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Kurzfassung

Sei I eine diskrete Gruppe, die auf einer zusammenziehbaren Mannigfaltigkeit X
differenzierbar und eigentlich diskontinuierlich operiert. Ein wichtiges Beispiel
ist die Operation von arithmetischen Untergruppen I' gewisser Liegruppen G
auf dem symmetrischen Raum X = G/K, wobei K < G eine maximalkompakte
Untergruppe ist. Jeder Darstellung M von I' (etwa iiber dem Koérper k£ = C)
kann man auf natiirliche Weise eine Garbe M auf Y = I'\ X zuordnen und man
hat einen wohlbekannten Isomorphismus H*(I'; M) =2 H*(Y'; M), der ein grund-
legendes Hilfsmittel zur geometrischen Beschreibung der Gruppenkohomologie
ist.

Dieser Isomorphismus lisst sich folgendermafien verallgemeinern: Es exis-
tiert ein Homomorphismus « : H*(T'; Hom(M, N)) — Ext*(M, N), der ein Iso-
morphismus ist, sofern eine der Darstellungen M oder N trivial, also gleich C
ist. Der Beweis, dass a im Falle N = & ein Isomorphismus ist, folgt daraus, dass
dann &t/ (M, N) = 0 fiir alle j > 0 gilt. In einer unveréffentlichten Arbeit hat
W. Singhof dies mit Hilfe der Poincaré-Verdier-Dualitdt gezeigt. In der vorlie-
genden Arbeit wird dieser tiefliegende Dualitétssatz vermieden. Dieses Resultat
ergibt sich ndmlich als eine direkte Konsequenz eines allgemeinen Studiums des
Homomorphismus « fiir beliebige M und N, wobei wir uns auch auf die Ent-
wicklung von Berechnungsmethoden fiir die Invarianten Ext* (M, N) bzw. der
Garben &xt*(M,N) konzentrieren, in der Hoffnung, niitzliche Informationen
iiber die Kohomologie von I' zu erhalten.

Ein Hauptresultat dieser Arbeit ist, dass « ein Teil einer langen exakten
Sequenz ist, wobei jeder dritte Term dieser exakten Sequenz durch die Homo-
logie der I'-Invarianten W eines kombinatorisch definierten Kettenkomplexes
W, von I'-Moduln ist. Genauer ist W, eine Art simplizialer Kettenkomplex auf
der singuldren Menge X, mit einem (nicht lokalkonstanten) von den Stabilisa-
toren und den Darstellungen M und N von I' abhéngigen Koeffizientensystem.
Eine lokale Version der eben genannten Vorgehensweise zeigt, dass Ext* (M, N)
die Homologie eines dhnlich definierten Komplexes von konstruierbaren Garben
ist. Wir erhalten Endlichkeits- und Verschwindungsresultate fiir die genannten
Invarianten.

Schlieklich diskutieren wir niedrigdimensionale Beispiele, insbesondere die
Modulgruppe SL2(Z) und die Gruppen I' = SLs(O), wobei O der Ganzheitsring
eines imaginér quadratischen Zahlkorpers ist.



Abstract

Let T be a discrete group which acts on a contractible manifold X smoothly
and properly discontinuously. An important example is the action of arithmetic
subgroups I' of certain Lie groups GG on the associated symmetric space X =
G/K where K < @ is a maximal compact subgroup. To each representation
M of T (say, over the ground field £ = C) one can associate a sheaf M on the
quotient Y = T'\X in a natural way and there is a well known isomorphism
H*(I;M) = H*(Y; M) which is a basic tool to describe group cohomology
geometrically.

This isomorphism can be generalized as follows. There is a homomorphism
a : H*(T; Hom(M, N)) — Ext*(M, ), which is an isomorphism whenever one
of the representations M or N of T" is trivial. The proof that « is an isomorphism
in the N = C case follows from the fact that the sheaves &t? (M, N') vanish for
each j > 0, which was shown by Singhof in an unpublished paper with the help
of Poincaré-Verdier-Duality. The approach presented in this thesis avoids this
sophisticated tool. The result will, instead, be a direct consequence of a general
study of the map « for arbitrary M and N. Furthermore, we are interested
in developing tools for the computations of the invariants Ext*(M,N) and
Ext* (M, N) in the hope that they yield useful information about the cohomology
of T.

One of the main results is that the comparison map « fits into a long exact
sequence where every third term in the sequence is given by the homology of
the I'-invariants W! of a combinatorially defined complex W, of I'-modules.
More precisely, W, is a kind of simplicial chain complex on the singular set
X with respect to a (not locally constant) coefficient system which depends
on the stabilizers of I' and on the representations M and N. A local version of
this procedure shows that &xt* (M, N) is the homology of a chain complex of
similarly defined constructable sheaves. We gain vanishing and finiteness results
for the invariants mentioned above.

Finally, low dimensional examples are discussed, in particular the modular
group SLo(Z) and the groups I' = SLo(O) wehre O is the ring of integers of
some quadratic imaginary number field.
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Einleitung

Sei I' eine diskrete Gruppe und k¥ = R oder k = C der Grundkorper. Der
klassische Isomorphismus
H*(T') = H*(BT),

lasst sich auf eine wohlbekannte Weise, wie man aus Grothendiecks klassischem
Tohoku-Artikel herleiten kann, in der Sprache der Garbenkohomologie verall-
gemeinern: Es existiert ein Isomorphismus

(0.1) H*(T;M) & H*(T\X; M),

wobei X ein zusammenziehbarer topologischer Raum ist, auf dem I' diskontinu-
ierlich operiert und M eine Garbe, die funktoriell einer k-linearen Darstellung
M von I assoziiert wird. Genauer ist M = pl (M), wobei p. der Funktor ist,
der einer I'-Garbe F auf X die I'-Invarianten von p,F zuordnet. Dieser Funktor
ist ein wichtiges Hilfsmittel in der dquivarianten Garbentheorie (siehe z.B. [BL],
[Gro]), so wie der Isomorphismus 0.1 ein wichtiges Hilfsmittel fiir das Studium
arithmetischer Gruppen ist, wie z.B. in [Har| oder [LH] erlautert wird.

Ist eine arithmetische Gruppe I' eingebettet als eine diskrete Untergrup-
pe in einer halbeinfachen Liegruppe G, so operiert I' auf natiirliche Weise auf
dem zusammenziehbaren symmetrischen Raum X = G/K, mit K einer maxi-
malkompakten Untergruppe von G. In diesem Fall ist die Operation glatt und
orientierungserhaltend. Fiigen wir diese beiden Voraussetzungen zu den Gene-
ralvoraussetzungen an X und I' hinzu, so verschwinden die Garben &t/ (M, k)
fiir alle j > 0, [Sin]. Die Lokal-Global-Spektralsequenz kollabiert und liefert
einen Isomorphismus

(0.2) Ext*(M, k) = H*(T'; M),

wobei MV = Hom(M, k) die zu M duale Darstellung ist. Dies und 0.1 lassen sich
zusammen auf die folgende niitzliche Weise verallgemeinern: Fiir alle Darstel-
lungen M und N von I' existiert ein kanonischer Vergleichshomomorphismus

(0.3) a: H*(,Hom(M,N)) — Ext*(M,N),

welcher ein Isomorphismus ist, sobald M oder N eine triviale Darstellung von T’
ist.

Mein Ziel ist es, ein besseres Versténdnis der allgemeinen Situation mit nicht
notwendig trivialen Darstellungen M und N zu erlangen. Fiir eine Theorie, die
diesen Homomorphismus zufriedenstellend erkléren soll, ist es wiinschenswert,
dass sie die Isomorphismen 0.1 und 0.2 als direkte Konsequenzen liefert. Wir
mochten an einfachen Merkmalen der Operation von I' auf M und N sowie X er-
kennen, wann « ein Isomorphismus ist. Die Suche nach solch einer Theorie sollte
mit der Suche nach Berechnungsmethoden fiir Ext*(M,N) bzw. &xt* (M, N)
einhergehen, da wir erwarten, durch diese Berechnungen via a Informationen
iiber die Gruppenkohomologie H*(I'; Hom(M, N)) zu erhalten. Auch deswegen
ist jede homologische Information iiber « interessant.



Schnell ist klar, dass bei einer freien Operation von I' (z.B. I" torsionsfrei) «
immer ein Isomorphismus ist, weil M und N lokalkonstante Garben, oder, mit
anderen Worten, lokale Koeffizientensysteme sind. In dieser Arbeit beschéftigen
wir uns gezielt mit dem umgekehrten Fall, in dem die Operation nicht frei ist.
Dieser ist komplizierter, zum Beispiel weil a im Allgemeinen kein Isomorphis-
mus mehr ist, wie wir an einfachen Beispielen sehen werden (i.A. auch dann
nicht, wenn M und N irreduzibel und nicht isomorph zueinander sind, wie man
vielleicht erwarten wiirde). Dies fiihrt u.a. dazu, dass der Ubergang zu einer
torsionsfreien Untergruppe von I' mit endlichem Index die Ext-Invarianten &n-
dert. Dies steht in starkem Kontrast zur Gruppenkohomologie, dort ist dieser
Ubergang ein iiblicher Trick, um eine freie Operation zu erzwingen.

Aus der Definition des Homomorphismus « geht hervor, dass er kanonisch
Teil eines exakten Tripels ist, d.h. dass sie in einer langen exakten Sequenz
sitzt. Das erste Hauptresultat dieser Arbeit, welches wir nun erldutern, gibt
eine Beschreibung des dritten Terms dieses exakten Tripels: Man wahle eine
dquivariante Triangulierung von X und definiere den Kettenkomplex W, durch

W; = [ Hom(M/M" N),

dimo=j

wobei I', der Stabilisator des Simplexes o ist. Das Differential des Komplexes
ist induziert von allen Inklusionen M= € MI'~ und geeigneten Vorzeichen (Inzi-
denzzahlen), wobei wir alle Simplizes 7 einer festen Dimension und deren Seiten
o durchlaufen.

Theorem A. SeiT eine diskrete Gruppe und X eine zusammenziehbare Man-
nigfaltigkeit, auf der I' diskontinuierlich und glatt operiert. Dann sitzt « in einer
langen exakten Sequenz

. — H;(W.L_,) — HY(I';Hom(M, N)) % Ext/ (M, N) 5 ...

Der Komplex W, ist trivial, falls eine der beiden Darstellungen M, N die trivia-
le Darstellung von I' ist, so dass 0.1 und 0.2 eine direkte Folgerung aus diesem
Theorem sind. Man bekommt sogar ein etwas allgemeineres (nicht notwendiges)
Kriterium: Wenn fiir alle z € X die I'y-Moduln M und N aufer den trivialen
Moduln sonst keine gemeinsamen irreduziblen Faktoren besitzen, so ist « ein
Isomorphismus.

Die Methoden des Beweises von Theorem A gehen von einer allgemeineren
Situation aus: Man untersucht konstruierbare I'-Untergarben K der konstanten
Garbe M. Die von der Inklusion K C Mx induzierte Abbildung Ext;:(Mx, Nx)
— Ext (K, Nx) sitzt wie die Abbildung « aus Theorem A in einer langen exak-
ten Sequenz, in der W, auf die gleiche Weise definiert ist (man ersetze nur M=
durch den Halm von K iiber dem Simplex o). Durch spezielle Wahlen von K
bekommt man interessante lange exakte Sequenzen. Wahlt man beispielsweise
M = k und K als die konstante Garbe auf der reguliaren Menge X,., die trivial
auf X fortgesetzt ist, so erhélt man eine lange exakte Sequenz

s Ho W — H* (VM) 5 B (Vs M) 5
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dabei ist j : Y, C Y die Inklusion und W; ist isomorph zu [, o=j M=, Im
Falle der Zusammenziehbarkeit von X ist dies eine Sequenz, die aufgrund von
0.1 zur Untersuchung der Kohomologie von I' dienen kann. Denn einerseits ist
W, einfach zu beschreiben und andererseits ist M ein lokales Koeffizientensys-
tem iiber Y;., so dass zu erwarten ist, dass man H*(Y,; M) versteht, wenn die
Topologie von Y, verstanden ist.

Eine lokale Version der obigen Vorgehensweise liefert einen Komplex W) von
Garben auf I'\ X, der iiber jedem Simplex o von X isomorph zur konstanten
Garbe von Komplexen mit Halm W,|, := [[ - Homr_(M/M"~ N) ist. Also ist
dieser Komplex von Garben kombinatorischer Natur und seine Homologiegarben

beschreiben die Garben &xt* (M, N):
Theorem B. Es existiert fir alle j € Z ein Isomorphismus von Garben
&Etj(M,N) = anjflw.

Dies liefert einen alternativen Beweis der Verschwindung &t/ (M, ky) = 0 fiir
alle j > 0, da wir nicht auf die Poincaré-Verdier-Dualitét zuriickgreifen, welche
beim urspriinglichen Beweis in [Sin] benutzt wurde.

Aus der Theorie, die diese Theoreme umgibt, werden einige Aussagen iiber
die Struktur und Berechnungsmethoden der Invarianten Ext* (M, A) und &xt* (M, N)
hergeleitet. Als Beispiel nennen wir folgendes Theorem iiber allgemeine Ver-
schwindung dieser Invarianten, welches wir ebenfalls zu den Hauptresultaten
zéhlen.

Theorem C. Sei X ein zusammenziehbarer Raum der Dimension n, auf dem
eine diskrete Gruppe I diskontinuierlich operiert; seien M und N Darstellungen
von I.

(i) Der Vergleichshomomorphismus o : H7(T;Hom(M,N)) — Ext/ (M, N)
aus 0.3 ist surjektiv fiir j = n und bijektiv fir j > n.

(ii) Es gilt Ext!(M,N) = 0 fir alle j > n. Ist dariberhinaus die Operati-
on von I' auf X nicht kokompakt (d.h. T\X ist nicht kompakt), so gilt
Ext"(M,N) = 0.

(iii) Es gilt &t (M, N) =0 fiir alle j > n.
(iv) FEs ist HP(Y; Ext? (M, N)) = 0 fiir alle p,q > 0 mit p+ q > n.

Wir diskutieren Beispiele, welche zeigen, dass dieser Verschwindungssatz i.A.
nicht verbessert werden kann. Dariiberhinaus diskutieren wir im Abschnitt 4.d.
Endlichkeitsresultate fiir die Invarianten Ext*(M, N), &xt*(M,N) und WY,

Aufbau und Kenntlichmachung der eigenen Arbeit.

Im Folgenden geben wir kurze Zusammenfassungen der einzelnen Kapitel und
fiihren deren Ziele an. Obwohl im Text durch Quellenangaben ersichtlich ist,
welche Stellen die eigene Arbeit des Autors sind und welche Materialien aus
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anderen Quellen zusammengestellt wurden bzw. welche wohlbekannten Ideen
verwendet werden, soll diese Differenzierung der Ubersicht halber in folgender
Zusammenfassung durch kursive Schrift kenntlich gemacht werden.

Kapitel 1 dient zwei Zwecken. Einerseits sollen die grundlegenden Begriffe
(diskontinuierliche Operationen, dquivariante Garben) eingefithrt und die klas-
sischen Resultate (Grothendiecks Isomorphismus 0.1 und Singhofs Beobachtung
0.2) vorgestellt werden — groktenteils folgen wir dabei Grothendiecks klassischem
Tohoku-Artikel [Gro|. Andererseits sollen auf diese Weise die Notationen fest-
gelegt werden. Zentral ist auch die Einfithrung des Vergleichshomomorphismus
0.3, der es spiter ermoglichen wird, die beiden klassischen Resultate 0.1 und
0.2 als Spezialfall eines allgemeinen Phidnomens zu sehen. Der grifite Teil dieses
Kapitels ist aus verschiedenen Quellen, 2.B. [Gro], [KS], [Bre2], zusammenge-
stellt und einige elementare Figenschaften des Ext-Funktors werden aus diesen
Quellen abgeleitet. Die Finfiihrung des Vergleichshomomorphismus 0.3 im Ab-
schnitt 1.c war ein Ansatz des Autors, um 0.1 und 0.2 in einem gemeinsamen
Kontext zu sehen.

In Kapitel 2 untersuchen wir gewisse Stratifizierungen diskontinuierlicher
Réume. Als ein besonders wichtiges Beispiel von Stratifizierungen betrachten
wir dquivariante Triangulierungen. Nach der Einfiihrung dieser Begriffe und Dis-
kussion ihrer grundlegenden Eigenschaften behandeln wir konstruierbare Gar-
ben. Das sind Garben, die auf jedem einzelnen Stratum einer gewahlten Stra-
tifizierung (lokal)konstant sind. Besondere Bedeutung bekommt die ,Isotropie-
Filtrierung®, die einer konstruierbaren Untergarbe einer konstanten Garbe asso-
zilert wird, denn diese ist der Ausgangspunkt der weiteren Theorie zur Unter-
suchung des Vergleichshomomorphismus in den spéateren Kapiteln. Die Stratifi-
zierung eines diskontinuierlichen I'-Raumes durch Orbitbindel ist bekannt. Die
notwendigen Details sind mangels zufriedenstellender Quellen hier ausgearbei-
tet. Abschnitte 2.c und 2.d sind eigene Arbeiten des Autors. Abschnitt 2.d. be-
handelt eine Version des Vietoris-Satzes, die auf eine bekannte Version [Bor2]
zuriickgefihrt wird. Die Version im Abschnitt 2.d. kann auch auf die in [BL]
zurtickgefihrt werden, aber die Beweise in der vorliegenden Arbeit sind elemen-
tarer.

Die darauf folgenden Kapitel 3 bis 7 sind eigene Arbeiten des Autors.

Kapitel 3 ist den Hauptresultaten dieser Arbeit gewidmet. Wir fiihren
den oben genannten Kettenkomplex W, von graduierten I'-Moduln ein, wel-
cher einen Grofiteil des Es-Terms einer Spektralsequenz bestimmt, die gegen
Ext* (M, N) konvergiert. Aus dieser Spektralsequenz lassen sich dann die Theo-
reme A, B und C herleiten und die eingangs erwéhnten klassischen Resultate
0.1 und 0.2 werden wir als Spezialfélle erkennen.

In Kapitel 4 diskutieren wir, wie diese Theorie fiir Berechnungen der Inva-
rianten Ext*(M, N) und (der Halme) der Garben &xt* (M, ') genutzt werden
kann. In kleinen Dimensionen sind diese Rechnungen durchfithrbar: Wir bestim-
men die Halme von &t* (M, N) fiir alle X der Dimension < 3 und berechnen
vollstidndig die Invarianten Ext*(M,N) fiir 2-dimensionale, zusammenziehba-
re diskontinuierliche I“Réume (z.B. die Operation von SLg(Z) auf der oberen
Halbebene). Fiir die Operation von SLa(Q) auf dem oberen Halbraum, wobei O
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der Ganzheitsring eines imaginér quadratischen Zahlkorpersist, werden Ansétze
zur Berechnung von H, WY fiir den Spezialfall M = N = M,, kommentiert, wo-
bei M,, der SL2(C)-Modul der binédren homogenen Polynome vom Grad n ist.

In Kapitel 5 beschiftigen wir uns mit dem De-Rham-Komplex und seinen
Azyklitatseigenschaften, vor allem beziiglich des Funktors Extf:(Myz; —), wobei
Z C X eine T-invariante, lokalabgeschlossen Teilmenge von X ist (Z = X ist
zugelassen). Dieser Funktor ist verwandt mit der Kohomologie mit Trager in
Z. Einerseits ist dieses Kapitel fiir sich genommen interessant, da man z.B.
als Resultat die Berechenbarkeit von Ext* (M, N') mit der De-Rham-Auflésung
bekommt. Andererseits dient dieses Kapitel der technischen Vorbereitung des
Kapitels 6, das vollstdndig dem Beweis der Existenz einer Spektralsequenz aus
Kapitel 3 gewidmet ist, aus der alle dort enthaltenen Hauptresultate hervorge-
hen.

Kapitel 7 resiimiert die Arbeit. In Abschnitt 7b skizzieren wir auch einen
alternativen Beweis der Existenz der zentralen Spektralsequenz aus Kapitel 3.
In diesem Beweis wird nicht von der De-Rham-Auflésung Gebrauch gemacht,
so dass dieser Zugang analoge Resultate fiir positive Charakteristik liefert. Die
Beweismethoden sind jedoch nahezu identisch und deshalb verzichten wir auf
eine detaillierte Wiedergabe. Das Kapitel endet mit einer Ubersicht iiber mog-
liche weiterfiihrende Themen und interessante Fragestellungen, die im Rahmen
dieser Arbeit nicht behandelt werden konnten.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel behandeln diskontinuierliche Operationen bzw. Rdume und
dquivarianten Garben. Wir besprechen die Isomorphismen 0.1 und 0.2 und fiih-
ren den Vergleichshomomorphismus 0.3 ein. Auflerdem untersuchen wir elemen-
tare Eigenschaften des Ext-Funktors.

Sei I' eine diskrete Gruppe. Ein I'-Raum X ist ein topologischer Raum X,
auf dem I' von links durch Homéomorphismen g : X — X, g € I, operiert.
Ist X eine Mannigfaltigkeit, so verlangen wir zuséatzlich, dass die g : X — X
Diffeomorphismen sind.

Fiir einen Teilraum Z C X definieren wir den Stabilisator I'z = {g €
IgZ = Z}. Wir setzen I', = I'y,y fiir alle z € X. Ein Teilraum Z C X heifst
T'-invariant, wenn I'y =T gilt. In diesem Fall ist Z kanonisch ein I'-Raum.

1.a. Diskontinuierliche Operationen

Sei X eine n-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit und I" eine diskrete Gruppe,
die glatt (von links) auf X operiert. Auflerdem sei die Operation diskontinuier-
lich. Das heift, dass sie Grothendiecks Bedingungen (D1) und (D2), die in [Gro,
S. 203] als Bedingung (D) zusammengefasst sind, erfiillen soll:

(D1) Fiir alle z € X ist der Stabilisator I';, endlich.

(D2) Jedes z € X besitzt eine Umgebung V, so dass gV NV = @ fir alle
geTl — T, gilt.

Man beachte, dass die Umgebung V' wegen (D1) T',-invariant gewéhlt werden
kann.

Es sei bemerkt, dass die hier verwendete Bezeichnung ,diskontinuierlich“
veraltet ist und in der Literatur der Terminus ,eigentlich diskontinuierlich® vor-
gezogen wird.

Um die Schreibweise zu vereinfachen, sagen wir in dieser Situation, dass X
ein diskontinuierlicher I'-Raum ist. Dariiberhinaus sagen wir, dass X ein orien-
tierbarer diskontinuierlicher I'-Raum ist, wenn beziiglich einer (und damit jeder)
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Orientierung von X die Operation von I' orientierungserhaltend wird (dies setzt
insbesondere voraus, dass X als Mannigfaltigkeit orientierbar ist).

SeiT'g = {g € ' | gz = x fiir alle z € X }. Dies ist ein Normalteiler von I’
und I'/T'y operiert diskontinuierlich und effektiv auf X. Auf diese Weise kénnen
wir stets und werden oft die Effektivitdt einer Operation erzwingen. Man be-
achte, dass I’y der Schnitt aller I';, iiber alle € X und somit nach (D1) endlich
ist.

Wir werden den Raum der Orbits I'\ X (versehen mit der Quotiententopo-
logie) stets Y nennen und die natiirliche Projektion durch p : X — Y notieren.
Bekanntlich ist p eine offene, abgeschlossene und stetige Surjektion, welche ge-
nau dann eine Uberlagerung ist, wenn I'g = I',, fiir alle 2 € X gilt (zum Beispiel
wenn die Operation von T frei ist).

1.1. Proposition. Ist V eine I';-invariante Umgebung eines Punktes v € X,
die (D2) erfillt, so gilt

p (V)= [[ 9v=TxrV
gelr/Ty,

wobei hier mit ,2=2% ein Isomorphismus von differenzierbaren I'-Rdumen gemeint
ist. Ist insbesondere N ein topologischer k-Vektorraum mit einer stetigen und
linearen T'-Operation, so existiert ein Isomorphismus von I'-Moduln

Cpr~' (p(V)),N) = coindr, C(V,N),
wobei C'(—,N) den Vektorraum der stetigen Abbildungen in N bezeichnet.

Die folgende Proposition liefert die Standardbeispiele diskontinuierlicher Ope-
rationen.

1.2. Proposition. Sei G eine Liegruppe, K < G eine kompakte und I’ < G
eine diskrete Untergruppe. Dann ist X = G/K mit der kanonischen Operation
von T' (von links) ein orientierbarer diskontinuierlicher T'-Raum. Dariberhin-
aus ist X zusammenziehbar, wenn G halbeinfach und K eine mazimalkompakte
Untergruppe von G ist.

Beweis. Das sind die Propositionen 1.6. und 1.7. von [Shi] und fiir die letzte
Aussage sei z.B. auf Theorem VI.2.2. aus [Hel| verwiesen. O

1.3. Beispiel. a) Jede Operation einer endlichen Gruppe auf einem Hausdorff-
raum erfiillt Grothendiecks Bedingungen (D1) und (D2).

b) Einen Spezialfall des letzten Beispiels erhilt man aus einem Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — GL,(R), wobei G eine endliche Gruppe ist, indem man
G via ¢ auf R™ operieren lasst, so dass R™ auf diese Weise ein diskontinuier-
licher G-Raum wird.

¢) Das klassische Beispiel der Operation der Modulgruppe SL3(Z) auf der obe-
ren Halbebene h? = {z € C|Im(z) > 0} ist diskontinuierlich
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d) Man kann die obige Operation auf eine Operation von SLy(O) auf den obe-
ren Halbraum h? = C x R, ,fortsetzen, wobei O der Ganzheitsring eines
imaginirquadratischen Zahlkérpers Q(v/—d) fiir eine quadratfreie natiirliche
Zahl d > 0 ist. Eine explizite Formel ist z.B. in [Swal], Lemma 3.1., gegeben.

e) Die letzten beiden Beispiele sind Instanzen einer interessanten allgemeinen
Konstruktion. Sei G die Liegruppe der reellwertigen oder komplexwertigen
Punkte einer halbeinfachen, algebraischen Gruppe G iiber Q, d.h. G = G(R)
oder G = G(C). Sei K eine maximalkompakte Untergruppe von G (so ein K
existiert und eine andere maximalkompakte Untergruppe ist stets konjugiert
zu K, vgl. [Hel, VI.2.2]). Nach 1.2. ist X = G/K ein orientierbarer, zu-
sammenziehbarer diskontinuierlicher I'-Raum fiir jede diskrete Untergruppe
I' < G. Man bekommt die Beispiele ¢) und d), wenn man diese Konstruktion
ausgehend von der algebraischen Gruppe SLo durchfiihrt.

Folgende Proposition besagt anschaulich, dass jeder diskontinuierliche I'"Raum
lokal wie Beispiel b) aussieht.

1.4. Proposition ([Brel]). Jeder Punkt x € X besitzt eine I'y-invariante Ko-
ordinatenumgebung V' zusammen mit einem Diffeomorphismus ¢ : V — R™, so
dass Y(yv) = ()Y (v) fir alle y € Ty und v € V' gilt, wobei ¢ der Homomor-
phismus

¢: T, — GL,(T.X) ™ GL.(R), g—dpog.

ist. Mit anderen Worten operiert T'y, linear auf kleine Umgebungen von x.

Definition. Eine I';-invariante Umgebung V' eines Punktes x € X wie in der
letzten Proposition heifit zuldssig, wenn sie zusétzlich Grothendiecks Bedingung
(D2) erfiillt. Eine Umgebung U von p(z) € Y heilt zuldssig, wenn eine zulés-
sige Umgebung V' von z mit p(V) = U existiert. Das Paar (V,U) heifit dann
zuldssiges Paar von Umgebungen von (z, p(z)).

Bemerkung. Jeder Punkt x € X besitzt eine Basis von zuldssigen Umgebun-
gen. Man wahle dafiir zunéchst eine I';-invariante Koordinatenumgebung V', die
in einer zulédssige Umgebung von x enthalten ist und die Bedingungen aus 1.4.
erfiillt und man wahle eine I',-invariante Riemannsche Metrik d auf V. Dann
bilden die V,, = Ufl/n(sc), n € N, eine Basis von zuldssigen Umgebungen von z.

Dies motiviert die folgende

1.5. Definition (Lokale Modelle). Wir nennen das Paar (V,G), bestehend
aus einer endlichen Gruppe G und einem n-dimensionalen G-Raum V, ein (n-
dimensionales) lokales Modell, wenn ein Diffeomorphismus ¢ : V' — R™ und ein
Homomorphismus 1 : G — O(n) existiert, so dass ¢(g - z) = ¥(g) - ¢(g) fir alle
g € G und z € X gilt. Dabei operiere ¥(G) C O(n) in natiirlicher Weise auf
R™.

In dieser Terminologie ist (V,T';) ein lokales Modell fiir jede zuléssige Umge-
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bung V eines jeden Punktes x € X, denn wegen der Endlichkeit von I';, existiert
ein I';-invariantes Skalarprodukt auf R™ = V.

Definition. Sei X, C X der Teilraum der reguldren Punkte, d.h. der Punkte
x € X mit I'y, = T'y. Dies ist eine I'-invariante Teilmenge. Die Punkte des
Komplements Xy = X — X, heifsen singuldre Punkte.

Ist V= R™ eine zuldssige Umgebung eines Punktes x € X, soist VN X, =V
die Vereinigung von Untervektorrdumen der Dimension < n nach 1.4. und damit
gilt:

1.6. Korollar. Die requliren Punkte X, bilden eine offene und dichte Teilmen-
ge von X. Ist X dariiberhinaus ein zusammenhdngender, orientierbarer diskon-
tinuserlicher I'-Raum, so ist X, zusammenhdngend.

Beweis. Nach 1.4. ist X eine lokalendliche Vereinigung von Untermannigfaltig-
keiten der Dimension < n, also ist X,, = X — X dicht in X. Auferdem ist X
abgeschlossen in X: sei (z,,) eine Folge in X, die gegen ein = € X konvergiert.
Ohne Einschrankung ist (z,) in einer zulédssigen Umgebung V' von x enthalten.
Insbesondere ist I'y; D I'y,, fiir alle n und damit z € X;. Daraus folgt, dass X,
offen ist.

Ist X ein orientierbarer I'-Raum, so ist X eine lokalendliche Vereinigung
von Untervektorraumen der Dimension < n — 2, denn jedes g € I" operiert lokal
als eine SO(2)-Matrix und der Fixpunktraum solcher Matrizen besitzt mindes-
tens die Kodimension 2. Insbesondere besitzt X,, = X — X die gleiche Anzahl
an Zusammenhangskomponenten wie X. O

1.b. Darstellungen und Aquivariante Garben

In disem Abschnitt nehmen wir an, dass k ein beliebiger kommutativer Ring mit
1 ist. Spéter nehmen wir wieder £ = R oder = C an. Die Kategorie der Garben
auf X mit Werten in k-mod notieren wir durch Sh(X) und ein Objekt nennen
wir der Einfachheit wegen Garbe auf X. Fiir jeden k-Modul A bezeichnet Ax
die konstante Garbe auf X mit Halmen A.

I'-Moduln (Notation). Bevor wir auf I'-Garben eingehen, wollen wir an ei-
nige Grundlagen und Notationen fiir I'-Moduln erinnern. Die Gruppenalgebra
von I' iiber k bezeichnen wir mit kI' = k[I']. Einen kI-Modul bezeichnen wir
auch als I-Modul (dies fiihrt nicht zu Missverstdndnissen, da der Grundring
immer £ heiftt).

Die Kategorie der (Links)-I'-Moduln wird auch durch I'-mod notiert. Ein
I'~Modul heifst trivialer I'-Modul, wenn jedes g € T' als Identitét auf dem Modul
operiert. Weiterhin heifft ein I'-Modul M eine Darstellung von I', wenn er als
k-Modul endlich erzeugt und frei ist. Darstellungen entsprechen in eindeutiger
Weise den Gruppenhomomorphismen I' — GL,, (k) mit n > 1.
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Wir setzen H*(T'; M) := Exty(k, M), wobei wir hier & als einen trivialen I'-
Modul interpretieren. Der k-Vektorraum Homy (M, N) besitzt fiir alle I-Moduln
M und N eine kanonische I'-Modulstruktur gegeben durch (g¢)(m) := gp(g~tm)
fir alle g € T, m € M und ¢ : M — N. Das Tensorprodukt M ® N besitzt
ebenfalls eine kanonische I'-Modulstruktur, die durch die diagonale Operation
gegeben ist. Wenn k ein Korper ist, so gilt auf natiirliche Weise:

(1.7) Extip(M,N) = H*(I;Hom(M,N)),  M,N € I'-mod,

denn der Funktor Homy (M, —) ist in diesem Fall exakt und erhélt als Rechtsad-
jungierter ( zu — ® M) injektive Objekte. Dariiberhinaus gilt Hom(M,N) =
MY ® N als I'-Moduln, wenn M oder N endlichdimensional iiber k ist und
MY = Hom(M, k) den dualen Modul bezeichnet.

Ist H < T" eine Untergruppe, so sei U : ['-mod — H-mod der Vergissfunktor.
Dieser besitzt einen Rechtsadjungierten coindl;l und einen Linksadjungierten
ind};. Fiir einen H-Modul M kann man definieren:

coindly (M) = H M
gel’/H

mit der offensichtlichen Operation von I' auf der rechten Seite. Bei indFH geht
man genauso vor, nur ersetzt man das Produkt durch das Koprodukt. Vgl. auch
[Wei.

Grothendiecks Isomorphismus. Sei M ein kI'-Modul. Wir ordnen diesem
Modul eine Garbe M € Sh(Y') zu, indem wir fiir alle offenen Teilmengen U C Y
definieren:

M(U) = { lokalkonstante, I-quivariante Abbildungen p~*(U) — M }.

Der folgende Satz ist wohlbekannt und wichtiges Hilfsmittel fiir das Studium
der Kohomologie arithmetischer Gruppen.

1.8. Theorem ([Gro, Prop. 5.2.4.]). Sei X ein topologischer Raum auf dem
eine diskrete Gruppe I' diskontinuierlich operiert, d.h. sie erfillt Grothendiecks
Bedingungen (D1) und (D2). Dann existiert fiir alle Darstellungen M von T ein
natirlicher Isomorphismus H*(Y; M) = H*(T'; M).

Wir skizzieren spéter in diesem Abschnitt einen méglichen Beweis dieses Satzes.

1.9. Bemerkung. Es gilt mit den obigen Voraussetzungen H’(T',M) = 0 fiir
alle j > dim(X), vgl. [Bre2, Cor. 16.28, Th. 19.3.]. Siehe auch 1.21. fiir eine
dhnliche Aussage.

Bemerkung. Theorem 1.8. ist eine Verallgemeinerung des klassischen Isomor-
phismus von Eilenberg H*(I') = H*(BT) bzw. H*(T';M) = H*(BT'; M) wobei
M ein kanonisch zu M assoziiertes lokales Koeflizientensystem auf BT ist, vgl.
z.B. [Brw, II] oder [Whi, VI.3]. Dafiir benétigt man die folgende Proposition.
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1.10. Proposition. Fir alle Darstellungen M von T' gilt:
(a) M|x, ist eine lokalkonstante Garbe auf X,.
(b) Operiert I' trivial auf M, so ist M die konstante Garbe My .

Beweis. Ohne Einschrankung sei die Operation von I' effektiv (ansonsten be-
trachte die Operation von I'/T)).

(a) Sei x € X, d.h. T, ist trivial. Sei V eine zuldssige Umgebung von x.
Nach 1.1.ist p~(p(V)) = [yer 9V und damit ist der Raum der I-dquivarianten
lokalkonstanten Funktionen p~(W) — M isomorph zum Raum der lokalkon-
stanten Funktionen W — M fiir alle offenen Teilmengen W C p(V') (auf W ist
p ein Homomorphismus). Damit ist M|,y isomorph zu (p[v)«(My) = My,
also konstant.

(b) Sei U C Y eine beliebige offene Teilmenge. Da M ein trivialer I'-Modul
ist, faktorisiert jede I-fiquivariante lokalkonstante Funktion p~1(U) — M ein-
deutig iiber eine lokalkonstante Funktion U — M. O

I-Garben. Es existiert ein Funktor pl, so dass M = pl'(My) ist. Dabei
startet pL in der Kategorie der I'-Garben, die wir gleich definieren werden (siehe
z.B. auch [Gro, 5.1.], [BL]) und landet in der Kategorie der Garben auf Y,
und Mx besitzt fiir jede Darstellung M eine kanonische I'-Garbenstruktur. Der
Funktor pL ist, um es kurz zu sagen, definiert durch die I'-Invarianten des Push-
Forward-Funktors p,. Wir werden jetzt die prézisen Definitionen vorstellen.

Definition. Eine I'-Garbe F auf X ist eine Garbe F (von k-Vektorrdumen)
zusammen mit Strukturmorphismen p : F — g*F fiir alle g € T', die folgende
Bedingungen erfiillen.

e 1% =idr, wobeie € I' das Neutralelement ist.
o h*(pd) o ple = 9P fiir alle g, h € T.

Ist aus dem Kontext ersichtlich, zu welcher Garbe F ein Strukturmorphismus
1 gehort, so schreiben wir auch p9 statt pi.

Ein Garbenhomomorphismus f : F — G heifst I'-Morphismus oder I'-dqui-
variant, wenn er mit den Strukturmorphismen von F von G vertauscht, d.h. es
gilt g*(f) = ,wg o fo(uf)~! fiir alle g € T'. Die Kategorie der I-Garben auf X
und I'-Morphismen, die eine offensichtliche additive Struktur besitzt, notieren
wir durch ShY(X). Wir schreiben Homx r(F,G) fiir den k-Vektorraum der T'-
Morphismen F — G. Fiir alle ,G € Sh' (X) besitzt die Garbe Hom(F,G) eine
I'-Garbenstruktur gegeben durch die Strukturmorphismen

p? : Hom(F,G) — Hom(g*F,g"G) = g"Hom(F,G), ge€T,

wobei beim ersten Pfeil die Strukturmorphismen von F und G und beim zweiten
die Adjunktion [KS, Cor. 2.3.4.] mit der Identitit g* = g, ! kombiniert wurde.
Es gilt

H°(X;Hom(F,G)) = Homx (F,G), € kI'-mod
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also insbesondere H°(X;Hom(F,G))' = Homx r(F,G).

Die homologische Algebra von I'-Garben verhélt sich wie die der gewdhnlichen
Garben. Zum Beispiel ist nach [BL, 8.3.] die abgeleitete Kategorie von Sh'(X)
auf die gleiche Weise zu bilden wie die von Sh(X), wenn I' diskret ist. Fiir
nichtdiskrete I' werden dort andere Methoden vorgestellt. Wir bendtigen im
Moment nur die folgenden beiden Grundlagen.

Bemerkung (|Gro, Prop. 5.1.1., Prop. 5.1.2.]). Die additive Kategorie Sh (X)
ist abelsch, bivollstéandig und besitzt geniigend viele Injektive.

Grothendieckspektralsequenzen. Fiir die homologische Algebra in der Ka-
tegorie der Garben sind Grothendieck-Spektralsequenzen von grofser Bedeutung.
Wir erinnern an diese und fiihren folgende niitzliche Begriffe ein:

1.11. Bemerkung/Notation. (a) Seien A EBSc komponierbare linksex-
akte Funktoren zwischen abelschen Kategorien, die geniigend viele Injektive
besitzen. Der Funktor F' bilde injektive Objekte auf G-azyklische Objekte
ab. Dann existiert nach [Gro, Th. 2.4.1.] (oder [Wei, 5.8]) eine Spektralse-
quenz

EY? = RPG o RIF = RPYI(G o F).

Diese Spektralsequenz nennen wir die Grothendieckspektralsequenz der Kom-
position G o F'. Der Kantenhomomorphismus R*(G o F) — G o R*F ist auf
folgende kanonische Weise gegeben:

Sei A — I°® eine injektive Auflosung eines Objekts A € A. Es sei
K? = ker(I? — IP™') = im(IP~! — I?). Aufgrund der Linksexaktheit
von F ist RPF(A) der Kokern von FIP~! — FKP. Wenden wir G an, so
ist die Komposition G(FIP~!) — G(FKP) — G(RPF(A)) Null. Daher in-
duziert diese Sequenz einen Homomorphismus RP(GF)(A) — G(RP(A)),
denn aus dem gleichen Grund wie oben ist RP(GF')(A) der Kokern von
GF(IP~') — GF(KP).

(b) Sei (F,U) : C — D eine Adjunktion (d.h. F': C — D ist linksadjungiert zu
G : D — C) zwischen abelschen Kategorien mit geniigend vielen Injektiven .
Wir fixieren ein Objekt A € C. Dann ist Homp(F'A, —) = Hom¢ (A, =) o U.
Da U als Rechtsadjungierter linksexakt ist und Injektive erhélt, vgl. [Wei,
2.6], konnen wir (a) anwenden und erhalten eine Spektralsequenz

ED? = Exth(A, RU(—)) = Exti(FA, -),
die wir die Grothendieckspektralsequenz der Adjunktion (F,U) nennen.

1.12. Beispiel. Die Grothendieckspektralsequenz der Komposition
Homyx = H°(X;Homx) heit die Lokal-Global-Spektralsequenz (oder kurz LG-
Spektralsequenz) und besitzt die Form

ES9 = HP(X; &xt?(F,G)) = ExtP™(F,G)

7



fiir alle 7, G € Sh(X). Der oben beschriebene Kantenhomomorphismus Ext*(F, G)
— HO(X;&t*(F,G)) stimmt hier mit dem Garbifizierungshomomorphismus
iiberein, vgl. [Gro, (4.2.6)].

Die Adjunktion (f., f*)

1.13. Bemerkung ([BL, 8.1]). Sei f : X — X' eine I'-dquivariante Abbil-
dung zwischen (diskontinuierlichen) I'-Rdumen. Dann besitzt der Pushforward
f+(G) eine kanonische T-Struktur fiir alle G € Sh''(X), indem man die Struktu-
rabbildungen als f.(ug) definiert (man beachte f.g* = g*f., da f dquivariant
ist). Das gleiche gilt fiir den Pullbackfunktor f*, so dass wir eine ,Aquivariante
Adjunktion*
fe @ SEY(X) «— SAU(X') : f*

also einen natiirlichen Isomorphismus Homx r(f*F,G) = Homy p(F, f.G) be-

kommen, indem wir die I'-Invarianten der iiblichen Adjunktion [KS, Prop. 2.3.3.]
nehmen. Insbesondere existiert ein natiirlicher Isomorphismus

(1.14) Homy r(Mx, F) = Homyr (M, H°(X; F))

fiir alle k[-Moduln M und F € Sh!(X), indem wir die obige Adjunktion auf
X’ = % und die konstante Funktion f : X — * anwenden.

Die Grothendieck-Spektralsequenz der Adjunktion (f*, f.) ist eine Spek-
tralsequenz von I'-Moduln und eine Verallgemeinerung der Leray-Spektralsequenz

[Gro, 3.1]

Von nun an versehen wir Y mit der trivialen I-Operation, so dass p : X —
Y dquivariant ist. Mit dieser Vereinbarung ist ShY(Y) = Shyr(Y), also die
(gewohnliche) Kategorie der Garben auf Y mit Werten in kI'-mod. Die letzte
Bemerkung gibt uns eine Adjunktion

(1.15) ps + ShY(X) «— Shyr(Y) : p*

Definition (|Gro, 5.1],|BL, 0.3]). Sei pL : ShT'(X) — Sh(Y) der Funktor, der
auf allen F € ShY' (X) durch HY(U; pL (F)) :== HO(U; p.(F))'' = H(p~1(U); F)¥
definiert ist.

Fir die néchste Proposition beachte man, dass jede Garbe F € Sh(Y') als eine
I-Garbe gesehen werden kann, indem man jeden k-Vektorraum F(U), U C
Y, mit der trivialen I'-Operation versieht. Auf diese Weise bekommt man eine

Einbettung Sh(Y) C ShT'(Y) und einen Funktor Sh(Y) C SRY(Y) 2 ShY(X),
den wir ebenfalls mit p* bezeichnen.

1.16. Proposition (|BL, 8.4.1,8.6.1]). Sei F € Sh(Y) und G € Sh''(X). Dann
ezistiert ein in F und G natirlicher Isomorphismus

HOI’HXJ"(p*f,g) = HomY(]:7p£g)
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Als Rechtsadjungierter erhdlt pt damit Injektive. Auferdem ist dieser Funktor
exakt, wenn fir alle x € X die Ordnung von L', invertierbar im Grundring k
15t.

Beweis. Der Funktor A — AU ist rechtsadjungiert zum Funktor, der jeden k-
Vektorraum mit der trivialen I'-Operation versieht, siche [Wei, 6.1]. Dies impli-
ziert einen Isomorphismus Homy (F, pLG) = Homy r(F, p.G) und hieraus folgt
mit 1.15 die gewiinschte Adjunktion.

Als ein rechtsadjungierter Funktor bildet pL injektive Objekte auf injektive
Objekte ab. Nach [Gro, 5.3.1.] ist der Halm R*(pl)(G), fiir alle y € Y isomorph
zu H*(T,,G.), wobei x in der Faser von y gewéhlt ist. Somit sind die hoheren
abgeleiteten Funktoren von pl Null, weil der Funktor A — A"» aufgrund der
Invertierbarkeit von ord(T,) exakt ist, vgl. auch [Wei, Prop. 6.1.10]. Also ist p!
exakt. O

1.17. Korollar. Fiir alle F € Sh(Y) und G € ShY (X) existiert ein natiirlicher
Isomorphismus Ext 1 (p*F,G) = Exty, (F,p.G).

Beweis. Die Proposition 1.16. gibt uns einen Isomorphismus von Funktoren
Homx r(p*F, —) = Homy (F, —) o pL, wobei pl exakt ist und Injektive erhilt.
Das Ableiten auf beiden Seiten fiihrt daher zum Ziel. O

Die Beobachtung von Singhof Man beachte, dass man fiir alle 7 € Sh(Y)
einen natiirlichen Isomorphismus H*(Y;F) = Exty (ky,F) hat, denn es ist
H°(Y,—) = Homy (ky,—) nach 1.14. Somit kann 1.8. als ein Isomorphismus
Ext*(ky, M) = Extyp(k,M) gelesen werden. Eine der Grundfragen, denen in
dieser Arbeit nachgegangen wird, beschéftigt sich damit, ob dies auch richtig ist,
wenn statt &k (als trivialer I'~-Modul aufgefasst) ein beliebiger I'-Modul betrachtet
wird.

Eine erste Antwort auf diese Frage gibt uns die Beobachtung von Singhof,
die im gewissen Sinne dual zu 1.8. ist:

1.18. Lemma (Singhof, [Sin]). Sei X ein zusammenziehbarer diskontinuier-
licher T'-Raum. Dann ezistiert fir alle Darstellungen M von T' ein natiirlicher
Isomorphismus

H*(T;MY) = Ext*(M, ky)
wobei MY = Hom(M, k) die duale Darstellung von M ist.

Beachte, dass Ext*(M, k) = H*(I',MV) gilt, weil der Grundring ein Kérper ist,
siehe 1.7. Der Beweis in [Sin| benutzt die beiden folgenden Lemmata.

1.19. Lemma (Singhof). Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und M und N
Darstellungen von T'.

(a) Es gilt Ext! (M, ky) =0 fir alle j > 0.



(b) Ist X als diskontinuierlicher I'-Raum orientierbar, so existiert ein kanoni-
scher Isomorphismus von Garben Hom(M,N) = pI' (Hom(M, N) )-

All diese Aussagen werden spéter direkt aus Theorem A der Einleitung folgen.
Den Beweisen fiir diese Aussagen habe ist ein eigenee Abschnitt 3.d. ab Seite 54
gewidmet. Wir wollen trotzdem hier die Beweismethoden aus [Sin| skizzieren,
weil erstens [Sin] nicht verdffentlicht ist und wir zweitens die Unterschiede der
Beweismethoden hervorheben mochten.

Die wohlbekannte Verdier-Dualitét [KS, Kap. III] besitzt die folgende niitz-
liche spezielle Form:

1.20. Lemma (Poincaré-Verdier-Dualitét). Sei X ein orientierbarer diskonti-
nuierlicher T-Raum der Dimension n. Dann gilt Ext3, (F, ky ) = Homy (H? (Y F), k)
fir alle F € Sh(Y') und j € Z.

Beweisskizze. Der Quotient Y ist eine orientierbare, n-dimensionale Homologie-
mannigfaltigkeit {iber k& (wir benutzen die Terminologie von [Bre2|, Def. V.9.1).
Dies folgt aus [Bre2|, Th. I1.19.2 und [Bre2], Th V.9.3. Nun kann man [GM1],
(IIL.68) auch auf diese Situation anwenden und es folgt die Behauptung, da die
Orientierungsgarbe von X konstant ist. ]

Dass dieser Beweis etwas skizzenhaft ist, soll uns nicht weiter stéren: Fiir alle
yklassischen“ Resultate, die in diesem Kapitel auftauchen (aufer 1.21.), deren
urspriinglichen Beweise die Poincaré-Verdier-Dualitdt benutzen, werden alter-
native Beweise présentiert, die ausschlieflich von der im weiteren Verlauf dieser
Arbeit entwickelten Theorie Gebrauch machen werden.

Es folgt wie angekiindigt eine Skizze des Beweises von [Sin] zu 1.19.a, wor-
aus wir dann 1.18. folgern.

Beweisskizze zu 1.19.a. Da die Frage von lokaler Natur ist, kdnnen wir anneh-
men, dass X ein lokales Modell ist, also X = R"”, wobei I" eine endliche Gruppe
ist, die linear operiert. Mit der Poincaré-Verdier-Dualitéit folgt Ext? (M, ky) =
H?=I(T'\R"; M)V. Die Endlichkeit von T' impliziert dann H?~7(T'\R"; M) =
HMI(R™, M) = 0 fiir alle j > 0. O

Beweis von 1.18.. Nach 1.19. kollabiert die Lokal-Global-Spektralsequenz 1.12.
und gibt uns einen Isomorphismus Ext™ (M, ky ) = H*(Y; Hom(M, ky)). Jetzt
benutze man 1.8. und 1.19.a. O

Als eine Folgerung von 1.18. kénnen wir eine verbesserte Variante des Ver-
schwindungsresultats 1.9. beweisen. Allerdings sei erwdhnt, dass wir dafiir die
Poincaré-Verdier-Dualitét bendtigen und das ist auch die einzige Stelle in dieser
gesamten Arbeit, an der kein Weg gewéhlt wird, der diesen tiefen Dualitdtssatz
umgeht.

1.21. Korollar. Sei X ein zusammenziehbarer, orientierbarer diskontinuierli-
cher I'-Raum, so dass T\X nicht kompakt ist und M eine Darstellung von T
Dann gilt HY(T,M) = 0 fiir alle 7 > dim(X).
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Beweis. Sei n = dim(X). Wegen 1.18. und der Poincaré-Verdier-Dualitéat 1.20.
gilt ‘ ‘
H)(T;MY) = HM (Y, M)Y.

Also folgt die Aussage fiir alle j > 0. Es bleibt also fiir j = 0 zu zeigen, dass
HY(Y; M) = 0 ist. Sei f € H(Y; M) = H°(X;Mx)! ein Element mit kom-
paktem Triger K C Y. D.h. f kann man als I'-Aquivariante, lokalkonstante
Abbildung f : X — M auffassen, deren Triger p~!(K) C X ist. Da Y nicht
kompakt ist, gilt K # Y und damit p~}(K) # X. Da f konstant ist (X ist
zusammenhingend), muss f = 0 gelten, da f auf X — p~}(K) # @ verschwin-
det. O

l.c. Der Vergleichshomomorphismus

Es ist moglich, 1.8. und 1.18. zu einem einzigen Satz zu vereinen. Sei
(1.22) L:p"M — Mx

der I'-Morphismus, der unter 1.16. zur Identitdt von M adjungiert ist. Der von ¢
induzierte Morphismus Ext}.(Mx, Mx) — Ext{(p*M, Nx) definiert wegen 1.17.
einen kanonischen Homomorphismus

(1.23) o : Exty p(Mx, Nx) — Exty (M, N),

den wir Vergleichsmorphismus nennen.

Ubrigens ist ¢ auf den Halmen {iber alle x € X gegeben durch die Inklusion
ty : MI'e — M, siehe auch [Gro, (5.1.2)] oder [BL, 8.5.5]. Wir notieren uns
daher:

1.24. Proposition. Fiir alle Darstellungen M von T ist p* M via v isomorph zu
einer I'-Untergarbe von M, deren Schnitte tiber alle offenen Teilmengen U C X
gegeben sind durch

HO(U; u(p* M) = { lokalkonstante Abb. s:U — M mit s(z) € MY Y ey }

Insbesondere ist HO(X;p*M) = MTs | wobei 'y C T die von allen Stabilisatoren
erzeugte Untergruppe ist.

Da also p* M eine I'-Untergarbe von My ist, existiert eine kurze exakte Sequenz
0— p*M — Mx — Mx/p*M — 0 welche eine lange exakte Sequenz
(1.25) _ _

R Extg(’r(l\/lx/p*./\/l, Nx) — Ext&yF(Mx, Nx) = Ext!(M,N) — ...

induziert. Um den endgiiltigen Zusammenhang zum letzten Abschnitt herzu-
stellen, miissen wir folgende Worte iiber Ext’ r(Mx, Nx) verlieren.

1.26. Proposition. Ist X zusammenziehbar, so existiert ein kanonischer Iso-
morphismus Exty p(Mx,Nx) — H*(I'; Hom(M,N)).
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Beweis. Die Adjunktion Homy r(My, —) = Homgr (M, H°(X, —)) aus 1.14 gibt
uns eine Spektralsequenz Ext} (M, H9(X;N)) = Extga'fi(MX, Nx), welche kol-
labiert, wenn X zusammenziehbar ist. Es folgt Ext’y r(Mx, Nx) = Extyr(M, N)
und dies ist nach 1.7 isomorph zu H*(I', Hom(M, N)). O

Bemerkung. Ist M trivial, so ist « ein Isomorphismus wegen 1.25, denn es ist
dann M = My nach 1.10. und somit p* M = Mx. Interessanter ist der Fall,
wenn N trivial ist. Auch dann ist « ein Isomorphismus wie wir spater in 3.30.
beweisen werden. Prinzipiell kénnen wir wie in 1.18. vorgehen, aber wir miissten
die Poincaré-Verdier-Dualitét benutzen, was wir eigentlich vermeiden wollen.

Im Falle der Zusammenziehbarkeit von X lehrt uns diese Bemerkung wegen
1.8. und 1.18. nichts Neues.

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir ein Beispiel, das zu diesem
Zeitpunkt noch mit Vorsicht zu geniefsen ist, da wir die noch unbewiesene Aus-
sage 1.19.b benutzen werden. Trotzdem soll an dieser Stelle auf das Beispiel
aufmerksam gemacht werden, damit dem Leser bewusst ist, dass a i.A. kein
Isomorphismus ist.

1.27. Beispiel. Sei X = C und I' = Z/27Z operiere kanonisch als Untergruppe
{1, -1} € C* auf X (diese Operation ist orientierungserhaltend). Beachte, dass
der Quotient Y = C/(z ~ —z) homéomorph zu C ist. Sei yo = p(0) der Orbit
von 0 € X. Fasse M = X als lineare Darstellung von I' auf.

Wir behaupten, dass Ext* (M, M) = C gilt. Wir benutzen das Resultat 1.28. aus
dem néchsten Abschnitt, ndmlich die Identitdt Ext™ (M, M) = Ext*(Mly., M|y,.),
die aufgrund von M,, = M = 0 gilt. Glaubt dies der Leser noch nicht, so kann
er ruhig von vorne herein das Beispiel X = C— {0} statt X = C betrachten (das
Beispiel X = C ist jedenfalls dafiir gedacht, dass man sieht, dass die Isomorphie
von « auch bei zusammenziehbaren X nicht erfiillt zu sein braucht).

Nach 1.10. ist M lokalkonstant iiber der reguldren Menge Y, = Y — yo,
wobei yo = p(0) der Orbit von 0 € X ist. Insbesondere ist Ext?(M,N)|y, =0
fiir alle ¢ > 0, so dass die Lokal-Global-Spektralsequenz 1.12. kollabiert und
einen Tsomorphismus Ext' (M, M) = H(Y,; Hom(M, M)) liefert. Nach 1.19.b
ist Hom(M, M) = p! (Hom(M, M)). Daher folgt mit 1.17.:

Ext'(M,N) 2 Extk p(kx,, Hom(M,M)x,)
Wegen der Endlichkeit von T ist Letzteres isomorph zu H'(X,; Hom(M, M))l' =
Hompr (M, M) = C (die Ableitung des Funktors Homr(k, —) ist Ext* (k, —)I', weil
A AT wegen der Endlichkeit von I' exakt ist).
1.d. Restriktionen von Ext auf Teilraume
Wir diskutieren in diesem Abschnitt grundlegende technische Eigenschaften des

Ext-Funktors bei Restriktionen auf Teilraume. Wir fixieren in diesem Abschnitt
zwei ['-invariante Teilmengen U, A C X, wobei A abgeschlossen und U offen in
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X ist. Auerdem setzen wir Z := U N A.

In diesem Abschnitt ist & ein beliebiger kommutativer Ring mit 1 und
ShY(X) ist die Kategorie der I'-Garben mit Werten in k-mod. Wir erinnern
zunéchst an die iibliche Notation der Fortsetzung von Garben auferhalb loka-
labgeschlossener Teilmengen durch 0 (vgl. etwa [KS| oder [Bre2]). Es existiert
fiir alle F € ShY(X) eine eindeutige I-Garbe Fz € Sh'(X) mit Fz|z = F|z
und Fz|x_z = 0. Etwas allgemeiner existiert fiir alle A € Sh'(Z) eine eindeu-
tige I-Garbe AX € Sh'(X) mit A¥|; = A und A¥|x_7 = 0 und man kann
Fz = (F|z)X setzen. Ublicherweise heift dieser Prozess ,Fortsetzung durch
Null“. Ist A ein I'-Modul, so schreiben wir auch A% := (Ax)z. Dies ist also
die eindeutige I'-Garbe, die konstant A iiber Z und sonst 0 ist. Die Funktoren
A— AX und F — F sind exakt.

Fiir alle offenen I'-invarianten Teilmengen U C X existiert eine kanonische
kurze exakte Sequenz von I'-Garben

0—=Fy—>F—Fx_v—0
1.28. Lemma. Seien F,G € ShY'(X). Dann gibt es kanonische Isomorphismen
(a) Bxt r(Fu,G) = Extir(Flu,Glv) ,

(b) Ext p(F,Ga) = Ext 1(F|a,Gla) -

Dariiberhinaus stimmt die vom Monomorphismus Fy — F induzierte Abbildung
Ext}(F,G) — Exti(Fu,G) = Exti(Flu,Glu) mit dem Restriktionshomomor-
phismus tiberein. Das gleiche gilt fiir die vom Epimorphismus G — G4 induzierte

Abbildung Ext{(F,G) — Exti(F,Ga) = Extl(Fla,Gla).

Beweis. (a) Nach [KS, (2.3.18)] gilt Homp (Fy, —) & Homp(F|y, —) o i*, wobei
i: U — X die Inklusion sei (man nehme dort die globalen Schnitte und beachte
dabei [KS, Prop. 2.3.9.(iii)|). Die Grothendieckspektralsequenz dieser Adjunkti-
on kollabiert zum gewiinschten Isomorphismus, weil i* exakt ist (beachte, dass
i*(G) = Glv) gilt).

(b) Sei j : A — X die Inklusion. Die Grothendieckspektralsequenz 1.11.
der Adjunktion (j*,j.) kollabiert, weil j, exakt ist (es ist j, A = AX fiir
alle A € Sh'(A)) und man erhilt den Isomorphismus Ext*(F,j.(G|a)) =
Ext*(j*F, j*G). 0

Kohomologie mit Triiger Betrachte den Funktor HY(U; —) := ker(H°(U; —) —

HO(U — A;-)), der iiblicherweise ,,globale Schnitte mit Triger in Z* genannt

wird, vgl. z.B. [KS, 2.3.14] . Dieser ist linksexakt und der abgeleitete Funktor
H3(U;—) = R*HY(U,~) : Sh* (U) — kT-mod

heifit Kohomologie mit Trager in Z. Den Ausschneidungsisomorphismus [Dim,
2.4.2.] hat man ohne Modifikation auch im #quivarianten Kontext: Sei U' C U
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eine offene I'-invariante Teilmenge mit Z C U’. Dann ist der Restriktionsmor-
phismus von I'-Moduln

(1.29) HZ(U; =) — Hz(U's )

ein Isomorphismus. Es ist leicht zu sehen, dass Hj(U; —) mit dem in [Bre2,
I1.12] definierten H*(U,U — Z; —) Funktor iibereinstimmt.

Ist A C Z eine abgeschlossene Teilmenge, so hat man nach [Dim, S. 45]
fiir alle F € ShU(X) die sogenannte lange exakte Sequenz des Tripels (U, U —
Z,U—A)

(1.30) _ _ _
= Hy gy (U = Z:F) = HYP YU, =) — BY (U, =) = HyE (U= 2,-) — ..

(man benutze [Dim, (2.6.32)] zusammen mit der Bemerkung [Dim, 2.6.10]).

1.31. Lemma. Sei k ein beliebiger kommutativer Ring mit 1 und M ein kI'-
Modul. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus von Funktoren

Homy (M, —) = Homy (M, H}(U; —)) € T-mod.

Ist insbesondere M ein projektiver kI'-Modul oder ist F € ShY(X) so dass
HY(U;F) ein injektiver kI'-Modul ist, so existiert ein kanonischer Isomorphis-
mus N

Exty (M, F) = Homyr (M, Hy (U; F)).

Die Isomorphismen sind funktoriell in M, F, Z und U.

Wir werden Letzteres spéter auf I'-Garben der Form F = Q% ® Nx anwen-
den, wobei Q% die Garbe der differenzierbaren g-Formen auf X und N eine
Darstellung von T ist.

Beweis. Der Fall M = k folgt, indem man die globalen Schnitte in [KS, (2.3.18)]
betrachtet (beachte, dass die dortigen Beweise im dquivarianten Kontext tiber-
nommen werden konnen), so ist unser Lemma fiir den Fall M = k bewiesen.
Den allgemeinen Fall fiihrt man auf diesen zuriick, indem man die Adjunkti-
on Hom(M3 , —) = Hom(M, Hom(kj , —)) benutzt (beachte hier [KS, (2.3.15)]).

O

1.82. Korollar. Sei A C X abgeschlossen, U C X offen und beide I'-invariant.
Dann existiert ein in A und U natirlicher Isomorphismus

Ext*(kanu, kx) = Hiny(U; k) € T-mod.

Mayer-Vietoris-Sequenzen Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und F,G €
ShY(X). Angenommen, wir haben I-invariante Teilriume A, B,U,V C X mit
AUB=UUV = X und A, B abgeschlossen, sowie U, V offen. Dann existieren
kanonische exakte Sequenzen
0—-Fyrv ~Fuv@Fv —-F —=0
0—-G—>Ga®Gp — Ganp — 0
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die natiirlich in F und G sind, siehe [KS, 2.3.6]. Die lange exakte Ext-Sequenz
angewandt auf diese Sequenzen liefert zusammen mit 1.28. die Mayer- Vietoris-
Sequenzen (die Argumente der Ext-Gruppen sind stets F, G bzw. entsprechende
Restriktionen auf Teilrdume):

(1.33) S Extj);’F — Extﬁr ® Ext{}’r — EXt%]ﬁV,F 5.
(1.34) L= Ext])‘(’F — Ex‘ci‘;F @Extfé,F — EX‘L{MBI 5.

und diese langen exakten Sequenzen sind funktoriell in F und G. Die Pfeile

sind wegen 1.28. wie iiblich bei Mayer-Vietoris-Sequenzen gegeben durch die
Produkte bzw. Differenzen von Restriktionsabbildungen, die von den Inklusio-
nen A, B,U,V C X kommen.
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Kapitel 2

Stratifizierungen
diskontinuierlicher Raume

Das direkte Studium der Inklusion ¢ : p* M — My bzw. des Quotienten M x /p* M
erweist sich als schwierig. In diesem Kapitel studieren wir dquivariante Trian-
gulierungen diskontinuierlicher Rdume, um die Inklusion ¢ zu einer Filtrierung

pPM=M"C---c M' c M® =My,

so zu verfeinern, dass die sukzessiven Quotienten M™ /M™*+! konstant auf den
Simplizes der Dimension m und trivial aulerhalb dieser Simplizes sind.

Der Flexibilitdt wegen wird das oben Genannte etwas allgemeiner behan-
delt: Wir fithren in den Abschnitten 2.a und 2.b die Begriffe der dquivarianten
Stratifizierung bzw. konstruierbare Garben ein und behandeln einige elementa-
re Eigenschaften her. Ausgehend von einer dquivarianten Stratifizierung S von
X und einer I'-Untergarbe K C My, konstant auf allen Straten ist, definie-
ren wir eine Filtrierung der Inklusion ' C My derart, dass die sukzessiven
Quotienten auf den Straten einer festen Dimension konzentriert und auf jedem
einzelnen Stratum konstant sind — in unserer Terminologie werden wir solche
Garben ,diinn“ nennen. Diinne Garben Q besitzen den Vorteil, dass der Funktor
Ext*(Q, —) sehr gut zu verstehen ist, wie unsere Diskussion zeigen wird.

Diese Situation ist insofern allgemeiner als die obige, als dquivariante Trian-
gulierungen spezielle dquivariante Stratifizierungen sind und p* M ein Beispiel
fiir eine konstruierbare I'-Untergarbe L C Mx ist. Wir beginnen wie angekiin-
digt mit der Verallgemeinerung der Stratifizierungs- und Triangulierungsbegriffe
im dquivarianten Kontext:
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2.a. Orbitbiindel und Stratifizierungen

Wir fixieren einen diskontinuierlichen I'-Raum X. Fiir jeden Stabilisator H < T’
sei (H) die Konjugationsklasse von H (Isotropietyp genannt) und wir definieren:

Xy ={zeX|T, = H}

Xy =A{z € X[(T2) = (H)},

d.h. X (g ist der Orbit I' - Xg. Bezeichnet Ny den Normalisator von H in T,
so beachte man, dass Xpg ein Ny-Raum ist, auf dem H trivial operiert. Damit
ist Xy insbesondere ein Wy-Raum, wobei Wy die Weylgruppe Ny /H ist. Es
ist aufgrund der Diskretheit von I" leicht zu sehen, dass

Xy = H 9XH

gel'/Nu

eine Identifikation von topologischen Ridumen ist, wobei auf der rechten Seite
die topologische Summe gemeint ist. Man kann dies auch als eine Identifikation
(von differenzierbaren I'-Mannigfaltigkeiten) X gy = I' xw,, Xy interpretieren
und das ist der Grund, warum X gy Orbitbiindel genannt wird, mehr dazu z.B.
in [J&n|. Nun ist relativ klar, dass

(2.1) X =][Xu
H

gilt, wobei die Vereinigung iiber alle Stabilisatoren H < I' genommen wird. Dies
ist keine topologische Identifizierung sondern erst einmal nur eine mengentheo-
retische. Diese stellt fiir ins in gewisser Weise die grundlegende Stratifizierung
dar. Stratifizierungen werden wir gleich allgemein definieren und praktisch ge-
sehen sind alle interessanten Stratifizierungen Verfeinerungen von 2.1. Analog
dazu hat man {ibrigens auch eine Zerlegung von I'-invarianten Teilrdumen:

(2.2) X =][Xum,
(H)

wobei (H) alle Isotropietypen durchlauft.

2.3. Proposition. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und H < T' ein Sta-
bilisator. Dann gilt

Xg=x"=|J Xk
K>H

Dariiberhinaus sind fir alle Stabilisatoren H, K < T' die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) K>H

(ZZ) XK OTH# %)
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(iii) Xk C Xu

Auflerdem gibt es fiir feste K < I' nur endlich viele H < T, die eine dieser
Bedingungen erfiillen.

Beweis. Ein Element x € X ist genau dann in X, wenn H eine Untergruppe
des Stabilisators I';, ist, so dass X# = (Je~ y Xk folgt.

Sei (z,) C Xg eine in X konvergent Folge mit Grenzwert z € X. Es
gilt hx, = x, fir alle h € H und n € N und dies impliziert hz = =z fiir
alle h € H, was gleichbedeutend mit € X ist. Dies beweist insgesamt
Xpg C XH. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass Xg C Xp gilt, wenn K, H Sta-
bilisatoren mit K > H sind. Wahle x € X mit ', = K und eine K-invariante
zuldssige Umgebung V' = R™ von z. Da H < K linear auf V operiert, ist
XunNV=Vy=VH_Jp H VP ein Komplement von Vereinigungen niedrig
dimensionaler Unterrdume des Unterraums V¥ C R”, insbesondere ist Vi dicht
in V¥ und daraus folgt = € Vg C Xg.

Die Aquivalenz der Aussagen (i), (i4), (iii) folgt nun leicht aus dieser Cha-
rakterisierung des Abschlusses von Xp. Der Zusatz, dass fiir alle K nur endlich
viele H mit diesen Bedingungen existieren, folgt aus (i) und der Endlichkeit von
K als Stabilisator (das ist Grothendiecks Bedingung (D1)). O

I'-Stratifizierungen. Die Zerlegung 2.1 definiert eine ,,Dekomposition* von X
im Sinne von [GM2, I.1.1] und es ist auch nach der obigen Vorarbeit nicht mehr
schwer zu zeigen, dass diese Dekomposition eine Whitney-Stratifizierung im Sin-
ne von [GM2, 1.1.2] ist, was unsere folgende Begriffsbildungen rechtfertigt. Wir
werden aber nicht beweisen, dass diese Stratifizierung Whitneys Bedingungen
erfiillt, da diese in unseren Betrachtungen keine Rolle spielen. Wir verallgemei-
nern nun diesen Begriff in den &quivarianten Kontext (Im Falle I' = 1 ist das
Folgende eine ,,Dekomposition” inm Sinne von [GM2, I.1.1]).

Definition. Eine I'-Stratifizierung eines diskontinuierlichen I'-Raums X be-
steht aus einer geordneten Menge (S, <) zusammen mit einer monotonen I'-
Operation (d.h. 0 <7 = go < g7 fiir alle g € ") und mit einer lokalabgeschlos-
senen Untermannigfaltigkeit |o| C X fiir jedes 0 € S mit den Eigenschaften

(a) Die Familie {|o|},cs ist eine lokalendliche, disjunkte Uberdeckung von X,

b)) o<t & |a|ﬂ|7‘\#® & |U|C|7’|,

¢) |lgo| = g|o| fir alle g e T und o € S,

)
)
)
)

d

Fir alle o0 € S existieren nur endlich viele 7 € S mit o < 7.

Die Untermannigfaltigkeit || C X heifst das von o definierte Stratum oder
einfach nur ein Stratum (von X ). Beachte, dass (b) dquivalent zu |7| = [, < o]
fir alle 7 € S ist. Die Gruppe I'y, = {g €T | go =0} ={g € T | glo| = |o|}
heifit der Stabilisator von o (bzw. von |o]).
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Seien §,7 zwei Stratifizierungen von X. Wir sagen, dass S feiner als 7
ist, wenn fiir alle o € S ein 7 € T mit |o| C |7| existiert.

Bemerkung. 1) Jede I'-Stratifizierung S von X induziert eine Dekomposition
'S von Y = I'\X im Sinne von [GM2, I.1,1]. Die Straten von Y sind
definiert als die Orbits (o) :=T"- o von Straten o € S.

2) Ist V C X eine offene Teilmenge, so induziert jede I'-Stratifizierung S von X
eine kanonische I'y-Stratifizierung von V' mit Straten |o| NV, o € S. Diese
Stratifizierung notieren wir durch SNV.

Definition. Fir alle o € S definieren wir den offenen Stern U, von o durch
Us = U,s, |7|. Diese Begriffsbildung wird spéter nachvollziehbar, wenn wir
Triangulierungen als spezielle Stratifizierungen behandeln, denn dort ist es die
iibliche Definition des offenen Sterns. Uberhaupt ist die ganze Terminologie von
der Sprache in [KS, 8.1] fiir Simplizialkomplexe inspiriert bzw. iibernommen.

2.4. Proposition. Sei S eine I'-Stratifizierung eines diskontinuierlichen T'-
Raumes X. Dann ist der offene Stern U, eine I',-invariante, offene Teilmenge
von X fir alle o € S.

Beweis. Die I',-Invarianz ist klar, denn fiir alle g mit go = o gilt 0 < 7 ge-
nau dann, wenn o < g7 gilt. Jetzt zeigen wir, dass das Komplement von U,
abgeschlossen ist. Wéhle eine konvergente Folge (z,) C X — U, mit Grenzwert
x € X und sei 0 # o das eindeutige Stratum mit = € |7|. Wegen der lokalen
Endlichkeit existieren nur endlich viele 7; mit (z,) C |J,|n|. Indem man zu
einer geeigneten Teilfolge tibergeht, kann man ohne Einschrankung annehmen,

dass die Folge (z,) in genau einem Stratum |7| = |7;| fiir ein ¢ liegt. Wegen
z = limz, € |g| folgt |7| N |o|, d.h. ¢ < 7 # &. Andererseits gilt 7 %# o wegen
(zn) NUy = &, woraus o £ o folgt. Insbesondere ist z ¢ U,. O

Mit 2.3. und 2.1 hat man sofort:
2.5. Beispiel. Sei Sy = {0(H)|H < T ein Stabilisator } die geordnete Menge
der Stabilisatoren und setze |o(H)| := Xpg. Dann definiert dies eine I'-Stratifi-

zierung von X.

Oft ist es technisch von Vorteil, wenn die Straten zusammenhingend sind. Daher
fiihren wir den folgenden Begriff ein.

Definition (Isotropie-Stratifizierungen). Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum.
Eine I'-Stratifizierung S von X heiflt Isotropie-Stratifizierung von X, wenn fiir
alle o € S gilt:

e |o| C X ist zusammenh&ngend.

e Es existiert (genau) ein H < I' mit |o] C Xg.
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Wir bezeichnen mit z(o) einen beliebigen Punkt von |o|. Beachte, dass der
Stabilisator I'y(,) nicht von der Wahl von z(o) € |o| abhéngt. Wenn wir von
nun an I'y(,) schreiben, so ist die Wahl von (o) immer implizit gegeben.

Bemerkung. Fiir alle o gilt I'y(,y C I'y, aber Gleichheit ist im Allgemeinen
nicht gegeben, und zwar dann, wenn die Straten ,zu grofs“ sind. Bei Simplizial-
komplexen gehort die Forderung I'; = I'y(») quasi zur Definition, siehe unten.

2.6. Beispiel. Das Einzige, was an Beispiel 2.5. zu einer Isotropie-Stratifizierung
fehlt, ist die Bedingung, dass alle Straten zusammenhéngend sein sollen. Im All-
gemeinen ist Xp fiir einen Stabilisator H < I' nicht zusammenhéngend. Wir
verfeinern dieses Beispiel, indem wir alle Zusammenhangskomponenten von X
zu Straten erkldren, wobei H < T' die Stabilisatoren durchlaufe. Wir nennen
diese Stratifizierung die grobste Isotropie-Stratifizierung, da aus der Definition
klar ist, dass jede andere Isotropie-Stratifizierung feiner als diese ist.

Da bei einer Isotropie-Stratifizierung S die Straten zusammenhéngend sind,
konnen wir von ihrer Dimension sprechen und wir setzen

dim(o) := dim(|o]), o€ S.
Weiterhin definieren wir fir alle m > 0:

(2.7) x=m= J lo= U U

dimo>m dimo>m
welches eine I'-invariante, offene Teilmenge von X ist. Damit ist
(2.8) x<mi= |J lo|=Xx-Xx>m""
dim o<m

eine I'-invariante, abgeschlossene Teilmenge.
Aquivariante Triangulierungen bilden eine besonders wichtige Klasse von
Isotropie-Stratifizierungen.

Wir fiihren zuerst den Begriff des (abstrakten) dquivarianten Simplizialkom-

plexes ein und gehen dabei wie in [KS, 8.1] vor mit dem einzigen Unterschied,
dass wir noch die I'-Operation beriicksichtigen miissen.

Definition (I'-Simplizialkomplex). Sei V eine I'-Menge und S C P(V) eine I'-
invariante Teilmenge, wobei P (V') die Potenzmenge von V mit der kanonischen
I-Operation ist. Das Paar (V,S) heifst I'-Simplizialkomplex, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind.

(S1) Jedes o € S ist eine nichtleere endliche Teilmenge von V.
(S2) Ist 7 eine nichtleere Teilmenge eines Elements o € S so gilt 7 € S.

(S3) Fiir allev € V gilt {v} € S.
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(S4) Fiir allev € Vist {o € S | v € ¢} endlich.

(S5) Fiir alle 0 € S und g € T gilt genau dann go = o, wenn gv = v fiir alle
v € o gilt. D.h. es ist I', =T, fiir alle v € 0.

Jedes Element von S heifit Simplex von (V,S) und jedes Element von V heifst
Ecke von (V,S). Ist o ein Simplex, so heifst jedes Element v € o eine Ecke von
o. Wir sagen, dass o eine Seite von 7 ist, wenn o < 7 gilt und wenn 7 aus genau
einem Element mehr als o besteht, so nennen wir o eine unmittelbare Seite von
7 und schreiben o < 7.

Um die Notation simpel zu halten, identifizieren wir von nun an das Paar (V,S)
mit der Menge der Simplizes S und denken uns, dass die Eckenmenge V' implizit
gegeben ist.

Wir versehen [0,1]Y mit der Produkttopologie sowie der kanonischen I'-
Operation und definieren wie in [KS, 8.1.1-8.1.5]:

lo| := {xE[O,l}V|a:(v)>0<:)v60ﬁiralleveVund Zx(v):l }7

181:=J lol

ocS
Uy, = U |7 ={z €S| |z(v) >0 firallev € o}

TOO

Der T-invariante Teilrraum |S| C [0,1]V heifit geometrische Realisierung von S.
Die Teilmengen |o| sowie U, sind jeweils I',-invariant, wobei wie iiblich T, :=
{9 € T'| go = o} gesetzt ist (beachte: I'; = I'). Nach [KS, (8.1.9),(8.1.10)]
gilt

Uy, fallsocUurteS

2.9 U, U, =
29) {@ fallscUT £S

(2.10) U, cU, & o<

und die Familie {U,},cs ist eine lokalendliche offene Uberdeckung von |S|.
Dariiberhinaus gilt.

(2.11) lol=J Il

<o

2.12. Bemerkung. Ist S ein I'-Simplizialkomplex, so besitzt T'\S eine kano-
nische Struktur eines (abstrakten) Simplizialkomplexes im Sinne von [KS, 8.1.].
Die Simplizes von I'\S sind dabei genau die Orbits (o) := I' - ¢ von Simplizes
o € S. Es gilt genau dann (¢) C (7), wenn ein g € I' mit ¢ C g7 existiert. Die
Projektion p bildet offene Sterne auf offene Sterne ab. Genauer gilt p(Us) = Uy,
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fiir alle 0 € S.

Dariiberhinaus verhilt sich diese Konstruktion insofern gut mit der geo-
metrischen Realisierung, als wir einen kanonischen Homéomorphismus [I'\X| =
F\|X( | \ha)ben (er ist die Restriktion der kanonischen Identifikation T'\([0,1]") =
0,1]0WV)),

Definition (Aquivariante Triangulierung). Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum.
Eine T'-Triangulierung (oder dquivariante Triangulierung) von X ist ein I'-
Simplizialkomplex S zusammen mit einem I'-dquivarianten Hom&omorphismus
h |8 — X, so dass h(|o|) C X fiir alle o eine lokalabgeschlossene C'*°-
Untermannigfaltigkeit ist.

Bemerkung. Besitzt eine I'-Mannigfaltigkeit X eine dquivariante Triangulie-
rung, so ist X ein diskontinuierlicher I-Raum. Aquivariante Triangulierungen
sind stets Isotropie-Stratifizierungen.

Dariiberhinaus ist eine dquivariante Triangulierung in unserem Sinne das
gleiche wie eine I'-Triangulierung im Sinne von [II11].

2.13. Satz. Jeder diskontinuierliche I'-Raum besitzt eine dquivariante Trian-
gulierung.

Beweis. Hier wird [[112] zitiert. Dort wird dies mit Hilfe von Theorem I in Kom-
bination mit Proposition 9.4 bewiesen. Man beachte, dass unsere Definition eines
dquivarianten Simplizialkomplexes mit der dortigen, in Lemma 9.3. erklérten,
ibereinstimmt. Illman verweist fiir seine Definition selbst auf seinen Artikel

[111]. O

2.b. Konstruierbare Garben

Sei S eine Isotropie-Stratifizierung von X. Nach all der Vorrede kénnen wir nun
iber eine sehr wichtige Klasse von Garben sprechen, ndmlich konstruierbare
Garben — das sind Garben die lokalkonstant iiber allen Straten sind. Weiterhin
konzentrieren wir uns auf zwei fundamentale Beispiele (einerseits konstruierbare
Untergarben von konstanten Garben und andererseits ,diinne “ Garben), die
héufig im weiteren Verlauf des Textes auftauchen werden.

Definition (konstruierbare Garben). Eine Garbe F auf X heillt S-konstruierbar,
wenn ||, fiir alle Straten o € S eine lokalkonstante Garbe ist.

Eine Garbe G auf dem Quotienten Y = I'\X heifst T'\S-konstruierbar, wenn
Gl|(o)| eine lokalkonstante Garbe ist fiir alle Straten (o) der induzierten Strati-
fizierung I'\S von Y.

Wir sagen, dass F € ShY (X) ,strikt konstruierbar mit Halmen F, diber |o|“
ist, wenn I',-Moduln Fy, fiir alle 0 € S existieren, so dass F||,| die konstante
I';-Garbe (Fy )|, fiir alle 0 € S ist. Analog kann man strikt konstruierbare
Garben auf Y definieren.

Ist aus dem Zusammenhang ersichtlich, welche Stratifizierung S zugrunde-
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liegt, so sagen wir nur ,,konstruierbar* statt ,,S-konstruierbar” etc. Man beachte,
dass strikt konstruierbare Garben konstruierbar sind. Die Umkehrung stimmt
i.A. nur, wenn alle Straten einfach zusammenhéngend sind, denn lokalkonstante
Garben auf einfach zusammenhéngenden Rdumen sind konstant, wie z.B. aus
[Dim, 2.5.1] folgt.

Wir weichen ein wenig von der iiblichen Bezeichnung ab, indem wir nicht zwi-
schen schwach-konstruierbaren und konstruierbaren Garben unterscheiden, d.h.
dass es fiir uns keine Rolle spielt, ob die Halme endlich erzeugt sind (sie sind es
jedenfalls in allen wichtigen Beispielen, die hier auftauchen werden).

2.14. Beispiel. Sei S eine Isotropie-Stratifizierung von X.

a) Jede konstante I-Garbe auf X oder Y ist strikt S-konstruierbar und jede
konstruierbare I'-Untergarbe einer konstanten I'-Garbe ist strikt konstruier-
bar.

b) Sei o € S ein Stratum von X und A ein I';-Modul. Dann ist Al)él eine strikt
S-konstruierbare I',-Garbe.

c¢) Die Garbe p*M € ShT'(X) ist eine S-konstruierbare I'-Untergarbe von Mx,
also nach a) eine strikt konstruierbare Garbe, vgl. 2.15. unten. Die Halme
iiber einem |o| sind nach 1.24. gegeben durch Ml=().

d) Ist F — G ein (Aquivarianter) Morphismus von S-konstruierbaren Garben,
so ist jeweils der Kern und Kokern dieses Morphismus S-konstruierbar. Mit
anderen Worten bilden S-konstruierbare (dquivariante) Garben eine volle
abelsche Unterkategorie der (dquivarianten) Garben.

2.15. Proposition. Sei S eine beliebige Isotropie-Stratifizierung eines diskon-
tinuierlichen T'-Raumes X . Der Funktor pt : ShY(X) — Sh(Y) bildet S-kon-
struterbare Garben auf T\S-konstruierbare Garben ab. Insbesondere ist M fiir
jeden I'-Modul M eine S-konstruierbare Garbe aufY . Dariiberhinaus respektiert
auch der Funktor p* : ShY(Y) — ShY(X) Konstruierbarkeit.

Beweis. Sei (0) =T -0 € T'\S und sei H < I eindeutig mit |o| C Xy gewihlt.
Fir alle y € p(|o|) suchen wir eine Umgebung U von y, so dass p£f|Ump(‘a|)
konstant ist. Sei z € |o| mit p(z) = y und wahle eine zuldssige Umgebung V'
von z mit der Eigenschaft, dass F |Vn|a\ konstant ist (so ein V existiert, weil F
nach Voraussetzung konstruierbar ist). Dann erfiillt U = p(V') die gewiinschte
Eigenschaft, wie wir nun sehen: Es gilt pl F|yrp(o) = ¢ * (Flvnjo|), wobei

q:Vnlol=Unp(o]) = (VNlo])/Ts

die Einschréankung von p bzw. die Projektion ist. Weil H = I';, trivial auf V' N
|o| € X g operiert, folgt, dass pl,:]-"|p(‘g|) konstant ist, was zu zeigen war. Die
letzte Behauptung folgt aus p~*(p(|e])) = T - |o| (fiir alle ¢ € S) und der
Tatsache, dass Pullbacks von konstanten Garben konstant sind. O
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Konstruierbare Garben auf Simplizialkomplexen haben gute kohomologische Ei-
genschaften, siehe [KS, 8.1]. Ausschlaggebend dafiir ist das folgende

2.16. Lemma ([KS, Prop. 8.1.4]). Sei S eine dquivariante Triangulierung ei-
nes diskontinuierlichen T'-Raumes X und F € ShY(X) sei S-konstruierbar.
Dann sind die Restriktions-Homomorphismen H°(U,;F) — H°(|o|; F) und
HY|o|,F) — F, fir alle 0 € S und x € |o| jeweils Isomorphismen und es
gilt H'(U,; F) = HI(|o|; F) = 0 fiir alle j > 0 und Simplizes o € S.

2.17. Korollar. Sei X, § und F wie in 2.16. Dann ist fir alle 0 € S die
Komposition

HO(p(Uy);pi F) = HO(p™ (p(Us)): F)' — H(p " (p(Us)); F)' € H*(Uy; F)'-

ein Isomorphismus, wobei der Pfeil von der Restriktionsabbildung induziert ist.
Dariiberhinaus gilt pL (F)pu) = HY(Uy; F)Ve fir alle x mit x € |o|.

Beweis. Wegen 2.16. ist die Auswertung H°(U,; F)'s — FL+ ein Isomorphis-
mus. Die Garbe pl F ist nach 2.15. I'\S-konstruierbar. Daher ist auch die Aus-
wertung HO(p(Uy ); pE F) — (pLF)p(z) = Fa® cin Isomorphismus (man wende

x

2.16. auf Y = T'\ X an). O

Diinne Garben. In den technischen Anteilen der Kapitel 3, 5 und 6 wird die
folgende Klasse konstruierbarer Garben eine wichtige Rolle spielen, weil sie die
Quotienten konstruierbarer Untergarben von konstanten Garben beschreibt, die
sich in dem Sinne wenig unterscheiden, als der Triger dieses Quotienten ,d{inn®
ist:

2.18. Definition (dinne Garben). Sei m € {0,...,n — 1}. Eine §™-dinne
Garbe ist eine strikt S-konstruierbare I'-Garbe Q mit Q|‘o| =0firallec e S
mit dimo # m.

Mit anderen Worten ist eine I'-Garbe S™-diinn, wenn sie auf den Straten
der Dimension m konzentriert und auf allen m-dimensionalen Straten konstant
ist.

Sei m € {0,...,n— 1} und Q € ShT'(X) eine S"-diinne Garbe mit Halmen A,

iiber |o|. Beachte, dass die I-Struktur auf Q Isomorphismen g : A, 5 Ago fiir
alle 0 € S mit dim(o) = m induziert, auf die wir einfach mit ,die induzierten
Operationen“ verweisen. Wir fiihren folgende Garben ein:

Qo = (Ao)fy € Sh'7(X),

Qo) = P o- esn(x),

T7€l-o

wobei die I'-Operation von g € I' auf Q,y durch die direkte Summe aller ;1 :
Q, — g*Qg4; definiert ist, wihrend p¢ von der induzierten Operation g : A, —
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Agr kommt. Man beachte, dass mit der Terminologie aus [BL, Def. 8.2.1] gilt:
(2.19) QO Zindl, Q, € SA'(X).

Im folgenden Satz bezeichne R,, C S eine Reprisentantenmenge der Orbits (o)
aller Straten o € S der Dimension m.

2.20. Satz (Charakterisierung diinner Garben). Fir allem =0,...,n—1 und
alle 8™ -diinnen I'-Garben Q mit Halmen A, tber |o| existiert ein Isomorphis-
mus

0= P Q» eSHX)

0ERm

und fiir alle 0 € § mit dim o = m ezxistiert ein kanonischer Isomorphismus von
I'-Moduln:

Homx (Q(y), F) = H Homk(Aga,H&Ul(Ugo;}"))

ger /T,

= coindll:a Homy (A,, Hﬁ,‘ Us; F))

fiir alle F € ShT', wobei die Operation auf dem Produkt von den Operationen
g:As; = Ay, sowie von der I'-Struktur auf F kommt.

2.21. Korollar. Sei Q eine diinne Garbe wie im letzten Satz. Dann existiert
fiir alle F € ShY'(X) ein kanonischer Isomorphismus von I'-Moduln

Homx(Q,7) = [][ Hom(As, HY, (Us; F))
dim o=m
= H coindga Homk(Ao,H‘Ogl(UU;}'))
TERmM

also insbesondere Homx r(Q, F) = [[,cr,, Homir, (45, Hﬁrl(Ug,J”:)).

Beweis von 2.20.. Per definitionem ist Q auf der lokalabgeschlossene Teilmenge
X™ C X konzentriert, wobei X™ die Vereinigung der Straten der Dimension m
ist, (denn es ist X™ = X="NX<" vgl. 2.7 und 2.8). Nach [KS|, Prop. 8.1.4.(i)
haben wir einen Isomorphismus von Garben

(2.22) Q= (Qlxm)".

Da die Teilmengen X2Z™, X=<™ und X™ auch I'-invariant sind, ist dies ein
Isomorphismus von I'-Garben, wobei Q als eine I'-Garbe auf X™ aufgefasst
wird.

Nun ist X™ als topologischer Raum die topologische Summe alle Straten
der Dimension m. Die Garbe Q|xm zerfillt somit kanonisch:

Axm = P (AT,

dimo=m
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denn es ist Q|, = (A5)|,|- Wegen 2.22 erhilt man nun eine kanonische Identifi-
zierung

IR

(2.23) 0= P (A)F,  esSH(X).

dimo=m

Da die verschiedenen Straten disjunkt voneinander sind, muss die I'-Struktur
auf der direkten Summe so aussehen, dass die Operation eines Elements g € T’
die direkte Summe von Isomorphismen der Form

o (AU>|)§| - g*((AgU);(w) = (Agd)f;\

ist. Verfolgt man die Wirkung von g bei der Herleitung des Isomorphismus 2.23,
so stellt man fest, dass pg von der Operation g : A, — Ay, induziert ist.
Nun zur zweiten Aussage des Satzes. Es ist

HomX(Q(U)7‘7:) = H HomX(ng" ]:) S k?F—InO(L
g€er /T,

wobei die I'-Struktur auf der rechten Seite wegen 2.19 so beschaffen ist, dass
dieses Produkt der koinduzierte Modul (siche [Wei]) von Hom(Q,, F) ist. Da
Q, seinen Tréger in der offenen, I' ;-invarianten Teilmenge U, hat, existiert nach
1.28. ein kanonischer Isomorphismus

Homy (Q,, F) 2 Homy, (Qou,, Flu,) = Homy, ((45)25, Flu,)
von [',-Moduln. Letzteres ist nach 1.31. isomorph zum I',-Modul
Hom(Aq, H, (Uss; F)), weil |0 C U, abgeschlossen ist. O
Konstruierbare Garben als Funktoren auf S. Jetzt kommen wir zu einer
wohlbekannten kombinatorischen Beschreibung der Kategorie S-konstruierbarer
Garben auf |S| fiir einen I-Simplizialkomplex S. Man sollte sich dabei vorstellen,
dass S eine I'-Triangulierung eines diskontinuierlichen I'-Raumes X ist. Wir
konnten im Prinzip beliebige Stratifizierungen betrachten. Dabei wiirde jedoch
die Einfachheit verloren gehen und da hier kein Bedarf an dieser Allgemeinheit
existiert, verzichten wir darauf.

Definition (I'-Funktoren). Sei S ein I'-Simplizialkomplex. Wir fassen die ge-
ordnete Menge der Simplizes S als Kategorie auf und nennen einen Funktor

F : S — k-mod zusammen mit kompatiblen Isomorphismen ug : F(o) =F (go)
fir alle ¢ € T und o0 € S einen I'-Funktor. ,Kompatibel“ heifst hier, dass
pe =idp(yy und pf o ph = pd" fiir alle 0 € S und g, h € T gilt.

Da zwischen je zwei Elementen o,7 € S hochstens ein Morphismus exis-
tiert, ist die Schreibweise F}, ; fiir F'(o < 7) nicht mehrdeutig, so dass wir erstere
vorziehen.

Eine natiirliche Transformation zwischen I'-Funktoren & — k-mod heifit
Morphismus von I'-Funktoren, wenn sie vertréglich mit den Isomorphismen pg
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ist. Die Kategorie der I'-Funktoren und ihrer Morphismen notieren wir durch
ShY(S) (die Ahnlichkeit mit ShT(X) in der Notation beabsichtigt). Wir be-
zeichnen mit ShL'(|S]) als die volle Unterkategorie von Shl'(|S|) bestehend aus
den S-konstruierbaren Garben.

2.24. Beispiel. Zu jeder I'-Garbe F € Sh'(|S|) kann man einen I'-Funktor
R(F) auf folgende Weise definieren. Setze R(F)(c) := H*(Uy; F) und R(F)y.»
sei der Restriktionsmorphismus H°(U,; F) — H(U,,F) fiir alle o < 7.

2.25. Proposition. Der Funktor R : ShL(|S|) — ShY(S) ist eine Aquivalenz
von Kategorien.

Beweis. Wir konstruieren nun ein Inverses zu R, indem wir jedem I'-Funktor
F € Sh¥(8S) cine Garbe 3(F) zuordnen mit 3(F)|, = F(0)|4| fiir alle o (damit
folgte R(B(F')) = F). Zunéchst definiere die konstruierbare Garbe

a(F) = P F(o),, e ShL(|S)).

oceS

Die Halme von «(F) iiber 7 sind isomorph zur direkten Summe der F(o) {iber
alle 0 < 7. Sei o/(F) C «(F) die konstruierbare Untergarbe, die iiber einem
Simplex |7| durch die Gleichung >~ ___F, -(f,) =0, f, € F(0), gegeben ist. Der
Funktor 3 : Sh'(S) — ShI'(|S|), der definiert ist durch 3(F) := a(F)/a/(F), ist
invers zu R: Es existiert ein kanonischer Isomorphismus a(R(F)) = F, den man
nach den Ausfiihrungen von [KS] auf den Seiten 324 und 325 und der Proposition
[KS], 8.1.9 konstruieren kann. Man beachte, dass der dortige Funktor § mit
unserem Funktor § o R iibereinstimmt. O

2.c. Isotropie-Filtrierungen konstanter Garben

Sei M ein kI'-Modul. Nach 1.24. kénnen wir p* M als eine S-konstruierbare I'-
Untergarbe von My fiir alle Isotropie-Stratifizierungen S auffassen. Wir werden
dies zu einer Filtrierung ausbauen, deren Quotienten diinn sind, so dass Berech-
nungen von Ext’y r(p* M, Nx) = Ext™ (M, N) zuginglicher werden.

In der Tat ist diese Filtrierung von grofser Bedeutung fiir die restlichen Ka-
pitel, wo die Hauptresultate (siehe Einleitung, Theoreme A bis C) hergeleitet
werden.

Die Konstruktion dieser Filtrierung macht nur von der Eigenschaft Ge-
brauch, dass p* M eine konstruierbare I'-Untergarbe von Mx ist. Es bietet sich
an, von dieser allgemeinen Situation auszugehen.

2.26. Bemerkung. Sei K eine konstruierbare I'-Untergarbe von M. Beachte,
dass K[|, als eine lokalkonstante Untergarbe einer konstanten Garbe konstant
sein muss, also ist G|, = (Mg)fil fir einen I';-Untermodul M, C M (es ist
M, = K(|o])). Die I'-Operation auf K induziert kompatible Isomorphismen
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g : Ms; — My, fiir alle g € I'. Dariiberhinaus gilt
M, € M, fiir alle o < 7.

Um das zu sehen betrachte man die Restriktionen K(|o| U |7]) — K(|o]) = M,
und K(|o| U |7]) — K(|7]) = M,, die jeweils injektiv sind, da es sich hier um
Restriktionen von konstanten Funktionen handelt (beachte, dass |o|, |7| und
|o| U || jeweils zusammenhéngend sind). Es existiert eine Basis von zusammen-
hiangenden Umgebungen U, C |o|U|7| von |o|. Per definitionem besteht (U, )
aus konstanten Funktionen f : U, — M mit f(z) € Ky () fiir alle z € Uy, wor-
aus folgt, dass alle Restriktionen KC(Uy) — K(Ug), Us C Uy, Isomorphismen
sind. Damit ist die Restriktion K(|o| U |7]) — lim, K(Uy) = K(|o]) ein Isomor-
phismus.

Fiir uns sind nur solche K interessant, wo M, = M fiir alle o mit maximaler
Dimension n gilt. (Gilt dies nicht, so kann man dies reparieren, indem man von
K zu K & H {ibergeht, wobei H die direkte Summe der (M/Mg)fg‘ iiber alle

offenen Straten o, d.h. iiber alle ¢ mit dimo = n ist).

2.27. Definition. Sei S eine Isotropie-Stratifizierung von X und M ein I'-
Modul. Eine ,S-konstruierbare Untergarbe K von Mx mit Halmen M, dber
|o|“ ist eine T-Untergarbe K C My, die S-konstruierbar ist zusammen mit I',-
Untermoduln M, C M, so dass gilt:

° ’C||a" = (MU)‘U‘ fir alle o € S,

e M, = M fiir alle n-dimensionale Straten o.

2.28. Beispiel. Fiir alle Isotropie-Stratifizierungen S von X und alle I'-Moduln
M ist die Garbe K = p* M eine S-konstruierbare Untergarbe von M x mit Hal-
men M=) {iber |o|. Hier ist z(c) ein beliebig gewiihlter Punkt in |o|.

2.29. Definition. Sei n = dim X. Fiir alle m = 0,...,n definieren wir die
folgenden Objekte.

(a) Fir alle 0 € S sei

M™ M  fallsdimo >m
o M, fallsdimo < m.

(b) K™ sei die Pragarbe auf X, die definiert ist durch
K™(U) :={s: U — M|s ist lokalkonstant mit s(z) € M{,, fiir alle z € U}

o(x
fiir alle offenen Teilmengen U C X, wobei o(z) € S das eindeutige Stratum
mit der Eigenschaft x € |o(x)] ist.

Unmittelbar aus der Definition folgt:

M/M, m=dimo

2.30 M™ /ML —
( ) 7 /Mg {O sonst
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fir alle m=0,...,n— 1.

Bemerkung. Fir alle m = 0,...,n ist K™ eine I'-Untergarbe von Mx. Dies
folgert man aus den folgenden Beobachtungen:

e [C™ ist eine Unterprigarbe von My, denn die lokalen Schnitte K™ (U)
bestehen aus lokalkonstanten Abbildungen mit Werten in M.

e K™ ist eine Garbe: Sei U C X offen und {U,} eine offene Uberdeckung
von U. Sind s, € K™(U,) C H°(Uy; Mx) mit Salv.nus = splua.nu, fiir
alle o, 3 gegeben, so existiert genau ein s € H*(U; Mx) mit s|y., = s, fiir
alle ov und es gilt s € K™(U), denn fiir alle x € U ist s(x) = sa(x) € M,
fiir ein geeignetes a.

e K™ C My ist invariant unter der Operation von I'. Denn ist s : U — M
lokalkonstant mit s(z) € My, fiir alle z € U, so ist gs : gU — M

lokalkonstant mit (gs)(z) = gs(g~'z) € IMLs () = M7, fiir alle g € T

Fiir alle m ist M™*! per definitionem eine I'-Untergarbe von X™.
Die Halme der Quotienten K™ /K™*! kénnen mit 2.30 berechnet werden,
was uns wegen 2.20. Folgendes beweist:

2.31. Proposition. Die K™ definieren eine (absteigende) Filtrierung von S-
konstruierbaren I'-Garben

K=KrcKk"lc...cKlck’®=My

mit der Eigenschaft, dass fiir allem = 0,...,n—1 die-Garbe Q™ := K™ /IC™+1
eine S™-diinne Garbe ist, d.h. sie ist konstant auf allen Straten und konzentriert
auf den Straten der Dimension m. Insbesondere ist

Kkt @ (M/M)Y.

dimo=m

Wir nennen diese Filtrierung die Isotropie-Filtrierung von Mx tber K (beziiglich

S).

Zusatz. Seien S und T Isotropie-Stratifizierungen, so dass S feiner als T ist
und sei K eine I'-Untergarbe von Mx, die konstruierbar beziglich T (und damit
auch beziiglich S) ist. Es bezeichne K% die Isotropie-Filtrierung aus 2.29. von
Mx beziiglich S und K% die Filtrierung beziglich T. Dann gibt es eine kano-
nische Abbildung von Filtrierungen Ky — K%. Priziser formuliert, es existiert
ein kommutatives Diagramm

K = K?H( ]gf( ..C /j%,( IC%— =My
K = ]Cg+1( ]Cg( .C IC}S( /Cg — MX-
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Dieses induziert fiir alle m einen Morphismus K /KT — K2 /K@ welcher
seinerseits die direkte Summe aller Monomorphismen (M/Mg)fi‘ — (M/Mg)l)g‘
fir allet € T und o € S mit |o| C |7| und dimo = dim 7 = m ist.

2.d. Der Vietoris-Begle-Satz und Konstruierbar-
keit von &xt* (M, N)

Wir stellen hier eine fiir unsere Situation angepasste Version des Vietoris-Begle-
Satz vor, vgl. auch [Bor2, V,3.13], [BL, 1.8] sowie [Bre2, I1.13].

Seien B und T hausdorffsche und lokal zusammenziehbare topologische
Ré&ume. Typische Beispiele fiir B sind Orbifaltigkeiten (z.B. Y = T'\ X) und fir
T wihlen wir meistens [0, 1] oder einen endlichdimensionalen, reellen Vektor-
raum. Betrachte den Raum E = B x T (versehen mit der Produkttopologie)
und die Projektion 7 : F — B. Beachte, dass 7 eine offene, stetige, aber i.A.
keine abgeschlossene Abbildung ist (z.B. wenn 7" nicht kompakt ist - dies ist im
Wesentlichen der Unterschied zu [Bre2, II1.13] und entsprechend differieren die
Beweismethoden).

Der Funktor n* : Sh(B) — Sh(E) besitzt die folgenden grundlegenden
Eigenschaften.

2.32. Proposition. Sei F € Sh(B).

(a) Sei U C B offen und V- C T eine offene, zusammenhdngende Teilmenge.
Dann ist der kanonische Morphismus (m|yxyv)* : HO(U; F) — HO(U x
Vi 7*F) aus [Bre2, S. 62] ein Isomorphismus.

(b) Die Einheit F — m.m*F der Adjunktion (7*,7.) ist ein Isomorphismus.
(¢) m* kommutiert mit Produkten.

Beweis. (a) folgt aus [Bor2, 3.13.(4)] und damit folgt (b), denn der Adjunktions-
morphismus F(U) — (m.7*F)(U) = p*F(U xT) ist der kanonische Morphismus
aus (a). Teil (¢) folgt ebenso aus (a), vgl. [BL, A4.]. O

Sei von nun an eine Garbe F € Sh(B) fest gewdhlt. Weil 7* exakt ist, ist
Exty(7m*F, —)on* als Komposition von §-Funktoren ein §-Funktor Sh(B) — k-
mod. Als abgeleiteter Funktor ist Ext™(F, —) ein universeller 6-Funktor Sh(B) —
k-mod. Sei

hp o Extp(F,—) — Extpyp(n*F, =) on™ : Sh(B) — k-mod
der eindeutige Morphismus von §-Funktoren, der von h%,T :=7*:Homp(F,—) —
Hompg(m*F,n*(—)) induziert ist (vgl. [Gro, 2.2.]). Eine dhnliche Konstruktion
gibt uns einen Morphismus von J-Funktoren

b m &t (F,—) — &t (7" F, =) o™,
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so dass (b% p)p = h o gilt.
Wir erinnern daran, dass T azyklisch heif’t, wenn H (T;Z) =0 gilt.

2.33. Satz (Vietoris-Begle-Satz). Seien B und T lokal zusammenziehbare Haus-
dorffréume und set m : E = B x T — B die Projektion. Dann ist hpr ein
Isomorphismus von §-Funktoren. Insbesondere ist fir alle F,G € Sh(B)

b1 mEtR(F,G) — Ertyp(n"F,7°G)

ein Isomorphismus.
Ist T dariberhinaus azyklisch, so ist hy p ein Isomorphismus von 0-Funktoren.

Insbesondere ist
hp 1 : Extp(F,G) — Extp(r*F, 7" G)

ein Isomorphismus fir alle F,G € Sh(B).

Zusatz. Sei S C T eine azyklische, offene Teilmenge, p : B x S — B die
Projektion. Dann kommutiert das Diagramm

h
Ext}(F,G) —> Extp, (7" F,7°G)

| |-

h
Ext};(F,G) —> Extp (0" F, p*G)

wobei der Morphismus r* durch die Restriktion B x S C B x T induziert ist.
Insbesondere ist r* ein Isomorphismus.

Beweis von 2.33.. Wir nehmen zunéchst an, dass T' azyklisch ist. Die Version
des Vietoris-Begle-Satzes von [Bor2, 3.13 (14)] besagt, dass H* (U x T;7*F) =
H*(U;F) fir alle offenen Teilmengen U C B gilt. Insbesondere gilt fiir alle
x € Bund j > 0:

RIm, (n* F)y 2 colim HY (U x T;7*F) = colim H? (U; F) = 0,

wobei die Limites iiber alle Umgebungen U von z indiziert sind. Die Grothen-
dieckspektralsequenz der Adjunktion (7*,7,) kollabiert daher zum Isomorphis-
mus Ext*(F,G) = Ext*(7*F,7*G)). Insbesondere ist 7*Z° eine Hom(7m*F, —)-
azyklische Auflésung von 7*G fiir alle injektiven Auflésungen Z® von G, denn
7 ist exakt und es ist Ext/ (7*F,7*Z*) = Ext/(F,Z%) = 0 fiir alle j > 0.
Es gilt also Ext* (7*F,n*G) = H*(Hom(n*F,7*Z*)) und daraus ldsst sich ein
Isomorphismus von langen exakten Sequenzen

+

Ext*(F,G1) Ext*(F,G2) Ext*(F,G3)

lz lg i:

- —— Ext*(m* F,m*G) —— Ext™ (7* F, 7*Gs) — Ext™ (7*F, 7*G3) .
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fiir alle kurzen exakten Sequenzen 0 — G; — Gy — G3 — 0 konstruieren.

Der Beweis fiir m*&xt* (F, G) = Ext™ (n* F, 7*G) kann analog gefiihrt werden:
Die kanonische Auflésung 7*C*(G)) ist Hom(n*F, —)-azyklisch — dies folgt aus
dem ersten Teil des Beweises, wenn man ihn auf eine Umgebung der Form
U x V mit zusammenziehbaren offenen Teilmengen U C B, V C T anwendet.
Vergleiche auch [BL, 1.8.]. O

Beweis des Zusatzes. Beachte, dass r* ein Morphismus von d-Funktoren ist. Es
geniigt also zu zeigen, dass wir eine Gleichheit r*oh% 7 = h; ¢ von Morphismen
von §-Funktoren haben. Da Extp;(F,—) ein universeller J-Funktor ist, gentigt
es die Gleichheit fiir * = 0 einzusehen. Dies folgt aber aus 2.32.(a). Die Rolle
von F iibernimmt hier Hom/(F,G). O

2.34. Bemerkung. In der Praxis werden wir diesen Satz in folgender Form
verwenden: Sind A und B Garben auf E mit der Eigenschaft, dass A|yx7 und
Blyxr fir alle b € B konstante Garben sind, so gibt es fiir jede Wahl eines
Basispunktes tg € T kanonische Isomorphismen

Erty (A, B) =2 n*&ts (Al xty, BlBxto)
und falls T" azyklisch ist:
EXtE(Av B) = EXt*B('AlBXto? B‘BXto)'

Auch die im Zusatz erwdhnte Natiirlichkeit hat hier ihre Giiltigkeit. Dies alles
wird mit dem folgenden Kriterium gerechtfertigt.

2.85. Lemma. Sei A € Sh(E) eine Garbe. Wir setzen E, = 7= 2(b) = b x T
fiir alle b € B. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent

(i) A=m"(Alp)

(11) Alg, € Sh(V) ist fiir alle x € B eine konstante Garbe.
Beweis. Die Richtung (i) = (i4) ist leicht. Zu ,(i7) = (¢)“. Es gilt
(2.36) A A,

nach dem Beweis der Proposition 8.1.4 in [KS]. Es bezeichne i : B = B x {to} —
FE die Inklusion. Wegen 2.36 gilt dann 7 o4 = id, also m,.A = i*n*m, A =
i*A = A|g. Wir koénnen also m,A in 2.36 durch A|p ersetzen und es folgt
™ (Alg) = A. O

Nach diesem allgemeinen Diskurs iiber den Vietoris-Begle-Satz méchten wir die-
sen in unserer Ausgangssituation anwenden, in der wir einen diskontinuierlichen
I'-Raum X haben und die Gruppen Ext*(M,N) bzw. die Garben &xt* (M, N)
fiir alle Darstellungen M, N von T' studieren.
Wir notieren die Auswertung in y € Y durch

gy HO(U; &t* (M, N) — Ext* (M, N),
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fiir alle U C Y und schreiben den Garbifizierungshomomorphismus {iber U als
Iy Bxty M|y, N|y) — HY(U; Ext* (M, N)).

2.37. Lemma. Es seiy €Y beliebig und U CY eine zuldssige Umgebung von

y. Dann gilt

(i) &ty (M,N) € Sh(Y) ist T\S-konstruierbar fir alle m > 0 und alle
Isotropie-Stratifizierungen S von X.

(ii) ey : HO(U; Ext* (M, N)) — Ext* (M, N), ist ein Isomorphismus.
(iii) Jy : Extl; (M|, N|y) — HO(U; Ext* (M, N)) ist ein Isomorphismus.
Insbesondere gilt Exty;(M|y, N|v) = &ty (M, N),.

Eine wichtige Konsequenz des letzten Lemmas ist, die allgemeine Bestimmung
der Halme von &xt* (M, N) auf das folgende Problem zuriickzufiihren:

2.38. Problem. Man bestimme fir alle lokalen Modelle (V,G) und alle irre-
duziblen Darstellungen M und N von G die Invarianten Extgy (M, N).

Teil (i7) des obigen Lemmas gilt fiir allgemeine konstruierbare Garben, so dass
wir es allgemein formulieren und dann auf das obige Lemma anwenden mochten.

2.39. Lemma. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum, p : X — Y = T\X
die Projektion und F € Sh(Y) eine Garbe mit der Eigenschaft, dass F|y(x,)
lokalkonstant ist fir alle H < T' (mit anderen Worten ist F eine T'\Sorp-
konstruierbare Garbe, wobei Syrp die Stratifizierung 2.5. ist). Dann ist die Aus-
wertung

HU;F) — F,

fiir alle y € Y und alle zuldssigen Umgebungen U von y ein Isomorphismus.

Beweis. Da die Frage lokaler Natur ist, konnen wir annehmen, dass U = R"/G
fiir eine endliche Untergruppe G < O(n) und y = p(0) € U ist, wobeip : R" — U
die Projektion ist. Es bezeichne U, = U,.(0)/G den Quotienten der offenen
Kugel vom Radius 0 < r < oo (mit der Konvention Uy, = U). Auflerdem sei
U? = U, — {y} fiir alle r. Wir behaupten, dass fiir alle 7 > s > 0 die Restriktion

iy H(U,; F) — H(U; F)
ein Isomorphismus ist, wobei i, s : Us — U, die Inklusion ist. Damit wéren wir
fertig, denn H(U;F) — F, ist der Kolimes dieser Restriktionen. Wihle ein ¢
mit 0 < ¢ < s und sei S; = SP"~ /G der Quotient der Sphire vom Radius . Weil
U, =U?UU; und Us = U2 U U, sowie US NU, = U2 N U, = UY gilt, existiert
ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 — H(F;U,) — H°(F;Uy) @ HY(F; UY) —— HO(F; UY)

s o h

0 —— H(F;U,) — H*(F; Uy) @ HO(F; U) — HO(F;UP),
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wobei j,. s : U? — U? die Inklusion ist. Also geniigt zu zeigen, dass die Restrik-
tion j; ; ein Isomorphismus ist.

Man erinnere sich, dass jedes Stratum von R™ von der Form R} fiir ein
H < G ist. Fiir alle x € R™ un A # 0 gilt G, = Gz, somit ist jeder Strahl
{Az|]A > 0} komplett in einem Stratum, némlich R¢,, enthalten. Insbeson-
dere ist F als konstruierbare Garbe konstant auf jedem ,Strahl“ von U, also
einer Teilmenge der Form p({Az|A > 0}). Unter der kanonischen Identifikation
von U° mit S; x Ry identifiziert man die Strahlen von U mit den Teilmengen
{y} x R4, y € S;. Nach 2.35. gilt Flyo = 7*(F|s,) und somit ist fiir alle r > ¢
die kanonische Abbildung 7} = (7|, )* : H°(S; F) — H(UY; F) aus 2.32. ein
Isomorphismus. Wegen .. o j. s = 75 folgt daher, dass j; ; ein Isomorphismus
ist. O

Beweis von 2.87.. (i) Es geniigt, die Konstruierbarkeit fiir die grobste Isotropie-
stratifizierung 2.6. zu beweisen. Wir fithren eine Induktion {iber die Dimension
von X. Fiir dim(X) = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei also dim X = n+1 mit n > 0. Weil Konstruierbarkeit eine lokale Eigen-
schaft ist, konnen wir durch Ubergang zu einer zulissigen Umgebung annehmen,
dass X ein lokales Modell X = (R"*!, G) ist.

Erster Fall: dim X¢ = 0, also X¢ = {0}. Dann bildet yo := p(0) € YV
ein einpunktiges Stratum von Y, weil X = {0} gilt. Somit reicht es, die Kon-
struierbarkeit von &zt (M, N)|y, zu zeigen, wobei Yy = Y — {yo} gesetzt ist.
Wir setzen SY = p(S”) und 7 : Yj; — SY sei die von der radialen Projektion
R\ {0} — S™ induzierte Abbildung. Topologisch kann 7 mit der Projektion
SY x R — S™ identifiziert werden. Nach 2.35. ist M|y, = 7*(M|sy), denn fir
alle y € SY ist M|y, x>0} eine konstante Garbe. Analoges gilt fiir N, so dass
wir mit 2.33. folgern kénnen:

Exty (Mo, Nvo)lve = E157 (n (Mlsy ), 7" (N sy )
&~ o ExtT (Mlsy, Nsy ).

Nun ist Mlsy = ¢¥(Mgn), wenn ¢ : S* — SY die Einschrinkung von p ist.
Entsprechendes gilt fiir A|sy. Wegen der Induktionsannahme ist somit
Ertgy (M|sy, Nlsy) konstruierbar. Der Funktor 7* respektiert Konstruierbar-
keit (denn die Straten von Yy = SY x R sind von der Form |o| x R, wobei |o]
die Straten von SY durchlaufe), so dass wir in diesem Fall fertig sind.

Zweiter Fall: dim X¢ > 0. Wir zerlegen den G-Modul X = R” als X =
X% x Z, wobei Z der Kern von X — X% 2+ 1/|G|- >, g ist. Beachte, dass

Y = X% x Z gilt, wenn wir Z = G\Z setzen. Es bezeichne v : Y — 7 die
Projektion. Dann ist M 2 v*(M|z) und M|z = r% (M), wobei 1 : Z — Z die
Einschrinkung von p ist. Entsprechendes gilt fiir . Es folgt mit 2.33.:

Eut (M,N) 2 1 Eat™ (rG (M), rE (N))

Da dim Z < dim X gilt, greift hier die Induktion, woraus die Konstruierbarkeit
von Ext™ (r% (M), r¢(N)) folgt. Der Funktor v* respektiert Konstruierbarkeit, da
die Straten von Y = X% x Z von der Form X% x |o| sind, wobei |o| die Straten
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von Z durchlaufe.

() folgt aus 2.39.

(7i7) Sei U eine zuldssige Umgebung von y € Y. Es geniigt zu zeigen, dass
gy 0y 1 Extyy( M|y, Mly) — Ext* (M, N), ein Isomorphismus ist. Wir kénnen
annehmen, dass U = R™/G fiir eine endliche Untergruppe G < O(n) und y =
p(0) € U ist, wobei p : R® — U die Projektion ist. Es bezeichne U, = U,.(0)/G
den Quotienten der offenen Kugel vom Radius 0 < r < oo (mit der Konvention
Uso = U). Weil lim,~q Ext; (M|v,,Nly,) = &t (M, N), gilt, geniigt es zu
zeigen, dass die Restriktion Exty; (Mly,, Ny, ) — Exty (Mly,, Ny,) fiir alle
r > s > 0 ein Isomorphismus ist. Wir wahlen ein ¢ > 0 mit » > s > t. Beachte,
dass Extyo(M,N) — Extgo(M,N) nach 2.33. und 2.32. ein Isomorphismus
ist. Mit dem kommutativen Dlagramm der Mayer-Vietoris-Sequenzen

oo —> Ext?, (M,N) — Ext] o (M, N) ® Bxt{; (M,N) — » Ext?jo(./\/l,./\/’) I,
s I t

e Ext‘lzjS (M,N) — Ext] (M, N) @ EXt?]t (MN) — EX‘JZ? (MN) — ...

(vgl. 1.33) und dem Fiinfer-Lemma folgt die Behauptung. O

2.40. Korollar. Sei S eine I'-Triangulierung von X. Fir alle Darstellungen
M und N und alle Simplizes 0 € S ist die Garbifizierung

Ext*(M|pw, ), Nlpw,)) — H(p(Usy); Ext* (M, N))
bzw. die Auswertung
H (p(Us ); &xt™ (M, N)) — &ut” (M, N),
fiir alle y € p(|o|) ein Isomorphismus.

Beweis. Auf Y haben wir die induzierte Triangulierung I'\S und die Simplizes
sind von der Form (¢0) = I' - 0, 0 € S. Es gilt U,y = p(Us). Nach 2.37. ist
Ext(M,N) T'\S-konstruierbar. Nach 2.16. ist einerseits die Auswertung

H(p(Uy); Ext* (M, N)) — Ext* (M, N),
ein Isomorphismus und andererseits gilt
HY(U(gy; Ext*(M,N)) =0 fiir alle j > 0.

Damit kollabiert die LG-Spektralsequenz 1.12. Dessen Kantenhomomorphis-
men, die nach 1.12. mit der Garbifizierung {ibereinstimmen, sind also Isomor-
phismen. O
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Kapitel 3

Der Hauptsatz und die
Spektralsequenz F(S, L)

In diesem zentralen Kapitel geht es um die Hauptresultate dieser Arbeit. Ausge-
hend von einer Spektralsequenz E(S, £), die in Abschnitt 3.b. vorgestellt, aber
erst spéter im Kapitel 6 hergeleitet wird, beweisen wir Versionen der Theoreme
aus der Einleitung in einer allgemeineren Form und geben alternative Beweise
der klassischen Resultate 1.8., 1.18. und 1.19.

Die Eintrége der Spektralsequenz E(S, £) sind durch Ext{(Mx, Nx) und
durch einen Kettenkomplex W, (S, £), welcher zu einem Koeffizientensystem £
auf einer Stratifizierung S assoziiert ist, bestimmt. Der erste Abschnitt beschéf-
tigt sich mit diesem Komplex und seinen Eigenschaften. Wir diskutieren auch
eingehend den Begriff der Inzidenzhomomorphismen [7: o] fiir Straten o, 7 mit
o < 7, die mafgeblich fiir die Definition des Komplexes W, (S, £) sind. Die
Inzidenzhomomorphismen spezialisieren sich zu den klassischen Inzidenzzahlen,
wenn S eine (Restriktion einer) Triangulierung ist.

3.a. Inzidenzhomomorphismen und Koeffizienten-
systeme

Wir fixieren eine diskrete Gruppe I', einen diskontinuierlichen I'-Raum X und
eine Isotropie-Stratifizierung S von X.

Definition. Sei 0 € S und j := dimo. Sei weiterhin 7 € § mit dim7 = j + 1.
Wir definieren den Inzidenzhomomorphismus

[r:0]: HT" 77N U,) — HT" 7 (U,)

7| o]

als den Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz von Ext*(—,Zx),
die von der kurzen exakten Sequenz 0 — Z;| — Zjrjujo| — Z|s| — 0 induziert
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ist. Beachte hierbei den Isomorphismus 1.32. und die Tatsache, dass |o| abge-
schlossen und |7| offen in |o|U|7| ist (man verwende dazu |o| = X/ N (|7|U|o|)
und |7| = X291 N (7] U e|) in Kombination mit 2.7 bzw. 2.8).

Wir kénnen und werden H IZT"_diHIU(Ua) mithilfe des Thom-Isomorphismus 3.1.
(unten) stets mit H*(|o|; ot,) identifizieren. Auf diese Weise kénnen wir den
Inzidenzhomomorphismus immer als einen Homomorphismus (von graduierten
abelschen Gruppen)

[T:0] : H*(|7]; 0t7) — H*(|o]; 0t,)

auffassen, wenn ot, die Orientierungsgarbe eines jeden Stratums o bezeichnet
(vgl. [Bre2, 1.11]).

3.1. Lemma (Thom-Isomorphismus fiir Straten). Fir alle o0 € S existiert ein
kanonischer Isomorphismus

H*+n—dima(Uo) = H*(‘U|§ ot,) €T,—mod.

o

Beweis. Wéhle eine offene Tubenumgebung T, C U, von |o|. Die Ausschnei-
dung H|*a\(U0) — H‘2|(Ta) = H*(T,,T, — |o]) ist ein Isomorphismus (siehe
1.29), wende nun den klassischen Thom-Isomorphismus [Bre2, S.235, (22)] an
(wihle dort B = ot, und benutze ot, ® oty = Zy|, [Bre2, S. 234]). Der Iso-
morphismus ist unabhéngig von der Wahl der Tubenumgebung 7, denn eine
kleinere induziert via Restriktion kommutative Diagramme (Ausschneidung und
Thom-Isomorphismus ist funktoriell beziiglich Restriktion zwischen offenen Tu-
benumgebungen). Man benutze fiir die Funktorialitét, dass Tubenumgebungen
»kofinal“ in dem Sinne sind, dass fiir jedes Paar von offenen Tubenumgebungen
eine gemeinsame kleinere offene Tubenumgebung existiert, also eine, die in bei-
den enthalten ist. Fiir die I',-Invarianz des Thom-Isomorphismus beachte man,
dass ¢T, fur alle g € T, auch eine Tubenumgebung von |o| ist und man be-
nutze die Natiirlichkeit des Thom-Isomorphismus (in diesem Fall beziiglich des
Biindelisomorphismus g : T, — ¢7,). O

Bemerkung. Ist 0 £ 7 (dh. |o| N|7| = @), so ist [7:0] = 0, denn in diesem
Fall ist |7| = (|7| U |o|) N |7| abgeschlossen in |7| U |o|, so dass eine kanonische
Projektion Z-|ujo| — Zjr| existiert, die wiederum eine Zerféllung der Sequenz
0— Z‘.,.‘ — Z\T\U\zﬂ — Z‘U‘ — 0 definiert.

Jetzt wenden wir uns alternativen Definitionen der Inzidenzmorphismen [7: o]
zu.

83.2. Proposition. Sei o < 7 mit dim7 — 1 = dimo =: j. Wdhle eine Tube-
numgebung T, C U, von |o|. Dann ist der Inzidenzmorphismus [7: o] identisch
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mit der Komposition

4N U, U, — ) 2 B (T, 0 UL T 0 (U — 7))

@) :
= H NI, — o], Ty — (7| U ol))

S gr+n=i(1,, T, — o)),
Dabei sind die einzelnen Morphismen folgendermafen erkldrt.

(1) ist induziert durch Restriktionen

(2) ist der Ausschneidungsisomorphismus (I, N U, ist eine offene Umgebung
von Ty N |7] in T, — |o|)

(3) ist der Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz des Tripels
(To = (IrlUlel)) € (To —ol) C To.

Beweis. Das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
0 — Zr,n|r| — Zr1,n(|7|vle]) — LT,n|0| —> 0

i

0 Lz Zi7\u)o| Zyq| 0

zeigt, dass [7: 0] die Komposition der Restriktion H\*ﬂ(UT) — H;GHITI(T” N
U,) mit dem Randhomomorphismus der langen exakten Ext*(—,Z)-Sequenz

der unteren Zeile ist. (Man benutze hier auch 1.32.). O

Wihrend die letzte Proposition fiir praktische Zwecke gut ist, um bei einer
konkret vorgegebenen Stratifizierung die Inzidenzhomomorphismen zu identifi-
zieren, ist die folgende Charakterisierung vom theoretischen Gesichtspunkt von
Nutzem.

3.3. Proposition. Fiir alle 0 € S mit dimo = j ist der Homomorphismus

(3-4) Yo ol II H(rlor) — H (|o];0r,)

dim =541 dim =541

wohldefiniert und er ist gegeben durch den Randhomomorphismus der langen ez-
akten Sequenz von Ext*(—, Zx) induziert durch die exakte Sequenz 0 — Zxj+1 —
Zxit1ue| — Zjg| — 0. Dariberhinaus ist das Produkt (iber alle o € S mit
dimo = j) der Homomorphismen 3.4 gegeben durch den Randhomomorphis-
mus der langen exakten Sequenz von Ext*(—,Zx), die von der exakten Sequenz
0— Zxi+1 — Lxi+ruxi — ZLxi — 0 induziert sei.

Beweis. Die Wohldefiniertheit von 3.4 folgt aus der Tatsache, dass o per de-
finitionem die Seite von nur endlich vielen Straten ist, so dass [r:0] = 0 fiir
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fast alle 7 gilt. Es gilt kanonisch Zx; = ;.. o=j Lio| fiir alle j > 0. Der Iso-
morphismus ist gegeben durch die direkte Summe iiber alle o der Inklusionen
Zjs — Zx; (man beachte, dass |o| offen und abgeschlossen in X7 ist). Diese
Inklusion induziert die Projektion Ext*(Zy,,Zx) — Ext*(Z|,Zx), und das
Produkt
Ext*(Zx;,Zx) — || Ext"(Z,),Zx)

dimo=j
(iiber alle ¢ mit dimo = j) dieser Projektionen ist ein Isomorphismus. Man
beachte, dass 3.4 auf einem Faktor H*(|7|; ot,) trivial ist, wenn o nicht von 7
getroffen wird. Also ist der Homomorphismus 3.4 vollstdndig bestimmt durch
sein Verhalten auf @_H*(|7|;ot.) und aufgrund der universellen Eigenschaft
der direkten Summe ist er vollstdndig durch sein Verhalten auf den einzelnen
Faktoren H*(|7|; ot,) bestimmt. Auf solch einem Faktor ist aber 3.4 per defini-
tionem durch den Inzidenzhomomorphismus [7: o] gegeben. Betrachte nun das
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 —— Zxi+1 —> Lxi+10|o| —> Ljg] —> 0

R

0 Lz Zi7|u)o| Zyq| 0.

Es folgt, dass der Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz der obe-
ren Zeile die Komposition des Randhomomorphismus der unteren Zeile mit der
Inklusion des direkten Summanden Ext*(Z,|, Zx) — Ext*(Zyj+1,Zx) ist, was
zu zeigen war.

Die zweite Behauptung folgt dhnlich aus dem Diagramm

00— Zxi+ *>ij+1u\g| Z\U\ 0

l_

OHZX]'_*_l HZX]"*JUX]' HZXJ HO’

wahrend der mittlere und rechte vertikale Pfeil jeweils Inklusionen sind — man
beachte, dass X771 U |o| offen in X771 U X7 ist, denn es gilt

Xt ylo| = (U, n (X U X)) u X9,

Da der rechte vertikale Pfeil die Projektion Ext*(Zy,,Zx) — Ext*(Z,,Zx)
induziert, folgt die Behauptung aus dem Diagramm langer exakter Sequenzen
von Ext*(—,Zx), die von dem obigen Diagramm von kurzen exakten Sequenzen
kommt. O

Koeffizientensysteme Es sei an die Definitionen (und Unterschiede) der Sta-
bilisatoren I'; und I';(o) erinnert. Die gruppe I'y(,) ist der Stabilisator eines
Punktes z(o) € |o|. Dies hangt nicht von der Wahl von z(o) € |o| ab. Der Sta-
bilisator des gesamten Stratums I'; = {g € I'|go = o} ist i.A. gréfer als I'; (5.
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Bei I'-Triangulierungen jedoch ist es Teil der Definition, dass diese Gruppen
iibereinstimmen. Beachte, dass der Halm F,, einer jeden strikt konstruierbaren
I-Garbe F € ShT'(X) in kanonischer Weise ein I',-Modul ist, wenn o € S das
eindeutige Stratum mit = € |o| ist.

3.5. Definition. Ein Koeffizientensystem L auf S besteht aus
e I';-Moduln L, fiir alle 0 € S,

e Isomorphismen pg: L, — Ly, von k-Moduln fiir alle g € I' und o € S,
und

e I';-dquivarianten Homomorphismen ¢, ,: L, — L, fiir alle 0 < 7,
so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.
® i, 00, =1y, firallec <7 <p.

e Fiir alle g € T, ist u9: L, — L, die Multiplikation von g auf dem T',-
Modul L.

. ugdougz,ugg fiir alle g,h € ' und 0 € S.

® igr g0 0 g = pd oi,, fiir alle o < 7 und g € I', d.h. das Diagramm

kommutiert.

Wenn S eine dquivariante Triangulierung von X ist, ist ein Koeffizientensystem
L aufgrund von 2.25. nichts anderes als eine S-konstruierbare I'-Garbe auf X.

3.6. Beispiel. Seien M und N Darstellungen von I und K eine S-konstruierbare
I-Untergarbe von Mx mit Halmen M, C M {iber |o|. Dann existiert ein kano-
nisches Koeffizientensystem £ = £(C, M, N) definiert durch folgende Daten:

e L, := Hom(M/M,,N) und pg: L, — Ly ist induziert von der Multipli-
kation g: M, — Mgy, C M bzw. von der Multiplikation von g auf N. Mit
anderen Worten: ein Element ¢ € L, ist ein Homomorphismus ¢: M — N
mit p(M,) = 0. Dann ist 2 (p), definiert durch pug(¢)(m) := gp(g—tm),
ein Homomorphismus, der auf Mg, verschwindet, also ein Element von
Lo

e Fiir alle 0 < 7 gilt M, C M, nach 2.26. Die I',-dquivariante Projektion
M/M, — M/M; induziert einen I',-Morphismus i, ,: Hom(M/M,,N) —
Hom(M/M,, N).
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Die zu iiberpriifenden Eigenschaften folgen sofort aus der Tatsache, dass KC eine
I'-Garbe ist.

Wir werden spéter nur noch Koeffizientensysteme betrachten, die auf diese Wei-
se entstehen. Die folgende Proposition zeigt, dass solche Koeffizientensysteme
aufkerhalb der singuldren Menge X, Null sind.

83.7. Proposition. Sei K C Mx eine S-konstruierbare Untergarbe mit Halmen
M, dber den Straten |o|. Sei L = L(I,M,N) das Koeffizientensystem 3.6. auf
S. Dann gilt L, =0 fir alle 0 € S mit |o| C X,.

Beweis. Sei |o| C |X,|, d.h. T, = {1} fiir alle z € |o|. Daraus folgt M = M,, fiir
solche x nach 2.27. und somit L, = Hom(M/M,,N) = 0. O

3.8. Definition. Sei L ein Koeffizientensystem einer Isotropiestratifizierung S
von X.
Wir definieren einen Kettenkomplex W4 (S, £) von graduierten Moduln durch

W;(S,L):= [] Lo®H(lo];or,)
dimo=j
fiir alle j = 0,...,n mit Differentialen d = d;: W;41(S, L) — W;(S, L), die auf
folgende Weise mit Hilfe der Inzidenzhomomorphismen definiert sind. Fiir alle
j=0,...nist d; das Produkt (iiber alle o mit dim(c) = j) der Abbildungen

(39) Y ire®[rio]: Il Z-®H(r)0r,) > Lo@H*(|o]; 01,).

dim 7=5+1 dim 7=5+1

(Dass d wirklich ein Differential ist, besagt die Proposition 3.12. unten). Die
Summe ist wohldefiniert, weil es nur endlich viele 7 mit [7: o] # 0 gibt (denn ein
Stratum ist per definitionem eine Seite von nur endlich vielen anderen Straten).
Ist aus dem Zusammenhang klar, welches S und £ betrachtet wird, so scheiben
wir auch W, statt We(S, £). Wenn wir nur die Stratifizierung S oder nur das
Koeffizientensystem £ betonen wollen, schreiben wir W (S) bzw. W, (£).

Der Komplex W, besitzt eine natiirliche I'-Operation. Ein g € T" operiert
auf W; als das Produkt (iiber alle ¢ € S) der Abbildungen

(3.10) 1 © g% Lo ® H (|o]s0%,) = Lyo ® H' (lgol: oty0).

Beziiglich dieser I'-Struktur ist das Differential dquivariant und die Operation
ist aufferdem so gemacht, dass

W; = H Coindll:a (Lo ® H*(|o];0t,)) € kI'-mod
oER;

gilt (R, ist eine Menge von Reprisentanten der Orbits von Straten der Dimen-
sion j). Daraus folgt

(3.11) Wi =[] (Lo ® H*(|o;01,))".

J
cER,
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Die Homologie des Komplexes (WL, d") spielt eine wichtige Rolle bei der Unter-
suchung des Vergleichshomomorphismus «, wie der Hauptsatz 3.18. zeigen wird.
In Kapitel 4 werden wir an niederdimensionalen Beispielen demonstrieren, wie
man solche Differentiale d* und die Homologie von WL bestimmen kann.

3.12. Proposition. Fir alle Koeffizienten L ist Wo(L) ein Kettenkomplez,
d.h. es gilt dj;q1 0od; =0.

Beweis. Fixiere ein Stratum p € S mit dim p = j — 1 und bezeichne mit

mp: Wi (L) — L, ® H*(|p|;0t,) die Projektion. Es geniigt zu zeigen, dass
m,odod=0 fiir alle p gilt. Wegen i, ,04r s =ir, firaller,comit p<o <7
gilt

mp,odod = Z lop @ o: p| | 0 Z iro ® [T 0]

dim o=j dim 7=j+1

Y D liopoing) ®([o:p]0[r:0])
Z irp ® Z [0:p]o[r:a],

dim =541 dim o=j

dimo=j

also geniigt es zu zeigen, dass

0= Z [o:p]o[r:0]

dim o=7 dim r=j+1

gilt, aber dieses Produkt von Homomorphismen ist nach 3.3. die Kompositi-
on des Randhomomorphismus der langen exakten Ext*(—, Z)-Sequenz induziert
von 0 — Zxij+1 — Zxi+iuxi — Zxi — 0 mit dem Randhomomorphismus der
langen exakten Ext*(—,Z)-Sequenz induziert von 0 — Zx; — Zxiuxi-1 —
Zxi-1 — 0. Fiir alle m gibt es ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

OHZ)(Eerl —>Zsz fmo me 0
-4k
OHZXerl HZXerlUXm ZXm O

denn X™ = XS0 X2Z™ und X™U X"+ = XS+ 0 X 2™ sind abgeschlossen
in X=™ fiir alle m (siehe 2.8). Somit existiert ein kommutatives Diagramm

o ——> Ext"(Zxm+1,Zx) gExt*(me,Zx) —

S

<+ ——>Ext(Zx>m+1,Zx) LExt*(ZXm,ZX) —_—

Also ist §; = €;f}. Wegen ffe;i1 = 0 (es sind aufeinanderfolgende Morphismen
in einer langen exakten Sequenz) folgt ;6,41 = €;f/e;j41f/41 = 0. O
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Funktorialitdt von W,(S,£). Es ist moglich, W, als einen Funktor in S, £
und in offenen Teilmengen von X zu interpretieren. Wie die Abhéngigkeit von
L aussieht, ist klar. Im Folgenden prézisieren wir die anderen Abhéngigkeiten.

Sei V' C X eine offene Teilmenge und sei S NV die induzierte Isotropie-
Stratifizierung von V', die dadurch definiert ist, indem wir alle Zusammen-
hangskomponenten von |o| NV zu Straten von V erkldren, wihrend o € S
alle Straten von X durchlduft. Das Koeflizientensystem £ induziert auf kano-
nische Weise ein Koeffizientensystem L]y auf S N V. Die Homomorphismen
idg, ®(H*(|o|;0t,) — H*(|o|NV;0t,)) definieren einen Homomorphismus von
Kettenkomplexen von I'yy-Moduln

(3.13) rxv(S,L): We(S, L) = W (SNV, L]y),
welcher einen Homomorphismus
Wa(L)' € Wo(L)'Y — Wo(Llyv)"

induziert. Es gilt vy, orxy = rx v fir alle V/ C V.

Nun zur Natiirlichkeit von W4 (S, £) beziiglich der Stratifizierung S. Sei T
eine Isotropie-Stratifizierung von X, die feiner als S ist. Dann kann man £ in
kanonischer Weise als Koeffizientensystem auf 7 auffassen (fiir alle 7 € T ist
L, =L,, wenn o € S eindeutig mit |7| C |o| gewéhlt ist). Fiir alle 0 € S und
7 € T mit |7] C |o] setzen sich die Restriktionshomomorphismen H*(|o|; ot,) —
H*(|7|; ot;) zu einem I'-Homomorphismus von Kettenkomplexen

(3.14) fs,7: We(S,L) = Wo(T,L)

zusammen. Ist 77 eine feinere Isotropiestratifizierung als 7', so gilt fr 7 ofsr =
fs1-

3.b. Die Spektralsequenz F(S, L)

Ist A® ein Kettenkomplex und a,b € Z mit a < b, so bezeichnet A®[a,b] die
Einschriinkung von A® auf das Intervall [a,b], d.h. A®[a,b] = A% — ... — A’
Fiir den F;-Term einer Spektralsequenz setzen wir E{ = E{’*. Also ist E}
der Kettenkomplex von graduierten Moduln, welcher den Fi-Term vollstédndig
beschreibt.

8.15. Theorem. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum, S eine Isotropie-Stra-
tifizierung von X . Seien M, N Darstellungen von ', K C Mx eine konstruierbare
I'-Untergarbe und L das gemdff 3.6. zu KC assoziierte Koeffizientensystem auf
S. Dann existiert eine Spektralsequenz E = E(S,K), die gegen Ext’ p(K,N)
konvergiert und deren E1-Term folgende Bedingungen erfillt.

E}0,n—1] =W, 1 (S, L)"
Ef" =Ext} T (Mx,Nx), seZ
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Dariiberhinaus ist EY'™ = 0 fiirp < 0 und p > n. Der von der Inklusion K C Mx
induzierte Homomorphismus Extl.(Mx,Nx) — Ext[.(KC, Nx) ist der Kantenho-
momorphismus dieser Spektralsequenz.

Bemerkung. Der Ei-Term der Spektralsequenz aus Theorem 3.15. lésst sich
folgendermafen visualisieren.

q
n—14 W, 1,
0

Wi 11

01 WL oo B WL, B o B Wi 4 [ Extf(Mx,Nx)
0 n'—l
Ext?il(Mx,Nx)
0

—(n—1)1 EXt%(Mx,Nx)

Fiir das duerste Differential d; : B}~ = Ho(WL) — Ext r(Mx,Nx) = EM°

haben wir hier keine Beschreibung. Alle anderen sind durch 3.9 gegeben.

Zusatz (Natirlichkeit der Spektralsequenz E(S, K)). Die Spektralsequenz E(S, K)
ist natiirlich in K sowie in der Stratifizierung S und beziiglich offenen Teilmen-
gen von X. Die Bedeutung dieser letzten beiden Figenschaften wird nun erldu-
tert:

(a) Sei T eine dquivariante Stratifizierung von X, die feiner als S ist. Dann
existiert ein Morphismus E(S,K) — E(T,K) von Spektralsequenzen, der
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gegen die Identitit von Ext{.(K,Nx) konvergiert. Dariberhinaus ist dieser
Morphismus auf EY™ fir 0 < p <n —1 gegeben durch den Homomorphis-
mus f};:r aus 8.14 und auf E"" ist dieser Morphismus die Identitit von
Extgg}k(Mx, Nx)

(b) Sei V C X eine offene Teilmenge, so existiert ein Homomorphismus von
Spektralsequenzen E(S,K) — E(SNV,K|v), der gegen die Restriktion
Exty r(K,Nx) — Exty p, (Kly,Nv) konvergiert. Auf dem Ei-Term ist er
durch die Abbildung We(S, L)Y — Wo(SNV,L|v)'V aus 5.18 sowie durch
die Restriktion Exty r(Mx,Nx) — Extyp, (My,Ny) bestimmt.

Der Beweis dieses Satzes mit seinen Vorbereitungen erstreckt sich iiber zwei
Kapitel. Die technischen Aspekte des Beweises werden in Kapitel 5 vorbereitet
und der endgiiltige Beweis wird in Kapitel 6 erbracht.

Wiéhlen wir im obigen Theorem die Garbe K als p* M, so konvergiert diese
Spektralsequenz gegen Ext*(M,N) (siehe 1.17.) und W; ist das Produkt der
Moduln Hom(M/MF=(=) N) iiber alle Straten ¢ der Dimension j. Uns steht aber
natiirlich frei, welche Untergarbe K wir wihlen. Zum Beispiel ist £ = M%T
ebenfalls eine geeignete Wahl (die Halme iiber die singuldren Straten sind also 0
und daraus ergibt sich W; = [];,, ,—; Hom(M, N)). Dass diese Wahl auch etwas
niitzliches ergibt, zeigt z.B. 3.21.

Die Eintrége der Spektralsequenz sind desto ,,grofer”, je mehr Singularita-
ten die Operation von I' jauf dem Tripel (X, M, N) produziert. Einerseits geht
die Singularitdtenmenge X und deren Stratifizierung durch S ein (je grofer
und komplizierter die Straten in X, desto komplizierter die Spektralsequenz).
Andererseits ergibt sich die Groke der Eintréige der Spektralsequenz durch W:
Sei 0 € S mit |o| C X,. Betrachte die Zerlegung von M/M, und N/N, in irre-
duzible I';-Moduln (man kann hier der Einfachheit halber annehmen, dass T,
endlich ist wie es z.B. bei Triangulierungen der Fall ist). Je groker die Anzahl der
irreduziblen I';-Moduln die in beiden Zerlegungen gleichzeitig vorkommen (mit
Vielfachheiten gezihlt), desto grofer ist der entsprechende Eintrag in der Spek-
tralsequenz. Denn die eben genannte Anzahl ist nach dem Lemma von Schur
[Ser1, 2.2] die Dimension von Homr, (M/M%= N) = Homr, (M/M= N/NT=) die
seinerseits ein Faktor der Dimension von WL ist.

Je kleiner die Dimension von H,(WL!) sind, desto ,niher* ist der von der
Inklusion K C My induzierte Morphismus «: Extf(Mx,Nx) — Extr(K,Nx)
an einem Isomorphismus. Im n#chsten Abschnitt, wo wir den in der Einleitung
erwahnten Hauptsatz A formulieren und beweisen, wird dieser Sachverhalt noch
klarer, denn die Spektralsequenz kollabiert, sobald die ,singuldren Straten zu-
sammenziehbar sind.
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3.c. Degeneration der Spektralsequenz E(S, £) bei
Triangulierungen

Wir fixieren im Folgenden eine Isotropiestratifizierung S von X mit der Eigen-
schaft, dass alle singuléren Straten zusammenziehbar sind. Dabei heifit 0 € S
ein singuldres Stratum, wenn |o| C X gilt.

In dieser Situation vereinfacht sich die Spektralsequenz E(S, £) erheblich:
Einerseits sind die graduierten Moduln W;(S, £) wegen 3.7. in Grad 0 konzen-
triert, denn es ist H?(|]o|) = 0 fiir alle 5 > 0 und alle singuléren Simplizes o
(und die Spektralsequenz degeneriert dadurch zu einer langen exakten Sequenz,
wie wir in 3.18. sehen werden). Andererseits sind die Inzidenzmorphismen [7: o]
durch gewisse ganze Zahlen bestimmt, die wir Inzidenzzahlen nennen werden
(siehe unten).

Besonders wichtige Beispiele fiir solche Stratifizierungen sind I'-Triangulie-
rungen und in diesem Fall sind die Inzidenzzahlen die klassischen aus [Ste].

Eine Orientierung eines singuldren (und damit zusammenziehbaren) Stra-

tums o ist die Wahl eines Isomorphismus H°(|o[; ot,) 2z (beachte, dass ot,

eine konstante Garbe ist, da |o| zusammenziehbar ist). Sind o und 7 singulére

Straten mit dimr = dimo + 1, so ist die Komposition Z < HO(|7]; 0t7) br:]

HO(|o]; 0t,) = Z gegeben durch die Multiplikation einer ganzen Zahl, die wir
die Inzidenzzahl von T und o nennen. Weil keine Missverstandnisse zu befiirch-
ten sind, notieren wir sie ebenfalls durch [r:o].

Damit ist der Komplex W4 (S, £) bei Stratifizierungen mit zusammenzieh-
baren singuldren Simplizes von der folgenden einfachen Gestalt. Nach einer Wahl
von Orientierungen aller singuléren Straten ist W;(S, £) = [ 4 y—; Lo und das
Differential ist das Produkt der Abbildungen

(3.16) Il Z-—Lo, @)= > [ro]-irg(ar)

dim =541 dim r=j+1

iiber alle ¢ mit dimo = j. Dabei bezeichnet [7: o] jetzt die Inzidenzzahl (die 0

ist, wenn o ¢ 7 gilt). Wenn £ ein Koeffizientensystem der Form £ = L(KC, M, N)

aus Beispiel 3.6. ist, sind die Morphismen i , sogar die Inklusionen Hom(M /M., N) C
Hom(M/M,, N).

Wenn § eine I'-Triangulierung ist, sind die Inzidenzzahlen noch einfacher zu
beschreiben. In diesem Fall entspricht eine Orientierung eines Simplexes o einer
Wabhl einer Ordnung der Ecken von o, wobei wir zwei Ordnungen als dquivalent
bezeichnen, wenn ihre Vorzeichen iibereinstimmen. Insbesondere induziert die
Orientierung eines Simplexes 7 stets eine Orientierung einer Seite o C 7 durch
die Einschrankung der gew&hlten Ordnung.

8.17. Proposition. Sei S eine I'-Triangulierung von X. Seien 7,0 € S ori-
entierte Simplizes mit o C 7 und dim7 — 1 = dimo =: j. Dann gilt [T:0] =1,
wenn die von T induzierte Orientierung dquivalent zur Orientierung von o ist
und andernfalls gilt [T:0] = —1.
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Mit anderen Worten ist [7: o] die klassische Inzidenzzahl, siehe z.B. [Ste].

Beweis von 3.17.. Ist T,, C U, eine Tubenumgebung von |o|, so existiert ein Ho-
méomorphismus ¢: T, — R™ mit ¢(|o|) = R x 0 und o(|]7|NT,) = RI x Ry x0,
denn T, ist ein triviales Vektorbiindel iiber dem zusammenziehbaren Raum |o]|
und |7| N T, ist der ,positive Teil“ eines trivialen, eindimensionalen Unterbiin-
dels von T,. Wir benutzen die Beschreibung des Inzidenzhomomorphismus aus
3.2. Der dortige Homomorphismus (1) ist hier ein Isomorphismus denn das Paar
(ToNU;, Ty N (Uy — |7]) ist ein Deformationsretrakt von (U, U, — |7|), wie man
folgendermafien sieht: Als Tubenumgebung 7T, von |o| kann man eine regulire
Umgebung von |o| (nach der ersten baryzentrischen Unterteilung) nehmen, vgl.
[Coh]. Jetzt findet man leicht eine Kollabierung (vgl. [Coh|) von 7 auf T, N 7,
die sich zu einer Kollabierung von U, auf U, NT, fortsetzen lasst.

Insgesamt ist der Inzidenzmorphismus nach 3.2. im Wesentlichen beschrie-
ben durch (4), also durch den Randhomomorphismus des Tripels (T,,7T, —
lo|,Te — (|7| U |o])) und dieses Tripel ist via ¢ isomorph zum Tripel (R", R" —
R/, R™ — (RV x Rx¢)). Es existiert ein kommutatives Diagramm

H"=(R" — RY)

H"=i=}(R" — RI R" — RY x Rso) —> H"J(R", R" — RY),

wobei der diagonale Pfeil ¢ die Restriktion, der waagerechte Pfeil der Randhomo-
morphismus des Tripels (R”,R" —R7, R" — (R x R>()) und der senkrechte Pfeil
der Randhomomorphismus des Paares (R, R" —RJ ) ist. Beachte, dass alle Pfeile
Isomorphismen sind, denn es ist 0 = H*(R") = H*(R",R” — R/ x Rx) (diese
Terme sind Teil der langen exakten Sequenzen des obigen Tripels bzw. des Paa-
res). Auf diese Weise liisst sich der Inzidenzhomomorphismus [7:0]: HO(|7]) —
H°(|o|) mit dem diagonalen Pfeil i identifizieren.

Orientierungen von |7| bzw. |o| (siehe Einleitung des Abschnitts 3.c.) kor-
respondieren mit Isomorphismen oy : H" 7~ }(R" —RJ,R" — R/ x R>() — Z und
0y: H(R"® —RJ) — Z. Nun ist 0y 03! die von 7 induzierte Orientierung auf o,
und offensichtlich gilt

. 1 falls 01 07~ = 0y
030i00] =

-1 falls 07 o i~ = —02.

Da mit den obigen Identifikationen der Inzidenzmorphismus [7: o] mit ¢ identi-
fiziert wurde, folgt damit das Gewlinschte. O

Der Hauptsatz. Nun kommen wir zu einem der Hauptresultate, eine leichte
Verallgemeinerung des Theorems A der Einleitung. Sei wie immer X ein dis-
kontinuierlicher I'-Raum mit einer Isotropie-Stratifizierung S, die zusammen-
ziehbare singulédre Straten besitze und M sowie N Darstellungen von I'. Es sei
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L = L(p*M,M,N) das Koeffizientensystem aus 3.6. fiir die spezielle Garbe
K =p*M C Mx. Es sei Wy = W, (S, £) der diesem System gemif 3.16 assozi-
ierte Komplex von I'-Moduln; insbesondere ist er gradweise gegeben durch

W; = ][ Homx(M/M"" N).

dim o=j

83.18. Theorem. Sind alle singuldren Straten der Stratifizierung S zusammen-
ziehbar (z.B. wenn S eine I'-Triangulierung ist), so sitzt der Vergleichshomo-
morphismus « (vgl. 1.23) in einer langen exakten Sequenz

= Hy,j(WY) — Ext!,(Mx,Nx) % Ext/(M,N) — H,_; (W) — ...

die funktoriell in M,N, in offenen Teilmengen V' C X und der Stratifizierung S
im Sinne des folgenden Zusatzes ist.

Zusatz. Fir die lange exakte Sequenz aus 3.18. gilt weiterhin:

(a) Es sei T eine Isotropie-Stratifizierung, die feiner ist als S und deren singu-
lire Straten alle zusammenziehbar sind. Sei L1 das natirliche Koeffizien-
tensystem auf T, das vom Koeffizientensystem L = Ls auf S (siehe oben)
induziert ist. Dann kommutiert das Diagramm

> Hpy_ j(We(Ls)T) — Extd.(Mx,Nx) —— Ext/ (M,N) — -+
P
o Hy j(We(L7)T) — ExtL,(Mx,Nx) —— Ext/ (M,N) — -
wobei die langen exakten Sequenzen jeweils die von 8.18. sind.

(b) SeiV C X eine offene Teilmenge, so dass V N|o| fir alle singuldren Straten
zusammenziehbar ist. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ

o ———— Hy j(We(Ls)T) — > Extd.(Mx,Nx) ————— Ext/ (M, N\)

T

o> anj(WO(LS n V)Fv) —_— EXt{;‘V(MVv NV) $ Eth(M‘p(V)lep(V)) —_—

wobei die langen exakten Sequenzen jeweils die von 3.18. und die vertikalen
Pfeile die Restriktionshomomorphismen sind.

Mit diesem Satz hat man ein hinreichendes (aber nicht notwendiges) Kriterium
dafiir, wann « ein Isomorphismus ist:

3.19. Korollar. Seien M, N Darstellungen von T iber k = C, so dass fir
alle x € X die I'y-Moduln M und N aufler den trivialen Moduln sonst keine
gemeinsamen irreduziblen Faktoren besitzen. Dann ist o : Extf.(Mx,Nx) —
Ext*(M,N) ein Isomorphismus.
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Beweis. Es gilt Homr, (M/MI'= N) = 0 nach dem Lemma von Schur [Serl, 2.2
fiir alle Simplizes 0 und damit ist WL = 0 nach 3.11. O

Bemerkung. Man kann zeigen, dass H,_;W,(S) = Ext{;(l\/l/p*/\/l, Nx) gilt,
wenn S eine I'-Triangulierung ist. Dies sieht man nach einem Vergleich der
langen exakten Sequenzen 3.18. und 1.25 (die Dimensionen miissen iiberein-
stimmen).

Bemerkung. Aus Zusatz (a) folgt, dass f};,T: We(Ls)' — We(L7)' ein Quasi-
Isomorphismus ist, wenn 7 eine I'-Triangulierung ist, die feiner als eine I'-Tri-
angulierung S ist und H,(WL(S)) hingt in diesem Sinne nicht von der Wahl
einer I'-Triangulierung & von X ab.

Beweis von 3.18.. Weil die singuldren Straten zusammenziehbar sind, verein-
facht sich die Spektralsequenz 3.15. wegen der Beobachtung in 3.16 zu E"? =0
fir alle ¢ > 0. D.h. der E;-Term der Spektralsequenz 3.15. ist im Bereich
{¢g=0,0<p<ntU{p=n, gq> 0} konzentriert und es ergibt sich nach
der Abkiirzung

r
CcP = EP0 = [I HomiM/M N)| . p=0,....n—1,
dimo=n—p—1
das folgende Bild
q
ol 0 o 4 et E(MyNy)
0 n'—l
Extp ™' (Mx,Nx)
0
—(n—1) 1 EXtOF(Mx,Nx)

Genauer ist C""17* = WL der Kettenkomplex der I'-Invarianten von W, (aus
3.16) mit den dort beschriebenen (also mit Hilfe der Inzidenzzahlen definier-
ten) Differentialen d : C? — CP~!. Aus dieser speziellen Form bekommt man
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eine lange exakte Sequenz; dies geschieht in etwa so, wie man auch die ,,Gysin-
Sequenz“ aus einer Spektralsequenz herleitet, die nur zwei nichttriviale horizon-
tale Streifen besitzt, vgl. z.B. [McC, Ex. 1.D].

Die Durchfiihrung dieses Prinzips in unserer Situation ist wie folgt. Sei

n: H""H(C*, dy) = E}"°/im(d,) — E}"® = Ext?(Mx, Nx)

der von d; induzierte Morphismus. Fiir den F>-Term der Spektralsequenz gilt
dann:

HP(C*,dy) ,p=0,...,n—2
EPY = {kerp 2 p=n—1
coker n ,PD=n.

Alle anderen Eintrége dndern sich nicht, denn es gibt keine weiteren nichttri-
vialen Es-Differentiale. Dies fithrt zu einer exakten Sequenz

(3.20) 00— EF " = HY(C®) L Ext}(Mx,Nx) — Ext(K,Nx) — 0.

Analog zum FEs-Term kann man induktiv folgern, dass es auf den héheren Ter-
men jeweils héchstens ein nichttriviales Differential geben kann und diese sind:

d;: H"(C*) — Ext? 7t (Mx,Nx), j=2,...n.

Die Konvergenz gegen Ext[.(KC, Nx) liefert uns exakte Sequenzen:

0 — cokerdjy; — Ext" 7 (K,Nx) = kerd; — 0, j=2,...,n.
Diese fiigen sich zusammen mit 3.20 und den exakten Sequenzen

0 — kerd; — H"7(C*) — Ext?in(Mx, Nx) — cokerd; — 0
zu einer langen exakten Sequenz

. — HI7'C — Ext].(Mx,Nx) — Ext].(K,N) — HIC — ...

zusammen. Der Zusatz folgt direkt aus dem Zusatz von 3.15. O

Mit der gleichen Methode ist es moglich, folgende lange exakte Sequenz herzu-
leiten:

3.21. Bemerkung. Fir alle zusammenziehbaren diskontinuierlichen I'-Rdume
X, und Isotropiestratifizierungen S mit zusammenziehbaren singuldren Straten
sowie fiir alle Drarstellungen N von T' existiert eine lange exakte Sequenz

o Hy jW(S, L£)F — HI(T;N) 5 HI (Y N) — Hpj Wo(S, L) — ..,
1.8.
wobei i : H*(T;N) =2 H*(Y;N) — H*(Y,;N) der Restriktionshomomorphis-
mus und L das Koeffizientensystem L(IC, k,N) mit K = kx, ist. Insbesondere
ist WL nach 3.11 gradweise gegeben durch

wi= J[ N"™.

dim o=j
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Der Vorteil dieser Sequenz liegt darin, dass die Garbe N lokalkonstant iiber
Y, ist, so dass in speziellen Situationen die Kohomologie H*(Y,; N') durchaus
zuganglich sein kann, wenn die Topologie der regularen Menge Y, verstanden
ist.

Beweis. In der Situation von 3.15. betrachten wir den Modul M = k und die
konstruierbare Untergarbe IC = kx, C kx. Die letzte Inklusion entspricht unter
der Adjunktion 1.17. dem Restriktionshomomorphismus H*(Y;N) — H*(Y;)
(beachte hier, dass p*(ky,) = kx, als I-Moduln gilt). Die lange exakte Sequenz
ergibt sich nun wie im letzten Satz als Degeneration der Spektralsequenz 3.15..

O

Restriktion der Spektralsequenz E(S, L) auf offene Sterne. Wir neh-
men wieder an, dass S eine I'-Triangulierung von X ist. Fiir alle Simplizes 0 € S
sei Sy := SNU, = {r € S|lo C 7} die Stratifizierung des offenen Sterns U,,
die durch die Restriktion der Triangulierung S entsteht. Beachte, dass dies i.A.
keine Triangulierung im strengen Sinne ist, obwohl die Straten Simplizes sind.

Wegen der Endlichkeit von T, fiir alle Simplies o gilt Exty, (My,,Ny,) =
HI(Uy; Hom(M, N))T's = 0 fiir alle j > 0 (siche auch 2.16.). Die Spektralsequenz
E(S, L) aus 3.15. konvergiert gegen Ext™ (M|, ), N|pw,)) und deren E;-Term
sieht in diesem Fall folgendermafsen aus.

q
ot Wy, 4 owe, 4 2, Wee A0
0 n'—l
0
0
0
—(n—1) 1 Homyp,_ (M,N)

Zummaen mit der Natiirlichkeit der Spektralsequenz E(S, L), wie sie im Zusatz
von 3.15. erldutert wurde, beweist die obige Beobachtung die folgende

3.22. Proposition. Fir alle j > 0 und alle Simplizes 0 € S existiert ein
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Isomorphismus
Ko Extj(M|p(Ua),N|p(Un)) = Hn—j—l(Wo(Sa'a‘c))ra

der natirlich in o € S im folgenden Sinne ist. Ist o < 7, so ist das Diagramm

Ext? (M|pw,)s Npw,)) ——= Hp—j—1(We(Sy, L))"

Ext? (M|yw, ), Npw,)) ——> Hoj—1(We(Sy, L)1~

kommutativ, wenn der linke vertikale Pfeil die Restriktion ist.
Fiir j = 0 existiert fiir alle o eine kurze exakte Sequenz

alu,
0 — Homp, (Mg, , Ny, ) "= Hom(M|pw,), Npw,)) = Hn1(We(S,))"> — 0,
die natiirlich in o ist.

Aus 3.22. folgt in Kombination mit 2.40.:
(3.23) Ext” (./\/l,./\/)p(x) = Hn717*(W.(Sg(x),£)F”) , ze X,

wahrend o(z) wie immer das eindeutige Simplex mit z € |o(z)] ist.

Der Komplex W, von I'-Garben. Sei S, := SNU, = {r]o < 7} fiir alle
o € §. Definiere fiir alle j > 0 einen I'-Funktor W; : § — k-mod auf Objekten
durch

WJ (U) = W](SO'7 ‘C)7

und auf Morphismen ¢ < 7 durch W;(o < 7) :=ry, v, (vgl. 3.13). Nach 2.25.
kann man W; als die eindeutige konstruierbare I'-Garbe mit H°(U,; W) =
W;(Ss) fiir alle ¢ (und den Restriktionshomomorphismen 7y, v,) auffassen.
Die Differentiale der Kettenkomplexe W, (S, ) sind vertréglich mit den Restrik-
tionshomomorphismen, so dass wir einen Kettenkomplex

(3.24) W, € Ch(ShF (X))

von konstruierbaren I'-Garben erhalten. Die Halme {iber « € |o] fiir alle Simpli-
zes o € S sind wegen der Konstruierbarkeit (vgl. 2.16.) gegeben durch

(3.25) We)a = H'(Ug; We) = Wo(S,, L), = € o],
und aus 2.17. folgt
(3.26) (PEWa)p(a) = H (p(Us); P~ Wa) = (We(Ss, L))"

Schlielich erhalten wir ein fundamentales Resultat, das uns eine kombinatori-
sche Berechnungsmethode fiir die (Halme der) Garben &rt™ (M, N) in Aussicht
stellt, ndmlich Theorem B der Einleitung:
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3.27. Theorem. Fiir alle j > 0 existiert ein Isomorphismus von Garben
Et! (M,N) 2 pEH, ;1 (We(S, L)) € Sh(Y).
Dariiberhinaus existiert eine exakte Sequenz von Garben aufY
0 — p& (Hom(M, N)) — Hom(M,N) — pl H,_1(WEe) — 0.

Beweis. Sei j > 0 und T'\S die induzierte Triangulierung auf YV (aufgefasst als
geordnete Menge und damit als Kategorie). Wir haben eine Kette von Isomor-
phismen, die natiirlich in ¢ sind:

IR

2.17.
H°(p(Us);pr HiWe) = H°(Uy; HiW,)'®

—
*
~

Il

Hj(Wo(S,, L))

w
IIZg

Ext" ™7 (M|yw,), Npw,))

2
Rx

CHO(p(U,); Ext™ I 7L (M, N)).

Bei (%) benutzen wir die Definition von W, und die Exaktheit des Funktors
H°(U,;—) auf der Kategorie der S-konstruierbaren Garben, vgl. 2.16.. Also
definieren die konstruierbaren Garben ptl H;W, und &xt" 7/~ (M, N) gemif
2.25. zueinander isomorphe I'-Funktoren. Damit existiert ein Isomorphismus
Et" 7Y (M, N) = pLH;(W,) (man benétigt auch die Exaktheit von p, siehe
1.16.).

Fiir j = 0 ldsst sich die gewiinschte exakte Sequenz vollig analog aus der ex-
akten Sequenz in 3.22. konstruieren. Notiert man durch F die konstruierbare
Garbe auf Y, die geméf 2.25. vom Funktor (o) — (coindll:a Hom(M, N))I' =
Homr, (Mg, , Ny, ) bestimmt ist, so erhélt wie oben eine exakte Sequenz

0 — F — Hom(M,N) — p£H7L—1(W-) — 0.

Die lokalen Schnitte H°(p(U,);pL (Hom(M, N)) sehen wegen 2.16. ebenfalls so
aus (es ist p(Uy) = U(y) der offene Stern um (o)) und damit sind wir fertig. [J

Hiermit sind wir in der Lage, die in der Einleitung vorgestellten Verschwin-
dungsresultate, ndmlich Theorem C, und sogar etwas mehr zu beweisen.

3.28. Theorem. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum der Dimension n und
seien M sowie N Darstellungen von T'.

(a) Der Vergleichshomomorphismus o: Exth(Mx,Nx) — Ext/ (M, N) ist sur-
jektiv fir j = n und bijektiv fiir j > n.

(b) Ist X zusammenziehbar, so gilt Ext?(M,N) = 0 fiir alle j > n. Ist dariiber-
hinaus die Operation von T auf X nicht kokompakt, so gilt Ext" (M, N) = 0.

(c) Seiz € X undV eine zulissige Umgebung von X. Dann gilt Ext) (M, N)p(zy =
0 fiir alle j > codim(X"= N'V). Insbesondere gilt Ext™ (M, N) = 0.
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(d) Esist HP(Y; Ext? (M, N)) =0 fir alle p,qg > 0 mit p+q > n.

Es sei darauf hingewiesen, dass wir die Zusammenziehbarkeit von X im Vergleich
zu Theorem C nur in einem Punkt vorausgesetzt haben.

Beweis. Wir fixieren eine I'-Triangulierung & von X.

(a) folgt aus 3.18. und aus der Definition des Komplexes W,, der in den Gra-
den 0 bis n — 1 konzentriert ist. Der Abschnitt der langen exakten Sequenz
Ho(WL) — Extt(Mx,Nx) — Ext™(M,N) — 0 beweist z.B. die Surjektivitét.

(b) Es ist Exty (Mx,Nx) = H*(Y; pL (Hom(M, N)) nach 1.8. und 1.26., falls
X zusammenziehbar ist. Aus (a) folgt die Behauptung. Fiir den Fall der nicht
kokompakten Operation siche 1.21.

(¢) Sei € X und d = dim(XT* NV) = dim(Xr, N V). Die Restriktion
der Triangulierung auf Vr, = Xt NV definiert eine Stratifizierung von V¢,
weil Triangulierungen per definitionem insbesondere Isotropie-Stratifizierungen
sind. Wir wéhlen ein offenes Stratum von Vr_, welches die Dimension d ha-
ben muss. Dieses Stratum ist die Einschréinkung eines Simplizes 0 € S der
Dimension d mit |o| C Xp, und |o| NV = &. Aufgrund der Konstruier-
barkeit von &xt*(M,N) beziiglich aller Isotropiestratifizierungen (vgl. 2.37.)
gilt Ext* (M, N)p@y = Ext™ (M Ny fiir alle 2’ € |o]. Aus 3.23 folgt jetzt
die Behauptung, denn der Kettenkomplex W, (S, ) ist konzentriert im Bereich
{d,...,n—1}.

(d) Man beachte, dass X=7 aus den Punkten z € X mit dim(X'=NV,) < j
besteht, wenn V,. eine beliebige zuldssige Umgebung von z ist. Aus (c) folgt,
dass die Garbe &t?(M, N') auf der abgeschlossenen Teilmenge X <"~¢ konzen-
triert ist, woraus die Behauptung folgt, da Y<""9 = I'\X<""7 ein stratifi-
zierter Raum der Dimension < n — ¢ ist. (Fiir den Beweis der Verschwindung
HI (Y &9 (M, )

HI(YZn=9; &t (M, N)) = 0 fiir alle j > n — ¢ wende man Ubung I1.11 von
[Bre2] (S. 170) auf F = YS9~ und U = Y</ — F = YJ an, um induk-
tiv zu zeigen, dass Y7 die Dimension j besitzt. Dabei beachte man, dass
Y/ = Y — YSIi7! eine topologische Summe von j-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten ist.) O

3.d. Alternative Beweise der klassischen Resul-
tate

Wir fixieren weiterhin eine I'-Triangulierung S des diskontinuierlichen Raumes
X sowie das Koeffizientensystem £ = L(p* M, M, N) aus 3.6., das zu zwei Dar-
stellungen M und N assoziiert ist. Bevor wir zu den ersten Beispielrechnungen
im néchsten Kapitel 4 kommen, soll gezeigt werden, wie die eben entwickelten
Methoden zu alternativen Beweisen der in Kapitel 1 vorgestellten klassischen
Resultate fithren. Diese alternativen Beweise basieren auf der folgenden elemen-
taren Eigenschaft des Komplexes W,.
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3.29. Proposition. Ist mindestens eine der Darstellungen M und N trivial, so
gilt Wo(S, L)F =0 und pL W, (S, L) = 0.

Beweis. Wegen 3.11 und 3.26 geniigt es zu zeigen, dass Homr, (M/M= N) = 0
fiir alle x gilt, denn W4 (S)" und W,(S,)t> sind direkte Summen von solchen
Termen. Ist M trivial, so gilt M'> = M also ist dieser Fall klar. Ist N trivial, so
gilt Homp, (M/MTI'= N) = 0 wie man folgendermaften sieht. Sei ¢ : M — N ein
I',-dquivarianter Homomorphismus mit (M=) = 0. Sei m € M beliebig und
m' = (3 er, 9m)/|Te| € M=, Dann gilt 0 = p(m’) = 35 gp(m)/|Tx| = p(m),
weil [, trivial auf N operiert. O

Aus dieser Proposition folgt tibrigens unmittelbar 1.19.a, indem wir 3.27. be-
nutzen.
Die Kombination von 3.18. mit 3.29. fithrt uns zum

3.30. Korollar. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und M sowie N Dar-
stellungen von X . Dann ist der Vergleichshomomorphismus o Ext.(Mx,Nx) —
Ext* (M, N) aus 1.28 ein Isomorphismus, sofern mindestens eine der Darstel-
lungen M und N trivial ist.

In Anbetracht dessen, dass Ext[(Mx,Nx) isomorph zu H*(T'; Hom(M, N)) ist,
wenn X zusammenziehbar ist (vgl. 1.26.), sind damit die beiden Resultate 1.18.
und 1.8. bewiesen (zumindest, wenn beim Letzteren vorausgesetzt wiirde, dass
X ein diskontinuierlicher I'-Raum, also insbesondere eine Mannigfaltigkeit, ist).

Es sei darauf hinwgewiesen, dass beim urspriinglichen Beweis von 1.18.
in [Sin] vom Lemma 1.19. (das seinerseits in [Sin| mit der Poincaré-Verdier-
Dualitét bewiesen wird) Gebrauch gemacht wurde. Hier wurde dieses Lemma
nicht benutzt. Interessant ist aber, dass man auch dieses Hilfslemma mit den
neuen Methoden beweisen und dabei sogar zum Teil auf die Orientierbarkeit von
X verzichten kann. Wir formulieren und beweisen daher ein etwas allgemeineres
Lemma und der Leser vergleiche die folgenden Voraussetzungen mit denen aus
1.19.

3.31. Lemma. Sei X ein diskontinuierlicher T'-Raum, M sowie N Darstellun-
gen von I'.

(a) Ist M oder N trivial, so gilt Ext! (M, N) = 0 fiir alle j > 0 und Hom(M, N) =
pL (Hom(M, N)X).

(b) Ist X ein orientierter diskontinuierlicher T'-Raum, so gilt Hom(M,N') =
pL (Hom(M, N),)

Beweis. (a) folgt aus 3.27. in Kombination mit 3.29.

Bei (b) beachte, dass die reguldre Menge X, mindestens Kodimension 2 be-
sitzt, weil I" orientierungserhaltend operiert, siche Beweis von 1.6. Insbesondere
gilt I', = 1 fiir alle Simplizes mit dim (o) = n—1, da solche Simplizes in der regu-
liren Menge X, enthalten sein miissen. Daraus folgt Homp, (M/M= N) = 0 fiir
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alle solche Simplizes und damit ist pEHn_lW. = 0, da deren Halme nach 3.26
direkte Summen von Moduln der Form Homr, (M/MI= N) mit dimo = n — 1
sind (siche Definition von W,(S)). Jetzt benutze man die exakte Sequenz in

3.27. [
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Kapitel 4

Uber die Berechnungen von

H(WL) und Ext*(M,N)

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns eingehender mit dem Problem der Be-
rechnungen der Invarianten Ext* (M, N), &t* (M, N). Da wir die Resultate aus
Kapitel 3 heranziehen wollen, miissen wir uns mit der Berechnung der Homolo-
gie von W! beschiftigen. Die dadurch entstehenden Methoden erproben wir an
einigen Beispielen.

Schlieflich wenden wir uns im letzten Abschnitt der Frage {iber die Endlich-
dimensionalitét der obigen Invarianten. Wir stellen Bedingungen vor, die diese
Endlichkeit garantieren. Dabei sei nicht vergessen, dass Theorem 3.15., auf dem
alles basiert, noch nicht bewiesen wurde. Dieses wird wie schon erwahnt erst
im Kapitel 6 bewiesen und Kapitel 5 dient der Vorbereitung. Der eher an dem
Beweis interessierte Leser kann ruhig dieses Kapitel iiberspringen und ab Seite
70 fortfahren.

4.a. Orientierte diskontinuierliche Raume

Erinnern wir uns daran, welche Beispiele fiir I' und X uns stets vorschweben: Es
sind arithmetische Gruppen I die auf einem assoziierten symmetrischen (zusam-
menziehbaren) Raum X = G/K operieren, wie bereits in Beispiel 1.3. erklért
wurde. Die konkreten Berechnungen, die wir in folgenden Abschnitten anstellen
mochten, werden wir an den Beispielen 1.3.c und 1.3.d vornehmen, nachdem
wir etwas zur Berechnung der Halme von &xt*(M,N) (im Allgemeinen sowie
konkret bei niederdimensionalen Beispielen) gesagt haben.

Eine Gemeinsamkeit all solcher Beispiele ist, dass I' orientierungserhaltend
auf X operiert. Viele interessante Beispiele besitzen die Eigenschaft, dass T’
nicht kokompakt auf X operiert, d.h. der Quotient ¥ = I'\X ist nicht kom-
pakt. Daher erheben wir es in diesem Kapitel zur Grundvoraussetzung, dass X
ein orientierter, zusammenziehbarer, diskontinuierlicher I'-Raum ist, auf dem T’
nicht kokompakt operiert. Dies fiihrt zu einigen Vereinfachungen, die wir jetzt
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aufzdhlen. Zunéchst gilt
(4.1) H*(T;M) =2 H*(Y; M) und H(T'; M) = 0 fiir alle j > dim(X)

fiir alle Darstellungen M von I' wegen 1.8. und 1.21. Weiterhin ist die singulére
Menge X, mindestens von der Kodimension 2 in X (siche Beweis von 1.6.),
woraus folgt, dass der Komplex W, = W, (S, £) aus 3.8. wegen 3.7. im Bereich
{0,...,n — 1} konzentriert ist, wobei S eine Isotropiestratifizierung von X und
L das Koeffizientensystem L(p* M, M, N) aus 3.6. fiir Darstellungen M, N von I'
ist.

Sind die singuléren Straten von S zusammenziehbar (z.B. eine Triangulie-
rung), so vereinfacht sich die nach 3.18. existierende lange exakte Sequenz an
den beiden Enden und wir bekommen eine etwas kiirzere exakte Sequenz

(4.2) 0 —=H'(T;Hom(M,N)) % Ext'(M,N) — H, _o(WL) — ...
.. — HI(T;Hom(M, N)) % Ext’ (M, N') — H,_;_1(W5) — ..
.. — H" 1(;Hom(M,N)) & Ext" (M, N) — Hy(WL) — 0.

Dariiberhinaus gilt
(4.3) Ext’(M,N) = Homp(M,N) und Ext’ (M, N) = 0 fiir alle j > dim(X),

withrend die erste Gleichung aus Hom(M,N) = pL (Hom(M, N),) (vel. 3.31.)
und die zweite aus 3.28. folgt.

4.b. Einige Berechnungen bei lokalen Modellen

Wir méchten in diesem Abschnitt die Berechnung der Halme von &xt* (M, N)
erértern. Nach 2.40. gilt Ext(M, N )y = Ext* (¢ My, ¢¢ Ny ) fiir alle zulissigen
Umgebungen V eines Punktes x € X, wenn G =T, und ¢: V — p(V) = G\V
die Projektion bezeichnet. Mit anderen Worten: Wir nehmen das Problem 2.38.
in Angriff. Dies ist deshalb von Interesse, weil Informationen iiber die Garbe
Ext* (M, N) niitzlich fiir die Lokal-Global-Spektralsequenz 1.12., ein klassisches
Werkzeug fiir die Berechnung von Ext* (M, N), wire.

Wir fixieren also ein lokales Modell (V, G), d.h. V = R" und G ist eine end-
liche Gruppe zusammen mit einem Homomorphismus ¢ : G — SO(n), vgl. 1.5.
(jede zuldssige Umgebung ist ein lokales Modell). Die Gruppe G operiert via ¢
orientierungserhaltend und diskontinuierlich auf V. Wir notieren die kanonische
Projektion durch ¢ : V. — U = G\V.

Die folgende Beobachtung zeigt, dass wir fiir unsere Zwecke ohne Einschrén-
kung annehmen konnen, dass ¢ injektiv, also G eine Untergruppe von SO(n)
ist.

Bemerkung. Sei Gy = ker(¢) und K = G/Gy. Dann gilt G\V = K\V und die
Projektion V' — K\V stimmt mit ¢ iiberein. Weiterhin gilt ¢&(My) = ¢&X(My/)
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fiir alle Darstellungen M von G. Denn fiir alle W C U ist es fiir eine lokal-
konstante Abbildung ¢~ (W) — M gleichwertig, ob sie G- oder K-iquivariant
ist.

Wir nehmen also an, dass G eine endliche Untergruppe von SO(n) ist und auf
natiirliche Weise auf V' = R™ operiert. Wir verwenden wieder die Notation
M = ¢%(My), weil jetzt keine Missverstindnisse zu befiirchten sind.

Wie wir bereits wissen, gilt Ext! (M, N) = &t/ (M,N),q) = 0 fiir alle
j >n—d, wobei d := dim(V%), vgl. 3.28. und 2.40. Der niichste Satz gibt uns
eine Formel fiir Sxt”_d_l(M,N)p(o).

4.4. Satz. Sei (V,G) wie eben und d = dim(VY). Es gilt Ext!(M,N) = 0
fiir alle 5 > n — d und Ext"'"4(M, N) = Homg(M% /M N), wobei G, die
Untergruppe von G ist, die von allen Stabilisatoren G, mit x € V und G, # G
erzeugt ist. Insbesondere gilt Extnfdfl(./\/l,./\/) =0, wenn n — d ungerade ist.

Beweis. Wir haben eine Zerlegung V = V& x Z von G-Réumen, wobei Z der
Kern der Normalisierung V = R* — V& 2 \G\_l > geq 9z ist. (Die In-
klusion V& — V definiert eine Zerfillung der kurzen exakten Sequenz 0 —
Z — V. — V% — 0). Die Operation von G auf V& ist trivial und es gilt
Z% = 0und dimZ = n —d = codimV®. AuRerdem ist die Operation auf
Z treu, so dass man G als eine endliche Untergruppe von SO(n — d) auffas-
sen kann. Wir wéhlen eine I'-Triangulierung 7 von Z und definieren durch
S = V& x T eine Isotropiestratifizierung (d.h. die Straten sind von der Form
V& x |7|, wobei 7 € 7 die Simplizes von Z durchliuft). Die Straten dieser
Stratifizierung S sind alle zusammenziehbar, so dass wir 3.18. anwenden kon-
nen. Es gilt Ext/,(My, Ny ) = H’(G; Hom(M, N)) wegen der Zusammenziehbar-
keit von V und dies ist O fiir alle j > 0 wegen der Endlichkeit von G. Nach
4.2 gibt es Isomorphismen Ext!(M,N) = H,_;_1W.(S)¢. Beachte, dass es
wegen der Endlichkeit von G' und damit der Exaktheit von (—)¢ keinen Un-
terschied macht, wie bei Hn_j_lw.(S)G geklammert wird. Insbesondere gilt
Ext™ ' "M, N) =2 Hy(W,(S)). Wir betrachten nun den Kettenkomplex W,
genauer.
Beachte, dass dim(7 x V%) = dim(7) + d gilt, also

W;a(8)= [] Hom(M/M% N).
dim 7=j

Da 7 nur einen Simplex oy der Dimension 0 (und zwar Z¢ = {0}) besitzt
und dessen Stabilisator G,, = G ist, sieht die d-te Stelle des Komplexes W,
folgendermafen aus.

Wat1 Wq Wa—1
> @© Hom(M/M®,N) 5 _ g, M/ME,N) 0

dim 7=1
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Das Differential 6 kann man schreiben als § = Hom(9, N), wenn

o:M/M%— [ M/MC

dim r=1

das Produkt der Homomorphismen [7: o¢] - 7, : M/MY% — M/M&" bezeichnet
und 7, von der Inklusion MG < MS" induziert ist. Damit folgt ker & = M /MC,
wobei G’ die von den G, (liber alle 7 mit dim 7 = 1) erzeugte Untergruppe von
G ist. Es folgt

Ext" % 1(M, N) = coker § = Hom(ker 9, N) = Hom(M% /MY N).

Damit geniigt es, G’ mit der Gruppe Gy aus der Behauptung zu identifizie-
ren. Offensichtlich gilt G’ C G, weil die G, Stabilisatoren mit G, # G sind.
Andererseits sei G, ein Stabilisator mit G, # G. Man kann annehmen, dass
x € Z ist, weil G trivial auf V& operiert. Sei 7(z) das eindeutige Simplex
von Z mit € |7(x)|. Sei 7 eine eindimensionale Seite von 7(x). Dann gilt
Gy = Grz) C Gy C G, was zu zeigen war.

Nun zu der letzten Aussage: Sei n — d ungerade. Dann hat jedes Element
von G C SO(n — d) einen nichttrivialen Fixpunkt in Z, woraus Gy = G und
damit M /M% = 0 folgt. O

Die Verschwindungsresultate fiir die Garben &xt* (M, ) im letzten Satz 4.4.
und in 3.28. k6énnen i.A. nicht verbessert werden, wie wir an folgenden Beispielen
sehen werden.

4.5. Beispiel (Zyklische Gruppen). Sei G C S* die zyklische Gruppe der Ord-
nung m, die auf X = C” durch komponentenweise Multiplikation operiert. Dann
besteht die singuldre Menge aus einem Punkt: X = {0} und S = {{0}, X, } ist
eine Isotropiestratifizierung von X, bei der das einzige singulére Stratum zusam-
menziehbar ist. Die irreduziblen Darstellungen von G sind in [Serl, 5.1] wie folgt
beschrieben: Sei w = e ein Erzeuger von G. Definiere Charaktere y, : G — C
,h=0,...,m—1 durch

Xh(wk) =W k=0,...,m—1.
Diese beschreiben irreduzible Darstellungen Mj von G und dies sind bis auf
Isomorphie die einzigen. Wir setzen My, := p&(M},). Beachte, dass My = C die
triviale Darstellung und M$ = 0 fiir alle & > 0 ist. Nach 2.40. ist Ext! (Mg, N) =
Ext! (k, N') p0) = 0 fiir alle j > 0 und Darstellungen N von G.

Sei h > 0 und i > 0 und h,i < m — 1. Nach 4.4. gilt Ext*"~' (M, M;) =
Homg(Mg”‘/Mf7 M;) = HomC;(Mgs7 M;) (wegen M$ = 0). Nun existieren keine
nichttrivialen Stabilisatoren G, mit G, # G, woraus G5 = 1 folgt und damit
gilt nach dem Lemma von Schur [Serl, 2.2]

Ext2n71(Mh7Mi) = Homg (M, M;) = Opi - C,

wenn 6y, ; das Kronecker-Delta bezeichnet. Analog kann man verfahren, indem
man X = C" x R betrachtet und G auf dem Faktor C" wie eben und auf R
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trivial operieren ldsst. Wieder aus 4.4. folgt Ext® Y (M, M;) = on,i - C.
Dariiberhinaus ist Ext’ (M, M;) = 0 firalle j £ {0,n}, weil der Komplex
W, in Grad 0 konzentriert ist.

4.c. Beispiele: PSLy(Z) und SLy(O)

Wir untersuchen nun die Berechenbarkeit von Extii\ x (M, N) fiir orientierbare
diskontinuierliche I'-Raume mit dim(X) € {2, 3} erst im Allgemeinen und dann
fiir die Beispiele I' = PSLy(Z) und I' = SL3(O), wobei O der Ganzheitsring
eines quadratisch imagindren Zahlkorpers ist.

Dimension 2 Sei I' eine diskrete Gruppe und X ein zusammenziehbarer ori-
entierbarer I'-Raum der Dimension 2. Da die Kodimension der singuldren Menge
X, mindestens 2 ist (sieche Beweis von 1.6.), ist hier X, diskret und wir schreiben
Xs = {za}aca. Damit ist der Komplex W, aus 3.16 konzentriert in Dimension
0. Es gilt Ext’(M,N) = Homp(M,N) und Ext? (M, N) = 0 fiir alle 7 > 2 und
alle Darstellungen M, N von I nach 4.3. Die exakte Sequenz aus 4.2 ist hier kurz:

0 — HY(I'; Hom(M,N)) — Ext'(M,N) — WI — 0

und da dies eine exakte Sequenz von Vektorrdumen ist, erhalten wir einen (nicht
natiirlichen) Isomorphismus

(4.6)  Ext'(M,N)=H'(T;Hom(M,N)) & €P Homr, (M/M = N).
acl\A

Wir wenden dies nun auf das folgende klassische Beispiel an:

PSL2(Z) Sei X = bh? der obere Halbraum. Die Gruppe SLy(Z) operiert auf h?2
via

az+b a b 2
A-zi= td’ A= (c d) € SLa(Z), z € b=,
vgl. [Shi, 1.2|. Das einzige nichttriviale Element von SLy(Z), das als Identitét
operiert, ist —l;, wihrend Iy die 2 x 2-Identitdtsmatrix ist. Somit operiert der
Quotient

effektiv, diskontinuierlich und orientierungserhaltend auf dem zusammenziehba-
ren Raum X = b2,

Die einzigen Punkte von X, die keinen trivialen Stabilisator haben, liegen
in den Orbits von ¢ und p := (1 ++/=3)/2. Es gilt

T, = (B), B—<_01 é) ord(B) = 2,

T, = (C), c:(j é) ord(C) = 3,
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vgl. [Shi]. Dariiberhinaus ist I" nach [Ser2, 4.2.(c)] das freie Produkt von I'; und
r,:
Die singulidre Menge ist die Vereinigung der Orbits von p und i, X; = (I'-4)U(T-
p). Die Menge {I';,T', } ist eine Représentantenmenge aller Stabilisatoren H C T’
und die grobste Isotropiestratifizierung ldsst sich einfach beschreiben: Das offene
Stratum ist wie immer X, und sonst gibt es nur 0-dimensionale Straten, ndmlich
die Punkte in den Orbits von ¢ und p.

Weil topologisch I'\h? = R? gilt, ist die Operation von I" nicht kokompakt.
AuRerdem ist h? zusammenziehbar. Wir wenden die Beobachtungen bis 4.6 an,
somit gilt Ext/ (M, N) = 0 fiir j > 2 fiir jede Darstellung M und N von T und

Ext' (M, N) = H'(T';Hom(M, N)) & Homr, (M/M", N) & Homr, (M/M"*, N).

Wir wollen Letzteres explizit fiir die Darstellungen M = Ms,,, N = Mg,,,, n,m €
N bestimmen, wenn M,, fiir alle n € N die folgendermafien definierte Darstellung
von I" bezeichnet (vgl. auch [Shi, 8.2]):

(4.7) M, = {p(X,Y) € k[X,Y] | p ist homogen vom Grad n }.

Die Gruppe SL2(C) (und damit auch I' = SL2(Z)) operiert via

(‘; Z) p(X,Y) = p(aX + Y, bX +dY).
Das sind bis auf Isomorphie alle irreduziblen Darstellungen von SL2(C) und M,,
heifst der Modul der bindren, homogenen, Polynome vom Grad n. (Beachte, dass
fiir alle ungeraden n gilt: M,, = 0. Daher beschrénken wir uns nur auf gerade
n, zumal nur Darstellungen von PSLy(Z) sind, weil —I5 genau dann trivial auf
M,, operiert, wenn n gerade ist.)

Fir die Berechnung der Kohomologie von PSLy(Z) gibt es wohlbekannte
Methoden, wie sie z.B. in [Har| erliutert sind (dort wird die Cech-Kohomologie
H*(T'\X; pl (Hom(M, N))) nach einer geeigneten Uberdeckung von I'\X durch
azyklische offene Teilmengen bestimmt). Wir konzentrieren uns auf die Berech-
nung der Summanden Homr, (Mgn/ngL, Ma;,) und Hompp(Mgn/M;’;, Ma,y,) fiir
n,m > 0.

Es gilt

B-p(X,Y) =p(-Y, X), C-p(X,Y)=p(-X - Y, X).

Weil I'; = (B) und I', = (C) zyklische Gruppen sind, ist V' die Menge der
Fixpunkte von B fiir jeden I';-Modul V. Entsprechendes gilt fiir I',,. Insbesondere
ist Mg; der Raum der homogenen Polynome p vom Grad 2a¢ mit p(X,Y) =
p(=Y, X) und Mgg ist der Raum der homogenen Polynome vom Grad 2a mit
p(X,Y)=p(-Y - X, X).

Wir konzentrieren uns zunéchst auf die Operation von I'; = (B) auf der
Darstellung My, und wollen diese in irreduzible Darstellungen von I'; zerlegen.
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Es gibt bis auf Isomorphie genau 2 irreduzible Darstellungen der zyklischen
Gruppe I'; = {1, B}, die beide 1-dimensional sind und deren Charaktere 19 und
1 sind durch ¢(B) = 1 bzw. ¢, (B) = —1 festgelegt, vgl. [Serl, 5.1]. Sei x2m
der Charakter der T';-Darstellung My, also x2,(1) = dim Ma,, = 2n + 1 und

Xan(B) = Spur(B : Mg, — Ma,).

Um letzteres zu bestimmen, betrachten wir die Basis {X7Y?"7 | j =1,...,2n}.
Es ist B - X7Y?"7J = (=1)JX?"7JYJ also existiert auf der Diagonalen der
Darstellungsmatrix nur ein nichttrivialer Eintrag und dieser ist (—1)". Es folgt
Xan(B) = (—=1)". Nach [Serl, Th. 4, S. 16] ist

1
AmM® = (xouto) = (20 -+ 1+ (1))
und die Anzahl der irreduziblen Faktoren von t; in Ma, betrdgt (xam, 1) =

(2n+1— (—1)")/2. Mit dem Lemma von Schur (vgl. z.B. [Serl, 2.2]) folgt
damit

(4.8) | dim Homp, (Mo, /MY May,) = i(?n F1—(=1)")-@2m+1—(=1)™).

Nun wenden wir uns I', zu und wollen auf die selbe Weise Homr, (Ma,,/ Mg{;, Mam)

verstehen. Dafiir beschreiben wir erst einmal die Charaktere der irreduziblen
Darstellungen von I', = {1,C,C?}. Sei w = e’3". Nach [Serl, 5.1] gibt es bis
auf Isomorphie genau 3 irreduzible Darstellungen, deren Charaktere g, 11, 12
durch die Tafel

|1 ¢ (?
vo |1 1 1
P |1l w WP
Py |1 Ww? w

beschrieben sind. Es sei (2,, der Charakter der I' ,-Darstellung Ms,,. Wir miissen
die Spuren von C und C? als Operatoren auf My, bestimmen. Diese Elemente
operieren auf der kanonischen Basis durch

C-(XIYV? ) = (-1 (X+Y)y X2 C2(XIY? ) = (—1)IYI (X +Y)>

fiir j = 1,...,2n. Der j-te Eintrag der Hauptdiagonalen der Darstellungsmatrix
ist (—1)7 (2”{] ), insbesondere 0 fiir j > n. Damit ergibt sich:

n

i = Spur(C s Moy — M) = 3 (—1)7 <2”j_ j).

J=0

Es ist leicht zu sehen, dass dies auch die Spur von C? ist, so dass wir insgesamt
Folgendes haben:

(4.9) Cn(D)=2n4+1, (2n(C) = (20 (C?) = .
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Es ergibt sich
(Canltho) = (2n+ 1+ 2ay)/3

und

((anjl) = (C2n|w2) = (2n +1+ (w + w2)an)/3 = (2n +1- Ozn)/?)

Also mit dem Lemma von Schur:

2
(4.10) dimr, (May, /My, Ma,,,) = §(2n F1—an)2n+1—an)

Zu guter Letzt ist es moglich, av, fiir alle n > 1 zu bestimmen:
Behauptung. Fiir alle n > 1 gilt

1 ,n=0 mod 3
a, =140 ,n=1 mod 3
-1 ,n=2 mod3

Beweis. Wir definieren eine Hilfsfolge
- (2n+1—3j
b= Do (M),
i=0 J
Mit der Pascalschen Identitét (Z) + (kfl) = (“}:1) folgert man nun fiir allen > 1:
/871—1 —Qp_1 = Qp, Qp — /Bn—l = ﬂn-

Mit Hilfe dieser Identitédten zeigt man nun induktiv fir alle n > 1:

1 ,n=0 mod 3 1 ,m=0 mod 3
an =140 ,n=1 mod3 und (,=<-1 ,n=1 mod3
-1 ,mn=2 mod3 0 ,m =2 mod 3.

Dabei unterscheide man beim Induktionsschluss n — n + 1 die 3 Félle, ob
n = 0,1 oder 2 mod 3 gilt und fiir den Induktionsanfang beweise man die
Gleichungen fiir n =1, 2, 3. O

Dimension 3 Sei I eine diskrete Gruppe und X ein orientierbarer zusammen-
ziehbarer diskontinuierlicher I'-Raum der Dimension 3. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass fiir jeden Stabilisator H < I' die Zusammenhangskom-
ponenten des Raumes Xy zusammenziehbar sind (ansonsten miissen wir die
Zusammenhangskomponenten in zusammenziehbare Straten zerlegen).
Beachte, dass die singuldre Menge X, mindestens Kodimension 2 besitzt
(vgl. 1.6.), also ist dim(X;) < 1. Der Fall dim(X,) = 0 ist ebenso leicht zu
behandeln wie wie im letzten Paragraphen, wo wir den Fall dim(X) = 2 behan-
delt haben (denn in diesem Fall ist der Komplex W, in Grad 0 konzentriert).
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Der interessante Fall ist dim(X;) = 1. In diesem Fall ist X, ein Graph und der
Komplex ist konzentriert in den Graden 0,1, d.h. es ist die Homologie von

(4.11) o0 WD AW o,
zu bestimmen, um mehr Information tiber die Sequenz

(4.12) 0 —H(T;Hom(M, N)) — Ext'(M,N) — Hy (W)
—H*(T';Hom(M,N)) — Ext*(M,N) — Hy(WL) — 0

aus 4.2 zu erhalten.

Wir mochten den Komplex WL in dieser Situation etwas besser verstehen.
Wir haben bereits im Beweis von 4.4. einen Differential von W! bestimmt. Dort
war dies jedoch einfach, weil genau ein Stratum die minimale Dimension besaf.
Im Allgemeinein ist der Graph X, jedoch komplizierter und der Komplex WL
schwieriger zu verstehen.

Um den Dingen Namen zu geben, sei V' die Menge der 0-dimensionalen
Straten von X, also die Menge der Ecken des Graphen X. Entsprechend sei
E die Menge der 1-dimensionalen Straten, also Kanten von X;. Weil wir ange-
nommen haben, dass sie zusammenziehbar sind, sind diese homdomorph zu R.
Beachte, dass V und E eine von X induzierte Operation von I' besitzen. Man
gebe jeder Kante e € E eine Orientierung und sei a(e) € V' der ,,Anfangsrand-
punkt® und w(e) € V der ,Endrandpunkt” von e. Die Inzidenzzahl [e:v] ist 1,
wenn «a(e) = v ist und sie ist -1, wenn w(e) = v ist. Ansonsten ist sie 0. Da
T’ orientierungserhaltend auf X operiert, kann man die Kanten so orientieren,
dass die Abbildungen

aw: E—-V

I-dquivariant sind. Fiir alle e € E bezeichne I'. den Stabilisator von e, d.h.
T'. besteht aus allen g € I' mit ge = e. Nun ist nach Definition klar, dass das
Differential Wy — Wy gegeben ist als das Produkt der Abbildungen (iiber alle
veV)

[ Hom(M/M",N) — Hom(M/M™N),  (ze)ecr— Y ze— D e

ecE a(e)=v w(e)=v
Es folgt
(4.13) kerd = ¢ (z¢)eck | Z Te = Z z. fir allev e V

a(e)=v w(e)=v

Diese Methoden kann man im Prinzip anwenden, um die Homologie von WL im
Beispiel der Operation von SLy(O4) auf dem oberen Halbraum zu bestimmen
(wobei Oy der Ganzheitsring des imaginir quadratischen Zahlkérpers Q(v/—d)
ist), um Informationen iiber die Kohomologie von SLy(O4) mit Koeffizienten
Hom(M,,,M,,) = MY ® M,,, wihrend M,, die Darstellung in 1.17. ist. Die Bilder
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in [Hat] vermitteln einen Eindruck davon, welche geometrische Bedeutung die
Berechenung von H, WL hat: es ist die Kohomologie des (gerichteten) Graphen
Y, mit dem Koeffizientensystem, das tiber jeder Ecke/Kante (o) von Y durch
Homr, (M/MF> N) gegeben ist.

Da hier aber Wahlen getroffen werden miissen, nédmlich jeweils eine re-
prasentierende Ecken/Kanten o von X fiir jede Ecke/Kante (o) von Y, stoft
man bei der Berechnung von H,W! auf &hnliche Probleme wie bei den iiblichen
Ansétzen der Berechnung der Kohomologie H*(I'; MY ® M,,) (in Abhéngigkeit
von d), so dass man mit diesem Ansatz keine neue Informationen gewinnt —
zumal man dann noch zusétzlich etwas iiber Ext*(M,,, M,,) sagen muss. Et-
was niitzlicher in dieser Hinsicht scheint jedoch der Ansatz iiber die exakte
Sequenz 3.21. zu sein, weil die Kohomologie H*(Y;; ) leichter zu verstehen ist
als Ext*(M,N), da NV eine lokalkonstante Garbe auf der regulidren Menge Y,
ist. Letzteres ist fiir viele d ein Komplement eines Graphen im R3, siche z.B. die
Bilder in [Hat].

4.d. Endlichkeitsbedingungen

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wann wir garantieren kénnen,
dass die Invarianten Ext*(M, ) endlichdimensional sind. Fiir lokale Modelle
ist diese Frage grundsétzlich mit ,immer“ zu beantworten.

4.14. Satz. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und seien M und N Darstel-
lungen von T'. Dann sind die Halme der Garben Ext™ (M, N') endlichdimensional.

Beweis. Folgt aus 3.23, denn ein Simplex in einer I'-Triangulierung ist eine
Seite von nur endlich vielen anderen Simplizes, so dass der dortige Komplex
We(So(z), £) fiir alle 2 € X endlichdimensional ist. O

Das obige Argument geht iiber die Endlichkeit der Anzahl von Straten/Simplizes,
was uns eine grundsétzliche Idee gibt, in welche Richtung wir suchen miissen,
wenn wir Bedingungen fiir die Endlichdimensionalitét suchen. Tatséchlich sind
die bisherigen Beispiele immer vom endlichen Typ gewesen und dies riihrte auch
daher, dass der Quotient Y endlich viele Straten besaf:

4.15. Proposition. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und seien M, N
Darstellungen von T'. Sei S eine Isotropiestratifizierung von X, derart, dass nur
endlich viele Orbits von singuldren Straten existieren. Dann ist H;(WZL ) fiir alle
j endlichdimensional tiber k.

Beweis. Dies folgt sofort aus 3.11. O

Wenn die Endlichkeitsbedingung der letzten Proposition nicht vorliegt, kann dies
sogar dazu fiihren, dass die Invarianten Ext*(M, ) nicht endlichdimensional
sind, wie das folgende Beispiel zeigt.
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4.16. Beispiel. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum. Wir kénnten nun eine
unendliche topologische Summe von Yx =[] jen X mit sich selbst betrachten,
auf dem I' komponentenweise operiert. Dies wiirde zum Ziel fithren, denn es
ist Extr s, (M, N) = Extg, (M, ). Das ist aber ein besonders langweiliges
Beispiel, weil wir zumindest ein Beispiel mit einem zusammenhéngenden dis-
kontinuierlichen Raum haben wollen. Fiir diesen Zweck fiihren wir nun eine Art
zusammenhéngende Summe von diskontinuierlichen Rdumen ein.

Man betrachte einen weiteren diskontinuierlichen I'-Raum X’ der selben
Dimension wie X. Man fixiere ein x € X und 2’ € X' mit I', = ',y = 1 und
seien W und W' zuldssige Umgebung von x bzw. x’. Weiterhin seien V C W
und V' C W’ die zuléssigen offenen Teilmengen, die der Einheitskreisscheibe
D1(0) C R? @ W = W entsprechen. Auf Z, =T -V und Z, =T - V' operiert
T jeweils frei. Jetzt bilden wir die zusammenhéingende Summe von X mit X’
entlang Z, und Z/, im folgenden Sinne. Sei Xg =X —T'-zund X =X'-T -2’
und setze

X +{x,m/} X/ = XO Utp )((l)7

wahrend ¢ : (Z, —T'-z) — (Z, — ' - ) von dem folgenden Diffeomorphismus
induziert ist:

(Ve = {2}) = (D1(0) = {0}) & (D1(0) — {0}) = (Vi — {a'})

mit 7(z) = (1 — |z|) - . Es ist nun leicht zu iiberpriifen, dass X +, ,} X’ eine
zusammenhéngende Mannigfaltigkeit ist und dass die Operation von I" auf X
bzw. X’ eine Operation auf diesem Raum induziert. Sie ist diskontinuierlich (und
orientierungserhaltend, wenn die vorherigen Operationen auf X und X’ orien-
tierungserhaltend waren). Diese Konstruktion wenden wir nun auf das Folgende
an. Sei X = h? der obere Halbraum, auf dem I' = PSLy(Z) wie iiblich operiert.
Dann existieren zwei unterschiedliche Punkte =1,z € X mit Z,, N Z,, = @.
Wir definieren

),Z =X +{1‘1,11} X +{12,1‘2} X +{IL‘1,.’L‘1} ey

und dies ist ein diskontinuierlicher I'-Raum mit der Eigenschaft, dass der Quo-
tient Y = I'\X unendlich viele Straten der Dimension 0 besitzt Das einzige
andere Stratum ist die reguldre Menge 17; Aufgrund von 4.6 und 4.8 bzw. 4.10
ist es nun leicht zu sehen, dass dim Ext'(M,N) = oo gilt fir M = N = My,
n > 0.

Bemerkung. Ein viel interessanteres Beispiel wire, einen zusammenziehbaren
diskontinuierlichen I-Raum X zu finden, so dass Ext*(M, ) unendlichdimen-
sional ist. Dies ist dem Autor nicht gelungen. Ein Ansatz, dieses Problem zu
16sen, wére eine diskrete Gruppe I' zu finden, die diskontinuierlich und orien-
tierungserhaltend auf X = R? operiert, derart, dass die Menge der Orbits aller
(0-dimensionalen) Straten unendlich ist. Die Versuche des Autors, die Existenz
bzw. Nichtexistenz solch einer Operation fiir I' = PSLo(Z) = Z/2 « Z/3 zu
beweisen, sind bisher gescheitert
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4.17. Bemerkung (Endliches Volumen ist auch nicht hinreichend). Eine typi-
sche Situation bei arithmetische Gruppen, die uns interessieren, ist die, dass der
Quotient T'\X des assoziierten zusammenziehbaren symmetrische Raumes X
endliches Volumen besitzt. Die Kohomologie von I ist in solchen Fallen endlich-
dimensional (sieche Beweis von 4.18. unten fiir eine genauere Aussage und Quel-
lenangabe). Deshalb lohnt es zu untersuchen, ob die Invarianten Ext* (M, N)
oder H,W! endlichdimensional sind, wenn wir annehmen, dass '\ X ein endli-
ches Volumen besitzt. Dies ist jedoch nicht der Fall.

Als Gegenbeispiel kénnen wir wieder den Raum X aus 4.16. heranziehen,
indem wir eine geeignete Metrik auf diesen Raum definieren. Beachte, dass der
Quotient des oberen Halbraums PSLy(Z)\h? beziiglich der hyperbolischen Me-
trik endliches Volumen besitzt, vgl. [Shi, 2.5]. Die Konstruktion von X wird
nun dahingehend modifiziert, dass bei jedem Schritt der Verklebung eine klei-
nere Kopie von X genommen wird, so dass am Ende der Quotient immer noch
ein endliches Volumen besitzt.

Wir skizzieren nun, wie man diese Konstruktion formalisieren kann. Man be-
trachte den Raum h2 x R, auf dem I' = PSLy(Z) komponentenweise operiert,
nachdem wir Ry mit der trivialen Operation versehen haben. Diese Operation
ist diskontinuierlich. Man stelle sich vor, dass eine unendliche topologische Sum-
me von h2 als h2 x N in diesem Raum eingebettet ist. Die Verklebungen zwischen
den einzelnen Kopien h2 x {n} und h2 x {n + 1}, um den Raum X zu erhalten,
kénnen innerhalb h? x R durchgefiihrt werden und zwar so, dass X cC h% x Ry
eine abgeschlossene, I'-invariante Untermannigfaltigkeit ist. Wir versehen jetzt
diesen Raum h2? x R, mit einer Metrik: Es bezeichne (z,y), y > 0, die Koor-
dinaten von h2 und ¢ > 0 die Koordinate von R . Dann ist dzzy%dgﬁ + %2 eine
Metrik, die eingeschrinkt auf h? x {t} das t%—fache der iiblichen hyperbolischen
Metrik liefert. Daraus folgt leicht, dass das Volumen von T'\h2 x R, endlich
ist, fiir I‘\)~( mit der eingeschrankten Metrik folgt dies aber nicht daraus. Die
Verklebungen koénnen so gemacht werden, dass fiir alle n > 1 gilt:

vol(D\(X N (§? x [n,n +1]))) < %2\*)2)

und Aufsummieren {iber n > 1 zeigt, dass F\)Z' endliches Volumen besitzt.

Trotz dieser schlechten Nachrichten gibt es dennoch ein Endlichkeitsresultat fiir
die meisten interessanten Beispiele. Dieses wird auch erkldren, warum in den
Berechnungen in Abschnitt 4.c. die auftretenden Invarianten alle endlichdimen-
sional waren.

4.18. Satz. Sei G eine halbeinfache algebraische Gruppe tber Q, K eine maxi-
malkompakte Untergruppe von G = G(R). Sei weiterhin X = G/K und T < G
eine arithmetische Untergruppe sowie p : X — DI\X die Projektion. Fir alle
Stabilisatoren H < T besitze p(Xg) nur endlich viele Zusammenhangskompo-
nenten. Dann ist Ext™ (M, N) endlichdimensional fiir alle Darstellungen M und
N von T.
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Beweis. Sei S die grobste Isotropiestratifizierung von X aus 2.6., das heifit die
Straten sind genau die Zusammenhangskomponenten von Xy, wobei H die
Stabilisatoren durchlduft. Nach [Borl] existieren nur endlich viele Konjugati-
onsklassen von Stabilisatoren. Mit der Voraussetzung, dass p(X ) endlich viele
Zusammenhangskomoponenten besitzt, folgt, dass der Quotient Y = I'\ X nur
endlich viele Straten besitzt. Aus 4.15., folgt, dass W4(S)I' endlichdimensio-
nal ist. Wiissten wir, dass Exty n(Mx,Nx) endlichdimensional ist, wéren wir
aufgrund der Spektralsequenz 3.15. fertig. Nun ist aber X zusammenziehbar,
weil G halbeinfach und K maximalkompakt ist (siehe [Hel, VI.2.2.]). Also ist
Exty r(Mx,Nx) = H*(I', Hom(M, N)) nach 1.26. und dies ist endlichdimensio-
nal wegen [Rag]. O

Bemerkung. Die Bedingung, dass p(Xg) endlich viele Zusammenhangskom-
ponenten fiir alle H besitzt, ist fiir alle Standardbeispiele erfiillt und dem Autor
sind keine Beispiele bekannt, wo dies nicht der Fall ist. Es ist nicht klar, ob diese
Voraussetzung redundant ist, d.h. ob sie automatisch fiir alle (halbeinfachen)
algebraischen Gruppen erfiillt ist.
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Kapitel 5

Azyklitat der
De-Rham-Auflosung

Dieses Kapitel ist einerseits fiir sich genommen interessant, weil wir mitunter die
Berechenbarkeit der Invarianten Ext* (M, ') durch die De-Rham-Aufldsung be-
weisen. Andererseits ist dies eine Vorbereitung des Beweises von 3.15. Im ersten
Abschnitt behandeln wir ganz allgemein azyklische Auflésungen. In den restli-
chen Abschnitten geht es um Azyklitdtseigenschaften der De-Rham-Auflésung
beziiglich der Funktoren Exty.(K, —) bzw. Ext:(Q, —), die in den Azyklitétslem-
mata zusammengefasst sind — hierbei ist I eine konstruierbare I'-Untergarbe
einer konstanten I'-Garbe und Q ist eine diinne Garbe. Diese Azyklitdtslemma-
ta sind grundlegend fiir das Kapitel 6, wo die Spektralsequenz 3.15. hergeleitet
wird.

5.a. Azyklische Auflosungen

Sei I : A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien, wobei A
geniigend viele Injektive besitze. Dann ist der abgeleitete Funktor R*F auf Ob-
jekten A € A gegeben durch R*F(A) = H*(F(I*)) fir jede injektive Auflésung
A — I*® von A. Statt injektive kann man aber auch F-azyklische Auflésungen
nehmen. Ein Objekt J heifst F-azyklisch, wenn R"F(J) = 0 fiir alle j > 0 gilt,
vgl. [Wei, 2.4.3]. Die néchste Proposition liefert uns zusétzlich einen ,explizi-
ten* Isomorphismus R"F(A) & H"(F(J*)) bei einer F-azyklischen Auflosung
J® von A.

5.1. Proposition. Seien A, B abelsche Kategorien und A besitze geniigend
viele Injektive. Sei F' . A — B ein linksexakter Funktor. Sei A € A ein Objekt
mit einer F-azyklischen Auflosung A — J°. Jeder Quasiisomorphismus 7 :
J® — I*, wobei I* ein Komplex von injektiven Objekten ist, induziert einen
Isomorphismus 7y, : H*(F(J®)) — H*(F(I*)) = R*F(A).
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Beweis. Die Kettenabbildung v induziert eine Abbildung von Spektralsequen-
zen

HP(RIF(J*)) == RP+IF(J*)
H”(R‘IF('y))l zlwm
HP(RIF(I*)) == RP+HIF(I*),

wobei die Isomorphie des rechten vertikalen Pfeils von der Tatsache herriihrt,
dass hyperabgeleitete Funktoren nach [Wei, Cor. 5.7.7] Quasiisomorphismen in
Isomorphismen iiberfithren. Da I® und J*® beide F-azyklisch sind, degeneriert
die Abbildung von Spektralsequenzen zu einem kommutativen Diagramm

H*(F(J*)) —=R*F(J*)

lm l~

H*(F(I*)) ——=RF(I*),
wobei die horizontalen Pfeile jeweils die Kantenhomomorphismen sind. O

Es ist technisch gesehen von Vorteil, eine allgemeinere Klasse von azyklischen
Auflésungen zu betrachten, ndmlich solche, die nach einem ,,Shift* azyklisch sind
(ein Beispiel ist die De-Rham-Auflésung fiir die relative Kohomologie, wie wir
spéter sehen werden):

Definition. Sei I': A — B wie oben und m > 0 beliebig. Ein Objekt J von A
heiRt F-azyklisch von der Héhe m, wenn R/ F(J) = 0 fiir alle j # m gilt. Eine
Auflésung A — J*® eines Objektes A € A heilst F-azyklisch von der Hohe m,
wenn J* fiir alle ¢ > 0 F-azyklisch von der Hohe m ist.

Beachte, dass ,,F-azyklisch von der Hohe 0¢ gleichbedeutend mit ,, F-azyklisch*
ist.

5.2. Lemma. Seien A, B abelsche Kategorien, wobei A geniigend viele Injektive
besitze. Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor, A € A ein Objekt mit einer
F-azyklischen Auflosung A — C*® von der Héhe m fiir ein m > 0. Dann gilt

H*(R™F(C*)) = R*T™F(A),
wobei R™F(C*®) auf natiirliche Weise als Kettenkomplex aufgefasst wird.
Man kann dies elementar beweisen. Die Maschinerie der hyperabgeleiteten Funk-

toren und ihrer Spektralsequenzen gibt uns aber auch den folgenden alternativen
Beweis.

Beweis. Sei R*F' der hyperabgeleitete Funktor von F', vgl. [Wei, S. 147ff.] oder
[Gro, S. 146ff.] (auch fiir die folgenden Argumente). Es existiert eine Spektral-

sequenz
EY? = HP(RIF(C®)) = RPTIF(C®).

71



Diese Spektralsequenz degeneriert unter unseren Voraussetzungen, so dass
H*(R™F(C®)) 2 R*T™F(C*)

folgt. Nun haben wir einen Quasiisomorphismus A — C*® und weil der hyper-
abgeleitete Funktor R* F' Quasiisomorphismen in Isomorphismen iiberfiihrt, gilt
R*F(C*) 2 R*F(A) = R*F(A). O

Wir diskutieren nun einige fiir uns relevante Beispiele von azyklischen Auflésun-
gen von linksexakten Funktoren auf der Kategorie von Garben A = Sh(X). Hier
nehmen wir an, dass X ein beliebiger topologischer Raum und der Grundring &
ebenfalls allgemein ist.

5.3. Beispiel. Eine Garbe C auf X heift welk, wenn C(X) — C(U) fiir alle
offenen Teilmengen U C X surjektiv ist. Welke Garben sind H°(X, —)-azyklisch,
so dass Garbenkohomologie mit welken Aufldsungen berechnet werden kann.
Injektive Garben sind nach [Bre2, Prop. 5.3.] immer welk. Die Umkehrung gilt,
wie man sich leicht davon iiberzeugen kann, im Allgemeinen nur, wenn der
Grundkorper k ein Korper ist, so dass in diesem Fall welke Auflésungen fiir
alle linksexakten Funktoren gut sind, also z.B. wenn man die Ext"-Gruppen
bestimmen mochte.

Eine kanonische welke Auflésung (von allen Garben) gibt uns die folgende klas-
sische Konstruktion.

5.4. Beispiel ([Bre2, S. 44]). Sei F € Sh(X) eine Garbe. Sei C°(F) die Garbe
der Serrationen auf X: Die lokalen Schnitte iiber U C X sind gegeben durch
beliebige Abbildungen s : U — [] . Fr mit s(z) € F, fiir alle z € U. Diese
Garbe ist offensichtlich welk und es existiert ein kanonischer Monomorphismus
F — C%F), denn jeden lokalen Schnitt von F kann man kanonisch als ei-
ne Serration auffassen. Es bezeichne Z'(F) den Kokern von F — C°(F) und
CHF) := C°%ZY(F)). Man kann diese Konstruktion induktiv fortsetzen und
erhélt eine kanonische welke Auflssung F — C*(F).

Diese Konstruktion kann in den dquivarianten Kontext iibertragen werden, siche
etwa [Gro, 5.1.2]. In beiden Féllen (dquivariant oder nicht) kann man diese Kon-
struktion verfeinern, indem man noch die Halme in injektive Moduln einbettet
und diese Verfeinerung gibt uns den Beweis, dass die Kategorie der Garben bzw.
derdquivarianten Garben geniigend viele Injektive besitzt.

5.5. Beispiel. Eine Garbe Q heift weich, wenn Q(X) — Q(K) fiir alle kompak-
ten Teilmengen K C X surjektiv ist. Solche Garben sind H? (X, —)-injektiv nach
[Bre2, Th. 9.11], so dass Kohomologie mit kompaktem Tréger mit weichen Gar-
ben berechnet werden kann. Ist X eine Mannigfaltigkeit, so sind weiche Garben
sogar H?(X, —)-azyklisch nach [Bre2, Th. 9.11], so dass in diesem Fall auch die
gewdhnliche Garbenkohomologie mit weichen Garben berechnet werden kann.
Welke Garben sind weich. Das folgende Beispiel gibt uns eine kanonische weiche
Auflésung von Garben auf Mannigfaltigkeiten, die nicht welk ist und in vielen
Situationen besser als die kanonische welke Auflésung C®(F) ist.
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5.6. Beispiel. Sei X eine Mannigfaltigkeit und £ = R oder k = C. Sei Q%
die Garbe der k-wertigen ¢-Differentialformen auf X. Die &duftere Ableitung d :
Q% — QqXH von Differentialformen definiert eine Auflésung kx — Q%, wobei
die Exaktheit gerade der Inhalt des Poincaré-Lemmas ist. Fiir jede Garbe F €
Sh(X), ist F @ Q% eine weiche Auflésung von F, die sogenannte De-Rham-
Auflosung von F.

5.7. Bemerkung. Fiir alle lokalabgeschlossenen Untermannigfaltigkeiten Z C
X gilt Q% |z = Q3.

Ist Z offen, so ist dies offensichtlich. Ist Z abgeschlossen, so folgt dies aus der
Tatsache, dass jede Differentialform auf U N Z fiir eine offene Teilmenge U C X
fortgesetzt werden kann zu einer Differentialform auf U.

5.8. Proposition. Ist Z C X eine I'-invariante, abgeschlossene Teilmenge,
so dass X —Z = X gilt, so ist 2% @ N fiir jeden I'-Modul N eine H)(X;—)-
azyklische Auflésung von Nx von der Héhe 1, d.h.

Hy(X: Q% ©Nx) =0, j#1
Insbesondere gilt Hyt (X;Nx) = H*(HY(X;Q% ®Nx)) € -mod.

Beweis. Jede Differentialform auf X, die auf X — Z verschwindet, muss aus
Stetigkeitsgriinden auf ganz X verschwinden. Das bedeutet H(X;Q% @Nx) =
0 fiir j = 0. Die Aussage fiir j > 2 folgt aus der langen exakten Sequenz des
Paares (X, X —Z), denn nach der letzten Bemerkung 5.7. ist 2% @ Nx azyklisch
fiir die Funktoren H°(X; —) und H*(X — Z;-). O

Die letzte Proposition wirft die Frage auf, ob die lange exakte Sequenz von
0 — HX;Q%) — HY(X — Z;Q°) — HY(X,X — Z;Q*) — 0 mit der langen
exakten Sequenz des Paares (X, X —Z) iibereinstimmt. Das ist tatséchlich richtig
bis auf ein Vorzeichen, wie wir gleich sehen werden.

5.9. Definition. Seien Iy, F5, F3 : A — k-mod linksexakte Funktoren, wobei

A geniigend viele Injektive besitze. Eine Sequenz F; = F, LA F3 von natiirlichen
Transformationen heifit ezakt, wenn 0 — Fy(I) — Fy(I) — F3(I) — 0 fiir alle
injektiven Objekte I € A exakt ist. Man zeigt, dass 0 — Fj(A) — Fy(A) —
F5(A) fur alle A € A exakt ist, indem man die Sequenz Fy — Fy — Fj auf
einen Monomorphismus A — I mit [ injektiv anwendet.

Die lange exakte Sequenz von F; — F» — F3 in einem Objekt A € A ist die
assoziierte lange exakte Sequenz der kurzen exakten Sequenz von Kettenkom-
plexen 0 — F1(I*) — Fy(I*) — F3(I*) — 0, wobei A — I°® eine injektive
Auflésung ist. Sie hat die Gestalt

(5.10) coo = RIF(A) — RIFy(A) — RIF3(A) — RITF (A) — ...

5.11. Proposition. Sei iy — Fy — F3 eine exakte Sequenz wie oben. Sei
Ae Aund A— J® eine Auflosung mit den Figenschaften
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o J® ist Fy- und Fs-azyklisch
o J* ist Fi-azyklisch von der Héhe 1.
Dann ist die lange exvakte Sequenz von 0 — Fy(J®) — F3(J*) — R'Fy(J®) — 0

isomorph zu 5.10 bis auf ein Vorzeichen. Das heifit, dass vertikale Isomorphis-
men

> RIF(A)

R

RIFY(A) —— RIF3(A) —— R R (A) —— - -

s HITY(RIFL(J*)) ——= HI(Fy(J%)) ——= HI(F3(J*)) —>= HI(R'Fy(J*)) —> -

ezistieren, so dass das Rechteck mit ,,—1% bis auf ein Vorzeichen und die anderen
strikt kommutieren.

Beweis. Sei vy : J®* — I°* ein Quasi-Isomorphismus, wobei I* ein Komplex von
Injektiven sei (fiir die Existenz siehe man in [Ive| nach). Insbesondere ist I® eine
Auflésung von A. Betrachte das kommutative Diagramm von Kettenkomplexen

0> Fp(J*) = Fy(J*) — = R'FY(J*) ——= 0

in(v) lFs(v)

0— > F(I*) — > RB(I*) = my(1*) — =

mit exakten Zeilen. Die beiden vertikalen Morphismen sind Quasi-Isomorphismen
nach 5.1. Da wir mit Kettenkomplexen von Vektorrdumen arbeiten und da-
mit jede kurze exakte Sequenz gradweise zerfillt, existieren nach [GM1, IV.13]
Kettenmorphismen R'Fy(J®) — FyJ°[1] und F3I* — FiI°[1], die die obi-
gen kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen zu exakten Dreiecken
FyJ® — F3J® — RYF(J®) — FpJ*[1] bzw. FiI® — FRI® — F3I° — FiI°[1]
machen (wir fassen hier die Homotopiekategorie der Kettenkomplexe gemé&f
[GM1, 1V.§2] als triangulierte Kategorie auf). Wir erhalten einen Morphismus
von exakten Dreiecken nach den Axiomen triangulierter Kategorien:

(5.12) F(J*) — = By(J*) — = R'F(J*) —— By(J*)[1]

Fz(“/)lN Fs(v)iN 3 i~
\

By — 2= By(1*) —— B (I")[1] — > B(1")[1],

woraus die Behauptung folgt. O

5.13. Proposition. Sei Fy 4 F LA F3 eine kurze exakte Sequenz von linksez-
akten Funktoren. Set A — J® eine F;-azyklische Auflosung von der Hohe m > 0
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firi =1,2.3. Dann existiert ein Isomorphismus von langen exakten Sequenzen:

<> H*(RFy(J*)) —> H*(R" Fy(J*)) —> H*(R"F3(J*)) — > - -

lg ig l% +

S R (A) ——> R F(A) ——> R R(A) —

Beweis. Sei F' = F; fiir ein ¢ € {1,2,3}. Wihle eine Cartan-Eilenberg-Auflosung
I°® von J*, siche [Wei, 5.7.1]. Insbesondere ist der Totalkomplex |I**| eine injek-
tive Auflésung von A. Der Doppelkomplex 7*® kommt zusammen mit injektiven
Auflésungen JP — IP»* fiir alle p > 0. Es gilt daher H’(F(JP*)) = RIF(JP)) =
0 fiir alle p > 0 und j # m. Nach [KS, 1.3.7] sind die beiden Pfeile in der Sequenz

F(IP®) — 72 F(IP®) « 7™ r2™F(IP*) = H™(F(I7*))[m] = R™F(J?)[m]

Quasiisomorphismen fiir alle p > 0, wobei 7™ und 72™ die Abschneidungs-
funktoren [KS, (1.3.10)] sind. Diese Pfeile induzieren Kettenhomomorphismen

[F(I**)] = [r="(F(I**)| « R™F(J*)[~m],

>m

wobei 7= auf dem Doppelkomplex F(I**) komponentenweise, also auf den ein-

zelnen F(IP*), p > 0, wirke. Diese Homomorphismen sind Quasiisomorphismen
nach [KS, Th. 1.9.3] (oder man rechnet es per Hand mit der Technik des ,,Tic-
Tac-Toe-Lemmas* aus [BT, S. 135] nach). Die Konstruktion ist nun so gemacht,
dass man eine Kette von Quasiisomorphismen von exakten Dreiecken hat:

[F1(1°%)| ——— |[7="(Fy(I°%))| =<——— R™F1(J°)[=m]
[E5(1%%)] ——— 72" (Fy(1°%))| =<——— R™F3(J°)[-m]

[F3(1°°)| ——— |[7="(F5(1°%))| =<——— R™F3(J°)[-m]

+ + +

[EL(129)|[1] —— |72 (B (1°0)) | [1] =<—— R™ Py (J*)[=m + 1],

denn 72™, 7™ und | . | respektieren die triangulierte Struktur, siehe [KS, S.
54fL.]. Die langen exakten Sequenzen dieser exakten Dreiecke liefern das Ge-
wiinschte. m

5.14. Korollar. Sei X eine Mannigfaltigkeit und Y,Z C X abgeschlossene
Teilmengen mit Z C'Y und so dass X —Y dicht in X ist.

(a) Die Sequenz 0 — k¥ _y — kx — ki — 0 induziert eine kurze exak-
te Sequenz von Kettenkomplezen 0 — H°(X;Q%) — H°(X \ Y;Q%) —
Hi(X;Q%) — 0, deren lange exakte Kohomologiesequenz bis auf ein Vor-
zeichen isomorph zur langen exakten Sequenz des Paares (X, X —Y) ist.
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(b) Die Sequenz 0 — kit , — kit — ki — 0 induziert eine kurze exakte
Sequenz von Kettenkomplezen 0 — HL(X; Q%) — Hy(X;Q%) — Hy- (X —
Z;Q%) — 0 deren lange exakte Kohomologiesequenz isomorph zur langen
exakten Sequenz des Tripels (X, X — Z, X —Y) ist.

Beweis. (a) Wende 5.11. auf die Funktoren F; = Homx (kx, —), Fo» = Homx (kx, —)
F3 = Homx (kx_z,—) und auf die De-Rham-Aufldsung J* = Q% an. Beachte
dabei 1.31. (hier ist M = k und I' die triviale Gruppe).

(b) Man gehe wie bei (a) vor, indem man Hom auf die kurze exakte Sequenz
0— kfff 7 = k:{f — ké — 0 anwendet, um eine kurze exakte Sequenz von von
Funktoren

0 — Hom(ky, —) — Hom(ksS, —) — Hom(ky_,,—) — 0

zu erhalten. Wahle wieder J* = Q% und wende 5.13. in Kombination mit 5.8.
an (beachte, dass auch X — Z dicht in X ist, weil es X — Y enthélt und X — Y
dicht in X — Z ist). Benutze auch hier 1.31. O

5.b. Der De-Rham-Komplex auf I'\ X

Es bezeichne Q% die Garbe der k-wertigen ¢-Differentialformen auf X, d.h. fiir
alle offenen Teilmengen U C X setzen wir

HY(U; Q%) = Q%(U) = { k-wertige g-Formen auf U}.
Dies hat eine kanonische I'-Garbenstruktur. Ein g € " operiert auf Q% via
G QIU) = QUgU), we gt

fiir alle offenen Teilmengen U C X. (Es ist Q% = C eine Garbe von k-
Algebren. Man beachte, dass Q% auch eine C'-Modulstruktur besitzt und dass
diese mit der Operation g* vertréglich ist.)

Die duftere Ableitung d von Differentialformen definiert einen exakten Kom-
plex von Garben 0 — kx — Q% < oL <, 0% L (Poincaré-Lemma). Man
beachte, dass der Morphismus d die I'-Operation respektiert, d.h. fiir alle ¢ > 0
ist d : Q9 — Q97! ein Morphismus von I'-Garben.

Wir bezeichnen Q% als den De-Rham-Komplex von X, welcher eine Auflo-
sung von ky in der Kategorie Sh'(X) ist. Allgemeiner definieren wir fiir jede
I-Garbe F die De-Rham-Auflosung von F durch Q% (F) = Q% Qi F. Deren
Exaktheit folgt aus der Exaktheit von — ®j F (k ist ein Korper). Fiir eine kon-
stante I'-Garbe Ny (N € I'-mod) setzen wir Q% (N) := Q% (Nx).

Um diese Standardbegriffe auf den Quotienten ¥ = T'\X zu iibertragen,
verwenden wir den Funktor pL: Wir setzen

(5.15) Cy = pL(CF)
0f = pl (%)
OF (V) == pL (2% (N))

76



C5? ist eine Garbe von k-Algebren auf Y und Q3 (V) ist eine Aufldsung von
N aufgrund der Exaktheit von p! (vgl. 1.16.).

5.16. Proposition. Fir alle ¢ > 0 und N € T'-mod existiert ein natirlicher
Isomorphismus Q- (N) = QY @, N.

Diese Proposition beruht auf einem allgemeineren Prinzip (beachte, dass T,
trivial auf dem Halm (Q%), operiert).

5.17. Proposition. Fiir alle F,G € ShY(X) emistiert ein funktorieller Homo-
morphismus pL (F)@pL(G) — pL(F®G), der auf den Halmen diber x € X durch
die kanonische Einbettung FL+ ® GLe — (F, ® G.)'= gegeben ist. Insbesondere
ist pL (F) @ pL(G) isomorph zu pL(F @ G), wenn alle x € X der Stabilisator T,
trivial auf F, oder G, operiert.

Beweis. Zunichst eine allgemeine Bemerkung: Man hat immer eine kanonische
Einbettung A ® B¢ — (A ® B)Y fiir alle Gruppen G und k[G]-Moduln A,
B, welche ein Monomorphismus ist, wenn k ein Korper und einer der Moduln
trivial ist.

Der fragliche Homomorphismus in unserer Situation ist definiert als die Garbifi-
zierung des Homomorphismus von Prégarben, der iiber einer offenen Teilmenge
U C Y gegeben ist durch die kanonische Einbettung

H(p~ ' (U); F)" @ HO(p™'(U): )" — H(p~ ' (U); F 0 )"

5.c. Azyklitatslemmata

Fiir die folgenden ,, Azyklitdtslemmata® fixieren wir eine Isotropie-Stratifizierung
S von X und zwei I'-Moduln M und N. Es sei daran erinnert, dass die Definition
von diinnen Garben in 2.18. gegeben wurde.

5.18. Erstes Azyklititslemma. Sei Q € ShY(X) eine S™-diinne Garbe fiir
ein m € {0,...n} mit Halmen A, tber |o|. Dann gilt:

(a) Extg((Q, QI(N)) =0 fiir alle j # 1 und ¢ > 0. D.h. Q4(N) ist Hom(Q, —)-
azyklisch von der Hohe 1.

(b) Der kanonische Morphismus Ext’ p(Q, Q4(N)) — Extx(Q, Q¢(N))" ist ein
Isomorphismus fiir alle ¢ > 0.

(¢) Es emistiert ein kanonischer Isomorphismus von Kettenkomplezen von in-
jektiven T'-Moduln:

Ext'(Q,Q°(N)) = [[ Hom(A,,N)® HJ, (Uy: Q%)

dimo=m
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5.19. Zweites Azyklitdtslemma. Sei K C Mx eine S-konstruierbare I'-Un-
tergarbe. Dann gilt ExtJX’F(IC, Q4(N)) =0 fiir alle j >0 und q > 0.

Als einen Spezialfall des zweiten Azyklitdtslemmas erhalten wir ein wichtiges
theoretisches Hilfsmittel fiir das Studium der Invarianten Ext* (M, A), ndmlich
dass sie mit der De-Rham-Auflésung berechnet werden kénnen:

5.20. Satz. Sei X ein diskontinuierlicher T'-Raum, p : X — Y = I'\X die
natiirliche Projektion, M und N Darstellungen von T';, M = pL'(Mx) und N' =
pL (Nx). Dann ist die De-Rham-Auflisung Q% (N) eine Homy (M, —)-azyklische
Auflosung von N. Insbesondere gilt Ext* (M, N) = H*(Hom(M, Q*(N))).

Beweis. Man wende das zweite Azyklitidtslemma 5.19. auf K = p* M an (p*M
ist eine konstruierbare Untergarbe von My, vgl. 1.24.). Es gilt Ext’ (M, Q4(N))
Ext{.(p* M, Q9(N)) = 0 nach 1.17. und 5.18. fiir alle j > 0 und ¢ > 0. O

5.21. Korollar. Die Voraussetzungen seien wie im letzten Theorem. Dann gilt:
e Q°(N) ist Hom(M, —)-azyklisch
e Q*(N) ist pL Hom(p* M, —)-azyklisch
Insbesondere gilt:
o &rt"(M,N) = H*(Hom(M,Q*(N)))
o py&ot”(p*M,Nx) = p, H*(Hom(p*M,Q*(N)))

5.d. Beweis der Azyklitatslemmata

Wir gehen von den Voraussetzungen von 5.18. aus und fixieren die dort vorkom-
menden Objekte, also X, T, die Projektion p : X — Y = I'\ X, die Darstellungen
M, N von I', sowie eine Isotropie-Stratifizierung S. Auflerdem fixieren wir ¢ > 0
und setzen 2 := QI(N).

Beweis des ersten Azyklititslemmas Nach 2.21. haben wir einen Isomor-
phismus von I'-mod-wertigen Funktoren

Homx(Q,—) = [[ Homi(A,, HY,(Us;—))
dimoc=m
= H coindll:o Homk(Ao,Hﬁ,‘(Ug;—)),
TCERmMm
wobei R,, eine Menge von Représentanten der Orbits aller m-dimensionalen
Straten ist. (Wir haben hier Hom(A,, H?. (Uy; —)) = Hom((A,)"7, —) benutzt,

o] o]
vgl. 1.31.). Ableitung auf beiden Seiten impliziert nach Einsetzen der Garbe Q
den Isomorphismus von I'-Moduln

Ext}(Q,Q) = [] coindr, Homy(A,, Hy (Uss Q)),
TERm
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denn die Funktoren Homj und coind sind exakt. Da U, — |o| dicht in U, ist,
erhalten wir in Kombination mit 5.8. den Isomorphismus von I'-Moduln:

522)  Ext/(Q,Q) =

(5.22) xt(Q, ) {Haenm coindy. Hom(Ay; HL, (Us; Q) ,j=1.
Damit ist (a) und die Hélfte von (d) in 5.18. bewiesen (hier benutzen wir
HY, (Uy; QI(N)) = Hi, (Us; ) @N — vgl. mit dem universellen Koeffizienten-
satz [Bre2, 15.3] und benutze die Endlichdimensionalitdt von N.).

Fiir (b) und den Rest von (c¢) benétigen wir das folgende

5.23. Lemma. Sei U C X eine offene Teilmenge und A C U eine I'y-
invariante, abgeschlossene Teilmenge von U, so dass U — A dicht in U ist.
Dann sind fiir alle ¢ > 0 die I'y-Moduln

(a) H*(U;Q(N))
(b) Hy(U;Q9(N)) = H'(U,U — A;Q4(N))
injektiv.

Beweis. (a) Es sei ohne Einschrankung X = U und damit I'y = I'. Man wéhle
eine lokalendliche Uberdeckung {U,} von ¥ = I'\X durch zuliissige Umge-
bungen U, (die zusammen mit einer zulissigen Umgebung V,, C p~1(U,) von
gewissen x, € X kommen). Zu dieser Uberdeckung existiert eine Partition der
Eins {¢ : Uy — R}. Wir setzen ¢, := ¥, o p : p~1(U,) — R. Betrachte nun
den injektiven I'-Morphismus

i HO(X;Q) — HHO(p_l(Ua);Q)> w = (Wlp-1(v.))a-

Dies hat eine I'-dquivariante Retraktion:
[TE 0 (Ua); Q) — HO(X;9),  (wa)a—= D Pa - wa,

wobei wir ¢, - w, auf ganz X mit 0 fortgesetzt verstehen. Die Wohldefniertheit
folgt aus der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung. Es geniigt folglich zu zeigen,
dass fiir alle v der Modul H%(p~1(U,); Q) injektiv ist. Es ist H?(p~*(U,); Q) =
coindll:z H°(V 1 Q) nach 1.1. Da Moduln iiber der endlichen Gruppe T, im-
mer injeaktiv sind und coind als rechtsadjungierter Funktor Injektive erhalt, folgt
die Behauptung.

(b) Beachte, dass HY(U,U — A; Q) = 0 gilt, denn U — A ist dicht in U und
damit verschwindet jede Differentialform auf U, die auf U — A Null ist. Ferner
ist H(U; Q) = 0, weil Q weich ist (vgl. auch 5.5.). Somit siecht das Anfangsstiick
der langen Kohomologiesequenz des Paares (U, U — A) folgendermafen aus:

0— H(U;Q) — H'(U — A;Q) — HY(U,U — A;Q) — 0.

79



Der linke und mittlere Term dieser kurzen exakten Sequenz sind nach (a) in-
jektive I'y-Moduln, also ist es auch HO(U,U — A; Q) (betrachte z.B. die lange
exakte Sequenz von Eth[FU]>. O

Mit 2.20. folgt nun, dass Extg((Q, Q) fiir alle j ein injektiver I'-Modul ist, denn
als Rechtsadjungierte erhalten Hom(A,; —) und coind Injektive (womit auch (c)
vollstdndig bewiesen wire). Die Grothendieckspektralsequenz

HP (T, Extd (K™ /K™, Q) = ExtiF (K™ /K™, Q)

der Komposition (=)' o Hom(K™/K™*!, —) = Homp (K™ /K™%, —) kollabiert
daher und der Kantenmorphismus Extf(Q, ) — Ext*(Q, Q) ist ein Isomor-
phismus.

Beweis des zweiten Azyklitdtslemmas Sei K C My eine konstruierbare
I'-Untergarbe. Betrachte die Isotropie-Filtrierung X = K"t c ... c K° = My
aus 2.29. Wir werden jetzt induktiv beweisen, dass 5.19. fiir K/ giiltig ist. Die
néchste Proposition behandelt den Induktionsanfang.

5.24. Proposition. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum, M und N Darstel-
lungen von I'. Dann gilt Ext&’F(MX, Q9(N)) =0 fiir alle j >0 und ¢ > 0.

Beweis. Da die Garbe Q4(N) fein ist, gilt H7(X;Q?(N)) = 0 fiir alle j > 0 und
damit degeneriert die Spektralsequenz der Adjunktion 1.14 zum Isomorphis-
mus Ext’ (Mx, Q4(N)) = Ext;r(M, H°(X;Q4(N))). Die Aussage folgt nun aus
Lemma 5.23., welches im Speziellen besagt, dass H°(X;Q9¢(N)) ein injektiver
I'~Modul ist. O

Der Induktionsschritt. Bei der Durchfiihrung des induktiven Schritts wer-
den wir iiber die kurze exakte Sequenz

(5.25) 0— K™t Km — Km/Kmt -0
gehen.

Abschluss des Beweises von 5.19.. Der Induktionsanfang m = 0 ist der Inhalt
von 5.24. und ist damit bereits gezeigt worden. Wir nehmen an, dass Ext},(K*, Q) =
0 fiir alle j > 0 und ¢ = 0,...,m wahr ist. Betrachte die von 5.25 induzierte
lange exakte Sequenz

.. — Exti N (K™, Q) — Extl (K™ Q) — Exth (K™ /K™ Q) — ...
Es ist Extl (K™, Q) = 0 und Ext}(K™/K™1,Q) = 0 fiir alle j > 1 wegen

der Induktionsvoraussetzungen bzw. wegen 5.18. (a) und (c¢). Daraus folgt die
Behauptung. O
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Kapitel 6

Konstruktion der
Spektralsequenz E(S, L)

Dieses Kapitel stellt den Beweis des zentralen Theorems 3.15. dar, d.h. wir
konstruieren die dort genannte Spektralsequenz E(S, L) und beweisen die be-
haupteten Eigenschaften.

Wir fixieren im gesamten Kapitel eine Isotropiestratifizierung S eines dis-
kontinuierlichen I'-Raumes X, die I'-Moduln M und N sowie eine S-konstruierbare
I-Untergarbe K C Mx. Es sei £ = L(K, M, N) das Koeflizientensystem aus 3.6.

Die Konstruktion von E(S, L) ist schnell erklirt: Die Isotropiefiltrierung
K=K"C...KY =My induziert eine Filtrierung von Hom(K, 2% (Nx)) durch
die Kettenkomplexe Hom(KX™, Q% (Nx)), m > 0. Wir zeigen dann, dass die as-
soziierte Spektralsequenz isomorph zu E(S, £) ist. Dass die Eintrage isomorph
sind, folgt leicht aus dem letzten Kapitel, wo dort die entscheidende Vorarbeit
geleistet wurde, um die Azyklitdtslemmata zu beweisen. Der schwierigere Teil
ist der Vergleich der Differentiale, womit wir uns hier hauptséchlich beschéfti-
gen werden. Zum Schlufs beweisen wir dann die Zusétze des Theorems, die sich
mit der Natiirlichkeit der Spektralsequenz beschéftigen. Hier machen wir von
der Eigenschaft von Spektralsequenzen, die von Filtrierungen herrithren, Ge-
brauch, dass sie funktoriell beziiglich Morphismen von Filtrierungen sind (vgl.

[Gro, 2.4.])

6.a. Filtrierung von Hom(/C, Q% (N))

Wir erinnern an die Isotropie-Filtrierung 2.29. von Mx iiber K
K=K"c...cK'ck®=My,

6.1. Definition. Fir 0 < m < n definieren wir den Komplex
F™C*® := Homp(K"™™,Q%(N))
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und setzen C* = FC* = Homr (K, Q(N)).
Man beachte, dass FC* = Homyr(M, Q°*(X) ® N) ist.

6.2. Proposition. Die Inklusionen K™t! C K™ induzieren eine absteigende
Filtrierung von Kettenkomplexen

0OCF"C*C...Cc F"C* c F™7!'c*...c F'c* =C"*
mit den Figenschaften
(a) H*(C*®) = Extx p(K,Nx)
(b) H*(F"C*) = Ext p(Mx,Nx).

(¢) FIC*/FItiC® = Exti (K979 /K"9,Q% (N)) fir alle q,j > 0 mit ¢+ j <
n.

Beweis. Teil (a) folgt aus 5.18. und Teil (b) aus 5.20. Zu (c): Sei Q@ = Q°(N).
Die kurze exakte Sequenz 0 — K"~9 — Kn=977 — K"=497J /K"~9 — 0 induziert
eine lange exakte Sequenz, deren Anfangsstiick so aussieht:

Homp (K"~979 /K", Q) — Homp (K"~ 777, Q) — Homp (K", Q)
— Extllﬂ(/Cnquj//cnfq7 Q) — Ethlﬂ(anqu’ Q).

Der erste und letzte Term dieser Sequenz ist 0 wegen des Azyklitdtslemmas
5.18. O

Fiir die Filtrierung 6.1. existiert geméaf [McC, Th. 2.6] eine Spektralsequenz
EVT = HPYI(FPC/FPTIC) = HPT(C).

In Proposition 6.2. ist die halbe Arbeit getan, um die Eintrdge dieser Spektral-
sequenz mit den Eintrégen von E(S, L) aus 3.15. zu identifizieren. Es bleibt
nur noch, H?+4(FPC/FPH1(C) entsprechend zu identifizieren. Mit Hilfe von Teil
(b) und (c) von 6.2. ldsst sich die Spektralsequenz in Kombination mit 5.18.
ausdriicken als:

HUGR”,Q,l(Hom(M/MU7 N) @ HPtacs)ls  ¢=0,....n—1
Eth::I’r‘L(MX» NX) g =N,

(6.3) EP7= {

wobei der Kettenkomplex C3 von kI';-Moduln definiert sei durch
(6.4) Cs = H, (Us; ) = H' (Uy, Uy — |0};97,)

und RR; ist eine Reprasentantenmenge der Orbits aller Straten in S der Dimensi-
on j, also insbesondere gleichméchtig zu I'\S” ist. Wir haben hier stillschweigend
benutzt, dass H |10|(UU; Q°(N)) als Kettenkomplex von I';-Moduln isomorph zu
H |1U‘ (Us; Q) @5 N ist, wie aus dem universellen Koeffizientensatz [Bre2, I1.15.4]
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folgt. Beachte, dass Hom(A,N® B) = Hom(A, B) ® N als I-Moduln gilt fiir alle
I'-Moduln A und B, denn N ist als k-Vektorraum endlichdimensional.
Beachte, dass der Kantenhomomorphismus Ext}(Mx,Nx) — Ext* (M, N) wie
bei allen Spektralsequenzen von filtrierten Kettenkomplexen von der Inklusion
F"C* C C*® induziert ist. Letztere kommt ihrerseits von der Inklusion K C M.
Insbesondere ist der Vergleichshomomorphismus « aus 1.23 der Kantenhomo-
morphismus dieser Spektralsequenz, falls K = p* M ist.

6.5. Proposition. Es existiert ein Isomorphismus von I',-Moduln:
H*C; _ H*+1(UU7 Ua . |(7‘; k) _ H*+1+dim(o)fn(|g‘; Otg),
wobei die I'-Struktur auf der rechten Seite wie in 3.10 gegeben ist.

Bevor wir dies beweisen notieren wir eine Folgerung, die wir aus dieser Propo-
sittion und 5.18. schliefen:

6.6. Korollar. Es existiert ein Isomorphismus von I'-Moduln

H*(Ext' (K™ /K™ 00 (N))) = [[  Hom(M/M,,N) @ Hi ' (U,)

dimo=m

~ J] Hom(M/M,,N)® H* ™" (|g];or,).

dimo=m
Beweis von 6.5.. Wir wenden das Lemma 5.2. an, indem wir setzen: m = 1,
A= Shl'(X), B=k[l',]-mod, A=k, C* = Q% und F = H‘OU‘(U(” —). Mit 5.8.
gilt RjHl(;l(U(,,QS() = H/(Uy,Uy — |0];Q, ) = 0 fiir alle j # 1. Damit folgt
aus 5.2.: H*Cs = H**1(U,,U, — |o|) € kI',-mod.
Letzteres ist nach Ausschneidung isomorph zu H**(T,, T, —|o|), wobei T}, eine
Tubenumgebung von ¢ in U, ist und dies ist nach dem Thom-Isomorphismus
3.1. isomorph zu H*+1—codimlol(|5 |- or ). O

Wir wollen zeigen, dass die zu der Isotropie-Filtrierung aus 6.1. assoziierte Spek-
tralsequenz 6.3 mit der in 3.15. angegebenen {ibereinstimmt. Die Konvergenz
gegen H*FOC® = Ext*(M,N) (vgl. 5.20.) ist jedenfalls sichergestellt, da die
Filtrierung beschréankt ist. Wir machen die folgende Beobachtung: Sei ¢ < n.
Dann gilt:

B [ (Hom(M/M,,N) o HPocs)™

0ERn_—p-1

. Ts
02 H (Hom(l\/l/l\/lc,.7 N) @ HPtatitdim(@)=n |y, oro))

0ERn—p-1

= J] HomM/M,,N)@ H(|o|;0r,))""

0ERn—p-1

2.21. [I Homi(M/M,,N)® H(|o|; 0r,)

dimo=n—p—1
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6.b. Bestimmung der Differentiale d; von E(S, L)

Gradweise haben wir also einen Isomorphismus Wg ~ gy ~17%* Der schwieri-
gere Part ist es, die Differentiale miteinander zu vergleichen. Wir erarbeiten uns
eine Beschreibung des Differentials von E; in mehreren Schritten und werden
am Ende feststellen, dass dies genau das Differential von W! aus 3.8. ist.

Wir betrachten wieder die ,,Urform* der Eintrage der Spektralsequenz 3.15.
Die Eintrige E}Y"* sind fiir p £ n gegeben durch die Homologie der Komplexe
Extp(K7/K9~1, Q% (N)), vgl. 6.2. Um Schreibarbeit zu sparen, kiirzen wir wie
folgt ab.

6.7. Notation. Wir setzen:

K= K /Kl fiir alle 0 < a < b < n.

o By (F) = Exti (Flv, Q% (N)) fiir alle offenen Teilmengen V' C X und fiir
alle F € ShT'(X). Dies ist ein Kettenkomplex von I'y-Moduln.

o E(F):=E%(F), FeSh'(X).

Evr, (F) =Extyr, (Flv, Q) (N)), V C X offen und F € ShT'(X).
o EF(}—) = EX,I‘(]:)-

Dabei bezeichnet I'yy den Stabilisator von V., d.h. 'y = {g € T' | gV = V'}. Dies
lasst sich zu Definitionen von kontravarianten, halbexakten Funktoren

By : ShY(X) — Ch(Ty-mod),

Eyvr, : ShY(X) — Ch(k-mod)

erweitern (Ch(A) ist hier die Kategorie der Kettenkomplexe iiber einer abel-
schen Kategorie A).

6.8. Bemerkung. Aufgrund von 5.8. und 5.18. gilt mit der obigen Notation
Folgendes. Fiir alle ¢ =0,...,n ist

H*E(K!

)= J[ HomM/M. N)® H(U,) €T-mod.

7|
dim 7=q

Auferdem gilt fiir alle 0 € S mit dimo = ¢ — 1:

H' By, (K4y,) = [] Hom(M/M,,N) @ HTH(U;) € Tymmod

7]
T>0

und

H*Ey, (K%, ]) = Hom(M/My,N) € Ip-mod.
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1. Schritt Bei der Spektralsequenz einer absteigenden Filtrierung F*C*® eines
Kettenkomplexes C'* gleichen die Differentiale des Fi-Terms den Randhomo-
morphismen der langen exakten Sequenz, die der kurzen exakten Sequenz von
Kettenkomplexen

0 — FPC®/FPIC* — FPHIC® JFP~IC® — FPTIC® JFPC® — 0,

assozilert wird. Dies folgt zum Beispiel aus [McC, Prop. 2.11]. Angewendet auf
unsere Situation, d.h. 6.2., heiflt das, dass wir die Randhomomorphismen der
langen exakten Sequenz studieren miissen, die von der kurzen exakten Sequenz
von Kettenkomplexen der Form

(6.9) 0— Er(Ki™') — BEr(KiL1) — Er(Kl ) — 0
kommen, wobei letztere Sequenz aus der langen exakten Sequenz von
(6.10) 0Kl =K —KIt =0

entsteht, nachdem man Extf.(—, Q2*(N)) angewendet hat (die Nullen ganz links
und rechts in 6.9 hat man aufgrund des Azyklitdtslemmas 5.18.). Der erste
Schritt, diese Randhomomorphismen zu verstehen, ist die folgende

6.11. Proposition. Unter den natiirlichen Isomorphismen E(Km 1) = Ep(Km )
aus 5.18. (fiir alle m) kann der Randhomomorphismus der langen exakten Se-
quenz von 6.9 mit OF identifiziert werden, wobei & der Randhomomorphismus
der langen exakten Sequenz von 0 — E(KI™') — E(ICZ_T_%) — E(K],,) — 0 ist.

Dabei entsteht die letzte Sequenz durch Anwendung von Ext*(—, Q°(N)) auf die
Sequenz 6.10 und das Azyklitdtslemma 5.18. garantiert uns wieder die Exaktheit
an den beiden Enden.

Nach dieser Proposition geniigt es also, das Differential von W, mit dem obigen
(I'-aquivarianten) Randhomomorphismus 0 zu identifizieren.

Beweis von 6.11.. Fiir alle [-Garben F,G € ShI'(X) existiert ein kanonischer
Homomorphismus Extf(F,G) — Ext*(F,G)', der folgendermafen definiert ist.
Sei G — Z° eine injektive Aufldsung. Dann induziert die Inklusion von Ketten-
komplexen Homp(F,Z*) C Hom(F,Z*) einen Homomorphismus Ext}.(F,G) —
Ext*(F,G), dessen Bild in Ext*(F,G)! enthalten ist. Dieser Morphismus ist
funktoriell in F und G, so dass wir ein kommutatives Diagramm von Ketten-
komplexen erhalten:

0— Br(K§ ') — BEr(K) — Er(K{ ) —=0

T

00— EBKIH — E(icg;;)F —— B(KL )" —o.

Die dufleren vertikalen Pfeile sind Isomorphismen wegen 5.18. Dabei ist die un-
tere Sequenz entstanden, indem man die lange exakte Sequenz von Ext*(—, ()
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zur exakten Sequenz 6.10 assoziiert (die entstehende lange Sequenz ist in Wirk-
lichkeit kurz, da die entscheidenden Terme wegen des Azyklitdtslemmas 5.18.
verschwinden) und dann die I'-Invarianten davon betrachtet. Die entstehen-
de Sequenz ist exakt, denn Ext'(K9~'/K?,Q) ist ein Komplex von injekti-
ven I-Moduln nach 5.18.(d). Das Fiinfer-Lemma impliziert, dass der mittle-
re Pfeil auch ein Isomorphismus ist. Das heifst, dass die lange exakte Sequenz
6.9 isomorph zur langen exakten Sequenz von 0 — E(KZ™ )" — E(IC;”;%)F —
E(KL )" — 0 ist. Wir bendtigen nun das folgende

6.12. Lemma. Fir alle q ist der von der Inklusion E(K, )" c E(KI, )

q+1 q+1
induzierte Morphismus H*(E(K{,)') — H*(E(KL,))" ein Isomorphismus.

Mit diesem Lemma wéren wir fertig, denn es existiert ein kommutatives Dia-
gramm

e (B )) = B (B(K)T) >

lg lg

e B (B(KY )T~ BB
Es bleibt noch der Beweis von 6.12. Nach 5.18. existiert ein Isomorphismus von
Komplexen von I'-Moduln

B(K!

9.,)= [ coindr, Hom(M/M,,N)® HL,(Uys; Q*(N)),

g€ER,

wobei R, eine Représentantenmenge der Orbits aller Straten der Dimension ¢
sei. Die Aussage folgt nun leicht aus den folgenden Tatsachen:

o H*(coindll:a(A')) = coindll:a H*(A®) fiir alle Kettenkomplexe A® von I',-
Moduln (denn coind ist exakt) und

o (coindll:” (A)I' = A fiir alle I',-Moduln A, vgl. [Wei, 6.3].
O

2. Schritt Nach dem ersten Schritt (genauer: Proposition 6.11.) geniigt es,
den Randhomomorphismus von 0 — E(KI™') — E(ICZ;%) — B(Ki,,) — 0
mit dem Differential von W, zu identifizieren. Betrachte den Morphismus von
kurzen exakten Sequenzen

q

0 ——— B(K§™!) ———— B(Ki}) ——— E(K},1) ——>0

- l |

0—— I1 EU@(’Cg_l)H I1 EUG(’CZH)H H1 E‘Ua(lcngl)*>O7

ga—1 ca—1 oa—
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wobei die vertikalen Pfeile die Produkte von Restriktionen sind (,6™~1* bedeu-
tet von nun ant, dass wir {iber alle Straten der Dimension m — 1 indizieren).
Der linke vertikale Pfeil ist ein Isomorphismus wegen 2.20. und 1.28., da der
Tréger von ICgfl in der offenen Teilmenge Udima:q_1 U, C X enthalten ist.
Wir schauen uns den ,yerbindenden Abschnitt“ des kommutativen Diagramms
von langen exakten Sequenzen an:

(6.13) H*E(K{,,) 9 H*'B(KIY)

| -

[l H*Eu, (Kgy) 19 ] H** By, (Ki™)

oa—1 oa—1

Daraus folgt, dass wir 0 mit der Komposition von oben links iiber unten links
nach rechts unten identifizieren kénnen. Da der linke vertikale Pfeil einfach zu
verstehen ist, konzentrieren wir uns im néchsten Schritt auf die Beschreibung
der Randhomomorphismen 0,:

3. Schritt Wir untersuchen die (I',-dquivarianten) Randhomomorphismen 9,
der langen exakten Sequenz von 0 — Ey, (K¢™') — Ey, (ICZH) — By, (Ki,,) —
0 fiir ein fest gewdhltes Stratum o der Dimension g — 1 < n.

Wir setzen zur Abkiirzung @, := M/M, fiir alle Straten 7. Beachte, dass
die Inklusion M, C M, fiir 7 < 7’ eine Projektion ), — @, induziert. Die
Garbe K, |v, ist konzentriert auf |o| und dort ist sie konstant Q,. Auferdem

1st
Ko, = @@
T-0
nach 2.20. Der Vorteil der ,Fokussierung* auf U,, die in Schritt 2 geschehen
ist, ist der, dass wir eine niitzliche Beschreibung von Ing&\UU finden konnen,
nédmlich als ein Quotient einer konstanten Garbe — und diese Beschreibung ist
global nicht moglich.
Wir setzen
S =lo|u ] I7] CUs.
T—0
Das heit, dass X, die Vereinigung von |o| mit allen Straten der Dimension
dimo + 1 ist, die o als eine Seite besitzen. Dies ist eine I',-invariante, ab-
geschlossene Teilmenge von U, und der Tréger der Garbe ICZ;%\UU ist in X,
enthalten.
Man hat eine Filtrierung von I',-Garben (M, )s, C K9y, C K97y, = My,
welche eine exakte Sequenz

0 — (KT /Mo)s, — (K97 /My)|s, =K 1], — 0

induziert. Setzen wir R, = ker(Q, — @,) = M./M, und setzen wir die obi-
ge kurze exakte Sequenz trivial auf ganz U, fort, so erhalten wir eine exakte
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Sequenz

0— PRI = Q)% 2 Kl — 0.

T-0

Die Projektion B induziert einen Morphismus von kurzen exakten Sequenzen

0)—— T@ (Qo)g—‘ - > (Qa)gz _ (QU)\[{,—U\ ——0

©

()4>ICZ+1|U — K4 U, 4>ICZ_1|UU4>O,

i1l

wobei (3 die Restriktion von 3 ist. (Beachte, dass € (QJ) Q2 o] gilt).

T>0

Anwendung des Funktors Ext*(—,Q°*(N)) liefert ein kommutatlves Dia-
gramm von Kettenkomplexen

0 — Eu, ((Q0)127) — Eu, ((Q0)¥7) — Eu, (Qe)57 ) —0

k)

0 —= By, (Ki™) Ev, (K$31) Ey, (Kgy1) ——0,

wobei die horizontalen Sequenzen exakt sind aufgrund des Azyklitdtslemmas
5.18. (da z.B. Hom(K{,,Q*) = 0 und ExtQ(ICgfl,Q') = 0). Dies induziert
seinerseits einen Morphismus von langen exakten Kohomologiesequenzen dieser
Komplexe, bei dem wir uns nur fiir das folgende Stiick interessieren:

(6.14) H*Ey, (KL.,) H**'Ey, (K171

lﬁ* i

1 T1 B (Qe)if) o 1B, ((Q0)17)

T=0

Fazit: Somit ist 9, = J§, o 8*. Dabei ist J, der Verbindungshomomorphismus
der Sequenz

(6'15) 0— EUU(( )_> EU ((Qa Uy — H EU ((Qa 7| )

T=0

welche ihrerseits durch die Anwendung der langen exakten Sequenz von
Ext*(—,Q°*(N)) auf die kurze exakte Sequenz

0= P(Qo)17 = Qo) = (Qo)fl — 0

T>0
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entsteht (wie schon bereits erwéhnt, verschwinden in dieser langen exakten Se-
quenz alle anderen Terme aufgrund des Azyklitdtslemmas). Der Homomorphis-
mus " besitzt eine gute Beschreibung, denn es existiert ein kommutatives Dia-
gramm

(6.16) H*Ey, (K1) s H* T] Eu,((Qo)[)

T=0

. |-

[T Hom(Q,,N) ® H 7' (Ur) . TI Hom(Qs,N) ® H T (U-)
T>=0 ald

(vgl. 5.18.) wobei der untere waagerechte Pfeil von den Projektionen @, — Q-
induziert ist. Insbesondere kann 8* mit dieser Abbildung identifiziert werden.

4. Schritt Wir mochten den Randhomomorphismus der kurzen exakten Se-
quenz 6.15 studieren. Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Sequenz dadurch
entsteht, dass wir den exakten Funktor Homy (Q,, —) auf die Sequenz

0 — By, (k)5) = Eu, (k) — Euv, (kg

o —lo]) = 0

anwenden. Nach 5.14. ist die induzierte lange exakte Sequenz isomorph zur
langen Kohomologiesequenz des Tripels

U,-%,) C (U,—lao)) < U,.

Sei T, C U, eine Tubenumgebung von |o| und wir wihlen ein 7 > o. Das
Diagramm

By, (ko)) —— Er, (ko)) <—=— E1,(k|5|)
Ey,(ks,) — Er, (ks,) <— E1, (k|7 ju}0))

| |

Ey,(ks_o) — E1,(ks_|s)) <—— B, (K|7|)

von kurzen exakten Sequenzen (alle Pfeile sind von Morphismen von Garben,
z.B. von ks _|;| — k|, induziert) gibt uns Morphismen von langen exakten
Sequenzen, deren verbindende Abschnitte so aussehen:

H*(Us — |0|,Us = S¢) ——= H*(T, — |0, Ty = S¢) =< — H*(T, — |o|, T — (7| U|o]))

I | i

H N Uy, Us = |o]) — 2= H (15, Ty — |o|) <——=—— H""/(T,, T, — |o]).

o~
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Der Morphismus i, ist die Inklusion eines direkten Summanden. Daraus folgt,
dass man J, mit der Komposition der Restriktion von U, auf T, mit der direkten
Summe der Randhomomorphismen

H*(T;, T — |7|) 2 H*(T; — |o|, T, = (|| Ulo|) = H* (T, T, — |ol)

identifizieren kann, wobei T. C T, —|o| eine Tubenumgebung von |7|NT,, sei (der
angedeutete Isomorphismus ,exc.“ ist die Ausschneidung). Beachte, dass wir die
lange exakte Sequenz von Paaren mit Koeffizienten in k£ dadurch erhalten, indem
wir die lange exakte Sequenz des Paares mit Z-Koeflizienten mit k tensorieren.
Insbesondere gilt wegen Proposition 3.2.:

(6.17) 5, = @ idr®[r:0]

T>0

Zusammenfassung der Schritte Wegen Schritt 1 (Prop. 6.11.) geniigt es,
den Randhomomorphismus 9 der langen exakten Sequenz 0 — E(ICg’l) —

E(ICZ;}) — E(KI,,) — 0 mit dem Differential 3.9 von W, zu identifizieren.
Nach Schritt 2 ist 0 das Produkt (iiber alle o mit dimo = ¢ — 1) der Komposi-
tionen

* T * [ * —
H*B(K!,,) ™ H'Ey,(K%,,) %% H*Ey, (K17,

wobei 7, von den Inklusionen U, C U, fiir alle 7 = o induziert und 0, der
Randhomomorphismus aus Schritt 3 ist. Identifizieren wir H*E(K, ;) geméf

6.8. mit [[_Hom(M/M., N) ®H‘*TT1(UT) und H*Ey, (K1, ;) mit dem Faktor des
letzen Produkts, wo nur Straten 7 mit 7 > o zugelassen werden, so entspricht
7, der kanonischen Projektion. Insbesondere bildet 7, Faktoren, die zu Straten
7 mit o & 7 gehdren, auf 0 ab. Wenn wir entsprechend H*Ey, (K¢~!) gemif 6.8.
mit Hom(M/M,,N) ® H [:Tl(UU) identifizieren, so enspricht der Randhomomor-

phismus 9, wegen Schritt 3 und Schritt 4 (genauer 6.16 und 6.17) der direkten

Summe

EB iro ® [T:0]

>0
wobei i, : Hom(M/M.,N) — Hom(M/M,,N) von der Inklusion M, C M.
induziert und [7: o] der Inzidenzhomomorphismus ist. Dies beendet den Beweis.

6.c. Beweis des Zusatzes

Schlieklich kommen wir zum Beweis des Zusatzes von 3.15. Wir erinnern noch
einmal kurz daran, wie wir die Spektralsequenz E(S, K) fiir eine Isotropie-Strati-
fizierung S und eine S-konstruierbare Untergarbe K von Mx konstruiert haben.
Sei Q°* = Q*(N) der De-Rham-Komplex mit Werten in N. Anwendung des Funk-
tors

Homp(—, Q*) auf die Isotropie-Stratifizierung
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gab uns eine Filtrierung
HOmP(Mx, Q') = Homp(lCO, Q.) Cc...C HOmr(K”, Q) = Homp(IC, Q.)

von Kettenkomplexen und E(S, K) ist die Spektralsequenz dieser Filtrierung.
(a) Ist T eine feinere Isotropiestratifizierung, so gibt uns der Morphismus von
Filtrierungen K% — K% aus dem Zusatz von 2.31. einen Morphismus von Fil-
trierungen

Homyp (K%, Q°*) — Homp (K%, Q°),

welcher einen Homomorphismus von Spektralsequenzen fs 7 : E(S,K) — E(7,K)
induziert, vgl. [McC, Th. 3.5|. Beachte, dass K% = K% = Mx und K% = K% = K
sind. Daher konvergiert diese Spektralsequenz gegen die Identitét von

H* Homp(K°, Q°) = Extj:(K,N) und auf E7"" ist fs 7 durch die Identitit von
H*Homr(Mx,Q°*) = Ext}:(Mx,Nx) gegeben. Auf E* fir 0 <p < n —1 ist
der Morphismus fs 7 gegeben durch Abbildungen der Form

H* Extp (K2 /KET Q%) — H* Extp (K3 /KPT,Q0),

die von den im Zusatz von 2.31. beschriebenen Homomorphismen K% /K5 —
ke /ICgLJrl induziert sind, woraus die Behauptung folgt, da dieser Homomor-
phismus von den Inklusionen |7| C |o| iiber alle 0 € S und 7 € T mit |7| C |o]
induziert sind.

(b) kann man analog beweisen. Der Restriktionshomomorphismus

HOHI[‘(IC, Q.) — HOI’HFV (IC|V, Q.|V)

ist ein Homomorphismus von filtrierten Kettenkomplexen und dieser induziert
die gewtlinschte Abbildung von Spektralsequenzen.
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Kapitel 7

Schlufs

7.a. Zusammenfassung

Wir haben die klassischen Resultate, nédmlich die Isomorphismen H*(I'; M) =
H*(T\X; M) und H*(T',MY) = Ext*(M, k) (was an &t/ (M, k) = 0 fiir j > 0
lag) als Spezialfille des folgenden allgemeinen Phidnomens erkannt: Der Ver-
gleichshomomorphismus

a: H*(T; Hom(M, N)) — Ext* (M, N)

ist ein Isomorphismus, wenn M oder N ein trivialer '-Modul ist. Fiir allgemeine
Darstellungen M und N sitzt « in einer langen exakten Sequenz

L He (WD) — H*(T) S Ext® — Ho (WD) — ..,
wobei W, ein Kettenkomplex von I'-Moduln ist, der gradweise durch
W; = [[ Hom(M/M"~, N)

gegeben ist, wobei das Produkt iiber eine Représentantenmenge der Orbits aller
j-dimensionalen Simplizes genommen wird (nachdem man eine I'-Stratifizierung
von X gewihlt hat). Der Komplex WY ist dann trivial, wenn M und N fiir alle
x € X keine gemeinsamen nichttrivialen I';-Untermoduln besitzen, also z.B.
wenn M oder N trivial ist, so dass die klassischen Resultate auf einfache Weise
aus der langen exakten Sequenz gefolgert werden.

Wir betonen, dass wir im Kontrast zu [Sin| vermeiden, bei den Beweisen auf
die Poincaré-Verdier-Dualitédt zuriickgreifen. Die Beweise beruhen auf hier ent-
wickelte Berechnungsmethoden der Invarianten Extf.(A, —) fiir diilnne Garben
A (die Quotienten der Isotropiestratifizierung von konstruierbaren Untergarben
von M, also z.B. p* M, haben diese Form). Diese Methoden fithren u.a. dazu,
dass die Invarianten Ext*(M, ') mit der De-Rham-Auflosung pt (2% ) @ N von
N berechnet werden kénnen.

Die obige lange exakte Sequenz war Ausgangspunkt vieler Einsichten iiber
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die Eigenschaften der Invarianten Ext*(M,N) bzw. der Garben &xt* (M, N).
Letztere ist isomorph zu den Homologiegarben H,, . 1(plW,), wobei W, ein
Komplex von konstruierbaren Garben ist, der lokal (d.h. auf offenen Sternen
von Simplizes) definiert ist durch

H (U, s We) = Wo(SNU,).

Es folgt, dass &xt* (M, N') halmweise endlichdimensional ist und fiir * > dim(X)
verschwindet. Wir konstruierten Beispiele, wo Ext3™) =1 (M, N) 4 0 gilt, was
den Kontrast zu der speziellen Situation aufzeigt, wo Ext’ (M,N)=0firj>0
gilt, wenn M oder N trivial ist. Zu den globalen Verschwindungsresultaten ge-
hort Ext? (M, N) = 0 fiir alle j > dim(X). Dies gilt auch fiir j = n, wenn T'\ X
nicht kompakt ist.

In Kapitel 4 demonstrierten wir diese Methoden an speziellen Beispielen, wo
wir allgemein die Halme von &xt* (M, N) fiir kleine Dimensionen berechnet ha-
ben und die globale Berechenbarkeit der Invarianten Ext* (M, ) bzw. H, (W)
bei niederdimensionalen Beispielen diskutierten, die von arithmetischen Grup-
pen herriihren (vollstdndige Berechnung ist durchgefiihrt fiir die Modulgruppe
I’ = SLy(Z)). Leider stofen wir bei SL2(Oy4), wobei Oy der Ganzheitsring des
imaginér quadratischen Zahlenkorpers mit Diskriminante d ist, auf Grenzen der
Berechenbarkeit, die denen bei der Kohomologie von SLy(O) verwandt sind.
Dies mag zwar ein weiteres Indiz dafiir sein, wie &hnlich sich die Invarianten
Ext*(M,N) und H*(T; Hom(M, N)) verhalten. Aber es stérkt nicht die Hoff-
nung, einen Erfolg bringenden Zugang zur Kohomologie H*(I'; Hom(M, N)) iiber
die Invarianten H*(T'; Hom(M, N)) zu bekommen. Zumindest in dieser Hinsicht
scheint die lange exakte Sequenz 3.21. geeigneter zu sein, weil H*(Y;; M) leich-
ter zu berechnen ist als Ext* (M, A), denn M ist lokalkonstant auf der reguléren
Menge Y.

7.b. Bemerkung iiber positive Charakteristik

In der vorliegenden Arbeit sind wir durchgéngig davon ausgegangen, dass der
Grundkorper R oder C ist. Dies war groftenteils der Bequemlichkeit wegen, um
folgende technische Bedingung zu vermeiden, die stets erhoben werden muss,
um zu dhnlichen Resultaten zu gelangen:

Die Charakteristik des Grundkorpers k sei teilerfremd zur Ord-
nung des Stabilisators I';, fiir alle x € X

An den wenigen Stellen, wo das Lemma von Schur benutzt wurde, um Aussagen
iiber Homr, (M/M"= N) zu treffen, miissen wir zusitzlich voraussetzen, dass k
algebraisch abgeschlossen ist.

Fiir positive Charakteristik besitzt allerdings Kapitel 5 keine Entsprechung.
Dieses Kapitel ist fiir sich genommen interessant, aber es wurde auch dafiir be-
nutzt, um in Kapitel 6 die Spektralsequenz 3.15. herzuleiten, so dass dieser
Zugang nicht fiir positive Charakteristik geeignet zu sein scheint.
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Es gibt aber eine dhnliche Methode, die fiir beliebige Charakteristik zu den
gleichen Zielen fiihrt. Technisch gesehen unterscheidet sie sich kaum von der in
Kapitel 6, so dass es moralisch keinen Unterschied macht, welche man ausfiihrt.
Im Folgenden sei jene Methode kurz skizziert.

Anstatt der De-Rham-Auflésung arbeitet man mit einer injektiven Auflé-
sung kx — J°* von I'-Garben, so dass Jé fir alle z € X und 7 > 0 ein trivialer
I',-Modul ist. (Dies ist einfach die Standardauflésung von kx aus [Gro, Prop.
5.1.2] — der T',-Modul k ist injektiv, weil die Ordnung von T', invertierbar in
k ist). Die Rolle von Q*(N) spielt nun N ® J° = Hom(NY,J*), welche eine
Auflésung von Nx mit injektiven I'-Moduln ist. Wir betrachten die Isotropie-
Stratifizierung p* M = M™ C ... M% = Mx. Sie induziert eine Folge von Pro-
jektionen

M/M™ - M/ ML = M/ M

und damit eine Filtrierung
Homp(M/M! NV ® 7°) C ... € Homp(M/p*M,NY @ J°)

(beachte: Homp(—, NV ®J*®) ist exakt). Die sukzessiven Quotienten sind von der
Form Hom(M™/M™ NY®J*), also bekommen wir mit den selben Methoden
wie in Kapitel 6 eine Spektralsequenz

EY* =W, _,_; = Ext’™(Mx/p*M,Nx),

aus der wir wegen 1.25 die gleichen Folgerungen ziehen kénnen wie aus der
Spektralsequenz 3.15. in Kapitel 3.

7.c. Ausblick/ offene Fragen

In diesem letzten Abschnitt ist eine Auswahl von Fragen aufgelistet, die im
Rahmen dieser Arbeit nicht beantwortet werden konnten.

7.1. (Berechenbarkeit). Durch diese Arbeit ist der Homomorphismus

a: Ext*(M,N) — H*(T; Hom(M, N)) (mittels Berechnung von H, (W) in klei-
nen Dimensionen sehr gut verstanden. Man gerit aber schon bei dim(X) = 3
(z.B. wenn X der obere Halbraum und I' = SLy(O) fiir einen Ganzheitsring O
eines quadratisch imagindren Zahlenkorpers ist) an die Grenzen der Berechen-
barkeit, wie man in Abschnitt 4.c. ab Seite 64 sieht, und man st6ft leider auf
ahnliche Probleme wie bei der Kohomologie von SLy(O). In diesem Sinne ist
noch viel fiir die Berechenbarkeit von Ext*(M,N) oder gar H.(W.) zu tun.

7.2. (Zusatzliche Strukturen). Die Kohomologie von T' besitzt viele zusétzli-
che Strukturen. Da wéren z.B. die multiplikative und die Hodge-Struktur so-
wie die Operation der Hecke-Algebra im Falle arithmetischer Gruppen. Alles
deutet darauf hin, dass mittels der De-Rham-Auflésung die ersten beiden ge-
nannten Strukturen auch auf den Invarianten Ext* (M, N') verwirklicht werden
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kénnen. Die aus zahlentheoretischer Sicht interessante Operation der Hecke-
Algebra (oder etwas Verwandtes) scheint sich nicht verwirklichen zu lassen, weil
auf den Invarianten Ext* (M, N) die dazu notigen Transferabbildungen nicht in
dieser Form existieren.

7.3. (Endlichkeit). An dem Satz 4.18. ist die Forderung, dass p(Xy) fiir alle
Stabilisatoren nur endlich viele Komponenten besitzen soll, nicht zufriedenstel-
lend. Vermutlich gilt das fiir alle dort betrachteten arithmetischen Gruppen I'.
Diese und &hnliche Fragen, die die Endlichkeit von T'\ X in jeglicher Form betref-
fen und damit zwangslaufig etwas mit Kompaktifizierungen von zu tun haben,
sind auch fiir sich genommen interessant.

7.4. (Azyklische Auflésungen). Nachdem wir in 5.20. gesehen haben, dass die
De-Rham-Aufldsung azyklisch beziiglich dem Funktor Homr (p* M, —) ist, taucht
natiirlich die Frage auf, ob im Kontext arithmetischer Gruppen eine von der Lie-
Algebra von G herriihrende Auflosung in [BW, VII, 2.7] entsprechende azykli-
sche Auflésung der Garbe Ny existiert. Uberhaupt wére es interessant zu wissen,
wie man etablierte Techniken fiir das Studium der Kohomologie arithmetischer
Gruppen (wie sie z.B. in [LH], Seiten 1 bis 30 von Schwermer, vorgestellt wer-
den) auf die Invarianten Ext™ (M, N) (oder allgemeiner Ext{ (K, Nx), K C Mx)
iibertragen konnte.
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