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Eine geometrische Charakterisierung des lokalen Phragmén-Lindelöf Prinzips

für algebraische Flächen in Cn

Im Jahr 1973 bewies Hörmander, daß sich die Surjektivität eines linearen partiellen Diffe-
rentialoperators mit konstanten Koeffizienten P (D) : A(Rn) → A(Rn) anhand der folgenden
Abschätzungen vom Phragmén-Lindelöf Typ charakterisieren läßt, welche in den reellen Punk-
ten der Nullstellenvarietät des Hauptteils von P gelten: Eine analytische Menge V ⊂ Cn erfüllt
das lokale Phragmén-Lindelöf Prinzip PL loc(ξ) in einem Punkt ξ ∈ V ∩Rn, wenn Konstanten
0 < r1 < r2 und A ≥ 1 existieren, so daß für jede plurisubharmonische Funktion u auf V , welche
u(z) ≤ 1 für alle z ∈ V ∩ B(ξ, r1) und u(x) ≤ 0 für alle x ∈ V ∩ B(ξ, r1) ∩ Rn erfüllt, die
Abschätzung u(z) ≤ A|Im z| für alle z ∈ V ∩B(ξ, r2) gilt.

Im Jahr 2004 haben Braun, Meise und Taylor erstmals eine geometrische Charakterisie-
rung dafür gegeben, daß eine analytische Menge V ⊂ C3 der reinen Dimension 2 die Bedingung
PL loc(ξ) in einem reellen Punkt ξ ∈ V ∩R3 erfüllt. Dazu entwickelten sie das Konzept der Grenz-
varietäten entlang einfacher Kurven, welche Approximationen an V von höherer Ordnung in
Konoiden (das sind verallgemeinerte Kegel) darstellen. Unter Verwendung von Grenzvarietäten
leiten wir die folgende notwendige Bedingung für PL loc her, welche einen Zusammenhang zum
starken Phragmén-Lindelöf Prinzip (SPL) herstellt:
Hauptsatz 1. Ist V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k ≥ 1 mit 0 ∈ V ,
welche das Prinzip PL loc(0) erfüllt, so gilt für jede reelle einfache Kurve γ in Rn und jedes
d ≥ 1, daß die Grenzvarietät Tγ,dV das Prinzip (SPL) erfüllt, sofern Tγ,dV =/ 0/ ist.

Für Tγ,dV =/ 0/ folgt insbesondere, daß Tγ,dV ∩Rn =/ 0/ und somit eine reell-analytische Menge
der reinen reellen Dimension k ist. Ferner erhält man aus Hauptsatz 1 zusammen mit Hörmanders
oben genannter Charakterisierung ein neues notwendiges Kriterium dafür, daß P (D) auf A(Rn)
surjektiv ist.

Erfüllt V das Prinzip PL loc(0), so haben Braun, Meise und Taylor gezeigt, daß V eine
Hyperbolizitätseigenschaft in denjenigen Konoiden besitzt, welche zu reellen regulären Punkten
einer Grenzvarietät gehören. Diese nennen sie (γ, d)-Hyperbolizität. Hat eine analytische Menge
V ⊂ Cn der reinen Dimension k ≥ 1 die Eigenschaft, daß jede Grenzvarietät Tγ,dV entlang
einer reellen einfachen Kurve γ das Prinzip PL loc(ξ) in jedem reellen Punkt ξ ∈ Tγ,dV erfüllt,
und ist V (γ, d)-hyperbolisch in jedem Punkt η ∈ (Tγ,dV )reg ∩ Rn, so heißt V hyperbolisch in
Konoiden (im Ursprung).

Wie Meise und Taylor gezeigt haben, impliziert das Prinzip (SPL) das Prinzip PL loc(ξ) in
jedem reellen Punkt ξ. Daher folgt aus Hauptsatz 1, daß Hyperbolizität in Konoiden notwendig
dafür ist, daß V das Prinzip PL loc(0) erfüllt. Basierend auf der Arbeit von Braun, Meise und
Taylor zeigen wir für algebraische Mengen V ⊂ Cn der reinen Dimension 2 mit 0 ∈ V , daß
Hyperbolizität in Konoiden auch hinreichend dafür ist:
Hauptsatz 2. Ist V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension 2 mit 0 ∈ V , so
sind äquivalent:
(1) V erfüllt PL loc(0),
(2) V ist hyperbolisch in Konoiden,
(3) V erfüllt die Bedingungen der Hyperbolizität in Konoiden in geeigneter Weise für den Tan-

gentialkegel T0V und für eine geeignete Menge endlich vieler Grenzvarietäten Tγ,dV .
Weil T0V homogen und Tγ,dV translationsinvariant in Richtung der Tangente von γ im

Ursprung ist, läßt sich PL loc für die Mengen in (c) anhand bekannter Kriterien überprüfen.
Die Schwierigkeit im Beweis von Hauptsatz 2 besteht darin, Abschätzungen von Grenzva-

rietäten Tγ,dV zurück auf V in Konoiden zu übertragen, welche mehrere reelle Verzweigungs-
kurven bzgl. jeder nicht-charakteristischen Projektion enthalten. Hierzu zeigen wir, daß sich
die Vielfachheit solcher Verzweigungskurve im Ursprung nur in Abhängigkeit vom Grad von V

beschränken läßt. An dieser Stelle geht die Voraussetzung ein, daß V algebraisch ist.



A geometric characterization of the local Phragmén-Lindelöf principle for

algebraic surfaces in Cn

In 1973 Hörmander proved that surjectivity of a linear partial differential operator with
constant coefficients P (D) : A(Rn) → A(Rn) is characterized by the following estimates of
Phragmén-Lindelöf type which hold on the real points of the zero variety of the symbol of P :
An analytic set V ⊂ Cn satisfies the local Phragmén-Lindelöf principle PL loc(ξ) at a point
ξ ∈ V ∩ Rn, if there exist constants 0 < r1 < r2 and A ≥ 1 such that any plurisubharmonic
function u on V satisfying u(z) ≤ 1 for z ∈ V ∩B(ξ, r1) and u(x) ≤ 0 for x ∈ V ∩B(ξ, r1)∩Rn

also satisfies u(z) ≤ A|Im z| for z ∈ V ∩B(ξ, r2).
In 2004 Braun, Meise, and Taylor gave a geometric characterization for an analytic set

V ⊂ C3 of pure dimension 2 to satisfy PL loc(ξ) at a real point ξ ∈ V ∩R3. For this purpose they
developed the notion of limit varieties along simple curves which are higher order approximations
to V in conoids (i.e. generalized cones). Using limit varieties we obtain the following necessary
condition for PL loc in relation to the strong Phragmén-Lindelöf principle (SPL):

Theorem 1. Let V ⊂ Cn be an analytic set of pure dimension k ≥ 1 satisfying PL loc(0) at
0 ∈ V . Then for any real simple curve γ in Rn and any d ≥ 1 the limit variety Tγ,dV satisfies
(SPL) provided Tγ,dV =/ 0/.

In particular it follows from Theorem 1 that Tγ,dV =/ 0/ implies Tγ,dV ∩ Rn =/ 0/. Hence
Tγ,dV ∩ Rn is a real-analytic set of pure real dimension k. Moreover, Theorem 1 combined
with Hörmander’s characterization from above gives a new necessary condition for the surjecti-
vity P (D) on A(Rn).

For V satisfying PL loc(0) Braun, Meise, and Taylor proved certain hyperbolicity properties
in those conoids that are related to real regular points of limit varieties which they called (γ, d)-
hyperbolicity. An analytic set V ⊂ Cn of pure dimension k ≥ 1 is said to be hyperbolic in conoids
(at the origin), if any limit variety Tγ,dV along some real simple curve γ satisfies PL loc(ξ) at
any point ξ ∈ Tγ,dV ∩Rn and V is (γ, d)-hyperbolic at any point η ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn.

Meise and Taylor proved that (SPL) implies PL loc(ξ) at any real point ξ. Hence it follows
from Theorem 1 that hyperbolicity in conoids is necessary for V to satisfy PL loc(0). Based upon
results of Braun, Meise, and Taylor we show for algebraic sets V ⊂ Cn that hyperbolicity in
conoids is also sufficient:

Theorem 2. Let V ⊂ Cn be an algebraic subset of pure dimension 2 containing the origin. The
following are equivalent:

(1) V satifies PL loc(0),
(2) V is hyperbolic in conoids,
(3) V satisfies the conditions of hyperbolicity in conoids appropriately for the tangent cone T0V

and for a particular finite set of limit varieties Tγ,dV .

Since T0V is homogeneous and Tγ,dV is shift-invariant in direction of the tangent of γ at the
origin one can verify PL loc for the sets in (c) using well known criteria.

The difficulty in the proof of Theorem 2 consists of the attempt to pass estimates from limit
varieties Tγ,dV back to V in conoids which contain several real branch curves with respect to
any non-characteristic projection. For this purpose we show that the multiplicity at the origin of
any such branch curve is bounded only in terms of the degree of V . Here the assumption on V

to be algebraic is applied.
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4.1 Nicht-einfache Punkte in Grenzvarietäten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.2 Kritische Niveaus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.3 Konstruktion einer endlichen Menge C reeller einfacher Kurven in Rn . . . . . . 25
4.4 Charakterisierung von PL loc(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Anhang 46

Literaturverzeichnis 50



Einleitung

Im Jahr 1973 bewies Hörmander in [14], daß sich die Surjektivität eines partiellen Differentialope-
rators mit konstanten Koeffizienten P (D) auf dem Raum der reell-analytischen Funktionen A(Ω)
für Ω ⊂ Rn offen und konvex anhand von Abschätzungen charakterisieren läßt, welche für alle
plurisubharmonischen Funktionen auf der Nullstellenvarietät V (Pm) des Hauptteils Pm von P

gelten. Diese Abschätzungen erhielten den Namen Phragmén-Lindelöf Abschätzungen aufgrund
ihrer Ähnlichkeit zu denen im klassischen Phragmén-Lindelöf Theorem der komplexen Analysis.

Im Fall Ω = Rn zeigte Hörmander, daß P (D) : A(Rn) → A(Rn) genau dann surjektiv ist,
wenn V (Pm) das folgende lokale Phragmén-Lindelöf Prinzip PL loc(ξ) in allen reellen Punkten
ξ ∈ V (Pm) ∩Rn erfüllt:

Definition. Eine analytische Menge V ⊂ Cn erfüllt das lokale Phragmén-Lindelöf Prinzip
PL loc(ξ) in einem Punkt ξ ∈ V ∩Rn, wenn Konstanten 0 < r1 < r2 und A ≥ 1 existieren, so
daß für jede plurisubharmonische Funktion u auf V , welche u(z) ≤ 1 für alle z ∈ V ∩ B(ξ, r1)
und u(x) ≤ 0 für alle x ∈ V ∩ B(ξ, r1) ∩ Rn erfüllt, die Abschätzung u(z) ≤ A|Im z| für alle
z ∈ V ∩B(ξ, r2) gilt.

Im Laufe der Zeit haben verschiedene Autoren diese und weitere Abschätzungen vom Phrag-
mén-Lindelöf Typ dazu verwendet, Eigenschaften von partiellen Differentialoperatoren auf ver-
schiedenen Räumen zu charakterisieren:

Für eine offene Teilmenge Ω ⊂ Rn haben Meise, Taylor und Vogt 1990 in [16] die Frage
beantwortet, wann P (D) : C∞(Ω) → C∞(Ω) eine stetige lineare Rechtsinverse besitzt. Ist Ω
zusätzlich konvex, so läßt sich ihre Antwort mittels Fourier-Analysis in Form einer globalen
Phragmén-Lindelöf Bedingung an die Nullstellenvarietät von P (−z) ausdrücken.

Vogt verwendete 2007 Hörmanders lokales Phragmén-Lindelöf Prinzip in [20], um diejenigen
kompakten kohärenten reell-analytischen Varietäten X ⊂ Rn anzugeben, auf denen ein stetiger
linearer Ausdehnungsoperator A(X)→ A(Rn) existiert.

Im Jahr 1992 übersetzte Braun in [1] Hörmanders Charakterisierung für die Surjektivität
von P (D) auf A(Rn) im Fall n = 3 in eine geometrische Charakterisierung, welche Bedingungen
an die reellen Punkte der Nullstellenvarietät des Hauptteils von P stellte.

Im Jahr 2004 haben Braun, Meise und Taylor in [9] erstmals eine geometrische Charakterisie-
rung dafür gegeben, daß eine analytische Menge V ⊂ C3 der reinen Dimension 2 die Bedingung
PL loc(ξ) in einem reellen Punkt ξ ∈ V ∩ R3 erfüllt. Dazu entwickelten sie das Konzept der
Grenzvarietäten entlang einfacher Kurven, welches in Kapitel I dieser Arbeit vorgestellt wird.

Eine Grenzvarietät Tγ,dV entlang einer einfachen Kurve γ ist eine Approximation an V

der Ordnung d ≥ 1 in einem Konoid. Dies ist ein verallgemeinerter Kegel, dessen Spitze im
Ursprung liegt und dessen Profil von höherer Ordnung entlang einer komplexen Kurve zusam-
menschrumpft.
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Als ein Resultat dieser Arbeit wird in Kapitel II unter Verwendung von Grenzvarietäten die
folgende notwendige Bedingung gezeigt, welche einen Zusammenhang zwischen PL loc und dem
starken Phragmén-Lindelöf Prinzip (SPL) (siehe Definition 2.2) herstellt:

Hauptsatz 1. Ist V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k ≥ 1 mit 0 ∈ V ,
welche das Prinzip PL loc(0) erfüllt, so gilt für jede reelle einfache Kurve γ in Rn und jedes
d ≥ 1, daß die Grenzvarietät Tγ,dV das Prinzip (SPL) erfüllt, sofern Tγ,dV =/ 0/ ist.

Für Tγ,dV =/ 0/ folgt insbesondere, daß Tγ,dV ∩ Rn =/ 0/ und somit eine reell-analytische Menge
der reinen reellen Dimension k ist.

Im Beweis von Hauptsatz 1 wird verwendet, daß sich (SPL) durch Abschätzungen für Ex-
tremalfunktionen ausdrücken läßt. Um diese nachzuhalten, werden Aussagen von Meise, Taylor
und Vogt über geometrische Konvergenz benötigt, womit sich Abschätzungen von V auf Tγ,dV
übertragen lassen. Somit genügt es, plurisubharmonische Funktionen auf V in hinreichend klei-
nen Konoiden zu lokalisieren, um Aussagen über plurisubharmonische Funktionen auf Tγ,dV zu
treffen.
Zusammen mit Hörmanders oben genannter Charakterisierung erhält man ein neues notwendiges
Kriterium dafür, daß P (D) auf A(Rn) surjektiv ist (siehe Folgerung 2.10).

Meise und Taylor haben in [15] gezeigt, daß das Prinzip (SPL) das Prinzip PL loc in jedem
reellen Punkt impliziert. Daher folgt aus Hauptsatz 1 für eine analytische Menge V mit 0 ∈ V ,
die PL loc(0) erfüllt, daß jede Grenzvarietät Tγ,dV entlang einer reellen Kurve γ das Prinzip
PL loc(ξ) in jedem reellen Punkt ξ ∈ Tγ,dV ∩Rn erfüllt.

Wie Braun, Meise und Taylor in [9] gezeigt haben, impliziert PL loc(0) für V weiterhin,
daß V eine Hyperbolizitätseigenschaft in denjenigen Konoiden besitzt, welche zu reellen re-
gulären Punkten einer Grenzvarietät gehören. Diese nennen sie (γ, d)-Hyperbolizität (siehe De-
finition 2.12).

Analog zu [9] definiert man: Hat eine analytische Menge V ⊂ Cn der reinen Dimension k ≥ 1
die Eigenschaft, daß jede Grenzvarietät Tγ,dV entlang einer reellen einfachen Kurve γ das Prinzip
PL loc(ξ) in jedem reellen Punkt ξ ∈ Tγ,dV erfüllt, und ist V (γ, d)-hyperbolisch in jedem Punkt
η ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn, so heißt V hyperbolisch in Konoiden (im Ursprung).

Für eine algebraische Menge V ⊂ Cn der reinen Dimension 2 (eine algebraische Fläche)
mit 0 ∈ V ist Hyperbolizität in Konoiden auch hinreichend dafür, daß V das Prinzip PL loc(0)
erfüllt. Es gilt die folgende Charakterisierung:

Hauptsatz 2. Ist V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension 2 mit 0 ∈ V , so
sind äquivalent:

(1) V erfüllt PL loc(0),
(2) V ist hyperbolisch in Konoiden,
(3) V erfüllt die Bedingungen der Hyperbolizität in Konoiden in geeigneter Weise für den

Tangentialkegel T0V und für eine geeignete Menge endlich vieler Grenzvarietäten Tγ,dV

(siehe Abschnitt 4.3).

Weil der Tangentialkegel T0V homogen bzw. jede Grenzvarietät Tγ,dV translationsinvariant
in Richtung der Tangente von γ im Ursprung ist, läßt sich für die Mengen in (c) das lokale
Phragmén-Lindelöf Prinzip anhand bekannter Charakterisierungen überprüfen.

Im Beweis von Hauptsatz 2 müssen Eigenschaften von Grenzvarietäten zurück auf V über-
tragen werden (siehe Kapitel IV). Dies erweist sich als schwierig in den singulären reellen Punk-
ten η der Grenzvarietät, welche dadurch entstehen können, daß V im zugehörigen Konoid meh-
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rere reelle Verzweigungskurven bzgl. jeder nicht-charakteristischen Projektion enthält; das sind
Projektionen, welche Tγ,dV in einer Umgebung von η ”vernünftig“ projizieren. Solche Punkte
werden als nicht-einfache Punkte bezeichnet.

Um V in einem Konoid zu untersuchen, in dem mehrere reelle Verzweigungskurven bzgl.
einer nicht-charakteristischen Projektion liegen, verkleinert man das Konoid, indem man die
Ordnung erhöht, mit der das Profil zusammenschrumpft. Auf diese Weise erhält man ein Kono-
id, welches weniger Verzweigungskurven enthält. Um diesen Schritt mathematisch umzusetzen,
wird in Kapitel III zunächst gezeigt, daß sich die Vielfachheit jeder Verzweigungskurve bzgl.
einer nicht-charakteristischen Projektion im Ursprung nur in Abhängigkeit vom Grad von V

beschränken läßt. An dieser Stelle geht die Voraussetzung ein, daß V algebraisch ist.

Abschließend wird in einem Beispiel Hauptsatz 2 auf eine algebraische Fläche im C4 ange-
wendet.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Professor Meise für die interessante Themenstellung und
die hervorragende Betreuung, ohne die diese Arbeit nicht hätte entstehen können.
Ebenso bedanken möchte ich mich bei meiner Familie und meiner Freundin für ihre Unterstützung.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Geometrische Grundbegriffe der komplexen Analysis

Diese Arbeit beginnt mit einer Einführung grundlegender geometrischer Begriffe, wie sie zum
Beispiel im Buch ”Complex Analytic Sets“ [11] von Chirka zu finden sind.

Sei Ω ⊂ Cn offen, dann heißt V ⊂ Ω eine komplexe analytische Teilmenge, wenn gilt: Zu
jedem Punkt z ∈ Ω gibt es eine Umgebung U von z in Ω und f1, . . . , fN ∈ H(U), so daß gilt

U ∩ V = {w ∈ U : f1(w) = . . . = fN (w) = 0}.

Offensichtlich ist V abgeschlossen in Ω.
V ⊂ Cn heißt (lokal) analytische Menge, wenn V nur in der Nähe eines jeden Punktes

z ∈ V die Nullstellenmenge endlich vieler holomorpher Funktionen ist. Offenbar ist jede lokal
analytische Menge die analytische Teilmenge einer geeigneten offenen Umgebung.

Ein Punkt z ∈ V heißt regulär, falls eine Umgebung U von z in Ω existiert, so daß U ∩ V
eine komplexe Untermannigfaltigkeit von U ist. Die (komplexe) Dimension dieser Untermannig-
faltigkeit ist die Dimension von V im Punkt z, geschrieben als dimz V . Isolierte Punkte von V

sind regulär als Untermannigfaltigkeiten der Dimension 0. Definiert man Vreg als Menge aller
regulären Punkte von V , so ist Vreg per Definition offen in V . Wir bezeichnen ihr Komplement
Vsing := V \ Vreg als die Menge der singulären Punkte von V .

Nach [11], Abschnitt 4.5, ist Vsing eine analytische Teilmenge von Ω, welche nirgends dicht
in V ist. Daher läßt sich die Dimension von V an einem beliebigen Punkt z ∈ V definieren als

dimz V := lim sup
w∈Vreg, w→z

dimw V.

Ferner setzen wir
dimV := max

z∈V
dimz V = max

z∈Vreg

dimz V.

Wir sagen V ist rein k-dimensional, falls dimz V = k für alle z ∈ V gilt. Eine rein zweidimen-
sionale, lokal analytische Menge in Cn bezeichnen wir als analytische Fläche. Eine Teilmenge
von Cn heißt (affin) algebraisch, wenn sie die Nullstellenmenge endlich vieler Polynome ist.

In dieser Arbeit bezeichne | . | die euklidische Norm in Cn. Für a ∈ Cn, r > 0 ist B(a, r) =
{z ∈ Cn : |z − a| < r}, und wir setzen Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.
Grass(k, n) ist die (komplexe) Grassmann-Mannigfaltigkeit aller k-dimensionalen linearen Teil-
räume von Cn.
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1.1 Definition. Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge und z ∈ V . Wir sagen v ∈ Cn ist tangential
zu V im Punkt z, falls es Folgen (zj)j∈N in V und (tj)j∈N in C gibt, so daß limj→∞ zj = z und
v = limj→∞ tj(ζj − z) = v gilt. Wir bezeichnen die Menge aller zu V in z tangentialen Vektoren
als Tangentialkegel TzV .

Offensichtlich ist TzV ein komplexer Kegel, d.h. für jedes v ∈ TzV und jedes λ ∈ C ist
λv ∈ TzV .

1.2 Definition. Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k ≥ 1 in der Umge-
bung eines Punktes z ∈ V ∩Rn.

(a) Ein linearer Teilraum L von Cn heißt nicht-charakteristisch für V im Punkt z, falls gilt:
dimL = n− k, L wird über C von reellen Vektoren aufgespannt, und L ∩ TzV = {0}.
Wir bezeichnen mit NC(V, z) ⊂ GrassR(n − k, n) die Menge aller für V in z nicht-charak-
teristischen Teilräume von Cn.

(b) Eine Projektion π in Cn heißt nicht-charakteristisch für V im Punkt z, wenn rankπ = k ist,
Bild und Kern von π überC von reellen Vektoren aufgespannt werden, und kerπ∩TzV = {0}
gilt.

Ist π eine nicht-charakteristische Projektion für V in z ∈ V ∩Rn, so existieren Basen offener
Umgebungen (Xj)j∈N von z und (Yj)j∈N von π(z) in Cn mit der Eigenschaft, daß für jedes
j ∈ N die Abbildung π : V ∩ Xj → Yj eigentlich ist, d.h. das Urbild jeder kompakten Menge
in Yj unter π|V ∩Xj ist kompakt.

Lokal läßt sich eine analytische Menge durch eigentliche Projektionen folgendermaßen be-
schreiben (siehe [11], Theorem 3.7):

1.3 Theorem. Sei U ⊂ Cn offen, V ⊂ U eine analytische Teilmenge der reinen Dimension
k ≥ 1, und π eine Projektion in Cn vom Rang k, so daß für U ′ := π(U) die Abbildung π : V → U ′

eigentlich ist. Dann existieren eine analytische Teilmenge σ ⊂ U ′ der Dimension < k und
m ∈ N, so daß gilt:

(1) π : V \ π−1(σ)→ U ′ \ σ ist eine lokal biholomorphe Abbildung und #(π−1(z′) ∩ V ) = m für
jedes z′ ∈ U ′ \ σ,

(2) π−1(σ) ist nirgends dicht in V .

Ist σ minimal, so sagen wir, π : V → U ′ ist eine m-blättrige analytische Überlagerung mit
kritischer Menge σ.

Im Folgenden bezeichne Pn den komplexen projektiven Raum der Dimension n. Wir identi-
fizieren Cn mit

U0 := {(z0 : z1 : . . . : zn) ∈ Pn : z0 = 1},

und bezeichnen mit

H∞ := Pn \ U0 = {(z0 : z1 : . . . : zn) ∈ Pn : z0 = 0}

die Menge der unendlich fernen Punkte in Pn.
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1.4 Definition. Sei V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der Dimension k ≥ 1. Nach [11],
Abschnitt 7.2, ist V

Pn eine algebraische Menge in Pn, daher gibt es homogene Polynome
f1, . . . , fN ∈ C[z0, . . . , zn] mit V P

n

∩H∞ = V (z0, f1, . . . , fN ). Bezeichne

ρ : U∗0 := Cn \ {0} → H∞, (1 : z1 : . . . : zn)→ (0 : z1, . . . , zn),

die analytische Abbildung, welche jeder Richtung v ∈ Cn \{0} den Schnittpunkt der komplexen
Geraden t → tv mit der Menge aller unendlich fernen Punkte in Pn zuordnet. Es gilt (siehe
anschließende Bemerkung) V P

n

∩H∞ =/ 0/, daher ist

V ∗h := ρ−1(V P
n

∩H∞) = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn \ {0} | f1 ◦ ρ(z) = . . . = fN ◦ ρ(z) = 0}

eine nicht-leere, analytische Teilmenge von Cn \ {0}.
Für jedes j = 1, . . . , N ist gj := fj ◦ ρ ∈ C[z1, . . . , zn] homogen, daher ist der Abschluß

Vh := V ∗h
Cn = V ∗h ∪ {0} = V (g1, . . . , gN )

eine algebraische Teilmenge von Cn. Wir nennen Vh den Grenzkegel von V .

1.5 Bemerkung. (a) Ist V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension k ≥ 1,
so hat Vh ebenfalls reine Dimension k. Denn V

Pn hat reine Dimension k und H∞ hat reine
Dimension n − 1. Nach [11], Abschnitt 3.5, Proposition 2, hat V P

n

∩ H∞ mindestens reine
Dimension k + (n − 1) − n = k − 1, und dimV

Pn ∩ H∞ < k, weil V P
n

∩ H∞ nirgends dicht
in V

Pn ist. Also hat V P
n

∩H∞ reine Dimension k − 1, und aus [11], Proposition 2.5, folgt die
Behauptung.

(b) Es gilt die Beschreibung

Vh =
{
r lim
j→∞

zj
|zj |

∣∣∣∣ r ∈ C, zj ∈ V, |zj | → ∞} ,
insbesondere ist Vh tatsächlich ein komplexer Kegel.

1.6 Lemma. Sei V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension k ≥ 1 und π eine
Projektion in Cn vom Rang k. Dann sind äquivalent:

(a) π|V ist eigentlich,

(b) kerπ ∩ Vh = {0},

(c) es existiert ein C ≥ 1 mit |z| ≤ C(1 + |π(z)|) für alle z ∈ V .

Beweis. ”(a) ⇒ (b)“ Sei π|V eigentlich. Angenommen es existiert ein z ∈ kerπ ∩ Vh \ {0},
oBdA. |z| = 1. Wähle eine Folge (zj)j∈N in V mit |zj | → ∞ und limj→∞ zj/|zj | = z. Setzt man
z′j := π(zj) für j ∈ N, so gilt limj→∞ z

′
j = π(z) = 0. Daher ist K := {z′j : j ∈ N}∪{0} kompakt,

allerdings π−1(K) ∩ V unbeschränkt im Widerspruch zur Voraussetzung.

”(b) ⇒ (c)“ Es gelte kerπ ∩ Vh = {0}. Angenommen für jedes m ∈ N existiert ein zm ∈ V

mit |zm| ≥ m(1 + |π(zm)|). Dann gilt |zm| → ∞. OBdA. sei (zm/|zm|)m∈N konvergent mit
Grenzwert z ∈ Vh. Dann ist |z| = 1. Es gilt |π(z)| = limm→∞|π(zm)|/|zm| ≤ limm→∞ 1/m = 0,
d.h. z ∈ kerπ im Widerspruch zu Vh ∩ kerπ = {0}.

”(c)⇒ (a)“ Sei K ⊂ Cn kompakt. Da π|V stetig ist, ist π−1(K)∩V abgeschlossen und nach (c)
beschränkt, also kompakt.
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1.7 Definition. Ist V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension k ≥ 1, so
heißt ein linearer Teilraum L von Cn nicht-charakteristisch für V im Unendlichen, falls gilt:
dimL = n − k, L wird über C von reellen Vektoren aufgespannt, und L ∩ Vh = {0}. Wir
bezeichnen mit NC(V,∞) ⊂ GrassR(n − 2, n) die Menge aller für V im Unendlichen nicht-
charakteristischen Teilräume von Cn.

Die folgenden Aussagen zeigen, daß es hinreichend viele nicht-charakteristische Unterräume
bzw. Projektionen gibt (siehe [21], Abschnitt 7.7, und [11], Abschnitt 3.4).

1.8 Satz. Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k ≥ 1 in der Umgebung
eines Punktes z ∈ V . Setze

A := {L ∈ Grass(n− k, n) : dimTzV ∩ L > 0}.

Dann ist A eine analytische Teilmenge von Grass(n− k, n).

Wegen Vh = T0(Vh) folgt aus Bemerkung 1.5 (a) und Satz 1.8:

1.9 Folgerung. Ist V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der Dimension k ≥ 1 und setzt man

A := {L ∈ Grass(n− k, n) : Vh ∩ L =/ {0}},

so ist A analytisch in Grass(n− k, n).

Folglich ist in beiden Fällen Grass(n− k, n) \A offen und dicht in Grass(n− k, n).

1.10 Folgerung. Für jedes j ∈ N sei Aj ⊂ Grass(n − k, n) eine echte analytische Teilmenge
und A :=

⋃
j∈NAj. Dann ist Grass(n−k, n)\A dicht in Grass(n−k, n) und GrassR(n−k, n)\A

dicht in GrassR(n− k, n).

Beweis. Nach [11], Anhang 3, können wir Grass(n− 2, n) als komplexe Untermannigfaltigkeit
von PN für N =

(
n
n−2

)
− 1 auffassen. Grass(n− k, n) wird dadurch zu einem kompakten metri-

schen Raum. Insbesondere ist Grass(n− 2, n) vollständig, und die erste Aussage folgt aus dem
Satz von Baire.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei L ∈ GrassR(n − k, n) fest gewählt. Wir konstruieren
eine Karte UL in GrassR(n − k, n) wie folgt: Wähle eine Basis v1, . . . , vn−k ∈ Rn von L, so
daß (vi,j)n−ki,j=1 gleich der Einheitsmatrix ist. Wir fassen die Zeilen einer Matrix als Basis eines
linearen Teilraums von Cn auf und setzen

UL :=

{
Lw =

(
1 0

. . .
0 1

w1,n−k+1 ... w1,n

...
...

wn−k,n−k+1 ... wn−k,n

)∣∣∣∣∣ wi,j ∈ C für 1 ≤ i ≤ n− k, n− k + 1 ≤ j ≤ n

}
.

Dann ist UL eine offene Umgebung von L in Grass(n− k, n). Die Abbildung Φ : Ck(n−k) → UL,
w → Lw ist biholomorph und es gilt Φ(Rk(n−k)) = UL ∩ GrassR(n − k, n). Da Φ−1(Aj ∩ UL)
eine echte analytische Teilmenge von Ck(n−k) ist, ist Φ−1(Aj ∩ UL ∩GrassR(n− k, n)) nirgends
dicht in Rk(n−k) für jedes j ∈ N. Wie zuvor folgt aus dem Satz von Baire auch die zweite
Behauptung.

1.11 Definition. Sei V ⊂ Cn eine analytische Fläche mit 0 ∈ V und L ∈ NC(V, 0). Wir
bezeichnen mit BL die Menge der Verzweigungspunkte einer beliebigen Projektion π in Cn mit
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kerπ = L im Sinne von [11], Abschnitt 2.7: Für z ∈ Vreg sei ϕz : U ′ ⊂ C2 → U ⊂ Vreg eine Karte
für V in einer Umgebung von z, dann ist

BL := Vsing ∪ {z ∈ Vreg : rankD(π ◦ ϕz)(ϕ−1
z (z)) < 2}.

Sind π1, π2 Projektionen in Cn und gilt kerπ1 = kerπ2 = L, so haben π1 und π2 dieselben
Verzweigungspunkte, daher ist BL wohldefiniert.

Unter diesen Voraussetzungen bilden die Verzweigungspunkte einer nicht-charakteristischen
Projektion eine analytische Menge der Dimension ≤ 1.

1.12 Definition. Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge und U eine offene Teilmenge von V . Eine
Funktion f : U → [−∞,∞[ heißt plurisubharmonisch, falls gilt:

(i) f ist lokal nach oben beschränkt,

(ii) f ist plurisubharmonisch auf U∩Vreg: Ist ϕ : U ⊂ Ck → V ⊂ Vreg∩U eine Karte, so ist f ◦ϕ
plurisubharmonisch auf U , d.h. f ◦ϕ ist von oben halbstetig und für jedes η ∈ U und jedes
ξ ∈ Ck ist die Abbildung τ → f ◦ ϕ(η + τξ) subharmomisch auf ihrem Definitionsbereich
{τ ∈ C : η + τξ ∈ U}.

(iii) f erfüllt
f(z) = lim sup

ζ∈U∩Vreg, ζ→z
f(ζ)

in allen Punkten z ∈ U ∩ Vsing.

Wir bezeichnen mit PSH(U) die Menge aller plurisubharmonischen Funktionen auf U .

1.2 Grenzvarietäten und Konoide

Zur Untersuchung geometrischer Fragen haben Braun, Meise und Taylor das Konzept der Grenz-
varietäten entlang einfacher Kurven entwickelt (siehe [6]), welches in diesem Abschnitt vorgestellt
wird.

1.13 Definition. (a) Eine einfache Kurve ist eine Abbildung γ : ]0, α[ → Cn, welche für ein
q ∈ N eine konvergente Puiseux-Entwicklung

γ(t) =
∞∑
j=q

ajt
j/q

mit |aq| = 1 besitzt. Wir nennen aq den Tangentialvektor von γ im Ursprung und tr(γ) :=
γ(]0, α[) die Spur von γ. Eine reelle einfache Kurve ist eine einfache Kurve γ mit tr(γ) ⊂ Rn.

(b) Eine reelle einfache Kurve γ : ]0, α[ → Rn ist in Standardparametrisierung bezüglich einer
Basis (ξ1, . . . , ξn) mit |ξ1| = 1 von Rn gegeben, wenn es ein q ∈ N und konvergente Puiseux-
Reihen γν(t) =

∑∞
j=q+1 aν,jt

j/q gibt, so daß sich γ schreiben läßt als

γ(t) = tξ1 +
n∑
ν=2

γν(t)ξν , t ∈ ]0, α[.
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In [11], Abschnitt 6.1, wird gezeigt, daß jede rein eindimensionale, irreduzible, analytische
Menge V , die den Ursprung als einzigen singulären Punkt enthält, in einer hinreichend kleinen
Nullumgebung eine Puiseux-Parametrisierung besitzt. Hieraus wird in [9] gefolgert, daß jede
Zusammenhangskomponente S von V ∩ Rn \ {0} mit 0 ∈ S̄ als Bild einer reellen einfachen
Kurve in Standardparametrisierung geschrieben werden kann.

1.14 Definition. Seien V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k mit 0 ∈ V ,
γ : ]0, α[→ Cn eine einfache Kurve und d ≥ 1. Für t ∈ ]0, α[ setzen wir

Vt := Vγ,d,t := {w ∈ Cn : γ(t) + tdw ∈ V } =
1
td

(V − γ(t))

und definieren die Grenzvarietät von V entlang γ als

Tγ,dV :=
{
ζ ∈ Cn

∣∣∣∣ ζ = limj→∞ zj mit zj ∈ Vγ,d,tj für j ∈ N,
und (tj)j∈N ist eine Nullfolge in ]0, α[

}
.

1.15 Theorem ([9], Theorem 2.7). Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension
k ≥ 1 mit 0 ∈ V , γ : ]0, α[→ Cn eine einfache Kurve mit Tangentialvektor ξ im Ursprung und
d ≥ 1. Dann gilt:

(a) Tγ,dV ist entweder leer oder eine algebraische Menge der reinen Dimension k.

(b) Tγ,1V = T0V − ξ.

(c) Ist d > 1, so ist w ∈ Tγ,dV genau dann, wenn w + λξ ∈ Tγ,dV für jedes λ ∈ C ist.

(d) Zu jedem R > 0 existiert ein 0 < δ ≤ α, so daß Vγ,d,t eine analytische Teilmenge von B(0, R)
für jedes 0 < t < δ ist, und für jede Nullfolge (tj)j∈N in ]0, δ[ konvergieren die Mengen
(Vγ,d,tj ∩B(0, R))j gegen Tγ,dV ∩B(0, R) im Sinne von Meise, Taylor und Vogt [19], Defi-
nition 4.3.

1.16 Definition. Sei γ : ]0, α[→ Rn eine reelle einfache Kurve, d ≥ 1, U ⊂ Cn und 0 < r ≤ α.
Dann heißt die Menge

Γ(γ, d, U, r) :=
⋃

0<t<r

γ(t) + tdU

Konoid, sofern der Ursprung nicht dazu gehört.

Sei z ∈ Tγ,dV Grenzwert einer Folge zj = (wj − γ(tj))/tdj ∈ Vγ,d,tj . Ist U ⊂ Cn offen und
r > 0, so gilt für j hinreichend groß, daß zj − z ∈ U und tj < r ist. Dann ist

wj = γ(tj) + tdjzj ∈ Γ(γ, d, z + U, r) ∩ V.

Man kann zeigen, daß vermöge der Abbildung z → γ(t) + tdz für 0 < t < r hinreichend klein
die Grenzvarietät Tγ,dV in einer Umgebung Uζ eines Punktes ζ ∈ Tγ,dV eine Approximation
an V im Konoid Γ(γ, d, Uζ , r) der Ordnung d ist (siehe [6], Proposition 5.4). Dies führt zu der
Frage, ob Eigenschaften von V in Konoiden und Eigenschaften der zugehörigen Grenzvarietäten
einander entsprechen.

1.17 Definition. Zwei einfache Kurven γ und σ in Cn heißen äquivalent modulo d ≥ 1, wenn
gilt: Für jede Nullumgebung D ⊂ Cn und jedes ρ > 0 ist

Γ(γ, d,D, ρ) ∩ Γ(σ, d,D, ρ) =/ 0/.
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1.18 Bemerkung. Seien γ(t) =
∑∞

j=q ajt
j/q und σ(t) =

∑∞
j=p bjt

j/p reelle einfache Kurven, welche
in Standardparametrisierung bzgl. derselben Basis von Rn gegeben sind. Nach [9], Lemma 2.15,
sind γ und σ genau dann äquivalent modulo d > 1, wenn gilt

dq∑
j=q

ajt
j/q =

dp∑
j=p

bjt
j/p.

In diesem Fall stimmen insbesondere die Tangentialvektoren von γ und σ im Ursprung überein.
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Kapitel 2

Phragmén-Lindelöf Bedingungen

und Hyperbolizität in Konoiden

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt eingeführten Begriffe zeigen wir, wie sich das im Folgenden
definierte lokale Phragmén-Lindelöf Prinzip PL loc auf Grenzvarietäten überträgt.

2.1 Definition. Für ξ ∈ Rn und r0 > 0 sei V ⊂ B(ξ, r0) eine analytische Teilmenge mit ξ ∈ V .
Wir sagen, V erfüllt das lokale Phragmén-Lindelöf Prinzip PL loc(ξ), falls gilt:

∃A ≥ 1 ∃r0 ≥ r1 ≥ r2 > 0 ∀u ∈ PSH(V ∩B(ξ, r1)) : (α) ∧ (β)⇒ (γ),

wobei
(α) u(z) ≤ 1, z ∈ V ∩B(ξ, r1),
(β) u(z) ≤ 0, z ∈ V ∩Rn ∩B(ξ, r1),
(γ) u(z) ≤ A|Im z|, z ∈ V ∩B(ξ, r2).

2.2 Definition. Sei V eine algebraische Teilmenge von Cn. Wir sagen, V erfüllt das starke
Phragmén-Lindelöf Prinzip (SPL), falls gilt:

∃A ≥ 1 ∀u ∈ PSH(V ) : (α) ∧ (β)⇒ (γ),

wobei
(α) u(z) ≤ |z|+ o(|z|), z ∈ V ,
(β) u(z) ≤ 0, z ∈ V ∩Rn,
(γ) u(z) ≤ A|Im z|, z ∈ V .

Nach [15], Proposition 4.4, gilt:

2.3 Bemerkung. Ist V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge, welche (SPL) erfüllt, so hat V die
Eigenschaft PL loc(ξ) in jedem Punkt ξ ∈ V ∩Rn.

2.4 Satz. Für r0 > 0 sei V ⊂ B(0, r0) eine analytische Teilmenge der reinen Dimension
k ≥ 1 mit 0 ∈ V , welche PL loc(0) erfüllt. Dann hat Tγ,dV die Eigenschaft (SPL) für jede reelle
einfache Kurve γ und jedes d ≥ 1. Insbesondere hat T0V die Eigenschaft (SPL).

Nach Bemerkung 2.3 verallgemeinert Satz 2.4 das Resultat [9], Theorem 3.13, von Braun,
Meise und Taylor, in welchem PL loc(ξ) in jedem reellen Punkt ξ ∈ Tγ,dV als notwendig dafür
nachgewiesen wird, daß V die Bedingung PL loc(0) erfüllt.
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Der Beweis von 2.4 erfordert zunächt einige Vorbereitung. Braun, Meise und Taylor ha-
ben gezeigt, daß sich Phragmén-Lindelöf Bedingungen durch die folgenden Extremalfunktionen
charakterisieren lassen.

2.5 Definition. (a) Seien D ⊂ Cn offen, h eine plurisubharmonische Funktion auf D, V ⊂ Cn

eine analytische Menge, welche abgeschlossen in einer offenen Obermenge von D̄ ist, und E ⊂ D
eine Teilmenge. Die relative Extremalfunktion von E relativ zu V, h,D ist definiert als

UE(z;h, V,D) := sup
{
u(z)

∣∣∣∣ u ∈ PSH(V ∩D),
u ≤ h auf V ∩D und u ≤ 0 auf V ∩ E

}
.

(b) Für eine analytische Menge V ⊂ Cn und B, ρ > 0 setzen wir

Uρ(z, V,B) := sup
{
ϕ(z)

∣∣∣∣ ϕ ∈ PSH(V ),
ϕ(w) ≤ min(|w|+B, ρ|Imw|) für alle w ∈ V

}
.

2.6 Bezeichnung. Für R, ε,B > 0 sei

K(R, ε,B) := {z ∈ Cn : |Im z| ≤ ε(|z|+B), |z| ≤ R/2}.

Aus [17] verwenden wir folgende Funktion H zur Lokalisierung plurisubharmonischer Funk-
tionen:

2.7 Lemma. Definiert man H : Cn → R als H(z) := 1
2(|Im z|2 − |Re z|2), so ist H plurisub-

harmonisch auf Cn und hat folgende Eigenschaften:

(a) H(z) ≤ |Im z|, |z| < 1, (c) H(x) ≤ 0, x ∈ Rn,

(b) H(z) ≤ |Im z| − 1
2 , |z| = 1, (d) H(iy) ≥ 0, y ∈ Rn.

2.8 Lemma. Für r0 > 0 sei V ⊂ B(0, r0) eine analytische Teilmenge der reinen Dimension
k ≥ 1 mit 0 ∈ V , die PL loc(0) erfüllt; seien A ≥ 1 und r0 ≥ r1 ≥ r2 > 0 gemäß Definition 2.1
gewählt. Sei γ : ]0, α[ → Cn eine reelle einfache Kurve und d ≥ 1. Dann existiert für alle
R, ε,B > 0 mit R ≥ 2B ein 0 < t0 ≤ α, so daß für alle 0 < t < t0 mit h(z) := |z|+B gilt

UK(R,ε,B)(w;h, Vt, B(0, R)) ≤ 8A|Imw|, w ∈ Vt ∩B(0, R/8).

Beweis. Ohne Einschränkung können wir 0 < r2 ≤ r1 < 1 annehmen. Wähle 0 < t0 ≤ α

hinreichend klein, so daß tdR/8 + r1 ≤ 1 und γ(t) + td(Vt ∩ B(0, R)) ⊂ V ∩ B(0, r2) für alle
0 < t < t0 gilt. Sei u ∈ PSH(Vt∩B(0, R)) mit u ≤ h auf Vt∩B(0, R) und u ≤ 0 auf Vt∩K(R, ε,B).
Wir definieren

v(z) = v(γ(t) + tdw) := u(w) = u
(

1
td

(z − γ(t))
)

für z ∈ γ(t) + td(Vt ∩B(0, R)) = V ∩B(γ(t), tdR). Ist

z ∈ γ(t) + td(Vt ∩B(0, R/2)) = V ∩B(γ(t), tdR/2),

so können wir v(z) abschätzen durch

v(z) = u(w) ≤ |w|+B ≤ R

2
+
R

2
= R.

Wegen B(0, R/2) ∩Rn ⊂ K(R, ε,B) folgt für

z ∈ γ(t) + td(Vt ∩Rn ∩B(0, R/2))

= R
n ∩

[
γ(t) + td(Vt ∩B(0, R/2))

]
= V ∩Rn ∩B(γ(t), tdR/2),
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daß v(z) = u(w) ≤ 0 ist.
Sei 0 < t < t0. Fixiere w0 ∈ Vt ∩B(0, R/8) und setze z0 := γ(t) + tdw0 ∈ V ∩B(γ(t), tdR/8).

Sei r := tdR/4, dann gilt für z ∈ V mit |z − Re z0| ≤ r:

|z − γ(t)| ≤ |z − z0|+ |z0 − γ(t)| ≤ |z − Re z0|+ |Im z0|+ |z0 − γ(t)|
≤ |z − Re z0|+ |Im(z0 − γ(t))|+ |z0 − γ(t)| ≤ |z − Re z0|+ 2|z0 − γ(t)|

≤ r + 2td
R

8
= td

R

4
+ td

R

4
= td

R

2
.

Folglich ist z ∈ B(γ(t), tdR/2). Sei H wie in Lemma 2.7. Wir definieren

ṽ(z) := max
{
r

2R

(
v(z) + 2RH

(
z − Re z0

r

))
, |Im z|

}
für z ∈ V mit |z − Re z0| < r, und ṽ(z) := |Im z| für z ∈ V ∩ B(0, r1) mit |z − Re z0| ≥ r. Für
z ∈ V mit |z − Re z0| = r gilt wegen Lemma 2.7(b)

r

2R

(
v(z) + 2RH

(
z − Re z0

r

))
≤ r

2R

(
R+ 2R

(
|Im z−Re z0

r | − 1
2

))
= |Im z|,

daher ist ṽ ∈ PSH(V ∩B(0, r1)). Für z ∈ V mit |z − Re z0| < r gilt wegen Lemma 2.7(a)

r

2R

(
v(z) + 2RH

(
z − Re z0

r

))
≤ r

2R

(
R+ 2R|Im z−Re z0

r |
)

=
r

2
+ |Im z| ≤ tdR

8
+ r1 ≤ 1

nach Wahl von t < t0. Nach Voraussetzung an u und wegen Lemma 2.7 (c) gilt ṽ(z) ≤ 0 auf
V ∩Rn ∩B(0, r1), daher erfüllt ṽ die Bedingungen (α) und (β) in der Definition von PL loc(0).
Folglich gilt ṽ(z) ≤ A|Im z| für alle z ∈ V ∩B(0, r2). Nach Lemma 2.7 (d) können wir schreiben

r

2R
u(w0) =

r

2R
v(z0) ≤ ṽ(z0) ≤ A|Im z0|,

woraus folgt

u(w0) ≤ 2R
r
A|Im z0| =

2R
tdR/4

A|Im(γ(t) + tdw0)| = 8A|Imw0|.

Da w0 beliebig gewählt war, gilt die behauptete Abschätzung.

Beweis von Satz 2.4. Nach [4], Lemma 3.5, hat Tγ,dV die Eigenschaft (SPL) genau dann,
wenn

∃A′ ≥ 1 ∀ρ > 0 ∀B > 0 : Uρ(z, Tγ,dV,B) ≤ A′|Im z|, z ∈ (Tγ,dV )reg.

Fixiere B, ρ > 0. Sei u ∈ PSH(Tγ,dV ) mit u(z) ≤ min(|z| + B, ρ|Im z|) für alle z ∈ Tγ,dV . Für
z ∈ K(R, ε,B) gilt ρ|Im z| ≤ ρε(|z| + B) ≤ ρε(B + R/2), daher ist u − ρε(B + R/2) ≤ 0 auf
Tγ,dV ∩K(R, ε,B). Mit h(z) = |z|+B folgt für w ∈ Tγ,dV ∩B(0, R)

(2.1) Uρ(w, Tγ,dV,B) ≤ UK(R,ε,B)(w;h, Tγ,dV,B(0, R)) + ρε

(
B +

R

2

)
.

Fixiere w ∈ (Tγ,dV )reg und wähle R > max(8|w|, 2B). Nach [9], Theorem 2.7 (d), existieren
Folgen tj ↘ 0, wj ∈ Vtj mit wj → w. Dann gilt nach [19], Theorem 4.4

(2.2) UK(R,ε,B)(w;h, Tγ,dV,B(0, R)) ≤ lim inf
j→∞

UK(R,ε,B)(wj ;h, Vtj , B(0, R)).
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Wegen w ∈ B(0, R/8) können wir wj ∈ B(0, R/8) für fast alle j annehmen. Mit Lemma 2.8 folgt
aus (2.2)

UK(R,ε,B)(w;h, Tγ,dV,B(0, R)) ≤ 8A|Imw|,

und somit aus (2.1)

Uρ(w, Tγ,dV,B) ≤ 8A|Imw|+ ρε

(
B +

R

2

)
.

Da diese Abschätzung für beliebig kleine ε gilt, folgt mit A′ = 8A, was zu zeigen war.

2.9 Bemerkung. Aus Satz 2.4 und dem Beweis von [4], Korollar 3.15, folgt, daß für jede analy-
tische Menge V der reinen Dimension k, welche PL loc(0) erfüllt, jede reelle einfache Kurve γ,
und jedes d ≥ 1 mit Tγ,dV =/ 0/ gilt, daß Tγ,dV ∩Rn =/ 0/ ist. Mit [9], Bemerkung 3.7, erhält man
darüber hinaus, daß Tγ,dV ∩Rn reine reelle Dimension k hat.

Unter Verwendung von Argumenten von Meise, Taylor und Vogt (siehe [18], Beweis von
Theorem 2.3) läßt sich zeigen, daß Hörmanders Charakterisierung der Surjektivität von linearen
partiellen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten auf den reell-analytischen Funk-
tionen das lokale Phragmén-Lindelöf Prinzip impliziert (siehe [14], nach Theorem 1.3). Daher
erhalten wir folgende notwendige Bedingung:

2.10 Folgerung. Sei P (D) : A(Rn) → A(Rn) ein linearer partieller Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten auf dem Raum A(Rn) aller reell-analytischen Funktionen auf Rn. Sei
P (D) surjektiv. Bezeichne Pm den Hauptteil von P , dann gilt für V := V (Pm): Für jedes
ξ ∈ V ∩Rn mit |ξ| = 1, jede reelle einfache Kurve γ in Rn, und jedes d ≥ 1 mit Tγ,d(V − ξ) =/ 0/
erfüllt Tγ,d(V − ξ) die Bedingung (SPL).

Das folgende Beispiel zeigt, daß das Ergebnis von Satz 2.4 eine Verbesserung gegenüber [9],
Theorem 3.13, von Braun, Meise und Taylor darstellt.

2.11 Beispiel. Definiere f(x, y, z) ∈ C[x, y, z] als

f(x, y, z) := (y2 − x2)(y2 − 2x2)2 + xy2z6 + z12

und sei V := V (f). Wir zeigen, daß V nicht PL loc(0) erfüllt. Fixiere dazu ξ := (0, 0, 1) und
γ(t) := tξ für t > 0. Mit [6], Proposition 4.3, erhalten wir folgende Grenzvarietäten:

Tγ,dV = T0V = {(x, y, z) ∈ C3 : (y2 − x2)(y2 − 2x2)2 = 0}, d ∈ [1, 2[,

Tγ,2V = {(x, y, z) ∈ C3 : g(x, y) := y6 − 5x2y4 + (8x4 + x)y2 − 4x6 + 1 = 0},
Tγ,dV = 0/, d > 2.

Zeigen wir, daß Tγ,2V nicht (SPL) erfüllt, dann folgt aus Satz 2.4, daß V nicht PL loc(0) erfüllt.
Bezeichne gm den Hauptteil von g. Nach [8], Proposition 15, hat V (g) die Eigenschaft (SPL)

genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) V (g) erfüllt PL loc(ξ) in jedem Punkt ξ ∈ V (g) ∩R2.

(b) Für alle η, ζ ∈ S1 mit gm(ζ) =/ 0 und spanR{η, ζ} = R2 existiert ein R > 0, so daß für alle
t ∈ R mit |t| ≥ R gilt: Das Polynom λ → g(tη + λζ) hat nur reelle Nullstellen.

Man beachte, daß sich g schreiben läßt als g(x, y) = h(x, y2) für

h(x, y) = y3 − 5x2y2 + (8x4 + x)y − 4x6 + 1,
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und daß für festes x ∈ R alle Nullstellen von g(x, y) genau dann reell sind, wenn alle Nullstellen
von h(x, y) reell und nicht-negativ sind. Wegen deg h(x, ·) = 3 genügt es, die Diskriminante von
h(x, ·) zu berechnen, um zu entscheiden, wo h(x, ·) drei reelle Nullstellen hat.

Dazu bringen wir h(x, ·) in eine geeignete Form, indem wir y = z+ 5x2/3 substituieren, und
erhalten h̃(x, z) = z3 + 3pz + 2q mit 3p = −x4/3 + x und 2q = 2x6/27 + 5x3/3 + 1. Dann ist
die Diskriminante definiert als D := q2 + p3 = 2x9/27 + 25x6/26 + 47x3/54 + 1/4. Aus D > 0
für x > 0 folgt, daß h(x, ·) nur eine reelle Nullstelle hat, weswegen g(x, ·) nicht-reelle Nullstellen
hat. Somit ist Bedingung (b) für V (g) nicht erfüllt und V (g) erfüllt nicht (SPL). Hieraus folgt
die Behauptung für Tγ,2V = V (g)×C.

Jedoch läßt sich Bedingung (a) nachweisen: Jeder Punkt von Tγ,2V ist regulär, da der Gra-
dient

∇g(x, y) =

(
−10xy4 + (32x3 + 1)y2 − 24x5

2y(3y4 − 10x2y2 + 8x4 + x)

)
keine gemeinsamen Nullstellen mit g hat. Daher ist V (g) ∩ R2 eine reell-analytische Mannig-
faltigkeit der reinen reellen Dimension 1. Tγ,2V erfüllt somit die Bedingung PL loc(ξ) in jedem
reellen Punkt ξ ∈ Tγ,2V .

Hyperbolizität in Konoiden

2.12 Definition. Seien V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k ≥ 1 mit 0 ∈ V ,
γ eine reelle einfache Kurve in Rn, d ≥ 1 und ζ ∈ Tγ,dV ∩ Rn gegeben. Wir sagen, V ist
(γ, d)-hyperbolisch im Punkt ζ bezüglich einer Projektion π in Cn, welche nicht-charakteristisch
für Tγ,dV in ζ ist, falls eine Nullumgebung U ⊂ Cn und ein r > 0 existieren, so daß für jedes
z ∈ V ∩ Γ(γ, d, ζ + U, r) aus π(z) ∈ Rn bereits z ∈ Rn folgt. V heißt (γ, d)-hyperbolisch im
Punkt ζ, falls eine solche Projektion π existiert, für welche V (γ, d)-hyperbolisch in ζ ist.

Braun, Meise und Taylor haben in [9], Proposition 3.12, gezeigt:

2.13 Satz. Sei V ⊂ Cn eine analytische Teilmenge der reinen Dimension k ≥ 1 mit 0 ∈ V ,
welche PL loc(0) erfüllt. Dann gilt für jede reelle einfache Kurve γ in Cn, jedes d ≥ 1, jeden
Punkt ξ ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn und jede Projektion π, welche nicht-charakteristisch für Tγ,dV in ξ

ist, daß V (γ, d)-hyperbolisch in ξ bezüglich π ist.

Zusammen mit Satz 2.4 und Bemerkung 2.3 folgt hieraus:

2.14 Satz. Seien V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k ≥ 1 mit 0 ∈ V ,
welche PL loc(0) erfüllt, γ eine reelle einfache Kurve in Rn und d ≥ 1. Dann gilt:

(1) Tγ,dV erfüllt PL loc(ξ) in jedem Punkt ξ ∈ Tγ,dV ∩Rn.

(2) V ist (γ, d)-hyperbolisch in jedem Punkt ζ ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn.

2.15 Definition. Erfüllt V die Bedingungen (1) und (2) in Satz 2.14, so sagen wir, V ist
hyperbolisch in Konoiden im Ursprung.

In dem Fall, daß V eine algebraische Fläche in Cn ist, werden wir in Kapitel 4 sehen, daß
Hyperbolizität in Konoiden nicht nur notwendig dafür ist, daß V die Bedingung PL loc(0) erfüllt,
sondern auch hinreichend.
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Kapitel 3

Abschätzung der Vielfachheit von

Verzweigungskurven

nicht-charakteristischer Projektionen

Das Auftreten von Verzweigungskurven erschwert es, Abschätzungen von Grenzvarietäten Tγ,dV
zurück auf V zu übertragen. Vorbereitend zeigen wir in diesem Abschnitt die folgende Eigen-
schaft: Ist V eine algebraische Fläche, so ist die Vielfachheit von Verzweigungskurven im Ur-
sprung bzgl. beliebiger nicht-charakteristischer Projektionen beschränkt.

3.1 Definition. Seien V ⊂ Cn eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension k ≥ 1 und
L ∈ Grass(n−k, n) mit L∩Vh = {0}. Bezeichne πL die orthogonale Projektion in Cn entlang L,
dann ist πL : V → L⊥ eine analytische Überlagerung. Nach [11], Abschnitt 11.3, Corollar 1,
ist die Blattzahl dieser Überlagerung unabhängig von L. Wir definieren den Grad von V als
Blattzahl von πL|V und schreiben dafür deg V .

Unter einem Weierstraß-Polynom einer analytischen Menge V ⊂ Cn der reinen Dimension
n− 1 verstehen wir eine Funktion f von der Form

(3.1) f(z1, . . . , zn) = zkn + c1(z1, . . . , zn−1)zk−1
n + . . .+ ck(z1, . . . , zn−1)

mit holomorphen Koeffizienten c1, . . . , ck, so daß V = V (f) gilt. Ein Weierstraß-Polynom f heißt
minimal, falls V (f, ∂znf) nirgends dicht in V (f) ist. Aus dem Beweis von [11], Theorem 2.8, folgt:
Ist U = U ′×Un ⊂ Cn−1×C ein beschränkter Polyzylinder in Cn und V ⊂ U eine rein (n− 1)-
dimensionale analytische Teilmenge, welche keinen Häufungspunkt in U ′ × ∂Un besitzt, dann
ist V die Nullstellenmenge eines minimalen Weierstraß-Polynoms f wie in (3.1).

Der Vollständigkeit halber führen wir den Beweis des folgenden Lemmas aus.

3.2 Lemma. Sei V ⊂ C3 eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension 2 und seien Ko-
ordinaten (x, y, z) von C3 so gewählt, daß die Projektion (x, y, z) → (x, y) eigentlich auf V ist.
Dann gibt es ein minimales Weierstraß-Polynom f ∈ C[x, y, z] mit V = V (f).

Beweis. Nach Lemma 1.6 existiert ein C ≥ 1 mit

(3.2) V ⊂ {(x, y, z) ∈ C3 : |z| ≤ C(1 + |(x, y)|)}.
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Setzt man π : (x, y, z) → (x, y), so ist π|V eine k-blättrige analytische Überlagerung für ein
k ∈ N.

Für 0 < R1 < R2 setzen wir U ′j := B(0, Rj)2 ⊂ C2 und wählen ein R3 > 1, so daß mit
U3 := B(0, R3) für den beschränkten Polyzylinder Uj := U ′j×U3 gilt, daß V ∩Uj keine Häufungs-
punkte in U ′j × ∂U3 hat. Dann ist π : V ∩Uj → U ′j eine k-blättrige analytische Überlagerung für
j = 1, 2 und R3 hinreichend groß.

Bezeichne fj(x, y, z) = zk + cj,1(x, y)zk−1 + . . .+ cj,k(x, y) das zu j = 1, 2 gehörige minimale
Weierstraß-Polynom, wie es im Beweis von [11], Theorem 2.8, konstruiert ist. Ist (x, y) ∈ U ′1,
so haben f1(x, y, ·) und f2(x, y, ·) dieselben Nullstellen in U3, daher stimmen ihre Koeffizienten
punktweise überein. Folglich ist c2,i|U ′1 = c1,i in H(U ′1) für 1 ≤ i ≤ k.

Für (x, y) ∈ C2 sei ci(x, y) := c1,i(x, y) für R1 hinreichend groß, dann ist ci ∈ H(C2)
wohldefiniert. Für f(x, y, z) := zk + c1(x, y)zk−1 + . . .+ ck(x, y) gilt V = V (f).

Für (x, y) ∈ C2 bezeichne {αi(x, y) : 1 ≤ i ≤ k} die Nullstellen von f(x, y, ·). Nach dem
Satz von Vieta existiert für jedes 1 ≤ i ≤ k ein symmetrisches Polynom gi ∈ C[z1, . . . , zk]
vom Grad i (unabhängig von (x, y)) mit ci(x, y) = gi(α1(x, y), . . . , αk(x, y)). Aus (3.2) folgt
|αi(x, y)| ≤ C(1 + |(x, y)|), daher gibt es Konstanten Ci ≥ 1 mit |ci(x, y)| ≤ Ci(1 + |(x, y)|i).
Nach dem Satz von Liouville ist ci ∈ C[x, y] mit deg ci ≤ i für 1 ≤ i ≤ k, was die Behauptung
impliziert.

Um inC3 die Vielfachheit von Verzweigungskurven in Hyperflächen abzuschätzen, verwenden
wir die Resultante, deren Definition zum Beispiel in [12], Kapitel 3, zu finden ist.

3.3 Bemerkung. Sei f ∈ C[x, y, z] ein minimales Weierstraß-Polynom vom Grad d > 1, für
V := V (f) gelte 0 ∈ V , und π : (x, y, z)→ (x, y) eingeschränkt auf V sei eigentlich.

(a) Bezeichne B die Menge der Verzweigungspunkte von π|V , dann gilt B = V (f, ∂zf) nach [11],
Abschnitt 2.9.

(b) Ist (ξ1, ξ2) ∈ C2, so haben f(ξ1, ξ2, z) und (∂zf)(ξ1, ξ2, z) genau dann einen gemeinsamen
Faktor in C[z] \ C, wenn Resz(f(ξ1, ξ2, z), (∂zf)(ξ1, ξ2, z)) = 0 in C gilt. Als Weierstraß-
Polynom ist f und somit auch ∂zf normiert in C[x, y][z], daher gilt

Resz(f, ∂zf)(ξ1, ξ2) = Resz(f(ξ1, ξ2, z), (∂zf)(ξ1, ξ2, z)).

Hieraus folgt π(B) = V (Resz(f, ∂zf)).

3.4 Lemma. Sei V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V . Für jedes L ∈ Grass(n−2, n) mit
L ∩ T0V = {0} = L ∩ Vh, jede eindimensionale, irreduzible Komponente W von BL mit 0 ∈ W
und jede Basis (b1, . . . , bn) von Cn mit b1 ∈ T0W existieren eine Nullumgebung K ⊂ Cn, ein
α > 0, ein p ∈ N, und Potenzreihen

∑∞
j=p+1 aν,jt

j für 2 ≤ ν ≤ n, so daß gilt

(3.3) W ∩K =
{
tpb1 +

n∑
ν=2

( ∞∑
j=p+1

aν,jt
j

)
bν : |t| < α

}
.

Setzt man m := deg V , so gilt die Abschätzung p ≤ m2(m− 1).

Beweis. Für n = 3 ist die Behauptung in [9] sogar für den Fall gezeigt, daß V analytisch ist.
Sei daher n ≥ 4.

Fixiere L ∈ Grass(n − 2, n) mit L ∩ T0V = {0} = L ∩ Vh, eine eindimensionale, irreduzible
Komponente W von BL mit 0 ∈ W und eine Basis (b1, . . . , bn) von Cn mit b1 ∈ T0W . Aus
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T0W ⊂ T0V folgt b1 ∈/ L. In [11], Abschnitt 6.1, ist gezeigt, daß ein p ∈ N existiert, so daß W in
der Nähe des Ursprungs wie in (3.3) dargestellt werden kann. Deshalb bleibt nur die Abschätzung
für p zu zeigen.

Nach [11], Abschnitt 6.1, ist p die Vielfachheit von W im Ursprung. Ist π1 eine beliebige Pro-
jektion entlang eines zu span{b1} komplementären Teilraums von Cn, so stimmt die Vielfachheit
der Abbildung π1 : W → span{b1} im Ursprung mit p überein.

Wähle b̃2, . . . , b̃n ∈ Cn mit span{b̃3, . . . , b̃n} = L, so daß (b1, b̃2, . . . , b̃n) eine Basis von Cn

ist. Wir verwenden diese als Standardbasis von Cn, dann können wir T0W = C × {0}n−1 und
L = {(0, 0)} ×Cn−2 schreiben.

Wir setzen π1 : (z1, . . . , zn)→ z1, dann ist π1|W eine p-blättrige, analytische Überlagerung.
Für π : (z1, . . . , zn) → (z1, z2) ist BL gerade die Menge der Verzweigungspunkte von π|V .

OBdA. seien b̃3, . . . , b̃n ∈ L so gewählt, daß die Projektion π′ : (z1, . . . , zn)→ (z1, z2, z3) die
folgenden Eigenschaften hat (siehe [11], Abschnitt 3.6):

(i) π′ : V → C3 ist eigentlich,

(ii) für V ′ := π′(V ) gilt V ∩(π′)−1(V ′reg) ⊂ Vreg und π′ : V ∩(π′)−1(V ′reg)→ V ′reg ist biholomorph,

(iii) es gilt (π′)−1(V ′sing) ⊃ Vsing und (π′)−1(V ′sing) ist nirgends dicht in V .

Nach [11], Theorem 3.2, folgt aus (i), daß V ′ eine algebraische Teilmenge von C3 ist. Aus (ii)
erhält man, daß V ′ eine algebraische Fläche in C3 ist. Offensichtlich ist C×{(0, 0)} = π′(T0W )
enthalten in T0V

′. Wir fassen C3 gemäß der Definition von π′ als Teilmenge von Cn auf. Dann ist
mit π|V = π|V ′ ◦π′|V auch π|V ′ eigentlich. Bezeichne B′ die Menge der Verzweigungspunkte von
π|V ′ . Dann existiert für jede eindimensionale, irreduzible Komponente W ′ von B′ mit 0 ∈ W ′

und π′(b1) ∈ T0W
′ ein p̃ ∈ N, so daß π1|W ′ eine p̃-blättrige analytische Überlagerung ist.

Wir behaupten π′(BL) ⊂ B′. Denn nimmt man an, es gibt ein z ∈ BL mit π′(z) =: z′ ∈/ B′,
dann ist z′ ∈ V ′reg und daher z ∈ Vreg aufgrund der Eigenschaften von π′|V . Wegen z′ ∈/ B′ gibt
es eine Umgebung U ′ von z′ in V ′reg, welche unter π biholomorph auf π(U ′) ⊂ C2 abgebildet
wird. Dann ist π|V = π|V ′ ◦ π′|V : (π′|V )−1(U ′) ⊂ Vreg → π′(U ′) eine biholomorphe Abbildung
und z ∈ (π′|V )−1(U ′) steht im Widerspruch zu z ∈ BL. Daher gilt π1|BL = π1|B′ ◦ π′|BL .

Im Folgenden schätzen wir p̃ durch einen Ausdruck in m ab: Aus Eigenschaft (ii) von π′|V
folgt, daß π|V ′ eine analytische Überlagerung ist, deren Blattzahl mit der von π|V übereinstimmt.
Daher gilt deg V ′ = deg V = m. Nach Lemma 3.2 existiert ein minimales Weierstraß-Polynom
f ∈ C[x, y, z] vom Grad m mit V ′ = V (f) von der Form

f(x, y, z) = zm + c1(x, y)zm−1 + . . .+ cm(x, y)

mit Koeffizienten ci ∈ C[x, y] vom Grad deg ci ≤ i. Bezeichne R ∈ C[x, y] die Resultante von f

und ∂zf bzgl. z, dann gilt degR ≤ m(m−1). Da π1|W ′ eigentlich ist, ist auch π1|π(W ′) eigentlich.
Aus π(W ′) ⊂ V (R) in C2 folgt, daß zu x ∈ C höchstens m(m− 1) Urbilder unter π1 in π(W ′)
existieren. Zu jedem dieser Urbilder existieren wiederum höchstens m Urbilder unter π in W ′.
Somit haben wir p̃ ≤ m2(m− 1) gezeigt.

Zu W ⊂ BL existiert ein Zweig W ′ ⊂ B′ mit π′(b1) ∈ T0W
′, so daß π′(W ) = W ′ hinreichend

nahe dem Ursprung ist, d.h.

W ′ = π′(W ∩K) =
{
tpb1 +

( ∞∑
j=p+1

a2,jt
j

)
b2 +

( ∞∑
j=p+1

a3,jt
j

)
b3 : |t| < α

}
.
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Weil π1|W ′ eine analytische Überlagerung ist, deren Blattzahl p̃ höchstens m2(m − 1) beträgt,
gilt ebenso p ≤ m2(m− 1), was zu zeigen war.

3.5 Folgerung. Sei V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V . Dann existiert ein q ∈ N,
so daß gilt: Ist L ∈ NC(V, 0) mit L ∩ Vh = {0} und W ein Zweig von BL ∩ Rn mit 0 ∈ W ,
dann existieren eine Basis (b1, . . . , bn) von Rn, eine reelle einfache Kurve γ : ]0, α[ → Rn in
Standardparametrisierung bzgl. (b1, . . . , bn), und eine Nullumgebung U ⊂ Rn, so daß gilt

(3.4) W ∩ U \ {0} = tr(γ) =
{
tb1 +

n∑
ν=2

( ∞∑
j=q+1

aν,jt
j/q

)
bν : 0 < t < α

}
.

Beweis. Nach [9], Lemma 2.5, existiert lokal eine Darstellung von W als Spur einer reellen
einfachen Kurve γ in Standardparametrisierung bezüglich einer reellen Basis, so daß (3.4) für
ein p ∈ N anstelle von q gilt. Die Abbildung z → γ(zp) ist holomorph auf B(0, α1/p) und da-
her {γ(zp) : z ∈ B(0, α1/p)} eine analytische Kurve in Cn mit Vielfachheit p im Ursprung,
welche in einer hinreichend kleinen Nullumgebung mit einer Irreduzibilitätskomponente von BL
übereinstimmt.

Aus Lemma 3.4 erhalten wir p ≤ m2(m− 1). Daher ist p Teiler von q := (m2(m− 1))! und
läßt sich durch q ersetzen.

3.6 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4 gilt, daß sich die Blattzahl p
von π1|W (die Vielfachheit von W ) nicht durch die Blattzahl von π|V (die Vielfachheit von V )
lokal in der Nähe des Ursprungs abschätzen läßt, wie das folgende Beispiel in C3 zeigt: Sei
f ∈ C[x, y, z] definiert als f(x, y, z) := zp − (yq − xq+1) und V := V (f). Für q > p ist
T0V = C2 × {0}, und L := {(0, 0)} × C erfüllt L ∩ T0V = {0}. Sei π : (x, y, z)→ (x, y)
mit kerπ = L, dann ist BL = V (f, ∂zf) gegeben durch die Parametrisierung x→ (xq, xq+1, 0).
Die Vielfachheit q von BL im Ursprung hängt hierbei nicht von der Blattzahl p von π|V ab.
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Kapitel 4

Charakterisierung von PL loc für

algebraische Flächen bei beliebiger

Kodimension

In diesem Kapitel zeigen wir, daß Hyperbolizität in Konoiden für eine algebraische Fläche V
hinreichend dafür ist, daß V die Eigenschaft PL loc(0) hat. Tatsächlich reichen die Eigenschaf-
ten (1) und (2) aus Satz 2.14 für eine endliche Menge bestimmter Grenzvarietäten aus, welche
in Abschnitt 4.3 definiert wird.

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Punkte einer Grenzvarietät, welche in der Nähe
mehrerer Verzweigungskurven bzgl. aller nicht-charakteristischen Projektionen liegen. Damit
beschäftigt sich der folgende Abschnitt.

4.1 Nicht-einfache Punkte in Grenzvarietäten

4.1 Definition. Seien V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V , γ eine reelle einfache Kurve
in Rn, d ≥ 1 und η ∈ Tγ,dV ∩Rn. Setze

A := Grass(n− 2, n) \
(
NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(Tγ,dV, η)

)
.

Dann heißt η ein einfacher Punkt von Tγ,dV , falls ein L ∈ GrassR(n−2, n)\A, eine Nullumgebung
D ⊂ Cn und ein R > 0 existieren, so daß Γ(γ, d, η + D,R) höchstens einen reellen Zweig von
BL ∩Rn enthält.

4.2 Lemma. Seien γ : ]0, α[→ Rn eine reelle einfache Kurve mit Tangentialvektor ξ ∈ Rn im
Ursprung und d > 1 gegeben. Sei D ⊂ Cn eine Nullumgebung, 0 < R < α, η ∈ Rn und τ ∈ R,
dann exististieren eine Nullumgebung D′ ⊂ D und ein 0 < R′ < R mit

Γ(γ, d, η + τξ +D′, R′) ⊂ Γ(γ, d, η +D,R).

Beweis. Wir schreiben γ(t) = tξ + σ(t) mit σ(t) =
∑∞

j=q+1 ajt
j/q für 0 < t < α. Wegen

σ′(t) =
∞∑

j=q+1

aj
j

q
tj/q−1 =

∞∑
j=1

aj+q

(
1 +

j

q

)
tj/q = O(t1/q)
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gibt es ein C > 0 mit |σ′(t)| ≤ Ct1/q für 0 < t ≤ α/2. Setze s := s(t) := t+ τtd und

R1 :=
R

2(1 + |τ |αd−1)
≤ α

2
,

dann gelten für 0 < t < min
(
R1, |τ |−1/(d−1)

)
=: R2

s(t) = t(1 + τtd−1) < R1(1 + |τ |αd−1) =
R

2
≤ α

2
,

und

s(t) = t(1 + τtd−1) ≥ t(1− |τ |td−1 > t(1− |τ ||τ |−1) = 0.

Aus dem Mittelwertsatz erhält man

|σ(t)− σ(s)| ≤ sup
0<ν<1

|σ′(t+ ν(s− t))||t− s| ≤ C sup
0<ν<1

|t+ ν(s− t)|1/q|τ |td ≤ C(t+ |τ |td)1/q|τ |td

nach Definition von s. Wähle eine Nullumgebung D′ ⊂ Cn und ein 0 < R3 < R2 hinreichend
klein, so daß

(1 + τtd−1)−d(η + 2D′) ⊂ η +D für alle 0 < t < R3 gilt,

und sei 0 < R′ < R3 so gewählt, daß σ(t) − σ(s(t)) ∈ tdD′ für alle 0 < t < R′ ist. Aus
sd = td(1 + τtd−1)d folgt

Γ(γ, d, η + τξ +D′, R′) =
⋃

0<t<R′

γ(t) + td(η + τξ +D′)

=
⋃

0<t<R′

(t+ τtd)ξ + σ(t) + td(η +D′) =
⋃

0<t<R′

γ(s(t)) + σ(t)− σ(s(t)) + td(η +D′)

⊂
⋃

0<t<R′

γ(s(t)) + td(η + 2D′) =
⋃

0<t<R′

γ(s(t)) +
s(t)d

(1 + τtd−1)d
(η + 2D′)

⊂
⋃

0<s<R

γ(s) + sd(η +D) = Γ(γ, d, η +D,R),

und damit die Behauptung.

4.3 Lemma. Sei V eine analytische Fläche in Cn mit 0 ∈ V und sei γ : ]0, α[→ Rn eine reelle
einfache Kurve mit Tangentialvektor ξ ∈ Rn im Ursprung.
(a) Gilt γ(t) = tξ, so ist η ∈ Tγ,1V ∩Rn genau dann ein einfacher Punkt, wenn τ(η + ξ) − ξ

ein einfacher Punkt von Tγ,1V für jedes τ > 0 ist.
(b) Gilt d > 1, so ist η ∈ Tγ,dV ∩Rn genau dann ein einfacher Punkt, wenn η+τξ ein einfacher

Punkt von Tγ,dV für jedes τ ∈ R ist.

Beweis. (a) Nach Theorem 2.7 (b) gilt Tγ,1V = T0V − ξ. Da T0V ein komplexer Kegel ist, folgt

η ∈ Tγ,1V ∩Rn genau dann, wenn τ(η + ξ)− ξ ∈ Tγ,1V ∩Rn für alle τ ∈ R,

und

(4.1) Tη(Tγ,1V ) = Tη(T0V − ξ) = Tη+ξ(T0V ) = Tτ(η+ξ)(T0V ) = Tτ(η+ξ)−ξ(Tγ,1V )
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für jedes τ ∈ R. Beachte, daß für jede Nullumgebung D in Cn, jedes R > 0 und jedes τ > 0 gilt

Γ(γ, 1, τ(η + ξ)− ξ + τD,R/τ) =
⋃

0<s<R/τ

sξ + s(τ(η + ξ)− ξ + τD)

=
⋃

0<s<R/τ

sτ(η + ξ) + sτD =
⋃

0<t<R

tξ + t(η +D) = Γ(γ, 1, η +D,R).
(4.2)

Nach (4.1) gilt für L ∈ GrassR(n − 2, n) und τ > 0, daß L ∩ Tη(Tγ,dV ) = {0} genau dann gilt,
wenn L ∩ Tτ(η+ξ)−ξ(Tγ,dV ) = {0} ist. Gemäß der Definition eines einfachen Punktes folgt die
Behauptung aus (4.2).

(b) Offensichtlich gilt die Rückrichtung für τ = 0. Nach Theorem 2.7 (c) ist η ∈ Tγ,dV dazu
äquivalent, daß η + τξ ∈ Tγ,dV für alle τ ∈ C ist. Daher ist

Tη(Tγ,dV ) = Tη+τξ(Tγ,dV ) für alle τ ∈ C.

Für L ∈ GrassR(n− 2, n) folgt L ∩ Tη(Tγ,dV ) = {0} genau dann, wenn L ∩ Tη+τξ(Tγ,dV ) = {0}
für jedes τ ∈ C ist.

Für jedes τ ∈ R gilt nach Lemma 4.2: Erfüllt L ∈ GrassR(n − 2, n) die Bedingungen in
der Definition eines einfachen Punktes, sind D eine Nullumgebung in Cn und R > 0, so daß
Γ(γ, d, η + D,R) höchstens einen reellen Zweig von BL ∩ Rn enthält, dann gibt es eine Null-
umgebung D′ in Cn und ein R′ > 0 mit

Γ(γ, d, η + τξ +D′, R′) ⊂ Γ(γ, d, η +D,R).

Hieraus folgt wie in Teil (a) die Behauptung.

4.4 Bemerkung. Sei V eine analytische Fläche in Cn mit 0 ∈ V und γ eine reelle einfache Kurve
in Rn. Sei η ∈ T0V ∩ Sn−1 und ξ, ζ ∈ Sn−1, dann gilt

η − ξ ∈ T0V − ξ = Tγξ,1V für γξ(t) = tξ, t > 0,

und η − ζ ∈ T0V − ζ = Tγζ ,1V für γζ(t) = tζ, t > 0.

Es gilt Tη−ξ(Tγξ,1V ) = Tη−ξ(T0V − ξ) = Tη(T0V ) und analog Tη−ζ(Tγζ ,1V ) = Tη(T0V ). Daher
erfüllt L ∈ GrassR(n − 2, 2) die Bedingung L ∩ Tη−ξ(Tγξ,1V ) = {0} genau dann, wenn die
Bedingung L∩Tη−ζ(Tγζ ,1V ) = {0} erfüllt ist. Folglich gilt NC(Tγξ,1V, η−ξ) = NC(Tγζ ,1V, η−ζ).

Ferner gilt für jede Nullumgebung D in Cn, jedes R > 0 und mit γη(t) = tη, t > 0,

Γ(γξ, 1, η − ξ +D,R) =
⋃

0<t<R

tξ + t(η − ξ +D) =
⋃

0<t<R

tη + tD = Γ(γη, 1, D,R)

und analog Γ(γζ , 1, η−ζ+D,R) = Γ(γη, 1, D,R). Daher ist η−ξ genau dann ein einfacher Punkt
von Tγξ,1V , wenn η − ζ ein einfacher Punkt von Tγζ ,1V ist. Denn beide Bedingungen bedeuten,
daß ein L ∈ GrassR(n− 2, n) existiert, welches die Bedingungen in Definition 4.1 erfüllt, sowie
eine Nullumgebung D in Cn und ein R > 0, so daß Γ(γη, 1, D,R) höchstens einen reellen Zweig
von BL ∩Rn enthält.

4.5 Lemma. Sei V eine algebraische Fläche in Cn mit 0 ∈ V und γ eine reelle einfache Kurve
in Rn mit Tangentialvektor ξ ∈ Rn im Ursprung. Wir nehmen an, daß γ(t) =

∑∞
j=q ajt

j/q in
Standardparametrisierung bzgl. einer Basis (b1, . . . , bn) von Rn mit b1 = ξ gegeben ist, wobei q
die Zahl aus Folgerung 3.5 bezeichne. Für d ≥ 1 definieren wir

Mγ,d := {η ∈ Tγ,dV ∩Rn : η ist kein einfacher Punkt}.
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(a) Ist d = 1 und γ(t) = tξ, so ist die Menge

M := {ζ ∈ T0V ∩ Sn−1 : ζ − ξ ∈Mγ,1}

endlich und es gilt Mγ,1 \ {−ξ} =
⋃
ζ∈M{τζ − ξ : τ > 0}.

(b) Ist d = ν/q für eine natürliche Zahl ν > q, so ist die Menge

M :=Mγ,d ∩ span{b2, . . . , bn}

endlich und es gilt Mγ,d =
⋃
ζ∈M{ζ + τξ : τ ∈ R}.

Beweis. (a) Angenommen M enthält eine Folge paarweise verschiedener Punkte (ζm)m∈N.
Dann existiert nach Folgerung 1.10 ein

L ∈ NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩
∞⋂
m=1

NC(T0V, ζm).

Die Zerlegung von BL in irreduzible Komponenten ist lokal endlich, und für jede irreduzible
Komponente W von BL gilt, daß die Anzahl der reellen Zweige von W ∩Rn kleiner gleich der
Vielfachheit von W im Ursprung ist. Daher gibt es reelle einfache Kurven τ1, . . . , τN in Rn und
eine Nullumgebung U in Rn hinreichend klein, so daß BL ∩ U keine isolierten Punkte enthält
und so daß gilt

(4.3) BL ∩ U \ {0} =
N⋃
j=1

tr(τj).

Für 1 ≤ j ≤ N bezeichne ξj den Tangentialvektor von τj im Ursprung. Für ein festes m ∈ N
setzen wir ζ := ζm und γζ(t) := tζ. Da ζ − ξ kein einfacher Punkt von Tγ,1V und L nicht-
charakteristisch für V im Ursprung und für Tγ,1V in ζ − ξ ist, gibt es mindestens zwei reelle
einfache Kurven σ1, σ2 ∈ {τ1, . . . , τN} mit der Eigenschaft

tr(σi) ⊂ BL ∩Rn und tr(σi) ∩ Γ(γ, 1, ζ − ξ +D,R) =/ 0/

für i = 1, 2 und für jede Nullumgebung D in Cn und jedes R > 0. Es gilt

Γ(γ, 1, ζ − ξ +D,R) =
⋃

0<t<R

tξ + t(ζ − ξ +D) =
⋃

0<t<R

tζ + tD = Γ(γζ , 1, D,R),

folglich gibt es ein 1 ≤ i ≤ N , so daß γζ äquivalent zu τi modulo 1 ist. Dies impliziert, daß τi
und γζ den gleichen Tangentialvektor im Ursprung haben, also ζ ∈ {ξ1, . . . , ξN}. Da m ∈ N
beliebig gewählt war, hat M höchstens N Elemente im Widerspruch dazu, daß M als nicht
endlich vorausgesetzt wurde. Damit ist die Endlichkeit von M gezeigt.

Ist ζ ∈M , d.h. ζ − ξ kein einfacher Punkt von Tγ,1V , so folgt aus Lemma 4.3 (a), daß τζ − ξ
kein einfacher Punkt von Tγ,1V für jedes τ > 0 ist, also τζ − ξ ∈Mγ,1 \ {−ξ} für jedes τ > 0.

Ist andererseits η ∈ Tγ,1V ∩ Rn, η =/ − ξ, kein einfacher Punkt, so ist auch τ(η + ξ) − ξ
kein einfacher Punkt von Tγ,1V für jedes τ > 0. Für τ := |η + ξ| > 0 und ζ := (η + ξ)/τ gilt
ζ ∈ T0V ∩ Sn−1, und man erhält η = τζ − ξ.

(b) Nimmt man an, daß M eine Folge paarweise verschiedener Punkte (ζm)m∈N enthält, so
findet man wie in (a) ein L ∈ GrassR(n− 2, n) mit

L ∈ NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩
∞⋂
m=1

NC(Tγ,dV, ζm)

23



und reelle einfache Kurven τ1, . . . , τN in Rn, so daß (4.3) gilt. Ist ζ = ζm fest, so folgt analog
die Existenz einer reellen einfachen Kurve τi mit tr(τi) ⊂ BL ∩Rn und

(4.4) tr(τi) ∩ Γ(γ, d, ζ +D,R) =/ 0/

für jede Nullumgebung D in Cn und jedes R > 0. Setzt man γζ(t) := γ(t) + ζtd, so ist γζ in
Standardparametrisierung bzgl. (b1, . . . , bn) gegeben, denn d > 1 und ζ ∈ span{b2, . . . , bn} nach
Definition von M . Es gilt

Γ(γ, d, ζ +D,R) =
⋃

0<t<R

γ(t) + td(ζ +D) =
⋃

0<t<R

γζ(t) + tdD = Γ(γζ , d,D,R).

Daher folgt aus (4.4), daß τi äquivalent zu γζ modulo d ist. Somit stimmen die Tangentialvektoren
von τi und γζ überein, und wir können annehmen, daß τi in Standardparametrisierung τi(t) =∑∞

j=q bi,jt
j/q bzgl. (b1, . . . , bn) gegegeben ist. Aus Bemerkung 1.18 folgt

dq∑
j=q

ajt
j/q + tdζ =

dq∑
j=q

bi,jt
j/q,

also gilt aν + ζ = bi,ν . Somit ist ζ ∈ {bi,ν − aν : 1 ≤ i ≤ N} im Widerspruch zur Annahme,
daß M nicht endlich ist.

Für ζ ∈M folgt aus Lemma 4.3 (b), daß ζ+ τξ kein einfacher Punkt von Tγ,dV und daher in
Mγ,d für jedes τ ∈ R ist. Ist andererseits η ∈ Mγ,d und bezeichne P : Rn → R die Projektion
entlang span{b2, . . . , bn} auf span{b1} mit P (ξ) = 1. Setzt man τ := P (η) und ζ := η − τξ,
so ist ζ kein einfacher Punkt von Tγ,dV nach Lemma 4.3 (b) und es gilt P (ζ) = 0. Folglich ist
ζ ∈M und η = ζ + τξ wie gewünscht.

4.2 Kritische Niveaus

4.6 Definition. Seien V eine analytische Fläche in Cn mit 0 ∈ V , γ eine reelle einfache Kurve
inRn, d ≥ 1 und A ⊂ Grass(n−2, n) eine echte Teilmenge, für die GrassR(n−2, n)\A ⊂ NC(V, 0)
gilt. Wir sagen δ ≥ d ist A-zulässig für γ, falls für jedes L ∈ GrassR(n − 2, n) \ A jede reelle
einfache Kurve τ , die äquivalent zu γ modulo d ist und für die tr(τ) ⊂ BL gilt, bereits äquivalent
zu γ modulo δ ist.

In [9] haben Braun, Meise und Taylor bewiesen:

4.7 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.6 existiert ein ∆A(γ, d) > d mit

{δ ≥ d : δ ist A-zulässig für γ} = [d,∆A(γ, d)[.

4.8 Definition. Die Zahl ∆A(γ, d) aus Lemma 4.7 heißt A-kritisches Niveau von (γ, d).

Das folgende Lemma verallgemeinert [9], Lemma 4.8, für höhere Kodimension.

4.9 Lemma. Seien V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V , d = ν/q > 1 mit q aus Fol-
gerung 3.5 und ν ∈ N, und γ eine reelle einfache Kurve in Standardparametrisierung γ(t) =∑ν−1

j=q ajt
j/q bzgl. einer gegebenen Basis (b1, . . . , bn) von Rn. Bezeichne ξ = b1 den Tangential-

vektor von γ im Ursprung und sei η ∈ Tγ,dV ∩Rn kein einfacher Punkt mit η ∈ span{b2, . . . , bn}.
Setze γη(t) := γ(t) + tdη und

A := Grass(n− 2, n) \ (NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(Tγ,dV, η)).
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Dann gilt A = Grass(n − 2, n) \ (NC(V, 0) ∩ NC(V,∞) ∩ NC(Tγη ,dV, 0)) und es gibt ein ν ′ ∈ N
mit ν ′ > ν, so daß ∆A(γη, d) = ν ′/q ist.

Beweis. Um zu zeigen, daß ∆ := ∆A(γη, d) endlich ist, fixiere ein L ∈ GrassR(n − 2, n) \ A.
Weil η ∈ Tγ,dV ∩ Rn nicht einfach ist, gibt es mindestens zwei Verzweigungskurven S, T von
BL∩Rn, welche mit Γ(γ, d, η+D,R) = Γ(γη, d,D,R) für jede Nullumgebung D ⊂ Cn und jedes
R > 0 hinreichend klein einen nicht-leeren Schnitt haben. Folglich sind S und T äquivalent zu γη
modulo d, und die Tangentialvektoren von S und T im Ursprung stimmen mit ξ überein. Wir
können daher S und T in Standardparametrisierung bzgl. der gegebenen Basis betrachten und
finden wegen S =/ T ein δ > d, so daß sich (wenigstens) eine der beiden Puiseux-Entwicklungen
von der Ordnung tδ von γη unterscheidet. Damit ist dieser Zweig nicht äquivalent zu γη modulo δ,
und δ ist nicht A-zulässig für γη. Folglich ist ∆ ≤ δ <∞.

Um die Existenz eines ν ′ ∈ N mit ∆A(γη, d) = ν ′/q zeigen, beachte man zunächst, daß aus
η ∈ span{b2, . . . , bn} und d > 1 folgt, daß γη in Standardparametrisierung γη(t) =

∑ν
j=q ajt

j/q

mit aν = η gegeben ist. Weil ∆ nicht A-zulässig für γη ist, existieren ein L ∈ GrassR(n−2, n)\A
und eine reelle einfache Kurve τ mit tr(τ) ⊂ BL, welche äquivalent zu γη modulo ∆−ε für jedes
0 < ε ≤ ∆ − d, jedoch nicht modulo ∆ ist. Weil τ und γη denselben Tangentialvektor im
Ursprung haben, können wir annehmen, daß τ in Standardparametrisierung τ(t) =

∑∞
j=q bjt

j/q

gegeben ist. Aus [9], Lemma 2.15, folgt für jedes ε > 0 hinreichend klein

(∆−ε)q∑
j=q

ajt
j/q =

(∆−ε)q∑
j=q

bjt
j/q, wogegen

∆q∑
j=q

ajt
j/q =/

∆q∑
j=q

bjt
j/q,

was ν ′ := ∆q ∈ N impliziert. Somit ist ∆ = ν ′/q > d, also ν ′ > ν, und aus Tγη ,dV = Tγ,dV − η
folgt die letzte Behauptung für A.

Genauso läßt sich zeigen:

4.10 Lemma. Seien V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V und η ∈ T0V ∩ Sn−1. Setze
σ : t → tη für t > 0, und

A := Grass(n− 2, n) \ (NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(Tσ,1V, 0)).

Angenommen 0 ∈ Tσ,1V = T0V − η ist kein einfacher Punkt. Dann existiert ein ν ∈ N, ν > q

aus Folgerung 3.5, mit ∆A(σ, 1) = ν/q.

4.3 Konstruktion einer endlichen Menge C reeller einfacher Kur-

ven in Rn

Sei V eine algebraische Fläche in Cn mit 0 ∈ V . Bezeichne q ∈ N die Zahl aus Folgerung 3.5.
Für η ∈ Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} definieren wir ση(t) = tη für t > 0.
Wir betrachten zunächst die Menge aller reellen singulären Richtungen von T0V , in deren Nähe
mehrere reelle Verzweigungskurven von V bezüglich fast aller reellen Projektionsrichtungen lie-
gen: Für ξ ∈ Sn−1 sei

(4.5) M1 := {η ∈ (T0V )sing ∩ Sn−1 : η − ξ ist kein einfacher Punkt von Tσξ,1V },
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dann hängt M1 nach Bemerkung 4.4 nicht von der Wahl von ξ ab. Ist M1 = 0/, setze C := 0/.
Andernfalls definieren wir rekursiv Mengen Cj für j ∈ N mit folgenden Eigenschaften:

(4.6)
Cj ist endlich und für jedes (γ, d) ∈ Cj gibt es ein ν ∈ N, ν ≥ q + j, so daß d = ν/q

ist, und γ besitzt eine Standardparametrisierung der Form γ(t) =
∑ν−1

j=q ajt
j/q.

Rekursionsanfang: Setze zunächst für η ∈ T0V ∩ Sn−1

A(η) := Grass(n− 2) \
(
NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(T0V, η)

)
und sei ∆A(η)(ση, 1) wie in Lemma 4.7. Für η ∈ M1 sei ν(η) := q∆A(η)(ση, 1). Dann folgt aus
Lemma 4.10, daß ν(η) ∈ N und ν(η) > q gelten. Weil M1 nach Lemma 4.5 endlich ist, erfüllt
die Menge

C1 := {(ση,∆A(η)(ση, 1)) : η ∈M1}

die Bedingungen (4.6).

Rekursionsschritt: Um Cj für j ≥ 2 zu definieren, setze zunächst

Cj−1,c := {(γ, d) ∈ Cj−1 | es gibt einen Punkt ζ ∈ (Tγ,dV )sing ∩Rn, der nicht einfach ist}.

Ist Cj−1,c = 0/, dann setze Cj := 0/. Andernfalls fixiere (γ, d) ∈ Cj−1,c und bezeichne mit η den
Tangentialvektor von γ im Ursprung. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine natürliche Zahl
ν ≥ q+ j−1 mit d = ν/q und es gilt γ(t) =

∑ν−1
i=q ait

i/q in Standardparametrisierung bzgl. einer
Basis (η, b2, . . . , bn) von Rn.

Setze

(4.7) Mγ,d := {ζ ∈ (Tγ,dV )sing ∩Rn : ζ ist nicht einfach} ∩ span{b2, . . . , bn}.

Nach Lemma 4.5 ist Mγ,d endlich. Für ζ ∈Mγ,d definieren wir

γζ : t → γ(t) + ζtd =
ν∑
j=q

ajt
j/q mit aν := ζ.

Wegen ζ ∈ span{b2, . . . , bn} ist γζ in Standardparametrisierung bzgl. (η, b2, . . . , bn) gegeben.
Definiere

A(γ, ζ) := Grass(n− 2, n) \
(
NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(Tγ,dV, ζ)

)
.

Dann gibt es nach Lemma 4.9 ein µ ∈ N mit µ > ν ≥ q+ j− 1, so daß ∆A(γ,ζ)(γζ , d) = µ/q gilt.
Somit ist die Menge

Cj := {(γζ ,∆A(γ,ζ)(γζ , d)) : (γ, d) ∈ Cj−1,c, ζ ∈Mγ,d}

endlich und erfüllt die Bedingungen (4.6).

Wir behaupten:

(4.8) Es gibt ein N ∈ N, so daß für jedes (γ, d) ∈ CN alle Punkte in (Tγ,dV )sing ∩Rn

einfach sind.

Angenommen Cj,c =/ 0/ für alle j ∈ N. Setze

A := Grass(n− 2, n) \
(

NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩
⋂

j∈N, (γ,d)∈Cj,c, ζ∈Mγ,d

NC(Tγ,dV, ζ)
)
.
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Nach Folgerung 1.10 existiert ein L ∈ GrassR(n − 2, n) \ A. Analog zu (4.3) findet man reelle
einfache Kurven τ1, . . . , τm in Rn sowie eine Nullumgebung U in Rn, für welche gilt

(4.9) BL ∩ U \ {0} =
m⋃
j=1

tr(τj).

OBdA. sei tr(τi) ∩ tr(τk) = 0/ für i =/ k. Dann können wir δ > 1 hinreichend groß und R, ε > 0
hinreichend klein wählen, so daß für alle j =/ k gilt

(4.10) Γ(τj , δ, B(0, ε), R) ∩ Γ(τk, δ, B(0, ε), R) = 0/.

Wähle p ∈ N mit p > δq. Fixiere (γ, d) ∈ Cp,c und ζ ∈ Mγ,d. Aus (4.6) folgt d ≥ (q + p)/q =
1 + p/q > δ. Weil ζ ∈ Tγ,dV ∩ Rn kein einfacher Punkt und L ∈/ A nicht-charakteristisch für
Tγ,dV im Punkt ζ ist, gibt es für jede Nullumgebung D ⊂ Cn und jedes ρ > 0 wenigstens zwei
Verzweigungskurven τi =/ τj von BL∩Rn, welche mit Γ(γ, d, ζ+D, ρ) = Γ(γζ , d,D, ρ) nicht-leeren
Schnitt haben. Dann ist τi äquivalent zu τj modulo d. Wegen d > δ widerspricht dies (4.10),
und (4.8) ist gezeigt.

Somit haben wir bewiesen, daß C :=
⋃N
j=1 Cj endlich ist.

4.4 Charakterisierung von PL loc(0)

Ziel dieses Abschnitts ist die folgende Charakterisierung von PL loc :

4.11 Theorem. Sei V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V . Dann sind äquivalent:

(a) V erfüllt PL loc(0),

(b) V ist hyperbolisch in Konoiden im Ursprung,

(c) T0V erfüllt PL loc(0), es existiert ein ζ ∈ Sn−1, so daß für γζ(t) := tζ und jeden Punkt
η ∈ (T0V )reg ∩ Sn−1 gilt, daß V (γζ , 1)-hyperbolisch im Punkt η − ζ ∈ Tγζ ,1V ist, und für
alle (γ, d) ∈ C sind die folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) Tγ,dV erfüllt PL loc(η) in jedem Punkt η ∈ Tγ,dV ∩Rn,
(ii) V ist (γ, d)-hyperbolisch in jedem Punkt η ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn.

Der Beweis von Theorem 4.11 erfordert einige Vorbereitung. Wir beginnen damit, Eigen-
schaften von Grenzvarietäten in einfachen Punkten zu analysieren.

4.12 Lemma. Sei V ⊂ Cn eine analytische Fläche mit 0 ∈ V , γ eine reelle einfache Kurve in
Standardparametrisierung bzgl. der kanonischen Basis von Rn und d ≥ 1. Wir nehmen 0 ∈ Tγ,dV
an und π : (z1, . . . , zn) → (z1, z2) sei nicht-charakteristisch für Tγ,dV im Ursprung. Für jede
Nullumgebung D ⊂ Cn existieren ε, δ, r > 0, so daß G := B2(0, ε) × Bn−2(0, δ) enthalten in D

ist, und so daß
π : V ∩ Γ(γ, d,G, r)→ Γ′(π ∩ γ, d,B(0, ε)2, r)

eigentlich ist.

Beweis. Da π nicht-charakteristisch für Tγ,dV im Ursprung ist, können wir [9], Lemma 3.10,
anwenden und erhalten ε1 > 0 und 0 < δ0 < δ1, so daß für G0 := B2(0, ε1) × Bn−2(0, δ1) gilt:
G0 ⊂ D und

(4.11) Tγ,dV ∩G0 ⊂ Tγ,dV ∩ (B2(0, ε1)×Bn−2(0, δ0)).
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Fixiere 0 < ε < ε1 und δ0 < δ < δ2 < δ1. Wir behaupten, daß ein r > 0 existiert mit

(4.12) V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε)×Bn−2(0, δ2), r) ⊂ V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε)×Bn−2(0, δ), r).

Um (4.12) zu zeigen, setze K := B2(0, ε)×Bn−2(0, δ2) ⊂ G0, und für 0 < η < min(δ1−δ2, δ−δ0)
fest gewählt sei G1 := (K ∩ Tγ,dV ) + B(0, η). Dann folgt aus [9], Lemma 2.8, daß ein r > 0
existiert mit K ∩ Vt,d ⊂ G1 für alle t ∈ ]0, r[. Fixiere ein z = γ(t) + tdζ ∈ V mit

ζ = (ζ ′, ζ ′′) ∈ B2(0, ε)×Bn−2(0, δ2) und t ∈ ]0, r[,

dann ist ζ ∈ Vt,d. Nach Wahl von r existiert ein w = (w′, w′′) ∈ K ∩ Tγ,dV mit |ζ − w| < η. Es
gilt w ∈ Tγ,dV ∩G0, also ist |ζ ′′| < |w′′|+ η < δ0 + η < δ nach (4.11). Somit ist

z ∈ V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε)×Bn−2(0, δ), r)

und (4.12) ist gezeigt.
Aus (4.12) folgern wir, daß π wie im Lemma eigentlich ist: Fixiere Q ⊂ Γ′(π◦γ, d,B2(0, ε), r)

kompakt und sei

L := {z ∈ V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε)×Bn−2(0, δ), r) : π(z) ∈ Q}.

Wir behaupten: L ist kompakt in V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε)×Bn−2(0, δ), r). Setze

Uk :=
⋃{

π ◦ γ(t) + tdB
(
0, k

k+1ε
)2 ∣∣∣ t ∈ ] r

k+1 ,
kr
k+1

[}
,

dann gilt
⋃
k∈N Uk = Γ′(π ◦ γ, d,B2(0, ε), r). Da Q kompakt ist, existiert ein k ∈ N mit Q ⊂ Uk.

Sei (zj)j∈N eine beliebige Folge in L. Da L beschränkt ist, enthält (zj)j∈N eine konvergente
Teilfolge. Daher können wir oBdA. zj → ζ ∈ L̄ für j →∞ annehmen.

Weil (z′j)j∈N eine Folge in Q ⊂ Uk ist, existieren Folgen (tj)j∈N in ] r
k+1 ,

rk
k+1 [ und (wj)j∈N

in B2(0, k
k+1ε) × B

n−2(0, δ) mit zj = γ(tj) + tdjwj für alle j ∈ N. Nach Übergang zu Teilfolgen

gilt tj → t0 ∈ [ r
k+1 ,

kr
k+1 ] und wj → w0 ∈ B2(0, k

k+1ε)×Bn−2(0, δ) ⊂ B2(0, ε) × Bn−2(0, δ2).
Nun ist V abgeschlossen und daher ζ = γ(t0) + td0w0 ∈ V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε) × Bn−2(0, δ2), r).
Aus (4.12) folgt ζ ∈ V ∩ Γ(γ, d,B2(0, ε)× Bn−2(0, δ), r), also ζ ∈ L. Damit ist die Behauptung
gezeigt.

4.13 Definition. Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge in der Umgebung eines Punktes
a ∈ V ∩Rn.

(a) Wir sagen, V erfüllt die Dimensionsbedingung in a, wenn für jede lokal irreduzible Kompo-
nente W von V mit a ∈ W gilt, daß die reelle Dimension von W ∩Rn als reell-analytische
Menge und die komplexe Dimension von W im Punkt a übereinstimmen.

(b) Wir sagen, V ist lokal hyperbolisch in a, falls eine Umgebung U von a in Cn und eine
Projektion π in Cn existieren, welche nicht-charakteristisch für V in a ist, so daß für alle
z ∈ V ∩ U aus π(z) ∈ Rn bereits z ∈ Rn folgt.

Offensichtlich impliziert lokale Hyperbolizität die Dimensionsbedingung. Die Umkehrung gilt
nicht, wie das Beispiel V (x2 − y3) in C2 zeigt.
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4.14 Lemma. Sei V ⊂ Cn eine analytische Fläche mit 0 ∈ V , γ eine reelle einfache Kurve
und d ≥ 1. Sei η ∈ Tγ,dV ∩Rn ein einfacher Punkt. Angenommen Tγ,dV ist lokal hyperbolisch
in η und es gibt eine offene Umgebung U von η, so daß V (γ, d)-hyperbolisch in allen Punkten
ζ ∈ (Tγ,dV )reg ∩ U ∩Rn ist. Dann ist V (γ, d)-hyperbolisch in η.

Beweis. Sei ζ1 ∈ Rn der Tangentialvektor von γ im Ursprung. Da η ∈ Tγ,dV einfach ist,
existieren ein L ∈ NC(V, 0) ∩ NC(Tγ,dV, η) mit ζ1 ∈/ L, eine Nullumgebung D0 ⊂ U in Cn und
ρ1 > 0, so daß

BL ∩Rn ∩ Γ(γ, d, η +D0, ρ1)

höchstens einen Zweig von BL∩Rn enthält. Wähle ζ2 ∈ Rn und ζ3, . . . , ζn ∈ L, so daß (ζ1, . . . , ζn)
eine Basis vonRn ist. OBdA. sei dies die Standardbasis vonRn und γ = (γ1, . . . , γn) in Standard-
parametrisierung gegeben. Dann ist π : (z1, . . . , zn)→ (z1, z2) nicht-charakteristisch für Tγ,dV
in η. OBdA. sei η = 0.

Nach Voraussetzung ist Tγ,dV lokal hyperbolisch im Punkt η = 0. Wir zeigen, daß Tγ,dV

lokal hyperbolisch bzgl. der gegebenen Projektion π ist. Zunächst behaupten wir, daß eine offene
Nullumgebung U ⊂ Cn und endlich viele komplexe Mannigfaltigkeiten Wj ⊂ U für 1 ≤ j ≤ m

existieren, welche die Dimensionsbedingung in jedem Punkt z ∈Wj ∩Rn erfüllen, so daß gilt

(4.13) Tγ,dV ∩ U =
m⋃
j=1

Wj .

Für d > 1 folgt (4.13) daraus, daß Tγ,dV translationsinvariant in Richtung ζ1 und daher das
Produkt von C und einer analytischen Kurve in Cn−1 ist, welche lokal hyperbolisch im Ursprung
ist. Für diese impliziert [9], Proposition 3.16, die Darstellung in (4.13).
Für d = 1 ist Tγ,1V = T0V − ζ1 homogen und (4.13) folgt aus [3], Proposition 3.12.

Weil Wj ∩ Rn nahe Null eine zweidimensionale reell-analytische Menge ist, kann jede für
Tγ,dV im Ursprung nicht-charakteristische Projektion in der Definition von lokaler Hyperbo-
lizität verwendet werden, insbesondere π. Denn jede solche Projektion bildet Wj nahe Null
bijektiv auf eine offene Menge eines zweidimensionalen Unterraums von Cn ab, wobei Wj ∩Rn

auf eine offene Menge eines zweidimensionalen Unterraums von Rn projiziert wird.
Daher können wir D0 hinreichend klein wählen, so daß z ∈ Tγ,dV ∩ 2D0 reell ist, falls π(z)

reell ist. Weil π nicht-charakteristisch für Tγ,dV in η = 0 ist, existieren Konstanten ε, δ > 0, so
daß für D := B2(0, ε)×Bn−2(0, δ) gilt: D ⊂ D0 und

(4.14) π : Tγ,dV ∩B2(0, 2ε)×Bn−2(0, δ)→ B2(0, 2ε)

ist eigentlich. Aus dem vorigem Lemma folgt, daß ein 0 < ρ2 ≤ ρ1 existiert, so daß

(4.15) π : V ∩ Γ(γ, d,D, ρ2)→ Γ′(π ◦ γ, d,B2(0, ε), ρ2)

eigentlich ist. Wir setzen Γ := Γ(γ, d,D, ρ2) und Γ′ := π(Γ).
Sei Σ ⊂ Γ′ die kritische Menge der analytischen Überlagerung in (4.15). OBdA. sei Γ hinrei-

chend klein gewählt, so daß

Σ ∩R2 =
m⋃
j=1

tr(τj)

mit reellen einfachen Kurven τj ist, für welche gilt:

lim
t↘0

τj(t) = 0, tr(τi) ∩ tr(τj) = 0/ für i =/ j, τj(t)− π ◦ γ(t) = o(td) für j = 1, . . . ,m.
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Betrachten wir zunächst den Fall, daß Γ hinreichend klein gewählt werden kann, so daß
m = 0 ist, und zeigen, daß V (γ, d)-hyperbolisch in η = 0 ist. Seien W ⊂ V ∩ Γ ein Blatt
der Überlagerung (4.15) und W0 := {z ∈ W : π(z) ∈ R2}, dann ist W0 ⊂ Rn zu zeigen.
Bezeichne Σ1 ⊂ B2(0, 2ε) die kritische Menge der analytischen Überlagerung in (4.14) und sei
κ′ ∈ Γ′ ∩R2 \Σ1 fest gewählt. Dann gilt für jedes κ ∈ π−1(κ′)∩ Tγ,dV ∩B2(0, 2ε)×Bn−2(0, δ),
daß κ ∈ (Tγ,dV )reg ist: Denn nimmt man κ ∈ (Tγ,dV )sing an, so ist κ ein Verzweigungspunkt
der Überlagerung in (4.14) und somit π(κ) = κ′ ∈ Σ1 im Widerspruch zur Wahl von κ′. Weil κ
kein Verzweigungspunkt der Überlagerung in (4.14) ist, ist π in einer Umgebung von κ in Tγ,dV
biholomorph. Folglich ist π : Tκ(Tγ,dV ) → C2 biholomorph und somit L ∩ Tκ(Tγ,dV ) = {0}.
Daher ist π ∈ NC(Tγ,dV, κ) für alle κ ∈ π−1(κ′) ∩ Tγ,dV ∩B2(0, 2ε)×Bn−2(0, δ).

Setze
σ̃(t) := π ◦ γ(t) + κ′td, t ∈ ]0, ρ2[,

dann ist σ̃ eine reelle einfache Kurve in Γ′ ∩R2. Da W0 unverzweigt über Γ′ ∩R2 ist, können
wir σ := (π|W0)−1 ◦ σ̃ setzen. Weil σ eine analytische Kurve in Γ ist, folgt

σ(t)− γ(t)
td

∈ D für alle t ∈ ]0, ρ2[.

Daher gibt es eine Folge (tj)j∈N mit tj ↘ 0, und es existiert

lim
j→∞

σ(tj)− γ(tj)
tdj

= κ ∈ Tγ,dV ∩ D̄.

Aus Stetigkeitsgründen ist π(κ) = κ′ und somit κ ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn. Nach Voraussetzung ist V
(γ, d)-hyperbolisch im Punkt κ bezüglich einer Projektion π̃, welche nicht-charakteristisch für
Tγ,dV im Punkt κ ist. Da π nicht-charakteristisch für Tγ,dV in κ ist, folgt aus [9], Lemma 3.19,
daß V (γ, d)-hyperbolisch in κ bezüglich π ist, d.h. es existieren eine offene Nullumgebung
G0 ⊂ Cn und ρ0 > 0, so daß für jedes z ∈ V ∩ Γ(γ, d, κ+G0, ρ0) mit π(z) ∈ R2 folgt z ∈ Rn.

Für j hinreichend groß gilt σ(tj) ∈ Γ(γ, d, κ+G0, ρ0). Daher ist W0∩Γ(γ, d, κ+G0, ρ0) offen
und nicht leer in W0. Da W0 reell-analytisch, Γ′ zusammenhängend und (π|W0)−1 : Γ′ → W0

stetig sind, ist W0 zusammenhängend, woraus W0 ⊂ Rn folgt.
Für den Fall, daß Γ hinreichend klein gewählt werden kann, so daß m = 1 ist, lassen sich

obige Argumente auf die beiden Zusammenhangskomponenten von Γ′ ∩R2 \ Σ anwenden.
Angenommen m > 1 für beliebig kleines Γ, so läßt sich obige Argumentation auf die beiden

äußeren Zusammenhangskomponenten von Γ′∩R2 \Σ anwenden, welche nicht von zweien der τj
begrenzt werden. Denn wählt man κ′ in einer dieser Zusammenhangskomponenten, so liegt
tr(σ̃) ganz in dieser Zusammenhangskomponente. In diesem Fall erhält man, daß über den
äußeren beiden Zusammenhangskomponenten von Γ′ ∩ R2 \ Σ alle Urbilder unter π reell sein
müssen. Folglich enthält BL ∩Rn mindestens zwei reelle einfache Kurven im Widerspruch zur
Voraussetzung, daß η = 0 ein einfacher Punkt ist.

Für nicht-einfache Punkte ist die folgende Schlußweise eine Verallgemeinerung für höhere
Kodimension von [9], Lemma 5.10 und Lemma 5.11, von Braun, Meise und Taylor.

4.15 Definition. Sei V ⊂ Cn eine analytische Menge der reinen Dimension k mit 0 ∈ V , γ
eine reelle einfache Kurve in Cn und d ≥ 1. Für r > 0 und D ⊂ Cn offen sei Γ := Γ(γ, d,D, r)
ein Konoid in Cn. Wir sagen, V erfüllt die Bedingung PL(V,Γ), wenn gilt: Für jede kompakte
Teilmenge K von D existieren A0, r0 > 0, so daß für jede plurisubharmonische Funktion u auf
V ∩ Γ, welche die Bedingungen (α) und (β) erfüllt, die Bedingung (γ) gilt, wobei
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(α) u(z) ≤ |z|d, z ∈ V ∩ Γ,
(β) u(z) ≤ 0, z ∈ V ∩ Γ ∩Rn,
(γ) u(z) ≤ A0|Im z|, z ∈ V ∩ Γ ∩B(0, r0).

4.16 Lemma. Seien γ(t) = (t, γ2(t), . . . , γn(t)) eine reelle einfache Kurve mit |γj(t)| = o(|t|)
für 2 ≤ j ≤ n, π(z1, . . . , zn) := (z1, z2) und rj , Rj > 0 für j = 1, . . . , n gegeben. Setze

G :=
n∏
j=1

B(0, rj), G′ = π(G) und D :=
n∏
j=1

B(0, Rj), D′ := π(D).

Für 1 ≤ d < ∆ und 0 < ρ < ρ̃ < 1 sei V ⊂ Γ(γ, d,G, ρ) eine analytische Fläche mit 0 ∈ V̄ , so
daß π : V → Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ) eigentlich ist. Angenommen

(a) für alle z ∈ V mit π(z) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, D′, ρ̃) folgt aus π(z) ∈ R2, daß z ∈ Rn ist,

(b) für alle z ∈ V \ Γ
(
γ,∆,

∏2
j=1B(0, Rj)×

∏n
j=3B(0, 2Rj), ρ̃

)
mit

π(z) ∈ Γ′(π ◦ γ,∆, D′, ρ̃) folgt aus π(z) ∈ R2, daß z ∈ Rn ist,

(c) es existiert kein z ∈ V von der Form z = γ(t) + t∆w mit 0 < t < ρ, π(w) ∈ 3D′ und
Rj ≤ |wj | ≤ 2Rj für j ≥ 3,

(d) V erfüllt PL(V,Γ(γ,∆, 3D, ρ)).

Dann existieren A, δ, ρ0 > 0, so daß für alle u ∈ PSH(V ) gilt: (α) ∧ (β)⇒ (γ), wobei

(α) u(z) ≤ |z|d, z ∈ V ,

(β) u(z) ≤ 0, z ∈ V ∩Rn,

(γ) u(z) ≤ A|Im z|, z ∈ V ∩ Γ(γ, d, δG, ρ0).

Beweis. Nach Voraussetzung an γ gibt es C1 > 0 und 0 < ρ1 ≤ ρ, so daß |z| ≤ C1|z1| für
alle z ∈ Γ(γ, d,G, ρ1) gilt. Weil γ als Puiseux-Reihe gegeben ist, läßt sich γ holomorph auf die
geschlitzte Scheibe B(0, ρ1) \ ]−∞, 0] fortsetzen. Aus |γj(t)| = o(|t|) für 2 ≤ j ≤ n folgt die
Existenz eines 0 < ρ2 < ρ1, so daß sich γ′j stetig auf der kompakten Menge

W := {x+ iy : x ∈ [0, ρ2], y ∈ [−ρ2, ρ2]} ⊂ B(0, ρ1)

mit γ′j(0) = 0 erklären läßt. Sei ρ2 > 0 hinreichend klein gewählt, daß für 2 ≤ j ≤ n und
r0 := min{ri : 1 ≤ i ≤ n} die Abschätzung

(4.16) |γ′j(z)| < min
(

R2

20R1
,
r0

r1
, 1
)

für alle z ∈W

erfüllt ist. Ferner sei m ∈ N hinreichend groß, daß |x∆ − 1| < 1/40 und |xd − 1| < 1/2 für jedes

2
3
< (m− 1)/(m+ 1) ≤ x ≤ (m+ 1)/(m− 1) <

3
2

und x∆ < 22/21 für jedes
2
3
<

m

m+ 1
≤ x ≤ m

m− 1
< 2
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gelten. Ohne Einschränkung können wir davon ausgehen, daß ρ̃∆−13R1 < 1/m ist und die
Abschätzung (4.16) für ρ̃ = ρ2 gilt, indem wir ρ und ρ̃ verkleinern, wobei die Voraussetzungen
(a)–(c) erhalten bleiben. Wähle positive Zahlen ε, δ, L, ρ0 fest, so daß die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

ε < min
(
r1,

r2

2
,

1
m

)
, δ < min

(
1

4mr1
,
3
4

ε

2d+2(r1 + r2)

)
,

L =
11
10
R2

ε
, ρ0 <

ρ2

2
, Lρ∆−d

0 < 1 und
(

3
2
ρ0

)∆−d
3R1 <

δr1

2
.

Wir behaupten zunächst, daß ein A1 > 0 existiert, so daß für jedes u ∈ PSH(V ) mit (α) und (β)
gilt:

u(z) ≤ A1|Im z|, z ∈ V ∩ Γ(γ, d, δG, ρ0), π(z) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ̃),(4.17)

u(z) ≤ A1|z|∆, z ∈ V ∩ Γ(γ, d, δG, ρ0), π(z) ∈ Γ′(π ◦ γ,∆, 3D′, ρ̃).(4.18)

Sei ein solches u ∈ PSH(V ) fest gewählt. Wir definieren

v : Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ0)→ [−∞,∞[, z′ → max{u(z) : z ∈ V, π(z) = z′}.

Da die kritische Menge der analytischen Überlagerung π : V → Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ) hebbar ist,
folgt v ∈ PSH(Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ0)). Wegen (α) und nach Wahl von C1 gilt v(z′) ≤ (C1|z1|)d für
z′ ∈ Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ0).

Im Folgenden bezeichne D := B1(0, 1). Für 0 < t0 < ρ0 definieren wir

ψ : D×D→ C2, (a, b)→ (t0 + εtd0a, γ2(t0 + εtd0a) + εtd0b),

und zeigen ψ(a, b) ∈ Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ0): Für (ζ1, ζ2) := ψ(a, b)− (t0, γ2(t0)) ist |ζ1| < εtd0 < td0r1.
Außerdem gelten 0 < Re(t0 + εtd0a) < t0(1 + ε) < ρ2 und |Im(t0 + εtd0a)| < εt0 < ρ2 und damit
auch |ζ2| < 2εtd0 < td0r2 unter Verwendung von (4.16). Also ist ψ(a, b) ∈ π ◦ γ(t0) + td0G

′. Mit
obiger Abschätzung erhält man hieraus v◦ψ(a, b) ≤ (C1(t0+εtd0))d ≤ (2C1)dtd0 für (a, b) ∈ D×D.

Seien a ∈ D und b ∈ ]−1, 1[ \ ]−Lt∆−d0 , Lt∆−d0 [ fest gewählt. Wir behaupten

(4.19) ψ(a, b) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, D′, ρ̃).

Angenommen es existieren 0 < t < ρ̃ und w ∈ D′ mit ψ(a, b) = π ◦ γ(t) + t∆w, d.h.

(4.20) (t0 + εtd0a, γ2(t0 + εtd0a) + εtd0b) = (t+ t∆w1, γ2(t) + t∆w2).

Vergleicht man die erste Komponente dieser Gleichung, so erhält man

t0
t

= 1 + t∆−1w1 − εtd0t−1a,

also gilt

|1 + t∆−1w1| − ε
t0
t
≤ t0

t
≤ |1 + t∆−1w1|+ ε

t0
t
.

Hieraus folgen

(1 + ε)
t0
t
≥ |1 + t∆−1w1| ≥ 1− t∆−1R1 ≥

m− 1
m

und
(1− ε) t0

t
≤ |1 + t∆−1w1| ≤ 1 + t∆−1R1 ≤

m+ 1
m

.
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Wegen ε ≤ 1/m ist
m− 1
m+ 1

≤ t0
t
≤ m+ 1
m− 1

,

und somit (
t0
t

)∆

≥ 39
40

nach Wahl von m. Wir lösen die zweite Komponente von Gleichung (4.20) nach w2 auf

w2 = t−∆(γ2(t0 + εtd0a)− γ2(t) + εtd0b)

und schätzen mit Hilfe der bisherigen Ungleichungen und (4.16) wie folgt ab:

|w2| ≥ εtd0t
−∆|b| − t−∆|t0 + εtd0a− t|

R2

20R1
≥ εLt∆−d0 td0t

−∆ − t−∆|t∆w1|
R2

20R1

= εL

(
t0
t

)∆

− |w1|
R2

20R1
≥ 11

10
39
40
R2 −

R2

20
> R2.

Dies steht im Widerspruch zur Annahme w ∈ D′, womit (4.19) gezeigt ist.
Definiere

Φ : D×D→ [−∞,∞[, Φ(a, b) := (2C1t0)−dv ◦ ψ(a, b),

dann gilt Φ(a, b) ≤ 1 für (a, b) ∈ D×D, und mit Voraussetzung (a) folgt aus dem eben Gezeigten
Φ(a, b) ≤ 0 für (a, b) ∈ ]−1, 1[ × ]−1, 1[ \ ]−Lt∆−d0 , Lt∆−d0 [. Nach [2], Theorem 5.8, gibt es eine
Konstante C2 > 0, so daß für a, b ∈ B(0, 3/4) gilt

(4.21) Φ(a, b) ≤ C2

(
|Im a|+

∣∣∣∣Im√b2 − L2t
2(∆−d)
0

∣∣∣∣) .
Aus [2], Lemma 5.7, erhält man: Falls |b| > (3/2)Lt∆−d0 ist, so gilt

|Im
√
b2 − L2t

2(∆−d)
0 | ≤ (3/

√
5)|Im b|

nach Aussage (iii), und falls |b| ≤ 3Lt∆−d0 ist, so gilt

|Im
√
b2 − L2t

2(∆−d)
0 | ≤ 4Lt∆−d0

nach Aussage (i). Ist |Im a| hinreichend groß (in Abhängigkeit von t0 etc.), so schätzen wir im
letzten Fall weiter durch ein Vielfaches von |Im a| ab, andernfalls schätzen wir |Im a| in (4.21)
ebenfalls durch einen Ausdruck in t0 ab. Somit erhalten wir ein C3 > 0 unabhängig von u und t0,
so daß

Φ(a, b) ≤

{
C3|Im(a, b)|, falls |b| > (3/2)Lt∆−d0 oder |Im a| > (R1/ε)t∆−d0 ,

C3t
∆−d
0 , falls |b| ≤ 3Lt∆−d0 und |Im a| ≤ 4(R1/ε)t∆−d0 .

Um (4.17) und (4.18) zu zeigen, sei z ∈ Γ(γ, d, δG, ρ0), z = γ(t) + tdw mit 0 < t < ρ0 und
w ∈ δG, fest gewählt. Dann gelten für jede Wahl von 0 < t̃ < (3/2)ρ0 und w̃ ∈ 4δG mit

(4.22) z = γ(t̃) + t̃dw̃

die folgenden Abschätzungen: Wir setzen

t0 := Re z1, a :=
i

εtd0
Im z1, b :=

i

εtd0
(z2 − γ2(z1)).
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Dann ist t0 = t̃+ t̃d Re w̃1 > 0, genauer

t0 ≤ t̃+ t̃d|Re w̃1| ≤ t̃+ t̃d4δr1 und t0 ≥ t̃− t̃d|Re w̃1| ≥ t̃− t̃d4δr1,

woraus nach Wahl von δ folgt

2
3
≤ m

m+ 1
<

1
1 + 4δr1

≤ t̃

t0
≤ 1

1− 4δr1
<

m

m− 1
≤ 2.

Hieraus erhält man a

|a| = 1
εtd0
|Im z1| =

1
ε

(
t̃

t0

)d
|Im w̃1| ≤

2d

ε
4δr1 <

3
4

und für b

|b| =
1
εtd0
|γ2(t̃)− γ2(z1) + t̃dw̃2| ≤

1
εtd0

(
|t̃− z1|+ t̃d|w̃2|

)

=
1
ε

(
t̃

t0

)d (
|w̃1|+ |w̃2|

)
≤ 2d

ε
4δ(r1 + r2) <

3
4
.

Also gilt a, b ∈ B(0, 3/4) und ψ(a, b) = π(z). Wir treffen folgende Fallunterscheidung:

Falls π(z) ∈ Γ′(π ◦ γ,∆, 3D′, ρ̃): Dann existieren ein 0 < τ < ρ̃ und ein ω ∈ 3D′ mit
π(z) = π ◦ γ(τ) + τ∆ω. Aus t+ tdw1 = τ + τ∆ω1 folgt

t

τ
= 1 + τ∆−1ω1 − tdτ−1w1,

und analog zu oben erhält man

1− 3ρ̃∆−1R1 −
t

τ
δr1 ≤

t

τ
≤ 1 + 3ρ̃∆−1R1 +

t

τ
δr1.

Also ist
m− 1
m+ 1

≤ t

τ
≤ m+ 1
m− 1

,

und somit gilt (
t

τ

)d
<

3
2

nach Wahl von m.
Setze nun t̃ := τ und w̃ := τ−d(z − γ(τ)), dann gelten

γ(t̃) + t̃dw̃ = z und π(w̃) = τ∆−dω ∈ 3t̃∆−dD′.

Ferner ist
t̃ = τ ≤ m+ 1

m− 1
t <

3
2
ρ0

und

w̃ =
γ(t)− γ(τ)

τd
+
(
t

τ

)d
w ∈ 2δG+

3
2
δG ⊂ 4δG.

Denn aus t+ tdw1 = τ + τ∆ω1 folgt für die erste Komponente von (γ(t)− γ(τ))/τd

|t− τ |
τd

≤ τ∆−d|ω1| −
(
t

τ

)d
|w1| ≤

(
3
2
ρ0

)∆−d
3R1 +

3
2
δr1 <

δ

2
r1 +

3
2
δr1 = 2δr1
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nach Wahl von ρ0. Für 2 ≤ j ≤ n gilt nach (4.16)

|γj(t)− γj(τ)|
τd

≤ sup
0<ξ<ρ2

|γ′j(ξ)|
|t− τ |
τd

<
rj
r1

2δr1 = 2δrj .

In diesem Fall erhält man

|Im a| =
1
εtd0
|Im z1| =

1
ε

(
t̃

t0

)d
|Im w̃1| ≤

3
ε

(
t̃

t0

)d
t̃∆−dR1

=
3
ε

(
t̃

t0

)∆

t∆−d0 R1 ≤
4R1

ε
t∆−d0 ,

und

|b| =
1
εtd0
|γ2(t̃)− γ2(z1) + t̃dw2| ≤

1
εtd0

(
|t̃− z1|

R2

20R1
+ t̃d3t̃∆−dR2

)
≤ 1

εtd0

(
3t̃∆R1

R2

20R1
+ 3t̃∆R2

)
≤ 3

ε

t̃∆

td0

21
20
R2 = 3

(
t̃

t0

)∆

t∆−d0

21
20
R2

ε

≤ 3
22
21

21
20
t∆−d0

R2

ε
= 3Lt∆−d0 .

Nach Definition von Φ folgt hieraus

u(z) ≤ v(π(z)) ≤ (2C1t0)dΦ(a, b) ≤ (2C1t0)dC3t
∆−d
0 ≤ (2C1)dC3t

∆
0 ≤ (2C1)dC3|z|∆

nach Wahl von t0. Dies impliziert (4.18) für A1 := (2C1)dC3.

Falls π(z) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ̃) und |Im z1| > R1t
∆
0 : Dann ist

|Im a| = 1
εtd0
|Im z1| >

R1

ε
t∆−d0 .

Wir schätzen ab

|Im b| =
1
εtd0
|Im z2 − Im γ2(z1)| ≤ 1

εtd0

(
|Im z2|+ |Im(γ2(z1)− γ2(Re z1))|

)
≤ 1

εtd0

(
|Im z2|+ |γ2(z1)− γ2(Re z1)|

)
≤ 1

εtd0
(|Im z2|+ |Im z1|) ≤

2
εtd0
|Im z|,

und erhalten hieraus mit der Abschätzung für Φ

u(z) ≤ v(π(z)) = (2C1t0)dΦ(a, b) = (2C1t0)dC3|Im(a, b)|

≤ (2C1t0)dC3
1
εtd0

(|Im z1|+ 2|Im z|) ≤ (2C1)d3C4

ε
|Im z|,

also gilt (4.17).

Falls π(z) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ̃) und |Im z1| ≤ R1t
∆
0 : Dann gilt

z = γ(t0) + t∆0 x für x =
z − γ(t0)

t∆0
,

und in diesem Fall ist π(x) ∈/ 2D′. Betrachte die erste Koordinate von x

|x1| = t−∆
0 |z1 − Re(z1)| = t−∆

0 |Im z1| ≤ R1 < 2R1,
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dann folgt |x2| ≥ 2R2. Für

b =
i

ε
t∆−d0 x2 +

i

εtd0
(γ2(Re z1)− γ2(z1))

erhält man

|b| ≥ 2
ε
t∆−d0 R2 −

1
εtd0

R2

20R1
|Im z1| ≥

t∆−d0

ε

(
2R2 −

R2

20

)
>

33
20
R2

ε
t∆−d0 =

3
2
Lt∆−d0 .

Aus der Abschätzung für Φ folgt wie im vorherigen Fall

u(z) ≤ (2C1t0)dC3|Im(a, b)| ≤ (2C1)d3C4

ε
|Im z|.

Damit sind die Abschätzungen (4.17) und (4.18) gezeigt.
Um hieraus die Aussage des Lemmas zu folgern, beachten wir zunächst, daß (4.17) Ab-

schätzung (γ) für u(z) mit z ∈ V ∩ Γ(γ, d, δG, ρ0) und π(z) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ̃) impliziert.
Ist andererseits π(z) ∈ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ̃), so unterscheiden wir die folgenden beiden Fälle:
Indem wir ρ0 verkleinern, folgt aus Voraussetzung (d), daß wir Abschätzung (γ) für alle z ∈
V ∩ Γ(γ, d, δG, ρ0) ∩ Γ(γ,∆, 2D, ρ) annehmen können, denn (4.18) und (β) implizieren die Vor-
aussetzungen für PL(V,Γ(γ,∆, 3D, ρ)).

Im verbleibenden Fall z ∈ V ∩ Γ(γ, d, δG, ρ0) \ Γ(γ,∆, 2D, ρ) setzen wir

W := Γ(γ, d, δG, ρ0) ∩ π−1(Γ′(π ◦ γ,∆, 3D′, ρ)) \ Γ
(
γ,∆,

∏2
j=1B(0, 3Rj)×

∏n
j=3B(0, 2Rj), ρ̃

)
und betrachten

w : π(W ) → [−∞,∞[,

z′ → max{u(z) : z ∈ V ∩W,π(z) = z′}

mit max(0/) = −∞. Nach Voraussetzung (c) ist π : V ∩ W → π(W ) eigentlich, daher ist w
plurisubharmonisch. Weil W beschränkt ist, folgt aus (4.18), daß ein C > 0 unabhängig von u

existiert, so daß w(z′) ≤ C für alle z′ ∈ π(W ) ∩ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ) gilt. Ferner ist w(z′) ≤ 0
für z′ ∈ R2 nach Voraussetzungen (a), (b) und (β). Daher lassen sich die Argumente im Beweis
von [9], Lemma 5.7, auf w anwenden, und wir erhalten aus [10], Lemma 4.1, für ein gegebenenfalls
verkleinertes ρ0 die gewünschte Abschätzung

w(z′) ≤ (4C/π)|Im z′| für z′ ∈ π(W ) ∩ Γ′(π ◦ γ,∆, 2D′, ρ).

In allen Fällen kann man A > 0 hinreichend groß wählen, daß (γ) für jedes beliebige u ∈ PSH(V )
mit (α) und (β) gilt, was den Beweis vollendet.

4.17 Lemma. Sei V ⊂ Cn eine algebraische Fläche mit 0 ∈ V , γ : ]0, α[ → Rn eine reelle
einfache Kurve und d ≥ 1. Es sei 0 ∈ Tγ,dV . Setze ∆ := ∆A(γ, d) für

A := Grass(n− 2, n) \ (NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(Tγ,dV, 0)).

Angenommen es gelten die folgenden Voraussetzungen:

(a) 0 ∈ Tγ,dV ist kein einfacher Punkt.
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(b) Tγ,dV ist lokal hyperbolisch in jedem reellen Punkt.

(c) Für jedes η ∈ (Tγ,dV )reg ∩Rn ist V (γ, d)-hyperbolisch in η.

(d) Für jedes ζ ∈ Tγ,∆V ∩Rn existieren eine Nullumgebung Dζ ⊂ Cn und ein ρζ > 0, so daß V
die Bedingung PL(V,Γ(γ,∆, ζ +Dζ , ρζ)) erfüllt.

Dann gibt es eine Nullumgebung G ⊂ Cn und ein ρ > 0, so daß V die Bedingung
PL(V,Γ(γ, d,G, ρ)) erfüllt.

Beweis. Weil 0 ∈ Tγ,dV kein einfacher Punkt ist, gilt ∆ < ∞. Ist L ∈ GrassR(n − 2, n) \ A
und τ ein Zweig von BL ∩Rn, welcher äquivalent zu γ modulo d ist, so ist γ(t)− τ(t) = O(t∆)
und daher Tγ,∆V =/ 0/.

Sei ξ1 ∈ Rn der Tangentialvektor von γ im Ursprung. Weil

{L ∈ Grass(n− 2, n) : ξ1 ∈ L}

als analytische Teilmenge von Grass(n − 2, n) nirgends dicht in GrassR(n − 2, n) ist, können
wir ein L ∈ GrassR(n − 2, n) \ A mit L ∩ (Tγ,∆V )h = {0} und ξ1 ∈/ L fest wählen. Fixiere eine
Basis ξ3, . . . , ξn ∈ Rn von L und ξ2 ∈ Rn geeignet, so daß ξ1, . . . , ξn eine Basis von Rn bilden.
Nach einer linearen Transformation können wir oBdA. annehmen, daß (ξ1, . . . , ξn) gleich der
Standardbasis (e1, . . . , en) von Rn ist. Setzt man

π : Cn → Cn, (z1, . . . , zn) → (z1, z2, 0, . . . , 0),

so ist kerπ = L und daher π|Tγ,∆V eigentlich. Folglich existiert ein C > 1, so daß Tγ,∆V

enthalten ist in {z ∈ Cn : |z| ≤ C(1 + |π(z)|)}. Da e1 tangential zu γ im Ursprung ist, können
wir annehmen, daß γ in Standardparametrisierung gegeben ist. Somit hat γ die Form

γ(t) = (t, γ2(t), . . . , γn(t)) mit γj(t) = o(t) für j = 2, . . . , n.

Ferner ist aufgrund der getroffenen Wahlen π nicht-charakteristisch für V und Tγ,dV im Ur-
sprung.

Nach (b) ist Tγ,dV lokal hyperbolisch im Ursprung, daher folgt aus [3], Proposition 3.12, wie
im Beweis von Lemma 4.14, daß Tγ,dV lokal hyperbolisch bezüglich jeder nicht-charakteristischen
Projektion ist, insbesondere π. Somit existiert eine Nullumgebung G ⊂ Cn, so daß z ∈ Tγ,dV ∩G
reell ist, wann immer π(z) ∈ R2 gilt.

Bezeichne Mγ,d die Menge der reellen, nicht-einfachen Punkte von Tγ,dV . Nach Lemma 4.5
gilt: Ist d > 1, so ist Mγ,d die Vereinigung endlich vieler reeller Geraden parallel zu e1, und ist
d = 1, so ist Mγ,d die Vereinigung endlich vieler halboffener reeller Geraden, welche alle in den
Punkt −e1 münden. Bezeichne M̃γ,d := Mγ,d bzw. M̃γ,d := Mγ,d \ {−e1} respektive. OBdA.
sei G hinreichend klein gewählt, daß G ∩ M̃γ,d zusammenhängend ist.

Ferner können wir G und ρ1 > 0 hinreichend klein wählen, so daß für jede reelle einfache
Kurve τ mit tr(τ) ⊂ BL ∩Rn gilt: Aus tr(τ) ∩ Γ(γ, d,G, ρ1) =/ 0/ folgt, daß τ und γ äquivalent
modulo d sind und tr(π ◦ τ) ⊂ Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ1) gilt.

Nach Lemma 4.12 gibt es ε, δ > 0, so daß wir G von der Form G := B(0, ε)2 × B(0, δ)n−2

wählen können und für ρ1 > 0 hinreichend klein

π : V ∩ Γ(γ, d,G, ρ1)→ Γ′(π ◦ γ, d,B(0, ε)2, ρ1)
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eigentlich ist, wobei die bisherigen Voraussetzungen erhalten bleiben.
Nach Definition von ∆ existieren R1 > 1 und 0 < ρ2 ≤ ρ1, so daß für

(4.23) D1 := B(0, R1)2 ×B(0, 2C(15R1 + 6))n−2

gilt:
Γ(γ,∆, 3D1, ρ2) ⊂ Γ(γ, d,G, ρ2)

und jede reelle einfache Kurve τ mit tr(τ) ⊂ BL∩Rn, welche äquivalent zu γ modulo d ist, erfüllt
nach Einschränkung auf einen hinreichend kleinen Definitionsbereich tr(τ) ⊂ Γ(γ,∆, D1, ρ2).
Hieraus folgt zusammen mit (b) und (c) wie im Beweis von Lemma 4.14 für ein 0 < ρ3 < ρ2

und D′1 := π(D1):

(4.24) Ist z ∈ Γ(γ, d,G, ρ3) mit π(z) ∈ R2 und π(z) ∈/ Γ′(π ◦ γ,∆, D′1, ρ2), so gilt z ∈ Rn.

Für R > 1 setzen wir S := 2C(5R+ 6) und behaupten:

(4.25)
Für jedes R > 1 und jedes L > S gibt es ein r > 0, so daß aus 0 < t < r,
ζ ∈ B(0, R)2 ×B(0, L)n−2 und γ(t) + t∆ζ ∈ V folgt |ζj | < S für j = 3, . . . , n.

Seien dazu R > 1 und L > S fest gewählt, setze Ω := B(0, R)2 × B(0, L)n−2 und wähle η > 0
hinreichend klein mit

η < 2−∆ und
1
2
< (1− η)∆ < (1 + η)∆ < 2.

Wir bezeichnen die holomorphe Fortsetzung von γ auf B(0, α) \ ]−∞, 0] ebenfalls mit γ. Weil γ
in Standardparametrisierung gegeben ist, gibt es ein 0 < r0 < α, so daß gilt:

|γ(t)|+ t∆(2R+ (n− 2)L) ≤ 2t, t ∈ ]0, r0[,

|γ′j(s)| ≤
1

2∆
, s ∈ B(0, r0) \ ]−∞, 0], j = 2, . . . , n.

Nach [6], Proposition 5.4, können wir ein 0 < r < r0/2 wählen, mit folgender Eigenschaft:

(4.26)
Für jedes z ∈ V ∩Γ(γ,∆,Ω, r) existieren ein τ ∈ B(0, α)\ ]−∞, 0] und ein v ∈ Tγ,∆V
mit v1 = 0, so daß für w := γ(τ) + τ∆v gilt: |z − w| ≤ η|z|∆.

OBdA. gelte (2∆η + R)r∆−1 < η. Fixiere z := γ(t) + t∆ζ ∈ V mit 0 < t < r und ζ ∈ Ω. Seien
τ , v und w gemäß (4.26) gewählt. Dann folgt

|z| ≤ |γ(t)|+ t∆|ζ| ≤ |γ(t)|+ t∆(2R+ (n− 2)L) ≤ 2t,

und somit gilt

|τ − t| ≤ |w1 − z1|+ t∆|ζ1| ≤ η|z|∆ + t∆R

≤ (2∆η +R)t∆ ≤ (2∆η +R)r∆−1t < ηt.

Hieraus folgen |τ | ≤ |τ − t|+ t ≤ 3
2 t < r0 und

t(1− η) ≤ t− |τ − t| ≤ |τ | ≤ |τ − t|+ t ≤ t(1 + η).

Wegen 1− η ≤ |τ |/t ≤ 1 + η gilt nach Wahl von η

1
2
≤
(
|τ |
t

)∆

≤ 2.

38



Wir schätzen weiter ab:

|v2| =
1
|τ |∆
|w2 − γ2(τ)| ≤ 1

|τ |∆
(
|w2 − z2|+ |z2 − γ2(t)|+ |γ2(t)− γ2(τ)|

)
≤ 1
|τ |∆

(
|w − z|+ t∆|ζ2|+ 2−∆|t− τ |

)
≤ 1
|τ |∆

(
η|z|∆ + t∆R+ 2−∆(2∆η +R)t∆

)
≤

(
t

|τ |

)∆ (
2∆η +R+ 2−∆(2∆η +R)

)
≤ 2

(
(1 + 2∆)η + (1 + 2−∆)R

)
≤ 4R+ 4.

Dies impliziert wegen v = (0, v2, . . . , vn) ∈ Tγ,∆V

|v| ≤ C(1 + |π(v)|) ≤ C(4R+ 5),

und wir erhalten für j = 3, . . . , n

|ζj | =
1
t∆
|zj − γj(t)| ≤

1
t∆
(
|zj − wj |+ |wj − γj(τ)|+ |γj(τ)− γj(t)|

)
≤ 1

t∆
(
2∆ηt∆ + |τ |∆|vj |+ 2−∆(2∆η +R)t∆

)
≤ 2∆η + 2C(4R+ 5) + η + 2−∆R

≤ 1 + 2C(4R+ 5) + 1 +R ≤ 2C(5R+ 6) = S.

Damit ist (4.25) gezeigt.
Für R1 wie oben setzen wir R2 := 3R1, S2 := 2C(5R2+6), L2 := 2S2 und wählen 0 < ρ4 < ρ3,

so daß (4.25) für diese Wahlen von R = R2 und L = L2 mit r = ρ4 gilt. OBdA. sei ρ4 hinreichend
klein gewählt, daß für alle t ∈ ]0, ρ4[ gilt

(4.27) π ◦ γ(t) + [−t∆R1, t
∆R1]× {2R1} ⊂ R2 \ Γ′(π ◦ γ,∆, D′1, ρ2).

Wir wählen ein 0 < ρ5 < ρ4 mit

Γ′(π ◦ γ, d,G, ρ5) ∩ Γ′(π ◦ γ,∆, D′1, ρ2) ⊂ Γ′(π ◦ γ,∆, D′1, ρ4)

und behaupten:

(4.28)
Für jedes z ∈ V ∩Γ(γ, d,G, ρ5) \Γ(γ,∆, D1, ρ3) mit π(z) ∈ Γ′(π ◦ γ,∆, D′1, ρ2) folgt
aus π(z) ∈ R2 bereits z ∈ Rn.

Sei dazu z0 wie in (4.28) fest gewählt. Nach Wahl von ρ5 existieren es ein 0 < t0 < ρ4 und
(ξ1, ξ2) ∈ B(0, R1)2 ∩ R2 mit π(z0) = π ◦ γ(t0) + t∆0 (ξ1, ξ2). Definiere σ̃ : ]−R2, R2[ → R2,
s → π ◦ γ(t0) + t∆0 (ξ1, s). Die Abbildung

π : V ∩ Γ(γ, d,G, ρ3)→ Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ3)

ist eigentlich und daher eine analytische Überlagerung mit kritischer Menge Σ. Sei W eine
Zusammenhangskomponente von V ∩ Γ(γ, d,G, ρ3) \ π−1(Σ), dann ist

π−1 : Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ3) \ Σ→W

holomorph. Da Σ nirgends dicht in Γ′(π ◦γ, d,G′, ρ3) und Γ(γ, d,G, ρ3) beschränkt ist, kann π−1

zu einer holomorphen Abbildung

π−1 : Γ′(π ◦ γ, d,G′, ρ3)→W
Γ(γ,d,G,ρ3) ⊂ V
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fortgesetzt werden, welche bijektiv ist. Daher existiert eine stetige Abbildung

σ : ]−R2, R2[→ V ∩ Γ(γ, d,G, ρ3) mit π ◦ σ = σ̃ und z0 = σ(ξ2).

Nach (4.27) ist σ̃(2R1) ∈ R2 \Γ′(π ◦ γ,∆, D′1, ρ2). Aus (4.24) folgt σ(2R1) ∈ Rn ∩Vreg, denn
jede Verzweigungskurve von π|V ∩Γ(γ,d,G,ρ3) liegt in Γ(γ,∆, D1, ρ2).

Aus (4.25) erhält man

M := {s ∈ ]−R2, R2[ : t−∆
0 |σk(s)− γk(t0)| < L2 für jedes 3 ≤ k ≤ n}

= {s ∈ ]−R2, R2[ : t−∆
0 |σk(s)− γk(t0)| < S2 für jedes 3 ≤ k ≤ n}.

Weil ]−R2, r2[ zusammenhängend ist, gilt entweder M = ]−R2, R2[ oder M = 0/.
Wegen z0 ∈/ Γ(γ,∆, D2, ρ3) gibt es ein 3 ≤ k1 ≤ n mit

t−∆
0 |σk1(ξ2)− γk1(t0)| = t−∆

0 |z
(k1)
0 − γk1(t0)| ≥ L2,

daher ist M = 0/, d.h. für jedes s ∈ ]−R2, R2[ gibt es ein 3 ≤ k ≤ n mit∥∥∥(t−∆
0 (σk(s)− γk(t0))

)n
k=3

∥∥∥
∞
≥ L2.

Folglich verläuft σ durch keine Verzweigungskurve von π|V ∩Γ(γ,d,G,ρ3), welche nach Wahl von D1

und ρ2 alle in Γ(γ,∆, D1, ρ2) liegen. Somit ist σ(s) = (t0 + t∆0 ξ1, γ2(t0) + t∆0 s, σ3(s), . . . , σn(s))
eindeutig und eine reell-analytische Funktion in Abhängigkeit von s. Hieraus folgt mit σ(s) ∈ Rn

für 2R1 < s < R2, daß σ(s) ∈ Rn für alle s ∈ ]−R2, R2[ gilt. Insbesondere ist z0 = σ(ξ2) reell
und (4.28) ist gezeigt.

Damit ist gezeigt, daß die Voraussetzungen von Lemma 4.16 erfüllt sind: Für ρ = ρ5 und G

wie angegeben (das bedeutet mit r1 = r2 = ε und r3 = . . . = rn = δ) ist die Projektion
π : V ∩Γ(γ, d,G, ρ5)→ Γ′(π ◦γ, d,G′, ρ5) eigentlich, wobei π und γ die gewünschte Form haben.

Für R′1 = R′2 = R1 und R′3 = . . . = R′n = S2 ist
∏n
j=1B(0, R′j) = D1 nach (4.23), und

Voraussetzung (a) entspricht (4.24) mit D = D1. Voraussetzung (b) folgt aus (4.28) zusammen
mit der Tatsache, daß Voraussetzung (c) erfüllt ist. Diese erhält man aus (4.25) und den Wahlen
von R2, S2 und L2. Zuletzt implizieren Voraussetzung (d) dieses Lemmas und [9], Lemma 5.6,
die Voraussetzung (d) von Lemma 4.16.

Wir verwenden Lemma 4.16 um zu zeigen, daß V die Eigenschaft PL(V,Γ(γ, d,G, ρ)) für
ein geeignetes ρ besitzt: Bezeichne mit A0, δ0, ρ0 > 0 die Konstanten, welche hiernach gemäß
unseren Wahlen von G und D existieren, und setze ρ := ρ0. Fixiere u ∈ PSH(V ∩ Γ(γ, d,G, ρ))
mit

u(z) ≤ |z|d, z ∈ V ∩ Γ(γ, d,G, ρ), und u(z) ≤ 0, z ∈ V ∩Rn ∩ Γ(γ, d,G, ρ).

Nach Lemma 4.16 folgt hieraus

(4.29) u(z) ≤ A0|Im(z)|, z ∈ V ∩ Γ(γ, d, δ0G, ρ).

Sei K ⊂ G kompakt, ohne Einschränkung sei K = B(0, ε1)2 × B(0, δ1)n−2 für 0 < ε1 < ε und
0 < δ1 < δ. Nach Wahl von M̃γ,d gilt, daß jeder Punkt η ∈ K ∩ Tγ,dV ∩Rn \ (R× {0}n−1) ein
einfacher Punkt von Tγ,dV ist. Aus Voraussetzung (b) folgt zusammen mit Lemma 4.14 und [9],
Lemma 5.7, daß eine Nullumgebung Uη ⊂ Cn sowie Konstanten Aη ≥ 1 und rη > 0 existieren,
so daß gilt

(4.30) u(z) ≤ Aη|Im z|, z ∈ V ∩ Γ(γ, d, η + U, ρ) ∩B(0, rη).
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Ist η ∈ K ∩Rn \Tγ,dV , so gilt diese Aussage trivialerweise, denn für Uη und rη hinreichend klein
ist V ∩ Γ(γ, d, η + U, ρ) ∩B(0, rη) = 0/.

Mit einem Kompaktheitsargument erhält man aus (4.29) und (4.30), daß Konstanten A1 ≥ 1,
r > 0 und κ > 0 existieren, so daß für K1 := K ∩ (Rn +B(0, κ)n) gilt

(4.31) u(z) ≤ A1|Im z|, z ∈ V ∩ Γ(γ, d,K1, ρ) ∩B(0, r).

Sei z ∈ B(0, r)∩Γ(γ, d,K, ρ)\Γ(γ, d,K1, ρ) = B(0, r)∩Γ(γ, d,K\K1, ρ) gegeben als z = γ(t)+tdζ.
Dann gilt |Im ζ| ≥ κ und daher |Im z| = td|Im ζ| ≥ tdκ. Weil |γ(t)| = O(t) gilt und K beschränkt
ist, gibt es eine Konstante A2 ≥ 1 (in Abhängigkeit von K) mit

|z|d = |γ(t) + tdζ|d ≤ td
(∣∣∣∣γ(t)

t

∣∣∣∣+ td−1|ζ|
)d
≤ A2

κ
|Im z|.

Somit implizieren Abschätzung (α) für u und (4.31) die Abschätzung (γ) von PL(V,Γ(γ, d,G, ρ))
mit A = max(A1, A2/κ).

4.18 Definition. Für ξ ∈ Rn und r0 > 0 sei V ⊂ B(ξ, r0) eine analytische Teilmenge mit
ξ ∈ V . Wir sagen V erfüllt die Bedingung RPL loc(ξ), falls gilt

∃A ≥ 1 ∃r0 ≥ r1 ≥ r2 > 0 ∀u ∈ PSH(V ∩B(ξ, r1)) : (α) ∧ (β)⇒ (γ),

wobei
(α) u(z) ≤ 1, z ∈ V ∩B(ξ, r1),
(β) u(z) ≤ 0, z ∈ V ∩Rn ∩B(ξ, r1),
(γ) u(z) ≤ A|z − ξ|, z ∈ V ∩B(ξ, r2).

4.19 Bemerkung. Seien V ⊂ Cn eine analytische Fläche mit 0 ∈ V und η ∈ (T0V )reg ∩ Sn−1

gegeben und sei γη(t) := tη. Ist V (γη, 1)-hyperbolisch in 0 ∈ Tγη ,1V , so ist V (γη, 1)-hyperbolisch
im Ursprung bezüglich jeder Projektion π in Cn, welche nicht-charakteristisch für T0V in η

und nicht-charakteristisch für V im Ursprung ist (siehe [9], Lemma 3.19). Insbesondere ist V
1-hyperbolisch in Bezug auf η im Sinne von [7], Definition 9.

Beweis von Theorem 4.11. Nach [9], Lemma 5.13, genügt es, folgendes zu zeigen:

(I) V erfüllt die Bedingung RPL loc(0),

(II) für jedes η ∈ T0V ∩ Sn−1 existieren eine Nullumgebung G ⊂ Cn und ein r > 0, so daß V
für γη(t) := tη die Bedingung PL(V,Γ(γη, 1, G, r)) erfüllt.

Bedingung (I) folgt aus [7], Theorem 10, wenn wir zeigen, daß für jede irreduzible KomponenteW
von T0V ein η ∈ T0V ∩Rn \ {0} existiert, so daß V 1-hyperbolisch im Ursprung in Bezug auf η
und −η ist, was bedeutet: Ist ξ ∈ {η,−η} und sei γξ(t) := tξ, so existieren eine Nullumgebung
D ⊂ Cn, ein ε > 0 und eine Projektion π in Cn, welche nicht-charakteristisch für V im Ursprung
ist, so daß für Γ := Γ(γξ, 1, D, ε) gilt: π|V ∩Γ ist eigentlich und für z ∈ V ∩Γ folgt aus π(z) ∈ Rn

bereits z ∈ Rn.
Fixiere eine irreduzible Komponente W von T0V . Nach [3], Proposition 3.12, ist W eine

komplexe Mannigfaltigkeit, welche die Dimensionsbedingung an allen reellen Punkten erfüllt.
Daher existiert ein η ∈Wreg ∩Sn−1 und nach Voraussetzung 4.11 (c) und Bemerkung 4.19 ist V
1-hyperbolisch im Ursprung bezüglich η. Aus −W = W folgt analog, daß V 1-hyperbolisch im
Ursprung bezüglich −η ist. Somit gilt (I).
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Um Bedingung (II) zu zeigen, sei ζ ∈ Sn−1 gemäß 4.11 (c) gewählt und sei η ∈ T0V ∩ Sn−1

fest. Wir unterscheiden die folgenden Fälle:

1. Fall η ∈ (T0V )reg ∩ Sn−1: Dann ist V (γζ , 1)-hyperbolisch in η − ζ ∈ Tγζ ,1V nach Vorausset-
zung. In diesem Fall impliziert [9], Theorem 5.7, die Existenz einer Nullumgebung G ⊂ Cn, so
daß V für r > 0 hinreichend klein die Bedingung PL(V,Γ(γζ , 1, η − ζ +G, r)) erfüllt. Aus

Γ(γζ , 1, η − ζ +G, r) = Γ(γη, 1, G, r)

folgt die Behauptung.

2. Fall η ∈ (T0V )sing ∩ Sn−1 und η − ζ ∈ Tγζ ,1V ist ein einfacher Punkt: Nach Vorausset-
zung erfüllt T0V die Bedingung PL loc(0). Dann ist 0 ∈ Tγη ,1(T0V ) = T0(T0V ) − η = T0V − η
und es folgt, daß auch Tγη ,1V die Bedingung PL loc(0) erfüllt. Daher erfüllt T0V die Bedin-
gung PL loc(η). Nach [3], Theorem 3.12, ist T0V lokal hyperbolisch im Punkt η und somit
Tγζ ,1V = T0V − ζ lokal hyperbolisch im Punkt η − ζ. Wegen der Homogenität von T0V folgt
aus Voraussetzung 4.11 (c), daß V (γζ , 1)-hyperbolisch in jedem Punkt κ ∈ (Tγζ ,1V )reg ∩Rn ist.
Somit ist V (γζ , 1)-hyperbolisch im Punkt η− ζ nach Lemma 4.14, und wie im ersten Fall folgt,
daß Bedingung (II) erfüllt ist.

3. Fall η ∈ (T0V )sing∩Sn−1 und η− ζ ∈ Tγζ ,1V ist kein einfacher Punkt: Da die Menge M1

definiert in (4.5) unabhängig von ξ ist, gilt in diesem Fall η ∈M1. Für

A(η) = Grass(n− 2, n) \
(
NC(V, 0) ∩NC(V,∞) ∩NC(T0V, η)

)
ist somit (ση,∆A(η)(ση, 1)) ∈ C1, daher ist C =/ 0/ und es existiert ein N ∈ N mit C =

⋃N
j=1 Cj .

Wir behaupten:

(4.32)
Für jedes 1 ≤ j ≤ N , jedes (γ, d) ∈ Cj und jedes ξ ∈ Tγ,dV ∩ Rn existieren
eine Nullumgebung Dξ ⊂ Cn und ein ρξ > 0, so daß V die Bedingung
PL(V,Γ(γ, d, ξ +Dξ, ρξ)) erfüllt.

Nehmen wir an, (4.32) sei bereits gezeigt: Wie eben ist 0 ∈ Tση ,1V kein einfacher Punkt von
Tση ,1V = T0V −η. Analog zum zweiten Fall folgt, daß Tση ,1V lokal hyperbolisch in jedem Punkt
von Tση ,1V ∩Rn und V (ση, 1)-hyperbolisch in jedem Punkt von (Tση ,1V )reg∩Rn ist. Daher sind
die Voraussetzungen (a)–(c) von Lemma 4.17 erfüllt, ebenso wie Voraussetzung (d) nach (4.32).
Aus Lemma 4.17 folgt, daß es eine Nullumgebung G ⊂ Cn und ein ρ > 0 gibt, so daß V die
Bedingung PL(V,Γ(γ, 1, G, ρ)) erfüllt, womit (II) gezeigt ist.

Wir zeigen (4.32) mittels Induktion von N nach 1: Für (γ, d) ∈ CN sei ξ ∈ Tγ,dV ∩Rn. Ist
ξ ∈ (Tγ,dV )reg, so ist V nach Voraussetzung (γ, d)-hyperbolisch in ξ, und (4.32) folgt aus Lem-
ma [9], Lemma 5.7. Ist ξ ∈ (Tγ,dV )sing, so ist ξ ein einfacher Punkt von Tγ,dV nach Konstruktion
von C. Nach Vorausetzung 4.11 (c) (i) erfüllt Tγ,dV die Bedingung PL loc(ξ). Hieraus folgt zu-
sammen mit d > 1 und 1.15, daß sich Tγ,dV in einer Umgebung von ξ als Produkt einer Kurve,
welche PL loc(ξ) erfüllt, mit C darstellen läßt. Nach [9], Theorem 3.16, ist diese Kurve und somit
auch Tγ,dV im Punkt ξ lokal hyperbolisch. Wie zuvor folgt die Behauptung, und (4.32) ist für
j = N gezeigt.

Wir nehmen an, Aussage (4.32) gelte für 2 ≤ j + 1 ≤ N , und fixieren (γ, d) ∈ Cj und
η ∈ Tγ,dV ∩ Rn. Ist η ∈ (Tγ,dV )reg oder η ∈ (Tγ,dV )sing ein einfacher Punkt von Tγ,dV , so
wird (4.32) wie im Fall j = N gezeigt. Sei daher ξ ∈ (Tγ,dV )sing kein einfacher Punkt von Tγ,dV .
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Bezeichne ξ0 den Tangentialvektor von γ im Ursprung, sei (ξ0, b2, . . . , bn) eine Basis von Rn,
bzgl. welcher γ in Standardparametrisierung gegeben ist, und wie in (4.7) sei

Mγ,d := {ζ ∈ (Tγ,dV )sing ∩Rn : ζ ist nicht einfach} ∩ span{b2, . . . , bn}.

Nach Lemma 4.5 ist Mγ,d endlich und es existieren ζ ∈ Mγ,d und τ ∈ R mit η = ζ + τξ0. Wir
nehmen zunächst η ∈Mγ,d an, d.h. τ = 0, und setzen γζ(t) := γ(t) + tdζ. Dann gilt

Tγζ ,dV = lim
t→0

V − γζ(t)
td

= lim
t→0

V − γ(t)
td

− ζ = Tγ,dV − ζ.

Wegen ζ = η ist 0 ∈ Tγζ ,dV kein einfacher Punkt, und Voraussetzung (a) von Lemma 4.17
ist erfüllt. Analog folgen Voraussetzungen (b) und (c) von Lemma 4.17 aus (c) (i) und (ii) von
Theorem 4.11, denn wie eben impliziert PL loc lokale Hyperbolizität.

Wegen NC(Tγ,dV, η) = NC(Tγζ ,dV, 0) stimmen die Bezeichnungen ∆A(γ,ζ)(γ, d) in Abschnitt
4.3 und ∆A(γζ ,0)(γζ , d) =: ∆ in Lemma 4.17 übereinstimmen. Aus (γζ ,∆) ∈ Cj+1 nach Definition
von C folgt mit der Induktionsvoraussetzung, daß für jedes ξ ∈ Tγζ ,∆V ∩Rn eine Nullumgebung
Gξ ⊂ Cn und ein ρξ > 0 existieren, so daß V die Bedingung PL(V,Γ(γζ ,∆, ξ +Gξ, ρξ)) erfüllt.
Somit ist auch Voraussetzung (d) von Lemma 4.17 erfüllt, und hieraus erhält man, daß eine
NullumgebungG ⊂ Cn und ein ρ > 0 existieren, für welche V die Bedingung PL(V,Γ(γζ , d,G, ρ))
erfüllt. Wegen Γ(γζ , d,G, ρ) = Γ(γ, d, ζ + G, ρ) erfüllt V somit PL(V,Γ(γ, d, ζ + G, ρ)) und der
Induktionsschritt in (4.32) ist gezeigt.

Sei nun η = ζ + τξ0 mit τ ∈ R beliebig. Da (4.32) für ζ bereits gezeigt ist, gibt es ei-
ne Nullumgebung G ⊂ Cn und ein ρ > 0, so daß V die Bedingung PL(V,Γ(γ, d, ζ + G, ρ))
erfüllt. Nach Lemma 4.2 existieren ferner eine Nullumgebung Dη ⊂ Cn und ein ρη > 0, so daß
Γ(γ, d, η + Dη, ρη) ⊂ Γ(γ, d, ζ + G, ρ) gilt. Nach [9], Lemma 5.6 (a), erfüllt V die Bedingung
PL(V,Γ(γ, d, η +Dη, ρη)), und (4.32) ist gezeigt.

4.20 Beispiel. Sei V := V (f1, f2) für f1, f2 ∈ C[z1, z2, z3, z4] definiert als

f1(z1, z2, z3, z3) := z2
1 − z2

2 + z2
3 + z2

4 und f2(z1, z2, z3, z3) := z2
1 − z3 + z2

4 .

Wir zeigen, daß V eine algebraische Fläche in C4 ist, und verwenden Theorem 4.11, um zu
zeigen, daß V die Eigenschaft PL loc(0) hat. Für die Berechnung verweisen wir auf den Anhang
auf Seite 46.

Setzt man π(z1, z2, z3, z4) := (z1, z2) und ist z′ = (z1, z2) ∈ C2 mit

1 + 4z2
2 =/ 0 und − 1

2
− z2

2 ±
√

1 + 4z2
2 =/ 0

gegeben, so gilt für z ∈ V genau dann π(z) = z′, wenn z von einer der folgenden Formen ist:

(i) z3 = −1
2

+
1
2

√
1 + 4z2

2 , z4 =

√
−1

2
− z2

1 +
1
2

√
1 + 4z2

2 ,

(ii) z3 = −1
2

+
1
2

√
1 + 4z2

2 , z4 = −
√
−1

2
− z2

1 +
1
2

√
1 + 4z2

2 ,

(iii) z3 = −1
2
− 1

2

√
1 + 4z2

2 , z4 =

√
−1

2
− z2

1 −
1
2

√
1 + 4z2

2 ,

(iv) z3 = −1
2
− 1

2

√
1 + 4z2

2 , z4 = −
√
−1

2
− z2

1 −
1
2

√
1 + 4z2

2 ,
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wobei
√
· die analytische Fortsetzung der Wurzel von R+ auf die Menge C\{reiθ : r ≥ 0} für ein

geeignetes θ ∈ [0, 2π[ bezeichne. Aus (i)–(iv) folgt, daß ein C ≥ 1 existiert mit |z| ≤ C(1+ |π(z)|)
für alle z ∈ V . Daher ist π : V → C2 eigentlich und somit eine analytische Überlagerung mit
vier Blättern.

Um T0V zu bestimmen, berechnen wir die kanonischen definierenden Funktionen von V

bzgl. π gemäß [11], Abschnitt 4.3. Wir definieren P ∈ C[z1, z2, z3, z4][ξ1, ξ2] als

P (z1, z2, z3, z4, ξ1, ξ2) :=
(
ξ1

(
z3 + 1

2 −
1
2

√
1 + 4z2

2

)
+ ξ2

(
z4 −

√
−1

2 − z
2
1 + 1

2

√
1 + 4z2

2

))
·
(
ξ1

(
z3 + 1

2 −
1
2

√
1 + 4z2

2

)
+ ξ2

(
z4 +

√
−1

2 − z
2
1 + 1

2

√
1 + 4z2

2

))
·
(
ξ1

(
z3 + 1

2 + 1
2

√
1 + 4z2

2

)
+ ξ2

(
z4 −

√
−1

2 − z
2
1 − 1

2

√
1 + 4z2

2

))
·
(
ξ1

(
z3 + 1

2 + 1
2

√
1 + 4z2

2

)
+ ξ2

(
z4 +

√
−1

2 − z
2
1 − 1

2

√
1 + 4z2

2

))
= g1(z1, z2, z3, z4)ξ4

1 + g2(z1, z2, z3, z4)ξ3
1ξ2 + g3(z1, z2, z3, z4)ξ2

1ξ
2
2

+g4(z1, z2, z3, z4)ξ1ξ
3
2 + g5(z1, z2, z3, z4)ξ4

2

mit den folgenden Koeffizienten g1, . . . , g5 ∈ C[z1, z2, z3, z4]

g1(z1, z2, z3, z4) = z4
2 − 2z2

2z
2
3 + z4

3 − 2z2
2z3 + 2z3

3 + z2
3 ,

g2(z1, z2, z3, z4) = −4z2
2z3z4 + 4z3

3z4 − 2z2
2z4 + 6z2

3z4 + 2z3z4,

g3(z1, z2, z3, z4) = 2z2
1z

2
2 + 2z2

1z
2
3 − 2z2

2z
2
4 + 6z2

3z
2
4 + 2z2

1z3 − 4z2
2z3 + 6z3z

2
4 + z2

1 − z2
2 + z2

3 + z2
4 ,

g4(z1, z2, z3, z4) = 4z2
1z3z4 + 4z3z

3
4 + 2z2

1z4 − 4z2
2z4 + 2z3

4 + 2z3z4,

g5(z1, z2, z3, z4) = z4
1 + 2z2

1z
2
4 + z4

4 + z2
1 − z2

2 + z2
4 .

Hierfür gilt V = V (g1, . . . , g5), und setzt man g := (g1, . . . , g5), so ist die Menge der Verzwei-
gungspunkte von π|V gegeben durch

B :=
{
z = (z1, . . . , z4) ∈ V : rank

∂g

∂(z3, z4)
(z) < 2

}
.

Dann enthält B in einer hinreichend kleinen Nullumgebung U = U1 × U ′ ⊂ C×C3 genau zwei
Kurven

B ∩ U = {(w,±
√

1 + w2w,w2, 0, ) : w ∈ U1},

und für die Menge der Verzweigungspunkte Σ von π|V gilt Σ ∩ U = π(B ∩ U).
Nach [11], Abschnitt 8.4, ist T0V die gemeinsame Nullstelle der homogenen Anteile niedrig-

sten Grades der gi für 1 ≤ i ≤ 5, d.h. T0V = V (h1, . . . , h4) mit

h1(z1, z2, z3, z4) := z2
3 ,

h2(z1, z2, z3, z4) := 2z3z4,

h3(z1, z2, z3, z4) := z2
1 − z2

2 + z2
3 + z2

4 ,

h4(z1, z2, z3, z4) := z2
1 − z2

2 + z2
4 .

Aus h1(z) = 0 folgen h2(z) = 0 und h3(z) = h4(z). Daher ist T0V ein Kegel in C2×{0}×C, und
als solcher lokal hyperbolisch im Ursprung. Somit erfüllt T0V die Bedingung PL loc(0). Ferner
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gilt (T0V )sing = {0}, also gilt für die in Abschnitt 4.3 konstruierte Menge C = 0/. Wir zeigen
für ein beliebiges ζ ∈ S3 und jedes η ∈ (T0V )reg ∩ S3, daß V (γζ , 1)-hyperbolisch im Punkt
η − ζ ∈ Tγζ ,1V ist. Dann sind die Bedingungen in Theorem 4.11 (c) erfüllt, und es folgt die
Behauptung.

Sei η = (η1, η2, η3, η4) ∈ (T0V )reg ∩ S3, dann ist η von der Form η = (±
√
η2

2 − η2
4, η2, 0, η4)

und aus 1 = |η|2 = 2η2
2 folgt η2 = ±1/

√
2.

Falls η4 =/ 0 ist, so ist π nicht-charakteristisch für T0V im Punkt η. Denn parametrisiert man
T0V nahe η durch (z1, z4)→ (z1, σ

√
z2

1 + z2
4 , 0, z4) mit σ := η2/|η2|, so erhält man

Tη(T0V ) = span




1
ση1√
η2

1+η2
4

0
0

 ,


0
ση4√
η2

1+η2
4

0
1


 .

Daher ist Tη(T0V ) ∩ kerπ = {0}.
Sei 0 < ε < |η4| fest gewählt und sei z ∈ V ∩ Γ(γζ , 1, η − ζ + B(0, ε), 1) mit π(z) ∈ R2

beliebig. Dann existieren ein 0 < t < 1 und ein u ∈ B(0, ε), so daß sich z schreiben läßt als

(4.33) z =


z1

z2

z3

z4

 = t


±
√

1
2 − η

2
4 + u1

± 1√
2

+ u2

u3

η4 + u4

 .

Aus z2 ∈ R folgt mit (i)–(iv) unmittelbar z3 ∈ R. Gemäß der Definition von f2 ist z2
4 ∈ R. Nach

Wahl von ε gilt z4 ∈/ iR, daher ist z4 ∈ R, und V ist (γζ , 1)-hyperbolisch in η − ζ bzgl. π.
Falls η4 = 0 ist, so ist η = (±1/

√
2,±1/

√
2, 0, 0) Verzweigungspunkt von π|T0V , denn es gilt

Tη(T0V ) = span




1
ση1

|η1|
0
0

 ,


0
0
0
1




und (0, 0, 0, 1) ∈ Tη(T0V ) ∩ kerπ. Setzt man π̃(z1, z2, z3, z4) := (z2, z4), so ist Tη(T0V ) ∩ kerπ =
{0}, also ist π̃ nicht-charakteristisch für T0V im Punkt η. Wir zeigen, daß V (γζ , 1)-hyperbolisch
in η − ζ bzgl. π̃ ist: Für 0 < ε < 1/

√
2 sei z ∈ V ∩ Γ(γζ , 1, η − ζ + B(0, ε), 1) wie in (4.33) mit

η4 = 0. Aus π̃(z) ∈ R2 folgt wie eben z3 ∈ R. Nach Definition von f1 ist z2
1 ∈ R, und es gilt

z1 ∈/ iR nach Wahl von ε. Folglich gilt z1 ∈ R.
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Anhang

Beispiel 4.20 wurde folgendermaßen mit Hilfe des Computeralgebrasystems MAPLE berechnet:
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