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Eine geometrische Charakterisierung des lokalen Phragmén-Lindel6f Prinzips
fiir algebraische Fliachen in C"

Im Jahr 1973 bewies Hormander, dafl sich die Surjektivitéit eines linearen partiellen Diffe-
rentialoperators mit konstanten Koeffizienten P(D) : A(R"™) — A(R™) anhand der folgenden
Abschétzungen vom Phragmén-Lindelof Typ charakterisieren 148t, welche in den reellen Punk-
ten der Nullstellenvarietit des Hauptteils von P gelten: Eine analytische Menge V' C C” erfiillt
das lokale Phragmén-Lindel6f Prinzip PL)oc(§) in einem Punkt & € V N R", wenn Konstanten
0 <ry <ryund A > 1 existieren, so daB fiir jede plurisubharmonische Funktion u auf V', welche
u(z) < 1 fiir alle z € VN B(§,r1) und u(x) < 0 fiir alle x € VN B(&, ) NR™ erfiillt, die
Abschétzung u(z) < A|lm z| fiir alle z € V N B(&, 7o) gilt.

Im Jahr 2004 haben Braun, Meise und Taylor erstmals eine geometrische Charakterisie-
rung dafiir gegeben, dafl eine analytische Menge V' C €2 der reinen Dimension 2 die Bedingung
PL1oc(€) in einem reellen Punkt ¢ € VNR3 erfiillt. Dazu entwickelten sie das Konzept der Grenz-
varietdten entlang einfacher Kurven, welche Approximationen an V von hoherer Ordnung in
Konoiden (das sind verallgemeinerte Kegel) darstellen. Unter Verwendung von Grenzvarietéiten
leiten wir die folgende notwendige Bedingung fiir PLy her, welche einen Zusammenhang zum
starken Phragmén-Lindel6f Prinzip (SPL) herstellt:

Hauptsatz 1. Ist V C C™ eine analytische Menge der reinen Dimension k > 1 mit 0 € V,
welche das Prinzip PLige (0) erfillt, so gilt fir jede reelle einfache Kurve v in R™ und jedes
d > 1, daf die Grenzvarietit T, 4V das Prinzip (SPL) erfiillt, sofern Ty 4V # { ist.

Fiir T, 4V # § folgt insbesondere, daf$ T, 4V NIR™ # #) und somit eine reell-analytische Menge
der reinen reellen Dimension k ist. Ferner erhélt man aus Hauptsatz 1 zusammen mit Hérmanders
oben genannter Charakterisierung ein neues notwendiges Kriterium dafiir, dafi P(D) auf A(R"™)
surjektiv ist.

Erfiillt V' das Prinzip PLjo¢(0), so haben Braun, Meise und Taylor gezeigt, dal V eine
Hyperbolizitéitseigenschaft in denjenigen Konoiden besitzt, welche zu reellen reguldren Punkten
einer Grenzvarietit gehoren. Diese nennen sie (v, d)-Hyperbolizitit. Hat eine analytische Menge
V' C C" der reinen Dimension k£ > 1 die Eigenschaft, dafl jede Grenzvarietdt T, 4V entlang
einer reellen einfachen Kurve v das Prinzip PLjoc(€) in jedem reellen Punkt & € T, 4V erfiillt,
und ist V' (v, d)-hyperbolisch in jedem Punkt 7 € (T, 4V )reg N R™, so heiit V' hyperbolisch in
Konoiden (im Ursprung).

Wie Meise und Taylor gezeigt haben, impliziert das Prinzip (SPL) das Prinzip PLjg¢(§) in
jedem reellen Punkt £. Daher folgt aus Hauptsatz 1, dafl Hyperbolizitdt in Konoiden notwendig
dafiir ist, dafl V' das Prinzip PLjg¢(0) erfiillt. Basierend auf der Arbeit von Braun, Meise und
Taylor zeigen wir fiir algebraische Mengen V' C C" der reinen Dimension 2 mit 0 € V, daB
Hyperbolizitédt in Konoiden auch hinreichend dafiir ist:

Hauptsatz 2. Ist V C C" eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension 2 mit 0 € V, so
sind dquivalent:

(1) V erfiillt PL1oc (0),

(2) V' ist hyperbolisch in Konoiden,

(8) V erfillt die Bedingungen der Hyperbolizitit in Konoiden in geeigneter Weise fiir den Tan-

gentialkegel ToV und fiir eine geeignete Menge endlich vieler Grenzvarietiten T, 4V .

Weil TpV homogen und T, 4V translationsinvariant in Richtung der Tangente von 7 im
Ursprung ist, 148t sich PLjy. fiir die Mengen in (¢) anhand bekannter Kriterien iiberpriifen.

Die Schwierigkeit im Beweis von Hauptsatz 2 besteht darin, Abschitzungen von Grenzva-
rietdten T, ¢V zuriick auf V' in Konoiden zu {ibertragen, welche mehrere reelle Verzweigungs-
kurven bzgl. jeder nicht-charakteristischen Projektion enthalten. Hierzu zeigen wir, daf} sich
die Vielfachheit solcher Verzweigungskurve im Ursprung nur in Abhéngigkeit vom Grad von V
beschriinken 148t. An dieser Stelle geht die Voraussetzung ein, dafl V' algebraisch ist.



A geometric characterization of the local Phragmén-Lindel6f principle for
algebraic surfaces in C"

In 1973 Hormander proved that surjectivity of a linear partial differential operator with
constant coefficients P(D) : A(R™) — A(R") is characterized by the following estimates of
Phragmén-Lindel6f type which hold on the real points of the zero variety of the symbol of P:
An analytic set V' C C" satisfies the local Phragmén-Lindelof principle PLioe(§) at a point
& € VN IR, if there exist constants 0 < r; < r9 and A > 1 such that any plurisubharmonic
function v on V satisfying u(z) <1 for z € VN B(&,r) and u(z) <0 for x € VN B(Er) NR™
also satisfies u(z) < A|Ilm z| for z € VN B(,r2).

In 2004 Braun, Meise, and Taylor gave a geometric characterization for an analytic set
V C ©3 of pure dimension 2 to satisfy PLjoc (&) at a real point ¢ € VNIR3. For this purpose they
developed the notion of limit varieties along simple curves which are higher order approximations
to V in conoids (i.e. generalized cones). Using limit varieties we obtain the following necessary
condition for PL]y in relation to the strong Phragmén-Lindel6f principle (SPL):

Theorem 1. Let V. C C" be an analytic set of pure dimension k > 1 satisfying PLoc (0) at
0 € V. Then for any real simple curve v in R" and any d > 1 the limit variety T, 4V satisfies

(SPL) provided T, 4V # §.

In particular it follows from Theorem 1 that T, 4V £ @ implies T,V NR" # @. Hence
T, 4V NIR" is a real-analytic set of pure real dimension k. Moreover, Theorem 1 combined
with Hormander’s characterization from above gives a new necessary condition for the surjecti-
vity P(D) on A(R™).

For V satisfying PL)o¢(0) Braun, Meise, and Taylor proved certain hyperbolicity properties
in those conoids that are related to real regular points of limit varieties which they called (v, d)-
hyperbolicity. An analytic set V' C C" of pure dimension k£ > 1 is said to be hyperbolic in conoids
(at the origin), if any limit variety T, 4V along some real simple curve 7 satisfies PL]oc(€) at
any point { € T, 4V NR™ and V is (7, d)-hyperbolic at any point 7 € (T gV )reg N R™.

Meise and Taylor proved that (SPL) implies PLjyc(§) at any real point . Hence it follows
from Theorem 1 that hyperbolicity in conoids is necessary for V' to satisfy PLjy(0). Based upon
results of Braun, Meise, and Taylor we show for algebraic sets V' C C" that hyperbolicity in
conoids is also sufficient:

Theorem 2. Let V C C" be an algebraic subset of pure dimension 2 containing the origin. The
following are equivalent:

(1) V satifies PLioc (0),

(2) V is hyperbolic in conoids,

(8) V satisfies the conditions of hyperbolicity in conoids appropriately for the tangent cone ToV
and for a particular finite set of limit varieties T, 4V .

Since TpV is homogeneous and T’, 4V is shift-invariant in direction of the tangent of y at the
origin one can verify PLjy for the sets in (c) using well known criteria.

The difficulty in the proof of Theorem 2 consists of the attempt to pass estimates from limit
varieties T 4V back to V' in conoids which contain several real branch curves with respect to
any non-characteristic projection. For this purpose we show that the multiplicity at the origin of
any such branch curve is bounded only in terms of the degree of V. Here the assumption on V
to be algebraic is applied.
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Einleitung

Im Jahr 1973 bewies Hérmander in [14], daf sich die Surjektivitét eines partiellen Differentialope-
rators mit konstanten Koeffizienten P(D) auf dem Raum der reell-analytischen Funktionen A(£2)
fiir Q@ C R offen und konvex anhand von Abschétzungen charakterisieren 1a8t, welche fiir alle
plurisubharmonischen Funktionen auf der Nullstellenvarietit V (P,,) des Hauptteils P, von P
gelten. Diese Abschéitzungen erhielten den Namen Phragmén-Lindel6f Abschitzungen aufgrund
ihrer Ahnlichkeit zu denen im klassischen Phragmén-Lindelof Theorem der komplexen Analysis.

Im Fall Q = R" zeigte Hormander, dafl P(D) : A(R") — A(R") genau dann surjektiv ist,
wenn V(P,,) das folgende lokale Phragmén-Lindel6f Prinzip PL]oc(£) in allen reellen Punkten
& e V(Py,) NR™ erfiillt:

Definition. Eine analytische Menge V' C C" erfiillt das lokale Phragmén-Lindelof Prinzip
PL1oc (&) in einem Punkt £ € V NR"™, wenn Konstanten 0 < r; < 79 und A > 1 existieren, so
daf fiir jede plurisubharmonische Funktion u auf V', welche u(z) < 1 fiir alle z € V. N B(&,rq1)
und u(z) < 0 fir alle x € VN B(§,r1) NR™ erfiillt, die Abschétzung u(z) < A|lm z| fiir alle
z € VNB(,re) gilt.

Im Laufe der Zeit haben verschiedene Autoren diese und weitere Abschitzungen vom Phrag-
mén-Lindelof Typ dazu verwendet, Eigenschaften von partiellen Differentialoperatoren auf ver-
schiedenen R&umen zu charakterisieren:

Fiir eine offene Teilmenge 2 C R™ haben Meise, Taylor und Vogt 1990 in [16] die Frage
beantwortet, wann P(D) : C*(Q) — C*(Q) eine stetige lineare Rechtsinverse besitzt. Ist §2
zusitzlich konvex, so 143t sich ihre Antwort mittels Fourier-Analysis in Form einer globalen
Phragmén-Lindel6f Bedingung an die Nullstellenvarietéit von P(—z) ausdriicken.

Vogt verwendete 2007 Hormanders lokales Phragmén-Lindelof Prinzip in [20], um diejenigen
kompakten kohérenten reell-analytischen Varietdten X C R™ anzugeben, auf denen ein stetiger
linearer Ausdehnungsoperator A(X) — A(IR"™) existiert.

Im Jahr 1992 {ibersetzte Braun in [1] Hérmanders Charakterisierung fiir die Surjektivitét
von P(D) auf A(R™) im Fall n = 3 in eine geometrische Charakterisierung, welche Bedingungen
an die reellen Punkte der Nullstellenvarietét des Hauptteils von P stellte.

Im Jahr 2004 haben Braun, Meise und Taylor in [9] erstmals eine geometrische Charakterisie-
rung dafiir gegeben, dafl eine analytische Menge V' C €2 der reinen Dimension 2 die Bedingung
PL1oc(€) in einem reellen Punkt ¢ € V N R3 erfiillt. Dazu entwickelten sie das Konzept der
Grenzvarietéiten entlang einfacher Kurven, welches in Kapitel I dieser Arbeit vorgestellt wird.

Eine Grenzvarietdt T, 4V entlang einer einfachen Kurve « ist eine Approximation an V
der Ordnung d > 1 in einem Konoid. Dies ist ein verallgemeinerter Kegel, dessen Spitze im
Ursprung liegt und dessen Profil von héherer Ordnung entlang einer komplexen Kurve zusam-
menschrumpft.



Als ein Resultat dieser Arbeit wird in Kapitel IT unter Verwendung von Grenzvarietéiten die
folgende notwendige Bedingung gezeigt, welche einen Zusammenhang zwischen PLj,. und dem
starken Phragmén-Lindel6f Prinzip (SPL) (siehe Definition 2.2) herstellt:

Hauptsatz 1. Ist V C C" eine analytische Menge der reinen Dimension k > 1 mit 0 € V,
welche das Prinzip PLige (0) erfiillt, so gilt fiir jede reelle einfache Kurve v in R™ und jedes
d > 1, daf8 die Grenzvarietit T., 4V das Prinzip (SPL) erfillt, sofern T, 4V # @ ist.

Fir T, 4V # f folgt insbesondere, daf T,V NR"+ i und somit eine reell-analytische Menge
der reinen reellen Dimension k ist.

Im Beweis von Hauptsatz 1 wird verwendet, dafl sich (SPL) durch Abschétzungen fiir Ex-
tremalfunktionen ausdriicken 148t. Um diese nachzuhalten, werden Aussagen von Meise, Taylor
und Vogt iiber geometrische Konvergenz benétigt, womit sich Abschitzungen von V' auf T, 4V’
iibertragen lassen. Somit geniigt es, plurisubharmonische Funktionen auf V' in hinreichend klei-
nen Konoiden zu lokalisieren, um Aussagen iiber plurisubharmonische Funktionen auf 7%, 4V zu
treffen.

Zusammen mit Hormanders oben genannter Charakterisierung erhélt man ein neues notwendiges
Kriterium dafiir, dafl P(D) auf A(R") surjektiv ist (siehe Folgerung 2.10).

Meise und Taylor haben in [15] gezeigt, dal das Prinzip (SPL) das Prinzip PLjy in jedem
reellen Punkt impliziert. Daher folgt aus Hauptsatz 1 fiir eine analytische Menge V mit 0 € V,
die PLjoc(0) erfiillt, daB8 jede Grenzvarietédt T, 4V entlang einer reellen Kurve v das Prinzip
PLjoc(§) in jedem reellen Punkt § € T, oV NIR™ erfiillt.

Wie Braun, Meise und Taylor in [9] gezeigt haben, impliziert PL}q.(0) fiir V' weiterhin,
dal V eine Hyperbolizititseigenschaft in denjenigen Konoiden besitzt, welche zu reellen re-
gulidren Punkten einer Grenzvarietiit gehoren. Diese nennen sie (v, d)-Hyperbolizitét (siehe De-
finition 2.12).

Analog zu [9] definiert man: Hat eine analytische Menge V' C C" der reinen Dimension k& > 1
die Eigenschaft, dafl jede Grenzvarietét T, 4V entlang einer reellen einfachen Kurve v das Prinzip
PLjoc(€) in jedem reellen Punkt & € T, 4V erfiillt, und ist V' (v, d)-hyperbolisch in jedem Punkt
n € (Ty,aV )reg NR™, so heifit V hyperbolisch in Konoiden (im Ursprung).

Fiir eine algebraische Menge V' C C" der reinen Dimension 2 (eine algebraische Fléiche)
mit 0 € V ist Hyperbolizitit in Konoiden auch hinreichend dafiir, dafl V' das Prinzip PLjy¢(0)
erfiillt. Es gilt die folgende Charakterisierung:

Hauptsatz 2. Ist V C C" eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension 2 mit 0 € V, so
sind dquivalent:

(1) V erfiillt PLjgc (0),

(2) V ist hyperbolisch in Konoiden,

(3) V erfillt die Bedingungen der Hyperbolizitit in Konoiden in geeigneter Weise fiir den
Tangentialkegel ToV und fiir eine geeignete Menge endlich vieler Grenzvarietiten T, 4V

(siehe Abschnitt 4.3).

Weil der Tangentialkegel TpV homogen bzw. jede Grenzvarietdt T, 4V translationsinvariant
in Richtung der Tangente von v im Ursprung ist, &8t sich fiir die Mengen in (c) das lokale
Phragmén-Lindel6f Prinzip anhand bekannter Charakterisierungen tiberpriifen.

Im Beweis von Hauptsatz 2 miissen Eigenschaften von Grenzvarietdten zuriick auf V iiber-
tragen werden (siehe Kapitel IV). Dies erweist sich als schwierig in den singuldren reellen Punk-
ten 1) der Grenzvarietét, welche dadurch entstehen kénnen, dafl V' im zugehorigen Konoid meh-



rere reelle Verzweigungskurven bzgl. jeder nicht-charakteristischen Projektion enthélt; das sind
Projektionen, welche T, 4V in einer Umgebung von 7 ,verniinftig“ projizieren. Solche Punkte
werden als nicht-einfache Punkte bezeichnet.

Um V in einem Konoid zu untersuchen, in dem mehrere reelle Verzweigungskurven bzgl.
einer nicht-charakteristischen Projektion liegen, verkleinert man das Konoid, indem man die
Ordnung erhoht, mit der das Profil zusammenschrumpft. Auf diese Weise erhilt man ein Kono-
id, welches weniger Verzweigungskurven enthéilt. Um diesen Schritt mathematisch umzusetzen,
wird in Kapitel III zunichst gezeigt, dal sich die Vielfachheit jeder Verzweigungskurve bzgl.
einer nicht-charakteristischen Projektion im Ursprung nur in Abhéngigkeit vom Grad von V
beschréinken 148t. An dieser Stelle geht die Voraussetzung ein, dafl V' algebraisch ist.

Abschliefend wird in einem Beispiel Hauptsatz 2 auf eine algebraische Fliche im C* ange-

wendet.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Professor Meise fiir die interessante Themenstellung und
die hervorragende Betreuung, ohne die diese Arbeit nicht hdtte entstehen kénnen.
Ebenso bedanken mdachte ich mich bei meiner Familie und meiner Freundin fiir ihre Unterstiitzung.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Geometrische Grundbegriffe der komplexen Analysis

Diese Arbeit beginnt mit einer Einfiihrung grundlegender geometrischer Begriffe, wie sie zum
Beispiel im Buch ,,Complex Analytic Sets“ [11] von Chirka zu finden sind.

Sei 2 C C" offen, dann heifit V' C ) eine komplexe analytische Teilmenge, wenn gilt: Zu
jedem Punkt z € Q gibt es eine Umgebung U von z in Q und fi,..., fv € H(U), so daf} gilt

UNnV={weU: filw)=...= fn(w) = 0}.

Offensichtlich ist V' abgeschlossen in €.

V' C C™ heiit (lokal) analytische Menge, wenn V nur in der Nihe eines jeden Punktes
z € V die Nullstellenmenge endlich vieler holomorpher Funktionen ist. Offenbar ist jede lokal
analytische Menge die analytische Teilmenge einer geeigneten offenen Umgebung.

Ein Punkt z € V heifit regulér, falls eine Umgebung U von z in Q existiert, so dal U NV
eine komplexe Untermannigfaltigkeit von U ist. Die (komplexe) Dimension dieser Untermannig-
faltigkeit ist die Dimension von V im Punkt z, geschrieben als dim, V. Isolierte Punkte von V
sind reguldr als Untermannigfaltigkeiten der Dimension 0. Definiert man Vs als Menge aller
reguléren Punkte von V', so ist V¢ per Definition offen in V. Wir bezeichnen ihr Komplement
Veing =V \ Vieg als die Menge der singuldren Punkte von V.

Nach [11], Abschnitt 4.5, ist Viine eine analytische Teilmenge von 2, welche nirgends dicht
in V ist. Daher 148t sich die Dimension von V' an einem beliebigen Punkt z € V' definieren als

dim, V := limsup dim, V.
WEVieg, W—2
Ferner setzen wir

dim V := maxdim, V = max dim, V.
zeV Zev}eg

Wir sagen V ist rein k-dimensional, falls dim, V = k fiir alle z € V gilt. Eine rein zweidimen-
sionale, lokal analytische Menge in C" bezeichnen wir als analytische Fliache. Eine Teilmenge
von C™ heifit (affin) algebraisch, wenn sie die Nullstellenmenge endlich vieler Polynome ist.

In dieser Arbeit bezeichne | .| die euklidische Norm in C". Fiir a € C™, r > 0 ist B(a,r) =
{z€C": |z —al <r}, und wir setzen S ! = {z € R": |z| = 1}.

Grass(k, n) ist die (komplexe) Grassmann-Mannigfaltigkeit aller k-dimensionalen linearen Teil-

raume von C".



1.1 Definition. Sei V' C C" eine analytische Menge und z € V. Wir sagen v € C” ist tangential
zu V im Punkt z, falls es Folgen (z;)jen in V und (¢;)jen in C gibt, so daf limj_. z; = z und
v =lim;_ tj((j — 2) = v gilt. Wir bezeichnen die Menge aller zu V' in z tangentialen Vektoren
als Tangentialkegel T, V.

Offensichtlich ist T,V ein komplexer Kegel, d.h. fiir jedes v € T,V und jedes A € C ist
el V.

1.2 Definition. Sei V' C C" eine analytische Menge der reinen Dimension k > 1 in der Umge-
bung eines Punktes z € V N R".

(a) Ein linearer Teilraum L von C™ heifit nicht-charakteristisch fiir V' im Punkt z, falls gilt:
dim L = n — k, L wird iiber C von reellen Vektoren aufgespannt, und L N7,V = {0}.
Wir bezeichnen mit NC(V, z) C Grassg(n — k,n) die Menge aller fiir V' in z nicht-charak-
teristischen Teilrdume von C".

(b) Eine Projektion 7 in C™ heifit nicht-charakteristisch fiir V' im Punkt z, wenn rank 7 = k ist,
Bild und Kern von 7 iiber C von reellen Vektoren aufgespannt werden, und ker 1N7T,V = {0}
gilt.

Ist 7 eine nicht-charakteristische Projektion fiir V in z € VNIR", so existieren Basen offener
Umgebungen (X;)jen von z und (Yj)jen von 7(z) in C" mit der Eigenschaft, daf fiir jedes
J € N die Abbildung 7 : V' N X; — Y eigentlich ist, d.h. das Urbild jeder kompakten Menge
in Y; unter 7|ynx; ist kompakt.

Lokal 148t sich eine analytische Menge durch eigentliche Projektionen folgendermaflen be-
schreiben (siehe [11], Theorem 3.7):

1.3 Theorem. Sei U C C" offen, V C U eine analytische Teilmenge der reinen Dimension
k > 1, und 7 eine Projektion in C™ vom Rang k, so daf$ fiir U’ := w(U) die Abbildung 7 :V — U’
eigentlich ist. Dann existieren eine analytische Teilmenge o C U’ der Dimension < k und
m € N, so daf$ gilt:

(1) 7:V\7 Y o) — U\ o ist eine lokal biholomorphe Abbildung und #(7~*(2')NV) = m fiir
jedes 2/ € U'\ o,

(2) (o) ist nirgends dicht in V.

Ist o minimal, so sagen wir, 7 : V — U’ ist eine m-blittrige analytische Uberlagerung mit
kritischer Menge o.

Im Folgenden bezeichne P den komplexen projektiven Raum der Dimension n. Wir identi-

fizieren C™ mit
Up:={(z0:21:...:2p) €EP": 29 = 1},

und bezeichnen mit
Hoo =P"\Up={(20:21:...:2p) € P": 29 =0}

die Menge der unendlich fernen Punkte in P™.



1.4 Definition. Sei V' C C" eine algebraische Teilmenge der Dimension k& > 1. Nach [11],
Abschnitt 7.2, ist 7 cine algebraische Menge in P”, daher gibt es homogene Polynome
fi,--  fn € Clzo, ..., 2p) mit 7N Hy, =V (20, f1,..., fn). Bezeichne

p:U; =C"\{0} 5 H, (L:zi:...:2p)—(0:21,...,25),

die analytische Abbildung, welche jeder Richtung v € C™\ {0} den Schnittpunkt der komplexen
Geraden t — tv mit der Menge aller unendlich fernen Punkte in P" zuordnet. Es gilt (siehe
anschlieBende Bemerkung) VN Hy, # 0, daher ist

Vi = p Y (V' NHs)={z=(21,...,22) €C"\ {0} | frop(z) =...= fxop(z) =0}

eine nicht-leere, analytische Teilmenge von C™ \ {0}.
Fiir jedes j =1,...,N ist gj := fjop € C[z1,..., 2,] homogen, daher ist der Abschluf}

7671
V=V, =Vyu{0}=V(g,....9n)
eine algebraische Teilmenge von C™. Wir nennen V} den Grenzkegel von V.

1.5 Bemerkung. (a) Ist V. C C" eine algebralsche Teilmenge der reinen Dimension k > 1,
so hat V}, ebenfalls reine Dimension k. Denn 7" hat reine Dimension k und H,, hat reine
Dimension n — 1. Nach [11], Abschnitt 3.5, Proposmon 2, hat v ﬁ | Hoo mindestens reine
D1mens1on kE+ (n— 1) —n = =k —1, und dm¥V" N Hy < Kk, weil v H, nirgends dicht
in V' ist. Also hat V' N H, reine Dimension k — 1, und aus [11], Proposition 2.5, folgt die
Behauptung.

(b) Es gilt die Beschreibung

Vh:{rhm Zi

j—oo |z

reC, z; eV, Zj—>OO},

insbesondere ist V}, tatséchlich ein komplexer Kegel.

1.6 Lemma. Sei V C C" eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension k > 1 und w eine
Projektion in C™ vom Rang k. Dann sind dquivalent:

(a) m|y ist eigentlich,
(b) kerm NV} = {0},
(c) es existiert ein C > 1 mit |z| < C(1+ |n(2)|) fir alle z € V.

Beweis. ,(a) = (b)“ Sei 7|y eigentlich. Angenommen es existiert ein z € kerm NV}, \ {0},
oBdA. |z| = 1. Wéhle eine Folge (z;j)jen in V mit |zj| — oo und lim;_. 2;/|2;| = 2. Setzt man
/

z; i=m(z;) fiir j € N, so gilt limj_,c 2j = 7(2) = 0. Daher ist K := {2} : j € N}U{0} kompakt,

allerdings 7~!(K) NV unbeschrinkt im Widerspruch zur Voraussetzung.

»(b) = ()¢ Es gelte kerm NV, = {0}. Angenommen fiir jedes m € N existiert ein z,, € V
mit |z,| > m(1 + |7(zy)]). Dann gilt |z, — oo. OBdA. sei (zm/|2m|)men konvergent mit
Grenzwert z € V3. Dann ist |z| = 1. Es gilt |7(2)| = limp—oo|m(2m)|/|2m| < limy,—00 1/m = 0,
d.h. z € ker 7 im Widerspruch zu V}, Nker 7w = {0}.

»(c) = (a)“ Sei K C C" kompakt. Da 7|y stetig ist, ist 771(K) NV abgeschlossen und nach (c)
beschrankt, also kompakt. O



1.7 Definition. Ist V C C" eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension £ > 1, so
heifit ein linearer Teilraum L von C" nicht-charakteristisch fiir V' im Unendlichen, falls gilt:
dimL = n — k, L wird iiber C von reellen Vektoren aufgespannt, und L NV, = {0}. Wir
bezeichnen mit NC(V,00) C Grassg(n — 2,n) die Menge aller fiir V' im Unendlichen nicht-
charakteristischen Teilriume von C".

Die folgenden Aussagen zeigen, dafl es hinreichend viele nicht-charakteristische Unterrdume
bzw. Projektionen gibt (siehe [21], Abschnitt 7.7, und [11], Abschnitt 3.4).

1.8 Satz. Sei V C C" eine analytische Menge der reinen Dimension k > 1 in der Umgebung
eines Punktes z € V. Setze

A:={L € Grass(n — k,n) : dim T,V N L > 0}.
Dann ist A eine analytische Teilmenge von Grass(n — k,n).
Wegen Vj, = Ty(V4,) folgt aus Bemerkung 1.5 (a) und Satz 1.8:
1.9 Folgerung. Ist V C C" eine algebraische Teilmenge der Dimension k > 1 und setzt man
A:={L € Grass(n — k,n) : V;, N L # {0} },
so ist A analytisch in Grass(n — k,n).
Folglich ist in beiden Féllen Grass(n — k,n) \ A offen und dicht in Grass(n — k,n).

1.10 Folgerung. Fir jedes j € N sei Aj C Grass(n — k,n) eine echte analytische Teilmenge
und A = J;en Aj. Dann ist Grass(n—k,n)\ A dicht in Grass(n—k,n) und Grassg (n—k,n)\ A
dicht in Grassy(n — k,n).

Beweis. Nach [11], Anhang 3, kénnen wir Grass(n — 2,n) als komplexe Untermannigfaltigkeit
von P¥ fiir N = (ﬂﬁQ
schen Raum. Insbesondere ist Grass(n — 2,n) vollstdndig, und die erste Aussage folgt aus dem

) — 1 auffassen. Grass(n — k,n) wird dadurch zu einem kompakten metri-

Satz von Baire.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei L € Grassg(n — k,n) fest gewdhlt. Wir konstruieren
eine Karte U, in Grassg(n — k,n) wie folgt: Wahle eine Basis v1,...,v,—p € R"™ von L, so
dafB3 (v”)?]_:kl gleich der Einheitsmatrix ist. Wir fassen die Zeilen einer Matrix als Basis eines
linearen Teilraums von C" auf und setzen

1 0 Win—k+1 - Win
Up =< L, = - : :
0 1 Wp—kn—k+1 -+ Wn—kn

Dann ist Uy, eine offene Umgebung von L in Grass(n — k,n). Die Abbildung ® : C*"—%) — U/ |
w + Ly, ist biholomorph und es gilt ®(R*"~*) = Uy, N Grassg(n — k,n). Da @~ 1(A; N Uy)
eine echte analytische Teilmenge von CF"~*) ist ist ®~1(A; N UL N Grassg(n — k,n)) nirgends
dicht in R¥("=*) fiir jedes j € N. Wie zuvor folgt aus dem Satz von Baire auch die zweite

wi,jE(Dfiirlgign—k,n—k+1§j§n}'

Behauptung. O

1.11 Definition. Sei V' C C" eine analytische Fldche mit 0 € V und L € NC(V,0). Wir
bezeichnen mit By, die Menge der Verzweigungspunkte einer beliebigen Projektion 7 in C" mit



ker 7 = L im Sinne von [11], Abschnitt 2.7: Fiir z € Vieg sei ¢, : U’ C C2-UCcC Vieg €ine Karte
fiir V in einer Umgebung von z, dann ist

By, = Viing U {2 € Vieg : Tank D(m 0 ¢,) (5 (2)) < 2}.

Sind 71,7 Projektionen in C" und gilt kerm; = kermy = L, so haben 7 und me dieselben
Verzweigungspunkte, daher ist By, wohldefiniert.

Unter diesen Voraussetzungen bilden die Verzweigungspunkte einer nicht-charakteristischen
Projektion eine analytische Menge der Dimension < 1.

1.12 Definition. Sei V C C” eine analytische Menge und U eine offene Teilmenge von V. Eine
Funktion f : U — [—00, c0] heifit plurisubharmonisch, falls gilt:

(i) f ist lokal nach oben beschrankt,

(ii) f ist plurisubharmonisch auf UNVieg: Ist o : U C CF — V C ViegeNU eine Karte, so ist fogp
plurisubharmonisch auf U, d.h. f oy ist von oben halbstetig und fiir jedes n € U und jedes
¢ € CF ist die Abbildung 7 +— f o ¢(n + 7€) subharmomisch auf ihrem Definitionsbereich
{reC:n+71§cl}.

(iii) f erfiillt
f(z)=limsup  f(C)

CEUmVregv (—z

in allen Punkten z € U N Vjipg.

Wir bezeichnen mit PSH(U) die Menge aller plurisubharmonischen Funktionen auf U.

1.2 Grenzvarietiten und Konoide

Zur Untersuchung geometrischer Fragen haben Braun, Meise und Taylor das Konzept der Grenz-
varietéiten entlang einfacher Kurven entwickelt (siehe [6]), welches in diesem Abschnitt vorgestellt
wird.

1.13 Definition. (a) Eine einfache Kurve ist eine Abbildung v : |0, — C", welche fiir ein
q € N eine konvergente Puiseux-Entwicklung

()= at
Jj=q

mit |ag| = 1 besitzt. Wir nennen a, den Tangentialvektor von ~ im Ursprung und tr(y) :=
7(]0, &) die Spur von ~. Eine reelle einfache Kurve ist eine einfache Kurve v mit tr(vy) C R™.

(b) Eine reelle einfache Kurve v : ]0,a] — R" ist in Standardparametrisierung beziiglich einer
Basis (£1,...,&,) mit [£1] = 1 von R"™ gegeben, wenn es ein ¢ € N und konvergente Puiseux-
Reihen 7, (t) = 372 14 ay, ;7 gibt, so daf sich + schreiben it als

V) =t& + > wt)é, teloal
v=2



In [11], Abschnitt 6.1, wird gezeigt, dal jede rein eindimensionale, irreduzible, analytische
Menge V', die den Ursprung als einzigen singuldren Punkt enthélt, in einer hinreichend kleinen
Nullumgebung eine Puiseux-Parametrisierung besitzt. Hieraus wird in [9] gefolgert, dafl jede
Zusammenhangskomponente S von V N R™ \ {0} mit 0 € S als Bild einer reellen einfachen
Kurve in Standardparametrisierung geschrieben werden kann.

1.14 Definition. Seien V C C" eine analytische Menge der reinen Dimension k mit 0 € V,
7 :]0,a] — C" eine einfache Kurve und d > 1. Fiir ¢ € ]0, o[ setzen wir
1
Vi=Vyar i ={we C":v(t) + thw eV} = t—d(V — (1))

und definieren die Grenzvarietdt von V entlang ~ als

T%dV = { e

¢ =limj o0 2j mit z; € V; g4, fiir j € N,
und (¢;)en ist eine Nullfolge in ]0, o[

1.15 Theorem ([9], Theorem 2.7). Sei V C C" eine analytische Menge der reinen Dimension
k>1mit0eV,v:]0,af = C" eine einfache Kurve mit Tangentialvektor & im Ursprung und
d > 1. Dann gilt:

(a) Ty 4V ist entweder leer oder eine algebraische Menge der reinen Dimension k.
(b) T,V =ToV — €.
(c) Ist d > 1, soist w € T, 4V genau dann, wenn w+ X € T, 4V fiir jedes X € C ist.

(d) Zu jedem R > 0 existiert ein 0 < § < o, so daf$ Vy 4 eine analytische Teilmenge von B(0, R)
fir jedes 0 < t < 0 ist, und fir jede Nullfolge (tj)jen in ]0,d] konvergieren die Mengen
V,at. N B(0,R)); gegen T, sV N B(0, R) im Sinne von Meise, Taylor und Vogt [19], Defi-
(V. i gegen T, y 9
nition 4.3.

1.16 Definition. Sei 7 : |0, a[ — R eine reelle einfache Kurve, d > 1, U C C" und 0 < r < a.
Dann heif3t die Menge
T(v,d,Ur) = ] +(t)+t'U
o<t<r
Konoid, sofern der Ursprung nicht dazu gehort.

Sei z € T, 4V Grenzwert einer Folge z; = (wj — V(tj))/t? € Vyat,- Ist U C C" offen und
r > 0, so gilt fiir j hinreichend grof}, da3 z; — 2z € U und ¢; < r ist. Dann ist

wj =(tj) + 1§z € D(v,d, 2+ U,r) N V.

Man kann zeigen, daf vermoge der Abbildung z — v(t) + t?2 fiir 0 < ¢ < r hinreichend klein
die Grenzvarietét T, 4V in einer Umgebung U, eines Punktes ¢ € T, ¢V eine Approximation
an V' im Konoid I'(v,d, U, r) der Ordnung d ist (siehe [6], Proposition 5.4). Dies fithrt zu der
Frage, ob Eigenschaften von V' in Konoiden und Eigenschaften der zugehorigen Grenzvarietéten
einander entsprechen.

1.17 Definition. Zwei einfache Kurven « und ¢ in C" heiflen dquivalent modulo d > 1, wenn
gilt: Fiir jede Nullumgebung D C C" und jedes p > 0 ist

I'(v,d,D,p)NT(0,d, D, p) # .



1.18 Bemerkung. Seien v(t) = > 22 a;t//9und o (t) = > iy b;t7/P reelle einfache Kurven, welche
in Standardparametrisierung bzgl. derselben Basis von R" gegeben sind. Nach [9], Lemma 2.15,
sind v und ¢ genau dann dquivalent modulo d > 1, wenn gilt

dq dp
Z ajtj/q _ Zb tJ/P
J=q Jj=p

In diesem Fall stimmen insbesondere die Tangentialvektoren von ~ und ¢ im Ursprung iiberein.
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Kapitel 2

Phragmén-Lindel6f Bedingungen
und Hyperbolizitat in Konoiden

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt eingefiithrten Begriffe zeigen wir, wie sich das im Folgenden
definierte lokale Phragmén-Lindelof Prinzip PLj, auf Grenzvarietéiten iibertrégt.

2.1 Definition. Fiir £ € R™ und r9 > 0 sei V' C B(¢, rp) eine analytische Teilmenge mit £ € V.
Wir sagen, V erfiillt das lokale Phragmén-Lindel6f Prinzip PLj¢ (&), falls gilt:

JA>1 Frg>r1>re>0 YuePSHVNBEr)): (a)AB)= (),

wobei
() u(z) <1, zeVnB(Er),
(B) u(z) <0, zeVNR*"NBE, ),
(7) u(z) < A|llmz|, ze€VNDB,r).

2.2 Definition. Sei V' eine algebraische Teilmenge von C". Wir sagen, V erfiillt das starke
Phragmén-Lindel6f Prinzip (SPL), falls gilt:

JA>1 YuePSH(V): (a)A(B)= (v),

wobei
(@) u(z) < |z[+o(lz]), z€eV,
(B) u(z) <0, zeVNR",
(7) u(z) < Allmz|, zeV.

Nach [15], Proposition 4.4, gilt:
2.8 Bemerkung. Ist V. C C™ eine algebraische Teilmenge, welche (SPL) erfiillt, so hat V' die
Eigenschaft PL]o¢(€) in jedem Punkt £ € V N IR™.

2.4 Satz. Fir ro > 0 sei V. C B(0,79) eine analytische Teilmenge der reinen Dimension
k>1 mit0 eV, welche PLioc (0) erfillt. Dann hat T, 4V die Eigenschaft (SPL) fiir jede reelle
einfache Kurve v und jedes d > 1. Insbesondere hat ToV die Eigenschaft (SPL).

Nach Bemerkung 2.3 verallgemeinert Satz 2.4 das Resultat [9], Theorem 3.13, von Braun,
Meise und Taylor, in welchem PLjoc(€) in jedem reellen Punkt £ € T 4V als notwendig dafiir
nachgewiesen wird, da§ V' die Bedingung PLjy(0) erfiillt.
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Der Beweis von 2.4 erfordert zunécht einige Vorbereitung. Braun, Meise und Taylor ha-
ben gezeigt, dafl sich Phragmén-Lindel6f Bedingungen durch die folgenden Extremalfunktionen
charakterisieren lassen.

2.5 Definition. (a) Seien D C C" offen, h eine plurisubharmonische Funktion auf D, V" C C"
eine analytische Menge, welche abgeschlossen in einer offenen Obermenge von D ist, und E C D
eine Teilmenge. Die relative Extremalfunktion von FE relativ zu V, h, D ist definiert als

u € PSH(V N D), }

Ugr(z;h,V,D) :=sup q u(z)
u<haufVNDundu<QQaufl VNE

b) Fiir eine analytische Menge V' C C" und B, p > 0 setzen wir
Yy g p

¢ € PSH(V), } '

P B) =
U?(z,V,B) :=sup {QO(Z) ’ o(w) < min(|w| + B, p|Imw|) fiir alle w € V

2.6 Bezeichnung. Fiir R, e, B > 0 sei
K(R,e,B):={2z€ C": [Imz| <e(|z| + B), |2|] < R/2}.

Aus [17] verwenden wir folgende Funktion H zur Lokalisierung plurisubharmonischer Funk-

tionen:
2.7 Lemma. Definiert man H : C" — R als H(z) := $(|Imz|*> — [Rez|?), so ist H plurisub-
harmonisch auf C™ und hat folgende Eigenschaften:

(o) H(z)<|[Imz|, |[z]<1, (¢) H(x)<0, xe€R"

(b) H(z) <|Imz|—1, |z|]=1, (d) H(iy) >0, yeR™
2.8 Lemma. Fir ro > 0 sei V. C B(0,79) eine analytische Teilmenge der reinen Dimension
k>1mit0 €V, die PLige (0) erfillt; seien A > 1 und ro > r1 > 19 > 0 gemdfS Definition 2.1
gewdhlt. Sei vy : 10,a]f — C" eine reelle einfache Kurve und d > 1. Dann existiert fir alle
R,e,B>0mit R>2B ein0 <ty < a, so daff fir alle 0 <t <ty mit h(z) := |z| + B gilt

UK(R,E,B)(w; ha V:f» B(Ov R)) < 8A|IH1’LU|, w e ‘/t N B(07 R/S)

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir 0 < 79 < r; < 1 annehmen. Wahle 0 < ¢ty < «
hinreichend klein, so daB t/R/8 +r; < 1 und ~(¢) + t4(V; N B(0,R)) C V N B(0,r9) fiir alle
0 <t < tpgilt. Seiw € PSH(V;NB(0, R)) mit u < hauf V;NB(0, R) und u < 0 auf V;NK (R, ¢, B).
Wir definieren
v(z) = o(y(t) + t"w) = u(w) = u (7 (2 — (1))
fiir z € y(t) + t4(V; N B(0, R)) = V N B(y(t),tR). Tst
2 €9(t) +tY(V, N B(0,R/2)) = V N B(y(1), 1R/2),
so konnen wir v(z) abschitzen durch
R
v(2) = u(w) < |w|+ B < 3
Wegen B(0, R/2) NR™ C K(R,e, B) folgt fiir
z € ~@t)+tY{(V;nR"N B(0,R/2))
— R"N [y(t) + 4V, N B0, R/z))] — VNR"NB((t),t4R/2),

12



daB v(z) = u(w) <0 ist.
Sei 0 < t < to. Fixiere wo € V; N B(0, R/8) und setze zo := y(t) + tYwg € VN B(v(t),tYR/8).
Sei 7 := t?R /4, dann gilt fiir z € V mit |z — Re zo| < 7

lz—=~v®#)|] < |z— 20|+ ]20 —7(t)] < [z —Rezo| + [Imzo| + |20 — ()]
< [z = Rezo| + [Im(20 — (1)) + |20 = v(t)| < |2 —Rezo| +2[|z0 — (1)
< R L S E LG EL L

8 4 4 2

Folglich ist z € B(vy(t),t¢R/2). Sei H wie in Lemma 2.7. Wir definieren

B(2) = max {2% (U(z) + 2RH<Z_£{GZO>> , |1mzy}

fir z € V mit |z — Rezg| < r, und 9(z) := [Im 2| fir z € VN B(0,71) mit |z — Re 2| > r. Fiir
z € V mit |z — Rezg| = r gilt wegen Lemma 2.7(b)

r z—Rez r “R 1
— FTR0) ) o D z=Rezo| _ 2|\ =
5 (v(z)—i—QRH( " >> <3 <R—|—2R <\Im — 2)) |Im z|,

daher ist © € PSH(V N B(0,71)). Fiir z € V mit |z — Re 2| < r gilt wegen Lemma 2.7(a)

r z—Rez r _R r R
— 2RH| — < — 2R|Im 2220 |) = — I < t%— <1
2R<U(z)+ R ( . )>_2R<R+ R|Im 2= \) 2+\mz!_t 8+7°1_

nach Wahl von ¢ < #y. Nach Voraussetzung an « und wegen Lemma 2.7 (c) gilt 9(z) < 0 auf
VNR"N B(0,r1), daher erfiillt © die Bedingungen («) und (8) in der Definition von PLjg(0).
Folglich gilt 0(z) < A|Im 2| fiir alle z € V N B(0,72). Nach Lemma 2.7 (d) kénnen wir schreiben

r r
— = — <9 <
2Ru(w0) 2Rv(zo) < 9(z9) < Allm zp|,
woraus folgt
2R 2R
u(wp) < 7A|Im 20| = mAHm(fy(t) + t%wp)| = 8A|Tm wy|.
Da wqg beliebig gewihlt war, gilt die behauptete Abschétzung. O

Beweis von Satz 2.4. Nach [4], Lemma 3.5, hat T, 4V die Eigenschaft (SPL) genau dann,
wenn

JA'>1 Vp>0 VB>0: UP(2,T,4V.B) < A'llmz|, z€ (Ty4qV)reg.
Fixiere B,p > 0. Sei u € PSH(T, 4V') mit u(z) < min(|z| + B, p|Im z|) fiir alle z € T, 4V. Fiir
z € K(R,e,B) gilt p|lIlmz| < pe(|z] + B) < pe(B + R/2), daher ist u — pe(B + R/2) < 0 auf
T, 4V N K(R,e, B). Mit h(z) = |2| + B folgt fiir w € T, 4V N B(0, R)

R
1) U 10, T V. B) < Ui (sl TV, BO. ) + 2 (B43 )

Fixiere w € (T4 )reg und wihle R > max(8|w|,2B). Nach [9], Theorem 2.7 (d), existieren
Folgen t; \, 0, w; € V4, mit w; — w. Dann gilt nach [19], Theorem 4.4

(2.2) Uk(reB)(w; h, T4V, B(0, R)) < liminf Uk (g e 5)(wj; b, Vi;, B(0, R)).

J—00
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Wegen w € B(0, R/8) kénnen wir w; € B(0, R/8) fiir fast alle j annehmen. Mit Lemma 2.8 folgt
aus (2.2)
UK(R,E,B) (’UJ7 h7 T’y,dV7 B(Ov R)) < 8A|IH1’UJ|,

und somit aus (2.1)

R
UP(w, T, qV,B) < 8A[Imw| + pe (B + 2) :
Da diese Abschitzung fiir beliebig kleine ¢ gilt, folgt mit A’ = 8 A, was zu zeigen war. O

2.9 Bemerkung. Aus Satz 2.4 und dem Beweis von [4], Korollar 3.15, folgt, daf} fiir jede analy-
tische Menge V' der reinen Dimension k, welche PL]o.(0) erfiillt, jede reelle einfache Kurve -,
und jedes d > 1 mit T, 4V #  gilt, daB T, 4V NR™ # § ist. Mit [9], Bemerkung 3.7, erhélt man
dariiber hinaus, dafl T, jV N IR" reine reelle Dimension % hat.

Unter Verwendung von Argumenten von Meise, Taylor und Vogt (siehe [18], Beweis von
Theorem 2.3) 1a8t sich zeigen, dafl Hormanders Charakterisierung der Surjektivitéit von linearen
partiellen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten auf den reell-analytischen Funk-
tionen das lokale Phragmén-Lindel6f Prinzip impliziert (sieche [14], nach Theorem 1.3). Daher
erhalten wir folgende notwendige Bedingung;:

2.10 Folgerung. Sei P(D) : A(R") — A(R"™) ein linearer partieller Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten auf dem Raum A(R™) aller reell-analytischen Funktionen auf R™. Sei
P(D) surjektiv. Bezeichne P,, den Hauptteil von P, dann gilt fir V = V(Py,): Fir jedes
£ € VAR™ mit €| = 1, jede reelle einfache Kurve v in R™, und jedes d > 1 mit T, q(V — &) #
erfillt T, 4(V — &) die Bedingung (SPL).

Das folgende Beispiel zeigt, dafl das Ergebnis von Satz 2.4 eine Verbesserung gegeniiber [9],
Theorem 3.13, von Braun, Meise und Taylor darstellt.

2.11 Beispiel. Definiere f(x,y,z) € Clx,y, 2] als
f(xy,2) = (y* = 2°)(y? — 20%)% + 29?20 + 2"

und sei V' := V(f). Wir zeigen, dal V nicht PL)y(0) erfiillt. Fixiere dazu ¢ := (0,0,1) und
v(t) := t& fir t > 0. Mit [6], Proposition 4.3, erhalten wir folgende Grenzvarietéten:

T,aV =ToV = {(z,y,2) € C°: (y* — 2%)(y* — 22°)? = 0}, d € [1,2],
T,V ={(z,y,2) € (e g(x,y) == y6 — 53623/4 + (8x4 + m)y2 — 4254+ 1= 0},
T%dV = ﬂ, d> 2.

Zeigen wir, da8 T oV nicht (SPL) erfiillt, dann folgt aus Satz 2.4, daf§ V nicht PLjq(0) erfiillt.
Bezeichne g,,, den Hauptteil von g. Nach [8], Proposition 15, hat V' (g) die Eigenschaft (SPL)
genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) V(g) erfiillt PL1oc(€) in jedem Punkt & € V(g) NR2.

(b) Fiir alle n,¢ € S* mit g,,(¢) # 0 und spang {7, ¢} = R? existiert ein R > 0, so daB fiir alle
t € R mit |t| > R gilt: Das Polynom A — g¢(tn + A() hat nur reelle Nullstellen.

Man beachte, daf} sich g schreiben 148t als g(z,y) = h(x,y?) fiir
h(z,y) = y* — 52"y + (82" + 2)y — 42® + 1,
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und daf fiir festes x € R alle Nullstellen von g(z,y) genau dann reell sind, wenn alle Nullstellen
von h(z,y) reell und nicht-negativ sind. Wegen deg h(z, ) = 3 geniigt es, die Diskriminante von
h(z,-) zu berechnen, um zu entscheiden, wo h(z,-) drei reelle Nullstellen hat.

Dazu bringen wir h(z,-) in eine geeignete Form, indem wir y = z + 522 /3 substituieren, und
erhalten h(x,z) = 2% + 3pz + 2¢ mit 3p = —z*/3 + = und 2¢ = 225/27 4+ 523/3 + 1. Dann ist
die Diskriminante definiert als D := ¢ + p® = 22%/27 + 2525/26 + 4723 /54 + 1/4. Aus D > 0
fiir x > 0 folgt, daf h(x,-) nur eine reelle Nullstelle hat, weswegen g(x, -) nicht-reelle Nullstellen
hat. Somit ist Bedingung (b) fiir V' (g) nicht erfiillt und V (g) erfiillt nicht (SPL). Hieraus folgt
die Behauptung fiir T, 2V =V (g) x C.

Jedoch 1a83t sich Bedingung (a) nachweisen: Jeder Punkt von T’ oV ist regulér, da der Gra-
dient

2y(3y* — 102%y? + 82 + )

—10zy* + (3223 + 1)y? — 242°
Vy(z,y) = (

keine gemeinsamen Nullstellen mit g hat. Daher ist V(g) N R? eine reell-analytische Mannig-
faltigkeit der reinen reellen Dimension 1. T, oV erfiillt somit die Bedingung PL]o () in jedem
reellen Punkt § € T’, o V.

Hyperbolizitat in Konoiden

2.12 Definition. Seien V' C C" eine analytische Menge der reinen Dimension & > 1 mit 0 € V,
7 eine reelle einfache Kurve in R", d > 1 und ¢ € T, 4V N R" gegeben. Wir sagen, V ist
(v, d)-hyperbolisch im Punkt ¢ beziiglich einer Projektion 7 in C", welche nicht-charakteristisch
fir T, 4V in ( ist, falls eine Nullumgebung U C C" und ein r > 0 existieren, so daf} fiir jedes
z € VNI(y,d,(+Ur) aus w(z) € R™ bereits z € R™ folgt. V' heifit (v, d)-hyperbolisch im
Punkt ¢, falls eine solche Projektion 7 existiert, fiir welche V' (v, d)-hyperbolisch in ( ist.

Braun, Meise und Taylor haben in [9], Proposition 3.12, gezeigt:

2.13 Satz. Sei V C C" eine analytische Teilmenge der reinen Dimension k > 1 mit 0 € V,
welche PL1oc (0) erfillt. Dann gilt fiir jede reelle einfache Kurve vy in C", jedes d > 1, jeden
Punkt & € (T 4V )reg N R™ und jede Projektion 7, welche nicht-charakteristisch fir T, 4V in &
ist, dafs V' (v, d)-hyperbolisch in & beziiglich 7 ist.

Zusammen mit Satz 2.4 und Bemerkung 2.3 folgt hieraus:

2.14 Satz. Seien V C C" eine analytische Menge der reinen Dimension k > 1 mit 0 € V,
welche PL1gc (0) erfiillt, v eine reelle einfache Kurve in R™ und d > 1. Dann gilt:

(1) T, 4V erfillt PL1oc(§) in jedem Punkt & € T, 4V NIR".
(2) V st (v, d)-hyperbolisch in jedem Punkt ¢ € (T qV )reg NR™.

2.15 Definition. Erfiillt V' die Bedingungen (1) und (2) in Satz 2.14, so sagen wir, V ist
hyperbolisch in Konoiden im Ursprung.

In dem Fall, dafl V eine algebraische Fliache in C™ ist, werden wir in Kapitel 4 sehen, daf3
Hyperbolizitit in Konoiden nicht nur notwendig dafiir ist, dafl V' die Bedingung PL o (0) erfiillt,
sondern auch hinreichend.
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Kapitel 3

Abschitzung der Vielfachheit von
Verzweigungskurven
nicht-charakteristischer Projektionen

Das Auftreten von Verzweigungskurven erschwert es, Abschitzungen von Grenzvarietéten T, 4V’
zuriick auf V' zu iibertragen. Vorbereitend zeigen wir in diesem Abschnitt die folgende Eigen-
schaft: Ist V eine algebraische Fldche, so ist die Vielfachheit von Verzweigungskurven im Ur-
sprung bzgl. beliebiger nicht-charakteristischer Projektionen beschrankt.

3.1 Definition. Seien V' C C" eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension £ > 1 und
L € Grass(n—k,n) mit LNV}, = {0}. Bezeichne 7, die orthogonale Projektion in C" entlang L,
dann ist 7, : V — Lt eine analytische Uberlagerung. Nach [11], Abschnitt 11.3, Corollar 1,
ist die Blattzahl dieser Uberlagerung unabhéngig von L. Wir definieren den Grad von V als
Blattzahl von 7|y und schreiben dafiir deg V.

Unter einem Weierstrafl-Polynom einer analytischen Menge V' C C™ der reinen Dimension
n — 1 verstehen wir eine Funktion f von der Form

(3.1) fz1,. o zm) =2 vei(z, ooz )2 (2, 2n)

mit holomorphen Koeffizienten ¢y, .. ., ¢k, so da V = V (f) gilt. Ein Weierstrafl-Polynom f heifit
minimal, falls V'(f, 0., f) nirgends dicht in V' (f) ist. Aus dem Beweis von [11], Theorem 2.8, folgt:
Ist U = U’ x U, C C" ! x C ein beschrinkter Polyzylinder in C" und V C U eine rein (n — 1)-
dimensionale analytische Teilmenge, welche keinen Hiufungspunkt in U’ x OU,, besitzt, dann
ist V' die Nullstellenmenge eines minimalen Weierstra-Polynoms f wie in (3.1).

Der Vollstandigkeit halber fithren wir den Beweis des folgenden Lemmas aus.

3.2 Lemma. Sei V C C? eine algebraische Teilmenge der reinen Dimension 2 und seien Ko-
ordinaten (x,y,z) von C® so gewdhlt, daf die Projektion (z,y,z) — (x,y) eigentlich auf V ist.
Dann gibt es ein minimales Weierstraf$-Polynom f € Clz,y, z] mit V.=V (f).

Beweis. Nach Lemma 1.6 existiert ein C > 1 mit
(3.2) V C{(z,y,2) € C°: 2] < C(1+|(z,y)])}-
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Setzt man 7 : (z,y,2) — (z,y), so ist 7|y eine k-blittrige analytische Uberlagerung fiir ein
k € N.

Fiir 0 < By < Ry setzen wir U] := B(0,Rj)?* C C? und wihlen ein R3 > 1, so daf mit
Us := B(0, R3) fiir den beschréinkten Polyzylinder U; := U; x Us gilt, daB8 V' NU; keine Haufungs-
punkte in U J/ x QU3 hat. Dann ist 7 : VNU; — U ]’ eine k-blittrige analytische Uberlagerung fiir
j = 1,2 und R3 hinreichend grof.

Bezeichne fj(z,y,2) = 28 + ¢ 1 (2, y)2* 1 +. ..+ ¢ji(z,y) das zu j = 1,2 gehérige minimale
Weierstra-Polynom, wie es im Beweis von [11], Theorem 2.8, konstruiert ist. Ist (z,y) € Uy,
so haben fi(z,y,-) und fa(z,y, ) dieselben Nullstellen in Us, daher stimmen ihre Koeffizienten
punktweise iiberein. Folglich ist 02,i|U{ =cy; in H(UY) fir 1 <i <k.

Fiir (z,y) € C? sei ¢;(z,y) = cii(w,y) fiir Ry hinreichend gro, dann ist ¢; € H(C?)
wohldefiniert. Fiir f(z,y,2) := 2F + ¢1(z,9) 2" + ... + cp(z,y) gilt V =V (f).

Fiir (z,y) € €2 bezeichne {a;(z,y) : 1 < i < k} die Nullstellen von f(z,y,-). Nach dem
Satz von Vieta existiert fiir jedes 1 < ¢ < k ein symmetrisches Polynom ¢; € Clzy,..., 2]
vom Grad ¢ (unabhéngig von (z,y)) mit ¢;(z,y) = gi(ai(z,y),...,ax(x,y)). Aus (3.2) folgt
li(x,y)| < C(1+ |(x,y)|), daher gibt es Konstanten C; > 1 mit |c;(x,y)| < Ci(1 + |(x,9)[).
Nach dem Satz von Liouville ist ¢; € C[z,y] mit dege; < i fiir 1 < i < k, was die Behauptung
impliziert. ]

Um in €3 die Vielfachheit von Verzweigungskurven in Hyperflichen abzuschétzen, verwenden
wir die Resultante, deren Definition zum Beispiel in [12], Kapitel 3, zu finden ist.
3.3 Bemerkung. Sei f € C|x,y,z] ein minimales Weierstra-Polynom vom Grad d > 1, fiir
Vi=V(f) gelte 0 € V, und 7 : (z,y, 2) — (x,y) eingeschriankt auf V sei eigentlich.

(a) Bezeichne B die Menge der Verzweigungspunkte von 7|y, dann gilt B = V(f, 0, f) nach [11],
Abschnitt 2.9.

(b) Ist (&1,&2) € €2, so haben f(£1,&,2) und (0. f)(£1, &2, 2) genau dann einen gemeinsamen
Faktor in Clz] \ C, wenn Res,(f(&1,&2,2), (0-f)(&1,82,2)) = 0 in C gilt. Als Weierstrafl-

Polynom ist f und somit auch 9, f normiert in C|x, y][z], daher gilt

Resz(f? aZf)(£17£2) = Resz(f(ﬁh&% Z)’ (azf)(§1,§2, Z))
Hieraus folgt m(B) = V(Res.(f,0.f)).

3.4 Lemma. Sei V C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V. Fir jedes L € Grass(n—2,n) mit
LNTyV ={0} = LNV, jede eindimensionale, irreduzible Komponente W von Br, mit 0 € W
und jede Basis (b1,...,by) von C™ mit by € TyW existieren eine Nullumgebung K C C", ein
a >0, einp € N, und Potenzreihen Z;’ipH a,,,jtj fir2 <v <mn, so daf gilt

(3.3) WNK = {t%l +) ( > ay,jtﬂ)by MRS a}.
v=2 “j=p+1
Setzt man m := degV, so gilt die Abschitzung p < m?(m —1).

Beweis. Fiir n = 3 ist die Behauptung in [9] sogar fiir den Fall gezeigt, da§ V' analytisch ist.
Sei daher n > 4.

Fixiere L € Grass(n —2,n) mit L N ToV = {0} = L NV}, eine eindimensionale, irreduzible
Komponente W von Br mit 0 € W und eine Basis (by,...,b,) von C" mit b; € ToW. Aus
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ToW C TyV folgt by ¢ L. In [11], Abschnitt 6.1, ist gezeigt, daBl ein p € N existiert, so daf§ W in
der Néhe des Ursprungs wie in (3.3) dargestellt werden kann. Deshalb bleibt nur die Abschétzung
fiir p zu zeigen.

Nach [11], Abschnitt 6.1, ist p die Vielfachheit von W im Ursprung. Ist 7 eine beliebige Pro-
jektion entlang eines zu span{b; } komplementéren Teilraums von C", so stimmt die Vielfachheit
der Abbildung m : W — span{b; } im Ursprung mit p iiberein.

Wiihle by, ..., b, € ©" mit span{bs,...,b,} = L, so daB (b1, bo,...,b,) eine Basis von C"
ist. Wir verwenden diese als Standardbasis von C", dann kénnen wir ToW = € x {0}"~! und
L ={(0,0)} x C" 2 schreiben.

Wir setzen 1y : (21,...,2,) — 21, dann ist 7|y eine p-blittrige, analytische Uberlagerung.
Fiir 7 : (21,...,2n) — (21, 22) ist Br, gerade die Menge der Verzweigungspunkte von 7|y .

OBdA. seien bs, ..., b, € L so gewihlt, daB die Projektion 7’ : (21, -+, 2n) — (21, 22, 23) die
folgenden Eigenschaften hat (siehe [11], Abschnitt 3.6):

(i) 7' : V — €3 ist eigentlich,

(ii) fiir V' :=7/(V) gilt VN(7')"H(V%y) C Vieg und 7 : VN (') 71 (V) — Vi, ist biholomorph,

reg reg reg

(iii) es gilt (7/)"1(V4,.) D Vaing und (7)1 (VZ, ) ist nirgends dicht in V.

sing sing

Nach [11], Theorem 3.2, folgt aus (i), da V' eine algebraische Teilmenge von C? ist. Aus (ii)
erhilt man, dal V'’ eine algebraische Fliche in C3 ist. Offensichtlich ist C x {(0,0)} = 7/(ToW)
enthalten in TyV’. Wir fassen €2 gemifl der Definition von 7’ als Teilmenge von C" auf. Dann ist
mit 7|y = 7|y o7’y auch 7|y eigentlich. Bezeichne B’ die Menge der Verzweigungspunkte von
7|ys. Dann existiert fiir jede eindimensionale, irreduzible Komponente W’ von B’ mit 0 € W’
und 7' (by) € ToW' ein p € N, so daBl 71|y eine p-blittrige analytische Uberlagerung ist.

Wir behaupten 7/(By) C B’. Denn nimmt man an, es gibt ein z € By mit 7'(z) =: 2’ ¢ B,
dann ist 2/ € V!

reg

und daher z € V¢, aufgrund der Eigenschaften von 7’|y,. Wegen 2’ ¢ B’ gibt
es eine Umgebung U’ von 2’ in V;,, welche unter m biholomorph auf 7(U’) C C? abgebildet
wird. Dann ist 7|y = 7|y o 7|y ¢ (7']y)"H(U’) C Vieg — 7' (U’) eine biholomorphe Abbildung
und z € (7'|y)H(U’) steht im Widerspruch zu z € By,. Daher gilt m|p, = m1|p o 7|5, .

Im Folgenden schiitzen wir p durch einen Ausdruck in m ab: Aus Eigenschaft (ii) von 7’|y
folgt, daB 7|y eine analytische Uberlagerung ist, deren Blattzahl mit der von |y, {ibereinstimmt.
Daher gilt deg V' = deg V' = m. Nach Lemma 3.2 existiert ein minimales Weierstrafl-Polynom

f € Clz,y, z] vom Grad m mit V' = V(f) von der Form
flx,y,z)=2"+ cl(m,y)zm_l +...+em(zy)

mit Koeffizienten ¢; € Clz,y] vom Grad degc; < i. Bezeichne R € C|x, y] die Resultante von f
und 9, f bzgl. z, dann gilt deg R < m(m—1). Da m |y eigentlich ist, ist auch 71|,y eigentlich.
Aus 7(W’) € V(R) in C? folgt, daB zu 2 € C hochstens m(m — 1) Urbilder unter 7y in w(W’)
existieren. Zu jedem dieser Urbilder existieren wiederum hochstens m Urbilder unter 7 in W',
Somit haben wir p < m?(m — 1) gezeigt.

Zu W C By, existiert ein Zweig W’ C B’ mit 7/(by) € ToW’, so da8 #/(W) = W’ hinreichend
nahe dem Ursprung ist, d.h.

W' = W/(WQK) = {tpbl + < Z a27jtj>b2 + ( Z ag,jt])bg : |t‘ < Oé}.
Jj=p+1 Jj=p+1
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Weil 71|y~ eine analytische Uberlagerung ist, deren Blattzahl $ hochstens m?(m — 1) betriigt,

gilt ebenso p < m?(m — 1), was zu zeigen war. O

3.5 Folgerung. Sei V C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V. Dann existiert ein ¢ € N,
so daf$ gilt: Ist L € NC(V,0) mit LNV}, = {0} und W ein Zweig von B, NR™ mit 0 € W,
dann existieren eine Basis (by,...,b,) von R", eine reelle einfache Kurve 7 : ]0,af — R™ in
Standardparametrisierung bzgl. (b1,...,by), und eine Nullumgebung U C R"™, so dafs gilt

(3.4) WNU\{0} =tr(y) = {tbl+zn:< i ayvjtj/q>by : 0<t<a}.

v=2 “j=q+1

Beweis. Nach [9], Lemma 2.5, existiert lokal eine Darstellung von W als Spur einer reellen
einfachen Kurve v in Standardparametrisierung beziiglich einer reellen Basis, so dafl (3.4) fiir
ein p € N anstelle von ¢ gilt. Die Abbildung z — ~(2?) ist holomorph auf B(0,a!/?) und da-
her {y(zP) : z € B(0,a'/P)} eine analytische Kurve in ©" mit Vielfachheit p im Ursprung,
welche in einer hinreichend kleinen Nullumgebung mit einer Irreduzibilitdtskomponente von By,
ibereinstimmt.

Aus Lemma 3.4 erhalten wir p < m?(m — 1). Daher ist p Teiler von ¢ := (m?(m — 1))! und
148t sich durch ¢ ersetzen. O

3.6 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4 gilt, dafl sich die Blattzahl p
von 71|y (die Vielfachheit von W) nicht durch die Blattzahl von 7|y (die Vielfachheit von V')
lokal in der Nihe des Ursprungs abschiitzen liafit, wie das folgende Beispiel in C? zeigt: Sei
f € Clz,y, 2] definiert als f(z,y,2) = 2P — (y? — 29%1) und V := V(f). Fiir ¢ > p ist
ToV = €? x {0}, und L = {(0,0)} x C erfiillt L NToV = {0}. Sei 7 : (z,y,2) — (z,9)
mit ker 7 = L, dann ist By, = V(f,0.f) gegeben durch die Parametrisierung = ~— (29, 29%1,0).
Die Vielfachheit ¢ von By, im Ursprung héngt hierbei nicht von der Blattzahl p von x|y ab.

19



Kapitel 4

Charakterisierung von PL,_ fiir
algebraische Flachen bei beliebiger
Kodimension

In diesem Kapitel zeigen wir, dafl Hyperbolizitdt in Konoiden fiir eine algebraische Flache V
hinreichend dafiir ist, da} V' die Eigenschaft PLjy.(0) hat. Tatséchlich reichen die Eigenschaf-
ten (1) und (2) aus Satz 2.14 fur eine endliche Menge bestimmter Grenzvarietdten aus, welche
in Abschnitt 4.3 definiert wird.

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Punkte einer Grenzvarietét, welche in der Néhe
mehrerer Verzweigungskurven bzgl. aller nicht-charakteristischen Projektionen liegen. Damit
beschéftigt sich der folgende Abschnitt.

4.1 Nicht-einfache Punkte in Grenzvarietiten

4.1 Definition. Seien V C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V', y eine reelle einfache Kurve
in R", d>1und n €T, 4V NIR". Setze

A := Grass(n — 2,n) \ (NC(V,0) N NC(V, 00) N NC(T, 4V, 7)).

Dann heifit 7 ein einfacher Punkt von T, 4V, falls ein L € Grassg (n—2,n)\ A, eine Nullumgebung
D C C" und ein R > 0 existieren, so dafi I'(y,d,n + D, R) hochstens einen reellen Zweig von
Br, NR™ enthilt.

4.2 Lemma. Seien 7 :]0,af — R"™ eine reelle einfache Kurve mit Tangentialvektor & € R™ im
Ursprung und d > 1 gegeben. Sei D C C™ eine Nullumgebung, 0 < R < a, n € R™ und 7 € R,
dann exististieren eine Nullumgebung D' C D und ein 0 < R < R mit

L(y,d,n+ 716+ D', R') C I'(y,d,n+ D, R).

Beweis. Wir schreiben 7(t) =t + o(t) mit o(t) = 3222 4 a;t!/7 fiir 0 < t < . Wegen

o' (t) = a,ztj/q—l = a;, <1 + j> /9 = O(t'/9)
qu;l a ; T
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gibt es ein C' > 0 mit |o’(t)| < CtY/ fiir 0 < t < /2. Setze s := s(t) := t + 7t¢ und

R

RRii=m=—
! 2(1 + |7|ad=1)

a
< 5
-2
dann gelten fiir 0 < ¢ < min (Ry, |7|/(@Y) = R,

s(t) = t(1+ 7t < Ry(1 + |r|ad™1) = g < %,
und
s(t) =t(1+ 7t > t(1 — |7t > t(1 = |7]|7| 7Y = 0.

Aus dem Mittelwertsatz erhalt man

lo(t) —o(s)] < sup |o'(t+v(s—t)|[t —s| < C sup [t+v(s— )|Vt < C(t + |7t Y| |2
Oo<vr<1 Oo<v<1

nach Definition von s. Wihle eine Nullumgebung D’ € C" und ein 0 < R3 < Ry hinreichend
klein, so daf3

A+t Y 4n+2D)cn+D  firalle 0 <t < Ry gilt,

und sei 0 < R’ < R3 so gewihlt, daB o(t) — o(s(t)) € tID’ fiir alle 0 < t < R’ ist. Aus
s = t4(1 4+ 7t~ 1)4 folgt

(v, dn+76+D,R) = |J 1) +t'n+76+ D)
0<t<R/

= | t+rthe+o®) +t'n+ D) = |J () +o(t) —a(s(t) +t4n+ D)

0<t<R/ 0<t<R/
d

¢ U a6y +tim+20) = U 20600+ 3l +20)
0<t<R' 0<t<R'

c U ) +s'n+D) = T(v,d,n+D,R),
0<s<R

und damit die Behauptung. d

4.3 Lemma. Sei V eine analytische Fliche in C" mit 0 € V und sei vy : ]0,a] — R" eine reelle

einfache Kurve mit Tangentialvektor £ € R™ im Ursprung.

(a) Gilt y(t) = t§, soist n € Ty 1V NIR" genau dann ein einfacher Punkt, wenn T(n+§) — &
ein einfacher Punkt von T, 1V fiir jedes T > 0 ist.

(b) Giltd > 1, soistn € T, 4VNR" genau dann ein einfacher Punkt, wenn n+7& ein einfacher
Punkt von T, 4V fiir jedes 7 € R ist.

Beweis. (a) Nach Theorem 2.7 (b) gilt 7,1V = ToV — £. Da TV ein komplexer Kegel ist, folgt
n € T,1VNR" genau dann, wenn 7(n+ &) — & € T,V NR" fiir alle 7 € R,

und

(4.1) Ty(Tya V) = Ty(ToV = &) = Tye(ToV) = Tr(46)(T0V) = Tr )¢ (T2 V)
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fiir jedes 7 € R. Beachte, daf} fiir jede Nullumgebung D in C”, jedes R > 0 und jedes 7 > 0 gilt

T(v,L,7(n+&) —¢+7D,Rim) = | ) sé+s(r(n+& —£+7D)

0<s<R/T
(4.2)
= |J st+9+stD= |J t6+tln+D)=T(v,1,n+D,R).
0<s<R/T 0<t<R

Nach (4.1) gilt fur L € Grassg(n — 2,n) und 7 > 0, da L N T, (T, 4V) = {0} genau dann gilt,
wenn L N Trppey—¢(Tyav) = {0} ist. Geméf der Definition eines einfachen Punktes folgt die
Behauptung aus (4.2).

(b) Offensichtlich gilt die Riickrichtung fiir 7 = 0. Nach Theorem 2.7 (c) ist n € T, 4V dazu
dquivalent, dafl n +7& € T, 4V fiir alle 7 € € ist. Daher ist

Tn(T%dV) = TnJr.,-g(T%dV) fir alle 7 € C.

Fiir L € Grassg(n — 2,n) folgt LN T, (T, qV) = {0} genau dann, wenn L N7, ¢(T, 4V) = {0}
fiir jedes T € C ist.

Fiir jedes 7 € R gilt nach Lemma 4.2: Erfiillt L € Grassg(n — 2,n) die Bedingungen in
der Definition eines einfachen Punktes, sind D eine Nullumgebung in C™ und R > 0, so da8
['(v,d,n + D, R) hochstens einen reellen Zweig von Br, N R™ enthilt, dann gibt es eine Null-
umgebung D’ in C" und ein R’ > 0 mit

L(v,dn+78+ D', R) CT(y,d,n+ D, R).
Hieraus folgt wie in Teil (a) die Behauptung. O

4.4 Bemerkung. Sei V eine analytische Flédche in C™ mit 0 € V' und ~ eine reelle einfache Kurve
in R”. Sein € ToyVNS™ ! und & ¢ € 7!, dann gilt

n—&eTyV-¢= T,Y&ﬂ/v fiir ’)/g(t) =t t>0,
und n—(¢ €TV — (=T, 1V fiir y(t) =t t>0.

Es gilt T;)—¢(Ty, 1V) = T))—¢(ToV — &) = T,(ToV) und analog T;, (T, 1 V') = T;(ToV). Daher

erfiilt. L € Grassg(n — 2,2) die Bedingung L N7, ¢(T,,1V) = {0} genau dann, wenn die

Bedingung LNT;, (T, 1V) = {0} erfiillt ist. Folglich gilt NC(T,, 1V,n—§) = NC(T;,, 1V, n— ().
Ferner gilt fiir jede Nullumgebung D in C", jedes R > 0 und mit ,(t) = tn, t > 0,

T(ve, Ln—&é+D,R)= | t&+tln—¢+D)= J tn+tD=T(y,1,D,R)
0<t<R 0<t<R
und analog I'(v¢, 1,n—(¢+D, R) = I'(, 1, D, R). Daher ist n—¢ genau dann ein einfacher Punkt
von Ty, 1V, wenn n — ¢ ein einfacher Punkt von T, 1V ist. Denn beide Bedingungen bedeuten,
dafl ein L € Grassg(n — 2,n) existiert, welches die Bedingungen in Definition 4.1 erfiillt, sowie
eine Nullumgebung D in C" und ein R > 0, so da8 I'(y,, 1, D, R) hochstens einen reellen Zweig
von By, NIR™ enthalt.

4.5 Lemma. Sei V' eine algebraische Fliche in C™ mit 0 € V und v eine reelle einfache Kurve
in R™ mit Tangentialvektor & € R™ im Ursprung. Wir nehmen an, daf v(t) = Z;iq ajtj/q n
Standardparametrisierung bzgl. einer Basis (by,...,b,) von R™ mit by = £ gegeben ist, wobei q
die Zahl aus Folgerung 3.5 bezeichne. Fir d > 1 definieren wir

M, q:={neT, qVNR":nist kein einfacher Punkt}.
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(a) Ist d =1 und y(t) = t&, so ist die Menge
M:={eThVnsS"t:¢(-¢e My}
endlich und es gilt M1\ {—&} = Ueep{m¢ —€:7 >0}
(b) Ist d =v/q fiir eine natiirliche Zahl v > q, so ist die Menge
M = M, 4N span{by,...,b,}
endlich und es gilt My g =Ueep{¢+78: 7 € R}

Beweis. (a) Angenommen M enthilt eine Folge paarweise verschiedener Punkte ((p)men-
Dann existiert nach Folgerung 1.10 ein

oo
L € NC(V,0) N NC(V,00) N () NC(TpV; ¢m).-
m=1
Die Zerlegung von Bjp, in irreduzible Komponenten ist lokal endlich, und fiir jede irreduzible
Komponente W von By, gilt, dal die Anzahl der reellen Zweige von W N IR™ kleiner gleich der
Vielfachheit von W im Ursprung ist. Daher gibt es reelle einfache Kurven 71, ..., 7y in R™ und
eine Nullumgebung U in R"™ hinreichend klein, so dafl By, N U keine isolierten Punkte enth&lt
und so daf} gilt

N
(4.3) BLnU\A{0} = [ tr(ry).

j=1
Fiir 1 < j < N bezeichne §; den Tangentialvektor von 7; im Ursprung. Fiir ein festes m € N
setzen wir ¢ := (p und y¢(t) := t(. Da ¢ — £ kein einfacher Punkt von 7, ;V und L nicht-
charakteristisch fiir V' im Ursprung und fiir 7, ; V' in ¢ — £ ist, gibt es mindestens zwei reelle
einfache Kurven 01,09 € {71,...,7y} mit der Eigenschaft

tr(o;) C Bp NR" und tr(o;)) NT(y,1,{ — €+ D,R) + 0
fiir ¢ = 1,2 und fiir jede Nullumgebung D in C” und jedes R > 0. Es gilt

I(v,1,(—¢+D,R) = |J t6+t((-¢+D) = |J t€+tD = T(y,1,D,R),
0<t<R 0<t<R

folglich gibt es ein 1 < ¢ < N, so daf ¢ dquivalent zu 7; modulo 1 ist. Dies impliziert, dafl =;
und ¢ den gleichen Tangentialvektor im Ursprung haben, also ¢ € {1,...,{n}. Dam € N
beliebig gewéhlt war, hat M hochstens N Elemente im Widerspruch dazu, dal M als nicht
endlich vorausgesetzt wurde. Damit ist die Endlichkeit von M gezeigt.

Ist ( € M, d.h. { —¢ kein einfacher Punkt von T 1V, so folgt aus Lemma 4.3 (a), dal 7¢ — &
kein einfacher Punkt von 7', 1V fiir jedes 7 > 0 ist, also 7¢ — & € M., 1 \ {=¢} fiir jedes 7 > 0.

Ist andererseits n € T,V NR", n# — &, kein einfacher Punkt, so ist auch 7(n 4+ §) — &
kein einfacher Punkt von T, ;V fiir jedes 7 > 0. Fiir 7 := [p+&| > 0 und ¢ := (n+ &) /7 gilt
¢ € ToV N S™ !, und man erhilt n = 7¢ — &.

(b) Nimmt man an, dafl M eine Folge paarweise verschiedener Punkte ((,,)men enthilt, so
findet man wie in (a) ein L € Grassg(n — 2,n) mit

L & NC(V,0) A NC(V, 00) N () NC(T, Vi Gn)
m=1
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und reelle einfache Kurven 71,..., 75 in R", so da§ (4.3) gilt. Ist { = (,, fest, so folgt analog
die Existenz einer reellen einfachen Kurve 7; mit tr(7;) C By, NR™ und

(4.4) tr() NI(y,d, ¢ +D,R) #

fiir jede Nullumgebung D in C™ und jedes R > 0. Setzt man () := ~(¢) + (t?, so ist v, in
Standardparametrisierung bzgl. (b1, ...,b,) gegeben, denn d > 1 und ¢ € span{bs,...,b,} nach
Definition von M. Es gilt

I(v,d,¢+D,R) = |J v)+t'¢+D)= [J »®) +t'D=T(y,d, D,R).
0<t<R 0<t<R
Dabher folgt aus (4.4), da8 7; dquivalent zu v¢ modulo d ist. Somit stimmen die Tangentialvektoren
von 7; und 7y iiberein, und wir konnen annehmen, daf8 7; in Standardparametrisierung 7;(t) =
P bijt7/9 bzgl. (by,...,b,) gegegeben ist. Aus Bemerkung 1.18 folgt

dq dq
S a4t =" b 9,
Jj=q Jj=q

also gilt a, + ¢ = b;,. Somit ist ¢ € {b;, —a, : 1 < i < N} im Widerspruch zur Annahme,
dafl M nicht endlich ist.

Fiir ¢ € M folgt aus Lemma 4.3 (b), da8  +7¢ kein einfacher Punkt von 7', 4V und daher in
M., 4 fiir jedes 7 € R ist. Ist andererseits n € M, 4 und bezeichne P : R" — R die Projektion
entlang span{ba,...,b,} auf span{b;} mit P({) = 1. Setzt man 7 := P(n) und ¢ := n — 7¢&,
so ist ¢ kein einfacher Punkt von T, 4V nach Lemma 4.3 (b) und es gilt P(¢) = 0. Folglich ist
¢ € M und n = ¢ + 7€ wie gewiinscht. O

4.2 Kritische Niveaus

4.6 Definition. Seien V eine analytische Fliache in C™ mit 0 € V, v eine reelle einfache Kurve
in R",d > 1und A C Grass(n—2,n) eine echte Teilmenge, fiir die Grassg(n—2,n)\A C NC(V,0)
gilt. Wir sagen 6 > d ist A-zulédssig fiir ~, falls fiir jedes L € Grassg(n — 2,n) \ A jede reelle
einfache Kurve 7, die &quivalent zu vy modulo d ist und fiir die tr(7) C By, gilt, bereits dquivalent
zu vy modulo ¢ ist.

In [9] haben Braun, Meise und Taylor bewiesen:
4.7 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.6 existiert ein AA(’y,d) > d mit
{6 >d : 6§ ist A-zulissig fir v} = [d, A% (v,d)].
4.8 Definition. Die Zahl A4(y,d) aus Lemma 4.7 heifit A-kritisches Niveau von (v, d).
Das folgende Lemma verallgemeinert [9], Lemma 4.8, fiir hohere Kodimension.

4.9 Lemma. Seien V C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V, d = v/q > 1 mit q aus Fol-
gerung 3.5 und v € N, und v eine reelle einfache Kurve in Standardparametrisierung y(t) =
Z]”-;; ajtj/q bzgl. einer gegebenen Basis (by,...,b,) von R™. Bezeichne & = by den Tangential-
vektor von vy im Ursprung und sein € Ty 4V NR™ kein einfacher Punkt mitn € span{ba,...,by}.
Setze v (t) :=v(t) + tn und

A = Grass(n — 2,n) \ (NC(V,0) " NC(V,00) N NC(T} 4V, 7)).
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Dann gilt A = Grass(n —2,n) \ (NC(V,0) N NC(V,00) NNC(T;,, 4V,0)) und es gibt ein ' € N
mit V' > v, so dafi A (y,,d) =1 /q ist.

Beweis. Um zu zeigen, daB A := A“(y,,d) endlich ist, fixiere ein L € Grassg(n — 2,n) \ A.
Weil n € T, 4V N R™ nicht einfach ist, gibt es mindestens zwei Verzweigungskurven S,7T" von
Br,NR"™, welche mit I'(y,d,n+ D, R) = I'(y,, d, D, R) fiir jede Nullumgebung D C C™ und jedes
R > 0 hinreichend klein einen nicht-leeren Schnitt haben. Folglich sind S und T" dquivalent zu -,
modulo d, und die Tangentialvektoren von S und 7" im Ursprung stimmen mit ¢ {iberein. Wir
konnen daher S und T in Standardparametrisierung bzgl. der gegebenen Basis betrachten und
finden wegen S # T ein ¢ > d, so daf} sich (wenigstens) eine der beiden Puiseux-Entwicklungen
von der Ordnung ¢ von n unterscheidet. Damit ist dieser Zweig nicht dquivalent zu «y, modulo 9,
und ¢ ist nicht A-zulédssig fiir +,. Folglich ist A < § < oo.

Um die Existenz eines v/ € N mit A4 (v, d) = V' /q zeigen, beachte man zunéchst, dafl aus
n € span{by,...,b,} und d > 1 folgt, daf v, in Standardparametrisierung ~,(t) = ij:q ajtj/q
mit a,, = 7 gegeben ist. Weil A nicht A-zuléssig fiir 7, ist, existieren ein L € Grassg(n—2,n)\ A
und eine reelle einfache Kurve 7 mit tr(7) C By, welche dquivalent zu -y, modulo A — ¢ fiir jedes
0 < e < A —d, jedoch nicht modulo A ist. Weil 7 und 7, denselben Tangentialvektor im
Ursprung haben, kénnen wir annehmen, daf 7 in Standardparametrisierung 7(t) = 22 bti/a
gegeben ist. Aus [9], Lemma 2.15, folgt fiir jedes € > 0 hinreichend klein

(A-e)g (A—¢) ‘ Ag Ag
Z a;t!/1 = Z bt/ wogegen Zajtj/q + ijt]/q,
J=q J=q J=q J=q

was 1/ := Ag € N impliziert. Somit ist A =1//q > d, also V' > v, und aus T, 4V =T, 4V — 1
folgt die letzte Behauptung fiir A. O

Genauso la83t sich zeigen:

4.10 Lemma. Seien V C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V und n € ToV N S™1. Setze
o:t—tn firt>0, und

A = Grass(n — 2,n) \ (NC(V,0) N NC(V,00) N NC(T,1V,0)).
Angenommen 0 € 151V = ToV —n ist kein einfacher Punkt. Dann existiert ein v € N, v > ¢

aus Folgerung 8.5, mit A4 (a,1) = v/q.

4.3 Konstruktion einer endlichen Menge C reeller einfacher Kur-
ven in R”

Sei V eine algebraische Fliche in C™ mit 0 € V. Bezeichne ¢ € N die Zahl aus Folgerung 3.5.

Fiir n € S" 1 = {z € R" : |z| = 1} definieren wir o,,(t) = tn fiir ¢ > 0.

Wir betrachten zunéchst die Menge aller reellen singuléren Richtungen von T3V, in deren Néhe

mehrere reelle Verzweigungskurven von V' beziiglich fast aller reellen Projektionsrichtungen lie-
gen: Fiir £ € S" ! sei

(4.5) My = {n € (ToV )sing N Sn=L .y — € ist kein einfacher Punkt von Toe a1V},
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dann hingt M; nach Bemerkung 4.4 nicht von der Wahl von ¢ ab. Ist M; = @, setze C := .
Andernfalls definieren wir rekursiv Mengen C; fiir j € N mit folgenden Eigenschaften:

C; ist endlich und fiir jedes (v,d) € Cj gibt esein v € N, v > ¢+ j,so dal d = v/q

(4.6) ist, und 7 besitzt eine Standardparametrisierung der Form ~(t) = Z]’Cé a;t? /a,

Rekursionsanfang: Setze zuniichst fiir n € ToV N S7~!
A(n) == Grass(n — 2) \ (NC(V,0) N NC(V, 00) NNC(TpV, )

und sei A4 (g, 1) wie in Lemma 4.7. Fiir n € M sei v(n) := gAY (g,,1). Dann folgt aus
Lemma 4.10, daB8 v(n) € N und v(n) > ¢ gelten. Weil M; nach Lemma 4.5 endlich ist, erfiillt
die Menge

C1 = {(oy, A"V (g,, 1)) 1 € My}

die Bedingungen (4.6).

Rekursionsschritt: Um C; fiir j > 2 zu definieren, setze zunéchst
Cj—1,c :={(7,d) € Cj_1 | es gibt einen Punkt ¢ € (T 4V )sing N R", der nicht einfach ist}.

Ist Cj_1c = @, dann setze Cj = f. Andernfalls fixiere (v,d) € Cj-1, und bezeichne mit n den
Tangentialvektor von v im Ursprung. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine natiirliche Zahl
v>q+j—1mitd=r/qund es gilt v(t) = Z;':_ql a;t/ in Standardparametrisierung bzgl. einer
Basis (1, ba, ..., b,) von R".

Setze

(4.7) M, g :={C € (T,,4V )sing NR" : { ist nicht einfach} Nspan{bo,...,b,}.

Nach Lemma 4.5 ist M, 4 endlich. Fiir ( € M, 4 definieren wir
v .
fyc:tH’y(t)—l—Ctd:Zajt]/q mit a, := .
Jj=q

Wegen ¢ € span{by,...,b,} ist ¢ in Standardparametrisierung bzgl. (n,b,...,b,) gegeben.
Definiere
A(v,¢) := Grass(n — 2,n) \ (NC(V,0) " NC(V, 00) N NC(T, 4V, ()).

Dann gibt es nach Lemma 4.9 ein € N mit g > v > g+ j — 1, so daf A4 (v¢,d) = p/q gilt.
Somit ist die Menge

Cj = {(743 AA(%C) (7{7 d)) : (7761) € ijl,a (eM ,d}
endlich und erfiillt die Bedingungen (4.6).
Wir behaupten:

Es gibt ein N € N, so daB fiir jedes (v,d) € Cy alle Punkte in (7 4V )sing N R"

(4.8) .
einfach sind.

Angenommen C; . # ¢ fiir alle j € N. Setze

A = Grass(n — 2,n) \ <NC(V, 0) NNC(V,00) N ﬂ NC(T, 4V, C))
JEN, (v,d)€Cj e, CEMy 4
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Nach Folgerung 1.10 existiert ein L € Grassr(n — 2,n) \ A. Analog zu (4.3) findet man reelle

einfache Kurven 71,..., 7, in R" sowie eine Nullumgebung U in R", fiir welche gilt
m

(4.9) B, nU\A{0} = [ tr(ry).
j=1

OBdA. sei tr(7;) Ntr(7g,) = @ fiir i # k. Dann koénnen wir § > 1 hinreichend groB und R,e > 0
hinreichend klein wéhlen, so daf fiir alle j # k gilt

(4.10) ['(7;,6,B(0,¢), R) NT(7%,d, B(0,¢), R) = .

Wéhle p € N mit p > dq. Fixiere (v,d) € Cp und ¢ € M, 4. Aus (4.6) folgt d > (¢ +p)/q =
1+p/q > 0. Weil ¢ € T, 4V NIR" kein einfacher Punkt und L ¢ A nicht-charakteristisch fiir
T, 4V im Punkt ( ist, gibt es fiir jede Nullumgebung D C C" und jedes p > 0 wenigstens zwei
Verzweigungskurven 7; # 7; von BpNR", welche mit I'(v, d,(+D, p) = I'(7¢, d, D, p) nicht-leeren
Schnitt haben. Dann ist 7; dquivalent zu 7; modulo d. Wegen d > ¢ widerspricht dies (4.10),
und (4.8) ist gezeigt.

Somit haben wir bewiesen, dafl C := Uévzl C; endlich ist.

4.4 Charakterisierung von PL; . (0)

Ziel dieses Abschnitts ist die folgende Charakterisierung von PLjg¢:
4.11 Theorem. Sei V C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V. Dann sind dquivalent:
(a) V erfiillt PL1oc(0),

(b) V ist hyperbolisch in Konoiden im Ursprung,

c) 1oV eryillt loc(0), es existiert ein ( € —%, so dajs fir ye(t) = t¢ und jeden Punkt

ToV erfiillt PLyge (0 stiert ein ¢ € S"1, so daf fir v ¢ und jeden Punk
n € (ToV )reg N S"1 gilt, daf V' (v, 1)-hyperbolisch im Punkt n — ¢ € T, AV ist, und fir
alle (,d) € C sind die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) T, qV erfillt PLioc(n) in jedem Punkt n € T, 4V NR",
(ii) V ist (v, d)-hyperbolisch in jedem Punkt n € (T qV )reg N R™.

Der Beweis von Theorem 4.11 erfordert einige Vorbereitung. Wir beginnen damit, Eigen-
schaften von Grenzvarietéten in einfachen Punkten zu analysieren.

4.12 Lemma. Sei V C C" eine analytische Fliche mit 0 € V, v eine reelle einfache Kurve in
Standardparametrisierung bzgl. der kanonischen Basis von R™ und d > 1. Wir nehmen 0 € T, 4V
an und m : (21,...,2n) — (21, 22) sei nicht-charakteristisch fir T, 4V im Ursprung. Fir jede
Nullumgebung D C C™ existieren €,0,r > 0, so dafi G := B?(0,¢) x B"2(0,0) enthalten in D
ist, und so dafs

7:VNT(vy,d,G,r) =TI (rN~v,d,B(0,e)2 )

etgentlich ist.

Beweis. Da 7 nicht-charakteristisch fiir 7, 4V im Ursprung ist, kénnen wir [9], Lemma 3.10,
anwenden und erhalten e; > 0 und 0 < &y < d1, so daB fiir Gg := B2(0,e1) x B"2(0,41) gilt:
Go C D und

(4.11) T, 4V NGy C T, 4V N (B*0,e1) x B"%(0,dp)).

27



Fixiere 0 < e < g1 und d§p < § < o < d1. Wir behaupten, dafl ein r > 0 existiert mit

(4.12) V NT(y,d, B%0,e) x B"%(0,62),7) C VNT(v,d, B*0,¢) x B"%(0,4),7).

Um (4.12) zu zeigen, setze K := B2(0,¢) x B"=2(0,d2) C Gy, und fiir 0 < n < min(d; —dz, 5 —dp)
fest gewdhlt sei G1 := (K NT,4V) + B(0,n). Dann folgt aus [9], Lemma 2.8, daf ein 7 > 0
existiert mit K NV, 4 C Gy fiir alle ¢ € ]0, r[. Fixiere ein 2z = y(t) + t4¢ € V mit

¢ =(¢,¢") € B*(0,e) x B"%(0,03) und t€]o,r],

dann ist ¢ € V; 4. Nach Wahl von r existiert ein w = (v',w”) € K NT, 4V mit [( —w| < 7. Es
gilt w € T, 4V N Gy, also ist [¢"] < |w”|+n < do+n < 6 nach (4.11). Somit ist

2z eV NT(y,d,B*0,e) x B"2(0,6),r)
und (4.12) ist gezeigt.
Aus (4.12) folgern wir, da8 7 wie im Lemma eigentlich ist: Fixiere Q C I'(7 o7, d, B%(0,¢),r)
kompakt und sei

L:={zeVNI(y,d, B*0,¢) x B"%0,6),r) : 7(2) € Q}.

Wir behaupten: L ist kompakt in V NT(vy,d, B%(0,¢) x B"%(0,4),r). Setze

Uy ZZU{WO’Y(t)+tdB(O»F-Ii1€)2 ‘te]kiplﬁl[}’

dann gilt ey Ur = IV (707,d, B%(0,¢),7). Da Q kompakt ist, existiert ein k € N mit @ C Uy.
Sei (zj)jen eine beliebige Folge in L. Da L beschrénkt ist, enthélt (z;)jen eine konvergente

Teilfolge. Daher kénnen wir oBdA. z; — ¢ € L fiir j — oo annehmen.

Weil (2});en eine Folge in Q C Uy, ist, existieren Folgen (t;)jen in |37y, kr—fl[ und (w;) en

in B2(0, kiﬂa) x B"72(0,0) mit z; = y(t;) + t?wj fiir alle j € N. Nach Ubergang zu Teilfolgen

gilt t; — to € [, 1] und w; — wo € B2(0, 7Eqe) x B*=2(0,6) C B*(0,£) x B"7%(0,6).
Nun ist V' abgeschlossen und daher ¢ = 7(to) + tdwy € V NI (y,d, B%(0,¢) x B"2(0,d2),7).
Aus (4.12) folgt ¢ € V NT(v,d, B?(0,¢) x B"2(0,4),r), also ¢ € L. Damit ist die Behauptung

gezeigt. O

4.13 Definition. Sei V' C C" eine analytische Menge in der Umgebung eines Punktes
acVNR™

(a) Wir sagen, V erfiillt die Dimensionsbedingung in a, wenn fiir jede lokal irreduzible Kompo-
nente W von V mit a € W gilt, daf} die reelle Dimension von W N IR als reell-analytische
Menge und die komplexe Dimension von W im Punkt a iibereinstimmen.

(b) Wir sagen, V ist lokal hyperbolisch in a, falls eine Umgebung U von a in C" und eine
Projektion 7 in C™ existieren, welche nicht-charakteristisch fiir V' in a ist, so daf} fiir alle
z€VNU aus 7(z) € R" bereits z € R"™ folgt.

Offensichtlich impliziert lokale Hyperbolizitdt die Dimensionsbedingung. Die Umkehrung gilt
nicht, wie das Beispiel V(22 — 33) in C? zeigt.
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4.14 Lemma. Sei V C C" eine analytische Fliche mit 0 € V, v eine reelle einfache Kurve
und d > 1. Sein € T, 4V NR" ein einfacher Punkt. Angenommen T, 4V ist lokal hyperbolisch
in n und es gibt eine offene Umgebung U von n, so daf8 V (v, d)-hyperbolisch in allen Punkten
C€(TaV)eg NUNR" ist. Dann ist V' (v, d)-hyperbolisch in 1.

Beweis. Sei ¢(; € R" der Tangentialvektor von v im Ursprung. Da n € T, 4V einfach ist,
existieren ein L € NC(V,0) N NC(T, 4V, n) mit ¢; ¢ L, eine Nullumgebung Dy C U in C" und
p1 > 0, so daf

BrnR"NT(v,d,n+ Do, p1)

hochstens einen Zweig von By NR™ enthélt. Wahle (o € R™ und (s,...,(, € L,sodaB (¢1,...,¢)
eine Basis von R"™ ist. OBdA. sei dies die Standardbasis von R"™ und v = (1, . ..,7,) in Standard-
parametrisierung gegeben. Dann ist 7 : (21,...,2,) = (21, 22) nicht-charakteristisch fiir T’ 4V
in n. OBdA. sei n = 0.

Nach Voraussetzung ist T 4V lokal hyperbolisch im Punkt n = 0. Wir zeigen, dafl T, 4V
lokal hyperbolisch bzgl. der gegebenen Projektion 7 ist. Zunéchst behaupten wir, dafl eine offene
Nullumgebung ¢/ C C" und endlich viele komplexe Mannigfaltigkeiten W; C U fir 1 < j <m
existieren, welche die Dimensionsbedingung in jedem Punkt z € W; N R" erfiillen, so daf gilt

m
(4.13) T,aVnu = Jw;.
j=1
Fir d > 1 folgt (4.13) daraus, da T, 4V translationsinvariant in Richtung ¢; und daher das
Produkt von C und einer analytischen Kurve in C"~! ist, welche lokal hyperbolisch im Ursprung
ist. Fiir diese impliziert [9], Proposition 3.16, die Darstellung in (4.13).
Fir d =11ist T,V = TyV — (3 homogen und (4.13) folgt aus [3], Proposition 3.12.
Weil W; N R™ nahe Null eine zweidimensionale reell-analytische Menge ist, kann jede fiir
T, 4V im Ursprung nicht-charakteristische Projektion in der Definition von lokaler Hyperbo-
lizitét verwendet werden, insbesondere w. Denn jede solche Projektion bildet W); nahe Null
bijektiv auf eine offene Menge eines zweidimensionalen Unterraums von C" ab, wobei W; N IR"
auf eine offene Menge eines zweidimensionalen Unterraums von R" projiziert wird.
Daher koénnen wir Dy hinreichend klein wéhlen, so dafl z € T, 4V N 2Dy reell ist, falls 7(2)
reell ist. Weil 7 nicht-charakteristisch fiir 7', 4V in = 0 ist, existieren Konstanten €, > 0, so
daB fiir D := B2(0,¢) x B"2(0,6) gilt: D C Do und

(4.14) m: T, 4V N B*0,2¢) x B"2(0,8) — B(0,2¢)
ist eigentlich. Aus dem vorigem Lemma folgt, dal ein 0 < pa < p; existiert, so dafl
(415) ™ Vﬂr‘(’%daD?pQ) _>F,(7T077d132(076)7:02)

eigentlich ist. Wir setzen I' := I'(v,d, D, p2) und I'" := 7(T).
Sei ¥ C T die kritische Menge der analytischen Uberlagerung in (4.15). OBdA. sei I" hinrei-
chend klein gewé#hlt, so dafl

m
YNR? = U tr(7;)
j=1
mit reellen einfachen Kurven 7; ist, fiir welche gilt:

%i{% 7;(t) =0, tr(r;) N tr(y) = P fiir i # 3, 7i(t) —moy(t) = o(t?) fiir j = 1,...,m.
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Betrachten wir zunédchst den Fall, dafl I" hinreichend klein gewéihlt werden kann, so daf
m = 0 ist, und zeigen, dal V' (v, d)-hyperbolisch in n = 0 ist. Seien W C V N T ein Blatt
der Uberlagerung (4.15) und Wy := {z € W : 7(z) € R?}, dann ist Wy C R" zu zeigen.
Bezeichne ¥, C B?(0,2¢) die kritische Menge der analytischen Uberlagerung in (4.14) und sei
K € I"NR?\ I fest gewdhlt. Dann gilt fiir jedes k € 7~ 1(x') NT, 4V N B%(0,2¢) x B"2(0,4),
daBl k € (T,4V )reg ist: Denn nimmt man & € (T, 4V )sing an, so ist s ein Verzweigungspunkt
der Uberlagerung in (4.14) und somit 7(x) = ' € ¥; im Widerspruch zur Wahl von x’. Weil
kein Verzweigungspunkt der Uberlagerung in (4.14) ist, ist 7 in einer Umgebung von & in T, .V
biholomorph. Folglich ist 7 : T,;(T,,4V) — C? biholomorph und somit L N T,,(T,4V) = {0}.
Daher ist 7 € NC(T, 4V, k) fiir alle k € 7= 1(x") N T, 4V N B?(0,2¢) x B"2(0,4).

Setze

G(t) == on(t) + k't4, t €10, pa|,

dann ist & eine reelle einfache Kurve in I’ N R2. Da Wy unverzweigt iiber IV N R? ist, kénnen
wir o := (7|w,) ! 0 G setzen. Weil o eine analytische Kurve in T ist, folgt

a(t) — (1)

1 eD fiir alle ¢ € 10, p2|.

Daher gibt es eine Folge (t;);en mit ¢; \, 0, und es existiert

L () = ()

d :HETvdVﬂD.
Jj—o0 tj ’

Aus Stetigkeitsgriinden ist m(x) = &’ und somit k € (T 4V )reg N R"™. Nach Voraussetzung ist V'
(v, d)-hyperbolisch im Punkt x beziiglich einer Projektion 7, welche nicht-charakteristisch fiir
T, 4V im Punkt & ist. Da 7 nicht-charakteristisch fiir T, 4V in & ist, folgt aus [9], Lemma 3.19,
daBl V' (~,d)-hyperbolisch in k beziiglich 7 ist, d.h. es existieren eine offene Nullumgebung
Go C €™ und pg > 0, so daB fiir jedes z € V NI(7,d, k + Go, po) mit 7(z) € R? folgt z € R™.

Fiir j hinreichend grof gilt o(t;) € I'(, d, k+ Go, po). Daher ist WoNT'(7y,d, k+ Go, po) offen
und nicht leer in Wy. Da Wy reell-analytisch, I zusammenhingend und (7|w,)~! : T/ — Wy
stetig sind, ist Wy zusammenhéngend, woraus Wy C R” folgt.

Fiir den Fall, dafl I hinreichend klein gewé#hlt werden kann, so dafl m = 1 ist, lassen sich
obige Argumente auf die beiden Zusammenhangskomponenten von IV N R? \ ¥ anwenden.

Angenommen m > 1 fiir beliebig kleines I, so 148t sich obige Argumentation auf die beiden
duBeren Zusammenhangskomponenten von I''NIR?\ ¥ anwenden, welche nicht von zweien der Tj
begrenzt werden. Denn wihlt man «’ in einer dieser Zusammenhangskomponenten, so liegt
tr(6) ganz in dieser Zusammenhangskomponente. In diesem Fall erhilt man, dafl {iber den
duBeren beiden Zusammenhangskomponenten von IV N R? \ ¥ alle Urbilder unter 7 reell sein
miissen. Folglich enthélt By, N R™ mindestens zwei reelle einfache Kurven im Widerspruch zur
Voraussetzung, dafl n = 0 ein einfacher Punkt ist. O

Fiir nicht-einfache Punkte ist die folgende Schluffweise eine Verallgemeinerung fiir hohere
Kodimension von [9], Lemma 5.10 und Lemma 5.11, von Braun, Meise und Taylor.

4.15 Definition. Sei V' C C" eine analytische Menge der reinen Dimension k£ mit 0 € V, ~
eine reelle einfache Kurve in C™ und d > 1. Fiir r > 0 und D C C" offen sei I' := I'(v,d, D, r)
ein Konoid in C". Wir sagen, V erfiillt die Bedingung PL(V,T"), wenn gilt: Fiir jede kompakte
Teilmenge K von D existieren Ay, 79 > 0, so daB fiir jede plurisubharmonische Funktion u auf
V' NT, welche die Bedingungen («) und (3) erfiillt, die Bedingung (v) gilt, wobei
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() u(z) <24, zeVNT,
(B) u(z) <0, zeVNINR",
(7) u(z) < Agllmz|, zeVNINB(O,r).

4.16 Lemma. Seien y(t) = (t,72(t),...,7n(t)) eine reelle einfache Kurve mit |v;(t)| = o(|t])
fir2 <j<mn, m(z,...,2n) = (21,22) und rj,R; >0 fir j =1,...,n gegeben. Setze

G:=[[B(0.r), ¢'=n(G) und D:=]][B(0,R;), D :=n(D).
j=1 =1

Firl1<d<Aund0<p<p<1seiV CT(y,d,G,p) eine analytische Fliche mit 0 € V, so
daff w:V —T'(ro~,d, G, p) eigentlich ist. Angenommen

(a) fiir alle z € V mit m(2) ¢ T/ (m oy, A, D', p) folgt aus w(z) € R2, daf z € R" ist,

(b) fir alle z € V\T <’y, A TI2, B(0, Ry) x [T7_y B(0,2Ry), ,3) mit
7(z) €(movy, A, D', p) folgt aus m(z) € R?, daff = € R™ ist,

(c) es existiert kein z € V won der Form z = ~(t) + t2w mit 0 < t < p, m(w) € 3D’ und
Rj < |wj| <2R; fir j >3,

(d) V erfillt PL(V,I'(v,A, 3D, p)).

Dann existieren A, d, po > 0, so daf$ fir alle w € PSH(V') gilt: (a) A (8) = (), wobei
(a) u(z) < |24, 2 €V,
(B) u(z) <0, ze VAR,
(v) uw(z) < Allmz|, z € VNT(y,d,0G, po).

Beweis. Nach Voraussetzung an v gibt es C; > 0 und 0 < p; < p, so dal |z| < Cy|z] fiir
alle z € I'(,d, G, p1) gilt. Weil 7 als Puiseux-Reihe gegeben ist, 1d8t sich v holomorph auf die
geschlitzte Scheibe B(0, p1) \ |—00,0] fortsetzen. Aus |v;(t)| = o(|t|) fir 2 < j < n folgt die
Existenz eines 0 < pa < p1, so daf sich 7; stetig auf der kompakten Menge

W={x+iy:z€|0,p2],y € [-p2,p2]} C B(0,p1)

mit 7}(0) = 0 erklédren 1a8t. Sei po > 0 hinreichend klein gewihlt, daf fiir 2 < j < n und
ro :=min{r; : 1 <i < n} die Abschétzung

(4.16) (=) < min< 2 1o

—,1 fir all
50R, 11 > ir alle z € W

erfiillt ist. Ferner sei 7 € N hinreichend gro, da |z® — 1| < 1/40 und |z% — 1| < 1/2 fiir jedes

2 3
§<(m—l)/(m+1)Sxﬁ(m+1)/(m—1)<§
und 2 < 22/21 fiir jedes
2o M oo Moy
3 m+l - T m—1



gelten. Ohne Einschréinkung kénnen wir davon ausgehen, da p2~'3R; < 1/m ist und die
Abschétzung (4.16) fiir p = py gilt, indem wir p und p verkleinern, wobei die Voraussetzungen
(a)—(c) erhalten bleiben. Wihle positive Zahlen €, 0, L, pg fest, so daf3 die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

c < . 9 1 5 < . 1 3 13
min | 7y, —, — min -
borm ) dmry’ 420442(ry +19) )7

A—d
11 Ry p2 A—d 3 071
L=—— = L 1 d — —.
02 po < 5 Py < un 50 3R; < 5

Wir behaupten zunéchst, dafl ein A; > 0 existiert, so daf fiir jedes u € PSH(V') mit () und (53)
gilt:

(4.17) w(z) < Aiflmz|, 2z € VNT(7.d,6G, po), m(2) ¢ I'(m o, A,2D", p),

(4.18) u(z) < Ailz]®,  zeVNT(y,d,0G,p), m(z) e (mory, A, 3D p).

Sei ein solches v € PSH(V) fest gewéhlt. Wir definieren
v:T(roy,d, G py) — [—00,00[, 2’ — max{u(z):z¢€V,m(z)=2"}.

Da die kritische Menge der analytischen Uberlagerung 7 : V' — I'(mw o v,d, G’, p) hebbar ist,
folgt v € PSH(IV (7 0 y,d, G’, py)). Wegen () und nach Wahl von C gilt v(z') < (Cy|z1])? fiir
2 el (mon,d,G', po).

Im Folgenden bezeichne D := B'(0,1). Fiir 0 < tg < po definieren wir

Y:DxD—C?  (a,b) — (tg + etla, yo(to + etla) + etdb),

und zeigen ¥ (a,b) € I'(m oy, d, G', po): Fiir (C1,(2) := ¥(a,b) — (to,y2(to)) ist |1 < etd < tdry.

AuBerdem gelten 0 < Re(tg + etla) < to(1+¢€) < pz und |Im(tg + etda)| < ety < pg und damit

auch |(o| < 2¢etd < tdry unter Verwendung von (4.16). Also ist 1(a,b) € m o y(tg) + t3G’. Mit

obiger Abschitzung erhilt man hieraus vot)(a, b) < (Cy(to+etd))? < (207)%¢ fiir (a,b) € DxD.
Seien a € D und b € |—1,1]\ |—Lt5 4, Lt5 ™ fest gewiihlt. Wir behaupten

(4.19) P(a,b) ¢ T'(movy, A, D', p).
Angenommen es existieren 0 < ¢t < p und w € D’ mit ¢(a,b) = w o y(t) + t>w, d.h.
(4.20) (to + etda, yo(to + etda) + tdb) = (t + t2w1, v2(t) + t2ws).

Vergleicht man die erste Komponente dieser Gleichung, so erhélt man

t
?0 =1+ t2 " wy —etlta,

also gilt
t t t
137 | — e < 2 <1443 | e
Hieraus folgen
m—1

t
(1 +€)?0 > 1+ t2 | > 147 Ry >

und t +1
m
(1 —5)?0 <L+ tA g <1 +EA7IR < :
m
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Wegen € < 1/m ist

und somit

nach Wahl von m. Wir 16sen die zweite Komponente von Gleichung (4.20) nach wy auf
wy = 172 (Yo (to + etda) — 2 (t) + tdb)
und schéitzen mit Hilfe der bisherigen Ungleichungen und (4.16) wie folgt ab:

Ry
20R;

Ry
20R;

A
to Ry _ 1139 Ry
() - > =Yg, I .
© (t) wilgoR 2 ow2 T30

lwo| > etdt=2|b| — t~2to + etda — t| > Lty Ud A — 172t R |

Dies steht im Widerspruch zur Annahme w € D', womit (4.19) gezeigt ist.
Definiere
®:DxD — [—o00,00], ®(a,b) := (2C1tg) "% o ¥ (a, b),

dann gilt ®(a,b) < 1 fiir (a,b) € D xD, und mit Voraussetzung (a) folgt aus dem eben Gezeigten
®(a,b) < 0 fiir (a,b) € ]—1,1[ x |=1,1[\ |-Lt5~% Lt5 ™. Nach [2], Theorem 5.8, gibt es eine
Konstante Cy > 0, so daf fiir a,b € B(0,3/4) gilt

(4.21) ®(a,b) < Cy <|Ima| + ‘Im b2 — L2

Aus [2], Lemma 5.7, erhiilt man: Falls b > (3/2)Lt5 % ist, so gilt

Tm (/52 — L2227 | < (3/V/5)[Im b

nach Aussage (iii), und falls [b] < 3Lt5 ™% ist, so gilt

Tm \/b2 — L2227 | < apah—d

nach Aussage (i). Ist |Ima| hinreichend gro (in Abhingigkeit von ¢y etc.), so schéitzen wir im
letzten Fall weiter durch ein Vielfaches von |Ima| ab, andernfalls schétzen wir |Ima| in (4.21)
ebenfalls durch einen Ausdruck in ¢y ab. Somit erhalten wir ein C5 > 0 unabhéngig von u und to,
so daf

5(a.5) C3|tm(a,b)|, falls [b| > (3/2)Lt5 ¢ oder [Ima| > (Ry /e)t5 ™,
a,b) <
Cst5 e, falls [b| < 3Lt5 % und [Tma| < 4(Ry/e)t5 4.

Um (4.17) und (4.18) zu zeigen, sei z € I'(v,d,0G, po),
w € 0G, fest gewdhlt. Dann gelten fiir jede Wahl von 0 <

2z = y(t) + thw mit 0 < ¢t < py und
t < (3/2)pg und 1w € 46G mit
(4.22) z = ~(f) + t%

die folgenden Abschitzungen: Wir setzen

to := Re 21, a:=— Imz, b:= —d(zz—wg(zl)).
ety ety



Dann ist tg =t + t* Rew; > 0, genauer
t() < t~+ t~d|Reu~)1| < t~+ t~d4(57’1 und t() > f— fd’ReUN)ﬂ > f— £d4(57’1,
woraus nach Wahl von 4 folgt

m < 1 E 1 m
m+1 1+46rp —tg — 1 —46r1 m—1"—

2
- <
3=

Hieraus erhélt man a

~ d d

1 1 /¢ 2 3

la] = —Im 21| = — <> Imw;| < —4or; < —
€ \ tp €

etd 4
und fiir b
1 - ~d ~ 1 ~ ~“d| ~
o = —ghe() = 2(a1) + | < — (1= z1] + )ds))
ety ety
~ d d
1 (% L 2 3

Also gilt a,b € B(0,3/4) und ¢(a,b) = 7(z). Wir treffen folgende Fallunterscheidung:
Falls 7(z) € I"(m o v,A,3D',5): Dann existieren ein 0 < 7 < p und ein w € 3D’ mit
7(2) = mo (1) + 72w. Aus t + thw; = 7 + 72w folgt
t
— =147t —tdr
-

und analog zu oben erhélt man

\
IN

t t ¢
1-35""'R; — U 35°7'R, + —or.

Also ist

—_

m—+1
m—1’

AN
T 2

Setze nun f := 7 und @ := 7~ %(z — y(7)), dann gelten

_l’_

3

t
< -

IN

3
\]

und somit gilt

nach Wahl von m.

@)+t =z und 7w(w) = 5% e 3tA D,

F ist
erner 1s m+1t<§
m_1 "2

und

d
w_w+<t> we25G+§5GC45G

Denn aus t 4 t%w; = 7 + 72w, folgt fiir die erste Komponente von (y(t) — (7)) /7%

d A—d
t— t )
| Td” < 78y — <T> lwy| < <gp0> 3Ry + ;M <gnt gén = 267
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nach Wahl von pg. Fiir 2 < j < n gilt nach (4.16)

|’YJ(> deJ<T)’ < sup h’j( )’| 7—| < 22571 — 25Tj-
T 0<E<p2 1
In diesem Fall erhélt man
~\ d ~\ d
1 1/1 5 3/t\" Ay
Ima| = —dllmzﬂ = €<to) Imw;| < 5<750> "Ry
A
3 4R
-2 () t87IR, < —Lh
e \ {p €
und
1, - . 1 /- Ry - -
b = —|y() - | < — |t = 21|—= + 93t° 7R
b = bl =t + Pl < o (1= ailgga+ M504Ry
< L (spr 2 4 amp,) < B2, 5(! At 2L
= etd 20R; ) = erd20? T "\4) 0 20«
2221 B2 Ad
< = 3Lt5
= 579010 = 3Lty

Nach Definition von ® folgt hieraus
U(Z) < ’U(?T(Z)) < (QClto)d(I)(CL,b) < (201t0)d03t0A_d < (201)d03t€ < (QCl)dC?,’Z’A

nach Wahl von ¢. Dies impliziert (4.18) fiir A; := (2C1)?Cs.
Falls 7(z) ¢ I'(m o7, A,2D', ) und [Im 21| > Ryt5': Dann ist

1 Ry A_
\Ima! = %’Imf&’ﬂ > ?to
Wir schéatzen ab
1 1
b = —flnz —Tnye(a)] < g (Tmzs| + [Tm(ra(z1) — 72(Re21))

0 0

1 1 2
< —(Mmzo| + [12(21) = 72(Rez1)]) < —(Mm 2|+ Imz|) < —[Imz],
ety ety ety

und erhalten hieraus mit der Abschitzung fiir ¢

u(z) v(m(z)) = (QClto)d (a,b) = (2C1t0)%Cs|Im(a, b)|

d
(2013€ 3Cy ITm 2],

IN

< (201750) 5 (|Imzl|+2|1m2])

also gilt (4.17).
Falls 7(z) ¢ V(7 o7, A,2D’, ) und |Im 21| < Ryt Dann gilt

) z —(to
:’y(to)—i—toAar fiir m—tA( ),

0

und in diesem Fall ist 7w(x) ¢ 2D’. Betrachte die erste Koordinate von x

21| =t 2|21 — Re(z1)| = tg 8 Im 21| < Ry < 2Ry,
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dann folgt |xa| > 2Ry. Fiir

T A 1
b=—t5 "wy + —(12(Rez1) — 72(21))
€ ety

erhilt man

2 A 1 Ry to e Ry\ _ 33Raa g 3. A
bl > ¢8Ry — — I St (o, B2 202 A Ora-d
b= 2o e = Sagg g, Al = T20) 200 T2

Aus der Abschitzung fiir ¢ folgt wie im vorherigen Fall
2C1)%3C
u(z) < (2C1t0)*Cylm(a, )| < CEUBC )
g

Damit sind die Abschétzungen (4.17) und (4.18) gezeigt.

Um hieraus die Aussage des Lemmas zu folgern, beachten wir zunéchst, dafl (4.17) Ab-
schdtzung () fir u(z) mit z € VNI(y,d,0G,pp) und w(z) ¢ I'(w o v,A,2D’, p) impliziert.
Ist andererseits m(z) € I'(w o v, A,2D’, p), so unterscheiden wir die folgenden beiden Fiille:
Indem wir py verkleinern, folgt aus Voraussetzung (d), da8 wir Abschétzung (v) fir alle z €
VN I(v,d,0G, po) NI'(v,A,2D, p) annehmen konnen, denn (4.18) und (3) implizieren die Vor-
aussetzungen fiir PL(V,T'(v, A, 3D, p)).

Im verbleibenden Fall z € VN I'(v,d,dG, po) \ I'(7,A,2D, p) setzen wir

W :=T(v,d,dG, py) N 7r—1(F/(7r o7, A,SD’,p)) \T (7, A, H§:1 B(0,3R;) x H;L:?) B(0, 2Rj),ﬁ>
und betrachten

w:n(W) —  [—o0,00],

2 = max{u(z):zeVNW,r(z) =2}

mit max(f)) = —oo. Nach Voraussetzung (c) ist 7 : V. N W — w(W) eigentlich, daher ist w
plurisubharmonisch. Weil W beschrinkt ist, folgt aus (4.18), dal ein C' > 0 unabhingig von u
existiert, so dafl w(z’) < C fir alle 2/ € 7#(W) NIV (7w ov,A,2D', p) gilt. Ferner ist w(z') <0
fiir 2/ € R? nach Voraussetzungen (a), (b) und (3). Daher lassen sich die Argumente im Beweis
von [9], Lemma 5.7, auf w anwenden, und wir erhalten aus [10], Lemma 4.1, fiir ein gegebenenfalls
verkleinertes pg die gewiinschte Abschéitzung

w(z') < (4C/m)Im 2| fir 2 e 7(W)NT'(rov,A,2D' p).

In allen Fillen kann man A > 0 hinreichend grofl wihlen, daf (vy) fiir jedes beliebige v € PSH(V)
mit () und () gilt, was den Beweis vollendet. O

4.17 Lemma. Sei V. C C" eine algebraische Fliche mit 0 € V, v : ]0,a[ — R" eine reelle
einfache Kurve und d > 1. Es sei 0 € T, 4V. Setze A := AA(v,d) fiir

A = Grass(n — 2,n) \ (NC(V,0) " NC(V,00) N NC(T} 4V, 0)).
Angenommen es gelten die folgenden Voraussetzungen:

(a) 0 €T, 4V ist kein einfacher Punkt.
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(b) T, 4V ist lokal hyperbolisch in jedem reellen Punkt.
(c) Fiir jedes n € (Ty,qV )reg NR™ ist V' (v, d)-hyperbolisch in n.

(d) Fiir jedes ¢ € T, \VNR" existieren eine Nullumgebung D C C™ und ein pc > 0, so daff V
die Bedingung PL(V,T'(v,A,( + D¢, pc)) erfillt.

Dann gibt es eine Nullumgebung G C C" und ein p > 0, so dafi V' die Bedingung
PL(V,I'(v,d, G, p)) erfillt.

Beweis. Weil 0 € T, 4V kein einfacher Punkt ist, gilt A < oco. Ist L € Grassg(n —2,n) \ A
und 7 ein Zweig von By, NR™, welcher dquivalent zu v modulo d ist, so ist y(t) — 7(t) = O(t?)
und daher T, AV # 0.

Sei &1 € R™ der Tangentialvektor von + im Ursprung. Weil

{L € Grass(n —2,n):& € L}

als analytische Teilmenge von Grass(n — 2,n) nirgends dicht in Grassg(n — 2,n) ist, konnen
wir ein L € Grassg(n —2,n) \ A mit LN (Ty,AV), = {0} und & ¢ L fest wihlen. Fixiere eine
Basis £3,...,&, € R™ von L und & € R"™ geeignet, so dafl &1, ...,&, eine Basis von R"™ bilden.

Nach einer linearen Transformation kénnen wir oBdA. annehmen, dafl (£1,...,&,) gleich der
Standardbasis (eq,...,e,) von R" ist. Setzt man
m:C"—=C", (z21,...,2n) — (21,22,0,...,0),

so ist kerm = L und daher 7T|T% Av eigentlich. Folglich existiert ein C' > 1, so dafl T, AV
enthalten ist in {z € C" : |z| < C(1 + |n(2)])}. Da e; tangential zu v im Ursprung ist, kdnnen
wir annehmen, dafl v in Standardparametrisierung gegeben ist. Somit hat v die Form

v(t) = (t,72(t), ..., v(t)) mit y;(t) =o(t) fir j =2,...,n.

Ferner ist aufgrund der getroffenen Wahlen 7 nicht-charakteristisch fiir V' und T, 4V im Ur-
sprung.

Nach (b) ist T 4V lokal hyperbolisch im Ursprung, daher folgt aus [3], Proposition 3.12, wie
im Beweis von Lemma 4.14, dafl T, 4V lokal hyperbolisch beziiglich jeder nicht-charakteristischen
Projektion ist, insbesondere 7. Somit existiert eine Nullumgebung G C C",sodafl z € T, ;2V NG
reell ist, wann immer 7(z) € R? gilt.

Bezeichne M., 4 die Menge der reellen, nicht-einfachen Punkte von T, 4V'. Nach Lemma 4.5
gilt: Ist d > 1, so ist M, 4 die Vereinigung endlich vieler reeller Geraden parallel zu eq, und ist
d =1, so ist M, 4 die Vereinigung endlich vieler halboffener reeller Geraden, welche alle in den
Punkt —e; miinden. Bezeichne //\/lv%d = M, 4 bzw. /K/lv%d = M, 4\ {—e1} respektive. OBdA.
sei G hinreichend klein gew#hlt, dafl G N /K/lv%d zusammenhéngend ist.

Ferner kénnen wir G und p; > 0 hinreichend klein wihlen, so dafl fiir jede reelle einfache
Kurve 7 mit tr(7) C By NR™ gilt: Aus tr(7) NT(v,d, G, p1) # @ folgt, daB8 7 und ~ Aquivalent
modulo d sind und tr(wo7) C V(7 o,d,G', p1) gilt.

Nach Lemma 4.12 gibt es €,6 > 0, so daB wir G von der Form G := B(0,¢)? x B(0,§)" 2
wiéhlen konnen und fiir p; > 0 hinreichend klein

7 :VNT(y,d,G,p1) — I'(nmor,d, B(0,¢)? p1)
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eigentlich ist, wobei die bisherigen Voraussetzungen erhalten bleiben.
Nach Definition von A existieren R; > 1 und 0 < p2 < p1, so dafB fiir

(4.23) Dy := B(0,Ry)? x B(0,2C(15R; + 6))" 2
gilt:
F(’)/, Av 3D17 PQ) C F(Va dv Gv p2)

und jede reelle einfache Kurve 7 mit tr(7) C By NR"™, welche dquivalent zu v modulo d ist, erfiillt
nach Einschrinkung auf einen hinreichend kleinen Definitionsbereich tr(7) C I'(vy, A, Dy, p2).
Hieraus folgt zusammen mit (b) und (c¢) wie im Beweis von Lemma 4.14 fiir ein 0 < p3 < p2
und D} :=m(Dy):

(4.24) Ist z € T(7,d, G, p3) mit 7(2) € R? und 7(2) ¢ I'(mw o, A, D}, p2), so gilt z € R™.

Fiir R > 1 setzen wir S := 2C(5R + 6) und behaupten:

Fiir jedes R > 1 und jedes L > S gibt es ein » > 0, so dafl aus 0 < t < r,

(4.25) ¢ € B(0,R)? x B(0,L)"2 und (t) + t2¢ € V folgt |¢;| < S fiir j = 3,...,n.

Seien dazu R > 1 und L > S fest gewihlt, setze Q := B(0, R)? x B(0, L)"~2 und wihle n > 0
hinreichend klein mit

<(1-ni<1+n?<2

N

n < 94 und

Wir bezeichnen die holomorphe Fortsetzung von v auf B(0,a) \ |—00, 0] ebenfalls mit . Weil ~y
in Standardparametrisierung gegeben ist, gibt es ein 0 < rg < «, so daf} gilt:

V)| 4+ t2(2R+ (n — 2)L) < 2t, t€]0,ro],
1 .
|7§(5)|§27A7 SGB(OaTO)\]_OO?O]a ]:27"'an'
Nach [6], Proposition 5.4, kénnen wir ein 0 < r < r/2 wéhlen, mit folgender Eigenschaft:

Fiir jedes z € VNI'(y, A, Q,r) existieren ein 7 € B(0, o)\ |—00,0] und ein v € T, AV

(4.26) A

mit vy = 0, so daB fiir w := (1) + 720 gilt: |z — w| < ylz

OBdA. gelte (229 + R)r®~! < 1. Fixiere z := y(t) + t*¢ € V mit 0 < t < r und ¢ € Q. Seien
7, v und w geméB (4.26) gewiahlt. Dann folgt

2| < [y()] + t21¢] < [y()] + t2 (2R + (n — 2)L) < 2t,
und somit gilt

T =t < w—=al+3G] < izt +OR

N

(2% + R)t™ < (2%n+ R)yr® 1t < nt.
Hieraus folgen |7| < |7 — |+t < 3t < rp und
tl—n) <t—|r—t|<|7| < |t —t|+t <t(l+n).

Wegen 1 —n <|7|/t <1+ n gilt nach Wahl von n

1 (17\?
—< | = < 2.
;< (7) =
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Wir schatzen weiter ab:

1 1
lva| = WW&*W(TH < W(|w2*22| + |22 — 2 (8)] + |y2(t) — 72(7)])
1 1
< W(m — 2|+ G+ 27t —7]) < W(77|z|A +HAR+ 272 (2% + R)tA)
¢ A
< (m) 27+ R+2722% +R)) < 2(1+2%)n+(1+2"%)R)
< 4R + 4.
Dies impliziert wegen v = (0,v2,...,v,) € T, AV
lv] < C(1+ |7(v)]) < C(4R+5),
und wir erhalten fir j =3,...,n
1 1
Gl = mlz =@ < x5 —wil + wj = ()] + (1) —23(0))

IN

1 - _
§(2Antﬁ+|7|ﬁ|uj|+2 A2%) + R)t®) < 2% +2C4R+5)+n+27°R
< 14+2C(4R+5)+1+R < 2C(bR+6)=S.

Damit ist (4.25) gezeigt.

Fiir Ry wie oben setzen wir Ry := 3Ry, So := 2C(5R2+46), Ly := 2S5 und wéhlen 0 < pg < ps,
so daf (4.25) fiir diese Wahlen von R = Ry und L = Lo mit r = py gilt. OBdA. sei p4 hinreichend
klein gewéhlt, daB fiir alle ¢ € ]0, p4[ gilt

(4.27) moy(t) + [—t2Ry, t2Ry] x {2R1} C R2\T' (w0, A, D}, pa).
Wir wihlen ein 0 < p5 < p4 mit
F/(ﬂ' °7, da G7 P5) N F/(Tr °, Aa D/I) P2) - F/(ﬂ- %, A) Dia P4)

und behaupten:

Fiir jedes z € VNTI'(vy,d, G, ps) \T' (7, A, D1, p3) mit w(z) € I'(w oy, A, Di, p2) folgt

4.28
(4.28) aus 7(z) € R? bereits z € R™.

Sei dazu zp wie in (4.28) fest gewihlt. Nach Wahl von p; existieren es ein 0 < tg < ps und
(&1,&) € B(0,R1)> N R? mit m(20) = o (to) + t§(€1,&). Definiere 6 : |—Ry, Ry[ — R?,
s+ 1o y(tg) + t& (&1, 8). Die Abbildung

T VN F(’Yu d7 GJ P3) - Fl(ﬂ- °7, d7 G/7 PS)

ist eigentlich und daher eine analytische Uberlagerung mit kritischer Menge X. Sei W eine
Zusammenhangskomponente von V N T(v,d, G, p3) \ 7~ 1(2), dann ist

T (roy,d, G p3) \ B — W

holomorph. Da ¥ nirgends dicht in V(7 o+, d, G', p3) und I'(v, d, G, p3) beschrinkt ist, kann 7!
zu einer holomorphen Abbildung

7L (m oy, d, G ps) — W)
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fortgesetzt werden, welche bijektiv ist. Daher existiert eine stetige Abbildung
0:]=Ry,Ro[ = VNI(y,d,G,p3) mit moo =4 und 29 = 0(&2).

Nach (4.27) ist 6(2R1) € R2\T'(wo~y, A, D}, p2). Aus (4.24) folgt 0(2R;1) € R"™ N Vieg, denn
jede Verzweigungskurve von 7|yap(y,q4,G,p,) liegt in I'(y, A, Dy, p2).
Aus (4.25) erhdlt man

M := {s€]—Ra, Ro[:ty%on(s) — vk(to)| < Ly fiir jedes 3 < k <n}
= {s€]-Rg, Ro[: t;"|ok(s) — (to)| < Sy fiir jedes 3 < k < n}.

Weil |— Rz, 72| zusammenhiingend ist, gilt entweder M = ]— Ry, Ro[ oder M = §.
Wegen zp ¢ I'(, A, Da, p3) gibt es ein 3 < k1 < n mit

_ N
ty 2 om, (€2) — Y (t0)] = t5 21207 — 4y (t0)] = Lo,

daher ist M =, d.h. fiir jedes s € |- Ry, Ra[ gibt es ein 3 < k < n mit

| (52 @x5) — ety | > o

Folglich verlduft o durch keine Verzweigungskurve von ﬂ]vmﬂ(%d,a ps)» Welche nach Wahl von Dy
und py alle in T'(y, A, Dy, p2) liegen. Somit ist o(s) = (to + t5€1,Ya(to) + t5's, a3(s), .. ., an(s))
eindeutig und eine reell-analytische Funktion in Abhéngigkeit von s. Hieraus folgt mit o(s) € R"”
fir 2R; < s < Ra, dafl o(s) € R™ fiir alle s € |—Rg, Ry gilt. Insbesondere ist zgp = o(§2) reell
und (4.28) ist gezeigt.

Damit ist gezeigt, dafl die Voraussetzungen von Lemma 4.16 erfiillt sind: Fiir p = p5 und G
wie angegeben (das bedeutet mit 11 = r9 = € und r3 = ... = r, = ) ist die Projektion
m: VNI (y,d,G,ps) — I(wory,d, G, ps) eigentlich, wobei m und 7 die gewiinschte Form haben.

Fir B) = Ry = Ry und Ry = ... = R, = Sy ist [[;_; B(0,R}) = D; nach (4.23), und
Voraussetzung (a) entspricht (4.24) mit D = D;. Voraussetzung (b) folgt aus (4.28) zusammen
mit der Tatsache, dafl Voraussetzung (c) erfiillt ist. Diese erhélt man aus (4.25) und den Wahlen
von Ry, Sy und Ly. Zuletzt implizieren Voraussetzung (d) dieses Lemmas und [9], Lemma 5.6,
die Voraussetzung (d) von Lemma 4.16.

Wir verwenden Lemma 4.16 um zu zeigen, dal V' die Eigenschaft PL(V,I'(v,d, G, p)) fiir
ein geeignetes p besitzt: Bezeichne mit Ag, g, po > 0 die Konstanten, welche hiernach gemaf
unseren Wahlen von G und D existieren, und setze p := pg. Fixiere u € PSH(V NI'(v,d, G, p))
mit

u(z) <|z|?, zeVNI(y,dG,p), und u(z) <0, ze VAR"NI(v,d,G,p).
Nach Lemma 4.16 folgt hieraus
(4.29) u(z) < Ao|llm(z)|, ze€VNI(y,d,dG,p).

Sei K C G kompakt, ohne Einschrinkung sei K = B(0,e1)% x B(0,1)" 2 fiir 0 < ¢; < ¢ und
0 < 01 < 4. Nach Wahl von //\\/l/%d gilt, daB jeder Punkt n € K NT, sV NR™\ (R x {0}"!) ein
einfacher Punkt von T, 4V ist. Aus Voraussetzung (b) folgt zusammen mit Lemma 4.14 und [9],
Lemma 5.7, dafl eine Nullumgebung U,, C C" sowie Konstanten A, > 1 und 7, > 0 existieren,
so daf gilt

(4.30) w(z) < Apllmz|, zeVnNI(y,d,n+Up) NnB0O,r,).
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Ist n € KNR™\T, 4V, so gilt diese Aussage trivialerweise, denn fiir U, und r, hinreichend klein
ist VNT(v,d,n+U,p)NB0,r,)=0.

Mit einem Kompaktheitsargument erhélt man aus (4.29) und (4.30), dafl Konstanten A; > 1,
r > 0 und k > 0 existieren, so daB fiir K; := K N (R™ + B(0,x)") gilt

(4.31) u(z) < Aillmz|, zeVNI(y,d, Ki,p)NBO,r).

Sei z € B(0,r)NT(v,d, K, p)\I'(v,d, K1, p) = B(0,7)N['(v,d, K\ K1, p) gegeben als z = ~(t)+t4(.
Dann gilt [Im ¢| > & und daher |Im z| = t4|Im ¢| > t%x. Weil |y(t)| = O(t) gilt und K beschriinkt
ist, gibt es eine Konstante As > 1 (in Abhéngigkeit von K') mit

d
v(t _ A
ot = o+ el < ot (|42 + el < L2,

Somit implizieren Abschétzung (o) fiir v und (4.31) die Abschétzung () von PL(V,I'(v,d, G, p))
mit A = max(A4;, Az2/K). O

4.18 Definition. Fiir £ € R™ und ro > 0 sei V. C B({,r9) eine analytische Teilmenge mit
¢ € V. Wir sagen V erfiillt die Bedingung RPL}q (), falls gilt

JA>1 Frg>ri1>re>0 YuePSHVNBEr)): (a)AB)= (),

wobei
() u(z) <1, zeVnNB(Em),
(B) u(z) <0, zeVNR"NB(E,r),
(1) u(z) < Al =€, =€V B(Er).

4.19 Bemerkung. Seien V' C C™ eine analytische Fliche mit 0 € V und n € (TpV )reg N S™ 1
gegeben und sei v, (t) := tn. Ist V' (v, 1)-hyperbolisch in 0 € T, 1V, so ist V' (y,, 1)-hyperbolisch
im Ursprung beziiglich jeder Projektion m in C", welche nicht-charakteristisch fiir TV in 75
und nicht-charakteristisch fiir V' im Ursprung ist (siehe [9], Lemma 3.19). Insbesondere ist V'
1-hyperbolisch in Bezug auf 7 im Sinne von [7], Definition 9.

Beweis von Theorem 4.11. Nach [9], Lemma 5.13, geniigt es, folgendes zu zeigen:
(I) V erfilllt die Bedingung RPLjq(0),

(IT) fiir jedes n € TyV N S™~! existieren eine Nullumgebung G C C™ und ein 7 > 0, so da$ V
fur v, (t) := tn die Bedingung PL(V,I'(v,, 1, G, r)) erfiillt.

Bedingung (I) folgt aus [7], Theorem 10, wenn wir zeigen, daf fiir jede irreduzible Komponente W
von TyV ein n € ToV NIR™ \ {0} existiert, so dafl V' 1-hyperbolisch im Ursprung in Bezug auf n
und —7 ist, was bedeutet: Ist £ € {n, —n} und sei v¢(t) := t, so existieren eine Nullumgebung
D C C", ein € > 0 und eine Projektion 7 in C", welche nicht-charakteristisch fiir V im Ursprung
ist, so daf fir I' := I'(v¢, 1, D, €) gilt: w|ynr ist eigentlich und fir z € VNT folgt aus m(z) € R"
bereits z € R".

Fixiere eine irreduzible Komponente W von TyV. Nach [3], Proposition 3.12, ist W eine
komplexe Mannigfaltigkeit, welche die Dimensionsbedingung an allen reellen Punkten erfiillt.
Daher existiert ein 7 € Wyeg NS™ ! und nach Voraussetzung 4.11 (c) und Bemerkung 4.19 ist V
1-hyperbolisch im Ursprung beziiglich . Aus —W = W folgt analog, da V' 1-hyperbolisch im
Ursprung beziiglich —7 ist. Somit gilt (I).
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Um Bedingung (II) zu zeigen, sei ¢ € S"~! gem#B 4.11 (c) gewihlt und sei n € TV N S"~1
fest. Wir unterscheiden die folgenden Félle:

1. Fall 5 € (TV )yeg N S™ 1t Dann ist V (7¢, 1)-hyperbolisch in n — ¢ € T, 1V nach Vorausset-
zung. In diesem Fall impliziert [9], Theorem 5.7, die Existenz einer Nullumgebung G C C", so
daf V' fiir > 0 hinreichend klein die Bedingung PL(V,T'(7¢, 1,1 — ¢+ G, 7)) erfiillt. Aus

F(WC? 1777 - C+ G,’I") = F(’ynv 17G>T)

folgt die Behauptung.

2. Fall € (ToV)sing N S" ! und n— ¢ € T, 1V ist ein einfacher Punkt: Nach Vorausset-
zung erfiillt TpV' die Bedingung PL1c(0). Dann ist 0 € T, 1(ToV) = To(ToV) —n = ToV —n
und es folgt, dal auch 7%, 1V die Bedingung PLjoc(0) erfiillt. Daher erfiillt TV die Bedin-
gung PLjoc(n). Nach [3], Theorem 3.12, ist TV lokal hyperbolisch im Punkt 1 und somit
Ty 1V = ToV — ( lokal hyperbolisch im Punkt  — (. Wegen der Homogenitét von 1oV folgt
aus Voraussetzung 4.11 (c), daB8 V' (¢, 1)-hyperbolisch in jedem Punkt x € (75, 1V )reg N R™ ist.
Somit ist V' (v¢, 1)-hyperbolisch im Punkt  — ¢ nach Lemma 4.14, und wie im ersten Fall folgt,
daf} Bedingung (II) erfiillt ist.

3. Fall ) € (ToV )sing NS™ 1 und n—( € T,.1V ist kein einfacher Punkt: Da die Menge M)
definiert in (4.5) unabhingig von ¢ ist, gilt in diesem Fall n € M. Fiir

A(n) = Grass(n — 2,n) \ (NC(V,0) N NC(V, 00) N NC(TpV, n))

ist somit (o, A4 (a,,1)) € Cp, daher ist C # @ und es existiert ein N € N mit C = Ujvzl C;.
Wir behaupten:

Fir jedes 1 < j < N, jedes (v,d) € C; und jedes & € T, 4V NR" existieren
(4.32) eine Nullumgebung D C C" und ein p¢ > 0, so da V die Bedingung
PL(V,I'(v,d,& + Dg, pe)) erfiillt.

Nehmen wir an, (4.32) sei bereits gezeigt: Wie eben ist 0 € T,, 1V kein einfacher Punkt von
15,1V =ToV —n. Analog zum zweiten Fall folgt, daf3 T5,;, 1V lokal hyperbolisch in jedem Punkt
von T, 1VNR™ und V' (o3, 1)-hyperbolisch in jedem Punkt von (75, 1V )eg NIR™ ist. Daher sind
die Voraussetzungen (a)-(c) von Lemma 4.17 erfiillt, ebenso wie Voraussetzung (d) nach (4.32).
Aus Lemma 4.17 folgt, daf} es eine Nullumgebung G C C™ und ein p > 0 gibt, so dal V' die
Bedingung PL(V,T'(v, 1, G, p)) erfiillt, womit (II) gezeigt ist.

Wir zeigen (4.32) mittels Induktion von N nach 1: Fiir (v,d) € Cy sei § € T, 4V NR™. Ist
£ € (Ty,4V )reg, so ist V nach Voraussetzung (-, d)-hyperbolisch in &, und (4.32) folgt aus Lem-
ma [9], Lemma 5.7. Ist £ € (T, 4V )sing, S0 ist £ ein einfacher Punkt von T, 4V nach Konstruktion
von C. Nach Vorausetzung 4.11 (c) (i) erfiillt 7 4V die Bedingung PLjo¢(§). Hieraus folgt zu-
sammen mit d > 1 und 1.15, daf sich T’, 4V in einer Umgebung von & als Produkt einer Kurve,
welche PLoc (&) erfiillt, mit C darstellen 1&8t. Nach [9], Theorem 3.16, ist diese Kurve und somit
auch T, 4V im Punkt & lokal hyperbolisch. Wie zuvor folgt die Behauptung, und (4.32) ist fiir
j = N gezeigt.

Wir nehmen an, Aussage (4.32) gelte fir 2 < j+1 < N, und fixieren (v,d) € C; und
n e T,qVNR" Ist n € (TyqV)reg oder n € (T 4V )sing €in einfacher Punkt von T, 4V, so
wird (4.32) wie im Fall j = N gezeigt. Sei daher £ € (T, 4V )sing kein einfacher Punkt von T, 4V
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Bezeichne £y den Tangentialvektor von v im Ursprung, sei (§,be,...,b,) eine Basis von R",
bzgl. welcher v in Standardparametrisierung gegeben ist, und wie in (4.7) sei

M, 4 :={C € (T,qV)sing N R" : ¢ ist nicht einfach} Nspan{bs,...,b,}.

Nach Lemma 4.5 ist M, 4 endlich und es existieren ¢ € M, 4 und 7 € R mit n = ¢ + 7. Wir
nehmen zunichst n € M., 4 an, d.h. 7 = 0, und setzen 7, (t) := 7(¢) + t¢¢. Dann gilt

— t —
v tzc( ) _ i V@)

T, 4V =lim —
6d t—0 t—0 td

=T, 4V —C.

Wegen ¢ = nist 0 € T, 4V kein einfacher Punkt, und Voraussetzung (a) von Lemma 4.17
ist erfiillt. Analog folgen Voraussetzungen (b) und (c) von Lemma 4.17 aus (c) (i) und (ii) von
Theorem 4.11, denn wie eben impliziert PLj,. lokale Hyperbolizitét.

Wegen NC(T, 4V, n) = NC(T,, 4V,0) stimmen die Bezeichnungen AAQ (5, d) in Abschnitt
4.3 und A40¢0) (7¢,d) =: A in Lemma 4.17 iibereinstimmen. Aus (¢, A) € Cj41 nach Definition
von C folgt mit der Induktionsvoraussetzung, daB fiir jedes § € T,. AV NR" eine Nullumgebung
G¢ € C" und ein pg > 0 existieren, so da§ V' die Bedingung PL(V,T'(v¢, A, & 4 G¢, pe)) erfiillt.
Somit ist auch Voraussetzung (d) von Lemma 4.17 erfiillt, und hieraus erhdlt man, dafl eine
Nullumgebung G C C" und ein p > 0 existieren, fiir welche V' die Bedingung PL(V,T'(v¢, d, G, p))
erfiillt. Wegen I'(v¢,d, G, p) = I'(v,d, ¢ + G, p) erfiillt V somit PL(V,I'(v,d,{ + G, p)) und der
Induktionsschritt in (4.32) ist gezeigt.

Sei nun n = ¢ 4+ 7§ mit 7 € R beliebig. Da (4.32) fiir { bereits gezeigt ist, gibt es ei-
ne Nullumgebung G C C™ und ein p > 0, so daB V die Bedingung PL(V,I'(v,d,{ + G, p))
erfiillt. Nach Lemma 4.2 existieren ferner eine Nullumgebung D, C C" und ein p, > 0, so daf§
I'(y,d,n + Dy, py) C I'(v,d,{ + G, p) gilt. Nach [9], Lemma 5.6 (a), erfiillt V' die Bedingung
PL(V,I'(v,d,n+ Dy, py)), und (4.32) ist gezeigt. O

4.20 Beispiel. Sei V :=V(f1, fo) fiir fi1, fo € C|z1, 22, 23, 24] definiert als
fi1(z1, 22, 23, 23) = z% - z% + 232, + zi und  fo(z1, 29, 23, 23) := z% — 23 + zi.

Wir zeigen, dal V eine algebraische Fliche in C* ist, und verwenden Theorem 4.11, um zu
zeigen, dafl V' die Eigenschaft PLjo¢(0) hat. Fiir die Berechnung verweisen wir auf den Anhang
auf Seite 46.

Setzt man (21, 22, 23, 24) := (21, z2) und ist 2’ = (21, 22) € C? mit

1
14+4224+0 und _i_zgi 1+423+0

gegeben, so gilt fiir z € V' genau dann 7 (z) = 2/, wenn z von einer der folgenden Formen ist:

. 1 1 1 1

(1) Z3:—§—|—§\/1—|—4Z%, 24:\/—2—2%—1—2\/14—42%,
1 1 1 1

(ii) B=—5 5,/1+4z§, z4:—\/—2—z%+2\/1—|—4z§,
1 1 1 1

(iii) 23:—5—5\/14-422, 24:\/—2—2%—2\/14-42%,




wobei /- die analytische Fortsetzung der Wurzel von R auf die Menge C\ {re'? : r > 0} fiir ein
geeignetes 0 € [0, 27| bezeichne. Aus (i)—(iv) folgt, dal ein C' > 1 existiert mit |z| < C(1+|w(2)|)
fiir alle z € V. Daher ist 7 : V — C2? eigentlich und somit eine analytische Uberlagerung mit
vier Blattern.

Um TyV zu bestimmen, berechnen wir die kanonischen definierenden Funktionen von V
bzgl. m gemif [11], Abschnitt 4.3. Wir definieren P € Clz1, 22, 23, 24][£1, 2] als

Pt = (6(a+d-iTd)+a(a--1-4+1/ivig))
'(51(23%—;\/@)%2(:5“\/—;—zf 1+4z§>>
-<§1<23+;+%\/m>+52<2’4—\/——21— 1+4z>>
<§1<z3+ +3 M)+§2<Z4+\/——zl— 1+4z2>>

= g1(21, 29, 23, 24)&1 + 92(21, 22, 23, 24)E3E0 + g3(21, 29, 23, 24)E3E2

+94(z1, 22, 23, 24)€1€5 + g5(21, 22, 23, 24)&5

mit den folgenden Koeffizienten g1, ..., g5 € Clz1, 22, 23, 24]
_ 2 3, .2
g1(21, 22,23, 24) = —22223+z3—22223—|—2z3+23,

2 2
go(21, 22, 23, 24 —4222324 + 42324 — 22524 + 62324 + 22324,

4222324 + 4232 + 22024 — 42324 + 223 + 22324,

( )
( 24)
93(21, 20, 23, 24) = 22223 + 22222 — 22222 4+ 62225 4 22723 — 42323 + 62322 + 27 — 22+ 22 + 23,
9a(21, 22, 23, 24)
( )

2, 2
95(21, 22, 23,24) = 21 +2z82f + 24 + 21 — 25 + 25

Hierfiir gilt V' = V(g1,...,95), und setzt man g := (g1,...,95), so ist die Menge der Verzwei-
gungspunkte von 7|y gegeben durch

g
B := =(z1,..., eV irank——(2) < 2,.
{z (z1 24) ran 9o, 21) (2) }
Dann enthilt B in einer hinreichend kleinen Nullumgebung U = U; x U’ C € x €3 genau zwei
Kurven
BNU = {(w, £V1 + w?w,w?,0,) : w € U},

und fiir die Menge der Verzweigungspunkte ¥ von «|y gilt XNU = n(BNU).
Nach [11], Abschnitt 8.4, ist ToV die gemeinsame Nullstelle der homogenen Anteile niedrig-
sten Grades der g; fiir 1 <i <5, d.h. ToV = V(hy,...,hys) mit

hl(zl,ZQ,Zg,Z4) = 232,,
ho(z1,22,23,24) = 22324,

h3(z1, 22, 23,24) = 20 — 25 + 25 + 23,
ha(z1, 22,23, 24) = z% — z% + zz.

Aus hy(z) = 0 folgen hy(z) = 0 und h3(z) = hy(z). Daher ist TV ein Kegel in C2 x {0} x C, und
als solcher lokal hyperbolisch im Ursprung. Somit erfiillt 7V die Bedingung PL]¢(0). Ferner

44



gilt (ToV)sing = {0}, also gilt fiir die in Abschnitt 4.3 konstruierte Menge C = ). Wir zeigen
fiir ein beliebiges ¢ € S3 und jedes 1 € (ToV)reg N S3, daB V' (7¢, 1)-hyperbolisch im Punkt
n—¢ € Ty, 1V ist. Dann sind die Bedingungen in Theorem 4.11 (c) erfiillt, und es folgt die
Behauptung.

Sei = (m1,m2,m3,m4) € (ToV )reg NS>, dann ist n von der Form n = (£+/n3 — n3,m2,0,74)
und aus 1 = |n|? = 203 folgt 1o = +1/v/2.

Falls n4 # 0 ist, so ist 7 nicht-charakteristisch fiir 7oV im Punkt 7. Denn parametrisiert man
TyV nahe n durch (z1,24) — (21, 0+/27 + 27,0, z4) mit o := 12/|n2], so erhilt man

1 0
an on4
T,(ToV') = span Vit || Vi
0 0
0 1

Dabher ist T;)(ToV') Nker 7 = {0}.
Sei 0 < & < |n4| fest gewdhlt und sei z € V. NIT(y,1,m — ¢ + B(0,¢),1) mit 7(z) € R?
beliebig. Dann existieren ein 0 < ¢t < 1 und ein u € B(0,¢), so daB sich z schreiben 148t als

21 i\/%—m%ﬂu

1
(4.33) = 2=t Tatw
23 u3
“4 N4 + Uy

Aus 29 € R folgt mit (i)—(iv) unmittelbar 23 € R. Gemé#$ der Definition von f ist 27 € R. Nach
Wahl von ¢ gilt z4 ¢ iR, daher ist 24 € R, und V ist (7¢, 1)-hyperbolisch in n — ¢ bzgl. 7.
Falls ny = 0 ist, so ist n = (£1/v/2,4£1/4/2,0,0) Verzweigungspunkt von |z,y, denn es gilt

1
anm

T,(TyV) = span |%1|

— o O O

0

und (0,0,0,1) € T,,(ToV) Nker 7. Setzt man 7 (21, 22, 23, 24) := (22, 24), so ist T,(ToV) Nker 7 =
{0}, also ist 7 nicht-charakteristisch fiir 7oV im Punkt 7. Wir zeigen, dal V' (v¢, 1)-hyperbolisch
inn— ¢ bzgl. 7 ist: Fiir 0 < e < 1/v2sei 2 € VNI(ye,1,m— ¢+ B(0,e),1) wie in (4.33) mit
ny = 0. Aus 7(z) € R? folgt wie eben z3 € R. Nach Definition von f; ist 27 € R, und es gilt
z1 € iR nach Wahl von e. Folglich gilt z; € R.

45



Anhang

Beispiel 4.20 wurde folgendermafien mit Hilfe des Computeralgebrasystems MAPLE berechnet:

> restart;

> with(VectorCalculus): BasisFormat(false):
Warning, the assigned names “<,>" and “<|>" now have a global binding

RN

Warn1ng, these protected names have been redefined and unprotected: "*°,
-, ., D, Vector, diff, int, 1limit, series

> with(LinearAlgebra):
Warning, these names have been rebound: '&x°, CrossProduct, DotProduct,
Norm, Normalize
> f1 1= z[1]A2 - z[2]A2 + z[3]A2 + z[4]A2:
> f[11(z[1],z[2],z[3],z[4]) = f1;
m%lm%lﬂzﬁ_é+é+i

> f2 1= z[1]A2 - z[3] + z[4]A2:
> f[2]1(z[1],z[2],z[3],z[4]) = f2;
fz(zv Zp, 73, 24)223_23"‘

> solve({fl,f2},{z[3],2[41});
[ 2, =RootOf (_Z* —Ro0tOf (_Z" + 7 — 2 + 7 + (2 4 + 1) _Z) ),

7= 74 +RoOWOF_Z + 74 — 4+ 7+ (24 +1) _Z) |
> Urbilder := allvalues(%): seq( print(U), U= [Urb11der] );

___+_4/1+4 ,Z:¢ Z— —+— 1+47
|z3:—%+%\/1+4zg,z4 ¢ z - % %\/1+4Z§]

N
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Bestimmung der kanonischen definierenden Funktionen:
> P := mul( xi[1]1*(z[3]-subs(U,z[3])) +
xi[2]*(z[4]-subs(U,z[4])), U=[Urbilder] );

P:= [gl (z3+%—%\/1+4zg)+22 [24—\/—25—%+%\/1+4Z§ D(% (Za )
+

%_“% 1+4£)+@[Q+\/—ﬁ—%~ké 1+4£]J&1@3
1 1
2 2

> Q := collect( expand(P), [xi[1],xi[2]] );

Q=(B-224+B+A+24 24258+ (22,5+222,+62,4-42,2,2 6)
+452, )58+ (B4R BA2AA 245 +6 KL+ B+6 45+ A 4244+ 7,
+22325>E§E§+(4Z3ZZ+2Zi—l—Zz"fz4+4z3z4z§—4z4zg+223z4)23214—(2232%4—2‘11
+4+ 4 -5+4)5

> CDF := seq(coeff(Q,xi[1],4-k)/xi[2]Ak, k=0..4):

> map(sort, [Q], [z[1],z[2],z[3]1,z[4]11):

> seq( print(g[k](z[1],z[2],z[3],z[4]1)=CDF[k]),
k=1..nops([CDF]) );

gl(zl, Zy, Z3, Z4)=23—ZZ§Z§+Z§—ZZ§ZS+ZZ§+Z§
gz(zl, Zy, Z3, 24):—4Z§z3z4+4zgz4—2Z§z4+622324+223z4
93(21,22,23,24)=22523+2Z%Z§_2Z§Zi+6232421+22523_42323+6232421+Z§_Z§+Z§
+7,
g4(zl, Zy, Z3, 24)=4z"fz3z4+4z3zi+2z§z4—4zgz4+22431+2z3z4
95(21’22’23’24)22411"‘22%2421"‘22"‘2%_2%"‘2421 ()
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Berechnung der Verzweigungskurven der Projektion auf die ersten beiden Komponenten:
> Phi := Vector([CDF]):
> J := Jacobian(Phi,[z[3],z[4]1]1);

4R 2,448 -22+674+2 2, 0 ]
4752, +1242,+122,7,+2 7, 4B 2,447 25 +675+2 2
Ji=|4Z 2, +12 2, 4 +27Z —4 5 +674+22, 457, +127427,+122,2,+2 7, (8)
4AzZ,+47+22 42,4122, 4274 —4 5 +6 2 +2 7
L 0 4z§z4+4zé31+224 |

> solve( { seq( seq(
Determinant(J[[i,j],1..2]), j=i+1l..5 ), 1i=1..4 ) }
union {f1,f2} );

[24 =0,2, =2, 2 =R00’[Of(_Z2 —z‘% — 1, label = _Ll) Z), Z3= zﬂ, {21 =7, 9)

Z4=R00t0f(2_22+22§+1),23=_71,22=

% RootOf(_Z + 1, label = _L2) ]

> BC := map(allvalues, {%}):
> seq(pr"int(subs(bc,[z[li,z[Z],z[3],z[4]])), bc=BO) ;

1. -1 1
b Ay
1. -1 1
{Zl’ 22 _Z‘rf—E}
1. -1 1
1,1 [/ 2 1
{Zl’ 2 o 1 2}
1. -1 1
|:Zli __I, e _Z%__:|
2" 2

[zl,\/zf+1 Zy, Z%,O]
[zl, —\/z%+1 z, z%,O] (10)
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Bestimmung des Tangentialkegels im Ursprung:

> map(ldegree, [CDF]); # Der homogene Anteil niedrigsten Grades aller 5
kanonischen definierenden Funktionen ist vom Grad 2.
[2,2,2,2,2]

> N := seq( select(T->1is(degree(T)=1degree(cdf)),cdf), cdf=[CDF] ); #
homogenen Anteile niedrigsten Grades

> solve({N});
Zy =2y, 23 =0, 2, = 7y, Z4=Root0f(_22+z%—z§)}
> allvalues (%) ;

{zzzzz, Zy =1/ —Z§+ZS,23=O, zl=zl], {ZZ=ZZ, zZy=—\/ —Zi +Z§,23=0, 21=Z1]
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