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Zusammenfassung

Jedes statistische Computerpaket weist eine grofie Menge von nichtparametrischen Test-
verfahren fiir einseitige oder zweiseitige Testprobleme auf, welche durch stochastisch
geordnete Alternativen gegeben sind. Hiufig verwendete Anpassungstests sind Tests vom
Kolmogoroff-Smirnoff-Typ oder Integraltests. Dabei ist der Vergleich der asymptotischen
Giitefunktionen nichtparametrischer Tests ausschlaggebend fiir die Auswahl konkurrieren-
der Tests. Nun ist es bekannt, dass die Auswahl eines nichtparametrischen Tests a priori
eine endlichdimensionale Region von Alternativen mit hoher Giite festlegt. Fiir Alterna-
tiven aus dem orthogonalen Komplement ist die Giitefunktion dagegen flach, vergleiche
JANSSEN [16], [17]. Das Problem ist, wie man Unterrdume von Alternativen mit hoher
Giite fiir einen konkreten Test findet. Typischerweise kénnen nichtparametrische Giite-
funktionen nicht explizit berechnet werden, da in der Nichtparametrik der Alternativen-
raum von unendlicher Dimension ist.

Es wird vorgeschlagen, das Problem fiir verschiedene Anpassungstests mit der Metho-
de konkaver Majoranten zu losen. Diese Idee beruht auf eine Serie von Arbeiten von
BISCHOEFF et al. Die Giite der Tests in Richtung eines Signals Sy, gegeben durch eine
Alternative g € La([0, 1], M\j0,1]), lassen sich dann durch die Giite der konkaven Majoran-
ten von S, abschétzen.

In den ersten beiden Kapiteln werden die im Rahmen dieser Arbeit wesentlichen Hilfsmittel
bereitgestellt. Dabei werden unter anderem zwei wichtige Regressionsmodelle vorgestellt,
nédmlich der Signalprozess der Brownschen Briicke und der Signalprozess der Brownschen
Bewegung. Diese stellen GauB-Shift-Experimente dar und treten in der Nichtparametrik
als Limesexperimente auf.

Im dritten Kapitel wird fiir verschiedene einseitige Anpassungstests die Giitefunktion mit
Hilfe einer Projektionsmethode abgeschétzt. Im weiteren Verlauf zeigt sich, dass Projek-
tionen von Tangenten g auf Kegeln zu Signalen fiihren, die kleinste konkave Majoranten
zu Sy sind. Dabei werden insbesondere Alternativen aus Rdumen betrachtet, die von Ra-
demacherfunktionen erzeugt werden. Mit Hilfe dieser Rdume kénnen fiir einseitige Anpas-
sungstests Regionen von Alternativen angegeben werden, wo die Giitefunktion flach ist.
Im vierten Kapitel werden fiir zweiseitige Anpassungstests wieder mit Hilfe von Rade-
macherfunktionen obere Schranken fiir die Giitefunktion angegeben, die sich um einen
additiven Term von den Schranken im einseitigen Fall unterscheiden.

Zum Schluss dieser Arbeit erfolgt die statistische Interpretation der Rdume von Alterna-
tiven mit hoher Giite. Diese gehtren zu den ungiinstigsten Richtungen einer Klasse von

statistischen Funktionalen, welche Linearkombinationen von Quantilfunktionen sind.



Abstract

Every statistical computerpackage shows a lot of non-parametric test procedures for one-
sided or two-sided testproblems, which are given by stochastically ordered alternatives.
Widespread goodness-of-fit tests are Kolmogorov-Smirnov type tests or integral tests.
Thereby the comparision between the asymptotic power function of non-parametric tests
is the determining factor for the choice of competing tests. Now it is known that the choice
of a non-parametric test fixes a priori a finite dimensional region of alternatives with high
power. For alternatives belonging to its orthogonal complement the power function is flat,
see JANSSEN [16], [17]. The problem is finding the subspaces of alternatives with high
power for a concrete test. Typically, non-parametric power functions can not be calculated
explicitly because the region of alternatives has infinite dimension in non-parametric.

In this thesis it is proposed to treat the problem for various goodness-of-fit tests with a
method of concave majorants. This idea is based upon a series of works of BISCHOFF et
al. The power of tests towards a signal S, given by an alternative g € La([0, 1], AA|[071}),
can be estimated by the power of a concave majorants of \Sj.

The first two chapters allocate the basic means within this thesis. In doing so there are
two important regression modells introduced: the signal process for the Brownian bridge
model and the signal process for the Brownian motion model. These bring out Gaussian
shift and appear as limit experiments in the non-parametric.

In the third chapter the power function is going to be evaluated via a projection method
for various one-sided goodness-of-fit tests. In the following course it is shown that projec-
tions of tangents g on cones lead to signals, which are the smallest concave majorants of
Sy. In the process regions of alternatives, spanned by Rademacherfunctions, are especially
examined. Via these spaces, regions of alternatives for one-sided goodness-of-fit tests can
be named, where the power function is flat.

In the fourth chapter via Rademacherfunctions, upper bounds for the power functions of
two-sided goodness-of-fit tests are named, which differ from the bounds in a one-sided case
about an additional term.

In the end of this thesis the statistical interpretation of the regions of alternatives with
high power is carried out. These alternatives belong to least favorable directions of a class

of statistical functionals which are linear combinations of quantile functions.
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Einleitung

In dieser Arbeit wird die nichtparametrische Giitefunktion von Anpassungstests diskutiert.
Es geht um das Bestimmen von Alternativen mit hoher Giite.

Es ist bekannt, dass die Auswahl eines nichtparametrischen Tests a priori eine endlich-
dimensionale Region von Alternativen mit hoher Giite festlegt. Fiir Alternativen aus dem
orthogonalen Komplement ist die Giitefunktion flach, vgl NEUHAUS [32], MILBRODT
und STRASSER [30], JANSSEN [16], [17] sowie LEHMANN und ROMANO [28]. Nun
ist das Problem, wie man die Unterrdume von Alternativen mit hoher Giite fiir einen
konkreten Test findet. Typischerweise kénnen nichtparametrische Giitefunktionen nicht
explizit berechnet werden. Nur fiir bestimmte Tests kénnen Réume und Richtungen mit
hoher Giite néiherungsweise bestimmt werden, vgl. JANSSEN [13], HAJEK et al. [10]
und RAHNENFUHRER [36]. Obwohl moderne Computer eine umfangreiche Monte-Carlo-
Simulation erlauben, ist es ein sehr schwieriges Problem, Alternativen mit maximaler Giite
zu finden. Dies ist ein Optimierungsproblem fiir unendlich-dimensionale Rdume von Al-
ternativen.

Es wird vorgeschlagen, das Problem fiir verschiedene Tests zu 16sen, indem R&ume von end-
licher Dimension mit hoher Giite bestimmt werden. Diese Rdume werden durch die Rade-
macherfunktionen beschrieben, welche ein Orthonormalsystem im Hilbertraum LQ(AAHM])
darstellen. Nachdem die Dimension von Alternativen reduziert ist, kann eine Monte-Carlo-
Simulation der exakten Giitefunktion erfolgen. Die Losungen sind dann nidherungsweise
bestimmt, wobei der approximative Fehler kontrolliert werden kann.

Der asymptotische Aufbau ist durch das folgende Einstichprobenproblem motiviert.
Seien X1, ..., X, reelle i.i.d. Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F' und sei Fj
eine weitere stetige Verteilungsfunktion. Wir testen stochastisch geordnete Hypothesen,
némlich

HltFSF() gegen KltFZF(),F%FO (1)
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oder das zweiseitige Testproblem
HQ:F:FO gegenKQ:F#Fo.

Um unser bereits oben beschriebenes Problem zu 16sen, nehmen wir an, dass eine stetige
Verteilungsfunktion Fj sowie komplexe Riume von Alternativen von unendlicher Dimen-
sion gegeben sind. Unser Ziel ist die Klassifizierung nichtparametrischer Test durch deren
nichtparametrische Giitefunktionen. Dadurch erfolgt eine Reduktion auf Rdume von Alter-
nativen mit endlicher Dimension. An dieser Stelle tritt das bekannte Vierpunkteprogramm
von LeCam [27] zur asymptotischen Behandlung von Entscheidungsproblemen ein. Zum
endlichen Stichprobenumfang n liege ein Testproblem fiir ein statistisches Experiment E,

zugrunde.

e Man zeigt, dass die Loglikelihoodprozesse der Folge von Experimenten (E,,),, asymp-
totisch durch den Loglikelihoodprozess des Limesexperiments G ersetzt werden

konnen, d.h. die Folge (E,,), konvergiert schwach gegen den GauB-Shift G.
e Man 16st die Entscheidungsprobleme fiir G.

e Man zeigt, dass die Risikoschranken fiir Entscheidungsprobleme in G asymptotische

Risikoschranken fiir die betrachtete Folge von Experimenten (E,,), darstellen.

e Die optimalen statistischen Verfahren vom GauB-Shift G werden dann auf (E,),

iibertragen.

Die vorliegende Arbeit besteht aus vier Kapiteln. Die Ergebnisse des Forschungprojekts
werden teilweise in der Zeitschrift Journal of Statistical Planning and Inference, JANSSEN
und UNLU [24], im August 2008 publiziert.

Im ersten Kapitel werden zwei wichtige Regressionsmodelle der Statistik vorgestellt. Zum
einen wird das als Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke By als Rauschterm

bezeichnete Experiment
E = (Co, B(Co),{L(Bo + S4|B°) : g € Ho}). (2)

behandelt. Dabei seien Cy := {f € C([0,1]) : f(0) = f(1) = 0}, Bo(-) das kanonische
Auswertungsfunktional auf Cp, d.h. By(w)(t) := w(t) fiir 0 < ¢ < 1 und B° das Ma8 auf

Co, so dass der Prozess (By(t))o<t<1 eine Brownsche Briicke ist. Die Abbildung

S H[) - C(), S(g)(t) = Sg(t) = /0 g(u) d»‘[071](u), 0<t<1
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bezeichne das Signal und der Parameterraum sei gegeben durch den Hilbertraum

1
Hy o= L3(0,1) := {g € Ly([0. 1], B0, 1)), N 0.)) /0 9(u) dN\o 1 (u) = 0}.

Zum anderen wird das als Signalerkennungsproblem mit Brownscher Bewegung B als

Rauschterm bezeichnete Experiment
F=(C,B(C),{L(B + Sa[Wo) : h € H}), (3)

behandelt, wobei C' := {f € C([0,1]) : f(0) = 0}, B(-) das kanonische Auswertungsfunk-
tional auf C sei und Wy das Maf auf C, so dass (B(t))o<t<1 eine Brownsche Bewegung
ist. Die Abbildung S : H — C sei gegeben wie oben und der Parameterraum sei der
Hilbertraum

H := L(0,1) := L([0,1], B([0,1]), Xjjo,1)-

Nach einer Einfithrung in die Theorie der Gauf3-Shift-Experimente, bei der wichtige De-
finitionen und Sitze fiir das Arbeiten mit solchen Experimenten zusammengefafit wer-
den, erfolgt die Identifizierung der Signalerkennungsprobleme (2) und (3) als Gauf3-Shift-
Experimente. Diese treten in der Nichtparametrik als Limesexperimente auf, worauf im
zweiten Kapitel eingegangen wird. Der sogennante zentrale Prozess zum Gauf-Shift (2)

ist das stochastische Integral nach der Brownschen Briicke

Lo(g) == / g dBo, g€ LY(0,1)

bzw. das stochastische Integral nach der Brownschen Bewegung
L(h) := /h dB, he€ Ly(0,1)

fiir den GauB-Shift (3). Trivialerweise liegen die beiden Regressionsmodelle in derselben
Aquivalenzklasse der GauB-Shift-Experimente, da ein isometrischer Isomorphismus

zwischen den Parameterriumen Hy = L3(0,1) und H = Ly(0, 1) besteht.

Im zweiten Kapitel wird die Ls-Differenzierbarkeit wiederholt und grundlegende Begriffe
wie Tangentialrdume eingefiihrt. Darauf aufbauend wird mit Hilfe des Master-Modells eine
Ly (Py)-differenzierbare Kurve (FP)ier mit der Fuiverteilung Py = X\|jp,1) konstruiert, so
dass die zugehorigen Experimente lokal asymptotisch normal sind mit dem Regressionsmo-
dell, das die Brownsche Bewegung als Rauschterm verwendet, als Limesexperiment. Dabei

bedeutet Lokale Asymptotische Normalitat Konvergenz der Loglikelihoodprozesse. Fiir die
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Ableitung des Dichtequotienten g € L3([0,1], Njo.1]) tritt der Kolmogoroff-Smirnoff-Test

PES = Lisupoccr Bott)+ff ow) du—p(t)>0)
als Limestest auf, wobei p : [0,1] — R die Uberschreitungsfunktion ist, d.h.

lim Ep;/ﬁ(cp?(g) = Ep,(pKs)

n—oo

mit QO?(S = ﬂ{supo<t<1(\/ﬁ (Fn(t)—Fo(t))—p(t))ZO}‘ Es ist namhch nach dem Satz von Donsker
bekannt, dass der empirische Prozess \/n (F,(t) — Fy(t)) unter lokalen Alternativen Pl s

gegen das Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke als Rauschterm konvergiert:

D Fo(t)
vn (F,(t) — Fo(t)) o Y (t) = Bo(Fo(t)) —i—/o g(u) du fiir n — oo
g/vn

(vgl. STRASSER [41, Example 82.23] und VAN DER VAART [43]). Dabei bezeichnet F,
die empirische Verteilungsfunktion und Fy die Verteilungsfunktion von F.

Die Parametrisierung der Wahrscheinlichkeitsmafie durch Tangenten g € L3(0, 1) fithrt zu
einer Beschreibung der Hypothesen (1) durch Signale

Hy = {g € L3(0,1) : Sy(t) <0} gegen K; ={ge L3(0,1):8,>0,8,+#0}

mit Sy () := fg g(u) du fiir g € LY(0,1) und 0 < ¢ < 1. Man testet also, ob das beobachtete
verrauschte Signal von einem Parameter g € L3(0,1) mit S,(t) < 0 fiir alle 0 < ¢ < 1

stammt, oder ob es von einem Parameter g mit Sy(¢) > 0 fiir alle 0 < ¢ <1 herriihrt.

Im dritten Kapitel werden Testverfahren fiir Signalerkennungsprobleme angegeben, wie
z.B. der Test vom Kolmogoroff-Smirnoff-Typ. Fiir solche Tests werden endlichdimen-
sionale Rdume von Alternativen angegeben, auf deren orhogonalem Komplement die
Giite flach ist. Diese Rdume werden durch die Rademacherfunktionen erzeugt, welche
ein Orthonormalsystem fiir den Hilbertraum Lz ([0, 1], B([0,1]), Xj0;j) darstellen. Die
Wahl der Rademacherfunktionen ist dadurch gerechtfertigt, dass konkave Signale fiir
Alternativen, welche nach den Rademacherfunktionen entwickelt sind, schén handzuhaben
sind. Die Giite der einseitigen Signalerkennungstests fiir solche Alternativen lassen sich
dann einfach abschétzen. Der technische Teil dieses Kapitels wird durch die Arbeiten
von BISCHOFF et al. beeinflufit. In einer Serie von Artikeln wie BISCHOFF und
HASHORVA [4] und BISCHOFF et al. [5], [6], [7] und [8] wurden grofie Abweichungen

fiir Giitefunktionen von Signalerkennungstests studiert.
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Im vierten Kapitel wird die Giitefunktion zweiseitiger Tests fiir Signalerkennungsprobleme

diskutiert. Das Testproblem ist dann gegeben durch
Hy ={g € Ly(0,1) : Sg =0} gegen Ky ={g € Ls(0,1):S, +#0}.

Auch hier wird die Giite fiir Alternativen abgeschiitzt, die in den von den Rademacher-

funktionen erzeugten Rdumen liegen.

Im fiinften und letzten Kapitel erfolgt die statistische Interpretation. Zunéchst werden
anhand konkreter Beispiele die Bedeutung der konkaven Signale und deren Tangenten fiir
parametrische Teilmodelle diskutiert. Diese entsprechen bestimmten Lokationsmodellen
mit streng unimodalen Dichten.

Danach werden endlichdimensionale, von Rademacherfunktionen erzeugte Rdume betrach-
tet. Die endlichen Linearkombinationen A lassen sich durch statistische Funktionale und
deren Gradienten interpretieren. Es wird ndmlich gezeigt, dass zu jedem solchen Element
h eine endliche Linearkombination von Quantilfunktionen existiert, so dass deren Gradi-
ent gerade h ist. Dies bedeutet, dass ein Signalerkennungstest, welcher eine hohe Giite auf
einer Kugel von Alternativen in h besitzt, fiir die Erkennung von Abweichungen, die von

diesem Funktional herriihren, am empfindlichsten ist.

Zuletzt mdchte ich mich an dieser Stelle bei Prof. Dr. Arnold Janssen fir seine hervor-
ragende Betreuung, Unterstiitzung und Motivation bedanken. Ohne ihn wdre diese Arbeit
definitiv nicht entstanden. Desweiteren gilt mein Dank auch Prof. Dr. W. Bischoff fiir die
Ubernahme und Erstellung des Gutachtens.

Mein besonderer Dank gilt auch den Professoren und den Mitarbeitern des Lehrstuhls fiir
Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie am Mathematischen Institut der
HHU Diisseldorf fiir die Unterstiitzung und groffartige Arbeitsatmosphdre.

Ich danke auch meiner Familie und meinen Freunden fir die Unterstiitzung, ganz be-
sonders meiner Schwester Hasret Unli, die mich jahrelang sowohl in meiner akademi-
schen Laufbahn als auch in sdmtlichen Bereichen meines Lebens ausnahmslos begleitet,
unterstitzt und mir beigestanden haben. Ohne sie wdren sehr viel mehr Dinge nicht mdglich

gewesen.



Kapitel 1
Ein Signalerkennungsproblem

Zu Anfang dieser Arbeit wird das Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke und
das Signalerkennungsproblem mit Brownscher Bewegung als Rauschterm vorgestellt. Nach
einer Einfithrung in die Theorie der GauB-Shift-Experimente werden diese Signalerken-
nungsprobleme als solche Experimente identifiziert.

Dieser Teil der Arbeit ist im Wesentlichen der Dissertation von KUNZ [26], der sich
in seiner Arbeit mit den Signalerkennungsproblemen beschéftigt hat, sowie dem Buch
von STRASSER [41], §§68-69 entnommen, das die Theorie der GauB-Shift-Experimente
ausfiihrlich darstellt.

1.1 Das Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke

und Brownscher Bewegung als Rauschterm

Eine Motivation fiir die Beschéftigung mit dem Signalerkennungsproblem ergibt sich

folgendermafien:

Man stelle sich folgende (physikalische) Situation vor:

Ein Sender emittiert ein absolutstetiges Signal s(-), das sich iiber einen Zeitraum [0, 1]
erstreckt. Das Signal wird additiv von einem (zufélligen) Rauschterm w € Cy := {f €
C([0,1] = f(0) = f(1) = 0} iiberlagert. Das die Auswahl des Rauschterms steuernde
Wabhrscheinlichkeitsma8 BY ist so gewihlt, dass By(t)(w) := w(t) fir 0 < t < 1 eine

Brownsche Briicke zum Start in 0 ist. Der Empfénger registriert das gestorte Signal

Xo(t) = s(t) + Bo(t), 0<t<1.
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Mithilfe des verrauschten Signals X((¢) werden dann Aussagen iiber Eigenschaften des

Signals gemacht.

Es sei an die Definition der Brownsche Briicke erinnert:

Definition 1.1 (Brownsche Briicke)

FEin reeller Prozess (Bo(t))o<t<1 heifit eine Brownsche Briicke, falls folgende Bedingungen
gelten:

(i) Bp(0) = Bo(1) =0 fast sicher,

(ii) (Bo(t))o<t<1 ist ein zentrierter Gaujf$-Prozess mit fast sicher stetigen Pfaden,

(iii) Cov(By(t1), Bo(t2)) = min{ty,to} — t1te fir 0 < ty,to < 1.

Definition 1.2 (Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke als Rausch-
term)

Seien Ho := L3(0,1) := {g € L2([0,1],B([0,1]), N\o.1]) : Jg( u) dMo1(u) = 0} und
Co :={f € C([0,1]) : f(0) = f(1) = 0}. Die Abbildung S : Hy — Cy sei definiert durch
S(g)(t) := Sy(t) := fot g(u) dX\joqy(u), 0 <t < 1. Es bezeichne fir 0 <t <1

By(t): Co — R
w — w(t)

das kanonische Auswertungsfunktional auf Co. B® bezeichne das Maf auf Co, so dass

(Bo(t))o<t<1 eine Brownsche Briicke ist. Dann heifit das Ezperiment

= (Co, B(Co),{L(Bo + S4|B") : g € Hy})
Signalerkennungsproblem (SEP) mit Brownscher Briicke als Rauschterm.
In einer ganz dhnlichen Situation tritt das folgende Experiment als Limesexperiment auf.

Definition 1.3 (Signalerkennungsproblem mit Brownscher Bewegung als

Rauschterm)
Seien H := L2(0,1) := La([0, 1], B([0, 1]), Xjjo,1}) und C := {f € C([O 1}) : f( ) = 0}. Die
Abbildung S : H — C sei definiert durch S(h)(t) := Sp(t) fo ,0<t <1,

Es bezeichne fir 0 <t <1
Bt):C — R

w o — w(t)
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das kanonische Auswertungsfunktional auf C. Wy bezeichne das Wiener-Maf8 auf C, so

dass (B(t))o<t<1 eine Brownsche Bewegung ist. Dann heif$t das Experiment

F = (C,B(C),{L(B+ Sy|Wy) : h € H})
Signalerkennungsproblem (SEP) mit Brownscher Bewegung als Rauschterm.
Auch hier sei an die Definition der Brownschen Bewegung erinnert:

Definition 1.4 (Brownsche Bewegung)

FEin stochastischer Prozess (B(t))i>0 heifit reelle Brownsche Bewegung bzgl. einer stocha-

stischen Basis (Q, F, P, (F¢)t>0), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) B(0) =0 fast sicher,

(ii) (B(t))e>0 besitzt fast sicher stetige Pfade und ist an (Fi)i>0 adaptiert,

(111) (B(t))i>0 besitzt unabhingige Zuwdichse, d.h. B(t) — B(s) ist unabhdngig von Fj
firo<s<t,

(iv) L(B(t) — B(s)|P) = N(0,t —s) fir 0 <s<t.

1.2 Einfiihrung in die Theorie der Gau3-Shift-Experimente

In diesem Abschnitt werden wichtige Sétze und Definitionen zur Theorie der Gauf3-Shift-
Experimente bereitgestellt.

Seien im Folgenden H stets ein reeller, separabler Hilbertraum, 7" ein nicht leerer, belie-
biger Parameterraum.

Zunéchst wird die Definition dquivalenter Experimente aus dem gemeinsamen Buch von
JANSSEN, MILBRODT und STRASSER [23] angegeben, die fiir das Versténdnis der
Definition der Gauf3-Shift-Experimente notwendig ist.

Definition 1.5 (Aquivalente Experimente)
Zwei Ezperimente E = (Q1, A1,{P, : t € T}) und F = (2, A2,{Q¢ : t € T}) heiffen
dquivalent, 1. Z. E ~ F, falls

dPs B dQs
() ) =2 () Je) e

Interpretation: Die Aquivalenz beinhaltet die Gleichheit der Verteilungen der

Likelihoodquotienten der Experimente E und F. Alle auf dem Likelihoodprozess
beruhenden statistischen Eigenschaften von £ und F' sind gleich, z.B. das Verhalten der



Ein Signalerkennungsproblem 9

Neyman-Pearson-Tests. Deshalb sagt man, dass £ und F' “gleich viel Informationen”
besitzen, vgl. JANSSEN [14].

Zuerst werden Gauf3-Shift-Experimente auf endlichdimensionalen Hilbertrdumen definiert.
Dazu seien (H,(-,-)) ein endlichdimensionaler Hilbertraum und B(H) seine Borel-o-
Algebra. Ny bezeichne das Standard-Gauf-Maf auf (H, B(H)) und ¢, das Einpunktmafl
inheH.

Definition 1.6 (GauB3-Shift-Experiment)
Ein Gauf-Shift-Ezxperiment auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum (H,(-,-)) ist

ein Ezperiment E = (Q,A,{P, : h € H}), welches dquivalent zu dem FExperiment
(H,B(H),{NH xepth e H}) 1st.

Von groflerem Interesse fiir diese Arbeit sind aber Gauf-Shift-Experimente auf unendlich-

dimensionalen Hilbertraumen.

Definition 1.7 (GauB3-Shift-Experiment)

Ein Gauf-Shift-Experiment auf einem separablen Hilbertraum (H, (-,-)) ist ein Experiment
E = (QA{P, : h € H}), dessen Restriktion Er, = (2, A, {P, : h € L}) auf jeden
endlichdimensionalen linearen Teilraum L C H dquivalent zu (L, B(L),{Nr e : h € L})

18t.

Unendlichdimensionale Gauf3-Shift-Experimente spielen eine wichtige Rolle in der asymp-
totischen Statistik nichtparametrischer Probleme. Sie treten nédmlich als Limesexperimente

auf.

Definition 1.8 (Linearer Prozess)
Seien (H, (-,-)) ein separabler Hilbertraum und (2, A) ein Messraum. Eine lineare Funktion
Z : H — L(Q,A) heifit ein Linearer Prozess, wobei L(), A) die Menge aller reellen

A — B(R)-messbaren Funktionen bezeichnet.

Definition 1.9 (Standard-Gauf3-Prozess)
FEin stochastischer Prozess L = (0, A, P, (L(h))nen) auf einem Hilbertraum (H, (-,-)) heifit
ein Standard-Gaufs-Prozess, falls L ein zentrierter Gauf$-Prozess ist mit der Kovarianz-

struktur
COU(L(hl),L(hQ)) = <h1,h2> Vhi,hs € H.



Ein Signalerkennungsproblem 10

Zwischen den beiden Begriffen Gauf-Shift und Standard-Gauf3-Prozess besteht ein enger

Zusammenhang, den der folgende Satz beschreibt:

Satz 1.10 (Girsanov-Formel)
FEin Experiment E = (Q, A, {P, : h € H}) ist genau dann ein Gauf$-Shift, wenn ein
stochastischer Prozess (L(h))pen existiert, der ein Standard-Gaufl-Prozess unter Py ist

und fir den gilt

— = L(h) — - . 1.1
o = exo (L)~ 5l ) i e (1)
Beweis. Vgl. STRASSER [41, Theorem 69.4]. |

Aufgrund der zentralen Bedeutung dieses Prozesses definiert man:

Definition 1.11 (Zentraler Prozess)
Sei E ein Gauf-Shift. Der Standard-Gauf-Prozess (L(h)),cp, der im Sinne von Satz 1.10

mit £ zusammenhdngt, heifst Zentraler Prozess von E.

Bemerkung 1.12

Die Existenz von Gauf-Shift-Experimenten ist immer gegeben, da man ausgehend von
einem Standard-GauB-Prozess die Dichtequotienten wie in (1.1) definieren kann:

Seien (H,(-,-)) ein Hilbertraum und (L(h))pen ein Standard-Gauf-Prozess auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Setzt man Py := P und definiert man fiir jedes h € H

= e (200 - 1),

so erhilt man

[ = [ eo (—”};‘) AL(L(R) P ()

/ L < ||h||2)e < 2? )d
= ————exp|x— xp | — x
VAIE 2 2(|R[|?

/R AN([RI2, |]2) (@) = 1.

Definiert man fiir jedes h € H das eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl P, durch
Py, = fnPo, soist (Q, A, {Py : h € H}) ein GauB-Shift. O

Satz 1.13
Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. L : H — Ls(Q2, A, P) ist genau dann ein Standard-Gauf-
Prozess, wenn L linear ist und L(L(h)|P) = N(0, ||h||?) fiir alle h € H.
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Beweis.

(1) Sei L ein Standard-GauB-Prozess. Dann ist nach Definition £(L(h)|P) = N(0, ||h|?)
fiir alle h € H. Um die Linearitit zu zeigen, wihlt man beliebige (a1, ..., ;) € R™ und
(hiy...;hn) € H",n € IN, und erhélt

I Zaz DI, = Varp()_aiL(hi) = Y Y aiajCovp(L(hs), L(hy))
i=1

i=1 j=1

Deﬁngonl.Q i i ;0 <h7,7 h]> = <i aihia i Oéjh]>
i=1 J=1

i=1 j=1

n
I aihil?.
i=1

Aus Y7, aih,; = 0 folgt also > 1" 1a7;L(hl-) = 0 P-f.s. Insbesondere fiir o, :== —1 und
hp = 3" aihy; ergibt sich dann S i L(hy) = L(! ayhi) P-fs.

(2) Sei L linear und L(L(h)|P) = N(0,|/h||?) fiir alle h € H. Dann hat £(L(h)|P) die
Fouriertransformierte ¢r(t) = exp(—3||h)|?t?) fiir t € R. Man wihle wieder beliebige
o = (a1,...,a,) € R* und (hy,...,hn) € H*,n € IN. Definiere L := (L(hy), ..., L(hy)).

Dann erhéilt man
=1

1> i Oév:hz'||2>

2

e (@)
= PL, ahy)(1) = exp <—

= exp —*ZZ%O&J hi, hj)

=1 j=1

Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir Fouriertransformierte folgt hieraus, dass (L(h1), ..., L(hy))
eine gemeinsame Normalverteilung besitzt mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianz-

matrix ((h;, hj>)1§i,j§n' u

Satz 1.14
Sei E = (Q, A, {P, : h € H}) Gauf3-Shift mit dem zentralen Prozess (L(h))ner. Dann gilt

L(L(h)|Py,) = N({ha, ha), ||h1]|*) Vhi, he € H.

Beweis. Die Behauptung folgt aufgrund der Translationsinvarianz von Gauf-Shift-
Experimenten, vgl. STRASSER [41, Theorem 69.10]. |
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1.3 Das Signalerkennungsproblem als Gauf3-Shift

Das Signalerkennungsproblem E = (Co, B(Cp), {L(Bo + S4|B°) : g € Ho}) mit dem Para-
meterraum Hy = LI([0, 1], Njo,1]) wird nun als GauB-Shift identifiziert:

Satz 1.15

Seien Ho = L5([0,1], Wjjo,11), Co = {f € C([0,1]) : f(0) = f(1) = 0} und Py := L(S|Np).
Dann existiert ein eindeutig bestimmter Standard-Gaufi-Prozess (Lo(g))gen, ouf
(Co, B(Cy), Ry), so dass die Dichteformel (1.1) fiir Py := Py x €g, gilt und

E = (Co,B(Co),{Fy : g € Ho})
ein Gauf-Shift mit Parameterraum Hy und zentralem Prozefl (Lo(g))geH, ist.
Beweis. Vgl. STRASSER [41, Theorem 70.4, 70.6 und 70.8]. n

Nach Satz 1.15 ist also E ein GauB-Shift. Sein zentraler Prozess (L(g))qen, ist nach
STRASSER [41, Example 70.7(2)] gegeben durch

1
Lolg) == [ g dBo= [ gt dBa(t). g€ Ho
0
Dieser Prozess ist bekannt als das stochastische It6-Integral nach der Brownschen Briicke.
Das SEP F' = (C,B(C),{L(B + Sp|Wo) : h € H}) mit H = L([0, 1], No,1]) als Parame-
terraum ist ebenfalls ein Gauf3-Shift:

Satz 1.16

Seien H = La([0,1], Njo17), C = {f € C([0,1]) : f(0) = 0} und Qo := L(S|Nu). Dann
existiert ein eindeutig bestimmter Standard-Gauf$-Prozess (L(h))peny auf (C,B(C),Qo),
so dass die Dichteformel (1.1) fiir Qp == Qo * €g,, gilt und

F = (C,B(C),{Qn: h € HY)
ein Gaufs-Shift mit Parameterraum H und zentralem Prozess (L(h))nem ist.
Beweis. Vgl. STRASSER [41, Theorem 70.3, 70.6 und 70.8]. |

Nach Satz 1.16 ist F' ebenso ein Gauf-Shift. Sein zentraler Prozess (L(h))pecy ist nach
STRASSER [41, Example 70.7(1)] gegeben durch

L(h) = /h dB = /01 h(t) dB(t), he€ H.
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Dieser Prozess ist das stochastische Ito-Integral nach der Brownschen Bewegung oder
kurz, Wiener Integral.

Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie stochastischer Integrale wird auf IRLE [12]
und KARATZAS/SHREVE [25] verwiesen.

Man beachte, dass das SEP mit Brownscher Bewegung als Rauschterm verwandt ist mit

dem SEP mit Brownscher Briicke als Rauschterm, siehe Abschnitt 1.4.

Bemerkung 1.17

Das Mafl B auf Cj ist nach Definition 1.2 so gewihlt, dass (Bo(t))o<t<1 eine Brownsche
Briicke ist. Nach dem Satz von Girsanov [25, Section 3.5.A,Theorem 5.1] bleibt der um S,
geshiftete Prozess By— .S, unter P, eine Brownsche Briicke, d.h. £L(By—S4|P,) = L(By|F)
fiir g € L9(0,1). Analog bleibt im Fall der Brownschen Bewegung (vgl. Definition 1.3) der
Prozess B — S, unter @}, eine Brownsche Bewegung, d.h. £(B — Si|Qr) = L(B|Qo) fiir
h € Ly(0,1). O

Seien G = (Q, A, {P, : h € H}) ein GauB-Shift mit dem Hilbertraum H C L2(0,1) als
Parameterraum und Fy eine stetige Verteilungsfunktion! auf R. Dann kann man einen

Signalprozess allgemeiner definieren.

Definition 1.18 (Signalprozess)

Ein Prozess Y (t) : (,A) — R, t € R, heifit Signalprozess bzgl. einem zugrunde liegenden
Gaufs-Shift G = (Q, A, {P}, : h € H}), falls folgende Bedingungen erfillt sind.

(a) Es existiert ein fester zentrierter Gaup-Prozess (Z(s))sepo,1) mit stetigen Pfaden, so

dass

(Y (1))ier 2 (Z(Fo(1))rer

unter Py.
(b) Fiir jedes h € H erhdlt man Gleichheit in Verteilung

Oen 2 (2(E(0)+ [ nem@ Fy(o))

—0o0

teR

Fo(t)
- <Z(F0(t))+/0 h(u) du> : (1.2)

teR

falls Y (t) : (Q,A, P,) — R.

IFiir Regresssionsmodelle ergeben sich analog verwendete SEP. Dabei iibernimmt F, die Rolle eines
asymptotischen Designs, vgl. BISCHOFF [3, Section 3].
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Man beschrénkt sich haufig auf die Gleichverteilung Fy(z) = z,z € [0, 1], denn allgemei-
nere Modelle mit stetiger Verteilungsfunktion Fy haben dasselbe statistische Verhalten bis

auf Quantiltransformationen.

Bemerkung 1.19
(a) Im Fall Z(t) = By(t) erhilt man fiir (1.2) den Signalprozess der Brownschen Briicke.
(b) Im Fall Z(t) = B(t) erhélt man fiir (1.2) den Signalprozess der Brownschen Bewegung.

1.4 Aquivalenz der Signalprozesse

Man betrachte wieder das Signalerkennungsmodell mit Brownscher Briicke als Rauschterm
Xo(t) = Bo(t) + /Otg(u) du fir g€ L(0,1),0<t<1 (1.3)
und das Signalerkennungsmodell mit Brownscher Bewegung als Rauschterm
X(t) :B(t)—i—/oth(u) du fir h e Ly(0,1),0<t<1. (1.4)

Die in (1.3) und (1.4) gegebenen Regressionsmodelle sind dquivalent im Sinne von Defini-
tion 1.5. Durch die Abbildung

R L5(0,1) — L»(0,1)
1 t
R(g) : t—g(t)+ 1T—¢ g(u) du
—tJo
wird ndmlich ein isometrischer Isomorphismus definiert, vgl. EFRON und JOHNSTONE
[9], RITOV und WELLNER [37]. Dabei wird R(g) Hazardratenableitung genannt und
tritt bei der Analyse von Uberlebenszeiten auf, vgl. JANSSEN und MILBRODT [22] sowie

JANSSEN [14]. Die zugehorige Umkehrabbildung R~! ist gegeben durch

R™Y 1 Ly(0,1) — L(0,1)
R - mh(t)—/tlh(“) du,
0 — U

was im Folgenden gezeigt wird. Dazu seien h € Lo(0,1) und 0 < ¢ < 1. Mit dem Satz von
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Fubini folgt

e s BB l—t ) du
= h(t)—/otlh_u f[i_t du _% t</0u1hﬁ}3jdv> du
- h(t)—/otlh(_uu l—t ) _l—t/ / 10,0 ()T 0.0 (v () dv du
L [ B, 1 /Olﬂmt)w ) i
- h(t)—/otlh_u f‘i_t du—ll_t/()llh(_vz}(max(t,v)—v)dv
- h(t)—/otlhudu—kf(it du—llt/otlh(vz}(t—v)dv
_ h(t)_1it/0th(u)(l—t)—h(ul)(i;uﬂ—h(u)(t—u) "
5
— n(b).

~ Rigt) - [ T4

- fol—t _/Otlg(—uidu

= gt ¢ IR0 g [
= g+ oo [ [
= gl bo [ [

LIy g(v)
- a—up ¢

dv

! 1
/O ]l(v,max(t,v)) (1 — u)2 du) dv

)

1
1—w

(
<1 — mix(t,’u) B
(

15
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Ferner kann mit Hilfe der Doob-Meyer Zerlegung von By gegeben durch

" By(s)
o 1—s

B(t) — ds, 0 <t <1,

wobei B wieder eine Brownsche Bewegung ist (vgl. KARATZAS und SHREVE [25][Section
5.6.B]), eine Transformation zwischen den Regressionsmodellen (1.3) und (1.4) hergestellt

werden.

Satz 1.20
Gegeben seien die Tangente g € L9(0,1) und die Hazardratenableitung h := R(g) €
L2(0,1). Dann erhilt man eine Gleichheit in Verteilung

" Xo(s)
0 1 — S

X(t) 2 Xo(t) + ds, 0<t <1,

wobei Xo und X die Prozesse aus (1.3) bzw. (1.4) sind.

Beweis. Vgl. JANSSEN und KUNZ [19].

Es ist
" Xo(s) t " Bo(s) + Jy 9(w) du
Xo(t) + 1—s ds = Bo(t)+/0 g(u) du—i—/o 1—03 ds
= Bo(t)—i-/o Ji?(fss) ds+/0 g(u) du+/0 W ds

B(t) + /0 R(g)(s) ds
X (1)

Bemerkung 1.21
Im Falle der Gleichverteilung Fy(z) = x,z € [0, 1] geniigt das Studium der Signalprozesse
mit der Parametermenge [0, 1]. Bei einer beliebigen stetigen Verteilungsfunktion Fj kann

der Parameterraum R betrachtet werden. O



Kapitel 2

Bedeutung der Limesexperimente

fiir asymptotische Testprobleme

In diesem Kapitel wird eine Lo(Pp)-differenzierbare Kurve (P;)icr von Wahrscheinlich-
keitsmaflen mit der Fuverteilung Fy = Mjg,1) konstruiert, so dass die zugehdrige Experi-
mentenfolge schwach gegen das Signalerkennungsproblem mit der Brownschen Briicke als
Rauschterm konvergiert. Ferner wird gezeigt, dass zu jeder Tangente g € Lg([(), 1], »‘HUJ])
eine Testfolge existiert, die als Limestest den Kolmogoroff-Smirnoff-Typ Test besitzt. Es
wird zum groflen Teil mit STRASSER [41], §75, §80 und OSTROVSKI [33] gearbeitet.
Zunéchst werden die Lo-Differenzierbarkeit wiederholt und Tangentialrdume eingefiihrt.
Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie zur Lo-Differenzierbarkeit und Tangentialrdume
sowie Beispiele findet man in WITTING [44] und PFANZAGL [35].

2.1 Ls-Differenzierbarkeit und Tangentialrdume

Seien (£2,.A) ein Messraum, M, (€2, A) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (£2,.4)
und P C M1(Q2, A), P #0 eine nichtparametrische Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen.

Definition 2.1 (Lo-Differenzierbarkeit)
Es seiene > 0 und P C M1(Q2, A) eine nichtleere Teilmenge. Eine Abbildung (—¢,¢) — P,
t — P, heifit eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g € Lo(Py), falls fiir

t— 0 gult
dP,
=o(|t]) und P, ({dP; = oo}) = o(t?).

1
P\ 2
o ()" 1) —¢
((dP()) > 9
17

La(Po)
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Bemerkung 2.2
(a) Die Tangente g € La(Fp) ist Py-f.s. eindeutig bestimmt. Jede Version von g bezeichnet

man deshalb als Tangente an die Lo(Pp)-differenzierbare Kurve ¢t — P, in P.

(b) Fiir die Tangente g € Lo(Fp) gilt
/ g dPy =0,

vgl. WITTING [44, Satz 1.190, Hilfssatz 1.178]. 0
Bemerkung 2.2(b) rechtfertigt folgende Definition.

Definition 2.3 (Tangentenraum)
Seien P € M;(Q2, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$, t — Py eine Lo(Py)-differenzierbare
Kurve mit Tangente g € La(Py) und Py = P. Der Vektorraum

LY(Py) = {h € Ly(P) : /h dP = o}

wird als Tangentenraum bezeichnet.

Bezeichnung 2.4
Die Menge der Tangenten eines Wahrscheinlichkeitsmafles P € P bzgl. der Familie P ist
gegeben durch

K(P,P):={g € LY(P) : es existiert eine Ly(Py)-differenzierbare Kurve t — P; in P
mit Tangente g und Py = P}.

Definition 2.5 (Tangentialraum)

Der Ly(P)-Abschluss der linearen Hiille eines Tangentenkegels K (P, P) ist gegeben durch
T(P,P) := spanK (P, P)

und wird als Tangentialraum des Wahrscheinlichkeitsmafles P € P bzgl. der Familie P

bezeichnet.

Der Tangentialraum spiegelt die lokale Struktur eines statistischen Experiments wieder.
Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P € P ist der Tangentialraum T'(P, P) als abgeschlos-

sener Unterraum von Lo(P) wieder ein Hilbertraum.



Bedeutung der Limesexperimente fiir asymptotische Testprobleme 19

2.2 Das Signalerkennungsproblem als Limesexperiment

Sei P C M;(Q, A) eine nichtparametrische Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien und
Py € P. Um das Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke als Rauschterm als
Limesexperiment darzustellen, fehlt noch die Zuordnung zwischen den Wahrscheinlich-
keitsmaflen aus P und den Tangenten aus 7'(Pp, P). Deshalb wird eine semiparametrische
Familie P(Py) von Wahrscheinlichkeitsmafien konstruiert, die an der Stelle Py den Tan-
gentialraum T'(Py, P) besitzt.

Satz 2.6 (Konstruktion Lo(Fp)-differenzierbarer Kurven)
Seien P € M1(Q, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ und g € LY(P) eine Tangente. Dann

existiert eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve
R — Mi(Q,A), t = Py
mit Tangente g und Py = P. Auferdem gilt P;y < Py fiir jedes t € R.
Beweis. Vgl. OSTROVSKI [33, Satz 4.5]. [

Die Konstruktion solcher Lg(Pp)-differenzierbarer Kurven erfolgt mit Hilfe des Master-
Modells aus JANSSEN [18]:
Man setze fiir g € LY(P)

fo = (H%)Q c(g)™", (9 :2/(1+‘2’)2 dPy = 1+i/g2 dP.

Dann wird durch
Pg = ngO
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (£2,.A) definiert, so dass die einparametrige Teilfamilie

t — P4 an der Stelle Py die Tangente g hat. Insbesondere erhélt man Py = foP = P.

Definition 2.7 (Semiparametrische Familie)

Die semiparametrische Familie P(Py) wird definiert durch
P(Po) = {Pig € Mi(Q, A) : g € T(Ry, P),t € R},

wobei t — Py eine Lo(Fy)-differenzierbare Kurve ist mit Tangente g. Die Wahrscheinlich-
keitsmaf$e Py, sind durch den Dichtequotienten

(142 t

b, ( +5 ) cltg)

gegeben mit c(tg) := 1+ % [ g% dPy fir g € T(Py,P) und t € R (vgl. Satz 2.6).
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Man beachte, dass die Gleicheit

P(Po) = {Pg S Ml(Q,.A) g c T(Po,P)}

gilt, da T'(Py, P) ein Vektorraum ist.

Nun werden grundlegende Begriffe in der Theorie der asymptotischen Statistik vorgestellt.
Dabei wird LAN (Lokale Asymptotische Normalitét) als schwache Konvergenz von Expe-

rimenten gegen einen Gauf-Shift neu definiert.

Definition 2.8 (Schwache Konvergenz von Experimenten)

Seien © eine nichtleere Menge und (0, )nen eine Folge von Teilmengen von © mit ©,, T ©
fiir n — oo. Eine Folge von Experimenten E, = (Q, An,{Ppp : h € O,}),n € N, heifit
schwach konvergent gegen ein Ezxperiment E = (Q, A, {P}, : h € ©}), falls

P,
e((r) ) =< ()
APns ) hez APs ) hez

fiir jede endliche Teilmenge Z C © und fiir jedes s € O.

Definition 2.9 (LAN)

Seien H ein Hilbertraum und (Hy)new eine Folge von Teilmengen von H mit H, T H
fiir n — oo. Eine Folge von Ezperimenten E, = (Qpn, An, {Ppp : h € Hy}),n € N, heifit
Lokal Asymptotisch Normal (LAN), falls sie schwach gegen ein Gauf-Shift-Experiment
E=(Q,A{P,:he H}) konvergiert.

Satz 2.10 (Hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir LAN)
Eine Folge von Experimenten (Ep)nen ist genau dann lokal asymptotisch normal, wenn

der stochastische Prozess (Ly(h))nem,, n € N, definiert durch

dPy |72
h_ Lo(h) —  heH,neN
iPoo exp < (h) 5 € n e

die folgenden Bedingungen erfillt:
(1) L(Ln(h)|Pno) —— N(O,||h]|*) fir heH
(2) aLy(hi) + BLy(h2) — Ly (ahy + Bha) —— 0 P, o-stochastisch
fir o, € R, h1,hs € H.

Beweis. Vgl. STRASSER [41, Theorem 80.2] |
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Satz 2.11
Sei firn € N und g € T(Py, P)

P, = P’%g mit Py, € P(Ry).

AufSerdem sei E, = (Q", A" {P,q : g € T(FPy,P)}) fir n € IN. Dann ist die Folge

(En)nen der Experimente lokal asymptotisch normal.
Beweis. Vgl. OSTROVSKI [33, Satz 4.12]. |

Bemerkung 2.12

Nach Satz 2.11 konvergiert die Folge (Ey)nen mit E, := (2", A", {P,4: g € T(Fy,P)})
gegen einen GauB-Shift auf T'(Py,P) C LY(Py), welcher ein Teilexperiment von unserem
Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke als Rauschterm ist.

Es gibt aber noch eine andere Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmaflen, wo das
Signalerkennungsproblem als Limesexperiment der zugehorigen Experimente auftritt
(vgl. STRASSER [41, Example 80.4]).

Seien Hy = L3([0,1], B([0,1]), Wo.) und M := {g € Hy : [, g*> dWo ] < 4}. Fiir jedes

g € M wird durch
dp, 1 e
== 1—- 2 d2

ein Wahrscheinlichkeitsmafl P definiert mit Py < W,y und Py = Xp,1]. Umgekehrt
lisst jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P mit P < Mg 1) eine Darstellung der Form P = P,

[ aP / [ ap
=2 — dM\
! ( dXjo,1) dNo,1] ”0’”>

gesetzt wird. Also stimmen die Mengen von Verteilungen {P\B([o,l]) P K »\|[0,1]} und

2

zu, indem

{P, : g € M} iiberein. Damit erhélt man eine Parametrisierung fiir die von A|[0,1) domi-
nierten Wahrscheinlichkeitsmafle auf ([0, 1], B([0,1])). In dem Beweis in STRASSER [41,
Theorem 75.2] sieht man, dass t — Py, eine Lo (Fp)-differenzierbare Kurve ist mit Tangente
g.

Seien H,, := {g € Hy : ﬁg € M} und P, 4 = L fiir n € IN. Man interessiert sich fiir

NG

das asymptotische Verhalten der Produktexperimente
E, = ([0,1]",B([0,1]"),{Png : g € Hyp}). (2.1)

Es ist leicht zu sehen, dass H, 1 Hy gilt. Uberdies folgt mit STRASSER [41, Theorem
75.8] durch Anwendung von Satz 2.10, dass die Folge (E,)nen der Experimente schwach
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gegen den GauB-Shift auf Hp, d.h. gegen das Signalerkennungsproblem mit Brownscher

Briicke als Rauschterm, konvergiert. O

2.3 Der Kolmogoroff-Smirnoff-Test als Limestest

Im vorigen Abschnitt wurde dargestellt, wie das SEP mit Brownscher Briicke als
Rauschterm als Limesexperiment einer geeigneten Folge von Experimenten auftritt.
Nun wird der Kolmogoroff-Smirnoff-Test eingefiihrt und erldutert, wie dieser Test in
der asymptotischen Statistik als Limestest fiir das Limesmodell auftritt. Vorher wird

definiert, was man unter stochastisch geordneten Wahrscheinlichkeitmaflen versteht.

Definition 2.13 (Stochastisch groéfier)

Seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmfie auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunktionen Fp und
Fg. Dann heifit P stochastisch grofler als Q (bzw. Fp heifst stochastisch grifer als Fg),
falls gilt:

Fp(t) < Fo(t) Vt e R und Fp(t) < Fg(t) fir mindestens ein t.

Analog wird stochastisch kleiner definiert.

Es wird folgendes nichtparametrisches Testproblem betrachtet. Dazu seien Xj,..., X,
reelle i.i.d. Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F' und eine weitere stetige Ver-

teilungsfunktion Fy gegeben. Getestet werden stochastisch geordnete Hypothesen:
H1  F < F() gegen Kl  F > Fg,F :#F(), (22)

oder man betrachtet das zweiseitige Testproblem

Hy : F =Fy gegen Ky : F + Fy. (2.3)

Bei der Untersuchung nichtparametrischer Testverfahren betrachtet man, wie sich eine
Familie von Tests (¢,)nen, die in der Regel vom Stichprobenumfang abhéngt, unter
lokalen Alternativen verhélt, wenn die zugrunde liegenden Verteilungen aus einer Lo-
differenzierbaren Kurve von Verteilungen stammen. Von besonderem Interesse sind Kurven

von Verteilungen (Ps)| /<., die folgende Eigenschaften erfiillen:

e Die Kurve hat die Fufiverteilung Py = X ;) mit Ps < Py fiir jedes |s| <,
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e P ist stochastisch grofier als g 1) fiir alle s < 0 und P ist stochastisch kleiner als

A|[o,1] fiir alle s > 0.

Sei nun (Ps)|s|<. eine Kurve von Verteilungen mit Fuiverteilung Py = Mo, und Ps < Py
fiir jedes |s| < e. Die Kurve (Ps)|5<. sei La(Fp)-differenzierbar mit Tangente g. Folglich
ist (Ps)|s|<e auch L1 (Fy)-differenzierbar mit Ableitung g (vgl. WITTING [44, Satz 1.190]),
d.h.

1

lim
s—0 Jo

1 [ dP;s
S<dPD—1—sg>’dP0—O.

Dann gilt fiir alle ¢ € [0, 1]

lim

s—0

1 [t /dP,
- -1 dPy =0
5/0 <dP0 Sg)' ?

1 [t /dP;
lim — —-1- dPy =
= lim, 0<d0 sg) o =20

1 thS t t
lim — dPy — 1dPy ) = dP,
= (/0 ap, 0 /0 0) /0 g aro

— lim S (Fp.(t) — Fpy () = /Otg dPp.

s—0 8

Ist also (Psg)s|<c eine Lg(Fp)-differenzierbare Kurve von Verteilungen mit Tangente g
(vgl. Abschnitt 2.2) und Sy(t) := fgg dMjo,1] > 0 fiir alle ¢ € [0, 1], so ist Py, stochastisch
grofer als Py fiir s < 0 und Py, ist stochastisch kleiner als Fy fiir s > 0 jeweils in einer
ausreichend kleinen Umgebung von 0. Aufgrund dieser Uberlegung fiihrt die Parametri-
sierung der Wahrscheinlichkeitsmafie durch Tangenten g € LY(0, 1) zu einer Beschreibung
der Hypothesen (2.2) durch Signale

Hy ={geL30,1): 8, <0} gegen K;={ge L0,1):S,>0,8,+#0}

mit Sy(t) := fg g(u) du fiir g € L9(0,1) und 0 < ¢ < 1. Man testet also, ob das beobachtete
verrauschte Signal von einem Parameter g € L9(0,1) mit S,(¢) < 0 fiir alle 0 < ¢ < 1

stammt, oder ob es von einem Parameter g mit Sy(t) > 0 fiir alle 0 < ¢ < 1 herriihrt.

Der einseitige Kolmogoroff-Smirnoff-Test ist auf das Priifen von stochastisch-grofier Vertei-
lungen gegen stochastisch-kleiner Verteilungen zugeschnitten. Sei (By(t))o<¢<1 eine Brown-

sche Briicke.
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Definition 2.14 (Test vom Kolmogoroff-Smirnoff-Typ)
Der Test

PKS = supg<i<1 (Y (t) — p(t)) 0 (2.4)
0 <

mit Y (t) = Bo(t) + fgg(u) du fiir 0 <t <1 und g € L(0,1) heifit einseitiger Test vom
Kolmogoroff-Smirnoff-Typ. Im Folgenden wird auch die Bezeichnung KS-Test verwendet.

Der folgende Satz stellt ein wichtiges Mittel zur Herleitung der oberen Schranken fiir die

asymptotische Giitefunktion dar.

Satz 2.15 (Hauptsatz der asymptotischen Testtheorie)

Seien © eine nichtleere Menge und (0, )nen eine Folge von Teilmengen von © mit ©,, 7 ©
fir n — oo. Eine Folge von Experimenten E, = (Qpn, An,{Pnn : b € O,}),n € NN,
konvergiere schwach gegen ein Limesexperiment E = (Q, A, {P, : h € 0}). Auflerdem
seien H, K C © nichtleere Teilmengen mit HUK = © und HN K #+ 0. Sei (on)nen eine
Testfolge fir das Testproblem H gegen K. Dann existiert zu jeder Teilfolge (¢n ;)jen ein
Test ¢ fir E, so dass gilt:

liminf/g)nj dPp; p < /<p dP, Yhe K

Jj—o0
und
limsup/gon]. APy, n > /gp dP, Yh e H.
Jj—o0
Beweis. Vgl. STRASSER [42, Satz 11.§] |

Beispiel 2.16
Sei
E, = ([0,1]",B([0,1]"),{Png : g € Hyn}).

das Produktexperiment (2.1) aus Bemerkung 2.12 mit H,, = {g € L3(0,1) : *=g € M}

n
und Py := P%y_ fiir n € N, wobei M := {g € L§(0,1) : Jiy g% A\ < 4}. Die Folge
un
(Ep)nen konvergiert schwach gegen das Signalerkennungsproblem mit Brownscher Briicke
als Rauschterm

E = (Co,B(Co),{P, : g € L5(0,1)}).
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Man fiihre fiir E,, den Test ¢, := ¢% ¢ ein, gegeben durch

1 >

ks = SuPogtgl(\/'ﬁ (Fn(t) — 1) — p(t)) 0,
0 <

wobei p : [0,1] — R eine Uberschreitungsfunktion ist. Dann erhilt man als Limes-
test den einseitigen KS-Test (2.4). Es ist ndmlich bekannt, dass der empirische Prozess
Vn (F,(t)—Fy(t)) unter lokalen Alternativen Pg”/ /m gegen das SEP mit Brownscher Briicke

als Rauschterm konvergiert:

. Fo(t)
Vn (Fy(t) — Fo(t)) o Y (t) = Bo(Fp(t)) +/0 g(u) du fir n — oc.
g/vn

Daraus folgt fiir g € L9(0,1)

lim Epn
n— o0 Pg/ﬁ(

©ks) = Ep,(pKs),

vgl. STRASSER [41, Example 82.23], VAN DER VAART [43] sowic SHORACK und
WELLNER [40]. 0

Bemerkung 2.17
Es werden hier nur Familien (FP;)ier mit Py = Mo, betrachtet. Hat aber fiir eine beliebige
Kurve von Verteilungen die Fuiverteilung Fy eine stetige Verteilungsfunktion F'p;, so kann
der allgemeine Fall auf den Spezialfall Py = Xp,1] zuriickgefiihrt werden, indem zu der
Familie (PtFPO)te]R iibergangen wird, da fiir eine reelle ZV Z mit stetiger Verteilungsfunk-
tion F' gilt

(P7)" = N



Kapitel 3

Die Giite einseitiger

Signalerkennungstests

In diesem Kapitel wird die Giitefunktion einseitiger Signalerkennungstests untersucht. Es
werden R&ume von Alternativen angegeben, auf deren orthogonalem Komplement die
Giite flach ist. Zunéchst werden einige Testverfahren fiir das Signalerkennungsproblem

vorgestellt. Dabei handelt es sich um einseitige Testprobleme.

3.1 Einige Anpassungstests fiir Signalerkennungsprozesse

Es sei gegeben ein Hilbertraum (H, (-, -)) mit H C La([0, 1], W[p,1)), der die Signale

t
Sg(t):/ g(u) du, ge H 0<t<1
0
parametrisiert. Das Testproblem ist gegeben durch
Hi={geH:5 <0} gegen Ki={gec H:S5,>0,5, #0}. (3.1)

Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt, die in dieser Arbeit hiufig verwendet wer-

den:

Bezeichnung 3.1 (und Definition)

(a) Es bezeichne
V> = V2<H) = {g c H: Sg > 0} und VS = VS<H) = {g c H: Sg < 0} (3.2)

nichttriviale abgeschlossene konvexe Kegel in H.

26
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(b) Fiir einen abgeschlossenen konvexen Kegel V' C H sei
Vi={geH:(gv)<0VveV}

der polare Kegel zu V' (vgl. zur Definition BARLOW et al. [1]).

Der polare Kegel V ist ebenfalls abgeschlossen und konvex.

Fiir solche Hypothesen (3.2) werden nun nichtrandomisierte, einseitige Tests
p: C(R) —{0,1}

fiir den Signalprozess (Y (t)):er auf der Pfadmenge der stetigen Funktionen C'(R), versehen
mit der Supremumsnorm, eingefiihrt. Es sei daran erinnert, dass Y'(¢) : (©2,.4) — R ein

Signalprozess bzgl. eines Gauf-Shifts (2, A, {P, : h € H}) ist mit Gleichheit in Verteilung

Fo(t)
(Y'(t))ter 2 (Z(Fo(t)) -I-/O h(u) du)

teR

unter Py, wobei (Z(s))o<s<1 ein zentrierter GauB-Prozess mit f.s. stetigen Pfaden ist (vgl.
Definition 1.18).

Definition 3.2 (Einseitiger Signalerkennungstest)

Ein Test ¢ : C(R) — {0,1} mit kritischem Bereich C(p) := {z(-) € C(R) : p(z(-)) = 1}
heifst ein einseitiger oberer Test oder einseitiger Signalerkennungstest fir die Nullhypothese
V<, falls aus z(-) € C(p) folgt, dass y(-) € C(yp) ist fir alle y(-) € C(R) mit y(t) > x(t)
firt e R.

Beispiel 3.3

Die folgenden Tests ¢ : C(R) — {0,1} sind einseitige Tests im Sinne von Definition 3.2.
Sei ¢ > 0 eine geeignete Konstante.

(a) Einseitiger Test vom Kolmogoroff-Smirnoff-Typ (vgl. Definition 2.4)

Fiir das Testproblem (3.1) wird hdufig der einseitige Test vom Kolmogoroff-Smirnoff-Typ

YKS (Y(-) = ]l{suptE]R(Y(t)_p(t))>0}

benutzt. Dieser basiert auf einer messbaren Uberschreitungsfunktion p : R — R. Der
KS-Test verwirft die Hypothese, wenn der beobachtete Pfad aus C'(RR) die Funktion p an

mindestens einer Stelle beriihrt oder iiberschreitet. Er ist ein spezieller Fall des Tests

P(Y () = Lisup, cp (w®)Y(8) >}
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mit einer positiven Gewichtsfunktion w (vgl. BISCHOFF et al. [6]).
(b) Seien I : C(R) — Ry eine Seminorm mit I(y(-)) > I(x(-)) fiir alle stetigen Funktionen
y(t) > x(t) > 0,t € R und Yt := max(Y,0). Dann ist durch

e(Y (") =Ly )ty

ein einseitiger oberer Test gegeben.
(c) Integral-Test
Der Integral-Test ist definiert als

(Y () =L yv ity hyaum>e}

wobei ¢ : [0,00) — Ry eine nichtfallende Funktion ist und p ein Mafl auf R bezeichnet.
Spezialfille des Integral-Tests sind einseitige Versionen von Anderson-Darling-Tests sowie
Cramér-von-Mises-Tests (vgl. SHORACK und WELLNER [40]). O

In dieser Arbeit stehen die Regressionsmodelle der Brownschen Briicke und der Brown-
schen Bewegung im Vordergrund. Deshalb wird bei der Betrachtung einseitiger Testprob-

leme haufig auf den Signalprozess der Brownschen Briicke
¢
Y (1) = Bo(t) +/ g AN, 9 € 18(0,1), 0<t <1
0
und den Signalprozess der Brownschen Bewegung
t
Y(t) = B(t) +/ h d»‘|[0,1]7 h e Ly(0,1), 0<t<1
0

beschrankt.

3.2 Einhiillende Giitefunktionen fiir
Gauf3-Shift-Experimente

In diesem Abschnitt werden einhiillende Giitefunktionen fiir Gauf3-Shift-Experimente an-
gegeben, die durch Projektionen ausgedriickt werden. Dazu werden bekannte Eigenschaf-
ten fiir Gau-Shift-Experimente aus Abschnitt 1.2 herangezogen. Ferner wird gezeigt, dass
der Gradient eines einseitigen Signalerkennungstests in einem polaren Kegel liegt.
Zunéchst werden beliebige reelle Hilbertriaume (H, (-, -)) betrachtet. Im Folgenden sei stets
En(p) :== Ep, (p) fur jedes h € H.
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Hilfssatz 3.4
Sei (Q, A, {Py, : h € H}) ein Gauf3-Shift mit dem zentralen Prozess (L(h))nen auf einem
beliebigen Hilbertraum H. Dann ist fir festes h € H die Familie {Py, : t € R} eine

Ezxponentialfamilie.

Beweis. Mit der Girsanov-Formel (1.1) erhélt man fiir jedes t € R

dPu [th]*
B exp (L(th)— 5

~ exp (tL(h) - t2”2h”2>

2 2
— exp (-”Z”’) exp(tL(h)).

Damit folgt die Behauptung. |

Satz 3.5
Sei (Q, A, {Py, : h € H}) ein Gauf-Shift mit dem zentralen Prozess (L(h))nen auf einem
beliebigen Hilbertraum H. Sein ein Test mit Eo(n) = «. Dann gilt:
(a) Fiir jedes h € H existieren a(h),b(h) € R, so dass firt € R gilt:
2

Eun(n) = Eo(n) + b(h)t + a(h) 7 + o(t?).
(b) Es eistiert ein hg € H mit b(h) = (h,ho) = [ L(h)n dPy fiir jedes h € H.
(¢) Es existiert ein selbstadjungierter Hilbert-Schmidt-Operator T : H — H mit

a(h) = (b, T(h)) = / L(h)2( — o) dPy.

Fiir ein geeignetes Orthonormalsystem (hi)iew gilt also a(h) = 3222, Xi(h, h;)? und

(S M) < oo.

Beweis. (a) Die Behauptung folgt aus der Eigenschaft, dass {Py, : ¢ € R} nach Hilfsatz
3.4 fiir jedes h € H eine Exponentialfamilie ist.

(b) Aus Standardresultaten iiber Exponentialfamilien (vgl. WITTING [44]) folgt unmit-
telbar die Gleichheit b(h) = [ L(h)n dPy, h € H. Die Existenz des Elements hg € H folgt
aus dem Darstellungssatz von Riesz, da b : H — R ein stetig lineares Funktional ist. (Vgl.
MEISE [29, Satz 11.9].)

(c) Vgl. JANSSEN [13, Theorem 2.1]. [
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Definition 3.6 (Ableitung und Gradient eines Tests)

Die im Satz 3.5(a) auftretenden Koeffizienten b(h) bzw. a(h) heiffen die erste bzw. die
zweite Ableitung des Tests n in Richtung h € H. Das Element hy € H aus (b) heifst der
Gradient des Tests 1.

Lemma 3.7 (Projektionslemma)
(a) Seien H ein reeller Hilbertraum, V C H ein abgeschlossener konvezer Kegel und pV (h)

bezeichne die eindeutig bestimmte Projektion von h € H in V. Eine orthogonale Zerlegung

h=pV(h) +pV(h), (pV(h),pV (h)) =0, (33)

von h € H ist gegeben durch die Projektion pV (h) in den polaren Kegel V. = {g € H :
(g,v) <0 VveV}.

(b) Sei h = hy + hy eine weitere orthogonale Zerlegung mit hy € V, hy € V und hy L hs.
Dann ist hy = pV (k) und hy = pV (h).

Beweis. Der Beweis folgt aus MOREAU [31], BARLOW et al. [1] sowie BEHNEN und
NEUHAUS [2] und wird im Anhang ausgefiihrt. |

Bemerkung 3.8

Sei (2, A, {Py : h € H}) ein GauB-Shift-Experiment mit dem zentralen Prozess (L(h))necp.
Es gelten folgende Eigenschaften:

(a) Unter Py, g € H, ist der geshiftete Prozess

h— L(h) = (h, g)
ein linearer zentrierter Gau-Prozess mit der unverdnderten Kovarianzstruktur
Covp,(L(h1), L(h2)) = {(h1, ha) Yhi, he € H.
(b) Es bezeichne v : Q — [0, 1] einen Test zum Niveau « € (0, 1) fiir das Testproblem
{Po} gegen {P,} (3.4)
fiir ein h € H. Dann gilt
D — [IBll) < Bn() < O(IR] — u1-a).

Neyman-Pearson Tests nehmen sogar die Schranken an. g
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Beweis. (a) Vgl. Satz 1.13 und Satz 1.14.
(b) Unter Verwendung der Girsanov-Formel (1.1) 148t sich der Neyman-Pearson-Test 1*
fiir das Testproblem (3.4) zum Niveau « € (0,1) darstellen durch

1 >
Y = falls L(h) 1] u1—a,
0 <

wobei u1_, das (1 — «)-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Damit folgt die obere
Schranke

En(¢) < Ep(¢") = @([[h]| — u1-a)-

Fiir die untere Schranke betrachte man den Neyman-Pearson-Test ¢* fiir dasselbe Test-
problem (3.4) zum Niveau 1 — . Setzt man 1) := 1 — ), so folgt wegen Ej(¢)) < Ep(*) =
O(||h]| — uq) die Abschitzung

Ep() 2 1= @([|h] = ua) = ®(ua — [|A]).

Gegeben seien die abgeschlossenen konvexen Kegeln
Vae={9geH:5,<0} und V> ={ge H:5,>0}
aus Definition 3.1 mit den polaren Kegeln
Ve ={g€ H:{(g,v) <OYo eV} baw. Vo ={g€ H:{(g,v) <0Vve s}

Sei auBlerdem (Y (2))ier = (Z(Fo(t)) + Sn(Fo(t))),er ein Signalprozess bzgl. eines Gauf-
Shift-Experiments (2, A,{P), : h € H}) (vgl. Definition 1.18).

Lemma 3.9

Sei o = (Y (+)) ein einseitiger oberer Test fir den Signalprozess (Y (t))ier zum Niveau
a = Ey(p),a € (0,1). Unter den Alternativen Py,h € H, erhilt man folgende Unglei-
chungen fiir die einhiillende Giitefunktion.

(a) @@ ()= [pVa(W)]) < En(e) < (pVe(h)| — @7 '(1 - a)),

PV (B)|| Ve ()|
b)) g < Eulp)—a < — 75—,

(c) Der Gradient hg des Tests o ist von der Gestalt h = h o Fy mit h € V.
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Beweis. (a) Sei h = hy + hy die orthogonale Zerlegung (3.3) von h € H in hy := pV<(h)
und hy := pV<(h). Wegen hy € V< folgt Sy, = Sp, + Sp, < Sp,, d.h. die Signale sind
geordnet. Dann ist Z(Fo(-)) + Snp(Fo(+)) < Z(Fo(+)) + Shy (Fo(+)). Somit erhélt man

En(p) = R({Z(Fo(-)) + Su(Fo(-) € C(#)})
< B({Z(Fo(-) + Shy(Fo(-)) € C(0)})

Eh, (90)

nach Definition 3.2 des einseitigen Signalerkennungstests.
Sei 1) der Neyman-Pearson-Test fiir { Py} gegen {Pp,} zum Niveau a € (0,1). Mit Bemer-
kung 3.8 (b) folgt

En(9) < Eny(9) < Epy(¥) = @([[ha| — u1-0) = @(lpV<(h)]| — u1-a).

Fiir die untere Schranke betrachte man die orthogonale Zerlegung von h = hy + ho in
hy := pVs(h) und hy := pVs(h). Wegen hy € Vs folgt S, = Sy, + Sy, = Sy, und damit

En(p) > B, (#)-

Nun betrachte man den Neyman-Pearson-Test v fiir Py gegen By, zum Niveau 1 — ov.

Wieder mit Bemerkung 3.8 (b) ergibt sich

En(9) 2 By () 2 1 = By (¥) = 1 = (||haf| — wa) = ®(ua — [[pV=(R)]).

2

(b) Seien hy := pV<(h) und hy := pVs(h) wie in Teil (a). Mit dem Mittelwertsatz der

Differentialrechnung erhélt man

—~

a

En(p) —a < @([lh2fl = ui-a) —a = &([[h2]| — 1-0a) = P(-u1-0)

=

= (Ihall = u1—a = (~u1-a))@ (&) = [|h2]|®(€)
1

h I

fiir einen Mittelwert & € (—u1_q, —ui1—q + ||h2||). Analog

IN

—~

a

En(p) —a = ®(ua — [[hall) — a = ®(uq — [|h2]]) — ®(ua)

N

!’

(ta — [Pl — ua)® (&) = —|[h2]| @ (€)

— 1
o || ——
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fiir einen Mittelwert £ € (uq — ||h2l|, Ua)-

(c) Es geniigt den Beweis fiir Fy(z) := 2, 0 < 2 <1 zu fiihren, vgl. Bemerkung 2.17.
Nach Hilfsatz 3.4 ist bekannt, dass die Familie {P;, : t € R} fiir jedes h € H eine
Exponentialfamilie ist. Deshalb ist die Giitefunktion ¢ — Ey, () fiir jedes h € H beliebig
oft differenzierbar auf R mit dem Gradienten hy des Tests ¢, d.h.

d
@Eth(cp) = (h,hy) Yh € H, (3.5)
|t=0

vgl. Satz 3.5. Sei hg = h1 + hg die orthogonale Zerlegung von hg in h; := pV<(hg) und
hg := pV<(hg). Dann ist

1holl* = IR [I* + [lh=]* > [[h=]. (3.6)

Mit (3.5) folgt

d
@ Pma() = (hay o) = {ha, hn) o+ {ha, ho) = 1ha .

Andererseits ist Eup,(p) < Eu,(p) fiir t > 0, weil die Signale Sy, < S, fiir t > 0

geordnet sind. Es ist

d Esron(e) — Ewm(ep)
—E =1
i th(%ﬂ) H]l s
Damit erhilt man
35) d . Eay(0) = Eo(p) . Espy(p) —a
hol? "=’ —E =1 0 =1 0
[holl o tho(sO)lt:O i . i .
. Esh (90) — d
< lim = 7 _ TR
s lm— gt B (),
= |lha? (3.7)

Also folgt aus (3.6) und (3.7) die Gleichheit ||hol|? = ||h2||? und somit hg = hy € V. W

3.3 Konkave Signale fiir von Rademacherfunktionen erzeug-

ten Riaume

In diesem Abschnitt wird die Familie der Rademacherfunktionen vorgestellt. Diese bildet
ein Orthonormalsystem fiir den Hilbertraum L2(0,1). Der Vorteil der Rademacherfunk-
tionen ist, dass sich fiir jedes Signal einer Rademacherfunktion die kleinste konkave
(nichtfallende) Majorante leicht angeben 148t, welche nichts anderes ist als das Signal zu

der Projektion der Rademacherfunktion in den polaren Kegel f/é bzw. f/g (siehe (3.8)).



Die Giite einseitiger Signalerkennungstests 34

Somit wird eine explizite Darstellung der Schranken aus Lemma 3.9 fiir die Giitefunktion

eines einseitigen Signalerkennungstest ermdglicht.

Im Vordergrund dieser Arbeit stehen die Signalerkennungsprozesse mit Brownscher Briicke
bzw. mit Brownscher Bewegung als Rauschterm. Deshalb werden speziell die Hilbertraume
L3(10,1], Wjo,17) und Ly ([0, 1], Nj0,1]) betrachtet. Fiir diese werden die Kegel aus (3.2) neu
eingefiihrt:

VEi={g € Ly(0,1): 5, <0} und V2:=VLEnL30,1). (3.8)

Analog werden die Kegel Vzt und V§ neu definiert.

Nun werden die Rademacherfunktionen vorgestellt.

Definition 3.10 (Rademacherfunktionen)
Die Rademacherfunktionen (ry)nen, sind ein System von Funktionen auf (0,1), definiert
durch

ro(u) = 1, r(u) = ]1(07%](11,) — ]1(%71)(71),
1
rer1(u) = rp(2u) fir 0 <u< i’k € NN,
1 " 1
Th+1 (2 + u) = rpe1(u) fir 0 <u< i’k € IN.

Die Rademacherfunktionen bilden ein Orthonormalsystem fiir den Hilbertraum L2 (0, 1),
welches nicht vollstédndig ist, vgl. SCHILLING [38]. Dies bedeutet, dass sich nicht jedes
h € L3(0,1) nach den Rademacherfunktionen entwickeln 148t. Deshalb beschrénkt man
sich auf Rdume, die von den Rademacherfunktionen erzeugt werden. Dazu definiere man
die Teilhilbertraume

H :=span(r; : i € Ng) und HO:= H N LY(0,1).

Jedes h € H 148t sich dann darstellen als

h = Zﬁin mit f; := (h,r;) und (3.9)

1=0

|h? = Zﬂ? (Parsevalsche Gleichung).
i=0

Um zu den Hauptresultaten zu gelangen, sind folgende Aussagen iiber Signale und de-

ren kleinste konkave (nichtfallende) Majoranten wichtig. Diese sind der gemeinsamen
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Arbeit von BISCHOFF und HASHORVA [4] entnommen. Dabei beachte man, dass fiir
g € L3(0,1) ein g € LY(0,1) existiert, so dass Sy die kleinste konkave Majorante von Sy
ist. Analog existiert fiir b € Ly(0,1) ein h € Lo(0,1), so dass S;, die kleinste nichtfallende

konkave Majorante von Sy, ist.

Lemma 3.11
Sei h € LY(0,1) mit dem zugehdrigen Signal Sy, und S; die kleinste konkave Magjorante
von, Sy, fiir ein h € LY(0,1). Dann ist

1A]* = min{]|g|[* : Sg > Sh, g € L(0,1)}.
Beweis. Vgl. BISCHOFF und HASHORVA [4, Theorem 2.1]. |

Der Satz 3.11 impliziert unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 3.12
Seien g, h € L3(0,1) mit konkaven Signalen Sy und Sy. Es gelte Sy < Sk. Dann folgt

lgll* < (IRl
Beweis. Vgl. BISCHOFF und HASHORVA [4, Corollary 2.2]. |

Lemma 3.13
Sei h € LY(0,1). Dann erhilt man

IR = 121> + [[A = R|1%.
Beweis. Vgl. BISCHOFF und HASHORVA [4, Theorem 2.3.]. [

Nach Lemma 3.13 stehen also h und h — h orthogonal zueinander.

Analoge Ergebnisse erhilt man auch fiir das Regressionsmodell der Brownschen Bewegung.

Lemma 3.14
Sei h € L2(0,1) mit dem zugehorigen Signal Sy und S; die kleinste nichtfallende konkave
Magorante von Sy, fiir ein h € Ly(0,1). Dann ist

171 = min{|lg|* : Sg > S, g € L2(0,1)}.

Auferdem gilt
R[> = [IR]1* + |Ih = A1,
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Beweis. Vgl. BISCHOFF und HASHORVA [4]. |

Bemerkung 3.15
(a) Sei g € LY(0,1) eine beliebige nichtsteigende Funktion. Man erhélt fiir h € Vg ={h e

LY(0,1) : Sp, < 0} per partieller Integration
/ ) (—g)(w) du = ([ e ar) (ot 0 - 1 ([ e ar) a-or

1
— Su(1)(~g(1-) - / S(u) d(—g)(u).
\zo—’ 0

Dabei wird angenommen, dass die nichtfallende maflerzeugende Funktion —g linksseitig
stetig ist, vgl. SHIRYAEV [39]. Dann ist

1 1
/ h(w)g(u) du = / Sp(u) d(—g)(u) <0,
0 0

da Sp, < 0. Folglich ist g € ‘N/g ={ve Ly0,1): (v,h) <O0Vh € Vg}. Hat also die Tangente
g € LY(0,1) ein konkaves Signal S, so liegt g im polaren Kegel f/g .

(b) Sei g € L2(0,1) eine beliebige nichtsteigende und nichtnegative Funktion. Man erhélt
fiir h € V& = {h € L(0,1) : S, < 0} wieder per partieller Integration

/olh(m(g)(u) du = (/ouh(w dt> (g(uﬁl/ol (/ouh(t) dt) Ao

1
_ S (—g(1-)) — /0 Sn(w) d(—g)(u),

wobei angenommen wird, dass die maflerzeugende Funktion —g linksseitig stetig ist. Dann

ist
1 1
/h(U)g(U) du = —Sh(l)(—g(l—))+/ Sp(u) d(—g)(u)
0 0

< [ ' Su(w) d(—g)(w)
0,

<

da g nichtnegativ ist und Sp(u) < 0 fiir jedes 0 < u < 1. Folglich ist ¢g € f/'gt ={v e
Ly(0,1) : (v,h) <OVh € Vé} Hat also g € L2(0, 1) ein nichtfallendes konkaves Signal Sy,
so liegt g im polaren Kegel ffé O

Mit dem Projektionslemma 3.7 und Lemma 3.13 kommt man zum folgenden Ergebnis.
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Lemma 3.16

(a) Sei h € L3(0,1). Dann existiert eine orthogonale Zerlegung von h = hy + hy mit
hy € Vg und ho € f/g, so dass Sy, die kleinste konkave Majorante von Sy, ist.

(b) Sei h € L2(0,1). Dann existiert eine orthogonale Zerlegung von h = hy + hy mit
h, € Vé und hoy € Vé, so dass Sy, die kleinste nichtfallende konkave Majorante von Sy,

1st.

Beweis. (a) Sei hy € L9(0,1), so dass S, die kleinste konkave Majorante von Sy ist.
Setze hy := h — hg. Dann ist Sy, = S, — Sp, < 0. Also ist hy € Vg. Da Sp, ein konkaves
Signal ist, liegt ho nach Bemerkung 3.15 im polaren Kegel f/g AufBlerdem folgt mit Lemma
3.13, dass ho L hy — hg ist. Mit Lemma 3.7 ist diese orthogonale Zerlegung h = hi + ho
eindeutig mit by = pV2(h) und hy = pf/g(h).

(b) Der Beweis entspricht im Wesentlichen dem Beweis zu Teil (a).

Sei ha € L2(0,1), so dass Sy, die kleinste nichtfallende konkave Majorante von Sy, ist. Setze
hi := h — hy. Dann ist h; € Vg Da S}, ein nichtfallendes konkaves Signal ist, liegt hg
nach Bemerkung 3.15 im polaren Kegel Vé Mit Lemma 3.14 folgt aulerdem ho L hy — ho.
Nach Lemma 3.7 ist diese orthogonale Zerlegung h = hy + ho eindeutig mit h; = pVé(h)
und hg = pf/g(h). [

Nun folgen mit Hilfe von Lemma 3.16 wichtige Aussagen zu konkaven (nichtfallenden)

Signalen.

Satz 3.17
(a) Sei h = hy + hy die orthogonale Zerlegung von h € L9(0,1) in hy := pVSO(h) und
hg 1= pf/g(h). Das Signal Sy, ist die kleinste konkave Majorante von Sp,. Uberdies ist

IpVE(h)|| = min{|lg|| : g € V2, Sy > Su}. (3.10)

(b) Der polare Kegel Vg besteht aus allen Elementen g € L(0,1), die ein konkaves Signal
Sy besitzen.

(c) Sei h € HO = span(r; : i € IN) mit h = > oicy Biri wie in (8.9). Sei 7 i=riljg—i 1_o-ie,
fiir welche 7; = pvg(ri) gilt, und hg = ZielN,ﬁi>0 BiTi. Dann ist das Signal Sk, konkav
und man erhdlt S, < Sp, < Sh-

Beweis. (a) Aus Lemma 3.16(a) folgt, dass das Signal zu der Projektion hy = pvg(h)
von h die kleinste konkave Majorante von Sy, ist. Die Gleichheit in (3.10) folgt unmittelbar

aus Lemma 3.11, da

lpVE(h)|| = min{]lg|| : g € L5(0,1), Sy > Sp} = min{|lg] : g € V2,5, > Sy}
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(b) Sei g € LI(0,1) mit konkavem Signal S,;. Dann liegt g im polaren Kegel ‘N/g nach
Bemerkung 3.15(a). Sei umgekehrt g € f/g mit der orthogonalen Zerlegung g = g1 + g2 in
g = pVQ (9) und go = pffgo (9). Wegen der Eindeutigkeit der orthogonalen Zerlegung ist
g = g2. Somit stimmt S, mit Sy, iiberein und ist somit ebenfalls konkav nach Teil (a).
(c) Sei h = Y2, Biry € HO mit Bi = (h,r;). Das Signal S;, ist die kleinste konkave
Majorante von S,, und folglich nach Teil (a) 7 = pf/g(ri). Damit folgt fiir 0 <¢ <1

t " t
Sh(t) = /0 Zﬁﬂ'z d»HO,l} = nlLI%oZﬁZ/O T dA}‘HO,l]
i=1 =1 | —

>0

n t n t
< Jlim > max(0, 5) /0 ri Ao,y = lim > /0 ri dpo,)
1=1 i=1

B;>0

< nILH;OZQZ/ i dX\|[0,1]

B8;>0

= Sho (t)

Somit ist das Signal Sp, eine Majorante zu Sy. Da Sy, konkav ist, folgt, dass Sp, als
L2(M|[o,17)-Limes von konkaven Signalen ebenfalls konkav ist (vgl. Satz A.1 aus dem An-

hang). Da aber nach Teil (a) Sy, die kleinste konkave Majorante zu S}, ist, folgt insgesamt
Sh < Shy < Shy-

Ein dhnliches Resultat erhélt man fiir die Hilbertriume L (0, 1) und H = span(r; : i € INp).

Satz 3.18

(a) Sei h = hy + hg die orthogonale Zerlegung von h € Ly(0,1) in hy = pVé(h) und
ho = pffé(h) Das Signal Sy, ist die kleinste nichtfallende konkave Majorante von Sh.
Uberdies ist

[pVE(h)]| = min{lgl| - g € V2,5, > Sy} (3.11)

(b) Der polare Kegel f/gt besteht aus allen Elementen g € L9(0,1), die ein nichtfallendes

konkaves Signal Sy besitzen.

(¢) Seih € H = span(r; : i € No) mit h = 352, Bir; wie in (3.9). Setze 7; := r;l 0,2-1), fir
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welche T; = pffé (r;) gilt, und hg := Eie]No,ﬁi>0 BiTi. Dann ist das Signal Sy, nichtfallend
und konkav und man erhdlt Sy, < Sh, < Shy-

Beweis. Der Beweis entspricht im Wesentlichen dem Beweis zu Satz 3.17.
(a) Aus Lemma 3.16(b) folgt, dass das Signal S, die kleinste nichtfallende konkave Ma-
jorante von Sy, ist. Die Gleichheit in (3.11) folgt unmittelbar aus Lemma 3.14, da

IPVE(R)|| = min{|lg|| : g € L2(0,1), Sy > Sp} = min{|lg] : g € VE, 5, > Sp}.

(b) Sei g € L»(0,1) mit nichtfallendem konkavem Signal S,;. Dann liegt g im polaren
Kegel Vé nach Bemerkung 3.15(b). Sei umgekehrt g € Vé mit der orthogonalen Zerlegung
g=g1+goin g1 = pVSt (9) und gy = pf/é (9). Wegen der Eindeutigkeit der orthogonalen
Zerlegung ist g = g2. Somit ist Sy = Sy, und S, ist nichtfallend und konkav.

(c) Sei h = S°2° Biri € H mit 3 = (h,r;). Das Signal Sy, ist die kleinste konkave
Majorante von S,, und folglich nach Teil (a) 7; = pf/gt (r;). Damit erhélt man fiir 0 <¢ <1

t " t
Sp(t) = /OZ@‘W dMjo,1] :nli—{rolozﬁi/o Ti dNjo,1]
i=0 =0
< lim Zﬁz/ i dX[o,1)

61>0

n t
S0 6 [ v
1=0

B;>0

= Sho (t)

IN

Also ist Sp, eine konkave Majorante zu Sy. Da Sy, nichtfallend und konkav ist, folgt,
dass Sp, als La(Mo,1])-Limes ebenfalls nichtfallend und konkav ist (vgl. Satz A.1 aus dem
Anhang). Da aber nach Teil (a) Sy, die kleinste nichtfallende konkave Majorante zu S},
ist, folgt wieder insgesamt

Sh < Shy < Shy-

Aus Satz 3.17 und Satz 3.18 folgt:

Bemerkung 3.19
(a) Der polare Kegel ffg ist die Menge aller nichtsteigenden Elemente g € L3(0, 1), welche

ein konkaves Signal S, besitzen.
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(b) Der polare Kegel f/gt besteht aus allen nichtnegativen und nichtsteigenden Elementen

g € Ly(0,1). Die zugehérigen Signale S, sind dann nichtfallend und konkav. O

3.4 Schranken fiir die Giite der Signalerkennungstests fiir
von Rademacherfunktionen erzeugten Riume
In diesem Abschnitt werden Schranken fiir die Giite eines Signalerkennungstests (De-

finition 3.2) fiir die Teilhilbertriume H = span(r; : i € Ng) und HO = H n L3(0,1)
angegeben. Mit Hilfe der Satze 3.17 und 3.18 kann némlich die Giite fiir solche Regionen

durch konkave (nichtfallende) Signale abgeschétzt werden. Man beschrinkt sich auf

Signalprozesse der Brownschen Briicke und der Brownschen Bewegung.

Der folgende Satz enthélt einige der wichtigsten Resultate dieser Arbeit.

Satz 3.20

Sei ¢ ein einseitiger Signalerkennungstest zum Niveau Eo(p) := a € (0,1). Unter einer
Alternative h =Y 2 fBiri € H erhilt man folgende Ungleichungen fiir die Giitefunktion.
(a) Ist ¢ ein Test fiir den Signalprozess mit Brownscher Briicke als Rauschterm, so ist fiir

h e HO

1—4 1—3

1 & 1 &
——= D 1627 <Epp)—a<—=> 627 .
V2T ; V2T ;

B;<0 B;>0

(b) Ist ¢ ein Test fiir den Signalprozess mit Brownscher Bewegung als Rauschterm, so ist
fiir h e H

i
2

Nl

1 & - 1 &
—— 1272 <Eplp)—a< — 19
B;<0 B;>0
Beweis. (a) Seien
Ty = Til[z—i71_2—i]c und hg = Z BiTs.
i=1

B;>0

Nach Satz 3.17 ist S}, < S, und Sy, konkav, d.h. hg € \N/é) Mit Lemma 3.9 folgt

IPVE (ho)ll- |1ho)|
V2T B Vor

Ep(p) —a < Epy(p) —a <
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Wegen

e} oo oo 1—i
ol = 1S Bl < S il = 3 622
i=1 =1 =1

B;>0 B;>0 B;>0

erhélt man die obere Schranke.
Nach Definition ist S7, die kleinste konkave Majorante von S,. Folglich ist —S7, die grofite

konvexe Minorante von —S,,. Setzt man

9o := i Biti,
=1

B8;<0

so ist Sy, < Sp, und Sy, ist als La(N|[p,17)-Limes konvexer Signale ebenfalls konvex. Deshalb
ist —go € ffg Beachtet man, dass pV<(—g) = —pV5(g) fiir jedes g € Lo(0,1) gilt, so ergibt
sich wieder mit Lemma 3.9

V2 (g0l 1PV (=go)ll  igo]

En(p) —a = Egy(p) —a > N N Y

Aus der Abschétzung

0o [ee] oo 1—14
lgoll =11 >~ BiFill < D 1Bill7l = > 16il2 °
i=1 i=1 i=1

B;<0 B; <0 B;<0

folgt die untere Schranke.
(b) Der Beweis wird analog zum Beweis von Teil (a) gefiihrt.
Seien
T :=riljgo-s und ho = Z BiT.
B0
Nach Satz 3.18 ist S, < SEO und SEO nichtfallend und konkav, d.h. hg € f/é Mit Lemma

3.9 erhalt man

Wegen

lholl = 11> Bl < > Billmall = D B2 °
B0 G0 B0
folgt die obere Schranke.

Da S, eine konkave Majorante von S, ist, ist —S5, eine konvexe Minorante von —S,..
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Setzt man
o= Y _ BiFi,
6i<0
so ist S5, < Sp und S, ist als La(M[g,17)-Limes konvexer Signale ebenfalls konvex. Also

ist —gg € Vé Mit Lemma 3.9 ergibt sich

IpVE (o)l IPVE(=g0l g,
Vo Ver T Ven

En(p) —a = Eg,(¢) —a =
Mit

%) o) 0o i
a = = 3
goll =11 Y Bl < D 1BillIFill = > 182

1=0 1=0 =1

B;<0 B8;<0 8;<0

erhilt man die untere Schranke.

|
Der obige Satz 3.20 fithrt zum folgenden wichtigen Korollar.
Korollar 3.21
Sei ¢ ein einseitiger Signalerkennungstest zum Niveau Eo(p) := a.
(a) Fiir den Signalprozess mit Brownscher Briicke als Rauschterm bezeichne Wy, := span

(riy...,r). Dann ist
1 _k
Eute) —al </ Ljae” (3.12)

fiir jedes h € Wi N HO.

(b) Fiir den Signalprozess mit Brownscher Bewegung als Rauschterm erhdlt man

I
Balp) — al <3/ |Ih]2 (3.13)

fiir jedes h € ij- N H, wobei Wy, :=span(ro, ey T iSE.

Beweis. (a) Sei h € Wi N HO dh. h= >0, Biri mit By = ... = B = 0. Nach Satz 3.20
ist

1 & 1
En() —al < —=> |82 % .
V2 i
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Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt man

mz;lﬂm < m(;ﬁ?) ( (2 ))

=1

- H(29)(20)

i=k+1 i=k+1

L iody

= ——]||h]|272
\/%H [
1 _k

= —|h)2 °®
ﬁll |

b) Sei h e WE N H, d.h. h =32, Br; mit By = f1 = ... = B, = 0. Nach Satz 3.20 ist
k =0

— -4
E — < — i2
Bie) el < =3 1A

1

FHEN(E)

< —
i=k+1
1 _k
= el
1 k1
= —=lnrl2

Wie man in Korollar 3.21 sieht, kann man fiir einen einseitigen Signalerkennungstests end-
lichdimensionale Réume W}, = span (r1, ..., 75,) bzw. W, =span(rq, ..., 7;) von Alternativen
angeben, auf deren orthogonalem Komplement die Giite beliebig klein werden kann. In
seiner Arbeit aus dem Jahre 2000 [16] hat JANSSEN bereits gezeigt, dass auf dem orthogo-
nalen Komplement von endlichdimensionalen Rdumen von Alternativen die Giitefunktion

flach ist.



Die Giite einseitiger Signalerkennungstests 44

Theorem 3.22
Sei ¢ ein Test zum Niveau Ep,(¢) = a € (0,1) fiir die Nullhypothese Py eines Gauf-Shift-
Ezperiments E = (Q, A,{Py : h € H}). Fiir jedes € > 0 und K > 0 ezistiert ein linearer

Unterraum V C H von endlicher Dimension mit
sup{|Ep, (¢) —al : h € V-, [h] < K} <e.

Auferdem besitzt die Dimension von V' folgende, vom Test ¢ unabhdngige obere Schranke:
dim(V) —1 < e 'a(l — a)(exp(K?) — 1).

Beweis. Vgl. JANSSEN [16, Theorem 2.1]. [ |

Bemerkung 3.23
Sei ¢ ein einseitiger Signalerkennungstest fiir die Brownsche Briicke zum Niveau Ey(p) =
a € (0,1). Fiir h € Wik N HO und ¢ € R gilt mit (3.12) die Abschiitzung

1 _k
Eule)—a < /X 112" = piniav

_k .
mit My = \/%2 ?. Sei hg der Gradient des Tests ¢. Es gilt fiir jedes h € I/Vkl N HO:

d . Eg(p) —Eo(e) .. Ea(p) —a
h,hg) = —EF = =lim ——————
(h, ho) g th(sO)|t:0 i . i .

M
< %s”""’f:nhum.

Analog erhélt man fiir —h € WkJ' N HO:
(=h, ho) < || ]| M.

Also ergibt sich insgesamt
[{hy ho)| <[] M.

Ebenso erhilt man, falls ¢ ein einseitiger Signalerkennungstest fiir die Brownsche Bewe-
gung ist, fiir jedes h € Wkl N H mit (3.13) die Abschéitzung

[(h, ho)| < ||h|| Ny,

kil
wobei N}, := \/;2 ® ist. O
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Bemerkung 3.24

Sei ¢ ein nichtrandomisierter Test fiir einen GauB-Shift £ = (Q, A, {P, : h € H}) auf
einem beliebigen Hilbertraum (H, (-, -)) mit dem zentralen Prozess (L(h))ner (vgl. Satz
1.10). Fiir g, h € H gilt dann

Eginlp) = /SOGXP (L(g +h) — W) dF

2
- (—”gfj”) [ pespliionees(iin dr

o (MM ([oemiziony dPo>; ([eswms dpo>;

<
lg + AP z :
= oxp |- pexp(L(pg)) dPy pexp(L(qh)) dPy
legll® ’ lqh] 2 :
p q
= </soexp <L(pg)— pg > dPo) (/soexp (L(qh)— q2 ) dPo>
Ilpgll® | llghl*  llg + Al
exp( % + 2 5
2 2 2
1 1 pllgll* + qllh]|* = |lg + R
— ()} (B exp (Ml =l 220
nach der Holder-Ungleichung fiir p, ¢ € (1,00) mit Il? + % =1. O

Bemerkung 3.24 fiihrt zur folgenden Anwendung von Korollar 3.21.

Anwendung 3.25

Sei  ein einseitiger nichtrandomisierter oberer Test zum Niveau Ey(¢) = « fiir den Signal-

prozess der Brownschen Briicke. Die orthogonale Zerlegung von h € H® = span(r; : i € IN)

sei gegeben durch h = hy + hy mit hy = pWy(h), ho = p(W;- N ﬁo)(h), wobei W), = span

(71, ..., %) ist. Sei 1 = ||h||> = ||h1]|? + ||h2||?. Weiterhin nehme man ||h;]| € (0,1) an und
1

setze p := o7 Sei ¢ so gewihlt, dass %—I—% =1 gilt, also ¢ = p%l = m Es folgt dann




Die Giite einseitiger Signalerkennungstests 46

pllh 1> + gl|hal|* = [[h1 + ha|* = 2||h1]|. Man erhélt mit Bemerkung 3.24

pllha]]? + ql[ha|* — ||h1 + h2||2)
2

1 5 ‘
—dllall 27 +a ) exp(ll)
T ||h X I=[[ha]]
= (B (™ e iyt m).
(E T exp(|fu)

Sei ¢ ein einseitiger nichtrandomisierter oberer Test zum Niveau Ey(¢) = « fiir den

3 =

Ele) < (Em(9) (th2<so>>3exp<

RS

< (Ephl (90))

Signalprozess der Brownschen Bewegung. Man erhélt analog zum Fall der Brownschen

Briicke die Abschétzung
L+ ] -k e
”th <\/7 1 2 +OZ> exp(||h1H)

1 — [[ha]|
]

Als Nichstes wird gezeigt, dass die Giite eines einseitigen Signalerkennungstests auf Béllen
von Alternativen ihr Maximum annimmt, und zwar fiir eine Alternative aus dem polaren
Kegel. Dazu wird unter anderem die Normstetigkeit der Giitefunktionen fiir Gauf3-Shift-

Experimente benutzt.

Hilfssatz 3.26
Sei ¢ ein Test fiir einen Gauf-Shift E = (Q, A,{Py : h € H}) auf einem beliebigen Hilbert-
raum (H, (-,-)). Dann folgt fiir jede Folge hy, — h in H die Konvergenz der Gitefunktion

En, (¢) — En(p) fir n — oo.

Beweis. Es bezeichne fiir g,h € H

dP, dP, dP, dP,
d1(Py, =P, — Pl :==|| 2 - = = 9 1 dR
Fo 1) = | nll ’dPo APy ||, py / dPy  dPy

die Norm der Totalvariation zwischen P, und P}, und

Ty 2
do(Py, Py) : fH(d%) —(EgZ) Lg(p()):\}ﬁ /((%) (ZZ;) )

die Hellingerdistanz zwischen P; und F.
Nach STRASSER [41, Lemma 2.15] gilt die Abschétzung

[NIES

di(Py, Pr) < [d3(Py, P)(2 — d3(Py, Pu))]2. (3.14)
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Weiterhin ist die Hellingerdistanz zwischen P, und P}, nach STRASSER [41, Remark 69.8]
gegeben durch

1
Py P2) = 1= oxp (gl = hIP).

Aus h, — h folgt
2 1 2 "
d5(Pn,,, Pn) =1 —exp —§||hn—h|| — 0 fir n — o0

und somit wegen (3.14)
d1<Phn7Ph) — 0 fir n — oo.

Also ergibt sich

En,(0) — En(o)| = \ [ean, ~ [ oar,

dP,
= "dP— ——dP
‘/ 0 /dP 0

dpP,,  dp,
< w_ Shlgp
< [ iol| e - S
< / APh, _ dDh],
- dPy dP,

— 0 fir n— oo.

Sei an folgende Definitionen erinnert:

H :=span(r; : i € No) und HOY:= H N L}(0,1)

mit den abgeschlossenen konvexen Kegeln
V<(H):={g€ H:S,<0} und V<(H°) = V<(H)NL3(0,1)
und den zugehérigen polaren Kegeln Ve (H) bzw. V< (H).

Satz 3.27

Sei ¢ ein einseitiger oberer Test fiir den Signalprozess der Brownschen Briicke (oder der
Brownschen Bewegung). Der Test ¢ erreicht fiir jedes K > 0 die mazimale Giite auf Billen
{h € H : ||h|| < K} von Alternativen mit H = HO (bzw. H = H). Auf diesen Billen ist
die Giitefunktion mazimal fiir ein h € V< (HY) (bzw. h € V<(H)).
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Beweis. Der Beweis wird fiir den Signalprozess der Brownschen Briicke ausgefiihrt.

Sei a := sup{Ex(p) : h € HO, ||h| < K}. Dann existiert cine Folge (hn)new € HO mit
Ep, (¢) — a fir n — co und ||hy,| < K fiir jedes n € N. Sei hy, = > o0 Binr; fiir n € IN
die Darstellung von h,, durch die Rademacherfunktionen (3.9). Wegen

S B2 = lhal? < K2, (3.15)
1€IN
folgt |Bin| < K. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei §;,, > 0 fiir jedes i,n € IN.
Ansonsten geht man zu |§; | tiber, ohne, dass sich die Norm verdndert. Das Signal wird
nicht kleiner. Durch eine diagonale Teilfolgenauswahl erhélt man eine Teilfolge {5;m} C
{Bin}, so dass (Bim)men fir jedes ¢ € IN konvergiert mit §; := lim;,— o0 Bim. Setze nun
fiir festes k € IN

gk = Zﬁm + Z Biti und g := Zﬁm (3.16)

i=k+1 1€IN
1/2
mit 7 = il 11y e aus Satz 3.17. Wegen (3.15) ist (ZZE]N ﬁgn) < K und folglich

1/2
auch (Zle @2) < K fiir jedes k € IN und somit ||g|| < K. Man betrachte nun fiir festes
kelN

fm = Zﬁzmn + Z /szrz

i=k+1
Analog zum Beweis von Satz 3.17 erhélt man fir 0 <¢ <1

00 t
S, (1) = Zﬁzm/o i dX|[0,1]
=1
k t
= Zﬁz,m/ T dM\[O 1] + Z ﬁzm/o T dM\[O,l]
=1

i=k+1

IN

k t 00 t
Zﬂi,m/o i dXj0,1] + Z Bi,m/o Ti dMjo,1]
=1

1=k+1

= / (Zﬁzmrl+ 2 5”7“"1) Aoy

i=k+1

Folglich ist
B, (¢) < Ef,, (¢). (3.17)
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Andererseits erhilt man fiir festes k € IN

Hfm_gk” = HZﬁzmTz"i_ Z /Bzmrz Zﬁzrz_ Z ﬁzfz”

i=k+1 i=k+1
< ||Zﬁzmrl Zﬂzﬁ” + H Z B@m'rz - Z /BZfZH
i=k+1 i=k+1
< Z’Bzm Billlrl| + Z |Bi,m — Bil 74|
i=k+1
- Z|/Bzm ﬂz’"’_ Z |ﬂzm 67,|2
i=k+1
— 0 fir m — oo. (3.18)

Fiir GauB-Shift-Experimente ist nach Hilfsatz 3.26 bekannt, dass die Giitefunktionen
h — Ep(yp) stetig bzgl. der Norm des zugehorigen Hilbertraumes sind. Deshalb gilt mit
(3.17) und (3.18)

a= lim Ep, (¢) < lim Ef, (¢) = Eg, (¢).

n—o0 n—oo

Weiterhin folgt

”gk - gH = H Z/BZTZ + Z ﬁlrz Zﬂz“”

i=k+1 i€IN
00
= HZ/B’LTZ ZB@T1+ Z ﬁzrz Z ﬁz"%”
i=k+1 i=k+1
00 00
= I Y Biri— > Bl
i=k+1 i=k+1
00 00
< DD B+ Y Bl
i=k+1 i=k+1
1
0o 2 00
= (Z ||ﬁ¢7“z‘||2> + > 16l
i=k+1 i=k+1

= (Z W) + > 1Bl T

1=k+1 i=k+1

— 0 fir £ — oo.
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Daraus folgt
a= lim Eg (p) = E4(p),
k—oo

da g € HY (nach Definition (3.16)) mit ||g| < K.

Es muss noch gezeigt werden, dass auf den Billen {h € H° : ||h| < K} die Giitefunktion
von ¢ maximal ist fiir ein h € Vg(ﬁ 0). Betrachte dazu die orthogonale Zerlegung von
g=7,+07, € H  in g, = pV<(H)(g9) und g, = pV<(HO)(g). Nach Satz 3.17 ist Sy, die

kleinste konkave Majorante von S, und somit

Ey(p) < Eg,(p).

Andererseits erhilt man
By, () < a =sup{Ey(p) : h € HO, ||h]| < K} = Ey(p),

da [17]1% = llgl2 ~ 19112 < llgll? < K? gilt. Folglich ist

mit g, € Ve (HO). u



Kapitel 4

Die Giite zweiseitiger

Signalerkennungstests

In diesem Kapitel wird die Giitefunktion zweiseitiger Signalerkennungstests untersucht.

Es wird das Testproblem aus (2.3)
Hy : F =Fy gegen Ky:F + Fy,
oder durch Signale ausgedriickt
Hy={g9ge H:S;=0} gegen Ky={ge H:S,+#0},

betrachtet mit dem Hilbertraum H.

Hierfiir werden die Begriffe gespiegelter und symmetrischer Test eingefithrt. Dazu sei
(Y(t))ier ein Signalprozess bzgl. eines GauB-Shift-Experiments (2, A,{P : h € H}) auf
einem beliebigen Hilbertraum (H, (-, -)), vgl. Definition 1.18.

Definition 4.1 (Gespiegelter und symmetrischer Signalerkennungstest)
Gegeben sei ein einseitiger oberer Test ¢ = (Y (+)) : C(R) — {0,1} fir den Signalprozess
(Y (t))ter auf der Pfadmenge der stetigen Funktionen C(R) (vgl. Definition 3.2).

(a) Es bezeichne

die Spiegelung des Tests p.
(b) Ein nichtrandomisierter Test 1 = (Y (-)) heif§t ein symmetrischer zweiseitiger Signal-

erkennungstest, falls 1 von der folgenden Gestalt ist:
V=90+0—-9p

o1
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Fiir die Giitefunktionen ergeben sich folgende Relationen.

Bemerkung 4.2
Gegeben sei ein einseitiger oberer Test ¢ = ¢(Y(-)) mit  und ¢ zum Signalprozess
(Y (t))ter aus Definition 4.1. Dann gilt fiir jedes h € H:

(a)

En(v) < En(p) + En(9), (4.1)

(b)
En(®@) = E_n(p). (4.2)
O

Beweis. (a) Die Behauptung folgt unmittelbar aus A(y)) = A(yp) N A(®), wobei A(n) =
{n = 0} den Annahmebereich eines Tests 1 bezeichnet.

(b) Es ist aufgrund der Symmetrieeigenschaft der zentrierten Normalverteilung

En(p) = Po({Z(Fo(-) + Su(Fo(-)) € C(p)})
= P({=Z(Fo(-)) + Su(Fo(-)) € Clp)})
= P({~Z(Fo(")) — S_n(Fo(-)) € C(p)})
= P({~[Z(Fo(-)) + S—n(Fo(-)] € C(e)})
= P({Z(F()) + S_n(Fo() € C(@)})
= E_(®).
m

Nach Bemerkung 4.2 mufl fiir Alternativen aus dem Raum ij- N H° mit

Wy =span(ry,...,7) und H = span(r; : i € IN), wo die Giite der Tests o und % klein ist,
auch der zweiseitige Signalerkennungstest 1 von geringer Giite sein. Beschriankt man sich
auf den Signalprozess der Brownschen Briicke, so erhélt man fiir den zweiseitigen Test v
dhnliche obere Schranken wie in Satz 3.20 und Korollar 3.21 fiir den einseitigen Test ¢
mit einem additiven Term a(«). Wie man im néchsten Satz sehen wird, kann a(«) fiir ein
hinreichend kleines Signifikanzniveau « sehr gering werden.

Zuvor wird ein Lemma formuliert, welches im Beweis zu Satz 4.4 verwendet wird.
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Lemma 4.3
Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariable und f(z1,...,x,) und g(z1,...,xy,) reelle

Funktionen, die in jedem Argument x;, 1 <1i < n, nichtfallend sind. Dann ist
Cov(f(X1,...,Xn),9(X1,...,X,)) >0,

falls dieser existiert.

Beweis. Vgl. HAJEK [10, Lemma 3.1] oder HAJEK et al. [11, Lemma 7.5.2.1]. ]

Satz 4.4

Sei 1 ein symmetrischer zweiseitiger Test zum Niveau Eo(v) = « € (0,1) fir den Sig-
nalprozess der Brownschen Briicke, gegeben durch den einseitigen Signalerkennungstest
¢ : Co(R) — {0,1}. Sei der Rand 0{¢ = 1} des kritischen Bereichs des Tests ¢ eine
Nullmenge, d.h. Po({Bo(Fo(-)) € {e(Y(:)) =1}}) = 0. Dann gelten

(a) Fir jedes h € H°, gegeben durch h = 35, Biri, erhilt man

Ep() —a < WZWW +a(a)

mit a(a) :==2(1 — V1 — ) — a.
(b) Fiir jedes h € I/VkL N HC, wobei WkL den Orthogonalraum zu Wy := span (r1,...,rg)
bzgl. HO bezeichnet, ist
() —a < —= 2% + a(a).
\/7
Beweis. (a) Sei o := Ey(¢p) (L2 Eo(). Dann folgt fiir jedes h € H°, h =3, Bir; mit
Satz 3.20

En(¥)—a < Ep(e)+ Enp) —
=" (BEn(p) =) + (Br(®) — &) + (2a' — a)

= (Eh( ) — )+(E n(p) —a') + (2d/ — a)

< 2 E 20" — a).

< \ﬁ zezl;q 1Bi2 = +( )
Dabei wird fiir A die Abschitzung fiir positive Koeffizienten und fiir —h die Abschétzung
fiir negative Koeffizienten gebraucht. Die Abschiitzung 2o/ — a < a(«) folgt aus folgenden
Uberlegungen:
Sei (X;);en eine Folge i.i.d. verteilter Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunkti-
on Fy. Es bezeichne X1., < Xo., < X3., < ... die Orderstatistik zu X1, ..., X;,. Man erhélt
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eine stetige Modifikation F,, der empirischen Verteilungsfunktion E, von X 1y -y Xn, indem
man

setzt und F, stetig und linear zwischen Xj.,, und Xi+1.n definiert sowie Xq.p, = X1 — 1
und X, 11 := Xy + 1 setzt, vgl. SHORACK und WELLNER [40].

Das Invarianzprinzip fiir empirische Prozesse liefert die schwache Konvergenz

Vn(E, — Fp) % Byo Fy fir n — o0 (4.3)

0

auf Cp(R). Weiterhin gelten

Hep(Y() =1} = o{{e(Y () =11 n{a(Y()) =1}}
C He(Y() =13ud{a(Y()) =1}

und

Po({Bo(Fo() € 0{p(Y () =1}) = P({Bo(Fo(-)) € {p(=Y () =1})
= P({Bo(Fo(-) € =0{e(Y () =1})
= B({—Bo(Fo(-)) € (Y () =1})
= P({Bo(Fo(-) € H{p(Y() =1})
=0

nach Voraussetzung, d.h. die fast sichere Stetigkeit von ¢ impliziert die fast sichere Ste-

tigkeit von ®. Daraus folgt

Bo({Bo(Fo(-)) € d{gp(Y () = 1})
< Po({Bo(Fo(+)) € {e(Y () = 1}) + Po({ Bo(Fo(+)) € {a(Y (1)) = 1})

=0.

Damit erhilt man auch die fast sichere Stetigkeit von ¢@ auf Cy(R) bzgl. der Supremums-
norm. Da ¢, und @ zusétzlich beschrinkt sind, folgt mit der schwachen Konvergenz

des empirischen Prozesses (4.3) die Konvergenz

Cov(p(Vn(E, — Fy)), p(vn(F, — Fp))) — Cov(p(Bo o Fy),%(Bo o Fp)),
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vgl. SHORACK und WELLNER [40]. Seien nun zi, ..., z, Realisierungen von X1, ..., X,,.
Betrachtet man nur x; und hélt die iibrigen Argumente z1,...,%;—1, Tiy1, ... T, fest, so

stellt man fest, dass mit steigendem x; die Abbildung
i = V/n(F, — )
fallend ist und somit die Abbildungen
zi = p(Vn(F, — Fo))

und
zi— 1 —p(/n(F, — Fy))

ebenfalls fallend sind nach Definition des einseitigen Signalerkennungstests (vgl. Definition

(3.2)). Mit Lemma 4.3 folgt
Cov(p(By o Fy),o(Bg o Fp)) <0
< Eo(¢p) — Eo(¢)Eo(p) <0
— 20 —a < (d)?
— o <1-/(1-a).

Also
20/ —a <2(1 —V1—-a)—a=a(a).

(b) Sei h € Wir N HO, h =332, Biry mit By = ... = B = 0. Dann folgt mit Teil (a)

y— 1-
Ep(¥) —a < m;ww +a()

1
VT
(vgl. Beweis zu Korollar 3.21(a)). [

1R]27% + a()

IN

Ahnliche Ergebnisse wie im Satz 4.4 erhilt man auch fiir den Signalprozess der Brownschen

Bewegung.



Kapitel 5
Die statistische Interpretation

In diesem Kapitel wird die Bedeutung der konkaven Signale und deren Tagenten fiir para-
metrische Teilfamilien, insbesondere fiir Lokationsfamilien erldutert. Danach erfolgt eine
Interpretation nichtparametrischer statistischer Funktionale, die Linearkombinationen von

Quantilfunktionen sind.

5.1 Bedeutung der konkaven Signale und deren Tangenten

fiir parametrische Modelle

Dieser Abschnitt richtet sich nach dem Buch von HAJEK et al. [11], welches die Theorie
der Rangtests ausfiihrlich darstellt.

Definition 5.1 (Streng unimodal)

Eine absolut stetige Dichtefunktion f : (a,b) — R mit —oco < a < b < oo heif§t streng
unimodal, falls x — —log(f(x)) eine konvexe Funktion ist, d.h., falls

f'(x)

nichtfallend ist.

Lemma 5.2
Sei g € L(0,1),g # 0, eine nichtsteigende Tangente. Fiir festes ¢ € (0,1) existiert eine
Verteilungsfunktion F mit F(0) = ¢ und eine streng unimodale Dichtefunktion f, welche

gegeben ist durch die inverse Verteilungsfunktion

F—l(u)_/usgl(w dt, 0<u<l1. (5.1)

o6
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Die zugehorige Lokationsfamilie ¥ — F % e_y mit der Dichte x — f(x + ) hat die score

erzeugende Funktion g(u) = % o F~Yu).
Beweis. Da g eine nichtsteigende Tangente ist, besitzt sie ein konkaves Signal S;. Zusam-

men mit S, # 0 folgt aus der Konkavitéat Sy(t) > 0 fiir alle ¢t € (0,1). Damit folgt

t 1
0<Sg(t):/0 g(u) du:/t (—g(u)) du ¥t € (0,1).

Nach HAJEK et al. [11, Lemma 2.2.4.6, S.19f] erfiillt die durch (5.1) gegebene Verteilung
die Eigenschaften F'(0) = c und g(u) = fT o F~1(u). [

Bemerkung 5.3
Die durch (5.1) gegebene Verteilung ist sogar eindeutig.

Beispiel 5.4
Die folgenden nichtsteigenden Tangenten g € L9(0, 1) fiihren zu streng unimodalen Dichten
f mit g(u) = fT o F~1(u).

a) Seien @ > 0,b > 0 und p := -% . Die Tangente g := 1y, — +1, 17 fiilhrt zu der Dichte
[l+b a [ 7p] b (pv ]

_ 1
a+b

f(x) [exp (g) 1 (_oo,0(z) + exp (—%) 10,00 (x)} )

Es gilt F(0) = p ist. Im Fall @ = b = 1 erhélt man die Dichte der Doppel-Exponential-
verteilung.
(b) Die Tangente g := 7 := riljg—i ;_9-ije (vgl. Satz 3.17) fiihrt fiir ¢ > 2 zu der achsen-

symmetrischen Dichte

f(@) = aexp(2)1(—oo,—a0)(€) + a1 [—gg 0] (%) + @ exp(=2) 1 (z9,00)(7),

2i—1_1
02

wobei xo die Losung der Gleichung exp(—zp) = ist und a := gesetzt wird.

Es gilt F(0) = 3 ist.

Zo
2-1_1

Beweis. (a) Es ist

und damit

‘{;((f)) = 2]1(—00,01 (z) — %]1(0,00) ().

Weiterhin ergibt sich als Verteilungsfunktion F' von f

F(t) = — [aexp (Z) 1oy (t) + <a +b—bexp (-Z)) ]1(0700)@)] |
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Zur Ermittlung der inversen Verteilungsfunktion F~! ist eine Fallunterscheidung notwen-

dig. Man erhélt fiir t <0

und fir ¢ >0

w= F(t) = aib <a—|—b—bexp <—2)>

— Flu)=t=—blog (Mb(l_“)) .

Also ist F~! von der Gestalt

)t - i (S0 1,

F~Y(u) = alog <a—|—

Somit folgt

/

ioF—l(u):E@F—l(u)§0<=>u§p<=>g(u)=2

f a
und analog
f BN -1 _ 1
7oF (u)——g<:>F (u)>0<:>u>p<:>g(u)——g.
(b) Es ist
(@) = aexp(@) (o, —ap) () — @ exP(=2)1 (3 o0) (¥)
und damit

é((j)) - (_007_960)(%) ~ L(zg,00) ().

Die Verteilungsfunktion F' von f ergibt sich als
F(t) = a exp(t)]l(foo,f:po)(t) + a’(t + eXp(_:UO) + xO)]]-[fxo,xo} (t)
+ a (20 — exp(—t) + 2exp(—20)) 1L (z9,00) (t)-

Die inverse Verteilungsfunktion F~! ist dann von der Gestalt

u

F7'w) = log (=) Li0p-() + (% = exp(~a0) = 20) Tp-i 1 -1)(1)

u
— log <21:0 + 2exp(—x9) — E) Lo 1y (u).
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Also ist

r oF tNu)=-1+<=Flu)>z0 = u>1-2" = g(u) = —1,

f

/

f

ZoF N u)=0<= 20 < Flu)<20<=2"<u<1-2" <= g(u) =0

f

/

5 oF Y u)=1+=Fl(u)< —20 <= u<2" <= g(u) = 1.

f

5.2 Bedeutung der Rademachersignale

Wie man in Beispiel 5.4 sehen kann, fiihrt die erste Rademacherfunkion rq = ]1[07 1= ]l( 1]
zu einer Lokationsfamilie, die als streng unimodale Dichte die Dichte der Doppel-
Exponentialverteilung besitzt. Die Signale S, sind nicht konkav, falls ¢ > 1 ist. Linear-
kombintionen von Rademacherfunktionen innnerhalb des Raumes W}, = span(ry,...,7%)
konnen aber zu konkaven Signalen fithren. Diese Linearkombinationen lassen sich als ka-
nonische Gradienten von statistischen Funktionalen darstellen. Dazu sei an die Definition
der Lo-Differenzierbarkeit und Tangentialraume aus Abschnitt 2.1 erinnert.

Seien (€2, A) ein Messraum und M; (2, A) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf
(Q,.A). Jede nichtleere Teilmenge P C M;(£2,.A) heiBt eine nichtparametrische Familie

von Wahrscheinlichkeitsmafien.

Definition 5.5 (Differenzierbares statistisches Funktional)

Ein statistisches Funktional k : P — R heifst differenzierbar an der Stelle P € P mit dem
Gradienten i = f(P) € LY(P), falls fiir jede Lo(Py)-differenzierbare Kurve t — P; in P
mit Tangente g und Py = P gilt

lim ¢ (+(P2) — x(Fy)) = [ g dP

Satz 5.6
Ein statistisches Funktional k : P — R sei differenzierbar an der Stelle P € P. Dann
existiert ein eindeutiger Gradient & € T(P,P), der die kleinste Norm innerhalb der Menge

aller Gradienten von k an der Stelle P besitzt.

Beweis. Vgl. JANSSEN [14, Seite 185]. [ |
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Definition 5.7 (Kanonischer Gradient)
Den Gradienten & aus Satz 5.6 bezeichnet man als kanonischen Gradienten von k an der
Stelle P.

Bemerkung 5.8

Sei k: P — R an der Stelle P € P differenzierbar mit dem Gradienten # € L9(P). Der
kanonische Gradient Kk von k an der Stelle P ergibt sich dann als orthogonale Projektion
von £ in den Tangentialraum T'(P,P), vgl. JANSSEN [14, Seite 186]. O

Sei nun P eine Menge von Verteilungen auf R mit positiver Lebesgue-Dichte auf ihrem
Triager, welcher ein Intervall (méglicherweise unbeschrénkt) sein soll. Man betrachte fiir

diese Verteilungsklasse das Funktional
k:P—R, Fos—-F1¢) (5.2)

fiir ein £ € (0,1). Nach JANSSEN und KUNZ [20] ist das obige Quantilfunktional (5.2)
differenzierbar an der Stelle Fyy € P mit einem kanonischen Gradienten &, welcher propor-
tional ist zu hg o Fy mit

e (1) = 4*(11_@(1[079(“) —6), O<u<l.
Die Methodik differenzierbarer Funktionale und derer Gradienten wurde von PFANZAGL
und WEFELMEYER ([34] eingefiihrt und wird ebenfalls in JANSSEN [15] sowie JANSSEN
und KUNZ [20] diskutiert.

Betrachtet man nun fiir £ € IN Linearkombinationen der Quantilfunktionen
2k 1 ;
-1
F— Y aF <2k> ,
i=1

so stellt man fest, dass Folgendes gilt (vgl. Satz 5.9):

2k 1 .
~ (1
{goFy:9g€ Wi} C /@:/@(F)zg a; F 1<2k>,ai€]R ,
i=1

wobei Wy, =span(ri,...7x).

Fiir die Anwendung sind die Konsequenzen von sehr grofiem Interesse. Nimmt man namlich
an, dass ein Signaltest an der Stelle g o Fy mit g € W} hohe Giite auf einer Kugel hat,
oder kann sein Gradient durch g o Fy approximiert werden, dann existiert eine Linear-
kombination von Quantilfunktionen, welche exakt diesen als kanonischen Gradienten hat.
Der Signaltest ist dann fiir die Erkennung von Abweichungen, die von diesem Funktional

herrithren, sehr empfindlich.
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Satz 5.9
Fir festes k € N sei Wy, =span(r1,...,1). Dann gilt

{goFy:g€ Wi} CVp,

wobei Vi, die Menge aller Gradienten & von in Fy differenzierbaren Funktionalen k darstellt
mit k: P — R, F— Z?ifl a; F~1 (2%) fiir a; € R.

Beweis. Sei k : P — R, F — Zzzl a; F~1 (2%) ein differenzierbares Funktional in Fjy
und sei ohne Einschrankung Fy(z) = 2,0 < z < 1. Dann ist der kanonische Gradient &

von der Gestalt
2l a; i
~o T . _ .
) P - - <]1[0,;k) Zk), 6 € R,

Sei g € Wi mit g = Zle Biri. Setze Uy := span(u; : 0 < j < 2F) mit u; = ]1[0 gy

1ok

Betrachte die orthogonale Projektion 7y von L (0, 1) auf L9(0,1) gegeben durch
mo: Lo(0,1) — L5(0,1)

1
;oo f—/o f(x) de.

Es ist
! J aj j
mo(u;) = u; —/O uj Ao, = U = oF = T (1[0,;;) N 2k> €V
o (1= 3¢)
mit a; := ;—k (1 - 2%) fiir 1 < j < 2*. Wegen der Linearitit von g folgt mo(Us) C Vi.

Weiterhin ist fir 1 <m < kund 1 <[ < 2™

11[1771 l ) = Ujgk—m — u(l—l)Qk*m'

2m ) T
Die Rademacherfunktionen r; lassen sich darstellen als
27
e _1)\it+1lq ) ;
rj = Zl( D M o) 1< <k
1=

Deshalb folgt Wj, C Uy. Man erhilt also insgesamt

Wi = mo(Wy) € mo(Uy) C V.
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Beispiel 5.10
Sei Iy die Gleichverteilung.

(a) Der Median F +— F~! (1) hat den kanonischen Gradienten & = —ry.

(b) Fiir k£ € IN betrachte man das winsorisierte Mittel F — 1

Fir k = 2 ergibt sich das robuste Lagemafl

SHEIOR

mit dem kanonischen Gradienten x = —

1
V3

r —

1
V3

9.

3

4

2

)

(P (3 + P (1

7))-



Anhang

Zur Erinnerung seien H C L2(0, 1) ein Teilhilbertraum und

t
Sh(t):/ hd»\HO,l] fir he H0<t<1.
0

Im Folgenden wird fiir bestimmte Teilmengen K von H gezeigt, dass diese Kegel bilden.

Dabei versteht man unter einer Kegel K eine Menge, fiir die gilt:
ghe K,a,>0 = ag+pheK.

Satz A.1 Sei K := {h € H : t — Sp(t) ist konkav}. Dann ist K ein abgeschlossener,

konvexer Kegel von H.

Beweis. Seien hij,he € H,a,5 > 0 und A t5,t2 € [0,1]. Mit der Konkavitéit von
t — Sp, (t) und t — Sy, (t) erhédlt man

ASahy+8hy (t1) + (1 — A)Sany 4 hs (t2)
= ASany (t1) + (1 — A)San, (t2) + ASgn, (t1) + (1 — X)Sgn, (t2)
< Sahi+8hs (A1 + (1 = A)ta).

Somit ist ahy + Bhy € K. Daraus folgt auch unmittelbar die Konvexitidt von K. Um die
Abgeschlossenheit von K in H zu zeigen, sei (h,)nen eine Folge in K mit lim, o0 hyy = h
fiir ein b € H. Aus limy, o0 [|in — h||f, = 0 folgt limy, o0 Sh, (t) = Sk(t) fiir jedes ¢ € [0,1],
da Ly-Konvergenz die Li-Konvergenz impliziert. Mit der Konkavitit von ¢ — Sy, (t) fiir
jedes n € IN ergibt sich fiir A, t,t2 € [0, 1]
ASh(t1) + (1= A)Su(tz) = lim [ASy, (t1) + (1 = A)Sh, (£2)]
< lim Shn()\tl + (1= N)t2)
n—oo
= Sp(M1+ (1= N)ta).

Also ist ¢ — Sp(t) konkav und somit h € K. [
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Bemerkung A.2 Genauso zeigt man fiir einen Teilhilbertraum H C Ly(0,1), dass
Vo =Vs(H)={9g€H:5 >0} und V< = V<(H) :={g € H: S; <0} abgeschlossene

konvexe Kegel sind.

Satz A.3 Sei K}, := {g € H : t— Sy(t) ist konkav, Sy (t) > Sp(t) fiir jedes ¢t € [0,1]} fiir

ein festes h € H. Dann ist K} eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von H.

Beweis. Um die Abgeschlossenheit von K, nachzuweisen, betrachte man eine Folge
(gn)nen in Kp mit lim,, o0 g, = ¢ fiir ein g € H. Wie bereits im Beweis zu Satz A.2 gezeigt
worden ist, ist ¢ — S4(t) ebenfalls konkav. Wegen Sy, (t) > Si(t) fiir jedes n € N, ¢ € [0,1]
und lim,, .o Sy, (t) = S4(t) folgt

S,(t) > Su(t) ¥ t € [0, 1].

Somit ist ¢ € K;, und K}, abgeschlossen.
Um die Konvexitét von K zu zeigen, wihle man g1, g2 € Kj, und « € [0,1]. Dann folgt
mit der Konkavitét von ¢ +— Sy, (t) und t — Sy, (t) die Konkavitét von t — Sug 4 (1—a)g, (1)

(vergleiche Beweis zu Satz A.2). Auerdem ist

Sag1+(1fa)g2 (t) = aSg, (t) + (1 - a)Sg2 (t)

v

aSp(t) + (1 — a)Sp(t)
= Sp(t).
Folglich ist K} auch konvex. |

Satz A.4 (und Definition) Sei (H, (-,-)) ein reeller Hilbertraum. Dann gelten:
(a) Sei V eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von H. Dann existiert fiir jedes h € H

ein eindeutig bestimmtes Element pV'(h) € V' mit
b= pV ()] = inf b . (53)

Das Element pV'(h) wird als Projektion von h in V' bezeichnet.
(b) Sei V' ein abgeschlossener konvexer Kegel in H. Dann ist die Projektion pV'(h) € V
von h € H eindeutig bestimmt durch die folgenden Eigenschaften:

(pV (h), h) = [lpV (W)|* (5-4)

und
(h,v) < (pV(h),v) YveV. (5.5)
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Beweis. Vgl. BEHNEN und NEUHAUS [2, Proposition 3.2.1]. |

Lemma A.5 [Projektionslemma 3.7]
(a) Seien H ein reeller Hilbertraum, V' C H ein abgeschlossener konvexer Kegel und pV' (h)

bezeichne die eindeutig bestimmte Projektion von h € H in V. Eine orthogonale Zerlegung

h=pV (k) +pV(h), (pV(h),pV (h)) =0,

von h € H ist gegeben durch die Projektion pV (h) in den polaren Kegel V = {g € H :
(g,v) <0Vv eV}

(b) Sei h = h; + hy eine weitere orthogonale Zerlegung mit h; € V, hy € V und hy L he.
Dann ist 2y = pV (h) und ho = pV (h).

Beweis. (a) Seien g; := pV(h) und g2 := h — g;. Mit Satz A.4 erhélt man

54
(g1,92) = (g1, h— g1) = (g1, ) — (g1 1) = [ln]2 = g ]2 =0

sowie

(5.5)
(92,v) = (h — g1,v) = (h,v) = (g1,v) < (g1,v) —(g1,0v) =0 Vv e V.

Also ist go € V mit g1 L go.
Sei nun u € V fest und & € V beliebig. Dann ist (u,?) < 0 und folglich « € V. Somit gilt
g eV C V und

(h,D) = (g1 + g2,0) = (g1, D) + (92,0) < (g2,0) VO € V

sowie
(g2, h) = (g2, 91 + g2) = (92, 91) + (g2, 92) = || ga|*-

Da also gy die Eigenschaften (5.4) und (5.5) erfiillt, folgt

pV(h) = ga.
(b) Seien g1 = pV (h) und go := pV (h). Es ist
(5.3)
lgall = IP = gull < [|h = hall = [[a]|

und analog
lgill < [|hal-
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Daraus folgt
1halP Rl = [[Ba+hal* = [Ihl1* = [lgi+g2l* = [lgr]*+llg2l1* < NhalP+llg2l* < (12 ]+ g2l

Also ist
1P1? = g1 > und [ho]l* = ||g2l|>.

Damit erhilt man
2 2 2 2 (5.3) 2
[h = hall* = (2] = llg2ll” = I1h — gu[|® < [[h—v[|" YveV

und analog
|h — he|®* < [|h — 3| Vo€V,

Also ist
hi=g1 =pV(h) = und hy = go = pV(h).



Symbol- und

Abkiirzungsverzeichnis

Im Folgenden werden im Rahmen dieser Arbeit verwendete Symbole und Abkiirzungen

erlautert.

Symbole

Prozess der Brownschen Bewegung

Prozess der Brownschen Briicke

Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R
Menge aller stetigen Funktionen f: R — R

= {f € C([0,1]) : f(0) =0}

empirische Verteilungsfunktion zum Stichprobenumfang n
={f€C([0,1]) : f(0) = f(1) = 0}

= hmsTt g(S)

Hilbertraum (meistens Teilhilbertraum H C L(0,1))
L3(0,1)

:= span(r; : 1 € Ng)

:=span(r; : ¢ € IN)
= {X : Q — RZufallsvariable : || X|| = ([ X2 dP)'/? < oo}
= L2([0’ H?B([O? 1})7 AA\[0,1])

= Lg([o, 1},8([0, 1}),»‘[071]) = {h S LQ(O, 1) : fh d»\HOvH = 0}

zentraler Prozess zum Gauf-Shift (2, A4,{P, : h € H})
Abschlufl der Menge M

Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o
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Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

o()
pV(h)
(Ti)ie]NO
Sg
span(M)
T(P,P)

B(2)
L(X|P)

€a

Ajo,1]

o =Y ("))
(9, h)

lgll
xZy

Landau-Symbol
Projektion von h € H in den Kegel V C H

System der Rademacherfunktionen

Signalabbildung zu g € H mit Sy(t) := [; g dMo1,¢ € [0,1]

lineare Hiille der Menge M

Tangentialraum von P € P bzgl. der Familie P
a-Quantil der Standardnormalverteilung
abgeschlossener konvexer Kegel in H
={g€eH:(g,v)<0VveV}

={g€H:5,<0}={g€ H:S5(t) <O fiir jedes t € [0,1]}
={geH:5,<0}={ge€ H:Sy(t) <O fiir jedes ¢t € [0,1]}

.= {g € Ly(0,1) : S, < 0}

= Vgt NL3(0,1) = {g € LY(0,1) : Sy <0}
:= span(ry,...,rg)

Orthogonalraum zu Wy

:= span(rog, ..., 7g)

Signalprozess

Menge der natiirlichen Zahlen
=NuU{0}

Menge der reellen Zahlen
={zeR:z>0}

Borelsche o-Algebra iiber 2
Verteilung der Zufallsvariablen X unter dem Maf§ P

Indikatorfunktion der Menge A

Einpunktmafl in a

Lebesgue-Maf§ auf [0, 1]

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
einseitiger Signalerkennungstest

= [ gh dMj0,1] Skalarprodukt auf La(0, 1)

= ([ ¢ d»|[071])1/2 Norm auf Ly(0,1)

Gleichheit in Verteilung



Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

e
RS]
>

O m

Abkiirzungen

bzgl.
bzw.
d.h.
et al.
f.

f.s.
iid.
SEP
vgl.

Kovergenz in Verteilung
Ende einer Beweisfithrung

Ende einer Bemerkung oder eines Beispiels

beziiglich

bezichungsweise

das heifit

et alii (und andere)

folgende

fast sicher

unabhéngig identisch verteilt
Signalerkennungsproblem

vergleiche
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