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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Portfolioprobleme eines Investors in einem Finanzmarkt betrach-
tet. Im Gegensatz zum klassischen Modell von Merton werden die Wertpapiere durch
Sprung-Diffusionen modelliert. Fasst man die Vermogensgleichung des Investors als sto-
chastische Differentialgleichung auf, so kann die Methode der stochastischen Steuerung
zur Losung von Portfolioproblemen herangezogen werden.

Es wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen stochastischer Differential-
gleichungen, die von einer m-dimensionalen Brownschen Bewegung und einem [-dimen-
sionalen Poissonschen Zufallsmaf} gesteuert werden, bewiesen. Hierbei ist zugelassen, dass
die Koeffizienten der stochastischen Differentialgleichungen vom Zufall abhédngen. Deswei-
teren wird gezeigt, dass sich die Existenz des n-ten Momentes vom Anfangswert X (0) = X
auf alle Werte X (t) iibertrégt.

Anschliefend wird die Methode der stochastischen Steuerung bei endlichem Zeithorizont

fiir Sprung-Diffusionsprozesse der Gestalt
dX(s) = A(s,X(s),u(s))ds+ X(s,X(s),u(s))dW(s)+T'(s,X(s—),u(s—))dN(s)

hergeleitet, wobei W eine m-dimensionale Brownsche Bewegung und N ein davon
unabhéngiger [-dimensionaler Poisson-Prozess sind. Unter geeigneten Lipschitz- und
Wachstumsbedingungen an die Koeffizienten wird ein Verifikationssatz formuliert, der
einen Zusammenhang zwischen der Loésung der HJB-Gleichung und der Loésung des
Steuerungsproblems liefert. Werden Portfolioprobleme mit stochastischer Zinsrate betrach-
tet, so sind die geforderten Voraussetzungen an die Koeflizienten nicht immer erfiillt. Fiir
diese Situation wird eine Variante des Verifikationssatzes hergeleitet.

Im 2. Teil dieser Arbeit wird ein stochastisches Modell fiir sprunghafte Bondpreise ent-
wickelt. Dafiir wird das klassische Heath-Jarrow-Morton-Modell verallgemeinert, indem
die Vorwiartszinsrate zusétzlich mit Spriingen eines Poisson-Prozesses iiberlagert wird. Es
wird gezeigt, dass der Bondpreisprozess B(-, T) beziiglich dem &dquivalenten Martingalmafl

P* die stochastische Differentialgleichung

dB(t,T) = B(t—,T) (r(t) dt + Uy (t, T) dWip- (t) + Us(t, T) dﬁlp*(t))

erfiillt, wobei r die stochastische Zinsrate bezeichnet. Die beiden Prozesse Ul(-,T ) und
Us(-, T) lassen sich explizit in Termen des Volatilitdts- und des Sprungkoeffizienten der
Vorwirtszinsrate angeben.

Mit Hilfe der Variante des Verifikationssatzes werden ein Bond-Portfolioproblem und
ein Aktie-Bond-Portfolioproblem gelost, wobei der Zinsrate des Sparkontos, dem Bond-
preisprozess und dem Aktienpreisprozess ein Sprung-Diffusionsmodell zugrunde gelegt
werden. Im Spezialfall, dass keine Spriinge auftreten, finden sich die Ergebnisse aus der
Arbeit von Korn und Kraft (2001) wieder.






Abstract

In this thesis portfolio problems of an investor in a financial market are considered. In
contrast to the classical Merton model the assets are modelled by jump diffusions. The
wealth equation of the investor is understood as a controlled SDE, hence stochastic control
methods can be used to solve portfolio problems.

First of all an existence and uniqueness theorem is derived for solutions of SDE’s which
are driven by an m-dimensional Brownian motion and an [-dimensional Poisson random
measure. Here the coefficients of the SDE’s are allowed to be stochastic. In addition it is
shown that the existence of the n-th moment of the initial value X (0) = Xq carries over
to all values X ().

In the following the method of stochastic control is derived for a finite time horizon and

for jump diffusions of the form
dX(s) = A(s,X(s),u(s))ds+ X(s,X(s),u(s))dW(s)+I'(s,X(s—),u(s—))dN(s),

where W is an m-dimensional Brownian motion and N an [-dimensional Poisson process
independent of W. Under appropriate Lipschitz and growth conditions on the coefficients
a verification theorem is formulated, which connects the solution of the HJB-equation
with the solution of the optimal control problem. For portfolio problems with stochastic
interest rate the required assumptions of the verification theorem are not always satisfied.
For this situation a modified verification theorem is derived.

In the second part of this thesis a stochastic model for bond prices with jumps is developed.
For this purpose the classical Heath-Jarrow-Morton model is generalized in the sense that
the dynamics of the forward rate process allows jumps which occur according to a Poisson
process. With respect to the equivalent martingale measure IP* it is shown that the bond

price process B(-,T) satisfies the SDE

dB(t,T) = B(t—,T) (r(t) dt + Uy (t,T) dWp+ (t) + Us(t, T) dNp- (t)),
where r denotes the stochastic interest rate. The processes Uy(-,T) and Us(-,T) can be
written explicitly in terms of the volatility and the jump coefficient of the forward rate.
Using the modified verification theorem, a bond portfolio problem and a mixed stock and
bond portfolio problem is solved, where the interest rate of the savings account, the bond
price process and the stock price process follow jump diffusions. In the special case when

there are no jumps these results contain those obtained by Korn and Kraft (2001).
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Einleitung

Im 20. Jahrhundert gewann die Untersuchung von finanzwissenschaftlichen Problemen
mittels stochastischer Methoden immer mehr an Bedeutung. Wichtige Vertreter in diesem
Bereich sind Black und Scholes sowie Merton, denen mit ihren Arbeiten aus dem Jahr
1973 ([3], [25]) iiber die Preisfestsetzung und die Absicherung von Finanzderivaten ein
bedeutender Durchbruch gelang. Bei der Losung immer spezieller werdender finanzwis-
senschaftlicher Problemstellungen wurde immer héaufiger auf Methoden der stochastischen
Analysis zuriickgegriffen. So stellen die Martingaltheorie und die stochastische Integration,

aber auch die stochastische Steuerung wichtige Bestandteile der Finanzmathematik dar.

Eine klassische Problemstellung in der Finanzmathematik ist das sogenannte Portfolio-
problem eines Investors in einem Finanzmarkt. Dieses besteht darin, zu gegebenem strikt
positivem Anfangskapital eine beziiglich eines Nutzenfunktionals optimale Portfoliostra-
tegie oder auch Konsum- und Portfoliostrategie zu bestimmen.

Das Portfolioproblem eines Investors liasst sich vorwiegend auf zwei verschiedene Arten
16sen; zum einen nach der Methode der stochastischen Steuerung und zum anderen
nach der Martingalmethode. Letztere geht hauptsichlich auf die in den 80er Jahren
erschienenen Arbeiten von Cox und Huang [4], Karatzas, Lehoczky und Shreve [16] und
Pliska [29] zuriick. Hierauf wird jedoch nicht weiter eingegangen, da in dieser Arbeit
lediglich die Methode der stochastischen Steuerung betrachtet wird.

Die Methode der stochastischen Steuerung zur Losung des Portfolioproblems wurde
erstmals von Merton in den Jahren 1969 bzw. 1971 ([23], [24]) eingefiihrt. Er fasste das
Portfolioproblem eines Investors als ein stochastisches Steuerungsproblem auf, indem er
die Vermogensgleichung des Investors als gesteuerte stochastische Differentialgleichung

interpretierte.

In dem von Merton betrachteten Portfolioproblem wird der Finanzmarkt durch ein
Diffusionsmodell beschrieben, indem der Preisprozess der Aktie durch eine geometrische

Brownsche Bewegung modelliert wird. Ein wesentlicher Nachteil dieses Modells besteht
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darin, dass extreme Kursinderungen der Aktie, die am realen Aktienmarkt durchaus
beobachtbar sind, nicht erfasst werden kénnen. Dies liegt daran, dass die logarithmierten
Renditen der Aktie normalverteilt sind und somit extreme Kursschwankungen eine sehr
geringe Wahrscheinlichkeit besitzen. Um dieser Problematik zu entgehen, kann man das
von Merton entwickelte Diffusionsmodell durch ein Sprung-Diffusionsmodell ersetzen.
Hierbei wird der Aktienpreisprozess durch eine geometrische Brownsche Bewegung model-
liert, wobei nun jedoch auch zusétzlich Spriinge an zufilligen Zeitpunkten mit einbezogen
werden. Ein Sprung-Diffusionsmodell beschreibt die beobachteten Aktienpreise somit

realistischer.

Im Gegensatz zum klassischen Modell von Merton werden in dieser Arbeit Finanzmérkte
betrachtet, in denen die Wertpapiere durch Sprung-Diffusionsmodelle modelliert werden.
Dazu wird zunéchst die Methode der stochastischen Steuerung fiir Sprung-
Diffusionsprozesse hergeleitet. Im Vergleich zu Korn und Korn [18], Kraft [21] oder auch
Flemming und Soner [8] werden hier Prozesse X betrachtet, die nicht nur von einer
m-~dimensionalen Brownschen Bewegung W, sondern zusétzlich auch von einem davon
unabhéngigen [-dimensionalen Poisson-Prozess N abhéngen. Die Steuerung erfolgt dabei
durch einen stochastischen Prozess u. Dieser ist im Allgemeinen im Driftkoeffizienten, im
Volatilitétskoeffizienten und im Sprungkoeffizienten der gesteuerten stochastischen Diffe-

rentialgleichung
dX(s) = A(s, X (s),u(s))ds+ X(s, X(s),u(s))dW(s)+T(s,X(s—),u(s—))dN(s) (1)

enthalten. Im Fall, dass die Koeffizienten A,> und I' geeignete Lipschitz- und Wachs-
tumsbedingungen erfiillen, wird ein Verifikationssatz formuliert, der anschliefend in
einem konkreten Beispiel, dem Problem des optimalen Konsums und des optimalen
Endvermogens bei einem endlichen Zeithorizont, eine Anwendung findet. Fiir den Fall,
dass der Aktienpreisprozess lediglich durch eine geometrische Brownsche Bewegung
modelliert wird, hat Merton [23] dieses Problem bereits gelost.

In einigen Situationen sind die Lipschitz- und Wachstumsbedingungen an die Koeffi-
zienten jedoch nicht erfiillt. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn Portfolioprobleme
betrachtet werden, in denen die Zinsrate nicht wie im klassischen Merton-Modell deter-
ministisch, sondern durch einen stochastischen Prozess gegeben ist. Da in dieser Arbeit
auch solche Situationen betrachtet werden, wird eine Variante des Verifikationssatzes
hergeleitet, in der man unter gewissen Voraussetzungen an die gesteuerte stochastische
Differentialgleichung (1) ohne die Lipschitz- und Wachstumsbedingungen an die Koeffi-
zienten auskommt.

Mit Hilfe dieser Variante werden ein Bond-Portfolioproblem und ein Aktie-Bond-
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Portfolioproblem gelost, wobei der Zinsrate des Sparkontos, dem Bondpreis und dem
Aktienpreis ein Sprung-Diffusionsmodell zugrunde gelegt werden. Hierbei wird das
Modell fiir den Bondpreis aus dem zuvor entwickelten ,verallgemeinerten Heath-Jarrow-
Morton-Modell“ iibernommen. Es wird gezeigt, dass die Variante des Verifikationssatzes
anwendbar ist und dass man zu Ergebnissen kommt, die in den konkreten Spezialfillen, in
denen die Zinsrate durch das Ho-Lee-Modell bzw. durch das Vasicek-Modell gegeben ist
und in denen die gehandelten Wertpapiere keine Spriinge aufweisen, mit den Ergebnissen

aus der Arbeit von Korn und Kraft [19] iibereinstimmen.

Konkret ist diese Arbeit in 6 Kapitel unterteilt.

Da im Rahmen der Untersuchung héufig auf Resultate der stochastischen Analysis
zuriickgegriffen wird, werden in Kapitel 1 die wichtigsten Definitionen und Bezeichnungen
sowie einige Ergebnisse aus diesem Bereich kurz vorgestellt. Von besonderer Bedeutung

ist dabei der Abschnitt {iber die mehrdimensionale It6-Formel fiir Semimartingale.

Das 2. Kapitel beschéftigt sich mit der Existenz und der Eindeutigkeit von Losungen sto-
chastischer Differentialgleichungen. Die Theorie der stochastischen Differentialgleichungen
geht dabei auf die Arbeit von It [13] aus dem Jahre 1951 zuriick. Seine Vorgehenswei-
se ist in der heutigen Literatur zur stochastischen Analysis wohlbekannt. Im Laufe der
Zeit wurde das Konzept von [t6 immer weiter verallgemeinert. So bewiesen Doléans-Dade
und Meyer [6] im Jahre 1977 einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir stochastische
Differentialgleichungen, die von Semimartingalen gesteuert werden. Dabei durften die Ko-
effizienten im Vergleich zu It6 zusétzlich vom Zufall abhidngen. Im Rahmen dieser Arbeit
werden stochastische Differentialgleichungen der Gestalt

dX(t) = A(t, X(t=))dt+ B(t, X (t—))dW () + / F(t, X (t—), z) M(dt, dz)

|z|<e
+ G(t,X(t—),z) M(dt,dz), (2)
|z[>c

X0) = X

betrachtet, wobei W eine m-dimensionale Brownsche Bewegung und M ein da-
von unabhingiges [-dimensionales Poissonsches Zufallsmafl auf dem Messraum
Ry x (R* \ {0}),B(R;) ® B(R* \ {0})) mit zugehorigem Intensititsmaf p und
zugehorigem Kompensator M sind. Hierbei ist ebenfalls zugelassen, dass die Koeflizienten
A, B, F und G vom Zufall abh#ngen, also stochastische Prozesse sind. Unter der Voraus-
setzung, dass die Koeflizienten einer geeigneten Lipschitz- und Wachstumsbedingung

geniigen, wird mit Hilfe der Technik der Picard-Iteration ein Existenz- und Eindeutigkeits-
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satz fiir Losungen stochastischer Differentialgleichungen der Form (2) bewiesen. Dariiber
hinaus wird fiir den Fall G = 0 gezeigt, dass sich die Existenz des n-ten Momentes vom
Anfangswert Xo auf alle Werte X (¢) iibertrdgt, wobei X = (X(t));er, die eindeutig

bestimmte Losung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes ist.

Wie man in Merton’s Arbeit sehen konnte, konnen Portfolioprobleme in stetiger Zeit
als stochastische Steuerungsprobleme interpretiert werden. Im 3. Kapitel wird daher die
Methode der stochastischen Steuerung bei einem endlichen Zeithorizont vorgestellt, wobei
der zu steuernde Prozess durch die gesteuerte stochastische Differentialgleichung (1)
gegeben ist.

Im ersten Teil dieses Kapitels wird die Problemstellung erldutert und dabei insbesondere
das Steuerungsproblem vorgestellt. AnschlieSend wird die sogenannte Hamilton-Jacobi-
Bellman-Gleichung (HJB-Gleichung) mit dem Prinzip der dynamischen Programmierung
hergeleitet. Mit Hilfe dieser kann ein Verifikationssatz formuliert werden, der einen
Zusammenhang zwischen der Losung der HJIB-Gleichung und der Losung des Steuerungs-
problems liefert.

Als Anwendung des Satzes wird ein konkretes Beispiel untersucht. In diesem wird
ein Investor betrachtet, dessen Ziel es ist, seinen erwarteten Nutzen aus Konsum und
Endvermogen bei endlichem Zeithorizont zu maximieren. Wie im klassischen Merton-
Modell hat er dabei die Moglichkeit, in ein risikoloses Sparkonto und in d verschiedene
risikobehaftete Aktien zu investieren, wobei die Aktienpreise im Vergleich zu Merton
durch Sprung-Diffusionen modelliert werden. Fiir den Fall d = 1 wird ein Vergleich zur
klassischen Losung gezogen.

Im letzten Teil des Kapitels werden ,,gesteuerte stochastische Differentialgleichungen mit
linearer Komponente“ betrachtet. Aufgrund ihrer konkreten Gestalt kann eine Variante
des Verifikationssatzes hergeleitet werden, die auf die Lipschitz- und Wachstumsbedin-
gungen an die Koeffizienten der gesteuerten stochastischen Differentialgleichung vezichtet

und daher in der konkreten Situation von Kapitel 6 eine Anwendung findet.

Das 4. Kapitel beschéftigt sich mit der Methode der stochastischen Steuerung bei
unendlichem Zeithorizont, wobei der zu steuernde Prozess durch eine autonome Version
der gesteuerten stochastischen Differentialgleichung (1) gegeben ist. Wie in Kapitel 3 wird
ein Verifikationssatz angegeben, der einen Zusammenhang zwischen der Lésung der HJB-
Gleichung und der Losung des Steuerungsproblems herstellt. In einem konkreten Beispiel,

einem sogennanten Lebenszeit-Konsum-Problem, findet dieser Satz eine Anwendung.

Im 5. Kapitel wird ein stochastisches Modell fiir sprunghafte Bondpreise entwickelt. Die

Spriinge werden dabei durch einen Poisson-Prozess modelliert.
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Fiir eine reelle Brownsche Bewegung W und einen davon unabhéngigen eindimensionalen
Poisson-Prozess N zum Parameter a > 0 wird zunéchst dargelegt, unter welchen Voraus-

setzungen der Prozess exp(Y') = (exp(Y(t)))¢c[o,7] mit

Y1) = /0 Gls) ds + /0 F(s)dW (s) + /0 H(s)d(N(s) — as)

ein exponentielles Martingal ist. Mit Hilfe eines exponentiellen Martingals wird anschlie-
Bend fiir eine Familie von Bondpreisen {B(-,T) : 0 < T < T’} ein #iquivalentes Martingal-
mafl P* mit Dichte exp(Y (7)) beziiglich des urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmafies IP
definiert. In einem Existenzsatz wird gezeigt, dass geeignete Prozesse Uy (-, T') und Us(-,T)

existieren, so dass B(-, T) beziiglich P* die stochastische Differentialgleichung

dB(t,T) = B(t—.T) (r(t) dt + Uy (t, T) dWp+ () + Us(t, T) dﬁp*(t)>

erfiillt. Hierbei bezeichnen r die stochastische Zinsrate des Sparkontos, Wp« eine reelle
Brownsche Bewegung beziiglich P* und ]V]p* ein lokales Martingal beziiglich P*. Im
stetigen Fall (d.h. ohne Vorhandensein eines Poisson-Prozesses) findet man einen der-
artigen Existenzsatz im Buch von Musiela und Rutkowski [27] und in der Arbeit von
Artzner und Delbaen [2].

Im zweiten Teil des Kapitels wird das klassische Heath-Jarrow-Morton-Modell (vgl.
hierfir die Arbeit von Heath, Jarrow und Morton [9]) verallgemeinert, indem die
Vorwirtszinsrate zusétzlich mit Spriingen eines Poisson-Prozesses iiberlagert wird. In
dieser konkreten Situation lassen sich die beiden Prozesse Ui (-, T) und Us(-,T) aus dem
obigen Existenzsatz explizit in Termen des Volatilitdts- und des Sprungkoeffizienten der

Vorwiértszinsrate angeben.

Im letzten Kapitel werden ein Bond-Portfolioproblem und ein Aktie-Bond-
Portfolioproblem geltst. In beiden Situationen wird ein Investor betrachtet, dessen
Ziel es ist, seinen erwarteten Nutzen aus dem Endvermoégen bei endlichem Zeithorizont
zu maximieren. Hierbei werden der Bondpreis durch das in Kapitel 5 entwickelte
verallgemeinerte Heath-Jarrow-Morton-Modell und der Aktienpreis durch einen Sprung-
Diffusionsprozess modelliert. Im Vergleich zum klassischen Merton-Modell ist die Zinsrate
des Sparkontos durch eine stochastische Differentialgleichung gegeben, die von einer
reellen Brownschen Bewegung und einem davon unabhéngigen Poisson-Prozess gesteuert
wird. Durch diese zusétzliche stochastische Komponente erfiillen die Koeffizienten der zum
Optimierungsproblem zugehorigen gesteuerten stochastischen Differentialgleichung jedoch
nicht die geforderten Lipschitz- und Wachstumsbedingungen des Verifikationssatzes.
Es wird allerdings gezeigt, dass die gesteuerte stochastische Differentialgleichung eine

ylineare” Gestalt besitzt, so dass in dieser Situation die Variante des Verifikationssatzes
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aus Kapitel 3 anwendbar ist. In den Féllen, dass die Zinsrate durch das Ho-Lee-Modell
bzw. durch das Vasicek-Modell gegeben ist und dass der Bond sowie die Aktie keine
Sprungkomponente enthalten, haben Korn und Kraft [19] dieses Problem bereits gelost.
Fiir diese konkreten Spezialfille stimmen die Ergebnisse aus dieser Arbeit mit denen von

Korn und Kraft iiberein.

Abschlieffend mdochte ich Herrn Prof. Dr. K. Janflen sowohl fiir die vielen anregenden
Gesprdche als auch fiir die umfangreiche Betreuung und Hilfsbereitschaft bei der Erstellung
dieser Arbeit danken. Ein herzlicher Dank gebiithrt auch Herrn Prof. Dr. M. Mdhle und
Herrn Prof. Dr. R. Korn fiir die Ubernahme und Erstellung der weiteren Gutachten.
Bedanken mdchte ich mich auch bei den Mitarbeitern des Lehrstuhls fiir Mathematische
Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie am Mathematischen Institut der HHU Diisseldorf
fir thre Hilfe und Unterstitzung.

Ganz besonders danke ich meiner Familie, die mich all die Jahre seelisch unterstiitzt und

motiviert hat. Ohne sie wdre diese Arbeit nie entstanden.



Kapitel 1

Grundlagen aus der stochastischen

Analysis

1.1 Allgemeine Definitionen und Bezeichnungen
Gegeben sei ein vollstéandiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), d.h.
N = {AQQ:esgibteinNE}"mitAgNund]P(N):O} c F.

Auf diesem definiert man einen stochastischen Prozess Z = (Z(t))iecr, als eine Familie
von Zufallsvariablen mit Werten in einem gemeinsamen Messraum (F, £). In dieser Arbeit
wird (E, ) meist mit (R", B(R™)) fiir ein n € IN identifiziert. Fiir jedes w € € heifit die
durch ¢ — Z(t,w) definierte Abbildung von R, nach E ein Pfad des Prozesses.

Sei I = (F})ier, eine rechtsstetige Filtration in F mit {A € F : P(A) = 0} C Fo, d.h.
die Filtration I erfiillt die {iblichen Voraussetzungen.

Ein stochastischer Prozess Z heifit adaptiert an IF oder auch F-adaptiert, wenn fiir jedes

t € R4 die Zufallsvariable Z(t) F;-messbar ist.

Definition 1.1 (Lévy-Prozess)
Ein an T adaptierter stochastischer Prozess L = (L(t))ier, mit Werten in RF heift

k-dimensionaler Lévy-Prozess, wenn die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
i) L(0) =0 fast sicher.

i1) L besitzt fast sicher rechtsstetige Pfade mit endlichen Linkslimiten, d.h. L ist ein

cadlag-Prozess.

i) L besitzt stationdre Zuwdchse, d.h. es existiert eine Familie (jut)ier, von Wahr-
scheinlichkeitsmafen auf (RF, B(R¥)) mit PLO—-L6) =y, fiir alle s,t € Ry, s < t.
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iv) L besitzt unabhdngige Zuwdichse, d.h. fir je endlich viele Zeitpunkte t1, ..., t, € Ry
mit 0 <ty <...<t, sind die Zufallsvariablen

L(t1), L(te) — L(t1), ..., L(tn) — L(tn—1)
unabhdngig.
v) L ist stochastisch stetig, d.h. fir alle e > 0 und fir alle t > 0 gilt

lim P(|L(1) ~ L(s)| > ) = 0.

Nach Definition ist jeder Lévy-Prozess ein cadlag-Prozess. Daher besitzen fast alle Pfade
t — L(t)(w) auf jedem Intervall [a,b] C R4 hochstens abzdhlbar viele Sprungstellen (vgl.
Applebaum [1, Theorem 2.8.1]).

Zwei spezielle Lévy-Prozesse sind die Brownsche Bewegung und der Poisson-Prozess.

Definition 1.2 (Mehrdimensionale Brownsche Bewegung)
Ein an I adaptierter stochastischer Prozess W = (W (t))ier, mit Werten in R™ heifit

m-dimensionale Brownsche Bewegung, wenn die folgenden Figenschaften erfillt sind:
i) W(0) =0 fast sicher.
it) Fast alle Pfade t — W (t)(w) sind stetig auf Ry.
i11) W besitzt stationdre Zuwdchse.

i) Fir jede Wahl der Zeitpunkte s,t € Ry mit s < t ist W(t) — W(s) unabhdngig

von Fs und es gilt
m
PYOWE = N0, (t - s)In) = Q)N(O0,t—s),
=1
wobei N (0, (t — s)I,) die m-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert-

vektor 0 und Kovarianzmatriz (t — s)I,, ist.

Im Fall m = 1 nennt man W = (W (t))ier,. eine reelle Brownsche Bewegung.

Definition 1.3 (Poisson-Prozess)
Ein an I adaptierter stochastischer Prozess N = (N(t))ier, mit Werten in INg heifit

Poisson-Prozess zum Parameter o > 0, wenn die folgenden FEigenschaften erfillt sind:
i) N(0) =0 fast sicher.

ii) Fast alle Pfade t — N(t)(w) sind rechtsstetige, isotone Funktionen auf Ry mit
Spriingen der Grifle 1.
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i11) N besitzt stationdre Zuwdchse.

iv) Fir jede Wahl der Zeitpunkte s,t € Ry mit s <t ist N(t)—N(s) unabhingig von F
und es gilt

PN®-N(s)  _ Poi(a(t — s)),

wobei Poi(a(t — s)) die Poisson-Verteilung zum Parameter a(t — s) bezeichnet.

Definition 1.4 (Mehrdimensionaler Poisson-Prozess)

Ein an T adaptierter stochastischer Prozess N = (Ny,..., Nyt mit Werten in ]Nf) heifst
I-dimensionaler Poisson-Prozess zum Parameter a = (oq,...,qq)t € (0,00)!, falls die
einzelnen Komponenten unabhingige eindimensionale Poisson-Prozesse im Sinne von
Definition 1.3 bilden.

Definition 1.5 (Progressive Messbarkeit, Vorhersehbarkeit)
a) Ein stochastischer Prozess Z = (Z(t))iewr, mit Werten in R® heift progressiv-messbar

beziiglich ' oder auch F-progressiv-messbar, wenn fiir jedes tg € R4 die Abbildung
Z :[0,t] x @ — RF | (t,w) — Z(t,w)

(B([0, to]) ® Ft,)-messbar ist.

b) Sei R := {{0} x Fy: Fy € ]:0} U {(s,t] X Fs 1 Fs € Fs und s,t € Ry mit s < t},
R ist schnittstabil und heifst System der vorhersehbaren Rechtecke. Man definiert dann die
o-Algebra P(F) der vorhersehbaren Mengen durch

Ein R*-wertiger stochastischer Prozess Z = (Z(t))ier, heift vorhersehbar beziiglich T

oder auch F-vorhersehbar, wenn die Abbildung
Z: Ry xQ— R, (t,w) — Z(t,w)

P(IF)-messbar ist.

Jeder F-vorhersehbare Prozess Z ist F-progressiv-messbar (vgl. Irle [12, Anmerkung 9.5])
und damit auch F-adaptiert (Satz von Fubini).

Umgekehrt ist jeder IF-adaptierte Prozess Z, der fast sicher rechts- oder linksstetige Pfa-
de besitzt, progressiv-messbar beziiglich I (vgl. Elliott [7, Theorem 2.32]). Im Fall von
linksstetigen Pfaden ist Z sogar IF-vorhersehbar (vgl. Irle [12, Anmerkung 9.5]).
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Fiir einen k-dimensionalen Lévy-Prozess L ist der Sprung-Prozess AL = (AL(t))ier, zwar
F-adaptiert, jedoch im Allgemeinen kein Lévy-Prozess mehr. Weiterhin gilt AL(t) = 0 fast
sicher fur jedes feste ¢ € Ry (vgl. Applebaum [1, Lemma 2.3.2]). Daher ist es sinnvoller,
nicht den Prozess AL zu betrachten, sondern die Spriinge einer vorgegebenen Grofie zu

zahlen. Dazu wird zunichst ein Poissonsches Zufallsmaf3 definiert.

Definition 1.6 (Poissonsche Zufallsmafle)

Sei (5,8, n) ein Mafsraum mit o-endlichem Maf . Ein Poissonsches Zufallsmaff M auf
(S,8) mit Intensititsmafl p ist eine Familie von Zufallsvariablen {M(A) : A € S} auf
(Q, F,P) mit den folgenden Eigenschaften:

i) Fir alle w € Q ist M(-)(w) ein Maf$ auf (S,S).

ii) Fiir jede disjunkte Familie {A1,..., Ay} von Ereignissen aus S sind die Zufallsva-
riablen M (A1), ..., M(Ay,) unabhdingig.

i11) Fir alle A € S ist die Zufallsvariable M (A) Poisson-verteilt zum Parameter p(A).
(Im Fall p(A) =0 gilt M(A) =0 fast sicher und im Fall 1(A) = oo gilt M(A) = 0o
fast sicher.)

Nach Tkeda/Watanabe [11, I. Theorem 8.1] existiert zu jedem o-endlichen Mafi p auf
einem Messraum (S, S) ein Poissonsches Zufallsma M auf (S,S) mit u(A) = E(M(A))
fiir alle A € S.

Sei S =R, x (R¥\ {0}) versehen mit der o-Algebra S = B(R, ) ® B(R*\ {0}). Weiterhin
sei L = (L(t))ier, ein k-dimensionaler Lévy-Prozess. Fiir t € Ry und A € B(R* \ {0})

definiere man
M([0,t],A) = #{0<s<t:AL(s)e A} = Y 1a(AL(s)). (1.1)
0<s<t

Man beachte, dass A — M ([0,t], A)(w) fiir jedes w € Q und ¢t € R4 ein Z&hlma$ auf
(RF\ {0}, B(R* \ {0})) ist. Folglich ist

A E(M([0,1, 4)) = /QM([O,t],A)(w)dP(w)

ein MaB auf (R*\ {0}, B(R* \ {0})). Setzt man v(-) = E(M([0,1],-)), so folgt mit Hilfe
von Applebaum [1, Lemma 2.3.4, Theorem 2.3.5 und Remark 1], dass v ein o-endliches
MaB auf (R*\ {0}, B(R* \ {0})) ist und dass durch M ein Poissonsches ZufallsmaB auf
(R4 x (R*\ {0}), B(R;) ® B(RF\ {0})) mit IntensititsmaB p = )\‘RJr ® v festgelegt wird.



Grundlagen aus der stochastischen Analysis 11

Fiir t € Ry und A € B(RF\ {0}) mit 0 ¢ A definiere man weiterhin das zugehorige

kompensierte Poissonsche Zufallsmaf3 M durch
M([0,4],4) = M([0,#], A) - tv(A). (1.2)

Man beachte dabei, dass v(A4) < oo fiir A € B(RF\ {0}) mit 0 ¢ A gilt (vgl. Applebaum
[1, S. 89, Remark 1]).

Als Néichstes wird erldutert, was im Folgenden unter einem I-dimensionalen Poisson-
schen ZufallsmaB auf (Ry x (R* \ {0}),B(Ry) ® B(R* \ {0})) zu vestehen ist. Im
Sinne von (1.1) sei Mj; fir jedes j = 1,...,1 ein Poissonsches Zufallsmafi auf
(Ry x (R¥\ {0}), B(R+) ® B(RF \ {0})) mit zugehorigem IntensititsmaB p; = )\‘R+ ® v
und zugehorigem kompensierten Poissonschen Zufallsmafl M;. Ferner sei die Familie

{M;:j=1,...,l} unabhéngig. Man setze

t
Mo (),
n t
o= (le-'wul) - (A‘R+®V1""’)\‘R+®W>’ (13)
N N N\t
M = (Ml,...7Ml>.

In diesem Fall nennt man M ein [-dimensionales Poissonsches Zufallsmafl auf
(Ry x (R*\ {0}), B(Ry) ® B(R¥\ {0})) mit zugehorigem IntensititsmaB p und zu-

gehorigem kompensierten Poissonschen Zufallsmafl M.

Definition 1.7 (Martingal, Submartingal, Supermartingal)
Ein reeller stochastischer Prozess Z = (Z(t))ier, heifit Martingal (bzw. Submartingal,
Supermartingal) beziglich T, falls folgende Figenschaften erfillt sind:

i) Z ist F-adaptiert.
it) E(|Z(t)]) < oo fiir allet € Ry.

i) E[Z(t)|Fs] = Z(s) (bzw. E[Z(t)|Fs] > Z(s), E[Z(t)|Fs] < Z(s)) fiir alle s,t € Ry
mit s < t.

Nach Definition des eindimensionalen Poisson-Prozesses zum Parameter o« > 0 und der
reellen Brownschen Bewegung sind die beiden Prozesse (N(t) — at)icr, und (W(t))ier,
Martingale beziiglich .

Ferner ist der eindimensionale Prozess (]T([/([O,t],A))lte]R+ aus (1.2) fir A € B(R*\ {0})
mit 0 ¢ A ebenfalls ein Martingal beziiglich F (vgl. Applebaum [1, Theorem 2.3.5 und
Remark 1]).
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Definition 1.8 (Stoppzeit, o-Algebra der Vergangenheit)

FEine Abbildung S : Q@ — Ry U {oo} heifit Stoppzeit beziiglich ¥ oder auch F-Stoppzeit,
falls fiir jedes t € Ry die Menge {S <t} in Fy liegt.

Fiir eine IF-Stoppzeit S definiert man weiterhin die o-Algebra der Vergangenheit bis zur
Zeit S durch

Fs = {Aea<tg+]-}) CAN{S <t} e F fir allet€R+}.

Stoppzeiten spielen beim Prinzip der Lokalisation eine wesentliche Rolle. Von besonderer
Bedeutung sind dabei die lokalen Martingale. Fiir diese benétigt man jedoch noch die

Definition der gleichgradigen Integrierbarkeit.

Definition 1.9 (Gleichgradige Integrierbarkeit)
FEine Menge X wvon reellen Zufallsvariablen heifit gleichgradig integrierbar (in Zeichen

g.g.i.), falls zu jedem € > 0 ein C' > 0 existiert mit

E(’X’]l{|X|>C}) < € fir alle X € X.

Bemerkung 1.10

1. Sei X eine g.g.i. Menge von reellen Zufallsvariablen. Zu ¢ > 0 sei C' > 0 eine zu-

gehorige Konstante aus der Definition. Dann gilt
E(|X’) = E(‘X|1{\X|>C}) + E(’X\ﬂﬂx\gO}) <e+(C < 0 fir alle X € X
und somit X C £1(IP). Weiterhin ist X beschrinkt in £!(P), d.h.

sup E(|X|) < oo.

2. Nach dem Satz von Lebesgue gilt fiir alle X € £(PP):
E(|X|1{x>n}) — 0 fiir n — oo.
Somit ist jede endliche Menge X C L}(P) g.g.i..
3. Fiir eine reelle Zufallsvariable U € £!(P) sei die Menge X definiert durch
X = {X:X ist reelle Zufallsvariable mit | X| < U fast sicher}.

Fiir jede Zufallsvariable X aus der Menge X gilt dann |X[1y x>0y < Ulgysey
fast sicher und somit auch E(|X|1{x>cy) < E(Ul{yscy). Mit Bemerkung 2 folgt

daraus, dass X eine g.g.i. Familie ist.
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Definition 1.11 (Lokales Martingal)

Ein F-adaptierter cadlag-Prozess Z = (Z(t))ier, mit Werten in R heifit lokales Mar-
tingal beziiglich T, falls es eine aufsteigende Folge (Sp)nenw von IF-Stoppzeiten mit
P(lim,, 0o Sp, = 00) = 1 gibt, so dass der gestoppte Prozess Z5" = (Z(t A Sn))ter,. fiir
jedes n € IN ein g.g.i. Martingal beziiglich I ist. So eine Folge (Sp)nen von IF-Stoppzeiten
heifit lokalisierende Folge fiir Z.

Der Begriff des lokalen Sub- bzw. Supermartingals wird analog definiert.

Nach Definition 1.11 ist jedes cadlag-Martingal Z ein lokales Martingal (wihle S,, = n fiir
alle n € IN). Somit sind die eindimensionalen Prozesse (N(t) — at)icr,, (W (t))ter, und
(M (]0, 1], A))ier, fiir A € B(R¥\ {0}) mit 0 ¢ A auch lokale Martingale beziiglich F. Die
Umkehrung gilt jedoch nicht. Fiir diese ben6tigt man noch weitere Voraussetzungen an Z.

Darauf wird in Abschnitt 1.3 genauer eingegangen.

Definition 1.12 (Prozess von lokal-beschrinkter Variation)
Eine Funktion f: Ry — R heiffit von lokal-beschrinkter Variation, falls fir alle t € R4
gilt:

vary(f) = sup{ Z | f(sit1) — f(si)| : & ist endliche Zerlegung von [O,t]} < o0
Si€&t

(Variation von f dber dem Intervall [0,t]).
Ein F-adaptierter cadlag-Prozess Z = (Z(t))ier, mit Werten in R heifst von lokal-
beschrinkter Variation, wenn fast alle Pfade t — Z(t,w) von lokal-beschrinkter Variation

sind.

Nach Heuser [10, XI. Satz 91.7] ist eine Funktion f : R4 — R genau dann von lokal-
beschriankter Variation, wenn zwei monoton wachsende Funktionen fi, fo : Ry — Ry
existieren mit f = f; — fo. Mit Hilfe dieser Aquivalenz ist es oftmals leichter nachzuweisen,

dass ein Prozess von lokal-beschriankten Variation ist.

Definition 1.13 (Semimartingal)

Ein F-adaptierter cadlag-Prozess Z = (Z(t))ier, mit Werten in R heifft Semimar-
tingal beziiglich I, wenn es ein lokales Martingal L = (L(t))icr, und einen Prozess
V = (V(t))er, von lokal-beschrinkter Variation gibt mit L(0) = V(0) = 0 und
Z(t)=Z(0)+ L(t) + V(t) fir allet € Ry.

Alle vorhergehenden Definitionen und Bezeichnungen kénnen ohne weiteres auf einen end-

lichen Zeithorizont [0, 7] fiir ein 7' > 0 iibertragen werden. Lediglich bei der Definition
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eines lokalen Martingales ist die Bedingung

IP<lim Sn:oo) =1

n—oo

an die lokalisierende Folge (S, )nen bei endlichem Zeithorizont durch die Bedingung

lim P(S, <T) = 0

n—oo

zu ersetzen. Dariiber hinaus beachte man, dass die geforderte gleichgradige Inte-
grierbarkeit bei endlichem Zeithorizont automatisch erfiillt ist, da das Martingal
750 = (Z(t A Sn))eefo,) fiir jedes n € IN durch die Zufallsvariable Z (T A Sy,) erzeugt wird.

1.2 Die Ito-Formel fiir Semimartingale

Zur Konstruktion von stochastischen Integralen beziiglich Semimartingalen vergleiche man
das Buch von Protter [30, II. Abschnitt 4] und zur Konstruktion von stochastischen Inte-
gralen beziiglich martingal-wertigen Maflen vergleiche man das Buch von Applebaum [1,

Kapitel 4]. Der Vollstindigkeit halber ist ein martingal-wertiges Mafl wie folgt definiert:

Definition 1.14 (Martingal-wertige Mafle)

Sei U ein topologischer Raum versehen mit der Borelschen o-Algebra B(U). Sei M ein
zufilliges Maf$ auf (R4 xU, B(Ry)®B(U)). Fiir jedes A € B(U) definiere man den Prozess
My = (Ma(t))ier, durch My(t) := M([0,t], A). Man nennt M ein martingal-wertiges
Map, falls es eine Menge V€ B(U) gibt, so dass der Prozess My fiir jedes A € B(U) mit
ANV =0 ein Martingal bildet. Dabei nennt man die Menge V die verbotene Menge.

Ist M ein Poissonsches Zufallsma auf (R; x (R¥\ {0}), B(Ry) ® B(R* \ {0})) mit In-
tensitédtsmall py = )\’R+ ® v, so ist das zugehorige kompensierte Poissonsche Zufallsmafl M
zu einem martingal-wertigen Maf auf (Ry x R*, B(R;) ® B(IR¥)) mit verbotener Menge
V = {0} erweiterbar.

Definition 1.15 (Quadratischer Variations- und Kovariationsprozess)
Seien Z = (Z(1))ier,, Z1 = (Z1(t))ier, und Zy = (Z2(t))ier, drei Semimartingale
beziiglich IF.

Der quadratische Variationsprozess [Z, Z) = ([Z, Z](t)) von Z ist definiert durch

teR

t

2200 = (20) - (20)" -2 | 2(-)az(s).

0+
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Der quadratische Kovariationsprozess [Z1, Zs) = ([Z1, Z2] (t))telR+ von Z1 und Zs ist defi-

niert durch

t t

Za(s—) dZs(s) — /O Zo(s—) dZs (s).

+

(21, 25)(t) = Z1(£)Za(t) — Z1(0)Z2(0) — /0

+
Die Abbildung (Z1, Z2) — [Z1, Z2] ist bilinear und symmetrisch und es gilt
1
(21, Z5)(t) = 5([21 + Zo, 2 + Zo](t) — [Z1, 4] (t) — [Za, 2] (t)) fiir alle t € R

Weiterhin bezeichnet man mit [Z, Z]¢ den pfadweise stetigen Anteil von [Z, Z]. Nach Prot-
ter [30, II. Theorem 22] ist [Z, Z] ein monoton wachsender, [F-adaptierter cadlag-Prozess
und fiir alle ¢t € Ry gilt

2,2)(t) = [2,2]t) + Y AlZ,Z](s)

0<s<t

= (2.2 + Y (AZ(s)%.

0<s<t

Analog bezeichnet man mit [Z7, Z3]¢ den pfadweise stetigen Anteil von [Z7, Z3]. Wie oben
gilt mit Hilfe von Protter [30, II. Theorem 23] fiir alle ¢t € R

(21, Z5|(t) = [Z1,Z2)%( Z A[Zy1, Z5)(s
0<s<t
= (20, Z)°(t) + > (AZi(5)) (AZa(5)).
0<s<t

Beispiel 1.16
Sei Z = (Z(t))er, ein Semimartingal beziiglich I, gegeben durch

/(:G(S)der/ F(s)dW(s) / |x‘<1H(s ,z) M(ds, dz)
+/0t Ix‘ZIK(S,x)M(dS,dJ:).

Hierbei sind W = (W(t))ier, eine reelle Brownsche Bewegung und M ein eindimen-
sionales Poissonsches Zufallsmaf auf (R, x (R¥\ {0}), B(Ry) ® B(R* \ {0})) mit zu-
gehorigem Intensitdtsmafl p = )\}]R+ ® v und zugehodrigem kompensierten Poissonschen
ZufallsmaB M, wobei v ein Lévy-Ma8 ist (d.h. v ist ein Ma8 auf (R* \ {0}, B(R¥ \ {0}))
mit ka\{o}(]y\Q A 1)v(dy) < oo). Weiterhin sind G, F, H und K stochastische Prozesse,
die geeignete Messbarkeits- und Integrabilitdtsvoraussetzungen erfiillen, so dass die auf-

tretenden (stochastischen) Integrale wohldefiniert sind (vgl. Applebaum [1, Kapitel 4.3]).
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Nach Applebaum [1, Corollary 4.4.9] ist [Z, Z](t) fast sicher endlich und es gilt

Z,Z](t) = / ds—i—//w<1 (s,x))” M(ds,dx)
+/0 /|x|>1 (K(s,z))* M(ds, dx)

fiir jedes t € R..

Die nachfolgenden beiden Sétze liefern Bedingungen an Z, Z; und Zs, unter denen die
Prozesse [Z, Z1°, [Z1, Z5|¢ bzw. [Z, Z], [Z1, Z2] identisch gleich Null sind. Damit ldsst sich
schnell herausfinden, welche Terme in der It6-Formel fiir Semimartingale (vgl. Satz 1.19)

wegfallen.

Satz 1.17
Sei Z ein Prozess von lokal-beschrinkter Variation. Dann gilt [Z,Z]¢ = 0. Insbesondere
qilt [Z,Z) =0, falls der Prozess Z zusdtzlich stetige Pfade besitzt.

Beweis. Siehe Protter [30, II. Theorem 26]. |

Satz 1.18
Seien Zy und Zs zwei Semimartingale beziiglich B mit [Z1, Z1]¢ = 0. Dann gilt

2, Zo)(t) = > (AZi(s))(AZa(s))  fir allet € Ry,

0<s<t

d.h. [Z1,Z5]¢ = 0. Insbesondere gilt [Z1,Z5] = 0, falls einer der beiden Prozesse Zi, Zo
zusdtzlich stetige Pfade besitzt.

Beweis. Siehe Protter [30, II. Theorem 28]. [

Der nachfolgende Satz entspricht Theorem 33 aus dem II. Kapitel von Protter [30] oder
auch Theorem 4.57 aus dem I. Kapitel von Jacod/Shiryaev [14]. In konkreten Fillen stellt
dieser Satz ein wesentliches Hilfsmittel bei der expliziten Berechnung stochastischer Inte-

grale dar.

Satz 1.19 (Ité-Formel fiir Semimartingale)

Sei Z = (Z(l),...,Z(”)) ein n-Tupel von Semimartingalen beziiglich . Sei weiterhin
f:R® — R eine Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung. Dann
ist auch f(Z) ein Semimartingal beziiglich ' und die folgende Integralgleichung ist P-fast

sicher erfillt:
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F(Z(t) = f(2(0) = B 2 =) dz(s)
=1 0+ t
! " T ey a2z
0
#6126 - X 5L (20 az0(s)
0<s<t % ¢
fir allet € Ry.
Beweis. Siehe Jacod/Shiryaev [14, I. Theorem 4.57]. [

Nach Definition 1.13 haben die Semimartingale Z(), ..., Z(" fast sicher rechtsstetige
Pfade. Im Fall von fast sicher stetigen Pfade fillt der letzte Term in der obigen Formel
weg und es gilt [Z(), 2W]e = [Z20) 2] fiir alle 1 < 4,5 < n.

Korollar 1.20 (Produktformel fiir Semimartingale)
Seien ZW) und Z? zwei Semimartingale beziiglich F. Dann ist auch ZMZ®P ein
Semimartingal beziiglich I und es gilt P-fast sicher

ZW) 23 @) — zM 0z 0) = / t ZW(s=)dz® (s) + / t Z@(s=)dzW (s)
0+ 0+

+[2W,z3] (1)
fir allet € Ry.

Beweis. Eine Anwendung von Satz 1.19 mit f : R? — R, (z1,72) — x122 liefert die

Behauptung. |

1.3 Einige Ergebnisse der stochastischen Analysis

Im Folgenden werden einige wichtige Sétze aus der stochastischen Analysis angegeben, die

im weiteren Verlauf dieser Arbeit angewendet werden.

Satz 1.21 (Gestoppte Supermartingale sind Supermartingale)

Sei Z = (Z(t))er, ein cadlag-Supermartingal beziiglich . Sei weiterhin S eine
IF-Stoppzeit. Dann ist der gestoppte Prozess Z° = (Z(t A S))ter, ebenfalls ein cadlag-
Supermartingal beziiglich F. Insbesondere ist Z5 ein cadlig-Martingal, wenn Z ein cadlig-

Martingal ist.
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Beweis. Siehe Rogers/Williams [32, II. Theorem 77.4]. [

Satz 1.22 (Stoppsatz von Doob)

Sei Z = (Z(t))icr, ein cadlag-Supermartingal beziiglich . Seien weiterhin S1 und Sy zwei
IF-Stoppzeiten mit S1 < Sy fast sicher. Angenommen Z ist entweder eine g.g.i. Familie
von Zufallsvariablen oder nichtnegativ. Dann sind Z(S1), Z(S2) € LY(P) und es gilt

E[Z(S2)|Fs,] < Z(51) fast sicher.

Insbesondere gilt T5(Z(S2)) < IE(Z(S1)). Im Fall, dass Z ein g.g.i. cadlag-Martingal ist,
gilt sogar die Gleichheit.

Beweis. Siehe Rogers/Williams [32, II. Theorem 77.5]. |

Sei A C Ry x Q gegeben. Man definiere die Abbildung D4 : Q2 — Ry U {oc} durch
Di(w) = inf{teR;: (t,w)c A}.

Das Infimum iiber die leere Menge ist dabei definiert als co. D 4 heifit Ersteintrittszeit in
die Menge A.

Der folgende Satz besagt, unter welcher Voraussetzung D4 eine Stoppzeit beziiglich IF ist.

Satz 1.23
Fiir jede F-progressiv-messbare Menge A ist die Ersteintrittszeit D 4 in die Menge A eine

IF-Stoppzeit.

Beweis. Siehe Elliott [7, Theorem 6.11]. [

Nach dem ersten Abschnitt ist jedes cadlag-Martingal Z ein lokales Martingal. Die Um-
kehrung ist jedoch ohne weitere Voraussetzungen an Z falsch, denn es existieren lokale

Martingale, die keine Martingale sind.

Satz 1.24
Sei Z = (Z(t))ter., ein lokales Martingal beziiglich ' mit E(supsejo 4 [Z(s)]) < oo fiir alle
t € Ry. Dann ist Z ein Martingal beziiglich I¥.

Beweis. Sei (S),)nen eine lokalisierende Folge fiir Z, d.h. fiir alle n € IN ist der gestoppte
Prozess Z5" ein g.g.i. Martingal beziiglich F.

o Fiir alle t € Ry ist Z(t) messbar beziiglich F;, da Z(t) = lim,, . Z(t A Sy,) fast sicher.
o Fiir alle t € Ry ist Z(¢) integrierbar, da [Z(t)| < Z; := supsc(o4 |Z(s)| € LY(P).
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e Seien s,t € Ry mit s <t gegeben. Da Z ein lokales Martingal beziiglich F ist, gilt
E[Z(tNSy)|Fs] = Z(sNSy) fiir alle n € IN.

Z(s N\ Sy) konvergiert fast sicher gegen Z(s) fiir n — oco. Nach dem bedingten Satz von
Lebesgue konvergiert E[Z(t A Sy,)|Fs] fast sicher gegen E[Z(t)|F;] fiir n — oo (denn nach
Voraussetzung ist Z; € L£'(P) und es gilt |Z(t A S,)| < Z; fiir alle n € IN). Fiir den

Grenzwert n — oo folgt somit
E[Z(t)|fs] = Zs.

Der Prozess Z ist damit ein Martingal beziiglich IF. |

Analog ist jedes lokale Sub- bzw. Supermartingal, das die obige Voraussetzung erfiillt, ein

Sub- bzw. Supermartingal.

Die folgenden beiden Ungleichungen werden vor allem in Kapitel 2 benétigt, um unter
anderem einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen stochastischer Differential-

gleichungen nachzuweisen.

Satz 1.25 (Martingalungleichung von Doob)
Sei Z = (Z(t))ier, ein positives cadlag-Submartingal beziiglich F. Ferner sei p > 1
gegeben. Dann gilt fiir alle t € R4
E( swp (7)) < (-2=) EB((20)).
0<s<t p—1

Beweis. Siehe Revuz/Yor [31, II. Theorem 1.7]. |

Satz 1.26 (Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung)
Sei Z = (Z(t))ier, ein lokales Martingal beziiglich I mit Z(0) = 0. Weiterhin sei S eine
endliche F-Stoppzeit. Dann gilt fir jedes 2 < p < oo
B( sw |20)]") < GE(([2.2](8)*),
0<t<S

wobei Cp, > 0 eine nur von p abhdngige Konstante ist.

Beweis. Siehe Protter [30, IV.7 Bemerkung zu Theorem 73] oder Dellacherie/Meyer [5,
VII. Theorem 92]. [

Ebenfalls wichtig fiir den Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes aus Kapitel 2 ist
der nachfolgende Satz. Dieser besagt, dass unabhéngige Poisson-Prozesse fast sicher zu

verschiedenen Zeitpunkten springen.
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Satz 1.27
Seien N1 = (Ni(t))ier, und Ny = (Na(t))ier, 2wei unabhingige Poisson-Prozesse, die
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Weiterhin seien (Tél))ne]N bzw.

(T,g))ne]N die zugehdrigen Sprungzeiten von N1 bzw. No. Dann gilt

P(TS) =T2  fiir ein m,n e ]N) = 0.
Beweis. Siehe Applebaum [1, Proposition 1.3.12]. |

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass zusammengesetzte Poisson-Prozesse, die von
unabhéngigen Poisson-Prozessen gesteuert werden, fast sicher zu verschiedenen Zeitpunk-

ten springen.

Speziell gilt damit der folgende Sachverhalt:

Seien A € B(RF \ {0}) mit 0 ¢ A und M = (Mjy,...,M;)" ein [-dimensionales Pois-
sonsches Zufallsma auf (Ry x (R* \ {0}), B(R;) ® B(RF \ {0})) mit zugehorigem In-
tensitdtsmall u = (/\‘]R+ ® Vl,...,/\|IR+ ® y;)t. Nach Applebaum [1, Lemma 2.3.4] gilt
M;([0,t],A) < oo fast sicher fiir alle t € Ry und fiir alle j = 1,...,l. Weiterhin ist der Pro-
zess (M;([0,t], A))ier, ein Poisson-Prozess zum Parameter a; := v;(A) (vgl. Applebaum
[1, Theorem 2.3.5]). Nach Definition eines /-dimensionalen Poissonschen Zufallsmafes bil-
den die Komponenten unabhéngige eindimensionale Poissonsche Zufallsmafle. Somit sind
die Poisson-Prozesse {(M;([0,t], A))ter, : j = 1,...,1} unabhingig voneinander. Definiert

man nun die Prozesse P; = (P;(t))icr,, j = 1,...,1, durch

PO = [ 2My(0.0.02)

so sind diese zusammengesetzte Poisson-Prozesse (vgl. Applebaum [1, Theorem 2.3.10]),

die nach Satz 1.27 fast sicher zu verschiedenen Zeitpunkten springen.



Kapitel 2

Stochastische
Differentialgleichungen — Existenz
und Eindeutigkeit

Sei (Q,F,P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum versehen mit einer Filtration

F = (Fi)ier,, die die iiblichen Voraussetzungen erfiillt. Beziiglich dieser stochasti-
schen Basis sei W = (W(t))ier, eine m-dimensionale Brownsche Bewegung und
M = (My,...,M;)! ein davon unabhiingiges I[-dimensionales Poissonsches Zufalls-

mafl auf (Ry x (R* \ {0}),B(R.) ® B(RF \ {0})) mit zugehorigem Intensititsmaf
= ()\‘IPL+ Qui,..., /\‘]R+ ® 1)t und zugehérigem Kompensator M = (]Tl/l, .. .,]\E)t. Fiir
jedes j =1,...,1 sei vj ein Lévy-MaB (d.h. v; ist ein MaB auf (R¥\ {0}, B(R¥ \ {0})) mit
ka\{o}(‘yP A 1)vj(dy) < o0).

Ferner sei vorausgesetzt, dass sowohl die Brownsche Bewegung W als auch das Poissonsche

Zufallsmafl M unabhéngig von Fy sind.

Im Folgenden wird die Existenz und die Eindeutigkeit von Losungen stochastischer

Differentialgleichungen der Form

dX(t) = A(t,X(t—))dt+B(t,X(t—))dW(t)+/ F(t, X (t—),z) M(dt,dz)

|z|<e

+ G(t, X (t—),z) M(dt,dz), (2.1)
|z[>c
X(0) = X
fiir ein ¢ > 0 untersucht. Hierbei ist zugelassen, dass die Koeffizienten A, B, F' und G sto-
chastische Prozesse sind, wobei die Abhéngigkeit von w in der Notation meist weggelassen

wird.

21
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Um dies zu prézisieren, seien
ARy x RF x @ — RF,
B: Ry x RF x Q — RF*™,
F: Ry x RF x RF x @ — RF*,
G : Ry x RF x RF x Q — RFX!

(B(Ry) ® B(R¥) ® F)-messbare bzw. (B(Ry) ® B(R¥) ® B(R*) ® F)-messbare Abbil-
dungen. Weitere Voraussetzungen an diese Koeffizienten folgen im weiteren Verlauf dieses

Kapitels. Ferner sei der Anfangswert X eine R¥-wertige Fy-messbare Zufallsvariable.

Der in (2.1) durch G kontrollierte Term, der die grofien Spriinge umfasst, ldsst sich
leicht mit Hilfe von ,, Vernetzungsmethoden“ behandeln. Aus diesem Grund betrachte man
zunéchst den Fall G = 0, d.h. stochastische Differentialgleichungen der Form
dX(t) = A(t,X(t—))dt + B(t, X(t—)) dW(t) +/ F(t,X(t—),=2) M(dt,dz), (2.2)
|z|<e

X(0) = Xo.

Der nachfolgende Satz liefert die Existenz und die Eindeutigkeit von Losungen derartiger
stochastischer Differentialgleichungen. Fiir den Fall, dass die Koeffizienten A, B und F' we-
der von der Zeit noch vom Zufall abhéngen und das Poissonsche Zufallsmafl eindimensional
ist, findet man einen &hnlichen Existenz- und Eindeutigkeitssatz in Applebaum [1, Theo-
rem 6.2.3] und in Ikeda/Watanabe [11, IV. Theorem 9.1]. Fiir den Fall F' = 0 vergleiche

man Flemming/Soner [8, Appendix D], die auch zufillige Koeffizienten zulassen.

Satz 2.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir den Fall G = 0)

Fiir feste Werte x,z € RF seien die Prozesse A(-,z,-) und B(-,z,-) progressiv-messbar
beziiglich 1 und der Prozess F(-,x, z,-) vorhersehbar beziiglich . Weiterhin existiere fir
jedes T > 0 eine Konstante K1 > 0, so dass fiir alle t € [0,T] und z,y € R¥ die globale
Lipschitzbedingung

2 2
|A(t,z) — A(t,y)|” + [B(t,z) — B(ty)]
!
+) / (POt ,2) = FO)(ty, 2)[ vy(dz) < Korle —y)?

j=1 |z|<e

und die globale Wachstumsbedingung

z|<c

l
A o)+ Bt o)+ /| PO (2, 2)[* vy(dz) < K (9(t)” + Krlaf?
7=1
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IP-fast sicher gelten. Hierbei sei g = (g(t))tcr. ein stochastischer Prozess, der die folgende
Integrabilitdtsbedingung erfillt:

E</OT (g(t))2 dt) < o0 fiir alle T € Ry. (2.3)

Dann besitzt die stochastische Differentialgleichung (2.2) eine an T adaptierte Lisung
X = (X(t))ter, , welche fast sicher rechtsstetige Pfade mit endlichen Linkslimiten besitzt.
Ferner ist diese pfadweise eindeutig bestimmt, d.h. fiir zwei solche Lisungen X1 und Xo
gilt

JP(X1 (t) = Xo(t) fiir alle t € ]R+) = 1

Beweis. Teil A: Zuniichst betrachte man den Fall (| X|?) < oo
i) Existenz: Um die Existenz einer Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.2) zu

zeigen, definiere man sich eine Folge von Prozessen {X,, = (X, (t))icr, : n € No} durch

X()(t) = X()

Xor(t) = Xo+ /O+A(3,Xn(s—))ds+ [ B Xa(s) W (s

+/Oi /|Z<CF(3,Xn(s—),z) M (ds, d2)

fiir alle n € Ng und ¢t € R+..
Induktiv folgt aus dieser Definition, dass jeder Prozess X, adaptiert an I ist und fast

sicher rechtsstetige Pfade mit endlichen Linkslimiten besitzt.

Sei zunéchst n = 0. Aufgrund der Giiltigkeit der Ungleichung
2
‘a1+...+ap‘ < p<|a1|2_|_...+’a,p|2>

fir p € N und a1,...,a, € R* und wegen der Holder-Ungleichung fiir Zufallsvektoren
(vgl. Kallenberg [15, Lemma 3.5]) gilt fiir alle t € R4

|1 X1(t) — Xo(t)|*

_ ’/OtA(s,Xo)der/Ot (s, Xo) dW (s / /z|<c s, X0, %) (ds,dz)‘z
(‘/ (s, Xo) ds ’/ (s, Xo) dW (s ‘/ /|<c s, X0, 2) (ds,dz)(2>
3<t/0t‘A(s,Xo)‘2ds+‘/OtB(s,XO)dW(s)‘Q—i—‘/O /Z|<CF(5,X0,z)M(ds,dz)r).

Bildet man auf beiden Seiten das Supremum iiber alle ¢ € [0, T] sowie den Erwartungswert

| /\

IN

und wendet anschlieffend die Martingalungleichung von Doob sowie die It6-Isometrie an,
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so erhélt man fiir jedes T' € Ry

E( sup [X1(1) - Xo(t)[*)
0<t<T

T t 2
< 3T]E(/ \A(S,Xo)ms) +3]E< sup (/ B(s,XU)dW(s)‘ )
0 o<t<T ! Jo
t — 2
-I-SIED( sup ‘/ / F(s,Xo,2) M(ds,dz) )
0<t<T " JOo J)z|<e

3T]E</OT‘A(3’X0)|2dS> +3mzk:iE< s ‘/OtB@,j)(s,Xo)de(S)‘z>

i=1 j—1 0st=T

IN

k1
+3ZZZE( sup ‘/Ot/| F(ivj)(s,XO,z)Z\Afj(ds,dz)r)
z|I<c

i=1 j=1 \OsIsT

IN

3T]E</O |A(s, Xo)|? ds>+12mZZE<)/ B9 (s, Xo) dW()‘)

i=1 j=1

+12lZZE<‘/ /m FOD (5, X, 2) M j(ds,dz))z)

=1 j=1

= 3TIE</O | A(s, Xo)|” ds> +12mZZE</ J)(s,XO)\st)

=1 j=1

+12lZZ]E</ / F (s, Xo, 2)|* vj(d2) ds>

=1 j=1

= 3T]E</OT\A(S,XO)|2ds) +12m]E</OT|B(s,X0)|2ds>
+12ZZ]E(/ /z|<c ) (s, Xo, 2)|° l/j(dz)ds>
O ( (/ {146, X0)* + [ B(s, Xo)|” +Z/ C9)(s, X0, 2)|* l/j(dz)}ds>

mit C1(T) := max(3T, 12m, 121).
Mit Hilfe der geforderten globalen Wachstumsbedingung folgt

EB( swp [Xi() - Xo(®)]*) < Q(T)E(/OT{KT(g<t>)2+KT|Xo|2}dt)

0<t<T

IN

T 2
= Cl(T)KT]E</O (9(1)) dt> + C1(T)TKrE(|Xo[?)

= Cy(T).
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Wegen der Voraussetzung (2.3) und E(] X|?) < oo gilt C2(T) < oo.
Fiir ein beliebiges n € IN ldsst sich mit den gleichen Argumenten wie oben fiir jedes T' € R

die folgende Ungleichungskette schlieflen:

{22, P 0 = X0

< 3T]E</T}A(s Xn(s—)) — A(s, Xn_l(s—))}2ds>

+3]E< sup ‘/M (5, X ))—B(s,an(s—))}dW(S)r)

0<t<T

+3E<02§1£T‘/ /|<c (8 Xn(s7), 2) = F(San_l(S_)’Z)}M(d&dZ)r)

< 3TE</O+}A(8,Xn( =) — A(s, Xn_1( } ds>
+12m1E</:\B(s,Xn(s—)) B(s, Xo1(s—)) [ ds)

l T
Ca)(s n(8—),2) — (+7) 5, Xp-1(5—),2 vi(dz) ds
#132B( [ [ P62 = P X5 ) )
T

IN

C’I(T)IE</O+ {|A(s, Xn(s—)) — A(s,Xn_l(s_))|2

| B(s, Xa(s-)) = B(s, X 1(s-))*

l

+Z/2|<C ‘F(',j)(S,Xn(Sf),z) - F("j)(S,anl(s—),z)‘Q Vj(dZ)} ds).

=1

Mit Hilfe der geforderten globalen Lipschitzbedingung sowie dem Satz von Fubini erhélt

E(OQ?ET\XM@) —Xn(t)E) < Cy(T)Kr /(:]E(\Xn(s—) —Xn,l(s—)ﬁ) ds (2.4)
< Ci(T)Kp /OTIE<02111£S | X (u) — Xn_l(u)|2> ds.

Fiir n € IN ergibt sich nun induktiv mit Hilfe der beiden obigen Abschétzungen, die man
aus den Féllen 'n = 0’ und 'n € IN beliebig’ erhalten hat, die folgende Ungleichung;:

B( sup [Xni(t) = Xu(0)])
0<t<T

T
< (CL(T)™(Ep)" /0 E( sup \Xl(u)—Xo(u)f) ds

0<u<s

(n—1)!
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S (CI(T))n(KT)nE(OEEET |X1(u) - Xo(u)F) %
< oGO

Zwischenbehauptung: Die Folge (X, (t))nen, ist fiir jedes ¢ € Ry eine Cauchy-Folge
in L2(Q, F,P).

Fiir m,n € IN mit m < n und fiir alle 0 < ¢ < T gilt mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung

(EOXn(t)_Xm(t)F))% = n_l <E<‘Xr+1(t)—Xr(t)‘2)>;
= ”_1 <E<Oiltl£T‘XT+1(t) _Xf(t)f));
< g(CQ(T)Wf

r=m
Da die Reihe auf der rechten Seite der Ungleichung konvergent ist, folgt daraus die

Zwischenbehauptung.

Somit existiert fiir jedes t € Ry ein X (t) € L*(Q, F,P) mit X, (t) — X (¢) in L?(Q, F,P).
Mit Hilfe der L%(Q, F,P)-Konvergenz lisst sich weiterhin fiir alle m € Nund 0 <t < T

1 1

<E(\X(t)—Xm(t)12)>2 —  lim <E<\Xn(t)—Xm(t),2)>2

n—oo

IA
=
4B
]
2

und somit

folgern.

Mit Hilfe der Markov-Ungleichung gilt weiterhin fiir alle T' € R4

1
P sup [Xora(t) = Xa()] 2 57) < 4"E( sup [Xapa(t) = Xa(t)|*)
0<t<T 0<t<T

(4C1(T)K7T)"

Cy(T) p
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und somit

401 T)KrT)"

ZIP( sup ‘Xn+1 n(t)} > 2%) ZCQ . < 00.

0<t<T

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt daher fiir alle T' € R4

1
P(limsup{ sup | Xns1(t) — Xn(t)‘Z—n}> = 0,

n—oo 0<t< 2

was dquivalent zu

. . 1
P(lminf { swp [Xo() = Xa(0] < 5 }) = 1
0<t<T

ist. Sei & > 0 gegeben. Dann existiert fiir fast alle w € Q ein ng = ng(w) € IN, so dass fiir

alle n,m > ng mit n > m

n—1 n—1 1
OiltlngXn(t)(w) — Xn(t)(w)| < ;;o;% | X1 (D)(w) — ;712

gilt. Somit ist die Folge (X,)nen, eine fast sicher gleichmiflige Cauchy-Folge auf
jedem kompakten Intervall [0,7] und daher fast sicher gleichméfig konvergent gegen
X = (X(t))ter, auf [0,T]. Daraus folgt, dass der Prozess X adaptiert an I ist und fast

sicher rechtsstetige Pfade mit endlichen Linkslimiten besitzt.

Es muss noch verifiziert werden, dass der Prozess X eine Losung der stochastischen
Differentialgleichung (2.2) ist. Dazu definiere man den Prozess X = (X (¢))ier . durch
t

X(t) = Xo+/ A(s, X (s ))ds+/ B(s, X (s=))dW(s)

0+

//Z|<C (s, X (5-), 2) M(ds, dz).

Fiir alle n € INg gilt

t

X(t) — Xpar(t) = /0 {A(S,X(s—))—A(S,Xn(s—))}ds

+

+ /0: {B(s, X(s—)) — B(S,Xn(S—))} dW (s)

+ /0: /|Z|<C {F(S,X(S_)7 z) — F(s, Xp(s—), z)} M(ds,dz).

Mit der gleichen Argumentation, wie die Ungleichung (2.4) gefolgert wurde, erhdlt man
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mit Hilfe der Abschétzung (2.5) fiir alle 0 <t < T

T

E(|X0) - X)) < Gk

. E(’X(s—) - Xn(s—)‘z) ds

< Ci(T)KrT sup E(}X(t)—Xn(t)F)
0<t<T

00 T % 2
C1(T)KT (Z <02(T)(01(TiffTT) > >

r=n

IN

Da die Summe auf der rechten Seite konvergent ist, konvergiert die Folge (X, (t))nen, fir
jedes t € Ry in L%(Q, F,P) gegen X (t) und aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes
folgt X (t) = X (¢t) fast sicher. Beide Prozesse besitzen fast sicher rechtsstetige Pfade, also
sind X und X ununterscheidbar. Der Prozess X = (X (¢))er . ist daher eine gesuchte
Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.2).

ii) Eindeutigkeit: Die Eindeutigkeit folgt mit Hilfe des Gronwall-Lemmas (vgl. Applebaum
[1, Proposition 6.1.4]). Dazu seien X; = (X1(t))ier, und Xo = (X2(t))ier, zwei verschie-
dene TF-adaptierte Losungen der stochastischen Differentialgleichung (2.2), welche fast
sicher rechtsstetige Pfade mit endlichen Linkslimiten besitzen. Man definiere fiir jedes
n € IN die beiden Stoppzeiten S,(}), s a— R+ U {oo} durch

SV = inf{t e Ry : [X1(t)| > n},

52— inf {t e Ry : [X2(t)] = n},

und setze S,, := 7(11) A 57(12). Da X7 und X cadlag-Prozesse sind, gilt S, ' oo fast sicher.
Fir t € Ry und n € IN gilt

Xl(t A Sn) — Xg(t A Sn)

= /Ot/\Sn {A(u,Xl(u—)) — A(u,Xg(u—))} du

+

+ /Ot/\Sn {B(u,Xl(u—)) — B(u, XZ(U—))} AW (u)

n
+/0:/\Sn /Z|<C{F(U,X1(u—),z)—F(u,Xg(u—),z)}]Téf/(du,dz).

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir Zufallsvektoren und der It6-Isometrie folgt mit einer

ghnlichen Argumentation wie im Beweis der Existenz fiir alle 0 <¢ < T
2 2
B(1pes X1 = X0]°) = B(ges,) [ XA S) = Xa(t 7 S0)[)

< ]E<|X1(t A Sp) — Xa(t A Sn)‘Q)
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IN

i (| [ (A X0 - Xt o)
B

+3E<’ /O:ASH /|z|<c {1 (). 2) = F(u, Xo(um), 2) | M(du, dz)‘2>

IN

e [ A X (1)) A Xafum)

+

+| B(u, X1 (u=)) = Blu, Xa(u=)|

l

CI)(u u—),z) — FOI (y u=), )P vi(dz) Ydu ).
+]Z:;/Z|<C\F D (u, X1 (u=), 2) = FOD (u, Xa(u—), 2)|* v;(d )}d>

Mit Hilfe der geforderten Lipschitzbedingung sowie dem Satz von Fubini erhilt man daraus

E(]l{KSn}\Xl(t) —Xg(t)f) < Cl(T)KTE</O:/\5n | X, (u—) —Xg(u—)}zdu>

_ Ol(T)KTE(/Ot]l{KSn}\Xl(u) —Xg(u)fdu)

t
= CI(T)KT/ E(]l{u<sn}‘X1(u) — XQ('LL)F) du.
0
Eine Anwendung des Gronwall-Lemmas liefert
]E(]l{KSn}\Xl(t) - Xg(t)‘2> < 0 firalle0<t<T,

d.h. Xy (t)1ycs,y = Xo(t)lj<g, fast sicher fiir alle 0 <t < T
Wegen P(J,,cnit < Sn}) = 1 folgt Xi1(t) = Xa(t) fast sicher fiir alle 0 < ¢ < T'. Daraus

erhilt man

IP( sup }Xl(t)—Xg(t)}:O> - IP( N {\Xl(t)_xg(t)\:o}) —1, (26

0<t<T 0<t<T

da die beiden Prozesse X1 und X, fast sicher rechtsstetige Pfade besitzen. Da T € R4
beliebig gewéhlt war, ergibt sich

IP(Xl(t) — Xo(t) fiir alleteR+) - IP( N N {x0) - X0 :o}) -1

nelN 0<t<n

Somit besitzt die stochastische Differentialgleichung (2.2) im Falle von E(|X(|?) < oo eine

eindeutig bestimmte, F-adaptierte cadlag-Losung.
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Teil B: Nun betrachte man den Fall E(|X(|?) = oo.
Der Beweis der Existenz erfolgt durch Abschneidetechniken. Fiir jedes n € IN definiere

man die Menge
Q= {weQ:|Xow)| <n}.

Dann ist (2,)nen eine gegen €2 aufsteigende Folge von Mengen. Weiterhin definiere man
fiir jedes n € IN
X" = Xolg,.

Nach Teil A besitzt die stochastische Differentialgleichung (2.2) mit dem Anfangswert
X(0) = Xén) fiir jedes n € IN eine eindeutig bestimmte, IF-adaptierte cadlag-Losung
X0) = (X)) e, -

Firm >nund t € Ry gilt

(X1 — x (1)) 10,

_ /0: {A(u,x<m> (u—)) — A(u, X (u—))}ngn du

i /0: {B(u, X (y—)) = B(u, X™ (u—))}]lfzn dW (u)

t —_—

+/ / {F(u,x<m>(u—), 2) — F(u, X™ (u—), z)}ngn M(du, dz).

0+ Jz|<c

Wie im Beweis der Eindeutigkeit im Fall A die Gleichung (2.6) gefolgert wurde, ldsst sich
auch hier mit den gleichen Argumenten

IP( sup ‘X(m)(t)—X(")(t)‘]lQn :O) =1
0<t<T

folgern. Man definiere den Prozess X = (X(f))ier, durch X(t)(w) := XM (t)(w) fiir ein
n € IN mit w € Q,,. Dann gilt

X()lg, = XM(t)1q,

t t
= x [ A, X0 () g, du + /O+B(U,X(”)(u—))]lgndW(u)

0+
t o~
+ / / Flu, X™ (u—), )1, M(du, dz)
0+ Jz|<c
t t

= Xolg, +/ A(u, X (u—))1q, du+ /0+ B(u, X (u—))1gq, dW (u)

0+
t —~—

4 / / Fu, X (u—), 2) g, M(du, d=)
0+ Jz|<c
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_ <X0-|- /0 " A, X (um)) du + / " B, X (um)) dW (u)

- 0+

+/Ot+ /|Z<CF(U,X(U—),Z) M(du,dz))]lgn-

Wegen P(lJ;2,Q,) = 1 und der Tatsache, dass X fast sicher rechtsstetige Pfade
besitzt, folgt hieraus, dass X eine an IF adaptierte cadlag-Losung der stochastischen

Differentialgleichung (2.2) mit Anfangswert X (0) = Xy ist.
Fiir die Eindeutigkeit sei X = ()? (t))tcr, eine weitere Losung.

Zwischenbehauptung: Fiir alle m > n gilt X (£)(w) = X™)(¢)(w) fiir alle ¢ € Ry und
fast alle w € €.

Angenommen es existiert ein m > n, so dass die Zwischenbehauptung nicht erfiillt ist.
Man definiere den Prozess X (™ = (X(™)(¢));cg, durch

X (t)(w) falls w € Q,,,

g (m) w) =
X (t)( ) { x (m) (t)(w) falls w §é Q,.

In diesem Fall sind die beiden Prozesse X (™) und X (™) zwei verschiedene Losungen der
stochastischen Differentialgleichung (2.2) mit Anfangswert X (™ (0) = X(™)(0) = Xém),
was zu einem Widerspruch der Eindeutigkeit im Fall A fithrt. Somit ist die Zwischenbe-

hauptung bewiesen.

Da (Q,)nen eine gegen Q) aufsteigende Folge ist, folgt mit Hilfe eines Grenziibergangs

unmittelbar
IP(X(t) — X(t) firallete IR+) = 1

und somit die Eindeutigkeit. |

Bemerkung 2.2
Sind die Koeffizienten A, B und F' und somit auch die stochastische Differentialgleichung
(2.2) nur auf einem endlichen Zeithorizont [0, T fiir ein T > 0 definiert, so gilt ein analoger

Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Im Folgenden werden die Momente E(|X (¢)|*) der eindeutig bestimmten Losung aus dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.1 untersucht. Im Allgemeinen miissen diese nicht exi-

stieren, doch iibertriagt sich ihre Existenz vom Anfangswert X, auf alle Werte X (¢). Die



Stochastische Differentialgleichungen — Existenz und Findeutigkeit 32

Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung spielt dabei eine zentrale Rolle. In Krylov [22, 11.5
Corollary 10] findet man eine entsprechende Aussage fiir den Fall F' = 0. Der nachfolgen-
de Satz ist eine Verallgemeinerung und liefert auch im Fall F' # 0 eine Abschétzung der

Momente.

Satz 2.3 (Momentenabschiitzung)
Es seien die Voraussetzungen des Existenz- und FEindeutigkeitssatzes 2.1 erfillt und es

gelte
]E(|X0|2n) < o0 fir ein n € IN.

Zusdtzlich gelte die folgende Erweiterung der globalen Wachstumsbedingung aus Satz 2.1:
Fiir jedes T > 0 existiere eine Konstante K1 > 0, so dass fiir alle t € [0,T] und x € R¥

|A(t, )|

z|<e

!
C B ) + Z/| |FCD(t 2, 2)|* v(dz) < Kr(g(t)* + Krlz? (2.7)
7j=1

IP-fast sicher fiir alle 1 < d < n gelte. Hierbei sei g = (g(t))ier, ein stochastischer Prozess,
der die folgende Integrabilititsbedingung erfillt:

T
E(/ (9(1))? dt> < oo firalleT € Ry.
0
Dann existiert fir jedes T € Ry eine Konstante C' = C(n, Kp,T) > 0, so dass

E( sup ‘X(t)‘2n) < C < o
0<t<T

gilt, wobei X = (X (t))ier, die eindeutig bestimmte Losung der stochastischen Differential-
gleichung (2.2) ist.

Beweis. Die Idee des Beweises ist, das Gronwall-Lemma (vgl. Applebaum [1, Proposition
6.1.4]) anzuwenden.

Sei 0 <t < T gegeben. Fiir jedes k € IN definiere man die Stoppzeit Si : 2 — R4 U {oo}
durch

Sy = inf{seRy:|X(s)| > k}.
Es gilt S /" oo fiir k — oco. Aufgrund der Giiltigkeit der Ungleichung
q q
(loal+ - +lapl)” < o7 (laal?+ -+ lapl?) < p7 (laal + +lapl) (28)

fir p,¢ € N und ai,...,a, € R*, sowie der Holder-Ungleichung fiir Zufallsvektoren
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(vgl. Kallenberg [15, Lemma 3.5]) gilt fiir alle s € [0,¢] und fiir alle k € IN

’X(S A Sk){Qn

{|X0| + ) /:Sk Alu, X (u—)) duj +| /:Sk B(u,X(u—))dW(u)‘

SASE — 2
+‘ / F(u, X (u—), z) M(du, dz)‘}
0+ |z]<e

IN

2TL

IN

. . SAS on SASk
22 —1{yxoy2 +‘/ A, X (u—)) du +]/ B(u, X (u—)) dW (u)
0+ 0+
SAS} — A
+‘/ / F(u, X (u—),z) M(du,dz) }
0+ |z|<c
n " n SAS} gn SAS}
42 _1{|X0|2 + 52 _1/ |A(u,X(u—))‘ du + ‘/ B(u, X (u—)) dW(u)
0+ 0+

)

Bildet man auf beiden Seiten das Supremum iiber alle s € [0, ¢] sowie den Erwartungswert,

on

IN

SASk .
—i—‘/ F(u, X (u—),z) M(du,dz)
|z|<e

so erhélt man

B e, {14050 [X(5)*})

— E(Os<up {Lacsn] X( SASk)| })

IA

]E( sup | X (s A Sk)|2n>

42"1{1@(\)@\2") N Wlm( /O :Ask A, X ()" du>
(| [ o xp o)

(02%\ /O e /| X (), ) W ) 2)}

o) 1 [ e xte )
)

+8(up | [ B XD aww
< sup ‘/OSASk P X o), 2) M (du, d2)

IN

IN

0<s<t
0<s<t

Zn) } (2.9)
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Nun betrachte man die beiden letzten Terme der rechten Seite von (2.9) gesondert.
Mit Hilfe der Ungleichung (2.8) sowie der Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung (vgl.
Satz 1.26) und der Holder-Ungleichung gilt fiir den ersten Term

(sup1/“sk (X aw )

0<s<t
n—1 n SASk s
< B IZZE( sup | [ B X ) diW
0+

i=1 j—=1 0<s<t

)

B L 1ZZCQTLE<{/ Sk‘ B9 (u, X (u ‘ du}2n_1>

=1 j=1

tAS, n—1
< k2n—11m2n1(;2nE<{/ ' |B(u, X (u—))|” du}2 )
0+

tASE

< k2n1_1m2”_1T2"1_1C'2nE< / |B(u, X (u-))[* du>, (2.10)
0

+

wobei Con > 0 eine von 2" abhéngige Konstante ist. Fiir den zweiten Term gilt ebenfalls
mit Hilfe der Ungleichung (2.8) und der Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung

o | [ ) W)

. . SsASk o —~ A
< g2 IZZE( sup ‘/ / F(W)(u,X(u—),z)Mj(du,dz) )
1= 0<s<t'Jo+ |z|<c
n—1 n t/\Sk 2n71
< B 12202&@( / / @9 (u, X (u—), 2)|* M;(du dz)} )
=1 j=1 0+ |z|<e
n—1 n t/\Sk 2n71
< BTG ZE( / / PO, X (u), 2)|* My (du, d2) } )
|z|<c
- . et tASE on—1
< k2 —1l2 IC 22 —1Z]E< / / F(:] uX ’ M du dZ)} )
|z|<e
n—1 n n—1 l t/\Sk i 2 2n !
+E2 P T 0y 22 _1ZE<{/ / |FC) (u, X (u—), 2)| l/j(dz)du} )
=1 0+ |z|<c
SASk gn—1
< CQnZ]E( sup ‘/ /| () (u, X (u ‘ M (du,dz) )
0+ z|<c

0<s<t

l

@E({ / >

Jj=1

/|Z<C |FCD (u, X (u—), 2) [ uj(dz)} du}TH)
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mit égn = anil_llzn_102n22nil_1. Eine erneute Anwendung der Burkholder-Davis-

Gundy Ungleichung liefert
on-— 1 >

l SASk
ZE( sup )/ / |FOD) (0, X (u—), 2)|* M (du, d2)
j=1 0+ |z|<c
tASk on—2
gCQnIZE< / / FOI (u, X (u=), 2)| Mj (du, d2) } )
0+ |z]<e

0<s<t

on—2 tASk 4~ on—2

< Cyn12? _IZ]E< / / —),z)‘ Mj(dujdz)} )
|z|<e

e tASk ) 4 on—2

s 2? _1Z]E< / / [FOD (1, X (u=), 2)] vy (d2)du | )
0+ |z|<c
SASk on—2
< Con- 1ZE< sup ‘/ / G (u, X (u ‘ M (du, dz) )
0<s<t |z]<e

+52n_1]E<{ /O:ASk [Zl;/|z<c}F(’J)(u?X(u—),Z)‘4yj(dz)}du}2n2).

Induktiv ergibt sich daraus
2")

(gm0 9 i
/z|<c [FOD (u, X (um), 2) [ v5(d2)| du}2n1>

l

(>

j=1

([, oo ")
+...+

G 52]E<{ /O:AS’“ Z /z|<c FOD (u, X (um), )2 uj(dz)}duf)

l

~ ~ IASk ) gn—1 —~ 2
+02n....-c2ZE({/ / |FOI) (u, X (u—), 2)] Mj(du,dz)} )
=1 0+ |z|<c

l

e Ee(( [ e ol

1 J=1

im({ /tASk/|<cyF( D, X (u—), 2)[*" ]\/Zj(du,dz)}Q) (2.11)

Jj=1
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mit £(n) := max{Cyn, ConCyn—1,...,Can - ...-Cy}. Eine Anwendung der Ité-Isometrie auf

den zweiten Term der rechten Seite von (2.11) liefert insgesamt die Ungleichung

(oiiat(/SASk/' P X)) M)

l /|z|<c!F("j)(u,X(u—),z)IQd Vj(dz)]du}Qnd). (2.12)

e ({2

Berticksichtigt man die beiden Abschitzungen (2.10) und (2.12) sowie die geforderte Be-

dingung (2.7), so erhilt man aus der Ungleichung (2.9)

]E(Ozup {Lscsy | X (s ’ })

< 42"1{E(\X0\2") +T2n1E(/O:ASk |A(u, X (u=))|*" du>
)

+8( s | [ B X0 W)
+E( up | / e P X().2) M (du, d2)

Bl

42"1{]E(\X0\2") - T2"1E</0M5k |Au, X (u—))[*" du>

+

0<s<t
0<s<t

IN

tASk

—i—kQ"l—lmZ"_lTQ"1—102,L]E</0 !B(u, X(u—))fn du)

+

s 3 ({ [ [i [ X 9 )}

d=1

t/\Sk N N
(| Xo0|*") +]E< }A(U,X(u—))\Q +|B(u, X (u-))|” }du)

IN
/—/H

- ]E( " i 9 (u, X (u ))‘duj(dz)}du}wgl)}

—1 ]:1 z|<c
n t/\Sk on on
< i {IE (1X0*") +]E< (9(u)” + Kp|X (u—)| ] du>
n—1 t/\S Q’nfd
+3 E Kr(gw)™ +KT\X(u—)\2d] du} >}

B(|Xol*") + ZE({ /Omsk (5 (9(w)* + K| X ()] du}znd>}

mit #(n, T) := 42" L max{1, 72", k2" —m2" 172" 10y r(n)}.
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Eine Anwendung der Hé’)lder—Ungleichung und des Satzes von Fubini liefert unter Beriick-

sichtigung von IE( fo )2" ds) < oo und E(|Xo|*") < oo die folgende Ungleichungskette:

E<OS<UP {Tscsiy X (5) 2"})

< DB + i22n_dl<KT>2"‘dE<{ [ e ad™ )}
rinn) > B({ [ e

d=1

IN

R(n, T){IE(IXOF") 0y 22nd_1(KT)2ndt2nd_1E< /0 ) du) }

d=1

L n—d n—d on—d t/\Sk 2m
+/%(n,T)Z22 )2 _1E</ | X (u)| du>
d=1 0

n

R(n,T){IE(|X0|2n) (Yo )T T )E(/OT (9(w)* du)}

d=1

+i(n,T) ( dznl 22n_d1(KT)2”_dT2n_d1>E</Ot Luesiy| X ()" du)
i%(n,T){]E (1%02") + (222" 1 2”‘dT2”‘d—1)E</OT (g(u)*" du>}

n

—H%(n,T)(Z22"7‘1—1(KT)2"JT2"*”‘—1) /tE( sup {]1{U<Sk}}X ’ }) du

= 0 0<w

IN

IN

t
=: a(n,KT,T)—I-B(n,KT,T)/ IE)( sup {]1{U<Sk}‘X | }) du,
0 0<v<u

wobei a(n, Kp,T), B(n, Kp,T) > 0 zwei von n, Kp und T abhingige Konstanten sind.
Eine Anwendung des Gronwall-Lemmas liefert fiir alle 0 < ¢ < T und fiir alle k € IN

E<Os<up {]1{5<Sk}‘X ‘ }) < a(n,KT,T)exp(/Otﬂ(n,KT,T)du)

IN

a(n, Kr,T)exp (Tﬂ(m KT,T)> :

=: C(n,Kp,T) < o0

Mit Hilfe des Lemmas von Fatou und der Tatsache, dass die Konstante C(n, K7, T') nicht
von k € IN abhéngt, folgt daraus fiir alle 0 < ¢t <T

E( sup |X(s ‘n> < liminf ]E( sup {]l{s<5k}’X ’n}> < C(n,Kr,T) < o©

0<s<t k—oo 0<s<

und somit die Behauptung. |
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Bemerkung 2.4

Gegeben sei ein [-dimensionaler Poisson-Prozess N = (Ny,...,N;)! zum Parameter
a=(ai,...,q)" € (0,00)!. Ferner sei M = (Mj, ..., M)

sionale Poissonsche Zufallsma$ auf (Ry x (RF\ {0}), B(R;) ® B(R¥ \ {0})), das durch
M;([0,t],A) == #{0 < s < t : A(Nj(s)e1) € A} = Nj(t)ee, (A) fir alle t € Ry,
A € B(RF\ {0}) und fiir alle j = 1,...,1 gegeben ist, wobei e; = (1,0,...,0)" € R*

der erste kanonische Einheitsvektor ist. In dieser Situation ldsst sich die Ungleichung (2.7)

das zu N assoziierte [-dimen-

aus Satz 2.3 unmittelbar aus der globalen Wachstumsbedingung des Existenz- und Ein-
deutigkeitssatzes 2.1 herleiten:

Da das zu M zugehorige IntensitdtsmaBl u = (p1,..., )" durch p; = Alr, ® vj mit
Vj = Qjgey, J = 1,...,1, gegeben ist, gilt mit Hilfe der globalen Wachstumsbedingung fiir
allel <d<nundtecl0,T],zcRF

2d71 2d71

(Kr(o0)® + Krla?)” < Rr(o(0)™ + Krlaf*,

2d71 2d71

(Kr(9)* + Krla?) < Kr(g(t)” + Krlaf*

IN

A, 2) | = (\A(t,x)E)

Bt 2)* = (|B(t,x)}2)

IN

und im Fall ¢ > 1
l l

Z/| ‘F('J)(t,x,z)|2d vi(dz) = Zaj‘F('aj)(t,x,el)}Q
z|<c

d

7=1 7j=1
1 2d—1 4
j . 2
i=1%

IN

l _
1 (Zaj‘F('vj)(t,x,el)‘2>2d 1

. d—1__
minj—y,.{af" NS

2d71

1

minj—; _{«

IN

2d—1—1} (KT (g(t))2 + KT|$|2)
J

~ d ~
< Kr(g9(t)* + Kplz[**

fiir ein geeignetes I~(T > 0. Addiert man die drei Ungleichungen auf, so erhélt man die
Ungleichung (2.7) fiir eine geeignete Konstante.

In obiger Situation bendtigt man fiir die Behauptung von Satz 2.3 also nur die Voraus-
setzungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.1 sowie die beiden Bedingungen
E(|Xo|*") < oo und E(f()T(g(s))2n ds) < oo fiir alle T € Ry..

Als Néchstes wird mit Hilfe einer ,, Vernetzungsmethode* gezeigt, dass auch die urspriing-
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liche stochastische Differentialgleichung (2.1) der Form

dX(t) = A(t, X(t-))dt+ B(t, X (t—))dW () + / F(t, X (t—), z) M(dt, dz)

|z|]<e
v [ G X(t—),2) M(dt, dz),
|z|>c

X(0) = Xo

unter gewissen Voraussetzungen eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Fiir den Fall,
dass das Poissonsche Zufallsmafl eindimensional ist und die Koeffizienten A, B und F' weder

von der Zeit noch vom Zufall abhéngen, findet man eine dhnliche Aussage in Applebaum
[1, Theorem 6.2.9] und in Ikeda/Watanabe [11, IV. Theorem 9.1].

Satz 2.5 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Fiir feste Werte x,z € R¥ seien die Prozesse A(-,x,-) und B(-,x,-) progressiv-messbar
beziiglich ' und die Prozesse F(-,x,z,-) und G(-,z, z, ) vorhersehbar beziiglich . Weiter-
hin sei die Abbildung x — G(t,x,z,w) stetig fir alle (t,z,w) € Ry x RF x Q. Es existiere
eine Konstante K > 0, so dass fiir allet € Ry und xz,y € R die globale Lipschitzbedingung

|A(t, z) — A(t,y)|* + | B(t,2) — B(t,y)|’

[
+Z/ |FCD (4,2, 2) — FOD(t,y,2)|* vj(dz) < Klo —y?

j=1 |z|<e

und die globale Wachstumsbedingung
l
Aol + B+ Y [ [P lds) < K(o0) + Ko
=1 |z|<e

P-fast sicher gelten, wobei g = (g(t))icr, ein stochastischer Prozess ist, der die folgende

Integrabilititsbedingung erfillt:

]E(/Ooo(g(t))th> < oo

Dann besitzt die stochastische Differentialgleichung (2.1) eine eindeutige, FF-adaptierte
Losung X = (X(t))ier,., welche fast sicher rechtsstetige Pfade mit endlichen Linkslimiten

besitzt.

Beweis. Wie in dem Spezialfall unterhalb von Satz 1.27 (vgl. S. 20) folgt, dass die Prozesse
P; = (Pj(t))ier,, j =1,...,1, definiert durch

) = /| (0.8, 2),
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zusammengesetzte Poisson-Prozesse sind, die fast sicher zu veschiedenen Zeitpunkten
springen. Fiir j = 1,...,[ sei (Téj))ne]N die Folge der Sprungzeiten von P; und (7, )nen eine
Abziahlung der Menge {Tr(Lj) :nelN,j=1,...,1} mit 7, < 7,41 fast sicher fiir alle k£ € IN.
Sei Zy = (Zo(t))ier, die eindeutig bestimmte Losung der stochastischen Differential-
gleichung (2.2) mit Anfangswert Zy(0) = Xo. Man setze

X(t) _ { Zo(t) fir 0 <t <,
Zo(r1=) + Xy GO (1, Zo(11=), AP (1) Lapymypoy  fiir =71,

Auf dem Intervall [0, 71] ist der Prozess X = (X(t))c[o,r,] die eindeutig bestimmte Lésung
von (2.1). Sei Z; = (Zi(t))ier, die eindeutig bestimmte Losung der um 71 geschifte-
ten stochastischen Differentialgleichung (2.2) mit Anfangswert Z;(0) = X (71). Man setze

weiterhin
Z1(t— 1) fir m <t <my,
X(t) =
Z1((r2 = 11)—)
+ 3 GO 1y, Zy (12 — 1) =), AP (12)) Lgap(my 0y fiiT t = To.

Sei Zy = (Z»(t))ier. die eindeutig bestimmte Lésung der um 7 geschifteten stochasti-
schen Differentialgleichung (2.2) mit Anfangswert Z5(0) = X (72), usw..

Mittels dieser rekursiven Definition erhélt man einen an IF adaptierten cadlag-Prozess
X = (X(t))er.., der eine Losung der urspriinglichen stochastischen Differentialgleichung
(2.1) ist.

Die Eindeutigkeit der Losung folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit der Losung der
stochastischen Differentialgleichung (2.2) und der Struktur der Vernetzung. [



Kapitel 3

Stochastische Steuerung von
Sprung-Diffusionen bei endlichem

Zeithorizont

3.1 Problemstellung

Fiir einen endlichen Zeithorizont 7 > 0 definiere man die Menge Qo := [0,7) x RE.
Sei F CRY eine abgeschlossene Teilmenge. Weiterhin seien A : Qyx F — R*,
Y:Qyx F—R" und T' : Q, x F — RF*! stetige Abbildungen, die die folgenden

Bedingungen erfiillen:

o A(,u) : Qy — RF, B(-, -, u) : Qp — RF*™ und T'(-,-,u) : @y — RF*! sind aus
CHQ,) fiir alle u € F.

e Es existiert ein C7 > 0 mit
[Ad] +Ae| < C1, [Be] + 3] < Gy [T +(Te| < G (3.1)
und
‘A(s,y, u)’ + }Z(s,y,u)‘ + ‘F(s,y, u)’ < Ci(14+ |y| + |ul) (3.2)

fiir alle s € [0,7), y € R* und u € F.

Sei (Q,F,P) ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum versehen mit einer Fil-
tration IF = (Fs)scp,r), die die iiblichen Voraussetzungen erfiillt. Beziiglich dieser
stochastischen Basis sei W = (W(s))sg[o,r) eine m-dimensionale Brownsche Bewegung

und N = (N(s))sco,r) ein davon unabhingiger [-dimensionaler Poisson-Prozess zum

41
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Parameter o € (0,00)!. Insgesamt spricht man von einem zugrundeliegenden Wahrschein-

lichkeitssystem
Sr = (Q,f,lP,IF,W,N). (3.3)
Beziiglich diesem betrachte man fiir (¢,x) € Qg die stochastische Differentialgleichung
dX(s) = A(s,X(s),u(s))ds+ X(s, X(s),u(s)) dW(s) + (s, X(s—),u(s—))dN(s), (3.4)
X(t) ==
fir s € [t,T], wobei u = (u(s))se[, 7] ein an I adaptierter cadlag-Prozess mit Werten

in F ist. Man nennt den stochastischen Prozess u auch Steuerung und die stochastische

Differentialgleichung dementsprechend gesteuerte stochastische Differentialgleichung.

Das Ziel der stochastischen Steuerung ist, eine beziiglich eines Nutzenfunktionals optimale

zuléssige Steuerung u (vgl. Definition 3.1) zu bestimmen.

Schreibweise: Die Losung der gesteuerten stochastischen Differentialgleichung (3.4) mit
Anfangsbedingung X (t) =  wird mit X"*" = (X"%"(s)) e[ bezeichnet. Der Einfach-
heit halber werden im Folgenden die oberen Indizes ¢, x weggelassen.

Um die Abhéngigkeit des Erwartungswertes von der Anfangsbedingung X () = « dennoch

hervorzuheben, wird der Erwartungswert mit einem oberen Index gekennzeichnet, d.h.

E(...X""%s)...) = E"(...X"(s)...).

Definition 3.1 (Zulissige Steuerung)
Ein an I adaptierter cadlag-Prozess u = (u(s))sep,r) mit Werten in F' heif§t eine zuldssige

Steuerung, falls gilt:
i) Die gesteuerte stochastische Differentialgleichung (3.4) mit der Anfangsbedingung
X (t) = x besitzt eine eindeutige Losung X" = (X"(s))sep,1)-

ii) Fir alle n € IN gilt die folgende Integrabilititsbedingung:

]Et’x(/tT‘u(s)‘nds> < .

ii1) Die eindeutig bestimmte Losung X" = (X"(s))sep,) erfillt

Et’x< sup ‘X“(s)}n) < 00 fir alle n € IN.
t<s<T

Dabei bezeichne man mit A(t,z) die Menge aller zuldssigen Steuerungen w bei Start in

(t,IE) € QO'



Stochastische Steuerung von Sprung-Diffusionen bei endlichem Zeithorizont 43

Mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 2 kann aufgrund der obigen Bedingungen an die
Koeffizienten A, ¥ und I gezeigt werden, dass jede Steuerung, die die Bedingung ii) aus der
Definition 3.1 erfiillt, bereits zuléssig ist (d.h. die Bedingungen i) und iii) aus Definition 3.1
sind in dieser Situation automatisch erfiillt).

Sei u eine Steuerung, die die Bedingung ii) erfiillt. Mit der Bezeichnungsweise aus Kapitel 2

setze man
A(s,y,w) = A(s,y,u(s)(w)) + T (s,y,u(s—)(w))a,
B(s,y,w) = Z(S,y,U(S)(W)),
F(s,y,e1,w) = T'(s,y,u(s—)w)).

Die globale Lipschitzbedingung aus Satz 2.1 folgt unmittelbar durch Anwendung des Mit-
telwertsatzes, da die benottigten partiellen Ableitungen der Funktionen A, > und I' nach

Voraussetzung (3.1) beschrénkt sind. Setzt man weiterhin

g(s) = 2+ }u(s)‘ + ‘u(s—)

)

so ist mit Hilfe von Voraussetzung (3.2) auch die globale Wachstumsbedingung aus
Satz 2.1 erfiillt. Somit besitzt die gesteuerte stochastische Differentialgleichung (3.4)
mit der Anfangsbedingung X (f) = = eine eindeutige cadlag-Losung X = (X*(s))se,m)
(vgl. Bemerkung 2.2). Die Bedingung i) aus der Definition 3.1 ist also erfiillt. Eine An-
wendung von Satz 2.3 liefert die gefordete Integrabilitdtsbedingung aus der Bedingung iii)
der Definition 3.1. Die zusitzliche erweiterte Wachstumsbedingung aus Satz 2.3 folgt
unmittelbar aus der globalen Wachstumsbedingung des Satzes 2.1 (vgl. Bemerkung 2.4).

Es wird nun ein Problem betrachtet, in dem nur so lange gesteuert wird, wie sich der
Prozess X" innerhalb einer vorgegebenen Menge bewegt.

Dazu sei @ C RF eine offene Teilmenge, so dass der Rand 9O im Fall von O # RF eine
kompakte (k — 1)-dimensionale C3-Mannigfaltigkeit ist. Man definiere die Menge @ durch
Q :=1[0,T) x O. Seien L : Qy x F — R und ¥ : Q, — R stetige Funktionen, die den

polynomialen Wachstumsbedingungen

|L(s,y,u)] < Co(1+ |yl +|ulf), (3.5)

(s, y)|

IA

Ca(1+[yl") (3.6)

mit einem p € IN und Cy > 0 geniigen. Weiterhin sei 7; : Q — [t, T| gegeben durch
7 = inf {s € [t,T]: (s,X"(s)) £Q},

d.h. 7; ist die Erstaustrittszeit des Prozesses X“ aus der offenen Menge O.
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Fiir eine zuléissige Steuerung u € A(t, ) sei das Nutzenfunktional gegeben durch

It i) = Etw(/t” L(S,XU(S),U(S))dHxp(Tt,XU(Tt)))

Die Definition einer zuléssigen Steuerung und die Bedingungen (3.5) und (3.6) an die
Funktionen L und ¥ gewéhrleisten, dass der Erwartungswert in der Definition des
Nutzenfunktionals endlich ist.

Man nennt L(s, X*“(s),u(s)) den laufenden Nutzen und ¥(7, X*“(7;)) den Endnutzen.

Das Ziel ist nun, zu gegebenem Startwert (¢,x) € @ das Nutzenfunktional J(t,x;u) iiber
alle zuldssigen Steuerungen u € A(t,z) zu maximieren, d.h. eine optimale Steuerung
u* € A(t,z) zu finden, so dass
J(t,z;u*) =  sup J(t,x;u)
ucA(t,x)
gilt. Die Funktion V : @ — R, definiert durch
V(t,z) == sup J(t,z;u),
u€A(t,x)
heiffit dann Wertefunktion des Maximierungsproblems. Sie ordnet jedem Startwert

(t,x) € Q den maximalen Nutzen zu.

3.2 Heuristische Herleitung der HJB-Gleichung

Zur Losung des in Abschnitt 3.1 vorgestellten Optimierungsproblems wird meist die
sogenannte Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (HJB-Gleichung) verwendet. Sie wird
im Folgenden mit dem Prinzip der dynamischen Programmierung (Bellman-Prinzip)
heuristisch hergeleitet. Formal wird die Beziehung zwischen der Wertefunktion des
Maximierungsproblems aus Abschnitt 3.1 und der HJB-Gleichung in Abschnitt 3.3

bewiesen.

In diesem Abschnitt sei @ = RF, d.h. die beiden Mengen Q und Qg stimmen iiberein. Man
setze die Wertefunktion V durch V(T,z) = ¥(T, x) fiir alle # € R¥ zu einer Funktion auf
Q, fort. Das sogenannte Bellman-Prinzip besagt:
V(t,z) = sup E ( /9 L(s, X"(s),u(s))ds+V (6, X“(Q))) (3.7)
u€A(t,x) t
fir (¢,x) € Qo und 6 € [t,T).
Es wird angenommen, dass die auftretenden stochastischen Integrale beziiglich Martin-

galen den Erwartungswert 0 haben und dass die Vertauschung von Integral- und
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Grenzwertoperator zuléssig ist.

45

Seien (t,z) € Qo, u € A(t,z) und 6 € [t,T] gegeben. Unter der Voraussetzung, dass

V € C12(Qo) ist, folgt mit Hilfe der mehrdimensionalen It6-Formel fiir Semimartingale

V0, X"(0))
0 k ro .
= V(t,x) + Vt(s,X"(S—))d5+2/ Va, (5, X"(s=)) d(X*) ") (s)
i+ i=1Ytt
1o [ " wy (@) ( yuy@)]e
+ 5 Z/ an?g(st (s ))d[(X ) (X )J] (s)
ij=171F
k
+ 3 Vs, X)) — Vs, X (5-)) = 3 Vi (5, X (5 ) A(X™) O )}
t<s<0 =1

0 Ero ,
V(t,a:)+/ Vt(s,X“(s))ds—i—Z/ Vi, (5, X(s))AD (5, X"(5), u(s)) ds
t i1 Vi

m 0
£ 30 [ Vs XU R 5, X ) () W 9

i=1 j=1
l

+> /H Vi (3, X" ()T (5, X" (s, u(s—)) AN (s)
= 1

i=1 j=

1 F _ A
+5 > / Visia, (8, X(8)) 20 (5, X (5), u(s)) 0™ (s, X "(5), u(s)) ds

ij=1n=1
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Addiert man auf beiden Seiten den Term fta L(s, X"(s),u(s))ds hinzu, so erhélt man
)
/t L(s, X"(s), u(s)) ds + V(8, X"(9))
0 )
= /t L(s, X"(s),u(s))ds+ V(t,x) +/t Vi(s, X"(s))ds
0 t 0 t
+/t (Va(s, X*(5))) Als, X*(s), u(s)) ds +/t (Va(s, X*(5))) S (s, X*(5), u(s)) AW (s)
0
+ ;/t Spur(E(s,X“(s),u(s))(E(s,X“(s),u(s)))th(s,X“(s))) ds

—i—Z/ (s, X"(s—) +T09) (s, X¥(s—),u(s—))) — V(s,X“(s—))) dN;(s)

0 0
:/t L(s,X”(s),u(s))dS—l—V(t,x)—I—/t Vi(s, X"(s))ds
0 t o t
—i—/t (Vm(s,X“(s))) A(s,X“(s),u(s))ds—i—/t (VI(S,XU(S))) X(s, X“(s),u(s)) dW (s)
0
+ % /t Spur (s, X" (5),u(s)) (S5, X" (), u(5))) Vaals, X(5)) ) ds

+Z/ (s, X" (s—) + D09 (s, X¥(s—),u(s—))) —V(s,X“(s—))) d(N;(s) — ajs)

+Za3/ (5, X*(s) + D09 (s, X*(s), u(s))) — V (s, X"(s))) ds.

Erwartungswertbildung beziiglich P%® auf beiden Seiten (dabei benutze man, dass der

Erwartungswert der stochastischen Integrale beziiglich Martingalen 0 ist) liefert

(%
B ([ L X0 s+ V(0. X(0))
0 0
= 5 ([ LX) ) ds V() + [ Vil X)) ds
0 t
[ 005, 0760) A5 X))
%
+;/t Spu?“(Z(s,X“(S),U(S))(E(S,X“(S)aU(S)))th(S’XU(S))) ds

+Za3/ (s, X"(s) + D0 )(S,X“(s),u(s)))—V(s,X“(s)))ds).
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Bildet man nun auf beiden Seiten das Supremum iiber alle zuléssigen Steuerungen und
subtrahiert gleichzeitig den Term V' (¢,z) (dabei benutze man die Gleichheit im Bellman-
Prinzip, vgl. (3.7)), so erhilt man

0 = sup ){]Et’x(/teL(s,X“(s),u(s))ds—i—/teVi(s,X“(s))dS

ucA(t,x

0 ¢
+/t (Va(s, X(5))) Als, X*(s), u(s)) ds
0
g [ S (6 X 6),0(6)) (5, X (5),0(5)) Ve X(3)) ) ds

+Zaj/ (5, X(5) + D09 (s, X*(s), u(s))) — V (s, X"(s))) ds>}.

Multiplikation beider Seiten mit dem Term ﬁ und anschlieende Grenzwertbildung 6 ™\, ¢

liefert unter der Voraussetzung der Vertauschung von Integral- und Grenzwertoperator

0 = sup {Et""(hm1t[/taL(s,X“(s),u(s))ds—|—/t€V}(s,X“(s))ds

u€A(t,x)

=  sup ){wa (L(t,X“(t),u(t)) Vit X)) + (Va(t, X(1)) At X™(8), u(t))

u€A(t,x

—I-%Spur (E(t, XU(t),u) (S, X"(1), u(t)))tvm(t, X“(t)))

3 oy (Vi X0 + T (1, X(2), (t)))—V(t,X“(t))))}

J=1

= sup {L(t,x,u) + Vilt,z) + (Valt,2)) AL, z,u)

42 Spur (S(t.2,0) (S(t,2,1)) Vi 1))

+io¢ (V(t x4+ TCD(t 2, 1)) — V(t,x))}.

J=1

Die sogenannte HJB-Gleichung fiir das in Abschnitt 3.1 vorgestellte Maximierungsproblem
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ist somit gegeben durch

0 = 81612 {L(t,x, u) + Vi(t,z) + (Vx(t,w))tA(t, T, u)

—|—%Spur (E(t, z,u)(S(t, , u))th(t, x))

+ Zl: aj (V(t, 2+ IO (b 2,0)) = V(E, x)> }

J=1

3.3 Ein Verifikationssatz fiir Losungen der HJB-Gleichung

Fiir eine Funktion G : Q, — R mit G € C*?(Q) und fiir (t,x) € Q und u € F definiere

man den Operator £“ durch

EUG(t,z) = Gt(t,a:)—i-(Gx(t,a:))tA(t,x,u)+%Spur(i](t,x,u)(Z(t,x,u))tGw(t,x)>

!
+3 a; (G(t, 2+ D0 (¢, 2,u)) — G(t, :c)).
j=1
Weiterhin definiere man die Menge

CQ = Q,\Q = ([o,T)xoc)u({T}ka).

Die Zufallsvariable (73, X*(7¢)) ist somit eine Abbildung von 2 nach CQ.

Der nachfolgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen der Loésung der HJB-
Gleichung und der Losung des Steuerungsproblems aus Abschnitt 3.1. Im Vergleich zu
Korn/Korn [18, V. Satz 11|, Kraft [21, Theorem 1.3] oder auch Fleming/Soner [8, IV.
Theorem 3.1], die lediglich den Fall ' = 0 betrachtet haben, wird hier ein allgemeinerer

Fall bewiesen.

Satz 3.2 (Verifikationssatz fiir Loésungen der HJB-Gleichung)
Sei G : Qy — R mit G € CY2(Q) N C(Q) und |G(t,z)| < K(1+ |z|?), (t,z) € Qy, fiir ein
K >0 und d € IN geeignet, eine Losung der HJB-Gleichung

sup (é’uG(t,x) + L(t, x,u)) =0 fir (t,x) € Q, (3.8)
ueF

G(t,x) = V(t,z) fiir (t,z) € CQ. (3.9)
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Dann gilt:
a) G(t,z) > J(t,z;u) fir alle (t,z) € Q und u € A(t,x).
b) Ezistiert fir (t,z) € Q ein u* € A(t,z) mit
u*(s) € argrl?ez%{g G(s, X" (s))+ L(s, X (s),u)}

fiir alle s € [t, 1), so gilt

G(t,z) = V(t,z) = J(t,x;u").

49

(3.10)

D.h. fir (t,z) € Q ist die Steuerung u* € A(t,x) optimal und die Funktion G

entspricht der Wertefunktion des Optimierungsproblems.

Beweis.

a) Sei (t,z) € Q gegeben. Zu zeigen ist: Fiir jede zuldssige Steuerung u € A(t, z) gilt

Gltz) > ]Em“< /tTtL(s,X“(s),u(s))dS—i—G(Tt,X“(Tt))).

Ist dies gezeigt, so folgt hieraus die Behauptung von a), da G(s,y) = ¥(s,y) fiir alle

(s,y) € CQ gilt.

Sei (Op)nen eine gegen O aufsteigende Folge von beschrinkten offenen Mengen mit

O, C O,41 fiir alle n € N. Man setze zum Beispiel

1
O, = (’)ﬂ{xERk:|x|<n,‘az—8(’)‘>E} fiir alle n € IN.

Ferner definiere man fiir alle n € IN mit 0 < % < T die Menge @,, durch

1
Qn = [O,T— 7) x Op
n
sowie Tt(n) : Q — [t,T — 1] (fiir hinreichend groBes n € IN) durch

Tt(n) = inf{s S [t,T* %} : (s, X"(s)) ¢Qn}

Dann gilt Tt(n) < 73 fast sicher und Tt(n) /" 1 fast sicher. Letzteres beruht auf der Tat-

sache, dass der Prozess X" = (X"(s))scp,r) quasi-linksstetig ist (vgl. Jacod/Shiryaev

[14, I. Proposition 2.26 und I. Proposition 3.27)).

(n)

Zwischenbehauptung: G(t,z) > IE)””(/ ' L(s, X“(s),u(s)) dS+G(Tt(n),XU(Tt(n)))>
t

Fiir n € IN mit (¢,x) ¢ Q,, folgt die Zwischenbehauptung unmittelbar aus der Tatsache,
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dass 7" = ¢ ist. Sei also 7 € IN mit (t,z) € @, gegeben. Nach Voraussetzung gilt
t geg g g

G € CH?(Q) und somit auch G' € C12(Q,+1). Man withle eine Funktion G € C1?(Q,)
mit G(s,y) = G(s,y) fiir alle (s,y) € Qni1. Eine Anwendung der mehrdimensionalen

Ito-Formel fiir Semimartingale liefert
G(r| (n) L XU(r (n)))

_ . o

= G(t,x) + Gt(s,X“(s))ds—f—/ (éz(s,X“(s)))tA(s,X“(s),u(s))ds

t t
e

—i—/t (éx(s,X“(s)))tE(s,X“(s),u(s))dW(s)

)

Spur (Z(s, X"(s),u(s))(E(s, X"(s), u(s)))tém(s, X“(s))) ds

l

(n)
+Z/ Gs, X" (s=) + T (5, X" (5=, u(s-))) = Gls, X*(s-) ) ANy ().

Fiir j = 1,...,1 definiere man die Menge A; durch
_ U {Tt(n) _ Tz‘(j)}’
€N

wobei (T(j))ie]N die Folge der Sprungstellen von Nj; ist. Die Mengen {A4; : j = 1,...,1}

i
sind fast sicher paarweise disjunkt, da die Poisson-Prozesse {N; : j = 1,...,l} unabhéngig
sind und somit fast sicher zu verschiedenen Zeitpunkten springen (vgl. Satz 1.27). Auf der

Menge Q41 stimmen die Funktionen G und @ iiberein. Dadurch erhilt man
G, X))

Tt(n) Tt(n)

= G(t,x)%—/t Gt(s,X“(s))ds—i—/t (Gx(s,X“(s)))tA(s,X“(s),u(s))ds

™
[ (Ol X)) S X)) aW ()
1
+ 2/t Spur(Z(s,X“(S),U(S))(Z(S,Xu(s)aU(S))) Gz (s, X*( ))) ds
Loit- ‘
+Z/+ (G(S,XU(S ) +T0 (s, X"(s—),u(s—))) — G(s, X( ))) dN;(s)
j=1"t

(3.11)



Stochastische Steuerung von Sprung-Diffusionen bei endlichem Zeithorizont —__ 51

Wegen der fast sicheren Gleichheit

G X(r Z 7, XU =) 4+ T (78, X070 2), u(rP ),

+G(7 (n) X (7 (n) DL ae
mit A := Ujl‘:1 A; ergibt sich aus (3.11)

G, x4 -))

7
+ ;/t Spur(E(s,X (5),u(s)) (Z(s, X"(5),u(s))) Grals, X( ))) ds
IO
+]§::1/t+ (G(S,XU(S—) + F('vj)(S,Xu(S—)7u(3_))) _ G(S,Xu(8—>)> dN](S)

Addiert man nun auf beiden Seiten den Term G(7, () , XU(T (n))) G(Tt("),X“(Tt(n)—)), SO

erhilt man

G, x4 (r™M))
Tt(n) Tt(n)

= G(t,x) + t Gt(S,X"(s))ds+/t (Gx(s,X“(s)))tA(s,Xu(s),u(s))ds

(n)
t

—i—/tT (Ga;(s,X“(s)))tE(S,X“(s),u(s))dW(s)

) t
5 / Spur (s, X" (s), u(s)) (S5, X" (5), u(s)) G (5. X"(s))) ds

Lo |

+ Z/ (G(s, X"(s—) + 10D (s, X¥(s—),u(s—))) — G(s, X“(s—))) dNj(s).
j=17t

Dabei wurde die fast sichere Gleichheit

G x w7y - G x (7" )

I
=>. < x4 =) + T (7 X =) (™ -))) - G(Tt(n)7Xu(Tt(n)_)>>ﬂAj

7=1
benutzt (man beachte, dass G(7; () , XU(T (n))) G’(Tt(n),Xu(Tt(")—)) = 0 auf der Menge A°
gilt).
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Insgesamt ergibt sich unter Beriicksichtigung der Definition des Operators &% die fast
sichere Gleichheit

o)
G, X (™)) — Gt z) — / "G5, XM (s)) ds

t

)

_ / (G, X(5))) " S(s, X*(s), u(s)) W (s)

Lo 4 ~
+Z/ (G(S,X“(s—) + 0 (s, X¥(s—), u(s—))) — G(s,X“(s—))) dN;(s) (3.12)
t+

j=1

mit ]vj(s) = Nj(s) —ays firalle j =1,...,1.

Auf der Menge [t, Tt(n)) gilt (s, X"(s)) € Qn. Weiterhin ist die Menge O,, beschriankt und
aufgrund der Forderung O,, C Op41 C O'ist Q,, = [t,T — %] x O, C @ eine kompakte
Teilmenge. Fiir eine geeignete Konstante D > 0 gilt folglich aufgrund der Stetigkeit von
G, auf @ und der Bedingung (3.2)

t(n)

]Et’z</tT ‘(Gx(s,XU(S)))tZ(S,XU(S),U(S))|2ds)

(n)

< DIEt’””</tTt \E(S,X“(s),u(s))\2d5>

o)

DCfEt’f”(/tt (14 x")] + \u<s)\)2ds>

IN

T
< DC?3(T —t) + DC?3(T — t)Et"E< sup ‘X“(s)f) + DC?3EH (/ ‘u(s){2 ds>
t<s<T t

< oo,

da u € A(t, x) eine zuldssige Steuerung ist. Weiterhin gilt fiir jedes j =1,...,1

(n)

ajEt’Z( /t ! (G(S,X”(s) + 10 (s, XU (5), u(s))) — G(s,X“(s))>2d5>

(n)

< 204]-Et’x< /t 5 (G(S,X“(s)+F("j)(s,X“(s),u(s)))>2ds)

20BN < /t " (6. x*(5))’ ds)

=: QOzj I1 + Qaj IQ
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O

K2Et7$< /t ‘ (1+\XU(S)+r(-m(s,XU(s),u(s))\d)zds>

o)

2T 1) HKQEM(/t | X% (s) + 109 (s, X%(s), u(s)) [ ds>

I

IA

IN

T(n)
2K2(T—t)+22dK2Et’x</t ‘Xu(s)‘Qdds>
t

IN

o)

+22dK2EW< /t t }F("j)(s,X“(s),u(s))}Qchs)

IN

2K2(T — t) + 22 K(T — t)IW( sup | X*(s) y2d)

t<s<T

()

+22dK2012dEt,x(/t ‘ (1 + | X"(s)| + \u(s)DQd ds)

IN

QKT —t) + 22 K%(T — t)Etw’v< sup |X“(s) \2d) 4 2243241 2024 (T _ ¢)
t<s<T

+2HFLRACH(T — B sup [ X7(s)[*)
t<s<T

T
+22d32d—1K2C%dEt,x</ }u(s)\des>
t

< o0

und () 9
t
L < KQIE)t"”</ (14 [x*()|") ds>
t

< 2KT —t) + 2K2(T — t)]Et@( sup | X" (s) }2d>
t<s<T

< o0

nach Definition einer zuléssigen Steuerung. Dabei wurden die Voraussetzung des Satzes
und die Bedingung (3.2) benutzt.
Somit verschwinden die beziiglich P*® gebildeten Erwartungswerte der stochastischen

Integrale
o)
t

/t (Ga(s, X(s))) (s, X (), u(s)) dW (s),

7_t(n)

/t+ (G(s,X“(s—)—}-f‘("j)(s,X“(s—),u(s—)))—G(S,X“(s—)))dﬁj(s) G=1,...,0).

Aus Gleichung (3.12) erhélt man folglich

£
Et’x<G(Tt(”),X“(Tt(n)))—G(t,x)— / EU(S)G(S,X“(S))ds> = 0.
t
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Da G eine Losung der HJB-Gleichung (3.8) ist, gilt fiir jede zuléssige Steuerung u € A(t, x)
und fiir jedes s € [t,’l‘t(n)) (d.h. es gilt (s, X"(s)) € Qn C Q)

£ G (s, X"(s)) + L(s, X"(s),u(s)) < 0.

Damit folgt

Tt(")

Glt,z) = ]Et’””<— /t

2 ]Et,x </
t

und somit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

£4)G (s, X*(s)) ds + (=™, X ““t(n)”)

< —L(s,X"(s),u(s))

L(s, X"(s),u(s)) ds + G(T§”>,XU(T§”>))>

Der Grenziibergang n — oo erfolgt mit Hilfe des Satzes von Lebesgue. Aufgrund der
Quasi-Linksstetigkeit des Prozesses X" = (X"(s))c[,1] gilt Tt(n) /" 1 fast sicher und

somit auch

]1{ - (n)}L(s,X“(s),u(s)) — Tyery L(s, X"(s),u(s)) fast sicher.
S Tt

Weiterhin gilt nach Voraussetzung (3.5)
[y L X (s)uls)] < Co(1+ X ()] + [uls)])

mit

e ( [ (1 e + sl as)
= Co(T —t) + CzEt’z</tT | X*(s)|” ds) + CQEtvf(/tT u(s)|” ds)

< Co(T —t) + Co(T — t)IEt’x( sup |X“(s)‘p) + CoEb* < /tT lu(s)|” ds>

t<s<T

< o0

nach Definition einer zuléssigen Steuerung. Mit dem Satz von Lebesgue folgt daraus

(n)

Em( /t 5 L(s,X“(s),u(s))ds) . E“”( /t 5 L(s,X“(s),u(s))ds) fiir 1 — o0,

Fiir den zweiten Term gilt aufgrund der Stetigkeit von G auf @ und der Quasi-
Linksstetigkeit des Prozesses X"

lim G(r™, X)) = G(r, X"(r)) fast sicher.

n—oo
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Nach Voraussetzung des Satzes gilt

G X)) < K(HlXU(Tt(n)),d) < K(1+ sup \X"(s)yd) (3.13)
t<s<T

KE (14 sup |X°(s)|") = K+ KE*( sup |[X"(s)|") < oo
t<s<T t<s<T

nach Definition einer zuldssigen Steuerung. Ebenfalls mit dem Satz von Lebesgue folgt

daraus
EH* <G(Tt(n), X“(Tt(n)))> — Eb* (G(Tt, X“(Tt))> fiir n — oo.
Insgesamt erhélt man somit mit Hilfe der obigen Zwischenbehauptung

G(t,x) > ]Etx</ L(s,X“(s),u(s))ds—I—G(Tt,X“(Tt))> = J(t,x;u)
t h/_/
= \II(Tth(Ti))

und somit die Behauptung von a).

b) Fiir eine zuldssige Steuerung u*, die die Bedingung (3.10) erfiillt, erhdlt man Gleichheit
in der Ungleichung aus Behauptung a) (d.h. es gilt G(¢,z) = J(¢,z;u*)). Daraus ergibt
sich

Jtat) = Glta) > s J(bwu) = Vite) > J(tau)
u€A(t,x)

und somit die Behauptung von b). |

Bemerkung: Eine Funktion G : Q, — R mit G € C13(Q) N C(Q), die (3.8) und
(3.9) erfiillt, nennt man eine klassische C12-Lésung der HJB-Gleichung. Erfiillt G
zusétzlich die polynomiale Wachstumsbedingung aus dem Verifikationssatz, so nennt man

G eine klassische C12-Losung der HIB-Gleichung mit hichstens polynomialem Wachstum.

Der oben aufgefiihrte Verifikationssatz begriindet die folgende Vorgehensweise zur Losung
des Steuerungsproblems (vgl. Korn/Korn [18, S. 270] oder Kraft [21, S. 17]):

Vorgehensweise zur Losung des Steuerungsproblems:

e Zu gegebenem (¢,x) € @) 16se man die Maximierungsaufgabe

sup (EUG(t,x) + L(t,x,v)),

veF
indem man die Funktion G als gegeben ansieht. Dadurch erhilt man einen optimalen
Wert v* in Abh#ngigkeit von ¢,z und der unbekannten Funktion G sowie ihren
partiellen Ableitungen. Aufgefasst als Funktion in (¢,z) € @, erhilt man somit eine
Funktion u*(¢,z; G).
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e Man setze die Funktion v* in die HJB-Gleichung ein und 16se die entstehende par-

tielle Differential-Differenzen-Gleichung
EVETDG(t, x) + L(t, z, u*(t,2;G)) = 0 fir (t,z) € Q,
G(t,x) = U(t,x) fir (t,z) € CQ.

Anschliefend setze man die Losung G und den Zustands-Prozess X*  in die Funktion
u* ein. Man erhélt damit einen Kandidaten fiir die optimale Steuerung, der nicht

mehr von G abhéngt.

e In einem letzten Schritt iiberpriife man die bené6tigten Voraussetzungen des Verifi-
kationssatzes. Insbesondere iiberpriife man, ob G die geforderten Eigenschaften aus

dem Verifikationssatz erfiillt und ob u* zuléssig ist.

Bemerkung 3.3
Fiir eine beschriinkte, stetige Funktion ¢ : Q, x F — R definiere man den Prozess
(D(s))seft,r) durch

S
D(s) = exp ([ atr X0),u(r)dr).
t
Betrachtet man ein Nutzenfunktional J(t,z;u) von der Form

J(t,z;u) = Etﬁc(/tn D(s)L(s, X"(s),u(s))ds+ D(Tt)\I/(Tt,Xu(Tt))>,

so bleibt der oben aufgefiihrte Verifikationssatz 3.2 giiltig. Man muss lediglich die HJB-
Gleichung (3.8) aus dem Verifikationssatz durch die Gleichung

sup (5”G(t,a:) + L(t,x,u) + q(t,x,u)G(tja:)) =0 fir (t,z) € Q
uel

ersetzen. Fin Spezialfall dieser Situation ist

Ds) = exp(—C(s—1)  (seltT))

fiir ein ¢ > 0, d.h. der Fall der diskontierten Kosten ist mit enthalten.

3.4 Beispiel: Finanzmarkt mit sprunghaften Preisen

Dieses Beispiel stellt eine Verallgemeinerung des Beispiels ,,Optimaler Konsum und opti-
males Endvermdgen bei endlichem Horizont“ aus Korn/Korn [18, S. 276] dar, und zwar

insofern, als dass die Aktienpreise hier durch Sprung-Diffusionen modelliert werden.
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Zunéchst wird ein Marktmodell entwickelt, um das Handeln eines Investors am Markt
mathematisch beschreiben zu kénnen. In diesem Marktmodell werden d 4+ 1 Wertpapiere
gehandelt. Darunter befinden sich eine risikolose und d risikobehaftete Anlagen. Bei der
risikolosen Anlage handelt es sich um ein Sparkonto, bei den risikobehafteten um Aktien.

Im Folgenden wird dies in mathematischer Hinsicht prézisiert.

Fiir einen endlichen Zeithorizont 1" > 0 betrachte man ein zugrundeliegendes Wahrschein-
lichkeitssystem St (vgl. (3.3)). Dabei beachte man, dass die m-dimensionale Brownsche
Bewegung W und der [-dimensionale Poisson-Prozess IV unabhéngig sind.

Fiir t € [0,T) seien ferner d + 1 Finanzgiiter auf dem Zeithorizont [t,T] gegeben:

e Der Preisverlauf S0 = (5©)(s)) selt,r) des Sparkontos entwickle sich gemif
dSO(s) = r8O(s)ds,

SO = s > 0.

e Der Preisverlauf S = (S(i)(s))se[tj] der i-ten Aktie (1 < i < d) entwickle sich

geméf

m l
dsW(s) = S§W(s-) <,u(i) ds + Z o) qw ) (s) + Zv(i’j) d(N;(s) — ajs)>,

j=1 j=1

SOty = s > 0.

Hierbei sind # > 0, p = (uV, ..., D) € (0,00)%, 0 = (U(i’j))lgingSjSm € R4™ und
v = (’y(i’j))lgigd,lﬁg € (—1,00)%%!. Weiterhin sei vorausgesetzt, dass r < pu(® fiir alle
t =1,...,d gilt, dass m > d ist und dass die Matrix ¢ maximalen Rang hat, d.h. die
Matrix oot ist positiv definit.

)dxl

Durch die Bedingung v € (—1, 00 wird gewahrleistet, dass die Aktienkurse zu jedem

Zeitpunkt fast sicher strikt positiv sind.

In einen solchen Markt kann investiert werden. Fiir den Fall v = 0 vergleiche man fiir die

nachfolgenden Definitionen das Buch von Korn/Korn [18].

Definition 3.4 (Handelsstrategie)

FEine Handelsstrategie n ist ein R* -wertiger, F-adaptierter cadlig-Prozess

1) = (100, n0), .. D (s)) (s € [1, 7))
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/ (s)| ds + Z/ (5)S0)( ))2ds < 00 P-fast sicher.

Der Wert x := Zi:o n W (t)s; heift Anfangswert von 1.

Definition 3.5 (Vermdgensprozess)
Sei n eine Handelsstrategie mit Anfangswert x > 0. Dann definiert man den Vermdgens-

prozess X = (X (s))se,m) beziglich n mit Startvermégen x durch

Definition 3.6 (Konsumprozess)

Ein nicht-negativer, reellwertiger, F-adaptierter cadlag-Prozess ¢ = (c(8))sefe,r) mit

T
/ c(s)ds < oo P-fast sicher
t

heifst Konsumprozess.

Interpretation: Der Investor entnimmt seinem Vermdégen kontinuierlich Geld mit Rate c,

d.h. bis zur Zeit s € [t,T] hat er [”c(u) du ,konsumiert®.

Definition 3.7 (Selbst-finanzierend)
Ein Paar (n,c), bestehend aus einer Handelsstrategie n und einem Konsumprozess ¢ heifst
selbst-finanzierend zum Startkapital x > 0, falls fiir den zugehorigen Vermogensprozess X

fir alle s € [t,T)] gilt:

X(s):x+/ ©) (u) dSO (u +Z/ @ (u—)dSY (u) - /c(u)du P-fast sicher
t t

( ,aktuelles Vermdgen® = ,Startvermégen® + ,Gewinne/Verluste“ — ,Konsum*).

Aufgrund der Definitionen einer Handelsstrategie und eines Konsumprozesses ist gewahr-

leistet, dass die (stochastischen) Integrale der rechten Seite wohldefiniert sind.

Definition 3.8 (Selbst-finanzierender Portfolioprozess)

Sei (n, c) ein selbst-finanzierendes Paar, bestehend aus einer Handelsstrategie n und einem

Konsumprozess ¢ mit X (s) > 0 P-fast sicher fiir alle s € [t, T]. Dann heifit der R%-wertige

Prozess m = (7, ..., 7DVt definiert durch

10()59)(s)
X(s)

selbst-finanzierender Portfolioprozess zum Paar (n,c).

mi(s) = (se[t.T) firallel<i<d,



Stochastische Steuerung von Sprung-Diffusionen bei endlichem Zeithorizont 59

Bemerkung: Die i-te Koordinate des Portfolioprozesses gibt den Anteil vom Gesamt-
vermogen an, der zum Zeitpunkt s € [¢,7] in die i-te Aktie investiert wird. Folglich
entspricht

7O0(s) = (1 - (W(S))tl) = 77(0)(;)5()0)@ mit 1 := (1,...,1)! ¢ R?

jenem Anteil des Gesamtvermogens, der zum Zeitpunkt s € [¢t,T] in das Sparkonto inve-

stiert wird.

Fiir den Vermogensprozess X ldsst sich eine einfache stochastische Differentialgleichung,
auch Vermogensgleichung genannt, herleiten. Dazu wird das Verhalten des Investors

mittels eines selbst-finanzierenden Portfolioprozesses beschrieben.

Satz 3.9 (Vermogensgleichung)
Sei (n, c) ein selbst-finanzierendes Paar, bestehend aus einer Handelsstrategie n und einem
Konsumprozess ¢ mit X(s) > 0 P-fast sicher fir alle s € [t,T]. Dann erfillt der

Vermagensprozess X = (X(s))se,r) die folgende Vermdgensgleichung:
dX(s) = <X(s) [r+ (ﬂ(s))t(,u —rl)] — c(s)) ds + X(s)(ﬂ(s))ta dW (s)
—|—X(s—)(7r(s—))t’y d(N(s) — as),
X(t) = =
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Definitionen 3.7 und 3.8. |

Das Ziel des Investors ist, das Funktional

T T o (C(S)))\ l (m,¢) A
! </t exp(—0s) 3 ds+)\(X (T)) ), (3.14)

fiir ein § > 0 und ein X € (0,1), iiber alle Strategien (7, c) mit Werten in der abgeschlos-

senen Menge {v € [0,]? : Z?Zl v; < Kk} x [0,00) zu maximieren, so dass der zugehorige
Vermogensprozess X (™) fast sicher strikt positiv ist. Hierbei ist & > 0 so gewiihlt, dass
2ty0d) > 1 fiir alle j = 1,...,1 und fir alle z € {v € [0,s]% : %0 v; < &} gilt,
d.h. v € (—%, 00)¥*!, Wie man spiter sehen wird, wird dadurch gewéhrleistet, dass der
Vermogensprozess X (7€) bei Start in (¢,z) € [0,7) x (0, 00) zum optimalen (7*, ¢*) fast

sicher strikt positiv ist.

Das obige Maximierungsproblem wird mit Hilfe der in diesem Kapitel entwickelten Theorie
gelost. Dazu wird die Vermogensgleichung eines Investors mit Strategie (7, ¢) als gesteuerte

stochastische Differentialgleichung der Form
dX(s) = A(s,X(s),u(s))ds+ (s, X(s),u(s))dW(s)+T(s,X(s—),u(s—))dN(s)

X(t) = =
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fir s € [t, T] aufgefasst. Die Koeffizienten A, ¥, T" und die Steuerung u haben dabei die
folgende Gestalt:

u = (u1,uz) = (mc),
A(s,y,u) = y[r+7"(p—rl—ra)] —c
S(s,y,u) = yr'o,

L(s,y,u) = yr'y.

Weiterhin definiere man die abgeschlossene Menge F' C R4+ durch

F = Fy x I = {UEOK ZU1<H} )

die Menge @@ durch
Q = [0,T) x (0,00)

und die Stoppzeit 7 : Q@ — [t,T] durch
7 = inf {s € [t,T]:

(s, X7(s)) £Q}-
; (m,¢)), gegeben durch
(

(S)

x ,C A
J(t,x; (7, c)) == Eb </t exp(— 3 ds + )\(X( )(Tt)) ]l{X(ﬂ,c)(Tt)>0}>.

Man betrachte das Nutzenfunktional J(¢,

Problem: Finde eine Funktion G : [0,7] x R — R und eine zuldssige Steuerung
u* = (r*,c*) € A(t,z) mit

G(t,x) = sup J(t,z;u) = J(t,x;u”).
ucA(t,x)

Fiir G : [0,7] x R — R mit G € C*?(Q), fiir (t,7) € Q und fiir u = (7,¢) € F definiere
man den Operator £¥ = £™¢ durch

E'G(t,x) = Gi(t,z)+ (w [r+7'(p—rl—~a)] — c) G(t,x) + %azQWtaatﬂGm(t, x)

l
+ Z a; [G(t, x4 zrtytD)) — G(t, x)} .
j=1
Dann ist die zu dem Portfolioproblem zugehérige HJB-Gleichung gegeben durch

A
sup {SUG(t,:c) + exp(—ﬂt)—} =0 fir (t,x) € Q,
uek A

$)\
G(t,x) = T]I{JDO} fiir (t,z) € CQ := ([O,T) X (—oo,()]) U ({T} X ]R).
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Zur Losung der HJB-Gleichung legt die vorgegebene Randbedingung den folgenden
Separationsansatz nahe:

o

G(t,z) = f(t)T]l{Do} mit f(r) = 1. (3.15)
Bestimmt man fiir (¢,2) € @ alle partiellen Ableitungen, die im Ausdruck E“G(t,x) auf-
treten, so erhilt man
o
E'G(t,x) + exp(—ﬁt)j

i

= f’(t)T + (x [r+7'(p—rl—~a)] — c)f(t)a:)‘_1 + %:U%rtaatw()\ — 1) f(t)ar2

A
[(:v + xﬂtw("j)))‘ - .Z‘A} + exp(—ﬁt)%

> =

l
+Y a;f(t)
j=1
=: hyq(m,c)

mit hy, @ F1 X F5 — R. Definiert man die beiden Funktionen hglx) : F1 — R und
W2 Fy — R durch

t,x

hﬁz (m) == [r+7'(p—rl—va)]f(t)a* + éﬂtaatw()\ —1)f(t)z*

CL')‘ A

hEE) = PO - ef(Oa ! +exp(-6) T

so gilt hy z(m,¢) = hﬁg (m) + h(z)(c) fir alle (m,c) € Fy X F3.

t,x
Unter der Annahme, dass die Funktion f strikt positiv ist (dies muss spéter noch iiberpriift
(1)

werden), sieht man leicht, dass die Funktion h; ,

Funktion h* : F; — R, definiert durch

genau dann maximal wird, wenn die

l
1 1 .
i (m) = r+xn'(p—rl—~a)+ iﬂ'tO’Jtﬂ'()\ —-1)+ Z ajy {(1 + ﬂt,y(.,]))x — 1}, (3.16)
j=1
maximal wird (es gilt © > 0, da (¢,x) € @ ist). Da die Funktion h2* auf der kompakten
Menge Fj stetig und strikt konkav in 7 ist, besitzt h* eine eindeutig bestimmte globale
Maximalstelle 7* € Fj. Man beachte dabei, dass 7#* unabhingig von ¢ und « ist. Die
Funktion h§2)

» ist stetig, strikt konkav und nimmt offenbar ihr globales Maximum an einem
kritischen Punkt an, d.h. fiir die globale Maximalstelle c; ,, € F gilt

(B2Y(G) = —F@O2 " +exp(—51) () = 0.
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Dies ist dquivalent zu

o = (exp(307 02 ) " = (exp(a0£(0) e

Da sich die Funktion h;, als Summe der beiden Funktionen hg und hg schreiben
lasst, wird somit das globale Maximum von h;, an der eindeutig bestimmten Stelle

(7", ¢ ) € F1 x Fy angenommen, wobei sich das ¢, explizit angeben lésst.

Durch Einsetzen von 7* und ¢; , in die HJB-Gleichung erhélt man die folgende gewdhnliche
Differentialgleichung fiir f:

(cta)

0 = EYG(t,z) + exp(—pt) 3

= 05+ (r+ ) (5L 70) + Y oo'n (3 - 1) F(D)

+ Z % [(1 + () D) - 1} ft)a — (exp(ﬂt)f(t)) ﬁf(lt)ﬂ?A

Jj=1

A

1 B
+exp(—At) 5 (exp(80) (1)) "2
Teilt man beide Seiten durch 2, so ergibt sich
1
75 = =(r+ @) (5= 1= 90) + 5 () oo'm (A = 1) £

l ) A

=3 F [+ @) 1] £0) + exp(—0) (exp(80)f (1))

-y G+ ) 1] 0+ (1= 3 ) exp(-p0) exp (20 (F(5) 7
j=1
- —(r + () —rl —va) + s () 'ool T (A — 1))f(t)
S G [ ry) —1] 0+ (1- L e (2 ()

Multiplikation mit A und Division durch (1 — \)(f (75))ﬁ auf beiden Seiten liefert

ﬁ ! — A 1i>\ ﬁt
m(f(t)) @) = —ﬁ(f(t)) — exp (ﬁ} (3.17)



Stochastische Steuerung von Sprung-Diffusionen bei endlichem Zeithorizont 63

wobei
A = )\(r + () (=71l —vya) + %(ﬂ'*)tdatﬂ'*()\ — 1))
+> a; [(1 T ad) 1}. (3.18)
j=1

Nach Definition der Funktion h* (vgl. (3.16)) gilt A = AhR*(7*) > AR*(0) = Ar > 0, da 7*
auf der Menge F} die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle der Funktion hA* ist.
Die Substitution

g(t) = (f()™* (3.19)

ergibt
1 A
gt = ﬁ(f(t)) =X f().
Setzt man diese Substitution in die umgeformte HJB-Gleichung (3.17) ein, so erhélt man

die folgende gewohnliche lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

) = e e (7).

-1
g(T) = 1.

Mit Hilfe der Variation der Konstante ist die eindeutig bestimmte Losung gegeben durch

g(t) = exp ( — %(t — T)) {1 + /tT exp <1 f)\(s — T)) exp <%> ds] (3.20)

T S
/t eXp(1fA(S_T)) eXp(Aﬂ— 1) ds

S exp ( e ) [exp (%T) — exp (ﬁ‘ft)] falls A # 3,
A
=X

T ) (T —1) falls A = 3.

o (-

Aufgrund der Gestalt von ¢ gilt g(t) > 0 fir alle ¢ € [0,7]. Damit ist auch
f(t) = (g(¥))'=* >0 fiir alle ¢t € [0,T], was die obige Annahme, dass f strikt positiv
ist, rechtfertigt.
Der mogliche Kandidat G fiir die Wertefunktion ist somit gegeben durch
)\

G(t,x) = f(t ) ]l{$>0} mit f aus (3.19) und (3.20).
Da f strikt positiv ist, ist G auf der Menge (0, 00) strikt konkav in x. Ferner ist G eine
klassische C'"2-Losung der HJB-Gleichung mit héchstens polynomialem Wachstum.
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Unter der Annahme, dass der Vermdgensprozess X (7€) = (X(”*’c*)(s))se[t’ﬂ bei Start
in (t,z) € @Q fast sicher strikt positiv ist, ist der mogliche Kandidat fiir die optimale

Steuerung u* = (7%, ¢*) gegeben durch

m™(s) = w7,

1
() = (exp(B9)/(s)) " X))

fiir alle s € [t,T]. Dabei ist 7* € F; die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle von h*

(vgl. (3.16)).

Es bleibt zu zeigen, dass die obige Annahme gerechtfertigt ist. Bei Start in (t,z) € Q

geniigt der Vermogensprozess X*  der stochastischen Differentialgleichung
* * * _1
dx" (s) = X" (s) (r + (7)) (= rl — va) — (exp(Bs) f(s)) **1) ds
EX () (7)o dW () + XU (s—)(n*)' 5 AN (s)

= X% (s—)dZ(s),

®

X* () = x > 0

26) = 276 = (rr @ a—ri=na))(s0) = [ (o) d

+H() o (W(s) = W (1) + (7)'v(N(s) = N(#)).

Nach Protter [30, II. Theorem 37] besitzen derartige stochastische Differentialgleichungen

eine eindeutig bestimmte Losung X%, gegeben durch

XU (s) = wexp (Z(s)—%[Z, 21°)) I (1 +A20) exp (~ AZ(w)

t<v<s

l
= zexp (Z(s) - %[z, Z}C(s)) II II @@+az@@))exp(—AazTY)
I= (e t<1?) <5}
fir s € [t,T], wobei (TT(Lj ))ne]N die Folge der Sprungstellen des eindimensionalen Poisson-
Prozesses N; ist (j = 1,...,1). Aus AZ(T}Zj)) = (7*)'4(+J) fast sicher auf der Menge
{t < TV < s} und (7*)ty(9) > —1 (dies gilt, da 7* € F} und v € (—1,00)%! sind) folgt
X% (s) > 0 fast sicher fiir alle s € [t,T).

Zur Losung des Steuerungsproblems wird abschlieBend der Verifikationssatz 3.2 angewen-
det. Die geforderte Integrabilititsbedingung an X% aus der Definition 3.1 einer zuléssigen
Steuerung ist mit Hilfe von Satz 2.3 und Bemerkung 2.4 erfiillt. Alle weiteren noch nicht
gezeigten Voraussetzungen sind auf triviale Weise erfiillt, so dass eine Anwendung des

Verifikationssatzes 3.2 mit = [0,7") x (0, 00) das folgende Ergebnis liefert:
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Folgerung 3.10
Sei (t,x) € Q gegeben. Ferner sei m* die eindeutig bestimmte globale Mazimalstelle der

Funktion h* : I} — R mit
1 Lo .
R(m) = r+a(p—rl—~a)+ §7Tt0'0't7T()\ - 1)+ ZO‘J'X [(1 + ﬂt'y(”]))’\ — 1} :
j=1

Sei f durch die Ausdriicke (3.19) und (3.20) gegeben. Dann ist die zulissige Steuerung
u* = (7%, c*) mit
L *
m(s) = 7" und c*(s) = (exp(ﬁs)f(s)) X (s)

fiir s € [t,T] eine Lisung des Steuerungsproblems

tx(/ﬁ xp(—03 )(C(S)))\d —{——1()((7TC)( ))/\]1 )
sup IE ’ € S S ’ Tt () . .
(m,c)EA(L,z) t A A {X (1¢)>0}

Bemerkung 3.11
1. Bei Start in (t,x) € Q ist der Vermogensprozess X% = (X% (8))seft,r] zum opti-
malen u* = (7%, ¢*) aus Folgerung 3.10 fast sicher strikt positiv. Insbesondere ist u*
somit eine optimale Strategie des urspriinglichen Problems, d.h. 4* maximiert das
Funktional (3.14).

2. Im Fall v = 0 lisst sich die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle 7* der Funk-
tion h* explizit angeben. Es gilt
1 _
™ = my = 1_)\(0'Jt) l(u—rl).
In dieser Situation stimmt die optimale zuldssige Steuerung u* = (7, ¢*) mit dem
Ergebnis von Korn/Korn [18, S. 280] iiberein (bei Korrektur der kleinen Rechenfehler

in Korn/Korn).

Im Folgenden wird die Situation d = 1 betrachtet. Fasst man 7* = 7} als Funktion in
v = (’y(l), e ,7(”) € (—1,00)'*! auf, wobei 7, die eindeutig bestimmte globale Maximal-
stelle der Funktion h* = A% : [0, k] — R aus Folgerung 3.10 ist, so lidsst sich die folgende
Beziehung herstellen:

Die erste Ableitung von A7 ist gegeben durch (h%)": (0,x) — R mit

l

(h2)(m) = pw—r—ya+ootn(A—1)+ Y yWa;(1+ @)

j=1
!
; Ny A1
= pu—r+oon(A—1) —i—;"y(”aj [(1 + W’Y(])) - 1} . (3.21)
>0 <0 -

<0
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Dabei beachte man, dass (hf{)’ fiir ein festes «y streng monoton fallend in 7 ist.

Es wird zunichst der Fall v = (0,...,0) betrachtet. In diesem Fall ist der dritte Term
in (3.21) gleich Null. Fiir hinreichend grofles x > 0 ist die eindeutig bestimmte globale
Maximalstelle 7§ der Funktion Af : [0, k] — R gegeben durch

P s
Ty = m.

Im Fall v € (—1,00)'*! v % (0,...,0) ist der dritte Term in (3.21) strikt negativ, un-
abhingig davon, ob die einzelnen Komponenten von v positiv oder negativ sind. Auf-
grund der Monotonieeigenschaft der Funktion (h;)’ gilt fiir die eindeutig bestimmte globale

Maximalstelle 7%, der Funktion 7 folglich die Beziehung
™, < T (3.22)

*

5
beschreibt, so ldsst sich die obige Beziehung wie folgt interpretieren: Im Fall von

Beriicksichtigt man, dass die Konstante #¥ das Investitionsverhalten des Investors
v € (—=1,00)"%! v £ (0,...,0) ist der Investor einem zusitzlichen Risiko in Form der
kompensierten Poisson-Prozesse ausgesetzt. Folglich neigt er dazu, weniger in die Aktie zu

investieren.

Fiir den optimalen Konsum lésst sich eine kontréire Beziehung zeigen. Zunéchst fasse man

die Konstante A = A, » aus (3.18) als Funktion in v und 7 auf. Es gilt

!
1 A
Ay x = A<T+7r(u—r—’yoz)+200t7r )—Fz;oz{l—kwv ) —1}
J
1 : .
= )\<1"+7T(,u—7“)+2aat7r )+Za3[1+7rw )/\—1—)\777(])].
20 <0 <0

Fiir ein festes v ergibt sich Ay = ARI(m) < ARA(7]) = Ay fiir alle 0 < 7 < 7.

Weiterhin gilt fiir ein festes 7 die Ungleichung A, » < Ag . Somit erhélt man mit (3.22)
die Beziehung

Ai; = A%W; < AOJT§ < AO,WS =: AS fﬁr’y# (0,...,0).

Fiir festes ¢ € [0,7") fasse man den Ausdruck g(t) = ga(t) aus (3.20) als Funktion in A
auf. Mit Hilfe der Ableitung nach A lésst sich zeigen, dass g(t) streng monoton steigend
in A ist.

Insgesamt erhélt man dadurch fiir ein festes * > 0 und fir v € (—1,00)"*! mit

v 2 (0,...,0)

G0 = (exp(0fa5(0) ™

1

= (exp(B) ¥ (gas(t) 'z
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< (exp(B0) 7T (945 (1) '

= (ep(at)fa ()

Hierbei entspricht c; , () (fiir festes v € (-1, o0)*!) dem optimalen Konsum des Investors

zum Zeitpunkt ¢ bei einem Vermogen in Héhe von x > 0.

3.5 Gesteuerte stochastische Differentialgleichungen mit

linearer Komponente

In einigen Anwendungen (vgl. z.B. das Bond-Portfolioproblem aus Abschnitt 6.1 oder das
Aktie-Bond-Portfolioproblem aus Abschnitt 6.2) sind die Bedingungen (3.1) und (3.2)
an die Koeffizienten der gesteuerten stochastischen Differentialgleichung nicht immer
erfiillt. Desweiteren geniigt der mogliche Kandidat fiir die Wertefunktion oft nicht der
polynomialen Wachstumsbedingung. Fiir eine spezielle Klasse von Steuerungsproblemen
ldasst sich jedoch auch ohne diese Bedingungen ein entsprechender Verifikationssatz
herleiten. Dariiber hinaus kann fiir diese spezielle Klasse von Steuerungsproblemen auch
ohne die Bedingungen (3.1) und (3.2) gezeigt werden, dass zumindest die Bedingung i)

aus der Definition 3.1 einer zuléissigen Steuerung unmittelbar aus der Bedingung ii) folgt.

Gegeben seien Abbildungen i : [0,7] x RF~1 — RF-1 5 :[0,7] x R¥~1 — R*+=Dxm ynd
7:10,T] x RF=1 — RE=D*! die die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeits-
satzes 2.1 erfiillen. Weiterhin seien fiy : [0, 7] x RF=1 — R4 5y : [0, T] x RF~1 — R™*4,
1 ¢ [0,T] x RF-1 — R4 und fig : [0,7] x RF! — R, 72 : [0,7] x RF1 — R™,
Fo : [0, T] x R¥1 — R! stetige Funktionen.

Beziiglich eines zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitssystems Sy (vgl. (3.3)) betrachte
man fiir (t,2) € Qo = [0,T) x R¥ die gesteuerte stochastische Differentialgleichung

dX(s) = A(s,X(s),u(s))ds+ X(s,X(s),u(s)) dW(s)
+T(s, X(s—),u(s—))dN(s), (3.23)
X(t) = =,

wobei die Koeffizienten A, und I' die folgende Gestalt besitzen:

xe = (1) e (1)
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Mo yma) = fi(s,y1) ) ’
(5,91, Y2, u) <y2 (711 (s, y1)u + fiz(s, 1))
a(s,y1)
(s, y1,y2,u) = L)
(5,1, 2, 1) <y2[51(5,y1)u+52(57y1)]>

F(s,yl,yz,u) —_ ( ?(&yl) )

yo [31 (s y1)u + 72 (s, 51)]

Hierbei ist u = (u(s))se,r) €in F-adaptierter cadlag-Prozess mit Werten in der abge-

schlossenen Menge F' C R?, der die Bedingung ii) aus der Definition 3.1 erfiillt.

Aufgrund der Voraussetzungen an die Koeffizienten zi, o und v besitzt die stochastische

Differentialgleichung
dYi(s) = p(s,Yi(s))ds+a(s,Yi(s))dW(s) +7(s,Yi(s—))dN(s), (3.24)
Yi(t) = wn

eine eindeutig bestimmte Losung Y1 = (Y1(s))sep, ), Welche fast sicher rechtsstetige Pfa-
de mit endlichen Linkslimiten besitzt. Setzt man diese in die Koeffizienten der zweiten
Komponente von (3.23) ein, so erhilt man eine eindimensionale lineare stochastische

Differentialgleichung von der Form
dYa(s) = Ya(s-) [(mcs, Yi(s))u(s) + fia(s, Yi(5)) ) ds
(2105, Vi(9)us) + 3205, Yi(5))) AV ()
(s Vil Duls=) + 2als. s an )| (3.25)

Ya(t) = v

Es sei vorausgesetzt, dass die folgenden Integrabilitdtsbedingungen gelten:
T
/ (}ﬂg(s,Yl(s))‘ + ‘72(8,1/1(5))‘) ds < oo P-fast sicher,
t
r 2 2 2
/ (}ﬂl(s,Yl(s))‘ + |72(s, Y1(5))|” + |71(s, Ya(s))| > ds < o0 P-fast sicher,
t

T
/ ‘5’1(5,Y1(8))’4d5 < 00 P-fast sicher.
t

Unter diesen Voraussetzungen sowie der Tatsache, dass der Prozess u die Bedingung ii)

aus der Definition 3.1 erfiillt, ist der Prozess Z* = (Z"(s)) e[t 7], definiert durch
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2') = [ (i@ i0)uo) + ol Ya(w))) do
+ [ (e @) + 22000 ave)

+ [ (oY) ulo-) + a0, Vi) dN ),

Jr
ein Semimartingal beziiglich IF. Damit erhilt (3.25) die einfache Gestalt

dYa(s) = Ya(s—)dZ"(s), Ya(t) = ya.

Nach Protter [30, IT. Theorem 37] ist die eindeutige Losung Y5 = (Y3'(s))ser,r) gegeben
durch
Y5'(s) = yaexp (Z“(s) — %[Z“, Z“]C(s)> H (1 + AZ“(U)) exp ( — AZ“(U)).
t<v<s
Die gesteuerte stochastische Differentialgleichung (3.23) mit der Anfangsbedingung
X(t) = = besitzt somit eine eindeutig bestimmte Lésung X = (X"(s))sep, 1), die durch
XU(s) = (Y1(s), Y3(s))! gegeben ist.

Der folgende Satz zeigt, dass die Ergebnisse des Verifikationssatzes 3.2 auch fiir gesteuerte
stochastische Differentialgleichungen der Form (3.23) giiltig bleiben. Dabei beachte man,
dass die Bedingungen (3.1) und (3.2) sowie die polynomiale Wachstumsbedingung an die

Wertefunktion nicht notwendigerweise gegeben sein miissen.

Satz 3.12 (Variante des Verifikationssatzes)

Seien L und U stetige Funktionen, die die polynomialen Wachstumsbedingungen (3.5) und
(3.6) erfiillen. Weiterhin sei G : Q, — R mit G € C“?(Q) N C(Q) eine Losung der
HJB-Gleichung

sup <E“G(t,a:) + L(t,x,u)) =0 fir (t,z) € Q,

ueF

G(t,x) = V(t,z) fir (t,x) € CQ.
Fiir alle (t,z) € Q und alle u € A(t, ) gelte
T
EHT 5o(5, Y1(s))|* + |71 (s, Yi(s))|* d) 3.26
([ (oatsvienl + lortss i) ds) < oo (3.26)
sowie

Et’x( sup [G(S,X“(s))]2> < 00, (3.27)
t<s<T

Et,x(tSEET [G(S,XU(S) —|—F(.’j)(S,XU(S),u(S)))]2> < 00 (j=1,.. ,l) (328)

Dann bleiben die Aussagen i) und ii) aus dem Verifikationssatz 3.2 giiltig.
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Beweis. Fiir zuléssige Steuerungen w besitzt die gesteuerte stochastische Differentialglei-
chung (3.23) eine eindeutige Losung X“ = (Y7,Yy)!. Mit der gleichen Argumentation
und Bezeichnungsweise wie im Beweis zum Verifikationssatz 3.2 erhélt man mit Hilfe der

mehrdimensionalen Ito-Formel fiir Semimartingale die Gleichung
)
G X)) = Gt~ [T G (s, X)) ds
t

)

_ /t (Ga(s, X () S(5, XU(5), u(s)) dW (s)
(Gs, X*(5=) + T (5, X7 (5-), u(s-))) = Gls, X (s-)) ) dN; ()

mit Nj(s) = Nj(s) —qys firalle j=1,...,1L.
Da die Funktion ¢ die globale Wachstumsbedingung aus dem Existenz- und Eindeutig-
keitssatz 2.1 erfiillt und Y; die eindeutig bestimmte cadlag-Losung von (3.24) ist, gilt mit

Hilfe von Satz 2.3 und Bemerkung 2.4
(n)

Et’x</f |5(S,Yl(s))\2ds>

< Kr [E</tT (g(s))ZdS) (T B sup ’Yl@‘zﬂ

t<s<T

< 09,

wobei die Konstante K7 > 0 und der stochastische Prozess g aus der globalen Wachs-
tumsbedingung von Satz 2.1 stammen.

Aufgrund der Beschrénktheit der Menge O,, sowie der Voraussetzung (3.26) und der Be-
dingung ii) aus Definition 3.1 gilt auflerdem

Em( /t K )}/’2“(5) (al(s,yl(s))u(s)+52(5,Y1(s))))2ds>

()

D]Et’x</tt (‘gl(s,Yl(s))u(s)}+‘02(5,Y1(s))|)2ds)

IN

< 2DEt’x</tT (yal(s, Yi(s)u(s)|” + \aQ(S,Yl(s))F) ds)

< 2D]Em</tT (\al(s,m(s))\“ + u(s)|* + \ag(s,Yl(s))\?) ds)
< o0

fiir eine geeignete Konstante D > 0.

Da G, auf der kompakten Menge Q,, stetig ist, folgt daraus insgesamt mit Hilfe der beiden
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obigen Abschéitzungen
(n)

EY® ( /t (Gals, X*(5))) (s, X*(s), u(s))| ds>

(n)

ﬁEt’“’C(/tTt }z(s,XU(s),u(s))Fds)

IN

£

- EEtur(/tt }5(5,1/1(5))]2615)

DB ( / " [¥5(5) (2105, Yi(5))uls) + a(s, Ya(s)) )| ds)

< o0

fiir eine geeignete Konstante D > 0.

Desweiteren gilt nach Voraussetzung (3.27) und (3.28) fiir jedes j =1,...,(
7" : 2
ajEm< / [G(S,X“(s) + 10 (s, X (s),u(s))) — G(S,XU(S))] ds>
t
(n)

zajEw< /t i [G(S,XU(s)+rw‘)(s,XU(s),u(s)>)]2ds)

+20, BN < /f(n) [G(s, X“(s))} ’ ds)

20,(T ~ B sup [G(s, X"(s) + TC)(s, X"(s), u(s)))]*)

t<s<T

IN

IN

+2aj(T—t)Et’x( sup [G(S,X“(S))f)

t<s<T

< Q.

Wie im Beweis des Verifikationssatzes 3.2 kann nun die dortige Zwischenbehauptung

Tt(n)
G(t,z) > ]Et’””< /t L(s, X"(s),u(s)) ds + G(r", X“(Tt(”)))>

gezeigt werden.

Fiir den Grenziibergang n — oo gehe man ebenfalls wie im Beweis von Satz 3.2 vor.
Lediglich fiir die Abschétzung (3.13) benutze man die Voraussetzung (3.27) anstelle der
polynomialen Wachstumsbedingung an G. |



Kapitel 4

Stochastische Steuerung von
Sprung-Diffusionen bei

unendlichem Zeithorizont

4.1 Ein Verifikationssatz fiir Losungen der HJB-Gleichung

Das Ziel dieses Abschnittes ist, einen Zusammenhang zwischen der Losung der Hamilton-
Jacobi-Bellman-Gleichung und der Losung des Steuerungsproblems bei unendlichem Zeit-
horizont [0, c0) herzustellen.

Dazu sei F C R? eine abgeschlossene Teilmenge. Weiterhin sei ein zugrundeliegendes

Wahrscheinlichkeitssystem
s = (QFPFWN) (4.)

gegeben, d.h. (2, F,P) ist ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum versehen mit einer
Filtration F' = (F})ier,, die die iiblichen Voraussetzungen erfiillt, W = (W (t))er.
eine m-dimensionale Brownsche Bewegung und N = (N(t)):cr, ein davon unabhingiger
I-dimensionaler Poisson-Prozess zum Parameter o € (0, 00)".

Beziiglich diesem Wahrscheinlichkeitssystem betrachte man fiir z € R die autonome

gesteuerte stochastische Differentialgleichung

dX(t) = AX(@),u(t))dt+X(X(t),u(t)) dW(t) + T(X(t—),u(t—)) dN(t), (4.2)
X(0) = =z
fiir t € Ry.

Dabei ist u = (u(t))ier, ein an F adaptierter cadlag-Prozess mit Werten in F. Ferner

72
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seien die Koeffizienten A, ¥ und I autonome Funktionen (d.h. unabhéngig von der Zeit t),

die jedoch weiterhin den Voraussetzungen aus Kapitel 3 geniigen, d.h.:
e A:RFxF S RF Z:RFxF—RF™und I' : R¥ x F — RF*! sind stetig.

e A(,u) : R¥ — RF, (-, u) : R¥ — R¥™ und I'(-,u) : R¥ — R¥*! sind aus C*(RF)
fiir alle u € F'.

e Es existiert ein C7 > 0 mit

Azl < C1, [B] < Coy Te] < Oy (4.3)
und

‘A(y,u)} + ‘E(y, u)! + ‘F(y,u)} < 4 (1 + |y| + \u!) (4.4)

fiir alle y € R¥ und u € F.
Wie beim endlichen Zeithorizont wird auch hier ein Problem betrachtet, in dem nur so
lange gesteuert wird, wie sich der Prozess X" innerhalb einer vorgegebenen Menge bewegt.
Dazu sei O C R* eine offene Teilmenge, so dass der Rand O im Fall von O # R* eine

kompakte (k— 1)-dimensionale C3-Mannigfaltigkeit ist. Ferner definiere man die Stoppzeit
7:Q — Ry U{oo} durch

T = inf {t € Ry : X"(t) £ O},

d.h. 7 ist die Erstaustrittszeit des Prozesses X* aus der offenen Menge O.

Fiir eine zuldssige Steuerung u € A(x) (vgl. Definition 4.1) sei das Nutzenfunktional

gegeben durch
J(wiu) = E( / " exp(—Bs)L(X"(s), u(s)) ds + exp(—m)w(X“(T))n{Koo}).

Dabei sind § > 0 ein Abzinsfaktor und L : RF x F — R sowie ¥ : R¥ — R, wie in

Kapitel 3, stetige Funktionen, die den polynomialen Wachstumsbedingungen

L) < Cal+ Iyl + Jup). (45)

W) < Ca(1+1]yl") (4.6)

mit einem p € IN und Cy > 0 geniigen.

Aufgrund der Definition einer zuléssigen Steuerung (vgl. Definition 4.1 iii)+iv)) ist gewéhr-
leistet, dass der Erwartungswert in der obigen Definition des Nutzenfunktionals endlich

ist.
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Definition 4.1 (Zuléssige Steuerung bei unendlichem Zeithorizont)

Ein an ¥ adaptierter cadlag-Prozess u = (u(t))icr, mit Werten in F heifit eine zuldssige
Steuerunyg, falls die gesteuerte stochastische Differentialgleichung (4.2) mit der Anfangs-
bedingung X (0) = = eine eindeutige Losung X" = (X"(t))icr, besitzt und die folgenden

Integrabilitdtsbedingungen gelten:
t
i) IE””(/ ‘u(s)‘nds> < 00 fiir allen € N und t € Ry,
0

i7) Ex( sup ‘X“(s)‘n) < o0 fir allen € N und t € Ry,
0<s<t

i) B ([ e(-a|LCr e uls]ds) < o,

iv) Ez<exp(—ﬂT)}\I!(X“(T))}]I{T@o}) < .

Dabei bezeichne man mit A(x) die Menge aller zulissigen Steuerungen bei Start in x € R¥.

Wie in Kapitel 3 ist das Ziel, zu gegebenem Startwert z € O das Nutzenfunktional J(x; u)
iiber alle zuldssigen Steuerungen u € A(x) zu maximieren, d.h. eine optimale Steuerung
u* € A(z) zu finden, so dass
J(xyu*) = sup J(x;u)
u€A(z)
gilt. Die Wertefunktion des Maximierungsproblems ist in dieser Situation gegeben durch
die Funktion V : O — R, definiert durch

V(z) := sup J(z;u).
ucA(x)

Fiir G : R — R mit G € C?(0), fiir € O und fiir u € F definiere man den Operator
&E" durch

EUG(z) = (Gw(x))tA(x,u)+%Spur(ﬁ(x,u)(E(w,u))tGm(x)>

+

J

o (G(:c 70D (2, 0)) — G(x)).

!
=1

Um auch beim unendlichen Zeithorizont einen Zusammenhang zwischen der Losung der
HJB-Gleichung und der Losung des Steuerungsproblems herzustellen, wird ein analoger
Verifikationssatz formuliert. Fiir den Fall I' = 0 findet man einen entsprechenden Satz in
Fleming/Soner [8, IV. Theorem 5.1].
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Satz 4.2 (Verifikationssatz fiir den unendlichen Zeithorizont)
Sei 3> 0 und sei G : R¥ — R mit G € C?>(0)NC(O) und |G(z)| < K(1+ |z|?), » € R¥,
fir ein K > 0 und d € IN geeignet, eine Losung der HJB-Gleichung

sup (5“G($) + L(z,u) — ﬂG(x)) =0 firxz e O, (4.7)
uck
G(zr) = U(x) fir x € O°. (4.8)

Dann gilt:

a) G(x) > J(x;u) fir alle x € O und u € A(z) mit

lim sup { exp(—Bt)E (G(X“(t))]l{tg}) } > 0. (4.9)

t—o00
b) Existiert fir v € O ein u* € A(x) mit
w'(t) € argmax {5uG(Xu* () + L(XY (¢),u) — BG(X™ (t))} (4.10)

fir alle t € [0,7) und
Jim | exp(—BOE (G(X" ()< )] = 0, (4.11)

so gilt
G(x) = V(z) = J(z;u").

D.h. fir x € O ist die Steuerung u* € A(x) optimal und die Funktion G entspricht

der Wertefunktion des Optimierungsproblems.

Beweis.
a) Sei x € O gegeben. Zu zeigen ist: Fiir jede zulédssige Steuerung u € A(z), die die
Bedingung (4.9) erfiillt, gilt

G(z) = Ex(/OT eXp(—ﬁS)L(X“(S),U(S))dS+exp(—ﬁT)G(X“(T))]l{moo})-

Ist dies gezeigt, so folgt hieraus die Behauptung von a), da G(y) = ¥(y) fiir alle y € O° gilt.

Wie im Beweis zu Satz 3.2 sei (O, )nen eine gegen O aufsteigende Folge von beschrinkten

offenen Mengen mit O,, C O, fiir alle n € IN. Definiere 7, : Q@ — Ry U {oco} durch
T, = inf {t € Ry : X"(t) ¢ On}.

Es gilt 7, < 7 fast sicher.
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Zwischenbehauptung: Fiir alle n € IN und ¢t € R gilt

G(z) > E* ( /OTn exp(—0s)L(X"(s),u(s))ds + exp(=F(1n AN 1))G(X" (15 A t))>

Seien n € IN und t € R4 gegeben. Mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis von
Satz 3.2 erhilt man mit Hilfe der mehrdimensionalen It6-Formel fiir Semimartingale die

Gleichung

exp(—=B(Tn A ) G(X (1 A L)) — G(z) — /OT” exp(—0s) [gU(S)G(XU(S)) _ ﬂG(X“(s))}ds
— /OT“ exp(—35) (G (X*(5))) 'S(X"(5), u(s)) AW (s)

l T\t ) "
+y /0 exp(—Bs) (G(X"(s=) + TCD (X" (s-), u(s-))) = G(X"(s-)) ) dN;(s)

j=1"0%

mit Nj(s) = Nj(s) —ays firalle j=1,...,1L

Analog zum Beweis von Satz 3.2 zeigt man

]E”( /0 TnAtexp(—Qﬁs)}(Gx(X“(s))) N(X"(s), u(s))[ ds> < x

< Tn/\texp 265)<G(X“(5)+F("j)(X"(s),u(s)))—G(X“(s)))2d8> < o

fir j = 1,...,l. Somit verschwinden die beziiglich IP* gebildeten Erwartungswerte der

stochastischen Integrale und man erhélt

G(x) = E* (exp(—ﬁ(m AD)G(XY(my A L))

_ /0 " exp(—Bs) (£ G(x"(s)) - BG(X"(s)) d5>.

Da G eine Losung der HIB-Gleichung (4.7) ist, gilt fiir jede zuléssige Steuerung u, die die

Bedingung (4.9) erfiillt und fiir jedes s € [0, 7, A t) (d.h. es gilt X“(s) € O,, C O)
E"VG(X"(s)) + L(X"(s),u(s)) — BG(X"(s)) < 0.

Damit folgt

G(z) > ]Ex</0Tn exp(—ﬂs)L(X“(s),u(s))ds—|—exp(—ﬁ(7'n/\t))G(X”(m/\t)))

und somit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.
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Die eigentliche Behauptung folgt durch mehrmaliges Anwenden des Satzes von Lebesgue.
Zunichst fithre man den Grenziibergang n — oo durch. Da der Prozess X* = (X*(t)):er.
quasi-linksstetig ist (vgl. Jacod/Shiryaev [14, I. Proposition 2.26 und I. Proposition 3.27]),
gilt 7, /' 7 fast sicher und folglich

1 st} EXD(—B5) L(X"(5),u(5)) — T(scrnyy oxp(—Bs)L(X"(s),u(s))  fast sicher.

Nach Voraussetzung (4.5) gilt

L acrunsy XD(=B5)LX"(5), u(s))| < Colpucy (14 XS + [u(s)[?)

@El’(/ot (14 [x“(s) [ + [u(s)[") ds> <

nach Definition einer zuléssigen Steuerung. Mit dem Satz von Lebesgue folgt daraus

e exp(- LX) u(s) ds ) — B ( [ exp(-38) L(X (5, u(5)) s ).

Aufgrund der Stetigkeit von G auf O und der Quasi-Linksstetigkeit des Prozesses X% gilt

fiir den zweiten Term
lim [exp(—B(m, A t)G(X (1 AL))] = exp(—=B(1 A1))G(X (T At)) fast sicher.
Mit Hilfe der Voraussetzung des Satzes erhilt man

| exp(=B(m AD)G(X(ra A1) < K(14]X"(ranD)|") < K<1+Os<ugt‘X“(s)|d>

mit

KIE“”‘(1+ sup ‘X“(s)|d> < 00
0<s<t

nach Definition einer zuldssigen Steuerung. Eine weitere Anwendung des Satzes von

Lebesgue liefert
Ex(exp(—ﬁ(m AEG(X (1 A t))) - IEI(eXp(—ﬁ(T AENG(XE(T A t))).

Insgesamt ergibt sich mit Hilfe der obigen Zwischenbehauptung
TAL
G(z) > E* </ exp(—0s)L(X"(s),u(s))ds + exp(=B(1 A t))G(X"(T A t)))
0
TAt
= ([ (AL, ule)) ds + exp(- TG () e )

+exp(—Bt) B (G(X" (1)L y<r ) (4.12)

fiir alle t € Ry.
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Abschlieflend fithre man fiir eine geeignete Folge (t;)rew C R4 den Grenziibergang t, — oo

durch. Dazu wihle man die Folge (t;)ken so, dass t /' oo und
kh—{go exp(—,@tk)]Ex <G(Xu(tk))]l{tk§7.})} 2 0

gelten. Die Existenz einer solchen Folge folgt unmittelbar aus der Voraussetzung (4.9).

Fiir k — oo gilt
L(scrnn) eD(~08)L(X"(5), u(s)) — Liscry exp(~B)L(X"(s),u(s))  fast sicher.
Ferner ist

L fscrniyy exp(=B3) L(X"(s), u(s))| < Lyscryexp(—Bs)|L(X"(s),u(s))]

IE””( / Texp(—ﬁs)‘L(X“(s),u(s))’d8> <

0

nach Definition einer zuléssigen Steuerung. Der Satz von Lebesgue liefert

w( [ " exp(— ) L(X¥(5), u(s)) ts) — B ([ o090 u(s) s ).

Desweiteren gilt

klim [exp(—=BT)G(X* (1) Liretyy] = exp(—67)G( X" (7))L {r<o0} fast sicher
mit

|exp(=B7)G(X " (T)rary| < exp(=47)|G(X" (7)) frco)

und
E* (exp(—07)|GX"(7)[Lreney ) < 00
ebenfalls nach Definition einer zuléssigen Steuerung. Wendet man den Satz von Lebesgue

erneut an, so erhdlt man

E* (exp(-r)GX (D)L gy ) — B (exp(=Br)GX (D) o) )

Zusammenfassend ergibt sich damit aus der Ungleichung (4.12)

o) > E( / ' exp(—ﬁs)L(X“(sm(s))ds+exp<—ﬁT>G<X“<T>>n{T<m}>

und somit die Behauptung von a).
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b) Fiir eine zuléssige Steuerung u*, die die Bedingung (4.10) erfiillt, erhélt man mit Hilfe
von Voraussetzung (4.11) Gleichheit in der Ungleichung aus Behauptung a) (d.h. es gilt
G(z) = J(z;u*)). Daraus ergibt sich
J(z;u) = Gz) =2 sup J(wu) = V(z) = J(zu")
u€A(x)

und somit die Behauptung von b). n

Bemerkung 4.3

Unter anderen Voraussetzungen findet man einen Verifikationssatz auch im Buch von
(Oksendal und Sulem [28, Theorem 3.1]. Dort wird jedoch die Bedingung X" (7) € OF fast
sicher auf der Menge {7 < oo} bendétigt, die zwar fiir Diffusionsprozesse stets erfiillt ist,

jedoch typischerweise nicht, wenn zusétzlich Spriinge auftreten kénnen.

4.2 Beispiel: Finanzmarkt mit sprunghaften Preisen

Dieses Beispiel verallgemeinert das Beispiel ,,Optimaler Konsum bei unendlichem
Horizont“ aus Korn/Korn [18, S. 281]. Im Gegensatz zu Korn/Korn werden die Aktien-

preise hier durch Sprung-Diffusionen modelliert.

Genau wie im Beispiel mit endlichem Zeithorizont aus Abschnitt 3.4 liegt auch hier ein

Marktmodell zugrunde, in dem d 4+ 1 Wertpapiere gehandelt werden.

Sei S ein zugrundeliegendes Wahrscheinlichkeitssystem (vgl. (4.1)). Dabei beachte man,
dass die m-dimensionale Brownsche Bewegung W und der I-dimensionale Poisson-Prozess
N unabhéngig sind.

Es seien d + 1 Finanzgiiter auf dem unendlichen Zeithorizont [0, 00) gegeben:
e Der Preisverlauf SO = (SO)(¢)),cr . des Sparkontos entwickle sich gem&8
dsO@) = rsOw)dt,
SO0 = so > 0.

e Der Preisverlauf S = (S@(t));er, der i-ten Aktie (1 < i < d) entwickle sich

geméf

m l
sy = 8sO(@-) (;N’ dt +> oD awd () +> " 4 d(N;(t) — ajt)>,

j=1 j=1

SO0 = s > 0.
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Hierbei sind r > 0, u = (u,..., u @) € (0,00)%, 0 = (69))1<ici1<j<m € RP*™ und

dxl VWie im Beispiel aus Abschnitt 3.4 sei auch hier

v = (V") 1cicarcj<r € (—1,00)
vorausgesetzt, dass r < ,u(i) fir alle 2 = 1,...,d gilt, dass m > d ist und dass die Matrix
o maximalen Rang hat.

)dxl

Man beachte, dass die Aktienkurse aufgrund der Bedingung v € (—1,00 zu jedem

Zeitpunkt fast sicher strikt positiv sind.

Die Begriffe einer Handelsstrategie 7, eines Vermogensprozesses X, eines Konsumprozesses
¢ und eines selbst-finanzierenden Portfolioprozesses m aus dem Beispiel in Abschnitt 3.4
sind auf den unendlichen Zeithorizont [0, c0) zu iibertragen, indem man die auftretenden

Integrabilitdtsbedingungen fiir jedes endliche T" > 0 fordert.

Beschreibt man das Investitionsverhalten eines Investors mittels eines selbst-finanzierenden
Portfolioprozesses, so erfiillt der Vermogensprozess X = (X(t))cr, die folgende stocha-

stische Differentialgleichung:
dX(t) = (X(t) [r + (x()) (n — r1)] - c(t)) dt + X (t)(7(t)) o dW (t)
FX (t=) (x(t=)) Y d(N(t) — at),
X(0) = =
Das Ziel des Investors ist, das Funktional

0 < /0 " exp(—s) (c(i))A ds> , (4.13)

fiir ein 8 > 0 und ein A € (0, 1), iiber alle Strategien (m, ¢) mit Werten in der abgeschlos-

senen Menge {v € [0, x]? : Z?Zl v; < Kk} x [0,00) zu maximieren, so dass der zugehérige
Vermégensprozess X (M¢) fast sicher strikt positiv ist. Die Konstante > 0 ist so gewihlt,
dass 247 > —1 fiir alle j = 1,...,1 und fiir alle z € {v € [0,k]? : "%, v; < &} gilt, d.h.
Te (Lo

Um dieses Problem mit Hilfe der in diesem Kapitel entwickelten Theorie zu 16sen, fasse
man die Vermogensgleichung eines Investors mit Strategie (m,c) als gesteuerte stochasti-
sche Differentialgleichung auf. Analog zum Beispiel aus Abschnitt 3.4 definiere man die
abgeschlossene Menge F' C R4! durch

d
F = i xF, := {ve[O,m]d:ZviS/@'}x [0, 00)
i=1

und die Stoppzeit 7 : @ — Ry U {oo} durch

7= inf {t e Ry : X(M9(¢) ¢ O}
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mit O := (0, 00). Man betrachte das Nutzenfunktional J(x; (7, c)), gegeben durch

Iz (m,0)) = Ex< /0 " exp(—0s) (C(?)Ads).

Problem: Finde eine Funktion G : R — R und eine optimale zuldssige Steuerung

u* = (%, c*) € A(x) mit

G(z) = sup J(zyu) = J(z;u").
ucA(x)

Fiir G : R — R mit G € C?(0), fiir x € O und u € F definiere man £* = £™¢ durch

E'G(z) = <x [r+7'(p—rl—~a)] — c> Gy(x) + %.%'27Tt0'0't7erx($)

+ zl: a; {G(x + amty(9)) - G(x)} .

j=1
Die zu dem Maximierungsproblem zugehorige HJB-Gleichung ist gegeben durch

A

sup {EUG(@“) — BG(x) + %} =0 fir z € O,
uel
G(z) =0 fir x € O°.

Fiir die Anwendung des Verifaktionssatzes 4.2 ist es erforderlich, dass die Lésung G der
HJB-Gleichung die polynomiale Wachstumsbedingung aus dem Satz erfiillt. Dies legt den
Ansatz

P

G(ZL’) = D71{$>0} (4.14)

mit einem D > 0 nahe. Bildet man fiir x € O die in dem Ausdruck £*G(z) vorkommenden

Ableitungen, so erhilt man

A
E'G(x) — BG(x) + Y

= (m [r+7'(p—rl—ra)] — c) Da !+ %ZCZT(‘tO'Utﬂ'()\ —1)Da?2

A C/\

I
plL LG A - g™ 4 &
—I-;aJD/\[(;U—I—:my ) az} AD~+~
=: hy(m,c)

mit h, : I X F5 — R. Definiert man die beiden Funktionen hg) : F1 — R und
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. B, — R durch

hgnl)(ﬂ) = [T+7rt(M—Tl—’ya)]Daz -l-;ﬂ'tO'O'ﬂ'(/\ 1)D

!
+ JZ} oz]% [(1 + th("j))A — 1} Dz,
A
W (c) = —cDa* ' — BDT + N
so gilt hy(m, c) = S})(w) + hg(f)(c) fir alle (m,c) € Fy x Fs.
Wegen D > 0 wird die Funktion hél) genau dann maximal, wenn die Funktion h* : F1 — R,
definiert durch

« 1 1 NA
h(m) = r+a(p—rl—ya)+ §7Ttaat7r(>\ -1)+ jz;ozj)\[(l + iy ’])) - 1}, (4.15)

maximal wird (es gilt x > 0, da z € O ist). Auf der kompakten Menge F} ist h* stetig und

strikt konkav in 7. Somit besitzt h* eine eindeutige globale Maximalstelle 7* € Fj. Dabei

(2)

beachte man, dass 7* unabhéngig von x ist. Die Funktion hy

(2)

Das globale Maximum von hy

ist stetig und strikt konkav.
wird an einem kritischen Punkt angenommen, d.h. fiir die

globale Maximalstelle ¢} € Fy gilt
(h2Y(e) = DA 4 (@ = o
Dies ist dquivalent zu
x

1
N—_1 1
¢ = (D;zc’\_l)A ' = D g,

Wegen hy(m,c) = hg)(ﬂ) + h;(f)(c) fir alle (m,c¢) € Fy x Fy besitzt h, die eindeutig
bestimmte globale Maximalstelle (7*,¢}) € Fy x Fy, wobei man das ¢ explizit in

Abhéngigkeit von z und der Konstante D angeben kann.

Setzt man 7* und ¢, in die HJB-Gleichung ein und teilt beide Seiten durch Dz*, so erhiilt

man die Gleichung

!
1 .
0 = r+ (@) (p—rl—ya)+ 5(7? Yooln* )+ ng %[ ,y(wj)))‘ — 1]
_D/\il — g + %ng
l
1 .
= r+ (@) (p-—rl—ya)+ 5( ool )+ ]221 %[ 7('4)))‘ — 1]
31—\
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Diese Gleichung hat die Losung

D - [1_AA (f = (1) (11— 70) — (@)oo' T (A~ 1)

N Z % [(1 b ()0 - 1})] H, (4.16)

J=1

wobei D genau dann strikt positiv ist, falls 8 hinreichend grof ist, ndmlich 8 > A mit

A = /\<7" + () (p—rl —ya) + %(ﬂ*)taatrr*(/\ — 1))

_l’_

l
Jj=

o [(1 R 1}. (4.17)
1
Es gilt A = Ah*(7*) > AR*(0) = Ar > 0, da #* € F; die eindeutig bestimmte globale
Maximalstelle von h* ist.
Sei nun 3 > A vorausgesetzt. Der mogliche Kandidat G fiir die Wertefunktion ist damit

gegeben durch
A

G(z) = D%]I{QDO} mit D > 0 aus (4.16).

Die Funktion G ist auf der Menge (0, co) strikt konkav, da D strikt positiv ist. Weiterhin ist
G eine klassische C2-Losung der HIB-Gleichung mit héchstens polynomialem Wachstum.
Nimmt man an, dass der Vermogensprozess X (7".¢") bei Start in z € O fast sicher strikt
positiv ist, so ist der mogliche Kandidat fiir die optimale Steuerung u* = (7%, ¢*) gegeben
durch

T (t) = 7, (4.18)

H(t) = DT X)) (4.19)

fir alle t € Ry. Dabei ist #* die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle von A*
(vgl. (4.15)) auf der Menge F7.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die obige Annahme gerechtfertigt ist. Bei Start in x € O

geniigt der Prozess X% der stochastischen Differentialgleichung
dXW (1) = X%(t) (r + () (p—rl—ya) — Dﬁ) dt
+ XY () () o dW () + XY (t—)(7*) iy dN (1)
= XY (t—)dZ(t), (4.20)

XU 0) =z >0
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mit
Z{t) = Z" () = (7‘ + (™) (p—rl —ya) — Dﬁ>t + () oW (t) + (%) YN (¢).

Die fast sicher eindeutig bestimmte Losung X" ist gegeben durch
l
. 1
u _ _ - ¢ 7() 7()
X" () = xexp(Z(t) 2[Z,Z] (t))H H (L+AZ(T)) exp (— AZ(T))
7=t n: o<1 <ty

fiir ¢ € R4, wobei (Ty(Lj ))ne]N die Folge der Sprungstellen des eindimensionalen Poisson-
Prozesses N; ist (j = 1,...,1). Aus AZ(T,gj)) = (7)ty"9) fast sicher auf der Menge
{0 < TV < t} und (7%)y(7) > —1 (dies gilt, da 7* € F} und v € (—1,00)%! sind) folgt
X% (t) > 0 fast sicher fiir alle t € R,

Um den Verifikationssatz 4.2 anwenden zu kénnen, miissen noch die folgenden Voraus-

setzungen tiberpriift werden:

1) Die Bedingung (4.11) aus Satz 4.2 muss gelten.
2) Die Steuerung u* = (7%, ¢*), gegeben durch (4.18) und (4.19), muss zulissig sein.
Ad 1): Die fast sicher eindeutig bestimmte Losung X% der gesteuerten stochastischen

Differentialgleichung (4.20) ldsst sich explizit angeben durch

*

X" (t) = wxexp ([r + () (p—rl —ya) — Dﬁ]t + () oW (t) — %(W*)t(]o‘tﬂ'*t>
!
T (1 + Gyt ey N (4.21)

= xexp ((W*)tUW(t) - %(ﬂ*)taatw*t) exp ([7’ + () (p —rl) — Dﬁ]t>

H [(1 + (W*)t’y("j))Nj(t) exp ( — (ﬂ*)t’y("j)ajtﬂ (4.22)
j=1
fiir alle ¢ € R,. Mit Hilfe der expliziten Gestalt (4.21) von X*" erhlt man fiir t € R

x z 1 1
E*(G(X" (1)) = DT exp ([r + () (=1l — ya) — DX>TJtA — 5( “oolr t)\>

!
-]E<exp()\( oW (t) )H (14 (7*)* (J))/\N(t)>
7j=1

A

~ 1 * *
= D% exp ([r+ (7)Y (p—rl—ya) — DAil]t)‘* 5(77 Yoo'n M)

-exp ( N (9 ool t) H exp (aj [ + (7 )t7(~,j))/\ - 1D (4.23)
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Dabei wurden zum einen die Unabhéngigkeit der beiden Prozesse W und N sowie die
Unabhéngigkeit der Komponenten von N benutzt und zum anderen die Tatsache, dass
W(t) ~ N(0,tl,) und N;(t) ~ Poi(ajt), j =1,...,1, sind.

Wegen der Beziehung > A mit A aus (4.17) ergibt sich
: T u* xA -
tlirgo exp(—Bt)E* (G(X (t)))} = lim [DT exp ((—8+ A)t) exp (— Dkflt)\)} =0

t—o00

und somit ist die Bedingung (4.11) aus Satz 4.2 erfillt.

Ad 2): Definiert man die Prozesse Y1 = (Y1(t))er,, Y2,; = (Y2,;(t))tery, j = 1,...,1, und
Y3 = (Y3(t))ier, durch

Yi(t) = exp ((W*)taW(t) - %(Tr*)taatw*t>,
Vay(t) = (14 ()0 9)" W exp (= (79 Dayt),
Ya(t) = exp ([r+ (x")(u—r1) - Dx]t),
so lésst sich leicht nachrechnen, dass die Prozesse Y1 und Y5 ;, j = 1,...,[, positive Mar-

tingale mit stetigen bzw. rechtsstetigen Pfaden sind. Der Prozess Y3 ist auf jedem Intervall
[0,t] mit ¢ € Ry beschrankt.

Mit Hilfe der expliziten Gestalt (4.22) von X* ', der Unabhingigkeit der Prozesse Y; und
Yo, j=1,...,1, sowie der Doob-Ungleichung folgt daraus fiir alle n € IN und ¢t € R,

IEDI( sup ‘X“ ’ )
0<s<t

= IE( sup ‘xYl HYQJ

0<s<t

< KE( sup (Y1 )HE( sup (YZJ( )) )

0<s<t j=1 0<s<t

l

( 1)
nﬁl) ' H YQ’J
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(I+1)n 1 1
= K<n i 1) exp (5 nz(ﬂ'*)tO'JtW*t> exp < ~5 n(ﬂ*)taatﬂ*t>

: H [exp (ozjt[(l + (W*)tv("j))n - 1]) exp ( — n(ﬂ*)tv("j)ajt)]

J=1

< o0

fiir ein geeignetes K > 0. Damit ist die Bedingung ii) aus Definition 4.1 erfiillt. Dariiber
hinaus ist auch die Bedingung i) einer zuléssigen Steuerung erfiillt, denn zum einen ist der

Prozess m* konstant und zum anderen gilt

E$</Ot|c*(s)‘nds> < DFTE(swp [XU(s)]") < oo

0<s<t

fir allen € N und ¢t € Ry.
Es bleibt die Bedingung iii) aus Definition 4.1 zu zeigen. Mit Hilfe des Satzes von Fubini
sowie der Gleichung (4.23) gilt

B < /0 " exp(—88)| L(X™ (), u*(s))| ds)
< liA—lEx</ooo exp(—ﬂs)(X“*(s)))‘ds>
_ DA11]E“< /0 h exp(—ﬁs)G(Xu*(s))ds>

_ pit / "~ exp(—B8)E” (G(X™ (s))) ds
0

A 0

= DAA—lx)\/ exp ((—,B—i—A)s) exp(—Dﬁs/\) ds
0
N 1 1 >

= DM[ - exp((—ﬂ—f—A—/\DM)s)]

Al—B+A—AD>T1 0
_ e L

N B4 A—AD

< o0

und somit ist die Bedingung iii) der Definition 4.1 erfiillt.
Dadurch ist die Steuerung u* = (7%, ¢*), gegeben durch (4.18) und (4.19), zuléssig.

Alle weiteren Voraussetzungen sind auf triviale Weise erfiillt, so dass der Verifikations-
satz 4.2 mit O = (0,00) angewendet werden kann. Das Ergebnis lidsst sich wie folgt

zusammenfassen:
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Folgerung 4.4
Sei x € O gegeben. Ferner sei w* die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle der
Funktion h* : I} — R mit

!
. 1 1 ANA
hi(m) = r+xa(p—rl—ya)+ §7Ttaat7r(/\ -1)+ Z;ozj)\ [(1 + tal ’])) - 1} .
j=
Es gelte B > A mit A aus (4.17). Sei D > 0 durch (4.16) gegeben. Dann ist die zuldssige
Steuerung u* = (7%, c*) mit

) = 7 und () = DYIXY (1)

firt € Ry eine Losung des Steuerungsproblems

sup E° < /0 " exp(—s) (c(i))A ds).

(m,c)eA(x)

Bemerkung 4.5

1. Bei Start in z € O ist der Vermdgensprozess X* = (X" (t))ier, zum optima-
len u* = (7*,¢*) aus Folgerung 4.4 fast sicher strikt positiv. Insbesondere ist u*
somit eine optimale Strategie des urspriinglichen Problems, d.h. 4* maximiert das
Funktional (4.13).

2. Da die Funktion A* mit der aus Folgerung 3.10 iibereinstimmt, l&sst sich auch hier
im Fall v = 0 die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle 7* der Funktion A*

explizit angeben. Genau wie im endlichen Zeithorizont gilt

i 1 _
mo= Ty = 1_)\(‘70t) I(H—rl)-

In dieser Situation stimmt die optimale zuldssige Steuerung u* = (7*,¢*) mit dem

Ergebnis von Korn/Korn [18, S. 283] iiberein.

Wie im Beispiel des endlichen Zeithorizonts aus Abschnitt 3.4 ldsst sich auch hier fiir den

)lxl

Fall d = 1 ein Zusammenhang zwischen dem Parameter v € (—1, 0o und der optimalen

zuléissigen Steuerung u* = (7*, ¢*) herstellen. Fasst man die eindeutig bestimmte globale

)1xl

Maximalstelle 7* = 77, als Funktion in v € (—1,00 auf, so erhélt man mit den gleichen

Argumenten wie im Beispiel des endlichen Zeithorizonts die Beziehung:

o< oy = ﬁ fiir alle 7 € (—1,00)%L, v # (0,...,0).
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Analog zu Abschnitt 3.4 ldsst sich auch fiir den optimalen Konsum eine kontréire Beziehung
zeigen. Fasst man namlich die Konstante D = D, , aus (4.16) als Funktion in v und 7
auf, so erhélt man fiir hinreichend grofles 3 durch eine einfache Rechnung die Beziehung
Dy rr < Do fiir v € (-1, 00)!Xt ~ £ (0,...,0) (man beachte dabei, dass die Beziehung
Awr; < Ao,w;; fir A = A, r aus (4.17) bereits in Abschnitt 3.4 gezeigt wurde und dass
Dyr = (258 — Ay x))M ! gilt). Somit gilt fiir ein festes 2 > 0 und fiir v € (=1, 00)™*!
mit v # (0,...,0)

1

= ST *
2(0) := (Do) ¥ 1o < (Dyms) > T =i (7),

wobei ¢ () (fiir festes 7 € (—1,00)'*!) dem optimalen Konsum des Investors bei einem

Vermoégen in Hohe von x > 0 entspricht.



Kapitel 5

Stochastisches Modell fiir
sprunghafte Bondpreise

5.1 Exponentielle Martingale und Martingalmafle

Fiir einen endlichen Zeithorizont 7" > 0 sei (2, F,P) ein vollstdndiger Wahrscheinlich-
keitsraum versehen mit einer Filtration I = (F¢).¢(0,77, die die {iblichen Voraussetzungen
erfiillt. Beziiglich dieser stochastischen Basis sei W = (W(t));c(o,r) eine reelle Brown-
sche Bewegung und N = (N(t))c[o,7] ein davon unabhéngiger eindimensionaler Poisson-
Prozess zum Parameter oo > 0.
Sei Y = (Y(t))sc(o,r ein reeller stochastischer Prozess von der Form
t t t

y(t) = /O G(s) ds + /0 F(s) W (s) + /0 H(s) d(N(s) — as), (5.1)
wobei die Koeffizienten G = (G(t))cjo,r), F = (F(t))ejo,r) und H = (H(t))iepo,1]
geeignete Messbarkeits- und Integrabilitdtsbedingungen erfiillen, so dass die auftretenden

(stochastischen) Integrale wohldefiniert sind.

Es wird nun untersucht, unter welchen Voraussetzungen der stochastische Prozess
exp(Y) = (exp(Y'(?)))iepo, 1) ein Martingal beziiglich F ist.
Mit Hilfe der It6-Formel fiir Semimartingale ergibt sich fiir jedes ¢ € [0, T]

ep(Y(t) = 14 /0+exp(Y(s—))F(s)dW(s)

—i—/ exp(Y (s—))(exp(H(s)) — 1) d(N(s) — as)
0

Jr

N /O+ exp(Y (s—)) (G(s) + %(F(s))Q +alexp(H(s) ~ 1~ H(s)] ) ds.

89
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Nach Applebaum [1, Corollary 5.2.2] ist der Prozess exp(Y) genau dann ein lokales Mar-
tingal, wenn fiir Lebesgue fast alle t € [0, T

G(t) + 5(F(t))2 +alexp(H(t)) —1—H()] = 0 fast sicher (5.2)

gilt. Somit ist exp(Y’) genau dann ein lokales Martingal, wenn fiir alle ¢ € [0, T']

exp(Y(1) = 14 /[H_exp(Y(s—))F(S)dW(s)

t
+ /0+ exp(Y (s—))(exp(H(s)) — 1) d(N(s) — as) (5.3)
gilt.

Im Folgenden sei die Bedingung (5.2) stets erfiillt. Da der Prozess exp(Y') positiv ist, ist
exp(Y’) (mit Hilfe des bedingten Lemmas von Fatou) ein Supermartingal. Somit ist exp(Y)
genau dann ein Martingal, wenn E(exp(Y (7)) = 1 gilt. In diesem Fall nennt man den
stochastischen Prozess exp(Y'), gegeben durch (5.3), ein exponentielles Martingal.

Im folgenden Beispiel sind zwei wohlbekannte exponentielle Martingale aufgefiihrt.

Beispiel 5.1

a) Sei Y = (Y(t))se[o,r) ein reeller stochastischer Prozess von der Form

t
0

t
V() = /0 G(s) ds + / Fls) dW(s),

wobei die Integranden geeignete Messbarkeits- und Integrabilitdtsbedingungen erfiillen.
Die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung (5.2) ist G(t) = —3(F(t))%. Also ist das

exponentielle Martingal gegeben durch

exp(Y(t)) = exp </0tF(s) dW (s) — ;/Ot (F(s))st)

fur alle ¢t € [0,77].

b) Sei Y = (Y'(t))sc[o,1] €in reeller stochastischer Prozess von der Form

V() = /0 G(s) ds + /0 H(s)d(N(s) — as),

wobei die Integranden geeignete Messbarkeits- und Integrabilitdtsbedingungen erfiillen.
Die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung (5.2) ist G(t) = —a(exp(H(t)) — 1 — H(t)).

Also ist das exponentielle Martingal gegeben durch

exp(Y(t)) = exp (/Ot H(s)d(N(s) — as) — oz/ot [exp(H(s)) — 1 — H(s)] ds)

fiir alle ¢t € [0, 7.



Stochastisches Modell fiir sprunghafte Bondpreise 91

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels sei vorausgesetzt, dass der stochastische Prozess

exp(Y), gegeben durch (5.3), ein exponentielles Martingal ist.

Verzinsliche Wertpapiere (Bonds) sind Wertpapiere zur Kreditfinanzierung. Unter einer
Nullkuponanleihe (engl. zero coupon bond) mit Filligkeit 0 < 7' < T' versteht man eine
Sonderform des verzinslichen Wertpapiers. Dabei gibt es keinen Kupon (d.h. keine laufende
Zinszahlung), sondern nur eine Auszahlung am Ende der Laufzeit T der Anleihe. Der
Gewinn fiir den Anleger besteht damit nur in der Differenz zwischen dem Erwerbskurs
und dem Riickzahlungspreis bzw. dem Verkaufskurs.

Fiir jedes feste 0 < T < T bezeichne man den Preis einer Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt
t € [0,7] mit B(t,T) und man nehme der Einfachheit halber an, dass B(T,T) =1 ist.
Ferner sei der Preisprozess B(-,T) = (Bi(t, T))te[o,ﬂ fiir jedes 0 < T < T ein strikt
positiver und adaptierter cadlag-Prozess beziiglich der stochastischen Basis (Q2, F, P, ).
Hierbei sei IF = (}—t)te[o,T] nun stets die IP-Vervollstdndigung der Filtration, die von der
reellen Brownschen Bewegung W und dem davon unabhéingigen eindimensionalen Poisson-
Prozess N erzeugt wird, d.h. F, = F"N = o({W(s),N(s) : s € [0,t]},N) fiir alle
t € [0,T]. Nach Protter [30, I. Theorem 31] erfiillt IF die iiblichen Voraussetzungen.

Weiterhin sei ein festverzinsliches Sparkonto durch den Preisprozess S = (S(t));e[o,7] mit

S(t) = exp(/otr(s) ds)

gegeben, wobei 7 = (r(t)),co,7] ein F-adaptierter cadlag-Prozess ist (man beachte, dass
fOT |r(s)|ds < oo P-fast sicher aufgrund der cadlag-Eigenschaft von r automatisch erfiillt

ist). Der Prozess S ist damit stetig und FF-adaptiert.

Fiir eine Familie {B(-,T) : 0 < T < T} sei P* ein zu P dquivalentes Martingalmafl auf
(Q, F), gegeben durch die Dichte
dp*
dp

d.h. P* und P sind dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafie auf (£, F) und der diskontierte

B(,T) _ (B(t,T))
S S(t)

= exp(Y(T)), (5:4)

te[0,7] bildet fiir jedes 0 < T < T ein erzeugtes Martingal

Preisprozess
beziiglich (Q, F, P*, IF).
Somit gilt fiir alle t € [0,7] mit 0 < T < T

B(t,T) = S{t)Ep- [Bgi’f)ﬂ‘ft] = E]p*[exp(—/tfr(s)ds)

7.

Aufgrund dieser Darstellung ist der Preisprozess B(-,T ) fiir jedes 0 < T < T ein

P*-Semimartingal (als Produkt eines Prozesses von lokalbeschrinkter Variation und eines
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P*-Martingals) und mit Hilfe von Protter [30, III. Theorem 35] auch ein P-Semimartingal.

Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 5.2
Definiert man die beiden Prozesse Wp« = (Wp«(t))sc(0,1) und Np+ = (Np- (t))ecio,m durch

We-(t) = W(t)— /0 F(s)ds,
Np-(t) = N(t)—at—a/o (exp(H(s)) —1)ds = N(t)—a/o exp(H (s)) ds,
dann gilt:

i) Wp+ ist eine Brownsche Bewegung beziiglich P*.

i1) Nﬁp* ist ein lokales Martingal beziiglich IP*.

Beweis. i) Mit Hilfe der Produktformel fiir Semimartingale gilt fiir alle ¢ € [0, 7]
d(exp(Y (£))We+ (1))
= exp(Y (t—)) dWp-(t) + Wp=(t—) d(exp(Y (t))) + d[ exp(Y), Wp-] (t)
= exp(Y(t—)) dW (t) — exp(Y (t=))F(t) dt + W (t—) exp(Y (t=)) F(t) dW (t)
+Wp« (t—) exp(Y (t—)) (exp(H (t)) — 1) d(N(t) — o) + exp(Y (¢t—))F(t) dt
= exp(Y (t—)) (1 + Wp-(t—)F(t)) dW(¢)
+Wp-(t—) exp(Y (t—)) (exp(H (t)) — 1) d(N(t) — at).

Somit ist der Prozess exp(Y)Wp« = (exp(Y (t))Wp«(t))icpo,r) ein lokales Martingal
beziiglich IP. Mit Hilfe von Applebaum [1, Lemma 5.2.10] folgt daraus, dass Wp- ein
lokales Martingal beziiglich P* ist. Weiterhin besitzt Wp+ fast sicher stetige Pfade und es
gilt Wp+(0) = 0.

Da die beiden Wahrscheinlichkeitsmafie IP und P* dquivalent sind und der Prozess W
eine reelle Brownsche Bewegung beziiglich IP ist, ist der quadratische Variationsprozess

(Wps, Wp<|P" = ([Wp=, Wlp*]IP*(t))te[o’T} beziiglich P* gegeben durch
[W]P*,WP*]P*(t) = [W]p*,W[P*]IP(t) = [W,W]]P(t) = t.

Eine Anwendung von Levy’s Charakterisierung einer Brownschen Bewegung (vgl.

Revuz/Yor [31, IV. Theorem 3.6]) liefert die Behauptung.
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ii) Aufgrund von Applebaum [1, Lemma 5.2.10] reicht es aus zu zeigen, dass der Prozess
exp(Y)Np- = (exp(Y (t))Np- (t))tefo,r) ein lokales Martingal beziiglich IP ist. Mit Hilfe der
Produktformel fiir Semimartingale gilt fiir alle ¢ € [0, T

d(exp(Y (1)) Np- (1))
= exp(Y (t—)) dNp+ (t) + Np«(t—) d(exp(Y (t))) + d[exp(Y), Np+] ()
= exp(Y(t—))d(N(t) — at) — aexp(Y(t—))(exp(H(t)) — 1) dt
+Np-(t—) exp(Y (t=))F(t) dW (t)
+Np=(t—) exp(Y (t-)) (exp(H(t)) — 1) d(N(t) — at)
+exp(Y (t—)) (exp(H(t)) — 1) dN(t)
— exp(Y (t=)) (1+ (Np-(t=) + 1) (exp(H (1)) 1)) d(N (1) - at)
+Np- (t—) exp(Y (t=))F(t) dW (¢).
Somit ist der Prozess exp(Y )Np-« ein lokales Martingal beziiglich IP. |
Unter gewissen Voraussetzungen sind die beiden Prozesse Wp- und Np« sogar unabhéingig

beziiglich P*. Dazu seien FV = (]:tw)te[o,T] und FN = (FN Jeeo,r) die P-Vervollsténdi-

gungen der von den Prozessen W bzw. N erzeugten Subfiltrationen von IF. Dann gilt:

Lemma 5.3
Sind die Prozesse F und H adaptiert an TV bzw. FN, so sind die beiden Prozesse Wips

und Np- aus Lemma 5.2 unabhdngig beziiglich P*.

Beweis. Nach Beispiel 5.1 sind die Prozesse D1 = (D1(t))scjo,7] und D2 = (Da(t))iecf0,175
definiert durch

Di(t) = exp(/OtF(s)dW(s)—;/Ot (F()?ds),

t t
Dy(t) := exp (/ H(s)d(N(s) — as) — a/ [exp(H(s)) —1— H(s)] ds),
0 0
exponentielle Martingale beziiglich IP. Mit Hilfe der konkreten Gestalt der beiden Prozesse
Dy und D5 sowie der Bedingung (5.2) gilt

exp(Y(T)) = Di(T)Dy(T).
Aufgrund der Produktgestalt der Dichte, der Unabhéngigkeit der beiden Prozesse W und

N beziiglich P und der Tatsache, dass IE(D1(T)) = E(D2(T)) = 1 gilt, folgt unmittelbar
die Behauptung. |
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Fiir den Rest dieses Abschnittes wird angenommen, dass die Zinsrate r = (r(t));[o,r) unter

dem urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmafl IP die folgende explizite Gestalt besitzt:

r(t) = 1o —i—/o a(s)ds —I—/O b(s)dW (s) —i—/o c(s)d(N(s) — as) (ro > 0). (5.5)

Hierbei erfiillen die Koeffizienten a = (a(t));cjo,r), b = (b())tc,r) und ¢ = (c(t))iejo,n
geeignete Messbarkeits- und Integrabilitdtsbedingungen, so dass die auftretenden (sto-

chastischen) Integrale wohldefiniert sind.

Im Folgenden wird untersucht, wie sich der Preisprozess B (,T) einer Nullkuponanleihe
mit Félligkeit 0 < T < T und die Zinsrate r bei Ubergang zum #iquivalenten MartingalmaB
P* aus (5.4) verhalten. Im stetigen Fall (d.h. ohne Vorhandensein eines Poisson-Prozesses)
findet man eine #hnliche Aussage des folgenden Satzes im Buch von Musiela/Rutkowski

[27, Proposition 9.5.1] und in der Arbeit von Artzner/Delbaen [2, Proposition 2].

Satz 5.4
Beziiglich des dquivalenten Martingalmafles P* aus (5.4) gilt:

i) Die Zinsrate r besitzt das stochastische Differential

ar(t) = (a(t) +b()F(t) + ac(t) (exp(H (1) — 1) ) dt + b(t) dWip- (£) + c(t) dNp- (2),

fir alle t € [0,T].
i) Es existieren reellwertige T-adaptierte Prozesse Uy(-,T) = (Ul(t,T))te[O 7 und
Us(-,T) = (Uaft, T>)te[0,T}7 so dass gilt:

dB(t,T) = B(t—T) (r(t) dt + Uy (t, T) dWip-(t) + Us(t, T) d]v]p*(t))
fiir alle t € [0,T).

Beweis. i) Diese Aussage folgt unmittelbar aus der expliziten Gestalt (5.5) der Zinsrate r
beziiglich dem Wahrscheinlichkeitsmafi P und Lemma 5.2.
ii) Vorbemerkung: Mit Hilfe der Ito-Formel fiir Semimartingale ldsst sich der Prozess

exp(—Y) = (exp(=Y(?)))tepo, fiir jedes t € [0, 7] schreiben als
exp(~Y (1) = 1= [ exp(-Y (s ) F(s)aW (s
0

+/ exp(—Y (s—))(exp(—H(s)) — 1) d(N(s) — as)
0

1

_/ exp(~Y (5-)) (G(s) - S(F()* = a(exp(—H(s) - 1+ H{(s))) ds.
0
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Eigentlicher Beweis:

Da P* ein zu P dquivalentes Martingalma$ fiir die Familie {B(-,T) : 0 < T < T}

B(-T) _ (B(t,:f’)
G =

ist, ist der Prozess S0 )te[o,ﬂ ein~ Martingal beziiglich IP*. Nach Applebaum

[1, Lemma 5.2.10] ist der Prozess exp(Y)% = (exp(Y(t))%’g))te[o’T] somit ein Mar-

tingal beziiglich P. Eine Anwendung des Darstellungssatzes fiir lokale Martingale (vgl.
Jacod/Shiryaev [14, III. Theorem 4.34] oder Kunita [20, Theorem 1.1]) liefert die Existenz

von geeigneten F-adaptierten stochastischen Prozessen Uy(-,T) = (Uy(t, T ))te[o 77 und
Us(-,T) = (ﬁ2(t’f))te[o,:ﬂ7 so dass fiir alle t € [0, T] gilt:
B(t,T) - b b
exp(Y(t))W = B(0,T)+ [ Ui(s,T)dW(s)+ [ Us(s,T)d(N(s)— as).
0 0

Man definiere den Prozess Z = (Z(t)) tefo,7) durch

B(t,T)
S(t)

2() = exp(Y (1))

Aufgrund der fast sicheren Gleichheit G(t) = —3(F(t))? — aexp(H(t)) — 1 — H(t)) aus
(5.2) und der konkreten Gestalt der beiden Prozesse Wp+ und Np+ aus Lemma 5.2 folgt
mit Hilfe der Produktformel fiir Semimartingale fiir alle ¢ € [0, T

f(°5)
= d(Z(t)exp(-Y (1))
= Z(t—)d(exp(~Y(t))) + exp(-Y (t—)) dZ(t) + d[Z,exp(=Y)] ()
= —Z(t—)exp(=Y (t=))F(t) dW(t)

+Z(t—)exp(-=Y (t—))(exp(—H(t)) — 1) d(N(t) — at)

Fexp(—Y (t=))T, (t, T) AW (t) — acexp(—Y (t—))Ua(t, T) dt

—exp(=Y (t=))F@®)U(t,T) dt + exp(—Y (t—)) exp(—H (t))Us(t, T) dN (%)



Stochastisches Modell fiir sprunghafte Bondpreise 96

= —Z(t=) exp(=Y (t=))F(t) dWp+ (t) + exp(=Y (t=)) U1 (¢, T) dWp- (1)
+Z(t-) exp(—Y(t—))(exp(—H(t)) - 1) dNp- (1)
+exp(—=Y (t—)) exp(—H (t))Ux(t, T) dNp- (1)

= exp(~Y(t-)) ((71 (t,T) — Z(t—)F(t)) AWip- (1)
+exp(=Y (t=)) (exp(—H(E)Ta(t, T) + Z(t=) | exp(~H (1)) — 1] ) dNp- (1)

Eine erneute Anwendung der Produktformel fiir Semimartingale liefert fiir alle t € [0, 7]

dB(t,T)
_ L (B.T)
= (55 5®)
B(t—,T) B(t,T)
- stawsu)d( 5 )

= B(t—,T)r(t)dt + S(t) exp(~Y (=) (To(t,T) — Z(t-)F (1)) dWp- (1)
+5(t) exp(=Y (t=)) (exp(—H(E)Ta(t, T) + Z(t=) | exp(~H (1)) — 1] ) dNp- (1)

— B(t—,T) (r(t) dt + Uy (t, T) dWp+ (t) + Us (¢, T) dNp- (t))

mit geeigneten F-adaptierten Prozessen Ui (-,T) und Us(-,T). Dabei beachte man, dass
der Prozess (B(t, T))te
(vgl. Meyer [26, VI. Theorem 15]). Die Behauptung ist damit bewiesen. [

0,77 und somit auch der Prozess (B(t—, T))te[o 7y strikt positiv sind

Mit Hilfe dieses Satzes folgt unmittelbar, dass der Preisprozess B(-, T) beziiglich des ur-
spriinglichen Wahrscheinlichkeitsmafles IP das folgende stochastische Differential besitzt:

dB(t,T) = B(t—,f’)[(r(t)—Ul(t,T)F(t)—aUg(t,T)exp(H(t))) dt

FUL(t, T) dW (L) + Us(t, T) dN(t)} .

5.2 Verallgemeinertes Heath-Jarrow-Morton-Modell

Im Folgenden wird das klassische Heath-Jarrow-Morton-Modell (vgl. Musiela/Rutkowski
[27, Kapitel 11] bzw. Heath/Jarrow/Morton [9]) verallgemeinert, indem die Vorwértszins-
rate zusitzlich mit Spriingen eines Poisson-Prozesses iiberlagert wird. Anschlieflend lsst
sich in diesem Modell die Gestalt der beiden Prozesse Ul(-,T) und U2(~,T ) aus Satz 5.4

genauer bestimmen.
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Fiir jedes 0 < T < T sei die Vorwiirtszinsrate (engl. forward rate) f(-,T) = (f(t, T))te[o 7]
gegeben durch

ft,T) = f(O,T)—l—/Ov(u,T)du+/0§(u,T)dW(u)+/D (u, T) d(N (u) — au).

Hierbei sind die Koeffizienten v,¢,d : [0,7] x Q x [0,7] — R beschrénkte (P ® B([0,T7]))-
messbare Funktionen, wobei P die o-Algebra der vorhersehbaren Mengen auf [0,7] x

bezeichnet. Ferner ist f(0,-) : [0,7] — R eine Borel-messbare Funktion mit

T
/ |£(0,u)] du < oc.
0
Das stochastische Differential von f(, T) ist gegeben durch
df(t,T) = o(t,T)dt+<(t,T)dW(t) +6(t,T)d(N(t) — at). (5.6)

Fiir eine gegebene Familie von Vorwiirtszinsraten {f(-,7) : 0 < T < T} seien die Preispro-
zesse {B(-,T) : 0 < T < T} von Nullkuponanleihen wie im klassischen Heath-Jarrow-
Morton-Modell definiert, d.h. fiir 0 < T < T ist der Preisprozess B(-,T) definiert durch

B(LT) = exp(—/tff(t,u)du) (t € [0, 7). (5.7)

Weiterhin sei vorausgesetzt, dass der Prozess f(-,-) = (f(t,t))e[o,r) fast sicher rechtsstetige
Pfade mit endlichen Linkslimiten besitzt. Man setze r(t) := f(¢,¢) fur alle ¢ € [0,T]. Der

Preisprozess des Sparkontos ist damit gegeben durch

S(t) = exp(/otf(u,u)du) (t € [0,77).

Der nachfolgende Satz befasst sich mit dem stochastischen Differential von B(-,T') unter
dem urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmafl P. Es wird gezeigt, dass sich der Driftkoeffi-
zient, der Volatilitétskoeffizient und der Sprungkoeffizient von B(-, T ) explizit in Termen
von den Koeffizienten v, ¢, d und der Zinsrate r darstellen lassen. Im Fall § = 0 findet man

eine entsprechende Aussage in Musiela/Rutkowski [27, Lemma 11.1.1].

Satz 5.5
Das stochastische Differential des Preisprozesses B(-, T) ist gegeben durch

dB(t,T) = B(t—T) (p(t, T)dt + o(t, T) dW (t) + n(t, T) dN(t))
mit
p(t,T) = r(t)—U*(t,T)—i-%(g*(t,f)f—i—aé*(t,f),
p(t,T) = —<*(1),

nt,T) = exp(=6*(t,T)) —1
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fiir jedes t € [0,T). Hierbei gilt

T T T
* T — * T — 5* T — 5
v*(t,T) /t v(t,u)du, <*(t,T) /t ¢(t,u) du, (t,T) /t (t,u) du
fir alle t € [0,T).

Beweis. Man definiere den Prozess Z = (Z(t))te[o 7 durch Z(t) := In(B(t,T)). Beriick-
sichtigt man die explizite Gestalt des Preisprozesses B(-, T) aus (5.7), so erhiilt man durch
Anwendung der klassischen und der stochastischen Version des Satzes von Fubini (fiir die

stochastische Version vgl. Protter [30, IV. Theorem 64]) fiir alle ¢ € [0, 7]

T
Z(t) = —/t f(t,u)du

: 0 J
_ /0 t /t " 5(ssu) dud(N(s) — as)

_ _/Tf@,u)du_/t/TU(S,umuds—/Ot/qu,u)dudW(s)
//6sudud )~ as) /foudu+// (s,) du ds
// (5, u) du dW (s //5sudud N(s) — as)

_ —/Tf(o,u)du—/t/TU(s,u)duds—/Ot/ST§(37U)dUdW(S)
// (s,u) dud(N(s) — as) /foudu+// (s,) ds du

¥ /O /qu(s,u)dW(s)du+ /0 [ s, a(v(s) - as)

Benutzt man nun die Gleichheit

r(u) = flu,u) = f((),u)—l—/ouv(s,u)ds—l—/ou§s u) dW (s / 6(s,u) d(N(s) — as),
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so erhilt man

Z(t) = Z(O)—/O U*(S,T)ds—/o " (s, T)dW (s)

—/Ot 5*(s,T)d(N(s) — as) + /Otr(u) du.

Eine Anwendung der Ito-Formel fiir Semimartingale liefert

dB(t,T) = B(t—,T) (r(t) — o (t, T) + ad* (4, T)) dt — B(t—, T)s*(t,T) dW (t)

~ ~ 1
~B(t=,T)8"(t.T) AN () + 5 B(t— T) (" (¢, )2 dt
+B(t—,T)(exp(—6*(t,T)) — 1) dN(t) + B(t—,T)5*(t,T) dN (t)
= B(t—,1)(p(t, T)dt + o(t, ) dW (t) + (¢, T) AN (1))
und somit ist die Behauptung bewiesen. |
Als Niichstes wird untersucht, wie sich das stochastische Differential von B(-, T) bei Uber-

gang zum #dquivalenten Martingalmafl P* aus (5.4) verdndert.
Dazu definiere man den Prozess B(-,T) = (E(t, T))te[o 7 durch

E(t,j’) = Bg(’t?) = exp(—/tff(t,u)du—/otf(u,u)du).

Mit Satz 5.5 ist das stochastische Differential von B (-, T ) gegeben durch

~ ~ ~ ~ ~ ~

dB(t,T) = B(t—,T) (p(t,T) dt + o(t,T)dW (t) + n(t,T) dN(t)) — B(t—, T)r(t)dt

= B(t-,T) ((,o(t, T) — r(t)) dt + o(t, T) AW (t) + n(t, T) dN(t)).

Bei Ubergang zum #quivalenten Martingalma$l P* gilt aufgrund der konkreten Gestalt der

beiden Prozesse Wp+ und NIP* aus Lemma 5.2
dB(t,T) = B(t—T) [(p(t, T) = r(t) + o(t, T)F(t) + an(t, T) exp(H(t))) dt
+o(t, T) dWp-(t) + 5(t, T) dNp- (t)} :
Da der Prozess B (-, T) beziiglich P* ein Martingal ist, gilt
0 = p(t,T) = r(t) +o(t, T)F(t) + an(t,T) exp(H(t)) (5.8)

— T+ %(g*(t,f))z +ad*(t, T) — (1, T)F (1)
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Bildet man von dieser Gleichung die partielle Ableitung nach 7', so erhiilt man

v(t,T) = <t T)s(t,T)+ ad(t,T) —s(t, T)F(t)
—ad(t,T) exp(—6*(t, T)) exp(H(t)). (5.9)

Mit Hilfe der beiden Gleichungen (5.8) und (5.9) ldsst sich das folgende Korollar zeigen,
welches fiir den Fall 6 = 0 im Buch von Musiela/Rutkowski [27, Corollary 11.1.1] zu finden

ist.

Korollar 5.6
Beziiglich des dquivalenten MartingalmajfSes P* aus (5.4) ist das stochastische Differential

des Preisprozesses B(-,T) gegeben durch

dB(t,T) = B(t-,T) (r(t) dt + o(t, T) dWp- (1) + n(t, T) dﬁp*(t)).
Weiterhin ist die Vorwirtszinsrate f(-,T) = (f(t,T)),c0.7 9egeben durch
df (t,T) = (g*(t,f)g(tj’)—aa(t,f)(exp(—a*(t,f))—1) exp(H(t)))dt
+5(t,T) dWp+(t) 4 6(t, T) dNp- (t)

und wegen r(t) = f(t,t) fir alle t € [0,T)] gilt

r(t) = f(0,4)+ /0 (5 (s )5, ) = (s t) (exp(—8"(u,£)) — 1) exp(H(w)) ) du
—I—/Ot(utdWIP* /(5uth1p* )

Beweis. Mit Hilfe von Satz 5.5 und der Gleichung (5.8) gilt

dB(t,T) = B(t—,T) [(p(t, T) + o(t, T)F(t) + an(t,T) exp(H(t))) dt
+o(t, T) dWp () + 1(t, T) dNp- (t)}
— B(t-, )[ (t) dt + (t, T) dWp= (t) + n(t, T) dﬁp(w]
Weiterhin folgt wegen (5.6) und der Gleichung (5.9)
df (t,T) = (U(t, T) + (t, T)F(t) + ad(t, T)(exp(H(t)) — 1)) dt
+5(t,T) dWp+(t) 4 6(t, T) dNp- (t)
= (g*(t,f)g(t,f) — ad(t, T)(exp(=5*(t, T)) — 1) exp(H(t))) dt
+<(t, T) dWp-(t) + 6(t, T) dNp- (t).

Damit ist die Behauptung bewiesen. |
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Unter dem urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmaf3 P besitzt der Preisprozess B(-,T)

damit das folgende stochastische Differential:

dB(t,T) = B(t—,T)[(r(t) — o(t, T)F(t) — an(t, T) exp(H(t))) dt
Vot T)dW () +1(t, T) dN(t)]

= Bt—,1)|(r(®) + < (L T)F(t) - o exp(—=5"(t, 7)) — 1) exp(H (1)) ) dt

—*(t, T) dW () + (exp(—0*(t,T)) — 1) dN(t)] (5.10)



Kapitel 6

Portfoliooptimierung bei
stochastischem Zinssatz mit

Spriingen

Die Grundidee des folgenden Bond-Portfolioproblems und des anschlielenden Aktie-Bond-
Portfolioproblems stammt aus Korn/Kraft [19]. Im Vergleich dazu sind hier jedoch auch
Spriinge zugelassen. Die in Korn/Kraft [19] betrachteten Félle, in denen die Zinsrate durch
das Ho-Lee-Modell bzw. durch das Vasicek-Modell gegeben ist und in denen die gehandel-

ten Wertpapiere keine Spriinge aufweisen, treten dabei als Spezialfille auf.

6.1 Ein Bond-Portfolioproblem

Sei (92, F,P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin seien W = (W (t)):er,
eine reelle Brownsche Bewegung, N = (N(t))ier, ein davon unabhéngiger eindimen-
sionaler Poisson-Prozess zum Parameter a > 0 und I = (F;)scr, die P-Vervollstéindigung
der von W und N erzeugten Filtration. Nach Protter [30, I. Theorem 31] erfiillt I die

iiblichen Voraussetzungen.

Fiir einen endlichen Zeithorizont T' > 0 seien zwei Finanzgiiter gegeben; zum einen ein

Sparkonto und zum anderen eine Nullkuponanleihe mit Filligkeit T > T.
Der Preisverlauf S = (S(t))¢c[o,7] des Sparkontos entwickle sich geméf
as(t) = r(t)S(t)dt,
S0) = 1.

Hierbei beschreibt der Prozess r = (r(t)).c[o,7) den Verlauf der Zinsrate. Im Vergleich zum

102
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klassischen Merton-Modell ist r stochastisch, gegeben durch die stochastische Differential-
gleichung

dr(t) = (a1(t)r(t) + aa(t)) dt + b(t) dW (t) + c(t) dN(t),
r(0) = 7o € R,

wobei a1, ag,b,c¢: [0,T] — R deterministische und stetige Funktionen sind. Insbesondere

sind die Funktionen ai, az,b und ¢ damit beschrankt auf dem Intervall [0, T7].

Der Preisverlauf B(-,T) = (B(t7T))te[o,T} der Nullkuponanleihe mit Filligkeit 7' > T

entwickle sich geméf

AB(L,T) = Bt~ T)( (r(t) + &(0)o(t) + (1) dt + o) dW(0) + (1) dN (D)),

=: p(t)

B0,T) = By > 0,

wobei die Funktionen &;,&2,0 : [0,7] — R und v : [0,7] — (—1,00) deterministisch
und stetig, insbesondere also beschrénkt sind. Weiterhin sei o wegbeschrinkt von der
Null, d.h. es existiert ein € > 0 mit |o(¢)] > ¢ fiir alle ¢ € [0,7]. Man beachte, dass
der Preisprozess B(-,T) fast sicher strikt positiv ist, da + eine Funktion mit Werten in

(—1,00) ist.

Betrachtet wird ein Investor mit Startkapital zg > 0 zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das Investi-
tionsverhalten des Investors wird durch einen eindimensionalen selbst-finanzierenden
Portfolioprozess m = (7 (t));e[o,r) beschrieben. Die Werte 7(t) bzw. 1 — 7(t) geben somit
die Anteile des Gesamtvermogens an, die zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] in die Nullkuponanleihe
bzw. in das Sparkonto investiert werden.

Beschriankt man sich nur auf selbst-finanzierende Portfolioprozesse 7, so entwickelt sich

das Vermogen des Investors gemif der stochastischen Differentialgleichung
ax(t) = X=)([r0) + 7O (u(t) = ()] dt + 7 (D) (t) dW () + w(t=)y(t) AN (D)),
= X(t—)([r(t) +7(t) (E1(t)a(t) + Ea(t)y(t))] dt + m(t)o(t) dW (1)
Fr(t=)1(t) dN(1)),
X(0) = .
Das Ziel des Investors ist, einen beziiglich des Funktionals
E%700 (X™(T))*) (A€ (0,1)) (6.1)

optimalen Portfolioprozess 7* mit Werten in der abgeschlossenen Menge [0, ] zu bestim-
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men, so dass der zugehdrige Vermogensprozess X™ fast sicher strikt positiv ist. Hierbei
ist kK > 0 so gewéhlt, dass zy(t) > —1 fiir alle t € [0,7] und fiir alle z € [0, x| gilt. Wie
man spiter sehen wird, wird dadurch gewihrleistet, dass der Vermogensprozess X™ bei

Start in xg € (0,00) zum optimalen 7* fast sicher strikt positiv ist.

Das obige Maximierungsproblem wird im Folgenden mit Methoden der stochastischen
Steuerung gelost. Dazu stelle man zunéchst eine geeignete gesteuerte stochastische Dif-
ferentialgleichung auf. Im Vergleich zum klassischen Merton Problem, hidngt der Driftko-
effizient der Vermogensgleichung zusétzlich vom stochastischen Term r(¢) ab. Um dieses
Problem dennoch mit Methoden der stochastischen Steuerung losen zu koénnen, ist es er-
forderlich, einen zweidimensionalen Zustandsprozess Y = (X, r)! zu betrachten.

Die gesteuerte stochastische Differentialgleichung hat somit die Form

AV (£) = ALY (1), u(t))dt + S, Y (), u(t)) dW(t) + D, Y (t—), u(t—)) dN (), (6.2)

- ()
To

mit

S(tyz,rym) =

L(t,z,r,m) = (m:g()t))

Weiterhin definiere man die abgeschlossene Menge F' C R durch F' := |0, k], die Menge @
durch @ :=1[0,T) x ((O, 00) X IE{) und die Stoppzeit 7: Q — [0, 7] durch

7= inf {t €[0,T]: (t, X™(t),r(t)) £Q}.
Man betrachte das Nutzenfunktional J(0, zg, ro; ), das gegeben ist durch
J(0,m0,ro;m) = EOTO((XT(1))Y).
Problem: Finde eine Funktion G : [0,7] x R?> — R und eine zulissige Steuerung
u* =7* € A0, xp,70) mit

G(0,z0,m9) =  sup  EX0((X%(r)Y) = EXT0 (X" (1))).
u€A(0,z0,r0)
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Fiir G : [0,7] x R? — R mit G € CY2(Q), fiir (¢,z,7) € Q und fiir 7 € [0, k] definiere

man den Operator £7 durch
E"G(ta,r) = Gi(t,z,r) +x[r+7m(&(t)ot) +&)y(t)]Galt, z,7)

+(a1(t)r + az(t)) Gy (t, z,r) + %JZZTFZ (U(t))ZGm(t, z,7)
7o (t)b(t)Gar (t, , 1) + %(b(t))QGw(t, z,7)

+a (G(t, x4+ zmy(t),r + c(t)) — G(t, z, r))
Die zu dem Portfolioproblem zugehorige HJB-Gleichung ist gegeben durch

sup EG(t,x,r) = 0 fir (¢, z,7) € Q,
€ [0,K]

G(t,x,r) = a Mgy fiir (f2,7) € CQ = ([0,T) x (—00,0] x R) U ({T'} x R?).
Die vorgegebene Randbedingung legt den Separationsansatz
G(t,x,r) = f(t,'r):v)‘]l{z>0} mit f(T,r) =1 firaller eR (6.3)

nahe. Bestimmt man fir (¢,z,7) € @ alle partiellen Ableitungen, die im Ausdruck

E™G(t,x,r) auftreten, so erhélt man
E™G(t,z,r) = filt,r)a* + [r+7(&G@)o(t) + &O)v®) At )2t

+(a1(t)r + a2(t)) fr (£, 7)™ + %7‘1’2 (0(6))*A(A = 1) f(t,r)a?

o (O)bE)Nf ()2 + %(b(t))Qf”(t, )zt

+a ( Fltr +c(t) (z + zny(1) = £(t, r)x’\>.
Mittels des Ansatzes f(t,r) = g(t) exp(S8(¢)r) mit g(T') = 1 und S(T") = 0 folgt daraus
E™G(t,x,T)
= (/&) exp(B(t)r) + 1B (D)g(t) exp(B(t)r) )2

+r+m(&(t)o(t) + & (0)1(1)] Ag(t) exp(B(t)r) 2
1

+(as(t)r + az(t)) A1) (1) exp(BH)r)a* + 5a* (1) A\ — 1)g(t) exp(B(t)r)a*
Fro(DbOAB9(E) exp(B(Hr)a + 3 (b)) (5(1)) (1) exp(B(1)r)a

+a(g(t) exp(B(0)r) exp(B(1)c) (z + 7y () = g(t) exp(B(E)r)2")

=: hygr(m)
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mit hy g, @ [0,k] — R. Unter der Annahme, dass die Funktion g strikt positiv ist (dies
muss spater noch tiberpriift werden), ist es leicht einzusehen, dass die Funktion A , , genau

dann maximal wird, wenn die Funktion A} : [0, k] — R, definiert durch

B = (o) +&(0)(0) + oOOBO) A+ 57 (o) AN~ 1)

o exp(B(t)e®) (1+ 7))~ 1), (6.4)

maximal wird (es gilt > 0, da (¢,z,r) € Q ist). Da die Funktion A} auf der kompakten
Menge [0, ] stetig und strikt konkav in 7 ist, besitzt k] eine eindeutig bestimmte globale
Maximalstelle 7} € [0, k]. Man beachte dabei, dass 7} unabhéngig von x und r ist.

Durch Einsetzen von 7} in die umgewandelte HJB-Gleichung erhilt man
0 = (gt exp(BE)) + B (1)g(t) exp(B(t)r) )2
+r 4w (G (Da(t) + (67 (1)) | Ag(t) exp(B(t)r)z

ar(O)r -+ ax(0)B(0g(t) exp(BE)r)T + 5 () (06) M~ 1g(t) exp(5(1)r)

1

+7{ o (DbBABDg () exp(B(e)r)e* + 3 (b(1)*(B(1)) g(1) exp(B(t)r)a

+a(g(t) exp(B(0)r) exp(BO(D) (= + rxi7(1)* — (8) exp(B(E))).
Teilt man beide Seiten durch exp(3(t)r)z?, so ergibt sich
0 = g'(t)+rB)g(t) + [r+ 77 (()a(t) + &(t)7(t) | Ag(t)

+(a1 () + as(8) B(1)g(t) + 5 (77) (1) A — 1)g(t) + mFa(6)b(H)AB(H)g(t)

+9(t) |7 (&4()0(8) + E(01(1) + (OB ) A + ax(t)B(E) + 5 (b(1)*(8(®))°
+%(7r;‘)2(a(t))2)\(/\ = 1)+ aexp(B()e(t) (1 + m1(1) - a]. (6.5)

Setzt man nun ((t) = )\ftT exp( [, a1(s) ds) du, so ist § die eindeutig bestimmte Losung
der gewohnlichen Differentialgleichung

B't)+A+ar(t)3t) =0,  B(T) = 0.

Der zweite Term der rechten Seite in Gleichung (6.5) fillt damit weg und man erhélt eine

gewohnliche Differentialgleichung von der Form

0 =g +g®)et), gT)=1
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%(b(lt))z(ﬁ(zt))2 +5(®@) (0(1)" AN = 1)

+aexp(B(t)e(t)) (1 + 7y (1) — a.

Da alle auftretenden Funktionen in der Definition von hj (vgl. (6.4)) deterministisch und
stetig sind, ist 7}, aufgefasst als Funktion in ¢, ebenfalls deterministisch und stetig. Somit
ist auch ¢ eine deterministische und stetige Funktion. ,, Trennung der Variablen* liefert

die eindeutig bestimmte Losung

g(t) = exp (2(T) - (1)),

wobei ® die Stammfunktion von ¢ bezeichnet. Die Funktion ¢ ist strikt positiv, womit die
obige Annahme gerechtfertigt ist.
Der mogliche Kandidat G fiir die Wertefunktion ist somit gegeben durch

G(t,z,r) = x exp (@(T) —®(t) +rA /tT exp (/tu ay(s) ds) du)]l{w>0}.

Auf der Menge (0, 00) ist G strikt konkav in . Weiterhin ist G eine klassische C12-Losung
der HJB-Gleichung.
Der mogliche Kandidat fiir die optimale Steuerung ist gegeben durch u* = 7*, wobei

m*(t) = 7} die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle der Funktion h; (vgl. (6.4)) ist.

Man beachte, dass die mogliche Wertefunktion G nicht der geforderten polynomialen
Wachstumsbedingung aus dem Verifikationssatz 3.2 geniigt. Desweiteren erfiillen die
Koeffizienten der gesteuerten stochastischen Differentialgleichung (6.2) nicht die Bedin-
gungen (3.1) und (3.2). Letzteres folgt aus der Tatsache, dass der Ausdruck zr in dem
Koeffizienten A auftritt und sowohl der Vermdgensprozess X™ als auch die Zinsrate r
unbeschrinkt sind. Eine Anwendung des Verifikationssatzes 3.2 ist daher nicht moglich.
Allerdings ist in dieser Situation die Variante des Verifikationssatzes (vgl. Satz 3.12)

anwendbar. Dazu werden im Folgenden alle benétigten Voraussetzungen iiberpriift.

Der Zustandsprozess Y = (X, r)! ist zweidimensional. Die zweite Komponente wird jedoch
nicht mittels 7 gesteuert. Dadurch lassen sich fiir die zweite Komponente die Bedingungen
i) und iii) aus der Definition 3.1 unabhéngig von der vorgegebenen zuldssigen Steuerung
nachweisen.

Nach Voraussetzung erfiillen die Koeffizienten der stochastischen Differentialgleichung

dr(t) = (a1(t)r(t) + ao(t)) dt + b(t) dW (t) + c(t) dN(t), r(0) = 7o (6.6)
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die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 2.1. Somit besitzt (6.6)
eine eindeutige Losung r = (r(t))iejo,r) und nach Satz 2.3 sowie Bemerkung 2.4 gilt
E%70:70 (supg < o |1(£)[™) < oo fiir alle n € IN.

Setzt man die eindeutig bestimmte Losung r in die Koeffizienten der ersten Komponente

von (6.2) ein, so erhélt man eine lineare stochastische Differentialgleichung.
Um Satz 3.12 anwenden zu kénnen, miissen noch die folgenden Voraussetzungen iiberpriift
werden:

1) Der Prozess 7* muss die Bedingung ii) aus Definition 3.1 erfiillen.

2) Der Prozess 7* muss die Bedingung iii) aus Definition 3.1 erfiillen.

3) Die Bedingung (3.27) aus Satz 3.12 muss gelten.

4) Die Bedingung (3.28) aus Satz 3.12 muss gelten.

Ad 1): Der Prozess 7* ist deterministisch, stetig und beschrénkt. Folglich ist 7* ein an ¥

adaptierter cadlag-Prozess, der die Bedingung ii) aus der Definition 3.1 erfiillt.

Ad 2): Der Prozess X7 geniigt der stochastischen Differentialgleichung
ax”(1) = X7 (1) ([r) + 7 (0 (@) + ED)] di + 7 (1o (t) dW (1)
7 (t=)y (1) AN (1) )
= X" (t-)dZ*(t),

)(ﬂ*(O) = X

fiir alle ¢t € [0, 7).

Die fast sicher eindeutig bestimmte Losung X™ ist gegeben durch

X™ (@) = :erxp<Z*(t)—%[Z*,Z*]C(t)) H (1+ AZ*(s)) exp (— AZ*(s))
0<s<t
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= aoexp ( /0 t [7(s) + 7 (5) (61()0(s) + Ea(s)v(s)) - %(W*(s))2(0(s))2] ds)

t
op( [ wEoEare) [ (4 @on) (6.7)
0 {n:0<T, <t}
fir ¢t € [0,7T], wobei (T),)nen die Folge der Sprungstellen des Poisson-Prozesses N ist.
Aufgrund der Wahl der Konstante x > 0 gilt 7*(7;,—)v(7,) > —1 fast sicher auf der
Menge {0 < T}, < t}. Somit ist X™ = (X™ (t))tefo,r) bei Start in zg € (0, 00) fast sicher
strikt positiv.

Sei k € IN gegeben. Aufgrund der expliziten Gestalt des Prozesses X™ aus (6.7) und der
Tatsache, dass die Funktionen &1, &2, 0,y und 7* beschriankt sind, gilt fiir alle ¢ € [0, T

1

X7 0 = [roesn ([ [r6)+ 76 € (0)ot6) + @501(5) — 5 () (o15))"] )

o ([weemare) 1 0+e@-nm)|

{n: 0<T, <t}

t

K exp (k /Otr(s) ds) exp (k:/o *(s)o(s) dW(s)) (14 C)kN(t)

IN

IN

Kexp (2kz /Otr(s) ds) exp (2k; /Ot 7 (5)or(s) dW(s)) " K(l " C)2kN(t)

IN

K exp (4k /Ot 7(s) ds) + K exp (4k /Ot 7 (s)o(s) dW(s)) FE(+ C)QkN(t)

fiir geeignete Konstanten K > 0 und C' > 0.

t
Zwischenbehauptung 1: Eo’xo’m( sup [exp (4k/ r(s) ds)}) <
0<t<T 0

Die eindeutig bestimmte Losung der stochastischen Differentialgleichung (6.6) ist gegeben
durch

fir alle ¢ € [0, 7.
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Da die Funktionen a1, as und ¢ beschréankt sind gilt fiir alle ¢ € [0, 7]

/Otr(s)ds = /Otroexp(/osal(v)dv>ds
[ e ([[awa) [on (= [ oo )i
+ /Ot:exp / dv /0 exp( /0 al(v)dv)b(u)dW(u)] ds
n /Ot:exp / /0 esp (- /0 a1 () dv (o) dN ()] dis

< Kilro| + K1 OilslgT [/0 exp ( - /0 a1 (v) dv) ‘ag(u)‘ du}
+K; OgslgT [/S exp ( /Ou a1 (v) dv) b(u) dW(u)}
+K; OilslgT [/OS exp ( /Ou a1 (v) dv) le(u)] dN(u)}

< Ky+ K; ozlslgT [/OS exp ( /Ou ai(v) dv)b(u) dW(u)}
+k: sup [exp (= [ aa(w) o) (] N(T)

<

0<s<T

Ky + Ky sup [/08 exp ( - /Ou ai(v) dv)b(u) dW(u)} + K3N(T)

mit geeigneten Konstanten K, Ko, K3 > 0.
Wegen der Unabhéngigkeit der beiden Prozesse W und N sowie der Tatsache, dass
N(T) ~ Poi(aT) ist, folgt

E0.w0.m0 <02§T [exp <4I<: /Ot r(s) ds)])

< exp(4kKs) E(O;E)T [exp (4k:K1 /Otp(u) dW(u))]) E(exp(4k:j(3N(T))) .

Weiterhin gilt
t

exp <4k:K1/ p(u) dW(u))
0

— e (LIS / (plw))? du) exp (11 / () () — E / (pla))? du),

=:Z1(t)
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wobei der Prozess Z1 = (Z1(t));e[o,r) die stochastische Differentialgleichung
dZ\(t) = Zi(t)4kKap(t) dW (),  Z:1(0) =1

erfiillt. Mit Hilfe von Satz 2.3 folgt daraus

E(oi‘% [exp <4kK1 /0 t p(u) dW(u))D

< exp (W /OT (p(u))2du>E< sup Zl(t)> < 00

2 0<t<T

und somit ist die Zwischenbehauptung 1 bewiesen.

t
Zwischenbehauptung 2: E( sup [exp <4k‘/ 7w (s)o(s) dW(s))}) < o0
0<t<T 0

Man definiere die deterministische und beschriankte Funktion p : [0,7] — R durch
p(s) = 4km*(s)o(s). Wegen
1

exp (/Ot p(s) dW(S)) = exp (% /Ot (]’5(5))2 ds) exp </Ot]’5(5) AW (s) — = /Ot (ﬁ(s))Q ds)

=: Zg(t)

gilt mit den gleichen Argumenten wie am Ende von Zwischenbehauptung 1

E(OZ% [exp <4I<: /O t 7 (s)o(s) dW(s))])

< exp (% /OT ('ﬁ(s))2ds)E< sup Zg()f)) < 0

0<t<T

und somit ist die Zwischenbehauptung 2 bewiesen.

Zwischenbehauptung 3: E( sup [(1+C)2kN(t)]) <
0<i<T

Da N(T) ~ Poi(aT) ist, gilt

B, [0 ")) < (0 ) <o

Somit ist die Zwischenbehauptung 3 gezeigt.

Mit Hilfe der drei Zwischenbehauptungen erhélt man

EO,xo,ro( sup ‘Xw*(t)‘k) < o0
0<t<T

und somit ist die Bedingung iii) aus Definition 3.1 erfiillt.
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Ad 3): Fir (¢t,z,7r) € Q sei m € A(t,z,r) eine zuldssige Steuerung bei Start in (¢, z,7).
Wegen 7(s) € [0, ] fiir alle s € [t,T] ist der Prozess 7 insbesondere beschrinkt. Aufgrund
der Beschrénktheit der Funktionen &1, &2, 0,7y, ® und des Prozesses m gilt fiir alle s € [¢, T

[G(S,X”(s),r(s))]

2

- exp (2(@(T) — ®(s)) + 2r(s)A /ST exp </Su ai(v) dv) du)

< Kjexp (2)\ /8 r(u) du + 2\ /S 7(w)o(u) dW(u)) (1+ C)QA(N(S)*N(t))

exp (2r(s) )\/ST exp (/u a1 () dv) due )

= B(s)
fiir geeignete Konstanten K7 > 0 und C > 0. Weiterhin gilt mit Hilfe der Produktformel

fiir Semimartingale fiir alle s € [t, T

@) = o+ [ " () dr(u) + / () dp(u)

= rﬁ(t)+/sﬁ(u)a1 du+/ Blu)az(u du+/ Blu (u)
/ﬁ () - /r( Jar (u) B >du—A/t r(u) du

— /ﬁ u)as(u du+/ B(u (w)
+/t B(w)e(w) dN (u) —A/t () du

Setzt man dies in die obige Ungleichung ein und bertiicksichtigt, dass die Funktionen as

und @ beschrinkt sind, so erhélt man

[G(S,XW(S),T(S))]2 < Kjexp 2)\/ (u) dW (u )) (1+C)2>\(N(8)—N(t))

exp(2rﬁ +2/ﬂ w)ag(u du+2/ﬂ u) dW (u ))

esxp (2 /t Bu)e(u) dN (u))
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IN

Ksexp <2)\ /s 7(u)o(u) dW(u)> (1 n C’) 2A(N(s)—N(t))

- exp (2 /t " Blu)b(u) dW () + 2 /t " Blu)e(u) dN(u))

IN

Ky exp <2 /ts (Am(w)o(u) + B(u)b(u)) dW(u)) (1+ C)2A(N(T)—N(t))

-exp (2 sup [ B(u)]e(u)|] (N(T) — N(t))>

t<u<T

IN

Kaexp (8 / () + Blu)b(u) AW (w)) + Ka(1 + 0) PN DN
t
K exp (8 sup_ [B(w)le(w)l] (N(T) - N(D))

fiir eine geeignete Konstante Ky > 0.
Man definiere die Funktion p : [¢,7] — R durch p(u) := 8(An(u)o(u) + B(u)b(u)). Wegen

exp ([ oty aw (w)
~ exp (% /t (p(u))” du) exp([p(u) AW () — ;/t (p(w))” du)

=: Z3(s)

sowie der Tatsache, dass N(T') — N(t) ~ Poi(a(T — t)) ist, gilt mit Hilfe von Satz 2.3

B sup [Gls X7(5),(5)])

t<s<T

< Kjexp <% /tT (]5(?L))2 du)E(tilgT Zg(s)) + K2IE)((1 + C)4A(N(T)—N(t))>

+1B (exp (8 sup [B(w)|e(w)] (N(T) = N ()

t<u<T

< oo.

Somit ist die Bedingung (3.27) aus Satz 3.12 erfiillt.

Ad 4): Fir (t,z,r) € @ sei m € A(t, z,r) eine zuléssige Steuerung bei Start in (¢, z, 7). Auf-
grund der Beschrianktheit der Funktionen =, ¢,  und des Prozesses 7 gilt fiir alle s € [t, T

[G(s, X™(s) + X" (s)m(s)(s), 7(s) + c(s))]”

= (X7(s) + X7(s)m(s)7()) ™ exp (2(B(T) = @(s)) +2B(s) (r(s) + c(5)))

2X

= (X7(s)2 (1 + 7(5)7(s))* exp (z(cpm — ®(s)) + 28(s) (r(s) + c(s)))
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< K (1+0)M(X7(5) ™ exp (2(@(T) - 0(s)) + 28(s)7(s) )
= Ki(1+C)?[G(s, X(s),7(5))]”
fiir geeignete Konstanten K7 > 0 und C' > 0. Daraus ergibt sich

B sup [Gls, X7(s) + X7(8)m(s)1(s).r(s) + ()]

t<s<T

< K1(1+C)2)‘Et’x’7"<t2181£:r [G(S,X”(s),r(s))]2> < o0

nach Punkt 3) und somit ist die Bedingung (3.28) aus Satz 3.12 erfiillt.

Eine Anwendung von Satz 3.12 mit @ = [0,7) x ((0,00) x R) liefert die nachstehende
Folgerung:

Folgerung 6.1
Fiir alle t € [0,T] sei 7*(t) die eindeutig bestimmte globale Mazimalstelle der Funktion
h¥ [0, k] — R mit

hi(m) = 77(51 (t)o(t) + &)v() + U(t)b(t))\/tT exp (/tu ai(s) ds) du>/\

+%7r2 (@(H)*AA = 1)

—i—oc[exp (c(t))\ /tT exp ( t

Dann ist die zuldssige Steuerung 7 = (7*(t))iepo,1] eine Losung des Steuerungsproblems

u

ai(s) ds) du) (1+ ny(t))A - 1} :

sup  J(0,z0,70;m) = sup Eo’xo’m((X”(T))A). (6.8)
7€A(0,20,70) meA(0,x0,70)

Bemerkung 6.2

1. Man beachte, dass der Prozess 7* aus Folgerung 6.1 auch eine optimale Strategie
des urspriinglichen Problems ist, d.h. 7* maximiert das Funktional (6.1), da der
zugehorige Vermogensprozess X™ = (X™ (t))tcio,r) bei Start in z¢ € (0,00) fast

sicher strikt positiv ist.

2. Im Fall a; = 0 gilt 8(¢) = )\ftT exp( [ a1(s) ds)du = X(T — t) fiir alle t € [0,7].

Dadurch vereinfacht sich die Funktion A} : [0, k] — R aus Folgerung 6.1 zu
1
hi(m) = w(gl (t)o(t) + L(t)y(t) + a()bE)NT — t)>/\ + 579 (0()*A(A = 1)

+a [exp (c(t))\(T - t)) (1 +my(1)* - 1} .
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3. Im Fall v = 0 und ¢ = 0 stimmt die optimale zuléssige Portfoliostrategie 7* mit dem

Ergebnis von Korn/Kraft [19] iiberein. In dieser Situation gilt

T u
T (t) = a —61)(337@) + Bl —b()\t))a(t))\/t exp (/t ai(s) ds> du.

Gilt zusitzlich a1 = 0, so erhélt man

a) | (AT -1
L= No() (L= Na(0)

T (t) =

6.2 Ein Aktie-Bond-Portfolioproblem

Gegeben seien ein vollstéindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, IP), eine zweidimensionale
Brownsche Bewegung W = (W(t))icr,, ein davon unabhingiger zweidimensionaler
Poisson-Prozess N = (N(t))ier, zum Parameter a € (0,00)? und die P-Vervollsténdi-
gung I = (F;)ier, der von W und N erzeugten Filtration. Damit erfiillt I die iiblichen
Voraussetzungen.

Ferner seien fiir einen endlichen Zeithorizont 7' > 0 drei Finanzgiiter gegeben: ein

Sparkonto, eine Nullkuponanleihe mit Filligkeit 7' > T und eine Aktie.

Der Preisverlauf S = (S(t))co,r] des Sparkontos entwickle sich wie im Bond-

Portfolioproblem aus Abschnitt 6.1 gemaf
ds(t) = r(t)S(¢)dt,
S0) = 1,

wobei die stochastische Zinsrate r = (r(t)).e[o,r) durch die folgende stochastische Differen-

tialgleichung gegeben ist:
dr(t) = (al(t)r(t)—i-ag(t)) dt + b(t) dWa(t) + c(t) dNa(t),
’I“(O) = r9 € R.

Dabei sind aj,a2,b,¢ : [0,7] — R wieder deterministische und stetige Funktionen,

insbesondere also beschriankt auf dem Intervall [0, 7.
Der Preisverlauf B(-,T) = (B(t7T))te[O,T] der Nullkuponanleihe mit Filligkeit 7 > T

entwickle sich geméaf

dB(t,T) = B(t—,T) ( (r(t) + & (t)op(t) + & (H)yp(t) dt + op(t) dWa(t) +vp(t) sz(t)>,

=:pp(t)

B(0,T) = By > 0,
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wobei die Funktionen &;1,&2,0p : [0,7] — R und vp : [0,7] — (—1,00) wie zuvor deter-
ministisch und stetig, insbesondere also beschriankt sind. Ferner sei op wegbeschrinkt

von der Null.

Der Preisverlauf A = (A(t));c(o,r) der Aktie entwickle sich gemif
dA(t) = A(t=)|pa(t)dt + oa(t) dWi(t) + oap(t) dWa(t)

F7A(1) N (£) + 745 () ANa(1)]
A(O) = Ao > 0

mit
pa(t) = r(t) + pa(t) —r(t).
—_—
=1 o(t)
Hierbei sind die Funktionen g,04,04p5 : [0,7] — R und ya,74p : [0,T] — (—1,00)
ebenfalls deterministisch und stetig, also auch beschrankt auf [0,7]. Die Funktion o4
sei zusétzlich wegbeschréinkt von der Null. Da v4 und y4p Funktionen mit Werten in

(—1,00) sind, ist der Aktienpreisprozess A fast sicher strikt positiv.

Wie in Abschnitt 6.1 wird auch hier ein Investor mit Startkapital zg > 0 zum Zeit-
punkt ¢ = 0 betrachtet. Das Investitionsverhalten des Investors wird durch einen zwei-
dimensionalen selbst-finanzierenden Portfolioprozess m = (w4, 7g)! beschrieben.

In dieser Situation entwickelt sich das Vermoégen des Investors geméfl der stochastischen

Differentialgleichung

ax(t) = X(t-)([r() + ma®)o(®) + Ta(0) (& (Oo(t) + &01p1)] dt
+ma(t)oa(t) dWi(t) + (ma(t)oas(t) + Ta(t)op(t)) dWs(t)
Fra(t=)ya(t) dNU (D) + (7a(t=)1am(0) + 7B(t-)15(1) V(1))
X(0) = .

Genau wie im Bond-Portfolioproblem aus Abschnitt 6.1 ist das Ziel des Investors, das

Funktional
BP0 (X7 (1)) (A€ (0.1) (69)

iiber alle Portfolioprozesse m = (7(t))scpo,r] mit Werten in der abgeschlossenen Menge
{v € [0,k]> : v1 +v2 < K} zu maximieren, so dass der zugehorige Vermogens-
prozess X7 fast sicher strikt positiv ist. Die Konstante x > 0 ist so gewshlt,

dass z1y74(t) > —1 und z1yap(t) + zeyp(t) > —1 fiir alle ¢ € [0,7] und fiir alle
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2= (21,22)" € {v € [0,K]% : v1 + vg < K} gilt.

Um dieses Problem mit Methoden der stochastischen Steuerung lésen zu kénnen, ist es
wie in Abschnitt 6.1 erforderlich, einen zweidimensionalen Zustandsprozess Y = (X,r)

zu betrachten.

Die gesteuerte stochastische Differentialgleichung besitzt damit die Form

dY (1) = A®Y (1), u(t))dt + (Y (1), ult)) dW () + Tt Y (t—), u(t—)) dN(t), (6.10)

Aty ma,78) = (:L’ [r+ma0(t) + (& (t)op(t) + fz(t)m_ﬁt))]) |

ai(t)r + az(t)

E(t,.ﬁU,T’, 7TA,7TB) = <$7TAZA(t) x(ﬂ-AGAB(Z)(t‘;‘ WBUB(t))> ,

L(t,x,r,m4,75) = (xﬂAVA(t) x(ﬂA’YAB(t) +7TnyB(t))> '

0 c(t)
Analog zu Abschnitt 6.1 definiere man die abgeschlossene Menge F' C R? durch
F = {ve0,k?: v + v <k},

die Menge @ durch
Q = [0,T) x ((0,00) x R)

und die Stoppzeit 7 : Q@ — [0, 7] durch

7= inf {t € [0,T]: (t, X™(¢t),r(t)) £Q}.

Problem: Finde eine Funktion G : [0,7] x R?> — R und eine zulissige Steuerung

u* =7 € A0, z9,rp) mit

G(0,z0,70) =  sup  EXOO((XU(7)Y) = EXTO (XY (1)),
uw€A(0,z0,r0)
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Fiir G : [0,7] x R? — R mit G € CY%(Q), fiir (t,x,r) € Q und fiir 7 = (74, 7p)" € F sei
der Operator £™ definiert durch

ETG(tx,r) = Gy(t,x,7)+x[r+ma0(t) +7m5(&1(t)op(t) + & (t)ya(t)]|Ga(t, 2, 1)
+(ar ()7 + as(t)) G (t, 2, 7)
222 (7 (0al)* + (racan(t) + 75o5(0)] Gealt,2,7)
e (maTan(t) + T p(O)b(E)Gar (t,2,7) + 5 (6(0)*Grn(t,2,7)
tan (Glt, o+ amanalt). 1) - Glt,z,7))
a2 (Gt x + olraran(t) + Tovs(t)],r + clt) - Glt,z,7)).
Die zugehorige HIB-Gleichung ist gegeben durch
sup E7G(t, z,7) = 0 fiir (t,2,7) € Q,

TeF

G(t,x,r) = x)‘]l{w>0} fiir (¢,z,7) € CQ := ([0,T) x (—00,0] x R) U ({T'} x IRQ).

Da die vorgegebene Randbedingung dieselbe wie in Abschnitt 6.1 ist, bietet sich auch

derselbe Separationsansatz an, ndmlich

G(t,z,r) = f(t,r)x)‘]l{gbo} mit f(,r) =1 firallereR. (6.11)

Fiir (¢,z,7) € Q erhélt man damit

ETG(ta,r) = filt,r)a + [r+mao(t) +wp(&1()op(t) + &(t)yp(t) M (¢, )

+(a1(t)r + az(t)) fr (¢, )2

—_

+= [7T124(0'A(t))2 + (maoan(t) + 77303(25))2])\()\ — 1) f(t,r)a?

[\)

(raoas(t) + wos()bON(E ) + %(b(t))Q Fort, 1)
oy ( £t (z + zmanal®)” — f(t, r)x’\)
oz (f(tr+ e) (@ + 2[maran(t) + mpvs(0)]) - f(tr)2).

Wé&hlt man nun den Ansatz f(t,7) = g(t) exp(8(¢)r) mit g(T') = 1 und S(T") = 0, so erhélt

man
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E"G(t,x,r)
= (9® exp(BO) + B (Og(1) exp(B(t)r) )2
+[r+ mao(t) + mp(&1(t)op(t) + &(H)va(t)) | Ag(t) exp(B(t)r)z?

+(ar(t)r + a2(1)) B(1)g(t) exp(B(t)r)a

+% (7% (UA(t))2 + (maoap(t) + 77303@))2])\()\ — 1)g(t) exp(B(t)r)z
+(ragan(t) + mson()HEOAGOG(H exp(B(E)r)e + 5 (1)) (5(1)) 9 ) exp(3(1)r)

+an (g(t) exp(B)r) (2 + wrava(t) - g(t) exp(B()r)a)
+az(g(t) exp(B(0)r) exp(B(t)e(t)) (v + @ [raran(t) + Ta75(1)]) — 9(t) exp(B(t)r))
=: Em’r(w)

mit Et@,r : F — R. Nimmt man an, dass die Funktion ¢ strikt positiv ist (dies muss
spéter noch tiberpriift werden), so wird die Funktion ?Lm,,n genau dann maximal, wenn die

Funktion E;“ : F — R, gegeben durch
Ry () = malo(t) + oapt)bt)BM)]A + mp[€1(t)on(t) + () p(t) + op()bH)A(E)]| X
% (7% (0a()® + (a0 as(®) + mos() ] AN - 1)

o (14 mara(®)" = 1) + o (exp(B(E)e(t) (1 + mavan(t) + mava®) - 1),

maximal wird (es gilt z > 0, da (¢, x,r) € Q ist). Da %? auf der kompakten Menge F' stetig
und strikt konkav in 7 ist, besitzt E;‘ eine von x und r unabhéngige, eindeutig bestimmte
globale Maximalstelle 7} = (77 ,, ﬂ'*B’t)t eF.

Setzt man 7} = (7Tj<4’t, 7r*B7t)t in die umgewandelte HJB-Gleichung ein und teilt gleichzeitig

beide Seiten durch exp(8(t)r)x?, so erhiilt man

0 = @) +r8t)gt)+ [r+mh,0t) + 75, (&1(H)os(t) + &()718(1)) | Ag(t)

_|_
N | =
—
3
b
Nl
Do
—
Q
hN
—~
N
+
—
=
¥
R
h N
Sy
=
+
=
UCJ*
RS
W
~
N
=
>
|
=
Q
=

(w0 an(0) + T nO)BONDg (1) + 5 (6(1)” (5(1)) 90

A
a1 (90 (1 +7i7a0)” — 9())
(

9(t) exp(A(t)e(t) (1 + 73 an(t) + 75, 6(1) " — g(t))
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= 0+ (0 + A+ a()80) ) gt)r

Fo(0) [ o(t) + o an (OB + x50 + 5 (0(1)*(5(1)
ralEa(on(t) + () + onbHSD]A
5750 (0(0) + (wh045() + 7ho5(0) )] MA — 1)

+aq (1 + 753,{%4(15))A -
tazexp(B(He(t) (1 + T van(t) + 7hp®) —az].  (6.12)

Setzt man (3(t) = A j;T exp( [ a1(s) ds) du, so fillt der zweite Term der rechten Seite in

Gleichung (6.12) weg und man erhilt eine gewdhnliche Differentialgleichung der Form
0 = g +gOFD),  o(T) = 1
mit
B) = whalolt) + oan(D(OF) A+ ax(0)(1) + 5 (6(1)*(5(1))°
(6008 (1) + E(0)78(1) + on(HBH]

[(7h)* (04())° + (Wi ,oan(t) + 7h0m(t) AN - 1)

| =

_|_
+aog (1 + 7T§1,ﬂ,4(t))A — o
+az exp(B(E)c() (1 + T van(t) + 75 5(1) " — as.

Da alle auftretenden Funktionen deterministisch und stetig sind, ist die Funktion @ eben-
falls deterministisch und stetig. ,, Trennung der Variablen* liefert die eindeutig bestimmte

Losung

g(t) = exp (B(T) - 3(1)),
wobei @ die Stammfunktion von @ bezeichnet. Die Funktion g ist strikt positiv. Die obige
Annahme ist also gerechtfertigt.

Der mogliche Kandidat G fiir die Wertefunktion ist damit gegeben durch

. _ T u
G(t,z,r) = x exp <<I)(T) —Po(t) + r)\/ exp (/ ay(s) ds) du)]l{x>0}.
¢ t
Der mogliche Kandidat fiir die optimale Steuerung ist gegeben durch u* = 7*, wobei
T (t) = (m4(t), mp(t))" = 7} = (7} 4, 1p,)" die eindeutig bestimmte globale Maximalstelle

der Funktion %f ist.



Portfoliooptimierung bei stochastischem Zinssatz mit Spriingen 121

Es wird nun gezeigt, dass X™ bei Start in 2y € (0,00) fast sicher strikt positiv ist. Der
Vermogensprozess X geniigt der stochastischen Differentialgleichung

*

ax™(6) = X7 (=) ([r() + 7B + (1) (& (Don(t) + E2(H)1p(1)] dt
+r(Doa(t) AW () + (Ta(0)oa(t) + T5(0)os(l)) dWe(t)
A (E=) () AN (1) + (T (=) 7an(E) + T (t=)y(t)) dNa(h))
= X" (t-)dZ*(0),
X™0) = x>0
mit

ZH(t) = /0 [r(s) + ma(s)o(s) + 7 (s) (€1(s)on(s) + &(s)va(s))] ds

" /0 75 (8)0.4(s) AW (s) + /O [ (8)oap(s) + 75(s)05(s)] dWa(s)

t

+f i) N5 + / [ van(s) + mh(s—)5(s)] dNas)

fir alle t € [0, 7).
Die fast sicher eindeutig bestimmte Losung X™ ist gegeben durch

X" (t) = =zgexp (Z*(t)—%[Z*,Z*}c(t)) H (1+AZ*(s)) exp (— AZ*(s))

0<s<t

= aoexp ([ () + mils)els) + 759 (6 () (s) +as)vn(5)] ds)

- exp ( - ;/0 [(74(9)) (0a(5))” + (Ta(s)oa(s) + Th(s)on(s))] ds)

t t
.exp( /0 7 (8)oals) AWy (s) + /O (74 (s)oap(s) + mh(s)on(s)] de(s))

I  O+a@=—)a))
{n:0<T Y <t}

[T Q+7@P)vas@P) + 75T —)vs(TP))
{n:0<T P <t}

fir ¢t € [0,7], wobei (T,(Ll))ne]N bzw. (T,&Z))nem die Folge der Sprungstellen des ein-
dimensionalen Poisson-Prozesses N1 bzw. Ny ist. Aufgrund der Wahl der Konstante
k > 0 gilt ﬂZ(Tr(Ll)—)’yA(qul)) > —1 fast sicher auf der Menge {0 < 7V < t} und
WJ*B(T,(LQ)—)'YB(T,?)) + Wj‘(Tr(Lz)—)'yAB(Téz)) > —1 fast sicher auf der Menge {0 < TP < t}.
Daraus folgt X™ (¢) > 0 fast sicher fiir alle ¢ € [0,7].
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Alle weiteren Voraussetzungen der Variante des Verifikationssatzes (vgl. Satz 3.12)
konnen analog zu Abschnitt 6.1 gezeigt werden, so dass eine Anwendung des Satzes mit
Q=1[0,T) x ((0,00) x R) das folgende Resultat liefert:

Folgerung 6.3
Sei m(t) = (w4 (t),75(t))" die eindeutig bestimmte globale Mazimalstelle der Funktion
hi: F — R mit

hi(m) = ma (Q(t) + UAB(t)b(t)/\/tT exp (/t“ ai(s) ds) du))\

7 (61 (HB () + &(E8(E) +on(HbEA / Cesp ( / Ca(s)ds) du) A

+% (W4 (40)* + (maoa(t) + Tpon() ) AN~ 1)

+aq ((1 +mara(t) — 1)

+as [exp <c(t))\/tT exp (/t

Dann ist die zuldssige Steuerung 7 = (7*(t))iepo,1] eine Losung des Steuerungsproblems

u

ai(s) ds) du) (1+mavan(t) + FB’YB(t))A — 1]

sup E0:%o:T0 ((XW(T)))\).
WEA(O,IB(),'I’())

Bemerkung 6.4

1. Da der Vermégensprozess X™ = (X™ (t));e[o,r] bei Start in 2 € (0, 00) zum optima-
len 7* aus Folgerung 6.1 fast sicher strikt positiv ist, ist 7* insbesondere eine optimale

Strategie des urspriinglichen Problems, d.h. 7* maximiert das Funktional (6.9).

2. Fiir den Fall a; = 0 gilt 3(t) = )\ftT exp([;" a1(s) ds) du = (T —t) fiir alle ¢ € [0, 7]

und somit vereinfacht sich die Funktion 712‘ : F — R aus Folgerung 6.1 zu
hi(m) = WA(Q(t) +oap(®)bEAT — t)))\

i (61()0n(8) + E(6)15(0) + oBHBONT — 1)) X

_f_l (71'31(014(75))2 + (WAUAB(t) + 71'303(15))2))\()\ -1)

2
+aq ((1 + WAVA(t))A — 1)

+a2<exp (cO)NT =) (1 + mavap(t) + 7TBVB(75))A - 1)'
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3. Wie im Bond-Portfolioproblem aus Abschnitt 6.1 stimmt auch hier die optimale
zulissige Portfoliostrategie 7* im Fall v4 =0, vy =0, y4ap = 0 und ¢ = 0 mit dem

Ergebnis von Korn/Kraft [19] {iberein. In dieser Situation gilt

L op)e(t) — oap(H)61(t)op(t)

malt) = 1—A (o’A(t))QO'B(t) 7
con 1 (eas®))* &1()  oap(t)el) . bH)B(H)
() = 1—A[<1+ (UA(t))2>UB(t) UB(t)(JA(t))2+ op(t)

mit B(t) = A ftT exp( [ a1(s) ds) du.
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