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ZUSAMMENFASSUNG

Die neuesten technologischen Fortschritte erdffnen die Moglichkeit, intensive Laser-
strahlung einzusetzen, sodass relativistische Effekte bei Starkfeldprozessen bertick-
sichtigt werden miissen. Dies bringt eine Vielzahl neuer Effekte aber auch Prozesse
mit sich. In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene theoretische Beschreibun-
gen zur Elektron-Positron-Paarproduktion und relativistischen Ionisation in starken
elektromagnetischen Feldern fiir unterschiedliche Feldkonfigurationen dargestellt.
Entsprechend gliedert sich diese Arbeit in zwei Teile.

Zundchst werden die zwei relativistischen Prozesse der Ionisation und der
gebunden-freien Paarproduktion in einem konstanten gekreuzten elektromagneti-
schen Feld betrachtet. Die Ubergangsamplitude wird dabei im Rahmen der Starkfeld-
nédherung in der Goppert-Mayer-Eichung formuliert, wobei die Anfangs- und End-
zustdnde der Elektronen bzw. Positronen durch die entsprechenden Dirac-Coulomb-
bzw. Dirac-Volkov-Wellenfunktionen beschrieben werden. Fiir beide Prozesse werden
Coulomb-Korrekturen fiir die Elektronenbewegung wihrend des Tunnelns bestimmt,
welche durch Anpassung der etablierten Methode der imaginédren Zeit ermittelt
werden. Die Gesamtraten werden fiir diese Prozesse berechnet und mit Vorhersa-
gen anderer Theorien in einem breiten Bereich von atomaren Ordnungszahlen und
angelegten Feldstidrken verglichen.

Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit dem Breit-Wheeler-Paarproduktions-
prozess beim Stofs von Gamma-Photonen aus Bremsstrahlung mit hochintensiven
Laserpulsen. Dabei wird zunéchst der Einfluss des breiten Frequenzspektrums der
Bremsstrahlung auf die Eigenschaften des Prozesses im Ubergangsbereich zwischen
dem perturbativen und nicht-perturbativen Wechselwirkungsregime untersucht. Ins-
besondere werden dabei neben der Gesamtrate des Prozesses auch die Energie- und
Winkelverteilungen der erzeugten Teilchen betrachtet. Durch den Wechsel der Re-
gime ist eine kontinuierliche Verschiebung des hauptséachlich beitragenden Intervalls
der Bremsstrahlungsfrequenzen zu verzeichnen und es zeigen sich charakteristische
Signaturen der gedressten Masse. Fiir die theoretische Beschreibung des Prozesses
werden sowohl unendlich ausgedehnte monochromatische Laserwellen verwendet,
als auch endlich gepulste ebene Wellen, welche im Zuge der lokal monochromati-
schen Approximation (locally monochromatic approximation) betrachtet werden.

Eine weitere Untersuchung des Breit-Wheeler-Prozesses beschiftigt sich mit
dem Einfluss der Laserfokussierung, Strahlungsdampfung und Bremsstrahlung
auf die Paarproduktionsspektren im nicht-perturbativen Regime, insbesondere auf
die Energie- und Winkelverteilungen. Die Parameter dieser Betrachtung sind an
zukiinftige Experimente angelehnt. Fiir das betrachtete Regime lédsst sich zeigen,
dass die Strahlungsdampfung zu einem schmalen Energiespektrum der erzeugten
Teilchen fiihrt, dessen Maximum im Vergleich zu dem Fall, in dem Strahlungsverlus-
te auler Acht gelassen werden, zu wesentlich niedrigeren Energien verschoben ist.
Das breite Bremsstrahlungsspektrum nimmt ebenfalls einen starken Einfluss auf die
Spektren der erzeugten Paare. Die Laserfokussierung hat im Gegensatz dazu fiir die
hier betrachteten Parameter einen eher gemafSigten Einfluss.



ABSTRACT

The latest technological advances open up the possibility of using intense laser
radiation, so that relativistic effects must be taken into account in strong-field pro-
cesses. This opens up a variety of new effects and processes. In the present work,
different theoretical descriptions of electron-positron pair production and relativistic
ionization in strong electromagnetic fields are presented for different field configu-
rations. Accordingly, this work is divided into two parts. First, the two relativistic
processes of ionization and bound-free pair production in a constant crossed elec-
tromagnetic field are considered. The transition amplitude is calculated using the
strong-field approximation in the Goppert-Mayer gauge, where the Dirac-Coulomb
and Dirac-Volkov wave functions are used as initial and final states of the electrons
and positrons. For both processes, Coulomb corrections for the electron motion du-
ring tunneling are determined by adapting the established method of imaginary time.
The total rates are determined for these processes and compared with predictions of
other theories across a wide range of applied field strengths and atomic numbers.

The second part of the thesis deals with Breit-Wheeler pair production. First, the
broad frequency spectrum of the bremsstrahlung is examined for its effect on the
properties of the process in the perturbative-to-nonperturbative-transition regime.
In particular, the energy and angular distributions of the generated particles are
considered in addition to the total yield of the process. Furthermore, we show that
by changing the regimes, a continuous shift of the main contributing interval of the
bremsstrahlung frequencies can be found and show distinctive characteristics of the
laser-dressed mass. For this investigation, both infinitely extended monochromatic
laser waves and finite plane-wave laser pulses are used, which are considered in the
course of the locally monochromatic approximation.

A further investigation of the Breit-Wheeler process deals with the combined influ-
ence of laser focusing, radiation reaction and bremsstrahlung on the pair production
spectra in the non-perturbative regime. The parameters of this study are based on
future experiments. The focus of this theoretical study lies again on the influence of
these specific reaction characteristics regarding the energy and angular distributions
of the produced pairs. It can be shown that radiation reaction in particular leads
to a narrow energy spectrum of the generated particles. Its maximum is shifted
to significantly lower energies compared to the case in which radiation losses are
disregarded. The broad bremsstrahlung spectrum also has a strong impact on the
spectra of the generated pairs. In contrast, laser focusing has a rather moderate
influence on the spectra for the considered parameters.
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1 EINLEITUNG UND MOTIVATION

In den letzten 100 Jahren gab es viele physikalische Meilensteine, zu denen zweifellos
auch die experimentelle Entwicklung des Lasers z&hlt. Diese lasst sich auf das Jahr
1960 zuriickfiihren, in dem Theodore Harold Maiman den ersten funktionstiichtigen
Laser konstruierte [1]. Das Prinzip der stimulierten Emission, welches der Konstruk-
tion zugrunde liegt, war zu diesem Zeitpunkt schon mehr als 40 Jahre zuvor von
Albert Einstein beschrieben worden [2]. Damals noch nicht abzusehen, haben sich
aus diesem technischen Fortschritt unzdhlige Moglichkeiten fiir die Atom-, Kern-,
Plasma- und Starkfeldphysik ergeben, um sich entsprechend weiterzuentwickeln.
Dieser Umstand ist insbesondere den besonderen Eigenschaften von Lasern geschul-
det, welche eine grofie Kohdrenz und Monochromatizitit besitzen.

Mit den Jahren der Weiterentwicklung der Lasersysteme haben sich immer mehr
Moglichkeiten zur experimentellen Realisierung von zuvor beschriebenen theoreti-
schen Prozessen ergeben. Die ersten Laserkonstruktionen haben bei Laserintensitdten
von 10'Y W/cm? angefangen [3]. Diese reichten aus, um nichtlineare optische Effekte
in atomaren Systemen zu untersuchen. Die Multiphotonenionisation wurde beispiels-
weise im Jahre 1966 zum ersten Mal experimentell beobachtet [4]. Etwa 10 Jahre
spéter erfolgte die Entdeckung der Above Threshold Ionisation, bei der mehr Photonen
absorbiert, als energetisch fiir die Ionisation des Atoms benotigt werden [5]. Bei
Betrachtung hoherer Laserintensititen ab 10! bis 10'® W/cm? muss die Wechsel-
wirkung zwischen Elektron (oder Positron) und Laser relativistisch beschrieben
werden. Die Grenze wird dadurch definiert, dass die Bewegung eines freien Elek-
trons, das solch intensiven Feldern ausgesetzt ist, innerhalb von weniger als einem
Schwingungszyklus relativistische Geschwindigkeiten annimmt [3]. Obgleich viele
theoretische Konzepte, wie die relativistische Ionisation, schon vor den 199oer Jahren
publiziert wurden, ist das relativistische Regime erst seit Mitte der goer Jahre expe-
rimentell zuganglich. Dies ermdglichte nicht nur die Beobachtung relativistischer
Effekte und Prozesse, sondern fiihrte unter anderem auch zur Entwicklung von
Laser-Plasma-Beschleunigern fiir Elektronen mit einer kompakten Lange [6-8].

In den letzten Jahren haben sich die Aufbauten der Lasersysteme erneut weiter-
entwickelt und werden heutige Laser betrachtet, so unterscheiden sich diese in ihren
Pulsdauern und Spitzenintensititen um mehrere Groffenordnungen von den anfang-
lichen Werten. Ein Grund, warum ab Mitte der 8oer-Jahre die Spitzenintensitdten
so stark zugenommen haben, ist die Erfindung der Chirped Pulse Amplification [9].
Bei dieser Methode wird ein anfianglich kurzer und relativ schwacher Puls zunéchst
gestreckt und verldngert. Anschlieffend wird der Puls verstarkt. Zuletzt wird der
verstdrkte lange Puls wieder komprimiert, um kurz und intensiv zu werden. Die
Streckung des Pulses ist erforderlich, um die Leistung des Lasers gering zu halten
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und das verstarkende Medium nicht zu zerstoren. Heutzutage werden Pulsdauern
von Femtosekunden, teils sogar indirekt tiber hthere Harmonische von Attosekun-
den umgesetzt [3, 10, 11] und Intensitdten von bis zu 1022 W/cm? erreicht [12].
In dem Zuge wird die Licht-Materie-Wechselwirkung hochgradig nichtlinear und
es treten neuartige Phanomene auf. Beispielsweise erfdhrt das Elektron durch die
Beschleunigung in dem intensiven Feld nicht zu vernachlédssigende Strahlungsver-
luste, welche auch Strahlungsdampfung genannt werden [13]. Betrachtet man die
Wechselwirkung solcher starken Felder mit einer zusitzlichen Photonenquelle oder
einem Coulomb-Feld, so eroffnet sich zudem die Moglichkeit, den Prozess der Paar-
produktion zu untersuchen.

Die Paarproduktion stellt sicherlich eines der interessantesten Phdnomene der
Quantenelektrodynamik dar. Bei diesem Prozess wird im Allgemeinen aus einem
energiereichen Photon ein sogenanntes Paar, meist in Form von einem Elektron und
Positron, erzeugt. Entsprechend lasst sich auf die verbliiffende Tatsache schliefien,
dass Materie allein aus Licht entsteht, in Ubereinstimmung mit Einsteins Aquiva—
lenz zwischen Masse und Energie. Die ersten Untersuchungen zur Paarproduktion
erfolgten fiir Vakuum in einem reinen elektrischen Feld. So beschrieb Fritz Sauter
im Jahre 1931 die Paarproduktion durch ein reines konstantes elektrisches Feld [14].
Die von ihm postulierte notwendige Feldstédrke, bei der eine spontane Produktion
von Elektron-Positron-Paaren erfolgt, liegt bei

m?c3

i = 1.3 x 10'°V /cm. (1.1)

Fcr:

Dies ist die sogenannte kritische Feldstdrke, wobei m die Elektronenmasse, c die
Lichtgeschwindigkeit, e < 0 die Ladung eines Elektrons und 7 das reduzierte Planck-
sche Wirkungsquantum bezeichnen. Die kritische Feldstdrke entspricht dem Wert des
Feldes, welcher dazu fiihrt, dass an einer Elementarladung |e| entlang der Compton-
Wellenldnge A, = fi/mc die Arbeit verrichtet wird, welche der Ruheenergie mc?

eines Elektrons entspricht.

Die Moglichkeit, Elektron und Positron in starken Feldern darzustellen, ergab sich
1928 durch die von Paul Dirac aufgestellte und nach ihm benannte Gleichung [15].
Dabei sind die Losungen der Dirac-Gleichung zu negativen Energien so zu inter-
pretieren, dass sie das Positron, als das positiv geladene Antiteilchen des Elektrons,
beschreiben. In diesem Formalismus der Quantenelektrodynamik bestimmte Julian
Schwinger 1951 die Paarproduktionswahrscheinlichkeit in einem konstanten elektri-
schen Feld der Feldstirke Fy [16] und fand fiir diese

1 ¢ [(F\? Fer
Wr-——|=— —t—= . .
10 A8 (Fcr) exp ( T F, (1.2)
Wie bereits Sauter zwanzig Jahre zuvor vorhersagte, nimmt die Paarproduktions-
wahrscheinlichkeit fiir Feldstdrken unterhalb F., exponentiell ab.

Die Paarproduktion im Laserfeld lasst sich in guter Naherung durch eine uni-
frequente, ebene Welle beschreiben. Anders als fiir das rein elektrische Feld ist
eine Paarproduktion im Vakuum in diesem Fall nicht moglich, wie Schwinger im
Jahre 1951 nachwies [16]. Um in einem Laserfeld den Prozess der Paarproduktion
beobachten zu konnen, ist eine weitere elektromagnetische Energiequelle notwendig.
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Eine Moglichkeit besteht darin ein zuséatzliches Coulomb-Feld in Form eines Kern-
feldes zu betrachten [17]. Eine andere Option ist das Hinzuziehen einer zusétzlichen
Photonenquelle [18].

Fiir die Betrachtung eines bewegten schweren Atomkerns innerhalb eines intensi-
ven Laserfeldes tun sich zwei verschiedene Paarproduktionsprozesse auf. Zum einen
lasst sich der sogenannte Bethe-Heitler-Prozess beschreiben [17]. Bei diesem wird
ein freies Elektron-Positron-Paar gebildet:

Z+nhw —Z+e +et. (1.3)

Hierbei bezeichnet Z die Kernladungszahl, n die Anzahl absorbierter Photonen und
hiw die Energie der einzelnen Laserphotonen. Fiir einen ruhenden Atomkern ist der
Wirkungsquerschnitt dieses Prozesses, wie V. Yakolev und auch M. H. Mittelmann
zeigten, verschwindend gering und ein erfolgreiches Experiment lédsst sich somit
nur schwer prognostizieren [19, 20]. Betrachtet man jedoch einen beschleunigten
Atomkern, so ist in dessen Ruhesystem die Laserfeldstiarke grofd genug, dass sich
positive Prognosen fiir Experimente aussprechen lassen [21]. Unter der Vorausset-
zung, dass sich der beschleunigte Kern und das Laserfeld frontal begegnen, ist der
Verstiarkungsfaktor maximal und durch (1 + B)y gegeben, wobei 8 die reduzierte
Geschwindigkeit des Kerns im Laborsystem bezeichnet und v = (1 — ‘82)’% seinen
Lorentzfaktor.

Neben dem Bethe-Heitler-Prozess besteht zum anderen die Moglichkeit einer
gebunden-freien Paarproduktion. Dabei wird das Elektron in einem gebundenen
Zustand erzeugt, wahrend das Positron als freies Teilchen vorliegt. Fiir ein einzelnes
hochenergetisches Photon wurde dieser Prozess in den Ref. [22, 23] beschrieben und
in den Ref. [21, 24, 25] auf den nichtlinearen Fall erweitert. Ein moglicher Vergleich
zur frei-freien Paarproduktion ldsst sich am leichtesten im Dirac-See-Bild darstellen.
In diesem wird das negative Kontinuum als vollstindig durch Elektronen ausgefiillt
betrachtet. Demnach wird ein Loch im negativen Kontinuum als Positron inter-
pretiert [26]. In Abbildung 1.1 werden die drei Prozesse frei-freie Paarproduktion,
gebunden-freie Paarproduktion und Ionisation gezeigt. Dabei lédsst sich auch die
Ahnlichkeit zwischen dem Prozess der gebunden-freien Paarproduktion und der
Ionisation feststellen, welcher in dieser Arbeit auch rechnerisch verdeutlicht wird.

e . AN
* Positives Kontinuum

©!

- ——

(a)

(b)

Dirac-See

Abbildung 1.1: In Schema (a)
wird der Bethe-Heitler-Prozess
(die frei-freie Paarproduktion)
gezeigt. Schema (b) zeigt die
gebunden-freie Paarproduktion.
In (c) wird der lonisations-Prozess
dargestellt.
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Die Paarproduktion durch das Hinzuziehen einer zusitzlichen Photonenquelle
nennt sich Breit-Wheeler-Prozess. Bei dieser Reaktion wird ein Elektron-Positron-
Paar durch die Kollision von zwei oder mehr Photonen mit einer weiteren Photonen-
quelle erzeugt. Dieser Prozess wurde erstmals von Gregory Breit und John A. Whee-
ler im Jahr 1934 beschrieben [27]. Der Prozess kann symbolisch dargestellt werden
durch:

nhw +ho' — et +e”, (1.4)

dabei bezeichnet fiw die Energie der ersten Photonenquelle und hiw’ die der zweiten.
Fiir die Photonenzahl n = 1 wird der Prozess linear, bei mehr beteiligten Photonen
n > 1 nichtlinear. Der nichtlineare Prozess ist in den 60er- und 7oer-Jahren in vielen
theoretischen Studien untersucht worden [28-30]. Eine Vielzahl von aktuelleren
Untersuchungen des nichtlinearen Breit-Wheeler-Prozesses findet sich zudem in
den Ref. [31-36]. Abhdngig von der Intensitdt des Lasers und seiner Energie werden
unterschiedlich viele Photonen absorbiert.

Es lassen sich unterschiedliche Laserregime ausmachen, unter welchen jeweils
charakteristische Merkmale fiir den Paarproduktionsprozess ausgemacht werden
konnen. Diese Regime werden in Abhdngigkeit vom Laserintensitdtsparameter
bestimmt:

& =le|l&/mew. (1.5)

Der Parameter &) bezeichnet die Amplitude des Feldes der ebenen Laserwelle. Fiir
¢ < 1 findet der Prozess in einem perturbativen Regime statt, in dem die Paarbil-
dungsrate R durch die Absorption einer kleinen Anzahl von Photonen bestimmt
wird und mit wachsendem 7 durch die Proportionalitdt R « ¢ unterdriickt wird.
Fir ¢ > 1 findet der Prozess im nicht-perturbativen Regime statt. Dort ldsst sich,
wie in den Ref. [29, 37] beschrieben, fiir die Rate ein charakteristisches Schwinger-
4dhnliches Verhalten mit R « e~8/(%) finden, wobei k = 2hw'&y/ (mc?Fy) < 1 den
Quanten-Nichtlinearitdts-Parameter fiir die gegenldufige Geometrie des entsprechen-
den Feldes bezeichnet. Fiir { < 1 ldsst sich zudem das nichtlineare Multiphotonenre-
gime bestimmen, welches auch den Beginn des Ubergangsregimes von perturbativ
zu nicht-perturbativ kennzeichnet.

Im Multiphotonenregime hat bislang die einzige experimentelle Verifizierung des
Breit-Wheeler-Prozesses stattgefunden. In einem Experiment am Stanford Linearbe-
schleunigerzentrum (SLAC) wurden in einem ersten Schritt Photonen mit einer Ener-
gie von mehreren GeV durch die Wechselwirkung eines 46.6 GeV-Elektronenstrahls
mit einem optischen Terawatt-Laserpuls erzeugt. In einem zweiten Schritt erfolg-
te eine Wechselwirkung der erzeugten Photonen mit einem Laserfeld, was die
Erzeugung von Breit-Wheeler-Paaren ermoglichte. Fir die Paarproduktion sind
mindestens fiinf Laserphotonen im zweiten Reaktionsschritt benotigt worden, um
die notwendige energetische Schwelle zu iiberschreiten. Die analytische Grundlage
dieses Experiments wurde bereits 1971 von H. Reiss gelegt [38]. Die Ergebnisse und
Rahmenbedingungen dieses Experiments werden in Ref. [39, 40] gezeigt.

Uberlegungen zu zukiinftigen Experimenten werden beispielsweise iiber thermi-
sche Hohlraumstrahlung in Kombination mit einem ebenen elektromagnetischen
Feld aufgestellt [41]. Zudem zielen momentane Planungen eines Versuchsaufbaus
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am Rutherford Appleton Laboratory darauf ab, den Zwei-Photonen-Breit-Wheeler-
Prozess bei der Wechselwirkung von MeV-Bremsstrahlungs-Photonen mit einem
Rontgenlaser nachzuweisen [42]. Auch zum nicht-perturbativen Regime werden
momentan Versuchsaufbauten geplant, wie beispielsweise das Experiment am Cen-
ter for Advanced Laser Applications (CALA) [43] und das LUXE-Experiment am
DESY [44, 45]. Die experimentelle Anforderung einer hohen Laserintensitdt und
extrem hohen effektiven Feldstiarke nahe dem Schwinger-Limit ist durch die jiingsten
Entwicklungen bei den Laser- und Beschleunigeranlagen in greifbarer Néahe [44, 46].
Die erforderlichen hohen Laserintensititen werden momentan nur bei stark fokus-
sierten, kurzen Laserpulsen erreicht, weshalb grofle theoretische Anstrengungen
unternommen werden, um das beteiligte Laserfeld realistisch zu beschreiben [47-51].

1.1 AUFBAU DER ARBEIT

In dieser Arbeit beschaftigen wir uns sowohl mit der Ionisation als auch mit der
Paarproduktion in starken elektromagnetischen Feldern. Die Arbeit gliedert sich so,
dass wir in Kapitel 2 einen Uberblick iiber die verwendeten Zustinde und deren
Herleitung geben. Dabei gehen wir auf die Volkov-Zustinde, die Zustdnde in fokus-
sierten Laserfeldern und auch auf die gebundenen 1s-Zustéande ein.

In Kapitel 3 bestimmen wir die Ionisationsrate in einem konstanten gekreuzten
elektromagnetischen Feld und geben einen Ansatz fiir die Bestimmung der not-
wendigen Coulomb-Korrektur. Die von uns gewéhlte Berechnung erfolgt tiber die
Dirac-Theorie und Strong Field Approximation (SFA) in Goppert-Mayer Eichung und
basiert dabei auf den vorangegangenen Studien aus den Ref. [52—55]. Das von uns
erzielte Ergebnis wird mit Berechnungen der Perelomov-Popov-Terentev-Theorie
(PPT) aus Ref. [55-57] und der Coulomb-korrigierten SFA aus Ref. [58] verglichen.

Ein Prozess, der der Ionisation rechnerisch sehr dhnelt, ist die gebunden-freie
Paarproduktion. Die Ergebnisse fiir diesen Prozess werden ebenfalls fiir ein konstan-
tes gekreuztes elektromagnetisches Feld in Goppert-Mayer-Eichung bestimmt und
in Kapitel 4 prasentiert. Die Moglichkeit zur Bestimmung der Coulomb-Korrektur
wird ebenfalls skizziert. Das Ergebnis ldsst sich mit der Paarproduktionsrate in
einem zirkular-polarisierten Feld vergleichen, welche wir der Ref. [21] entnommen
haben. Dabei lassen sich zwischen der dort verwendeten Strahlungseichung und der
Goppert-Mayer-Eichung Vergleiche ziehen. Abschlieffend lassen sich die gebunden-
freie Paarproduktion und der Bethe-Heitler-Prozess gegeniiberstellen.

Wir bleiben thematisch bei der Paarproduktion und zeigen im darauffolgenden
Kapitel differentielle Raten des Breit-Wheeler-Prozesses im Ubergangsregime von
perturbativ zu nicht-perturbativ. Die Grundrechnung basiert hier auf dem Modell
der ebenen Laserwelle. Um die Effekte einer zeitlich endlichen Laserwelle zu un-
tersuchen, bedienen wir uns in Kapitel 5 dartiber hinaus der in Ref. [59] gezeigten
Methode der locally monochromatic approximation (LMA), also einer Approximation,
die eine lokale Monochromatizitidt annimmt. In diesem Kapitel fithren wir zudem
die Mittelung tiber Bremsstrahlungsspektren ein und analysieren deren Effekt auf
Energie- und Winkelverteilungen. Die gewéhlten Parameter orientieren sich an dem
geplanten LUXE-Experiment [44, 45].

5
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Im abschlieffenden Kapitel konzentrieren wir uns weiterhin auf den Breit-Wheeler-
Prozess und zeigen fiir diesen im nicht-perturbativen Regime Energie- und Win-
kelspektren. Dabei wird der Einfluss der Laserfokussierung zusatzlich betrachtet,
indem wir die Ergebnisse aus Ref. [48] tiber die von A. Di Piazza aufgestellten
Zustinde aus Ref. [60-62] nachrechnen. Ferner nehmen wir den Einfluss der Bremss-
trahlung in unsere Betrachtung mit auf. Um dartiber hinaus auch eine Prognose {iber
den Einfluss der Strahlungsdampfung geben zu konnen, zeigen wir ein mogliches
Modell, um diese fiir die Energie- und Winkelverteilung mit einzubeziehen. Die
verwendeten Parameter orientieren sich an dem geplanten Experiment aus Ref. [43],
welches im Rahmen der DFG-Forschungsgruppe 2783 Probing the Quantum Vacuum
at the High-Intensity Frontier stattfinden soll.

Nach einer Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 7 folgt ein Anhang, wel-
cher neben hilfreichen Nebenrechnungen und Relationen, zusatzlich die Berechnung
der gebunden-freien-Paarproduktionswahrscheinlichkeit in zirkular-polarisierten
Laserfeldern fiir einen zeitlich endlichen Puls enthélt. Diese Berechnung basiert auf
der hierfiir angepassten LMA.

Das Einheitensystem in dieser Arbeit ist nicht einheitlich. In den Kapiteln 3 und 4
verwenden wir atomare Einheiten mit |e| = m = I = 1, da diese zur Beschreibung
der Ionisation und verwandter Prozesse sehr gebrduchlich sind. Die Kapitel 5 und
6 verwenden wiederum relativistische Einheiten mit i = ¢ = 4mey = 1, wie es fiir
(freie) Paarproduktionsprozesse tiblich ist. Das verwendete Einheitensystem wird
zusitzlich zum Anfang eines jeden Kapitels erneut angegeben. In dieser Arbeit
wird zudem die Feynman-Slash-Notation verwendet, sodass fiir einen allgemeinen
Vierer-Vektor D" die Relation I = v, D¥ gilt.



2 FREIE UND GEBUNDENE ZUSTANDE
IN DER STARKFELD-QED

In diesem Kapitel werden alle benétigten Elektronen- und Positronenzustdnde her-
geleitet, welche in den folgenden Rechnungen dieser Arbeit verwendet werden.
Der in den Kapiteln 5 und 6 beschriebene Breit-Wheeler-Prozess in einem starken
Laserfeld setzt eine Beteiligung einer grofien Anzahl von Photonen am Prozess
voraus. Eine storungstheoretische Beschreibung, wie beim Fall eines schwachen
elektromagnetischen Feldes, bei dem nur wenige Photonen an dem Prozess beteiligt
sind, ist daher nicht moéglich. Zur Beschreibung dieser Felder wird das sogenannte
Furry-Bild verwendet. Dabei wird die Wechselwirkung geladener Teilchen mit dem
starken Feld genau berticksichtigt. Das Eichfeld wird entsprechend aufgeteilt in ein
perturbativ schwaches Feld, das weiterhin quantisiert betrachtet wird, und ein star-
kes Hintergrundfeld. Das starke Hintergrundfeld wird klassisch behandelt und mit
in die Zustdnde integriert, indem sich diese aus den Losungen der Dirac-Gleichung
im externen elektromagnetischen Feld ergeben und somit die Wechselwirkung mit
dem Hintergrundfeld voll beriicksichtigen. Diese Zustdnde werden Volkov-Zustidnde
genannt und in dem folgenden Abschnitt beschrieben. Eine verallgemeinerte Form
dieser Zustdnde fiir ein fokussiertes elektromagnetisches Hintergrundfeld wird eben-
so gezeigt.

In den Kapiteln 3 und 4 werden die Ionisation und gebunden-freie Paarprodukti-
on in der sogenannten Starkfeldapproximation, besser bekannt unter der englischen
Ubersetzung Strong Field Approximation (SFA), betrachtet. Dabei wird angenommen,
dass sich das Elektron nur kurz im Einflussbereich des Kerns aufhilt, weswegen sich
der End- und im anderen Fall der Anfangszustand ebenfalls durch Volkov-Zustidnde
beschreiben ldsst. Der zudem benétigte gebundene Zustand wird in diesem Kapi-
tel ebenfalls erldutert. Da sich die SFA als von der Eichung abhiangige Methode
erwiesen hat, widmen wir einen kurzen Abschnitt der Strahlungs- und Goppert-
Mayer-Eichung.

Dieses Kapitel orientiert sich an verschiedenen Herleitungen aus der bestehenden
Literatur und an den dort verwendeten MafSeinheiten. Die verwendeten Einheiten-
systeme werden daher abschnittsweise angegeben.

2.1 VOLKOV-ZUSTANDE

Die Losungen der Dirac-Gleichung in einer ebenen elektromagnetischen Welle
werden Volkov-Zustiande genannt. In diesem Abschnitt wollen wir die Herleitung
dieser Zustdnde kurz skizzieren. Wir beschreiben das elektromagnetische Feld durch



Abbildung 2.1: Schematische Dar-
stellung der Lichtkegelkoordina-
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das Vierer-Potential A, (¢x), wobei ¢ = k - x. Fiir dieses gelte zudem die Lorentz-
Eichbedingung 0" A;, = 0. Um eine Losung der Dirac-Gleichung

(p - EA) Y =mc¥Y (2.1)

zu finden, gibt es in der Literatur zwei gangige Herangehensweisen. Zunéchst gibt
es die Moglichkeit, auf die Dirac-Gleichung zweiter Ordnung {iberzugehen, indem
wir beide Seiten mit (p — eA/c) multiplizieren (vgl. Ref. [21]). Dies fiihrt uns zu

2 i
<p2 — 2§(A p)+ %AZ — i%léA' — m2c2>T =0. (2.2)

Die gestrichene Form von A bezeichnet hierbei die Ableitung nach ¢;. Wir nutzen
als Ansatz zur Losung

‘I’p,s(x) = diD(q)k)up/se*%px. (2.3)

Dabei bezeichnet N, die Normierungskonstante, ®(¢y) die gesuchte Losungsfunk-
tion, s einen Spinor und p* den Viererimpuls des Elektrons mit p*> = m?c?. Fiir
A(py) = 0 soll der Ansatz in die Losung der freien Dirac-Gleichung iibergehen.
Entsprechend kénnen wir uy,s als freien Elektronen-Spinor identifizieren. Setzen wir
den Ansatz in Glg. (2.2) ein und nutzen die Entwicklung

e e
exp <2C(k‘P>KA> =1+ WKA, (2.4)

erhalten wir die Losung fiir den elektronischen Volkov-Zustand.

Eine weitere Moglichkeit die Zustdnde zu ermitteln, liegt darin, das System in
Lichtkegelkoordinaten zu betrachten. Diese Herleitung wollen wir an dieser Stelle
ndher erortern. Wir orientieren uns dabei an Kapitel 3.20 aus Ref. [63], welches fiir
die Herleitung das relativistische Einheitensystem mit /7 = ¢ = 1 verwendet.

Lichtkegelkoordinaten sind eine gdngige Wahl das Bezugssystem zu beschreiben,
wenn es um Problemstellungen geht, die eine Bewegung nahe der Lichtgeschwin-
digkeit beinhalten. Fiir einen allgemeinen Vierervektor v* = (v°,v) lasst sich in
Lichtkegelkoordinaten schreiben:

o = oin! + v @i +viak + vpab, (2.5)

mit einem beliebigen Einheitsvektor n, n* = (1,n), i* = 1/2(1, —n) und a]P.’ = (0,4;),
wobei j = 1,2. Die Vektoren a; und a; sind Einheitsvektoren, welche senkrecht zuein-
ander und senkrecht zu n orientiert sind. Die Parameter der Lichtkegelkoordinaten
sind durch v, = (i-0) = (" +n-9)/2,0- = (n-v) =" —n-vund v; = v-a;
gegeben. Fiir die Raum-Zeit-Koordinaten definieren wir entsprechend:

¢ = t—n-x,
S t+n-x
5
x, = x—(n-x)n. (2.6)

Die Ableitungen transformieren sich demzufolge gemaf3

9 _ 19 9 9 _190 2 (27)
at ~ 29t 9’ omn-x) 20T 3¢ 7
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Skalarprodukte lassen sich wie folgt ausdriicken:
a~b:a+b_+a_b+—aj_-bl. (28)

Wir wollen uns im Folgenden auf den Fall n = e, beschréanken. Die Dirac-Matrizen
lassen sich infolgedessen durch

0 3

_ 2"y

T+ = 5 ’

- = "=
v = ("), (2.9)

in Lichtkegelkoordinaten ausdriicken. Mit k¥ = (1,0,0,1), was zu k4 = w, k_ =0
und k; = 0 fiihrt, sowie der Lorentz-Bedingung, die uns A_ = 0 liefert, lasst sich
nun die Dirac-Gleichung vereinfacht darstellen:

(iv40r +iy-0p+iv, -V, —ey- Ay +ey, -AL —m)¥(x)=0. (2.10)

Wir nehmen an, dass sich das Potential mit Lichtgeschwindigkeit in die z-Richtung
bewegt. Entsprechend héingt es nur von ¢ ab. Somit gilt Ay = A (¢) und A =
A (¢). Demnach kann die Bewegung des Elektrons in Richtung von 7 und x| durch
eine gewohnliche ebene Welle beschrieben werden. Fiir die Losung konnen wir
entsprechend den Ansatz

¥(x) = Nye P £(9) (2.11)

wihlen. Diesen setzten wir in Glg. (2.10) ein. Wir splitten f(¢) in zwei Teile auf:

f(9) = f+(9) + f-(9), (2.12)

. 1\ FH/2 . . o o
mit f1(¢) = (j) Y7+ f(¢). Die neue Gleichung multiplizieren wir jeweils

mit y_ und 4. Die zwei Gleichungen, die wir dadurch erhalten, lauten:

i) = ;v‘m (pL—eAL) +m)f () (2.13)

und

(vi-(pL—eA) —m)7°fi () +2(idgp+ (ps —eAy)) f-(9) = 0. (2.14)

Dabei haben wir die im Anhang aufgefiihrten Relationen fiir -Matrizen verwendet.
Wir setzen Glg. (2.13) in Glg. (2.14) ein und schlieffen auf eine Differentialgleichung,
welche keine y-Matrizen mehr enthalt:

(i8¢ - 2;_(—62142 +2¢A - p)) f-(¢)=0. (2.15)

Diese Gleichung lasst sich direkt 1osen und liefert uns f—(¢) = foe~'8(®) mit g(¢) =

Ik ¢ d¢ (E;:—f - ‘iﬁz) Dabei bezeichnet fy = %707_%,5 einen konstanten Spinor,

wobei 1,5 dem Spinor der freien Dirac-Gleichung entspricht. Setzten wir nun f_(¢)

in den Ansatz ein, ergibt sich als Losung der elektronische Volkov-Zustand

(=) _ kA Ig(-)
Yy = Np (1 + 72c(k : p)>up,s exp (hS (2.16)

9
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mit der klassischen Wirkung

: 2( =
O=px) - M A _ A @] 4,
S (p-x) ) [P A(Pr) e | APk (2.17)
wobei fiir die Losungen die Naturkonstanten 7 und c wieder reinstalliert wurden.
Die untere Grenze lassen wir dabei unbestimmt, da sie lediglich einen von x* unab-
héngigen Phasenfaktor beisteuert.

Um nun vom elektronischen Volkov-Zustand zum entsprechenden positronischen
Zustand zu kommen, miissen wir p — —p substituieren sowie den elektronischen
mit dem positronischen Spinor v, s tauschen. Somit ergibt sich

4 .
‘If;;) =N, (1 - %‘zlli_p))vp,s exp <;S(+)) (2.18)
mit
¢ A%(¢
S =(p-x)— c(kiep)/ ' [P “A(Pr) + ‘ 2(C(Pk)} d@y. (2.19)

Nun geht es an die Bestimmung der Normierungskonstanten. Dazu wird die nullte
Komponente der mittleren Stromdichte betrachtet. Fiir die Stromdichte ldsst sich

- 1 e eA - e2 A2
i A — N2 | gt — ZAM Lk P
] psV ¥ps =N, - {p C AF +k (c(k ) 22k p) )} (2.20)

bestimmen. Der zeitliche Mittelwert ist im Falle eines periodisch oszillierenden

Laserfeldes, fiir welches (A*) = 0 gilt, durch

NZ
(") = quy (2.21)

gegeben. Hierbei bezeichnet

2<A2>

po o © z
gt =p 2c2(k~p)k (2.22)

den effektiven Impuls. Dieser erfiillt die modifizierte Energie-Impuls-Beziehung

2 2/ A2
2 92 e 2 .2 €<A> 22
Q—P—C2<A>—mc<1— C4m2>_m*c. (2.23)

Das Elektron besitzt im Feld die effektive Masse m,, welche grofier ist als die freie
Masse m. Fiir die Normierung fordern wir, dass die mittlere Elektronendichte (j°)
einem Teilchen pro Volumen V entspricht. Dies fiihrt uns zu

[mc
Ny = qo—v. (2.24)

Um die Berechnungen kompakt zu halten wird héufig ein Einheitsquantisierungsvo-
lumen verwendet.

2.2 STRAHLUNGS-EICHUNG UND GOPPERT-MAYER-EICHUNG

Die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Ausdriicke fiir die Volkov-Zustidnde
werden in der sogenannten Strahlungseichung gezeigt. Diese ist die relativistische
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Verallgemeinerung der Geschwindigkeitseichung. So wie es im nicht-relativistischen
Fall die Moglichkeit gibt das elektromagnetische Potential in Geschwindigkeitsei-
chung oder Langeneichung zu beschreiben, gibt es im relativistischen die Moglichkeit
zwischen Strahlungseichung und Goppert-Mayer-Eichung zu wihlen. Wahrend der
S-Matrix-Formalismus eichinvariant ist, ist das Ergebnis der SFA abhéngig von der
Eichung. Im nicht-relativistischen hat sich die Langen-Eichung in dem Sinne als
vorteilhaft erwiesen, als dass sie fiir die Ionisation eine bessere Ubereinstimmung
mit experimentellen Daten liefert [64]. Entsprechend verwenden wir fiir die SFA-
Berechnungen in Kapitel 3 und 4 die Goppert-Mayer-Eichung.

Die Eichtransformation der Strahlungseichung in die Goppert-Mayer-Eichung
wird in den Ref. [58, 65, 66] anschaulich beschrieben. Dennoch wird an dieser Stelle
kurz die Transformation der Zustdnde hergeleitet.

Die zum Vierer-Potential A¥ gehorigen elektromagnetischen Felder sind invariant
gegeniiber der Transformation

P
g=9¢ c ot
Al =A+VL(. (2.25)

Wird die Definition in die Dirac-Gleichung

(8 — A —me) ¥ =0 (2.26)
eingesetzt, dann ergibt sich
n 0¥ _edly LeL e ) )
T TR (P cA +CVC)T+6¢T+ﬁmC T. (2.27)

2

Hierbei entsprechen a!, a2, &3 und B den bekannten Dirac-Matrizen

) i
al_(oi U)undﬁ_<l 0),
o0 0 -1

wobei diese aus den Pauli-Matrizen ¢! und der zweidimensionalen Einheitsmatrix
aufgebaut sind.

Damit die Dirac-Gleichung invariant gegentiber der Transformation bleibt, fithren
wir die Phasentransformation beziiglich des Zustands ¥ = ¥’e’ ein. Dabei bringt
uns dieser transformierte Zustand genau dann zu einer invarianten Form der Dirac-
Gleichung, wenn

e

v = 5.5 (2.28)
Fiir die Goppert-Mayer-Eichung ist das Vierer-Potential durch
¢ = —r-F,
A = —(r-Fle; (2.29)

gegeben. Hier beschreibt e, den Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung der elektro-
magnetischen Welle und F das entsprechende elektrische Feld. Damit sich Glg. (2.29)
aus Glg. (2.25) ergibt, muss

{=—-Ar (2.30)

11
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gelten. Somit ist der transformierte Zustand durch
¥ = Ye lncAT (2.31)

gegeben, mit dem Vektorpotential A in der Strahlungseichung.

2.3 ZUSTANDE IN FOKUSSIERTEN LASERFELDERN

In vielen analytischen Rechnungen werden fiir das elektromagnetische Hintergrund-
feld Ndherungen in Form von ebenen Wellen verwendet. Diese Vereinfachung wird
insbesondere aus dem Grund vorgenommen, dass es nur wenige Félle gibt, in denen
sich die Dirac-Gleichung fiir ein elektromagnetisches Hintergrundfeld analytisch
l6sen lasst. Um mit analytischen Rechnungen jedoch eine gute Vorhersage zu ex-
perimentellen Versuchen machen zu kénnen, werden Zustidnde benoétigt, welche
die Fokussierung des Laserfeldes mit beriicksichtigen. Beispielsweise werden viele
Prozesse erst bei hohen Intensitdten umsetzbar, was eine starke Fokussierung der
Laserenergie zur Voraussetzung macht.

In Ref. [60] werden im Rahmen der Wentzel-Kramers-Brillouin-N&dherung (WKB-
Néaherung) Elektronenzustinde in Gegenwart eines elektromagnetischen Hinter-
grundfeldes von allgemeiner Raum-Zeit-Struktur analytisch hergeleitet. Die Her-
leitung beruht auf der Pramisse, dass die Anfangsenergie des Elektrons die grofite
dynamische Energieskala im Problem ist. Um die Verwendung dieser Zustdnde in
Kapitel 6 eingéngiger zu machen, folgen wir strikt den Schritten aus Ref. [60] und
skizzieren an dieser Stelle einige Teile dieser Herleitung.

Zunichst wird in Ref. [60] die Trajektorie eines Elektrons in einem allgemeinen
Hintergrundfeld ermittelt, um anschlieSend mithilfe der WKB-Methode die Zustédnde
zu bestimmen. Als Ausgangspunkt fiir die Trajektorie dient die Lorentz-Gleichung

(o 1B L

P %F”VHV. (2.32)

Dabei bezeichnet IT* = (¢,II) den Vierer-Impuls, s die Eigenzeit und F'' =
ot AV — oV AF = (E(x), B(x)) den Feldstirketensor, welcher die Amplitude Fy besitzt.
Feldstdrke und Winkelfrequenz sollen dabei so grof3 sein, dass fiir den entsprechen-
den Intensititsparameter ¢ = |e|Fy/mwy die Ungleichung m < m¢ < € gelte, wobei
go die anfangliche Elektronenenergie und p}) = (g, po) den anfanglichen Viererim-
puls beschreibt. Durch diese Bedingung wird sichergestellt, dass sich die Bewegung
des Elektrons nur leicht im Vergleich zu seiner Ausgangsrichtung verandern wird.
Es bietet sich daher an, fiir die analytische Beschreibung Lichtkegelkoordinaten zu
verwenden. Wir nutzen dazu die in Abschnitt 2.1 definierten Glg. (2.5), (2.6), (2.7)
und (2.8). Die Bedingung I? = m? impliziert I1_ = (m? +I1% ) /2I1. Zudem wird
in der betrachteten Situation [IT, | « m¢ < I1; sowie I1; & € vorausgesetzt.

Die Elektronen-Trajektorie wird entlang 7 parametrisiert. Es ist dabei hilfreich
sich die Relation

IT" = I, dx"/dt (2.33)
vor Augen zu fithren. Diese folgt aus der direkten Definition von IT# = mdci‘;l.

Entsprechend lassen sich die Komponenten der Lorentz-Gleichung iiber % = II% in
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Lichtkegelkoordinaten ausdriicken. Diese sind somit durch

drr, eF, -IT,
T eE, + 210, (2.34)
und
2 I'IZ
dHL:er_eBnanL+em + iF, (235)

dT H_|_ E H%_
gegeben. Dabei bezeichnen B, =n-B, E, =n-E und Fp/m =E | +n x B, . Diese
Gleichungen werden nun dadurch gelost, dass |IT| | /I, eine sehr kleine GroBe ist,
die in unterschiedlichen Potenzen auftritt. Die Grofie jedes einzelnen Terms wird
durch die Potenz von 1/I1; bestimmt. Zudem nehmen wir an, dass die Komponen-

ten von F*

alle dieselbe Grofsenordnung haben.

Im néchsten Schritt werden die Feldkomponenten entlang der Trajektorie be-
stimmt. Uber den Zusammenhang aus Glg. (2.33) konnen die folgenden Gleichungen
fiir die rdumliche Komponente r(7) = (¢(7),x, (7)) des Elektrons ermittelt werden:

dﬁ_d(xo—n-x)_E_n-ﬂ_&_m2+ﬂi (2.36)
dt ~ dr I, I, 0L 2iE 3

und auf demselben Weg

2 F, H
de:e——EnH —eBnnXHl e m? +
dT2 H+ HZ

H
~Fn (F ML) 5 (237)
Iz 4 1B s
Die Anfangsbedingungen zur Zeit 7y = (to +n - xg)/2 werden durch (1)) =719 =
(¢0,x0,1 ), mit ¢pg =ty —n - x9 und durch I, (19) = po+ = p+ gegeben. Per Defini-
tion sind I, (19) = 0 und IT_ (1) = po,_ = p— = m?/2p-.

Durch eine einfache Integration der Glg. (2.36) und (2.37) sowie der Beschrankung
auf Terme der Ordnung p;l oder hoher ergibt sich fiir den Ortsvektor

r(1) = (gbo,xo, L+ p% /T OT dt G(T,ro)) (2.38)

mit G(t,79) = | TZ dtF,(T,70). Dabei haben wir verwendet, dass sich die Felder nur
wenig in x| dndern und sich IT; =~ p in fithrender Ordnung ermitteln lasst. Wir
setzen diese Relation in die Glg. (2.34) ein und entwickeln E,;, um ry:

dH+ e de
dt ¢En + EF’” dt
6’2 T 62
P+ \Jn 2py

(2.39)

Durch beidseitige Integration tiber 7 ldsst sich eine Gleichung fiir IT; finden:

o2

+/ dz (/ d% G, (%, r )VLEH(T ro) (2.40)

13
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Der letzte Summand vereinfacht sich mit Hilfe der partiellen Integration. Dadurch
lasst sich die gesamte Gleichung auf eine kompaktere Form bringen:

o2

T
I, = p++/ df <eEn(f,ro)+
T 2py

F,, ~Gp(%,r0)>

2

T T T
+ & [T a2 G,(%,m0) (/ 4% V| En(%,10) — / 4% VLEn(%,r0)>
P+ Jr T 0

T 2
= p+ —l—/ dt <eEn(T',r0) + e—Fm -Gy(T,10)
To 2P+

2
+2.G,(1,1)V. [ 4f En(%,r0)> (2.41)
P+ T

Fur IT, lasst sich auf dieselbe Weise eine Gleichung finden. Wir setzen ebenfalls
Glg. (2.38) in Glg. (2.35) ein und integrieren beide Seiten {iber T, wobei sich auch hier
die Terme mithilfe der partiellen Integration vereinfachen lassen. Dadurch gelangen
wir zur Gleichung

T 2
I, = / d%(el—‘p(f,ro) ~ % B, (n x G,(1,19))
T P+
e? T -
+—G,,(f,r0)/ di Vv, -Fp(%,r0)>. (2.42)
P+ T

Zudem lasst sich die letzte Impulskomponente auf direktem Weg bestimmen:

m? + EZG%(T,To)

I1_ = . 2.
2, (2.43)

Nachdem nun die Trajektorie des Elektrons bestimmt wurde, wenden wir uns
dem quantenmechanischen Fall zu und betrachten die Dirac-Gleichung

(v"(ihdy — eAy) —m) ¥ = 0. (2.44)

Dadurch, dass bei ultrarelativistischen Teilchen die de Broglie-Wellenldnge sehr klein
ist, kann das System als quasiklassisch betrachtet werden und die Gleichung lasst
sich tiber die WKB-Methode 16sen.

Die WKB-Methode [67-69] wird in der Literatur insbesondere dann erwéhnt,
wenn es um die Berechnung von semiklassischen Néherungslésungen der Schrodinger-
Gleichung bei nicht-konstanten Potentialen geht, wie es beispielsweise in der Ref. [70]
erlautert wird. Die Methode an sich ist jedoch zur Bestimmung der Losung von ver-
schiedensten Differentialgleichungen anwendbar. Beispielsweise lassen sich lineare
Differentialgleichungen, bei denen der Term mit der Ableitung hochster Ordnung
im gewissen Sinne klein ist, l6sen, indem ein Ansatz der Form exp(iA) eingesetzt
wird und die Funktion A als Reihenentwicklung betrachtet wird [7o—72].

Wie in Ref. [60] beschrieben, sieht die WKB-Methode fiir unsere Fragestellung vor,
dass wir den Ansatz ¥(x) = ¢(x)exp[iS(x)/h] in die Dirac-Gleichung einsetzen
und S(x) in einer Potenzreihe in 7 entwickeln. Dabei werden die verschiedenen
Ordnungen in der Gréfle von f als einzelne Gleichungen formuliert, die sich nach
der Funktion S(x) auflosen lassen. Der gewihlte Ansatz spiegelt den Grenzfall zur
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klassischen Mechanik wieder, wenn wir S(x) als Wirkung identifizieren. Setzen wir
diesen Ansatz in die Dirac-Gleichung ein, fithrt dies zum Ausdruck:

[7"(9xS(x) + eAp) +m] p(x) = iy 9,y (). (2.45)

Werden, wie zuvor beschrieben, die Terme proportional zu # vernachlédssigt und die
nullte Ordnung in % betrachtet, ldsst sich die folgende Gleichung gewinnen:

[7"(0,S(x) +eAy) +m] p(x) = 0. (2.46)

Diese besitzt genau dann eine von Null verschiedene Losung fiir den Bispinor
i(x), wenn die Determinante det [#(9,S(x) +eAy) +m| = 0 verschwindet. Es
lasst sich leicht nachrechnen, dass diese Determinanten-Gleichung die Hamilton-
Jacobi-Gleichung

(9,S(x) +eA,)(9"S(x) + eA") —m* =0 (2.47)

impliziert. Ausgehend von dieser wird in Ref. [60] nun die Methode der Charakteristi-
ken angewendet. Eine alternative Vorgehensweise wird in Ref. [61] prédsentiert. Beide
Moglichkeiten werden an dieser Stelle kurz skizziert. Die Methode der Charakteristi-
ken erlaubt es ein System partieller Differentialgleichungen in ein System gewodhn-
licher Differentialgleichungen zu tiberfiihren, indem die unabhingigen Variablen
und die gesuchte Funktion entlang von sogenannten Charakteristiken parametrisiert
werden. Wir folgen der Vorgehensweise aus Ref. [73], in der die partielle Differen-
tialgleichung F(x*,u, P*), mit P¥ = 8871;,' in folgendes Differentialgleichungssystem
tiberfiihrt wird:

Wt oF
ot op,’
apH oF _oF
- = = H_
at <axy P au> ’
Jdu JoF

Hierbei bezeichnet t einen noch unbestimmten Parametrisierungsparameter. Dieses
hergeleitete System ldsst sich nun fiir unsere Zwecke nutzen. Wir beginnen mit der
partiellen Differentialgleichung

F(x",S,0"S) = (9,S(x) + eAy) (3"S(x) + eAF) — m>. (2.49)

Mitu =S, t=s/(—2m) und IT# = —0'S — e A" folgt aus den ersten beiden Zeilen
der Glg. (2.48) die Lorentz-Gleichung, wéahrend sich aus der letzten Zeile die folgende
Konstruktionsvorschrift fiir die Wirkung folgern lasst:

d
(Tf — —m— %HVA”. (2.50)

Diese ldsst sich unter Ausnutzung von Glg. (2.33) ausintegrieren. Dabei werden die
bereits bestimmten Trajektorien aus Glg. (2.41) bis (2.43) verwendet. Die Anfangsbe-
dingung der Wirkung ist durch

S(10) = —p+Po—p-To+PL-Xo,1 (2.51)

gegeben. Wir driicken das Ergebnis durch Glg. (2.38) aus und verwenden zudem
nur Terme bis zur Ordnung p;l. Somit ergibt sich die Wirkung

2 T 2
s = —pp— —/ d~{A_ 1)+ ——G2(T,1)| . .
P = —pep— g [Carfea-@n)+ 5 Ghen @52

15
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Diese lasst sich tiber einen verallgemeinerten Weg ebenfalls direkt aus der Hamilton-
Jacobi-Gleichung gewinnen. Dazu erldutern wir kurz die alternative Herleitung
aus Ref. [61]. In dieser wird die Variation der Wirkung verwendet und wir setzen
S=5y(10) = —(p+¢+p-T—p1L-x,)+3S(10) in die Hamilton-Jacobi-Gleichung
ein, woraus sich

255, 238,208, 1 2

P+ (81 +€A+> +pL- (VL&SP —EAL) — W? + E (VL&SP)
1 285, 288,

—EZA,AJF + EEZAZL - eAfw - €A+? - eAl * VLé‘Sp

o (P2 e ) =0

erschliefSen ldsst. Diese Gleichung wird im Anschluss iterativ geldst. Dazu wird
3Sp(10) = (55,5,0)(T0) + (55,5,1)(T0) + ... nach der Ordnung (582")(70) = O(1/p") defi-
niert. Das Einsetzen dieses Ansatzes in die obige Gleichung schafft in fiihrender
Ordnung

580 (1,r) = —e/Tdf A_(T,7). (2.54)
T

Erneutes Einsetzen dieser Gleichung in Glg. (2.53) und erneut fiir die fiihrende
Ordnung gelost, fiihrt dies zum Ausdruck

65V 1
P+ an =ep - A — 562-42 ’ (2.55)

mit
A (t,r) = A (t,r)+V, /Tde_(i-,r)
- _ /‘T dt (EJ_("T',?') +n X BJ_(”T',T)) = —GP(T,r). (256)

Wird Glg. (2.55) aufintegriert und zur Losung nullter Ordnung hinzu addiert, ldsst
sich fiir die Wirkung der verallgemeinerte Ausdruck

Sp = —(pep+pt—pioxi)—c [ dTA (1)
T
+ P1+ /Tordf [epL~Al(f,r)—;ezAi(%,r)] (2.57)

gewinnen. Anders als beim Ansatz aus Ref. [60] ist p; = 0 keine Randbedingung.

Um den Zustand vollstindig angeben zu kénnen, verbleibt nun die Aufgabe den
Bi-Spinor (x) zu bestimmen. Dabei folgen wir weiter der Herleitung aus Ref. [60].

Mit dem Vierer-Impuls IT'(x) = —od#S(x) — eA*(x), welcher nun ortsabhidngig
betrachtet wird, lasst sich Glg. (2.46) zu
(YT (x) —m] ps =0 (2.58)

zusammenfassen, wobei s = £1 den Spinfreiheitsgrad des Elektrons angibt. Eine
Losung dieser Gleichung entspricht der einer freien Dirac-Gleichung. Der Ansatz
fiir den Spinor lautet entsprechend

1 Ve(x) +mwpys(x)
Pps = Tm (x)-c wp,s(x) .

e(x)+

(2.59)
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Hier bezeichnen ¢ die Pauli-Matrizen, wys(x) beliebige Spinoren und der Faktor
V2goV ist fiir die Normierung eingefiihrt worden.

Bis zu diesem Punkt haben wir eine Losung der nullten Ordnung in 7 bestimmt.
Im néchsten Schritt betrachten wir Glg. (2.45), welche proportional zu # ist. Das
Multiplizieren dieser Gleichung mit dem Faktor (VI + m) fiihrt zu der vereinfachten
Form

['Yﬂn}t(x> + m]’)/vavlpp,s = 0. (2.60)

Einsetzen des Spinors aus Glg. (2.59) in diese Gleichung fiihrt zu dem Ausdruck

1 ie IT < E
H‘uayw’gls = —E(ayl_[”)wp,s + E(T . (B — S—Hﬂ) wP,s. (2.61)
Wie zuvor, konnen wir die Methode der Charakteristiken an dieser Stelle anwenden
und den Spinor entlang T parametrisieren. Eine geschickte Wahl der Parametrisie-
rung ist

1 /7 . 0,II¥
wp,s(T) = exp [—2 dt I”T+ ] Pp,s(T)- (2.62)

0

Dieser Ausdruck wird in Glg. (2.61) eingesetzt und es wird iterativ eine Losung fiir
Pp,s(T) bestimmt. Dies fiihrt zur Gleichung

dop,s(T) e IT x E(t,7)
or 2L, (B (T,r) - S+m> Pps(T), (2.63)

welche wir auf beiden Seiten tiber T integrieren. Setzen wir das Ergebnis in den
Ansatz aus Glg. (2.62) ein und verwenden p, (7)) = wps(7) gelangen wir zum
Ausdruck

Wwps(T) ~ exp {—/ dt (2.64)
(wps T +/ dt ﬁa (B(f,r) - W) wp,s(ro)> .

E+m

dy HP‘}

Wir betrachten nun den Exponenten und verwenden nur die Terme bis zur Ordnung
H;l, sodass

TRLI o (o I 1. [T (1) e (T .. Vi-Gytr)
exp {—2 A dt T, } = exp {—Zln [H+(TO)H exp {_Z/T dt ]

(2.65)

Beide Faktoren lassen sich entsprechend entwickeln, wenn wir I1 ~ p als grofs-
te Variable identifizieren. Uber diese Entwicklung lasst sich fiir den Spinor die

Gleichung
e
wps(T) = wps(1) — ZPT/TO dt {VL p(T,1)
—io - (B(%t,r) —n x E(T,r)) } Wp,s(To) (2.66)

finden. Setzen wir Spinor und Wirkung in unseren Ansatz ¥ (x) = i (x) exp[iS(x)/h]
ein und behalten die Terme bis zur Ordnung p.?, finden wir den elektronischen

17
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Zustand
1) _ (1) _ € /T - ) .
¥ (1) = exp [zsp (1,7) /h} {1 2 ). 4 [vL G,(%,7)
—iZ‘.~(B(fr)—n><E(1“’r))]up’s (2.67)
’ T Jaegv 7
fiir eine allgemeine Feldkonfiguration. Hier bezeichnen & = —iy%y!9293y und

ups den freien Bi-Spinor eines Elektrons. Fiir eine aus- bzw. einlaufende Welle
wird in dieser Gleichung formal der Limes 1) — d-co gebildet. Den positronischen
Zustand erhalten wir wie zuvor durch die Ersetzung von p# durch —p# und den
entsprechenden elektronischen durch den positronischen Bi-Spinor v, s.

2.4  1s-ZUSTANDE

Neben den Kontinuums-Zustanden werden in dieser Arbeit ebenfalls gebundene
Zustinde verwendet. Entsprechend wollen wir die Dirac-Gleichung fiir ein Elektron
im Coulomb-Potential 16sen. Die stationdre Dirac-Gleichung ist dabei gegeben durch

Ze?
(V - mc> ¢(r) = Eq(r), (2.68)
wobei ¢(r) der ortsabhiingige Spinor der zeitabhingigen Wellenfunktion ist:
D(r,t) = @(r) exp(—iEt/h). (2.69)

Bei der Losung dieses Problems folgen wir der Herleitung aus Ref. [74].

Betrachten wir das nicht-relativistische Problem eines Elektrons in einem sphdéri-
schen Potential, so ist bekannt, dass die Operatoren ﬁz, jz und f », mit dem Hamilton-
Operator kommutieren. Dabei bezeichnet L den Bahndrehimpulsoperator und J
den totalen Drehimpulsoperator. So ldsst sich das dortige Quantensystem mit den
dazugehorigen Quantenzahlen /,j = [ & % und m; beschreiben.

Schauen wir uns nun den relativistischen Hamiltonian an. Dieser kommutiert
im Gegensatz zum nicht-relativistischen Fall nicht mit dem Operator % Um die
fehlende Quantenzahl zu ersetzen fithren wir den Spin-Bahn-Kopplungs-Operator

R=9%Z -L+hn) (2.70)

ein, mit der Quantenzahl —%x. Somit haben wir ein System gemeinsamer Eigen-
funktionen fiir A, K, jz und fz mit den Eigenwerten E, —fix, j(j + 1)h2 und m]-h. Wir
stellen eine Verbindung zwischen den einzelnen Quantenzahlen her, indem wir

R? =1? +hE - L+ 1 (2.71)

jz R ) th (2.72)
vergleichen. Hieraus kénnen wir die Relationen

N o 1
R =]+ 1 (273)
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und
o1
k=+{j+5 (2.74)
ableiten. Die Quantenzahl « ist eine ganzzahlige positive oder negative Zahl.

Wir spalten den Vier-komponentigen Spinor ¢(r) in einen oberen Teil ¢4 und
einen unteren Teil ¢p auf. Wenden wir hierauf die Operatoren K, jz und fz an,
ergeben sich die Gleichungen

(c-L+h)ga = —xhey,
(c-L+h)gg = xhep, (2.75)
sowie
Poas =i+ 1)Ppap (2.76)
und
J29ap = mihgap. (2.77)

Dadurch, dass ¢4 und ¢p jeweils Ei%enfunktion von (¢ -L+7) und jz sind, sind
sie ebenfalls Eigenfunktionen von L%, ganz im Gegenteil zum Vierer-Spinor. Die
Eigenwerte zu 12 sind durch ! A(L4 + 1)1* bzw. durch I3(Ig + 1)h* gegeben. Durch
den Vergleich der obigen Gleichungen mit den Eigenwerten von 17 lassen sich die

Beziehungen
. 1
& = ji+D)=lala+1)+
iy 1
ko= ji+1) -l +1)+ (2.78)
und somit die Zusammenhénge
= -5
] - 2’
Kk firx >0
la =
k| =1 furx <0
k—1flirx >0
g = . (2.79)
x| fiir « < 0

ermitteln. Dadurch, dass die obere und untere Komponente nun doch jeweils durch
ihre Bahndrehimpulsquantenzahl beschrieben werden kénnen, liegt es nahe ¢4 und
@p dhnlich wie die nicht-relativistischen Pauli-Spinoren zu konstruieren. Entspre-
chend wird der Ansatz

_ 8K(”)X;Tj 280
Prem; (1) = <i o ) (2.80)

gewahlt. Fiir j = [ + 1 gilt

=2 L—mj+3
X = 21 +1 Yl’mjfl/z (0 + 21+ 1 Yl,mj+1/2 1 (2.81)

19
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undfurj:l—%

i I—mj+3 1 l+m;+1 0
o= =12 I+mi+s
X = 20+1 Yl,mjfl/Z (0 + 2011 Yl,mj+1/2 1] (2.82)

. +3 o . :
Es lasst sich erkennen, dass x; > den Pauli-Spinoren entspricht. Setzen wir den

Ansatz aus Glg. (2.80) in die Dii‘ac—Gleichung (2.68) ein und folgen den in Ref. [74]
beschriebenen Schritten, so lisst sich der Grundzustand

Dy = g(V)Xs eXP(—iElsf), (2.83)
mit der radialen Funktion g(r) = C;5(2Zr)" Lexp(—Zr), o = [1 — (aZ)?]V/2, Cys =
1

(%%) ? und der Feinstrukturkonstante a bestimmen. Die zwei moglichen

Spinoren des Elektrons sind gegeben durch

1 0
0 1
1= L undx 1= ... . .
X+} zlﬂé—z‘fcosﬂ X} zla—z"smﬂe 1
l—0 - i 1—c
i~ sinde'? —i7 cos?®

Hier bezeichnet E;s = oc? die Energie des gebundenen 1s-Zustands, sowie Z die
Kernladungszahl. Die Grundzustandsenergie ist, durch die zwei moglichen Quan-
tenzahlen m; = j:% und den entsprechenden zwei moglichen Spinoren, zweifach
entartet. Im nicht-relativistischen Limes reduziert sich ®; auf die Losungen der
Schrodinger-Gleichung, welche mit den Pauli-Spinoren aus den oberen beiden Kom-
ponenten multipliziert werden.



3 RELATIVISTISCHE [ONISATION WAS-
SERSTOFFAHNLICHER ATOMSYSTEME
IN KONSTANTEN GEKREUZTEN ELEK-
TROMAGNETISCHEN FELDERN

In diesem Kapitel beschreiben wir die relativistische Ionisation eines Atoms in einem
konstanten gekreuzten elektromagnetischen Feld, welches wir angelehnt an die
englische Ubersetzung mit CCF abkiirzen. Wie eingangs in Kapitel 1 erldutert, hat
in den letzten Jahren das Interesse an der relativistischen Ionisation insbesondere
dadurch zugenommen, dass in der Laserentwicklung immer groflere Fortschritte
gemacht wurden. Somit ist die relativistische Ionisation bereits in vielféltiger Weise
ergriindet worden. Beispielsweise konnte in Experimenten bei Edelgasatomen die
Bildung sehr hoher Ladungszustinde mit Ionisation bis hinunter zur K-Schale
beobachtet werden [75-78]. Auf theoretischer Seite liegen ebenfalls zahlreiche Studien
vor. Die in diesem Kapitel gezeigte neue Berechnung der Ionisationsrate bildet ein
Bindeglied einzelner vorangegangener theoretischer Arbeiten. Daher ist es niitzlich,
sich zunéchst mit der vorhandenen Literatur und Historie zu beschéftigen.

Den Anfang macht die Verdffentlichung [79] von Keldysh, in der die Starkfeldio-
nisation von Atomen in einem sich zeitlich verdndernden elektrischen Feld zum
ersten Mal behandelt wurde. Keldysh fiihrte dazu die Nutzung der Strong Field
Approximation (SFA) in einem nicht-relativistischen Kontext ein. Die relativistische
Starkfeldionisation wurde kurz darauf im Rahmen der Klein-Gordon-Theorie fiir ge-
bundene spin-lose Teilchen in Gegenwart einer ebenen Welle beziehungsweise eines
konstanten gekreuzten Feldes von Nikishov und Ritus beschrieben [52, 53]. Im Hin-
blick auf den weiteren zeitlichen Verlauf wurde kurz darauf die Keldysh-Theorie auf
den relativistischen Bereich verallgemeinert. Dies gelang Reiss, indem er im Rahmen
der Dirac-Theorie die Ionisationswahrscheinlichkeit eines durch Coulomb-Krifte ge-
bundenen 1s-Elektrons in einer ebenen elektromagnetischen Laserwelle berechnete,
wie es in Ref. [54, 80] gezeigt wird. Ein anderer Ansatz wurde parallel von Perelomov,
Popov und Terentev verfolgt. Die nach ihnen benannte Perelomov-Popov-Terentev-
Theorie (PPT) stiitzt sich auf die Methode der imagindren Zeit [55, 57, 81, 82]. Die
Methode der imagindren Zeit beschreibt den Tunnelprozess mithilfe klassischer
Bewegungsgleichungen, die in Abhidngigkeit von einer imagindren Tunnelzeit for-
muliert werden. Die Wahrscheinlichkeit des Tunnelns wird durch den imaginiren
Teil des Wirkungsfunktionals bestimmt, wobei dieser imagindre Teil entlang der
Trajektorie berechnet wird.

Abbildung 3.1: Schematische Dar-
stellung der relativistischen Tun-
nelionisation eines gebundenen
1s-Elektrons.
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Eine kurzer Uberblick iiber die
verwendeten Mafleinheiten wird
im Anhang gezeigt.
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Die in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse basieren auf der Veroffentlichung [83].
Dort haben wir eine weitere Behandlung der relativistischen Starkfeldionisation
eines wasserstoffahnlichen Atomsystems vorgestellt, die so in der Literatur zuvor
noch keinen Eingang gefunden hat. Dabei berechnen wir auf Basis der Dirac-Theorie
und der SFA die relativistische Ionisationsrate eines 1s-Elektrons, welches durch ein
Coulomb-Kernpotential in Gegenwart eines konstanten gekreuzten Feldes gebunden
ist. Somit bildet der erste Teil der Rechnung ein Bindeglied zwischen der Arbeit
von Nikishov und Ritus und der Arbeit von Reiss aus den Ref. [52—-54]. Es hat
sich gezeigt, dass die umfangreiche Physik der Starkfeldionisation durch die SFA
qualitativ korrekt beschrieben wird. Insbesondere unterscheidet sie in Abhidngig-
keit vom Wert des Keldysh-Parameters (vgl. Ref. [79]) die Bereiche Mehrphotonen-,
Uberschwellen- und Tunnel-Ionisation korrekt. Bei kleinen Keldysh-Parametern
gleicht die Ionisation einem Tunnelprozess durch die Potentialbarriere, die durch
das Feld des Atomkerns und das Laserfeld gebildet wird [84]. Dieser Prozess wird
in Abbildung 3.1 gezeigt. Auf der Zeitskala der Ionisationsdynamik erscheint die-
se Tunnelbarriere quasi-statisch. Dies legt die Wahl eines konstanten gekreuzten
Feldes nahe. Um auch in quantitativer Hinsicht eine Vorhersagekraft zu erreichen,
muss die SFA geeignet angepasst werden. Dazu wird in einem zweiten Schritt ein
entsprechender Korrekturfaktor eingefiihrt. Dieser ist notwendig, da das ionisier-
te Elektron durch den entsprechenden Volkov-Zustand beschrieben wird, der die
Wechselwirkung mit dem externen Feld vollstindig berticksichtigt, aber den Einfluss
des atomaren Kernpotentials auf die Elektronen-Dynamik beim Tunneln aufler Acht
lasst. Dementsprechend miissen die Effekte des Coulomb-Feldes unter der Barriere
mit einbezogen werden. Diese Effekte wurden beispielsweise in Ref. [52] durch die
dortige Verwendung der Methode der imagindren Zeit eingebunden. Fiir unsere
Zwecke muss der dort bestimmte Korrekturfaktor jedoch umgedndert werden. Es
bedarf einer Modifikation, da das langreichweitige Coulomb-Potential in unserer
Rechnung bereits im anfanglichen 1s-Zustand des Elektrons enthalten ist, wahrend
in den fritheren Studien von Mur, Karnakov und Popov aus Ref. [55, 81, 82, 85] ein
kurzreichweitiges Bindungspotential angenommen wurde.

In diesem Kapitel werden atomare Einheiten mit der elementaren Ladungseinheit
le] = 1 genutzt, um die doch recht umfangreichen Formeln moglichst kompakt
darzustellen. Zudem verwenden wir die Feynman-Slash-Notation.

3.1 THEORETISCHE VORGEHENSWEISE

Dieser Abschnitt ldsst sich in drei Teile gliedern. Wir erldutern zunichst die Vorge-
hensweise zur Bestimmung der lonisationsrate in der Standard-SFA, um im néchsten
Abschnitt auf die modifizierte Coulomb-Korrektur einzugehen. Im Anschluss pra-
sentieren wir einige Moglichkeiten durch geeignete Approximationen das Ergebnis
in kompakter Form darzustellen.

3.1.1 JIONISATIONSRATE IN DER STANDARD-SFA

Wir beschreiben den relativistischen Ionisationsprozess im kombinierten Coulomb-
und Laserfeld mithilfe des S-Matrix-Formalismus. Die Ubergangsamplitude ist fiir
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die Ionisation gegeben durch

i .
s =~ [dtx ¥ ) Ao (3.1)

Fiir die Beschreibung des Prozesses gibt es die Option zwischen der Strahlungs-
Eichung und der Goppert-Mayer-Eichung, der relativistischen Version der Langen-
Eichung, zu wihlen. Die hier gewidhlte Methode der SFA ist bekanntlich abhéngig
von der Wahl der Eichung. Aus Berechnungen im nicht-relativistischen Bereich ist
bekannt, dass die Wahl der Langen-Eichung zu besser tibereinstimmenden Ergebnis-
sen mit dem Experiment fiihrt, wie Ref. [64] entnommen werden kann. Aufgrund
dessen fallt die Wahl fiir diese Rechnungen auf die Goppert-Mayer-Eichung. Die
Wechselwirkung ist in dieser Eichung gegeben durch das Vierer-Potential

AL = (—F-r,—ex(F-1)). (3.2)

Hier beschreibt F das elektrische Feld. Dieses zeigt in Richtung der x-Achse. Das
magnetische Feld B zeigt entsprechend entlang der y-Achse. Die Feldamplituden
sind dabei gleich grof: |F| = |B| = F. Der Vektor e zeigt entlang der z-Achse.

Der Anfangszustand ist durch den gebundenen 1s-Zustand aus Glg. (2.83) gege-
ben. Hier bezeichnet E,s = oc? die Energie des gebundenen 1s-Zustands, sowie Z die
Kernladungszahl. Entsprechend wird das Ionisationspotential durch I, = ¢ — Eys
beschrieben.

Der Ausdruck aus Glg. (3.1) wiirde die genaue Ubergangsamplitude beschreiben,
wenn der Endzustand die Dirac-Gleichung mit dem vollstindigen Hamiltonian, also
inklusive CCF und Coulomb-Potential 16sen wiirde. Ein solcher Zustand ist jedoch
nicht in analytischer Form bekannt. Im Sinne der SFA kénnen wir den Endzustand
jedoch durch einen Volkov-Zustand nidhern. Dieser vernachldssigt die Coulomb-
Wechselwirkung und gibt eine Losung der Dirac-Gleichung fiir eine ebene Welle.
Fiir ein CCF wird der relativistische Volkov-Zustand eines Elektrons beschrieben
durch

_ KA (= s
‘I’;,s) = % <1 - 2c(kp)) Ug- exp (15( )) exp(—i(a-x)¢i/c) (3-3)
mit der Wirkung

S = —(p-x)+

A 2
(p a) 2 a 3:|, (34)

C(kp) |: 2 (Pk_a(/)k
dem freien Dirac-Spinor us und dem Vierer-Impuls p* = (po, p), wobei pg = ¢, /c.
Zudem entspricht A¥ = "¢, dem Vierer-Potential der Strahlungs-Eichung, mit
a'" = (0,—a,0,0). Dieses ist linear in der Phase ¢y = k - x. Durch die Exponential-
funktion exp(—i(@- x) ¢y /c) wird der Volkov-Zustand von der Strahlungs-Eichung in
die Goppert-Mayer-Eichung umgeformt, wie es bereits in Glg. (2.31) gezeigt wurde.

Ein konstantes gekreuztes Feld kann zwar als Grenzwert fiir unendliche Wellen-
langen einer ebenen Welle angesehen werden, dennoch erweist es sich als praktisch,
im Folgenden den Wellenvektor k¥ = (1, e;) mit der Frequenz w als Hilfsgrofie
einzufiihren. Die Ergebnisse am Ende miissen entsprechend wieder unabhédngig von

In Ref. [54] wird Glg. (3.1) als soge-
nannte Prior-Form bezeichnet, da
das Storpotential im Endzustand
enthalten ist, jedoch nicht im An-
fangszustand. Bei der sogenann-
ten Post-Form wiére dieses Verhal-
ten genau andersherum.
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diesen Grofien sein.

Die Rechnung lasst sich deutlich vereinfachen, wenn wir den Integranden aus
Glg. (3.1) liber seine Fourier-Transformierte beziiglich der Phase ¢; ausdriicken:

AN (D) 2 . (@)
(1 2c(k- p)) P( et e 4"’f>

/_oo ds e 5% (A(s) + i%A’(s)) (3.5)

i 2

Dabei bezeichnet A’ (s) die nach s abgeleitete Funktion. Den gewonnenen Ausdruck
setzen wir in die Wahrscheinlichkeitsamplitude ein und l6sen die Integration tiber
die Zeit t. Dies liefert uns den Faktor 27t (ep — Eqs — sw), mit dessen Hilfe wir im
Anschluss die Integration iiber s ausfithren konnen. Dies liefert uns

GgSFA rjc / d(pk/d3re ip-r zskrg( )17[ (1 _ 2C(ﬁkk. C) §0k> eiqpksAGXs*

2 .
X exp (_ 2((:r()k . ;) Pt 6C2(ak- P) q)k + Z( )(Pk> . (3.6)

Hier entspricht s = (¢, — E;s)/w. Um den Ausdruck moglichst kompakt zu halten,
2
SCZ?k p)
und y = (4,8)2/3[ (Sﬁ) ] ein. Zusétzlich substituieren wir z = (48)'/3(g) — 3):

Dies fiihrt uns zu

SSFA - — \/7 1/3 dz/d3re a7 o (r)i,- <1 (ik P) >AGX5
X exp {i (yz+ Z;)] exp [—1% (0‘;)3 + i;;] . (3.7)

Um die differentielle Ionisationsrate zu erhalten, muss das Betragsquadrat der Uber-

fiihren wir den Vektor g = p — sk — £ ¢y e, und die Variablen a = (’Z‘;) B =

gangsamplitude gebildet und iiber die anfanglichen Spin-Polarisationen gemittelt
sowie iiber die finalen Spin-Polarisationen summiert werden. Dieses Vorgehen ist
analog zur Berechnung in Ref. [54]. Daher werden wir bis zur Spurbildung, die sich
durch die Goppert-Mayer-Eichung deutlich vereinfacht, die kommenden Schritte
nur kurz beschreiben.

Das Betragsquadrat der Ubergangsamplitude lautet

c _ —ig-r _ia' v
|SSFA1Z = W(AL,B) 2/3/dz/dz’/d3r/d3r/e 17T ¢ (r)
xg(r') exp [i(yz +z3/3)] exp [—i(yz’ —1—2’3/3)}
_ ik = ki
XUg— (1 - ZC(kp)(Pk) AGXS*XS*A/G <1 - ZC( )(Pk) Ug—, (38)

wobei A, = Ag(x’) und g’ = ¢(2'). Uber die anféanglichen Elektronenspins wird
summiert und gemittelt, indem die entsprechende Matrix M explizit berechnet wird.
Diese lasst sich vereinfacht tiber verschiedene y-Matrizen darstellen, wobei der obere
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Index angibt, wie viele y-Matrizen im Eintrag jeweils als Produkt vorkommen. Somit

ergibt sich
1 1
M= xe e = ;MO + M+ M®) 4 MO)) (3.9)
S

mit

MO — £ 1,

MY = cwO =+ Cﬂl + 0272 + 0373r

M® = 7"y + 27?9 + 037’7 + 12719 + e3P + ey,

M® = " + o' + oV + ey 7

Die jeweiligen Variablen c;jx konnen den Ref. [21, 54] sowie Glg. (D.13) entnommen
werden. Im Anschluss wird tiber die Spin-Endzustdnde summiert. Die folgende
Formel erweist sich dabei als niitzlich:

i} 1 _ 1
gusffusf = 5. I (C(p+e)) =T (3.10)
mit
I'=(1—vikey) AcMAG (1 —vkig}) (3.11)
und
1
Vv = W (3.12)

Die Grofle T lasst sich zudem in vier Teile aufspalten:

T = Sp (MY +MO)AG (1—vkigp) p (1 —vitkey) Ac)

+c5p (MO + M) 4G (1 - vkig}) (1 - vitkgy) Ac)
= Ti+T+cTo+cTa (3.13)

Fiir die Berechnung der Spuren ist es hilfreich sich vor Augen zu halten, dass die
Vierer-Produkte A%} =Ac-A=Ag k=A k=K =A;- Al = 0 verschwinden.
Dadurch verschwinden 7,73 und 74. Entsprechend bleibt fir 7

T

Ti =Sp ((Co¢0 —c1f1— oty —c3f3)Ac(1 —vkA ) p(1 — VAK)AG>

= coSp (r“foAé;VAc) —c3Sp (ﬂsAE;VAG)
= 8(co+c3)F?(po — p2)r' sin®’ cos ¢'rsin ¢ cos ¢. (3.14)

Einsetzen dieses Ergebnisses in den Ausdruck fiir das Amplitudenquadrat fithrt zu

1
5 2 |SSFA|2

Si/sf

2
W(‘lﬁ)d/g(r’o —pz)

/dz/dz’ exp {i(yz+23/3)} exp {—i(yz’ +z’3/3)]

x [&r [ & e el T g(r)g(r) (co + cs)

x 1’ sin ¥ cos ¢'r sin ¢ cos ¢. (3.15)
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Die verbleibenden Orts-Integrationen konnen in die vier wiederkehrenden Struktu-
ren I (q) bis I4(g) unterteilt werden:

%2|SSFAI2 o« L)+ 7 [R@)5() + @)L + L) ()]

S,‘,Sf

—ith ()3 (¢') + itk (q) [ (q'). (3.16)

Dabei bezeichnen
Li(q) = / d3r r7e=%"e M7 sin & cos ¢, (3.17)
L(g) = / d3r r7e %" M7 sin ¥ cos ¥ cos @, (3.18)
L(g) = /d3r e e M7 sin? ¥ cos(p — ¢g) cos @ (3.19)

und

Li(q) = /d3r 17e %"e 4T sin Y sin(¢ — ¢g) cos @, (3-20)

wobei ¢, den azimutalen Winkel beziiglich g4 bezeichnet. Die Integrationen sind
denen aus Ref. [21, 54] sehr dhnlich. Daher werden diese hier nicht genauer ge-
zeigt. Eine detailliertere Beschreibung befindet sich jedoch im Anhang und die
Ergebnisse der einzelnen Integrale werden in den Glg. C.2 bis C.5 gegeben. Das
Amplitudenquadrat enthilt entsprechend Summanden, welche alle von der Form

1 1  (Z—iq)" £ (Z+iq)"
Z+iy T Z=ig)y (224 521
sind. Der Nenner kann umgeformt werden mithilfe von
.1 1
P +7r= 16—2(202F’y)2/3f’(z) ~ zC—Z(ZCZF'y)Z/‘o’(z —20)f"(20). (3.22)

Dabei entsprechen g = |g| = q(z) sowie f(z) = —i(yz + z/3) und zy bezeichnet die
Nullstelle der ersten Ableitung f'(z).

Bis zu diesem Punkt ist g eine rein reelle Grofle. Fiir die verbleibenden Integra-
tionen tiber z und z’ nutzen wir nun eine Variante der Sattelpunktsmethode. Die
notwendige Integrationsformel wird in Ref. [86] gegeben:

[P (M) W TW/2) (2% NE
]Vi/ (x —x0)" d 2r (v) <f//(x0)> [2Af" (x0)] p[—Af(x0)].

(3-23)

Dabei bezeichnet x( die Sattelpunkte der allgemeinen Funktion f(x). Diese befinden
sich in der komplexen Ebene. Die obige Formel lésst sich direkt auf die verbliebene
z-Integration tibertragen. Dementsprechend sind die Komponenten von g, welche
vorher rein reeller Natur waren, nun ebenfalls komplex. Der physikalisch relevante
Sattelpunkt ist in diesem Fall zg = i,/y. Aus diesem folgt der erwartete exponentielle
Abfall. Fiir die weitere Rechnung ist es nun hilfreich die Variablen

’)/ = pO - pZ/
m =y ct— E%sl
e = \/172 + p3e2 + (v — Exs)?,

{ = P+ (cr - Ew)? (3.24)
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einzufiihren. Dadurch lasst sich auch y entsprechend vereinfachen:

2
— 1 3 2
y= <2C2F’)’) e (325)

Die einzelnen Komponenten von g am Sattelpunkt sind demzufolge

_ e e
T ey T

g
= 2 e
qL VIR =i
g = \Jertata=i (3.26)

Uber die Sattelpunktsrelation lasst sich entsprechend das Betragsquadrat der Ampli-

Q

tude als

Z|SSFA|2 — E”ﬁe—%ﬁ
slsf Po €

2 (132(py, D2+ 133(py 1) + 185y 1))

+2TRe(i§1(py, y)gz(py,y))} (3-27)

(2222 [|§1 2

NI

ausdriicken. Dabei haben wir die Abkiirzungen D = Zc ( Fw) und

g C2 U"I']. 1 C 0'—1—2 2
Sl(py,’)/) = £ |:173]—'(2)D(7+ ?1—-( . )D(H— :| )
~ 4 3 1 5
Si(pyy) = ieq: [3;;((2’)13" —3%r(‘7; Do+ 4 173“0; )Dm}
~ € 2.3 3 o c2 2.2 c+1
53(py/7) = —€{<3€’75—773> F(E)D‘T—Q— (172_3%74> F(T)DU+1
LZC L_FZ o+2
+ e I'( 5 )D ,
Sulpy,y) = —itss ér(f)Da_ éF(LH)DU-H (3.28)
4Py [ 72 5 3.

eingefiihrt. Um hieraus die Rate zu ermitteln, integrieren wir in tiblicher Weise tiber
den Impulsraum und teilen das Ergebnis durch die Wechselwirkungsdauer T:

d3 SSFAZ
Z / p 15 (3-29)

S, Sf

Dabei fillt auf, dass es keine Abhingigkeit von py in |SSFA|? gibt. Nach Ref. [52]
ergibt sich somit

/ dpy = FT. (3-30)

Die verbleibenden Integrationen iiber p, und p, werden in Integrationen iiber p,
und 7 Uberfiihrt:

FZC oo 0o 4 3T
Ro= oz [7ap, [TarTe b 150
+72 (192 (pys 1) + 153(pys ) 2+ Sa(py 1))

2tRe [$1(py, 7)] Im [S2(py, 7)] } (331)
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3.1.2 CouLOMB-KORREKTUR

Als Néchstes wird der Einfluss des Coulomb-Feldes auf den Kontinuumszustand
mit berticksichtigt. Insbesondere wihrend des Tunnelns kann der Umstand, dass
das Elektron weiterhin dem Einfluss des Coulomb-Feldes ausgesetzt ist, nicht ver-
nachldssigt werden. Daher gilt es, einen Weg zu finden, den Einfluss des Kerns auf
das ionisierte Elektron mit zu berticksichtigen. Die Ref. [55, 56, 81, 82, 85, 87] stellen
dabei eine Orientierungsmoglichkeit dar, da sie eine geeignete Coulomb-Korrektur
fiir den Fall eines kurzreichweitigen Potentials zeigen. Dabei wird der Einfluss des
Kerns auf das Elektron tiber die komplette Tunnellinge betrachtet. Hierzu wird
der Tunnel in zwei Bereiche aufgeteilt, welche sich in Abhédngigkeit der Variable ry,
ergeben. Hierbei bezeichnet r;, den Verkniipfungspunkt beider Bereiche. Dieser liegt
zwischen dem mittleren Radius des gebundenen Zustands und der Tunnelldnge. Fiir
grofSe Abstidnde geht die Wirkung in die der asymptotischen Wellenfunktion eines
freien Atoms {tiber, sodass sich der Coulomb-Anteil wie folgt darstellt [55, 85]:

_ Z €0 2 0 1
Sc=—i—————=In (c\/l eorb> —O—Z/tb mdt. (3.32)

Hier bezeichnet ¢ = E;¢/ c2. Im ersten Bereich des Tunnels wird der Coulomb-
Effekt tiber den sogenannten Coulomb-Logarithmus, in Form des ersten Summan-
den der obigen Gleichung, eingebaut. Im zweiten Bereich, welcher im Verhéltnis
dazu relativ lang ist, wird das Coulomb-Potential als Storung aufgefasst. Beide
Bereiche werden anschliefiend tiber r;, miteinander geeignet verbunden, wie es in
Ref. [55, 56, 81, 82, 85, 87] beschrieben wird.

In dieser Rechnung kénnen wir uns zwar an der oben beschriebenen Herange-
hensweise orientieren, jedoch miissen wir diese geeignet anpassen. In unserem Fall
ist das langreichweitige Coulomb-Feld bereits im 1s-Grundzustand enthalten. Ein
Teil der Tunnelbarriere wird entsprechend bereits jetzt in dieser Rechnung bertick-
sichtigt. Um in Anlehnung an die Ref. [55, 56, 81, 82, 85, 87] die Coulomb-Korrektur
bestimmen zu kénnen, muss der dort fiir ein kurzreichweitiges Potential hergelei-
tete Korrektur-Faktor entsprechend angepasst und begrenzt werden. Andernfalls
wiirde der Effekt des Coulomb-Feldes tiberschitzt werden. In diesem Sinne wird
daher dessen Einfluss auf das ionisierende Elektron auf den Bereich, in welchem das
Coulomb-Feld im Vergleich zum konstanten gekreuzten elektromagnetischen Feld
lediglich als Stérung betrachtet werden kann, beschrankt.

Die Coulomb-Korrektur wird hier gemeinsam mit der SFA angewendet. Bevor
die Coulomb-Korrektur berechnet wird, stellt sich daher die Frage, inwieweit die
Coulomb-Faktor-Ndherung und SFA zusammen anwendbar sind. Diese Thema-
tik wird unter anderem in Ref. [88] behandelt. Da die Coulomb-Korrektur iiber
semiklassische Elektronen-Trajektorien gewonnen wird, konnen kiinstliche Singu-
laritdten fiir das Coulomb-Potential auftreten, wenn das Elektron dem Kern zu
nahe kommt. Im hier betrachteten Fall eines konstanten gekreuzten Feldes, bei dem
der Start des Einflusses der Korrektur angepasst wird, bleibt das Elektron jedoch
immer weit vom Kern entfernt und kehrt nie zuriick, wie wir in den folgenden
Abschnitten sehen werden. Rekollisionen werden im Allgemeinen aufgrund des
magnetischen Anteils der Lorentzkraft, die eine Driftbewegung des Elektrons her-
vorruft (wie in Ref. [3] beschrieben), unterdriickt. Die Anwendbarkeitsbedingung
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fiir einen Coulomb-Korrekturfaktor aus Ref. [88] ist somit erfiillt.

Wie in den Ref. [55, 56, 81, 82, 85, 87] beschrieben, ldsst sich die Coulomb-
Korrektur Q wie folgt bestimmen:

0
Q = exp <2iZ /t1 r(lt)dt) (3-33)

Dabei bezeichnet t = t; den Zeitpunkt, ab dem wir die Korrektur in Betracht ziehen.
Der Zeitpunkt t = 0 bezeichnet die Zeit des Tunnelaustritts.

Die Trajektorie r(t) wird durch die Losung der klassischen, relativistischen Bewe-
gungsgleichung eines Elektrons in einem konstanten gekreuzten Feld bestimmt.
Wir passen die Trajektorie an die Anfangsbedingungen r(tp) = 0,Im(r(0)) =

0,Im(#(0)) = 0 und W = ¢p an. Der Zeitpunkt t = t; ist die Zeit des
—r=(fp)/cC

Tunneleintritts fiir ein kurzreichweitiges Potential. Diese Voraussetzungen fiihren,
wie in den Ref. [55, 56, 87] gezeigt wurde, zu den parametrisierten Koordinaten

2
x(u) = 5 (= uf)y(u) =0,
2
z(u) = iﬁ(u%—uz)u,
c? c?
ct(u) = im(l#—)\z)u—iﬁue‘, (3-34)

mit u3 =3(A2—1)und A = -9 + §,/e2 +8.

Um t; zu bestimmen, erdffnen sich verschiedene Ansétze. Im Folgenden werden
zwei Moglichkeiten vorgestellt, eine intuitive sowie eine mathematisch begriindete.
Intuitiv liegt der Ansatz nahe, dass das Coulomb-Potential genau dann perturbativ
wird, sobald die Coulomb-Feldstédrke kleiner ist als die Amplitude des konstanten
gekreuzten Feldes. Wir bestimmen #; entsprechend als Zeitpunkt, ab dem diese
beiden Grofien gleich sind. Im zeitlichen Anschluss ist die Coulomb-Feldstarke
kleiner als die Amplitude des konstanten gekreuzten Feldes. Daraus ldsst sich
r1 = r(t;) folgern. Dies fithrt uns zu der Gleichung

o= T (3-35)

Waihrend r; viel grofer ist als die Ausdehnung des gebundenen Zustands ~ 1/Z, so
ist diese approximierte Grofie gleichzeitig viel kleiner als die Ausdehnung der Tun-
nelbarriere ~ Z2/F. Mit dem Wissen iiber r; lisst sich nun ebenfalls 1, bestimmen:

o, u2

m(uo—u ) 1—? = 1. (3.36)
Nehmen wir an, dass die Tunnelbarriere komplett entlang der x-Achse orientiert ist,
wo entsprechend |x(u)| > |z(u)]| gilt, kann die obige Gleichung noch vereinfacht

werden:

o= \up— = (3-37)

Der Wert von r; lidsst sich noch weiter verbessern, indem wir als Ansatz den
Sattelpunkt des Integranden der S-Matrix suchen. Dieses Vorgehen ist analog zur

29
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Vorgehensweise in Ref. [55]. Dort diente der Sattelpunkt t( gleichzeitig als Startpunkt
des Tunneleintritts fiir ein kurzreichweitiges Potential und als Zeitpunkt, ab dem die
Coulomb-Korrektur Anwendung findet. Wir behalten die Anfangsbedingungen und
die Trajektorie unterm Tunnel aus Glg. (3.34) bei und verwenden den Sattelpunkt
lediglich als Zeitpunkt, ab dem die Coulomb-Korrektur hinzugezogen werden muss.
Zur Bestimmung des Sattelpunktes, dhnlich zum Vorgehen aus Ref. [89], ndhern
wir die Raum-Zeit-Abhingigkeit des Integranden aus Glg. (3.1) in zylindrischen
Koordinaten mit (p, ¢, z) durch die Funktion

o—1
m = P2 COS((P)e—iS[p,(p,z,t} (22 /p2+zz> e_Z’/PZ+22e_igc2t, (3.38)

wobei Sp, ¢, z, t] die klassische Wirkung bezeichnet. Dabei wird die Winkelabhén-
gigkeit der Spinoren X 1/, vernachléssigt, da diese durch den Faktor T unterdriickt
werden. Die klassische Wirkung erfiillt die Hamilton-Jacobi-Gleichung, welche neben
dem Laserpotential ebenfalls das Coulomb-Potential enthalt:

2 2
<VS+§AG) - ch (ng%f) +c% =0. (3-39)
Wir konnen nun x; bestimmen, indem wir die Sattelpunktbedingungen in die
Hamilton-Jacobi-Gleichung einsetzen. Dazu bilden wir die entsprechenden Ableitun-
gen von In(m) in Zylinder-Koordinaten, setzen diese mit Null gleich und lésen die
Gleichungen nach den Ableitungen von Sp, ¢, z, t] auf, um anschliefend diese in die
Hamilton-Jacobi-Gleichung einzusetzen. Das weitere Verfahren erfolgt rein nume-
risch. Dazu ist es hilfreich die dimensionslosen Variablen P und Z einzufiihren, mit
p=P/(fZ),z=1iZ/(fc) und f = /F/F,. Es lasst sich im Folgenden ausnutzen,
dass die Grofsen I,/ ¢2 und F/F, Kklein sind, dabei bezeichnet F, = Z° die atomare
Feldstdrke. Entsprechend entwickeln wir die Hamilton-Jacobi-Gleichung um diese
kleinen Parameter bis in die jeweils zweite Ordnung und konnen anschlieffend
eine Gleichung fiir x; bestimmen. Hierfiir betrachten wir zundchst den Fall Z = 0,
was zu einem vorldufigen x; fithrt. Uber die Bewegungsgleichungen (3.34) lasst
sich zu diesem x; ein entsprechendes z; bzw. Z; bestimmen, welches wir in die
Hamilton-Jacobi-Gleichung einsetzen und erneut nach x; auflosen. In fithrender
Ordnung ldsst sich der folgende Ausdruck bestimmen:

H=- z 1+ Z—Z + ! (3.40)
1=7VE 92) "7 3-4
und
5 2FA
i = u% + C—le. (3.41)

Der zweite Term in Klammern stammt daher, dass der Einfluss der z-Komponente
bei der Rechnung mit berticksichtigt wird. Wir sehen, dass bereits am Sattelpunkt,
von dem aus wir die Coulomb-Korrektur berticksichtigen, das Grosenverhaltnis
r1/ra ~VE/E>1 vorliegt. Dabei bezeichnet 1, ~ 1/Z den atomaren Bohrradius.
Von diesem Punkt an wéchst der Elektron-Kern-Abstand fiir spdtere Zeiten weiter
an. Die Anwendbarkeitsbedingung fiir einen Coulomb-Korrekturfaktor aus Ref. [88]
ist somit auch noch einmal rechnerisch gezeigt worden. Interessanterweise stimmt
der intuitive Wert von 71 (und somit die damit verbundene Koordinate x1) mit dem
berechneten Sattelpunkt in etwa tiberein.
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Fiir die Coulomb-Korrektur ergibt sich nun entsprechend

. 26

sm(q)o—l—qm)) {6Z(p1}

= |—F/—T%] exp|—— 42

© <Sln(¢o — 1) Pl 642

mit 6 = Zeo(1 — €3)"1/2/c, po = arcsin(up/3) und ¢; = arcsin(ii; /3). Dabei haben
wir die Integrationsformel

/4> d¢ _ 1 sin(¢p+¢)

0 a2 —sin®(p)  sin(2¢o) sin(po — )

(3-43)

aus Ref. [55] verwendet, wobei u = 3sin¢, a = ug/3 und ¢y = arcsina.
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Abbildung 3.2 zeigt den Coulomb-Korrekturfaktor Q in Abhéngigkeit von der
normierten Feldstdrke F/F,, fiir den mathematischen Ansatz aus Glg. (3.42) als
durchgezogene Kurven und fiir den intuitiven Ansatz aus Glg. (3.37) als gestrichelte
Kurven. Die mathematische Beschreibung fiihrt im Vergleich zu den intuitiven Wer-
ten zu grofleren Korrekturwerten. Dieses Verhalten wird fiir grofie Feldstirken noch
verstdrkt. Vergleicht man diese Korrekturwerte jedoch mit den bereits bekannten
Werten aus Ref. [55], so sind die hier gezeigten Q-Faktoren um etwa zwei Grofien-
ordnungen kleiner. Dies liegt daran, dass die Korrektur aus Ref. [55] fiir die gesamte
Tunnellinge berechnet wird, wahrend diese in dieser Rechnung beschrankt wird.

3.1.3 ANALYTISCHE VEREINFACHUNGEN

Der bisherige Ausdruck der Ionisationsrate in Glg. (3.31) enthélt noch die zwei
Integrationen nach -y und p,, weshalb er sich an dieser Stelle nicht ohne Weiteres
16sen lasst. Um die Ionisationsrate dennoch kompakter angeben zu kénnen, werden
wir geeignete analytische Vereinfachungen vornehmen.

Es lésst sich im Folgenden ausnutzen, dass sich der Vorfaktor der exponentiel-
len Funktion exp (— % y%) nur langsam in Abhéngigkeit von 7 und p,, dndert. Die
py-Abhingigkeit steckt in den Variablen ¢ und { sowie im Exponenten durch die
Variable y. Um die Integration iiber p, ausfithren zu kénnen, werten wir den expo-
nentiellen Vorfaktor an der Stelle p, = 0 aus. Die Funktion im Exponenten wird um
py = 0 bis zur zweiten Ordnung in eine Taylor-Reihe entwickelt. Die verbleibende

Abbildung 3.2: Coulomb-
Korrekturfaktor aus Glg. (3.42)
als Funktion der normier-
ten Feldstirke F/F,, wobei
Fs = (1 - 0)?/(42) die
Feldstdrke der Barrierenunter-
driickung ("barrier suppression
field  strength")  bezeichnet,
also die Feldstirke, ab der
die Uberschwellenionisation
einsetzt. Als Vergleich wird
der Korrekturfaktor mit dem
intuitiven Ansatz fir x; (u7) aus
Glg. (3.37) als gestrichelte Kurven
gezeigt, mit ¢; = arcsin(uy/3).
Diese Abbildung stammt aus der
Publikation [83].
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Abbildung 3.3: Differentielle Rate
‘;—R als Funktion von v fiir unter-
schiedliche Kernladungszahlen Z
mit einer Feldstdrke von F = Fy,.
Die durchgezogenen Kurven zei-
gen die differentielle Rate fiir die
exakte Berechnung aus Glg. (3.31),
bei numerisch ausintegrierter p,-
Abhiéngigkeit. Die gestrichelten
Kurven zeigen die Approximation,
bei der der exponentielle Vorfak-
tor an den Stellen p, = 0 und y =
70 ausgewertet wird sowie die p-
Abhingigkeit ausintegriert und
der verbleibende Exponent bis zur
zweiten Ordnung um 7y = g ent-
wickelt wird. Die Hohe der Kur-
ven ist auf 1 normiert, um einen
Vergleich zu vereinfachen. Die Ori-
ginalabbildung wird in Ref. [83]
gezeigt.
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Funktion kann anschlieffend in guter Ndherung als Gaufy’sches Integral ausgewertet
werden.

Die Abhidngigkeit von v ist komplexer. Dennoch erweist es sich als sinnvoller
Ansatz, auch hier lediglich die exponentielle Abhdngigkeit fiir die Integration zu
betrachten. Um diese geeignet umschreiben zu kénnen, bestimmen wir zunéchst
den Wert von 7, an welchem die Exponentialfunktion ihr Maximum erreicht:

Es 1
Z1s - /p2 4
ic +4c 2+ 8¢

Der Exponent wird entsprechend um 7 = 7q bis zur zweiten Ordnung entwickelt

Yo = (3-44)

und der Vorfaktor wird an dieser Stelle ausgewertet. Dies liefert:

1 _ mFyy _ =
JFACkz) 210, [T M0k [|Sl(py =0,7="0)
0 €0

+72 (1S2(py = 0,7 = 70) 2+ 1S3(py = 0,7 = 70) 2+ ISa(py = 0,7 = 70) )

+27Re (iS1(py = 0,7 = 710)S2(py = 0,7 = 70))} X / dy e " () (r=70)’
0

(3-45)

mit gg = \/772 + (cv0 — Exs)? und h(y) = 33281337‘
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Wir vergleichen diesen Ansatz in Abbildung 3.3 mit dem Ergebnis aus Glg. (3.31).
In dieser Grafik wird die differentielle Rate dR/dvy in Abhdngigkeit von vy fiir ver-
schiedene Kernladungszahlen Z dargestellt. Die durchgezogene Kurve zeigt das
Ergebnis aus Glg. (3.31), welches numerisch iiber p, integriert wurde. Im Vergleich
dazu wird die differentielle Rate aus Glg. (3.45) als gestrichelte Kurve gezeigt. Das
Maximum der exakten differentiellen Rate liegt nur leicht unter dem Wert von 7q
und die Breite der Kurven bei gleichem Z ist in etwa dieselbe.

Indem formal die untere Integrationsgrenze auf —oco erweitert wird, da aus
diesem Bereich praktisch kein zusétzlicher Beitrag zum Integral stammt, kann die
verbleibende y-Integration ebenfalls durch ein Gauf$’sches Integral gelost werden.
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Die Rate lautet somit:

1 270 2Fyo
R = -mF2C2 (2z)20-200 | 2270 o=h(70)
1" 1(22) €0 €0h”(70)e

X [|§l(py =0,7=7)[

+72 (1S2(py = 0,7 = 70) 2+ I53(py = 0,7 = 70) )

+21Re [S1(py = 0,7 = 70)] Im [S2(py = 0,7 = 70)] } (3.46)

Im néchsten Schritt wollen wir den Ausdruck fiir die Ionisationsrate noch weiter
vereinfachen. Dazu nutzen wir aus, dass sich 7 fiir kleine Werte von Ip /2 <1
entwickeln lasst, sodass

Yo ~ c— . (3-47)

Bevor wir alle GrofSen fiir kleine I/ 2 untersuchen, werfen wir einen Blick auf die
Bedeutung von <. Wir kénnen anhand der obigen Darstellung ablesen, dass der
Hauptbeitrag der p.-Komponente von den Werten um % stammt. Dieses Verhalten
wurde ebenfalls in Ref. [58] beobachtet, wo dieselbe Verschiebung des zu k paralle-
len Impulses gefunden wurde. Diese Verschiebung stammt von der magnetischen
Feldkomponente, die im klassischen Bereich eine Kraft in Richtung von —%v x B
austibt. So lange die Geschwindigkeit des Elektrons viel kleiner ist als ¢, ist die Kraft
des elektrischen Feldes dominant. Entsprechend ist v hauptséachlich in die negative
x-Richtung orientiert. Das Magnetfeld entlang der y-Achse erzeugt eine Lorentzkraft
in z-Richtung, die wiederum die charakteristische Verschiebung in der p,-Verteilung
bewirkt. In einem rein elektrischen Feld, ohne magnetische Feldkomponente, wére
diese Verschiebung nicht vorhanden [58, 84, 87].

Wir gehen noch einen Schritt weiter und zeigen, dass sich die Grofle der Verschie-
bung begriinden ldsst. Die durch das magnetische Feld hervorgerufene Verschiebung
findet wéahrend der Bewegung im Tunnel statt [58, 84, 89]. Die Tunnel-Zeit kann
durch ©; ~ Z/F abgeschitzt werden [79, 87]. Die Grofienordnung der Verschiebung
lasst sich daher durch Ap, ~ %FTt ~ I,/c angeben, wobei v ~ Z die atomare
Geschwindigkeit des Elektrons angibt. Dies zeigt insbesondere, warum die durch
das Magnetfeld resultierende Verschiebung unabhingig von der Feldamplitude ist.

Fiir stark geladene Ionen, bei denen das Ionisationspotential I, besonders grofs ist,
ist diese Verschiebung dementsprechend ebenfalls besonders grofs. Genauer gesagt
wird die Verschiebung deutlich, wenn sie vergleichbar oder sogar grofier als die
Breite ~ /F/Z der p,-Impulsverteilung ist, also wenn Z/c > \/F/F, gilt.

Zur weiteren Vereinfachung von Glg. (3.46) werden nun die einzelnen Beitrdge der
|S;| miteinander verglichen. Dabei fallt auf, dass in dem relevanten Parameterbereich
1S1] > 7|S;| miti € {2,3,4} gilt. Entsprechend verwenden wir fiir die folgende
Darstellung nur den Beitrag von S1. Zudem kénnen in einzelnen Teilen der Rechnung
die vorkommenden Funktionen um I,/ ¢? = 0 entwickelt werden. Demnach ist die

Das Verhiltnis von [$1|> zu
(v (|52 + [S3%) + 27(5:Sal) ist
stark abhdngig von der Kernla-
dung. Es betragt ~ 5 x 10* bei
F/Fps = 1und Z = 1 und le-
diglich ~ 5 bei F/F,; = 1 und
Z = 80.
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Abbildung 3.4: Die totale Ionisa-
tionsrate wird als Funktion der
normierten Feldstarke F/F,s dar-
gestellt. Die durchgezogenen Kur-
ven zeigen die mit Glg. (3.49)
Coulomb-korrigierte Glg. (3.31).
Die gestrichelten Kurven zeigen
das Ergebnis aus Ref. [56, 87]. Die
Coulomb-korrigierte approximier-
te Rate aus Glg. (3.48) wird durch
Punkte verdeutlicht. Die Abbil-
dung stammt aus Ref. [83]
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Approximation insbesondere dann gut, wenn Z klein ist. Dies fiihrt uns zu der Rate

2—0 1+% 1—4£2
FF, 1+0 303 7232

1 c+1, 17 1,17
R ~ 7,0 I F( ) |:1+2
(le)7+7 r(1+20) 1+%% (1_%?5)3 2 36 ¢
2
2 AT B 3
X 1—11(%)2 2 2Ip(l—ll—p) ’ exp —g(ZIP)Z 1_lI£ .
T ‘TTH F 36 c2 3 F 12 ¢?
(3-48)

NI

Wihrend die exponentielle Abhiangigkeit von exp[—% (211;2)

] sehr charakteristisch
fiir Ionisationsprozesse ist und generell in Tunnelprozessen gefunden wird, wie
der Vergleich mit den Ref. [52, 53, 55, 56, 79, 81, 82, 85, 87] zeigt, fillt bei unserem
Ausdruck insbesondere ins Auge, dass der zusétzliche Term von Ip/ 12¢% in der
letzten Zeile von Glg. (3.48) mit dem Ergebnis aus Ref. [58] iibereinstimmt.

Um abschliefsend auch die Coulomb-Korrektur mit ins Ergebnis einzubringen,
wird die exakte SFA-Rate aus Glg. (3.46), beziehungsweise die approximierte Rate
aus Glg. (3.48), mit dem Faktor Q multipliziert:

Rg=R-Q. (3.49)

3.2  DISKUSSION DER RESULTATE

In diesem Abschnitt zeigen wir fiir verschiedenste Feldstdrken und Kernladungszah-
len das Ergebnis unserer Ionisationsrate. Zum Vergleich stellen wir unser Ergebnis
bereits existierenden Berechnungen der relativistischen Starkfeldionisation gegen-
tiber. Die Abhédngigkeit der Ionisationsrate von der Feldstarke wird hauptsichlich
durch die exponentielle Abhédngigkeit bestimmt. Jedoch kénnen unterschiedliche
Ionisationstheorien verschiedene Vorfaktoren vorhersagen.
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In Abbildung 3.4 wird die totale Ionisationsrate aus Glg. (3.31) mit dem Kor-
rekturfaktor aus Glg. (3.49) in Abhédngigkeit von der normierten Feldstirke als
durchgezogene Linie gezeigt. Im Vergleich dazu sehen wir die Ionisationsraten
aus den Ref. [56, 87] als gestrichelte Linien. Bei beiden ist die starke exponentielle
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Abhingigkeit deutlich zu sehen. Die unterschiedlichen Ergebnisse stimmen auf
dieser logarithmischen Skala beinahe komplett {iberein. Als gepunktete Linien wird
die Coulomb-korrigierte Glg. (3.48) gezeigt. Wie sich gut erkennen ldsst, stimmt
die Approximation sehr gut mit dem Ergebnis aus Glg. (3.31) tiberein. Lediglich
fur sehr grofle Kernladungszahlen Z und grofse Feldstdrken unterscheiden sich die
Ergebnisse.

lonisationsrate [107 a.u.]
lonisationsrate [10™* a.u.]

0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

0.25 0.30 0.00 0.05 0.10 0.15
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Die Abhidngigkeit der Ionisationsrate von der Kernladungszahl Z wird in Ab-
bildung 3.5 gezeigt. Dazu wird die Rate in Abhdngigkeit vom normierten Ioni-
sationspotential I,/c® présentiert. Um unser Ergebnis mit dem SFA-Resultat aus
Ref. [58], welches das Vektorpotential als linear polarisiert annimmt, vergleichen zu
kénnen, mitteln wir unser Ergebnis iiber einen halben Zyklus einer oszillierenden
Laserwelle mit dem elektrischem Feld F sin(¢y). Wir vergleichen unser Ergebnis
zudem mit dem Resultat aus den Ref. [56, 87], welches wir ebenfalls tiber eine halbe
Laserperiode gemittelt haben. In Ref. [58] werden zwei mogliche Varianten der
Ionisationsrate gezeigt, welche auf unterschiedlichen Zerlegungen des Hamiltonians
beruhen. Wahrend die dortige Gleichung
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p
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X eXp [_31—" (1 - 12c2>}
auf der Standardaufteilung basiert, wirkt in der gedressten Coulomb-korrigierten
SFA in Gleichung
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ein Teil des Laserfeldes auf die Entwicklung des gebundenen Zustands. Letztere
bringt die Rate ndher heran an das PPT-Ergebnis aus Ref. [56, 87].

Rsra,1

(3-50)

Rspa 2

(3-51)

Wir zeigen in dieser Abbildung ebenfalls zwei Varianten unserer Ionisationsra-
te. Dabei verwenden wir einerseits den intuitiven Coulomb-Korrekturfaktor und
andererseits den Faktor aus Glg. (3.42). Bei Verwendung des intuitiven Coulomb-
Faktors ist der Wert der Ionisationsrate im Vergleich zu den anderen Ergebnissen

Abbildung 3.5: Die totale Ionisati-
onsrate wird in Abhangigkeit von
dem normierten Ionisationspoten-
tial I,/ 2 fiir die Werte (a) F/F, =
1/32 und (b) F/F; = 1/25 gezeigt.
Die rote durchgezogene Kurve
zeigt die tiber eine halbe Peri-
ode eines oszillierenden Laserfel-
des gemittelte Rate aus Glg. (3.46),
welche mit dem Coulomb-Faktor
aus Glg. (3.42) multipliziert wur-
de. Die rote gepunktgestrichelte
Kurve zeigt das Ergebnis mit dem
intuitiven Korrektur-Faktor mit
@1 = arcsin(u1 /3) und Glg. (3.37).
Die blau gestrichelte (gepunk-
tete) Kurve zeigt das Ergebnis
aus Glg. (3.50) (Glg. (3.51)) aus
Ref. [58] und die schwarze Kur-
ve das Laser-gemittelte Ergebnis
aus Ref. [56, 87]. Beide Abbildun-
gen werden ebenfalls in Ref. [83]
gezeigt.
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ein wenig zu niedrig. Dieser Korrekturfaktor unterschétzt dementsprechend den
Einfluss des Coulomb-Feldes leicht. Die Form der Kurve dhnelt dem Resultat aus
den Ref. [56, 58, 87]. Verwenden wir den genaueren Coulomb-Korrekturfaktor, so
verbessert sich die Ionisationsrate signifikant. Dies zeigt die rote durchgezogene
Kurve. Das Ergebnis ndhert sich den Voraussagen aus Ref. [58], in welcher der
Coulomb-Effekt auf kohdrente Weise durch die Verwendung von Eikonal-Volkov-
Zustdanden berticksichtigt wird. Der verbleibende Unterschied weist darauf hin, dass
noch weitere Korrektur-Terme, insbesondere von der innersten Region des Tunnels,
berticksichtigt werden miissen.

Wie eingangs erldutert, findet sich eine Eichabhingigkeit der hier verwende-
ten SFA. Die in Ref. [64, 90, 91] gezeigten qualitativen Unterschiede zwischen der
Strahlungseichung und der Goppert-Mayer-Eichung finden sich in der hier gezeig-
ten relativistischen Rechnung wieder. Eine Moglichkeit zum Vergleich bietet die
in Ref. [54] gezeigte SFA-Rechnung, welche neben der Strahlungseichung zusatz-
lich ein zirkular polarisiertes Feld in Betracht zieht, welches im quasistatischen
Bereich vergleichbar ist mit dem hier verwendeten konstanten gekreuzten Feld. Fiir
die Ionisation sollte sich ein Laserfeld bereits quasistatisch verhalten, wenn der
Keldysh-Parameter yx = /I,/2U, < 1. Dabei bezeichnet U, die ponderomotive
Energie, welche die zyklusgemittelte Bewegungsenergie eines freien Elektrons in
einem elektromagnetischen Feld angibt. Nehmen wir beispielsweise eine Frequenz
von w = 0.12eV, was einem CO,-Laser (infrarot) entspricht und eine Feldstarke
von F = Fy; an, so ergibt sich unter Verwendung der Ergebnisse aus Ref. [54] eine
um etwa vier Grofienordnungen kleinere Ionisationsrate als die hier bestimmte
Glg. (3.46) vermuten lasst.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird das Verhiltnis zwischen unseren Er-
gebnissen in einem konstanten gekreuzten Feld zu den Ionisationsraten in einem
statischen elektrischen Feld (SEF) beleuchtet. Obwohl die magnetische Feldkompo-
nente die Impulsverteilung der emittierten Photoelektronen stark beeinflusst, wurde
in Ref. [87] gezeigt, dass die totale Ionisationsrate in einem konstanten gekreuzten
Feld und einem statischen elektrischen Feld nahezu identisch ist. Insbesondere im
nichtrelativistischen Regime der Laser-Atom-Wechselwirkung kann die magnetische
Feldkomponente vernachlissigt werden, sodass die Dipol-Approximation Anwen-
dung findet. Die nichtrelativistische Rate der Tunnelionisation ist durch die bekannte

475 273
Rg}lirF) = &P <_3F> (3-52)

aus Ref. [71] gegeben. Abbildung 3.6 zeigt einen Vergleich dieser Formel mit den Vor-

Formel

hersagen unseres Ansatzes aus Glg. (3.46) mit der Coulomb-Korrektur aus Glg. (3.42).
Beide Kurven verlaufen nahezu parallel, wobei unser Ansatz die Rate leicht tiber-
schitzt: mit 23% bei F = 0.03 a.u. bis runter zu 11% bei F = 0.09 a.u.. Die Abweichun-
gen lassen sich durch die Approximationen, welche wir im Zuge der analytischen
Vereinfachungen gemacht haben, begriinden. Die in Ref. [87] mittels eines quasi-
klassischen Ansatzes bestimmte relativistische Ionisationsrate in einem statischen
elektrischen Feld wiirde im betrachteten Feldstdrkenbereich nahezu mit der nichtre-
lativistischen Rate aus Glg. (3.52) tibereinstimmen. In Abbildung 3.6 werden zudem
die Ergebnisse aus Ref. [92, 93] durch schwarze Punkte gezeigt. Die relativistische
Ionisationsrate wurde hier numerisch nach der Methode der komplexen Skalie-
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rung unter Verwendung einer endlichen Basis-Entwicklung berechnet. Fiir kleine
Feldstdrken F ~ 0.03 a.u. fithren alle Ansétze zu sehr dhnlichen Werten. Fiir grofse
Feldstarken bringt die Methode der komplexen Skalierung kleinere Raten hervor,
was dafiir spricht, dass die Tunneltheorie zu einer Uberschitzung fiihren kann, wenn
man die Grenze zur Uberschwellen-Ionisation erreicht bzw. iiberschreitet. Diese
Erkenntnis deckt sich mit den Ergebnissen aus vollstindig numerischen Losungen
der Schrédinger-Gleichung, wie beispielsweise aus Ref. [94].

107" ——— Gig.. (3.46
g.- (3.46) * Ref.[93]
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Wihrend Abbildung 3.6 sich auf ein nichtrelativistisches System mit Z = 1
bezieht, wollen wir an dieser Stelle noch einmal betonen, dass relativistische Effekte
fiir starker geladene Ionen signifikant werden konnen. Um dies zu untermauern,
vergleichen wir unsere Coulomb-korrigierte Glg. (3.46) mit den Vorhersagen aus
Glg. (3.52) fiir weitere Kernladungszahlen. Fiir eine Feldstdrke von beispielsweise
F = 0.1F,; (F = 0.3F) belduft sich das Verhiltnis von relativistischer zu nicht-
relativistischer Rate auf einen Wert von ~ 0.6 (= 0.94) fiir Z = 20. Bei Z = 40 lautet
das Verhiltnis ~ 0.048 (~ 0.37) und bei Z = 80 erhalten wir ~ 1.5 x 107° (~ 7.4 x
10~3). Entsprechend fiihrt unsere Vorhersage bei grofen Kernladungszahlen zu einer
Reduktion der Ionisationsrate, bedingt durch relativistische Effekte. Dieses Verhalten
wird ebenfalls in Ref. [87] gezeigt. Wir stellen fest, dass dieser allgemeine Trend mit
dem durch relativistische Effekte hervorgerufenen Anstieg des Bindungspotenzials I,
tibereinstimmt, wodurch es schwieriger wird, das gebundene Elektron zu ionisieren,
als es auf der Grundlage einer nichtrelativistischen Beschreibung erwartet werden
wiirde.

3.3 ZUSAMMENFASSUNG

Wir haben zunichst die totale Ionisationsrate eines 1s-Elektrons, welches durch ein
Coulomb-Potential gebunden ist und sich in einem konstanten gekreuzten Feld auf-
hélt, mit Hilfe der Dirac-Theorie und der SFA in Goppert-Mayer-Eichung berechnet.
Um den Einfluss des Coulomb-Feldes auf das Elektron im Kontinuumszustand wéh-
rend des Tunnelns zu berticksichtigen, haben wir eine geeignete Methode, welche
auf einem kurzreichweitigen Bindungspotential basiert [55], an unsere Rechnung
angepasst. Dabei haben wir zwei Versionen der Coulomb-Korrektur bestimmt, eine

Abbildung 3.6: Die totale Ionisati-
onsrate eines Wasserstoffatoms als
Funktion der Feldstarke F wird ge-
zeigt. Die durchgezogene Kurve
zeigt die mit Glg. (3.42) Coulomb-
korrigierte Glg. (3.46). Die gestri-
chelte Kurve zeigt die nichtrelati-
vistische Rate in einem SEF aus
Glg. (3.52). Die Kreise zeigen die
relativistische Rate in einem SEF
aus Ref. [93]. Die barrier suppres-
sion Feldstarke ist durch Fy(Z =
1) ~ 0.06 a.u. gegeben. Die Abbil-
dung entstammt Ref. [83].
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intuitive und eine basierend auf der Bestimmung des Sattelpunkts der beschreiben-
den Wirkung. Die Korrekturfaktoren wirken in dem Bereich des Tunnels, in dem das
Coulomb-Feld kleiner ist als das konstante gekreuzte Feld. Beide Versionen unseres
Coulomb-Korrekturfaktors stellen jedoch nur Ndherungen dar, da sie den innersten
Tunnelbereich aufler Acht lassen. Die hier gezeigten Berechnungen kombinieren
dabei die vorangegangenen Studien aus den Ref. [52-55] und basieren auf diesen.

Beim Vergleich unserer entsprechenden Ergebnisse mit Vorhersagen aus friiheren
Studien, die auf PPT [56, 87] oder Coulomb-korrigierten SFA Theorien [58] beruhen,
fanden wir eine gute Ubereinstimmung in einem weiten Bereich von Kernladungen
und Jonisationspotentialen fiir Feldstdarken unterhalb der barrier suppression Feld-
stiarke, ab dem die Uberschwellenionisation einsetzt. Das gezeigte Ergebnis konnte
zudem gut durch eine analytische Formel in geschlossener Form angenéhert wer-
den. Diese Rechnung kann dariiber hinaus dazu beitragen, weitere Verbindungen
zwischen den entsprechenden PPT- und SFA-Theorien herzustellen und sie kann
somit zusétzliche Einblicke in die relativistische Starkfeldionisation im Allgemeinen
sowie die Rolle der Coulomb-Korrekturen im Besonderen bieten.

Ein rechnerisch sehr dhnlicher Prozess ist die gebunden-freie Paarproduktion. Viele
Rechenschritte zur Bestimmung der Paarproduktionsrate laufen sehr analog zu der
Berechnung der Ionisationsrate ab. Wir wollen im folgenden Kapitel die entspre-
chenden Ergebnisse présentieren.
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TION IN KONSTANTEN GEKREUZTEN
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Im vorangegangenen Kapitel wurde die relativistische Ionisation betrachtet, jedoch
gibt es weitere Prozesse, die sich erdffnen, wenn wir ein atomares System in einem
Strahlungsfeld hoher Intensitit betrachten. So kann es zur Paarproduktion kommen,
wenn ein Kern mit einem Laserstrahl kollidiert. Neben der freien Paarproduktion,
bei der Elektron und Positron im Kontinuum entstehen, besteht auch die Moglichkeit
der gebunden-freien Paarproduktion, wie in Abbildung 4.1 dargestellt. Bei dieser
wird das Elektron im gebundenen Zustand erzeugt, wahrend das Positron als freies
Teilchen vorliegt. Dieser Prozess soll im Folgenden fiir den Fall eines konstanten

gekreuzten elektromagnetischen Feldes berechnet werden (vgl. Abbildung 4.2).

Abbildung 4.1: Schematische Dar-
stellung fiir die gebunden-freie
Paarproduktion durch den Stofs
bestimmen auf Basis der Dirac-Theorie und der Strong Field Approximation (SFA) die  eines Atomkerns mit einem Laser-

Die rechnerische Herangehensweise ist hier dhnlich zu der bei der Ionisation. Wir

Rate der gebunden-freien Paarproduktion durch die Kollision eines sich relativistisch Pl
bewegenden Kerns konstanter Geschwindigkeit mit einem starken Laserfeld. Fiir
ein zirkular polarisiertes Laserfeld wurde diese Rechnung bereits in der Strahlungs-
Eichung gezeigt [21]. Auch die Berechnung der gebunden-freien Paarproduktion
durch ein einzelnes hochenergetisches Photon wurde schon vor langer Zeit behan-
delt, unter anderem in den Ref. [22, 23].

Die SFA ist bekanntlich abhéngig von der Wahl der Eichung. Fiir die Ionisation

hat sich aus Berechnungen im nicht-relativistischen Bereich ergeben, dass die Wahl
der Langeneichung zu besser {ibereinstimmenden Ergebnissen mit dem Experiment
Abbildung 4.2: Schematische Dar-
stellung der gebunden-freien Paar-
relativistischen Ionisation konnten wir im vorangegangenen Kapitel Unterschiede produktion im Tunnelregime.

gefiihrt hat, wie unter anderem Ref. [64] untermauert. Auch bei der Betrachtung der

zwischen den Eichungen feststellen. Durch diesen Umstand motiviert, wahlen wir
auch fiir diese Rechnung die Goppert-Mayer-Eichung, die relativistische Verallge-
meinerung der Liangeneichung. Die so berechnete Paarproduktionsrate hat bisher
noch keinen Eingang in die Literatur gefunden und soll mit den Ergebnissen der
Berechnung in einem zirkular polarisierten Laserfeld in Strahlungseichung und
denen des Bethe-Heitler-Prozesses verglichen werden.

In diesem Kapitel werden erneut atomare Einheiten mit der elementaren Ladungs-
einheit |e| = 1 genutzt, um die Formeln moglichst kompakt darzustellen. Zudem
verwenden wir die Feynman-Slash-Notation.
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In Ref. [21] wird Glg. (4.1) die so-
genannte Post-Form genannt, da
das Storpotential im Anfangszu-
stand enthalten ist, nicht jedoch
im Endzustand. Bei der sogenann-
ten Prior-Form ist dieses Verhalten
genau andersherum, wie wir am
Beispiel der Ionisation gesehen ha-
ben.
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4.1 THEORETISCHE BESCHREIBUNG DER GEBUNDEN-FREIEN PAARPRO-
DUKTION

Der Paarproduktionsprozess im kombinierten Coulomb- und Laserfeld wird mithilfe
des S-Matrix-Formalismus beschrieben. Die Ubergangsamplitude in der sogenannten
Post-Form wird durch

i -
= - X P1sAG I ps 4.1
SSFA ; d4 b, A \I,r(-‘r) ( )

gegeben. Da fiir diese Rechnungen die Goppert-Mayer-Eichung zur Beschreibung
des Laserfeldes gewihlt wurde, dhnelt die folgende Rechnung in weiten Teilen der
Berechnung der Ionisationsrate aus Kapitel 3.

Der Ausdruck in Glg. (4.1) wiirde die genaue Ubergangsamplitude beschreiben,
wenn der Anfangszustand, welcher das Elektron im negativen Dirac-Kontinuum
beschreibt, die Dirac-Gleichung mit dem vollstindigen Hamiltonian, also inklusi-
ve des Potentials des konstanten gekreuzten Feldes und des Coulomb-Potentials
l6sen wiirde. Da ein solcher Zustand analytisch nicht bekannt ist, wird im Sinne
der SFA der Anfangszustand durch einen Volkov-Zustand gendhert. Dieser ver-
nachléssigt entsprechend die Coulomb-Wechselwirkung und gibt eine Losung der
Dirac-Gleichung fiir eine ebene Welle.

Anders als bei der Ionisation betrachten wir das Kern-System als mit dem Lor-
entzfaktor vy, bewegtes System. Die nachfolgenden Berechnungen beziehen sich auf
das Ruhesystem des Kerns, ohne dass wir zu gestrichenen Grofien iibergehen. Die
Raten transformieren sich entsprechend der Relation [21]

1
Rjab = ”TR' (4-2)

z

4.1.1 KONSTANTES GEKREUZTES FELD IN GOPPERT-MAYER-EICHUNG

Die Wechselwirkung in der Goppert-Mayer-Eichung, welche durch das Vierer-
Potential A7, gegeben ist, kann der Glg. (3.2) entnommen werden. Analog zu
Kapitel 3 legen wir das elektrische Feld E entlang der x-Achse und das magne-
tische Feld B entlang der y-Achse. Der Vektor ey zeigt weiterhin entlang der z-Achse.
Der gebundene Endzustand ist durch den 1s-Zustand ®;5 aus Glg. (2.83) gegeben.

Fiir ein konstantes gekreuztes Feld wird der relativistische Volkov-Zustand eines
Positrons beschrieben durch

‘Pi;g)* - % (1 + 2C(I§CAP)> vg exp(iS™)) exp (—i(a - x) g/ c) 4-3)

mit der Wirkung

~ 2
- a
s+) — (p-x)+ {(pz )(pi+a(pi , (4-4)

c(k-p)
dem freien Dirac-Spinor vs+ eines Positrons und dem Vierer-Positronen-Impuls

p" = (po,p), wobei pg = €,/ c. Weiterhin beschreibt A¥ = " @, das Vierer-Potential
in der Strahlungs-Eichung, mit 4# = (0, —a,0,0) und der Phase ¢, = k - x, analog
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zu Kapitel 3. Durch die Exponentialfunktion exp(—i(d - x)¢y/c) wird der Volkov-
Zustand von der Strahlungs-Eichung in die Goppert-Mayer-Eichung umgeformt.

Es erweist sich auch hier als praktikabel den Wellenvektor k¥ = (1, e;) mit der
Frequenz w als Hilfsgrofie einzufiihren, wobei die Endergebnisse unabhingig von

dieser Grofie sein miissen.

Der Integrand wird mittels seiner Fourier-Transformierten ausgedrtickt:

KA  (p-a) . a? (d@-x)
@+mme“@QMkmﬁ+%ﬂhmﬁ"c %>
/700 ds e 5% (A(s) — iZC(IfCﬁ'p)A/(S)> , (4.5)

4 1 : (p-a) a5 (3-x)
1S
(s) 27 /700dq0ke ‘ exp( 2c(k-p) 9k + 6c2(k.p) Pe— %)

Durch diesen Schritt ldsst sich die nachfolgende Berechnung deutlich vereinfachen.
Dabei bezeichnet A’ (s) die nach s abgeleitete Funktion. Einsetzen dieses Ausdrucks
in die Wahrscheinlichkeitsamplitude und anschlieffendes Losen der Integration tiber
t, liefert den Faktor 2716(ep + E1s — sw). Im Anschluss wird die Integration tiber s
ausgefiihrt, wodurch sich die folgende Abhédngigkeit ergibt:

SFA _ 3 ki iges ,—i(p-r) Jiskr
S = 1/ / d(pk/drg ) Xs— AG<1+ 2c(k- )q)>vs+eke e
(p-a) , . a 3 (4 x)
X“P(%wmﬁ““a%km“ ) (&0

mit s = (¢p + Eis)/w. Wir fithren den Vektor g = p — sk + % ¢y e, sowie die aus
. . - a2

Kapitel 3 bekannten Variablen & = C(’;(.‘;), = 8c2(k ) und y = (4,8)2/3[ﬁ — (%)Z]

ein. Wir substituieren anschliefend mit z = (48)/3(¢y ﬁ)‘ Einsetzen dieser

Variablen fiihrt zu der Gleichung:
gFA — L i(4/3)—1/3/°° dz/d3r e(e A (14— o) o7
w '\ po —oo s 2¢(k - p) s
x exp |i z—i—i ex Sﬁ =z 3—1’E
Das Betragsquadrat dieser Ubergangsamplitude lautet
|SSFA|2 _ ¢ 2(4‘3)72/3/dz/dzl/d3r/d3r/ efiq’-r’eiqrg(r)
pow
xg(r') exp [—i(yz + 23/3)} exp [i(yz’ + 2’3/3)} (4-8)

_ ik ki
oo (14 gy ) A B (14 g ot o

Wir summieren tiber die auftretenden Elektronenspins und Positronenspins. Die

(4.7)

Summation tiber den Elektronenspin fithrt uns zu der Matrix

1
M= sz = MU+M()+M<2>+M<3)), (4:9)

FELDERN 41

Die Struktur bleibt derjenigen aus
Kapitel 3 dhnlich. Die Variablen
andern jedoch ihre Definitionen
und unterscheiden sich insbeson-
dere durch einzelne Vorzeichen.
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wobei wir die Notation aus Kapitel 3 verwendet haben. Anschlieffende Summation
tiber den Positronenspin liefert uns

;275+1"vs+ = %CSp(F(p) —c)) = 4%7'. (4.10)
Dabei entspricht in diesem Fall
I'=(1+vikey) AcMAG (1+vkig)) (4.11)
und v kénnen wir Glg. (3.12) entnehmen. Wir spalten 7 in vier Teile auf, sodass
T = sp (MO + M)A (1+vkitgl) p (1 +vitker) 4c)
~cSp (MO + MC)AG (1 +vkitg)) (1 +vikp) Ac) . (412)
Die Berechnung der Spuren verlduft analog zu Kapitel 3 und liefert mit
T = 8(co+c3)F?(po — p2)r' sin®’ cos ¢'rsin & cos ¢ (4.13)

dasselbe Ergebnis. Dieses wird in den Ausdruck fiir das Amplitudenquadrat einge-
setzt:

2F2
P0w2

/dz/dz’ exp [—i(yz—o—zg/B)} exp {i(yz’ +z’3/3)}

e o

x 1’ sin ¥ cos ¢'r sin ¢ cos ¢. (4-14)

Y ISSFAR =

s—,st

(4B)2"*(po — p-)

Die verbleibenden Ortsintegrationen werden mit den Glg. (C.2) bis (C.5) aus dem
Anhang gelost. Im Vergleich zum vorherigen Kapitel entsprechen diese Gleichungen
in ihrer jetzigen Form den Integrationen tiber die gestrichenen Ortskomponenten.

Die daraus resultierenden Summanden des Amplitudenquadrats besitzen alle die-
selbe Struktur g'* 4+ 72 ~ i C%(ZCZF')/)Z/ 3(z' — z{)) f" (z{y) im Nenner. Dabei entspricht
7 =19=4q), fz)=—i(yz +2°/3) und z(, bezeichnet die Nullstelle der ersten
Ableitung f'(z').

Bis zu diesem Punkt sind g und ¢’ reelle Gréen. Fiir die verbleibenden Integratio-
nen iiber z und z’ nutzen wir die Variante der Sattelpunktsmethode aus Glg. (3.23).
Diese Sattelpunkte befinden sich in der komplexen Ebene, weshalb die Kompo-
nenten von 4’ nun ebenfalls komplex sind. Der physikalisch relevante Sattelpunkt
ist z; = i,/y. Aus diesem folgt die erwartete exponentielle Abhangigkeit. Fiir die
weitere Rechnung ist es nun hilfreich die Variablen

’)/ = pO - pZ/
m =y ct — E%sl
e = \/172 + pje? + (cy + Exs)?,

{ = /P4 (cr +Ew)? (4.15)
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einzufiihren. Es ist zu beachten, dass sich in ¢ und { im Vergleich zu Kapitel 3
die Vorzeichen im letzten Summanden unter der Wurzel dndern. Fiir y lasst sich
demnach schreiben:

— 1 32
y= <2C2F’)/) €. (4.16)

Die einzelnen Komponenten von 4’ am Sattelpunkt sind entsprechend

, az, €
= —_— = 17,
I c(4p)1/3 ¢

_ _
gi = Ja+a =il

gy +aqy+gz =i

o

- (4.17)

N
I

Uber die Sattelpunktsrelation lasst sich das Betragsquadrat der Amplitude als

3
2

4F y* 4 -208
Y SSAR = e V2 3C (22)% 2{|51|2
s—,st

+72 (182(py, 12 + 185(py, 12 + 135y 1))

2RS4y 1Sa(p 7)) (418)

NI—=

ausdriicken. Dabei haben wir die Abkiirzungen D = Zc (F%J und

~ B ¢ o+2 U+2_62 c+1, _,i1
Sipr) = e[l ST Do)
& . o S o+1 1A oH2 s
So(py,y) = leqz[3175I’(2)D‘7+31741’(Z)D‘”r 7$F(T)DU ],
. € 23 3 o
Ss(Py/’Y) = z [ (3€5 - 173) F(E)DU
¢ €2CZ c+1 o+1 gZC o+2 o+2
+(%3ﬂ4)m 5D +??H 5D,
Sa ) = _iM ﬁr(g)pa_ér(ﬂ)pﬂ-l (4.19)
st ¢ L2 7?2 *
eingefiihrt.

Um hieraus die Rate zu ermitteln, wird in iblicher Weise iiber den Impuls-
raum integriert und anschlieffend das Ergebnis durch die Wechselwirkungsdauer T
dividiert:

B d3p | SSFA |2
R = Z /(2n)3 T (4.20)

s—,st

Es besteht im obigen Ausdruck keine Abhingigkeit von p,, weshalb sich diese
Integration mit Glg. (3.30) losen lasst. Abschlieflend wird das Integral tiber p, in
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eines tiber 7y liberfiihrt, sodass

F2C2 B ) 00 4 3 _
R o= ez [T ap [Tay Ted s P
+72 (182(py, 1P + 185(py, 1+ 134(py 1))
~2eRe [$1(py, 7)) 1 [Sa(py, )] | (421)
4.1.2 CouLOMB-KORREKTUR

Die Bestimmung der Coulomb-Korrektur ist fiir den Fall der Ionisation in der Li-
teratur weit verbreitet und verlief im letzten Kapitel sehr stringent. Der Fall der
gebunden-freien Paarproduktion wird in der Ausfiihrlichkeit nicht von der Literatur
abgedeckt und eine Bestimmung eines einzelnen Korrekturfaktors ist bislang nicht
erfolgt.

Zur Bestimmung der Coulomb-Korrektur verfolgen wir zwei unterschiedliche
Wege. In Ref. [55] wurde gezeigt, dass die dort verwendete Methode der imagindren
Zeit zur richtigen exponentiellen Abhangigkeit bei der freien Paarproduktion fiihrt,
wenn die Randbedingungen die untere Energiegrenze —mc? beriicksichtigen. Die
Paarproduktion wird dort entsprechend dhnlich zum Bild des Dirac-Sees als Tunnel-
prozess vom negativen Kontinuum zum positiven betrachtet und kann ansonsten wie
die Berechnung der Ionisation verlaufen. Im Falle der gebunden-freien Paarproduk-
tion kann ebenfalls im Sinne des Dirac-See-Bildes ein Tunnelprozess des Elektrons
vom Dirac-See hin zum gebundenen Zustand betrachtet werden. Die Bewegungs-
gleichung eines Elektrons im konstanten gekreuzten Feld muss entsprechend an

die Randbedingungen r(tp) = 0,Im(r(0)) = 0,Im(#(0)) = 0 und fW =€
—r=(fp)/C

angepasst werden. Hierbei bezeichnet €y = E;s/c?. Alternativ kann der Prozess auch
aus Sicht des Positrons beschrieben werden, was einer riickwirts ablaufenden Anni-
hilation entspricht. Es wird also ein Positron betrachtet, welches vom gebundenen
Zustand ins Kontinuum tunnelt. Dieser Ansatz ist ndher an der Beschreibung der
Ionisation aus einem Zustand negativer Energie, wie sie in Ref. [55] gegeben ist,
wobei wir die Energie des gebundenen Zustands fiir das Positron entsprechend an-
passen miissen. Die Losung der Bewegungsgleichung eines Positrons im konstanten
gekreuzten Feld mit den Randbedingungen r(fy) = 0,Im(r(0)) = 0,Im(#(0)) =0

und #%)/62 = —¢y ist in dem Falle zu bestimmen. Beide Ansétze fiihren zum
selben Ergebnis. Fiir den Ansatz aus Sicht des Elektrons erhalten wir die Bewegungs-
gleichungen
¢ a2
x(u) = oWt —ug), y(u) =0,
2,
z(u) = 1ﬁ(u0 —u)u,
. c? 2 2 4
ct(u) = zm(l—F/\ Ju —igih, (4.22)

't
Q = exp (21'2/0 r(lt)dt> (4.23)
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bestimmt, wobei

2 2
H(t) = 5 (=) /1= 5 (4.24)

Fiir die obere Grenze verbleiben wir an dieser Stelle bei der einfachen Approximation,
dass das Coulomb-Potential genau dann perturbativ wird, sobald die Coulomb-
Feldstarke kleiner ist als die Amplitude des konstanten gekreuzten Feldes. Mit ¢;
wird der Zeitpunkt bezeichnet, ab dem diese beiden Gréfien gleich sind. Im zeitlichen
Anschluss ist die Coulomb-Feldstiarke kleiner als die Amplitude des konstanten
gekreuzten Feldes. Daraus ldsst sich r; = r(t;) bestimmen:

™IN

(4.25)

Uberdies lisst sich auf

(4.26)

schlieffen. Die Coulomb-Korrektur lasst sich ebenfalls mit Hilfe von Glg. (3.43)
berechnen und ergibt in diesem Fall

_ (sin(go + 1)\ ¥ 6Z¢1
Q = (sin(qvo—fm)) P { c ] (427)

mit 6 = Zeo(1 — €2)~1/2 /¢, go = arcsin(uy/3) und @1 = arcsin(uy/3).

Die fiir die Trajektorie des Elektrons bzw. Positrons verwendete Anschauung des
Dirac-Sees erscheint fiir eine semiklassische Rechnung zunéchst unkonventionell,
da wir in der Rechnung mit negativen Energien umgehen miissen. Wie sich jedoch
anhand der daraus resultierenden Tunnelldnge zeigen ldsst, hat diese Annahme je-
doch durchaus ihre Daseinsberechtigung. Die Tunnelbreite fiir ein kurzreichweitiges
Potential ist durch

. Pcr)\c o _ FC?')\C 3 2
d= F (r(t=0) —r(t)) = 8 (\/60 +8+3€0) (4.28)

gegeben [55]. Dabei bezeichnet A, die Comptonwellenldnge. Der Unterschied zur

Tunnelbreite der Ionisation liegt entsprechend im Vorzeichen des zweiten Summan-
den. Wihrend bei der Ionisation die volle Tunnelbreite fiir g — —1 erreicht wird,
erreichen wir hier die volle Tunnelbreite fiir den Limes €y — 1, ganz wie es zu erwar-
ten ist. Im Falle eines rein elektrischen Feldes ist die Tunnelbreite durch % (1—e0)
gegeben und somit ist die volle Tunnelbreite proportional zu 2c. Im konstanten
gekreuzten Feld belduft sich die maximale Tunnelbreite auf %F"T)‘f und ist damit
etwas breiter. Diese Verbreiterung stammt von der magnetischen Feld-Komponente,

die die Trajektorie des Elektrons deutlich verdndert.

Um die Coulomb-Korrektur mit ins Ergebnis einzubringen, wird die exakte SFA-
Rate aus Glg. (4.32) mit dem Faktor Q multipliziert:

Rog=R-Q. (4-29)

Abbildung 4.3 zeigt den Coulomb-Korrekturfaktor Q in Abhéngigkeit von der
normierten Feldstdrke F/F, fiir den intuitiven Ansatz mit Glg. (4.26) fiir unterschied-
liche Kernladungszahlen Z. Dabei bezeichnet F, = Z3 die atomare Feldstirke. Es
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Abbildung 4.3 Coulomb-
Korrekturfaktor aus Glg. (4.27)
als Funktion der normierten Feld-
stirke F/F,, wobei F, = Z3 die
atomare Feldstirke bezeichnet.

Abbildung 4.4: Differentielle Ra-
te ‘;—5 als Funktion von ¢ fiir un-
terschiedliche Kernladungszahlen
Z und einer Feldstirke von F =
0.2F,. Die durchgezogenen Kur-
ven zeigen die differentielle Ra-
te fiir die exakte Berechnung aus
Glg. (4.21), bei numerisch ausinte-
grierter p,-Abhéngigkeit. Die ge-
strichelten Kurven zeigen die Ap-
proximation, bei der der expo-
nentielle Vorfaktor an den Stellen
py = 0 und v = ¢ ausgewertet
wird, sowie die py-Abhéngigkeit
ausintegriert und der verbleiben-
de Exponent bis zur zweiten Ord-
nung um y = o entwickelt wird.
Die Hohe der Kurven ist auf 1 nor-
miert, um einen Vergleich zu ver-
einfachen.

FELDERN 46

zeigt sich, dass die Coulomb-Korrektur bei unterschiedlichen Kernladungszahlen
sowohl einen verstdrkenden Effekt haben als auch die Rate bei sehr hohen Kern-
ladungszahlen reduzieren kann. Dieses Verhalten ladsst sich durch den negativen
Exponenten in Glg. (4.27) verstehen, welcher sich dadurch insbesondere von dem
Korrekturfaktor der Ionisation stark unterscheidet. Wiirden die Korrekturwerte fiir
die komplette Tunnelldinge bestimmt und nicht entsprechend begrenzt werden, so
wiirde der Korrekturfaktor um etwa zwei Groflenordnungen anwachsen.
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4.1.3 ANALYTISCHE VEREINFACHUNG

Die gefundene Paarproduktionsrate ldsst sich noch weiter vereinfachen, sodass sich
die verbleibenden Integrationen in guter Naherung losen lassen. Wir verwenden die

Annahme, dass sich der Vorfaktor der exponentiellen Funktion e_%y : nur langsam
in Abhéngigkeit von 7y und p, verdndert. Daher werten wir diesen an der Stelle
py = 0 aus und entwickeln den Exponenten um diese Stelle bis zur zweiten Ord-
nung. Die verbliebene p,-Abhéngigkeit im Exponenten kann als Gaufs’sches Integral
identifiziert werden.

— Z=50
— Z=70 b
— Z=90

dR/dy

120

ylaul

Die Abhéngigkeit vom Parameter v ist auch in diesem Fall deutlich komplexer.
Dennoch erweist es sich als zweckmaifSig auch hier lediglich die exponentielle Ab-
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héngigkeit auszuintegrieren. Dazu wird zunéchst der Wert von ¢ bestimmt, an
welchem die Exponentialfunktion ihr Maximum erreicht:

_ Es 1 /0 4
Yo = 4c + 4c Efg + 8c*. (4.30)

Die Entwicklung des Exponenten um <y = g bis zur zweiten Ordnung und die
Auswertung des Vorfaktors an dieser Stelle liefern:

1 _»Y0 |7Fyy _ =
R = Ecmfs(zz)ﬁf ZZT) /87079 h(vo)[|51(py:o,7:rm)2

+72 (1S2(py = 0,7 = 70) 2+ 1S3(py = 0,7 = 70) 2+ ISa(py = 0,7 = 70) )

+2TRe (ZSNl(py = O,’Y = ’)/O)S~2<py = O,')/ = 'YO)) :| /0 d’)/ e*h/,('YO)(’Y*VO)Z

(4.31)

2¢3

mit gg = \/772 + (C'YO + E15)2 und h(’Y) = 3&Fy"

Dieser Ansatz wird in Abbildung 4.4 mit dem Ergebnis aus Glg. (4.21) verglichen.
Dort wird die differentielle Rate dR/dvy in Abhdngigkeit von -y fiir verschiede-
ne Kernladungszahlen Z gezeigt. Die durchgezogenen Kurven présentieren das
numerisch tiber p, integrierte Ergebnis aus Glg. (4.21). Zum Vergleich wird die
differentielle Rate aus Glg. (4.31) als gestrichelte Kurve gezeigt. Das Maximum
der exakten differentiellen Rate verschiebt sich nur leicht zu niedrigeren Werten
beziiglich der Position von y = g und die Breite der Kurven bei gleichem Z stimmt
in etwa {iberein.

Zuletzt wird formal die untere Integrationsgrenze auf —oo erweitert, was rechne-
risch dadurch vertretbar ist, dass aus diesem Bereich kein signifikanter zusétzlicher
Beitrag zum Integral stammt. Daher konnen wir die -Integration ebenfalls durch
ein Gaufd’sches Integral 16sen. Das nun vereinfachte Ergebnis der Rate lautet

1 2 20270 2Fyy
R = =ZnaFC.(22)7“—=,| ———— (70)
P TE G2 el (70)

kam:av:wﬂ

+72 (1S2(py = 0,7 = 10) P+ IS3(py = 0,7 = 70) )
+27Re [S1(py = 0,7 = 70)] Im [Sa(py = 0,7 = 70)] } (4-32)

Die dominante exponentielle Abhéngigkeit von 7y ldsst sich noch weiter vereinfachen,
indem wir 1 fiir kleine Werte von I,/ > < 1 entwickeln. Dies fithrt uns zum
Ausdruck

11
T & c—se= ) (433)

Dabei ist nun zu beachten, dass die Werte von Ip/ ¢? mit zunehmender Kernla-
dungszahl Z grofier werden und entsprechend néher bei 1 liegen. Somit dient diese
Approximation nur einer groben Abschétzung. Die beobachtbare Verschiebung in
Yo stammt von der magnetischen Feldkomponente, die im klassischen Bereich eine
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Kraft in Richtung von —1v x B ausiibt. Die Geschwindigkeit des Elektrons ist in
dieser Betrachtung nahe ¢, entsprechend kann die Kraft des elektrischen Feldes
nicht als dominant betrachtet werden. Wir nehmen fiir eine grobe Abschitzung
dennoch an, dass die Geschwindigkeit des Elektrons v vorwiegend in die negative
x-Richtung orientiert ist. Das magnetische Feld entlang y fiihrt entsprechend zu
einer Lorentz-Kraft, die in z-Richtung zeigt und somit eine Verschiebung in der
p»-Verteilung hervorruft. Die Grofienordnung der Verschiebung lédsst sich durch
Apy ~ %F T; ~ ¢ angeben, wobei die Tunnelzeit 7; ~ d/v durch die Tunnelbreite und
die Tunnelgeschwindigkeit abgeschétzt wird. Die Verschiebung wird allein durch
das magnetische Feld hervorgerufen und ware in einem rein elektrischen Feld nicht
vorhanden, wie es auch bei der Ionisation der Fall war (vgl. Ref. [58, 84, 87]).

Um die exponentielle Abhédngigkeit etwas besser einordnen zu kénnen, verwen-

den wir Glg. (4.33), um den Exponenten geeignet zu vereinfachen. Wir entwickeln
diesen ebenfalls in eine Taylor-Reihe um I, /¢?> = 0 und gelangen dadurch zu der

Abhingigkeit
R o exp l 3F <4 - C§> : (4-34)

Der exponentielle Ausdruck enthilt die charakteristische Feldstarken-Abhéangigkeit

F../F. Diese findet sich so auch in Vergleichsrechnungen wieder, wie wir im Fall
der zirkular polarisierten Laserwelle im folgenden Abschnitt sehen werden. Zudem
lasst sich erkennen, dass in etwa die Tunnelbreite aus Glg. (4.28) im Exponenten
enthalten ist, welche den charakteristischen Faktor 9/4 aufweist.

4.1.4 VERGLEICH MIT EINEM ZIRKULAR POLARISIERTEN LASERFELD IN STRAHLUNGS-
EICHUNG

Um zu untersuchen, wie sich die Wahl der Eichung des Laserfeldes auf die SFA-
Berechnung auswirkt, wollen wir das zuvor erzielte Ergebnis mit den Ergebnissen
aus Ref. [21] vergleichen. In dieser Arbeit wurde die gebunden-freie Paarproduktion
in einem zirkular polarisiertem Laserfeld in Strahlungseichung betrachtet. Das
Laserfeld wird dort durch den Wellenvektor k* = w/c(1, e;) und das Viererpotential

Al (x) =a(0,cos(k - x),sin(k - x),0) = a} cos(k - x) + ab sin(k - x) (4-35)
beschrieben. Der positronische Volkov-Zustand vereinfacht sich entsprechend zu

() oy [ € 1
TP&* (x) = % <1 + 2k p kA) Vgt

_.al-p . ) .az - p
Xexp{ lck-psm(k x)—Hck-p

cos(k-x)—ig-x|, (4.36)
mit dem effektiven Impuls g# = p# + &2c%/ (2k - p)kH.

Wie {iblich lasst sich zundchst die Ubergangsamplitude bestimmen um mit die-
ser die Rate zu berechnen. Wir geben an dieser Stelle jedoch direkt das Ergebnis
der Rate an, da sich eine detaillierte Berechnung bereits in Ref. [21] befindet. Des
Weiteren wird im Anhang eine Berechnung der gebunden-freien Paarproduktion
fuir eine endliche Pulsdauer gezeigt, welche in vielen Punkten der Herleitung aus
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Ref. [21] dhnelt. Fiir die Produktionsrate gilt entsprechend:

2R a2 Upg+ug+uc
__dR . 75 +Els_nw 7 ( ° )
de, d cos(d;) ZS H>Zno| |[ + /27 “ | v
mit
P ] 02) '
un = 2@ e @P)’ o+ (5) 22
o2 (P22 OV (pi -
Fpo— o)t (Z) Y ZpZU’T(Z) (p2 ka)UV}
. 2
+Zha@ha@or (5) Fuv),
w 2 -
us = 2% (B) Pul@)
2 (PN 12 22 4 2 -
x (a (£) w2+ + oo+ bk Zf’z)w>'
a? PN 1 (a2
uc = mp(f) Un(®)]
" (02 (B) U+ V2 — Zo1(py — bk )MV) (438)
Z
und
N
w I]o—q,z’
b = n—v,
22
YT 22k p)
_ 1-c
A
u = sinX+%cosX,
2
Yy = agcosX—{l—i—(l—f—U) (%) ]sin?(,
X = aarctan(%);
= gk (4-39)

Um das hier gezeigte Ergebnis mit der Berechnung im konstanten gekreuzten Feld

vergleichen zu konnen, wollen wir die Besselfunktionen fiir ¢ >> 1 néher betrachten.

Das Argument & der Besselfunktionen ist stets kleiner als die Ordnung n, welche
durch

n= % (cqo +c2 - I,,) (4.40)

gegeben ist. Der grofstmogliche Beitrag stammt entsprechend von einem maximalen
& oder anders ausgedriickt, einer minimierten Differenz n — &. Untersuchen wir
zundchst die Winkel-Abhdngigkeit des Arguments &, ldsst sich dieses fiir den Winkel
sin® = myc/ go maximieren, dabei bezeichnet m, = /1 + ¢2 die effektive Masse in
atomaren Einheiten. Somit gilt:

&(qo,0) = \/1Ci7§2|1| (4-41)
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Hierbei ist zu beachten, dass die
differentielle Rate tiber die effek-
tiven Grofien e; und 9, definiert
ist.
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Minimieren wir im Anschluss die Funktion f(qo) = n(q0) — &(qo, ©), belauft sich
der optimale Wert der effektiven Elektronenenergie auf

jo=rc(1+2). (4.42)

Die Differenz qg — g, ist fiir effektive Impulse dieselbe wie fiir die kanonischen
Impulse und belduft sich hier auf den Wert c. Die Energien und z-Komponenten
der Impulse unterscheiden sich jedoch, weshalb diese separat betrachtet werden.
Rechnen wir auf die kanonischen Grofien um, erhalten wir

o 22 Loy B

po 10 2(Go — || cos ©®) 27

i i 282 2,

A A S—— (443)

2(Go — |q| cos®) 2

Als optimale Werte lassen sich somit

-1 2 222 s s
i = ;(ZC + ¢ —Ip) und & =17 —§, (4.44)
2_
mit & = = = I « 7 festhalten. Fiir unsere Besselfunktionen gilt laut Ref. [95] die
Asymptotik
B 2\5 #3/2
Ja(&) o exp l—3&1/2 : (4-45)

Da die Rate proportional zum Betragsquadrat der Besselfunktionen ist, ldsst sich die
exponentielle Abhangigkeit durch

o (5 )2
4V/2F, (2 CZ) ] (4.46)

R xexp [— 3F

beschreiben. Die hier gefundene exponentielle Abhingigkeit stimmt nicht mit der
Abhingigkeit im konstanten gekreuzten Feld iiberein, weist jedoch grofie Ahnlich-
keiten zu dieser auf. Die charakteristische Struktur F.,/F der Feldstiarke steckt auch
in diesem Ausdruck. Ebenso findet sich in etwa die Tunnelbreite wieder, welche
hier durch den intuitiven Faktor 2c> — I, gegeben ist. Dass der hier gegebene Ex-
ponent nicht bis ins Detail mit dem in Glg. (4.34) tibereinstimmt, kann neben der
Tatsache, dass sich die Trajektorie eines Elektrons im zirkular polarisierten Feld von
der im konstanten gekreuzten Feld unterscheidet, dadurch bedingt sein, dass die
Besselanalyse lediglich eine gute Ndherung der genauen Abhédngigkeit liefert.

4.2 ERGEBNISSE DER GEBUNDEN-FREIEN PAARPRODUKTION

Wir vergleichen im Folgenden die ausintegrierte Paarproduktionsrate aus Glg. (4.37)
mit der Paarproduktionsrate aus Glg. (4.32). Die Ergebnisse werden in Abbildung 4.5
fiir verschiedene Kernladungszahlen Z in Abhédngigkeit von der normierten Feld-
starke F/F, gezeigt. Dabei bezeichnet F, die atomare Feldstdrke. Zunachst fillt auf,
dass die Raten mit zunehmender Feldstdrke anwachsen. Fiir eine Rate, welche mess-
bare Werte liefert, muss in diesem Parameterregime die Kernladungszahl sehr grofs
sein. Ein Vergleich zwischen den beiden Rechnungen zeigt, dass die Berechnung
in der Goppert-Mayer-Eichung und dem konstanten gekreuzten Feld zu deutlich
grofleren Raten fiihrt. Wahrend bei Z = 70 vier Gréfienordnungen zwischen den
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unterschiedlich bestimmten Raten liegen, reduziert sich fiir Z = 110 der Unterschied
auf drei Groflenordnungen. Die signifikante Differenz zwischen diesen beiden Rech-
nungen kann zum einen durch die unterschiedlichen exponentiellen Abhédngigkeiten
erklart werden, zum anderen ist aufgrund der verschiedenen Eichungen in den
Rechnungen eine Abweichung zu erwarten. In den Ref. [64, 90, 91] sind fiir die nicht-
relativistische Ionisation Unterschiede von bis zu zwei Groflenordnungen zwischen
der Langen- und Geschwindigkeitseichung gefunden worden. Die Liangeneichung
hat sich in dortigen Vergleichen zu experimentellen Daten als die bessere Wahl
herausgestellt. Begriindet wurde dies dartiber, dass der Wechselwirkungsterm in
der Langeneichung vom Abstand zum Kern abhéngig ist und fiir grofse Abstiande
ausgelegt ist, was wiederum zu der Annahme der Volkov-Zustinde passt [64]. Fiir
die Rechnung der gebunden-freien Paarproduktion ldsst sich auf dieselbe Weise fiir
den Anfangszustand in Verbindung mit der Goppert-Mayer-Eichung argumentieren.

1010 ,‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 4
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Wir wollen zuletzt einen Vergleich zwischen der gebunden-freien zur frei-freien
Paarproduktion, auch nichtlinearer Bethe-Heitler-Prozess genannt, ziehen. Die exakte
Rate der freien Paarproduktion fiir ein konstantes gekreuztes Feld wird in Ref. [96]

durch
72 7 \>? 23
Ry= —— 1 V2, .
=3 /m (2\@> exp v (4-47)

gegeben, mit § = w&/c?. Die Rate stimmt mit dem Ergebnis der Rechnung aus
Ref. [97] tiberein, indem der Grenzwert ¢ >> 1 fiir eine zirkular polarisierte Welle
berechnet wurde, wohingegen die Besselbetrachtung in Ref. [21] zu einem leicht
anderen Ergebnis in der exponentiellen Abhingigkeit gefiihrt hat (vgl. exp (— 83—\175) )

wie es auch bei uns der Fall ist fiir die gebunden-freie Paarproduktion.

In Abbildung 4.6 (a) wird diese Rate in Abhéngigkeit von der normierten Feld-
starke F/F, fiir verschiedene Kernladungszahlen Z als gepunktete Linie gezeigt. Im
Vergleich dazu wird als durchgezogene Linie die unkorrigierte Rate aus Glg. (4.32),
sowie die unkorrigierte ausintegrierte Rate aus Glg. (4.37) als gestrichelte Kurve
gezeigt. Beim Vergleich der Raten fillt auf, dass fiir kleinere Kernladungszahlen Z
die freie Paarproduktion mit grofierer Wahrscheinlichkeit auftritt, wahrend fiir sehr
grofle Kernladungszahlen die gebunden-freie Paarproduktion bevorzugt auftritt.
Dieses sich verdndernde Verhalten ldsst sich einerseits dadurch begriinden, dass bei
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Abbildung 4.5: Mit dem Faktor
Q korrigierte Paarproduktionsra-
te. Die durchgezogenen Linien zei-
gen die Rate in einem konstan-
ten gekreuzten Feld in Goppert-
Mayer-Eichung fiir Glg. (4.32) und
die gestrichelten Kurven zeigen
die Rate in einer zirkular polari-
sierten Laserwelle fiir Glg. (4.37)
als Funktion der normierten Feld-
stirke F/F,, wobei F, = Z3 die
atomare Feldstdrke bezeichnet.
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Abbildung 4.6: In Paneel (a)
werden die totalen Raten der
gebunden-freien Paarproduktion
aus Glg. (4.32) (durchgezogene Li-
nie), sowie aus Glg. (4.37) (ge-
punktete Linie) und die totale
Rate der freien Paarproduktion
aus Glg. (4.47) (gestrichelte Linie)
in Abhéngigkeit zur normierten
Feldstarke F/F, gezeigt. Die Kern-
ladungszahlen sind der Farbska-
la zu entnehmen. In Paneel (b)
werden die totalen Raten in Ab-
héngigkeit von der Kernladungs-
zahl Z fiir eine Feldstdrke von
F/F, = 0.2 gezeigt.
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der gebunden-freien Paarproduktion die Tunnellinge im Vergleich zu der freien
Paarproduktion verkiirzt ist (vgl. Abb. 4.2). Entsprechend ist es fiir das Elektron
einfacher, diese kiirzere Distanz zu iiberwinden. Mit zunehmender Kernladungs-
zahl reduziert sich die Tunnellinge weiter. Andererseits ist der Phasenraum eines
Elektrons fiir die freie Paarproduktion grofier als bei einem Elektron, welches final
in einem gebundenen Zustand vorliegt, weshalb auch die freie Paarproduktion
eine grofiere Rate aufweisen kann. Dieses Wechselspiel zwischen Phasenraumgro-
e und Tunnelldnge sorgt dafiir, dass erst fiir eine sehr grofie Kernladungszahl
die gebunden-freie Paarproduktion tiberwiegt. Ab welcher Kernladungszahl die
gebunden-freie Paarproduktion der freien tiberlegen ist, wird in Abbildung 4.5 (b)
gezeigt. Hier wird die freie Paarproduktion als rot gestrichelte Kurve gezeigt. Die
gebunden-freie Paarproduktion der CCF-Rechnung wird als schwarze durchgezoge-
ne Linie prédsentiert, wiahrend die Rechnung im zirkular polarisierten Laserfeld als
schwarz gepunktete Linie gezeigt wird. Die Feldstidrke wird dabei konstant beim
Wert F/F, = 0.2 gehalten. Es fallt auf, dass die Rechnung im konstanten gekreuzten
Feld schon bei Kernladungszahlen ab Z ~ 84 zu grofieren Raten als im Fall der
freien Paarproduktion fiihrt, wahrend die Berechnung der gebunden-freien Paarpro-
duktion im zirkular polarisierten Laserfeld erst bei Kernladungszahlen ab Z ~ 104
tiberwiegt. Neben der unterschiedlichen Feldkonfiguration unterscheiden sich die
Rechnungen insbesondere in ihrer Eichung. Fiir die Goppert-Mayer-Eichung erzielen
wir deutlich groflere Raten als in der Strahlungseichung (in Abb. 4.6(b) liegen in etwa
vier Grofsenordnungen zwischen den unterschiedlichen Raten). Wihrend bei der
nicht-relativistischen Ionisation die Langeneichung (nicht-relativistisches Gegenstiick
zur Goppert-Mayer-Eichung) bessere Ubereinstimmungen mit den experimentellen
Daten gezeigt hat [64], steht ein Vergleich mit wirklichen Experimenten bei der
gebunden-freien Paarproduktion noch aus.
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Wir haben zunichst die totale Paarproduktionsrate mit Hilfe der Dirac-Theorie und
der SFA in Goppert-Mayer-Eichung berechnet, wobei wir fiir das Feld ein konstantes
gekreuztes Feld angenommen haben. Um den Einfluss des Coulomb-Feldes auf das
Elektron wéhrend des Tunnelns zu berticksichtigen, haben wir eine geeignete Me-
thode, welche auf einem kurzreichweitigen Bindungspotential basiert [55], an unsere
Rechnung angepasst, dhnlich zu der Vorgehensweise, die wir bereits in Kapitel 3
verwendet haben. Die Version unseres Coulomb-Korrekturfaktors stellt dabei eine
Néaherung dar, da sie den innersten Tunnelbereich aufler Acht lasst und den genauen
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Endpunkt des Einflussbereichs nur intuitiv betrachtet.

Der Vergleich unserer entsprechenden Ergebnisse mit Vorhersagen aus fritheren
Studien, die die gebunden-freie Paarproduktion in einem zirkular polarisierten
Feld in der Strahlungseichung berechnen, fiihrt zu deutlichen Unterschieden von
mehreren Grofienordnungen zwischen den Raten. Die Tatsache, dass sich beide
Rechnungen unterscheiden, ist insbesondere daher zu erwarten gewesen, da sich
der Einfluss der Eichung bereits in SFA-Rechnungen zur nicht-relativistischen Ioni-
sation in starker Weise gezeigt hat [64]. Unsere Rechnung kann entsprechend dazu
beitragen, die Eichabhéngigkeit der SFA besser zu verstehen.

Im weiteren Vergleich der gebunden-freien Paarproduktion mit der freien Paar-
produktion konnten wir feststellen, dass erst fiir sehr grofie Kernladungszahlen die
gebunden-freie Paarproduktion durch die verkiirzte Tunnelldnge im Vorteil ist.






5 BREIT-WHEELER-PAARPRODUKTION
1M UBERGANGSREGIME VON PERTUR-
BATIV ZU NICHT-PERTURBATIV

Der Breit-Wheeler-Paarproduktionsprozess kann, wie bereits in Kapitel 1 beschrie-
ben, in verschiedene Regime unterteilt werden. Insbesondere wird fiir die Wechsel-
wirkung mit dem Laserfeld zwischen dem perturbativen und nicht-perturbativen
Regime unterschieden. Die Unterscheidung wird hauptséchlich durch den dimen-
sionslosen Intensitidtsparameter § = |e|Ey/ (wm) vorgenommen. Im perturbativen
Regime mit { < 1 folgt die Paarproduktionsrate einem einfachen Potenzgesetz der
Form ¢2". Im nicht-perturbativem Regime beginnt die Produktionsrate zunéchst
vom Potenzgesetz abzuweichen und geht fiir ¢ >> 1 in ein exponentielles Verhalten
dhnlich der bekannten Schwinger-Rate iiber, wie es in Ref. [3, 16] gezeigt wird. Wir
fokussieren uns in diesem Kapitel auf das Ubergangsregime von nicht-perturbativ
zu perturbativ um ¢ ~ 1.

Gegenwirtig besteht erhebliches Interesse an dem nicht-perturbativen Regime, fiir
dessen experimentelle Realisierung die Kombination von Gammastrahlung mit einer
gegenldufigen optischen Laserwelle hoher Intensitit als moglicher experimenteller
Weg angesehen wird. Die Erzeugung von Breit-Wheeler-Paaren in einem starken Feld
wurde bereits theoretisch untersucht und das LUXE-Konsortium am DESY hat ein
entsprechendes Experiment vorgeschlagen [44, 45]. Dabei soll der hochenergetische
Elektronenstrahl, welcher normalerweise den European XFEL (Europdischen Freie-
Elektronen-Rontgenlaser) antreibt, verwendet werden, um GeV-Photonen durch
Bremsstrahlung aus einem Wolfram-Target zu erzeugen. Eines der Ziele besteht
darin, den Ubergang vom perturbativen Bereich des Prozesses bei & < 1 zum nicht-
perturbativen Bereich bei ¢ > 1 (oder sogar ¢ >> 1) zu untersuchen.

Der Fokus dieses Kapitels wird, in Anlehnung an die geplanten Experimente,
darauf gelegt, den Einfluss des breiten Frequenzspektrums der Bremsstrahlung auf
den Prozess mit zu beriicksichtigen und in die Rechnungen mit einzubinden. In
den letzten Jahren wurden eine Reihe von theoretischen Studien zur Starkfeld-Breit-
Wheeler-Paarbildung unter Verwendung monoenergetischer y-Photonen und kurzer
Laserpulse mit wenigen Zyklen durchgefiihrt [33, 51, 98—104]. In diesem Fall deckt
das Laserfeld ein relativ schmales kohdrentes Frequenzspektrum ab, welches die
Prozesseigenschaften in charakteristischer Weise beeinflusst. Komplementér dazu
konnen Paarproduktionsstudien mit Bremsstrahlung betrachtet werden, da hier der
Strahl der y-Photonen ein sehr breites inkohérentes Frequenzspektrum umfasst.
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In diesem Kapitel werden relati-
vistische Einheiten mit ¢ = i =
47ey = 1 verwendet.

Dieses Kapitel basiert auf der Veroffentlichung [105]. Die entsprechenden Ab-
schnitte wurden tiibersetzt, iiberarbeitet und an den Kontext der Dissertation an-
gepasst. Dort haben wir sowohl die Gesamtproduktionsrate als auch die Energie-
und Winkelverteilungen des entstandenen Positrons fiir eine Reihe von ¢-Werten im
Ubergangsregime berechnet, wobei das Bremsstrahlungsfrequenzspektrum fiir das
hochenergetische y-Photon mit berticksichtigt worden ist.

5.1 THEORETISCHE VORGEHENSWEISE

In diesem Abschnitt erldutern wir die Vorgehensweise zur Bestimmung der Paarpro-
duktionsrate. Unsere Arbeit ist unter anderem durch das geplante LUXE-Experiment
aus Ref. [44, 45] motiviert, bei dem Laserpulse mit einer Wellenldnge von A = 800 nm
und 30 fs Pulsdauern eingesetzt werden sollen. Da diese Pulse - die etwa 11 Feld-
zyklen umfassen - weder extrem kurz noch lang sind, werden die Vorhersagen
von zwei verschiedenen Feldmodellen verglichen. Zunichst wird das Laserfeld als
monochromatische Welle von unendlicher Ausdehnung betrachtet. Im Anschluss
bestimmen wir die Produktionsrate fiir einen endlichen Laserpuls mit langsam
variierender Hiille im Rahmen der lokal monochromatischen Approximation (LMA).
Im letzten Abschnitt wird gezeigt, wie sich das Bremsstrahlungsspektrum mit in die
Rate einbeziehen lasst.

5.1.1 UNENDLICH AUSGEDEHNTE, MONOCHROMATISCHE LASERWELLE

Wir folgen der Herleitung aus Ref. [63] und beginnen damit, das S-Matrix-Element
fiir den Breit-Wheeler-Prozess in einem starken Feld zu bestimmen. Das fiir diesen
Prozess notige hochenergetische y-Photon besitzt die Frequenz w’, den Wellenvektor
k'" und den Polarisationsvektor €’*. Entsprechend ist das Matrix-Element durch

. 41 —ik
Sg = —13\/2&)7/(149( e ik Ty gt ps (5.1)

gegeben. Wir betrachten das Laserfeld als unendlich ausgedehnte, monochromatische

Welle zirkularer Polarisation mit dem Viererpotential
AF(x) = a(e} cosk - x + € sink - x) (5.2)

in der Lorenz-Eichung k - A = 0. Der entsprechende Wellenvektor der gegenldufigen
Laserwelle und die beiden entsprechenden transversalen und orthogonalen Polarisa-
tionsvektoren werden durch k* = w(1,0,0,—1), e{‘ = (0,1,0,0) und eg = (0,0,1,0)
definiert. Fiir die geplanten Parameter ist die Annahme eines monochromatischen
Feldes gut geeignet.

Fiir den Anfangs- und Endzustand werden die positronischen und elektronischen
Volkovzustidnde aus den Glg. (2.18) und (2.16), in die das Viererpotential der zirkular
polarisierten Welle eingesetzt wird, verwendet. Dadurch lasst sich der elektronische
Zustand durch

m e
1IIP/,S’OC) = q6V (1 + 2k - p/kA> Up s
e p o . e-p N
xexp{ iea K sin(k - x) + iea P cos(k-x)—ig" - x (5.3)
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darstellen. Dabei bezeichnet p'* = (¢, p’) den elektronischen Impuls, sowie g =
p'* + &m?/ (2k - p')k* den effektiven elektronischen Impuls, welcher die Dispersi-
onsrelation ¢’ 2= m? erfiillt, mit der effektiven Masse m, = m+/1 + ¢2. Der entspre-
chende positronische Volkov-Zustand wird durch die Ersetzung p’* durch —p#, mit
dem positronischen Impuls p, erreicht, woraus sich auch der positronische effektive
Impuls g" ableitet. Zudem wird der elektronische Spinor u, ¢ mit dem positroni-
schen v s getauscht.

Einsetzen der Volkov-Zustande in Glg. (5.1) und geeignetes Zusammenfassen der
Terme fiihrt zu dem Ausdruck

) m m 27 4 1 'k -x - 1

mit der Dirac-Matrix

B edk , ek A
M__O+Qkp)¢ Q+?kp> 59

und der Phase

/

_ €1°p €1°p €2:p €2°p )
D= ea(k_p km)sm(k x)+ea(k_p k'P/>cos(k x). (5.6)

Uber z = ear/—[q/(k-q) —q'/(k-q")], zcos ¢y = eaey - [q/(k-q) —q'/(k-q")] und
@i = k - x lasst sich die Phase vereinfacht darstellen als
® = —zsin(¢x — o). (57)

Die ¢i-Abhidngigkeit ldsst sich tiber eine Fourier-Reihenentwicklung mit Hilfe von
Besselfunktionen ausdriicken, wozu die Relation

—zu singp Z ] —inq)k (5.8)

n=—oo

aus Ref. [95] verwendet wird. Mit dieser Definition lassen sich die Relationen

Y Donlz)e ", (5.9)
n=—oo
Tosg= ) Di(z)e (5.10)
n=—oo
und
e'® sin ) = Z Ds i (z)e 9% (5.11)
n=-—co
finden, wobei die Abkiirzungen
Dou(z) = In (Z)em%/ (5.12)
1 (-
Diu(z) = 5 (Jusn (@)D 4 ]y (2)el V) (5:13)

und

1 . .
Don(2) = 5 (Junr ()" D% — sy (2)el 190 (5:14)

57



BREIT-WHEELER-PAARPRODUKTION IM UBERGANGSREGIME VON PERTURBATIV ZU NICHT-PERTURBATIV 58

eingefithrt werden. Uber diese Vereinfachungen lasst sich nun die Ubergangsampli-

tude
e — qu 5= 7 V Z / dtx el(a+dq —K —nk)-x Tyt o My 0ps (5.15)
T’l* [e)

darstellen. Die enthaltene Dirac-Matrix wird n-abhiangig und zur Verdeutlichung
M,, benannt:

2

o / e?a? / ke’ ke
Mn = Do <¢ T2k p)k-p)© 'kk>  Pinea <2k-P’ - 2k'P>
¢ ke’ ke
+D; yea (2;.;7, — 2k~pz) . (5.16)

Die Summation iiber # stellt die Anzahl absorbierter bzw. emittierter Photonen dar.
Fiir die Paarproduktion ist die Absorption von mindestens einem Photon notwendig,
weshalb die Summe im folgenden bei n = 1 startet. Die anschlieffende Raum-Zeit-
Integration liefert die Delta-Funktion (277)*6*) (g + g’ — k' — nk). Die Produktionsrate
pro y-Photon ist durch

al*,, dq |, &¢’

dR(K) = =V 5V nye

(5-17)

gegeben. Um die unpolarisierte Rate zu bestimmen, mitteln wir zusétzlich tiber die
Photonenpolarisation mithilfe von

Y eu(k,A)ey(k,A) = —gu + Eichterme (5.18)
A=12

und summieren iiber die Leptonenspins s und s’ mithilfe von Glg. (B.16). Die daraus
resultierenden Spuren lassen sich tiber die Relationen in Anhang B bestimmen.
Anschlieflendes Zusammenfassen fiihrt zu dem Ausdruck

e m?

dR(K) = o Y 64g+q — K — mk)Ba(q,0,0)Pd, (5.19)
0 n=ng

mit der Abkiirzung
Bn(q// q, g) = ]%(Z)
k-K')?
2 (BE - 26 - @) (1- 0 ) . G

Dabei gibt 1y die minimal notwendige Anzahl an Laserphotonen an, welche von der
effektiven Masse durch

2m?2

ny > T (5.21)

bestimmt werden und sich aus dem Argument der -Funktion ergeben. Fiir den Fall
einer komplett entgegengesetzten Kollision der Laserphotonen mit dem y-Photon,
welche wir im Folgenden genauer betrachten werden, gilt k - k' = 2ww’.

Die in Glg. (5.19) gezeigte Rate ist noch sechsfach differentiell. Um hieraus die
totale Rate zu erhalten, miissen die verbliebenen sechs Integrationen gelost werden.
Dies wird in Ref. [63] {iber einen Wechsel ins Schwerpunktsystem erreicht. Wir
verbleiben jedoch im Laborsystem, um zusatzlich das Winkel- und Energiespektrum
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bestimmen zu konnen. Dazu wird iiber 4’ sowie ¢, und ¢, bzw. 9, integriert. Dies
lasst sich durch die in Glg. (5.19) enthaltene §-Funktion leicht bewerkstelligen.
Integrieren wir zunédchst iiber g’ erhalten wir den Zusammenhang q’' = k' + nk —g.
Die letzte J-Funktion lasst sich anschlieSend als Funktion von g(|g|) oder g(cos(d;))
auffassen und entsprechend l6sen. Die Nullstellen dieser Funktion sind durch die
Werte

[ons (1 — p2)pn)n cos \/X%(l—p%)z—lJr(pncosﬂq)z

= + .
1y 1 — p% cos? 9, 1 — p% cos? 9, (5.22)

und

Eneq — 2nwaw'

cos(®0) = YT~ nw)

(5-23)
gegeben. Losen wir nach tiblicher Vorgehensweise die verbleibenden Integrale,
wobei sich die ¢;-Integration fiir eine komplett gegenldufige Kollision direkt mit 27t
auswerten lasst, dann gelangen wir zu den differentiellen Raten

_dR Y i 0.2 e’m’ Bu(q,9,)| =0, sind
dCOS(ﬁq) i=4 n=ngp l ‘705/660/ 0; n Qj—pn costy !
\/ 212 2 2 ) 2
Qi“+my \/pn-&-Q, 2pnQ; cos Bg+ms
(5.24)
im Bezug auf den Polarwinkel ¢; und
dR eem? & 1
% = Bu(9',4,8)lcos 9,~cos 0 (5-25)
dF,q o = W — nw n cos ¥3=cos B

fiir das Energiespektrum des auslaufenden Positrons. Um die Gleichungen moglichst
kompakt zu halten, wurden die Parameter p, = ' — nw, E, = ' +nw, pn = pn/En
sowie x, = E,/2m, eingefiihrt.

Aus den Nullstellen aus Glg. (5.22) und (5.23) lassen sich Rahmenbedingungen fiir
die Winkel und Energien des Positrons bestimmen. Da das Argument einer Wurzel
positiv sein sollte und | cos(d)| < 1 gilt, ergeben sich ein maximaler Winkel von

= 1 X o
Umax = arccos 5 > (1—p3) (5.26)
Pn  Pi

und die minimale und maximale Energie

E E
Emin:{_ﬂggqgf"‘QZEmax (5.27)

nww' — m2
0= = (5.28)

5.1.2 ENDLICH GEPULSTE EBENE WELLE

In dem zuvor beschriebenen Abschnitt wurde die Paarproduktion in einer unend-
lich ausgedehnten, monochromatischen Laserwelle beschrieben. Wir wollen einen
Schritt weiter gehen und die experimentelle Realitdt noch besser beschreiben, in-
dem wir den Laserpuls als zeitlich endlich annehmen. Die endliche Ausdehnung
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kann direkt mit in die Volkov-Zustidnden mit einbezogen werden, wie es in den
Ref. [32, 33, 48, 50, 51, 98-104] gehandhabt wird. Ein alternativer Ansatz ist die soge-
nannte locally monochromatic approximation [59]. Diese Methode ldsst sich immer dann
verwenden, wenn die Pulsdauer lang ist und sich die Einhiillende des Pulses nur
sehr langsam verglichen zu der Zeitskala der Feldoszillationen verdndert [39, 106].
Die Methode beruht auf einer Mittelung der monochromatischen Paarproduktions-
rate iiber die Einhiillende des endlichen Laserpulses. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass bei dem Laserfeld weiterhin keine Fokussierungseffekte einbe-
zogen werden, die zu Abweichungen von den Ergebnissen berechnet mit einer
ebenen Laserwelle fiithren. Diese Abweichungen kénnen durch die Strahldivergenz
gemessen werden. Die Strahldivergenz wird durch das Verhdltnis von der fokalen
TaillengroBe (beam waist size) wy zur Rayleigh-Lange zg = 7tw3/A bestimmt. In
diesem Kapitel, in dem wir uns an dem LUXE-Experiment orientieren, welches das
Ubergangsregime in der sogenannten Phase 0 untersucht, wird ein Laserstrahl mit
40 TW Leistung verwendet [44, 45]. Eine eher moderate Fokussierung auf wy = 8 ym
fiihrt bereits zu ¢ ~ 3. Dies entspricht dem hochsten hier betrachteten Wert. Die
resultierende Strahldivergenz ist mit wy/zr ~ 0.03 somit sehr klein und verringert
sich fiir kleinere Werte von ¢ noch weiter. Fiir dieses Kapitel ist es daher legitim,
die Laserfokussierungseffekte zu vernachldssigen. Die Betrachtung dieser Fokussie-
rungseffekte wird jedoch in Kapitel 6, wo ein anderes Parameterregime betrachtet
wird, relevant und entsprechend dort untersucht.

Der Grundgedanke, die LMA fiir diese Parameter zu verwenden, ist dadurch
begriindet, dass wir von einer langen Pulsdauer ausgehen und sich die Einhiillende
nur langsam dndert. Der Gedanke diese als monochromatisch zu betrachten, er-
scheint daher durchaus plausibel. Die Beschreibung des Laserfeldes und des damit
verkniipften Vierer-Potentials dndert sich wie folgt:

A (x) = af(¢/P) (e} cosk - x + b sink - x), (5.29)

wobei ¢ = k- x nun die Laserphase beschreibt, 7® die Phasendauer und f(¢/®) die
Funktion der Einhiillenden. Diese ist auf das Intervall —N7t < ¢ < N7t beschréankt,
so dass ® = 2N, mit der Anzahl N der Feldoszillationszyklen. Mit Hilfe der LMA
lasst sich nun die Paarproduktionswahrscheinlichkeit bestimmen, deren Ergebnis in
Ref. [59] angegeben wird. Die allgemeine Rechenmethodik wird in dieser Referenz
am Beispiel der Compton-Streuung vorgefiihrt, welche sich auf die Breit-Wheeler-
Paarproduktion tibertragen ldsst. Bei dieser Rechnung erweist es sich als besonders
praktikabel, Lichtkegelkoordinaten zu verwenden, welche bereits in Kapitel 2 vor-
gestellt wurden. Die Parameter der Lichtkegelkoordinaten sind in dem gewéhlten

0 1 2)‘

Bezugssystem von der Form vy = (v +9%)/2, v_ = o =93 und v, = (v},v

Nach diesem Beispiel lassen sich auch x# und p# definieren.

Ausgehend von der Ubergangsamplitude in Glg. (5.1) lasst sich in diesen Ansatz
das angepasste Vierer-Potential einsetzen. Wir gelangen so zu dem Ausdruck:

Si(rs) = —iey) 2T 2mPs(p, +p)o(ps + ps — K.
fi\t+ W' popl V3 1 1)o\P+ TP+ +

1 K -T1,

X /dx+ S(pr) exp [i " d¢g TA =7 ! (5-30)

m2
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Dabei wurden die Abkiirzungen

n o= kn;flr
L
M, = p 2t r—c ézl._p,ezaz,
Slopr) = fpy (1 + 6?15?';),16> ¢’ (1 + ek;;%;”) Vp,s (5.31)

verwendet. Bei der Integration im Exponenten ldsst sich an der Stelle ausnutzen,
dass Terme der Ordnung O(®~!) vernachlassigt werden konnen. Ableitungen der
Einhiillenden beziiglich der Phase konnen demzufolge ebenfalls vernachldssigt
werden. Werden zudem die Grofien

Pk o gf(ﬂ) / _ Pk
w($) = mmon? == (g) o
Pk

2

(3 -2 () = i
= Zriy(i—r) (M:;z' p) 90k+/q)k dp 3 f? (g))

) (5-32)

eingefiihrt, so nimmt die Ubergangsamplitude folgende Gestalt an:
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Sfi(xy) = —ie @r)*5(p +p)o(py +ps —K,)

w/POP6V3
«fan stprew[i(0 (%) (%) snion - 00)]- 6

Die Produktionswahrscheinlichkeit ldsst sich auf tiblichem Weg durch das Bilden
des Betragsquadrats der Ubergangsamplitude sowie anschlieender Integration iiber
p und p’ bestimmen:

d3p d3p/

_ 12772
dW = [S4[*V 2n) ) (5.34)

Die Relation |27t6(p4 + p/y —k',)|*> = Lé(p+ + p/. — k') aus Ref. [101] findet dabei
Anwendung. Um die unpolarisierte Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, wird tiber
die Photonenpolarisation gemittelt und anschliefend tiber die Leptonenspins s’ und
s mithilfe von Glg. (B.16) summiert. Die daraus folgende Spurbildung kann mithilfe
der Glg. (B.8) bis (B.11) berechnet werden und zeigt eine Analogie zum Ausdruck,
welchen wir im vorangegangenen Abschnitt 5.1.1 gefunden haben. Ahnlich zum
Fall der unendlich ausgedehnten monochromatischen Laserwelle nutzen wir zur
Vereinfachung der Ausdriicke die Darstellung tiber Besselfunktionen. Dazu konnen
die Glg. (5.12) bis (5.14) verwendet werden. Es ldsst sich im Folgenden mit der
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Proportionalitat

1 q 1] 1
5 Z 1S(9e)S(9})]e” iz(@r) sin(p—pp)+iz(g)) sin(gp—¢p)
)L,S+,S,
o< Y- T(grm, g, n)e "0 e ke 0k (5:35)
n,n’
weiterarbeiten. Die Integration tiber p kann mit Hilfe der é-Funktionen erfolgen,
wobei fiir die p,-Integration die Umschreibung

o(pl +p+ —K)) = %5(}% —Pz0), (5.36)
mit p,o = (2p' K. — pop’. —K.?)/(p'y —K..) verwendet wird. Die weitere Integrati-
on erfolgt in Zylinderkoordinaten. Die Abhéngigkeit vom Azimutalwinkel ¢, steckt
lediglich in der Exponentialfunktion exp(i(n — n")¢,), was folglich als Integrations-
beitrag ein 27t5(n — n') mit sich fithrt. Die Doppelsumme reduziert sich daher auf
die n-Abhiangigkeit. Im nachfolgenden Schritt werden die Variablen 6 = ¢, — ¢},
und ¢ = (¢ + ¢})/2 eingefiihrt. Zudem werden die Integrationen tiber ¢, und ¢},
(bzw. x4 und «’,) auf Integrationen iiber 6 und ¢ iiberfiihrt. An dieser Stelle erfolgt
ebenfalls die Approximation, dass die Einhiillende f(¢/®) = f(¢./P) =~ f(¢/P)
als lokal monochromatisch betrachtet wird. Diese Approximation ermoglicht es, die
0-Abhéangigkeit auf die einer exponentiellen Abhangigkeit der Form

1 2r(k" - p) ¢

/ 2 12

- —nf = ) 21— .
Glg) = Glo) 0 = o |20 w22 (§ ) ~2m-nn]e )
zu beschrénken. Die Integration iiber 6 liefert entsprechend eine weitere §-Funktion,
welche es durch geeignete Umformung erméglicht iiber p/, zu integrieren. Die
transversale Impulskomponente wird dadurch auf den Wert

Pio= \/27117(1 —r)m? — szz(%)m2 —m? (5.38)

festgelegt. Aus dieser Definition ladsst sich zudem eine Bedingung fiir r ablesen. So
ergibt sich die Beschrankung auf den Bereich r_ < r < ry mit

ro(9) = % (1 + M) . (539)

Die Funktion 7 (¢, n, ¢}, n') wird durch die lokale Approximation und die gewon-
nenen Ausdriicke in ihrer Form identisch zum Ausdruck B,(q’,q, f(¢/P)&) aus
Glg. (5.20), wobei die Argumente der Besselfunktionen phasenabhingig werden,
sodass

2ng|f (/)|
1+32f2(9/®)

(1+3*f(¢/®))m? (1+ E2f2(¢/ D) )m2\ 1/
X[ 2n(k-K)(1—r)r (1 2n(k-K)(1—r)r )} - (540)

z(¢)

Wird die verbleibende Integration nach p, nun iiber die Grole r ausgedriickt, ergibt
sich insgesamt fiir die Produktionswahrscheinlichkeit der Ausdruck

W(k, k)

" ar Bu(q',q, f(¢/®)E). (5.41)
n=ng(¢)
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Die Anzahl an minimal notwendigen Laserphotonen ist nun ebenfalls abhéngig von
¢, da sich die Laserintensitédt langsam tiber die Puls-Einhiillende verdndert:

2 212
no(g) 2 2EEHELOID), (5.42)

Auch die effektiven Impulse g/, ¢'* und die effektive Masse m, werden ¢-abhingig
durch das Austauschen von & — &2 f2(¢/®). Die Frequenz w beschreibt wihrend-
dessen nun die Zentralfrequenz des Pulses, welcher durch die endliche Ausdehnung
eine Bandbreite an Frequenzen beinhaltet. Dieses Spektrum ist fiir lange Pulsdauern
jedoch sehr schmal. Aus diesem Grund weichen fiir endliche Pulsdauern die Ener-
giegrenzen als auch die Grenze fiir den maximalen Winkel, welche fiir unendlich
ausgedehnte monochromatische Laserwellen gelten, auf. Dennoch bleibt sie auch fiir
lange Pulsdauern physikalisch relevant, wie wir in Abschnitt 5.2 sehen werden.

Wihrend Interferenzeffekte durch die Verwendung der lokal monochromatischen
Approximation insbesondere zwischen Pulsanfang und Pulsende vernachldssigt wer-
den, so werden dennoch die schnell oszillierenden Bereiche des Pulses beibehalten
und mit berticksichtigt. Wie sich die zeitlich endliche Ausdehnung eines Pulses auf
die Energie- und Winkelverteilung der erzeugten Paare auswirkt, soll im folgenden
Abschnitt beschrieben werden. Dazu wird Glg. (5.41) numerisch ausgewertet und
zuvor mit Hilfe geeigneter Approximationen auf Energie- und Winkelspektrum
tiberfiihrt. Zur Bestimmung der Energieverteilung ldsst sich cos ¢, ~ 1 annehmen.
Das fiihrt zu der Abhangigkeit

PR m?

Y (5.43)

Fiir die Winkelverteilung nutzen wir hingegen die Ndherung

7
w'r x| m?+ ~2f9 : (5-44)
Sin p/

Bei der numerischen Auswertung ist darauf zu achten, dass sowohl die Photo-

nenanzahl als auch r von der Phase abhéngig sind. Entsprechend muss fiir jeden

Phasenpunkt der Bereich von r bzw. ¢, und ¢,/ angepasst werden.

p

5.1.3 BERUCKSICHTIGUNG DER BREMSSTRAHLUNG

Das einfallende hochenergetische y-Photon, welches durch Kollision mit den entge-
genlaufenden Laserphotonen zur Paarproduktion fiihrt, wird durch Bremsstrahlung
erzeugt. Diese Bremsstrahlung muss nun in die bisherige monochromatische Rech-
nung mit eingebunden werden. Dazu integrieren wir, analog zu Ref. [108] die Rate
aus Glg. (5.19) (im anderen Fall die Wahrscheinlichkeit aus Glg. (5.41)), welche wir
durch die Verteilungsfunktion der Bremsstrahlungsphotonen gewichten, iiber den
Photonenimpuls k. Die gemittelte Rate nimmt somit die folgende Form an:

311
R(k) = /é&wv(k/)R(k,k’)- (5.45)

Die Verteilungsfunktion der Bremsstrahlungsphotonen wird in Kugelkoordinaten
durch

(27)°L (1, €)

wy (k') =
"/( ) w’zsin(ﬂk/)Eo

O(Ey — w")é(6p — 9 )é(gpr) (5.46)

Eine Diskussion tiber die effektive
Masse in kurzen Laserpulsen wird
in Ref. [107] gegeben.
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Abbildung 5.1: Frequenzspektrum
I,(f, £ = 0.5) der Bremsstrahlung
in Abhéngigkeit von .

beschrieben. Der Parameter Ej bezeichnet die anféangliche kinetische Energie des
einlaufenden Elektrons, welches fiir die Erzeugung der Bremsstrahlungsphotonen
verantwortlich ist. Der Winkel 0y, bezeichnet die polare Ausbreitungsrichtung der
Bremsstrahlungsphotonen und ® kennzeichnet die Heaviside-Funktion. I, (f, £) ist
das Photonenfrequenzspektrum

(5-47)

welches in der vollstandigen Abschirmungsapproximation ermittelt wurde und in
Ref. [49] zu finden ist. Es hdngt von der normierten Targetdicke ¢ = Lt /L,,q ab. Hier
bezeichnen L,,4 die Strahlungslidnge des Targetmaterials und Lt die tatsdchliche
Targetbreite. Durch Ly,q ist I, (f, £) indirekt abhingig von der Kernladungszahl Z des
verwendeten Targetmaterials. Zudem ist Glg. (5.47) auf die Targetdicke 0.5 < ¢ <2
begrenzt. Fiir diinnere Targets lernen wir eine weitere Abschitzung in Kapitel 6
kennen. Das Frequenzspektrum ist ebenfalls abhingig von der normierten Pho-
tonenenergie f = w’/Ey. Es weist fiir f — 0 eine unphysikalische Divergenz aulf.
Die Paarproduktionsrate verschwindet jedoch fiir diesen Grenzfall und nimmt mit
kleiner werdender Energie des y-Photons ab. Somit nimmt der Teil um § ~ 0 keinen
Einfluss auf die gemittelte Rate. Es zeigt sich, dass der Bereich um fyin, ~ 0.2 eine
gute Abschitzung fiir eine untere Grenze liefert. Des weiteren muss beachtet werden,
dass sich wahrend der Integration iiber § die minimal notwendige Laserphotonenan-
zahl dndert, da diese, wie in Glg. (5.21) ersichtlich, von w’ abhéngig ist.

Die hier betrachteten einlaufenden Elektronen sind hoch-relativistisch. Aus die-
sem Grund ist die Richtung der einlaufenden Elektronen ebenfalls die praiferierte
Richtung der emittierten Bremsstrahlungsphotonen. Im Falle einer komplett gegen-
laufigen Kollision zwischen Laserphotonen und Bremsstrahlungsphoton gilt 6» = 7.
Uber diese Annahmen kommen wir nach Integration tiber die Winkel ¢ und 6y
auf die gemittelte Rate

1
RK) = [ dF RO KL (1,0) (5.48)

Im Falle eines endlichen Laserpulses lasst sich die Produktionswahrscheinlichkeit
ebenfalls iiber die Frequenz der Bremsstrahlungsphotonen mitteln. Indem wir in
Glg. (5.48) die Rate R(k, k") durch die Wahrscheinlichkeit W (k, k") tauschen, erhalten
wir eine Gleichung fiir W(k). Dadurch, dass bei der Berechnung mit der endlich ge-
pulsten ebenen Welle eine weitere Integration iiber die Phase des Lasers vorhanden
ist, wird hier im Gegensatz zum Fall der unendlich ausgedehnten, monochromati-
schen Laserwelle keine Rate, sondern eine Wahrscheinlichkeit bestimmt.

Um aus den hier bestimmten Raten die Anzahl produzierter Elektron-Positron-
Paare pro einlaufendem Elektron zu bestimmen, muss die Rate aus Glg. (5.48) mit der
Wechselwirkungszeit, dem Volumen des Laserfokus und der y-Photonendichte multi-
pliziert werden. Letztere hingt, wie in Ref. [108] gezeigt wird, von der Divergenz der
Bremsstrahlung und dem Abstand des Konverterziels zum Wechselwirkungspunkt
ab.



BREIT-WHEELER-PAARPRODUKTION IM UBERGANGSREGIME VON PERTURBATIV ZU NICHT-PERTURBATIV 65

5.2  DISKUSSION DER ERGEBNISSE

Die Auswertung der zuvor bestimmten Spektren erfolgt im Ubergangsregime von
perturbativ zu nicht-perturbativ. Daher wird der Intensitdtsparameter im Bereich
0.2 < ¢ < 3.0 variiert. Fiir die verwendeten Photonenfrequenzen werden zwei un-
terschiedliche Varianten betrachtet. Zum einen werden die geplanten Parameter
aus dem LUXE-Experiment aus Ref. [45] verwendet. Hier betrdgt die Energie des
anfanglich einlaufenden Bremsstrahlung generierenden Elektrons Ey = 16.5GeV
und die Laserphotonenfrequenz betrdgt w = 1.5eV. Um die Paarproduktionscha-
rakteristiken auch fiir groflere Frequenzen zu untersuchen, werden zum anderen
zusatzlich die Parameter Ey = 70GeV und w = 2.4eV verwendet. Solch grofie
Elektronenenergien sind dabei nicht abwegig, wenn die bisher erreichten Werte bei
CERN aus den Ref. [109, 110] in Betrachtung genommen werden, welche zeigen,
dass durchaus Elektronenenergien bis zu 100 GeV im moglichen Bereich liegen. Fiir
die Berechnungen in diesem Abschnitt, welche das Bremsstrahlungsspektrum mit
berticksichtigen, betrdgt die Targetdicke ¢ = 0.5.

Bevor wir mit der Auswertung der Ergebnisse fortfahren, sei an dieser Stelle
angemerkt, dass auch das zweite hier beschriebene Szenario im LUXE-Experiment
umsetzbar wire. Wiirde eine Targetfolie mit dem vorgesehenen optischen Laser be-
strahlt werden, welcher eine maximale Intensitit von tiber 1020 W /cm? aufweist [111],
konnten hohere Harmonische generiert werden. Dabei wandelt der Laserstrahl die
feste Zieloberfldche in ein Plasma um, dessen sich relativistisch bewegende Elektro-
nen das Laserlicht reflektieren und so fiir die Erzeugung htherer Harmonischer der
Laserwellenlédnge sorgen, wie in den Ref. [112, 113] beschrieben. Wenn die 7. Har-
monische extrahiert wird und mit dem Bremsstrahl kollidiert, dann erreicht das
Produkt wEj praktisch den gleichen Wert wie im zweiten Szenario und eroffnet
so die Aussicht, die dort auftretenden Effekte und die effektiven-Masse-Signaturen
nachzuweisen. Dabei bezieht sich w nun auf die Frequenz der 7. Harmonischen.
Die Ausnutzung noch hoherer Harmonischer konnte auch den Weg ebnen, um den
linearen Breit-Wheeler-Prozess zu betrachten.

Ey =16.5GeV Eyp =70.0GeV
w=15eV w=24eV

g R [s71] Weq [GeV] R[s7] Weq [GeV]

0.2 2.5x1077 14.6 2.2x108 44.4

0.4 1.5x1072 13.9 3.8x10° 39.6

0.7 6.4x102 13.1 3.9x1010 35.2

1.0 1.5x10° 12.5 1.4x 101 31.7

1.5 2.2x107 11.6 5.2x 1011 27.8

3.0 7.7x10° 9.8 3.2x1012 21.5

In Tabelle 5.1 werden die totalen, iiber das Bremsstrahlungsspektrum gemittel-
ten Produktionsraten fiir die zwei moglichen Parametersitze gezeigt. Zudem wird
der Wert von wéq bestimmt, welcher der y-Photonen-Frequenz entspricht, welche
notwendig ist, damit die monochromatische Rate R(k, k") denselben Beitrag liefert
wie die tiber die Bremsstrahlung gemittelte Rate. Fiir den ersten Parametersatz
fallt auf, dass die gemittelte Rate mit zunehmendem ¢ steil anwéchst. Dies lasst

Tabelle 5.1: Die totale Rate R, wel-
che tiber das Bremsstrahlungs-
spektrum gemittelt wurde, wird
fiir verschiedene ¢-Werte gezeigt.
Die angegebenen Werte fiir w und
Ey zeigen die verwendete Ener-
gie der Laserphotonen und die an-
fangliche Elektronenenergie, um
die Bremsstrahlung zu generie-
ren. Zusitzlich gibt wy, die 7-
Photonenenergie an, bei der die
monochromatische Rate R densel-
ben Wert annimmt, wie die ge-
mittelte Rate R. Die Tabelle ent-
stammt Ref. [105].
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Abbildung 5.2: Als durchgezoge-
ne Kurven wird die differentiel-
le Rate dR/dw’ als Funktion der
7-Photonenenergie fiir eine un-
endlich ausgedehnte Laserwelle
gezeigt. Die gestrichelten Kurven
zeigen derweil die differentielle
Wahrscheinlichkeit dW/dw’ als
Funktion der y-Photonenenergie
fir einen 11-zyklischen cos?-
formigen Laserpuls. Die Intensi-
tatsparameter variieren zwischen
¢ = 02,04,07,1.0,1.5 und 3.0
und werden durch die angegebe-
ne Farbcodierung unterschieden.
In Abbildung (a) werden die Gra-
phen fiir Eg = 16.5GeV und w =
1.5 eV gezeigt, wihrend sich Abbil-
dung (b) auf die Parameter Ey =
70.0GeV und w = 2.4€V bezieht.
Alle Kurven wurden auf 1 nor-
miert, um einen Vergleich zu ver-
einfachen. Die Originalabbildung
befindet sich in Ref. [105].

sich verstehen, wenn die Laserfeldstirke im Lorentz-geboosteten Bezugssystem
betrachtet wird. Dort betrédgt sie &' ~ (Eo/m)&. Fiir den ersten Parametersatz,
welcher sich am LUXE-Experiment orientiert, bleibt die Feldstdrke auch fiir § = 3.0
in einem Bereich, der deutlich unter der Schwinger-Feldstdrke F; = m2/ le| liegt
und das Verhiltnis beider Feldstirken liegt bei etwa £’/ F & 0.3. Fiir den zweiten
Parametersatz verhilt es sich anders: Hier gilt £ "'~ F., was zu viel grofieren Raten

fiihrt, aber auch zu einem geringeren Ratenanstieg mit zunehmendem ¢. Bei den
e
¢ verringern. Da ein grofSerer ¢-Wert die Absorption einer grofieren Anzahl von

dquivalenten Frequenzen wy, verhilt es sich so, dass sich diese mit zunehmendem
Laserphotonen erleichtert und somit niedrigere y-Photonenenergien ausreichen, um
Paare zu erzeugen, lasst sich auch dieses Verhalten gut verstehen.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene differentielle Raten betrach-
tet. Wie Tabelle 5.1 zu entnehmen ist, variiert die Grofienordnung der gezeigten
Raten in Abhéngigkeit von ¢ stark. Um einen Vergleich der differentiellen Raten zu
vereinfachen, bietet es sich daher an, alle Graphen auf den Wert 1.0 zu normieren.

0.8F 0.8r
061
0.4 0.4

0.2} 0.2}

Differentieller Frequenzbeitrag

Differentieller Frequenzbeitrag

0.0 0.0

2x10"% 3x10" 4x10' 5x10" 6x10" 7x10"

1.x10°  1.2x10"° 1.4x10"® 1.6x10"

w' [eV] w' [eV]

In Abbildung 5.2 wird die differentielle Rate dR/dw’ als Funktion der Energie der
Bremsstrahlungsphotonen w’ gezeigt. Es wird deutlich, dass mit steigender Intensi-
tit eine groffere Anzahl von Bremsstrahlungsphotonen mit tendenziell geringeren
Energien zur Rate beitragen. Dieses Verhalten ldsst sich ebenfalls in Tabelle 5.1 fiir
wéq beobachten. In diesem Parameterbereich steigt, fiir zunehmende Werte von «”,
die monochromatische Rate R(k, k’). Wahrenddessen nimmt das Bremsstrahlungs-
spektrum mit zunehmenden ' ab, wie wir in Abbildung 5.1 sehen kénnen. Das
Zusammenspiel dieser beiden Argumente bestimmt den jeweiligen Bereich an «”,
welcher den Hauptbeitrag zur totalen gemittelten Rate leistet. Fiir { < 1 liefern
Bremsstrahlungsphotonen mit einer Energie nahe Ey den Hauptbeitrag. Auf diesem
Wege wird die minimal notwendige Anzahl an Laserphotonen minimiert. Wird
¢ vergrofert, so wird das Spektrum dR/dw’ verbreitert und sein Maximum ver-
schiebt sich hin zu kleineren Bremsstrahlungsenergien. Dieses Verhalten deutet klar
auf den Ubergang in das nicht-perturbative Regime hin, in welchem eine grofere
Anzahl von Laserphotonen tiber ng signifikant zur Rate beitrdgt [114]. Um diese
Verschiebungen besser zu verstehen, wird zusatzlich die mittlere y-Photonenenergie
(') = % ;—5 w' dw' bestimmt, welche zur Rate R beitrigt. Diese nimmt fiir ¢ = 0.2,
1.0 und 3.0 die Werte (w’) = 16.1, 15.2 und 13.7 GeV an und zeigt somit, dass die
mittlere y-Photonenenergie fiir zunehmende Intensititsparameter abnimmt.

Uber das oben beschriebene Verhalten der Graphen hinausgehend, lassen sich
zusétzlich in Abbildung 5.2 (b) fiir Ey = 70 GeV stufenférmige Strukturen fir ¢ < 1
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auffinden. Diese konnen auf die Photonen zurtiickgefiihrt werden, welche in diesem
Regime die Hauptbeitrdge liefern. Beispielsweise wechselt die minimal notwendige
Photonenzahl von 3 auf 2 bei w’ ~ 57GeV und ¢ = 0.2. Im Graphen fiir { = 0.4
findet dieser Wechsel der minimal notwendige Photonenanzahl bei w’ ~ 63 GeV statt
und ist auch hier durch ein Abknicken der Kurve sichtbar. Ein Vergroflern der Laser-
intensitdt und ein damit verbundenes weiteres Anndhern an das nicht-perturbative
Regime mit ¢ 2 1 fithrt dazu, dass diese abknickenden, stufenartigen Strukturen
zunehmend verloren gehen bis sie komplett verschwunden sind. In Abbildung 5.2 (a)
ist eine solches stufenweises Verhalten der Funktion nicht auffindbar, da die Anzahl
der teilnehmenden Photonen hier von vornherein grofler ist.

Zusatzlich zu den berechneten Raten fiir unendlich ausgedehnte Laserwellen
werden hier die differentiellen Wahrscheinlichkeiten dW /dw’ gezeigt, welche in
Abschnitt 5.1.2 tiber die LMA berechnet werden. Die Funktion der Einhiillenden ist
zundchst durch

f(¢p/®) = cos*(¢/®) (5.49)

gegeben. Dabei wird die Anzahl der Laserzyklen auf N = 11 festgelegt. Es ldsst sich
gut erkennen, dass sich der differentielle Frequenzbeitrag durch die Berticksichtigung
einer endlichen Pulsdauer nur leicht dndert. Fiir Eg = 70 GeV bleibt die Form der
Kurven fast unverdndert. Die Ausnahme bildet der Bereich w’ ~ 50 — 65 GeV fiir
¢ = 0.4, wo ein deutlicherer Unterschied sichtbar ist. Zudem kann eine kleine
Verschiebung zu hoheren Frequenzen «’ fiir ¢ 2 1 beobachtet werden. Fiir die
LUXE-Parameter stimmen die LMA-Kurven fast komplett mit denen der unendlich
ausgedehnten Laserwelle tiberein.

1.0 —

06 —

0.4

Energiespektrum
Energiespektrum

0.0

2.x10° 6.x10° 1.x 10" 1.4x 10" ' 3.5x10"
eleV] e[ev]

Als nichstes werden die energetisch differentiellen Produktionsraten beziiglich
der Energie ¢; der entstandenen Positronen betrachtet, wobei die differentiellen
Raten der Elektronen identisch sind. Die Grofie ¢, ergibt sich dabei in einem unend-
lichen Laserwellenmodell von selbst. Die entsprechenden energetisch differentiellen
Wahrscheinlichkeiten fiir einen endlichen Laserpuls werden in Abhidngigkeit der
freien Positronenenergie ¢, angegeben. Die folgenden Abbildungen werden zeigen,
dass die entstandenen Teilchen hauptsédchlich mit sehr grofsen Energien emittiert
werden, welche in etwa von der Groflenordnung &g ~ w'/2 ~ 1010¢V sind. Zu-
dem ist die Emissionsrichtung mit ¢; ~ 0 entgegengesetzt zur Einlaufrichtung der
Laserwelle. Entsprechend ist der Unterschied ~ m?¢%/w’ < 10?eV zwischen der
gedressten Energie ¢; und der asymptotischen freien Energie ¢), sehr klein und prak-
tisch vernachlédssigbar fiir unsere gewéhlten Parameter. Daher ist es im Folgenden

Abbildung 5.3: Als durchgezo-
gene Linie wird die differenti-
elle Rate dR/de; als Funktion
der Positronenenergie ¢, fiir eine
unendlich ausgedehnte Laserwel-
le gezeigt. Die gestrichelten Kur-
ven zeigen die differentielle Wahr-
scheinlichkeit dW/de, fiir einen
11-zyklischen cos?-féormigen La-
serpuls. Die Intensititsparameter
variieren wie in Abb. 5.2 zwi-
schen ¢ = 0.2,0.4,0.7,1.0,1.5 und
3.0 und werden durch die ange-
gebene Farbcodierung unterschie-
den. In Paneel (a) werden die Gra-
phen fiir w' = 16.5GeV und w =
1.5eV gezeigt, wiahrend sich Pa-
neel (b) auf die Parameter ' =
70.0GeV und w = 2.4V bezieht.
Alle Kurven wurden auf 1 nor-
miert, um einen Vergleich zu ver-
einfachen. Die Originalabbildung
stammt aus Ref. [105].
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durchaus vertretbar, die Energiespektren einer unendlichen Laserwelle mit denen
von endlichen Laserpulsen in einem Graphen zu zeigen und zu vergleichen.

In Abbildung 5.3 werden die monochromatischen differentiellen Raten, welche
als durchgezogene Kurven abgebildet sind, fiir ein festes w’, also ohne Mittelung
tiber das Bremsstrahlungsspektrum, gezeigt. In diesem Fall ist das Energiespektrum
immer symmetrisch beziiglich des Punkts ¢; ~ w'/2, wo zudem das Maximum
des Spektrums liegt. Lediglich fiir w’ = 70 GeV entwickelt sich mit grofer werden-
dem ¢ ein symmetrisches Paar von Maxima zu den Seiten, was wiederum auf ein
nicht-perturbatives Phdnomen oberhalb der Schwelle hinweist, bei dem die Laser-
photonenzahl deutlich tiber 1y den Hauptbeitrag liefert. Dieses Verhalten bleibt fiir
w’ = 16.5GeV aus. In beiden Abbildungen lésst sich jedoch beobachten, dass die
Verteilung mit anwachsendem ¢ breiter wird. In Paneel (b) lassen sich zusétzlich
fir kleine ¢-Werte die einzelnen n-Beitrdge beobachten. So lédsst sich bei ¢ = 0.2
der Bereich von etwa 20 GeV bis 50 GeV ausmachen, welcher durch ein dortiges
Abknicken der Kurve sichtbar wird. Dieses Gebiet entspricht dem Energiebereich,
der nach Glg. (5.27) fiir die minimale Photonenanzahl ny = 2 erlaubt ist. Fiir die
nédchst hohere Photonenanzahl n = 3 ergibt sich ein erlaubter Bereich von etwa
~ 11 GeV bis ~ 59 GeV. Auch an diesen Stellen ldsst sich in der Abbildung ein stufen-
artiges Verhalten der Kurve ausmachen. Die Stufen sind immer symmetrisch um das
Maximum liegend platziert. Ihre Position ist eine Charakteristik der effektiven Masse
m,, welche vom Intensitdtsparameter ¢ abhingig ist. Dies erkldrt den Umstand,
weshalb die Position der Stufen fiir ein grofieres ¢, aber gleicher Photonenzahl nach
innen wandert. Bei { = 0.4 liegen die Stufen entsprechend bei ungefdhr 24 GeV
und 46 GeV. Solche Charakteristiken der effektiven Masse sind auch in anderen
Feldkonfigurationen gefunden worden, wie beispielsweise in Ref. [115]. Ebenso fin-
den sich Kennzeichen der effektiven Masse fiir die Compton-Streuung [107, 116, 117].

Neben den differentiellen Raten werden in Abbildung 5.3 zusatzlich die ener-
getisch differentiellen Wahrscheinlichkeiten fiir einen endlichen Laserpuls als ge-
strichelte Kurven gezeigt. Diese beziehen sich auf die freie Positronenenergie ¢,
welche bei einem Laserpuls, bei dem der effektive Impuls phasenabhéngig ist, die
geeignetere Grofle darstellt. Fiir unsere Parameterwahl lasst sich jedoch festhalten,
dass eine endliche Laserpulsdauer den Verlauf der Spektren nicht stark dndert.
Insbesondere in Abbildung 5.3 (a) liegen die gestrichelten Kurven fast vollstandig
auf den durchgezogenen.

Als ndchstes werden Energiespektren betrachtet, welche zusitzlich tiber das
Bremsstrahlungsspektrum gemittelt worden sind. Diese werden in Abbildung 5.4
fiir unsere zwei verschiedenen Szenarien gezeigt. Fiir beide kann beobachtet werden,
dass sich die Position des Maximums der Rate mit zunehmender Laserintensitit zu
niedrigeren Positronenenergien hin verschiebt. Wie sich in Abbildung 5.2 bereits
gezeigt hat, spielen mit zunehmender Laserintensitédt ebenfalls die Bremsstrah-
lungsphotonen mit niedrigerer Energie eine wichtigere Rolle, was mit den jetzigen
Beobachtungen {iibereinstimmt. Die Gesamtenergie eines Paares erfiillt die Bezie-
hung e, + ¢, = ', dennoch liegen die Maxima von dR/de, nicht bei der Halfte des
Wertes von w},,,, wo die entsprechende Verteilung dR/dw’ ein Maximum aufweist,
sondern etwas darunter. Dieses Verhalten ladsst sich durch zwei Argumente stiitzen.
Zunichst fiihrt jedes w’ gemdB Glg. (5.27) zu einem unterschiedlichen Bereich an Po-
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/

sitronenenergien ¢;. Auflerdem liefern die Bremsstrahlungsphotonen mit w’ < wj, .,

grofere Beitrdge zur Rate als diejenigen mit w’ > w},,,, wie sich ebenfalls der Ab-
bildung 5.2 entnehmen ldsst. Diese Eigenschaft ist fiir grofie Intensitdten besonders
stark ausgepragt, sodass sich im Energiespektrum die Verschiebung des Maximums
fur diese Intensitdten besonders deutlich zeigt.

Bei genauerer Analyse von Abbildung 5.4 (b), ldsst sich erkennen, dass Teile der
Stufen-formigen Strukturen, welche sich im monochromatischen Fall gezeigt haben
auch nach Mittelung tiber die Bremsstrahlung erhalten bleiben. So ist beispielsweise
der Ubergang fiir ¢ = 0.2 und ¢ = 0.4 von 3 auf 2 Laserphotonen weiterhin durch
ein Abknicken der Kurven sichtbar.

(a) (b)
1.0F £202 1.0
[ §=0.4
g 08 g 08
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g 06p £=1.0 g 06
3 3
2 04f =15 |2 04
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Abbildung 5.4 zeigt ebenfalls die energetisch differentiellen Wahrscheinlichkeiten
fiir einen endlichen Laserpuls. Ahnlich zu den monochromatischen Verteilungen
in Abbildung 5.3 dndern sich durch die Bertiicksichtigung einer endlichen Pulsldn-
ge die Verteilungen nur geringfiigig. Insbesondere fiir die LUXE-Parameter sind
quasi keine Unterschiede auszumachen. Dies steht im Einklang mit den Ergebnis-
sen zur Paarproduktion aus den Ref. [103, 118, 119]. In diesen wird gezeigt, dass
eine monochromatische Beschreibung des Feldes bereits fiir Pulsdauern ab N 2 5
eine sehr gute Ndherung darstellt. Vergleichen wir Abbildung 5.3 (b) und 5.4 (b),
lasst sich zudem feststellen, dass die zusdtzliche Mittelung der Energiespektren
tiber das Bremsstrahlungsspektrum dazu fiihrt, dass die endliche Pulslinge einen
noch kleineren Effekt auf die Energieverteilung austibt. Diese Beobachtung lasst
sich dadurch begriinden, dass die Frequenzbandbreite, welche aus der endlichen
Pulsdauer hervorgeht, von der Groflenordnung Aw =~ 0.1eV ist, wahrenddessen
die Bremsstrahlung eine spektrale Breite im GeV-Bereich hat. So werden durch die
Mittelung tiber dieses sehr breite Spektrum jegliche Strukturen viel starker verwischt,
als es die endliche Dauer des Laserpulses bewirken kann.

In Abbildung 5.5 werden die differentiellen Produktionsraten beziiglich des Win-
kels d9;, welcher zwischen dem Positronenimpuls g sowie dem Wellenvektor k’
des y-Photons liegt, gezeigt. Fiir die Winkelspektren lassen sich dabei sehr spezi-
fische Eigenschaften ausmachen. Zunéchst ldsst sich festhalten, dass die Elektron-
Positron-Paare mit einem Winkel nahe 19q = 0 emittiert werden, da die Energie
der Bremsstrahlungsphotonen um ein Vielfaches grofier ist als die Energie, welche
vom entgegenlaufenden Laserfeld absorbiert wird. Dennoch nimmt der transversale
Positronenimpuls mit zunehmender Intensitit zu und die Breite der Winkelvertei-
lung vergrofiert sich. Es spiegelt sich hier wider, dass mit grofserem ¢-Wert mehr

Abbildung 5.4: Als durchgezoge-
ne Linie wird die differentielle Ra-
te dR/de, als Funktion der Po-
sitronenenergie ¢, fiir eine unend-
lich ausgedehnte Laserwelle ge-
zeigt. Die gestrichelte Linie zeigt
derweil die differentielle Wahr-
scheinlichkeit dW/de, fiir einen
11-zyklischen cos?-formigen La-
serpuls. In Paneel (a) werden die
Graphen fiir Ey = 16.5GeV und
w = 1.5eV gezeigt, wahrend sich
Paneel (b) auf die Parameter Ey =
70.0GeV und w = 2.4eV bezieht.
Die Variation des Intensitdtspa-
rameters ¢ und die Normierung
sind wie in den vorherigen Abbil-
dungen gewahlt. Diese Abbildung
wurde bereits in Ref. [105] verof-
fentlicht.
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Abbildung 5.5: Differentielle Paar-
produktionsraten dR/dd, und dif-
ferentielle Paarproduktionswahr-
scheinlichkeiten dW/d8, werden
in Abhidngigkeit vom polaren
Emissionswinkel des Positrons ge-
zeigt. Fiir die differentielle Wahr-
scheinlichkeit zeigen wir die Er-
gebnisse der LMA-Berechnung
mit N = 11 und f(¢/®) =
cos?(¢/ @) (gestrichelte Linie) so-
wie mit der Flat-Top-Einhtillenden
(gepunktete Linie). Paneel (a) be-
zieht sich auf w = 1.5eV und
Ep = 16.5GeV, und Paneel (b) auf
w = 24eV und Ey = 70.0GeV.
Es gilt die gleiche Farbkodierung
und Normierung wie in den Ab-
bildungen 5.2 bis 5.4. Die gezeigte
Abbildung entstammt Ref. [105].
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Abbildung 5.6: Die Funktion der
Einhtillenden wird als Funktion
von ¢ gezeigt. In blau zeigen wir
einen flat-top-Puls und in rot einen
cos?-formigen Puls.
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Laserphotonen am Prozess beteiligt sind. Dies liefs sich auch in Abbildung 5.2 fiir
die differentielle Rate dR /dw’ beobachten.
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Ahnlich zu den gefundenen Eigenschaften der Energiespektren, lassen sich auch
hier fiir kleinere {-Werte in der Winkelverteilung sehr charakteristische Strukturen
beobachten. Diese sind geprédgt von auftretenden Minima und Maxima, welche auf
die entsprechende Anzahl an absorbierten Laserphotonen zuriickgefiihrt werden
konnen. Die Strukturen lassen sich besser verstehen, wenn wir uns vor Augen
halten, dass fiir gegebene Werte von w’ und n die monochromatische Rate dR/dd,
ein divergentes Maximum bei @max aus Glg. (5.26) aufweist. Jedoch werden diese
Singularitidten endlich, wenn {iber das Bremsstrahlungsspektrum gemittelt wird.
Dementsprechend resultiert beispielsweise der Peak bei ¢; ~ 5.7 yrad fiir { = 0.2
in Paneel (b) hauptsédchlich aus n = 2, wobei sein Zentrum der Photonenenergie
w' = 62.5GeV zuzuordnen ist. Die Verkniipfung des Winkels ¢, und der Anzahl
absorbierter Photonen zur y-Photonenenergie w’ ergibt sich aus der Beziehung

min?w? (1 + cos? 9;)? m2n2w? sin® ¥,

B m2nw(1 + cos? 8;)
B (4n2w? — m? sin® 9,)2

, (550
4n2w? — m2 sin’ ¥, (5-50)

4n2w? — m2sin? ¥,

welche aus Glg. (5.26) folgt. Der benachbarte Peak bei ¢; ~ 12.9 yrad stammt hinge-
gen hauptséchlich aus der Absorption von n = 3 Photonen. Die Position der Minima
zwischen den einzelnen Peaks stimmt mit der Position der oberen Begrenzung
Omax der einzelnen Photonen iiberein. In diesem Fall ist das erste Minimum bei
Omin =~ 7.7prad fiir ' = Ey und n = 2. So stellt jedes einzelne Minimum eine
Moglichkeit dar, die n-Ubergénge zu bestimmen. Wie bei der Energieverteilung
ergibt sich somit auch hier die Moglichkeit die effektive Masse zu beobachten. In
Abhingigkeit vom Intensitatsparameter ¢ verschieben sich die Orte der Minima, wie
sich am Vergleich der Kurven fiir { = 0.2 und ¢ = 0.4 in Paneel (b) zeigt. Wenn ¢
schrittweise vergrofiert wird, verschwinden diese Strukturen nach und nach im Ver-
lauf des Ubergangs vom perturbativen zum nicht-perturbativen Regime. Fiir & = 3.0
erscheinen die gezeigten Kurven in Abbildung 5.5 (a) und (b) bereits vollstindig
geglattet.

Wenn nun die endliche Lange des Laserpulses mit in die Berechnungen einbe-
zogen wird, lasst sich im Falle eines cos?>-férmigen Pulses eine Verschiebung in
Richtung kleinerer Winkel feststellen, welche umso deutlicher wird, je weiter ¢
erhoht wird. Die Graphen dieses cos?-férmigen Pulses werden durch gestrichelte
Kurven in der Abbildung dargestellt. Es fallt auf, dass sich die zuvor gefundenen
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Strukturen viel schneller mit anwachsendem ¢ glétten als bei der Berechnung fiir
eine unendlich ausgedehnte Laserwelle. Fiir Ey = 70 GeV fallen diese Effekte stér-
ker aus, als fiir die LUXE-Parameter. Verglichen mit den Energieverteilungen aus
Abbildung 5.4 reagieren die Winkelverteilungen viel empfindlicher auf die Bertick-
sichtigung dieser Art von Laserpulsprofil. Ob die beobachteten Effekte hauptsachlich
durch die endliche Lange oder die Variation der Intensitidt innerhalb des Pulses
verursacht werden, zeigt sich durch zusétzliche Berechnungen mit einer anderen
Form der Einhiillenden des Pulses. Die Einhiillende wird so gewahlt, dass sie aus
einem cos?-formigen Ein- und Ausschaltbereich besteht, mit einer jeweiligen Dauer
von einem Zyklus. Im Bereich dazwischen liegt ein flaches Plateau (flat-top-Puls). Die
Winkelverteilungen, die aus dieser Pulsform resultieren, werden in Abbildung 5.5
durch gepunktete Kurven gekennzeichnet. Sie liegen beinahe perfekt auf denen der
Berechnungen mit der unendlich ausgedehnten Laserwelle. Entsprechend ergeben
sich die Unterschiede in der Verteilung der cos®-formigen Pulse hauptséchlich durch
die Intensitdtsanderungen. Wiirde in den vorigen Spektren ebenfalls die Pulsform
mit der Plateauregion beriicksichtigt werden, so wiirde dies in der Frequenzvertei-
lung und der Energieverteilung zu einer fast perfekten Ubereinstimmung mit dem
Ergebnis der unendlich ausgedehnten Laserwelle fiihren.

Bis zu diesem Punkt haben wir uns fast ausschliefilich mit differentiellen Ra-
ten beschiftigt. Nun soll zudem der Einfluss der endlichen Pulslinge sowie der
Form der Einhiillenden auf die totale Anzahl an Paaren untersucht werden. Die
Produktionswahrscheinlichkeit Wyec = %RT ergibt sich aus der gemittelten Rate
aus Glg. (5.48). Der verwendete Laserpuls hat hat die Dauer T = 271N /w und eine
rechteckige Form, was f(¢/®) = 1 entspricht. Fiir N = 11, Ey = 16.5GeV und
& = 3 erhalten wir Wrec = 1.2 X 1074, Verwenden wir stattdessen eine Cosz—fbrmige
Einhiillende und integrieren das entsprechende Energie- bzw. Winkelspektrum aus,
so reduziert sich die Wahrscheinlichkeit zu Weos = 2.4 x 107°. Die Intensitit bei
einem cos?-formigen Puls variiert und erreicht lediglich im Zentrum den maximalen
Wert, was zur entsprechenden Verringerung der Wahrscheinlichkeit fiihrt. Fiir den
flat-top-Puls ergibt sich mit Wy, = 9.9 x 107> eine Wahrscheinlichkeit, welche in
etwa dem Anteil ~ 19—1 von Wre. entspricht. Die Grofe ergibt sich aus der Uberlegung,
dass sich die Plateauregion iiber g Zyklen spannt, wihrend Ein- und Ausschaltbe-
reich nur einen kleinen Beitrag liefern. Fiir die restlichen Parameter konnen die
Paarproduktionswahrscheinlichkeiten der Tabelle 5.2 entnommen werden.

Ey = 16.5GeV Ey = 70.0GeV

w=15eV w=24¢eV
5 Wrec Wcos Wﬂat Wrec Wcos Wﬂat
0.2 || 3.8[—23]| 4.2[—24]| 3.1[—23]|[ 2.1[—6] | 5.6[7] | 1.8]—6]
04 || 2.3[-16]| 2.7[-17]| 1.9]-16]| 3.6]-5] | 9.7[-6] | 3.1[—5]
0.7 || 9.7[-12]| 1.3[—12]| 8.1]—12]| 3.7]—4] | 1.0[—4] | 3.2[—4]
1.0 || 2.3[-9] | 3.4[-10]| 2.0[—9] | 1.3[-3] | 3.8[—4] | 1.2[-3]
15 || 3.3[-7] | 55[-8] | 2.8[-7] | 5.0[-3] | 1.5[-3] | 4.3]-3]
3.0 || 1.2[—4] | 2.4[-5] | 99[-5] | 3.0[-2] | 1.0[-2] | 2.6]-2]

Abschlielend werden die individuellen Beitrdge R, und R, fiir eine bestimmte
Anzahl an absorbierten Laserphotonen zur totalen Rate R = },~, Ry sowie zu

Tabelle 5.2: Totale Paarprodukti-
onswahrscheinlichkeiten W pro
einlaufendem Elektron, welche
uber das Bremsstrahlungsspek-
trum gemittelt wurden, werden
fiir verschiedene ¢-Werte gezeigt.
Die Energie der Laserphotonen
wird durch w und die des an-
fanglichen Elektrons durch Ej ge-
geben. Es werden drei verschie-
dene Formen fiir Pulse gezeigt:
rechteckig, cos?-férmig und flat-
top. Alle Pulse umfassen 11 Zy-
klen. Die Grofienordnung wird
in eckigen Klammern angegeben:
[—X] = 10~%. Die Tabelle stammt
aus Ref. [105].
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Abbildung 5.7: Relative Beitrdge
der einzelnen Laserphotonenzah-
len zur gesamten Paarprodukti-
onsrate fur (a) ¢ = 0.003 und
(b) ¢ = 1.0 mit w = 1.5€V. Die
schwarzen Balken beziehen sich
auf den monochromatischen Fall
R, /R fiir ' = 16.5GeV und die
grauen Balken auf den {iber die
Bremsstrahlung gemittelten Fall
R, /R fiir Ey = 16.5GeV. Zur bes-
seren Sichtbarkeit sind die Bal-
ken auf der horizontalen Achse
leicht gegeneinander verschoben.
Diese Abbildung stammt aus der
Ref. [105].

R = Y>p, Ry bestimmt. Das Verhéltnis von den einzelnen Photonenbeitrigen zu
der Gesamtrate wird in Abbildung 5.7 gezeigt. Dabei wird der monochromatische
Fall R, /R in schwarz abgebildet, wihrend das Verhiltnis R, /R fiir den Fall, dass
die Rate tiber das Bremsstrahlungsspektrum gemittelt wurde, in hellgrau gefarbt
ist. Die Abbildung bezieht sich dabei auf die LUXE-Parameter. In Abb. 5.7 (a) wird
mit ¢ = 0.003 das eindeutig perturbative Regime gezeigt. Der Beitrag der minima-
len Anzahl an Photonen 1y = 11 ist im monochromatischen Fall der grofite. Fiir
n = 12 Photonen ist der Beitrag stark vermindert. Im Gegensatz dazu ist der Beitrag
von n = 12 absorbierten Photonen der grofite fiir den Fall, dass die Rate tiber das
Bremsstrahlungsspektrum gemittelt wurde. Dieses Verhalten deutet zunéchst auf
einen Ubergang vom perturbativen zum nicht-perturbativen Regime hin, insbeson-
dere da der Term der fithrenden Ordnung im Vergleich zu den Termen hoherer
Ordnung unterdriickt wird. Jedoch liegt der wahre Grund der Umverteilung darin,
dass ein grofles Intervall von Bremsstrahlungsenergien w’ zur Rate beitrdgt. Wie in
Abschnitt 5.2.3 bereits erkldrt wurde, fiihrt jedes w’ zu einer anderen notwendigen
Mindestphotonenzahl ny = ny(w’). So stammt der Beitrag von n = 12 absorbier-
ten Laserphotonen von Bremsstrahlungsenergien die unter w’ = E liegen. Diese
Bremsstrahlungsphotonen kommen mit Blick auf Abbildung 5.1 hdufiger vor als die
Bremsstrahlungsphotonen mit sehr hohen Energien, welche fiir ngp = 11 notwendig
wiéren. Um zusitzlich zu tiberpriifen, dass wir uns weiterhin im perturbativem Re-
gime befinden, betrachten wir die Skalierung der Beitrdge R,. Die Beitrdge skalieren
in beiden Féllen mit dem Faktor &2, was eine typische perturbative Charakteristik

ist.
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Wenn wir uns die unterschiedlichen Beitrdge R, und R, fiir ein groferes ¢ an-
schauen, bleibt der Effekt des breiten Bremsstrahlungsspektrums auf die Verteilung
derselbe. Betrachten wir beispielsweise ¢ = 0.2, so liefert der energetisch erlaubte
Kanal mit n = 11 Photonen vernachldssigbare Beitrdge sowohl fiir R als auch fiir R,
da der fiir die erzeugten Teilchen verfiigbare Phasenraum hier sehr klein ist. Die
Hauptbeitrdge stammen stattdessen von n = 13, 14, 15 und 16 Laserphotonen, die
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sich jeweils auf etwa 35 %, 41 %, 17 % und 4 % fiir die monochromatische Rate R und
auf 22 %, 42 %, 25 % und 8 % fiir die gemittelte Rate belaufen. Hier weist die Paarbil-
dung bereits nicht-perturbative Eigenschaften auf. In Abbildung 5.7 (b) werden die
relativen Beitrdge fiir { = 1.0 betrachtet. Dort befinden wir uns noch deutlicher im
nicht-perturbativen Regime. Es ldsst sich hier eine ausgeprégte Verschiebung zu ho-
heren Photonenzahlen aufgrund der Mittelung tiber die Bremsstrahlung beobachten.

5.3  ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Kapitel wurde der Breit-Wheeler-Paarproduktionsprozess im starken
elektromagnetischen Feld fiir ein durch Bremsstrahlung erzeugtes y-Photon im
Ubergangsregime von perturbativ zu nicht-perturbativ betrachtet. Dabei konnte
festgestellt werden, dass sich der relevante Bereich des Bremsstrahlungsspektrums
immer weiter zu kleineren Frequenzen verschiebt, desto grofSer der Intensitétspara-
meter ¢ ist. Eine dhnliche Verschiebung konnte ebenfalls fiir die Energieverteilung
gefunden werden. Zusitzlich hat sich gezeigt, dass dieses Spektrum asymmetrischer
wird, wenn die Intensitit erhtht wird. Die Winkelverteilungen sind ebenfalls stark
durch die Bremsstrahlung beeinflusst worden. In diesen konnten die einzelnen Pho-
tonentibergange n — n + 1 durch charakteristische Strukturen ausgemacht werden.
Die Positionen dieser Ubergénge im Spektrum sind dabei eng mit der effektiven
Masse verbunden. Fiir mittlere Intensitdtsparameter sind solche Strukturen, die auf
m, zurtickzufiihren sind, ebenfalls in den Energiespektren sichtbar gewesen. Der
Einfluss der Bremsstrahlung auf die Anzahl an absorbierten Laserphotonen konnte
dadurch ausgemacht werden, dass der Hauptbeitrag zur totalen Rate von einer gro-
Beren Anzahl an Photonen stammt, als es bei der monochromatischen Rate der Fall
ist. Die Betrachtung einer endlichen Pulsdauer hat in den hier gezeigten Spektren
nur einen sehr kleinen Effekt hervorgerufen. Lediglich die Winkelverteilung reagiert
sensitiv auf die genaue Form und somit die genaue Intensitdtsverteilung des Pulses.
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6 DEeERrR EINFLUSS VON LASERFOKUS-
SIERUNG UND STRAHLUNGSDAMP-
FUNG AUF DIE SPEKTREN DER BREIT-
WHEELER-PAARE IM NICHT-PERTUR-
BATIVEN REGIME

In diesem Kapitel werden die bisherigen Untersuchungen zur nichtlinearen Breit-
Wheeler-Paarproduktion im Ubergangsregime auf das nicht-perturbative Regime
erweitert. Im nicht-perturbativen Regime fiir { > 1 wird eine sehr grofie An-
zahl von Laserphotonen absorbiert. Dabei entspricht § = |e|&y/(mw) dem klas-
sischen Laserintensitdtsparameter. Die Gesamtproduktionsrate in diesem Bereich
ist proportional zu R o« exp[—8/(3«)], vorausgesetzt ¥ < 1 gilt fiir den Quanten-
Nichtlinearitdtsparameter. Unter der Annahme einer gegenldufigen Strahlgeometrie
ist letzterer gegeben durch x = 2w’Ey/ (mF.). Es sind demnach eine starke exponen-
tielle Dampfung und entsprechend kleine Paarproduktionsausbeuten zu erwarten.
Dies hat bisher eine experimentelle Beobachtung verhindert, da die selbst mit den
starksten gegenwirtigen Laserquellen erreichbaren Feldstarken & ~ 1073F,, weit
unterhalb der kritischen Skala liegen [12]. Wenn jedoch ein hoch-intensiver Laserpuls
mit einem Strahl hochenergetischer y-Photonen zur Kollision gebracht wird, kénnen
x-Werte nahe 1 erreicht werden, was die Beobachtung nichtlinearer Breit-Wheeler-
Paare im nicht-perturbativen Bereich ermdglicht. Entsprechende Experimente werden
derzeit in verschiedenen Hochfeldlaboratorien weltweit durchgefiihrt, darunter die
Extreme Light Infrastructure (ELI) [120], das E-320-Projekt am SLAC [121], das Ru-
therford Appleton Laboratory [111], die zweite Phase des LUXE-Projekts bei DESY [44]
und das Center for Advanced Laser Applications (CALA) [43]. Die beiden letztgenann-
ten Kollaborationen werden durch Bremsstrahlung erzeugte GeV-y-Photonen nutzen.

Wihrend die Gesamtausbeute fiir ¢ ~ 1 [105, 122] und fiir ¢ > 1 [47, 49] ins-
besondere im Hinblick auf die bevorstehenden Experimente bei DESY und CALA
bereits berechnet wurde, fokussieren wir uns auch in diesem Kapitel auf die Be-
stimmung der Energie- und Winkelverteilungen der erzeugten Paare. Diese Art von
Information ist fiir die Planung zukiinftiger Experimente relevant, um beispielsweise
die Detektion der Paare anzupassen. Wir orientieren uns dabei an den Parametern
aus Ref. [43]. Wdhrend in Kapitel 5 insbesondere der Einfluss des breiten Brems-
strahlungsspektrums berticksichtigt wurde, wird in diesem Kapitel die Anschauung
erweitert, indem zusétzlich die Auswirkungen der Laserfokussierung untersucht
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In diesem Kapitel werden relati-
vistische Einheiten mit ¢ = 7 =
47eg = 1 verwendet.

Abbildung 6.1: Experimenteller
Aufbau des Starkfeldprozesses
der nichtlinearen Breit-Wheeler-
Paarproduktion aus der Kollision
von Bremsstrahlungs-Photonen

und einem  hochintensiven
Laserpuls. Die in der Ver-
suchsanordnung  verwendeten

Bremsstrahlungs-Photonen wer-
den durch die Wechselwirkung
zwischen einem monoenerge-
tischen Elektronenstrahl und
einem diinnen Target hoher
Kernladungszahl Z  erzeugt.
Ein Magnet hinter dem Target
lenkt die eintreffenden Elek-
tronen von dem Bereich ab, in
dem der Breit-Wheeler-Prozess
stattfindet [43]. Die Abbildung
entstammt Ref. [132].
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werden. Experimentell ist eine moglichst starke Fokussierung erforderlich, um hohe
Spitzenintensitdten, wie sie in Ref. [43] beschrieben werden, zu erreichen. Fiir die
Berechnung der Spektren des Breit-Wheeler-Prozesses hat dies zur Folge, dass die
Laserfelder erheblich von einer ebenen Wellenform abweichen [47-50]. Ein weiterer
wichtiger Aspekt, welcher berticksichtigt werden muss, ist die sogenannte Strah-
lungsdampfung. Da die Paare mit hoher Energie (~ GeV) erzeugt werden und
direkt nach ihrer Erzeugung noch dem hoch-intensiven Laserpuls (¢ ~ 102, x ~ 1)
ausgesetzt sind, wird ihre Dynamik stark von der Strahlungsdampfung des Laserfel-
des [13, 123-131] beeinflusst, deren Relevanz im vorliegenden Szenario durch den
Parameter R ~ %ua(é‘ ~ 1, mit der Feinstrukturkonstante o = ¢2, abgeschatzt werden
kann. Um Energie- und Winkelverteilungen zu bestimmen, wie sie moglicherweise
an einem Detektor gemessen werden konnen, miissen all jene Effekte mit bertick-
sichtigt werden.

Wir orientieren uns in diesem Kapitel an den Ergebnissen aus Ref. [43] und
[132]. Basierend auf diesen werden zundchst Energie- und Winkelspektren fiir eine
linear polarisierte, unendlich ausgedehnte, monochromatische Laserwelle gezeigt,
wobei der Einfluss des zugrundeliegenden Schnittwinkels mit berticksichtigt wird.
Diese Ergebnisse sind in die Ausarbeitung der Ref. [43] mit eingeflossen. Im An-
schluss daran stellen wir, auf Ref. [132] fuSend, unseren theoretischen Hintergrund
dar, der den allgemeinen Breit-Wheeler-Prozess in fokussierten Laserfeldern, die
Einbeziehung des Bremsstrahlungsspektrums und einen semiklassischen Ansatz
fur die Auswirkungen der Strahlungsddampfung umfasst. Basierend auf Ref. [132]
présentieren wir im darauf folgenden Abschnitt Energie- und Winkelspektren fiir
fokussierte und nicht fokussierte Feldkonfigurationen.

6.1 GRUNDLEGENDE ASPEKTE

In diesem Abschnitt werden die experimentellen Rahmenbedingungen beschrieben
und eine erste Prognose zu den zu erwartenden Energie- und Winkelspektren
abgegeben. Die gezeigten Ergebnisse basieren auf den Resultaten aus Ref. [43].

6.1.1 EXPERIMENTELLE RAHMENBEDINGUNGEN
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Die nachfolgenden theoretischen Berechnungen sind zum grofiten Teil durch den
aktuellen Aufbau bei CALA [43] motiviert. Dabei sollen Elektron-Positron-Paare aus
der Kollision zwischen einer hochenergetischen Photonenquelle und einem stark
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fokussierten Laserpuls erzeugt werden. Dazu werden Bremsstrahlungsphotonen
durch die Wechselwirkung zwischen einem monoenergetischen Elektronenstrahl
von wenigen GeV und einem Target hoher Kernladungszahl Z erzeugt. Die Dicke
dieses Targets ist viel kleiner als die charakteristische Strahlungslange L,.,q des
Materials. In Abb. 6.1 wird eine Skizze des entsprechenden Versuchsaufbaus gezeigt.
Wir treffen dabei die Annahme, dass der Elektronenstrahl bei der Wechselwirkung
mit dem Target nahezu keine raumliche Divergenz erfihrt, was einerseits an seiner
ultra-relativistischen Natur als auch andererseits an der Tatsache liegt, dass seine Aus-
dehnung mit der Dicke des Targets vergleichbar ist. Es ist daher realistisch davon aus-
zugehen, dass die Emission der Bremsstrahlungsphotonen innerhalb des Elektronen-
strahlvolumens stattfindet, und zwar innerhalb eines Streuwinkels, der weitgehend
durch den inversen Elektronen-Lorentzfaktor 6, ~ 1/vy o« O(1) mrad bestimmt
wird. Infolgedessen wird die tiberwiegende Mehrheit der Bremsstrahlungsphotonen
in die Ausbreitungsrichtung des einfallenden Elektronenstrahls emittiert. Der Bereich
der Wechselwirkung von Laserpuls und Bremsstrahlungsphotonen wird hauptséch-
lich durch den Bereich um den Fokussierungspunkt des Lasers bestimmt. Aufgrund
der Streuung kann nur eine kleine Anzahl von Bremsstrahlungsphotonen am Pro-
zess teilnehmen, was die Anzahl der erzeugten Breit-Wheeler-Paare verringert. Eine
Abschédtzung des von den Bremsstrahlungsphotonen abgedeckten Volumens wird
in Ref. [47] gegeben. In dieser wird gezeigt, dass sich das Bremsstrahlungsvolumen
durch

"min + ¥max 6.1)

2

bestimmen lasst. Dabei bezeichnet 7 den mittleren Radius des Kegelstumpfs, welcher

V, = 70,7 mit 7 =

durch die Bremsstrahlung gebildet wird. Dieser wird durch den maximalen Radius
Tmax = "min + 0z0rms und den minimalen Radius min = 0 4+ LOrms + L,-0,- gebildet,
welche von der transversalen Ausdehnung ¢; und longitudinalen Ausdehnung o, der
Bremsstrahlungselektronen abhiangen. Der Winkel 6, bezeichnet den Streuwinkel
der Elektronen vor dem Target. Hinter dem Target bestimmt sich der Streuwinkel der

Bremsstrahlungsphotonen nach 0yms = 4 /93, + 9%, welcher sich aus dem Winkel der
Bremsstrahlung erzeugenden Elektronen und dem Winkel des hinter dem Target er-
zeugten y-Photons zusammensetzt. In Ref. [47] werden ideale Kollisionen betrachtet,
die durch perfekte Synchronisation der kollidierenden Strahlen gekennzeichnet sind.
Neben dem Bremsstrahlungsvolumen kénnen wir analog eine Bremsstrahlungsflache
definieren, welche sich durch A, = 7172 bestimmen 14sst.

Energie der einlaufenden Elektronen E 2.5GeV
Strecke der Bremsstrahlung erzeugenden Elektronen L,- o.1m
Anfangswinkel der Bremsstrahlung erzeugenden Elektronen 6,- | 0.5 mrad
Normierte Targetdicke ¢ 0.015
Wegstrecke der Bremsstrahlung L 0.5 m
Wellenldnge des Pulses A 0.8 ym
Taillienbreite des Pulses wy 2 ym
Pulslénge T 30 fs
Laserintensitdtsparameter ¢ 70

Die experimentellen Parameter aus Ref. [43] werden in der Tabelle 6.1 gezeigt. Sie
dienen in den folgenden Abschnitten als Referenz fiir unsere Berechnungen.

Tabelle 6.1: Experimentelle Para-
meter aus Ref. [43], fiir einen line-
ar polarisierten, stark fokussierten
Laserpuls. Unsere Berechnungen
basieren auf diesen Parametern.
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Abbildung 6.2: Als durchgezoge-
ne Linie wird das Energiespek-
trum als Funktion der Elektro-
nenenergie ¢, fiir eine unendlich
ausgedehnte Laserwelle mit w =
1.5¢€V fiir eine gegenldufige Geo-
metrie zwischen y-Photon und La-
serstrahl gezeigt. Die gestrichelten
Linien zeigen die Spektren unter
Verwendung eines Schnittwinkels
von 162°. In Abbildung (a) wird
ein einzelnes monochromatisches
y-Photon mit v’ = Ej angenom-
men wiéhrend in Abbildung (b)
das Bremsstrahlungsspektrum mit
berticksichtigt wird. Die Hohe der
Kurven wurde auf 1 normiert, um
einen Vergleich zu vereinfachen.
Die entsprechenden Intensitétspa-
rameter und Anfangsenergien Ey
sind in der Abbildung mit ange-
geben. Die Abbildung basiert auf
Ref. [43].
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6.1.2 DIFFERENTIELLE PAARPRODUKTIONSRATEN FUR EINE UNENDLICH AUSGEDEHNTE,

MONOCHROMATISCHE LASERWELLE

Im Rahmen der Veroffentlichung [43] haben wir die Energieverteilung der erzeugten
Paare bestimmt, indem wir Paarproduktionsraten mit der Annahme einer linear
polarisierten, unendlich ausgedehnten, monochromatischen Laserwelle bestimmt
haben. Die dazu erforderliche Rechnung wird im Anhang prasentiert. Im Rahmen
dieser Untersuchung soll zudem der Einfluss eines Schnittwinkels zwischen der
Achse der einlaufenden 7-Photonen und den entgegenlaufenden Laserphotonen
betrachtet werden. Die Berechnung der differentiellen Raten unter Hinzuziehen
eines solchen Schnittwinkels wird ebenfalls in einem separaten Kapitel im Anhang
présentiert.

(a) (b)
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In Abbildung 6.2 werden Energieverteilungen fiir verschiedene Parameterberei-
che gezeigt. Die zugrundeliegenden Referenzkurven in rot zeigen die Spektren fiir
¢ = 66.2 und eine anfangliche Elektronenenergie von Ey = 2.5 GeV, welche dazu
genutzt wird, das Bremsstrahlungsphoton zu erzeugen. In blau und grau werden die
Vergleichskurven fiir ¢ = 66.2, Ey = 2.0GeV und ¢ = 50, Ey = 2.5 GeV dargestellt.
Paneel (a) zeigt die Verteilungen fiir ein monochromatisches y-Photon mit w’ = Ej.
Die Maxima der Kurven liegen bei einer Teilchenenergie von etwa ¢; ~ w’/2. Der
Vergleich der Kurven zeigt, dass eine Minimierung der Intensitdt von ¢ = 66.2 auf
¢ = 50 zu einer Schmadlerung des Spektrums fiihrt. Die verschiedenen Linientypen
reprasentieren die verwendeten Schnittwinkel. Die durchgezogenen Linien entspre-
chen einem Schnittwinkel von as; = 180°, wihrend die gestrichelten Linien einen
Schnittwinkel von a; = 162° darstellen. Es wird ersichtlich, dass der Schnittwinkel
keine Auswirkung auf die Gestalt der Spektren hat.

Paneel (b) zeigt das Energiespektrum, das entsteht, wenn das am Prozess betei-
ligte y-Photon durch Bremsstrahlung generiert wird. Die Maxima der Verteilungen
verschieben sich in diesem Szenario im Vergleich zum Spektrum ohne Betrachtung
von Bremsstrahlungsverteilungen hin zu niedrigeren Energien. Bei gleichbleibender
Energie Ey wird das Maximum fiir einen hoheren ¢-Wert stirker zu kleineren Ener-
giewerten hin verschoben. Dies steht in Zusammenhang damit, dass bei grofieren
¢-Werten mehr Photonen aus dem Laserfeld absorbiert werden und entsprechend
kleinere w’ ausreichend sind, um ein Paar zu erzeugen. Die Verdnderung des Schnitt-
winkels zwischen den beteiligten Laserphotonen und den Bremsstrahlungsphotonen
fiihrt in diesem Parameterbereich zu keiner Anderung des Spektrums.
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In Abbildung 6.3 werden Winkelverteilungen gezeigt. Die Spektren werden fiir
den Fall eines durch Bremsstrahlung erzeugten y-Photons prasentiert. Wahrend
in Paneel (a) der Fall der linear polarisierten Laserwelle gezeigt wird, wird zum
Vergleich in Paneel (b) das Spektrum fiir eine zirkular polarisierte Laserwelle pra-
sentiert. Der Vergleich der beiden Abbildungen zeigt, dass die Betrachtung der
Polarisation einen grofien Einfluss auf die Winkelspektren nimmt. Wahrend bei
der linearen Polarisation der Hauptbeitrag von Winkeln nahe Orad stammt, liegt
das Maximum bei Verwendung eines zirkular polarisierten Laserfeldes bei deutlich
grofieren Werten. In diesem Fall haben wir eine Feldkomponente, die durchgingig
fiir einen transversalen Impuls beziiglich der Ausbreitungsrichtung der Laserwelle
sorgt. Bei der linearen Polarisation ist dies anders. Der Betrag der Feldamplitude
weist je nach betrachteter Phase einen Nulldurchgang auf, weshalb der transversale
Impuls des Elektrons bzw. Positrons durch die absorbierten Laserphotonen kleiner
ausfallt. Fir die Winkelverteilung lasst sich anhand von Abbildung 6.3 allgemein

(a) (b)
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festhalten, dass eine grofiere Energie Ey zu einem schmaleren Spektrum fiithrt und
dieses hin zu kleineren Winkeln verschiebt, da das hochenergetische y-Photon den
grofiten Energiebeitrag zur Erzeugung des Elektron-Positron-Paares beisteuert und
somit mafigeblich die Trajektorie der erzeugten Teilchen bestimmt. Dartiiber hinaus
fiihrt ein grofierer Laserintensitatsparameter zu breiteren Spektren und einer Ver-
schiebung zu grofieren Winkeln, da mit gréfierem ¢ die Anzahl der absorbierten
Laserphotonen steigt und somit die transversale Impulskomponente zunimmt.
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In Abbildung 6.4 wird die differentielle Rate dR/dw’ fiir verschiedene Intensi-
tatsparameter ¢, Bremsstrahlungselektronenenergien und Kollisionswinkel gezeigt.

Abbildung 6.3: Differentielle, tiber
die Bremsstrahlung gemittelte
Winkelverteilungen werden in Ab-
hangigkeit vom polaren Emissi-
onswinkel des Positrons gezeigt.
Als durchgezogene Linie wird das
Spektrum fiir eine unendlich aus-
gedehnte Laserwelle mit w =
1.5¢€V fiir eine gegenldufige Geo-
metrie zwischen y-Photon und La-
serstrahl gezeigt. Die gestrichel-
te Linie zeigt das Spektrum unter
Verwendung eines Schnittwinkels
von 162°. Paneel (a) bezieht sich
auf ein linear polarisiertes und
Paneel (b) auf ein zirkular pola-
risiertes Laserfeld. Die Hohe der
Kurven wurde auf 1 normiert, um
einen Vergleich zu vereinfachen.
Die entsprechenden Intensitatspa-
rameter und Anfangsenergien Ey
sind in der Abbildung mit angege-
ben.

Abbildung 6.4: Differentielle Paar-
produktionsrate dR/dw’ als Funk-
tion der -Photonenenergie fiir
eine unendlich ausgedehnte, li-
near polarisierte Laserwelle. Die
durchgezogenen Linien verwen-
den einen Schnittwinkel von 180°,
wihrend die gestrichelten Linien
einen Schnittwinkel von 162° ver-
wenden. Die Graphen werden fiir
w = 1.5€V gezeigt. Die Hohe der
Kurven wurde auf 1 normiert, um
einen Vergleich zu vereinfachen.
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Zunichst lasst sich festhalten, dass der Kollisionswinkel auch hier keinen Einfluss
auf die Form des Spektrums nimmt. Zudem ist zu erkennen, dass alle Kurven mit
zunehmendem «' steil ansteigen und dementsprechend die Teilchenausbeute mit
zunehmender Energie der Bremsstrahlungsphotonen zunimmt. Aufgrund dessen,
dass die Energie der y-Photonen, die von den Bremsstrahlungselektronen emittiert
werden, den Wert von E( nicht tiberschreiten kann, weisen alle Kurven ein Maximum
bei w’ ~ Ej auf und fallen danach auf Null herab, wobei die hier gezeigte Grafik
nur bis zum jeweiligen Maximum ausgewertet wurde. Abschliefsend lasst sich noch
der Einfluss der Laserintensitdt ermitteln. Der Vergleich der roten Kurve, welche
fur ¢ = 66.2 ausgewertet wurde, mit der blauen Kurve, fiir welche ¢ = 50 gilt, zeigt,
dass ein grofierer Laserintensitdtsparameter dafiir sorgt, dass die Kurve weniger steil
ansteigt. Dies verdeutlicht, dass durch hohere ¢-Werte mit grofierer Wahrscheinlich-
keit mehr Photonen mit niedrigerer Energie am Paarproduktionsprozess teilnehmen
als bei kleineren Laserintensitdtsparametern.

Wie sich in den hier gezeigten Spektren erkennen ldsst, hat die Reduktion des
Schnittwinkels von ag = 180° auf 162° keinen Einfluss auf die Form der Spektren.
Die totale Rate verringert sich jedoch um etwa fiinf Prozent, wenn die hier verwen-
dete Reduktion des Schnittwinkels berticksichtigt wird.

6.2 THEORETISCHE BESCHREIBUNG DER PAARPRODUKTION IN FOKUS-
SIERTEN LASERFELDERN

Nach der ersten Prognose der Spektren erfolgt nun die genaue Berechnung mit
Hilfe der Wellenfunktionen aus Abschnitt 2.3, welche die Fokussierung berticksich-
tigen. Die grundlegende Rechnung folgt den Schritten aus Ref. [48]. Die gezeigten
Ergebnisse stammen aus Ref. [132].

6.2.1 FOKUSSIERTER LASERPULS

Der im Experiment verwendete hochintensive Laser soll in diesem Abschnitt beschrie-
ben werden. Das Laserfeld wird durch einen linear polarisierten Gaufs’schen Puls
modelliert. Die Polarisationsrichtung sei in x-Richtung gewéahlt und die Ausbreitung
verlduft in die negative z-Richtung, sodass das Bremsstrahlungs-y-Photon und der
Laserstrahl entlang der z-Achse kollidieren. Der Fokussierungspunkt des Laserpul-
ses befindet sich im Koordinatenursprung. Zur Beschreibung des Gaufs’schen Pulses
verwenden wir die paraxiale Approximation. Die elektrischen und magnetischen
Feldkomponenten werden demnach durch B, = E, mit

2 ef(‘/zln(Z)%)2

E (x) = &pewe "0
L( ) 0€x 1+€(Z)2

72

wi(1+¢(2)%)
beschrieben [133]. In diesem Ausdruck bezeichnet ® = w(f 4 z) die Phase des La-
sers, &y bezeichnet die Amplitude des Feldes, z ist seine longitudinale Komponente
und r = \/x2 + y2 der transversale Anteil. Der Parameter wy gibt die Breite des

Laserstrahls am Fokuspunkt z = 0 an (auch Taille genannt). Die Breite des restli-
chen Strahls wird durch w(z) = wp+/1 + {(z)? beschrieben, wobei {(z) = z/zg und

X sin (db —{(2) + arctan (@(z))) (6.2)
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zr = w3/ A die Rayleigh-Lange bezeichnet. Wir werden in den folgenden Abschnit-
ten zwischen transversaler und longitudinaler Fokussierung und rein transversaler
Fokussierung unterscheiden. Ein Feld, welches nur eine transversale Fokussierung
aufweist, ldsst sich in dem Sinne verstehen, dass die z-Abhéngigkeit gegentiber zg
vernachlédssigt werden kann. Es wird an dieser Stelle auch von der Approximation
der unendlichen Rayleigh-Lange gesprochen. Wird ndmlich der Limes zg — oo be-
trachtet, so reduziert sich die Abhingigkeit des Feldes auf die transversale ~ e /g,
Fiir eine kleine endliche Rayleigh-Lange hangt hingegen das Feld zusétzlich von der
longitudinalen Fokussierung ab. Es sei zudem an dieser Stelle angemerkt, dass die
zeitliche Ausdehnung des Pulses T an der FWHM (full width to half maximum) der
Intensitdt gemessen wird.

Wird der Limes wy — oo in Glg. (6.2) betrachtet, so landen wir bei dem Ausdruck
einer gepulsten ebenen Welle

2
2In(2) 2

E () = Eoexe_( “”) sin (D). (6.3)

Wir nutzen diesen Ausdruck, um die Spektren mit einem nicht-fokussierten Hin-
tergrundfeld vergleichen zu konnen und so den Einfluss der Fokussierung auf die
Verteilungen zu untersuchen.

6.2.2 PAARPRODUKTION IN EINEM FOKUSSIERTEN LLASERFELD

Wir wollen in diesem Abschnitt die Paarproduktionswahrscheinlichkeit bestimmen,
bei der die Form des elektromagnetischen Hintergrundfeldes ebenfalls die Fokus-
sierung des Feldes mit berticksichtigt. In Ref. [48] wird eine analytische Methode
zur Untersuchung des Breit-Wheeler-Prozesses in Laserfeldern mit beliebiger Raum-
Zeit-Struktur prasentiert, welche wir fiir unsere Berechnungen ebenfalls verwenden
wollen. Die zugrunde liegende Annahme fiir diese Herangehensweise ist die, dass
die Energie des einfallenden y-Photons die grofite dynamische Energie des Problems
ist. Die nachfolgende Rechnung wurde eigenstandig durchgefiihrt, folgt und basiert
jedoch strikt auf den in Ref. [48] pradsentierten Schritten und der dort verwendeten
Notation.

Wir beginnen damit, dass wir zundchst das S-Matrix-Element fiir den Prozess
bestimmen, welches gegeben ist durch

) 27 —ik -x

Dabei bezeichnet p* = (¢, p) den Vierer-Impuls des Elektrons und p'* = (¢, p’) den
des Positrons. Fiir den elektronischen und positronischen Zustand wird Glg. (2.67)

(6.4)

verwendet, welche unter der Bedingung w’ >> mg > m und € ~ ¢ ~ ' hergeleitet
wurde und auf Ref. [60] beruht. Wie in der Herleitung der Zustidnde in Kapitel 2 wer-
den auch hier Lichtkegelkoordinaten verwendet, wobei T = (t +2z)/2, x, = (x,y)
und ¢ =t — z. Analog werden fiir beliebige Vierervektoren die Lichtkegelkompo-
nenten durch vy = (v £0,)/20¥)/2und v, = (vy, vy) definiert. Fiir das Elektron
bzw. Positron ergibt sich fiir den Ausgangszustand entsprechend

Utp,+s

\V2eV

Y ipis(x) = S (1 + - A (x)) (6.5)

4p+

Auf den Index wird bei den Gro-
Ben beziiglich p* bzw. p* in
diesem Kapitel verzichtet, sodass
ep = ¢ 0 = O%und ¢, = ¢.
Dies vereinfacht die Darstellung.
Zudem wird anders als in Ka-
pitel 2 die Lichtkegelkoordinate
T = (t +z)/2 verwendet um den
Vergleich zu Ref. [48] zu vereinfa-
chen. Die Phase wird anders als in
den vorherigen Kapiteln mit dem
Grofibuchstaben ® bezeichnet.



DER EINFLUSS VON LASERFOKUSSIERUNG UND STRAHLUNGSDAMPFUNG AUF DIE SPEKTREN DER
BREIT-WHEELER-PAARE IM NICHT-PERTURBATIVEN REGIME 82

mit
Sip(x) = 3F(P+<P+P—T—PL'JCL)+€/:C1T A_(X) (6.6)
+pl+ /Too af {e(p CA®) T ;ezAz(i)]
und
Ax) =A@ -V, [dTa @) = [TaT EL® +exB®], 69

wobei A" (x) = (0,4, (x),0) und x = (T,x ).

Wir setzen Glg. (6.5) in (6.4) ein und fassen die Argumente der Exponentialfunk-
tionen zusammen, sodass

“Se S —Kox = (prtph —K)g+ (p-+p)T — (po+pl) 2
B . X I, ¥ /
o [ar(2AR P ADY T  e ]
JT P+ P+ 2 P+P+

(6.8)

Die Integration iiber ¢ liefert entsprechend 2716(p+ + p/. — k, ). Die Anzahl der
erzeugten Paare lasst sich auf iiblichem Weg durch das Bilden des Betragsquadrats
des S-Matrix-Elements und anschlieBender Integration iiber p und p’ bilden. Zudem
wird {iiber die Leptonenspins summiert, iiber die Photonenpolarisation gemittelt
und mit der Anzahl der einlaufenden y-Photonen multipliziert. Dies liefert den
Ausdruck

e d’p, d*p/, d¢

_ ac A 3 3./ i(Y(x)=Y(x"))
IN = b1 e (337 (2 2 O+ 7 k+)./d x/d ¥ Me ,(69)

In Ref. [48] wird hingegen die mit der Flachendichte p, der 7-Photonen, welche durch A 1 gegeben ist. Des

Anzahl der 7y-Photonen pro Ein-  yAmiteren bezeichnen
heitsfliche verwendet. Die nach-

folgende Rechnung entspricht je- o 1 _ e e
doch weiterhin den Schritten aus M = 4 ZZ’ Ups (1 - 4p. HA (x)> it (1 o 4P/+ HA (x)) Opl st
Ref. [48]. /5,5
_ e e
<t (14 50 A ) ) s (14 oA (1)) g

— fjisp [(V + m) (1 - 47%“‘ (x)> 7 (1 - ﬁM (x))

X (p' —m) (1 + ﬁﬂx& (x’)> - (1 + A (x/)> } (6.10)

und

m24p, 2 miap?
Y(x) :( 2£m+ zg,pi T—(pL+p1) %1

e (TM_’}) /T dTAL(i)—ﬁ,%/T dTA, ()% (6.11)

&

Die Berechnung der Spur belduft sich auf

g e ¢ €
!

—i—e% (ep', —épL) - (AL(x)+ A (X))
8/

+e? [Ai(x) + AP () + (S + j) (AL (x) AL ()|, (612)
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wobei die Relationen aus Abschnitt B.1 und B.2 verwendet wurden. Die in Glg. (6.9)
enthaltene J-Funktion kann dazu verwendet werden die Integration tiber ¢ auszu-
fithren und liefert ¢ = w’ — ¢/. Werden die Variablen

AxLe—xL—xL—ff dTA, (%) + /dT’AL %) (6.13)
und
e [ . ~ e [* . =~ N
AxL,p:xL—xl-F?/T dT-AJ_(x)_?/T, dT'A | (¥') (6.14)

eingefiihrt, so lsst sich mit zusitzlicher Substitutionvonp; =g, +eAx, ,/(T—T')
die Differenz Y(x) — Y(x') vereinfachen:

2 71 1 2 eAx? 12
Y(x)-Y() = 'Z<€+S,>(T T') + qzé(T—T/) ﬁ+,)2 (T-T)

—pl-Apr—Z:,‘;< [ aTal (2 / AT’ A2 (3 )). (6.15)

Fiir die Integration tiber g ; konnen die Relationen

Pz 2 (O ds g i
I(a) = /Tmze =, xS = Ima (6.16)
und
d*z 5 2 .dI(a) 1
/(ZH)ZZ © T4 T i (6.17)

verwendet werden. Die exponentielle Abhdngigkeit von g, ist quadratisch. Alle
Summanden des Vorfaktors, die linear von g, abhéngen, liefern entsprechend bei
der Integration iiber 4, keinen Beitrag. Die Verwendung von d?p/, ~ €'d(Y fiihrt
zum Ausdruck:
d’N
de’d¢Y
2

2
_ 7T 1 3. [ 3.2 .m 1 1 / . EAxL,e
= e 27r)5/d x./d verexp i (oo ) (T=T) —ism—,

+itL (T—T’)—lpi-Apr—IQE (/ dTA3 (% / dr Al )”

X iize il_|_£+4 +8€’Ax713+8 12
T—T) e ¢ (T-1y Pt
ee’

e w'
_zpl . Axllem + EQ (c‘:pll — (TT/)AxL’e> . AAL

i) AL (x) ~.AL(x’)> } _ (T_”T,)4£s'}.

3

e2 (Ai(x) + A% (x) + (8, +

(6.18)
Bevor die weiteren Integrationen geldst werden, erweist es sich als praktisch die
Grofien
T (T+T)
+ H(1£1)/2"
o (xypEx))
Y+ = 2(1£1)/2
PR NS EY WEY)
L+ = >(1£1)/2 ’

P, = pl—— (/ dTA, (% / dT' A, (% )) (6.19)
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einzufithren. Dadurch transformiert sich die obige differentielle Gleichung zu
&N ; e’ // d3x d3x
dedy ~ 16w T_
Ty, 0 € T \?
X exp [l{wz( +PL)—21(XL,+SPL)

w/ez 1 © 2 s 00 o) 4D o 2
_82/2<T </T dT.AL(x)—/T/ dT.AL(x))

Fiir die nachfolgenden Integrationen werden die Integrationsvariablen von d?x |
und dle zu d’x 1,— und dzx’L_ uberfiihrt. Von den ersten beiden Termen der
exponentiellen Abhéngigkeit lasst sich abschitzen, dass fiir eine feste Emissions-
richtung des Positrons der Hauptbeitrag zum Integral von [P’ (x,x")| < m stammt.
Fiir Energien von ¢ ~ ¢ ~ «' ist die charakteristische Lange der Paarbildung
beziiglich T— von der GroBe ee’ /m*w’ ~ Agko/&o ~ Acw'/m [29]. Hierbei bezeich-
net Ag die zentrale Laserwellenldnge und Ac = 1/m die Compton-Wellenldnge.
Setzenwir X, _ =x, _+ TT’P’ , dann ist die charakteristische Lange fiir |X | _|
und entsprechend fiir |x; _| von der Groenordnung der Compton-Wellenldnge.
Die GroBe w|x; _| ist durch w/m ~ (m/w')(ko/&o) S m/w' < my/w' < 1
nach oben beschrankt und fiir das Feld vernachldssigbar, da dieses entweder von
x, =x,4+x; _/2oderx’ =x, ,—x, /2 abhidngt. Wird aufgrund dessen
die Abhéngigkeit von x; _ im Feld vernachldssigt, so ldsst sich die verbleibende
Gaufy’sche Integration tiber d?x | _ losen. Dazu vereinfachen wir

T
P, = p, - % / dTA, (%) (6.21)
T-Jr
und substituieren mit
T,
y, =X - + ?PL (6.22)

Eingesetzt in Glg. (6.20) ldsst sich der Ausdruck mit Hilfe von Glg. (6.16) und
Glg. (6.17) noch weiter vereinfachen, sodass

’ 2
2 2 i%,T, <m2+ P-4 [f dTA, (%) )
df/d%/ = i [ AT [ AT [ @ s )

¢ mz \PLTe 2

/ s 2 .
i (2 (07 ara @) o7 arat ) lwﬂ (7, + AT ALY

2 2 / 2
+&" e +4ee —e -~ 5 (6.23)

(e—¢)? (Aﬂx) Al<x’>)2].
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Das externe Feld variiert nur langsam im Bildungsgebiet von T_, sodass es um
T} entwickelt werden kann. Fiir die nachfolgende Berechnung benétigen wir die
Entwicklungen

A (x) = A <T+ + T_/xi>

2
OAL (T, x,)1 1a%AL(THxL)<1T )2

Q

A (Ty,x )+ 9T, §T7+§ aTi

T
A(x) = A <T+ - 2,3&)

N QAL (Ty,x1)1,,  1PA(Tx)) (1)

~ ALTex) - e (3T )

T T —T-/2 1 82AL(T+ XJ_)
dTA () — / dTA, (R) ~ —A, (To,x )T — — AL XL 13

AL(X) T +T-/2 AL(x) AJ_( * xJ_) 24 aT-Z‘r

T T, —-T /2 _ 1 92A% (T, x )
AT A2 () — / dT A% (%) ~ —A2 (To,x )T — — 221 2L/ g8
(6.24)

Einsetzen dieser Relationen in Glg. (6.23) und zusammenfassen der Terme fiihrt zu

&N am? 2 i T (w2 P +teA| (x) 2
FRETOY — Pym/dT/dT’/de_i_ez&g ( (L 1 ))
2 2
2 w 2
¢ +82+488/+W(pl+&,4l(x))

iw’ez (3Ai(x>) T3
e 24¢e’ aT - X

ey (aAl (x) T>2 6.25)

41’}12 8T+

Hierbei wurde verwendet, dass Ordnungen grofer als T2 und T2 einen vernachléssig-
baren Beitrag liefern. Um zuletzt noch die Integration tiber dT_ auszufiihren, ist es
hilfreich, die obige Gleichung tiber die Parameter

\/1 N v, +e.AL(x)]2

=
Xa)
I

m2 !
maw'’ 1
b(x) = ?Fcrm,
JaT
glx) = bx)f(x),
w'm? 1

auszudriicken. In der Funktion b(x) ist der lokale Quanten-Nichtlinearititsparameter
x(x) = w’ ’ oA,

enthalten. Eingesetzt in Glg. (6.25) fiihrt dies zu der Gleichung

mFy | 79T
d’N we! ’ .
dedy ~ e / ds / dr / dx, f(x)b(x)es®) (@) +55())

/2

w
x &2+ + dee’ + 3 (P, +eAL(x))

4m? 8T+ w/2m4

e (aAL(x))zf%xwx) Ul am] e
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Die Relationen aus Ref. [95]
© ; 2 2
/700 ds ef8(s+s°/3)  — %Kl/?) <38> ,
/-oo ds SZeig(S+53/3) - _ /00 ds eig(s+53/3) (628)

werden verwendet, um die Integration tiber s zu l3sen. Hier bezeichnet K; /3(x) die
modifizierte Bessel-Funktion [134]. Das Winkelspektrum berechnet sich entsprechend

uber
d*N (o' , 2.
ow/c(;(:') = %/ds /d@/drlesm(lﬁ‘)f(x)b(x)
82“‘5/2 2 2 3
1+ S5 P ks (J0r®), 6

wobei wir von T zur Phase ® = 2wT {iibergegangen sind. Das Winkelspektrum

2 /
d dlgéa(; ) Jasst sich entsprechend analog zu dieser Berechnung formulieren.

Um das Energiespektrum zu bestimmen, starten wir erneut bei Glg. (6.23) und
nutzen aus, dass dQ) ~ tlep’L /€ 2 Zudem verwenden wir direkt die Substitution

v =49 ++ g "ATA 1 (%). Dieses Vorgehen fiihrt zum Ausdruck

AN em? o (a1 [ s d2q’
dsl - p'Y 871'26(]/828,2 . ) | 1,+ | qJ_

e A 2\ T & 42 /s
—i%er | 7 (Jr dTAL®) ) +fp dTAT®) ) o' 7 (n2+4,2)
xe e 2 &

y {8,2 g2 e ) <AL(x) —AJx'))Z

m2 2

g e (T @ (T N (AL() F AL ()
+[T /T dT.AL(x)Jr],E( . dTAL(x)) te 1
12

te (AL(x)+AL(x) - (q’l + 2 :’ iTA, (x)) n q’f] “

m2

LR (A AY }

p” 5 (6.30)

Zur Integration werden erneut die Glg. (6.16) und (6.17) verwendet, wobei die
Summanden, welche linear in ql sind, keinen Beitrag liefern, sodass

/ T = 2
dN . am? dT dT’ d*x, | ‘s (’”ZT—*QZ%(JTT dTAi(i)) )
e / e

e /s . ! gl _\2 _ / 2
iR T duimx{izw e o(e—¢) (Agx) Al<x>> L

A7t ee! T

T m ¢ m 2

2. .2 T’ N2
2 ), ew 1 = o ALlx)—AL(X)
+e° + 4ee’ + ) [T_ Jr dT.AL(x) + 5 . (6.31)

Wird nun die Entwicklung der Felder aus Glg. (6.24) in die obige Gleichung einge-
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setzt, dann vereinfacht sich diese zu

x 2
dN ; am? dT dT1’ dzxL,+eiﬁ<m2T,+%(a'g%+( )) Ti) e g
de P T-
2 2 5
L2 @ [ 11 R ] e (34, ()
T- m? m2 | T-12 9T2  ~ am?2  ~\ 9Ty '

(6.32)

Uber die Abkiirzungen in Glg. (6.26) formt sich der obige Ausdruck um zu

dN . am? " 13 i Ls(x)3 % + €2 + dee/
=Y e g(x) (s(x)+3s(x)%) £ e mEee
de’ lpﬂr47m/2€g/ / d x/ds ¢ 3 : { s(x)

o) (e - 8’)25(96)}. (633)

Zur Losung dieser Gleichung werden die Integrationsformeln

® dS i 3 21 ®
_ Mo Lig(s+s°/3) _7/ do K
[m5+i0e /3 2 p Kz (o),
o : 3 2i 2
/_oo ds se8(+57/3) = %Kzﬂ <3g> (6.34)

verwendet. Fiir den Summanden, welcher proportional zu s~2 ist, wird die partielle
Integration verwendet. Damit resultiert die Energieverteilung in dem Ausdruck

dN(«') Joawr e 4 ¢ 2
= \/gwlzw/dcp/drr{ Ky (Sb(x))
Y a0k , 6.
# fo B0K10)] 639)

wobei die Lichtkegelkoordinate T tiber die Phasenabhidngigkeit des Feldes ausge-
driickt wurde. Die Verteilung fiir € lasst sich analog hierzu formulieren.

Um nun die entsprechenden Energie- und Winkelspektren zu bestimmen, setzen
wir das Feld des fokussierten Laserpulses aus Glg. (6.2) in die Glg. (6.35) und (6.29)
ein. Bei der Betrachtung eines longitudinal und transversal fokussierten Laserfeldes
kann die longitudinale Komponente z wie in Ref. [48] iiber z ~ t ~ T abgeschitzt
werden, sodass die erforderliche Integration iiber die Laserphase moglich wird.

Wir wollen in den folgenden Abschnitten die Ergebnisse der fokussierten Laserfel-
der mit denen einer gepulsten ebenen Welle vergleichen. Dazu setzen wir Glg. (6.3)
ebenfalls in die obigen Gleichungen fiir die Energie- und Winkelverteilung ein. Die
Abhingigkeit der Spektren von der transversalen Komponente r entfillt dabei und
wird formal durch f d?x | = Yo ausgetauscht. Dabei ist es erforderlich, dass das
fokussierte Feld und die ebene Welle dieselbe Energie besitzen. Dies ist genau dann
der Fall, wenn die effektive transversale Flache X4 = nw% /2 fur die ebene Welle
eingefiihrt wird (vgl. Ref. [47]).

6.2.3 ZUSATZLICHE BERUCKSICHTIGUNG DER BREMSSTRAHLUNG

Um das Bremsstrahlungsspektrum in die bisherige Berechnung der Energie- und
Winkelverteilung mit aufzunehmen, werden diese Spektren gewichtet mit dem
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Bremsstrahlungsspektrum dA, /dw’ eines Elektrons der Einfallsenergie Ey iiber w’
integriert [135]. Das Verfahren ist analog zum Vorgehen in Kapitel 5. Entsprechend
lauten die so gewonnenen Verteilungen:

d’N 1 >N (w")
dﬂd(p_/ df Ly (1.6) dode

Frmin
dN 1 dN(w')
—g-ﬂm&hm@ -

’
w,=fE0

(6.36)

’
w’:fEO

wobei die normierte Energie f = w’/Ej eingefiihrt wurde. Anders als in Kapitel 5 ist
das hier verwendete Target sehr diinn, weshalb das Bremsstrahlungsspektrum durch

dN, ¢
0=t =5 (53 F)

approximiert werden kann [135, 136]. Dieser Ausdruck ldsst sich immer dann verwen-

373 (6.37)

den, wenn fiir die normierte Targetdicke £ = Lt/L;,q < 1 gilt. Die Energieerhaltung
innerhalb des Prozesses fiihrt dazu, dass der minimale Wert von § durch f,i, = €/Eg
bestimmt wird, also abhédngig ist von der Energie ¢ des erzeugten Elektrons. Dabei ist
zu beachten, dass die Energie des erzeugten Paares hauptsdchlich durch die Energie
des y-Photons bestimmt wird und die Abhéngigkeit w’ ~ ¢ + ¢ besteht.

Das breite Spektrum der Bremsstrahlung enthilt neben den hochenergetischen
Photonen auch einen grofien Anteil an niederenergetischen Photonen, die jedoch
nicht zur Paarbildung fiihren oder nur einen sehr geringen Beitrag dazu liefern. In
dem hier verwendeten Parameterregime stammt der Hauptbeitrag zur Paarproduk-
tion von f ~ 1 (vgl. Ref. [47] und Abb. 6.4). Demzufolge wird die im vorherigen
Abschnitt festgelegte Bedingung w’ > m& weiterhin erfiillt, solange & < 102.

6.3  ENERGIE- UND WINKELVERTEILUNGEN DER BREIT-WHEELER- PAAR-
PRODUKTION IN FOKUSSIERTEN LASERFELDERN

In diesem Abschnitt betrachten wir die Energie- und Winkelverteilungen der erzeug-
ten Elektron-Positron-Paare. Wir gehen von einer ebenen gepulsten Laserwelle als
Referenz aus, um durch Vergleiche den Einfluss von Laserfokussierungseffekten
aufzuzeigen. Bei der Laserfokussierung betrachten wir sowohl die transversale als
auch die longitudinale Fokussierung. Wir weisen darauf hin, dass alle Kurven in den
folgenden Abbildungen auf eine Hohe von 1 normiert wurden, um ihren Vergleich zu
erleichtern. Die verwendeten Parameter konnen der experimentellen Beschreibung
in Abschnitt 6.1.1 entnommen werden. Die Ergebnisse dieses Abschnitts beruhen
auf Ref. [132].

6.3.1 ENERGIEVERTEILUNGEN

In Abbildung 6.5 wird das normierte Energiespektrum in Abhingigkeit von ¢/Ey
fur die Kollision eines einzelnen monoenergetischen y-Photons mit einem starken
Laserfeld dargestellt. Die Abbildung zeigt die folgenden unterschiedlichen Modelle
fiir das Laserfeld: eine gepulste ebene Welle als rote Kurve, ein fokussierter Puls mit
ausschliefdlich transversaler Fokussierung als durchgezogene blaue Kurve und ein
Puls mit sowohl transversaler als auch longitudinaler Fokussierung als gestrichelte
blaue Kurve. Das Maximum aller gezeigten Kurven liegt bei ¢/ Ey ~ 0.5. Dies kann
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dadurch begriindet werden, dass sich die absorbierte Energie, welche hauptsichlich
vom 7-Photon stammt (w’ & ¢ + ¢’), ungefahr gleichmiBig auf das Elektron und das
Positron aufteilt. Zudem lisst sich erkennen, dass beide Kurven, welche sich auf das
fokussierte Feld beziehen, im normierten Fall nahezu identisch sind. Dies impliziert,
dass es zur Vorhersage des Energiespektrums ausreichend ist, allein die transversale
Fokussierung zu berticksichtigen. Tatsachlich lasst sich numerisch feststellen, dass
die totale Anzahl im Fall ohne longitudinale Fokussierung um etwa 1% grofSer
ist als im Fall, wo diese beriicksichtigt wird. Das Spektrum, welches sich fiir eine
gepulste ebene Welle ergibt, ist im Vergleich zu den fokussierten Laserfeldmodellen
deutlich breiter. Demnach bewirkt die Laserfokussierung, dass das Spektrum der
erzeugten Teilchen verengt wird. Dieses Phdnomen lédsst sich dadurch erklédren,
dass bei der gepulsten ebenen Welle die Intensitét in der gesamten transversalen
Wechselwirkungsebene konstant hoch gehalten wird, wahrend sich die Intensitét bei
einem fokussierten Gaufsprofil von ihrem Maximum in der Mitte zu den minimalen
Werten an den Rdndern dndert.
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Im Folgenden wird die Energieverteilung in Abbildung 6.6 analysiert, wobei das
Bremsstrahlungsspektrum der hochenergetischen y-Photonen mit berticksichtigt
wird. Im Vergleich zu Abbildung 6.5 fiihrt der Effekt des Bremsstrahlungsspektrums
bei allen betrachteten Feldkonfigurationen zu einer deutlich verdnderten Energie-
verteilung. Es ladsst sich beobachten, dass die Maxima der Energieverteilungen nicht
mehr beim halben Wert von Ej liegen, sondern etwas darunter. Dieses Verhalten
stammt daher, dass zwar y-Frequenzen in der Nihe von Ey am relevantesten sind,
aber auch weniger energiereiche y-Photonen mit Frequenzen w’ > 0.2E betrachtli-
che Beitrdge zur Paarausbeute liefern [47]. Die Gesamtenergie eines Paares erfiillt
wiéhrenddessen weiterhin die Beziehung «w' ~ € +¢'.

In Abbildung 6.6 (a) sehen wir den Vergleich zwischen dem Energiespektrum
resultierend aus dem fokussierten Laserpuls und der gepulsten ebenen Welle. Die
durchgezogene blaue Kurve zeigt den Fall mit rein transversaler Fokussierung, die
gestrichelte Kurve den Fall mit zuséitzlicher longitudinaler Fokussierung. Es zeigt
sich, dass auch hier praktisch kein Unterschied zwischen den beiden Laserfeldmodel-
len im normierten Energiespektrum zu erkennen ist. Wenn wir nun den fokussierten
Fall mit dem Fall der ebenen Welle (dargestellt als rote durchgezogene Kurve)
vergleichen, dann ist ersichtlich, dass das Maximum unter Berticksichtigung der

In Ref. [48] wird ebenfalls gezeigt,
dass das Spektrum der erzeugten
Teilchen durch die Laserfokussie-
rung verengt wird.

Abbildung 6.5: Das normierte
Energiespektrum fiir ein einzelnes
monoenergetisches y-Photon mit
w' = 25GeV = Ej wird fiir das
fokussierte Laserfeld mit transver-
saler Fokussierung als durchgezo-
gene blaue Kurve und mit trans-
versaler und longitudinaler Fo-
kussierung als gestrichelte blaue
Kurve dargestellt. Das Spektrum
fiir ein Laserfeld in Form einer
gepulsten ebenen Welle wird als
durchgezogene rote Kurve darge-
stellt. Die Abbildung entstammt
Ref. [132].

Dasselbe Phanomen der Verschie-
bung des Maximums hin zu nied-
rigeren Energien wurde bereits
in Kapitel 5 festgestellt. Insbeson-
dere fiir grolere Intensitdtspara-
meter { wurde diese Verschie-
bung dort verstarkt (vgl. Abbil-

dung 5.4).
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Abbildung 6.6: Das normier-
te Energiespektrum einschliefSlich
Bremsstrahlung ist fiir das fokus-
sierte Laserfeld ohne longitudina-
le Fokussierung als durchgezoge-
ne blaue Kurve dargestellt. In (a)
sind Vergleiche mit einem eben-
falls longitudinal fokussierten La-
serpuls und mit einer gepulsten
ebenen Welle dargestellt. Der In-
tensitatsparameter wurde fiir al-
le Kurven mit { = 70 gewahlt.
Es gilt die gleiche Farbkodierung
und Normierung wie in Abb. 6.5.
In (b) wird das normierte Ener-
giespektrum fiir das fokussierte
Laserfeld ohne longitudinale Fo-
kussierung fiir verschiedene foka-
le Taillenweiten wq dargestellt, wo-
bei die Pulsenergie Wg o &2w3
konstant gehalten wird. Die re-
sultierenden unterschiedlichen Di-
spersionswinkel und Intensitéts-
parameter kénnen der Legende
entnommen werden. Die Abbil-
dung entstammt Ref. [132].
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Fokussierung bei hoheren Energien liegt. Im direkten Vergleich liegt das Maximum
fiir die fokussierte Laserwelle bei ¢/Ey ~ 0.3 und fiir das Laserfeld als gepulste
ebene Welle bei ¢/ Ej ~ 0.26. Die Ursache fiir diesen Unterschied in den Spektren ist
der bereits erwédhnte Intensitdtsgradient des fokussierten Laserfeldes. Das Maximum
verschiebt sich mit zunehmendem Intensitdtsparameter ¢ zu kleineren Energien (vgl.
Abb. 6.2 (b)). Im Fall des fokussierten Laserpulses kommt es dazu, dass auch Paarbil-
dungsprozesse aulerhalb des Laserfokus stattfinden. In diesen Regionen, in denen
die lokale Intensitit abgenommen hat, werden groBere w’-Werte (anndhernd Ey) als
im Fall einer ebenen Welle benétigt, um eine nennenswerte Wahrscheinlichkeit zu
erreichen. Infolgedessen wird, wenn wir die Laserfokussierung berticksichtigen, die
wahrscheinlichste Paarenergie zu gréfieren Werten hin verschoben.

In Abbildung 6.6 (b) wird das normierte Energiespektrum fiir unterschiedliche
Fokussierungen gezeigt. Dabei wird die Pulsenergie des Lasers Wg o« ¢2wj kon-
stant gehalten. Wir vergleichen dabei eine Fokusweite von wy = 2pum mit den
Werten wy = 1um und 3 ym. Die dazugehorigen Dispersionswinkel sind durch
€r = 2/(wow) gegeben. Es zeigt sich, dass eine schwichere Laserfokussierung ei-
ne Verschiebung des Maximums der Energieverteilung hin zu hoherer Energien
bewirkt im Vergleich zu den Ausgangsparametern. Somit bewirkt eine engere Fo-
kussierung mit entsprechend grofieren Intensitdtsparametern eine Verschiebung
des Maximums hin zu niedrigeren Elektronenenergien. Die Verschiebung wird
durch die vergroflerten ¢-Parameter (und den grofieren lokalen Werten des Quanten-
Nichtlinearitdtsparameters) verursacht, wodurch mehr Photonen aus dem Laserfeld
absorbiert werden konnen, so dass ein kleineres «w’ ausreicht, um ein Paar zu erzeu-
gen.
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Die Auswirkung der Fokussierung auf die totale Anzahl der Paare wurde bereits
in Ref. [47] unter Verwendung der locally constant field approximation untersucht.
Dort wurde gezeigt, dass die Gesamtanzahl der erzeugten Paare steigt, wenn der
Fokussierungspunkt verkleinert wird. Durch eine Integration tiber das nicht nor-
mierte Energiespektrum erhalten wir ebenfalls die Gesamtzahl der erzeugten Paare
und konnen die in Ref. [47] gezeigten Werte mit unseren vergleichen. Mit der hier
verwendeten Berechnung ergibt sich eine Gesamtanzahl von ~ 4.4 x 10~8 Paaren
pro einfallendem Bremsstrahlung-erzeugendem Elektron. Dieses Ergebnis stimmt
gut mit der Vorhersage aus Ref. [47] tiberein (vgl. Abb. 7 dort).
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6.3.2 WINKELVERTEILUNGEN

In diesem Abschnitt wird die Winkelverteilung der erzeugten Paare untersucht.
Dabei bezeichnet ¢ den Winkel zwischen dem Elektronenimpuls p und der Richtung
des einlaufenden -y-Photons k’. Der erwartete Emissionswinkel ldsst sich durch
0 ~ mi/Ey ~ 14mrad abschdtzen, da die transversale Impulskomponente des
Elektrons von der Groflenordnung p | ~ m( ist, wahrend die longitudinale Impuls-
komponente etwa p, ~ pg ~ w'/2 =~ Ey/2 betragt.

(a) (b)
1.0 trans. Fokus., mit BS 1 o 1.0
()] o S
é osh N trans.+long. Fokus., mit BS % o8l RN N €.=0.085, £=46.7 |
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Ec) 06t N GauR'sche EW, mit BS % 0.61 \ 6.=0.2551, £=140 ]
> RN N Gaul'sche EW, keine BS | > 04| '
o 04f 2 ‘
5 Q
2L 2
£ 02} £ o2f
z z
0.0¢ . . Pl Rttt n 0.0t I 4
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In Abbildung 6.7 wird das normierte Winkelspektrum der erzeugten Elektronen
gezeigt. Dabei werden die Félle eines fokussierten Laserpulses und die gepulste
ebene Welle miteinander verglichen. Zudem werden die Spektren fiir ein einzelnes
monoenergetisches y-Photon und fiir die Mittelung tiber das Bremsstrahlungs-
spektrum gezeigt. Die Verteilung fiir das fokussierte Laserfeld ohne longitudinale
Fokussierung unter Einbeziehung des Bremsstrahlungsspektrums wird durch eine
blaue durchgezogene Linie dargestellt. Das Maximum dieser Verteilung besitzt eine
charakteristische Spitzenform und liegt bei etwa ¢ = 0.3 mrad. Wird die longitudina-
le Fokussierung mit einbezogen (blaue gepunktete Linie), bleibt die Winkelverteilung
unverdndert. Der Unterschied der beiden Verteilungen ist also nicht durch die Form
der Kurven, sondern lediglich durch eine geringfiigig verschiedene absolute Hohe
von unter 1 % gegeben. Fiir ein einzelnes monoenergetisches y-Photon und einen
fokussierten Laserpuls wird die Winkelverteilung als blau gestrichelte Kurve gezeigt.
Das Maximum verschiebt sich in diesem Fall zu kleineren Energien und liegt bei
etwa ¢y ~ 0.2mrad. Da fiir ein einzelnes monoenergetisches y-Photon das Ver-
héltnis zwischen der Energie des y-Photons und den absorbierten Laserphotonen
am grofiten ist, nimmt in diesem Fall die Breite des Spektrums signifikant ab. Das
Spektrum der gepulsten ebenen Welle wird in rot dargestellt. Die durchgezogene
Linie bezieht sich auf die Berechnung, welche das Bremsstrahlungsspektrum mit
berticksichtigt, wahrend die gestrichelte Kurve den Fall eines einzelnen y-Photons
beschreibt. Wie bei der zuvor beschriebenen Situation des fokussierten Laserpulses,
fithrt das Weglassen der Bremsstrahlung auch hier zu einer schmaleren Verteilung.
Im direkten Vergleich zu den Spektren, welche den Fall des fokussierten Gaufy’schen
Pulses beschreiben, sind die hier gezeigten Spektren jedoch viel breiter. Wahrend im
fokussierten Fall die Intensitdt zu den Randern hin abnimmt, ist bei der gepulsten
ebenen Welle die Intensitdt im Wechselwirkungsvolumen iiberall die Gleiche. Eine
grofiere Intensitat fithrt dazu, dass mehr Photonen vom Laserfeld absorbiert werden,
was wiederum einen gréfieren transversalen Impulsbeitrag mit sich bringt. Somit

Abbildung 6.7: Die normierte
Winkelverteilung  einschliefSlich
Bremsstrahlung ist fiir das fokus-
sierte Laserfeld ohne longitudina-
le Fokussierung als durchgezoge-
ne blaue Kurve dargestellt. In (a)
ist der Vergleich mit einem La-
serfeld als gepulste ebene Wel-
le in rot dargestellt. Die blau ge-
punktete Kurve zeigt das Spek-
trum mit longitudinaler Fokussie-
rung. Die gestrichelten Kurven
zeigen die Winkelverteilung oh-
ne Bremsstrahlung. Der Laserin-
tensitdtsparameter { = 70 wird
konstant gehalten. In (b) wird das
normierte Spektrum fiir das fokus-
sierte Laserfeld ohne longitudina-
le Fokussierung fiir verschiedene
Strahltaillenweiten w, dargestellt,
wobei die Pulsenergie Wg o &2w}3
konstant gehalten wird. Die Le-
gende zeigt die entsprechenden
Dispersionswinkel und Laserin-
tensitdtsparameter. Die Abbildung
entstammt Ref. [132].
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Abbildung 6.8: Die normierte
Winkelverteilung (f;—dl\(’p inklusive
Bremsstrahlung und transversa-
ler Fokussierung wird als Dichte-
plot in Abhéngigkeit von ¢ und ¢
dargestellt. Der Beitrag zur Win-
kelverteilung wird entsprechend
der Farbskalierung auf der rech-
ten Seite gekennzeichnet. Die Ab-
bildung entstammt Ref. [132].
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resultiert ein verbreitertes Spektrum. Alle in Abbildung 6.7 (a) gezeigten Spektren, ha-
ben miteinander gemein, dass der Emissionswinkel nahe ¢ = 0 liegt, da die Energie
des y-Photons viel grofser ist als die der Photonen der entgegenlaufenden Laserwelle.

In Abbildung 6.7 (b) wird das normierte Winkelspektrum unter Einbeziehung
des Bremsstrahlungsspektrums fiir verschiedene Starken der Fokussierung gezeigt.
Die Pulsenergie des Lasers W o ¢2w3 wird dabei konstant gehalten. Wir verglei-
chen wy = 2 ym mit wy = 1 ym und 3 ym. Bei einer schwécheren Fokussierung,
ausgehend von der anfanglichen Parameterwahl, verschiebt sich das Maximum von
¥y ~ 0.3mrad zu ¢ = 0.2mrad. Im Gegensatz dazu fiihrt eine stdrkere Fokussie-
rung zu einer breiteren Winkelverteilung und einem minimal gréferen Winkel fiir
die Position des Maximums. Die mit der Verdnderung der Strahltaille verbundene
Veranderung der Intensitit erklart das hier gezeigte Verhalten. Bei grofieren Laser-
intensitdten werden mehr Laserphotonen absorbiert, der transversale Impuls der
erzeugten Paare nimmt zu und in dem Zuge auch die Breite der Winkelverteilung.
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Die bisher prasentierten Winkelverteilungen haben alle gemeinsam, dass sie eine
charakteristische Peak-Struktur bei sehr kleinen Winkeln aufweisen. Durch einen
Blick auf die zweifach differentielle Winkelverteilung (ﬂ;—oﬁ) lasst sich diese besondere
Struktur verstehen. Halten wir den azimutalen Winkel, beztiglich der Polarisati-
onsrichtung, bei ¢ = 0 fest, so wiirde der maximal beitragende Polarwinkel bei
deutlich grofieren Werten liegen, in diesem Fall bei etwa ¢y = 1 mrad. Die maximalen
Beitrdge vom azimutalen Winkel stammen von den Werten ¢y = 0, 7r, 27t. Insbeson-
dere fiir grolere ¢ tragen nur Bereiche nahe dieser ¢y zur Verteilung bei. Fiir sehr
kleine polare Winkel liefert hingegen eine grofie Breite an azimutalen Winkeln ¢
einen Beitrag zur Verteilung und der Unterschied zu den Maxima bei ¢ ist nur
gering. Somit entsteht nach der Integration tiber ¢ diese charakteristische Struktur
in der Winkelverteilung. Das soeben beschriebene zweifach differentielle Winkel-
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spektrum wird in Abhéangigkeit von ¢ und ¢ in Abbildung 6.8, unter Einbeziehung
des Bremsstrahlungsspektrums, als farb-skalierter Dichteplot gezeigt.

64 THEORETISCHE BESCHREIBUNG DER STRAHLUNGSDAMPFUNG

In der bisherigen Ausfiihrung der Paarproduktion ist der Effekt der Strahlungs-
dampfung vernachldssigt worden. Die klassische Wirkung, wie sie in den Volkov-
Zustidnden enthalten ist, beschreibt die Bewegung des Elektrons beziehungsweise
Positrons im externen Feld im Rahmen der Lorentz-Gleichung. In dem hier verwen-
deten Parameterregime kann die Bewegung der Teilchen jedoch nicht geeignet durch
die Lorentzgleichung dargestellt werden. Nachdem die Teilchen im Laserpuls er-
zeugt werden, sind diese dem starken elektromagnetischen Feld weiterhin ausgesetzt.
Durch die starke Kraft des Laserfeldes auf die Teilchen werden diese entsprechend
stark beschleunigt. Dies fiihrt zu einem Energieverlust der Teilchen durch emittierte
Strahlung. Das Teilchen kann wiederum mit dieser Strahlung ebenfalls wechselwir-
ken. Genau dieser Effekt, welcher auch Strahlungsddmpfung genannt wird, muss
bei der Berechnung mit berticksichtigt werden, um zuverlédssige Vorhersagen fiir die
Impulsverteilung zu treffen.

Fiir die Problemstellung der Strahlungsdampfung in einem Hintergrundfeld in
Form der ebenen Welle gibt es eine Moglichkeit der analytischen Herangehens-
weise, welche in Ref. [130] prasentiert wird. Abhangig vom Elektronen-Quanten-
Nichtlinearititsparameter x, = (1 — cos 6,)7.Ey/ Fer, mit y. = €¢/m und dem Winkel
8. zwischen Propagationsrichtung des Lasers und dem Elektronenimpuls, muss
die Berechnung der Strahlungsdampfung geeignet betrachtet werden. Fiir x, < 1
kann die Elektronenbewegung in einem externen Hintergrundfeld und dem selbst
emittierten Feld durch die Landau-Lifschitz-Gleichung (LL-Gleichung) beschrieben
werden. Diese ist laut Ref. [13] gegeben durch

dut v
m-g- = —eF"(x)u, + R¥, (6.38)
mit der Strahlungsdampfungskraft
2 le
RH¥ = —3% E(a(ng)u‘suv
2 2 (6.39)

e e
+ WF}“’F&,L{‘S - W(F‘Svuu)(th,\uA)u” .

Dabei bezeichnet u die Vierer-Geschwindigkeit des Elektrons und s seine Eigenzeit.
Dartiber hinaus beschreibt F,, den elektromagnetischen Feldstidrketensor beziiglich
des starken Hintergrundfeldes.

Tritt nun der Fall ein, dass x. hingegen keinen kleinen Parameter darstellt, wie
es in unserem Parameterregime mit x, ~ 1 fiir e =& 1GeV der Fall ist, so wird der
Energieverlust des Elektrons durch Glg. (6.38) iiberschitzt. Die Uberschitzung riihrt
daher, dass es in einer klassischen Betrachtung keine obere Grenze fiir die emittierte
Strahlung gibt, wiahrend bei einer quantenmechanischen Betrachtung die Energie
eines emittierten Photons durch die kinetische Energie des Elektrons begrenzt ist. Im
Spektrum der emittierten Strahlung kommt es somit zu einem scharfen Grenzwert,
wodurch die Menge der emittierten Energie verringert wird. Um diesen quantenme-
chanischen Grenzwert zu berticksichtigen, wird R¥ mit einer Gewichtungsfunktion
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Die hier gezeigte Gleichung fiir
den Gaunt-Faktor hat einen Feh-
leranteil von weniger als 2 % tiber
den gesamten Bereich von ). nach
Ref. [123, 137]. Weitere Abschit-
zungen des Gaunt-Faktors sind in
Ref. [123] gegeben, welche jedoch
auf Bereiche von x, beschrankt
sind.
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2 (xe) multipliziert. Diese wird auch Gaunt-Faktor genannt und tiber das Verhiltnis
der Quantenstrahlungsintensitét in einem konstanten gekreuzten Feld Ig zur klassi-
schen Strahlungsintensitit I definiert. Wir bedienen uns der Ndherungsformel aus
Ref. [129]:

2
3

I
$lxe) = 12 [1+48(1 + xo) In(1 +17x) +244x3] . (6.40)

Der hier gezeigte Gaunt-Faktor erschwert eine weitere analytische Betrachtung der
modifizierten Landau-Lifschitz-Gleichung. Jedoch ldsst sich unter der Pramisse, dass
sich 7, wihrend der Laserphase nur langsam &ndert, die Berechnung analytisch
fortsetzen. Dies entspricht der Abhéngigkeit ¢ (x.(®)), wobei zusitzlich die Phasen-
abhingigkeit des Feldes aus Glg. (6.3) fiir x.(®) mit beriicksichtigt wird.

Wir folgen nun den in Ref. [130] gezeigten Schritten und passen diese an unsere
modifizierte Landau-Lifschitz-Gleichung an. Fiir eine linear polarisierte ebene Welle
lasst sich das Vierer-Vektorpotential in Lorentz-Eichung 9, A* = 0 durch die Form

AM(®) = al'p() (6.41)

beschreiben. Dabei bezeichnet 1(P) eine phasenabhingige skalarwertige Funktion.
Der Feldstéarketensor ldsst sich hiertiber durch

FIY (@) = 91 A (®) — 3V A (®) = wfy/ () (6.42)

ausdriicken, wobei f¥ = n#a" —n'a! und n* = k¥ /w die Ausbreitungsrichtung der
ebenen Welle beschreibt. Es gelten zudem die daraus folgenden Bedingungen

n f* =0und f*f,, = a*nn,. (6.43)

Wir beginnen bei der modifizierten Landau-Lifschitz-Gleichung und multiplizieren
diese mit n,. Daraus lasst sich eine Gleichung fiir py = n,u} ableiten:

n- 2
) = S el )) (P ) () 1), (649

Der Ausdruck lasst sich durch (F*u,)(Fut) = w?a?p?(®)y’ 2(®) vereinfachen.
Die Funktion p(®) steht mit {5 = ﬁ in Abhangigkeit zu den Differentialen.
Wird die linke Seite der Differentialgleichung zudem mit p~3(®) multipliziert, lasst
sich diese entsprechend zu

do(®) 1 o d%s

ds p3(P) “ 42 (6.45)

vereinfachen. Setzen wir die obige Gleichung in Glg. (6.44) ein und integrieren beide
Seiten tiber ®, lasst sich daraus folgender Ausdruck fiir p(®) ableiten:

(@) = ffg)), (6.46)
it
. L 200w o [P s £\ 2z
n(@) = 1+ 352 | dd g(xe(@))y(®). (6.47)

Im nédchsten Schritt betrachten wir die Differentialgleichung fiir die reduzierte
Vierergeschwindigkeit i# (®) = h(P)u#(P), welche

di  dh(®) p dut
mﬁ—m RS u +mh(<I>)dq)

(6.48)
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lautet. Im letzten Summanden lisst sich die Definition der modifizierten Landau-
Lifschitz-Gleichung einsetzen. Die Verwendung der Gleichungen

ath;u/ — wayvp(T)lP//(q)>/
u
FMEut = wzazx/)’z(@)n”hf;) (6.49)

wird dazu genutzt Glg. (6.48) auf folgende Form zu bringen:

i 11 .2 o v ] -
28O (@5 (e ()" (650)

Dieser Ausdruck wird iiber ® integriert. Dabei ldsst sich erkennen, dass im letzten
Summanden die Integration von der Form

:: dd 1 (B)h(®) = % h(®) —1] 6.51)
ist. Somit finden wir
L g— ® 4d n(®)Fr (&), (&)
mwpo [oN
Gty [ a0 P @) (@)g(re(®) + 3 (1@) 1], (652)

Um diesen Ausdruck weiter aufzulosen, ist ein iteratives Verfahren niitzlich, bei
dem der Ausdruck von @ erneut in die obige Gleichung eingesetzt wird. Dieses
Vorgehen fiihrt zu dem Ausdruck

B oy 1nt e

D
= a5+ =— [h(D) —1] — dd h(d)F* (®)iiy,
OZPOH) 1= sriops S, 9B I (@)1l

_2,€ / dd F'™ (D) g(xe(P))ilo,

3 m?
e 2 c s ® .
- (mwpo) . A W@ (D) [ df (@I (@)a" (@)
T - d®h< B)FH (&) &’d@ ()EL (P ()
3 a)po 8 VA
2 2 ® TUv A
S [ 4B @) (@) [ @ )

2 oy
+ (3«x) / d® g(P)F"™( / dp §(PEA (D) (§).  (6.53)
Der dritte und vierte Summand lassen sich tiber die Definition
e . - 2 pow . .
1(@) = [ d®[n(@)y' (@) + 3% ag(x.(®)y"(®)] (654
@ m

vereinfacht darstellen. Die danach folgenden Summanden sind allesamt proportional
zu der Form F(" (¢)F(™.,\ ($), wobei 1 und m beliebige Ableitungen kennzeichnen.
Es ist hilfreich, diesen Faktor durch die Gleichung

FOM (@)EM 0 ()i () =~ D (@) D (o) (6:55)
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auszudriicken. Entsprechend entstehen einerseits Integrationen der Form

/;déf@/ af £@) = [, ad f@)F®) = 3 (["a (@ > 656)

wobei die innerste Integration als Stammfunktion des Integranden f(®) betrachtet
werden kann, und andererseits ldsst sich das Doppelintegral

" aon@)y @ / 5@ @)+ [ aRg(@y(@) [ b MY ($)

d
( / 4) [, 49 h<¢)¢’<¢>>
= / dé g(d)y"( / dg h(d)¢'(§) (6.57)
geschickt vereinfachen. Dadurch ergibt sich insgesamt die strahlungsgeddmpfte

Vierergeschwindigkeit

]/H/
(@) = s [+ 5o @) it = e 1@) L D, 4 2@ 659

Falls ¢(x.) = 1 gilt, entspricht das Ergebnis dem in Ref. [130] beschriebenen. Fiir
die obere Integrationsgrenze setzen wir ® ans Pulsende, entsprechend wéhlen wir
die Grenze ® — oo. Die untere Grenze @) wird ab dem Phasenpunkt betrachtet, ab
dem die Strahlungsddmpfung berticksichtigt werden muss. Naherungswerte hierfiir
lassen sich durch die Analyse des Verhaltens der normierten Phasenverteilung ermit-
teln. Diese wird in Abbildung 6.9 fiir die Fille, in denen der starke Feldhintergrund
entweder als Gaufs’sche ebene Welle (rote Kurve) oder als fokussierter Laserpuls
(blaue Kurve) gewahlt wurde, gezeigt.

Phasenverteilung % % des Breit-
Wheeler-Paarbildungsprozesses

aus der Kollision eines einzelnen
Gamma-Quants mit der Energie
w' = Ey = 2.5 GeV und einem
starken Laserfeld. Die blaue
Kurve bezieht sich auf den
Fall, dass der Hintergrund ein
fokussierter Puls ist, wihrend
die rote Kurve der Situation
entspricht, in der der Hintergrund
durch eine Gauf3’sche ebene Welle
beschrieben wird. Die Abbildung 0.00k ¥V V¥V
entstammt Ref. [132].

Abbildung  6.9:  Normierte 0.04 ﬂ

mit trans. Fokus.

H N H
0.030] u """ GauR'sche ebene Welle

0.02"

0.01]

Normierte Phasenverteilung

Es fdllt auf, dass innerhalb jedes Phasenintervalls A®, = [n7w, (n + 1)7] eine
Peak-Struktur auszumachen ist. Die Positionen dieser Maxima liegen fiir die beiden
gezeigten Félle in etwa bei ®, = (2n + 1)7r/2. Da an diesen Stellen die Wahrschein-
lichkeit der Elektronen-Positronen-Paarproduktion am grofiten ist, stellen sie eine
geeignete Approximation fiir &y dar. Zudem lésst sich erkennen, dass die Spitzen, die
mit jedem Starkfeldmodell verbunden sind, dhnliche Hohen bei ®, = (2n +1)7/2
aufweisen. Dies deutet darauf hin, dass jedes Phasenintervall in beiden Starkfeldmo-
dellen fast den gleichen Beitrag zur Gesamtzahl der erzeugten Paare leistet. Folglich
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konnen die Ergebnisse im Zusammenhang mit den Auswirkungen der Strahlungs-
ddmpfung in der Situation, in der der Hintergrund eine Gaufs’sche ebene Welle ist,
als gute Anndherung an das realistische Szenario betrachtet werden, welches durch
einen stark fokussierten Laserpuls beschrieben wird. Verwenden wir nacheinander
alle ®, in Glg. (6.58), dann beziehen wir das intuitive Bild mit ein, wonach Paare,
die zu Beginn des Pulses entstehen, iiber einen langeren Zeitraum der Strahlungs-
dampfung ausgesetzt sind als solche, die am Ende des Pulses entstehen.

Ohne Einfluss der Strahlungsdampfung lasst sich fiir den kinetischen Impuls
eines Elektrons folgende Gleichung aufstellen (vgl. [21]):

kH

2
W: (6.59)

pH(®) = mut (c0) + e A¥(P) — [eA(D) - u(o0) + o

A% (@)
wobei mut(o0) den asymptotischen Impuls des Elektrons nach Verlassen der elektro-
magnetischen Welle bezeichnet. An den Phasenmaxima ®,, = (2n + 1)7/2 ergibt
sich somit ohne Einfluss der Strahlungsddmpfung dieselbe Vierergeschwindigkeit
wie am Ende des Pulses. Diese Gleichung ldsst sich nutzen, um die im vorherigen
Kapitel gezeigten Verteilungen nun mit Hilfe von Glg. (6.58) auch fiir den Fall mit
Strahlungsddampfung préasentieren zu kénnen. Es werden zunéchst fiir jedes Pha-
senintervall die Impulsverteilungen innerhalb des Feldes bestimmt. Dazu lasst sich
die dreifach differentielle Verteilung aus Glg. (6.29) fiir das Hintergrundfeld aus
Glg. (6.3) verwenden. Anschlieflend werden die hieraus ermittelten Anfangswerte
mit Hilfe von Glg. (6.58) durch den restlichen Laserpuls propagiert. Es lasst sich

3 /
somit beispielsweise von den anfidnglichen Werten ¢, 9, €, cﬁ%ﬁw auf die Werte

Podeg
3 !
@0,%0, ¢, % schlieffen, um hieraus mit Hilfe einer numerischen Integration tiber

die anfanglichen Winkel eine neue Energieverteilung pro Phasenintervall zu gewin-
nen (fiir die Winkelverteilung wére das Vorgehen analog). Diese Herangehensweise
ist insofern approximativ, da auf die genaue Bestimmung der Jacobi-Determinanten
fiir den Wechsel des Koordinatensystems verzichtet wurde und die Verteilung le-
diglich mit dem numerisch bestimmten Faktor Aeg/Ae multipliziert wurde (fiir die
¥-Verteilung wiére es entsprechend Aty / Ad). Durch Summierung der so gewonnenen
Verteilungen {iiber alle Phasenintervalle ldsst sich schliefilich die gesamte Impulsver-
teilung auflerhalb des Feldes, einschliefslich der Strahlungsddmpfung, ermitteln.

In Ref. [129] wurde gezeigt, dass der semiklassische Ansatz fiir die Strahlungs-
dampfung, welcher auf der LL-Gleichung in Verbindung mit dem Gaunt-Faktor
beruht, eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Energiespektren liefert.
In dieser Referenz wurden Kollisionen von Elektronen mit einer maximalen Anfangs-
energie von ~ 2GeV und einem intensiven Laserpuls mit { ~ 10 untersucht. Dabei
ist zu beachten, dass das semiklassische Modell zwar den ElektronenriickstofSeffekt
durch die emittierte Strahlung berticksichtigt, jedoch die Wahrscheinlichkeitsna-
tur der Photonenemissionen vernachldssigt. Um solche stochastischen Effekte mit
zu berticksichtigen, wire eine vollstindige Quantenbeschreibung der Strahlungs-
dampfung erforderlich. Aus genau diesem Grund hat sich durch Simulationen, wie
beispielsweise in Ref. [138], gezeigt, dass das semiklassische Modell fiir Winkelspek-
tren nicht gut geeignet ist. Bei der Betrachtung von Elektronen mit einer Energie
von etwa 1 GeV, die frontal mit hoch-intensiven zirkular polarisierten Laserpulsen
von ¢ = 100 kollidieren, wurde festgestellt, dass stochastische Effekte berticksichtigt
werden miissen, um die endgtiltigen Winkelverteilungen der Elektronen vorher-
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Die Ergebnisse dieses Abschnitts
entstammen  weiterhin  der
Ref. [132]. Uber die Ergebnisse
aus Ref. [132] jedoch hinausge-
hend sind die Abbildungen 6.12,
6.13 und 6.14, welche zu einem
besseren Verstindnis beitragen
sollen.
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zusagen. Wihrend Simulationen, die auf der LL-Gleichung basieren, ausgepragte
Ablenkungen zur Seite ergaben, fiihrte eine QED-Behandlung zu einer Verteilung
der Elektronen in Vorwértsrichtung. Wir behalten daher im Hinterkopf, dass eine
Untersuchung der Winkelspektren in unserem Modell zwar qualitative Hinweise
auf die Verteilung geben kann, jedoch um den Einfluss der Strahlungsddmpfung
auf die Winkelverteilungen der Teilchen zu quantifizieren, eine strengere QED-
Untersuchung dhnlich wie in Ref. [138] erforderlich ist.

In den letzten Jahren wurden entsprechende numerische Berechnungen auf der
Grundlage von Monte-Carlo-Simulationen in Particle-In-Cell-Codes (PIC-Codes) zur
Simulation von Laser-Materie-Wechselwirkungen implementiert. Die Vorhersagen
des hier gezeigten semiklassischen Modells der Strahlungsddmpfung werden mit
den Ergebnissen des offentlich zugdnglichen PIC-Codes sMmILEI verglichen (vgl.

Ref. [139]).

6.5  DER FINFLUSS DER STRAHLUNGSDAMPFUNG AUF DIE SPEKTREN

Waihrend die Strahlungsdampfung keinen Einfluss auf die Anzahl der Breit-Wheeler-
Paare nimmt, verdndern sich durch sie dennoch die Spektren. Wir betrachten daher
zundchst den Einfluss der Strahlungsddmpfung auf die Energiespektren. Angesichts
des sehr moderaten Einflusses der Laserfokussierung wird unsere entsprechende
Analyse, wie zuvor beschrieben mit einem ebenen Wellenmodell fiir den Laserpuls
durchgefiihrt. An dieser Stelle sei auch erwdhnt, dass bereits in den Studien [140, 141]
Strahlungsdampfungseffekte fiir die Paarerzeugung in Laser-Elektronen-Kollisionen
theoretisch berticksichtigt wurden. Dabei unterliegen sowohl die erzeugten Teilchen
als auch der einfallende Elektronenstrahl der Strahlungsdampfung.

In Abbildung 6.10 wird das Energiespektrum unter Einbeziehung der Strahlungs-
dampfung fiir den Fall eines einzelnen monoenergetischen y-Photons und unter
Einbeziehung des Bremsstrahlungsspektrums gezeigt. In Paneel (a) wird das Ener-
giespektrum fiir den Fall betrachtet, in welchem das Bremsstrahlungsspektrum auf
die anfanglichen y-Photonen mit berticksichtigt wird. Die durchgezogene rote Kurve
zeigt das Spektrum, indem die Betrachtung der Strahlungsdampfung im semiklassi-
schen korrigierten Landau-Lifschitz-Modell erfolgt ist. Das Maximum des Spektrums
liegt bei € ~ 0.12Ej ~ 300 MeV. Ohne die Betrachtung der Strahlungsddmpfung ver-
schiebt sich das Maximum auf etwa ¢ ~ 0.26E; ~ 650 MeV, was als gestrichelte
rote Linie gezeigt wird. Der durch die Strahlungsddampfung herbeigefiihrte Ener-
gieverlust fiihrt zu einer erheblichen Verschiebung hin zu niedrigeren Energien.
Zudem wird das Spektrum durch die Strahlungsddmpfung deutlich schmaler. Fiir
die Betrachtung der Positronen wiirde das Spektrum gleich aussehen.

Ab einem Quanten-Nichtlinearitdtsparameter von ). ~ 1 treten bekanntermaflen
stochastische Effekte auf, welche das Spektrum, wie in Ref. [131] beschrieben, veran-
dern konnen. Wie grof3 der Einfluss dieser stochastischen Effekte ist, ldsst sich durch
einen Vergleich mit dem Energiespektrum bestimmen, welches durch eine numeri-
sche Monte-Carlo-PIC-Simulation in sMILEI erzeugt wurde (vgl. Ref. [139]). Diese
ermoglicht die Betrachtung von diskreten Photonenemissionen auf stochastische
Weise und entsprechende abrupte Anderungen der Teilchenflugbahn. Bei diesem
Berechnungsschema wird die stochastische Flugbahn jedes Testteilchens einzeln
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durch das Laserfeld verfolgt. Dies fiihrt zu einer gewissen statistischen Varianz des
Gesamtergebnisses fiir das Ensemble von Teilchen. Wie die vollen Kreise in Paneel (a)
zeigen, ergibt die PIC-Simulation eine Energieverteilung, die breiter ist als die Vor-
hersage des semiklassischen Modells. Demnach liefern hier Energien oberhalb von
e ~ 0.2Ey = 500 MeV grofiere Beitrage. Die Verbreiterung der Spektren ist eine aus
Ref. [131] bekannte Folge fiir stochastische Effekte. Bei den betrachteten Parametern
ist die Verbreiterung nicht sehr ausgepragt. Das PIC-Energiespektrum ist immer
noch deutlich schmaler als das Energiespektrum, welches sich ohne Strahlungsdamp-
fungseffekte ergibt. Die Positionen der Maxima, die sich aus der PIC-Simulation
und dem semiklassischen Modell ergeben, stimmen in etwa tiberein. Daraus lasst
sich fiir den hier betrachteten Parameterbereich schliefSen, dass das semiklassische
Modell auf der Grundlage der korrigierten Landau-Lifschitz-Gleichung eine recht
gute Abschidtzung der Strahlungsdampfungs-Effekte ermoglicht. Da dennoch Sto-
chastizitdtseffekte in den Spektren der erzeugten Teilchen sichtbar sind, konnten
diese auch in dem geplanten Experiment bei CALA aus Ref. [43] beobachtet werden.
Aufgrund dessen, dass die Hohen der Spektren konstruktionsbedingt durch die
Normierung tibereinstimmen, sei an dieser Stelle erwédhnt, dass das breitere Spek-
trum der PIC-Simulation in absoluten Zahlen niedriger als das schmalere Spektrum
unserer semiklassischen Berechnung ist.
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Dartiber hinaus zeigt die gepunktete rote Linie in Abb. 6.10 (a) das Energiespek-
trum fiir den Fall, dass die Strahlungsdampfung klassisch mit der unmodifizierten
Landau-Lifschitz-Gleichung berechnet wird (d.h. mit ¢ = 1). Im Vergleich zum Spek-
trum des korrigierten Landau-Lifschitz-Modells ist das Spektrum nun wesentlich
schmaler und zu viel kleineren Energien verschoben. Dies deutet darauf hin, dass
die unmodifizierte Landau-Lifschitz-Gleichung im betrachteten Parameterbereich
den Einfluss der Strahlungsdampfung tiberschitzt und Quantenriickstofieffekte, die
die abgestrahlte Energie begrenzen, wichtig sind.

In Abbildung 6.10 (b) wird das Energiespektrum fiir den Fall der Paarproduktion,
ausgelost durch ein einzelnes monochromatisches y-Photon, gezeigt. Wahrend die
blau gestrichelte Kurve, welche das Spektrum ohne Betrachtung der Strahlungs-
dampfung zeigt, symmetrisch um den Punkt ¢ = E(/2 verlduft, verschiebt sich das
Energiespektrum bei Berticksichtigung der Strahlungsdampfung zu deutlich kleine-
ren Energien und wird asymmetrisch. Die blaue durchgezogene Kurve wird durch
die Anwendung des semiklassischen Modells bestimmt, wéahrend die vollen Kreise
das Ergebnis der Monte-Carlo-PIC-Simulation, einschliefllich stochastischer Effekte,
zeigen. Im Vergleich zu Abbildung (a) sind die Unterschiede zwischen den beiden

Abbildung  6.10: Normiertes
Energiespektrum als Funktion
der normierten Elektronenener-
gie &/Ey in einer gepulsten
ebenen Welle. Effekte der
Strahlungsdampfung  werden
beachtet. In Paneel (a) wird das
Bremsstrahlungsspektrum — mit
bertiicksichtigt. Die  durchge-
zogenen rote Kurve zeigt das
Spektrum fiir das semiklassische
Strahlungsddampfungs-Modell,
wiéhrend die roten Kreise das
iiber Monte-Carlo-Simulationen
bestimmte Spektrum zeigt. Die
rot gepunktete Kurve zeigt
das Spektrum fiir das Landau-
Lifschitz-Modell. In Paneel (b)
wird ein anfanglich monochroma-
tisches y-Photon mit der Energie
«w' = Ey = 2.5 GeV betrachtet.
Die durchgezogene blaue Kurve
bezieht sich auf die semiklassisch
berechnete Strahlungsdampfung,
wéhrend die blauen Kreise das
Monte-Carlo-Ergebnis und die
gepunktete Kurve das Landau-
Lifschitz-Ergebnis zeigen. Zur
Referenz werden als gestrichelte
Kurven die Ergebnisse ohne
Strahlungsdampfung gezeigt. Die
Abbildung wurde in Ref. [132]
veroffentlicht.
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Abbildung 6.11: Der Beitrag der
einzelnen Phasenintervalle zum
bremsstrahlungsgemittelten Ener-
giespektrum unter Verwendung
des semiklassischen Strahlungs-
dampfungsbildes. Die Hohe wur-
de auf die der schwarzen Kur-
ve normiert. Die Legende gibt an,
welche Phasenintervalle betrach-
tet wurden (vgl. Abbildung 6.9).
Die Originalabbildung stammt
aus Ref. [132].
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Beschreibungen der Strahlungsdampfung in diesem Fall grofser, da die gewéhlte -
Photonenenergie dem grofiten Wert der Bremsstrahlungsphotonenenergie entspricht
und daher der Quanten-Nichtlinearitdtsparameter hier seinen moglichen Maximal-
wert erreicht. Entsprechend nehmen auch die Auswirkungen der stochastischen
Effekte zu. Im Gegensatz dazu liefern bei der durch Bremsstrahlung induzierten
Paarbildung in Paneel (a) auch y-Photonen mit niedrigeren Energien als Ej einen
relevanten Beitrag, was zu einem kleineren Quanten-Nichtlinearitdtsparameter fiihrt.
Wie die blau gepunktete Kurve zeigt, tiberschétzt auch hier die Anwendung der
unmodifizierten Landau-Lifschitz-Gleichung den Effekt der Strahlungsddampfung
erheblich.
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Im néchsten Schritt betrachten wir den Einfluss der Strahlungsddampfung in Ab-
héngigkeit von der Laserphase @, zu welcher das Paar erzeugt wurde. Abbildung
6.11 zeigt, wie sich das Energiespektrum fiir den Fall mit semiklassisch betrach-
teter Strahlungsdampfung und Bremsstrahlung aus den einzelnen Beitragen der
Phase zusammensetzt. Fiir eine Entstehung des Paares im mittleren Phasenbereich,
dargestellt als schwarze durchgezogene Kurve, ist der Beitrag am grofiten. Dement-
sprechend wird das gesamte Energiespektrum am deutlichsten durch diesen Bereich
gepragt. Der grofite Unterschied besteht zwischen den Paaren, welche zu Beginn des
Pulses gebildet wurden (gestrichelte Kurven) und denen die gegen Ende des Pulses
entstanden sind (gepunktete Kurven). Wiahrend die Paare, welche sich zu Beginn des
Pulses bilden, von der nachfolgenden Strahlungsddmpfung am starksten betroffen
sind und ihr Maximum somit am weitesten zu kleineren Energien hin verschoben
wird, werden die Paare, welche sich gegen Ende des Laserpulses formieren, weniger
von der Strahlungsddmpfung beeinflusst und ihr Spektrum wird demjenigen ohne
Strahlungsdampfung immer &hnlicher.

Der Energieverlust durch die Strahlungsdampfung, welcher mit einer entsprechen-
den Menge an Photonenemissionen verbunden ist, besitzt eine gewisse Ahnlichkeit
mit der Erzeugung der Bremsstrahlungsphotonen durch den einfallenden Elektro-
nenstrahl. Bei der Bremsstrahlung verhilt es sich so, dass die einfallenden Elektronen
bei der Photonenemission durch ihre Wechselwirkung mit den starken Feldern der
Atomkerne in der Konverterfolie gestreut und abgebremst werden. Wahrenddessen
verlieren die erzeugten Teilchen durch ihre Wechselwirkung mit dem intensiven
Laserpuls an Strahlungsenergie.
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In Abbildung 6.12 wird die Abhingigkeit der Elektronenenergie von der Phase ®
gezeigt. In Paneel (a) wird diese Abhédngigkeit fiir den Fall betrachtet, dass keine
Strahlungsddmpfung auf die Elektronen wirkt. Es ist erkennbar, dass bei unterschied-
lichen Phasenpunkten der Paarentstehung ®y dennoch dieselbe Ausgangsenergie
erreicht wird. In Paneel (b) wird der Effekt der Strahlungsdampfung hinzugezogen.
Diese hat auf die gezeigte Ausgangsenergie einen deutlichen Effekt. Es ist insbe-
sondere ersichtlich, dass in Abhéngigkeit vom gewéhlten ®( die Ausgangsenergie
variiert. Mit zunehmend langerem Aufenthalt des Elektrons im Puls nimmt der
Energieverlust zu.
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Die Strahlungsddmpfung hat auf die Energieverteilung einen starken Effekt aus-
getibt. Prinzipiell lasst sich diese Untersuchung auf die Winkelverteilung tibertragen.
Jedoch, wie eingangs erwéhnt, wurde in Ref. [138] gezeigt, dass sich das semiklas-
sische Modell fiir diese Untersuchung nicht gut eignet. Somit wére eine genauere
QED-Untersuchung, dhnlich wie in Ref. [138], auch hier n6tig, um die Winkelver-
teilungen der Teilchen nach dem Effekt der Strahlungsdampfung zu quantifizieren.
Eine solche Analyse haben wir im Rahmen der Monte-Carlo-PIC-Simulation SMILEI
aus Ref. [139] durchgefiihrt. Zudem wollen wir zeigen, zu welchem Ergebnis der
semiklassische Ansatz fiihrt.

In Abbildung 6.13 werden die Ausgangswinkel in Abhédngigkeit von den Ein-
gangswinkeln fiir feste g und ¢ gezeigt. Fiir die Unterscheidung von ¢y = 0 und
@o = 7 ergeben sich qualitative Unterschiede. Je nachdem, ob der transversale
Impuls entlang der Polarisationsrichtung zeigt, wirkt die Strahlungsddampfung ver-
grofiernd oder verkleinernd beziiglich des Eingangswinkels, da der Impulsiibertrag
entweder in die transversale Bewegungsrichtung oder entgegen dieser stattfindet. In
Paneel (b) wird gezeigt, wie sich zudem ®g auf die Verteilung auswirkt. Wechseln
wir vom Peak n = 9 zu dem dazu beziiglich des Pulsmittelpunkts symmetrischen
Peak n = —8, welcher dieselbe Anzahl an Paaren hervorbringt, so ergibt sich die-
selbe Abbildung, jedoch unter der Bedingung, dass die verwendeten ¢( vertauscht
werden. Dies liegt daran, dass bei n = 9 das Vektorpotential genau in die entgegen-
gesetzte Richtung wie das Vektorpotential bei n = —8 zeigt. Da die Ausgangswinkel
teilweise etwas kleiner und fiir den Gegenwinkel in ¢ teilweise etwas grofser als
die Eingangswinkel sind, ergibt sich bei der Integration {iber den Azimutalwinkel
anndhernd der gleiche Winkel, mit dem die Rechnung begonnen wurde. Dies fiihrt
dazu, dass sich die Strahlungsddampfung in der semiklassischen Betrachtung nicht
auf die Gesamtwinkelverteilung auswirkt.

Abbildung 6.12: Die Abhangig-
keit der Elektronenenergie von
der Phase ® zu unterschiedli-
chen anfénglichen Phasen ®). In
Paneel (a) wird die Strahlungs-
dampfung vernachldssigt, wah-
rend in Paneel (b) die Strahlungs-
dampfung beriicksichtigt wird.
Die Anfangsparameter belaufen
sich auf ¢y = 0.3Ep, ¢9 = 0 und
¥y = 0.0003.
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Abbildung 6.13: Die Abhangig-
keit der Winkel des erzeugten
Elektrons nach Einflussnahme der
Strahlungsddmpfung in Abhéan-
gigkeit von den Anfangswinkeln
(bevor die Strahlungsddampfung
berticksichtigt wurde). Die ver-
wendeten Startparameter kénnen
der Legende entnommen werden.
In Paneel (a) wird der Phasenpeak
n = 9 verwendet, wihrend in Pa-
neel (b) der dazu symmetrische
Phasenpeak n = —8 verwendet
wird. Die Kurven mit durchgezo-
gener Linie und die mit gestrichel-
ter Linie unterscheiden sich im
anfanglichen Azimutalwinkel um
Ay = .

Abbildung 6.14: Die Abhangig-
keit der Polarwinkel von der Pha-
se ®. In Paneel (a) wird die
Strahlungsddmpfung vernachlas-
sigt, wahrend in Paneel (b) die
Strahlungsdampfung mit bertick-
sichtigt wird. Die Anfangsparame-
ter belaufen sich auf ¢g = 0.3E,
¢@o = 0 und ¢y = 0.0003. Die blau-
en Kurven zeigen den Phasenver-
lauf von Beginn des Pulses an. Die
roten Kurven starten ab dem Pha-
senpunkt &y = 57.
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In Abbildung 6.14 zeigen wir den Winkel ¢ in Abhéngigkeit von der Phase ®. In
Paneel (a) wird die Strahlungsdampfung zunachst vernachlissigt. Der Startwinkel,
ab dem die Trajektorie betrachtet wird, stimmt mit dem Winkel am Ende des
Laserpulses tiberein. Dies dndert sich auch nicht, wenn der Startpunkt, ab dem
die Trajektorie betrachtet wird, von &y = —227r zu g = 57 verschoben wird. Die
beiden gezeigten Kurven verlaufen in diesem Fall parallel. In Paneel (b) ldsst sich
nun die Trajektorie unter dem Einfluss der Strahlungsdampfung betrachten. Fiir
Oy = —2277 fallt direkt auf, dass die Schwankung in ¢ deutlich grofer ist. Zudem
andert sich die Trajektorie erheblich, wenn ein anderer Startpunkt ®y gewahlt wird.
Der Ausgangswinkel am Ende des Pulses unterscheidet sich ebenfalls (¢ = 0.33 mrad
fiir &g = —2277 und ¢ = 0.67 mrad fiir &g = 5m).
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Der hier gezeigte semiklassische Ansatz fiir die Strahlungsddampfung lasst insge-
samt keinen Einfluss auf die Ausgangswinkelverteilung erkennen. Jedoch unterschei-
den sich die Trajektorien der einzelnen erzeugten Teilchen von denen ohne Einfluss-
nahme der Strahlungsddmpfung. Blicken wir zurtick auf Ref. [138], wo die Parame-
terwahl unserer dhnelt, jedoch eine zirkulare Polarisation verwendet wird, so sind die
Elektronen dort ebenfalls unter einem sehr kleinen Winkel gestreut worden. Da in un-
serem Szenario die erzeugten Teilchen unter sehr kleinen Winkeln emittiert werden
(siehe Abb. 6.7), konnen wir ebenfalls davon ausgehen, dass die Strahlungsdampfung
die Winkelspektren qualitativ nicht verdndern wird. Diese Beobachtung bestatigt
sich in Abbildung 6.14. Dort wird die Winkelverteilung ohne Strahlungsddmpfung
als durchgezogene Kurve gezeigt und mit dem Ergebnis des smiLEI-PIC-Codes
verglichen, welches durch blaue Punkte abgebildet wird. Die gezeigten Spektren
liegen nahe beieinander und die Einbeziehung von Quanten-Strahlungsdampfungs-
Effekten fiihrt lediglich zu einer geringfiigig breiteren Verteilung. Um die Unterschie-
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de hervorzuheben, wird hier ein einzelnes y-Photon von «' = 2.5GeV angenommen,
bei dem der Wert des Quanten-Nichtlinearitdtsparameters am grofiten ist und damit
der Einfluss der Strahlungsdampfung und der daraus resultierenden stochastischen
Effekte am stédrksten ausgepréagt ist. Wiirde stattdessen der Effekt der Bremsstrah-
lung auf die Erzeugung des y-Photons mit berticksichtigt werden, so wiirde der
Einfluss der Strahlungsdampfung auf die Winkelverteilungen noch deutlich geringer
ausfallen und somit quasi keinen Effekt haben.

] Abbildung 6.15: Normierte Win-
7 kelverteilungen von Elektronen,
die durch ein monoenergetisches
7-Photon mit «' = 25GeV
und einen fokussierten Laser-
puls: ohne Strahlungsdampfung
(durchgezogene Linie) und mit
— keine BS, keine RR 1 Strahlungsddmpfung iiber Monte-

0.6

Normierte Winkelverteilung

04 e keine BS, RR (MC) Carlo-PIC-Simulationen (Punkte)
erzeugt wurden. Die Abbildung
entstammt Ref. [132].
0.2
0.0t . P P P B T I -
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

6.6 ZUSAMMENTFASSUNG

Wir haben in diesem Kapitel Energiespektren und Winkelverteilungen der Elektron-
Positron-Paare untersucht, die durch den nichtlinearen Breit-Wheeler-Prozess im
nicht-perturbativen Regime erzeugt werden. Dabei wurden die Effekte der Laserfo-
kussierung, der Bremsstrahlung und der Strahlungsddampfung berticksichtigt. Die
zugrundeliegenden Parameter orientierten sich dabei an dem geplanten Experiment
aus Ref. [43].

Es liefs sich feststellen, dass sich die Energiespektren im Vergleich zum Fall der
ebenen Welle zu etwas hoheren Energien verschoben haben, wenn die Laserfokussie-
rung mit einbezogen wurde. Dieser Effekt basiert auf der transversalen Fokussierung,
wihrend sich die longitudinale Fokussierung als unerheblich erwiesen hat. Bei der
Winkelverteilung ist in allen betrachteten Fillen eine ausgeprédgte Peak-Form bei
sehr kleinen Winkeln ins Auge gefallen. Bei kleinen Polarwinkeln ¢ tragt die gesam-
te Breite der azimutalen Winkel zum Spektrum bei, bei grofieren ¢ tragen jedoch
nur kleinere Bereiche der azimutalen Winkel bei. Dieses Verhalten fiihrt zu der
ausgepragten Form des Spektrums. Wird der Fall der Laserfokussierung mit dem
Fall der ebenen Welle verglichen, so fiihrt die Berticksichtigung der Fokussierung
zu einem engeren Winkelspektrum. Bei einer konstanten Pulsenergie konnte bei
einer starkeren Fokussierung hingegen eine Verbreiterung des Spektrums beobachtet
werden.

Einen sehr starken Effekt auf die Energieverteilung konnten wir durch die Bertick-
sichtigung der Strahlungsdampfung beobachten. So verschieben sich die Energien
der Teilchen - die mit einem Detektor messbar sind - auf wesentlich kleinere Werte.
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Das semiklassische Modell fithrte dabei im Vergleich zur genaueren PIC-Simulation,
in dem hier betrachteten Parameterregime, zu guten Ergebnissen. Im Allgemeinen
haben die Effekte der Strahlungsddampfung sehr deutlich die moderate Verschiebung
durch die Laserfokussierung tibertroffen. Anders als bei den Energiespektren konn-
ten wir bei den Winkelspektren bei Berticksichtigung der Strahlungsdampfung kaum
eine Verdnderung beobachten. Auch stochastische Effekte sind bei der Winkelvertei-
lung im Vergleich zur Energieverteilung weniger von Bedeutung. Die Einbeziehung
des Bremsstrahlungsspektrums hat die Winkelverteilung in allen Féllen verbreitert.



7 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In dieser Arbeit sind verschiedene Elektron-Positron-Paarproduktionsprozesse so-
wie die relativistische Ionisation in starken elektromagnetischen Feldern betrachtet
worden. Nach einer kurzen theoretischen Einfiihrung tiber die verwendeten elek-
tronischen und positronischen Zustdnde in Kapitel 2 wurde die Ionisationsrate
eines 1s-Elektrons in konstanten gekreuzten Feldern untersucht, welche mit Hilfe
der Dirac-Theorie und der SFA in Goppert-Mayer-Eichung berechnet wurde. Der
Einfluss des Coulomb-Feldes auf das tunnelnde Elektron im Kontinuumszustand ist
dabei durch einen angepassten Coulomb-Faktor basierend auf Ref. [55] bestimmt
worden. Die so ermittelte Ionisationsrate entsprach iiber einen breiten Bereich von
Kernladungen hinweg dem Ergebnis aus den Ref. [56, 87], in denen die Coulomb-
Korrektur mittels PPT-Theorie berticksichtigt wurde, sowie den Ergebnissen aus
Ref. [58], in der die Coulomb-korrigierte Rate fiir ein linear polarisiertes Feld unter
Verwendung der SFA bestimmt wurde. Unsere Berechnung eroffnet dabei zusatzliche
Einblicke in die relativistische Starkfeldionisation im Allgemeinen und die Rolle der
Coulomb-Korrekturen im Besonderen und stellt so eine Verbindung zwischen den
entsprechenden PPT- und SFA-Theorien her. In einem néchsten Schritt wére eine
noch genauere Bestimmung des Coulomb-Korrekturfaktors denkbar, welcher den
bis zu diesem Punkt ausgelassenen inneren Teil des Tunnels ebenfalls berticksichtigt.

Von der Ionisation ausgehend, ist ein rechnerisch sehr dhnlicher Prozess die
gebunden-freie Paarproduktion. Diese haben wir im Zuge dieser Arbeit ebenfalls
fur konstante gekreuzte Felder betrachtet. Die Rechnung basierte wie zuvor auf
der Dirac-Theorie und der SFA in der Goppert-Mayer-Eichung, sodass viele Re-
chenschritte analog zum Fall der Ionisation betrachtet werden konnten. Die zuvor
fur die Ionisation erarbeitete Methode des Coulomb-Korrekturfaktors fand auch
hier Anwendung. Die dazu notwendige Anpassung der Korrektur basierte auf dem
intuitiven Dirac-See-Bild. Entsprechend tunnelt das Elektron vom negativen Kon-
tinuum in den gebundenen Zustand. Um zusitzlich den Aspekt der Eichung in
diesem Prozess zu untersuchen, wurde die hier berechnete Paarproduktionsrate mit
derjenigen verglichen, welche die Annahme eines zirkular polarisierten Feldes in
der Strahlungseichung trifft. Die Raten variierten in den verschiedenen Eichungen
um mehrere Groflenordnungen. Von der Warte her, dass sich solche Unterschiede
ebenfalls in SFA-Rechnungen zur nicht-relativistischen Ionisation in starker Weise
gezeigt haben (vgl. Ref. [64]), ist ein solcher Unterschied jedoch nicht tiberraschend.
Unsere Rechnung kann entsprechend dazu beitragen, die Eichabhdngigkeit beziig-
lich der SFA noch besser zu verstehen. Ein weiterer Vergleich wurde zwischen
der gebunden-freien Paarproduktion und der freien Paarproduktion gezogen. Da-
bei wurden die nicht Coulomb-korrigierten Raten miteinander verglichen. Dieser
Vergleich hat ergeben, dass erst fiir sehr grofie Kernladungszahlen die gebunden-
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freie Paarproduktion durch die verkiirzte Tunnellinge der bevorzugte Prozess ist.
Ein Vergleich der Coulomb-korrigierten Grofsen steht zukiinftig noch aus, bei dem
insbesondere der Coulomb-Korrekturfaktor fiir die freie Paarproduktion noch zu
bestimmen ist.

Sowohl fiir die Ionisation als auch die gebunden-freie Paarproduktion wére ei-
ne erweiterte Betrachtung auf endliche fokussierte Laserpulse wiinschenswert um
durch ebendiese Effekte eine noch realistischere Beschreibung dieser Prozesse zu
ermoglichen. Einen ersten Aufschlag préasentieren wir im Anhang, in dem fiir eine
endlich gepulste ebene Welle unter Verwendung der lokal monochromatischen Ap-
proximation die Paarproduktionswahrscheinlichkeit bestimmt wird.

In Kapitel 5 haben wir den Breit-Wheeler-Paarproduktionsprozess im starken
elektromagnetischen Feld fiir ein durch Bremsstrahlung erzeugtes y-Photon im Uber-
gangsregime von perturbativ zu nicht-perturbativ untersucht. Das LUXE-Konsortium
am DESY hat ein entsprechendes Experiment geplant [44, 45], bei dem eines der
Ziele ebenfalls darin besteht, den Ubergang vom perturbativen Bereich des Breit-
Wheeler-Prozesses zum nicht-perturbativen Bereich zu untersuchen. Die Parameter
unserer Berechnung haben sich unter anderem an diesem Experiment orientiert. Das
Laserfeld wurde sowohl als unendlich ausgedehnte ebene Welle beschrieben als auch
als zeitlich endliche Welle, wobei die Methode der lokal monochromatischen Appro-
ximation verwendet wurde. Ein Hauptaugenmerk dieses Kapitels lag dabei auf der
Bestimmung der Energie- und Winkelverteilungen. Zudem wurde der differentielle
Frequenzbeitrag dR/dw’ als Funktion der Energie der Bremsstrahlungsphotonen «’
betrachtet. Bei einer schrittweisen Erhohung des Laserintensitdtsparameters ¢ konnte
dabei zunédchst festgestellt werden, dass sich der relevante Bereich des Bremsstrah-
lungsspektrums immer weiter zu kleineren Energien hin verschoben hat. Dieses
Verhalten konnte als klares Indiz fiir den Ubergang zum nicht-perturbativen Regime
verstanden werden, indem eine grofiere Anzahl an Laserphotonen tiber der energe-
tisch minimal notwendigen Anzahl 1y einen relevanten Beitrag zur Rate liefert. Eine
Verschiebung des Maximums konnte ebenfalls fiir die Energieverteilung gefunden
werden. Zudem stellte sich mit erhohter Laserintensitét eine zunehmende Asymme-
trie des Spektrums ein. Sowohl Frequenz- als auch Energiespektren haben zudem
fiir mittlere Intensitiatsparameter Strukturen gezeigt, welche in Abhéngigkeit von
den beteiligten Photonen und der entsprechenden effektiven Masse positioniert sind.
Die Winkelverteilungen sind ebenfalls durch die Bremsstrahlung beeinflusst worden.
In diesen konnten die einzelnen Photonentibergédnge n — n + 1 durch charakteristi-
sche Strukturen ausgemacht werden. Die Positionen dieser Ubergénge im Spektrum
sind auch dabei eng mit der effektiven Masse verbunden gewesen. Die Anzahl der
absorbierten Laserphotonen wurde durch die Bremsstrahlung so beeinflusst, dass
der Hauptbeitrag zur totalen Rate von einer grofieren Anzahl an Photonen stammte,
als es bei der monochromatischen Rate der Fall gewesen wiére. In allen in diesem
Kapitel gezeigten Spektren hat die Betrachtung einer endlichen Pulsdauer nur einen
sehr kleinen Effekt gezeigt. Allein die Winkelverteilung reagierte sensitiv auf die
genaue Form des Pulses.

Im letzten Kapitel haben wir die Betrachtung des nichtlinearen Breit-Wheeler-
Prozesses auf das nicht-perturbative Regime erweitert. Dabei wurden die Effekte
der Laserfokussierung, der Bremsstrahlung mit breitem Frequenzspektrum und
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der Strahlungsddampfung berticksichtigt. Fiir die Betrachtung wurden die Parame-
ter des bevorstehenden Experiments aus Ref. [43] verwendet. Das Experiment soll
im Rahmen der DFG-Forschungsgruppe 2783 Probing the Quantum Vacuum at the
High-Intensity Frontier stattfinden. Hierftir haben wir erneut die Energie- und Winkel-
verteilungen betrachtet. Die Energiespektren der erzeugten Paare haben sich durch
die Fokussierung zu etwas hoheren Energien verschoben, verglichen mit dem Fall
der ebenen Wellen. Der Effekt wurde dabei durch die transversale Fokussierung ver-
ursacht, wihrend sich die longitudinale Fokussierung als unerheblich erwiesen hat.
Unter Berticksichtigung der Strahlungsddmpfung haben sich jedoch die Energien der
erzeugten Teilchen, welche am Detektor messbar sind, zu wesentlich kleineren Ener-
gien verschoben. Die Strahlungsdampfung hatte — verglichen mit der Fokussierung —
einen deutlich stdrkeren Effekt. Bei Betrachtung der Winkelverteilung konnten wir
in allen Fillen eine ausgeprégte Peak-Struktur bei sehr kleinen Winkeln feststellen.
Diese konnte darauf zurtickgefiihrt werden, dass bei kleinen Polarwinkeln ¢ die
gesamte Breite der azimutalen Winkel zur Rate beitragt, wahrend bei grofieren ¢ nur
ein kleiner Bereich von azimutalen Winkeln beitrdgt. Im Vergleich zur ebenen Welle
fiihrte die Berticksichtigung der Fokussierung zu einem schmaleren Winkelspek-
trum. Wahrenddessen konnte bei konstanter Pulsenergie beobachtet werden, dass
eine stiarkere Fokussierung dagegen zu einer Verbreiterung des Spektrums gefiihrt
hat. Die Einbeziehung des Bremsstrahlungsspektrums hat die Verteilung in allen
Fillen verbreitert. Die gewédhlte Methode zur Einbeziehung der Strahlungsdamp-
fung hat sich fiir die Winkelverteilung als nur bedingt geeignet erwiesen. Daher
wurde zusétzlich eine numerische Rechnung herangezogen, um die Beschreibung
der Strahlungsdampfung zu verbessern. Der Einfluss der Strahlungsdampfung auf
die Winkelverteilung war aber auch hier nur gering. Zukiinftig wire es von grofsem
Interesse eine noch genauere analytische Vorgehensweise zu finden, um die Strah-
lungsddampfung zu beschreiben. Die gefundenen Ergebnisse sind von Relevanz fiir
den Aufbau des geplanten Experiments aus Ref. [43] am Center for Advanced Laser
Applications, das die erstmalige Beobachtung einer Starkfeld-Paarproduktion im
nicht-perturbativen Regime zum Ziel hat.
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A NOTATIONEN

In dieser Arbeit wird kein einheitliches Einheitensystem verwendet. Atomare Einhei-
ten kommen in den Kapiteln 3 und 4 zum Einsatz, wéahrend in den Kapiteln 5 und 6
relativistische Einheiten genutzt werden. Zudem werden einige Gréfien, um diese
mit experimentellen Daten vergleichen zu konnen, in SI-Einheiten angegeben. Um
einen Uberblick iiber die hier verwendeten Mafsysteme zu erhalten, geben wir an
dieser Stelle eine kurze Ubersicht.

A RELATIVISTISCHE FINHEITEN

Bei relativistischen Einheiten gibt es verschiedene Konventionen. Bei uns gilt einheit-
lich 1 = ¢ = 4meg = 1. Dabei entspricht ¢ der Vakuumlichtgeschwindigkeit, i dem
reduzierten Planckschem Wirkungsquantum und ¢y der dielektrischen Permitivitat.
Die Verwendung relativistischer Einheiten fiihrt insbesondere zu

o my=1GeV — 1.7827 x 10~ kg,
o I[p=1GeV ! — 19733 x 10716 m,
e tp=1GeV! 65832 x 10~ 2.
Fiir die Elektronenmasse gilt dementsprechend
e m, = 511keV.
Die Feinstrukturkonstante bestimmt sich nach

o nx=¢2~1/137.

A2 ATOMARE EINHEITEN

In atomaren Einheiten werden alle Grolen in Vielfachen der Elementarladung |e|, der
Elektronenmasse m, und des Planck’schen Wirkungsquantums 7 gemessen, sodass
I = m, = |e| = 1. Fur die GroBen Léange, Zeit und Geschwindigkeit bedeutet dies in
atomaren Einheiten

« gp=law=1,=52x10"m

« fp=lauw =1 =242x10"Vs

e

* vg=1lau =ry/tp =219 x 10° 2,
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Hier bezeichnet a4y den Bohr’schen Radius. Die Zeit tj entspricht genau der Zeit, die
ein Elektron auf der 1. Bohrschen Umlaufbahn benotigt, um einmal um den Kern zu
laufen. Die Geschwindigkeit vy bezeichnet die Elektronengeschwindigkeit in der 1.
Bohr’schen Umlaufbahn von atomarem Wasserstoff. Fiir Frequenzen, Energien und
Feldstdrken ldsst sich folgendes festhalten:

e wy=1lau = % =413 x 10151

e £, =1lau =hwy=2721eV

e fh=1lau = % =514 x10° %.
Somit gibt wy die Winkelfrequenz des Elektrons in der 1. Bohrschen Umlaufbahn
von atomarem Wasserstoff an. Ej bezeichnet die Hartree-Energie und Fy stimmt

mit der Stirke des Coulomb-Feldes, welches das Elektron auf der 1. Bohr’schen
Umlaufbahn des atomaren Wasserstoffs erfahrt, {iberein.



B NUTZLICHE RELATIONEN

B.1  IDENTITATEN MIT y-MATRIZEN
Uber die fundamentale Antikommutatorrelation
"'y =281, (B.1)

mit dem vierdimensionalen Metrischen Tensor ¢g"" = diag(l, -1,-1,-1), erge-
ben sich viele weitere niitzliche Relationen, die die Berechnung von den in dieser
Dissertation vorkommenden Spuren deutlich vereinfachen. Insbesondere sind die

Gleichungen
Turt =41, (B.2)
Tl = =24, (B.3)
Tud byt = 4(a-b)1, (B.4)
Tudbgat = —2¢b4d (B.5)
und
Yudbgdoyt =2d4b¢ +2¢Bdd (B.6)

in Kapitel 3 bis 6 verwendet worden. Die Gleichung

dbed =de¢bg (B.7)

erweist sich ebenfalls als niitzlich.

B.2 SPURBERECHNUNG

Fiir die Berechnung der Spuren ldsst sich allgemein aus der Antikommutatorrelation
herleiten, dass die Spur tiber eine ungerade Anzahl von y-Matrizen verschwindet.
Unter Ausnutzung der Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen der
y-Matrizen ergeben sich zudem die Relationen

Sp (1) = 4(u1 - ua), (B.8)

Sp (hithothzthy) = 4(uq - uz)(uz - ug) — 4(uq - us)(uz - ug) +4(uq - ug)(uz2 - uz), (B.9)



NUTZLICHE RELATIONEN 112

sowie der allgemeine Entwicklungssatz

Sp (hathp-thoy) = (u1-u2)Sp (hsthy...thoy) — (1 - u3)Sp (hothy...thoy) £
+(u1 - u2n)Sp (Hoothon—1) - (B.10)

Zudem erweist sich die Gleichung

Sp (h1#ho--Hhon) = Sp (Hou---hothy) (B.11)

als ntitzliche Hilfe.

B.3  SPINOREN

In dieser Dissertation werden Teilchenzahlen, Produktionswahrscheinlichkeiten
sowie Raten bestimmt, welche alle darauf beruhen, dass das entsprechende Ampli-
tudenquadrat berechnet wird und dieses anschlieffend {iber die Spins der erzeugten
Teilchen summiert wird. Dafiir 14sst sich eine hilfreiche Relation finden, welche
darauf basiert die Spur eines Matrixprodukts zu bestimmen. Wir betrachten jedoch
zunéchst die allgemeinen Eigenschaften der Dirac-Spinoren.

Die freien Dirac-Spinoren des Elektrons bzw. Positrons lauten [63]:

mc + po,—
Up_s = e T po,— g,f‘_s (B.12)
2mce mc+po,— Xs
und
op+ 1
_[mc+po+ mc+po,+ Xs
Up,s = “ome ( o , (B.13)

mit )(ST,l =x 52 = (1,0), XsT,z =x 51 = (0,1) und dem Vektor o = (07, 072, 03), wobei
o; die Pauli-Matrizen bezeichnen. Die Normierung der Spinoren findet tiber die

Relationen
2
_ p_ +mc
Y up_ sty s =, (B.14)
= 2mc
2
o pme
Z Opi,sOpi,s = 4_27 (B15)

s=1

H 1
. _r = B : : : 7. — gyt A0
und Mp,,s’Y”uer,,s _o e OpesYop, s = 4 statt. Hierbei bezeichnen i1, s = up, oy
und Op, s = v, 7"

Aufgrund dieser Relationen kann eine Spinsumme nun als Spur tiber ein Matrixpro-
dukt beschrieben werden, fiir welche sich

Y |arol? = Sp (r’”+ —Mepp mc) (B.16)

N 2mc 2mc

ergibt. Die entsprechende Herleitung findet sich beispielsweise in Ref. [21].



C ORTSINTEGRALE

Wir zeigen hier einige hilfreiche Integrationen. Wir beginnen mit:
L(g) = /d3r r7e " %"e M7 sin ¢ cos ¢.
Fiir das vorkommende Skalarprodukt ldsst sich
q-r=q rsindcos(¢ — ¢q) + q.rcos ¥

bestimmen. Die Variable ¢, bezieht sich dabei auf den azimutalen Winkel beziiglich
q. Zusétzlich nutzen wir

cos(@ — ¢') = cos(@ — ¢g) cos(¢' — ¢g) + sin(¢ — ¢g) sin(¢’ — ¢g). (C.1)

Damit ergibt sich:

Il(ﬂ) — /d3r rae—Zre—iqusinl?cos((p—%)e—iqzrcos19 sinﬁcos(go _ ¢q) coS ¢q

_ /dSr e~ Lra=iqLr sinﬂcos(q)f(pq)efiqzrcosﬁ sinz?sin(q) _ (Pq) sin (PLI'

Die Integration der letzten Zeile verschwindet aufgrund der azimutalen Symmetrie.
Fiir die verbleibende ¢-Integration lédsst sich Glg. (9.1.21) aus Ref. [95] verwenden.
Dazu schreiben wir den Ausdruck mit Hilfe der Ableitung nach q; um. Somit ergibt
sich:

/dr/dﬁ/dgo r0+2efzrefiqirsinﬂcos(gofq)q)efiqzrcos19
x sin’ & cos(@ — ¢) cos o

Zd;i/dr/dﬁ/d(P rUJrleerefiqusinl?cos(goftpq)efiqzrcos19Sinﬂcosqbq
1

27rid(;1 /dr/dz? 17 e=2 ] (g rsin®) e 1921089 gin 9§ cos ¢
1

Ii(q)

Die ¢-Integration kann {iber Glg. (6.677.6) aus Ref. [142] bestimmt werden. Dazu
fithren wir zudem die Substitution x = sin ¢ ein. Dies fiithrt uns zu dem Ausdruck:

1
Li(g) = 2mi-9 /dr/ dx r7le™2" (qﬂ’\/l — x2)
dg, -1

x [ cos(gzrx) — isin(g.rx)] cos ¢g

= 4mi cosq)qd;t/dr raﬂezrqlrsin(qr).
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Die r-Integration ladsst sich mithilfe von Glg. (3.381.4) aus Ref. [142] bestimmen. Dies
bringt uns als Ergebnis:

d 1 1 1
hia) = 2”C°S"’qr("+1)m[q(<ziqw‘(zm)aﬂﬂ

1 1
= 2mcos¢y T'(c+1) [?; ((Z+iq)‘7+1 - (z —iq)"“)

. q1 1 1
stV (g * i) | )

Auf dieselbe Weise lassen sich auch I(g) bis I4(g) bestimmen, sodass

L(g) = / d®r r7e=%"e7M7 sin & cos ¥ cos ¢

L 9.9: 1 1
= 27TZCOS¢qr(U)|:3 P ((Z—iq)” (Z+iq)‘7>

s 419z 1 1
o qt ((Z —ige 1 " (Z+ iq)"“)

419z 1 o 1
ooV (e ) | @

I(q) = /d3r r"e*Z’e*i”"sinzz?cos((p—4>q)cosq0
L 1 0 11
- Z”lr(")c"sq"’m?’ 3q5> (@7 =)

(1 A 1 1
i (qz ’ q4> ((z Tz - W)

2
9L 1 _ 1
roe 0% (i~ )| (€4
und
L(gq) = /d3r r7e ™ %"e 8T sin Y sin(¢ — ¢q) cos ¢

= —2mil(0)sing, [qlg; ((Zjiq)a - (z jiq)")

i 1 1
+? <(Z —ig)otl + (Z+ iq)”+1> ] (C.5)




D LOKAL MONOCHROMATISCHE AP-
PROXIMATION FUR DIE GEBUNDEN-
FREIE PAARPRODUKTION

Wir zeigen hier die Rechnung zur gebunden-freien Paarproduktion in einer zirku-
lar polarisierten, endlich langen Laserwelle. Die Grundrechnung basiert auf der
Rechnung aus Ref. [21], in welcher dieser nichtlineare Prozess zum ersten Mal
fiir den Fall einer unendlich ausgedehnten ebenen Welle beschrieben wurde. Wir
verwenden hier eine zeitlich endliche Ausdehnung der Laserwelle und erweitern
die Rechnung aus Ref. [21] tiber die Methode der locally monochromatic approximati-
on, welche wir im Zuge des Breit-Wheeler-Prozesses basierend auf Ref. [59] bereits
in Kapitel 5 verwendet haben. Wir verwenden fiir diese Rechnung atomare Einheiten.

Das Vierer-Potential einer zirkular polarisierten, endlichen ebenen Welle ist durch
At(x) = af(k-x/®) (€| cosk- x + €} sink - x) (D.1)

gegeben, wobei ¢y = k - x die Laserphase beschreibt und 77® die Phasendauer. Wir
setzen dies in den in Glg. (2.18) gegebenen positronischen Volkov-Zustand ein,
sodass

(= [ (14 KA -
‘I’pler(x) Vo (1 + 2c(k-p)> Us+ €XP [zp x
. a? P o [ Pr (PR L
_HZcZk g / f <<I>> d@y —inf (6) sin (¢ — ¢p) }, (D.2)
wobei wir analog zu Ref. [21] die Variablen

wj=—(Aj-p)/clk-p),

Y %) 2
&= /a7 + a3,

¢p = arcsin(ay /&) (D.3)

eingefiihrt haben. Der gebundenen 1s-Zustand wird durch
@.5 = g(r)xs- exp(—iEsst) (D.g)

beschrieben, mit der radialen Funktion g(r) = Cys(2Zr)" lexp(—Zr), ¢ = [1 —
1

(2Z)?]V/2 und Cys = <23 1o ) ? Die zwei moglichen Spinoren des Elektrons sind

T T(1+20)
1 0
= 0 und = 1
X4} = i% cos ¢ X1 i% sin Ye ¢

1—0 - ip _il-0c
i~ sin e i~ cost
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Die Ubergangsamplitude wird in der Post-Form durch die Gleichung
s =L [ty diat)l) (D.5)

beschrieben. Wie in Kapitel 4 driicken wir den Integranden tiiber ein Fourier-Integral
aus, wozu wir

1 = iops KA
A(s) :E/ dgy e'* <1+Zc(k P))

X exp chk P/(Pkfz <(Pk) dﬁl’k—l“f( )Sin((Pk_(Pp)] (D.6)

einfithren. Uber die Riicktransformation gelangen wir entsprechend zu dem Aus-
druck

P2 5 ~
(1 + ZC(kké_‘pO exp LC;”;( . ¢ fz(%) dgy — i&f(%) sin (¢x — %)}
/j" doemAL) (D7)

Einsetzen dieses Ausdrucks in die Ubergangsamplitude und anschlieSendes Losen
der Integration {iber t liefert uns den Faktor 2716(e;, + E;s — sw). Danach losen wir
die Integration {iber s, sodass

SSFA - — 11 /i/ ds/d4x elFrto (1) ge- AA(s)vgs P ¥e ™50
_ - 3 KA Qs pisLz ,—ip-r
= 1/ / d(pk/drg ( c(k-p)>05+e e¥cre

19 P2 (%) dainf (%) sin(p—ty)

xe Zfzk P (D.8)

mit s = (E;s +¢€p)/w. An dieser Stelle gehen wir direkt zum Betragsquadrat der
Amplitude tiber:

SSFA = w2po/ dgi [ &r [~ dei, [ & gng(

_ Ak KA
X T+ <1+20(k ))Axs A <1+2c(k-p)>05+

kb ¢ i (S (F) o) 1 (%) snon40)
i (1 an ()17 an (%))

X e (D.9)

Im nichsten Schritt nutzen wir die Relation
(A sin(gh-gr) () sin(oi-))

= Y (af ) Jur (ch(£)) N DR T
n,n’

um unseren Integranden {iber Besselfunktionen auszudriicken. Zudem fiihren wir
die Variablen ¢ = 3 (¢ + ¢;) und 0 = (¢ — ¢}) ein, wie wir es auch in Kapitel
5 getan haben. An dieser Stelle erfolgt ebenfalls direkt die Approximation der
lokal monochromatischen Betrachtung der Einhiillenden f(¢/®) =~ f(¢;/®) =~
f(¢/®), wodurch sich die weiteren Integrationen analytisch berechnen lassen. Zuvor
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summieren wir jedoch tiber die Elektronenspins. Dabei nutzen wir die in Ref. [21]
verwendete Notation:

M=Y Xs X = %(M(O) + MY 4 M® 4+ MOy, (D.11)
o=
mit
MO = £,
MY = oy’ + eyt + e + e,
MP = co17°y! + e + cos1™? + e + ey + er?
MO = e ' + o131 * 10 + 20239°9%9° + enasy ' P (D.12)
und
¢ = 1-1%(costdcos? +sindsind cos(¢ — ¢')),
0 = 1+7*(cos®cosd +sindsin®’ cos(p —¢')),
g = it(—sindcos¢+sind cosg’),
¢ = it(—sindsing +sind sing’),
3 = it(—cosd+cosd’),
co1 = it (sin®cos¢+sind cos¢'),
cp = iT(sindsing+sind sing’),
co3 = iT(cos®+cos?),
c12 7 (—sindsin ¢ sin(¢ — ¢')),
c3 = T°(—cosVsin® cos¢ +sindcos? cosg),
03 = T°(—cos¥sin® sing’ +sindcos? sing),
cop = T2 (sindsin®sin(¢ —¢')),
cn3 = T°(cosVsin® cos¢’ —sindcos? cosg),
€023 72 (cos ¢sin® sin (p sin ® cos ¢ sin (p) ,
cis = 0, (D.13)

wobei T = % Die anschlieflende Summation tiber den Positronenspin liefert uns:
Y0, Top = ~Sp(T(p — ) = =T (D.1g)
& 2 4¢
Dabei entspricht in diesem Fall
= <A —i—vclf)M(A' +1/clé> (D.15)

und v = zf Elp/ ?) Mit der Aufspaltung von M ergibt sich

T = Sp (( MO + Mm©®) (A/+1/CK> p(A—i—vclf))
—cSp (( MO 4 m2) (A’ +vck) (A +vck)) . (D.16)

Die Berechnung der Spuren erfolgt mit den Regeln aus Anhang B und kann zudem in
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Ref. [21] nachvollzogen werden. Das Ergebnis von T ldsst sich in drei Teile separieren:
Ta = 4ﬂzf2(%) [(Copo + c3pz 4 &c) cos(@r — @) + (corzpo + c12¢) sin(@x — @)
+  pi(—c1cosdy + crsingy) cos(@x + ¢r)

- pL@wm¢p+ch¢wsme+¢@}

T = (e @A+A>w@rma—@+%wn
+ Ay +A) (c2(po — p2) — (o + c3)py)
+ %) ((co1 — c13)c + corapy — co13(po — pz))
+  (Ay = Ay) ((co2 — c23)c — corzpx — cona(po — Pz))]
Te = 8v%w(co+e3)(po— pz) (D.17)

Wir unterteilen T4 noch weiter:

Ty = 2a2f2(%) [Clei(%—fﬂi) 1 Cre— (9= 4 Caeilortar) 4 C4e_i((Pk+‘P1,<):| , (D.18)

mit
G (co — ico12)po + capz + (€ —ic2)c,
Co = (co+icor2)po+capz + (E+icr)c,
Cs3 = (—crcos¢y +casingy)p +i(cysing, +crcospp)p iy,
Cy = (—cr1cos¢y +casingy)p, —i(cising, +crcosdp)p. (D.19)

Somit ldsst sich auch die Integration mit dem zu 7, proportionalen Integranden
aufteilen. Wir beginnen mit

1 _ 3 3—15 zz—z'—’s
I, 4w2po/ dka/ d(Pk/d /d ! (Pe—ox)

xe 207 f2< )(?k*fl’k)eip-(r—r’)g() (r')2a2f2 ( )Cle (Pr—})

L (o () (1 () erme i
- 2522;70/ dq’k/ dkanEn,]n (af( >>]n, (af( >) i(n+1)gy

i a2 A v
Xefi(n’+1)<p}’{efi(n7n’)<ppf2 <j£)) e ’(ZCz(k,p)f2<q>>+5>(¢k @)

X /d3r/d3r’e*"5k'(’*'/)ei”'(’*',)Clg(r)g(r’). (D.20)

Die Ortsintegrationen werden spéter separat betrachtet. Das Ergebnis dieser ist

unabhéngig von ¢,. Die zusitzliche Integration iiber p ermoglicht es uns die Paar-
produktionswahrscheinlichkeit Zu ermitteln:

= g o0, [ acostn [ [~ o[
A 24n3w2 Py | dcosO [ ddp | dex d(Pknn,

Jn (ﬂf (cp))fn/(f( )) 1+ g i(+1)¢f

Xefi(nfn’)(I’pr (i) e_ <2c2 fz(%)-i_S)(qok_(P;‘)Og)/ (D.21)
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mit O(1 = [ @ [ d*r'e ik r—)eip-(r=r)C, ¢(r)g(r'). Die Integration tiber d¢), liefert
den Beitrag 27t8(n — n’), womit sich im Anschluss die Summe },, ,» zu }_,, vereinfacht.
Zusammen mit der Indexverschiebung n — n — 1 erhalten wir:

(2711)3/(713}7 11(41) = 237r2w2/ / dcosd /d¢p/ dq)k/ d‘l’k
ng—l (Rf (i)) _(252 f2( )+s n>(¢k ) fz (i) O;U-

(D.22)

Zur weiteren Vereinfachung wechseln wir zu den Koordinaten 6 = ¢ — ¢} und
¢ = gk + ¢,), sodass [dey [de, — [d6 [dp. Die f-Integration liefert den
Beitrag 2715 (2c2 ) f2 ( ) +s— n) Die 4-Funktion ldsst sich dazu nutzen das
Integral iiber cos ¢, zu 16sen. Das Argument der é-Funktion lésst sich als Funktion
von cos 9, auffassen, mit der Nullstelle

p azfz(%)

cos ¥y = P 2pc(no—En—g)" (D.23)
Da | cos ¢,| < 1 beschrénkt ist, ergibt sich fiir py die Bedingung
3 _ - VW
(¢ 4+ K)(nw — Eys) 4% <o < (C + K)(nw — Eqs) + , (D.24)
¢t +2ck ct+2cK

202(¢
mit K = - f2£q>) und W = K?(nw — E%,) — ¢*K? — 2cK3. Dadurch, dass das Argu-

ment einer Wurzel positiv definiert sein sollte, ergibt sich die weitere Bedingung

Eqs + myc?
> % = Ny, (D.25)
mit der effektiven Masse m, = /1 + 2 f 2 (%) Dementsprechend erhalten wir
4
a P0,max 1
I =
Pla Benw PO,min Po n;* (nw — E1s — poc)?

x /dgb],%,l (ch (g))f‘* (i) o). (D.26)

Wir betrachten nun die Ortsintegration. In der Ref. [21] sind dazu die folgenden
niitzlichen Integrationsformeln hergeleitet worden:

R = /d3re ipTg —ap UR,
Ry = /d3r e PTe(r)cos® = i(p, — sk:) VR
R, = /d3r e 7 o(r)sin & cos(¢, —¢p) =ip VR,
Ry = /d3r e PTo(r) sin & sin(¢, —¢p) =0, (D.27)
mit
U = sinX + %cos X,
B _ AN
Yy = (TZcosX {1+(1+0)(Z) ]sz,
_ L
X = ocarctan (Z) ,

p = p-—sk (D.28)
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Unter Beachtung der Umformungen

cos(p —¢') = cos(¢ —¢p)cos(¢’ — ) +sin(¢ — Pp)sin(¢’ — Pp),
sin(p —¢') = sin(¢ — ¢p) cos(¢’ — ¢p) — cos(¢ — ¢p) sin(¢’ — ¢p)

(D.29)
lasst sich fiir OS) direkt die folgende Gleichung ermitteln:
167 4 2
oy = — 473{(;70 +0)o? (£) U2+ (po — )2 0507
221+ (5)]
2 por (8) (e - skauv D
ZPZUT(Z) (pzis Z) . ( 30)

Auf dieselbe Weise lédsst sich mit 11(42) umgehen. Der Unterschied zur vorherigen
Rechnung besteht in der notwendigen Indexverschiebung, sodass

1 3 (2) . a P0,max 1
(27)3 ./d Pl = 23c7tw Jpgmin aro n;* (nw — Eys — poc)?
< [dg (ch (f;;))f‘l (i) 0% (D31

Fiir die Ortsintegrale ldsst sich OS) = quz) finden. Zur Berechnung von 11(43) und 11(44)

bietet es sich an die Relation
Cse?¥r = (Tsindsin(p — ¢p) +iTsind cos(p — ¢p)
—1sin® sin(¢’ — ¢p) —iTsind cos(¢’ — Pp))p.L (D.32)

zu verwenden. Die nachfolgenden Schritte lassen sich analog zur bisherigen Rech-
nung durchfithren. Wir gelangen so zu dem Ausdruck

4

1 3 (3) . a P0,max 1
(27m)3 /d pla = 2e7tw Jpgmin dpo n;‘* (nw — Exs — poc)?
o o (3))p (r () ()
_ 1 3, 1@
= G / Pp 11, (D.33)
wobei
2
Of) = 327r”—247>p2lmuv. (D.34)
26 [1+(4)

Fassen wir die bis hierhin berechneten Summanden zusammen, so findet sich der
Ausdruck:

1
e [ (1217 4 1)

2[14 P0,max f4 hd
= o), a9 ¥ L) e 09
P0,min n>ny (nw —Es— POC)Z {1 + (%) ]
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mit

= 2[R () 8 (o (3))] [ e

= (5) V2= St (§) (e sy

. (ch(f;))fn_l( ( )) ’ rﬁwW}- (D36)

Wir wiederholen die hier gezeigte Vorgehensweise fiir die dhnlich aufwendigen
Integrationen tiber die Summanden 7p und 7¢ aus Glg. (D.17). Das Ergebnis fiir die
Paarproduktionswahrscheinlichkeit lautet somit

W o= ) (D-37)
4 max f4 ﬂ
= % /po' dpo/dgb (q)) 5 7 (U4 +up +uc),
¥ Pomin nznx (nw — Egs — poc)? [1 + (%) }
mit
— Y (Ve (ar (2
w = 25 (5) Puit (s (2))
2
X [0’2 (B) U? + 22 + E0"£'(PO + sk; — ZPZ)MV} (D.38)
Z Z
und

2f (& P\ o2 ¢
)

X [02 (%) U? + 2% - Zar(p —skZ)MV} . (D.39)
Die Struktur dieser Gleichung dhnelt dem in Kapitel 4 gezeigten Ergebnis fiir die
gebunden-freie Paarproduktionsrate in einer unendlich ausgedehnten, ebenen, zir-
kular polarisierten Laserwelle. Insbesondere die Terme u 4, up und uc finden sich in
beiden Rechnungen wieder. Der qualitativ grofite Unterschied zwischen den Rech-
nungen ist die nun auftretende Integration tiber die Phase ¢ des Lasers. Derselbe
qualitative Unterschied konnte auch in Kapitel 5 beim Vergleich der Breit-Wheeler-
Paarproduktionsrechnung in einer unendlich ausgedehnten monochromatischen
Laserwelle mit der fiir den Fall gezeigten LMA-Rechnung beobachtet werden.

Die lokal monochromatische Approximation lésst sich fiir die Ionisation ebenfalls
anwenden. Unter der Annahme, dass die Laserwelle zirkular polarisiert ist, verldauft
die Rechnung vollstindig analog zu der bereits gezeigten fiir die gebunden-freie
Paarproduktion und wird daher nicht ndher erldutert. Die so ermittelte Ionisations-
wahrscheinlichkeit dhnelt stark dem aus Ref. [18] bekannten Ausdruck, mit dem
Unterschied, dass hier ebenfalls zusatzlich tiber die Phase ¢ integriert werden muss.
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E BREIT-WHEELER-PAARPRODUKTION
IN LINEAR POLARISIERTEN EBENEN
LASERWELLEN

In diesem Abschnitt konnen wir uns an der Herleitung in Kapitel 5.1.1 orientieren,
in dem fiir eine unendlich ausgedehnte, monochromatische Laserwelle zirkularer
Polarisation die Rate bestimmt wurde. Wir beginnen mit dem S-Matrix-Element (vgl.

Ref. [29, 63])
, 4 4 —ikxg
S = —ie S /d xe x"Pp/,slﬁ‘/‘P_pls. (E.1)

Hierbei beschreibt «w’ die Energie des y-Photons, k' # dessen Wellenvektor und

€¢’! den entsprechenden Polarisationsvektor. Das linear polarisierte Laserfeld wird
zundchst durch das Viererpotential

AF(x) = aet cosk - x (E.2)

beschrieben, wobei die Lorenz-Eichung k - A = 0 Verwendung findet. Der entspre-
chende Wellenvektor der gegenldufigen Laserwelle und der orthogonale Polarisa-
tionsvektor werden durch k* = w(1,0,0,—1) und e* = (0,1,0,0) gegeben.

Fiir den Anfangs- und Endzustand passen wir die positronischen und elektroni-
schen Volkov-Zustdnde aus Glg. (2.18) und (2.16) an das Viererpotential der linear
polarisierten Welle an. Fiir den elektronischen Zustand erhalten wir:

m e
TP/,S/ (x) = %7‘/ (1 + MKA) up/,s’
. e-p . . e2ar .
X exp | —iea; o sin(k - x) — ZW sin(2k - x) —iq - x| . (E.3)

Dabei bezeichnet p' = (e, p’) den elektronischen Impuls, sowie g = p'" +
&2m?/ (4k - p')k* den effektiven elektronischen Impuls, welcher die Dispersionsrelati-
ong 2 _ mi erftillt, mit der effektiven Masse m, = m4/1 + %62. Der entsprechende
positronische Volkov-Zustand wird durch die Ersetzung p'* durch —p#, mit dem
positronischen Impuls p erreicht, woraus sich auch der positronische effektive Impuls
q" ableitet. Zudem wird der elektronische Spinor u,/ ¢ mit dem positronischen v)s
getauscht.

Einsetzen der Volkov-Zustinde in Glg. (E.1) und geeignetes Zusammenfassen der
Terme fiihrt zu dem Ausdruck

. m m 27T . I Yo .
Si = —ie, /qo—v / q(’)V“ o /d4x ela+a'=K) xup/,S/Mvp,Se"b, (E.4)
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mit der bereits zusammengefassten Dirac-Matrix

M = ¢'—2(k(.lp)¢/lé¢cos(k~x)+ ¢k¢ cos(k - x)

_ eat(e k)
4(k-p)(k-p')

ea
2(k-p")
K (14 cos(2k - x)) (E.5)

und der Phase

2,2 e2q2

D= —ea (;Z ;Z)sm(k x)—|—(S(ek_p)+8(k.p))sin(2k~x). (E.6)

Zur weiteren Vereinfachung der Terme verwenden wir die Definition der verallge-

meinerten Besselfunktionen:

Z Jn—2m (&) Jm (B)- (E.7)
m=—oo
. y _ ep _ep _ (e 222\ Tucor wiile s
Mit den Abkurzungen.a = ea (k~p k~p’) und B = 8kp) T S(k-p’)) lasst sich die
exponentielle Abhingigkeit entsprechend darstellen:
el® — efiucsin(k-x)fiﬁsin(zkx)

_ ZIZ(‘X —il(k-x) 2] —12m (k-x)

_ ZZ]@ 1(Z+2m)(k~x)

= ZZ]n 2m )efin(k-x)

= Y Ju(a Be k). (E.8)

Mit dieser Definition lassen sich die Relationen

e cos(k - x) Z Cn(a, B)e 9 (E.9)
n=—oo
und
e’ cos(2k - x) Z Dy («, B)e "¢ (E.10)

n=-—oo

finden, wobei wir die Abkiirzungen

1. -

Cn(a,B) = 5 (Jnr1(a, B) + Ju—1(e, B)), (E.11)

und
1. -

Dy(e, ) = 5 (]n+2(“/ﬁ) + ]n,z(zx,ﬁ)) , (E.12)
eingefiihrt haben. Dementsprechend kann die Matrix M iiber eine Summation von
Matrizen

_ (o SRR g ¢ke'  ¢'ke
M = (¢ gy g®) b+l P (55 - 55
e?a?(e’ - k)
Pl i N (k. o) E.
N Ik 1)
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ausdriickt werden. Uber diese Vereinfachungen lasst sich nun die Ubergangsampli-

tude
ey /qov, /q 2 /d4x el (g =K —nk) x Uy Muyvps  (B.14)
0 nffoo

darstellen. Die Summation tiber n stellt die Anzahl absorbierter bzw. emittierter
Photonen dar. Fiir die Paarproduktion ist die Absorption von mindestens einem
Photon notwendig, weshalb die Summe im Folgenden bei n = 1 startet. Die anschlie-
Bende Raum-Zeit-Integration liefert die Delta-Funktion (277)*6®) (g 4 ¢’ — k' — nk).
Die Produktionsrate pro y-Photon, wird durch

al*,, & |, &’

dR(kK) = =V o5V Gy

(E.15)

bestimmt. Wir wollen die unpolarisierte Rate bestimmen, daher mitteln wir zusétzlich
tiber die Photonenpolarisation mithilfe von

Z eu(k,A)ey(k,A) = —guv + Eichterme (E.16)
A=12

und summieren iiber die Leptonenspins s und s’ mithilfe von Glg. (B.16). Die daraus
resultierenden Spuren lassen sich {iber die Relationen in Anhang B bestimmen.
Anschlieflendes Zusammenfassen fiihrt zu dem Ausdruck

62 2

dR(k k) = - P Y. 64(q+q — K — nk)Baulq,,8) &g £, E.17)
n=nop

mit der Abkiirzung

22 112
Bud 10) = e (Dala B~ 26w 8) + o) (1 55 5 )
+ Jila, B). (E.18)

Dabei gibt 1y die minimal notwendige Anzahl an Laserphotonen an, welche von der
effektiven Masse durch

2m2
0>

Z (E.19)

abhédngt und sich aus dem Argument der J-Funktion ergibt.

Die in Glg. (E.17) gezeigte Rate ist noch sechsfach differentiell. Um hieraus die
totale Rate zu erhalten, miissen die verbliebenen sechs Integrationen gelost werden.
Dazu gehen wir analog zu Kapitel 5 vor. Die dortige Auswertung hat sich auf
den Fall einer komplett entgegengesetzten Kollision der Laserphotonen mit dem
v-Photon beschrankt.
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F ENERGIE- UND WINKELVERTEILUN-
GEN

Wir wollen in diesem Abschnitt den Einfluss des Kollisionswinkels auf die Winkel-
und Energieverteilung berticksichtigen, weshalb wir die Herleitung verallgemei-
nern. Wir nutzen erneut die in Glg. (E.17) enthaltene J-Funktion aus, um {iiber
g’ zu integrieren. Dadurch ergibt sich der Zusammenhang 4’ = k' + nk — g. Die
letzte 6-Funktion l4sst sich anschlieffend als 6-Funktion einer Funktion g(|q|) bzw.
der Funktion g(cos(d;)) auffassen und entsprechend l6sen. Fiir den verallgemei-
nerten Fall eines Schnittwinkels a; und des dadurch definierten Wellenvektors
kMt = (w,wsinas, 0, w cos a;) lassen sich die Nullstellen dieser Funktionen durch

o0, — BopnOye) | [E—pD a0 0) | (3 pi)— 42
2(Ef; — hi(8q, 94)) 4(EZ —h5(%, 9q))>  4(EZ —125(Yy, ¢q))
(E1)
und
Cubn — an(ﬁl’q)\/“%(‘Pq) +b; —ci
cos(%y) = 5 > / (F2)
az (9q) + b7
mit
E, = w+nw,
pn = (nwsinas, 0,0 + nwcosas),
an(@q) = nwsinascos g,
by = &' +nwcosas,
cn = (nww (cosas—1)+ Ensq/)/\q’|,
hy (ﬂq, (pq) = nwsinagsin ¢, cos ¢, + w' cos ¥, + nw cos a5 cos ¥, (E3)
angeben. Die Relation fiir cos(8y) wird tiber die Gleichung
an(@q) sindy + by cos ¥y = cp (F4)

gewonnen. Generell ergeben sich hieraus zwei Moglichkeiten fiir cos(dy), wobei in
dem in Kapitel 6 betrachteten Parameterregime nur eine Nullstelle die Gleichung
fur 8, € [0, 7] 16st.
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Die verbleibenden Integrale kénnen auf dieselbe Weise wie in Kapitel 5 berechnet
werden woraus sich die differentiellen Raten

dR _ o [T 2 e?m?
destoy = DL b Qe
Ba(q',0,8) g0,
. n(49:8)1g1=0i(8.9) (Fs)

Qi(%9,94) + Qi(0q,9q)1tn (89,99)
\/Qi (1914/%)2"'"”% \/P% +Qi(l9qr(Pq)2 —2Q;i(09,94)n (ﬂqrqu)+m%

im Bezug auf den Polarwinkel ¢; und

: !
dR . Zm? & /27'[ sin ¢y Bn(q /4, §)|cosl9q:cost90
deg 2w’ & Jo Pq w’ sin ¥ + nw cos as sin ¥y — nw sin as cos ¢4 cos vy

(E6)

0

fiir das Energiespektrum des auslaufenden Positrons bestimmen lassen. Fiir den
Fall, dass der Kollisionswinkel as = 7 betrdgt, sodass Laserphotonen und -Photon
frontal zusammenstoflen, gelangen wir zu den bekannten Ergebnissen aus Glg. (5.22)
und (5.23).

Aus den Nullstellen der Glg. (F.1) und (F.2) lassen sich Rahmenbedingungen fiir
die Winkel und Energien des Positrons bestimmen. Da das Argument einer Wurzel
positiv sein sollte und | cos(d)| < 1 gilt, ergeben sich ein maximaler Winkel von

_ /2 PR
Omax = 2 arctan (an(q)) d:n—i(—q;),i b d") (E)

mit d, = \/E2 — (E2 — p2)2/(4m?) sowie die minimale und maximale Energie

. = nww'(1 —cosas)En O <y < nww'(1 — cosas)Ey

Ef —ai(@q) — b7 T Ei—ai(eg) — b7

+ Qn = Emax/ (FS)

mit

\/(a% + b2 — E2) (a2 + b2) m2 + (a2 + b2) n2w?w'* (cos as — 1)?
On = E2—a2— 03 - B




LITERATURVERZEICHNIS

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

6]

(7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

T. H. Maiman, “Stimulated optical radiation in ruby,” Nature 187, 493 (1960).

A. Einstein, “Strahlungsemission und Absorption nach der Quantentheorie,” Ver-
handlungen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft 18, 318 (1916).

A. Di Piazza, C. Miiller, K. Z. Hatsagortsyan, and C. H. Keitel, “Extremely
high-intensity laser interactions with fundamental quantum systems,” Reviews of
Modern Physics 84, 1177 (2012).

G. S. Voronov and N. B. Delone, “Many-photon ionization of the Xenon atom by
ruby laser radiation,” Soviet Physics JETP 23, 54 (1966).

P. Agostini, F. Fabre, G. Mainfray, G. Petite, and N. K. Rahman, “Free-Free
Transitions Following Six-Photon Ionization of Xenon Atoms,” Physical Review
Letters 42, 1127 (1979).

T. Tajima and J. M. Dawson, “Laser electron accelerator,” Physical Review Letters
43, 267 (1979).

J. Faure, Y. Glinec, A. Pukhov, S. Kiselev, S. Gordienko, E. Lefebvre, J.-P. Rous-
seau, F. Burgy, and V. Malka, “A laser—plasma accelerator producing monoenergetic
electron beams,” Nature 431, 541 (2004).

A. Pukhov and J. Meyer-ter-Vehn, “Laser wake field acceleration: the highly non-
linear broken-wave regime,” Applied Physics B: Lasers and Optics 74, 355 (2002).

D. Strickland and G. Mourou, “Compression of amplified chirped optical pulses,”
Optics Communications 55, 447 (1985).

F. Krausz and M. Ivanov, “Attosecond physics,” Reviews of Modern Physics 81,
163 (2009).

A. Deng, Y. Li, Y. Weng, Z. Luo, X. Yu, and J. Zeng, “Simulation study on
attosecond inverse compton scattering source from laser wakefield acceleration with
near-threshold ionization injection,” Applied Sciences 14, 7749 (2024).

J. W. Yoon, Y. G. Kim, I. W. Choij, J. H. Sung, H. W. Lee, S. K. Lee, and C. H.

Nam, “Realization of laser intensity over 102 W/em?2,” Optica 8, 630 (2021).

L. D. Landau and E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie (Akademie-Verlag,
Berlin, 1992).

F. Sauter, “Uber das Verhalten eines Elektrons im homogenen elektrischen Feld nach
der relativistischen Theorie Diracs,” Zeitschrift fiir Physik 69, 742 (1931).


http://dx.doi.org/10.1038/187493a0
http://dx.doi.org/10.1103/revmodphys.84.1177
http://dx.doi.org/10.1103/revmodphys.84.1177
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.42.1127
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.42.1127
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.43.267
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.43.267
http://dx.doi.org/10.1038/nature02963
http://dx.doi.org/10.1007/s003400200795
http://dx.doi.org/ 10.1016/0030-4018(85)90151-8
http://dx.doi.org/10.1103/revmodphys.81.163
http://dx.doi.org/10.1103/revmodphys.81.163
http://dx.doi.org/10.1364/optica.420520
http://dx.doi.org/10.1007/bf01339461

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

LITERATURVERZEICHNIS 130

P. Dirac, “The quantum theory of the electron,” Proceedings of the Royal Society of
London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character
117, 610 (1928).

J. Schwinger, “On gauge invariance and vacuum polarization,” Physical Review
82, 664 (1951).

H. A. Bethe and W. Heitler, “On the stopping of fast particles and on the creation
of positive electrons,” Proceedings of the Royal Society of London. Series A,
Containing Papers of a Mathematical and Physical Character 146, 83 (1934).

H. R. Reiss, “Absorption of light by light,” Journal of Mathematical Physics 3, 59
(1962).
M. H. Mittleman, “Multiphoton pair creation,” Physical Review A 35, 4624
(1987).

V. P. Yakovlev, “Electron-positron pair formation by a strong electromagnetic wavve
in the field of a nucleus,” Zh. Eksp. Teor. Fiz. 49, 318 (1965).

C. Miiller, “Nichtlineare Paarerzeugung im Stof§ eines relativistischen Kerns mit
einem intensiven Laserstrahl”, Ph.D. thesis, Justus-Liebig-Universitat Gieflen

(2003).

E. Fermi and G. E. Uhlenbeck, “On the recombination of electrons and positrons,”
Physical Review 44, 510 (1933).

C. A. Bertulani and G. Baur, “Electromagnetic processes in relativistic heavy ion
collisions,” Physics Reports 163, 299 (1988).

V. I. Matveev, E. S. Gusarevich, and I. N. Pashev, “Inelastic processes in the inter-
action of an atom with an ultrashort electromagnetic pulse,” Journal of Experimental
and Theoretical Physics 100, 1043 (2005).

C. Miiller, A. B. Voitkiv, and N. Griin, “Nonlinear Bound-Free Pair Creation in

the Strong Electromagnetic Fields of a Heavy Nucleus and an Intense X-Ray Laser,”
Physical Review Letters 91, 223601 (2003).

P. A. M. Dirac, “A theory of electrons and protons,” Proceedings of the Royal
Society of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical
Character 126, 360 (1930).

G. Breit and J. A. Wheeler, “Collision of two light quanta,” Physical Review 46,
1087 (1934).

A. 1. Nikishov and V. L. Ritus, “Quantum processes in the field of a plane electromag-
neticwave and in constant field I.” Sov. Phys. JETP 19, 529 (1964).

V. L Ritus, “Quantum effects of the interaction of elementary particles with an intense
electromagnetic field,” Journal of Soviet Laser Research 6, 497 (1985).

A. I. Nikishov and V. I. Ritus, “Pair production by a photon and photon emission
by an electron in the field of an intense electromagnetic wave and in a constant field,”
Sov. Phys. JETP 25, 1135 (1967).

A. L Titov and B. Kampfer, “Non-linear Breit-Wheeler process with linearly
polarized beams,” The European Physical Journal D 74, 218 (2020).


http://dx.doi.org/10.1098/rspa.1928.0023
http://dx.doi.org/10.1098/rspa.1928.0023
http://dx.doi.org/10.1098/rspa.1928.0023
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrev.82.664
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrev.82.664
http://dx.doi.org/10.1098/rspa.1934.0140
http://dx.doi.org/10.1098/rspa.1934.0140
http://dx.doi.org/10.1063/1.1703787
http://dx.doi.org/10.1063/1.1703787
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.35.4624
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.35.4624
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrev.44.510.2
http://dx.doi.org/10.1016/0370-1573(88)90142-1
http://dx.doi.org/10.1134/1.1995787
http://dx.doi.org/10.1134/1.1995787
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.91.223601
http://dx.doi.org/ 10.1098/rspa.1930.0013
http://dx.doi.org/ 10.1098/rspa.1930.0013
http://dx.doi.org/ 10.1098/rspa.1930.0013
http://dx.doi.org/10.1103/physrev.46.1087
http://dx.doi.org/10.1103/physrev.46.1087
http://dx.doi.org/10.1007/bf01120220

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

LITERATURVERZEICHNIS

F. Wan, Y. Wang, R.-T. Guo, Y.-Y. Chen, R. Shaisultanov, Z.-F. Xu, K. Z. Hat-
sagortsyan, C. H. Keitel, and J.-X. Li, “High-energy v -photon polarization
in nonlinear Breit-Wheeler pair production and -y polarimetry,” Physical Review
Research 2, 032049 (2020).

D. Seipt and B. King, “Spin- and polarization-dependent locally-constant-field-
approximation rates for nonlinear Compton and Breit-Wheeler processes,” Physical
Review A 102, 052805 (2020).

Y. Lu, N. Christensen, Q. Su, and R. Grobe, “Space-time-resolved Breit-Wheeler
process for a model system,” Physical Review A 101, 022503 (2020).

N. Mahlin, S. Villalba-Chavez, and C. Miiller, “Dynamically assisted nonlinear
Breit-Wheeler pair production in bichromatic laser fields of circular polarization,”
Physical Review D 108, 096023 (2023).

A.]. MacLeod, P. Hadjisolomou, T. M. Jeong, and S. V. Bulanov, “All-optical
nonlinear Breit-Wheeler pair production with «y-flash photons,” Physical Review A
107, 012215 (2023).

A. L. Nikishov, “Problems of intense external-field intensity in quantum electrodyna-
mics,” Journal of Soviet Laser Research 6, 619 (1985).

H. R. Reiss, “Production of electron pairs from a zero-mass state,” Physical Review
Letters 26, 1072 (1971).

C. Bamber, S. ]J. Boege, T. Koffas, T. Kotseroglou, A. C. Melissinos, D. D.
Meyerhofer, D. A. Reis, W. Ragg, C. Bula, K. T. McDonald, et al., “Studies of
nonlinear QED in collisions of 46.6 GeV electrons with intense laser pulses,” Physical
Review D 60, 092004 (1999).

D. L. Burke, R. C. Field, G. Horton-Smith, J. E. Spencer, D. Walz, S. C. Berridge,
W. M. Bugg, K. Shmakov, A. W. Weidemann, C. Bula, et al., “Positron production
in multiphoton light-by-light scattering,” Physical Review Letters 79, 1626 (1997).

O. ]. Pike, E. Mackenroth, E. G. Hill, and S. J. Rose, “A photon—photon collider
in a vacuum hohlraum,” Nature Photonics 8, 434 (2014).

B. Kettle, D. Hollatz, E. Gerstmayr, G. M. Samarin, A. Alejo, S. Astbury,
C. Baird, S. Bohlen, M. Campbell, C. Colgan, et al., “A laser—plasma platform
for photon—photon physics: the two photon Breit—-Wheeler process,” New Journal of
Physics 23, 115006 (2021).

E C. Salgado, K. Grafenstein, A. Golub, A. Dépp, A. Eckey, D. Hollatz, C. Miil-
ler, A. Seidel, D. Seipt, S. Karsch, and M. Zepf, “Towards pair production in the
non-perturbative regime,” New Journal of Physics 23, 105002 (2021).

H. Abramowicz, U. Acosta, M. Altarelli, R. ABmann, Z. Bai, T. Behnke, Y. Ben-
hammou, T. Blackburn, S. Boogert, O. Borysov, et al., “Conceptual design report
for the LUXE experiment,” The European Physical Journal Special Topics 230,

2445 (2021).

H. Abramowicz, M. Altarelli, R. Aimann, T. Behnke, Y. Benhammou, O. Bory-
sov, M. Borysova, R. Brinkmann, F. Burkart, K. BiifSer, et al., “Letter of intent for
the LUXE experiment,” arXiv:1909.00860 (2019).

131


http://dx.doi.org/10.1103/physrevresearch.2.032049
http://dx.doi.org/10.1103/physrevresearch.2.032049
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.102.052805
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.102.052805
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.101.022503
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.108.096023
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.107.012215
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.107.012215
http://dx.doi.org/10.1007/bf01120143
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.26.1072
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.26.1072
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.60.092004
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.60.092004
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.79.1626
http://dx.doi.org/10.1038/nphoton.2014.95
http://dx.doi.org/ 10.1088/1367-2630/ac3048
http://dx.doi.org/ 10.1088/1367-2630/ac3048
http://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/ac2921
http://dx.doi.org/10.1140/epjs/s11734-021-00249-z
http://dx.doi.org/10.1140/epjs/s11734-021-00249-z

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

LITERATURVERZEICHNIS 132

A. Fedotov, A. Ilderton, F. Karbstein, B. King, D. Seipt, H. Taya, and G. Tor-
grimsson, “Advances in QED with intense background fields,” Physics Reports
1010, 1 (2023).

A. Golub, S. Villalba-Chévez, and C. Miiller, “Nonlinear Breit-Wheeler pair
production in collisions of bremsstrahlung <y quanta and a tightly focused laser pulse,”
Physical Review D 105, 116016 (2022).

A. Di Piazza, “Nonlinear Breit-Wheeler pair production in a tightly focused laser
beam,” Physical Review Letters 117, 213201 (2016).

T. G. Blackburn and M. Marklund, “Nonlinear Breit—Wheeler pair creation with
bremsstrahlung <y-rays,” Plasma Physics and Controlled Fusion 60, 054009
(2018).

A. Mercuri-Baron, M. Grech, F. Niel, A. Grassi, M. Lobet, A. Di Piazza, and
C. Riconda, “Impact of the laser spatio-temporal shape on Breit-Wheeler pair produc-
tion,” New Journal of Physics 23, 085006 (2021).

A. 1. Titov, H. Takabe, B. Kémpfer, and A. Hosaka, “Enhanced subthreshold e e~
production in short laser pulses,” Physical Review Letters 108, 240406 (2012).

A. 1. Nikishov and V. L. Ritus, “lonization of systems bound by short-range forces
by the field of an electromagnetic wave,” Sov. Phys. JETP 23, 168 (1966).

A. I. Nikishov and V. L. Ritus, “Ionization of atoms by an electromagnetic-wave
field,” Sov. Phys. JETP 25, 145 (1967).

H. R. Reiss, “Relativistic strong-field photoionization,” Journal of the Optical
Society of America B 7, 574 (1990).

V. D. Mur, B. M. Karnakov, and V. S. Popov, “Relativistic version of the imaginary-
time formalism,” Journal of Experimental and Theoretical Physics 87, 433 (1998).

N. Milosevic, V. P. Krainov, and T. Brabec, “Semiclassical dirac theory of tunnel
ionization,” Physical Review Letters 89, 193001 (2002).

A. M. Perelomov and V. S. Popov, “lonization of atoms in an alternating electrical-
field I11.” Sov. Phys. JETP 25, 336 (1967).

M. Klaiber, E. Yakaboylu, and K. Z. Hatsagortsyan, “Above-threshold ionization
with highly charged ions in superstrong laser fields: II. Relativistic Coulomb-corrected
strong-field approximation,” Physical Review A 87, 023418 (2013).

T. Heinzl, B. King, and A. J. MacLeod, “Locally monochromatic approximation to
QED in intense laser fields,” Physical Review A 102, 063110 (2020).

A. Di Piazza, “Ultrarelativistic electron states in a general background electromagne-
tic field,” Physical Review Letters 113, 040402 (2014).

A. Di Piazza, “Analytical tools for investigating strong-field QED processes in
tightly focused laser fields,” Physical Review A 91, 042118 (2015).

A. Di Piazza, “Wkb electron wave functions in a tightly focused laser beam,” Physical
Review D 103, 076011 (2021).


http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2023.01.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2023.01.003
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.105.116016
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.117.213201
http://dx.doi.org/10.1088/1361-6587/aab3b4
http://dx.doi.org/10.1088/1361-6587/aab3b4
http://dx.doi.org/ 10.1088/1367-2630/ac1975
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.108.240406
http://dx.doi.org/ 10.1364/josab.7.000574
http://dx.doi.org/ 10.1364/josab.7.000574
http://dx.doi.org/10.1134/1.558679
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.89.193001
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.87.023418
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.102.063110
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.113.040402
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.91.042118
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.103.076011
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.103.076011

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

(78]

LITERATURVERZEICHNIS

W. Greiner and J. Reinhardt, “Quantum Electrodynamics” (Springer-Verlag
Berlin, Heidelberg, 2009).

D. Bauer, D. B. Milosevi¢, and W. Becker, “Strong-field approximation for intense-
laser—atom processes: The choice of gauge,” Physical Review A 72, 023415 (2005).

H. R. Reiss, “Theoretical methods in quantum optics: S-matrix and Keldysh techni-
ques for strong-field processes,” Progress in Quantum Electronics 16, 1 (1992).

C.]. Joachain and N. J. Kylstra, “Relativistic effects in the multiphoton ionization
of hydrogenlike ions by ultrashort infrared laser pulses,” Physical Review A 100,

013417 (2019).

G. Wentzel, “Eine Verallgemeinerung der Quantenbedingungen fiir die Zwecke der
Wellenmechanik,” Zeitschrift fiir Physik 38, 518 (1926).

H. A. Kramers, “Wellenmechanik und halbzahlige Quantisierung,” Zeitschrift fiir
Physik 39, 828 (1926).

L. Brillouin, “La mécanique ondulatoire de Schrodinger; une méthode générale de
resolution par approximations successives,” Compt. Rend. Hebd. Seances Acad.
Sci. 183, 24 (1926).

J. Oertel, “Pair production in spacetime-dependent fields using WKB-like techniques”,
Ph.D. thesis, Universitdt Duisburg-Essen (2020).

L. D. Landau and E. M. Lifschitz, “Quantenmechanik” (Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt am Main, 2012).

C. M. Bender and S. A. Orszag, “Advanced Mathematical Methods for Scientists
and Engineers I” (Springer, New York, 1999).

L. C. Evans, “Partial differential equations” (American Mathematical Society,
Rhode Island, 1999).

J. Eichler and W. E. Meyerhof, “Relativistic atomic collisions” (Academic Press,
San Diego, 1995).

C. I. Moore, A. Ting, S. J. McNaught, J. Qiu, H. R. Burris, and P. Sprangle, “A
Laser-Accelerator Injector Based on Laser lonization and Ponderomotive Acceleration
of Electrons,” Physical Review Letters 82, 1688 (1999).

K. Yamakawa, Y. Akahane, Y. Fukuda, M. Aoyama, N. Inoue, and H. Ueda,
“lonization of many-electron atoms by ultrafast laser pulses with peak intensities
greater than 10'9W/cm2,” Physical Review A 68, 065403 (2003).

A. D. DiChiara, I. Ghebregziabher, R. Sauer, J. Waesche, S. Palaniyappan, B. L.
Wen, and B. C. Walker, “Relativistic MeV Photoelectrons from the Single Atom
Response of Argon to a 1019 W/cm? Laser Field,” Physical Review Letters 101,
173002 (2008).

A. D. DiChiara, I. Ghebregziabher, J. M. Waesche, T. Stanev, N. Ekanayake,
L. R. Barclay, S. J. Wells, A. Watts, M. Videtto, C. A. Mancuso, and B. C. Walker,
“Photoionization by an ultraintense laser field: Response of atomic xenon,” Physical
Review A 81, 043417 (2010).

133


http://dx.doi.org/10.1103/physreva.72.023415
http://dx.doi.org/ 10.1016/0079-6727(92)90008-j
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.100.013417
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.100.013417
http://dx.doi.org/10.1007/bf01397171
http://dx.doi.org/ 10.1007/bf01451751
http://dx.doi.org/ 10.1007/bf01451751
http://dx.doi.org/ 10.17185/DUEPUBLICO/71930
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4757-3069-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4757-3069-2
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.82.1688
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.68.065403
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.101.173002
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.101.173002
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.81.043417
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.81.043417

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

(88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

LITERATURVERZEICHNIS 134

L. Keldysh, “lonization in the field of a strong electromagnetic wave,” Sov. Phys.
JETP 20, 5 (1965).

H. R. Reiss, “Complete Keldysh theory and its limiting cases,” Physical Review A
42, 1476 (1990).

V. Popov, V. Mur, and B. Karnakov, “Relativistic version of the imaginary time
method,” Physics Letters A 250, 20 (1998).

V. S. Popov, B. M. Karnakov, V. D. Mur, and S. G. Pozdnyakov, “Relativistic
theory of tunnel and multiphoton ionization of atoms in a strong laser field,” Journal
of Experimental and Theoretical Physics 102, 760 (2006).

A. Eckey, M. Klaiber, A. B. Voitkiv, and C. Miiller, “Relativistic strong-field
ionization of hydrogenlike atomic systems in constant crossed electromagnetic fields,”
Physical Review A 107, 033113 (2023).

M. Klaiber, E. Yakaboylu, H. Bauke, K. Z. Hatsagortsyan, and C. H. Keitel,
“Under-the-barrier dynamics in laser-induced relativistic tunneling,” Physical Review
Letters 110, 153004 (2013).

V. S. Popov, “Imaginary-time method in quantum mechanics and field theory,” Phy-
sics of Atomic Nuclei 68, 686 (2005).

G. E Gribakin and M. Y. Kuchiev, “Multiphoton detachment of electrons from
negative ions,” Physical Review A 55, 3760 (1997).

N. Milosevic, V. P. Krainov, and T. Brabec, “Relativistic theory of tunnel ionization,”
Journal of Physics B: Atomic, Molecular and Optical Physics 35, 3515 (2002).

J. Z. Kaminski, F. Cajiao Vélez, and K. Krajewska, “Coulomb-corrected strong
field approximation without singularities and branching points,” Journal of Physics:
Conference Series 1206, 012004 (2019).

M. Klaiber, K. Z. Hatsagortsyan, and C. H. Keitel, “Tunneling dynamics in
multiphoton ionization and attoclock calibration,” Physical Review Letters 114,
083001 (2015).

J. Zhang and T. Nakajima, “Influence of coulomb potential for photoionization of
H atoms in an elliptically polarized laser field: Velocity gauge versus length gauge,”
Physical Review A 77, 043417 (2008).

T. K. Kjeldsen and L. B. Madsen, “Strong-field ionization of N2: length and velocity
gauge strong-field approximation and tunnelling theory,” Journal of Physics B:
Atomic, Molecular and Optical Physics 37, 2033 (2004).

I. A. Ivanov and Y. K. Ho, “Complex rotation method for the Dirac Hamiltonian,”
Physical Review A 69, 023407 (2004).

L. A. Maltsev, D. A. Tumakov, R. V. Popov, and V. M. Shabaev, “Calculations of
relativistic stark energies and widths in hydrogen-like ions using the complex-scaling
method,” Optics and Spectroscopy 131, 226 (2023).

A. Scrinzi, M. Geissler, and T. Brabec, “lonization above the Coulomb Barrier,”
Physical Review Letters 83, 706 (1999).


http://dx.doi.org/10.1142/9789811279461_0008
http://dx.doi.org/10.1142/9789811279461_0008
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.42.1476
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.42.1476
http://dx.doi.org/10.1016/s0375-9601(98)00751-8
http://dx.doi.org/10.1134/s1063776106050086
http://dx.doi.org/10.1134/s1063776106050086
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.107.033113
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.110.153004
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.110.153004
http://dx.doi.org/10.1134/1.1903097
http://dx.doi.org/10.1134/1.1903097
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.55.3760
http://dx.doi.org/ 10.1088/0953-4075/35/16/311
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/1206/1/012004
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/1206/1/012004
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.114.083001
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.114.083001
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.77.043417
http://dx.doi.org/ 10.1088/0953-4075/37/10/003
http://dx.doi.org/ 10.1088/0953-4075/37/10/003
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.69.023407
http://dx.doi.org/10.1134/s0030400x23030128
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.83.706

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

LITERATURVERZEICHNIS

M. Abramowitz and I. A. Stegun, “Handbook of mathematical functions” (Martino
Publishing, Mansfield Centre, 2014).

N. B. Narozhnyi and A. I. Nikishov, “Electron-positron pair production by a
Coulomb center located in a constant field,” Sov.Phys. JETP 36, 598 (1973).

A. L. Milstein, C. Miiller, K. Z. Hatsagortsyan, U. D. Jentschura, and C. H. Kei-
tel, “Polarization-operator approach to electron-positron pair production in combined
laser and Coulomb fields,” Physical Review A 73, 062106 (2006).

T. Heinzl, A. Ilderton, and M. Marklund, “Finite size effects in stimulated laser
pair production,” Physics Letters B 692, 250 (2010).

K. Krajewska and J. Z. Kaminski, “Breit-Wheeler process in intense short laser
pulses,” Physical Review A 86, 052104 (2012).

S. Meuren, K. Z. Hatsagortsyan, C. H. Keitel, and A. Di Piazza, “Polarization-
operator approach to pair creation in short laser pulses,” Physical Review D 91,
013009 (2015).

M. Jansen and C. Miiller, “Strong-field Breit-Wheeler pair production in short
laser pulses: Identifying multiphoton interference and carrier-envelope-phase effects,”
Physical Review D 93, 053011 (2016).

M. Jansen, J. Kamiriski, K. Krajewska, and C. Miiller, “Strong-field Breit-Wheeler
pair production in short laser pulses: Relevance of spin effects,” Physical Review D
94, 013010 (2016).

A. Titov, H. Takabe, and B. Kampfer, “Nonlinear Breit-Wheeler process in short
laser double pulses,” Physical Review D 98, 036022 (2018).

Q. Z. Ly, S. Dong, Y. T. Li, Z. M. Sheng, Q. Su, and R. Grobe, “Role of the spatial
inhomogeneity on the laser-induced vacuum decay,” Physical Review A 97, 022515
(2018).

A. Eckey, A. B. Voitkiv, and C. Miiller, “Strong-field Breit-Wheeler pair production
with bremsstrahlung <y rays in the perturbative-to-nonperturbative-transition regime,”
Physical Review A 105, 013105 (2022).

S. P. Roshchupkin, A. A. Lebed’, and E. A. Padusenko, “Nonresonant quantum
electrodynamics processes in a pulsed laser field,” Laser Physics 22, 1513 (2012).

C. Harvey, T. Heinzl, A. Ilderton, and M. Marklund, “Intensity-dependent
electron mass shift in a laser field: Existence, universality, and detection,” Physical
Review Letters 109, 100402 (2012).

A. Golub, S. Villalba-Chévez, H. Ruhl, and C. Miiller, “Linear Breit-Wheeler pair
production by high-energy bremsstrahlung photons colliding with an intense x-ray
laser pulse,” Physical Review D 103, 016009 (2021).

E. Depero, D. Banerjee, V. Burtsev, A. Chumakov, D. Cooke, A. Dermenev,
S. Donskov, E. Dubinin, R. Dusaev, S. Emmenegger, et al., “High purity 100
GeV electron identification with synchrotron radiation,” Nuclear Instruments and
Methods in Physics Research Section A: Accelerators, Spectrometers, Detectors
and Associated Equipment 866, 196 (2017).

135


http://dx.doi.org/10.1103/physreva.73.062106
http://dx.doi.org/ 10.1016/j.physletb.2010.07.044
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.86.052104
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.91.013009
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.91.013009
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.93.053011
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.94.013010
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.94.013010
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.98.036022
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.97.022515
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.97.022515
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.105.013105
http://dx.doi.org/10.1134/s1054660x12100209
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.109.100402
http://dx.doi.org/10.1103/physrevlett.109.100402
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.103.016009
http://dx.doi.org/10.1016/j.nima.2017.05.028
http://dx.doi.org/10.1016/j.nima.2017.05.028
http://dx.doi.org/10.1016/j.nima.2017.05.028

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

LITERATURVERZEICHNIS 136

D. Banerjee, V. Burtsev, D. Cooke, P. Crivelli, E. Depero, A. V. Dermeney, S. V.
Donskov, F. Dubinin, R. R. Dusaev, S. Emmenegger, et al., “Search for Invisible
Decays of Sub-GeV Dark Photons in Missing-Energy Events at the CERN SPS,”
Physical Review Letters 118, 011802 (2017).

C. Keitel, A. Piazza, G. Paulus, T. Stohlker, E. Clark, S. Mangles, Z. Najmudin,
K. Krushelnick, J. Schreiber, M. Borghesi, et al., “Photo-induced pair production
and strong field QED on Gemini,” arxiv:2103.06059 (2021).

C. Rodel, D. an der Briigge, J. Bierbach, M. Yeung, T. Hahn, B. Dromey,
S. Herzer, S. Fuchs, A. G. Pour, E. Eckner, et al., “Harmonic generation from
relativistic plasma surfaces in ultra-steep plasma density gradients,” Physical Review
Letters 109, 125002 (2012).

Z.-Y. Chen and A. Pukhov, “Bright high-order harmonic generation with controllable
polarization from a relativistic plasma mirror,” Nature Communications 7, 12515
(2016).

C. Miiller, K. Z. Hatsagortsyan, M. Ruf, S. J. Miiller, H. G. Hetzheim, M. C.
Kohler, and C. H. Keitel, “Relativistic nonperturbative above-threshold phenomena
in strong laser fields,” Laser Physics 19, 1743 (2009).

C. Kohlfiirst, H. Gies, and R. Alkofer, “Effective mass signatures in multiphoton
pair production,” Physical Review Letters 112, 050402 (2014).

T. Heinzl, D. Seipt, and B. Kampfer, “Beam-shape effects in nonlinear Compton
and Thomson scattering,” Physical Review A 81, 022125 (2010).

C. Harvey, T. Heinzl, and A. Ilderton, “Signatures of high-intensity compton
scattering,” Physical Review A 79, 063407 (2009).

A. Titov, B. Kdmpfer, A. Hosaka, and H. Takabe, “Quantum processes in short
and intensive electromagnetic fields,” Physics of Particles and Nuclei 47, 456
(2016).

K. Krajewska, J. Z. Kaminski, and C. Miiller, “Pulse shape effects in high-field
Bethe—Heitler pair production,” New Journal of Physics 23, 095012 (2021).

E. Turcu, F. Negoita, D. Jaroszynski, P. McKenna, S. Balascuta, D. Ursescu,
I. Dancus, M. Cernaianu, M. Tataru, P. Ghenuche, et al., “High field physics and
QED experiments at ELI-NP,” Romanian Reports in Physics 68, 145 (2016).

S. Meuren, “E-320 collaboration at FACET-II", https:/ /facet.slac.stanford.edu,
accessed: 08.12.24.

A. Hartin, A. Ringwald, and N. Tapia, “Measuring the boiling point of the vacuum
of quantum electrodynamics,” Physical Review D 99, 036008 (2019).

A. Gonoskov, T. Blackburn, M. Marklund, and S. Bulanov, “Charged particle
motion and radiation in strong electromagnetic fields,” Reviews of Modern Physics

94, 045001 (2022).

J. Koga, T. Z. Esirkepov, and S. V. Bulanov, “Nonlinear Thomson scattering in the
strong radiation damping regime,” Physics of Plasmas 12, 093106 (2005).


http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.118.011802
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.109.125002
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.109.125002
http://dx.doi.org/ 10.1134/s1054660x09150316
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.112.050402
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.81.022125
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.79.063407
http://dx.doi.org/10.1134/s1063779616030059
http://dx.doi.org/10.1134/s1063779616030059
http://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/ac231e
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevd.99.036008
http://dx.doi.org/ 10.1103/revmodphys.94.045001
http://dx.doi.org/ 10.1103/revmodphys.94.045001

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

[138]

[139]

LITERATURVERZEICHNIS

G. Lehmann and K. H. Spatschek, “Energy gain of an electron by a laser pulse in
the presence of radiation reaction,” Physical Review E 84, 046409 (2011).

A. M. Fedotov, N. V. Elkina, E. G. Gelfer, N. B. Narozhny, and H. Ruhl,
“Radiation friction versus ponderomotive effect,” Physical Review A 90, 053847
(2014).

A. Di Piazza and G. Audagnotto, “Analytical spectrum of nonlinear Thomson
scattering including radiation reaction,” Physical Review D 104, 016007 (2021).

A. Hosak and A. Di Piazza, “Approximated analytical solution of the Land-
au-Lifshitz equation in tightly focused laser beams in the ultrarelativistic limit,”
The European Physical Journal D 76, 200 (2022).

K. Poder, M. Tamburini, G. Sarri, A. Di Piazza, S. Kuschel, C. D. Baird, K. Behm,
S. Bohlen, J. M. Cole, D. J. Corvan, et al., “Experimental signatures of the quantum
nature of radiation reaction in the field of an ultraintense laser,” Physical Review X
8, 031004 (2018).

A. Di Piazza, “Exact solution of the Landau-Lifshitz Equation in a Plane Wave,”
Letters in Mathematical Physics 83, 305 (2008).

N. Neitz and A. Di Piazza, “Stochasticity effects in quantum radiation reaction,”
Physical Review Letters 111, 054802 (2013).

A. Eckey, A. Golub, F. C. Salgado, S. Villalba-Chavez, A. B. Voitkiv, M. Zepf,
and C. Miiller, “Impact of laser focussing and radiation reaction on particle spectra
from nonlinear Breit-Wheeler pair production in the nonperturbative regime,” Phys.
Rev. A 110, 043113 (2024).

Y. Salamin, “Fields of a Gaussian beam beyond the paraxial approximation,” Applied
Physics B 86, 319 (2006).

“NIST Digital Library of Mathematical Functions”, https:/ /dlmf.nist.gov/, ac-
cessed: 08.12.24.

Y.-S. Tsai, “Pair production and bremsstrahlung of charged leptons,” Reviews of
Modern Physics 46, 815 (1974).

P. A. Zyla, R. M. Barnett, J. Beringer, O. Dahl, D. A. Dwyer, D. E. Groom, C. J.
Lin, K. S. Lugovsky, E. Pianori, D. ]. Robinson, et al., “Review of Particle Physics,”
Progress of Theoretical and Experimental Physics 2020, 083Co1 (2020).

V. N. Baier, V. M. Katkov, and V. M. Strakhovenko, Electromagnetic Processes at
High Energies in Oriented Single Crystals (World Scientific, 1998).

Y.-F Li, Y.-T. Zhao, K. Z. Hatsagortsyan, C. H. Keitel, and J.-X. Li, “Electron-
angular-distribution reshaping in the quantum radiation-dominated regime,” Physical
Review A 98, 052120 (2018).

J. Derouillat, A. Beck, F. Pérez, T. Vinci, M. Chiaramello, A. Grassi, M. Fl¢,
G. Bouchard, I. Plotnikov, N. Aunai, et al., “sSMILEI: A collaborative, open-source,
multi-purpose particle-in-cell code for plasma simulation,” 222, 351 (2018).

137


http://dx.doi.org/10.1103/physreve.84.046409
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.90.053847
http://dx.doi.org/10.1103/physreva.90.053847
http://dx.doi.org/10.1103/physrevd.104.016007
http://dx.doi.org/10.1007/s11005-008-0228-9
http://dx.doi.org/ 10.1103/physrevlett.111.054802
http://dx.doi.org/ 10.1007/s00340-006-2442-4
http://dx.doi.org/ 10.1007/s00340-006-2442-4
http://dx.doi.org/ 10.1103/revmodphys.46.815
http://dx.doi.org/ 10.1103/revmodphys.46.815
http://dx.doi.org/10.1142/2216
http://dx.doi.org/10.1142/2216
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.98.052120
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.98.052120
http://dx.doi.org/ 10.1016/j.cpc.2017.09.024

LITERATURVERZEICHNIS 138

[140] T. G. Blackburn, A. Ilderton, C. D. Murphy, and M. Marklund, “Scaling laws
for positron production in laser—electron-beam collisions,” Physical Review A 96,
022128 (2017).

[141] C. Baumann, E. N. Nerush, A. Pukhov, and I. Y. Kostyukov, “Probing non-
perturbative QED with electron-laser collisions,” Scientific Reports 9, 9407 (2019).

[142] L. S. Gradstejn and 1. M. Ryzik, “Summen-, Produkt- und Integraltafeln” (Harri
Deutsch, Thun, 1981).


http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.96.022128
http://dx.doi.org/ 10.1103/physreva.96.022128

DANKSAGUNG

Ich mochte mich an dieser Stelle bei all denen bedanken, die meinen Weg die
letzten Jahre begleitet und zum erfolgreichen Abschluss dieser Arbeit beigetra-
gen haben. Mein herzlichster Dank richtet sich zundchst an meinen Doktorvater
Prof. Dr. Dr. Carsten Miiller, welcher mir immer mit Rat und Tat zur Seite stand und
dessen Betreuung sich von der Bachelorarbeit bis hin zur Promotion durch Verstand-
nis, Motivation und Unterstiitzung auszeichnete. Ein weiterer grofser Dank gebtihrt
meinem Zweitbetreuer Dr. habil. Alexander Voitkiv, welcher immer einen guten
Ratschlag wusste. Des Weiteren mochte ich Prof. Dr. Alexander Pukhov fiir die Be-
gutachtung dieser Arbeit danken. Mein aufrichtiger Dank gilt auch meinem Mentor
Dr. Gotz Lehmann, der stets die passenden Worte findet, um zu motivieren und am
Ball zu bleiben. Zudem danke ich Dr. Michael Klaiber fiir die gute Zusammenarbeit
und Hilfe bei meinem zweiten Projekt. Ebenfalls mochte ich Dr. Felipe Salgado fiir
die gute gemeinsame Zeit auf Konferenzen und die Zusammenarbeit im Rahmen
der DFG-Forschungsgruppe danken. Die letzten Jahre haben sich auch durch viele
freudige Stunden ausgezeichnet, insbesondere durch die Zusammenarbeit und Ge-
sprache mit meinen Kollegen Dr. Andreas Jacob, Dr. Alina Golub, Dr. Fiona Griill
und Dr. Marko Filipovic, wofiir ich mich herzlichst bedanke. Ebenfalls mochte ich
meinen sehr guten Studienfreunden Maximilian Miinzberg und Rana Walied Ahmad
fiir die gute Zeit im Studium danken. Ein besonderer Dank geht an einen meiner
liebsten Arbeitskollegen und besten Freunde Dr. Lars Reichwein, welcher mir seit
Anbeginn des Studiums immer mit Rat und Tat zur Seite stand und auf den ich mich
immer verlassen konnte. Uberdies bin ich Elvira Groters, Ute Birkenkamp-Pickshaus
und Eugen Braun dankbar, dass sie mit ihrem taglichen Einsatz fiir ein reibungsloses
Leben am Institut gesorgt haben.

Zuletzt mochte ich den grofiten Dank meinen Eltern, Schwiegereltern, Geschwis-
tern, meinem Mann Marcel Hackmann-Eckey, meiner besten Freundin Hannah
Steigerwald sowie meinen guten Freunden Markus Steigerwald, Abbas Karout,
Holger Gomille und Patricia Vof8 aussprechen, die mich wahrend all der Jahre des
Studiums und der Promotion immer bedingungslos unterstiitzt haben.






EIDESSTATTLICHE VERSICHERUNG

Ich versichere an Eides Statt, dass die Dissertation von mir selbstdndig und ohne
unzuldssige fremde Hilfe unter Beachtung der , Grundsatze zur Sicherung guter
wissenschaftlicher Praxis an der Heinrich-Heine-Universitat Diisseldorf” erstellt
worden ist. Ich habe keine anderen als die im Literaturverzeichnis angegebenen
Quellen genutzt; wortliche oder sinngemaéfie Inhalte anderer Werke oder Quellen
sind als solche kenntlich gemacht. Weiterhin erklédre ich, dass die vorliegende Arbeit
zuvor weder von mir, noch - soweit mir bekannt - von anderen Personen an dieser
oder an einer anderen Hochschule eingereicht wurde und ich bisher weder erfolglose
noch erfolgreiche Promotionsversuche unternommen habe. Dartiber hinaus ist mir
bekannt, dass jeder Betrugsversuch zum Nichtbestehen oder zur Aberkennung der
Priifungsleistung fiihren kann.

Diisseldorf, der 07.01.2025







	Zusammenfassung
	Abstract
	Publikationsliste
	Einleitung und Motivation
	Aufbau der Arbeit

	Freie und gebundene Zustände in der Starkfeld-QED
	Volkov-Zustände
	Strahlungs-Eichung und Göppert-Mayer-Eichung
	Zustände in fokussierten Laserfeldern
	1s-Zustände

	Relativistische Ionisation wasserstoffähnlicher Atomsysteme in konstanten gekreuzten elektromagnetischen Feldern
	Theoretische Vorgehensweise
	Diskussion der Resultate
	Zusammenfassung

	Die gebunden-freie Paarproduktion in konstanten gekreuzten elektromagnetischen Feldern
	Theoretische Beschreibung der gebunden-freien Paarproduktion
	Ergebnisse der gebunden-freien Paarproduktion
	Zusammenfassung

	Breit-Wheeler-Paarproduktion im Übergangsregime von perturbativ zu nicht-perturbativ
	Theoretische Vorgehensweise
	Diskussion der Ergebnisse
	Zusammenfassung

	Der Einfluss von Laserfokussierung und Strahlungsdämpfung auf die Spektren der Breit-Wheeler-Paare im nicht-perturbativen Regime
	Grundlegende Aspekte
	Theoretische Beschreibung der Paarproduktion in fokussierten Laserfeldern
	Energie- und Winkelverteilungen der Breit-Wheeler- Paarproduktion in fokussierten Laserfeldern
	Theoretische Beschreibung der Strahlungsdämpfung
	Der Einfluss der Strahlungsdämpfung auf die Spektren
	Zusammenfassung

	Zusammenfassung und Ausblick
	Notationen
	Relativistische Einheiten
	Atomare Einheiten

	Nützliche Relationen
	Identitäten mit -Matrizen
	Spurberechnung
	Spinoren

	Ortsintegrale
	Lokal monochromatische Approximation für die gebunden-freie Paarproduktion
	Breit-Wheeler-Paarproduktion in linear polarisierten ebenen Laserwellen
	Energie- und Winkelverteilungen
	Literaturverzeichnis
	Danksagung
	Eidesstattliche Versicherung

