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kreis zu Beginn meiner Zeit am Lehrstuhl und meinem ehemaligen Arbeitskollegen Martin
Breuer für die fachliche Zusammenarbeit und die Schachpartien.

Zudem bedanke ich mich bei Nguyen Khoa Tran, Sara Schulte, Philipp Spohr, Laura Kühle,
Sven Schrinner, Max Ried, Prof. Dr. Gunnar Klau und Dr. Daniel Schmidt vom Lehrstuhl
für Algorithmische Bioinformatik für den fachlichen Austausch und die weniger fachlichen
Unterhaltungen in den Mittagspausen. Im Besonderen danke ich Nguyen Khoa Tran für die
fachliche Zusammenarbeit sowie Nguyen Khoa Tran und Sara Schulte für die Hilfestellung
bei Fragen zwischendurch und die außeruniversitären Unternehmungen.
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Zusammenfassung

Zwei Knoten u, v eines ungerichteten Graphen G werden durch einen Knoten w getrennt,
wenn sich die Distanz zwischen u und w von der Distanz zwischen v und w unterscheidet.
Eine Teilmenge U der Knotenmenge von G ist eine trennende Menge für G, wenn jedes
Knotenpaar durch mindestens einen Knoten aus U getrennt wird. DieMetrische Dimension
von G entspricht der Größe einer kleinsten trennenden Menge für G. Das Entscheidungs-
problem Metrische Dimension ist die Frage, ob G eine trennende Menge der Größe ≤ k
besitzt, für einen gegebenen ungerichteten Graphen G und eine gegebene Zahl k.

Dieses Problem wurde bereits in den 1970ern eingeführt und für zahlreiche Graphklas-
sen untersucht. Zu den bekannteren Ergebnissen zählen zum Beispiel die NP-Vollständigkeit
für allgemeine Graphen, planare Graphen, Intervallgraphen, Splitgraphen und Gabriel-
Unit-Disc Graphen sowie effiziente Algorithmen für außenplanare Graphen, Co-Graphen,
Wheels, Kaktusblockgraphen und Bäume.

Seit der Einführung der Metrischen Dimension wurden zahlreiche Varianten des Pro-
blems formuliert und untersucht, beispielsweise die Lokale Metrische Dimension,
die Adjazenzdimension, die k-Metrische Dimension, die Edge Metric Dimensi-
on und die Mixed Metric Dimension, die Starke Metrische Dimension und in
der gerichteten Version die gerichtete Metrische Dimension und die gerichtete
Starke Metrische Dimension.

Auch in der vorliegenden Arbeit werden einige Varianten der Metrischen Dimension
auf speziellen Graphklassen betrachtet. Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Nach einer
Einleitung und der Definition grundlegender Begriffe in Kapitel 1 und Kapitel 2 werden
in Kapitel 3 die oben genannten Varianten der Metrischen Dimension vorgestellt. Hier-
zu wird die Problemstellung der jeweiligen Variante definiert sowie ein Überblick über
einige dazugehörige Ergebnisse gegeben. In Kapitel 4 wird zu einer der Varianten, der
k-Metrischen Dimension, ein NP-Vollständigkeitsbeweis erbracht. Anschließend wird in
Kapitel 5 die gerichtete Variante der Metrischen Dimension betrachtet. Zuerst wird ein
NP-Vollständigkeitsbeweis für diese Variante für DAGs erbracht, danach werden ungerich-
tete und gerichtete Co-Graphen definiert. Für letztere wird ein Algorithmus vorgestellt,
der die gerichtete Metrische Dimension in linearer Zeit berechnet. In Kapitel 6 folgen
Ergebnisse zur Starken Metrischen Dimension. Zu Beginn des Kapitels wird ein Linear-
zeitalgorithmus für ungerichtete Co-Graphen gezeigt. Danach werden Graphen definiert,
die durch die Verknüpfung mehrerer ungerichteter Graphen entstehen. Für diese Graphen
wird der strong resolving Graph betrachtet, auf dessen Grundlage die Starke Metrische Di-
mension berechnet werden kann. Ein entsprechender Algorithmus, der die Starke Metrische
Dimension eines Graphen berechnet, indem er den Graphen in seine zweifachen Zusam-
menhangskomponenten zerlegt, wird am Beispiel dreier Graphklassen erläutert. Außerdem
wird der strong resolving Graph distanzerhaltender Graphen bestimmt. Abschließend wird
in Kapitel 7 die gerichtete Starke Metrische Dimension betrachtet. Auch für diese Variante
wird ein Linearzeitalgorithmus für gerichtete Co-Graphen vorgestellt, welcher auf den Er-
gebnissen des vorherigen Kapitels aufbaut. Am Ende der Arbeit finden sich ein Ausblick
sowie die Veröffentlichungen und die Manuskripte, auf denen diese Arbeit basiert.
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Abstract

Two vertices u, v of an undirected graph G are resolved by a vertex w if the distance
between u and w differs from the distance between v and w. A subset U of vertices of G
is a resolving set for G if every pair of vertices is resolved by at least one vertex of U . The
metric dimension of G is the size of a smallest resolving set for G. The decision problem
Metric Dimension is the question whether there exists a resolving set of size ≤ k for G,
for a given undirected graph G and a given number k.

This problem was already introduced in the 1970s and was studied for numerous classes
of graphs. The more known results include for example the NP-completeness for general
graphs, planar graphs, interval graphs, split graphs and Gabriel unit disc graphs, as well
as efficient algorithms for outerplanar graphs, co-graphs, wheels, cactus-block graphs and
trees.

Since the introduction of the metric dimension, several variants were defined and stu-
died, for example the Local Metric Dimension, the Adjacency Dimension, the
k-Metric Dimension, the Edge Metric Dimension and the Mixed Metric Di-
mension, the Strong Metric Dimension and for the directed version the directed
Metric Dimension and the directed Strong Metric Dimension.

In this thesis several variants of the metric dimension are studied for certain classes
of graphs as well. It is structured as follows: After an introduction and the definition of
basic terms in chapter 1 and chapter 2, the variants of the metric dimension mentioned
above will be introduced in chapter 3. Their definition as well as a summary of some known
results will be given. In chapter 4 it is proven that k-metric dimension is NP-complete.
In Chapter 5 the directed metric dimension is considered. At first an NP-completeness
proof for DAGs is provided, afterwards undirected and directed co-graphs are defined. An
algorithm for computing the directed metric dimension of directed co-graphs in linear time
is presented at the end of the chapter. Next, the strong metric dimension is studied in
chapter 6. The beginning of the chapter contains a linear time algorithm for undirected
co-graphs. Then, graphs which result from merging several undirected graphs are definied.
The strong resolving graphs of those graphs are studied, based on which the strong metric
dimension can be calculated. An algorithm which computes the strong metric dimension
of a graph by decomposing it into its biconnected components explained using grids, cycles
and co-graphs as examples. Furthermore, the strong resolving graphs of distance hereditary
graphs are determined. Finally, the directed strong metric dimension is studied in chapter
7. A linear time algorithm for directed co-graphs is presented for this variant as well, based
on the results of the previous chapters. At the end an outlook as well as a list of the
publications and manuscript this thesis is based on is given.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit basiert auf den Arbeiten [110, 111, 112, 127]. Die Ergebnisse wur-
den zu einer Gesamtarbeit zusammengefügt, durch neue Abbildungen verdeutlicht, Beweise
wurden angepasst, Notationen vereinheitlicht und noch unveröffentlichte Ergebnisse hin-
zugefügt.

Ein ungerichteter Graph G besteht aus einer Knotenmenge V (G) und einer Kantenmen-
ge E(G). Dabei ist V (G) eine endliche Menge von Elementen und E(G) eine Menge von
Knotenpaaren. Zwei Knoten u, v ∈ V (G) werden von einem Knoten w ∈ V (G) getrennt,
wenn dG(u,w) ̸= dG(v, w), wobei dG(u, v) die Länge eines kürzesten Weges zwischen u und
v in G ist. Eine Teilmenge der Knoten U ⊆ V (G) heißt trennende Menge für G, wenn
jedes Knotenpaar in G durch mindestens einen Knoten aus U getrennt wird. Eine mini-
male trennende Menge wird auch metrische Basis für G genannt und die Knoten einer
trennenden Menge werden als Ankerknoten bezeichnet. Die Metrische Dimension von G
entspricht der Größe einer metrischen Basis für G. Das Entscheidungsproblem Metrische
Dimension ist die Frage, ob G eine trennende Menge der Größe ≤ k besitzt, für einen
gegebenen ungerichteten Graphen G und eine gegebene Zahl k.

Die Metrische Dimension wurde unabhängig voneinander von Slater [118] und von Ha-
rary und Melter [54] eingeführt. Die Metrische Dimension findet Anwendung in zahlreichen
Gebieten, beispielsweise dem Routen in Sensornetzwerken [43, 20, 61] sowie geographischen
Routing-Protokollen [92], der Netzwerkerkennung und -verifikation [13], der kombinatori-
schen Optimierung [113], der Roboternavigation [75] und der Chemie [22, 57].

Der Bereich der Sensornetzwerke sei an dieser Stelle hervorgehoben, da dieser auch
Ursprung der Bezeichnung

”
Ankerknoten“ ist. Da in einem Sensornetzwerk normalerweise

nicht alle Sensoren direkt miteinander kommunizieren können, müssen Nachrichten über
andere Sensoren weitergeleitet werden. An jedem Sensor muss somit entschieden werden,
wohin die Nachricht weitergegeben wird, wobei garantiert werden muss, dass die Nach-
richt am Ziel ankommt. Eine Möglichkeit hierfür ist die eindeutige Adressierung durch die
Abstände zu einer Menge von ausgezeichneten Sensoren, den sogenannten Ankerknoten.
Sowohl die Sensoren, deren Adressen sich unterscheiden müssen, als auch die verwendete
Distanzfunktion können angepasst werden, wodurch sich verschiedene Varianten der Me-
trischen Dimension ergeben. Die Starke Metrische Dimension, eine der hier vorgestellten
Varianten, ermöglicht sogar optimales Routen.

Da die Metrische Dimension und ihre Varianten für allgemeine Graphen NP-vollständig
sind, sind Graphklassen für die diese Probleme effizient gelöst werden können von In-
teresse. In der vorliegenden Arbeit geht es darum festzustellen, für welche Graphen die
verschiedenen Varianten NP-vollständig oder effizient lösbar sind und wenn möglich Poly-
nomialzeit Algorithmen anzugeben. Sie ist wie folgt aufgebaut: Zuerst werden in Kapitel 2
einige grundlegende Begriffe der Graphentheorie definiert, die in dieser Arbeit Verwen-
dung finden. Anschließend werden in Kapitel 3 einige Varianten der Metrischen Dimension
vorgestellt. Im Zuge dessen wird auch diskutiert, wie die Metrische Dimension und ihre
Varianten auf gerichtete Graphen übertragen werden können. Für die jeweiligen Varianten
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wird die Problemstellung definiert sowie ein Überblick über einige dazugehörige Ergeb-
nisse gegeben. In Kapitel 4 wird zu einer der Varianten, der k-Metrischen Dimension, ein
NP-Vollständigkeitsbeweis erbracht. Dieser erweitert den bisherigen Forschungsstand, da
die NP-Vollständigkeit lediglich für ungerade Werte von k gezeigt wurde. Anschließend
wird in Kapitel 5 die gerichtete Variante der Metrischen Dimension betrachtet. Zuerst
wird ein NP-Vollständigkeitsbeweis für diese Variante für DAGs erbracht, danach werden
ungerichtete und gerichtete Co-Graphen definiert. Für letztere wird ein Algorithmus vorge-
stellt, der die gerichtete Metrische Dimension in linearer Zeit berechnet. In Kapitel 6 folgen
Ergebnisse zur Starken Metrischen Dimension. Zu Beginn des Kapitels wird ein Linearzeit-
algorithmus für ungerichtete Co-Graphen gezeigt. Danach werden Graphen definiert, die
durch die Verknüpfung mehrerer ungerichteter Graphen entstehen. Für diese Graphen wird
der strong resolving Graph betrachtet, auf dessen Grundlage die Starke Metrische Dimen-
sion berechnet werden kann. Ein entsprechender Algorithmus, der die Starke Metrische
Dimension eines Graphen berechnet indem er den Graphen in seine zweifachen Zusam-
menhangskomponenten zerlegt, wird am Beispiel von Gittern, Kreisen und Co-Graphen
erläutert. Abschließend wird in Kapitel 7 die gerichtete Starke Metrische Dimension be-
trachtet. Auch für diese Variante wird ein Linearzeitalgorithmus für gerichtete Co-Graphen
vorgestellt, welcher auf den Ergebnissen des vorherigen Kapitels aufbaut und eines der ers-
ten Ergebnisse zu dieser Variante darstellt. Am Ende der Arbeit finden sich ein Ausblick
sowie die Veröffentlichungen und die Manuskripte, auf denen diese Arbeit basiert.

2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Begriffe und Konzepte der Graphentheorie
definiert. Alle in dieser Arbeit betrachteten Graphen sind endlich und einfach.

Definition 1 (ungerichteter Graph). Ein ungerichteter Graph besteht aus einer endlichen
Menge von Knoten V (G) und einer Menge von Kanten E(G) ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V (G), u ̸=
v}. Die beiden Knoten u, v sind die Endknoten der Kante {u, v}. Die beiden Endknoten
einer Kante sind adjazent zueinander und inzident zu der Kante.

Definition 2 (gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph besteht aus einer endlichen Men-
ge von Knoten V (G) und einer Menge von Kanten E(G) ⊆ {(u, v) | u, v ∈ V (G), u ̸= v}.
Der Knoten u ist der Startknoten und der Knoten v der Endknoten der Kante (u, v).

Definition 3 ((induzierter) Teilgraph). Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph von
G ist ein Graph G′ mit Knotenmenge V (G′) ⊆ V (G) und Kantenmenge E(G′) ⊆ {{u, v} ∈
E(G) | u, v ∈ V (G′)}.
G′ ist ein induzierter Teilgraph, wenn für die Kantenmenge E(G′) = {{u, v} ∈ E(G) |
u, v ∈ V (G′)} gilt. Der Graph G′ wird durch die Knotenmenge V (G′) induziert.

Definition 4 (Nachbarschaft). Sei G ein ungerichteter Graph und sei u ∈ V (G). Die
offene Nachbarschaft von u ist N(u) = {v ∈ V (G) | {u, v} ∈ E(G)}. Die geschlossene
Nachbarschaft von u ist N [u] = {v ∈ V (G) | {u, v} ∈ E(G)} ∪ {u}.
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Sei G ein gerichteter Graph und sei u ∈ V (G). Die in-Nachbarn von u sind N−(u) =
{v ∈ V (G) | (v, u) ∈ E(G)}. Die out-Nachbarn von u sind N+(u) = {v ∈ V (G) | (u, v) ∈
E(G)}.

Definition 5 (Twins). Sei G ein ungerichteter Graph und seien u, v ∈ V (G). Die beiden
Knoten u, v heißen false twins, wenn N(u) = N(v). Die beiden Knoten heißen true twins,
wenn N [u] = N [v].

Definition 6 ((kürzester) Weg). Sei G ein ungerichteter Graph. Eine Folge {v1, . . . , vk}
ist ein Weg der Länge k von v1 nach vk, wenn {vi, vi+1} ∈ E(G) für 1 ≤ i ≤ k − 1.
Sei G ein gerichteter Graph. Eine Folge {v1, . . . , vk} ist ein Weg der Länge k von v1 nach
vk, wenn (vi, vi+1) ∈ E(G) für 1 ≤ i ≤ k − 1.
Ein Weg der Länge k ist ein kürzester Weg von u nach v, wenn es keinen Weg der Länge
k′ mit k′ < k von u nach v in G gibt.

Definition 7 (Distanz und Durchmesser). Sei G ein ungerichteter Graph. Die Distanz
zwischen zwei Knoten u, v ∈ V (G) ist die Länge eines kürzesten Weges von u nach v in
G.
Sei G ein gerichteter Graph. Die Distanz von einem Knoten u ∈ V (G) zu einem Knoten
v ∈ V (G) ist die Länge eines kürzesten Weges von u nach v in G.
Der Durchmesser eines Graphen entspricht der maximalen Distanz zwischen zwei Knoten,
beziehungsweise von einem Knoten zu einem anderen Knoten.

Definition 8 ((k-facher) Zusammenhang). Ein ungerichteter Graph G ist zusammen-
hängend, wenn zwischen jedem Knotenpaar u, v ∈ V (G) ein Weg in G existiert.
G ist k-fach zusammenhängend, wenn es zwischen jedem Knotenpaar k knotendisjunkte
Wege gibt.

Definition 9 ((k-fache) Zusammenhangskomponente). Sei G ein ungerichteter Graph.
Eine Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler zusammenhängender Teilgraph
von G.
Eine k-fache Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler k-fach zusammen-
hängender Teilgraph von G.

Definition 10 (Separationsknoten). Ein Knoten u ∈ V (G) ist ein Separationsknoten,
wenn der durch V (G)\{u} induzierte Teilgraph mehr Zusammenhangskomponenten besitzt
als G.

Definition 11 (starker Zusammenhang). Ein gerichteter Graph G ist stark zusammen-
hängend, wenn von jedem Knoten u ∈ V (G) zu jedem Knoten v ∈ V (G) ein gerichteter
Weg in G existiert.

Definition 12 (bipartiter Graph). Ein ungerichteter Graph G ist bipartit, wenn sich die
Knoten in zwei disjunkte Teilmengen V1, V2 ⊆ V (G) aufteilen lassen, sodass V1∪V2 = V (G)
und die Endknoten jeder Kante aus G in unterschiedlichen Teilmengen liegen.
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Definition 13 (Baum, Pn, Cn, Kn, Kn,n).
Ein Baum ist ein ungerichteter, zusammenhängender und kreisfreier Graph.
Der Weg Pn ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {v1, . . . , vn} und Kantenmenge
{{vi, vi+1} | 1 ≤ i ≤ n− 1}.
Der Kreis Cn ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {v1, . . . , vn} und Kantenmenge
{{vi, vi+1} | 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {vn, v1}. Ein Graph heißt kreisfrei, wenn er keinen Kreis als
Teilgraphen enthält.
Der vollständige Graph Kn ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {v1, . . . , vn} und
Kantenmenge {{u, v} | u, v ∈ V (Kn), u ̸= v}.
Der vollständig bipartite Graph Kn,m ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge
{u1, . . . , un, v1, . . . , vm} und Kantenmenge {{ui, vj} | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}.
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3 Varianten der Metrischen Dimension

3.1 Metrische Dimension

Die Metrische Dimension wurde unabhängig voneinander 1975 von Slater [118] und 1976
von Harary und Melter [54] für ungerichtete Graphen definiert. In einem ungerichteten
Graphen G werden zwei Knoten u, v ∈ V (G) von einem Knoten w ∈ V (G) getrennt, wenn
die Distanz zwischen u und w und die Distanz zwischen v und w unterschiedlich sind. Eine
Teilmenge der Knoten U ⊆ V (G) ist eine trennende Menge für G, wenn jedes Knotenpaar
in V (G) durch mindestens einen Knoten aus U getrennt wird. Formal muss für U gelten

∀u, v ∈ V (G), u ̸= v : ∃w ∈ U : dG(u,w) ̸= dG(v, w).

Eine kleinste trennende Menge für G wird auch metrische Basis für G genannt und die
Knoten einer trennenden Menge werden als Ankerknoten bezeichnet. Die Metrische Di-
mension von G ist die Größe einer metrischen Basis für G und wird mit md(G) bezeichnet.
Das Entscheidungsproblem Metrische Dimension ist wie folgt definiert.

Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist md(G) ≤ k?

Bereits 1979 erwähnten Gary und Johnson [46], dass dieses Problem NP-vollständig sei,
ein Beweis dafür folgte jedoch erst 1996 von Khuller et al. [75].

Weitere NP-Vollständigkeitsbeweise existieren beispielsweise für planare Graphen [30],
Intervallgraphen, Permutationsgraphen [44], Splitgraphen, co-bipartite Graphen, Line-
Graphen von bipartiten Graphen [32] und Gabriel-Unit-Disc Graphen [61].

Zudem ist die Metrische Dimension parametrisiert nach dem Standardparameter W[2]-
schwer[55] und parametrisiert nach der Baumweite W[1]-schwer [17]. Das letzte Ergebnis
wurde außerdem um einen NP-Vollständigkeitsbeweis der Metrischen Dimension für Gra-
phen mit Baumweite 24 erweitert [91].

Die Metrische Dimension eines Graphen lässt sich nicht mit einem Faktor von (1− ϵ) ·
log(|V (G)|) für ein ϵ > 0 approximieren [56], jedoch existieren FPT-Lösungen für spezi-
elle Graphklassen, wie zum Beispiel Intervallgraphen [44] oder Graphen mit beschränkter
Baumlänge [14].

Des Weiteren existieren Polynomialzeit-Lösungen für beispielsweise außenplanare Gra-
phen [30], (gewichtete) Co-Graphen, Bäume mit k zusätzlichen Kanten, Wheels, Kreise,
Wege und vollständige Graphen [32], Kaktus-Blockgraphen [60] und Bäume [75, 32]. Ferner
existieren Charakterisierungen für Graphen mit Metrischer Dimension 1, |V (G)| − 1 und
|V (G)| − 2 [22].

Darüber hinaus wurde die Metrische Dimension für Graphen untersucht, die feste Struk-
turen aufweisen, wie zum Beispiel das Coronaprodukt [131], das lexikographische [109, 66]
und das kartesische Produkt von Graphen [19, 67], verknüpfte Graphen [85, 117] und ver-
knüpfte Kreise [64] und auch für die Zerlegung von Graphen in EBCs [125].
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md(G) ≤ 3 md(G) = 2

Abbildung 1: Ein ungerichteter Graph G mit einer in blau gefärbten, nicht verkleinerbaren tren-
nenden Menge der Größe 3 (links) und einer metrischen Basis der Größe 2 (rechts). An den
Knoten stehen die Distanzen zu den Ankerknoten. Die Distanzvektoren unterscheiden sich paar-
weise in mindestens einer Position. Da offensichtlich keine trennende Menge der Größe 1 existiert,
ist md(G) = 2.

3.2 Lokale Metrische Dimension

Eine mögliche Variante der Metrischen Dimension ist die lokale Metrische Dimension, bei
der nur benachbarte Knoten voneinander getrennt werden müssen. Somit ist U ⊆ V (G)
eine lokal trennende Menge für G, wenn gilt

∀u, v ∈ V (G), {u, v} ∈ E(G), u ̸= v : ∃w ∈ U : dG(u,w) ̸= dG(v, w).

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine lokale metrische Basis und die lokale
Metrische Dimension, die mit lmd(G) bezeichnet wird, definieren. Da jede trennende Menge
auch eine lokal trennende Menge ist, gilt md(G) ≥ lmd(G). Das Entscheidungsproblem
lokale Metrische Dimension ist wie folgt definiert.

lokale Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist lmd(G) ≤ k?

Die lokale Metrische Dimension wurde von Okamoto et al. eingeführt [100] und ist NP-
vollständig für allgemeine [42] und auch planare Graphen [124]. Sie wurde zum Beispiel
für das Coronaprodukt [9], das starke Produkt [10] und das hierarchische Produkt von
Graphen [77] untersucht.

Ebenfalls existieren Charakterisierungen für Graphen mit lokaler Metrischer Dimension
1 und |V (G)| − 1 [100].

Viele Ergebnisse der Metrischen Dimension lassen sich direkt oder nach geringfügiger
Anpassung für die lokale Metrische Dimension übernehmen. Beispielsweise kann auch der
NP-Vollständigkeitsbeweis von Khuller et al. [75] für die lokale Metrische Dimension erwei-
tert werden. Ein wesentlicher Unterschied ist, dass bei der lokalen Metrischen Dimension
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keine false twins getrennt werden müssen, welche auch in späteren Teilen dieser Arbeit für
die Ergebnisse zu weiteren Varianten der Metrischen Dimension von Bedeutung sind.

lmd(G) = 1 md(G) = 2

Abbildung 2: Ein Kreis mit 6 Knoten, mit einer lokal trennenden Menge (links) und einer tren-
nenden Menge (rechts). Für die (reguläre) Trennung werden mindestens zwei Knoten benötigt,
da ein Knoten seine beiden Nachbarn nicht voneinander trennt. In der lokalen Variante ist dies
nicht nötig, sodass gerade Kreise die lokale Metrische Dimension 1 und Metrische Dimension 2
haben.

3.3 Adjazenzdimension

Nicht nur die zu trennenden Knotenpaare können eingeschränkt werden, sondern auch
die verwendete Distanzfunktion, was bei der Adjazenzdimension der Fall ist. Eine Menge
U ⊆ V (G) ist eine adjazent trennende Menge für G, wenn gilt

∀u, v ∈ V (G), u ̸= v : ∃w ∈ U : dadj(u,w) ̸= dadj(v, w),

wobei dadj(u, v) = min{dG(u, v), 2}. Analog zur Metrischen Dimension lassen sich ei-
ne adjazente metrische Basis und die Adjazenzdimension, die mit amd(G) bezeichnet
wird, definieren. Da jede adjazent trennende Menge auch eine trennende Menge ist, gilt
amd(G) ≥ md(G). Das EntscheidungsproblemAdjazenzdimension ist wie folgt definiert.

Adjazenzdimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist amd(G) ≤ k?

Die Adjazenzdimension wurde von Jannesari und Omoomi eingeführt [66] und ist NP-
vollständig für allgemeine Graphen, jedoch parametrisiert nach dem Standardparameter
FPT [42].

Auch dieses Problem wurde für das lexikographische Produkt von Graphen untersucht
[37] und auch für diese Variante existieren Charakterisierungen für Graphen mit Adjazenz-
dimension 1 und |V (G)| − 1 [66].

Die Adjazenzdimension kann außerdem verallgemeinert werden, sodass die Distanz-
funktion d′(u, v) = min{dG(u, v), t} betrachtet wird, wie zum Beispiel in [35, 49, 11, 45]
geschehen. Diese Variante wird auch als

”
truncated metric dimension“ bezeichnet.
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amd(G) ≤ 3 amd(G) ≥ 2

Abbildung 3: Der Graph aus Abbildung 1, mit einer adjazent trennenden Menge der Größe
3 (links). Die trennende Basis aus Abbildung 1 ist keine adjazent trennende Menge für diesen
Graphen, da die Knoten a und c nicht getrennt werden. Die durch die veränderte Distanzfunktion
angepasste Distanz zwischen a und g ist rot markiert (rechts). Für diesen Graphen gilt amd(G) =
3.

3.4 k-Metrische Dimension

Bei der k-Metrischen Dimension wird die herkömmliche Trennung betrachtet, jedoch wird
gefordert, dass jedes Knotenpaar durch k Ankerknoten getrennt wird. Folglich ist U ⊆
V (G) eine k-fach trennende Menge für G, wenn gilt

∀u, v ∈ V (G), u ̸= v : ∃w1, . . . , wk ∈ U : dG(u,wi) ̸= dG(v, wi), 1 ≤ i ≤ k.

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine k-metrische Basis und die k-Metrische
Dimension, die mit kmd(G) bezeichnet wird, definieren. Da jede k-fach trennende Men-
ge auch eine trennende Menge ist, gilt kmd(G) ≥ md(G). Außerdem gilt offensichtlich
(k + 1)md(G) ≥ kmd(G) Das Entscheidungsproblem k-Metrische Dimension ist wie
folgt definiert.

k-Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl r.
Frage: Ist kmd(G) ≤ r?

Die k-Metrische Dimension wurde von Estrada-Moreno et al. eingeführt [34]. Die NP-
Vollständigkeit wurde für ungerade Werte von k in [35] gezeigt und für beliebige Werte in
[110]. Der Beweis für beliebige Werte wird auch in Kapitel 4 aufgegriffen.

Das Problem wurde für Bäume [130] und (gewichtete) vollständige Graphen, vollständig
bipartite Graphen und Wheels untersucht [3]. Darüber hinaus wurden das lexikographische
Produkt [36] und das hierarchische Produkt von Graphen sowie die Verbindung und die
Verknüpfung von Graphen[76] bezüglich der k-Metrischen Dimension betrachtet.

Für k = 1 entspricht die k-Metrische Dimension der klassischen Variante der Metrischen
Dimension. Der Fall k = 2 ist auch als fehlertolerante Metrische Dimension bekannt und
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wurde von Hernando et al. eingeführt [59]. Entsprechend der vorherigen Definition ist
U ⊆ V (G) eine fehlertolerante trennende Menge für G, wenn gilt

∀u, v ∈ V (G), u ̸= v : ∃w1, w2 ∈ U : dG(u,w1) ̸= dG(v, w1) ∧ dG(u,w2) ̸= dG(v, w2).

Namensgebend ist die äquivalente Definition, dass U ⊆ V (G) eine fehlertolerante trennende
Menge für G ist, wenn gilt

∀w ∈ U : U \ {w} ist eine trennende Menge für G.

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine fehlertolerante metrische Basis und die
fehlertolerante Metrische Dimension, die mit fmd(G) bezeichnet wird, definieren. Da jede
fehlertolerante trennende Menge auch eine trennende Menge ist, gilt fmd(G) ≥ md(G). Das
Entscheidungsproblem fehlertolerante Metrische Dimension ist wie folgt definiert.

fehlertolerante Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl r.
Frage: Ist fmd(G) ≤ r?

Im Gegensatz zu dem Fall k ≥ 3 ist die fehlertolerante Metrische Dimension jedes
Graphen definiert. Insbesondere Graphen mit twins besitzen keine k-trennende Mengen
für k ≥ 3, weswegen die fehlertolerante Metrische Dimension häufig separat betrachtet
wird. Beispielsweise wurde die fehlertolerante Metrische Dimension von Bäumen [130],
Cographen [126] und Sonnengraphen [124] untersucht. Außerdem wurden die Graphen
charakterisiert, deren fehlertolerante Metrische Dimension um genau eins größer ist als
ihre Metrische Dimension [108].
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2-md(G) ≤ 4 3-md(G) ≤ 5

Abbildung 4: Der Graph aus Abbildung 1 mit einer fehlertoleranten trennenden Menge (links)
und einer 3-fach trennenden Menge (rechts). Die gesamte Knotenmenge ist eine 4-fach trennende
Menge. Für diesen Graphen existiert keine 5-fach trennende Menge, da die Knoten b und d nur
durch sich selbst und durch a und c getrennt werden. Analog werden d und e nur durch d, e, f
und g getrennt.
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3.5 Edge Metric Dimension und Mixed Metric Dimension

Eine Variante der Metrischen Dimension, die erst seit kurzem untersucht wird, ist die
Kanten Metrische Dimension (eng.: Edge Metric Dimension), bei der nicht die Knoten,
sondern die Kanten eines Graphen getrennt werden müssen. Somit ist U ⊆ V (G) eine
Kanten trennende Menge für G, wenn gilt

∀e1, e2 ∈ E(G), e1 ̸= e2 : ∃w ∈ U : dG(e1, w) ̸= dG(e2, w).

Hierbei ist für eine Kante {u, v} ∈ E(G) die Distanz zu einem Knoten w definiert als
dG(e, w) = min{dG(u,w), dG(v, w)}. Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine
Kanten metrische Basis und die Kanten Metrische Dimension, die mit emd(G) bezeichnet
wird, definieren. Das Entscheidungsproblem Kanten Metrische Dimension ist wie
folgt definiert.

Kanten Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist emd(G) ≤ k?

Die Kanten Metrische Dimension wurde von Kelenc et al. [73] eingeführt, die ebenfalls
zeigten, dass sie NP-vollständig für allgemeine Graphen ist. Die Metrische Dimension und
die Kanten Metrische Dimension sind nicht durch die jeweils andere beschränkt [79], es
wurden jedoch Graphen untersucht, für die die Kanten Metrische Dimension durch die
Metrische Dimension beschränkt werden kann [79, 80, 48]. Außerdem wurden beispielsweise
einige planare Graphen [128],Gitter [48, 47], Kaktusgraphen [115] und unicyclic Graphen
[116] betrachtet.

Des Weiteren wurde diese Variante für verschiedene Produkte von Graphen untersucht,
zum Beispiel das kartesische Produkt [73, 135], das hierarchische Produkt [78] sowie das
lexikographische Produkt, das Coronaprodukt und Joingraphen [101].

Es existieren Charakterisierungen für Graphen mit Kanten Metrischer Dimension
|V (G)| − 1 und |V (G)− 2| [135, 134, 47], die Auswirkung des Entfernens von Knoten und
Kanten wurde in [129] betrachtet und die Approximierbarkeit wurde in [63] untersucht.

Neben der Kanten Metrischen Dimension wurde die Gemischte Metrische Dimension
(eng.: Mixed Metric Dimension) definiert, bei der nicht nur die Kanten, sondern Knoten
und Kanten getrennt werden müssen. Somit ist U ⊆ V (G) eine gemischt trennende Menge
für G, wenn gilt

∀u, v ∈ V (G) ∪ E(G), u ̸= v : ∃w ∈ U : dG(u,w) ̸= dG(v, w).

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine gemischte metrische Basis und die Ge-
mischte Metrische Dimension, die mit mmd(G) bezeichnet wird, definieren. Das Entschei-
dungsproblem Gemischte Metrische Dimension ist wie folgt definiert.
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Gemischte Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist mmd(G) ≤ k?

Die Gemischte Metrische Dimension wurde von Kelenc et al. [72] eingeführt und ist
ebenfalls NP-vollständig für allgemeine Graphen.

Diese Variante wurde beispielsweise für Bäume, vollständig bipartite Graphen [72],
unicycliv Graphen [114], einige planare Graphen [102, 70] und das kartesische Produkt [97]
betrachtet.

Außerdem wurden die Abhängigkeiten zwischen der Kanten Metrischen Dimension, der
Gemischten Metrischen Dimension und der Starken Metrischen Dimension untersucht [28].
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emd(G) ≤ 3 mmd(G) ≤ 4

Abbildung 5: Der Graph aus Abbildung 1 mit einer Kanten trennenden Menge (links) und einer
gemischt trennenden Menge (rechts). Im linken Bild stehen an den Kanten die Distanzen zu den
Ankerknoten. Für eine gemischt trennende Menge muss der Knoten a gewählt werden, um den
Knoten b von der Kante {a, b} zu trennen. Analog muss der Knoten g ein Ankerknoten sein. Der
Knoten b und die Kante {b, d} werden nur durch den Knoten d getrennt (analog e und {d, e}).
Anschließend müssen noch der Knoten b und die Kante {b, c} getrennt werden. Hierfür kann der
Knoten c oder f verwendet werden (genauso wie zur Trennung von e und {e, f}).

3.6 Gerichtete Metrische Dimension

3.6.1 Übertragbarkeit der Metrischen Dimension auf gerichtete Graphen

Das Problem Metrische Dimension sowie die vorgestellten Varianten können auch auf
gerichteten Graphen betrachtet werden. Viele Aspekte lassen sich analog definieren, aller-
dings müssen einige zusätzliche Überlegungen angestellt werden. Denn in einem gerichteten
Graphen G können sich, anders als in einem ungerichteten Graphen, die Distanzen dG(u, v)
und dG(v, u) unterscheiden. Demnach muss als erstes unterschieden werden, ob die Distan-
zen von oder zu den Ankerknoten betrachtet werden. Jedoch entspricht die eine Distanz
der jeweils anderen, wenn alle Kanten in G umgedreht werden, siehe Abbildung 6.
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Abbildung 6: Ein Graph G (links) und sein reverser Graph GR (rechts). Für jede Kante (u, v) ∈
E(G) wird eine Kante (v, u) ∈ E(GR) erzeugt. Da die Distanz dG(u1, u3) = 2 ist, ist ebenfalls
dGR(u3, u1) = 2. Zwischen den Knoten u2 und u4 existieren in G die Kanten in beide Richtungen
und folglich sind auch beide Kanten in GR. Von u5 gibt es in G keinen Weg zu u2, sodass es in
GR auch keinen Weg von u2 nach u5 gibt.

Der Graph, der entsteht wenn jede Kante (u, v) in G durch eine Kante (v, u) ersetzt
wird, ist auch als reverser Graph von G bekannt und wird mit GR bezeichnet. Es gilt
also dG(u, v) = dGR(v, u), wodurch die betrachtete Richtung für die Metrische Dimension
in vielen Fällen lediglich eine Frage der Notation ist. Für denselben Graphen kann es je-
doch einen Unterschied machen, welche Richtung betrachtet wird, siehe dazu Abbildung 7.
Insbesondere werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit gerichtete Co-Graphen betrachtet,
welche unter Kanteninvertierung abgeschlossen sind. In dieser Arbeit werden für gerichtete
Graphen nur die Distanzen von den Ankerknoten zu den anderen Knoten betrachtet.

u1
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v1

v2

v3

v4

u1

u2

v1

v2

v3

v4

Abbildung 7: Der dargestellte Graph ist stark zusammenhängend und hat eine unterschiedliche
Metrische Dimension, je nachdem, ob die Distanzen von (links) oder zu (rechts) den Ankerknoten
betrachtet werden. Im ersten Fall reichen die beiden Knoten u1, u2 aus um alle Knotenpaare
zu trennen. Da der Graph stark zusammenhängend ist, sind die Ankerknoten von allen anderen
Knoten getrennt und die Knoten v1 bis v4 haben die Distanzvektoren (2, 2), (1, 2), (2, 1) und (1, 1).
Werden die Distanzen zu den Ankerknoten betrachtet, müssen mindestens drei der vier Knoten
v1, v2, v3, v4 gewählt werden, da jeder dieser Knoten Distanz 1 zu allen anderen Knoten hat.

Des Weiteren gilt es zu beachten, dass in schwach zusammenhängenden Graphen ein
Knoten nicht immer von allen anderen Knoten aus erreichbar ist. Somit kann es vor-
kommen, dass es in einem gerichteten Graphen G keinen Knoten w in G gibt, sodass
dG(w, u) ̸= dG(w, v) für ein Knotenpaar u, v aus G gilt oder dass es sogar nicht einmal einen
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Knoten w gibt, von dem aus Wege nach u und v existieren. Dieser Fall kann entweder se-
parat betrachtet, durch die Eigenschaften der Graphen beziehungsweise der Graphklassen
ausgeschlossen, oder durch eine dafür eingeführte Distanz behoben werden. Für die letzte
Möglichkeit ist das Symbol∞ geläufig, sodass dG(w, u) =∞ definiert wird, wenn es keinen
Weg von w nach u in G gibt. Diese Distanz wird häufig als unterschiedlich zu den anderen
Distanzen definiert, sodass dG(w, u) ̸= dG(w, v), wenn dG(w, u) = ∞ und dG(w, v) ̸= ∞.
Folglich würde der Knoten w die beiden Knoten u und v trennen. Diese Möglichkeit kann
zusammengefasst dadurch realisiert werden, dass die Distanzfunktion für einen gerichteten
Graphen G als dG : V (G)× V (G)→ N ∪ {∞} definiert wird.

Der vorangegangene Ansatz behebt zudem ein weiteres Problem, das bei schwach zu-
sammenhängenden Graphen berücksichtigt werden muss. In einem zusammenhängenden
ungerichteten Graphen hat ein Ankerknoten zu sich selbst die Distanz 0 und zu allen
anderen Knoten eine größere Distanz, sodass diese unterschiedlich sind und der Anker-
knoten sich selbst von jedem anderen Knoten trennt. Wie oben angesprochen müssen in
einem schwach zusammenhängenden Graphen jedoch nicht zwischen allen Knotenpaaren
Wege existieren, was auch für Paare gilt, die Ankerknoten enthalten. Demnach wird ein
Ankerknoten w eines Graphen G nicht zwangsweise von einem Knoten u in G getrennt,
wenn kein Weg von w nach u in G existiert. Diese Eigenschaft gilt sogar für Knoten-
paare, die aus zwei Ankerknoten bestehen. Somit gibt es je nach Definition gerichtete
Graphen, für die keine trennende Menge existiert und deren gerichtete Metrische Dimen-
sion nicht definiert ist. Dieses Problem kann gelöst werden, indem die Distanzfunktion
wie oben beschrieben durch ∞ erweitert wird, oder indem die Metrische Dimension so
definiert wird, dass nur Knotenpaare getrennt werden müssen, die keine Ankerknoten ent-
halten. Diese beiden Möglichkeiten sind nicht äquivalent. Die angesprochenen Probleme
und Lösungsmöglichkeiten sind in Abbildung 8 zusammengefasst.

u1

u2 u3 u4

Abbildung 8: Ein Graph mit vier Knoten u1, u2, u3, u4. Wird die Distanzfunktion mit∞ erweitert,
so reicht der Knoten u1 aus um alle Knotenpaare zu trennen, da d(u1, u2) = ∞, d(u1, u1) = 0,
d(u1, u3) = 1 und d(u1, u4) = 2. Wenn ∞ nicht verwendet wird und alle Knoten außer den
Ankerknoten getrennt werden müssen, so muss zusätzlich zu u1 auch u2 als Ankerknoten gewählt
werden, um u2 von u3 und u4 zu trennen, da ∞ und 1 bzw. ∞ und 2 nicht vergleichbar sind.
Wenn alle Knotenpaare getrennt werden müssen, existiert für den abgebildeten Graphen keine
trennende Menge, da u1 und u2 nicht getrennt werden können. In diesem Fall ist die Metrische
Dimension des Graphen nicht definiert.
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3.6.2 Definition der Gerichteten Metrischen Dimension

Für diese Arbeit ist U ⊆ V (G) eine trennende Menge für einen gerichteten Graphen G,
wenn gilt

∀u, v ∈ V (G), u ̸= v : ∃w ∈ U : dG(w, u) ̸= dG(w, v).

Analog zur Metrischen Dimension im ungerichteten Fall lassen sich eine metrische Basis
und die gerichtete Metrische Dimension, die mit gmd(G) bezeichnet wird, definieren. Das
Entscheidungsproblem gerichtete Metrische Dimension ist wie folgt definiert.

gerichtete Metrische Dimension
Gegeben: Ein gerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist gmd(G) ≤ k?

Da sich alle Ergebnisse zur ungerichteten Metrischen Dimension auch auf den gerich-
teten Fall übertragen lassen, wenn in den Graphen jede ungerichtete Kante durch zwei
entgegengesetzte gerichtete ersetzt wird, folgt bereits die NP-Vollständigkeit der gerichte-
ten Metrischen Dimension. Sie wurde zuerst in [23] betrachtet und die NP-Vollständigkeit
der gerichteten Metrischen Dimension von orientierten Graphen wurde zuerst in [103] ge-
zeigt. Das Problem ist sogar auf DAGs (gerichtete, kreisfreie Graphen) NP-vollständig, was
für die Distanzfunktion mit ∞ in [27] gezeigt wurde. Der Fall, dass nicht die Distanz ∞
verwendet wird, aber die Ankerknoten nicht getrennt werden müssen, wird in Kapitel 5.1
betrachtet. Die gerichtete Metrische Dimension ist zudem FPT, wenn nach gerichteter
modularer Weite parametrisiert wird [27].

Diese Variante wurde für eine Vielzahl von orientierten Graphen [4, 16, 23] betrachtet,
insbesondere von orientierten Bäumen. Des Weiteren wurde die gerichtete Metrische Di-
mension von Linegraphen [41], von gerichteten unicyclic Graphen [27] und von gerichteten
Cayley-Graphen [38, 98, 1] untersucht. Die zwei-Wege Distanz wurde in [40] betrachtete.
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Abbildung 9: Ein gerichteter Graph G mit einer nicht verkleinerbaren trennenden Menge der
Größe 3 (links) und einer metrischen Basis der Größe 2 (rechts).
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3.7 Starke Metrische Dimension

Eine weitere bekannte Variante der Metrischen Dimension auf ungerichteten Graphen ist
die Starke Metrische Dimension. Diese wird häufig getrennt von den anderen Varianten
betrachtet, da sich die Art der Trennung der Knotenpaare stark unterscheidet.

Definition 14. [99] Sei G ein ungerichteter Graph.

� Zwei Knoten u, v ∈ V (G) werden von w ∈ V (G) stark getrennt, wenn es einen
kürzesten Weg zwischen u und w gibt, der v enthält, oder wenn es einen kürzesten
Weg zwischen v und w gibt, der u enthält.

� Eine Knotenmenge U ⊆ V (G) heißt stark trennende Menge, wenn jedes Knotenpaar
u, v ∈ V (G) durch mindestens einen Knoten w ∈ U stark getrennt wird. Eine kleinste
stark trennende Menge wird auch starke metrische Basis genannt.

� Die Starke Metrische Dimension von G entspricht der Größe einer starken metrischen
Basis für G und wird mit smd(G) bezeichnet.

Da ein Knoten w zwei Knoten u, v auch (regulär) trennt, wenn er sie stark trennt, jedoch
nicht umgekehrt, gilt smd(G) ≥ md(G). Ein Vorteil von stark trennenden Mengen liegt
darin, dass mit ihrer Hilfe der Abstand zweier Knoten in einem Graphen genau bestimmt
werden kann. Für eine gegebene trennende Menge U = {w1, . . . wk} für einen Graphen G
entspricht der Abstand zwischen zwei Knoten u, v ∈ V (G) der maximalen Differenz ihrer
Distanzen zu einem Ankerknoten, also

dG(u, v) =
k

max
i=1
|dG(u,wi)− dG(v, wi)|.

Somit definieren die Distanzvektoren der Knoten zu den Knoten einer stark trennenden
Menge die Kantenmenge des Graphen eindeutig, was optimales routen ermöglicht [113].

Das Entscheidungsproblem Starke Metrische Dimension ist wie folgt definiert.

Starke Metrische Dimension
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist smd(G) ≤ k?

Die Starke Metrische Dimension wurde von Sebö und Tannier [113] eingeführt und ist
für allgemeine Graphen NP-vollständig [99]. Das dazugehörige Optimierungsproblem kann
aufgrund der Äquivalenz zu Vertex Cover (die in Kapitel 6 aufgegriffen wird) allerdings
mit Faktor 2 approximiert werden, was auch in [29] gezeigt wurde. Die Starke Metrische
Dimension lässt sich jedoch nicht bezüglich der Metrischen Dimension abschätzen [96].

Auch die Starke Metrische Dimension lässt sich auf einigen Graphklassen effizient lösen,
beispielsweise auf Bäumen [113], Splitgraphen [96] und distanzerhaltenden Graphen [93].
Hauptsächlich wurde diese Variante jedoch für verschiedene Produkte von Graphen unter-
sucht, beispielsweise das starke Produkt [83], das direkte Produkt, das kartesische Produkt
[106], die kartesische Summe [87], das lexikographische Produkt [84] und das Coronapro-
dukt von Graphen, Joingraphen [89] und gewurzelte Produktgraphen [88].
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d

e

f

g

smd(G) ≤ 4

Abbildung 10: Der Graph aus Abbildung 1, mit einer stark trennenden Menge. Aus jedem der
drei Knotenpaare {a, d}, {d, g} und {a, g} muss mindestens ein Knoten als Ankerknoten gewählt
werden, da sich die kürzesten Wege zwischen diesen Knotenpaaren nicht erweitern lassen. Somit
kann es keinen anderen Knoten geben, der diese Paare stark trennt. Auch alle drei Knoten a, d, g
zusammen bilden keine stark trennende Menge für G, da zum Beispiel b und f nicht stark getrennt
werden würden. Für diesen Graph gilt smd(G) = 4.

3.8 Gerichtete Starke Metrische Dimension

Auch die Starke Metrische Dimension kann auf gerichtete Graphen übertragen werden,
allerdings müssen hierbei beide Wege zwischen zwei Knoten berücksichtigt werden.

Definition 15. Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Graph.

� Zwei Knoten u, v ∈ V (G) werden durch w ∈ V (G) stark von u nach v getrennt, wenn
es einen kürzesten Weg von w nach v gibt, der u enthält (w�u�v), oder wenn es
einen kürzesten Weg von u nach w gibt, der v enthält (u�v�w).

� Zwei Knoten u, v ∈ V (G) werden stark getrennt, wenn sie stark von u nach v und
stark von v nach u getrennt werden.

� Eine Knotenmenge U ⊆ V (G) heißt stark trennende Menge, wenn jedes Knotenpaar
u, v ∈ V (G) stark durch Knoten aus U getrennt wird. Eine kleinste stark trennende
Menge wird auch starke metrische Basis genannt.

� Die Starke Gerichtete Metrische Dimension von G entspricht der Größe einer starken
metrischen Basis für G und wird mit gsmd(G) bezeichnet.

Das Entscheidungsproblem gerichtete Starke Metrische Dimension ist wie
folgt definiert.

Gerichtete Starke Metrische Dimension
Gegeben: Ein gerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist gsmd(G) ≤ k?
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Die Starke Gerichtete Metrische Dimension wurde ebenfalls von Sebö und Tannier [113]
eingeführt und ist für allgemeine Graphen NP-vollständig [99]. Für diese Variante existiert
ebenfalls eine Äquivalenz zu Vertex Cover [99] (siehe Kapitel 7) und auch im gerichteten
Fall kann die Kantenmenge eines Graphen eindeutig mithilfe einer stark trennenden Menge
bestimmt werden [99]. Darüber hinaus ist jedoch wenig über diese Variante bekannt.

a

b

c

d

e

f

gsmd(G) ≤ 3

Abbildung 11: Ein stark zusammenhängender gerichteter Graph G mit einer stark trennenden
Menge. Beispielsweise kann f nach b durch die Knoten d oder e getrennt werden, um jedoch b
nach f zu trennen, muss einer der beiden Knoten selbst als Ankerknoten gewählt werden. Der
Knoten d trennt außerdem e nach f , um jedoch f nach e zu trennen, muss auch hier einer der
Knoten selbst gewählt werden, da es keinen längeren kürzesten Weg gibt, der den kürzesten Weg
von f nach e enthält. Für diesen Graphen gilt gsmd(G) = 3.

3.9 Weitere Varianten

Neben den vorgestellten Varianten der Metrischen Dimension existieren zahlreiche weitere
Varianten. Viele davon stellen zusätzliche Anforderungen an die trennende Menge, zum
Beispiel dass sie auch eine unabhängige Menge [24, 119] oder eine dominierende Menge
[18, 121] sein muss. Weitere Varianten finden sich beispielsweise in [19, 104, 105, 5, 6, 39,
33, 133, 51, 52, 81, 94, 95]. Zur gewichteten Metrischen Dimension [2, 3, 31] und ihrer
Varianten wurden bereits einige Ergebnisse in den vorherigen Kapiteln vorgestellt.

Darüber hinaus lassen sich die verschiedenen Varianten fast beliebig kombinieren, wie
zum Beispiel in [68, 69, 122, 120, 90, 132, 8, 15] geschehen.

Eine Übersicht über einige Varianten und Ergebnisse der Metrischen Dimension bieten
beispielsweise [123, 58, 107, 86, 82].
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4 Komplexität der k-Metrischen Dimension

In diesem Kapitel wird die NP-Vollständigkeit der k-Metrischen Dimension gezeigt. Dies
erweitert den aktuellen Forschungsstand, da bisher lediglich ein Beweis für ungerade Werte
von k bekannt ist [35].

Neben dem NP-Vollständigkeitsbeweis der Metrischen Dimension von Khuller et al.
[74], der auf einer Reduktion von 3-SAT basiert, zählt der NP-Vollständigkeitsbeweis von
Epstein et al. [32] zu den bekanntesten Beweisen. Dieser zeigt durch eine Reduktion von 3-
dimensionalem Matching die NP-Vollständigkeit der Metrischen Dimension auch für
einige bekannte Graphklassen (siehe Kapitel 3.1). Dieses Ausgangsproblem ist wie folgt
definiert und bekanntermaßen NP-vollständig [46].

3-dimensionales Matching (3DM)
Gegeben: Drei disjunkte Grundmengen A,B,C mit jeweils n

Elementen und eine Menge von Tripeln
S ⊆ A× B × C.

Frage: Existiert eine Auswahl der Tripel M ⊆ S der Größe
n, sodass jedes Element aus A,B und C in genau
einem Tripel aus M enthalten ist?

Eine solche Lösung M , die jedes Element genau einmal überdeckt, wird auch Mat-
ching genannt. Basierend auf dem Beweis von Epstein et al. wird im Folgenden die NP-
Vollständigkeit der k-Metrischen Dimension gezeigt. Dafür wird zunächst das oben ge-
nannte 3DM Problem erweitert, sodass jedes Element aus A,B und C in genau k Tripeln
enthalten sein muss; es wird also ein k-Matching gesucht. Somit ergibt sich das folgende
Problem.

3-dimensionales k-Matching (3DkM)
Gegeben: Drei disjunkte Grundmengen A,B,C mit jeweils n

Elementen und eine Menge von Tripeln
S ⊆ A× B × C.

Frage: Existiert eine Auswahl der Tripel M ⊆ S der Größe
k · n, sodass jedes Element aus A,B und C in genau
k Tripeln aus M enthalten ist?

Offensichtlich entspricht dieses Problem für k = 1 dem bekannten 3DM Problem, sodass
im Folgenden die NP-Vollständigkeit für k ≥ 2 gezeigt wird. Zunächst sei jedoch erwähnt,
dass für diesen Beweis nicht einfach eine 3DM-Instanz vervielfacht werden kann, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Betrachte die 3DM Instanz mit A = {a1, a2, a3}, B = {b1, b2, b3}, C = {c1, c2, c3}
und S = {(a1, b1, c1), (a1, b2, c3), (a2, b1, c2), (a2, b3, c2), (a3, b2, c1), (a3, b3, c3)}. Offensichtlich
existiert für diese Instanz keine Lösung. Da jedes Element in genau zwei Tripeln aus S
enthalten ist, existiert jedoch für die 3D2M Instanz mit denselben Mengen (auch ohne
verdoppeln der Tripel) eine Lösung.
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An dieser Stelle folgen zwei Reduktionen von 3DM auf 3DkM, wobei die erste leichter
verständlich ist, jedoch mit mehreren gleichen Tripeln arbeitet, wodurch die Menge S in
der 3DkM Problemdefinition als Multimenge definiert werden müsste. Im zweiten Beweis
geht es hauptsächlich um eine Konstruktion, bei der keine gleichen Tripel auftreten; die
Grundidee der Reduktion bleibt dieselbe wie im ersten Beweis.

Theorem 1. 3-Dimensionales k-Matching ist NP-vollständig für jedes k ≥ 2.

Beweis. Das Problem 3DkM ist offensichtlich in NP, da nichtdeterministisch eine Auswahl
der Tripel getroffen werden kann und für diese in polynomieller Zeit überprüft werden kann,
ob jedes Element aus A,B und C in genau k Tripeln enthalten ist. Für die NP-Schwere
wird eine Reduktion von 3DM verwendet. Sei

A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bn},
C = {c1, . . . , cn}, und S = {s1, . . . , sm}

eine 3DM-Instanz. Definiere eine 3DkM-Instanz mit

A′ = A ∪ {an+1, . . . , a3n}, B′ = B ∪ {bn+1, . . . , b3n},
C ′ = C ∪ {cn+1, . . . , c3n}, und S ′ = S ∪ R ∪ T

mit R = {(ai, bi, ci) |n + 1 ≤ i ≤ 3n}. Die Menge T enthält für jedes i ∈ {1, . . . , n} genau
(k − 1) Kopien der Tripel (ai, bi+n, ci+n), (ai+n, bi, ci+2n), (ai+2n, bi+2n, ci). Somit enthalten
die Tripel in T jedes Element aus A′, B′ und C ′ genau (k−1)-mal und die Tripel in R jedes
Element aus A′\A,B′\B und C ′\C genau einmal. Da keine weiteren Tripel hinzukommen,
muss jedes k-Matching für die 3DkM-Instanz alle Tripel aus R und T enthalten, um die
Elemente, die neu hinzukommen, also nicht Teil der 3DM-Instanz sind, zu überdecken. Die-
se Tripel enthalten jedes neue Element genau k-mal und alle Elemente der ursprünglichen
3DM-Instanz genau (k − 1)-mal. Folglich entsprechen die Tripel eines k-Matchings, die
nicht Teil von R und T sind einem Matching für die 3DM-Instanz, da diese Tripel auch
alle Elemente aus S sind. Umgekehrt entsteht aus einem Matching für die 3DM-Instanz
durch Hinzunahme der Tripel aus R und T ein k-Matching für die 3DkM-Instanz. Die
Reduktion kann offensichtlich in polynomieller Zeit durchgeführt werden.

Theorem 2. 3-Dimensionales k-Matching ist NP-vollständig für jedes k ≥ 2.

Beweis. Wie oben angesprochen liegt der Fokus bei diesem Beweis auf der Konstruktion
der Tripelmenge. Sei erneut

A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bn},
C = {c1, . . . , cn}, und S = {s1, . . . , sm}

eine 3DM-Instanz. Definiere erneut eine 3DkM-Instanz mit

A′ = A ∪ {an+1, . . . , a3n}, B′ = B ∪ {bn+1, . . . , b3n},
C ′ = C ∪ {cn+1, . . . , c3n}, und S ′ = S ∪ R ∪ T
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mit R = {(ai, bi, ci) |n + 1 ≤ i ≤ 3n}. Lediglich die Menge T wird in diesem Beweis
angepasst, überdeckt jedoch weiterhin alle Elemente genau (k−1)-mal. Somit gilt dieselbe
Argumentation wie im vorherigen Beweis. Damit jedes Element genau (k−1)-mal überdeckt
wird, muss T genau 3n(k − 1) Tripel enthalten, die mithilfe der Menge

Tp,q ⊆ (A× B) ∪ (A× C) ∪ (B × C)

definiert werden. Hierbei sei

Tp,q =
{(ai, bj) | i ∈ {p, . . . , p+ q − 1}, j ∈ {p+ q, . . . , p+ 2q − 1}}

∪ {(bi, cj) | i ∈ {p, . . . , p+ q − 1}, j ∈ {p+ q, . . . , p+ 2q − 1}}
∪ {(ci, aj) | i ∈ {p, . . . , p+ q − 1}, j ∈ {p+ q, . . . , p+ 2q − 1}}.

Diese 3q2 Tupel überdecken jedes Element aus

{ap, . . . , ap+2q−1, bp, . . . , bp+2q−1, cp, . . . , cp+2q−1}

genau q-mal. Um alle neuen Elemente (k − 1)-mal zu überdecken sei nun

T ′ =
r−1⋃

i=0

Tn+1+i2(k−1), k−1, mit r =
n

k − 1
.

Die Menge T ′ enthält r3(k − 1)2 = n
k−1
· 3(k − 1)2 = 3n(k − 1) Tupel, die nur die neuen

Elemente enthalten. Im letzten Schritt werden die 3n(k − 1) Tupel von T ′ zu 3n(k − 1)
Tripeln für T erweitert, indem jedes Element aus A ∪ B ∪ C zu genau k − 1 Tupeln von
T ′ hinzugefügt wird, sodass Tripel der Form A′×B′×C ′ entstehen. Wie aus einer Lösung
für die 3DM-Instanz eine Lösung für die 3DkM-Instanz konstruiert werden kann und vice
versa ist analog zum vorherigen Beweis. Die Reduktion kann offensichtlich in polynomieller
Zeit durchgeführt werden.

Theorem 3. k-Metrische Dimension ist NP-vollständig für jedes k ≥ 2.

Beweis. Das Problem k-MD ist offensichtlich in NP, da nichtdeterministisch eine Auswahl
der Knoten getroffen werden kann und für diese in polynomieller Zeit überprüft werden
kann, ob sie eine k-trennende Menge ist. Für die NP-Schwere wird eine Reduktion von
3D(k − 1)M verwendet. Sei A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bn}, C = {c1, . . . , cn} und S =
{s1, . . . , sm} eine 3D(k− 1)M-Instanz I mit k ≥ 2. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
sei n > k. Zudem wird davon ausgegangen, dass jedes Element in mindestens einem Tripel
enthalten ist. Für diese Instanz wird ein Graph G und eine Zahl x definiert, sodass G
genau dann eine k-trennende Menge der Größe x besitzt, wenn ein (k− 1)-Matching für I
existiert.

Der Graph G wird wie folgt definiert, siehe auch Abbildung 12. G enthält die Knoten
ai, bi und ci für 1 ≤ i ≤ n und die Knoten si für 1 ≤ i ≤ m. Diese Knoten entspre-
chen jeweils einem Element in A,B,C und S. Die Knoten und die Elemente werden syn-
onym verwendet. Zusätzlich enthält G die Knoten a0, b0, c0, v0, vA, vB, vC und d1, . . . , dm′
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mit m′ = ⌈log(m)⌉. Die d-Knoten werden für eine binär-Darstellung der Indizes der Tripel
aus S verwendet. Da die Indizes alle unterschiedlich sind, unterscheiden sich ihre binär-
Darstellungen in mindestens einer Position, was die Trennung der entsprechenden Knoten
ermöglicht. Die bisherigen Knoten werden wie folgt durch Kanten verbunden.

1. Jeder Knoten ai, 0 ≤ i ≤ n wird verbunden mit

(a) Knoten vA,

(b) Knoten v0, und

(c) Knoten sj, 1 ≤ j ≤ m genau dann, wenn das Tripel sj das Element ai enthält.

2. Jeder Knoten bi, 0 ≤ i ≤ n wird verbunden mit

(a) Knoten vB,

(b) Knoten v0, und

(c) Knoten sj, 1 ≤ j ≤ m genau dann, wenn das Tripel sj das Element bi enthält.

3. Jeder Knoten ci, 0 ≤ i ≤ n wird verbunden mit

(a) Knoten vC ,

(b) Knoten v0, und

(c) Knoten sj, 1 ≤ j ≤ m genau dann, wenn das Tripel sj das Element ci enthält.

4. Jeder Knoten di, 1 ≤ i ≤ m′ wird verbunden mit

(a) Knoten v0 und

(b) Knoten sj, 1 ≤ j ≤ m genau dann, wenn das i-te Bit in der binär-Darstellung
von j eine 1 ist.

Der Graph G enthält außerdem sogenannte leg-Knoten, die Wege (legs) mit ⌈k/2⌉ und
⌊k/2⌋ Knoten bilden. Jeweils ein Weg mit ⌈k/2⌉ und ein Weg mit ⌊k/2⌋ wird an die
Knoten Lroot = {vA, vB, vC , v0, d1, . . . , dm′} angefügt, siehe Abbildung 12. Die Knoten aus
Lroot sind die Wurzeln der Wege. Seien Lv die Knoten der beiden Wege mit Wurzelknoten
v und sei L die Menge aller Knoten in den Wegen. Jede Menge Lv enthält genau k Knoten
für jedes v ∈ Lroot und L enthält genau (4 +m′)k Knoten.

Der Graph G kann für die Instanz I in polynomieller Zeit konstruiert werden und besitzt
die folgenden Eigenschaften.

E1: Die Distanz zwischen

(a) zwei Knoten aus {vB, vB, vC} ist 4,
(b) zwei Knoten aus {d1, . . . , dm′} ist 2,
(c) einem Knoten aus {vB, vB, vC} und einem Knoten aus {d1, . . . , dm′} ist 3,
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Abbildung 12: Der Graph der bei der Reduktion von 3D2M auf 3-MD entsteht aus der Instanz
A = {a1, . . . , a4}, B = {b1, . . . , b4}, C = {c1, . . . , c4}, S = {s1, . . . , s12} mit s1 = (a2, b1, c1), s2 =
(a3, b2, c2), s3 = (a2, b1, c1), s4 = (a1, b2, c1), s5 = (a4, b3, c2), s6 = (a1, b3, c3), s7 = (a2, b1, c3),
s8 = (a1, b4, c4), s9 = (a3, b2, c2), s10 = (a4, b2, c4), s11 = (a4, b3, c1), s12 = (a4, b4, c4). Die Tripel
M = {s1, s2, s6, s7, s8, s9, s11, s12} bilden ein 2-Matching für die 3D2M Instanz und die Knoten
L ∪ {a0, b0, c0} ∪ M bilden eine 3-fach trennende Menge für die 3-MD Instanz. Die Metrische
Dimension des Graphen ist (4 + 4)3 + 3 + (3 − 1)n = 35. Die Tripel des Matchings sind in rot
dargestellt und die Knoten aus L sind blau gefärbt.

(d) dem Knoten v0 und einem Knoten aus {vB, vB, vC} ist 2, und
(e) dem Knoten v0 und einem Knoten aus {d1, . . . , dm′} ist 1.

E2: Jede k-trennende Menge für G enthält alle Knoten aus L. Dies liegt daran, dass für
jeden Knoten v ∈ Lroot die beiden Knoten aus Lv, die adjazent zu v sind, nur durch
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die Knoten aus Lv getrennt werden können.

Für I existiert genau dann ein (k− 1)-Matching in S, wenn G eine k-trennende Menge
der Größe

x = (4 +m′)k + 3 + (k − 1)n

besitzt.

”
⇒:“ Sei M ⊆ S ein (k − 1)-Matching für I. Dann ist

U = L ∪ {a0, b0, c0} ∪ M

eine k-trennende Menge der geforderten Größe für G.
Zwei Knoten u1, u2 ∈ V (G) werden wie folgt durch jeweils mindestens k Knoten aus U

getrennt.

1. Seien u1, u2 ∈ Lv, v ∈ Lroot.

(a) Wenn d(u1, v) = d(u2, v), dann trennt jeder der k Knoten aus Lv die Knoten u1

und u2.

(b) Wenn d(u1, v) ̸= d(u2, v), dann trennt jeder der k Knoten aus Lv′ für ein v′ ∈
Lroot \ {v} die Knoten u1 und u2.

2. Wenn u1 ∈ Lv1 , u2 ∈ Lv2 , v1, v2 ∈ Lroot, v1 ̸= v2, und o.B.d.A. d(u1, v1) ≤ d(u2, v2),
dann trennt jeder der k Knoten aus Lv1 die Knoten u1 und u2. Die beiden Knoten
u1, u2 können nicht denselben Abstand zu v1 und gleichzeitig denselben Abstand zu
v2 haben, da dG(v1, v2) > 0.

3. Wenn u1 ∈ LvA ∪LvB ∪LvC und u2 /∈ L, dann trennt jeder der k Knoten aus Lv0 die
Knoten u1 und u2, da dG(u1, v0) ≥ 3 und dG(u2, v0) ≤ 2.

4. Sei u1 ∈ Ld1 ∪ · · · ∪ Ldm′ und u2 /∈ L.

(a) Wenn u2 /∈ {vB, vC}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvA die Knoten u1

und u2, da dG(u1, vA) ≥ 4 und dG(u2, vA) ≤ 3.

(b) Wenn u2 /∈ {vA, vC}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvB die Knoten u1

und u2, da dG(u1, vB) ≥ 4 und dG(u2, vB) ≤ 3.

(c) Wenn u2 /∈ {vA, vB}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvC die Knoten u1

und u2, da dG(u1, vC) ≥ 4 und dG(u2, vC) ≤ 3.

5. Sei u1 ∈ Lv0 und u2 /∈ L.

(a) Wenn u2 ∈ {vA, a0, . . . , an}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvA die Knoten
u1 und u2.

(b) Wenn u2 ∈ {vB, b0, . . . , bn}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvB die Knoten
u1 und u2.
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(c) Wenn u2 ∈ {vC , c0, . . . , cn}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvC die Knoten
u1 und u2.

(d) Wenn u2 ∈ {di} ∪ {sj | das i-te Bit in der binär-Darstellung von j ist eine 1},
dann trennt jeder der k Knoten aus Ldi die Knoten u1 und u2. Da die Indizes
mit 1 beginnen, enthält jede binär-Darstellung mindestens eine 1, wodurch alle
s-Knoten betrachtet werden.

6. Wenn u1 ∈ Lroot und u2 /∈ L, dann trennt jeder der k Knoten aus Lu1 die Knoten u1

und u2.

7. Sei u1 = si1 ∈ {s1, . . . , sm′} und u2 /∈ L ∪ Lroot.

(a) Wenn u2 = si2 ∈ {s1, . . . , sm′} mit i1 ̸= i2, dann trennt jeder der k Knoten aus
Ldj die Knoten u1 und u2, wenn sich die binär-Darstellungen von i1 und i2 in
Position j unterscheiden.

(b) Wenn u2 ∈ {a0, . . . , an}, u2 ∈ {b0, . . . , bn} oder u2 ∈ {c0, . . . , cn}, dann trennt
jeder der k Knoten aus LvA , LvB beziehungsweise LvC die Knoten u1 und u2.

8. Sei u1 ∈ {a1, . . . , an} und u2 /∈ L ∪ Lroot ∪ {s1, . . . , sm′}.

(a) Wenn u2 ∈ {b0, . . . , bn} ∪ {c0, . . . , cn}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvA

die Knoten u1 und u2.

(b) Wenn u2 ∈ {a1, . . . , an} und u1 ̸= u2, dann trennt jeder Knoten si aus M für
den das Tripel si entweder das Element u1 oder das Element u2 enthält die
Knoten u1 und u2. Da jedes Element in genau k − 1 Tripeln aus M enthalten
ist, existieren insgesamt 2(k − 1) ≥ k solcher Knoten für k ≥ 2.

(c) Wenn u2 = a0, dann trennt jeder Knoten si aus M für den das Tripel si das
Element u1 enthält die Knoten u1 und u2. Zusätzlich trennt a0 die Knoten u1

und u2. Da jedes Element in genau k− 1 Tripeln aus M enthalten ist, sind dies
genau (k − 1) + 1 = k Knoten.

9. Wenn u1 ∈ {b1, . . . , bn} und u2 /∈ L ∪ Lroot ∪ {s1, . . . , sm′}, dann werden die Knoten
u1 und u2 analog zu Fall 8 von mindestens k Knoten getrennt.

10. Wenn u1 ∈ {c1, . . . , cn} und u2 /∈ L ∪ Lroot ∪ {s1, . . . , sm′}, dann werden die Knoten
u1 und u2 analog zu Fall 8 von mindestens k Knoten getrennt.

11. Wenn u1, u2 ∈ {a0, b0, c0}, dann trennt jeder der k Knoten aus LvA , LvB oder LvC die
Knoten u1 und u2.

”
⇐:“ Sei U ⊆ V (G) eine k trennende Menge der Größe (4 + m′)k + 3 + (k − 1)n für

G. Aufgrund der oben beschriebenen Eigenschaft E2 enthält U alle (4 +m′)k Knoten aus
L. Aus den Fallunterscheidungen der vorherigen Beweisrichtung geht hervor, dass durch
diese Knoten bereits die meisten Knotenpaare in G k-fach getrennt werden. Die einzigen
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Knotenpaare die noch zu betrachten sind, sind die, bei denen beide Knoten aus {a0, . . . , an},
{b0, . . . , bn} oder {c0, . . . , cn} stammen. Betrachte die Knotenpaare a0, ai, b0, bi und c0, ci für
1 ≤ i ≤ n. Diese Paare können nicht durch die Knoten aus L ∪ {vA, vB, vC , v0, d1, . . . , dm′}
getrennt werden. Die einzige Möglichkeit diese 3n Knotenpaare mit maximal 3 + (k − 1)n
Knoten jeweils mindestens k-fach zu trennen besteht darin, k− 1 der s-Knoten zu wählen,
die ein (k − 1)-Matching bilden sowie die drei Knoten a0, b0, c0. An dieser Stelle ist es
relevant, dass n größer als k ist. Die Knoten ai, bi und ci für 1 ≤ i ≤ n kommen für die
Trennung nicht in Frage, da sie nur den jeweiligen Knoten selbst von ihrem entsprechenden
0-Knoten trennen und somit insgesamt mehr als 3+ (k− 1)n Knoten benötigt würden, um
alle Paare k-fach zu trennen.
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5 Komplexität der gerichteten Metrischen Dimension

5.1 Komplexität der gerichteten Metrischen Dimension für DAGs

Wie in Kapitel 3.6.2 angesprochen, wird in diesem Kapitel die NP-Vollständigkeit der
gerichteten Metrischen Dimension für DAGs gezeigt. Es werden die Distanzen von den
Ankerknoten zu den anderen Knoten verwendet und die Distanzen ohne ∞. Damit die
gerichtete Metrische Dimension für jeden DAG definiert ist, müssen Ankerknoten nicht
von anderen Knoten getrennt werden.

Theorem 4. Gerichtete Metrische Dimension ist NP-vollständig für DAGs.

Beweis. Das Problem gerichtete Metrische Dimension ist offensichtlich in NP, da nichtde-
terministisch eine Auswahl von Ankerknoten getroffen werden kann und für diese in poly-
nomieller Zeit überprüft werden kann, ob sie eine trennende Menge ist. Für die NP-Schwere
wird eine Reduktion von Hitting Set verwendet. Dieses Problem ist wie folgt definiert und
bekanntermaßen NP-vollständig [71].

Hitting Set
Gegeben: Eine Menge von Teilmengen S einer Grundmenge X

und eine Zahl k.
Frage: Gibt es eine Auswahl von k Elementen aus U , sodass

jede Teilmenge in S mindestens eines dieser k
Elemente enthält?

Sei also X = {X1, . . . , Xn} und S = {S1, . . . , Sm} eine Instanz I für Hitting Set. Für
diese Instanz wird ein DAG G konstruiert, der genau dann eine trennende Menge der
Größe 3+k besitzt, wenn eine Menge X ′ ⊆ X der Größe k existiert, sodass X ′∩Sj ̸= ∅ für
1 ≤ j ≤ m. O.B.d.A. wird angenommen, dass m > n und dass für jedes Sj ∈ S mindestens
ein Element Xi ∈ X existiert, sodass Xi /∈ Sj.

Der Graph G für die Instanz I enthält

1. drei Knoten va, vb, vc,

2. n Knoten xi für 1 ≤ i ≤ n, einen für jedes Element aus X und

3. 2m Knoten sj, s
′
j, zwei für jede Teilmenge in S.

Außerdem enthält G

1. n Kanten (va, xi) für 1 ≤ i ≤ n,

2. eine Kante (vb, x1),

3. n− 1 Kanten (xi, xi+1) für 1 ≤ i ≤ n− 1,

4. zwei Kanten (vc, s1), (vc, s
′
1),
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5. m Kanten (sj, s
′
j) für 1 ≤ j ≤ m,

6. 4(m− 1) Kanten (sj, sj+1), (sj, s
′
j+1), (s

′
j, sj+1), (s

′
j, s

′
j+1) für 1 ≤ j ≤ m− 1,

7. nm Kanten (xi, sj) für 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m und

8. eine Kante (xi, s
′
j) für 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m genau dann wenn Xi /∈ Sj.

Für ein Beispiel siehe Abbildung 13.

G

E'

s1

x1 x2 x3 x4

x1 x2 x3 x4

s2 s3 s4 s5 s6 s7

s'7s'6s'5s'4s'3s'2s'1

va

vb

vc

s'7s'6s'5s'4s'3s'2s'1

Abbildung 13: Der Graph G, der aus der Hitting Set Instanz X = {x1, x2, x3, x4} und S =
{S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7} mit S1 = {x1, x3, x4}, S2 = {x1, x4}, S3 = {x1, x2, x4}, S4 = {x2},
S5 = {x1, x4}, S6 = {x2, x3} und S7 = {x1, x3, x4} entsteht. Die Kanten zwischen den x- und
den s′-Knoten sind für eine bessere Übersicht separat gezeichnet. Die Menge {x2, x4} ist eine
minimale Lösung für die Hitting Set Instanz und die Menge {va, vb, vc, x2, x4} ist eine minimale
trennende Menge für G.

Jede minimale trennende Menge für G enthält die drei Knoten va, vb, vc, da diese keine
einlaufenden Kanten besitzen und somit alle anderen Knoten Ankerknoten sein müssten,
wenn es einer dieser drei Knoten nicht ist. Der Knoten vb trennt alle Knotenpaare (xi, xj),
1 ≤ i < j ≤ n, da dG(vb, xi) = i. Der Knoten vc trennt alle Knoten, die für unterschiedliche
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Teilmengen stehen, also die Paare (si, sj), (si, s
′
j), (s

′
i, sj), (s

′
i, s

′
j), 1 ≤ i < j ≤ m, da

dG(vc, si) = dG(vc, s
′
i) = i. Der Knoten va trennt alle Paare (xi, sj), (xi, s

′
j), da dG(va, xi) =

1, 1 ≤ i ≤ n und dG(va, sj) = dG(va, s
′
j) = 2, 1 ≤ j ≤ m. Die letzte Distanz folgt daraus,

dass für jedes Sj ein Xi existiert, sodass Xi /∈ Sj.
Die einzigen Knotenpaare, die noch zu trennen sind, sind die Paare (sj, s

′
j) für 1 ≤

j ≤ m. Diese Knotenpaare können nur durch die beiden Knoten selbst oder durch einen
Knoten xi mit Xi ∈ Sj getrennt werden, da dann dG(xi, sj) = 1 und dG(xi, s

′
j) = 2.

Sei X ′ ⊆ X ein hitting set der Größe k für die Instanz I, das heißt X ′ ∩ Sj ̸= ∅ für
1 ≤ j ≤ m. Dann ist

U = {va, vb, vc} ∪
⋃

Xi∈X′

xi

eine trennende Menge der Größe 3 + k für G.
Sei U eine trennende Menge der Größe 3 + k für G. Wenn U einen Knoten sj oder s′j

enthält, ersetze ihn durch einen Knoten xi mit Xi ∈ Sj. Für die resultierende trennende
Menge U ′ ist

X ′ = {xi | xi ∈ U ′}
ein hitting set der Größe k für I.

Die Reduktion kann offensichtlich in polynomieller Zeit durchgeführt werden.

5.2 Definition ungerichteter Co-Graphen

In dieser Arbeit wird die Metrische Dimension von gerichteten und ungerichteten Co-
Graphen betrachtet. Co-Graphen sind sowohl für Probleme auf ungerichteten als auch auf
gerichteten Graphen eine häufig untersuchte Graphklasse, da sie durch leicht verständliche
Konstruktionsregeln definiert sind und viele hilfreiche Eigenschaften besitzen. Ungerichtete
Co-Graphen und ihre gerichtete Version werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit sowohl
in Hinblick auf die gerichtete (Kapitel 5.3), die Starke (Kapitel 6), als auch die gerichtete
Starke Metrische Dimension (Kapitel 7) untersucht. Insbesondere für die gerichtete Me-
trische Dimension sind viele Erkenntnisse aus dem ungerichteten Fall übertragbar, sodass
ungerichtete Co-Graphen an dieser Stelle ausführlicher behandelt werden.

Ungerichtete Co-Graphen sind wie folgt definiert.

Definition 16.

� Der Graph mit nur einem Knoten ist ein ungerichteter Co-Graph.

� Seien G1 und G2 zwei ungerichtete Co-Graphen. Die Vereinigung G = G1∪G2 die-
ser Graphen ist ein ungerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V (G1) ∪ V (G2) und
Kantenmenge E(G1) ∪ E(G2).

� Seien G1 und G2 zwei ungerichtete Co-Graphen. Der Join G = G1×G2 dieser Gra-
phen ist ein ungerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V (G1)∪ V (G2) und Kanten-
menge E(G1) ∪ E(G2) ∪ {{u, v}|u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}.
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Für ungerichtete Co-Graphen existiert eine äquivalente Definition, in der der Join zwei-
er Co-Graphen durch das Komplementieren eines Co-Graphen ersetzt wird. Diese Defini-
tion ist auch namensgebend für Co-Graphen, deren Name eine Abkürzung des englischen
Originals

”
complement-reducible graphs“ ist. Die Äquivalenz der beiden Definitionen ist

durch die beiden Gleichungen G1×G2 = G1∪G2 und G1∪G2 = G1×G2 ersichtlich. Für
ein Beispiel siehe Abbildung 14.

a b c d

e

f g

a

b

c

d
e

f

g

a b c d

e

f g

a b c d e

f g

G T1

T2 T3

Abbildung 14: Ein Co-Graph G (oben links), ein Co-Baum T1 von G (oben rechts) mit den
Operationen Vereinigung und Join, ein Co-Baum T2 von G (unten links) mit den Operationen
Vereinigung und Komplement und der kanonische Co-Baum T3 vonG. Die Knoten a, b, c, d können
in beliebiger Reihenfolge vereinigt werden, wodurch die beiden nicht kanonischen Co-Bäume nicht
eindeutig sind.

Für ungerichtete Co-Graphen wurden bereits verschiedene Varianten der Metrischen
Dimension untersucht (vergleiche Kapitel 3).

Besteht ein ungerichteter Co-Graph G aus der Vereinigung oder dem Join zweier unge-
richteter Co-Graphen G1 und G2, so besitzen alle Knoten aus G1 dieselbe Distanz zu allen
Knoten aus G2. Demnach kann kein Knoten aus G1 zwei Knoten aus G2 trennen und vice
versa. Somit können für die Berechnung einer trennenden Menge für G trennende Mengen
für G1 und G2 vereinigt werden, falls diese bereits bestimmt wurden und durch weitere
Knoten ergänzt werden, um mit letzteren gegebenenfalls Knoten aus G1 von Knoten aus
G2 zu trennen. Dieser Ansatz des Zusammensetzens und Ergänzens bereits vorhandener
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Teillösungen zu einer Gesamtlösung ist der Grundgedanke der dynamischen Programmie-
rung und kommt bei allen Varianten der Metrischen Dimension für Co-Graphen zum Ein-
satz. Insbesondere lässt sich zu jedem ungerichteten Co-Graph ein sogenannter Co-Baum
berechnen, der den rekursiven Aufbau des Graphen widerspiegelt und dadurch die ideale
Grundlage für einen solchen dynamischen Ansatz bietet. Der Co-Baum eines ungerichteten
Co-Graph ist wie folgt definiert.

Definition 17. [25]

� Sei G ein ungerichteter Co-Graph mit nur einem Knoten v. Der Co-Baum T von G
besteht aus einem einzelnen Blatt, das mit v assoziiert ist. Dieses Blatt ist die Wurzel
von T .

� Sei G = G1∪G2 ein ungerichteter Co-Graph. Der Co-Baum T von G besteht aus der
Vereinigung der beiden Co-Bäume T1 von G1 und T2 von G2 sowie einem zusätzlichen
Knoten. T enthält zusätzlich zu den Kanten in T1 und T2 eine Kante vom neuen
Knoten zur Wurzel von T1 und eine Kante vom neuen Knoten zur Wurzel von T2.
Der zusätzliche Knoten ist die Wurzel von T und mit ∪ markiert.

� Sei G = G1×G2 ein ungerichteter Co-Graph. Der Co-Baum T von G besteht aus der
Vereinigung der beiden Co-Bäume T1 von G1 und T2 von G2 sowie einem zusätzlichen
Knoten. T enthält zusätzlich zu den Kanten in T1 und T2 eine Kante vom neuen
Knoten zur Wurzel von T1 und eine Kante vom neuen Knoten zur Wurzel von T2.
Der zusätzliche Knoten ist die Wurzel von T und mit × markiert.

Für einen Co-Graphen G mit Co-Baum T werden in dieser Arbeit ein Knoten u ∈ V (G)
und das mit ihm assoziierte Blatt in T äquivalent verwendet. Zudem wird für einen Knoten
w ∈ T mit Tw der Teilbaum von T mit Wurzel w notiert. Der von den mit den Blättern
von Tw assoziierten Knoten induzierte Teilgraph von G wird mit Gw bezeichnet.

Der Co-Baum für einen ungerichteten Co-Graph ist nicht eindeutig und kann in linea-
rer Zeit berechnet werden [65]. Des Weiteren kann ein sogenannter kanonischer Co-Baum
bestimmt werden, der aufeinanderfolgende Vereinigungen oder Joins zusammenfasst und
somit nicht binär ist. Dieser kanonische Co-Baum ist für einen ungerichteten Co-Graph
eindeutig und kann ebenfalls in linearer Zeit berechnet werden [50]. Für ein Beispiel siehe
Abbildung 14.

Der berechnete Co-Baum wird bei dynamischen Ansätzen häufig von den Blättern bis
zur Wurzel durchlaufen. Wird der Co-Baum nur konstant oft durchlaufen und werden an
jedem Knoten des Baums nur konstant viele Informationen berechnet, können Probleme
in linearer Zeit gelöst werden, da die Größe des Co-Baums nur linear in der Größe des
entsprechenden Graphen ist. Mit diesem Ansatz kann für Co-Graphen beispielsweise ein
minimales Vertex Cover in linearer Zeit bestimmt werden, was in 6.2.4 benötigt wird.

5.3 Linearzeitalgorithmus für gerichtete Co-Graphen

Gerichtete Co-Graphen sind rekursiv über drei Operationen definiert. Die ersten beiden
sind die gerichteten Äquivalente zu den ungerichteten Operationen. Demnach sind un-
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gerichtete Co-Graphen, bei denen jede ungerichtete Kante durch zwei entgegengesetzte
gerichtete ersetzt wird, ebenfalls gerichtete Co-Graphen. Gerichtete Co-Graphen sind wie
folgt definiert. Für ein Beispiel siehe Abbildung 15.

Definition 18. [12]

� Der Graph mit nur einem Knoten ist ein gerichteter Co-Graph.

� Seien G1 und G2 zwei gerichtete Co-Graphen. Die Vereinigung G = G1∪G2 dieser
Graphen ist ein gerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V (G1) ∪ V (G2) und Kan-
tenmenge E(G1) ∪ E(G2).

� Seien G1 und G2 zwei gerichtete Co-Graphen. Der Join G = G1×G2 dieser Graphen
ist ein gerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V (G1) ∪ V (G2) und Kantenmenge
E(G1) ∪ E(G2) ∪ {(u, v), (v, u)|u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}.

� Seien G1 und G2 zwei gerichtete Co-Graphen. Der gerichtete Join G = G1≫G2

dieser Graphen ist ein gerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V (G1) ∪ V (G2) und
Kantenmenge E(G1) ∪ E(G2) ∪ {(u, v)|u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}.

Für gerichtete Co-Graphen kann analog ein Co-Baum mit drei Markierungen für die
inneren Knoten definiert werden, der ebenfalls in linearer Zeit berechnet werden kann [26].
In dieser Arbeit sind für den gerichteten Fall lediglich binäre Co-Bäume relevant.

Im restlichen Teil dieses Kapitels wird die gerichtete Metrische Dimension gerichteter
Co-Graphen betrachtet. Hierfür werden die Distanzen von den Ankerknoten zu den an-
deren Knoten verwendet und es werden ausschließlich stark zusammenhängende Graphen
betrachtet. Die Berechnung der gerichteten Metrischen Dimension basiert auf der Idee, die
im Kontext der ungerichteten Co-Graphen angesprochen wurde und auch für gerichtete
Co-Graphen gilt. Für keine der drei Operationen kann ein Knoten aus G1 zwei Knoten
aus G2 trennen und vice versa. Daher wird der Co-Baum mit einem dynamischen Ansatz
von den Blättern bis zur Wurzel durchlaufen und an jedem inneren Knoten eine trennende
Menge für den Teilgraphen berechnet, der durch die Blätter im jeweiligen Teilbaum in-
duziert wird. Diese wird aus den beiden vorher bestimmten Lösungen für den linken und
rechten Teilbaum zusammengesetzt und gegebenenfalls durch maximal einen Knoten er-
weitert. Wichtig hierbei ist, dass die induzierten Teilgraphen mit den Distanzwerten des
Gesamtgraphen betrachtet werden.

Lemma 1. Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Co-Graph mit Co-Baum T
und sei w ∈ T . Zwei Knoten u, v ∈ V (Gw) können nur durch Knoten aus V (Gw) getrennt
werden.

Beweis. Durch jede der drei Co-Graph Operationen erhalten alle Knoten aus V (Gw) die-
selbe Nachbarschaft außerhalb von Gw. Somit besitzt jeder Knoten, der nicht in V (Gw)
ist, dieselbe Distanz zu u und v und kann diese nicht trennen.
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Abbildung 15: Ein gerichteter Co-Graph G (unten) mit einem Co-Baum T (oben). Zwischen den
Knoten aus {a, b, c, d, e} und den Knoten aus {f, g, h} existieren alle gerichteten Kanten in G, die
der Übersicht halber nicht eingezeichnet sind. Da G stark zusammenhängend ist, ist die Wurzel
von T mit × markiert.

Aus dem vorherigen Lemma folgt, dass wenn U eine trennende Menge für einen stark
zusammenhängenden gerichteten Co-Graphen G ist, U ∩ V (Gw) eine trennende Menge für
Gw in G ist. Es muss allerdings keine trennende Menge für Gw sein, insbesondere da Gw

nicht stark zusammenhängend sein muss.
Betrachte zum Beispiel den Graphen G = ((G1≫G2)∪G3)×G4, bei dem die vier Gra-

phen G1, G2, G3 und G4 jeweils aus nur einem Knoten u1, u2, u3 und u4 bestehen. Der
Knoten u1 trennt alle Knoten der Menge {u1, u2, u3} in G, jedoch trennt er die Knoten u2

und u3 nicht in (G1≫G2)∪G3, da hier kein Weg von u1 nach u3 existiert und die Distanz
somit undefiniert ist.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die gerichtete Metrische Dimension von gerichteten Co-
Graphen mittels eines bottom-up Algorithmus zu berechnen. Nach Lemma 1 muss jedes
Knotenpaar durch einen Knoten in dem Teilbaum getrennt werden, in dem das Knotenpaar
zusammenkommt. Daher muss für jeden inneren Knoten des Co-Baums eine trennende
Menge für die Knoten im entsprechenden Teilbaum berechnet werden. Somit sind besonders
die Knoten relevant, zu denen alle Ankerknoten im Teilbaum dieselbe Distanz haben, da
diese Knoten eventuell nicht von den Knoten der anderen Teilbäume getrennt werden. Da
stark zusammenhängende gerichtete Co-Graphen einen Durchmesser von ≤ 2 haben, gibt
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es maximal zwei verschiedene Distanzen von einem Ankerknoten zu den anderen Knoten
im Graphen. Demnach sind nur die folgenden zwei Arten von Knoten entscheidend.

Definition 19. Sei G ein gerichteter Graph, sei U ⊆ V (G) eine nicht leere Teilmenge der
Knoten und sei u ∈ V (G) \ U . Der Knoten u heißt 1-Knoten bezüglich U , wenn ∀w ∈ U :
(w, u) ∈ E(G). Der Knoten u heißt 2-Knoten bezüglich U , wenn ∀w ∈ U : (w, u) /∈ E(G).

Wenn U eine trennende Menge für G ist, dann existiert offensichtlich maximal ein 1-
Knoten (und maximal ein 2-Knoten) bezüglich U , da zwei dieser Knoten nicht durch die
Knoten aus U voneinander getrennt werden würden.

Da im Algorithmus für jeden inneren Knoten des Co-Baums eine Lösung, sprich eine
trennende Menge, aus den Teillösungen für die beiden Teilbäume bestimmt werden soll,
werden zunächst die Fälle betrachtet, in denen die Vereinigung der Teillösungen ausrei-
chend ist. Wenn ein innerer Knoten des Co-Baums mit ∪ oder × markiert ist und als
Nachfolger ein Blatt und einen inneren Knoten besitzt, wird o.B.d.A. davon ausgegangen,
dass das Blatt der rechte Nachfolger ist.

Lemma 2. Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Co-Graph mit Co-Baum T .
Sei w ∈ T ein innerer Knoten von T und Tl und Tr der linke und rechte Teilbaum von
w mit Wurzeln l und r. Sei Ul eine trennende Menge für V (Gl) in G und sei Ur eine
trennende Menge für V (Gr) in G. Wenn l oder r ein Blatt ist, ist Ul = ∅ beziehungsweise
Ur = ∅.

1. w ist mit ∪ markiert.

(a) l und r sind innere Knoten.

Ul∪Ur ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ul

eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G ist, Ur eine minimale trennende
Menge für V (Gr) in G ist, und Gl keinen 2-Knoten bezüglich Ul oder Gr keinen
2-Knoten bezüglich Ur besitzt.

(b) l ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

Ul ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ul

eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G ist und Gl keinen 2-Knoten
bezüglich Ul besitzt.

2. w ist mit × markiert.

(a) l und r sind innere Knoten.

Ul∪Ur ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ul

eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G ist, Ur eine minimale trennende
Menge für V (Gr) in G ist, und Gl keinen 1-Knoten bezüglich Ul oder Gr keinen
1-Knoten bezüglich Ur besitzt.

(b) l ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.
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Ul ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ul

eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G ist und Gl keinen 1-Knoten
bezüglich Ul besitzt.

3. w ist mit ≫ markiert.

(a) l und r sind innere Knoten.

Ul∪Ur ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ul

eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G ist, Ur eine minimale trennende
Menge für V (Gr) in G ist, und Gl keinen 1-Knoten bezüglich Ul oder Gr keinen
2-Knoten bezüglich Ur besitzt.

(b) l ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

Ul ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ul

eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G ist und Gl keinen 1-Knoten
bezüglich Ul besitzt.

(c) l ist ein Blatt und r ein innerer Knoten.

Ur ist eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G genau dann, wenn Ur

eine minimale trennende Menge für V (Gr) in G ist und Gr keinen 2-Knoten
bezüglich Ul besitzt.

Beweis. Da zwei Knoten aus V (Gl) beziehungsweise zwei Knoten aus V (Gr) in G durch
mindestens einen Knoten der zugehörigen trennenden Menge getrennt werden, verbleibt
nur der Fall, dass ein Knoten vl ∈ V (Gl) und ein Knoten vr ∈ V (Gr) in G getrennt werden
müssen.

1. w ist mit ∪ markiert.

(a) l und r sind innere Knoten.

Wenn vl kein 2-Knoten bezüglich Ul ist, dann existiert ein Knoten ul ∈ Ul, sodass
dG(ul, vl) = 1. Wenn vr kein 2-Knoten bezüglich Ur ist, dann existiert ein Knoten
ur ∈ Ur, sodass dG(ur, vr) = 1. Da dG(ul, vr) = dG(ur, vl) = 2, werden vl und
vr durch ul oder ur in G getrennt. Somit ist Ul ∪ Ur eine trennende Menge für
V (Gw) in G. Nach Lemma 1 ist Ul ∪ Ur eine minimale trennende Menge für
V (Gw) in G, wenn Ul eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G und Ur

eine minimale trennende Menge für V (Gr) in G ist.

Wenn vl ein 2-Knoten bezüglich Ul und vr ein 2-Knoten bezüglich Ur ist, dann
gilt für jeden Knoten u ∈ Ul ∪ Ur, dass dG(u, vl) = dG(u, vr) = 2. Somit ist
Ul ∪ Ur keine trennende Menge für V (Gw) in G.

(b) l ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

Wenn vl kein 2-Knoten bezüglich Ul ist, dann existiert ein Knoten ul ∈ Ul, sodass
dG(ul, vl) = 1. Da dG(ul, vr) = 2, werden vl und vr durch ul in G getrennt. Somit
ist Ul eine trennende Menge für V (Gw) in G. Nach Lemma 1 ist Ul eine minimale
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trennende Menge für V (Gw) in G, wenn Ul eine minimale trennende Menge für
V (Gl) in G ist.

Wenn vl ein 2-Knoten bezüglich Ul ist, dann gilt für jeden Knoten u ∈ Ul, dass
dG(u, vl) = dG(u, vr) = 2. Somit ist Ul keine trennende Menge für V (Gw) in G.

2. w ist mit × markiert.

Der Beweis verläuft analog zum vorherigen Fall.

3. w ist mit ≫ markiert.

(a) l und r sind innere Knoten.

Wenn vl kein 1-Knoten bezüglich Ul ist, dann existiert ein Knoten ul ∈ Ul, sodass
dG(ul, vl) = 2. Wenn vr kein 2-Knoten bezüglich Ur ist, dann existiert ein Knoten
ur ∈ Ur, sodass dG(ur, vr) = 1. Da dG(ul, vr) = 1 und dG(ur, vl) = 2, werden vl
und vr durch ul oder ur in G getrennt. Somit ist Ul ∪ Ur eine trennende Menge
für V (Gw) in G. Nach Lemma 1 ist Ul ∪Ur eine minimale trennende Menge für
V (Gw) in G, wenn Ul eine minimale trennende Menge für V (Gl) in G und Ur

eine minimale trennende Menge für V (Gr) in G ist.

Wenn vl ein 1-Knoten bezüglich Ul und vr ein 2-Knoten bezüglich Ur ist, dann
gilt für jeden Knoten u ∈ Ul, dass dG(u, vl) = dG(u, vr) = 1 und für jeden
Knoten v ∈ Ur, dass dG(u, vl) = dG(u, vr) = 2. Somit ist Ul∪Ur keine trennende
Menge für V (Gw) in G.

(b) l ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

Wenn vl kein 1-Knoten bezüglich Ul ist, dann existiert ein Knoten ul ∈ Ul, sodass
dG(ul, vl) = 2. Da dG(ul, vr) = 1, werden vl und vr durch ul in G getrennt. Somit
ist Ul eine trennende Menge für V (Gw) in G. Nach Lemma 1 ist Ul eine minimale
trennende Menge für V (Gw) in G, wenn Ul eine minimale trennende Menge für
V (Gl) in G ist.

Wenn vl ein 1-Knoten bezüglich Ul ist, dann gilt für jeden Knoten u ∈ Ul, dass
dG(u, vl) = dG(u, vr) = 1. Somit ist Ul keine trennende Menge für V (Gw) in G.

(c) l ist ein Blatt und r ein innerer Knoten.

Wenn vr kein 2-Knoten bezüglich Ur ist, dann existiert ein Knoten ur ∈ Ur,
sodass dG(ur, vr) = 1. Da dG(ur, vl) = 2, werden vl und vr durch ur in G
getrennt. Somit ist Ur eine trennende Menge für V (Gw) in G. Nach Lemma 1
ist Ur eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G, wenn Ur eine minimale
trennende Menge für V (Gr) in G ist.

Wenn vr ein 2-Knoten bezüglich Ur ist, dann gilt für jeden Knoten u ∈ Ur, dass
dG(u, vl) = dG(u, vr) = 2. Somit ist Ur keine trennende Menge für V (Gw) in G.

Aus dem vorherigen Beweis geht hervor, dass wenn Ul ∪ Ur keine trennende Menge für
V (Gw) in G ist, maximal ein weiterer Ankerknoten gewählt werden muss. Wenn w mit
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∪ markiert ist, kann einer der beiden 2-Knoten gewählt werden. In beiden Fällen bleibt
der jeweils andere Knoten ein 2-Knoten und eventuell vorhandene 1-Knoten verlieren ihre
Eigenschaft. Auch für den Basisfall, dass l und r Blätter sind, kann beliebig einer der beiden
Knoten als Ankerknoten gewählt werden. Lediglich in dem Fall, dass r ein Blatt ist, gibt es
einen Unterschied. Wenn der 2-Knoten vl aus Gl gewählt wird, ist das Blatt ein 2-Knoten
bezüglich Ul∪{vl}. Wenn in V (Gl) ein 1-Knoten bezüglich Ul existiert, behält oder verliert
dieser seine Eigenschaft, je nachdem, ob vl eine Kante zu diesem Knoten besitzt. Wird
hingegen das Blatt als Ankerknoten gewählt, bleibt der 2-Knoten aus Gl ein 2-Knoten;
wenn jedoch ein 1-Knoten existiert, verliert er immer seine Eigenschaft. Da nur die 1- und
2-Knoten für den Algorithmus relevant sind, gilt die Möglichkeit das Blatt als Ankerknoten
zu wählen als mindestens genauso gut wie jede andere Lösung, sodass sie bevorzugt wird.
Wenn w mit × markiert ist, kann analog verfahren werden.

Lediglich der Fall, dass w mit ≫ markiert ist, benötigt weitere Überlegungen. Zum
einen existieren für den Basisfall zwei Möglichkeiten, bei denen entweder ein 1-Knoten
oder ein 2-Knoten entsteht, je nachdem, welches Blatt als Ankerknoten gewählt wird.
Zum anderen sind die Knoten, die eventuell nicht getrennt werden, nicht die Knoten, die
ihre Eigenschaft beibehalten. So muss der 1-Knoten aus V (Gl) von dem 2-Knoten aus
V (Gr) getrennt werden. Hierzu kann wieder einer der beiden Knoten selbst verwendet
werden und jeder der beiden Knoten verliert seine Eigenschaft, wenn im jeweils anderen
Teilbaum mindestens ein Ankerknoten existiert. Jedoch sind es der 2-Knoten aus V (Gl)
und der 1-Knoten aus V (Gr) die, basierend auf den vorhandenen Kanten, ihre Eigenschaft
beibehalten können, wenn ein Ankerknoten gewählt wird. Offensichtlich kann maximal
einer der beiden Knoten seine Eigenschaft verlieren, wenn nur ein weiterer Ankerknoten
gewählt wird. Wünschenswert wäre demnach ein Knoten, der sowohl den 1-Knoten aus
Gl von dem 2-Knoten aus Gr trennt, als auch entweder den 2-Knoten aus Gl oder den
1-Knoten aus Gr seine Eigenschaft verlieren lässt. Diese gesuchten Knoten werden in der
folgenden Definition behandelt.

Definition 20. Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Graph und U ⊆ V (G)
eine trennende Menge für G. Sei v1 ein 1-Knoten und v2 ein 2-Knoten bezüglich U . Ein
Knoten u heißt double remover, wenn G keinen 1- und keinen 2-Knoten bezüglich U ∪{u}
besitzt.

Abbildung 16 zeigt, welche Kanten vorhanden sein müssen und welche nicht vorhanden
sein dürfen, damit ein 1-Knoten, ein 2-Knoten oder beide gleichzeitig ein double remover
sind. Für den dritten Fall existiert kein gerichteter Co-Graph mit der geforderten Kanten-
menge. Das nächste Lemma zeigt zudem, dass nur 1- oder 2-Knoten double remover sein
können, siehe auch Abbildung 17.

Lemma 3. Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Co-Graph mit Co-Baum T .
Sei w ∈ T ein innerer Knoten und sei U eine trennende Menge für V (Gw) in G, sodass ein
1-Knoten v1 und ein 2-Knoten v2 bezüglich U in Gw existiert. Dann existiert kein double
remover für v1 und v2 in V (Gw) \ {v1, v2}.
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Abbildung 16: Die drei Fälle in denen (a) ein 1-Knoten, (b) ein 2-Knoten oder (c) beide ein
double remover sind. Die grünen Kanten müssen vorhanden sein, die roten Kanten dürfen nicht
existieren. Der dritte Fall ist kein gerichteter Co-Graph.

Beweis. Angenommen es gäbe einen solchen double remover u ∈ V (Gw) \ {v1, v2}. Da U
eine trennende Menge für V (Gw) in G ist, werden insbesondere die drei Knotenpaare v1, v2,
v1, u und v2, u durch Knoten aus U in G getrennt. Da v1 ein 1-Knoten und v2 ein 2-Knoten
bezüglich U sind, trennt jeder Knoten aus U dieses Paar. Außerdem existieren mindestens
zwei Knoten w1, w2 ∈ U , wobei w1 das Paar v1, u und w2 das Paar v2, u trennt. Somit
gilt (w1, v1), (w2, v1), (w2, u) ∈ E(G) und (w1, v2), (w2, v2), (w1, u) /∈ E(G). Da u ein double
remover ist gilt (u, v1) /∈ E(G) und (u, v2) ∈ E(G). Für diese Knoten- und Kantenmenge
existiert keine Aufteilung in zwei nicht leere Graphen G1, G2, sodass G = G1∪G2, G =
G1×G2 oder G = G1≫G2, siehe auch Abbildung 17.

U

G v u v

w w

1

2

2

1

Abbildung 17: Der Fall in dem ein Knoten u ein double remover für den 1-Knoten v1 und den
2-Knoten v2 ist. Die grünen Kanten müssen vorhanden sein, die roten Kanten dürfen nicht exis-
tieren. Es müssen mindestens zwei Ankerknoten in U existieren, um die Knoten u, v1, v2 unter-
einander zu trennen. Für diesen Fall ist G kein gerichteter Co-Graph.

Die gerichtete Metrische Dimension kann nun wie folgt für einen stark zusammen-
hängenden gerichteten Co-Graphen Gmit Co-Baum T berechnet werden. Für jeden inneren
Knoten w ∈ T werden maximal vier trennende Mengen für V (Gw) in G berechnet. Diese
werden mit Uw,tw bezeichnet, wobei tw ∈ {0, 1, 2, 12}. Hierbei ist

1. Uw,0 eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G, sodass Gw keinen 1-Knoten
oder 2-Knoten bezüglich Uw,0 enthält.

2. Uw,1 eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G, sodass Gw einen 1-Knoten,
aber keinen 2-Knoten bezüglich Uw,1 enthält.
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3. Uw,2 eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G, sodass Gw keinen 1-Knoten,
aber einen 2-Knoten bezüglich Uw,2 enthält.

4. Uw,12 eine minimale trennende Menge für V (Gw) in G, sodass Gw einen 1-Knoten
und einen 2-Knoten bezüglich Uw,12 enthält.

Zusätzlich wird für jede der Mengen, wenn vorhanden, gespeichert, welcher Knoten ein 1-
oder 2-Knoten ist. Für Uw,12 wird außerdem gespeichert, ob einer der beiden Knoten ein
double remover ist und wenn ja welcher.

Für jeden inneren Knoten werden die Lösungen der beiden Teilbäume kombiniert und
maximal ein weiterer Knoten als Ankerknoten gewählt. Dieser zusätzliche Knoten ist immer
ein 1- oder 2-Knoten. Initial sind für jeden inneren Knoten alle vier trennenden Mengen
undefiniert und nicht für jeden Knoten existiert eine trennende Menge für jeden der vier
Typen. Die Kombinationsmöglichkeiten sind in den Tabellen 1 bis 3 zusammengefasst. Die-
se zeigen, wie die trennenden Mengen Ul,tl und Ur,tr des linken und rechten Teilbaums zu
einer trennenden Menge Uw,tw zusammengesetzt werden können, wofür in einigen Fällen
der Knoten u als Ankerknoten aufgenommen werden muss. Gw enthält dann den 1-Knoten
v1 und den 2-Knoten v2 bezüglich Uw,tw . Alle double remover, die entstehen oder als An-
kerknoten verwendet werden, sind mit einem Stern gekennzeichnet. Wenn ein Eintrag mit

”
−“ markiert ist, muss kein Ankerknoten hinzugenommen werden oder es existiert kein 1-
beziehungsweise 2-Knoten bezüglich der resultierenden trennenden Menge. Die blau hin-
terlegten Zellen entsprechen zwar zulässigen Kombinationsmöglichkeiten, können jedoch
vernachlässigt werden, da, wie weiter oben besprochen, Lösungen existieren, die mindes-
tens genauso gut sind. Für ein Beispiel siehe Abbildung 18.

Da der Co-Baum nur einmal durchlaufen werden muss und die Berechnungen an jedem
Knoten des Baums nur konstante Zeit benötigen, folgt das nachstehende Theorem.

Theorem 5. Die gerichtete Metrische Dimension eines stark zusammenhängenden gerich-
teten Co-Graphen kann in linearer Zeit berechnet werden.
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Abbildung 18: Der Graph aus Abbildung 15 mit einer trennenden Menge (blau). Im Teilbaum mit
den Blättern {a, b, c} ist c ein double remover für den 1-Knoten b und den 2-Knoten c bezüglich der
trennenden Menge {a}. Am nächsten inneren Knoten (mit ≫ markiert) wird c als Ankerknoten
gewählt, sodass für den entsprechenden Teilbaum die trennende Menge {a, c, d} gewählt wird.
Dies entspricht dem Fall

”
12 2 vl,⋆ 0 − −“ aus Tabelle 1 für die Markierung ≫ . Zur Berechnung

der stark trennenden Mengen für jeden inneren Knoten siehe die untenstehende Tabelle.

w Uw,0 Uw,1/v1 Uw,2/v2 Uw,12/v1, v2
w1 − {a}/b − −
w2 − − − {a}/b, c⋆
w3 − − {d}/e −
w4 {a, c, d} − − −
w5 − {f}/g {g}/f −
w6 − − {f, g}/h {f}/g, h⋆

w7 {a, c, d, f} − − −
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tl tr u tw v1 v2
0 0 − 0 − −
0 1 − 0 − −
0 2 − 2 − vr,2
0 12 − 2 − vr,2
1 0 − 0 − −
1 1 − 0 − −
1 2 − 2 − vr,2
1 12 − 2 − vr,2
2 0 − 2 − vl,2
2 1 − 2 − vl,2
2 2 vl,2 2 − vr,2

vr,2 2 − vl,2
2 12 vl,2 2 − vr,2

vr,2 2 − vl,2
vr,⋆ 2 − vl,2

12 0 − 2 − vl,2
12 1 − 2 − vl,2
12 2 vl,2 2 − vr,2

vl,⋆ 2 − vr,2
vr,2 2 − vl,2

12 12 vl,2 2 − vr,2
vl,⋆ 2 − vr,2
vr,2 2 − vl,2
vr,⋆ 2 − vl,2

∪ Markierung

tl tr u tw v1 v2
0 0 − 0 − −
0 1 − 1 vr,1 −
0 2 − 0 − −
0 12 − 1 vr,1 −
1 0 − 1 vl,1 −
1 1 vl,1 1 vr,1 −

vr,1 1 vl,1 −
1 2 − 1 vl,1 −
1 12 vl,1 1 vr,1 −

vr,1 1 vl,1 −
vr,⋆ 1 vl,1 −

2 0 − 0 − −
2 1 − 1 vr,1 −
2 2 − 0 − −
2 12 − 1 vr,1 −
12 0 − 1 vl,1 −
12 1 vl,1 1 vr,1 −

vl,⋆ 1 vr,1 −
vr,1 1 vl,1 −

12 2 − 1 vl,1 −
12 12 vl,1 1 vr,1 −

vl,⋆ 1 vr,1 −
vr,1 1 vl,1 −
vr,⋆ 1 vl,1 −

× Markierung

tl tr u tw v1 v2
0 0 − 0 − −
0 1 − 1 vr,1 −
0 2 − 0 − −
0 12 − 1 vr,1 −
1 0 − 0 − −
1 1 − 1 vr,1 −
1 2 vl,1 0 − −

vr,2 0 − −
1 12 vl,1 1 vr,1 −

vr,2 1 vr,1 −
vr,⋆ 0 − −

2 0 − 2 − vl,2
2 1 − 12 vr,1 vl,2
2 2 − 2 − vl,2
2 12 − 12 vr,1 vl,2
12 0 − 2 − vl,2
12 1 − 12 vr,1 vl,2
12 2 vl,1 2 − vl,2

vl,⋆ 0 − −
vr,2 2 − vl,2

12 12 vl,1 12 vr,1 vl,2
vl,⋆ 1 vr,1 −
vr,2 12 vr,1 vl,2
vr,⋆ 2 − vl,2

≫ Markierung

Tabelle 1: Die Tabellen für den Fall, dass l und r innere Knoten in T sind.
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tl tr u tw v1 v2
0 − − 2 − vr
1 − − 12 vl,1 v⋆r
2 − vl,2 2 − vr

vr 2 − vl,2
12 − vl,2 12 vl,1 v⋆r

vl,⋆ 2 − vr
vr 2 − vl,2

∪Markierung, r ist Blatt

tl tr u tw v1 v2
0 − − 1 vr −
1 − vl,1 1 vr −

vr 1 vl,1 −
2 − − 12 v⋆r vl,2
12 − vl,1 12 v⋆r vl,2

vl,⋆ 1 vr −
vr 1 vl,1 −

×Markierung, r ist Blatt

tl tr u tw v1 v2
0 − − 1 vr −
1 − vl,1 1 vr −

vr 0 − −
2 − − 12 vr vl,2
12 − vl,1 12 vr vl,2

vl,⋆ 1 vr −
vr 2 − vl,2

≫Markierung, r ist Blatt

tl tr u tw v1 v2
− 0 − 2 − vl
− 1 − 12 vr,1 vl
− 2 vl 0 − −

vr,2 2 − vl
− 12 vl 1 vr,1 −

vr,2 12 vr,1 vl
vr,⋆ 2 − vl

≫Markierung, l ist Blatt

Tabelle 2: Die Tabellen für den Fall, dass l oder r ein Blatt in T ist.

Uw,tw tw v1 v2
{vl} 2 − vr
{vr} 2 − vl

∪ Markierung, zwei Blätter

Uw,tw tw v1 v2
{vl} 1 vr −
{vr} 1 vl −

× Markierung, zwei Blätter

Uw,tw tw v1 v2
{vl} 1 vr −
{vr} 2 − vl

≫ Markierung, zwei Blätter

Tabelle 3: Die Tabellen für den Fall, dass l und r Blätter in T sind.
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6 Komplexität der Starken Metrischen Dimension

Oellermann und Peters-Fransen zeigten die Äquivalenz zwischen der Starken Metrischen
Dimension eines Graphen G und einem Vertex Cover im GSR [99], welcher wie folgt definiert
ist. Für ein Beispiel siehe Abbildung 19.

Definition 21. [99] Sei G ein ungerichteter Graph.

� Ein Knoten u ∈ V (G) ist maximal entfernt von einem Knoten v ∈ V (G), wenn
∀u′ ∈ N(u) : dG(u

′, v) ≤ dG(u, v).

� Zwei Knoten u, v ∈ V (G) sind gegenseitig maximal entfernt, wenn u maximal ent-
fernt von v und v maximal entfernt von u ist.

� Der strong resolving Graph von G, genannt GSR, besitzt die gleiche Knotenmenge
wie G und eine Kante zwischen zwei Knoten u, v ∈ V (G) genau dann, wenn u und
v gegenseitig maximal entfernt in G sind.

Theorem 6. [99] Sei G ein ungerichteter Graph, dann ist smd(G) = VC(GSR ), wobei
VC(GSR ) die Größe eines minimalen Vertex Cover von GSR ist.

Da sich der GSR in polynomieller Zeit konstruieren lässt [99], kann die Starke Metrische
Dimension für jeden Graphen effizient gelöst werden, für dessen strong resolving Graphen
ein minimales Vertex Cover in polynomieller Zeit bestimmt werden kann.

G GSR
Abbildung 19: Ein Graph G links und sein strong resolving Graph GSR rechts. Die drei markierten
Knoten bilden ein Vertex Cover in GSR und sind somit eine stark trennende Menge in G.

Es ist leicht zu erkennen, dass von zwei gegenseitig maximal entfernten Knoten mindes-
tens einer in jeder stark trennenden Menge enthalten sein muss, da es keine Verlängerung
des kürzesten Weges zwischen diesen Knoten gibt, auf der ein Ankerknoten liegen könnte.
Auch für spezielle Arten von Knoten lassen sich Beobachtungen bezüglich der Starken
Metrischen Dimension anstellen.

Beobachtung 1. Sei G ein ungerichteter Graph.
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� Eine minimale stark trennende Menge für G enthält keine Separationsknoten.

� Sei dG(u, v) = D(G) für zwei Knoten u, v ∈ V (G), dann ist {u, v} ∈ E(GSR).

Im Folgenden werden verschiedene Methoden zur Berechnung der Starken Metrischen
Dimension betrachtet. Da die strong resolving Graphen vieler Graphklassen nicht perfekt
sein muss (siehe Abbildung 20), werden entweder andere Herangehensweisen (Kapitel 6.1)
oder Graphklassen, für deren strong resolving Graphen ein Vertex Cover effizient bestimmt
werden kann (Kapitel 6.2.4), verwendet. Im Folgenden sind besonders twins relevant.

G SRG

Abbildung 20: Ein G und sein strong resolving Graph GSR. Der Graph GSR enthält einen indu-
zierten Kreis C5 (rot), sodass er nicht perfekt ist. G kann nach dem gleichen Schema erweitert
werden, um induzierte Kreise beliebiger Länge in GSR zu erzeugen. G ist ein Intervallgraph und
somit perfekt.

Lemma 4. Sei G ein ungerichteter Graph.

� Wenn u, v ∈ V (G) twins in G sind, sind sie true twins in GSR.

� Sei {u, v} ∈ E(G), dann ist {u, v} ∈ E(GSR) genau dann, wenn u und v true twins
in G sind.

Beweis.

� Da u und v twins sind, besitzen sie dieselben Distanzen zu allen übrigen Knoten in G
und alle anderen Knoten besitzen dieselben Distanzen zu u und v. Somit ist u genau
dann maximal entfernt von einem Knoten w ∈ V (G), wenn v auch maximal entfernt
von w ist und der Knoten w ist genau dann maximal entfernt von u, wenn er auch
maximal entfernt von v ist.

� Da dG(u, v) = 1, darf jeder Knoten aus N(u) auch höchstens die Distanz 1 zu v
haben, damit u und v gegenseitig maximal entfernt sind. Analog darf jeder Knoten
aus N(v) höchstens die Distanz 1 zu u haben, sodass N [u] = N [v] gelten muss.
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Mithilfe der zuletzt gezeigten Aussage lässt sich das folgende Lemma beweisen.

Lemma 5. Sei G ein ungerichteter Graph mit D(G) ≤ 2. Dann ist

E(GSR) = E(G) ∪ {{u, v} | u, v sind true twins in G}.
Beweis. Da D(G) ≤ 2 enthält GSR aufgrund von Beobachtung 1 eine Kante zwischen
jedem Knotenpaar, das in G nicht adjazent ist. Nach Lemma 4 enthält GSR nur Kanten
zwischen Knotenpaaren die adjazent in G sind, wenn sie true twins sind. Zusammen ergibt
sich die Kantenmenge von G mit zusätzlichen Kanten zwischen true twins von G.

6.1 Linearzeitalgorithmus für Co-Graphen

Wie bereits in einem vorherigen Kapitel beschrieben, sind Co-Graphen bezüglich der Kom-
plementierung abgeschlossen. Außerdem kann durch das Einfügen einer Kante zwischen
zwei false twins kein induzierter P4 entstehen, sodass die nachstehende Aussage folgt.

Korollar 1. Wenn G ein Co-Graph ist, dann ist auch GSR ein Co-Graph.

Diese Aussage ist bereits ausreichend, um die Starke Metrische Dimension eines un-
gerichteten Co-Graphen G in linearer Zeit zu berechnen. Dazu kann, falls nicht bereits
vorhanden, der Co-Baum von G und anschließend der Co-Baum von GSR mithilfe von
Lemma 5 bestimmt werden. Zuletzt kann basierend auf diesem Baum ein Vertex Cover
berechnet werden. Alle Schritte sind in linearer Zeit durchführbar. Die Starke Metrische
Dimension von ungerichteten Co-Graphen lässt sich jedoch aufgrund der folgenden Eigen-
schaften ohne die Konstruktion des GSR bestimmen.

Lemma 6. Sei G ein ungerichteter Graph und seien u, v ∈ V (G) zwei true twins in G.
Dann ist smd(G) = smd(G \ v) + 1.

Beweis. Seien u, v zwei true twins in G und sei G′ = G \ v. Das Entfernen eines twins
beeinflusst die Distanzen der übrigen Knoten nicht, sodass zwei Knoten w1, w2 ∈ V (G) \
{u, v} genau dann gegenseitig maximal entfernt in G sind, wenn sie es in G′ sind. Da u und
v true twins sind, beeinflusst das Entfernen von v außerdem nicht, von welchen Knoten u
maximal entfernt ist. Womit u und ein Knoten w ∈ V (G) \ {u, v} genau dann gegenseitig
maximal entfernt in G sind, wenn sie es in G′ sind. Diese Eigenschaft gilt nicht für false
twins, wenn w ∈ N(u).

Jedes Vertex Cover U ′ von G′
SR kann durch das Hinzufügen von v in ein Vertex Cover

für GSR umgewandelt werden, d.h. smd(G′)+ 1 ≥ smd(G). Jedes Vertex Cover U von GSR

enthält entweder Knoten u, Knoten v oder beide, da diese in GSR adjazent sind. Wenn U
den Knoten v nicht enthält, ersetze u durch v in U . Das Ergebnis ist weiterhin ein Vertex
Cover für GSR und U \ v ist ein Vertex Cover für G′

SR, d.h. smd(G)− 1 ≥ smd(G′).

Das Entfernen eines twins aus einem ungerichteten Graphen beeinflusst außerdem nicht
die twin-Eigenschaft der anderen Knoten. Sind also u1, u2 ∈ V (G) und v1, v2 ∈ V (G) zwei
Paare von twins in G, so bleiben u1, u2 twins in G \ v1 und G \ v2, was für das folgende
Theorem relevant ist.
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Theorem 7. Sei G ein ungerichteter Co-Graph. Sei G′ der Graph, der durch wiederholtes
Entfernen von true twins in G entsteht. Dann ist

smd(G) = |V (G)| − ω(G′),

wobei ω(G′) die Größe einer maximalen Clique in G′ ist.

Beweis. Sei n = |V (G)| und n′ = |V (G′)|, dann ist

smd(G) = smd(G′) + n− n′ durch wiederholtes Anwenden von Lemma 6
= VC(G′

SR ) + n− n′ nach Theorem 6
= VC(G′ ) + n− n′ nach Lemma 5, da G′ keine true twins hat
= n′ − α(G′) + n− n′ da VC(G′ ) = n′ − α(G′)
= n− α(G′)
= n− ω(G′) da α(G′) = ω(G′),

wobei VC(G ) und α(G) die Größe eines minimalen Vertex Cover und einer maximalen
unabhängigen Menge von G sind.

Mithilfe dieser Aussage kann die Starke Metrische Dimension eines ungerichteten Co-
Graphen G in linearer Zeit berechnet werden, ohne den GSR betrachten zu müssen. Statt-
dessen wird eine maximale Clique in G berechnet, die keine true twins enthält. Die maxima-
le Clique eines ungerichteten Co-Graphen kann einfach mithilfe des Co-Baums berechnet
werden, welcher von den Blättern bis zur Wurzel durchlaufen wird. Ein Blatt bekommt den
Wert 1 zugewiesen, ein innerer Knoten, der mit ∪ markiert ist, das Maximum der Werte
seiner Nachfolger, und ein innerer Knoten, der mit × markiert, ist die Summe der Werte
seiner Nachfolger.

Das Entfernen der true twins kann im selben Durchlauf durchgeführt werden. Hierzu
wird der bereits in einem früheren Kapitel angesprochene kanonische Co-Baum verwendet.
Zwei Knoten sind genau dann true twins in G, wenn die assoziierten Blätter im Co-Baum
Nachfolger desselben mit × markierten Knotens sind. Somit müssen für die Berechnung der
maximalen Clique lediglich die Blätter an den mit × markierten Knoten als ein einzelnes
Blatt behandelt werden. Im folgenden Algorithmus 1 geschieht dies durch die Variable t,
welche auf 1 gesetzt wird, wenn sich an einem mit × markierten Knoten ein Blatt befindet,
die aber nicht weiter erhöht wird. Für ein Beispiel siehe Abbildung 21.

Theorem 8. Die Starke Metrische Dimension ungerichteter Co-Graphen kann in linearer
Zeit berechnet werden.

Theorem 7 kann außerdem auf alle Graphklassen mit Durchmesser von höchstens 2
angewendet werden, wenn sie bezüglich des Entfernens von true twins abgeschlossen sind.
Wenn zusätzlich eine maximale Clique effizient berechnet werden kann, kann die Starke
Metrische Dimension ebenfalls effizient bestimmt werden. Beispiele für diese Graphklas-
sen sind perfekte Graphen mit einem Durchmesser von höchstens 2 oder Graphen mit
beschränkter Cliquenweite und einem Durchmesser von höchstens 2.
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Algorithm 1 Starke Metrische Dimension ungerichteter Co-Graphen

1: function smd(Co-Graph G)
2: T ← kanonischer Co-Baum von G
3: n← |V (G)|
4: return n−max twinfreie clique(T )

5: end

6: function max twinfreie clique(kanonischer Co-Baum T )
7: w ← Wurzel von T
8: if w ist mit ∪ markiert then
9: m← 0
10: for all Teilbäume T ′ an Wurzel w do
11: k =max twinfreie clique(T ′)
12: if k > m then
13: m← k
14: return m
15: else if w ist mit × markiert then
16: s← 0
17: t← 0
18: for all Teilbäume T ′ an Wurzel w do
19: if Wurzel von T ′ ist ein Blatt then
20: t← 1
21: else
22: s← s+max twinfreie clique(T ′)

23: return s+ t
24: else
25: return 1
26: end

Korollar 2. Die Starke Metrische Dimension von perfekten Graphen mit Durchmesser
höchstens 2 kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis. Analog zu Theorem 7 können zuerst alle true twins durch wiederholtes Anwenden
von Lemma 6 entfernt und anschließend eine maximale Clique berechnet werden. Da das
Entfernen von true twins keine holes oder anti-holes erzeugt, ist der entstehende Graph
ebenfalls perfekt und hat einen Durchmesser von höchstens 2. Mithilfe von Lemma 5 kann
somit die Starke Metrische Dimension in polynomieller Zeit berechnet werden, da perfekte
Graphen bezüglich Komplementierung abgeschlossen sind und eine maximale Clique in
polynomieller Zeit bestimmt werden kann.
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Abbildung 21: Ein Co-Baum T eines ungerichteten Co-Graphen. An den Knoten stehen die Wer-
te, die von Algorithmus 1 berechnet werden. Eine größte twin-freie Clique für diesen Graphen
besteht aus 4 Knoten, zum Beispiel {a, h, j, l}. Der Graph enthält 15 Knoten, sodass seine Starke
Metrische Dimension 11 beträgt.

6.2 Definition und Analyse verknüpfter Graphen

Zu Beginn dieses Kapitels wurde bereits erwähnt, dass die Starke Metrische Dimension
zum großen Teil für verschiedene Produkte von Graphen untersucht wurde. Das liegt dar-
an, dass diese Graphen eine feste Struktur besitzen, die Aussagen über maximal entfernte
Knoten ermöglichen. Insbesondere ist es häufig möglich effizient zu bestimmen, welche Kno-
ten maximal entfernt von einem gegebenen Knoten sind. Demnach stellt sich die Frage,
welche Strukturen gegeben sein müssen, damit die Starke Metrische Dimension eines Gra-
phen effizient berechnet werden kann. Im Folgenden wird gezeigt, dass eine minimale stark
trennende Menge genau dann für einen ungerichteten Graphen effizient bestimmt werden
kann, wenn für jede zweifache Zusammenhangskomponente eine minimale stark trennende
Menge effizient bestimmt werden kann. Insbesondere wird auch der Fall betrachtet, in dem
diese Komponenten Co-Graphen sind.

Im folgenden werden ungerichtete Graphen betrachtet, die durch das Verknüpfen von
Graphen G1, . . . , Gk an einen Graphen H entstehen, indem in der disjunkten Vereinigung
dieser Graphen Knoten u1, . . . , uk ausG1, . . . , Gk mit Knoten v1, . . . , vk ausH verschmolzen
werden.

Definition 22. Seien G1, . . . , Gk und H k + 1 Graphen, ui ∈ V (Gi) für i = 1, . . . , k und
v1, . . . , vk ∈ V (H). Sei G1,...,k die disjunkte Vereinigung von G1, . . . , Gk. Das heißt G1,...,k

besitzt die Knotenmenge ∪k
i=1V (Gi) und die Kantenmenge ∪k

i=1E(Gi).
Dann ist der Graph

G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H

definiert durch die Knotenmenge

(V (G1) ∪ · · · ∪ V (Gk) ∪ V (H)) \ {u1, . . . , uk}

47



und die Kantenmenge

( E(G1) ∪ · · · ∪ E(Gk) ∪ E(H)
∪{{w, vi} |w ∈ NGi

(ui), 1 ≤ i ≤ k} )
\ {{w, ui} |w ∈ NGi

(ui), 1 ≤ i ≤ k}.

Der Graph G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H entsteht aus der disjunkten Vereinigung der k Gra-
phen G1, . . . , Gk und des Graphen H durch das Entfernen der Knoten u1, . . . , uk und das
anschließende Verbinden der Nachbarn von ui in Gi mit vi für 1 ≤ i ≤ k. Im Folgenden
wird nur der in Voraussetzung 1 beschriebene Fall betrachtet.

v2

v3

u3

u4
4G

H

3G
a b

c

d
efg

hi

j

k

l

mno
p

q

rs

t

u

o
p

q

rs

t

u

a b

c
h

ef

j
k

l

m

1G 

u1

u2
2G

J

v1

Abbildung 22: Fünf Graphen G1, G2, G3, G4, H und der Graph J =
G1,2,3,4 ◦(u1,u2,u3,u4→v1,v2,v2,v3)H. Der Graph H entspricht dem Graphen aus Abbildung 19.

Voraussetzung 1. Seien G1, . . . , Gk und H k + 1 knotendisjunkte, zusammenhängende
Graphen, |V (Gi)| ≥ 2, ui ∈ V (Gi) für 1 ≤ i ≤ k, |V (H)| ≥ 2, v1, . . . , vk ∈ V (H). Sei
G1,...,k die disjunkte Vereinigung von G1, . . . , Gk und sei

J = G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H.

Die Knoten v1, . . . , vk in H müssen nicht disjunkt sein.
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6.2.1 Bestimmung des strong resolving Graphen verknüpfter Graphen

Um die Starke Metrische Dimension eines Graphen J = G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H zu be-
rechnen, wird zunächst die Kantenmenge von JSR bestimmt. Für die Verbindungsknoten
ist die Kantenmenge trivial.

Lemma 7. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Die Knoten v1, . . . , vk besitzen keine inzidenten
Kanten in JSR.

Beweis. Folgt aus Beobachtung 1, da v1, . . . , vk Separationsknoten in J sind.

Da zur Bestimmung der Kanten in JSR die von einem Knoten maximal entfernten
Knoten relevant sind, werden diese mit der folgenden Definition festgehalten.

Definition 23. Für einen zusammenhängenden Graphen G und einen Knoten u ∈ V (G)
sei MD(G, u ) die Menge an Knoten, die maximal entfernt von u in G sind.

Zunächst wird die Menge der maximal entfernten Knoten für einen Knoten aus H
betrachtet. Das folgende Lemma gilt auch, wenn w einer der Verbindungsknoten ist und
ist zudem für Lemma 14 und Lemma 15 relevant. Anschließend wird die Menge der maximal
entfernten Knoten für einen Knoten aus einem der Graphen Gj betrachtet. Für ein Beispiel
siehe Abbildung 23.

Lemma 8. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Sei w ∈ V (H), dann ist

MD( J, w ) =

(
MD(H, w ) \ {v1, . . . , vk}

∪ ⋃
1≤i≤k MD(Gi, ui )

)
.

Beweis. Die Aussage folgt daraus, dass jeder kürzeste Weg in J zwischen w und einem
Knoten aus Gi für 1 ≤ i ≤ k den Knoten vi passiert. Somit ist ein Knoten aus Gi genau
dann maximal entfernt von w, wenn er maximal entfernt von vi ist. Außerdem führt kein
kürzester Weg zwischen w und einem Knoten ausH über Knoten außerhalb vonH. Letztere
beeinflussen demnach nicht, welche Knoten (außer den Knoten v1, . . . , vk) in H maximal
entfernt von w sind. Die Knoten v1, . . . , vk sind aufgrund von Lemma 7 von keinem Knoten
maximal entfernt.

Lemma 9. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Sei u′
j ∈ V (Gj)\{uj} für ein j, 1 ≤ j ≤ k. Dann

ist

MD( J, u′
j ) =




MD(Gj, u
′
j ) \ {uj}

∪ MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk}
∪ ⋃

1≤i≤k,i ̸=j MD(Gi, ui )


 .

Beweis. Analog zum vorherigen Lemma verläuft jeder kürzeste Weg in J zwischen u′
j und

einem Knoten aus H oder Gi mit i ̸= j über den Knoten uj. Somit sind diese Knoten genau
dann maximal entfernt von u′

j, wenn sie maximal entfernt von vj bzw. ui sind. Ebenfalls
analog zum vorherigen Lemma haben die Knoten außerhalb von V (Gj) keinen Einfluss auf
die von u′

j maximal entfernten Knoten in Gj außer uj. Der Knoten uj wird in J durch

49



(0,3)(1,2)

(2,1)

(2,2)

(1,3)

(1,4)

(2,4)

(2,5) (3,6)

(2,5)

(3,5)

(3,0)

(3,1)(4,2)
(4,6)

(4,6)

(5,7)

o
p

q

rs

t

u

a b

c
h

ef

j
k

l

m

J

Abbildung 23: Der Graph J aus Abbildung 22. Jeder Knoten x ∈ V (J) ist mit (dJ(x, r)/dJ(x, c))
markiert. Die Knoten a, c, e, h, j sind maximal entfernt von r (sowie jedem anderen Knoten aus
V (H)), da sie maximal entfernt von ihrem jeweiligen Verbindungsknoten vor der Verknüpfung
waren. Die Knoten e, h, j sind somit auch maximal entfernt von c (sowie jedem anderen Knoten
aus V (G1 \ {d})). Zusätzlich ist a maximal entfernt von c, da dies schon in G1 der Fall war. Aus
V (H) ist kein Knoten maximal entfernt von c, da nur p, q maximal entfernt von t in H sind, diese
jedoch Separationsknoten in J sind.

vj ersetzt, welcher ein Separationsknoten in J und somit nicht maximal entfernt ist. Die
übrigen Separationsknoten müssen ebenfalls aus der Menge der maximal entfernten Knoten
entfernt werden.

Die beiden vorherigen Lemmata sind ausreichend, um die Kantenmenge zwischen Kno-
ten aus unterschiedlichen verknüpften Graphen im JSR zu bestimmen, was in den folgenden
beiden Lemmata festgehalten wird.

Lemma 10. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Dann gelten für jeden Knoten u′
i ∈ V (Gi)\{ui}

für ein i, 1 ≤ i ≤ k und jeden Knoten v′ ∈ V (J) \ V (Gi) die folgenden Aussagen.

1. Wenn u′
i maximal entfernt von ui in Gi oder äquivalent maximal entfernt von vi in

J ist, dann ist u′
i maximal entfernt von v′ in J .

2. Wenn v′ maximal entfernt von vi in J ist, dann ist v′ maximal entfernt von u′
i in J .

Beweis. Folgt aus Lemma 8 und Lemma 9.

Lemma 11. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Zwei Knoten u′
i ∈ V (Gi) \ {ui} und u′

j ∈
V (Gj)\{uj} für i ̸= j sind genau dann gegenseitig maximal entfernt in J , wenn u′

i maximal
entfernt von ui in Gi ist und u′

j maximal entfernt von uj in Gj ist.

Beweis.
”
⇒“ Folgt aus Lemma 9, da u′

i maximal entfernt von u′
j sein muss und vice

versa.

”
⇐“ Da jeder kürzeste Weg zwischen u′

i und u′
j in J über vi und vj verläuft folgt, dass

u′
i maximal entfernt von ui in Gi sein muss und u′

j maximal entfernt von uj in Gj.
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Zuletzt gilt es, die Kantenmenge im JSR zwischen Knoten aus demselben Teilgraphen
zu bestimmen. Da durch die anderen Teilgraphen jedoch ausschließlich die Nachbarschaft
der Separationsknoten beeinflusst wird, hat das Verknüpfen keinen Einfluss auf diese Kan-
tenmenge.

Lemma 12. Sei Voraussetzung 1 gegeben.

1. Zwei Knoten u′
i, u

′′
i ∈ V (Gi) \ {ui} sind genau dann gegenseitig maximal entfernt in

J , wenn sie gegenseitig maximal entfernt in Gi sind.

2. Zwei Knoten v′, v′′ ∈ V (H) \ {v1, . . . , vk} sind genau dann gegenseitig maximal ent-
fernt in J , wenn sie gegenseitig maximal entfernt in H sind.

Beweis. Die Aussage folgt daraus, dass kein kürzester Weg in J zwischen zwei Knoten in
(V (Gi) ∪ {vi}) \ {ui} über einen Knoten außerhalb von (V (Gi) ∪ {vi}) \ {ui} und kein
kürzester Weg in J zwischen zwei Knoten aus V (H) über einen Knoten außerhalb von
V (H) führt. Separationsknoten sind von keinem Knoten maximal entfernt.

Die drei vorherigen Aussagen werden in dem folgenden Theorem zusammengefasst,
welches alle Kanten des JSR beschreibt, siehe Abbildung 24. Im nächsten Schritt kann
basierend auf diesen Informationen ein Vertex Cover für JSR berechnet werden.

Theorem 9. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Der strong resolving Graph JSR besitzt eine
Kante {w1, w2} genau dann wenn w1, w2 /∈ {v1, . . . , vk} und

1. w1, w2 ∈ V (Gi) für ein i, 1 ≤ i ≤ k, und w1 und w2 sind gegenseitig maximal entfernt
in Gi,

2. w1, w2 ∈ V (H) und w1 und w2 sind gegenseitig maximal entfernt in H,

3. w1 ∈ V (Gi) und w2 ∈ V (Gj) für i, j, 1 ≤ i < j ≤ k, w1 ist maximal entfernt von ui

in Gi und w2 ist maximal entfernt von uj in Gj, oder

4. wenn w1 ∈ V (Gi) für ein i, 1 ≤ i ≤ k, w2 ∈ V (H), w1 ist maximal entfernt von ui

in Gi und w2 ist maximal entfernt von vi in H.

6.2.2 Berechnung eines minimalen Vertex Covers

Theorem 9 beschreibt die Kanten des JSR wie folgt.

� Die Kanten in Punkt 1 sind die Kanten von (Gi)SR \ {ui}.

� Die Kanten in Punkt 2 sind die Kanten von HSR \ {v1, . . . , vk}.
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Abbildung 24: Die strong resolving Graphen der Graphen aus Abbildung 22 ohne ihre Verbin-
dungsknoten sowie JSR. Die gestrichelten Knoten sind die, die von den jeweiligen Verbindungs-
knoten maximal entfernt sind.

� Die Kanten in Punkt 3 sind die Kanten eines vollständigen k-partiten Teilgraphen
Kn1,...,nk

, ni = |MD(Gi, ui )| mit Knotenmenge
⋃

1≤i≤k

MD(Gi, ui )

und Kantenmenge

{{w1, w2} |w1,∈ MD(Gi, ui ), w2,∈ MD(Gj, uj ), 1 ≤ i < j ≤ k}.

� Die Kanten in Punkt 4 sind die Kanten von k vollständig bipartiten Teilgraphen
Kni,mi

, 1 ≤ i ≤ k, ni = |MD(Gi, ui )|, mi = |MD(H, vi ) \ {v1, . . . , vk}| mit Knoten-
menge

MD(Gi, ui ) ∪ (MD(H, vi ) \ {v1, . . . , vk} )
und Kantenmenge

{{w1, w2} |w1,∈ MD(Gi, ui ), w2,∈ MD(H, vi ) \ {v1, . . . , vk}}.
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Nach Theorem 6 ist eine stark trennende Menge für J äquivalent zu einem Vertex Cover
für JSR und nach Theorem 9 enthält JSR den vollständig k-partiten Graphen Kn1,...,nk

und
die k vollständig bipartiten Graphen Kni,mi

, 1 ≤ i ≤ k als Teilgraphen. Somit existiert
für jedes Vertex Cover U für JSR ein j, 1 ≤ j ≤ k, sodass U alle Knoten der Mengen
MD(Gi, ui ), 1 ≤ i ≤ k, i ̸= j enthält und zusätzlich alle Knoten aus MD(Gj, uj ) oder
alle Knoten aus MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk}. Um diese verschiedenen Möglichkeiten für ein
Vertex Cover festzuhalten, wird die folgende Notation verwendet.

Notation 1. Für einen Graphen G sei

VC(G )

ein minimales Vertex Cover für G. Für einen Graphen G und eine Knotenmenge M ⊆
V (G) sei

VC(G, M )

ein Vertex Cover für G, das außerdem alle Knoten aus M enthält.

Ein minimales Vertex Cover für JSR kann damit wie folgt bestimmt werden.

Lemma 13. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Sei

U0 =

(
VC(HSR \ {v1, . . . , vk} )

∪ ⋃
1≤i≤k VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )

)

und

Uj =




VC(HSR \ {v1, . . . , vk}, MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk} )
∪ VC( (Gj)SR \ {uj} )
∪ ⋃

1≤i≤k,i ̸=j VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )




für 1 ≤ j ≤ k.
Jede Menge U0, U1, . . . , Uk ist ein Vertex Cover für JSR und mindestens eine ist ein

minimales Vertex Cover für JSR.

Beweis. Wie in Theorem 9 erwähnt, enthält JSR einen vollständig k-partiten Teilgraphen
mit Knotenmenge

MD(G1, u1 ) ∪ · · · ∪ MD(Gk, uk )

und k vollständig bipartite Teilgraphen mit Knotenmengen

MD(Gi, ui ) ∪ (MD(H, ui ) \ {u1, . . . , uk})

für 1 ≤ i ≤ k. Jedes Vertex Cover für JSR muss demnach alle Knotenmengen
MD(G1, u1 ), . . . ,MD(Gk, uk ) bis auf eine MD(Gj, uj ), 1 ≤ j ≤ k, und zusätzlich alle
Knoten aus MD(Gj, uj ) oder alle Knoten aus MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk} enthalten, um den
verbleibenden vollständig bipartiten Teilgraphen abzudecken. Zuletzt müssen die Kanten
in JSR, die nicht inzident zu Knoten der gewählten Mengen sind, abgedeckt werden. Die
k + 1 Möglichkeiten sind durch die verschiedenen Mengen U0, U1, . . . , Uk abgedeckt.
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Die folgenden beiden Lemmata betrachten den Fall, dass J einen ausgezeichneten Kno-
ten w besitzt, über den J mit einem weiteren Graphen verknüpft werden kann, siehe
Abbildung 25. Für diesen Fall wird ein minimales Vertex Cover für JSR \ {w} und ein
minimales Vertex Cover für JSR \ {w}, das alle Knoten aus MD( J, w ) enthält, berechnet.

Lemma 14. Sei Voraussetzung 1 gegeben und w ∈ V (H). Sei

U0 =

(
VC(HSR \ {v1, . . . , vk,w} )

∪ ⋃
1≤i≤k VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )

)

und

Uj =




VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk, w} )
∪ VC( (Gj)SR \ {uj} )
∪ ⋃

1≤i≤k,i ̸=j VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )




für 1 ≤ j ≤ k.
Jede Menge U0, U1, . . . , Uk ist ein Vertex Cover für JSR \ {w} und mindestens eine ist

ein minimales Vertex Cover für JSR \ {w}.
Beweis. Der einzige Unterschied zwischen Lemma 13 und Lemma 14 ist der Knoten w inH,
der jedoch beim Verknüpfen von J mit einem anderen Graphen entfernt, bzw. durch einen
Separationsknoten ersetzt wird. Die Korrektheit folgt aus dem Beweis von Lemma 13.
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Abbildung 25: Der strong resolving Graphen JSR ohne den Knoten w = r. Dieser Knoten wird
bei den Berechnungen nicht berücksichtigt, wenn J über r mit einem weiteren Graphen verknüpft
wird.

Lemma 15. Sei Voraussetzung 1 gegeben und w ∈ V (H). Dann ist
(

VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, w ) \ {v1, . . . , vk, w} )
∪ ⋃

1≤i≤k VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) ).

)

ein minimales Vertex Cover für JSR \ {w}, das alle Knoten aus MD( J, w ) enthält.
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Beweis. Nach Lemma 8 enthält MD( J, w ) alle Knoten aus MD(Gi, ui ), 1 ≤ i ≤ k. Diese
Knoten decken bereits alle in Theorem 9 beschriebenen Kanten des vollständig k-partiten
Teilgraphen und der k vollständig bipariten Teilgraphen ab. Somit bilden die angegebenen
Knotenmengen auch ein Vertex Cover für JSR \ {w}.

Die vorherigen Lemmata über die Möglichkeiten eines Vertex Covers für JSR sind in
dem folgenden Theorem zusammengefasst.

Theorem 10. Sei Voraussetzung 1 gegeben und w ∈ V (H). Dann sind

VC( JSR ),

VC( JSR \ {w} ),
und

VC( JSR \ {w}, MD( J, w ) )

berechenbar mithilfe von G1, . . . , Gk, H, u1, . . . , uk, v1, . . . , vk, w, und den folgenden Kno-
tenmengen.

1. VC( (Gi)SR \ {ui} ), für 1 ≤ i ≤ k,
(für Lemma 13: Uj, für Lemma 14: Uj),

2. VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, {ui} ) ) für 1 ≤ i ≤ k,
(für Lemma 13: U0, Uj, für Lemma 14: U0, Uj, für Lemma 15),

3. (a) VC(HSR \ {v1, . . . , vk} ),
(für Lemma 13: U0),

(b) VC(HSR \ {v1, . . . , vk,w} ),
(für Lemma 14: U0),

4. (a) VC(HSR \ {v1, . . . , vk}, MD(H, {vi} ) \ {v1, . . . , vk} ) für 1 ≤ i ≤ k,
(für Lemma 13: Uj),

(b) VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, {vi} ) \ {v1, . . . , vk, w} ) für 1 ≤ i ≤ k,
(für Lemma 14: Uj), und

5. VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, {w} ) \ {v1, . . . , vk, w} ),
(für Lemma 15).

6.2.3 Algorithmus für verknüpfte Graphen

Basierend auf den vorangegangenen Ergebnissen dieses Kapitels kann nun die Starke Me-
trische Dimension verknüpfter Graphen berechnet werden. Da die Eingabe des Algorith-
mus hierfür aus nur einem Graphen G besteht, der durch Verknüpfung mehrerer Graphen
entstanden ist, müssen zunächst die Graphen die verknüpft wurden bestimmt werden und
anschließend für diese die in Theorem 10 benötigten Mengen berechnet werden. Da die Gra-
phen immer über einen einzelnen Knoten verbunden werden, entsprechen die verknüpften
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Graphen den zweifachen Zusammenhangskomponenten von G und die Knoten über die sie
verbunden wurden den Separationsknoten. Eine Ausnahme bilden Brücken (d.h. Kanten
bei denen beide Endknoten Separationsknoten oder Blätter sind), die zur Vereinfachung
auch als zweifache Zusammenhangskomponenten behandelt werden.

Der Algorithmus zur Berechnung der starken Metrischen Dimension arbeitet wie folgt.
Zunächst werden die zweifachen Zusammenhangskomponenten des gegebenen Graphen G
sowie die Separationsknoten bestimmt. Die Struktur von G wird mithilfe eines Baums
T dargestellt, der einen b-Knoten für jede zweifache Zusammenhangskomponente von G
enthält und einen s-Knoten für jeden Separationsknoten. Ein b-Knoten und ein s-Knoten
sind genau dann in T mit einer Kante verbunden, wenn der entsprechende Separationskno-
ten ein Teil der entsprechenden zweifachen Zusammenhangskomponente ist. T enthält keine
weiteren Kanten. Anschließend wird ein beliebiger b-Knoten als Wurzel von T gewählt, so-
dass T von den Blättern zur Wurzel durchlaufen werden kann. Jeder Weg in T besteht
hierbei abwechselnd aus b-Knoten und s-Knoten und jedes Blatt von T ist ein b-Knoten.
Ein b-Knoten kann mehrere s-Knoten als Nachfolger besitzen, da wie in den vorherigen Ka-
piteln mehrere Graphen Gi an einen Graphen H geknüpft werden können und ein s-Knoten
kann mehrere b-Knoten als Nachfolger besitzen, da die Knoten über die die Graphen ver-
knüpft werden nicht disjunkt sein müssen, siehe Abbildung 26.

Sei b ein Blatt in T , s der Vorgänger von b, und b′ der Vorgänger von s in T . Um
Theorem 10 anzuwenden wird die mit b assoziierte zweifache Zusammenhangskomponente
als Teilgraph Gi behandelt, der zu s gehörende Knoten als ui und die Komponente von b′ als
Teilgraph H. Im nächsten Schritt wird der gesamte Graph, der durch die entsprechenden
Komponenten von b′ und seinen Nachfolgern entsteht, als Teilgraph Gi′ betrachtet und
über den mit dem Vorgänger von b′ assoziierten Knoten weiter verknüpft.
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Abbildung 26: Zwei mögliche Baumdarstellungen für den Graphen J . Der s-Knoten q hat in
beiden Fällen mehrere b-Knoten als Nachfolger, da mehrere Graphen über den Knoten q verknüpft
werden.
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6.2.4 Der Algorithmus am Beispiel dreier Graphklassen

Die in Theorem 10 benötigten Knotenmengen lassen sich in zwei Kategorien zusammen-
fassen. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen H lässt sich in linearer Zeit berech-
nen, wenn für jede zweifache Zusammenhangskomponente G von H und jede Knotenmenge
W ⊆ V (G) die Mengen

1. VC(GSR \W) und

2. VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für alle u ∈ V (G)

in linearer Zeit bestimmt werden können. Wichtig hierbei ist, dass die Mengen im zweiten
Punkt nicht nur für jedes u ∈ V (G), sondern für beliebig viele Knoten aus V (G) zusam-
mengenommen in linearer Zeit bestimmt werden können müssen. Diese Mengen werden in
Punkt 4 von Theorem 10 verwendet und um eine lineare Laufzeit zu garantieren, darf jede
zweifache Zusammenhangskomponente nur konstant oft durchlaufen werden, obwohl belie-
big viele Graphen mit einer Komponente verknüpft werden können. Hierbei sei ebenfalls
hervorgehoben, dass die Laufzeit linear in der Größe der betrachteten Komponente und
nicht in der des gesamten Graphen sein muss.

In diesem Kapitel wird für einige Graphklassen gezeigt, wie die oben genannten Men-
gen in linearer Zeit berechnet werden können. Wie zuvor behandelt folgt daraus, dass die
Starke Metrische Dimension eines Graphen H in linearer Zeit berechnet werden kann, wenn
seine zweifachen Zusammenhangskomponenten diesen Graphklassen entsprechen.

Gitter
An dieser Stelle werden lediglich 2-dimensionale Gitter betrachtet; die Ergebnisse lassen
sich jedoch einfach auf d-dimensionale Gitter mit d > 2 übertragen.

Ein 2-dimensionales n×m Gitter G besitzt die Knotenmenge

V (G) = {x1,1, . . . , x1,m, . . . , xn,1, . . . , xn,m}, n,m ≥ 2,

und die Kantenmenge

E(G) = {{xi,j, xi′,j′} | (i = i′ ∧ |j − j′| = 1) ∨ (|i− i′| = 1 ∧ j = j′)}.

Es ist leicht zu erkennen, dass der strong resolving Graph GSR lediglich die beiden Kanten
{x1,1, xn,m} und {x1,m, xn,1} enthält, also die Kanten zwischen je zwei gegenüberliegenden
Eckknoten des Gitters. Die kürzesten Wege zwischen jedem anderen Knotenpaar u, v des
Gitters können stets zu längeren kürzesten Wegen zwischen anderen Knoten erweitert wer-
den, sodass weder u maximal entfernt von v ist, noch umgekehrt. Daraus folgt unmittelbar
die nachstehende Beobachtung. Für eine Illustration der Distanzen in einem Gitter siehe
Abbildung 27.

Beobachtung 2. Sei G ein 2-dimensionales n×m Gitter und sei xi,j ∈ V (G).
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1. Wenn i ∈ {1, n} und j ∈ {1,m}, dann ist MD(G, xi,j ) = {xn+1−i,m+1−j}. Das
heißt, wenn xi,j ein Eckknoten des Gitters ist, dann enthält MD(G, xi,j ) nur den
gegenüberliegenden Eckknoten.

2. Wenn i ∈ {1, n} und j /∈ {1,m}, dann ist MD(G, xi,j ) = {xn+1−i,1, xn+1−i,m}. Analog
gilt, wenn i /∈ {1, n} und j ∈ {1,m}, dann ist MD(G, xi,j ) = {x1,m+1−j, xn,m+1−j}.
Das heißt, wenn xi,j auf einer äußeren Kante des Gitters liegt, dann enthält
MD(G, xi,j ) die beiden Eckknoten der gegenüberliegenden Kante.

3. Wenn i /∈ {1, n} und j /∈ {1,m}, dann ist MD(G, xi,j ) = {x1,1, xn,1, x1,m, xn,m}. Das
heißt, wenn xi,j ein innerer Knoten des Gitters ist, dann enthält MD(G, xi,j ) alle
vier Eckknoten.

Somit ist leicht zu erkennen, dass für ein 2-dimensionales Gitter G die Mengen
VC(GSR \W) und VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für alle W ⊆ V (G) und beliebig
viele u ∈ V (G) insgesamt in linearer Zeit berechnet werden können. Wie angesprochen
können diese Ergebnisse für mehrdimensionale Gitter erweitert werden, woraus das nächste
Theorem folgt.

Theorem 11. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen G, dessen zweifache Zu-
sammenhangskomponenten Gitter sind, kann in linearer Zeit berechnet werden.
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Abbildung 27: Ein Gitter G4,6. Im linken Bild ist der Knoten x2,3 (blau) markiert, sowie die von
im maximal entfernten Knoten (rot). In den Knoten stehen die Distanzen zu dem Knoten x2,3.
Im rechten Bild analog für den Knoten x3,6.

Kreise
Als zweites Beispiel werden Kreise betrachtet. Ein Kreis G = Cn besitzt die Knotenmenge

V (G) = x0, x1, . . . , xn−1, n ≥ 3,

und die Kantenmenge

E(G) = {{x0, x1}, {x1, x2}, . . . , {xn−1, x0}}.
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Auch für Kreise ist der strong resolving Graph einfach zu bestimmen, da nur gegenüber-
liegende Knoten gegenseitig maximal entfernt sind. Hierbei ist lediglich zu unterscheiden,
ob die Anzahl der Knoten im Kreis gerade oder ungerade ist. Bei geraden Kreisen liegt
jedem Knoten genau ein anderer Knoten gegenüber, sodass der GSR aus n/2 disjunkten K2

besteht. Bei ungeraden Kreisen liegen jedem Knoten genau zwei andere Knoten gegenüber,
sodass der GSR selbst ebenfalls ein Kreis ist, siehe Abbildung 28. In beiden Fällen besteht
GSR \W für jedes W ⊆ V (G) aus einer Sammlung von Wegen (außer wenn n ungerade
und W = ∅ ist), von denen jeweils jeder zweite Knoten in einem minimalen Vertex Cover
enthalten ist. VC(GSR \W, MD(G, {xi} ) \W ) kann jedoch noch weitere Knoten enthal-
ten, zum Beispiel wenn MD(G, {xi} ) zwei Knoten enthält, die beide Endknoten desselben
Wegs in GSR \ W sind. Insbesondere kann dies dadurch auftreten, dass die Knoten aus
MD(G, {xi} ) immer Endknoten von Wegen in GSR \W sind, wenn xi ∈ W .
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Abbildung 28: Die Graphen C15 und C14 mit ihren strong resolving Graphen sowie den strong
resolving Graphen ohne die Knoten {x1, x2, x6}. Der strong resolving Graph von C15 zerfällt
ohne die Knoten in zwei Wege (rot und blau), der strong resolving Graph von C14 besteht aus
disjunkten Kanten und einzelnen Knoten.

Zur Bestimmung der benötigten Vertex Cover werden lediglich die Wege und ihre
Längen in GSR \W sowie die Positionen der Knoten aus MD(G, {xi} ) für alle xi ∈ W
auf den Wegen benötigt. Diese können mithilfe der Nummerierung der Knoten in G
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in linearer Zeit errechnet werden, die, falls nicht bereits gegeben, ebenfalls in linearer
Zeit erzeugt werden kann. Somit können auch für Kreise die Mengen VC(GSR \W) und
VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für alle W ⊆ V (G) und beliebig viele u ∈ V (G) insge-
samt in linearer Zeit berechnet werden, woraus das folgende Theorem folgt.

Theorem 12. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen G, dessen zweifache Zu-
sammenhangskomponenten Kreise sind, kann in linearer Zeit berechnet werden.

Da die Bestimmung der benötigten Mengen und damit auch der Vertex Cover für
vollständige Graphen trivial ist, deckt das Theorem beispielsweise Kaktus- und Kaktus-
blockgraphen ab.

Co-Graphen
Als letztes Beispiel werden Co-Graphen betrachtet, welche bereits in Kapitel 5 definiert
wurden. Dort wurden ebenfalls Co-Bäume und kanonische Co-Bäume definiert und erwähnt,
dass diese in linearer Zeit berechnet werden können. In diesem Kapitel werden ausschließ-
lich kanonische Co-Bäume verwendet. Außerdem sind die Ergebnisse aus Kapitel 6 und
Kapitel 6.1 entscheidend für das Beispiel dieser Graphklasse.

Zur Erinnerung entsprechen die Blätter des Co-Baums T für einen Co-Graphen G den
Knoten aus V (G) und die inneren Knoten von T sind mit ∪ oder × markiert. Im kanoni-
schen Co-Baum können diese inneren Knoten beliebig viele Nachfolger haben. Zwei Knoten
aus V (G) sind genau dann in G benachbart, wenn ihr kleinster gemeinsamer Vorgänger in
T mit × markiert ist.

Nach Korollar 1 ist der strong resolving Graph eines Co-Graphen ebenfalls ein Co-
Graph, sodass für GSR ebenfalls ein eindeutiger kanonischer Co-Baum TSR existiert. Nach
Lemma 5 entspricht der GSR eines Co-Graphen G dem Komplement G mit zusätzlichen
Kanten zwischen den true twins in G. Der Co-Baum TSR kann ausgehend von T erzeugt
werden, indem im ersten Schritt alle mit × markierten Knoten stattdessen mit ∪ markiert
werden und vice versa. Im zweiten Schritt werden die Kanten zwischen den true twins
von G betrachtet. Zwei Knoten u, v ∈ V (G) sind genau dann true twins in G, wenn
die entsprechenden Knoten in T Blätter am selben mit × markierten Knoten sind. Nach
Vertauschen der Markierungen sind diese Knoten Blätter an einem ∪ -Knoten, sodass u und
v im entstehenden Co-Graphen nicht benachbart wären. Um dies zu ändern, werden die
Blätter vom ∪ -Knoten abgetrennt und erhalten einen neu hinzugefügten, mit × markierten
Knoten als Vorgänger. Dieser × -Knoten wird an den ∪ -Knoten angehängt und als twin-
join Knoten markiert. Hierdurch kann es sein, dass der ∪ -Knoten lediglich diesen twin-join
Knoten als Nachfolger hat, siehe Abbildung 29. Für die folgenden Algorithmen ist es jedoch
notwendig, diese Struktur beizubehalten und den Co-Baum nicht zu vereinfachen. Die
zusätzliche Markierung wird verwendet, da die twin-join Knoten zum Co-Baum hinzugefügt
werden und keinem Knoten in T zugeordnet sind. Außerdem kann der ∪ -Knoten nicht
einfach zu einem × -Knoten ummarkiert werden, da er außer den Blättern auch noch innere
Knoten als Nachfolger besitzen kann.

Anschließend kann ein minimales Vertex Cover für GSR mithilfe eines einfachen bottom-
up Algorithmus, wie er in Algorithmus 2 gezeigt ist, in linearer Zeit berechnet werden.
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Abbildung 29: Der kanonische Co-Baum T eines Co-Graphen sowie der Co-Baum TSR des strong
resolving Graphen. Bis auf die twin-join Knoten entspricht der Baum TSR dem Baum T mit
vertauschten Markierungen an den inneren Knoten. In TSR besitzt der ∪ -Knoten unten rechts
lediglich einen twin-join Knoten als Nachfolger, wodurch der Baum vereinfacht werden könnte;
diese Struktur wird jedoch für nachfolgende Algorithmen beibehalten.
Betrachte den kanonischen Co-Baum T . Der Knoten e wird mit dem Knoten f vereint, sodass
d(e, f) = 2. Alle anderen Knoten außer g, h, i werden mit e und f verbunden, sodass sie die
Distanz 1 zu e besitzen, jedoch mit f einen Nachbarn haben, der weiter von e entfernt ist. Somit
ist keiner dieser Knoten maximal entfernt von e. Die Knoten d, e, f sind maximal entfernt von
Knoten c, da sie alle in dem Teilbaum von T enthalten sind, dessen Wurzel der Vorgänger von
c ist. Somit ist c mit all diesen Knoten benachbart, wodurch sie keinen Nachbarn besitzen, der
weiter von c entfernt ist als sie selbst. Bezüglich der Knoten außerhalb dieses Teilbaums besitzen
alle Knoten dieselbe Nachbarschaft.

Hierbei bezeichnet n(u) die Anzahl der Blätter im Teilbaum Tu, also dem Teilbaum von
TSR mit Wurzel u, siehe Abbildung 30. Der Algorithmus kann zudem so angepasst werden,
dass er ein minimales Vertex Cover für GSR \W berechnet, indem zum Beispiel der Wert
n(u) als Anzahl der Blätter in Tu, die nicht in W sind, definiert wird, siehe Abbildung 31.

Somit bleibt zu zeigen, dass VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für alle W ⊆ V (G)
und beliebig viele u ∈ V (G) für Co-Graphen insgesamt in linearer Zeit berechnet werden
können. Zunächst wird für einen einzelnen Knoten u betrachtet, welche Knoten maximal
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Algorithm 2 Vertex Cover eines Co-Graphen

1: function VC(Co-Baum TSR)
2: for all Knoten u von TSR do
3: vc(u)← −1 ▷ -1 steht für undefiniert

4: for all Blätter u von TSR do
5: vc(u)← 0

6: end

7: while

(
es existiert Knoten u in TSR mit Nachfolgern u1, . . . , uk, sodass
vc(u) = −1 und vc(ui) ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k

)
do

8: if u ist ein ∪ -Knoten then
9: vc(u)← vc(u1) + · · ·+ vc(uk)
10: else
11: vc(u)← min

1≤i≤k
(n(u)− n(ui) + vc(ui)) ▷ u ist ein × -Knoten

12: end
13: end
14: return vc(r)

15: end
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Abbildung 30: Die mit Algorithmus 2 berechnete Größe eines Vertex Covers mithilfe des Co-
Baums TSR. Die Knoten des Baums sind mit n(u)/vc(u) beschriftet.

entfernt von u sind.
Da der Durchmesser von Co-Graphen maximal 2 ist, sind alle Knoten, die nicht mit u

benachbart sind, maximal entfernt von diesem. Damit ein Nachbarknoten v von u maximal
entfernt ist, muss per Definition gelten, dass dG(v

′, u) ≤ dG(v, u) für alle v′ ∈ N(v). Da
dG(v, u) = 1, müssen somit alle Nachbarn von v auch Nachbarn von u sein.

Im kanonischen Co-Baum T sind die von u maximal entfernten Knoten wie folgt zu
finden. Betrachte die inneren Knoten auf dem Weg von u zur Wurzel von T . Für jeden ∪ -
Knoten wird u mit mindestens einem weiteren Knoten w vereint, aber ist nicht mit diesem
benachbart. Jeder Knoten v, der danach aufgrund eines × -Knotens mit u verbunden wird,
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Abbildung 31: Die mit Algorithmus 2 berechnete Größe eines Vertex Covers mithilfe des Co-
Baums TSR, wobei die Knoten a, f, g,m nicht berücksichtigt werden, da sie für die Verknüpfung
verwendet werden. Die Knoten des Baums sind wie in Abbildung 30 mit n(u)/vc(u) beschriftet.

wird auch mit w verbunden und ist somit nicht maximal entfernt von u. Wird auf dem
Weg von u zur Wurzel ein ∪ -Knoten besucht, kommen folglich an den × -Knoten keine
von u maximal entfernten Knoten in Teilbäumen, die nicht u enthalten, vor. Demnach ist
der direkte Vorgänger w von u in T der einzig relevante × -Knoten, wenn er entsprechend
markiert ist. Es gilt, dass u mit jedem Knoten v aus den Teilbäumen von w verbunden
wird und anschließend alle Knoten im Teilbaum Tw dieselbe Nachbarschaft bezüglich aller
anderen Knoten besitzen. Demnach ist die Nachbarschaft jedes Knotens in Tw eine Teil-
menge der Nachbarschaft von u. Es sei hervorgehoben, dass bisher der Co-Baum von G
und nicht der Co-Baum von GSR verwendet wurde, sodass es keine ∪ -Knoten gibt, die nur
einen twin-join Knoten als Nachfolger besitzen.

Zusammengefasst gilt: Sei T der kanonische Co-Baum des Co-Graphen G. Seien u und
v aus T und sei w der kleinste gemeinsame Vorgänger von u und v.

� Wenn w mit ∪ markiert ist, dann ist v maximal entfernt von u in G.

� Wenn w mit × markiert ist, dann ist v genau dann maximal entfernt von u in G,
wenn u ein direkter Nachfolger von w ist.

Der folgende Algorithmus berechnet die Größe eines minimalen Vertex Cover für GSR,
das zusätzlich alle Knoten enthält, die maximal entfernt von einem Knoten u ∈ V (G) sind.
Hierbei sei darauf hingewiesen, dass Algorithmus 3 zu Beginn den Vorgänger von u in T
statt in TSR verwendet, um die twin-join Knoten nicht gesondert behandeln zu müssen. Die
Knoten in T und TSR werden zudem äquivalent verwendet und es wird davon ausgegangen,
dass der Wert vc(w) bereits für jeden Knoten w in TSR mithilfe von Algorithmus 2 berechnet
wurde.

Die von Algorithmus 3 berechneten Werte h(v) entsprechen der Anzahl der von u
maximal entfernten Knoten im Teilbaummit Wurzel v von TSR. Besteht G nur aus dem
Knoten u, so ist auch nur u von sich selbst maximal entfernt. Wenn G mindestens zwei
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Algorithm 3 Vertex Cover eines Co-Graphen inklusive MD(G, u )

1: function VC(Co-Baum T , Co-Baum TSR, Knoten u ∈ T )
2: if (u = r) then
3: return 1
4: end
5: sei v der Vorgänger von u in T
6: h(v)← n(v)− 1
7: while (v ̸= r) do
8: u← v
9: sei v der Vorgänger von u in TSR

10: seien u1, . . . , uk die Nachfolger von v ohne u
11: if v ist ein × -Knoten in TSR then
12: h(v)← h(u) + n(u1) + · · ·+ n(uk)
13: else
14: h(v)← h(u) + vc(u1) + · · ·+ vc(uk)

15: end
16: end
17: return h(r)

18: end

Knoten enthält und zusammenhängend ist, so ist u nicht maximal entfernt von sich selbst,
weswegen im Algorithmus (Zeile 6) der Wert h(v) um eins verringert wird. Somit wird der
Wert aufgrund der vorherigen Überlegungen zunächst unabhängig von der Markierung des
ersten inneren Knotens auf n(v)− 1 gesetzt. Anschließend wird er an jedem × -Knoten in
TSR um die Anzahl der Knoten in den anderen Teilbäumen erhöht, da dieser × -Knoten
ein ∪ -Knoten in T ist und die Knoten in diesen Teilbäumen wie beschrieben alle maximal
entfernt von u sind. An jedem ∪ -Knoten in TSR wird der Wert um die Größen der Vertex
Cover der anderen Teilbäume erhöht, wie es auch in Algorithmus 2 geschieht.

Da der Wert n(u) wie auch schon für Algorithmus 2 so angepasst werden kann, dass er
der Anzahl der Blätter in Tu entspricht, die nicht Teil der Menge W ⊆ V (G) sind, kann
mit Algorithmus 3 die Größe einer Menge
VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für alle W ⊆ V (G) und ein u ∈ V (G) in linearer Zeit
berechnet werden. Folglich bleibt zu zeigen, wie die Größen dieser Mengen für beliebig viele
u ∈ V (G) insgesamt in linearer Zeit bestimmt werden können.

Hierfür wird in Algorithmus 4 der Co-Baum in einem top-down Verfahren durchlaufen
und für jeden inneren Knoten u berechnet, um welchen Wert sich der h-Wert aus Algo-
rithmus 3 für die Blätter an u auf dem Weg zur Wurzel erhöhen würde. Dieser Wert wird
genauso berechnet wie die h-Werte; letztere werden lediglich auf den Wegen von der Wur-
zel zu den Blättern zu einem Wert m(u) aufsummiert, siehe Abbildung 32. Erneut kann
der Wert n(u) an die Menge W angepasst werden und die Werte vc(u) können im Voraus
durch Algorithmus 2 berechnet werden, siehe Abbildung 33. Anschließend kann wie folgt
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die Größe für VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für jeden Knoten u ∈ V (G) in konstanter
Zeit bestimmt werden. Sei u ∈ T und sei v der Vorgänger von u in T . Dann ist

|VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W )| = n(v)− n(u) + m(v).

Hierbei ist n(u) = 0, wenn u ∈ W , sodass beide Fälle (u ∈ W und u /∈ W ) in dieser Formel
zusammengefasst werden können. Außerdem sei darauf hingewiesen, dass die m-Werte für
die Knoten in T und nicht in TSR berechnet werden, sodass, obwohl die zusammengehörigen
Knoten in beiden Bäumen äquivalent behandelt werden, die twin-join Knoten in TSR keinen
Wert zugewiesen bekommen.

Algorithm 4 Berechnung der m-Werte

1: function VC(Co-Baum T , Co-Baum TSR)
2: for all innere Knoten u von T do
3: m(u)← −1 ▷ -1 steht für undefiniert

4: end
5: m(r)← 0

6: while

(
es existiert innerer Knoten u in TSR mit Vorgänger v, sodass
m(u) = −1 und m(v) ≥ 0

)
do

7: seien u1, . . . , uk die Nachfolger von v in TSR ohne u
8: if v ist ein × -Knoten in TSR then
9: m(u)← m(v) + n(u1) + · · ·+ n(uk)
10: else
11: m(u)← m(v) + vc(u1) + · · ·+ vc(uk)

12: end
13: end
14: end

Mithilfe von Algorithmus 4 können die Mengen VC(GSR \W, MD(G, {u} ) \W ) für
alle W ⊆ V (G) und beliebig viele u ∈ V (G) insgesamt in linearer Zeit berechnet werden,
woraus das folgende Theorem folgt.

Theorem 13. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen G, dessen zweifache Zu-
sammenhangskomponenten Co-Graphen sind, kann in linearer Zeit berechnet werden.
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a b

c d e f

g h i j k l

m n o
TSR

1/0 1/0

2/1

1/0 1/0 1/0 1/0

2/1/92/1

1/0 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0
3/2

3/2/8

4/3/72/1/9

4/2/8

7/5/5

15/10/0

1/0 1/0 1/0

Abbildung 32: Die mit Algorithmus 4 berechnete Anzahl an maximal entfernten Knoten. Die
Knoten des Baums sind mit m(u)/n(u)/vc(u) beschriftet. Die twin-join Knoten sind nur mit
n(u)/vc(u) beschriftet.

a b

c d e f

g h i j k l

m n o
TSR

0/0 1/0

1/0

1/0 1/0 1/0 0/0

1/0/62/1

0/0 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0
2/1

2/1/5

3/2/42/1/5

3/1/5

5/3/3

11/6/0

0/0 1/0 1/0

Abbildung 33: Derselbe Baum TSR wie in Abbildung 32, wobei die Knoten a, f, g,m nicht
berücksichtigt werden, da sie für die Verknüpfung verwendet werden.

6.3 Bestimmung des strong resolving Graphen distanzerhalten-
der Graphen

Distanzerhaltende Graphen wurden in [62] eingeführt. Für die Starke Metrische Dimension
distanzerhaltender Graphen wurde in [93] ein Polyinomialzeit-Algorithmus angegeben. Als
Grundlage für einen möglichen effizienteren Algorithmus, werden in diesem Kapitel die
strong resolving Graphen distanzerhaltender Graphen untersucht. Gemäß Theorem 14 sind
distanzerhaltende Graphen äquivalent zu Twinset-Graphen, die wie folgt definiert sind.

Definition 24. [21]

� Der Graph mit nur einem Knoten v ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Twinset
v, bezeichnet mit G = ({v}, ∅, {v}).

� Seien G1 und G2 zwei ungerichtete Twinset-Graphen. Die Vereinigung G = G1 ∪
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G2 dieser Graphen ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Knotenmenge V (G1) ∪
V (G2), Kantenmenge E(G1) ∪ E(G2) und Twinset TS(G1) ∪ TS(G2).

� Seien G1 und G2 zwei ungerichtete Twinset-Graphen. Der Join G = G1 × G2 die-
ser Graphen ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Knotenmenge V (G1) ∪ V (G2),
Kantenmenge E(G1) ∪ E(G2) ∪ {{u, v} | u ∈ TS(G1), v ∈ TS(G2)} und Twinset
TS(G1) ∪ TS(G2).

� Seien G1 und G2 zwei ungerichtete Twinset-Graphen. Das Anhängen G = G1≫G2

dieser Graphen ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Knotenmenge V (G1)∪V (G2),
Kantenmenge E(G1) ∪ E(G2) ∪ {{u, v} | u ∈ TS(G1), v ∈ TS(G2)} und Twinset
TS(G1).

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird davon ausgegangen, dass die letzte Opera-
tion bei einem zusammenhängenden Twinset-Graphen eine × -Operation ist.

Theorem 14. [7, 53] Ein Graph ist genau dann distanzerhaltend, wenn er ein Twinset-
Graph ist.

Definition 25. Sei G ein Twinset-Graph. Die vier Mengen A(G), B(G), B′(G) und D(G)
für G seien wie folgt definiert.

� G = ({v}, ∅, {v}):

– A(G) = {v},
– B(G) = ∅,
– B′(G) = ∅ und
– D(G) = {v}.

� G = G1∪G2:

– A(G) = A(G1) ∪ A(G2),

– B(G) = ∅,
– B′(G) = B(G1) ∪ B(G2) ∪ B′(G1) ∪B′(G2) und

– D(G) = ∅.

� G = G1×G2:

– A(G) = A(G1) ∪ A(G2),

– B(G) = B(G1) ∪ B(G2),

– B′(G) = B′(G1) ∪ B′(G2) und

– D(G) = D(G1) ∪D(G2).

� G = G1≫G2:
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– A(G) = ∅,
– B(G) = B(G1) ∪ B(G2) ∪B′(G2) ∪ A(G2),

– B′(G) = B′(G1) und

– D(G) = ∅.

Für eine einfachere Notation sei R(G) = V (G) \ TS(G). Per Definition gilt D(G) ⊆
A(G) ⊆ TS(G) und B(G) ∪ B′(G) ⊆ R(G).

Diese vier Mengen enthalten alle Knoten, die an den Kanten im strong resolving Gra-
phen beteiligt sind, wie die folgenden Lemmata zeigen.

Lemma 16. Sei G ein Twinset-Graph. Dann ist A(G) = {v | N [v] ⊆ TS(G)} und D(G) =
{v | N [v] = TS(G)}.

Beweis. Beide Aussagen treffen offensichtlich zu, wenn G nur aus einem Knoten besteht.
Es sei angemerkt, dass ein Knoten v mit N [v] ⊆ TS(G) oder N [v] = TS(G) nach den
drei Operationen ∪ ,× ,≫ diese Eigenschaft der Nachbarschaft behalten kann; ein solcher
Knoten kann jedoch nicht durch die drei Operationen entstehen, da der Knoten selbst in
TS(G) sein muss. Außerdem ist ein Knoten, durch den die Nachbarschaft von v nicht diese
Eigenschaft besitzt, entweder ein Nachbar von v, der Teil von R(G) ist, welcher nach den
drei Operationen bestehen bleibt und nicht mehr Teil des Twinsets werden kann. Oder
(nur für den Fall, dass v ∈ D(G)) es ist ein Knoten aus TS(G), der kein Nachbar von v ist,
es auch nicht mehr werden kann und der nur (durch die ≫ -Operation) aus dem Twinset
entfernt wird, wenn v auch entfernt wird.

Sei G = G1∪G2. Die Knoten aus A(G1) und A(G2) behalten ihre Eigenschaft, da die
Twinsets von G1 und G2 vereinigt werden. Da G1 und G2 beide aus mindestens einem
Knoten bestehen und ihre Twinsets nicht leer sein können, existiert kein Knoten v mit
N [v] = TS(G) in G.

Sei G = G1×G2. Auch in diesem Fall behalten die Knoten aus A(G1) und A(G2) ihre
Eigenschaft, die Knoten aus D(G1) und D(G2) jedoch auch, da jeder Knoten aus TS(G1)
Nachbar von jedem Knoten aus TS(G2) wird.

Sei G = G1≫G2. Alle Knoten aus A(G1), A(G2), D(G1) und D(G2) verlieren ihre
Eigenschaft, da sie entweder aus G2 und somit nicht in TS(G) sind oder sie bekommen
alle Knoten aus TS(G2) als Nachbarn, welche anschließend in R(G) sind.

Lemma 17. Sei G ein Twinset-Graph. Dann ist B(G)∪B′(G) = R(G)∩{v | d(v, TS(G)) ≥
d(v′, TS(G)), ∀v′ ∈ N(v)}.

Beweis.
”
⊆“: Die Mengen B(G) und B′(G) werden nur durch Knoten v aus A(G2) erwei-

tert, wenn G = G1≫G2. Für diese Knoten gilt vor der Operation, dass N [v] ⊆ TS(G2) und
somit d(v, TS(G2)) ≥ d(v′, TS(G2)), ∀v′ ∈ N(v). Nach der ≫ -Operation gilt d(w, TS(G)) =
d(w, TS(G2)) + 1 für jeden Knoten w ∈ V (G2) und damit auch für v und seine Nach-
barn. Außerdem gilt für jeden Nachbarn v′′ ∈ TS(G1) von v, dass 1 = d(v, TS(G)) >
d(v′′, TS(G)) = 0. Jede der drei Operationen behält diese Eigenschaften bezüglich der
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Nachbarschaft von v bei, da die Operationen die kürzesten Wege aller Knoten zum Twin-
set entweder um 0 (∪ und × ) oder um 1 (≫ ) verlängern.

”
⊇“: Sei v ∈ R(G)∩{v | d(v, TS(G)) ≥ d(v′, TS(G)). Die Menge R(G) wird nur durch

das Twinset von G2 erweitert, wenn G = G1≫G2. Wie oben beschrieben verlängern die drei
Operationen die kürzesten Wege alle um 0 oder 1, womit v die Eigenschaft d(v, TS(G)) ≥
d(v′, TS(G)), ∀v′ ∈ N(v) bereits erfüllen muss, bevor er in R(G) aufgenommen wird. Die
Knoten des Twinsets, die diese Eigenschaft erfüllen, sind nach Lemma 16 genau die Knoten
aus A(G2). Da jeder Knoten aus A(G2) in B(G)∪B′(G) aufgenommen wird, sobald er Teil
von R(G) wird, folgt die Aussage.

Lemma 18. Sei G = G1× ({z}, ∅, {z}) ein Twinset-Graph und sei v ∈ R(G1). Dann ist v
maximal entfernt von z genau dann, wenn v ∈ B(G1) ∪B′(G1).

Beweis. Diese Aussage folgt aus Lemma 17, da d(z, v) = d(z, TS(G1)) + d(TS(G1), v) =
1 + d(TS(G1), v) für alle v ∈ V (G1) und somit die Knoten, die maximal entfernt von z
sind, genau die Knoten sind, die die Eigenschaft des vorherigen Lemmas erfüllen.

Lemma 19. Sei G = G1× ({z}, ∅, {z}) ein Twinset-Graph und sei v ∈ R(G1). Dann sind
v und z genau dann gegenseitig maximal entfernt, wenn v ∈ B(G1).

Beweis.
”
⇒:“ Sei v ∈ R(G1) und seien v und z gegenseitig maximal entfernt. Aus Lem-

ma 18 folgt, dass v ∈ B(G1) ∪ B′(G1). Angenommen es sei v ∈ B′(G1). Da nur durch die
∪ -Operation Knoten zu B′ hinzugefügt werden, sei G1 = G′∪G′′ für zwei Twinset-Graphen
G′ und G′′. Dann existiert ein Knoten w ∈ TS(G′), sodass d(w, u) = d(w, z) + d(z, u) =
1+ d(z, u) für alle Knoten u ∈ V (G′′) in G, wodurch z nicht maximal entfernt von Knoten
in G′′ ist. Dasselbe gilt für alle Knoten aus G′. Daher ist z nicht von v maximal entfernt,
solange w ∈ TS(G1), was sich durch die ∪ - und die × -Operation nicht ändert. Lediglich
durch die ≫ -Operation wird w aus dem Twinset entfernt, wenn w ein Knoten des zweiten
Graphen dieser Operation ist. In diesem Fall ist v jedoch auch ein Knoten des zweiten
Graphen und wird somit aus B′(G1) entfernt.

”
⇐:“ Aus Lemma 18 folgt, dass v maximal entfernt von z ist. Da N(z) = TS(G1), ist

z maximal entfernt von den Knoten in B(G1). Die Korrektheit gilt auch nach den anderen
beiden Operationen, da Knoten nach einer ∪ -Operation aus B entfernt und nach einer
≫ -Operation zu B hinzugefügt werden.

Die bisherigen Ergebnisse sind ausreichend, um die Kantenmenge des strong resolving
Graphen zu bestimmen. Dies geschieht in den folgenden drei Lemmata.

Lemma 20. Sei H ein zusammenhängender Twinset-Graph und sei G = G1∪G2 ein
induzierter Teilgraph von H. Dann ist

E(HSR[G]) = {{u, v} |u ∈ A(G1), v ∈ A(G2) ∪ B(G2) ∪ B′(G2)}
∪ {{u, v} |u ∈ B(G1), v ∈ A(G2) ∪ B(G2) ∪ B′(G2)}
∪ {{u, v} |u ∈ B′(G1), v ∈ A(G2) ∪ B(G2) ∪ B′(G2)}.
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Beweis. Da H zusammenhängend ist und da TS(G) = TS(G1)∪TS(G2), sind die Knoten
aus G1 und G2 in H über einen Knoten verbunden, der durch eine × - oder ≫ -Operation
hinzukam. Somit ist dH(u, v) = 2 für alle u ∈ TS(G1) und v ∈ TS(G2). Zusammen
mit Lemmata 16 bis 18 folgt die Aussage. Da TS(G) = TS(G1) ∪ TS(G2), werden beide
Twinsets in allen nachfolgenden Operationen mit denselben Knoten verbunden, sodass
keine der drei Operationen einen Einfluss auf die Kanten zwischen Knoten aus G1 und G2

in HSR haben.

Lemma 21. Sei H ein zusammenhängender Twinset-Graph und sei G = G1×G2 ein
induzierter Teilgraph von H. Dann ist

E(HSR[G]) = {{u, v} |u ∈ A(G1), v ∈ B(G2}
∪ {{u, v} |u ∈ B(G1), v ∈ A(G2) ∪ B(G2) ∪B′(G2)}
∪ {{u, v} |u ∈ B′(G1), v ∈ B(G2) ∪ B′(G2)}
∪ {{u, v} |u ∈ D(G1), v ∈ D(G2)}.

Beweis. Die Kanten zwischen den B- und B′-Mengen folgen erneut aus Lemma 18. Da
jedoch dH(u, v) = 1 für alle u ∈ TS(G1) und v ∈ TS(G2) und da TS(G2) ⊆ NG(u) und
TS(G1) ⊆ NG(v), sind u und v nur dann in HSR adjazent, wenn NG[u] = NG[v] = TS(G).
Auch hier gilt, dass die nachfolgenden Operationen die Kanten in HSR nicht beeinflussen.

Lemma 22. Sei H ein zusammenhängender Twinset-Graph und sei G = G1≫G2 ein
induzierter Teilgraph von H. Dann ist

E(HSR[G]) = {{u, v} | u ∈ B(G1), v ∈ A(G2) ∪ B(G2) ∪B′(G2)}
∪ {{u, v} |u ∈ B′(G1), v ∈ B(G2) ∪ B′(G2)}.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum vorherigen. Da jedoch davon ausgegangen wird,
dass die letzte Operation bei zusammenhängenden Twinset-Graphen eine × -Operation ist,
besitzen die Knoten aus TS(G1) weitere Nachbarn, welche nicht in G und somit nicht ad-
jazent zu den Knoten in TS(G2) sind. Dadurch ist keiner der Knoten aus TS(G1) maximal
entfernt von Knoten aus G2.
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7 Linearzeitalgorithmus für die gerichtete Starke Me-

trische Dimension gerichteter Co-Graphen

In diesem Kapitel wird die gerichtete Starke Metrische Dimension gerichteter Co-Graphen
berechnet. Hierbei werden ausschließlich stark zusammenhängende Graphen betrachtet,
da diese Variante der Metrischen Dimension nur für solche definiert ist. Außerdem bilden
die folgende Definition und das folgende Theorem, welche ebenfalls nur für stark zusam-
menhängende Graphen gelten, die Grundlage zur Untersuchung der gerichteten Starken
Metrischen Dimension. Für ein Beispiel siehe Abbildung 34.

Definition 26. [99] Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Graph und u, v ∈
V (G).

� Der Knoten u ist maximal entfernt zu dem Knoten v (eng.: maximally distant to),
abgekürzt uMDT v, wenn ∀u′ ∈ N−(u) : d(u′, v) ≤ d(u, v).

� Der Knoten v ist maximal entfernt von dem Knoten u (eng.: maximally distant from),
abgekürzt vMDF u, wenn ∀v′ ∈ N+(v) : d(u, v′) ≤ d(u, v).

� Der Knoten u ist gegenseitig maximal entfernt von dem Knoten v (eng.: mutally
maximally distant to), abgekürzt uMMDT v, wenn uMDT v und vMDF u.

� Der strong resolving graph GSR von G ist ein ungerichteter Graph mit gleicher Kno-
tenmenge wie G und enthält die Kante {u, v} genau dann, wenn uMMDT v oder
vMMDT u.

a

b

c

d

e

f

G

a

b

c

d

e

f

SRG

Abbildung 34: Der Graph aus Abbildung 11 (links) und sein strong resolving Graph (rechts).
Die blau markierten Knoten bilden ein Vertex Cover in GSR und sind somit eine stark trennende
Menge für G. Beispielsweise ist der Knoten d gegenseitig maximal entfernt von a, jedoch nicht
umgekehrt. Denn a ist aufgrund von f nicht maximal entfernt zu d und d ist aufgrund von e nicht
maximal entfernt von a.
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Theorem 15. [99] Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Graph, dann ist
smd(G) = VC(GSR ), wobei VC(GSR ) die Größe eines minimalen Vertex Cover von GSR

ist.

In diesem Kapitel wird die Starke Metrische Dimension von gerichteten Co-Graphen,
wie sie in Kapitel 5.3 definiert sind, betrachtet. Es werden ausschließlich stark zusam-
menhängende Graphen betrachtet, sodass im Fall von gerichteten Co-Graphen die letzte
Operation ein Join war. Das heißt die Wurzel jedes Co-Baums ist mit × markiert. Hierfür
wird der gleiche Ansatz wie in Kapitel 6.1 verwendet, bei dem die Größe einer maximalen
Clique im Komplement des strong resolving Graphen bestimmt wird. Die Methode aus
Kapitel 6.2.4 lässt sich nicht übernehmen, da der strong resolving Graph von gerichteten
Co-Graphen kein Co-Graph sein muss, siehe Abbildung 35.

a

b

c

d

e

G SRG

a

b

c

d

e

Abbildung 35: Ein gerichteter Co-Graph G = (e≫ (d≫ c) × (b≫ a)) und sein strong resolving
Graph. Letzterer enthält den induzierten Weg {a, b, c, d} (rot) und ist somit kein Co-Graph.

Für den übrigen Teil dieses Kapitels sei G ein stark zusammenhängender Co-Graph mit
binärem Co-Baum T . Sei w ein Knoten aus T und Tw der Teilbaum von T mit Wurzel w.
Seien Tl und Tr der linke und rechte Teilbaum von Tw. Seien Gw, Gl und Gr die Teilgraphen
vonG, die durch die mit den Blättern in Tw, Tl und Tr assoziierten Knoten induziert werden.

Offensichtlich gilt auch für gerichtete Graphen, dass zwei Knoten im strong resolving
Graph adjazent sind, wenn die Distanz zwischen ihnen dem Durchmesser des Graphen ent-
spricht. Der Unterschied zum ungerichteten Fall besteht lediglich darin, dass in gerichteten
Graphen für jedes Knotenpaar zwei Distanzen betrachtet werden müssen.

Da der Durchmesser von stark zusammenhängenden gerichteten Co-Graphen ≤ 2 ist, ist
jedes Knotenpaar, zwischen dem es nicht beide gerichteten Kanten gibt, im strong resolving
Graph adjazent. Diese Aussage wird im folgenden Lemma festgehalten, wobei in Hinblick
auf den Algorithmus zur Bestimmung der Starken Metrischen Dimension das Komplement
des strong resolving Graphen verwendet wird.

Lemma 23. Wenn w mit ∪ oder ≫ markiert ist, dann existieren in GSR keine Kanten
zwischen Knoten aus Gl und Knoten aus Gr.

Beweis. Sei u ∈ V (Gl) und v ∈ V (Gr). Da w mit ∪ oder ≫ markiert ist, gilt dG(v, u) =
2. Da G ein stark zusammenhängender gerichteter Co-Graph ist, ist D(G) ≤ 2 und es
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folgt, dass vMMDT u, was bereits als Beweis ausreichend ist. Wenn w mit ∪ markiert
ist, gilt auch dG(u, v) = 2 und somit uMMDT v. Zudem sei angemerkt, dass wenn w
mit ≫ markiert ist, dieser gerichtete Join auch eine Kante von jedem in-Nachbarn von u
zu v erzeugt und eine Kante von u zu jedem out-Nachbarn von v. Da u und v dieselbe
Nachbarschaft bezüglich der Knoten außerhalb von Tw besitzen kann folglich der kürzeste
Weg von u nach v in keine Richtung erweitert werden, wodurch uMMDT v gilt.

Betrachte nun den Fall, dass w mit × markiert ist. Per Definition enthält GSR genau
dann eine Kante zwischen u ∈ V (Gl) und v ∈ V (Gr), wenn uMMDT v oder vMMDT u.
Da hier das Komplement GSR betrachtet wird, darf keine der beiden Eigenschaften erfüllt
sein, damit die Kante zwischen u und v existiert. Somit enthält GSR genau dann die Kante
{u, v}, wenn

¬((uMMDT v) ∨ (vMMDT u))

oder umgeformt
¬(uMMDT v) ∧ ¬(vMMDT u)

oder umgeformt

(¬(uMDT v) ∨ ¬(vMDF u)) ∧ (¬(vMDT u) ∨ ¬(uMDF v))

oder umgeformt mithilfe der Definition von MDT und MDF

1. (a) ¬(∀y ∈ N−(u) : d(y, v) ≤ d(u, v)) oder

(b) ¬(∀x ∈ N+(v) : d(u, x) ≤ d(u, v))

und

2. (a) ¬(∀x ∈ N−(v) : d(x, u) ≤ d(v, u)) oder

(b) ¬(∀y ∈ N+(u) : d(v, y) ≤ d(v, u)),

oder, da bei einem Join dG(u, v) = 1 gilt

1. (a) ∃y ∈ V (G), sodass (y, u) ∈ E(G) und (y, v) /∈ E(G) oder

(b) ∃x ∈ V (G), sodass (v, x) ∈ E(G) und (u, x) /∈ E(G)

und

2. (a) ∃x ∈ V (G), sodass (x, v) ∈ E(G) und (x, u) /∈ E(G) oder

(b) ∃y ∈ V (G), sodass (u, y) ∈ E(G) und (v, y) /∈ E(G).

Da bei einem Join alle Kanten zwischen den Knoten aus Gl und Gr existieren, muss in
den Fällen 1.a und 2.b der Knoten y Teil von Gr und der Knoten x in den Fällen 1.b und
2.a Teil von Gl sein.

Wie in den oben beschriebenen Fällen zu erkennen ist, reicht es aus, wenn der kürzeste
Weg von u nach v in eine der beiden Richtungen erweitert werden kann (entweder durch
einen in-Nachbarn von u oder einen out-Nachbarn von v), damit nicht uMMDT v gilt. Da
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auch nicht vMMDT u, gilt eine analoge Aussage für den kürzesten Weg von v nach u. Als
nächstes werden spezielle Arten von Knoten definiert, die eine Nachbarschaft besitzen, die
das Erweitern dieser kürzesten Wege ermöglicht. Somit sind diese Knoten diejenigen, die
für maximale Cliquen in GSR in Frage kommen.

Definition 27. Sei G ein stark zusammenhängender gerichteter Co-Graph. Ein Knoten
u ∈ V (G) heißt

� solitary-Knoten in G, wenn ein Knoten z ∈ V (G) existiert, sodass (u, z) ̸∈ E(G) und
(z, u) ̸∈ E(G), das heißt, wenn z und u nicht benachbart sind.

� in-Knoten in G, wenn ein Knoten z ∈ V (G) existiert, sodass (z, u) ∈ E(G) und
(u, z) ̸∈ E(G), das heißt, wenn z nur ein in-Nachbar von u ist.

� out-Knoten in G, wenn ein Knoten z ∈ V (G) existiert, sodass (u, z) ∈ E(G) und
(z, u) ̸∈ E(G), das heißt, wenn z nur ein out-Nachbar von u ist.

� in-out-Knoten in G, wenn u ein in-Knoten und ein out-Knoten in G ist.

Ein Knoten u kann gleichzeitig ein solitary-Knoten, ein in-Knoten, ein out-Knoten und
ein in-out-Knoten in G sein. Wenn u ein in-out-Knoten ist, dann ist u auch ein in-Knoten
und ein out-Knoten.

Lemma 24. Wenn w mit × markiert ist, dann sind zwei Knoten u ∈ V (Gl) und v ∈ V (Gr)
genau dann in GSR mit einer Kante verbunden, wenn

1. u ein solitary-Knoten in Gl ist oder

2. v ein solitary-Knoten in Gr ist oder

3. u ein in-out-Knoten in Gl ist oder

4. v ein in-out-Knoten in Gr ist oder

5. u ein in-Knoten in Gl und v ein in-Knoten in Gr ist oder

6. u ein out-Knoten in Gl und v ein out-Knoten in Gr ist.

Beweis.
”
⇒:“

1. Wenn die Fälle 1.a und 2.a erfüllt sind, dann sind u und v solitary-, out- oder in-
out-Knoten in G. Beide Knoten können zu unterschiedlichen Typen und zu mehreren
gleichzeitig gehören.

2. Wenn die Fälle 1.a und 2.b erfüllt sind, dann ist v ein solitary-Knoten oder ein
in-out-Knoten in G.

3. Wenn die Fälle 1.b und 2.a erfüllt sind, dann ist u ein solitary-Knoten oder ein
in-out-Knoten in G.
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4. Wenn die Fälle 1.b und 2.b erfüllt sind, dann sind u und v solitary-, in- oder in-out-
Knoten in G. Beide Knoten können zu unterschiedlichen Typen und zu mehreren
gleichzeitig gehören.

”
⇐:“

1. Wenn u ein solitary-Knoten ist, dann sind die Fälle 1.b und 2.a erfüllt.

2. Wenn v ein solitary-Knoten ist, dann sind die Fälle 1.a und 2.b erfüllt.

3. Wenn u ein in-out-Knoten ist, dann sind die Fälle 1.b und 2.a erfüllt.

4. Wenn v ein in-out-Knoten ist, dann sind die Fälle 1.a und 2.b erfüllt.

5. Wenn u ein in-Knoten ist, dann ist der Fall 1.b und wenn v ein in-Knoten ist, der
Fall 2.b erfüllt.

6. Wenn u ein out-Knoten ist, dann ist der Fall 1.a und wenn v ein out-Knoten ist, der
Fall 2.a erfüllt.

Das vorherige Lemma gilt für alle Knoten, die paarweise eine der geforderten Eigen-
schaften erfüllen. So sind beispielsweise alle solitary-Knoten aus Gl mit allen Knoten aus
Gr in GSR verbunden und alle in-Knoten aus Gl mit allen in-Knoten aus Gr. Damit diese
Knoten eine Clique in GSR bilden, müssen jedoch auch die Knoten aus Gl sowie die aus Gr

jeweils untereinander adjazent sein. Daher werden im Folgen bottom-up Algorithmus für
jeden Knoten des Co-Baums T die Größen mehrerer Cliquen bestimmt. Für jeden Knoten
w aus T geschieht dies mit den vier Werten m, s, i, o, wobei

1. m die Größe einer größten Clique in GSR|V (Gw) ist,

2. s die Größe einer größten Clique in GSR|V (Gw) ist, die ausschließlich aus solitary- oder
in-out-Knoten besteht,

3. i die Größe einer größten Clique in GSR|V (Gw) ist, die ausschließlich aus in-Knoten
besteht und

4. o die Größe einer größten Clique in GSR|V (Gw) ist, die ausschließlich aus out-Knoten
besteht.

Entsprechend der vorherigen Lemmata können diese vier Werte aus den jeweiligen Wer-
ten ml, sl, il, ol und mr, sr, ir, or des linken und rechten Teilbaums Tl und Tr berechnet wer-
den. Gleichzeitig ist es möglich, die Knotenmengen der dazugehörigen Cliquen mitzuführen,
sodass auch eine minimale stark trennende Menge bestimmt werden kann.

Wie die Werte der Teilbäume kombiniert werden, ist von der Markierung von w abhän-
gig. Jedoch sei angemerkt, dass m immer mindestens genauso groß ist wie das Maximum
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der anderen drei Werte, sodass einige Kombinationsmöglichkeiten nicht betrachtet werden
müssen.

Wenn w ein Blatt ist, dann ist m = 1, s = 0, i = 0, o = 0.
Wenn w mit ∪ markiert ist, existieren gemäß Lemma 23 keine Kanten zwischen Knoten

aus Gl und Gr in GSR. Somit können die Cliquen der beiden Teilgraphen nicht zu größeren
Cliquen kombiniert werden. Da sowohl V (Gl) als auch V (Gr) mindestens einen Knoten
enthalten, werden jedoch alle Knoten zu solitary-Knoten. Folglich ist

1. m das Maximum von ml und mr,

2. s das Maximum von ml und mr,

3. i das Maximum von il und ir und

4. o das Maximum von ol und or.

Wenn w mit ≫ markiert ist, existieren ebenfalls gemäß Lemma 23 keine Kanten zwi-
schen Knoten aus Gl und Gr in GSR. Die Cliquen können nicht kombiniert werden, jedoch
wird jeder Knoten aus Gl durch die Knoten aus Gr zu einem out-Knoten in Gw und jeder
Knoten aus Gr durch die Knoten aus Gl zu einem in-Knoten in Gw. Das heißt auch, dass
alle in-Knoten aus Gl und alle out-Knoten aus Gr zu in-out-Knoten werden. Folglich ist

1. m das Maximum von ml und mr,

2. s das Maximum von sl, sr, il und or,

3. i das Maximum von mr und il und

4. o das Maximum von ml und or.

Wenn w mit × markiert ist, so können gemäß Lemma 24 die Cliquen kombiniert wer-
den, deren Knoten paarweise einen der sechs Fälle erfüllen. Durch den Join verlieren die
speziellen Knoten keinen ihrer Typen, erhalten jedoch auch keine weiteren. Folglich ist

1. m das Maximum von ml + sr,mr + sl, il + ir und ol + or,

2. s = sl + sr,

3. i = il + ir und

4. o = ol + or.

Der bottom-up Prozess ist in Algorithmus 5 dargestellt. Für ein Beispiel siehe Abbil-
dung 36.

Da der Co-Baum in linearer Zeit gefunden werden kann und nur einmal durchlaufen
werden muss, folgt das nächste Theorem.

Theorem 16. Die Gerichtete Starke Metrische Dimension eines stark zusammenhängenden
Co-Graphens kann in linearer Zeit berechnet werden.
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Algorithm 5 Gerichtete Starke Metrische Dimension gerichteter Co-Graphen

1: function dsmd di co-graph(gerichteter Co-graph G)
2: T ← binärer Co-Baum von G
3: n← |V (G)|
4: (m, s, i, o)← cliquen vektor(T )
5: return n−m

6: end

7: function cliquen vektor(Co-Baum T )
8: w ← Wurzel von T
9: if w ist ein Blatt then
10: return (1, 0, 0, 0)
11: else
12: Tl ← linker Teilbaum von w
13: (ml, sl, il, ol)← cliquen vektor(Tl)
14: Tr ← rechter Teilbaum von w
15: (mr, sr, ir, or)← cliquen vektor(Tr)
16: if w ist mit ∪ markiert then
17: return (max{ml,mr},max{ml,mr},max{il, ir},max{ol, or})
18: else if w ist mit ≫ markiert then
19: return (max{ml,mr},max{sl, sr, il, or},max{mr, il},max{ml, or})
20: else ▷ w ist mit × markiert
21: return (max{ml + sr,mr + sl, il + ir, ol + or}, sl + sr, il + ir, ol + or)

22: end
23: end
24: end
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Abbildung 36: Ein Co-Baum eines gerichteten Co-Graphen mit den von Algorithmus 5 berechne-
ten Werten. Eine größte Clique im Komplement des strong resolving Graphen hat die Größe 5.
Eine Möglichkeit für eine solche Clique und ihre Berechnung ist in rot dargestellt. An der Wurzel
werden in diesem Fall die zwei in-out-Knoten b, d des linken Teilbaums mit der Clique {i, k, l}
aus dem rechten Teilbaum kombiniert. Alle übrigen Knoten bilden eine stark trennende Menge
der Größe 13.
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8 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Metrische Dimension und einige ihrer Varianten für spezielle
Graphklassen untersucht. Nach einer Einleitung und einigen Grundlagen in Kapitel 1 und
Kapitel 2, wurden in Kapitel 3 die verbreitetsten Varianten der Metrischen Dimension
vorgestellt. Unter anderem wurde die k-Metrische Dimension aufgeführt, für die in Kapi-
tel 4 die NP-Vollständigkeit gezeigt wurde. Der Beweis basiert auf einer Reduktion von
3DkM, einer Verallgemeinerung des bekannten Problems 3-Dimensionales Matching.
Für 3DkM wurde zuvor ebenfalls die NP-Vollständigkeit gezeigt.

In Kapitel 5 wurde die ebenfalls zu Beginn vorgestellte gerichtete Metrische Dimen-
sion untersucht. Wie in 3.6.1 diskutiert, gibt es mehrere Möglichkeiten die Metrische Di-
mension auf gerichtete Graphen zu übertragen, sodass in Kapitel 5.1 zunächst die NP-
Vollständigkeit der hier verwendeten Version für DAGs gezeigt wurde. Der Beweis basiert
auf einer Reduktion von Hitting Set. Anschließend wurden stark zusammenhängende
Co-Graphen untersucht. Für diese Graphen wurde ein Algorithmus vorgestellt, der die ge-
richtete Metrische Dimension in linearer Zeit berechnet. Dieser Algorithmus durchläuft den
Co-Baum von den Blättern bis zur Wurzel und wählt, zusätzlich zu der Vereinigung der
Teillösungen des linken und rechten Teilbaums, an jedem inneren Knoten maximal einen
weiteren Ankerknoten.

Kapitel 6 beschäftigt sich mit der Starken Metrischen Dimension. Zu Beginn des Ka-
pitels wurden ungerichtete Co-Graphen betrachtet, für die ebenfalls ein Linearzeitalgo-
rithmus angegeben wurde. Dieser basiert darauf, dass die strong resolving Graphen von
Co-Graphen auch Co-Graphen sind, für die ein minimales Vertex Cover in linearer Zeit
berechnet werden kann. Darüber hinaus muss der strong resolving Graph für Co-Graphen
nicht explizit bestimmt werden, da eine maximale Clique im ursprünglichen Graphen aus-
reichend ist, um die Starke Metrische Dimension zu berechnen. Anschließend wurden in
Kapitel 6.2 Graphen behandelt, die durch die Verknüpfung mehrerer Graphen entstehen.
Für diese Graphen wurde der strong resolving Graph bestimmt sowie dessen Vertex Cover.
Jeder Graph kann als Verknüpfung seiner zweifachen Zusammenhangskomponente gese-
hen werden. Folglich wurde gezeigt, dass die Starke Metrische Dimension eines Graphen
in polynomieller Zeit berechnet werden kann, wenn die Starke Metrische Dimension seiner
zweifachen Zusammenhangskomponenten effizient bestimmt werden kann. Ein Algorithmus
der die Starke Metrische Dimension basierend auf einer Zerlegung in die zweifachen Zu-
sammenhangskomponenten bestimmt wurde ebenfalls beschrieben. Als Beispiele für diesen
Algorithmus wurden Graphen betrachtet, deren zweifache Zusammenhangskomponenten
Gitter, Kreise oder Co-Graphen sind.

In Kapitel 7 wurde die gerichtete Starke Metrische Dimension untersucht. Hierfür wur-
den erneut gerichtete Co-Graphen betrachtet und auch für diese Variante konnte ein Li-
nearzeitalgorithmus angegeben werden. Dieser basiert, wie der zur Starken Metrischen Di-
mension, auf der Berechnung einer maximalen Clique, wodurch der strong resolving Graph
nicht bestimmt werden muss. Auch dieser Algorithmus durchläuft den Co-Baum von den
Blättern bis zur Wurzel und vereint Teillösungen der beiden Teilbäume.
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Die Metrische Dimension bietet zahlreiche Möglichkeiten für weitere Arbeiten zu die-
sem Thema. Allen voran ist die Frage nach der Komplexität der Metrischen Dimension für
Graphen mit einer Baumweite > 1 und < 24 offen. In Kapitel 2 wurden einige Ergebnisse
zu speziellen Graphklassen vorgestellt, jedoch wurden nicht alle Varianten der Metrischen
Dimension für alle diese Graphklassen untersucht. Dies gilt auch für die gerichtete Metri-
sche Dimension, deren Problematiken in Kapitel 3.6.1 angesprochen wurden. Insbesondere
durch die Vielzahl an Varianten und durch die Möglichkeit des Kombinierens der Varian-
ten bleiben viele Graphklassen zu untersuchen. Vor allem sind jedoch die Starke und die
gerichtete Starke Metrische Dimension von Interesse, da diese eine eindeutige Bestimmung
der Kanten eines Graphen ermöglichen und damit beispielsweise optimales Routen in Sen-
sornetzwerken erlauben. Speziell die gerichtete Starke Metrische Dimension wurde selten
untersucht, sodass wenig über ihre Komplexität bekannt ist. Mögliche Ansätze zur Unter-
suchung dieser beiden Varianten bieten die Verknüpfung von Graphen oder die Berechnung
einer maximalen Clique im Komplement des strong resolving Graphen, wie sie in dieser
Arbeit verwendet wurden. Außerdem wurden in Kapitel 6.3 die strong resolving Graphen
distanzerhaltender Graphen bestimmt, was die Grundlage für einen Linearzeitalgorithmus
für die Starke Metrische Dimension dieser Graphklasse bilden könnte. In diesem Zuge
könnte auch die gerichtete Starke Metrische Dimension von gerichteten Twinset-Graphen
untersucht werden.
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[17] Édouard Bonnet and Nidhi Purohit. Metric dimension parameterized by treewidth.
Computing Research Repository (CoRR), abs/1907.08093, 2019.

[18] Robert C. Brigham, Gary Chartrand, Ronald D. Dutton, and Ping Zhang. Resolving
domination in graphs. Mathematica Bohemica, 128(1):25–36, 2003.
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[59] M. Carmen Hernando, Mercè Mora, Peter J. Slater, and David R. Wood. Fault-
tolerant metric dimension of graphs. Convexity in Discrete Structures, 5:81–85, 2008.

[60] Stefan Hoffmann, Alina Elterman, and Egon Wanke. A linear time algorithm for
metric dimension of cactus block graphs. Theoretical Computer Science, 630:43–62,
2016.

[61] Stefan Hoffmann and Egon Wanke. Metric dimension for gabriel unit disk graphs
is np-complete. In Algorithms for Sensor Systems, 8th International Symposium on
Algorithms for Sensor Systems, Wireless Ad Hoc Networks and Autonomous Mobile
Entities, ALGOSENSORS 2012, Ljubljana, Slovenia, September 13-14, 2012. Revised
Selected Papers, pages 90–92, 2012.

[62] Edward Howorka. A characterization of distance-hereditary graphs. The quarterly
journal of mathematics, 28(4):417–420, 1977.

[63] Yufei Huang, Bo Hou, Wen Liu, Lidong Wu, Stephen Rainwater, and Suogang Gao.
On approximation algorithm for the edge metric dimension problem. Theor. Comput.
Sci., 853:2–6, 2021.

85



[64] H. Iswadi, Edy Tri Baskoro, A.N.M. Salman, and Rinovia Simanjuntak. The metric
dimension of amalgamation of cycles. Far East Journal of Mathematical Sciences
(FJMS), 41(1):19–31, 2010.

[65] Beverly Jamison and Stephan Olariu. A linear-time recognition algorithm for p4-
reducible graphs. Theor. Comput. Sci., 145(1&2):329–344, 1995.

[66] Mohsen Jannesari and Behnaz Omoomi. The metric dimension of the lexicographic
product of graphs. Discrete Mathematics, 312(22):3349–3356, 2012.

[67] Zilin Jiang and Nikita Polyanskii. On the metric dimension of cartesian powers of a
graph. Computing Research Repository (CoRR), abs/1712.02723, 2017.

[68] Cong X. Kang. On the fractional strong metric dimension of graphs. Discrete Applied
Mathematics, 213:153–161, 2016.
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9 Anhang

In diesem Kapitel werden die Veröffentlichungen und Manuskripte aufgeführt, auf denen
diese Arbeit basiert. Die Ergebnisse wurden zu einer Gesamtarbeit zusammengefügt, durch
neue Abbildungen verdeutlicht, Beweise wurden angepasst, Notationen vereinheitlicht und
noch unveröffentlichte Ergebnisse hinzugefügt.

9.1 A note on the complexity of k-Metric Dimension

A note on the complexity of k-Metric Dimension
Yannick Schmitz, Duygu Vietz, Egon Wanke
Applied Mathematics and Computation (2023)

Diese Arbeit enthält einen Beweis für die NP-Vollständigkeit der k-Metrischen Dimension,
der auch in Kapitel 4 zu finden ist. Alle Autoren haben gleichermaßen zur Erarbeitung
und zur Formulierung der Ergebnisse beigetragen. Den Hauptteil meines Beitrags bildet
der NP-Vollständigkeitsbeweis von 3DkM.
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a b s t r a c t 

Two vertices u, v ∈ V of an undirected connected graph G = (V, E) are resolved by a vertex 

w if the distance between u and w and the distance between v and w are different. A 

set R ⊆ V of vertices is a k -resolving set for G if for each pair of vertices u, v ∈ V there 
are at least k distinct vertices w 1 , . . . , w k ∈ R such that each of them resolves u and v . 
The k -Metric Dimension of G is equal to the size of a smallest k -resolving set for G . The 

decision problem k - Metric Dimension is the question whether G has a k -resolving set of 

size at most r, for a given graph G and a given number r. In this paper, we proof the NP- 

completeness of k - Metric Dimension for bipartite graphs and each k ≥ 2 , which corrects 

the proof in [1]. 

© 2023 Elsevier Inc. All rights reserved. 

1. Introduction 

The metric dimension of graphs has been introduced in the 1970s independently by Slater [2] and by Harary and Melter 

[3] . We consider simple undirected and connected graphs G = (V, E) , where V is the set of vertices and E ⊆ {{ u, v } | u, v ∈ 

V, u � = v } is the set of edges. Such a graph has metric dimension at most r if there is a vertex set R ⊆ V such that | R | ≤ r and 

∀ u, v ∈ V , u � = v , there is a vertex w ∈ R such that d(w, u ) � = d(w, v ) , where d(u, v ) is the distance (the length of a shortest 

path in an unweighted graph) between u and v . The metric dimension of G is the smallest integer r such that G has metric 

dimension at most r. 

If d(w, u ) � = d(w, v ) , for three vertices u, v , w , we say that u and v are resolved or distinguished by vertex w . If every 

pair of vertices is resolved by at least one vertex of vertex set R , then R is a resolving set or metric generator for G . In 

certain applications, the vertices of a resolving set are also called landmark nodes or anchor nodes . This is a common naming, 

particularly in the theory of sensor networks. 

The metric dimension finds applications in various areas, including network discovery and verification [4] , geographical 

routing protocols [5] , combinatorial optimization [6] , sensor networks [7] , robot navigation [8] and chemistry [9,10] . 

There are several algorithms for computing a minimum resolving set in polynomial time for special classes of graphs, 

for example trees [8,9] , wheels [11] , grid graphs [12] , k -regular bipartite graphs [13] , amalgamation of cycles [14] and out- 

erplanar graphs [15] . The approximability of the metric dimension has been studied for bounded degree, dense and general 

graphs in [16] . Upper and lower bounds on the metric dimension are considered in [17,18] for further classes of graphs. 

In this paper, we consider the k -Metric Dimension for some positive integer k . A set R ⊆ V of vertices is a k -resolving set 

for G if for each pair of vertices u, v ∈ V there are at least k vertices w 1 , . . . , w k ∈ R such that each of them resolves u and 

v . The k -Metric Dimension of G is equal to the size of a smallest k -resolving set for G . The k - Metric Dimension problem 
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was introduced by Estrada-Moreno et al. in [19] . The 1-metric dimension is simply called metric dimension. The 2-metric 

dimension is also called fault-tolerant metric dimension and was introduced in [20] . 

Estrada-Moreno et al. analysed the (k, t) - Metric Dimension [21] . The (k, t) - Metric Dimension is the k - Metric Dimen- 

sion , with the addition, that the distance between two vertices u, v of G is defined as the minimum of d(u, v ) and t . There- 
fore, if t is greater than or equal to the diameter of G , then (k, t) - Metric Dimension is equivalent to k - Metric Dimension . 

Estrada-Moreno et al. showed the NP-completeness of (k, t) - Metric Dimension for odd values of k and t ≥ 2 . 

The decision problem k - Metric Dimension is defined as follows. 

k -Metric Dimension 

Instance: An undirected connected graph G = (V, E) and a number r. 

Question: Is there a k -resolving set R ⊆ V for G of size at most r? 

The complexity of k - Metric Dimension has only been investigated for very few graph classes, such as trees and other 

simple graph classes. For general graph classes, k - Metric Dimension is assumed to be NP-complete if k is given as part of 

the input. The decision problem 1-Metric Dimension is known to be NP-complete, see [22] . A proof can be found in [8] . 

In this paper, we show the NP-completeness of k - Metric Dimension for bipartite graphs and each k ≥ 2 by an alternative 

approach to [1] , whose proof unfortunately is incorrect and does not offer any simple correction options. 

2. The NP-completeness of k-Metric dimension 

In this section, k - Metric Dimension is shown to be NP-complete for bipartite graphs and each k ≥ 2 by a reduction from 

3-Dimensional k - Matching , which is defined as follows. 

3-Dimensional k -Matching (3D k M) 

Instance: A set S ⊆ A × B ×C, where A , B and C are disjoint sets of the same size n . 

Question: Does S contain a k -matching, i.e. a subset M of size k · n such that each 
element of A , B and C is contained in exactly k triples of M? 

For k = 1 , the 3D1M problem is the well-known NP-complete 3-Dimensional Matching (3DM) problem, see [22] . The 

next theorem shows that 3D k M is also NP-complete for each k ≥ 2 . 

Theorem 1. 3D k M is NP-complete for each k ≥ 2 . 

Proof. The 3D k M problem is obviously in NP, because it can be checked in polynomial time whether a selection of triples 

from S is a k -matching. 

The NP-hardness is shown by a reduction from 3DM . Let 

A = { a 1 , . . . , a n } , B = { b 1 , . . . , b n } , 
C = { c 1 , . . . , c n } , and S = { s 1 , . . . , s m } 

be an instance for 3DM . Without loss of generality, n is assumed to be a multiple of (k − 1) , that is n = r(k − 1) for a 

positive integer r. If this is not the case, then expand A , B and C by at most k − 2 elements each and S by at most k − 2 

triples, which cover every additional element exactly once and none of the originally given elements. 

Now consider the following instance for 3D k M defined by 

A ′ = A ∪ { a n +1 , . . . , a 3 n } , B ′ = B ∪ { b n +1 , . . . , b 3 n } , 
C ′ = C ∪ { c n +1 , . . . , c 3 n } , and S ′ = S ∪ R ∪ T 

where R = { (a i , b i , c i ) | n + 1 ≤ i ≤ 3 n } and T ⊆ A ′ × B ′ ×C ′ . Set T has exactly 3 n (k − 1) triples, which will be defined later. 

The sets A ′ , B ′ and C ′ contain the elements of A , B and C, respectively, and 2 n additional elements. Set S ′ contains the 
elements of S, R and T 

Let U = A ∪ B ∪ C and U 
′ = A ′ ∪ B ′ ∪ C ′ . The 2 n triples of R cover each element of U 

′ \ U exactly once and no element of U . 

Set T is defined such that its 3 n (k − 1) triples cover each element of U 
′ exactly k − 1 times. Each triple of T covers exactly 

one element from U and two elements from U 
′ \ U . 

If M is a matching for U , then M ∪ R ∪ T is obviously a k -matching for U 
′ for any k ≥ 2 . Any k -matching M 

′ for U 
′ contains 

all triples from R and T , because otherwise it is not possible to cover the elements of U 
′ \ U at least k times. The triples of 

T cover the elements of U 
′ exactly k − 1 times. That is, if M 

′ is a k -matching for U 
′ , then M = M 

′ \ (R ∪ T ) is a matching for 

U . 

Set T can be easily defined with the help of 

T p,q ⊆ (A × B ) ∪ (A ×C) ∪ (B ×C) 

defined by 

T p,q = 

{ (a i , b j ) | i ∈ { p, . . . , p + q − 1 } , j ∈ { p + q, . . . , p + 2 q − 1 }} 
∪ { (b i , c j ) | i ∈ { p, . . . , p + q − 1 } , j ∈ { p + q, . . . , p + 2 q − 1 }} 
∪ { (c i , a j ) | i ∈ { p, . . . , p + q − 1 } , j ∈ { p + q, . . . , p + 2 q − 1 }} . 
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These 3 q 2 tuples cover each element of 

{ a p , . . . , a p+2 q −1 , b p , . . . , b p+2 q −1 , c p , . . . , c p+2 q −1 } 
exactly q times. There are 

• q 2 tuples between the elements of { a p , . . . , a p+ q −1 } and { b p+ q , . . . , b p+2 q −1 } , 
• q 2 tuples between the elements of { b p , . . . , b p+ q −1 } and { c p+ q , . . . , c p+2 q −1 } , and 
• q 2 tuples between the elements of { c p , . . . , c p+ q −1 } and { a p+ q , . . . , a p+2 q −1 } . 
Now let T ′ be defined by 

T ′ = 

r−1 ⋃ 

i =0 

T n +1+ i 2(k −1) , k −1 , with r = 

n 

k − 1 
. 

T ′ has r3(k − 1) 2 = 
n 

k −1 
· 3(k − 1) 2 = 3 n (k − 1) tuples. It is the union of r = 

n 
k −1 

sets T p,q where index p is running from 

n + 1 to 3 n + 1 − 2(k − 1) in steps of width 2(k − 1) and q = k − 1 . These tuples of T ′ cover each element of U 
′ \ U exactly 

(k − 1) times. 

In the last step, the 3 n (k − 1) tuples of T ′ are expanded to 3 n (k − 1) triples for T , by including each element from U to 

exactly k − 1 tuples from T ′ , such that each generated triple is from A ′ × B ′ ×C ′ . Each tuple from T ′ is extended by exactly 
one element from U . The result is the set T of triples with the required properties. This transformation can obviously be 

done in polynomial time, see also Example 1 . �

Example 1. Let A = { a 1 , . . . , a 4 } , B = { b 1 , . . . , b 4 } , C = { c 1 , . . . , c 4 } and 
S = { (a 1 , b 1 , c 1 ) , (a 1 , b 2 , c 3 ) , (a 2 , b 3 , c 3 ) , (a 2 , b 4 , c 1 ) , (a 3 , b 1 , c 2 ) , (a 4 , b 3 , c 4 ) } 

be an instance for 3DM . The triple (a 1 , b 2 , c 3 ) , (a 2 , b 4 , c 1 ) , (a 3 , b 1 , c 2 ) , (a 4 , b 3 , c 4 ) form a 3-dimensional matching and thus a 

solution for 3DM . 

It follows the construction of an instance for 3D k M for k = 4 as defined in the proof of Theorem 1 . Integer n has to be 

a multiple of k − 1 = 3 . To ensure this, A is extended by a 5 and a 6 , B is extended by b 5 and b 6 , C is extended by c 5 and c 6 
and S is extended by (a 5 , b 5 , c 5 ) and (a 6 , b 6 , c 6 ) . Now n = 6 and r = 

n 
k −1 

= 2 . 

Then A ′ = { a 1 , . . . , a 18 } , B ′ = { b 1 , . . . , b 18 } , C ′ = { c 1 , . . . , c 18 } , R = { (a i , b i , c i ) | i = 7 , . . . , 18 } , T ′ = T 7 ,3 ∪ T 13 ,3 and S 
′ = S ∪ 

R ∪ T , where, for example, 

T 7 , 3 = 

{ 

(a 7 , b 10 ) , (a 7 , b 11 ) , (a 7 , b 12 ) , (a 8 , b 10 ) , (a 8 , b 11 ) , (a 8 , b 12 ) , (a 9 , b 10 ) , (a 9 , b 11 ) , (a 9 , b 12 ) , 
(b 7 , c 10 ) , (b 7 , c 11 ) , (b 7 , c 12 ) , (b 8 , c 10 ) , (b 8 , c 11 ) , (b 8 , c 12 ) , (b 9 , c 10 ) , (b 9 , c 11 ) , (b 9 , c 12 ) , 
(c 7 , a 10 ) , (c 7 , a 11 ) , (c 7 , a 12 ) , (c 8 , a 10 ) , (c 8 , a 11 ) , (c 8 , a 12 ) , (c 9 , a 10 ) , (c 9 , a 11 ) , (c 9 , a 12 ) 

} 

, 

T 13 , 3 = 

{ 

(a 13 , b 16 ) , (a 13 , b 17 ) , (a 13 , b 18 ) , (a 14 , b 16 ) , (a 14 , b 17 ) , (a 14 , b 18 ) , (a 15 , b 16 ) , (a 15 , b 17 ) , (a 15 , b 18 ) , 
(b 13 , c 16 ) , (b 13 , c 17 ) , (b 13 , c 18 ) , (b 14 , c 16 ) , (b 14 , c 17 ) , (b 14 , c 18 ) , (b 15 , c 16 ) , (b 15 , c 17 ) , (b 15 , c 18 ) , 
(c 13 , a 16 ) , (c 13 , a 17 ) , (c 13 , a 18 ) , (c 14 , a 16 ) , (c 14 , a 17 ) , (c 14 , a 18 ) , (c 15 , a 16 ) , (c 15 , a 17 ) , (c 15 , a 18 ) 

} 

, 

T = 

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ 

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩ 

(a 1 , b 7 , c 10 ) , (a 1 , b 7 , c 11 ) , (a 1 , b 7 , c 12 ) , (a 2 , b 8 , c 10 ) , (a 2 , b 8 , c 11 ) , (a 2 , b 8 , c 12 ) , 
(a 3 , b 9 , c 10 ) , (a 3 , b 9 , c 11 ) , (a 3 , b 9 , c 12 ) , (a 4 , b 13 , c 16 ) , (a 4 , b 13 , c 17 ) , (a 4 , b 13 , c 18 ) , 
(a 5 , b 14 , c 16 ) , (a 5 , b 14 , c 17 ) , (a 5 , b 14 , c 18 ) , (a 6 , b 15 , c 16 ) , (a 6 , b 15 , c 17 ) , (a 6 , b 15 , c 18 ) , 

(a 7 , b 10 , c 1 ) , (a 7 , b 11 , c 1 ) , (a 7 , b 12 , c 1 ) , (a 8 , b 10 , c 2 ) , (a 8 , b 11 , c 2 ) , (a 8 , b 12 , c 2 ) , 
(a 9 , b 10 , c 3 ) , (a 9 , b 11 , c 3 ) , (a 9 , b 12 , c 3 ) , (a 10 , b 1 , c 7 ) , (a 10 , b 2 , c 8 ) , (a 10 , b 3 , c 9 ) , 
(a 11 , b 1 , c 7 ) , (a 11 , b 2 , c 8 ) , (a 11 , b 3 , c 9 ) , (a 12 , b 1 , c 7 ) , (a 12 , b 2 , c 8 ) , (a 12 , b 3 , c 9 ) , 

(a 13 , b 16 , c 4 ) , (a 13 , b 17 , c 4 ) , (a 13 , b 18 , c 4 ) , (a 14 , b 16 , c 5 ) , (a 14 , b 17 , c 5 ) , (a 14 , b 18 , c 5 ) , 
(a 15 , b 16 , c 6 ) , (a 15 , b 17 , c 6 ) , (a 15 , b 18 , c 6 ) , (a 16 , b 4 , c 13 ) , (a 16 , b 5 , c 14 ) , (a 16 , b 6 , c 15 ) , 
(a 17 , b 4 , c 13 ) , (a 17 , b 5 , c 14 ) , (a 17 , b 6 , c 15 ) , (a 18 , b 4 , c 13 ) , (a 18 , b 5 , c 14 ) , (a 18 , b 6 , c 15 ) 

⎫ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎬ 

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎭ 

, 

see also Fig. 1 . 

Theorem 2. k - MD is NP-complete for bipartite graphs G and each k ≥ 2 . 

Proof. The k -MD problem is obviously in NP, because it can be checked in polynomial time whether a set of vertices is a 

k -resolving set. 

The NP-hardness is proven by a reduction from 3D ( k -1) M . Let A = { a 1 , . . . , a n } , B = { b 1 , . . . , b n } , C = { c 1 , . . . , c n } , S = 

{ s 1 , . . . , s m } be an instance I for 3D (k − 1) M where k ≥ 2 and n > k . The aim is to define a graph G = (V, E) and a num- 

ber x such that G has a k -resolving set of size x if and only if instance I has a ( k -1)-matching. 

Graph G is defined as follows, see also Fig. 2 . It has a vertex a i , b i and c i for i = 1 , . . . , n and a vertex s i for i = 1 , . . . , m . 

Graph G additionally contains vertices denoted by a 0 , b 0 , c 0 , v 0 , v A , v B , v C and d 1 , . . . , d m 
′ where m 

′ = � log (m ) � . 
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Fig. 1. This graphic illustrates the transformation from 3DM to 3D k M for k = 4 as explained in Example 1 . The drawing on the top left visualizes an 

instance with 6 triples in S that cover the elements { a 1 , . . . , a 4 , b 1 , . . . , b 4 , c 1 , . . . , c 4 } . The triples are indicated by 6 red and 2 black lines, each covering 3 
elements. Set S contains a matching indicated by the red lines. Each set A , B and C is extended by two element a 5 , a 6 , b 5 , b 6 and c 5 , c 6 respectively, and 

set S is extended by two triples (a 5 , b 5 , c 5 ) , (a 6 , b 6 , c 6 ) , such that the number of elements in the new sets A , B and C is a multiple of (k − 1) = 3 . These 

two triples are indicated by green lines. The drawing in the middle right visualizes the 2 · 6 = 12 triples of R indicated by black lines. The drawing at the 

bottom visualizes the 54 tuples of T ′ = T 7 , 3 ∪ T 13 , 3 , also indicated by black lines, each covering 2 elements. The set T is formed from set T ′ by adding each 
element of A , B and C to k − 1 = 3 tuples of T ′ . For the sake of clarity, only the triples from T for the elements a 1 , b 1 and c 1 are shown in the figure. These 

triples are indicated by blue lines. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this 

article.) 

1. Each vertex a i , 0 ≤ i ≤ n , is connected with 

(a) vertex v A , 
(b) vertex v 0 , and 
(c) vertex s j , 1 ≤ j ≤ m if and only if triple s j contains element a i . 

2. Each vertex b i , 0 ≤ i ≤ n , is connected with 

(a) vertex v B , 
(b) vertex v 0 , and 
(c) vertex s j , 1 ≤ j ≤ m if and only if triple s j contains element b i . 

3. Each vertex c i , 0 ≤ i ≤ n , is connected with 

(a) vertex v C , 
(b) vertex v 0 , and 
(c) vertex s j , 1 ≤ j ≤ m if and only if triple s j contains element c i . 

4. Each vertex d i , 1 ≤ i ≤ m 
′ , is connected with 

(a) vertex v 0 and 
(b) vertex s j , 1 ≤ j ≤ m , if and only if the i -th bit of the binary representation of j is 1. 

Graph G additionally contains so-called leg vertices . These leg vertices form paths ( legs ) with � k/ 2 � or 
 k/ 2 � ver- 
tices. Two such legs, one with � k/ 2 � vertices and one with 
 k/ 2 � vertices, are attached to each vertex of L root = 

{ v A , v B , v C , v 0 , d 1 , . . . , d m 
′ } , see Fig. 2 . Set L root consists of the root vertices of the legs. Let L v be the set of vertices of the 

two legs at vertex v and 

L = L v A ∪ L v B ∪ L v C ∪ L v 0 ∪ L d 1 ∪ · · · ∪ L d m ′ 

be the set of all leg vertices of G . Set L root has 4 + m 
′ vertices, each set L v , v ∈ L root , has k vertices and L has (4 + m 

′ ) k 
vertices. 

The graph G can obviously be constructed in polynomial time from instant I. 

4 
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Fig. 2. This graphic illustrates the transformation from 3D2M to 3-MD . The Instance I consisting of A = { a 1 , . . . , a 4 } , B = { b 1 , . . . , b 4 } , C = { c 1 , . . . , c 4 } , S = 

{ s 1 , . . . , s 12 } with s 1 = (a 2 , b 1 , c 1 ) , s 2 = (a 3 , b 2 , c 2 ) , s 3 = (a 2 , b 1 , c 1 ) , s 4 = (a 1 , b 2 , c 1 ) , s 5 = (a 4 , b 3 , c 2 ) , s 6 = (a 1 , b 3 , c 3 ) , s 7 = (a 2 , b 1 , c 3 ) , s 8 = (a 1 , b 4 , c 4 ) , s 9 = 

(a 3 , b 2 , c 2 ) , s 10 = (a 4 , b 2 , c 4 ) , s 11 = (a 4 , b 3 , c 1 ) , s 12 = (a 4 , b 4 , c 4 ) for 3D2M is transformed into the graph G and x = (4 + 4)3 + 3 + (3 − 1) n = 35 . The set of 

triples M = { s 1 , s 2 , s 6 , s 7 , s 8 , s 9 , s 11 , s 12 } , indicated in the figure by the red lines, is a 2-matching for instance I, where L ∪ { a 0 , b 0 , c 0 } ∪ M is a 3-resolving set 

for G of size x . Set L is the set of vertices of the legs attached at the vertices v A , v B , v C , v 0 , d 1 , d 2 , d 3 , d 4 . In the figure, the vertices of L are colored blue. (For 
interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.) 

First of all, let us note some properties of G. 

P1: G is bipartite. 

P2: The distance between 

(a) two vertices of { v B , v B , v C } is 4, 
(b) two vertices of { d 1 , . . . , d m 

′ } is 2, 
(c) a vertex of { v B , v B , v C } and a vertex of { d 1 , . . . , d m 

′ } is 3, 
(d) vertex v 0 and a vertex of { v B , v B , v C } is 2, and 
(e) vertex v 0 and a vertex of { d 1 , . . . , d m 

′ } is 1. 
P3: Every k -resolving set for G contains all vertices of L . This follows from the observation that for each vertex v ∈ L root 

the two vertices of L v adjacent to v are only resolved by the k vertices of L v . 

Now we will prove that S has a ( k -1)-matching for instance I if and only if G has a resolving set of size 

x = (4 + m 
′ ) k + 3 + (k − 1) n. 

”⇒ : ” Let M ⊆ S be a ( k -1)-matching for instance I. The aim is to show that 

R = L ∪ { a 0 , b 0 , c 0 } ∪ M 

5 
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is a k -resolving set for G of size 

x = (4 + m 
′ ) k + 3 + (k − 1) n. 

That is, each pair of two distinct vertices u 1 , u 2 of G is resolved by at least k distinct vertices of U . Here the triple s j of M

are considered as vertices of G . 

Consider the following case distinctions for two vertices u 1 and u 2 . 

1. u 1 , u 2 ∈ L v , v ∈ L root . 

(a) d(u 1 , v ) = d(u 2 , v ) . Each of the k vertices of L v resolves u 1 and u 2 . 
(b) d(u 1 , v ) � = d(u 2 , v ) . Each of the k vertices of L v ′ , v ′ ∈ L root \ { v } , resolves u 1 and u 2 . 

2. u 1 ∈ L v 1 , u 2 ∈ L v 2 , v 1 , v 2 ∈ L root , v 1 � = v 2 , and d(u 1 , v 1 ) ≤ d(u 2 , v 2 ) . Each of the k vertices of L v 1 resolves u 1 and u 2 . 

Up to this point all pairs of vertices u 1 , u 2 are considered of which both are in L . 

3. u 1 ∈ L v A ∪ L v B ∪ L v C and u 2 �∈ L . Each of the k vertices of L v 0 resolves u 1 and u 2 . 

4. u 1 ∈ L d 1 ∪ · · · ∪ L d 
m ′ and u 2 �∈ L . 

(a) u 2 �∈ { v B , v C } . Each of the k vertices of L v A resolves u 1 and u 2 . 
(b) u 2 �∈ { v A , v C } . Each of the k vertices of L v B resolves u 1 and u 2 . 
(c) u 2 �∈ { v A , v B } . Each of the k vertices of L v C resolves u 1 and u 2 . 

5. u 1 ∈ L v 0 and u 2 �∈ L . 

(a) u 2 ∈ { v A , a 0 , . . . , a n } . Each of the k vertices of L v A resolves u 1 and u 2 . 
(b) u 2 ∈ { v B , b 0 , . . . , b n } . Each of the k vertices of L v B resolves u 1 and u 2 . 
(c) u 2 ∈ { v C , c 0 , . . . , c n } . Each of the k vertices of L v C resolves u 1 and u 2 . 
(d) u 2 ∈ { d i } ∪ { s j | the i -th bit in the binary representation of j is 1 } . Each of the k vertices of L d i resolves u 1 and u 2 . 

Up to this point all pairs of vertices u 1 , u 2 are considered of which at least one of them is in L . 

6. u 1 ∈ L root and u 2 �∈ L . Each of the k vertices of L u 1 resolves u 1 and u 2 . 

Up to this point all pairs of vertices u 1 , u 2 are considered of which at least one of them is in L ∪ L root . 

7. u 1 = s i 1 ∈ { s 1 , . . . , s m 
′ } and u 2 �∈ L ∪ L root . 

(a) u 2 = s i 2 ∈ { s 1 , . . . , s m 
′ } . Each of the k vertices of L d j resolves u 1 and u 2 , if the binary representation of i 1 and i 2 differs 

in position j. 

(b) u 2 ∈ { a 0 , . . . , a n } , u 2 ∈ { b 0 , . . . , b n } , or u 2 ∈ { c 0 , . . . , c n } . Each of the k vertices of L v A , L v B , or L v C , respectively, resolves 
u 1 and u 2 . 

Up to this point all pairs of vertices u 1 , u 2 are considered of which at least one of them is in L ∪ L root ∪ { s 1 , . . . , s m 
′ } . 

8. u 1 ∈ { a 1 , . . . , a n } and u 2 �∈ L ∪ L root ∪ { s 1 , . . . , s m 
′ } . 

(a) u 2 ∈ { b 0 , . . . , b n , c 0 , . . . , c n } . Each of the k vertices of L v A resolves u 1 and u 2 . 
(b) u 2 ∈ { a 1 , . . . , a n } . Each vertex s i for which triple s i contains u 1 or u 2 resolves u 1 and u 2 . There are 2(k − 1) ≥ k such 

vertices for k ≥ 2 . 

(c) u 2 = a 0 . Each vertex s i for which triple s i contains u 1 resolves u 1 and u 2 , and vertex a 0 resolves u 1 and u 2 . Altogether 

these are exactly (k − 1) + 1 = k vertices. 

9. u 1 ∈ { b 1 , . . . , b n } and u 2 �∈ L ∪ L root ∪ { s 1 , . . . , s m 
′ } (analogous to case 8). 

10. u 1 ∈ { c 1 , . . . , c n } and u 2 �∈ L ∪ L root ∪ { s 1 , . . . , s m 
′ } (analogous to case 8). 

11. u 1 , u 2 ∈ { a 0 , b 0 , c 0 } . Each of the k vertices of L v A , L v B or L v C resolves u 1 and u 2 . 
Now all pairs of vertices u 1 , u 2 of G are considered and it is shown that all of them are resolved by at least k vertices from 

R . Note that only the vertex pairs u 1 , u 2 ∈ { a 0 , . . . , a n } , u 1 , u 2 ∈ { b 0 , . . . , b n } and u 1 , u 2 ∈ { c 0 , . . . , c n } are not already resolved 
by k vertices of L . Strictly speaking, not a single vertex from L ∪ { v A , v B , v C , v 0 , d 1 , . . . , d m 

′ } resolves such a pair of vertices. 
”⇐ : ” Let R ⊆ V be a k -resolving set for G with x = (4 + m 

′ ) k + 3 + (k − 1) n vertices. By Property P3, R contains all the 

(4 + m ) ′ k vertices of L . This leaves 3 + (k − 1) n vertices of R that are not in L . Let us now consider the vertex pairs a 0 , a i , 

and b 0 , b i , and c 0 , c i for i = 1 , . . . , n . The vertices of L and the vertices of { v A , v B , v C , v 0 , d 1 , . . . , d m 
′ } do not resolve these 

vertex pairs. The only way to resolve these 3 n vertex pairs at least k times with 3 + (k − 1) n vertices for n > k ≥ 2 , is to use 

k − 1 vertices from { s 1 , . . . , s m } that form a k − 1 matching and the three vertices a 0 , b 0 , c 0 . This is the point where it is 

necessary that n is greater than k . �

In the introduction of this paper, we mentioned that k - Metric Dimension and (k, t) - Metric Dimension of [21] are equiv- 

alent if t is greater than or equal to the diameter of G . Since the constructed graph in Theorem 2 has diameter 2 · � k/ 2 � + 3 , 

Theorem 2 also proves the NP-completeness of (k, t) - Metric Dimension for each k ≥ 2 and t ≥ 2 · � k/ 2 � + 3 , even for bipar- 

tite graphs. 

Data availability 
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9.2 The directed metric dimension of directed co-graphs

The directed metric dimension of directed co-graphs
Yannick Schmitz, Egon Wanke
Eingereicht in: Journal of Graph Algorithms and Applications

Diese Arbeit enthält einen Algorithmus zur Berechnung der gerichteten Metrischen Di-
mension gerichteter Co-Graphen in linearer Zeit und einen NP-Vollständigkeitsbeweis für
die gerichtete Metrische Dimension auf DAGs. Die Ergebnisse sind in Kapitel 5 zu finden.
Alle Autoren haben gleichermaßen zur Erarbeitung und zur Formulierung der Ergebnisse
beigetragen. Den Hauptteil meines Beitrags bilden die Ergebnisse zur Bestimmung der mi-
nimalen trennenden Mengen aus den Teillösungen sowie der NP-Vollständikeitsbeweis für
DAGs.
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Abstract
A vertex w resolves two vertices u and v in a directed graph G if the distance from w

to u is different to the distance from w to v. A set of vertices R is a resolving set for a
directed graph G if for every pair of vertices u, v which are not in R there is at least one
vertex in R that resolves u and v in G. The directed metric dimension of a directed graph
G is the size of a minimum resolving set for G. The decision problem Directed Metric
Dimension for a given directed graph G and a given number k is the question whether
G has a resolving set of size at most k. In this paper, we study directed co-graphs. We
introduce a linear time algorithm for computing a minimum resolving set for directed co-
graphs and show that Directed Metric Dimension already is NP-complete for directed
acyclic graphs.

1 Introduction

The metric dimension of graphs is originally defined for undirected graphs. In an undirected
graph G, two vertices u and v are resolved by a vertex w if the distance between w and u differs
from the distance between w and v. In directed graphs, two vertices u and v are resolved by a
vertex w if the distance from w to u differs from the distance from w to v. In the undirected
case as well as in the directed case, a set of vertices R is called a resolving set for G if for every
pair of vertices u, v which are not in R there is at least one vertex w in R resolving u and v.
The metric dimension of G is the size of a smallest resolving set for G.

The metric dimension of undirected graphs has been introduced in the 1970s independently
by Slater [Sla75] and by Harary and Melter [HM76]. It finds applications in various areas,
including network discovery and verification [BEE+05], geographical routing protocols [LA06],
combinatorial optimisation [ST04], sensor networks [HW12], robot navigation [KRR96], and
chemistry [CEJO00, Hay77].

Deciding whether a given graph G has metric dimension ≤ k is NP-complete for undirected
and directed graphs, see [GJ79, KRR96]. There are several algorithms for computing a minimum
resolving set in polynomial time for special classes of undirected graphs, as for example for trees
[CEJO00, KRR96], wheels [HMP+05], grid graphs [MT84], k-regular bipartite graphs [BBS+11],
amalgamation of cycles [IBSS10], and outerplanar graphs [DPSL12]. The approximability of the
metric dimension has been studied for bounded degree, dense, and general graphs in [HSV12].
Upper and lower bounds on the metric dimension are considered in [CGH08, CPZ00] for further
classes of undirected graphs. In the undirected case, several variants of the metric dimension
have been studied, which are usually NP-complete for general graphs as well [OP07, FR18,
SVW21].

A natural way of generalising graph theoretical problems is to consider their directed coun-
terparts. In the context of the metric dimension of graphs, this was first considered by Char-
trand, Rains, and Zhang in [CRZK00], before receiving further consideration in several other
papers, see [FGO06, FXW13, Loz13, RRCM14].

In this paper, we study directed co-graphs [BDGR97] and introduce a linear time algorithm
for computing minimum resolving sets for directed co-graphs in linear time. We also show that
Directed Metric Dimension already is NP-complete for directed acyclic graphs.
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1.1 The directed metric dimension

All graphs in this paper are finite and simple. For a graph G = (V,E) with vertex set V and
edge set E, we write V (G) for vertex set V and E(G) for edge set E to reduce the number
of variable names and indices when using several graphs. For two vertices u, v ∈ V (G) the
distance dG(u, v) from u to v is the length (number of edges) of a shortest path from u to v. If
there is no such path from u to v, then dG(u, v) is not defined. A directed graph G is strongly
connected if for each pair of vertices u and v, there is a path from u to v and a path from v to
u.

The metric dimension of a directed graph can be defined in the same way as for undirected
graphs, see Figure 1 for an example.

Definition 1 (Directed metric dimension). Two distinct vertices u and v of a directed graph
G are resolved by a vertex w if

1. w = u,

2. w = v, or

3. there is a path from w to u and a path from w to v such that dG(w, u) ̸= dG(w, v).

A set of vertices R ⊆ V (G) is called a resolving set of G if for every pair of vertices
u, v ∈ V (G) there is at least one vertex w in R resolving u and v. The directed metric dimension
of G is the size of a minimum resolving set for G.

Note that it is also possible to consider the distances dG(u,w) from each vertex to the
vertices in R instead of the distances dG(w, u), but both definitions are equivalent if every edge
(u, v) in G is replaced by an edge (v, u). Also note that if dG(w, u) is undefined, it can not be
compared to any other distance dG(w, v).

The decision problem Directed Metric Dimension it defined as follows.

Directed Metric Dimension
Instance: A directed graph G and a number k.
Question: Is there a resolving set R ⊆ V (G) for G of size at most k?

G

a

b

c

d

ef

g

Figure 1: Vertex set {a, f , g} is a minimum resolving set for directed graph G. Vertex a resolves
the vertex pairs a, b, a, c , a, d , a, e, a, f , a, g , b, d , b, e, b, f , b, g , c , d , c , e, c , f , c , g , d , e, d , g ,
f , e, and f , g in G, vertex f resolves the vertex pairs a, c , a, e, a, f , a, g , b, c , b, e, b, f , b, g ,
c , d , c , e, c , f , c , g , d , e, d , f , d , g , e, f , and f , g in G, and vertex g resolves the vertex pairs
a, c , a, d , a, e, a, f , a, g , b, c , b, d , b, e, b, f , b, g , c , e, c , g , d , e, d , g , e, f , e, g , and f , g in G.

The following notion of a vertex set R that resolves only the vertex pairs of a vertex set
U ⊆ V (G) is frequently used in the next section.
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Notation 1. Let U ⊆ V (G) be a set of vertices. A set of vertices R ⊆ U resolves a vertex set
U in G, or in other words, R is a resolving set for U in G, if for each pair of vertices u, v ∈ U
there is at least one vertex w in R that resolves u and v in G.

If R resolves the vertices of U in G, then the necessary shortest paths with different distances
dG(w, u) and dG(w, v) are paths in graph G and do not need to be paths in the subgraph of G
induced by U . For example, in Figure 1 vertex set R = {a} is a resolving set for U = {c , d , g}
in G.

2 Directed metric dimension of directed co-graphs

In this section, we show how to compute a minimum resolving set for directed co-graphs in
linear time. In Definition 2, co-graphs and co-trees are defined step by step simultaneously. We
use variable names with a hat symbol for nodes in trees to distinguish them more clearly from
vertices in graphs.

Definition 2 (Directed co-graphs and co-trees).

� A directed graph G that consists of a single vertex u is a directed co-graph.

The co-tree T of G consists of a single node û associated with vertex u of G. Node û is the
root of T . Let vertex(û) := u and node(u) := û. The notation vertex(û) is only defined
for leaves û of T .

� If G1 and G2 are two directed co-graphs, then the disjoint union, join, or directed join of
G1 and G2, denoted by G1∪G2, G1×G2, and G1≫G2, respectively, is a directed co-graph
G with vertex set V (G1) ∪ V (G2) and edge set

E(G1) ∪ E(G2),
E(G1) ∪ E(G2) ∪ {(u, v), (v, u) |u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}, and
E(G1) ∪ E(G2) ∪ {(u, v) |u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}, respectively.

Let T1 and T2 be the co-trees of G1 and G2 with root l̂ and r̂, respectively. The co-tree T
of G is the disjoint union of T1 and T2 with an additional node û and two additional edges
{û, l̂} and {û, r̂}. Node û is the root of T labelled by ∪ , × , and ≫ , respectively. Node l̂
is the left successor node of û, also denoted by left(û), and node r̂ is the right successor

node of û, also denoted by right(û). Node û is the predecessor node of l̂ and r̂.

The nodes of T that are not leaves are called inner nodes of T . If û is an inner node of
T labelled by ∪ or × and one of its two successor nodes left(û) and right(û) is a leaf and the
other one is not a leaf, then without loss of generality, we assume that successor node right(û)
is the leaf.

Figure 2 shows an example of a directed co-graph and its co-tree. Directed co-graphs can
be recognised in linear time [CP06]. This includes the computation of the co-tree. In a strongly
connected directed co-graph for each pair of vertices u, v ∈ V (G) the distance dG(u, v) is at
most 2.

For a directed co-graph G with co-tree T and a node ŵ ∈ V (T ) let Tŵ be the subtree of T
rooted at ŵ and let Gŵ be the subgraph of G induced by the vertices vertex(û) of the leaves û
of Tŵ.

3



The directed metric dimension of directed co-graphs Schmitz, Wanke

b

f
e

c

a

d

g
h

G

i

j

k

l

m

T

u1 u2
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u7
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dcba

u10u9
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Figure 2: A directed co-graph G and its co-tree T .

Lemma 1. Let G be a strongly connected directed co-graph with co-tree T and ŵ ∈ V (T ) be an
inner node of T . There is no vertex w ∈ V (G) \ V (Gŵ) that resolves two vertices of V (Gŵ) in
G.

Proof. Since in each further composition of Gŵ all vertices of V (Gŵ) get the same additional
connections to vertices of V (G) \V (Gŵ), it follows that for each vertex w ∈ V (G) \V (Gŵ) and
each vertex pair v1, v2 ∈ V (Gŵ) either dG(w, v1) = dG(w, v2) = 1 or dG(w, v1) = dG(w, v2) = 2.
Note that G is strongly connected and thus dG(u, v) ≤ 2 for each vertex pair u, v ∈ V (G).

If R is a resolving set for G, then by Lemma 1 R ∩ V (Gŵ) is a resolving set for V (Gŵ) in
G. Note that R ∩ V (Gŵ) does not need to be a resolving set for Gŵ, because Gŵ does not
need to be strongly connected. For example, suppose G1, G2, G3, and G4 are four graphs with
exactly one vertex u1, u2, u3, and u4, respectively. Then {u1} is a resolving set for {u1, u2, u3}
in G = ((G1≫G2)∪G3)×G4, but not a resolving set for G′ = (G1≫G2)∪G3, because there is
no path from u1 to u3 in G′.

Our analysis of directed co-graphs requires the distinction between the following two different
vertex types.

Definition 3. Let G be a directed graph, u, v ∈ V (G) be two distinct vertices of G, and
R ⊆ V (G) be a non-empty set of vertices. A vertex u ∈ V (G)\{R} is called a distance 1 vertex
(or 1-vertex for short) w.r.t. R if ∀w ∈ R : (w, u) ∈ E(G). It is called a distance 2 vertex (or
2-vertex for short) w.r.t. R if ∀w ∈ R : (w, u) ̸∈ E(G).

Figure 3 shows an example of a 1-vertex and a 2-vertex w.r.t. a vertex set R.
If a vertex u ∈ V (G)\R is a 1-vertex or 2-vertex w.r.t. vertex set R ⊆ V (G), then u obviously

is a 1-vertex or 2-vertex, respectively, w.r.t. each non-empty subset R′ of R. If R is a resolving
set for G, then there is at most one 1-vertex w.r.t. R and at most one 2-vertex w.r.t. R, because
two 1-vertices and two 2-vertices u, v w.r.t. R have the same distance dG(w, u1) = dG(w, u2) = 1
and dG(w, u1) = dG(w, u2) = 2, respectively, from each vertex w ∈ R.

4
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R

distance 2 verticesdistance 1 vertices a b c

f g h

Figure 3: Vertex a is a 1-vertices w.r.t. R = {f , g , h}, vertex c is a 2-vertex w.r.t. R, and vertex
b is neither a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t. R.

The algorithm for computing a minimum resolving set for a strongly connected directed co-
graph G analyses the co-tree T for G bottom-up, see procedure BottomUp(ŵ). For each inner
node ŵ of T , it computes one or two minimum resolving sets for V (Gŵ) in G. The resolving
sets for node ŵ are build by the union of a resolving set Rl̂ for V (Gl̂) in G and a resolving set

Rr̂ for V (Gr̂) in G, where l̂ and r̂ are the left and right successor nodes of ŵ in T .

BottomUp(ŵ)
if (ŵ is an inner node of T ) then

l̂← left successor node of ŵ;
BottomUp(l̂);
r̂ ← right successor node of ŵ;
BottomUp(r̂);

Merge(ŵ, l̂, r̂);
end

The next lemma specifies the conditions under which the minimum resolving sets for V (Gl̂)
and V (Gr̂) in G only need to be joined to get a resolving set for V (Gŵ) in G.

Lemma 2. Let G be a strongly connected directed co-graph with co-tree T , ŵ ∈ V (T ) be an

inner node of T , l̂ = left(ŵ) be the left successor of ŵ and r̂ = right(ŵ) be the right successor

of ŵ. If l̂ is an inner node of T , then let Rl̂ ⊆ V (Gl̂) be a resolving set for V (Gl̂) in G. If r̂ is
an inner node of T , then let Rr̂ ⊆ V (Gr̂) be a resolving set for V (Gr̂) in G.

We distinguish between the three labels ∪ , × and ≫ for node ŵ and the cases where the
successor nodes of ŵ are inner nodes or leaves.

1. Let ŵ be labelled by ∪ .

(a) Let l̂ and r̂ be inner nodes of T .

Rl̂ ∪ Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rl̂ is a minimum resolving
set for V (Gl̂) in G, Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gr̂) in G, and Gl̂ has no
2-vertex w.r.t. Rl̂ or Gr̂ has no 2-vertex w.r.t. Rr̂.

(b) Let l̂ be an inner node of T and r̂ be a leaf of T .

Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rl̂ is a minimum resolving set for
V (Gl̂) in G and Gl̂ has no 2-vertex w.r.t. Rl̂.

2. Let ŵ be labelled by × .

(a) Let l̂ and r̂ be inner nodes of T .

5
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Rl̂ ∪ Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rl̂ is a minimum resolving
set for V (Gl̂) in G, Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gr̂) in G, and Gl̂ has no
1-vertex w.r.t. Rl̂ or Gr̂ has no 1-vertex w.r.t. Rr̂.

(b) Let l̂ be an inner node of T and r̂ be a leaf of T .

Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rl̂ is a minimum resolving set for
V (Gl̂) in G and Gl̂ has no 1-vertex w.r.t. Rl̂.

3. Let ŵ be labelled by ≫ .

(a) Let l̂ and r̂ be inner nodes of T .

Rl̂ ∪ Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rl̂ is a minimum resolving
set for V (Gl̂) in G, Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gr̂) in G, and Gl̂ has no
1-vertex w.r.t. Rl̂ or Gr̂ has no 2-vertex w.r.t. Rr̂.

(b) Let l̂ be an inner node of T and r̂ be a leaf of T .

Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rl̂ is a minimum resolving set for
V (Gl̂) in G, and Gl̂ has no 1-vertex w.r.t. Rl̂.

(c) Let l̂ be a leaf of T and r̂ be an inner node of T .

Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G iff Rr̂ is a minimum resolving set
for V (Gr̂) in G, and Gr̂ has no 2-vertex w.r.t. Rr̂.

Proof. Since two distinct vertices from V (Gl̂)\Rl̂ as well as two distinct vertices from V (Gr̂)\Rr̂

are resolved in G by a vertex of Rr̂ and a vertex of Rl̂, respectively, we only need to consider
the case in which one vertex is from V (Gl̂) \Rl̂ and the other vertex is from V (Gr̂) \Rr̂.

1. Let ŵ be labelled by ∪ .

In this case, for each vertex ul ∈ V (Gl̂) \ Rl̂ and for each vertex ur ∈ V (Gr̂) \ Rr̂, or
ur = vertex(r̂) if r̂ is a leaf in T , we have dG(ul, ur) = dG(ur, ul) = 2.

(a) Let l̂ and r̂ be inner nodes of T .

If ul is not a 2-vertex w.r.t. Rl̂, then there is vertex vl ∈ Rl̂ such that dG(vl, ul) = 1. If
ur is not a 2-vertex w.r.t. Rr̂, then there is a vertex vr ∈ Rr̂ such that dG(vr, ur) = 1.
Since dG(vl, ur) = 2 and dG(vr, ul) = 2, vertex ul and vertex ur are resolved in G
by vl or vr. Thus Rl̂ ∪ Rr̂ is a resolving set for V (Gŵ) in G. By Lemma 1, it is a
minimum resolving set for V (Gŵ) in G if Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gl̂)
in G and Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gl̂) in G.

If ul is a 2-vertex w.r.t. Rl̂ and ur is a 2-vertex w.r.t. Rr̂, then for each vertex
v ∈ Rl̂ ∪ Rr̂, dG(v, ul) = dG(v, ur) = 2. In this case, ul and ur are not resolved by
any vertex of Rl̂ ∪Rr̂ in G and thus Rl̂ ∪Rr̂ is not a resolving set for V (Gŵ) in G.

(b) Let l̂ be an inner node of T and r̂ be a leaf of T .

If ul is not a 2-vertex w.r.t. Rl̂, then there is a vertex vl ∈ Rl̂ such that dG(vl, ul) = 1.
Since dG(vl, ur) = 2 , vertex ul and vertex ur are resolved in G by vl. Thus Rl̂ is a
resolving set for V (Gŵ) in G. By Lemma 1, it is a minimum resolving set for V (Gŵ)
in G if Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gl̂) in G.

If ul is a 2-vertex w.r.t. Rl̂, then for each vertex vl ∈ Rl̂, dG(vl, ul) = 2. In this case,
vertex ul and vertex ur are not resolved by any vertex of Rl̂ and thus Rl̂ is not a
resolving set for V (Gŵ) in G.
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2. Let ŵ be labelled by × .

The proof is running analogously to the proof for label ∪ .

3. Let ŵ be labelled by ≫ .

In this case, for each vertex ul ∈ V (Gl̂), or ul = vertex(l̂) if l̂ is a leaf in T , and for each
vertex ur ∈ V (Gr̂), or ur = vertex(r̂) if r̂ is a leaf in T , we have dG(ul, ur) = 1 and
dG(ur, ul) = 2.

(a) Let l̂ and r̂ be inner nodes of T .

If ul is not a 1-vertex w.r.t. Rl̂, then there is a vertex vl ∈ Rl̂ such that dG(vl, ul) = 2.
If ur is not a 2-vertex w.r.t. Rr̂, then there is a vertex vr ∈ Rr̂ such that dG(vr, ur) =
1. Since dG(vl, ur) = 1 and dG(vr, ul) = 2, vertex ul and vertex ur are resolved in
G by vl or vr. Thus Rl̂ ∪Rr̂ is a resolving set for V (Gŵ) in G. By Lemma 1, it is a
minimum resolving set for V (Gŵ) in G if Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gl̂)
in G and Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gl̂) in G.

If ul is a 1-vertex w.r.t. Rl̂ and ur is a 2-vertex w.r.t. Rr̂, then for every v ∈ Rl̂,
dG(v, ul) = dG(v, ur) = 1 and for every v ∈ Rr̂, dG(v, ul) = dG(v, ur) = 2. In this
case ul and ur are not resolved by any vertex of Rl̂ ∪ Rr̂ and thus Rl̂ ∪ Rr̂ is not a
resolving set for V (Gŵ) in G.

(b) Let l̂ be an inner node of T and r̂ be a leaf of T .

If ul is not a 1-vertex w.r.t. Rl̂, then there is a vertex vl ∈ Rl̂ such that dG(vl, ul) = 2.
Since dG(vl, ur) = 1, vertex ul and vertex ur are resolved in G by vl. Thus Rl̂ is a
resolving set for V (Gŵ) in G. By Lemma 1, it is a minimum resolving set for V (Gŵ)
in G if Rl̂ is a minimum resolving set for V (Gl̂) in G.

If ul is a 1-vertex w.r.t. Rl̂, then for each vertex vl ∈ Rl̂, dG(vl, ul) = 1. In this case,
vertex ul and vertex ur are not resolved by any vertex of Rl̂ and thus Rl̂ is not a
resolving set for V (Gŵ) in G.

(c) Let l̂ be a leaf of T and r̂ be an inner node of T .

If ur is not a 2-vertex w.r.t. Rr̂, then there is a vertex vr ∈ Rr̂ such that dG(vr, ur) =
1. Since dG(vr, ul) = 2, vertex ul and vertex ur are resolved in G by vr. Thus Rr̂

is a resolving set for V (Gŵ) in G. By Lemma 1, it is a minimum resolving set for
V (Gŵ) in G if Rr̂ is a minimum resolving set for V (Gr̂) in G.

If ur is a 2-vertex w.r.t. Rr̂, then for each vertex vr ∈ Rr̂, dG(vr, ur) = 2. In this
case, vertex ur and vertex ul are not resolved by any vertex of Rr̂ and thus Rr̂ is
not a resolving set for V (Gŵ) in G.

The proof of Lemma 2 shows the following observation.

1. Suppose l̂ and r̂ are inner node of T . If Rl̂ ∪ Rr̂ is not a resolving set for V (Gŵ) in G,
then it is sufficient to add one additional vertex u of Gŵ to Rl̂ ∪Rr̂ to get a resolving set
for V (Gŵ) in G. This is possible with a vertex of Gl̂ and with a vertex from Gr̂. If ŵ
is labelled by ∪ (× , ≫ ), then we can use the 2-vertex (1-vertex, 1-vertex) of Gl̂ and the
(2-vertex, 1-vertex, 2-vertex) of Gr̂.

7
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2. Suppose l̂ is an inner node and r̂ is a leaf of T . If Rl̂ is not a resolving set for V (Gŵ) in
G, then it is also sufficient to add one additional vertex u of Gŵ to Rl̂ to get a resolving
set for V (Gŵ) in G. If ŵ is labelled by ∪ (× , ≫ ), then we can use the 2-vertex (1-vertex,
1-vertex) of Gl̂ or vertex vertex(r̂).

3. Suppose l̂ is a leaf and r̂ is an inner node of T . If Rr̂ is not a resolving set for V (Gŵ)
in G, then again it is also sufficient to add one additional vertex u of Gŵ to Rr̂ to get a
resolving set for V (Gŵ) in G. Since ŵ is labelled by ≫ , we can use vertex vertex(l̂) and
the 2-vertex of Gr̂.

If a strongly connected graph G has a 1-vertex u1 (a 2-vertex u2) w.r.t. a resolving set R,
then, obviously, G has no 1-vertex w.r.t. R ∪ {u1} (no 2-vertex w.r.t. R ∪ {u2}, respectively).
Suppose G has both a 1-vertex u1 and a 2-vertex u2 w.r.t. a resolving set R. If there is an
edge from u1 to u2 (no edge from u2 to u1), then G neither has a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t.
R∪{u1} (w.r.t. R∪{u2}, respectively). In this case, we call vertex u1 (vertex u2, respectively)
a double remover.

Notation 2. Let u1 be a 1-vertex and u2 be a 2-vertex of a strongly connected graph G w.r.t.
a vertex set R. A vertex v is a double remover if u1 is not a 1-vertex and u2 is not a 2-vertex
of G w.r.t. R ∪ {v}.

Figure 4 (1.), (2.), and (3.) show the necessary and forbidden edges for the case that a
1-vertex u1 is a double remover, a 2-vertex u2 is a double remover, and a 1-vertex u1 and
a 2-vertex u2 are both double removers. An induced subgraph with all necessary edges and
without all of the forbidden edges of the graph in the third case is not a directed co-graph.

R

G

(1.) (2.) (3.)

u u

w w

1

2

2

1 R

G u

w w

1

2

2

1

u

R

G u

w w

1

2

2

1

u

Figure 4: Let R be a resolving set for V (G) in G, vertex u1 be a 1-vertex w.r.t. R, and vertex
u2 be a 2-vertex w.r.t. R. In graph (1.), vertex u2 is not a 2-vertex w.r.t. R ∪ {u1}. In graph
(2.), vertex u1 is not a 1-vertex w.r.t. R∪{u2}. In graph (3.), vertex u1 is not a 1-vertex w.r.t.
R∪ {u2} and vertex u2 is not a 2-vertex w.r.t. R∪ {u1}. If these conditions are met, the green
edges must be edges of E(G) and the red edges must not be edges of E(G). There is no directed
co-graph that has an induced subgraph with vertex set {u1, u2, w1, w2} and all the necessary
green edges but none of the forbidden red edges of graph (3.).

The next lemma shows that there is no vertex v ∈ V (Gŵ) \ {u1, u2} such that Gŵ neither
has a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t. Rŵ ∪ {v}. That is, u1 and u2 are the only possible double
removers. This shows that we only need to consider a 1-vertex or a 2-vertex to remove a 1-vertex
or 2-vertex of Gŵ w.r.t. a resolving set Rŵ, see Figure 5.

Lemma 3. Let G be a strongly connected directed co-graph with co-tree T , ŵ ∈ V (T ) be an
inner node of T , and Rŵ ⊆ V (Gŵ) be a resolving sets for V (Gŵ) in G, such that Gŵ has a
1-vertex u1 and a 2-vertex u2 w.r.t. Rŵ. Then there is no vertex v ∈ V (Gŵ) \ {u1, u2} such
that Rŵ ∪ {v} is a resolving set for V (Gŵ) in G and Gŵ has neither a 1-vertex nor a 2-vertex
w.r.t. Rŵ ∪ {v}.
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R

G u v u

w w

1

2

2

1

Figure 5: Let R be a resolving set for V (G) in G, vertex u1 be a 1-vertex w.r.t. R, vertex u2 be
a 2-vertex w.r.t. R, and vertex v be a vertex such that u1 is not a 1-vertex w.r.t. R ∪ {v} and
u2 is not a 2-vertex w.r.t. R ∪ {v}. Then the green edges must be edges of E(G) and the red
edges must not be edges of E(G). There is no directed co-graph that has an induced subgraph
with vertex set {u1, v, u2, w1, w2} and all the necessary green edges but none of the forbidden
red edges.

Proof by contradiction. Suppose there is a vertex v ∈ V (Gŵ) \ {u1, u2} such that Rŵ ∪ {v} is a
resolving set for V (Gŵ) in G and Gŵ neither has a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t. Rŵ∪{v}. Since
Rŵ is a resolving set for V (Gŵ) in G the three vertex pairs u1, u2, u1, v and u2, v have to be
resolved in G by vertices of Rŵ. Since each vertex of Rŵ resolves the vertex pair u1, u2 in G, set
Rŵ has to contain at least two vertices w1, w2, where w1 has no edge to v and w2 has an edge to
v. That is, vertex w1 resolves vertex pair u1, v in G and vertex w2 resolves vertex pair u2, v in G.
Up to now, we have (w1, u1), (w2, u1), (w2, v) ∈ E(Gŵ) and (w1, u2), (w1, v), (w2, u2) ̸∈ E(Gŵ).
Since u1 is not a 1-vertex w.r.t. Rŵ ∪ {v}, we have (v, u1) ̸∈ E(Gŵ). Since u2 is not a 2-vertex
w.r.t. Rŵ ∪ {v}, we have (v, u2) ∈ E(Gŵ). Figure 5 illustrates this situation.

Now it is easy to see that there is no partition of the vertex set {u1, u2, v, w1, w2} into two
non-empty sets U1 and U2 such that there are graphs G1 and G2 with vertex sets U1 and U2,
respectively, and G1∪G2, G1×G2, or G1≫G2 contains the required edges and does not contain
the forbidden edges.

For each inner node ŵ of T , the procedure Merge(ŵ, l̂, r̂) computes at most two of the
following 4 minimum resolving sets for V (Gŵ) in G. The 4 sets are denoted by Rŵ,tŵ , where
tŵ ∈ {0, 1, 2, 12} and

1. Rŵ,0 is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G such that Gŵ neither has a 1-vertex nor
a 2-vertex w.r.t. Rŵ,0,

2. Rŵ,1 is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G such that Gŵ has a 1-vertex but no
2-vertex w.r.t. Rŵ,1,

3. Rŵ,2 is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G such that Gŵ has no 1-vertex but a
2-vertex w.r.t. Rŵ,2, and

4. Rŵ,12 is a minimum resolving set for V (Gŵ) in G such that Gŵ has a 1-vertex and a
2-vertex w.r.t. Rŵ,12.

Additionally, we store for each defined set Rŵ,1 and Rŵ,2, the 1-vertex and 2-vertex of
Gŵ w.r.t. Rŵ,1 and Rŵ,2, respectively, as well as for each defined set Rŵ,12, the 1-vertex and
2-vertex of Gŵ w.r.t. Rŵ,12 and the information whether one of these two vertices, and if so,
which one of them, is a double remover.

The minimum resolving sets for V (Gŵ) in G are computed from the previously computed
minimum resolving sets for V (Gl̂) and V (Gr̂) in G. In the simplest case, a minimum resolving
set for V (Gŵ) in G can be defined by the union of a minimum resolving set for V (Gl̂) in G and
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a minimum resolving set for V (Gr̂) in G. In the worst case, at most one additional vertex from
V (Gŵ) has to be added. However, this additional vertex v is always a 1-vertex or 2-vertex of
Gl̂ w.r.t. the corresponding minimum resolving set for V (Gl̂) in G, or a 1-vertex or 2-vertex of
Gr̂ w.r.t. the corresponding minimum resolving set for V (Gr̂) in G. Existing double removers

are of course preferred here. If l̂ or r̂ or both are leaves, then vertex vertex(l̂) and vertex(r̂) are
also a possible choice for v.

To explain how the procedure Merge(ŵ, l̂, r̂) works in detail, we again distinguish between
the three labels ∪ , × and ≫ for node ŵ and the cases where the successor nodes of ŵ are
inner nodes or leaves. Let Rl̂,tl̂

be an already computed resolving set for V (Gl̂) in G and Rr̂,tr̂

be an already computed resolving set for V (Gr̂) in G, where tl̂, tr̂ ∈ {0, 1, 2, 12}. To update a
resolving set Rŵ,tŵ for some tŵ ∈ {0, 1, 2, 12} by a minimum resolving set R means that Rŵ,tŵ

is set to R, if Rŵ,tŵ is not already defined, or the size of R is less than the size of Rŵ,tŵ , if
Rŵ,tŵ is already defined.

Suppose Rŵ,0, Rŵ,1, Rŵ,2, and Rŵ,12 are defined. The following simplifications for updating
the quantities result from the fact that we can prefer smaller quantities or quantities of the same
size with fewer restrictions.

� If |Rŵ,0| ≤ |Rŵ,1| or |Rŵ,0| ≤ |Rŵ,2|, then we do not need to update Rŵ,1 or Rŵ,2.

� If |Rŵ,1| < |Rŵ,0| or |Rŵ,2| < |Rŵ,0|, then we do not need to update Rŵ,0.

� If |Rŵ,1| ≤ |Rŵ,12| or |Rŵ,2| ≤ |Rŵ,12|, then we do not need to update Rŵ,12.

� If |Rŵ,1| < |Rŵ,12| or |Rŵ,2| < |Rŵ,12|, then we do not need to update Rŵ,1 or Rŵ,2.

That is, we either consider the resolving set Rŵ,0, one or both of the resolving sets Rŵ,1 and
Rŵ,2, or the resolving set Rŵ,12 for V (Gŵ) in G.

Initially, all resolving sets Rŵ,tŵ , ŵ ∈ V (T ), tŵ ∈ {0, 1, 2, 12}, are undefined. The rules for
updating the sets are summarised in Tables 1 to 3. The rows (tl̂, tr̂, v, tŵ, u1, u2) of Tables 1
and 2 show how the resolving sets Rŵ,tŵ for V (Gŵ) in G are updated.

� The types tl̂, tr̂, and tŵ are the types of the resolving sets for V (Gl̂), V (Gr̂), and V (Gŵ)

in G, respectively. If tl̂ = ”− ” or tr̂ = ”− ”, then l̂ or r̂ is a leaf of T , respectively.

� Vertex v is the vertex that can be added to create a resolving set for V (Gŵ) in G from
the union of a minimum resolving set for V (Gl̂) in G and a minimum resolving set for
V (Gr̂) in G. If v = ”− ”, then Rl̂,tl̂

∪Rr̂,tr̂ is already a resolving set for V (Gŵ) in G. In

this case, Rŵ,tŵ is updated by Rl̂,tl̂
∪ Rr̂,tr̂ . Otherwise, Rl̂,tl̂

∪ Rr̂,tr̂ ∪ {v} is a resolving

set for V (Gŵ) in G and Rŵ,tŵ is updated by Rl̂,tl̂
∪ Rr̂,tr̂ ∪ {v}. Vertex v is either the

1-vertex, 2-vertex, or double remover of V (Gl̂) w.r.t. Rl̂,tl̂
denoted by ul,1, ul,2, and ul,⋆,

respectively, or the 1-vertex, 2-vertex, or double remover of V (Gr̂) w.r.t. Rr̂,tr̂ denoted by

ur,1, ur,2, and ur,⋆, respectively. If l̂ or r̂ is a leaf, then ul = vertex(l̂) and ur = vertex(r̂),
respectively.

� Vertex u1 and u2 are the 1-vertex and 2-vertex of Gŵ w.r.t. the resulting resolving set
for V (Gŵ) in G. A created double remover gets a superscript asterisk. If u1 = ” − ” or
u2 = ”−”, then Gŵ has no 1-vertex or 2-vertex, respectively, w.r.t. the resulting resolving
set for V (Gŵ) in G.

Table 3 describes the minimum resolving sets for V (Gŵ) in G for the case that l̂ and r̂ are
leaves in T .
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tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

0 0 − 0 − −
0 1 − 0 − −
0 2 − 2 − ur,2

0 12 − 2 − ur,2

1 0 − 0 − −
1 1 − 0 − −
1 2 − 2 − ur,2

1 12 − 2 − ur,2

2 0 − 2 − ul,2

2 1 − 2 − ul,2

2 2 ul,2 2 − ur,2

ur,2 2 − ul,2

2 12 ul,2 2 − ur,2

ur,2 2 − ul,2

ur,⋆ 2 − ul,2

12 0 − 2 − ul,2

12 1 − 2 − ul,2

12 2 ul,2 2 − ur,2

ul,⋆ 2 − ur,2

ur,2 2 − ul,2

12 12 ul,2 2 − ur,2

ul,⋆ 2 − ur,2

ur,2 2 − ul,2

ur,⋆ 2 − ul,2

Label ∪

tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

0 0 − 0 − −
0 1 − 1 ur,1 −
0 2 − 0 − −
0 12 − 1 ur,1 −
1 0 − 1 ul,1 −
1 1 ul,1 1 ur,1 −

ur,1 1 ul,1 −
1 2 − 1 ul,1 −
1 12 ul,1 1 ur,1 −

ur,1 1 ul,1 −
ur,⋆ 1 ul,1 −

2 0 − 0 − −
2 1 − 1 ur,1 −
2 2 − 0 − −
2 12 − 1 ur,1 −
12 0 − 1 ul,1 −
12 1 ul,1 1 ur,1 −

ul,⋆ 1 ur,1 −
ur,1 1 ul,1 −

12 2 − 1 ul,1 −
12 12 ul,1 1 ur,1 −

ul,⋆ 1 ur,1 −
ur,1 1 ul,1 −
ur,⋆ 1 ul,1 −
Label ×

tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

0 0 − 0 − −
0 1 − 1 ur,1 −
0 2 − 0 − −
0 12 − 1 ur,1 −
1 0 − 0 − −
1 1 − 1 ur,1 −
1 2 ul,1 0 − −

ur,2 0 − −
1 12 ul,1 1 ur,1 −

ur,2 1 ur,1 −
ur,⋆ 0 − −

2 0 − 2 − ul,2

2 1 − 12 ur,1 ul,2

2 2 − 2 − ul,2

2 12 − 12 ur,1 ul,2

12 0 − 2 − ul,2

12 1 − 12 ur,1 ul,2

12 2 ul,1 2 − ul,2

ul,⋆ 0 − −
ur,2 2 − ul,2

12 12 ul,1 12 ur,1 ul,2

ul,⋆ 1 ur,1 −
ur,2 12 ur,1 ul,2

ur,⋆ 2 − ul,2

Label ≫

Table 1: The tables for the case that l̂ and r̂ are inner nodes of T .

The rows with a blue background do not need to be taken into account, because in these
cases there is another selection that provides a solution that is at least as good as the blue one.

The running time of computing a minimum resolving set for G is therefore linear in the size
of the given co-graph G.

Theorem 1. A minimum resolving set for a strongly connected directed co-graph G is com-
putable in linear time.

Example 1. The table below shows the results computed by the BottomUp() procedure for
the co-graph G defined by the co-tree T below. There is a column for each possible minimum
resolving set Rŵ,tŵ , tŵ ∈ {0, 1, 2, 12}. The vertices u1, u2 next to the minimum resolving sets
Rŵ,tŵ are the 1-vertex and 2-vertices of Gŵ w.r.t. Rŵ,tŵ . The double remover is marked by an
asterisk.
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tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

0 − − 2 − ur

1 − − 12 ul,1 u⋆
r

2 − ul,2 2 − ur

ur 2 − ul,2

12 − ul,2 12 ul,1 u⋆
r

ul,⋆ 2 − ur

ur 2 − ul,2

Label ∪ , r̂ is a leaf

tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

0 − − 1 ur −
1 − ul,1 1 ur −

ur 1 ul,1 −
2 − − 12 u⋆

r ul,2

12 − ul,1 12 u⋆
r ul,2

ul,⋆ 1 ur −
ur 1 ul,1 −

Label × , r̂ is a leaf

tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

0 − − 1 ur −
1 − ul,1 1 ur −

ur 0 − −
2 − − 12 ur ul,2

12 − ul,1 12 ur ul,2

ul,⋆ 1 ur −
ur 2 − ul,2

Label ≫ , r̂ is a leaf

tl̂ tr̂ v tŵ u1 u2

− 0 − 2 − ul

− 1 − 12 ur,1 ul

− 2 ul 0 − −
ur,2 2 − ul

− 12 ul 1 ur,1 −
ur,2 12 ur,1 ul

ur,⋆ 2 − ul

Label ≫ , l̂ is a leaf

Table 2: The tables for the case that either l̂ or r̂ is a leaf of T .

Rŵ,tŵ tŵ u1 u2

{ul} 2 − ur

{ur} 2 − ul

Label ∪ , l̂ and r̂ are leaves

Rŵ,tŵ tŵ u1 u2

{ul} 1 ur −
{ur} 1 ul −

Label × , l̂ and r̂ are leaves

Rŵ,tŵ tŵ u1 u2

{ul} 1 ur −
{ur} 2 − ul

Label ≫ , l̂ and r̂ are leaves

Table 3: The tables for the case that l̂ and r̂ are leaves of T .

u1

u2

u3

u4 u5

u6

g
g

f
f e

e
d

d

c

c

b

b

a

a
G T

Gŵ Rŵ,0 Rŵ,1/u1 Rŵ,2/u2 Rŵ,12/u1, u2

Gû1
= Gâ×Gb̂ − {a}/b − −

Gû2 = Gĉ×Gd̂ − {c}/d − −
Gû3 = Gû2∪ ê − − − {c}/d, e⋆
Gû4 = Gû1

≫Gû3
{a, c, e} − − −

Gû5
= Gf̂ ×Gĝ − − {f}/g −

Gû6
= Gû4

×Gû5
{a, c, e, f} − − −
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Vertex set {a, c, e, f} is a minimum resolving set for the strongly connected directed co-graph
G defined by co-tree T of the figure above.

3 Directed acyclic graphs

An undirected graph can easily be transformed into a directed graph by replacing each undi-
rected edge {u, v} by two directed edges (u, v) and (v, u). Thus, Directed Metric Dimen-
sion is NP-complete, because Metric Dimension is NP-complete, see [KRR96], but it is also
NP-complete for oriented graphs, see [RRCM14]. However, the following theorem shows that
Directed Metric Dimension is also NP-complete for directed acyclic graphs, i.e., for DAGs.

Theorem 2. Directed Metric Dimension is NP-complete for DAGs.

Proof. The problem is obviously in NP. The NP-hardness is shown by a polynomial time reduc-
tion from Hitting Set. Let C = {C1, . . . , Cm} be a set of subsets of a set X = {x1, . . . , xn}.
We define a directed acyclic graph G such that G has a resolving set of size at most 3 + k if
and only if there is a subset X ′ ⊂ X of size at most k such that X ′ ∩ Cj ̸= ∅ for j = 1, . . . ,m.
W.l.o.g., we assume that m > n, otherwise duplicate some sets of C, and that for each subset
Cj there is at least one xi such that xi ̸∈ Cj .

The graph G defined for X, C has

1. three vertices ua, ub and uc,

2. n vertices uxi
for i = 1, . . . , n,

3. 2m vertices uCj
, uC′

j
for j = 1, . . . ,m,

and

1. n edges (ua, uxi
) for i = 1, . . . , n,

2. one edge (ub, ux1),

3. n− 1 edges (uxi , uxi+1) for i = 1, . . . , n− 1,

4. two edges (uc, uC1), (uc, uC′
1
),

5. m edges (uCj
, uC′

j
), for j = 1, . . . ,m,

6. 4(m− 1) edges (uCj , uCj+1), (uCj , uC′
j+1

), (uC′
j
, uCj+1), (uC′

j
, uC′

j+1
), for j = 1, . . . ,m− 1,

7. nm edges (uxi , uCj ) for i = 1, . . . , n for j = 1, . . . ,m, and

8. an edge (uxi , uC′
j
), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, if and only if xi ̸∈ Cj .

Figure 6 shows an example.
Each minimum resolving set for G contains the three vertices ua, ub, uc, because these ver-

tices have no incoming edges. Vertex ub resolves every vertex pair uxi
, uxj

, 1 ≤ i < j ≤ n,
because dG(ub, uxi) = i. Vertex uc resolves every vertex pair (uCi , uCj ), (uCi , uC′

j
), (uC′

i
, uCj )

and (uC′
i
, uC′

j
), 1 ≤ i < j ≤ m, because dG(uc, uCi

) = dG(uc, uC′
i
) = i. Vertex ua resolves

every vertex pair uxi
, uCj

and every vertex pair uxi
, uC′

j
, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, because

dG(ua, uxi) = 1 and dG(ua, uCj ) = 2. Note that we assume that for each subset Cj there is at
least one xi such that xi ̸∈ Cj , therefore dG(ua, uC′

j
) = 2. The only vertex pairs that have not
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G

E' u
1x u

2x u
3x u

4x

u 7C'u 6C'u 5C'u 4C'u 3C'u 2C'u 1C'

u
1C

u
1x u

2x u
3x u

4x

u 2C u 3C u 4C u 5C u 6C u 7C

u 7C'u 6C'u 5C'u 4C'u 3C'u 2C'u 1C'

ua

ub

uc

Figure 6: Graph G obtained by instance X, C with X = {x1, x2, x3, x4}, C =
{C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7}, C1 = {x1, x3, x4}, C2 = {x1, x4}, C3 = {x1, x2, x4}, C4 = {x2},
C5 = {x1, x4}, C6 = {x2, x3}, C7 = {x1, x3, x4} for Hitting Set in the proof of Theorem 2.
The edges which result from the membership of the elements xi to the subset Cj are drawn
separately below for reasons of clarity. These are the edges in edge set E′. Set X ′ = {x2, x4} is
a minimum Hitting set for X, C, where {ua, ub, uc, ux2

, ux4
} is a minimum resolving set for

G.

been considered yet are the vertex pairs uCj
, uC′

j
for j = 1, . . . ,m. A vertex pair uCj

, uC′
j
can

only be resolved by vertex uCj
, by vertex uC′

j
or by a vertex uxi

such that xi ∈ Cj , because

xi ∈ Cj if and only if dG(uxi , uC′
j
) = 2.

Let X ′ ⊆ X be a hitting set for C of size at most k, i.e., X ′ ∩Cj ̸= ∅ for j = 1, . . . ,m. Then
the vertices uxi

with xi ∈ X ′ resolve all vertex pairs uCj
, uC′

j
, 1 ≤ j ≤ m. Thus

R = {ua, ub, uc} ∪
⋃

xi∈X′

uxi

is a resolving set for G of size at most 3+k. Let R be a resolving set for G of size at most 3+k.
If R contains a vertex uCj

∈ R or uC′
j
∈ R, then replace it by a vertex uxi

where xi ∈ Cj . The

resulting set R′ is also a resolving set for G of size at most 3 + k and

X ′ = {xi|uxi
∈ R′}

is a hitting set for C.
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4 Conclusions

In this paper we have shown that Directed Metric Dimension is decidable in linear time
for directed co-graphs and we also presented an algorithm to compute minimum resolving sets
for directed co-graphs in linear time. Additionally, we have shown that Directed Metric
Dimension is NP-complete for DAGs, extending the existing results for general directed and
oriented graphs.

The metric dimension as well as its variants have rarely been studied for directed graphs
[SW21]. Developing efficient algorithms to compute the metric dimension for specific graph
classes is one of the most interesting challenges to us.
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9.3 On the strong metric dimension of composed graphs

On the strong metric dimension of composed graphs
Marcel Wagner, Yannick Schmitz, Egon Wanke
Eingereicht in: Theory of Computing Systems

Diese Arbeit enthält einen Algorithmus zur Berechnung der Starken Metrischen Dimension,
basierend auf einer Zerlegung eines Graphen in seine zweifachen Zusammenhangskompo-
nenten. Die Ergebnisse sind in Kapitel 6 zu finden. Alle Autoren haben gleichermaßen
zur Erarbeitung und zur Formulierung der Ergebnisse beigetragen. Den Hauptteil meines
Beitrags bilden die Algorithmen zu den Co-Graphen.
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On the Strong Metric Dimension of composed graphs

Marcel Wagnera, Yannick Schmitza,∗, Egon Wankea

aHeinrich-Heine-Universität Düsseldorf, Universitätsstraÿe 1, Düsseldorf, 40225, Germany

Abstract

Two vertices u and v of an undirected graph G are strongly resolved by a vertex w if
there is a shortest path between w and u containing v or a shortest path between w and
v containing u. A vertex set R is a strong resolving set for G if for each pair of vertices
there is a vertex in R that strongly resolves them. The strong metric dimension of G is the
size of a minimum strong resolving set for G. We show that a minimum strong resolving
set for an undirected graph G can be computed e�ciently if and only if a minimum strong
resolving set for each biconnected component of G can be computed e�ciently.

Keywords: strong metric dimension, composed graphs, linear time, metric dimension

1. Introduction

In this paper we consider the strong metric dimension introduced by Sebö and Tannier
in [1]. The strong metric dimension is a variant of the original metric dimension (which
we simply call metric dimension) which is the smallest number k of vertices so that the
vector of distances to every vertex in the graph is unique. Here the distance between two
vertices is the number of edges on a shortest path. The k-dimensional distance vectors of
the vertices can be viewed as their positions in a k-dimensional space whose structure is
de�ned by the graph.

The metric dimension has been introduced by Slater in [2] and [3] and independently by
Harary and Melter in [4]. There are numerous research reports on the analysis of the metric
dimension of graphs. Determining whether the metric dimension of a given graph is less
than a given integer has been shown to be NP-complete by a reduction from 3-SAT [5] and
3-Dimensional Matching [6]. It is NP-complete for general graphs, planar graphs [7],
even for those with maximum degree 6, and Gabriel unit disk graphs [8]. There are several
algorithms for computing the metric dimension in polynomial time for special classes of
graphs, as for example for trees [9, 5], wheels [10], grid graphs [11], k-regular bipartite
graphs [12], amalgamation of cycles [13], outerplanar graphs [7], cactus block graphs [14],
chain graphs [15], and graphs with bounded extended biconnected components [16].

The strong metric dimension of a graph G, in contrast to the metric dimension, is
the size of a smallest set R of vertices with the following property. For each pair of two
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distinct vertices u and v in G, there is a vertex w ∈ R such that there is a shortest
path between w and u that contains v or a shortest path between w and v that contains
u. Such a set R is called a strong resolving set for G. Since in both cases the distance
between w and u is di�erent from the distance between w and v, a strong resolving set
for G is always a resolving set for G and thus the strong metric dimension is always
greater than or equal to the metric dimension. However, if we again calculate the distance
vectors u⃗ = (dG(u,w1), . . . , dG(u,wk)) for vertices u to the k vertices w1, . . . , wk of a strong
resolving set R, then there are signi�cant advantages in contrast to the metric dimension
when navigating through the graph. The distance between two vertices u and v is the
maximum di�erence between dG(u,wi) and dG(v, wi) for i = 1, . . . , k, that is,

dG(u, v) =
k

max
i=1
|dG(u,wi)− dG(v, wi)|.

To navigate from a vertex u to a vertex v in graph G, we can now simply determine a
neighbour u′ of u on a shortest path between u and v. This is a neighbour u′ of u with
dG(u

′, v) = dG(u, v)− 1.
Determining whether the strong metric dimension of a given graph is less than a given

integer k is NP-complete [17], like it is the case for the metric dimension. Computing the
strong metric dimension also has been extensively studied for di�erent graph classes, see
for example [18], [19], [20], [21], [22] and [23].

In this paper we show that an e�cient computation of the strong metric dimension for
a graph G can be reduced to an e�cient computation of the biconnected components of
G. That is, we consider a composition mechanism that connects two graphs G1 and G2 by
identifying a vertex from G1 with a vertex from G2 in the disjoint union of G1 and G2. With
this composition mechanism, a graph can be assembled from its biconnected components.
Computing the strong metric dimension for graphs obtained by join operations, like the
Cartesian product, the strong product and the corona product, has also been studied by
other authors, see for example [24] and [25]. We demonstrate the power of our approach
by three examples. We show that the strong metric dimension for graphs in which the
biconnected components are grids, cycles or co-graphs can be computed in linear time.

2. Strong metric dimension

We consider undirected, connected, and �nite graphs G = (V,E), where V is the set
of vertices and E ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V, u ̸= v} is the set of edges. Two distinct vertices
u, v ∈ V of G are strongly resolved by a vertex w ∈ V if there is a shortest path between
w and u that contains v or a shortest path between w and v that contains u. The length
of a path is the number of edges. A vertex set R ⊆ V is a strong resolving set for G if for
each pair of vertices u, v ∈ V \ R, u ̸= v there is a vertex w ∈ R such that u and v are
strongly resolved by w. The strong metric dimension of graph G is the size of a smallest
strong resolving set for G.

Oellermann and Peters-Fransen showed in [17] that �nding a strong resolving set of G is
equivalent to �nding a vertex cover of the so-called strong resolving graph GSR of G, de�ned
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as follows. For a vertex u ∈ V let NG(u) = {v | {u, v} ∈ E} and NG[u] = NG(u) ∪ {u}
be the open and closed neighbourhoods of u, respectively. For two vertices u, v ∈ V let
dG(u, v) be the distance between u and v in G, that is, the number of edges of a shortest
path between u and v. We say a vertex u ∈ V is maximally distant from a vertex w if
there is no vertex v ∈ NG(u) in the neighbourhood of u with dG(v, w) > dG(u,w).

The vertices of the strong resolving graph GSR are the vertices of G. There is an edge
between two vertices u and v in GSR if and only if u is maximally distant from v and v is
maximally distant from u. In this case we also say that u and v are mutually maximally
distant. It is easy to see that each strong resolving set for G must contain at least one of
two vertices that are mutually maximally distant. Also each set of vertices that contains
at least one of two vertices that are mutually maximally distant is a strong resolving set
for G. It follows that a strong resolving set for G is a vertex cover for GSR and vice versa.
See Figure 1 for an example.
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a d

g

h

G GSR

Figure 1: A Graph G and its strong resolving graph GSR. The vertex set {a,b,g} is a minimum vertex
cover for GSR and a minimum strong resolving set for G.

3. Composing graphs

The graphs we consider arise from attaching child graphs G1, . . . , Gk to a parent graph
H. This attachment is performed by merging vertices u1, . . . , uk of G1, . . . , Gk with vertices
v1, . . . , vk from H in the disjoint union of the graphs G1, . . . , Gk, and H.

De�nition 1. Let Gi = (Vi, Ei), 1 ≤ i ≤ k, and H = (VH , EH) be k + 1 graphs, ui ∈ Vi

for i = 1, . . . , k, and v1, . . . , vk ∈ VH . Let G1,...,k be the disjoint union of G1, . . . , Gk. That
is, G1,...,k has vertex set ∪ki=1Vi and edge set ∪k

i=1Ei.
Then graph

G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H

is de�ned by vertex set
(V1 ∪ · · · ∪ Vk ∪ VH) \ {u1, . . . , uk}

and edge set
( E1 ∪ · · · ∪ Ek ∪ EH

∪{{w, vi} |w ∈ NGi
(ui), 1 ≤ i ≤ k} )

\ {{w, ui} |w ∈ NGi
(ui), 1 ≤ i ≤ k}.
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The graph G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H is formed by the disjoint union of the k graphs
G1, . . . , Gk and graph H without the vertices u1, . . . , uk and their incident edges, in which
for i = 1, . . . , k the neighbours of vertex ui in Gi are connected to vertex vi. Figure 2
shows an example of the ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) operation. For all further discussions, we only
consider the case in that all graphs G1, . . . , Gk, H are vertex disjoint, connected, and have
at least two vertices. The vertices v1, . . . , vk of H do not need to be distinct.
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Figure 2: Five graphs G1, G2, G3, G4, H, and the graph J = G1,2,3,4 ◦(u1,u2,u3,u4→v1,v2,v2,v3) H created by
the composition as de�ned in De�nition 1.

4. The strong resolving graph

To compute a strong resolving set for a composed graph J = G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H,
we �rst determine the edge set of the strong resolving graph JSR.

De�nition 2. For a connected graph G = (V,E) and a vertex u ∈ V , let MD(G, u ) be
the set of vertices that are maximally distant from vertex u in G.

The following prerequisite is used in each of the following lemmas and theorems.

Prerequisite 1. Let Gi = (Vi, Ei), 1 ≤ i ≤ k, and H = (VH , EH) be k + 1 vertex disjoint,
connected graphs, |Vi| ≥ 2, ui ∈ Vi for i = 1, . . . , k, |VH | ≥ 2, v1, . . . , vk ∈ VH , let G1,...,k be
the disjoint union of G1, . . . , Gk, and let

J = (VJ , EJ) = G1,...,k ◦(u1,...,uk→v1,...,vk) H.

The vertices v1, . . . , vk of H do not need to be distinct.
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Lemma 1. Let Prerequisite 1 be given. Then the vertices v1, . . . , vk have no incident edges
in JSR.

Proof. The vertices v1, . . . , vk are separation vertices in J , because all graphs Gi, 1 ≤ i ≤ k,
and H are connected and have at least two vertices. Separation vertices are not maximally
distant from any vertex.

Lemma 2. Let Prerequisite 1 be given. Let w ∈ VH , then

MD( J, w ) =

(
MD(H, w ) \ {v1, . . . , vk}

∪ ⋃
1≤i≤k MD(Gi, ui )

)
.

Proof. This follows from the fact that each shortest path in J between w and a vertex of
Gi for 1 ≤ i ≤ k passes vertex vi and each shortest path in J between w and a vertex of H
does not pass a vertex outside of H. Separation vertices are not maximally distant from
any vertex, see also Lemma 1.

In Figure 2 the vertices {a,o,e,g,t,s,r} are maximally distant from vertex l in J .

Lemma 3. Let Prerequisite 1 be given. Let u′
j ∈ Vj \ {uj} for some j, 1 ≤ j ≤ k. Then

MD( J, u′
j ) =




MD(Gj, u
′
j ) \ {uj}

∪ MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk}
∪ ⋃

1≤i≤k,i ̸=j MD(Gi, ui )


 .

Proof. This follows from the fact that each shortest path in J between u′
j and a vertex of

H or Gi for i ̸= j passes vertex vj and each shortest path in J between u′
j and a vertex of

(Vj \ {uj}) ∪ {vj} do not pass a vertex outside of (Vj \ {uj}) ∪ {vj}. Separation vertices
are not maximally distant from any vertex, see also Lemma 1. Note that vertex uj can be
maximally distant from u′

j in Gj, but is not a vertex of J . This is why we need to remove
uj as well from MD(Gj, u

′
j ).

In Figure 2 the vertices {l,e,g,t,s,r} are maximally distant from vertex a in J . Note that
vertex c is also maximally distant from vertex a in G1, but is excluded from MD(G1, a ).

The next lemmas characterise the edges of JSR between vertices of Vi \{ui} and vertices
of Vj \ {uj} for i ̸= j, and the edges between vertices of Vi \ {ui} and vertices of VH .

Lemma 4. Let Prerequisite 1 be given. Then for each vertex u′
i ∈ Vi \ {ui} for some i,

1 ≤ i ≤ k, and each vertex v′ ∈ VJ \ Vi, the following statements hold true.

1. If u′
i is maximally distant from ui in Gi, or equivalently maximally distant from vi in

J , then u′
i is maximally distant from v′ in J .

2. If v′ is maximally distant from vi in J , then v′ is maximally distant from u′
i in J .

Proof. This follows again from the fact that each shortest path in J between u′
i and v′

passes vertex vi, and thus dJ(u
′
i, v

′) = dJ(u
′
i, vi) + dJ(vi, v

′).
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In Figure 2 vertex a is maximally distant from vertex c in G1, thus vertex a is maximally
distant from all vertices except for b and d in J . Also, vertex e is maximally distant from
vertex f in G2, thus the vertices a and e are mutually maximally distant in J .

Lemma 5. Let Prerequisite 1 be given. Two vertices u′
i ∈ Vi \ {ui} and u′

j ∈ Vj \ {uj} for
i ̸= j are mutually maximally distant in J if and only if u′

i is maximally distant from ui in
Gi and u′

j is maximally distant from uj in Gj.

Proof.
"⇒" Let u′

i be maximally distant from ui in Gi and u′
j be maximally distant from uj in

Gj. By Lemma 4, u′
i is maximally distant from each vertex of VJ \ Vi and u′

j is maximally
distant to each vertex of VJ \ Vj. Thus u

′
i and u′

j are mutually maximally distant in J and
{u′

i, u
′
j} is an edge in JSR.

"⇐" Since each path between u′
i and u′

j in J passes vertex ui (and vertex uj), the
following statement holds true. If u′

i and u′
j are mutually maximally distant in J , then u′

i

is maximally distant from ui in Gi and u′
j is maximally distant from uj in Gj.

Lemma 5 identi�es the edges of JSR between u′
i ∈ Vi and u′

j ∈ Vj for i ̸= j.
Next we identify the edges of JSR between two vertices of Vi \ {ui} and between two

vertices of VH \ {v1, . . . , vk}.

Lemma 6. Let Prerequisite 1 be given.

1. Two vertices u′
i, u

′′
i ∈ Vi \{ui} are mutually maximally distant in J if and only if they

are mutually maximally distant in Gi.

2. Two vertices v′, v′′ ∈ VH \ {v1, . . . , vk} are mutually maximally distant in J if and
only if they are mutually maximally distant in H.

Proof. The statements follow from the facts that each shortest path between u′
i and u′′

i in
J does not pass a vertex of VJ \ (Vi ∪ {vi}) and each shortest path between v′ and v′′ in J
does not pass a vertex of V1 ∪ . . . ∪ Vk.

The following theorem follows from Lemma 5 and Lemma 6 and characterises all edges
of JSR. Figure 3 shows the strong resolving graph JSR of J from Figure 2.

Theorem 1. Let Prerequisite 1 be given. The strong resolving graph JSR has an edge
{w1, w2} if and only if w1, w2 /∈ {v1, . . . , vk} and

1. w1, w2 ∈ Vi for some i, 1 ≤ i ≤ k, and w1 and w2 are mutually maximally distant in
Gi,

2. w1, w2 ∈ VH and w1 and w2 are mutually maximally distant in H,

3. w1 ∈ Vi and w2 ∈ Vj for some i, j, 1 ≤ i < j ≤ k, and w1 is maximally distant from
ui in Gi and w2 is maximally distant from uj in Gj, or

4. if w1 ∈ Vi for some i, 1 ≤ i ≤ k, w2 ∈ VH , w1 is maximally distant from ui in Gi

and w2 is maximally distant from vi in H.

6



5. A minimum vertex cover

Theorem 1 characterises the edges in the strong resolving graph JSR as follows, see
Figure 3.
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Figure 3: The graphs (G1)SR \{c}, (G2)SR \{f }, (G3)SR \{h}, (G4)SR \{p}, HSR \{i,m,n}, and JSR, where
G1, G2, G3, G4, H, and J are from Figure 2. The dashed vertices in (G1)SR, (G2)SR, (G3)SR, and (G4)SR
are the vertices which are maximally distant from u1, u2, u3, and u4 in G1, G2, G3, and G4, respectively.
The grey vertices are the vertices that are merged to separation vertices of J . These vertices are not taken
into account when computing minimum strong resolving sets for J .

� The edges considered in Case 1 are the edges of (Gi)SR \ {ui}.

� The edges considered in Case 2 are the edges of HSR \ {v1, . . . , vk}.

� The edges considered in Case 3 are the edges of a complete k-partite graph Kn1,...,nk
,

ni = |MD(Gi, ui )|, with vertex set
⋃

1≤i≤k

MD(Gi, ui )

and edge set

{{w1, w2} |w1,∈ MD(Gi, ui ), w2,∈ MD(Gj, uj ), 1 ≤ i < j ≤ k},

.
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� The edges considered in Case 4 are the edges of k complete bipartite graphs Kni,mi
,

1 ≤ i ≤ k, ni = |MD(Gi, ui )|, mi = |MD(H, vi ) \ {v1, . . . , vk}| with vertex set

MD(Gi, ui ) ∪ (MD(H, vi ) \ {v1, . . . , vk} )

and edge set

{{w1, w2} |w1,∈ MD(Gi, ui ), w2,∈ MD(H, vi ) \ {v1, . . . , vk}}.

As mentioned in Section 2, a vertex set is a strong resolving set for J if and only if
it is a vertex cover for JSR. The strong resolving graph JSR contains the k-partite graph
Kn1,...,nk

and the k bipartite graphs Kni,mi
, 1 ≤ i ≤ k, as subgraphs. That is, each vertex

cover U for JSR contains for some j, 1 ≤ j ≤ k, all vertices of the vertex sets MD(Gi, ui ),
1 ≤ i ≤ k, i ̸= j, and additionally either all vertices of MD(Gj, uj ) or all vertices of
MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk}.

To compute the size of a minimum vertex cover of JSR, we use the following notation
of a restricted vertex cover.

Notation 1. For a graph G = (V,E) let

VC(G )

be a minimum vertex cover for G. For a graph G = (V,E) and a vertex set M ⊆ V let

VC(G, M )

be a vertex set of minimum size that contains all vertices of M and which is a vertex cover
for G.

With the help of Notation 1, a minimum vertex cover for JSR can now easily be speci�ed.

Lemma 7. Let Prerequisite 1 be given. Let

U0 =

(
VC(HSR \ {v1, . . . , vk} )

∪ ⋃
1≤i≤k VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )

)

and

Uj =




VC(HSR \ {v1, . . . , vk}, MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk} )
∪ VC( (Gj)SR \ {uj} )
∪ ⋃

1≤i≤k,i ̸=j VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )




for j = 1, . . . , k.
Each vertex sets U0, U1, . . . , Uk is a vertex cover for JSR, and at least one of them is a

minimum vertex cover for JSR.

8



Proof. As mentioned above, JSR contains a complete k-partite subgraph with vertex set

MD(G1, u1 ) ∪ · · · ∪ MD(Gk, uk )

and k bipartite subgraphs with vertex sets

MD(Gi, ui ) ∪ (MD(H, ui ) \ {u1, . . . , uk})

for i = 1, . . . , k. Each vertex cover of JSR must therefore contain all vertices from all sets
MD(G1, u1 ), . . . ,MD(Gk, uk ) except for one of these sets MD(Gj, uj ), 1 ≤ j ≤ k, and
must additionally contain either all vertices of MD(Gj, uj ) or all vertices of MD(H, vj ) \
{v1, . . . , vk}. The edges in JSR which are not incident with the vertices of the selected
sets must of course also be covered by a vertex cover. These k + 1 cases are treated by
considering the sets U0, U1, . . . , Uk.

The next two lemmas consider the case that graph H has an additional vertex w that
can be used to attach J to further graphs, see Figure 4. In this case we compute a minimum
vertex cover for JSR\{w} and a minimum vertex cover for JSR\{w} that contains all vertices
of MD( J, w ).

b

k

e

w

v

v v

1

2 3

a

i

l

mn

o

q r

st

d

g

j

JSR\{w}

Figure 4: The strong resolving graph JSR without vertex w, where G1, G2, G3, G4, and H are from
Figure 2. The four vertex sets {a}, {e}, {g}, {r,s,t} form a complete 4-partite subgraph of JSR. Vertex a

is the only vertex that is maximally distant from u1 in G1, vertex e is the only vertex that is maximally
distant from u2 in G2, vertex g is the only vertex that is maximally distant from u3 in G3, and the
vertices r,s,t are the only vertices that are maximally distant from u4 in G4. Also, the vertices l and m

are maximally distant from v1, the vertices j and k are maximally distant from v2, and the vertices i and
j are maximally distant from v3 in H. Therefore, the vertex sets {e} and {j,k} form a complete bipartite
subgraph in JSR, the vertex sets {g} and {j,k} form a second complete bipartite subgraph and the vertex
sets {r,s,t} and {j} form a third one. Since the vertices i,m and n are separation vertices in J and the
vertex l will be a separation vertex later on (see Lemma 8 and Lemma 9), they have no incident edges in
JSR.
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Lemma 8. Let Prerequisite 1 be given and w ∈ VH . Let

U0 =

(
VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w} )

∪ ⋃
1≤i≤k VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )

)

and

Uj =




VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, vj ) \ {v1, . . . , vk, w} )
∪ VC( (Gj)SR \ {uj} )
∪ ⋃

1≤i≤k,i ̸=j VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) )




for j = 1, . . . , k.
Each vertex sets U0, U1, . . . , Uk is a vertex cover for JSR \{w}, and at least one of them

is a minimum vertex cover for JSR \ {w}.

Proof. The only di�erence between Lemma 7 and Lemma 8 is the additional vertex w in H,
which is removed from the computations of the vertex covers, since it becomes a separation
vertex in all further compositions. The correctness follows from the reasoning applied in
Lemma 7.

Lemma 9. Let Prerequisite 1 be given and w ∈ VH . Then

(
VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, w ) \ {v1, . . . , vk, w} )

∪ ⋃
1≤i≤k VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, ui ) ).

)

is a minimum vertex cover for JSR \ {w} that contains all vertices of MD( J, w ).

Proof. Recall the de�nition of MD( J, w ) from Lemma 2. A vertex set of JSR that contains
all vertices from the sets MD(Gi, ui ), 1 ≤ i ≤ k, already covers all edges of the k-partite
graph and the k bipartite graphs as de�ned in the proof of Lemma 7. Therefore, no further
case distinctions are necessary for the computation of VC( JSR \ {w}, MD( J, w ) ).

The results from Lemmas 7 to 9 are summarized by the following theorem.

Theorem 2. Let Prerequisite 1 be given and w ∈ VH . Then

VC( JSR ),

VC( JSR \ {w} ),
and

VC( JSR \ {w}, MD( J, w ) )

are computable from G1, . . . , Gk, H, u1, . . . , uk, v1, . . . , vk, w, and the following vertex sets.

1. VC( (Gi)SR \ {ui} ), for i = 1, . . . , k,
(used by Lemma 7: Uj, Lemma 8: Uj,),

2. VC( (Gi)SR \ {ui}, MD(Gi, {ui} ) ) for i = 1, . . . , k,
(used by Lemma 7: U0, Uj, Lemma 8: U0, Uj, Lemma 9),
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3. (a) VC(HSR \ {v1, . . . , vk} ),
(used by Lemma 7: U0),

(b) VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w} ),
(used by Lemma 8: U0),

4. (a) VC(HSR \ {v1, . . . , vk}, MD(H, {vi} ) \ {v1, . . . , vk} ) for i = 1, . . . , k,
(used by Lemma 7: Uj),

(b) VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, {vi} ) \ {v1, . . . , vk, w} ) for i = 1, . . . , k,
(used by Lemma 8: Uj), and

5. VC(HSR \ {v1, . . . , vk, w}, MD(H, {w} ) \ {v1, . . . , vk, w} ),
(used by Lemma 9).

In the next section we show how a minimum strong resolving set for a graph G can be
e�ciently computed using Lemmas 7 to 9, provided that a minimum strong resolving set
for the biconnected components can be e�ciently computed.

6. The algorithmic frame

The given graph G is �rst decomposed into its biconnected components. Edges, whose
end vertices are both separation vertices or vertices of degree one, are also regarded as
biconnected components. Then the decomposition tree T for G is built. Tree T contains
a so-called b-node for each biconnected component of G and a so-called s-node for each
separation vertex of G. We use variable names with a hat symbol for nodes in trees to
distinguish them more clearly from the vertices in graphs. A b-node û and an s-node v̂
are connected by an edge {û, v̂} in T if and only if the separation vertex for v̂ is part of
the biconnected component for û. This preprocessing to compute T can be done in linear
time. Figure 5 shows an example of such a decomposition.

i

j j

m

m

r

h hc

c

f

g
e

d

a

b

n n
o

p
q

k

l

h,i,j,m

j,k,l

n,qn,o,pc,d,ea,b,c

c,f,g,h m,n

G T

Figure 5: A graph G to the left and its decomposition tree T to the right. The dashed circles are the
b-nodes of T for the biconnected components of G. The other nodes are the s-nodes of T for the separation
vertices of G. The b-node for the biconnected component of G induced by the vertices h,i,j,m has been
selected as the root r̂ of T .

Computing a minimum strong resolving set for G, or equivalently, computing a mini-
mum vertex cover for GSR, can now be done via a bottom-up processing of G according
to the decomposition tree T . Tree T is �rst oriented by choosing any b-node r̂ as the root
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of T . All leaves of T are b-nodes. The predecessor nodes of the leaves are s-nodes for
separation vertices of G that connect the biconnected components of the leaves to the rest
of G. The predecessor nodes of the predecessor nodes of the leaves of T are again b-nodes
for biconnected components of G at which the biconnected components for the leaves are
linked via the separation vertices, and so on.

For a b-node û of T let G(û) be the biconnected component for û and G̃(û) be the
subgraph of G induced by the vertices of all biconnected components of the b-nodes in the
subtree of T with root û. For an s-node v̂ let s(v̂) be the separation vertex for v̂.

The bottom-up processing computes for each b-node û ̸= r̂ with predecessor s-node ŵ
two sets

VC( G̃(û)SR \ {s(ŵ)} ) and VC( G̃(û)SR \ {s(ŵ)}, MD( G̃(û), s(ŵ) ) )

according to Lemmas 8 and 9, and for the root r̂ a set

VC( G̃(r̂)SR )

according to Lemma 7. This is done as follows.

1. Suppose û is a leaf.
(a) Suppose û ̸= r̂. Then let ŵ be the predecessor s-node of û in T . Figure 6 shows

an example of this case on the left-hand side.
Compute the two sets

VC( G̃(û)SR \ {s(ŵ)} ) and VC( G̃(û)SR \ {s(ŵ)}, MD( G̃(û), s(ŵ) ) )

from the biconnected subgraph G(û) = G̃(û) of G.
(b) Suppose û = r̂.

Compute the set VC(G(û)SR ) from the biconnected graph G(û) = G̃(û) = G.
2. Suppose û is not a leaf. Then let û1, · · · , ûk be the successor b-nodes of the suc-

cessor s-nodes of û, and v̂1, . . . , v̂k be the predecessor s-nodes of û1, · · · , ûk. Note
that v̂1, . . . , v̂k do not need to be distinct, because several of the b-nodes û1, · · · , ûk

may have the same predecessor s-node. If we replace the separation vertex s(v̂i) in

subgraph G̃(ûi) by a new vertex wi such that all k graphs G̃(û1), . . . , G̃(ûk), and the
biconnected component G(û) are vertex-disjoint, then

G̃(û) = (G̃(û1) ∪ . . . ∪ G̃(ûk)) ◦(w1,...,wk→s(v̂1),...,s(v̂k)) G(û).

(a) Suppose û ̸= r̂. Then let ŵ be the predecessor s-node of û in T . Figure 6 shows
an example of this case on the right-hand side.
Compute the two sets

VC( G̃(û)SR \ {s(ŵ)} ) and VC( G̃(û)SR \ {s(ŵ)}, MD( G̃(û), s(ŵ) ) )

from the biconnected subgraph G(û) of G and

VC( G̃(ûi)SR \ {s(v̂i)}, MD( G̃(ûi), s(v̂i) ) )

for i = 1, . . . , k according to Lemmas 8 and 9, respectively.
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(b) Suppose û = r̂.

Compute the set VC( G̃(û)SR ) from the biconnected subgraph G(û) and

VC( G̃(ûi)SR \ {s(v̂i)}, MD( G̃(ûi), s(v̂i) ) )

for i = 1, . . . , k according to Lemma 7.

u u

w

u u u u u u u u

v   =v  =v v   =v v   =v  =v4 61

1 2

2

3

3

4 5

5

6 7

7

8

8

w

Figure 6: The left-hand side shows the �rst case where the b-node û is a leaf of T . The right-hand side
shows the second case in which the b-node û is an inner node of T .

Lemmas 7 and 8 consider the k bipartite subgraphs of G̃(û)SR (graph JSR in Lemmas 7

and 8), between vertices of G̃(ûi) (graph Gi in Lemmas 7 and 8) and vertices of G(û)
(graph H in Lemmas 7 and 8). To determine which one of these k bipartite subgraphs, if
any, needs to be covered by vertices of G(û), we have de�ned the sets Uj for 0 ≤ j ≤ k in
the proofs of Lemmas 7 and 8. The sizes of these sets can be calculated as follow. Let

hi = |VC( G̃(ûi)SR \ {s(v̂i)}, MD( G̃(ûi), s(v̂i) ) )|, and

h′
i = |VC(G(û)SR \ {s(v̂1), . . . , s(v̂k)}, MD(G(û), s(v̂i) ) \ {s(v̂1), . . . , s(v̂k)} )|,

for 1 ≤ i ≤ k for Lemma 7, or

h′
i = |VC(G(û)SR \ {s(v̂1), . . . , s(v̂k), s(ŵ)}, MD(G(û), s(v̂i) ) \ {s(v̂1), . . . , s(v̂k), s(ŵ)} )|,

for 1 ≤ i ≤ k for Lemma 8. Then hi is the number of vertices needed to cover the i-th
bipartite subgraph with vertices of G̃(ûi) and h′

i is the number of vertices needed to cover
it with vertices of G(û). Therefore, |Ui| = |U0| − hi + h′

i for 1 ≤ i ≤ k.

7. Three examples

In this section it is shown that a minimum resolving set of a graph H is computable
in linear time if each biconnected component of H is a grid, a cycle, or a co-graph. The
linear time computation results from the bottom-up processing introduced in Section 6. If
for each biconnected grid, cycle, or co-graph G and for each vertex set W ⊆ V (G)
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1. VC(GSR \W ) is computable in linear time,

2. VC(GSR \W, MD(G, u ) \W ) for each u ∈ V (G) is computable in linear time, and

3. the sizes of all vertex sets VC(GSR \W, MD(G, u ) \W ) for all u ∈ V (G) is com-
putable in total linear time,

then each step in the bottom-up procedure of Section 6 is performed according to Lemmas 7
to 9 in linear time with respect to the size of G(û). This means, under these prerequisites
the total running time for the computation of a minimum resolving set for H is linear in
the size of H.

7.1. 2-dimensional Grids

First consider 2-dimensional n×m grids G with vertex set

V (G) = {x1,1, . . . , x1,m, . . . , xn,1, . . . , xn,m}, n,m ≥ 2,

and edge set

E(G) = {{xi,j, xi′,j′} | (i = i′ ∧ |j − j′| = 1) ∨ (|i− i′| = 1 ∧ j = j′)}.

The strong resolving graphGSR ofG only contains the two edges {x1,1, xn,m} and {x1,m, xn,1}.

Observation 1. Let G be an n×m grid and xi,j ∈ V (G).

1. If i ∈ {1, n} and j ∈ {1,m}, then MD(G, xi,j ) = {xn+1−i,m+1−j}. That is, if xi,j is a
corner vertex of the grid, then MD(G, xi,j ) only contains the opposite corner vertex.

2. If i ∈ {1, n} and j /∈ {1,m}, then MD(G, xi,j ) = {xn+1−i,1, xn+1−i,m}. Analogously,
if i /∈ {1, n} and j ∈ {1,m}, then MD(G, xi,j ) = {x1,m+1−j, xn,m+1−j}. That is, if
xi,j is an edge vertex of the grid, then MD(G, xi,j ) contains the two corner vertices
on the opposite edge.

3. If i /∈ {1, n} and j /∈ {1,m}, then MD(G, xi,j ) = {x1,1, xn,1, x1,m, xn,m}. That is, if
xi,j is an inner vertex of the grid, then MD(G, xi,j ) contains all four corner vertices.
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Figure 7: A grid G4,6 and the distance of each vertex from the inner vertex x2,3 on the left, and from the
edge vertex x3,6 on the right. This example illustrates the distribution of distances in a grid, that only
corner vertices are maximally distant from other vertices, and which corner vertices those are for di�erent
types of vertex in the grid.
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Figure 7 shows an example of a 4× 6 grid and the distances of the vertices to illustrate
the previous observation. Let W ⊆ V (G). It is straight forward to see, that a set

VC(GSR \W )

can be computed in linear time, a set

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

can be computed in linear time for each vertex u ∈ V (G), and the sizes of all vertex sets

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

for all u ∈ V (G) can be computed in total linear time. Therefore, the following theorem
follows.

Theorem 3. A minimum strong resolving set for a graph G = (V,E), in that each bicon-
nected component is a grid, can be computed in time O(|V |+ |E|).

The results can easily be extended to d-dimensional grids for d > 2.

7.2. Cycles

Next consider cycles G with vertex set

V (G) = x0, x1, . . . , xn−1, n ≥ 3,

and edge set
E(G) = {{x0, x1}, {x1, x2}, . . . , {xn−1, x0}}.

Let W ⊆ V (G).
If n is even, then GSR has n/2 edges, such that no two edges have a vertex in common.

In this case, MD(G, xi ) contains the single vertex xj with j = (i + n/2) mod n. If n
is odd, then GSR is a cycle and MD(G, xi ) contains the two vertices xj and xj+1 with
j = (i+ ⌊n/2⌋) mod n, see Figure 8 for an example.

In both cases, GSR \W is a collection of paths. A minimum vertex cover of GSR \W
has ⌊l/2⌋ vertices from each of those paths that consists of l vertices. However,

VC(GSR \W, MD(G, xi ) \W )

may have some additional vertices depending on which paths the vertices fromMD(G(û), xi )
belong to. Since MD(G, xi ) contains at most two vertices, the size of

VC(GSR \W, MD(G, xi ) \W )

can easily be computed in constant time. Here the length of the paths on which the
vertices are located, and in addition, if both vertices are located on the same path p, the
distance between them on p must be taken into account. Also observe, that the vertices of
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MD(G, xi ) are always at the end of paths if xi is one of the vertices which are removed
from GSR.
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Figure 8: Two cycles of 15 and 14 vertices on the left, the corresponding strong resolving graphs (G15)SR
and (G14)SR in the middle, and the strong resolving graphs without the vertices x1, x2, x6 on the right.

Thus a set
VC(GSR \W )

can be computed in linear time, a set

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

can be computed in linear time for each vertex u ∈ V (G), and the sizes of all vertex sets

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

for all u ∈ V (G) can be computed in total linear time. Therefore, the following theorem
follows.

Theorem 4. A minimum strong resolving set for a graph G = (V,E), in that each bicon-
nected component is a cycle, can be computed in time O(|V |+ |E|).
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7.3. Co-Graphs

Finally consider a more complex example in that G is a co-graph. Co-graphs can be
de�ned as follows.

De�nition 3 (Co-Graphs and Co-Trees). [26]

� A graph G that consists of a single vertex u is a co-graph. The co-tree T for G
consists of a single node û associated with vertex u of G. Node û is the root of T .
Let vertex(û) = u and node(u) = û. Note that vertex(û) is only de�ned for leaves û
of T .

� If G1 = (V1, E1) and G2 = (V2, E2) are two co-graphs, then the disjoint union of G1

and G2, denoted by G1∪G2, is a co-graph G with vertex set V1 ∪ V2 and edge set
E1 ∪ E2. Let T1 and T2 be co-trees for G1 and G2 with root û1 and û2, respectively.
Then tree T de�ned by the disjoint union of T1 and T2 with an additional node û and
two additional edges {û, û1} and {û, û2} is a co-tree for G. Node û is the root of T
labelled by ∪ . Node û1 and û2 are successor nodes of û. Node û is the predecessor
node of û1 and û2.

� If G1 = (V1, E1) and G2 = (V2, E2) are two co-graphs, then the join of G1 and G2,
denoted by G1×G2, is a co-graph with vertex set V1 ∪ V2 and edge set E1 ∪ E2 ∪
{{u, v} | u ∈ V1, v ∈ V2}. Let T1 and T2 be co-trees for G1 and G2 with root û1

and û2, respectively. Then tree T de�ned by the disjoint union of T1 and T2 with an
additional node û and two additional edges {û, û1} and {û, û2} is a co-tree for G.
Node û is the root of T labelled by × . Node û1 and û2 are successor nodes of û.
Node û is the predecessor node of û1 and û2.

Co-graphs can be recognized in linear time, see [27]. This includes the computation of
a co-tree. Co-graphs are the graphs that do not contain an induced P4, a path with four
vertices, or in other words, connected co-graphs are graphs with diameter at most 2.

Two adjacent vertices u and v of a graph G are true twins if NG[u] = NG[v]. In [28] it
is shown that the strong resolving graph of a connected co-graph is again a co-graph and
that two vertices u and v are mutually maximally distant in G if and only if they are either
not adjacent in G or if they are true twins in G.

For the analysis of co-graphs, the so-called canonical co-tree is a useful data structure.
The canonical co-tree results from combining successive union and join operations into one
union and join operation, see also Figure 9. It can also be computed in linear time, see
[29]. In a canonical co-tree each inner node may have more than two successor nodes. The
successor nodes of a union node are join nodes or leaves, the successor nodes of a join node
are union nodes or leaves. Two vertices u and v of G are true twins in G if and only if
node(u) and node(v) are leaves of a common join node in the canonical co-tree for G.

A canonical co-tree T c

GSR
for GSR can be easily constructed from a canonical co-tree T c

G

for G by �rst transforming the union nodes into join nodes and the join nodes into union
nodes. The corresponding graph of the new co-tree has an edge between two vertices u and
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v if and only if there was no edge between u and v beforehand. If now a union node û of
T c

GSR
(that is a join node in T c

G) has two or more successor nodes û1, . . . , ûk that are leaves,
then û1, . . . , ûk are true twins in G and we detach them from û in T c

GSR
, insert a new join

node ŵ in T c

GSR
as a successor node of û and append the detached leaves û1, . . . , ûk to the

new join node ŵ. We mark this new join node ŵ as a twin-join node, see also Figure 9. If all
successor nodes of û in T c

GSR
were leaves before, then û might have only the one successor

node ŵ after the modi�cation. It is important for our forthcoming processing to preserve
this structure and to not clean it up by attaching the leaves of ŵ to the predecessor node
of û. The resulting tree T c

GSR
is a canonical co-tree for GSR, because two vertices u and

v are adjacent in GSR if and only if they are either not adjacent in G or if they are true
twins in G if and only if they are mutually maximally distant in G.

G

G

b

fe

ca d

g h T

i j k l m

b

fe

ca d

g h T

i j k l m

b

fe

ca d

g h T

i j k l m

SR

c

c

Figure 9: A co-tree T for a co-graph G, a canonical co-tree T c

G for G, and a canonical co-tree for T c

GSR
for

GSR. The two nodes with the dashed circles are twin-join nodes in T c

GSR
. These nodes are not in T c

G.

The size of a minimum strong resolving set for a co-graph G can be computed in linear
time by computing the size of a minimum vertex cover for co-graph GSR. We use the
following notations to describe this well-known computation procedure. Let T be a co-tree
for a co-graph G with root r̂. For a node û of T , let T (û) be the subtree of T with root û
and n(û) be the number of leaves in T (û).
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The size of a minimum vertex cover for a co-graph GSR with canonical co-tree T c
GSR

and root r̂ can be computed in linear time by the bottom-up processing of T c
GSR

with
Algorithm1. The result is vc(r̂), see also Figure 10. Algorithm 1 can easily be modi�ed to
compute a set

VC(GSR )

in linear time. A simple way to reduce the computation to the vertices of V (G) \W is to
rede�ne n(û) be the number of leaves in T (û) that are not in W . Thus a set

VC(GSR \W )

is also computable in linear time for each set W ⊆ V (G).

Algorithm1 (T c
GSR

)
for (each node û of T c

GSR
) do

// −1 means unde�ned
vc(û)← −1;

end
for (each leaf û of T c

GSR
) do

vc(û)← 0;
end

while

(
there is a node û of T c

GSR
with successor nodes û1, . . . , ûk

such that vc(û) = −1 and vc(ûi) ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k

)
do

if (û is a union node in T c
GSR

) then
vc(û)← vc(û1) + · · ·+ vc(ûk);

end
else

// û is a join node in T c
GSR

vc(û)← min
1≤i≤k

(n(û)− n(ûi) + vc(ûi));

end

end

4/3

4/3

4/3

4/3

1/0 1/0 1/0 1/0

1/0 1/0 1/0 1/0 1/01/0 1/0 1/0 1/0

5/4

13/10

b

fe

ca d

g h
T

i j k l m

GSR
c

Figure 10: The computation of a minimum vertex cover for co-graph GSR de�ned by the canonical co-tree
T c
GSR

of Figure 9. The nodes û of tree T c
GSR

are labeled n(û)/vc(û).
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Next we need to compute the size of a minimum vertex set that is a vertex cover for
GSR and which contains all vertices that are maximally distant from a vertex u in co-graph
G. This can be done as follows. Let T c

G be a canonical co-tree for G and ŵ be the �rst
common ancestor of û = node(u) and v̂ = node(v) in T c

G.

1. If ŵ is a union node, then u and v are not adjacent in G and thus v is maximally
distant from u (and u is maximally distant from v). Note that connected co-graphs
have diameter at most 2.

2. If ŵ is a join node, then u and v are adjacent in G and v is maximally distant from
u if and only if NG[v] ⊆ NG[u]. This is the case if and only if all nodes on the path
between û and ŵ in T are join nodes. If T c

G is a canonical co-tree, then this is the
case if and only if û is a successor node of ŵ.

For a node û of T c
G let

V (û) = {vertex(v̂) | v̂ is a leaf of T c
G(û)}.

A vertex v of G which is not in V (û) is either adjacent to all vertices of V (û) or to none
of them. This depends on whether the �rst common predecessor of û and node(v) in T is
a join node or a union node, respectively.

The following algorithm computes the size of a minimum vertex set that is a vertex
cover for GSR and which contains all vertices that are maximally distant from a vertex w
in G. We assume that vc(û) is already computed for each node û of T c

GSR
by Algorithm1.

Algorithm2 (T c
G, T

c
GSR

, w)
ŵ ← node(w);
if (ŵ = r̂) then

return 0;
end
Let v̂ be the predecessor node of ŵ in T c

G;
h(v̂)← n(v̂)− 1;
while (v̂ ̸= r̂) do

Let û← v̂;
Let v̂ be the predecessor node of û in T c

GSR
;

Let û1, . . . , ûk be the successor nodes of v̂ in T c
GSR

without node û;

if (v̂ is a join node in T c
GSR

) then
// v̂ is a union node in T c

G

h(v̂)← h(û) + n(û1) + · · ·+ n(ûk);
end
else

// v̂ is a union node in T c
GSR

// v̂ is a join node in T c
G

h(v̂)← h(û) + vc(û1) + · · ·+ vc(ûk);
end

end
return h(r̂);
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Algorithm2 de�nes for each node û of T c
G a variable h(û) such that h(r̂) is the size of a

minimum vertex set that is a vertex cover for G(û)SR and which contains all vertices that
are maximally distant from a vertex w in G(û)SR. Algorithm2 initially sets variable h(v̂)
to n(v̂) − 1 for the predecessor node v̂ of ŵ = node(w) in T c

G. To explain the correctness
of this instruction, we distinguish between the 4 cases shown in Figure 11. In the cases
(a), (b), and (c) node v̂ is the predecessor node of ŵ in T c

G. In these cases, all vertices of
V (v̂) \ w are maximally distant from w in G, based on the second consideration above.
One vertex is subtracted here, since vertex w is not maximally distant from w itself if G is
connected and has at least two vertices. In case (d), node v̂ is a union node in T c

G and thus
all vertices of V (v̂) \w are maximal distant from w based on the �rst consideration above.
If v̂ is a node further up on the path to the root r̂, we only have to distinguish whether v̂
is a join or a union node in T c

GSR
. If v̂ is a join node in T c

GSR
, then v̂ is a union node in T c

G

and all vertices of V (v̂) \V (û) are maximally distant from w. If v̂ is a union node in T c
GSR

,
then the minimum vertex covers of the subgraphs induced by the vertex sets V (ûi) of the
successor nodes ûi of v̂ without node û have to be merged. In this case, node v̂ is a join
node in T c

G and the vertices of V (v̂) \ V (û) are not maximal distant from w.

w w ... ...w...w

w

v v v v

vvvv

...w

...w

...w

T

T

G

G

c

c

SR

(a) (b) (c) (d)

Figure 11: The 4 cases when node v̂ is the predecessor node of ŵ in T c
G.

This shows that a vertex set

VC(GSR, MD(G, u ) )

is computable in linear time for each vertex u ∈ V (G). By a rede�nition of n(û) to be the
number of leaves in T (û) that are not in a vertex set W , a vertex set

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

is also computable in linear time for each vertex set W ⊆ V (G).
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It remains to show how the sizes of all vertex sets

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

for all u ∈ V (G) can be computed in total linear time for a vertex set W ⊆ V (G). To
achieve this, we calculate the increments of the values h(û) at the inner nodes û of T c

G

along the path to the root r̂ top-down in a preprocessing phase. Algorithm3 computes all
these increments, denoted by m(û), in total linear time, see also Figure 12.

Algorithm3 (T c
G, T

c
GSR

)
for (each inner node û of T c

G) do
// −1 means unde�ned
m(û)← −1;

end
m(r̂)← 0;

while

(
there is an inner node û in T c

G with predecessor node v̂
such that m(û) = −1 and vc(v̂) ≥ 0

)
do

Let û1, . . . , ûk be the successor nodes of v̂ in T c
GSR

without node û;

if (v̂ is a join node in T c
GSR

) then
// v̂ is a union node in T c

G

m(û)← m(v̂) + n(û1) + · · ·+ n(ûk);
end
else

// v̂ is a union node in T c
GSR

// v̂ is a join node in T c
G

m(û)← m(v̂) + vc(û1) + · · ·+ vc(ûk);
end

end

After the pre-processing by Algorithm3, the size of each

VC(GSR, MD(G, u ) ), u ∈ V (G),

is computable in time O(1) as follows. If v̂ is the predecessor node of û = node(u) in T c
G,

then the size of VC(GSR, MD(G, u ) ) is n(û) − 1 + m(û), see Figure 12 for an example.
Note that we have to use the predecessor node û = node(u) in the canonical decomposition
tree T c

G and not the canonical decomposition tree T c
GSR

.
Again, by a rede�nition of n(û) to be the number of leaves in T (û) that are not in a

vertex set W ⊆ V (G), the size of a vertex set

VC(GSR \W, MD(G, u ) \W )

is computable in constant time for each vertex u ∈ V (G) as follows, see also Figure 13 for
an example. Two cases must be distinguished. If vertex u ̸∈ W , then the calculation of
the size is as before n(û)− 1 +m(û). However, if u ∈ W , the computation is n(û) +m(û).
Both cases can be covered by

n(û)− n(ŵ) +m(û).
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Figure 12: A canonical co-tree T c
GSR

for a co-graph GSR. The inner nodes û which also exist in T c
G

are labelled n(û)/vc(û)/m(û) by Algorithm3. The leaves and the twin-join nodes are labelled only by
n(û)/vc(û). For example,

VC(GSR, MD(G, a ) ) = 13− 1 + 0 = 12,
VC(GSR, MD(G, e ) ) = 4− 1 + 7 = 10, and
VC(GSR, MD(G, i ) ) = 5− 1 + 6 = 10.

Note that, the decomposition tree T c
G does not contain the twin-join nodes. That is the predecessor node

of a is the root of the tree.
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Figure 13: A canonical co-tree T c
GSR

for a co-graph GSR. The inner nodes û which also exist in T c
G

are labelled n(û)/vc(û)/m(û) by Algorithm4. The leaves and the twin-join nodes are labelled only by
n(û)/vc(û). Here, the vertices a, b, and h are left out by setting n(a), n(b), and n(h) to zero. For example,

VC(GSR \ {a, b, h}, MD(G, a ) \ {a, b, h} ) = 10− 0 + 0 = 10,
VC(GSR \ {a, b, h}, MD(G, e ) \ {a, b, h} ) = 3− 1 + 5 = 7, and
VC(GSR \ {a, b, h}, MD(G, h ) \ {a, b, h} ) = 3− 0 + 5 = 8.

Theorem 5. A minimum strong resolving set for a graph G = (V,E), in that each bicon-
nected component is a co-graph, can be computed in time O(|V |+ |E|).

Ollermann and Peters-Fransen showed in [17] that the size of a strong resolving set
can be computed in polynomial time for distance hereditary graphs. Graphs in which the
biconnected components are co-graphs are distance hereditary, but our solution presented
here runs in linear time.
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8. Conclusion

In this paper we have shown that the e�cient computation of a strong resolving set
for a graph G essentially depends on the e�cient computation of strong resolving sets
for its biconnected components. If a minimum strong resolving set can be computed for
a biconnected graph in polynomial time, it is often also possible to compute minimum
strong resolving sets in polynomial time, which additionally contain the vertices that are
maximally distant from other vertices.

We have given three examples for which it is possible to compute the required assump-
tions in linear time. From this it could be concluded that the computation of minimum
strong resolving sets for graphs is possible in linear time if the biconnected components are
grids, cycles, or co-graphs. It would be interesting to know for which other more complex
graph classes this concept is applicable.

A generalization of the procedure for directed graphs and directed strong resolving
sets, see for example [28], as well as a generalization of the composition of two graphs over
several vertices that are all connected to each other are also interesting challenges.
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9.4 On the Strong Metric Dimension of directed co-graphs

On the Strong Metric Dimension of directed co-graphs
Yannick Schmitz, Egon Wanke
Eingereicht in: Theoretical Computer Science

Diese Arbeit enthält Algorithmen zur Berechnung der Starken Metrischen Dimension un-
gerichteter Co-Graphen und der gerichteten Starken Metrischen Dimension gerichteter Co-
Graphen in linearer Zeit. Die Ergebnisse sind in Kapitel 6 und Kapitel 7 zu finden. Alle
Autoren haben gleichermaßen zur Erarbeitung und zur Formulierung der Ergebnisse beige-
tragen. Den Hauptteil meines Beitrags bildet die Bestimmung der strong resolving Graphen
und der speziellen Arten von Knoten.
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On the Strong Metric Dimension of directed co-graphs

Yannick Schmitza,∗, Egon Wankea

aHeinrich-Heine-Universität Düsseldorf, Universitätsstraÿe 1, Düsseldorf, 40225, Germany

Abstract

Let G be a strongly connected directed graph and u, v, w ∈ V (G) be three vertices. Then
w strongly resolves u to v if there is a shortest u-w-path containing v or a shortest w-v-path
containing u. A set R ⊆ V (G) of vertices is a strong resolving set for a directed graph
G if for every pair of vertices u, v ∈ V (G) there is at least one vertex in R that strongly
resolves u to v and at least one vertex in R that strongly resolves v to u. The distances of
the vertices of G to and from the vertices of a strong resolving set R uniquely de�ne the
connectivity structure of the graph. The Strong Metric Dimension of a directed graph G
is the size of a smallest strong resolving set for G. The decision problem Strong Metric
Dimension is the question whether G has a strong resolving set of size at most r, for
a given directed graph G and a given number r. In this paper we study undirected and
directed co-graphs and introduce linear time algorithms for Strong Metric Dimension.
These algorithms can also compute strong resolving sets for (un)directed co-graphs in linear
time.

Keywords: directed strong metric dimension, directed co-graphs, strong metric
dimension, co-graphs

1. Introduction

The strong metric dimension is a modi�ed version of the metric dimension. Both
terms were �rst de�ned and analysed for undirected graphs. In order to embed the results
worked out in this paper in the literature, we �rst need the precise de�nitions of the metric
dimension for undirected and directed graphs in the original and strong version.

A vertex w of an undirected graphG resolves two vertices u and v if the distance between
w and u is di�erent from the distance between w and v, that is, if d(w, u) ̸= d(w, v). A set
of vertices R ⊆ V (G) is called a resolving set for G if every pair of vertices of G is resolved
by at least one vertex of R. The metric dimension of G, denoted by md(G), is the size of
a smallest resolving set, which is also called a metric basis for G.

The strong metric dimension di�ers from the usual metric dimension only in the concept
of resolving two vertices. A vertex w strongly resolves u and v if there is either an undirected
shortest path between w and u in G containing v or an undirected shortest path between
w and v in G containing u. A set of vertices R ⊆ V (G) is called a strong resolving set for

∗Corresponding author. E-mail: yannick.schmitz@hhu.de
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G if every pair of vertices of G is strongly resolved by at least one vertex of R. The strong
metric dimension of G, denoted by smd(G), is the size of a smallest strong resolving set,
which is also called a strong metric basis for G.

Both models can be extended to directed graphs. This leads to the de�nition of the
directed metric dimension and the strong directed metric dimension. In the directed metric
dimension, the vertices u and v are resolved by vertex w if the length of a shortest path
from w to u and the length of a shortest path from w to v are di�erent. Some paper
consider the length of a shortest path from u to w and the length of a shortest path from v
to w, which is equivalent if every edge is replaced by an edge with the opposite direction.

For the de�nition of the strong metric dimension for directed graphs, there are more
case distinctions. Let us denote a directed shortest path from a vertex x to a vertex z
that contains a vertex y as a shortest x�y�z-path. Two vertices u and v are strongly
resolved from u to v by a vertex w if there is a shortest w � u � v-path or a shortest
u� v�w-path. The vertices u and v are strongly resolved if they are strongly resolved
from u to v and strongly resolved from v to u. Analogously to the undirected case, a set
of vertices R ⊆ V (G) is called a strong resolving set for G if every pair of vertices of G is
strongly resolved by vertices of R. Again, the strong metric dimension of G is the size of
a smallest strong resolving set for G.

Due to the similarity of both de�nitions for the directed and undirected version, the
decision problem Strong Metric Dimension can be de�ned as follows for both cases:

(Directed) Strong Metric Dimension
Instance: A (directed or undirected) graph G and a number r
Question: Is there a strong resolving set R ⊆ V (G) for G of size

at most r?

The metric dimension of undirected graphs has been introduced in the 1970s indepen-
dently by Slater [1] and by Harary and Melter [2]. The metric dimension �nds applications
in various areas, including network discovery and veri�cation [3], geographical routing pro-
tocols [4], combinatorial optimization [5], sensor networks [6], robot navigation [7] and
chemistry [8, 9]. The strong metric dimension was introduced by Sebö and Tannier [5] who
also showed, that a strong metric basis uniquely de�nes a graph. As both the metric and
the strong metric dimension are NP-complete for general graphs [10, 11], special classes
of graphs for which those problems can be solved e�ciently are of interest. The directed
versions of both problems are NP-complete too, as they are equivalent to their undirected
version if each undirected edge is replaced by two directed edges.

There are several algorithms for computing a minimum resolving set in polynomial
time for certain classes, for example trees [8, 7], wheels [12], grid graphs [13], k-regular
bipartite graphs [14], amalgamation of cycles [15], cactus block graphs [16], graphs with
size-constrained biconnected components [17] and outerplanar graphs [18]. The approx-
imability of the metric dimension has been studied for bounded degree, dense and general
graphs in [19]. Upper and lower bounds on the metric dimension are considered in [20, 21]
for further classes of graphs.
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The strong metric dimension is mainly studied on di�erent products of graphs [22, 23,
24, 25, 26, 27], but there are also e�cient algorithms for other classes of graphs, for example
trees [5], distance hereditary graphs [28] and split graphs [29]. However, the strong metric
dimension has not been extensively studied for directed graphs. It was �rst de�ned by
Sebö and Tannier in [5] in order to uniquely de�ne the edges in a graph using the directed
shortest path lengths to the vertices of a strong resolving set of vertices.

In this paper we present an algorithm that computes the strong metric dimension
for undirected and directed co-graphs in linear time. This is one of the �rst approaches
for the computation of the strong metric dimension of special directed graph classes. In
Section 2 we �rst describe a linear time algorithm for the computation of the strong metric
dimension for undirected co-graphs. This also illustrates the algorithmic idea for the linear-
time algorithm presented in Section 3 for the computation of the strong metric dimension
for directed co-graphs.

1.1. Preliminaries

All (directed) graphs in this paper are �nite, simple and if not stated otherwise,
(strongly) connected, respectively. For a (directed) graph G = (V,E) with vertex set
V and edge set E, we write V (G) for vertex set V and E(G) for edge set E to reduce the
number of variable names when using several graphs.

For a (strongly) connected graph G and two vertices u, v ∈ V (G) the distance dG(u, v)
from u to v in G is the length (number of edges) of a shortest path from u to v in G. If it
is clear from the context which graph is meant, we also write d(u, v) instead of dG(u, v).

1.1.1. Undirected Graphs

The diameter of G is the maximum distance between two vertices u and v of G.
Graph G′ is a subgraph of G, denoted by G′ ⊆ G, if V (G′) ⊆ V (G) and E(G′) ⊆

{{u, v} | u, v ∈ V (G′), {u, v} ∈ E(G)}. Subgraph G′ is an induced subgraph of G, if
E(G′) = {{u, v} | u, v ∈ V (G′), {u, v} ∈ E(G)}. We denote the subgraph of G induced
by the vertices of V (G′) by G[V (G′)] or G|V (G′). For a vertex u ∈ V (G) or a vertex set
U ⊆ V (G), let G \ u = G[V (G) \ {u}] and G \ U = G[V (G) \ U ] be the subgraphs of G
induced by V (G) \ {u} and V (G) \ U , respectively.

For a vertex u ∈ V (G), the open neighbourhood of u is de�ned by NG(u) = {v | v ∈
V (G), {v, u} ∈ E(G)} and the closed neighbourhood of u is de�ned byNG[u] = NG(u)∪{u}.
If it is clear from the context which graph is meant, we also write N(u) and N [u] instead
of NG(u) and NG[u].

Two vertices u, v ∈ V (G) are called false twins if N(u) = N(v) and two vertices
u, v ∈ V (G) are called true twins if N [u] = N [v]. We call two vertices u, v ∈ V (G) twins,
if they are either false twins or true twins.

The complement graph G of G is de�ned by V (G) = V (G) and E(G) = {{u, v} | u, v ∈
V (G), u ̸= v, {u, v} ̸∈ E(G)}.

The size of a minimum vertex cover, maximum independent set and maximum clique
of an undirected graph G is denoted by τ(G), α(G) and ω(G), respectively.
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1.1.2. Directed Graphs

The diameter of G is the maximal distance from a vertex u to a vertex v in G.
Graph G′ is a subgraph of G, denoted by G′ ⊆ G, if V (G′) ⊆ V (G) and E(G′) ⊆

{(u, v) | u, v ∈ V (G′), (u, v) ∈ E(G)}. Subgraph G′ is an induced subgraph of G, if
E(G′) = {(u, v) | u, v ∈ V (G′), (u, v) ∈ E(G)}. The notation for an induced subgraph is
the same as for undirected graphs.

For a vertex u ∈ V (G), we denote by N−(u) = {v | v ∈ V (G), (v, u) ∈ E(G)} the set of
in-neighbours of u and by N+(u) = {v | v ∈ V (G), (u, v) ∈ E(G)} the set of out-neighbours
of u.

For a vertex u ∈ V (G) or a vertex set U ⊆ V (G), let G \ u = G[V (G) \ {u}] and
G \ U = G[V (G) \ U ] be the subgraphs of G induced by V (G) \ {u} and V (G) \ U ,
respectively.

2. The strong metric dimension of undirected co-graphs

In this section, we provide a linear time algorithm to compute the strong metric di-
mension of undirected co-graphs. May and Oellerman presented in [28] an algorithm that
computes the strong metric dimension for distance hereditary graphs in polynomial time.
Since co-graphs are distance hereditary, their algorithm computes the strong metric dimen-
sion also for co-graphs in polynomial time. However, the complicated data structures used
by the algorithm of May and Oellerman are not necessary to compute the strong metric
dimension for co-graphs, as our simple algorithm shows. We introduce a di�erent approach
by analysing the co-tree, which we will later use to compute the strong metric dimension
of directed co-graphs.

De�nition 1 (Undirected Co-Graphs). [30]

� An undirected graph G that consists of a single vertex v is an undirected co-graph.
The co-tree T of G consists of a single node u associated with vertex v of G. Node u
is the root of T .

� If G1 and G2 are two undirected co-graphs, then the union of G1 and G2, denoted
by G1∪G2, is an undirected co-graph G with vertex set V (G1) ∪ V (G2) and edge set
E(G1) ∪ E(G2). Let T1 and T2 be the co-trees of G1 and G2 with root u1 and u2,
respectively. The co-tree T of G is the disjoint union of T1 and T2 with an additional
node u and two additional edges {u, u1} and {u, u2}. Node u is the root of T labelled
by ∪ . Node u1 and u2 are successor nodes of u.

� If G1 and G2 are two undirected co-graphs, then the join of G1 and G2, denoted
by G1×G2, is an undirected co-graph with vertex set V (G1) ∪ V (G2) and edge set
E(G1) ∪ E(G2) ∪ {{u, v} | u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}. Let T1 and T2 be the co-trees of
G1 and G2 with root u1 and u2, respectively. The co-tree T of G is the disjoint union
of T1 and T2 with an additional node u and two additional edges {u, u1} and {u, u2}.
Node u is the root of T labelled by × . Node u1 and u2 are successor nodes of u.
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Undirected co-graphs are precisely those graphs that do not contain an induced P4, i.e.
a path with four vertices, thus their diameter is at most 2.

De�nition 2. [11] Let G be an undirected graph.

1. A vertex u ∈ V (G) is maximally distant to a vertex v ∈ V (G) in G if ∀u′ ∈ N(u) :
dG(u

′, v) ≤ dG(u, v).

2. Two vertices u, v ∈ V (G) are mutually maximally distant if u is maximally distant
to v and v is maximally distant to u.

3. The strong resolving graph of G, denoted by GSR, is an undirected graph with the
same vertex set as G and an edge between two vertices u, v ∈ V (G) if an only if u
and v are mutually maximally distant in G.

Theorem 1. [11] Let G be an undirected graph, then smd(G) = τ(GSR), where τ(GSR) is
the size of a minimum vertex cover of GSR.

Instead of looking for a minimum vertex cover of GSR, we can also look for a maximum
independent set of GSR or equivalently, for a maximum clique of GSR. That is, we can
calculate the strong metric dimension of G by

τ(GSR) = n− α(GSR) = n− ω(GSR),

where n is the number of vertices of GSR, α(GSR) is the size of a maximum independent
set of GSR and ω(GSR) is the size of a maximum clique of GSR.

Lemma 1. Let G be an undirected graph.

1. If two vertices u, v ∈ V (G) of G are true (false) twins in G, then u and v are false
(true) twins in G.

2. If two vertices u, v ∈ V (G) of G are twins in G, then u and v are true twins in GSR.

3. If {u, v} is an edge of G, then {u, v} is an edge in GSR if and only if u and v are
true twins in G.

Proof.

1. Obviously.

2. Let w ∈ V (G)\{u, v}. If u and v are twins, then vertex w and vertex u are mutually
maximally distant if and only if vertex w and vertex v are mutually maximally distant.
That is, u and v are twins in GSR. Since twins are mutually maximally distant from
each other, they are true twins in GSR.

3. Let {u, v} ∈ E(G) be an edge of G.
” ⇒ ”: From the de�nition of "mutually maximally distant" it follows that for
every vertex u′ ∈ N(u), dG(u

′, v) ≤ dG(u, v) and for every vertex v′ ∈ N(v),
dG(u, v

′) ≤ dG(u, v). Since dG(u, v) = 1, every neighbour of u is either v or a
neighbour of v and every neighbour of v is either u or a neighbour of u. Therefore,
u and v are true twins in G.
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”⇐ ”: If u and v are true twins in G, every neighbour of u is either v or a neighbour of
v and every neighbour of v is either u or a neighbour of u. Therefore, for every vertex
u′ ∈ N(u) dG(u

′, v) ≤ dG(u, v) and for every vertex v′ ∈ N(v) dG(v
′, u) ≤ dG(v, u)

and thus u and v are mutually maximally distant in G.

Lemma 2. If G is an undirected graph of diameter at most 2, then

E(GSR) = E(G) ∪ {{u, v} | u, v are true twins in G}.

Proof. Since the diameter of G is ≤ 2, for every distinct pair of vertices u, v ∈ V (G) either
dG(u, v) = 1 or dG(u, v) = 2. If two vertices u, v ∈ V (G) are mutually maximally distant
in G, that is if {u, v} ∈ E(GSR), then either

1. dG(u, v) = 2 and {u, v} ∈ E(G) or

2. dG(u, v) = 1 and {u, v} ̸∈ E(G) and by Lemma 1.3, u and v are true twins.

If {u, v} ∈ E(G) then {u, v} ̸∈ E(G) and dG(u, v) = 2 and u, v are mutually maximally
distant in G and thus {u, v} ∈ E(GSR).

Since the complement G of a co-graph G is a co-graph by the de�nition of co-graphs
and since true twins of G are false twins in G by Lemma 1.1 and since the insertion of edges
between false twins with non-empty open neighbourhood does not increase the distances
between two vertices in a graph, it follows that GSR is a co-graph if G is a co-graph.

Corollary 1. If G is an undirected co-graph, then GSR is an undirected co-graph.

Lemma 3. Let G be an undirected graph and u, v ∈ V (G) be two true twins of G, then
smd(G) = smd(G \ v) + 1.

Proof. Let u and v be two true twins of G and let G′ = G \ v. By Lemma 1.2 u and v are
true twins in GSR. Two vertices w1, w2 ∈ V (G) \ {u, v} are mutually maximally distant in
G if and only if they are mutually maximally distant in G′. Since u and v are true twins,
for every vertex w ∈ V (G)\{u, v}, the vertices u and w are mutually maximally distant in
G if and only of they are mutually maximally distant in G′. Note that this does not hold
if u and v are false twins. This reasoning shows that G′

SR = GSR \ v.
Every vertex cover U ′ of G′

SR can be converted into a vertex cover U of GSR by adding
vertex v to U ′, that is smd(G′)+1 ≥ smd(G). Every vertex cover U of GSR contains vertex
u or vertex v or both vertices, because u and v are adjacent in GSR. If U does not contain
vertex v, then replace vertex u in U by vertex v. The resulting set U is again a vertex cover
of GSR and U \ {v} is a vertex cover for G′

SR, which implies smd(G)− 1 ≥ smd(G′).

Removing a twin in an undirected graph G does not destroy the twin property of the
remaining pairs of vertices. If u1, u2 ∈ V (G) are twins in G and v1, v2 ∈ V (G) are also
twins in G, then u1, u2 remain twins in G \ v1 and G \ v2. This property is the prerequisite
for the following theorem.
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Theorem 2. Let G be an undirected co-graph with n vertices. Let G′ be the graph obtained
by successively removing true twins from G, then

smd(G) = n− ω(G′),

where ω(G′) is the size of a maximum clique in G′, compare also [31].

Proof. Let n = |V (G)| and and n′ = |V (G′)| then

smd(G) = smd(G′) + n− n′ by repeatedly applying Lemma 3
= τ(G′

SR) + n− n′ by Theorem 1
= τ(G′) + n− n′ by Lemma 2, because G′ has no true twins
= n′ − α(G′) + n− n′ because τ(G′) = n′ − α(G′)
= n− α(G′)
= n− ω(G′) because α(G′) = ω(G′),

where τ(G) and α(G) is the size of a minimum vertex cover and maximum independent
set of a graph G, respectively.

The strong metric dimension of an undirected co-graph G can be computed in linear
time by computing the size of a maximum clique in an undirected co-graph G, in which
all true twins were removed beforehand. The computation of the size of a largest clique
in G can be carried out in linear time with a bottom-up processing of the co-tree T of G.
A leaf gets the value 1, an inner node u labelled ∪ gets the maximum of the values of the
two successor nodes of u, and an inner node u labelled by × gets the sum of the values of
the two successor nodes of u. The value of the root of T is the size of a maximum clique
in G.

The removal of true twins from an undirected co-graph can be carried out together
with the bottom-up processing for the calculation of the size of a maximum clique. A
simplest way to do this, is to use the so-called canonical co-tree in which successive union
and successive join compositions are combined to one union and one join composition,
respectively. Then each path in T from the root to a leaf is an alternating sequence of
union and join compositions. The canonical co-tree T is not necessarily a binary tree but
can also be computed in linear time [32].

It is easy to see, that two vertices in an undirected co-graph G are true twins if and only
if the two corresponding leaves in the canonical co-tree are successor nodes of the same
join node. In order to compute the size of a maximum clique in G without true twins,
it is su�cient to count all successor nodes of a join node together as one unit only once.
This is taken into account in the following Algorithm 1 using a variable t, which is set to
a maximum of 1.

Theorem 3. The strong metric dimension of undirected co-graphs can be computed in
linear time.
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Algorithm 1 Strong Metric Dimension of Undirected Co-graphs

1: function smd(co-graph G)
2: T ← canonical co-tree of G
3: n← |V (G)|
4: return n−max_twinless_clique(T )
5: end

6: function max_twinless_clique(canonical co-tree T )
7: w ← root of T
8: if w is labelled by ∪ then
9: m← 0
10: for all subtrees T ′ at root w do
11: k =max_twinless_clique(T ′)
12: if k > m then
13: m← k
14: return m
15: else if w is labelled by × then
16: s← 0
17: t← 0
18: for all subtrees T ′ at root w do
19: if root of T ′ is a leaf then
20: t← 1
21: else
22: s← s+max_twinless_clique(T ′)

23: return s+ t
24: else
25: return 1
26: end

The above idea for the e�cient computation of the strong metric dimension can of course
also be used for all other graph classes that have a diameter of at most two, are closed
with respect to the removal of twins and for which a maximum clique can be e�ciently
found. These would be, for example, perfect graphs with a diameter of at most two or
graphs of bounded clique-width and a diameter of at most two. Here is an example of such
a conclusion.

Corollary 2. The strong metric dimension of perfect graphs of diameter at most 2 can be
computed in polynomial time.

Proof. Analogously to Theorem 2, the strong metric dimension of perfect graphs of diam-
eter at most 2 can be computed by successively removing true twins from the graph by
using Lemma 3 and calculating the size of a maximum clique in the remaining graph. Since
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removing true twins does not create holes or anti holes, the remaining graph is still perfect
and of diameter at most 2. Therefore, Lemma 2 still holds where a maximum clique of a
prefect graph can be computed in polynomial time.

3. The strong metric dimension of strongly connected directed co-graphs

In this section we show how to determine the strong metric dimension of strongly
connected directed co-graphs in linear time. Directed co-graphs are recursively de�ned as
follows, see also [33]:

De�nition 3 (Directed Co-graphs).

� A directed graph G that consists of a single vertex v is a directed co-graph. The co-
tree T of G consists of a single node u associated with vertex v of G. Node u is the
root of T .

� If G1 and G2 are two directed co-graphs, then the union of G1 and G2, denoted
by G1∪G2, is a directed co-graph G with vertex set V (G1) ∪ V (G2) and edge set
E(G1) ∪ E(G2). Let T1 and T2 be the co-trees of G1 and G2 with root u1 and u2,
respectively. The co-tree T of G is the disjoint union of T1 and T2 with an additional
node u and two additional edges {u, u1} and {u, u2}. Node u is the root of T labelled
by ∪ . Node u1 is the left successor node of u and node u2 is the right successor node
of u.

� If G1 and G2 are two directed co-graphs, then the join of G1 and G2, denoted by
G1×G2, is a directed co-graph with vertex set V (G1) ∪ V (G2) and edge set E(G1) ∪
E(G2) ∪ {(u, v), (v, u) | u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}. Let T1 and T2 be the co-trees of G1

and G2 with root u1 and u2, respectively. The co-tree T of G is the disjoint union
of T1 and T2 with an additional node u and two additional edges {u, u1} and {u, u2}.
Node u is the root of T labelled by × . Node u1 is the left successor node of u and
node u2 is the right successor node of u.

� If G1 and G2 are two directed co-graphs, then the directed join of G1 and G2, denoted
by G1≫G2, is a directed co-graph with vertex set V (G1)∪V (G2) and edge set E(G1)∪
E(G2)∪{(u, v) | u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}. Let T1 and T2 be the co-trees of G1 and G2

with root u1 and u2, respectively. The co-tree T of G is the disjoint union of T1 and
T2 with an additional node u and two additional edges {u, u1} and {u, u2}. Node u
is the root of T labelled by ≫ . Node u1 is the left successor node of u and node u2 is
the right successor node of u.

De�nition 4. [11] Let G be a strongly connected directed graph and u, v ∈ V (G).

� Vertex u is maximally distant to vertex v, denoted by uMDT v, if ∀u′ ∈ N−(u) :
d(u′, v) ≤ d(u, v).
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� Vertex v is maximally distant from vertex u, denoted by vMDF u, if ∀v′ ∈ N+(v) :
d(u, v′) ≤ d(u, v).

� Vertex u is mutually maximally distant to vertex v, denoted by uMMDT v, if uMDT v
and vMDF u.

� The strong resolving graph of G, denoted by GSR, is an undirected graph with the
same vertex set as G and an edge between two vertices u, v ∈ V (G) if and only if u is
mutually maximally distant to vertex v, or v is mutually maximally distant to vertex
u in G, i.e., if

(uMMDT v) ∨ (vMMDT u).

Note that uMMDT v does not imply vMMDT u, see Figure 1.

directed co-graph Gco-tree T

G
SR

G
SR

a

a

b

d

c

e

b

d e

c

a

b

d

c

e

a

b

d

c

e

Figure 1: An example of a co-tree T (top left) of a directed co-graph G (top right), GSR (bottom left) and
GSR (bottom right). In this graph, the vertex a is not maximally distant to vertex c, because d and e are
in-neighbours of a, but not in-neighbours of c, thus e ∈ N−(a) and d(e, c) > d(a, c). However, the vertex
c is maximally distant from vertex a, because every out-neighbour of c is an out-neighbour of a as well.
In this example, we also have cMMDT b, but not bMMDT c. In this example, ω(GSR) = 2 = α(GSR) and
|VG| − α(GSR) = τ(GSR) = 3 = smd(G).

Theorem 4. [11] Let G be a strongly connected directed graph, then smd(G) = τ(GSR).

We will now compute the strong metric dimension of directed co-graphs G based on a
similar idea as we used in Section 2. Since we only consider strongly connected directed co-
graphs, the last composition step is always a join operation if G has more than one vertex.
Instead of �nding a vertex cover in GSR, we determine a clique in GSR as in Theorem 2.

10



For the next two lemmas and the explanations of the algorithm for the computation of
a strong metric basis, let G be a strongly connected directed co-graph and T be the co-tree
of G. Let w be a node of T and Tw be the complete subtree of T with root w. Let Tl and
Tr be the left and right subtree of Tw at root w. Let Gw, Gl and Gr be the subgraphs of
G induced by the vertices associated to the leaves of Tw, Tl and Tr, respectively.

Lemma 4. If node w is labelled by ∪ or ≫ then no vertex of Gl is adjacent with a vertex
of Gr in GSR.

Proof. For every pair of vertices u, v ∈ V (G) in a strongly connected directed co-graph G,
we have dG(u, v) ≤ 2. That is, if dG(u, v) = 2, then uMMDT v. If w is labelled by ∪ , then
dG(u, v) = 2 and dG(v, u) = 2 and thus uMMDT v and vMMDT u. If w is labelled by
≫ , then obviously dG(v, u) = 2 and vMMDT u. Although the last statement is su�cient
for the proof, note that the directed join composition which creates the edge (u, v), also
creates an edge from every in-neighbour of u to v and from u to very out-neighbour of v.
That is, in Gw and thus also in G there is no shortest path from an in-neighbour of u via u
to v and no shortest path from u via v to an out-neighbour of v, which implies uMMDT v
in G.

Lemma 4 shows that GSR contains all edges between the vertices of Gl and the vertices
of Gr or equivalently, there is no edge between a vertex of Gl and a vertex of Gr in GSR.

Consider now the cases in which w is labelled by × . By de�nition, GSR has an edge
between u and v if and only if

¬((uMMDT v) ∨ (vMMDT u))

or equivalently,
¬(uMMDT v) ∧ ¬(vMMDT u)

or equivalently,

(¬(uMDT v) ∨ ¬(vMDF u)) ∧ (¬(vMDT u) ∨ ¬(uMDF v))

or equivalently by De�nition 4,

1. (a) ¬(∀y ∈ N−(u) : d(y, v) ≤ d(u, v)) or
(b) ¬(∀x ∈ N+(v) : d(u, x) ≤ d(u, v))

and

2. (a) ¬(∀x ∈ N−(v) : d(x, u) ≤ d(v, u)) or
(b) ¬(∀y ∈ N+(u) : d(v, y) ≤ d(v, u)),

or equivalently because we consider a join operation,

1. (a) ∃y ∈ V (G) such that (y, u) ∈ E(G) and (y, v) /∈ E(G) or
(b) ∃x ∈ V (G) such that (v, x) ∈ E(G) and (u, x) /∈ E(G)

and

2. (a) ∃x ∈ V (G) such that (x, v) ∈ E(G) and (x, u) /∈ E(G) or
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Case 1.b without and with edge (x,y)Case 1.a without and with edge (v,y)

u v

y

vu

y

Case 2.a without and with edge (u,x) Case 2.b without and with edge (y,v)

u v

y

vu

y
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x

vu

x
Gl rG Gl rG Gl rG Gl rG

Gl rGGl rGGl rGGl rG

Figure 2: The four cases for the case that after a × operation between Gl and Gr there is an edge in GSR

between a vertex u from Gl and a vertex v from Gr. The �gures shows the edges in G. Since we consider
a join operation, there is an edge from every vertex of Gl to every vertex of Gr in G and vice versa.

(b) ∃y ∈ V (G) such that (u, y) ∈ E(G) and (v, y) /∈ E(G).

Since we consider a join operation of Gl and Gr, it follows that in Case 1.a and Case
2.b y ∈ V (Gr) and in Case 1.b and Case 2.a x ∈ V (Gl), see also Figure 2.

We call a vertex u ∈ V (G)

� a solitary vertex of G if there is a vertex v ∈ V (G) such that (u, v) ̸∈ E(G) and
(v, u) ̸∈ E(G),

� an in-vertex in G if there is a vertex v ∈ V (G) such that (v, u) ∈ E(G) and (u, v) ̸∈
E(G),

� an out-vertex in G if there is a vertex v ∈ V (G) such that (u, v) ∈ E(G) and
(v, u) ̸∈ E(G),

� an in-out-vertex in G if u is an in-vertex and an out-vertex in G.

A vertex u can be a solitary, an in-vertex, an out-vertex and an in-out-vertex at the
same time. If u is an in-out-vertex, then it is also an in-vertex and an out-vertex.

Lemma 5. If node w is labelled by × , then two vertices u ∈ V (Gl) and v ∈ V (Gr) are
adjacent in GSR if and only if

1. u is a solitary vertex in Gl or

2. v is a solitary vertex in Gr or

3. u is an in-out-vertex in Gl or
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4. v is an in-out-vertex in Gr or

5. u is an in-vertex in Gl and v is an in-vertex in Gr or

6. u is an out-vertex in Gl and v is an out-vertex in Gr.

Proof. ⇒
1. If the conditions of Case 1.a and Case 2.a are satis�ed, then either one of the two

vertices u and v is a solitary vertex or u and v are both out-vertices in G.

2. If the conditions of Case 1.a and Case 2.b are satis�ed, then either v is a solitary
vertex or an in-out-vertex in G.

3. If the conditions of Case 1.b and Case 2.a are satis�ed, then either u is a solitary
vertex or an in-out-vertex in G.

4. If the conditions of Case 1.b and Case 2.b are satis�ed, then either one of the two
vertices u and v is a solitary vertex, or u and v are both in-vertices in G.

⇐
1. If u is a solitary vertex in Gl, then the conditions of Case 1.b and Case 2.a are

satis�ed.

2. If v is a solitary vertex in Gr, then the conditions of Case 1.a and Case 2.b are
satis�ed.

3. If u is an in-out-vertex in Gl, then the conditions of Case 1.b and Case 2.a are
satis�ed.

4. If v is an in-out-vertex in Gr, then the conditions of Case 1.a and Case 2.b are
satis�ed.

5. If u is an out-vertex in Gl and v is an out-vertex in Gr, then the conditions of Case
1.a and Case 2.a are satis�ed.

6. If u is an in-vertex in Gl and v is an in-vertex in Gr, then the conditions of Case 1.b
and Case 2.b are satis�ed.

A maximum clique in GSR can now easily be computed with a bottom-up analysis of
the co-tree T for G. For this purpose, only four size values denoted by m, s, i, o are required
for each subtree Tw of the co-tree T .

1. m is the size of a maximum clique in GSR|V (Gw),

2. s is the size of a maximum clique in GSR|V (Gw) with exclusively solitary or in-out
vertices,

3. i is the size of a maximum clique in GSR|V (Gw) with exclusively in-vertices and

4. o is the size of a maximum clique in GSR|V (Gw) with exclusively out-vertices.

The four size values m, s, i, o for subtree Tw can be easily computed from the four size
values ml, sl, il, ol and the four size values mr, sr, ir, or for the left and right subtree Tl and
Tr at root w, respectively. In parallel to these computations, it is also possible to manage
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four vertex setsM,S,O, I for maximum cliques in Gw with any vertices, exclusively solitary
or in-out vertices, exclusively in-vertices, and exclusively out-vertices, respectively.

The size values m, s, i, o for Gw result from the maximum of several expressions formed
from ml, sl, il, ol for Gl and mr, sr, ir, or for Gr. Depending on which expression yields the
maximum, the corresponding vertex sets M,S, I, O for Gw are assembled from the vertex
sets Ml, Sl, Il, Ol for Gl and the vertex sets Mr, Sr, Ir, Or for Gr.

For a leaf node w we have,m = 1, s = 0, i = 0, o = 0 andM = {ŵ}, S = ∅, I = ∅, O = ∅,
where ŵ is the vertex of G associated with w.

If w is labelled by ∪ , then

1. m is the maximum of ml (let M = Ml) and mr (let M = Mr),

2. s is the maximum of ml (let S = Ml) and mr (let S = Mr),

3. i is the maximum of il (let I = Il) and ir (let I = Ir) and

4. o is the maximum of ol (let O = Ol) and or (let O = Or).

This operation does not create any edges in GSR. All vertices become solitary vertices.
If w is labelled by ≫ , then

1. m is the maximum of ml (let M = Ml) and mr (let M = Mr),

2. s is the maximum of sl (let S = Sl), sr (let S = Sr), ir (let S = Ir) and ol (let
S = Ol),

3. i is the maximum of mr (let I = Mr) and il (let I = Il) and

4. o is the maximum of ml (let O = Ml) and or (let O = Or).

This operation also does not create any edges in GSR. The in-vertices of Gl and the out-
vertices of Gr become in-out-vertices in Gw. All vertices of Gl become out-vertices in Gw,
all vertices of Gr become in-vertices in Gw.

If w is labelled by × , then

1. m is the maximum of ml + sr (let M = Ml ∪ Sr), mr + sl (let M = Mr ∪ Sl), il + ir
(let M = Il ∪ Ir) and ol + or (let M = Ol ∪Or),

2. s = sl + sr (let S = Sl ∪ Sr),

3. i = il + ir (let I = Il ∪ Ir) and

4. o = ol + or (let O = Ol ∪Or).

This fully describes the bottom-up processing of the co-tree T for the computation of
a strong metric basis for co-graph G.

Algorithm 2 shows such a bottom-up processing of the co-tree T , in that the size values
m, s, i, o are computed. See Figure 3 for an example. The algorithm can easily be extended
to compute a minimum strong resolving set by keeping track of the vertex sets M,S, I, O.
Since a binary co-tree of a directed co-graph can be found in linear time [34], we have
proven the following theorem.

Theorem 5. A strong metric basis of a strongly connected directed co-graph is computable
in linear time.
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Figure 3: The �gure shows a co-tree T with the size values at the nodes calculated by Algorithm 2. The
�gure also shows bottom left the co-graph G and bottom right the complement GSR of the strong resolving
graph GSR. The set of red vertices {a, c, j, l} forms a maximum clique in GSR. There are several options
to select a clique with four vertices in GSR. The set of green vertices {b, d, e, f, g, h, i, k,m, n, o, p, q} is a
strong metric basis for the directed co-graph G. Let Gl and Gr be the graphs de�ned by the subtrees left
and right at the root of T . Then G = Gl×Gr. In Gl the vertices a, b, d, e are solitary vertices, d, e, f, g, h
are in-vertices and a, b, c, d, e, f, g are out-vertices. In Gr, the vertices i, j, k, l,m are solitary vertices,
i, j, p, q are in-vertices and n, o are out-vertices. Graph GSR is formed from the disjoint union of GSR|V (Gl)

and GSR|V (Gr) and the edges between u ∈ V (Gl) and v ∈ V (Gr), where u or v is a solitary vertex or
in-out-vertex, or u and v are both in-vertices, or both are out-vertices, see Lemma 5. In the example all
edges between vertices of Gl and Gr are inserted to get GSR. For the sake of clarity, these edges are not
shown in the �gure.
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Algorithm 2 Directed Strong Metric Dimension

1: function dsmd_di_co-graph(directed co-graph G)
2: T ← binary co-tree of G
3: n← |V (G)|
4: (m, s, i, o)← clique_vector(T )
5: return n−m

6: end

7: function clique_vector(co-tree T )
8: w ← root of T
9: if w is a leaf then
10: return (1, 0, 0, 0)
11: else
12: Tl ← left subtree of w
13: (ml, sl, il, ol)← clique_vector(Tl)
14: Tr ← right subtree of w
15: (mr, sr, ir, or)← clique_vector(Tr)
16: if w is labelled ∪ then
17: return (max{ml,mr},max{ml,mr},max{il, ir},max{ol, or})
18: else if w is labelled ≫ then
19: return (max{ml,mr},max{sl, sr, il, or},max{mr, il},max{ml, or})
20: else ▷ w is labelled ×
21: return (max{ml + sr,mr + sl, il + ir, ol + or}, sl + sr, il + ir, ol + or)

22: end
23: end
24: end

4. Conclusions

In this paper we have shown that (Directed) Strong Metric Dimension for
undirected and directed co-graphs is decidable in linear time. We even presented linear
time algorithms for the computation of minimum strong resolving sets for undirected and
directed co-graphs.

The strong metric dimension as well as the directed strong metric dimension have not
yet been extensively discussed in the literature. Developing e�cient algorithms to compute
the strong metric dimension for speci�c graph classes (both undirected and directed) is one
of the most interesting challenges for us.
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