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Zusammenfassung

Zwei Knoten u, v eines ungerichteten Graphen GG werden durch einen Knoten w getrennt,
wenn sich die Distanz zwischen v und w von der Distanz zwischen v und w unterscheidet.
Eine Teilmenge U der Knotenmenge von G ist eine trennende Menge fiir G, wenn jedes
Knotenpaar durch mindestens einen Knoten aus U getrennt wird. Die Metrische Dimension
von G entspricht der Grofle einer kleinsten trennenden Menge fiir G. Das Entscheidungs-
problem METRISCHE DIMENSION ist die Frage, ob GG eine trennende Menge der Gréfie < k
besitzt, fiir einen gegebenen ungerichteten Graphen G und eine gegebene Zahl k.

Dieses Problem wurde bereits in den 1970ern eingefiihrt und fiir zahlreiche Graphklas-
sen untersucht. Zu den bekannteren Ergebnissen zéhlen zum Beispiel die NP-Vollsténdigkeit
fiir allgemeine Graphen, planare Graphen, Intervallgraphen, Splitgraphen und Gabriel-
Unit-Disc Graphen sowie effiziente Algorithmen fiir aulenplanare Graphen, Co-Graphen,
Wheels, Kaktusblockgraphen und Baume.

Seit der Einfithrung der Metrischen Dimension wurden zahlreiche Varianten des Pro-
blems formuliert und untersucht, beispielsweise die LOKALE METRISCHE DIMENSION,
die ADJAZENZDIMENSION, die k-METRISCHE DIMENSION, die EDGE METRIC DIMENSI-
ON und die MIXED METRIC DIMENSION, die STARKE METRISCHE DIMENSION und in
der gerichteten Version die GERICHTETE METRISCHE DIMENSION und die GERICHTETE
STARKE METRISCHE DIMENSION.

Auch in der vorliegenden Arbeit werden einige Varianten der Metrischen Dimension
auf speziellen Graphklassen betrachtet. Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Nach einer
Einleitung und der Definition grundlegender Begriffe in Kapitel 1 und Kapitel 2 werden
in Kapitel 3 die oben genannten Varianten der Metrischen Dimension vorgestellt. Hier-
zu wird die Problemstellung der jeweiligen Variante definiert sowie ein Uberblick iiber
einige dazugehorige Ergebnisse gegeben. In Kapitel 4 wird zu einer der Varianten, der
k-Metrischen Dimension, ein NP-Vollstandigkeitsbeweis erbracht. Anschlielend wird in
Kapitel 5 die gerichtete Variante der Metrischen Dimension betrachtet. Zuerst wird ein
NP-Vollstéandigkeitsbeweis fiir diese Variante fiir DAGs erbracht, danach werden ungerich-
tete und gerichtete Co-Graphen definiert. Fiir letztere wird ein Algorithmus vorgestellt,
der die gerichtete Metrische Dimension in linearer Zeit berechnet. In Kapitel 6 folgen
Ergebnisse zur Starken Metrischen Dimension. Zu Beginn des Kapitels wird ein Linear-
zeitalgorithmus fiir ungerichtete Co-Graphen gezeigt. Danach werden Graphen definiert,
die durch die Verkniipfung mehrerer ungerichteter Graphen entstehen. Fiir diese Graphen
wird der strong resolving Graph betrachtet, auf dessen Grundlage die Starke Metrische Di-
mension berechnet werden kann. Ein entsprechender Algorithmus, der die Starke Metrische
Dimension eines Graphen berechnet, indem er den Graphen in seine zweifachen Zusam-
menhangskomponenten zerlegt, wird am Beispiel dreier Graphklassen erlautert. Auflerdem
wird der strong resolving Graph distanzerhaltender Graphen bestimmt. Abschlieend wird
in Kapitel 7 die gerichtete Starke Metrische Dimension betrachtet. Auch fiir diese Variante
wird ein Linearzeitalgorithmus fiir gerichtete Co-Graphen vorgestellt, welcher auf den Er-
gebnissen des vorherigen Kapitels aufbaut. Am Ende der Arbeit finden sich ein Ausblick
sowie die Veroffentlichungen und die Manuskripte, auf denen diese Arbeit basiert.



Abstract

Two vertices u,v of an undirected graph G are resolved by a vertex w if the distance
between u and w differs from the distance between v and w. A subset U of vertices of G
is a resolving set for G if every pair of vertices is resolved by at least one vertex of U. The
metric dimension of G is the size of a smallest resolving set for GG. The decision problem
METRIC DIMENSION is the question whether there exists a resolving set of size < k for G,
for a given undirected graph GG and a given number £.

This problem was already introduced in the 1970s and was studied for numerous classes
of graphs. The more known results include for example the NP-completeness for general
graphs, planar graphs, interval graphs, split graphs and Gabriel unit disc graphs, as well
as efficient algorithms for outerplanar graphs, co-graphs, wheels, cactus-block graphs and
trees.

Since the introduction of the metric dimension, several variants were defined and stu-
died, for example the LOCAL METRIC DIMENSION, the ADJACENCY DIMENSION, the
k-METRIC DIMENSION, the EDGE METRIC DIMENSION and the MIXED METRIC DI-
MENSION, the STRONG METRIC DIMENSION and for the directed version the DIRECTED
METRIC DIMENSION and the DIRECTED STRONG METRIC DIMENSION.

In this thesis several variants of the metric dimension are studied for certain classes
of graphs as well. It is structured as follows: After an introduction and the definition of
basic terms in chapter 1 and chapter 2, the variants of the metric dimension mentioned
above will be introduced in chapter 3. Their definition as well as a summary of some known
results will be given. In chapter 4 it is proven that k-metric dimension is NP-complete.
In Chapter 5 the directed metric dimension is considered. At first an NP-completeness
proof for DAGs is provided, afterwards undirected and directed co-graphs are defined. An
algorithm for computing the directed metric dimension of directed co-graphs in linear time
is presented at the end of the chapter. Next, the strong metric dimension is studied in
chapter 6. The beginning of the chapter contains a linear time algorithm for undirected
co-graphs. Then, graphs which result from merging several undirected graphs are definied.
The strong resolving graphs of those graphs are studied, based on which the strong metric
dimension can be calculated. An algorithm which computes the strong metric dimension
of a graph by decomposing it into its biconnected components explained using grids, cycles
and co-graphs as examples. Furthermore, the strong resolving graphs of distance hereditary
graphs are determined. Finally, the directed strong metric dimension is studied in chapter
7. A linear time algorithm for directed co-graphs is presented for this variant as well, based
on the results of the previous chapters. At the end an outlook as well as a list of the
publications and manuscript this thesis is based on is given.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit basiert auf den Arbeiten [110, 111, 112, 127]. Die Ergebnisse wur-
den zu einer Gesamtarbeit zusammengefiigt, durch neue Abbildungen verdeutlicht, Beweise
wurden angepasst, Notationen vereinheitlicht und noch unverdéffentlichte Ergebnisse hin-
zugefiigt.

Ein ungerichteter Graph G besteht aus einer Knotenmenge V' (G) und einer Kantenmen-
ge E(G). Dabei ist V(G) eine endliche Menge von Elementen und E(G) eine Menge von
Knotenpaaren. Zwei Knoten u,v € V(G) werden von einem Knoten w € V(G) getrennt,
wenn dg(u, w) # dg(v,w), wobei dg(u, v) die Lénge eines kiirzesten Weges zwischen u und
v in G ist. Eine Teilmenge der Knoten U C V(G) heiit trennende Menge fir G, wenn
jedes Knotenpaar in G durch mindestens einen Knoten aus U getrennt wird. Eine mini-
male trennende Menge wird auch metrische Basis fiir G genannt und die Knoten einer
trennenden Menge werden als Ankerknoten bezeichnet. Die Metrische Dimension von G
entspricht der Grofle einer metrischen Basis fiir G. Das Entscheidungsproblem METRISCHE
DIMENSION ist die Frage, ob G eine trennende Menge der Grofle < k besitzt, fiir einen
gegebenen ungerichteten Graphen G und eine gegebene Zahl k.

Die Metrische Dimension wurde unabhéngig voneinander von Slater [118] und von Ha-
rary und Melter [54] eingefiihrt. Die Metrische Dimension findet Anwendung in zahlreichen
Gebieten, beispielsweise dem Routen in Sensornetzwerken [43, 20, 61] sowie geographischen
Routing-Protokollen [92], der Netzwerkerkennung und -verifikation [13], der kombinatori-
schen Optimierung [113], der Roboternavigation [75] und der Chemie [22, 57].

Der Bereich der Sensornetzwerke sei an dieser Stelle hervorgehoben, da dieser auch
Ursprung der Bezeichnung ,, Ankerknoten* ist. Da in einem Sensornetzwerk normalerweise
nicht alle Sensoren direkt miteinander kommunizieren kénnen, miissen Nachrichten iiber
andere Sensoren weitergeleitet werden. An jedem Sensor muss somit entschieden werden,
wohin die Nachricht weitergegeben wird, wobei garantiert werden muss, dass die Nach-
richt am Ziel ankommt. Eine Moglichkeit hierfiir ist die eindeutige Adressierung durch die
Absténde zu einer Menge von ausgezeichneten Sensoren, den sogenannten Ankerknoten.
Sowohl die Sensoren, deren Adressen sich unterscheiden miissen, als auch die verwendete
Distanzfunktion kénnen angepasst werden, wodurch sich verschiedene Varianten der Me-
trischen Dimension ergeben. Die Starke Metrische Dimension, eine der hier vorgestellten
Varianten, ermoglicht sogar optimales Routen.

Da die Metrische Dimension und ihre Varianten fiir allgemeine Graphen NP-vollsténdig
sind, sind Graphklassen fiir die diese Probleme effizient gelost werden koénnen von In-
teresse. In der vorliegenden Arbeit geht es darum festzustellen, fiir welche Graphen die
verschiedenen Varianten NP-vollstandig oder effizient 16sbar sind und wenn méglich Poly-
nomialzeit Algorithmen anzugeben. Sie ist wie folgt aufgebaut: Zuerst werden in Kapitel 2
einige grundlegende Begriffe der Graphentheorie definiert, die in dieser Arbeit Verwen-
dung finden. Anschlieend werden in Kapitel 3 einige Varianten der Metrischen Dimension
vorgestellt. Im Zuge dessen wird auch diskutiert, wie die Metrische Dimension und ihre
Varianten auf gerichtete Graphen iibertragen werden kénnen. Fiir die jeweiligen Varianten



wird die Problemstellung definiert sowie ein Uberblick iiber einige dazugehérige Ergeb-
nisse gegeben. In Kapitel 4 wird zu einer der Varianten, der k-Metrischen Dimension, ein
NP-Vollstéandigkeitsbeweis erbracht. Dieser erweitert den bisherigen Forschungsstand, da
die NP-Vollstandigkeit lediglich fiir ungerade Werte von k gezeigt wurde. Anschliefend
wird in Kapitel 5 die gerichtete Variante der Metrischen Dimension betrachtet. Zuerst
wird ein NP-Vollstéandigkeitsbeweis fiir diese Variante fiir DAGs erbracht, danach werden
ungerichtete und gerichtete Co-Graphen definiert. Fiir letztere wird ein Algorithmus vorge-
stellt, der die gerichtete Metrische Dimension in linearer Zeit berechnet. In Kapitel 6 folgen
Ergebnisse zur Starken Metrischen Dimension. Zu Beginn des Kapitels wird ein Linearzeit-
algorithmus fiir ungerichtete Co-Graphen gezeigt. Danach werden Graphen definiert, die
durch die Verkniipfung mehrerer ungerichteter Graphen entstehen. Fiir diese Graphen wird
der strong resolving Graph betrachtet, auf dessen Grundlage die Starke Metrische Dimen-
sion berechnet werden kann. Ein entsprechender Algorithmus, der die Starke Metrische
Dimension eines Graphen berechnet indem er den Graphen in seine zweifachen Zusam-
menhangskomponenten zerlegt, wird am Beispiel von Gittern, Kreisen und Co-Graphen
erldutert. Abschliefend wird in Kapitel 7 die gerichtete Starke Metrische Dimension be-
trachtet. Auch fiir diese Variante wird ein Linearzeitalgorithmus fiir gerichtete Co-Graphen
vorgestellt, welcher auf den Ergebnissen des vorherigen Kapitels aufbaut und eines der ers-
ten Ergebnisse zu dieser Variante darstellt. Am Ende der Arbeit finden sich ein Ausblick
sowie die Veroffentlichungen und die Manuskripte, auf denen diese Arbeit basiert.

2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Begriffe und Konzepte der Graphentheorie
definiert. Alle in dieser Arbeit betrachteten Graphen sind endlich und einfach.

Definition 1 (ungerichteter Graph). Fin ungerichteter Graph besteht aus einer endlichen
Menge von Knoten V(G) und einer Menge von Kanten E(G) C {{u,v} | u,v € V(G),u #
v}. Die beiden Knoten u,v sind die Endknoten der Kante {u,v}. Die beiden Endknoten
einer Kante sind adjazent zueinander und inzident zu der Kante.

Definition 2 (gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph besteht aus einer endlichen Men-
ge von Knoten V(G) und einer Menge von Kanten E(G) C {(u,v) | u,v € V(G),u # v}.

Der Knoten u ist der Startknoten und der Knoten v der Endknoten der Kante (u,v).

Definition 3 ((induzierter) Teilgraph). Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph von
G ist ein Graph G' mit Knotenmenge V(G') C V(G) und Kantenmenge E(G") C {{u,v} €
EG) | u,v e V(G")}.

G’ ist ein induzierter Teilgraph, wenn fir die Kantenmenge E(G") = {{u,v} € E(G) |
u,v € V(G")} gilt. Der Graph G’ wird durch die Knotenmenge V(G') induziert.

Definition 4 (Nachbarschaft). Sei G ein ungerichteter Graph und sei uw € V(G). Die
offene Nachbarschaft von u ist N(u) = {v € V(G) | {u,v} € E(G)}. Die geschlossene
Nachbarschaft von u ist N[u| = {v € V(G) | {u,v} € E(G)} U{u}.
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Sei G ein gerichteter Graph und sei u € V(G). Die in-Nachbarn von u sind N~ (u) =
{veV(Q) | (v,u) € E(G)}. Die out-Nachbarn von u sind N*(u) = {v € V(G) | (u,v) €

Definition 5 (Twins). Sei G ein ungerichteter Graph und seien u,v € V(G). Die beiden
Knoten u,v heiflen false twins, wenn N(u) = N(v). Die beiden Knoten heiffen true twins,
wenn Nlu] = Nv].

Definition 6 ((kiirzester) Weg). Sei G ein ungerichteter Graph. Eine Folge {v1, ..., v}
ist ein Weg der Linge k von vy nach vy, wenn {v;,v;11} € E(G) fir1 <i<k—1.

Sei G ein gerichteter Graph. Fine Folge {vy, ... v} ist ein Weg der Lange k von vy nach
g, wenn (v, vi11) € E(G) firl <i<k-—1.

Ein Weg der Linge k ist ein kiirzester Weg von u nach v, wenn es keinen Weg der Léinge
k' mit k' < k von u nach v in G gibt.

Definition 7 (Distanz und Durchmesser). Sei G ein ungerichteter Graph. Die Distanz
zwischen zwei Knoten u,v € V(G) ist die Linge eines kiirzesten Weges von u nach v in
G.

Sei G ein gerichteter Graph. Die Distanz von einem Knoten u € V(G) zu einem Knoten
v € V(G) ist die Lange eines kiirzesten Weges von u nach v in G.

Der Durchmesser eines Graphen entspricht der maximalen Distanz zwischen zwei Knoten,
beziehungsweise von einem Knoten zu einem anderen Knoten.

Definition 8 ((k-facher) Zusammenhang). Fin ungerichteter Graph G ist zusammen-
héngend, wenn zwischen jedem Knotenpaar u,v € V(G) ein Weg in G existiert.

G ist k-fach zusammenhéngend, wenn es zwischen jedem Knotenpaar k knotendisjunkte
Wege gibt.

Definition 9 ((k-fache) Zusammenhangskomponente). Sei G ein ungerichteter Graph.
FEine Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler zusammenhdngender Teilgraph
von G.

Eine k-fache Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler k-fach zusammen-
hingender Teilgraph von G.

Definition 10 (Separationsknoten). Ein Knoten u € V(G) ist ein Separationsknoten,
wenn der durch V(G)\{u} induzierte Teilgraph mehr Zusammenhangskomponenten besitzt
als G.

Definition 11 (starker Zusammenhang). Fin gerichteter Graph G ist stark zusammen-
héngend, wenn von jedem Knoten u € V(G) zu jedem Knoten v € V(G) ein gerichteter
Weg in G existiert.

Definition 12 (bipartiter Graph). Ein ungerichteter Graph G ist bipartit, wenn sich die
Knoten in zwei disjunkte Teilmengen Vi, Vo C V(G) aufteilen lassen, sodass ViUV, = V(G)
und die Endknoten jeder Kante aus G in unterschiedlichen Teilmengen liegen.



Definition 13 (Baum, P, C,, K,,, K, ,)-
FEin Baum st ein ungerichteter, zusammenhdngender und kreisfreier Graph.

Der Weg P, ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {v,...,v,} und Kantenmenge
{{UZ',UH_1} | 1 SZS?’L—]_}
Der Kreis C,, ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {v1, ..., v,} und Kantenmenge

{Hvi,vip1} | 1 <i<n—1}U{v,,v1}. Ein Graph heifit kreisfrei, wenn er keinen Kreis als
Teilgraphen enthdlt.

Der vollstandige Graph K, ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {vy, ... ,v,} und
Kantenmenge {{u,v} | u,v € V(K,),u # v}.

Der vollstéandig bipartite Graph K, ,, st ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge

{ur, ... up,v1,..., 00} und Kantenmenge {{u;,v;} | 1 <i<n,1<j<m}.



3 Varianten der Metrischen Dimension

3.1 Metrische Dimension

Die Metrische Dimension wurde unabhéngig voneinander 1975 von Slater [118] und 1976
von Harary und Melter [54] fiir ungerichtete Graphen definiert. In einem ungerichteten
Graphen G werden zwei Knoten u,v € V(G) von einem Knoten w € V(G) getrennt, wenn
die Distanz zwischen « und w und die Distanz zwischen v und w unterschiedlich sind. Eine
Teilmenge der Knoten U C V(G) ist eine trennende Menge fir G, wenn jedes Knotenpaar
in V(G) durch mindestens einen Knoten aus U getrennt wird. Formal muss fiir U gelten

Vu,v € V(G),u#v: 3w e U : dg(u,w) # dg(v,w).

Eine kleinste trennende Menge fiir G wird auch metrische Basis fiir G genannt und die
Knoten einer trennenden Menge werden als Ankerknoten bezeichnet. Die Metrische Di-
mension von G ist die GroBe einer metrischen Basis fiir G und wird mit md(G) bezeichnet.
Das Entscheidungsproblem METRISCHE DIMENSION ist wie folgt definiert.

METRISCHE DIMENSION

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist md(G) < k?

Bereits 1979 erwidhnten Gary und Johnson [46], dass dieses Problem NP-vollsténdig sei,
ein Beweis dafiir folgte jedoch erst 1996 von Khuller et al. [75].

Weitere NP-Vollstandigkeitsbeweise existieren beispielsweise fiir planare Graphen [30],
Intervallgraphen, Permutationsgraphen [44], Splitgraphen, co-bipartite Graphen, Line-
Graphen von bipartiten Graphen [32] und Gabriel-Unit-Disc Graphen [61].

Zudem ist die Metrische Dimension parametrisiert nach dem Standardparameter W/[2]-
schwer[55] und parametrisiert nach der Baumweite W{1]-schwer [17]. Das letzte Ergebnis
wurde auflerdem um einen NP-Vollstéandigkeitsbeweis der Metrischen Dimension fiir Gra-
phen mit Baumweite 24 erweitert [91].

Die Metrische Dimension eines Graphen ldsst sich nicht mit einem Faktor von (1 — €) -
log(|V(G)]) fur ein € > 0 approximieren [56], jedoch existieren FPT-Losungen fiir spezi-
elle Graphklassen, wie zum Beispiel Intervallgraphen [44] oder Graphen mit beschrénkter
Baumlinge [14].

Des Weiteren existieren Polynomialzeit-Losungen fiir beispielsweise auflenplanare Gra-
phen [30], (gewichtete) Co-Graphen, Baume mit k zusétzlichen Kanten, Wheels, Kreise,
Wege und vollstéindige Graphen [32], Kaktus-Blockgraphen [60] und Baume [75, 32]. Ferner
existieren Charakterisierungen fiir Graphen mit Metrischer Dimension 1, |[V(G)| — 1 und
V(G| — 2 [22].

Dariiber hinaus wurde die Metrische Dimension fiir Graphen untersucht, die feste Struk-
turen aufweisen, wie zum Beispiel das Coronaprodukt [131], das lexikographische [109, 66]
und das kartesische Produkt von Graphen [19, 67], verkniipfte Graphen [85, 117] und ver-
kniipfte Kreise [64] und auch fir die Zerlegung von Graphen in EBCs [125].
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Abbildung 1: Ein ungerichteter Graph G mit einer in blau gefidrbten, nicht verkleinerbaren tren-
nenden Menge der Grofle 3 (links) und einer metrischen Basis der Grofie 2 (rechts). An den
Knoten stehen die Distanzen zu den Ankerknoten. Die Distanzvektoren unterscheiden sich paar-
weise in mindestens einer Position. Da offensichtlich keine trennende Menge der Gréfle 1 existiert,
ist md(G) = 2.

3.2 Lokale Metrische Dimension

Eine mogliche Variante der Metrischen Dimension ist die lokale Metrische Dimension, bei
der nur benachbarte Knoten voneinander getrennt werden miissen. Somit ist U C V(G)
eine lokal trennende Menge fir G, wenn gilt

Vu,v € V(G),{u,v} € E(G),u#v: 3w € U : dg(u,w) # dg(v,w).

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine lokale metrische Basis und die lokale
Metrische Dimension, die mit Imd(G) bezeichnet wird, definieren. Da jede trennende Menge
auch eine lokal trennende Menge ist, gilt md(G) > lmd(G). Das Entscheidungsproblem
LOKALE METRISCHE DIMENSION ist wie folgt definiert.

LOKALE METRISCHE DIMENSION

Gegeben: FEin ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist Imd(G) < k?

Die lokale Metrische Dimension wurde von Okamoto et al. eingefiihrt [100] und ist NP-
vollstandig fiir allgemeine [42] und auch planare Graphen [124]. Sie wurde zum Beispiel
fiir das Coronaprodukt [9], das starke Produkt [10] und das hierarchische Produkt von
Graphen [77] untersucht.

Ebenfalls existieren Charakterisierungen fiir Graphen mit lokaler Metrischer Dimension
1 und |V(G)| — 1 [100].

Viele Ergebnisse der Metrischen Dimension lassen sich direkt oder nach geringfiigiger
Anpassung fiir die lokale Metrische Dimension iibernehmen. Beispielsweise kann auch der
NP-Vollstandigkeitsbeweis von Khuller et al. [75] fiir die lokale Metrische Dimension erwei-
tert werden. Ein wesentlicher Unterschied ist, dass bei der lokalen Metrischen Dimension



keine false twins getrennt werden miissen, welche auch in spéateren Teilen dieser Arbeit fiir
die Ergebnisse zu weiteren Varianten der Metrischen Dimension von Bedeutung sind.

Imd(G) = 1 md(G) = 2

Abbildung 2: Ein Kreis mit 6 Knoten, mit einer lokal trennenden Menge (links) und einer tren-
nenden Menge (rechts). Fiir die (reguléire) Trennung werden mindestens zwei Knoten bendotigt,
da ein Knoten seine beiden Nachbarn nicht voneinander trennt. In der lokalen Variante ist dies
nicht notig, sodass gerade Kreise die lokale Metrische Dimension 1 und Metrische Dimension 2
haben.

3.3 Adjazenzdimension

Nicht nur die zu trennenden Knotenpaare kénnen eingeschrankt werden, sondern auch
die verwendete Distanzfunktion, was bei der Adjazenzdimension der Fall ist. Eine Menge
U C V(QG) ist eine adjazent trennende Menge fir G, wenn gilt

Vu,v € V(Q),u#v: 3w € U : dygj(u,w) # dagi(v, w),

wobel dygi(u,v) = min{de(u,v),2}. Analog zur Metrischen Dimension lassen sich ei-
ne adjazente metrische Basis und die Adjazenzdimension, die mit amd(G) bezeichnet
wird, definieren. Da jede adjazent trennende Menge auch eine trennende Menge ist, gilt
amd(G) > md(G). Das Entscheidungsproblem ADJAZENZDIMENSION ist wie folgt definiert.

ADJAZENZDIMENSION

Gegeben: FEin ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist amd(G) < k?

Die Adjazenzdimension wurde von Jannesari und Omoomi eingefiihrt [66] und ist NP-
vollstandig fiir allgemeine Graphen, jedoch parametrisiert nach dem Standardparameter
FPT [42].

Auch dieses Problem wurde fiir das lexikographische Produkt von Graphen untersucht
[37] und auch fiir diese Variante existieren Charakterisierungen fiir Graphen mit Adjazenz-
dimension 1 und |V(G)| — 1 [66].

Die Adjazenzdimension kann auflerdem verallgemeinert werden, sodass die Distanz-
funktion d'(u,v) = min{dg(u,v),t} betrachtet wird, wie zum Beispiel in [35, 49, 11, 45]
geschehen. Diese Variante wird auch als , truncated metric dimension“ bezeichnet.
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Abbildung 3: Der Graph aus Abbildung 1, mit einer adjazent trennenden Menge der Grofle
3 (links). Die trennende Basis aus Abbildung 1 ist keine adjazent trennende Menge fiir diesen
Graphen, da die Knoten a und ¢ nicht getrennt werden. Die durch die verénderte Distanzfunktion
angepasste Distanz zwischen a und g ist rot markiert (rechts). Fiir diesen Graphen gilt amd(G) =
3.

3.4 k-Metrische Dimension

Bei der k-Metrischen Dimension wird die herkommliche Trennung betrachtet, jedoch wird
gefordert, dass jedes Knotenpaar durch k Ankerknoten getrennt wird. Folglich ist U C
V(QG) eine k-fach trennende Menge fiir G, wenn gilt

Vu,v € V(G),u # v : 3wy, ..., w, € U :dg(u,w;) # dg(v,w;),1 <i <k.

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine k-metrische Basis und die k-Metrische
Dimension, die mit kmd(G) bezeichnet wird, definieren. Da jede k-fach trennende Men-
ge auch eine trennende Menge ist, gilt kmd(G) > md(G). AuBerdem gilt offensichtlich
(k + 1)md(G) > kmd(G) Das Entscheidungsproblem k-METRISCHE DIMENSION ist wie
folgt definiert.

k-METRISCHE DIMENSION

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl r.
Frage: Ist kmd(G) < r?

Die k-Metrische Dimension wurde von Estrada-Moreno et al. eingefiihrt [34]. Die NP-
Vollstéandigkeit wurde fiir ungerade Werte von k in [35] gezeigt und fiir beliebige Werte in
[110]. Der Beweis fiir beliebige Werte wird auch in Kapitel 4 aufgegriffen.

Das Problem wurde fiir Béume [130] und (gewichtete) vollstandige Graphen, vollsténdig
bipartite Graphen und Wheels untersucht [3]. Dariiber hinaus wurden das lexikographische
Produkt [36] und das hierarchische Produkt von Graphen sowie die Verbindung und die
Verkniipfung von Graphen|[76] beziiglich der k-Metrischen Dimension betrachtet.

Fiir £ = 1 entspricht die k-Metrische Dimension der klassischen Variante der Metrischen
Dimension. Der Fall k£ = 2 ist auch als fehlertolerante Metrische Dimension bekannt und



wurde von Hernando et al. eingefiihrt [59]. Entsprechend der vorherigen Definition ist
U C V(Q) eine fehlertolerante trennende Menge fiir G, wenn gilt

Vu,v € V(GQ),u # v : Jwy,wy € U : dg(u,wy) # da(v,wr) Adg(u, ws) # de(v, ws).

Namensgebend ist die dquivalente Definition, dass U C V(G) eine fehlertolerante trennende
Menge fiir G ist, wenn gilt

Vw e U : U \ {w} ist eine trennende Menge fiir G.

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine fehlertolerante metrische Basis und die
fehlertolerante Metrische Dimension, die mit fmd(G) bezeichnet wird, definieren. Da jede
fehlertolerante trennende Menge auch eine trennende Menge ist, gilt fmd(G) > md(G). Das
Entscheidungsproblem FEHLERTOLERANTE METRISCHE DIMENSION ist wie folgt definiert.

FEHLERTOLERANTE METRISCHE DIMENSION

Gegeben: FEin ungerichteter Graph G und eine Zahl r.
Frage: Ist fmd(G) < r?

Im Gegensatz zu dem Fall £ > 3 ist die fehlertolerante Metrische Dimension jedes
Graphen definiert. Insbesondere Graphen mit twins besitzen keine k-trennende Mengen
fir £ > 3, weswegen die fehlertolerante Metrische Dimension hiufig separat betrachtet
wird. Beispielsweise wurde die fehlertolerante Metrische Dimension von Baumen [130],
Cographen [126] und Sonnengraphen [124] untersucht. Auflerdem wurden die Graphen
charakterisiert, deren fehlertolerante Metrische Dimension um genau eins grofler ist als
ihre Metrische Dimension [108].

() (d)
SO
©—® (O—O
2-md(G) < 4 3-md(G) <5

Abbildung 4: Der Graph aus Abbildung 1 mit einer fehlertoleranten trennenden Menge (links)
und einer 3-fach trennenden Menge (rechts). Die gesamte Knotenmenge ist eine 4-fach trennende
Menge. Fiir diesen Graphen existiert keine 5-fach trennende Menge, da die Knoten b und d nur
durch sich selbst und durch @ und ¢ getrennt werden. Analog werden d und e nur durch d, e, f
und g getrennt.



3.5 Edge Metric Dimension und Mixed Metric Dimension

Eine Variante der Metrischen Dimension, die erst seit kurzem untersucht wird, ist die
Kanten Metrische Dimension (eng.: Edge Metric Dimension), bei der nicht die Knoten,
sondern die Kanten eines Graphen getrennt werden miissen. Somit ist U C V(@) eine
Kanten trennende Menge fiir G, wenn gilt

Vey,ea € E(G),e1 # ey FJw € U : dg(er, w) # dg(eq, w).

Hierbei ist fir eine Kante {u,v} € E(G) die Distanz zu einem Knoten w definiert als
dg(e,w) = min{dg(u,w),dg(v,w)}. Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine
Kanten metrische Basis und die Kanten Metrische Dimension, die mit emd(G) bezeichnet
wird, definieren. Das Entscheidungsproblem KANTEN METRISCHE DIMENSION ist wie
folgt definiert.

KANTEN METRISCHE DIMENSION

Gegeben: FEin ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist emd(G) < k?

Die Kanten Metrische Dimension wurde von Kelenc et al. [73] eingefiihrt, die ebenfalls
zeigten, dass sie NP-vollstandig fiir allgemeine Graphen ist. Die Metrische Dimension und
die Kanten Metrische Dimension sind nicht durch die jeweils andere beschréinkt [79], es
wurden jedoch Graphen untersucht, fiir die die Kanten Metrische Dimension durch die
Metrische Dimension beschrankt werden kann [79, 80, 48]. Aulerdem wurden beispielsweise
einige planare Graphen [128],Gitter [48, 47], Kaktusgraphen [115] und unicyclic Graphen
[116] betrachtet.

Des Weiteren wurde diese Variante fiir verschiedene Produkte von Graphen untersucht,
zum Beispiel das kartesische Produkt [73, 135], das hierarchische Produkt [78] sowie das
lexikographische Produkt, das Coronaprodukt und Joingraphen [101].

Es existieren Charakterisierungen fiir Graphen mit Kanten Metrischer Dimension
[V(G)| — 1 und |V(G) — 2| [135, 134, 47], die Auswirkung des Entfernens von Knoten und
Kanten wurde in [129] betrachtet und die Approximierbarkeit wurde in [63] untersucht.

Neben der Kanten Metrischen Dimension wurde die Gemischte Metrische Dimension
(eng.: Mixed Metric Dimension) definiert, bei der nicht nur die Kanten, sondern Knoten
und Kanten getrennt werden miissen. Somit ist U C V(G) eine gemischt trennende Menge
fiir G, wenn gilt

Vu,v € V(G)U E(G),u#v:3Jw e U : dg(u,w) # dg(v,w).

Analog zur Metrischen Dimension lassen sich eine gemischte metrische Basis und die Ge-
mischte Metrische Dimension, die mit mmd(G) bezeichnet wird, definieren. Das Entschei-
dungsproblem GEMISCHTE METRISCHE DIMENSION ist wie folgt definiert.
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GEMISCHTE METRISCHE DIMENSION

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist mmd(G) < k?

Die Gemischte Metrische Dimension wurde von Kelenc et al. [72] eingefiihrt und ist
ebenfalls NP-vollsténdig fiir allgemeine Graphen.

Diese Variante wurde beispielsweise fiir Biume, vollstiandig bipartite Graphen [72],
unicycliv Graphen [114], einige planare Graphen [102, 70] und das kartesische Produkt [97]
betrachtet.

Auflerdem wurden die Abhéngigkeiten zwischen der Kanten Metrischen Dimension, der
Gemischten Metrischen Dimension und der Starken Metrischen Dimension untersucht [28].

emd(G) < 3 mmd(G) < 4

Abbildung 5: Der Graph aus Abbildung 1 mit einer Kanten trennenden Menge (links) und einer
gemischt trennenden Menge (rechts). Im linken Bild stehen an den Kanten die Distanzen zu den
Ankerknoten. Fiir eine gemischt trennende Menge muss der Knoten a gewéihlt werden, um den
Knoten b von der Kante {a,b} zu trennen. Analog muss der Knoten g ein Ankerknoten sein. Der
Knoten b und die Kante {b,d} werden nur durch den Knoten d getrennt (analog e und {d,e}).
Anschliefend miissen noch der Knoten b und die Kante {b, ¢} getrennt werden. Hierfiir kann der
Knoten ¢ oder f verwendet werden (genauso wie zur Trennung von e und {e, f}).

3.6 Gerichtete Metrische Dimension

3.6.1 Ubertragbarkeit der Metrischen Dimension auf gerichtete Graphen

Das Problem METRISCHE DIMENSION sowie die vorgestellten Varianten kénnen auch auf
gerichteten Graphen betrachtet werden. Viele Aspekte lassen sich analog definieren, aller-
dings miissen einige zusétzliche Uberlegungen angestellt werden. Denn in einem gerichteten
Graphen G konnen sich, anders als in einem ungerichteten Graphen, die Distanzen dg(u, v)
und dg(v, u) unterscheiden. Demnach muss als erstes unterschieden werden, ob die Distan-
zen von oder zu den Ankerknoten betrachtet werden. Jedoch entspricht die eine Distanz
der jeweils anderen, wenn alle Kanten in G umgedreht werden, sieche Abbildung 6.
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G GR
Abbildung 6: Ein Graph G (links) und sein reverser Graph G¥ (rechts). Fiir jede Kante (u,v) €
E(G) wird eine Kante (v,u) € E(G®) erzeugt. Da die Distanz dg(u1,u3) = 2 ist, ist ebenfalls
dgr(ug,u1) = 2. Zwischen den Knoten ug und uy existieren in G die Kanten in beide Richtungen

und folglich sind auch beide Kanten in G. Von us gibt es in G keinen Weg zu us, sodass es in
G' auch keinen Weg von ug nach us gibt.

Der Graph, der entsteht wenn jede Kante (u,v) in G durch eine Kante (v,u) ersetzt
wird, ist auch als reverser Graph von G bekannt und wird mit G¥ bezeichnet. Es gilt
also dg(u,v) = dgr(v,u), wodurch die betrachtete Richtung fiir die Metrische Dimension
in vielen Fallen lediglich eine Frage der Notation ist. Fiir denselben Graphen kann es je-
doch einen Unterschied machen, welche Richtung betrachtet wird, siehe dazu Abbildung 7.
Insbesondere werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit gerichtete Co-Graphen betrachtet,
welche unter Kanteninvertierung abgeschlossen sind. In dieser Arbeit werden fiir gerichtete
Graphen nur die Distanzen von den Ankerknoten zu den anderen Knoten betrachtet.

Abbildung 7: Der dargestellte Graph ist stark zusammenhéngend und hat eine unterschiedliche
Metrische Dimension, je nachdem, ob die Distanzen von (links) oder zu (rechts) den Ankerknoten
betrachtet werden. Im ersten Fall reichen die beiden Knoten wq,us aus um alle Knotenpaare
zu trennen. Da der Graph stark zusammenhéngend ist, sind die Ankerknoten von allen anderen
Knoten getrennt und die Knoten vy bis v4 haben die Distanzvektoren (2, 2), (1,2),(2,1) und (1,1).
Werden die Distanzen zu den Ankerknoten betrachtet, miissen mindestens drei der vier Knoten
v1, V2, V3, v4 gewdhlt werden, da jeder dieser Knoten Distanz 1 zu allen anderen Knoten hat.

Des Weiteren gilt es zu beachten, dass in schwach zusammenhéingenden Graphen ein
Knoten nicht immer von allen anderen Knoten aus erreichbar ist. Somit kann es vor-
kommen, dass es in einem gerichteten Graphen G keinen Knoten w in G gibt, sodass
de(w,u) # dg(w,v) fur ein Knotenpaar u, v aus G gilt oder dass es sogar nicht einmal einen
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Knoten w gibt, von dem aus Wege nach u und v existieren. Dieser Fall kann entweder se-
parat betrachtet, durch die Eigenschaften der Graphen beziehungsweise der Graphklassen
ausgeschlossen, oder durch eine dafiir eingefiithrte Distanz behoben werden. Fiir die letzte
Moglichkeit ist das Symbol oo gelaufig, sodass dg(w, u) = oo definiert wird, wenn es keinen
Weg von w nach u in GG gibt. Diese Distanz wird héufig als unterschiedlich zu den anderen
Distanzen definiert, sodass dg(w,u) # dg(w,v), wenn dg(w,u) = 0o und dg(w,v) # 0.
Folglich wiirde der Knoten w die beiden Knoten u und v trennen. Diese M6glichkeit kann
zusammengefasst dadurch realisiert werden, dass die Distanzfunktion fiir einen gerichteten
Graphen G als dg : V(G) x V(G) - NU {oo} definiert wird.

Der vorangegangene Ansatz behebt zudem ein weiteres Problem, das bei schwach zu-
sammenhédngenden Graphen beriicksichtigt werden muss. In einem zusammenhéngenden
ungerichteten Graphen hat ein Ankerknoten zu sich selbst die Distanz 0 und zu allen
anderen Knoten eine groflere Distanz, sodass diese unterschiedlich sind und der Anker-
knoten sich selbst von jedem anderen Knoten trennt. Wie oben angesprochen miissen in
einem schwach zusammenhéngenden Graphen jedoch nicht zwischen allen Knotenpaaren
Wege existieren, was auch fiir Paare gilt, die Ankerknoten enthalten. Demnach wird ein
Ankerknoten w eines Graphen G nicht zwangsweise von einem Knoten v in G getrennt,
wenn kein Weg von w nach w in G existiert. Diese Eigenschaft gilt sogar fiir Knoten-
paare, die aus zwei Ankerknoten bestehen. Somit gibt es je nach Definition gerichtete
Graphen, fiir die keine trennende Menge existiert und deren gerichtete Metrische Dimen-
sion nicht definiert ist. Dieses Problem kann gel6st werden, indem die Distanzfunktion
wie oben beschrieben durch oo erweitert wird, oder indem die Metrische Dimension so
definiert wird, dass nur Knotenpaare getrennt werden miissen, die keine Ankerknoten ent-
halten. Diese beiden Moglichkeiten sind nicht dquivalent. Die angesprochenen Probleme
und Losungsmoglichkeiten sind in Abbildung 8 zusammengefasst.

Abbildung 8: Ein Graph mit vier Knoten w1, u2, us, us. Wird die Distanzfunktion mit co erweitert,
so reicht der Knoten u; aus um alle Knotenpaare zu trennen, da d(u;,us) = oo, d(uy,u;) = 0,
d(uy,uz) = 1 und d(uj,uq) = 2. Wenn oo nicht verwendet wird und alle Knoten aufler den
Ankerknoten getrennt werden miissen, so muss zusétzlich zu u; auch usy als Ankerknoten gewéhlt
werden, um wug von uz und uy4 zu trennen, da co und 1 bzw. co und 2 nicht vergleichbar sind.
Wenn alle Knotenpaare getrennt werden miissen, existiert fiir den abgebildeten Graphen keine
trennende Menge, da u; und us nicht getrennt werden konnen. In diesem Fall ist die Metrische
Dimension des Graphen nicht definiert.
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3.6.2 Definition der Gerichteten Metrischen Dimension

Fiir diese Arbeit ist U C V(G) eine trennende Menge fiir einen gerichteten Graphen G,
wenn gilt

Vu,v € V(G),u #v:3w e U :dg(w,u) # dg(w,v).

Analog zur Metrischen Dimension im ungerichteten Fall lassen sich eine metrische Basis
und die gerichtete Metrische Dimension, die mit gmd(G) bezeichnet wird, definieren. Das
Entscheidungsproblem GERICHTETE METRISCHE DIMENSION ist wie folgt definiert.

GERICHTETE METRISCHE DIMENSION
Gegeben: FEin gerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist gmd(G) < k?

Da sich alle Ergebnisse zur ungerichteten Metrischen Dimension auch auf den gerich-
teten Fall iibertragen lassen, wenn in den Graphen jede ungerichtete Kante durch zwei
entgegengesetzte gerichtete ersetzt wird, folgt bereits die NP-Vollstandigkeit der gerichte-
ten Metrischen Dimension. Sie wurde zuerst in [23] betrachtet und die NP-Vollsténdigkeit
der gerichteten Metrischen Dimension von orientierten Graphen wurde zuerst in [103] ge-
zeigt. Das Problem ist sogar auf DAGs (gerichtete, kreisfreie Graphen) NP-vollstandig, was
fir die Distanzfunktion mit oco in [27] gezeigt wurde. Der Fall, dass nicht die Distanz oo
verwendet wird, aber die Ankerknoten nicht getrennt werden miissen, wird in Kapitel 5.1
betrachtet. Die gerichtete Metrische Dimension ist zudem FPT, wenn nach gerichteter
modularer Weite parametrisiert wird [27].

Diese Variante wurde fiir eine Vielzahl von orientierten Graphen [4, 16, 23] betrachtet,
insbesondere von orientierten Badumen. Des Weiteren wurde die gerichtete Metrische Di-
mension von Linegraphen [41], von gerichteten unicyclic Graphen [27] und von gerichteten
Cayley-Graphen [38, 98, 1] untersucht. Die zwei-Wege Distanz wurde in [40] betrachtete.

(2101') (2111-) (21-) (OI-)

01, D oy DD

(@) (a]
(c) (e) 2,2,1) (c) (e)(1,0)

(11210) (41-)

gmd(G) < 3 gmd(G) = 2

Abbildung 9: Ein gerichteter Graph G mit einer nicht verkleinerbaren trennenden Menge der
GroBe 3 (links) und einer metrischen Basis der Grofie 2 (rechts).
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3.7 Starke Metrische Dimension

Eine weitere bekannte Variante der Metrischen Dimension auf ungerichteten Graphen ist
die Starke Metrische Dimension. Diese wird haufig getrennt von den anderen Varianten
betrachtet, da sich die Art der Trennung der Knotenpaare stark unterscheidet.

Definition 14. [99] Sei G ein ungerichteter Graph.

o Zwei Knoten u,v € V(G) werden von w € V(G) stark getrennt, wenn es einen
kiirzesten Weg zwischen u und w ¢ibt, der v enthdlt, oder wenn es einen kiirzesten
Weg zwischen v und w gqibt, der u enthdlt.

e [ine Knotenmenge U C V(G) heifit stark trennende Menge, wenn jedes Knotenpaar
u,v € V(G) durch mindestens einen Knoten w € U stark getrennt wird. Eine kleinste
stark trennende Menge wird auch starke metrische Basis genannt.

e Die Starke Metrische Dimension von G entspricht der Grofle einer starken metrischen
Basis fiir G und wird mit smd(G) bezeichnet.

Da ein Knoten w zwei Knoten u, v auch (regulér) trennt, wenn er sie stark trennt, jedoch
nicht umgekehrt, gilt smd(G) > md(G). Ein Vorteil von stark trennenden Mengen liegt
darin, dass mit ihrer Hilfe der Abstand zweier Knoten in einem Graphen genau bestimmt
werden kann. Fiir eine gegebene trennende Menge U = {wy, ... wy} fiir einen Graphen G
entspricht der Abstand zwischen zwei Knoten u,v € V(G) der maximalen Differenz ihrer
Distanzen zu einem Ankerknoten, also

de(u,v) = max |dg (u, wy) - do(v, ;)|

Somit definieren die Distanzvektoren der Knoten zu den Knoten einer stark trennenden
Menge die Kantenmenge des Graphen eindeutig, was optimales routen ermdoglicht [113].
Das Entscheidungsproblem STARKE METRISCHE DIMENSION ist wie folgt definiert.

STARKE METRISCHE DIMENSION

Gegeben: FEin ungerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist smd(G) < k7

Die Starke Metrische Dimension wurde von Seb6 und Tannier [113] eingefiihrt und ist
fiir allgemeine Graphen NP-vollsténdig [99]. Das dazugehorige Optimierungsproblem kann
aufgrund der Aquivalenz zu Vertex Cover (die in Kapitel 6 aufgegriffen wird) allerdings
mit Faktor 2 approximiert werden, was auch in [29] gezeigt wurde. Die Starke Metrische
Dimension lésst sich jedoch nicht beziiglich der Metrischen Dimension abschétzen [96].

Auch die Starke Metrische Dimension lésst sich auf einigen Graphklassen effizient 16sen,
beispielsweise auf Baumen [113], Splitgraphen [96] und distanzerhaltenden Graphen [93].
Hauptséchlich wurde diese Variante jedoch fiir verschiedene Produkte von Graphen unter-
sucht, beispielsweise das starke Produkt [83], das direkte Produkt, das kartesische Produkt
[106], die kartesische Summe [87], das lexikographische Produkt [84] und das Coronapro-
dukt von Graphen, Joingraphen [89] und gewurzelte Produktgraphen [88].
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smd(G) < 4

Abbildung 10: Der Graph aus Abbildung 1, mit einer stark trennenden Menge. Aus jedem der
drei Knotenpaare {a,d}, {d, g} und {a, g} muss mindestens ein Knoten als Ankerknoten gewihlt
werden, da sich die kiirzesten Wege zwischen diesen Knotenpaaren nicht erweitern lassen. Somit
kann es keinen anderen Knoten geben, der diese Paare stark trennt. Auch alle drei Knoten a,d, g
zusammen bilden keine stark trennende Menge fiir G, da zum Beispiel b und f nicht stark getrennt
werden wiirden. Fiir diesen Graph gilt smd(G) = 4.

3.8 Gerichtete Starke Metrische Dimension

Auch die Starke Metrische Dimension kann auf gerichtete Graphen iibertragen werden,
allerdings miissen hierbei beide Wege zwischen zwei Knoten beriicksichtigt werden.

Definition 15. Sei G ein stark zusammenhdngender gerichteter Graph.

e Zwei Knoten u,v € V(G) werden durch w € V(G) stark von u nach v getrennt, wenn
es einen kirzesten Weg von w nach v gibt, der u enthdlt (w—u—v), oder wenn es
einen kirzesten Weg von u nach w gibt, der v enthdlt (u—v—-w).

o Zwei Knoten u,v € V(G) werden stark getrennt, wenn sie stark von u nach v und
stark von v nach u getrennt werden.

e Fine Knotenmenge U C V(G) heifst stark trennende Menge, wenn jedes Knotenpaar
u,v € V(G) stark durch Knoten aus U getrennt wird. Eine kleinste stark trennende
Menge wird auch starke metrische Basis genannt.

e Die Starke Gerichtete Metrische Dimension von G entspricht der Griffe einer starken
metrischen Basis fir G und wird mit gsmd(G) bezeichnet.

Das Entscheidungsproblem GERICHTETE STARKE METRISCHE DIMENSION ist wie
folgt definiert.

GERICHTETE STARKE METRISCHE DIMENSION
Gegeben: FEin gerichteter Graph G und eine Zahl k.
Frage: Ist gsmd(G) < k?
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Die Starke Gerichtete Metrische Dimension wurde ebenfalls von Seb6 und Tannier [113]
eingefiihrt und ist fiir allgemeine Graphen NP-vollstandig [99]. Fiir diese Variante existiert
ebenfalls eine Aquivalenz zu Vertex Cover [99] (siche Kapitel 7) und auch im gerichteten
Fall kann die Kantenmenge eines Graphen eindeutig mithilfe einer stark trennenden Menge
bestimmt werden [99]. Dariiber hinaus ist jedoch wenig iiber diese Variante bekannt.

®—@
o
§ @
z

gsmd(G) < 3

Abbildung 11: Ein stark zusammenhéngender gerichteter Graph G mit einer stark trennenden
Menge. Beispielsweise kann f nach b durch die Knoten d oder e getrennt werden, um jedoch b
nach f zu trennen, muss einer der beiden Knoten selbst als Ankerknoten gewahlt werden. Der
Knoten d trennt auflerdem e nach f, um jedoch f nach e zu trennen, muss auch hier einer der
Knoten selbst gewiihlt werden, da es keinen ldngeren kiirzesten Weg gibt, der den kiirzesten Weg
von f nach e enthélt. Fiir diesen Graphen gilt gsmd(G) = 3.

3.9 Weitere Varianten

Neben den vorgestellten Varianten der Metrischen Dimension existieren zahlreiche weitere
Varianten. Viele davon stellen zusétzliche Anforderungen an die trennende Menge, zum
Beispiel dass sie auch eine unabhingige Menge [24, 119] oder eine dominierende Menge
[18, 121] sein muss. Weitere Varianten finden sich beispielsweise in [19, 104, 105, 5, 6, 39,
33, 133, 51, 52, 81, 94, 95]. Zur gewichteten Metrischen Dimension [2, 3, 31] und ihrer
Varianten wurden bereits einige Ergebnisse in den vorherigen Kapiteln vorgestellt.

Dariiber hinaus lassen sich die verschiedenen Varianten fast beliebig kombinieren, wie
zum Beispiel in [68, 69, 122, 120, 90, 132, 8, 15] geschehen.

Eine Ubersicht iiber einige Varianten und Ergebnisse der Metrischen Dimension bieten
beispielsweise [123, 58, 107, 86, 82].
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4 Komplexitit der k-Metrischen Dimension

In diesem Kapitel wird die NP-Vollstandigkeit der k-Metrischen Dimension gezeigt. Dies
erweitert den aktuellen Forschungsstand, da bisher lediglich ein Beweis fiir ungerade Werte
von k bekannt ist [35].

Neben dem NP-Vollstédndigkeitsbeweis der Metrischen Dimension von Khuller et al.
[74], der auf einer Reduktion von 3-SAT basiert, zihlt der NP-Vollstandigkeitsbeweis von
Epstein et al. [32] zu den bekanntesten Beweisen. Dieser zeigt durch eine Reduktion von 3-
DIMENSIONALEM MATCHING die NP-Vollstdandigkeit der Metrischen Dimension auch fiir
einige bekannte Graphklassen (siehe Kapitel 3.1). Dieses Ausgangsproblem ist wie folgt
definiert und bekanntermafien NP-vollstandig [46].

3-DIMENSIONALES MATCHING (3DM)

Gegeben: Drei disjunkte Grundmengen A, B, C' mit jeweils n
Elementen und eine Menge von Tripeln
SCAxBxC.

Frage: Existiert eine Auswahl der Tripel M C S der Grofle
n, sodass jedes Element aus A, B und C' in genau
einem Tripel aus M enthalten ist?

Eine solche Losung M, die jedes Element genau einmal iiberdeckt, wird auch Mat-
ching genannt. Basierend auf dem Beweis von Epstein et al. wird im Folgenden die NP-
Vollstéandigkeit der k-Metrischen Dimension gezeigt. Dafiir wird zunéchst das oben ge-
nannte 3DM Problem erweitert, sodass jedes Element aus A, B und C in genau k Tripeln
enthalten sein muss; es wird also ein k-Matching gesucht. Somit ergibt sich das folgende
Problem.

3-DIMENSIONALES k-MATCHING (3DEM)

Gegeben: Drei disjunkte Grundmengen A, B, C' mit jeweils n
Elementen und eine Menge von Tripeln
SCAxBxC.

Frage: Existiert eine Auswahl der Tripel M C S der Grofle
k - n, sodass jedes Element aus A, B und C' in genau
k Tripeln aus M enthalten ist?

Offensichtlich entspricht dieses Problem fiir £ = 1 dem bekannten 3DM Problem, sodass
im Folgenden die NP-Vollstandigkeit fiir & > 2 gezeigt wird. Zunéchst sei jedoch erwéhnt,
dass fiir diesen Beweis nicht einfach eine 3DM-Instanz vervielfacht werden kann, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Betrachte die 3DM Instanz mit A = {ay,aq,a3}, B = {by,by,b3}, C = {c1,¢2,¢3}
und S = {(ay, b1, 1), (a1, ba, ¢3), (az, by, c2), (as, bs, ca), (as, ba, ¢1), (as, bs, c3) }. Offensichtlich
existiert fiir diese Instanz keine Losung. Da jedes Element in genau zwei Tripeln aus S
enthalten ist, existiert jedoch fiir die 3D2M Instanz mit denselben Mengen (auch ohne
verdoppeln der Tripel) eine Losung.
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An dieser Stelle folgen zwei Reduktionen von 3DM auf 3DEM, wobei die erste leichter
verstiandlich ist, jedoch mit mehreren gleichen Tripeln arbeitet, wodurch die Menge S in
der 3DEM Problemdefinition als Multimenge definiert werden miisste. Im zweiten Beweis
geht es hauptséchlich um eine Konstruktion, bei der keine gleichen Tripel auftreten; die
Grundidee der Reduktion bleibt dieselbe wie im ersten Beweis.

Theorem 1. 3-DIMENSIONALES k-MATCHING st NP-vollstindig fiir jedes k > 2.

Beweis. Das Problem 3DEM ist offensichtlich in NP, da nichtdeterministisch eine Auswahl
der Tripel getroffen werden kann und fiir diese in polynomieller Zeit {iberpriift werden kann,
ob jedes Element aus A, B und C in genau k Tripeln enthalten ist. Fiir die NP-Schwere
wird eine Reduktion von 3DM verwendet. Sei

A:{al,...,an}, B:{bl,...,bn},
C={c,...,co}, und S ={s1,...,8n}

eine 3DM-Instanz. Definiere eine 3DEM-Instanz mit

A,:A U {&n+1,...,a3n}, B,:B U {bn-l-l)"')b?)n})
C'=CU{chs1,... 03, und S =SURUT

mit R = {(a;, b;,c;)|n+ 1 <i<3n}. Die Menge T enthélt fiir jedes i € {1,...,n} genau
(k — 1) Kopien der Tripel (a;, bitn, Cizn), (Qivns bis Civon)s (@ivon, bivon, ¢;). Somit enthalten
die Tripel in T jedes Element aus A’, B’ und C” genau (k — 1)-mal und die Tripel in R jedes
Element aus A"\ A, B’\ B und C"\ C genau einmal. Da keine weiteren Tripel hinzukommen,
muss jedes k-Matching fiir die 3DkM-Instanz alle Tripel aus R und 7" enthalten, um die
Elemente, die neu hinzukommen, also nicht Teil der 3DM-Instanz sind, zu iiberdecken. Die-
se Tripel enthalten jedes neue Element genau k-mal und alle Elemente der urspriinglichen
3DM-Instanz genau (k — 1)-mal. Folglich entsprechen die Tripel eines k-Matchings, die
nicht Teil von R und T sind einem Matching fiir die 3DM-Instanz, da diese Tripel auch
alle Elemente aus S sind. Umgekehrt entsteht aus einem Matching fiir die 3DM-Instanz
durch Hinzunahme der Tripel aus R und 7' ein k-Matching fiir die 3DkM-Instanz. Die
Reduktion kann offensichtlich in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden. ]

Theorem 2. 3-DIMENSIONALES k-MATCHING ist NP-vollstindig fir jedes k > 2.

Beweis. Wie oben angesprochen liegt der Fokus bei diesem Beweis auf der Konstruktion
der Tripelmenge. Sei erneut

A:{al,...,an}, B:{bl,...,bn},
C={c,...,co}, und S ={s1,...,8n}

eine 3DM-Instanz. Definiere erneut eine 3DkM-Instanz mit

Al=AU {&n-l-la"-aa?m}a B'=B U {bn+1a"-7b3n}7
C'=CU{chs1,...,03,f, und S =SURUT

19



mit R = {(a;,b;,¢;)|n+1 < i < 3n}. Lediglich die Menge T wird in diesem Beweis
angepasst, iiberdeckt jedoch weiterhin alle Elemente genau (k — 1)-mal. Somit gilt dieselbe
Argumentation wie im vorherigen Beweis. Damit jedes Element genau (k—1)-mal iiberdeckt
wird, muss 7" genau 3n(k — 1) Tripel enthalten, die mithilfe der Menge

T, C(AXxB)U (AxC)U (BxC)
definiert werden. Hierbei sei

{(ai,b5)|ie{p,....p+q—1},je{p+q,....p+2¢—1}}
Too= U {(bi,¢;)ie{p,....0+q—1}, je{p+q,....p+2q—1}}

Diese 3¢* Tupel iiberdecken jedes Element aus

{a‘p7 ces Opyog—1, bpu s 7bp+2q717 Cpy--- 7cp+2q71}
genau ¢g-mal. Um alle neuen Elemente (k — 1)-mal zu iiberdecken sei nun

r—1

, .
T = UTn+1+i2(k—1),k—1a mit r =
=0

n
kE—1

Die Menge 7" enthélt r3(k — 1)* = 27 -3(k —1)*> = 3n(k — 1) Tupel, die nur die neuen
Elemente enthalten. Im letzten Schritt werden die 3n(k — 1) Tupel von 7" zu 3n(k — 1)
Tripeln fiir T" erweitert, indem jedes Element aus A U B U C' zu genau k — 1 Tupeln von
T’ hinzugefiigt wird, sodass Tripel der Form A’ x B’ x C’ entstehen. Wie aus einer Losung
fiir die 3DM-Instanz eine Losung fiir die 3DEM-Instanz konstruiert werden kann und vice
versa ist analog zum vorherigen Beweis. Die Reduktion kann offensichtlich in polynomieller

Zeit durchgefiihrt werden. O
Theorem 3. k-METRISCHE DIMENSION ist NP-vollstindig fiir jedes k > 2.

Beweis. Das Problem k-MD ist offensichtlich in NP, da nichtdeterministisch eine Auswahl
der Knoten getroffen werden kann und fiir diese in polynomieller Zeit iiberpriift werden
kann, ob sie eine k-trennende Menge ist. Fiir die NP-Schwere wird eine Reduktion von
3D(k — 1)M verwendet. Sei A = {a1,...,a,}, B ={b,...,b,},C ={c1,...,c,} und S =
{s1,...,Sm} eine 3D(k — 1)M-Instanz I mit & > 2. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
sei n > k. Zudem wird davon ausgegangen, dass jedes Element in mindestens einem Tripel
enthalten ist. Fiir diese Instanz wird ein Graph G und eine Zahl x definiert, sodass G
genau dann eine k-trennende Menge der Grofle z besitzt, wenn ein (k — 1)-Matching fiir [
existiert.

Der Graph G wird wie folgt definiert, siche auch Abbildung 12. G enthélt die Knoten
a;,b; und ¢; fiir 1 < ¢ < n und die Knoten s; fiir 1 < ¢ < m. Diese Knoten entspre-
chen jeweils einem Element in A, B, C' und S. Die Knoten und die Elemente werden syn-
onym verwendet. Zusétzlich enthélt G die Knoten aq, by, co, vo, V4, v, ve und dy, ... dp
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mit m’ = [log(m)]. Die d-Knoten werden fiir eine bindr-Darstellung der Indizes der Tripel
aus S verwendet. Da die Indizes alle unterschiedlich sind, unterscheiden sich ihre binér-
Darstellungen in mindestens einer Position, was die Trennung der entsprechenden Knoten
ermoglicht. Die bisherigen Knoten werden wie folgt durch Kanten verbunden.

1. Jeder Knoten a;, 0 < ¢ < n wird verbunden mit

(a) Knoten vy,
(b) Knoten vy, und

(c) Knoten s;, 1 < j <m genau dann, wenn das Tripel s; das Element a; enthélt.
2. Jeder Knoten b;, 0 < i < n wird verbunden mit

(a) Knoten vg,
(b) Knoten vy, und

(c) Knoten s;, 1 < j < m genau dann, wenn das Tripel s; das Element b; enthélt.
3. Jeder Knoten ¢;, 0 < i < n wird verbunden mit

(a) Knoten v¢,
(b) Knoten vy, und

(c) Knoten s;, 1 < j < m genau dann, wenn das Tripel s; das Element ¢; enthélt.
4. Jeder Knoten d;, 1 < i < m’ wird verbunden mit

(a) Knoten vy und

(b) Knoten s;, 1 < j < m genau dann, wenn das i-te Bit in der binér-Darstellung
von j eine 1 ist.

Der Graph G enthélt auflerdem sogenannte leg-Knoten, die Wege (legs) mit [k/2] und
|k/2] Knoten bilden. Jeweils ein Weg mit [k/2] und ein Weg mit |k/2] wird an die
Knoten Lyoot = {va,vB,vc, Vo, d1, ..., dy} angefiigt, siehe Abbildung 12. Die Knoten aus
Lyoot sind die Wurzeln der Wege. Seien L, die Knoten der beiden Wege mit Wurzelknoten
v und sei L die Menge aller Knoten in den Wegen. Jede Menge L, enthélt genau k£ Knoten
fiir jedes v € Lyooy und L enthélt genau (4 + m’)k Knoten.

Der Graph G kann fiir die Instanz I in polynomieller Zeit konstruiert werden und besitzt
die folgenden Eigenschaften.

E1: Die Distanz zwischen

(a) zwei Knoten aus {vg,vg,vc} ist 4,
(b) zwei Knoten aus {dy, ...,d,} ist 2,

(c) einem Knoten aus {vg,vp,vc} und einem Knoten aus {dy, ..., d,} ist 3,
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A={a,..., as}, B ={b,..., ba}, C ={cy.. -, cat, S ={s1,..., s12} mit 51 = (az,b1,c1), s2 =
(a3, bz, c2), 53 = (a2,b1,c1), s4 = (a1,bz,c1), s5 = (a4,b3,¢2), s6 = (a1,b3,¢3), s7 = (az,b1,c3),
sg = (a1, by, ca), s9 = (as, by, c2), s10 = (a4, b2, ca), s11 = (aa,b3,c1), S12 = (a4, b4, c4). Die Tripel
M = {s1, s9, s, S7, S8, S9, S11, S12} bilden ein 2-Matching fiir die 3D2M Instanz und die Knoten
L U {ap,by,co} UM bilden eine 3-fach trennende Menge fiir die 3-MD Instanz. Die Metrische
Dimension des Graphen ist (4 +4)3 + 3 + (3 — 1)n = 35. Die Tripel des Matchings sind in rot
dargestellt und die Knoten aus L sind blau gefarbt.

(d) dem Knoten vy und einem Knoten aus {vg,vg,vc} ist 2, und

(e) dem Knoten vy und einem Knoten aus {d, ..., dyy } ist 1.

E2: Jede k-trennende Menge fiir G enthalt alle Knoten aus L. Dies liegt daran, dass fiir
jeden Knoten v € L,y die beiden Knoten aus L,, die adjazent zu v sind, nur durch
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die Knoten aus L, getrennt werden kénnen.

Fiir [ existiert genau dann ein (k — 1)-Matching in .S, wenn G eine k-trennende Menge
der Grofe

r=A44+mk+3+(k—1)n
besitzt.
,=:“ Sei M C S ein (k — 1)-Matching fir /. Dann ist
U=LU {CL(),bo,C()} UM

eine k-trennende Menge der geforderten Grofle fiir G.
Zwei Knoten uy, us € V(G) werden wie folgt durch jeweils mindestens & Knoten aus U
getrennt.

1. Seien uy,us € Ly, v € Ligot-
(a) Wenn d(uy,v) = d(uz,v), dann trennt jeder der k Knoten aus L, die Knoten u,
und us.
(b) Wenn d(uq,v) # d(usg,v), dann trennt jeder der k Knoten aus L, fiir ein v €
Lioot \ {v} die Knoten u; und u,.

2. Wenn uy € Ly, ug € Ly,, 01,09 € Loy, V1 7 Vg, und 0.B.d.A. d(uq,v1) < d(ug,vs),
dann trennt jeder der £ Knoten aus L,, die Knoten u; und us. Die beiden Knoten
U1, Uz konnen nicht denselben Abstand zu v; und gleichzeitig denselben Abstand zu
ve haben, da dg(vy, v) > 0.

3. Wenn w; € L,, UL,, UL, und uy ¢ L, dann trennt jeder der k Knoten aus L, die
Knoten u; und g, da dg(uy,v9) > 3 und dg(ug, v) < 2.

4. Seiwuy € Lg, U---ULg , und uy ¢ L.
(a) Wenn uy ¢ {vp,vc}, dann trennt jeder der & Knoten aus L,, die Knoten u,
und us, da dg(ui,v4) > 4 und dg(usz,va) < 3.

(b) Wenn us ¢ {va,vc}, dann trennt jeder der k& Knoten aus L,, die Knoten wu;
und ugy, da dg(uy,vg) > 4 und dg(uz, vp) < 3.

(c) Wenn us ¢ {va,vp}, dann trennt jeder der k& Knoten aus L,. die Knoten wu;
und ug, da dg(uy,ve) > 4 und dg(us, ve) < 3.

5. Sei uy € Ly, und uy ¢ L.

(a) Wenn us € {va,ay,...,a,}, dann trennt jeder der k£ Knoten aus L,,, die Knoten
u; und us.

(b) Wenn uy € {vg,by,...,b,}, dann trennt jeder der £ Knoten aus L,,, die Knoten
u; und us.
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(¢) Wenn uy € {ve, o, - .., ¢}, dann trennt jeder der & Knoten aus L, die Knoten
u; und us.

(d) Wenn uy € {d;} U {s;|das i-te Bit in der binér-Darstellung von j ist eine 1},
dann trennt jeder der k& Knoten aus L4, die Knoten u; und uy. Da die Indizes
mit 1 beginnen, enthélt jede bindr-Darstellung mindestens eine 1, wodurch alle
s-Knoten betrachtet werden.

6. Wenn u; € Lyoot und us ¢ L, dann trennt jeder der & Knoten aus L,, die Knoten u;
und us.

7. Sei uy = 85y € {S1,.. ., S} und ug & LU Lyget-

(a) Wenn us = s;, € {81,..., Sy} mit iy # iz, dann trennt jeder der k& Knoten aus
Lg; die Knoten u; und uy, wenn sich die binér-Darstellungen von #; und iy in
Position 7 unterscheiden.

(b) Wenn uy € {ag,...,a,}, us € {bo,...,b,} oder uy € {co,...,c,}, dann trennt

jeder der k£ Knoten aus L,,, L,, beziehungsweise L, die Knoten u; und us.

8. Sei uy € {ay,...,a,} und ug & LU Lygoy U {S1,. .., S }-

(a) Wenn uy € {bg,...,b,} U{co,...,c,}, dann trennt jeder der k£ Knoten aus L,
die Knoten u; und us.

(b) Wenn uy € {ay,...,a,} und u; # ug, dann trennt jeder Knoten s; aus M fiir
den das Tripel s; entweder das Element u; oder das Element us, enthélt die
Knoten u; und us. Da jedes Element in genau k — 1 Tripeln aus M enthalten
ist, existieren insgesamt 2(k — 1) > k solcher Knoten fir £ > 2.

(¢c) Wenn us = ag, dann trennt jeder Knoten s; aus M fiir den das Tripel s; das
Element u; enthélt die Knoten u; und uy. Zusétzlich trennt ag die Knoten u,
und ug. Da jedes Element in genau k — 1 Tripeln aus M enthalten ist, sind dies
genau (k — 1) + 1 = k Knoten.

9. Wenn uy € {by,...,b,} und ug & LU Lyooy U {S1,...,Sm}, dann werden die Knoten
uy und up analog zu Fall 8 von mindestens k£ Knoten getrennt.

10. Wenn wy € {c1,...,¢,} und ug ¢ LU Lyoor U {51, .., Sm}, dann werden die Knoten
uy und usp analog zu Fall 8 von mindestens k£ Knoten getrennt.

11. Wenn uy, uy € {ag, by, ¢o}, dann trennt jeder der k£ Knoten aus L
Knoten u; und us.

L,, oder L, die

VA

,<:“ Sei U C V(G) eine k trennende Menge der Grofe (4 +m/)k + 3 + (k — 1)n fir
G. Aufgrund der oben beschriebenen Eigenschaft E2 enthélt U alle (4 + m’)k Knoten aus
L. Aus den Fallunterscheidungen der vorherigen Beweisrichtung geht hervor, dass durch
diese Knoten bereits die meisten Knotenpaare in G' k-fach getrennt werden. Die einzigen
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Knotenpaare die noch zu betrachten sind, sind die, bei denen beide Knoten aus {ay, ..., a,},
{bo,...,b,} oder {cy, ..., c,} stammen. Betrachte die Knotenpaare ay, a;, by, b; und ¢y, ¢; fiir
1 <4 < n. Diese Paare kénnen nicht durch die Knoten aus LU {va,vg,vc,vo,d1, ..., dm}
getrennt werden. Die einzige Moglichkeit diese 3n Knotenpaare mit maximal 3 + (k — 1)n
Knoten jeweils mindestens k-fach zu trennen besteht darin, £ — 1 der s-Knoten zu wihlen,
die ein (k — 1)-Matching bilden sowie die drei Knoten ag, by, co. An dieser Stelle ist es
relevant, dass n grofler als k ist. Die Knoten a;,b; und ¢; fir 1 < i < n kommen fiir die
Trennung nicht in Frage, da sie nur den jeweiligen Knoten selbst von ihrem entsprechenden
0-Knoten trennen und somit insgesamt mehr als 3+ (kK — 1)n Knoten benotigt wiirden, um
alle Paare k-fach zu trennen. ]
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5 Komplexitit der gerichteten Metrischen Dimension

5.1 Komplexitit der gerichteten Metrischen Dimension fiir DAGs

Wie in Kapitel 3.6.2 angesprochen, wird in diesem Kapitel die NP-Vollstdndigkeit der
gerichteten Metrischen Dimension fiir DAGs gezeigt. Es werden die Distanzen von den
Ankerknoten zu den anderen Knoten verwendet und die Distanzen ohne oo. Damit die
gerichtete Metrische Dimension fiir jeden DAG definiert ist, miissen Ankerknoten nicht
von anderen Knoten getrennt werden.

Theorem 4. GERICHTETE METRISCHE DIMENSION ist NP-vollstindig fiir DAGS.

Beweis. Das Problem gerichtete Metrische Dimension ist offensichtlich in NP, da nichtde-
terministisch eine Auswahl von Ankerknoten getroffen werden kann und fiir diese in poly-
nomieller Zeit tiberpriift werden kann, ob sie eine trennende Menge ist. Fiir die NP-Schwere
wird eine Reduktion von Hitting Set verwendet. Dieses Problem ist wie folgt definiert und
bekanntermafien NP-vollstandig [71].

HiTTING SET
Gegeben: Eine Menge von Teilmengen S einer Grundmenge X
und eine Zahl k.
Frage: Gibt es eine Auswahl von £ Elementen aus U, sodass
jede Teilmenge in S mindestens eines dieser k
Elemente enthalt?

Sei also X = {Xy,...,X,} und S = {Sy,...,S,,} eine Instanz I firr Hitting Set. Fiir
diese Instanz wird ein DAG G konstruiert, der genau dann eine trennende Menge der
GroBe 3+ k besitzt, wenn eine Menge X' C X der Grofe k existiert, sodass X' N.S; # 0 fiir
1 <j <m.O.B.d.A. wird angenommen, dass m > n und dass fiir jedes S; € S mindestens
ein Element X; € X existiert, sodass X; ¢ 5.

Der Graph G fiir die Instanz I enthélt

1. drei Knoten v,, vy, v,
2. n Knoten z; fiir 1 < i < n, einen fiir jedes Element aus X und
3. 2m Knoten s;, s}, zwei fiir jede Teilmenge in S.
Auflerdem enthilt G
1. n Kanten (v,, z;) fir 1 <i <mn,
2. eine Kante (vy, x1),
3. n—1 Kanten (z;,x;41) fir 1 <i:<n-—1,

4. zwei Kanten (v, $1), (v, $),
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5. m Kanten (s;,s’) fir 1 <j <m,

6. 4(m — 1) Kanten (s;,8541), (85, 8511), (8}, 8j11), (8], 854) fiir 1 < j <m — 1,
7. nm Kanten (z;,s;) fir 1 <i<mn,1<j <m und

8. eine Kante (xi,sg) fir 1 <i<mn,1<j<m genau dann wenn X; ¢ ;.

Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 13.

G

Abbildung 13: Der Graph G, der aus der Hitting Set Instanz X = {z1,z2,23,24} und S =
{51, S2, 53,84, S5, S6, S7} mit S1 = {x1,23,24}, So = {1,724}, S3 = {1, 72,24}, Sa = {72},
S5 = {z1,24}, S¢ = {z2, 23} und S7 = {21, 23,24} entsteht. Die Kanten zwischen den z- und
den s’-Knoten sind fiir eine bessere Ubersicht separat gezeichnet. Die Menge {x3, x4} ist eine
minimale Losung fiir die Hitting Set Instanz und die Menge {v,, vp, V¢, T2, 24} ist eine minimale
trennende Menge fiir G.

Jede minimale trennende Menge fiir G' enthélt die drei Knoten v,, vy, v.., da diese keine
einlaufenden Kanten besitzen und somit alle anderen Knoten Ankerknoten sein miissten,
wenn es einer dieser drei Knoten nicht ist. Der Knoten v, trennt alle Knotenpaare (x;, x;),
1 <i<j<n,dadg(vy, x;) =i. Der Knoten v, trennt alle Knoten, die fiir unterschiedliche

27



Teilmengen stehen, also die Paare (s;,s;), (si,8}), (si,55),(s},87), 1 < i < j < m, da
dg(ve, 5i) = da(ve, 8;) = i. Der Knoten v, trennt alle Paare (v, s5), (i, 8}), da dg(va, 7;) =
1,1 <i<nund dg(ve,s;) = dg(ve,s5) = 2, 1 < j < m. Die letzte Distanz folgt daraus,
dass fiir jedes S; ein X; existiert, sodass X; ¢ S;.

Die einzigen Knotenpaare, die noch zu trennen sind, sind die Paare (s;,s) fiir 1 <
J < m. Diese Knotenpaare kénnen nur durch die beiden Knoten selbst oder durch einen
Knoten z; mit X; € S; getrennt werden, da dann dg(w;, ;) = 1 und dg(w;, s;) = 2.

Sei X’ C X ein hitting set der Grofe k fiir die Instanz I, das heiit X' N S; # 0 fiir
1 <5 <m. Dann ist

U = {va, vp, v} U U T;
X;eX’
eine trennende Menge der Grofle 3 + k fiir G.

Sei U eine trennende Menge der Gréfle 3 + k fiir G. Wenn U einen Knoten s; oder s
enthélt, ersetze ihn durch einen Knoten z; mit X; € S;. Fiir die resultierende trennende
Menge U’ ist

X = {ZL‘Z | x; € U/}

ein hitting set der Grofle k fiir 1.
Die Reduktion kann offensichtlich in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden.

5.2 Definition ungerichteter Co-Graphen

In dieser Arbeit wird die Metrische Dimension von gerichteten und ungerichteten Co-
Graphen betrachtet. Co-Graphen sind sowohl fiir Probleme auf ungerichteten als auch auf
gerichteten Graphen eine héufig untersuchte Graphklasse, da sie durch leicht verstdandliche
Konstruktionsregeln definiert sind und viele hilfreiche Eigenschaften besitzen. Ungerichtete
Co-Graphen und ihre gerichtete Version werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit sowohl
in Hinblick auf die gerichtete (Kapitel 5.3), die Starke (Kapitel 6), als auch die gerichtete
Starke Metrische Dimension (Kapitel 7) untersucht. Insbesondere fiir die gerichtete Me-
trische Dimension sind viele Erkenntnisse aus dem ungerichteten Fall iibertragbar, sodass
ungerichtete Co-Graphen an dieser Stelle ausfiihrlicher behandelt werden.
Ungerichtete Co-Graphen sind wie folgt definiert.

Definition 16.

e Der Graph mit nur einem Knoten ist ein ungerichteter Co-Graph.

e Seien G1 und Gy zwei ungerichtete Co-Graphen. Die Vereinigung G = G1U Gy die-
ser Graphen ist ein ungerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V(G1) UV (Gs) und
Kantenmenge E(G1) U E(Gs).

e Scien G und Gy zwei ungerichtete Co-Graphen. Der Join G = G1x G4y dieser Gra-
phen ist ein ungerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V(G1) UV (Gy) und Kanten-
menge E(G1) U E(Gs) U {{u,v}|lu € V(Gy),v € V(G2)}.
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Fiir ungerichtete Co-Graphen existiert eine dquivalente Definition, in der der Join zwei-
er Co-Graphen durch das Komplementieren eines Co-Graphen ersetzt wird. Diese Defini-
tion ist auch namensgebend fiir Co-Graphen, deren Name eine Abkiirzung des englischen
Originals ,,complement-reducible graphs“ ist. Die Aquivalenz der beiden Definitionen ist
durch die beiden Gleichungen G1x Go = G1UG, und G1UGy = G1x G, ersichtlich. Fiir
ein Beispiel siche Abbildung 14.

T3

Abbildung 14: Ein Co-Graph G (oben links), ein Co-Baum 7) von G (oben rechts) mit den
Operationen Vereinigung und Join, ein Co-Baum 75 von G (unten links) mit den Operationen
Vereinigung und Komplement und der kanonische Co-Baum 75 von . Die Knoten a, b, ¢, d kénnen
in beliebiger Reihenfolge vereinigt werden, wodurch die beiden nicht kanonischen Co-B&ume nicht
eindeutig sind.

Fiir ungerichtete Co-Graphen wurden bereits verschiedene Varianten der Metrischen
Dimension untersucht (vergleiche Kapitel 3).

Besteht ein ungerichteter Co-Graph G aus der Vereinigung oder dem Join zweier unge-
richteter Co-Graphen G; und (s, so besitzen alle Knoten aus G; dieselbe Distanz zu allen
Knoten aus G9. Demnach kann kein Knoten aus G; zwei Knoten aus G trennen und vice
versa. Somit konnen fiir die Berechnung einer trennenden Menge fiir G trennende Mengen
fiir G; und G5 vereinigt werden, falls diese bereits bestimmt wurden und durch weitere
Knoten ergénzt werden, um mit letzteren gegebenenfalls Knoten aus G; von Knoten aus
G5 zu trennen. Dieser Ansatz des Zusammensetzens und Ergénzens bereits vorhandener
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Teillosungen zu einer Gesamtlosung ist der Grundgedanke der dynamischen Programmie-
rung und kommt bei allen Varianten der Metrischen Dimension fiir Co-Graphen zum Ein-
satz. Insbesondere lésst sich zu jedem ungerichteten Co-Graph ein sogenannter Co-Baum
berechnen, der den rekursiven Aufbau des Graphen widerspiegelt und dadurch die ideale
Grundlage fiir einen solchen dynamischen Ansatz bietet. Der Co-Baum eines ungerichteten
Co-Graph ist wie folgt definiert.

Definition 17. [25]

e Sei G ein ungerichteter Co-Graph mit nur einem Knoten v. Der Co-Baum T von G
besteht aus einem einzelnen Blatt, das mit v assoziiert ist. Dieses Blatt ist die Wurzel
von T

e Sei G = G1U Gy ein ungerichteter Co-Graph. Der Co-Baum T von G besteht aus der
Vereinigung der beiden Co-Bdaume T von G und Ty von Gy sowie einem zusdtzlichen
Knoten. T enthdlt zusdatzlich zu den Kanten in T} und T, eine Kante vom neuen
Knoten zur Wurzel von Ti und eine Kante vom neuen Knoten zur Wurzel von Ts.
Der zusdtzliche Knoten ist die Wurzel von T und mit U markiert.

o Sei G = G1x Gy ein ungerichteter Co-Graph. Der Co-Baum T von G besteht aus der
Vereinigung der beiden Co-Bdume Ty von G und Ty von Gy sowie einem zusdtzlichen
Knoten. T enthdlt zusdatzlich zu den Kanten in T, und T, eine Kante vom neuen
Knoten zur Wurzel von T} und eine Kante vom neuen Knoten zur Wurzel von T,.
Der zusdtzliche Knoten ist die Wurzel von T und mit x markiert.

Fiir einen Co-Graphen G mit Co-Baum 7T werden in dieser Arbeit ein Knoten u € V(G)
und das mit ihm assoziierte Blatt in T Aquivalent verwendet. Zudem wird fiir einen Knoten
w € T mit T, der Teilbaum von 7" mit Wurzel w notiert. Der von den mit den Blattern
von T, assoziierten Knoten induzierte Teilgraph von G wird mit G, bezeichnet.

Der Co-Baum fiir einen ungerichteten Co-Graph ist nicht eindeutig und kann in linea-
rer Zeit berechnet werden [65]. Des Weiteren kann ein sogenannter kanonischer Co-Baum
bestimmt werden, der aufeinanderfolgende Vereinigungen oder Joins zusammenfasst und
somit nicht bindr ist. Dieser kanonische Co-Baum ist fiir einen ungerichteten Co-Graph
eindeutig und kann ebenfalls in linearer Zeit berechnet werden [50]. Fiir ein Beispiel siehe
Abbildung 14.

Der berechnete Co-Baum wird bei dynamischen Ansétzen héufig von den Blattern bis
zur Wurzel durchlaufen. Wird der Co-Baum nur konstant oft durchlaufen und werden an
jedem Knoten des Baums nur konstant viele Informationen berechnet, konnen Probleme
in linearer Zeit gelost werden, da die Grofle des Co-Baums nur linear in der Grofle des
entsprechenden Graphen ist. Mit diesem Ansatz kann fiir Co-Graphen beispielsweise ein
minimales Vertex Cover in linearer Zeit bestimmt werden, was in 6.2.4 benétigt wird.

5.3 Linearzeitalgorithmus fiir gerichtete Co-Graphen

Gerichtete Co-Graphen sind rekursiv iiber drei Operationen definiert. Die ersten beiden
sind die gerichteten Aquivalente zu den ungerichteten Operationen. Demnach sind un-
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gerichtete Co-Graphen, bei denen jede ungerichtete Kante durch zwei entgegengesetzte
gerichtete ersetzt wird, ebenfalls gerichtete Co-Graphen. Gerichtete Co-Graphen sind wie
folgt definiert. Fiir ein Beispiel siche Abbildung 15.

Definition 18. [12/
e Der Graph mit nur einem Knoten ist ein gerichteter Co-Graph.

o Seien G1 und Gy zwei gerichtete Co-Graphen. Die Vereinigung G = G U Gy dieser
Graphen ist ein gerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V(G1) UV (Gsy) und Kan-
tenmenge E(G1) U E(Gs).

e Scien G1 und Gy zwei gerichtete Co-Graphen. Der Join G = G1x Gy dieser Graphen
ist ein gerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V(G1) U V(G3) und Kantenmenge
E(Gh) U E(G2) U{(u,v), (v,u)|lu € V(Gy),v € V(G2)}.

o Scien G und Gy zwei gerichtete Co-Graphen. Der gerichtete Join G = G1> Gs
dieser Graphen ist ein gerichteter Co-Graph mit Knotenmenge V(G1) UV (Gs) und
Kantenmenge E(G1) U E(Gs) U{(u,v)|u € V(Gy),v € V(Gs)}.

Fiir gerichtete Co-Graphen kann analog ein Co-Baum mit drei Markierungen fiir die
inneren Knoten definiert werden, der ebenfalls in linearer Zeit berechnet werden kann [26].
In dieser Arbeit sind fiir den gerichteten Fall lediglich bindre Co-Béume relevant.

Im restlichen Teil dieses Kapitels wird die gerichtete Metrische Dimension gerichteter
Co-Graphen betrachtet. Hierfiir werden die Distanzen von den Ankerknoten zu den an-
deren Knoten verwendet und es werden ausschlieSlich stark zusammenhéngende Graphen
betrachtet. Die Berechnung der gerichteten Metrischen Dimension basiert auf der Idee, die
im Kontext der ungerichteten Co-Graphen angesprochen wurde und auch fiir gerichtete
Co-Graphen gilt. Fiir keine der drei Operationen kann ein Knoten aus G zwei Knoten
aus (G trennen und vice versa. Daher wird der Co-Baum mit einem dynamischen Ansatz
von den Bléttern bis zur Wurzel durchlaufen und an jedem inneren Knoten eine trennende
Menge fiir den Teilgraphen berechnet, der durch die Blétter im jeweiligen Teilbaum in-
duziert wird. Diese wird aus den beiden vorher bestimmten Losungen fiir den linken und
rechten Teilbaum zusammengesetzt und gegebenenfalls durch maximal einen Knoten er-
weitert. Wichtig hierbei ist, dass die induzierten Teilgraphen mit den Distanzwerten des
Gesamtgraphen betrachtet werden.

Lemma 1. Sei G ein stark zusammenhdngender gerichteter Co-Graph mit Co-Baum T
und sei w € T. Zwei Knoten u,v € V(G,,) konnen nur durch Knoten aus V(G,,) getrennt
werden.

Beweis. Durch jede der drei Co-Graph Operationen erhalten alle Knoten aus V(G,,) die-
selbe Nachbarschaft auflerhalb von G,,. Somit besitzt jeder Knoten, der nicht in V(G,,)
ist, dieselbe Distanz zu v und v und kann diese nicht trennen. ]
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f OX
®: G

Abbildung 15: Ein gerichteter Co-Graph G (unten) mit einem Co-Baum 7" (oben). Zwischen den
Knoten aus {a, b, ¢, d, e} und den Knoten aus { f, g, h} existieren alle gerichteten Kanten in G, die
der Ubersicht halber nicht eingezeichnet sind. Da G stark zusammenhingend ist, ist die Wurzel
von T' mit X markiert.

Aus dem vorherigen Lemma folgt, dass wenn U eine trennende Menge fiir einen stark
zusammenhéingenden gerichteten Co-Graphen G ist, U NV(G,,) eine trennende Menge fiir
G in G ist. Es muss allerdings keine trennende Menge fiir GG, sein, insbesondere da G,
nicht stark zusammenhéngend sein muss.

Betrachte zum Beispiel den Graphen G = ((G1> G2)UG3)x Gy, bei dem die vier Gra-
phen G1,G5, G5 und G4 jeweils aus nur einem Knoten ug,us,u3 und uys bestehen. Der
Knoten u; trennt alle Knoten der Menge {u, us,u3} in G, jedoch trennt er die Knoten us
und wug nicht in (G G5)U G, da hier kein Weg von u; nach ug existiert und die Distanz
somit undefiniert ist.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die gerichtete Metrische Dimension von gerichteten Co-
Graphen mittels eines bottom-up Algorithmus zu berechnen. Nach Lemma 1 muss jedes
Knotenpaar durch einen Knoten in dem Teilbaum getrennt werden, in dem das Knotenpaar
zusammenkommt. Daher muss fiir jeden inneren Knoten des Co-Baums eine trennende
Menge fiir die Knoten im entsprechenden Teilbaum berechnet werden. Somit sind besonders
die Knoten relevant, zu denen alle Ankerknoten im Teilbaum dieselbe Distanz haben, da
diese Knoten eventuell nicht von den Knoten der anderen Teilbdume getrennt werden. Da
stark zusammenhéngende gerichtete Co-Graphen einen Durchmesser von < 2 haben, gibt
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es maximal zwel verschiedene Distanzen von einem Ankerknoten zu den anderen Knoten
im Graphen. Demnach sind nur die folgenden zwei Arten von Knoten entscheidend.

Definition 19. Sei G ein gerichteter Graph, sei U C V(QG) eine nicht leere Teilmenge der
Knoten und sei w € V(G) \ U. Der Knoten u heifit 1-Knoten beziglich U, wenn Yw € U :
(w,u) € E(G). Der Knoten u heifst 2-Knoten beziiglich U, wenn Yw € U : (w,u) ¢ E(G).

Wenn U eine trennende Menge fiir GG ist, dann existiert offensichtlich maximal ein 1-
Knoten (und maximal ein 2-Knoten) beziiglich U, da zwei dieser Knoten nicht durch die
Knoten aus U voneinander getrennt werden wiirden.

Da im Algorithmus fiir jeden inneren Knoten des Co-Baums eine Losung, sprich eine
trennende Menge, aus den Teillosungen fiir die beiden Teilbdume bestimmt werden soll,
werden zunédchst die Félle betrachtet, in denen die Vereinigung der Teillosungen ausrei-
chend ist. Wenn ein innerer Knoten des Co-Baums mit U oder x markiert ist und als
Nachfolger ein Blatt und einen inneren Knoten besitzt, wird 0.B.d.A. davon ausgegangen,
dass das Blatt der rechte Nachfolger ist.

Lemma 2. Sei G ein stark zusammenhdngender gerichteter Co-Graph mit Co-Baum T.
Sei w € T ein innerer Knoten von T und 1) und T, der linke und rechte Teilbaum wvon
w mit Wurzeln | und r. Sei U; eine trennende Menge fir V(G)) in G und sei U, eine
trennende Menge fiir V(G,.) in G. Wenn | oder r ein Blatt ist, ist U, = () beziehungsweise
U, =0.

1. w st mit U markiert.

(a) 1 und r sind innere Knoten.

U,UU, ist eine minimale trennende Menge fir V(G,,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G ist, U, eine minimale trennende
Menge fiir V(G,) in G ist, und G, keinen 2-Knoten beziglich U, oder G, keinen
2-Knoten beziiglich U, besitzt.

(b) 1 ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

U, ist eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G ist und G, keinen 2-Knoten
beziiglich U besitzt.

2. w 1st mit X markiert.

(a) 1 und r sind innere Knoten.

U,UU, ist eine minimale trennende Menge fiir V(G,,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G)) in G ist, U, eine minimale trennende
Menge fir V(G,) in G ist, und G, keinen 1-Knoten beziglich U, oder G, keinen
1-Knoten beziiglich U, besitzt.

(b) 1 ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.
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U, ist eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G ist und Gy keinen 1-Knoten
beziiglich U besitzt.

3. w st mit > markiert.

(a)

(b)

(¢)

[ und r sind innere Knoten.

U,UU,. ist eine minimale trennende Menge fiir V(G,,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G)) in G ist, U, eine minimale trennende
Menge fir V(G,) in G ist, und G, keinen 1-Knoten beziglich U, oder G, keinen
2-Knoten beziiglich U, besitzt.

[ ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

U, ist eine minimale trennende Menge fir V(Gy,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G;) in G ist und G, keinen 1-Knoten
beziiglich U besitzt.

[ ist ein Blatt und r ein innerer Knoten.

U, ist eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G genau dann, wenn U,
eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G ist und G, keinen 2-Knoten
beztiglich U, besitzt.

Beweis. Da zwei Knoten aus V(G)) beziehungsweise zwei Knoten aus V(G,) in G durch
mindestens einen Knoten der zugehorigen trennenden Menge getrennt werden, verbleibt
nur der Fall, dass ein Knoten v; € V(G)) und ein Knoten v, € V(G,) in G getrennt werden

miissen.

1. w ist mit U markiert.

(a)

{ und r sind innere Knoten.

Wenn v; kein 2-Knoten beziiglich Uj ist, dann existiert ein Knoten u; € U;, sodass
dg(uy,v;) = 1. Wenn v, kein 2-Knoten beziiglich U, ist, dann existiert ein Knoten
u, € U,, sodass dg(u.,v.) = 1. Da dg(u;,v.) = dg(u.,v;) = 2, werden v; und
v, durch u; oder u, in G getrennt. Somit ist U; U U, eine trennende Menge fiir
V(Gy) in G. Nach Lemma 1 ist U; U U, eine minimale trennende Menge fiir
V(Gy) in G, wenn U, eine minimale trennende Menge fiir V(G;) in G und U,
eine minimale trennende Menge fiir V(G,) in G ist.

Wenn v; ein 2-Knoten beziiglich U; und v, ein 2-Knoten beziiglich U, ist, dann
gilt fir jeden Knoten u € U, U U,, dass dg(u,v;) = dg(u,v,) = 2. Somit ist
U, U U, keine trennende Menge fiir V(G,,) in G.

[ ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

Wenn v; kein 2-Knoten beziiglich Uj ist, dann existiert ein Knoten u; € U, sodass
dg(u,v) = 1. Da dg(ug, v,) = 2, werden v, und v, durch «; in G getrennt. Somit
ist U, eine trennende Menge fiir V(G,,) in G. Nach Lemma 1 ist U; eine minimale
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trennende Menge fiir V(G,,) in G, wenn U; eine minimale trennende Menge fiir
V(Gl) in G ist.

Wenn v; ein 2-Knoten beziiglich U ist, dann gilt fiir jeden Knoten u € Uj, dass
de(u,v) = dg(u,v,) = 2. Somit ist U; keine trennende Menge fir V(G,,) in G.

2. w ist mit X markiert.

Der Beweis verlauft analog zum vorherigen Fall.
3. w ist mit > markiert.

(a) ! und r sind innere Knoten.

Wenn v; kein 1-Knoten beziiglich Uj ist, dann existiert ein Knoten u; € U, sodass
dg(uy,v;) = 2. Wenn v, kein 2-Knoten beziiglich U, ist, dann existiert ein Knoten
u, € U,, sodass dg(u,,v,) = 1. Da dg(u,v,) = 1 und dg(u,, v;) = 2, werden v
und v, durch u; oder u, in G getrennt. Somit ist U; U U, eine trennende Menge
fir V(G,) in G. Nach Lemma 1 ist U, U U, eine minimale trennende Menge fiir
V(Gy) in G, wenn U, eine minimale trennende Menge fiir V(G;) in G und U,
eine minimale trennende Menge fir V(G,) in G ist.

Wenn v; ein 1-Knoten beziiglich U; und v, ein 2-Knoten beziiglich U, ist, dann
gilt fiir jeden Knoten u € U, dass dg(u,v;) = dg(u,v,) = 1 und fiir jeden
Knoten v € U,, dass dg(u, v;) = dg(u, v,) = 2. Somit ist U; UU, keine trennende
Menge fiir V(G,) in G.
(b) [ ist ein innerer Knoten und r ein Blatt.

Wenn v; kein 1-Knoten beziiglich Uj ist, dann existiert ein Knoten u; € U, sodass
dg(uy,v;) = 2. Da dg(uy, v,) = 1, werden v; und v, durch u; in G getrennt. Somit
ist U, eine trennende Menge fiir V(G,,) in G. Nach Lemma 1 ist U; eine minimale
trennende Menge fiir V(G,,) in G, wenn U; eine minimale trennende Menge fiir
V(G)) in G ist.

Wenn v; ein 1-Knoten beziiglich U ist, dann gilt fiir jeden Knoten u € Uj, dass
de(u,v) = dg(u,v,) = 1. Somit ist U keine trennende Menge fiir V(G,,) in G.

(c) list ein Blatt und r ein innerer Knoten.

Wenn v, kein 2-Knoten beziiglich U, ist, dann existiert ein Knoten u, € U,,
sodass dg(u,,v,) = 1. Da dg(u,,v;) = 2, werden v; und v, durch w, in G
getrennt. Somit ist U, eine trennende Menge fiir V(G,,) in G. Nach Lemma 1
ist U, eine minimale trennende Menge fiir V(G,,) in G, wenn U, eine minimale
trennende Menge fiir V(G,) in G ist.

Wenn v, ein 2-Knoten beziiglich U, ist, dann gilt fiir jeden Knoten u € U,, dass
dg(u,v;) = dg(u,v,) = 2. Somit ist U, keine trennende Menge fiir V(G,,) in G.

[

Aus dem vorherigen Beweis geht hervor, dass wenn U; U U, keine trennende Menge fiir
V(Gy) in G ist, maximal ein weiterer Ankerknoten gewéhlt werden muss. Wenn w mit
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U markiert ist, kann einer der beiden 2-Knoten gewéhlt werden. In beiden Féllen bleibt
der jeweils andere Knoten ein 2-Knoten und eventuell vorhandene 1-Knoten verlieren ihre
Eigenschaft. Auch fiir den Basisfall, dass [ und r Bléatter sind, kann beliebig einer der beiden
Knoten als Ankerknoten gewéhlt werden. Lediglich in dem Fall, dass r ein Blatt ist, gibt es
einen Unterschied. Wenn der 2-Knoten v; aus G; gewéhlt wird, ist das Blatt ein 2-Knoten
beziiglich U;U{v;}. Wenn in V (G)) ein 1-Knoten beziiglich U, existiert, behilt oder verliert
dieser seine Eigenschaft, je nachdem, ob v; eine Kante zu diesem Knoten besitzt. Wird
hingegen das Blatt als Ankerknoten gewihlt, bleibt der 2-Knoten aus G; ein 2-Knoten;
wenn jedoch ein 1-Knoten existiert, verliert er immer seine Eigenschaft. Da nur die 1- und
2-Knoten fiir den Algorithmus relevant sind, gilt die Moglichkeit das Blatt als Ankerknoten
zu wéhlen als mindestens genauso gut wie jede andere Losung, sodass sie bevorzugt wird.
Wenn w mit x markiert ist, kann analog verfahren werden.

Lediglich der Fall, dass w mit > markiert ist, bendtigt weitere Uberlegungen. Zum
einen existieren fiir den Basisfall zwei Mo&glichkeiten, bei denen entweder ein 1-Knoten
oder ein 2-Knoten entsteht, je nachdem, welches Blatt als Ankerknoten gewéhlt wird.
Zum anderen sind die Knoten, die eventuell nicht getrennt werden, nicht die Knoten, die
ihre Eigenschaft beibehalten. So muss der 1-Knoten aus V(G;) von dem 2-Knoten aus
V(G,) getrennt werden. Hierzu kann wieder einer der beiden Knoten selbst verwendet
werden und jeder der beiden Knoten verliert seine Eigenschaft, wenn im jeweils anderen
Teilbaum mindestens ein Ankerknoten existiert. Jedoch sind es der 2-Knoten aus V(G)
und der 1-Knoten aus V(G,) die, basierend auf den vorhandenen Kanten, ihre Eigenschaft
beibehalten konnen, wenn ein Ankerknoten gewéhlt wird. Offensichtlich kann maximal
einer der beiden Knoten seine Eigenschaft verlieren, wenn nur ein weiterer Ankerknoten
gewdhlt wird. Wiinschenswert wire demnach ein Knoten, der sowohl den 1-Knoten aus
G; von dem 2-Knoten aus G, trennt, als auch entweder den 2-Knoten aus (G; oder den
1-Knoten aus G, seine Eigenschaft verlieren lédsst. Diese gesuchten Knoten werden in der
folgenden Definition behandelt.

Definition 20. Sei G ein stark zusammenhdngender gerichteter Graph und U C V(G)
eine trennende Menge fiir G. Sei v ein 1-Knoten und vy ein 2-Knoten beziiglich U. Ein
Knoten u heifft double remover, wenn G keinen 1- und keinen 2-Knoten beziglich U U {u}
besitzt.

Abbildung 16 zeigt, welche Kanten vorhanden sein miissen und welche nicht vorhanden
sein diirfen, damit ein 1-Knoten, ein 2-Knoten oder beide gleichzeitig ein double remover
sind. Fiir den dritten Fall existiert kein gerichteter Co-Graph mit der geforderten Kanten-
menge. Das néchste Lemma zeigt zudem, dass nur 1- oder 2-Knoten double remover sein
konnen, siehe auch Abbildung 17.

Lemma 3. Seir G ein stark zusammenhdngender gerichteter Co-Graph mit Co-Baum T
Seiw € T ein innerer Knoten und sei U eine trennende Menge fiir V(G,,) in G, sodass ein
1-Knoten v und ein 2-Knoten vy beziiglich U in G, existiert. Dann existiert kein double
remover fiir vi und vy in V(Gy) \ {v1,v2}.
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Abbildung 16: Die drei Fille in denen (a) ein 1-Knoten, (b) ein 2-Knoten oder (c) beide ein
double remover sind. Die griinen Kanten miissen vorhanden sein, die roten Kanten diirfen nicht
existieren. Der dritte Fall ist kein gerichteter Co-Graph.

Beweis. Angenommen es gibe einen solchen double remover u € V(G,,) \ {v1,v2}. Da U
eine trennende Menge fiir V(G,,) in G ist, werden insbesondere die drei Knotenpaare vy, v,
v1, w und vy, u durch Knoten aus U in G getrennt. Da v; ein 1-Knoten und v, ein 2-Knoten
beziiglich U sind, trennt jeder Knoten aus U dieses Paar. Aulerdem existieren mindestens
zwei Knoten wq,wy € U, wobei w; das Paar vy, u und wy das Paar ve,u trennt. Somit
gilt (wy,v1), (we, v1), (wa,u) € E(G) und (wy, va), (we, v2), (w1, u) ¢ E(G). Da u ein double
remover ist gilt (u,v1) ¢ E(G) und (u,v2) € E(G). Fir diese Knoten- und Kantenmenge
existiert keine Aufteilung in zwei nicht leere Graphen Gi,Gs, sodass G = GiUG,y, G =
G1x Gy oder G = G1» (3, siehe auch Abbildung 17. O

Abbildung 17: Der Fall in dem ein Knoten w ein double remover fiir den 1-Knoten v; und den
2-Knoten vy ist. Die griinen Kanten miissen vorhanden sein, die roten Kanten diirfen nicht exis-
tieren. Es miissen mindestens zwei Ankerknoten in U existieren, um die Knoten u, v1,vs unter-
einander zu trennen. Fiir diesen Fall ist G kein gerichteter Co-Graph.

Die gerichtete Metrische Dimension kann nun wie folgt fiir einen stark zusammen-
héngenden gerichteten Co-Graphen G mit Co-Baum 7" berechnet werden. Fiir jeden inneren
Knoten w € T werden maximal vier trennende Mengen fiir V(G,,) in G berechnet. Diese
werden mit U, , bezeichnet, wobei t,, € {0,1,2,12}. Hierbei ist

1. Uy eine minimale trennende Menge fiir V(G,,) in G, sodass G, keinen 1-Knoten
oder 2-Knoten beziiglich U,, o enthalt.

2. Uy, eine minimale trennende Menge fir V(G,,) in G, sodass G,, einen 1-Knoten,
aber keinen 2-Knoten beziiglich U,,; enthalt.
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3. Uya eine minimale trennende Menge fir V(G,,) in G, sodass G,, keinen 1-Knoten,
aber einen 2-Knoten beziiglich U, » enthlt.

4. Uy12 eine minimale trennende Menge fiir V(G,,) in G, sodass G, einen 1-Knoten
und einen 2-Knoten beziiglich U, ;2 enthélt.

Zusétzlich wird fiir jede der Mengen, wenn vorhanden, gespeichert, welcher Knoten ein 1-
oder 2-Knoten ist. Fiir U, 12 wird auflerdem gespeichert, ob einer der beiden Knoten ein
double remover ist und wenn ja welcher.

Fiir jeden inneren Knoten werden die Losungen der beiden Teilbdume kombiniert und
maximal ein weiterer Knoten als Ankerknoten gewéhlt. Dieser zusétzliche Knoten ist immer
ein 1- oder 2-Knoten. Initial sind fiir jeden inneren Knoten alle vier trennenden Mengen
undefiniert und nicht fiir jeden Knoten existiert eine trennende Menge fiir jeden der vier
Typen. Die Kombinationsméglichkeiten sind in den Tabellen 1 bis 3 zusammengefasst. Die-
se zeigen, wie die trennenden Mengen U4, und U, des linken und rechten Teilbaums zu
einer trennenden Menge U, zusammengesetzt werden konnen, wofiir in einigen Féllen
der Knoten u als Ankerknoten aufgenommen werden muss. GG, enthélt dann den 1-Knoten
v; und den 2-Knoten v, beziiglich U, ,, . Alle double remover, die entstehen oder als An-
kerknoten verwendet werden, sind mit einem Stern gekennzeichnet. Wenn ein Eintrag mit
,— markiert ist, muss kein Ankerknoten hinzugenommen werden oder es existiert kein 1-
beziehungsweise 2-Knoten beziiglich der resultierenden trennenden Menge. Die blau hin-
terlegten Zellen entsprechen zwar zulédssigen Kombinationsmdglichkeiten, kénnen jedoch
vernachléssigt werden, da, wie weiter oben besprochen, Losungen existieren, die mindes-
tens genauso gut sind. Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 18.

Da der Co-Baum nur einmal durchlaufen werden muss und die Berechnungen an jedem
Knoten des Baums nur konstante Zeit benotigen, folgt das nachstehende Theorem.

Theorem 5. Die gerichtete Metrische Dimension eines stark zusammenhdngenden gerich-
teten Co-Graphen kann in linearer Zeit berechnet werden.
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Abbildung 18: Der Graph aus Abbildung 15 mit einer trennenden Menge (blau). Im Teilbaum mit
den Bldttern {a, b, ¢} ist ¢ ein double remover fiir den 1-Knoten b und den 2-Knoten ¢ beziiglich der
trennenden Menge {a}. Am néchsten inneren Knoten (mit > markiert) wird ¢ als Ankerknoten
gewdhlt, sodass fiir den entsprechenden Teilbaum die trennende Menge {a,c,d} gew#hlt wird.
Dies entspricht dem Fall ,12 2 v;, 0 — —* aus Tabelle 1 fiir die Markierung > . Zur Berechnung
der stark trennenden Mengen fiir jeden inneren Knoten siche die untenstehende Tabelle.

w Uw70 Uw71/U1 Uw72/U2 Uw712/U1,U2
wy | — {a}/b — —

wy | — — - {a}/b,c*
ws | — — {d}/e -

wy | {a,c,d} - - -

ws | — {fYe AHgt/f -

we | — - {figt/h {f}/g.h*
wy | {a,c,d, f} — — —
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U Markierung

X Markierung

tr tr | u |ty v Uy t; t.| u |[t, v U t; tr| u |t, v Uy

0O 0| —-—10 — — 0O 0| —-—1]0 — -— o 0|—-10 — -—

o 1|{-10 — -— 0 1| —-1|1 v — 0O 1| =11 v —

0 2| =12 — 02 0O 2| -0 — -— o 2|-10 — -—

0 12| — |2 — v9 0 12 — | 1 v — 0 12| — |1 v, -

1 0| -0 — — 1 0] — |1 vy — 1 0| -0 — -—

1 1 - 0o — - 1 1 V1,1 1 Ur1 — 1 1 - 1 Ur1 —

1 2] =12 = vy g |1 oy = [1 2fua]0 — —
1 120 — |2 — v 1 20— |1 v —

2 0| — |2 — wa| |1 12\ua|1 v —| |1 12\va| 1 vy — |

2 2 2] 2 Vu| 00— —

2 0| —-—10 — -— 2 0] =12 — wp

2 1 - 1 Ur1 — 2 1 — 112 Ur1 V2

2 2/ —-—10 — — 2 2| =12 — g

2 12 — |1 v — 2 120 — 112 v1 vy

12 0| = |1 v, — 12 0| = |2 — wp

12 1 — |12 Ur1 U2

12 2 V11 2 — U2

U1« 0 — —

12 12 12 12|\ vq |12 vq e

U | 1 v —

Uy | 2 — w2

> Markierung

Tabelle 1: Die Tabellen fiir den Fall, dass [ und r innere Knoten in 7" sind.
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U Markierung, r ist Blatt

t; tr| u |ty v1 v t; to| u |t, vi v
O —|—-—11 v - - 0| =12 =
1 — - 1| =112 v; v
v, | 0 — — - 2|y |0 = =
2 —| =112 v,
12 — —
ULl 1 v —
v | 2 — 2
> Markierung, r ist Blatt > Markierung, [ ist Blatt

Tabelle 2: Die Tabellen fiir den Fall, dass [ oder r ein Blatt in T ist.

Uw,tw tw (%1 V2 Uw,tw tw U1 V2 Uw,tw tw (%1 V2

{w} |2 - Uy {v} |1 o - {v} |1 o -

e 2o P | (v} 2 - v

U Markierung, zwei Bléatter x Markierung, zwei Blatter > Markierung, zwei Blétter

Tabelle 3: Die Tabellen fiir den Fall, dass [ und r Blétter in T sind.
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6 Komplexitit der Starken Metrischen Dimension

Oellermann und Peters-Fransen zeigten die Aquivalenz zwischen der Starken Metrischen
Dimension eines Graphen G und einem Vertex Cover im Ggg [99], welcher wie folgt definiert
ist. Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 19.

Definition 21. [99] Sei G ein ungerichteter Graph.

e Ein Knoten u € V(G) ist maximal entfernt von einem Knoten v € V(G), wenn
Vu' € N(u) : dg(u',v) < dg(u,v).

e Zwei Knoten u,v € V(G) sind gegenseitig maximal entfernt, wenn u mazimal ent-
fernt von v und v mazximal entfernt von u ist.

e Der strong resolving Graph von G, genannt Gggr, besitzt die gleiche Knotenmenge
wie G und eine Kante zwischen zwei Knoten u,v € V(G) genau dann, wenn u und
v gegenseitig maximal entfernt in G sind.

Theorem 6. [99] Sei G ein ungerichteter Graph, dann ist smd(G) = VC( Gsr ), wobei
VC(Gsr ) die Grafie eines minimalen Vertex Cover von Gsgr ist.

Da sich der Ggg in polynomieller Zeit konstruieren ldsst [99], kann die Starke Metrische
Dimension fiir jeden Graphen effizient gelost werden, fiir dessen strong resolving Graphen
ein minimales Vertex Cover in polynomieller Zeit bestimmt werden kann.

O

O

G Gsr

Abbildung 19: Ein Graph G links und sein strong resolving Graph Ggg rechts. Die drei markierten
Knoten bilden ein Vertex Cover in Ggr und sind somit eine stark trennende Menge in G.

Es ist leicht zu erkennen, dass von zwei gegenseitig maximal entfernten Knoten mindes-
tens einer in jeder stark trennenden Menge enthalten sein muss, da es keine Verldngerung
des kiirzesten Weges zwischen diesen Knoten gibt, auf der ein Ankerknoten liegen kénnte.
Auch fiir spezielle Arten von Knoten lassen sich Beobachtungen beziiglich der Starken
Metrischen Dimension anstellen.

Beobachtung 1. Sei G ein ungerichteter Graph.
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e Fine minimale stark trennende Menge fiir G enthdlt keine Separationsknoten.
o Seidg(u,v) = D(G) fir zwei Knoten u,v € V(G), dann ist {u,v} € E(Ggsr).

Im Folgenden werden verschiedene Methoden zur Berechnung der Starken Metrischen
Dimension betrachtet. Da die strong resolving Graphen vieler Graphklassen nicht perfekt
sein muss (siehe Abbildung 20), werden entweder andere Herangehensweisen (Kapitel 6.1)
oder Graphklassen, fiir deren strong resolving Graphen ein Vertex Cover effizient bestimmt
werden kann (Kapitel 6.2.4), verwendet. Im Folgenden sind besonders twins relevant.

)} )

NN 4

G

Abbildung 20: Ein G und sein strong resolving Graph Ggr. Der Graph Gggr enthélt einen indu-
zierten Kreis C5 (rot), sodass er nicht perfekt ist. G kann nach dem gleichen Schema erweitert
werden, um induzierte Kreise beliebiger Lange in Gsg zu erzeugen. G ist ein Intervallgraph und
somit perfekt.

Lemma 4. Sei G ein ungerichteter Graph.
o Wenn u,v € V(G) twins in G sind, sind sie true twins in Ggg.

o Sei {u,v} € E(G), dann ist {u,v} € E(Gsr) genau dann, wenn u und v true twins
in G sind.

Bewezs.

e Da u und v twins sind, besitzen sie dieselben Distanzen zu allen iibrigen Knoten in GG
und alle anderen Knoten besitzen dieselben Distanzen zu u und v. Somit ist u genau
dann maximal entfernt von einem Knoten w € V(G), wenn v auch maximal entfernt
von w ist und der Knoten w ist genau dann maximal entfernt von u, wenn er auch
maximal entfernt von v ist.

e Da dg(u,v) = 1, darf jeder Knoten aus N(u) auch hochstens die Distanz 1 zu v
haben, damit u und v gegenseitig maximal entfernt sind. Analog darf jeder Knoten
aus N (v) hochstens die Distanz 1 zu u haben, sodass N[u] = N[v] gelten muss.

]
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Mithilfe der zuletzt gezeigten Aussage ldsst sich das folgende Lemma beweisen.

Lemma 5. Sei G ein ungerichteter Graph mit D(G) < 2. Dann ist
E(Gsr) = E(G) U {{u,v} | u,v sind true twins in G}.

Beweis. Da D(G) < 2 enthilt Ggg aufgrund von Beobachtung 1 eine Kante zwischen
jedem Knotenpaar, das in GG nicht adjazent ist. Nach Lemma 4 enthélt Gsg nur Kanten
zwischen Knotenpaaren die adjazent in G sind, wenn sie true twins sind. Zusammen ergibt
sich die Kantenmenge von G mit zusitzlichen Kanten zwischen true twins von G. [

6.1 Linearzeitalgorithmus fiir Co-Graphen

Wie bereits in einem vorherigen Kapitel beschrieben, sind Co-Graphen beziiglich der Kom-
plementierung abgeschlossen. Auflerdem kann durch das Einfiigen einer Kante zwischen
zwei false twins kein induzierter P, entstehen, sodass die nachstehende Aussage folgt.

Korollar 1. Wenn G ein Co-Graph ist, dann ist auch Gsgr ein Co-Graph.

Diese Aussage ist bereits ausreichend, um die Starke Metrische Dimension eines un-
gerichteten Co-Graphen G in linearer Zeit zu berechnen. Dazu kann, falls nicht bereits
vorhanden, der Co-Baum von G und anschlieBend der Co-Baum von (Gsg mithilfe von
Lemma 5 bestimmt werden. Zuletzt kann basierend auf diesem Baum ein Vertex Cover
berechnet werden. Alle Schritte sind in linearer Zeit durchfiihrbar. Die Starke Metrische
Dimension von ungerichteten Co-Graphen lésst sich jedoch aufgrund der folgenden Eigen-
schaften ohne die Konstruktion des Gsg bestimmen.

Lemma 6. Sei G ein ungerichteter Graph und seien u,v € V(G) zwei true twins in G.
Dann ist smd(G) = smd(G \ v) + 1.

Beweis. Seien wu,v zwei true twins in G und sei G’ = G \ v. Das Entfernen eines twins
beeinflusst die Distanzen der iibrigen Knoten nicht, sodass zwei Knoten wy,ws € V(G) \
{u,v} genau dann gegenseitig maximal entfernt in G sind, wenn sie es in G’ sind. Da « und
v true twins sind, beeinflusst das Entfernen von v aulerdem nicht, von welchen Knoten
maximal entfernt ist. Womit u und ein Knoten w € V(G) \ {u,v} genau dann gegenseitig
maximal entfernt in G sind, wenn sie es in G’ sind. Diese Eigenschaft gilt nicht fiir false
twins, wenn w € N (u).

Jedes Vertex Cover U’ von G§r kann durch das Hinzufiigen von v in ein Vertex Cover
fiir Gsg umgewandelt werden, d.h. smd(G") + 1 > smd(G). Jedes Vertex Cover U von Ggsr
enthélt entweder Knoten u, Knoten v oder beide, da diese in Gsg adjazent sind. Wenn U
den Knoten v nicht enthélt, ersetze u durch v in U. Das Ergebnis ist weiterhin ein Vertex
Cover fiir Ggg und U \ v ist ein Vertex Cover fiir Ggg, d.h. smd(G) — 1 > smd(G"). O

Das Entfernen eines twins aus einem ungerichteten Graphen beeinflusst auflerdem nicht
die twin-Eigenschaft der anderen Knoten. Sind also uy, us € V(G) und vy, ve € V(G) zwei
Paare von twins in G, so bleiben wuy, us twins in G'\ v; und G \ vq, was fiir das folgende
Theorem relevant ist.
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Theorem 7. Sei G ein ungerichteter Co-Graph. Sei G' der Graph, der durch wiederholtes
Entfernen von true twins in G entsteht. Dann ist

smd(G) = [V(G)] — w(G),
wobei w(G") die Grifie einer mazimalen Clique in G’ ist.
Beweis. Sei n = |V(G)| und n' = |V(G’)|, dann ist

smd(G) = smd(G’)+n—n'  durch wiederholtes Anwenden von Lemma 6
VC(G§g ) +n—n' nach Theorem 6

VCO(G’')+n—n' nach Lemma 5, da G’ keine true twins hat
n' —a(G)+n—-n'" daVC(G)=n'—a(G)

n— 04(6)

= w(G) da a(G") = w(@),

wobei VC(G) und «a(G) die Griofle eines minimalen Vertex Cover und einer maximalen
unabhéngigen Menge von G sind. ]

Mithilfe dieser Aussage kann die Starke Metrische Dimension eines ungerichteten Co-
Graphen G in linearer Zeit berechnet werden, ohne den Gsg betrachten zu miissen. Statt-
dessen wird eine maximale Clique in G berechnet, die keine true twins enthélt. Die maxima-
le Clique eines ungerichteten Co-Graphen kann einfach mithilfe des Co-Baums berechnet
werden, welcher von den Blattern bis zur Wurzel durchlaufen wird. Ein Blatt bekommt den
Wert 1 zugewiesen, ein innerer Knoten, der mit U markiert ist, das Maximum der Werte
seiner Nachfolger, und ein innerer Knoten, der mit x markiert, ist die Summe der Werte
seiner Nachfolger.

Das Entfernen der true twins kann im selben Durchlauf durchgefithrt werden. Hierzu
wird der bereits in einem fritheren Kapitel angesprochene kanonische Co-Baum verwendet.
Zwei Knoten sind genau dann true twins in GG, wenn die assoziierten Blatter im Co-Baum
Nachfolger desselben mit x markierten Knotens sind. Somit miissen fiir die Berechnung der
maximalen Clique lediglich die Blatter an den mit x markierten Knoten als ein einzelnes
Blatt behandelt werden. Im folgenden Algorithmus 1 geschieht dies durch die Variable ¢,
welche auf 1 gesetzt wird, wenn sich an einem mit x markierten Knoten ein Blatt befindet,
die aber nicht weiter erhoht wird. Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 21.

Theorem 8. Die Starke Metrische Dimension ungerichteter Co-Graphen kann in linearer
Zeit berechnet werden.

Theorem 7 kann auflerdem auf alle Graphklassen mit Durchmesser von hochstens 2
angewendet werden, wenn sie beziiglich des Entfernens von true twins abgeschlossen sind.
Wenn zusétzlich eine maximale Clique effizient berechnet werden kann, kann die Starke
Metrische Dimension ebenfalls effizient bestimmt werden. Beispiele fiir diese Graphklas-
sen sind perfekte Graphen mit einem Durchmesser von hochstens 2 oder Graphen mit
beschrankter Cliquenweite und einem Durchmesser von hochstens 2.
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Algorithm 1 Starke Metrische Dimension ungerichteter Co-Graphen

1: function sMD(Co-Graph G)

2 T + kanonischer Co-Baum von G

3: n <+ |V (G)|

4 return n—MAX_TWINFREIE_CLIQUE(T")
)

. end

6: function MAX_TWINFREIE_CLIQUE(kanonischer Co-Baum 7')
7 w < Wurzel von T'

8: if w ist mit U markiert then

9

m<+ 0
10: for all Teilbaume 7" an Wurzel w do
11: k =MAX_TWINFREIE_CLIQUE(1")
12: if £ > m then
13: m <k
14: return m
15: else if w ist mit x markiert then
16: 5+ 0
17: t<+0
18: for all Teilbaume 7" an Wurzel w do
19: if Wurzel von T” ist ein Blatt then
20: t+1
21: else
22: $ ¢ S+MAX_TWINFREIE_CLIQUE(7")
23: return s +¢
24: else
25: return 1
26: end

Korollar 2. Die Starke Metrische Dimension von perfekten Graphen mit Durchmesser
hdochstens 2 kann in polynomaieller Zeit berechnet werden.

Beweis. Analog zu Theorem 7 kénnen zuerst alle true twins durch wiederholtes Anwenden
von Lemma 6 entfernt und anschliefend eine maximale Clique berechnet werden. Da das
Entfernen von true twins keine holes oder anti-holes erzeugt, ist der entstehende Graph
ebenfalls perfekt und hat einen Durchmesser von hochstens 2. Mithilfe von Lemma 5 kann
somit die Starke Metrische Dimension in polynomieller Zeit berechnet werden, da perfekte
Graphen beziiglich Komplementierung abgeschlossen sind und eine maximale Clique in
polynomieller Zeit bestimmt werden kann. O
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Abbildung 21: Ein Co-Baum T eines ungerichteten Co-Graphen. An den Knoten stehen die Wer-
te, die von Algorithmus 1 berechnet werden. Eine grofite twin-freie Clique fiir diesen Graphen
besteht aus 4 Knoten, zum Beispiel {a, h, j,}. Der Graph enthilt 15 Knoten, sodass seine Starke
Metrische Dimension 11 betragt.

6.2 Definition und Analyse verkniipfter Graphen

Zu Beginn dieses Kapitels wurde bereits erwihnt, dass die Starke Metrische Dimension
zum groflen Teil fiir verschiedene Produkte von Graphen untersucht wurde. Das liegt dar-
an, dass diese Graphen eine feste Struktur besitzen, die Aussagen iiber maximal entfernte
Knoten erméglichen. Insbesondere ist es héufig moglich effizient zu bestimmen, welche Kno-
ten maximal entfernt von einem gegebenen Knoten sind. Demnach stellt sich die Frage,
welche Strukturen gegeben sein miissen, damit die Starke Metrische Dimension eines Gra-
phen effizient berechnet werden kann. Im Folgenden wird gezeigt, dass eine minimale stark
trennende Menge genau dann fiir einen ungerichteten Graphen effizient bestimmt werden
kann, wenn fiir jede zweifache Zusammenhangskomponente eine minimale stark trennende
Menge effizient bestimmt werden kann. Insbesondere wird auch der Fall betrachtet, in dem
diese Komponenten Co-Graphen sind.

Im folgenden werden ungerichtete Graphen betrachtet, die durch das Verkniipfen von

Graphen Gy, ..., Gy an einen Graphen H entstehen, indem in der disjunkten Vereinigung
dieser Graphen Knoten uy, ..., u; aus G, ..., Gy mit Knoten vy, ..., v, aus H verschmolzen
werden.

Definition 22. Seien G1,...,Gy und H k + 1 Graphen, u; € V(G;) firi=1,... k und
v1,..., 0 € V(H). Sei Gy, die disjunkte Vereinigung von G, ...,Gy. Das heifst Gy
besitzt die Knotenmenge UF_,V(G;) und die Kantenmenge Ur_ E(G).
Dann ist der Graph
Gl,..l,k O(u1,yupy—01,...,08) H

definiert durch die Knotenmenge

V(G U=+ UV(Gr) UV(H)) \ {ua, .. up}
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und die Kantenmenge

( E(G)U---UE(GL)UE(H)
U{{w,v;}|w € Ng,(u;),1 <i <k} )
\ {{w,u;}|w € Ng,(u;),1 <i<k}.

Der Graph G,k O(uy,...,up—sv1,....0) H entsteht aus der disjunkten Vereinigung der k Gra-
phen Gy, ..., Gy und des Graphen H durch das Entfernen der Knoten uyq, ..., u; und das
anschliefende Verbinden der Nachbarn von u; in G; mit v; fir 1 < ¢ < k. Im Folgenden
wird nur der in Voraussetzung 1 beschriebene Fall betrachtet.

Abbildung  22: Fiinf  Graphen G1,Go,G3,G4,H und der  Graph J =
G'1,2,3.4 ©(uy us,u3,us—v1,09,00,03) H- Der Graph H entspricht dem Graphen aus Abbildung 19.

Voraussetzung 1. Seien Gi,...,Gy und H k + 1 knotendisjunkte, zusammenhdngende
Graphen, |V(G;)| > 2, u; € V(G;) fir 1 <i <k, [V(H)| > 2, vi,...,v € V(H). Sei
G, die disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gy und ses

J = Gl ..... k O(U1 ..... U=V yeeny Uk) H

Die Knoten vy, ...,v, in H miissen nicht disjunkt sein.
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6.2.1 Bestimmung des strong resolving Graphen verkniipfter Graphen

Um die Starke Metrische Dimension eines Graphen J = Gk Ou,,...up—v1,...0p) H 20 be-
rechnen, wird zunéchst die Kantenmenge von Jgg bestimmt. Fiir die Verbindungsknoten
ist die Kantenmenge trivial.

Lemma 7. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Die Knoten vy,...,v; besitzen keine inzidenten
Kanten i Jsg.

Beweis. Folgt aus Beobachtung 1, da v, ..., v, Separationsknoten in .J sind. O]

Da zur Bestimmung der Kanten in .Jsg die von einem Knoten maximal entfernten
Knoten relevant sind, werden diese mit der folgenden Definition festgehalten.

Definition 23. Fir einen zusammenhingenden Graphen G und einen Knoten u € V(G)
sei MD( G, u) die Menge an Knoten, die maximal entfernt von u in G sind.

Zunichst wird die Menge der maximal entfernten Knoten fiir einen Knoten aus H
betrachtet. Das folgende Lemma gilt auch, wenn w einer der Verbindungsknoten ist und
ist zudem fiir Lemma 14 und Lemma 15 relevant. Anschlieend wird die Menge der maximal
entfernten Knoten fiir einen Knoten aus einem der Graphen G; betrachtet. Fiir ein Beispiel
siche Abbildung 23.

Lemma 8. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Sei w € V(H), dann ist

MD(H, w)\ {vi,..., v}
MD(J, w) = (u Ui <ici MD( Gy, ;) k )

Beweis. Die Aussage folgt daraus, dass jeder kiirzeste Weg in .J zwischen w und einem
Knoten aus G; fiir 1 < ¢ < k den Knoten v; passiert. Somit ist ein Knoten aus G; genau
dann maximal entfernt von w, wenn er maximal entfernt von v; ist. Auflerdem fiithrt kein
kiirzester Weg zwischen w und einem Knoten aus H iiber Knoten auflerhalb von H. Letztere

beeinflussen demnach nicht, welche Knoten (auBler den Knoten vy, ..., v) in H maximal
entfernt von w sind. Die Knoten vy, ..., v; sind aufgrund von Lemma 7 von keinem Knoten
maximal entfernt. ]

Lemma 9. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Sei v} € V(G;) \{uy} fir einj, 1 < j < k. Dann
151
MD( Gy, uj) \ {u;}
MD(J, uj) = U MD(H, vj)\ {v1,..., 0}
U Ulgigk,i;éj MD(G;, w)

Beweis. Analog zum vorherigen Lemma verléuft jeder kiirzeste Weg in J zwischen u’; und
einem Knoten aus H oder G; mit ¢ # j iiber den Knoten u;. Somit sind diese Knoten genau
dann maximal entfernt von u;, wenn sie maximal entfernt von v; bzw. u; sind. Ebenfalls
analog zum vorherigen Lemma haben die Knoten aulerhalb von V(G}) keinen Einfluss auf

die von u; maximal entfernten Knoten in G; aufler u;. Der Knoten u; wird in J durch
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Abbildung 23: Der Graph J aus Abbildung 22. Jeder Knoten x € V(J) ist mit (dj(x,r)/d;(z,c))
markiert. Die Knoten a,c, e, h, j sind maximal entfernt von r (sowie jedem anderen Knoten aus
V(H)), da sie maximal entfernt von ihrem jeweiligen Verbindungsknoten vor der Verkniipfung
waren. Die Knoten e, h, j sind somit auch maximal entfernt von ¢ (sowie jedem anderen Knoten
aus V(G1 \ {d})). Zusétzlich ist a maximal entfernt von ¢, da dies schon in G; der Fall war. Aus
V(H) ist kein Knoten maximal entfernt von ¢, da nur p, ¢ maximal entfernt von ¢ in H sind, diese
jedoch Separationsknoten in J sind.

v; ersetzt, welcher ein Separationsknoten in J und somit nicht maximal entfernt ist. Die
iibrigen Separationsknoten miissen ebenfalls aus der Menge der maximal entfernten Knoten
entfernt werden. O]

Die beiden vorherigen Lemmata sind ausreichend, um die Kantenmenge zwischen Kno-
ten aus unterschiedlichen verkniipften Graphen im Jsgr zu bestimmen, was in den folgenden
beiden Lemmata festgehalten wird.

Lemma 10. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Dann gelten fiir jeden Knoten u, € V(G;) \{w;}
fir ein i, 1 <i <k und jeden Knoten v' € V(J)\ V(G;) die folgenden Aussagen.

1. Wenn w, mazimal entfernt von w; in G; oder dquivalent mazximal entfernt von v; in
J ist, dann ist u; maximal entfernt von v’ in J.

2. Wenn v maximal entfernt von v; in J ist, dann ist v' mazimal entfernt von u; in J.
Beweis. Folgt aus Lemma 8 und Lemma 9. [

Lemma 11. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Zwei Knoten u; € V/(G;) \ {u;} und uj €
V(G;)\{u;} firi# j sind genau dann gegenseitig maximal entfernt in J, wenn w, mazimal
entfernt von u; in G; ist und u; mazximal entfernt von u; in G ist.

Beweis. =" Folgt aus Lemma 9, da u; maximal entfernt von u; sein muss und vice
versa.

»<" Da jeder kiirzeste Weg zwischen u; und «’; in J iiber v; und v; verlduft folgt, dass
u; maximal entfernt von wu; in G; sein muss und u; maximal entfernt von u; in Gj. O
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Zuletzt gilt es, die Kantenmenge im Jsg zwischen Knoten aus demselben Teilgraphen
zu bestimmen. Da durch die anderen Teilgraphen jedoch ausschliellich die Nachbarschaft
der Separationsknoten beeinflusst wird, hat das Verkniipfen keinen Einfluss auf diese Kan-
tenmenge.

Lemma 12. Se: Voraussetzung 1 gegeben.

1. Zwei Knoten ul,u! € V(G;) \ {w;} sind genau dann gegenseitig maximal entfernt in
J, wenn sie gegenseitig mazimal entfernt in G; sind.

2. Zwei Knoten v/, v" € V(H) \ {v1,...,v} sind genau dann gegenseitig mazimal ent-
fernt in J, wenn sie gegenseitig mazximal entfernt in H sind.

Beweis. Die Aussage folgt daraus, dass kein kiirzester Weg in J zwischen zwei Knoten in
(V(G;) U {wv;}) \ {w;} tiber einen Knoten auBerhalb von (V(G;) U {v;}) \ {u;} und kein
kiirzester Weg in J zwischen zwei Knoten aus V' (H) iiber einen Knoten aufierhalb von
V' (H) fithrt. Separationsknoten sind von keinem Knoten maximal entfernt. O

Die drei vorherigen Aussagen werden in dem folgenden Theorem zusammengefasst,
welches alle Kanten des Jsr beschreibt, siehe Abbildung 24. Im néchsten Schritt kann
basierend auf diesen Informationen ein Vertex Cover fiir Jsg berechnet werden.

Theorem 9. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Der strong resolving Graph Jsg besitzt eine
Kante {wy,ws} genau dann wenn wy,wq ¢ {vy, ..., v} und

1. wy,wy € V(Gy) fiir eini, 1 <i <k, und w; und wy sind gegenseitig mazimal entfernt

m Gi,
2. wy,we € V(H) und wy und we sind gegenseitig mazximal entfernt in H,

3. wy € V(G;) und wy € V(G,) firi, j, 1 <i<j <k, wy ist mazimal entfernt von v,
in G; und wy ist maximal entfernt von u; in G, oder

4. wenn wy € V(Gy) fir eini, 1 <i <k, wy € V(H), wy ist mazimal entfernt von u;
i G und wo ist maximal entfernt von v; in H.

6.2.2 Berechnung eines minimalen Vertex Covers

Theorem 9 beschreibt die Kanten des Jsg wie folgt.
e Dic Kanten in Punkt 1 sind die Kanten von (G;)sr \ {wi}.

e Die Kanten in Punkt 2 sind die Kanten von Hgg \ {v1,..., vk}

51



(G M

(G M

HeRPaty (h) (G My

Abbildung 24: Die strong resolving Graphen der Graphen aus Abbildung 22 ohne ihre Verbin-
dungsknoten sowie Jgr. Die gestrichelten Knoten sind die, die von den jeweiligen Verbindungs-
knoten maximal entfernt sind.

e Die Kanten in Punkt 3 sind die Kanten eines vollstédndigen k-partiten Teilgraphen
nes i = |IMD( Gy, v )| mit Knotenmenge

U MD( Gi, ;i )

1<i<k

.....

und Kantenmenge

{{71)1,11]2} | wi, € MD( Gi, Ui),'UJQ, & MD(GJ, U ), 1<y <7< k}

e Die Kanten in Punkt 4 sind die Kanten von £ vollstdndig bipartiten Teilgraphen
Kpymiy 1 <i <k, n;=|MD(Gj, )|, mi = |[MD(H, vi)\ {v1,...,v}| mit Knoten-
menge

MD(Gi, ui) U (MD(H, Vi)\{vl,...,’l]k})

und Kantenmenge

{{wl,wQ} | wi, € MD( Gi, ui),w2, € MD(H, Vi ) \ {Ul, Ce ,Uk}}.
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Nach Theorem 6 ist eine stark trennende Menge fiir J dquivalent zu einem Vertex Cover
fiir Jsgr und nach Theorem 9 enthélt Jgg den vollstdndig k-partiten Graphen K, ,, und
die k vollstédndig bipartiten Graphen K, ,,,, 1 < ¢ < k als Teilgraphen. Somit existiert
fiir jedes Vertex Cover U fiir Jsg ein j, 1 < 7 < k, sodass U alle Knoten der Mengen
MD(Gi, w;), 1 < i <k, i # j enthélt und zusétzlich alle Knoten aus MD(G;, u;) oder
alle Knoten aus MD(H, v;) \ {v1,...,v;}. Um diese verschiedenen Méglichkeiten fiir ein
Vertex Cover festzuhalten, wird die folgende Notation verwendet.

Notation 1. Fir einen Graphen G sei
VC(G)

ein minimales Vertex Cover fiir G. Fir einen Graphen G und eine Knotenmenge M C
V(Q) sei o
VC(G, M)

ein Vertex Cover fir G, das auflerdem alle Knoten aus M enthdlt.

Ein minimales Vertex Cover fiir Jsg kann damit wie folgt bestimmt werden.

Lemma 13. Sei Voraussetzung 1 gegeben. Sei

B VC(Hsﬂ{vl,...,vk})
Vo= ( U Uicicr VO((Gi)sr \ {ui}, MD( Gy, u;)) )

und
VC(Hsgr \ {v1,. .., 0}, MD(H, vi) \ {v1,...,v})
U= | Y VC(Gy)sr \ {w})
U Ulgigk,i;ﬁj VO((Gi)sr \ {ui}, MD(Gy, u;))
firl<j<k.
Jede Menge Uy, Uy, ..., Uy ist ein Vertex Cover fir Jsg und mindestens eine ist ein

manimales Vertex Cover fiir Jsg.

Beweis. Wie in Theorem 9 erwéhnt, enthélt Jsg einen vollsténdig k-partiten Teilgraphen
mit Knotenmenge

MD(Gl, 111) J---u MD(Gk, uk)

und k vollstindig bipartite Teilgraphen mit Knotenmengen
MD(Gi, ui) U (MD( H, ui) \ {Ul, N ,uk})

fiir 1 <i < k. Jedes Vertex Cover fiir Jsg muss demnach alle Knotenmengen

MD( Gy, uy),...,MD(Gy, ux ) bis auf eine MD( Gy, u;), 1 < j < k, und zusétzlich alle
Knoten aus MD( G;, u; ) oder alle Knoten aus MD(H, v;)\ {v1,...,v;} enthalten, um den
verbleibenden vollsténdig bipartiten Teilgraphen abzudecken. Zuletzt miissen die Kanten
in Jsg, die nicht inzident zu Knoten der gewéhlten Mengen sind, abgedeckt werden. Die
k + 1 Moglichkeiten sind durch die verschiedenen Mengen Uy, Uy, ..., U, abgedeckt. O
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Die folgenden beiden Lemmata betrachten den Fall, dass J einen ausgezeichneten Kno-
ten w besitzt, iiber den J mit einem weiteren Graphen verkniipft werden kann, siehe
Abbildung 25. Fiir diesen Fall wird ein minimales Vertex Cover fiir Jgg \ {w} und ein
minimales Vertex Cover fiir Jsg \ {w}, das alle Knoten aus MD( J, w) enthélt, berechnet.

Lemma 14. Sei Voraussetzung 1 gegeben und w € V(H). Sei

B VC(HSQ{VM...,Vk,W})
b= ( U Uicicr VO((Gi)sr \ {ui}, MD(Gi, wi) ) )

und
VC(Hgg \ {v1, ..., 06, w}, MD(H, vi) \ {v1,..., v, w})
Up= [ U VC((Gj)sr \ {uj})
U Ulgigk,i;ﬁj VO((Gi)sr \ {ui}, MD(Gy, w;))
firl<j<k.
Jede Menge Uy, Uy, ..., Uy ist ein Vertex Cover fir Jsg \ {w} und mindestens eine ist

ein minimales Vertex Cover fir Jsg \ {w}.

Beweis. Der einzige Unterschied zwischen Lemma 13 und Lemma 14 ist der Knoten w in H,
der jedoch beim Verkniipfen von J mit einem anderen Graphen entfernt, bzw. durch einen
Separationsknoten ersetzt wird. Die Korrektheit folgt aus dem Beweis von Lemma 13. [

Abbildung 25: Der strong resolving Graphen Jsg ohne den Knoten w = r. Dieser Knoten wird
bei den Berechnungen nicht beriicksichtigt, wenn J iiber r mit einem weiteren Graphen verkniipft
wird.

Lemma 15. Sei Voraussetzung 1 gegeben und w € V(H). Dann ist

( W’(Hsﬁ{vl,...,vk,w}, MD(H, w)\ {vy,..., v, w}) )
U Uscicr VOU(G)sr \ {ui}, MD( G, i ).

ein minimales Vertex Cover fir Jsg \ {w}, das alle Knoten aus MD(J, w) enthilt.
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Beweis. Nach Lemma 8 enthélt MD(J, w) alle Knoten aus MD( G;, u; ), 1 <4 < k. Diese
Knoten decken bereits alle in Theorem 9 beschriebenen Kanten des vollsténdig k-partiten
Teilgraphen und der £ vollstéandig bipariten Teilgraphen ab. Somit bilden die angegebenen
Knotenmengen auch ein Vertex Cover fiir Jsg \ {w}. O

Die vorherigen Lemmata iiber die Moglichkeiten eines Vertex Covers fiir Jsg sind in
dem folgenden Theorem zusammengefasst.

Theorem 10. Sei Voraussetzung 1 gegeben und w € V(H). Dann sind

VC(Jsr ),
VC(Jsr \ {w}),
und
VO(Jsr \ {w}, MD(J, w))
berechenbar mithilfe von Gy,...,Gg, H, uy,...,ug, vy,..., v, w, und den folgenden Kno-
tenmengen.

1. VC( (Gi)SR \ {ui}), fU?" 1 S ) S k),
(fiir Lemma 13: U;, fir Lemma 14: U;),

2. VC((Gysr \ {us}, MD( Gy, {w})) fir1 <i <k,
(fiir Lemma 13: Uy, U;, fiir Lemma 14: Uy, U;, fir Lemma 15),

3. (a) VC(HSR\{Vla"'7Vk});
(fir Lemma 13: Uy),

(b) VC(HSR\{Vl,...,Vk,W}),
(fiir Lemma 14: Uy),

4. (a) VC(Hsg \ {v1,..., v}, MD(H, {vi})\ {v1,...,u}) fiir 1 <i <k,
(fir Lemma 13: U;),
(b) VC(Hgsg \ {v1,..., 06, w}, MD(H, {vi})\ {v1,...,vp,w}) fiir 1 <i <k,
(fir Lemma 14: U, ), und

5. VO(Hgg \ {v1,...,ve,w}, MD(H, {w})\ {v1,...,vp, w}),
(fiir Lemma 15).

6.2.3 Algorithmus fiir verkniipfte Graphen

Basierend auf den vorangegangenen Ergebnissen dieses Kapitels kann nun die Starke Me-
trische Dimension verkniipfter Graphen berechnet werden. Da die Eingabe des Algorith-
mus hierfiir aus nur einem Graphen G besteht, der durch Verkniipfung mehrerer Graphen
entstanden ist, miissen zunéchst die Graphen die verkniipft wurden bestimmt werden und
anschlieffend fiir diese die in Theorem 10 bené6tigten Mengen berechnet werden. Da die Gra-
phen immer iiber einen einzelnen Knoten verbunden werden, entsprechen die verkniipften
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Graphen den zweifachen Zusammenhangskomponenten von G und die Knoten iiber die sie
verbunden wurden den Separationsknoten. Eine Ausnahme bilden Briicken (d.h. Kanten
bei denen beide Endknoten Separationsknoten oder Blétter sind), die zur Vereinfachung
auch als zweifache Zusammenhangskomponenten behandelt werden.

Der Algorithmus zur Berechnung der starken Metrischen Dimension arbeitet wie folgt.
Zunéchst werden die zweifachen Zusammenhangskomponenten des gegebenen Graphen G
sowie die Separationsknoten bestimmt. Die Struktur von G wird mithilfe eines Baums
T dargestellt, der einen b-Knoten fiir jede zweifache Zusammenhangskomponente von G
enthélt und einen s-Knoten fiir jeden Separationsknoten. Ein b-Knoten und ein s-Knoten
sind genau dann in 7" mit einer Kante verbunden, wenn der entsprechende Separationskno-
ten ein Teil der entsprechenden zweifachen Zusammenhangskomponente ist. 7" enthélt keine
weiteren Kanten. Anschliefend wird ein beliebiger b-Knoten als Wurzel von T' gewéhlt, so-
dass T" von den Blattern zur Wurzel durchlaufen werden kann. Jeder Weg in T besteht
hierbei abwechselnd aus b-Knoten und s-Knoten und jedes Blatt von T ist ein b-Knoten.
Ein b-Knoten kann mehrere s-Knoten als Nachfolger besitzen, da wie in den vorherigen Ka-
piteln mehrere Graphen G; an einen Graphen H gekniipft werden kénnen und ein s-Knoten
kann mehrere b-Knoten als Nachfolger besitzen, da die Knoten iiber die die Graphen ver-
kniipft werden nicht disjunkt sein miissen, siche Abbildung 26.

Sei b ein Blatt in 7', s der Vorgéanger von b, und o' der Vorgénger von s in 7. Um
Theorem 10 anzuwenden wird die mit b assoziierte zweifache Zusammenhangskomponente
als Teilgraph G; behandelt, der zu s gehérende Knoten als u; und die Komponente von '’ als
Teilgraph H. Im néchsten Schritt wird der gesamte Graph, der durch die entsprechenden
Komponenten von b und seinen Nachfolgern entsteht, als Teilgraph G; betrachtet und
iiber den mit dem Vorgéanger von ' assoziierten Knoten weiter verkniipft.

Abbildung 26: Zwei mogliche Baumdarstellungen fiir den Graphen J. Der s-Knoten ¢ hat in
beiden Féllen mehrere b-Knoten als Nachfolger, da mehrere Graphen iiber den Knoten g verkniipft
werden.
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6.2.4 Der Algorithmus am Beispiel dreier Graphklassen

Die in Theorem 10 benétigten Knotenmengen lassen sich in zwei Kategorien zusammen-
fassen. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen H lasst sich in linearer Zeit berech-
nen, wenn fiir jede zweifache Zusammenhangskomponente GG von H und jede Knotenmenge
W C V(@) die Mengen

1. VC(Ggr \ W) und
2. VC(Gsr \ W, MD(G, {u} )\ W) fiir alle u € V(G)

in linearer Zeit bestimmt werden konnen. Wichtig hierbei ist, dass die Mengen im zweiten
Punkt nicht nur fiir jedes v € V(G), sondern fiir beliebig viele Knoten aus V(G) zusam-
mengenommen in linearer Zeit bestimmt werden kénnen miissen. Diese Mengen werden in
Punkt 4 von Theorem 10 verwendet und um eine lineare Laufzeit zu garantieren, darf jede
zweifache Zusammenhangskomponente nur konstant oft durchlaufen werden, obwohl belie-
big viele Graphen mit einer Komponente verkniipft werden konnen. Hierbei sei ebenfalls
hervorgehoben, dass die Laufzeit linear in der Groéfle der betrachteten Komponente und
nicht in der des gesamten Graphen sein muss.

In diesem Kapitel wird fiir einige Graphklassen gezeigt, wie die oben genannten Men-
gen in linearer Zeit berechnet werden konnen. Wie zuvor behandelt folgt daraus, dass die
Starke Metrische Dimension eines Graphen H in linearer Zeit berechnet werden kann, wenn
seine zweifachen Zusammenhangskomponenten diesen Graphklassen entsprechen.

Gitter
An dieser Stelle werden lediglich 2-dimensionale Gitter betrachtet; die Ergebnisse lassen
sich jedoch einfach auf d-dimensionale Gitter mit d > 2 iibertragen.

Ein 2-dimensionales n x m Gitter GG besitzt die Knotenmenge

V(G) ={11,- Z1ims - Tnds ooy Tm )y MM > 2,
und die Kantenmenge

E(G) ={zijzog} | (=@ Nj=J =DV (i-i]=1Aj=j}

Es ist leicht zu erkennen, dass der strong resolving Graph Ggg lediglich die beiden Kanten
{11, Znm} und {xy 1, 1} enthélt, also die Kanten zwischen je zwei gegeniiberliegenden
Eckknoten des Gitters. Die kiirzesten Wege zwischen jedem anderen Knotenpaar u,v des
Gitters konnen stets zu ldngeren kiirzesten Wegen zwischen anderen Knoten erweitert wer-
den, sodass weder u maximal entfernt von v ist, noch umgekehrt. Daraus folgt unmittelbar
die nachstehende Beobachtung. Fiir eine Illustration der Distanzen in einem Gitter siehe
Abbildung 27.

Beobachtung 2. Sei G ein 2-dimensionales n x m Gitter und sei z; ; € V(G).
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1. Wenn i € {1,n} und j € {1,m}, dann ist MD(G, x;) = {Tnt1-imt+1-j}. Das
heifst, wenn x;; ein Eckknoten des Gitters ist, dann enthdlt MD( G, x;;) nur den
gegeniiberliegenden Eckknoten.

2. Wenni € {l,n} undj ¢ {1,m}, dann ist MD( G, xi; ) = {Tnt1-i,1, Tnt1-im |- Analog
gilt, wenn i ¢ {1,n} und j € {1,m}, dann ist MD(G, xi;) = {Z1m+1—js Tnm+1—; |-
Das heifst, wenn x; ; auf einer duferen Kante des Gitters liegt, dann enthdlt
MD(G, xi;) die beiden Eckknoten der gegeniiberliegenden Kante.

3. Wenni ¢ {1,n} und j ¢ {1,m}, dann ist MD(G, xi;) = {&11,Zn1, T1.m; Tnm }- Das
heifst, wenn x;; ein innerer Knoten des Gitters ist, dann enthdlt MD(G, x;;) alle
vier Eckknoten.

Somit ist leicht zu erkennen, dass fiir ein 2-dimensionales Gitter G die Mengen
VC(Ggr \ W) und VC(Gsg \ W, MD(G, {u} )\ W) fiir alle W C V(G) und beliebig
viele u € V(@) insgesamt in linearer Zeit berechnet werden kénnen. Wie angesprochen
kénnen diese Ergebnisse fiir mehrdimensionale Gitter erweitert werden, woraus das néchste
Theorem folgt.

Theorem 11. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen G, dessen zweifache Zu-
sammenhangskomponenten Gitter sind, kann in linearer Zeit berechnet werden.

Abbildung 27: Ein Gitter G46. Im linken Bild ist der Knoten 33 (blau) markiert, sowie die von
im maximal entfernten Knoten (rot). In den Knoten stehen die Distanzen zu dem Knoten 3 3.
Im rechten Bild analog fiir den Knoten x36.

Kreise
Als zweites Beispiel werden Kreise betrachtet. Ein Kreis G = C,, besitzt die Knotenmenge

V(G) =xo,21,...,Zp_1, 1 >3,
und die Kantenmenge

E(G) = {{zo, 21}, {1, 22}, ..., {zn_1,70}}
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Auch fiir Kreise ist der strong resolving Graph einfach zu bestimmen, da nur gegeniiber-

liegende Knoten gegenseitig maximal entfernt sind. Hierbei ist lediglich zu unterscheiden,
ob die Anzahl der Knoten im Kreis gerade oder ungerade ist. Bei geraden Kreisen liegt
jedem Knoten genau ein anderer Knoten gegeniiber, sodass der Gsg aus n/2 disjunkten K5
besteht. Bei ungeraden Kreisen liegen jedem Knoten genau zwei andere Knoten gegeniiber,
sodass der Gsg selbst ebenfalls ein Kreis ist, sieche Abbildung 28. In beiden Féllen besteht
Gsr \ W fiir jedes W C V(G) aus einer Sammlung von Wegen (auer wenn n ungerade
und W = () ist), von denen jeweils jeder zweite Knoten in einem minimalen Vertex Cover
enthalten ist. VC(Ggsgr \ W, MD( G, {x;})\ W) kann jedoch noch weitere Knoten enthal-
ten, zum Beispiel wenn MD( G, {x;} ) zwei Knoten enthélt, die beide Endknoten desselben
Wegs in Gsg \ W sind. Insbesondere kann dies dadurch auftreten, dass die Knoten aus
MD(G, {x;}) immer Endknoten von Wegen in Ggg \ W sind, wenn z; € W.

o

(o) &
@ &)
& &)
9 &

%)

® ©

(C14) MXu X2 Xg}

Abbildung 28: Die Graphen C75 und C14 mit ihren strong resolving Graphen sowie den strong
resolving Graphen ohne die Knoten {x1,z9,26}. Der strong resolving Graph von Ci5 zerfillt
ohne die Knoten in zwei Wege (rot und blau), der strong resolving Graph von C14 besteht aus
disjunkten Kanten und einzelnen Knoten.

Zur Bestimmung der bendtigten Vertex Cover werden lediglich die Wege und ihre

Léangen in Gsg \ W sowie die Positionen der Knoten aus MD(G, {x;}) fir alle z; € W
auf den Wegen benétigt. Diese kénnen mithilfe der Nummerierung der Knoten in G

29



in linearer Zeit errechnet werden, die, falls nicht bereits gegeben, ebenfalls in linearer
Zeit erzeugt werden kann. Somit kénnen auch fiir Kreise die Mengen VC( Ggg \ W) und
VC(Gsg \ W, MD(G, {u})\ W) fiir alle W C V(G) und beliebig viele u € V(G) insge-
samt in linearer Zeit berechnet werden, woraus das folgende Theorem folgt.

Theorem 12. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen G, dessen zweifache Zu-
sammenhangskomponenten Kreise sind, kann in linearer Zeit berechnet werden.

Da die Bestimmung der benétigten Mengen und damit auch der Vertex Cover fiir
vollstandige Graphen trivial ist, deckt das Theorem beispielsweise Kaktus- und Kaktus-
blockgraphen ab.

Co-Graphen

Als letztes Beispiel werden Co-Graphen betrachtet, welche bereits in Kapitel 5 definiert
wurden. Dort wurden ebenfalls Co-Baume und kanonische Co-Baume definiert und erwéhnt,
dass diese in linearer Zeit berechnet werden kénnen. In diesem Kapitel werden ausschlief3-
lich kanonische Co-Badume verwendet. Aulerdem sind die Ergebnisse aus Kapitel 6 und
Kapitel 6.1 entscheidend fiir das Beispiel dieser Graphklasse.

Zur Erinnerung entsprechen die Blétter des Co-Baums T fiir einen Co-Graphen G den
Knoten aus V(G) und die inneren Knoten von 7" sind mit U oder x markiert. Im kanoni-
schen Co-Baum kénnen diese inneren Knoten beliebig viele Nachfolger haben. Zwei Knoten
aus V(@) sind genau dann in G benachbart, wenn ihr kleinster gemeinsamer Vorgénger in
T mit X markiert ist.

Nach Korollar 1 ist der strong resolving Graph eines Co-Graphen ebenfalls ein Co-
Graph, sodass fiir Gsg ebenfalls ein eindeutiger kanonischer Co-Baum Tsr existiert. Nach
Lemma 5 entspricht der Ggg eines Co-Graphen G dem Komplement G mit zusitzlichen
Kanten zwischen den true twins in GG. Der Co-Baum Tsr kann ausgehend von T erzeugt
werden, indem im ersten Schritt alle mit x markierten Knoten stattdessen mit U markiert
werden und vice versa. Im zweiten Schritt werden die Kanten zwischen den true twins
von G betrachtet. Zwei Knoten u,v € V(G) sind genau dann true twins in G, wenn
die entsprechenden Knoten in 7' Blétter am selben mit x markierten Knoten sind. Nach
Vertauschen der Markierungen sind diese Knoten Blétter an einem U-Knoten, sodass v und
v im entstehenden Co-Graphen nicht benachbart wéren. Um dies zu dndern, werden die
Bléatter vom U-Knoten abgetrennt und erhalten einen neu hinzugefiigten, mit x markierten
Knoten als Vorgénger. Dieser x -Knoten wird an den U-Knoten angehéngt und als twin-
join Knoten markiert. Hierdurch kann es sein, dass der U-Knoten lediglich diesen twin-join
Knoten als Nachfolger hat, siche Abbildung 29. Fiir die folgenden Algorithmen ist es jedoch
notwendig, diese Struktur beizubehalten und den Co-Baum nicht zu vereinfachen. Die
zusétzliche Markierung wird verwendet, da die twin-join Knoten zum Co-Baum hinzugefiigt
werden und keinem Knoten in T' zugeordnet sind. AuBlerdem kann der U-Knoten nicht
einfach zu einem x -Knoten ummarkiert werden, da er auler den Bléttern auch noch innere
Knoten als Nachfolger besitzen kann.

Anschlielend kann ein minimales Vertex Cover fiir Ggr mithilfe eines einfachen bottom-
up Algorithmus, wie er in Algorithmus 2 gezeigt ist, in linearer Zeit berechnet werden.
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Abbildung 29: Der kanonische Co-Baum T eines Co-Graphen sowie der Co-Baum Tggr des strong
resolving Graphen. Bis auf die twin-join Knoten entspricht der Baum 7Tgg dem Baum 7T mit
vertauschten Markierungen an den inneren Knoten. In Tgg besitzt der U-Knoten unten rechts
lediglich einen twin-join Knoten als Nachfolger, wodurch der Baum vereinfacht werden konnte;
diese Struktur wird jedoch fiir nachfolgende Algorithmen beibehalten.

Betrachte den kanonischen Co-Baum 7. Der Knoten e wird mit dem Knoten f vereint, sodass
d(e, f) = 2. Alle anderen Knoten auBer g,h,i werden mit e und f verbunden, sodass sie die
Distanz 1 zu e besitzen, jedoch mit f einen Nachbarn haben, der weiter von e entfernt ist. Somit
ist keiner dieser Knoten maximal entfernt von e. Die Knoten d, e, f sind maximal entfernt von
Knoten ¢, da sie alle in dem Teilbaum von 7' enthalten sind, dessen Wurzel der Vorgénger von
c ist. Somit ist ¢ mit all diesen Knoten benachbart, wodurch sie keinen Nachbarn besitzen, der
weiter von ¢ entfernt ist als sie selbst. Beziiglich der Knoten auflerhalb dieses Teilbaums besitzen
alle Knoten dieselbe Nachbarschaft.

Hierbei bezeichnet n(u) die Anzahl der Blétter im Teilbaum T, also dem Teilbaum von
Tsr mit Wurzel u, siehe Abbildung 30. Der Algorithmus kann zudem so angepasst werden,
dass er ein minimales Vertex Cover fiir Gsg \ W berechnet, indem zum Beispiel der Wert
n(u) als Anzahl der Blétter in 7T, die nicht in W sind, definiert wird, siche Abbildung 31.

Somit bleibt zu zeigen, dass VC(Gsg \ W, MD(G, {u})\ W) fiir alle W C V(G)
und beliebig viele u € V(G) fiir Co-Graphen insgesamt in linearer Zeit berechnet werden
konnen. Zunéchst wird fiir einen einzelnen Knoten u betrachtet, welche Knoten maximal
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Algorithm 2 Vertex Cover eines Co-Graphen

function VC(Co-Baum Tsgr)
for all Knoten u von Tsr do

1:

2

3 ve(u) «— —1 > -1 steht fiir undefiniert
4: for all Blatter u von Tgr do

5 ve(u) < 0

’ end istiert K in Tt it Nachfol d

. es existiert Knoten v in Tsg mit Nachfolgern w1, ..., u, sodass
7 while ( ve(u) = —1 und ve(u;) > 0,1 <i <k ) do
: if u ist ein U-Knoten then

9: ve(u) <= ve(ug) + -+ - + ve(ug)
10: else
11: ve(u) «— 1%1214@(“) —n(u;) + ve(u;)) > u ist ein x -Knoten
12: end
13: end
14: return ve(r)
15: end

Tsr 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0

Abbildung 30: Die mit Algorithmus 2 berechnete Grofle eines Vertex Covers mithilfe des Co-
Baums Tggr. Die Knoten des Baums sind mit n(u)/ve(u) beschriftet.

entfernt von wu sind.

Da der Durchmesser von Co-Graphen maximal 2 ist, sind alle Knoten, die nicht mit «
benachbart sind, maximal entfernt von diesem. Damit ein Nachbarknoten v von u maximal
entfernt ist, muss per Definition gelten, dass dg(v',u) < dg(v,u) fiir alle v € N(v). Da
dg(v,u) = 1, miissen somit alle Nachbarn von v auch Nachbarn von u sein.

Im kanonischen Co-Baum 7T sind die von u maximal entfernten Knoten wie folgt zu
finden. Betrachte die inneren Knoten auf dem Weg von u zur Wurzel von T'. Fiir jeden U-
Knoten wird v mit mindestens einem weiteren Knoten w vereint, aber ist nicht mit diesem
benachbart. Jeder Knoten v, der danach aufgrund eines x -Knotens mit u verbunden wird,
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Tsr 1/0 1/0 1/0 0/0 0/0 1/0 1/0

Abbildung 31: Die mit Algorithmus 2 berechnete Gréfle eines Vertex Covers mithilfe des Co-
Baums Tgr, wobei die Knoten a, f, g, m nicht beriicksichtigt werden, da sie fiir die Verkniipfung
verwendet werden. Die Knoten des Baums sind wie in Abbildung 30 mit n(u)/ve(u) beschriftet.

wird auch mit w verbunden und ist somit nicht maximal entfernt von u. Wird auf dem
Weg von u zur Wurzel ein U-Knoten besucht, kommen folglich an den x -Knoten keine
von u maximal entfernten Knoten in Teilbdumen, die nicht u enthalten, vor. Demnach ist
der direkte Vorgéinger w von u in T" der einzig relevante x -Knoten, wenn er entsprechend
markiert ist. Es gilt, dass v mit jedem Knoten v aus den Teilbdumen von w verbunden
wird und anschlieflend alle Knoten im Teilbaum T;, dieselbe Nachbarschaft beziiglich aller
anderen Knoten besitzen. Demnach ist die Nachbarschaft jedes Knotens in T, eine Teil-
menge der Nachbarschaft von u. Es sei hervorgehoben, dass bisher der Co-Baum von G
und nicht der Co-Baum von Gsgr verwendet wurde, sodass es keine U-Knoten gibt, die nur
einen twin-join Knoten als Nachfolger besitzen.

Zusammengefasst gilt: Sei 1" der kanonische Co-Baum des Co-Graphen G. Seien u und
v aus T und sei w der kleinste gemeinsame Vorgédnger von v und v.

e Wenn w mit U markiert ist, dann ist v maximal entfernt von v in G.

e Wenn w mit x markiert ist, dann ist v genau dann maximal entfernt von u in G,
wenn u ein direkter Nachfolger von w ist.

Der folgende Algorithmus berechnet die Grofie eines minimalen Vertex Cover fiir Ggg,
das zusétzlich alle Knoten enthilt, die maximal entfernt von einem Knoten u € V(@) sind.
Hierbei sei darauf hingewiesen, dass Algorithmus 3 zu Beginn den Vorgénger von u in T’
statt in Tsr verwendet, um die twin-join Knoten nicht gesondert behandeln zu miissen. Die
Knoten in 7" und Tsg werden zudem &quivalent verwendet und es wird davon ausgegangen,
dass der Wert ve(w) bereits fiir jeden Knoten w in Tgg mithilfe von Algorithmus 2 berechnet
wurde.

Die von Algorithmus 3 berechneten Werte h(v) entsprechen der Anzahl der von wu
maximal entfernten Knoten im Teilbaummit Wurzel v von Tsg. Besteht G nur aus dem
Knoten u, so ist auch nur u von sich selbst maximal entfernt. Wenn G mindestens zwei
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Algorithm 3 Vertex Cover eines Co-Graphen inklusive MD( G, u)

1: function VC(Co-Baum 7T, Co-Baum Tsg, Knoten u € T')
2 if (u =) then

3 return 1

4 end

5: sei v der Vorgénger von w in T’

6

7

8

9

h(v) < n(v) —1
while (v # r) do

U 4— v
sei v der Vorgénger von v in Tgg
10: seien uyq, ..., u, die Nachfolger von v ohne u
11: if v ist ein x -Knoten in Tsg then
12: h(v) < h(u) +n(uy) + -+ - + n(uyg)
13: else
14: h(v) < h(u) + ve(uy) + - -+ + ve(ug)
15: end
16: end
17: return h(r)

18: end

Knoten enthélt und zusammenhéngend ist, so ist u nicht maximal entfernt von sich selbst,
weswegen im Algorithmus (Zeile 6) der Wert h(v) um eins verringert wird. Somit wird der
Wert aufgrund der vorherigen Uberlegungen zunéchst unabhéngig von der Markierung des
ersten inneren Knotens auf n(v) — 1 gesetzt. Anschlieflend wird er an jedem x -Knoten in
Tsg um die Anzahl der Knoten in den anderen Teilbdumen erhoht, da dieser x -Knoten
ein U-Knoten in 7" ist und die Knoten in diesen Teilbdumen wie beschrieben alle maximal
entfernt von u sind. An jedem U-Knoten in Tsg wird der Wert um die Grolen der Vertex
Cover der anderen Teilbdume erhoht, wie es auch in Algorithmus 2 geschieht.

Da der Wert n(u) wie auch schon fiir Algorithmus 2 so angepasst werden kann, dass er
der Anzahl der Blétter in T, entspricht, die nicht Teil der Menge W C V/(G) sind, kann
mit Algorithmus 3 die Grofe einer Menge
VC(Gsr \ W, MD(G, {u})\ W) fiir alle W C V(G) und ein u € V(G) in linearer Zeit
berechnet werden. Folglich bleibt zu zeigen, wie die Gréfen dieser Mengen fiir beliebig viele
u € V(@) insgesamt in linearer Zeit bestimmt werden kénnen.

Hierfiir wird in Algorithmus 4 der Co-Baum in einem top-down Verfahren durchlaufen
und fiir jeden inneren Knoten u berechnet, um welchen Wert sich der h-Wert aus Algo-
rithmus 3 fiir die Blatter an u auf dem Weg zur Wurzel erhchen wiirde. Dieser Wert wird
genauso berechnet wie die h-Werte; letztere werden lediglich auf den Wegen von der Wur-
zel zu den Bléttern zu einem Wert m(u) aufsummiert, siche Abbildung 32. Erneut kann
der Wert n(u) an die Menge W angepasst werden und die Werte ve(u) kénnen im Voraus
durch Algorithmus 2 berechnet werden, sieche Abbildung 33. Anschlieend kann wie folgt
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die Grofe fiir VO(Gsg \ W, MD(G, {u})\ W) fiir jeden Knoten u € V(G) in konstanter
Zeit bestimmt werden. Sei u € T und sei v der Vorgédnger von v in 7. Dann ist

[VC(Gsg \ W, MD(G, {u})\ W)| =n(v) —n(u) + m(v).

Hierbei ist n(u) = 0, wenn u € W, sodass beide Fille (v € W und u ¢ W) in dieser Formel
zusammengefasst werden konnen. Auflerdem sei darauf hingewiesen, dass die m-Werte fiir
die Knoten in T und nicht in Tsg berechnet werden, sodass, obwohl die zusammengehorigen
Knoten in beiden Badumen &quivalent behandelt werden, die twin-join Knoten in Tsg keinen
Wert zugewiesen bekommen.

Algorithm 4 Berechnung der m-Werte

1: function VC(Co-Baum 7', Co-Baum Tgsg)

2: for all innere Knoten v von 7" do

3: m(u) < —1 > -1 steht fiir undefiniert

4 end

5 m(r) <0

6. while es existiert innerer Knoten u in Tsg mit Vorgénger v, sodass do
m(u) = —1 und m(v) >0

7 seien uy, . .., u; die Nachfolger von v in Tsg ohne u
8: if v ist ein x -Knoten in Tsg then

9: m(u) < m(v) +n(uy) + -+ n(uy)
10: else

11: m(u) < m(v) + ve(uy) + - -+ + ve(ug)

12: end

13: end

14: end

Mithilfe von Algorithmus 4 kénnen die Mengen VC(Gsg \ W, MD( G, {u})\ W) fiir
alle W C V(G) und beliebig viele u € V(G) insgesamt in linearer Zeit berechnet werden,
woraus das folgende Theorem folgt.

Theorem 13. Die Starke Metrische Dimension eines Graphen G, dessen zweifache Zu-
sammenhangskomponenten Co-Graphen sind, kann in linearer Zeit berechnet werden.
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1/0 1/0 ) 1/0
2/1% zgyz
Tsr 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0

Abbildung 32: Die mit Algorithmus 4 berechnete Anzahl an maximal entfernten Knoten. Die
Knoten des Baums sind mit m(u)/n(u)/ve(u) beschriftet. Die twin-join Knoten sind nur mit
n(u)/ve(u) beschriftet.

Tsr 1/0 1/0 1/0 0/0 0/0 1/0 1/0

Abbildung 33: Derselbe Baum Tgr wie in Abbildung 32, wobei die Knoten a, f, g, m nicht
beriicksichtigt werden, da sie fiir die Verkniipfung verwendet werden.

6.3 Bestimmung des strong resolving Graphen distanzerhalten-
der Graphen

Distanzerhaltende Graphen wurden in [62] eingefiihrt. Fiir die Starke Metrische Dimension
distanzerhaltender Graphen wurde in [93] ein Polyinomialzeit-Algorithmus angegeben. Als
Grundlage fiir einen moglichen effizienteren Algorithmus, werden in diesem Kapitel die
strong resolving Graphen distanzerhaltender Graphen untersucht. Geméafi Theorem 14 sind
distanzerhaltende Graphen dquivalent zu Twinset-Graphen, die wie folgt definiert sind.

Definition 24. [21]

e Der Graph mit nur einem Knoten v ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Twinset

v, bezeichnet mit G = ({v}, 0, {v}).

e Seien G und Gy zwei ungerichtete Twinset-Graphen. Die Vereinigung G = G U
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Go dieser Graphen ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Knotenmenge V(G1) U
V(G3), Kantenmenge E(G1) U E(Gs) und Twinset T'S(G1) UTS(Ga).

o Seien Gy und Go zwei ungerichtete Twinset-Graphen. Der Join G = Gy x Gy die-
ser Graphen ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Knotenmenge V(G1) UV (Ga),
Kantenmenge E(G1) U E(G2) U {{u,v} | u € TS(G1),v € TS(Gs)} und Twinset
TS(G1)UTS(Gs).

e Seien G1 und Gy zwei ungerichtete Twinset-Graphen. Das Anhingen G = G1> Go
dieser Graphen ist ein ungerichteter Twinset-Graph mit Knotenmenge V(G1)UV (Gs),
Kantenmenge E(G1) U E(G2) U {{u,v} | v € TS(Gy),v € TS(Gs)} und Twinset
TS(Gy).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird davon ausgegangen, dass die letzte Opera-
tion bei einem zusammenhédngenden Twinset-Graphen eine x -Operation ist.

Theorem 14. [7, 53] Ein Graph ist genau dann distanzerhaltend, wenn er ein Twinset-
Graph 1st.

Definition 25. Sei G ein Twinset-Graph. Die vier Mengen A(G), B(G), B'(G) und D(G)
fiir G seien wie folgt definiert.

o G=({v},0,{v}):

— A(G) = {v},
— B(G) =1,
— B'(G) =0 und
— D(G) = {v}.
o G = G1UGy:
— A(G) = A(G1) U A(Go),
— B(G) =10,
— B'(G) = B(G1) U B(Gs) U B'(G1) U B'(Gy) und
~ D(G) = 0.
e G = G1>< GQ.’
— A(G) = A(G1) U A(Gy),
- B(G) = B(Gl) U B(G2);

B'(G) = B'(Gy) U B'(G3) und
— D(G) = D(G1) U D(Gy).

e G = G1>>G2.'
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A(G) =10,

B(G) = B(G1) U B(G3) U B'(G2) U A(Gs),
B'(G) = B'(Gy) und

- D(G) =0.

Fiir eine einfachere Notation sei R(G) = V(G) \ T'S(G). Per Definition gilt D(G) C
A(G) C TS(G) und B(G) U B'(G) C R(G).

Diese vier Mengen enthalten alle Knoten, die an den Kanten im strong resolving Gra-
phen beteiligt sind, wie die folgenden Lemmata zeigen.

Lemma 16. Sei G ein Twinset-Graph. Dann ist A(G) = {v | N[v] C TS(G)} und D(G) =
{v | N[v] =T5(G)}-

Beweis. Beide Aussagen treffen offensichtlich zu, wenn GG nur aus einem Knoten besteht.
Es sei angemerkt, dass ein Knoten v mit N[v] C T'S(G) oder N[v] = T'S(G) nach den
drei Operationen U, x ,> diese Eigenschaft der Nachbarschaft behalten kann; ein solcher
Knoten kann jedoch nicht durch die drei Operationen entstehen, da der Knoten selbst in
TS(G) sein muss. Auerdem ist ein Knoten, durch den die Nachbarschaft von v nicht diese
Eigenschaft besitzt, entweder ein Nachbar von v, der Teil von R(G) ist, welcher nach den
drei Operationen bestehen bleibt und nicht mehr Teil des Twinsets werden kann. Oder
(nur fiir den Fall, dass v € D(G)) es ist ein Knoten aus T'S(G), der kein Nachbar von v ist,
es auch nicht mehr werden kann und der nur (durch die > -Operation) aus dem Twinset
entfernt wird, wenn v auch entfernt wird.

Sei G = G1UG5. Die Knoten aus A(G;) und A(Gz) behalten ihre Eigenschaft, da die
Twinsets von GG; und G5 vereinigt werden. Da G; und G5 beide aus mindestens einem
Knoten bestehen und ihre Twinsets nicht leer sein konnen, existiert kein Knoten v mit
N[v] =TS5(G) in G.

Sei G = G1x (. Auch in diesem Fall behalten die Knoten aus A(G;) und A(G2) ihre
Eigenschaft, die Knoten aus D(G;) und D(G3) jedoch auch, da jeder Knoten aus T'S(G1)
Nachbar von jedem Knoten aus T'S(G3) wird.

Sei G = G1> Gy, Alle Knoten aus A(Gh), A(Gs), D(G1) und D(G3) verlieren ihre
Eigenschaft, da sie entweder aus Gy und somit nicht in 7'S(G) sind oder sie bekommen
alle Knoten aus T'S(G3) als Nachbarn, welche anschlieBend in R(G) sind. O

Lemma 17. Sei G ein Twinset-Graph. Dann ist B(G)UB'(G) = R(G)N{v | d(v, TS(G)) >
d(v',TS(G)),¥v" € N(v)}.

Beweis. ,C*“: Die Mengen B(G) und B’(G) werden nur durch Knoten v aus A(Gs) erwei-
tert, wenn G = G> Gs. Fiir diese Knoten gilt vor der Operation, dass N[v] C T'S(G2) und
somit d(v, T'S(G3)) > d(v',TS(G3)),Vv' € N(v). Nach der > -Operation gilt d(w, T'S(G)) =
d(w,TS(G2)) + 1 fir jeden Knoten w € V(Gs) und damit auch fiir v und seine Nach-
barn. Auflerdem gilt fiir jeden Nachbarn v” € T'S(Gy) von v, dass 1 = d(v,TS(G)) >
d(v",TS(G)) = 0. Jede der drei Operationen behilt diese Eigenschaften beziiglich der
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Nachbarschaft von v bei, da die Operationen die kiirzesten Wege aller Knoten zum Twin-
set entweder um 0 (U und x ) oder um 1 (>) verldngern.

,2“ Seiv e R(G)N{v | d(v,TS(G)) > d(v',TS(G)). Die Menge R(G) wird nur durch
das Twinset von G5 erweitert, wenn G = G1> GG5. Wie oben beschrieben verlangern die drei
Operationen die kiirzesten Wege alle um 0 oder 1, womit v die Eigenschaft d(v, T'S(G)) >
d(v',TS(Q)), Yv' € N(v) bereits erfiillen muss, bevor er in R(G) aufgenommen wird. Die
Knoten des Twinsets, die diese Eigenschaft erfiillen, sind nach Lemma 16 genau die Knoten
aus A(G3). Da jeder Knoten aus A(G») in B(G)U B'(G) aufgenommen wird, sobald er Teil
von R(G) wird, folgt die Aussage. O

Lemma 18. Sei G = G1x ({z},0,{z}) ein Twinset-Graph und seiv € R(G1). Dann ist v
mazximal entfernt von z genau dann, wenn v € B(G1) U B'(G1).

Beweis. Diese Aussage folgt aus Lemma 17, da d(z,v) = d(z,TS(G1)) + d(T'S(G1),v) =
1+ d(TS(Gy),v) fiir alle v € V(G;) und somit die Knoten, die maximal entfernt von z
sind, genau die Knoten sind, die die Eigenschaft des vorherigen Lemmas erfiillen. [

Lemma 19. Sei G = G1x ({z},0,{z}) ein Twinset-Graph und sei v € R(G1). Dann sind
v und z genau dann gegenseitig mazimal entfernt, wenn v € B(Gy).

Beweis. ,=:“ Sei v € R(G4) und seien v und z gegenseitig maximal entfernt. Aus Lem-
ma 18 folgt, dass v € B(G1) U B'(G1). Angenommen es sei v € B'(Gy). Da nur durch die
U-Operation Knoten zu B’ hinzugefiigt werden, sei G; = G'UG” fiir zwei Twinset-Graphen
G’ und G”. Dann existiert ein Knoten w € T'S(G’), sodass d(w,u) = d(w, z) + d(z,u) =
1 +d(z,u) fir alle Knoten u € V(G”) in G, wodurch z nicht maximal entfernt von Knoten
in G” ist. Dasselbe gilt fiir alle Knoten aus G’. Daher ist z nicht von v maximal entfernt,
solange w € T'S(G1), was sich durch die U- und die x -Operation nicht dndert. Lediglich
durch die > -Operation wird w aus dem Twinset entfernt, wenn w ein Knoten des zweiten
Graphen dieser Operation ist. In diesem Fall ist v jedoch auch ein Knoten des zweiten
Graphen und wird somit aus B'(G) entfernt.

»<:“ Aus Lemma 18 folgt, dass v maximal entfernt von z ist. Da N(z) = T'S(G,), ist
z maximal entfernt von den Knoten in B(G). Die Korrektheit gilt auch nach den anderen
beiden Operationen, da Knoten nach einer U-Operation aus B entfernt und nach einer
> -Operation zu B hinzugefiigt werden. O]

Die bisherigen Ergebnisse sind ausreichend, um die Kantenmenge des strong resolving
Graphen zu bestimmen. Dies geschieht in den folgenden drei Lemmata.

Lemma 20. Ser H ein zusammenhdngender Twinset-Graph und sei G = G1UGy ein
induzierter Teilgraph von H. Dann ist

E(Hsr|G]) = Hu,v}|u € A(Gy),v € A(G2) U B(G2) U B'(Gs)}
U {{u,v}|u e B(Gy),v € A(G2) U B(Gy) U B'(G3)}
U {{u,v}|u € B (Gy),v € A(Gy) U B(G5) U B'(G)}.
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Beweis. Da H zusammenhéngend ist und da 7'S(G) = T'S(G) UT'S(G>), sind die Knoten
aus GG und G5 in H iiber einen Knoten verbunden, der durch eine x - oder > -Operation
hinzukam. Somit ist dg(u,v) = 2 fir alle u € TS(G;) und v € TS(Gy). Zusammen
mit Lemmata 16 bis 18 folgt die Aussage. Da T'S(G) = T'S(G1) UTS(Gs), werden beide
Twinsets in allen nachfolgenden Operationen mit denselben Knoten verbunden, sodass
keine der drei Operationen einen Einfluss auf die Kanten zwischen Knoten aus G; und G»
in H, SR haben. O

Lemma 21. Sei H ein zusammenhdngender Twinset-Graph und sei G = Gi1x Gy ein
induzierter Teilgraph von H. Dann ist

E(Hsr[G]) = {{u,v}|u € A(G1),v € B(Ga}
U {{U,U} | u € B(Gl),v c A(GQ) U B(Gg) U B/(Gg)}
U {{u,v}|ue B'(Gy),v € B(Gs) UB'(Gs)}
U {{u,v}|ue D(Gy),v € D(Gsy)}.

Beweis. Die Kanten zwischen den B- und B’-Mengen folgen erneut aus Lemma 18. Da
jedoch dy(u,v) =1 fiir alle u € T'S(G1) und v € TS(G3) und da T'S(G2) € Ng(u) und
TS(G1) € Ng(v), sind u und v nur dann in Hgg adjazent, wenn Ng[u] = Nglv] = T'S(G).
Auch hier gilt, dass die nachfolgenden Operationen die Kanten in Hsg nicht beeinflussen.

O

Lemma 22. Sei H ein zusammenhdngender Twinset-Graph und ser G = G1> Gs ein
induzierter Teilgraph von H. Dann ist

E(Hsg[G) =  {{u,0}|ue B(GY),v e A(Gs) U B(Gs) U B'(Gy)}
U {{u,v}|u€ B'(G)),v € B(Ga) UB(Ga)}.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum vorherigen. Da jedoch davon ausgegangen wird,
dass die letzte Operation bei zusammenhédngenden Twinset-Graphen eine x -Operation ist,
besitzen die Knoten aus T'S(G;) weitere Nachbarn, welche nicht in G und somit nicht ad-
jazent zu den Knoten in T'S(G2) sind. Dadurch ist keiner der Knoten aus 7'S(G) maximal
entfernt von Knoten aus Gj. O
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7 Linearzeitalgorithmus fiir die gerichtete Starke Me-
trische Dimension gerichteter Co-Graphen

In diesem Kapitel wird die gerichtete Starke Metrische Dimension gerichteter Co-Graphen
berechnet. Hierbei werden ausschliefilich stark zusammenhéngende Graphen betrachtet,
da diese Variante der Metrischen Dimension nur fiir solche definiert ist. Auflerdem bilden
die folgende Definition und das folgende Theorem, welche ebenfalls nur fiir stark zusam-
menhéngende Graphen gelten, die Grundlage zur Untersuchung der gerichteten Starken
Metrischen Dimension. Fiir ein Beispiel siche Abbildung 34.

Definition 26. [99] Sei G ein stark zusammenhdngender gerichteter Graph und u,v €
V(G).

e Der Knoten u ist maximal entfernt zu dem Knoten v (eng.: mazimally distant to),
abgekiirzt u MDT v, wenn Yu' € N~ (u) : d(v',v) < d(u,v).

e Der Knoten v ist maximal entfernt von dem Knoten u (eng.: maximally distant from),
abgekiirzt v MDF u, wenn Yo' € Nt (v) : d(u,v") < d(u,v).

e Der Knoten u ist gegenseitig maximal entfernt von dem Knoten v (eng.: mutally
mazximally distant to), abgekiirzt w MMDT v, wenn « MDT v und v MDF w.

e Der strong resolving graph Gsg von G ist ein ungerichteter Graph mit gleicher Kno-
tenmenge wie G und enthdlt die Kante {u,v} genau dann, wenn w MMDT v oder
v MMDT w.
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Abbildung 34: Der Graph aus Abbildung 11 (links) und sein strong resolving Graph (rechts).
Die blau markierten Knoten bilden ein Vertex Cover in GGsg und sind somit eine stark trennende
Menge fiir G. Beispielsweise ist der Knoten d gegenseitig maximal entfernt von a, jedoch nicht
umgekehrt. Denn ¢ ist aufgrund von f nicht maximal entfernt zu d und d ist aufgrund von e nicht
maximal entfernt von a.
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Theorem 15. [99] Sei G ein stark zusammenhdingender gerichteter Graph, dann ist
smd(G) = VC(Ggr ), wobei VC(Ggr ) die Grifie eines minimalen Vertex Cover von Gsr

18t.

In diesem Kapitel wird die Starke Metrische Dimension von gerichteten Co-Graphen,
wie sie in Kapitel 5.3 definiert sind, betrachtet. Es werden ausschliellich stark zusam-
menhéngende Graphen betrachtet, sodass im Fall von gerichteten Co-Graphen die letzte
Operation ein Join war. Das heifit die Wurzel jedes Co-Baums ist mit x markiert. Hierfiir
wird der gleiche Ansatz wie in Kapitel 6.1 verwendet, bei dem die Grofie einer maximalen
Clique im Komplement des strong resolving Graphen bestimmt wird. Die Methode aus
Kapitel 6.2.4 ldasst sich nicht iibernehmen, da der strong resolving Graph von gerichteten
Co-Graphen kein Co-Graph sein muss, sieche Abbildung 35.
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Abbildung 35: Ein gerichteter Co-Graph G = (e> (d>c¢) x (b>a)) und sein strong resolving
Graph. Letzterer enthilt den induzierten Weg {a, b, ¢, d} (rot) und ist somit kein Co-Graph.

Fiir den iibrigen Teil dieses Kapitels sei G ein stark zusammenhéngender Co-Graph mit
bindrem Co-Baum T'. Sei w ein Knoten aus 7" und T, der Teilbaum von 7" mit Wurzel w.
Seien T; und T, der linke und rechte Teilbaum von T,,. Seien GG,,, G; und G, die Teilgraphen
von (G, die durch die mit den Bléttern in T, T; und 7, assoziierten Knoten induziert werden.

Offensichtlich gilt auch fiir gerichtete Graphen, dass zwei Knoten im strong resolving
Graph adjazent sind, wenn die Distanz zwischen ihnen dem Durchmesser des Graphen ent-
spricht. Der Unterschied zum ungerichteten Fall besteht lediglich darin, dass in gerichteten
Graphen fiir jedes Knotenpaar zwei Distanzen betrachtet werden miissen.

Da der Durchmesser von stark zusammenhéngenden gerichteten Co-Graphen < 2 ist, ist
jedes Knotenpaar, zwischen dem es nicht beide gerichteten Kanten gibt, im strong resolving
Graph adjazent. Diese Aussage wird im folgenden Lemma festgehalten, wobei in Hinblick
auf den Algorithmus zur Bestimmung der Starken Metrischen Dimension das Komplement
des strong resolving Graphen verwendet wird.

Lemma 23. Wenn w mit U oder > markiert ist, dann existieren in Gsgr keine Kanten
zwischen Knoten aus G; und Knoten aus G,.

Beweis. Sei uw € V(G;) und v € V(G,). Da w mit U oder > markiert ist, gilt dg(v,u) =
2. Da G ein stark zusammenhéingender gerichteter Co-Graph ist, ist D(G) < 2 und es
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folgt, dass v MMDT u, was bereits als Beweis ausreichend ist. Wenn w mit U markiert
ist, gilt auch dg(u,v) = 2 und somit « MMDT v. Zudem sei angemerkt, dass wenn w
mit > markiert ist, dieser gerichtete Join auch eine Kante von jedem in-Nachbarn von u
zu v erzeugt und eine Kante von u zu jedem out-Nachbarn von v. Da v und v dieselbe
Nachbarschaft beziiglich der Knoten auflerhalb von T, besitzen kann folglich der kiirzeste
Weg von u nach v in keine Richtung erweitert werden, wodurch u MMDT v gilt. ]

Betrachte nun den Fall, dass w mit x markiert ist. Per Definition enthélt Gsg genau
dann eine Kante zwischen u € V(G;) und v € V(G,), wenn « MMDT v oder v MMDT w.
Da hier das Komplement Ggg betrachtet wird, darf keine der beiden Eigenschaften erfiillt
sein, damit die Kante zwischen v und v existiert. Somit enthilt Gsg genau dann die Kante
{u,v}, wenn

—((uMMDTv) V (v MMDT u))

oder umgeformt
—(uMMDT v) A =(v MMDT )

oder umgeformt
(=(uMDTwv) V =(v MDF w)) A (=(v MDT u) V =(u MDF v))
oder umgeformt mithilfe der Definition von MDT und MDF

1. (a) =(Vy € N~ (u) : d(y,v) < d(u,v)) oder
(b) =(Vz € N*(v) : d(u, z) < d(u,v))

und
2. (a) 2(Vx € N~ (v) : d(z,u) < d(v,u)) oder
(b) =~(Vy € N*(u) : d(v,y) < d(v,u)),

oder, da bei einem Join dg(u,v) =1 gilt

1. (a) Jy € V(G), sodass (y,u) € E(G) und (y,v) ¢ E(G) oder
(b) 3z € V(G), sodass (v,z) € E(G) und (u,z) ¢ E(G)

und

2. (a) dz € V(G), sodass (z,v) € E(G) und (z,u) ¢ E(G) oder
(b) Jy € V(G), sodass (u,y) € E(G) und (v,y) ¢ E(G).

Da bei einem Join alle Kanten zwischen den Knoten aus G; und G, existieren, muss in
den Féllen 1.a und 2.b der Knoten y Teil von GG, und der Knoten x in den Féllen 1.b und
2.a Teil von G sein.

Wie in den oben beschriebenen Fiéllen zu erkennen ist, reicht es aus, wenn der kiirzeste
Weg von u nach v in eine der beiden Richtungen erweitert werden kann (entweder durch
einen in-Nachbarn von u oder einen out-Nachbarn von v), damit nicht u MMDT v gilt. Da
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auch nicht v MMDT u, gilt eine analoge Aussage fiir den kiirzesten Weg von v nach u. Als
nichstes werden spezielle Arten von Knoten definiert, die eine Nachbarschaft besitzen, die
das Erweitern dieser kiirzesten Wege ermoglicht. Somit sind diese Knoten diejenigen, die
fiir maximale Cliquen in Ggg in Frage kommen.

Definition 27. Sei G ein stark zusammenhdngender gerichteter Co-Graph. Ein Knoten
u € V(G) heifst

e solitary-Knoten in G, wenn ein Knoten z € V(G) existiert, sodass (u, z) € E(G) und
(z,u) € E(Q), das heifst, wenn z und u nicht benachbart sind.

e in-Knoten in G, wenn ein Knoten z € V(G) ezistiert, sodass (z,u) € E(G) und
(u,z) € E(G), das heifit, wenn z nur ein in-Nachbar von u ist.

e out-Knoten in G, wenn ein Knoten z € V(G) ezistiert, sodass (u,z) € E(G) und
(z,u) &€ E(G), das heifst, wenn z nur ein out-Nachbar von u ist.

e in-out-Knoten in G, wenn u ein in-Knoten und ein out-Knoten in G ist.

Ein Knoten u kann gleichzeitig ein solitary-Knoten, ein in-Knoten, ein out-Knoten und
ein in-out-Knoten in G sein. Wenn u ein in-out-Knoten ist, dann ist u auch ein in-Knoten
und ein out-Knoten.

Lemma 24. Wenn w mit x markiert ist, dann sind zwei Knotenu € V(G)) undv € V(G,)
genau dann in Gsg mit einer Kante verbunden, wenn

1. u ein solitary-Knoten in G ist oder
v ein solitary-Knoten in G, ist oder
u ein in-out-Knoten in Gy ist oder
v ein in-out-Knoten in G, ist oder

u ein m-Knoten in G, und v ein in-Knoten in G, ist oder

S v e

u ein out-Knoten in G; und v ein out-Knoten in G, ist.
Beweis. ,=:*

1. Wenn die Fille 1.a und 2.a erfiillt sind, dann sind » und v solitary-, out- oder in-
out-Knoten in G. Beide Knoten kénnen zu unterschiedlichen Typen und zu mehreren
gleichzeitig gehoren.

2. Wenn die Félle 1.a und 2.b erfiillt sind, dann ist v ein solitary-Knoten oder ein
in-out-Knoten in G.

3. Wenn die Fille 1.b und 2.a erfiillt sind, dann ist u ein solitary-Knoten oder ein
in-out-Knoten in G.
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4. Wenn die Fille 1.b und 2.b erfiillt sind, dann sind « und v solitary-, in- oder in-out-
Knoten in G. Beide Knoten koénnen zu unterschiedlichen Typen und zu mehreren
gleichzeitig gehoren.

=t

1. Wenn u ein solitary-Knoten ist, dann sind die Fille 1.b und 2.a erfiillt.
2. Wenn v ein solitary-Knoten ist, dann sind die Félle 1.a und 2.b erfiillt.
3. Wenn u ein in-out-Knoten ist, dann sind die Félle 1.b und 2.a erfiillt.
4. Wenn v ein in-out-Knoten ist, dann sind die Félle 1.a und 2.b erfiillt.

5. Wenn u ein in-Knoten ist, dann ist der Fall 1.b und wenn v ein in-Knoten ist, der
Fall 2.b erfiillt.

6. Wenn u ein out-Knoten ist, dann ist der Fall 1.a und wenn v ein out-Knoten ist, der
Fall 2.a erfiillt.

]

Das vorherige Lemma gilt fiir alle Knoten, die paarweise eine der geforderten Eigen-
schaften erfiillen. So sind beispielsweise alle solitary-Knoten aus G; mit allen Knoten aus
G, in Ggr verbunden und alle in-Knoten aus G; mit allen in-Knoten aus G,. Damit diese
Knoten eine Clique in Ggg bilden, miissen jedoch auch die Knoten aus G; sowie die aus G,
jeweils untereinander adjazent sein. Daher werden im Folgen bottom-up Algorithmus fiir
jeden Knoten des Co-Baums T die GroBlen mehrerer Cliquen bestimmt. Fiir jeden Knoten
w aus T geschieht dies mit den vier Werten m, s, ¢, 0, wobei

1. m die GroBe einer groBten Clique in Gsrly(q,) ist,

2. s die Grofle einer gréfiten Clique in Gisr|v(a,,) ist, die ausschlieflich aus solitary- oder
in-out-Knoten besteht,

3. 1 die Grofe einer grofiten Clique in GSR|V(Gw) ist, die ausschliellich aus in-Knoten
besteht und

4. o die Grofle einer grofiten Clique in GSR|V(GW) ist, die ausschliefSlich aus out-Knoten
besteht.

Entsprechend der vorherigen Lemmata konnen diese vier Werte aus den jeweiligen Wer-
ten my, sy, 1;, o, und m,., s,., i,, o, des linken und rechten Teilbaums 7; und 7} berechnet wer-
den. Gleichzeitig ist es moglich, die Knotenmengen der dazugehorigen Cliquen mitzufiihren,
sodass auch eine minimale stark trennende Menge bestimmt werden kann.

Wie die Werte der Teilbdume kombiniert werden, ist von der Markierung von w abhén-
gig. Jedoch sei angemerkt, dass m immer mindestens genauso grofl ist wie das Maximum
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der anderen drei Werte, sodass einige Kombinationsméglichkeiten nicht betrachtet werden
missen.

Wenn w ein Blatt ist, dann ist m =1,s = 0,72 = 0,0 = 0.

Wenn w mit U markiert ist, existieren geméafl Lemma 23 keine Kanten zwischen Knoten
aus G; und G, in Ggg. Somit konnen die Cliquen der beiden Teilgraphen nicht zu groBeren
Cliquen kombiniert werden. Da sowohl V(G)) als auch V(G,) mindestens einen Knoten
enthalten, werden jedoch alle Knoten zu solitary-Knoten. Folglich ist

1. m das Maximum von m; und m,.,
2. s das Maximum von m; und m,.,
3. 1 das Maximum von 7; und 7, und

4. o0 das Maximum von o; und o,.

Wenn w mit > markiert ist, existieren ebenfalls gem&fl Lemma 23 keine Kanten zwi-
schen Knoten aus G; und G, in Ggg. Die Cliquen konnen nicht kombiniert werden, jedoch
wird jeder Knoten aus G; durch die Knoten aus G, zu einem out-Knoten in G, und jeder
Knoten aus G, durch die Knoten aus () zu einem in-Knoten in . Das heifit auch, dass
alle in-Knoten aus G; und alle out-Knoten aus G, zu in-out-Knoten werden. Folglich ist

1. m das Maximum von m; und m,.,
2. s das Maximum von s;, s, 7; und o,,
3. 1 das Maximum von m, und 7; und

4. 0 das Maximum von m; und o,.

Wenn w mit x markiert ist, so konnen geméfl Lemma 24 die Cliquen kombiniert wer-
den, deren Knoten paarweise einen der sechs Fille erfiillen. Durch den Join verlieren die
speziellen Knoten keinen ihrer Typen, erhalten jedoch auch keine weiteren. Folglich ist

1. m das Maximum von m; + s,, m, + s;,%; + ¢, und o; + o,.,
2. s=8+ S,

3. i:il+ir und

4. o =0+ o,.

Der bottom-up Prozess ist in Algorithmus 5 dargestellt. Fiir ein Beispiel siehe Abbil-
dung 36.

Da der Co-Baum in linearer Zeit gefunden werden kann und nur einmal durchlaufen
werden muss, folgt das nidchste Theorem.

Theorem 16. Die Gerichtete Starke Metrische Dimension eines stark zusammenhdngenden
Co-Graphens kann in linearer Zeit berechnet werden.
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Algorithm 5 Gerichtete Starke Metrische Dimension gerichteter Co-Graphen

: function DSMD_DI_CO-GRAPH(gerichteter Co-graph G)
T < binérer Co-Baum von G

n < [V(G)|

(m, s,i,0) < CLIQUEN_VEKTOR(T')

return n —m

end

EN

: function CLIQUEN_VEKTOR(Co-Baum T)

8: w ¢ Wurzel von T

9: if w ist ein Blatt then

10: return (1,0,0,0)

11: else

12: T, + linker Teilbaum von w

13: (my, $1,1;,0;) < CLIQUEN_VEKTOR(T})

14: T, < rechter Teilbaum von w

15: (my., Sy, 4y, 0,) < CLIQUEN_VEKTOR(T})

16: if w ist mit U markiert then

17: return (max{m;, m, }, max{m;, m, }, max{i;, i, }, max{o;, o, })

18: else if w ist mit > markiert then

19: return (max{m;, m,}, max{s, s,, i, o, }, max{m,., 4}, max{my, o, })
20: else > w ist mit x markiert
21: return (max{m; + s,, m, + s;,4 + ir, 0, + 0.}, 8 + Sr, 0 + i, 0 + 0,)
22: end

23: end

24: end
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Abbildung 36: Ein Co-Baum eines gerichteten Co-Graphen mit den von Algorithmus 5 berechne-
ten Werten. Eine grofite Clique im Komplement des strong resolving Graphen hat die Grofle 5.
Eine Moglichkeit fiir eine solche Clique und ihre Berechnung ist in rot dargestellt. An der Wurzel
werden in diesem Fall die zwei in-out-Knoten b, d des linken Teilbaums mit der Clique {3, k, [}
aus dem rechten Teilbaum kombiniert. Alle iibrigen Knoten bilden eine stark trennende Menge
der Grofe 13.
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8 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Metrische Dimension und einige ihrer Varianten fiir spezielle
Graphklassen untersucht. Nach einer Einleitung und einigen Grundlagen in Kapitel 1 und
Kapitel 2, wurden in Kapitel 3 die verbreitetsten Varianten der Metrischen Dimension
vorgestellt. Unter anderem wurde die k-Metrische Dimension aufgefiihrt, fiir die in Kapi-
tel 4 die NP-Vollstandigkeit gezeigt wurde. Der Beweis basiert auf einer Reduktion von
3DEM, einer Verallgemeinerung des bekannten Problems 3-DIMENSIONALES MATCHING.
Fiir 3DEM wurde zuvor ebenfalls die NP-Vollstandigkeit gezeigt.

In Kapitel 5 wurde die ebenfalls zu Beginn vorgestellte gerichtete Metrische Dimen-
sion untersucht. Wie in 3.6.1 diskutiert, gibt es mehrere Moglichkeiten die Metrische Di-
mension auf gerichtete Graphen zu iibertragen, sodass in Kapitel 5.1 zunédchst die NP-
Vollstandigkeit der hier verwendeten Version fiir DAGs gezeigt wurde. Der Beweis basiert
auf einer Reduktion von HITTING SET. Anschlieend wurden stark zusammenhéngende
Co-Graphen untersucht. Fiir diese Graphen wurde ein Algorithmus vorgestellt, der die ge-
richtete Metrische Dimension in linearer Zeit berechnet. Dieser Algorithmus durchlauft den
Co-Baum von den Bléattern bis zur Wurzel und wahlt, zusétzlich zu der Vereinigung der
Teillosungen des linken und rechten Teilbaums, an jedem inneren Knoten maximal einen
weiteren Ankerknoten.

Kapitel 6 beschéftigt sich mit der Starken Metrischen Dimension. Zu Beginn des Ka-
pitels wurden ungerichtete Co-Graphen betrachtet, fiir die ebenfalls ein Linearzeitalgo-
rithmus angegeben wurde. Dieser basiert darauf, dass die strong resolving Graphen von
Co-Graphen auch Co-Graphen sind, fiir die ein minimales Vertex Cover in linearer Zeit
berechnet werden kann. Dariiber hinaus muss der strong resolving Graph fiir Co-Graphen
nicht explizit bestimmt werden, da eine maximale Clique im urspriinglichen Graphen aus-
reichend ist, um die Starke Metrische Dimension zu berechnen. AnschlieBend wurden in
Kapitel 6.2 Graphen behandelt, die durch die Verkniipfung mehrerer Graphen entstehen.
Fiir diese Graphen wurde der strong resolving Graph bestimmt sowie dessen Vertex Cover.
Jeder Graph kann als Verkniipfung seiner zweifachen Zusammenhangskomponente gese-
hen werden. Folglich wurde gezeigt, dass die Starke Metrische Dimension eines Graphen
in polynomieller Zeit berechnet werden kann, wenn die Starke Metrische Dimension seiner
zweifachen Zusammenhangskomponenten effizient bestimmt werden kann. Ein Algorithmus
der die Starke Metrische Dimension basierend auf einer Zerlegung in die zweifachen Zu-
sammenhangskomponenten bestimmt wurde ebenfalls beschrieben. Als Beispiele fiir diesen
Algorithmus wurden Graphen betrachtet, deren zweifache Zusammenhangskomponenten
Gitter, Kreise oder Co-Graphen sind.

In Kapitel 7 wurde die gerichtete Starke Metrische Dimension untersucht. Hierfiir wur-
den erneut gerichtete Co-Graphen betrachtet und auch fiir diese Variante konnte ein Li-
nearzeitalgorithmus angegeben werden. Dieser basiert, wie der zur Starken Metrischen Di-
mension, auf der Berechnung einer maximalen Clique, wodurch der strong resolving Graph
nicht bestimmt werden muss. Auch dieser Algorithmus durchlauft den Co-Baum von den
Blattern bis zur Wurzel und vereint Teillosungen der beiden Teilbdume.
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Die Metrische Dimension bietet zahlreiche Moglichkeiten fiir weitere Arbeiten zu die-
sem Thema. Allen voran ist die Frage nach der Komplexitit der Metrischen Dimension fiir
Graphen mit einer Baumweite > 1 und < 24 offen. In Kapitel 2 wurden einige Ergebnisse
zu speziellen Graphklassen vorgestellt, jedoch wurden nicht alle Varianten der Metrischen
Dimension fiir alle diese Graphklassen untersucht. Dies gilt auch fiir die gerichtete Metri-
sche Dimension, deren Problematiken in Kapitel 3.6.1 angesprochen wurden. Insbesondere
durch die Vielzahl an Varianten und durch die Moglichkeit des Kombinierens der Varian-
ten bleiben viele Graphklassen zu untersuchen. Vor allem sind jedoch die Starke und die
gerichtete Starke Metrische Dimension von Interesse, da diese eine eindeutige Bestimmung
der Kanten eines Graphen erméglichen und damit beispielsweise optimales Routen in Sen-
sornetzwerken erlauben. Speziell die gerichtete Starke Metrische Dimension wurde selten
untersucht, sodass wenig iiber ihre Komplexitédt bekannt ist. Mogliche Ansétze zur Unter-
suchung dieser beiden Varianten bieten die Verkniipfung von Graphen oder die Berechnung
einer maximalen Clique im Komplement des strong resolving Graphen, wie sie in dieser
Arbeit verwendet wurden. Auflerdem wurden in Kapitel 6.3 die strong resolving Graphen
distanzerhaltender Graphen bestimmt, was die Grundlage fiir einen Linearzeitalgorithmus
fiir die Starke Metrische Dimension dieser Graphklasse bilden koénnte. In diesem Zuge
konnte auch die gerichtete Starke Metrische Dimension von gerichteten Twinset-Graphen
untersucht werden.
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9 Anhang

In diesem Kapitel werden die Veroffentlichungen und Manuskripte aufgefiihrt, auf denen
diese Arbeit basiert. Die Ergebnisse wurden zu einer Gesamtarbeit zusammengefiigt, durch
neue Abbildungen verdeutlicht, Beweise wurden angepasst, Notationen vereinheitlicht und
noch unverdéffentlichte Ergebnisse hinzugefiigt.

9.1 A note on the complexity of k-Metric Dimension

A note on the complexity of k-Metric Dimension
Yannick Schmitz, Duygu Vietz, Egon Wanke
Applied Mathematics and Computation (2023)

Diese Arbeit enthélt einen Beweis fiir die NP-Vollstandigkeit der k-Metrischen Dimension,
der auch in Kapitel 4 zu finden ist. Alle Autoren haben gleichermaflen zur Erarbeitung
und zur Formulierung der Ergebnisse beigetragen. Den Hauptteil meines Beitrags bildet
der NP-Vollsténdigkeitsbeweis von 3DkM.
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1. Introduction

The metric dimension of graphs has been introduced in the 1970s independently by Slater [2] and by Harary and Melter
[3]. We consider simple undirected and connected graphs G = (V,E), where V is the set of vertices and E € {{u,v}|u,ve
V,u # v} is the set of edges. Such a graph has metric dimension at most r if there is a vertex set R € V such that |R| <r and
Yu,v eV, u+#uv, there is a vertex w € R such that d(w, u) # d(w, v), where d(u,v) is the distance (the length of a shortest
path in an unweighted graph) between u and v. The metric dimension of G is the smallest integer r such that G has metric
dimension at most r.

If d(w,u) #d(w,v), for three vertices u, v, w, we say that u and v are resolved or distinguished by vertex w. If every
pair of vertices is resolved by at least one vertex of vertex set R, then R is a resolving set or metric generator for G. In
certain applications, the vertices of a resolving set are also called landmark nodes or anchor nodes. This is a common naming,
particularly in the theory of sensor networks.

The metric dimension finds applications in various areas, including network discovery and verification [4], geographical
routing protocols [5], combinatorial optimization [6], sensor networks [7], robot navigation [8] and chemistry [9,10].

There are several algorithms for computing a minimum resolving set in polynomial time for special classes of graphs,
for example trees [8,9], wheels [11], grid graphs [12], k-regular bipartite graphs [13], amalgamation of cycles [14] and out-
erplanar graphs [15]. The approximability of the metric dimension has been studied for bounded degree, dense and general
graphs in [16]. Upper and lower bounds on the metric dimension are considered in [17,18] for further classes of graphs.

In this paper, we consider the k-Metric Dimension for some positive integer k. A set R C V of vertices is a k-resolving set
for G if for each pair of vertices u, v € V there are at least k vertices wy, ..., w, € R such that each of them resolves u and
v. The k-Metric Dimension of G is equal to the size of a smallest k-resolving set for G. The k-METRIC DIMENSION problem

* Corresponding author.
E-mail address: yannick.schmitz@hhu.de (Y. Schmitz).

https://doi.org/10.1016/j.amc.2023.128204
0096-3003/© 2023 Elsevier Inc. All rights reserved.
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was introduced by Estrada-Moreno et al. in [19]. The 1-metric dimension is simply called metric dimension. The 2-metric
dimension is also called fault-tolerant metric dimension and was introduced in [20].

Estrada-Moreno et al. analysed the (k,t)-METRIC DIMENSION [21]. The (k,t)-METRIC DIMENSION is the k-METRIC DIMEN-
sIoN, with the addition, that the distance between two vertices u, v of G is defined as the minimum of d(u, v) and t. There-
fore, if t is greater than or equal to the diameter of G, then (k,t)-METRIC DIMENSION is equivalent to k-METRIC DIMENSION.
Estrada-Moreno et al. showed the NP-completeness of (k,t)-METRIC DIMENSION for odd values of k and t > 2.

The decision problem k-METRIC DIMENSION is defined as follows.

k-Metric Dimension

Instance: An undirected connected graph G = (V,E) and a number r.
Question: [s there a k-resolving set R € V for G of size at most r?

The complexity of k-METRIC DIMENSION has only been investigated for very few graph classes, such as trees and other
simple graph classes. For general graph classes, k-METRIC DIMENSION is assumed to be NP-complete if k is given as part of
the input. The decision problem 1-METRIC DIMENSION is known to be NP-complete, see [22]. A proof can be found in [8].
In this paper, we show the NP-completeness of k-METRIC DIMENSION for bipartite graphs and each k > 2 by an alternative
approach to [1], whose proof unfortunately is incorrect and does not offer any simple correction options.

2. The NP-completeness of k-Metric dimension

In this section, k-METRIC DIMENSION is shown to be NP-complete for bipartite graphs and each k > 2 by a reduction from
3-DIMENSIONAL k-MATCHING, which is defined as follows.

3-Dimensional k-Matching (3DkM)

Instance: A set SC A x BxC, where A, B and C are disjoint sets of the same size n.

Question: Does S contain a k-matching, i.e. a subset M of size k-n such that each
element of A, B and C is contained in exactly k triples of M?

For k =1, the 3D1M problem is the well-known NP-complete 3-DIMENSIONAL MATCHING (3DM) problem, see [22]. The
next theorem shows that 3DkM is also NP-complete for each k > 2.

Theorem 1. 3DkM is NP-complete for each k > 2.

Proof. The 3DkM problem is obviously in NP, because it can be checked in polynomial time whether a selection of triples
from S is a k-matching.
The NP-hardness is shown by a reduction from 3DM. Let

A={a1,...,an}, B:{b],...,bn},
C={c1,....cp}, and S={sq,...,sm}

be an instance for 3DM. Without loss of generality, n is assumed to be a multiple of (k—1), that is n=r(k—1) for a
positive integer r. If this is not the case, then expand A, B and C by at most k — 2 elements each and S by at most k —2
triples, which cover every additional element exactly once and none of the originally given elements.

Now consider the following instance for 3DkM defined by

A =AU {an+1,...,a3n}, B =B uU {bn+1,...,b3n},
C=Cu{cie1,...,c3p}, and S=SURUT

where R = {(a;, b;,¢;)) |[n+1<i<3n}and T C A x B’ x . Set T has exactly 3n(k — 1) triples, which will be defined later.

The sets A/, B and C’ contain the elements of A, B and C, respectively, and 2n additional elements. Set S’ contains the
elements of S, Rand T

Let U=AUBUC and U’ = A’ UB U('. The 2n triples of R cover each element of U’ \ U exactly once and no element of U.
Set T is defined such that its 3n(k — 1) triples cover each element of U’ exactly k — 1 times. Each triple of T covers exactly
one element from U and two elements from U’ \ U.

If M is a matching for U, then MURUT is obviously a k-matching for U’ for any k > 2. Any k-matching M’ for U’ contains
all triples from R and T, because otherwise it is not possible to cover the elements of U’ \ U at least k times. The triples of
T cover the elements of U’ exactly k — 1 times. That is, if M’ is a k-matching for U’, then M = M’ \ (RUT) is a matching for
U.

Set T can be easily defined with the help of

Tpg € AxB)U (AxC)uU (BxC()
defined by

{(@,bj)lie{p.....p+q-1}, jel{p+q.....p+2q-1}}
Tpg=U {(hicp)lie{p.....p+q-1}. je{p+q.....p+2q-1}}
U {(@aplie{p.....p+q-1}, je{p+q.....p+2q—1}}.

2
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These 3q? tuples cover each element of

{ap, Cey ap+2q,1, bp, cey bp+2q—1a Cpy-vns Cp+2q—1}
exactly g times. There are
+ g? tuples between the elements of {ap, ..., apig-1} and {bpyq. ..., bpiag-1},
« ¢* tuples between the elements of {b, oovbpig1} and {cpiq. . ... Cpiog-1}, and
+ g? tuples between the elements of {cp, ..., Cpig-1) and {apiq, ..., api2g-1}-
Now let T’ be defined by
r—1 n
T = UTn+1+i2(k—1),k—h with r = 1
i=0

T’ has r3(k—1)? = & -3(k—1)? = 3n(k— 1) tuples. It is the union of r = ;= sets T, where index p is running from
n+1to3n+1-2(k—1) in steps of width 2(k — 1) and q = k — 1. These tuples of T’ cover each element of U’ \ U exactly
(k—1) times.

In the last step, the 3n(k — 1) tuples of T’ are expanded to 3n(k — 1) triples for T, by including each element from U to
exactly k — 1 tuples from T’, such that each generated triple is from A’ x B’ x C’. Each tuple from T’ is extended by exactly
one element from U. The result is the set T of triples with the required properties. This transformation can obviously be
done in polynomial time, see also Example 1. O

Example 1. Let A={ay,...,a4}, B={bq,...,bs}, C={cq,..
S ={(a1,b1,c1), (a1, by, c3), (az, b3, c3), (az, bs, 1), (a3, by, ¢2), (aa, b3, cs)}

be an instance for 3DM. The triple (a;, by, c3), (az, bs, c1), (as, by, c3), (a4, b3, c¢4) form a 3-dimensional matching and thus a
solution for 3DM.

It follows the construction of an instance for 3DkM for k = 4 as defined in the proof of Theorem 1. Integer n has to be
a multiple of k — 1 = 3. To ensure this, A is extended by as and ag, B is extended by bs and bg, C is extended by c¢5 and cg
and S is extended by (as, bs, c5) and (ag, bg, cg). Now n=6 and r = ﬁ =2.

Then A’ = {a1 ..... Cl-lg}, B = {b] ..... blS}v C = {Cl ..... Clg}, R = {(ai, biv Ci) | i=7,..., 18}, T = T7y3 @] T13y3 and =S U
R U T, where, for example,

{(07,1710), (az,bn), (a7,b1), (as,biw), (as,bn), (as,bix), (ag,bio), (ag,b1), (a9yb12),}
T3 = ,

.,C4} and

(b7,¢10), (b7,c11), (b7,c12), (bg,c10), (bs,ci1), (bg,c12), (bo,c10), (bg,c11), (bg,c12),
(c7.a10), (c7,an), (¢7,a12), (cg, a0), (Cs,a11), (cg,ap2), (Co,a10), (Co,a1), (Co,ar12)

(a13,bi6), (ai3,b17), (a3, b1g), (aua bis), (Gia.b17), (ais, big), (ais,bis), (ais.bi7), (ais, big),
Tiz3 =1 (b3, ci6), (b13,¢17), (b13,C18), (bus, Ci6), (bis,c17), (b, ci8), (bis,ci6), (bis,c17), (bis,Cis), ¢,
(c13,a16), (C13,a17), (C13,018), (Cia, M16), (Cia, @17), (Ci4,018), (Ci15,@16), (Cis5,0a17), (Cis,018)
(ai,b7,¢c10), (a1, by, cn),  (a1,b7,c12),  (az, bg,cio),  (az,bg,ci1),  (az, bg, c12),
(as,bg,c10),  (as,bg,c11),  (as,bo,C12),  (as, biz,Ci6), (aa, b1z, c17),  (as, b1z, cig),

see also Fig.

Theorem 2.

(as, b, c16),

(a7, bio, c1),
(ag, byo, c3),
(an, by, c7),

(a13, bie, ca),
(as5, b1s, Co).
(a17, ba, €13),

1.

(as, b1a, c17),

(az, b, c1),
(ag, b1, c3),
(an, by, c3),

(a13, b1z, ca),
(a15, b17, C6),
(a7, bs, €14),

(as, b1a, C18),

(az, b1z, 1),
(ag, b1z, €3),
(a1, bz, cq),

(a13, big, c4),
(ass, bis, Cg).
(a17, bs, €15),

(ag, b1s, C16),

(as, byo, c2),
(a10, b1, ¢7),
(a2, b1, 7).

(a14, b1e, C5),
(a16, bs, €13),
(a1g, ba, €13),

k-MD is NP-complete for bipartite graphs G and each k > 2.

(ag, b1s, €17),

(ag, bi1, ),
(a10, by, c3),
(a2, b, cg),

(a14, b17, c5),
(as6, bs, €14),
(a1g, bs, C14),

(ag, b1s, C18),

(as, b1z, c2),
(a10, b3, cg),
(a2, b3, c9),

(a14, big, C5),
(as6, bs, C15),
(a1g, bs, C15)

Proof. The k-MD problem is obviously in NP, because it can be checked in polynomial time whether a set of vertices is a
k-resolving set.
The NP-hardness is proven by a reduction from 3D(k-1)M. Let A ={ay,..., an}, B={by,..., bn}, C={cq, ..., e}, S=

{s{,...,sm} be an instance I for 3D(k — 1)M where k > 2 and n > k. The aim is to define a graph G= (V,E) and a num-
ber x such that G has a k-resolving set of size x if and only if instance I has a (k-1)-matching.

Graph G is defined as follows, see also Fig. 2. It has a vertex q;, b; and ¢; for i=1,...,n and a vertex s; fori=1,...,m.
Graph G additionally contains vertices denoted by ag, by, cg, Vg, V4, Vg, Vc and dy, ..., d,, where m’ = [log(m)].

3
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Fig. 1. This graphic illustrates the transformation from 3DM to 3DkM for k = 4 as explained in Example 1. The drawing on the top left visualizes an
instance with 6 triples in S that cover the elements {ai,...,as,by,...,bs, c1,...,cq}. The triples are indicated by 6 red and 2 black lines, each covering 3
elements. Set S contains a matching indicated by the red lines. Each set A, B and C is extended by two element as, ag, bs, bg and cs, cg respectively, and
set S is extended by two triples (as, bs, ¢s), (ag, bg, Cg), such that the number of elements in the new sets A, B and C is a multiple of (k— 1) = 3. These
two triples are indicated by green lines. The drawing in the middle right visualizes the 2 -6 = 12 triples of R indicated by black lines. The drawing at the
bottom visualizes the 54 tuples of T’ = T; 3 U T13 3, also indicated by black lines, each covering 2 elements. The set T is formed from set T’ by adding each
element of A, B and C to k — 1 = 3 tuples of T’. For the sake of clarity, only the triples from T for the elements a;, by and c¢; are shown in the figure. These
triples are indicated by blue lines. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this
article.)

1. Each vertex qg;, 0 <i < n, is connected with

(a) vertex vga,

(b) vertex vg, and

(c) vertex s;, 1 < j <m if and only if triple s; contains element g;.
2. Each vertex b;, 0 <i < n, is connected with

(a) vertex vg,

(b) vertex vg, and

(c) vertex s;, 1 < j <m if and only if triple s; contains element b;.
3. Each vertex ¢;, 0 <i < n, is connected with

(a) vertex vc,

(b) vertex vg, and

(c) vertex s;, 1 < j <m if and only if triple s; contains element c;.
4, Each vertex d;, 1 <i <m’, is connected with

(a) vertex vy and

(b) vertex s;, 1 < j <m, if and only if the i-th bit of the binary representation of j is 1.

Graph G additionally contains so-called leg vertices. These leg vertices form paths (legs) with [k/2] or |k/2] ver-
tices. Two such legs, one with [k/2] vertices and one with |k/2| vertices, are attached to each vertex of Lot =
{va, vg, vc, Vg, dy, ..., dyy}, see Fig. 2. Set Lioor consists of the root vertices of the legs. Let L, be the set of vertices of the
two legs at vertex v and

L=Ly ULy UL, ULy, ULy U--- UL,

be the set of all leg vertices of G. Set Lyoot has 4 +m’ vertices, each set Ly, v € Lyoot, has k vertices and L has (4 +m’)k
vertices.
The graph G can obviously be constructed in polynomial time from instant I.
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Fig. 2. This graphic illustrates the transformation from 3D2M to 3-MD. The Instance I consisting of A = {a;, ..., as}, B={by,..., bs}, C={cq,..., i} S=
{s1,..., s12} with sy = (az, by, ¢1), 52 = (a3, by, €2), $3 = (a2, b1, ¢1), 54 = (a1, b2, 1), S5 = (a4, b3, 2), S6 = (a1, b3, c3), 57 = (a2, b1, ¢3), sg = (a1, by, Ca), So =
(as, by, c2), S10 = (a4, by, c4), S11 = (a4, b3, ¢1), S12 = (a4, by, c4) for 3D2M is transformed into the graph G and x = (4 +4)3 +3 + (3 — 1)n = 35. The set of
triples M = {s1, S2, Sg, S7, Sg. S9, S11, S12}, indicated in the figure by the red lines, is a 2-matching for instance I, where LU {ao, by, co} UM is a 3-resolving set
for G of size x. Set L is the set of vertices of the legs attached at the vertices vy, Vg, Uc, Vg, di, d3, d3, d4. In the figure, the vertices of L are colored blue. (For
interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

First of all, let us note some properties of G.

P1: G is bipartite.
P2: The distance between
(a) two vertices of {vg, vg, vc} is 4,
(b) two vertices of {dq,...,d,} is 2,
(c) a vertex of {vg, vg, vc} and a vertex of {dy, ..., d}is 3,
(d) vertex vy and a vertex of {vg, vg, Uc} is 2, and
(e) vertex vy and a vertex of {d;, ..., dy}is 1.
P3: Every k-resolving set for G contains all vertices of L. This follows from the observation that for each vertex v € Lyoot
the two vertices of L, adjacent to v are only resolved by the k vertices of L,.

Now we will prove that S has a (k-1)-matching for instance I if and only if G has a resolving set of size
x=@A+m)k+3+ (k—-1)n.
"=:" Let M C S be a (k-1)-matching for instance I. The aim is to show that
R =L U {ag,bg,co} UM

w
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is a k-resolving set for G of size
x=@+mHk+3+ (k-1n.

That is, each pair of two distinct vertices uy, u, of G is resolved by at least k distinct vertices of U. Here the triple s; of M
are considered as vertices of G.
Consider the following case distinctions for two vertices u; and u;.

1 uq, Uy € Ly, vV € Lroot.
(a) d(uy,v) =d(uy, v). Each of the k vertices of L, resolves u; and u;.
(b) d(uq,v) # d(uy, v). Each of the k vertices of Ly, V' € Lroot \ {v}, resolves uq and us.
2. uqg €Ly, up € Ly,, V1,V5 € Lioot, V1 # V2, and d(uy,v7) < d(uy, V). Each of the k vertices of L,, resolves uq and uj.

Up to this point all pairs of vertices uq, u, are considered of which both are in L.

3. uy € Ly, ULy, ULy and u, ¢ L. Each of the k vertices of Ly, resolves u; and u;.
4. ug ely, U"'ULdm/ and u, ¢ L.

(a) up ¢ {vp, vc}. Each of the k vertices of Ly, resolves uy and uj.

(b) uy & {va, vc}. Each of the k vertices of L, resolves u; and uj.

(c) uy & {va, vg}. Each of the k vertices of L. resolves u; and u,.
5. uy €Ly, and u; ¢ L.

(@) up € {va. ap. .. .. an}. Each of the k vertices of L, resolves u; and uj.
(b) uy € {vg, by, ..., bn}. Each of the k vertices of Ly, resolves uy and u,.
(c) uy € {ve, co, ..., cn}. Each of the k vertices of L. resolves u; and uj.

(d) up € {d;} U {s;| the i-th bit in the binary representation of j is 1}. Each of the k vertices of Ly resolves u; and u,.
Up to this point all pairs of vertices uy, u, are considered of which at least one of them is in L.
6. Uy € Lroot and uy ¢ L. Each of the k vertices of Ly, resolves u; and uj.

Up to this point all pairs of vertices uq, u, are considered of which at least one of them is in LU Lygt.

7. uy =si, € {s1,..., Sy} and up & LU Lroot.
(@) up =s;, € {s1,..., Sy} Each of the k vertices of Ld]_ resolves u; and u,, if the binary representation of i; and i, differs
in position j.
(b) uy e {ag, ..., an}, uy € {bg,...,bn}, or uy € {co, ..., cn}. Each of the k vertices of Ly,, Ly,, or Ly., respectively, resolves
uy and u;.
Up to this point all pairs of vertices uy, u; are considered of which at least one of them is in LU Lygot U {S1, ..., Sy}
8. ujef{ay,....,an} and uy ¢ LU Lyoot U {S1, ..., Sy }-
(@) up € {bg....,bn, co, ..., cn}. Each of the k vertices of Ly, resolves uy and uj.
(b) up €{ay, ..., an}. Each vertex s; for which triple s; contains u; or u, resolves u; and u,. There are 2(k — 1) > k such

vertices for k > 2.
(c) uy = aq. Each vertex s; for which triple s; contains u; resolves u; and u,, and vertex ay resolves u; and u,. Altogether
these are exactly (k— 1) + 1 = k vertices.
9. uy e{by,....,bn} and uy ¢ LU Lyoot U {sq, ..., Sy} (analogous to case 8).
10. uq € {cy,...,cn} and uy & LU Ligot U {51, ..., Sy} (analogous to case 8).
11. uq, uy € {ag, by, co}. Each of the k vertices of Ly,, Ly, or Ly. resolves u; and uj.

Now all pairs of vertices uq, u; of G are considered and it is shown that all of them are resolved by at least k vertices from
R. Note that only the vertex pairs uy, u; € {ao, ..., an}, uy,uy € {bg, ..., by} and uq,uy € {cq, ..., cp} are not already resolved
by k vertices of L. Strictly speaking, not a single vertex from LU {va, v, Uc, Vg, d1, ..., d,} resolves such a pair of vertices.

"«<:" Let RCV be a k-resolving set for G with x = (4+ m’)k + 3 + (k — 1)n vertices. By Property P3, R contains all the
(4 +m)’k vertices of L. This leaves 3 + (k — 1)n vertices of R that are not in L. Let us now consider the vertex pairs ag, g;,
and by, b;, and cg, ¢; for i=1,...,n. The vertices of L and the vertices of {v4, vg, vc, v, d1,...,d,y} do not resolve these
vertex pairs. The only way to resolve these 3n vertex pairs at least k times with 3 + (k — 1)n vertices for n > k > 2, is to use
k — 1 vertices from {si,...,sn} that form a k — 1 matching and the three vertices ag, by, ¢p. This is the point where it is
necessary that n is greater than k. O

In the introduction of this paper, we mentioned that k-METRIC DIMENSION and (k, t)-METRIC DIMENSION of [21] are equiv-
alent if t is greater than or equal to the diameter of G. Since the constructed graph in Theorem 2 has diameter 2 - [k/2] + 3,
Theorem 2 also proves the NP-completeness of (k, t)-METRIC DIMENSION for each k > 2 and t > 2 - [k/2] + 3, even for bipar-
tite graphs.

Data availability

No data was used for the research described in the article.



Y. Schmitz, D. Vietz and E. Wanke Applied Mathematics and Computation 457 (2023) 128204

References

[1] LG. Yero, A. Estrada-Moreno, ].A. Rodriguez-Veldzquez, Computing the k-metric dimension of graphs, Appl. Math. Comput. 300 (2017) 60-69, doi:10.
1016/j.amc.2016.12.005.

[2] PJ. Slater, Leaves of trees, Congressum Numerant. 14 (1975) 549-559.

[3] F. Harary, R.A. Melter, On the metric dimension of a graph, Ars Combinatoria 2 (1976) 191-195.

[4] Z. Beerliova, F. Eberhard, T. Erlebach, A. Hall, M. Hoffmann, M. Miharak, L.S. Ram, Network discovery and verification, in: D. Kratsch (Ed.), Graph-
Theoretic Concepts in Computer Science, Springer, Berlin Heidelberg, 2005, pp. 127-138, doi:10.1007/11604686_12.

[5] K. Liu, N.B. Abu-Ghazaleh, Virtual coordinates with backtracking for void traversal in geographic routing, in: Ad-Hoc, Mobile, and Wireless Networks,
5th International Conference, ADHOC-NOW 2006, 2006, pp. 46-59, doi:10.1007/11814764_6. Ottawa, Canada, August 17-19, 2006, Proceedings

[6] A. Sebd, E. Tannier, On metric generators of graphs, Math. Oper. Res. 29 (2) (2004) 383-393, doi:10.1287/moor.1030.0070.

[7] S. Hoffmann, E. Wanke, Metric dimension for gabriel unit disk graphs is np-complete, in: Algorithms for Sensor Systems, 8th International Symposium
on Algorithms for Sensor Systems, Wireless Ad Hoc Networks and Autonomous Mobile Entities, ALGOSENSORS 2012, 2012, pp. 90-92, doi:10.1007/
978-3-642-36092-3_10. Ljubljana, Slovenia, September 13-14, 2012. Revised Selected Papers

[8] S. Khuller, B. Raghavachari, A. Rosenfeld, Landmarks in graphs, Discrete Appl. Math. 7 (3) (1996) 217-229, doi:10.1016/0166-218X(95)00106-2.

[9] G. Chartrand, L. Eroh, M.A. Johnson, O. Oellermann, Resolvability in graphs and the metric dimension of a graph, Discrete Appl. Math. 105 (1-3) (2000)
99-113, doi:10.1016/S0166-218X(00)00198-0.

[10] S. Hayat, Computing distance-based topological descriptors of complex chemical networks: new theoretical techniques, Chem. Phys. Lett. 688 (1)
(1977) 51-58, doi:10.1016/j.cplett.2017.09.055.

[11] M.C. Hernando, M. Mora, LM. Pelayo, C. Seara, J. Caceres, M.L. Puertas, On the metric dimension of some families of graphs, Electron. Note. Discrete
Math. 22 (2005) 129-133, doi:10.1016/j.endm.2005.06.023.

[12] RA. Melter, 1. Tomescu, Metric bases in digital geometry, Comput. Vis. Graphic. Image Process. 25 (1) (1984) 113-121, doi:10.1016/0734-189X(84)
90051-3.

[13] M. Baca, E.T. Baskoro, A.N.M. Salman, S.W. Saputro, D. Suprijanto, The metric dimension of regular bipartite graphs, Bulletin mathématiques de la
Société des sciences mathématiques de Roumanie 54 (1) (2011) 15-28.

[14] H. Iswadi, E.T. Baskoro, A. Salman, R. Simanjuntak, The metric dimension of amalgamation of cycles, Far East ]. Math. Sci. (FJMS) 41 (1) (2010) 19-31.

[15] ]. Diaz, O. Pottonen, M.J. Serna, E.J. van Leeuwen, On the complexity of metric dimension, in: Algorithms - ESA 2012 - 20th Annual European Sympo-
sium, 2012, pp. 419-430, doi:10.1007/978-3-642-33090-2_37. Ljubljana, Slovenia, September 10-12, 2012. Proceedings

[16] M. Hauptmann, R. Schmied, C. Viehmann, Approximation complexity of metric dimension problem, ]. Discrete Algor. 14 (2012) 214-222, doi:10.1016/j.
jda.2011.12.010.

[17] G.G. Chappell, J.G. Gimbel, C. Hartman, Bounds on the metric and partition dimensions of a graph, Ars Combinatoria 88 (2008).

[18] G. Chartrand, C. Poisson, P. Zhang, Resolvability and the upper dimension of graphs, Comput. Math. Appl. 39 (12) (2000) 19-28.

[19] A. Estrada-Moreno, J.A. Rodriguez-Velazquez, I.G. Yero, The k-metric dimension of a graph, Appl. Math. Inf. Sci. 9 (6) (2013) 2829-2840, doi:10.12785/
amis/090609.

[20] M.C. Hernando, PJ.S. M. Mora, D.R. Wood, Fault-tolerant metric dimension of graphs, Convex. Discrete Struct. 5 (2008) 81-85.

[21] A. Estrada-Moreno, L. Yero, ]. Rodriguez-Veldzquez, On the (k, t)-metric dimension of graphs, Comput. J. (2016).

[22] M.R. Garey, D.S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman, 1979.



9.2 The directed metric dimension of directed co-graphs

The directed metric dimension of directed co-graphs
Yannick Schmitz, Egon Wanke
Eingereicht in: Journal of Graph Algorithms and Applications

Diese Arbeit enthélt einen Algorithmus zur Berechnung der gerichteten Metrischen Di-
mension gerichteter Co-Graphen in linearer Zeit und einen NP-Vollstéandigkeitsheweis fiir
die gerichtete Metrische Dimension auf DAGs. Die Ergebnisse sind in Kapitel 5 zu finden.
Alle Autoren haben gleichermafien zur Erarbeitung und zur Formulierung der Ergebnisse
beigetragen. Den Hauptteil meines Beitrags bilden die Ergebnisse zur Bestimmung der mi-
nimalen trennenden Mengen aus den Teillosungen sowie der NP-Vollstandikeitsbeweis fiir
DAGs.
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Abstract

A vertex w resolves two vertices u and v in a directed graph G if the distance from w
to u is different to the distance from w to v. A set of vertices R is a resolving set for a
directed graph G if for every pair of vertices u,v which are not in R there is at least one
vertex in R that resolves v and v in G. The directed metric dimension of a directed graph
G is the size of a minimum resolving set for G. The decision problem DIRECTED METRIC
DIMENSION for a given directed graph G and a given number k is the question whether
G has a resolving set of size at most k. In this paper, we study directed co-graphs. We
introduce a linear time algorithm for computing a minimum resolving set for directed co-
graphs and show that DIRECTED METRIC DIMENSION already is NP-complete for directed
acyclic graphs.

1 Introduction

The metric dimension of graphs is originally defined for undirected graphs. In an undirected
graph G, two vertices u and v are resolved by a vertex w if the distance between w and u differs
from the distance between w and v. In directed graphs, two vertices v and v are resolved by a
vertex w if the distance from w to w differs from the distance from w to v. In the undirected
case as well as in the directed case, a set of vertices R is called a resolving set for G if for every
pair of vertices u,v which are not in R there is at least one vertex w in R resolving u and v.
The metric dimension of G is the size of a smallest resolving set for G.

The metric dimension of undirected graphs has been introduced in the 1970s independently
by Slater [Sla75] and by Harary and Melter [HM76]. It finds applications in various areas,
including network discovery and verification [BEET05], geographical routing protocols [LLA0G],
combinatorial optimisation [ST04], sensor networks [[TW12], robot navigation [KRR96], and
chemistry [CEJO00, Hay77].

Deciding whether a given graph G has metric dimension < k is NP-complete for undirected
and directed graphs, see [GJ79, KRR96]. There are several algorithms for computing a minimum
resolving set in polynomial time for special classes of undirected graphs, as for example for trees
[CEJO00, KRRI6], wheels [HMPT05], grid graphs [MT84], k-regular bipartite graphs [BBS™11],
amalgamation of cycles [[BSS10], and outerplanar graphs [DPSL12]. The approximability of the
metric dimension has been studied for bounded degree, dense, and general graphs in [HSV12].
Upper and lower bounds on the metric dimension are considered in [CGHO08, CPZ00] for further
classes of undirected graphs. In the undirected case, several variants of the metric dimension
have been studied, which are usually NP-complete for general graphs as well [OP07, FRIS,
SVW21].

A natural way of generalising graph theoretical problems is to consider their directed coun-
terparts. In the context of the metric dimension of graphs, this was first considered by Char-
trand, Rains, and Zhang in [CRZKO00], before receiving further consideration in several other
papers, see [FGO06, FXW13, Loz13, RRCM14].

In this paper, we study directed co-graphs [BDGR97] and introduce a linear time algorithm
for computing minimum resolving sets for directed co-graphs in linear time. We also show that
DIRECTED METRIC DIMENSION already is NP-complete for directed acyclic graphs.
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1.1 The directed metric dimension

All graphs in this paper are finite and simple. For a graph G = (V, E) with vertex set V and
edge set E, we write V(G) for vertex set V and E(G) for edge set E to reduce the number
of variable names and indices when using several graphs. For two vertices u,v € V(G) the
distance dg(u,v) from u to v is the length (number of edges) of a shortest path from wu to v. If
there is no such path from u to v, then dg(u,v) is not defined. A directed graph G is strongly
connected if for each pair of vertices u and v, there is a path from u to v and a path from v to
u.

The metric dimension of a directed graph can be defined in the same way as for undirected
graphs, see Figure 1 for an example.

Definition 1 (Directed metric dimension). Two distinct vertices u and v of a directed graph
G are resolved by a vertex w if

1. w=u,
2. w=w, or
3. there is a path from w to u and a path from w to v such that dg(w,u) # dg(w,v).

A set of vertices R C V(G) is called a resolving set of G if for every pair of vertices
u,v € V(Q) there is at least one vertex w in R resolving u and v. The directed metric dimension
of G is the size of a minimum resolving set for G.

Note that it is also possible to consider the distances dg(u,w) from each vertex to the
vertices in R instead of the distances dg(w, ), but both definitions are equivalent if every edge
(u,v) in G is replaced by an edge (v,u). Also note that if dg(w,u) is undefined, it can not be
compared to any other distance dg(w,v).

The decision problem DIRECTED METRIC DIMENSION it defined as follows.

DIRECTED METRIC DIMENSION
Instance: A directed graph G and a number k.
Question: Is there a resolving set R C V(G) for G of size at most k?

Figure 1: Vertex set {a, f, g} is a minimum resolving set for directed graph G. Vertex a resolves
the vertex pairs a, b, a,c, a,d, a,e, a,f, a, g, b,d, b,e, b,f, b,g, c,d, c,e, c,f, c,g,d,e, d, g,
f,e, and f,g in G, vertex f resolves the vertex pairs a,c, a,e, a,f, a,g, b,c, b,e, b,f, b, g,
c,d, c,e, c,f, c,g,d,e, d,f, d g, e f, and f,g in G, and vertex g resolves the vertex pairs
a,c,a,d, ae af, ag, bc bd, be bf bg,ce cg, de dg ef eg andf gingG.

The following notion of a vertex set R that resolves only the vertex pairs of a vertex set
U C V(G) is frequently used in the next section.
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Notation 1. Let U C V(G) be a set of vertices. A set of vertices R C U resolves a vertex set
U in G, or in other words, R is a resolving set for U in G, if for each pair of vertices u,v € U
there is at least one vertex w in R that resolves u and v in G.

If R resolves the vertices of U in G, then the necessary shortest paths with different distances
de(w,u) and dg(w,v) are paths in graph G and do not need to be paths in the subgraph of G
induced by U. For example, in Figure 1 vertex set R = {a} is a resolving set for U = {c, d, g}
in G.

2 Directed metric dimension of directed co-graphs

In this section, we show how to compute a minimum resolving set for directed co-graphs in
linear time. In Definition 2, co-graphs and co-trees are defined step by step simultaneously. We
use variable names with a hat symbol for nodes in trees to distinguish them more clearly from
vertices in graphs.

Definition 2 (Directed co-graphs and co-trees).

o A directed graph G that consists of a single vertex u is a directed co-graph.

The co-tree T of G consists of a single node @ associated with vertex u of G. Node w0 is the
root of T. Let vertex(4) := u and node(u) := 4. The notation vertex(d) is only defined
for leaves 4 of T.

o If G1 and G2 are two directed co-graphs, then the disjoint union, join, or directed join of
G1 and G4, denoted by G1U G5, G1X G, and G1> Ga, respectively, is a directed co-graph
G with vertez set V(G1) UV (G2) and edge set

E(G1) U E(Gs),
E(G1) U E(G2) U{(u,v), (v,u) |u e V(G1), v € V(Ga)}, and
E(G1) UE(G2) U{(u,v)|u € V(Gy1), v e V(Ga)}, respectively.

Let Ty and Ty be the co-trees of G1 and G4 with oot [ and 7, respectively. The co-tree T
of G is the disjoint union of Ty and Ty with an additional node @ and two additional edges
{ﬂ,[} and {G,7}. Node @ is the root of T labelled by U, X , and >, respectively. Node [
is the left successor node of 4, also denoted by left(l1), and node + is the right successor
node of @, also denoted by right (). Node @ is the predecessor node of [ and 7.

The nodes of T that are not leaves are called inner nodes of T. If 4 is an inner node of
T labelled by U or x and one of its two successor nodes left() and right() is a leaf and the
other one is not a leaf, then without loss of generality, we assume that successor node right(i)
1s the leaf.

Figure 2 shows an example of a directed co-graph and its co-tree. Directed co-graphs can
be recognised in linear time [CP06]. This includes the computation of the co-tree. In a strongly
connected directed co-graph for each pair of vertices u,v € V(G) the distance dg(u,v) is at
most 2.

For a directed co-graph G with co-tree T' and a node w € V(T') let Ty, be the subtree of T
rooted at w and let G, be the subgraph of G induced by the vertices vertex () of the leaves @
of Tw.



The directed metric dimension of directed co-graphs Schmitz, Wanke

?

‘ ( 0
O =~ n\m
e‘g.‘i.\"iﬂ\ " '/l‘

X V‘ ~s\
\‘.7: K v.4>4'\v.v\?§.§fe
/&;é‘i‘\'{‘:ﬁ‘i‘f;«‘ﬁ‘gf

e s‘?m‘a:g

PR

Figure 2: A directed co-graph G and its co-tree T.

Lemma 1. Let G be a strongly connected directed co-graph with co-tree T and © € V(T') be
inner node of T. There is no vertex w € V(G) \ V(Gg) that resolves two vertices of V(Gg) in
G.

an

Proof. Since in each further composition of Gy, all vertices of V(Gy) get the same additional
connections to vertices of V(G)\ V(Gy), it follows that for each vertex w € V(G)\ V(Gy) and
each vertex pair vy, ve € V(Gy) either dg(w,v1) = dg(w,v2) = 1 or dg(w,v1) = dg(w,v2) = 2.
Note that G is strongly connected and thus dg(u,v) < 2 for each vertex pair u,v € V(G). O

If R is a resolving set for G, then by Lemma 1 RNV (Gy) is a resolving set for V(Gy) in
G. Note that RNV (Gy) does not need to be a resolving set for G, because Gy does not
need to be strongly connected. For example, suppose G1, G2, G3, and G4 are four graphs with
exactly one vertex uy, us, us, and uy, respectively. Then {u;} is a resolving set for {uy, ua,us}
in G = ((G1>» G2)UG3)x Gy, but not a resolving set for G’ = (G1> G2)U G3, because there is
no path from w; to us in G’.

Our analysis of directed co-graphs requires the distinction between the following two different
vertex types.

Definition 3. Let G be a directed graph, u,v € V(G) be two distinct vertices of G, and
R CV(G) be a non-empty set of vertices. A vertex u € V(G)\{R} is called a distance 1 vertex
(or 1-vertex for short) w.r.t. R if Vw € R : (w,u) € E(G). It is called a distance 2 vertex (or
2-vertex for short) w.r.t. R if Vw € R: (w,u) € E(G).

Figure 3 shows an example of a 1-vertex and a 2-vertex w.r.t. a vertex set R.

If a vertex u € V(G)\R is a 1-vertex or 2-vertex w.r.t. vertex set R C V(G), then u obviously
is a 1-vertex or 2-vertex, respectively, w.r.t. each non-empty subset R’ of R. If R is a resolving
set for G, then there is at most one 1-vertex w.r.t. R and at most one 2-vertex w.r.t. R, because
two 1-vertices and two 2-vertices u, v w.r.t. R have the same distance dg(w,u1) = dg(w,u2) =1
and dg(w,u1) = dg(w,u2) = 2, respectively, from each vertex w € R.

4
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Figure 3: Vertex a is a 1-vertices w.r.t. R = {f, g, h}, vertex c is a 2-vertex w.r.t. R, and vertex
b is neither a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t. R.

The algorithm for computing a minimum resolving set for a strongly connected directed co-
graph G analyses the co-tree T for G bottom-up, see procedure BottomUp(w). For each inner
node w of T, it computes one or two minimum resolving sets for V(Gy) in G. The resolving
sets for node w are build by the union of a resolving set R; for V(G;) in G and a resolving set

R; for V(Gy) in G, where [ and # are the left and right successor nodes of w in T.

BottomUp(w)

if (w is an inner node of T) then
[ « left successor node of w;
BottomUp(();
7 <— right successor node of w;
BottomUp(#);
Merge(w,i, 7);

end

The next lemma specifies the conditions under which the minimum resolving sets for V(G;)
and V(G;) in G only need to be joined to get a resolving set for V(Gy) in G.

Lemma 2. Let G be a strongly connected directed co-graph with co-tree T, w € V(T) be an
inner node of T, [ = left(W) be the left successor of W and 7 = right(w) be the right successor
of . If l is an inner node of T, then let R; C V(G;) be a resolving set for V(G;) in G. If 7 is
an inner node of T, then let Ry C V(Gy) be a resolving set for V(G:) in G.

We distinguish between the three labels U, X and > for node w and the cases where the
successor nodes of W are inner nodes or leaves.

1. Let w be labelled by U .

(a) Let [ and # be inner nodes of T
R; U Ry is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff R; is a minimum resolving
set for V(G;) in G, Ry is a minimum resolving set for V(Gy) in G, and G; has no
2-vertex w.r.t. R; or G has no 2-vertex w.r.t. R;.

(b) Let [ be an inner node of T and 7 be a leaf of T.
R; is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff R; is a minimum resolving set for

V(G;) in G and G} has no 2-verter w.r.t. R;.
2. Let w be labelled by x .

(a) Let [ and # be inner nodes of T
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R; U Ry is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff R; is a minimum resolving
set for V(G;) in G, Ry is a minimum resolving set for V(Gy) in G, and G; has no
I-vertex w.r.t. R; or Gy has no 1-verter w.r.t. Rp.

(b) Let [ be an inner node of T and 7 be a leaf of T.

R; is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff R; is a minimum resolving set for

V(G;) in G and G} has no 1-verter w.r.t. R;.

3. Let w be labelled by > .

(a) Let i and 7 be inner nodes of T

R; U Ry is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff R; is a minimum resolving
set for V(G;) in G, Ry is a minimum resolving set for V(Gy) in G, and G; has no
I-vertex w.r.t. R; or Gy has no 2-vertex w.r.t. Rp.

(b) Let [ be an inner node of T and 7 be a leaf of T'.

R; is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff R; is a minimum resolving set for
V(G)) in G, and G} has no 1-verter w.r.t. R;.

(¢) Let [ be a leaf of T and # be an inner node of T.

R; is a minimum resolving set for V(Gy) in G iff Ry is a minimum resolving set
for V(G;) in G, and Gy has no 2-vertex w.r.t. Ry.

Proof. Since two distinct vertices from V(G;)\ R; as well as two distinct vertices from V(G)\ Ry
are resolved in G by a vertex of R; and a vertex of R;, respectively, we only need to consider
the case in which one vertex is from V(G;) \ R; and the other vertex is from V(G) \ Ry.

1. Let w be labelled by U.

In this case, for each vertex u; € V(G;) \ R; and for each vertex u, € V(G;) \ R;, or
u, = vertex(7) if 7 is a leaf in T, we have dg(uy, uy) = dg(up, uy) = 2.

(a)

Let [ and 7 be inner nodes of T.

If w; is not a 2-vertex w.r.t. R;, then there is vertex v; € R; such that dg (v, u;) = 1. If
u, is not a 2-vertex w.r.t. Ry, then there is a vertex v, € R; such that dg (v, u,) = 1.
Since dg(v,u,) = 2 and dg (v, u;) = 2, vertex u; and vertex u, are resolved in G
by v or v.. Thus R; U R; is a resolving set for V(Gy) in G. By Lemma 1, it is a
minimum resolving set for V(Gy) in G if R; is a minimum resolving set for V(G;)
in G and R; is a minimum resolving set for V(Gj;) in G.

If w; is a 2-vertex w.r.t. R; and u, is a 2-vertex w.r.t. Rz, then for each vertex
v € R;UR;, dg(v,u) = dg(v,u,) = 2. In this case, u; and u, are not resolved by
any vertex of R; U R; in G and thus R; U R; is not a resolving set for V(Gy) in G.

Let [ be an inner node of T and 7 be a leaf of T.

If u; is not a 2-vertex w.r.t. R;, then there is a vertex v; € R; such that dg (v, up) = 1.
Since dg (v, u,) = 2 , vertex u; and vertex u, are resolved in G by v;. Thus R; is a
resolving set for V(Gy) in G. By Lemma 1, it is a minimum resolving set for V(Gy)
in G if R; is a minimum resolving set for V(G;) in G.

If u is a 2-vertex w.r.t. R;, then for each vertex v; € R;, dg(vi, ;) = 2. In this case,
vertex u; and vertex u, are not resolved by any vertex of R; and thus R; is not a
resolving set for V(Gy) in G.
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2. Let w be labelled by x .

The proof is running analogously to the proof for label U.

3. Let w be labelled by > .

In this case, for each vertex u; € V(G;), or u; = vertex(l) if [ is a leaf in T', and for each
vertex u, € V(Gy), or u, = vertex(#) if # is a leaf in T, we have dg(u;,u,) = 1 and
dg(ur, ’U,l) = 2.

(a)

Let [ and 7 be inner nodes of T.

If u; is not a 1-vertex w.r.t. R;, then there is a vertex v; € R; such that dg (v, u;) = 2.
If u, is not a 2-vertex w.r.t. Rz, then there is a vertex v, € R; such that dg (v, u,) =
1. Since dg(vi,u,) = 1 and dg (v, u;) = 2, vertex u; and vertex w,. are resolved in
G by vy or v,.. Thus R; U R; is a resolving set for V(Gy) in G. By Lemma 1, it is a
minimum resolving set for V(Gy) in G if R; is a minimum resolving set for V(G;)
in G and Ry is a minimum resolving set for V(Gj) in G.

If u; is a 1-vertex w.r.t. R; and u, is a 2-vertex w.r.t. Rz, then for every v € R;,
de(v,u) = dg(v,u,) = 1 and for every v € Ry, dg(v,u;) = dg(v,u,) = 2. In this
case u; and u, are not resolved by any vertex of R; U Ry and thus R; U R; is not a
resolving set for V(Gy) in G.

Let [ be an inner node of T and # be a leaf of T.

If u; is not a 1-vertex w.r.t. R;, then there is a vertex v; € R; such that dg (v, up) = 2.
Since dg(vi, ur) = 1, vertex w; and vertex u, are resolved in G by v;. Thus R; is a
resolving set for V(G ) in G. By Lemma 1, it is a minimum resolving set for V(Gy)
in G if R; is a minimum resolving set for V(G;) in G.

If u; is a 1-vertex w.r.t. R;, then for each vertex v; € R;, dg(vi,u;) = 1. In this case,
vertex u; and vertex u, are not resolved by any vertex of R; and thus R; is not a
resolving set for V(Gy) in G.

Let [ be a leaf of T and 7 be an inner node of T

If u, is not a 2-vertex w.r.t. Rz, then there is a vertex v, € R; such that dg (v, u,) =
1. Since dg (v, u;) = 2, vertex u; and vertex u, are resolved in G by v,. Thus R;
is a resolving set for V(Gy) in G. By Lemma 1, it is a minimum resolving set for
V(Gy) in G if R; is a minimum resolving set for V(G;) in G.

If w, is a 2-vertex w.r.t. Rz, then for each vertex v, € Rz, dg(v,,u,) = 2. In this
case, vertex u, and vertex u; are not resolved by any vertex of R; and thus R; is
not a resolving set for V(Gy) in G.

The proof of Lemma 2 shows the following observation.

1. Suppose [ and # are inner node of T. If R; U R; is not a resolving set for V(Gy) in G,
then it is sufficient to add one additional vertex u of Gy to R;U R; to get a resolving set
for V(Gy) in G. This is possible with a vertex of G; and with a vertex from Gj. If w
is labelled by U (x, > ), then we can use the 2-vertex (1-vertex, 1-vertex) of G; and the
(2-vertex, 1-vertex, 2-vertex) of Gy.
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2. Suppose [ is an inner node and 7 is a leaf of T'. If R; is not a resolving set for V(G ) in
G, then it is also sufficient to add one additional vertex u of Gy to R; to get a resolving
set for V(Gy) in G. If  is labelled by U (X, > ), then we can use the 2-vertex (1-vertex,
I-vertex) of G or vertex vertex(7).

3. Suppose [ is a leaf and 7 is an inner node of T. If R; is not a resolving set for V(Gy)
in G, then again it is also sufficient to add one additional vertex u of G4 to R to get a

resolving set for V(Gy) in G. Since w is labelled by >, we can use vertex vertex(l) and
the 2-vertex of Gp.

If a strongly connected graph G has a 1-vertex u; (a 2-vertex ug) w.r.t. a resolving set R,
then, obviously, G has no 1-vertex w.r.t. RU {u1} (no 2-vertex w.r.t. RU {us}, respectively).
Suppose G has both a 1-vertex u; and a 2-vertex us w.r.t. a resolving set R. If there is an
edge from u; to us (no edge from wus to uy), then G neither has a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t.
RU{uy} (w.r.t. RU{uz}, respectively). In this case, we call vertex uy (vertex us, respectively)
a double remover.

Notation 2. Let uy be a I-vertex and us be a 2-vertex of a strongly connected graph G w.r.t.

a vertex set R. A vertex v is a double remover if uy is not a 1-vertex and us is not a 2-vertex
of G w.r.t. RU{v}.

Figure 4 (1.), (2.), and (3.) show the necessary and forbidden edges for the case that a
1-vertex wq is a double remover, a 2-vertex uo is a double remover, and a 1-vertex u; and
a 2-vertex us are both double removers. An induced subgraph with all necessary edges and
without all of the forbidden edges of the graph in the third case is not a directed co-graph.

Figure 4: Let R be a resolving set for V(G) in G, vertex u; be a 1-vertex w.r.t. R, and vertex
uz be a 2-vertex w.r.t. R. In graph (1.), vertex ug is not a 2-vertex w.r.t. RU {uy}. In graph
(2.), vertex up is not a 1-vertex w.r.t. RU{uz}. In graph (3.), vertex uy is not a 1-vertex w.r.t.
RU{us} and vertex ug is not a 2-vertex w.r.t. RU{us}. If these conditions are met, the green
edges must be edges of E(G) and the red edges must not be edges of E(G). There is no directed
co-graph that has an induced subgraph with vertex set {uy,us,ws,ws} and all the necessary
green edges but none of the forbidden red edges of graph (3.).

The next lemma shows that there is no vertex v € V(Gy) \ {u1,u2} such that Gy neither
has a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t. Ry U {v}. That is, u; and us are the only possible double
removers. This shows that we only need to consider a 1-vertex or a 2-vertex to remove a 1-vertex
or 2-vertex of Gy w.r.t. a resolving set Ry, see Figure 5.

Lemma 3. Let G be a strongly connected directed co-graph with co-tree T, w € V(T) be an
inner node of T, and Ry C V(Gy) be a resolving sets for V(Gy) in G, such that Gy has a
1-vertex uy and a 2-vertex ug w.r.t. Ry. Then there is no vertex v € V(Gy) \ {u1,u2} such
that Ry U {v} is a resolving set for V(Gy) in G and Gy has neither a 1-vertex nor a 2-vertex
w.r.t. Ry U{v}.
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Figure 5: Let R be a resolving set for V(G) in G, vertex u; be a 1-vertex w.r.t. R, vertex us be
a 2-vertex w.r.t. R, and vertex v be a vertex such that u; is not a 1-vertex w.r.t. RU {v} and
ug is not a 2-vertex w.r.t. RU {v}. Then the green edges must be edges of E(G) and the red
edges must not be edges of F(G). There is no directed co-graph that has an induced subgraph
with vertex set {u,v,us,wi,wy} and all the necessary green edges but none of the forbidden
red edges.

Proof by contradiction. Suppose there is a vertex v € V(Gg) \ {u1,u2} such that Ry U {v} is a
resolving set for V(G ) in G and Gy neither has a 1-vertex nor a 2-vertex w.r.t. Ry U{v}. Since
Ry is a resolving set for V(Gy) in G the three vertex pairs u, us, u1,v and ug,v have to be
resolved in G by vertices of R;. Since each vertex of Ry resolves the vertex pair w1, us in G, set
Ry has to contain at least two vertices wy, ws, where w; has no edge to v and ws has an edge to
v. That is, vertex w; resolves vertex pair uj, v in G and vertex ws resolves vertex pair ug, v in G.
Up to now, we have (w1, u1), (wa, u1), (we,v) € E(Gy) and (wy,us), (w1, v), (w2, u2) & E(Gy).
Since u; is not a 1-vertex w.r.t. Ry U {v}, we have (v,u1) € E(Gy). Since ug is not a 2-vertex
w.r.t. Ry U {v}, we have (v,us) € E(Gy). Figure 5 illustrates this situation.

Now it is easy to see that there is no partition of the vertex set {u1,us,v,ws,ws} into two
non-empty sets U; and Us such that there are graphs G; and Gy with vertex sets U; and Us,
respectively, and G1UGs, G1 X Ga, or G1> G4 contains the required edges and does not contain
the forbidden edges. O

For each inner node w of T, the procedure Merge(w,i, 7) computes at most two of the
following 4 minimum resolving sets for V(Gy) in G. The 4 sets are denoted by Ry ¢, , where
ty €{0,1,2,12} and

1. Ry, is a minimum resolving set for V(Gy) in G such that Gy neither has a 1-vertex nor
a 2-vertex w.r.t. Ry 0,

2. Ry,1 is a minimum resolving set for V(Gy) in G such that Gy has a 1-vertex but no
2-vertex w.r.t. Ry 1,

3. Ryp,2 is a minimum resolving set for V(Gy) in G such that Gy has no 1-vertex but a
2-vertex w.r.t. Ry 2, and

4. Ry 12 is a minimum resolving set for V(Gy) in G such that G4 has a l-vertex and a
2-vertex w.r.t. Ry 12.

Additionally, we store for each defined set Ry 1 and Ry 2, the 1-vertex and 2-vertex of
Gy wrt. Ry 1 and Ry o, respectively, as well as for each defined set Ry 12, the 1-vertex and
2-vertex of Gy w.r.t. Ry 12 and the information whether one of these two vertices, and if so,
which one of them, is a double remover.

The minimum resolving sets for V(Gy) in G are computed from the previously computed
minimum resolving sets for V(G;) and V(G5) in G. In the simplest case, a minimum resolving
set for V(Gy) in G can be defined by the union of a minimum resolving set for V(G;) in G and

9
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a minimum resolving set for V(G;) in G. In the worst case, at most one additional vertex from
V(Gy) has to be added. However, this additional vertex v is always a 1-vertex or 2-vertex of
G} w.r.t. the corresponding minimum resolving set for V(G;) in G, or a 1-vertex or 2-vertex of
G w.r.t. the corresponding minimum resolving set for V(G;) in G. Existing double removers
are of course preferred here. If [ or # or both are leaves, then vertex vertex(l) and vertex(7) are
also a possible choice for v.

To explain how the procedure Merge(w, [ ,7) works in detail, we again distinguish between
the three labels U, x and > for node w and the cases where the successor nodes of W are
inner nodes or leaves. Let R; t be an already computed resolving set for V(G;) in G and R; .
be an already computed resolving set for V(G;) in G, where t;,¢; € {0,1,2,12}. To update a
resolving set Ry ¢, for some ty; € {0,1,2,12} by a minimum resolving set R means that Ry .,
is set to R, if Ry, is not already defined, or the size of R is less than the size of Ry 4, , if
Ry ¢, is already defined.

Suppose Ry 0, Ri,1, Ruy,2, and Ry 12 are defined. The following simplifications for updating
the quantities result from the fact that we can prefer smaller quantities or quantities of the same
size with fewer restrictions.

o If |[Ryo| <|Rw1| or |Rio| <|Rw.2|, then we do not need to update Ry 1 or Ry 2.
o If |[Ryp1| < |Ruo| or |Ri 2| <|Rgol, then we do not need to update Ry 0.

o If |[Ry 1| < |Rw12| or |[Rg2| < |Ra,12|, then we do not need to update Ry 12.

o If |Ryp 1| < |Rw1z2| or |[Rg2| < |Rw,12|, then we do not need to update Ry 1 or Ry 2.

That is, we either consider the resolving set Ry o, one or both of the resolving sets Ry 1 and
Ry,2, or the resolving set Ry 12 for V(Gy) in G.

Initially, all resolving sets Ry ¢, , @ € V(T), ty € {0,1,2,12}, are undefined. The rules for
updating the sets are summarised in Tables 1 to 3. The rows (¢;,ts,v,ty,u1,uz) of Tables 1
and 2 show how the resolving sets Ry, for V(Gy) in G are updated.

o The types t;, t7, and t; are the types of the resolving sets for V(G;), V(G), and V(Gy)

»

in G, respectively. If {; =" —” or ¢tz =7 — 7, then [ or 7 is a leaf of T, respectively.

e Vertex v is the vertex that can be added to create a resolving set for V(Gy) in G from
the union of a minimum resolving set for V(G;) in G and a minimum resolving set for
V(Gr) in G. f v =" —" then Rj, U Rj, is already a resolving set for V(Gyg) in G. In
this case, Ry, is updated by R[,ti U R .. Otherwise, Rf,ti U R . U{v} is a resolving
set for V(Gy) in G and Ry ., is updated by Rf,t; U R; ¢, U{v}. Vertex v is either the
1-vertex, 2-vertex, or double remover of V(Gi) w.r.t. R[’t[ denoted by w1, w2, and w4,
respectively, or the 1-vertex, 2-vertex, or double remover of V(G;) w.r.t. R; 4, denoted by
U1, Up2, and U, ., respectively. If [ or # is a leaf, then u; = Vertex(i) and u, = vertex(),
respectively.

e Vertex u; and us are the l-vertex and 2-vertex of Gy w.r.t. the resulting resolving set

7 b2

for V(Gg) in G. A created double remover gets a superscript asterisk. If uy =” —” or

ug =" =", then G4 has no 1-vertex or 2-vertex, respectively, w.r.t. the resulting resolving
set for V(Gy) in G.

Table 3 describes the minimum resolving sets for V(Gy) in G for the case that [ and 7 are
leaves in T'.

10
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tf t,;, v tﬁ) Uy u ti tf v tuj U1l u2 t[ t,;, v tﬁ) (5% U2
o 0o —-10 — -— o 0| —-—10 — - o o -0 — —
0 1| -]0 — ~— 0 1| — |1 wy —| [0 T =1 w, —
0 2| — |2 — wup o 2| -10 - - o 2| -0 - -
0 12] — [ 2 — wa| [0 12] = [T wy —| [0 12] = [ 1 uy -
1 0 -10 — - 1 0| — |1 w1 - 1 0 -]0 — -
I 1] -0 = — T 1wy |1 wy — T 1] = [1 w, -
1 2 — 2 — Ur2 Urp,1 1 U1 — 1 2 ur,1 0 - -
1 12 — 2 — Ur2 1 2 — 1 U1 — UT72 0 — —
2 0 - 2 — U2 1 12 U1 1 Ur1 — 1 12 ur,1 1 Ur,1 -
2 1 — 2 - U2 Urp,1 1 U — Uy 2 1 Upr1  —
2 2 U2 2 - Up,2 Up % 1 ur1  — Uy, 0 - -
Urp,2 2 — Uui,2 2 0 - 0 - - 2 0 — 2 — ur,2
2 12 ur,2 2 — Ur2 2 1 - 1 Upr1 — 2 1 - 12 Ur,1 U2
Ur,2 2 — U2 2 2 - 0 - - 2 2 — 2 — ur,2
Up 5 2 — U2 2 12 — 1 Upr1 — 2 12 — 12 Upr,1 U2
12 0 — 2 — U2 12 0 — 1 w1 — 12 0 — 2 — ur,2
12 1 - 2 — U2 12 1 Ur,1 1 Upr1 — 12 1 - 12 Upr,1 U2
12 2 U2 2 — Ur2 UL, % 1 Ur1 — 12 2 ur1 2 — ur,2
Ul | 2 — Upp urg | 1wy — | 0 - -
Ur,2 2 — U2 12 2 — 1 U1 — Ur,2 2 — Ui,2
12 12 U2 2 — Ur2 12 12 ur,1 1 Ur1 — 12 12 Ui, 12 Upr,1 U2
U | 2 — Upp Ups | 1 upy — U | 1wy —
Uro | 2 — w2 Upq | 1w — Upo | 12 up1 U2
Uryp | 2 — W Ure | 1wy — Urs | 2 —  up
Label U Label x Label >

Table 1: The tables for the case that [ and 7 are inner nodes of T.

The rows with a blue background do not need to be taken into account, because in these
cases there is another selection that provides a solution that is at least as good as the blue one.

The running time of computing a minimum resolving set for G is therefore linear in the size
of the given co-graph G.

Theorem 1. A minimum resolving set for a strongly connected directed co-graph G is com-
putable in linear time.

Example 1. The table below shows the results computed by the BottomUp() procedure for
the co-graph G defined by the co-tree T below. There is a column for each possible minimum
resolving set Ry ¢, to € {0,1,2,12}. The vertices uy,ug next to the minimum resolving sets
Ry t,, are the 1-vertex and 2-vertices of Gy w.r.t. Ry 4, . The double remover is marked by an
asterisk.
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t[ tf- v tw U1 u2 ti tf v tu; U1 U9
0O —| - 12 - u o —|-11 u -
1 = = 112 w1 uyr 1 = w1l w -
2 —lwa| 2 —  u ur | 1 w, —
Uy 2 — ur,2 2 - 12 u: up,2
12 — w12 w1 s 12 — w12 ur wpe
Uy | 2 — U | 1w -
ur | 20— wpo ur | 1 owy —

Label U, 7 is a leaf Label x, 7 is a leaf

ti LLT v tw Uy U2 tl tf v tw U1 U
0 - |1 u - - 0 2 - oy

1 — | U1 1 Uy — — 1 — 12 Ur,1 U

u | 0 —  — - 2 Uy 0 -

2 = = |12 u up Uro | 2 — 1y

12 — Ug,1 12 Upr U2 — 12 (2 1 Upr1 —
UL« 1w - Ur,2 12 Ur1 U

Ur | 2 — U2 Upy | 2 — 1y

Label >, 7 is a leaf Label >, [ is a leaf

Table 2: The tables for the case that either [ or # is a leaf of T

Ry, |ta w Uo Ry, | ta w U Ry, | to W U
{w} — Uy {w} |1 u, - {w} |1 w —
{ur-} | 2 — Uy {ur} | 1wy — {u.} | 2 - Uy

Label U, [ and 7 are leaves Label x , [ and 7 are leaves  Label > [ and 7 are leaves

Table 3: The tables for the case that [ and 7 are leaves of T.

Gy Ry Rpi/ur Rgaf/uz Rgpis/ui,us
Gﬁ] ZGgXGb — {a}/b — —

Ga, =Gex Gy | — {ct/d -

Gﬁ3 = GﬁQUé — — {C}/d, e*
Ga, = Gy, > Gay | {a,¢ €} — - —

Ga, =Gy x Gy | - - {f/le -

Gﬁs = Gﬁ4 X Gﬁs {a, c e, f} — — —

12
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Vertex set {a, c, e, f} is a minimum resolving set for the strongly connected directed co-graph
G defined by co-tree T of the figure above.

3 Directed acyclic graphs

An undirected graph can easily be transformed into a directed graph by replacing each undi-
rected edge {u,v} by two directed edges (u,v) and (v,u). Thus, DIRECTED METRIC DIMEN-
SION is NP-complete, because METRIC DIMENSION is NP-complete, see [KRRI6], but it is also
NP-complete for oriented graphs, see [RRCM14]. However, the following theorem shows that
DIRECTED METRIC DIMENSION is also NP-complete for directed acyclic graphs, i.e., for DAGs.

Theorem 2. DIRECTED METRIC DIMENSION is NP-complete for DAGs.

Proof. The problem is obviously in NP. The NP-hardness is shown by a polynomial time reduc-
tion from HITTING SET. Let C = {C4,...,Cp,} be a set of subsets of a set X = {x1,...,z,}.
We define a directed acyclic graph G such that G has a resolving set of size at most 3 + k if
and only if there is a subset X’ C X of size at most k such that X' NC; # 0 for j =1,...,m.
W.l.o.g., we assume that m > n, otherwise duplicate some sets of C, and that for each subset
Cj; there is at least one x; such that x; & C;.

The graph G defined for X, C has

1. three vertices uq, up and u,

2. n vertices ug, fori =1,...,n,

3. 2m vertices ucy; uc! forj=1,...,m,
and

1. n edges (uq,uy,) fori=1,... n,

2. one edge (up, Uy, ),
3. n—1edges (ug,, Ug,,,) fori=1,...,n—1,

4. two edges (ue, uc, ), (Uc,uq)a

5. m edges (ch,ucj’.), forj=1,...,m,
6. 4(m - 1) edges (ququj+1)7 (qu7UC;+1)7 (uCéauCJuA)v (UC;7/U’CJ/+1)7 for Jj=1...,m—1,
7. nm edges (ug,,uc;) fori=1,...,nforj=1,...,m, and

8. an edge (uI“ch/), 1<i<n,1<5<m,if and only if z; € Cj.

Figure 6 shows an example.

FEach minimum resolving set for G contains the three vertices u,, up, u., because these ver-
tices have no incoming edges. Vertex u, resolves every vertex pair ug,,u.;, 1 <i < j <mn,
because dg(up, us,) = i. Vertex u, resolves every vertex pair (uc,,uc,), (uc;, uC;)7 (ucy, uc;)
and (Uc;,ucg)’ 1 <i < j < m, because dg(uc,uc,) = dg(uc,uc;) = i. Vertex u, resolves
every vertex pair ug,,uc, and every vertex pair Uz, UG s 1 <i<n,1< 5 < m, because
dg(ta,ug;) = 1 and dg(uq,uc;) = 2. Note that we assume that for each subset C; there is at
least one x; such that x; & Cj;, therefore dg(uq, ucjf,) = 2. The only vertex pairs that have not

13
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G

Figure 6: Graph G obtained by instance X,C with X = {zy,29,23,24}, C =
{C1,C,C3,C4,C5,C6,Cr}, Cr = {x1,23, 24}, Co = {x1,24}, C3 = {1, 22,24}, Cy = {22},
Cs = {x1, 24}, Cs = {22,235}, C7 = {x1, 23,24} for HITTING SET in the proof of Theorem 2.
The edges which result from the membership of the elements x; to the subset C; are drawn
separately below for reasons of clarity. These are the edges in edge set E’. Set X' = {xo, 24} is
a minimum HITTING SET for X, C, where {ug, up, tc, Uy, , Uz, } 1S & minimum resolving set for

G.

been considered yet are the vertex pairs uc;, ucy for j =1,...,m. A vertex pair uc,, ucy can
only be resolved by vertex uc;, by vertex ucy or by a vertex u,, such that x; € C;, because
x; € C; if and only if dg(uxi,ucjf_) =2.

Let X’ C X be a hitting set for C of size at most k, i.e., X’NC; # 0 for j =1,...,m. Then
the vertices u,, with z; € X' resolve all vertex pairs uc;, ucs, 1 <7 <m. Thus

R = {ug, up, e} U U Uy,
r, €X'’

is a resolving set for G of size at most 3+ k. Let R be a resolving set for G of size at most 3+ k.
If R contains a vertex uc, € R or ucr € R, then replace it by a vertex u,, where z; € C;. The
resulting set R’ is also a resolving set for G of size at most 3 + k and

X' ={xilu,, € R'}

is a hitting set for C. O
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4 Conclusions

In this paper we have shown that DIRECTED METRIC DIMENSION is decidable in linear time
for directed co-graphs and we also presented an algorithm to compute minimum resolving sets
for directed co-graphs in linear time. Additionally, we have shown that DIRECTED METRIC
DIMENSION is NP-complete for DAGs, extending the existing results for general directed and
oriented graphs.

The metric dimension as well as its variants have rarely been studied for directed graphs
[SW21]. Developing efficient algorithms to compute the metric dimension for specific graph
classes is one of the most interesting challenges to us.
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9.3 On the strong metric dimension of composed graphs

On the strong metric dimension of composed graphs
Marcel Wagner, Yannick Schmitz, Egon Wanke
Eingereicht in: Theory of Computing Systems

Diese Arbeit enthélt einen Algorithmus zur Berechnung der Starken Metrischen Dimension,
basierend auf einer Zerlegung eines Graphen in seine zweifachen Zusammenhangskompo-
nenten. Die Ergebnisse sind in Kapitel 6 zu finden. Alle Autoren haben gleichermafien
zur Erarbeitung und zur Formulierung der Ergebnisse beigetragen. Den Hauptteil meines
Beitrags bilden die Algorithmen zu den Co-Graphen.
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On the Strong Metric Dimension of composed graphs

Marcel Wagner?®, Yannick Schmitz®*, Egon Wanke?®

¢ Heinrich-Heine-Universitdt Disseldorf, Universititsstrafie 1, Diisseldorf, 40225, Germany

Abstract

Two vertices u and v of an undirected graph G are strongly resolved by a vertex w if
there is a shortest path between w and u containing v or a shortest path between w and
v containing u. A vertex set R is a strong resolving set for G if for each pair of vertices
there is a vertex in R that strongly resolves them. The strong metric dimension of G is the
size of a minimum strong resolving set for G. We show that a minimum strong resolving
set for an undirected graph G can be computed efficiently if and only if a minimum strong
resolving set for each biconnected component of G can be computed efficiently.

Keywords: strong metric dimension, composed graphs, linear time, metric dimension

1. Introduction

In this paper we consider the strong metric dimension introduced by Sebo and Tannier
in [1]. The strong metric dimension is a variant of the original metric dimension (which
we simply call metric dimension) which is the smallest number k of vertices so that the
vector of distances to every vertex in the graph is unique. Here the distance between two
vertices is the number of edges on a shortest path. The k-dimensional distance vectors of
the vertices can be viewed as their positions in a k-dimensional space whose structure is
defined by the graph.

The metric dimension has been introduced by Slater in [2] and [3| and independently by
Harary and Melter in [4]. There are numerous research reports on the analysis of the metric
dimension of graphs. Determining whether the metric dimension of a given graph is less
than a given integer has been shown to be NP-complete by a reduction from 3-SAT [5] and
3-DIMENSIONAL MATCHING [6]. It is NP-complete for general graphs, planar graphs [7],
even for those with maximum degree 6, and Gabriel unit disk graphs [8]. There are several
algorithms for computing the metric dimension in polynomial time for special classes of
graphs, as for example for trees |9, 5|, wheels [10], grid graphs [11]|, k-regular bipartite
graphs [12], amalgamation of cycles [13], outerplanar graphs [7], cactus block graphs [14],
chain graphs [15], and graphs with bounded extended biconnected components [16].

The strong metric dimension of a graph G, in contrast to the metric dimension, is
the size of a smallest set R of vertices with the following property. For each pair of two
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distinct vertices u and v in G, there is a vertex w € R such that there is a shortest
path between w and u that contains v or a shortest path between w and v that contains
u. Such a set R is called a strong resolving set for (G. Since in both cases the distance
between w and w is different from the distance between w and v, a strong resolving set
for G is always a resolving set for G and thus the strong metric dimension is always
greater than or equal to the metric dimension. However, if we again calculate the distance
vectors U = (dg(u,wy),. .., de(u, wy)) for vertices u to the k vertices wy, ..., wy of a strong
resolving set R, then there are significant advantages in contrast to the metric dimension
when navigating through the graph. The distance between two vertices u and v is the
maximum difference between dg(u, w;) and dg(v,w;) for i = 1,... k, that is,

dg(u,v) = mialx\dg(u,wi) — dg(v,w;)|-

To navigate from a vertex u to a vertex v in graph G, we can now simply determine a
neighbour u' of u on a shortest path between u and v. This is a neighbour ' of u with
de(u',v) = dg(u,v) — 1.

Determining whether the strong metric dimension of a given graph is less than a given
integer k is NP-complete [17], like it is the case for the metric dimension. Computing the
strong metric dimension also has been extensively studied for different graph classes, see
for example [18], [19], [20], [21], [22] and [23].

In this paper we show that an efficient computation of the strong metric dimension for
a graph G can be reduced to an efficient computation of the biconnected components of
G. That is, we consider a composition mechanism that connects two graphs G; and G35 by
identifying a vertex from Gy with a vertex from G in the disjoint union of Gy and G5. With
this composition mechanism, a graph can be assembled from its biconnected components.
Computing the strong metric dimension for graphs obtained by join operations, like the
Cartesian product, the strong product and the corona product, has also been studied by
other authors, see for example [24] and [25]. We demonstrate the power of our approach
by three examples. We show that the strong metric dimension for graphs in which the
biconnected components are grids, cycles or co-graphs can be computed in linear time.

2. Strong metric dimension

We consider undirected, connected, and finite graphs G = (V, E), where V is the set
of vertices and £ C {{u,v} | u,v € V,u # v} is the set of edges. Two distinct vertices
u,v € V of G are strongly resolved by a vertex w € V if there is a shortest path between
w and u that contains v or a shortest path between w and v that contains u. The length
of a path is the number of edges. A vertex set R C V is a strong resolving set for G if for
each pair of vertices u,v € V '\ R,u # v there is a vertex w € R such that u and v are
strongly resolved by w. The strong metric dimension of graph G is the size of a smallest
strong resolving set for G.

Oellermann and Peters-Fransen showed in [17] that finding a strong resolving set of G is
equivalent to finding a vertex cover of the so-called strong resolving graph Gsg of G, defined



as follows. For a vertex u € V let Ng(u) = {v|{u,v} € E} and Nglu] = Ng(u) U {u}
be the open and closed neighbourhoods of wu, respectively. For two vertices u,v € V let
dg(u,v) be the distance between u and v in G, that is, the number of edges of a shortest
path between v and v. We say a vertex u € V is maximally distant from a vertex w if
there is no vertex v € Ng(u) in the neighbourhood of u with dg (v, w) > dg(u,w).

The vertices of the strong resolving graph Gggr are the vertices of G. There is an edge
between two vertices u and v in Ggg if and only if v is maximally distant from v and v is
maximally distant from u. In this case we also say that u and v are mutually mazimally
distant. It is easy to see that each strong resolving set for G must contain at least one of
two vertices that are mutually maximally distant. Also each set of vertices that contains
at least one of two vertices that are mutually maximally distant is a strong resolving set
for G. Tt follows that a strong resolving set for GG is a vertex cover for Gsgr and vice versa.
See Figure 1 for an example.

¢}

G

Figure 1: A Graph G and its strong resolving graph Gsgr. The vertex set {a,b,g} is a minimum vertex
cover for Ggr and a minimum strong resolving set for G.

3. Composing graphs

The graphs we consider arise from attaching child graphs G, ..., G} to a parent graph
H. This attachment is performed by merging vertices uy, ..., u, of Gq, ..., G} with vertices
vy, ..., from H in the disjoint union of the graphs Gy,..., Gy, and H.

Definition 1. Let G; = (V;, E;), 1 < i <k, and H = (Vy, Ey) be k + 1 graphs, u; € V;
fori=1,...,k, and vy,...,v, € Vg. Let Gy be the disjoint union of G1,...,Gr. That
is, G,k has vertex set UleVi and edge set UleEi.

Then graph

-----

..... Up—V1 ..., Vk ) H
s defined by vertex set
(‘/1U"'UVkUVH)\{Ul,...,UK}

and edge set



The graph G, x O(us,....up—v1,..0p) H 18 formed by the disjoint union of the & graphs
G4, ...,G} and graph H without the vertices uq, ..., u; and their incident edges, in which
for i« = 1,...,k the neighbours of vertex u; in G; are connected to vertex v;. Figure 2
shows an example of the o(,,  w,—v,..v) Operation. For all further discussions, we only
consider the case in that all graphs G, ..., Gy, H are vertex disjoint, connected, and have
at least two vertices. The vertices vy, ..., v, of H do not need to be distinct.

Figure 2: Five graphs G1, Gz, G, G4, H, and the graph J = G123 4 9(u; us,us,us—v1,02,00,05) H Created by
the composition as defined in Definition 1.

4. The strong resolving graph

To compute a strong resolving set for a composed graph J = G ow,,....up—v1,....00) H s
we first determine the edge set of the strong resolving graph Jgg.

Definition 2. For a connected graph G = (V, E) and a vertez uw € V, let MD(G, u) be
the set of vertices that are maximally distant from vertex u in G.

The following prerequisite is used in each of the following lemmas and theorems.

Prerequisite 1. Let G; = (V;, E;), 1 <i <k, and H = (Vy, Ey) be k+ 1 vertex disjoint,
connected graphs, |Vi| > 2, w; € V; fori=1,....k, |Vu| > 2, v1,..., 05 € Vi, let Gy be
the disjoint union of G1,...,Gy, and let

J = (VJ7 EJ) - Gl,‘..,k O(ul,...,uk—wl,...,vk) H.

The vertices vy, ...,vx of H do not need to be distinct.

4



Lemma 1. Let Prerequisite 1 be given. Then the vertices vy, ..., v, have no incident edges
m JSR-

Proof. The vertices vy, ..., vy are separation vertices in .J, because all graphs G;, 1 <1 < k,
and H are connected and have at least two vertices. Separation vertices are not maximally
distant from any vertex. O

Lemma 2. Let Prerequisite 1 be given. Let w € Vg, then

MD(H, w)\ {v1,...,v} )

MD(J, w) = ’ o )
( ) ( U U1§z‘§k MD(G;, u; )

Proof. This follows from the fact that each shortest path in J between w and a vertex of

G, for 1 < i < k passes vertex v; and each shortest path in J between w and a vertex of H

does not pass a vertex outside of H. Separation vertices are not maximally distant from

any vertex, see also Lemma 1. O]
In Figure 2 the vertices {a,0,e,g,t,s,r} are maximally distant from vertex / in J.

Lemma 3. Let Prerequisite 1 be given. Let u} € V;\ {u;} for some j, 1 < j <k. Then

MD( Gy, )\ {u;}
MD(J )= | U MDCH, 0\ (o, o)
U Ulgigk,i;ﬁj MD( G, u;)

Proof. This follows from the fact that each shortest path in J between u/; and a vertex of
H or G; for ¢ # j passes vertex v; and each shortest path in J between v/ and a vertex of
(V; \ {u;}) U {v;} do not pass a vertex outside of (V; \ {u;}) U {v;}. Separation vertices
are not maximally distant from any vertex, see also Lemma 1. Note that vertex u; can be
maximally distant from u} in G, but is not a vertex of J. This is why we need to remove
uj as well from MD( Gy, u ). O

oL~

In Figure 2 the vertices {/ e g,t,s,r} are maximally distant from vertex a in J. Note that
vertex ¢ is also maximally distant from vertex a in Gy, but is excluded from MD( Gy, a).

The next lemmas characterise the edges of Jsg between vertices of V;\ {u;} and vertices
of V; \ {u;} for i # j, and the edges between vertices of V; \ {w;} and vertices of Vj.

Lemma 4. Let Prerequisite 1 be given. Then for each vertex u, € V; \ {w;} for some i,
1 <i <k, and each vertex v' € V; \'V;, the following statements hold true.

1. If uf is mazimally distant from u; in G;, or equivalently mazimally distant from v; in
J, then w is mazimally distant from v' in J.
2. If v is mazimally distant from v; in J, then v’ is mazimally distant from ) in J.

Proof. This follows again from the fact that each shortest path in J between w] and v’
passes vertex v;, and thus d;(u},v") = dj(u, v;) + d (v, v'). O



In Figure 2 vertex a is maximally distant from vertex ¢ in (G1, thus vertex a is maximally
distant from all vertices except for b and d in J. Also, vertex e is maximally distant from
vertex f in G, thus the vertices a and e are mutually maximally distant in J.

Lemma 5. Let Prerequisite 1 be given. Two vertices uj € V; \ {u;} and uj € V; \ {u;} for
i # j are mutually mazimally distant in J if and only if u; is mazimally distant from u; in
G and uj is mazimally distant from u; in G;.

Proof.

"=" Let u; be maximally distant from u; in G; and u; be maximally distant from wu; in
Gj. By Lemma 4, u} is maximally distant from each vertex of V; \ V; and v is maximally
distant to each vertex of V;\ V. Thus v} and v} are mutually maximally distant in J and
{ui, v} is an edge in Jsg.

"<" Since each path between u; and u} in J passes vertex u; (and vertex u;), the
following statement holds true. If v} and v} are mutually maximally distant in J, then ]

is maximally distant from v; in G; and v} is maximally distant from u; in Gj. [

Lemma 5 identifies the edges of Jsr between u} € V; and v € V; for i # j.
Next we identify the edges of Jsg between two vertices of V; \ {u;} and between two
vertices of Vi \ {v1, ..., v}

Lemma 6. Let Prerequisite 1 be given.

1. Two vertices u},u! € V;\{w;} are mutually mazimally distant in J if and only if they
are mutually mazimally distant in G;.

2. Two vertices v',v" € Vg \ {v1,...,ux} are mutually mazimally distant in J if and
only if they are mutually mazimally distant in H.

Proof. The statements follow from the facts that each shortest path between v, and u; in
J does not pass a vertex of V; \ (V; U {v;}) and each shortest path between v" and v” in J
does not pass a vertex of VU ... U V. ]

The following theorem follows from Lemma 5 and Lemma 6 and characterises all edges
of Jsgr. Figure 3 shows the strong resolving graph Jgsg of J from Figure 2.

Theorem 1. Let Prerequisite 1 be given. The strong resolving graph Jsg has an edge
{wy,wa} if and only if wy,wy & {v1,... v} and
1. wy,wy € V; for some i, 1 <1 < k, and wy and wy are mutually mazimally distant in
Gi,
2. wy,ws € Vi and wy and wy are mutually mazimally distant in H,
3. wy € Vy and wy € Vj for some i,5, 1 <1 <j <k, and wy s mazimally distant from
u; in G; and wy 1s mazimally distant from w; in G;, or
4. if wy € V; for some 1, 1 < i < k, wy € Vg, wy is mazimally distant from u; in G;
and wo is mazrimally distant from v; in H.



5. A minimum vertex cover

Theorem 1 characterises the edges in the strong resolving graph Jsg as follows, see
Figure 3.

e © @

(G Y @)  HepUimmy (GaL P

Figure 3: The graphs (G1)gg \{c}, (G2)sg \{f}, (G3)gg \{h}, (Ga)sg \{P}, Hsr \ {i,m,n}, and Jsr, where
G1, Ga, G3, Gy, H, and J are from Figure 2. The dashed vertices in (G1)gg, (G2)grs (G3)gr, and (G4)ggr
are the vertices which are maximally distant from wy, ug, us, and ug in G1, Go, Gs, and Gy, respectively.
The grey vertices are the vertices that are merged to separation vertices of J. These vertices are not taken
into account when computing minimum strong resolving sets for J.

e The edges considered in Case 1 are the edges of (G;)qg \ {wi}-
e The edges considered in Case 2 are the edges of Hgg \ {v1,..., vk}

e The edges considered in Case 3 are the edges of a complete k-partite graph K,
n; = IMD( Gy, w; )|, with vertex set

U MD(G;, u;)

1<i<k

ook )

and edge set
{{wl,wg} | w1, € MD(G“ Ui),UJQ, € MD(G], U ), 1 <1< j < k’},



e The edges considered in Case 4 are the edges of k£ complete bipartite graphs K, .,
1 <i<k,n;=|MD(G;, u; )|, mi = |MD(H, v;)\ {v1,...,vx}| with vertex set

1\41)(6;27 Ul) U (MD(H, ’Ul)\{’Ul,,Uk})
and edge set

{{wl,wQ} ]wl, € MD(G“ ui),wg, & MD(H, Ui) \ {Ul, e ,’Uk}}.

As mentioned in Section 2, a vertex set is a strong resolving set for J if and only if
it is a vertex cover for Jsg. The strong resolving graph Jsg contains the k-partite graph
K, .n, and the k bipartite graphs K,,, ,,,, 1 <7 < k, as subgraphs. That is, each vertex
cover U for Jsgr contains for some j, 1 < j < k, all vertices of the vertex sets MD( G;, u; ),
1 < i <k, i# j, and additionally either all vertices of MD( G}, u; ) or all vertices of
MD(H, v; )\ {v1,..., v}

To compute the size of a minimum vertex cover of Jsr, we use the following notation
of a restricted vertex cover.

Notation 1. For a graph G = (V, E) let
VO(G)

be a minimum vertex cover for G. For a graph G = (V| E) and a vertexr set M C 'V let

VCO(G, M)

be a vertex set of minimum size that contains all vertices of M and which is a vertex cover

for G.
With the help of Notation 1, a minimum vertex cover for Jsg can now easily be specified.

Lemma 7. Let Prerequisite 1 be given. Lel

B VC(HSQ{vb...,vk})
D= ( U U1gz’§k VO( (Gi>SR \{wi}, MD( Gy, u;)) )

and L
VCO(Hgg \ {v1,...,v}, MD(H, vj)\ {v1,...,v})
U= U VO((Gj)gg \ {u;})
U Uicicrizg VOU(Gi)gg \ {ui}, MD(Gi, u;))
forg=1,... k.
Each vertex sets Uy, Uy, ..., Uy is a vertex cover for Jsr, and at least one of them is a

manimum vertex cover for Jsg.



Proof. As mentioned above, Jsg contains a complete k-partite subgraph with vertex set
MD( Gy, uy) U --- U MD( Gy, uy )
and £ bipartite subgraphs with vertex sets
MD(G;, u; ) U (MD(H, w; )\ {uq, ..., ux})

for: =1,...,k. Each vertex cover of Jsg must therefore contain all vertices from all sets
MD( Gy, uy),...,MD( Gy, ui ) except for one of these sets MD( G, u; ), 1 < j <k, and
must additionally contain either all vertices of MD( G}, u; ) or all vertices of MD( H, v; )\

{v1,...,uc}. The edges in Jsg which are not incident with the vertices of the selected
sets must of course also be covered by a vertex cover. These k + 1 cases are treated by
considering the sets Uy, Uy, ..., Uy. O

The next two lemmas consider the case that graph H has an additional vertex w that
can be used to attach J to further graphs, see Figure 4. In this case we compute a minimum
vertex cover for Jsg \{w} and a minimum vertex cover for Jgg \{w} that contains all vertices

of MD( J, w).

Figure 4: The strong resolving graph Jsr without vertex w, where G1, G2, G3, G4, and H are from
Figure 2. The four vertex sets {a}, {e}, {g}, {r.5t} form a complete 4-partite subgraph of Jsg. Vertex a
is the only vertex that is maximally distant from w; in G1, vertex e is the only vertex that is maximally
distant from wy in G, vertex g is the only vertex that is maximally distant from us in G3, and the
vertices r,s,t are the only vertices that are maximally distant from u4 in Gy4. Also, the vertices | and m
are maximally distant from vy, the vertices j and k are maximally distant from vo, and the vertices i and
J are maximally distant from v in H. Therefore, the vertex sets {e} and {j k} form a complete bipartite
subgraph in Jgg, the vertex sets {g} and {j,k} form a second complete bipartite subgraph and the vertex
sets {r,st} and {j} form a third one. Since the vertices i,m and n are separation vertices in J and the
vertex | will be a separation vertex later on (see Lemma 8 and Lemma 9), they have no incident edges in

JsR.



Lemma 8. Let Prerequisite 1 be given and w € V. Let

I :( VC(HSﬂ{m,...,Uk,w}) )
’ U Ulgigk VO((Gi)gg \ {uit, MD( Gy, u;))

and
VC(Hgg \ {v1, ..., o5, w}, MD(H, v;)\ {v1,..., v, w})
Up=| U VO(Gj)g \ {u;})
U Ulgigk,i;ﬁj VO((Gi)gg \ {wi}, MD( G, u;))
forg=1,... k.
Fach vertex sets Uy, Uy, ..., Uy is a vertex cover for Jsg \ {w}, and at least one of them

is a minimum vertezx cover for Jsg \ {w}.

Proof. The only difference between Lemma 7 and Lemma 8 is the additional vertex w in H,
which is removed from the computations of the vertex covers, since it becomes a separation
vertex in all further compositions. The correctness follows from the reasoning applied in
Lemma 7. O

Lemma 9. Let Prerequisite 1 be given and w € Vy. Then

( W(Hsﬁ{vl,...,vk,w}, MD(H, w)\{v,...,vx,w}) )
U U1§¢§k Ve( (Gi)SR \{ui}, MD(Gi, u;)).

is a minimum vertex cover for Jsg \ {w} that contains all vertices of MD( J, w).

Proof. Recall the definition of MD( J, w ) from Lemma 2. A vertex set of Jsg that contains
all vertices from the sets MD( Gy, u; ), 1 < i < k, already covers all edges of the k-partite
graph and the k bipartite graphs as defined in the proof of Lemma 7. Therefore, no further
case distinctions are necessary for the computation of VC(Jgg \ {w}, MD(J, w)). O

The results from Lemmas 7 to 9 are summarized by the following theorem.

Theorem 2. Let Prerequisite 1 be given and w € Vy. Then
VC( Jsr ),

VC(Jsr \ {w}),

and

VO(Jsr \ {w}, MD(J, w))
are computable from Gy, ...,Gy, H, uy,...,ug, vi,...,v, w, and the following vertex sets.

1. VO((Gi)gg \ {wi}), fori=1,... F,
(used by Lemma 7: U;, Lemma 8: Uj,),
2. VO((Gi)gp \ {wi}, MD(G;, {w;})) fori=1,... .k,
(used by Lemma 7: Uy, Uj, Lemma 8: Uy, U;, Lemma 9),
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3. (a) VO(Hsg\{v1,--,vk}),
(used by Lemma 7: Uy),
(b) VC( HSR \ {Ula cey Vg, U}} )7
(used by Lemma 8: Up),
4. (a) VO(HSR\{Ulv"-7Uk}a MD<H7 {Ui})\{vlv"'vvk}) fOT’i: 1a-"7k7
(used by Lemma 7: Uj),
(b) VC(Hsg \ {v1,...,vx,w}, MD(H, {v;} )\ {v1,...,v5,w}) fori=1,... k,
(used by Lemma 8: U;), and
5. VC(HSR\{Dla'--avkvw}v MD(H7 {w})\{vla"'avknw});
(used by Lemma 9).

In the next section we show how a minimum strong resolving set for a graph G can be
efficiently computed using Lemmas 7 to 9, provided that a minimum strong resolving set
for the biconnected components can be efficiently computed.

6. The algorithmic frame

The given graph G is first decomposed into its biconnected components. Edges, whose
end vertices are both separation vertices or vertices of degree one, are also regarded as
biconnected components. Then the decomposition tree T for G is built. Tree T contains
a so-called b-node for each biconnected component of G and a so-called s-node for each
separation vertex of (G. We use variable names with a hat symbol for nodes in trees to
distinguish them more clearly from the vertices in graphs. A b-node @ and an s-node v
are connected by an edge {4, 0} in T if and only if the separation vertex for v is part of
the biconnected component for u. This preprocessing to compute 7' can be done in linear
time. Figure 5 shows an example of such a decomposition.

o L

Figure 5: A graph G to the left and its decomposition tree T' to the right. The dashed circles are the
b-nodes of T for the biconnected components of G. The other nodes are the s-nodes of T" for the separation
vertices of G. The b-node for the biconnected component of G induced by the vertices h,i,j,m has been
selected as the root 7 of T

Computing a minimum strong resolving set for GG, or equivalently, computing a mini-

mum vertex cover for Gsg, can now be done via a bottom-up processing of G according
to the decomposition tree T'. Tree T is first oriented by choosing any b-node 7 as the root
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of T. All leaves of T" are b-nodes. The predecessor nodes of the leaves are s-nodes for
separation vertices of G that connect the biconnected components of the leaves to the rest
of G. The predecessor nodes of the predecessor nodes of the leaves of T" are again b-nodes
for biconnected components of G at which the biconnected components for the leaves are
linked via the separation vertices, and so on. _

For a b-node @ of T let G(u) be the biconnected component for 4 and G(@) be the
subgraph of GG induced by the vertices of all biconnected components of the b-nodes in the
subtree of T with root @. For an s-node v let s(0) be the separation vertex for 0.

The bottom-up processing computes for each b-node 4 # 7 with predecessor s-node w
two sets

VC(G(@)gp \ {s(@)}) and VO(G(a)gy \ {s()}, MD(G(a), s(ib)))

according to Lemmas 8 and 9, and for the root 7 a set
VC(G(P)gr )

according to Lemma 7. This is done as follows.

1. Suppose 4 is a leaf.
(a) Suppose 4 # 7. Then let w be the predecessor s-node of @ in T'. Figure 6 shows
an example of this case on the left-hand side.
Compute the two sets

VC(G(a)sp \ {s(@)}) and VC(G(a)gg \ {s(@)}, MD(G(a), s(@)))

from the biconnected subgraph G(a) = G(4) of G.
(b) Suppose @ = 7. _
Compute the set VC(G(i)gy ) from the biconnected graph G(u) = G(a) = G.

2. Suppose @ is not a leaf. Then let uq,--- ,u; be the successor b-nodes of the suc-
cessor s-nodes of u, and 0q,...,0; be the predecessor s-nodes of ., - ,u,. Note
that v1,...,70, do not need to be distinct, because several of the b-nodes 4, --- , Uy

may have the same predecessor s-node. If we replace the separation vertex s(v;) in
subgraph G(u;) by a new vertex w; such that all k graphs G(4,),...,G(4y), and the
biconnected component G(4) are vertex-disjoint, then

G(i) = (G(t) U .. UG(i1k)) Our, .. ss(on),s(o0)) G(10).

(a) Suppose 4 # 7. Then let w be the predecessor s-node of @ in T. Figure 6 shows
an example of this case on the right-hand side.
Compute the two sets

VC(G(@)sp \ {s(@)}) and VC(G(a)gg \ {s(@)}, MD(G(a), s(@)))

from the biconnected subgraph G() of G and
VO(Gii)gr \ {s(i)}, MD(G(d), 5(3:)))

fori=1,...,k according to Lemmas 8 and 9, respectively.
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(b) Suppose @ = 7. N
Compute the set VC(G(4)gyy ) from the biconnected subgraph G(4) and

VC(G(di)gp \ {s(0:)}, MD(G(4;), s(2;) )

fori=1,..., k according to Lemma 7.

S

’,
1
N

O

N

)
-

Figure 6: The left-hand side shows the first case where the b-node @ is a leaf of T'. The right-hand side
shows the second case in which the b-node 4 is an inner node of T.

Lemmas 7 and 8 consider the k bipartite subgraphs of é(ﬂ)SR (graph Jsg in Lemmas 7

and 8), between vertices of G(@;) (graph G; in Lemmas 7 and 8) and vertices of G(4)
(graph H in Lemmas 7 and 8). To determine which one of these k bipartite subgraphs, if
any, needs to be covered by vertices of G(u), we have defined the sets U; for 0 < j < k in
the proofs of Lemmas 7 and 8. The sizes of these sets can be calculated as follow. Let

hi = [VO(Glas)gg \ {s(2:)}, MD(G(iis), s(6,)))], and

hi = [VC(G(@)sp \ {s(01), - - s(0x)}, MD(G(@), 5(8:)) \ {s(01), ..., s(8)});
for 1 <i <k for Lemma 7, or
R, = [VC(G(@)gp \ {8(01), ..., 8(0x), ()}, MD(G(@), s(8:) ) \ {s(d1), - .., s(dx), s()})],

for 1 <4 < k for Lemma 8. Then h; is the number of vertices needed to cover the i-th
bipartite subgraph with vertices of G(u;) and h} is the number of vertices needed to cover
it with vertices of G(@). Therefore, |U;| = |Ug| — h; + b, for 1 <1 < k.

7. Three examples

In this section it is shown that a minimum resolving set of a graph H is computable
in linear time if each biconnected component of H is a grid, a cycle, or a co-graph. The
linear time computation results from the bottom-up processing introduced in Section 6. If
for each biconnected grid, cycle, or co-graph G and for each vertex set W C V(G)
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1. VC(Gsr \ W) is computable in linear time,

2. VC(Gsg \ W, MD(G, u) \ W) for each u € V(G) is computable in linear time, and

3. the sizes of all vertex sets VC(Ggsg \ W, MD(G, u) \ W) for all u € V(G) is com-
putable in total linear time,

then each step in the bottom-up procedure of Section 6 is performed according to Lemmas 7
to 9 in linear time with respect to the size of G(@). This means, under these prerequisites
the total running time for the computation of a minimum resolving set for H is linear in

the size of H.

7.1. 2-dimensional Grids

First consider 2-dimensional n x m grids G with vertex set
V(G) =411, s Ztmy oy Tty oo s Tm s My > 2,
and edge set

B(G) = {{wijiwayp} | (= ANj—J=1)V(i—d[=1Aj=j)}
The strong resolving graph Gsg of G only contains the two edges {1 1, Tnm } and {1, Tn 1}

Observation 1. Let G be an n x m grid and z; ; € V(G).

1. Ifie {1,n} and j € {1,m}, then MD(G, ;) = {Tps1—im+1—;}. Thatis, if ;; is a
corner vertex of the grid, then MD( G, x; ;) only contains the opposite corner vertez.

2. Ifie {1,n} and j ¢ {1,m}, then MD(G, z;;) = {Zn+1-i1, Tn+1—im - Analogously,
if t ¢ {1,n} and j € {1,m}, then MD(G, x;;) = {T1m+1—j, Tnm+1—j}. That is, if
z;j is an edge verter of the grid, then MD(G, x; ;) contains the two corner vertices
on the opposite edge.

3. Ifi ¢ {1,n} and j ¢ {1,m}, then MD( G, x;;) = {x11, Tn1: C1.m, Tnm - LThat is, if
x;; is an inner vertex of the grid, then MD( G, x; ;) contains all four corner vertices.

Figure 7: A grid G4, and the distance of each vertex from the inner vertex z2 3 on the left, and from the
edge vertex x3¢ on the right. This example illustrates the distribution of distances in a grid, that only
corner vertices are maximally distant from other vertices, and which corner vertices those are for different
types of vertex in the grid.
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Figure 7 shows an example of a 4 x 6 grid and the distances of the vertices to illustrate
the previous observation. Let W C V(G). It is straight forward to see, that a set

VC(Gsr \ W)

can be computed in linear time, a set

VC(GSR\W, MD(G, u) \ W)
can be computed in linear time for each vertex u € V(G), and the sizes of all vertex sets
VO(Gsg \ W, MD(G, u) \ W)

for all u € V(G) can be computed in total linear time. Therefore, the following theorem
follows.

Theorem 3. A minimum strong resolving set for a graph G = (V, E), in that each bicon-
nected component is a grid, can be computed in time O(|V| + |E|).

The results can easily be extended to d-dimensional grids for d > 2.

7.2. Cycles
Next consider cycles G with vertex set

V(G) = Z0; L1y -+ -5 Ln—1, TLZ?),

and edge set
E(G) = {{x07 $1}, {I1,$2}7 ceey {In—l, 1’0}}-

Let W C V(G).

If n is even, then Gsg has n/2 edges, such that no two edges have a vertex in common.
In this case, MD( G, x;) contains the single vertex z; with j = (i + n/2) modn. If n
is odd, then Ggg is a cycle and MD( G, x;) contains the two vertices x; and x;1, with
j = (i+ |[n/2]) mod n, see Figure 8 for an example.

In both cases, Gsg \ W is a collection of paths. A minimum vertex cover of Gsg \ W
has |1/2] vertices from each of those paths that consists of | vertices. However,

VC(Gsg \ W, MD(G, x; ) \ W)

may have some additional vertices depending on which paths the vertices from MD( G(4), z; )
belong to. Since MD( G, z;) contains at most two vertices, the size of

VC(Gsg \ W, MD(G, x;) \ W)

can easily be computed in constant time. Here the length of the paths on which the
vertices are located, and in addition, if both vertices are located on the same path p, the
distance between them on p must be taken into account. Also observe, that the vertices of
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MD(G, z;) are always at the end of paths if x; is one of the vertices which are removed
from Gsg.

(G14) X120 Xer

Figure 8: Two cycles of 15 and 14 vertices on the left, the corresponding strong resolving graphs (G15)qg
and (G14)SR in the middle, and the strong resolving graphs without the vertices =, z2, x¢ on the right.

Thus a set
VC(Gsr \ W)

can be computed in linear time, a set

VC(Gsg \ W, MD(G, u)\ W)

can be computed in linear time for each vertex u € V(G), and the sizes of all vertex sets

VC(Gsg \ W, MD(G, u)\ W)

for all u € V(G) can be computed in total linear time. Therefore, the following theorem
follows.

Theorem 4. A minimum strong resolving set for a graph G = (V, E), in that each bicon-
nected component is a cycle, can be computed in time O(|V] + |E|).
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7.3. Co-Graphs

Finally consider a more complex example in that G is a co-graph. Co-graphs can be
defined as follows.

Definition 3 (Co-Graphs and Co-Trees). [26/

e A graph G that consists of a single vertex u is a co-graph. The co-tree T for G
consists of a single node U associated with vertex u of G. Node u s the root of T'.
Let vertex(i) = u and node(u) = 4. Note that vertex(a) is only defined for leaves i

of T.

o If Gy = (W1, E1) and Gy = (Va, Ey) are two co-graphs, then the disjoint union of Gy
and Go, denoted by G1UGs, is a co-graph G with vertex set Vi3 UV, and edge set
Ey U E,. Let Ty and Ty be co-trees for G and G with root 4, and U, respectively.
Then tree T defined by the disjoint union of T1 and Ty with an additional node 4 and
two additional edges {t,u,} and {4, U} is a co-tree for G. Node 4 is the root of T
labelled by U. Node u; and Uy are successor nodes of i. Node U is the predecessor
node of uy and .

o If Gy = (Vi, Ey) and Gy = (Va, Es) are two co-graphs, then the join of Gy and Go,
denoted by G1x G, is a co-graph with vertex set Vi U Vy and edge set E1 U FEy U
{Hu,v} | uw € Vi,v € Vo}. Let Ty and Ty be co-trees for Gy and Gy with root U,
and s, respectively. Then tree T defined by the disjoint union of T and Ty with an
additional node 4 and two additional edges {t, 0} and {G, U2} is a co-tree for G.
Node u 1s the root of T labelled by x . Node u; and ts are successor nodes of .
Node u is the predecessor node of Uy and s.

Co-graphs can be recognized in linear time, see [27]. This includes the computation of
a co-tree. Co-graphs are the graphs that do not contain an induced Py, a path with four
vertices, or in other words, connected co-graphs are graphs with diameter at most 2.

Two adjacent vertices u and v of a graph G are true twins if Nglu] = Ng[v]. In [28] it
is shown that the strong resolving graph of a connected co-graph is again a co-graph and
that two vertices u and v are mutually maximally distant in G if and only if they are either
not adjacent in G or if they are true twins in G.

For the analysis of co-graphs, the so-called canonical co-tree is a useful data structure.
The canonical co-tree results from combining successive union and join operations into one
union and join operation, see also Figure 9. It can also be computed in linear time, see
[29]. In a canonical co-tree each inner node may have more than two successor nodes. The
successor nodes of a union node are join nodes or leaves, the successor nodes of a join node
are union nodes or leaves. Two vertices v and v of G are true twins in G if and only if
node(u) and node(v) are leaves of a common join node in the canonical co-tree for G.

A canonical co-tree T¢, for Gisr can be easily constructed from a canonical co-tree T¢
for G by first transforming the union nodes into join nodes and the join nodes into union
nodes. The corresponding graph of the new co-tree has an edge between two vertices u and
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v if and only if there was no edge between u and v beforehand. If now a union node @ of
T¢,, (that is a join node in T¢) has two or more successor nodes iy, . . ., iy that are leaves,
then 4y, ..., 4y are true twins in G and we detach them from @ in T§_ , insert a new join
node w in T¢, . as a successor node of @ and append the detached leaves 1y, ..., Uy to the
new join node w. We mark this new join node w as a twin-join node, see also Figure 9. If all
successor nodes of 4 in T¢, were leaves before, then @ might have only the one successor
node w after the modification. It is important for our forthcoming processing to preserve
this structure and to not clean it up by attaching the leaves of w to the predecessor node
of 4. The resulting tree T¢_ is a canonical co-tree for Gsgr, because two vertices u and
v are adjacent in Ggg if and only if they are either not adjacent in GG or if they are true
twins in G if and only if they are mutually maximally distant in G.

Figure 9: A co-tree T for a co-graph G, a canonical co-tree T§ for G, and a canonical co-tree for T for
Gsr. The two nodes with the dashed circles are twin-join nodes in 1%, - These nodes are not in T¢,.

The size of a minimum strong resolving set for a co-graph G can be computed in linear
time by computing the size of a minimum vertex cover for co-graph Ggg. We use the
following notations to describe this well-known computation procedure. Let T be a co-tree
for a co-graph G with root 7. For a node @ of T', let T'(4) be the subtree of T" with root @
and n(@) be the number of leaves in T'(w).
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The size of a minimum vertex cover for a co-graph Ggsr with canonical co-tree T, G
and root 7 can be computed in linear time by the bottom-up processing of T  with
Algorithm 1. The result is ve(7), see also Figure 10. Algorithm 1 can easily be modified to
compute a set

VC(Gsr)

in linear time. A simple way to reduce the computation to the vertices of V/(G) \ W is to
redefine n(a) be the number of leaves in T'(%) that are not in W. Thus a set

VCO(Gsp \ W)
is also computable in linear time for each set W C V(G).
Algorithm 1 (7§, )

for (each node i of T¢, ) do
// —1 means undefined

ve(u) «— —1;
end
for (each leaf u of T¢,,) do
| ve(a) « 0;
end
. there is a node u of Tf.  with successor nodes Uy, . . ., Uy
while ( such that ve(u) = —1 Cclls/lrl;d ve(u;) > 0,1 <i <k ) do

if (4 is a union node in Tg, ) then
| ve(a) < ve(dy) + -+ -+ ve(dy);
end
else
// s a join node in T¢
ve(i) + lrgigk(n(ﬂ) —n(u;) + ve(w,));

end
end

1/0 1/0 1/0 1/0 4/3’,><\‘ 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0
o ® )
1/0 1/0 1/0 1/0 Gsr

Figure 10: The computation of a minimum vertex cover for co-graph Ggsg defined by the canonical co-tree
T¢,,, of Figure 9. The nodes @ of tree T¢_  are labeled n(a)/ve(d).
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Next we need to compute the size of a minimum vertex set that is a vertex cover for
Gsr and which contains all vertices that are maximally distant from a vertex u in co-graph
G. This can be done as follows. Let T be a canonical co-tree for G and w be the first
common ancestor of & = node(u) and v = node(v) in T¢.

1. If w is a union node, then u and v are not adjacent in G and thus v is maximally
distant from v (and w is maximally distant from v). Note that connected co-graphs
have diameter at most 2.

2. If w is a join node, then u and v are adjacent in G and v is maximally distant from
w if and only if Ng[v] C Nglu|. This is the case if and only if all nodes on the path
between @ and w in 7" are join nodes. If 7§ is a canonical co-tree, then this is the
case if and only if @ is a successor node of 0.

For a node u of T§ let
V(u) = {vertex(0)| 0 is a leaf of T5(u)}.

A vertex v of G which is not in V(a) is either adjacent to all vertices of V' (u) or to none
of them. This depends on whether the first common predecessor of & and node(v) in T is
a join node or a union node, respectively.

The following algorithm computes the size of a minimum vertex set that is a vertex
cover for Gsg and which contains all vertices that are maximally distant from a vertex w
in G. We assume that ve(a) is already computed for each node 4 of T¢, by Algorithm 1.

Algorithm 2 (T§¢, T¢, ., w)

w <— node(w);
if (w =7) then
| return 0;
end
Let © be the predecessor node of w in T§;
h(0) < n(v) — 1;
while (0 # 7) do
Let 4 < 0;
Let v be the predecessor node of 4 in T¢,_;
Let y,. .., 4 be the successor nodes of v in T¢,, without node ;
if (0 is a join node in T¢ ) then
// U is a union node in T
h(v) < h(a) + n(dy) + - - - + n(ug);
nd
Ise
// v is a union node in T¢,
// ¥ is a join node in T¢
h(0) < h(a) + ve(uy) + - - - + ve(ug);
end
end
return h(7);

® O
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Algorithm 2 defines for each node u of T¢, a variable h(a) such that h(7) is the size of a
minimum vertex set that is a vertex cover for G(u)qz and which contains all vertices that
are maximally distant from a vertex w in G()qg. Algorithm 2 initially sets variable h(?)
to n(v) — 1 for the predecessor node v of w = node(w) in T¢. To explain the correctness
of this instruction, we distinguish between the 4 cases shown in Figure 11. In the cases
(a), (b), and (c) node 0 is the predecessor node of w in T¢. In these cases, all vertices of
V(0) \ w are maximally distant from w in G, based on the second consideration above.
One vertex is subtracted here, since vertex w is not maximally distant from w itself if G is
connected and has at least two vertices. In case (d), node ¢ is a union node in 7§ and thus
all vertices of V(0) \ w are maximal distant from w based on the first consideration above.
If v is a node further up on the path to the root 7, we only have to distinguish whether v
is a join or a union node in T¢,_ . If 0 is a join node in T¢_, then ¢ is a union node in T§
and all vertices of V(0) \ V() are maximally distant from w. If ¥ is a union node in T¢,__,
then the minimum vertex covers of the subgraphs induced by the vertex sets V'(4;) of the
successor nodes u; of ¥ without node 4 have to be merged. In this case, node » is a join
node in T§ and the vertices of V(v) \ V(1) are not maximal distant from w.

Tgi\&@f%@

<>
<>

<>

@4%@ N

(a) (b) (©) 5 (d)

Figure 11: The 4 cases when node ¢ is the predecessor node of w in T§.

This shows that a vertex set
W( Gsr, MD(G, u))

is computable in linear time for each vertex v € V(G). By a redefinition of n(@) to be the
number of leaves in T'(%) that are not in a vertex set W, a vertex set

W(GSR\W, MD(G, u)\ W)

is also computable in linear time for each vertex set W C V(G).
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It remains to show how the sizes of all vertex sets
VC(Gsg \ W, MD(G, u)\ W)

for all u € V(G) can be computed in total linear time for a vertex set W C V(G). To
achieve this, we calculate the increments of the values h(u) at the inner nodes @ of T§
along the path to the root 7 top-down in a preprocessing phase. Algorithm 3 computes all
these increments, denoted by m(a), in total linear time, see also Figure 12.
Algorithm 3 (7§, T¢,,. )
for (each inner node u of T¢) do
// —1 means undefined
m(a) < —1;
end
m(7) < 0;
while < there is an inner node 4 in TS with predecessor node v ) do

such that m(u) = —1 and ve(0) >0

Let 4y, ..., 0 be the successor nodes of ¥ in T¢, . without node ;
e e .
if (0 is a join node in Tg ) then

// U is a union node in T¢

m(a) < m(0) + () + - - - + n(ug);
end
else

// v is a union node in T¢

// U is a join node in T¢

m(a) < m(0) + ve(ay) + - - - + ve(a);
end

end

After the pre-processing by Algorithm 3, the size of each
W(GSR, MD(G, U)), u € V(G),

is computable in time O(1) as follows. If v is the predecessor node of & = node(u) in T,
then the size of VC(Gsr, MD(G, u)) is n(4) — 1 + m(@), see Figure 12 for an example.
Note that we have to use the predecessor node % = node(u) in the canonical decomposition
tree T¢; and not the canonical decomposition tree 7§ .

Again, by a redefinition of n(u) to be the number of leaves in T'(4) that are not in a
vertex set W C V(G), the size of a vertex set

VC(Gsg \ W, MD(G, u)\ W)

is computable in constant time for each vertex u € V(G) as follows, see also Figure 13 for
an example. Two cases must be distinguished. If vertex u &€ W, then the calculation of
the size is as before n(u) — 1+ m(a). However, if u € W, the computation is n(a) + m(a).
Both cases can be covered by

n(a) — n(w) + m(a).

22



4/3 %

1/0 1/0 1/0 1/0 4/3’,><\‘ 1/0 1/0 1/0 1/0 1/0
o ® )
1/0 1/0 1/0 1/0 Gsr

Figure 12: A canonical co-tree T, for a co-graph Ggr. The inner nodes @ which also exist in T¢
are labelled n(a)/ve(4)/m(@) by Algorithm 3. The leaves and the twin-join nodes are labelled only by
n(a)/ve(a). For example,

VC(Gsr, MD(G,a)) = 13—-1+0 = 12,
VC(Gsr, MD(G,e)) = 4—1+7 = 10, and
VC(Gsr, MD(G,i)) = 5—-1+6 = 10.

Note that, the decomposition tree T does not contain the twin-join nodes. That is the predecessor node
of a is the root of the tree.

1/0 1/0 1/0 0/0 SR

Figure 13: A canonical co-tree T, for a co-graph Ggsgr. The inner nodes @ which also exist in T¢
are labelled n(a)/ve(4)/m(@) by Algorithm4. The leaves and the twin-join nodes are labelled only by
n(a)/ve(h). Here, the vertices a, b, and h are left out by setting n(a), n(b), and n(h) to zero. For example,

VC(Gsr \ {a,b,h}, MD(G, a)\{a,b,h}) = 10-0+0 = 10,
VC(Gsr \ {a,b,h}, MD(G, e)\ {a,b,h}) = 3—-1+5 = 7, and
VC(Gsr \ {a,b,h}, MD(G, h)\ {a,b,h}) = 3-0+5 = 8.

Theorem 5. A minimum strong resolving set for a graph G = (V, E), in that each bicon-
nected component is a co-graph, can be computed in time O(|V |+ |E]).

Ollermann and Peters-Fransen showed in [17] that the size of a strong resolving set
can be computed in polynomial time for distance hereditary graphs. Graphs in which the
biconnected components are co-graphs are distance hereditary, but our solution presented
here runs in linear time.
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8. Conclusion

In this paper we have shown that the efficient computation of a strong resolving set
for a graph G essentially depends on the efficient computation of strong resolving sets
for its biconnected components. If a minimum strong resolving set can be computed for
a biconnected graph in polynomial time, it is often also possible to compute minimum
strong resolving sets in polynomial time, which additionally contain the vertices that are
maximally distant from other vertices.

We have given three examples for which it is possible to compute the required assump-
tions in linear time. From this it could be concluded that the computation of minimum
strong resolving sets for graphs is possible in linear time if the biconnected components are
grids, cycles, or co-graphs. It would be interesting to know for which other more complex
graph classes this concept is applicable.

A generalization of the procedure for directed graphs and directed strong resolving
sets, see for example [28], as well as a generalization of the composition of two graphs over
several vertices that are all connected to each other are also interesting challenges.
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9.4 On the Strong Metric Dimension of directed co-graphs

On the Strong Metric Dimension of directed co-graphs
Yannick Schmitz, Egon Wanke
Eingereicht in: Theoretical Computer Science

Diese Arbeit enthalt Algorithmen zur Berechnung der Starken Metrischen Dimension un-
gerichteter Co-Graphen und der gerichteten Starken Metrischen Dimension gerichteter Co-
Graphen in linearer Zeit. Die Ergebnisse sind in Kapitel 6 und Kapitel 7 zu finden. Alle
Autoren haben gleichermafien zur Erarbeitung und zur Formulierung der Ergebnisse beige-
tragen. Den Hauptteil meines Beitrags bildet die Bestimmung der strong resolving Graphen
und der speziellen Arten von Knoten.
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On the Strong Metric Dimension of directed co-graphs

Yannick Schmitz®*, Egon Wanke?

¢ Heinrich-Heine-Universitdt Disseldorf, Universititsstrafie 1, Diisseldorf, 40225, Germany

Abstract

Let G be a strongly connected directed graph and u,v,w € V(G) be three vertices. Then
w strongly resolves u to v if there is a shortest u-w-path containing v or a shortest w-v-path
containing u. A set R C V(G) of vertices is a strong resolving set for a directed graph
G if for every pair of vertices u,v € V(G) there is at least one vertex in R that strongly
resolves u to v and at least one vertex in R that strongly resolves v to u. The distances of
the vertices of G to and from the vertices of a strong resolving set R uniquely define the
connectivity structure of the graph. The Strong Metric Dimension of a directed graph G
is the size of a smallest strong resolving set for G. The decision problem STRONG METRIC
DIMENSION is the question whether G has a strong resolving set of size at most r, for
a given directed graph G and a given number r. In this paper we study undirected and
directed co-graphs and introduce linear time algorithms for STRONG METRIC DIMENSION.
These algorithms can also compute strong resolving sets for (un)directed co-graphs in linear
time.

Keywords: directed strong metric dimension, directed co-graphs, strong metric
dimension, co-graphs

1. Introduction

The strong metric dimension is a modified version of the metric dimension. Both
terms were first defined and analysed for undirected graphs. In order to embed the results
worked out in this paper in the literature, we first need the precise definitions of the metric
dimension for undirected and directed graphs in the original and strong version.

A vertex w of an undirected graph G resolves two vertices v and v if the distance between
w and w is different from the distance between w and v, that is, if d(w, u) # d(w,v). A set
of vertices R C V() is called a resolving set for G if every pair of vertices of G is resolved
by at least one vertex of R. The metric dimension of G, denoted by md(G), is the size of
a smallest resolving set, which is also called a metric basis for G.

The strong metric dimension differs from the usual metric dimension only in the concept
of resolving two vertices. A vertex w strongly resolves u and v if there is either an undirected
shortest path between w and u in G containing v or an undirected shortest path between
w and v in G containing u. A set of vertices R C V(G) is called a strong resolving set for
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G if every pair of vertices of GG is strongly resolved by at least one vertex of R. The strong
metric dimension of G, denoted by smd(G), is the size of a smallest strong resolving set,
which is also called a strong metric basis for G.

Both models can be extended to directed graphs. This leads to the definition of the
directed metric dimension and the strong directed metric dimension. In the directed metric
dimension, the vertices u and v are resolved by vertex w if the length of a shortest path
from w to u and the length of a shortest path from w to v are different. Some paper
consider the length of a shortest path from u to w and the length of a shortest path from v
to w, which is equivalent if every edge is replaced by an edge with the opposite direction.

For the definition of the strong metric dimension for directed graphs, there are more
case distinctions. Let us denote a directed shortest path from a vertex x to a vertex z
that contains a vertex y as a shortest x —y— z-path. Two vertices u and v are strongly
resolved from u to v by a vertex w if there is a shortest w — u — v-path or a shortest
u— v —w-path. The vertices u and v are strongly resolved if they are strongly resolved
from u to v and strongly resolved from v to u. Analogously to the undirected case, a set
of vertices R C V(G) is called a strong resolving set for G if every pair of vertices of G is
strongly resolved by vertices of R. Again, the strong metric dimension of G is the size of
a smallest strong resolving set for G.

Due to the similarity of both definitions for the directed and undirected version, the
decision problem STRONG METRIC DIMENSION can be defined as follows for both cases:

(DIRECTED) STRONG METRIC DIMENSION
Instance: A (directed or undirected) graph G' and a number r
Question: Is there a strong resolving set R C V(G) for G of size
at most r?

The metric dimension of undirected graphs has been introduced in the 1970s indepen-
dently by Slater [1] and by Harary and Melter [2]. The metric dimension finds applications
in various areas, including network discovery and verification [3], geographical routing pro-
tocols [4], combinatorial optimization |5], sensor networks [6], robot navigation 7] and
chemistry [8, 9]. The strong metric dimension was introduced by Seb6 and Tannier [5] who
also showed, that a strong metric basis uniquely defines a graph. As both the metric and
the strong metric dimension are NP-complete for general graphs [10, 11|, special classes
of graphs for which those problems can be solved efficiently are of interest. The directed
versions of both problems are NP-complete too, as they are equivalent to their undirected
version if each undirected edge is replaced by two directed edges.

There are several algorithms for computing a minimum resolving set in polynomial
time for certain classes, for example trees [8, 7|, wheels [12], grid graphs [13], k-regular
bipartite graphs [14], amalgamation of cycles [15], cactus block graphs [16], graphs with
size-constrained biconnected components [17] and outerplanar graphs [18|. The approx-
imability of the metric dimension has been studied for bounded degree, dense and general
graphs in [19]. Upper and lower bounds on the metric dimension are considered in [20, 21|
for further classes of graphs.



The strong metric dimension is mainly studied on different products of graphs [22, 23,
24, 25, 26, 27|, but there are also efficient algorithms for other classes of graphs, for example
trees 5], distance hereditary graphs 28| and split graphs [29]. However, the strong metric
dimension has not been extensively studied for directed graphs. It was first defined by
Seb6 and Tannier in [5] in order to uniquely define the edges in a graph using the directed
shortest path lengths to the vertices of a strong resolving set of vertices.

In this paper we present an algorithm that computes the strong metric dimension
for undirected and directed co-graphs in linear time. This is one of the first approaches
for the computation of the strong metric dimension of special directed graph classes. In
Section 2 we first describe a linear time algorithm for the computation of the strong metric
dimension for undirected co-graphs. This also illustrates the algorithmic idea for the linear-
time algorithm presented in Section 3 for the computation of the strong metric dimension
for directed co-graphs.

1.1. Preliminaries

All (directed) graphs in this paper are finite, simple and if not stated otherwise,
(strongly) connected, respectively. For a (directed) graph G = (V) E) with vertex set
V and edge set E, we write V(G) for vertex set V' and E(G) for edge set E to reduce the
number of variable names when using several graphs.

For a (strongly) connected graph G and two vertices u,v € V(G) the distance dg(u,v)
from u to v in G is the length (number of edges) of a shortest path from u to v in G. If it
is clear from the context which graph is meant, we also write d(u, v) instead of dg(u,v).

1.1.1. Undirected Graphs

The diameter of G is the maximum distance between two vertices u and v of G.

Graph G’ is a subgraph of G, denoted by G' C G, if V(G') C V(G) and E(G') C
H{u,v} | u,v € V(G'), {u,v} € E(G)}. Subgraph G’ is an induced subgraph of G, if
E(G) = {{u,v} | u,v € V(G'), {u,v} € E(G)}. We denote the subgraph of G induced
by the vertices of V(G') by G[V(G")] or G|v(c. For a vertex u € V(G) or a vertex set
UCV(G),let G\ u=G[V(G)\{u}] and G\ U = G[V(G) \ U] be the subgraphs of G
induced by V(G) \ {u} and V(G) \ U, respectively.

For a vertex u € V(G), the open neighbourhood of u is defined by Ng(u) = {v | v €
V(G), {v,u} € E(G)} and the closed neighbourhood of u is defined by Ng[u] = Ng(u)U{u}.
If it is clear from the context which graph is meant, we also write N(u) and NJu| instead
of Ng(u) and Nglu).

Two vertices u,v € V(@) are called false twins if N(u) = N(v) and two vertices
u,v € V(G) are called true twins if N[u] = N[v]. We call two vertices u,v € V(G) twins,
if they are either false twins or true twins.

The complement graph G of G is defined by V(G) = V(G) and E(G) = {{u,v} | u,v €
V(G), u#v, {u,v} & E(G)}.

The size of a minimum vertex cover, maximum independent set and maximum clique
of an undirected graph G is denoted by 7(G), a(G) and w(G), respectively.



1.1.2. Directed Graphs

The diameter of G is the maximal distance from a vertex u to a vertex v in G.

Graph G’ is a subgraph of G, denoted by G' C G, if V(G') C V(G) and E(G') C
{(u,v) | u,v € V(G'), (u,v) € E(G)}. Subgraph G’ is an induced subgraph of G, if
E(G) =A{(u,v) | u,v € V(G), (u,v) € E(G)}. The notation for an induced subgraph is
the same as for undirected graphs.

For a vertex u € V(G), we denote by N~ (u) = {v |v € V(G), (v,u) € E(G)} the set of
in-neighbours of uw and by N*(u) = {v | v € V(G), (u,v) € E(G)} the set of out-neighbours
of u.

For a vertex u € V(G) or a vertex set U C V(G), let G\ u = G[V(G) \ {u}] and
G\ U = G[V(G) \ U] be the subgraphs of G induced by V(G) \ {u} and V(G) \ U,
respectively.

2. The strong metric dimension of undirected co-graphs

In this section, we provide a linear time algorithm to compute the strong metric di-
mension of undirected co-graphs. May and Oellerman presented in [28| an algorithm that
computes the strong metric dimension for distance hereditary graphs in polynomial time.
Since co-graphs are distance hereditary, their algorithm computes the strong metric dimen-
sion also for co-graphs in polynomial time. However, the complicated data structures used
by the algorithm of May and Oellerman are not necessary to compute the strong metric
dimension for co-graphs, as our simple algorithm shows. We introduce a different approach
by analysing the co-tree, which we will later use to compute the strong metric dimension
of directed co-graphs.

Definition 1 (Undirected Co-Graphs). [30/

o An undirected graph G that consists of a single vertex v is an undirected co-graph.
The co-tree T of G consists of a single node u associated with vertex v of G. Node u
is the root of T'.

e If G1 and Gy are two undirected co-graphs, then the union of Gy and G, denoted
by G1U Ga, is an undirected co-graph G with vertez set V(G1) UV (Gs) and edge set
E(Gy) U E(Gy). Let Ty and Ty be the co-trees of G1 and Gy with root uy and us,
respectively. The co-tree T' of G is the disjoint union of T1 and Ty with an additional
node u and two additional edges {u,u,} and {u,us}. Node u is the root of T labelled
by U. Node u; and uy are successor nodes of u.

e If G1 and Go are two undirected co-graphs, then the join of G and G5, denoted
by Gi1x Go, is an undirected co-graph with vertexr set V(G1) U V(Gs) and edge set
E(G1)UE(Gy) U {{u,v} | ue€ V(Gy),v € V(Ga)}. Let Ty and Ty be the co-trees of
G1 and Gy with root uy and us, respectively. The co-tree T of G is the disjoint union
of Ty and Ty with an additional node u and two additional edges {u,u,} and {u,us}.
Node u is the root of T labelled by x . Node u; and us are successor nodes of u.



Undirected co-graphs are precisely those graphs that do not contain an induced P4, i.e.
a path with four vertices, thus their diameter is at most 2.

Definition 2. [11] Let G be an undirected graph.

1. A vertex u € V(G) is maximally distant to a vertex v € V(G) in G if Vu' € N(u) :
da(u',v) < dg(u,v).

2. Two vertices u,v € V(@) are mutually maximally distant if u is mazimally distant
to v and v s maximally distant to u.

3. The strong resolving graph of G, denoted by Gsg, is an undirected graph with the
same vertex set as G and an edge between two vertices u,v € V(G) if an only if u
and v are mutually mazimally distant in G.

Theorem 1. [11] Let G be an undirected graph, then smd(G) = 7(Gsr), where 7(Ggsr) is
the size of a minimum vertex cover of Gsg.

Instead of looking for a minimum vertex cover of Gsgr, we can also look for a maximum
independent set of Ggr or equivalently, for a maximum clique of Ggg. That is, we can
calculate the strong metric dimension of G by

7(Gsr) = n—a(Gsr) = n—w(Gsr),

where n is the number of vertices of Gsg, a(Gsgr) is the size of a maximum independent
set of Gsgr and w(Ggsg) is the size of a maximum clique of Ggg.

Lemma 1. Let G be an undirected graph.

1. If two vertices u,v € V(G) of G are true (false) twins in G, then u and v are false
(true) twins in G.

2. If two vertices u,v € V(G) of G are twins in G, then u and v are true twins in Gsg.

3. If {u,v} is an edge of G, then {u,v} is an edge in Gsr if and only if u and v are
true twins in G.

Proof.

1. Obviously.

2. Let w € V(G)\ {u,v}. If uw and v are twins, then vertex w and vertex u are mutually
maximally distant if and only if vertex w and vertex v are mutually maximally distant.
That is, v and v are twins in Ggg. Since twins are mutually maximally distant from
each other, they are true twins in Ggg.

3. Let {u,v} € E(G) be an edge of G.

7 = 7. From the definition of "mutually maximally distant" it follows that for
every vertex v € N(u), dg(u',v) < dg(u,v) and for every vertex v € N(v),
dg(u,v') < dg(u,v). Since dg(u,v) = 1, every neighbour of u is either v or a
neighbour of v and every neighbour of v is either u or a neighbour of u. Therefore,
uw and v are true twins in G.
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< 7: If uw and v are true twins in GG, every neighbour of w is either v or a neighbour of
v and every neighbour of v is either u or a neighbour of u. Therefore, for every vertex
w € N(u) dg(u',v) < dg(u,v) and for every vertex v/ € N(v) dg(v',u) < dg(v,u)
and thus v and v are mutually maximally distant in G.

[]

Lemma 2. If G is an undirected graph of diameter at most 2, then
E(Gsr) = E(G) U {{u,v} | u,v are true twins in G}.

Proof. Since the diameter of G is < 2, for every distinct pair of vertices u,v € V(G) either
dg(u,v) =1 or dg(u,v) = 2. If two vertices u,v € V(G) are mutually maximally distant
in G, that is if {u,v} € E(Gsgr), then either

1. dg(u,v) =2 and {u,v} € E(G) or
2. dg(u,v) =1 and {u,v} ¢ E(G) and by Lemma 1.3, u and v are true twins.

If {u,v} € E(G) then {u,v} ¢ E(G) and dg(u,v) = 2 and u,v are mutually maximally
distant in G and thus {u,v} € E(Gsg). O

Since the complement G of a co-graph G is a co-graph by the definition of co-graphs
and since true twins of G are false twins in G by Lemma 1.1 and since the insertion of edges
between false twins with non-empty open neighbourhood does not increase the distances
between two vertices in a graph, it follows that Ggg is a co-graph if G is a co-graph.

Corollary 1. If G is an undirected co-graph, then Gsg is an undirected co-graph.

Lemma 3. Let G be an undirected graph and u,v € V(G) be two true twins of G, then
smd(G) = smd(G \ v) + 1.

Proof. Let u and v be two true twins of G and let G’ = G \ v. By Lemma 1.2 u and v are
true twins in Ggg. Two vertices wy, we € V(G) \ {u, v} are mutually maximally distant in
G if and only if they are mutually maximally distant in G’. Since u and v are true twins,
for every vertex w € V(G) \ {u, v}, the vertices u and w are mutually maximally distant in
G if and only of they are mutually maximally distant in G’. Note that this does not hold
if u and v are false twins. This reasoning shows that Ggz = Gsg \ v.

Every vertex cover U’ of Ggi can be converted into a vertex cover U of Gggr by adding
vertex v to U’, that is smd(G’) +1 > smd(G). Every vertex cover U of Gisg contains vertex
u or vertex v or both vertices, because u and v are adjacent in Gsr. If U does not contain

vertex v, then replace vertex u in U by vertex v. The resulting set U is again a vertex cover
of Gsg and U \ {v} is a vertex cover for G§g, which implies smd(G) — 1 > smd(G’'). O

Removing a twin in an undirected graph G does not destroy the twin property of the
remaining pairs of vertices. If uy,uy € V(G) are twins in G and vy, v € V(G) are also
twins in G, then wy, us remain twins in G \ v; and G \ ve. This property is the prerequisite
for the following theorem.



Theorem 2. Let G be an undirected co-graph with n vertices. Let G' be the graph obtained
by successively removing true twins from G, then

smd(G) =n — w(G),
where w(G') is the size of a mazimum clique in G, compare also [31].
Proof. Let n = |V(G)| and and n' = |V(G’)| then

smd(G) = smd(G')+n—n" by repeatedly applying Lemma 3

( by Theorem 1

7(G") +n—n' by Lemma 2, because G’ has no true twins
) _

I
\]
Q
)
&
_|_
3

|
3\

= n'—a(G) +n—n'" because 7(G') = n' — a(G")
= n—a(G@)
= n—w(G@) because a(G’) = w(G'),

where 7(G) and «(G) is the size of a minimum vertex cover and maximum independent
set of a graph G, respectively. O

The strong metric dimension of an undirected co-graph G can be computed in linear
time by computing the size of a maximum clique in an undirected co-graph G, in which
all true twins were removed beforehand. The computation of the size of a largest clique
in GG can be carried out in linear time with a bottom-up processing of the co-tree T of G.
A leaf gets the value 1, an inner node u labelled U gets the maximum of the values of the
two successor nodes of u, and an inner node u labelled by x gets the sum of the values of
the two successor nodes of u. The value of the root of T is the size of a maximum clique
in G.

The removal of true twins from an undirected co-graph can be carried out together
with the bottom-up processing for the calculation of the size of a maximum clique. A
simplest way to do this, is to use the so-called canonical co-tree in which successive union
and successive join compositions are combined to one union and one join composition,
respectively. Then each path in T from the root to a leaf is an alternating sequence of
union and join compositions. The canonical co-tree T' is not necessarily a binary tree but
can also be computed in linear time [32].

It is easy to see, that two vertices in an undirected co-graph G are true twins if and only
if the two corresponding leaves in the canonical co-tree are successor nodes of the same
join node. In order to compute the size of a maximum clique in G without true twins,
it is sufficient to count all successor nodes of a join node together as one unit only once.
This is taken into account in the following Algorithm 1 using a variable ¢, which is set to
a maximum of 1.

Theorem 3. The strong metric dimension of undirected co-graphs can be computed in
linear time.



Algorithm 1 Strong Metric Dimension of Undirected Co-graphs

1: function SMD(co-graph G)

2: T <« canonical co-tree of G

3: n <« |[V(G)|

4 return n—MAX TWINLESS CLIQUE(T)
5

: end

6: function MAX TWINLESS CLIQUE(canonical co-tree T')
7: w < root of T'

8 if w is labelled by U then

9

: m<+ 0
10: for all subtrees 7" at root w do
11: k =MAX_TWINLESS _CLIQUE(7")
12: if £k > m then
13: m <+ k
14: return m
15: else if w is labelled by x then
16: s+ 0
17: t<+0
18: for all subtrees T” at root w do
19: if root of 7" is a leaf then
20: t<+1
21: else
22: $ ¢— S+MAX_TWINLESS CLIQUE(T")
23: return s +1¢
24: else
25: return 1
26: end

The above idea for the efficient computation of the strong metric dimension can of course
also be used for all other graph classes that have a diameter of at most two, are closed
with respect to the removal of twins and for which a maximum clique can be efficiently
found. These would be, for example, perfect graphs with a diameter of at most two or
graphs of bounded clique-width and a diameter of at most two. Here is an example of such
a conclusion.

Corollary 2. The strong metric dimension of perfect graphs of diameter at most 2 can be
computed in polynomial time.

Proof. Analogously to Theorem 2, the strong metric dimension of perfect graphs of diam-
eter at most 2 can be computed by successively removing true twins from the graph by
using Lemma 3 and calculating the size of a maximum clique in the remaining graph. Since



removing true twins does not create holes or anti holes, the remaining graph is still perfect
and of diameter at most 2. Therefore, Lemma 2 still holds where a maximum clique of a
prefect graph can be computed in polynomial time. O

3. The strong metric dimension of strongly connected directed co-graphs

In this section we show how to determine the strong metric dimension of strongly
connected directed co-graphs in linear time. Directed co-graphs are recursively defined as
follows, see also [33]:

Definition 3 (Directed Co-graphs).

o A directed graph G that consists of a single vertex v is a directed co-graph. The co-
tree T' of G consists of a single node u associated with vertex v of G. Node u s the
root of T.

o If Gy and Gy are two directed co-graphs, then the union of Gi and G5, denoted
by G1UGy, is a directed co-graph G with vertex set V(Gy) U V(Gs) and edge set
E(G1) U E(G3y). Let Ty and Ty be the co-trees of G1 and Gy with root uy and us,
respectively. The co-tree T of G is the disjoint union of T1 and Ty with an additional
node u and two additional edges {u,u,} and {u,us}. Node u is the root of T labelled
by U. Node uy is the left successor node of u and node us is the right successor node
of u.

o If Gy and Gy are two directed co-graphs, then the join of G1 and G, denoted by
G1x G, is a directed co-graph with vertex set V(G1) UV (G3) and edge set E(Gy) U
E(G2) U{(u,v),(v,u) | ue V(G1),v € V(Ga)}. Let T1 and Ty be the co-trees of Gy
and Gy with root uy and us, respectively. The co-tree T of G is the disjoint union
of Ty and Ty with an additional node v and two additional edges {u,u1} and {u,us}.
Node u is the root of T labelled by x . Node uy s the left successor node of u and
node ug s the right successor node of u.

e If G1 and G4 are two directed co-graphs, then the directed join of G and Go, denoted
by G1> Gs, is a directed co-graph with vertex set V(G1)UV (Gy) and edge set E(G1)U
E(Gy)U{(u,v) | ue V(Gy),v € V(Ga)}. Let Ty and Ty be the co-trees of G1 and G
with root wy and uq, respectively. The co-tree T of G s the disjoint union of T and
Ty with an additional node u and two additional edges {u,us} and {u,us}. Node u
is the root of T labelled by > . Node u; is the left successor node of u and node us is
the right successor node of u.

Definition 4. [11] Let G be a strongly connected directed graph and u,v € V(G).

o Vertex u is mazimally distant to verter v, denoted by uwMDTv, if V' € N~ (u) :
d(u',v) < d(u,v).



o Vertex v is mazximally distant from vertex u, denoted by v MDF u, if Vo' € Nt (v) :
d(u,v") < d(u,v).

o Vertex u is mutually mazimally distant to vertex v, denoted by u MMDT v, if u MDT v
and v MDF .

e The strong resolving graph of G, denoted by Gsgr, is an undirected graph with the
same vertex set as G and an edge between two vertices u,v € V(Q) if and only if u is
mutually mazximally distant to vertex v, or v s mutually maximally distant to vertex
uin G, i.e., if

(uMMDTv) V (v MMDT u).

Note that « MMDT v does not imply v MMDT u, see Figure 1.
©
>) ()

co-tree T

GSR GSR

Figure 1: An example of a co-tree T (top left) of a directed co-graph G (top right), Gsr (bottom left) and
Gsr (bottom right). In this graph, the vertex a is not maximally distant to vertex ¢, because d and e are
in-neighbours of a, but not in-neighbours of ¢, thus e € N~ (a) and d(e, ¢) > d(a,c). However, the vertex
¢ is maximally distant from vertex a, because every out-neighbour of ¢ is an out-neighbour of a as well.
In this example, we also have c MMDT b, but not bMMDT c. In this example, w(Gsr) = 2 = a(Gsr) and
Vel — a(Gsr) = 7(Gsr) = 3 = smd(G).

Theorem 4. [11] Let G be a strongly connected directed graph, then smd(G) = 7(Gsr).

We will now compute the strong metric dimension of directed co-graphs GG based on a
similar idea as we used in Section 2. Since we only consider strongly connected directed co-
graphs, the last composition step is always a join operation if G has more than one vertex.
Instead of finding a vertex cover in Ggg, we determine a clique in Ggg as in Theorem 2.
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For the next two lemmas and the explanations of the algorithm for the computation of
a strong metric basis, let G be a strongly connected directed co-graph and T' be the co-tree
of GG. Let w be a node of T" and T, be the complete subtree of T" with root w. Let T; and
T, be the left and right subtree of T,, at root w. Let G,,, G; and G, be the subgraphs of
G induced by the vertices associated to the leaves of T, T} and T,., respectively.

Lemma 4. If node w is labelled by U or > then no vertex of G is adjacent with a vertex
of G, in Gsg.

Proof. For every pair of vertices u,v € V(G) in a strongly connected directed co-graph G,
we have dg(u,v) < 2. That is, if dg(u,v) = 2, then « MMDT v. If w is labelled by U, then
dg(u,v) = 2 and dg(v,u) = 2 and thus u MMDT v and v MMDT w. If w is labelled by
>, then obviously dg(v,u) = 2 and v MMDT u. Although the last statement is sufficient
for the proof, note that the directed join composition which creates the edge (u,v), also
creates an edge from every in-neighbour of v to v and from u to very out-neighbour of v.
That is, in GG, and thus also in G there is no shortest path from an in-neighbour of u via u
to v and no shortest path from v via v to an out-neighbour of v, which implies « MMDT v

in G. O]

Lemma 4 shows that Gsr contains all edges between the vertices of G; and the vertices
of G, or equivalently, there is no edge between a vertex of G; and a vertex of G, in Ggg.

Consider now the cases in which w is labelled by x . By definition, Ggg has an edge
between v and v if and only if

=((uMMDTv) V (v MMDT u))

or equivalently,
—(u MMDT v) A =(v MMDT w)

or equivalently,
(=(uMDTv) V =(v MDF u)) A (=(v MDT u) V =(u MDF v))

or equivalently by Definition 4,
1. (a) =(Yy € N~ (u) : d(y,v) < d(u,v)) or
(b) ~(Vz € N*(v) : d(u, x) < d(u,v))
and
2. (a) ~2(Vx € N~ (v) : d(z,u) < d(v,u)) or
(b) ~(Vy € NT(u) : d(v,y) < d(v,u)),

or equivalently because we consider a join operation,

1. (a) Jy € V(G) such that (y,u) € E(G) and (y,v) ¢ E(G) or
(b) 3z € V(G) such that (v,z) € E(G) and (u,z) ¢ E(G)
and

2. (a) Jdz € V(G) such that (z,v) € E(G) and (z,u) ¢ E(G) or

11



}
]
]
]
}
}
]
}
]

o2
[N
(IR
[}

T
}
]

Case 1.b without and with edge (x,y)

Gy G, . G

Case 2.a without and with edge (u,x) Case 2.b without and with edge (y,v)

Figure 2: The four cases for the case that after a x operation between G; and G, there is an edge in Gsr
between a vertex u from G; and a vertex v from G,. The figures shows the edges in G. Since we consider
a join operation, there is an edge from every vertex of GG; to every vertex of G, in G and vice versa.

(b) Jy € V(G) such that (u,y) € E(G) and (v,y) ¢ E(G).

Since we consider a join operation of (G; and G, it follows that in Case 1.a and Case
2.b y € V(G,) and in Case 1.b and Case 2.a = € V(G,), see also Figure 2.
We call a vertex u € V(G)

e a solitary verter of G if there is a vertex v € V(G) such that (u,v) ¢ E(G) and
(v,u) & E(G),

e an in-verter in G if there is a vertex v € V(G) such that (v,u) € E(G) and (u,v) ¢
E(G),

e an out-verter in G if there is a vertex v € V(G) such that (u,v) € E(G) and
(v,u) g E(G),
e an in-out-verter in G if w is an in-vertex and an out-vertex in G.

A vertex u can be a solitary, an in-vertex, an out-vertex and an in-out-vertex at the
same time. If u is an in-out-vertex, then it is also an in-vertex and an out-vertex.

Lemma 5. If node w is labelled by x , then two vertices u € V(G)) and v € V(G,) are
adjacent in Gsr if and only if

1. w is a solitary vertex in G| or
2. v 18 a solitary vertex in G, or
3. u s an in-out-verter in G; or

12



4. v 18 an in-out-vertex in G, or
5. u s an n-verter in G; and v is an in-vertex in G, or
6. u is an out-verter in G; and v is an out-verter in G,.

Proof. =

1. If the conditions of Case 1.a and Case 2.a are satisfied, then either one of the two
vertices u and v is a solitary vertex or u and v are both out-vertices in G.

2. If the conditions of Case 1.a and Case 2.b are satisfied, then either v is a solitary
vertex or an in-out-vertex in G.

3. If the conditions of Case 1.b and Case 2.a are satisfied, then either u is a solitary
vertex or an in-out-vertex in G.

4. If the conditions of Case 1.b and Case 2.b are satisfied, then either one of the two
vertices u and v is a solitary vertex, or v and v are both in-vertices in G.

P

1. If u is a solitary vertex in (7, then the conditions of Case 1.b and Case 2.a are
satisfied.

2. If v is a solitary vertex in G,, then the conditions of Case 1.a and Case 2.b are
satisfied.

3. If w is an in-out-vertex in (), then the conditions of Case 1.b and Case 2.a are
satisfied.

4. If v is an in-out-vertex in G,, then the conditions of Case l.a and Case 2.b are
satisfied.

5. If w is an out-vertex in G; and v is an out-vertex in GG,, then the conditions of Case
l.a and Case 2.a are satisfied.

6. If u is an in-vertex in (G; and v is an in-vertex in G, then the conditions of Case 1.b
and Case 2.b are satisfied.

]

A maximum clique in Gsg can now easily be computed with a bottom-up analysis of
the co-tree T for G. For this purpose, only four size values denoted by m, s, i, 0 are required
for each subtree T, of the co-tree T'.

1. m is the size of a maximum clique in G_S;R\V(Gw),

2. s is the size of a maximum clique in G_SR]V(Gw) with exclusively solitary or in-out
vertices,

3. i is the size of a maximum clique in G_SR\V(Gw) with exclusively in-vertices and

4. o is the size of a maximum clique in G_SR|V(GM) with exclusively out-vertices.

The four size values m, s, i, o for subtree T, can be easily computed from the four size
values my, s, 1;, 0; and the four size values m,, s,, ., 0, for the left and right subtree 7; and
T, at root w, respectively. In parallel to these computations, it is also possible to manage
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four vertex sets M, S, O, I for maximum cliques in GG, with any vertices, exclusively solitary
or in-out vertices, exclusively in-vertices, and exclusively out-vertices, respectively.

The size values m, s, i, o for G, result from the maximum of several expressions formed
from my, s;,4;, 0; for G; and m,., s, i,, 0, for GG,.. Depending on which expression yields the
maximum, the corresponding vertex sets M, S, I, O for G, are assembled from the vertex
sets M, S;, I;, O, for GG; and the vertex sets M,, S, I, O, for G,.

For a leaf node w we have, m = 1,s =0,i = 0,0 =0and M = {w},S=0,1 =0,0 = 0,
where w is the vertex of G associated with w.

If w is labelled by U, then

1. m is the maximum of m; (let M = M,;) and m, (let M = M, ),
2. s is the maximum of my; (let S = M;) and m, (let S = M, ),

3. i is the maximum of 4; (let [ = I;) and i, (let I = I,) and

4. 0 is the maximum of o; (let O = O;) and o, (let O = O,.).

This operation does not create any edges in Gsg. All vertices become solitary vertices.
If w is labelled by >, then

1. m is the maximum of m; (let M = M;) and m, (let M = M,),

2. s is the maximum of s; (let S = 5)), s, (let S = S,), i, (let S = I,.) and o; (let
S=0y),

3. i is the maximum of m, (let [ = M,) and 4; (let I = I;) and

4. 0 is the maximum of m, (let O = M) and o, (let O = O,).

This operation also does not create any edges in Ggg. The in-vertices of G; and the out-
vertices of (G, become in-out-vertices in GG,,. All vertices of G; become out-vertices in GG,
all vertices of GG, become in-vertices in GG,,.

If w is labelled by x , then

1. m is the maximum of m; + s, (let M = M; U S,.), m, + s; (let M = M, US)), i; + i,
(let M =1, UI) and o; + o, (let M = O, UO,),

2. s=s,+s, (let S=SUS,),

3.i=1d;+1, (let I =1, UI,) and

4. o=o0,+ o, (let O =0, UO0O,).

This fully describes the bottom-up processing of the co-tree T" for the computation of
a strong metric basis for co-graph G.

Algorithm 2 shows such a bottom-up processing of the co-tree T', in that the size values
m, s, 1,0 are computed. See Figure 3 for an example. The algorithm can easily be extended
to compute a minimum strong resolving set by keeping track of the vertex sets M, S, [, O.
Since a binary co-tree of a directed co-graph can be found in linear time [34], we have
proven the following theorem.

Theorem 5. A strong metric basis of a strongly connected directed co-graph is computable
in linear time.
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Figure 3: The figure shows a co-tree T" with the size values at the nodes calculated by Algorithm 2. The
figure also shows bottom left the co-graph G and bottom right the complement Gy of the strong resolving
graph Gsr. The set of red vertices {a,c, j,1} forms a maximum clique in Ggg. There are several options
to select a clique with four vertices in Ggr. The set of green vertices {b,d,e, f,g,h,i,k,m,n,0,p,q} is a
strong metric basis for the directed co-graph G. Let G; and G, be the graphs defined by the subtrees left
and right at the root of T. Then G = G;x G,.. In G| the vertices a, b, d, e are solitary vertices, d, e, f,g,h
are in-vertices and a,b,c,d, e, f,g are out-vertices. In G,, the vertices i, j, k,[, m are solitary vertices,
i,J, . q are in-vertices and n, o are out-vertices. Graph Ggg is formed from the disjoint union of Gsg|y (q,)
and Gsrlv(g,) and the edges between u € V(G;) and v € V(G,), where u or v is a solitary vertex or
in-out-vertex, or v and v are both in-vertices, or both are out-vertices, see Lemma 5. In the example all

edges between vertices of G; and G, are inserted to get Gsg. For the sake of clarity, these edges are not
shown in the figure.
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Algorithm 2 Directed Strong Metric Dimension

: function DSMD DI CO-GRAPH(directed co-graph G)
T < binary co-tree of G

n <+ |V(G)|

(m, $,4,0) <= CLIQUE_ VECTOR(T)

return n —m

end

-J

: function CLIQUE VECTOR(co-tree T)

8: w < root of T'

9: if w is a leaf then

10: return (1,0,0,0)

11: else

12: T, < left subtree of w

13: (my, $1,1;,0;) < CLIQUE__ VECTOR(T})

14: T, < right subtree of w

15: (my., Sy, iy, 04) < CLIQUE _VECTOR(T,)

16: if w is labelled U then

17: return (max{m;, m,}, max{m;, m, }, max{i;, i, }, max{o;, o, })

18: else if w is labelled > then

19: return (max{m;, m,}, max{s;, s., i, o, }, max{m,, i, }, max{my, o, })
20: else > w is labelled x
21: return (max{m; + s,,m, + S;,4 + iy, 0, + 0.}, S + Sr, 4 + ir, 0 + 0;)
22: end

23: end

24: end

4. Conclusions

In this paper we have shown that (DIRECTED) STRONG METRIC DIMENSION for
undirected and directed co-graphs is decidable in linear time. We even presented linear
time algorithms for the computation of minimum strong resolving sets for undirected and
directed co-graphs.

The strong metric dimension as well as the directed strong metric dimension have not
yet been extensively discussed in the literature. Developing efficient algorithms to compute
the strong metric dimension for specific graph classes (both undirected and directed) is one
of the most interesting challenges for us.
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