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A b str a ct

A s t h e d e v el o p m e nt of q u a nt u m c o m p ut er s pr o gr e s s e s r a pi dl y a n d l ar g er p h y si c al

c hi p s b e c o m e a v ail a bl e, a n i m p ort a nt n e xt st e p i s t o d e m o n str at e t h eir u s ef ul n e s s a s

c o m p ut ati o n al d e vi c e s. U nf ort u n at el y, c urr e nt i m pl e m e nt ati o n s o p er at e b el o w t h e

err or- c orr e cti o n t hr e s h ol d, w hi c h m e a n s t h at al g orit h m s ar e li mit e d t o s h ort g at e

s e q u e n c e s d u e t o t h e g at e n oi s e. E st a bli s h e d al g orit h m s s u c h a s S h or’ s al g orit h m ar e

t h er ef or e n ot y et i m pl e m e nt a bl e. A s r e s e ar c h er s, w e ar e i nt er e st e d i n a m e a ni n gf ul

q u a nt u m a d v a nt a g e , i. e. p erf or mi n g a c o m p ut ati o n al t a s k o n a q u a nt u m d e vi c e f or

w hi c h t h e b e st k n o w n cl a s si c al al g orit h m s h a v e i nf e a si bl y l o n g r u nti m e s. Pr o mi n e nt

c a n di d at e s ar e v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s ( V Q A s ), w hi c h ar e a h y bri d q u a nt u m-

cl a s si c al a p pr o a c h of s ol vi n g a n o pti mi z ati o n pr o bl e m. H er e, a cl a s si c al c o m p ut er

c a n c h o o s e t u n a bl e p ar a m et er s of a q u a nt u m cir c uit w hi c h cr e at e s a v ari ati o n al st at e

i n or d er t o mi ni mi z e t h e e x p e ct ati o n v al u e of s o m e c o st o b s er v a bl e. V Q A s c a n b e

u s e d f or b ot h cl a s si c al o pti mi z ati o n pr o bl e m s a s w ell a s fi n di n g t h e gr o u n d st at e

e n er g y of s o m e q u a nt u m H a milt o ni a n.

I n t hi s t h e si s, w e o utli n e s o m e c h all e n g e s t h at V Q A s m u st o v er c o m e t o b e c o m e

a vi a bl e t o ol. N a m el y, t h er e i s t h e pr o bl e m t h at t h e o pti mi z ati o n c o n v er g e s t o

s u b o pti m al l o c al mi ni m a of t h e c o st f u n cti o n. I n o ur w or k, w e s h o w t h at t h e cl a s si c al

tr ai ni n g of V Q A s i s N P - h ar d. T hi s i m pli e s t h at, at l e a st f or s o m e c a s e s, n o p ol y n o mi al-

ti m e al g orit h m c a n c o n v er g e t o t h e gl o b al mi ni m a ( a s s u mi n g P ≠ N P ).

F or V Q A s, it i s al s o i m p ort a nt t o fi n d s h ort cir c uit i m pl e m e nt ati o n s t o s u p pr e s s

t h e p h y si c al n oi s e i n t h e s y st e m a n d m a k e t h eir i m pl e m e nt ati o n f e a si bl e o n n e ar-

t er m h ar d w ar e. T hi s m e a n s t h at t h e V Q A a n s at z m u st b e e x pr e s si v e e n o u g h t o

a p pr o xi m at e t h e gr o u n d- st at e e n er g y w hil e still m ai nt ai ni n g l o w c o m pl e xit y. I n o ur

w or k, w e s h o w t h at fi n di n g t h e s h ort e st cir c uit d e pt h i m pl e m e nt ati o n i s Q C M A - h ar d,

e v e n if o n e o nl y w a nt s t o g et cl o s e wit hi n m ulti pli c ati v e f a ct or s c ali n g wit h t h e

i n p ut si z e. Fi n all y, t h er e i s t h e pr o bl e m of t h e m e a s ur e m e nt eff ort r e q uir e d f or

V Q A s. H er e, t h e e sti m ati o n of t h e gr a di e nt wit h r e s p e ct t o t h e t u n a bl e p ar a m et er s

c a n a ct a s a b ottl e n e c k, m ai nl y b e c a u s e t h e s h ot- n oi s e st ati sti c s r e q uir e m ulti pl e

r o u n d s of m e a s ur e m e nt. T o all e vi at e t hi s pr o bl e m, w e pr o p o s e a gr a di e nt e sti m ati o n

r o uti n e b a s e d o n a B a y e si a n fr a m e w or k t o r e d u c e t h e o v er all m e a s ur e m e nt eff ort.

W e m oti v at e a n d n u m eri c all y s h o w t h at, f or w ell- st u di e d V Q A pr o p o s al s, t h e str at e g y

c a n si g ni fi c a ntl y r e d u c e t h e n u m b er of m e a s ur e m e nt r o u n d s w hil e m ai nt ai ni n g t h e

s a m e gr a di e nt q u alit y.
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si n n v oll e n Q u a nt e n v ort eil i nt er e s si ert, d. h. a n d er L ö s u n g ei n e s Pr o bl e m s a uf
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rit h m e n ( V Q A s ), di e ei n e n h y bri d e n q u a nt e n- kl a s si s c h e n A n s at z z ur L ö s u n g ei n e s

O pti mi er u n g s pr o bl e m s d ar st ell e n. Ei n kl a s si s c h er C o m p ut er k a n n P ar a m et er ei n e s

Q u a nt e n s c h alt kr ei s e s w ä hl e n, di e ei n e n V ari ati o n s z u st a n d er z e u g e n u m d a mit d e n

Er w art u n g s w ert ei n er O b s er v a bl e n z u mi ni mi er e n. V Q A s k ö n n e n s o w o hl f ür kl a s si s-
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1I ntr o d u cti o n

Q u a nt u m i nf or m ati o n s ci e n c e i s still a r el ati v el y n e w a n d r a pi dl y e v ol vi n g fi el d. It

h a s b e e n d e s cri b e d a s a n e w p ar a di g m i n c o m p uti n g, w h er e q u a nt u m c o m p ut er s c a n

h ar n e s s t h e p o w er of q u a nt u m p ar all eli s m a n d e nt a n gl e m e nt t o p erf or m cl a s si c all y

i m p o s si bl e o p er ati o n s. U nf ort u n at el y, w e c a n o nl y pr o b e p art s of t h e q u a nt u m

st at e t hr o u g h d e str u cti v e m e a s ur e m e nt s, w hi c h c a n t ur n a n e nt a n gl e d st at e i nt o a n

eff e cti v el y u n u s a bl e, r a n d o m cl a s si c al o ut c o m e. T h u s, g o o d q u a nt u m al g orit h m s

m u st i m pl e m e nt a q u a nt u m st at e i n s u p er p o siti o n, w hi c h c o n str u cti v el y i nt erf er e s t o

h a v e a hi g h pr o b a bilit y of o bt ai ni n g t h e d e sir e d cl a s si c al r e s ult aft er m e a s ur e m e nt.

T hi s r e stri cti o n i s at t h e h e art of q u a nt u m c o m p ut er s a n d t h e r e a s o n w h y w e c a n n ot

si m pl y t hi n k of t h e m a s m or e p o w erf ul cl a s si c al c o m p ut er s, b ut i n st e a d n e e d a

n u a n c e d u n d er st a n di n g of t h eir p o w er s a n d li mit ati o n s.

A g o o d st arti n g p oi nt i s t h e i d e a of u si n g q u a nt u m c o m p ut er s t o si m ul at e q u a nt u m

s y st e m s. T hi s w a s al s o t h e a p pli c ati o n pr o p o s e d b y Ri c h ar d F e y n m a n i n 1 9 8 1 [ 1 ].

T h e m o st s u c c e s sf ul a p pr o a c h e s al o n g t h e s e li n e s ar e s y st e m s of ultr a c ol d at o m s [ 2,

3 ], w hi c h h a v e b e e n u s e d s u c c e s sf ull y t o si m ul at e m a n y diff er e nt c o n d e n s e d- m att er

H a milt o ni a n s a n d st u d y t h eir pr o p erti e s s u c h a s s u p er fl ui dit y or c o n d u cti vit y. H o w-

e v er, t h e s e e x p eri m e nt s ar e s p e ci ali z e d f or s p e ci fi c H a milt o ni a n s a n d c a n n ot b e u s e d

t o si m ul at e a n y p h y si c al s y st e m.

T o t hi s e n d, w e w a nt a u ni v e rs al q u a nt u m c o m p ut e r , i. e. a d e vi c e t h at c a n b e u s e d t o

p erf or m ar bitr ar y t a s k s. T o t hi s e n d, r e s e ar c h er s h a v e d e fi n e d a q u a nt u m v er si o n of

a T uri n g m a c hi n e, w hi c h e n c a p s ul at e s t h e i d e a of a q u a nt u m c o m p ut ati o n. Si n c e

q u a nt u m c o m p ut er s c a n al s o si m ul at e a n y cl a s si c al c o m p ut ati o n ef fi ci e ntl y, t hi s n e w

p ar a di g m i s at l e a st a s p o w erf ul a s a cl a s si c al c o m p ut er. H o w e v er, si n c e a n y k n o w n

si m ul ati o n of q u a nt u m m e c h a ni c s r e q uir e s e x p o n e nti all y m a n y r e s o ur c e s, a q u a nt u m

T uri n g m a c hi n e c o ul d b e m u c h m or e p o w erf ul, l e a di n g t o e x p o n e nti al s p e e d u p s i n

r u nti m e.

F urt h er t h e or eti c al di s c o v eri e s w er e n e e d e d t o d e v el o p c o n si st e nt m o d el of q u a nt u m

c o m p uti n g. I n p arti c ul ar, t h e S ol o v a y – Kit a e v t h e or e m [ 4 ] s h o w e d t h at, a s l o n g a s

t h e a v ail a bl e g at e o p er ati o n s ar e u ni v e rs al , o n e c a n tr a n sl at e b et w e e n t w o g at e- s et s

wit h at m o st p ol y-l o g arit h mi c ti m e o v er h e a d.

T h e n e xt k e y i n gr e di e nt w a s t o s h o w t h at q u a nt u m err or c orr e cti o n i s i n d e e d f e a-

si bl e, i. e. u si n g m ulti pl e n oi s y q u bit s t o e n c o d e a si n gl e l o gi c al q u bit, b ut wit h

si g ni fi c a ntl y s u p pr e s s e d err or r at e s. T hi s eff ort c ul mi n at e d i n t h e t hr e s h ol d t h e o-

r e m [ 5 ], w hi c h s h o w s t h at o n e c a n s u p pr e s s err or s i n q u a nt u m c o m p ut ati o n wit h
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o nl y p ol y-l o g arit h mi c o v er h e a d i n r e s o ur c e s, pr o vi d e d t h at t h e g at e err or s w er e

s uf fi ci e ntl y s m all t o b e gi n wit h. T hi s m e a n s t h at r e al- w orl d i m pl e m e nt ati o n s, w hi c h

will al w a y s c o nt ai n s o m e err or s, c a n si m ul at e a n i d e ali z e d q u a nt u m T uri n g m a c hi n e

wit h m o d er at e o v er h e a d. I n pr a cti c e, t h e r ati o of p h y si c al q u bit s t o l o gi c al q u bit s

m a y n e e d t o b e o n t h e or d er of 1 0 0 0 : 1 , m e a ni n g t h at c urr e nt i m pl e m e nt ati o n s

ar e o nl y n o w st arti n g t o b e a bl e t o p erf or m fir st e x p eri m e nt s wit h a si n gl e l o gi c al

q u bit [ 6 ]. T h e d e v el o p e d fr a m e w or k all o w s t o d e fi n e a c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y

cl a s s c all e d B Q P , w hi c h d e s cri b e s all pr o bl e m s t h at c a n b e s ol v e d o n a q u a nt u m

c o m p ut er u si n g at m o st p ol y n o mi all y m a n y q u bit s a n d g at e o p er ati o n s.

T h e k e y q u e sti o n i s w h et h er o n e c a n s h o w t h at t hi s q u a nt u m cl a s s i s m or e p o w erf ul

t h a n t h e c orr e s p o n di n g cl a s si c al c o m pl e xit y cl a s s B P P , w hi c h d e s cri b e s pr o bl e m s

t h at c a n b e s ol v e d o n a cl a s si c al c o m p ut er. Si n c e a n af fir m ati v e r e s ult w o ul d s h o w

a n u n c o n diti o n al s e p ar ati o n b et w e e n t h e c o m pl e xit y cl a s s e s P a n d P S P A C E , a n

i m p ort a nt o p e n q u e sti o n i n c o m p ut er s ci e n c e [ 7 ], o n e h a s t o s ettl e f or c a n di d at e

pr o bl e m s t h at w e k n o w c a n b e s ol v e d ef fi ci e ntl y o n a q u a nt u m c o m p ut er, b ut w e h a v e

r e a s o n t o b eli e v e c a n n ot b e ef fi ci e ntl y s ol v e d o n a cl a s si c al c o m p ut er. Al m o st 3 0 y e ar s

a g o, P et er S h or [ 8 ] i d e nti fi e d a f a mil y of pr o bl e m s i n n u m b er t h e or y, m o st n ot a bl y

pri m e f a ct ori z ati o n a n d di s cr et e l o g arit h m s, t h at c o ul d b e s ol v e d i n p ol y n o mi al ti m e

o n a q u a nt u m c o m p ut er, b ut f or w hi c h t h e b e st cl a s si c al al g orit h m, t h e G e n er al

N u m b er Fi el d Si e v e ( G N F S ) [ 9 ], r e q uir e s s u p er p ol y n o mi al ti m e, m e a ni n g t h at t h e

r u nti m e gr o w s f a st er t h a n a n y p ol y n o mi al. T h e s e pr o bl e m s ar e u s e d i n m o st p u bli c

k e y e n cr y pti o n al g orit h m s i n u s e t o d a y ( R S A, Dif fi e- H ell m a n ). T h e f a ct t h at n o o n e

h a s b e e n a bl e t o fi n d a n ef fi ci e nt cl a s si c al al g orit h m t o s ol v e t h e s e pr o bl e m s, d e s pit e

a gr e at d e al of i nt er e st, i s a str o n g i n di c ati o n t h at q u a nt u m c o m p ut er s ar e i n d e e d

si g ni fi c a ntl y m or e p o w erf ul t h a n cl a s si c al c o m p ut er s. H o w e v er, it s h o ul d al s o b e

n ot e d t h at t h e li st of c a n di d at e pr o bl e m s h a s n ot gr o w n si g ni fi c a ntl y i n t h e p a st

d e c a d e s aft er t h e s e di s c o v eri e s.

B ef or e j u m pi n g t o t h e c o n cl u si o n t h at q u a nt u m c o m p uti n g i s o nl y a ni c h e t o ol

f or s ol vi n g a h a n df ul of pr o bl e m s i n cr y pt o gr a p h y, it s h o ul d b e n ot e d t h at t h er e

ar e c o m pl e xit y-t h e or eti c r e a s o n s f or t hi s. A s h u m a n s, w e ar e m o stl y i nt er e st e d i n

pr o bl e m s t h at w e c a n v erif y, t h at i s, w e n e e d t o b e a bl e t o e v al u at e a pr o p o s e d

s ol uti o n a s eit h er g o o d or b a d. N at ur all y t h e s e pr o bl e m s ar e e n c a p s ul at e d b y t h e

c o m pl e xit y cl a s s N P . It s o h a p p e n s t h at m a n y st u di e d pr o bl e m s i n N P ar e eit h er

s ol v a bl e i n p ol y n o mi al ti m e ( P ) or N P - c o m pl et e, i. e. a s h ar d t o s ol v e a s t h e m o st

dif fi c ult pr o bl e m s i n N P . O nl y a h a n df ul of pr o bl e m s ar e s o- c all e d N P -i nt er m e di at e,

n ot k n o w n t o b el o n g t o eit h er of t h e t w o gr o u p s. It i s c o nj e ct ur e d t h at q u a nt u m

c o m p ut er s c a n n ot s ol v e N P - c o m pl et e pr o bl e m s [ 1 0 ] a n d si n c e w e d o n ot n e e d

q u a nt u m c o m p ut er s t o s ol v e pr o bl e m s f or w hi c h ef fi ci e nt cl a s si c al al g orit h m s alr e a d y

e xi st, N P -i nt er m e di at e pr o bl e m s ar e t h e o nl y r e m ai ni n g n at ur al c a n di d at e s f or a

q u a nt u m s p e e d u p, s o m e of w hi c h h a v e b e e n s h o w n t o r u n ef fi ci e ntl y o n a q u a nt u m
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c o m p ut er. F or ot h er N P -i nt er m e di at e pr o bl e m s li k e gr a p h i s o m or p hi s m [ 1 1 ], e v e n

wit h c o n si d er a bl e r e s e ar c h, t h er e i s n o cl e ar i n di c ati o n t h at q u a nt u m c o m p ut er s c a n

h el p s ol vi n g t h e s e pr o bl e m s.

If w e w a nt t o fi n d m or e t y p e s of pr o bl e m s, w h er e q u a nt u m c o m p ut er s will e x c el,

w e n e e d pr o bl e m s t h at c a n o nl y b e v eri fi e d o n a q u a nt u m c o m p ut er. N at ur al

c a n di d at e s ar e pr o bl e m s r el at e d t o t h e ti m e e v ol uti o n of q u a nt u m s y st e m s [ 1 2 ]. F or

e x a m pl e, w e b eli e v e t h at q u e sti o n s li k e p h a s e cl a s si fi c ati o n s /tr a n siti o n s, t o p ol o gi c al

tr a n siti o n, t h er m ali z ati o n pr o p erti e s a n d m a n y ot h er pr o bl e m s ar e all ef fi ci e ntl y

s ol v a bl e o nl y o n a q u a nt u m c o m p ut er [ 1 3 ]. T h er e ar e al s o ef fi ci e ntl y s ol v a bl e

pr o bl e m s n ot dir e ctl y r el at e d t o q u a nt u m m e c h a ni c s, m o st n ot a bl y t h e c o m p ut ati o n

of c ert ai n J o n e s p ol y n o mi al s [ 1 4 ] u s e d i n k n ot t h e or y, w hi c h w e b eli e v e c a n n ot e v e n

b e ef fi ci e ntl y v eri fi e d o n a cl a s si c al c o m p ut er, b ut ar e k n o w n t o b e s ol v a bl e o n a

q u a nt u m c o m p ut er.

W hil e c o m pl e xit y t h e or y m a y gi v e u s i n si g ht s i nt o t h e n at ur e of q u a nt u m c o m p ut a-

ti o n i n t h e l o n g r u n, o n a m or e n e ar t er m b a si s, a dir e ct c o m p ari s o n wit h k n o w n

cl a s si c al al g orit h m s i s v er y r el e v a nt. K n o w n u n d er t h e t er m q u a nt u m a d v a nt a g e , w e

w a nt t o fi n d a s p e ci fi c pr o bl e m i n st a n c e t h at a n e xi sti n g q u a nt u m d e vi c e c a n s ol v e,

b ut f or w hi c h t h e b e st k n o w n cl a s si c al al g orit h m s w o ul d t a k e a n i nf e a si bl e a m o u nt

of ti m e.

C urr e ntl y a v ail a bl e i m pl e m e nt ati o n s o p er at e a b o v e t h e err or- c orr e cti o n t hr e s h ol d

a n d a f ull y err or c orr e ct e d q u a nt u m d e vi c e i s still s o m e ti m e a w a y. Si n c e err or

c orr e cti o n i s b eli e v e d t o b e a r e q uir e m e nt f or q u a nt u m d e vi c e s t o i m pl e m e nt a

Q u a nt u m F o uri er Tr a n sf or m ( Q F T ), u si n g S h or’ s al g orit h m i s c urr e ntl y i m p o s si bl e.

T o o bt ai n n e ar t er m q u a nt u m a d v a nt a g e, w e t h er ef or e m u st a s k q u e sti o n s a b o ut t h e

p o w er of n o n- err or- c orr e ct e d q u a nt u m c o m p ut ati o n. T h e ti m e fr a m e b ef or e f ull y

err or- c orr e ct e d q u a nt u m c o m p ut er s ar e a v ail a bl e i s c all e d N oi s y I nt er m e di at e- S c al e

Q u a nt u m ( NI S Q ) [ 1 5 ]. M u c h i s still u n k n o w n a b o ut t h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y

of q u a nt u m d e vi c e s wit h o ut err or c orr e cti o n. T h er e i s e vi d e n c e t h at t h e t a s k of

s a m pli n g fr o m c ert ai n q u a nt u m di stri b uti o n s i s i n d e e d dif fi c ult [ 1 6 ] e v e n i n t h e

pr e s e n c e of n oi s e a n d t h er e h a v e al s o b e e n e x p eri m e nt al i m pl e m e nt ati o n s of t hi s

r a n d o m cir c uit s a m pli n g [ 1 7 ]. T hi s t y p e of q u a nt u m a d v a nt a g e m a y b e u n d e sir a bl e

h o w e v er, si n c e it m a y b e dif fi c ult t o v erif y t h at t h e d e sir e d di stri b uti o n w a s a ct u all y

s a m pl e d [ 1 8 ].

A n ot h er i nt er e sti n g c o nt e n d er ar e V ari ati o n al Q u a nt u m Al g orit h m s ( V Q A s ), w hi c h

ar e a pr o p o s e d fr a m e w or k f or a h y bri d, q u a nt u m- cl a s si c al s et u p t o s ol v e eit h er

c o m bi n at ori al or gr o u n d st at e H a milt o ni a n pr o bl e m s. W e will i ntr o d u c e t h e m i n

m or e d et ail i n t h e f oll o wi n g s e cti o n s. I n t hi s c o nt e xt, a q u a nt u m a d v a nt a g e w o ul d

b e a V Q A e x p eri m e nt t h at fi n d s a b ett er a p pr o xi m ati o n of t h e gr o u n d- st at e e n er g y of
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a H a milt o ni a n, t h a n w h at c o m m o nl y u s e d cl a s si c al e n er g y e sti m ati o n al g orit h m s c a n

o bt ai n. H o w e v er, it i s n ot y et cl e ar w h et h er V Q A s c a n a ct u all y b e u s e d o n n e ar-t er m

d e vi c e s t o g ai n a m e a ni n gf ul q u a nt u m a d v a nt a g e. I n t hi s t h e si s w e e x pl or e t h e

vi a bilit y of V Q A s a s a n e ar t er m a p pli c ati o n of NI S Q q u a nt u m c o m p ut er s a s w ell a s

t h e c h all e n g e s i n v ol v e d.
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T h e si s Str u ct ur e

T hi s t h e si s i s or g a ni s e d a s f oll o w s:

• I n c h a pt er 2, w e i ntr o d u c e t h e b a si c s of c o m pl e xit y t h e or y a s w ell a s t h e

r el e v a nt c o m pl e xit y cl a s s e s t h at w e ar e i nt er e st e d i n. Si n c e t hi s w or k r e q uir e s

a t h e or eti c al u n d er st a n di n g of q u a nt u m c o m p ut er s, w e al s o m oti v at e t h e i d e a

of a q u a nt u m T uri n g m a c hi n e wit h a n i ntr o d u cti o n t o q u a nt u m m e c h a ni c s a n d

u ni v er s al q u a nt u m c o m p ut ati o n.

• I n c h a pt er 3, w e i ntr o d u c e V Q A s, w hi c h d e s cri b e a p arti c ul ar e x p eri m e nt al

s et u p t h at u s e s a h y bri d / q u a nt u m cl a s si c al a p pr o a c h t o s ol v e c o m bi n at ori al

a n d q u a nt u m c h e mi c al pr o bl e m s.

• C h a pt er 4 c o nt ai n s a n o v er vi e w of t h e dif fi c ulti e s t h at c a n ari s e w h e n s ol vi n g

V Q A o pti mi z ati o n pr o bl e m s. W e al s o pr e s e nt o ur r e s ult, w hi c h i n cl u d e s b ot h

a n a n al y si s of t h e r e q uir e d m e a s ur e m e nt eff ort a n d h o w t o miti g at e it, a s

w ell a s c o m pl e xit y t h e or eti c h ar d n e s s ar g u m e nt s r el at e d t o t h e o pti mi z ati o n

pr o bl e m. T hi s c h a pt er al s o s u m m ari z e s a d diti o n al w or k d o n e u si n g m a c hi n e

l e ar ni n g a p pr o a c h e s t o pr e di ct M B L p h a s e tr a n siti o n s.

• I n c h a pt er 5, w e c o n cl u d e t hi s t h e si s a s w ell a s m e nti o n r e m ai ni n g o p e n

q u e sti o n a n d f ut ur e r e s e ar c h dir e cti o n s.

• T h e a p p e n di c e s A t o D i n cl u d e t h e arti cl e s t h at w er e p u bli s h e d d uri n g t h e

di s s ert ati o n.
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2
I ntr o d u cti o n t o c o m pl e xit y t h e or y

C o m pl e xit y t h e or y i s t h e st u d y of h o w h ar d it i s t o p erf or m a c ert ai n m at h e m ati c al

t a s k. E v e n b ef or e t h e a d v e nt of c o m p ut er s, w e c a n t hi n k of m ulti pli c ati o n b y h a n d

a n d l o n g di vi si o n a s c o m p ut ati o n al al g orit h m s t o p erf or m arit h m eti c o p er ati o n s

o n n u m b er s. F or l ar g e n u m b er s, it i s m or e c o n v e ni e nt t o u s e a c al c ul at or, w hi c h

h a s m a d e m ulti pli c ati o n a n d di vi si o n a n o n-i s s u e f or pr a cti c al p ur p o s e s. T hi s i s a n

e x a m pl e of h o w i n cr e a si n g t h e a v ail a bl e c o m p ut ati o n al p o w er h a s m a d e a p arti c ul ar

t a s k e a si er. T o d a y’ s c o m p ut er s o p er at e i n t h e T er a F L O P S r a n g e, w hi c h m e a n s t h e y

c a n p erf or m a trilli o n m ulti pli c ati o n s / di vi si o n s p er s e c o n d. Alt er n ati v el y, i n st e a d

of i n cr e a si n g t h e c o m p ut ati o n al p o w er, o n e c a n al s o fi n d a b ett er str at e g y t o t a c kl e

t h e al g orit h m i n q u e sti o n. F or m ulti pli c ati o n, f or e x a m pl e, t h er e ar e al g orit h m s t h at

r e q uir e si g ni fi c a ntl y f e w er o p er ati o n s [ 1 9 – 2 1 ] t h a n t h e n ai v e m ulti pli c ati o n b y h a n d.

H o w e v er, si n c e t h e y ar e q uit e c o m pli c at e d, t h e s e a p pr o a c h e s b e c o m e pr a cti c al o nl y

f or v er y l ar g e n u m b er s, w hi c h i s w h y t h e y ar e s el d o m u s e d i n pr a cti c e.

Pr a cti c all y r el e v a nt s p e e d u p s i n c o m p uti n g ti m e ar e oft e n c el e br at e d. F or i n st a n c e,

t h e F a st F o uri er Tr a n sf or m ( F F T ) [ 2 2 ] i s a n al g orit h m t h at i m pl e m e nt s t h e di s cr et e

F o uri er tr a n sf or m i n al m o st li n e ar r u nti m e wit h t h e n u m b er of el e m e nt s, w h er e a s

a n ai v e i m pl e m e nt ati o n s c al e s q u a dr ati c all y. I n g e n er al, fi n di n g al g orit h m s wit h

s h ort r u n ni n g ti m e s i s a v er y i m p ort a nt g o al. E s p e ci all y f or c o m pli c at e d pr o bl e m s, it

m a y b e n e c e s s ar y t o fi n d ef fi ci e nt al g orit h m s t o m a k e fi n di n g a s ol uti o n pr a cti c all y

f e a si bl e, e v e n wit h all t h e e xi sti n g i n cr e a s e s i n c o m p ut ati o n al p o w er. It i s n ot al w a y s

o b vi o u s w hi c h pr o bl e m s ar e e a s y t o c o m p ut e a n d w hi c h ar e h ar d. F or e x a m pl e,

fi n di n g t h e s h ort e st r o ut e t hr o u g h a m a z e c a n b e d o n e ef fi ci e ntl y, b ut fi n di n g t h e

s h ort e st r o ut e t h at p a s s e s t hr o u g h a gi v e n li st of l o c ati o n s at l e a st o n c e, i s p ot e nti all y

v er y h ar d. F or t h e l att er pr o bl e m, c all e d t h e Tr a v eli n g S al e s m a n Pr o bl e m ( T S P ),

t h e b e st k n o w n al g orit h m s t h at g u ar a nt e e t o r et ur n t h e s h ort e st r o ut e h a v e r u n ni n g

ti m e s t h at s c al e e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er of l o c ati o n s. W hil e f or m a n y pr a cti c al

sit u ati o n s, t h er e ar e d e c e ntl y f a st a p pr o xi m ati o n al g orit h m s t h at fi n d cl o s e t o o pti m al

r o ut e s [ 2 3 ], f or t h e e x a ct c a s e, it i s still u n k n o w n if si g ni fi c a ntl y f a st er al g orit h m s

e xi st. T h e n t h er e ar e al s o pr o bl e m s t h at w e k n o w r e q uir e e x p o n e nti all y m a n y

r e s o ur c e s t o s ol v e. H er e, c o m pl e xit y t h e or y h el p s t o gr o u p c ert ai n c o m p ut ati o n al

pr o bl e m s a n d t o fi n d t h e r el ati o n s hi p b et w e e n t h e m. T h e u n d erl yi n g fr a m e w or k al s o

all o w s u s t o a s k m at h e m ati c all y pr e ci s e q u e sti o n s a b o ut t h e n at ur e of c o m p ut ati o n.
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I n t h e f oll o wi n g s e cti o n s w e pr e s e nt t h e c o m pl e xit y t h e or eti c fr a m e w or k t h at h a s

b e e n d e v el o p e d t o a n al y z e c o m p ut ati o n al pr o bl e m s a s w ell a s i ntr o d u c e c ert ai n

c o m pl e xit y cl a s s e s, i n cl u di n g q u a nt u m c o m pl e xit y cl a s s e s, t h at ar e u s e d i n t hi s

t h e si s.

2. 1 D e fi niti o n of d e ci si o n pr o bl e m s a n d T uri n g

m a c hi n e s

I n t hi s di s s ert ati o n w e f o c u s o n d e ci si o n pr o bl e m s, w hi c h ar e pr o bl e m t h at a m o u nt

t o a n s w eri n g y e s / n o q u e sti o n s. T h u s, a d e ci si o n pr o bl e m a s si g n s eit h er a Y E S or a

N O v al u e t o a n i n p ut I ∈ S fr o m a s et of all o w e d i n p ut s S . G e n er all y t h e pr o bl e m s

ar e d e fi n e d wit h a n al p h a b et Σ . F or e x a m pl e, w e c a n c h o o s e a bi n ar y al p h a b et

Σ = { 0 , 1 } . T h e i n p ut c a n b e a n ar bitr ar y stri n g

I ∈ S ⊂
N ∈ Z +

Σ N = : Σ ∗ ( 2. 1 )

h er e t h e a s s o ci at e d N ( I ∈ { 0 , 1 } N ) i s c all e d t h e i n p ut, or i n st a n c e l e n gt h of I . T hi s

all o w s t h e fir st, q uit e g e n er al d e fi niti o n of a d e ci si o n pr o bl e m.

D e fi niti o n 1 ( D e ci si o n Pr o bl e m ) . A d e cisi o n p r o bl e m X is a bi p a rtiti o n of t h e s et of

all i n p uts

S ⊂
N ∈ Z +

Σ N = : Σ ∗ ( 2. 2 )

i nt o a s et of Y E S i nst a n c es (S y ⊂ S ) a n d N O i nst a n c es ( S n ⊂ S ). If I ∈ S y , w e s a y t h at

t h e i n p ut I is i n t h e l a n g u a g e of X .

Si n c e w e c a n e n c o d e a n y i n p ut i n bi n ar y stri n g s, w e c a n al s o t hi n k of d e ci si o n

pr o bl e m s a s a f u n cti o n o n a s u b s et of a bi n ar y stri n g s t o Y E S / N O or 1 / 0 . A n al g orit h m

t h at s ol v e s t h e d e ci si o n pr o bl e m i s t h er ef or e a n i m pl e m e nt ati o n of t hi s f u n cti o n.

W hil e all o wi n g o nl y Y E S / N O a n s w er t y p e pr o bl e m s s e e m s r e stri cti v e, f or m or e

g e n er al pr o bl e m s it i s oft e n p o s si bl e t o d e fi n e d e ci si o n v er si o n s wit h cl o s el y r el at e d

c o m pl e xit y.
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F or e x a m pl e w e c a n h a v e f u n cti o n p r o bl e ms, w h er e t h e g o al i s t o c o m p ut e s o m e

f u n cti o n

F : { 0 , 1 } N → { 0 , 1 } M ( 2. 3 )

x → F (x ) . ( 2. 4 )

B y d e fi ni n g a d e ci si o n pr o bl e m "I s t h e v al u e of t h e a -t h bit of F (x ) a 1 ?" (i. e. F (x ) a =

1 ? ) wit h i n p ut I = ( x, a ), w e c a n o bt ai n F (x ) aft er M r o u n d s of q u e sti o ni n g.

A n ot h er e x a m pl e ar e o pti mi z ati o n p r o bl e ms , w h er e t h e g o al i s t o mi ni mi z e s o m e c o st

f u n cti o n F : { 0 , 1 } N → R . W e c a n d e fi n e t h e d e ci si o n pr o bl e m " D o e s a n x ∈ { 0 , 1 } N

e xi st, s u c h t h at F (x ) ≤ α ?" wit h i n p ut I = ( x, α ). A bi n ar y s e ar c h str at e g y c a n fi n d

t h e mi ni m u m v al u e of F wit h e x p o n e nti al pr e ci si o n i n t h e n u m b er of c all s t o t h e

d e ci si o n pr o bl e m. F or t hi s r e a s o n, alt h o u g h t h e pr o bl e m s w e ar e i nt er e st e d i n ar e

m o stl y o pti mi z ati o n pr o bl e m s, w e c a n i n st e a d c o n si d er t h eir r e s p e cti v e d e ci si o n

v er si o n s.

A s a m o d el of c o m p ut ati o n w e u s e a ( d et er mi ni sti c ) T uri n g m a c hi n e, w hi c h i s a

c o n c e pt si mil ar t o t h e e x e c uti o n of c o m p ut er c o d e o n a p o w erf ul c o m p ut er. A T uri n g

m a c hi n e i s d e s cri b e d b y

1. a n i nt er n al st at e Ξ ∈ Σ K of fi x e d al p h a b et Σ a n d si z e K ,

2. a n i n fi nit e t a p e w hi c h c a n b e a c c e s s e d wit h a h e a d t h at c a n e x c h a n g e bit s

b et w e e n t h e t a p e a n d t h e i nt er n al st at e a s w ell a s m o v e al o n g it,

3. a tr a n siti o n f u n cti o n ( δ ), w hi c h d e p e n di n g o n Ξ c a n p erf or m o p er ati o n s o n t h e

h e a d a n d c h a n g e t h e i nt er n al st at e Ξ . If n o tr a n siti o n i s d e fi n e d, t h e T uri n g

m a c hi n e h alt s.

St arti n g fr o m a n i niti al st at e Ξ 0 , t h e T uri n g m a c hi n e m a ni p ul at e s t h e t a p e a c c or di n g

t o it s tr a n siti o n f u n cti o n. T h e i n p ut I c a n b e e n c o d e d a s t h e i niti al st at e o n t h e

i n fi nit e t a p e ( si n gl e t a p e T uri n g m a c hi n e ) or o n a s e c o n d t a p e t o w hi c h t h e T uri n g

m a c hi n e al s o h a s a c c e s s t o ( m ulti t a p e T uri n g m a c hi n e ). If t h e T uri n g m a c hi n e h alt s,

t h er e i s al s o a n a d diti o n al c o n diti o n w hi c h m a k e s it eit h er a c c e pt or r ej e ct t h e i n p ut

I .

T h e i d e ali z ati o n of a n i n fi nit el y l o n g t a p e i s a d v a nt a g e o u s, b e c a u s e it all o w s a si n gl e

T uri n g m a c hi n e t o h a n dl e ar bitr ar y i n p ut si z e N . A n e x a m pl e of a t w o t a p e T uri n g

m a c hi n e i s s h o w n i n fi g. 2. 1. W e will n ot b e c o n c er n e d a b o ut t h e pr e ci s e ar c hit e ct ur e

of t h e m a c hi n e, b ut o nl y r e q uir e T uri n g c o m pl et e n e s s, w hi c h m e a n s t h at t h e m a c hi n e
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1 0 1 1 0 0 1 0

I nt er n al st at e

Tr a nsiti o n f u n cti o n

R/ W

R

I n p ut (I)

...

A c c e pt /
R ej e ct

Fi g. 2. 1. – A t w o t a p e T uri n g m a c hi n e. T h e T uri n g m a c hi n e g et s t h e i n p ut I o n t h e i n p ut
t a p e. It c a n r e a d bit s of I i nt o it s fi nit e i nt er n al st at e, or m o v e al o n g t h e t a p e.
Si mil arl y, it h a s a c c e s s t o a n ot h er w or ki n g t a p e of i n fi nit e si z e, o n w hi c h it c a n
r e a d, a s w ell a s writ e a n d m o v e al o n g. Fi n all y, t h e m a c hi n e c a n al s o t er mi n at e
it s o p er ati o n t o a c c e pt /r ej e ct t h e i n p ut I . W hi c h o p er ati o n i s p erf or m e d i s
d et er mi n e d b y t h e T uri n g m a c hi n e’ s i nt er n al tr a n siti o n f u n cti o n, w hi c h c a n b e
a n y f u n cti o n a cti n g o n t h e i nt er n al st at e a n d t h e ti p.

c a n si m ul at e a n y ot h er T uri n g m a c hi n e. F or a m or e d et ail e d i ntr o d u cti o n i nt o T uri n g

m a c hi n e s s e e [ 2 4 ].

W h e n w e c o n si d er c o m p ut ati o n al r e s o ur c e s s u c h a s r u nti m e (t h e n u m b er of tr a n si-

ti o n st e p s p erf or m e d b y t h e T uri n g m a c hi n e b ef or e it t er mi n at e s ) or r e q uir e d m e m or y

(t h e si z e of t h e i n fi nit e t a p e t h at w a s a c c e s s e d d uri n g t h e c o m p ut ati o n ), t h e y c a n

str o n gl y d e p e n d o n t h e pr e ci s e ar c hit e ct ur e of T uri n g m a c hi n e u s e d. A n e x a m pl e

of t hi s i s t o c o n si d er h o w i nf or m ati o n i s st or e d. I n a si n gl e t a p e m o d el, si mil ar t o

c a s s ett e s, o n e a s s u m e s a l o n g t a p e w h er e t h e ti p p h y si c all y m o v e s al o n g t h e t a p e,

m e a ni n g t h at a c c e s si n g i nf or m ati o n fr o m a bit i n m e m or y t h at i s n p o siti o n s t a k e s a

li n e ar (O (n )) a m o u nt of ti m e. I n c o ntr a st, m a n y al g orit h m s a s s u m e r a n d o m- a c c e s s

m e m or y ( R A M ), w hi c h d e s cri b e s a m e m or y s y st e m w h er e a n y bit of i nf or m ati o n c a n

b e a c c e s s e d i n c o n st a nt ( O ( 1) ) ti m e. Si n c e a c c e s si n g m e m or y i s pr e s e nt i n al m o st all

al g orit h m s, m a c hi n e s wit h a t a p e m e m or y m a y e x p eri e n c e si g ni fi c a nt ti m e o v er h e a d

c o m p ar e d t o t h o s e u si n g R A M. Si mil ar p ol y n o mi al s p e e d u p s ar e p o s si bl e b et w e e n

si n gl e a n d m ulti pl e t a p e T uri n g m a c hi n e s. I n or d er t o h a v e a n a g n o sti c d e fi niti o n of

c o m pl e xit y, w e c o m p ar e r e s o ur c e u s e o nl y u p t o p ol y n o mi al o v er h e a d s.

Wit h t hi s u n d er st a n di n g, w e ar e a bl e t o d e fi n e o ur fir st c o m pl e xit y cl a s s e s. I n

fi g. 2. 2, all t h e c o m pl e xit y cl a s s e s c o n si d er e d i n t hi s t h e si s ar e s h o w n, a s w ell a s

t h eir r el ati o n s hi p t o e a c h ot h er.
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P S P A C E

P P

E X P

N E X P

P
B P P

B Q P

P
N P

M A

Q C M A

Q M A

Fi g. 2. 2. – C o m pl e xit y cl a s s e s s h o w n a s a V e n n di a gr a m t o s h o w i n cl u si o n s. U n c o n diti o n al
pr o p er s u b s et s ar e o nl y pr o v e n b et w e e n P a n d E X P a s w ell a s N P a n d N E X P .
T h e bl a c k cir cl e ( B Q P ) s h o w s all pr o bl e m s w e c all ef fi ci e ntl y s ol v a bl e, m e a ni n g
t h e y c a n b e s ol v e d i n p ol y n o mi al ti m e o n a q u a nt u m c o m p ut er.

2. 2 B a si c c o m pl e xit y cl a s s e s

U si n g t h e fr a m e w or k of d et er mi ni sti c T uri n g m a c hi n e s, w e c a n d e fi n e t h e fir st

c o m pl e xit y cl a s s e s. Fir st w e c o n si d er ti m e c o m pl e xit y.

D e fi niti o n 2 ( C o m pl e xit y cl a s s P ( or P TI M E ) ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n P , if t h e r e

e xists a d et e r mi nisti c T u ri n g m a c hi n e ( T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N ,

T M t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e O (p ol y (N )) a n d T a c c e pts w h e n I is a Y E S i nst a n c e,

b ut T M r ej e cts w h e n I is a N O i nst a n c e.

H er e p ol y n o mi al ti m e O (p ol y (N )) m e a n s t h at t h er e e xi st s a pr o bl e m si z e i n d e-

p e n d e nt e x p o n e nt α , s u c h t h at t h e T u ni n g m a c hi n e t er mi n at e s i n at m o st O (N α )

ti m e f or all I ∈ S . W e u s e t h e bi g-O n ot ati o n t o d e s cri b e t h e s c ali n g b e h a vi or.

g (n ) = O (f (n )) m e a n s t h at f or l ar g e n ( ∀ n ≥ n 0 ) t h er e e xi st s a c o n st a nt β ∈ R

s u c h t h at g (n ) ≤ β × f (n ). Fr o m a c o m pl e xit y t h e or eti c p oi nt of vi e w, w e c all a n y

al g orit h m wit h a p ol y n o mi al r u n ni n g ti m e ef fi ci e nt , w hi c h i s k n o w n a s C o b h a m’ s

t h e si s [ 2 5 ]. N ot e t h at if n 0 , α or β ar e v er y l ar g e, t h e al g orit h m m a y still b e pr a cti-

c all y i nf e a si bl e, s o t hi s i s m or e a t h e or eti c al t er m, wit h o nl y li mit e d dir e ct pr a cti c al

i m pli c ati o n s. W e c a n al s o d e fi n e t h e cl a s s of pr o bl e m s w hi c h c a n b e d e ci d e d wit h at

m o st e x p o n e nti al r u nti m e.
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D e fi niti o n 3 ( C o m pl e xit y cl a s s E X P ( or E X P TI M E ) ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n E X P , if

t h e r e e xists a d et e r mi nisti c T u ri n g m a c hi n e (T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e

N , T M t e r mi n at es i n e x p o n e nti al ti m e O ( 2 p ol y ( N ) ) a n d T M a c c e pts w h e n I is a Y E S

i nst a n c e, b ut T M r ej e cts w h e n I is a N O i nst a n c e.

A s a c o n s e q u e n c e of t h e ti m e hi er ar c h y t h e or e m [ 2 6 ] w e k n o w t h at P i s a pr o p er

s u b s et of E X P , i. e. t h er e ar e c o m p ut ati o n al pr o bl e m s t h at c a n b e s ol v e d o nl y i n

e x p o n e nti al ti m e a n d f or w hi c h n o p ol y n o mi al-ti m e al g orit h m e xi st s. Si mil arl y, o n e

c a n d e fi n e t h e cl a s s 2 E X P f or pr o bl e m s w h er e t h e T uri n g m a c hi n e t er mi n at e s i n

d o u bl y e x p o n e nti al ti m e O ( 2 2 p ol y ( N )
), or i n g e n er al n E X P f or n ∈ N - ti m e s e x p o n e nti al

ti m e. T h e cl a s s R , or d e ci d a bl e pr o bl e m s, d e s cri b e s pr o bl e m s f or w hi c h t h er e e xi st s a

T uri n g m a c hi n e t h at t er mi n at e s wit h t h e c orr e ct r e s ult, wit h o ut a n y ti m e li mit. T hi s

gi v e s t h e i n cl u si o n

P ⊊ E X P ⊊ 2 E X P ⊊ 3 E X P ⊊ · · · ⊊ R . ( 2. 5 )

N ot a bl y n ot e v er y d e ci si o n pr o bl e m i s i n R . T h e h alti n g pr o bl e m, w hi c h a s k s w h et h er

a T uri n g m a c hi n e wit h a i n p ut I t er mi n at e s i n a fi nit e a m o u nt of ti m e or n e v er

t er mi n at e s i s n ot i n R . T hi s i s s h o w n b y a pr o of of c o ntr a di cti o n: W e c o n si d er a

T uri n g m a c hi n e T w hi c h t a k e s a s i n p ut a d e s cri pti o n of a n ot h er T uri n g m a c hi n e

I = T̃ , w h er e T o nl y h alt s if T̃ d o e s n ot h alt a n d ot h er wi s e l o o p s f or e v er. D o e s T

h alt if it i s gi v e n it s elf T̃ = T a s i n p ut ? Si n c e T c a n n ot b ot h h alt a n d n ot h alt, t hi s

i m pli e s t h at it i s n ot p o s si bl e t o c o n str u ct T . T h e o nl y w a y h o w t hi s c a n b e tr u e

i s if t h er e c a n n ot e xi st a T uri n g m a c hi n e w hi c h s ol v e s t h e h alti n g pr o bl e m f or all

i n st a n c e s. T hi s pr o of s h o w s t h at t h er e ar e w ell d e fi n e d pr o bl e m s t h at c a n n ot b e

s ol v e d b y a T uri n g m a c hi n e.

W h e n i n st e a d of ti m e, w e c o n si d er t h e a m o u nt of t a p e a c c e s s e d d uri n g t h e al g o-

rit h m, w e c a n d e fi n e a n ot h er cl a s s k n o w n a s P S P A C E .

D e fi niti o n 4 ( C o m pl e xit y cl a s s P S P A C E ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n P S P A C E , if t h e r e

e xists a d et e r mi nisti c T u ri n g m a c hi n e ( T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N ,

T M t e r mi n at es r e q ui ri n g o nl y p ol y n o mi al O (p ol y (N )) bits of t a p e a n d T M a c c e pts

w h e n I is a Y E S i nst a n c e, b ut T M r ej e cts w h e n I is a N O i nst a n c e.

Si mil arl y, t h e cl a s s E X P S P A C E c o nt ai n s pr o bl e m s t h at r e q uir e at m o st e x p o n e nti al

m e m or y a n d i n g e n er al t h e cl a s s n E X P S P A C E r e q uir e s at m o st n -ti m e s e x p o n e nti al

m e m or y. W e al s o h a v e t h e f oll o wi n g i n cl u si o n

P ⊆ P S P A C E ⊆ E X P ( 2. 6 )
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b e c a u s e a T uri n g m a c hi n e c a n o nl y a c c e s s p ol y n o mi all y m a n y bit s i n p ol y n o mi al

ti m e a n d b e c a u s e a T uri n g m a c hi n e w hi c h a c c e s s e s at m o st M = O (p ol y (N ) bit s of

m e m or y c a n o nl y b e i n at m o st O ( 2 M ) = O ( 2 p ol y ( N ) ) diff er e nt st at e s b ef or e it h a s t o

r et ur n t o a pr e vi o u s st at e. A s s u c h, it n e e d s t o t er mi n at e wit hi n O ( 2 p ol y N ) ti m e st e p s

a s it w o ul d ot h er wi s e l o o p f or e v er. W e d o n ot k n o w if t h e s e r el ati o n s ar e pr o p er

s u b s et s. W hil e it i s str o n gl y a s s u m e d t o b e t h e c a s e, o ur k n o w n pr o of t e c h ni q u e s

h a v e b e e n u n a bl e t o s h o w a n u n c o n diti o n al s e p ar ati o n of t h e s e cl a s s e s. T hi s al s o

h ol d s f or all s u b- cl a s s e s of P S P A C E w hi c h w e will c o n si d er m o vi n g f or w ar d.

A n ot h er c o m pl e xit y cl a s s i s N P , w hi c h st a n d s f or n o n d et er mi ni sti c p ol y n o mi al ti m e.

T h e n a m e ori gi n at e s fr o m c o n si d er ati o n s a b o ut n o n d et er mi ni sti c T uri n g m a c hi n e s,

w hi c h w e will n ot c o n si d er h er e. B ut t h er e i s al s o a n alt er n ati v e d e fi niti o n, w hi c h

d e s cri b e s pr o bl e m s w h er e t h e Y E S i n st a n c e s c a n b e v eri fi e d wit h a n a d diti o n al

pr o of.

D e fi niti o n 5 ( C o m pl e xit y cl a s s N P ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n N P , if t h e r e e xists a

d et e r mi nisti c T u ri n g m a c hi n e ( T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Yes i nst a n c e ( I ∈ S y ), t h e r e e xists a p r o of p ∈ { 0 , 1 } M = O ( p ol y ( N ) ) s u c h t h at

T M a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, p ).

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), f o r all p ∈ { 0 , 1 } M , T M r ej e cts o n i n p ut I ′ = ( I, p ).

T h e cl a s s d e s cri b e s pr o bl e m s of t h e t y p e: " D o e s t h er e e xi st a s ol uti o n t o t hi s

pr o bl e m ?", or " ∃ x : F (x ) = T R U E ?", w h er e t h e f u n cti o n F c a n b e c o m p ut e d i n

p ol y n o mi al ti m e. I n t h e Y E S c a s e, o n e c a n v erif y t h at a pr o p o s e d s ol uti o n p = x ∗ i s

i n d e e d c orr e ct, i. e. v erif y t h at F (x ∗ ) = T R U E h ol d s. I n t h e N O c a s e all pr o of s ar e

r ej e ct e d b e c a u s e, b y d e fi niti o n, n o s u c h s ol uti o n e xi st s. A n i m p ort a nt e x a m pl e of

N P pr o bl e m s i s t h e d e ci si o n v er si o n of m a n y o pti mi z ati o n pr o bl e m s (" ∃ x : F (x ) ≤ α

?" ) . N at ur all y, o n e c a n al s o d e fi n e t h e cl a s s N E X P , w h er e t h e pr o of stri n g c a n b e

e x p o n e nti all y l ar g e a n d t h e T uri n g m a c hi n e c a n t a k e e x p o n e nti all y l o n g t o t er mi n at e.

Wit h t h e ti m e hi er ar c h y t h e or e m, w e al s o k n o w t h at N E X P i s stri ctl y gr e at er t h a n

N P . W e al s o h a v e t h e i n cl u si o n

P ⊆ N P ⊆ P S P A C E , ( 2. 7 )

si n c e P i s t h e cl a s s N P wit h a n e m pt y pr o of p a n d a n al g orit h m c a n si m pl y e n u m er at e

all p o s si bl e pr o of s, w hi c h t a k e s e x p o n e nti al ti m e, b ut o nl y r e q uir e s p ol y n o mi al

s p a c e.
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A r el at e d cl a s s i s c o N P , w hi c h d e s cri b e s d e ci si o n pr o bl e m s w h er e o n e c a n v erif y

t h e N O i n st a n c e s ef fi c ei ntl y.

D e fi niti o n 6 ( C o m pl e xit y cl a s s c o N P ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n c o N P , if t h e r e e xists

a d et e r mi nisti c T u ri n g m a c hi n e ( T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), t h e r e e xists a p r o of p ∈ { 0 , 1 } M = O ( p ol y ( N ) ) s u c h t h at

T M a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, p ).

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), f o r all p ∈ { 0 , 1 } M , T M r ej e cts o n i n p ut I ′ = ( I, p ).

A pr o bl e m i n N P c a n b e tr a n sf or m e d i nt o a c o N P pr o bl e m b y n e g ati n g t h e f or m ul a-

ti o n of t h e q u e sti o n ("∀ x : F (x ) = F A L S E ?" ). H o w e v er, t h er e ar e g o o d r e a s o n s t o

t hi n k of t h e m a s t w o diff er e nt cl a s s e s. F or i n st a n c e, a pr o bl e m c a n b e i n b ot h cl a s s e s

N P ∩ c o N P m e a ni n g t h at b ot h t h e Y E S a n d N O i n st a n c e s c a n b e ef fi ci e ntl y v eri fi e d.

T h e r el ati o n h er e i s

P ⊆ N P ∩ c o N P ⊆ N P . ( 2. 8 )

A r el e v a nt e x a m pl e of a pr o bl e m i n N P ∩ c o N P i s t h e d e ci si o n v er si o n of pri m e

f a ct ori z ati o n w hi c h a s k s w h et h er a n i nt e g er N h a s a pri m e f a ct or l e s s t h a n s o m e

t hr e s h ol d q . T hi s i s t h e pr o bl e m w hi c h c a n b e s ol v e d ef fi ci e ntl y o n a q u a nt u m

c o m p ut er u si n g S h or’ s al g orit h m. A pr o of i s a li st of all pri m e f a ct or s p = ( p 1 , . . . , pl)

wit h N = p 1 · p 2 · · · p l. I n p ol y n o mi al ti m e, o n e c a n v erif y t h at all p i ar e i n d e e d pri m e

a n d t h at t hi s d e s cri b e s t h e c orr e ct d e c o m p o siti o n. T h e pr o of all o w s u s t o d et er mi n e

t h e s m all e st pri m e f a ct or e x a ctl y a n d t h u s t o v erif y b ot h t h e Y E S a n d N O i n st a n c e s.

T hi s m e a n s t h at pri m e f a ct ori z ati o n i s i n N P ∩ c o N P .

2. 3 R e d u cti o n s a n d c o m pl et e n e s s

I n t hi s s e cti o n w e i ntr o d u c e r e d u cti o n s a n d t h e n oti o n s of c o m pl et e n e s s a n d

h ar d n e s s. T h e i d e a of a r e d u cti o n i s t o u s e a s ol v er f or o n e pr o bl e m t o s ol v e a n ot h er

pr o bl e m. W e s a y t h at pr o bl e m A i s r e d u ci bl e t o B ( A ≤ R B ), if o n e c a n s ol v e t h e

pr o bl e m A b y h a vi n g a c c e s s t o a s ol v er of B . H er e R d e s cri b e s t h e t y p e of r e d u cti o n,

i. e. t h e g e n er al r ul e s of h o w o n e i s all o w e d t o r e d u c e A t o B . T h er e ar e s e v er al t y p e s

of r e d u cti o n s. A n at ur al o n e i s a T uri n g r e d u cti o n w h er e pr o bl e m A i s s ol v e d wit h a n

al g orit h m t h at i s all o w e d t o m a k e m ulti pl e c all s t o a s ol v er of B . A p ol y n o mi al-ti m e

T uri n g r e d u cti o n, al s o c all e d a C o o k r e d u cti o n [ 2 7 ], r e q uir e s t h at b ot h t h e r u nti m e of

t h e al g orit h m a n d t h e n u m b er of c all s t o t h e s ol v er ar e p ol y n o mi all y b o u n d e d. W hil e
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t hi s c a pt ur e s o ur u n d er st a n di n g of c o m pl e xit y, si n c e it m e a n s t h at pr o bl e m A c a n b e

s ol v e d ef fi ci e ntl y if pr o bl e m B c a n b e s ol v e d ef fi ci e ntl y, it h a s t h e c o n s e q u e n c e t h at

pr o bl e m s i n N P c a n b e r e d u c e d t o pr o bl e m s i n c o N P b y n e g ati n g t h e pr o bl e m a n d

r et ur ni n g t h e o p p o sit e r e s ult. T o still di sti n g ui s h b et w e e n t h e s e cl a s s e s, it i s u s ef ul

t o u s e a m or e r e stri cti v e f or m of r e d u cti o n s k n o w n a s a m a n y- o n e r e d u cti o n s a n d

t h eir p ol y n o mi al ti m e v er si o n s k n o w n a s a K ar p r e d u cti o n s [ 2 8 ].

D e fi niti o n 7 ( K ar p R e d u cti o n ) . A d e cisi o n p r o bl e m A r e d u c es t o B u n d e r K a r p r e-

d u cti o ns ( A ≤ K B ), if a n i nst a n c e i n A c a n b e s ol v e d b y a n al g o rit h m t h at p e rf o r ms

p ol y n o mi all y m a n y o p e r ati o ns f oll o w e d b y a c all t o a s ol v e r f o r p r o bl e m B a n d r et u r ni n g

t h e r es ult f r o m t h e s ol v e r wit h o ut m o di fi c ati o n.

T h e m ai n diff er e n c e s fr o m a T uri n g r e d u cti o n ar e t h at o nl y o n e c all t o t h e s u br o uti n e

i s all o w e d a n d t h at t hi s r e s ult i s al s o w h at t h e al g orit h m r et ur n s. T h e l att er p oi nt

pr e v e nt s t h e r e d u cti o n of a n N P pr o bl e m t o it s c o m pl e m e nt i n c o N P . T h e i d e a i s

t h at n ot o nl y t h e c o m pl e xit y of t h e pr o bl e m s i s si mil ar, b ut al s o t h e str u ct ur e it s elf,

i. e. a n i n st a n c e of A c a n b e m a p p e d a s a n i n st a n c e of B . M a n y- o n e r e d u cti o n s ar e

t h er ef or e al s o r ef er e d t o a s m a p pi n g r e d u cti o n s. B a s e d o n K ar p r e d u cti o n s, w e c a n

d e fi n e a c o n c e pt of c o m pl et e n e s s.

D e fi niti o n 8 ( C o m pl et e n e s s ) . A d e cisi o n p r o bl e m X ∈ C i n s o m e c o m pl e xit y cl ass C is

C - c o m pl et e, if all ot h e r p r o bl e ms i n C c a n b e r e d u c e d t o X b y K a r p r e d u cti o ns.

∀ Y ∈ C : Y ≤ K X ( 2. 9 )

C o m pl et e n e s s e n c a p s ul at e s t h at X i s a m o n g t h e h ar d e st pr o bl e m i n C , i. e. a n

ef fi ci e nt s ol v er f or pr o bl e m X c a n b e u s e d t o s ol v e all pr o bl e m s i n C ef fi ci e ntl y.

K ar p r e d u cti o n s ar e pr ef err e d i n t h e lit er at ur e, b ut i n pri n ci pl e C o o k r e d u cti o n s c a n

al s o b e u s e d [ 2 9 ]. N ot all c o m pl e xit y cl a s s e s h a v e c o m pl et e pr o bl e m s, b ut all w e

h a v e i ntr o d u c e d s o f ar d o i n d e e d h a v e t h e m. T hi s al s o m oti v at e s w h y w e b eli e v e

pri m e f a ct ori n g i s n ot N P - c o m pl et e, si n c e it s i n cl u si o n i n c o N P w o ul d i m pl y t h at

N P = c o N P . If w e r e m o v e t h e r e q uir e m e nt t h at t h e pr o bl e m i s i n t h e c o m pl e xit y

cl a s s, w e g et s o m et hi n g c all e d h ar d n e s s.

D e fi niti o n 9 ( H ar d n e s s ) . A d e cisi o n p r o bl e m X is C - h a r d, if all p r o bl e m i n C c a n b e

r e d u c e d t o X b y K a r p r e d u cti o ns.

∀ Y ∈ C : Y ≤ K X ( 2. 1 0 )
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A s s u c h a n E X P - c o m pl et e pr o bl e m i s al s o N P - h ar d, b ut u nl e s s N P = E X P , n ot N P -

c o m pl et e. C oll o q ui all y, t h e n oti o n of h ar d n e s s i s oft e n al s o e xt e n d e d t o n o n- d e ci si o n

pr o bl e m s, li k e o pti mi z ati o n pr o bl e m s. T hi s i s t e c h ni c all y i n a c c ur at e si n c e a K ar p

r e d u cti o n r e q uir e s X t o b e a d e ci si o n pr o bl e m. I n g e n er al, t hi s m e a n s eit h er t h at t h e

a s s o ci at e d d e ci si o n v er si o n i s N P - h ar d or t h at t h er e i s a si n gl e c all T uri n g r e d u cti o n

fr o m s o m e N P - c o m pl et e pr o bl e m t o t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m. H o w e v er, t hi s s e c o n d

d e fi niti o n i m pli e s t h at a c o N P - c o m pl et e pr o bl e m i s al s o N P - h ar d. T o a v oi d t h e s e

c o m pli c ati o n s, it i s b e st t o sti c k t o d e ci si o n pr o bl e m s a n d t h u s t h e a b o v e d e fi niti o n.

2. 4 Pr o b a bili sti c c o m pl e xit y cl a s s e s

S o f ar w e h a v e o nl y l o o k e d at d et er mi ni sti c T uri n g m a c hi n e s a n d al g orit h m s.

H o w e v er, t h er e ar e m a n y pr a cti c al al g orit h m s, n ot a bl y M o nt e C arl o al g orit h m s, t h at

u s e r a n d o m n e s s a n d s a m pli n g i n t h eir c o m p ut ati o n. T hi s will al s o b e i m p ort a nt

f or q u a nt u m c o m p ut er s, si n c e q u a nt u m m e a s ur e m e nt s ar e i ntri n si c all y r a n d o m. If

w e w a nt t o e n c a p s ul at e a c o m pl e xit y cl a s s t h at al s o d e s cri b e s ef fi ci e nt pr o b a bili sti c

al g orit h m s, w e n e e d t o c h a n g e t w o a s p e ct s. Fir st, w e n e e d t o d e fi n e a pr o b a bili sti c

T uri n g m a c hi n e. T o d o t hi s, w e n e e d t o a d d a n o p er ati o n t h at c a n fli p a tr ul y r a n d o m

c oi n a n d writ e t h e r e s ult t o m e m or y. S e c o n d, w e n e e d t o all o w f or a s m all pr o b a bilit y

of f ail ur e. T hi s i s n e c e s s ar y b e c a u s e if t h e al g orit h m w o ul d w or k r e g ar dl e s s of t h e

o ut c o m e of t h e c oi n t o s s, y o u c o ul d si m pl y r e pl a c e it wit h a c oi n t h at al w a y s writ e s

0 i nt o m e m or y, a v oi di n g t h e n e e d f or r a n d o m n e s s all t o g et h er.

W e c a n d e fi n e t h e cl a s s of pr o bl e m s t h at c a n b e s ol v e d i n p ol y n o mi al ti m e o n a

pr o b a bili sti c T uri n g m a c hi n e, w hi c h i s c all e d b o u n d e d pr o b a bili sti c p ol y n o mi al-ti m e

or B P P . F or cl a s si c al c o m p ut er s, t hi s d e s cri b e s t h e l ar g e st cl a s s of d e ci si o n pr o bl e m s

t h at ar e c o n si d er e d t o b e ef fi ci e ntl y s ol v a bl e.

D e fi niti o n 1 0 ( C o m pl e xit y cl a s s B P P ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n B P P , if t h e r e e xists

a p r o b a bilisti c T u ri n g m a c hi n e ( P T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), P T M a c c e pts wit h p r o b a bilit y at l e ast P [ a c c e pt s] ≥ 2
3 .

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), P T M a c c e pts wit h p r o b a bilit y at m ost P [ a c c e pt s] ≤ 1
3 .

H er e t h e pr o b a biliti e s ar e ar bitr ar y. T h e y o nl y n e e d t o b e a p air of c o n st a nt s,

i n d e p e n d e nt of t h e i n p ut si z e (N ) t h at ar e stri ctl y gr e at er a n d s m all er t h a n 1 / 2 . T hi s

i s b e c a u s e r u n ni n g t h e al g orit h m m ulti pl e ti m e s a n d c h o o si n g t h e m o st c o m m o n

r e s ult ( m aj orit y v ot e ) all o w s t h e pr o b a bilit y of s u c c e s s t o b e e x p o n e nti all y cl o s e t o 1 .
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It i s n ot k n o w n if B P P a n d P ar e a ct u all y t w o di sti n ct cl a s s e s. T h e q u e sti o n i s

r el at e d t o w h et h er t h er e e xi st g o o d p s e u d or a n d o m n u m b er g e n er at or s [ 3 0 ]. M ai nl y

gi v e n t h e s u c c e s s of d er a n d o mi zi n g m a n y pr o b a bili sti c al g orit h m s, m o st f a m o u sl y

pri m e t e sti n g [ 3 1 ], m a n y r e s e ar c h er s b eli e v e t h at t h e cl a s s e s ar e i n d e e d e q ui v al e nt.

C urr e ntl y, p ol y n o mi al i d e ntit y t e sti n g [ 3 2 ] i s a r e m ai ni n g B P P pr o bl e m t h at i s n ot

k n o w n t o b e i n P . W e c a n d e fi n e a l ar g er cl a s s b y all o wi n g t h e pr o b a biliti e s of

s u c c e s s a n d f ail ur e t o b e ar bitr aril y cl o s e t o 1
2 , c all e d pr o b a bili sti c p ol y n o mi al ti m e

or P P .

D e fi niti o n 1 1 ( C o m pl e xit y cl a s s P P ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n P P , if t h e r e e xists a

p r o b a bilisti c T u ri n g m a c hi n e ( P T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), P T M a c c e pts wit h p r o b a bilit y at l e ast P [ a c c e pt s] ≥ 1
2 .

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), P T M a c c e pts wit h p r o b a bilit y at m ost P [ a c c e pt s] ≤ 1
2 .

T h e r e a s o n t hi s cl a s s i s a s s u m e d t o b e si g ni fi c a ntl y l ar g er i s t h at t h e s u c c e s s

pr o b a bilit y c a n b e ar bitr aril y cl o s e t o 1 / 2 a n d al s o d e p e n d o n i n p ut si z e. W e c a n s e e

t hi s b y s h o wi n g t h at N P ⊂ P P . If w e a s s u m e a pr o bl e m X ∈ N P , w e c a n s ol v e it i n

t h e f oll o wi n g w a y:

1. Pi c k a r a n d o m bit stri n g p ∈ { 0 , 1 } M .

2. C h e c k if p i s a c c e pt e d b y t h e N P v eri fi er.

3. If p i s a v ali d pr o of, a c c e pt t h e i n st a n c e, P [ a c c e pt s] = 1.

4. If p i s n ot a v ali d pr o of, a c c e pt wit h pr o b a bilit y P [ a c c e pt s] = 1
2 − ϵ M .

Eff e cti v el y, if p i s a v ali d pr o of, w e c a n b e s ur e t h at it i s a Y E S i n st a n c e. If it i s n ot, w e

still d o n ot k n o w t h e a n s w er, b ut it i s e v er s o sli g htl y m or e li k el y t o b e a N O i n st a n c e.

If w e s et ϵ M = 1
2 M + 1 , e v e n if t h er e i s o nl y o n e v ali d pr o of w e g et t h e pr o b a biliti e s

Y E S: P [ a c c e pt s] = P [p i s a c c e pt e d] × 1 + P [p i s r ej e ct e d]
1

2
− ϵ M

≥
1

2 M
+ 1 −

1

2 M

1

2
−

1

2 M + 1
=

1

2
+

1

2 2 M + 1
>

1

2

N O: P [ a c c e pt s] =
1

2
−

1

2 M + 1
<

1

2
.

T hi s al g orit h m i s v er y i m pr a cti c al, si n c e it t a k e s e x p o n e nti all y m a n y r o u n d s t o

a c hi e v e a n y ki n d of c ert ai nt y a b o ut t h e r e s ult.
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It al s o h ol d s t h at P P i s i n cl u d e d i n P S P A C E , si n c e o n e c a n si m ul at e all p o s si bl e

r a n d o m o ut c o m e s wit h p ol y n o mi al m e m or y a n d a c c e pt if t h e a v er a g e a c c e pt a n c e

r at e i s gr e at er t h a n 1 / 2 . T hi s gi v e s fi n al r el ati o n s hi p

N P ⊂ P P ⊂ P S P A C E . ( 2. 1 1 )

T h e l a st pr o b a bili sti c cl a s s w e i ntr o d u c e h er e i s a n at ur al g e n er ali z ati o n of N P

w h er e t h e v eri fi er h a s a c c e s s t o a pr o b a bili sti c T uri n g m a c hi n e. T hi s cl a s s i s c all e d

M erli n- Art h ur ( M A ).

D e fi niti o n 1 2 ( C o m pl e xit y cl a s s M A ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n M A , if t h e r e e xists a

p r o b a bilisti c T u ri n g m a c hi n e ( P T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , P T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), t h e n t h e r e e xists a p r o of p ∈ { 0 , 1 } M = O ( p ol y ( N ) ) s u c h

t h at P T M a c c e pts o n i n p ut I = ( I, p ) wit h p r o b a bilit y at l e ast P [ a c c e pt s] ≥ 2
3 .

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), f o r all p ∈ { 0 , 1 } M , P T M a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, p )

wit h p r o b a bilit y at m ost P [ a c c e pt s] ≤ 1
3 .

It f oll o w s fr o m t hi s str u ct ur e t h at P = B P P al s o i m pli e s N P = M A . T h e i n cl u si o n s

h er e ar e

N P , B P P ⊂ M A ⊂ P P . ( 2. 1 2 )

T h e l a st i n cl u si o n f oll o w s wit h a si mil ar al g orit h m a s w e s a w f or N P ⊂ P P .

2. 5 Q u a nt u m c o m pl e xit y cl a s s e s

B el o w w e i ntr o d u c e t h e c o m pl e xit y cl a s s e s t h at ari s e i n q u a nt u m c o m p uti n g. T o d o

t hi s w e n e e d t o d e fi n e a q u a nt u m T uri n g m a c hi n e (Q T M ). F or t hi s w e c a n t a k e a

tr a diti o n al T uri n g m a c hi n e a n d r e pl a c e t h e cl a s si c al t a p e wit h a q u a nt u m st at e, t h e

cl a s si c al g at e- s et wit h a q u a nt u m g at e- s et a n d i ntr o d u c e t h e c o n c e pt of a q u a nt u m

m e a s ur e m e nt t o d e ci d e a c c e pt a n c e /r ej e cti o n. A q u a nt u m st at e i s r e pr e s e nt e d i n a

br a- k et n ot ati o n, w hi c h d e s cri b e s c ol u m n a n d r o w v e ct or s r e s p e cti v el y. A q u bit c a n
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b e d e s cri b e d b y a t w o di m e n si o n al c o m pl e x v e ct or. F or a st at e |a ⟩ ∈ H 2 = C 2 w e

h a v e

|a ⟩ =
a 0

a 1

|0 ⟩ :=
1

0
|1 ⟩ :=

0

1
( 2. 1 3 )

⟨a | = a ∗
0 a ∗

1 ⟨0 | := 1 0 ⟨1 | := 0 1 ( 2. 1 4 )

w h er e (·) ∗ r ef er s t o t h e c o m pl e x c o nj u g ati o n a n d w e al s o i ntr o d u c e t h e b a si s st at e s

{| 0 ⟩ , |1 ⟩ }. T o cr e at e m ulti- q u bit s y st e m s w e u s e t h e t e n s or pr o d u ct

|a, b ⟩ = |a ⟩ ⊗ | b ⟩ =










a 0 b 0

a 0 b 1

a 1 b 0

a 1 b 1










, ( 2. 1 5 )

w hi c h m a k e s t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n of a q u a nt u m s y st e m s c al e e x p o n e nti all y

wit h t h e n u m b er of q u bit s. A n n q u bit st at e |a ⟩ ∈ H 2 ⊗ · · · ⊗ H 2 = C 2 n
= C d c a n b e

r e pr e s e nt e d a s

|a ⟩ =
i∈ { 0 ,1 } n

a i1 ···in |i1 . . . in ⟩ , ( 2. 1 6 )

w h er e a i1 ···in ∈ C ar e s o m e c o m pl e x c o ef fi ci e nt s. Q u a nt u m st at e s ar e al s o n or m ali z e d,

m e a ni n g t h at

i∈ { 0 ,1 } n

|a i1 ···in |2 = 1 ( 2. 1 7 )

h ol d s. Q u a nt u m g at e s ar e d e s cri b e d b y u nit ar y o p er ati o n s U ∈ U (d ) ⊂ C d, d w hi c h

ar e li n e ar m a p s wit h t h e a d diti o n al c o n diti o n U U † = 1 , w h er e (·) † i s t h e H er miti a n

c o nj u g at e. T h e g at e i s t h e n t h e m a p |a ⟩ → U |a ⟩.

F or p h y si c al s y st e m s, t h e ti m e e v ol uti o n i s d e s cri b e d b y t h e S c hr ö di n g er e q u ati o n

i∂ t |Ψ( t)⟩ = H |Ψ( t)⟩ , ( 2. 1 8 )

w h er e H r ef er s t o t h e H a milt o ni a n or e n er g y o p er at or of t h e s y st e m, w hi c h i s a

H er miti a n o p er at or H ∈ C d, d wit h H † = H . T hr o u g h o ut, w e s et t h e Pl a n c k c o n st a nt

ℏ = 1 . T h e u nit ar y ti m e e v ol uti o n i s t h e n gi v e n b y

|Ψ( t)⟩ = e − iH t |Ψ( 0) ⟩ = U (t) |Ψ( 0) ⟩ . ( 2. 1 9 )

F or t hi s r e a s o n w e al s o c all H t h e g e n er at or of U (t). P er m ut ati o n s, a di s cr et e s u b cl a s s

of t h e u nit ar y gr o u p s ar e c all e d cl assi c al g at e s. T hi s i s b e c a u s e t h e y m a p b a si s st at e s
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t o b a si s st at e s. A s a n e x a m pl e, w e h a v e t h e X g at e, w hi c h d e s cri b e s a N O T o p er ati o n

or a bit fli p

X =
0 1

1 0
,  X |1 ⟩ = |0 ⟩ ,  X |0 ⟩ = |1 ⟩ ( 2. 2 0 )

Si mil arl y t w o q u bit s g at e s c a n b e d e fi n e d, f or e x a m pl e t h e c o ntr oll e d N O T o p er ati o n

( C N O T ), w hi c h fli p s t h e s e c o n d bit, b ut o nl y if t h e fir st bit i s i n t h e st at e 1

C N O T =










1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0










, C N O T |i, j ⟩ = |i, j ⊕ i⟩ . ( 2. 2 1 )

H er e ⊕ r ef er s t o a d diti o n m o d ul o 2 . F or a u ni v er s al q u a nt u m g at e s et, w e al s o n e e d

s o m e n o n- cl a s si c al g at e s. F or e x a m pl e, t h e H a d a m ar d g at e ( H ) a n d t h e T g at e ar e

b ot h q u a nt u m g at e s wit h o ut a cl a s si c al c o u nt er p art.

H =
1

√
2

1 1

1 − 1
,  H |0 ⟩ =

|0 ⟩ + |1 ⟩
√

2
= : |+ ⟩ ,  H |1 ⟩ =

|0 ⟩ − | 1 ⟩
√

2
= : | −⟩

T =
1 0

0 e i π
4

,  T |0 ⟩ = |0 ⟩ , T |1 ⟩ = e i π
4 |1 ⟩

If a g at e a ct s o n a s p e ci fi c sit e i n a l ar g er Hil b ert s p a c e w e u s e t h e t e n s or pr o d u ct.

F or e x a m pl e t h e m atri x r e pr e s e nt ati o n of a T g at e at p o siti o n k i n a n - q u bit s y st e m

i s

T k := 1 2 k − 1 ⊗ T ⊗ 1 2 n − k . ( 2. 2 2 )

It c a n b e s h o w n t h at t h e s et of g at e s T , H a n d C N O T a cti n g o n ar bitr ar y q u bit s

ar e u ni v er s al [ 3 3 ]. Si n c e t h e s e g at e s d e s cri b e a c o u nt a bl e s et of o p er ati o n s, b ut

t h e t ot al n u m b er of u nit ari e s i s u n c o u nt a bl e, w e h a v e t o u s e a w e a k er v er si o n of

u ni v er s alit y. U ni v er s al i n t h e c o nt e xt of q u a nt u m c o m p uti n g m e a n s t h at f or a n y

U ∈ U ( 2 n ) a n d a n y pr e ci si o n ϵ > 0 , o n e c a n fi n d a s e q u e n c e of g at e s fr o m t h e

g at e- s et t h at i m pl e m e nt s t h e g at e V , w h er e ∥ U − V ∥ ≤ ϵ , i. e. t h e g at e- err or c a n b e

m a d e ar bitr aril y s m all. H er e ∥ · ∥ r ef er s t o s o m e o p er at or n or m.

Fi n all y, w e al s o d e fi n e t h e m e a s ur e m e nt o p er ati o n M k , w hi c h m e a s ur e s t h e k -

t h q u bit a n d r et ur n s t h e m e a s ur e d v al u e. T h e a b s ol ut e s q u ar e of t h e a m plit u d e

|a i1 ···in |2 = |⟨i1 · · · im |a ⟩| 2 d e s cri b e s t h e pr o b a bilit y of t h e p o st m e a s ur e m e nt st at e
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b ei n g |i1 . . . in ⟩ aft er a f ull Z b a si s m e a s ur e m e nt i s p erf or m e d. A s s u c h t h e li k eli h o o d

of m e a s uri n g 1 o n sit e k i s

P [M k = 1] = ⟨a | M k |a ⟩ =
i∈ { 0 ,1 } n |ik = 1

|a i1 ···in |2 , ( 2. 2 3 )

w h er e M k = |1 ⟩⟨ 1 |k d e s cri b e s t h e m e a s ur e m e nt o p er at or M = |1 ⟩⟨ 1 | a cti n g o n sit e

k .

Wit h t hi s b a c k gr o u n d w e ar e a bl e t o d e fi n e a q u a nt u m T uri n g m a c hi n e. T h e k e y

c o m p o n e nt s ar e

• T h e t a p e i s r e pl a c e d b y a q u a nt u m st at e. A cl a s si c al st at e i s a s s o ci at e d wit h

t h e c orr e s p o n di n g b a si s st at e. T h e i nt er n al st at e of t h e T uri n g m a c hi n e al s o

i n cl u d e s a q u a nt u m r e gi st er.

• L o gi c al o p er ati o n s ar e e xt e n d e d t o i n cl u d e a u ni v er s al q u a nt u m g at e- s et.

• F or t h e fi n al r et ur n, t h e T uri n g m a c hi n e c a n m e a s ur e a q u bit i n it s i nt er n al

st at e a n d r et ur n t h e cl a s si c al r e s ult.

Si mil ar t o cl a s si c al T uri n g m a c hi n e s, t h er e ar e diff er e nt w a y s t o d e fi n e t h e e x a ct

ar c hit e ct ur e. P o p ul ar alt er n ati v e d e fi niti o n s i n cl u d e h a vi n g b ot h a q u a nt u m a n d a

cl a s si c al m e m or y or all o wi n g m ulti pl e m e a s ur e m e nt s d uri n g e x e c uti o n. H o w e v er, it

c a n b e s h o w n t h at t hi s d o e s n ot aff e ct t h e o v er all p erf or m a n c e of s u c h a m a c hi n e

( wit hi n p ol y n o mi al ti m e o v er h e a d ) b e c a u s e t h e q u a nt u m t a p e i s a bl e t o si m ul at e

b ot h cl a s si c al c o m p ut ati o n a n d i nt er m e di at e m e a s ur e m e nt s. Wit h t hi s i n mi n d, w e

c a n d e fi n e t h e q u a nt u m a n al o g of B P P c all e d b o u n d e d q u a nt u m p ol y n o mi al-ti m e or

B Q P .

D e fi niti o n 1 3 ( C o m pl e xit y cl a s s B Q P ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n B Q P , if t h e r e e xists

a q u a nt u m T u ri n g m a c hi n e ( Q T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , Q T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), Q T a c c e pts wit h p r o b a bilit y at l e ast P [ a c c e pt s] ≥ 2
3

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), Q T a c c e pts wit h p r o b a bilit y at m ost P [ a c c e pt s] ≤ 1
3 .

T hi s cl a s s d e s cri b e s t h e l ar g e st cl a s s of pr o bl e m s w hi c h c a n b e s ol v e d i n p ol y n o mi al

ti m e, at l e a st a c c or di n g t o o ur c urr e nt u n d er st a n di n g of p h y si c s. It i s n ot tri vi al t o

s h o w t h at a (li mit e d- m e m or y ) q u a nt u m T uri n g m a c hi n e c a n b e pr a cti c all y i m pl e-

m e nt e d. T h e r e a s o n i s t h at a n y err or s o c c urri n g d uri n g t h e e x e c uti o n of q u a nt u m
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g at e s i n r e al i m pl e m e nt ati o n s c o ul d a c c u m ul at e a n d l e a d t o a wr o n g r e s ult. T h e

t hr e s h ol d t h e or e m [ 5 ] s h o w s t h at err or c orr e cti o n i s i n d e e d p o s si bl e, a n d t h u s al s o

l o n g r u n ni n g q u a nt u m al g orit h m s.

W e c a n al s o d e fi n e q u a nt u m g e n er ali z ati o n s of t h e cl a s s M A . Fir st, t h e cl a s s Q C M A

( q u a nt u m- cl a s si c al M erli n- Art h ur ) d e s cri b e s pr o bl e m s t h at c a n b e v eri fi e d o n a

q u a nt u m c o m p ut er wit h a cl a s si c al pr o of.

D e fi niti o n 1 4 ( C o m pl e xit y cl a s s Q C M A ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n Q C M A , if t h e r e

e xists a q u a nt u m T u ri n g m a c hi n e ( Q T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N ,

Q T M t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), t h e r e e xists a p r o of p ∈ { 0 , 1 } M = O ( p ol y ( N ) ) s u c h t h at

Q M T a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, p ) wit h p r o b a bilit y at l e ast P [ a c c e pt s] ≥ 2
3 .

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), f o r all p ∈ { 0 , 1 } M , Q T M a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, p )

wit h p r o b a bilit y at m ost P [ a c c e pt s] ≤ 1
3 .

T hi s i s t h e c o m pl e xit y cl a s s t h at b e st e n c a p s ul at e s V Q A s, t h e m ai n f o c u s of t hi s

t h e si s. A n ot h er, m or e p o p ul ar g e n er ali z ati o n i s t h e cl a s s Q M A ( Q u a nt u m M erli n-

Art h ur ). T hi s d e s cri b e s a s et u p w h er e t h e pr o of i s gi v e n a s a q u a nt u m st at e |p ⟩.

D e fi niti o n 1 5 ( C o m pl e xit y cl a s s Q M A ) . A d e cisi o n p r o bl e m is i n Q M A , if t h e r e e xists

a q u a nt u m T u ri n g m a c hi n e ( Q T M ), s u c h t h at f o r all i n p uts I ∈ S of si z e N , Q T M

t e r mi n at es i n p ol y n o mi al ti m e (O (p ol y (N )) ) a n d if I d es c ri b es

• a Y E S i nst a n c e ( I ∈ S y ), t h e r e e xists a p r o of st at e |p ⟩ ∈ C 2 M = O ( p ol y ( N ) )
s u c h t h at

Q T a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, |p ⟩) wit h p r o b a bilit y at l e ast P [ a c c e pt s] ≥ 2
3 .

• a N O i nst a n c e ( I ∈ S n ), f o r all st at es |p ⟩ ∈ C 2 M
, Q T a c c e pts o n i n p ut I ′ = ( I, |p ⟩)

wit h p r o b a bilit y at m ost P [ a c c e pt s] ≤ 1
3 .

T h e cl a s s i s p arti c ul arl y r el e v a nt b e c a u s e t h e gr o u n d st at e e n er g y pr o bl e m ( u p t o

p ol y n o mi al pr e ci si o n ) i s Q M A - c o m pl et e [ 3 4 ]. W e k n o w t h at b ot h cl a s s e s c o nt ai n

B Q P a n d M A a n d it h a s al s o b e e n s h o w n t h at t h e y ar e i n cl u d e d i n t h e cl a s s P P [ 3 5 ]

M A , B Q P ⊆ Q C M A ⊂ Q M A ⊆ P P . ( 2. 2 4 )

M u c h i s still u n k n o w n a b o ut t h e r el ati o n s hi p b et w e e n t h e t w o cl a s s e s, Q C M A a n d

Q M A . F or t h e m t o b e m e a ni n gf ull y diff er e nt, t h er e h a s t o b e pr o bl e m i n st a n c e s,
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f or w hi c h a pr o of st at e |p ⟩ c a n n ot b e ef fi ci e ntl y pr e p ar e d o n a q u a nt u m c o m p ut er,

i. e. a s u p er p ol y n o mi al n u m b er of g at e s i s r e q uir e d t o i m pl e m e nt t h e pr o of st at e.

Ot h er wi s e, i n st e a d of |p ⟩ , t h e pr o of c o ul d b e a cl a s si c al d e s cri pti o n of h o w t o pr e p ar e

|p ⟩ i n st e a d. T hi s h a s dir e ct i m pli c ati o n s f or t h e gr o u n d st at e pr o bl e m. Si n c e t h e

gr o u n d st at e c a n a ct a s a pr o of st at e, Q C M A ≠ Q M A i m pli e s t h at t h er e ar e gr o u n d

st at e s t h at c a n n ot b e pr e p ar e d i n p ol y n o mi al ti m e. Si mil ar t o t h e dif fi c ulti e s w h e n

pr o vi n g cir c uit l o w er b o u n d s f or cl a s si c al pr o bl e m s, s o f ar o nl y li n e ar cir c uit l o w er

b o u n d s [ 3 6 ] ar e k n o w n.
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3V ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s

V ari ati o n al Q u a nt u m Al g orit h m s ( V Q A s ) [ 3 7 – 3 9 ], al s o r ef err e d t o a s V ari ati o n al

Q u a nt u m Ei g e n s ol v er ( V Q E ), h a v e g ai n e d pr o mi n e n c e i n r e c e nt y e ar s a s c a n di d at e

al g orit h m s f or a c hi e vi n g u s ef ul q u a nt u m a d v a nt a g e s o n NI S Q d e vi c e s. T h e y ar e

u s e d t o e sti m at e t h e gr o u n d st at e e n er g y of a q u a nt u m m a n y- b o d y H a milt o ni a n vi a

v ari ati o n al o pti mi z ati o n. U nli k e alt er n ati v e s li k e t h e Q u a nt u m P h a s e E sti m ati o n

( Q P E ) al g orit h m [ 4 0 ], w hi c h r e q uir e s v er y a c c ur at e q u a nt u m cir c uit s, V Q A s c a n

b e r u n o n n e ar-t er m h ar d w ar e. V Q A s ar e a h y bri d q u a nt u m- cl a s si c al al g orit h m,

w h er e t h e q u a nt u m h ar d w ar e of V Q A s pr e p ar e s a v ari ati o n al q u a nt u m st at e b y

a p pl yi n g a p ar a m et eri z e d q u a nt u m cir c uit. T o i nt erf a c e wit h a cl a s si c al c o m p ut er,

t h e e x p e ct ati o n v al u e of t h e p ar a m et eri z e d st at e i s e sti m at e d. T h e n a cl a s si c al

c o m p ut er, t y pi c all y r u n ni n g a gr a di e nt d e s c e nt b a s e d al g orit h m [ 4 1, 4 2 ] or N el d er-

M e a d [ 4 3 ], i s u s e d t o mi ni mi z e t h e e n er g y vi a r e p e at e d p ar a m et er u p d at e s a n d n e w

e sti m ati o n of t h e e n er g y f u n cti o n al. D et ail e d r e vi e w s of st at e of t h e art m et h o d s

ar e gi v e n i n [ 4 4, 4 5 ]. V Q A s c a n, i n pri n ci pl e, b e r u n o n a n y cir c uit d e si g n a n d at

a n y d e pt h, all o wi n g f or a h ar d w ar e-t ail or e d a n s at z. It i s h o p e d t h at t h e a d diti o n al

cl a s si c al o pti mi z ati o n c a n b e u s e d t o i m pr o v e t h e p erf or m a n c e of t h e still li mit e d

c a p a biliti e s of e xi sti n g q u a nt u m h ar d w ar e. I n t h e f oll o wi n g s e cti o n w e will d e fi n e

V Q A s m or e ri g or o u sl y a s w ell a s i ntr o d u c e a p o p ul ar v er si o n k n o w n a s t h e Q u a nt u m

Alt er n ati n g O p er at or A n s at z ( Q A O A ) [ 4 6, 4 7 ], w hi c h i s i n s pir e d b y t h e a di a b ati c

t h e or e m.

3. 1 D e fi niti o n of V Q A s

F or e a c h V Q A i n st a n c e w e h a v e t hr e e c o m p o n e nt s w hi c h w e will di s c u s s.

• T h e i niti al st at e |Ψ 0 ⟩ ∈ C 2 n

• T h e p ar a m et eri z e d cir c uit U (θ ), θ ∈ D ⊂ R L

• T h e c o st o b s er v a bl e O ∈ C 2 n ,2 n
, wit h O = O †
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    I niti al st at e                                  G at e s / G e n er at or s                            O b s er v a bl e 

Fi g. 3. 1. – A gr a p hi c al d e pi cti o n of a V Q A i n st a n c e. H er e t h e i niti al st at e i s c h o s e n a s t h e all
z er o st at e. T h e g at e g e n er at or s ar e d e pi ct e d b y i n di vi d u al c ol or s.

A s k et c h of a V Q A i n st a n c e wit h t h e r el e v a nt c o m p o n e nt s i s s h o w n i n fi g. 3. 1.

T h e o v er all o bj e cti v e of t h e al g orit h m i s t o mi ni mi z e t h e e x p e ct ati o n v al u e of t h e

p ar a m et eri z e d st at e |Ψ( θ )⟩ := U (θ ) |Ψ 0 ⟩. T h e c o st f u n cti o n i s t h e n gi v e n b y

⟨O (θ )⟩ := ⟨Ψ 0 |U † (θ )O U (θ )|Ψ 0 ⟩ = ⟨Ψ( θ )|O |Ψ( θ )⟩ ( 3. 1 )

⟨O mi n ⟩ := mi n
θ ∈ D

⟨O (θ )⟩ , ( 3. 2 )

w hi c h i s mi ni mi z e d wit h a cl a s si c al al g orit h m.

3. 1. 1 I ntit al st at e

T h e i niti al st at e |Ψ 0 ⟩ m u st b e si m pl e. F or o ur c o m pl e xit y a n al y si s t hi s m e a n s t h at it

i s e a s y t o i m pl e m e nt i n p ol y n o mi al ti m e o n a q u a nt u m c o m p ut er. W e a s s u m e t h at

t h e st at e i s gi v e n b y a cir c uit d e s cri pti o n of V p r e p = D
i= 1 V i

p r e p w h er e V i
p r e p ar e s o m e

l o c al u nit ari e s. S o w e c a n writ e

|Ψ 0 ⟩ = V p r e p |0 ⟩ . ( 3. 3 )

F or r e al lif e i m pl e m e nt ati o n s, w e c o ul d r e pl a c e |0 ⟩ wit h t h e a ct u al i niti al st at e of t h e

p h y si c all y e xi sti n g h ar d w ar e. I n a d diti o n, it i s n e c e s s ar y t o e n s ur e t h at V p r e p c a n

a ct u all y b e i m pl e m e nt e d a n d t h at t h e o v er all cir c uit c o m pl e xit y i s s m all e n o u g h t o

k e e p n oi s e t o a mi ni m u m. T h er ef or e it m a y b e u s ef ul t o s et t h e i niti al st at e dir e ctl y

a s t h e all z er o st at e ( |Ψ 0 ⟩ = |0 ⟩) or s o m e pr o d u ct st at e ( |Ψ 0 ⟩ = |s ⟩ , s ∈ { 0 , 1 } n ).

3. 1. 2 Cir c uit d e si g n

T h e cir c uit U (θ ) i s t h e k e y c o m p o n e nt i n a n V Q A. I d e all y, t h e cir c uit s h o ul d

• b e e a s y t o i m pl e m e nt wit h a s m all cir c uit d e pt h. O n h ar d w ar e t hi s m e a n s t h at

U (θ ) s h o ul d a d h er e t o t h e h ar d w ar e’ s c o n n e cti vit y c o n str ai nt s a s w ell a s u s e

it s n at ur al g at e- s et.

2 6 C h a pt er 3 V ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s



  

 

L = 5 L = 9

Fi g. 3. 2. – T w o p o s si bl e V Q A s etti n g s i n a v ari a bl e V Q A a n s at z. T h e v al u e s { θ 1 , . . . , θL } d e-
s cri b e t h e r e s p e cti v e g at e ti m e s, w hil e t h e c ol o ur r e pr e s e nt s t h e t y p e of g e n er at or
u s e d, w hi c h ar e o pti mi z e d a s a d diti o n al h y p er p ar a m et er s. I n t hi s s etti n g, t h e
s a m e g e n er at or s c a n b e r e u s e d m ulti pl e ti m e s. T h u s t h e cir c uit d e pt h L al s o
b e c o m e s a n o pti mi z ati o n p ar a m et er.

• b e a bl e t o r e a c h e x p e ct ati o n v al u e s cl o s e t o t h e gr o u n d st at e e n er g y of O f or

a g o o d v ari ati o n al st at e. W h e n w e u s e λ mi n (O ) t o r ef er t o t h e gr o u n d st at e

e n er g y, t hi s m e a n s ⟨O mi n ⟩ ≈ λ mi n (O ).

• n ot b e o v er p ar a m et eri z e d. W hil e w e w a nt t h e cir c uit t o b e a bl e t o r e a c h l o w

e n er g y st at e s of O , w e d o n ot w a nt a n e x c e s si v el y l ar g e p ar a m et er s p a c e (L )

si n c e t hi s m a k e s t h e o pti mi z ati o n pr o c e d ur e s m or e e x p e n si v e a n d h ar d er t o

i m pl e m e nt o n NI S Q h ar d w ar e.

I n g e n er al, t h er e ar e m a n y w a y s t o d e si g n t h e cir c uit. W hi c h t y p e i s pr ef err e d

m a y d e p e n d o n t h e h ar d w ar e u s e d a s w ell a s t h e str u ct ur e of t h e pr o bl e m at h a n d.

T h e p ar a m et er s θ i ∈ R ar e u s e d t o r e pr e s e nt s o m e p ar a m et eri z ati o n of t h e u nit ar y.

C o m m o nl y o n e c a n a s s u m e t h at g at e s ar e g e n er at e d b y s o m e ti m e e v ol uti o n wit h a

t u n a bl e H a milt o ni a n

U (θ ) = e i
L

i = 1
θ i H i + H 0 . ( 3. 4 )

H er e θ i c a n d e s cri b e i nt er a cti o n str e n gt h s or t h e si z e of s o m e e xt er n al fi el d s of a

p h y si c all y e xi sti n g H a milt o ni a n. C o m m o n pr o p o s al s u s e a si n gl e p ar a m et er g at e f or

t h e cir c uit m o d el, m e a ni n g a s e q u e n c e of g at e s w h er e e a c h p ar a m et er θ i d e s cri b e s

s o m e eff e cti v e e v ol uti o n ti m e of o n e g e n er at or H i

U (θ ) = e iH L θ L . . . eiH 2 θ 2 e iH 1 θ 1 =
L

i= 1

e iH i θ i . ( 3. 5 )

T hi s i s a n at ur al str u ct ur e w hi c h i s c o m p ati bl e wit h t h e q u a nt u m cir c uit m o d el, if

e a c h H i d e s cri b e s a l o c al g at e g e n er at or.

T h e or d er of t h e i n di vi d u al H i c a n eit h er b e fi x e d b y t h e a n s at z cl a s s, or b e c h o s e n

a s p art of t h e o pti mi z ati o n pr o c e d ur e si mil ar t o h o w h y p er p ar a m et er s ar e c h o s e n

i n m a c hi n e l e ar ni n g. T hi s m or e v ari a bl e a p pr o a c h i s u s e d f or i n st a n c e i n a d a pt-

V Q A [ 4 8 ]. A n e x a m pl e i n st a n c e of t hi s i s s h o w n i n fi g. 3. 2.
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3. 1. 3 O b s er v a bl e s

Fi n all y, t h e o b s er v a bl e i s u s u all y c o n str ai n e d b y t h e p arti c ul ar pr o bl e m of i nt er e st.

It i s oft e n c o n v e ni e nt t o r e pr e s e nt a n o b s er v a bl e i n t h e P a uli b a si s. H er e, w e h a v e

t h e f o ur P a uli m atri c e s

σ 0 =
1 0

0 1
= 1 , σ 1 =

0 1

1 0
= σ x , ( 3. 6 )

σ 2 =
0 − i

i 0
= σ y , σ 3 =

1 0

0 − 1
= σ z , ( 3. 7 )

w h er e t h e m atri x r e pr e s e nt ati o n i s gi v e n i n t h e Z or c o m p ut ati o n al b a si s. Oft e n t h e

i d e nitit y (σ 0 ) i s n ot c o n si d er e d a P a uli m atri x, b ut f or o ur p ur p o s e s it i s b e n e fi ci al t o

i n cl u d e it. P a uli m atri c e s h a v e t h e i nt er e sti n g pr o p ert y of b ei n g b ot h H er miti a n a n d

u nit ar y. T h e y ar e al s o a b a si s f or 2 × 2 m atri c e s f or a n y o p er at or O

O = a 0 σ 0 + a 1 σ 1 + a 2 σ 2 + a 3 σ 3 , ( 3. 8 )

w h er e t h e c o n str ai nt a i ∈ R i s e q ui v al e nt t o O b ei n g H er miti a n. F or m ulti- q u bit

s y st e m s, w e c a n c o n si d er t e n s or pr o d u ct s of P a uli m atri c e s, s o- c all e d P a uli- stri n g s.

T h e y ar e gi v e n a s

P k = σ k 1 ⊗ σ k 2 ⊗ · · · ⊗ σ k n , ( 3. 9 )

wit h k ∈ { 0 , 1 , 2 , 3 } n . I n t ot al t h er e ar e 4 n diff er e nt P a uli- stri n g s. W e al s o u s e σ i
α t o

r ef er s t o a P a uli m atri x σ α a cti n g at p o siti o n i.

P a uli- stri n g s f or m a b a si s f or t h e o p er at or s i n t h e 2 N di m e n si o n al Hil b ert s p a c e, i. e.

e v er y o b s er v a bl e c a n b e r e pr e s e nt e d a s a li n e ar c o m bi n ati o n of P a uli- stri n g s

O =
k ∈ { 0 ,1 ,2 ,3 } n

a k P k , ( 3. 1 0 )

w h er e a ∈ C 4 n
f or ar bitr ar y o p er at or s, a n d a ∈ R 4 n

f or H er miti a n o p er at or s. T h e

l o c alit y or w ei g ht w( P k ) = l r ef er s t o t h e n u m b er of n o n-i d e ntit y P a uli m atri c e s, i. e.

t h e P a uli- stri n g a ct s n o n-tri vi all y o n l sit e s. I m p ort a ntl y, t h er e ar e o nl y 4 l n
l = O (n l)

diff er e nt l-l o c al P a uli- stri n g s. T h e d e fi niti o n of a n l-l o c al o b s er v a bl e i s t h at it c a n b e

writt e n a s a li n e ar c o m bi n ati o n of l-l o c al P a uli- stri n g s

O =
k ∈ { 0 ,1 ,2 ,3 } n

w ( P k ) ≤ l

a k P k . ( 3. 1 1 )

If t h e o b s er v a bl e a ct s tri vi all y o n at l e a st n − l sit e s w e s a y t h at t h e o b s er v a bl e

i s st ri ctl y l-l o c al. C o n st a nt l-l o c al o b s er v a bl e s ar e oft e n u s e d w h e n c o n si d eri n g
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q u a nt u m c o m p ut ati o n al pr o bl e m s si n c e t h e y c a n b e d e s cri b e s wit h o nl y p ol y n o mi all y

m a n y p ar a m et er s i n t h e n u m b er of q u bit s.

T h er e ar e t w o c at e g ori e s of o b s er v a bl e s t h at ar e pr o p o s e d f or V Q A s.

Cl assi c al o bs e r v a bl es : T h e o b s er v a bl e i s c h o s e n t o r e pr e s e nt a n N P pr o bl e m. T h e

g e n er al a p pr o a c h i s t o u s e a di a g o n al o b s er v a bl e i n t h e Z b a si s, al s o c all e d a n I si n g

m o d el

O =
n

i= 1

a i σ
i
z +

n

i, j = 1

b i j σ
i
z σ j

z , ( 3. 1 2 )

w h er e a ∈ R n , b ∈ R n, n d e fi n e s t h e i n st a n c e. It i s al s o p o s si bl e t o a d d hi g h er l o c alit y

σ z t er m s if d e sir e d. T hi s a p pr o a c h i s f e a si bl e b e c a u s e fi n di n g t h e gr o u n d- st at e of s u c h

a n I si n g m o d el i s N P - h ar d a n d it s c orr e s p o n di n g d e ci si o n pr o bl e m i s N P - c o m pl et e.

T h u s a n N P pr o bl e m c a n b e r e d u c e d t o a n I si n g m o d el, i. e. it c a n e x pr e s s e d b y

a n o b s er v a bl e of t h e f or m i n e q. ( 3. 1 2 ). F or e x a m pl e, t h e M a x C ut pr o bl e m c a n b e

r e pr e s e nt e d wit h t h e c o st o b s er v a bl e

O =
1

2

n

i, j = 1 ,i < j

A i j 1 − σ i
z σ j

z , ( 3. 1 3 )

w h er e A i j i s t h e a dj a c e n c y m atri x of t h e gr a p h.

Q u a nt u m o bs e r v a bl es : T hi s c at e g or y g e n er all y i n v ol v e s p h y si c all y i n s pir e d H a milt o-

ni a n s t h at c o m e fr o m di v er s e fi el d s s u c h a s s oli d- st at e, p arti cl e, at o mi c or n u cl e ar

p h y si c s [ 4 9 ] a s w ell a s m ol e c ul ar c h e mi str y [ 5 0 ] or m at eri al s s ci e n c e [ 5 1 ]. Gr o u n d

st at e e n er gi e s ar e i m p ort a nt f or d et er mi ni n g c h e mi c al r e a cti o n e n er gi e s, t h e st a-

bilit y of m ol e c ul e s or at o m s a n d m u c h m or e. H er e, cl a s si c al t e c h ni q u e s s u c h a s

H artr e e- F o c k a n d D e n sit y F u n cti o n al T h e or y ( D F T ) [ 5 2 ] ar e p o w erf ul t o ol s t h at

h a v e b e e n u s e d f or m a n y n u m eri c al st u di e s. A q u a nt u m a d v a nt a g e i n t hi s c o nt e xt

w o ul d t h er ef or e b e a V Q A i m pl e m e nt ati o n t h at c a n si g ni fi c a ntl y o ut p erf or m t h e b e st

cl a s si c all y d eri v e d e n er g y e sti m at e s f or a gi v e n gr o u n d st at e e n er g y pr o bl e m. A l o c al

o b s er v a bl e c a n b e r e pr e s e nt e d a s a s u m of stri ctl y l o c al o p er at or s

O =
n O

i= 1

O i , ( 3. 1 4 )

w h er e t h e O i a ct n o n-tri vi all y o n at m o st l q u bit s. F or pr a cti c al p ur p o s e s, t h e l o c alit y

c o n str ai nt c a n b e a n o b st a cl e. T hi s i s b e c a u s e m o st p h y si c al H a milt o ni a n s i n v ol v e
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f er mi o n s, n a m el y el e ctr o n s. T h e or bit al b a si s s et di s cr eti z ati o n i s oft e n u s e d t o

o bt ai n a di s cr et e, l o c al f er mi o ni c o b s er v a bl e

O =
i, j, k,l

O i j kl c
†
i c

†
j c k c l , ( 3. 1 5 )

w h er e c †
i , ci ar e t h e f er mi o ni c cr e ati o n a n d a n ni hil ati o n o p er at or s a n d O i j kl ∈ C

s o m e c o ef fi ci e nt s r e s ulti n g fr o m t h e di s cr eti z ati o n of t h e H a milt o ni a n. F er mi o ni c

s y st e m s o b e y t h e c o m m u atit o n r el ati o n s

c i , c†j = δ i j , { c i , cj } = 0 , ( 3. 1 6 )

w h er e { A, B } = A B + B C i s t h e a nti- c o m m ut at or. T hi s m a k e s it dif fi c ult t o fi n d a

g o o d P a uli b a si s r e pr e s e nt ati o n of c i , w hi c h o b s er v e s t h e s e r el ati o n s. T h e m o st c o m-

m o n a p pr o a c h i s t h e J or d a n- Wi g n er tr a n sf or m ati o n [ 5 3 ] w hi c h u s e s t h e d e fi niti o n

c i = ( − σ z ) ⊗ · · · ⊗ (− σ z ) ⊗ σ − ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1 , ( 3. 1 7 )

w h er e σ − a ct s o n t h e i-t h sit e a n d

σ − =
σ x − iσ y

2
=

0 0

1 0
. ( 3. 1 8 )

It c a n b e v eri fi e d t h at t hi s d e fi niti o n r e c o v er s t h e d e sir e d c o m m ut ati o n r el ati o n s. T hi s

m e a n s t h at a l o c al f er mi o ni c o b s er v a bl e O ( e q. ( 3. 1 5 ) ) c a n b e ef fi ci e ntl y r e pr e s e nt e d

i n t h e P a uli b a si s, b ut ar e n ot n e c e s s aril y b e d e s cri b a bl e a s a l o c al o b s er v a bl e. Fi n di n g

a g o o d q u bit r e pr e s e nt ati o n f or f er mi o ni c H a milt o ni a n s i s still a v er y a cti v e r e s e ar c h

ar e a [ 5 4, 5 5 ].

3. 2 M e a s ur e m e nt s a n d m e a s ur e m e nt e ff ort

A q u a nt u m d e vi c e n e e d s t o h a v e a m e a s ur e m e nt pr ot o c ol t o pr o b e t h e pr e p ar e d

q u a nt u m st at e. A g o o d m o d el f or m a n y ar c hit e ct ur e s i s t h at of t h e Z b a si s m e a-

s ur e m e nt. T hi s a s s u m e s t h at t h e d e vi c e c a n p erf or m a c o m pl et e m e a s ur e m e nt i n

t h e c o m p ut ati o n al b a si s t o o bt ai n a cl a s si c al stri n g s ∈ { 0 , 1 } n c orr e s p o n di n g t o

t h e m e a s ur e m e nt o ut c o m e. If t h e ar c hit e ct ur e i s n ot c a p a bl e p erf or mi n g a f ull

b a si s m e a s ur e m e nt, a s m a y b e t h e c a s e f or N V- c e nt er s [ 5 6 ] a n d s o m e q u a nt u m d ot

i m pl e m e nt ati o n s, t h e pr ot o c ol s d e s cri b e d b el o w m u st b e m o di fi e d.

F or cl a s si c al o b s er v a bl e s, c o m p u ati o n al b a si s m e a s ur e m e nt s s uf fi c e t o e sti m at e t h e

o b s er v a bl e. F or q u a nt u m o b s er v a bl e s, w hi c h h a v e a n ei g e n b a si s diff er e nt fr o m t h e

c o m p u ati o n al b a si s, a d diti o n al st e p s m u st t o b e t a k e n. I n t h e f oll o wi n g w e d e s cri b e
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m e a s ur e m e nt str at e gi e s f or e sti m ati n g t h e e x p e ct ati o n v al u e ⟨O ⟩ = ⟨Ψ |O |Ψ ⟩ fr o m

b a si s m e a s ur e m e nt s. Fi n di n g g o o d str at e gi e s i s v er y i m p ort a nt b e c a u s e r e d u ci n g

t h e n u m b er of r e q uir e d m e a s ur e m e nt s etti n g a n d t h e t ot al n u m b er of m e a s ur e m e nt

r o u n d s, c a n gr e atl y b e n e fit t h e o v er all p erf or m a n c e of a V Q A , e s p e ci all y w h e n t h e

st at e pr e p ar ati o n i s r e s o ur c e i nt e n si v e. I n g e n er al, t h e str at e g y i s t o d e c o m p o s e t h e

o b s er v a bl e i nt o t er m s Õ j

O =
n m

j = 1

Õ j ( 3. 1 9 )

t h at c a n b e ef fi ci e ntl y m e a s ur e d. F or t hi s, e a c h Õ j m u st b e di a g o n ali z a bl e

Õ j = U †
j D j U j , ( 3. 2 0 )

w h er e U j d e s cri b e s a u nit ar y o p er at or a n d D j i s a di a g o n al o p er at or. W e r e q uir e

t h at e a c h e ntr y of D j c a n b e ef fi ci e ntl y c o m p ut e d cl a s si c all y a n d t h at t h e u nit ar y U j

i s i m pl e m e nt a bl e o n t h e p h y si c al d e vi c e.

T h e pr o bl e m of fi n di n g t h e b e st d e c o m p o siti o n i s g e n er all y v er y dif fi c ult. H o w e v er,

si m pl y fi n di n g s o m e w or ki n g m e a s ur e m e nt str at e g y i s str ai g htf or w ar d. O n e o pti o n i s

t o c h o o s e Õ j = O i si n c e a l o c al o b s er v a bl e c a n b e ef fi ci e ntl y di a g o n ali z e d. Si mil arl y,

if [O i , Ok ] = 0 h ol d s f or s o m e i, k ∈ [n O ], t h e o b s er v a bl e Õ j = O i + O k c a n al s o b e

u s e d, si n c e t h e o b s er v a bl e s c a n b e m e a s ur e d si m ult a n e o u sl y.

D u e t o h ar d w ar e li mit ati o n s, it mi g ht al s o b e r e q uir e d t o p erf or m m ulti pl e m e a-

s ur e m e nt f or a si n gl e l o c al t er m l e a di n g t o n m > n O . T hi s mi g ht b e t h e c a s e if

t h e d e vi c e i s o nl y a bl e t o p erf or m l o c al P a uli o p er ati o n s. T h er e ar e al s o alt er n ati v e

str at e gi e s s u c h a s cl a s si c al s h a d o w s [ 5 7 ], w hi c h c a n b e u s ef ul w h e n e sti m ati n g

m ulti pl e o b s er v a bl e s at o n c e. T h u s, t h e m e a s ur e m e nt str at e g y b y t h e f oll o wi n g

al g orit h m.

• F or j ∈ [n m ]:

1. Pr e p ar e t h e st at e t o b e m e a s ur e d: |Ψ ⟩

2. A p pl y t h e u nit ar y U j : U j |Ψ ⟩

3. P erf or m a Z b a si s m e a s ur e m e nt. G et t h e m e a s ur e d stri n g s ∈ { 0 , 1 } n .

4. C al c ul at e t h e e ntr y (D j ) s .

5. R e p e at st e p s ( 1- 4 ) m j ti m e s, s etti n g o j a s t h e a v er a g e v al u e of all (D j ) s .

• R et ur n t h e e sti m at e o = n m
j = 1 o j .
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T hi s pr ot o c ol u s e s m = j m j t ot al m e a s ur e m e nt r o u n d s a n d gi v e s t h e c orr e ct

e x p e ct ati o n v al u e o n a v er a g e.

⟨o ⟩ =
n m

j = 1 s ∈ { 0 ,1 } n

(D j ) s p j, s ( 3. 2 1 )

=
n m

j = 1 s ∈ { 0 ,1 } n

(D j ) s ⟨Ψ |U †
j |s ⟩⟨ s | U j |Ψ ⟩ ( 3. 2 2 )

=
n m

j = 1

⟨Ψ |Õ j |Ψ ⟩ ( 3. 2 3 )

= ⟨Ψ |O |Ψ ⟩ , ( 3. 2 4 )

w h er e p j, s d e s cri b e s t h e pr o b a bilit y of m e a s uri n g s w h e n t h e m e a s ur e m e nt s etti n g i s

c h o s e n f or t h e Õ j o b s er v a bl e. T hi s a s s u m e s t h at b ot h t h e g at e o p er ati o n s a n d t h e

b a si s m e a s ur e m e nt s ar e p erf or m e d wit h o ut err or, i. e. t h er e i s n o s y st e m ati c err or. T o

e sti m at e t h e st ati sti c al err or, w e fir st c al c ul at e t h e v ari a n c e of a si n gl e m e a s ur e m e nt

( si n gl e s h ot ) of Õ j .

σ 2
Õ j

= ⟨o 2
j ⟩ − ⟨ o j ⟩

2 ( 3. 2 5 )

=
j, s

D 2
j, s p j, s −





j, s

D j, s p j, s





2

( 3. 2 6 )

= ⟨Ψ |Õ 2
j |Ψ ⟩ − ⟨ Ψ |Õ j |Ψ ⟩

2
( 3. 2 7 )

( 3. 2 8 )

T h e v ari a n c e i s i n g e n er al st at e d e p e n d e nt. A u s ef ul fir st e sti m at e i s t o u s e t h e

m a xi m all y mi x e d st at e

|Ψ ⟩⟨ Ψ | →
1

2 n
, ( 3. 2 9 )

f or w hi c h t h e e sti m at e i s

σ 2
Õ j

= Tr[ Õ 2
j ]/ 2 n − Tr[ Õ j ]

2 / 2 2 n ( 3. 3 0 )

T hi s i s al s o t h e r e s ult w h e n |Ψ ⟩ i s a r a n d o m st at e. a c c or di n g t o t h e H a ar m e a s ur e. T h e

H a ar m e a s ur e d e s cri b e s a di stri b uti o n t h at i s i n v ari a nt u n d er a n y u nit ar y a p pli c ati o n.

It i s a c o n v e ni e nt fir st e sti m at e w h e n |Ψ ⟩ d o e s n ot h a v e a s p ar s e r e pr e s e nt ati o n i n

t h e ei g e n b a si s of Õ j . I n c o ntr a st, if t h e st at e i s i n a n ei g e n st at e of Õ j , t h e v ari a n c e

v a ni s h e s f or t hi s m e a s ur e m e nt s etti n g. It i s i m p ort a nt t o n ot e t h at e v e n if t h e st at e i s

t h e gr o u n d st at e of O , t h e i n di vi d u al m e a s ur e m e nt s of e a c h Õ j c a n still h a v e l ar g e

v ari a n c e s, m e a ni n g t h at t h e fi n al e sti m at e will a s w ell.

If w e c h o o s e Õ j s u c h t h at Tr[ Õ j ] = 0, t h e e sti m at e f or t h e v ari a n c e w.r.t. t h e
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m a xi m all y mi x e d st at e i s σ 2
o j

= Tr[ Õ 2
j ]/ 2 n or t h e m e a n s q u ar e d e ntr y of D j . F or a

P a uli o p er at or, t hi s gi v e s σ 2
P = 1 or f or a s u m of P a uli o p er at or s

Õ j =
n P

i

α i P i ( 3. 3 1 )

t h e v ari a n c e i s

σ 2
Õ j

=
i

|α i |
2 . ( 3. 3 2 )

H o w e v er a n y p arti c ul ar st at e |Ψ ⟩ will h a v e d e vi ati o n s fr o m t hi s e sti m at e. T o o bt ai n

e sti m ati o n g u ar a nt e e s, H o eff di n g’ s i n e q u aliti e s c a n b e u s e d [ 5 8 ]

R e p e at e d m e a s ur e m e nt s c a n b e d e s cri b e d b y a m ulti n o mi al di stri b uti o n, m e a ni n g

t h at t h e v ari a n c e of t h e e sti m ati o n aft er m j r o u n d s of m e a s ur e m e nt i s gi v e n b y

σ 2
Õ j , mj

=
σ 2

Õ j

m j
. ( 3. 3 3 )

F or t h e t ot al v ari a n c e f or t h e e sti m ati o n r o uti n e t hi s gi v e s

σ 2
m =

j

σ 2
Õ j

m j
. ( 3. 3 4 )

If t h e t ot al n u m b er of m e a s ur e m e nt r o u n d s i s fi x e d (m = j m j ), w e c a n fi n d t h e

o pti m al m e a s ur e m e nt b u d g et all o c ati o n u si n g L a gr a n g e m ulti pli er s. T h e L a gr a n g e

f u n cti o n i s gi v e n b y

σ 2
m =

j

σ 2
Õ j

m j
+ λ




n m

j = 1

m j − m



 . ( 3. 3 5 )

T a ki n g t h e d eri v ati v e w. r.t. m j yi el d s t h e c o n diti o n

0 = −
σ 2

Õ j

m 2
j

+ λ , ( 3. 3 6 )

w hi c h t o g et h er wit h t h e m e a s ur e m e nt b u d g et c o n str ai nt gi v e s t h e o pti m al m e a s ur e-

m e nt b u d g et all o c ati o n

m j = m
σ Õ j

j σ Õ j

. ( 3. 3 7 )

T h e fi n al m e a s ur e m e nt v ari a n c e i s t h er ef or e gi v e n b y

σ 2
m =

( j σ Õ j
) 2

m
. ( 3. 3 8 )
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W hil e t h e v al u e s of σ Õ j
ar e a pri ori u n k n o w n, o n e c a n u s e t h e c oll e ct e d e m piri c al

e sti m at e s of t h e v ari a n c e s t o i m pl e m e nt a n e ar- o pti m al m e a s ur e m e nt str at e g y, at

l e a st f or a l ar g e m e a s ur e m e nt b u d g et m ≫ n m . T h e t ot al st a n d ar d d e vi ati o n s c al e s

pr o p orti o n all y t o t h e s u m of t h e i n di vi d u al si n gl e s h ot st a n d ar d d e vi ati o n s a n d n ot t o

t h e v ari a n c e s. T h er ef or e it i s g e n er all y h el pf ul t o r e d u c e t h e n u m b er of m e a s ur e m e nt

s etti n g s n m .

E x a m pl e: W e c a n c o n si d er a n o b s er v a bl e gi v e n b y a s p ar s e, r e pr e s e nt ati o n i n t h e

P a uli b a si s O = n O
i= 1 P i, wit h P a uli o p er at or s P i. If o n e c a n m e a s ur e e a c h P a uli

o p er at or si m ult a n e o u sl y ( a s i s t h e c a s e f or cl a s si c al o b s er v a bl e s ), t h e n f or a r a n d o m

st at e o n e c a n e x p e ct a v ari a n c e of

σ 2
m =

n O

m
, ( 3. 3 9 )

m e a ni n g t h e n u m b er of m e a s ur e m e nt r o u n d s r e q uir e d s c al e s pr o p orti o n al t o t h e

n u m b er of P a uli t er m s i n t h e o b s er v a bl e. If e a c h c o m p o n e nt i s m e a s ur e d i n a n

i n di vi d u al m e a s ur e m e nt s etti n g, a s m a y b e r e q uir e d if t h e P a uli o p er at or s d o n ot

c o m m ut e, w e e x p e ct i n st e a d

σ 2
m =

n 2
O

m
, ( 3. 4 0 )

i. e. t h e r e q uir e d m e a s ur e m e nt r o u n d s s c al e q u a dr ati c all y wit h n O . T hi s s h o w s t h at,

e s p e ci all y f or l ar g e n O , ef fi ci e nt gr o u pi n g c a n si g ni fi c a ntl y r e d u c e t h e m e a s ur e m e nt

eff ort. If t h e o b s er v a bl e h a s n O = 1 0 0 l o c al t er m s, a n d w e w a nt t h e e sti m at e t o b e

wit hi n c h e mi c al a c c ur a c y, w hi c h c a n b e ar o u n d σ m = 0 .0 1 , t hi s r e q uir e s b et w e e n

m = 1 , 0 0 0 , 0 0 0 a n d m = 1 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0 m e a s ur e m e nt s d e p e n di n g o n t h e m et h o d. Of

c a u s e f or a p arti c ul ar st at e |ψ ⟩, t h e r e q uir e d r o u n d s m a y b e si g ni fi c a ntl y r e d u c e d.

3. 3 Q u a nt u m Alt er n ati n g O p er at or A n s at z

( Q A O A)

O n e p arti c ul ar V Q A c o n str u cti o n t h at h a s attr a ct e d a gr e at d e al of i nt er e st i s k n o w n

a s Q u a nt u m Alt er n ati n g O p er at or A n s at z ( Q A O A ). Fir st pr o p o s e d u n d er t h e n a m e

Q u a nt u m A p pr o xi m at e O pti mi z ati o n Al g orit h m a s a s p e ci fi c q u a nt u m al g orit h m

t o s ol v e t h e M a x C ut pr o bl e m [ 4 6 ], it h a s b e e n g e n er ali z e d t o a br o a d er cl a s s of

al g orit h m s [ 4 7 ] w hi c h ar e i n s pir e d b y t h e a di a b ati c t h e or e m. W e will m oti v at e t h e

pr ot o c ol b y d eri vi n g t h e a di a b ati c t h e or e m, w hi c h w a s fir st s h o w n b y M a x B or n i n

1 9 2 8 [ 5 9 ].
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=

Fi g. 3. 3. – A gr a p hi c al r e pr e s e nt ati o n of t h e Q A O A a n s at z. T h e i niti al st at e i s t h e gr o u n d
st at e of H b a n d t h e c o st o b s er v a bl e i s H c . T h e g at e g e n er at or s ar e H b a n d H c .

T h e o r e m 1 ( A di a b ati c t h e or e m ) . F o r t w o H a milt o ni a ns H b a n d H c , w h e n o n e st a rts

i n t h e g r o u n d st at e of H b , |Ψ 0 ⟩ = |g s b ⟩ a n d ti m e e v ol v es u n d e r a H a milt o ni a n d e fi n e d

b y

H τ = ( 1 − τ )H b + τ H c , ( 3. 4 1 )

wit h a s m o ot h t r a nsiti o n f r o m τ (t = 0) = 0 t o τ (t = T ) = 1 . If t h e r e a r e n o l e v el

c r ossi n gs of t h e g r o u n d-st at e e n e r g y of H τ , t h e n t h e fi n al st at e c o n v e r g es t o t h e g r o u n d

st at e of H c , |Ψ f ⟩ = |g s c ⟩ f o r v e r y l o n g t r a nsiti o n ti m es T → ∞ a n d a n e a rl y v a nis hi n g

c h a n g e τ̇ → 0 .

T h e i nt uiti v e r e a s o n h er e i s t h at t h e l ar g e tr a n siti o n ti m e e n s ur e s t h at a n y l e a k a g e

i nt o hi g h er e n er g y st at e s a s H τ c h a n g e s ar e a v er a gi n g o ut.

P r o of s k et c h: W e c a n d eri v e t h e t h e or e m b y u si n g t h e S c hr ö di n g er e q u ati o n f or ti m e

d e p e n d e nt H a milt o ni a n s

i ˙|Ψ( t)⟩ = H (t) |Ψ( t)⟩ ( 3. 4 2 )

E i (t) |i(t)⟩ = H (t) |i(t)⟩ , ( 3. 4 3 )

w h er e t h e fir st e x pr e s si o n d e s cri b e s t h e ti m e e v ol uti o n of t h e s y st e m, w hil e t h e

s e c o n d e x pr e s si o n d e fi n e s t h e ti m e d e p e n d e nt e n er g y ei g e n b a si s of H (t). W e c a n

d eri v e a diff er e nti al e q u ati o n f or t h e c h a n g e of t h e ei g e n st at e b y t a ki n g t h e ti m e

d eri v ati v e of e q. ( 3. 4 3 )

0 = ( ˙E i (t) − ˙H (t)) |i(t)⟩ + ( E i (t) − H (t)) ˙|i(t)⟩ ( 3. 4 4 )

= ( ˙E i (t) − ˙H (t)) |i(t)⟩ +
d

j = 0

|j (t)⟩⟨ j (t)| (E i (t) − E j (t)) ˙|i(t)⟩ ( 3. 4 5 )
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W e c a n u s e ⟨i(t)| ˙i(t)⟩ = 0 , w hi c h c a n b e d eri v e d b y t a ki n g t h e d eri v ati v e of t h e n or-

m ali z ati o n c o n str ai nt ⟨i(t)|i(t)⟩ = 1 a n d fi xi n g t h e r el ati v e p h a s e of t h e ei g e n v e ct or s

at diff er e nt ti m e s. Wit h t h e p s e u d o i n v er s e, t hi s gi v e s t h e s ol uti o n

˙|i(t)⟩ =
d

j = 0 |j ≠ i

|j (t)⟩
⟨j (t)| ˙H (t)|i(t)⟩

E i (t) − E j (t)
. ( 3. 4 6 )

T h e a m plit u d e of a s y st e m b ei n g i n a p arti c ul ar ei g e n st at e at ti m e t i s gi v e n a s

c i (t) := ⟨i(t)|Ψ( t)⟩ . ( 3. 4 7 )

U si n g e q. ( 3. 4 2 ) a n d e q. ( 3. 4 6 ), w e c a n d eri v e t h e diff er e nti al e q u ati o n

˙c i (t) = ⟨ ˙i(t)|Ψ( t)⟩ + ⟨i(t)| ˙Ψ( t)⟩ ( 3. 4 8 )

=
j ≠ i

⟨i(t)| ˙H (t)|j (t)⟩

E i (t) − E j (t)
⟨j (t)|Ψ ⟩ − i ⟨i(t)| H (t) |Ψ ⟩ ( 3. 4 9 )

i ˙c i (t) = ˙τ (t)
j ≠ i

i
⟨i(t)|∆ H |j (t)⟩

E i (t) − E j (t)
c j (t) + E i (t)c i (t) . ( 3. 5 0 )

T h u s, t h e e v ol uti o n i n t h e ei g e n b a si s of H (t) i s g o v er n e d b y a S c hr ö di n g er e q u ati o n

wit h a H a milt o ni a n

H c (t) = H 0 (t) + ˙τ (t)V (t) ( 3. 5 1 )

=
2 n − 1

i= 0

E i (t) |i(t)⟩⟨ i(t)| + i ˙τ (t)
j ≠ i

⟨i(t)|∆ H |j (t)⟩

E i (t) − E j (t)
|i(t)⟩⟨ j (t)| , ( 3. 5 2 )

w h er e t h e r at e of c h a n g e τ̇ i s a s s u m e d t o b e v er y s m all. H er e, H c i s eff e cti v el y a

di a g o n al H a milt o ni a n wit h s m all off- di a g o n al t er m s. A s s u c h a l ar g e e n er g y b arri er

∆ t = E 1 (t) − E 0 (t) pr e v e nt s a n y tr a n siti o n a w a y fr o m t h e gr o u n d st at e. T hi s c a n b e

s h o w n m or e ri g or o u sl y u si n g t h e Ri e m a n n- L e b e s g u e l e m m a. Wit h t h e u p p er b o u n d

|⟨i(t)|∆ H |j (t)⟩| ≤ ∥ H b − H c ∥ ∞ , w e g et t h e c o n diti o n

τ̇ ( t) ≪
∆ 2

t

∥ H b − H c ∥ ∞
( 3. 5 3 )

or w h e n t h e tr a n siti o n r at e i s c o n st a nt,

T ≫
∥ H b − H c ∥ ∞

∆ 2
. ( 3. 5 4 )

If t h e s p e ctr al g a p i s k n o w n, it i s a d vi s a bl e t o u s e a v ar yi n g tr a n siti o n s p e e d τ̇ ( t) ∝ ∆ 2
t .

H o w e v er, e v e n if t h e f ull s p e ctr a ar e k n o w n, fi n di n g a n o pti m al tr a n siti o n s p e e d

τ (t) i s n ot a tri vi al m att er, si n c e t h e a n al y si s r e q uir e s m et h o d s b e y o n d t h e Ri e m a n n-

L e b e s g u e l e m m a. I n t h e lit er at ur e m a n y diff er e nt err or a p pr o xi m ati o n str at e gi e s

ar e u s e d [ 6 0 – 6 2 ]. I n pr a cti c al i m pl e m e nt ati o n s, t h e s p e ctr al g a p ∆ t will b e m o stl y
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Fi g. 3. 4. – S k et c h of a p o s si bl e e n er g y s p e ctr u m d uri n g a n a di a b ati c tr a n siti o n. A l ar g e
s p e ctr al g a p ∆ t = E 1 (t) − E 0 (t) all o w s t h e u s e of a q ui c k er tr a n siti o n s p e e d. A
l e v el cr o s si n g ( p ur pl e / gr e e n li n e s ) m e a n s t h at t h e a di a b ati c tr a n siti o n c o n v er g e s
t o a diff er e nt ei g e n st at e.

u n k n o w n. T h u s, h e uri sti c s c h e m e s ar e n e e d e d t o fi n d a g o o d tr a n siti o n f u n cti o n s

τ (t).

If t h e tr a n siti o n ti m e T i s s h ort e n e d, t hi s l e a d s t o st at e mi gr ati o n t o hi g h er e n er g y

st at e s. T h e err or pr o p a g at e s fir st i nt o t h e l o w e n er g y e x cit e d st at e s si n c e ∆ E i =

E i − E 0 will still b e l ar g e e n o u g h t o s u p pr e s s tr a n siti o n t o hi g h e n er g y st at e s. A s

s u c h, r e d u ci n g T wit hi n r e a s o n will r e d u c e t h e fi d elit y t o t h e gr o u n d st at e, b ut m a y

still gi v e a s uf fi ci e ntl y s m all e x p e ct ati o n v al u e.

F or t h e p ur p o s e s of q u a nt u m c o m p ut ati o n, o n e c a n di s cr eti z e t h e e v ol uti o n

|g s c ⟩ = li m
T → ∞

T
1

0
e − iT ( ( 1 − τ ) H b + τ H c ) d τ |g s b ⟩ ( 3. 5 5 )

= li m
m → ∞

li m
T → ∞

m

j = 1

e − iT ( ( 1 − j
m

) H b + j
m

H c ) |g s b ⟩ ( 3. 5 6 )

= li m
k → ∞

li m
m → ∞

li m
T → ∞

m

j = 1

e − i T
k

( 1 − j
m

) H b e − i T
k

j
m

H c
k

|g s b ⟩ ( 3. 5 7 )

≈ e − iθ 2 L H b e − iθ 2 L − 1 H c · · · e − iθ 2 H b e − iθ 1 H c |g s b ⟩ . ( 3. 5 8 )

H er e t h e fir st li n e i s si m pl y t h e a di a b ati c t h e or e m r e st at e d, u si n g t h e ti m e or d er

o p er at or T , w hi c h i s a n o p er at or u s e d t o s ol v e t h e ti m e d e p e n d e nt S c hr ö di n g er

e v ol uti o n.

T h e s e c o n d li n e i s a di s cr eti z ati o n of t h e ti m e or d er e d e v ol uti o n, w hi c h a m o u nt s t o

s ol vi n g t h e c o n st a nt H a milt o ni a n S c hr ö di n g er e q u ati o n f or v er y s m all ti m e st e p s
T
m ∥ H τ ∥ ≪ 1 .
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T h e n e xt li n e i s a fir st or d er tr ott eri z ati o n. T hi s all o w s u s t o d e s cri b e t h e ti m e

e v ol uti o n of H τ u si n g o nl y t h e e v ol uti o n fr o m H b a n d H c . F or t hi s w e al s o r e q uir e

t h at T
k ∥ H i ∥ ≪ 1 wit h H i ∈ { H b , Hc } .

If m a n d k ar e c h o s e n s uf fi ci e ntl y l ar g e, t hi s gi v e s u s a str at e g y t o pr e p ar e t h e gr o u n d

st at e |g s c ⟩ b y o nl y a p pl yi n g t h e ti m e e v ol uti o n of H b a n d H c wit h c o m p ut a bl e p h a s e s

{ θ 1 , θ2 , . . . , θ2 L } .

T h e o utli n e d str at e g y i s f ar fr o m o pti m al. T hi s i s b e c a u s e t h er e ar e m a n y m o di fi-

c ati o n s t h at c a n r e d u c e t h e n u m b er of r e q uir e d g at e s. W e h a v e alr e a d y s e e n t h at

a v ar yi n g tr a n siti o n s p e e d τ (t) c a n r e d u c e t h e si z e of T . It i s al s o a d vi s a bl e t o u s e

hi g h er or d er a n d ti m e d e p e n d e nt tr ott eri z ati o n pr o c e d ur e s [ 6 3 ] w hi c h all o w f or

si g ni fi c a ntl y l ar g er st e p si z e s a n d t h er ef or e s m all er k a n d m w hil e m ai nt ai ni n g t h e

s a m e err or g u ar a nt e e s. It s h o ul d al s o b e n ot e d t h at u nli k e i n ori gi n al a di a b ati c

t h e or e m, a n y l e a k a g e s will al s o g o i nt o hi g h e n er g y st at e s a s t h e ei g e n st at e s of H τ

ar e diff er e nt t o t h o s e of H b a n d H c . T hi s m e a n s t h at gr e at c ar e n e e d s t o b e t a k e n t o

e n s ur e t h at t h e c orr e ct θ ar e a p pli e d.

F oll o wi n g t h e di s cr eti z ati o n str at e g y o utli n e d a b o v e, e v e n wit h hi g h er or d er tr ot-

t eri z ati o n str at e gi e s, t h e e v ol uti o n ti m e s θ i ar e g e n er all y v er y s m all. T hi s m e a n s

t h e cir c uit c o n si st s of m a n y g at e s, e a c h v er y cl o s e t o t h e i d e ntit y g at e a n d a n y

i m pl e m e nt ati o n err or will l e a d t o l e a k a g e s i nt o hi g h e n er g y r e gi m e s. O n n e ar t er m

d e vi c e s, w h er e g at e s ar e e x p e n si v e t o a p pl y a n d i n di vi d u al g at e err or s ar e si g ni fi c a nt,

s u c h al g orit h m s b e c o m e q ui c kl y i nf e a si bl e.

T h e a p pr o a c h of Q A O A i s t o i n st e a d l et t h e e v ol uti o n ti m e s θ ∈ R 2 L b e cl a s si c all y

t u n a bl e p ar a m et er s

|θ ⟩ := e − iθ 2 L H b e − iθ 2 L − 1 H c · · · e − iθ 2 H b e − iθ 1 H c |g s b ⟩ , ( 3. 5 9 )

wit h t h e o bj e cti v e f u n cti o n

⟨O (θ )⟩ = ⟨θ |H c |θ ⟩ . ( 3. 6 0 )

F or t h e i niti al v e ct or θ 0 ∈ R L o n e c a n c h o o s e a n e sti m at e o bt ai n e d fr o m t h e

di s cr eti z e d a di a b ati c t h e or e m [ 6 4, 6 5 ], b ut t h e n u s e V Q A str at e gi e s t o f urt h er

a m plif y t h e o v erl a p wit h l o w e n er g y st at e s of H c . T hi s all o w s t o utili z e t h e e ntir e

a v ail a bl e g at e s et, a s t hi s h e uri sti c a p pr o a c h i s a bl e t o o p er at e wit h o ut r e q uiri n g

stri n g e nt err or g u ar a nt e e s.

O v er all Q A O A s h a v e t h e p ot e nti al of gr e atl y r e d u ci n g t h e t ot al g at e c o u nt c o m p ar e d

ot h er a di a b ati c a p pr o a c h e s, m a ki n g t h e m m or e f e a si bl e t o r u n o n n e ar t er m d e vi c e s.
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H o w e v er, t h e y d o e x p eri e n c e t h e s a m e dif fi c ulti e s t h at ar e al s o pr e s e nt i n g e n er al

V Q A s et u p s.

3. 3 Q u a nt u m Alt er n ati n g O p er at or A n s at z ( Q A O A) 3 9





4
R e s ult s

D uri n g t h e o pti mi z ati o n of V Q A a n d Q A O A i n st a n c e s, m aj or c h all e n g e s c a n ari s e.

T h e s e i n cl u d e (i ) t h e c o n v er g e n c e i nt o p er si st e nt l o c al mi ni m a w hi c h m a y n ot b e

a v oi d a bl e, (ii ) a v a ni s hi n g gr a di e nt wit h s y st e m si z e, w hi c h l e a d s t o si g ni fi c a nt

m e a s ur e m e nt o v er h e a d s, (iii ) f or p h y si c al gr o u n d st at e s, t h e a n s at z cl a s s m a y n e e d

a v er y l ar g e cir c uit c o m pl e xit y, m a ki n g i m pl e nt ati o n dif fi c ult a n d i nf e a si bl e o n NI S Q

d e vi c e s. I n t h e f oll o wi n g, w e will i ntr o d u c e t h e s e c h all e n g e s i n m or e d et ail a s w ell

a s s u m m ari z e o ur c o ntri b uti o n s t o w ar d a n al y zi n g, u n d er st a n di n g a n d p ot e nti all y

miti g ati n g t h e m. Fi n all y w e al s o m e nti o n n ot dir e ctl y r el at e d w or k a b o ut a m a c hi n e

l e ar ni n g a p pr o a c h t o cl a s sif y q u a nt u m p h a s e tr a n siti o n s. Si mil arl y t o V Q A s, t hi s

pr o p o s al c a n b e al s o s e e n a s u si n g cl a s si c al c o m p ut ati o n t o b o o st t h e pr e di cti v e

p o w er of q u a nt u m m e a s ur e m e nt d at a. T h e f ull d et ail f or e a c h pr oj e ct i s gi v e n i n t h e

att a c h e d p a p er s i n t h e a p p e n di c e s.

4. 1 O pti mi z ati o n a n d l o c al mi ni m a

A p pr o a c h e s t o s ol v e V Q A s ar e m o stl y b a s e d o n l o c al o pti mi z ati o n str at e gi e s. T hi s

m e a n s t h at o n e mi ni mi z e s t h e c o st f u n cti o n ⟨O (θ )⟩ = ⟨θ |O |θ ⟩ b a s e d o n t h eir l o c al

b e h a vi or. A v er y b a si c a n d p o p ul ar a p pr o a c h i s gr a di e nt d e s c e nt, w h er e o n e c h o o s e s

t o c h a n g e t h e c urr e nt p ar a m et er s θ ( i) al o n g t h e dir e cti o n of t h e st e e p e st d e s c e nt

θ ( i+ 1 ) = θ ( i) − η i
∂

∂ θ
⟨O (θ )⟩

θ = θ ( i )
, ( 4. 1 )

w h er e η i d e s cri b e s a st e p si z e w hi c h c a n b e c h o s e n b y s o m e pr e d et er mi n e d str at e g y,

or i s it s elf o pti mi z e d wit h a li n e s e ar c h o pti mi z ati o n. W e di s c u s s h o w t o b e st e sti m at e

t h e gr a di e nt i n s e cti o n 4. 2. T h er e ar e m a n y v er si o n s a n d g e n er ali z ati o n s of t hi s

a p pr o a c h. S o m e, li k e N e wt o n’ s m et h o d, al s o u s e s e c o n d or d er i nf or m ati o n a b o ut t h e

H e s si a n of t h e c o st f u n cti o n, w hil e a p o p ul ar i nt er m e di at e m et h o d, B F G S, u s e s o nl y

s o m e s e c o n d or d er i nf or m ati o n t o i m pr o v e u p o n gr a di e nt d e s c e nt. T h er e h a s al s o

b e e n s o m e r e s e ar c h [ 6 6 ] s h o wi n g t h at n at ur al gr a di e nt d e c e nt [ 6 7 ] c a n w or k w ell

f or V Q A s. T h e i s s u e wit h all l o c al m et h o d s i s t h at w hil e t h e y g e n er all y c o n v er g e t o

a l o c al mi ni m u m, t h er e i s n o g u ar a nt e e t h at t hi s mi ni m u m i s cl o s e t o t h e o pti m al
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Fi g. 4. 1. – A s k et c h of t h e pr o bl e m of l o c al mi ni m a i n t w o di m e n si o n s. T h e c urr e nt p o siti o n
(r e d d ot ) h a s c o n v er g e d t o a l o c al mi ni m u m. H o w e v er, t h er e e xi st s a si g ni fi c a ntl y
s m all er mi ni m u m ( gr e e n d ot ), w hi c h t h e l o c al o pti mi z ati o n pr o c e d ur e i s u n a bl e
t o r e a c h. T hi s o pti mi z ati o n err or ϵ o p t i s t hr er ef or e t h e diff er e n c e b et w e e n t h e
t w o mi ni m a.
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s ol uti o n. Fi g ur e 4. 1 s h o w s a n e x a m pl e of a s u b- o pti m al c o n v er g e n c e. F or a si n gl e

l a y er, w e o bt ai n t h e c o st f u n cti o n

⟨O (θ )⟩ = ⟨Ψ 0 |e iθ H O e − iθ H |Ψ 0 ⟩ ( 4. 2 )

=
n λ

i, j = 1

e − i (λ i − λ j ) θ ⟨Ψ 0 |P j O P i |Ψ 0 ⟩ ( 4. 3 )

=

n µ

k = 1

e − iµ k θ c k , ( 4. 4 )

w h er e P i i s t h e pr oj e ct or t o t h e ei g e n s p a c e of t h e ei g e n v al u e λ i of t h e g e n er at or

H = i λ i P i . T h e fr e q u e n ci e s µ k d e s cri b e all ei g e n v al u e diff er e n c e s of t h e g e n er at or.

A s s u c h, t h e V Q A c o st f u n cti o n i s gi v e n b y a F o uri er s eri e s. I n g e n er al, e s p e ci all y if

t h e e v ol uti o n i s n ot p eri o di c a n d m a n y diff er e nt fr e q u e n ci e s (µ k ) c o ntri b ut e, e v e n

a si n gl e l a y er c a n h a v e m a n y l o c al mi ni m a. I n t h e si m pl e st c a s e n λ = 2 , ( wl o g.

λ = ( 0 , 1) ), it f oll o w s t h at t h e ti m e e v ol uti o n i s gi v e n b y

⟨O (θ )⟩ = a 1 c o s( θ + ϕ 0 ) + a 0 , ( 4. 5 )

wit h s o m e r e al v al u e s (a 0 , a1 , ϕ0 ). T hi s tri g o n o m etri c f u n cti o n h a s t w o l o c al e xtr e m a

at θ = − ϕ 0 a n d θ = π − ϕ 0 , w h er e o n e d e s cri b e s a mi ni m u m a n d t h e ot h er a

m a xi m u m. I n t h e m ulti di m e n si o n al c a s e, w h er e e a c h g e n er at or h a s t w o e n er g y

l e v el s e a c h, w e o bt ai n

⟨O (θ )⟩ = ⟨θ |O |θ ⟩ ( 4. 6 )

=
s ,s ′ ∈ { 0 ,1 } L

e − i
L

i = 1
( s i − s ′

i ) θ i ⟨Ψ 0 |P †
s ′ O P s |Ψ 0 ⟩ ( 4. 7 )

=
s ∈ { − 1 ,0 ,1 } L

a s c o s
L

i= 1

s i θ i + ϕ s , ( 4. 8 )

w h er e P s = P
( L )
s L . . . P

( 1 )
s 1 i s a pr o d u ct of pr oj e ct or s a n d a ∈ R 3 L

, ϕ ∈ [ 0, 2 π ) 3 L
ar e

r e al v al u e d v e ct or s. I n g e n er al, f or L l a y er s, t h e c o st f u n cti o n h a s at l e a st 2 L l o c al

e xtr e m a, or p oi nt s of v a ni s hi n g gr a di e nt

∀ j ∈ [L ] : 0 =
∂ ⟨O (θ )⟩

∂ θ j
= −

s ∈ { − 1 ,0 ,1 } L

a s s j si n
L

i= 1

s i θ i + ϕ s . ( 4. 9 )

T h e s e c o n d d eri v ati v e or H e s si a n i s gi v e n b y

H j, k =
∂ 2 ⟨O (θ )⟩

∂ θ j ∂ θ k
= −

s ∈ { − 1 ,0 ,1 } L

a s s j s k c o s
L

i= 1

s i θ i + ϕ s . ( 4. 1 0 )

A l o c al mi ni m u m i s gi v e n w h e n t h e H e s si a n H i s p o siti v e d e fi nit e (H > 0 ). G e n er all y,

t h e v a st a m o u nt of t h e 2 L l o c al e xtr e m a will d e s cri b e s a d dl e p oi nt s, wit h o nl y a
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v a ni s hi n g fr a cti o n b ei n g tr u e l o c al mi ni m u m. W hil e it i s dif fi c ult t o e sti m at e t h e

n u m b er of l o c al mi ni m a pr e ci s el y, o n e c a n e x p e ct t h eir n u m b er t o gr o w q ui c kl y,

p ot e nti all y e v e n e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er of l a y er s [ 6 8 ]. T h e o pti mi z ati o n

c a n t h er ef or e b e st u c k i n a f ar fr o m o pti m al l o c al mi ni m u m. W e c all t h e diff er e n c e

b et w e e n t h e gl o b al mi ni m u m a n d t h e v al u e r et ur n e d b y s o m e o pti mi z ati o n al g orit h m

t h e o pti mi z ati o n e r r o r . A c o m m o n str at e g y t o r e d u c e t hi s err or i s t o r ei niti ali z e t h e

o pti mi z ati o n wit h diff er e nt p ar a m et er s, wit h t h e g o al of t er mi n ati n g i n a diff er e nt

l o c al mi ni m a cl o s er t o t h e o pti m al v al u e. T hi s a p pr o a c h i n cr e a s e s t h e o v er all r u n-

ti m e si g ni fi c a ntl y si n c e t h e e ntir e pr ot o c ol i s n o w r u n m ulti pl e ti m e s, b ut t h e str at e g y

w or k s r eli a bl y if t h er e i s a si g ni fi c a nt li k el y h o o d of a n e w i niti ali z ati o n yi el di n g

a l o w e n er g y st at e. I n c o ntr a st, if t h er e ar e m a n y f ar fr o m o pti m al l o c al mi ni m a,

r ei niti ali z ati o n m a y n ot s uf fi c e t o mi ni mi z e t h e o bj e cti v e f u n cti o n. It m a y al s o b e

dif fi c ult t o e sti m at e t h e o pti mi z ati o n err or. A s s u c h, fi n di n g g o o d t er mi n ati o n a n d

r ei niti ali z ati o n crit eri a c a n b e c h all e n gi n g.

4. 1. 1 P a p er B - Tr ai ni n g v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s i s

N P- h ar d

I n t h e p a p er B, w e s h o w a N P - h ar d n e s s of V Q A s. St u d yi n g t h e V Q A o pti mi z ati o n

pr o bl e m wit h c o m pl e xit y t h e or y c a n b e u s ef ul. If w e c a n s h o w t h at t h e r el e v a nt

pr o bl e m i s N P - h ar d, t h e n t h er e c a n n ot e xi st a p ol y n o mi al ti m e al g orit h m w hi c h

s ol v e s t h e r e q uir e d t a s k ( a s s u mi n g P ≠ N P ). I n t h e p arti c ul ar c a s e o utli n e d a b o v e,

t hi s i m pli e s t h at e x p o n e nti all y m a n y r ei niti ali z ati o n s m a y b e r e q uir e d i n t h e w or st

c a s e.

W e f urt h er d e fi n e m ulti pl e d e ci si o n v er si o n s of t h e V Q A o pti mi z ati o n pr o bl e m a n d

t h e n s h o w t h eir r e s p e cti v e N P - h ar d n e s s wit h K ar p r e d u cti o n s. T h e d e ci si o n v er si o n s

ar e s o- c all e d pr o mi s e pr o bl e m s. T h e pr o mi s e pr o bl e m s a s k t o d e ci d e b et w e e n a Y E S

i n st a n c e, w h er e ⟨O mi n ⟩ ≤ α f or s o m e α ∈ R a n d a N O i n st a n c e w h er e ⟨O mi n ⟩ ≥ β .

T h e pr o mi s e i s t h at t h e e x p e ct ati o n v al u e i s eit h er s m all er t h a n α or gr e at er t h a n β

a n d n ot hi n g i n b et w e e n. F or i nt er m e di at e v al u e s of ⟨O mi n ⟩, t h e al g orit h m i s eff e c-

ti v el y fr e e t o a c c e pt /r ej e ct at will. T h e pr o mi s e g a p g = β − α c orr e s p o n d s t o d e sir e d

pr e ci si o n of t h e o pti mi z ati o n. If 1
g = Ω( p ol y (N )) i s r e q uir e d f or t h e pr o bl e m, t h e n a

s ol v er of t h e d e ci si o n pr o bl e m c a n o nl y b e u s e d t o d et er mi n e ⟨O mi n ⟩ u p t o p ol y n o mi al

pr e ci si o n. If 1
g = c o n st ., t h e n ⟨O mi n ⟩ c a n o nl y b e d et er mi n e d u p t o c o n st a nt pr e ci si o n.

Fir st, w e d e fi n e a s etti n g w h er e t h e cl a s si c al o pti mi z ati o n r o uti n e h a s a c c e s s t o

t h e q u a nt u m e x p e ct ati o n v al u e, u p t o p ol y n o mi al pr e ci si o n, t hr o u g h a n or a cl e c all.

I n t hi s fr a m e w or k, n ot o nl y i s t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m h ar d, b ut fi n di n g a n y n o n

tri vi al a p pr o xi m ati o n t o t h e o pti m al v al u e i s N P - h ar d a s w ell. A s s u c h, at l e a st f or

a g e n eri c e n o u g h a n s at z cl a s s, a n y pr a cti c al al g orit h m s will n e e d t o b e h e uri sti c i n
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n at ur e a n d ar e u n a bl e t o pr o vi d e ri g or o u s g u ar a nt e e s. F urt h er m or e, t h e h ar d n e s s i s

n ot e v e n a r e s ult of t h e e x p o n e nti al Hil b ert s p a c e di m e n si o n. E v e n if w e c o n si d er

q u dit s y st e m s, w h er e t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n s c al e s li n e arl y i n i n p ut si z e, w e

o bt ai n a n a p pr o xi m at e h ar d n e s s r e s ult. T hi s r e s ult i s r el at e d t o k n o w n h ar d n e s s

r e s ult s a b o ut m ulti- v ari a bl e tri g o n o m etri c p ol y n o mi al s [ 6 9 ]. T h e fi n al c at e g or y w e

w er e i nt er e st e d i n i n v ol v e s fr e e f er mi o ni c s y st e m s. T h e y d e s cri b e f er mi o ni c s y st e m s

w h er e t h er e i s n o i nt er n al p arti cl e- p arti cl e i nt er a cti o n, eff e cti v el y t h e y ar e at m o st

q u a dr ati c i n t h e cr e ati o n a n d a n ni hil ati o n o p er at or s ( c †
i , ci). A s s u c h, t h e s et of

o p er ati o n t h at c a n b e p erf or m e d i s si g ni fi c a ntl y r e d u c e d. If t h e s y st e m i s i niti ali z e d

i n a s o- c all e d G a ussi a n st at e t h e e v ol uti o n r e m ai n s i n a f a mil y of st at e s w hi c h c a n b e

f ull y d e s cri b e d wit h at m o st q u a dr ati c all y m a n y r e al p ar a m et er s w.r.t. t h e n u m b er of

F er mi o n s, w hi c h i s a n e x p o n e nti al r e d u cti o n i n c o m pl e xit y. H o w e v er, si mil arl y t o t h e

q u dit c a s e, t hi s r e stri ct e d s c e n ari o alr e a d y s uf fi c e s f or t h e h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n

r e s ult.

I n t h e p a p er w e c o n cl u d e t h at it i s i n d e e d t h e l o c al mi ni m a pr e s e nt i n t h e o pti mi z a-

ti o n w hi c h ar e t h e c a u s e of t h e N P - h ar d n e s s.

4. 2 M e a s ur e m e nt e ff ort

A n ot h er m aj or b ottl e n e c k f or t h e o pti mi z ati o n of V Q A s will b e t h e r e q uir e d m e a s ur e-

m e nt eff ort. W h e n w e c o n si d er gr a di e nt b a s e d m et h o d s, t h er e ar e m a n y c o m p o n e nt s

w hi c h c a n c o ntri b ut e t o a si g ni fi c a nt m e a s ur e m e nt o v er h e a d:

• M ulti pl e r ei niti ali z ati o n t o a v oi d l o c al mi ni m a n r ei ni t

• C o m p ut ati o n of t h e c o st f u n cti o n a n d gr a di e nt f or e a c h o pti mi z ati o n st e p

n o pt st e p s

• M ulit pl e m e a s ur e m e nt s etti n g s f or t h e e sti m ati o n of t h e o b s er v a bl e n m

• Gr a di e nt e sti m ati o n r e q uir e s e sti m at e s of e a c h p arti al d eri v ati v e L

• M e a s ur e m e nt at m ulti pl e m e a s ur e m e nt p o siti o n s t o d et er mi n e t h e p arti al

d eri v ati v e n d eri v ati v e

• S uf fi ci e nt st ati sti c s i n e a c h m e a s ur e m e nt s t o o bt ai n t h e r e q uir e d a c c ur a c y

n s n ∝ ϵ − 2 d u e t o s h ot n oi s e err or s
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Fi g. 4. 2. – A s k et c h of a b arr e n pl at e a u i n t w o di m e n si o n s. T h e c urr e nt p o siti o n (r e d d ot )
h a s a n eff e cti v el y v a ni s hi n g gr a di e nt. A s s u c h, l o c al o pti mi z ati o n s r o uti n e s ar e
u n a bl e t o c o n v er g e t o a l o c al mi ni m u m, or o nl y wit h tr e m e n d o u s m e a s ur e m e nt
b u d g et s.

T h e o v er all n u m b er of m e a s ur e m e nt r o u n d s t h er ef or e i s gi v e n b y

n t o t = n r ei ni t × n m × n O e st × L × n d eri v ati v e × O (ϵ − 2 ) . ( 4. 1 1 )

E x cl u di n g t h e r e q uir e d m e a s ur e m e nt st ati sti c s, e v e n wit h o pti mi sti c a s s u m pti o n s

a b o ut t h e c o n v er g e n c e r at e, o n e c a n alr e a d y e x p e ct a f ull o pti mi z ati o n t o h a v e of

t h e or d er of a t h o u s a n d t o a milli o n diff er e nt m e a s ur e m e nt p o siti o n s, si g ni fi c a ntl y

d e p e n di n g o n t h e s p e ci fi c pr o bl e m o b s er v a bl e a n d V Q A a n s at z. St at e pr e p ar ati o n a n d

m e a s ur e m e nt ti m e s v ar y m a s si v el y b et w e e n diff er e nt i m pl e m e nt ati o n s. I n di vi d u al

g at e ti m e s f or s u p er c o n d u cti n g q u bit s ar e g e n er all y o n t h e or d er of 1 0 − 8 s [ 7 0 ] wit h

m e a s ur e m e nt ti m e s o n t h e or d er of 1 0 − 7 s [ 7 1 ]. Tr a p p e d i o n s y st e m ar e g e n er all y

sl o w er b y n e arl y 3 or d er s of m a g nit u d e [ 7 2 ]. F or a f ull o n e s h ot i m pl e m e nt ati o n of

a cir c uit, o n e c a n t h er ef or e e x p e ct ti m e s of t h e or d er of mi cr o s e c o n d s t o s e c o n d s.

A d di n g a l ar g e m ulti pli c ati v e f a ct or t o o bt ai n s uf fi ci e nt s a m pli n g st ati sti c s f or e a c h

s etti n g m a y t h er ef or e m a k e t h e o pti mi z ati o n pr o c e d ur e r u n i n cr e di bl y sl o w, if n ot

m a k e it o utri g ht i nf e a si bl e t o p erf or m.
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4. 2. 1 B arr e n Pl at e a u s

T h e pr o bl e m of t h e m e a s ur e m e nt o v er h e a d i s e x a c er b at e d b y a n eff e ct t h at h a s

c o m e t o b e k n o w n a s b a r r e n pl at e us [ 7 3 ]. T h e p h e n o m e n a d e s cri b e s t h e g e n er al

tr e n d of V Q A s y st e m s t o h a v e a gr a di e nt a m plit u d e t h at i s s u p pr e s s e d i n t h e Hil b ert

s p a c e di m e n si o n, m e a ni n g e x p o n e nti all y s m all i n t h e n u m b er of q u bit s. N at ur all y,

t hi s i s a pr o bl e m i n l o c al o pti mi z ati o n s c h e m e s si n c e d et er mi ni n g t h e dir e cti o n of a n

e x p o n e nti all y s m all gr a di e nt r e q uir e s e x p o n e nti all y m a n y m e a s ur e m e nt s. T o d eri v e

t hi s s u p pr e s s e d b e h a vi or, w e c a n e sti m at e t h e a m plit u d e of a gr a di e nt f or s o m e

g e n eri c st at e. F or t h e a n al y si s, w e r e pr e s e nt a g e n eri c st at e a s o n e dr a w n r a n d o ml y

fr o m t h e H a ar m e a s ur e. W e will m oti v at e t hi s a s s u m pti o n l at er. E x pli ctl y t hi s m e a n s

t h at |θ ⟩ i s w ell d e s cri b e d b y

|θ ⟩ = U |Ψ 0 ⟩ ( 4. 1 2 )

w h er e U i s a H a ar r a n d o m u nit ar y. F or t h e d eri v ati v e w.r.t. t h e l a st l a y er, w e o bt ai n

⟨O ′( 0) ⟩ :=
∂

∂ θ L
⟨O (θ )⟩ | = li m

h → 0

⟨O (h )⟩ − ⟨ O ( 0) ⟩

h
( 4. 1 3 )

= li m
h → 0

⟨θ |e iH t O e − iH t − O |θ ⟩ / h ( 4. 1 4 )

= i ⟨θ |[H, O ]|θ ⟩ , ( 4. 1 5 )

w h er e [A, B ] := A B − B A i s t h e c o m m ut at or. F or H a ar r a n d o m u nit ari e s, w e h a v e

t h e f oll o wi n g i d e ntiti e s

H a a r
U |Ψ ⟩⟨ Ψ | U † d U =

1

d
, ( 4. 1 6 )

H a a r
U † A U ρ U † B U d U =

1 Tr( ρ )

d

d Tr( A B )

d 2 − 1
−

Tr( A ) Tr( B )

d 2 − 1
( 4. 1 7 )

+ ρ
Tr( A ) Tr( B )

d 2 − 1
−

Tr( A B )

d (d 2 − 1)
,

w h er e d i s t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n a n d t h e i nt e gr al i s t a k e n o v er all u nit ari e s

a c c or di n g t o t h e H a ar m e a s ur e. Wit h t hi s w e o bt ai n t h at t h e d eri v ati v e v a ni s h e s i n

e x p e ct ati o n,

⟨O ′( 0) ⟩ H a a r = i
H a a r

⟨Ψ 0 |U † [H, O ]U |Ψ 0 ⟩ d U = i
Tr[ 1 [H, O ]]

d
= 0 . ( 4. 1 8 )
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W e c a n al s o d eri v e t h e e x p e ct e d s q u ar e of t h e gr a di e nt

⟨O ′( 0) 2 ⟩ H a a r =
H a a r

⟨Ψ 0 |U † [H, O ]U |Ψ 0 ⟩ ⟨ Ψ 0 |U † [H, O ]U |Ψ 0 ⟩ d U ( 4. 1 9 )

=
| ⟨Ψ 0 |Ψ 0 ⟩

d

d Tr[[ H, O ]2 ]

d 2 − 1
−

Tr[[ H, O ]]2

d 2 − 1
( 4. 2 0 )

+ | ⟨Ψ 0 |Ψ 0 ⟩ | 2 d Tr[[ H, O ]]2

d 2 − 1
−

Tr[[ H, O ]2 ]

d (d 2 − 1)
( 4. 2 1 )

=
Tr[[ H, O ]2 ]/ d

d + 1
( 4. 2 2 )

≤
4 ∥ O ∥ 2

∞ ∥ H ∥ 2
∞

d + 1
, ( 4. 2 3 )

w hi c h u s e d t h at Tr([ H, O ]) = 0. T h e e x p e ct e d s q u ar e of t h e gr a di e nt i s t h er ef or e

s u p pr e s s e d b y t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n. Si mil ar r e s ult s al s o f oll o w f or d eri v ati v e s

wit h r e s p e ct t o ot h er l a y er s. T h e a s s u m pti o n t h at |θ ⟩ i s H a ar r a n d o m i s g e n er all y n ot

s ati s fi e d. T h e t e c h ni c al r e q uir e m e nt i s o nl y t h at t h e V Q A cir c uit b e h a v e s a s if it i s

dr a w n fr o m a n a p pr o xi m at e 2 - d e si g n [ 7 4 ], w hi c h i s si g ni fi c a ntl y w e a k er a n d oft e n

alr e a d y o c c ur s wit hi n q u a dr ati c cir u cit c o m pl e xit y [ 7 3, 7 5 ]. T hi s eff e ct will al w a y s

o c c ur if t w o a s p e ct s ar e s ati s fi e d: ( 1 ) T h e V Q A cir c uit d e s cri b e s a u ni v er s al g at e- s et

a n d ( 2 ) a r a n d o m i niti ali z ati o n i s u s e d f or t h e i niti al p ar a m et er s θ 0 . T o a v oi d b arr e n

pl at e a u s, o n e t h er ef or e eit h er n e e d s t o fi n d a g o o d i niti ali z ati o n w hi c h i s n ot i n t h e

b arr e n pl at e a u r e gi m e or u s e a s et of g e n er at or s w hi c h ar e n ot u ni v er s al.

4. 2. 2 P a p er C- F a st gr a di e nt e sti m ati o n f or v ari ati o n al

q u a nt u m al g orit h m s

I n t h e p a p er C w e ar e d e v el o pi n g al g orit h m s t o b e st e sti m at e t h e p arti al d eri v ati v e

of a c o st f u n cti o n wit h a fi x e d m e a s ur e m e nt b u d g et. I n t h e lit er at ur e, t h er e ar e

g e n er all y t w o a p pr o a c h e s u s e d t o fi n d t h e p arti al d eri v ati v e. T h e fir st i s u si n g a fi nit e

diff er e n c e m et h o d s li k e c e ntr al diff er e n c e s

⟨O ′( 0) ⟩ =
⟨O (h )⟩ − ⟨ O (− h )⟩)

2 h
+ O (h 2 ) , ( 4. 2 4 )

w hi c h w hil e b ei n g si m pl e, h a s t h e pr o bl e m t h at it d o e s l e a d t o s y st e m ati c err or s.

Alt er n ati v el y, if t h e s p e ctr u m i s a k n o w n di s cr et e s p e ctr u m, t h e P ar a m et er S hift

R ul e ( P S R ) [ 7 6, 7 7 ] c a n b e u s e d t o fi n d t h e gr a di e nt e x a ctl y. F or a c o st f u n cti o n a s

d e fi n e d i n e q. ( 4. 4 ), wit h λ = { 0 , 1 } o n e o bt ai n s

⟨O ′( 0) ⟩ =
⟨O (x ∗ )⟩ − ⟨ O (− x ∗ )⟩)

2 si n ( x ∗ )
=

⟨O (π / 2) ⟩ − ⟨ O (− π / 2) ⟩

2
( 4. 2 5 )

w h er e t h e st at e m e nt h ol d s f or all x ∗ , b ut x ∗ = π / 2 i s pr ef err e d si n c e it gi v e s t h e

b e st st ati sti c s. T hi s r e s ult f oll o w s si n c e, a s w e s a w, t h e f u n cti o n i s d e s cri b e d b y
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⟨O (θ )⟩ = a 1 c o s( θ + ϕ 0 ) + a 2 . I n g e n er al, if t h e c o st f u n cti o n o s cill at e s wit h n µ

m a n y diff er e nt fr e q u e n ci e s, 2 n µ m e a s ur e m e nt p o siti o n s ar e r e q uir e d t o fi n d t h e

e x a ct gr a di e nt. T h e o pti m al str at e g y c a n b e o bt ai n e d b y i n v erti n g a di s cr et e si n e

tr a n sf or m.

W h e n it c o m e s t o u nit ari e s wit h a n u n k n o w n s p e ctr u m, or m a n y diff er e nt ei g e n-

v al u e s, t h e P S R m et h o d b e c o m e s i m pr a cti c al, e s p e ci all y o n a li mit e d m e a s ur e m e nt

b u d g et. F or c e ntr al diff er e n c e s, if h → 0 , t h e st ati sti c s b e c o m e v er y p o or, si n c e

⟨O (h )⟩ ∼ ⟨ O (− h )⟩ m e a n s si m pl y s e p ar ati n g t h e t w o v al u e s alr e a d y r e q uir e s hi g h

pr e ci si o n. O ur pr o p o s al c o m bi n e s b ot h a p pr o a c h e s t o fi n d a n o pti m al m e a s ur e m e nt

str at e g y d e p e n di n g o n t h e a v ail a bl e m e a s ur e m e nt r o u n d s. T h e i d e a h er e i s t o u s e a

B a y e si a n fr a m e w or k t h at c a n al s o m o d el s y st e m ati c err or s i n t h e gr a di e nt e sti m ati o n.

F or t hi s w e u s e pri or e sti m at e s t o pr e di ct t h e e x p e ct e d si z e of t h e F o uri er c o ef fi ci e nt

of t h e c o st f u n cti o n, w hi c h all o w s u s t o fi n d t h e o pti m al m e a s ur e m e nt str at e g y f or

t h e gr a di e nt. T o o bt ai n pri or e sti m at e s of t h e c o ef fi ci e nt fr o m e q. ( 4. 7 )

⟨c 2
s ,s ′ ⟩ = ⟨Ψ |P s ′ O P s |Ψ ⟩ , ( 4. 2 6 )

w e d e v el o p t e c h ni q u e s b a s e d ar o u n d d e si g n c o n v er g e n c e s pr o p erti e s a n d a s c ali n g

a n al y si s fr o m s m all er s y st e m s. N u m eri c all y, w e al s o fi n d v er y g o o d a gr e e m e nt

wit h t h e t h e or eti c al pr e di cti o n s. I n t h e r e gi m e b ef or e t h e 2 - d e si g n c o n v er g e n c e h a s

o c c urr e d, w e d e v el o p i nt er p ol ati o n m et h o d s w hi c h all o w u s t o m a k e s uf fi ci e ntl y

a c c ur at e pr e di cti o n s f or t h e p ur p o s e of t h e e sti m ati o n pr o c e d ur e.

O ur a n al y si s s h o w s t h at t h e P S R i s t h e o pti m al str at e g y f or v er y l ar g e m e a s ur e m e nt

b u d g et s, w hil e a c e ntr al diff er e n c e s a p pr o a c h wit h a l ar g e st e p si z e h i s pr ef er a bl e

w h e n t h e m e a s ur e m e nt b u d g et i s r el ati v el y s m all. I n t h e i nt er m e di at e r e gi m e, w e

u s e c o n v e x o pti mi z ati o n m et h o d s t o o bt ai n t h e o pti m al m e a s ur e m e nt all o c ati o n

str at e g y. H er e, wit h a n i n cr e a si n g m e a s ur e m e nt b u d g et, t h e n u m b er of p o siti o n s

gr a d u all y i n cr e a s e s wit h t h e o v er all str at e g y sl o wl y a p pr o a c hi n g t h at of P S R . W e

s h o w i n n u m eri c al si m ul ati o n s f or a gr a di e nt d e s c e nt o pti mi z ati o n, t h at t h e o v er all

m e a s ur e m e nt eff ort c a n b e r e d u c e d si g ni fi c a ntl y b y u si n g o ur m et h o d w hil e l e a di n g

t h e s a m e q u alit y of t h e r e s ult.

4. 3 E ffi ci e nt a n s at z cl a s s e s - cir c uit d e pt h

o pti mi z ati o n

A s w e s a w i n t h e pr e vi o u s s e cti o n, all o wi n g a n a n s at z cl a s s t h at s p a n s t o o m u c h of

t h e st at e s p a c e will l e a d t o b arr e n pl at e a u s a n d t h er ef or e m a k e s t h e V Q A u ntr ai n a bl e,

w hi c h c a n o c c ur alr e a d y wit h m o d er at e cir c uit d e pt h. A n i s s u e w h e n t h e o b s er v a bl e

O d e s cri b e s s o m e q u a nt u m m a n y b o d y H a milt o ni a n i s t h at, w h e n o ur c o m pl e xit y
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t h e or eti c a s s u m pti o n s ar e c orr e ct (Q C M A ≠ Q M A ), a l o w e n er g y st at e of a p h y si-

c al H a milt o ni a n c a n h a v e a n e x p o n e nti all y hi g h cir c uit c o m pl e xit y, m e a ni n g t h eir

pr e p ar ati o n i s pr a cti c all y i nf e a si bl e, e s p e ci all y o n NI S Q d e vi c e s. Si n c e fi n di n g cir c uit

l o w er a n d u p p er b o u n d s i s v er y h ar d i n g e n er al [ 7 8 ], it i s still a n o p e n q u e sti o n

w hi c h cir c uit d e pt h will b e r e q uir e d t o pr e p ar e m a n y pr a cti c all y r el e v a nt gr o u n d

st at e s. Fi n di n g a s uf fi ci e ntl y e x pr e s si v e a n s at z wit h t h e s h ort e st cir c uit c o m pl e xit y

i st h er ef or e a n ot h er m ai n c h all e n g e of V Q A s.

4. 3. 1 P a p er D - O pti mi zi n g t h e d e pt h of v ari ati o n al q u a nt u m

al g orit h m s i s str o n gl y Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e

I n t h e p a p er D, w e a n al y z e t h e c o m pl e xit y of V Q A s wit h a p arti c ul ar f o c u s o n

t h e n u m b er of r e q uir e d l a y er s L . A n at ur al q u e sti o n i s t o a s k w h at t h e s m all e st

n u m b er of l a y er s L o p t i s t o r e a c h t h e gr o u n d st at e e n er g y. Si n c e t h e d e pt h i s n o w a

s c ali n g p ar a m et er, w e c h o o s e t h e cir c uit d e si g n w h er e e a c h l a y er c a n s el e ct fr o m a n

all o w e d g at e s et. I n t h e p a p er w e d e fi n e t h e V Q A d e ci si o n pr o bl e m a n d s h o w a m a n y-

o n e ( K ar p ) r e d u cti o n t o t h e Q u a nt u m M o n o nt o n e S ati sf yi n g A s si g n m e nt ( Q M S A )

pr o bl e m w hi c h i s k n o w n t o b e Q C M A - h ar d. A d diti o n all y w e u s e t h e h ar d n e s s of

a p pr o xi m ati o n r e s ult f or t h e H a m mi n g w ei g ht of a Q M S A s ol uti o n t o s h o w a si mil ar

h ar d n e s s r e s ult w.r.t. t h e cir c uit d e pt h of V Q A s. A s s u c h, if B Q P ⊊ Q C M A , fi n di n g

t h e s m all e st n u m b er of l a y er s c a n n ot b e d o n e ef fi ci e ntl y o n a q u a nt u m c o m p ut er.

M or e e x pli citl y w e s h o w t h at f or a n y p ol y n o mi al ti m e al g orit h m a n d f or e v er y ϵ > 0

t h er e h a v e t o e xi st at l e a st s o m e i n st a n c e s, w h er e t h e r ati o b et w e e n t h e d e pt h gi v e n

b y t h e al g orit h m L al g a n d t h e o pti m al d e pt h L o p t s c al e s

L al g

L o p t
≥ N 1 − ϵ , ( 4. 2 7 )

w h er e N i s t h e e n c o di n g si z e of t h e V Q A i n st a n c e.

W e s a w t h at Q A O A s c o n v er g e n c e f or ar bitr aril y l ar g e cir c uit d e pt h L , b ut t h at it

i s u n cl e ar b y h o w m u c h t h e d e pt h c a n b e r e d u c e d. I n t h e p a p er, w e al s o d eri v e

t h e s a m e h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n r e s ult f or Q A O A s. T hi s gi v e s a n i n di c ati o n

t h at fi n di n g str at e gi e s w hi c h si g ni fi c a ntl y o ut p erf or m t h e a di a b ati c t h e or e m m a y b e

p o s si bl e, b ut t h at fi n di n g t h e m str at e g y m a y b e p ot e nti all y v er y dif fi c ult.

4. 4 M a n y- b o d y l o c ali z ati o n

I n t hi s s e cti o n w e di s c u s s w or k o n M a n y- B o d y L o c ali z ati o n (M B L ) [ 7 9 ], w hi c h i s a

q u a nt u m m e c h a ni c al, hi g h e n er g y p h a s e tr a n siti o n b et w e e n a l o c ali z e d p h a s e ( M B L ),
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a n d a d el o c ali z e d p h a s e. A c o m m o n p h y si c al m o d el t h at i s u s e d b ot h f or n u m eri c al

a n d a n al yti c al st u di e s i s t h e H ei s e n b er g H a milt o ni a n wit h a l o c al r a n d o m p ot e nti al.

T h e H a milt o ni a n i s gi v e n b y

H =
n

i= 1

h i σ
z
i + σ x

i σ x
i+ 1 + σ y

i σ z
i+ 1 + σ z

i σ z
i+ 1 , ( 4. 2 8 )

w h er e t h e l att er t er m s d e s cri b e i nt er a cti o n t er m s, w hil e t h e fir st t er m d e s cri b e s

a l o c al m a g e nti c fi el d. T h e a m plit u d e s ar e s a m pl e d u nif or ml y fr o m a n i nt er v al

h i ∈ [− h, h ], w h er e h i s t h e m a g n eti c fi el d str e n gt h. F or s m all h t h e s y st e m t h er-

m ali z e s, m e a ni n g t h at a t y pi c al e v ol uti o n cr e at e s c orr el ati o n s o n l ar g e di st a n c e s

a n d r e a c h e s hi g h e nt a n gl e m e nt e ntr o p y st at e s. T hi s b e h a vi or i s oft e n a n al y z e d

i n t h e fr a m e w or k of t h e Ei g e n st at e T h er m ali z ati o n H y p ot h e si s (E T H ), w hi c h i s a

s eri e s of c o n diti o n s w hi c h all o w a r e v er si bl e u nit ar y e v ol uti o n t o b e d e s cri b e d i n t h e

t er mi n ol o g y of st ati sti c al p h y si c s, m e a ni n g irr e v er si bilit y of ti m e, a g n o sti cit y of t h e

i niti al st at e, c o n v er g e n c e t o l o c al Gi b b s e n s e m bl e s, et c.

I n c o ntr a st, f or a l ar g e fi el d str e n gt h h , t h e s y st e m e x p eri e n c e s a tr a n siti o n i nt o a l o-

c ali z e d p h a s e c all e d m a n y b o d y l o c ali z ati o n ( M B L ). H er e, n o l o n g r a n g e c orr el ati o n s

c a n b e o b s er v e d a n d t h e s y st e m h a s l o c ali z e d ei g e n st at e s. T hi s p h a s e i s still p o orl y

u n d er st o o d, m o stl y b e c a u s e m a n y a n al yti c a p pr o a c h e s w hi c h w or k f or A n d er s o n

l o c ali z ati o n [ 8 0, 8 1 ], a si mil ar p h a s e b ut wit h o ut p arti cl e- p arti cl e i nt er a cti o n, d o

n ot w or k f or t h e m a n y- b o d y c a s e a n d n u m eri c al si m ul ati o n s ar e r e stri ct e d t o f e w

q u bit s, m a ki n g a n a n al y si s of t h e s c ali n g b e h a vi or i nt o t h e t h er m o d y n a mi c li mit

v er y dif fi c ult. It i s a s s u m e d t h at t h e s y st e m h a s a p h a s e tr a n siti o n f or a m a g n eti c

fi el d str e n gt h of ar o u n d h ≈ 6 . E s p e ci all y f or M B L i n hi g h er di m e n si o n s, n e ar t er m

e x p eri m e nt s c a n b e a cr u ci al t o ol t o u n d er st a n d t h e M B L b e h a vi or b e y o n d t h e li mit s

e xi sti n g si m ul ati o n al g orit h m s.

4. 4. 1 P a p er E - S c al a bl e a p pr o a c h t o m a n y- b o d y l o c ali z ati o n

vi a q u a nt u m d at a

T h e p a p er E i s a pr oj e ct u si n g m a c hi n e l e ar ni n g t o u n d er st a n d a n d pr e di ct t h e

b e h a vi or of M B L H a milt o ni a n s. O ur a p pr o a c h u s e s i n di vi d u al di s or d er r e ali z ati o n s

(i. e. t h e v e ct or h ∈ [− h, h ]n ) t o pr e di ct pr o p erti e s of t h e s y st e m. A s i s c o m m o n i n

n u m eri c al a p pr o a c h e s [ 8 2 ], w e u s e m ulti pl e i n di c at or s t o c h ar a ct eri z e t h e s y st e m.

T h e s e i n di c at or s i n cl u d e c orr el ati o n f u n cti o n s, e nt a n gl e m e nt e ntr o pi e s, a s w ell a s

e x p e ct ati o n v al u e s f or ti m e e v ol v e d st at e s. S p e ctr al pr o p erti e s ar e al s o u s e d si n c e

t h e y ar e aff e ct e d b y t h e tr a n siti o n. A m a c hi n e l e ar ni n g al g orit h m u s e s n u m eri c all y

o bt ai n e d v al u e s f or diff er e nt m a g n eti c fi el d s

H = { h 1 , h 2 , · · · , h N } ( 4. 2 9 )
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t o l e ar n v al u e s of t h e i n di c at or s a n d t h er ef or e al s o t h e M B L / E T H p h a s e tr a n siti o n.

O n fi nit e si z e s, t h e l o c ali z ati o n b e h a vi or will n at ur all y d e p e n d o n t h e p arti c ul ar

s a m pl e ( h ) of t h e m a g n eti c fi el d. A s s u c h o ur a p pr o a c h i s al s o a bl e t o c orr el at e

t h e s e i n di c at or s wit h a p arti c ul ar m a g n eti c fi el d di stri b uti o n. Wit h t h e h el p of

r e c urr e nt n e ur al n et w or k s, w e ar e a bl e t o l e ar n t h e i n di c at or s f or s m all s y st e m si z e s

a n d g e n er ali z e t h e pr e di cti o n f or l ar g er s y st e m si z e s. W hil e t hi s a p pr o a c h m a y b e

s u s c e pti bl e t o fi nit e si z e eff e ct s pr e s e nt i n t h e tr ai ni n g d at a, it d o e s off er a p ot e nti al

p at h f or w ar d, e s p e ci all y w h e n f ut ur e q u a nt u m e x p eri m e nt s c a n off er a m or e r eli a bl e

s et of tr ai ni n g d at a f or l ar g er s y st e m si z e s. T hi s pr oj e ct f all s i n t h e c at e g or y of

cl a s si c al l e ar ni n g al g orit h m s u si n g q u a nt u m d at a f or tr ai ni n g. I n t h e f ut ur e, w h e n

q u a nt u m c o m p ut er s b e c o m e m or e r e a dil y a v ail a bl e, it will b e a n i m p ort a nt t a s k

t o a ct u all y i nt er pr et t h e q u a nt u m m e a s ur e m e nt r e s ult s. C urr e ntl y, it i s still v er y

dif fi c ult e sti m at e t h e pr e ci s e i m p a ct of t h e q u a nt u m d at a, si n c e f ut ur e e x p eri m e nt al

a n d t h e or eti c al d e v el o p m e nt s i n q u a nt u m c o m p uti n g m a y h a v e tr e m e n d o u s eff e ct s.

I n st e a d o n e c a n f o c u s o n t h e m u c h b ett er u n d er st o o d cl a s si c al d at a a n al y si s t o ol s

w hi c h will b e r e q uir e d f or t h e p o st- pr o c e s si n g t o s h o w p ot e nti al a v e n u e s f or q u a nt u m

a d v a nt a g e wit h q u a nt u m d at a.
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T h er e i s still a l ot u n k n o w n a b o ut t h e c o m p ut ati o n al p o w er of q u a nt u m c o m p ut er s.

W hil e t h er e i s g o o d e vi d e n c e t o s u g g e st t h at t h e y c a n si g ni fi c a ntl y o ut p erf or m

cl a s si c al c o m p ut er s i n pr a cti c all y r el e v a nt t a s k s, it i s still u n cl e ar if t h e y will b e

br o a dl y u s e d or o nl y utili z e d a s a s p e ci ali z e d t o ol. F or q u a nt u m c o m p ut ati o n wit h o ut

err or c orr e cti o n ( NI S Q ) t h e q u e sti o n of pr a cti c al u s ef ul n e s s i s still u nr e s ol v e d. O ur

w or k f o c u s e s o n o n e p arti c ul ar NI S Q pr o p o s al, V Q A s a n d w e h a v e d eri v e d s p e ci fi c

h ar d n e s s r e s ult s f or t h e m. O ur r e s ult s s e e m t o i m pl y t h at V Q A s c a n n ot b e u s e d n ot

a bl a c k b o x t o ol t o s ol v e ar bitr ar y o pti mi z ati o n pr o bl e m s. H o w e v er, if t h e o utli n e d

m e a s ur e m e nt b ottl e n e c k c a n b e miti g at e d, t h e y mi g ht pr o of t h e m s el v e s a s a u s ef ul

t o e n h a n c e t h e p erf or m a n c e of ot h er gr o u n d st at e r e p ar ati o n pr ot o c ol s.

A d diti o n all y, t h e w or k al s o o p e n s u p n e w q u e sti o n s a n d r e s e ar c h dir e cti o n s. W e

ar e c urr e ntl y l o o ki n g at t h e q u e sti o n of h o w w ell a p arti c ul ar a n s at z cl a s s f or V Q A s

c a n fi n d l o w e n er g y st at e s. I n d e e d, w e ar e w or ki n g o n s h o wi n g t h at it i s N E X P - h ar d

t o d e ci d e if a p arti c ul ar a n s at z c o nt ai n s l o w e n er g y st at e s or n ot. W e ar e al s o

w or ki n g o n e xt e n di n g t h e s e r e s ult s t o m or e p h y si c s f o c u s e d pr o bl e m s a b o ut ti m e

e v ol vi n g s y st e m s a n d t h er m ali z ati o n. Si mil arl y, w e b eli e v e t h e B a y e si a n fr a m e w or k

i ntr o d u c e d f or t h e gr a di e nt e sti m ati o n c a n b e a p pli e d m or e wi d el y, f or i n st a n c e i n

t h e c o nt e xt of H a milt o ni a n l e ar ni n g [ 8 3, 8 4 ] a n d q u e sti o n s a b o ut t h e t h er m ali z ati o n

of q u a nt u m s y st e m s.
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AP a p er: A cti v ati o n of n o nl o c alit y i n

b o u n d e nt a n gl e m e nt

Titl e:  A cti v ati o n of N o nl o c alit y i n B o u n d E nt a n gl e m e nt

A ut h or s: L u c a s T e n di c k, H er m a n n K a m p er m a n n, a n d D a g m ar Br u ß

J o ur n al: P h y si c al R e vi e w L ett er s

I m p a ct f a ct or: 9. 1 8 5 ( 2 0 2 1 )

D at e of s u b mi s si o n: 2 4 A pril 2 0 1 9

P u bli c ati o n st at u s: P u bli s h e d

C o ntri b uti o n b y L T: Fir st a ut h or (i n p ut a p pr o x. 8 5 % )

T hi s p u bli c ati o n c orr e s p o n d s t o t h e p a p er [ 8 5 ]. T h e s u m m ar y of t h e r e s ult s i s

pr e s e nt e d i n c h a pt er ? ? .

T hi s w or k w a s a c o nti n u ati o n of t h e st u di e s i n m y M a st er’ s t h e si s. I h a d t h e i niti al

i d e a t o w or k o n hi d d e n n o nl o c alit y. T o g et h er wit h H K a n d D B, I c oll e ct e d s o m e i d e a s

f or st at e s t h at mi g ht b e i nt er e sti n g t o i n v e sti g at e, wit h b o u n d e nt a n gl e d st at e s a m o n g

t h e m. T h e n, I c h e c k e d t h e lit er at ur e f or p a p er s wit h a p pr o pri at e m et h o d s t o u s e. H K

s u g g e st e d r el e v a nt s o ur c e s t o m e t o g et f a mili ar wit h s e mi d e fi nit e pr o gr a m s ( S D P s ).

I n t h e f oll o wi n g, I c o n d u ct e d t h e c e ntr al p art of t h e r e s e ar c h, i. e., t h e n u m eri c al

s e ar c h f or l o c al b o u n d e nt a n gl e d st at e s t h at r e v e al hi d d e n n o nl o c alit y. I n b et w e e n I

h a d s e v er al di s c u s si o n s wit h D B a n d e s p e ci all y H K. Aft er o bt ai ni n g t h e n u m eri c al

r e s ult s, I s h o w e d t h at it i s p o s si bl e t o r etri e v e a n a n al yti c al d e s cri pti o n of t h e st at e

fr o m t h e n u m eri c s. T h e r e s ult s w er e di s c u s s e d t o g et h er wit h H K a n d D B. Fi n all y,

I wr ot e t h e w h ol e m a n u s cri pt, w hi c h m y c o- a ut h or s pr o ofr e a d. I i m pr o v e d t h e

m a n u s cri pt b a s e d o n m y c o- a ut h or s’ c o m m e nt s o n s e v er al dr aft s of t h e p a p er.
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A cti v ati o n of  N o nl o c alit y i n  B o u n d  E nt a n gl e m e nt

L u c as  Te n di c k , * H er m a n n  K a m p er m a n n, a n d  D a g m ar  Br u ß
I nstit ut e f or T h e or eti c al  P h ysi cs III,  H ei n ri c h- H ei n e- U ni v ersit ät  D üss el d orf,  D- 4 0 2 2 5  D üss el d orf,  G e r m a n y

( R e c ei v e d 2 4  A pril 2 0 1 9; r e vis e d  m a n us cri pt r e c ei v e d 2 6 S e pt e m b er 2 0 1 9; a c c e pt e d 1 0 J a n u ar y 2 0 2 0; p u blis h e d 3 F e br u ar y 2 0 2 0)

We dis c uss t h e r el ati o n b et w e e n e nt a n gl e m e nt a n d n o nl o c alit y i n t h e hi d d e n n o nl o c alit y s c e n ari o.

Hi d d e n n o nl o c alit y si g nifi es n o nl o c alit y t h at c a n b e a cti v at e d b y a p pl yi n g l o c al filt ers t o a p arti c ul ar st at e

t h at a d mits a l o c al hi d d e n- v ari a bl e  m o d el i n t h e  B ell s c e n ari o.  We pr es e nt a f ull y bis e p ar a bl e t hr e e- q u bit

b o u n d e nt a n gl e d st at e  wit h a l o c al  m o d el f or t h e  m ost g e n er al ( n o ns e q u e nti al)  m e a s ur e m e nts.  T his pr o v es

f or t h e first ti m e t h at b o u n d e nt a n gl e d st at es c a n a d mit a l o c al  m o d el f or g e n er al  m e as ur e m e nts.  We

f urt h er m or e s h o w t h at t h e l o c al  m o d el br e a ks d o w n  w h e n s uit a bl e l o c al filt ers ar e a p pli e d.  O ur r es ults

d e m o n str at e t h e first e x a m pl e of a cti v ati o n of n o nl o c alit y i n b o u n d e nt a n gl e m e nt.  H e n c e,  w e s h o w t h at

g e n ui n e hi d d e n n o nl o c alit y d o es n ot i m pl y e nt a n gl e m e nt distill a bilit y.
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P erf or mi n g l o c al  m e as ur e m e nts o n c ert ai n e nt a n gl e d
q u a nt u m st at es c a n l e a d t o t h e p h e n o m e n o n of q u a nt u m
n o nl o c alit y.  T h at is, t h e c orr el ati o ns o bt ai n e d fr o m t h e
m e as ur e m e nts ar e n ot c o m p ati bl e  wit h t h e pri n ci pl e of l o c al
r e alis m,  wit n ess e d b y t h e vi ol ati o n of a s o- c all e d  B ell
i n e q u alit y [ 1].  Alt h o u g h e nt a n gl e m e nt a n d n o nl o c alit y
w er e e xt e nsi v el y st u di e d si n c e t h e f o u n d ati o n of q u a nt u m
t h e or y [ 2, 3], t h e r el ati o n b et w e e n b ot h is still n ot f ull y
u n d erst o o d.

Aft er t h e s e mi n al  w or k b y  B ell [ 1] as a n a ns w er t o t h e
E P R- G e d a n k e n e x p eri m e nt [ 4], it  w as  wi d el y b eli e v e d t h at
e nt a n gl e m e nt a n d n o nl o c alit y ar e j ust t w o diff er e nt n oti o ns
of t h e i ns e p ar a bilit y of q u a nt u m st at es. I n d e e d, f or p ur e
e nt a n gl e d st at es n o nl o c alit y is a g e n eri c f e at ur e [ 5, 6].
H o w e v er,  Wer n er [ 7] s h o w e d t h at t h er e e xist  mi x e d
e nt a n gl e d st at es (s o- c all e d  Wer n er st at es)  w hi c h a d mit a
l o c al  m o d el f or pr oj e cti v e  m e as ur e m e nts.  L at er,  B arr ett [ 8]
e xt e n d e d t his r es ult b y s h o wi n g t h at c ert ai n  Wer n er st at es
a d mit a l o c al  m o d el e v e n  w h e n p ositi v e- o p er at or v al u e d
m e as ur es ( P O V Ms), i. e.,  m ost g e n er al n o ns e q u e nti al  m e a-
s ur e m e nts ar e c o nsi d er e d.  T his dis pl a ys t h e i n e q ui v al e n c e
of e nt a n gl e m e nt a n d n o nl o c alit y i n t h e  B ell s c e n ari o.

It  w as first n oti c e d b y P o p es c u [ 9] a n d  m or e r e c e ntl y b y
Hirs c h et al. [ 1 0] t h at s o m e l o c al e nt a n gl e d st at es c a n
vi ol at e a  B ell i n e q u alit y  w h e n t h e o bs er v ers a p pl y j u di ci o us
l o c al filt ers as pr o b a bilisti c pr es el e cti o n b ef or e t h e  B ell t est.
T his p h e n o m e n o n is r ef err e d t o as hi d d e n n o nl o c alit y, or as
g e n ui n e hi d d e n n o nl o c alit y  w h e n o n e c o nsi d ers a n
e nt a n gl e d q u a nt u m st at e ρ wit h a l o c al  m o d el e v e n f or
P O V Ms.  H o w e v er, it  w as s h o w n t h at g e n ui n e hi d d e n
n o nl o c alit y is n ot a g e n er al f e at ur e [ 1 1]. F or e x a m pl e, a
p arti c ul ar t w o- q u bit  Wer n er st at e r e m ai ns l o c al e v e n aft er
ar bitr ar y l o c al filt eri n g.

N ot e t h at hi d d e n n o nl o c alit y is n ot t h e o nl y e xt e nsi o n of
t h e  B ell s c e n ari o. F or i nst a n c e, n o nl o c alit y c a n als o b e
s u p er a cti v at e d [ 1 2, 1 3] b y all o wi n g t h e p arti es t o p erf or m

j oi nt  m e as ur e m e nts o n  m ulti pl e c o pi es of a l o c al e nt a n gl e d
st at e.  A n e v e n  m or e g e n er al c o n c e pt is t h at of e nt a n gl e m e nt
distill ati o n [ 3]. I n t his s c e n ari o t h e p arti es h a v e a c c ess t o
b ot h l o c al filt ers a n d  m ulti pl e c o pi es of a gi v e n st at e,  wit h
t h e g o al t o pr o b a bilisti c all y o bt ai n p ur e e nt a n gl e d st at es.
Distill a bl e st at es c a n t h er ef or e al w a ys b e s e e n as n o nl o c al
r es o ur c e i n t h e s o- c all e d as y m pt oti c s c e n ari o [ 1 4].
H o w e v er, t h er e e xist e nt a n gl e d st at es  w hi c h ar e n ot
distill a bl e t o p ur e e nt a n gl e d st at es.  T h es e st at es b uil d t h e
f a m o us s et of b o u n d e nt a n gl e d st at es [ 1 5],  w hi c h  w er e t h e
s u bj e ct of v ari o us s ci e ntifi c  w or ks i n t h e p ast [ 1 6– 2 0] .
St u d yi n g t h e n o nl o c al pr o p erti es of b o u n d e nt a n gl e d st at es
will a p pr o a c h t h e a ns w er of t h e f u n d a m e nt al o p e n q u esti o n
of  w h et h er all e nt a n gl e d st at es ar e n o nl o c al r es o ur c es.
Si n c e b o u n d e nt a n gl e m e nt is t h e  w e a k est f or m of e nt a n-
gl e m e nt, it  w as c o nj e ct ur e d b y P er es [ 2 1] t h at b o u n d
e nt a n gl e d st at es c a n n ot l e a d t o a n y n o nl o c al c orr el ati o ns
at all.  H o w e v er, n o w a d a ys  w e k n o w t h at t h e P er es c o n-
j e ct ur e is f als e [ 2 2, 2 3]: b o u n d e nt a n gl e d st at es c a n vi ol at e a
B ell i n e q u alit y.  D es pit e t h es e r es ults a n d  m or e a d v a n c e d
s c e n ari os [ 2 4], n ot hi n g is k n o w n a b o ut t h e a cti v ati o n of
l o c al b o u n d e nt a n gl e m e nt.

I n t his  L ett er,  w e a ns w er t h e o p e n q u esti o n of  w h et h er
b o u n d e nt a n gl e d st at es  wit h g e n ui n e hi d d e n n o nl o c alit y
e xist i n t h e affir m ati v e. S p e cifi c all y,  w e s h o w t h at a c ert ai n
t hr e e- q u bit b o u n d e nt a n gl e d st at e  wit h a l o c al  m o d el f or
P O V Ms c a n vi ol at e a  B ell i n e q u alit y  w h e n l o c al filt ers ar e
a p pli e d.  T his pr o v es t h at g e n ui n e hi d d e n q u a nt u m n o n-
l o c alit y d o es n ot i m pl y e nt a n gl e m e nt distill a bilit y.  O ur
r es ults a n d p ossi bl e e xt e nsi o ns ar e vis u ali z e d i n Fi g. 1 .

Pr eli mi n ari es. — C o nsi d er t hr e e dist a nt p arti es  Ali c e,
B o b, a n d  C h arli e s h ari n g a n e nt a n gl e d q u a nt u m st at e ρ .
T h e p arti es c a n p erf or m l o c al  m e as ur e m e nts vi a t h e
p ositi v e s e mi d efi nit e o p er at ors M a jx , M b jy , a n d M c jz wit h

t h e s etti n gs x , y , z a n d t h e o ut c o m es a , b , c .  T h es e o p er at ors
f or m P O V Ms, as t h e y s atisf y t h e c o m pl et e n ess r el ati o n
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P
a M a jx ¼ 1 ( a n d a n al o g o usl y f or  B o b a n d  C h arli e),

w h er e 1 d e n ot es t h e i d e ntit y o p er at or.  T h e r es ulti n g
st atisti cs is gi v e n b y

p ða b c jx y z Þ ¼ Tr ½ðM a jx ⊗ M b jy ⊗ M c jz Þρ : ð1 Þ

T h e st at e ρ is s ai d t o b e l o c al (f or f M a jx g , f M b jy g , a n d

f M c jz g ) if t h e distri b uti o n ( 1) a d mits a l o c al d e c o m p ositi o n

of t h e f oll o wi n g f or m:

p ða b c jx y z Þ ¼

Z

π ðλ Þp ða jx λ Þp ðb jy λ Þp ðc jz λ Þd λ : ð2 Þ

T h at is, t h e st atisti cs c a n b e e x pl ai n e d b y a l o c al hi d d e n-
v ari a bl e  m o d el ( L H V),  w h er e λ ∈ R is t h e s h ar e d l o c al
hi d d e n v ari a bl e, distri b ut e d a c c or di n g t o t h e d e nsit y π ðλ Þ
s u c h t h at

R
π ðλ Þd λ ¼ 1 .  T h e pr o b a bilit y distri b uti o ns

p ða jx λ Þ, p ðb jy λ Þ, a n d p ðc jz λ Þ ar e t y pi c all y c all e d l o c al
r es p o ns e f u n cti o ns i n t his c o nt e xt.  A st at e ρ wit h s u c h a
d e c o m p ositi o n f or all p ossi bl e  m e as ur e m e nts c a n n ot vi o-
l at e a n y  B ell i n e q u alit y; ot h er wis e it d o es vi ol at e ( at l e ast)
o n e  B ell i n e q u alit y.

A c o n c e pt  w hi c h is e asi er t o h a n dl e a n d n e c ess ar y f or
B ell n o nl o c alit y is t h e c o n c e pt of q u a nt u m st e eri n g [ 2 5].
T h e st e eri n g s c e n ari o is a n as y m m etri c s c e n ari o  w h er e o n e
or m or e p arti es r e m ot el y st e er t h e st at e of t h e r e m ai ni n g
p arti es b y p erf or mi n g  m e as ur e m e nts o n t h eir p art of t h e
st at e.  H er e,  w e f o c us o n t h e s o- c all e d o n e-si d e d st e eri n g
s c e n ari o  w h er e  Ali c e tri es t o st e er  B o b a n d  C h arli e.  We s a y
a st at e ρ d e m o nstr at es st e eri n g if its pr o b a bilit y distri b uti o n
d o es n ot a d mit a d e c o m p ositi o n of t h e f or m

p ða b c jx y z Þ ¼

Z

π ðλ Þp ða jx λ ÞTr ðM b jy σ
B
λ ÞTr ðM c jz σ

C
λ Þ d λ :

ð3 Þ

T h at is, t h e st atisti cs c a n b e e x pl ai n e d b y a s o- c all e d l o c al
hi d d e n-st at e  m o d el ( L H S),  w h er e t h e l o c al r es p o ns e f u n c-
ti o ns of  B o b a n d  C h arli e ar e o bt ai n e d fr o m  m e as ur e m e nts
o n pr e d et er mi n e d q u a nt u m st at es σ B

λ a n d σ C
λ , r es p e cti v el y.

T h e s et of ( u n n or m ali z e d) c o n diti o n al st at es f σ B C
a jx g t h at

Ali c e c a n pr e p ar e f or  B o b a n d  C h arli e, t h e s o- c all e d
ass e m bl a g e, is gi v e n b y

σ B C
a jx ¼ Tr A ½ðM a jx ⊗ 1 ⊗ 1 Þρ ; ð4 Þ

w h er e  Tr A d e n ot es t h e p arti al tr a c e a n d  Tr ðσ B C
a jx Þ ¼ p ða jx Þ

is t h e pr o b a bilit y t h at  Ali c e o bt ai ns o ut c o m e a .  H er e, t h e
m e as ur e m e nt s ets of  B o b a n d  C h arli e f M b jy g a n d f M c jz g

ar e ass u m e d as t o m o gr a p hi c all y c o m pl et e. F urt h er, n ot e
t h at a n y  L H S c a n b e c o nsi d er e d as a n  L H V,  w hil e t h e
c o n v ers e d o es n ot h ol d [ 2 6].  A n ass e m bl a g e is s ai d t o
d e m o nstr at e st e eri n g if it d o es n ot a d mit t h e d e c o m p ositi o n

σ B C
a jx ¼

Z

π ðλ Þp ða jx λ Þρ B C
λ ; ð 5 Þ

h er e ρ B C
λ is a s e p ar a bl e q u a nt u m st at e s h ar e d b y  B o b a n d

C h arli e.
We pr es e nt n o w t h e hi d d e n n o nl o c alit y s c e n ari o i n t h e

s pirit of [ 1 0]. I n t his s c e n ari o t h e p arti es p erf or m a
pr o b a bilisti c pr es el e cti o n a c c or di n g t o a d esir e d o ut c o m e
b ef or e t h e  B ell t est.  H e n c e, t h e y a p pl y a s e q u e n c e of
m e as ur e m e nts o n t h e s h ar e d st at e ρ L w hi c h c a n l e a d t o
n o nl o c al c orr el ati o ns e v e n if ρ L a d mits a n  L H V f or
P O V Ms. I n p arti c ul ar, t his i d e a c a n b e i m pl e m e nt e d b y
t h e us e of l o c al filt ers gi v e n b y ar bitr ar y  Kr a us o p er at ors

F x , f ulfilli n g F †
x F x ≤ 1 ; x ∈ f A;  B;  C g a n d a cti n g o n t h e

r es p e cti v e l o c al  Hil b ert s p a c e of t h e o bs er v ers.  T h e st at e
w hi c h t h e p arti es s h ar e aft er filt eri n g is gi v e n b y

ρ ¼
F A ⊗ F B ⊗ F C ρ L F †

A ⊗ F †
B ⊗ F †

C

Tr ð F A ⊗ F B ⊗ F C ρ L F †
A ⊗ F †

B ⊗ F †
C Þ

; ð 6 Þ

w h er e t h e s u c c ess pr o b a bilit y of t h e filt eri n g is gi v e n b y t h e
n or m ali z ati o n f a ct or.  We s a y t h at a st at e ρ L p oss ess es
g e n ui n e hi d d e n n o nl o c alit y if it a d mits a n  L H V f or P O V Ms
b ut t h e st at e ρ f or s o m e j u di ci o usl y c h os e n filt ers F A , F B ,
F C vi ol at es a  B ell i n e q u alit y.  N ot e t h at l o c al i n v erti bl e
filt ers d o n ot c h a n g e t h e e nt a n gl e m e nt c h ar a ct er of a gi v e n
st at e [ 3], i. e., b o u n d e nt a n gl e d st at es r e m ai n b o u n d
e nt a n gl e d.  N e v ert h el ess t h e filt ers c a n i n cr e as e t h e a m o u nt
of e nt a n gl e m e nt ( pr o b a bilisti c all y) b et w e e n t h e p arti es
[ 2 7],  w hi c h gi v es a n i nt uiti v e r e as o n  w h y l o c al filt ers
c a n b e us ef ul. F urt h er, b y b o u n d e nt a n gl e d st at es  w e  m e a n
e nt a n gl e d st at es  wit h p ositi v e p arti al tr a ns p os e ( P P T).

M et h o ds. — I n or d er t o d eri v e o ur r es ults,  w e  will s ol v e
t w o  m ai n t as ks:  w e s h o w t h at t h e filt er e d st at e d o es vi ol at e
a  B ell i n e q u alit y a n d t h at t h e st at e b ef or e filt eri n g a d mits a
l o c al  m o d el f or P O V Ms.  T h e first t as k c a n b e s ol v e d
effi ci e ntl y b y a n it er ati v e s e q u e n c e of s e mi d efi nit e pr o-
gr a ms ( S D Ps) [ 2 8], usi n g t h e s o- c all e d s e es a w [ 2 9] m et h o d.

FI G. 1.  A bstr a ct o v er vi e w of o ur r es ults.  We s h o w t h at t h e s et of
n o nl o c al b o u n d e nt a n gl e d st at e s ( B E st at es) c a n b e e nl ar g e d i n t h e
hi d d e n n o nl o c alit y s c e n ari o ( H N L).  T his is t h e first st e p t o w ar ds a
p ossi bl e e q ui v al e n c e of all  B E st at e s a n d all n o nl o c al  B E st at e s.
F urt h er e nl ar g e m e nts of t h e s et of n o nl o c al  B E st at es c o ul d b e
pr o vi d e d b y s u p er a cti v ati o n ( S A) a n d t h e as y m pt oti c s c e n ari o
( As y m p.), si mil ar t o t h e c as e f or distill a bl e st at e s. It is als o a n
o p e n q u esti o n,  w h et h er t h e s et c a n b e e nl ar g e d t o all  B E st at es i n
s u c h s c e n ari os.

P H Y SI C A L  R E VI E W  L E T T E R S 1 2 4, 0 5 0 4 0 1 ( 2 0 2 0)

0 5 0 4 0 1- 2



C o nsi d er a  B ell i n e q u alit y of t h e f or m

I ¼
X

a; b; c; x; y; z

c a b c jx y z p ða b c jx y z Þ ≤ L; ð7 Þ

wit h gi v e n (r e al) c o effi ci e nts c a b c jx y z a n d a l o c al b o u n d L .
T h e  B ell o p er at or a c c or di n g t o t his i n e q u alit y is t h e n
gi v e n b y

B ¼
X

a; b; c; x; y; z

c a b c jx y z M a jx ⊗ M b jy ⊗ M c jz : ð 8 Þ

T h e g o al is t o  m a xi mi z e t h e q u a nt u m v al u e Q ¼ Tr ðB ρ Þ
f or P P T e nt a n gl e d st at es ρ .  O pti mi zi n g s u c h a n e x pr essi o n
o v er all l o c al  m e as ur e m e nts a n d t h e st at e is a pr o bl e m,
w hi c h c a n n ot b e s ol v e d b y a n S D P i n g e n er al.  H o w e v er, t h e
s e es a w  m et h o d pr o vi d es a s ol uti o n:  w e fi x t h e  m e as ur e-
m e nts f or t w o of t h e p arti es f or a gi v e n st at e ρ , s u c h t h at t h e
pr o bl e m b e c o m es li n e ar i n t h e r e m ai ni n g p art y, l et us s a y
Ali c e.  We  m a xi mi z e t h e e x pr essi o n Q s u bj e ct t o t h e
c o nstr ai nts M a jx ≥ 0 ,

P
a M a jx ¼ 1 ,  w hi c h l e a ds us t o

t h e o pti m al  m e as ur e m e nts of  Ali c e.  T his str at e g y is
it er ati v el y a p pli e d o v er t h e i n di vi d u al p arti es a n d t h e st at e,
t o o pti mi z e t h e q u a nt u m v al u e Q ,  wit h o ut b ei n g g u ar a nt e e d
t h at it is a gl o b al  m a xi m u m.

T h e s e c o n d t as k is  m or e diffi c ult t o s ol v e.  E v e n t h o u g h
t h er e e xist a n al yti c al c o nstr u cti o ns f or  L H Vs, t h e y  m ostl y
r estri ct t o c ert ai n cl ass es of st at es  wit h hi g h s y m m etr y or
t h e y ar e r estri ct e d t o pr oj e cti v e  m e as ur e m e nts.  R e c e ntl y
i n [ 3 0, 3 1] a  m et h o d  w as pr es e nt e d t o al g orit h mi c all y
c o nstr u ct l o c al  m o d els, a g ai n  m a ki n g us e of S D Ps.  H er e,
w e o nl y p oi nt o ut t h e  m ai n us e of t his c o nstr u cti o n (f or
d et ails s e e [ 3 0, 3 1]).  C o nsi d er a dis cr et e s et of  m e as ur e-
m e nts f M a jx g ass o ci at e d  wit h a s o- c all e d s hri n ki n g f a ct or
0 ≤ η ≤ 1 a n d t h e t ar g et st at e ρ L . F urt h er, c o nsi d er t h e
f oll o wi n g S D P:

gi v e n ρ L ; f M a jx g ; η

fi n d q ¼ m a x q

s:t: Tr A ½ðM a jx ⊗ 1 ⊗ 1 Þχ ¼
X

λ

D λ ða jx Þσ B C
λ ; ∀ a; x

σ B C
λ ≥ 0 ; ðσ B C

λ Þ T B ≥ 0 ∀ λ

η χ þ ð 1 − η Þ
1

d A

⊗ Tr A ðχ Þ ¼ q ρ L þ ð 1 − q Þ
1

d A d B d C

;

ð 9 Þ

w h er e t h e  H er miti a n  m atri c es χ a n d σ B C
λ ar e t h e o pti mi-

z ati o n v ari a bl es.  T h e S D P c a n b e u n d erst o o d as f oll o ws.
T h e first c o nstr ai nt e ns ur es t h at ( n ot n e c ess aril y p ositi v e-
s e mi d efi nit e q u asist at e) χ d o es a d mit a n  L H S f or t h e
fi nit e s et of  m e as ur e m e nts f M a jx g ,  w h er e D λ ða jx Þ ar e

t h e d et er mi nisti c str at e gi es c orr es p o n di n g t o  Ali c e’s s et of
i n p uts a n d o ut p uts.  M or e s p e cifi c all y, D λ ða jx Þ ¼ δ a; λ x

,

w h er e λ ¼ λ 1 λ 2 λ m A
i s a stri n g of l e n gt h m A ,  w h er e

m A is t h e n u m b er of  Ali c e’s s etti n gs.  T h e (s u b n or m ali z e d)
st at es σ B C

λ h a v e t o b e s e p ar a bl e b et w e e n  B o b a n d  C h arli e
w hi c h is i n g e n er al a n o ntri vi al t as k, b ut f or t w o q u bits c a n
si m pl y b e e nf or c e d b y t h e p arti al tr a ns p os e c o nstr ai nt
ðσ B C

λ Þ T B ≥ 0 [ 3 2].  T h e l ast c o nstr ai nt c o nt ai ns t h e s hri n ki n g
f a ct or 0 ≤ η ≤ 1 a n d e ns ur es t h at als o a n ois y v ersi o n of t h e
t ar g et st at e ρ L a d mits a n  L H S, b ut t his ti m e f or t h e
c o nti n u o us s et of  m e as ur e m e nts M ( e. g., f o ur- o ut c o m e
P O V Ms)  w hi c h  w as a p pr o xi m at e d b y t h e dis cr et e s et
f M a jx g ⊂ M .

T h e S D P is b as e d o n t h e f a ct t h at t h e st atisti cs fr o m n ois y
m e as ur e m e nts o n a n ois el ess st at e ar e e q u al t o t h e st atisti cs
of a n ois y st at e  wit h n ois el ess  m e as ur e m e nts, i. e.,

Tr A ½ðM η
a ⊗ 1 ⊗ 1 Þχ ¼ Tr A ½ðM a ⊗ 1 ⊗ 1 Þρ L ; ð1 0 Þ

w h er e t h e t ar g et st at e is d efi n e d b y

ρ L ¼ η χ þ ð 1 − η Þ
1

d A

⊗ Tr A ðχ Þ; ð1 1 Þ

a n d t h e n ois y  m e as ur e m e nts ar e gi v e n b y

M η
a ¼ η M a þ ð 1 − η ÞTr ðM a Þ

1

d A

; ð1 2 Þ

f or a n y M a ∈ M .
N ot e t h at b e c a us e χ a d mits a n  L H S f or t h e dis cr et e s et

f M a jx g , b y c o n v e xit y it a d mits als o a l o c al  m o d el f or t h e

n ois y  m e as ur e m e nts M η
a . Fr o m t h e e q u alit y i n ( 1 0) it

f oll o ws t h at ρ L d o es als o a d mit a n  L H S f or a s et of
c o nti n u o us n ois el ess  m e as ur e m e nts.

H er e, t h e s hri n ki n g f a ct or η is t h e l ar g est n u m b er s u c h
t h at all n ois y  m e as ur e m e nts M η

a c a n b e  writt e n as a c o n v e x
mi xt ur e of el e m e nts fr o m t h e dis cr et e s et f M a jx g , i. e.,

M η
a ¼

X

x

p x M a jx ; ð1 3 Þ

wit h
P

x p x ¼ 1 a n d p x ≥ 0 ∀ x .
T h e s hri n ki n g f a ct or c a n o nl y b e o bt ai n e d a n al yti c all y i n

t h e c as e of q u bit pr oj e cti v e  m e as ur e m e nts, b ut f or g e n er al
m e as ur e m e nts it c a n b e o bt ai n e d b y a n S D P [ 3 1].

R es ults. — We n o w dis pl a y o ur  m ai n r es ult b y first pr e-
s e nti n g a n o nl o c al t hr e e- q u bit b o u n d e nt a n gl e d st at e a n d i n a
s e c o n d st e p s h o w t h at t his st at e ori gi n at es fr o m l o c al filt eri n g
of a diff er e nt st at e  wit h a n  L H S  m o d el f or P O V Ms.  N ot e t h at
t h e f oll o wi n g r es ults  w er e r e c o v er e d fr o m t h e n u m eri c al d at a
a n d ar e t h er ef or e e x a ct i n a n a n al yti c al s e ns e, u nl ess i n di c at e d
diff er e ntl y.  C o nsi d er t h e (r e al- v al u e d) d e nsit y  m atri x i n t h e
b asis fj 0 0 0 i; j0 0 1 i; j0 1 0 i; … ; j1 1 1 i g A B C gi v e n b y

ρ N L ¼ ð r i jÞ 1 ≤ i; j≤ 8 ; ð1 4 Þ
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wit h t h e f oll o wi n g d efi ni n g e ntri es:

r 1 1 ¼ 0 .0 2 9 0 ; r1 2 ¼ r 1 3 ¼ r 1 5 ¼ − 0 .0 0 9 8 ;

r 1 4 ¼ r 1 6 ¼ r 1 7 ¼ r 2 3 ¼ r 2 5 ¼ r 3 5 ¼ − 0 .0 0 8 3 ;

r 1 8 ¼ r 2 7 ¼ r 3 6 ¼ r 4 5 ¼ 0 .0 6 4 6 ;

r 2 2 ¼ r 3 3 ¼ r 5 5 ¼ 0 .0 4 1 2 ;

r 2 4 ¼ r 2 6 ¼ r 3 4 ¼ r 3 7 ¼ r 5 6 ¼ r 5 7 ¼ − 0 .0 3 3 5 ;

r 2 8 ¼ r 3 8 ¼ r 4 6 ¼ r 4 7 ¼ r 5 8 ¼ r 6 7 ¼ − 0 .0 5 9 8 ;

r 4 4 ¼ r 6 6 ¼ r 7 7 ¼ 0 .1 3 5 2 ;

r 4 8 ¼ r 6 8 ¼ r 7 8 ¼ 0 .0 1 0 2 ; r8 8 ¼ 0 .4 4 1 8 :

N ot e t h at ρ N L is i n v ari a nt u n d er p arti al tr a ns p os e  wit h
r es p e ct t o a n y p art y, as  w ell as i n v ari a nt u n d er p er m ut ati o n
of p arti es, b y c o nstr u cti o n.  T h er ef or e, t h e st at e is P P T a n d
als o bis e p ar a bl e  wit h r es p e ct t o a n y bi p artit e c ut [ 2 3, 3 3].
N ot e f urt h er t h at ρ N L h as t h e s a m e s y m m etr y pr o p erti es as
t h e f a mil y of st at es i n [ 2 3] wit h o ut b ei n g a  m e m b er of t his
f a mil y.  N e v ert h el ess, usi n g t h e s e es a w  m et h o d it c a n b e
s h o w n t o vi ol at e Ś li w a’s i n e q u alit y n u m b er 5 [ 3 4] ( w hi c h
i m pli es ρ N L is e nt a n gl e d),  w hi c h r e a ds

I ¼ h s y m½A 1 þ A 1 B 2 − A 2 B 2 − A 1 B 1 C 1

− A 2 B 1 C 1 þ A 2 B 2 C 2 i ≤ 3 ; ð1 5 Þ

w h er e s y m ½X d e n ot es t h e s y m m etri z ati o n of X o v er t h e
t hr e e p arti es, e. g., s y m½A 1 B 2 ¼ A 1 B 2 þ A 1 C 2 þ A 2 B 1 þ
A 2 C 1 þ B 1 C 2 þ B 2 C 1 .  H er e, A j ¼ B j ¼ C j ; j∈ f 1 ;2 g , a n d
A j ¼ M 1 jj − M 2 jj .  We c h o os e A 1 ¼ − 0 .7 9 0 9 σ z − 0 .6 1 1 9 σ x ,

A 2 ¼ − 0 .2 3 4 4 σ z þ 0 .9 7 2 1 σ x ,  w hi c h l e a ds t o a q u a nt u m
vi ol ati o n Q ≈ 3 .0 1 5 2 > 3 of i n e q u alit y ( 1 5).  N ot e t h at t h e
m a xi m al q u a nt u m v al u e a c hi e v a bl e b y P P T st at es o nl y
all o ws vi ol ati o ns u p t o Q ≈ 3 .0 1 8 7 [ 3 5].

N e xt,  w e s h o w t h at ρ N L c a n ori gi n at e fr o m a l o c al st at e
b y filt eri n g.  C o nsi d er t h e st at e ρ L d efi n e d vi a t h e r el ati o n

ρ N L ¼
F A ⊗ F B ⊗ F C ρ L F †

A ⊗ F †
B ⊗ F †

C

Tr ðF A ⊗ F B ⊗ F C ρ L F †
A ⊗ F †

B ⊗ F †
C Þ

; ð1 6 Þ

wit h t h e l o c al filt ers

F A ¼
0 .4 3 1 0 − 0 .2 9 7 1

− 0 .2 4 8 8 0 .7 2 9 1
;

F B ¼
0 .0 3 4 2 − 0 .0 8 0 8

− 0 .3 6 6 4 0 .8 6 8 8
;

F C ¼
0 .3 2 6 8 − 0 .1 8 7 3

− 0 .1 7 7 3 0 .6 4 4 0
:

F or  m or e d et ails, s e e t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 3 6].  N ot e
t h at it is i m m e di at el y cl e ar t h at t h er e e xists a v ali d q u a nt u m
st at e ρ L f ulfilli n g t h e a b o v e e q u ati o n.  T his c a n b e s e e n b y

usi n g t h e f a ct t h at t h e a b o v e l o c al filt ers ar e i n v erti bl e
a n d t h e o nl y c o nstr ai nt F † F ≤ 1 c a n al w a ys b e a c hi e v e d,
si n c e t h e filt ers F a n d c F m a p o nt o t h e s a m e st at e f or a n y
c ∈ C n f 0 g .

I n or d er t o fi n all y s h o w t h at ρ L p oss ess es g e n ui n e hi d d e n
n o nl o c alit y,  w e n e e d t o s h o w t h at it a d mits a l o c al  m o d el f or
all P O V Ms.  T h er ef or e,  w e us e t h e s a m e p ar a m etri z ati o n as
i n [ 3 1] f or  Ali c e’s fi nit e s et of  m e as ur e m e nts f M a jx g . It

c o nsists of all r el a b elli n gs of f P þ ; P− ; 0 ; 0 g w h er e P þ is a
pr oj e ct or o nt o a v ert e x of a n i c os a h e dr o n i n t h e  Bl o c h
s p h er e a n d P − o nt o t h e o p p osit e dir e cti o n, as  w ell as all
r el a b elli n gs of t h e tri vi al s et f 1 ; 0 ; 0 ; 0 g .  T his l e a ds t o a s et
of 7 6 el e m e nts  wit h a s hri n ki n g f a ct or of η ≈ 0 .6 7 3 .  N ot e
t h at it is s uffi ci e nt t o c o nsi d er o nl y e xtr e m al P O V Ms,
w hi c h f or q u bits h a v e at  m ost f o ur o ut c o m es [ 3 8].
T h e o pti mi z ati o n f or t h e  L H S, a c c or di n g t o ( 9) r es ults i n
q ¼ 1 .  T h e pr e cisi o n of t his r es ult is s u bj e ct t o t h e
st a n d ar d pr e cisi o n of M A T L A B [ 3 9] as  w ell as t h e S D P
s ol v ers S e D u M i [ 4 0] a n d M os e k [ 4 1] f or Y al mi p [ 4 2].  H e n c e, ρ L

a d mits a l o c al  m o d el f or P O V Ms  wit h o ut t h e n e e d of
a d diti o n al n ois e. F or a gr a p hi c al ill ustr ati o n of o ur  m ai n
r es ults, s e e Fi g. 2 .

C o n cl usi o ns a n d o utl o o k. — I n t h e pr es e nt  L ett er,  w e
h a v e s h o w n t h at a f ull y bis e p ar a bl e b o u n d e nt a n gl e d st at e
of t hr e e q u bits c a n a d mit a l o c al  m o d el f or P O V Ms, b ut c a n
gi v e ris e t o n o nl o c al c orr el ati o ns  w h e n l o c al filt ers  w er e
a p pli e d b ef or e t h e  B ell t est.  H e n c e,  w e h a v e s h o w n t h at
b o u n d e nt a n gl e d st at es c a n p oss ess g e n ui n e hi d d e n n o n-
l o c alit y.  T his is t h e first e x a m pl e of a cti v ati o n of n o n-
l o c alit y i n b o u n d e nt a n gl e m e nt. F urt h er m or e, t his is als o
t h e first e x a m pl e of a n  L H V of a b o u n d e nt a n gl e d st at e f or
all P O V Ms,  w hil e pr e vi o us  m o d els  w er e r estri ct e d t o
pr oj e cti v e  m e as ur e m e nts [ 3 1, 4 3].  O n e i m p ort a nt c o n cl u-
si o n of o ur r es ults is t h at g e n ui n e hi d d e n n o nl o c alit y (si n c e
it als o e xists f or b o u n d e nt a n gl e d st at es) d o es n ot i m pl y
e nt a n gl e m e nt distill a bilit y.  T o g et h er  wit h t h e r es ult of [ 1 1]
it s h o ws t h at g e n ui n e hi d d e n n o nl o c alit y a n d e nt a n gl e m e nt

FI G. 2. S c h e m ati c o v er vi e w o v er t h e r el e v a nt s ets of st at es.  T h e
st at es i n t h e s h a d e d ar e a ar e u n distill a bl e.  O ur r es ults c o nfir m t h e
e xist e n c e of b o u n d e nt a n gl e d st at es  wit h a n  L H V f or P O V M s.
H o w e v er, (i n v erti bl e) l o c al filt ers F ar e a bl e t o r e v e al t h e hi d d e n
n o nl o c alit y of t h es e st at es.  T h e y  m a p a st at e ρ L fr o m t h e s et of
st at es a d mitti n g a n  L H V o nt o a n o nl o c al st at e ρ N L .
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distill ati o n ar e i n e q ui v al e nt.  N ot e t h at si n c e t h e l o c al  m o d el
w e h a v e c o nstr u ct e d is a n  L H S  m o d el, o ur r es ults ar e als o
r el e v a nt f or t h e st e eri n g s c e n ari o.

It  w o ul d b e i nt er esti n g t o k n o w  w h et h er t h er e e xist als o
b o u n d e nt a n gl e d st at es  wit h o ut hi d d e n n o nl o c alit y.  E v e n
t h o u g h  w e c o ul d n ot pr o v e t h e e xist e n c e of s u c h st at es,  w e
f o u n d a bi p artit e b o u n d e nt a n gl e d st at e  wit h a l o c al  m o d el
f or P O V Ms i n t h e s o- c all e d filt er n or m al f or m [ 2 7],  w hi c h
s e e ms t o pl a y a n i m p ort a nt r ol e f or hi d d e n n o nl o c alit y.  We
t hi n k, t h er ef or e, t h at t his st at e is a g o o d c a n di d at e t o s h o w
b o u n d e nt a n gl e m e nt  wit h o ut hi d d e n n o nl o c alit y. F or f ur-
t h er d et ails, s e e t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 3 6]. I n t h e
f ut ur e, o n e s h o ul d i n v esti g at e t h e p ot e nti al of b o u n d
e nt a n gl e d st at es i n t h e s u p er a cti v ati o n or e v e n i n t h e
as y m pt oti c s c e n ari o.  E v e n 2 0 y e ars aft er t h e P er es c o n-
j e ct ur e [ 2 1],  w e still l e ar n  w h at b o u n d e nt a n gl e d st at es ar e
us ef ul f or. I n t h e s pirit of t h es e d e v el o p m e nts it s e e ms t o b e
w ell  m oti v at e d t o st at e a n “ i n v ers e P er es c o nj e ct ur e” : all
b o u n d e nt a n gl e d st at es ar e n o nl o c al r es o ur c es i n t h e
as y m pt oti c c as e, s e e Fi g. 1 .

T his pr oj e ct h as r e c ei v e d f u n di n g fr o m t h e  E ur o p e a n
U ni o n ’s  H ori z o n 2 0 2 0 r es e ar c h a n d i n n o v ati o n pr o gr a m m e
u n d er t h e  M ari e S k ło d o ws k a- C uri e gr a nt a gr e e m e nt
N o. 6 7 5 6 6 2 a n d s u p p ort fr o m t h e F e d er al  Mi nistr y of
E d u c ati o n a n d  R es e ar c h ( B M B F).
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r e vi e w  wit h f o c us o n s e mi d efi nit e pr o gr a m mi n g, R e p. Pr o g.
P h ys. 8 0 , 0 2 4 0 0 1 ( 2 0 1 7).

[ 2 6]  M.  Q ui nti n o,  T.  V ért esi,  D.  C a v al c a nti,  R.  A u g u si a k,  M.
D e mi a n o wi c z,  A.  A cí n, a n d  N.  Br u n n er, I n e q ui v al e n c e of
e nt a n gl e m e nt, st e eri n g, a n d  B ell n o nl o c alit y f or g e n er al
m e as ur e m e nts, P h ys.  R e v.  A 9 2 , 0 3 2 1 0 7 ( 2 0 1 5).

[ 2 7] F.  Verstr a et e, J.  D e h a e n e, a n d  B.  D e M o or,  L o c al filt eri n g
o p er ati o ns o n t w o q u bits, P h ys.  R e v.  A 6 4 , 0 1 0 1 0 1 ( 2 0 0 1).

[ 2 8]  L.  Va n d e n b er g h e a n d S.  B o y d, S e mi d efi nit e pr o gr a m mi n g,
SI A M  R e v. 3 8 , 4 9 ( 1 9 9 6).

[ 2 9]  R. F.  Wer n er a n d  M.  M.  W olf,  B ell i n e q u aliti es a n d e nt a n-
gl e m e nt, ar Xi v: q u a nt- p h/ 0 1 0 7 0 9 3 .

[ 3 0]  D.  C a v al c a nti,  L.  G u eri ni,  R.  R a b el o, a n d P. S kr z y p c z y k,
G e n er al  M et h o d f or  C o nstr u cti n g  L o c al  Hi d d e n  Vari a bl e
M o d els f or  E nt a n gl e d  Q u a nt u m St at e s, P h ys.  R e v.  L ett. 1 1 7 ,
1 9 0 4 0 1 ( 2 0 1 6) .

[ 3 1] F.  Hirs c h,  M.  Q ui nti n o,  T.  V ért esi,  M. F. P us e y, a n d
N.  Br u n n er,  Al g orit h mi c  C o nstr u cti o n of  L o c al  Hi d d e n
V ari a bl e  M o d els f or  E nt a n gl e d  Q u a nt u m St at es, P h ys.  R e v.
L ett. 1 1 7 , 1 9 0 4 0 2 ( 2 0 1 6).

[ 3 2]  A. P er es, S e p ar a bilit y  Crit eri o n f or  D e nsit y  M atri c es, P h ys.
R e v.  L ett. 7 7 , 1 4 1 3 ( 1 9 9 6).

P H Y SI C A L  R E VI E W  L E T T E R S 1 2 4, 0 5 0 4 0 1 ( 2 0 2 0)
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[ 3 3]  B.  Kr a us, J. I.  Cir a c, S.  K ar n as, a n d  M.  L e w e nst ei n,
S e p ar a bilit y i n 2 × n c o m p osit e q u a nt u m s yst e ms, P h ys.
R e v.  A 6 1 , 0 6 2 3 0 2 ( 2 0 0 0).

[ 3 4]  C. Ś li w a, S y m m etri es of t h e  B ell c orr el ati o n i n e q u aliti es,
P h ys.  L ett.  A 3 1 7 , 1 6 5 ( 2 0 0 3).

[ 3 5]  T.  M or o d er, J.  D.  B a n c al,  Y.  C.  Li a n g,  M.  H of m a n n, a n d
O.  G ü h n e,  D e vi c e-I n d e p e n d e nt  E nt a n gl e m e nt  Q u a ntifi c ati o n
a n d  R el at e d  A p pli c ati o ns, P h ys.  R e v.  L ett. 1 1 1 , 0 3 0 5 0 1
( 2 0 1 3).

[ 3 6] S e e S u p pl e m e nt al  M at eri al at htt p://li n k. a ps. or g/s u p pl e m e nt al/
1 0. 1 1 0 3/ P h ys R e v L ett. 1 2 4. 0 5 0 4 0 1 f or  m or e d et ails o n t h e
l o c al st at e i n t h e  m ai n t e xt, as  w ell as f or t h e l o c al bi p artit e
b o u n d e nt a n gl e d st at e i n t h e filt er n or m al f or m.  T his i n cl u d es
R ef. [ 3 7].

[ 3 7]  A.  C.  D o h ert y, P.  A. P arril o, a n d F.  M. S p e d ali eri,  C o m pl et e
f a mil y of s e p ar a bilit y crit eri a, P h ys.  R e v.  A 6 9 , 0 2 2 3 0 8
( 2 0 0 4).

[ 3 8]  G.  M.  D’Ari a n o, P.  L o Pr e sti, a n d P. P eri n otti,  Cl as si c al
r a n d o m n ess i n q u a nt u m  m e as ur e m e nts, J. P h ys.  A 3 8 , 5 9 7 9
( 2 0 0 5).

[ 3 9] M A T L A B ,  Versi o n 8. 2. 0. 7 0 1 ( R 2 0 1 3 b) ( T h e  M at h W or ks I n c.,
N ati c k,  M ass a c h us ett s, 2 0 1 0).

[ 4 0] J os F. St ur m,  Usi n g S e d u mi 1. 0 2, a M A T L A B t o ol b o x f or
o pti mi z ati o n o v er s y m m etri c c o n es, O pti mi.  M et h o ds a n d
S oft w. 1 1 , 6 2 5 1 9 9 9.

[ 4 1]  M O S E K  A p S,  T h e  M O S E K o pti mi z ati o n t o ol b o x f or
M A T L A B m a n u al,  Versi o n 8. 0. 0. 6 0, 2 0 1 9, htt ps:// d o cs
. m os e k. c o m/ 8. 0/t o ol b o x/i n d e x. ht ml.

[ 4 2] J.  L öf b er g,  Yal mi p:  A t o ol b o x f or  m o d eli n g a n d o pti mi z a-
ti o n i n M A T L A B , i n Pr o c e e di n gs of t h e  C A C S D  C o nf er e n c e,
T ai p ei, T ai w a n ( 2 0 0 4).

[ 4 3]  G.  T ót h a n d  T.  V ért esi,  Q u a nt u m St at es  wit h a P ositi v e
P arti al  Tr a ns p os e ar e  Us ef ul f or  M etr ol o g y, P h ys.  R e v.  L ett.
1 2 0 , 0 2 0 5 0 6 ( 2 0 1 8).

P H Y SI C A L  R E VI E W  L E T T E R S 1 2 4, 0 5 0 4 0 1 ( 2 0 2 0)
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❉ ❡ ❛✐❧ ♦ ♥ ❤ ❡ ❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡ ρ L ✳✖■ ♥ ♦ ❞ ❡ ♦ ❣✐ ✈ ❡ ❛ ✉ ❡❢ ✉❧ ❡ ♣ ❡ ❡ ♥ ❛ ✐ ♦ ♥ ♦❢ ❤ ❡
❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡ ρ L ❢ ♦ ♠ ✭ ✶ ✻ ✮ ✐ ♥ ❤ ❡ ♠ ❛✐ ♥ ❡ ① ✱ ♦ ♥ ❡ ❤ ❛ ♦ ✉ ♥ ❞ ❡ ❛ ♥ ❞ ❤ ♦ ✇ ♦ ♦ ❜ ❛✐ ♥
❤✐ ❛ ❡✳ ◆ ❛ ✉ ❛❧❧ ②✱ ❤ ❡ ❡ ✐ ♥ ♦ ❤✐ ♥ ✇ ❤✐ ❝ ❤ ❛ ❡ ♦ ♥ ❡ ❤ ♦ ✉❧ ❞ ✐ ♥ ✈ ❡ ✐ ❣ ❛ ❡ ✐ ♥ ♦ ❞ ❡
♦ ② ♦ ♣ ♦ ✈ ❡ ❤ ❡✐ ❧ ♦ ❝ ❛❧✐ ② ♦ ✇ ❤ ❡ ❤ ❡ ❤ ❡ ② ♣ ♦ ❡ ❣ ❡ ♥ ✉✐ ♥ ❡ ❤✐ ❞ ❞ ❡ ♥ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧✐ ②✳

❍ ♦ ✇ ❡ ✈ ❡ ✱ ✐ ❜ ❡ ❝ ♦ ♠ ❡ ✐ ♠ ♠ ❡ ❞✐ ❛ ❡❧ ② ❝❧ ❡ ❛ ✇ ❤ ❡ ♥ ♦ ♥ ❡ ✐ ♥ ✈ ❡ ❤ ❡ ♣ ♦ ❜❧ ❡ ♠ ❛ ♥ ❞ ✐ ❡
♦ ✜ ♥ ❞ ❛ ❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡ ❛❢ ❡ ✇ ❡ ❛ ♣ ♣❧✐ ❡ ❞ ❧ ♦ ❝ ❛❧ ✜❧ ❡ ♦ ♥ ❛ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡✳ ❙✐ ♥ ❝ ❡

✇ ❡ ❝ ❤ ♦ ♦ ❡ ❤ ❡ ✜❧ ❡ ♦ ❜ ❡ ✐ ♥ ✈ ❡ ✐ ❜❧ ❡✱ ✇ ❡ ❝ ❛ ♥ ❡ ❛ ✐❧ ② ✜ ♥ ❞ ✜❧ ❡ ✇ ❤✐ ❝ ❤ ♠ ❛ ♣ ❤ ❡
❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡ ♦ ♥ ♦ ❤ ❡ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡✳ ❚ ❤ ❡ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡ ♦ ❜ ❛✐ ♥ ❡ ❞ ❜ ② ❤ ❡ ❡ ❡✲ ❛ ✇
❛❧ ❣ ♦ ✐ ❤ ♠ ❤ ❛ ❜ ② ❝ ♦ ♥ ✉ ❝ ✐ ♦ ♥ ❛ ❤✐ ❣ ❤ ❛ ♠ ♦ ✉ ♥ ♦❢ ② ♠ ♠ ❡ ②✱ ✇ ❤✐ ❝ ❤ ✇ ❡ ❞ ❡ ❝ ❡ ❛ ❡ ❜ ②
❤ ❡ ❧ ♦ ❝ ❛❧ ✜❧ ❡ ❛ ♥ ❞ ❤ ❡ ♥ ❛ ♣ ♣❧ ② ❤ ❡ ❙ ❉ ❡ ❝ ❤ ♥✐ ✉ ❡ ♦ ✜ ♥ ❞ ❛ ♥ ▲ ❍ ❙✳ ❆❢ ❡ ✇ ❛ ❞ ✱
❤ ❡ ✐ ♥ ✈ ❡ ❡ ❞ ✜❧ ❡ ✐ ♥ ❝ ❡ ❛ ❡ ❤ ❡ ② ♠ ♠ ❡ ② ♦❢ ❤ ❡ ❛ ❡ ❛ ❣ ❛✐ ♥✳ ❚ ❤ ❡ ❡❢ ♦ ❡✱ ρ L ✐
✐ ♠ ♣❧ ② ❣✐ ✈ ❡ ♥ ❜ ②

ρ L =
G A ⊗ G B ⊗ G C ρ N L G †

A ⊗ G †
B ⊗ G †

C

Tr( G A ⊗ G B ⊗ G C ρ N L G †
A ⊗ G †

B ⊗ G †
C )

, ✭ ❙ ✶✮

✇✐ ❤ ❤ ❡ ❧ ♦ ❝ ❛❧ ✐ ♥ ✈ ❡ ✐ ❜❧ ❡ ✜❧ ❡

G A =
0 .7 2 9 1 0 .2 9 7 1
0 .2 4 8 8 0 .4 3 1 0

,

G B =
0 .8 6 8 8 0 .0 8 0 8
0 .3 6 6 4 0 .0 3 4 2

,

G C =
0 .6 4 4 0 0 .1 8 7 3
0 .1 7 7 3 0 .3 2 6 8

.

❛ ♥ ❞ ❤ ❡ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧ ❛ ❡ ρ N L ❞ ❡ ✜ ♥ ❡ ❞ ✐ ♥ ❊ ✳ ✭✶ ✹ ✮ ✐ ♥ ❤ ❡ ♠ ❛✐ ♥ ❡ ① ✳
▲ ♦ ❝ ❛❧ ❜ ♦ ✉ ♥ ❞ ❡ ♥ ❛ ♥ ❣❧ ❡ ♠ ❡ ♥ ✐ ♥ ❤ ❡ ✜❧ ❡ ♥ ♦ ♠ ❛❧ ❢ ♦ ♠✳ ✖ ❍ ❡ ❡✱ ✇ ❡ ✇ ❛ ♥ ♦ ❡ ①✲

❡ ♥ ❞ ♦ ✉ ♦ ✉ ❧ ♦ ♦ ❦ ❜ ② ♣ ❡ ❡ ♥ ✐ ♥ ❣ ❛ ❜✐ ♣ ❛ ✐ ❡ ❜ ♦ ✉ ♥ ❞ ❡ ♥ ❛ ♥ ❣❧ ❡ ❞ ❛ ❡ ✇ ❤✐ ❝ ❤ ❛ ❞ ♠✐
❛ ♥ ▲ ❍ ❙ ❢ ♦ ❖ ❱ ▼ ❛ ♥ ❞ ✐ ❛ ❣ ♦ ♦ ❞ ❝ ❛ ♥ ❞✐ ❞ ❛ ❡ ♦ ❤ ♦ ✇ ❜ ♦ ✉ ♥ ❞ ❡ ♥ ❛ ♥ ❣❧ ❡ ♠ ❡ ♥ ✇✐ ❤✲
♦ ✉ ❤✐ ❞ ❞ ❡ ♥ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧✐ ②✱ ❛ ✇ ❡ ✇✐❧❧ ❛ ❣ ✉ ❡ ❜ ❡❧ ♦ ✇✳ ❆ ♥ ✐ ♠ ♣ ♦ ❛ ♥ ❢ ❡ ❛ ✉ ❡ ♦❢ ❤✐

❛ ❡ ✐ ❤ ❛ ❤ ❡ ❛ ❡ ✐ ❛❧ ❡ ❛ ❞ ② ✐ ♥ ❤ ❡ ✜❧ ❡ ♥ ♦ ♠ ❛❧ ❢ ♦ ♠ ❬ ✶ ❪✱ ✇ ❤✐ ❝ ❤ ♠ ❡ ❛ ♥ ❛❧❧
✐ ♥ ❣❧ ❡✲ ♣ ❛ ② ❡ ❞ ✉ ❝ ❡ ❞ ❞ ❡ ♥ ✐ ② ♠ ❛ ✐ ❝✐ ❡ ❛ ❡ ♠ ❛ ①✐ ♠ ❛❧❧ ② ♠✐ ① ❡ ❞✳ ❚ ❤ ❡ ✜❧ ❡ ♥ ♦ ♠ ❛❧

❢ ♦ ♠ ❞ ♦ ❡ ♣❧ ❛ ② ❛ ♥ ✐ ♠ ♣ ♦ ❛ ♥ ♦❧ ❡ ✇ ❤ ❡ ♥ ✐ ❝ ♦ ♠ ❡ ♦ ❤✐ ❞ ❞ ❡ ♥ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧✐ ②✳ ❋ ♦
❡ ① ❛ ♠ ♣❧ ❡✱ ❤ ❡ ✜❧ ❡ ♥ ♦ ♠ ❛❧ ❢ ♦ ♠ ❞ ♦ ❡ ♠ ❛ ①✐ ♠✐ ③ ❡ ❤ ❡ ✈✐ ♦❧ ❛ ✐ ♦ ♥ ♦❢ ❤ ❡ ❈ ❍ ❙ ❍ ✐ ♥✲
❡ ✉ ❛❧✐ ② ❢ ♦ ✇ ♦✲ ✉ ❜✐ ✱ ❛ ✇ ❡❧❧ ❛ ❡ ♥ ❛ ♥ ❣❧ ❡ ♠ ❡ ♥ ♠ ♦ ♥ ♦ ♦ ♥ ❡ ❬✶ ❪✳ ❋ ✉ ❤ ❡ ✱ ✐ ♥ ❬✷ ❪ ✐
✇ ❛ ❤ ♦ ✇ ♥ ❤ ❛ ❝ ❡ ❛✐ ♥ ❲❡ ♥ ❡ ❛ ❡ ❛ ❞ ♠✐ ❛ ♥ ▲ ❍ ❙ ♠ ♦ ❞ ❡❧✱ ❡ ✈ ❡ ♥ ❛❢ ❡ ❛ ❜✐ ❛ ②
❧ ♦ ❝ ❛❧ ✜❧ ❡ ✐ ♥ ❣✳ ❲❡ ♥ ❡ ❛ ❡ ❛ ❡ ❛❧ ♦ ❛❧ ❡ ❛ ❞ ② ✐ ♥ ❤ ❡ ✜❧ ❡ ♥ ♦ ♠ ❛❧ ❢ ♦ ♠✳

✶



■ ♥ ✉✐ ✐ ✈ ❡❧ ②✱ ❤ ❡ ❡ ✐ ♥ ♦ ♦ ❜ ✈✐ ♦ ✉ ❡ ❛ ♦ ♥ ✇ ❤ ② ❧ ♦ ❝ ❛❧ ✜❧ ❡ ✇ ♦ ✉❧ ❞ ✐❧❧ ❜ ❡ ❛ ❜❧ ❡
♦ ❛ ❝ ✐ ✈ ❛ ❡ ❤ ❡ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧✐ ② ♦❢ ✉ ❝ ❤ ❛ ❡ ❜ ❡ ❝ ❛ ✉ ❡ ❤ ❡ ② ❝ ❛ ♥ ♥ ♦ ❞✐ ✐ ♥ ❣ ✉✐ ❤ ❤ ❡

✉ ❡❢ ✉❧ ♣ ❛ ♦❢ ❛ ❛ ❡ ❢ ♦ ♠ ✇ ❤✐ ❡ ♥ ♦✐ ❡✳ ❈ ♦ ♥ ✐ ❞ ❡ ❤ ❡ ❛ ❡✱ ✐ ♥ ✜❧ ❡ ♥ ♦ ♠ ❛❧ ❢ ♦ ♠
❣✐ ✈ ❡ ♥ ❜ ②

σ =
1

d A d B
+

d 2
A − 1

k = 1

ξ A H A
k ⊗ H B

k ✭ ❙ ✷✮

✇✐ ❤ d A = 2 ✱ d B = 4 ✱ ❤ ❡ ❝ ♦ ❡ ✣ ❝✐ ❡ ♥ ξ k ✱ ❛ ♥ ❞ ❤ ❡ ❛ ❝ ❡❧ ❡ ♠ ✉ ✉ ❛❧❧ ② ♦ ❤ ♦ ♥ ♦ ♠ ❛❧
♠ ❛ ✐ ❝✐ ❡ H A

k ✱ H B
k ✳ ❙ ♣ ❡ ❝✐ ✜ ❝ ❛❧❧ ②✱ ✇ ❡ ❝ ❤ ♦ ♦ ❡

ξ 1 = ξ 2 = 1 .3 2 1 9 , ξ3 = 1 .1 3 4 8 ,

❛ ♥ ❞ ❤ ❡ ♠ ❛ ✐ ❝✐ ❡

H A
1 =

0 0
1 0

, HA
2 =

0 − 1
0 0

,

H A
3 =






1
√

2
0

0 −
1

√
2




 ,

❢ ♦ ❆❧✐ ❝ ❡✬ ✉ ❜ ② ❡ ♠✱ ❛ ✇ ❡❧❧ ❛

H B
1 =







0 0 0 − 0 .0 9 8 3
− 0 .6 3 9 3 0 0 0

0 − 0 .4 1 5 8 0 0
0 0 − 0 .6 3 9 3 0





 ,

H B
2 =







0 0 .6 3 9 3 0 0
0 0 0 .4 1 5 8 0
0 0 0 0 .6 3 9 3

0 .0 9 8 3 0 0 0





 ,

H B
3 =







− 0 .4 8 5 9 0 0 0
0 − 0 .5 1 3 7 0 0
0 0 0 .5 1 3 7 0
0 0 0 0 .4 8 5 9





 ,

❢ ♦ ❇ ♦ ❜✬ ✐ ❞ ❡✳ ❆ ♦ ♥ ❡ ❝ ❛ ♥ ✉✐ ❝ ❦❧ ② ✈ ❡ ✐❢ ②✱ σ ✐ ❛ ❚ ❛ ❡✳ ◆ ❡ ✈ ❡ ❤ ❡❧ ❡ ✱ ✐ ❝ ❛ ♥
❜ ❡ ❤ ♦ ✇ ♥ ♦ ❜ ❡ ❡ ♥ ❛ ♥ ❣❧ ❡ ❞ ❜ ② ❤ ❡ ❙ ❉ ❡ ❝ ❤ ♥✐ ✉ ❡ ♣ ❡ ❡ ♥ ❡ ❞ ✐ ♥ ❬ ✸ ❪✳ ❲✐ ❤ ❤ ❡
♠ ❡ ❤ ♦ ❞ ❞ ❡ ❝ ✐ ❜ ❡ ❞ ✐ ♥ ❤ ❡ ♠ ❛✐ ♥ ❡ ① ✱ ✇ ❡ ✇ ❡ ❡ ❛ ❜❧ ❡ ♦ ❤ ♦ ✇ ❤ ❛ σ ❞ ♦ ❡ ❛ ❞ ♠✐
❛ ♥ ▲ ❍ ❙ ♠ ♦ ❞ ❡❧ ❢ ♦ ❣ ❡ ♥ ❡ ❛❧ ❖ ❱ ▼ ♦ ♥ ❆❧✐ ❝ ❡✬ ✐ ❞ ❡✳

❆ ❛ ❣ ✉ ❡ ❞ ❛ ❜ ♦ ✈ ❡✱ ❤✐ ❛ ❡ ✐ ❛ ❣ ♦ ♦ ❞ ❝ ❛ ♥ ❞✐ ❞ ❛ ❡ ♦ ❤ ♦ ✇ ❜ ♦ ✉ ♥ ❞ ❡ ♥ ❛ ♥ ❣❧ ❡✲
♠ ❡ ♥ ✇✐ ❤ ♦ ✉ ❤✐ ❞ ❞ ❡ ♥ ♥ ♦ ♥❧ ♦ ❝ ❛❧✐ ②✳ ❍ ♦ ✇ ❡ ✈ ❡ ✱ ✐ ✐ ✉✐ ❡ ❝ ♦ ♠ ♣❧✐ ❝ ❛ ❡ ❞ ♦ ♣ ♦ ✈ ❡ ♦ ✉
❝ ♦ ♥❥ ❡ ❝ ✉ ❡✱ ❞ ✉ ❡ ♦ ❤ ❡ ❢ ❛ ❝ ❤ ❛ ♠ ❛ ♥ ② ❞ ❡ ❣ ❡ ❡ ♦❢ ❢ ❡ ❡ ❞ ♦ ♠ ❛ ❡ ✐ ♥ ✈ ♦❧ ✈ ❡ ❞✳ ■❢ ♦ ✉
❝ ♦ ♥❥ ❡ ❝ ✉ ❡ ✉ ♥ ♦ ✉ ♦ ❜ ❡ ✉ ❡✱ ♦ ❤ ❡ ❝ ❡ ♥ ❛ ✐ ♦ ❧✐ ❦ ❡ ❤ ❡ ✉ ♣ ❡ ❛ ❝ ✐ ✈ ❛ ✐ ♦ ♥ ♦ ❤ ❡
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BTr ai ni n g v ari ati o n al q u a nt u m

al g orit h m s i s N P- h ar d

Titl e:  Tr ai ni n g v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s i s N P- h ar d

A ut h or s: L e n n art Bitt el, M arti n Kli e s c h

J o ur n al: P h y si c al R e vi e w L ett er s

D at e of s u b mi s si o n: 2 4 A pril 2 0 2 1

P u bli c ati o n st at u s: P u bli s h e d

T hi s p u bli c ati o n c orr e s p o n d s t o t h e arti cl e [ 8 6 ]. T h e s u m m ar y of t h e r e s ult s i s

pr e s e nt e d i n s e cti o n 4. 1. 1.

C o nt ri b uti o n : M y c o ntri b uti o n w a s i n d eri vi n g t h e m ai n r e d u cti o n s a n d pr o of s of t h e

p a p er. T h e p a p er w a s writt e n i n cl o s e di s c u s si o n wit h M K.
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CF a st gr a di e nt e sti m ati o n f or

v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s

Titl e: F a st gr a di e nt e sti m ati o n f or v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s

A ut h or s: L e n n art Bitt el, J e n s W att y, M arti n Kli e s c h

J o ur n al:  T B D

T hi s p u bli c ati o n c orr e s p o n d s t o t h e arti cl e [ 8 7 ]. T h e s u m m ar y of t h e r e s ult s i s

pr e s e nt e d i n s e cti o n 4. 2. 2.

C o nt ri b uti o n : T h e w or k w a s i n s pir e d fr o m n u m eri c al o b s er v ati o n s t h at r e s ult e d

fr o m J W’ s b a c h el or t h e si s. M y m ai n c o ntri b uti o n s w er e i n d eri vi n g t h e e sti m ati o n

fr a m e w or k a n d pr o vi n g m o st a n al yti c al r e s ult s pr e s e nt e d i n t h e p a p er. I al s o h el p e d

i n t h e n u m eri c al a n al y si s, f or w hi c h J W w a s m o stl y r e s p o n si bl e.
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F ast gr a di e nt esti m ati o n f or v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h ms

L e n n art Bitt el 1 , J e ns N. W att y1 , a n d M arti n Kli es c h1, 2

1 I n stit ut e f or T h e or eti c al P h y si c s, H ei nri c h H ei n e U ni v er sit y D ü s s el d orf, G er m a n y

2 I n stit ut e f or Q u a nt u m-I n s pir e d a n d Q u a nt u m O pti mi z ati o n, H a m b ur g U ni v er sit y of Te c h n ol o g y, G er m a n y

M a n y o p ti mi z a ti o n m e t h o d s f o r t r ai ni n g
v a ri a ti o n al q u a n t u m al g o ri t h m s a r e b a s e d o n
e s ti m a ti n g g r a di e n t s of t h e c o s t f u n c ti o n. D u e
t o t h e s t a ti s ti c al n a t u r e of q u a n t u m m e a s u r e-
m e n t s, t hi s e s ti m a ti o n r e q ui r e s m a n y ci r c ui t
e v al u a ti o n s, w hi c h i s a c r u ci al b o t tl e n e c k of t h e
w h ol e a p p r o a c h. W e p r o p o s e a n e w g r a di e n t
e s ti m a ti o n m e t h o d t o mi ti g a t e t hi s m e a s u r e-
m e n t c h all e n g e a n d r e d u c e t h e r e q ui r e d m e a-
s u r e m e n t r o u n d s. Wi t hi n a B a y e si a n f r a m e-
w o r k a n d b a s e d o n t h e g e n e r ali z e d p a r a m e-
t e r s hif t r ul e, w e u s e p ri o r i nf o r m a ti o n a b o u t
t h e ci r c ui t t o fi n d a n e s ti m a ti o n s t r a t e g y t h a t
mi ni mi z e s e x p e c t e d s t a ti s ti c al a n d s y s t e m a ti c
e r r o r s si m ul t a n e o u sl y. W e d e m o n s t r a t e t h a t
t hi s a p p r o a c h c a n si g ni fi c a n tl y o u t p e rf o r m t r a-
di ti o n al g r a di e n t e s ti m a ti o n m e t h o d s, r e d u c-
i n g t h e r e q ui r e d m e a s u r e m e n t r o u n d s b y u p
t o a n o r d e r of m a g ni t u d e f o r a c o m m o n Q A O A
s e t u p. O u r a n al y si s al s o s h o w s t h a t a n e s ti m a-
ti o n vi a fi ni t e di ff e r e n c e s c a n o u t p e rf o r m t h e
p a r a m e t e r s hif t r ul e i n t e r m s of g r a di e n t a c-
c u r a c y f o r s m all a n d m o d e r a t e m e a s u r e m e n t
b u d g e t s.

1 I ntr o d u cti o n

It h a s b e e n d e m o n str at e d t h at q u a nt u m d e vi c e s
c a n o ut p erf or m cl a s si c al c o m p ut er s o n c o m p ut ati o n al
pr o bl e m s s p e ci fi c all y t ail or e d t o t h e h ar d w ar e [ 1 , 2 ].
W hil e t hi s h a s b e e n a n i m p ort a nt mil e st o n e, t h e ulti-
m at e g o al i s a u s ef ul q u a nt u m a d v a nt a g e , i. e. a si mil ar
s p e e d u p f or a pr o bl e m wit h r el e v a nt a p pli c ati o n s. T h e
c e ntr al pr a cti c al c h all e n g e i s t h at o nl y n oi s y a n d i nt er-
m e di at e s c al e q u a nt u m ( NI S Q) h ar d w ar e i s a v ail a bl e
f or t h e f or e s e e a bl e f ut ur e [3 ]. T hi s r e stri cti o n m e a n s
t h at q u a nt u m d e vi c e s h a v e li mit e d q u bit n u m b er s a n d
c a n o nl y r u n s h ort q u a nt u m cir c uit s, a s t h e q u a nt u m
c o m p ut ati o n m u st b e fi ni s h e d b ef or e n oi s e e ff e ct s b e-
c o m e t o o d o mi n a nt. F or t hi s r e a s o n, gr e at e ff ort s ar e
b ei n g m a d e t o d e si g n q u a nt u m al g orit h m s i n a NI S Q-
fri e n dl y w a y. O n e c e ntr al i d e a i n t hi s e ff ort i s t o tr a d e
a n i n cr e a s e d n u m b er of cir c uit e v al u ati o n s a n d a d di-
ti o n al cl a s si c al c o m p ut ati o n f or r e d u c e d q u bit n u m-
b er s a n d l o w er cir c uit d e pt h s.

L e n n art Bitt el: l e n n art. bitt el @ u ni- d u e s s el d orf. d e

J e n s N. W att y: j e n s. s c h n ei d er @ u ni- d u e s s el d orf. d e

M arti n Kli e s c h: m arti n. kli e s c h @t u h h. d e

Cl assi c al
o pti mi z ati o n

r o uti n e
All o c at or

Q u a n t u m C o m p u t e r

U 1 (θ 1 ) U 2 (θ 2 ) U 3 (θ 3 ) U M|Ψ 0

L o w l e v el c o ntr ol

P o st pr o c e s si n gEsti m at o r

θ { θ i , m i }

{ y i , σ
2
i }

{ ω i }
∇ Ĝ ( θ )

(m, C a , σ)θ 0

θ ∗ , G (θ ∗ )

Fi g ur e 1: S k et c h of t h e gr a di e nt e sti m ati o n f or V Q A o pti-
mi z ati o n r o uti n e s a s s h o w n i n al g orit h m 1 .

O n e of t h e l e a di n g a p pr o a c h e s t o w ar d a c hi e vi n g
u s ef ul q u a nt u m a d v a nt a g e s i s gi v e n b y v ari ati o n al
q u a nt u m al g orit h m s ( V Q A s). T h e y a d dr e s s t h e pr o b-
l e m of e sti m ati n g t h e gr o u n d st at e e n er g y of a q u a n-
t u m m a n y- b o d y H a milt o ni a n vi a a v ari ati o n al o pti-
mi z ati o n, a s f oll o w s. T h e q u a nt u m p art of V Q A s
i s i m pl e m e nt e d u si n g p ar a m etri z e d q u a nt u m cir c uit s
( P Q C s), w hi c h ar e u s e d t o pr e p ar e t h e v ari ati o n al
q u a nt u m st at e s. I n or d er t o i nt erf a c e it wit h a cl a s-
si c al c o m p ut er, t h e e n er g y a n d t h e e n er g y gr a di e nt
w.r.t. t h e v ari ati o n al p ar a m et er s ar e t y pi c all y e sti-
m at e d. T h e n a cl a s si c al c o m p ut er, w hi c h t y pi c all y
r u n s s o m e gr a di e nt d e s c e nt- b a s e d al g orit h m, i s u s e d
t o mi ni mi z e t h e e n er g y vi a r e p e at e d p ar a m et er u p-
d at e s a n d e sti m ati o n s of t h e e n er g y f u n cti o n al.

S e v er al c h all e n g e s o c c ur i n t hi s a p pr o a c h. Fir st, o n
t h e cl a s si c al c o m p ut ati o n si d e, t h e o pti mi z ati o n mi g ht
r e a c h a b arr e n pl at e a u f or t h e o bj e cti v e f u n cti o n [ 4 ]
or g et st u c k i n l o c al mi ni m a [ 5 ]. B arr e n pl at e a u s
c a n s o m eti m e s b e a v oi d e d b y u si n g s m art i niti ali z a-
ti o n s f or t h e p ar a m et er s [ 6 ]. M or e o v e r, s o p hi sti c at e d
c o n str u cti o n s of t h e q u a nt u m cir c uit f a mil y c a n h el p
t o b y p a s s s u c h p r o bl e m ati c r e gi o n s i n t h e p ar a m et er
s p a c e [ 7 , 8 ]. L o c al mi ni m a c a n at l e a st p arti all y b e
a v oi d e d u si n g n at ur al gr a di e nt s [ 9 ]. S e c o n d, t h e m e a-
s ur e m e nt e ff ort of t h e q u a nt u m c o m p ut er c a n p o s e a
criti c al b ottl e n e c k f or V Q A s. T h e r e a s o n i s t h at

(i) m a n y it er ati o n s st e p s ar e d o n e i n t h e cl a s si c al
o pti mi z ati o n,

(ii) s e v er al p arti al d eri v ati v e s ar e n e e d e d f or e a c h
gr a di e nt u p d at e st e p,

(iii) m ulti pl e m e a s ur e m e nt s etti n g s mi g ht b e n e e d e d
f or t h e e sti m ati o n of o b s er v a bl e s s u c h a s l o c al
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H a milt o ni a n s,
(i v) q u a nt u m m e a s ur e m e nt s ar e pr o b a bili sti c, r e-

q uiri n g O ( 1/ 2 ) m e a s ur e m e nt r o u n d s f or a c-
c ur a c y

a n d t hi s c a n a d d u p t o a l ar g e n u m b er of t ot al n u m-
b er of m e a s ur e m e nt s r o u n d s. Si n c e q u a nt u m m e a-
s ur e m e nt s ar e d e str u cti v e, o n e al s o n e e d s t o pr e p ar e
t h e e ntir e v ari ati o n al st at e fr o m s cr at c h f or e a c h m e a-
s ur e m e nt r o u n d.

I n t hi s w or k, w e d e v el o p a n e w gr a di e nt e sti m a-
ti o n al g orit h m t h at b al a n c e s st ati sti c al a n d s y st e m-
ati c err or s w hi c h a c hi e v e a b ett er gr a di e nt e sti m at e
wit h f e w er m e a s ur e m e nt r o u n d s t h a n c o n v e nti o n al e s-
ti m at or s. S p e ci fi c all y, w e fir st c h ar a ct eri z e b ot h t h e
st ati sti c al a n d s y st e m ati c err or t h at ari s e i n t h e e sti-
m ati o n pr o c e d ur e, w h e r e f or t h e s y st e m ati c err or, w e
i ntr o d u c e a B a y e si a n fr a m e w or k u si n g pri or i nf or m a-
ti o n a n d a s s u m pti o n s a b o ut t h e s y st e m t o e sti m at e it.
T h e n, w e d e v el o p all o c at or m et h o d s, w hi c h f or a gi v e n
m e a s ur e m e nt b u d g et d et er mi n e a n o pti m al str at e g y,
n a m el y w h at a n d h o w oft e n w e w a nt t o m e a s ur e e a c h
cir c uit c o n fi g ur ati o n, i n or d er t o mi ni mi z e t h e t ot al
err or. T h e e sti m at or t h e n r et ur n s a gr a di e nt e sti m at e
b a s e d o n t h e m e a s ur e m e nt o ut c o m e s. A s k et c h of t h e
pr o c e d ur e i s s h o w n i n fi g ur e 1 .

T h e B a y e si a n a p pr o a c h t a k e s a d v a nt a g e, b ut al s o
r e q uir e s pri or k n o wl e d g e a b o ut t h e s y st e m. We d e-
v el o p str at e gi e s t o o bt ai n t hi s pri or i nf or m ati o n d e-
p e n di n g o n t h e cir c uit d e pt h:

(i) F or s h ort cir c uit, w e u s e e x p eri m e nt al or n u m er-
i c al / a n al yti c al o b s er v ati o n s.

(ii) F or hi g h er d e pt h s, w e u s e u nit ar y 2- d e si g n pr o p-
erti e s of r a n d o m cir c uit s.

(iii) I n t h e i nt er m e di at e r e gi m e, w e u s e a n i nt er p ol a-
ti o n of t h e t w o.

F or t h e a n al y si s i n t hi s p a p er w e n e gl e ct all err or
s o ur c e s ari si n g fr o m i m p erf e ct q u a nt u m h ar d w ar e a n d
o nl y f o c u s o n n oi s e d u e t o fi nit e m e a s ur e m e nt s (i. e.
s h ot n oi s e). A d diti o n all y, w e a s s u m e ti m e p eri o di c
u nit ari e s, m e a ni n g t h at, wit h o ut l o s s of g e n er alit y, t h e
ei g e n e n er gi e s of t h e g e n er at or s c a n b e a s s u m e d t o b e
i nt e g er s.

Fi n all y, w e d e m o n str at e n u m eri c all y t h at t h e
B a y e si a n a p pr o a c h o ut p erf or m s pr e vi o u s p ar a m et er
s hift r ul e ( P S R) a p pr o a c h e s i n t er m s of gr a di e nt e sti-
m ati o n a n d V Q A o pti mi z ati o n a c c ur a c y.

1. 1 R el at e d w or k

T h er e ar e s e v er al a p pr o a c h e s t o e sti m ati n g gr a di e nt s
i n V Q A s, n ot a bl y t h e P S R [1 0 , 1 1 ] i s a bl e t o o b-
t ai n u n bi a s e d gr a di e nt e sti m at e s f or g e n er at or s wit h
o nl y t w o di sti n ct ei n g e n v al u e s. F urt h er g e n er ali z a-
ti o n s w er e m a d e i n R ef. [ 1 2 ] f or a wi d er cl a s s of
H a milt o ni a n s. T hi s a p pr o a c h oft e n r e q uir e s a n cill ar y
q u bit s or u nit ari e s g e n er at e d b y c o m m uti n g g e n er a-
t or s wit h t w o ei g e n v al u e s. T h er e ar e al s o g e n er al-
i z ati o n s pr o p o s e d f or n o n- c o m m uti n g g e n er at or s [1 3 ]

i n a st o c h a sti c fr a m e w or k. T h e s e a p pr o a c h e s g e n e r-
all y r e q uir e m e a s ur e m e nt s etti n g s n ot c o nt ai n e d i n t h e
V Q A- a n s at z, b ut w hi c h c a n b e a s s u m e d t o b e f e a si bl e
f or r e al h ar d w ar e. T h er e ar e al s o u n bi a s e d e sti m at or s
f or ar bitr ar y p eri o di c u nit ari e s [1 4 – 1 7 ], w h er e all m e a-
s ur e m e nt s ar e c o nt ai n e d i n t h e a n s at z cl a s s.

T h er e ar e al s o str at e gi e s [ 1 8 – 2 1 ] t h at r e pl a c e t h e
a ct u al o b s er v a bl e u n d erl yi n g t h e gr a di e nt e sti m ati o n
wit h s o m e s urr o g at e o b s er v a bl e s. A n ot h er r e s e ar c h
dir e cti o n h a s b e e n t o fi n d e ffi ci e nt e sti m ati o n s c h e m e s
f or t h e w h ol e gr a di e nt [2 2 , 2 3 ] i n st e a d of it s i n di vi d-
u al p arti al d eri v ati v e s a n d t h u s r e d u ci n g t h e r e q uir e d
m e a s ur e m e nt r e s o ur c e s.

We a p pr o a c h t h e gr a di e nt e sti m ati o n di ff er e ntl y.
N a m el y, w e u s e t h at V Q A s d u e t o t h eir s et u p e x p e-
ri e n c e s o m e t y pi c al b e h a vi or, w hi c h c a n b e a n al y z e d
i n a d v a n c e a n d d uri n g t h e V Q A o pti mi z ati o n. T hi s
all o w s u s t o al s o e v al u at e t h e p erf or m a n c e of bi a s e d
e sti m ati o n str at e gi e s, w hi c h u n d er v er y r e a s o n a bl e a s-
s u m pti o n s o n m e a s ur e m e nt b u d g et, c a n si g ni fi c a ntl y
o ut p erf or m t h eir u n bi a s e d c o u nt er p art s. We u s e t h e
g e n er al fr a m e w or k of p eri o di c p ar a m etri z e d q u a nt u m
g at e s [ 1 5 ] b ut b eli e v e t h at a si mil ar B a y e si a n r e a s o n-
i n g c a n al s o b e n e fit ot h er V Q A a n s at z cl a s s e s a n d gr a-
di e nt e sti m ati o n str at e gi e s. It s h o ul d t h er ef or e n ot b e
r e g ar d e d a s a c o m p etit or t o e xi sti n g m et h o d s, b ut a s
a c o m pl e m e nt ar y str at e g y t o f urt h er r e d u c e t h e m e a-
s ur e m e nt e ff ort of gr a di e nt e sti m ati o n str at e gi e s.

1. 2 N ot ati o n

We u s e t h e n ot ati o n [n ] := { 1 , . . . , n} . T h e P a uli m a-
tri c e s ar e d e n ot e d b y X , Y a n d Z . A n o p er at or O
a cti n g o n s u b s y st e m j of a l ar g er q u a nt u m s y st e m i s
d e n ot e d b y O j , e. g. X 1 i s t h e P a uli-X - m atri x a cti n g
o n s u b s y st e m 1 . p - n or m s i n cl u di n g p = 0 ar e d e n ot e d
b y · p . We u s e s e v er al s y m b ol s t h at ar e s u m m ari z e d
i n s e cti o n 8 .

2 V ari ati o n al q u a nt u m al g orit h ms

I n a V Q A t h e g o al i s t o fi n d p ar a m et er s θ s u c h t h at
a c o st f u n cti o n i s mi ni mi z e d. I n g e n er al, t hi s c o st
f u n cti o n i s gi v e n b y

G (θ ) := Ψ 0 |
L

α = 1

U α (θ α )

†

O
L

α = 1

U α (θ α ) |Ψ 0 ,

( 1)

w h er e |Ψ 0 i s t h e i niti al st at e, U α (θ α ) = e − iθ α H α ar e
t h e u nit ar y g at e s g e n er at e d b y H α a n d O i s t h e o b-
s er v a bl e e n c o di n g t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m. I n t hi s
w or k, w e ar e c o n si d eri n g u nit ari e s t h at ar e T - p eri o di c
i n θ α ( w.l. o. g. T = 2 π ), w hi c h i m pli e s t h at all ei g e n-
v al u e s of H α ar e i nt e g er s.

E sti m ati n g t h e gr a di e nt of G (θ ) w.r.t. θ i s a n i m-
p ort a nt t a s k, a s m o st o pti mi z ati o n al g orit h m s ar e gr a-
di e nt d e s c e nt b a s e d a n d t h u s r e q uir e a n e ffi ci e nt a p-
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pr o xi m ati o n of t h e gr a di e nt. O ur str at e g y e sti m at e s
t h e gr a di e nt b y t h e f u n cti o n s p arti al d eri v ati v e s. F or
t hi s it i s c o n v e ni e nt t o d e fi n e t h e c o st f u n cti o n at a
p oi nt s hift e d b y a v al u e of x i n t h e p ar a m et er θ l

F l (x ) := G (θ + x e l )

= Ψ |U †
l (x )O U l (x )|Ψ ,

( 2)

w h er e e l i s t h e l-t h c a n o ni c al b a si s v e ct or a n d t h e
ot h er l a y er s ar e a b s or b e d i nt o t h e o b s er v a bl e a s O
a n d t h e i niti al st at e a s |Ψ . F urt h er m or e, w e u s e d
t h at U l (θ l + x ) = U l (θ l )U l (x ). F or l at er r ef er e n c e, t h e
m o di fi e d st at e a n d o b s er v a bl e ar e

|Ψ =
l− 1

α = 1

U α (θ α ) |Ψ 0 , a n d

O =

L

α = l

U α (θ α )

†

O

L

α = l

U α (θ α ) .

( 3)

T h e e v al u ati o n at p oi nt θ i s t h er ef or e j u st G (θ ) =

F l ( 0) a n d d G ( θ )
d θ l

= F l ( 0) . We will h e n c ef ort h f o c u s
o nl y o n t h e e sti m ati o n of a si n gl e p arti al d eri v ati v e
w.r.t. a p ar a m et er θ l . I n t h e i nt er e st of r e a d a bilit y w e
writ e U , a n d F i n st e a d of U l , a n d F l , a s w ell a s |Ψ
a n d O i n st e a d of |Ψ a n d O .

I n t hi s r e stri ct e d vi e w, w e ar e n o w g oi n g t o e x a mi n e
t h e str u ct ur e of t h e f u n cti o n F (x ) m or e cl o s el y. T h e
p ar a m etri z e d u nit ar y t h at d e fi n e s t hi s f u n cti o n h a s
t h e f or m

U (θ ) = e − iθ H =

n λ

i = 1

P i e
− iλ i θ , ( 4)

w h er e H i s a H er miti a n g e n er at or a n d t h e P i ar e t h e
pr oj e ct or s o nt o t h e ei g e n s p a c e s c orr e s p o n di n g t o t h e
ei g e n v al u e s { λ 1 , . . . , λn λ

} of H i n a s c e n di n g or d er.
U si n g t hi s n ot ati o n, w e o bt ai n

F (x ) = Ψ |U † (x )O U (x )|Ψ

=

n λ

i, j = 1

e i (λ i − λ j ) x Ψ |P i O P j |Ψ ,
( 5)

w h er e e a c h c i j := Ψ |P i O P j |Ψ i s j u st a s c al ar. T hi s
l et s u s r e writ e t h e f u n cti o n a s

F (x ) =

n λ

i, j = 1

e i (λ i − λ j ) x c i j =

n µ

k = 1

c k e iµ k x + c ∗
k e − iµ k x

=

n µ

k = 1

a k si n ( µ k x ) + b k c o s( µ k x ) , ( 6)

w h er e µ k ∈ {| λ i − λ j | } ar e all p o s si bl e ei g e n v al u e dif-
f er e n c e s of t h e g e n er at or H ,

c k =
i, j :λ i − λ j = µ k

c i j ( 7)

a n d c = b +i a
2 wit h a , b ∈ R n µ ar e F o uri er c o e ffi ci e nt s.

F or t h e t ot al n u m b er of fr e q u e n ci e s, it f oll o w s n µ =
| {µ k }| ≤ n λ

2 . T h e d eri v ati v e at x = 0 i s

δ := F ( 0) =

n µ

k = 1

µ k a k . ( 8)

F or g e n er at or s wit h t w o ei g e n v al u e s, w h er e w e c a n
s et w.l. o. g. µ k ∈ { 0 , ν} , it h a s b e e n s h o w n t h at a n
u n bi a s e d e sti m at e f or t h e p arti al d eri v ati v e c a n b e
o bt ai n e d vi a

δ = ν
F ( π

2 ν ) − F (− π
2 ν )

2
, ( 9)

w hi c h i s k n o w n a s t h e P S R [ 1 2 ].
I n e s s e n c e, w e ar e g oi n g t o g e n er ali z e t hi s m et h o d.

A h el pf ul t o ol f or t hi s t a s k i s t h e a nti s y m m etri c pr o-
j e cti o n

f (x ) =
F (x ) − F (− x )

2
=

n µ

k = 1

a k si n ( µ k x ) . ( 1 0)

We ar e o nl y c o n si d eri n g s y m m etri c m e a s ur e m e nt
s c h e m e s a s s y m m etri zi n g a n e sti m ati o n m et h o d will
n ot m a k e t h e pr e di cti o n w or s e [ 1 5 ]. A s s u c h, w e r ef er
o nl y t o t h e p o siti v e m e a s ur e m e nt p o siti o n s x of f (x ),
k n o wi n g t h at e sti m at e s of F ( + x ) a n d F (− x ) ar e r e-
q uir e d t o d et er mi n e it. We will al s o o mit t h e µ = 0
fr e q u e n c y, si n c e it d o e s n ot a ff e ct t h e d eri v ati v e. A d-
diti o n all y, ν := µ ∞ r ef er s t o t h e s p e ctr al wi dt h of
t h e g e n er at or, m e a ni n g µ ⊂ [ν ], si n c e t h e p eri o di c-
it y of U (x ) i m pli e s t h at t h e e ntri e s of µ ar e p o siti v e
i nt e g er s.

3 Gr a di e nt esti m ati o n a p pr o a c h

T h e all o c at o r d e ci d e s t h e m e a s ur e m e nt r e s o ur c e al-
l o c ati o n a n d h o w t o g e n er at e t h e e sti m at e. I n p ar-
ti c ul ar, w e u s e a s y m m etri c li n e ar e sti m at or of t h e
d eri v ati v e w hi c h f or a s et of m e a s ur e m e nt p o siti o n s
x ∈ [ 0, π) n x a n d n u m b er of m e a s ur e m e nt s f or e a c h
p o siti o n m ∈ N n x r et ur n s a gr a di e nt e sti m at e

δ̂ =

n x

i = 1

w i y i , ( 1 1)

w h er e y i ar e t h e e m piri c al e sti m at e s of f (x i ) u si n g m i

m e a s ur e m e nt r o u n d s. Si n c e e a c h x i r e q uir e s 2 m e a-
s ur e m e nt s etti n g s, t h e t ot al n u m b er of s etti n g s i s 2 n x .
I n t h e f oll o wi n g w e d e v el o p str at e gi e s t o fi n d o pti m al
x , m a n d w .

T h e err or

t o t := δ̂ − δ ( 1 2)

b et w e e n o u r e sti m at or g u e s s δ̂ a n d t h e t r u e d e ri v ati v e
δ i s a n i m p ort a nt m etri c t h at w e ar e g oi n g t o u s e a s
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a fi g ur e of m erit f or c h o o si n g o ur e sti m ati o n p ar a m-
et er s. I n pr a cti c e, i m p erf e cti o n s of c urr e nt q u a nt u m
h ar d w ar e a n d t h e l a c k of q u a nt u m err or c orr e cti o n
will c a u s e a si g ni fi c a nt n oi s e l e v el w h e n e v al u ati n g t h e
c o st f u n cti o n o n t h e q u a nt u m d e vi c e. H o w e v er, e v e n
o n a p erf e ct d e vi c e, t h e m e a s ur e m e nt pr o c e s s i ntr o-
d u c e s a s h ot n oi s e err or a s t h e e sti m at e s ar e d et er-
mi n e d b y s a m pli n g fr o m t h e u n d erl yi n g m ulti n o mi al
di stri b uti o n. We d e n ot e t h e e x p e ct ati o n v al u e o v er
t h e s h ot n oi s e b y · s .

T h e e x p e ct e d err or u n d er s h ot n oi s e c a n t h e n b e
writt e n a s

t o t s =

n x

i = 1

w i y i s − δ ( 1 3)

=

n x

i = 1

w i

n µ

k = 1

a k si n ( µ k x i ) −

n µ

k = 1

µ k a k ( 1 4)

= : (S x w − µ ) T a , ( 1 5)

w h er e w e h a v e u s e d t h e d e fi niti o n ( E q. ( 8 )) of δ , t h e
u n bi a s e d n at ur e of t h e e sti m at e y i s = f (x i ) a n d
E q. ( 1 0 ) f or f . We al s o d e fi n e d t h e m atri x S x wit h
e ntri e s S x

k i := si n ( µ k x i ).
F or t h e m e a n s q u ar e d err or t hi s m e a n s

2
t o t s =

n x

i = 1

w i y i − δ
2

s

= (S x w − µ ) T a
2

+
i

w 2
i y 2

i s − y i
2
s

= : 2
s y s + 2

s t a t s , ( 1 6)

w h er e t h e fir st t er m d e s cri b e s t h e s y st e m ati c err or
r e s ulti n g fr o m t h e m et h o d n ot a c c ur at el y d et er mi ni n g
t h e d eri v ati v e e v e n f or e x a ct m e a s ur e m e nt s a n d t h e
s e c o n d t er m d e s cri b e s t h e st ati sti c al err or ari si n g fr o m
m e a s ur e m e nt s h ot n oi s e.

3. 1 Esti m ati n g t h e st atisti c al err or

F or t h e st ati sti c al err or, e a c h t er m y 2
i s − y i

2
s i s

t h e v ari a n c e f or t h e m e a s ur e m e nt p o siti o n x i r e s ulti n g
fr o m s h ot- n oi s e err or s. If t h e si n gl e s h ot v ari a n c e at
p o siti o n x i i s σ 2

i , w e fi n d t h e e x pr e s si o n

y 2
i s − y i

2
s =

σ 2
i

m i
( 1 7)

w h er e m i i s t h e n u m b er of m e a s ur e m e nt r o u n d s p er-
f or m e d f or x i .  F or a fi x e d m e a s ur e m e nt b u d g et
m =

n x

i = 1 m i , t h e o pti m al m e a s ur e m e nt all o c ati o n
i s gi v e n b y

2
s t a t s =  mi n

m : m 1 = m

n x

i = 1

w 2
i

σ 2
i

m i
=

(
n x

i = 1 |w i |σ i )
2

m
,

wit h m i = m |w i |σ i
n x

j = 1
|w j |σ j

. If o n e a s s u m e s c o n st a nt

s h ot n oi s e σ i ≡ σ r e g ar dl e s s of t h e m e a s ur e m e nt p o-

siti o n w hi c h w e will h e n c e f or c e d o, t hi s si m pli fi e s t o

2
s t a t s =

σ 2

m
w 2

1 wit h m i =
|w i |

w 1
m . ( 1 8)

W hil e σ i or σ ar e u n k n o w n a pri ori, it i s g e n e r all y
p o s si bl e t o gi v e a r o u g h e sti m at e of σ b ef or e h a n d a n d
t o d et er mi n e a n e sti m at e of σ i aft er o nl y a f e w m e a-
s ur e m e nt r o u n d s ar e p erf or m e d. F or t hi s r e a s o n, w e
a s s u m e t h at σ i s a k n o w n q u a ntit y i n t h e f oll o wi n g
s e cti o n s.

3. 2 Esti m ati n g t h e s yst e m ati c err or t hr o u g h a
B a y esi a n a p pr o a c h

D et er mi ni n g t h e s y st e m ati c err or i s m or e c h all e n gi n g
b e c a u s e it d e p e n d s e x pli citl y o n t h e F o uri e r c o e ffi-
ci e nt s a w hi c h ar e n ot k n o w n. F or o ur a n al y si s w e
a s s u m e t h at t h e e sti m at or will b e u s e d f or a n e n s e m-
bl e of m ulti pl e di ff er e nt p o siti o n s θ , a s o n e e x p e ct s
t o o c c ur d uri n g a f ull gr a di e nt d e s c e nt o pti mi z ati o n
r o uti n e. T h er ef or e, i n st e a d of fi n di n g t h e mi ni m u m
f or a p arti c ul ar i n st a n c e, w e w a nt t o fi n d a str at e g y
w h er e t h e a v er a g e t ot al err or o v er t h e e ntir e e n s e m bl e
i s mi ni mi z e d. T h e b e n e fit of t hi s a p pr o a c h i s t h at t h e
a v er a g e o nl y r e q uir e s k n o wl e d g e of t h e g e n er al b e h a v-
i or of t h e F o uri er c o e ffi ci e nt s, n ot s p e ci fi c v al u e s of t h e
p arti c ul ar r e ali z ati o n.

F or m all y, w e a s s u m e t h at a di stri b uti o n D θ o v er
t h e r el e v a nt p o siti o n s θ i n d u c e s a di stri b uti o n of t h e
F o uri er c o e ffi ci e nt s a . O n e n at ur al di stri b uti o n D θ i s
t h e u nif or m di stri b uti o n o v er all p ar a m et er p oi nt s θ ∈
[− π, π ) L , w hi c h c a n b e m oti v at e d a s a m o d el f or t h e
c a s e of r a n d o m i niti ali z ati o n θ 0 . F or a n e x p e ct ati o n
v al u e o v er t h e di stri b uti o n D θ , w e writ e · θ . I n t hi s
fr a m e w or k, t a ki n g t h e e x p e ct ati o n v al u e f or D θ yi el d s

2
s y s θ = (S x w − µ ) T a

2

θ

= ( S x w − µ ) T a a T
θ (S x w − µ )

= : (S x w − µ ) T C a (S x w − µ ) ,

( 1 9)

m e a ni n g t h at t h e e sti m ati o n of t h e e x p e ct e d s q u ar e d
s y st e m ati c err or r e q uir e s k n o wl e d g e of t h e s e c o n d m o-
m e nt m atri x

C a := a a T
θ ∈ R n µ × n µ . ( 2 0)

I n t h e f oll o wi n g, w e d eri v e pr o p erti e s of t h e of C a

a s s u mi n g t h e u nif or m di stri b uti o n o v er θ .
Fir st, w e n ot e t h at f or a s hift θ → θ + e l z i n t h e

l a y er l, t h e c o m pl e x F o uri er c o e ffi ci e nt s tr a n sf or m a s
c k → c k e iµ k z , s e e E q. (6 ). A s D θ i s i n v ari a nt u n d er
s u c h a s hift, w e h a v e

c k θ =
1

2 π

π

− π

c k θ d z =
1

2 π

π

− π

c k e iµ k z
θ d z = 0

f or all µ k = 0 , i m pl yi n g t h at c k i s c e nt er e d ar o u n d
c k = 0 i n e x p e ct ati o n o v er θ . Si mil arl y f or t h e s e c o n d
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m o m e nt, w e c o m p ut e

c k c p θ =
1

2 π

π

− π

c k c p θ e i (µ k + µ p ) z d z = 0 ,

c ∗
k c p θ =

1

2 π

π

− π

c ∗
k c p θ e i (µ k − µ p ) z d z = |c k |2 θ δ k p ,

w h er e δ k p i s t h e Kr o n e c k er d elt a.
Fr o m t h e F o uri er e x p a n si o n E q. ( 6 ) a n d a k =

2 I m ( c k ), it f oll o w s t h at

a k θ = 0

a k a p θ = 2 δ k p |c k |2 θ ,
( 2 1)

m e a ni n g t h at C a i s a di a g o n al m atri x wit h e ntri e s
a 2

k θ = 2 |c k |2 θ gi v e n b y t h e e x p e ct e d s q u ar e s of
t h e F o uri er c o e ffi ci e nt s.

W h at r e m ai n s i s d et er mi ni n g a 2
k θ . It i s w ort h

p oi nti n g o ut t h at w hil e u n d er e sti m ati n g a 2
k θ c a n

l e a d t o s u b o pti m al r e s ult s, e v e n si g ni fi c a ntl y o v er e sti-
m ati n g t h e a m plit u d e s will still o ut p erf or m m et h o d s,
w h er e n o pri or a s s u m pti o n s ar e m a d e, m e a ni n g r o u g h
e sti m at e s of a 2

k θ ar e alr e a d y s u ffi ci e nt f or g o o d p er-
f or m a n c e. O n e w a y of e sti m ati n g t h e m i s t o u s e al-
r e a d y e xi sti n g e m piri c al m e a s ur e m e nt d at a fr o m pr e-
vi o u s o pti mi z ati o n r o u n d s or i niti al c ali br ati o n. T h e
c o e ffi ci e nt s c a n b e e sti m at e d u si n g a F o uri er fit. A n-
ot h er str at e g y i n v ol v e s n u m eri c all y si m ul ati n g s m all er
s y st e m si z e s a n d e xtr a p ol ati n g t o t h e a ct u al si z e u s e d
i n t h e V Q A.

If t h e a p pli e d u nit ari e s i n t h e V Q A ar e k n o w n,
a 2

k θ c a n s o m eti m e s b e d eri v e d t h e or eti c all y. F or i n-
st a n c e i n a p p e n di x D. 2 , w e d eri v e a n al yti c all y e x a ct
r e s ult s f or a V Q A wit h a si n gl e l a y er ( L = 1 ). F or a
s m all c o n st a nt cir c uit d e pt h, a 2

k θ c a n b e c o m p ut e d
e ffi ci e ntl y, u si n g M o nt e- C arl o s a m pli n g al g orit h m s,
e v e n f or l ar g e s y st e m si z e s. T hi s i s c o n v e ni e nt, a s
t h e c a s e f or d e e p cir c uit s, u n d er c ert ai n a s s u m pti o n s,
a 2

k θ c a n b e a p pr o xi m at e d a g ai n u si n g o nl y t h e s p e c-
tr al c o m p o siti o n of t h e g e n er at or. T hi s i s s h o w n i n
t h e f oll o wi n g.

Er g o di c li mit – b arr e n pl at e a us

V Q A o pti mi z ati o n r o uti n e s h a v e t o o v er c o m e a g e n-
er al p h e n o m e n o n k n o w n a s b a r r e n pl at e a u s . T hi s t er m
d e s cri b e s t h e t e n d e n c y of a gr a di e nt i n V Q A s t o b e
e x p o n e nti all y s u p pr e s s e d i n t h e s y st e m si z e wit h i n-
cr e a si n g cir c uit d e pt h a n d f or al m o st all p ar a m et er s
θ . T hi s p h e n o m e n o n h a s b e e n e xt e n si v el y st u di e d a n d
w hil e miti g ati o n t e c h ni q u e s h a v e b e e n pr o p o s e d [ 6 – 8 ],
it a p p e ar s t o b e u n a v oi d a bl e, at l e a st i n t h e g e n er al
s et u p.

F or t h e ri g or o u s a n al y si s of b arr e n pl at e a u s, it i s
b e n e fi ci al t o u s e t h e l a n g u a g e of u nit ar y t- d e si g n s.
E ff e cti v el y, wit h i n cr e a si n g cir c uit d e pt h, t h e o v er all
a p pli e d g at e will a p p e ar m or e a n d m or e li k e a H a ar-
r a n d o m u nit ar y, wit h r e s p e ct t o w hi c h t h e d eri v ati v e
i s s u p pr e s s e d b y t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n. T hi s

a s s u m e s t h at t h e u n d erl yi n g g e n er at or s d e s cri b e a
u ni v er s al g at e s et. F or t hi s e ff e ct t o o c c ur, w e d o
n ot n e e d c o n v er g e n c e t o t h e H a ar m e a s ur e b ut c o n-
v er g e n c e t o a u nit ar y 2 - d e si g n, w hi c h i s si g ni fi c a ntl y
q ui c k e r [ 2 4 , 2 5 ]. F or o ur p ur p o s e s, s u c h a p pr o xi m at e
u nit ar y 2 - d e si g n s ar e s u ffi ci e nt si n c e a 2

k θ c a n b e e x-
pr e s s e d a s a p ol y n o mi al i n U, U † of d e gr e e ( 2, 2) . If
t hi s c o n diti o n i s m et, w e c a n r e pl a c e t h e e x p e ct ati o n
v al u e o v er all a n gl e s b y t h e e x p e ct ati o n v al u e o v er all
u nit ari e s. H e n c e, t hi s c o n diti o n c a n b e s u m m ari z e d
b y t h e e r g o di c a s s u m pti o n

Γ( U (θ )) θ = Γ( U ) d U , ( 2 2)

w hi c h h ol d s f or a n y p ol y n o mi al Γ( U ) of d e gr e e at m o st
( 2, 2) a n d w h er e t h e i nt e gr al i s t a k e n w.r.t. t h e H a ar
pr o b a bilit y m e a s ur e o n t h e u nit ar y gr o u p.

U n d er t hi s a s s u m pti o n w e d eri v e i n a p p e n di x C t h at

a 2
k θ = ξ d

σ 2
O

d
i ≥ j :µ k = λ i − λ j

Tr[ P i / d ] Tr[P j / d ] ( 2 3)

wit h σ 2
O := Tr[ O 2 / d ]− Tr[ O / d ]2 , w h er e d i s t h e Hil b ert

s p a c e di m e n si o n a n d ξ d i s a c o n st a nt cl o s e t o 1 t h at
d e p e n d s o nl y o n d . Tr[ P i / d ] i s t h e r el ati v e m ulti-
pli cit y of t h e ei g e n v al u e λ i . N ot a bl y, t h e f a ct or of 1

d
s h o w s t h e e x p o n e nti al s u p pr e s si o n of t h e d eri v ati v e i n
t h e s y st e m si z e, m e a ni n g t h at g at e s et s dr a w n fr o m
a 2- d e si g n e x p eri e n c e b arr e n pl at e a u s. F or L → ∞
t hi s r e s ult c o n fir m s t h e a s s u m pti o n t h at t h e r el ati v e
m ulti pli cit y of a n ei g e n v al u e di ff er e n c e µ k i n t h e s p e c-
tr u m of t h e g e n er at or d et er mi n e s t h e e x p e ct e d si z e of
it s r e s p e cti v e F o uri er c o e ffi ci e nt. We will a n al y z e t h e
str e n gt h s a n d li mit ati o n s of t hi s a p pr o a c h wit h a n e x-
a m pl e i n s e cti o n 5. 1 .

4 All o c ati o n m et h o ds

I n t hi s s e cti o n, w e d eri v e s e v er al all o c ati o n m et h o d s
f or a gi v e n m e a s ur e m e nt b u d g et. A P yt h o n i m pl e-
m e nt ati o n of t h e s e m et h o d s i s a v ail a bl e o n Git H u b
[2 6 ].

T h e e sti m ati o n al g orit h m r e q uir e s t h e v al u e s w , m
a n d x . We h a v e alr e a d y s e e n t h at m a ki n g a s s u m p-
ti o n s a b o ut t h e e n s e m bl e of c o n fi g ur ati o n s all o w s u s
t o e sti m at e t h e err or u si n g t h e s e c o n d- m o m e nt m atri x
C a fr o m E q. (2 0 ) a n d a n a pri ori s h ot n oi s e e sti m at e
σ 2 . I n t h e f oll o wi n g, w e d e vi s e e x pli cit m e a s ur e m e nt
pr o c e d ur e s b y m a ki n g u s e of t h e k n o wl e d g e of t h e s e
q u a ntiti e s. I n s e cti o n 4. 1 , w e s h o w t h at u si n g c o n v e x
o pti mi z ati o n pr o c e d ur e s, o n e c a n d eri v e a n o pti m al
m e a s ur e m e nt str at e g y, w hi c h w e c all B a y e si a n li n e ar
gr a di e nt e sti m at or ( B L G E).

I n s e cti o n 4. 2 , w e t h e n c o n si d er t h e c a s e w h er e
t h e n u m b er of t ot al m e a s ur e m e nt s g o e s t o i n fi nit y.
We c all t hi s m et h o d u n bi a s e d li n e ar gr a di e nt e sti m a-
t or ( U L G E), a s it d o e s n ot r e q uir e a c c e s s t o t h e e s-
ti m at e s of C a a n d σ 2 a n d yi el d s a n e sti m at e wit h-
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o ut s y st e m ati c err or. U L G E i s a n e q ui v al e nt f or m u-
l ati o n of a k n o w n m et h o d i n lit er at ur e [1 5 ]. I n s e c-
ti o n 4. 2. 1 , w e s h o w str o n g si mil arit y b et w e e n U L G E
a n d a n ot h er p o p ul ar g e n er ali z e d P S R f o u n d i n t h e
lit er at ur e [1 2 ]. Fi n all y, i n s e cti o n 4. 3 , w e r e stri ct t h e
n u m b er of m e a s ur e m e nt p o siti o n s n x t o 1 a n d d eri v e
a str at e g y t h at i s o pti m al u n d er t hi s c o n str ai nt. We
c all t hi s m et h o d si n gl e B a y e si a n li n e ar gr a di e nt e sti-
m at or ( S L G E). We n ot e t h at t hi s s ol uti o n c oi n ci d e s
wit h t h e r e s ult o bt ai n e d f or t h e n o n-r e stri ct e d pr o b-
l e m i n t h e c a s e w h er e o nl y v er y f e w t ot al m e a s ur e-
m e nt s ar e a v ail a bl e f or t h e gr a di e nt e sti m ati o n.

4. 1 B a y esi a n li n e ar gr a di e nt esti m at or

F or t h e li n e ar e sti m at or of a p arti al d eri v ati v e w e w a nt
t o mi ni mi z e t h e e x p e ct e d s q u ar e d err or 2

t o t s, θ b y
fi n di n g s uit a bl e m e a s ur e m e nt p o siti o n s x ∈ [ 0, π) n x

wit h w ei g ht s w ∈ R n x of o ur li n e ar e sti m at or, i. e. w e
wi s h t o fi n d t h e o pti m al s ol uti o n of

(w ∗ , x ∗ ) = ar g mi n
w ,x

2
t o t s, θ (w , x ) ( 2 4)

wit h

2
t o t s, θ = ( S x w − µ ) T C a (S x w − µ ) +

σ 2

m
w

2
1

=

n µ

k = 1

a 2
k θ

n x

i = 1

w i si n ( µ k x i )

2

+
σ 2

m
w

2
1

fr o m E q. (1 9 ) a n d E q. ( 1 8 ). Si n c e t h e c o st f u n cti o n
i s n o n- c o n v e x i n x , a dir e ct a p pr o a c h m a y n ot r e a c h
t h e o pti m al s ol uti o n. I n a p p e n di x A. 1 w e s h o w t h at
i n st e a d, w e c a n p e rf or m a n e q ui v al e nt m a xi mi z ati o n
pr o bl e m w hi c h ari s e s a s a n d e ff e cti v e d u al pr o bl e m
aft er a d di n g c ert ai n c o n str ai nt s:

2
t o t

∗
s, θ = m a x

κ ∈ R n µ
g (κ ) ( 2 5)

wit h

g (κ ) =

n µ

k = 1

2 κ k µ k −
κ 2

k

a 2
k θ

−
m

σ 2

n µ

k = 1

κ k si n ( µ k ( · ))
2

∞
,

w h er e t h e l a st t e r m r ef er s t o t h e L ∞ - s p a c e n or m.
E a c h d u al v ari a bl e { κ k } h a s t h e i nt er pr et ati o n a s t h e
s y st e m ati c err or w.r.t. o nl y o n e fr e q u e n c y c o m p o n e nt

2
s y s , k θ = (( S x w ) k − µ k )

2
a 2

k θ =
κ 2

k

a 2
k θ

. ( 2 6)

D u e t o c o m pl e m e nt ar y sl a c k n e s s b et w e e n t h e pri m al
a n d t h e d u al pr o bl e m, t h e gl o b al m a xi m a p o siti o n s of
t h e f u n cti o n

ρ κ (x ) =

n µ

k = 1

κ k si n ( µ k x ) ( 2 7)

ar e t h e s et of o pti m al m e a s ur e m e nt p o siti o n s x ∗ . H a v-
i n g d et er mi n e d t h o s e, w e c a n pr o c e e d d et er mi ni n g t h e

w ei g ht s w ∗ b y s ol vi n g t h e c o n v e x pr o bl e m E q. ( 2 4 )
wit h t h e fi x e d p o siti o n s x ∗ a n d o bt ai n t h e m e a s ur e-
m e nt b u d g et m vi a E q. ( 1 8 ). We al s o all o w f or b a-
si c p o st- pr o c e s si n g, w h er e aft er t h e m e a s ur e m e nt s ar e
p erf or m e d, w e o bt ai n u p d at e d w ei g ht s w b y r e pl a c-
i n g t h e st ati sti c al err or i n E q. (2 4 ) b y o n e u si n g t h e
e m piri c all y d et er mi n e d s h ot- n oi s e v ari a n c e s.

2
s t a t =

i

w 2
i σ 2

e m p , i , ( 2 8)

w h er e σ 2
e m p r ef er s t o t h e e m piri c al e sti m at e of t h e

v ari a n c e. All t h e st e p s ar e s h o w n i n al g orit h m 1 , al s o
i n cl u di n g t h e t w o ot h er m et h o d s w e c o n si d er i n t h e
f oll o wi n g s e cti o n.

Al g o ri t h m 1 Gr a di e nt e sti m ati o n

All o c a t o r a n d e s ti m a t o r p r o c e d u r e f o r t h e t h r e e o u t-

li n e d s t r a t e gi e s. M m ( x ) r ef e r s t o p e rf o r mi n g p h y si-

c al m e a s u r e m e nt a t p o si ti o n x u si n g m m e a s u r e m e nt

r o u n d s a n d e s ti m a ti n g t h e e x p e c t a ti o n v al u e a n d v a ri-

a n c e.

p r o c e d u r e A l l o c a t o r (µ ,C a ,σ ,m )
if B a y e si a n t h e n

κ ∗ ← ar g m a x[ g (κ )] (2 5 )
x ∗ ← ar g m a x[ ρ κ ∗ (x )] (2 7 )
w ∗ ← ar g mi n 2

t o t s, θ (w , x ∗ ) (2 4 )

if U n bi a s e d t h e n
x ∗ ← π

ν ([ ν ] + 1
2 )

w ∗ ← ( − 1 ) i

2 ν si n 2 ( π
2 ν ( [ν ] + 1

2 ))
(3 6 )

if Si n gl e t h e n
x ∗ ← ar g mi n 2

t o t s, θ (x ) (4 0 )
w ∗ ← w (x ∗ )

m ← R O U N D m w
2 w 1

r e t u r n x ∗ , w ∗ , m

p r o c e d u r e E s ti m a t o r (x , w , m )
f o r i ∈ { 1 , . . . , nx } d o

y ( e m p , i,+ ) , σ 2
( e m p , i,− ) ← M m i

(x i )

y ( e m p , i,− ) , σ 2
( e m p , i,− ) ← M m i

(− x i )

y ( e m p , i) ←
y ( e m p , i , + ) − y ( e m p , i , − )

2

σ 2
( e m p , i) ←

σ 2
( e m p , i , + ) + σ 2

( e m p , i , − )

2

if p o st pr o c e s s t h e n

w ∗ ← ar g mi n 2
t o t θ (w , x ∗ )|σ 2

e m p
(2 8 )

δ̂ ← y T
e m p w

∗ ;

r e t u r n δ̂

We al s o s h o w t h at t h e n u m b er of m e a s ur e m e nt s et-
ti n g s i s r e stri ct e d b y t h e n u m b er of fr e q u e n c y di ff er-
e n c e s i n t h e g e n er at or s p e ctr u m.

T h e o r e m 1. F o r e v e r y o pti mi z ati o n p r o bl e m a s d e-
fi n e d i n E q. (2 4 ), t h e r e e xi st s a n o pti m al B L G E st r at-
e g y t h at r e q ui r e s at m o st n x = n µ u ni q u e ( p o siti v e )
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S y s t e m a ti c e r r o r:

µ 1 (l ow )
µ 2 , µ 3 , µ 4

µ 5 ( hi g h )

Fi g ur e 2: T o p l ef t: T h e t h e or eti c al m e a n err or 2
t o t s, θ f or

di ff er e nt m e a s ur e m e nt b u d g et s f or all t hr e e m et h o d s. T o p
ri g h t: T h e t h e or eti c al r el ati v e c orr el ati o n Ω f or all m et h o d s.
L ef t: T h e m e a s ur e m e nt p o siti o n s c h o s e n b y t h e di ff er e nt
m et h o d s f or gi v e n t ot al m e a s ur e m e nt b u d g et s. T h e c ol or
of t h e li n e s i n di c at e s t h e si g n of t h e c o e ffi ci e nt w i a p pli e d
t o t h e v al u e (r e d - p o siti v e; bl a c k - n e g ati v e ); t h e f ai nt er
t h e c ol or, t h e l o w er t h e a b s ol ut e v al u e of t h e c o e ffi ci e nt w i .
U L G E i s o nl y s h o w n o n c e, si n c e it s all o c ati o n i s i n d e p e n d e nt
of m . Ri g h t: T h e pr o p orti o n of t h e t ot al err or t h at i s d u e t o
t h e st ati sti c al err or ( bl u e ) or t h e s y st e m ati c err or ( s h a d e s of
or a n g e ) i n t h e c a s e of t h e B L G E. U s e d v al u e s t hr o u g h o ut:
µ = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) , σ 2 = 1 , a 2

k θ = 0 .1 × 1 0 − µ k .

m e a s u r e m e nt p o siti o n s. ( M e a ni n g 2 n µ p o siti o n s i n
t ot al )

I n a p p e n di x A. 2 w e s h o w t h at t hi s f oll o w s dir e ctl y
fr o m t h e e xi st e n c e of a s p ar s e s ol uti o n f or a n 1 - n or m
mi ni mi z ati o n wit h a li n e ar c o n str ai nt.

A s a q u alit y m e a s ur e, w e d e fi n e t h e r el ati v e c o r r e-
l ati o n Ω a s

Ω 2 :=
δ̂ δ 2

s, θ

δ 2
θ δ̂ 2

s, θ

, ( 2 9)

w hi c h i s t h e c o v ari a n c e b et w e e n t h e r e al a n d t h e e s-
ti m at e d d eri v ati v e s c al e d o nt o t h e i nt er v al Ω ∈ [ 0, 1] .
U si n g t h e q u a dr ati c i n e q u alit y w e c a n fi n d a r el ati o n-
s hi p b et w e e n t h e err or a n d t h e r el ati v e c orr el ati o n

2
t o t s, θ = δ 2

s, θ + δ̂ 2
s, θ − 2 δ̂ δ s, θ

≥ δ 2
s, θ −

δ̂ δ 2
s, θ

δ̂ 2
s, θ

= δ 2
s, θ 1 − Ω 2 ,

( 3 0)

w h er e t h e l o w er b o u n d i s s at ur at e d b y a n o pti m al
r e s c ali n g of w . T hi s all o w s u s t o t hi n k of Ω a s a n
e x p e ct e d r el ati v e a c c ur a c y.

Fi g ur e 2 s h o w s t h e r e s ult of t hi s m et h o d f or n µ = 5
a n d pri or e sti m at e s ( a 2

k θ , σ2 ) i n s pir e d b y t h e m o d el
V Q A d e fi n e d i n s e cti o n 5 , w h er e s m all fr e q u e n ci e s
c o ntri b ut e si g ni fi c a ntl y m or e t o t h e o v er all gr a di e nt
t h a n l ar g e fr e q u e n ci e s. We s e e t h at i n t h e b e gi n ni n g,
t h e err or ( bl u e li n e, t o p l eft) pl at e a u s a n d o nl y st art s
dr o p pi n g o n c e m or e t h a n 1 0 3 m e a s ur e m e nt r o u n d s
ar e p erf or m e d. T hi s o c c ur s a s t h e m et h o d r et ur n s
a v er y s m all g u e s s t o a v oi d b ei n g w r o n g, m e a ni n g
t h e err or i s j u st t h e e x p e ct e d si z e of t h e d eri v ati v e.
F or l ar g e m e a s ur e m e nt b u d g et s, w e h a v e t h e e x p e ct e d

2
t o t s, θ ∝ 1

m b e h a vi or. Si mil arl y, f or t h e r el ati v e c or-
r el ati o n pl ot (t o p ri g ht), Ω i s i n c r e a si n g fr o m a v al u e
cl o s e t o Ω = 0 f or v er y f e w m e a s ur e m e nt r o u n d s t o
Ω = 1 f or m ∼ 1 0 4 m e a s ur e m e nt r o u n d s.

T h e b ott o m l eft pl ot s h o w t h e m e a s ur e m e nt p o-
siti o n s u s e d i n t h e B L G E. T h e y - a xi s d e n ot e s t h e
m e a s ur e m e nt b u d g et t h at t h e all o c ati o n m et h o d h a s
a v ail a bl e. We s e e t h at n µ m a n y p o siti o n s o nl y o c c ur
f or v er y l ar g e m e a s ur e m e nt b u d g et s (1 0 7 ), w hil e o nl y
a si n gl e p o siti o n ( 2 w h e n al s o c o n si d eri n g t h e n e g a-
ti v e m e a s ur e m e nt p o siti o n) i s r et ur n e d f or m ≤ 1 0 4

m e a s ur e m e nt s. F or i n cr e a si n g m , t h e m e a s u r e m e nt
p o siti o n s m o v e f urt h er t o t h e l eft wit h n e w o n e s b e-
i n g a d d e d o n t h e ri g ht.

O n t h e b ott o m ri g ht pl ot, t h e c o m p o siti o n of t h e
err or i nt o st ati sti c al err or ( bl u e) a s w ell a s t h e di ff e r-
e nt s y st e m ati c err or s b a s e d o n t h e di ff er e nt fr e q u e n c y
c o m p o n e nt s ( s h a d e s of or a n g e), a s d e fi n e d i n E q. ( 2 6 ),
ar e s h o w n f or di ff er e nt m e a s ur e m e nt b u d g et s m . F or
f e w m e a s ur e m e nt s t h e l ar g e st c o ntri b uti o n t o t h e s y s-
t e m ati c err or err or d o mi n at e s wit h m o st of t h e err or
c o mi n g fr o m t h e F o uri er c o e ffi ci e nt a 1 , a s t hi s i s t h e
m o st si g ni fi c a nt c o m p o n e nt of f . A s m i n cr e a s e s, t h e
st ati sti c al err or st art s b e c o m e s d o mi n a nt w hil e t h e
s y st e m ati c err or, fir st t h e s m all fr e q u e n ci e s, v a ni s h e s.
T hi s s h o w s t h at a s o n e mi g ht e x p e ct, t h e e sti m at or
b e c o m e s m or e u n bi a s e d, a s t h e m e a s ur e m e nt b u d g et
i n cr e a s e s.

I n t h e n e xt s e cti o n s w e a n al y z e t h e b e h a vi or i n t h e
t w o li mit s, t h e c e ntr al di ff er e n c e s b e h a vi or i n s m all m
a n d t h e u n bi a s e d e q ui di st a nt m e a s ur e m e nt str at e g y
f or l ar g e m .

4. 2 U n bi as e d li n e ar gr a di e nt esti m at or

If w e l et m → ∞ , t h e m et h o d will u s e all r e s o ur c e s
t o m a k e t h e s y st e m ati c err or v a ni s h e x a ctl y, m e a ni n g
t h at t h e r e m ai ni n g mi ni mi z ati o n of t h e st ati sti c al er-
r or i n E q. ( 2 4 ) si m pli fi e s t o t h e c o n v e x o pti mi z ati o n
pr o bl e m

2
t o t s, θ =

σ 2

m
mi n

w : S x w = µ
w

2
1 , ( 3 1)

w h er e w e r e c all µ ⊂ [ν ] wit h ν t h e s p e ctr al wi dt h.
T hi s m et h o d i s e q ui v al e nt t o o n e wit h o ut a s y st e m-
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ati c err or, w hi c h h a s b e e n st u di e d b ef or e i n m or e
d e pt h [ 1 5 ]. It s b e h a vi or c a n b e s u m m ari z e d i n t h e
f oll o wi n g t h e or e m.

T h e o r e m 2. F o r c o n st a nt s h ot n oi s e v a ri a n c e σ 2 ,
a n y u n bi a s e d g r a di e nt e sti m ati o n m et h o d gi v e n b y

E q. (3 1 ) h a s a n e r r o r 2
t o t s, θ ≥ σ 2 ν 2

m a n d Ω 2 ≤
δ 2

θ

δ 2
θ + ν 2 σ 2

m

, w h e r e ti g ht n e s s c a n b e a c hi e v e d wit h at

m o st n x = n µ m e a s u r e m e nt p o siti o n s.

P r o of. A s t h e m et h o d s h o ul d b e u n bi a s e d f or all f u n c-
ti o n s a nti- s y m m etri c f u n cti o n f (x ) wit h t h e all o w e d
fr e q u e n ci e s, w e c a n c h o o s e f (x ) = si n ( ν x ) t o fi n d a n
u p p er- b o u n d.:

δ = ν =
i

w i y i s =
i

w i f (x i ) . ( 3 2)

u si n g |f (x i )| ≤ 1 a n d t h e tri a n gl e e q u alit y it f oll o w s
t h at ν ≤ w 1 . T hi s m e a n s t h at t h e err or f or m
m e a s ur e m e nt s i s

2
t o t s, θ =

σ 2

m
w

2
1 ≥

σ 2 ν 2

m
. ( 3 3)

Si n c e t h er e i s n o s y st e m ati c err or w e al s o o bt ai n

Ω 2 =
δ 2

θ

δ 2
θ + ν 2 σ 2

m

m → 0
=

m δ 2
θ

σ 2
×

1

ν 2
+ O (m 2 ) .

( 3 4)

W h at r e m ai n s t o s h o w i s t h at t h er e e xi st s a cl o s e d
f or m s ol uti o n f or E q. (3 1 ) w hi c h r e a c h e s t hi s b o u n d.
F or t hi s w e c h o o s e t h e m e a s ur e m e nt p o siti o n s x i =
π
ν (i + 1

2 ) wit h i ∈ { 0 , . . . , ν − 1 } yi el di n g

S i k = si n
π

ν
i +

1

2
µ k . ( 3 5)

T hi s d e s cri b e s t h e di s cr et e si n e tr a n sf or m ( D S T-II),
w hi c h b y i n v er si o n yi el d s w = S − 1 µ

w i =
(− 1) i

2 ν si n 2 π
2 ν i + 1

2

. ( 3 6)

We n ot e t h at t h e s e c o e ffi ci e nt s w er e alr e a d y d eri v e d i n
lit er at ur e [1 5 ] u si n g Diri c hl et k er n el s. O n e c a n v erif y
t h at w 1 = ν , i. e. t h at o ur c h oi c e of c o e ffi ci e nt s s at u-
r at e s t h e l o w er b o u n d w e d eri v e d. We n ot e t h at w hil e
t hi s cl o s e d f or m s ol uti o n r e q uir e s ν m a n y m e a s ur e-
m e nt p o siti o n s, si n c e it i s i n t h e li mit of t h e g e n er al
B a y e si a n m et h o d, t h er e al w a y s e xi st s a str at e g y wit h
at m o st n µ m a n y p o siti o n s a s s h o w n i n t h e or e m 1 .

A s c a n b e s e e n i n fi g ur e 2 , e s p e ci all y f or s m all
m , B L G E p erf or m s si g ni fi c a ntl y b ett e r t h a n U L G E
f or b ot h t h e e x p e ct e d err or a n d Ω . T hi s i s b e c a u s e
U L G E, i n or d er t o b e u n bi a s e d, i s v er y d e p e n d e nt o n
s h ot n oi s e, w hi c h l e a d s t o v er y si g ni fi c a nt st ati sti c al
err or s.

4. 2. 1  C o m p aris o n wit h P S R f or s u ms of c o m m uti n g 2-
l e v el g e n er at ors

E v e n t h o u g h t h e P S R i n it s si m pl e st f or m i s o nl y v ali d
f or u nit ari e s wit h t w o-l e v el g e n er at or s, it i s str ai g ht-
f or w ar d t o e xt e n d it t o g e n er at or s H w hi c h ar e t h e
s u m of c o m m uti n g t w o-l e v el g e n er at or s H i , i. e.

H =

n ζ

i = 1

ζ i H i , ( 3 7)

w h er e wit h wit h o ut l o s s of g e n er alit y t h e ei g e n v al u e s
of all H i ar e λ ∈ { 0 , 1 } a n d n ζ i s t h e n u m b er of g e n-
er at or s.

A s w a s s h o w n b y R ef. [ 1 2 ], P S R ( E q. (9 )) t o g et h er
wit h t h e pr o d u ct r ul e of di ff er e nti ati o n yi el d s a n u n-
bi a s e d e sti m at e of t h e d eri v ati v e

δ =

n ζ

i = 1

ζ i

F i |+ π
2 ζ i

− F i | − π
2 ζ i

2
, ( 3 8)

w h er e F i |+ x r ef er s t o a p pl yi n g a n a d diti o n al u nit ar y

e ix ζ i H i d uri n g st at e pr e p ar ati o n.
W hil e t h e s e o p er ati o n s m a y c r e at e q u a nt u m st at e s

o ut si d e t h e a n s at z cl a s s of t h e V Q A, m o st p h y si c al
i m pl e m e nt ati o n s c a n f a cilit at e t h e m. I n t ot al 2 n ζ e x-
pr e s si o n s ar e e v al u at e d. If w e a s s u m e s h ot n oi s e t h at
i s u nif or m o v er t h e p ar a m et er s p a c e wit h a v ari a n c e

gi v e n b y σ 2
i ± = σ 2

m i ±
, w h er e m i ± i s t h e n u m b er of

m e a s ur e m e nt s at o n e p o siti o n wit h t h e t ot al n u m b er
of m e a s ur e m e nt s m =

n µ

i = 1 m i + + m i − , t h e o pti-
m al c h oi c e of m e a s ur e m e nt di stri b uti o n i s s u c h t h at
2 m i + = 2 m i − := m i ∝ | ζ i |. T hi s yi el d s a t ot al err or
of

2
t o t s, θ =

n ζ

i = 1

ζ 2
i

4
2

σ 2

m i / 2

m i ∝| ζ i |
− →

σ 2 ζ 2
1

m

σ 2 ν 2

m
,

( 3 9)

w h er e t h e s e c o n d st e p o pti mi z e s o v er t h e m e a s ur e-
m e nt b u d g et m a n d ζ 1 i s a n u p p er b o u n d t o t h e
s p e ctr al wi dt h ν 2 . T hi s i s t h e s a m e s c ali n g a s f or
U L G E, w hi c h i s al s o tr u e f or Ω , a s t hi s m et h o d i s
al s o u n bi a s e d.

4. 3 Si n gl e B a y esi a n li n e ar gr a di e nt esti m at or

F or m → 0 , w will b e c h o s e n s m all t o mi ni mi z e t h e
st ati sti c al err or. A s t h e 1 n or m t er m h e a vil y p e-
n ali z e s m ulti pl e m e a s ur e m e nt s, t hi s l e a d s t o a str at-
e g y wit h o nl y a si n gl e m e a s ur e m e nt p o siti o n m et h o d,
si mil ar t o fi nit e di ff er e n c e s. T h e m et h o d w h er e t h e
m e a s ur e m e nt s etti n g s i s r e stri ct e d t o n x = 1 , w e c all
S L G E. T h e o pti mi z ati o n pr o bl e m E q. ( 2 4 ) f or S L G E
si m pli fi e s t o

2
t o t s, θ (w, x ) =

n µ

k = 1

a 2
k θ (w si n ( µ k x ) − µ k ) 2 +

σ 2

m
w 2 ,

( 4 0)
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2
t o t s, θ (m → ∞ ) Ω 2 (m → 0 ) 2

s t a t s /
2
t o t s, θ # M e a s. P o s. ( 2n x ) A C ? Pri or s ?

B L G E σ 2 ν 2

m
m δ 2

θ

σ 2 × 1
ν 2

e ff

0 → 1 2 → 2 n µ Ye s Ye s

S L G E ∝ m − 2 / 3 m δ 2
θ

σ 2 × 1
ν 2

e ff

0 → 2
3 2 Ye s Ye s

U L G E σ 2 ν 2

m
m δ 2

θ

σ 2 × 1
ν 2 1 2 n µ Ye s N o

P S R σ 2 ν 2

m
m δ 2

θ

σ 2 × 1
ν 2 1 2 n ζ N o N o

T a bl e 1: S u m m ar y of t h e a n al y z e d m et h o d s. T h e t ot al err or r ef er s t o t h e li mit of m a n y m e a s ur e m e nt s, w hil e t h e e x pr e s si o n
f or Ω i s v ali d i n t h e s etti n g of v er y f e w m e a s ur e m e nt s. T h e n ot ati o n a → b i n di c at e s t h at t h e v al u e a i s v ali d f or s m all
m e a s ur e m e nt b u d g et s a n d b i s v ali d f or l ar g e m e a s ur e m e nt b u d g et s. A C: A n s at z Cl a s s - “ y e s ” i n di c at e s t h at all e x pr e s si o n s t o
b e e v al u at e d ar e i n t h e ori gi n al a n s at z cl a s s of t h e V Q A.

w hi c h d e s cri b e s a q u a dr ati c p ol y n o mi al i n w a n d a
tri g o n o m etri c p ol y n o mi al i n x , w hi c h c a n b e mi n-
i mi z e d t o n u m eri c al pr e ci si o n b y fi n di n g r o ot s of a
p ol y n o mi al of d e gr e e 3 ν . We s h o w i n a p p e n di x B. 3 ,
t h at f or m → ∞ , S L G E s c al e s a s

2
s, θ ∝ m − 2 / 3 , ( 4 1)

w hi c h i s o ut p erf or m e d b y t h e ∝ m − 1 s c ali n g of t h e
pr e vi o u s m et h o d s. T hi s s h o w s t h at f or t h e b e st p er-
f or m a n c e f or a m a s si v e m e a s ur e m e nt b u d g et, m ulti pl e
m e a s ur e m e nt p o siti o n s ar e r e q uir e d. I n c o ntr a st f or
a s m all m e a s ur e m e nt b u d g et, w e d eri v e t h e f oll o wi n g
t h e or e m i n a p p e n di x B. 4

T h e o r e m 3. F o r a n o pti m al S L G E ( a n d t h e r ef o r e
B L G E ) st r at e g y, i n t h e li mit of s m all m , t h e r el ati v e
c o r r el ati o n ( Ω ) c a n b e l o w e r- b o u n d e d b y

Ω 2 ≥
m δ 2

θ

σ 2
×

1

ν 2
e ff

+ O (m 2 ) ( 4 2)

wit h t h e e ff e cti v e s p e ct r al wi dt h

ν e ff := ∆ 2
θ / δ 2

θ ∈ [ 1, ν] , ( 4 3)

t h e e x p e ct e d r ati o b et w e e n t h e s e c o n d d e ri v ati v e ∆ a n d
fi r st d e ri v ati v e δ of F (x ).

T hi s t h e or e m s h o w s t h e str e n gt h of t h e str at e g y,
a s ν e ff al s o t a k e s i nt o a c c o u nt t h e r el ati v e si g ni fi c a n c e
of t h e i n di vi d u al ei g e n v al u e di ff er e n c e s. N ot a bl y, t hi s
c a n b e si g ni fi c a ntl y s m all er t h a n t h e s p e ctr al wi dt h
w h e n l ar g e ei g e n v al u e s ar e v er y r ar e, a s i s t h e c a s e i n
a n e x p o n e nti al or G a u s si a n li k e di stri b uti o n s wit h a
l o n g b ut n e gli gi bl e t ail. T h u s w e e x p e ct t h at i n t h e
r e gi m e of s m all m , P S R a n d U L G E r e q uir e a f a ct or of
ν 2

ν 2
e ff

m or e m e a s ur e m e nt r o u n d s f or t h e s a m e q u alit y.

F or l ar g e m , o n e c a n a s k w h e n S L G E will b e o ut-
p erf or m e d b y U L G E t y p e m et h o d s. I n t h e e x a m pl e
of u s e d i n fi g ur e 2 , t h e cr o s s o v er o c c urr e d o nl y aft er
∼ 1 0 5 m e a s ur e m e nt s a n d Ω ≥ 0 .9 9 6 , w hi c h i s o nl y
vi si bl e o n t h e t o p ri g ht pl ot Ω aft er e xt e n si v e m a g-
ni fi c ati o n. T hi s m e a n s t h at t h e r e gi m e w h er e U L G E
t a k e s o v er i s o nl y f or v er y l ar g e m w h er e t h e e x a ct
d eri v ati v e i s b a si c all y k n o w n alr e a d y. T hi s b e h a vi or
i s n ot s p e ci fi c t o t h e s el e ct e d pri or s, b ut a ct u all y h ol d s
f or a n y pri or di stri b uti o n s.

T h e o r e m 4. F o r a n y di st ri b uti o n of f r e q u e n c y a m-
plit u d e s D θ , si n gl e s h ot n oi s e v a ri a n c e σ 2 a n d a m e a-
s u r e m e nt b u d g et m , t h e r e e xi st s a n o pti m al S L G E
st r at e g y wit h a r el ati v e c o r r el ati o n of at l e a st 9 9 % t h at
of a n u n bi a s e d m et h o d. (i. e. Ω S ≥ 0 .9 9 Ω U )

T h e pr o of i s s h o w n i n a p p e n di x B. 5 .  We s h o w
t hi s b y c o n str u cti n g a n e x pli cit S L G E str at e g y w hi c h
a c hi e v e s t hi s b o u n d f or all p o s si bl e di stri b uti o n s.
T h er e w e al s o pr o of t h e f oll o wi n g c or oll ar y w hi c h
s h o w s t h at e v e n a d et er mi ni sti c S L G E m et h o d o nl y
d e p e n d e nt o n t h e s p e ctr al wi dt h ν i s alr e a d y c o m p et-
iti v e

C o r oll a r y 1. A n S L G E al g o rit h m m e a s u ri n g at p o-
siti o n x = π

2 ν h a s a r el ati v e c o r r el ati o n t h at i s at
l e a st 9 7 .5 % t h e r el ati v e c o r r el ati o n of U L G E, r e g a r d-
l e s s of t h e u n d e rl yi n g di st ri b uti o n (D θ , σ 2 , m ). (i. e.
Ω S ≥ 0 .9 7 5 Ω U )

T h e t h e or e m a n d c or oll ar y s h o w q u a ntit ati v el y t h at
t h e e x p e ct e d g ai n s fr o m u si n g u n bi a s e d e sti m ati o n
m et h o d s wit h m ulti pl e m e a s ur e m e nt p o siti o n s w.r.t.
t h e r el ati v e c orr el ati o n ( Ω ) ar e s m all, e v e n f or l ar g e
m e a s ur e m e nt b u d g et s. It i s al s o w ort h p oi nti n g o ut
t h at t h e t h e or e m a n d c or oll ar y d o n ot u s e t h e p eri o d-
i cit y of t h e u nit ar y e x pli citl y, m e a ni n g t h e y al s o h ol d
f or n o n- p e ri o di c u nit ari e s wit h a g e n er at or of s p e ctr al
wi dt h ν .

4. 4 S u m m ar y of t h e m e as ur e m e nt b u d g et al-
l o c ati o n m et h o ds

T a bl e 1 s u m m ari z e s t h e m ai n m et h o d s di s c u s s e d
a b o v e b y c o m p ari n g t h eir err or s c ali n g s, t h e n u m b er
of e x pr e s si o n s t h at n e e d t o b e e v al u at e d, w h et h er all
e x pr e s si o n s ar e wit hi n t h e a n s at z cl a s s of t h e V Q A,
a n d w h et h er pri or e sti m at e s of t h e s h ot n oi s e σ 2 a n d
t h e s e c o n d- m o m e nt m atri x C a ar e n e e d e d.

5 A p pli c ati o n t o Q A O As

F or o ur n u m eri c s, w e u s e a p o p ul ar q u a nt u m a p-
pr o xi m at e o pti mi z ati o n al g orit h m ( Q A O A) s et u p [ 2 7 ].
H er e, t h e gr o u n d st at e of t h e pr o bl e m H a milt o ni a n
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H c e n c o d e s t h e s ol uti o n t o t h e M a x C ut pr o bl e m o n a
gr a p h G = ([ N ], E) wit h v ert e x s et [N ] a n d e d g e s et
E . T h e M a x C ut pr o bl e m i s t h e pr o bl e m of fi n di n g a
l a b elli n g of t h e v ert e x s et t h at m a xi mi z e s t h e n u m b er
of s o- c all e d c ut e d g e s . T h e all o w e d l a b el s ar e 0 a n d 1
a n d a n e d g e i s c ut if it c o n n e ct s t w o v erti c e s t h at h a v e
di ff er e nt l a b el s. We i d e ntif y t h e c o m p ut ati o n al b a si s
st at e s of o ur q u bit s wit h t h e t w o l a b el s. H c c o nt ai n s
t er m s f or e v er y e d g e i n t h e gr a p h, w hi c h ar e v al u e d
at − 1 if t h e e d g e i s c ut a n d 0 ot h er wi s e:

H c =
1

2
( i, j ) ∈ E

(Z i Z j − 1 ) ,  E ⊆ [N ] × [N ] . ( 4 4)

T h e e n er g y of t h e s y st e m d e s cri b e d b y H c i s mi ni-
mi z e d b y a n y st at e t h at c orr e s p o n d s t o t h e m a xi m al
n u m b er of e d g e s b ei n g c ut. We d e n ot e t hi s m a xi m al
n u m b er of c ut e d g e s b y M a x C ut (G ).

I n o ur n u m eri c al e x p eri m e nt s t h e e d g e s et E w a s
r a n d o ml y g e n er at e d b y s el e cti n g a s u b s et of 2 N e d g e s
fr o m t h e s et of all p o s si bl e e d g e s o n N v erti c e s.

T h e Q A O A c o st f u n cti o n i s d e fi n e d a s

F (θ ) = θ |H c |θ , ( 4 5)

w h er e t h e st at e |θ i s pr e p ar e d u si n g t h e p ar a m etri z e d
cir c uit

|θ =

L

α = 1

U b (θ 2 α − 1 )U c (θ 2 α ) |+ ⊗ N ( 4 6)

wit h U c (θ ) = e x p(i θ H c ) a n e v ol uti o n u n d er H c a n d
U b (θ ) = e x p(i θ H b ) a n e v ol uti o n u n d er a mi xi n g
H a milt o ni a n H b . I n o ur s et u p t h e H a milt o ni a n i s
gi v e n b y

H b = −
1

2

N

i = 1

X i . ( 4 7)

T h e n u m b er of ti m e s e a c h u nit ar y a p p e ar s i s r ef err e d
t o a s t h e cir c uit d e pt h a n d l a b el e d L a n d o n e p air of
u nit ari e s U b a n d U c i s r ef err e d t o a s o n e l a y er i n t h e
f oll o wi n g. T h e i niti al st at e t h at t h e s e u nit ari e s ar e
a p pli e d t o i s |+ ⊗ N , t h e gr o u n d st at e of H b . I n or d er
t o e ff e cti v el y c o m p ar e t h e p erf or m a n c e of Q A O A o n
di ff er e nt gr a p h i n st a n c e s G a n d G wit h M a x C ut (G ) =
M a x C ut (G ), w e i ntr o d u c e t h e a p pr o xi m ati o n r ati o

r = −
F (θ al g )

M a x C ut (G )
=

F (θ al g )

λ mi n (H c )
, ( 4 8)

w h er e θ al g i s s o m e ( p o s si bl y i nt er m e di at e) p ar a m e-
t er p oi nt d et er mi n e d b y s o m e o pti mi z ati o n al g orit h m
a n d λ mi n ( · ) e v al u at e s t o t h e s m all e st ei g e n v al u e of it s
ar g u m e nt.

5. 1 D eri vi n g pri or esti m at es

I n t hi s e x a m pl e, H c i s d e p e n d e nt o n t h e gr a p h i n-
st a n c e, h e n c e t h e a 2

k θ ar e t o o. Fi n di n g t h e e x a ct

2 4 6 8 1 0

1 0 − 3

1 0 − 2

1 0 − 1

1 0 0

F r e q u e n c y k

⟨a 2
k θ , G — H b

L = 1
L = 6
L = 1 2
L = 2 0
L = 5 0

4 8 1 2

1 0 − 3

1 0 − 2
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⟨a 2
k θ , G — H c
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L = 5 0
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L a y ers L

δ2
θ

,
G

A v er a g e P arti al D eri v ati v e

H c

H b

Fi g ur e 3: T o p: T h e d e p e n d e n c e of a 2
k θ o n t h e fr e q u e n c y µ k

f or v ari o u s cir c uit d e pt h s L a n d a s y st e m si z e N = 1 6 wit h
M = 3 2 e d g e s a s w ell a s a u nif or m di stri b uti o n o v er θ a n d
all gr a p h s f or 2 0 0 0 r a n d o ml y s a m pl e d i n st a n c e s. T h e F o uri er
d e c o m p o siti o n i s t a k e n w.r.t. a l a y er i n t h e b ul k of t h e cir c uit,
s p e ci fi c all y t h e L

2
-t h l a y er. T h e d e c o m p o siti o n i s f or t h e

H b g at e (l eft ) a n d t h e H c g at e (ri g ht ). T h e s oli d li n e s f or
L = 1 , 5 0 r e pr e s e nt a n al yti c al e sti m at e s. T h e bl a c k cir cl e s
s h o w t h e e sti m at e w h e n w e r e stri ct t h e di stri b uti o n t o gr a p h s
w hi c h ar e f ull y c o n n e ct e d a n d e x hi bit n o n o n-tri vi al gr a p h a u-
t o m or p hi s m. B o t t o m: T h e r o ot of m e a n s q u ar e- a m plit u d e
of t h e p arti al d eri v ati v e i n d e p e n d e n c e of t h e cir c uit d e pt h.
T h e d a s h e d li n e s h o w s t h e B arr e n pl at e a u li mit.

c o e ffi ci e nt s f or a p arti c ul ar i n st a n c e c a n b e a s s u m e d
t o b e di ffi c ult, si n c e d et er mi ni n g t h e s p e ctr al wi dt h of
H c i s alr e a d y a n N P - h ar d t a s k i n g e n er al. It i s p o s-
si bl e, h o w e v er, t o s a m pl e fr o m gr a p h bi p artiti o n s t o
fi n d a n a p pr o xi m at e s p e ctr al di stri b uti o n n u m eri c all y.

T o d eri v e a n al yti c al e sti m at e s, w e ar e e xt e n di n g o ur
di stri b uti o n t o al s o i n cl u d e all c o n si d er e d gr a p h i n-
st a n c e s

· s, θ → · s, θ , G , ( 4 9)

w h er e G i n di c at e s dr a wi n g t h e s a m pl e s fr o m t h e s et
of all gr a p h s wit h M e d g e s a n d N v erti c e s. T hi s g e n-
er ali z ati o n m a k e s it p o s si bl e t o e sti m at e t h e pri or s
a n al yti c all y, w hi c h w e d o i n a p p e n di x D . T h e r e s ult s
ar e s h o w n i n fi g ur e 3 . T h e pl ott e d p oi nt s r e pr e s e nt a
m e a n o v er 2 , 0 0 0 r a n d o ml y c h o s e n p oi nt s a n d gr a p h
i n st a n c e s. F or L = 1 w e d eri v e a n al yti c al e x pr e s-
si o n s f or b ot h H a milt o ni a n s ( d ar k bl u e li n e) i n a p-
p e n di x D. 2 . W hil e t hi s i s a t e di o u s pr o bl e m, it i s
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e ffi ci e ntl y s ol v a bl e. F or U b , t h e s p e ci fi c str u ct ur e of
t h e V Q A m e a n s t h at o nl y t h e F o uri er c o e ffi ci e nt f or
µ = 2 d o e s n ot v a ni s h a n d i n g e n er al, o nl y e v e n c o e ffi-
ci e nt s c o ntri b ut e. F or L → ∞ w e o bt ai n a n a n al yti c al
e sti m at e ( c y a n li n e) u si n g t h e 2 - d e si g n a s s u m pti o n i n
a p p e n di x D. 1 . W hil e t hi s e sti m at e f ait hf ull y r e pr o-
d u c e s t h e b ul k of t h e fr e q u e n ci e s at L = 5 0 l a y er s,
t h e e m piri c al e sti m at e f or t h e fir st fr e q u e n c y i s si g-
ni fi c a ntl y l ar g er t h a n t h e t h e or eti c al pr e di cti o n. T hi s
di s cr e p a n c y ari s e s fr o m gr a p h i n st a n c e s w hi c h c orr e-
s p o n d t o n o n- u ni v er s al g at e- s et V Q A s i n st a n c e s. I n
p arti c ul ar, t hi s i s t h e c a s e w h e n t h e gr a p h i s n ot f ull y
c o n n e ct e d or h a s a n o n-tri vi al a ut o m or p hi s m. T h e
a d diti o n al bl a c k cir cl e s f or t h e fir st fr e q u e n c y i n t h e
fi g ur e s s h o w s t h e e m piri c al e sti m at e o bt ai n e d w h e n
w e r e stri ct t h e s et G t o o nl y gr a p h s w hi c h d o n ot e x-
hi bit t h e s e pr o p erti e s. A s c a n b e s e e n t h e s e i n st a n c e s
f ait hf ull y r e pr o d u c e t h e 2 - d e si g n pr e di cti o n.

Fi g ur e 3 c s h o w s t hi s c o n v er g e n c e of t h e e x p e ct e d
d eri v ati v e. N u m eri c all y, t h e c o n v er g e n c e a p p e ar s t o
b e cl o s e t o c o m pl et e d at L ∼ 3 0 l a y er s, w hi c h i s c o n-
si st e nt wit h k n o w n 2- d e si g n c o n v er g e n c e r e s ult s i n lit-
er at ur e, w h er e d e pt h s c al e s r o u g hl y o n t h e or d e r of t h e
n u m b er of q u bit s [ 2 8 ]. T h e d ott e d li n e s s h o w t h e b ar-
r e n pl at e a u li mit w h e n t h e er g o di c ar g u m e nt i s u s e d.
A g ai n d u e t o t h e e xi st e n c e of gr a p h s wit h s y m m e-
tri e s, t h e c o n v er g e n c e i s n ot e x a ctl y t o t h e t h e or eti c al
2- d e si g n li mit. F or t h e i nt er m e di at e l a y er s, w e c a n
ar g u e ( p arti c ul arl y f or t h e c a s e r e g ar di n g H c ) t h at
t h e o v er all a m plit u d e of t h e c o e ffi ci e nt s d e c a y s e x p o-
n e nti all y w hil e t h e r el ati v e v al u e s tr a n siti o n fr o m a
b e h a vi or li k e L = 1 t o o n e m or e cl o s el y r el at e d t o
L → ∞ . It i s o ur b eli ef t h at a m or e ri g or o u s u n-
d er st a n di n g of t- d e si g n c o n v er g e n c e wit hi n q u a nt u m
cir c uit s c o ul d h el p t o m a k e a m or e q u a ntit ati v e a s s e s s-
m e nt t h a n w e ar e a bl e t o m a k e at pr e s e nt. We n ot e
t h at w hil e q u a ntif yi n g t h e pri or s m a y b e a w ort h w hil e
t h e or eti c al p ur s uit, f or pr a cti c al a p pli c ati o n s it oft e n
s u ffi c e s t o h a v e a r o u g h e sti m at e of t h e a m plit u d e s, a s
e v e n wit h si g ni fi c a nt o v er e sti m ati o n of a m plit u d e s o ur
m et h o d will still o ut p erf or m tr a diti o n al n o n- B a y e si a n
s c h e m e s. Al s o, si n c e r e al i m pl e m e nt ati o n s att e m pt t o
a v oi d t h e b arr e n pl at e a u r e gi m e s, t h e gr a di e nt al o n g
t h e o pti mi z ati o n p at h m a y b e si g ni fi c a ntl y l ar g er a n d
t h er ef or e n ot f ull y r e pr e s e nt ati v e of t h e b e h a vi or of
t h e e n s e m bl e a v er a g e.

5. 2 N u m eri c al r es ults

I n t hi s s e cti o n, w e fir st t e st t h e e sti m ati o n a c c ur a c y
f or t h e di ff er e nt gr a di e nt e sti m ati o n str at e gi e s f or r a n-
d o ml y s el e ct e d a n gl e s θ . Aft er w ar d s, w e d e m o n str at e
t h eir u s ef ul n e s s f or gr a di e nt d e s c e nt b a s e d V Q A o pti-
mi z ati o n.
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Fi g ur e 4: A c o m p ari s o n of t h e di ff er e nt gr a di e nt e sti m ati o n
m et h o d s f or di ff er e nt m e a s ur e m e nt b u d g et f or t h e e ntir e gr a-
di e nt ( m g ). T h e d at a w a s g e n er at e d wit h a s y st e m si z e of
N = 1 8 , gr a p h i n st a n c e s wit h M = 3 6 e d g e s, a n d a cir c uit
d e pt h of L = 1 2 wit h a 2

k θ e sti m at e s a s st at e d i n E q. ( 5 0 ).
E a c h d at a p oi nt r e pr e s e nt s a n e m piri c al m e a n o v er 3 0 0 t o-
t al s a m pl e s dr a w n fr o m 3 0 di ff er e nt gr a p h i n st a n c e s. 1 0
r a n d o m p ar a m et er p oi nt s w er e e v al u at e d f or e a c h i n st a n c e.
T h e m e a s ur e m e nt b u d g et i s di stri b ut e d i n s u c h a w a y t h at
t h e H c -l a y er s g et t wi c e t h e m e a s ur e m e nt s of t h e H b -l a y er s.
L ef t: T h e a v er a g e 2- n or m di st a n c e b et w e e n t h e e x a ct gr a-
di e nt a n d t h e e sti m at e u si n g t h e di ff er e nt m et h o d s. Ri g h t:
T h e a v er a g e r el ati v e sl o p e R .

5. 2. 1  Gr a di e nt q u alit y f or t h e di ff er e nt all o c ati o n m et h-
o ds

Fi g ur e 4 s h o w s t h e q u alit y of t h e e sti m at e d gr a di e nt s
f or t h e di ff er e nt o pti mi z ati o n r o uti n e s a n d a r a n g e of
m e a s ur e m e nt b u d g et s. T h e si z e of t h e m e a s ur e m e nt
b u d g et ( m g ) i s t h e e ntir e b u d g et, i. e. j oi ntl y f or all
p arti al d eri v ati v e s. T h e fir st v al u e of m g = 1 2 9 6 i s
j u st bi g e n o u g h t o all o w P S R a n d U L G E t o h a v e e x-
a ctl y o n e m e a s ur e m e nt r o u n d p er e x pr e s si o n t o b e
e v al u at e d, i. e. t h e s e m et h o d s c a n n ot b e r u n a s i n-
t e n d e d wit h a s m all er m e a s ur e m e nt b u d g et. F or t h e
pri or s of t h e F o u ri er c o e ffi ci e nt s, w e s el e ct

a 2
k θ b

= 1 0 − 0 .3 k − 1 .1 × δ k ∈ 2 Z

a 2
k θ c

= 1 0 − 0 .3 k − 1 .6
( 5 0)

r e s ulti n g fr o m a r o u g h e x p o n e nti al fit o bt ai n e d fr o m
fi g ur e 3 . Fi g ur e 4 a d e pi ct s t h e d e p e n d e n c e of t h e 2-
n or m di ff er e n c e b et w e e n t h e e x a ct a n d t h e e sti m at e d
gr a di e nt f or di ff er e nt b u d g et m g

∇̂ − ∇ 2 , ( 5 1)

w h er e ∇ i s t h e e x a ct gr a di e nt a n d ∇̂ t h e e sti m at e
g e n e r at e d b y p erf or mi n g t h e e sti m ati o n r o uti n e f or
e v er y c o m p o n e nt of t h e gr a di e nt. We n ot e t h at f or
v er y f e w m e a s ur e m e nt s U L G E p erf or m s si g ni fi c a ntl y
w or s e t h a n P S R. T hi s i s b e c a u s e t h e r e q uir e d p o s-
iti v e i nt e g er r o u n di n g f or t h e i n di vi d u al n u m b er of
m e a s ur e m e nt s at e a c h sit e i m pli e s a f ar fr o m o pti m al
all o c ati o n f or U L G E, w hil e P S R d o e s n ot r e q uir e a n y
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r o u n di n g. B e si d e s t hi s w e s e e g o o d a gr e e m e nt b e-
t w e e n t h e n u m eri c al r e s ult s a n d w h at w a s pr e di ct e d
fr o m fi g ur e 2 . E x pli citl y e nf or ci n g t h e c o n diti o n t h at
o nl y t w o p o siti o n ar e t o b e e v al u at e d a s i n S L G E
( s e cti o n 4. 3 ) o nl y st art s t o m a k e a si g ni fi c a nt dif-
f er e n c e c o m p ar e d t o B L G E at ar o u n d 1 0 7 m e a s ur e-
m e nt s w hi c h m a y b e alr e a d y i nf e a si bl e i n a pr a cti c al
e x p eri m e nt. T hi s s h o w s t h at w hil e t h e a s y m pt oti c b e-
h a vi or i s si g ni fi c a ntl y w or s e, f or pr a cti c al p ur p o s e s, a
c orr e ctl y c h o s e n fi nit e di ff er e n c e s m o d el p erf or m s r e-
m ar k a bl y w ell. F or f e w er m e a s ur e m e nt s, U L G E a n d
P S R r e q uir e alr e a d y m g = 1 0 5 m e a s ur e m e nt s t o o ut-
p erf or m a n e sti m at or w hi c h r et ur n s t h e all z er o v e c-
t or.

F or t h e p ur p o s e of gr a di e nt d e s c e nt, o n e c a n ar g u e
t h at t h e dir e cti o n of t h e gr a di e nt i s a ct u all y m or e i m-
p ort a nt t h a n it s m a g nit u d e. I n or d er t o q u a ntif y t hi s
n oti o n w e i n v e sti g at e t h e r el ati v e sl o p e R , t h e r ati o
b et w e e n t h e sl o p e i n t h e dir e cti o n of t h e a ct u al gr a-
di e nt a n d t h e sl o p e i n t h e dir e cti o n of t h e e sti m at e d
gr a di e nt

R :=
∇̂ T ∇

∇̂ 2 ∇ 2 θ

=
d e s c( ∇̂ )

d e s c( ∇ )
θ

, ( 5 2)

w h er e

d e s c( g ) =
d

d x
F

g

g 2
x , ( 5 3)

w hi c h i n di c at e s t h e sl o p e i n t h e dir e cti o n of g . A v al u e
of R = 0 w o ul d i n di c at e t h at t h e e sti m at e d gr a di e nt i s
ort h o g o n al t o t h e a ct u al gr a di e nt. A p erf e ct e sti m at or
w o ul d a c hi e v e a v al u e of R = 1 . T h e r el ati v e sl o p e R
i s si mil ar i n n at ur e t o Ω d e fi n e d i n E q. ( 2 9 ) b ut di ff er s
i n t h e w a y t h at t h e e n s e m bl e a v er a g e s ar e t a k e n. N u-
m eri c all y, t h e m a n n e r i n w hi c h t h e a v er a g e s ar e t a k e n
d o e s n ot q u alit ati v el y c h a n g e o ur r e s ult s. A s wit h t h e
2- n or m err or, w e s e e g o o d a gr e e m e nt wit h t h e b e h a v-
i or of R a n d t h e b e h a vi or pr e di ct e d i n fi g ur e 2 f or Ω .
T hi s al s o j u sti fi e s w h y Ω i s i n d e e d a g o o d q u alit y p a-
r a m et er f or t h e e sti m ati o n. F or t h e f e w e st n u m b er of
m e a s ur e m e nt s c o n si d er e d, P S R a n d U L G E str u g gl e
t o fi n d a n y d e c r e a si n g dir e cti o n, w hil e B L G E r eli a bl y
h a s a R = 2 0 % o v erl a p. T h e ot h er m et h o d s r e q uir e
n e arl y 1 0 0 ti m e s t h e n u m b er of m e a s ur e m e nt s f or t h e
s a m e q u alit y. Si mil arl y t o w h at w e s a w f or Ω , B L G E
a n d S L G E s h o w b a si c all y i d e nti c al p erf or m a n c e wit h
r e g ar d t o t h e q u alit y m e a s ur e R .

5. 2. 2  P ar a m et er O pti mi z ati o n

We al s o si m ul at e d a c o m pl et e p ar a m et er o pti mi z a-
ti o n r o uti n e. F oll o wi n g t h e pr o p o s al fr o m Z h o u et
al. [ 6 ], w e c h o s e t h e i niti al p ar a m et er s θ t o r e s e m bl e
a n a p pr o xi m at e li n e ar a n n e ali n g r a m p, a s t hi s c a n si g-
ni fi c a ntl y i m pr o v e p erf or m a n c e c o m p ar e d t o r a n d o m
i niti ali z ati o n. T h e e x a ct i niti ali z ati o n w e u s e d w a s

( e v e n i n d e x H b , o d d H c )

θ
( 0 )
i =

π

2 0

4 − 5 δ i ∈ 2 Z

L − 1
× i + 4 . ( 5 4)

Si n c e t h e V Q A st art s fr o m a s p e ci fi c i niti ali z ati o n,
t h e u nif or mit y a s s u m pti o n of o ur a s s u m e d di stri b u-
ti o n D θ mi g ht n o l o n g er b e v ali d, m e a ni n g t hi s al s o
t e st s t h e a p pli c a bilit y of o ur a p pr o a c h o ut si d e of t h e
i d e ali z e d c o n diti o n s w e a s s u m e d. F or t h e u p d at e st e p,
w e u s e a b a si c gr a di e nt d e s c e nt r o uti n e

θ ( i + 1 ) = θ ( i ) − η ( i ) ∇̂ ( i ) . ( 5 5)

Si n c e t h e di ff er e nt m et h o d s r et ur n gr a di e nt s wit h
m a s si v el y di ff er e nt n or m s, a fi x e d st e p si z e will s k e w
t h e r e s ult h e a vil y. T o c o m p e n s at e, w e u s e a b a c k-
tr a c ki n g li n e- s e ar c h r o uti n e t o fi n d a g o o d η ( i ) . It
st art s wit h a n i niti al st e p si z e t h at i s si g ni fi c a ntl y t o o
l ar g e. T h e n it r e p e at a bl y m e a s ur e s t h e o b s er v a bl e
at t h e pr o p o s e d n e w p oi nt θ ( i ) − η ( i ) ∇̂ ( i ) a n d eit h er
a c c e pt s t h e st e p si z e if t h e e sti m at e d e cr e a s e d c o m-
p ar e d t o t h e c urr e nt p o siti o n θ ( i ) or h al v e s t h e st e p
si z e η ( i ) → η ( i ) / 2 a n d r e p e at s. T h e m e a s ur e m e nt b u d-
g et all o c at e d f or t h e li n e- s e ar c h e sti m at e i s s et t o b e
t h e s a m e a s f or t h e gr a di e nt e sti m ati o n. T hi s li n e
s e ar c h r e m o v e s t h e d e p e n d e n c e o n t h e si z e of t h e r e-
t ur n e d gr a di e nt wit h o ut t h e al g orit h m b e c o mi n g a f ull
s w e e pi n g al g orit h m.
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Fi g ur e 5: T h e e m piri c al a v er a g e a p pr o xi m ati o n r ati o r o v er
t h e it er ati o n s of a gr a di e nt d e s c e nt o pti mi z ati o n wit h li n e
s e ar c h f or t h e di ff er e nt o pti mi z ati o n r o uti n e s. T h e r e s ult s
ar e a v er a g e d o v er 2 3 di ff er e nt pr o bl e m i n st a n c e s. W e n ot e
t h at i n t h e c o n si d er e d m e a s ur e m e nt r e gi m e s B L G E a n d S L G E
ar e i d e nti c al. L ef t: A s h all o w cir c uit wit h N = 1 8 , M =
3 6 , L = 1 2 wit h t h e t ot al m e a s ur e m e nt f or e a c h gr a di e nt
b ei n g m g = 3 8 8 8 , w hi c h c orr e s p o n d s t o 6 m e a s ur e m e nt s
f or e a c h g e n er at or i n t h e P S R. T h e pri or s w er e t a k e n a s a n
e x p o n e nti al a n s at z a s gi v e n i n E q. ( 5 0 ). Ri g h t: A d e e p er
cir c uit wit h N = 1 2 , M = 2 4 , L = 3 0 , m g = 6 4 8 0 , w hi c h
al s o c orr e s p o n d s t o 6 m e a s ur e m e nt s f or e a c h g e n er at or. T h e
pri or s w er e t a k e n a s t h e b arr e n pl at e a u e sti m at e s E q. ( 1 5 0 )
a n d E q. ( 1 5 4 ).

Fi g ur e 5 s h o w s t h e n u m eri c al r e s ult s of t h e o pti-
mi z ati o n r o uti n e u si n g e a c h of t h e gr a di e nt e sti m ati o n
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r o uti n e s. T h e c o st f u n cti o n s h o w n h er e i s t h e a p pr o x-
i m ati o n r ati o r a s d e fi n e d i n E q. ( 4 8 ), w hi c h i s a c o m-
m o n m etri c f or Q A O A n u m eri c s. We c o n si d er b ot h a
c a s e wit h a s h all o w cir c uit ( L = 1 2 ) wit h N = 1 8 a n d
a d e e p cir c uit ( L = 3 0 ) i n t h e b arr e n pl at e a u r e gi m e,
b ut f or a s m all er s y st e m si z e of N = 1 2 . I n b ot h t h e s e
c a s e s w e c o n si d er a n o v er all m e a s ur e m e nt b u d g et s o
t h at e a c h m e a s ur e m e nt s et u p f or P S R i s p erf or m e d 3
ti m e s. T hi s tr a n sl at e s t o m g = 3 8 8 8 f or t h e s h all o w
cir c uit c a s e a n d m g = 6 4 8 0 f or t h e d e e p cir c uit. It i s
al s o w ort h n oti n g t h at wit h s u c h a s m all m e a s ur e m e nt
b u d g et, B L G E a n d S L G E ar e i d e nti c al. A d diti o n all y,
w e pl ot t h e c a s e f or t h e e x a ct gr a di e nt wit h a n i n fi nit e
m e a s ur e m e nt b u d g et i n gr a y.

Fi g ur e 5 al s o s h o w s t h at B L G E si g ni fi c a ntl y o ut p er-
f or m s t h e u n bi a s e d m et h o d s wit h c o n v er g e n c e b ei n g
n e arl y a n or d er of m a g nit u d e f a st er a n d al s o r e a c hi n g
a b ett er mi ni m al v al u e.

6 C o n cl usi o n a n d o utl o o k

We h a v e s h o w n t h at u si n g a B a y e si a n a p pr o a c h i n a
g e n er ali z e d P S R s etti n g c a n si g ni fi c a ntl y i m pr o v e t h e
r e s ulti n g q u alit y of t h e e sti m ati o n, w hi c h ulti m at el y
i m pr o v e s t h e o v er all r u n ti m e a n d r e s ult s of t h e V Q A.
I n p arti c ul ar, w h e n d e ali n g wit h b arr e n pl at e a u s, t hi s
e sti m ati o n t o ol m a y pr o v e cr u ci al f or p erf or m a n c e i n
pr a cti c al i m pl e m e nt ati o n s. O ur st u d y al s o m a k e s a
str o n g ar g u m e nt t h at c e ntr al di ff er e n c e m et h o d s wit h
a r e a s o n a bl y c h o s e n st e p si z e i s a v er y g o o d fir st str at-
e g y t h at i s o nl y o ut p erf or m e d b y t h e u n bi a s e d P S R
f or l ar g e m e a s ur e m e nt b u d g et s.

O ur w or k o p e n s u p s e v er al n e w r e s e ar c h q u e st s.

• I n f ut ur e w or k, w e ai m t o f or m all y e xt e n d o ur
fr a m e w or k t o n o n- p e ri o di c u nit ari e s.

• U n d er st a n di n g t h e s e c o n d m o m e nt m atri x a n d
it s c o n v er g e n c e i nt o t h e b arr e n pl at e a u r e gi m e
mi g ht all o w u s t o d e v el o p str at e gi e s t o miti g at e
it s e ff e ct s all o wi n g V Q A s t o b e e ff e cti v e f or m or e
a n s at z cl a s s e s. S u c h i m pr o v e d pri or s mi g ht c o m e
fr o m st u di e s of a p pr o xi m at e u nit ar y 2- d e si g n s.

• I m pr o v e d o pti mi z ati o n m et h o d s, s u c h a s n at u-
r al gr a di e nt e sti m ati o n [ 9 , 2 9 , 3 0 ] or hi g h er or-
d er o pti mi z ati o n pr o c e d ur e s r e q uiri n g s e c o n d or-
d er d eri v ati v e s, m a y al s o b e n e fit fr o m i ntr o d u ci n g
pri or a s s u m pti o n s i nt o t h eir e sti m ati o n r o uti n e s.

• I n p arti c ul ar, f or pr a cti c al a p pli c ati o n s w h er e
q u a nt u m c o m p ut ati o n i s e x p e n si v e a n d cl a s si-
c al c o m p ut ati o n i s c h e a p, u si n g a n a d a pti v e e s-
ti m at or m a y b e a d v a nt a g e o u s, i. e. u p d ati n g t h e
F o uri er pri or s al o n g t h e o pti mi z ati o n p at h m a y
al s o h el p t o i m pr o v e t h e gr a di e nt q u alit y f urt h er.

7 A k n o wl e d g e m e nt

We t h a n k R a p h a el Bri e g er, L u c a s Te n di c k, M ar k u s
H ei nri c h, J u a n H e n ni n g, Mi c h a el J. H art m a n n,
N at h a n M c M a h o n, a n d S a m u el Wil ki n s o n, f or fr uit-
f ul di s c u s si o n s. T hi s w or k h a s b e e n f u n d e d b y t h e
G er m a n Fe d e r al Mi ni str y of E d u c ati o n a n d R e s e ar c h
( B M B F) wit hi n t h e f u n di n g pr o gr a m “ q u a nt u m t e c h-
n ol o gi e s – fr o m b a si c r e s e ar c h t o m ar k et” vi a t h e
j oi nt pr oj e ct M A NI Q U ( gr a nt n u m b er 1 3 N 1 5 5 7 8) a n d
t h e D e ut s c h e F or s c h u n g s g e m ei n s c h aft ( D F G, G er-
m a n R e s e ar c h F o u n d ati o n) u n d er t h e gr a nt n u m b er
4 4 1 4 2 3 0 9 4 wit hi n t h e E m m y N o et h er Pr o gr a m.

8 A cr o n y ms a n d list of s y m b ols

B L G E B a y e si a n li n e ar gr a di e nt e sti m at or . . 5

N I S Q n oi s y a n d i nt er m e di at e s c al e q u a nt u m 1

P Q C p ar a m etri z e d q u a nt u m cir c uit . . . . . 1

P S R p ar a m et er s hift r ul e . . . . . . . . . . 2

Q A O A q u a nt u m a p pr o xi m at e o pti mi z ati o n
al g orit h m . . . . . . . . . . . . . . . . 9

S L G E si n gl e B a y e si a n li n e ar gr a di e nt e sti m at or 6

U L G E u n bi a s e d li n e ar gr a di e nt e sti m at or . . 5

V Q A v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m . . . . 1

N : n u m b er of q u bit s / v erti c e s ( Q A O A)
L : n u m b er of l a y er s of t h e V Q A
λ : ei g e n v al u e s of t h e g at e g e n er at or
µ : ei g e n v al u e di ff er e n c e s of t h e g at e g e n er at or

a k , bk , ck : F o uri er c o e ffi ci e nt s
C a : S e c o n d m o m e nt m atri x of t h e F o uri er c o ef-

fi ci e nt a k

σ : si n gl e s h ot s h ot n oi s e
w i : w ei g ht s of li n e ar e sti m at or
θ : V Q A p ar a m et e r s

θ = x i : m e a s ur e m e nt p o siti o n f or gi v e n θ ∈ θ
n x : n u m b er of ( p o siti v e) m e a s ur e m e nt p o siti o n s
m i : n u m b er of m e a s ur e m e nt r o u n d s f or x i

m : t ot al n u m b er m = m i

ν : l ar g e st di ff er e n c e b et w e e n t w o ei g e n v al u e s of
t h e u nit ar y g e n er at or, i. e. m a x k { µ k }

δ : d eri v ati v e of t h e c o st f u n cti o n w.r.t. o n e p a-
r a m et er θ

∆ : s e c o n d d eri v ati v e of t h e c o st f u n cti o n w.r.t.
o n e p ar a m et er θ
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q u a nt u m a p p r o xi m at e o pti mi z ati o n al g o rit h m ,
ar Xi v: 1 4 1 1. 4 0 2 8 [ q u a nt- p h] ( 2 0 1 4).

[ 2 8] N. H u nt er- J o n e s, U nit a r y d e si g n s f r o m st ati s-
ti c al m e c h a ni c s i n r a n d o m q u a nt u m ci r c uit s,
ar Xi v: 1 9 0 5. 1 2 0 5 3 [ q u a nt- p h] .

[ 2 9] J. St o k e s, J. I z a a c, N. Kill or a n, a n d G. C ar-
l e o, Q u a nt u m n at u r al g r a di e nt , Q u a nt u m 4 , 2 6 9
( 2 0 2 0) , ar Xi v: 1 9 0 9. 0 2 1 0 8 [ q u a nt- p h] .

[ 3 0] N. Y a m a m ot o, O n t h e n at u r al g r a di e nt f o r v a ri-
ati o n al q u a nt u m ei g e n s ol v e r , ar Xi v: 1 9 0 9. 0 5 0 7 4
[ q u a nt- p h].

1 4
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s y st e m c e rti fi c ati o n , P R X Q u a nt u m 2 , 0 1 0 2 0 1
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A p p e n di c es

A S ol vi n g t h e B a y esi a n all o c ati o n pr o bl e m

H er e w e d eri v e t h e t h e or eti c u n d er pi n ni n g s of t h e B a y e si a n all o c ati o n m et h o d. N a m el y, w e d eri v e t h e e ff e cti v e
d u al t h at i s u s e d f or t h e n u m eri c al i m pl e m e nt ati o n a n d pr o of t h e or e m 1 , w hi c h c o n c er n s t h e s p ar sit y of t h e
s ol uti o n.

A. 1 Fi n di n g t h e d u al pr o bl e m

I n t hi s s e cti o n, w e d eri v e t h e d u al f or m ul ati o n, w e u s e t o fi n d t h e o pti m al m e a s ur e m e nt p o siti o n s a s e x pl ai n e d
i n t h e m ai n t e xt. T h e mi ni mi z ati o n ( E q. (2 4 )) w e ar e i nt er e st e d i n c a n b e r e w ritt e n i nt o a c o n str ai nt pr o bl e m

mi n
x ∈ R n x ,w ∈ R n x

2
t o t s, θ (x , w ) =  mi n

x ∈ R n x ,w ∈ R n x

n µ

k = 1

a 2
k θ

n x

i = 1

w i si n ( x i µ k ) − µ k

2

+
σ 2

m
w 2

1 ( 5 6)

=  mi n
x ∈ R n x ,w ∈ R n x ,z ∈ R n µ ,l∈ R

n µ

k = 1

a 2
k θ z 2

k +
σ 2

m
l2 ( 5 7)

s .t.

n x

i = 1

w i si n ( x i µ k ) − µ k = z k , w 1 ≤ l , ( 5 8)

w h er e w e i ntr o d u c e d t h e v ari a bl e s z a n d l. If w e k e e p x fi x e d (it c a n b e a s s u m e d t o d e s cri b e a fi n e gri d c o v eri n g
a c o m pl et e p eri o d of t h e f u n cti o n), t hi s d e s cri b e s a c o n v e x o pti mi z ati o n pr o bl e m. We pr o c e e d t o d eri v e t h e
d u al g .

g (x ; z , w , l; κ , τ ) =

n µ

k = 1

a 2
k θ z 2

k +
σ 2

m
l2 +

n µ

k = 1

2 κ k

n x

i = 1

w i si n ( x i µ k ) − µ k − z k − 2 τ (l − w 1 ) ( 5 9)

∂ g

∂ z k
= 2 a 2

k θ z k − 2 κ k → z k =
κ k

a 2
k θ

( 6 0)

∂ g

∂l
= 2

σ 2

m
l − 2 τ → l = τ

m

σ 2
( 6 1)

∂ g

∂ w i
= 2 τ s g n ( w i ) + 2

n µ

k = 1

κ k si n ( x i µ k ) → τ ≥

n µ

k = 1

κ k si n ( x i µ k ) , ( 6 2)

w h er e t h e l a st st e p f oll o w s a s g i s a ffi n e w.r.t. w i f or t h e p o siti v e a n d n e g ati v e a xi s. E q u ati o n (6 2 ) al s o i m pli e s
t h at eit h er w i = 0 or τ = |

n µ

k = 1 κ k si n ( x i µ k )|, al s o k n o w n a s c o m pl e m e nt ar y sl a c k n e s s.

g (x ; κ , τ ) = −

n µ

k = 1

κ 2
k

a 2
k θ

−
m

σ 2
τ 2 − 2

n µ

k = 1

κ k µ k ( 6 3)

s .t. ∀ x i : τ ≥ |

n µ

k = 1

κ k si n ( x i µ k )| ( 6 4)

Si n c e x w a nt s t o mi ni mi z e t hi s e x pr e s si o n, τ n e e d s t o b e m a xi mi z e d. A s all m e a s ur e m e nt p o siti o n s ar e all o w e d
a n d w e i m p o s e n o b o u n d o n n x m e a ni n g x c a n b e di stri b ut e d ar bitr aril y d e n s e, it f oll o w s

m a x
i ∈ [n x ]

|

n µ

k = 1

κ k si n ( x i µ k )| →

n µ

k = 1

κ k si n ( µ k ( · )) ∞ , ( 6 5)

w h er e t h e i n fi nit y n or m r ef er s t h e a b s ol ut e v al u e m a xi m u m o v er t h e d o m ai n of t h e f u n cti o n, a n d w e g et
τ =

n µ

k = 1 κ k si n ( µ k ( · )) ∞ , w hi c h l e a d s t o

g (κ ) = −

n µ

k = 1

κ 2
k

a 2
k θ

−
m

σ 2

n µ

k = 1

κ k si n ( µ k ( · )) 2
∞ − 2

n µ

k = 1

κ k µ k . ( 6 6)
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We c o n cl u d e t h at

2
t o t

∗
s, θ = m a x

κ ∈ R n µ
g (κ ) , ( 6 7)

si n c e t h e mi ni mi z ati o n of t h e pri m al i s c o n v e x f or fi x e d x . S ol vi n g t hi s r e q uir e s m a xi mi zi n g a c o n c a v e pr o bl e m.
g h a s t h e s a m e s ol uti o n a s mi ni mi zi n g

g̃ ( κ ) =

n µ

k = 1

σ 2

m a 2
k θ

κ 2
k +

n µ

k = 1

κ k si n ( µ k ( · )) 2
∞ − 2

n µ

k = 1

κ k µ k ( 6 8)

wit h g̃ = − m
σ 2 g a n d κ ∗ → − σ 2

m κ ∗ w hi c h w e fi n d h a s b ett er n u m eri c al st a bilit y, e s p e ci all y f or l ar g e m e a s ur e m e nt
b u d g et s m . Vi a c o m pl e m e nt ar y sl a c k n e s s, t h e fi n al m e a s ur e m e nt p o siti o n s x ∗ ar e j u st t h e gl o b al m a xi m a
p o siti o n s of ρ κ (x ) = |

n µ

k = 1 κ ∗
k si n ( x µ k )|, w hi c h c a n b e o bt ai n e d b y s ol vi n g a tri g o n o m etri c p ol y n o mi al, w hi c h

h a s a m o st ν m a xi m a. T o o bt ai n w ∗ , w e s ol v e t h e ori gi n al pr o bl e m f or t h e n o w fi x e d m e a s ur e m e nt p o siti o n s
x ∗ .

A. 2  Pr o of of t h e or e m 1

H er e w e pr o of t h at t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m h a s a s p ar s e s ol uti o n. E x pli citl y t h at n x = n µ p o siti o n s s u ffi c e s.
F or t hi s w e a s s u m e t h at w e h a v e s et of m e a s ur e m e nt p o siti o n s x ∈ [ 0, π) n x . F or t h e pr o bl e m w e a s s u m e t o h a v e

2
t o t s, θ = ( S x w − µ ) T C a (S x w − µ ) +

σ 2

m
w

2
1 , ( 6 9)

a n d a n o pti m al s ol uti o n w ∗ . A s s u c h w e c a n d e fi n e 2
s y s

∗
s, θ := ( S x w ∗ − µ ) T C a (S x w ∗ − µ ) a n d y ∗ = S x w ∗

T hi s m e a n s t h e pr o bl e m i s e q ui v al e nt a s

2
t o t s, θ = 2

s y s
∗
s, θ +

σ 2

m
mi n

w :y ∗ = S x w
w 1

2

, ( 7 0)

T h e l att er t er m c o n str ai n s a n 1 - n or m o pti mi z ati o n wit h n µ li n e ar c o n str ai nt s. It i s w ell k n o w n t h at t h er e e xi st s
a n o pti m al s p ar s e s ol uti o n w h er e t h e n u m b er of n o n- v a ni s hi n g e ntri e s i s at m o st t h e n u m b er of c o n str ai nt s, w hi c h
ar e k n o w n a s b a si c f e a si bl e s ol uti o n s i n L P lit er at ur e. A s t hi s h ol d s r e g ar dl e s s of t h e a ct u al v al u e y ∗ , t h er e al s o
e xi st s a s p ar s e s ol uti o n f or t h e e ntir e pr o bl e m w hi c h pr o of s t h e t h e or e m.

T h e s a m e al s o h ol d s f or t h e u n bi a s e d c a s e, w h er e y ∗ = µ a stri ct r e q uir e m e nt.

B Si n gl e B a y esi a n li n e ar gr a di e nt esti m at or ( S L G E)

I n t h e f oll o wi n g s e cti o n w e d eri v e v ari o u s pr o p erti e s of o ur si n gl e m e a s ur e m e nt e sti m ati o n str at e g y. I n a p-
p e n di x B. 1 , w e d eri v e t h e o pti m al c o e ffi ci e nt w f or o ur e sti m at or, w hi c h w e u s e t o r e writ e t h e e x p e ct e d t ot al
err or of o ur e sti m at or a s a f u n cti o n of o nl y t h e m e a s ur e m e nt p o siti o n x . N e xt i n a p p e n di x B. 3 , w e pr o of t h e
s c ali n g i n t h e li mit s of m a n y m e a s ur e m e nt s fr o m E q. ( 4 1 ). I n a p p e n di x B. 4 , w e pr o v e t h e or e m 3 , w hi c h i s v ali d
f or v er y f e w m e a s ur e m e nt s. Fi n all y, i n a p p e n di x B. 5 w e pr o v e t h e or e m 4 a n d c or oll ar y 1 fr o m o ur m ai n t e xt,
w hi c h ar e a b o ut t h e r el ati v e p erf or m a n c e of S L G E a n d U L G E.

B. 1  Pr eli mi n ari es

R e c all t h at w e c a n e x pr e s s t h e e x p e ct e d t ot al err or a s

2
t o t s, θ (w, x ) =

n µ

k = 1

a 2
k θ (w si n ( µ k x ) − µ k ) 2 +

σ 2

m
w 2 ( 7 1)

= : (w si n ( µ x ) − µ ) 2 +
σ 2

m
w 2 , ( 7 2)

w h er e w e i ntr o d u c e d t h e s h ort h a n d f or t h e e n s e m bl e a v er a g e

g (µ ) :=

n µ

k

a 2
k θ g (µ k ) , ( 7 3)

f or a n ar bitr ar y f u n cti o n g .
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Gi v e n x , t h e o pti m al c o e ffi ci e nt w c a n b e d et er mi n e d t o b e

w ∗ =
µ si n ( µ x )

si n 2 (µ x ) + σ 2

m

. ( 7 4)

Pl u g gi n g w ∗ i nt o E q. (7 2 ) yi el d s

2
t o t s, θ (x ) = µ 2 −

µ si n ( µ x ) 2

si n 2 (µ x ) + σ 2

m

=
µ 2 si n 2 (µ x ) − µ si n ( µ x ) 2 + µ 2 σ 2

m

si n 2 (µ x ) + σ 2

m

( 7 5)

B. 2  N u m eri c al o pti mi z ati o n

We ar e n o w g oi n g t o o utli n e h o w t o n u m eri c all y c h o o s e t h e o pti m al v al u e of x . F or t h e n u m eri c al mi ni mi z ati o n
w e u s e E q. ( 7 5 ). H er e w e a s s u m e t h at e sti m at e s of a 2

k θ a n d σ ar e k n o w n.
T h e d eri v ati v e of E q. ( 7 5 ) w.r.t. x i s

∂ x
2
t o t s, θ (x ) = −

2 µ si n ( µ x ) µ 2 c o s( µ x ) si n 2 (µ x ) + σ 2

m − µ si n ( µ x ) 2 2 µ c o s( µ x ) si n ( µ x )

si n 2 (µ x ) + σ 2

m

2 ( 7 6)

= −
2 µ si n ( µ x )

si n 2 (µ x ) + σ 2

m

2 × µ 2 c o s( µ x ) si n 2 (µ x ) +
σ 2

m
− µ si n ( µ x ) µ c o s( µ x ) si n ( µ x )

= :h ( x )

.

T h e r el e v a nt mi ni m a c a n di d at e s ar e t h er ef or e t h e r o ot s of t h e s e c o n d f a ct or - l a b el e d h (x ) - si n c e r o ot s of t h e
fir st f a ct or al w a y s yi el d a m a xi m u m of 2

t o t s, θ (x ) ( a s t h e fir st f a ct or a p p e ar s i n E q. ( 7 5 ) wit h a n e g ati v e si g n).
We c a n r e writ e h (x ) e x pli citl y a s

h (x ) = µ 2 c o s( µ x ) si n 2 (µ x ) +
σ 2

m
−

1

2
µ si n ( µ x ) µ si n ( 2 µ x ) ( 7 7)

=
k,l

a 2
k θ a 2

l θ µ 2
k c o s( µ k x ) si n 2 (µ l x ) −

1

2
k,l

a 2
k θ a 2

l θ µ k µ l si n ( µ k x ) si n ( 2 µ l x ) +
σ 2

m
k

a 2
k θ µ 2

k c o s( µ k x ) ,

w hi c h c a n b e s ol v e d e ffi ci e ntl y u si n g st a n d ar d s ol v er s a s it o nl y r e q uir e s fi n di n g t h e r o ot s of a tri g o n o m etri c
p ol y n o mi al of d e gr e e 3 ν . Fr o m t h e s e c a n di d at e s ol uti o n s, w e c a n fi n d t h e n u m eri c al e x a ct o pti m al s ol uti o n.

B. 3 Li mit f or m a n y m e as ur e m e nts

I n t hi s s e cti o n w e d et er mi n e t h e s c ali n g of t h e e x p e ct e d t ot al err or i n t h e li mit of m a n y m e a s ur e m e nt s, i. e. hi g h
m e a s ur e m e nt a c c ur a c y, a s st at e d i n t a bl e 1 .

F or m → ∞ , t h e o pti m al m e a s ur e m e nt p o siti o n b e c o m e s x → 0 , si n c e n oi s el e s s m e a s ur e m e nt s l e a d t o a fi nit e
di ff er e n c e a p pr o xi m ati o n w hi c h b e c o m e s e x a ct w h e n t h e m e a s ur e m e nt p o siti o n a p pr o a c h e s 0 . T hi s o b s er v ati o n
j u sti fi e s t h e u s e of a T a yl or s eri e s e x p a n si o n

µ 2 si n 2 (µ x ) − µ si n ( µ x ) 2 =
ξ

2
x 6 + O (x 8 ) , ( 7 8)

w h er e ξ = µ 2 µ 6 − µ 4 µ 4

1 8 , w hi c h i s n o n- n e g ati v e. Pl u g gi n g t hi s e x pr e s si o n i nt o E q. (7 5 ) yi el d s

2
t o t s, θ (x ) =

ξ
2 x 6 + µ 2 σ 2

m + O (x 8 )

µ 2 x 2 + σ 2

m + O (x 4 )
( 7 9)

=
ξ
2 x 6 + µ 2 σ 2

m

µ 2 x 2
+ O (m − 1 , x6 ) ( 8 0)

T h e e x pr e s si o n i s mi ni mi z e d b y

x ∗ =
µ 2 1 / 6

ξ 1 / 6

σ 2

m

1 / 6

, ( 8 1)

2
t o t s, θ (x ∗ ) →

3 ξ 1 / 3

2 µ 2 1 / 3

σ 2

m

2 / 3

∝ m − 2 / 3 . ( 8 2)
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F or m → ∞ , t a ki n g t h e li mit of E q. (7 4 ), t h e si n gl e m e a s ur e m e nt s c h e m e will c o n v er g e t o a st a n d ar d c e ntr al

di ff er e n c e s m et h o d wit h c o e ffi ci e nt w ∗ ∼ 1
x ∗ . T h er ef or e, t h e e x p e ct e d st ati sti c al err or 2

s t a t s, θ = w 2 σ 2

m b e c o m e s

2
s t a t s, θ ≈

σ 2

m x ∗ 2
=

2

3
2
t o t s, θ , ( 8 3)

m e a ni n g t h at f or m → ∞ t h e st ati sti c al err or m a k e s u p 2 / 3 of t h e t ot al err or.

B. 4 Li mit f or f e w m e as ur e m e nts – pr o of of t h e or e m 3

We ar e n o w g oi n g t o t ur n o ur att e nti o n t o w ar d t h e r e gi m e of f e w m e a s ur e m e nt s. I n t hi s s c e n ari o st at e m e nt s
a b o ut t h e s c ali n g of t h e t ot al e x p e ct e d err or d o n ot m a k e m u c h s e n s e si n c e t h e S L G E str at e g y t e n d s t o r et ur n
v er y s m all gr a di e nt e sti m at e s i n t h e c a s e of l o w m e a s ur e m e nt a c c ur a c y. T hi s m e a n s t h at t h e t ot al e x p e ct e d err or
b e c o m e s t h e e x p e ct e d m a g nit u d e of t h e p arti al d e ri v ati v e ( 2

t o t s, θ = δ 2
θ ), w h er e it pl at e a u s, a s c a n b e s e e n i n

fi g ur e 4 . I n st e a d, t h e r el ati v e c orr el ati o n d e s cri b e s a u s ef ul q u a ntit y i n t hi s r e gi m e. O n e c a n str ai g htf or w ar dl y
d eri v e t h e s e si m pl e e x pr e s si o n s.

δ 2
θ = µ 2 , ( 8 4)

δ̂ δ s, θ = w µ si n ( µ x ) , ( 8 5)

δ̂ 2
s, θ = w 2 si n 2 (µ x ) +

σ 2

m
w 2 . ( 8 6)

Al s o, f or t h e s e c o n d d eri v ati v e of t h e c o st f u n cti o n F , w hi c h w e d e n ot e a s ∆ , w e g et

∆ 2
θ := (∂ 2

x F ( 0)) 2
θ = µ 4 , ( 8 7)

w hi c h u s e s t h at a 2
k θ = b 2

k θ r e s ulti n g fr o m t h e s hift i n v ari a n c e a s s u m pti o n of D θ .
T o pr o of t h e or e m 3 , pr o c e e d t o d eri v e a l o w er b o u n d t o t h e r el ati v e c orr el ati o n (Ω ) a s d e fi n e d i n E q. ( 2 9 ).

F or m σ 2 / si n 2 (µ x ) , w e c a n a p pr o xi m at e Ω 2 a s

Ω 2 =
µ si n ( µ x ∗ ) 2

µ 2 si n 2 (µ x ∗ ) + σ 2

m

( 8 8)

= m
µ si n ( µ x ∗ ) 2

µ 2 σ 2
+ O (m 2 ) . ( 8 9)

u si n g t h e f oll o wi n g l e m m a 1 f or t h e l a st st e p.

Ω 2 ≥ m
µ 2 2

σ 2 µ 4
+ O (m 2 ) ( 9 0)

= m
δ 2 2

θ

σ 2 ∆ 2
θ

+ O (m 2 ) , ( 9 1)

H er e w e al s o i n s ert e d t h e d e fi niti o n s E q. ( 8 4 ) a n d E q. ( 8 7 )

L e m m a 1. F o r a n y e n s e m bl e a v e r a g e o v e r µ ≥ 0 wit h µ = 0 , t h e f oll o wi n g st at e m e nt h ol d s

m a x
x ≥ 0

µ si n ( µ x ) ≥
µ 2 3

µ 4
. ( 9 2)

P r o of. I n or d er t o pr o v e t h at t h e m a xi m u m s ati s fi e s t hi s i n e q u alit y, it s u ffi c e s t o s h o w t h at t h e i n e q u alit y i s

s ati s fi e d at s o m e p oi nt x ∗ . We c h o o s e t o s h o w t hi s f or x ∗ = π
2

µ 2

µ 4 . T o t hi s e n d, w e d e m o n str at e t h at f or

x ∈ [ 0, x∗ ]

µ si n ( µ x ) ≥
µ 2 3

µ 4
si n

µ 4

µ 2
x ( 9 3)

h ol d s, w hi c h gi v e s t h e d e sir e d r e s ult f or x = x ∗ . A s t h e i n e q u alit y i s s ati s fi e d f or x = 0 , w e will s h o w t h e
g e n er al c a s e b y v erif yi n g t h at t h e l eft- h a n d si d e h a s a l ar g er d eri v ati v e t h a n t h e ri g ht- h a n d si d e e v er y w h er e i n
t hi s i nt er v al w hi c h i m pli e s t h e ori gi n al cl ai m.
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T h er ef or e, it r e m ai n s t o s h o w t h at

µ 2 c o s( µ x )

µ 2
≥ c o s

µ 4

µ 2
x ≥ 0 . ( 9 4)

B y d e fi ni n g p k :=
a 2

k θ µ 2
k

k
a 2

k θ µ 2
k

=
a 2

k θ µ 2
k

µ 2 t hi s si m pli fi e s t o

i

p i c o s( µ i x ) ≥ c o s p k µ 2
k x ≥ 0 ( 9 5)

f or x ∈ 0 , π

2
k

p k µ 2
k

. F urt h er s u b stit uti n g x := x p k µ 2
k a s w ell a s µ i := µ i

p k µ 2
k

yi el d s

i

p i c o s( µ i x ) ≥ c o s( x ) ≥ 0 ( 9 6)

f or x ∈ [ 0, π
2 ] wit h p k µ 2

k = 1 . T hi s i n e q u alit y n e e d s t o h ol d f or all p > 0 , µ > 0 wit h k p k = 1 . I n t h e
i nt er e st of r e a d a bilit y, w e ar e g oi n g t o dr o p t h e pri m e s a g ai n fr o m h er e o n o ut.

T o pr o v e t hi s fi n al i n e q u alit y, w e r ef or m ul at e t h e l eft- h a n d si d e a s a mi ni mi z ati o n pr o bl e m

F (µ ) =
i

p i c o s( µ i x ) +
x 2

2
λ

i

p i µ
2
i − 1 ( 9 7)

wit h L a gr a n g e m ulti pli er x 2

2 λ f or t h e c o n str ai nt i p i µ
2
i = 1 . T hi s gi v e s t h e p arti al d eri v ati v e s

∂ F

∂ µ i
= − p i x si n ( µ i x ) + λ x 2 p i µ i , ( 9 8)

∂ 2 F

∂ µ 2
i

= − p i x
2 c o s( µ i x ) + λ x 2 p i , ( 9 9)

m e a ni n g t h at a n e xtr e m al p oi nt s ati s fi e s

λ =
x i p i si n ( µ i x )

x i p i µ i x
< 1 . ( 1 0 0)

a s w ell a s eit h er

µ i = 0 , or ( 1 0 1)

si n c( µ i x ) = λ . ( 1 0 2)

Si n c e ∂ 2 F
∂ µ 2

i µ i = 0
= p i x

2 (λ − 1) i s n e g ati v e, µ i = 0 d o e s n ot d e s cri b e a l o c al mi ni m u m. T h er ef or e, µ i > 0 h ol d s.

Si n c e i p i µ
2
i = 1 a n d i p i = 1 , t h er e e xi st s a µ α ≤ 1 , m e a ni n g λ = si n c( µ α x ) ≥ si n c( π

2 ) = 2
π , w hi c h i m pli e s

t h at all µ i h a v e t h e s a m e v al u e si n c e si n c i s i nj e cti v e o n t h e c o n si d er e d i nt er v al. Wit h t h e c o n str ai nt, t hi s yi el d s
µ i ≡ 1 .

T h e s e c o n d d eri v ati v e at t hi s p oi nt i s

∂ 2 F

∂ µ 2
i µ = 1

= p i x
2 (λ − c o s( x )) = p i (x si n ( x ) − x 2 c o s( x )) > 0 ( 1 0 3)

f or 0 < x ≤ π
2 , w hi c h - a s t h e H e s si a n i s di a g o n al - m e a n s t h at µ = 1 i s i n d e e d t h e gl o b al mi ni m u m of F (µ ) i n

t h e c o n si d er e d i nt er v al.
Si n c e t hi s mi ni m al µ s ati s fi e s E q. ( 9 6 ), t hi s c o n cl u d e s t h e pr o of of t h e l e m m a.

B. 5  Pr o of of t h e or e m 4 a n d c or oll ar y 1

We d eri v e a b o u n d o n t h e o pti m al
Ω 2

S

Ω 2
U B

. T hi s e x pr e s si o n c a n b e w ritt e n a s

Ω 2
S

Ω 2
U B

=
µ si n ( µ x ) 2

µ 2 si n 2 (µ x ) + σ 2

m

×
µ 2 + ν 2 σ 2

m

µ 2
( 1 0 4)

=

µ si n ( µ x ) 2

µ 2 2 1 + ν 2 σ 2

m µ 2

si n 2 ( µ x )
µ 2 + σ 2

m µ 2

. ( 1 0 5)
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B y d e fi ni n g a pr o b a bilit y v e ct or p k = a 2
k θ

µ 2
k

µ 2 a n d α = ν 2 σ 2

m µ 2 w e g et

Ω 2
S

Ω 2
U B

=
k p k

si n ( x µ k )
µ k

2

( 1 + α )

k p k
si n ( x µ k )

µ k

2

+ α
ν 2

( 1 0 6)

=
k p k

ν si n ( x µ k )
µ k

2

( 1 + α )

k p k
ν si n ( x µ k )

µ k

2

+ α
( 1 0 7)

b y s u b stit uti n g µ k → µ k ν a n d x → x ν , w e h a v e t h e r e q uir e m e nt t h at α ≥ 0 a n d µ k ∈ [ 0, 1] . a n d

Ω 2
S

Ω 2
U B

=
k p k

si n ( x µ k )
µ k

2

( 1 + α )

k p k
si n ( x µ k )

µ k

2

+ α
( 1 0 8)

( 1 0 9)

or writt e n a s a pr o bl e m w e w a nt t o fi n d t h e di stri b uti o n f or t h e w or st r el ati v e c orr el ati o n r ati o u si n g t h e b e st
S L G E str at e g y.

Ω 2
S

Ω 2
U B

∗

=  mi n
α ≥ 0 , µ ∈ [ 0,1] n µ

p ∈ [ 0,1] n µ ,
i

p i = 1

m a x
x ( α, µ ,p )

Ω 2
S

Ω 2
U B

( 1 1 0)

≥ mi n
α ≥ 0





 m a x

x ( α )





 mi n

µ ∈ [ 0,1] n µ

p ∈ [ 0,1] n µ ,
i

p i = 1

Ω 2
S

Ω 2
U B











 , ( 1 1 1)

w h er e w e c h a n g e d t o or d er of o pti mi z ati o n t o fi n d a l o w er b o u n d. T o s ol v e t h e i n n er m o st br a c k et, w e o b s er v e

t h at b y d e fi ni n g τ (µ ) = si n ( x µ )
µ a s a r a n d o m v ari a bl e t h at k p k

si n ( x µ k )
µ k

= τ p a n d k p k
si n ( x µ k )

µ k

2

= τ 2
p

ar e t h e fir st a n d s e c o n d m o m e nt of τ wit h · p t h e e x p e ct ati o n v al u e of t h e di stri b uti o n s p a n n e d b y p . T hi s
m e a n s f or t h e e x pr e s si o n

Ω 2
S

Ω 2
U B

=
τ 2

p ( 1 + α )

τ 2
p + α

( 1 1 2)

( 1 1 3)

We al s o n ot e t h at if w e r e stri ct x ∈ [ 0, π /2] , τ ∈ [ si n (x ), x], m e a ni n g τ i s a b o u n d e d v ari a bl e. We n ot e t h at f or
a gi v e n e x p e ct ati o n v al u e τ p , t h e e x pr e s si o n i s mi ni mi z e d f or a di stri b uti o n wit h t h e l ar g e st p o s si bl e s e c o n d
m o m e nt. T hi s i s d e s c ri b e d b y a di stri b uti o n o nl y o n t h e b o u n d ar y of t h e p ar a m et er s p a c e.

τ p = q si n ( x ) + ( 1 − q )x ( 1 1 4)

τ 2
p = q si n 2 (x ) + ( 1 − q )x 2 ( 1 1 5)

f or q ∈ [ 0, 1] .

Ω 2
S

Ω 2
U B

≥ mi n
α > 0

m a x
x ( α ) ∈ [ 0, π /2]

mi n
q ∈ [ 0,1]

(q si n ( x ) + ( 1 − q )x ) 2 ( 1 + α )

q si n 2 (x ) + ( 1 − q )x 2 + α
( 1 1 6)

if t hi s e x pr e s si o n i s mi ni mi z e d f or q , o n e o bt ai n s

Ω 2
S

Ω 2
U B

∗

(α, x ) ≥
4( 1 + α ) x si n ( x ) − α

( x + si n ( x ) ) 2 2 α ≤ si n ( x )x − si n 2 (x )
si n 2 ( x ) ( 1 + α )

a + si n 2 ( x ) el s e
, ( 1 1 7)

w h er e t h e l att er i s al w a y s at l e a st 1 f or x = π / 2 . M e a ni n g t h at f or α ≥ π − 2
4 , Ω S i s al w a y s at l e a st a s l ar g e a s

Ω U B . F or α < π − 2
4 , w e fi n d a l o w er b o u n d b y c h o o si n g x (α ) = 2 α + 1 , w h er e x ∈ [ 1, π

2 ]. T hi s r et ur n s

Ω 2
S

Ω 2
U B

∗

≥ mi n
α ∈ [ 0, π − 2

4 ]
4( 1 + α )

( 2α + 1) si n ( 2 α + 1) − α

( 2α + 1 + si n ( 2 α + 1)) 2
≥ 0 .9 8 4 , ( 1 1 8)
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w hi c h m e a n s Ω S ≥ 0 .9 9 Ω U B s h o wi n g t h e or e m 4 .
T o pr o of c c or oll ar y 1 w e u s e E q. ( 1 1 7 ), b ut k e e p a fi x e d x = π / 2 . T hi s c orr e s p o n d s t o a si m pl e c e ntr al

di ff er e n c e s str at e g y at x = π
2 ν i n t h e ori gi n al c a s e. H er e w e g et

Ω 2
S

Ω 2
U B

≥ 4( 1 + α )
π / 2 − α

(π / 2 + 1) 2
≥ 2

π

(π / 2 + 1) 2
≥ 0 .9 5 ( 1 1 9)

r e g ar dl e s s of t h e u n d erl yi n g di stri b uti o n ( D θ , σ).

C B arr e n pl at e a u a n d 2- d esi g n c al c ul ati o ns

T o fi n d e sti m at e s of t h e si z e of t h e F o uri er c o e ffi ci e nt s, w e n e e d t o e sti m at e c i j c
∗
kl θ gi v e n b y

c i j c
∗
kl θ = Ψ |U † P i V

† O V P j U |Ψ Ψ |U † P l V
† O V P k U |Ψ d V d U . ( 1 2 0)

H er e U d e s cri b e s t h e e n s e m bl e of u nit ari e s t h at ar e a p pli e d i n t h e V Q A b ef or e t h e l a y er of i nt er e st, V t h e
u nit ari e s aft er t h e l a y er s, b ut b ef or e t h e m e a s ur e m e nt. We a s s u m e t h at b ot h U a n d V d e s cri b e 2 - d e si g n s. T hi s
i s u s ef ul b e c a u s e it all o w s u s t o u s e t h e i d e ntit y f or H a ar r a n d o m u nit ari e s

U † A U ρ U † B U d U =
1 Tr( ρ )

d

d Tr( A B )

d 2 − 1
−

Tr( A ) Tr( B )

d 2 − 1
+ ρ

Tr( A ) Tr( B )

d 2 − 1
−

Tr( A B )

d (d 2 − 1)
, ( 1 2 1)

w h er e d i s t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n. We s et

ρ i j = P i U |Ψ Ψ |U † P j ( 1 2 2)

a n d u s e t h e i d e ntit y E q. ( 1 2 1 ) t o o bt ai n

c i j c
∗
kl θ = Tr[ V † O V ρ j l V

† O V ρ k i ] dV d U ( 1 2 3)

=
1

d 2 − 1
Tr

1 Tr[ ρ j l ]

d
d Tr[ O 2 ] − Tr[ O ]2 ρ k i + ρ j l Tr[ O ]2 − Tr[ O 2 ]/ d ρ k i d U ( 1 2 4)

=
d Tr[ O 2 ] − Tr[ O ]2

d (d 2 − 1)
Tr[ ρ k i ] Tr[ρ j l ] dU +

Tr[ O ]2 − Tr[ O 2 ]/ d

d 2 − 1
Tr[ ρ k i ρ j l ] dU ( 1 2 5)

F or t h e r el e v a nt t e r m s, i. e. t h e o n e s wit h i = j , it f oll o w s t h at Tr[ ρ k i ρ j l ] = 0. F or t h e fir st t er m t o n ot v a ni s h,
w e r e q uir e i = k a n d j = l. Wit h Tr[ |Ψ Ψ |] = 1 a n d Tr[ P i P j ] = 0,

Tr[ ρ i i ] Tr[ρ j j ] dU = Ψ |U † P i U |Ψ Ψ |U † P j U |Ψ d U ( 1 2 6)

=
1

d

d Tr[ P i P j ]

d 2 − 1
−

Tr[ P i ] Tr[P j ]

d 2 − 1
+

Tr[ P i ] Tr[P j ]

d 2 − 1
−

Tr[ P i P j ]

d (d 2 − 1)
( 1 2 7)

=
Tr[ P i ] Tr[P j ]

d 2 − 1
1 −

1

d
( 1 2 8)

=
Tr[ P i ] Tr[P j ]

d (d + 1)
. ( 1 2 9)

T hi s l e a d s t o

|c i j |
2

D =
Tr[ P i ] Tr[P j ]

d (d + 1)

d Tr[ O 2 ] − Tr[ O ]2

d (d 2 − 1)
( 1 3 0)

=
1

d

Tr[ P i ] Tr[P j ]

d 2
Tr[ O 2 / d ] − Tr[ O / d ]2

d 3

(d + 1)( d 2 − 1)
( 1 3 1)

=
ξ d

d

Tr[ P i ] Tr[P j ]

d 2
Tr[ O 2 / d ] − Tr[ O / d ]2 ( 1 3 2)

=
ξ d

d
Tr[ P i / d ] Tr[P j / d ]σ 2

O ( 1 3 3)

( 1 3 4)
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wit h ξ d := d 3

( d + 1 ) ( d 2 − 1 ) , σ 2
O := Tr[ O 2 / d ] − Tr[ O / d ]2 b ei n g t h e e x p e ct e d v ari a n c e wit h r e s p e ct t o t h e m a xi m all y

mi x e d st at e a n d Tr[ P i ] i s t h e m ulti pli cit y of t h e ei g e n v al u e λ i . T h e fi n al e sti m at e i s t h er ef or e

a 2
k θ =

i ≥ j :µ k = λ i − λ j

|c i j |
2

D ( 1 3 5)

= ξ d
σ 2

O

d
i ≥ j :µ k = λ i − λ j

Tr[ P i / d ] Tr[P j / d ] ( 1 3 6)

Si mil arl y, o n e c a n o bt ai n a s h ot n oi s e e sti m at e w h e n m e a s uri n g i n t h e H a milt o ni a n ei g e n b a si s b y t h e o n e
d e si g n pr o p ert y

σ 2 = Ψ |U † O 2 U |Ψ d U − Ψ |U † O U |Ψ d U
2

( 1 3 7)

= Tr[ O 2 / d ] − Tr[ O / d ]2 = σ 2
O . ( 1 3 8)

We n ot e t h at w h e n O i s n ot dir e ctl y m e a s ur e d i n it s ei g e n b a si s, t h e r e al s h ot n oi s e v ari a n c e mi g ht b e si g ni fi c a ntl y
l ar g e, a s t y pi c all y m ulti pl e di ff er e nt m e a s ur e m e nt s etti n g ar e r e q uir e d.

C. 1  T wirls of li n e ar m a ps o n o p er at ors wit h u nit ar y 2- d esi g n

Gi v e n a li n e ar m a p M o n t h e v e ct or s p a c e of o p er at or s a n d a pr o b a bilit y di stri b uti o n o n t h e u nit ar y gr o u p o n e
c a n d e fi n e t h e t wi rl of M a s T w h er e

T (X ) := E [U † M (U X U † ) U ] . ( 1 3 9)

T h e di stri b uti o n of u nit ari e s i s c all e d a u nit a r y 2- d e si g n if t h e e x p e ct ati o n v al u e a b o v e yi el d s t h e s a m e a s t h e
si mil ar o n e f or t h e H a ar m e a s ur e ( s e e, e. g. t h e t ut ori al [ 3 1 ] f or d et ail s). I n t hi s c a s e, T s ati s fi e s t h e i n v ari a n c e
c o n diti o n T (X ) = U † T (U X U † ) U f or all o p er at or s X a n d t h e e x p e ct ati o n v al u e c a n b e e v al u at e d a s i n t h e
f oll o wi n g l e m m a,

L e m m a 2 ( T wirl of m a p s o n o p er at or s [ 3 2 , A p p e n di x]). L et T : L(C d ) → L( C d ) b e a li n e a r m a p t h at s ati s fi e s
t h e i n v a ri a n c e T (X ) = U † T (U X U † ) U f o r all X ∈ L( C d ) a n d u nit a ri e s U ∈ U( d ). T h e n

T (X ) =
Tr[ T (1 )] − Tr[ T ]/ d

d 2 − 1
Tr[ X ] 1 +

Tr[ T ] − Tr[ T (1 )]/ d

d 2 − 1
X . ( 1 4 0)

I n p a rti c ul a r,

U † A U ρ U † B U d U =
1 Tr( ρ )

d

d Tr( A B )

d 2 − 1
−

Tr( A ) Tr( B )

d 2 − 1
+ ρ

Tr( A ) Tr( B )

d 2 − 1
−

Tr( A B )

d (d 2 − 1)
. ( 1 4 1)

P r o of. We d e n ot e t h e i d e ntit y m a p b y i d a n d t h e c o m pl et el y d e p h a si n g c h a n n el b y R (X ) := Tr[ X ] 1 / d . D u e t o
a st a n d ar d ar g u m e nt [ 3 2 , A p p e n di x] r el yi n g o n S c h ur’ s l e m m a o n e c a n writ e

T = a R + b i d ( 1 4 2)

f or s o m e c o e ffi ci e nt s a, b ∈ C . T a ki n g t h e tr a c e of t hi s e q u ati o n a n d of T (1 ) = a R (1 ) + b i d(1 ) r e s ult s i n

Tr[ T ] = a + b d 2 , ( 1 4 3)

Tr[ T (1 )] = a d + b d . ( 1 4 4)

S ol vi n g f or a a n d b a n d i n s erti n g t h e s e c o e ffi ci e nt s i n t h e a n s at z E q. ( 1 4 2 ) yi el d s t h e st at e m e nt E q. ( 1 4 0 ).
N e xt, w e t a k e T t o b e t h e R H S of E q. E q. ( 1 4 1 ). T h e n T s ati s fi e s t h e l e m m a’ s i n v ari a n c e c o n diti o n a n d o n e

c a n s h o w t h at Tr[ T ] = Tr[A ] Tr[B ] a n d Tr[ T (1 )] = Tr[ A B ], w hi c h r e s ult s i n E q. (1 4 1 ).
S e e al s o [ 3 1 , T h e or e m 5 1] f or m or e e x pli cit c al c ul ati o n s r el yi n g o n t h e s e c o n d m o m e nt o p er at or of a u nit ar y

2 - d e si g n.

D A n al yti c al esti m at es f or t h e F o uri er c o e ffi ci e nts of t h e Q A O A H a milt o ni a n

A s i s m e nti o n e d i n t h e m ai n t e xt, t o o bt ai n q u a ntit ati v e r e s ult s f or c orr el ati o n m atri x of t h e Q A O A, w e ar e
c o n si d eri n g t h e e x p e ct ati o n v al u e o v er all gr a p h i n st a n c e s

· s, θ → · s, θ , G . ( 1 4 5)

t h e e n s e m bl e i s r a n d o ml y c h o s e n gr a p h s wit h N v erti c e s a n d M e d g e s.
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D. 1  C as e f or L → ∞

F or L → ∞ u si n g t h e d eri v e d q u a ntit y f or t h e 2- d e si g n E q. ( 2 3 ), w e n e e d t o c al c ul at e t h e e x pr e s si o n

a 2
k θ =

σ 2
O

d
i ≥ j :µ k = λ i − λ j

Tr[ P i / d ] Tr[P j / d ] G ( 1 4 6)

o v er all gr a p h i n st a n c e s. Si n c e O = H c = 1
2 ( i, j ) ∈ E (Z i Z j − 1 ), It f oll o w s wit h Tr( Z i Z j ) = 0 t h at Tr( O / d ) =

− M / 2 . E q u all y, b y o nl y c o u nti n g t h e t er m s w hi c h ar e pr o p orti o n al t o t h e i d e ntit y, w e g et Tr( O 2 / d ) = M 2

4 + M
4 ,

m e a ni n g σ 2
O = M

4 . T hi s q u a ntit y i s i n d e p e n d e nt of t h e p arti c ul ar gr a p h t a k e n fr o m t h e di stri b uti o n.
We n ot e t h at t h e V Q A i s i n v ari a nt u n d er t h e p arit y s y m m etr y i n t h e X - b a si s

Π x = σ x ⊗ · · · ⊗ σ x ( 1 4 7)

t h e st at e o nl y li v e s i n t h e e v e n n u m b er of o n e s s e ct or, w hi c h al s o h al v e s t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n d = 2 N − 1 .
T o fi n d a 2

k θ b
, w e fir st n ot e t h at H b i s i n d e p e n d e nt of t h e p arti c ul ar gr a p h i n st a n c e c h o s e n. T h e ei g e n v al u e s

of H b d e s cri b e s pi n s e ct or s wit h λ i = − N
2 + i a n d Tr( P B

i ) = N
i . I ntr o d u ci n g t h e s y m m etr y r e d u c e d s u b s p a c e

m e a n s t h at

Tr( P b
i ) =

N
i , i e v e n
0 , el s e

, ( 1 4 8)

w hi c h gi v e s t h e fi n al e x pr e s si o n

a 2
k θ b

=
M

4 · 8 N − 1
j ∈ { 0 ,2 ,... N − k }

N

j + k

N

j
( 1 4 9)

=
M

4 · 8 N − 1

( 2N )!

(N − k )!( N + k )!
. ( 1 5 0)

F or H c , d et er mi ni n g t h e e x pr e s si o n r e q uir e s t o t a k e a di stri b uti o n o v er t h e gr a p h i n st a n c e s. Q u alit ati v el y, it
w o ul d alr e a d y b e s u ffi ci e nt t o c al c ul at e Tr( P c

i ) G i n di vi d u all y, b ut f or t h e s a k e of c o m pl et e n e s s w e will d eri v e
t h e f ull c orr el ati o n b et w e e n t h e t w o t er m s.

T h e r el e v a nt e x pr e s si o n i s

ζ k =

M

i = 0

Tr( P c
k ) Tr( P c

k + i ) G / d 2 , ( 1 5 1)

w hi c h c a n b e c al c ul at e d b y s ol vi n g a c o m bi n at ori al pr o bl e m. F or t hi s, w e r ef or m ul at e t h e q u e sti o n a s a s ki n g
w h at t h e li k eli h o o d i s t h at f or t w o di ff er e nt p artiti o n s t h e fi st c ut s k e d g e s a n d t h e s e c o n d k + j e d g e s. T hi s
i s b e c a u s e b y d e si g n Tr( P c

k )/ d , d e s cri b e s t h e li k eli h o o d of a r a n d o m p artiti o n h a vi n g k e d g e s c ut. T o fi n d t hi s
q u a ntit y, w e cl a s sif y t h e v e rti c e s a c c or di n g t o t h e l a b el s t h e y r e c ei v e i n t h e t o di ff er e nt bi p artiti o n s. T hi s cr e at e s
t h e f o ur s e ct or s { ( 0, 0) , ( 0, 1) , ( 1, 0) , ( 1, 1) } . T h e n u m b er of v erti c e s i n e a c h s e ct or i s s = ( s 0 0 , s0 1 , s1 0 , s1 1 ) wit h
t h e pr o b a bilit y f or a p arti c ul ar s b ei n g

p (s ) =
n

s 0 0 , s0 1 , s1 0 , s1 1

1

4 n
, ( 1 5 2)

a s t h e pr o c e s s of c h o o si n g v ert e x l a b el s i s d e s cri b e d b y a m ulti n o mi al di stri b uti o n w h er e e a c h s e ct or h a s pr o b-
a bilit y p = 1 / 4 .

N e xt, w e s a m pl e t h e e d g e s: Fr o m |Γ | = n
2 p o s si bl e e d g e s, E 1 = s 0 0 s 1 0 + s 0 1 s 1 1 e d g e s ar e c ut o nl y b y t h e

fir st p artiti o n a n d E 2 = s 0 0 s 0 1 + s 1 0 s 1 1 ar e c ut o nl y b y t h e s e c o n d. We d o n ot c o n si d er t h e c a s e s w h er e a n e d g e
i s c ut b y n eit h er or b ot h p artiti o n s a s t hi s will n ot a ff e ct t h e o v er all r e s ult. A s t h e p arti c ul ar e d g e s ar e c h o s e n
r a n d o ml y fr o m Γ , t h e pr o c e s s i s d e s cri b e d b y a m ulti- h y p er g e o m etri c di stri b uti o n

ζ k =
s ∈ [n ]4 , i∈ [M ]

p (s )

E 1 ( s )
i

E 2 ( s )
i + k

|Γ | −E 1 ( s ) − E 2 ( s )
M − 2 i − k

|Γ |
M

. ( 1 5 3)

T hi s yi el d s

a 2
k θ G c

=
M

2 N − 3
ζ k ( 1 5 4)

a s t h e fi n al r e s ult f or H c .

2 3



D. 2  C as e f or o n e l a y er L = 1

I n t h e f oll o wi n g s e cti o n, w e d eri v e a si n gl e l a y er ( L = 1 ) e sti m at e b y r el ati n g t h e u n d erl yi n g pr o bl e m t o a
gr a p h pr o bl e m. We n ot e t h at t h e ri g or o u s a n al y si s p erf or m e d h er e i s e x c e s si v e b e c a u s e, f or pr a cti c al p ur p o s e s
si m pl y s a m pli n g t h e d eri v e d gr a p h pr o bl e m f or t h e p arti c ul ar gr a p h i n st a n c e will alr e a d y gi v e a r eli a bl e e sti-
m at e. H o w e v er, f or c o m pl et e n e s s, w e d eri v e e x a ct a n al yti c r e s ult s f or t h e Q A O A. We b e gi n b y d e fi ni n g t hr e e
o b s er v a bl e s

O z z =
1

2
i j ∈ E

Z i Z j ( 1 5 5)

O y y =
1

2
i j ∈ E

Y i Y j ( 1 5 6)

O y z =
1

2
i j ∈ E

Y i Z j + Z i Y j . ( 1 5 7)

N ot e t h at t h e d eri v ati v e i s n ot a ff e ct e d b y r e pl a ci n g H c → O z z a s t hi s o nl y d e s cri b e s a c o n st a nt o ff s et. T h e
c o st f u n cti o n f or t h e fir st l a y er c a n b e s u b di vi d e d i nt o t hr e e p art s a c c or di n g t o

F (γ, β ) =
1

2
( 1 + c o s( 2 β )) C z z (γ ) +

1

2
( 1 − c o s( 2 β )) C y y (γ ) +

1

2
si n ( 2 β )C y z (γ ) , ( 1 5 8)

w h er e

C ρ (γ ) =
i j

Ψ i |O ρ |Ψ j e − iγ ( λ i − λ j ) ( 1 5 9)

=
M

k = 0

M − k

i = 0

Ψ i |O ρ |Ψ i + k e ik γ ( 1 6 0)

= :
M

k = 0

C k
ρ (γ ) ( 1 6 1)

wit h ρ ∈ { z z, y y, y z } a n d |Ψ j = P c
j |+ . We c a n q ui c kl y c h e c k t h at

C z z (γ ) =
i j

Ψ i |O z z |Ψ j e − iγ ( λ i − λ j ) ( 1 6 2)

=
i

Ψ i |O z z |Ψ i =
i

+ |P i O z z P i |+ = + |O z z |+ = 0 , ( 1 6 3)

w hi c h m e a n s t h e e x pr e s si o n si m pli fi e s t o

F (γ, β ) =
1

2
( 1 − c o s( 2 β )) C y y (γ ) +

1

2
si n ( 2 β )C y z (γ ) . ( 1 6 4)

T h e e v ol uti o n of H b o nl y h a s o n e n o n- v a ni s hi n g fr e q u e n c y a 2
2 θ . B y i nt e gr ati n g o v er β a n d γ w.r.t. t h e c orr e ct

fr e q u e n c y w e g et

a 2
2 θ b

=
|C y y |2 γ + |C y z |2 γ

8
=

M

k = 0

|C k
y y |2 γ + |C k

y z |2 γ

8
( 1 6 5)

a n d

a 2
k θ c

=
M

k = 0

3 |C k
y y |2 γ + |C k

y z |2 γ

8
, ( 1 6 6)

w h er e

|C k
ρ |2 γ =

M

i = 0

Ψ i |O ρ |Ψ i + k ×

M

j = 0

Ψ j + k |O ρ |Ψ j . ( 1 6 7)
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I n t h e r e m ai n d er of t hi s s e cti o n, w e s h o w h o w E q. ( 1 6 7 ) c a n b e i nt er pr et e d a s a gr a p h pr o bl e m a n d h o w t o
c al c ul at e t h e e x pr e s si o n f or g e n e r al gr a p h s wit h N v erti c e s a n d M e d g e s. Si mil ar t o a p p e n di x D. 1 , w e i nt er pr et
a c o m p ut ati o n al b a si s st at e a p arti c ul ar bi- p artiti o n of v erti c e s wit h e v e r y q u bit d e s c ri bi n g o n e v ert e x. We al s o
h a v e t o c o n si d er t w o p artiti o n s wit h t h e f o ur c a s e s l a b el e d s = ( s 0 0 , s0 1 , s1 0 , s1 1 ) wit h t h e s a m e pr o b a bilit y a s
i n E q. (1 5 2 ). O ρ d e s cri b e s a c e rt ai n gr a p h o p er ati o n w hi c h will b e p erf or m e d o n b ot h p artiti o n s. O nl y if t h e
n u m b er of e d g e s c ut c h a n g e s b y k i n b ot h p artiti o n s, will t hi s p artiti o n p air c o ntri b ut e t o |C k

ρ |2 γ .
F or t h e a cti o n of O ρ , wit h ρ ∈ { y y, y z } , w e u s e Y = − i X Z t o r e writ e Y Y = − X X × Z Z a n d Z Y + Y Z =

− i(1 X + 1 X ) × Z Z . E ff e cti v el y, X c orr e s p o n d s t o m o vi n g a v ert e x t o t h e ot h er si d e of t h e r e s p e cti v e bi- p artiti o n
a n d Z Z a c c u m ul at e s a si g n if t h e e d g e v erti c e s ar e o n o p p o si n g si d e s. T h e o v er all si g n i s t h er ef or e d et er mi n e d
b y t h e r ul e

si g n ( E 1 , E2 ) =
+ B ot h e d g e s c ut t h eir p artiti o n or b ot h d o n ot.

− O n e e d g e s c ut s it s p artiti o n t h e ot h er d o e s n ot.
. ( 1 6 8)

E a c h o p er at or O ρ s u m s o v er all e d g e s w hi c h gi v e s M 2 di ff er e nt e d g e p air s t o c o n si d er. T h er e ar e ω s a m e = M
c a s e s w h er e t h e t w o e d g e s c o n si d er e d ar e t h e s a m e e d g e i n t h e gr a p h. W h e n t hi s i s n ot t h e c a s e, w e will s e p ar at e
i nt o a d diti o n al c a s e s d e p e n di n g o n w h et h er t h e t w o e d g e s s h ar e a v ert e x or n ot. T hi s gi v e s a t ot al of t hr e e
c a s e s:

1. T h e e d g e s ar e t h e s a m e e d g e: ω s a m e = M

2. T h e e d g e s h a v e a c o m m o n v ert e x: ω c o n = ( M 2 − M ) 2 ( N − 2 )

( M
2 ) − 1

, w h er e 2( N − 2) i s t h e n u m b er of p o s si bl e e d g e s

t h at c o n n e ct t o t h e fir st e d g e.
3. T h e e d g e s h a v e n o o v erl a p pi n g v ert e x: ω s e p = M 2 − ω s a m e − ω c o n .

We t h e n pr o c e e d t o dr a w t h e c orr e s p o n di n g v erti c e s d e p e n di n g o n e a c h of t h e t hr e e c a s e s, w hi c h m e a n s dr a wi n g
2 , 3 or 4 v erti c e s, r e s p e cti v el y. T h e pr o b a bilit y of c h o o si n g a n i n di vi d u al v ert e x fr o m e a c h s et i s

q s (v 1 = ( i, j )) =
s i j

s 1
f or t h e fi r st v ert e x, a n d ( 1 6 9)

q s̃ (v l = ( i, j )) =
s̃ i j

s̃ 1
, w h er e s̃ = s \ { v 1 ,..., vl − 1 } . ( 1 7 0)

s \ V i s t h e s e ct or di stri b uti o n of v erti c e s wit h o ut t h e v erti c e s i n t h e s et V . A d diti o n all y, if ρ = y z , w e al s o
n e e d t o d e ci d e o n w hi c h v ert e x t h e Y o p er ati o n a ct s. F or t hi s w e pl a c e e a c h v e rt e x i nt o t h e e d g e s et s E =
(E Y

1 , EZ1 , EY2 , EZ2 ) ∈ S ρ, ξ w hi c h e n c a p s ul at e s w hi c h o p er ati o n o p er ati o n i s p erf or m e d o n t h e m a c c or di n g t o t h e
c orr e ct (ρ, ξ ). If a v ert e x i s s h ar e d, it e nt er s i n t hi s e d g e s et t wi c e. We u s e t h e s m all er i n di c e s f or t h e fir st e d g e
a n d t h e s h ar e d e d g e s al s o st art fr o m v 1 . S ρ, ξ d e s cri b e s all l e g al o p er ati o n s, f or i n st a n c e

S y y, s a m e = { ({ v 1 , v2 } , ∅ , { v 1 , v2 } , ∅ )} ( 1 7 1)

S y z, c o n = { ({ v 1 } , { v 2 } , { v 1 } , { v 3 } ), ({ v 2 } , { v 1 } , { v 1 } , { v 3 } ), ({ v 1 } , { v 2 } , { v 3 } , { v 1 } ), ({ v 2 } , { v 1 } , { v 3 } , { v 1 } )} .
( 1 7 2)

N o w, w e ar e a bl e t o pr o c e e d t o dr a w t h e r e m ai ni n g e d g e s of t h e gr a p h. N ot a bl y, t h e y o nl y c o ntri b ut e t o
|C k

ρ |2 γ if t h e y ar e c o n n e ct e d t o t h e dr a w n v erti c e s wit h a n X o p er ati o n. T o s u m m ari z e, t h e st e p s ar e:
1. S el e ct ρ ∈ { y y, y z } .
2. S el e ct a bi p artiti o n s s wit h t h e pr o b a bilit y p (s ) a s d e fi n e d i n E q. ( 1 5 2 ).
3. S el e ct t h e r el ati o n s hi p of t h e e d g e s t o e a c h ot h er ξ ∈ ( s a m e , c o n , s e p) .
4. S el e ct 2 − 4 v erti c e s fr o m s a c c or di n g t o t h e p arti c ul ar c a s e ξ .
5. S el e ct a v ert e x di stri b uti o n a c c or di n g t o t h e c orr e ct e d g e s et E = ( E Y

1 , EZ1 , EY2 , EZ2 ) ∈ S ρ, ξ .
6. Dr a w t h e r e m ai ni n g e d g e s of t h e gr a p h fr o m a h y p er- g e o m etri c di stri b uti o n t o c al c ul at e t h e e ff e ct o n t h e

v erti c e s c ut.
T h e fi n al e q u ati o n i s gi v e n a s

|C k
ρ |2 θ =

s ∈ { 0 ,..., N } 4 | s i = N

ξ ∈ { s a m e, c o n, s e p }

v ∈ { 0 ,1 } 2 × n ξ

E ∈ S ρ , ξ

p (s )ω ξ q s (v 1 ) · · · q s̃ (v n ξ
) si g n ( E 1 , E2 )p (k |s , E ) , ( 1 7 3)

w h er e p (k |s , E ) i s t h e pr o b a bilit y of t h e c h a n g e s o n b ot h bi p artiti o n s b ei n g k .
T h er e ar e g u ar a nt e e d c h a n g e s w hi c h w e l a b el wit h F (E ), w hi c h ari s e fr o m t h e e ff e ct of t h e alr e a d y dr a w n

e d g e s. T hi s i s o nl y r el e v a nt if t h e e d g e s s h ar e v erti c e s o n w hi c h o n e X o p er ati o n o p er at e s, m e a ni n g ξ = c o n
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a n d if ρ = y z al s o ξ = s a m e . T h e si g n i s d et er mi n e d b y w h et h er or n ot t h e ot h er e d g e i s c ut i n t h e bi- p artiti o n.
T hi s c a n b e c al c ul at e d t o b e

F 1 (E ) = δ |E Y
1 ∩ E 2 |,1 (− 1) w ∈ E 2

w 1
( 1 7 4)

F 2 (E ) = δ |E 1 ∩ E Y
2 |,1 (− 1) w ∈ E 1

w 2
, ( 1 7 5)

w h er e w i r ef er s t o t h e l a b eli n g f or t h e i-t h p artiti o n. T h e e d g e s t h e m s el v e s ar e dr a w n fr o m a h y p er- g e o m etri c
di stri b uti o n. Fr o m t h e f ull e d g e s et Γ wit h |Γ | = N

2 aft er t h e o n e /t w o e d g e s ar e c h o s e n Γ r e d g e s r e m ai n, wit h

|Γ r | = N
2 − 1 f or ξ = s a m e a n d |Γ r | = N

2 − 2 f or t h e ot h er c a s e s. Si mil arl y, t h e n u m b er of e d g e s t o s el e ct ar e
M r = M − 1 a n d M r = M − 2 . A n y of t h e s e e d g e s fit s i nt o o n e of 9 c at e g ori e s, eit h er n ot a ff e cti n g, i n cr e a si n g or
d e cr e a si n g t h e v al u e of t h e c ut aft er p erf or mi n g t h e o p er ati o n f or e a c h of t h e p artiti o n s. F or t hi s w e d e fi n e K α, β

wit h (α, β ) ∈ { − 1 , 0 , 1 } 2 . T h e n u m b er of e d g e s dr a w n fr o m e a c h c at e g or y i s l a b el e d X α, β . We c a n d et er mi n e
K wit h t h e f oll o wi n g r ul e s

K 1 − 2 m, 0 =

i ∈ { 0 ,1 } , v∈ E Y
1 \ E Y

2

s̃ v 1 ⊕ m, i s̃ = s \ { E Y
1 ∪ E Y

2 ∪ E Z
1 } ( 1 7 6)

K 0 ,1 − 2 m =

i ∈ { 0 ,1 } v ∈ E Y
2 \ E Y

1

s̃ i, v 2 ⊕ m s̃ = s \ { E Y
1 ∪ E Y

2 ∪ E Z
2 } ( 1 7 7)

K 1 − 2 m, 1 − 2 l =

v ∈ E Y
1 ∩ E Y

2

s̃ v ⊕ ( m,l ) +

v ∈ E Y
1 , w∈ E Y

2

δ v 1 ⊕ w 2 ,( m,l ) s̃ = s \ { E Y
1 ∪ E Y

2 ∪ E Z
1 ∪ E Z

2 } ( 1 7 8)

K 0 ,0 = |Γ r | −

α, β ∈ { − 1 ,0 ,1 } 2

( α, β ) = ( 0 ,0 )

K α, β . ( 1 7 9)

H er e E 1 ∩ E 2 r ef er s t o v erti c e s t h at ar e s h ar e d b y t h e t w o e d g e s. T h e c orr e s p o n di n g pr o b a bilit y di stri b uti o n i s
t h e n gi v e n b y

g (k |s , E ) = g (k |K (s , E ), F (E )) =
1

|Γ r |
M r X ∈ [K ]

i j
X i j = M r

β
( X + 1 , β − X − 1 , β ) + F 1 = k

α
( X α , + 1 − X α , − 1 ) + F 2 = k

( α, β ) ∈ { − 1 ,0 ,1 } 2

K α, β

X α, β
( 1 8 0)

Wit h t hi s, w e h a v e all t h e i n gr e di e nt s t o c al c ul at e a 2
k θ G b

a n d a 2
k θ G c

, t h e r e s ult of w hi c h i s pl ott e d i n
fi g ur e 3 .
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DO pti mi zi n g t h e d e pt h of v ari ati o n al

q u a nt u m al g orit h m s i s str o n gl y

Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e

Titl e:  O pti mi zi n g t h e d e pt h of v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s i s

str o n gl y Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e

A ut h or s: L e n n art Bitt el, S e v a g G h ari bi a n, M arti n Kli e s c h

C o nf er e n c e:  C o m p ut ati o n al C o m pl e xit y C o nf er e n c e ( C C C )

J o ur n al:  T h e or y of C o m p uti n g ( T o C )

D at e of s u b mi s si o n: 7 F e br u ar y 2 0 2 3

P u bli c ati o n st at u s:  A c c e pt e d ( C C C ), i n r e vi e w ( T o C )

T hi s p u bli c ati o n c orr e s p o n d s t o t h e arti cl e [ 8 8 ]. T h e s u m m ar y of t h e r e s ult s i s

pr e s e nt e d i n s e cti o n 4. 3. 1.

C o nt ri b uti o n: T h e arti cl e w a s j oi nt w or k wit h S G a n d M K. I c o ntri b ut e d si g ni fi c a ntl y

i n all p art s of t h e arti cl e, e s p e ci all y i n t h e s e cti o n f or d eri vi n g t h e h ar d n e s s of t h e

Q A O A i n st a n c e s.
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T h e o pti m al d e pt h of v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h ms is

Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e

L e n n art Bitt el ∗ S e v a g G h ari bi a n † M arti n Kli es c h ‡

A b s t r a c t

V ari ati o n al Q u a nt u m Al g orit h m s ( V Q A s), s u c h a s t h e Q u a nt u m A p pr o xi m at e O pti-
mi z ati o n Al g orit h m ( Q A O A) of [ F ar hi, G ol d st o n e, G ut m a n n, 2 0 1 4], h a v e s e e n i nt e n s e st u d y
t o w ar d s n e ar-t e r m a p pli c ati o n s o n q u a nt u m h ar d w ar e. A cr u ci al p ar a m et er f or V Q A s i s
t h e d e pt h of t h e v ari ati o n al “ a n s at z” u s e d — t h e s m all er t h e d e pt h, t h e m or e a m e n a bl e t h e
a n s at z i s t o n e ar-t er m q u a nt u m h ar d w ar e i n t h at it gi v e s t h e cir c uit a c h a n c e t o b e f ull y e x-
e c ut e d b ef or e t h e s y st e m d e c o h er e s. I n t hi s w or k, w e s h o w t h at a p pr o xi m ati n g t h e o pti m al
d e pt h f or a gi v e n V Q A a n s at z i s i ntr a ct a bl e. F or m all y, w e s h o w t h at f or a n y c o n st a nt ϵ > 0 ,
it i s Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e t h e o pti m al d e pt h of a V Q A a n s at z wit hi n m ulti pli c ati v e
f a ct or N 1 − ϵ , f or N d e n oti n g t h e e n c o di n g si z e of t h e V Q A i n st a n c e. ( H er e, Q u a nt u m Cl a s-
si c al M erli n- Art h ur ( Q C M A) i s a q u a nt u m g e n er ali z ati o n of N P.) We t h e n s h o w t h at t hi s
h ar d n e s s p er si st s i n t h e e v e n “ si m pl er” Q A O A-t y p e s etti n g s. T o o ur k n o wl e d g e, t hi s yi el d s
t h e fir st n at ur al Q C M A- h ar d-t o- a p pr o xi m at e pr o bl e m s.

1 I n t r o d u c ti o n

I n t h e c urr e nt er a of N oi s y I nt er m e di at e S c al e Q u a nt u m ( NI S Q) d e vi c e s, q u a nt u m h ar d w ar e i s
( a s t h e n a m e s u g g e st s) li mit e d i n si z e a n d a bilit y. T h u s, NI S Q- er a q u a nt u m al g orit h m d e si g n
h a s l ar g el y f o c u s e d o n h y b ri d cl a s si c al- q u a nt u m s et u p s, w hi c h a s k: W h at t y p e s of c o m p ut ati o n al
pr o bl e m s c a n a cl a s si c al s u p er c o m p ut er, p air e d wit h a l o w- d e pt h q u a nt u m c o m p ut er, s ol v e ? T hi s
a p pr o a c h, t y pi c all y c all e d V ari ati o n al Q u a nt u m Al g orit h m s ( V Q A), h a s b e e n st u di e d i nt e n si v el y
i n r e c e nt y e ar s ( s e e, e. g. [C er + 2 1 ; B h a + 2 2 ] f or r e vi e w s), wit h F ar hi, G ol d st o n e a n d G ut m a n n’ s
Q u a nt u m A p pr o xi m at e O pti mi z ati o n Al g orit h m ( Q A O A) b ei n g a pr o mi n e nt e x a m pl e [ F G G 1 4 ].

M or e f or m all y, V Q A s r o u g hl y w or k a s f oll o w s. O n e fir st c h o o s e s a v ari ati o n al a n s at z (i. e.
p ar a m et eri z ati o n) o v er a f a mil y of q u a nt u m cir c uit s. T h e n, o n e it er at e s t h e f oll o wi n g t w o st e p s
u ntil a “ s uit a bl y g o o d” p ar a m et er s etti n g i s f o u n d:

1. U s e a cl a s si c al c o m p ut er t o o pti mi z e t h e a n s at z p ar a m et er s v ari ati o n all y 1 .

2. R u n t h e r e s ulti n g p ar a m et eri z e d q u a nt u m al g orit h m o n a NI S Q d e vi c e t o e v al u at e t h e
“ q u alit y” of t h e c h o s e n p ar a m et er s (r el ati v e t o t h e c o m p ut ati o n al pr o bl e m of i nt er e st).

T h e e s s e nti al a d v a nt a g e of t hi s s et u p o v er m or e tr a diti o n al q u a nt u m al g orit h m d e si g n t e c h-
ni q u e s ( s u c h a s f ull Tr ott eri z ati o n of a d e sir e d H a milt o ni a n e v ol uti o n) i s t h at o n e c a n att e m pt

∗ I n s ti t u t e f o r T h e o r e ti c al P h y si c s, H ei n ri c h H ei n e U ni v e r si t y D ü s s el d o rf, G e r m a n y. E m ail: l e n n a r t. bi t t el @ u ni-
d u e s s el d o rf. d e.

† D e p a r t m e nt of C o m p u t e r S ci e n c e, a n d I n s ti t u t e f o r P h o t o ni c Q u a nt u m S y s t e m s, P a d e r b o r n U ni v e r si t y, G e r-
m a n y. E m ail: s e v a g. g h a ri bi a n @ u p b. d e.

‡ I n s ti t u t e f o r T h e o r e ti c al P h y si c s, H ei n ri c h H ei n e U ni v e r si t y D ü s s el d o rf, a n d I n s ti t u t e f o r Q u a nt u m-I n s pi r e d
a n d Q u a nt u m O p ti mi z a ti o n, H a m b u r g U ni v e r si t y of Te c h n ol o g y, G e r m a n y. E m ail: m a r ti n. kli e s c h @ t u h h. d e.

1 I n p r a c ti c e, t hi s t y pi c all y m e a n s h e u ri s ti c o p ti mi z a ti o n.
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t o mi ni mi z e t h e d e pt h of t h e a n s at z u s e d. ( A f or m al d e fi niti o n of “ d e pt h” i s gi v e n i n Pr o bl e m 1 ;
bri e fl y, it i s t h e n u m b er of H a milt o ni a n e v ol uti o n s t h e a n s at z utili z e s.) T hi s p o s si bilit y gi v e s
V Q A s a p ot e nti all y cr u ci al a d v a nt a g e o n n e ar-t er m q u a nt u m h ar d w ar e (i. e. n oi s y h ar d w ar e wit h-
o ut q u a nt u m err or c orr e cti o n), b e c a u s e a NI S Q d e vi c e c a n, i n pri n ci pl e, e x e c ut e a l o w- d e pt h
a n s at z b ef or e t h e s y st e m d e c o h er e s, i. e. b ef or e e n vir o n m e nt al n oi s e d e str o y s t h e “ q u a nt u m n e s s”
of t h e c o m p ut ati o n. Fr o m a n a n al yti c p er s p e cti v e, l o w- d e pt h a n s at z e s al s o h a v e a n i m p ort a nt
s e c o n d ar y b e n e fit — V Q A s of s u p erl o g arit h mi c d e pt h ar e e x c e e di n gl y di ffi c ult t o a n al y z e vi a
w or st- c a s e c o m pl e xit y. S u ffi ci e ntl y l o w- d e pt h s et u p s, h o w e v er, s o m eti m e s c a n b e ri g or o u sl y a n-
al y z e d, wit h t h e gr o u n d br e a ki n g Q A O A w or k of [ F G G 1 4 ] f or M A X- C U T b ei n g a w ell- k n o w n
e x a m pl e. T h u s, e sti m ati n g t h e o pti m al d e pt h f or a v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m ( V Q A) a p-
p e ar s c e ntr al t o it s u s e i n n e ar-t er m a p pli c ati o n s.

1. 1 O u r r e s ul t s

I n t hi s w or k, w e s h o w t h at it i s i ntr a ct a bl e t o a p pr o xi m at e t h e o pti m al d e pt h f or a gi v e n V Q A
a n s at z, e v e n wit hi n l ar g e m ulti pli c ati v e f a ct or s. M or e o v er, t hi s h ar d n e s s al s o h ol d s f or t h e
r e stri ct e d “ si m pl er” c as e of t h e Q A O A. T o m a k e o ur cl ai m ri g or o u s, w e fir st d e fi n e t h e V Q A
o pti mi z ati o n pr o bl e m w e st u d y. (I nt uiti o n t o f oll o w.)

P r o bl e m 1 ( V Q A mi ni mi z ati o n ( MI N- V Q A (k, l ))). F o r a n n - q u bit s y st e m:

• I n p ut:

1. S et H = { H i } of H a milt o ni a n s 2 , w h e r e H i a ct s n o n-t ri vi all y o nl y o n a s u b s et 3 S i ⊆ [n ]
of si z e |S i | = k .

2. A n l-l o c al o b s e r v a bl e M a cti n g o n a s u b s et of l q u bit s.

3. I nt e g e r s 0 ≤ m ≤ m ′ r e p r e s e nti n g ci r c uit d e pt h t h r e s h ol d s.

• O ut p ut:

1. Y E S if t h e r e e xi st s a li st of at m o st m a n gl e s 4 (θ 1 , . . . , θm ) ∈ R m a n d a li st (G 1 , . . . , Gm )
of H a milt o ni a n s f r o m H ( r e p etiti o n s p e r mitt e d ) s u c h t h at

|ψ ⟩ :=  i θm G m · · ·  i θ1 G 1 |0 · · · 0 ⟩ ( 1)

s ati s fi e s ⟨ψ |M |ψ ⟩ ≤ 1 / 3 .

2. N O if f o r all li st s of at m o st m ′ a n gl e s (θ 1 , . . . , θm ′ ) ∈ R m ′
a n d all li st s (G 1 , . . . , Gm ′ )

of H a milt o ni a n s f r o m H ( r e p etiti o n s p e r mitt e d ),

|ψ ⟩ :=  i θm ′ G m ′ · · ·  i θ1 G 1 |0 · · · 0 ⟩ ( 2)

s ati s fi e s ⟨ψ |M |ψ ⟩ ≥ 2 / 3 .

F or i nt uiti o n, r e c all t h at a V Q A a n s at z i s a p ar a m et eri z ati o n o v er a f a mil y of q u a nt u m cir c uit s.
A b o v e, t h e a n s at z i s p ar a m et eri z e d b y a n gl e s θ j , a n d t h e f a mil y of q u a nt u m cir c uit s i s g e n er at e d
b y H a milt o ni a n s H j . T h e ai m i s t o pi c k a mi ni m u m-l e n gt h s e q u e n c e of H a milt o ni a n e v ol uti o n s

2 A n n - q u bi t H a mil t o ni a n H i s a 2 n × 2 n H e r mi ti a n m a t ri x. A n y u ni t a r y o p e r a ti o n U o n a q u a nt u m c o m p u t e r
c a n b e g e n e r a t e d vi a a n a p p r o p ri a t e c h oi c e of H a mil t o ni a n H a n d e v ol u ti o n ti m e t ≥ 0 , i. e. U = e i H t .

3 F o r T h e o r e m 1 , i t will s u ffi c e t o t a k e k ∈ O ( 1 ) . I n p ri n ci pl e, h o w e v e r, c o nt ai n m e nt i n Q C M A h ol d s f o r a n y
k ≤ n , s o l o n g a s t h e H i a r e s p a r s e i n t h e s t a n d a r d H a mil t o ni a n si m ul a ti o n s e n s e [ A T 0 3 ]. B y s p a r s e, o n e m e a n s
t h a t e a c h r o w r of H i c o nt ai n s a t m o s t r n o n- z e r o e nt ri e s, w hi c h c a n b e c o m p u t e d i n p ol y- ti m e gi v e n r .

4 T h r o u g h o u t P r o bl e m 1 , f o r cl a ri t y w e a s s u m e all a n gl e s a r e s p e ci fi e d t o p ol y ( n ) bi t s.
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 i θj G j , s o t h at t h e g e n er at e d st at e |ψ ⟩ h a s ( s a y) l o w o v erl a p wit h t h e t ar g et o b s er v a bl e, M . F or
cl arit y, t hr o u g h o ut t hi s w or k, b y “ d e pt h” of a V Q A a n s at z, w e ar e r ef erri n g t o t h e st a n d ar d
V Q A n oti o n of t h e n u m b er of H a milt o ni a n e v ol uti o n s m a p pli e d 5 . (I n t h e s etti n g of Q A O A, t h e
“ d e pt h” i s oft e n r ef err e d t o a s t h e “l e v el”, u p t o a f a ct or of 2 .)

We r e m ar k f or Pr o bl e m 1 t h at w e d o n ot r e stri ct t h e or d er i n w hi c h H a milt o ni a n s H i ar e
a p pli e d, a n d a n y H i m a y b e a p pli e d m ulti pl e ti m e s. M or e o v er, o ur r e s ult s al s o h ol d if o n e d e fi n e s
t h e Y E S c a s e t o m a xi mi z e o v erl a p wit h M ( a s o p p o s e d t o mi ni mi z e o v erl a p).

O ur first r e s ult i s t h e f oll o wi n g.

T h e o r e m 1. MI N- V Q A (k, l ) i s Q C M A - c o m pl et e f o r k ≥ 4 , l = 2 , a n d m ≤ p ol y (n ). M o r e o v e r,
f o r a n y ϵ > 0 , it i s Q C M A - h a r d t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e Y E S a n d N O c a s e s of MI N- V Q A
e v e n if m ′/ m ≥ N 1 − ϵ , w h e r e N i s t h e e n c o di n g si z e of t h e i n st a n c e.

H er e, Q u a nt u m- Cl a s si c al M erli n- Art h ur ( Q C M A) i s a q u a nt u m g e n er ali z ati o n of N P wit h a
cl a s si c al pr o of a n d q u a nt u m v eri fi er (f or m al d e fi niti o n i n D e fi niti o n 1 ). F or cl arit y, t h e e n c o di n g
si z e of t h e i n st a n c e i s t h e n u m b er of bit s r e q uir e d t o writ e d o w n a MI N- V Q A i nst a n c e, i. e. t o
e n c o d e H = { H i } , M , m , m ′ ( s e e Pr o bl e m 1 ). N ot e t h e e n c o di n g si z e i s t y pi c all y d o mi n at e d
b y t h e e n c o di n g si z e of H , w hi c h m a y b e a s s u m e d t o s c al e a s |H |, i. e. wit h t h e n u m b er6 of
i nt e r a cti o n t e r m s H i , w hi c h c a n b e a s y m pt oti c all y l ar g er t h a n t h e n u m b er of q u bit s, n . T h u s,
si m pl e g a p a m pli fi c ati o n str at e gi e s s u c h a s t a ki n g m a n y p ar all el c o pi e s of all i nt er a cti o n t er m s
d o n ot s u ffi c e t o a c hi e v e o ur h ar d n e s s r ati o of N 1 − ϵ .

A dir e ct c o n s e q u e n c e of T h e or e m 1 i s t h at it i s i ntr a ct a bl e ( m o d ul o t h e st a n d ar d c o nj e ct ur e
t h at B Q P ≠ Q C M A , w hi c h al s o i m pli e s P ≠ Q C M A ) t o c o m p ut e t h e o pti m u m cir c uit d e pt h
wit hi n r el ati v e pr e ci si o n N 1 − ϵ ( pr o of gi v e n i n A p p e n di x A f or c o m pl et e n e s s):

C o r oll a r y 2 ( D e pt h mi ni mi z ati o n) . I n P r o bl e m 1 , l et m o p t d e n ot e t h e mi ni m u m d e pt h m s u c h
t h at ⟨ψ |M |ψ ⟩ ≤ 1 / 3 . T h e n, f o r a n y c o n st a nt ϵ > 0 , c o m p uti n g e sti m at e m e s t ∈ [m o p t , N 1 − ϵ m o p t ]
i s Q C M A - h a r d.

O n t h e ot h er h a n d, e v e n if a d e sir e d d e pt h m = m ′ i s s p e ci fi e d i n a d v a n c e, it i s al s o Q C M A -
h ar d t o fi n d t h e mi ni mi zi n g a n gl e a n d H a milt o ni a n s e q u e n c e s (θ 1 , . . . , θm ) a n d (G 1 , . . . , Gm ),
r e s p e cti v el y, w hi c h f oll o w s dir e ctl y fr o m T h e or e m 1 :

C o r oll a r y 3 ( P ar a m et er o pti mi z ati o n) . C o n si d e r P r o bl e m 1 wit h i n p ut m = m ′. T h e n t h e
p r o bl e m of fi n di n g t h e a n gl e s (θ 1 , . . . , θm ) t h at mi ni mi z e t h e e x p e ct ati o n v al u e ⟨ψ |M |ψ ⟩ i s Q C M A -
h a r d.

We n e xt t ur n t o t h e s p e ci al c a s e of Q A O A s. A s d et ail e d s h ortl y u n d er “ Pr e vi o u s w or k”, t h e
st u d y of Q A O A a n s at z e s w a s i niti at e d b y [ F G G 1 4 ] i n t h e c o nt e xt of q u a nt u m a p pr o xi m ati o n
al g orit h m s f or M A X C U T. I n t h at w or k, a Q A O A i s a n al o g o u s t o a V Q A, e x c e pt t h er e ar e o nl y
t w o H a milt o ni a n s H = { H b , Hc } gi v e n a s i n p ut a n d M i s o n e of t h o s e t w o o b s er v a bl e s ( s e e
Pr o bl e m 3 f or a f or m al d e fi niti o n). F or cl arit y, h er e w e w or k wit h a m or e g e n er al d e fi niti o n of
Q A O A t h a n [ F G G 1 4 ], i n w hi c h n eit h er H b n or H c n e e d b e di a g o n al i n t h e st a n d ar d b a si s. (I n
t hi s s e n s e, o ur d e fi niti o n i s cl o s er t o t h e m or e g e n er al Q u a nt u m Alt er n ati n g O p er at or A ns at z,

5 Al t e r n a ti v el y, o n e c o ul d c o n si d e r t h e ci r c uit d e pt h of a n y si m ul a ti o n of t h e d e si r e d H a mil t o ni a n s e q u e n c e i n
P r o bl e m 1 . T h e d o w n si d e of t hi s i s t h a t i t w o ul d b e m u c h m o r e di ffi c ul t t o a n al y z e — o n e w o ul d p r e s u m a bl y fi r s t
n e e d t o c o n v e r t e a c h e i θ j G j t o a ci r c ui t U j vi a a fi x e d c h oi c e of H a mil t o ni a n si m ul a ti o n al g o ri t h m. O n e w o ul d
t h e n n e e d t o c h a r a c t e ri z e t h e d e p t h of t h e c o n c a t e n a t e d ci r c ui t U m · · · U 1 .

6 I n d e e d, i n t h e c o n s t r u c ti o n i n t h e p r o of of T h e o r e m 1 , N ∈ O ( |H |) .
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al s o wit h a cr o n y m Q A O A [ H a d + 1 9 ].) F or o ur h ar d n e s s r e s ult s, it will s u ffi c e f or H b a n d H c t o
b e k -l o c al H a milt o ni a n s 7 . F or Q A O A, w e s h o w a m at c hi n g h ar d n e s s r e s ult:

T h e o r e m 4. MI N- Q A O A (k ) i s Q C M A - c o m pl et e f o r k ≥ 4 a n d m ≤ p ol y (n ). M o r e o v e r, f o r a n y
ϵ > 0 , it i s Q C M A - h a r d t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e Y E S a n d N O c a s e s of MI N- Q A O A e v e n if
m ′/ m ≥ N 1 − ϵ , w h e r e N i s t h e n u m b e r of st ri ctl y k -l o c al t e r m s c o m p ri si n g H b a n d H c .

N ot e t h at i n c o ntr ast t o MI N- V Q A, w hi c h i s p ar a m et eri z e d b y k (t h e H a milt o ni a n s’ l o c alit y)
a n d l (t h e o b s er v a bl e’ s l o c alit y), MI N- Q A O A i s o nl y p ar a m et eri z e d b y k . T hi s i s b e c a u s e i n
Q A O A, t h e “ c o st” H a milt o ni a n H c it s elf a ct s a s t h e o b s er v a bl e (i n a d diti o n t o h el pi n g dri v e
t h e c o m p ut ati o n), w hi c h will b e o n e of t h e o b st a cl e s w e will n e e d t o o v er c o m e. F or c o nt e xt,
t y pi c all y i n a p pli c ati o n s of Q A O A, H c e n c o d e s (f or e x a m pl e [ F G G 1 4 ]) a M A X C U T i n st a n c e.

T o t h e b e st of o ur k n o wl e d g e, T h e or e m 1 a n d T h e or e m 4 yi el d t h e first n at ur al Q C M A - h ar d
t o a p pr o xi m at e pr o bl e m s.

1. 2 P r e vi o u s w o r k

G e n er all y s p e a ki n g, it i s w ell- k n o w n t h at V Q A p ar a m et er s ar e “ h ar d t o o pti mi z e”, b ot h n u m er-
i c all y a n d fr o m a t h e or eti c al p er s p e cti v e. We n o w di s c u s s s el e ct e d w or k s fr o m t h e ( v a st) V Q A
lit er at ur e, a n d cl arif y h o w t h e s e di ff er fr o m o ur w or k.

1. T h e o r eti c al st u di e s. A s pr e vi o u sl y m e nti o n e d, i n 2 0 1 4, F ar hi, G ol d st o n e a n d G ut m a n n pr o-
p o s e d t h e Q u a nt u m A p pr o xi m at e O pti mi z ati o n Al g orit h m ( Q A O A), a s p e ci al c a s e of V Q A wit h
o nl y t w o l o c al H a milt o ni a n s H = { H b , Hc } ( a cti n g o n n q u bit s e a c h). T h e y s h o w e d t h at l e v el- 1
of t h e Q A O A ( w h at w e c all “ d e pt h 2” i n Pr o bl e m 1 ) a c hi e v e s a 0 .6 9 2 4 -f a ct or a p pr o xi m ati o n
f or t h e N P- c o m pl et e M A X C U T pr o bl e m. U nf ort u n at el y, w or st- c a s e a n al y si s of hi g h er l e v el s
h a s i n g e n er al pr o v e n di ffi c ult, b ut Br a v yi, Kli e s c h, K o e ni g a n d T a n g [ Br a + 2 0 ] h a v e s h o w n a n
i nt er e sti n g n e g ati v e r e s ult — Q A O A t o a n y c o n st a nt l e v el / d e pt h c a n n ot o ut p erf or m t h e cl a s si c al
G o e m a n s- Willi a m s al g orit h m f or M A X C U T [ G W 9 5 ]. T h u s, s u p er c o n st a nt d e pt h i s n e c e s s a r y if
Q A O A i s t o h a v e a h o p e of o ut p erf or mi n g t h e b e st cl a s si c al al g orit h m s f or M A X C U T. I n t er m s
of c o m pl e xit y t h e or eti c h ar d n e s s, F ar hi a n d H arr o w [ F H 1 6 ] s h o w e d t h at e v e n l e v el-1 Q A O A’ s
o ut p ut di stri b uti o n c a n n ot b e e ffi ci e ntl y si m ul at e d b y a cl a s si c al c o m p ut er.

M o st r el e v a nt t o t hi s p a p er, h o w e v er, i s t h e w or k of Bitt el a n d Kli e s c h [ B K 2 1 ], w hi c h r o u g hl y
s h o w s t h at fi n di n g t h e o pti m al s et of r ot ati o n a n gl e s (t h e θ j i n Pr o bl e m 1 a n d Pr o bl e m 3 ) i s
N P- h ar d. L et u s cl e arl y st at e h o w t h e pr e s e nt w or k di ff er s fr o m [ B K 2 1 ]:

1. [ B K 2 1 ] fi x e s b ot h t h e d e pt h of t h e V Q A a n d t h e pr e ci s e s e q u e n c e of H a milt o ni a n s H i t o
b e a p pli e d a s p art of t h e i n p ut. It t h e n a s k s: W h at i s t h e c o m pl e xit y of c o m p uti n g t h e
o pti m al r ot ati o n a n gl e s θ i s o as t o mi ni mi z e o v erl a p wit h a gi v e n o bs er v a bl e ?

I n c o ntr ast, o ur ai m h er e i s t o st u d y t h e c o m pl e xit y of o pti mi zi n g t h e d e pt h it s elf. T h u s,
Pr o bl e m 1 d o e s n ot fi x t h e d e pt h m , n or t h e or d er / m ulti pli cit y of a p pli c ati o n of a n y of
t h e H a milt o ni a n t er m s.

2. [ B K 2 1 ] s h o w s t h at o pti mi zi n g t h e r ot ati o n a n gl e s i n Q A O A i s N P - h ar d, e v e n if o n e i s
all o w e d t o w or k i n ti m e p ol y n o mi al i n t h e di m e n si o n of t h e s y st e m. ( F or m all y, t hi s i s
o bt ai n e d b y r e d u ci n g a M A X C U T i n st a n c e of e n c o di n g si z e N t o Q A O A a cti n g o n l o g (N )
q u bit s.)

7 A k -l o c al n - q u bi t H a mil t o ni a n H i s a q u a nt u m a n al o g u e of a M A X-k - S A T i n s t a n c e, a n d c a n b e w ri t t e n
H = i H i , wi t h e a c h “ q u a nt u m cl a u s e” H i a c ti n g n o n- t ri vi all y o n s o m e s u b s e t of k q u bi t s. S t ri c tl y s p e a ki n g,
e a c h H i i s t e n s o r e d wi t h t h e i d e nti t y m a t ri x o n n − k q u bi t s t o e n s u r e all o p e r a t o r s i n t h e s u m h a v e t h e c o r r e c t
di m e n si o n.
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I n c o ntr a st, w e w or k i n t h e st a n d ar d s etti n g of all o wi n g o nl y p ol y-ti m e c o m p ut ati o n s i n
t h e n u m b er of q u bit s, n , n ot t h e di m e n si o n. I n r et ur n, w e o bt ai n str o n g er h ar d n e s s r es ult s,
b ot h i n t h at N P ⊆ Q C M A ( a n d t h u s Q C M A - h ar d n e s s i s a str o n g er st at e m e nt t h a n N P-
h ar d n e s s 8 ), a n d i n t h at w e s h o w h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n u p t o a n y m ulti pli c ati v e f a ct or
N 1 − ϵ .

2. P r a cti c al / n u m e ri c al st u di e s. F or cl arit y, n u m eri c al st u di e s ar e n ot dir e ctl y r el at e d t o o ur
w or k. H o w e v er, d u e t o t h e i nt e n s e pr a cti c al i nt er e st i n V Q A f or t h e NI S Q er a, f or c o m pl et e n e s s
w e n e xt s ur v e y s o m e of t h e di ffi c ulti e s e n c o u nt er e d w h e n o pti mi zi n g V Q A s o n t h e n u m eri c al
si d e. F or t hi s, n ot e t h at V Q A s ar e t y pi c all y us e d t o s ol v e pr o bl e m s w hi c h c a n b e p hr a s e d a s
e n er g y o pti mi z ati o n pr o bl e m s ( s u c h as N P- c o m pl et e pr o bl e m s li k e M A X C U T [ F G G 1 4 ]).

I n t hi s dir e cti o n, t w o cr u ci al pr o bl e m s c a n ari s e i n t h e cl a s si c al o pti mi z ati o n p art of t h e st a n-
d ar d V Q A s et u p: (i) b arr e n pl at e a u s [ M c C + 1 8 ], w hi c h l e a d t o v a ni s hi n g gr a di e nt s, a n d (ii) l o c al
mi ni m a [ B K 2 1 ], m a n y of w hi c h c a n b e hi g hl y n o n- o pti m al. S u c h u n w a nt e d l o c al mi ni m a ar e al s o
c all e d t r a p s. I n or d er t o c o u nt er b al a n c e t h e s e c h all e n g e s, h e uri sti c o pti mi z ati o n str at e gi e s h a v e
l e d t o pr o mi si n g r e s ult s i n r el e v a nt c a s e s b ut wit h n ot t o o m a n y q u bit s. I niti ali z ati o n- d e p e n d e nt
b arr e n pl at e a u s [ M c C + 1 8 ] c a n b e a v oi d e d b y t ail or e d i niti ali z ati o n [Z h o + 2 0 ], a n d t h er e ar e
i n di c ati o n s t h at b arr e n pl at e a u s ar e a l e s s si g ni fi c a nt c h all e n g e t h a n tr a p s [A K 2 2 ]. I n g e n er al,
t h e o pti mi z ati o n c a n b e i m pr o v e d u si n g n at ur al gr a di e nt s [ W G K 2 0 ], m ultit a s k l e ar ni n g t y p e
a p pr o a c h [ Z Y 2 0 ], o pti mi z ati o n b a s e d o n tri g o n o m etri c m o d el f u n cti o n s [K B 2 2 ], n e ur al n et w or k-
b a s e d o pti mi z ati o n m et h o d s [ Ri v + 2 1 ], bri c k-l a y er str u ct ur e s of g e n eri c u nit ari e s [S V C 2 2 ], a n d
o p er at or p o ol- b a s e d m et h o d s [ Gri + 1 9 ; B K 2 2 ]. A D A P T- V Q E s [Gri + 1 9 ] it er ati v el y gr o w t h e
V Q A’ s p ar a m etri z e d q u a nt u m cir c uit ( P Q C) b y a d di n g o p er at or s fr o m a p o ol t h at h a v e l e d t o
t h e l ar g e st d eri v ati v e i n t h e pr e vi o u s st e p. T hi s str at e g y all o w s o n e t o a v oi d b arr e n pl at e a u s
a n d e v e n “ b urr o w” o ut of s o m e tr a p s [ Gri + 2 2 ]. C o V ar [B K 2 2 ] i s b a s e d o n si mil ar i d e a s c o m-
pl e m e nt e d wit h e sti m ati n g s e v er al pr o p erti e s of t h e v ari ati o n al st at e i n p ar all el usi n g cl a ssi c al
s h a d o w s [ H K P 2 0 ]. T h e o pti mi z ati o n str at e gi e s ar e of a h e uri sti c n at ur e, a n d a n al yti c r e s ult s
ar e s c ar c e. Fi n all y, it h a s b e e n n u m eri c all y o b s er v e d [ T L M 2 0 ; Wi e + 2 0 ] a n d a n al yti c all y s h o w n
[L ar + 2 1 ] t h at V Q A-t y p e a n s ät z e b e c o m e al m o st fr e e fr o m tr a p s w h e n t h e a n s at z i s o v er p ar a m-
et eri z e d. O ur w or k i m pli e s t h at t h e s e pr a cti c al a p pr o a c h e s c a n n ot w or k f or all i n st a n c e s a n d,
t h er ef or e, pr o vi d e s a j u sti fi c ati o n t o r e s ort t o s u c h h e uri sti c s.

1. 3 T e c h ni q u e s

We f o c us o n t e c h ni q u e s f or s h o wi n g Q C M A - h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n, a s c o nt ai n m e nt i n Q C M A
i s str ai g htf or w ar d9 f or b ot h MI N- V Q A a n d MI N- Q A O A.

T o b e gi n, r e c all t h at i n a Q C M A pr o of s y st e m ( D e fi niti o n 1 ), gi v e n a Y E S i n p ut, t h er e
e xi st s a p ol y-l e n gt h cl a s si c al pr o of y c a u si n g a q u a nt u m p ol y- si z e cir c uit V t o a c c e pt, a n d
f or a N O i n p ut, all p ol y-l e n gt h pr o of s y c a u s e V t o r ej e ct. O ur g o al i s t o e m b e d s u c h pr o of
s y st e m s i nt o i n st a n c e s of Pr o bl e m 1 a n d Pr o bl e m 3 , w hil e m ai nt ai ni n g a l ar g e pr o mi s e g a p r ati o
m ′/ m . T o d o s o, w e f a c e t hr e e m ai n c h all e n g e s: ( 1) W h er e will h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n c o m e
fr o m ? T y pi c all y, o n e r e q uir e s a P C P t h e or e m [A S 9 8 ; Ar o + 9 8 ] f or s u c h r e s ult s, w hi c h r e m ai n s
a n ot ori o u s o p e n q u e sti o n f or b ot h Q C M A a n d Q M A 1 0 [A A V 1 3 ]. ( 2) Pr o bl e m 1 pl a c e s n o
r e stri cti o n s o n w hi c h H a milt o ni a ns ar e a p pli e d, i n w hi c h or d er, a n d wit h w hi c h r ot ati o n a n gl e s.

8 N o t e t h a t f o r l o g (N ) - si z e i n s t a n c e s of Q A O A a s i n [B K 2 1 ], o n e c a n n o t h o p e f o r m o r e t h a n N P- h a r d n e s s,
si n c e b o t h H a mil t o ni a n s H b a n d H c h a v e p ol y n o mi al di m e n si o n, a n d t h u s c a n b e cl a s si c all y si m ul a t e d e ffi ci e ntl y.
T h u s, s u c h i n s t a n c e s a r e v e ri fi a bl e i n N P.

9 T h e p r o v e r s e n d s a n gl e s θ j , a n d t h e v e ri fi e r si m ul a t e s e a c h e i θ j H j vi a k n o w n H a mil t o ni a n si m ul a ti o n al g o-
ri t h m s [ L C 1 7 ].

1 0 Q u a nt u m M e rli n- A r t h u r ( Q M A ) i s Q C M A b u t wi t h a q u a nt u m p r o of.
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H o w c a n o n e e nf or c e c o m p ut ati o n al str u ct ur e gi v e n s u c h fl e xi bilit y ? I n a d diti o n, MI N- Q A O A
pr e s e nt s a t hir d c h all e n g e: ( 3) H o w t o o v er c o m e t h e pr e vi o u s t w o c h all e n g e s w h e n w e ar e o nl y
p er mitt e d t w o H a milt o ni a n s, H b a n d H c , t h e l att er of w hi c h m u st al s o a ct a s t h e o b s er v a bl e ?

T o a d dr e s s t h e fir st c h all e n g e, w e a p p e al t o t h e h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n w or k of U m a n s [ U m a 9 9 ].
T h e l att er s h o w e d h o w t o u s e a gr a p h-t h e or eti c al c o n str u ct, k n o w n a s a di s p e r s e r , t o o bt ai n
str o n g h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n r e s ult s f or Σ p

2 (t h e s e c o n d l e v el of t h e P ol y n o mi al- Ti m e Hi-
er ar c h y). Hi di n g at t h e e n d of t h at p a p er i s T h e or e m 9, w hi c h s h o w e d t h at t h e t e c h ni q u e s
t h er ei n al s o a p pl y t o yi el d h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n wit hi n f a ct or N 1 / 5 − ϵ f or a r at h er arti fi-
ci al N P- c o m pl et e pr o bl e m. G h ari bi a n a n d K e m p e [ G K 1 2 ] t h e n s h o w e d t h at [U m a 9 9 ] c a n b e
e xt e n d e d t o o bt ai n h ar d n e ss of a p pr o xi m ati o n r e s ult s f or a q u a nt u m a n al o g u e of Σ p

2 , a n d al s o
o bt ai n e d Q C M A - h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n wit hi n N 1 − ϵ f or a n e v e n m or e arti fi ci al pr o bl e m,
Q u a nt u m M o n ot o n e Mi ni m u m S ati sf yi n g A s si g n m e nt ( Q M S A, Pr o bl e m 2 ). R o u g hl y, Q M S A
a s k s — gi v e n a q u a nt u m cir c uit V a c c e pti n g a m o n ot o n e s et ( D e fi niti o n 2 ) of stri n g s, w h at i s
t h e s m all e st H a m mi n g w ei g ht stri n g a c c e pt e d b y V ? H er e, o ur a p pr o a c h will b e t o c o n str u ct
m a n y- o n e r e d u cti o n s fr o m Q M S A t o MI N- V Q A a n d MI N- Q A O A, w h er e w e r e m ar k t h at m ai n-
t ai ni n g t h e N 1 − ϵ h ar d n e s s r ati o (i. e. m a ki n g t h e r e d u cti o n a p pr o xi m ati o n-r ati o- pr e s er vi n g) will
r e q uir e s p e ci al att e nti o n.

1. T h e r e d u cti o n f o r MI N- V Q A . T o r e d u c e a gi v e n Q M S A cir c uit V = V L · · · V 1 t o a V Q A
i n st a n c e ({ H i } , M, m, m′), w e utili z e a “ h y bri d C o o k- L e vi n + Kit a e v” cir c uit-t o- H a milt o ni a n
c o n str u cti o n, c o u pl e d wit h a p ai r of cl o c k s ( w h er e as Kit a e v [ K S V 0 2 ] r e q uir e s o nl y o n e cl o c k).
H er e, a n o n- h y b ri d (i. e. st a n d ar d) cir c uit-t o- H a milt o ni a n c o n str u cti o n i s a q u a nt u m a n al o g u e
of t h e C o o k- L e vi n t h e or e m, i. e. a m a p fr o m q u a nt u m cir c uit s V t o l o c al H a milt o ni a n s H V ,
s o t h at t h er e e xi st s a pr o of |ψ ⟩ a c c e pt e d b y V if a n d o nl y if H V h a s a l o w- e n er g y 1 1 “ hi st or y
st at e”, |ψ hi s t ⟩. A hi st or y st at e, i n t ur n, i s a q u a nt u m a n al o g u e of a C o o k- L e vi n t a bl e a u, e x c e pt
t h at e a c h ti m e st e p of t h e c o m p ut ati o n i s e n c o d e d i n s u p er p o siti o n vi a a cl o c k c o n str u cti o n of
Fe y n m a n [ Fe y 8 6 ]. I n c o ntr a st, o ur c o n str u cti o n i s “ h y bri d” i n t h at it u s e s a cl o c k r e gi st er li k e
Kit a e v, b ut d o e s n ot pr o d u c e a hi st or y st at e i n s u p er p o siti o n o v er all ti m e st e p s, li k e C o o k-
L e vi n. A bit m or e f or m all y, t h e H a milt o ni a n s { H i } of o ur V Q A i n st a n c e a ct o n f o ur r e gi st er s,
A B C D , d e n oti n g pr o of (A ), w or k s p a c e ( B ), cl o c k 1 ( C ), a n d cl o c k 2 ( D ). T o a n h o n e st pr o v er,
t h e s e H a milt o ni a n s { H i } m a y b e vi e w e d a s b ei n g p artiti o n e d i nt o t w o s et s: H a milt o ni a n s f or
“ s etti n g pr o of bit s”, d e n ot e d P , a n d H a milt o ni a n s f or si m ul ati n g g at e s fr o m V , d e n ot e d Q . A n
e x a m pl e of a H a milt o ni a n i n P i s

P j := X A j ⊗ | 1 ⟩⟨1 |C j
⊗ | 1 ⟩⟨1 |D |D |

( 3)

w hi c h s a y s: If cl o c k 1 (r e gi st er C ) i s at ti m e j a n d cl o c k 2 (r e gi st er D ) i s at ti m e |D | ( m or e
o n cl o c k 2 s h ortl y), t h e n fli p t h e j t h q u bit of r e gi st er A vi a a P a uli X g at e. A n e x a m pl e of a
H a milt o ni a n i n Q i s

Q j := ( V j ) A B ⊗ | 0 1 ⟩⟨1 0 |C |A |+ j, |A |+ j + 1
+ ( V †

j ) A B ⊗ | 1 0 ⟩⟨0 1 |C |A |+ j, |A |+ j + 1
, ( 4)

w hi c h all o w s t h e pr o v er t o a p pl y g at e V j of V t o r e gi st er s A B , w hil e u p d ati n g cl o c k 1 fr o m ti m e
|A | + j t o |A | + j + 1 . I n t hi s fir st (i n s u ffi ci e nt) att e m pt at a r e d u cti o n, t h e h o n e st pr o v er f or
MI N- V Q A a ct s a s f oll o w s: Fir st, a p pl y a s u b s et of t h e P H a milt o ni a n s t o pr e p ar e t h e d e sir e d
i n p ut y t o t h e Q M S A v eri fi er V i n r e gi st er A , a n d t h e n e v ol v e H a milt o ni a n s Q 1 t hr o u g h Q L

t o si m ul at e g at e s V 1 t hr o u g h V L o n r e gi st er s A a n d B . T h e o b s er v a bl e M i s t h e n d e fi n e d t o

1 1 B y “ e n e r g y” of a s t a t e |ψ ⟩ a g ai n s t H a mil t o ni a n H , o n e m e a n s t h e e x p e c t a ti o n ⟨ ψ |H |ψ ⟩ , w h o s e mi ni m u m
p o s si bl e v al u e i s p r e ci s el y λ mi n ( H ) , i. e. t h e s m all e s t ei g e n v al u e of H .

6



m e a s ur e t h e d e si g n at e d o ut p ut q u bit of B i n t h e st a n d ar d b a si s, c o n diti o n e d o n C b ei n g at ti m e
T .

T h e cr u x of t hi s ( h o n e st pr o v er) s et u p i s t h at if w e st art wit h a Y E S (r e s p e cti v el y, N O)
i n st a n c e of Q M S A, t h e n t h e H a m mi n g w ei g ht of t h e o pti m al y i s at m o st g (r e s p e cti v el y, at
l e a st g ′), f or g ′/ g ≥ N 1 − ϵ

Q M S A a n d N Q M S A t h e e n c o di n g si z e of t h e Q M S A i n st a n c e. T hi s, i n
t ur n, m e a n s t h at t h e V Q A pr o v er a p pli e s at m o st g H a milt o ni a n s fr o m P ( Y E S c a s e), or at
l e a st g ′ H a milt o ni a n s fr o m P ( N O c a s e). T h e pr o bl e m i s t h at t h e pr o v er m u st al s o a p pl y
H a milt o ni a n s Q 1 t hr o u g h Q L i n or d er t o si m ul at e t h e v eri fi er, V , a n d s o w e h a v e h ar d n e s s r ati o
m ′/ m = ( g ′ + L )/ (g + L ) → 1 if L ∈ ω (g ), as o p p os e d t o N 1 − ϵ !

T o o v er c o m e t hi s, w e m a k e fli p pi n g e a c h bit of P “ m or e c o stl y” b y utili zi n g a 2 D cl o c k s et u p .
T hi s, i n t ur n, will e n s ur e t h e h ar d n e s s r ati o (g ′ + L )/ (g + L ) b e c o m e s (r o u g hl y)

g ′ |D | + L

g |D | + L
≈

g ′

g
f or |D | ∈ ω (L ), ( 5)

a s d e sir e d. S p e ci fi c all y, t o fli p bit A j f or a n y j , w e f or c e t h e pr o v er t o fir st s e q u e nti all y i n cr e m e nt
t h e s e c o n d cl o c k, D , fr o m 1 t o |D |. B y E q u ati o n (3 ), P j c a n n o w fli p t h e v al u e of A j — b ut
it c a n n ot i n cr e m e nt ti m e i n C (i. e. w e r e m ai n i n ti m e st e p j o n cl o c k 1). T hi s n e xt f or c e s t h e
pr o v er t o d e cr e m e nt D fr o m |D | b a c k t o 1 , at w hi c h p oi nt a s e p ar at e H a milt o ni a n ( n ot di s pl a y e d
h er e) c a n i n cr e m e nt cl o c k C fr o m j t o j + 1 . T h e e ntir e pr o c e s s t h e n r e p e at s it s elf t o fli p bit
A j + 1 . W h at i s cr u ci al f or o ur d e sir e d a p pr o xi m ati o n r ati o i s t h at w e o nl y h a v e a si n gl e c o p y of
r e gi st er D , i. e. w e r e- u s e it t o fli p e a c h bit A j , t h u s e ff e cti v el y m a ki n g C D a ct a s a 2 D cl o c k.
T hi s e ns ur e s t h e a d d e d o v er h e a d t o t h e e n c o di n g si z e of t h e V Q A i n st a n c e s c al e s a s |D |, n ot
|A | |D |, w hi c h i s w h at o n e w o ul d o bt ai n if C D e n c o d e d a 1 D cl o c k (i. e. if e a c h A j h a d a s e p a r at e
c o p y of D ).

Fi n all y, t o s h o w s o u n d n e s s a g ai n st pr o v er s d e vi ati n g fr o m t h e h o n e st str at e g y a b o v e, w e fir st
e st a bli s h t h at a n y s e q u e n c e of e v ol uti o n s fr o m { H i } k e e p s u s i n a d e sir e d l o gi c al c o m p ut ati o n
s p a c e, i. e. t h e s p a n of v e ct or s of f or m

S := V s −| A | · · · V 1 |y ⟩ A |0 · · · 0 ⟩ B |s ⟩ C |t⟩ D y ∈ { 0 , 1 } |A |, s ∈ { 1 , . . . , |C | }, t ∈ { 1 , . . . , |D | } , ( 6)

f or |y ⟩ A t h e “ pr o of stri n g” pr e p ar e d vi a P - g at e s a n d s a n d t t h e u n ar y r e pr e s e nt ati o n s of ti m e
st e p s s a n d t i n cl o c k s 1 a n d 2, r e s p e cti v el y. We t h e n s h o w t h at a p pl yi n g t o o f e w H a milt o ni a n
e v ol uti o n s fr o m { H i } r e s ult s i n a st at e wit h eit h er n o s u p p ort o n l ar g e H a m mi n g w ei g ht stri n g s
y ( m e a ni n g t h e v eri fi er V m u st r ej e ct i n t h e N O c a s e), or n o s u p p ort o n st at e s wit h a f ull y
e x e c ut e d v eri fi c ati o n cir c uit V = V L · · · V 1 (i n w hi c h c a s e w e d e si g n V t o r ej e ct).

2. T h e r e d u cti o n f o r MI N- Q A O A . At a hi g h l e v el, o ur g o al i s t o mi mi c t h e r e d u cti o n t o MI N-
V Q A a b o v e. H o w e v er, t h e f a ct t h at w e h a v e o nl y t w o H a milt o ni a n s at o ur di s p o s al, H b ( dri vi n g
H a milt o ni a n) a n d H c ( c o st H a milt o ni a n), a n d n o s e p ar at e o b s er v a bl e M , c o m pli c at e s m att er s.
Ver y r o u g hl y, o ur ai m i s t o alt e r n at e e v e n a n d o d d st e p s of t h e h o n e st pr o v er’ s a cti o n s fr o m
MI N- V Q A, s o t h at H b si m ul at e s t h e e v e n st e p s, a n d H c t h e o d d o n e s. T o a c hi e v e t hi s r e q uir e s
s e v er al st e p s:

1. Fir st, w e m o dif y t h e MI N- V Q A s et u p s o t h at all t h e o d d (r e s p e cti v el y, e v e n) l o c al t er m s
H i p air wi s e c o m m ut e. T hi s e n s ur e s t h at t h e a cti o n s of e x p( i θ Hb ) a n d e x p( i θ Hc ) c a n b e
a n al y z e d, si n c e H b a n d H c will c o n si st of s u m s of ( n o w c o m m uti n g) H i t er m s.

2. I n MI N- V Q A, all H a milt o ni a n s s ati s fi e d H 2
i = I , w hi c h i nt uiti v el y m e a n s a n h o n e st pr o v er

c o ul d u s e H i t o eit h er a ct tri vi all y ( θ i = 0 ) or p erf or m s o m e d e sir e d a cti o n ( θ i = π ). F or
MI N- Q A O A, w e i n st e a d r e q uir e a tri c k i n s pir e d b y [ B K 2 1 ] — w e i ntr o d u c e c ert ai n l o c al
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t er m s G j ( E q u ati o n ( 6 1 )) wit h 3 - c y cli c b e h a vi or. I n w or d s, t h e h o n e st pr o v er c a n i n d u c e
t h r e e l o gi c al a cti o n s fr o m s u c h G j , o bt ai n e d vi a a n gl e s θ j ∈ { 0 , π /3 , 2 π / 3 } , r es p e cti v el y.

3. We n e xt a d d a d diti o n al c o n str ai nt s t o H b t o e n s ur e it s u ni q u e gr o u n d st at e e n c o d e s t h e
c orr e ct st art st at e ( s e e E q u ati o n ( 5 7 ) of Pr o bl e m 3 ). T hi s i s i n c o ntr a st t o MI N- V Q A,
w h er e t h e i niti al st at e |0 · · · 0 ⟩ i s fi x e d a n d i n d e p e n d e nt of t h e H i .

4. Fi n all y, t h e o b s er v a bl e M i s a d d e d a s a l o c al t er m t o H c , b ut s c al e d l ar g er t h a n all ot h er
t er m s i n H c . T his e ns ur e s t h at f or a n y st at e |ψ ⟩, |⟨ψ |H c − M |ψ ⟩| i s “ s m all”, s o t h at
m e a s uri n g c o st H a milt o ni a n H c o n c e t h e Q A O A cir c uit fi ni s h e s e x e c uti n g i s “ cl o s e” t o
m e a s uri n g M .

A s f or s o u n d n e s s, t h e hi g h-l e v el a p pr o a c h i s si mil ar t o MI N- V Q A, i n t h at w e a n al y z e a
l o gi c al s p a c e of c o m p ut ati o n st e p s, a ki n t o E q u ati o n (6 ), a n d tr a c k H a m mi n g w ei g ht s of pr e p ar e d
pr o of s i n t hi s s p a c e. T h e a n al y si s, h o w e v er, i s m or e i n v ol v e d, a s t h e c o n str u cti o n it s elf i s m or e
i ntri c at e t h a n f or MI N- V Q A. F or e x a m pl e, a n e w c h all e n g e f or o ur MI N- Q A O A c o n str u cti o n
i s t h at e v ol vi n g b y a H a milt o ni a n ( s p e ci fi c all y, H c ) d o e s n ot n e c e s s aril y pr e s er v e t h e l o gi c al
c o m p ut ati o n s p a c e. We t h u s n e e d t o pr o v e t h at w e m a y “r o u n d” e a c h i nt er m e di at e st at e i n t h e
a n al y si s b a c k t o t h e l o gi c al c o m p ut ati o n s p a c e, i n w hi c h w e c a n t h e n tr a c k t h e H a m mi n g w ei g ht
of t h e pr o of y ( L e m m a 5 ).

1. 4 O p e n q u e s ti o n s

We h a v e s h o w n t h at t h e o pti m al d e pt h of a V Q A or Q A O A a n s at z i s h ar d t o a p pr o xi m at e,
e v e n u p t o l ar g e m ulti pli c ati v e f a ct or s. A n at ur al q u e sti o n i s w h et h er si mil ar N P - h a r d n e s s of
a p pr o xi m ati o n r e s ult s f or d e pt h c a n b e s h o w n w h e n ( e. g.) t h e c o st H a milt o ni a n i n Q A O A i s
cl a s si c al, s u c h a s i n [ F G G 1 4 ] ? Si n c e w e ai m e d h er e t o c a pt ur e t h e str o n g e st p o s si bl e h ar d n e s s
r e s ult, i. e. f or Q C M A , o ur H a milt o ni a n s w er e n e c e s s aril y n ot cl a s si c al / di a g o n al. S e c o n d, alt h o u g h
o ur r e s ult s ar e t h e or eti c al w or st- c a s e r e s ult s, V Q A s ar e of i m m e n s e pr a cti c al i nt er e st i n t h e
NI S Q c o m m u nit y. C a n o n e d e si g n g o o d h e uri sti c s f or o pti m al d e pt h a p pr o xi m ati o n w hi c h oft e n
w or k w ell i n pr a cti c e ? T hir d, c a n o n e a p pr o xi m at e t h e o pti m al d e pt h f or Q A O A o n r a n d o m
i n st a n c e s of a c o m p ut ati o n al pr o bl e m ? H er e, f or e x a m pl e, r e c e nt pr o gr e s s h a s b e e n m a d e b y
B a s s o, G a m ar ni k, M ei a n d Z h o u [ B a s + 2 2 ], B o ul e b n a n e a n d M o nt a n ar o [B M 2 2 ], a n d A n s h u a n d
M et g er [ A M 2 2 ], w hi c h gi v e a n al yti c al b o u n d s o n t h e s u c c e s s pr o b a bilit y of Q A O A at v ari o u s
l e v el s a n d o n r a n d o m i n st a n c e s of v ari o u s c o n str ai nt s ati sf a cti o n pr o bl e m s, f or i n st a n c e si z e n
g oi n g t o i n fi nit y. T h e b o u n d s of [ A M 2 2 ], f or e x a m pl e, s h o w t h at e v e n s u p e r c o n st a nt d e pt h (i. e.
s c ali n g a s o (l o g l o g n )) i s i n s u ffi ci e nt f or Q A O A t o s u c c e e d wit h n o n- n e gli gi bl e pr o b a bilit y f or a
r a n d o m s pi n m o d el. O n a p o siti v e n ot e, w e r e m ar k t h at [ B M 2 2 ] gi v e n u m eri c al e vi d e n c e ( b a s e d
o n t h eir u n d erl yi n g a n al yti c al b o u n d s) t h at at ar o u n d l e v el 1 4, Q A O A b e gi n s t o s ur p a s s e xi sti n g
cl a s si c al S A T s ol v er s f or t h e c a s e of r a n d o m 8- S A T. F o urt h, w e h a v e gi v e n t h e fir st n at ur al
Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e pr o bl e m s. W h at ot h er Q C M A- c o m pl et e pr o bl e m s c a n b e s h o w n
h ar d t o a p pr o xi m at e ? A n at ur al c a n di d at e h er e i s t h e G r o u n d St at e C o n n e cti vit y pr o bl e m [ G S 1 5 ;
G M V 1 7 ; W B G 2 0 ], w h o s e h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n w e l e a v e a s a n o p e n q u e sti o n. Fi n all y, al o n g
t h e s e li n e s, c a n a P C P t h e or e m f or Q C M A b e s h o w n a s a fir st st e p pi n g st o n e t o w ar d s a P C P
t h e or e m f or Q M A ?

1. 5 O r g a ni z a ti o n

T hi s p a p er i s or g a ni z e d a s f oll o w s. We b e gi n wit h b a si c d e fi niti o n s a n d n ot ati o n i n S e cti o n 2 .
I n S e cti o n 3 , w e s h o w T h e or e m 1 . S e cti o n 4 s h o w s T h e or e m 4 .
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2 B a si c d e fi ni ti o n s a n d n o t a ti o n

We b e gi n wit h n ot ati o n, a n d s u b s e q u e ntl y d e fi n e Q C M A.

2. 1 N o t a ti o n

T hr o u g h o ut, t h e r el ati o n := d e n ot e s a d e fi niti o n, a n d [n ] := { 1 , 2 , . . . , n} . We u s e |x | t o s p e cif y
t h e l e n gt h of a v e ct or or stri n g or t h e c ar di n alit y of s et x . T h e t er m I A d e n ot e s t h e i d e ntit y
o p er at or / m atri x o n q u bit s wit h i n di c e s i n r e gi st er A . B y ∥ H ∥ ∞ w e d e n ot e t h e s p e ctr al n or m of

a n o p er at or H a cti n g o n C d , i. e. m a x |ψ ⟩ ∈ C d
∥ H |ψ ⟩ ∥ 2
∥| ψ ⟩ ∥ 2

, f or ∥ · ∥ 2 t h e st a n d ar d E u cli d e a n n or m. T h e

tr a c e n or m of a n o p er at or i s d e n ot e d b y ∥ · ∥ t r .  i r ef er s t o a c o m p ut ati o n al b a si s st at e.

2. 2 C o m pl e xi t y cl a s s e s

D e fi ni ti o n 1 ( Q u a nt u m- cl a s si c al M erli n- Art h ur ( Q C M A )). L et Π = ( Π y e s , Π n o ) b e a p r o mi s e
p r o bl e m. T h e n Π ∈ Q C M A if a n d o nl y if t h e r e i s a p ol y n o mi al p s u c h t h at f o r a n y x ∈ Π t h e r e
e xi st s a q u a nt u m ci r c uit V x of si z e p (|x |) wit h o n e d e si g n at e d o ut p ut q u bit s ati sf yi n g:

(i ) If x ∈ Π y e s t h e r e e xi st s a st ri n g y ∈ { 0 , 1 } p ( |x |) s u c h t h at P r[ V x a c c e pt s y ] ≥ 2 / 3 a n d
(ii ) if x ∈ Π n o a n d all st ri n g s y ∈ { 0 , 1 } p ( |x |) it h ol d s t h at P r[ V x a c c e pt s y ] ≤ 1 / 3 .

Oft e n, it i s h el pf ul t o s e p ar at e t h e q u bit s i nt o a n a p r o of r e gi st e r A , w hi c h c o nt ai n s t h e cl a s-
si c al pr o of |y ⟩, a n d a n a n cill a / w o r k r e gi st e r B , w hi c h i s i niti ali z e d i n t h e |0 ⟩ st at e. T h e n t h e
a c c e pt a n c e pr o b a bilit y c a n b e e x pr e s s e d as

P r[ V x a c c e pt s (x, y )] = y ; 0 V ( n ) †
x M ( B 1 ) V ( n )

x y ; 0 , ( 7)

w h er e t h e m e a s ur e m e nt i s gi v e n b y a n o p er at or M ( B 1 ) a cti n g o n t h e fir st q u bit of t h e w or k
r e gi st er B .

Q C M A w a s fir st d e fi n e d i n [ A N 0 2 ], a n d s ati s fi e s N P ⊆ Q C M A ⊆ Q M A . Q C M A- c o m pl et e
pr o bl e m s i n cl u d e I d e ntit y C h e c k o n B a si s St at e s (i. e. “ d o e s a q u a nt u m cir c uit a ct al m o st a s t h e
i d e ntit y o n all c o m p ut ati o n al b a si s st at e s ?”) [W J B 0 3 ] a n d Gr o u n d St at e C o n n e cti vit y ( G S C O N)
(i. e. i s t h e gr o u n d s p a c e of a l o c al H a milt o ni a n “ c o n n e ct e d” ?) [ G S 1 5 ]. T h e l att er r e m ai n s h ar d
( s p e ci fi c all y, Q C M A E X P - h ar d) i n t h e 1 D tr a nsl ati o n-i n v ari a nt s etti n g [ W B G 2 0 ].

3 Q C M A - h a r d n e s s of a p p r o xi m a ti o n f o r V Q A s

I n t hi s s e cti o n, w e s h o w T h e or e m 1 . We b e gi n i n S e cti o n 3. 1 wit h r el e v a nt d e fi niti o n s a n d
l e m m a s. S e cti o n 3. 2 pr o v e s T h e or e m 1 .

3. 1 D e fi ni ti o n s a n d r e q ui r e d f a c t s

F or c o n v e ni e n c e, w e first r e st at e Pr o bl e m 1 .

P r o bl e m 1 ( V Q A mi ni mi z ati o n ( MI N- V Q A (k, l ))). F o r a n n - q u bit s y st e m:

• I n p ut:

1. S et H = { H i } of H a milt o ni a n s 1 2 , w h e r e H i a ct s n o n-t ri vi all y o nl y o n a s u b s et 1 3

S i ⊆ [n ] of si z e |S i | = k .

1 2 A n n - q u bi t H a mil t o ni a n H i s a 2 n × 2 n H e r mi ti a n m a t ri x. A n y u ni t a r y o p e r a ti o n U o n a q u a nt u m c o m p u t e r
c a n b e g e n e r a t e d vi a a n a p p r o p ri a t e c h oi c e of H a mil t o ni a n H a n d e v ol u ti o n ti m e t ≥ 0 , i. e. U = e i H t .

1 3 F o r T h e o r e m 1 , i t will s u ffi c e t o t a k e k ∈ O ( 1 ) . I n p ri n ci pl e, h o w e v e r, c o nt ai n m e nt i n Q C M A h ol d s f o r a n y
k ≤ n , s o l o n g a s t h e H i a r e s p a r s e i n t h e s t a n d a r d H a mil t o ni a n si m ul a ti o n s e n s e [ A T 0 3 ]. B y s p a r s e, o n e m e a n s
t h a t e a c h r o w r of H i c o nt ai n s a t m o s t r n o n- z e r o e nt ri e s, w hi c h c a n b e c o m p u t e d i n p ol y- ti m e gi v e n r .
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2. A n l-l o c al o b s e r v a bl e M a cti n g o n a s u b s et of l q u bit s.

3. I nt e g e r s 0 ≤ m ≤ m ′ r e p r e s e nti n g ci r c uit d e pt h t h r e s h ol d s.

• O ut p ut:

1. Y E S if t h e r e e xi st s a li st of at m o st m a n gl e s 1 4 (θ 1 , . . . , θm ) ∈ R m a n d a li st (G 1 , . . . , Gm )
of H a milt o ni a n s f r o m H ( r e p etiti o n s p e r mitt e d ) s u c h t h at

|ψ ⟩ :=  i θm G m · · ·  i θ1 G 1 |0 · · · 0 ⟩ ( 1)

s ati s fi e s ⟨ψ |M |ψ ⟩ ≤ 1 / 3 .

2. N O if f o r all li st s of at m o st m ′ a n gl e s (θ 1 , . . . , θm ′ ) ∈ R m ′
a n d all li st s (G 1 , . . . , Gm ′ )

of H a milt o ni a n s f r o m H ( r e p etiti o n s p e r mitt e d ),

|ψ ⟩ :=  i θm ′ G m ′ · · ·  i θ1 G 1 |0 · · · 0 ⟩ ( 2)

s ati s fi e s ⟨ψ |M |ψ ⟩ ≥ 2 / 3 .

We n e xt r e q uir e d e fi niti o n s a n d a t h e or e m fr o m [ G K 1 2 ].

D e fi ni ti o n 2 ( M o n ot o n e s et) . A s et S ⊆ { 0 , 1 } n i s c all e d m o n ot o n e if f o r a n y x ∈ S , a n y st ri n g
o bt ai n e d f r o m x b y fli p pi n g o n e o r m o r e z e r o e s i n x t o o n e i s al s o i n S .

D e fi ni ti o n 3 ( Q u a nt u m cir c uit a c c e pti n g m o n ot o n e s et) . L et V b e a q u a nt u m ci r c uit c o n si sti n g
of 1 - a n d 2 - q u bit g at e s, w hi c h t a k e s i n a n n - bit cl a s si c al i n p ut r e gi st e r, m - q u bit a n cill a r e gi st e r
i niti ali z e d t o all z e r o e s, a n d o ut p ut s a si n gl e q u bit, q . F o r a n y i n p ut x ∈ { 0 , 1 } n , w e s a y V
a c c e pt s ( r e s p e cti v el y, r ej e ct s ) x if m e a s u ri n g q i n t h e st a n d a r d b a si s yi el d s 1 ( r e s p e cti v el y, 0 )
wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − ϵ Q (If n ot s p e ci fi e d, ϵ Q = 1 / 3 ). We s a y V a c c e pt s a m o n ot o n e s et if
t h e s et S ⊆ { 0 , 1 } n of all st ri n g s a c c e pt e d b y V i s m o n ot o n e ( D e fi niti o n 2 ).

P r o bl e m 2 ( Q U A N T U M M O N O T O N E MI NI M U M S A TI S F YI N G A S SI G N M E N T ( Q M S A)) .
Gi v e n a q u a nt u m ci r c uit V a c c e pti n g a n o n- e m pt y m o n ot o n e s et S ⊆ { 0 , 1 } n , a n d i nt e g e r t h r e s h-
ol d s 0 ≤ g ≤ g ′ ≤ n , o ut p ut:

• Y E S if t h e r e e xi st s a n x ∈ { 0 , 1 } n of H a m mi n g w ei g ht at m o st g a c c e pt e d b y V .

• N O if all x ∈ { 0 , 1 } n of H a m mi n g w ei g ht at m o st g ′ a r e r ej e ct e d b y V .

T h e o r e m 5 ( G h ari bi a n a n d K e m p e [ G K 1 2 ]). Q M S A i s Q C M A- c o m pl et e, a n d m o r e o v e r it i s
Q C M A- h a r d t o d e ci d e w h et h e r, gi v e n a n i n st a n c e of Q M S A, t h e mi ni m u m H a m mi n g w ei g ht
st ri n g a c c e pt e d b y V i s at m o st g o r at l e a st g ′ f o r g ′/ g ∈ O (N 1 − ϵ ) ( w h e r e g ′ ≥ g ).

I n w or d s, Q M S A i s Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e wit hi n N 1 − ϵ f or a n y c o n st a nt ϵ > 0 , w h er e N
i s t h e e n c o di n g si z e of t h e Q M S A i n st a n c e.

3. 2 Q C M A- c o m pl e t e n e s s

T h e o r e m 1. MI N- V Q A (k, l ) i s Q C M A - c o m pl et e f o r k ≥ 4 , l = 2 , a n d m ≤ p ol y (n ). M o r e o v e r,
f o r a n y ϵ > 0 , it i s Q C M A - h a r d t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e Y E S a n d N O c a s e s of MI N- V Q A
e v e n if m ′/ m ≥ N 1 − ϵ , w h e r e N i s t h e e n c o di n g si z e of t h e i n st a n c e.

I n w or d s, it i s Q C M A- h ar d t o d e ci d e w h et h er, gi v e n a n i n st a n c e of MI N- V Q A, t h e v ari ati o n al
cir c uit c a n pr e p ar e a “ g o o d” a n s at z st at e wit h at m o st m e v ol uti o n s, or if all s e q u e n c es of m ′

e v ol uti o n s f ail t o pr e p ar e a “ g o o d” a n s at z st at e, f or m ′/ m ∈ O (N 1 − ϵ ) ( w h er e m ′ ≥ m ).

1 4 T h r o u g h o u t P r o bl e m 1 , f o r cl a ri t y w e a s s u m e all a n gl e s a r e s p e ci fi e d t o p ol y ( n ) bi t s.
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P r o of. C o nt ai n m e nt i n Q C M A i s str ai g htf or w ar d; t h e pr o v er s e n d s t h e a n gl e s θ i a n d i n di c e s
of H a milt o ni a n s H i t o e v ol v e, w hi c h t h e v eri fi er t h e n c o m pl et e s u si n g st a n d ar d H a milt o ni a n
si m ul ati o n t e c h ni q u e s [ Ll o 9 6 ; L C 1 7 ]. We n o w s h o w Q C M A- h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n. L et
Π ′ = ( V ′, g, g′) b e a n i n st a n c e of Q M S A, f or V ′ = V ′

L ′ · · · V ′
1 a s e q u e n c e of L ′ 2 - q u bit g at e s

t a ki n g i n n ′
V i n p ut bit s a n d m ′

V a n cill a q u bit s.

P r e p r o c e s si n g V ′. T o e a s e o ur s o u n d n e s s a n al y si s, w e w o ul d li k e t o m a k e t w o a s s u m pti o n s
a b o ut V ′ wit h o ut l o s s of g e n er alit y; t h e s e c a n b e si m pl y e n s ur e d a s f oll o w s. S u p p o s e V ′ t a k e s i n
n ′

V i n p ut q u bit s i n r e gi st er A ′ a n d m ′
V a n cill a q u bit s i n r e gi st er B ′. A p pl y e a c h of t h e f oll o wi n g

m o di fi c ati o n s i n t h e or d er li st e d.

A s s u m p ti o n 6. V ′ o nl y r e a d s r e gi st e r A ′, b ut d o e s n ot w rit e t o it. T o a c hi e v e t hi s, a d d n ′
V

a n cill a q u bit s (i niti ali z e d t o |0 ⟩) t o B ′, a n d p r e p e n d V ′ wit h n ′
V C N O T g at e s a p pli e d t r a n s v e r s all y

t o c o p y i n p ut x f r o m A ′ t o t h e a d d e d a n cill a q u bit s i n B ′. U p d at e a n y s u b s e q u e nt g at e w hi c h
a ct s o n t h e o ri gi n al i n p ut x t o i n st e a d a ct o n it s c o pi e d v e r si o n i n B ′.

A s s u m p ti o n 7. T h e o ut p ut q u bit of V ′ i s s et t o |0 ⟩ u ntil V ′
L i s a p pli e d. T o a c hi e v e t hi s, a d d

a si n gl e a n cill a q u bit t o B ′ i niti ali z e d t o |0 ⟩, a n d t r e at t hi s a s t h e n e w d e si g n at e d o ut p ut q u bit.
A p p e n d t o t h e e n d of V ′ a C N O T g at e f r o m it s o ri gi n al o ut p ut wi r e t o t h e n e w o ut p ut wi r e.

C all t h e n e w cir c uit wit h all m o di fi c ati o n s V . V a ct s o n n V := n ′
V i n p ut q u bit s, m V :=

m ′
V + n ′

V + 1 a n cill a q u bit s, a n d c o n si st s of L := L ′ + n ′
V + 1 g at e s.

P r o of o r g a ni z a ti o n. T h e r e m ai n d er of t h e pr o of i s or g a ni z e d a s f oll o w s. S e cti o n 3. 2. 1 c o n-
str u ct s t h e MI N- V Q A i n st a n c e. S e cti o n 3. 2. 2 pr o v e s o b s er v ati o n s a n d l e m m a s r e q uir e d f or t h e
c o m pl et e n e s s a n d s o u n d n e ss a n al y s e s. S e cti o n s 3. 2. 3 a n d 3. 2. 4 s h o w c o m pl et e n e s s a n d s o u n d n e s s,
r e s p e cti v el y. Fi n all y, S e cti o n 3. 2. 5 a n al y z e s t h e h ar d n e s s r ati o a c hi e v e d b y t h e r e d u cti o n.

3. 2. 1  T h e M I N- V Q A i n s t a n c e

We n o w c o n str u ct o ur i n st a n c e Π of MI N- V Q A a s f oll o w s. Π a ct s o n a t ot al of n q u bit s, w hi c h
w e p artiti o n i nt o 4 r e gi st er s: A ( pr o of ), B ( w or k s p a c e), C ( cl o c k 1), a n d D ( cl o c k 2). R e gi st er A
c o n si st s of n V q u bit s, B of m V q u bit s, C of L + n V + 1 q u bit s, a n d D of ⌈ L 1 + δ ⌉ q u bit s f or s o m e
fi x e d 0 < δ < 1 t o b e c h o s e n l at er. T hr o u g h o ut, w e u s e s h ort h a n d ( e. g.) |A | f or t h e n u m b er of
q u bit s i n a r e gi st er A .

O ur c o n str u cti o n will e n s ur e C (r e s p e cti v el y, D ) al w a y s r e m ai n s i n t h e s p a n of l o gi c al ti m e

st e p s, T C := {| s ⟩ }
|C |
s = 1 (r e s p e cti v el y, T D := {| t⟩ }

|D |
t= 1 ), d e fi n e d a s:

|s ⟩ := |0 ⟩ ⊗ s − 1 |1 ⟩|0 ⟩ ⊗| C | −s f or 1 ≤ s ≤ | C | ( 8)

|t⟩ = |0 ⟩ ⊗ t− 1 |1 ⟩|0 ⟩ ⊗| D | −t f or 1 ≤ t ≤ | D | . ( 9)

F or e x a m pl e f or C , |1 ⟩ = |1 ⟩|0 ⟩ ⊗| C | −1 , |2 ⟩ = |0 ⟩|1 ⟩|0 ⟩ ⊗| C | −2 , |3 ⟩ = |0 0 ⟩|1 ⟩|0 ⟩ ⊗| C | −3 , a n d s o
f ort h. N ot e t hi s di ff er s fr o m t h e u s u al Kit a e v u n ar y cl o c k c o n str u cti o n, w hi c h e n c o d e s ti m e t
vi a |1 ⟩ ⊗ t |0 ⟩ ⊗ N − t [K S V 0 2 ]. T hi s all o w s u s t o r e d u c e t h e l o c alit y of o ur H a milt o ni a n.

T hr o u g h o ut, w e u s e ( e. g.) C j t o r ef er t o q u bit j a n d C i, j a n d q u bit s i a n d j of r e gi st er C . All
q u bit s n ot e x pli citl y m e nti o n e d ar e a s s u m e d t o b e a ct e d o n b y t h e i d e ntit y. D e fi n e f o ur f a mili e s
of H a milt o ni a n s a s f oll o w s:

• (F ) F or pr o p a g ati o n of t h e s e c o n d cl o c k, D , d e fi n e 2 -l o c al H a milt o ni a n s a s

F j := |0 1 ⟩⟨1 0 |D j, j + 1
+ |1 0 ⟩⟨0 1 |D j, j + 1

f or all j ∈ { 1 , . . . , |D | − 1 } . ( 1 0)
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A

C

D

B

Fi g ur e 1: S k et c h d e s cri bi n g t h e V Q A i n st a n c e. A c ol or e d s q u ar e ( s a y, bl u e) at i n d e x j of a
r e gi st er m e a n s t h at r e gi st er’ s j t h q u bit m u st b e i n |1 ⟩ f or a n y bl u e g at e s t o a ct n o n-tri vi all y. S o,
f or e x a m pl e, t h e G g at e s i n cr e m e nt t h e fir st cl o c k r e gi st er C , b ut o nl y if t h e D r e gi st er i s i n t h e
st at e |1 ⟩ D 1 . F or t h e i niti al st at e, C 1 a n d D 1 ar e i n t h e |1 ⟩ st at e, m ar k e d b y a bl a c k d ot. T h e
g at e s F i n cr e m e nt t h e s e c o n d cl o c k r e gi st er D . T h e P g at e s ar e c o ntr oll e d o p er ati o n s o n t h e
C r e gi st er, w hi c h p erf or m X o p er ati o n s o n t h e A r e gi st er, b ut o nl y if D i s i n t h e st at e |1 ⟩ D |D |

.
T h e Q g at e s i n cr e m e nt t h e cl o c k r e gi st er C , w hil e al s o a p pl yi n g t h e cir c uit V 1 , . . . , VL o n t h e
A B r e gi st er s. T h e m e a s ur e m e nt o p er at or M a ct s o n t h e B 1 a n d C |C | q u bit.

• (G ) F or pr o p a g ati o n of t h e fir st cl o c k, C , d e fi n e 3 -l o c al H a milt o ni a n s a s

G j := |0 1 ⟩⟨1 0 |C j, j + 1
+ |1 0 ⟩⟨0 1 |C j, j + 1

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D 1
f or all j ∈ { 1 , . . . , |A | }. ( 1 1)

• (P ) F or e a c h q u bit j ∈ { 1 , . . . , |A | } of A , d e fi n e 3 -l o c al H a milt o ni a n a s

P j := X A j ⊗ | 1 ⟩⟨1 |C j
⊗ | 1 ⟩⟨1 |D |D |

. ( 1 2)

• (Q ) F or e a c h g at e V k f or k ∈ { 1 , . . . , L} , l et R k d e n ot e t h e t w o q u bit s of A B w hi c h V k a ct s
o n. D e fi n e 4 -l o c al H a milt o ni a n s a s

Q k := ( V k ) R k
⊗ | 0 1 ⟩⟨1 0 |C |A |+ k , |A |+ k + 1

+ ( V †
k ) R k

⊗ | 1 0 ⟩⟨0 1 |C |A |+ k , |A |+ k + 1
. ( 1 3)

D e n ot e t h e u ni o n of t h e s e f o ur s et s of H a milt o ni a n s a s S F G P Q := F ∪ G ∪ P ∪ Q . S et a 2 -l o c al
o b s er v a bl e

M := I − | 1 ⟩⟨1 |B 1
⊗ | 1 ⟩⟨1 |C |C |

( 1 4)

w h er e w e a s s u m e wit h o ut l o s s of g e n er alit y t h at V o ut p ut s it s a n s w er o n q u bit B 1 . S et m =
g · ( 2 |D | − 1) + |A | + L , m ′ = g ′ · ( 2 |D | − 1) + |A | + L . T o ai d t h e r e a d er i n t h e r e m ai n d er of
t h e pr o of, all d e fi niti o n s a b o v e ar e s u m m ari z e d i n Fi g ur e 3. 2. 1 .

It r e m ai n s t o c h o o s e o ur i niti al st at e. Stri ctl y s p e a ki n g, Pr o bl e m 1 m a n d at e s i niti al st at e
|0 · · · 0 ⟩ A B C D . H o w e v er, t o k e e p n ot ati o n si m pl e, it will b e c o n v e ni e nt t o i n st e a d c h o o s e

|ϕ ⟩ := |0 · · · 0 ⟩ A B |1 0 |C | −1 ⟩ C |1 0 |D | −1 ⟩ D = |0 · · · 0 ⟩ A B |1 ⟩ C |1 ⟩ D , ( 1 5)

i. e. wit h t h e t w o cl o c k r e gi st er s C a n d D i niti ali z e d t o t h eir st arti n g cl o c k st at e, |1 ⟩. T hi s
i s wit h o ut l o s s of g e n er alit y — w e m a y, i n f a ct, st art wit h a n y st a n d ar d b a si s st at e a s o ur
i niti al st at e wit h o ut r e q uiri n g m aj or str u ct ur al c h a n g e s t o o ur c o n str u cti o n, a s t h e f oll o wi n g
o b s er v ati o n st at e s.

1 2



Ter m D e s cri pti o n Pr o p erti e s

V ′ I n p ut Q M S A i n st a n c e’ s v eri fi c ati o n cir c uit V ′ = V ′
L ′ · · · V ′

1

L ′ N u m b er of 1 - a n d 2 - q u bit g at e s i n V ′

n ′
V N u m b er of pr o of q u bit s t a k e n i n b y V ′

m ′
V N u m b er of a n cill a q u bit s t a k e n i n b y V ′

g ,g ′ Y E S / N O t hr e s h ol d s f or Q M S A i n st a n c e, r e s p.

V Q M S A v eri fi er o bt ai n e d fr o m V ′ vi a A s s u m p. 6 a n d 7 V = V L · · · V 1

L N u m b er of 1 - a n d 2 - q u bit g at e s i n V L = L ′ + n ′
V + 1

n V N u m b er of pr o of q u bit s t a k e n i n b y V n V = n ′
V

m V N u m b er of a n cill a q u bit s t a k e n i n b y V m V = m ′
V + n ′

V + 1

A Pr o of r e gi st er |A | = n V

B W or k s p a c e r e gi st er |B | = m V

C Cl o c k 1 r e gi st er |C | = L + n V + 1

D Cl o c k 2 r e gi st er |D | = ⌈ L 1 + δ ⌉ f or δ c h o s e n i n
(5 6 ) t o s ati sf y ( 5 4 )

F Pr o p a g ati o n t er m s f or cl o c k 2 A ct o n r e gi st er D ,
|F | = |D | − 1

G Pr o p a g ati o n t er m s f or cl o c k 1 A ct o n r e gi st er s C, D ,
|g | = |A |

P H a milt o ni a n t er m s f or s etti n g pr o of bit s A ct o n r e gi st er s A, C, D ,
|P | = |A |

Q H a milt o ni a n t er m s f or si m ul ati n g v eri fi er g at e s, V k A ct o n r e gi st er s A, B, C ,
|Q | = L

M O b s er v a bl e f or MI N- V Q A i n st a n c e M := I − | 1 ⟩⟨1 |B 1
⊗ | 1 ⟩⟨1 |C |C |

m ,m ′ Y E S / N O t hr e s h ol d s f or MI N- V Q A i n st a n c e, r e s p. m = g · ( 2 |D | − 1) + |A | + L ,
m ′ = g ′ · ( 2 |D | − 1) + |A | + L .

Fi g ur e 2: Ter m s u s e d i n t h e pr o of of T h e or e m 1 .

O b s e r v a ti o n 8. Fi x a n y st a n d a r d b a si s st at e |x ⟩ A B C D = X |0 · · · 0 ⟩ A B C D , f o r

X := X x 1
1 ⊗ · · · ⊗ X x N

N ( 1 6)

wit h N := |A | + |B | + |C | + |D |. C o n si d e r t h e u p d at e d s et S ′
F G P Q := { X H X | H ∈ S F G P Q } ,

w h e r e f o r si m pli cit y w e m at c h H ∈ S F G P Q wit h H ′ := X H X ∈ S ′
F G P Q . T h e n, f o r a n y m ∈ N ,

a n d a n y s e q u e n c e (H t )
m
t= 1 of H a milt o ni a n s d r a w n f r o m S F G P Q ,

 i θm H m · · ·  i θ2 H 2  i θ1 H 1 |x ⟩ A B C D =  i θm H ′
m · · ·  i θ2 H ′

2  i θ1 H ′
1 |0 · · · 0 ⟩ A B C D . ( 1 7)

M o r e o v e r, e a c h H a n d H ′ a r e t h e s a m e l o c alit y.

P r o of. T h e fir st cl ai m f oll o w s si n c e X 2 = I , b y O b s er v ati o n 9 1 5 , a n d si n c e |x ⟩ A B C D = X |0 · · · 0 ⟩ A B C D .
T h e s e c o n d cl ai m al s o f oll o w s fr o m X 2 = I a n d t h e f a ct t h at X i s a t e n s or pr o d u ct of o p er at or s
fr o m s et { I, X } .

T hi s c o n cl u d e s t h e c o n str u cti o n.

1 5 N o t e t h a t c o nj u g a ti o n b y X will al t e r t h e cl o c k e n c o di n g i n E q u a ti o n s ( 1 8 )- ( 2 1 ), b u t t hi s al t e r n a ti o n i s
l o gi c all y i r r el e v a nt si n c e i t i s e q ui v al e nt t o a l o c al c h a n g e of b a si s a p pli e d si m ul t a n e o u sl y t o all H ∈ S F G P Q a n d
t o |0 · · · 0 ⟩ A B C D .
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3. 2. 2  H el pf ul o b s e r v a ti o n s a n d l e m m a s

We n e xt st at e a n d pr o v e all o b s er v ati o n s a n d t e c h ni c al l e m m a s f or t h e l at er c orr e ct n e s s a n al y si s
of o ur c o n str u cti o n.

O b s e r v a ti o n 9. F o r all θ ∈ R , a n d all F j ∈ F , G j ∈ G , P j ∈ P a n d Q k ∈ Q ,

 i θ Fj = c o  ( θ )(|0 1 ⟩⟨0 1 | + |1 0 ⟩⟨1 0 |) D j, j + 1 + i  i n( θ )F j + ( I − | 0 1 ⟩⟨0 1 | − |1 0 ⟩⟨1 0 |) D j, j + 1 ( 1 8)

 i θ Gj = c o  ( θ ) |0 1 ⟩⟨1 0 |C j, j + 1
+ |1 0 ⟩⟨0 1 |C j, j + 1

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D 1
+ i  i n( θ )G j +

I − |0 1 ⟩⟨1 0 |C j, j + 1
+ |1 0 ⟩⟨0 1 |C j, j + 1

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D 1
( 1 9)

 i θ Pj = ( c o  ( θ )I + i  i n( θ )X ) A j
⊗ | 1 ⟩⟨1 |C j

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D |D |
+ ( I − | 1 ⟩⟨1 |C j

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D |D |
) ( 2 0)

 i θ Qk = c o  ( θ )I A B ⊗ (|0 1 ⟩⟨0 1 | + |1 0 ⟩⟨1 0 |) C |A |+ k , |A |+ k + 1
+ i  i n( θ )Q k +

I A B ⊗ (I − | 0 1 ⟩⟨0 1 | − |1 0 ⟩⟨1 0 |) C |A |+ k , |A |+ k + 1
. ( 2 1)

F o r cl a rit y, a n y r e gi st e r n ot e x pli citl y li st e d i n e q u ati o n s a b o v e i s a s s u m e d t o b e a ct e d o n b y
i d e ntit y.

P r o of. F oll o w s str ai g htf or w ar dl y vi a T a yl or s eri e s e x p a n si o n si n c e

F 2
j = ( |0 1 ⟩⟨0 1 | + |1 0 ⟩⟨1 0 |) D j, j + 1 f or all j ∈ { 1 , . . . , |D | − 1 } , ( 2 2)

G 2
j = ( |0 1 ⟩⟨0 1 | + |1 0 ⟩⟨1 0 |) C j, j + 1 ⊗ | 1 ⟩⟨1 |D 1

f or all j ∈ { 1 , . . . , |A | }, ( 2 3)

P 2
j = I A j ⊗ | 1 ⟩⟨1 |C j

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D |D |
f or all j ∈ { 1 , . . . , |A | }, ( 2 4)

Q 2
k = I A B ⊗ (|0 1 ⟩⟨0 1 | + |1 0 ⟩⟨1 0 |) C |A |+ k , |A |+ k + 1

f or all k ∈ { 1 , . . . , L} . ( 2 5)

D e fi ni ti o n 4 ( S u p p ort o nl y o n l o gi c al ti m e st e p s) . We s a y st at e |ψ ⟩ A B C D i s s u p p ort e d o nl y o n
l o gi c al ti m e st e p s if it c a n b e w ritt e n

|ψ ⟩ A B C D =

|C |

s = 1

|D |

t= 1

α st |η st ⟩ A B |s ⟩ C |t⟩ D ( 2 6)

f o r u nit v e ct o r s |η st ⟩ a n d st |α st |
2 = 1 , a n d |s ⟩ ∈ T C a n d |t⟩ ∈ T D d e fi n e d a s i n E q u ati o n (8 )

a n d E q u ati o n (9 ), r e s p e cti v el y.

O b s e r v a ti o n 1 0. R e c all t h at t h e i niti al st at e |ϕ ⟩ = |0 · · · 0 ⟩ A B |1 ⟩ C |1 ⟩ D i s s u p p o rt e d o nl y o n
l o gi c al ti m e st e p s. T h e n, f o r a n y m ∈ N a n d s e q u e n c e of e v ol uti o n s e x p( i θj H j ) f o r θ j ∈ R a n d
H j ∈ S F G P Q ,

 i θm H m · · ·  i θ2 H 2  i θ1 H 1 |ϕ ⟩ ( 2 7)

i s s u p p o rt e d o nl y o n l o gi c al ti m e st e p s.

P r o of. C o n si d er a n y l o gi c al ti m e st e p |s ⟩ C |t⟩ D . B y E q u ati o n s (1 8 )-(2 1 ), t h e s et of p o s si bl e
e v ol uti o n s a ct a s f oll o w s 1 6 :

•  i θ Fj : c a n m a p fr o m |j ⟩ D t o |j + 1 ⟩ D or vi c e v er s a f or j ∈ { 1 , . . . , |D | − 1 } .

•  i θ Gj : if |t⟩ D = |1 ⟩ D , c a n m a p fr o m |j ⟩ C t o |j + 1 ⟩ C or vi c e v er s a f or j ∈ { 1 , . . . , |A | }.

1 6 Wi t h o u t l o s s of g e n e r ali t y, w e f o c u s o n t h e n o n-t ri vi al (i. e. n o n-i d e nti t y ) a c ti o n of e a c h e v ol u ti o n, a s a n y
t ri vi al a c ti o n i m m e di a t el y p r e s e r v e s l o gi c al ti m e s t e p s.
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•  i θ Pj : a ct s i n v ari a ntl y (i. e. a s i d e ntit y) o n C a n d D f or all j ∈ { 1 , . . . , |A | }.

•  i θ Qj : c a n m a p fr o m ||A | + j ⟩ C t o ||A | + j + 1 ⟩ C ( w hil e a p pl yi n g V j t o A B ) or vi c e v er s a

(f or V †
j ) f or j ∈ { 1 , . . . , L} .

T h e f oll o wi n g l e m m a t ell s u s t h at a n y s e q u e n c e of H a milt o ni a n e v ol uti o n s e x p( i θu H u ) o n
i niti al st at e |ϕ ⟩ r e m ai n s i n a c ert ai n l o gi c al c o m p ut ati o n s p a c e.

L e m m a 1. D e fi n e

S := V s −| A | · · · V 1 |y ⟩ A |0 · · · 0 ⟩ B |s ⟩ C |t⟩ D y ∈ { 0 , 1 } |A |, s ∈ { 1 , . . . , |C | }, t ∈ { 1 , . . . , |D | } , ( 2 8)

w h e r e w e a d o pt t h e c o n v e nti o n t h at t h e V g at e s a r e p r e s e nt o nl y w h e n s > |A |. T h e n, f o r a n y
m ∈ N ,

Π m
u = 1  i θu H u |ϕ ⟩ ∈ S p a n (S ) ( 2 9)

f o r a n y a n gl e s θ u ∈ R a n d s e q u e n c e of H a milt o ni a n s H u ∈ S F G P Q .

P r o of. F or c o n v e ni e n c e, d e fi n e

|η y, s,t ⟩ := V s −| A | · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B |s ⟩ C |t⟩ D ( 3 0)

f or s ∈ { 1 , . . . , |C | }, t ∈ { 1 , . . . , |D | }, a n d y ∈ { 0 , 1 } |A |. O b s er v e fir st t h at |ϕ ⟩ = |0 · · · 0 ⟩ A B |1 ⟩ C |1 ⟩ D =
|η 0 ,1 ,1 ⟩ ∈ S . T h u s, it s u ffi c e s t o pr o v e S p a n(S ) i s cl o s e d u n d er a p pli c ati o n of  i θ H f or a n y θ ∈ R
a n d H ∈ S F G P Q .

C a s e 1: H = H j ∈ F f o r j ∈ { 1 , . . . , |D | − 1 } . E q u ati o n s ( 1 0 ) a n d ( 1 8 ) i m m e di at el y yi el d
 i θ H |η y, s,t ⟩ = |η y, s,t ⟩ f or t ̸ ∈ {j, j + 1 } . C o n si d er t h u s t ∈ { j, j + 1 } . R e stri ct e d t o t hi s s p a c e,
 i θ H a ct s l o gi c all y a s

 i θ H = c o  ( θ )I A B C D + i  i n( θ )I A B C ⊗ |j + 1 ⟩⟨j | + |j ⟩⟨j + 1 |
D

. ( 3 1)

T h u s,  i θ H m a p s

|η y, s, j ⟩ → c o  ( θ )|η y, s, j ⟩ + i  i n( θ )|η y, s, j + 1 ⟩, ( 3 2)

|η y, s, j + 1 ⟩ → i  i n( θ )|η y, s, j ⟩ + c o  ( θ )|η y, s, j + 1 ⟩. ( 3 3)

C a s e 2: H = H j ∈ G f o r j ∈ { 1 , . . . , |A | }. E q u ati o n s ( 1 1 ) a n d ( 1 9 ) i m m e di at el y yi el d
 i θ H |η y, s,t ⟩ = |η y, s,t ⟩ u nl e s s s ∈ { j, j + 1 } a n d t = 1 . C o n si d er t h u s s ∈ { j, j + 1 } a n d t = 1 .
R e stri ct e d t o t hi s s p a c e,  i θ H a ct s l o gi c all y a s

 i θ H = c o  ( θ )I A B C D + i  i n( θ )I A B ⊗ |j + 1 ⟩⟨j | + |j ⟩⟨j + 1 |
C

⊗ I D . ( 3 4)

T h u s,  i θ H m a p s

|η y, j, 1 ⟩ → c o  ( θ )|η y, j, 1 ⟩ + i  i n( θ )|η y, j + 1 ,1 ⟩, ( 3 5)

|η y, j + 1 ,1 ⟩ → i  i n( θ )|η y, j, 1 ⟩ + c o  ( θ )|η y, j + 1 ,1 ⟩. ( 3 6)
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C a s e 3: H = H j ∈ P f o r j ∈ { 1 , . . . , |A | }. B y E q u ati o n ( 2 0 ),  i θ H |η y, s,t ⟩ = |η y, s,t ⟩ u nl e s s
s = j a n d t = |D |. C o n si d er t h u s s = j a n d t = |D |. R e stri ct e d t o t hi s s p a c e,  i θ H m a p s

|η y, j, |D |⟩ → c o  ( θ )|η y, j, |D |⟩ + i  i n( θ )|η y ′ , j,|D |⟩ ( 3 7)

f or y ′ d e fi n e d a s y wit h it s j t h bit fli p p e d. Si n c e y i n E q u ati o n (2 8 ) i s n ot fi x e d, w e c o n cl u d e
 i θ H |η y, s,t ⟩ ∈ S p a n (S ), as cl ai m e d.

C a s e 4: H = H j ∈ Q . E q u ati o n s ( 1 3 ) a n d (2 1 ) i m m e di at el y yi el d  i θ H |η y, s,t ⟩ = |η y, s,t ⟩ f or
s ̸ ∈ {|A | + j, |A | + j + 1 } . C o n si d er t h u s s ∈ {| A | + j, |A | + j + 1 } . R e stri ct e d t o t hi s s p a c e,
e x p( i θ H ) a ct s l o gi c all y a s

 i θ H = c o  ( θ )I A B C D + i  i n( θ )Q j . ( 3 8)

T h u s,  i θ H m a p s

|η y, |A |+ j,t ⟩ → c o  ( θ )|η y, |A |+ j,t ⟩ + i  i n( θ )V j |η y, |A |+ j,t ⟩

= c o  ( θ )|η y, |A |+ j,t ⟩ + i  i n( θ )|η y, |A |+ j + 1 ,t⟩, ( 3 9)

|η y, |A |+ j + 1 ,t⟩ → i  i n( θ )V †
j |η y, |A |+ j + 1 ,t⟩ + c o  ( θ )|η y, |A |+ j + 1 ,t⟩

= i  i n( θ )|η y, |A |+ j,t ⟩ + c o  ( θ )|η y, |A |+ j + 1 ,t⟩, ( 4 0)

w h er e w e h a v e u s e d A s s u m pti o n 6 t h at g at e s V j n e v er writ e t o t h e pr o of r e gi st er A ( a n d t h u s y
r e m ai n s u n c h a n g e d u n d er a p pli c ati o n of V k ). T hi s yi el d s t h e cl ai m.

N e xt, w e r el at e t h e cir c uit d e pt h of a st at e g e n er at e d b y o ur V Q A t o t h e H a m mi n g w ei g ht
of t h e pr o of stri n g y .

L e m m a 2. L et (H u ) m
u = 1 b e a s e q u e n c e of H a milt o ni a n s d r a w n f r o m S F G P Q w hi c h m a p s t h e

i niti al st at e (1 5 ) t o

|ϕ m ⟩ := Π m
u = 1  i θu H u |ϕ ⟩. ( 4 1)

S u p p o s e |ϕ m ⟩ h a s n o n- z e r o o v e rl a p wit h s o m e |η y, s,t ⟩ wit h y of H a m mi n g w ei g ht at l e a st w a n d
s = |A | + 1 . T h e n, m ≥ w ( 2 |D | − 1) + |A | wit h at l e a st w ( 2 |D | − 1) + |A | of t h e H u d r a w n f r o m
F ∪ G ∪ P .

P r o of. B y L e m m a 1 , |ϕ m ⟩ ∈ S . R e p e ati n g t h e f oll o wi n g ar g u m e nt f or a n y bit of y s et t o 1 will
yi el d a l o w er b o u n d o n t h e n u m b er of g at e s of 2 w |D |, w hi c h i s al m o st w h at w e w a nt.

C o n si d er a n y i n d e x j ∈ { 1 , . . . , |A | } s u c h t h at y j = 1 ( e q ui v al e ntl y, i n st at e |η y, s,t ⟩ t h e q u bit
A j i s s et t o 1 ). Si n c e t h e q u bit A j of t h e i niti al st at e |ϕ ⟩ i s s et t o |0 ⟩, t h er e m u st b e a n e v ol uti o n
st e p u ∈ { 1 , . . . , m} at w hi c h A j i s m a p p e d fr o m1 7 |0 ⟩ t o |1 ⟩. B y O bs er v ati o n 9 , o nl y t h e

H a milt o ni a n P j ∈ P c a n i n d u c e t his m a p pi n g, a n d P j r e q uir e s C a n d D t o b e s et t o |j ⟩ C ||D |⟩D
i n or d er t o a ct n o n-tri vi all y. L et u s a n al y z e e a c h of t h e s e t w o r e q uir e m e nt s i n or d er.

Fir st, t o o bt ai n |j ⟩ i n C , t h er e ar e o nl y t w o p o ssi biliti e s:

• ( C a s e a) We ar e i n t h e i niti al st at e |ϕ ⟩ wit h n o H a milt o ni a n e v ol uti o n s a p pli e d y et a n d
j = 1 (r e c all |ϕ ⟩ h a s C a n d D s et t o |1 ⟩ C |1 ⟩ D b y d e fi niti o n), or

• ( C a s e b) w e ar e at a l at er e v ol uti o n st e p at w hi c h C w a s u p d at e d t o |j ⟩ fr o m eit h er j − 1
or j + 1 . Si n c e 1 ≤ j ≤ | A |, b y O b s er v ati o n 9 , o nl y o p er at or s G j − 1 (f or j > 1 ) a n d G j c a n
e ff e ct t hi s m a p. B ot h of t h es e o p er at or s r e q uir e D s et t o |1 ⟩.

1 7 F o r cl a ri t y, t h r o u g h o u t t hi s p r o of, b y “ m a p p e d f r o m |k ⟩ t o |k ′ ⟩ ”, w e m e a n |k ⟩ i s m a p p e d t o a s t a t e wi t h
n o n- z e r o o v e rl a p wi t h |k ′ ⟩ . T hi s s u ffi c e s f o r L e m m a 2 , si n c e i t o nl y c a r e s a b o u t n o n- z e r o o v e rl a p wi t h s o m e
|η y , s, t ⟩ .
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T h u s, i n b ot h c a s e s, D i s al s o s et t o |1 ⟩. S o, a s s u m e o n e of t h e t w o c a s e s h a s j u st o c c urr e d t o
u p d at e C t o |j ⟩.

T h e s e c o n d r e q uir e m e nt f or P j t o a ct n o n-tri vi all y w a s t h at D b e s et t o ||D |⟩. B ut si n c e D
i s c urr e ntl y s et t o |1 ⟩ i n t h e i niti al st at e, a n d si n c e o nl y o p er at or s i n F c a n c h a n g e cl o c k D ( b y
pr e ci s el y o n e ti m e st e p p er o p er at or), w e m u st a p pl y at l e a st |D | − 1 o p er at or s i n F t o o bt ai n

a st at e wit h |j ⟩ C ||D |⟩D . ( T o s e e t h at C m u st still b e s et t o |j ⟩ C at t hi s p oi nt, o b s er v e t h at all

o p er at or s i n S F G P Q \ F a ct i n v ari a ntl y u nl e s s D e q u al s |1 ⟩ or C i s at l e a st ||A | + 1 ⟩.) A p pl yi n g
P j i s n o w n e c e s s ar y t o fli p A j fr o m |0 ⟩ t o |1 ⟩. We h a v e t h us r e a c h e d a n i nt er m e di at e st at e at

w hi c h A j i s |1 ⟩ a n d C a n d D ar e |j ⟩ C ||D |⟩D .

Fi n all y, eit h er all bits of y ar e n o w s et c orr e ctl y a n d C m u st b e u p d at e d t o ||A | + 1 ⟩ ( d u e t o
t h e c o n diti o n s = |A | + 1 ), or w e wi s h t o r e p e at t h e ar g u m e nt a b o v e f or t h e n e xt i n d e x j ′ ≠ j
f or w hi c h w e wi s h t o m a p A j ′ fr o m |0 ⟩ t o |1 ⟩. I n b ot h c a s e s, D m u st fir st b e r e s et b a c k t o |1 ⟩
( ot h er wi s e o p er at or s i n G a ct i n v ari a ntl y, a n d t h e s e ar e pr e ci s el y t h e o p er at or s w hi c h c a n u p d at e
C t o eit h er j ′ or t o |A | + 1 a s n e e d e d). R u n ni n g t h e ar g u m e nt a b o v e r e g ar di n g F i n r e v er s e,
w e o bt ai n t h at at l e a st a n u m b er |D | − 1 of F - g at e s ar e n e e d e d t o r et ur n D b a c k t o |1 ⟩, a n d at
l e a st o n e G - g at e i s n e e d e d t o u p d at e C fr o m j t o j ′ or t o |A | + 1 .

S u m mi n g all g at e c o st s t o g et h er, f or e a c h A j t o b e fli p p e d fr o m |0 ⟩ t o |1 ⟩ a n d f or C t o b e
u p d at e d t o t h e n e xt v al u e of j ′, w e r e q uir e at l e a st 2 |D | g at e s. T h u s, if |η y, s,t ⟩ h a s y wit h
H a m mi n g w ei g ht at l e a st w , at l e a st 2 w |D | g at e s fr o m F ∪ G ∪ P ar e r e q uir e d. T hi s i s al m o st
w h at w e w a nt.

T h e fi n al |A | − w g at e s r e q uir e d f or t h e cl ai m ari s e b e c a u s e o n e r e q uir e s at l e a st |A | G - g at e s
t o m a p C fr o m it s i niti al v al u e of 1 t o |A | + 1 , a n d a b o v e w e h a v e o nl y a c c o u nt e d f or w of t h e s e
G - g at e s (i. e. c orr e s p o n di n g t o all j wit h y j = 1 ).

Fi n all y, t h e n e xt l e m m a e n s ur e s t h at a n y pr o v er a p pl yi n g f e w er t h a n L H a milt o ni a n s fr o m
Q c a n n ot s ati sf y t h e Y E S c a s e’s r e q uir e m e nt s f or MI N- V Q A.

L e m m a 3. F o r a n y m ∈ N , l et (H u ) m
u = 1 b e a n y s e q u e n c e of H a milt o ni a n s d r a w n f r o m S F G P Q

a n d c o nt ai ni n g st ri ctl y f e w e r t h a n L H a milt o ni a n s f r o m Q . T h e n, f o r o b s e r v a bl e M = I −
|1 ⟩⟨1 |B 1

⊗ | 1 ⟩⟨1 |C |C |
, t h e st at e |ϕ m ⟩ := Π m

u = 1  i θu H u |0 · · · 0 ⟩ A B C s ati s fi e s

⟨ϕ m |M |ϕ m ⟩ = 1 . ( 4 2)

P r o of. B y L e m m a 1 , |ϕ m ⟩ ∈ S f or S fr o m E q u ati o n (2 8 ). N e xt, b y O b s er v ati o n 9 , H a milt o ni a n s
fr o m F ∪ P a ct i n v ari a ntl y o n cl o c k C , a n d H a milt o ni a n s fr o m G c a n o nl y i n cr e m e nt C fr o m 1
(i. e. it s i niti al v al u e i n |ϕ ⟩) t o |A | + 1 . T h e o b s er v a bl e M , h o w e v er, a ct s n o n-tri vi all y o nl y w h e n
C i s s et t o |C | = |A | + L + 1 . T h e o nl y H a milt o ni a n s w hi c h c a n i n cr e m e nt C fr o m |A | + 1 t o
|A | + L + 1 ar e t h o s e fr o m Q . E a c h s u c h H s ∈ Q c a n m a p C fr o m ti m e |A | + s t o |A | + s + 1 or
vi c e v er s a, f or s ∈ { 1 , . . . , L} . T h u s, si n c e stri ctl y f e w er t h a n L of t h e H u c h o s e n ar e fr o m Q , it
f oll o w s t h at |ϕ m ⟩ h a s n o s u p p ort o n ti m e st e p |C | = |A | + L + 1 , i. e. (I A B ⊗ | 1 ⟩⟨1 |C |C |

)|ϕ m ⟩ = 0 .

T h e cl ai m n o w f oll o w s si n c e w e A s s u m pti o n 7 s a y s v eri fi er V = V L · · · V 1 h a s it s o ut p ut q u bit,
d e n ot e d B 1 , s et t o |0 ⟩ u ntil it s fi n al g at e V L i s a p pli e d.

3. 2. 3  C o m pl e t e n e s s

Wit h all o b s er v ati o n s a n d l e m m a s of S e cti o n 3. 2. 2 i n h a n d, w e ar e r e a d y t o pr o v e c o m pl et e n e s s
of t h e c o n str u cti o n. S p e ci fi c all y, i n t h e Y E S c a s e, t h er e e xi st s a n i n p ut y ∈ { 0 , 1 } |A | of H a m mi n g
w ei g ht at m o st g a c c e pt e d wit h pr o b a bilit y at l e a st 2 / 3 b y V . T h e h o n e st pr o v er pr o c e e d s a s
f oll o w s.
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• ( Pr e p ar e cl a s si c al pr o of ) Pr e p ar e st at e ( u p t o gl o b al p h a s e) |ψ 0 ⟩ := |y ⟩ A |0 ⟩ B ||A | + 1 ⟩ C |1 ⟩ D

a s f oll o w s. St arti n g wit h |ϕ ⟩ = |0 · · · 0 ⟩ A B |1 ⟩ C |1 ⟩ D :

1. S et j = 1 .

2. If y j = 1 t h e n

– A p pl y, i n or d er, u nit ari e s e x p( i(π / 2) F 1 ), e x p( i(π / 2) F 2 ),. . . , e x p( i(π / 2) F |D | −1 ).
T hi s m a p s r e gi st er s C a n d D t o 1 a n d |D |, r e s p e cti v el y.

– A p pl y e x p( i(π / 2) P j ), w hi c h m a p s A j fr o m 0 t o 1 .

– A p pl y, i n or d er, u nit ari e s e x p( i(π / 2) F |D |), e x p( i(π / 2) F |D | −1 ),. . . , e x p( i(π / 2) F 1 ).
T hi s m a p s r e gi st er s C a n d D b a c k t o 1 a n d 1 , r e s p e cti v el y.

3. A p pl y u nit ar y e x p( i(π / 2) G j ), w hi c h m a p s C fr o m j t o j + 1 .

4. S et j = j + 1 .

5. If j < |A | + 1 , r et ur n t o li n e 2 a b o v e.

T hi s pr o c e s s a p pli e s g ( 2 |D | − 1) + |A | g at e s.

• ( Si m ul at e v eri fi er) Pr e p ar e t h e s e q u e n c e of st at e s |ψ j ⟩ =  i π
2

Q j · · ·  i π
2

Q 1 |ψ 0 ⟩ b y a p pl yi n g,
i n or d er, u nit ari e s e x p( i(π / 2) Q 1 ), e x p( i(π / 2) Q 2 ),. . . , e x p( i(π / 2) Q L ). Si n c e t h e j t h st e p
of t hi s pr o c e s s a p pli e s e x p( i(π / 2) Q j ), a n d si n c e t h e st at e |ψ 0 ⟩ h a s cl o c k C s et t o |A | + 1 ,
O b s er v ati o n 9 a n d E q u ati o n ( 1 3 ) i m pl y t h at

 i π
2

Q j |ψ j − 1 ⟩ = (V j ) R j ⊗ | |A | + j + 1 ⟩ ⟨|A | + j |C |ψ j − 1 ⟩, ( 4 3)

i. e. w e i n cr e m e nt t h e cl o c k fr o m |A | + j t o |A | + j + 1 a n d a p pl y t h e j t h g at e V j . T h e

fi n al st at e o bt ai n e d i s t h u s |ψ L ⟩ = ( V L · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B ) ⊗ | |A | + L + 1 ⟩ C |1 ⟩ D . T hi s pr o c e s s
a p pli e s L g at e s.

Si n c e V a c c e pt s y wit h pr o b a bilit y at l e a st 2 / 3 , w e c o n cl u d e ⟨ψ L |M |ψ L ⟩ ≤ 1 / 3 , as d e sir e d. T h e
n u m b er of H a milt o ni a n s fr o m S F G P Q w e n e e d e d t o si m ul at e i n t hi s c a s e i s m = g ( 2 |D | − 1) +
|A | + L , as d e sir e d.

3. 2. 4  S o u n d n e s s

We n e xt s h o w s o u n d n e s s. S p e ci fi c all y, i n t h e N O c a s e, f or all i n p ut s y ∈ { 0 , 1 } |A | of H a m mi n g
w ei g ht at m o st g ′, V a c c e pt s wit h pr o b a bilit y at m o st 1 / 3 . S o, c o n si d er a n y s e q u e n c e of m ′ =
g ′( 2 |D | −1) + |A |+ L H a milt o ni a n e v ol uti o n s pr o d u ci n g st at e |ϕ m ′ ⟩ := Π m ′

t= 1  i θu H u |0 · · · 0 ⟩ A B |1 ⟩ C |1 ⟩ D

f or ar bitr ar y θ u ∈ R a n d H a milt o ni a n s H u ∈ S F G P Q . L e m m a 1 s a y s w e m a y writ e

|ϕ m ′ ⟩ =

y ∈ { 0 ,1 } |A |

|C |

s = 1

|D |

t= 1

α y, s,t |η y, s,t ⟩ ∈ S p a n (S ) ( 4 4)

wit h y, s,t |α y, s,t |2 = 1 . N o w, f or t h e o b s er v a bl e (1 4 ) f oll o w s t h at

⟨ϕ m ′ |M |ϕ m ′ ⟩ = 1 − ⟨ ϕ m ′ | |1 ⟩⟨1 |B 1
⊗ | 1 ⟩⟨1 |C |C |

|ϕ m ′ ⟩ = 1 − ⟨ η ||1 ⟩⟨1 |B 1
|η ⟩ f or ( 4 5)

|η ⟩ :=

y ∈ { 0 ,1 } |A |

|D |

t= 1

α y, |A |+ L + 1 ,tV L · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B ||A | + L + 1 ⟩ C |t⟩ D , ( 4 6)
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w h er e w e h a v e u s e d E q u ati o n ( 4 4 ) a n d t h e f a ct t h at M pr oj e ct s o nt o ti m e st e p |C | i n r e gi st er C .
N o w, if w e a p pli e d stri ctl y l e s s t h a n L e v ol uti o n s fr o m Q , L e m m a 3 s a y s w e h a v e n o w ei g ht o n
ti m e st e p |C |, s o t h at ⟨ϕ m ′ |M |ϕ m ′ ⟩ = 1 ≥ 2 / 3 , a s r e q uir e d i n t h e N O c a s e. If, o n t h e ot h er h a n d,
w e a p pli e d at l e a st L e v ol uti o n s fr o m Q , t h e n w e m u st h a v e a p pli e d at m o st g ′( 2 |D | − 1) + |A |
e v ol uti o n s fr o m F ∪ G ∪ P ( ot h er wi s e, w e h a v e a c o ntr a di cti o n si n c e m ′ = g ′( 2 |D | −1) + |A |+ L ).
L e m m a 2 h e n c e i m pli e s t h e ri g ht h a n d si d e of E q u ati o n ( 4 5 ) e q u al s 1 − ⟨ η g ′ ||1 ⟩⟨1 |B 1

|η g ′ ⟩ f or1 8

|η g ′ ⟩ :=

y s. t. H W ( y ) ≤ g ′

|D |

t= 1

α y, |A |+ L + 1 ,tV L · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B ||A | + L + 1 ⟩ C |t⟩ D , ( 4 7)

w h er e H W ( y ) d e n ot e s t h e H a m mi n g w ei g ht of t h e bit stri n g y . B ut si n c e a n y i n p ut y of H a m mi n g
w ei g ht at m o st g ′ i s a c c e pt e d wit h pr o b a bilit y at m o st 1 / 3 , w e c o n cl u d e ⟨ϕ m ′ |M |ϕ m ′ ⟩ ≥ 2 / 3 , a s
cl ai m e d.

3. 2. 5  H a r d n e s s r a ti o

Fi n all y, w e s h o w o ur r e d u cti o n h a s t h e d e sir e d a p pr o xi m ati o n r ati o. O b s er v e

m ′

m
=

g ′( 2 |D | − 1) + |A | + L

g ( 2 |D | − 1) + |A | + L
=

g ′( 2⌈ L 1 + δ ⌉ − 1) + |A | + L

g ( 2⌈ L 1 + δ ⌉ − 1) + |A | + L
. ( 4 8)

Si n c e |A | ≤ L b y d e fi niti o n, a n d si n c e w e will c h o o s e δ > 0 a s a s m all c o n st a nt, t hi s r ati o
s c al e s a s y m pt oti c all y a s g ′/ g . R e c all n o w t h at T h e or e m 5 s a y s t h at f or a n y c o n st a nt ϵ ′ > 0 ,
t h e Q M S A i n st a n c e Π ′ = ( V ′, g, g′) w e ar e r e d u ci n g fr o m i s Q C M A- h ar d t o a p pr o xi m at e wit hi n
g ′/ g ∈ O ((N ′) 1 − ϵ ′

), f or N ′ t h e e n c o di n g si z e of Π ′. O b s er v e t h at

N ′ ≥ 2 L ′ l o g (n ′
V ), ( 4 9)

a s L ′ i s t h e n u m b er of g at e s c o m pri si n g V ′, a n d e a c h g at e V ′
i t a k e s O ( 1) bit s t o s p e cif y ( a s s u mi n g

a c o n st a nt- si z e u ni v er s al g at e s et) a n d 2 l o g n ′
V bit s t o i n di c at e w hi c h p air of q u bit s V ′

i a ct s o n.
S o it r e m ai n s t o c o m p ar e N ′ wit h t h e e n c o di n g si z e N of o ur MI N- V Q A i n st a n c e Π . F or t hi s,
o b s er v e t h at e a c h H a milt o ni a n i n S F G P Q m a y b e s p e ci fi e d u si n g O (l o g ( |A |+ |B |+ |C |+ |D |)) bit s,
si n c e e a c h H i r e q uir e s O ( 1) bit s t o s p e cif y t h e 4 -l o c al m atri x it s elf, a n d 4 l o g ( |A |+ |B |+ |C |+ |D |)
bit s t o s p e cif y t h e ( at m o st) 4 -t u pl e of q u bit s o n w hi c h H i a ct s. Si mil arl y, M i s s p e ci fi a bl e u si n g
O (l o g ( |A | + |B | + |C | + |D |)) bit s. T h u s, N ∈ O (|S F G P Q | l o g (|A | + |B | + |C | + |D |)), w h er e w e
m a y b o u n d

|S F G P Q | = 2 |A | + L + |D | − 1 ( 5 0)

= 2 n ′
V + ( L ′ + n ′

V + 1) + ( L ′ + n ′
V + 1) 1 + δ − 1 ( 5 1)

≤ 2 n ′
V + ( L ′ + n ′

V + 1) + ( 2 L ′ + 1) 1 + δ − 1 ( 5 2)

∈ O (L ′1 + δ ), ( 5 3)

w h er e w e h a v e u s e d t h at n ′
V ∈ O (L ′) ( ot h er wi s e, V ′ d o es n ot h a v e e n o u g h ti m e t o r e a d all n ′

V

of it s i n p ut bit s). R e c all n o w t h at t o o bt ai n t h e h ar d n e s s r ati o of o ur cl ai m, w e m u st s h o w t h e
f oll o wi n g: F or a n y d e sir e d c o n st a nt ϵ > 0 , t h er e e xi st ϵ ′ > 0 a n d δ ′ > 0 s u c h t h at

g ′

g
≥ (N ′) 1 − ϵ ′

≥ N 1 − ϵ . ( 5 4)

1 8 B el o w, H W ( y ) d e n o t e s t h e H a m mi n g w ei g ht of s t ri n g y .
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A

C

D

B

Fi g ur e 3: Fi g ur e d e s cri bi n g t h e Q A O A i n st a n c e ( s e e Fi g ur e 1 f or f urt h er d et ail s). T h e b or d er
c ol or of e a c h g at e i n di c at e s if t h e g e n er at or b el o n g s t o H b or H c . C o m p ar e d t o t h e pr e vi o u s
V Q A i n st a n c e, t h e P n o w o nl y a ct at e v e n ti m e st e p s i n C a n d t h e e v e n-i n d e x e d G j a n d t h e F 1

g e n er at or ar e c o m bi n e d i nt o o n e g e n er at or, d e n ot e d b y t h e r e d a n d d ar k gr e e n e d g e s.

We k n o w t h at f or s o m e c ∈ Θ( 1) ,

(N ′) 1 − ϵ ′
≥ ( 2L ′ l o g (n ′

V )) 1 − ϵ ′
a n d N ≤ c (L ′) 1 + δ l o g (|A | + |B | + |C | + |D |). ( 5 5)

E q u ati o n ( 5 4 ) t h u s h ol d s if

1 − ϵ ′

1 + δ
≥

( 1 − ϵ )(l o g c + l o g l o g ( |A | + |B | + |C | + |D |)) − ( 1 − ϵ ′) l o g l o g ( n 2
V )

( 1 + δ ) l o g ( L ′)
+ ( 1 − ϵ ). ( 5 6)

We c o n cl u d e t h at f or l ar g e e n o u g h L ′, f or a n y d e sir e d ϵ > 0 , o n e c a n c h o o s e ϵ ′ > 0 a n d δ > 0 s o
t h at E q u ati o n ( 5 4 ) h ol d s, a s d e sir e d.

4 E x t e n si o n of t h e h a r d n e s s r e s ul t s t o Q A O A s

I n t hi s s e cti o n, w e pr o v e T h e or e m 4 , w hi c h i s r e st at e d f or c o n v e ni e n c e s h ortl y. Fir st, w e d e fi n e
t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m MI N- Q A O A c o v er e d b y t h e t h e or e m.

A k -l o c al H a milt o ni a n i s a s u m of stri ctl y k -l o c al t er m s, i. e. H er miti a n o p er at or s e a c h of
w hi c h a ct s n o n-tri vi all y o n at m o st k q u bti s. A s m e nti o n e d pr e vi o u sl y, o ur d e fi niti o n of MI N-
Q A O A i s m or e g e n er al t h a n t h at of [ F G G 1 4 ], a n d cl o s er t o t h at of [H a d + 1 9 ].

P r o bl e m 3 ( Q A O A mi ni mi z ati o n ( MI N- Q A O A( k))) . F o r a n n - q u bit s y st e m:

• I n p ut:

1. A s et H = { H b , Hc } of k -l o c al H a milt o ni a n s.

2. A p ol y (n )- si z e q u a nt u m ci r c uit U b p r e p a ri n g t h e g r o u n d st at e of H b , d e n ot e d |g  b ⟩.

3. I nt e g e r s 0 ≤ m ≤ m ′ r e p r e s e nti n g t h r e s h ol d s f o r d e pt h.

• O ut p ut:

1. Y E S if t h e r e e xi st s a s e q u e n c e of a n gl e s 1 9 (θ i )
m
i= 1 ∈ R m , s u c h t h at

|ψ ⟩ :=  i θm H b  i θm − 1 H c · · ·  i θ2 H b  i θ1 H c |g  b ⟩ ( 5 7)

s ati s fi e s ⟨ψ |H c |ψ ⟩ ≤ 1
3 .

1 9 T h r o u g h o u t P r o bl e m 3 , f o r cl a ri t y w e a s s u m e all a n gl e s a r e s p e ci fi e d t o p ol y ( n ) bi t s.
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2. N O if f o r all s e q u e n c e s of a n gl e s (θ i )
m ′

i= 1 ∈ R m ′

|ψ ⟩ :=  i θm ′ H b  i θm ′ − 1 H c · · ·  i θ2 H b  i θ1 H c |g  b ⟩, ( 5 8)

s ati s fi e s ⟨ψ |H c |ψ ⟩ ≥ 2
3 .

J u st a s f or MI N- V Q A, b y “ o pti m al d e pt h” of a Q A O A, w e m e a n t h e mi ni m u m n u m b er of H a mil-
t o ni a n e v ol uti o n s m r e q uir e d a b o v e. T h e e x p e ct ati o n v al u e t hr e s h ol d s 1

3 a n d 2
3 ar e ar bitr ar y

a n d c a n b e c h a n g e d b y r es c ali n g a n d s hifti n g H c .

T h e o r e m 4. MI N- Q A O A (k ) i s Q C M A - c o m pl et e f o r k ≥ 4 a n d m ≤ p ol y (n ). M o r e o v e r, f o r a n y
ϵ > 0 , it i s Q C M A - h a r d t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e Y E S a n d N O c a s e s of MI N- Q A O A e v e n if
m ′/ m ≥ N 1 − ϵ , w h e r e N i s t h e n u m b e r of st ri ctl y k -l o c al t e r m s c o m p ri si n g H b a n d H c .

P r o of. C o nt ai n m e nt i n Q C M A i s a g ai n str ai g htf or w ar d a n d t h u s o mitt e d. F or Q C M A- h ar d n e s s
of a p pr o xi m ati o n, w e a g ai n u s e a r e d u cti o n fr o m a n i n st a n c e Π = ( V, g, g ′) of Q M S A, f or
V = V L · · · V 1 a s e q u e n c e of L 2 - q u bit g at e s t a ki n g i n n V i n p ut bit s a n d m V a n cill a q u bit s. All
t h o s e t er m s ar e d e fi n e d a s i n t h e pr o of of T h e or e m 1 .

P r o of o r g a ni z a ti o n. T h e pr o of i s or g a ni z e d a s f oll o w s. I n S e cti o n 4. 1 w e e x pl ai n t h e m o di-
fi c ati o n s of t h e V A Q i n st a n c e s t o o bt ai n t h e Q A O A i n st a n c e s of o ur c o n str u cti o n. S e cti o n 4. 2
pr o vi d e s n ot ati o n pr eli mi n ar y t e c h ni c al r e s ult s n e e d e d f or t h e Q C M A- c o m pl et e n e s s pr o of. T h e n,
c o m pl et e n e s s i s s h o w n i n S e cti o n 4. 3 a n d s o u n d n e s s i n S e cti o n 4. 4 . Fi n all y, i n S e cti o n 4. 5 , w e
a n al y z e t h e h ar d n e s s r ati o a c hi e v e d b y t h e r e d u cti o n.

4. 1 M o di fi c a ti o n s of t h e V Q A i n s t a n c e s t o o b t ai n t h e Q A O A i n s t a n c e s

T o s p e cif y o ur Q A O A i n st a n c e, w e m o dif y t h e s et S F G P Q fr o m t h e pr o of of T h e or e m 1 t o
s uit o ur r e d u cti o n h er e a s f oll o w s. T h e str u ct ur al c h a n g e s ar e ill u str at e d i n Fi g ur e 3 . Bri e fl y
r e c a p pi n g t h e pr o of t e c h ni q u e s o utli n e i n S e cti o n 1. 3 , w e: ( 1) i m pl e m e nt t h e r e d u cti o n wit h o nl y
t w o g e n er at or s b y alt er n ati n g e v e n a n d o d d st e p s of t h e h o n e st pr o v er’ s a cti o n s, s o t h at H b

si m ul at e s t h e e v e n st e p s, a n d H c t h e o d d o n e s, ( 2) i ntr o d u c e t er m s G j ( E q u ati o n ( 6 1 )) wit h
3 - c y cli c b e h a vi or, i. e. all o wi n g t hr e e l o gi c al a cti o n s, ( 3) a d d n e w c o n str ai nt s t o H b t o e n s ur e it s
u ni q u e gr o u n d st at e e n c o d e s t h e c orr e ct st art st at e ( s e e E q u ati o n ( 5 7 ) of Pr o bl e m 3 ), a n d ( 4)
a d d t h e o b s er v a bl e O t o H c ( s c al e d l ar g er t h a n ot h er t er m s i n H c ) t o o bt ai n t h e c orr e ct c o st
f u n cti o n. A n u n d e sir e d si d e e ff e ct of t hi s i s t h at e v ol uti o n b y H c all o w s o n e t o l e a v e t h e d e sir e d
l o gi c al c o m p ut ati o n s p a c e, S . We s h o w vi a L e m m a 5 t h at t h e st at e s o bt ai n e d ar e still cl o s e t o
t h e s et, w hi c h s u ffi c es f or o ur s o u n d e s s a n al y si s.

T o b e gi n, w e u s e r e gi st ers c o m p o s e d of |A | = n V , |B | = m V , |C | = L + 2 n V + 1 , a n d
|D | = ⌈ L 1 + δ ⌉ q u bit s, r e s p e cti v el y, w h er e 0 < δ < 1 i s fi x e d b y s p e ci fi e d l at er. Wit h o ut l o s s of
g e n er alit y, w e a s s u m e |D | a n d L t o b e e v e n. A d diti o n all y t o t h e c h a n g e s w e o utli n e, w e al s o
a d d di a g o n al t er m s a d diti o n al di a g o n al t er m s. T hi s will b e r el e v a nt f or d e fi ni n g t h e i niti al st at e
l at er o n.

• (F ) We r e m o v e F 1 ,

F j := |0 1 ⟩⟨1 0 |D j, j + 1
+ |1 0 ⟩⟨0 1 |D j, j + 1

− 2 |0 0 ⟩⟨0 0 |D j, j + 1
f or all j ∈ { 2 , . . . , |D | − 1 } . ( 5 9)
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• (G ) We d o u bl e t h e n u m b er of q u bit s G a ct s o n,

G j := |0 1 ⟩⟨1 0 |C j, j + 1
+ |1 0 ⟩⟨0 1 |C j, j + 1

⊗ | 1 ⟩⟨1 |D 1
− 2 |0 0 1 ⟩⟨0 0 1 |C j, j + 1 , D1

f or all j ∈ { 1 , 3 , . . . , 2 |A | − 1 } , ( 6 0)

G j :=
i

√
3

|0 1 1 0 ⟩⟨1 0 1 0 | + |1 0 0 1 ⟩⟨0 1 1 0 | + |1 0 1 0 ⟩⟨1 0 0 1 |

− | 1 0 1 0 ⟩⟨0 1 1 0 | − |0 1 1 0 ⟩⟨1 0 0 1 | − |1 0 0 1 ⟩⟨1 0 1 0 |
C j, j + 1 , D1 ,2

− 2 |0 0 1 0 ⟩⟨0 0 1 0 |C j, j + 1 , D1 ,2

f or all j ∈ { 2 , 4 , . . . , 2 |A | }. ( 6 1)

W hil e o d d n u m b er e d g at e s c a n o nl y c h a n g e t h e cl o c k, e v e n n u m b er e d o n es c a n still i n cr e-
m e nt C , b ut al s o h a v e t h e o pti o n of m o vi n g |1 ⟩ D → | 2 ⟩ D , w hi c h i s t h e o p er ati o n p erf or m e d

b y F
( o )
1 i n t h e pr o of of T h e or e m 1 o n MI N- V Q A. T h e s u p er s cri pt (o ) r ef er s t o t h e g at e s

of t h e pr e vi o u s V Q A pr o of. T h e f oll o wi n g r el ati o n s h ol d:

 i π
3

G i |i, 1 ⟩ C, D =  i π
2

G
( o )
i |i, 1 ⟩ C, D ∝ | i + 1 , 1 ⟩ C, D , ( 6 2)

 i 2 π
3

G i |i, 1 ⟩ C, D =  i π
2

F
( o )
1 |i, 1 ⟩ C, D ∝ | i, 2 ⟩ C, D , ( 6 3)

w h er e t h e l a st st e p m e a n s e q u alit y u p t o a p h a s e.

• (P ) F or e a c h q u bit j ∈ { 1 , . . . , |A | } of A , w e d e fi n e t h e fli p o p er at or, b ut n o w it o nl y a ct s
o n e v e n v al u e s i n t h e cl o c k r e gi st er.

P j := X A j ⊗ | 1 ⟩⟨1 |C 2 j
⊗ | 1 ⟩⟨1 |D |D |

− 2 |0 0 ⟩⟨0 0 |C 2 j , D|D |
f or all j ∈ { 1 , . . . , |A | }. ( 6 4)

• (Q ) We s hift t h e C -i n di c e s of t h e Q - g at e s b e c a u s e r e a di n g i n t h e pr o of t a k e s l o n g er ti m e
n o w,

Q k := ( V k ) R k
⊗ | 0 1 ⟩⟨1 0 |C 2 |A |+ k , 2 |A |+ k + 1

+ ( V †
k ) R k

⊗ | 1 0 ⟩⟨0 1 |C 2 |A |+ k , 2 |A |+ k + 1
( 6 5)

− 2 |0 0 ⟩⟨0 0 |C 2 |A |+ k , 2 |A |+ k + 1
. ( 6 6)

• (M ), (H 0 ) We a d d t h e s e t w o o p er at or s

H 0 = −





i∈ [|A |]

|0 ⟩⟨0 |A i
+

i∈ [|B |]

|0 ⟩⟨0 |B i



 ⊗ | 1 ⟩⟨1 |C 1
( 6 7)

M = I − | 1 ⟩⟨1 |B 1
⊗ | 1 ⟩⟨1 |C |C |

( 6 8)

t o t h e s et of g e n er at or s.

T o c o n str u ct o ur d e sir e d Q A O A i n st a n c e, w e d e fi n e a p artiti o n of all g at e s i nt o t w o gr o u p s:

G 1 = { G i } i∈ { 2 ,4 ,...,2 |A | } ∪ { F i } i∈ { 3 ,5 ,...,|D | −1 } ∪ { Q i } i∈ { 2 ,4 ,..., L} , ( 6 9)

G 2 = { G i } i∈ { 1 ,3 ,...,2 |A | −1 } ∪ { F i } i∈ { 2 ,4 ,...,|D | −2 } ∪ { Q i } i∈ { 1 ,3 ,..., L− 1 } ∪ { P i } i∈ [|A |]. ( 7 0)

I nt uiti v el y, G 1 (r e s p e cti v el y, G 2 ) will b e p art of o ur H a milt o ni a n H b (r e s p e cti v el y, H c ). N ot e al s o
t h at all o p er at or s i n G 1 (r e s p e cti v el y, G 2 ) p air wi s e c o m m ut e, a f a ct w e will u s e i n o ur a n al y si s.
Fi n all y, i n a d diti o n t o A s s u m pti o n 6 a n d A s s u m pti o n 7 fr o m V Q A, w e s h all u s e t h e f oll o wi n g.
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A s s u m p ti o n 1 1. T h e a c c e pt a n c e p r o b a bilit y of V i n t h e Y E S ( r e s p e cti v el y, N O ) c a s e i s at l e a st
1 − ϵ Q ( r e s p e cti v el y, at m o st ϵ Q ), w h e r e ϵ Q = O (N − 1 ). T hi s i s a c hi e v e d vi a st a n d a r d p a r all el
r e p etiti o n of V k ti m e s, f oll o w e d b y a m aj o rit y v ot e. T hi s will i n c r e a s e t h e e n c o di n g si z e of
V — f o r k r e p etiti o n s, t h e n e w g at e s e q u e n c e l e n gt h s c al e s wit h L ′ = k (L + O ( 1)) , a n d yi el d s

ϵ ′
Q = ϵ

O ( k )
Q . F o r t h e p r e ci si o n w e r e q ui r e, it s u ffi c e s t o s et k = O (l o g ( N )). T h u s, o u r e n c o di n g

si z e i n c r e a s e s b y a m ulti pli c ati v e l o g f a ct o r, w hi c h d o e s n ot a ff e ct o u r fi n al a p p r o xi m ati o n r ati o
c al c ul ati o n.

4. 1. 1  T h e Q A O A i n s t a n c e

T h e Q A O A i n st a n c e w e u s e t o pr o v e T h e or e m 4 t a k e s t h e g e n er at or s

H b =
Γ ∈ G 1

Γ + H 0 , ( 7 1)

H c = κ
Γ ∈ G 2

Γ + M ( 7 2)

wit h m = g ( 2 |D | −2) + |C | −1 a n d m ′ = g ′( 2 |D | −4) + |C | −1 . Cr u ci all y, t h e g e n er at or s / o p er at or s
c o m pri si n g H b (r e s p e cti v el y, H c ) p air wi s e c o m m ut e. T h e Q g at e s ar e t a k e n fr o m a Q M S A cir c uit
w h er e u si n g A s s u m pti o n 1 1 , w e s et t h e a c c e pt a n c e t hr e s h ol d of t h e cir c uit t o

√
ϵ Q = 1

4 8 m ′ . Al s o,

w e s et κ = 1
2 4 | G| .

We pr o c e e d b y fir st c h ar a ct eri zi n g t h e i niti al st at e a n d c o st f u n cti o n a s d e fi n e d i n Pr o bl e m 3 .

4. 1. 2  P r eli mi n a ri e s

I ni ti al s t a t e R e c all i n Pr o bl e m 3 , t h e i niti al st at e s h o ul d b e a gr o u n d st at e of H b ( gi v e n a s
i n p ut vi a a pr e p ar ati o n cir c uit U b ). We w a nt t hi s i niti al st at e t o b e

|g  b ⟩ = |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D , ( 7 3)

w hi c h c a n tri vi all y b e pr e p ar e d b y a c o n st a nt- si z e d cir c uit U b . T o s e e t h at w e i n d e e d o bt ai n t hi s
|g  b ⟩, n ot e t h at f or all g e n er at or s e x c e pt G 1 , M , w hi c h ar e n ot i n cl u d e d i n H b , |g  b ⟩ i s a gr o u n d
st at e of t h e g e n er at or. M or e o v er, t h e gr o u n d st at e i s u ni q u e b e c a u s e f or e a c h q u bit, t h e st at e i s
u ni q u el y d et er mi n e d b y o n e of t h e g e n er at or s, w hi c h i m pli e s t h at t h e e ntir e st at e i s u ni q u e.

F i |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D = − 2 |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D ∀ i ∈ { 3 , 5 , . . . , |D | − 1 } , ∥ F i ∥ ∞ = 2 ,

G i |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D = − 2 |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D ∀ i ∈ { 2 , 4 . . . , 2 |A | }, ∥ G i ∥ ∞ = 2 ,

Q i |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D = − 2 |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D ∀ i ∈ { 2 , 4 . . . , L} , ∥ Q i ∥ ∞ = 2 ,

H 0 |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D = − (|A | + |B |)|0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D , ∥ H ∥ ∞ = |A | + |B | .

Si n c e t h e st at e ( 7 3 ) i s a gr o u n d st at e of all t h e g e n er at or s of H b a n d t h e t er m s of H b m ut u all y
c o m m ut e, it i s al s o a gr o u n d st at e of H b . M or e o v er, si n c e e v er y q u bit i s n o n-tri vi all y s u p p ort e d
b y at l e a st o n e g e n er at or of H b , it i s al s o t h e u ni q u e gr o u n d st at e f or t h e e ntir e Hil b ert s p a c e,
i. e., |g  b ⟩ r e pr e s e nt s t h e u ni q u e o n e- di m e n si o n al s u b s p a c e s w h er e e a c h g at e a ct s n o n-tri vi all y.

C o s t f u n c ti o n I n t h e Q A O A s et u p, t h e m e a s ur e d o b s er v a bl e i s H c . F or o ur c o n str u cti o n w e
w a nt t o u s e t h e o b s er v a bl e M . We c a n fi n d a n u p p er b o u n d f or t h e di ff er e n c e of t h e s e o p er at or s.
N a m el y, ∀| Ψ ⟩ ∈ H

|⟨Ψ |(H c − M )|Ψ ⟩| = κ |⟨Ψ | Γ ∈ G 2
Γ |Ψ ⟩| ≤ 2 κ | G2 | ≤

1

1 2
( 7 4)

w h er e w e u s e d ( 1) t h at ∥ g ∥ ∞ ≤ 2 f or all Γ ∈ G 2 , a n d ( 2) t h e d e fi niti o n of κ .
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4. 2 P r eli mi n a ri e s f o r t h e c o m pl e t e n e s s p r o of

We fir st d e fi n e t h e s et of st at e s c o m pri si n g o ur l o gi c al c o m p ut ati o n s p a c e,

S := { V t− 2 |A | −1 · · · V 1 |y ⟩ A |0 · · · 0 ⟩ B |t⟩ C |s ⟩ D | ∀(y, t, s ) ∈ I S } ( 7 5)

wit h

I S = (y, t, s ) y ∈ { 0 , 1 } |A |, t ∈ { 1 , . . . , |C | }, s ∈
{ 1 , . . . , |D | } if t ∈ { 2 , 4 , · · · 2 |A | }

{ 1 } ot h er wi s e
( 7 6)

i s t h e all o w e d i n d e x s et. H er e, t h e n ot ati o n m e a n s t h at V 1 i s o nl y a p pli e d if t > 2 |A | + 1 . B el o w,
will oft e n writ e a st at e |Ψ S ⟩ ∈  p a n( S ) a s

|Ψ S ⟩ =

( y,t, s ) ∈ I S

a y,t, s V t− 2 |A | −1 · · · V 1 |y ⟩ A |0 · · · 0 ⟩ B |t⟩ C |s ⟩ D ( 7 7)

= :

( y,t, s ) ∈ I S

a y,t, s |Ψ y,t, s ⟩ ( 7 8)

We al s o d e fi n e t h e f u n cti o n W , or o b s er v a bl e, w hi c h i s r o u g hl y i nt e n d e d t o c a pt ur e a l o w er b o u n d
o n t h e n u m b er of H a milt o ni a n e v ol uti o n s r e q uir e d t o pr e p ar e a gi v e n l o gi c al st at e |Ψ y,t, s ⟩:

W (y, t, s ) := ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + t + ( − 1)
δ y ⌈ t / 2 ⌉ ,1 (s + δ s, 1 − 2) , ( 7 9)

f or H W ( y ) t h e H a m mi n g w ei g ht of y .
We n e xt s h o w a h el pf ul l e m m a r e g ar di n g t h e a cti o n of e a c h H a milt o ni a n o n o ur l o gi c al

c o m p ut ati o n s p a c e, S .

L e m m a 4. T h e f oll o wi n g t w o st at e m e nt s h ol d:

• F o r e v e r y |Ψ y,t, s ⟩ ∈ S a n d H i ∈ { H b , Hc }

 iH i θ |Ψ y,t, s ⟩ =  iα
( i )
y , t, s θ  i Γ

( i )
y , t, s θ |Ψ y,t, s ⟩ ( 8 0)

f o r s o m e p h a s e α ∈ R . I n w o r d s, a p pl yi n g H i si m ul at e s a p pli c ati o n of a si n gl e g at e

Γ
( b )
y,t, s ∈ G 1 , Γ

( c )
y,t, s ∈ κ G 2 ∪ { M } u p t o gl o b al p h a s e α y,t, s , w h e r e κ G 2 = { κ Γ | Γ ∈ G 2 } .

• F o r e v e r y |Ψ y,t, s ⟩ ∈ S a n d e v e r y g at e Γ ∈ G 1 ∪ G 2 ∪ { H 0 } , t h e r e e xi st a m plit u d e s { a y,t, s }
s u c h t h at

 i Γθ |Ψ y,t, s ⟩ =

( y ′ ,t′ , s′ ) ∈ I S

W ( y ′ ,t′ , s′ ) ≤ W ( y,t, s ) + 1

a y,t, s |Ψ y ′ ,t′ , s′ ⟩ ( 8 1)

I n w o r d s, t h e a p pli c ati o n of g c a n o nl y i n c r e a s e v al u e of t h e W -f u n cti o n b y at m o st 1 .

P r o of. We pr o c e e d b y c a s e a n al y si s. T h e fir st cl ai m will f oll o w if f or e v er y |Ψ y,t, s ⟩, |Ψ y,t, s ⟩

i s a n ei g e n v e ct or of all b ut ( at m o st o n e) g e n er at or Γ
( i)
y,t, s c o m pri si n g H i . T o s e e w h y, d e fi n e

H
( i)
y,t, s := H i − Γ

( i)
y,t, s . T h e n:

 i θ Hi |Ψ y,t, s ⟩ =  
iθ Γ

( i )
y , t, s + H

( i )
y , t, s |Ψ y,t, s ⟩ =  iθ Γ

( i )
y , t, s  iθ H

( i )
y , t, s |Ψ y,t, s ⟩ =  iθ Γ

( i )
y , t, s  iθ α

( i )
y , t, s |Ψ y,t, s ⟩, ( 8 2)

W h er e α
( i)
y,t, s i s t h e c orr e s p o n di n g ei g e n v al u e of H

( i)
y,t, s := H i − Γ

( i)
y,t, s . T h e s e c o n d st e p u s e s

t h at all g e n er at or s i n H i c o m m ut e wit h e a c h ot h er r e stri ct e d t o st at e s w h er e C a n d D ar e i n

2 4



v ali d l o gi c al ti m e st at e s, w hi c h o n e c a n v erif y b y dir e ct c al c ul ati o n. A s f or t h e s e c o n d cl ai m of
t h e l e m m a, it will f oll o w if e v er y g e n er at or m a p s o nl y b et w e e n st at e s |Ψ y,t, s ⟩ ↔ | Ψ y ′ ,t′ , s′ ⟩ wit h
|W (y, t, s ) − W (y ′, t′, s′)| ≤ 1 . T o o bt ai n t h e s e cl ai m s, w e fir st li st all n o n-tri vi al g e n er at or tr a n-
siti o n s of H b , w h er e o n e c a n tr a n siti o n b et w e e n v ari o u s st at e s |Ψ y,t, s ⟩ li st e d b el o w. F or e x a m pl e,

i n E q u ati o n (8 3 ) a n d E q u ati o n ( 8 4 ), F i c a n m a p |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 j ⟩ C |i⟩ D t o |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 j ⟩ C |i + 1 ⟩ D a n d
vi c e v er s a. T o t h e ri g ht of e a c h of t h e s e st at e s, w e list t h e v al u e of t h e W -f u n cti o n f or t h at st at e
( w hi c h, r e c all, i s o nl y a f u n cti o n of (y, t, s )).

• (F i , i ∈ { 3 , 5 . . . , |D | − 1 } ), ∀ j ∈ [|A |], y ∈ { 0 , 1 } |A |

|y ⟩ A |0 ⟩ B |2 j ⟩ C |i⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 j + ( − 1)
δ y ⌈ t / 2 ⌉ ,1 (i − 2) ( 8 3)

|y ⟩ A |0 ⟩ B |2 j ⟩ C |i + 1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 j + ( − 1)
δ y ⌈ t / 2 ⌉ ,1 (i − 1) ( 8 4)

• (G i , i ∈ { 2 , 4 . . . , 2 |A | }), ∀ y ∈ { 0 , 1 } |A |

|y ⟩ A |0 ⟩ B |i⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + i ( 8 5)

|y ⟩ A |0 ⟩ B |i + 1 ⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + i + 1 ( 8 6)

|y ⟩ A |0 ⟩ B |i⟩ C |2 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + i ( 8 7)

• (Q i , i ∈ { 2 , 4 , . . . , L} ), ∀ y ∈ { 0 , 1 } |A |

V i− 1 · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 |A | + 1 + i⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 |A | + 1 + i ( 8 8)

V i · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 |A | + 2 + i⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 |A | + 2 + i ( 8 9)

We n ot e t h at, b y A s s u m pti o n 6 , si n c e V i c a n o nl y b e c o ntr oll e d vi a r e gi st er A ( a s o p p o s e d
t o a cti n g o n A a s a t ar g et r e gi st er), it c a n n ot c h a n g e t h e stri n g y i n A . T h u s, W i s o nl y
a ff e ct e d vi a t h e c h a n g e o n t h e C r e gi st er.

• (H 0 ), ∀ y ∈ { 0 , 1 } |A |

|y ⟩ A |0 ⟩ B |1 ⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 1 ( 9 0)

I n all c a s e s a b o v e, t h e c h a n g e i n W i s at m o st 1 , e v er y l o gi c al st at e |Ψ y,t, s ⟩ i n S i s a p p e ar s
i n pr e ci s el y o n e s et, a n d H 0 al w a y s a ct s tri vi all y, pr o vi n g t h e l e m m a f or H b . R e p e ati n g t hi s
a p pr o a c h f or H c yi el d s a si mil ar c o n cl u si o n:

• (F i , i ∈ { 2 , 4 . . . , |D | − 2 } ), ∀ j ∈ [|A |], y ∈ { 0 , 1 } |A |

|y ⟩ A |0 ⟩ B |2 j ⟩ C |i⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 j + ( − 1)
δ y ⌈ t / 2 ⌉ ,1 (i − 2) ( 9 1)

|y ⟩ A |0 ⟩ B |2 j ⟩ C |i + 1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 j + ( − 1)
δ y ⌈ t / 2 ⌉ ,1 (i − 1) ( 9 2)

• (G i , i ∈ { 1 , 3 . . . , 2 |A | − 1 } ), ∀ y ∈ { 0 , 1 } |A |

|y ⟩ A |0 ⟩ B |i⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + i ( 9 3)

|y ⟩ A |0 ⟩ B |i + 1 ⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + i + 1 ( 9 4)

• (P i , i ∈ { 1 , . . . , |A | }), ∀ y ∈ { { 0 , 1 } |A ||y i = 0 }

|y ⟩ A |0 ⟩ B |2 i⟩ C ||D |⟩D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 i + ( |D | − 2) ( 9 5)

|y ⊕  i ⟩ A |0 ⟩ B |2 i⟩ C ||D |⟩D : W = ( 2 |D | − 4)( H W ( y ) + 1) + 2 i − (|D | − 2) ( 9 6)
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• (Q i , i ∈ { 1 , 3 , . . . , L − 1 } ), ∀ y ∈ { 0 , 1 } |A |

V i− 1 · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 |A | + 1 + i⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 |A | + 1 + i ( 9 7)

V i · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 |A | + 2 + i⟩ C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + 2 |A | + 2 + i ( 9 8)

• (M ), ∀ y ∈ { 0 , 1 } |A |

V L · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B ||C |⟩C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + |C | ( 9 9)

Z B 1 V L · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B ||C |⟩C |1 ⟩ D : W = ( 2 |D | − 4) H W ( y ) + |C | ( 1 0 0)

N ot e t h at t h e fir st cl ai m of t h e l e m m a i n d e e d h ol d s f or M , b ut si n c e Z B 1 V L · · · V 1 |y ⟩ A |0 ⟩ B ||C |⟩C |1 ⟩ D ̸ ∈
 p a n( S ), t h e s e c o n d cl ai m d o e s n ot ( a n d t h u s w h y w e writ e Γ ∈ G 1 ∪ G 2 ∪ { H 0 } i n t h e s e c o n d
cl ai m).

Wit h t hi s w e c a n pr o c e e d t o s h o w c o m pl et e n e s s a n d s o u n d n e s s.

4. 3 C o m pl e t e n e s s

I n t h e Y E S c a s e, t h er e e xi st s a s e q u e n c e of g at e s wit h pr o of y ∈ { 0 , 1 } |A | of H a m mi n g w ei g ht at
m o st g a c c e pt e d wit h pr o b a bilit y at l e a st 1 − ϵ Q b y V . We u s e s h ort h a n d (y ) j = ( y 1 , . . . yj − 1 , 0 , . . . , 0)
t o i n di c at e t h e p arti all y writt e n pr o of stri n g. Al s o, e x p(i θ H i ) ∼ e x p(i θ Γ) i n di c at e s w hi c h g e n er-
at or ( Γ ) i n H i p erf or m s t h e n o n-tri vi al o p er ati o n ( a s p er L e m m a 4 , cl ai m 1). T h e h o n e st pr o v er
pr o c e e d s a s f oll o w s:

• ( Pr e p ar e cl a s si c al pr o of ) Pr e p ar e st at e ( u p t o gl o b al p h a s e) |ψ 0 ⟩ := |y ⟩ A |0 ⟩ B |2 |A | + 1 ⟩ C |1 ⟩ D

a s f oll o w s. St arti n g wit h |g  b ⟩ = |(y ) 0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D :

1. S et j = 1 .

2. A p pl y e x p(i π
2 κ H c ) ∼ e x p(i π

2 G 2 j − 1 ) t o m a p |2 j − 1 ⟩ C → | 2 j ⟩ C . T hi s m a p s

|(y ) j − 1 , 0 , 2 j − 1 , 1 ⟩ A B C D → | (y ) j − 1 , 0 , 2 j, 1 ⟩ A B C D . ( 1 0 1)

3. If y j = 1 t h e n

– A p pl y e x p(i 2 π
3 H b ) ∼ e x p(i 2 π

3 G 2 j ), t o m a p |1 ⟩ D → | 2 ⟩ D , i. e.

|(y ) j − 1 , 0 , 2 j, 1 ⟩ A B C D → | (y ) j − 1 , 0 , 2 j, 2 ⟩ A B C D . ( 1 0 2)

– A p pl y, i n or d er, e x p(i π
2 κ H c ) ∼ e x p(i π

2 F 2 ), e x p(i π
2 H b ) ∼ e x p(i π

2 F 3 ), . . . , e x p(i π
2 H b ) ∼

e x p(i π
2 F |D | −1 ), i n t ot al |D | − 2 o p er ati o n s . T hi s m a p s |2 ⟩ D → | |D |⟩D , i. e.

|(y ) j − 1 , 0 , 2 j, 2 ⟩ A B C D → | (y ) j − 1 , 0 , 2 j, |D |⟩A B C D . ( 1 0 3)

– A p pl y e x p(i π
2 κ H c ) ∼ e x p(i π

2 P j ), t o m a p |0 ⟩ A j → | 1 ⟩ A j , i. e.

|(y ) j − 1 , 0 , 2 j, |D |⟩A B C D → | (y ) j , 0 , 2 j, |D |⟩A B C D . ( 1 0 4)

– A p pl y, i n or d er, e x p(i π
2 H b ) ∼ e x p(i π

2 F |D | −1 ),e x p(i π
2 κ H c ) ∼ e x p(i π

2 F |D | −2 ) . . . ,

e x p(i π
2 κ H c ) ∼ e x p(i π

2 F 2 ), i n t ot al |D | − 2 o p er ati o n s. T hi s m a p s ||D |⟩D → | 2 ⟩ D ,
i. e.

|(y ) j , 0 , 2 j, |D |⟩A B C D → | (y ) j , 0 , 2 j, 2 ⟩ A B C D . ( 1 0 5)
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– A p pl y e x p(i 2 π
3 H b ) ∼ e x p(i 2 π

3 G 2 j ), t o m a p |2 ⟩ D → | 1 ⟩ D a n d |2 j ⟩ C → | 2 j + 1 ⟩ C ,
i. e.

|(y ) j , 0 , 2 j, 2 ⟩ A B C D → | (y ) j , 0 , 2 j + 1 , 1 ⟩ A B C D ( 1 0 6)

4. el s e

– A p pl y e x p(i π
3 H b ) ∼ e x p(i π

3 G 2 j ), t o m a p |2 j ⟩ C → | 2 j + 1 ⟩ C , i. e.

|(y ) j − 1 , 0 , 2 j, 1 ⟩ A B C D → | (y ) j , 0 , 2 j + 1 , 1 ⟩ A B C D . ( 1 0 7)

5. S et j = j + 1 .

6. If j < |A |, r et ur n t o li n e 2 a b o v e.

T hi s pr o c e s s a p pli e s 2 g (|D | − 1) + 2 |A | g at e s.

• ( Si m ul at e v eri fi er) A p pl y i n or d er, e x p(i π
2 κ H c ) ∼ e x p(i π

2 Q 1 ) , e x p(i π
2 H b ) ∼ e x p(i π

2 Q 2 ),
. . . ,e x p(i π

2 H b ) ∼ e x p(i π
2 Q L ) f or a t ot al L g at e s. T hi s i m pl e m e nt s t h e v eri fi c ati o n cir c uit,

i. e.

|y, 0 , 2 |A | + 1 , 1 ⟩ A B C D → | Ψ L ⟩ := V L · · · V 1 |y, 0 , |C |, 1 ⟩ A B C D . ( 1 0 8)

Si n c e V a c c e pt s pr o of y of t h e Q M S A i n st a n c e wit h pr o b a bilit y at l e a st 1 − ϵ Q , w e c o n cl u d e

⟨Ψ L |H c |ψ L ⟩ ≤ ⟨ Ψ L |M |Ψ L ⟩ +
1

1 2
≤ 1 − ( 1 − ϵ Q ) +

1

1 2
≤

1

3
, ( 1 0 9)

a s d e sir e d, fir st t h e fir st i n e q u alit y f oll o w s fr o m E q u ati o n ( 7 4 ). T h e n u m b er of H a milt o ni a ns
a p pli e d i n t hi s c a s e i s m = g ( 2 |D | − 2) + 2 |A | + L = g ( 2 |D | − 2) + |C | − 1 , a s d e sir e d.

4. 4 S o u n d n e s s

I n t h e pr o of of T h e or e m 1 f or MI N- V Q A, w e s h o w e d t h at all H a milt o ni a n e v ol uti o n s k e e p u s
i n o ur d e sir e d l o gi c al c o m p ut ati o n s p a c e, S . I n c o ntr a st, h er e f or MI N- Q A O A, t h e M o p er at or
( e m b e d d e d i n H c ) d o e s n ot n e c e s s aril y pr e s er v e t h e s p a c e s p a n (S ) ( s e e Cl ai m 2 of L e m m a 4 ).
We t h u s fir st r e q uir e t h e f oll o wi n g l e m m a, w hi c h all o w s u s t o “r o u n d” o ur i nt er m e di at e st at e
b a c k t o o n e i n S f or o ur a n al y si s a n d als o e st a bli s h e s W (y, t, s ) a s a pr o p er l o w er b o u n d f or t h e
n u m b er of g at e a p pli c ati o n s r e q uir e d t o r e a c h t h e st at e s i n S .

L e m m a 5 ( R o u n di n g l e m m a) . I n t h e N O c a s e, aft e r ζ ≥ 1 a p pli c ati o n s of H c a n d H b , t h e st at e

|Ψ ζ ⟩ ∈ Γ ζ :=

ζ

i= 1

 i Hi θ i |g  b ⟩ | H i ∈ { H b , Hc } , θ ∈ R ζ ( 1 1 0)

will b e ϵ ≤ 4 ζ
√

ϵ Q cl o s e t o t h e s p a n of S i. e.

∀| Ψ ζ ⟩ ∈ Γ ζ , ∃| Ψ ′
ζ ⟩ ∈  p a n( S ) : |Ψ ζ ⟩⟨Ψ ζ | − |Ψ ′

ζ ⟩⟨Ψ ′
ζ |

t r
≤ 4 ζ

√
ϵ Q ( 1 1 1)

a n d it a d diti o n all y h ol d s t h at

|Ψ ′
ζ ⟩ =

( y,t, s ) ∈ I S

W ( y,t, s ) ≤ ζ + 1

a y,t, s |Ψ y,t, s ⟩. ( 1 1 2)
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T hi s l e m m a i s n e e d e d b e c a u s e t h e ti m e e v ol uti o n of t h e o b s er v a bl e M (i n H c ) m a y l e a v e t h e
s u b- s p a c e S p a n (S ). T h e r o u n di n g st e p i s p o s si bl e, b e c a u s e i n t h e N O c a s e, t h e st at e i n t h e B 1

r e gi st er, aft er a p pl yi n g t h e cir c uit V ( s̃ = |D |), i s al w a y s cl o s e t o |0 ⟩ B 1 ( u si n g A s s u m pti o n 1 1 ),
m e a ni n g t h e e v ol uti o n i n M o nl y a d d s t o a gl o b al p h a s e.

P r o of. F or o ur c o n str u cti o n w e u s e

|Ψ ′
ζ + 1 ⟩ =  

iθ ζ + 1 ( H ζ + 1 − M δ H ζ + 1 , Hc )
|Ψ ′

ζ ⟩ ( 1 1 3)

i. e. t h e s a m e V Q A b ut wit h o ut t h e M g e n er at or i n H c . We s h o w t h e pr o of b y i n d u cti o n. T h e
l e m m a st at e m e nt h ol d s tri vi all y f or t h e b a s e c a s e ζ = 0 , si n c e

|Ψ ζ = 0 ⟩ = |Ψ ′
ζ = 0 ⟩ = |0 , 0 , 1 , 1 ⟩ A B C D =

( y,t, s ) ∈ I S

W ( y,t, s ) ≤ 1

a y,t, s |Ψ y,t, s ⟩ ( 1 1 4)

wit h W ( 0, 1 , 1) = 1 .
I n d u cti o n st e p: F or t h e n or m i n e q u alit y ( E q u ati o n ( 1 1 1 )), o nl y M m a p s st at e s o ut si d e of S ,

m e a ni n g w e o nl y h a v e t o c o n si d er t h e a cti o n of H c . T h e n,

|Ψ ζ + 1 ⟩⟨Ψ ζ + 1 | − |Ψ ′
ζ + 1 ⟩⟨Ψ ′

ζ + 1 |
t r

=  iH c θ |Ψ ζ ⟩⟨Ψ ζ | − iH c θ −  i (H c − M ) θ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | − i (H c − M ) θ

t r

= |Ψ ζ ⟩⟨Ψ ζ | −  − iM θ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | iM θ

t r

≤ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | −  − iM θ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | iM θ

t r
+ |Ψ ′

ζ ⟩⟨Ψ ′
ζ | − |Ψ ζ ⟩⟨Ψ ζ |

t r

≤ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | −  − iM θ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | iM θ

t r
+ 4 ζ ϵ Q ,

w h er e t h e s e c o n d st at e m e nt h ol d s si n c e [H c , M] = 0 a n d b y t h e u nit ar y i n v ari a n c e of t h e tr a c e
n or m, t h e t hir d b y t h e tri a n gl e i n e q u alit y, a n d t h e f o urt h b y t h e i n d u cti o n h y p ot h e si s. N o w, f or
M w e h a v e t h e f oll o wi n g n o n-tri vi al a cti o n:

 − i θ  i M θ |Ψ ′
ζ ⟩ − | Ψ ′

ζ ⟩ =

( y,t, s ) ∈ I S

a y,t, s ( i (M − 1 ) θ − 1) |Ψ y,t, s ⟩ ( 1 1 5)

=

y ∈ { 0 ,1 } |A |

a y, |C |,1 ( 
− iθ |1 ⟩⟨ 1 |B 1 − 1) |Ψ y, |C |,1 ⟩ ( 1 1 6)

= (  − i θ − 1)

y ∈ { 0 ,1 } |A |

a y, |C |,1 |1 ⟩⟨1 |B 1
|Ψ y, |C |,1 ⟩, ( 1 1 7)

w h er e w e u s e d t h at M o nl y a ct s n o n-tri vi all y f or t = |C |. T hi s m e a n s

|Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | −  − iM θ |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ | iM θ

t r
≤ 2  − iθ  i M θ |Ψ ′

ζ ⟩ − | Ψ ′
ζ ⟩

2
( 1 1 8)

≤ 4

y ∈ { 0 ,1 } |A |

|a y, |C |,1 |2 ⟨Ψ y, |C |,1 ||1 ⟩⟨1 |B 1
|Ψ y, |C |,1 ⟩ ( 1 1 9)

≤ 4

y ∈ { 0 ,1 } |A |

|a y, |C |,1 |2 ϵ Q ≤ 4
√

ϵ Q , ( 1 2 0)

w h er e t h e fir st li n e i s a k n o w n n or m i n e q u alit y 2 0 a n d w e u s e d t h at ⟨Ψ y, |C |,1 ||1 ⟩⟨1 |B 1
|Ψ y, |C |,1 ⟩ ≤ ϵ Q

i s t h e a c c e pt a n c e pr o b a bilit y of a Q M S A N O i n st a n c e. T hi s s h o w s t h e fir st cl ai m of t h e l e m m a.
F or t h e s e c o n d cl ai m, a si mil ar i n d u cti o n s et u p, c o u pl e d wit h L e m m a 4 , yi el d s

2 0 d u e t o ∥| ψ ⟩⟨ ψ | − |ϕ ⟩⟨ ϕ | ∥t r = 2 1 − | ⟨ ψ |ϕ ⟩| 2 a n d ∥| ψ ⟩ − | ϕ ⟩ ∥ 2 = 2 − 2 R e ( ⟨ ψ |ϕ ⟩ ) f o r all |ψ ⟩ , |ϕ ⟩ ∈ H a n d
√

1 − x 2 ≤
√

2 − 2 x ∀ x ∈ [ 0, 1] .
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|Ψ ′
ζ + 1 ⟩ =  

iθ ζ + 1 ( H ζ + 1 − M δ H ζ + 1 , Hc )
|Ψ ′

ζ ⟩ ( 1 2 1)

=

( y,t, s ) ∈ I S

W ( y,t, s ) ≤ ζ + 1

a y,t, s  iθ ζ + 1 ( Γ
( ζ + 1 )
y , t, s + α

( ζ + 1 )
y , t, s ) |Ψ y,t, s ⟩ ( 1 2 2)

=

( y,t, s ) ∈ I S

W ( y,t, s ) ≤ ζ + 1

a y,t, s

( y ′ ,t′ , s′ ) ∈ I S

W ( y ′ ,t′ , s′ ) ≤ W ( y,t, s ) + 1

b
( y,t, s )
y ′ ,t′ , s′ |Ψ y ′ ,t′ , s′ ⟩ ( 1 2 3)

=

( y,t, s ) ∈ I S

W ( y,t, s ) ≤ ζ + 2

a ′
y,t, s |Ψ y,t, s ⟩, ( 1 2 4)

w h er e t h e s e c o n d a n d t hir d st at e m e nt s f oll o w fr o m t h e fir st a n d s e c o n d cl ai m s of L e m m a 4 ,
r e s p e cti v el y, a n d t h e l a st st at e m e nt j u st r e c o m bi n e s t h e a a n d b i n di c e s i nt o n e w i n di c e s a ′.

We ar e fi n all y r e a d y t o pr o v e s o u n d n e s s. F or t hi s, w e n e e d t o s h o w t h at i n t h e N O c as e, all
s e q u e n c e s of ζ ≤ m ′ = g ′( 2 |D | − 4) + |C | − 1 g at e s pr o d u c e c o st f u n cti o n v al u e ⟨Ψ ζ |H c |Ψ ζ ⟩ ≥ 2

3 .
T hi s f oll o w s si n c e f or all ζ ≤ m ′,

⟨Ψ ζ |H c |Ψ ζ ⟩ ≥ ⟨ Ψ ζ |M |Ψ ζ ⟩ −
1

1 2
( 1 2 5)

≥ ⟨ Ψ ′
ζ |M |Ψ ′

ζ ⟩ − | Tr[ M (|Ψ ζ ⟩⟨Ψ ζ | − |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ |)]| −
1

1 2
( 1 2 6)

≥ ⟨ Ψ ′
ζ |M |Ψ ′

ζ ⟩ − ∥ M ∥ ∞ |Ψ ζ ⟩⟨Ψ ζ | − |Ψ ′
ζ ⟩⟨Ψ ′

ζ |
t r

−
1

1 2
( 1 2 7)

≥ ⟨ Ψ ′
ζ |M |Ψ ′

ζ ⟩ − 4 m ′√ ϵ Q −
1

1 2
( 1 2 8)

≥ ⟨ Ψ ′
ζ |M |Ψ ′

ζ ⟩ −
1

6
( 1 2 9)

w h er e t h e fir st st at e m e nt f oll o w s fr o m E q u ati o n ( 7 4 ), t h e t hir d b y H öl d er’ s i n e q u alit y, t h e f o urt h
b y L e m m a 5 , a n d t h e l a st si n c e

√
ϵ Q ≤ 1

4 8 m ′ . B y L e m m a 4 , w e c a n e x p a n d |Ψ ′
ζ ⟩ i n t h e b a si s

|Ψ ′
ζ ⟩ =

( y,t, s ) ∈ I S

W ( y,t, s ) ≤ m ′ + 1

a y,t, s |Ψ y,t, s ⟩ ( 1 3 0)

w hi c h gi v e s

⟨Ψ ′
ζ |M |Ψ ′

ζ ⟩ = 1 −

y ∈ { 0 ,1 } |A | |H W ( y ) ≤ g ′

|a y, |C |,1 |2 ⟨Ψ y, |C |,1 ||1 ⟩⟨1 |B 1
|Ψ y, |C |,1 ⟩ ≥ 1 − ϵ Q ( 1 3 1)

a s M o nl y a ct s n o n-tri vi al o n t = |C | a n d W (y, |C | , 1) ≤ m ′ + 1 r e d u c e s t o H W ( y ) ≤ g ′, a n d
i n t h e N O c a s e Q M S A a c c e pt s s u c h a y wit h at m o st ϵ Q pr o b a bilit y. C o m bi ni n g t h e t w o r e s ult s
w e g et

⟨Ψ ζ |H c |Ψ ζ ⟩ ≥ 1 − ϵ Q −
1

6
>

2

3
( 1 3 2)

w hi c h s h o w s s o u n d n e s s f or all g at e s- s e q u e n c e s of l e n gt h ζ ≤ m ′.
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4. 5 H a r d n e s s r a ti o

T h e a n al y si s i s e s s e nti all y i d e nti c al t o t h at f or MI N- V Q A, s o w e s k et c h it bri e fl y. Si n c e w e s et
|D | = ⌈ L 1 + δ ⌉ , w e h a v e t h at i n r ati o

m ′

m
=

g ′( 2 |D | − 4) + |C | − 1

g ( 2 |D | − 2) + |C | − 1
, ( 1 3 3)

t h e d o mi n a nt t er m i s a g ai n |D |. T h u s, m ′/ m ≈ g ′/ g ≥ O ((N ′) 1 − ϵ ′
), f or N ′ t h e e n c o di n g si z e of

t h e Q M S A i n st a n c e, a n d f or a n y d e sir e d ϵ ′ > 0 . Si n c e t h e e n c o di n g si z e of H b a n d H c c a n al s o
b e s e e n t o s c al e a s O ((L ′) 1 + δ ) (r e c all L ′ t h e n u m b er of g at e s i n t h e ori gi n al Q M S A cir c uit V ′),
w e c a n a p pl y E q u ati o n ( 5 5 ) a n d t h e s urr o u n di n g a p pr o xi m ati o n r ati o a n al y si s fr o m MI N- V Q A
t o ar g u e a g ai n t h at N ≈ O ((N ′) 1 + ϵ ′

), f or N t h e e n c o di n g si z e of o ur MI N- Q A O A i n st a n c e
wit h l o g arit h mi c o v er h e a d t o s ati sf y A s s u m pti o n 1 1 a n d o nl y O (L ) o v er h e a d f or t h e c h a n g e s
p erf or m e d t o t h e g at e s et. T h u s, f or a n y d e sir e d ϵ > 0 , w e m a y c h o o s e ϵ ′ > 0 a n d δ > 0 s o t h at
g ′/ g ≥ (N ′) 1 − ϵ ′

≥ N 1 − ϵ , a s d e sir e d.

A c k n o wl e d g e m e n t s

L B a n d M K ar e s u p p ort e d b y t h e G er m a n Fe d er al Mi ni str y of E d u c ati o n a n d R e s e ar c h ( B M B F)
wit hi n t h e f u n di n g pr o gr a m “ Q u a nt u m Te c h n ol o gi es – fr o m B asi c R e s e ar c h t o M ar k et” vi a
t h e j oi nt pr oj e ct M A NI Q U ( gr a nt n u m b er 1 3 N 1 5 5 7 8) a n d t h e D e uts c h e F or s c h u n g s g e m ei n-
s c h aft ( D F G, G er m a n R e s e ar c h F o u n d ati o n) u n d er t h e gr a nt n u m b er 4 4 1 4 2 3 0 9 4 wit hi n t h e
E m m y N o et h er Pr o gr a m. S G w a s s u p p ort e d b y t h e D F G u n d er gr a nt n u m b er s 4 5 0 0 4 1 8 2 4 a n d
4 3 2 7 8 8 3 8 4, t h e B M B F wit hi n t h e f u n di n g pr o gr a m “ Q u a nt u m Te c h n ol o gi e s – fr o m B a si c R e-
s e ar c h t o M ar k et” vi a pr oj e ct P h o Q u a nt ( gr a nt n u m b er 1 3 N 1 6 1 0 3), a n d t h e pr oj e ct “ P h o Q C”
fr o m t h e pr o gr a m m e “ Pr o fil bil d u n g 2 0 2 0”, a n i niti ati v e of t h e Mi ni str y of C ult ur e a n d S ci e n c e of
t h e St at e of N ort hr hi n e We st p h ali a. T h e s ol e r e s p o n si bilit y f or t h e c o nt e nt of t hi s p u bli c ati o n
li e s wit h t h e a ut h or s.

R ef e r e n c e s

[ A A V 1 3]  D orit A h ar o n o v, It ai Ar a d, a n d T h o m a s Vi di c k. “ G u e st c ol u m n: t h e q u a nt u m P C P
c o nj e ct ur e” . I n: SI G A C T N e w s 4 4. 2 ( J u n e 2 0 1 3), p p. 4 7 – 7 9. ar Xi v: 1 3 0 9 . 7 4 9 5
[ q u a n t - p h ] .

[ A K 2 2]  Eri c R. A n s c h u et z a n d B o b a k T. Ki a ni. “ B e y o n d b arr e n pl at e a u s: q u a nt u m v ari a-
ti o n al al g orit h m s ar e s w a m p e d wit h tr a p s” . ar Xi v: 2 2 0 5 . 0 5 7 8 6 [ q u a n t - p h ] . 2 0 2 2.

[ A M 2 2]  A n ur a g A n s h u a n d T o n y M et g er. “ C o n c e ntr ati o n b o u n d s f or q u a nt u m st at es a n d
li mit ati o n s o n t h e Q A O A fr o m p ol y n o mi al a p pr o xi m ati o n s” . ar Xi v: 2 2 0 9 . 0 2 7 1 5
[ q u a n t - p h ] . 2 0 2 2.

[ A N 0 2]  D orit A h ar o n o v a n d T o m er N a v e h. “ Q u a nt u m N P - a s ur v e y” . ar Xi v: q u a n t - p h /
0 2 1 0 0 7 7 [ q u a n t - p h ] . 2 0 0 2.

[ Ar o + 9 8] S a nj e e v Ar or a, C ar st e n L u n d, R aj e e v M ot w a ni, M a d h u S u d a n, a n d M ari o S z e g e d y.
“ Pr o of v eri fi c ati o n a n d t h e h ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n pr o bl e m s” . I n: J. A C M 4 5. 3
( 1 9 9 8). Pr eli m. v er si o n F O C S ’ 9 2, p p. 5 0 1 – 5 5 5.

[ A S 9 8] S a nj e e v Ar or a a n d S h m u el S afr a. “ Pr o b a bili sti c c h e c ki n g of pr o of s: a n e w c h ar a c-
t eri z ati o n of N P” . I n: J. A C M 4 5. 1 ( 1 9 9 8). Pr eli m. v er si o n F O C S ’ 9 2, p p. 7 0 – 1 2 2.
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[ A T 0 3]  D orit A h ar o n o v a n d A m n o n T a- S h m a. “ A di a b ati c q u a nt u m st at e g e n er ati o n a n d
st ati sti c al z er o k n o wl e d g e” . I n: P r o c e e di n g s of t h e T hi rt y- Fift h A n n u al A C M S y m-
p o si u m o n T h e o r y of C o m p uti n g . S T O C ’ 0 3. S a n Di e g o, C A, U S A: A s s o ci ati o n f or
C o m p uti n g M a c hi n er y, 2 0 0 3, p p. 2 0 – 2 9. ar Xi v: q u a n t - p h / 0 3 0 1 0 2 3 [ q u a n t - p h ] .

[ B a s + 2 2] J o a o B a s s o, D a vi d G a m ar ni k, S o n g M ei, a n d L e o Z h o u. “ P erf or m a n c e a n d li mit a-
ti o n s of t h e Q A O A at c o n st a nt l e v el s o n l ar g e s p ar s e h y p er gr a p h s a n d s pi n gl a s s
m o d els” . ar Xi v: 2 2 0 4 . 1 0 3 0 6 [ q u a n t - p h ] . 2 0 2 2.

[ B h a + 2 2]  Ki s h or B h arti, Al b a C er v er a- Li ert a, T hi H a K y a w, T o bi a s H a u g, S u m n er Al p eri n-
L e a, A b hi n a v A n a n d, M att hi a s D e gr o ot e, H er m a n ni H ei m o n e n, J a k o b S. K ott m a n n,
Ti m M e n k e, W ai- K e o n g M o k, S u ki n Si m, L e o n g- C h u a n K w e k, a n d Al á n A s p ur u-
G u zi k. “ N oi s y i nt er m e di at e- s c al e q u a nt u m ( NI S Q) al g orit h m s” . I n: R e v. M o d. P h y s.
9 4. 1, 0 1 5 0 0 4 ( J a n. 2 0 2 2), p. 0 1 5 0 0 4. ar Xi v: 2 1 0 1 . 0 8 4 4 8 [ q u a n t - p h ] .

[ B K 2 1]  L e n n art Bitt el a n d M arti n Kli e s c h. “ Tr ai ni n g v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s i s
N P- h ar d” . I n: P h y s. R e v. L ett. 1 2 7 ( 1 2 S e pt. 2 0 2 1), p. 1 2 0 5 0 2. ar Xi v: 2 1 0 1 . 0 7 2 6 7
[ q u a n t - p h ] .

[ B K 2 2]  Gr e g or y B o y d a n d B áli nt K o c z or. “ Tr ai ni n g v ari ati o n al q u a nt u m cir c uit s wit h c o v ar:
c o v ari a n c e r o ot fi n di n g wit h cl a s si c al s h a d o w s” . ar Xi v: 2 2 0 4 . 0 8 4 9 4 [ q u a n t - p h ] .
2 0 2 2.

[ B M 2 2] S a mi B o ul e b n a n e a n d A s hl e y M o nt a n ar o. “ S ol vi n g b o ol e a n s ati s fi a bilit y pr o bl e m s
wit h t h e q u a nt u m a p pr o xi m at e o pti mi z ati o n al g orit h m” . ar Xi v: 2 2 0 8 . 0 6 9 0 9 [ q u a n t - p h ] .
2 0 2 2.

[ Br a + 2 0] S er g e y Br a v yi, Al e x a n d er Kli e s c h, R o b ert K o e ni g, a n d E u g e n e T a n g. “ O b st a cl e s t o
v ari ati o n al q u a nt u m o pti mi z ati o n fr o m s y m m etr y pr ot e cti o n” . I n: P h y s. R e v. L ett.
1 2 5 ( 2 6 D e c. 2 0 2 0), p. 2 6 0 5 0 5. ar Xi v: 1 9 1 0 . 0 8 9 8 0 [ q u a n t - p h ] .

[ C er + 2 1]  M. C er e z o, A n dr e w Arr a s mit h, R y a n B a b b u s h, Si m o n C. B e nj a mi n, S u g ur u E n d o,
K ei s u k e F ujii, J arr o d R. M c Cl e a n, K o s u k e Mit ar ai, Xi a o Y u a n, L u k a s z Ci n ci o, a n d
P atri c k J. C ol e s. “ V ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s” . I n: N at. R e v. P h y s. 3 ( 2 0 2 1),
p p. 6 2 5 – 6 4 4. ar Xi v: 2 0 1 2 . 0 9 2 6 5 [ q u a n t - p h ] .

[ Fe y 8 6]  Ri c h ar d P Fe y n m a n. “ Q u a nt u m m e c h a ni c al c o m p ut er s” . I n: F o u n d. P h y s. 1 6. 6
( 1 9 8 6), p p. 5 0 7 – 5 3 1.

[ F G G 1 4]  E d w ar d F ar hi, J e ffr e y G ol d st o n e, a n d S a m G ut m a n n. “ A q u a nt u m a p pr o xi m at e
o pti mi z ati o n al g orit h m” . ar Xi v: 1 4 1 1 . 4 0 2 8 [ q u a n t - p h ] . 2 0 1 4.

[ F H 1 6]  E d w ar d F ar hi a n d Ar a m W H arr o w. “ Q u a nt u m s u pr e m a c y t hr o u g h t h e q u a nt u m
a p pr o xi m at e o pti mi z ati o n al g orit h m” . ar Xi v: 1 6 0 2 . 0 7 6 7 4 [ q u a n t - p h ] . 2 0 1 6.

[ G K 1 2] S e v a g G h ari bi a n a n d J uli a K e m p e. “ H ar d n e s s of a p pr o xi m ati o n f or q u a nt u m pr o b-
l e m s”. I n: 3 9t h I nt e r n ati o n al C oll o q ui u m o n A ut o m at a, L a n g u a g e s a n d P r o g r a m mi n g
(I C A L P ) . 2 0 1 2, p p. 3 8 7 – 3 9 8. ar Xi v: 1 2 0 9 . 1 0 5 5 [ q u a n t - p h ] .

[ G M V 1 7]  D a vi d G o s s et, J e ni s h C. M e ht a, a n d T h o m a s Vi di c k. “ Q C M A h ar d n e s s of gr o u n d
s p a c e c o n n e cti vit y f or c o m m uti n g H a milt o ni a n s” . I n: Q u a nt u m 1 ( J ul y 2 0 1 7), p. 1 6.
ar Xi v: 1 6 1 0 . 0 3 5 8 2 [ c s . C C ] .

[ Gri + 1 9]  H ar p er R. Gri m sl e y, S o p hi a E. E c o n o m o u, E d wi n B ar n e s, a n d Ni c h ol a s J. M a y h all.
“ A n a d a pti v e v ari ati o n al al g orit h m f or e x a ct m ol e c ul ar si m ul ati o n s o n a q u a nt u m
c o m p ut er” . I n: N at. C o m m u n. 1 0, 3 0 0 7 ( J ul y 2 0 1 9), p. 3 0 0 7. ar Xi v: 1 8 1 2 . 1 1 1 7 3
[ q u a n t - p h ] .
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[ Gri + 2 2]  H ar p er R. Gri m sl e y, G e or g e S. B arr o n, E d wi n B ar n e s, S o p hi a E. E c o n o m o u, a n d
Ni c h ol a s J. M a y h all. “ A D A P T- V Q E i s i n s e n siti v e t o r o u g h p ar a m et er l a n d s c a p es
a n d b arr e n pl at e a u s” . ar Xi v: 2 2 0 4 . 0 7 1 7 9 [ q u a n t - p h ] . 2 0 2 2.

[ G S 1 5] S e v a g G h ari bi a n a n d J a mi e Si k or a. “ Gr o u n d st at e c o n n e cti vit y of l o c al H a milt o ni-
a n s” . I n: 4 2 n d I nt e r n ati o n al C oll o q ui u m o n A ut o m at a, L a n g u a g e s, a n d P r o g r a m mi n g
(I C A L P ) . 2 0 1 5, p p. 6 1 7 – 6 2 8. ar Xi v: 1 4 0 9 . 3 1 8 2 [ q u a n t - p h ] .

[ G W 9 5]  Mi c h el X G o e m a n s a n d D a vi d P Willi a m s o n. “ I m pr o v e d a p pr o xi m ati o n al g orit h m s
f or m a xi m u m c ut a n d s ati s fi a bilit y pr o bl e m s u si n g s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g” . I n:
J. A C M 4 2 ( 1 9 9 5), p p. 1 1 1 5 – 1 1 4 5.

[ H a d + 1 9] St u art H a d fi el d, Z hi h ui W a n g, Br y a n O’ G or m a n, El e a n or G. Ri e ff el, D a vi d e Ve n-
t ur elli, a n d R u p a k Bi s w a s. “ Fr o m t h e q u a nt u m a p pr o xi m at e o pti mi z ati o n al g orit h m
t o a q u a nt u m alt er n ati n g o p er at or a n s at z” . I n: Al g o rit h m s 1 2. 2 ( 2 0 1 9), p. 3 4. ar Xi v:
1 7 0 9 . 0 3 4 8 9 [ q u a n t - p h ] .

[ H K P 2 0]  H si n- Y u a n H u a n g, Ri c h ar d K u e n g, a n d J o h n Pr e s kill. “ Pr e di cti n g m a n y pr o p erti e s
of a q u a nt u m s y st e m fr o m v er y f e w m e a s ur e m e nt s” . I n: N at u r e P h y si c s 1 6 ( J u n e
2 0 2 0), p p. 1 0 5 0 – 1 0 5 7. ar Xi v: 2 0 0 2 . 0 8 9 5 3 [ q u a n t - p h ] .

[ K B 2 2]  B áli nt K o c z or a n d Si m o n C. B e nj a mi n. “ Q u a nt u m a n al yti c d e s c e nt” . I n: P h y s. R e v.
R e s e a r c h 4. 2, 0 2 3 0 1 7 ( A pr. 2 0 2 2), p. 0 2 3 0 1 7. ar Xi v: 2 0 0 8 . 1 3 7 7 4 [ q u a n t - p h ] .

[ K S V 0 2]  Al e x ei Y u Kit a e v, Al e x a n d er S h e n, a n d Mi k h ail N V y al yi. Cl a s si c al a n d q u a nt u m
c o m p ut ati o n . V ol. 4 7. A m eri c a n M at h e m ati c al S o ci et y, 2 0 0 2.

[ L ar + 2 1]  M arti n L ar o c c a, N at h a n J u, Di e g o G ar cí a- M artí n, P atri c k J. C ol e s, a n d M. C er e z o.
“ T h e or y of o v er p ar a m etri z ati o n i n q u a nt u m n e ur al n et w or k s” . ar Xi v: 2 1 0 9 . 1 1 6 7 6
[ q u a n t - p h ] . 2 0 2 1.

[ L C 1 7]  G u a n g H a o L o w a n d I s a a c L. C h u a n g. “ O pti m al H a milt o ni a n si m ul ati o n b y q u a n-
t u m si g n al pr o c e s si n g” . I n: P h y s. R e v. L ett. 1 1 8 ( 1 J a n. 2 0 1 7), p. 0 1 0 5 0 1. ar Xi v:
1 6 0 6 . 0 2 6 8 5 [ q u a n t - p h ] .

[ Ll o 9 6] S et h Ll o y d. “ U ni v er s al q u a nt u m si m ul at or s” . I n: S ci e n c e 2 7 3. 5 2 7 8 ( 1 9 9 6), p p. 1 0 7 3 –
1 0 7 8.

[ M c C + 1 8] J arr o d R. M c Cl e a n, S er gi o B oi x o, V a di m N. S m el y a n s ki y, R y a n B a b b u s h, a n d H art-
m ut N e v e n. “ B arr e n pl at e a u s i n q u a nt u m n e ur al n et w or k tr ai ni n g l a n d s c a p e s” . I n:
N at. C o m m u n. 9, 4 8 1 2 ( N o v. 2 0 1 8), p. 4 8 1 2. ar Xi v: 1 8 0 3 . 1 1 1 7 3 [ q u a n t - p h ] .

[ Ri v + 2 1] J a vi er Ri v er a- D e a n, P atri c k H u e m b eli, A nt o ni o A cí n, a n d J o s e p h B o wl e s. “ A v oi di n g
l o c al mi ni m a i n v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s wit h n e ur al n et w or k s” . ar Xi v: 2 1 0 4 .
0 2 9 5 5 [ q u a n t - p h ] . 2 0 2 1.

[ S V C 2 2]  L u c a s Sl att er y, B e nj a mi n Vill al o n g a, a n d Br y a n K. Cl ar k. “ U nit ar y bl o c k o pti mi z a-
ti o n f or v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s” . I n: P h y s. R e v. R e s e a r c h 4. 2, 0 2 3 0 7 2 ( A pr.
2 0 2 2), p. 0 2 3 0 7 2. ar Xi v: 2 1 0 2 . 0 8 4 0 3 [ q u a n t - p h ] .

[ T L M 2 0]  B o b a k T o u s si Ki a ni, S et h Ll o y d, a n d R e e v u M ait y. “ L e ar ni n g u nit ari e s b y gr a di e nt
d e s c e nt” . ar Xi v: 2 0 0 1 . 1 1 8 9 7 [ q u a n t - p h ] . 2 0 2 0.

[ U m a 9 9]  C. U m a n s. “ H ar d n e s s of a p pr o xi m ati n g Σ p
2 mi ni mi z ati o n pr o bl e m s” . I n: 4 0t h A n n u al

S y m p o si u m o n F o u n d ati o n s of C o m p ut e r S ci e n c e . 1 9 9 9, p p. 4 6 5 – 4 7 4.

[ W B G 2 0] J a m es D. W at s o n, J o h a n n e s B a u s c h, a n d S e v a g G h ari bi a n. “ T h e c o m pl e xit y of tr a n s-
l ati o n all y i n v ari a nt pr o bl e m s b e y o n d gr o u n d st at e e n er gi e s” . ar Xi v: 2 0 1 2 . 1 2 7 1 7
[ q u a n t - p h ] . 2 0 2 0.
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[ W G K 2 0]  D a vi d Wi eri c h s, C hri sti a n G o g oli n, a n d Mi c h a el K a st or y a n o. “ A v oi di n g l o c al mi n-
i m a i n v ari ati o n al q u a nt u m ei g e n s ol v er s wit h t h e n at ur al gr a di e nt o pti mi z er” . I n:
P h y s. R e v. R e s e a r c h 2. 4, 0 4 3 2 4 6 ( N o v. 2 0 2 0), p. 0 4 3 2 4 6. ar Xi v: 2 0 0 4 . 1 4 6 6 6 [ q u a n t - p h ] .

[ Wi e + 2 0]  R o el a n d Wi er s e m a, C u nl u Z h o u, Y v ett e d e S er e vill e, J u a n Feli p e C arr a s q uill a, Y o n g
B a e k Ki m, a n d H e nr y Y u e n. “ E x pl ori n g e nt a n gl e m e nt a n d o pti mi z ati o n wit hi n t h e
H a milt o ni a n v ari ati o n al a n s at z” . I n: P R X Q u a nt u m 1 ( 2 0 2 0), p. 0 2 0 3 1 9. ar Xi v:
2 0 0 8 . 0 2 9 4 1 [ q u a n t - p h ] .

[ W J B 0 3]  P a w el W o cj a n, D o mi ni k J a n zi n g, a n d T h o m a s B et h. “ T w o Q C M A- c o m pl et e pr o b-
l e m s”. I n: Q u a nt u m I nf o r m ati o n & C o m p ut ati o n 3. 6 ( 2 0 0 3), p p. 6 3 5 – 6 4 3. ar Xi v:
q u a n t - p h / 0 3 0 5 0 9 0 [ q u a n t - p h ] .

[ Z h o + 2 0]  L e o Z h o u, S h e n g- T a o W a n g, S o o n w o n C h oi, H a n n e s Pi c hl er, a n d Mi k h ail D. L u ki n.
“ Q u a nt u m a p pr o xi m at e o pti mi z ati o n al g orit h m: p erf or m a n c e, m e c h a ni s m, a n d i m-
pl e m e nt ati o n o n n e ar-t er m d e vi c e s” . I n: P h y s. R e v. X 1 0 ( 2 0 2 0), p. 0 2 1 0 6 7. ar Xi v:
1 8 1 2 . 0 1 0 4 1 [ q u a n t - p h ] .

[ Z Y 2 0]  D a n- B o Z h a n g a n d T a o Yi n. “ C oll e cti v e o pti mi z ati o n f or v ari ati o n al q u a nt u m ei g e n-
s ol v er s” . I n: P h y s. R e v. A 1 0 1. 3, 0 3 2 3 1 1 ( M ar. 2 0 2 0), p. 0 3 2 3 1 1. ar Xi v: 1 9 1 0 . 1 4 0 3 0
[ q u a n t - p h ] .

A A d di ti o n al p r o of s

P r o of of C o r oll a r y 2 . S u p p o s e t h er e e xi st s a n al g orit h m A f or c o m p uti n g e sti m at e m e s t ∈ [m o p t ,
N 1 − ϵ m o p t ]. We s h o w h o w t o u s e A t o d e ci d e MI N- V Q A, yi el di n g Q C M A- h ar d n e s s. S p e ci fi c all y,
gi v e n a n i n st a n c e Π of MI N- V Q A, r u n A . If A ’ s o ut p ut i s l e s s t h a n or e q u al t o m ′, a c c e pt.
Ot h er wi s e, r ej e ct.

T o s e e t h at t hi s i s c orr e ct, o b s er v e t h at i n t h e Y E S c a s e, m o p t ≤ m . Si n c e m ′/ m ≥ N 1 − ϵ , A
o ut p ut s e sti m at e m e s t ≤ m ′, fr o m w hi c h w e c o n cl u d e Π i s c a n n ot b e a N O i n st a n c e, a n d t h u s
m u st b e a Y E S i n st a n c e ( d u e t o t h e pr o mi s e t h at Π i s eit h er a Y E S or N O i n st a n c e). C o n v er s el y,
i n t h e N O c a s e, m e s t ≥ m o p t > m ′, fr o m w hi c h w e c o n cl u d e Π i s a N O i n st a n c e.
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ES c al a bl e a p pr o a c h t o m a n y- b o d y

l o c ali z ati o n vi a q u a nt u m d at a

Titl e: S c al a bl e a p pr o a c h t o m a n y- b o d y l o c ali z ati o n

vi a q u a nt u m d at a

A ut h or s:  Al e x a n d er Gr e s c h, L e n n art Bitt el, M arti n Kli e s c h

J o ur n al:  M a c hi n e L e ar ni n g: S ci e n c e a n d T e c h n ol o g y

D at e of s u b mi s si o n: 2 0 M ar c h 2 0 2 2

P u bli c ati o n st at u s: I n p e er-r e vi e w

T hi s p u bli c ati o n c orr e s p o n d s t o t h e arti cl e [ 8 9 ]. T h e s u m m ar y of t h e r e s ult s i s

pr e s e nt e d i n s e cti o n 4. 4. 1.

C o nt ri b uti o n : T h e p u bli c ati o n r e s ult e d fr o m t h e m a st er t h e si s of A G, w h o I s u p er vi s e d

at t h e ti m e. T h e m aj orit y of t h e w or k w a s d o n e b y A G i n cl o s e di s c u s si o n s wit h M K

a n d m e.
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S c al a bl e a p p r o a c h t o m a n y- b o d y l o c ali z a ti o n vi a q u a n t u m d a t a

Al e x a n d er Gr e s c h, ∗ L e n n art Bitt el, a n d M arti n Kli e s c h
Q u a nt u m T e c h n ol o g y R e s e a r c h G r o u p, H ei n ri c h H ei n e U ni v e r sit y D ü s s el d o rf, G e r m a n y

We a r e i nt e r e s t e d i n h o w q u a nt u m d a t a c a n all o w f o r p r a c ti c al s ol u ti o n s t o o t h e r wi s e di ffi c ul t
c o m p u t a ti o n al p r o bl e m s. A n o t o ri o u sl y di ffi c ul t p h e n o m e n o n f r o m q u a nt u m m a n y- b o d y p h y si c s i s
t h e e m e r g e n c e of m a n y- b o d y l o c ali z a ti o n ( M B L ). S o f a r, i s h a s e v a d e d a c o m p r e h e n si v e a n al y si s. I n
p a r ti c ul a r, n u m e ri c al s t u di e s a r e c h all e n g e d b y t h e e x p o n e nti al g r o w t h of t h e Hil b e r t s p a c e di m e n si o n.
A s m a n y of t h e s e s t u di e s r el y o n e x a c t di a g o n ali z a ti o n of t h e s y s t e m’ s H a mil t o ni a n, o nl y s m all
s y s t e m si z e s a r e a c c e s si bl e.

I n t hi s w o r k, w e p r o p o s e a hi g hl y fl e xi bl e n e u r al n e t w o r k b a s e d l e a r ni n g a p p r o a c h t h a t, o n c e
gi v e n t r ai ni n g d a t a, ci r c u m v e nt s a n y c o m p u t a ti o n all y e x p e n si v e s t e p. I n t hi s w a y, w e c a n e ffi ci e ntl y
e s ti m a t e c o m m o n i n di c a t o r s of M B L s u c h a s t h e a dj a c e nt g a p r a ti o o r e nt r o pi c q u a nti ti e s. O u r
e s ti m a t o r c a n b e t r ai n e d o n d a t a f r o m v a ri o u s s y s t e m si z e s a t o n c e w hi c h g r a nt s t h e a bili t y t o
e x t r a p ol a t e f r o m s m all e r t o l a r g e r o n e s. M o r e o v e r, u si n g t r a n sf e r l e a r ni n g w e s h o w t h a t al r e a d y a
t w o- di m e n si o n al f e a t u r e v e c t o r i s s u ffi ci e nt t o o b t ai n s e v e r al di ff e r e nt i n di c a t o r s a t v a ri o u s e n e r g y
d e n si ti e s a t o n c e. We h o p e t h a t o u r a p p r o a c h c a n b e a p pli e d t o l a r g e- s c al e q u a nt u m e x p e ri m e nt s t o
p r o vi d e n e w i n si g ht s i nt o q u a nt u m m a n y- b o d y p h y si c s.

I. I N T R O D U C T I O N

T h e g o al of q u a nt u m c o m p uti n g i s t o e ffi ci e ntl y s ol v e
pr a cti c all y r el e v a nt pr o bl e m s t h at ar e i ntr a ct a bl e o n cl a s-
si c al c o m p ut e r s. M a n y t h o s e pr o bl e m s r e q uir e a f a ult-
t ol er a nt, u ni v er s al q u a nt u m c o m p ut er. T hi s r e q uir e m e nt,
i n t ur n, c o m e s i n c o nj u n cti o n wit h t h e n e e d f or q u a nt u m
e r r o r c o r r e cti o n w hi c h yi el d s a d a u nti n g o v er h e a d i n t h e
q u bit n u m b e r s. B ot h r e q uir e m e nt s e x c e e d t h e c urr e nt
a v ail a bl e q u a nt u m h ar d w ar e s u b st a nti all y. H e n c e, i n t h e
m e a nti m e, t h e p ot e nti al of h y bri d q u a nt u m al g orit h m s i s
e x pl o r e d. T h e y ai m t o o pti m all y u s e t h e f e w d o z e n s of
a v ail a bl e q u bit s wit h n o or littl e err or miti g ati o n s c h e m e s.
M o st of t h ei r pr a g m ati c a p pr o a c h e s ar e c e nt er e d ar o u n d
v ari ati o n al q u a nt u m al g orit h m s ( V Q A s) [ 1 , 2 ]. T h e s e
al g orit h m s pr o vi d e h e uri sti c s f or pr o bl e m s s u c h a s fi n di n g
t h e gr o u n d- st at e e n er g y i n t h e fi el d of q u a nt u m c h e mi str y
[3 ] o r s ol vi n g c o m bi n at ori al pr o bl e m s [4 ]. E v e n t h o u g h
t h e e n c o u nt er e d pr a cti c al c o n str ai nt s i m p o s e a t all h ur dl e,
t h o s e e ff ort s a p p e ar pr o mi si n g f or n e ar-f ut ur e a p pli c ati o n s.
S u c h h o p e s ar e f urt h er m or e f u el e d b y t h e a c hi e v e m e nt s i n
t h e fi el d of d e e p l e ar ni n g, e s p e ci all y d u ri n g t h e l a st d e c a d e.
D e s pit e t h e a b s e n c e of ri g or o u s p erf or m a n c e g u ar a nt e e s,
t h e r e h a s b e e n a tr e m e n d o u s s u c c e s s of d e e p l e ar ni n g
m et h o d s i n di v er s e fi el d s r a n gi n g f r o m c o m p ut e r vi si o n,
n at ur al l a n g u a g e p r o c e s si n g t o fi n a n c e a n d b e y o n d [ 5 ].

O v e r t h e l a st y e ar, ri g or o u s p erf or m a n c e g u ar a nt e e s
f or m a c hi n e-l e ar ni n g- b a s e d a p pr o a c h e s t o q u a nt u m m a n y-
b o d y p h y si c s h a v e b e e n f o u n d [ 6 – 8 ]. T h e s e fi n di n g s s u g-
g e st t h at m a c hi n e l e ar ni n g al g orit h m s ar e w ell s uit a bl e
t o g e n er ali z e e ffi ci e ntl y o n q u a nt u m d at a t h at i s o bt ai n e d
b y q u a nt u m e x p e ri m e nt s or a q u a nt u m si m ul ati o n. I n
p arti c ul ar, wit h t h e r e c e nt d e v el o p m e nt i n h y bri d q u a n-
t u m al g o rit h m s s u c h a s t h e v ari ati o n al q u a nt u m ei g e n-
s ol v er ( V Q E ) [3 , 9 ], v ari ati o n al m et h o d s b e c o m e i nt er e st-
i n g, vi a bl e e x p eri m e nt al alt er n ati v e s. Alt er ati o n s t o t h e

∗ al e x a n d e r. g r e s c h @ h h u. d e

ori gi n all y pr o p o s e d s c h e m e all o w f or t h e st u d y of a f e w
ei g e n v al u e s a n d - st at e s ar o u n d a t ar g et e n er g y [ 1 0 ] w hi c h
d o e s n ot n e e d t o b e t h e gr o u n d st at e [ 1 1 ]. T h e V Q E ’ s
s etti n g s uit s t h e st u d y of M B L q uit e w ell [ 1 2 ].

T o d e m o n st r at e t h e i m p ort a n c e of t h e q u a nt u m d at a,
di ffi c ult pr o bl e m s fr o m q u a nt u m p h y si c s ar e n e e d e d.
T h e s e pr o bl e m s ar e r e n d er e d a s s u c h b e c a u s e of t h eir e v a-
si v e b e h a vi or u n d er a n al yti c al or n u m eri c al a n al y s e s. O n e
of s u c h n ot ori o u sl y di ffi c ult pr o bl e m s i s t h e p h e n o m e n o n
of l o c ali z ati o n i n i nt er a cti n g q u a nt u m m a n y- b o d y s y s-
t e m s, k n o w n a s M B L [1 3 – 1 5 ], s e e e. g. R ef s. [1 6 – 1 8 ] f o r
r e vi e w s. It ori gi n at e s fr o m t h e w ell- k n o w n A n d er s o n
m o d el of n o n-i nt er a cti n g f er mi o n s i n a di s or d er e d p ot e n-
ti al w h e r e l o c ali z ati o n o c c ur s a b o v e a c ert ai n di s or d er
t hr e s h ol d [ 1 9 ]. T h e s e mi n al w or k s [1 3 , 2 0 ] pr o v e d t h e s ur-
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FI G. 1.  W o r k fl o w f o r t r ai ni n g o u r m o d el a r c hi t e c t u r e t o
p r e di c t i n di c a t o r v al u e s ŷ f r o m t h e s y s t e m’ s di s o r d e r v e c t o r
h . We p a s s t h e l a t t e r i nt o a r e c u r r e nt n e u r al n e t w o r k a s
i n Fi g. 2 w hi c h e x t r a c t s g e n e r al f e a t u r e s of h i n a s c al a bl e
f a s hi o n. T h e s e f e a t u r e s c a n b e a u g m e nt e d b y t h e r e s p e c ti v e
e n e r g y d e n si t y ϵ w e a r e c o n si d e ri n g. T o g e t h e r, t h e y a r e f e d
i nt o a f ull y- c o n n e c t e d n e u r al n e t w o r k t h a t m a p s t h e m t o ŷ .
T h e y a r e c o m p a r e d t o t h e r e s ul t s y o b t ai n e d f r o m e x a c tl y
di a g o n ali zi n g t h e s y s t e m’ s H a mil t o ni a n i n t h e c o r r e s p o n di n g
e n e r g y d e n si t y ϵ .
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vi v al of t h e l o c ali z ati o n u n d er t h e i ntr o d u cti o n of a w e a k
i nt e r a cti o n i n t er m s of a p ert ur b ati o n. T hi s l o c ali z ati o n
c a n b e pi n p oi nt e d t o t h e e m er g e n c e of m a cr o s c o pi c all y
m a n y c o n s er v e d q u a ntiti e s [ 1 6 , 2 1 – 2 4 ] t h at s u p pr e s s t h e
fl o w of c orr el ati o n s t hr o u g h t h e s y st e m. I n t h e r e gi m e of
str o n g i nt er a cti o n s ( or c o n v er s el y, a n e gli gi bl e di s or d er e d
p ot e nti al), M B L d o e s n ot o c c ur w hi c h i n di c at e s a p h a s e
t r a n siti o n b et w e e n t h e M B L p h a s e a n d t h e d el o c ali z e d
o n e. T h e l att er c a n b e e x pl or e d d e pl o yi n g e. g. cl a s si-
c all y m oti v at e d er g o di c ar g u m e nt s [ 2 5 ]. H o w e v er, littl e
i s k n o w n a b o ut t h e tr a n siti o n r e gi o n b et w e e n t h e t w o
p h a s e s a n d it s u n d erl yi n g m e c h a ni s m. T h e e m er g e n c e of
M B L c o n n e ct s t o t h e f u n d a m e nt al q u e sti o n of t h er m ali z a-
ti o n i n q u a nt u m m e c h a ni c s [ 2 6 – 2 8 ], p o s si bl y b ri d g e d b y
t h e ei g e n st at e t h er m ali z ati o n h y p ot h e si s ( E T H) [ 1 6 , 2 9 ].
N u m eri c al st u di e s of t h e tr a n siti o n eit h er a p pl y e x a ct di a g-
o n ali z ati o n m et h o d s [ 1 4 , 3 0 , 3 1 ] or a p pr o xi m at e m et h o d s
s u c h a s r e n or m ali z ati o n gr o u p t e c h ni q u e s [ 3 2 ]. Ar o u n d t h e
p r e s u m e d t r a n siti o n r e gi o n b et w e e n t h e t w o p h a s e s, t h e
n u m eri c al m et h o d s s u ff er fr o m t h e c ur s e of di m e n si o n alit y
b e c a u s e t h e Hil b ert s p a c e di m e n si o n gr o w s e x p o n e nti all y
wit h t h e c h ai n l e n gt h L . M or e o v er, a n u m eri c al e xtr a p o-
l ati o n t o t h e t h er m o d y n a mi c li mit at w hi c h t h e tr a n siti o n
i s e x p e ct e d t o b e c h ar ar a ct eri z e d b y a si n gl e v al u e f or t h e
c riti c al di s or d er p ar a m et er h c i s h a m p er e d b y fi nit e- si z e
e ff e ct s [ 3 3 ].

A.  R el a t e d w o r k s

T h e i d e a of a p pl yi n g n e ur al n et w or k s ( N N s) t o p h y si c al
pr o bl e m s a n d, i n p arti c ul ar, p h a s e cl a s si fi c ati o n, ari s e s a s
a c o n s e q u e n c e of it s s u c c e s s wit h f e at ur e e xtr a cti o n e. g.
f or c o n v e nti o n al i m a g e cl a s si fi c ati o n, w h er e t h e cl a s si fi e r s
c o ul d a c hi e v e a hi g h e r p r e di cti o n a c c u r a c y t h a n h u m a n
t e st g r o u p s [ 3 4 ]. It h a s l e d t o a s ur g e of e x pl or ati o n s i n
a p pl yi n g si mil ar m et h o d s t o di ffi c ult pr o bl e m s i n ( q u a n-
t u m) m a n y- b o d y p h y si c s [ 3 5 – 3 8 ]. T h e p h e n o m e n o n of
M B L , i n p a rti c ul ar, h a s attr a ct e d m a n y n u m eri c al a p-
pr o a c h e s u si n g m a c hi n e l e ar ni n g [ 3 9 – 4 1 ] o r d e e p l e ar n-
i n g [4 2 – 4 5 ]. T h e pr e vi o u s att e m pt s t y pi c all y utili z e d N N s
f or t h e p h a s e cl a s si fi c ati o n i n or d er t o e xtr a ct a p h a s e di a-
gr a m of t h e tr a n siti o n i n a n e n er g y- d e n sit y- a n d di s or d er-
p a r a m et e r- r e s ol v e d w a y. E m pl o yi n g a r e c urr e nt n e ur al
n et w or k ( R N N ) t o st u d y t h e b e h a vi o r of M B L w a s – t o
t h e b e st of o ur k n o wl e d g e – fir st a c c o m pli s h e d b y R ef. [ 4 3 ]
w h o t r a c e t h e t e m p or al e v ol uti o n of a n o b s er v a bl e a s a
p h a s e cl a s si fi c ati o n t a s k. I n v ari ati o n t o t h o s e a p pr o a c h e s,
w e p r o p o s e t o e m pl o y a n R N N t o c h a r a ct eri z e a gi v e n
i n st a n c e of t h e H a milt o ni a n’ s c o m p o n e nt s i n t er m s of
q u a nt u m d at a. F or t h e c h ar a ct eri z ati o n, t h er e h a s b e e n
a n e x pl or ati v e w or k d o n e b y Ni e u w e n b ur g, B a u m, a n d R e-
f a el [4 5 ] i n t h e s a m e dir e cti o n. T h e y s h o w t h e l e ar n a bilit y
of t h e a dj a c e nt g a p r ati o b y m e a n s of c o n v ol uti o n al N N s
f r o m t h e di s o r d er v e ct or j oi n e d wit h t h e c orr e s p o n di n g
di s or d er p ar a m et er, i. e. fr o m h ⊕ h [4 5 , A p p e n di x]. T h eir
e ff o rt s, h o w e v er, r e s ort t o a pr o of- of- pri n ci pl e d e m o n str a-
ti o n a n d u s e it f or d at a a u g m e nt ati o n. M or e o v er, t h eir

ar c hit e ct ur e i s n ot s c al a bl e i n t h e s y st e m si z e L b e c a u s e
t h e o ut p ut si z e of t h e c o n v ol uti o n al l a y er s gr o w s li n e a rl y
wit h L . S u c h c o n v ol uti o n al l a y er s c a n b e m a d e s c al a bl e
wit h t h e i n p ut si z e a s d e m o n str at e d b y S ar a c e ni, C a nt ori,
a n d Pil ati [ 4 6 ]. T h e y pr o p o s e a n ar c hit e ct ur e w h er e t h e
n u m b e r of e xtr a ct e d f e at ur e s d o e s n ot gr o w wit h t h e i n-
p ut si z e a n d c a n t h u s b e m a p p e d t o a fi x e d o ut p ut si z e.
A p a rt fr o m t hi s l a st i n st a n c e, all t h e pr e vi o u s m et h o d s
ar e r e stri ct e d t o a gi v e n, fi x e d c h ai n l e n gt h a n d t h er ef or e
n ot a p pli c a bl e t o d at a fr o m a l ar g er s y st e m. A n ot h er
b ottl e n e c k i s t h e f a ct t h at t h e t y pi c al i n p ut f or t h e s e
a p pr o a c h e s c o n si st s of h e a vil y pr e pr o c e s s e d d at a s u c h a s
t h e e nt a n gl e m e nt s p e ctr u m [ 4 2 ] or e v e n a w h ol e ei g e n v e c-
t o r of t h e H a milt o ni a n [ 4 4 ]. B ot h ar e o bt ai n e d b y e x a ct
di a g o n ali z ati o n a n d t h u s l a c k a f e a si bl e s o ur c e of tr ai ni n g
d at a f r o m t h e tr a n siti o n r e gi m e f or s y st e m si z e s L  2 0 .

B.  O u r c o n t ri b u ti o n

I n t hi s w or k, w e pr o p o s e a n N N - a r c hit e ct ur e t h at i s
b ot h a p pli c a bl e t o d at a fr o m di ff er e nt s y st e m si z e s a n d n ot
n e c e s sit ati n g a n y c o m p ut ati o n all y c o stl y pr e pr o c e s si n g of
t h e i n p ut d at a. We a c c o m pli s h t hi s b y dir e ctl y pr e s e nti n g
t h e l o c al di s or d er v al u e s h = ( h 1 , . . . , hL ) t o a n R N N .
T hi s st e p lift s t h e s y st e m si z e c o n str ai nt b y tr e ati n g h
a s a s e q u e n c e of i n p ut s s u c h t h at t h e s e q u e n c e l e n gt h
c orr e s p o n d s t o t h e s y st e m si z e. T h e o ut p ut of t h e R N N
s e r v e s a s t h e e xtr a ct e d f e at ur e v e ct or fr o m t h e di s or d er
s e q u e n c e. T y pi c all y, s u c h f e at ur e s d o n ot y et r e s e m bl e t h e
i n di c at or s. R at h e r, t h e y ar e gl o b al pr o p erti e s of t h e i n p ut
w hi c h ar e n ot ti e d t o a s p e ci fi c r e gr e s si o n t a s k. T hi s vi e w
i s a d a pt e d fr o m r e s ult s i n c o m p ut er vi si o n w h er e t h e fir st
l a y e r s of i m a g e cl a s sif yi n g n et w or k s m er el y d et e ct e d g e s
a n d c or n er s, i n d e p e n d e nt of t h e u n d erl yi n g cl a s si fi c ati o n
pr o bl e m [ 4 7 ]. H e n c e, w e u s e a fi n al f ull y- c o n n e ct e d N N a s
s k et c h e d i n Fi g. 1 t h at m a p s t h e e xtr a ct e d f e at ur e s t o t h e
i n di c at or e sti m at e s. Wit h t hi s c h oi c e f or o ur ar c hit e ct ur e,
w e c a n i n v e sti g at e i n t h e f e at ur e s f urt h er b y m e a n s of
t r a n sf e r l e a r ni n g [4 8 ]. T o t hi s e n d, w e s h o w t h at a s et of
f e at ur e s e xtr a ct e d fr o m s o m e i n di c at or s c a n b e g e n er ali z e d
t o ot h er pr e vi o u sl y u n s e e n i n di c at or s. M or e o v er, w e s h o w
t h at w e c a n a c hi e v e t hi s g o al wit h o nl y t w o f e at ur e s
of t h e i n p ut wit h o ut a si g ni fi c a nt dr o p i n p erf or m a n c e.
Fi n all y, w e d e m o n str at e t h e e ffi ci e n c y of o ur ar c hit e ct ur e
t o e n h a n c e t h e r e s ol uti o n of t h e p h a s e di a gr a m of t h e t e st
d at a s et. We a c hi e v e t hi s b e c a u s e o ur tr ai n e d n et w or k
i s c a p a bl e of pr e di cti n g t h e i n di c at or v al u e s f or v ari o u s
c h oi c e s of t h e e n er g y d e n sit y ϵ a n d di s or d er p ar a m et er h
at o n c e.

We e m p h a si z e t h at t hi s N N - b a s e d a p pr o a c h t o t h e
p h e n o m e n o n of M B L di ff er s fr o m pr e vi o u s att e m pt s dr a s-
ti c all y. P r e vi o u sl y, N N s h a v e b e e n u s e d f or t h e cl a s si-
fi c ati o n t a s k of pr e pr o c e s s e d i n p ut s [ 4 2 – 4 5 ]. S u c h a n
a n s at z d e p e n d s c o m pl et el y o n t h e a v ail a bilit y of t h e pr e-
pr o c e s s e d i n p ut. We t a k e a st e p f urt h er a n d d e m o n str at e
t h at di sti n cti v e si g n at ur e s of M B L , e n c o d e d i n t h e i n di-
c at or v al u e s, ar e dir e ctl y l e ar n a bl e fr o m a gi v e n di s or d er
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r e ali z ati o n i n a s pi n c h ai n. T h at i s, w e o nl y e nt er t h e
d e fi ni n g v al u e s of t h e H a milt o ni a n a n d r e g ar d t h e pr o-
c e s s e d i n di c at or s a s t ar g et s, n ot a s i n p ut s t o o ur N N . We
o bt ai n t h e s e e sti m at e s f or e a c h di s or d er r e ali z ati o n a n d
f or v ari o u s e n er g y d e n siti e s at o n c e, i. e. w e d o n ot r e q uir e
a n y a v e r a g e s b ef or e h a n d.

C.  O u tli n e

I n t h e n e xt S e cti o n II A, w e i ntr o d u c e arti fi ci al N N s
a n d i n p a rti c ul ar o ur m o d el ar c hit e ct ur e t h at i s b a s e d
o n a r e c urr e nt v ari a nt. We pr o c e e d b y i ntr o d u ci n g t h e
q u a nt u m m a n y- b o d y s y st e m of i nt er e st f or t h e st u d y of
M B L i n S e cti o n II B. A s a t e st b e d f or o ur s et- u p, t hi s will
b e t h e di s o r d e r e d H ei s e n b er g s pi n c h ai n. T o t hi s e n d, w e
p r e s e nt p r o mi n e nt i n di c at or s of M B L a n d t h eir b e h a vi or
i n e a c h of t h e t w o p h a s e s. I n S e cti o n III A, w e d e m o n-
str at e t h e s c al a bilit y of o ur ar c hit e ct ur e t o pr e di ct d at a
f or s y st e m si z e s b e y o n d t h e tr ai ni n g s et. T hi s i n cl u d e s a
q u a ntit ati v e b e n c h m ar k of t h e q u alit y of t h e n et w or k’ s
o ut p ut. A s t h e n e xt st e p, w e e m p h a si z e i n S e cti o n III B
b y t h e m e a n s of tr a n sf er l e ar ni n g t h at t h e r el e v a nt gl o b al
f e at u r e s of t h e i n p ut ar e r e c o g ni z e d. M or e o v er, t hi s hi nt s
t o w a r d s a c o m p ati bilit y b et w e e n t h e v ari o u s i n di c at or s
w hi c h i s u n d er st o o d i n t h e st u d y of A n d er s o n l o c ali z ati o n
b ut r e m ai n s u n cl e ar f or M B L . L a stl y, w e s h o w t h e n u-
m eri c al e ffi ci e n c y of o ur m et h o d i n S e cti o n III C t o o bt ai n
a hi g h- r e s ol uti o n p h a s e di a gr a m of t h e M B L -t r a n siti o n.
We c o m pl e m e nt o ur w or k wit h a s u m m ar y a n d a n o utl o o k
f o r f ut u r e di r e cti o n s i n S e cti o n I V.

I I.  P R E L I M I N A R I E S

I n t h e f oll o wi n g, w e st art wit h pr o vi di n g t h e r e q uir e d
b a c k gr o u n d of R N N s, a c c o m p a ni e d b y a p h y si c al m o d el
f e at uri n g M B L, t h e H ei s e n b er g s pi n c h ai n.

A.  R e c u r r e n t a r ti fi ci al n e u r al n e t w o r k s

We u s e arti fi ci al N N s a n d i n p arti c ul ar t h eir r e c urr e nt
v a ri a nt ( R N N ). N N s ar e l o o s el y i n s pir e d b y t h eir bi ol o g-
i c al c o u nt e r p art i n t h e h u m a n br ai n. E ff e cti v el y, t h e y
s e r v e a s a bl a c k- b o x a p pr o a c h t o a u ni v er s al f u n cti o n
a p pr o xi m at or. T h e y ar e m o d ul aril y b uilt b y s o- c all e d p a-
r a m et eri z e d l a y er s, u s u all y of t h e f or m y  = σ (W  y  − 1 + b  )
w h e r e t h e p a r a m et er s of t h e l-t h l a y er (W  , b ) ar e c all e d
w ei g ht s a n d bi a s e s, r e s p e cti v el y. T h e li n e arit y i s br o k e n
b y a s o- c all e d a cti v ati o n f u n cti o n σ w hi c h i s a n o n-li n e ar
f u n cti o n, u s u all y a p pli e d el e m e nt- wi s e t o it s ar g u m e nt.
T hi s w a y, a pr e d e fi n e d t y p e of i n p ut x = : y 0 i s pr o c e s s e d
l a y er b y l a y er. T hi s i s r ef err e d t o a s t h e f e e d-f or w ar d p a s s
of t h e N N . A s a c o n s e q u e n c e, w e c a n c o n si d er t h e N N
a s a p a r a m et e ri z e d bl a c k- b o x f u n cti o n f θ (x ) = ŷ wit h
p a r a m et e r s θ gi v e n b y t h e w ei g ht s a n d bi a s e s. I n t h e
s u p e r vi s e d l e a r ni n g s etti n g, t h e i n p ut x i s ti e d t o a t ar g et

v al u e y of w hi c h ŷ i s a n e sti m ati o n. T h e q u alit y of t h e e s-
ti m ati o n i s q u a nti fi a bl e b y t h e s o- c all e d l o s s f u n cti o n. It s
g r a di e nt wit h r e s p e ct t o t h e n et w or k’ s p ar a m et er s θ c a n
b e c o m p ut e d e ffi ci e ntl y b y t h e m et h o d of b a c k p r o p a g ati o n .
It i s u s e d i n a n u p d at e r ul e, s u c h a s g r a di e nt d e s c e nt, f or
t h e p ar a m et er s t o it e r ati v el y fi n d a s et of p ar a m et er s t h at
mi ni mi z e s t h e l o s s [ 4 7 ].

T h e k e y li mit ati o n of t h e pl ai n- v a nill a N N i s t h e r e-
stri cti o n i n t h e fi x e d i n p ut s h a p e. R N N s h a v e a s p e ci al
ar c hit e ct ur e t h at all o w s e. g. f or a n ar bitr ar y i n p ut a n d
o ut p ut l e n gt h. T hi s f e at ur e i s h e a vil y utili z e d i n t h e fi el d
of n at ur al l a n g u a g e pr o c e s si n g. T h e r e c urr e nt b e h a vi or of
a l a y e r i s a c hi e v e d b y t h e i ntr o d u cti o n of a hi d d e n st at e
H . T o t hi s e n d, w e r e g ar d t h e i n p ut x = ( x 1 , x 2 , . . . , x T )
a s a s e q u e n c e of T i n di vi d u al i n p ut s. T h e hi d d e n st at e
c a n b e r e p e at e dl y u p d at e d a c c or di n g t o t h e n et w or k’ s
p ar a m et er s θ a n d t h e c urr e nt i n p ut, i. e. H t = H t (θ, H t − 1 )
wit h t = 1 , . . . , T . I m p o rt a ntl y, t h e s a m e p ar a m et er s θ
ar e u s e d f or e v er y u p d at e of t h e hi d d e n st at e. T h e fi n al
hi d d e n st at e H T s er v e s a s t h e o ut p ut of t h e r e c urr e nt
l a y er. A s c h e m ati c i s s h o w n i n Fi g. 2 .

B.  T h e m o d el f o r M B L

A c o m m o n m o d el oft e n c o n s ult e d o n f or t h e st u d y of
M B L i s t h e o n e- di m e n si o n al H ei s e n b er g s pi n c h ai n of
l e n gt h L w h o s e H a milt o ni a n r e a d s a s

H = J
L

i = 1 α ∈ { x, y, z }

σ ( i )
α σ ( i + 1 )

α +
L

i = 1

h i σ
( i )
z , ( 1)

w h er e σ
( i )
x / y / z d e n ot e s t h e r e s p e cti v e P a uli m atri x a cti n g o n

t h e i-t h sit e. We w or k wit h p eri o di c b o u n d ar y c o n diti o n s,

i. e. σ
( L + 1 )
x / y / z ≡ σ

( 1 )
x / y / z . T h e p a r a m et e r s h = ( h 1 , . . . , hL )

ar e t h e l o c al di s or d er str e n gt h s w hi c h ar e s a m pl e d i n d e-
p e n d e ntl y fr o m a u nif or m di stri b uti o n o v er t h e i nt er v al

{ x t }

H T

≡ H 0

x 1 x 2

. . .

x T

H T

FI G. 2. S c h e m e of a n R N N c ell a s u s e d i n Fi g. 1 . O n
t h e l ef t, t h e c ell i s s h o w n a s a bl a c k- b o x t h a t i t e r a t e s o v e r
a n i n p u t s e q u e n c e { x t } a n d p r o d u c e s a n o u t p u t s t a t e H T .
U nf ol di n g t h e c ell r e s ul t s i n t h e s c h e m e o n t h e ri g ht. A n
i ni ti al hi d d e n s t a t e H 0 i s e v ol v e d o v e r T ti m e s t e p s d u ri n g
w hi c h t h e s e q u e n c e el e m e nt s a r e f e d i nt o t h e n e t w o r k o n e af t e r
a n o t h e r. T h e fi n al e v ol v e d hi d d e n s t a t e i s r el e a s e d a s t h e
n e t w o r k’ s o u t p u t. E a c h b o x o n t h e ri g ht c o r r e s p o n d s t o t h e
s a m e c ell a r c hi t e c t u r e, i. e. h a vi n g t h e s a m e w ei g ht s a n d bi a s e s
f o r e a c h ti m e s t e p. T h e r e c u r r e nt c ell c a n p r o c e s s i n p u t s of
a r bi t r a r y s e q u e n c e l e n g t h s T .
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h i ∈ [− h, h ] f o r e a c h sit e i. T h e v a ri a bl e h i s c all e d
t h e di s o r d e r p a r a m et e r . T h e n e ar e st- n ei g h b or i nt er a cti o n
str e n gt h J c a n b e s et t o u nit y a s w e ar e o nl y c o n si d eri n g
it s r el ati o n t o t h e v al u e of h , i. e. w e r e p ort v al u e s f or h
i n u nit s of J .

We n ot e t h at t h e t ot al m a g n eti z ati o n S t o t
z :=

L
i = 1 σ

( i )
z

c o m m ut e s wit h t h e H a milt o ni a n (1 ) , a n d w e r e stri ct o ur
c o n si d e r ati o n s t o t h e S t o t

z = 0 s e ct or a n d e v e n c h ai n
l e n gt h s L ∈ 2 N . T h e di m e n si o n alit y of t hi s s e ct or i s

L
L / 2 . T hi s m o d el di s pl a y s d el o c ali z e d ei g e n st at e s f or

h → 0 b e c a u s e t h e H a milt o ni a n b e c o m e s r ot ati o n all y i n-
v a ri a nt i n t hi s li mit. O n t h e ot h er h a n d, i. e. f or h → ∞
t h e i nt e r a cti o n t er m i s n e gli gi bl e, a n d w e r e c o v er t h e l o-
c ali z ati o n b e h a vi or of t h e A n d er s o n m o d el. I n b et w e e n
t h e s e li mit s, a p h a s e tr a n siti o n fr o m t h e d el o c ali z e d p h a s e
t o t h e m a n y- b o d y l o c ali z e d o n e i s t h er ef or e a s s u m e d.
N u m eri c al st u di e s r e p ort a n e sti m ati o n of t h e criti c al
di s or d er p ar a m et er h c of h c ≈ 6 1 , w hi c h h a s a n a d di-
ti o n al sli g ht d e p e n d e n c e o n t h e c o n si d er e d e n er g y d e n sit y
ϵ (E ) := ( E − E mi n )/ (E m a x − E mi n ) [1 5 ]. T hi s n u m eri c all y
o b s e r v e d s o- c all e d m o bilit y e d g e i s d e b at e d fr o m t h e or eti-
c al g r o u n d s a n d attri b ut e d t o fi nit e- si z e e ff e ct s [ 2 4 ].

T h er e ar e s e v er al pr o p erti e s of t h e t w o p h a s e s w hi c h ar e
s h ar e d wit h t h e A n d er s o n m et al-i n s ul at or tr a n siti o n. S u c h
p r o p e rti e s li k e t h e s y st e m’ s e nt a n gl e m e nt or it s s p e ctr al
st ati sti c s ar e t y pi c all y ai m e d t o b e s u m m ari z e d b y a si n gl e
r e al n u m b e r. Si n c e it v ari e s i n it s n u m eri c al v al u e fr o m
o n e p h a s e t o t h e ot h er, it i s r ef err e d t o a s a n i n di c at o r f or
m a n y- b o d y l o c ali z ati o n. T hi s i s n ot a n or d er p ar a m et er a s
t h er e e xi st s n o m e a n- fi el d t h e or y f or M B L [1 8 ]. I n di c at or s
c a n b e di vi d e d i nt o t hr e e gr o u p s of ori gi n: (i) s p e ctr al i n-
di c at or s (f u n cti o n of t h e ei g e n v al u e s), (ii) f u n cti o n s of t h e
ei g e n v e ct o r s ( e. g. e nt a n gl e m e nt e ntr o pi e s), a n d (iii) ti m e-
a v er a g e d o b s er v a bl e s aft er a q u e n c h. A s o n e e x a m pl e f or a
s p e ctr al i n di c at or, it i s k n o w n t h at t h e di stri b uti o n of t h e
s p e ct r al g a p s of t h e H a milt o ni a n v ari e s b et w e e n t h e t w o
p h a s e s. I n p arti c ul ar, f or h → 0 t h e g a p s ar e di stri b ut e d
a c c or di n g t o t h e Wi g n er- D y s o n di stri b uti o n w h er e a s t h e
di st ri b uti o n i s P oi s s o ni a n i n t h e M B L p h a s e [ 1 3 ]. T h e s e
t w o li miti n g c a s e s a r e i n c o r p o r at e d b y t h e a dj a c e nt g a p
r ati o ⟨r ⟩. T hi s r ati o c a n b e c o m p ut e d f or t h e i-t h s p e ctr al
g a p δ i = E i + 1 − E i ≥ 0 a s

r i :=
mi n { δ i + 1 , δi }

m a x { δ i + 1 , δi }
. ( 2)

A v e r a gi n g o v e r all ei g e n v al u e s cl o s e t o a t ar g et e n er g y
d e n sit y a n d o v er di ff er e nt di s or d er r e ali z ati o n s yi el d s
⟨r ⟩ d el o c ≈ 0 .5 3 i n t h e d el o c ali z e d li mit a n d ⟨r ⟩ M B L =
2 l n( 2) − 1 ≈ 0 .3 9 i n t h e M B L p h a s e w h e n h → ∞ .

L o c ali z ati o n i s n ot o nl y tr a c e a bl e b y s p e ctr al st ati sti c s.
A n ot h e r p r o mi n e nt m e a s ur e i s t h e h alf- c h ai n e nt a n gl e-
m e nt e nt r o p y [1 4 ]. T o t hi s e n d, w e s plit t h e c h ai n i n
h alf a n d c al c ul at e t h e r e d u c e d d e n sit y m atri x of t h e fir st

1 D u e t o o u r d e fi ni ti o n of E q. ( 1 ) vi a P a uli m a t ri c e s, t h e c ri ti c al
v al u e i s t wi c e a s l a r g e a s t y pi c all y r e p o r t e d i n t h e li t e r a t u r e.

h alf ρ A : = Tr B [ρ A B ] b y tr a ci n g o ut t h e s e c o n d h alf of
t h e j oi nt d e n sit y m atri x ρ A B . T h e d e n sit y o p er at or i s
c o n str u ct e d f or e a c h ei g e n st at e |n ⟩ of t h e H a milt o ni a n, i. e.
ρ A B = |n ⟩⟨ n |. T h e e nt a n gl e m e nt e ntr o p y ⟨S A ⟩ i s gi v e n
b y c o m p uti n g

S A := Tr[ ρ A l n(ρ A )] ( 3)

a n d a v e r a gi n g a g ai n o v er ei g e n st at e s a n d di s or d er r e al-
i z ati o n s. We n or m ali z e t hi s q u a ntit y wit h t h e e x p e ct e d
m a xi m al h alf- c h ai n e ntr o p y w hi c h i s t h e P a g e e ntr o p y [ 4 9 ].
I n t hi s w a y, t h e i n di c at or v ari e s fr o m 1 i n t h e d el o c ali z e d
r e gi m e t o a p pr o a c hi n g 0 i n t h e M B L p h a s e a s e nt a n gl e-
m e nt i s s u p pr e s s e d b y t h e l o c al di s or d er. M or e o v er, w e
n ot e a v ol u m e-l a w s c ali n g of t h e e nt a n gl e m e nt e ntr o p y
wit h r e s p e ct t o t h e s y st e m si z e i n t h e d el o c ali z e d p h a s e
b ut o nl y a n ar e a-l a w s c ali n g i n t h e l o c ali z e d r e gi m e [ 5 0 ].

I n a d diti o n, t h e ei g e n st at e s c arr y i nf or m ati o n a b o ut t h e
tr a n s p ort b e h a vi or of t h e s pi n w hi c h i s a gl o b al c o n s er v e d
q u a ntit y. T h e d y n a mi c al s pi n f r a cti o n ⟨ F ⟩ q u a nti fi e s
t h e d e gr e e of r el a x ati o n of a n i niti al i n h o m o g e n e o u s s pi n
d e n sit y [ 1 4 ]. It i s gi v e n a s

F := 1 −
⟨M † M ⟩

⟨M † ⟩⟨M ⟩

wit h M =
L

j = 1

σ ( j )
z e x p 2 π i

j − 1

L

( 4)

w h e r e t h e e x p e ct ati o n v al u e i s t a k e n f or all ei g e n st at e s
cl o s e t o a t ar g et e n er g y. A g ai n, w e a v er a g e F o v er m a n y
di s o r d e r r e ali z ati o n s. T h e p er si st e nt s pi n i n h o m o g e n eit y
i n t h e M B L p h a s e m e a n s t h at ⟨ F ⟩ → 0 w h e r e a s i n t h e
d el o c ali z e d r e gi m e ⟨ F ⟩ → 1 .

I I I.  R E S U L T S

I n t hi s w or k, w e r e p ort o n a hi g hl y fl e xi bl e d e e p l e ar n-
i n g a r c hit e ct ur e w h o s e w or k fl o w w e d e pi ct i n Fi g. 1 t h at
l e a r n s t h e q u a nt u m d at a o bt ai n e d fr o m a n e x p eri m e nt
or a n u m eri c al st u d y. I n t hi s w a y, pr e di cti o n s c a n b e
m a d e f or si n gl e i n st a n c e s at v ari o u s e n er g y l e v el s at o n c e,
a n d w e d o n ot n e e d a n y a v er a g e s o v er i n p ut c o n fi g u-
r ati o n s. M or e o v er, t h e s et- u p lift s t h e r e stri cti o n of a
fi x e d s y st e m si z e f or t h e a v ail a bl e q u a nt u m d at a a n d o nl y
r e q uir e s t h e r el e v a nt p ar a m et er s of t h e u n d erl yi n g H a mil-
t o ni a n. We d e m o n str at e t h at t h e s et- u p e xtr a ct s gl o b al,
i. e. t a s k-i n d e p e n d e nt f e at ur e s fr o m t h e i n p ut w hi c h m a k e s
it a p pli c a bl e t o pr e di cti n g a br o a d cl a s s of q u a nt u m d at a.
T h u s, o ur a p pr o xi m ati o n s c h e m e s er v e s a s a c o m p ut ati o n-
all y c h e a p alt er n ati v e t o d e m a n di n g n u m eri c al m et h o d s
s u c h a s e x a ct di a g o n ali z ati o n. We e m p h a si z e t h at, i n a
br o a d er s e n s e, o ur m et h o d i s n ot li mit e d t o t h e st u d y of
M B L b ut a p pli c a bl e t o m a n y m or e pr o bl e m s i n q u a nt u m
m a n y- b o d y p h y si c s.
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FI G. 3.  E s ti m a ti o n of t h e i n di c a t o r s t a ti s ti c s b y t h e R N N a s
a f u n c ti o n of t h e di s o r d e r p a r a m e t e r h f o r t h e L = 1 4 c h ai n
a t a n e n e r g y d e n si t y ϵ = 0 .5 . We al s o p r o vi d e t h e r e s p e c ti v e
s t a n d a r d d e vi a ti o n s a r o u n d t h e m e a n s w hi c h a r e r e p r o d u c e d
b y t h e N N f o r t h e fi r s t t w o i n di c a t o r s a s w ell.

A.  S c al a bl e i n di c a t o r a p p r o xi m a ti o n

O v er t h e l a st t w o d e c a d e s of a p pr o a c hi n g A n d er s o n
l o c ali z ati o n a n al yti c all y a n d s u b s e q u e ntl y M B L m o stl y
n u m eri c all y, s e v er al pr o p erti e s of t h e p h e n o m e n o n h a v e
b e e n d e m o n str at e d t o b e s u m m ari z e d b y t h e ai d of t h e
af or e m e nti o n e d i n di c at or s. We d e m o n str at e t h at t h e y c a n
b e a p p r o xi m at e d e ffi ci e ntl y b y a n N N . I nt uiti v el y, t hi s
c o m e s a s n o s ur pri s e f or t h e i n di c at or v al u e s ar e f u n cti o n s
of t h e H a milt o ni a n’ s p ar a m et er s w hi c h ar e t a k e n a s t h e
i n p ut of t h e N N . T h e d e fi ni n g p ar a m et er s of t h e H a mil-
t o ni a n (1 ) a r e t h e l o c al di s or d e r v al u e s h = ( h 1 , . . . , hL )
a s w e c o n si d er i s otr o pi c n e ar e st- n ei g h b or i nt er a cti o n s of
r el ati v e u nit str e n gt h. A s w e e x pl ai n l at er i n S e cti o n III C,
o ur ar c hit e ct ur e i s c a p a bl e of e sti m ati n g t h e i n di c at or s f or
v ari o u s v al u e s of t h e e n er g y d e n sit y ϵ at o n c e. F or n o w,
h o w e v er, w e r e stri ct o ur s el v e s t o t h e i n fi nit e t e m p er at ur e
r e gi m e, i. e. wit h ϵ = 0 .5 fi x e d. I n or d er t o a c c o m m o d at e
di s o r d e r v e ct o r s of di ff er e nt l e n gt h s, w e u s e a n R N N a r-
c hit e ct u r e t h at tr e at s t h e di s or d er v e ct or a s a s e q u e n c e
of t h e l o c al di s or d er v al u e s. R N N s h a v e s p e ci fi c all y b e e n
d e si g n e d t o h a n dl e v ari a bl e s e q u e n c e l e n gt h s b y virt u e
of t h eir r e c ur si v e d e si g n, s e e Fi g. 2 a n d f urt h er d et ail s
i n A p p e n di x A . A s l o s s f u n cti o n, w e c h o o s e t h e m e a n-
s q u ar e d- err or ( M S E ) b et w e e n t h e o bt ai n e d e sti m ati o n s of
t h e R N N a n d t h e a ct u al v al u e s o bt ai n e d b y e x a ct di a g o-
n ali z ati o n of t h e H a milt o ni a n. A s a fr a m e w or k f or s etti n g
u p t h e N N s a n d it s t r ai ni n g, w e r el y o n P y T or c h [ 5 1 ].
We p u bli s h o ur d at a a n d t h e c o d e f or p erf or mi n g t h e
tr ai ni n g of t h e N N s a n d f o r c r e ati n g all h er e pr e s e nt e d
pl ot s o nli n e [ 5 2 ].

Fi g ur e 3 s h o w s a pl ot of t h e l e ar n e d i n di c at or st ati sti c s
f o r L = 1 4 w h e r e t h e n et w or k h a s b e e n tr ai n e d o n d at a
f r o m c h ai n l e n gt h s L = 1 0 , 1 2 . We i nt e rl e a v e t h e pl ot-
ti n g of t h e u n d erl yi n g t ar g et d at a wit h t h e c orr e s p o n di n g

o ut p ut f r o m t h e N N . F o r v a ri o u s v al u e s of t h e di s or d er
p ar a m et er h , w e s a m pl e d di s or d er v e ct or s t h at m a k e u p
di ff e r e nt H a milt o ni a n s. F or e a c h of t h e s e, w e o bt ai n e d
t h e v e ct or of i n di c at or v al u e s y fr o m S e cti o n II B vi a
e x a ct di a g o n ali z ati o n. E a c h of t h e di s or d er v e ct or s w a s
f e d i nt o o ur N N t o o ut p ut a n e sti m ati o n ŷ of y . I n t h e
pl ot, w e s h o w t h e m e a n a n d t h e st a n d ar d d e vi ati o n (t h at
r e s ult s f r o m di ff er e nt r e ali z ati o n s of t h e di s or d er v e ct or
s a m pl e d wit h t h e s a m e di s or d er p ar a m et er h ) of y a n d ŷ ,
r e s p e cti v el y. E s p e ci all y t h e e nt a n gl e m e nt e ntr o p y S A (3 )
a n d t h e d y n a mi c al s pi n fr a cti o n F (4 ) s h o w a g o o d a gr e e-
m e nt u p t o t h e s e c o n d m o m e nt of t h e d at a di stri b uti o n.
F o r t h e a dj a c e nt g a p r ati o r (2 ), o nl y t h e m e a n i s w ell-
a p pr o xi m at e d w hi c h i n di c at e s t h at t h e d e p e n d e n c e of r
o n t h e l e v el of t h e p arti c ul ar di s or d er r e ali z ati o n m a y
b e h ar d er t o l e ar n. I m p ort a ntl y, w e d e m o n str at e t h at
o ur N N - ar c hit e ct u r e c a n b e q u e ri e d o n d at a b el o n gi n g t o
a n a r bit r a r y c h ai n l e n gt h L . H e r e, w e h a v e tr ai n e d o n
s m all er s y st e m si z e s a n d fi n d a q u alit ati v e a gr e e m e nt f or
t h e l a r g e r s y st e m si z e, L = 1 4 , i n t h e pl ot.

A d diti o n all y, w e c a n q u a ntit ati v el y b e n c h m ar k t h e p er-
f o r m a n c e of o ur n et w or k u si n g t h e c o e ffi ci e nt of d et e r mi-
n ati o n R 2 . It i s u s e d a s a b e n c h m ar ki n g t o ol i n li n e ar
r e gr e s si o n a n d i s d e fi n e d a s

R 2 := 1 − i (f (x i ) − y i )
2

i (y i − ȳ ) 2
= 1 −

M S E [f (X ), Y ]

V a r[ Y ]
( 5)

w h er e t h e s u m r u n s o v e r all d at a p oi nt p ai r s { (x i , yi )} i n
t h e t e st s et, t h e m e a n o v er t h e t ar g et s y i i s d e n ot e d b y
ȳ , f r e p r e s e nt s t h e N N a n d V a r [Y ] d e n ot e s t h e v ari a n c e
of Y . S o, it e s s e nti all y c o m p ar e s t h e M S E of t h e n et w or k
o ut p ut s wit h t h e v ari a n c e i n t h e d at a. F or a n o n-li n e ar
f u n cti o n f t h e s e c o n d t er m o n t h e ri g ht- h a n d- si d e i s
u n b o u n d e d fr o m a b o v e a n d t h e c orr e s p o n di n g R 2 v al u e
will li e i n t h e i nt er v al (− ∞ , 1] w hi c h i s u n w a nt e d f or
a s q u ar e d e x pr e s si o n. T h e c o e ffi ci e nt of d et er mi n ati o n
(5 ) c a n b e t r a n sf or m e d t o a n o n- n e g ati v e n u m b er b y
i ntr o d u ci n g R 2

n o r m . := 1 / ( 2 − R 2 ) ∈ [ 0, 1] [5 3 ]. H e r e,
R 2

n o r m . = 1 m e a n s a n a p pr o xi m ati o n b ei n g e x a ct a n d 1 / 2
c o n stit ut e s a b a s eli n e v al u e, w hi c h i s att ai n e d f or f b ei n g
t h e c o n st a nt f u n cti o n t h at o ut p ut s t h e t ar g et m e a n. We
c al c ul at e t h e n or m ali z e d c o e ffi ci e nt i n di c at or- wi s e f or e a c h
v al u e of t h e di s or d er p ar a m et er h .

T h e r e s ult f or t h e s a m e e n e r g y d e n sit y a s i n Fi g. 3 i s
pr e s e nt e d i n Fi g. 4 . We e m p h a si z e t h at t h e n et w or k h a s
n ot e n c o u nt er e d a n y tr ai ni n g d at a fr o m t h e l ar g e st s y st e m
si z e, L = 1 4 . Yet, it i s q u alit ati v el y a bl e t o e sti m at e v al-
u e s b e y o n d it s tr ai ni n g s et s y st e m si z e s. T hi s q u a ntit ati v e
o b s er v ati o n c orr o b or at e s o ur fir st q u alit ati v e o n e i n Fi g. 3 .
Si n c e t h e e nt a n gl e m e nt e ntr o p y a n d t h e d y n a mi c al s pi n
fr a cti o n h a v e b e e n w ell- m at c h e d, w e s e e a l ar g e v al u e of
R 2

n o r m . f or v al u e s h  3 a c c o r di n gl y. T h e br e a k d o w n f or
di s or d er p ar a m et er v al u e s b el o w t h at c a n b e attri b ut e d t o
t h e v a ni s hi n g v ari a n c e i n t h e t e st s et f or h → 0 d u e t o t h e
v a ni s hi n g di s or d er i n t h e H a milt o ni a n. A s a c o n s e q u e n c e,
it d o e s n ot p o s e a t hr e at t o o ur s et- u p a s it c o ul d e a sil y
b e cir c u m v e nt e d b y w ei g hti n g t h e c orr e s p o n di n g tr ai ni n g
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FI G. 4.  N o r m ali z e d c o e ffi ci e nt of d e t e r mi n a ti o n R 2
n o r m . f o r

e a c h M B L i n di c a t o r a s a f u n c ti o n of t h e di s o r d e r p a r a m e t e r
h a t a n e n e r g y d e n si t y ϵ = 0 .5 . We a v e r a g e all r e s ul t s o v e r
fi v e i n d e p e n d e ntl y t r ai n e d m o d el s. T h e n e t w o r k h a s n o t e n-
c o u nt e r e d a n y d a t a f r o m t h e L = 1 4 c h ai n ( d a s h e d li n e ), y e t
i s c a p a bl e of c a p t u ri n g t h e si g ni fi c a nt p a r t of t h e i n di c a t o r
s t a ti s ti c s. T h e d o t t e d li n e i s pl o t t e d a t R 2

n o r m . = 1 / 2 t o s e r v e
a s a b a s eli n e. T h e b r e a k d o w n of t h e q u ali t y f o r s m all di s o r d e r
p a r a m e t e r v al u e s i s d u e t o a v a ni s hi n g v a ri a n c e i n t h e t e s t s e t
w hi c h i s a c o n s e q u e n c e of t h e v a ni s hi n g di s o r d e r i n t h e s y s t e m,
s e e m ai n t e x t.

d at a a c c or di n gl y. A s w e h a v e s e e n alr e a d y, t h e a dj a c e nt
g a p r ati o c a n o nl y e sti m at e t h e m e a n of t h e d at a di stri-
b uti o n f ait hf ull y. H e n c e, t h e c orr e s p o n di n g n or m ali z e d
c o e ffi ci e nt of d et er mi n ati o n b ar el y e x c e e d s t h e b a s eli n e
v al u e. We attri b ut e t hi s t o t h e u n st e a di n e s s i n t h e d ef-
i niti o n of t h e a dj a c e nt g a p r ati o c a u s e d b y t h e di vi si o n.
H e r e, si mil ar H a milt o ni a n s i n t er m s of t h eir r e s p e cti v e
di s or d er v e ct or s h c a n h a v e v er y di ff er e nt s p e ctr a a n d,
i n c o n s e q u e n c e, a v er y di ff er e nt s p e ctr al i n di c at or v al u e.
M o r e o v e r, it di ff er s i n t h e li mit of v a ni s hi n g di s or d e r a s
t h e s p e ctr al i n di c at or c a n b e s u ffi ci e ntl y d e s cri b e d b y t h e
Wi g n e r- D y s o n di stri b uti o n fr o m r a n d o m m atri x t h e or y.
We t h er ef or e d o n ot o b s er v e a v a ni s hi n g v ari a n c e i n o ur
n u m eri c s w hi c h e x pl ai n s t h e di ff er e n c e i n t h e li mit h → 0
c o m p a r e d t o t h e ot h er i n di c at or s.

L a stl y, w e e x p eri m e nt e d wit h t h e n u m b er of r e q uir e d
n u m b e r of s a m pl e s i n t h e tr ai ni n g s et. T hi s i s a cr u ci al
fi g ur e of m erit si n c e o bt ai ni n g t h e tr ai ni n g d at a al w a y s
p o s e s a b ottl e n e c k i n d e e p-l e ar ni n g a p pr o a c h e s t o q u a n-
t u m m a n y- b o d y p h y si c s. Si n c e e a c h di s or d er r e ali z ati o n
of a gi v e n di s or d er p ar a m et er v al u e h i s s a m pl e d fr o m
a u nif or m di stri b uti o n o v er t h e i nt er v al [− h, h ], t h e c o r-
r e s p o n di n g v ari a n c e f or a si n gl e l o c al di s or d er str e n gt h
h i i n cr e a s e s q u a dr ati c all y wit h h . H o w e v er, w e f o u n d n o
q u alit ati v e di ff er e n c e i n t h e a p pr o xi m ati o n q u alit y w h e n
c o n si d eri n g a tr ai ni n g s et wit h a m a s si v el y i n cr e a s e d pr o-

p o rti o n of d at a fr o m t h e M B L si d e. A s t h e b ottl e n e c k
of b e n c h m ar ki n g o ur a p pr o a c h i s t h e g e n er ati o n of t h e
tr ai ni n g s et ( d u e t o t h e c o st i nt e n sit y of t h e e x a ct di a g o n al-
i z ati o n), w e ar e i nt er e st e d i n h o w t h e n et w or k c o p e s wit h
a s hr u n k e n tr ai ni n g d at a s et. We r ef er t o A p p e n di x B f or
t h e a n al y si s a n d pl ot s. I n e s s e n c e, w e fi n d t h at w e c a n
s hri n k t h e tr ai ni n g d at a s et if w e all o w f or m or e tr ai ni n g
e p o c h s i n r et ur n. T hi s w a y, w e c a n r e d u c e t h e tr ai ni n g
d at a s et d o w n t o a n u m b er cl o s e t o t h e n u m b er of tr ai n-
a bl e p a r a m et er s i n t h e n et w or k. T h e s e o b s er v ati o n s ar e
cr u ci al f or o bt ai ni n g a d at a s et fr o m a n a ct u al e x p eri m e nt
i n t h e f ut u r e w h e r e d et e r mi ni n g i n di c at or v al u e s f or e v e n
a si n gl e r e ali z ati o n mi g ht b e e x p e n si v e.

B.  Tr a n sf e r l e a r ni n g

T h e c o m m o n n oti o n i n d e e p l e ar ni n g i s t h at t h er e e xi st s
a hi e r a r c h y of a b str a cti o n i n w h at t h e di ff er e nt l a y er s of
a n N N a r e c a p a bl e of i d e ntif yi n g. T hi s vi e w h a s b e e n
c orr o b or at e d b y i n s p e cti n g t h e fir st l a y e r s of st at e- of-t h e-
art i m a g e cl a s si fi er s w hi c h c orr e s p o n d t o e d g e a n d c or n er
d et e cti o n [ 4 7 ]. Si n c e s u c h t a s k s ar e d et a c h e d fr o m t h e
a ct u al cl a s si fi c ati o n t a s k, t h e fir st l a y er s ar e s ai d t o d et e ct
t a s k- u n s p e ci fi c, g e n er al f e at u r e s of t h e i n p ut a n d t h u s
r e g ar d e d a s f e at ur e e xtr a ct or s. O nl y t h e l a st l a y er s of a
( d e e p) N N m a p t h e s e e xtr a ct e d f e at ur e s t o t h e s p e ci fi c
pr o bl e m at h a n d.

I n t hi s s e cti o n, w e i n s p e ct w h et h er s u c h a b e h a vi or
i s e x hi bit e d b y o ur pr o p o s e d m o d el. We a p pr o a c h t hi s
q u e sti o n wit h t h e ai d of tr a n sf er l e ar ni n g [ 4 8 ]. T h e i d e a i s,
a s s u mi n g t h at t h e R N N a ct u all y e xtr a ct s g e n er al f e at ur e s
of t h e di s o r d er v e ct or h , t o k e e p t h e R N N fi x e d aft er
w e h a v e tr ai n e d it o n a s et of M B L i n di c at or s. We c a n
n o w s wit c h t h e t ar g et s i n t h e tr ai ni n g s et, i. e. e x c h a n g e
t h e t ar g et i n di c at or s wit h s o m e n e w i n di c at or s w hi c h t h e
n et w or k h a s n ot e n c o u nt er e d b ef or e. A s t h e R N N - o ut p ut
i s d et a c h e d fr o m t h e c h oi c e of t h e t ar g et i n di c at or s, w e
o nl y r etr ai n t h e N N t h at m a p s t h e f e at ur e s t o t h e n e wl y
c h o s e n i n di c at or s. If t h e o ut p ut of t h e R N N c orr e s p o n d s
t o f e at u r e s of t h e i n p ut t h at ar e t a s k-i n d e p e n d e nt, t h e
pr e di cti o n q u alit y s h o ul d b e c o m p ar a bl e t o t h e c a s e w h er e
w e r et r ai n t h e f ull m o d el fr o m s cr at c h o n t h e n e w d at a.

We s el e ct t h e d y n a mi c al s pi n fr a cti o n F (4 ) a s t h e
tr a n sf er t ar g et i n di c at or. T o t hi s e n d, w e tr ai n o ur m o d el
o n t h e a dj a c e nt g a p r ati o r (2 ) a n d o n t h e e nt a n gl e m e nt
e nt r o p y S A (3 ) f o r s y st e m si z e s L = 1 0 , 1 2 . T h u s, w e e x-
cl u d e F e x pli citl y fr o m t h e tr ai ni n g s et. O n c e t h e tr ai ni n g
s u c c e e d s, w e k e e p t h e R N N ’ s p a r a m et e r s fi x e d a n d o nl y
r et r ai n t h e s u b s e q u e nt N N t o p r e di ct t h e s pi n fr a cti o n
gi v e n t h e o ut p ut of t h e R N N . We b e n c h m ar k t h e pr e di c-
ti o n q u alit y wit h a m o d el of t h e s a m e ar c hit e ct ur e t h at i s
t r ai n e d t o pr e di ct o nl y F fr o m s cr at c h. F urt h er m or e, w e
c o m p a r e b ot h pr e di cti o n s wit h t h e pr e vi o u s m o d el fr o m
Fi g. 4 t h at h a s b e e n tr ai n e d o n all t hr e e i n di c at or s at o n c e
a n d w hi c h w e c all t h e m ultit a s k n et w or k. A q u a ntit ati v e
c o m p ari s o n u si n g t h e n or m ali z e d c o e ffi ci e nt of d et er mi n a-
ti o n (5 ) i s gi v e n i n Fi g. 5 . T h e tr a n sf e rr e d f e at ur e s l e a d
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FI G. 5. Pl o t of t h e n o r m ali z e d c o e ffi ci e nt of d e t e r mi n a ti o n
( 5 ) f o r t h e d y n a mi c al s pi n f r a c ti o n F . We c o m p a r e t h e m o d el
t r ai n e d vi a t r a n sf e r l e a r ni n g ( g r a y li n e ) wi t h a n u ni ni ti ali z e d
m o d el t h a t l e a r n s f r o m s c r a t c h ( o r a n g e li n e ) a n d t h e p r e vi o u sl y
t r ai n e d m o d el o n all i n di c a t o r s a t o n c e ( bl u e li n e ). O n c e
a g ai n, w e h a v e e x cl u d e d d a t a f o r L = 1 4 f r o m t h e t r ai ni n g
s e t w hi c h i s i n di c a t e d b y t h e d a s h e d li n e s i n t h e l o w e r l ef t
p a n el. T h e d o t t e d li n e i s pl o t t e d a t R 2

n o r m . = 1 / 2 t o s e r v e a s
a b a s eli n e. We a v e r a g e d t h e o u t c o m e o v e r fi v e i n d e p e n d e nt
t r ai ni n g p r o c e d u r e s.

t o a c o m p ar a bl e p erf or m a n c e a s a m o d el t h at i s r etr ai n e d
f r o m s c r at c h a n d t h u s t ail or e d t o t h e s p e ci fi c i n di c at or.
A d diti o n all y, t h e p erf or m a n c e of t h e t h e s e t w o n et w or k s
i s v er y si mil ar t o t h e m ultit a s k n et w or k. T h e di ff er e n c e s
b et w e e n a n y t w o c ur v e s i s d u e t o st ati sti c al err or s. We
fi n d a si mil ar sit u ati o n w h e n s el e cti n g t h e a dj a c e nt g a p
r ati o or t h e e nt a n gl e m e nt e ntr o p y a s t h e tr a n sf er t ar g et i n-
di c at o r, r e s p e cti v el y ( d at a n ot s h o w n). We c a n attri b ut e
t h e c o n g r u e n c e of all t h r e e di ff er e nt t y p e s of tr ai ni n g t o
t h e f oll o wi n g t w o r e a s o n s. Fir st, t h er e a p p e ar s n o q u alit a-
ti v e di ff er e n c e i n t h e l e ar n a bilit y of e a c h of t h e i n di c at or s.
M o r e o v e r, t h e y s e e m t o b e c o m p ati bl e wit h e a c h ot h er
i n t h e s e n s e t h at t h e y c a n all b e o bt ai n e d fr o m t h e s a m e
f e at u r e s. I n o ur c a s e, w e ar e a bl e t o a p pl y t h e tr a n sf er
l e ar ni n g s c h e m e u si n g o nl y t w o f e at ur e s. We pr o vi d e m or e
d et ail s i n A p p e n di x A . T hi s i n di c at e s t h at t h e e xtr a ct e d
f e at ur e s ar e g e n e r al e n o u g h t o all o w f or t h e e sti m ati o n of
a v a ri et y of i n di c at or s w hi c h, i n t ur n, d o n ot r el y o n a
s p e ci fi c s et of f e at ur e s pr o d u c e d d uri n g a s p e ci fi c tr ai ni n g
p r o c e d u r e.

C.  E n e r g y d e p e n d e n c y

L a stl y, w e d e m o n str at e t h at pr e di cti o n s fr o m o ur
tr ai n e d e sti m at or r e c o v er t h e r e s ult s fr o m pr e vi o u s n u-
m eri c al st u di e s of M B L i n t h e li mit of a v er a gi n g o v er

m a n y di s or d er r e ali z ati o n s. N a m el y, w e r e c o v er t h e p h a s e
di a gr a m of t h e tr a n siti o n f or v ari o u s c h ai n l e n gt h s L t h at
s h o w t h e i n di c at or v al u e s i n d e p e n d e n c e of t h e c o n si d-
er e d di s or d er p ar a m et er h a n d e n er g y d e n sit y ϵ . T o t hi s
e n d, w e c a n g e n er at e pr e di cti o n s of u n s e e n tri al di s or d er
r e ali z ati o n s, i. e. r a n d o m i n st a n c e s of di s or d er v e ct or s f or
a gi v e n c h ai n l e n gt h a n d di s or d er p ar a m et er. T h e s e i n-
st a n c e s ar e f e d i nt o o ur N N t o a c c u m ul at e a tri al d at a
s et f or v ari o u s e n er g y d e n siti e s ϵ at o n c e. T h e l att er i s
str ai g ht-f or w ar dl y i n c or p or at e d b y a u g m e nti n g t h e o ut p ut
of t h e R N N b y t h e c o rr e s p o n di n g v al u e f or ϵ . Si n c e w e
s ol el y f o c u s o n t h e n et w or k’ s pr e di cti o n, w e d o n ot n e e d
t o p erf or m t h e e x a ct di a g o n ali z ati o n pr o c e d ur e f or t h e s e
n e w i n st a n c e s. T h er ef or e, g e n er ati n g t hi s l ar g e d at a s et i s
e ffi ci e nt i n t h e s y st e m si z e. T h e r e s ulti n g p h a s e di a gr a m
f o r t h e d y n a mi c al s pi n fr a cti o n F i s pr e s e nt e d i n Fi g. 6 .

M o st i m p ort a ntl y, w e ar e n o w a bl e t o g e n er at e i m a g e s
of t h e p h a s e di a gr a m t o a n ar bitr ar y r e s ol uti o n wit h
n u m e ri c al e ffi ci a c y. M or e o v er, w e ar e n ot li mit e d b y t h e
i niti al r e s ol uti o n i n t h e t r ai ni n g d at a. T hi s i s b e c a u s e w e
o nl y r e q uir e f or w ar d p a s s e s t hr o u g h t h e N N w hi c h s c al e s
b ot h li n e arl y i n t h e n u m b e r of q u eri e d v al u e s f or b ot h t h e
di s o r d e r p a r a m et er a n d t h e e n er g y d e n sit y. We pr o vi d e
f urt h er i n si g ht s i n A p p e n di x C .

I V.  C O N C L U S I O N A N D O U T L O O K

We h a v e c o n str u ct e d a R N N ar c hit e ct ur e t h at a p pr o xi-
m at e s v al u e s f or c ert ai n i n di c at or s f or M B L dir e ctl y fr o m
t h e v ari a bl e p art of t h e H a milt o ni a n, i. e. t h e l o c al di s or d er
st r e n gt h s. T h e r e c urr e nt s et- u p e n s ur e s t h at t h e n et w or k
c a n p r o c e s s d at a f or a n ar bitr ar y s y st e m si z e L a n d pr o-
d u c e a g o o d e sti m ati o n o ut p ut pr o vi d e d t h e tri al s y st e m
si z e i s n ot t o o f ar o ff t h e tr ai ni n g s et. M or e o v er, o ur
a p pr o a c h d o e s n ot r e q uir e a n y f urt h er c o m p ut ati o n all y
e x p e n si v e pr e pr o c e s si n g of t h e i n p ut d at a. I n t hi s w a y, w e
ar e a bl e t o c h ar a ct eri z e si n gl e di s or d er r e ali z ati o n s b y pr o-
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FI G. 6.  P h a s e di a g r a m of t h e d y n a mi c al s pi n f r a c ti o n
F f o r v a ri o u s e n e r g y d e n si ti e s ϵ , di s o r d e r p a r a m e t e r v al u e s
h a n d f o r a c h ai n l e n g t h of L = 1 4 . I n ( a ), w e s h o w t h e
q u ali t a ti v e di a g r a m of t h e t r a n si ti o n o b t ai n e d b y a v e r a gi n g
o v e r m a n y di s o r d e r r e ali z a ti o n s. I t i s f ai t hf ull y r e p r o d u c e d b y
t h e a v e r a g e d p r e di c ti o n s of t h e N N ( b ). M o r e o v e r, a s t h e N N
all o w s t o e s ti m a t e d a t a f o r a r bi t r a r y v al u e s of ϵ a n d h w e c a n
e ffi ci e ntl y i n c r e a s e t h e r e s ol u ti o n of t h e di a g r a m.
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vi di n g t h e c orr e s p o n di n g i n di c at or v al u e s. B y i n s p e cti n g
t h e i nt er m e di at e f e at ur e s of t h e R N N b y m e a n s of tr a n sf er
l e ar ni n g, w e o b s er v e t h at all c o n si d er e d i n di c at or s c a n b e
d e ri v e d f r o m t w o f e at ur e s al o n e. F urt h er m or e, t h e y s er v e
a s a n ar c h et y p e f or v ari o u s i n di c at or s at ar bitr ar y e n er g y
d e n siti e s at o n c e. T hi s e n a bl e s u s t o st u d y t h e tr a n siti o n
r e gi o n b y m e a n s of p h a s e di a gr a m s t h at c a n b e r e n d er e d
t o a n a r bit r ar y r e s ol uti o n.

O u tl o o k

Wit h a tr ai ni n g s et t h at c o n si st s of i n di c at or s et s f r o m
di ff er e nt s y st e m si z e s, w e e n vi si o n a n i nt er pl a y b et w e e n a n
a ct u al e x p e ri m e nt a n d o ur ar c hit e ct ur e. T h e e x p eri m e nt
c a n a d dr e s s s y st e m s c o n si sti n g of d o z e n s of s pi n s or q u bit s.
T h u s, it d eli v er s t h e tr ai ni n g s et f or t h e ar c hit e ct ur e b e-
y o n d w h at i s r e a c h a bl e b y e x a ct di a g o n ali z ati o n st u di e s.
A s w e d e m o n str at e d, o ur ar c hit e ct ur e i s n ot i n cli n e d t o a
s p e ci fi c d at a t y p e. T h u s, t h e e x p e ri m e nt i s n ot r e stri ct e d
t o a c ert ai n i n di c at or b ut c a n pr o vi d e t h e m o st a m e n a bl e
o n e ( s u c h a s t h e gr o wt h of t h e e nt a n gl e m e nt e ntr o p y [ 5 4 ],
t h e i m b al a n c e aft er a q u e n c h [ 5 4 – 5 7 ] o r e v e n c h ar a ct er-
i sti c s of t h e e n er g y s p e ctr u m [5 8 ]) f o r t h e t r ai ni n g s et.
M oti v at e d b y o ur fi n di n g s i n S e cti o n III A, w e c o nj e ct ur e
t h at o nl y a f e w r e ali z ati o n s p er di s or d er p ar a m et er ar e
s u ffi ci e nt a s t o m er el y g ui d e t h e e xtr a p ol ati o n. I n a d-
diti o n, t h e i n di c at or s ar e e x p e ct e d t o b e c o m e m or e a n d
m or e pr o n o u n c e d i n t h eir r e s p e cti v e s h a p e. T h er ef or e, w e
d o n ot e x p e ct l a r g e d e vi ati o n s fr o m t h e c a s e of s m all er
s y st e m si z e s u p t o fi nit e- si z e e ff e ct s. T h e w h ol e pr e mi s e
of t r a n sf e r l e ar ni n g r eli e s o n t h e a s s u m pti o n t h at t h e
a d diti o n al d at a f or a l a r g e r s y st e m si z e o nl y s e r v e s a s a
g ui d a n c e f or t h e o v e r all l e ar n e d str u ct ur e o n t h e tr ai ni n g
s et. T hi s b o o st s tr ai ni n g t h e N N si g ni fi c a ntl y [ 4 8 , 5 9 ].
Gi v e n e x p e ri m e nt al tr ai ni n g i n p ut, t h e n et w or k c a n i n
t ur n pr o vi d e e sti m at e s f or d at a o ut si d e of or i n b et w e e n
g a p s i n t h e t r ai ni n g s et w hi c h c a n b e b e n c h m ar k e d b y
t h e e x p eri m e nt i n r et ur n [ 6 0 , 6 1 ]. Ot h e r p o s si biliti e s of
e nri c hi n g t h e tr ai ni n g s et i s t o r e s ort t o n u m eri c al a p-
pr o xi m ati o n s, f or e x a m pl e b y t e n s or n et w or k s m et h o d s
w hi c h ar e w ell- s uit e d d e e p wit hi n t h e M B L p h a s e [ 6 2 ]
o r y et a n ot h er N N a r c hit e ct ur e t o e v e n s p e e d u p t h o s e
m et h o d s [ 6 3 ]. Wit h t h e d at a at h a n d, a m or e d et ail e d
e x a mi n ati o n of t h e c o m p a bilit y of di ff er e nt i n di c at or s al-
l o w s t o s h e d s o m e li g ht o n t h eir y et u n k n o w n c o a cti o n
t o w ar d s M B L . Di vi n g d e e p er i nt o t h e i nt e r p r et ati o n of
t h e ar c h et y pi c al f e at ur e a n d t h e c o m p ati bilit y of v ari o u s
i n di c at o r s i s a n i nt er e sti n g r e s e ar c h dir e cti o n f or f ut ur e
w or k s.

O u r p r o p o s e d s c h e m e ai m s t o bri n g t o g et h er t h e of-
t e n i n d e p e n d e nt a d v a n c e s i n e x p eri m e nt s a n d n u m eri c s,
a n d w e s e e p o s si bl e r e s e ar c h dir e cti o n s i n t h e n o w s c al-
a bl e p h a s e cl a s si fi c ati o n t a s k a n d a b ett er u n d er st a n di n g
of t h e l e a r ni n g pr o c e s s of t h e r e c urr e nt f e at ur e e xtr a c-
t o r. F urt h er m or e, t h e c o n n e cti o n of o ur m et h o d wit h
a V Q A i s of b r o a d e r i nt er e st r a n gi n g fr o m a p pli c ati o n s
i n c o n d e n s e d m att er a n d st ati sti c al p h y si c s t o t h e fi el d

of ( h y bri d) q u a nt u m c o m p ut ati o n or q u a nt u m m a c hi n e
l e ar ni n g. C o m p ar e d t o t h e e xi sti n g tr a diti o n al n u m eri c al
m et h o d s, t h e i nt er pl a y of a q u a nt u m e x p eri m e nt or it s
si m ul ati o n wit h o ur m et h o d m a y c o n stit ut e a n e w t y p e
of q u a nt u m a d v a nt a g e i n t h e s e n s e t h at w e c a n o bt ai n a n
e ffi ci e nt cl a s si c al m et h o d o nl y vi a a c c e s si n g a q u a nt u m
d at a s et. S u c h a p airi n g pr o vi d e s a p ot e nti all y p o w er-
f ul c o m p ut ati o n al t o ol t h at i s y et t o b e a u g m e nt e d wit h
e x p eri m e nt al d at a i n t h e f ut ur e.
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I n t hi s a p p e n di x, w e p r o vi d e m o r e d et ail s o n o ur n et-
w o r k a r c hit e ct ur e a n d t h e tr ai ni n g pr o c e d ur e. St arti n g
wit h A p p e n di x A , w e d e s c ri b e t h e g e n e r ati o n of t h e d at a
s et s a n d d et ail t h e ar c hit e ct ur e of o ur a p pr o a c h. I n A p-
p e n di x B , w e e x a mi n e t h e n et w o r k’ s p e rf o r m a n c e u n d er
a s h ri n ki n g d at a s et si z e. Fi n all y, w e gi v e s o m e m or e
c o m m e nt s o n t h e o bt ai n e d p h a s e di a gr a m i n S e cti o n III C
a n d it s a n al y si s i n A p p e n di x C .

A.  D e t ail s o n t h e n e t w o r k a r c hi t e c t u r e a n d t h e
t r ai ni n g p r o c e d u r e

We bri e fl y d e s cri b e h o w w e s et u p t h e tr ai ni n g a n d
t h e t e st s et a s w ell a s t h e n et w or k ar c hit e ct ur e u s e d
f or t h e r e s ult s i n t h e m ai n t e xt.  We s et u p a gri d
f or t h e di s or d er p ar a m et er h , i. e. w e c h o s e 3 0 v al u e s
h = 0 .5 , 1 , 1 .5 , . . . , 1 5 w hi c h li e w ell ar o u n d t h e a s s u m e d
criti c al di s or d er p ar a m et er v al u e of h c ≈ 6 . F or e a c h c h ai n
l e n gt h L = 1 0 , 1 2 , 1 4 w e h a v e s a m pl e d di s or d er v e ct or s h
wit h e nt ri e s h i i n d e p e n d e ntl y a n d i d e nti c all y di stri b ut e d
f r o m t h e u nif or m di st ri b uti o n, s u c h t h at h i ∈ [− h, h ] f o r
a gi v e n di s o r d er p ar a m et er v al u e h . F o r e a c h h a n d L ,
t hi s w a s d o n e N t r ai n = 1 0 0 0 a n d N t e s t = 1 0 0 ti m e s f or
t h e t w o d at a s et s, r e s p e cti v el y. E a c h of t h e s e di s or d er
v e ct or s yi el d s a r e ali z ati o n of t h e H a milt o ni a n (1 ). It s
ei g e n v al u e s a n d - v e ct or s w er e f o u n d vi a e x a ct di a g o n ali z a-
ti o n. We h a v e c h o s e n a gri d of N ϵ = 1 9 e n er g y d e n siti e s
ϵ = 0 .0 5 , 0 .1 , 0 .1 5 , . . . , 0 .9 5 a n d h a v e k e pt t h e 1 0 0 n e xt
cl o s e st ei g e n v al u e s a n d t h eir c orr e s p o n di n g ei g e n v e ct or s
f or c al c ul ati n g t h e t hr e e i n di c at or s fr o m S e cti o n II B.

T h e a r c hit e ct ur e of o ur pr o p o s e d n et w or k s c h e m e i s
s u m m ari z e d i n Fi g. 7 a n d w e e x pl ai n it s c h oi c e i n t h e

ϵ

h i d d e n _ s i z e = 1 0
h i d d e n _ s i z e = 3 1

o u t p u t _ s i z e = 3

e n e r g y d e n si t y

R N N

i n p u t _ s i z e = 2

h i d d e n _ s i z e = 2

# p ar a m et er s
R N N 3 6
N N 6 3 ( 2 2 0)

T ot al 9 9 ( 2 5 6)

FI G. 7.  D e t ail s of o u r m o d el a r c hi t e c t u r e of Fi g. 1 . T h e
r e c u r r e nt n e u r al n e t w o r k a s i n Fi g. 2 t a k e s i n t h e p r e p r o c e s s e d
i n p u t i t e r a ti v el y. Af t e r w a r d s, t h e fi n al hi d d e n s t a t e i s f e d i nt o
t h e f ull y- c o n n e c t e d N N . I t c a n b e a u g m e nt e d b y t h e r e s p e c ti v e
e n e r g y d e n si t y ϵ a s d o n e f o r S e c ti o n I I I C. T h e c o r r e s p o n di n g
al t e r a ti o n s i n t h e n e t w o r k a r c hi t e c t u r e a r e e m p h a si z e d b y t h e
g r a y f o nt. T h e t o t al n u m b e r of t r ai n a bl e p a r a m e t e r s (i n cl u di n g
bi a s e s ) a r e gi v e n i n t h e t a bl e.

f oll o wi n g. T h e fir st p art c o n si st s of a n R N N - c ell t h at
s er v e s a s a f e at ur e e xtr a ct or of t h e i n p ut. T h e R N N i s
p r e s e nt e d e a c h di s or d er p ar a m et er h i s u c c e s si v el y a n d
u p d at e s it s hi d d e n st at e a c c or di n g t o it s p ar a m et er s a n d
t h e v al u e of h i . T h e hi d d e n st at e w a s i niti ali z e d a s z er o.
Aft er h a vi n g f e d i n h L , t h e fi n al u p d at e d hi d d e n st at e i s
r el e a s e d a s t h e o ut p ut of t h e R N N . We tr e at t hi s o ut p ut
a s t h e f e at u r e v e ct or of t h e di s or d er v e ct or. D u e t o t hi s
r e c ur si v e pr o c e d ur e, R N N s c a n b e u n st a bl e d uri n g tr ai n-
i n g b e c a u s e of e x pl o di n g or v a ni s hi n g gr a di e nt s i n t h e
o pti mi z ati o n pr o c e d ur e. I n or d er t o cir c u m v e nt t hi s pr o b-
l e m, t h e l o n g s h ort-t er m m e m or y (L S T M ) c ell [ 6 4 ] a n d
t h e g at e d r e c urr e nt u nit ( G R U ) [ 6 5 ] h a v e b e e n pr o p o s e d
wit h c o m p eti n g p erf or m a n c e- e ffi ci e n c y tr a d e- o ff s [ 6 6 ]. We
fi n d t h e l att er t o b e sli g htl y b ett er i n p erf or m a n c e d uri n g
t r ai ni n g. C o n c er ni n g t h e n u m b er of o ut p ut f e at ur e s of
t h e R N N , w e fi n d q u alit ati v e g o o d r e s ult s w h e n c h o o s-
i n g a f e at ur e di m e n si o n of 2 . A l ar g er di m e n si o n alit y
d o e s i n cr e a s e t h e p erf or m a n c e of t h e i n di c at or a p pr o x-
i m ati o n, h o w e v er, w e o b s er v e a s e v erl y d e cr e a s e d p er-
f or m a n c e w h e n a p pl yi n g t h e tr a n sf er l e ar ni n g s c h e m e
fr o m Fi g. 5 . We h a v e o nl y u s e d a si n gl e R N N c ell of
d e pt h o n e. L a stl y, w e h a v e p erf or m e d a c o m p ut ati o n-
all y i n e x p e n si v e pr e pr o c e s si n g of t h e di s or d er v e ct or. We
r e g r o u p t h e el e m e nt s of t h e di s or d er v e ct or i n p air s of
t w o, i. e. tr a n sf or m a c c or di n g t o [h 1 , h2 , h3 , . . . , hL ] →
[(h 1 , h2 ), (h 2 , h3 ), . . . , ( h L − 1 , hL ), (h L , h1 )]. R e gr o u pi n g s
i nt o e v e n l ar g er t u pl e s ar e al s o p o s si bl e. T h e p airi n g
i n t w o, h o w e v er, fit s i n w ell wit h t h e n e ar e st- n ei g h b or
i nt er a cti o n s a n d t h e p eri o di c b o u n d ar y c o n diti o n a n d, f ur-
t h er m or e, l e a d s t o t h e b e st p erf or m a n c e. Aft er w ar d s, t h e
f e at u r e v e ct or i s a u g m e nt e d b y t h e v al u e f or t h e e n er g y
d e n sit y ϵ u n d e r c o n si d er ati o n. T o g et h er, w e m a p t h e m
t o t h e t hr e e i n di c at or v al u e s b y a f ull y- c o n n e ct e d N N of
hi d d e n si z e 1 0 . A s t h e l o s s w e c h o o s e t h e m e a n- s q u ar e d-
e r r o r ( M S E ) a n d t r ai n t h e m o d el f or N e p o c h s = 1 5 o n
t h e tr ai ni n g d at a. We u s e t h e A d a m o pti mi z er wit h d e-
f a ult v al u e s [6 7 ], a b at c h- si z e of 1 2 8 a n d a l e ar ni n g r at e
η = 1 0 − 3 .

F o r t h e t r a n sf er l e ar ni n g s c h e m e of S e cti o n III B a n d
f or cr e ati n g t h e m o d el t h at i s c a p a bl e of d e ali n g wit h
a n ar bitr ar y e n er g y d e n sit y ϵ i n S e cti o n III C, t h e tr ai n-
i n g c o n si st s of t w o st a g e s: w e fir st pr o c e e d a s o utli n e d
a b o v e T hi s pr etr ai ni n g i s n e c e s s ar y t o f a cilit at e a n e a s-
i er f o c u s s e d tr ai ni n g of t h e R N N t o e xt r a ct m e a ni n gf ul
f e at ur e s w hi c h w e s h o w i n Fi g. 8 . T h e n, w e fi x t h e p a-
r a m et er s of t h e R N N a n d t h u s t h e i nt er m e di at e f e at ur e s,
a n d t r ai n t h e s u b s e q u e nt f ull y- c o n n e ct e d N N o n t h e f ull
tr ai ni n g d at a f or 3 0 m or e e p o c h s wit h a d e cr e a s e d l e ar n-
i n g r at e of 1 0 − 4 f oll o wi n g t h e A d a m o pti mi z er r o uti n e.
T hi s fi n e-t u ni n g of t h e N N yi el d s a g r e at er p erf or m a n c e
c o m p a r e d t o tr ai ni n g t h e t w o c o m p o n e nt s of t h e m o d el
j oi ntl y. T h e c h oi c e f or t h e h y p er p ar a m et er s ( ar c hit e ct ur e
of t h e t w o i n di vi d u al c o m p o n e nt s, f e at ur e si z e, n u m b er
of hi d d e n n e ur o n s a n d t h e o pti mi z er p ar a m et er s) a b o v e
h a s b e e n d et e r mi n e d o n a h el d- o ut v ali d ati o n d at a s et.
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FI G. 8. T y pi c al f e a t u r e s p r o d u c e d af t e r t h e t r ai ni n g a v e r a g e d
o v e r t h e t r ai ni n g s e t. E r r o r o n t h e m e a n s a r e o n t h e s c al e of
t h e li n e t hi c k n e s s. T h e c r o s si n g p oi nt s v a r y f r o m t r ai ni n g t o
t r ai ni n g w hi c h m a k e s r e t r ai ni n g a n d a v e r a gi n g a n e c e s si t y.

B.  E x a mi n a ti o n of t h e d a t a s e t si z e

I n t hi s s e cti o n, w e pr o vi d e d et ail s o n t h e r e s ult s of S e c-
ti o n III A. I n p arti c ul ar, w e i n v e sti g at e t h e p erf or m a n c e
d e p e n d e n c e o n t h e si z e of t h e tr ai ni n g d at a s et. We c a n
t e st t hi s q u a ntit ati v el y b y d e cr e a si n g t h e n u m b er of s a m-
pl e s p e r di s o r d er p ar a m et er N t r ai n . I n t hi s s etti n g, h alf
a v al u e i n N t r ai n c orr e s p o n d s t o a t w o-f ol d r e d u cti o n i n
t h e tr ai ni n g s et si z e. If w e w er e t o tr ai n n o w f or a fi x e d
n u m b er of e p o c h s N e p o c h s , t h at i s, u ntil t h e n et w or k e n-
c o u nt er e d e a c h d at a p oi nt N e p o c h s ti m e s d uri n g tr ai ni n g,
w e e x p e ct a b ett er p e rf o r m a n c e wit h a l a r g e r N t r ai n . I n
t hi s c a s e, t h e n et w or k r e c ei v e s m or e u p d at e it er ati o n s
t o mi ni mi z e t h e M S E o bj e cti v e, h e n c e t h e p erf or m a n c e
g ai n. F or a f air er c o m p ari s o n, w e tr a c k b ot h t h e tr ai ni n g
a n d t h e t e st l o s s d uri n g tr ai ni n g aft er e a c h u p d at e st e p.
H e n c e, t h e t ot al n u m b er of it er ati o n st e p s i s t o b e m a d e
a c o n st a nt, i. e. o n a tr ai ni n g s et of t wi c e t h e si z e w e all o w
t h e n et w o r k t o t r ai n f or h alf t h e e p o c h s. I n t hi s s etti n g,
e a c h t r ai ni n g r u n all o w s t h e N N t h e s a m e t ot al a m o u nt
of u p d at e st e p s.

I n p a rti c ul a r, t hi s h a s r e s ult e d i n v er y l o n g tr ai ni n g
l o o p s f or a s m all N t r ai n a s w e h a v e tr ai n e d f or s e v er al
h u n dr e d s of e p o c h s. D u e t o t h e mi ni- b at c hi n g d uri n g
tr ai ni n g, w e tr a c k t h e a ct u al n u m b er of r e c ei v e d u p d at e
st e p s d u ri n g tr ai ni n g f or v ari o u s v al u e s of N t r ai n a n d
e x cl u d e t h e s y st e m si z e of L = 1 4 f r o m t h e tr ai ni n g
s et. We s et a v al u e of N e p o c h s = 3 0 f or tr ai ni n g o n
t h e l ar g e st d at a s et si z e wit h N t r ai n = 1 0 0 a n d a dj u st e d
t h at v al u e a c c or di n gl y f or s m all er si z e s. I n all c o n si d er e d
c a s e s, t hi s l e a d s t o a c o n v er g e n c e of t h e m o d el s a n d w e
e xtr a ct t h e r e m ai ni n g a v er a g e M S E o n b ot h t h e tr ai ni n g
a n d t h e t e st s et aft e r c o n v er g e n c e. F or e a c h v al u e of
N t r ai n , w e r ei niti ali z e a n d tr ai n t h e m o d el t e n ti m e s. I n
all c a s e s, w h e n w e d e cr e a s e d t h e tr ai ni n g s et, w e h a v e
d o n e s o b y al w a y s pi c ki n g a r a n d o m s u b s et of t h e f ull
tr ai ni n g d at a s et f or e a c h tr ai ni n g r ei niti ali z ati o n. We

s h o w t h e t w o a v er a g e d l o s s e s i n Fi g. 9 . T hi s r e v e al s
t h at s hri n ki n g t h e tr ai ni n g s et d o w n t o N t r ai n ≈ 3 (t hi s
c orr e s p o n d s t o a t ot al n u m b er of tr ai ni n g p oi nt s of ar o u n d
1 8 0 ) yi el d s n o q u alit ati v e i n cr e a s e of n eit h er of t h e t w o
l o s s e s aft e r tr ai ni n g. T hi s t hr e s h ol d i s of t h e or d er or
tr ai n a bl e p ar a m et er s of t h e m o d el ( cf. Fi g. 7 ). B el o w it,
w e o b s er v e a d e cr e a s e d tr ai ni n g l o s s w hil e t h e t e st l o s s i s
i n c r e a s e d. I n t hi s li mit of s c ar c e d at a, t h e m o d el b e gi n s
t o o v er fit t h e tr ai ni n g d at a at t h e e x p e n s e of a l ar g er l o s s
o n t h e t e st s et. T hi s s m all n u m b er i s e n c o ur a gi n g f or
t h e m o d el a p pli c ati o n t o d at a t h at st e m s fr o m a n a ct u al
e x p eri m e nt a s w e h a v e t o r e p e at t h e s a m e e x p eri m e nt o nl y
a h a n df ul of ti m e s f or e a c h p oi nt i n t h e p h a s e di a gr a m
w e ar e i nt er e st e d i n. T hi s hi g hli g ht s t h e f e a s a bilit y of
o ur a p pr o a c h t o a ct u al d at a st e m mi n g fr o m a q u a nt u m
e x p eri m e nt.
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FI G. 9.  D e p e n d e n c e of t h e t r ai ni n g a n d t h e t e s t l o s s o n
t h e si z e of t h e c o r r e s p o n di n g t r ai ni n g s e t. N t r ai n d e n o t e s h o w
m a n y r e ali z a ti o n s f o r e a c h di s o r d e r p a r a m e t e r h a n d c h ai n
l e n g t h L h a v e b e e n i n cl u d e d i n t h e t r ai ni n g s e t. B o t h l o s s e s
a r e r e p o r t e d af t e r c o n v e r g e n c e ( a r o u n d 1 .3 5 0 u p d a t e s t e p s ).
We di s ti n g ui s h l o s s e s f o r di ff e r e nt s y s t e m si z e b y c ol o r a n d t h e
t r ai n f r o m t h e t e s t l o s s b y di ff e r e nt s y m b ol s, r e s p e c ti v el y.
We h a v e a v e r a g e d o v e r t e n i n d e p e n d e nt t r ai ni n g p r o c e d u r e s.
T h e r e i s n o q u ali t a ti v e i m p r o v e m e nt f o r a t r ai ni n g s e t wi t h
N t r ai n ≥ 3 ( v e r ti c al, d o t t e d li n e ). B el o w t hi s t h r e s h ol d, t h e
n e t w o r k t e n d s t o o v e r fi t t h e a v ail a bl e d a t a, i n di c a t e d b y a n
i n c r e a si n g t e s t e r r o r d e s pi t e a d e c r e a s e d t r ai n e r r o r. We h a v e
e x cl u d e d d a t a f o r L = 1 4 f r o m t h e t r ai ni n g s e t, h e n c e t h e
i n c r e a s e d l o s s e s f o r t hi s s y s t e m si z e.

C.  F u r t h e r d e t ail s o n t h e p h a s e di a g r a m s

I n S e cti o n III C, w e hi g hli g ht t h at o u r m o d el i s c a p a bl e
of d e ali n g wit h v ari o u s v al u e s f or t h e e n e r g y d e n sit y ϵ .
D u e t o t h e c h oi c e of o ur ar c hit e ct ur e, ϵ i s t a k e n a s a n i n p ut
f e at u r e f o r t h e s u b s e q u e nt f ull y- c o n n e ct e d N N. We h a v e
e x p e ri m e nt e d wit h v ari o u s w a y s i n pr e s e nti n g di ff er e nt



1 1

v al u e s f or ϵ t o o ur m o d el. O n e i niti al alt er n ati v e c o n si st s of
v a ri o u s f ull y- c o n n e ct e d N N s t h at ar e i n di vi d u all y tr ai n e d
t o p r e di ct t h e i n di c at or v al u e s at a si n gl e ϵ e a c h. W hil e
t hi s, at fir st, h a s a p p e ar e d b e n e fi ci al wit h r e s p e ct t o t h e
v ali d ati o n l o s s, t h er e ar e a f e w dr a w b a c k s of t hi s a p pr o a c h.
T h e fi r st o n e i s t h e i n cr e a s e d m o d el c o m pl e xit y o p p o s e d
t o o ur s c h e m e n o w. H er e, w e o nl y r e q uir e o n e si n gl e N N
w h er e a s t h e n ai v e a p pr o a c h w o ul d r e q uir e a n N N f or e v er y
ϵ of i nt er e st. S e c o n dl y, t hi s a p pr o a c h li mit s t h e r e s ol uti o n
of t h e p r e di cti o n w h e n i n c o m e s t o o bt ai ni n g t h e p h a s e
di a gr a m i n Fi g. 6 a s w e r e q uir e a d at a s et f or e v er y ϵ of
i nt e r e st. O u r a p pr o a c h cir c u m v e nt s b ot h i s s u e s b y t h e
i ntr o d u cti o n of ϵ a s a n i nt e r m e di at e f e at ur e. T hi s w a y,
w e c a n s et u p a m u c h ti g ht er gri d f or b ot h ϵ a s w ell a s
t h e di s or d er p ar a m et er h a n d m a k e pr e di cti o n s f or e a c h
p o s si bl e c o m bi n ati o n. T o t hi s e n d, w e s a m pl e N = 1 0 0
n e w s a m pl e s of di s or d er v e ct or s h f or e a c h h a n d o bt ai n
t h e f e at u r e v al u e b y f e e di n g it t o t h e R N N . T h e n, w e
a u g m e nt t hi s v al u e wit h e v er y v al u e of ϵ of i nt e r e st a n d
p a r s e e v e r yt hi n g t o t h e N N . L a stl y, w e a v er a g e o v er N
a n d s h o w t hi s m e a n i n d e p e n d e n c e of ϵ a n d h i n t h e p h a s e
di a g r a m. Si n c e w e o nl y r e q uir e f or w ar d p a s s e s t hr o u g h
o ur m o d el, t hi s pr o c e d u r e i s hi g hl y e ffi ci e nt: t h e r u n ti m e
i s pr o p orti o n al t o t h e c h ai n l e n gt h L a n d t o t h e n u m b er of
q u eri e d v al u e s f or b ot h h a n d ϵ a n d i n t h at s e n s e o pti m al.

We h a v e al s o e x p eri m e nt e d wit h a n al y si n g t h e m o d el’ s
pr e di cti o n s wit h a m or e q u a ntit ati v e m e a s ur e s u c h a s t h e
fi nit e- si z e s c ali n g a n al y si s ( F S S A ) [ 6 8 ]. T hi s m et h o d i s
ai m e d at miti g ati n g t h e fi nit e- si z e e ff e ct s i n t h e d at a a n d
t o o bt ai n q u a ntit ati v e e sti m at e s of t h e criti c al di s or d er
p ar a m et er h c a n d t h e criti c al e x p o n e nt of t h e tr a n siti o n
ν . T o t hi s e n d, d at a fr o m v ari o u s c h ai n l e n g ht s i s gi v e n
t o t h e F S S A a n d fitt e d a r o u n d t h e a s s u m e d v al u e f or
h c . We h a v e tri e d t o q u er y o ur m o d el at c h ai n l e n gt h s
b e y o n d t h o s e i n t h e tr ai ni n g s et, i. e. L > 1 4 b ut f ail e d
t o r e pr o d u c e pr e vi o u s a p pr o a c h e s [ 1 5 ] a s w e h a v e n ot
o b s er v e d si g n s of t h e ϵ - d e p e n d e nt m o bilit y e d g e i n t h e
tr a n siti o n. We attri b ut e t hi s o b s er v ati o n t o t w o di ff er e nt
o ri gi n s. Fi r st, w e o b s er v e t h at t h e a p pr o xi m ati o n i s of

hi g h er q u alit y ar o u n d t h e tr a n siti o n r e gi o n ( cf. Fi g. 4 )
a n d si g ni fi c a ntl y s o i n t h e mi d dl e of t h e s p e ctr u m ( at
ϵ ≈ 0 .5 ). T h e l att er mi g ht l e a v e a bi a s i n t h e d at a at
eit h er si d e of t h e s p e ctr u m w hi c h i s o b s e r v e d i n t h e p h a s e
di a g r a m. T h e s e c o n d r e a s o n i s d u e t o o ur c h oi c e of t h e
R N N ar c hit e ct ur e a s f e at ur e e xtr a ct or. I n Fi g. 8 , w e h a v e
s h o w n t h e t y pi c al f e at ur e v e ct or pr o d u c e d b y t h e R N N
aft er tr ai ni n g. O n e i m p ort a nt a s p e ct i s t h at t h er e e xi st s
a cr o s s- o v er p oi nt t h at i s i n d e p e n d e nt of t h e c h ai n l e n gt h
L of t h e i n p ut d at a b ut w h o s e p o siti o n d e p e n d s o n t h e
i niti ali z ati o n of t h e n et w or k p ar a m et er s. T hi s i ntr o d u c e s
a bi a s i n t h e i n di c at or s si n c e t hi s cr o s s- o v er i s n ot a p p ar e nt
i n t h e tr ai ni n g d at a. We h a v e tri e d t o a v er a g e t h e o ut p ut
o v e r m ulti pl e r etr ai ni n g s ( a n d t h er ef or e f e at u r e v e ct or s)
a n d b y i n cr e a si n g t h e n u m b er of f e at ur e s b ut f ail e d t o
lift t hi s bi a s. H o w e v er, w e c o nj e ct ur e t h at wit h a m or e
c ar ef ul d e si g n of t h e R N N a r c hit e ct ur e, t hi s i s p o s si bl e.
I n a n y c a s e, t h e i n v e sti g ati o n of fi n di n g t h e ri g ht f e at ur e
a r c hit e ct ur e i s b ot h i nt er e sti n g fr o m a n u m eri c al a n d a
t h e or eti c al p er s p e cti v e a s it h el p s t o s hi n e s o m e li g ht o n
t h e n at ur e of t h e M B L tr a n siti o n.
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