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ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit betrachten wir zwei zeitabhédngige Probleme — zum einen die fraktionale
Schrodinger-Gleichung auf der reellen Achse, zum anderen die Wellengleichung auf einem
zweidimensionalen periodischen Wellenleiter. Hierbei gehen wir von einem lokalen Defekt
in einem beschrankten Gebiet )y des Ausbreitungsmediums aus. Fiir beide Probleme leiten
wir transparente Randbedingungen in Form von Faltungsintegralen her, mit deren Hilfe die
Losung in €y bestimmt werden kann, sowie zwei Operatoren, anhand derer wir die Losung
in jeder beliebigen Periodizitdtszelle des Auflenraums ausgehend von den berechneten Daten
auf dem Rand des Gebiets 2y erneut unter Berechnung eines Faltungsintegrals erhalten.
Hierbei beobachten wir, dass sowohl die Laplace-Transformierte des Faltungskerns fir die
Darstellung der transparenten Randbedingungen als auch die des Faltungskerns fiir die zel-
lenweise Losungsdarstellung im Fall der fraktionalen Schrodinger-Gleichung analytisch in
einem Sektor {\ € C\ {0} | |arg(\)| < /2 + 6y} mit 0 < Oy < 7/2 ist und dort die po-
lynomielle Schranke O(A™#), u > 0, vorweist. Die Laplace-Transformierten im Fall der
Wellengleichung dagegen sind analytisch und polynomiell beschrinkt lediglich in der rech-
ten Halbebene.

Im ersten Teil dieser Arbeit studieren wir daher Methoden zur Faltungsquadratur, die auf
das unterschiedliche Verhalten der Laplace-Transformierten angepasst sind. Hier erweitern
wir zum einen die, fiir den Fall y = 1, bereits bekannte Methode der exponentiellen Faltungs-
quadratur auf den Fall einer sektoriellen Laplace-Transformierten mit beliebigem Parameter
1 > 0 und beweisen die Konvergenz des Verfahrens. Zum anderen geben wir die wichtigsten
Grundziige der Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur im nicht-sektoriellen Fall an. Fiir
beide Methoden beschreiben wir Faltungsalgorithmen, die jeweils durch verschiedene Merk-
male als ,schnell“ bezeichnet werden konnen.

Im zweiten Teil stellen wir unter Verwendung der inversen Laplace-Transformation einen
Zusammenhang zwischen der zeitharmonischen Helmholtz-Gleichung und den zu untersu-
chenden zeitabhédngigen Problemen her, wodurch wir auf eine bekannte Methode zur Be-
stimmung der benétigten Operatoren im Frequenzbereich zuriickgreifen koénnen, die uns
letztendlich die oben genannten Darstellungen der transparenten Randbedingungen und der
zellenweisen Losung liefern. Die vollstdndigen Diskretisierungen beider Probleme sowie die
Anwendungen der schnellen Faltungsalgorithmen zur Berechnung der Losung in g wer-
den herausgearbeitet. Die numerische Berechnung der zellenweisen Losung im Auflenraum
wird ebenfalls Bestandteil dieser Arbeit sein und zusammen mit den schnellen Algorithmen

anhand von numerischen Experimenten untersucht.






ABSTRACT

In this thesis, we focus on two time-dependent problems, namely the time-fractional Schro-
dinger equation on the real line and the wave equation in a two-dimensional periodic wave-
guide. We consider a local perturbation in a bounded domain €y of the propagation media.
For either problem, we derive transparent boundary conditions in the form of convolution
integrals which can be used to compute the solution in the domain . Additionally, we ob-
tain two further operators that allow us to establish the solution on an arbitrary periodicity
cell from the data on the boundary of €y by, once again, computing a convolution integral.
By taking a closer look at the representation of the transparent boundary condition and of
the cell-wise solution we notice that the Laplace transform of both convolution kernels in the
case of the fractional Schrodinger equation are analytic and satisfy the polynomial bound
O\ M), u>0,in a sector {A € C\ {0} | |arg(\)| < 7/2 + 6p} with 0 < 6y < 7/2. When
considering the wave equation the Laplace transforms prove to be analytic and polynomially
bounded only in the right half plane.

Therefore, in the first part of this thesis, we study convolution quadrature methods that
match the Laplace transforms’ different behaviour. On the one hand, we expand the, in the
case 4 = 1, known exponential quadrature rule to the case of a sectorial Laplace trans-
form with an arbitrary parameter p > 0 and prove the method’s convergence. On the
other hand, the most important basics of the Runge-Kutta based convolution quadrature
for non-sectorial Laplace transforms are stated. For both methods, we describe convolution
algorithms each of which can be denoted as “fast” due to different features.

On using the inverse Laplace transform in the second part, we establish a connection between
the time-harmonic Helmholtz equation and the time-dependent problems that we focus on.
Thus, a well-known approach for periodic media can be applied to derive operators in the
frequency domain that finally yield the transparent boundary conditions and the cell-wise
representation in the time domain that are mentioned above. The fully discretised versions
of both problems as well as the application of the fast algorithms for computing the soluti-
on in € are presented in detail. Furthermore, we discuss the computation of the cell-wise
solution in the exterior space and, together with the fast algorithm, test it by conducting

some numerical experiments.
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EINLEITUNG

In vielen Bereichen des Alltags begegnen uns Wellen, seien es Schallwellen, elektromagneti-
sche Wellen oder einfach nur Wasserwellen, die sich in verschiedenen Medien ausbreiten
kénnen. Neben offensichtlichen Beispielen, wie Luft und Wasser, zdhlen Glasfaserkabel,
(Halb)Leiter und natiirlich vorkommende oder kiinstlich geschaffene photonische Kristal-
le zu weiteren Beispielen solcher Medien. Die Struktur des Mediums hat hierbei Einfluss
auf die Ausbreitung der Welle: Ist das Medium homogen, so besitzt es iiberall dieselben
physikalischen Eigenschaften. Damit bleibt beispielsweise die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Welle konstant. Ein inhomogenes Medium, worunter auch periodische Medien zahlen,

kann dagegen unter anderem zu variierenden Geschwindigkeiten fithren.

Fiir ein tiefergehendes Verstéandnis, wie sich eine Welle im jeweiligen Medium verhélt, miis-
sen daher mathematische Modelle gefunden werden, die die Ausbreitung moglichst genau in
einen theoretischen Kontext iibersetzen. Hierbei werden die Wellen in Form von partiellen
Differentialgleichungen beschrieben; das Gebiet, in dem die Gleichung betrachtet wird, wird
in der Regel als unbeschréankt in eine oder mehrere Richtungen angenommen. So kann es sich
bei dem betrachteten Gebiet in einem zweidimensionalen Modell um den gesamten Raum
handeln, oder beispielsweise um einen Wellenleiter, der in eine Richtung beschrankt, in die
andere Richtung aber unbeschrénkt ist.

Fiir die numerische Berechnung der Wellenausbreitung stellt sich die Frage, wie die theoreti-
sche Betrachtung eines unbeschrénkten Gebiets auf ein endliches Problem reduziert werden
kann. Hierbei kommt uns zu Gute, dass die Losung in der Regel auch nur auf einem kleineren

Bereich von Interesse ist.

Die Antwort auf die Frage findet sich hierbei im Stichwort der transparenten — oder auch
nicht-reflektierenden beziehungsweise absorbierenden — Randbedingungen. Diese werden fiir
das betrachtete Problem so konstruiert, dass dessen Losung auf einem beschriankten Ge-
biet unter Verwendung des transparenten Randes und die Losung, die zuerst auf dem un-
beschrankten Gebiet berechnet und dann auf das beschrinkte Gebiet eingeschrinkt wird,
iibereinstimmen.

Nun koénnte man sich die Frage stellen, welche Vorteile diese Herangehensweise fiir die nu-
merische Berechnung bietet. Ware es nicht auch méglich, ein etwas grofieres beschrianktes
Gebiet unter Verwendung von Dirichlet-Randwerten zu betrachten, und es dabei so grof} zu
wéhlen, dass wir sicher sein kénnen, die gesuchte Losung in unserem kleineren Bereich ist

noch unbeeinflusst von Reflexionen, die vom Rand zuriickgeworfen werden?
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Um den Vorteil der ersten Herangehensweise zu verdeutlichen und die Behandlung von
transparenten Randbedingungen in dieser Arbeit zu motivieren, gehen wir kurz auf ein Bei-
spiel unter vereinfachten Bedingungen ein:

Nehmen wir dazu an, wir betrachten eine Welle, die sich entlang der reellen Achse ausbrei-
tet, unter der Annahme, dass der Trager des Startwerts zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Intervall
Oy = [~1/2,1/2] liegt und die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Auflenraum, also auferhalb
von 2, durch den Wert 1 beschrénkt ist. Das heifit, zum Zeitpunkt ¢ = 1/2 befinden sich die
Wellenberge hochstens an den Stellen = +1, zum Zeitpunkt ¢ = 1 hochstens bei z = £3/2
und so weiter. Um das Beispiel ein kleines bisschen komplizierter zu gestalten, nehmen
wir weiter an, dass der eindimensionale Wellenleiter, durch den sich die Welle bewegt, in
gleichbleibenden Abstédnden unterschiedliche Eigenschaften aufweist. Dadurch kann es zu
Brechungen und Reflexionen kommen, die sich zwischen den beiden Wellenbergen befinden.
Um numerisch die Lésung zum Zeitpunkt T" = Nh in €y zu bestimmen, setzen wir vor-
aus, dass das Intervall mit M Gitterpunkten diskretisiert ist, wobei Ortsgitterweite und
Zeitschrittweite der Einfachheit halber als gleich grofl angenommen werden, das heifit, es
gilt

[ _ 1 T

M—-1 M-1 N’

Berechnen wir die Losung in €y mit Hilfe der transparenten Randbedingungen an x = +1/2,

so ergibt sich ein Aufwand von
¢t NM 4¢3 Nlog(N) bezichungsweise c¢; NM + 5 N (log(N))?,

wobei die Konstante ¢; unter anderem durch das Verfahren zur Losung der Gleichungssyste-
me, das wir als moglichst effizient annehmen, oder durch die Anwendung der Diskretisierung
beeinflusst wird. Der zweite Summand und die entsprechende Konstante ergeben sich aus
der Auswertung des transparenten Randes durch zwei unterschiedliche schnelle Algorithmen,
auf die wir noch genauer eingehen werden.

Wollen wir stattdessen die Losung auf einem grofieren Intervall Qp;, = [—b, b] mit Nullrand-
werten links und rechts berechnen, miissen wir bedenken, dass die Wellenberge reflektiert
werden, sobald sie an den Rand =z = £b treffen. Um zum Zeitpunkt 7" damit garantieren
zu konnen, dass noch keine Reflexion das Intervall Qg erreicht hat, muss also b = (T+1)/2
betrachtet werden. Aus dem Zusammenhang 7/N = |2pirl/(Mp;,—1) folgt somit, dass Qp;, mit

N 2(T+1) N
MDir=?~?+1:N+?+1:N+M

dquidistanten Gitterpunkten diskretisiert werden muss. Fiir die Berechnung der Losung in

Qpir ergibt sich damit analog ein Aufwand von
¢t N(N 4+ M) =c¢; NM + ¢, N2

Damit ldsst sich schon in diesem einfachen Beispiel ein geringerer Aufwand zur Berechnung
der Losung unter Verwendung von transparenten Randbedingungen erkennen, der mit stei-

genden Zeitschritten N besonders deutlich wird. Je hoher die Ausbreitungsgeschwindigkeit
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der Welle ist, desto gréfler muss auch das Intervall Qp;, gewdhlt werden, was wiederum den
Aufwand erhoht.

Bei dem Medium, das wir in dieser Arbeit zugrunde legen, gehen wir von der reellen Ach-
se oder einem zweidimensionalen Wellenleiter aus, der in die xz-Richtung unbeschrankt, in
die y-Richtung aber beschrinkt ist!. Zusitzlich beriicksichtigt unser Modell eine periodische
Struktur, die in einem beschréankten Gebiet 2y einen Defekt aufweist. Wir werden sowohl die
kontinuierlichen als auch die diskreten Darstellungen der transparenten Randbedingungen
zur Berechnung der Losung in )y fiir den Fall der Wellengleichung sowie der fraktionalen
Schrodinger-Gleichung herleiten. Fiir beide Falle werden wir schnelle Algorithmen zur Be-
rechnung der Losung in €y angeben, die jeweils an die unterschiedlichen Eigenschaften der
betrachteten Probleme angepasst sind. Aulerdem werden wir unter Ausnutzung der Periodi-
zitdtszellen und anhand der Daten auf den Rédndern eine zellenweise Darstellung der Losung
im Auflenraum angeben, deren numerische Berechnung ebenfalls Bestandteil dieser Arbeit
ist.

Unter Verwendung der Laplace-Transformation in der Zeit, werden wir die beiden zu unter-
suchenden zeitabhingigen Probleme auf Helmholtz-Gleichungen im Frequenzbereich zuriick-
fiihren. Zur Herleitung der transparenten Randbedingungen werden wir uns dabei des Vor-
gehens aus [20, 21, 40] bedienen, das wir auf den Fall der Neumann-zu-Dirichlet-Operatoren
und auf die Verwendung von komplexen Frequenzen anpassen. Die Idee der Autoren besteht
hierbei darin, die gesuchten Randbedingungen unter Betrachtung zweier lokaler Probleme
in einer Periodizitdtszelle zu konstruieren und bietet sich sowohl fiir die Untersuchung von
ortskontinuierlichen als auch von ortsdiskreten Problemen an. Die Anwendung der inver-
sen Laplace-Transformation, mit der wir die Theorie aus dem Frequenzbereich wieder in
den Zeitbereich transferieren, liefert uns sowohl transparente Randbedingungen als auch die

zellenweise Darstellung der Losung in Form von Faltungsintegralen, die vereinfacht als

/tk(t—T)g(T)dT7 t>0
0

mit operatorwertigem Faltungskern k£ und vektorwertiger Funktion ¢ angegeben wer-
den konnen. Hierbei wird sich herausstellen, dass sowohl die Laplace-Transformierte
K()\) des Faltungskerns fiir die Darstellung der transparenten Randbedingungen als
auch die des Faltungskerns fiir die zellenweise Losungsdarstellung im Fall der frak-
tionalen Schrédinger-Gleichung analytisch in einem Sektor der Form X/, ¢,
{Ae C\ {0} | larg(A)| < 7/2+6p} mit einem Winkel 0 < 6y < 7/2 ist und dort ein
polynomielles Abfallverhalten O(A™#), p > 0, vorweist. Die Laplace-Transformierten im
Fall der Wellengleichung sind dagegen analytisch und polynomiell beschrankt lediglich in
der rechten Halbebene.

Der Aufbau der vorliegenden Arbeit ist daher wie folgt: In den ersten beiden Kapiteln

1Da sich die Wellenausbreitung in einem solchen Wellenleiter lediglich auf die z-Achse bezieht, kénnte man
diesen auch als Spezialfall einer eindimensionalen Betrachtung auffassen. Zur besseren Unterscheidung
zwischen der reellen Achse und dem beschriebenen Wellenleiter als Ausbreitungsmedium werden wir
im Folgenden jedoch weiter von einem zweidimensionalen Wellenleiter sprechen. Die reelle Achse wird
gelegentlich als eindimensionaler Wellenleiter bezeichnet.
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widmen wir uns dem Thema der Faltungsquadratur. In Kapitel 1 werden wir ein exponenti-
elles Faltungsquadratur-Verfahren herleiten, dass auf der stiickweisen Polynominterpolation
der Funktion g basiert. Da wir hierbei von einer Laplace-Transformierten ausgehen, die im
Sektor ¥/, g, die polynomielle Schranke O(A™*), u > 0, erfiillt, stellt das vorgestellte Ver-
fahren eine Erweiterung der Theorie aus [36, 37] sowie aus [26, 27] dar. Unter Verwendung
der Deformierbarkeit der Bromwich-Linie werden wir die Konvergenz des Verfahrens zeigen,
die von der Anzahl der Stiitzstellen in der Polynominterpolation bestimmt wird. Anschlie-
Bend werden wir mit Hilfe der Ideen aus [18, 60] einen schnellen Faltungsalgorithmus zur
Berechnung der Loésung zu einem festen Zeitpunkt ¢ = Nh entwickeln, der das Faltungs-
integral mit einem Aufwand von nur O(N log(N)) berechnet.

Im zweiten Kapitel werden wir Laplace-Transformierte betrachten, die ein polynomielles
Abfallverhalten nur in der rechten Halbebene vorweisen. Hierfiir werden wir die wichtigsten
Bestandteile der Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur angeben, die in [3, 4] auf die
Behandlung dieses Falls angepasst wurde. Zusétzlich werden wir auf zwei Aspekte der nu-
merischen Berechnung genauer eingehen — zum einen die Berechnung der Faltungsgewichte,
zum anderen das Losen einer Integralgleichung — und zeigen auf, wie auch hier schnelle Al-
gorithmen verwendet werden kénnen.

Nachdem wir die notwendigen Mittel zur Approximation von Faltungsintegralen aufge-
fithrt haben, wird der Fokus in Kapitel 3 auf der zeitharmonischen Helmholtz-Gleichung im
periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt liegen. Wir werden zunéchst das zugehorige
Spektrum untersuchen, um herauszufinden, ob die Betrachtung von komplexen Frequenzen
moglich ist. Anschlieflend gehen wir auf die Konstruktion der transparenten Randbedingun-
gen, mit denen wir die Losung im lokal gestorten Teil des Wellenleiters bestimmen kdnnen,
sowie auf die Darstellung der zellenweise Losung ein und geben dazu die wichtigsten Resul-
tate der Ideen aus den bereits genannten Papern [21, 40] wieder. Um eine Vorstellung des
Abfallverhaltens der dabei vorkommenden Operatoren zu erhalten, werden wir im letzten
Teil des dritten Kapitels zwei Beispiele im eindimensionalen Wellenleiter genauer untersu-
chen und sowohl die ortskontinuierlichen als auch -diskreten Operatoren herleiten.

In Kapitel 4 betrachten wir die fraktionale Schrédinger-Gleichung im eindimensionalen
Wellenleiter. Durch den Zusammenhang, den wir mittels der Laplace-Transformation zwi-
schen dem zeitabhédngigen Problem und der zeitharmonischen Helmholtz-Gleichung ziehen,
sind wir in der Lage, sowohl die transparenten Randbedingungen als auch die stiickweise
Berechnung der Losung als Faltungsintegrale zu schreiben. Wir werden zusétzlich auf die
Theorie aus [5, 18] zuriickgreifen, mit der wir die Losung der fraktionalen Gleichung auf der
reellen Achse ebenfalls als Faltungsintegral darstellen konnen. Unter Angabe des diskreti-
sierten Problems werden wir auf die Anwendung des schnellen Algorithmus aus Kapitel 1
eingehen.

Der Fokus in Kapitel 5 liegt auf der Behandlung der Wellengleichung im zweidimensionalen
Wellenleiter. Erneut kénnen wir hier die zeitabhéngigen transparenten Randbedingungen,
sowie die zellenweise Losung als Faltungen darstellen, wobei wir im Gegensatz zu Kapitel 4
von dem gewiinschten Abfallverhalten lediglich in der rechten Halbebene ausgehen werden.
Hier werden wir die Faltungsquadratur aus Kapitel 2 anwenden und gehen dabei auch ge-

nauer auf die zellenweise Berechnung der Losung ein. Dass sowohl deren Zeitdiskretisierung,
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als auch die Zeitdiskretisierung der Losung im Gebiet 2y unter Verwendung der transpa-
renten Randbedingungen konvergente Verfahren liefern, wird im Anschluss gezeigt. Um das
Kapitel, und damit auch den inhaltlichen Teil der Arbeit, abzuschlielen, werden wir die
vollstdndige Diskretisierung des Problems angeben und die Resultate an numerischen Expe-
rimenten {iberpriifen.

Das letzte Kapitel dient dem Ausblick auf mogliche Aspekte, die als Gegenstand weiterer

Untersuchungen von Interesse sein kénnten.
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fiir die Unterstiitzung wéahrend der gesamten Zeit.

Weiterer Dank gebiihrt auch allen ehemaligen und aktuellen Kolleginnen und Kollegen,
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KAPITEL 1

EXPONENTIELLE
FALTUNGSQUADRATUR FUR
SEKTORIELLE
LAPLACE-TRANSFORMIERTE

Der Ausgangspunkt fiir dieses und das folgende Kapitel ist die Betrachtung des Faltungsin-

tegrals

/t k(t—1)g(r)dr, t>0, (1.1)
0

fiir eine operatorwertige Funktion k : R — £ (X) und eine vektorwertige Funktion g : R —
X, die wir als geniigend glatt annehmen. Hierbei ist (X, ||-||y) ein Banachraum. Wir gehen
davon aus, dass der Faltungskern k£ nur als Integral oder Reihe dargestellt werden kann
oder schwer auswertbar ist, dessen Laplace-Transformierte K jedoch iiber eine geschlossene
Formel verfigt, die gegebenenfalls von einfacherer Gestalt ist. An K stellen wir hierbei die
Anforderung eines geeigneten Abfallverhaltens, das sich in diesem Kapitel auf einen Sektor

der Form
Yrjoto, = {A € C\ {0} | |arg(N\)| < 7/2+ 60} mit 0 <y < 7/2

bezieht. Wir sprechen hierbei von einer sektoriellen Laplace-Transformierten K. Im darauf-
folgenden Kapitel gehen wir auch auf eine Klasse von Laplace-Transformierten ein, die zwar
nicht sektoriell sind, dafiir aber ein bestimmtes Abfallverhalten in der rechten Halbebene

aufweisen.

Zur Approximation der Faltung (1.1) mit sektorieller Laplace-Transformierter sind unter
anderem die Quadratur basierend auf Mehrschrittverfahren und die Runge-Kutta basierte
Faltungsquadratur, siche [46-48], zu nennen. Auf letztere werden wir im néchsten Kapitel

genauer eingehen.



Kapitel 1 Exponentielle Faltungsquadratur fiir sektorielle Laplace-Transformierte

Anstatt jedoch diese bereits bekannten Verfahren zu verwenden, untersuchen wir in diesem
Kapitel die Faltungsquadratur basierend auf der stiickweise polynomiellen Interpolation der
Funktion g. Das Verfahren, das wir auf diese Art erhalten, gehort damit zur Klasse der
exponentiellen Integratoren und ist auch als exponentielles Quadraturverfahren bekannt,
siehe [36].

Hierbei wurde die exponentielle Quadratur unter anderem in [36, 37] bereits fiir den Fall
untersucht, dass die Laplace-Transformierte des Faltungskerns durch K(\) = (A — A)~!
mit einem dicht-definierten, abgeschlossenen und linearen Operator A : D(A) — X gege-
ben ist und die Abschéitzung in Annahme 1.2 mit p = 1 erfillt. Eine Anwendung auf die
Betrachtung eines schwicheren Abfallverhaltens mit 0 < p < 1 ist beispielsweise in [26, 27]
zu finden, allerdings wird dort zugrunde gelegt, dass der Faltungskern als konvergente Po-
tenzreihe um den Entwicklungspunkt 0 geschrieben werden kann. Damit stellt die folgende
Betrachtung sowohl eine Erweiterung der erstgenannten beiden Veroffentlichungen auf den
allgemeineren Fall p > 0 als auch eine Erweiterung der Theorie in den beiden letztgenannten
auf den Fall dar, in dem wir nicht unbedingt von einer konvergenten Potenzreihendarstellung

um den Punkt 0 ausgehen kénnen.

Wir werden in diesem Kapitel zunédchst kurz auf die Polynominterpolation in Banachréu-
men eingehen, bevor wir dann das exponentielle Quadraturverfahren fiir den Fall einer sek-
toriellen Laplace-Transformierten untersuchen. Hierbei werden wir den Integrationsweg in
der inversen Laplace-Transformation geeignet deformieren, um eine Konvergenzaussage zu
erhalten. Im zweiten Teil des Kapitels leiten wir einen Algorithmus her, der es uns ermog-
licht, die Faltungsquadratur auf eine schnelle und parallele Art zu approximieren. Hierbei

verwenden wir Ideen aus [18, 45].

1.1 Lagrange-Interpolation im Banachraum

Wir betrachten s paarweise verschiedene Knoten im Intervall [0, 1], das heifit genauer haben

wir die s Knoten
0<c<...<cs <1

gegeben und definieren t,, := nh fiir eine Zeitschrittweite A > 0.

Bemerkung. Die Betrachtung eines dquidistanten Zeitgitters ist hierbei fiir die folgenden
Uberlegungen nicht notwendig und wird nur der Ubersichtlichkeit halber angenommen. Die
theoretischen Ergebnisse sowie der schnelle Algorithmus lassen sich auf einfache Weise an

variable Schrittweiten anpassen, siche dazu beispielsweise [45, Bem. 2].

Fiir den Zeitpunkt T'= Nh mit N € N wollen wir die Funktion ¢ : [0,7] — X auf jedem

Teilintervall [t,,t,+1] durch ein Polynom p, vom Grad s — 1 approximieren, so dass die



1.2 Exponentielle Quadratur

Interpolationsbedingungen
Dn(tn +cih) =g(t, +¢ih) fixr i=1,...;s und n=0,...,N—1

erfiillt sind. Dazu wahlen wir die bekannte Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms

und schreiben p,, in der Form

Pty + Oh) = i&-(ﬁ) 9(tn + cih), (1.2)

=1

wobei das i-te Lagrange-Fundamentalpolynom fiir ¢ € [0, 1] durch

s
19—Ck

k=1
ki

Ci — Ck

gegeben ist, vergleiche beispielsweise [62]. Offensichtlich gilt ¢;(c;) = d;;.

Fiir den standardméfig betrachteten Fall X = R lasst sich mit Hilfe des Satzes von Rolle
schnell zeigen, dass es zu jedem ¢ € [0, 1] ein t € [t,, tn41] gibt, so dass der Interpolations-

fehler die Gleichheit

S

Ot -+ 9B) — paltn + 90) = " 0(9) g (1)

fiir das Knotenpolynom w(d) := [[;_, (¥ — ¢;) erfiillt, siehe beispielsweise [62]. Fiir unseren
allgemeinen Fall, in dem X ein Banachraum ist, stimmt dies nicht mehr. Hier gilt stattdessen

der folgende Satz:
Satz 1.1. Es sei g € C°([tn, tny1], X), dann erhalten wir den Interpolationsfehler

hS
lg(tn + Oh) = pa(tn +9h)|x < 5 lw(@)] _max

LE[tn,tny1]

(s)tH .
g ()X

Beweis. Der Beweis lédsst sich unter Betrachtung des Peano-Kerns fithren und folgt direkt

aus Beispiel 3.1 in [51]. O

1.2 Exponentielle Quadratur

1.2.1 Grundidee der Faltungsquadratur

In diesem Kapitel betrachten wir, wie bereits erwéhnt, die Laplace-Transformierte

K :D(K)CC— L£(X),

Ao K(N) o= Z{k(t); \} = /OO e ME(t)dt fiir Re(\) > oo > 0,
0
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wobei mit oy > 0 die Konvergenzabszisse bezeichnet wird und nehmen an, dass die folgende

Sektorialitatsbedingung erfiillt wird, vergleiche dazu [48]:

Annahme 1.2. Die Laplace-Transformierte K ist analytisch im Sektor ¥/, 4, mit
0 < 6y < 7/2 und wird fiir einen Exponenten p > 0 und die von 6y abhéngige Konstante
C(6p) > 0 beschrankt durch:

1K) zx) < CO0) N ™" fiir A€ Sapnig,

Da wir, wie in der Einleitung des Kapitels erwdahnt, von einer geschlossenen Formel
der Funktion K ausgehen, stellen wir den Faltungskern k als deren inverse Laplace-

Transformierte dar, das heifit, wir betrachten die Darstellung

o+i00
1
k;(t):ﬂ / MK\ X fir t>0 und o > oo, (1.3)
T
o—100

deren Eindeutigkeit wir annehmen, siehe hierzu Bemerkung 1.3. Der Integrationsweg o 4 iR
ist als Bromwich-Linie bekannt und liegt in der Konvergenzhalbebene Re(\) > gy.
Setzen wir (1.3) in das Faltungsintegral u(t) = (k % g) () ein, erhalten wir durch die Vertau-

schung der Integrale

o+1i00 .
u(t):%i / K\ ya(t)dh mit  yy(t) == /O tg(7r) dr, (1.4)

wobei yy(t) nach [55, Thm. 2.4] die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

y'(t) = Xy(t) +9(t), y(0)=0 (1.5)

beschreibt. Die Approximation der Funktion y, ist hierbei die zentrale Frage fiir die Her-
leitung der beiden verschiedenen Faltungsquadraturen, die wir in diesem sowie im néchsten

Kapitel betrachten.

Bemerkung 1.3. Falls g > 1 gilt, kénnen wir direkt aus [15, Satz 28.2] folgern, dass
die Laplace-Transformation eindeutig umkehrbar ist. Im Fall 0 < p < 1 koénnen wir da-
gegen nicht als garantiert voraussetzen, dass uns das Integral (1.3) wieder k zuriickliefert.
Stattdessen bedienen wir uns der Uberlegung in [3], in der K()) := @ betrachtet und
u(t) == % (E* g) (t) fiir die Transformation k(t) = fﬁl{fz’()\); t} gesetzt. Fir dieses u
lasst sich wiederum zeigen, dass es in der Form (1.4) geschrieben werden kann.

Der Einfachheit halber nehmen wir in den folgenden theoretischen Betrachtungen an, dass

die Laplace-Transformation fiir jedes p > 0 eindeutig invertierbar ist.

10



1.2 Exponentielle Quadratur

1.2.2 Eigenschaften der sektoriellen Laplace-Transformierten

Bevor wir die exponentielle Quadratur herleiten, gehen wir zunéchst genauer auf die Sekto-

rialitdtsannahme 1.2 ein. Diese ermdglicht uns den Integrationsweg in (1.3) zu deformieren.

Satz 1.4. Erfillt K die Sektorialititsannahme 1.2 in Y/ y0,, so gilt firt >0

LUK t) = %/Fe”\t K(\)dX

fiir jede Kurve ' in Yixj, 9 mit 6 < 6o, die in einem spitzen Winkel zur negativen reellen
Achse gegen unendlich lduft und gegen den Uhrzeigersinn, das heifit von unten nach oben,

orientiert ist.

Beweis. Der Beweis verwendet Ideen aus [17] und [61]. Es sei 7 > 0. Bezeichne mit B(r) die
Teilmenge der Bromwich-Linie B aus (1.3), die von o—ir bis o+ir lduft. Ohne Einschrankung

schneide I' die reelle Achse in & mit 0 < & < 0. Betrachte den Kreisbogen K7 (r) := re'? fiir
0 <wpo(r) <S¢ <) <m,

wobei wir durch die Wahl cos(¢o(r)) = < garantieren, dass K;(r) die Bromwich-Linie B
genau im Punkt o + ir schneidet. Den Winkel ¢ (r) erhalten wir aus dem Schnittpunkt von
K1 (r) mit der Kurve I', missen diesen aber nicht genauer bestimmen. Hier geniigt uns die
Abschitzung § < ¢1(r) < 7.

Analog definieren wir den Kreisbogen Ks(r) auf der unteren Halbebene, der die Bromwich-
Linie im Punkt o — 4r schneidet.

Bezeichne nun mit I'(r) denjenigen Teil von IT', der auf der oberen Halbebene durch den
Schnittpunkt mit K (r) und auf der unteren Halbebene durch den mit K5(r) begrenzt wird.
Definiere die Kurve Y(r) := B(r) U Ki(r) U T'_(r) U Ky(r), wobei I'_(r) bedeutet, dass
I'(r) von oben nach unten abgelaufen wird. Wir erhalten somit eine stiickweise stetige und
geschlossene Kurve Y(r), die vollstdndig im Holomorphiegebiet von K liegt und keine Sin-

gularitdten dieser Funktion umschlieft. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt daher

0:/ MK (N) d)\+/ MK (M) d)\—/ MK (M) d)\+/ MK (N) d.
B(r) K1(r) r(r) Ka(r)

Wir betrachten nachfolgend das Integral iiber Kj(r) genauer. Mit der Abschéitzung von
K(X) fir A € X/, folgt

() ] i
/ eME(A) dA <C / SRt AL / ) Re(rete)e| d(re )]
Ki(r) Ky (r) o

A" o(r) |rete]”

7r/2 ™
S C?"l_“ / ert cos(p) d(P +/ ert cos(p) d@ . (*)
wo(r) /2

L£(X)

11



Kapitel 1 Exponentielle Faltungsquadratur fiir sektorielle Laplace-Transformierte

Mit der Substitution ¢ = § — 4 erhalten wir

/2 o) i ”
/ et cos(p) d(P — / et sin () dw mit ¢0(T) - _ _ QOO(T) — arcsin (7) ,
®o(r) 0 2 r

was wir wegen sin(v) < sin(to(r)) = cos(@o(r)) = £ weiter durch

Yolr)
/ e dip = ey (r) = e'” arcsin (
0

g
r

SN—

abschitzen konnen. Hierbei gilt fiir grofie r die Ndherung arcsi (

n(f)~ ¢
Fiir das zweite Integral verwenden wir die Substitution ¢ = 5 + 1 und die Abschétzung
%w <sin(y) fiir 0 < ¢ < 7 und erhalten

T /2 ) /2
/ et cos(p) d(,O _ / e Tt sin(v) dd} < / e*”%w dﬂ} _ T (1 . efrt) )
/ 0 0 2rt

Insgesamt konnen wir (*) also fiir grofle r nach oben abschéitzen durch
Cri—n (rt4rt(1—e)) = Cr+ (2—e"),

wobei C' > 0 von o und t abhéngt. Eine analoge Abschitzung fiir das Integral iiber Ko(r)
lasst sich ebenfalls zeigen. Da der Ausdruck fiir r — oo gegen 0 geht, folgt wie behauptet
die Gleichheit

L/Be”K(A) dx = —./Fe”K(A) dx.

21

O

Durch die Wahl eines geeigneten Integrationsweges lisst sich die folgende Aussage {iber

den Faltungskern k treffen, die wir spéter bendtigen.

Lemma 1.5. Es gelte fiir K die Annahme 1.2 im Sektor ¥/, 19, und I' erfille die Voraus-

setzungen aus Satz 1.4. Dann existiert eine Konstante C > 0, so dass die Abschdtzung
||k(t)||g(x) <Ot fir t>0
erfillt ist.

Beweis. Vergleiche hierzu [9, Thm. 4.6] und [16, Prop. IV.4.3]. Es seien ¢t > 0, ¢ > 0 und
0 € (0,0p) fir 6 < 0y. Definiere die Kurve I := 'y UT's UT'3, deren Teilstiicke durch

Iy := {re_i("/ng‘s) | o<r< oo},
[y = {0e" | |p| < 7/2+6} und

I's:= {rei("/2+6) [ o<r< oo}

12
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Im(z)

3>
>

.
.
. 1—1
. 3
...

E%-1-6’0

5
.
R
8
O ]
8

Abbildung 1.1: Die Kurve I', zusammengesetzt aus den Teilstiicken I'y, I'; und I's.

gegeben sind und die von unten nach oben durchlaufen wird, siehe dazu Abbildung 1.1.
Offensichtlich erfillt I die Voraussetzungen aus Satz 1.4.

Aus der Sektorialitatsannahme 1.2 iiber K erhalten wir

1
‘ < C/etRe(A)—H|d>\|.
L£(X) r Al

Wir berechnen nun die Integrale tiber die Teilstiicke I'1, I'y und I's einzeln. Sei dazu ¢ = 1/t
und a = sin(d — 0) € (0,1) . Fiir das Integral iiber I'; folgt damit

1 & —i(™/248) ’ d(’l“e_i(w/g—’_é)) ’
tRe(A\) _~ tRc(rc )
/Fle |)\‘I»¢ |d>\| /g € |,r,e 7r/2+5)|

/F MK (N\)dX

— /OO et cos(‘ff/ertS)i dr
4

rH
o ; 1
e / e_"./g 51n(5) 7 d/r
0 r
subst. 0o
v=r : 1
:/9/ e—usm(&)i Ql—u dv.
1 VH "~
—tpn—1

Analog bekommen wir fiir das Integral tiber I'3

1 ; 1
/ etRe A = |d)\| — k= 1/ e_VSIH((S)i duw.
s Al 1 vh

Da 0 < 6 <6 <m/2 und damit 0 < § — 0 < § folgt sin(d) > sin(d — ) = a und es ergibt sich

o] S 1
/ efusm(é) dv < / e " —dv<oo, da ac (0, ]_) und p > 0.
1 Vi 1 .

14
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Kapitel 1 Exponentielle Faltungsquadratur fiir sektorielle Laplace-Transformierte

Fiir das Integral iiber das Teilstiick 'y gilt

/246 ) i
/ etRe()\)L |d)\| _ / 2 etRC(QcW’) ’d(thp)‘
I'>

A" —ja—b |oee|"
/248
:/ egtcos(so)ﬁ de
g o
m/2—8
7r/2+(§ ™
= t”_l/ ) 66“)5(“’) dp < t“_l/ ede.
—m/o— -7

Insgesamt folgt die behauptete Abschiatzung der inversen Laplace-Transformation von K

e} dV Uy -
‘ <20t </ eV — +/ edgo) <Ctth
£(X) 1 vt Jo

aus

/F MK (N)dX

O

Mit Hilfe der beiden vorigen Sétze lasst sich die folgende Aussage zeigen, die bei der

numerischen Berechnung der inversen Laplace-Transformation von Bedeutung sein wird.

Satz 1.6. Gelten fiir K die Sektorialitdtsannahme 1.2 in Yxj, 9, und die Kurve I' erfiille
die Annahmen aus Satz 1.4. Dann folgt

1 L
/F/\jHK()\)d)\:O fir j € No.

Beweis. Nach Voraussetzung ist K(\) = Z{k(t); A} in der Konvergenzhalbebene
Re(A) > 0¢ > 0 und es gilt mit Lemma 1.5 fir jedes 7' > 0

T T C
/ 1B 2oxy dt < O/ thldt = —TH < oco.
0 0 K

Damit folgt aus [15, Sitze 24.4 und 27.1] fiir j = 0 und ¢ > 0 sofort die Aussage

o+i00 t
2%1'2/ e/\tKE\)\)dA/Ok(T)dT(k*l)(t) fir o > oy.

o—1i00

Insbesondere ist hierbei die Faltung (k * 1) (¢) nach [15, Satz 10.3] im Nullpunkt stetig, also
gilt (k+1)(0) =0.

Fir den Fall j € N setzen wir f;(t) := ﬁtj’l mit ¢ > 0. Aus dem Faltungssatz, siehe
beispielsweise [15, Satz 10.1], erhalten wir damit in der Konvergenzhalbebene Re(A\) > o¢ > 0

die Gleichheit
L{(k=f;)(t); A} = K(\) F;(\)  fir ¢ >0,

wobei Fj(X) := A7/ = Z{f;(t); A}. Wegen [[K(NA |y, < CIAN " fiir A € Sejprg,s
erfiillt die Funktion K(A) F;(\) die Sektorialitdtsannahme 1.2 und es gilt nach Lemma 1.5

14



1.2 Exponentielle Quadratur

fir T > 0:

C

T
kxf t<C/ thHiml < — Tt <o
10 £) Ol T

Mit [15, Satz 27.1) erhalten wir daraus fiir j € N und ¢ > 0 den Zusammenhang

o+4i00 t
1 em%.KA(jA) d)\:/O (ks f3) (O) dt = ((k = f;) % 1) (8),

2mi o —100

wobei erneut mit [15, Satz 10.3] die Aussage ((k * f;) * 1) (0) = 0 folgt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Deformation der Bromwich-Linie in die Kurve I' auch
im Fall ¢ = 0 zuléssig ist: Dazu erinnern wir uns an den Kreisbogen K (r) fir r > 0 aus
dem Beweis zu Satz 1.4 und betrachten j € No. Aus der Abschétzung || K (A)A 771 HL(X) <
CIA7"777! fiir A € 2ajy g, ergibt sich

K()\)
~— d\
‘ /Kl (r) DY A

o(r)

1 | | p1(r) 1 | ( Lp)’
<C — |d\| = C/ ———— | d(re’
i) (AP po(r) |reie|t I

L(X)
ei(r)  q 7f
= C T dgp S C’I“ = dg@
po(r) MY 0
=Cnr t7 "ZF 0
Die Aussage folgt daher mit der Begriindung aus dem Beweis von Satz 1.4. O

1.2.3 Faltungsquadratur durch Polynominterpolation

Damit kénnen wir nun als Ausgangspunkt der Herleitung der exponentiellen Quadratur das
Faltungsintegral u(t) = (k * ¢) (¢) in Analogie zu (1.4) schreiben als

u(t):%m, /F K\ ya(t)d\ mit  yx(t) = /0 A g(7) dr, (1.6)

wobei die Kurve I' die Annahmen aus Satz 1.4 erfiillt. Die Funktion y, approximieren wir
mit Hilfe der stiickweisen Polynominterpolation von g, siche dazu (1.2). Wir erhalten damit

zum Zeitpunkt ¢, = nh die Approximation (yy), von yy(t,) durch

tn
it = [ gl ar = Z / ATy (r) dr
0
= Z / An=i=Dh (¢ 4 Yh)h dY
j=0 "0
n—1 ) 1
~h Ze’\("_J_l)h/ e’\(l_ﬂ)hpj(tj + vh) dv
=0 0

n—1
=B Ze)\(n—j—l)h/ A(1=9)h ZE t +e )d’l9
=0

15
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n—1 s
=h Z =ik Zbi(h)‘) g(tj +cih) =t (yr),,  (L.7)
=0 i=0
wobei die Funktionen
1
bi(z) = / =D dd fir i=1,....s (1.8)
0

als Linearkombinationen der ¢-Funktionen

1 (1 19) ﬂkfl
wr(2) :z/ e*U T do, k>1
0 (k—1)!
geschrieben werden konnen. Diese treten im Zusammenhang mit Verfahren aus der Klasse
der exponentiellen Integratoren sehr hiaufig auf und lassen sich mit Hilfe der Rekursion
ei(z) = Yk

pran(z) = I it go(z) =

charakterisieren, vergleiche dazu [36].

Lemma 1.7. Fiir jedes h > 0 und jedes A € T, wobei I die Voraussetzungen aus Satz 1.4
erfillt, ist der Betrag der @-Funktion @i (h)), k € N, beschrinkt.

Beweis. Da fir A € T" insbesondere Re(\) < ¢ fiir eine Konstante ¢ > 0 gilt, folgt |ehA| < ehe.
Die Aussage ergibt sich damit direkt aus der Abschitzung

ﬁkfl

Tk

1
|<Pk(h/\)|§/ ‘ehk(lfﬂ)’
0
L]

Die Formulierung der exponentiellen Quadratur, die eine Verallgemeinerung der ,expo-
nentiellen Runge-Kutta Methode vom Kollokationstyp* aus [36, 37] darstellt, lautet damit
wie folgt:

Satz 1.8. FEs seien die s paarweise verschiedenen Knoten 0 < c; < ... < c¢s <1 gegeben und
es erfille die Laplace-Transformierte K(X) := Z{k(t); A} die Annahme 1.2. Dann erhalten
wir zum Zeitpunkt t, = nh mit Schrittweite h > 0 eine Approzimation von u(t) = (k* g) (t)

als

n—1 s
Up = h Z Zwi,nflfj g(t; +cih),

j=0 i=1

wobei das Faltungsgewicht w; ; gegeben ist durch

1 .
-~ | K AGh) 3. 1.
wij = 5 /F (A) UM b, (h\) dA (1.9)

16



1.2 Exponentielle Quadratur

mit einer Kurve I, die die Voraussetzungen aus Satz 1.4 erfillt.

Beweis. Die Approximation u,, von u(t,) ergibt sich sofort durch das Einsetzen von y,(¢,)
aus (1.7) in (1.6). O

Mit Hilfe der Fehlerabschétzung der Lagrange-Polynominterpolation und der Abschétzung

des Faltungskerns k kénnen wir die Konvergenz der exponentiellen Quadratur zeigen.

Satz 1.9. Erfille die Laplace-Transformierte K die Annahme 1.2 und seien s paarwei-
se verschiedene Knoten ¢; € [0,1] gegeben. Ist g € C°([0,T),X), dann ist der Fehler der

exponentiellen Quadratur aus Satz 1.8 fir t, = nh <T beschrinkt durch

—ult <C h° ma
Jun = u(ta) < € ] B amas

g (S)H

9
X

wobei ||w|| = maxyepoq) |w(z)| und die Konstante C' nur von T', der Anzahl der Interpola-

tionspunkte und den Parametern in Annahme 1.2 abhdngt, jedoch nicht von n und h.

Beweis. Fiir den Beweis greifen wir nicht auf die Darstellung von « durch die inverse Laplace-
Transformation (1.6) zuriick, sondern stellen u(t,) und die Approximation wu, direkt als

Faltung mit dem Faltungskern k dar, das heifit, wir betrachten
tn n—1 .1
u(ty) = / k(t, —7h) g(r)dr = h Z/ k(tn, —t; —9) g(t; +9h)d¥ und
0 =00
n—1 1
Up = h Z/ k(tn — tj — ﬁh)pj(tj +’l9h) dd.
=00
Damit erhalten wir unter Verwendung von Satz 1.1 und Lemma 1.5 die Abschétzung
n—1 1
[un = u(tn)lx <h Z/O [kt —t; — Oh)(p;(t; +Oh) — g(t; + Ih))|| AV
§=0

n—1 1
<h Z/O [k(tn =t = OM) o x) Ipi(ts + OR) = g(t; + IR)|| d¥
7=0

<P n_1/1 Cltn —t; —9h)" 1 w(¥)| max g<5>(g‘)‘ dv

- sl =00 " / &€ty tjtal Tl x
hst1 ) n-1 1

<O O g [0, 3 [ =0 ony s,

Fir die verbleibende Summe gilt:

n—1 1 n—1 tit1 tn 1
hy / (tn —t; —9R) ' dY =) / (t, — 7)) tdr = / (ty —7)F tdr = —t#
i=0 0 =0/t 0 K
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Mit nh < T ergibt sich so die behauptete Abschatzung

T,u. S
s max |w(¢)] max

o — u(ty <C
[t —u(tn)]l x < L sl o ¢€ltortn]

‘9(5)(5)“

Y
O

Bemerkung 1.10. Unter der Annahme, dass der Faltungskern iiber die verallgemeinerte
Mittag-Leffler Funktion, siehe (1.19), definiert ist, das heifit k(t) := e, ,(t;a) fir 4 < 1 und
a € R gilt, wird in [28] eine detailliertere Konvergenzaussage gezeigt, die auch die Konstanten
vor den gebrochenen Ordnungen hST%# v € N, enthélt. In [26] wird die Aussage auf den
Fall, dass a eine reelle Matrix ist, deren Eigenwerte grofle negative Realteile haben kdnnen,
erweitert. Die hierbei von den Autoren hergeleiteten Konstanten hangen nur von den Knoten
der Polynominterpolation ab, so dass sich Bedingungen herleiten lassen, mit denen héhere
Ordnungen als O(h®) erreicht werden kénnen. Im numerischen Experiment in Abschnitt 1.5
wird deutlich, dass die Konvergenzaussage fiir groflere Werte von a jedoch nicht mehr zutrifft,
was die Vermutung nahelegt, dass bestimmte Voraussetzungen fiir den Beweis vergessen oder
nicht beachtet wurden. Die fehlenden Voraussetzungen werden in dieser Arbeit nicht weiter

thematisiert.

Fiir die Untersuchung der Stabilitét ist die Abschétzung der Faltungsgewichte (1.9) wich-
tig, die wir ebenfalls mit Hilfe der Uberlegungen zum Faltungskern erhalten. Dafiir benotigen

wir das folgende Lemma:
Lemma 1.11. Fir j € Ng und 0 < p < 1 gilt die Abschdtzung
(G+DF =" <G+

Beweis. Fir j7 = 0 ist die Aussage klar. Sei also 7 > 1, dann erhalten wir mit Hilfe des

binomischen Lehrsatzes

G+ = = G = G (1 -

“oevr (-2 () (7))

Hierbei gilt fiir £ > 2 insbesondere die Abschatzung

Y o op—1 w—k+1
0§(1)’“1<k>(1)’c 11- T p
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1.2 Exponentielle Quadratur

1- k—1-—
_wlow holowg
~— —— —_———
<1 <l—p <1

und damit unter Verwendung der geometrischen Reihe

oo m 1 k—1 e’} 17#1 - o ) 717#
SO0 Eottt (Gt )5

k=2 2 k=0
In die obige Gleichung eingesetzt, ergibt sich daraus
G+ =" <G+ (1) =G+

O

Satz 1.12. Gilt fiir die Laplace-Transformierte K die Annahme 1.2, dann erfillt das Fal-
tungsgewicht w; ; fir j € No undi=1,...,s aus Satz 1.8 die Abschdtzung

-1
sl gy < C guace [60)] (100"~
wobei die Konstante C nur von den Parametern in Annahme 1.2 abhdngt.

Beweis. Nehmen wir an, dass die Kurve I' die Voraussetzungen aus Satz 1.4 erfiillt, so

kénnen wir das Faltungsgewicht nach Satz 1.8 schreiben als

1 , !
wi; = — [ K(\)e*ih / M=) g, (9) d9 dA
? 271 r 0

I R
_/O 27m,/FK(A) dX£;(9) dD
:/ k(G +1 - 9)h) 6:(9) do.

0

Mit Lemma 1.5 folgt daraus

1
sl < / 1 (GG + 1= D), 1s(9)] 9

1
< C max |Zi(£)|/ ((G+1—9)h)* " dv.
€€[0,1] 0

Wir erhalten fiir p > 1

1
/ ((G+1=9)" " a0 < max ((G+1—9)h)" " = ()"
0 v€(0,1]

und fiir 4 < 1 mit Lemma 1.11

pn—1

/0 ((F+1=9)n)" " dv = " ((G+1* =) < = (tjr)"

1
I

19



Kapitel 1 Exponentielle Faltungsquadratur fiir sektorielle Laplace-Transformierte

Damit folgt die behauptete Abschéatzung

w; ; < C(p) nax 10:(8)] (1),

wobei fiir die Konstante C(1) = C max(1,u~?) gilt. O

Bemerkung 1.13. Wenden wir die exponentielle Runge-Kutta Methode vom Kollokations-
typ, die in [37] formuliert ist, direkt auf das Anfangswertproblem (1.5) an, erhalten wir die

rekursive Darstellung

S
(W) =" (Ya)n—1 + I Zbi(h)\) g(tn—1 +c;h) fir neNlN.

i=1

Es lédsst sich leicht nachrechnen, dass diese Rekursionsgleichung unter Verwendung von
yo = 0 aquivalent zur Darstellung (1.7) ist. Daher lieBe sich das Verfahren aus Satz 1.8
auch herleiten, indem obige Darstellung zur Approximation von y(t,) in (1.6) eingesetzt
wiirde. Die Motivation fiir unser Vorgehen, stattdessen (1.7) zu verwenden, liegt darin, dass

wir so direkt die angegebene Darstellung der Quadratur aus Satz 1.8 erhalten.

1.3 Approximation der Faltungsgewichte

Um der Frage nachzugehen, wie die Faltungsgewichte w; ; der exponentiellen Quadratur
aus Satz 1.8 geeignet approximiert werden kénnen und welche Fehler wir dadurch erhalten,
folgen wir den Uberlegungen in [43, 44] und [66]. Der Gedanke, der in den einzelnen Quellen
verfolgt wird, ist der, die Integrale w; ; zu parametrisieren und mit Hilfe der Trapezregel
zu approximieren. Hierbei stellt sich die Frage, wie ein geeigneter Weg aussieht und welcher
Diskretisierungsfehler dabei zu erwarten ist. Die Diskretisierung der Kurvenintegrale ist

daher ein wichtiger Bestandteil fiir einen schnellen Algorithmus.

Da wir weder eine ausreichend gute Approximation erwarten konnen, wenn die Integrale
w;,; fiir alle j und alle 4 = 1,...,s unter Verwendung derselben Kurve berechnet werden,
noch es effizient ist, fiir jedes Integral eine neue Kurve zu bestimmen, betrachten wir die

Folge schnell wachsender Intervalle
Iop:=[0,h), I,:=[B"'h, B'h) firx €(>1 (1.10)

mit ganzzahliger Basis B > 1 und legen fiir jedes dieser Intervalle eine Kurve I’y fest. Ist

dann jh € Iy, integrieren wir (1.9) iber I'y.

Bei der numerischen Berechnung der inversen Laplace-Transformation werden héiufig drei
verschiedene Wahlen der Integrationskontur untersucht. Wihrend die Analyse der Talbot-

Kontur, siehe beispielsweise [63, 65], vergleichsweise kompliziert ist, bietet sich eine Parabel
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1.3 Approximation der Faltungsgewichte

Abbildung 1.2: Darstellung der Hyperbel I'y und deren Asymptoten mit der Parametrisie-
rung aus (1.11). Die Hyperbel wird hier gegen den Uhrzeigersinn abgelaufen.

im sektoriellen Fall nicht an, vergleiche dazu [66]. Wir wéihlen daher die Kurve I'y als Hy-

perbeln, die wir durch die stetig differenzierbaren Wege
vo: R—=Ty z0v(@):=n (1+sin(iz —¢)), £>0 (1.11)

parametrisieren, siehe dazu Abbildung 1.2. Der Parameter n, > 0 héngt hierbei vom jeweili-
gen Intervall Iy ab und beschreibt die Stelle auf der reellen Achse, in der sich die Asymptoten
der Hyperbel schneiden.

Mit ¢ wird der Winkel zwischen der oberen imaginiren Achse und der danebenliegenden
Asymptote angegeben. Setzen wir 0 < ¢ < 6 fiir § < 8y voraus, so liegt die Hyperbel I'y im
Sektor ¥/, 44 und erfiillt damit die Annahme aus Satz 1.4.

Wegen der Annahme an das Abfallverhalten der Laplace-Transformierten K und der Be-
schrianktheit der Funktionen b;(hA) fur A € T', sieche Lemma 1.7, verschwindet der Integrand
im Kurvenintegral (1.9) fiir Re(A) — —oo schnell, wodurch sich die Diskretisierung mittels
der Trapezregel anbietet, vergleiche dazu [44, 66]. Integrieren wir daher das Faltungsgewicht
w;,; fir jh € I, und 7 = 1,...,s iiber die Parametrisierung -, erhalten wir durch den
Abbruch der Trapezregel nach 2k + 1 Schritten die Approximation

1 > )i
wig =g [ O K (@) bi(he(@) vi() da
~ 0wl N KO bi(hA) = w1, (1.12)
k=—k

wobei die Gewichte w,(f) und Stiitzstellen )\,(f) gegeben sind durch

-
) _ —,(z) und )\ff) = (k) (1.13)

w ;
k 211

mit xp = k7 und der Schrittweite 7 > 0.
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Untersuchungen dazu, wie die Parameter der Hyperbeln und die Parameter in der Tra-
pezregel gewéhlt werden konnen und welcher Diskretisierungsfehler dabei zu erwarten ist,
sind beispielsweise in [29, 43, 66] zu finden. Wir folgen der Uberlegung im Paper [44], in dem
der Diskretisierungsfehler unter der Annahme, dass Intervalle der Form [y, Ey] mit y > 0
und B > 1 betrachtet werden, angegeben wird. Damit bekommen wir fiir jh € I, und £ € N
die spektrale Abschitzung
o Ix]

ku — Wi

—0(e™) mit ¢=0(m®B). (1.14)

L(X)

Auf die ausfiihrliche Darstellung des Fehlers und deren Beweis gehen wir hierbei nicht ge-
nauer ein, sondern verweisen auf das Theorem 1 und die Bemerkungen 1 und 2 in [44], in

denen auch die folgende Wahl der Parameter begriindet wird:

Satz 1.14. Erfille die Laplace-Transformierte K die Annahme 1.2 und seien der Winkel
aus (1.11) und der Parameter d > 0 so gesetzt, dass

O<p—d<p+d<ib
gilt. Seien auferdem k > 1 und p € (0,1), dann erhalten wir fir den Diskretisierungsfehler
die Abschatzung (1.14) gleichmafig fir alle jh € I, mit £ € N, wenn die Parameter

1 2wdr(1 — p)
- —a, d 2eme = A
T=—q, (p) und ne Bha.(n)

gewdhlt werden, wobei

Hierbei setzen wir s =1 fiir u > 1 und s € (0,1) fir p < 1.

In der numerischen Berechnung ist es ausreichend, ¢ = d = /2 fiir § < 6y und s = 1 zu
wahlen, auch wenn dadurch die Voraussetzungen des Satzes verletzt werden, vergleiche dazu
[18, 60]. Eine Strategie, wie der optimale Wert fiir den Parameter p gefunden werden kann,
ist in [44] zu finden und besteht darin, den Ausdruck

epsen(p)’ ! +en(p)” mit ex(p) = exp (_;3?2?6)

iiber p € (0,1) zu minimieren, wobei eps die Maschinengenauigkeit ist.
Bemerkung 1.15. Wie in Satz 1.14 deutlich wird, héngt die Wahl des Winkels ¢ vom
Winkel 6y aus der Sektorialitdtsannahme 1.2 ab, jedoch nicht vom betrachteten Intervall I,

weswegen es plausibel ist, ihn fiir alle Hyperbeln T’y gleich zu wéhlen. Auch die Schrittweite

7 der dquidistant liegenden 2k 4+ 1 Knotenpunkte ist damit unabhéngig vom Intervall I,.
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1.3 Approximation der Faltungsgewichte

Da es fiir die Fehlerabschétzung und die Wahl der Parameter aus Satz 1.14 notwendig ist,
dass Intervalle der Form [y, Ey] zugrunde liegen, was insbesondere auf die Intervalle I, ¢ > 1
zutrifft, stellt sich die Frage, wie die optimalen Parameter im Fall von I, das heif3t, fiir die
numerische Berechnung des Faltungsgewichts w;o, ¢ = 1,...,s gewihlt werden konnen.
Wie das nichste Lemma zeigt, ldsst sich das Faltungsgewicht w; o jedoch als eine inverse

Laplace-Transformation zum Zeitpunkt ¢ = h verstehen.

Lemma 1.16. FErfille K die Annahme 1.2 und die Kurve I die Annahmen aus Satz 1.4.

Dann ldsst sich das Faltungsgewicht w; o fiiri=1,...,s aus Satz 1.8 schreiben als
1 hA —j pG— 1)
wio =55 | KN\ e by (hA)dA  mit  by( Zz g

Beweis. Da es sich bei den Lagrange-Fundamentalpolynomen ¢;(z) um Polynome vom Grad
s — 1 handelt, siehe Abschnitt 1.1, lisst sich mit Hilfe von partieller Integration leicht nach-
vollziehen, dass fiir z € C und ¢ = 1,...,s die Gleichheit

N

1 (i 1 i
bi(z):eZZ;fgj 1)(0)_Z§€§J 1)(1)

j=1 j=1
gilt. Aus (1.9) erhalten wir damit

1
A ,
wio = 5 g K(X) b;(hA)dA

N

1 1
= [ K\ hA (J 1)
omi J KO (e ; hA)i Z

j:1

1) | ax.

Nun folgt mit Satz 1.6 sofort

N

1 1 1 (G—1)
— = | K\ —dX]) ¢’ 1)=0
gh(%/ W 3yar) 70
und dadurch die behauptete Darstellung des Faltungsgewichts. O

Die optimalen Parameter fiir die Berechnung des Faltungsgewichts w; o wahlen wir daher
bezogen auf den Zeitpunkt ¢ = h beziehungsweise, um der oben genannten Form zu entspre-
chen, bezogen auf das Intervall [k, h]. Damit erhalten wir die Parameter aus Satz 1.14 unter

Verwendung von B = 1.
Als einfache Folgerung aus Satz 1.9 und den Uberlegungen in diesem Abschnitt 1.3 erhal-

ten wir das folgende Korollar:

Korollar 1.17. FEs erfille die Laplace-Transformierte K die Annahme 1.2 und es bezeichne
U, die Approximation von u, aus Satz 1.8, die sich aus der Diskretisierung wiﬁj["‘] (1.12)

der Faltungsgewichte w; ; und unter Verwendung der Parameterwahlen aus Satz 1.14 ergibt.
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Ist g € C9([0,T),X) und t, = nh < T, so erhalten wir den Fehler der vollstindigen

Diskretisierung als
U — u(tn)||x = O(e™") + O(h°)  fir k—o00 und h—0
mit einer Konstanten ¢ > 0.
Beweis. Mit der Dreiecksungleichung und Satz 1.9 folgt sofort
1Un = ult)llx < 1Un = unllx + llun — u(tn)ll x = [Un = unllx + O(h®).

Weiter erhalten wir mit (1.12) und (1.14) die Abschétzung

n—1 s
10 = tnllxe = {|B D0 D7 (wicno1-4t = wiin-1-5) glt; +eih)

=0 i=1 x

S
=1
noloetin
<Cer Y / Il dr
j=0""t

T
<cee gy dr
0

n—1
=15 ID M| [T RV N ORI
=0

mit Konstanten ¢, C'> 0 und damit den behaupteten Fehler. O

1.4 Schneller Faltungsalgorithmus

Der im Folgenden angegebene schnelle Faltungsalgorithmus orientiert sich, wie bereits er-
wéahnt, an den Verfahren aus [18, 45, 60]. Hierbei vermeiden wir, die Faltungsgewichte w; ;
einzeln zu berechnen, wodurch die Approximation der Losung u(t) = (k * g) (t) zum Zeit-
punkt ¢ = Nh insgesamt O(N) Auswertungen der Laplace-Transformierten K erfordern
wiirde und alle O(N) Faltungsgewichte gespeichert werden miissten. Stattdessen wird durch
geschicktes Zusammenfassen und unter Ausnutzung der Intervalle I, die Berechnung auf
O(log(NN)) Auswertungen von K reduziert, die parallel durchgefithrt werden kénnen. Zusétz-
lich ist der Algorithmus vergesslich, was bedeutet, dass nur O(log(NN)) aktiver Speicherplatz
zur Berechnung der Losung benétigt wird. Hierauf gehen wir spéter genauer ein.

Der Algorithmus bietet sich damit zur schnellen Berechnung der Losung auf einem kurzen
Zeitintervall oder fir eine kleine Anzahl an ausgewéhlten Zeitpunkten an. Er ist jedoch nicht
sinnvoll, falls alle Approximationen w1, .. .,uy bestimmt werden sollen. Fiir Algorithmen mit

diesem Zweck verweisen wir insbesondere auf [49, 60].

Zur Durchfithrung des schnellen Faltungsalgorithmus bestimmen wir zunéchst die kleinste
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1.4 Schneller Faltungsalgorithmus

ganze Zahl L, sodass N < B’ erfiillt ist und definieren
ng 1= B fiir f>1 und ng:= N.

Damit ist jh € I, fiir £ > 1 genau dann, wenn ny_; < j < ng — 1 Der Ubersicht halber
definieren wir aulerdem die Spaltenvektoren
S

b(h\) = (bi(h)\)) und  b(hA) = (b:-(h)\))

i=1

i=1

sowie

S
9= (9t +a) _ fix j=0.. N-L

Damit kénnen wir die Approximation uy von u(ty) mit ¢y = Nh, die wir durch die An-

wendung der exponentiellen Quadratur aus Satz 1.8 erhalten, in die L + 1 Summen
N—-1 s
un =h Z Zw” g(tn—1-j +c;h) = US\?) + u%) +.+ UEVL)
j=0 i=1
aufteilen, wobei wir wegen Lemma 1.16 den ersten Summanden als

S
ug\?) =h Zwi,o g(tn—_1+ c;h)

i=1

— i A (T T
—ho— /Foe (b(h)\) ®K()\)) A\ gn_1

und die Summanden u%) fir¢=1,...,L als

S
u%) =h Z Zwi,j g(tn—1—j + c;ih)

jhel, i=1
neg—1
1 X
=h — AR (B(RA)T @ K(A\)) d\ gn—1_+
p> i . €9 OUNT 2 KO) gy
=Ng—1 g

definieren.!

Mit der Diskretisierung w; ; [<] (1.12) der Faltungsgewichte w; ; sowie den Gewichten w,(f)

und Stiitzstellen )\ff) aus (1.13) erhalten wir die Approximation UJ(\(,) ) von ug\(;) als
U =n Y w® e (’E(hAgJ))T @K(A,@)) gN-1. (1.15)

k=—k

IDie Schreibweise mit Hilfe des Tensor-Produkts verwenden wir hier der Ubersicht halber auch fiir den
allgemeinen Fall eines unendlich dimensionalen Raums X. Die Bedeutung erschlieit sich hierbei aus der
Anwendung auf einen endlich dimensionalen Raum.
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(0)
N

Fir ¢ =1,..., L kénnen wir die Approximationen U J(\f) von wy’ entsprechend als

nyg—1 K

U = 30 S w0 ()T @ KOA)) gn-1-y

j=ng_1 k=—k

N—l—ng,l

- (€) 1
=h > Wl S @)Y (b)) @ KO)) g

k=—k j=N—ng

K

= 3w @y K)o
k=—k

schreiben, wobei

N*lfng,l
yi(f) _ Z (eh)\](f))Nflfmz—1*j (b(h)\,(f))T®Id) gj- (1.16)
j=N—ny

Verglichen mit der Rekursionsformel (1.7) ldsst sich leicht einsehen, dass y,(f) genau der

Approximation der Lésung y, «» (t) des lineares Anfangswertproblems
k

Y (1) = A y(t) + (), y((N —ne)h) =0

zum Zeitpunkt ¢ = (N — ny_1)h entspricht, die wir durch die stiickweise Polynominterpola-
tion der Funktion g erhalten. Diese Approximation bezeichnen wir im Folgenden als skalare
exponentielle Quadratur. Im schnellen Algorithmus erhalten wir die Werte y,(f) daher fir
jedes der 2k + 1 Anfangswertprobleme nach ny — ny_; Schritten der skalaren exponentiellen
Quadratur.

(0)
k

Berechnen wir weiter x, 7 als

) = KDY, (117)

so konnen wir die Approximation UJ(\? als die Linearkombination

U](\f) = Z c,(f) xff) mit cff) = w,(f) (e’”‘gf))”‘f—1 (1.18)

k=—k

schreiben. Hier wird deutlich, dass fiir die Berechnung von U](\f) insgesamt 2k + 1 Aus-
wertungen der Laplace-Transformierten notwendig sind. Wollen wir bei der Diskretisierung
der Faltungsgewichte eine Genauigkeit von O(e) erreichen, so bendtigen wir fiir die Be-
rechnung von U](\?), ce U](VL) daher insgesamt O(log(N) log(1/c)) Auswertungen der Laplace-
Transformierten, vergleiche dazu (1.14).

Des Weiteren ist fiir jedes Uj(f) lediglich die Speicherung von O(log(l/c)) Auswertungen der
Laplace-Transformierten sowie O(log(1/¢)) Ergebnissen der skalaren exponentiellen Qua-
dratur erforderlich. Damit belduft sich der aktiv bené6tigte Speicherplatz fiir den schnellen
Algorithmus auf O(log(N) log(1/<)).
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1.5 Numerischer Test

Zur Berechnung aller erforderlichen Werte y,(f) werden insgesamt O(N log(1/e)) Schritte der

skalaren exponentiellen Quadratur benétigt.

Sind sowohl der Faltungskern k als auch die Funktion g reellwertig, lasst sich schnell
einsehen, dass sich bei der Berechnung von U J(\f) die Anzahl der Auswertungen der Laplace-
Transformierten auf x + 1 reduziert: Da die Stiitzstellen )\](f) fir k = —k, ..., kK symmetrisch
beziiglich der reellen Achse liegen, sind auch die Werte y,(f) aus (1.16) sowie x,(f) aus (1.17)
symmetrisch beziiglich der reellen Achse. Letzteres ergibt sich aus der Definition der Laplace-
Transformierten K. Wegen w,(f) = w(_zll
Damit reicht es, anstatt der Stiitzstellen )\Ef), k = —K,...,k lediglich die Stellen Re()\,(f))

16schen sich folglich die Imaginérteile in (1.18) aus.

fir k =0,...,k zu betrachten.

Zusammengefasst besteht der schnelle Faltungsalgorithmus fiir die exponentielle Quadra-

tur aus den folgenden Schritten:

1. Schritt: Berechne parallel die Summanden U](\f) fir £ =0,...,L, die iiber (1.15) bezie-
hungsweise (1.18) gegeben sind. Hierbei kann (1.16) zusétzlich tiber k und tber die
Eintrdge der Funktion g parallelisiert werden, wiahrend die Auswertungen (1.17) fur

jedes k parallel berechnet werden kénnen.

2. Schritt: Erhalte die Approximation Uy von uy durch die Summe

Uv=UY +...+U{.

1.5 Numerischer Test

Um die Resultate aus den vorherigen Abschnitten zu verdeutlichen, betrachten wir zunéchst
ein klassisches Testbeispiel u(t) = (k*g)(¢), in dem der Faltungskern bekannt und die
Losung u berechnet werden kann. In Kapitel 4 folgt die Anwendung auf ein komplizierteres
Problem.

Wir benétigen hier die Mittag-Leffler Funktion mit zwei Parametern o und 3, die definiert

ist als
o0 Zn
Eq 5(2) := —— fir a, >0 und z€C
und deren Verallgemeinerung
eas(t;\) :=tP " E, (M%) mit A€ C und ¢ >0, (1.19)

siche beispielsweise [50, 56]. Damit definieren wir fiir eine Konstante a = re!("/>*%) mit

r >0, ¢ €(0,7/2) und 0 < u < 1 den Faltungskern k, als

ko :RT = C, t ko(t) = e, (t;a) (1.20)
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sowie die Funktion g als

1 4
g:R—=C, teg(t):==——t"#
O = t5—n
vergleiche dazu [28]. Mit Hilfe von [56, Absch. 1.2.6] folgt
u(t) = (ka + g) (t) = eus5(t;a). (1.21)

Ebenfalls bekannt ist die Laplace-Transformierte der verallgemeinerten Mittag-Leffler Funk-
tion. Es gilt nach [50]

Ko(\) = L{ka(t); A} = (W —a)~! fiir Re()\) > |a|”".

Setzen wir den Winkel 6 abhéngig vom Parameter x4 und vom Argument arg(a) = 5 + ¢

als

1-— 2
90 := min (ﬂ.( M) i 907 7T> )
21 2
lasst sich leicht einsehen, dass |arg(A)| < 7/2 4 ¢ fiir X € ¥r/,19,. Damit erfiillt K, () die

Sektorialitdtsannahme 1.2 mit angegebenem Winkel 6y und Parameter p < 1.

Wie bereits in der Einleitung des Kapitels erwihnt, wird in [26, 27] die exponentielle Qua-
dratur unter der Annahme der Darstellbarkeit des Faltungskerns als konvergente Potenzreihe
betrachtet, konkreter wird hier der Faltungskern in der Form (1.20) angenommen und die
Gewichte als Faltungen der verallgemeinerten Mittag-Leffler Funktion und der Lagrange-
Polynome angegeben, vergleiche dazu die Darstellung der w; ; im Beweis zu Satz 1.12. Ins-
besondere fiir den einfachen Fall einer Polynominterpolation mit einem Knoten werden die
Gewichte in [26, Bsp. 8] mit Hilfe von partieller Integration vereinfacht. Dadurch ergibt sich
die von der Wahl des Knoten unabhéngige Darstellung

wy M =0 (e g1 (G + 1 h*a) — ey i1 (s 7))

die wir dazu verwenden konnen, die Wahl der Parameter aus Satz 1.14 fiir die Diskretisierung

Wy j ("] mit s = 1 zu tiberpriifen. Dazu stellen wir in Abbildung 1.3 den absoluten Fehler
wl)jML —wy (K]

in Abhéngigkeit von j = 0, ...,10*—1 dar. Hierbei setzen wir h = 1074, 4 = 0.3 und a = —3.
Nach obiger Uberlegung erfiillt K_3()\) die Annahme 1.2 damit in .. Fiir die optimalen
Parameter aus Satz 1.14 betrachten wir die Werte B = 5 und B = 10 sowie £ = 10 und
x = 25. Die Mittag-LefHler Funktion in den Referenzgewichten w; ;" werten wir mit Hilfe
der MATLAB-Implementierung mlf, siehe [57], mit Maschinengenauigkeit aus. Wie in der
Abbildung zu erkennen ist, werden zur Berechnung der Gewichte w; j, jh € [0, 104h) fir
die Basis B = 5 insgesamt 7 verschiedene Hyperbeln, also 'y fir ¢ = 0,...,6, bendtigt,
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1.5 Numerischer Test
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Absoluter Fehler

Abbildung 1.3: Absoluter Fehler in den Gewichten w; ; [*] in Abhéngigkeit des Index j + 1
fir die Werte B =5 und B = 10 sowie x = 10 und x = 25.

wahrend die Basis B = 10 zur Diskretisierung mit 5 verschiedenen Hyperbeln fiihrt. Wie zu

erwarten war, fiihrt ein groflerer Wert von s zu einem kleineren Diskretisierungsfehler.

Um die Abschitzung der Faltungsgewichte aus Satz 1.12 zu bestédtigen, berechnen wir die
Gewichte wy ; %] fir jeweils zwei Knotenwahlen ¢;, i = 1,...,s, wobei die beiden Fille s = 2
und s = 3 betrachtet werden. Wir wéhlen hierbei wieder h = 1074, i = 0.3 und a = —3,
und setzen die Parameter k = 25 und B = 5 fest. In Abbildung 1.4 wird deutlich, dass die
Schranke aus Satz 1.12 erfiillt ist, legt aber auch fir groflere j ein starkeres Abfallverhalten

nahe.

Das numerische Experiment in diesem Kapitel schlielen wir mit einem Blick auf die Kon-
vergenzaussagen aus Satz 1.9 und Bemerkung 1.10 ab. Wie in der Bemerkung erwéhnt,
werden in [26, 28] Bedingungen an die Knoten, die der Lagrange-Interpolation zugrunde
liegen, hergeleitet, mit denen eine héhere Konvergenzordnung erreicht werden kann als nach

Satz 1.9 zu erwarten ist. Erfiillen die Knoten die Bedingung

/01 w(@)dd =0 mit w(®):= H(ﬁ - ),

i=1

so wird in den genannten Quellen die Konvergenzordnung s+ p fiir 0 < g < 1 gefolgert. Gilt

zudem die weitere Bedingung

/1w(19)((1—u,1—19)d1920
0

fiir die Hurwitz’sche Zeta-Funktion (, so soll die Konvergenzordnung s + min(1, 24) erreicht
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Abbildung 1.4: Absolutbetrag der Gewichte w; ; 5] fiir s = 2, 3 in Abhéngigkeit des Index
j + 1 fir die Parameter B = 5 und « = 25. Die Konstante ¢ in der Schranke
aus Satz 1.12 ist fiir den Plot entsprechend angepasst. Die Tschebyscheff-

Knoten berechnen sich als ¢; = % (1 + cos (%)) ,i=1,...,s.

werden. Fiir die Falle s = 2 und s = 3 sowie bestimmte Werte fiir p werden in [28] Knoten
angeben, die die beiden obigen Bedingungen erfiillen. Damit die Knoten im Fall s = 3 hier-
bei eindeutig sind, wird eine weitere Bedingung hinzugenommen, die die Konvergenzordnung
s+ min(1, 3p) verspricht, vergleiche [28, Tabellen 1 und 2].

Um unsere Vermutung aus Bemerkung 1.10 zu bestétigen, die darin bestand, dass fiir die
Konvergenzaussage aus [26, 28] Voraussetzungen fehlen, betrachten wir im folgenden nume-
rischen Test Knoten, die die obigen Bedingungen erfiillen. Mit Hilfe des schnellen Algorith-
mus aus Abschnitt 1.4 berechnen wir dazu die Approximation uy von (1.21) zum Zeitpunkt
tny = Nh =1, wobei wir weiterhin x4 = 0.3 wéhlen, jedoch verschiedene Werte fiir den Para-
meter a betrachten. Wir setzen hierbei die Werte B = 5 und k = 25 fest. In Abbildung 1.5
liegt die stiickweise lineare Interpolation zugrunde, das heifit, wir betrachten den Fall s = 2.
Die hierbei verwendeten Tschebyscheff-Knoten erfiillen keine der obigen Bedingungen, das
zweite Paar Knoten [0,2/3] dagegen die erste Bedingung und die ,,optimalen Knoten* sind
in [28, Tabellen 1] zu finden. Nach [26, 28] erwarten wir daher die Ordnungen 2, 2.3 und 2.6,
die durch die gestrichelten Linien dargestellt werden. Lassen sich fiir die Falle a = —3 sowie
a = 3e**"/* die angegebenen Ordnungen noch anndhernd beobachten, so wird fiir groBere
Werte, hier @ = —32 und a = 32¢**"/4, deutlich, dass nur noch eine Konvergenz der Ordnung
2 erreicht wird.

Die gleiche Beobachtung lésst sich in Abbildung 1.6 fiir den Fall s = 3 machen. Hierbei sind
die Knoten der Interpolation so gewéhlt, dass in den genannten Quellen die Ordnung 3, 3.3

beziehungsweise 3.9 behauptet wird.
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1.5 Numerischer Test
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Abbildung 1.5: Relativer Fehler |u(ty) —un|/|u(ty)| mit ¢y = 1 und g = 0.3 in Abhén-
gigkeit der Zeitschrittweite h fiir die exponentielle Quadratur mit s = 2.

Betrachten wir den Wert p = 0.7 lasst sich ebenfalls feststellen, dass fiir groflere Werte
von a die angegebenen Ordnungen von 3, 3.7 beziehungsweise 4 nicht mehr erreicht werden.
Hierbei féllt jedoch auf, dass die Werte grofler als im vorherigen Beispiel gewdhlt werden
miissen. Fiir die beispielhaften Wahlen a = —3 und a = 32¢**"/*, bei denen im Fall = 0.3
die Beobachtung bereits deutlich wurde, sehen wir in Abbildung 1.7 noch die jeweils in [26,
28] behaupteten Ordnungen. Fiir die Werte a = —800 und a = 800e**™/* sehen wir dagegen

wieder die Ordnung 3, die wir nach Satz 1.9 erwarten konnen.

Da der schnelle Algorithmus fiir die exponentielle Quadratur auf dem schnellen Algorith-
mus aus [18, 60] basiert, verweisen wir fir die Untersuchungen der Parallelisierbarkeit und

des Aufwands auf die Ergebnisse aus [18, Bsp. 6.2].
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a=-3 a =-2.121342.1213i
1072 : 102 — :
107 107
E 107° E 107°
s G
& €]
5 1078 5 1078
2 i
+~ +
ks ks
r:g 1010 qu') 10-10
10712 | [—— Knoten 1331 ———-0rd. 3 |4 10712 | [—w—Knoten (35, 2] ———-0rd. 3 |4
—O— Tschebyscheff-Knoten ~ —-—-— Ord. 3.3 —&— Tschebyscheff-Knoten ~— —-—-— Ord. 3.3
Optimale Knoten fiir 0.3 - Ord. 3.9 Optimale Knoten fiir 0.3 - Ord. 3.9
b - 14 [, !
10 10
1073 1072 107 1073 1072 107!
Schrittweite h Schrittweite h
a = -22.6274+4-22.6274i
1072 1072 ¢~ ‘
1071 10~
5 10° g 1w0°
< <
= =
5108 =108
2 4
= =
3 3
é 10710 é 1010
10712 | [—— Knoten (530 8) ———-0rd. 3 |4 10712 | [——Knoten (53,3 ———-0rd. 3 |4
—&— Tschebyscheff-Knoten  —-—-— Ord. 3.3 —&— Tschebyscheff-Knoten ~— —-—-— Ord. 3.3
Optimale Knoten fiir 0.3 - Ord. 3.9 Optimale Knoten fiir 0.3 - Ord. 3.9
14 [, R 14 [ L
10 - 10
1073 102 107! 1073 1072 107!

Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 1.6: Relativer Fehler |u(ty) — un|/|u(tn)| mit ¢y = 1 und p = 0.3 in Abhén-
gigkeit der Zeitschrittweite h fiir die exponentielle Quadratur mit s = 3.
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Abbildung 1.7: Relativer Fehler |u(ty) — un|/|u(ty)| mit £y = 1 und g = 0.7 in Abhén-
gigkeit der Zeitschrittweite h fiir die exponentielle Quadratur mit s = 3.
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KAPITEL 2

RuNGE-KUuTTA

FALTUNGSQUADRATUR FUR
NICHT-SEKTORIELLE
LAPLACE-TRANSFORMIERTE

Wie bereits angesprochen, betrachten wir in diesem Kapitel eine Klasse von Laplace-
Transformierten, die die Sektorialitdtsannahme 1.2 nicht erfiillen, jedoch iiber ein geeignetes
Abfallverhalten auf der rechten Halbebene verfiigen. Fiir die Forderung, dass die Laplace-
Transformierte in der rechten Halbebene polynomiell beschriankt ist, wurde in [3] der Begriff
nicht-sektoriell beziehungsweise non-sectorial eingefithrt, den wir auch hier gelegentlich zur
Unterscheidung zur sektoriellen Laplace-Transformierten verwenden. Wie wir in der Anwen-
dung in Kapitel 3 sehen werden, benoétigen wir zusétzlich zur polynomiellen Beschrankung

in der Halbebene auch noch eine solche in Sektoren der Form |arg(\)| < 7/2—0, 0 < § < 7/a.

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten Grundlagen der Runge-Kutta basierten
Faltungsquadratur zur Diskretisierung des Faltungsintegrals im nicht-sektoriellen Fall wie-
dergeben. Das Verfahren wurde zunéchst unter der Annahme einer sektoriellen Laplace-
Transformierten von Lubich und Ostermann [48] vorgestellt und spéter von Banjai und
Lubich in [3, 4] auf den nicht-sektoriellen beziehungsweise auf den oben beschriebenen Fall
erweitert. Da hierbei insbesondere ein A-stabiles Verfahren zur Zeitdiskretisierung benotigt
wird, ldsst sich schnell der Vorteil einer Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur gegen-
iiber der ebenfalls hdufig verwendeten Quadratur basierend auf Mehrschrittverfahren, siehe
zum Beispiel [46, 47], einsehen: Wahrend die Ordnung von A-stabilen Mehrschrittverfahren
nach Dahlquist héchstens 2 sein kann, kénnen A-stabile Runge-Kutta Verfahren beliebige

Ordnungen erreichen, vergleiche [33].

Nachdem wir im ersten Teil des Kapitels einen kurzen Blick auf Runge-Kutta Verfahren
geworfen haben, werden wir anschlieBend die Runge-Kutta Faltungsquadratur angeben und

genauer auf das erwahnte Abfallverhalten eingehen. Im letzten Teil des Kapitels beschreiben
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wir, an welchen Stellen in der Implementierung die schnelle Fourier-Transformation verwen-
det werden kann um Rechenaufwand zu sparen, wobei das Paper [32] von Hairer, Lubich

und Schlichte zu nennen ist.

2.1 Runge-Kutta Verfahren

Im Folgenden betrachten wir ein implizites s-stufiges Runge-Kutta Verfahren mit Schritt-

weite h > 0. Angewendet auf das Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty®), v(0)=uyo (2.1)

ist die Approximation y,, 11 der Losung y : Rf — X zum Zeitpunkt t,,1 = (n+1)h rekursiv
gegeben durch

S
KLi:yn+hZaijf(tn+cjha Ynj)a i:]-a"'7sa
j=1

- (2.2)
Ynt1 = Yn + 1D b; f(tn + csh, Vo).

Jj=1

s
4,j=

Wir bezeichnen hierbei die Runge-Kutta Matrix mit Ot = (a;;)

der Gewichte mit b = (bj)jzl.

, und den Spaltenvektor

Definition 2.1. Das Verfahren (2.2) ist von der Konsistenzordnung p > 1, das heifit, der
Fehler nach einem Schritt angewendet auf (2.1) mit gentigend oft differenzierbarer rechter

Seite, ist von der GréBenordnung kP!, also
1 — y(h)||x = O(RPTY)  fiir b — 0.

Das Verfahren hat zudem die Stufenordnung ¢ < p, wenn fir i =1,...,s
[¥oi — yed)lly = O(h7)  fir h =0

erfiillt ist.

Die Anwendung des Runge-Kutta Verfahrens (2.2) auf die Testgleichung v’ = Ay, y(0) = yo
liefert die Approximation y,, = r(hA)™yo, bei der die Stabilitdtsfunktion r mit der obigen

Notation geschrieben werden kann als
r(z) =1+ 20" (Id - z0t)"'1 mit 1:=(1,...,1)7.

Fiir ein implizites Verfahren p-ter Ordnung ist die Stabilitatsfunktion eine rationale Appro-

ximation der Ordnung p an die Exponentialfunktion, siche zum Beispiel [33].
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Wie bereits in der Einleitung des Kapitels erwdhnt, bendtigen wir zur Faltungsquadratur
A-stabile Verfahren. Dies ist fiir implizite Runge-Kutta Verfahren nach [33] genau dann
gegeben, wenn fiir alle z € C mit Re(z) < 0 gilt

[r(2)] <1 und Id— 2Ot ist nicht-singulér.

Zusatzlich zur A-Stabilitdt treffen wir die weiteren Annahmen:
(RK1) |r(ia)| < 1 fiir alle a € R\{0},
(RK2) die Runge-Kutta Matrix Ot ist invertierbar und

(RK3) der Vektor der Gewichte b7 ist gleich der letzten Zeile der Matrix Ot, das heift, es
gilt b; = as;, i =1,...,s und damit bTOr ™1 = el

Hierbei folgt aus (RK2) und (RK3) direkt r(c0) = 0 und damit die L-Stabilitdt des Ver-
fahrens, siehe [33, Prop. IV.3.8]. Weiter bedeutet (RK3), dass das Ergebnis der s-ten Stufe
direkt die Approximation zum vollen Zeitschritt liefert, also Y,s = y,+1 und daher entspre-
chend c¢; =1 gilt.

Eine Familie von Runge-Kutta Verfahren, die die genannten Voraussetzungen erfiillen, sind
die s-stufigen Radau ITA Verfahren. Diese sind nach [33] A-stabil, von der Ordnung 2s — 1
und haben die Stufenordnung s. In den numerischen Experimenten in den Kapiteln 4 und 5
werden wir diese Verfahren mit den Ordnungen 1, 3 und 5 zur Zeitdiskretisierung verwenden.

Hierbei entspricht das 1-stufige Radau ITA Verfahren dem impliziten Euler Verfahren.

2.2 Runge-Kutta basierte Faltungsquadratur

Nehmen wir nun an, dass wir ein A-stabiles implizites Runge-Kutta Verfahren haben, das die
Annahmen (RK1)-(RK3) erfiillt, so kénnen wir die Runge-Kutta basierte Faltungsquadratur
zur Diskretisierung des Faltungsintegrals (1.1) angeben. Wir gehen davon aus, dass die

Laplace-Transformierte
K:DK)cC— L(X), A= K):=2L{k(t); A}

die folgenden Annahmen erfiillt:

Annahme 2.2. Die Laplace-Transformierte K ist analytisch in der Halbebene Re()) >
oo > 0 und es gibt Exponenten p1 > 0, po > p1 und von o und 0 < 6 < 7/2 abhéngige
Konstanten Cy(0g), Ca(0g,0) > 0, so dass die folgenden Abschétzungen erfiillt sind:

(i) ||K()\)||£(X) < Ci(oo) A7 fiir Re(N) > 09

-0

s
2

(i) KNy < Caloo,6) [N fitr Re(A) > o und Jarg(M)] <
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Wir fithren hierbei die Notation (o) := {A € C | Re(\) > 0¢} fiir o9 > 0 ein.

Wie in [4] gezeigt wird, schlieft Annahme 2.2 eine Klasse von Laplace-Transformierten

mit ein, die die Abschétzung im nachfolgenden Lemma erfiillen.

Lemma 2.3. Ist K analytisch in der rechten Halbebene Re(\) > o¢ > 0 und gibt es u, v > 0

und eine Konstante C'(og) > 0, so dass

1
< - @@

so erfillt K die Annahme 2.2 mit py = p und p2 = v+ p .

Die Idee hinter der Faltungsquadratur nach Lubich basiert nun wieder auf der Darstellung

von u(t) = (k % g) (t) unter Verwendung der inversen Laplace-Transformation, die wir bereits
in (1.4) angegeben haben. Anstatt hierbei die Funktion y, wie im vorigen Kapitel mit
Hilfe der Polynominterpolation zu approximieren, nutzen wir aus, dass sie die Losung des
inhomogenen Anfangswertproblems (1.5) ist, die wir mit Hilfe des gegebenen Runge-Kutta
Verfahrens diskretisieren kdnnen.
Dieser Ansatz liefert uns eine Approximation an yy, die wir in (1.4) einsetzen und mit
der Cauchyschen Integralformel vereinfachen kénnen. Wir erhalten damit die Runge-Kutta
basierte Faltungsquadratur fiir nicht-sektorielle Laplace-Transformierte, die sich von der
Formulierung in [48] fiir den sektoriellen Fall nur durch leicht gednderte Voraussetzungen
an die Runge-Kutta Matrix unterschiedet, siehe [3].

Satz 2.4. Betrachte ein s-stufiges implizites Runge-Kutta Verfahren der Form (2.2), das A-
stabil ist und die Annahmen (RK1)-(RKS3) erfillt und gelte fiir die Laplace-Transformierte
K(X\) = Z{k(t); A\} die Annahme 2.2. Mit der Schrittweite h > 0 erhalten wir zum Zeit-
punkt t,, = nh eine Approximation von u(t) = (k* g) (t) als

n—1

Up = h E Wn—-1—35 G5,
j=0

wobei g; = (g(t; + ckh))j_, ein Spaltenvektor und w; = (el @1d) W, die letzte Zeile
des s x s-Faltungsgewichts W; ist, das gegeben ist als der j-te Koeffizient der erzeugenden

Funktion

héwjgf‘ = K(A}(LO> mit  A(C) = (OL+ 121#) _1. (2.3)

Bemerkung 2.5. Wollen wir die inneren Stufen der Runge-Kutta basierten Faltungsqua-
dratur bestimmen, das heifit die Approximationen von u(t, +¢;h), i = 1,...,s, erhalten wir

diese mit den Definitionen aus Satz 2.4 als

Uni = (e ® 1d) hZngn,j, i=1,...,s.
j=0
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Die vom Runge-Kutta Verfahren abhéngige Funktion A wird in [4] genauer untersucht.

Darin wird das folgende Lemma angegeben:

Lemma 2.6. Es sei ein A-stabiles Runge-Kutta Verfahren gegeben, das die Voraussetzungen
(RK2) und (RK3) erfilllt. Dann ist das Spektrum o (A(C)) fiir || < 1 enthalten in der
rechten Halbebene Re(A) > 0.

Beweis. Unter den Voraussetzungen an das Runge-Kutta Verfahren wird in [48, Lemma 2.4]
die Identitét

(A(C) —21d) " =0t (Id —z0t) "+ ¢ (r(2)¢) (1d - z00) ' 10T (1d — z00)
§=0

gezeigt, aus der sofort
a(AQ)) co(o ) ufzeC | Ir(x)¢l =1}

folgt. Aus der A-Stabilitdt erhalten wir hierbei |r(z)¢| < 1 und die Invertierbarkeit von
(OL*1 - zId) fiir alle 2 mit Re(z) < 0, so dass sowohl das Spektrum von O¢~! als auch
{z € C | |r(2)¢| > 1} Teilmengen der rechten Halbebene sein miissen. O

Bemerkung 2.7. Wie auch in [4] begriindet, konnen wir aus Lemma 2.6 folgern, dass
o (AWQ/n) fiir h < hp mit geniigend kleinem ho in ¥(0g), oo > 0, liegt und damit die
Faltungsgewichte W,, wohldefiniert sind.

Der folgende Satz, fir dessen Beweis wir auf [4] verweisen, zeigt, dass wir mit der
Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur aus Satz 2.4 unter bestimmten Voraussetzun-
gen an die Funktion g und deren Ableitungen ein konvergentes Verfahren der Ordnung

min(p, g + 1 + p2) erhalten.

Satz 2.8. Die Laplace-Transformierte K erfille die Annahme 2.2 und fir das A-stabile
Runge-Kutta Verfahren mit Ordnung p und Stufenordnung q gelten die Annahmen (RK1)-
(RK3). Sei v > max(p — p1 + 1,p,q + 1) und g € C"([0,T], X), wobei g’ (0) = 0 fiir
Il =0,....,7 — 1. Dann gibt es ein hg > 0, so dass der Fehler der Faltungsquadratur aus
Satz 2.4 fiir 0 < h < hg und nh <T durch

tn
i (el < R0 ([l + [ [0 ar)
X 0 X
beschrinkt ist. Hierbei hangen die Konstanten C und hg nur von den Koeffizienten des

Runge-Kutta Verfahrens, den Konstanten in der Abschdtzung aus Annahme 2.2 und von der

Linge des Zeitintervalls ab.
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2.3 Implementierung mit Hilfe der schnellen Fourier-

Transformation

2.3.1 Berechnung der Faltungsgewichte

Wie in [48] vorgeschlagen wird, kénnen wir die Faltungsgewichte W, aus (2.3) mit Hilfe der
schnellen Fourier-Transformation (FFT) berechnen. Unter Verwendung der Cauchy’schen
Integralformel und mit der Uberlegung in Bemerkung 2.7 stellen wir dazu die Faltungsge-
wichte als Wegintegrale dar, wobei iiber den Rand eines Ursprungskreises mit Radius ¥ < 1
integriert wird, das heifit, wir betrachten

1 A(Q)

AW, = — ol =22 ) de, =0,1,...

Approximieren wir diese Darstellung mit der Trapezregel erhalten wir die Ndherung

J—1
~ 79_71 A(CJ) 727rinj/4 . Qm:j/
h Wy, ~ 7 JE:O K(h e 7omit ¢ =de . (2.4)

Hierbei wihlen wir den Parameter J wie in [46, 47] beschrieben: Nehmen wir an, dass die
Werte der Laplace-Transformierten K mit einer Genauigkeit von € > 0 berechnet wurden
und wir die Faltungsgewichte Wy, ..., Wx bestimmen wollen, erhalten wir in jedem W,
einen Fehler von O(y/2) fiir die Wahl J = N und 97 = /&

Die Faltungsgewichte kénnen nun durch die FFT mit O(Jlog(J)) Operationen berechnet

werden.

2.3.2 Losen einer Volterra Integralgleichung

In Kapitel 5 werden wir die Runge-Kutta basierte Faltungsquadratur auch dazu verwenden,

eine Integralgleichung der Form
u(t) = (kxg(t,u)(t), t>0 (2.5)

zu 16sen. Wahrend die Betrachtung des Faltungsintegrals (1.1) in Satz 2.4 fiir N € N eine
Approximation uy 1 mit bekannter rechter Seite liefert, hingt diese nun bei der Anwendung
auf die Integralgleichung von den inneren Stufen des Runge-Kutta Verfahrens ab. Daher
machen wir uns zunédchst klar, wie die Erweiterung der Faltungsquadratur aus Satz 2.4 auf
die Gleichung (2.5) aussieht:

Betrachte dazu wieder ein A-stabiles Runge-Kutta Verfahren, das die Annahmen (RK1)-
(RK3) erfiillt und definiere Uy als den Spaltenvektor der inneren Stufen, das heif}t

Uy = (Uni)i—y »
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vergleiche Bemerkung 2.5. Wegen (RK3) folgt, wie bereits gesehen, Uns = un41. Da-
mit erhalten wir aus Satz 2.4 die Approximation der Losung u von (2.5) zum Zeitpunkt
tn+1 = (N + 1)h aus der Losung Uy der impliziten Gleichung

N
Un — Wy gn = hz Wn gn—n, (2.6)

n=1

wobei hier gy = (g(tn + cih, UNk))Zzl und die Faltungsgewichte durch (2.3) gegeben und

wie im vorigen Abschnitt berechnet werden kénnen.

Im Gegensatz zur Berechnung in Satz 2.4, in der wir die Losung von (1.1) zu einem
festen Zeitpunkt ¢y.1 ohne Vorwissen tuiber die Losung zu vorherigen Zeitschritten in O(N)
Operationen bestimmen kénnen, miissen wir nun zur Néherung an die Losung u(tn41) der
Integralgleichung (2.5) zwangslaufig die Approximationen U,,, n =0,..., N berechnen und
zwischenspeichern, auch wenn wir letztendlich nur an der Losung zum letzten Zeitschritt

interessiert waren. Eine naive Implementierung benétigt hierzu O(N 2) Operationen.

Im Folgenden fassen wir ein Schema zusammen, das in [32] von Hairer, Lubich und Schlich-
te vorgestellt wurde und es uns ermoglicht, die Auswertung mit Hilfe von schnellen Fourier-
Transformationen auf O (N log(N )2) Operationen zu reduzieren. Der Speicheraufwand bleibt

jedoch derselbe wie in der naiven Implementierung und wéchst weiter linear an.

Zum Versténdnis des Verfahrens aus [32] ist es hilfreich, zunéichst die ersten paar Schritte
zu beschreiben, bevor wir nidher auf die Implementierung eingehen. Sei dazu r € N\ {1} fest

gewédhlt.

1. Schritt: Durch das Losen der impliziten Gleichung (2.6) bestimmen wir die Naherungen
Uy fir N =0,...,r — 1 direkt.

2. Schritt: Definiere die Vektoren
W= (Wi,...,Wsp_1,0,...,0) und §=(go,...,Gr—1,0,...,0),

wobei jeweils so viele Nullen hinzugefiigt werden, dass die Lénge L der Vektoren der
néchstgrofleren Zweierpotenz nach 2r — 1 entspricht. Wir bekommen nun einen Teil
der rechten Seiten von (2.6) fiir N = r,...,2r — 1 aus den entsprechenden Eintrigen

der diskreten Faltung der Vektoren W und g. Genauer gilt

r—1 k
(W*gk:ZWk_ngn: Z Whgk—pn fir k=r...,2r—1.
n=0 n=k—r+1

Die Faltung der Vektoren kénnen wir hierbei mit Hilfe der FFT in O(Llog(L)) Ope-

rationen berechnen.

8. Schritt: Wir bestimmen die Werte Uy, N =r,...,2r — 1 induktiv durch das Losen der

41



Kapitel 2 Runge-Kutta Faltungsquadratur fiir nicht-sektorielle Laplace-Transformierte

impliziten Gleichung (2.6), wobei wir die rechte Seite wie folgt erhalten:

N N N-—r
ZanN—n: Z anN—n+ ZanN—n
n=1 n=N—r+1 n=1

bekannt aus Schritt 2 berechne induktiv

4. Schritt: Wiederhole Schritt 2, wobei nun statt r der Wert 2r betrachtet wird, das heifit
wir erhalten Teile der rechte Seite von (2.6) fir N =2r —1,...,4r — 1.

5. Schritt: Wiederhole Schritt 3 zur Berechnung von Uy, N =2r,...,3r — 1.
6. Schritt: Wiederhole Schritt 2, wobei nun g = (gar, ..., 93--1,0,...,0) gesetzt wird.

7. Schritt: Berechne die Werte Uy, N = 3r,...,4r — 1, wobei die rechte Seite in (2.6)

zusammengesetzt wird aus

N N N—2r N—-3r
§ anan = § anan"" E anan"l‘ E anvaw
n=1 n=N-2r+1 n=N-—-3r+1 n=1
bekannt aus Schritt 4 bekannt aus Schritt 6 berechne induktiv

Die folgenden Schritte lassen sich nun leicht aus den angegeben Schritten herleiten. Zur

besseren Ubersicht ist das Verfahren in Abbildung 2.1 fiir den Parameter r = 4 dargestellt.

Wollen wir den Wert Uy fiir eine Zweierpotenz N bestimmen, berechnet sich der Aufwand

des Algorithmus also wie bereits angegeben als
O(Nlog(N)+2(Flog (§)) +4(Flog () +...) + O(N) = O(Nlog(N)?),

siehe [32].

Abschlieffend gehen wir kurz auf unsere Implementierung des Schemas ein. Dazu grei-
fen wir auf die bereits in Abbildung 2.1 deutlich gewordene Visualisierung der Schrit-
te durch Dreiecke und Quadrate zuriick, das heifit, wir bezeichnen mit der Funktion
Dreieck(k,1) die direkten Auswertung der Werte U,, n = k,...,l iiber die Gleichung
(2.6). Mit Quadrat (j,k,1) ist die schnelle Fourier-Transformation der Vektoren

W= Wy,...,W;,0,...,0) und ¢=(gk,...,9:,0,...,0)

gemeint, vergleiche Schritt 2. Jedem Quadrat geben wir nun der Reihe seiner Ausfithrung

nach eine Nummer, siche Abbildung 2.2.
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Abbildung 2.1: Darstellung des Verfahrens fiir den Parameter r = 4. Berechnet werden
hier die Werte Uy, N = 0,...,15 {iber die Gleichung (2.6). Die Schritte
1, 3, 5 und 7 werden durch die Dreiecke, die Schritte 2 und 6 durch die
orangen Quadrate und Schritt 4 durch das griine Quadrat dargestellt. Mit
der Fourier-Transformation werden hier jeweils die spaltenweisen Summen
berechnet, was durch die gestrichelten Linien angedeutet wird.
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Abbildung 2.2: Reihenfolge der Ausfithrung der Funktionen Quadrat.

Mit Hilfe des folgenden Algorithmus 2.1 kénnen wir aus dem Index i eines Quadrats seine

Anordnung in z- und y-Richtung sowie seine Grole bestimmen.

Algorithmus 2.1 : Anordnung des Quadrats mit Index ¢ in z- und y-Richtung

Input : Index i,
Parameter r € \{1}
Output : Eckpunkte © = [x1, x2] des Quadrats in a-Richtung,
Eckpunkte y = [y1, y2] des Quadrats in y-Richtung,
Wert L, wobei die Gréfie des Quadrats 257 x 25y ist
Initialisiere L = 0;
while mod(,2) =0 :

1 =1i/2;
L=L+1,

= [ir, ir + 2Ly — 1];

x
y = [ir — 2L, ir —1];
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Damit lasst sich das Verfahren zur Berechnung der Werte U,, n = 0,..., N wie folgt
durchfithren:

Algorithmus 2.2 : Schnelle Faltung nach [32] fiir die Gleichung (2.6)
Input : Faltungsgewichte W,, n=0,..., N,

Parameter r € N\ {1}
Output : Werte U, n=0,...,N

Initialisiere mit Dreieck(0,r-1);

for i =1 : (221 _ 1) ; // maximale Anzahl der bendtigten Quadrate
Bestimme die Eckpunkte z,y sowie den Wert L mit Algorithmus 2.1;
if 29 < N : // volle Faltung im Quadrat
\ v =Ty — T1;
else if 1 < N und N < x5 : // bendétige nur einen Teil der Faltung
| v=N—1x;
else // Quadrat wird nicht mehr durchlaufen
L break;

Berechne Quadrat (257 4+ v, y1, y2) und speichere die Eintrige 2%r bis 2Fr 4 v;

Berechne Dreieck(zy, x1 + min(v,r — 1));
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KAPITEL 3

HeELMHOLTZ-GLEICHUNG IM

PERIODISCHEN WELLENLEITER MIT
LOKALEM DEFEKT

Nachdem wir nun Methoden zur Faltungsquadratur angegeben haben, werden wir in diesem
Kapitel ein zeitharmonisches Problem in Form der Helmholtz-Gleichung in einem — bis
auf einen lokalen Defekt — periodischen Wellenleiter betrachten und damit die Basis fiir
die Anwendung der Faltungsalgorithmen legen, die wir in den darauffolgenden Kapiteln

besprechen werden.

Die Motivation fiir die Betrachtung eines solchen periodischen Wellenleiters liegt in des-
sen besonderer Bedeutung fiir viele moderne Anwendungen, beispielsweise in Bereichen der
Akustik oder der Mikro- und Nanooptik, siehe zum Beispiel [39, 41, 59]. Anders als in theore-
tischen Uberlegungen sind periodische Medien in realen Anwendungen allerdings nicht per-
fekt periodisch, sondern beinhalten beschrankte Bereiche, in denen die periodische Struktur
unterbrochen ist. Das kann beispielsweise bei photonischen Kristallen beobachtet werden,
wobei die gestorten Bereiche im Vergleich zur Grofle des Ausbreitungsgebiets jedoch sehr
klein sind [59]. Es ist ebenfalls moglich, mit Hilfe von absichtlich eingebrachten Defekten,
das Medium so zu verdndern, dass sich bestimmte Wellenfrequenzen besonders gut oder

schlecht ausbreiten.

Zur Herleitung numerischer Methoden fiir die Berechnung der Loésung einer linearen Dif-
ferentialgleichung im Wellenleiter besteht ein bekannter Ansatz darin, die Berechnung auf
das Gebiet zu reduzieren, das die lokale Stérung enthélt. Unter Ausnutzung der periodischen
Struktur lassen sich transparente Randbedingungen in Form von Neumann-zu-Dirichlet Ope-
ratoren (kurz: NtD-Operatoren) auf dem Rand des beschrankten Gebiets bestimmen, an-
hand derer die Losung im gestorten Bereich berechnet werden kann. Wir werden dazu einer
Idee von Fliss und Joly folgen, die zuerst in [40] beschrieben und in [19-21, 23] weiterentwi-
ckelt wurde. In dieser geniigt zur Konstruktion der NtD-Operatoren die Betrachtung lokaler

Probleme auf einer Zelle.
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Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir die wichtigsten Resultate dieser Methode zusam-
menfassen, wobei wir die fir die Erweiterung auf komplexe Frequenzen fehlenden Beweise
ergénzen werden. Hierbei verfassen wir die Ergebnisse allgemein fiir den zweidimensionalen
Wellenleiter.

Im zweiten Teil gehen wir kurz auf den eindimensionalen Fall ein und berechnen die herge-
leiteten Operatoren fiir je ein Beispiel eines homogenen und eines inhomogenen Wellenleiters
sowohl im ortskontinuierlichen als auch im ortsdiskreten Fall. Hierbei sind wir insbesondere

am Abfallverhalten des NtD-Operators interessiert.

3.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

3.1.1 Modellproblem

Unserem Modell zugrunde liegt ein zweidimensionaler Wellenleiter €2, der unbeschrankt in
die Ausbreitungsrichtung x, jedoch beschrinkt in y-Richtung ist, genauer 2 = R x (0, b).
Auf dem Wellenleiter untersuchen wir zunéichst! fiir s € C die Losung us : @ — C der
Helmholtz-Gleichung

—Au(z,y) + sp(z,y)u(z,y) = f(z,y) in Q,
u(z,y) =0 auf 09,
wobei wir {iber die Funktion p die folgenden Annahmen treffen:
(H1) p € L=(2,R), wobei es pmin, Pmax € RT gibt, so dass 0 < pmin < p < Pmax, und

(H2) es gibt Werte a™ € R, L* > 0, eine auf dem beschrinkten Gebiet
Qo={(z,9) €| a <z<a'}

definierte Funktion py sowie zwei in 2-Richtung periodische Funktionen p® mit Peri-

odenlénge L*, also

pr(z,y)=pt(@+ LT,y V(z,y) € Q" :={(z,y) €2 | a" <z} und
p

“(zy)=p (z— L,y V(z,y) e ={(z,y) €Q | z<a },

so dass p stiickweise gegeben ist als

p(z,y) in Q,
p(x7y) = PO(%?J) in QO7
pT(z,y) in QF.

IDer Bereich wird in Abschnitt 3.1.3 weiter eingeschrankt.
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Damit modelliert die Funktion p einen lokalen Defekt in der ansonsten periodischen Struktur,
der auf das Gebiet 2y beschriankt ist.

Von der Quellfunktion f nehmen wir aulerdem an:
(H3) f € L*(Q) und
(H4) supp(f) C Qo.

Um die spezielle Struktur der Helmholtz-Gleichung unter den getroffenen Annahmen aus-
nutzen zu koénnen, fithren wir die folgenden Notationen ein:

Unter Verwendung der Periodenlingen L* > 0 kénnen wir den Abschluss der ,Halb-
Wellenleiter“ in der Form QF = U;io CT“‘L schreiben, wobei die Periodizitatszellen Cji gege-

ben sind durch

€Qlat+jLT <z<at+(j+1)LT} und

Cf = {(z,y)
C; ={(x,9)eQ]a —(+1L <wx<a —jL™}.

Weiterhin bezeichnen wir jeweils fiir j € Ny die linken Rénder der Zellen C;r beziehungsweise
die rechten Rénder der Zellen C';” mit

Fji = {(z,y) € Q| xzai:I:jLi}.
Nun ist klar, dass alle Zellen Cji, j € N, mit der Zelle C’Oi identifiziert werden konnen,
genauso wie jeder Rand F;ﬁ J € N, mit F(ﬂf. Wie bereits erwahnt, werden wir uns in den

folgenden Unterkapiteln diese Identifizierung zu Nutze machen. In Abbildung 3.1 stellen wir

zur besseren Ubersicht einen Wellenleiter mit der verwendeten Notation dar.

#) #4—)
1 cr i R i Cf o o
| | | 3 | | |
T, I Ty T Ty T Ty
..... ~ -
- ot

Abbildung 3.1: Zweidimensionaler Wellenleiter mit verwendeter Notation. Die periodischen
Funktionen p* auf den Halb-Wellenleitern werden hier durch die Dreiecke
beziehungsweise Kreise symbolisiert.

Bemerkung 3.1. Im Fall p© = p~ = ¢ > 0 sprechen wir auch von einem homogenen,
andernfalls von einem inhomogenen Wellenleiter. Fiir die Betrachtung der zeitharmonischen
Helmholtz-Gleichung in verschiedenen homogenen Medien in R? gibt es bereits zahlreiche
Ansitze, die die Berechnung der Losung auf den Bereich mit lokaler Storung zuriickfiithrt;
fiir eine Zusammenfassung dieser Methoden siehe [21] beziehungsweise [6] fiir die konkrete
Anwendung auf einen Wellenleiter. Da viele dieser Methoden die homogene Struktur des

Auflenraums verwenden, lassen sie sich nicht auf periodische Medien erweitern.
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Das hier vorgestellte Verfahren fiir einen periodischen Wellenleiter ist dahingehend allgemei-
ner, da es uns auch die Betrachtung eines homogenen Wellenleiters erlaubt (die Annahmen
(H1) und (H2) sind offensichtlich fiir p = ¢ > 0 erfiillt). Des Weiteren liefert es eine Grund-
lage zur Betrachtung des gesamten zweidimensionalen Raums, siehe hierzu [21, 23], auf die

wir jedoch nicht weiter eingehen.
Definition 3.2. Die komplexen Hilbertrdume, die wir im Folgenden bendttigen werden,
geben wir an dieser Stelle kurz an. Sei dazu G C  offen.

o Im Raum L?(G) definieren wir das von p abhiingige Skalarprodukt als

<u,v>07p :z/Gpuﬁd(a:,y)

und schreiben die dadurch induzierte Norm als [|-||, ,, gegebenenfalls mit der entspre-
chenden Menge G im Index falls erforderlich. Wegen (H1) ist die Norm |||, , Aquivalent

zur iiblicherweise auf L?(G) betrachteten Norm |||, := [|[|o ;-

 Den Sobolevraum H'(G) := {u :G—C | u, gg, gz € LQ(G)} versehen wir mit dem

ebenfalls von p abhédngigen Skalarprodukt

(u,v), , = /puvdxy /Vu Vod(z,y) Yu,v € HY(G).
Damit kénnen wir die zugehorige Norm als Hu||fp = ||u||(2),p + |u\§ schreiben, wobei
lu|, == ||Vu|, eine Seminorm auf H'(G) ist.

« Den Sobolevraum mit verallgemeinerten Nullrandwerten H{ (G) definieren wir als Ver-
vollstandigung des Raums {u € C*(G) | u = 0 auf G} beziiglich der ||-[|, -Norm.

e Wollen wir die verallgemeinerten Nullrandwerte auf die Menge 92N 0G einschrianken,
betrachten wir den H'(G)-Unterraum H&’Q(G), den wir als Vervollstdndigung des
Raums {u € C*(G) | u =0 auf 90N IG} beziiglich der [|[|;,,-Norm verstehen.

e Mit Hi(A, Q) bezeichnen wir die Teilmenge von Hi (G), fiir die zusétzlich Au € L?(G)
gilt. Analog ist H&Q(A,G) = {ue H&’Q(G) | Aue L*(G)}.

e Ist I' ein Teil von OG, betrachten wir den Hilbertraum

/Wl - | 2)l” da(zl)d0(22)<oo}

und definieren die zugehorige Norm durch

H'*(T) := {u) e LA

1
2

91, == (d’”ér // [9(z1) = ¥(=)” |Z1_22| 2)|” da(21)d0(z2)> 5

wobei ||¢H(2),F = [1.|¥]? do, vergleiche [30, Def. 1.3.2.1].
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« Die Vervollstéindigung von {u € C°°(T) | u = 0 auf 0"} beziiglich der [[[[1/,-Norm be-

zeichnen wir als Hé/ *(I).
e Der Dualraum von HS/ *(T") wird mit H~"/*(T") bezeichnet und mit der Norm

(e, )l
ol -1/, = sup ——=——
g0 19y,

fiir o € H="*(T) und ¢ € HS/Z(F) ausgestattet, wobei (p,¥)r = @(¢) die duale

Paarung ist.

Unter bestimmten Voraussetzungen an die Teilmenge G, die sich aus der konkreten Form
des betrachteten Wellenleiters ergeben, erhalten wir die folgenden Sétze tiber die Dirichlet-

beziehungsweise iiber die Neumann-Spur:

Satz 3.3. Es sei G =1 x (0,b) C Q mit endlichem Intervall I = (ag,a1) und bezeichne mit
Iy den linken Rand beziehungsweise mit I'y den rechten Rand des Rechtecks G, das heifit
Ty ={aop} x (0,b) und T'y = {a1} x (0,b). Dann hat die Abbildung

u+— u}

r;’

die auf {u € C=(G) | u=0 auf QN IG} definiert ist, fiir jedes j = 0,1 eine eindeutige

stetige Fortsetzung
1
.5 Ho.0(G) = H{*(T)).
Beweis. Der Satz ist eine direkte Anwendung von Theorem 1.5.2.1 aus [30]. O

Satz 3.4. Es seien G und I';, j = 0,1, wie in Satz 3.3. Dann haben die Abbildungen

die auf {u €C®(G) | u=0 auf 00N aG} definiert sind, eindeutige stetige Fortsetzungen

NG H&,SZ(AaG) — H2(Ty), j=0,1

Beweis. Der Beweis des Satzes lauft analog zum Beweis von Theorem 1.5.3.10 aus [30]. Hier
sei noch zu bemerken, dass der Raum V', der anfangs im genannten Beweis definiert wird,
an unseren Fall mit verallgemeinerten Nullrandwerten angepasst werden muss. Die Wahl
V={ve Hj o(G) | ypx(v) =0 fir k # j} liefert uns unsere Formulierung von Satz 3.4.

O
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Bemerkung 3.5. Der besseren Lesbarkeit halber werden wir im Folgenden bei der Be-
trachtung der Dirichlet-Spur von u € Hg (G) nur noch wp, schreiben und meinen damit
insbesondere die Abbildung vp ;(u), auch wenn u € H&Q(G) nicht stetig ist. Die gleiche

Vereinfachung in der Notation verwenden wir auch fiir die Neumann-Spur yn ;.

Wie wir im néchsten Lemma sehen werden, gilt die Ungleichung von Poincaré unter den

Annahmen (H1) und (H2) auch fiir die p-abhéngigen Normen.

Lemma 3.6. Sei G C Q, dann gelten fiir alle uw € H} (G) die Ungleichungen
lullg,, < Crluly  und |l , < Caluly

mit Konstanten Cp,Cy > 0, die vom Gebiet Q und der Funktion p abhdngt.

Beweis. Da G C € und damit insbesondere in die y-Richtung beschrankt ist, kennen wir
nach Proposition IV.7.1 aus [13] die Poincaré’sche Ungleichung bereits fiir die typischerweise

betrachteten Normen in Sobolevraumen, das heifit mit unserer Notation gilt:
3C>0s.d. ||lullos < Cluly ¥ ue HYG)
Mit Hilfe der Annahme (H1) folgt direkt

(2),1 < pmax02 |u|?

2
[ullo,p < Pmaxllu|

und daraus

2 2 2 2
lully,, = llullg,, + [ul} < (PmaxC? + 1) July -

O

Bemerkung 3.7. Mit Lemma 3.6 lisst sich sofort einsehen, dass ||, eine Norm auf H}(G)

beschreibt, die dquivalent zur |-, , ist, vergleiche dazu auch [13, Kor. IV.7.2].

3.1.2 Eigenschaften des Spektrums

Nachdem wir nun die notwendigen Raume definiert haben, kdnnen wir mit der Untersuchung
des Spektrums der Helmholtz-Gleichung auf dem periodischen, lokal gestorten Wellenleiter
unter den Annahmen (H1)-(H4) beginnen. Das Eigenwertproblem, das sich aus (H) ergibt,

kénnen wir nun ausdriicken als:

Finde weC sd 3Jue HJy(AQ), u#0 mit —Au=wpu
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beziehungsweise dquivalent dazu
Finde weC sd. 3Jue HJ(A,Q), u#0 mit Au=wu, (3.1a)
wobei der Operator A definiert ist als

A:D(A):= H}(A,Q) C LA(Q) = L*(Q), u+~— Au:=—p "Au. (3.1b)

Satz 3.8. Der Operator A aus (3.1b) ist selbstadjungiert.

Beweis. Wir verwenden hier [8, Prop. 7.6] und zeigen dazu, dass A symmetrisch und maximal
monoton im Sinne der Definition aus [8, Kap. 7.1] ist.
Da C§°(Q) C HY(A,Q), ist D(A) dicht definiert in L?($2). Mit Hilfe der Green’schen Formeln

erhalten wir

(u.0)y, = [ p(op M) vd(ay) = [ Vu- Fod(e.)

= / —pup~tAvd(z,y) = (u, Av), , Yu,v € D(A),
Q
das heifit A ist symmetrisch. Wegen

(Au,u)g , = /Q |Vul?d(z,y) >0 (3.2)

ist der Operator A fiir alle u € D(A) positiv.

Um ran(A + Id) = L?(Q) zu zeigen, betrachten wir die zu (A + Id)u = f dquivalente
Gleichung (M, — A)u = f, wobei M, der von p induzierte Multiplikationsoperator ist, fiir
beliebiges f € L?(Q) und damit nach (H1) fiir beliebiges f := pf € L?(Q).

Zum Operator M, — A assoziieren wir die Sesquilinearform

ay: HY(Q) x HY Q) = C,  (u,v) = ay(u,v) := (u,v)l’p,

fir die gilt:

e ay ist stetig, da mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt

Jax (1, )| < /Q IVul [Vl + |VBul [y/Fol d(z,y)

< uly [oly +lullo , l10llg,, < 2lully, 0]y,

e ay ist wegen ag(u,u) = a(u,u) hermitesch;

o aj ist Hg(Q)-elliptisch, da Re(a1(u,u)) = a1(u,u) = Hu||fp
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Des Weiteren betrachten wir zu f € L*(Q) die Linearform
b HY(Q) = C, v b (v) = / fod(z,y),
Q
die wegen

s )] < Ifllo 1vllo < prain £ 10,5 101lo,, < C llwlly,

stetig auf H}(Q) ist. Nach dem Satz von Lax-Milgram, siche beispielsweise [13], existiert
nun fiir alle v € Hg () genau eine Losung u € Hj(2) des Problems ag(u,v) = £4(v) be-
ziehungsweise anders formuliert, es existiert genau eine schwache Losung u € Hg(€2) des
dquivalenten Problems (A + Id)u = f.

Betrachten wir die Testfunktion v € C§°(2) folgt mit dem Fundamentallemma der Varia-
tionsrechnung, dass fiir alle f € L?(Q) ein u € H}(Q) existiert, so dass Au + u = f fast
iiberall gilt. Da sowohl f € L?(2) als auch u € L?(f2), erhalten wir Au € L?(Q) und damit
unter Ausnutzung von p_L > p~' > 0 sofort Au € L*(€). Nach [8, Prop. 7.6] ist damit die

Selbstadjungiertheit des Operators A gezeigt. O

Mit Hilfe von Satz 3.8 bekommen wir nun das folgende Resultat, das im Falle eines lokal
gestorten homogenen Wellenleiters unter Dirichlet-Randbedingungen bereits wohl bekannt
ist, siehe [53].

Korollar 3.9. Das Spektrum o(A) des Operators A : D(A) — L*(Q) aus (3.1) ist eine

Teilmenge von RT = (0, 00).

Beweis. Da A nach Satz 3.8 selbstadjungiert ist, folgt 0(A) C R (siehe zum Beispiel [67, Satz
VII.2.16]), was sich auf Grund der Abschédtzung (3.2) direkt auf o(A4) C [0, 00) reduzieren
lasst. Dass 0 in der Resolventenmenge p(A) enthalten ist, begriinden wir analog zum Beweis
von Satz 3.8, wobei wir hier die zu Au = f #quivalente Gleichung —Au = f fiir beliebiges
f € L?(2) betrachten:

Zum Operator —A assoziieren wir die Sesquilinearform ag : H} () x HE () — C mit
ao(u,v) ::/Vu-Wd(:U,y)7
Q

die offensichtlich wieder stetig und hermitesch ist. Die H}(Q)-Elliptizitit sehen wir mit der

Poincaré’schen Ungleichung aus Lemma 3.6. Mit dieser gilt
Re(ap(u,u)) = ao(u,u) = July > C ul},, V u€ Hi(S)

mit einer Konstante C' > 0. Damit existiert nach dem Satz von Lax-Milgram fiir alle
v e H} () genau ein u € H(Q) des Problems ag(u,v) = £f(v), mit £; aus dem vorhe-

rigen Beweis.
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Wie zuvor folgt mit der Betrachtung der Testfunktionen aus C5°(Q), dass Au = f fast iiber-
all in Q gilt, wobei Au und damit Au wegen f € L?(Q) und (H1) selbst wieder in L?(£)
liegt. Damit ist A bijektiv und folglich o(A4) C RT. O

Der Fall w € R in der Eigenwertgleichung (3.1) entspricht dem Fall s € (—o0,0) im
Helmholtz-Problem (H). Falls —s im Spektrum des Operators A liegt, ist es moglich, dass
sich in 2 Wellen ausbreiten, die im Unendlichen nicht verschwinden, vergleiche [22]. Fiir die
Bestimmung einer Losung des Problems (H), die auch in der ,physikalischen* Interpreta-
tion sinnvoll ist, werden daher zusédtzliche Bedingungen bendtigt, die deren Existenz und
Eindeutigkeit garantieren.

Im Fall eines homogenen Wellenleiters bestehen physikalisch sinnvolle Lésungen aus ,,aus-
gehenden®“ Wellen und kénnen beispielsweise unter Hinzunahme der Sommerfeld’schen Ab-
strahlbedingungen eindeutig bestimmt werden [34]. Was jedoch im periodischen Fall als
physikalisch sinnvolle Lésung bezeichnet werden kann, ist weniger intuitiv. Der Ansatz des
limiting absorption principles, der in [40] und den nachfolgenden Papern der Autoren fiir
den periodischen Fall verfolgt wird, stellt eine Moglichkeit dar, eine eindeutige und sinnvol-
le Losung zu definieren. Angewendet auf den homogenen Wellenleiter fiihrt dieser Ansatz
wieder zu den beschriebenen ,ausgehenden* Wellen [53].

Fiir einen perfekt periodischen Wellenleiter, das heifit unter der Vereinfachung der Annah-
me (H2) dahingehend, dass p*™ = p~ Vz € Q und entsprechend L™ = L™ := L gesetzt wird,
sowie unter der Forderung, dass Q der Grofie einer Periodizitétszelle entspricht, wird in [22]
eine abzahlbare Menge 0((A) an Eigenwerten bestimmt, fiir die es jedoch nicht moglich ist,
die oben erwahnten zusétzlichen Bedingungen und damit eine physikalisch sinnvolle Losung
zu finden. Hierbei ist mindestens das Punktspektrum o}, (A) des zugehérigen Operators A in
der Menge 0o(A) enthalten, das gegebenenfalls leer sein kann. Die Abhéngigkeit des Punkt-
spektrums o,(A) von der Funktion p beziehungsweise dem Defekt ist hierbei noch nicht
vollsténdig untersucht. Nach [68] gibt es beispielsweise lokale Storungen eines homogenen
Wellenleiters, fiir die das Punktspektrum o, (—A) nicht leer ist. Wie daher die Menge o (A)
fiir den periodischen Wellenleiter mit lokaler Storung aussieht, ist derzeit eine noch offene
Fragestellung. In [22] wird vermutet, dass es sich um eine abzdhlbare Teilmenge handelt,
deren Haufungspunkte sich an den Réndern des essentiellen Spektrums befinden, verglei-
che hierzu [19] fiir den Fall mit Blochperiodischen Randbedingungen auf 92 und [22] fiir

Neumann-Randbedingungen.

3.1.3 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung im Wellenleiter

Da wir in den Kapiteln 4 und 5 das Helmholtz-Problem (H) tiber die Laplace-Transformation
zweier zeitabhéngiger Differentialgleichungen erhalten werden, ist es in unserer Betrachtung
legitim, den Fall s € (—o0,0) auszuschlieBen. Damit vermeiden wir auch das Bestimmen
der zusétzlichen Bedingungen, das im vorherigen Abschnitt umrissen wurde. Wie wir in der
Anwendung in den folgenden Kapiteln auBerdem sehen werden, ist der Fall s = 0 fiir uns

nicht von besonderem Interesse. Wir werden daher ab jetzt die zusétzliche Annahme
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(H5) s € C\Rf =C\ (~o0,0]
treffen und unter dieser Annahme die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (H) in

HY(A, Q) zeigen.

Satz 3.10. Unter den Annahmen (H1)-(H5) gibt es fiir jedes s eine eindeutige Losung
us € HY(A, Q) des Helmholtz-Problems (H).

Beweis. Die Aussage haben wir bereits in Satz 3.8 fir den Fall s = 1 gezeigt. Hier erweitern
wir den Beweis auf die Werte s, die (H5) erfiillen?. Zum Operator s M, — A assoziieren wir
die Sesquilinearform a, : H}(Q) x HZ(2) — C mit

as(u,v) := / Vu-Vu+spuvd(z,y).
Q
Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung erhalten wir
|as(u, 0)| < (1 +|s]) [[ully , o]l

und damit die Stetigkeit fiir fest gewéhltes s.
Im Fall Re(s) > 0 ergibt sich die H}(Q)-Elliptizitit mit Hilfe der Poincaré’schen Unglei-

chung, Lemma 3.6, durch
2 2 2 2
Re(as(u,u)) = [uly + Re(s) [lully , = |uly = Clull] , -

Ist Re(s) < 0, und insbesondere wegen s € C \ RJ auch Im(s) # 0, so zeigen wir anstelle
der Elliptizitat die Existenz eines a > 0, so dass |as(u,u)| > « Hu||fp fiir alle u € H}(Q)
gilt. Nach [13, Bem. VI1.3.8] bleibt der Satz von Lax-Milgram damit weiterhin giiltig und
wir erhalten wieder die Existenz einer eindeutigen Losung in HJ(Q2). Wir folgen hierbei der
Argumentation aus [10, S.14]:

Setze s = —(a? +ib) und x := v/—s = Va% +ib mit a,b € R\ {0}, dann ist

1/2 1

a® + vat + b2 b( 2 >/2

=Re(k) = | —————— d =1 = | ——— .
¢ (k) ( 2 und 1 m(k) 2 \ a2 + Va2 1 b2

Wir erhalten damit fiir u € Hg(Q) die Gleichung
1 1 2 o2 Lo 2
t(ran(u) ) =t (5 (1} = 2 i3, ) ) =1 (5 fo? =l )

— Im<C | |ulf — (¢ + in) IIUIIS,,)>

||

_ n 2 2
= ThE luly =7 llullg, -

2Tatséchlich gilt die Aussage wie in Korollar 3.9 bewiesen auch fiir s = 0. Hierauf gehen wir jedoch nach
obiger Begriindung nicht weiter ein.
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Wegen |z| > |Im(z)| Vz € C folgt

1 2 2 1 2
>l | —5 luly +llullg, | = Inl —5 [uly
|

|k ||

1
‘Has(ua u)

und daraus mit Lemma 3.6 die Abschitzung

st )] 2 Ol
mit einer Konstante C' > 0.
Da die zu f € L?() definierte Linearform {5 : Hj(Q) — C, v £f(v) := [, fvd(z,y), wie
bereits im Beweis zu Satz 3.8 gezeigt, stetig in H2(Q) ist, folgt die Existenz und Eindeutigkeit
einer schwachen Lésung u € H}(Q) von (H) aus dem Satz von Lax-Milgram.
Analog zum Beweis von Satz 3.8 kénnen wir damit zudem fiir s € C\ Ry weiter folgern,
dass die eindeutige Losung von (H) in H{ (A, Q) liegt. O

Das im néchsten Unterkapitel vorgestellte Verfahren von Fliss und Joly zur Berechnung
der Losung des Problems (H) basiert nun auf dessen Zerlegung in drei Teilprobleme, jeweils
eines auf dem linken beziehungsweise rechten Halb-Wellenleiter und eines im Gebiet 2 des
lokalen Defekts. Diese Idee wird in der folgenden Proposition zusammengefasst, vergleiche
hierzu [20]:

Proposition 3.11. Unter den Annahmen (H1)-(H5) gilt:
Fir o € H-/>(TE) sei uF () € Hjo(A, OF) die eindeutige Losung des Helmholtz-Problems
auf dem Halb- Wellenleiter

—Aui(p) +spus(p) =0 in  QF,
uf(p) =0 auf O0NINE (H*)
du (¢) +
F o ¥ auf T

Definieren wir die beiden (linearen und stetigen) Operatoren AF : H=/>(I'EF) — HS/Q(F(T)
durch

AL (p) = uf(s@)|roi (3:3)
und bezeichnen mit u® die eindeutige Losung des Problems

AW +spul=f in Qo
0

ud = auf 0N 0N,
_ [ oud _ 0
ug_AS(&x r0>:0 o To, (H)
ou?
ul — AF (— o F§> =0 auf T
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in H&Q(A, Do), so konnen wir die Losung us € Hg (A, Q) von (H) durch den Zusammenhang

ud in QO
0
5 Ou in Q7
Us = ¢ Ox |ry
0
ul (3us ) in QF
Ox |rf

rekonstruieren.

Beweis. Haben wir eindeutige Losungen uf () € H&Q(A,Qi) und u? € H37Q(A7Qo) der
Helmholtz-Probleme gegeben, so ist klar, dass die angegebene stiickweise definierte Funktion
us die Helmholtz-Gleichung (H) auf dem gesamten Wellenleiter 16st, eindeutig ist und in
H} (A, Q) liegt. Ebenfalls ist die Linearitit des Operators AT klar.

Es bleibt daher noch zu zeigen, dass sowohl (HF) als auch (H°) eindeutige Losungen in den
angegebenen Unterrdumen besitzen und die Definition (3.3) einen stetigen Operator liefert.

Fir diese Beweise verweisen wir auf die Satze 3.12 und 3.17. O

Mit den in (3.3) definierten Operatoren gewéhrleisten wir, dass das Problem (H°) un-
ter transparenten Randbedingungen gelost wird. Wie auch in [20], betrachten wir hier-
bei AF als Neumann-zu-Dirichlet-Operatoren, also als Abbildungen von H~'/?(I's) nach
H(;/ : (F(ﬂf). Andere Moglichkeiten sind die Realisierung der transparenten Randbedingungen
durch Dirichlet-zu-Neumann-Operatoren wie beispielsweise in [19, 21-23, 40] oder durch
Robin-zu-Robin-Operatoren, siehe hierzu [24]. Die Begriindung unserer Wahl findet sich in
Abschnitt 3.2. Das vorgestellte Verfahren ldsst sich mit leichten Modifikationen auf jeden

dieser drei Typen anwenden.

3.1.4 Helmholtz-Gleichung im Halb-Wellenleiter

Da die NtD-Operatoren (3.3) basierend auf der Losung der Helmholtz-Gleichung im Halb-
Wellenleiter definiert sind, werden wir in diesem Abschnitt das Problem (Hi) genauer
untersuchen und, wie bereits zu Anfang des Kapitels erwahnt, die Periodizitdt im Halb-
Wellenleiter zur Losungsdarstellung ausnutzen.

Im Folgenden beschranken wir uns der besseren Lesbarkeit halber auf die Betrachtung des
rechten Halb-Wellenleiters 2 und erinnern an dessen Aufbau und die verwendete Notation,
siehe Abbildung 3.1, insbesondere an die Identifizierung der Zellen C’f, 7 € N, mit der Zelle
Ci sowie der Réiinder Fj mit dem Rand I'{. Sofern nicht anders markiert, beziehen sich
die in diesem Abschnitt vorkommenden Normen also auf Q. Die Ergebnisse fiir den linken

Halb-Wellenleiter ergeben sich analog.
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Satz 3.12. Es gelten die Annahmen (H1)-(H5). Fiir jedes s € C \ R und jedes
o€ H™*(T]) gibt es eine eindeutige Lisung uf (p) € Hj o(Q%) des Helmholtz-Problems

(p)=0 in QF,
( 0

uy (p) = auf 9QNONT, (H1)
8“?(@) o +
TTow C auf T

Insbesondere ist damit der Operator Af aus (3.3) wohldefiniert und es gilt
AT e £ (H7Awg), 12 (X))

Beweis. Zum Operator sM, — A auf QF assoziieren wir die Sesquilinearform
af : Hy o(07) x Hj o(Q") — C mit

al (u,v) := Vu-Vu+spuvd(z,y).
O+
Deren Stetigkeit erhalten wir wie im Beweis von Satz 3.10. Fiir die H&Q(Qﬂ—ElliptiZitéit
kénnen wir uns am genannten Beweis orientieren, jedoch aufgrund der gemischten Randwerte

nun nicht mehr Lemma 3.6 verwenden. Im Fall Re(s) > 0 erhalten wir hier
Re (a7 (u,u)) = |ulj +Re(s) [Jullg , > min(Re(s) 1) [[u]},,

und damit die Hg g, (QF)-Elliptizitit, wihrend wir nun im Fall Re(s) < 0 die Bedingung
laf (u,u)] > « ||u||§p fiir > 0 zeigen. Hier stellen wir fest, dass die Vorgehensweise aus
dem Beweis von Satz 3.10, das heifit s = —(a® + ib) := —k? zu setzen, auch fiir den Fall
a = 0 moglich ist und damit Re(s) = 0 mit einschlieBt. Wegen (H5) ist dann Im(s) # 0 und

damit x # 0. Mit derselben Rechnung erhalten wir somit

L2
|a (u,u)| > |nl sl <2 luly + [|u

2 . —2
o |> > | ] min (1], 1)

2
Lp-
Die Linearform £, : Hj (") — C zum Problem (H™) ist gegeben durch
by (v) = / pvdo(z,y).
Iy

Deren Stetigkeit in H&Q(Q"’) folgt aus dem Riesz’schen Darstellungssatz, siehe [13, Thm.
VI.4.10], und der Stetigkeit der Dirichlet-Spur aus Satz 3.3:

< llell-aye ||ving

4060 = (s ) .

< Clell-rpe vl p o < Cliel-ay, vl (3.4)

Damit erhalten wir fiir s € C\ R{ und ¢ € H~7?(Q%) nach dem Satz von Lax-Milgram
die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung uf () € H{ o(QF) von (HT). Mit derselben
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Argumentation wie im Beweis von Satz 3.8 folgt aus der Betrachtung der glatten Testfunk-
tionen mit kompaktem Tréger, dass auch Au € L*(Q%) erfiillt ist, also u € Hj o (A, QT).
Insbesondere ist damit Af(p) € HS/ *(T§) wohldefiniert und wir erhalten aus
la(uf (@), uf(¢))] = [€y(ud(¢))] und den obigen Resultaten die Abschitzung

Huj(@)Hl’p S 6’ Hcprl/z 9

das heiit, die Abbildung ¢ — u (p) ist stetig. Zusammen mit [[uf (¢)ll; , cr < lud ()1,
und Satz 3.3 folgt daraus die Stetigkeit des NtD-Operators A7. O

Die Ergebnisse aus dem Beweis von Satz 3.12 und die Stetigkeit der Neumann-Spur,
Satz 3.4, erméglichen uns unter Ausnutzung der Einheitszelle C’a“ die Definition der beiden
linearen und stetigen Operatoren

Out
Prec (H_I/Q(I‘ar)> durch P} (p) = — us () und
Ox |rf
1 (3.5)
Stec (H_l/"’(l"g)7 H&Q(A, Cgr)) durch S (yp) := u+(<p)‘c+,
0

S

mit denen wir die Losung auf dem Halb-Wellenleiter QF ausgehend von ¢ € H~Y/? T
zellenweise bestimmen kénnen. Der folgende Satz, der in [20, Lemma 2.2.3] bewiesen wird,

fasst die wichtigsten Eigenschaften der Operatoren zusammen.

Satz 3.13. Fir die Operatoren aus (3.5) gilt:

(i) Der Propagationsoperator P} ist kompakt und injektiv. Sein Spektralradius erfillt

p(PF) <1;

(ii) die Einschrinkung der Lisung ul () auf die Zelle C’;’, J € Ny, ldsst sich durch

Ul (9)| e = ST o (PE(9))’

bestimmen, vergleiche dazu Abbildung 3.2.

S/+9 o S/j9 e S/j» o5 S/++ i
€ € € € €
Plre ry ry ry rf

73-1— 7)+ p—l— 7)+

s

s

s

Abbildung 3.2: Darstellung der zellenweisen Berechnung der Losung u von (H™) ausgehend
von p € H=*(TF).
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Mit Hilfe des Operators S erhalten wir direkt eine weitere Darstellung des NtD-Operators
A} aus (3.3) durch den Zusammenhang

M (9) =S (@) Vo HATY) (36)

Die Berechnung des Operators S kénnen wir wiederum auf ein lokales Problem in der
Zelle C; reduzieren. Unter Verwendung des Propagationsoperators P (p) ist Sf(p) fiir
o € H™/*(T{) die Losung des Helmholtz-Problems

—AST () +5pSf(9) =0 in
Si(p)=0 auf 90N ACY,
0S5 () _ N (3.7)
T or @ auf Iy,
“om —P () auf T7.

Haben wir also, bezogen auf das Helmholtz-Problem im gesamten Wellenleiter, die Propa-
gationsoperatoren P¥ bestimmt, kénnen wir die Operatoren SF sowie AT berechnen und
erhalten somit iiber die Losung der Probleme (H®) und (H*) die vollstindige Lésung auf
dem Wellenleiter. Da die Definition des Operators P; in (3.5) noch auf einem unendlichen
Gebiet basiert und daher fiir numerische Berechnungen nicht sinnvoll ist, beschéftigen wir

uns im néchsten Abschnitt mit der Frage einer praktischen Charakterisierung von P7 .

3.1.5 Losen lokaler Probleme in Cy und Qq

Wie gerade in (3.7) fiir den Operator S gesehen, kénnen wir fiir die Berechnung von P}
dank der Periodizitdt und der Identifizierung der Zellen auf ein lokales Problem in der
Einheitszelle C; zuriickgreifen, vergleiche [20]. Wir bezeichnen dazu mit e:k(go), k=01
fiir s € C\ R{ und ¢ € H=/*(T{) die Losung des lokalen Problems ’

—Aeli(p) +speli(p)=0 in  Cy, @9
efil9) =0 auf 9QNACH '
unter den zusétzlichen Randbedingungen

det det

o S,O((P) =y auf ]_'\(J)r’ _ 5,1(90) -0 auf Far’
oz b ox
e () . e ()
o 0 auf T7, T =¢ auf TT.

Satz 3.14. Unter den Voraussetzungen (H1)-(Hj) gibt es fir jedes s, das (H5) erfiillt,
und jedes @, € H™*(TY) eine eindeutige Lisung es(p,1p) € H&Q(A,Ca’) des lokalen
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Helmholtz-Problems

—Aes(p, ) +spes(p,p) =0 in Cf,
es(p, ) = auf 9NN ACT,
 Oes(o,
© EM . 9) =¢ auf F(J)r,
aeséi’ ¥) =1 auf T7.

Beweis. Wie bereits demonstriert, zeigen wir die Aussage unter Verwendung des Satzes
von Lax-Milgram. Hier liefert uns die schwache Formulierung des Randwertproblems die
Sesquilinearform a;’:o : H&G(CS_) X H(}Q(Cg') — C mit

azo(u, v) = - Vu-Vo+spuvd(z,y),
0
deren Stetigkeit und Hg ,(C)-Elliptizitéit mit dem Vorgehen aus Satz 3.12 folgen. Die zum
Problem assoziierte Linearform erhalten wir durch die Abbildung €, ., : H&Q(CO+ ) = C,

wobei

Lo () i= / pudo(x,y) +/ Yvodo(z,y).
vy ry

Die Stetigkeit der Linearform ergibt sich wie in Satz 3.12 aus dem Riesz’schen Darstellungs-
satz, der Stetigkeit der Dirichlet-Spur aus Satz 3.3 sowie der Identifizierung der Rénder FSF
und '], vergleiche dazu (3.4).

Mit der Betrachtung von glatten Testfunktionen erhalten wir weiter Au € L?(Cy) und
damit eine eindeutige Losung des Problems in H&Q(A, C{). Ebenfalls wie im Beweis von
Satz 3.12 konnen wir schliefien, dass die Abbildung (¢, 1) — es(p, 1) stetig ist. O

Insbesondere sind also die Losungen ej, s k =0,1, des Problems (3.8) eindeutig und liegen

in Hj (A, Cg). Damit kénnen wir nun die Operatoren

7:;)0(@) 326:0(%0)|F0+a T 1(p):= ej‘ (90)‘1““

+ + + + (39)
7;,10(90) = 63,1(4P)|F5ra 7-5,11(90):: €s, 1() |F+

definieren, die mit Satz 3.14 und Satz 3.3 als Abbildungen in £ (H_I/Q(F(')*')7 H$/2(F8-))
verstanden und daher auch als NtD-artige Operatoren angesehen werden kénnen. In [20]
werden die Operatoren genauer untersucht, worauf wir hier jedoch nicht weiter eingehen.

Was sich jedoch leicht einsehen lésst, ist die Moglichkeit, die Operatoren S und A mit
Hilfe der Losung der lokalen Probleme auszudriicken. Aus (3.7) ergibt sich die Darstellung

SHp) = efolp) — el 1 (PF (), (3.10)
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3.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

wahrend (3.6) zum Ausdruck
AT (9) = Tohoo(9) = T (P (0)) (3.11)

fiihrt. Auch der Operator P kann mit Hilfe der NtD-artigen Operatoren bestimmt werden,
wie der folgende Satz zeigt, dessen Beweis in [20, Thm. 2.2.5] zu finden ist.

Satz 3.15. Der Operator Py € L(H™2(T{)) aus (3.5) ist die eindeutige Lisung des
Ricatti-Problems:

Finde ein kompaktes X € L (H_l/z(l"g)) mit einem Spektralradius kleiner als 1, so dass
Teho(X?) = (Tho + Tehia) (X) + Ty = 0 (3.12)
erfiullt ist.

Um die Zusammenfassung des von Fliss und Joly vorgestellten Verfahrens abzurunden,
bleibt noch zu zeigen, dass das Helmholtz-Problem (HO), das heif}t, das Problem im Gebiet
Qo unter Verwendung der durch die NtD-Operatoren gegebenen transparenten Randbedin-
gungen, eindeutig losbar ist. Dazu benétigen wir das folgende Lemma, das auf die bereits

erwahnten DtN-Operatoren eingeht und eine Erweiterung von [20, Prop. 2.2.9] darstellt.

Lemma 3.16. Der Operator A aus (3.3) ist invertierbar. Fiir den inversen Operator
Atecr (HS/Z(I‘?J[), H_l/Q(F(j)[)) gelten insbesondere fiir alle ¢ € Hé/z(l"(jf), Y # 0, die Ab-

schédtzungen
Re<<Kf@w,¢>

Im(<7\
Im(<K

Foi> >0, falls Re(s) >0 sowie

)
)

) >0, falls Im(s) >0,

0

+
s (@), Fi) <0, falls Tm(s) <0,
0

(¥)
(%)
wobei (-, >F§ die duale Paarung in HS/Q(FOi) bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen die Aussage der Ubersichtlichkeit halber nur fiir den Operator K;ﬁ‘, der
Beweis fiir den Operator auf dem linken Halb-Wellenleiter ist analog.

In gleicher Weise, wie wir es fiir den NtD-Operator in Proposition 3.11 gesehen haben,
definieren wir nun fir ¢ € HS/Q(FS') den Operator K;" : Hé/z (Tg) — H=*(T) durch

oy W)

+7
or |r{
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Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

wobei v} (1) € Hj o(A, Q) die Losung des Helmholtz-Problems

—Avt +spvt=0 in  QF,
vt =0 auf 90NIOT, (3.13)

v =9 auf FS‘

ist. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung v € H&Q(A, Q1) ldsst sich erneut mit dem

Satz von Lax-Milgram beweisen, wobei wir die bereits gezeigten Eigenschaften der Sesqui-
+

S

hierbei, dass es ein v € H&Q(A,Q‘*‘) gibt, fiir das EIF(T = 9 gilt. Dies ist auf Grund der
Surjektivitdt der Dirichlet-Spur aus Satz 3.3, die in [13, Thm. IV.3.5] gezeigt wird, erfiillt.
Wie in den vorherigen Beweisen kénnen wir nun die Stetigkeit der Abbildungen v — vl (1)

linearform a7 aus dem Beweis von Satz 3.12 verwenden koénnen. Zusétzlich benétigen wir

beziehungsweise 1 +— vj(w)‘cg folgern. Zusammen mit der Stetigkeit der Neumann-Spur,
Satz 3.4, erhalten wir daraus die Stetigkeit der Abbildung v — K;’ (¥).
Vergleichen wir nun das Problem mit inhomogener Neumann-Bedingung auf 1"3 (H+) mit

dem mit inhomogener Dirichlet-Bedingung auf I‘(T (3.13), lasst sich leicht einsehen, dass

AF(Af(9) =9  VYpe HTVX(TE) und
A (Rrw) =v v e ()
gilt, und damit durch /~\j der inverse Operator zu AT gegeben ist.
Die behaupteten Abschitzungen zeigen wir unter Verwendung der variationellen Formulie-

rung des Problems (H™), die wir im bereits erwihnten Satz 3.12 hergeleitet haben. Setzen

wir in diese die Losung u} () von (HT) ein, erhalten wir die Gleichung
(uf (0),ud (9)) = Lo(ud (¢)) Vo € H(I])

beziehungsweise mit (3.3) und unter Verwendung des inversen Operators die dquivalente

Formulierung

@+ s @, = [ AT doten)

0

= | K@) Pdoe,y) = (A (), 0)

rs ry
fir A (p) =9 € HS/Q (T¢). Daraus ergeben sich sofort die behaupteten Abschitzungen. [

Mit Hilfe des Lemmas kénnen wir nun den Beweis von Proposition 3.11 abschlieflen:

Satz 3.17. Unter den Annahmen (H1)-(H5) hat das lokale Helmholtz-Problem (H°) eine

eindeutige Losung in Hy o ().

Beweis. Anhand des inversen Operators aus Lemma 3.16 konnen wir die Nicht-Null-
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3.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

Randbedingungen in (H") auch schreiben als

o~
‘:F&C:Ag: <UO|F§> auf Foi,

wodurch sich die variationelle Formulierung, vergleiche Satz 3.12,

ag(u,v) ={¢(v) ::/ fod(z,y) fir w,ve H&Q(QO)
Qo

ergibt. Hierbei ist die Sesquilinearform a2(u,v) : Hol,Q (Q0) x H&Q(QO) — C gegeben durch

a(u,v) = [ Vu-Vv+spuvd(z,y)
Qo

+ /FO A7 (UIFJ) vdo(z,y) + /F0+ AF (umjr) vdo(z,y).

Unter Verwendung der Stetigkeit der DtN-Operatoren /~\gi aus Lemma 3.16 sowie der Ste-
tigkeit der Dirichletspur, Satz 3.3, ldsst sich die Stetigkeit der Sesquilinearform a? leicht
einsehen, vergleiche dazu (3.4). Die H&Q(Qo)—Elliptizitét zeigen wir wie in Satz 3.12:

Der besseren Lesbarkeit halber setzen wir hierbei

BE — <1~X;t (u|F§> ,fu>F0i = /Fg AT (ull“(?) vdo(z,y).

Ist Re(s) > 0 folgt mit Lemma 3.16

Re(a(u,u)) = |ul? + Re(s) Hu||(2)p +Re(B™) + Re(B™)
> min(Re(s), 1) [[ull; , -

Fiir den Fall Re(s) < 0 betrachten wir s = —(a? + ib) und setzen k =: \/—s mit a € R,

b € R\ {0} und erhalten so, wie bereits im Beweis von Satz 3.10 gesehen, den Zusammenhang

/2 1
a? +Vat + b2 b< 2 >/2
= R =|\—F d =1 =3 :
¢ e(k) ( 5 und 7 :=Im(k) 5\ ——

Offensichtlich gilt ¢ > 0 fiir alle Re(s) < 0. Bei der Betrachtung des Imaginérteils von s
miissen wir die folgende Unterscheidung machen, wobei wir die jeweils letzte Abschiatzung

aus Lemma 3.16 verwenden:
o Ist Im(s) = —b > 0, also b < 0, so ist n < 0 und Im(B*) > 0;
e Ist Im(s) = —b < 0, also b > 0, so ist n > 0 und Im(B*) < 0.

In beiden Fallen konnen wir daher

¢ - Im(Bi) =—n-ct (%)
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Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

mit Konstanten ¢* > 0 schreiben. Damit erhalten wir fiir u € H&Q (©) mit dem Vorgehen

aus dem Beweis zu Satz 3.10
1 1, o 2 1 _
Im( —a =TIm( —|ul{ - — (B~ +B*"
m(ﬁas(u,u)> m<l<6|u1 K||u|\0’p—|—ﬁ( + ))

= Im<C T af? — (¢ +im) [l + wa’ (B +B*>>

||

— 1
= = lul} =il + —5 (Cm(B7) = nRe(B7) ...
|| |
+(Im(B*) — yRe(B") )

* 1 1
2 (i, (e ) o)) )
|| |r5]

und weiter wegen |z| > |Im(z)| Vz € C und da jeder Summand positiv ist

1 1 _ _
[a(u,w)] > [ s (w ul} + ull + 727 (¢7 + Re(B7) +¢7 + Re(B7) ))

1 2 2 . -2 2
> [l | <|2 Jul? + u||o,p> > ] min (1] 1) [,

&

Zusammen mit der Stetigkeit der Linearform £ : H&Q(QO) — C, die wir aus den Annahmen
(H3) und (H4) erhalten, folgt nun fiir jedes s € C\ R{ die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung u € Hj o(Q0) von (H). Unter Betrachtung der glatten Testfunktionen kénnen wir
zusitzlich wieder Au € L*(€) folgern und erhalten u € Hj o (A, Q). O

3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

3.2.1 Ubertragung der Resultate in 1D

Um die Operatoren PF, S& und AT besser verstehen zu kénnen und insbesondere unsere
Wahl des NtD- gegeniiber der des DtN-Operators zu begriinden, betrachten wir in diesem
Unterkapitel den Spezialfall eines eindimensionalen Wellenleiters, das heifit, hier setzen wir

Q) = R. Entsprechend erhalten wir die Vereinfachungen

QO = (CL_,(L+)7

(gt L AT o (d +
Cj =(a"+jL",a" +(j+1)L7),

C-=( —({G+1)L7,a” —jL7) und

J
I'F =a® +jL%,
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3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

vergleiche dazu Abbildung 3.1. Da sich die Periodizitdt der Funktion p sowohl im Ein- wie
auch im Zweidimensionalen nur auf die z-Richtung bezieht, lassen sich die Anforderungen
(H1) und (H2) direkt auf den eindimensionalen Fall {ibertragen.

Bemerkung 3.18. Es lisst sich leicht einsehen, dass die fiir die Helmholtz-Probleme im
zweidimensionalen Wellenleiter getroffenen Aussagen aus den vorherigen Abschnitten auch
im eindimensionalen Fall ihre Giiltigkeit behalten. Hier sei jedoch anzumerken, dass die
Poincaré’sche Ungleichung aus Lemma 3.6 nicht fiir den Fall 2 = R gilt. Fiir den Operator A :
D(A) = HY(A,R) — L?(R) mit A := —p~ 192 aus (3.1b) kénnen wir dadurch, anstelle der
Aussage in Korollar 3.9, aus Satz 3.8 nur folgern, dass o(A) C Ry erfiillt ist. Tatséchlich lisst
sich leicht nachvollziehen, dass der Operator A nicht invertierbar ist. Dass die Operatoren
PE, SF und AT im Fall s = 0 nicht existieren, kénnen wir auch in den nachfolgenden

Beispielen beobachten.

Wir werden in den néchsten Abschnitten daher die eindimensionale Version des Helmholtz-
Problems (H) sowohl im ortskontinuierlichen als auch -diskreten Fall, fiir je ein Beispiel eines
homogenen und eines inhomogenen Wellenleiters betrachten und die Operatoren P, SF

und A} beziehungsweise deren Diskretisierungen bestimmen und untersuchen.

3.2.2 Ortskontinuierlicher Fall

Wie in Abschnitt 3.1.5 gezeigt, bendtigen wir zur Bestimmung der Operatoren lediglich
die Losung der lokalen Helmholtz-Probleme auf der Zelle Cj” = (at,at + L*), vergleiche

Satz 3.15. Zur Vereinfachung und Ubersichtlichkeit setzen wir hierbei
at=1 und LT =2

Damit lauten die lokalen Probleme, vergleiche (3.8): Finde fiir eine Konstante ¢ € C\ {0}
die Losung e:k(gp) € HY(A,Cy), k=0,1, der eindimensionalen Helmholtz-Probleme

9%/ ()
—# +spel(p) =0 firx xeCy =(1,3) (3.14a)
mit den Randbedingungen
e o(p) dea(p)
——g (=g ——5 (1) =0,
x bzw. v (3.14b)
9e0(#) 9a(e)
oz - 0z ¥

Erneut aus Griinden der Ubersicht setzen wir zudem im Folgenden

o= 1/s,

wobei wir zunéichst wieder s € C zulassen werden. Es gilt Re(o) > 0.
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Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

3.2.2.1 Homogener Wellenleiter

Fiir die Betrachtung eines homogenen Wellenleiters setzen wir p = 1. Wie sich leicht nach-

rechnen ldsst, erhalten wir hier fiir ¢ € C\ {0} und = € (1,3) die Losungen

(e(m—l)o + e(—a:+5)o) ) (e(x-i-l)a 4 e(—w+3)a’) ©

+ _ + _
6570(90)(.’1}) - 0'(640 o 1) und 6871(()0)(.’17) - 0(640 o 1)
Mit (3.9) ergeben sich daraus die Operatoren:
T+ _(e‘*"—&-l)ap_TJr 4 T 2% _ 7+
s,oo(@) = m = 3,11(@) un 5,01(80) = m = s,m(SD)

Damit vereinfacht sich die Ricatti-Gleichung (3.12) zu der quadratischen Gleichung

+
7;,oo

+
5,01

0=X>-2

X+1=X2—(e% +e )X +1,

die durch X, ; = €27 und X, _ = e~ 27 gelost wird. Fiir s € C\R{ ist Re(o) > 0 und damit
Xs,— die Losung, deren Spektralradius kleiner als 1 ist. Ist s € R(J{, und daher Re(o) = 0, so
hat die quadratische Gleichung keine Losung, die die Anforderungen aus Satz 3.15 erfiillt,
was mit der Uberlegung in Bemerkung 3.18 {ibereinstimmt.

Mit P} = X, _ fiir s € C\ R{ folgt weiter nach (3.10) und (3.11):

(1—z)o
SH(e)(@) = ely(@) (@) — ed 1 (P (9)(2) = %

AT () = Tooole) = Toho(PH () = 2 (3.15)

g

und

Es lasst sich leicht einsehen, dass die Abbildung A?f)(go) :C\ Ry — C, s = Af(p) die

Abschétzung
IAF(p)| <C|s|77 fir seC\Rg

erfiillt. Veréndern wir den Definitionsbereich und verstehen diese stattdessen als Abbildung
A%(gp) :3(0) = C, o— AL (p), so gilt offensichtlich wegen o = /s die Abschétzung

IAL(p)| <C o] fir Re(o) > 0. (3.16)

Damit sind sowohl die Annahme 1.2 fiir s € ¥x/,14,, 0 < 6 < 7/2, als auch die Vorausset-
zungen aus Lemma 2.3 und damit die Annahme 2.2 fiir Re(o) > 0 erfiillt. Gleiches gilt fiir
die Abbildungen, die analog iiber die Komposition S; o (P;)7, j € Ny, definiert sind.

Bemerkung 3.19. Wir haben bereits gesehen, dass die DtN- und NtD-Operatoren invers

zueinander sind. Damit ist der DtN-Operator fiir dieses Beispiel gegeben durch /~\j = o und

erfiillt keine der Abschétzungen aus Annahme 2.2 und Annahme 1.2.
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3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

3.2.2.2 Inhomogener Wellenleiter

Als Beispiel eines inhomogenen Wellenleiters betrachten wir eine stiickweise konstante Funk-
tion p, genauer setzen wir
+( 1, wenn z € (1,2),

P I)‘C+ =

0 4, wenn z € (2,3).
Mit einer solchen Funktionen wird ein Wellenleiter modelliert, in dem sich Schichten mit
verschiedenen Brechungsindizes abwechseln. In der Praxis wird diese Art von Medien als

Bragg-Spiegel beziehungsweise distributed Bragg reflector bezeichnet, siehe beispielsweise
[52, 69].

Wir bestimmen die Losung des eindimensionalen lokalen Helmholtz-Problems auf Cf =
(1,3) unter den Bedingungen (3.14b) mit Hilfe zweier lokaler Helmholtz-Probleme auf den
Intervallen (1,2) und (2, 3), das heifit, wir 16sen fiir 8 € C und k = 0,1 die Gleichungen

0?vs 1 (¢, Br)

ey T8Usk(p, Be) =0 fir 2€(1,2) mit (3.17)
_W(l) = o, ) —W(l) =0,
Dt o ) - o " e =
sowie
_W +4swsp(p,Be) =0 fir z€(2,3) mit (3.18)
_W(g):_ﬁo, —W@):—ﬁh
W@) =0, o W(?ﬁ =

Nach Satz 3.14 und obiger Uberlegung zur Giiltigkeit im Eindimensionalen gilt
vsx € HY(A,(1,2)) und ws € H'(A,(2,3)). Fordern wir zusétzlich noch, dass v, x(2) =

ws (2) erfiillt ist, erhalten wir die Losung e;‘:k € HY(A,(1,3)) durch e:*’cl(l,2) = v, und
+ —
€S,k‘(2’3) = Ws k-

Die Rechnungen im Folgenden wurden mit MAPLE durchgefiihrt, zur Ubersicht stellen wir
jeweils nur die Ergebnisse vor. Wir erhalten fiir die lokalen Probleme (3.17) und (3.18) die

Losungsdarstellungen

(ewa' 4 e(2—1)0) 50 + (e(z—l)o _|_e(3—$)0') ©

o (@27 —1) und

'US,O(QO) BO)(x) =
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Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

(e2(rc—1)c7 4 eQ(S—m)a) 0 — (62(1—2)0 4 e2(4—r)o) Bl
wSJ((paﬂl)(l’) = 2% (640 — 1)

s, (, B1) () = 05,0(0, B1)(2)  und - ws,0(p; Bo)(x) = ws,1(0, o) ().

sowie

Die Bedingungen v;,0(2) = ws,0(2) und v, 1(2) = ws,1(2) liefern

4e7 (e +1) ¢
 3et0 f 4620 +3

2620@

Po = 3et0 +4e20 13

und [y =

und damit

el (@) = vsk(w, Br) und el (9))2,3) = ws k(e Br) fir k=0,1.
Nach (3.9) erhalten wir daraus die Operatoren

(e2‘7 + 1) (3 el? —4¢e% 4+ 3)
(3et? +4e27 4+ 3) o (e?” — 1)
4830
(3etr +4e20 +3)o (e?? — 1)

T () = (€7 +1) (3e — 2?7 4 3)
511 2(3et? +4e%7 +3)o (e?7 — 1

Toloo() = @,

Ton(9) = Tholp) =

@ und

®s
)
mit denen wir die Ricatti-Gleichung (3.12) aufstellen kénnen, deren Losungen durch

1
X, . =
7 16630

mit  xs = /(327 +4e° +3)(3e20 —4e? +3)(3e27 +2¢7 4 3) (3e27 — 2e7 + 3)

((€* +1) (9¢% —10e* +9) + (€2 —1) x,) (3.19)

gegeben ist. Anders als im homogenen Fall ist der Spektralradius keiner der beiden Lésun-
gen fir alle ¢ € C mit Re(o) > 0 kleiner als 1, wie in Abbildung 3.3 dargestellt ist. Da
sich die Ricatti-Gleichung wegen 7—8+01 = 7?10 wie im homogenen ortskontinuierlichen Fall

vereinfacht, gilt insbesondere X, , - X, _ = 1, wodurch der Propagationsoperator gegeben
ist durch

o _ Xoy, falls |X, 4| <1, (3.20)
X, falls [X,4|>1

Fiir den NtD-Operator erhalten wir mit (3.11):

3e4"—3—xS
fall X, 1,
A+ = JAB 117 1 3) 0 alls [ X 4] <
s 3640_3+Xs

falls | X5 | > 1
I(3em 1 202 1+ 300 ol Xl >

Wie im homogenen Beispiel hat AT eine Singularitéit bei o = 0. Betrachten wir die Wurzeln

des Nennerpolynoms, das heifit genauer die Gleichung 3e*® + 4e2? 4+ 3 = 0, stellen wir fest,
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3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

Im(o)

0.05 0.1 0.15 0.2 i 0.05 0.1 0.15
Re(o) Re(o)

Abbildung 3.3: Absolutbetridge der Losungen der Ricatti-Gleichung im inhomogenen, kon-
tinuierlichen Beispiel: | X 4| (links) und | X, | (rechts), dargestellt fiir den
Real- und Imaginérteil von o = 4/s.

dass diese genau dann erfillt ist, wenn

27 — _§ + %5 = exp (q: arctan (\/75> +7T) , also

c=14 (:F arctan (‘/75) + (2k + 1)71') Vk € Z.

Damit konnen wir folgern, dass Singularititen von AJ nur auftreten, falls Re(o) = 0 gilt,
was uns auch Abbildung 3.4 nahe legt.

Es ldsst sich auflerdem einsehen, dass es Konstanten Cj(o¢) und Ca(0g, ) fir og > 0 und
0 < 6 < /2 gibt, so dass fiir die Abbildung o — A, (p) die Abschitzungen

|AY.(p)| < Ci(og) fiir Re(o) >o0p sowie
(3.21)

|AL. ()| < Ca(00,6) lo|™" fiir Re(o) >0p und |arg(o)| < = —0

ol 3

gelten und damit die Annahme 2.2 erfiillt ist.

Bemerkung 3.20. Betrachten wir, wie auch schon im homogenen Fall, die Abbildung
s — AT (), so lisst sich wiederum einsehen, dass auch die Sektorialitédtsannahme 1.2 fiir den
Parameter p = 1/2 in einem Sektor ¥/, 9, mit 0 < 0y < 7/2 erfiillt ist. Fiir die Anwendung
in Kapitel 5 sind wir in diesem Beispiel jedoch mehr daran interessiert, die Abbildung als

o = AT, () zu verstehen.

Dasselbe Verhalten konnen wir in Abbildung 3.5 fiir den Operator S nachvollziehen. Um

diesen angeben zu konnen, definieren wir folgende von o = /s abhéngige Werte:

v i= 15e707%) 4 167(377) 4 9e7(172) _ 15e7(=—1) _ 167 (= +1) _ geo(@+3)

Uy 1= 967" 4+ 27687 4 29¢127 4 336107 — 9el47 _ 970(4xH6)0 _ 9gp(4rt2)o _ 33,40 (et
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Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

Fiir den Fall | X, 4| < 1 erhalten wir damit

—Xs (ea(lfw) _’_ea(wfl)) + v,
80 (3et? + 4e?7 + 3)

, falls z € (1,2),

S (x) =

( — X5 (€197 4 3687 4 3eo(4oF2) | o) 4 ﬁs)ev(ﬂwfm
320 (3et7 + 4e27 + 3) )

falls z € (2,3).

Ist | X5 4| > 1, so dndern sich in S} (z) lediglich die Vorzeichen vor der Wurzel .

200 —

150 —
+ = 100
<

50 —

. ]

0

01

Re(o) 02 - 15 -1

Im(o)

Abbildung 3.4: Absolutbetrag des NtD-Operators A im inhomogenen, kontinuierlichen Bei-
spiel. Singularitéten sind hier zu erkennen bei 0, ~ +1.15¢ und ~ £1.99:;. Wir
erinnern hier an den Zusammenhang o = +/s.

150 150

50 - 50

0.1

Re(o) 0.2 -2 -1
Im(o) Im(o)

Re(c) 02 . -l

Abbildung 3.5: Absolutbetrag des Operators S (x) im inhomogenen, kontinuierlichen Bei-
spiel fiir z = 2 (links) und = = 2 (rechts). Auch hier sind Singularitéiten bei

0,~ 4+1.15¢ und ~ +1.99¢ sichtbar.
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3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

3.2.3 Ortsdiskreter Fall

Fir die Diskretisierung im Ort wéhlen wir ein dquidistantes Gitter auf dem Abschluss der
Zelle Cf mit m Gitterpunkten und Gitterweite Az = % Die Gitterpunkte sind hierbei
gegeben durch

zj={-1DAz+1 fir j7=0,...,m,
das heifit, es gilt CTT = [1, 3] = [x1, Tm]. Weiter setzen wir fiir k = 0,1

(Ek)j = e:k(@)(l‘j% ]:Oaam

Um die ortsdiskrete Version der Helmholtz-Gleichung (3.14a) zu erhalten, verwenden wir
zentrale Finite Differenzen zur Diskretisierung des Laplace-Operators. Da sich der NtD-
Operator auf den linken Rand der Zelle C bezieht, greifen wir zur Diskretisierung derjenigen
Randbedingungen (3.14b), die sich am linken Rand befinden, auf den auflerhalb der Zelle
liegenden Gitterpunkt zy zu, wihrend die Bedingungen am rechten Rand nur mit Hilfe der

Gitterpunkte x,,_1 und x,, realisiert werden.

Damit erhalten wir aus (3.14) das diskretisierte System

—(Er)j1 +2(Er); — (Bx)j1
Ax?

+sp(z;) (By); =0 fir j=1,....m—1, (3.22a)
wobei die Randbedingungen durch

(Eo)o = (Fojy = Az, bzw. (o = (F1)1 =0, (3.22b)
(Eo)m — (Eo)m-1 =0, (B1)m — (B1)m—1 = Az

gegeben sind.

3.2.3.1 Homogener Wellenleiter

Wir setzen wie im ortskontinuierlichen Fall p = 1. Damit ldsst sich (3.22a) umschreiben zu

AEr)j1+ b (Br)j + A(Br)j-1 =0 fir j=1,....m—1,

2
mit A= und  pg = —5 + .

1
- Ag? Az

Hierbei ist die Losung der charakteristischen Gleichung A ¢2 + s ¢ + A = 0 gegeben durch

_ THsENVBE AN —ps & Vs — 20 s + 23

Cs &+

2 2\
2 2
:1+5A2x q:\/g”SAz +aar (3.23)
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2 2

1.15 1.15
1.5 1.
1.1 1.1
1
0.5 1.05 0.5 1.05
ol =
R =
-0.5 -0.5
0.95 0.95
-1 -
-1.5 0.9 -1.5 0.9
-2 -2
-1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

@

-

(=]

—
—

—

Re(s) Re(s)

Abbildung 3.6: Absolutbetriage der Nullstellen der charakteristischen Gleichung (3.23) fiir
Az = 151 |+ (links) und |{s | (rechts).

Wie in Abbildung 3.6 dargestellt, gilt hier |(s 4| < 1 fiir alle s € C \ R{. Setzen wir daher
der Ubersicht halber ¢ := (s 4, so lisst sich wegen (s 1 - 5,— = 1 die Losung (Ey); angeben
als

(Ek)j = Ck,1 Cj + Ck,2 C_j mit Ck,l € C,1=1,2.

Die Konstanten ¢ 1 und ¢ 2 kénnen wir anhand der diskreten Randbedingungen (3.22b)

fiir k£ = 0,1 eindeutig bestimmen und erhalten damit die Losungsdarstellungen

e
Eo)i = G-
m 29
(Br); = ¢ (M + o) Az,

GE=1DEm+¢) ™ =0)

die uns wiederum die diskreten Operatoren

Toho(@) = (Bo)y = — -6 Axe

=D =+’
+ _ M+ HAzp e -
7;,01(90) - (Eo)m - (C — 1) (Cm — C) (Cm ¥ C) - (El)l - TS,IO(‘p) d

¢ (™ +¢) Azp
=™ =™+

liefern. Die Lésungen der Ricatti-Gleichung lauten hier Xy = (™! und X, _ = ¢(}~™. Da

IC] < 1 gilt, erhalten wir mit P := X, ;. den Operator, der die Anforderungen aus Satz 3.15

T.h1(p) = (By)m =

erfillt. Damit konnen wir den NtD- und den Loésungsoperator als

J
Azp und  (S]),(p) = ¢ Azp, j€eN

A (p) =~ =i

¢
¢—1
berechnen. Dass die beiden Abbildung s +— A} () und s+ (S);(p) wieder das gewiinsch-

te Abfallverhalten fiir s € C \ RY zeigen, sehen wir mit folgender Nebenrechnung unter
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3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

Verwendung von (! = Cs,—:

_(A:C Az 2 2

(-1 (o——1  sAz+/sVsAz?+4 N Vs(VsAx2 4 /sAx? + 4)

(3.24)

Wegen ’\/SA:ﬂ +VsAx? + 4’ > 2 folgt sofort |AY¥| < ﬁ Unter Ausnutzung von j > 1 und
I¢| < 1 erhalten wir dieselbe Abschétzung fiir [(S));].

Bemerkung 3.21. Wéhlen wir s fest, ldsst sich mit obiger Rechnung leicht nachvollziehen,
dass die diskreten Operatoren fiir Az — 0 gegen die ortskontinuierlichen Operatoren aus
Abschnitt 3.2.2.1 konvergieren, das heif}t, es gilt

)

2/Ax
P = (1 + sAx? s VsAa? + 4Ax> Az, 2V

2 2
A+ _ 2 Az—0 i
* o /s(VsAx? + VsAx? 4 4) Vs
sowie
Vs(l—x) -1
+ Az—0 € .. . T
(SS )j —_— 7\/5 fir j= As + 1.

3.2.3.2 Inhomogener Wellenleiter

Wir betrachten dasselbe Beispiel mit stiickweiser konstanter Funktion p, das wir bereits
in Abschnitt 3.2.2.2 untersucht haben. Fir die Ortsdiskretisierung gehen wir davon aus,
dass die Anzahl m der Gitterpunkte in Cj = [1,3] ungerade ist und setzen n = 2t
Damit konnen wir derselben Idee wie im ortskontinuierlichen Fall folgen und das diskrete

Helmholtz-Problem in Cy in zwei Probleme auf kleineren Intervallen zerlegen. Setze dazu

(Vk?)J = Us,k((paﬁk)(xj)a _7 :0,-..,7’L und
(Wi)j = ws k(p, Be)(zj), j=n—1,...,m,

dann lauten die diskreten Versionen der Helmholtz-Gleichungen (3.17) und (3.18):

—(Vi)j+1 +2(Vi)j — (Vi)j—1

+s(Vy); =0 fir j=1,...,n—1,

Ax?
(Vo)o — (Vo)1 = Az, b (Vi)o—(Vi)1 =0,
Vo)n — (Vo)n-1 = Bo, ' V)n = V)p1 =51

sowie

~(Wi)jr1 +2(Wr); — (Wh)j—
Az?2

! +4s(Wy); =0 fir j=mn,...,m—1,

(0]



Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

(Wo)n—1— (Wo)n = —Po, W1)n—1— (Wi)y = =B,

bzw.

Wo)m — (Wo)m—1 =0, Wo)m — Wo)m-1 = Az

Somit erhalten wir die Lésung von (3.22) als (Eg); = (Vi); fir j = 0,...,n und
(Ep)j = (W) firj=n—1,...,m.

Wie im vorherigen Abschnitt driicken wir die Diskretisierungen (V%); und (Wj); mit
Hilfe der Wurzeln von quadratischen Gleichungen aus, das heifit, wir verwenden fir
¢k diy € C, 1 =1,2 den Ansatz

(Vi)j =cra ¢ +epaC? und (Wi)j =dpan’ +dran™,

wobei mit ¢ eine der beiden Losung (s + von (3.23) bezeichnet wird und 7 entsprechend als

eine der beiden Losungen der quadratischen Gleichung

1, 2 1
A2 +<M+4s>”‘ma—0

gewéhlt wird. Unter Verwendung der Randbedingungen und der Forderung (V4), = (Wg)»
kénnen wir die Konstanten cj ;, dj,; und S bestimmen und erhalten als Losung der Ricatti-

Gleichung den Term

1 4 -4 2n+2 ~2n-+2 4 2 3 -3
n n _ n_2
TG (7 e -2

oL p2ente _ p2nd2e2 | 9p 3 gy antl

_,}72nc4 + 772<-2 + n2n<—2n L

AV = =t T+ = (=G 1
\/nné‘n _ nnflé'nfl _ nn + nnflc _ nCnfl + Cn + ng‘ —1...
Vi =t g — = G =+ 1

V¢ =TI gt =t ¢ = (G - 1)-

Xs,i(Cv :u) =

Im homogenen Beispiel aus dem vorherigen Abschnitt konnten wir noch klar erkennen,
welchen Einfluss die Wahl der Wurzel des charakteristischen Polynoms auf den Propagati-
onsoperator hat: Wahlen wir dort unabhangig von s die Wurzel ¢ = (; 4, fithrt dies eindeutig
zur betragsmaflig kleineren Losung X,  der Ricatti-Gleichung. Hatten wir stattdessen fest
¢ = (s,— gewdhlt, wire X, _ die gesuchte Losung gewesen.

Hier sehen wir diesen Zusammenhang dagegen nicht. Es kann beispielsweise sein, dass fir
ein festes s jede der vier Kombination X 4 ({s,+,7s,+) einen Wert liefert, der betragsméaBig
kleiner als 1 ist. Es stellt sich nun die Frage, welche der Kombinationen zur numerischen
Berechnung verwendet werden sollte.

Ein erster Versuch, diese Frage zu beantworten, ist der direkte Vergleich mit den Wurzeln
der ortskontinuierlichen Ricatti-Gleichung, die wir in (3.19) berechnet und in Abbildung 3.3
dargestellt haben. Hierzu betrachten wir in Abbildung 3.7 die Bereiche fir ¢ = /s mit
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3.2 Berechnungen im eindimensionalen Wellenleiter

[ X+ (Cots M5, 4|

2.5

|Xs,+(Cs.+7 Ts,— ) |

Im(o)

Im(o)

15k
2 _ —
0.1 . . 0.05 0.1 0.15 0.2
Re(o) Re(o)
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1.5
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1
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b
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Abbildung 3.7: Absolutbetrdge der Losung X 4+((s,+,7s,+) der Ricatti-Gleichung im in-
homogenen ortsdiskreten Beispiel fiir Az = 1074, zur besseren Vergleich-
barkeit mit Abbildung 3.3 dargestellt in Abhangigkeit vom Real- und Ima-
ginérteil von o = /s.

Re(o) € (0,0.2) und Im(o) € (—2,2), in denen die Losung X, 4 ({,n) fir die verschiedenen
Kombinationen aus ¢ = (5 + und = 75,4+ betragsméfBig kleiner als 1 ist. Vergleichen wir
die Abbildungen 3.3 und 3.7, l4sst sich hier vermuten, dass sich die Losung X, 4 (¢,n) der
diskreten Ricatti-Gleichung fiir immer kleiner werdendes Az keiner der beiden Losungen
X+ der kontinuierlichen Ricatti-Gleichung nahert. Die gleiche Beobachtung lasst sich we-
gen X, +(C,p) - Xs,—(¢,u) = 1 auch fir X, (¢, u) machen. Damit ldsst sich anhand der
Betrachtung der Wurzeln der Ricatti-Gleichung noch keine Entscheidung dariiber treffen,
welche der Kombination aus (s + und ns + gewéahlt werden sollte.

Betrachten wir statt der einzelnen Wurzeln X 1 (¢, n) den daraus zusammengesetzten Pro-

pagationsoperator

Xop(Com), falls [ Xo (Gl <1,

PG =
Xs—(¢m), falls [ X (C,n)] > 1,
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Kapitel 3 Helmholtz-Gleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt
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lo—xf . Ll . SR . L ! ! .
1074 103 102 1071 10°
Gitterweite Az

Abbildung 3.8: Relativer Fehler |P}(¢,n) — P |,/ [|PS ||, in Abhéngigkeit der Gitterweite
Az fiir s € C mit Re(o) € (0,0.2) und Im(o) € (-2,2).
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Abbildung 3.9: Relativer Fehler ||Pf(¢,n) — P,/ [|P]l, in Abhéngigkeit der Gitterweite
Az fiir s € C mit Re(o) € (0,10) und Im(o) € (—10, 10).

so legt die fiir das homogene Beispiel angestellte Beobachtung aus Bemerkung 3.21 nahe,
dass wir auch im inhomogenen Fall die Konvergenz des Operators P} ((,n) gegen dessen
ortskontinuierliche Version PJ aus (3.20) erwarten konnen. Tatséchlich zeigt Abbildung 3.8
fiir jede Kombination aus ¢ = (s 4 und n = n, 1, dass PS(¢,n) fiir Az — 0 gegen P
konvergiert, wobei hier wieder Re(o) € (0,0.2) und Im(o) € (—2,2) betrachtet wird.

Erweitern wir den Bereich der betrachteten Werte auf Re(o) € (0,10) sowie Im(c) €
(—10, 10), lasst sich beobachten, dass die Konvergenz nur noch fiir ( = (s 4 und n = ns 4

besteht, vergleiche Abbildung 3.9, weswegen wir uns nun fiir diese Kombination entscheiden.

Daher bestimmen wir den NtD-Operator Al ((s +,7s,+) sowie den Losungsoperator

(8:1(§s,+a775,+))j, fir j=1,...,n

(S.:_(CS,Jr? 775,+)) .=
! (8:2(CS,+7775,+))j7 fir j=mn,...,m

analog zum vorherigen Abschnitt, geben diese aufgrund ihrer Lange aber nicht weiter an.
Wie in Abbildung 3.10 deutlich wird, lasst sich hier wieder die Konvergenz der diskreten
Operatoren gegen ihre kontinuierlichen Versionen aus Abschnitt 3.2.2.2 beobachten. Es lisst
sich schlieflen, dass die Operatoren wie im ortskontinuierlichen Fall das gewiinschte Abfall-

verhalten fiir Re(o) > 0 aus Annahme 2.2 sowie Singularititen fiir Re(c) = 0 vorweisen.
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Abbildung 3.10: Relative Fehler |[|Af(Co4,ms4) — AT, /1A 5, |l (3:1(Cs,+’775,+))j1 _
SEE2/18F (3/2)ll2 wnd [ (S5(Csrsms4)) ,, = ST/ 12/118F (5/2)]]2 fiie

. 3/a—1
J1= Ax

Az

o = +/s mit Re(c) € (0,10) und Im(o) € (—10,10).

+ 1 und jo = 2= 1 1 in Abhingigkeit der Gitterweite Az fiir
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KAPITEL 4

/ZEIT-FRAKTIONALE
SCHRODINGER-GLEICHUNG AUF
DER REELLEN ACHSE

Fiir eine erste Anwendung, in der die beiden behandelten Themenblécke , Faltungsquadra-
tur® und ,transparente Randbedingungen“ zusammen gebracht werden, betrachten wir in
diesem Kapitel die Zeit-fraktionale Schrédinger-Gleichung im homogenen eindimensionalen
Wellenleiter, ehe wir im néchsten Kapitel einen Blick auf die Wellengleichung im periodi-
schen zweidimensionalen Wellenleiter werfen. Die fraktionale Ableitung in der Zeit verste-
hen wir hierbei als Differentiation nach Caputo. Wie wir sehen werden, fithrt die Anwen-
dung der Resultate aus dem vorherigen Kapitel auf die fraktionale Schréodinger-Gleichung
zu transparenten Randbedingungen im Zeitbereich und einer zellenweisen Losung in den
Halb-Wellenleitern, die in Form von Faltungen dargestellt werden koénnen. Die Laplace-

Transformierten der Faltungskerne erfiillen hierbei die Sektorialitdtsannahme 1.2.

Als Motivation fiir die Betrachtung der fraktionalen Schrédinger-Gleichung in diesem Ka-
pitel ist einerseits das in den letzten Jahrzehnten zunehmend gestiegene Interesse an frak-
tionalen Differentialgleichungen zu nennen. So werden Prozesse in der theoretischen Physik
immer haufiger mit Hilfe von fraktionalen Gleichungen modelliert, besonders dann, wenn
es um die Beschreibung von Phénomenen aus der Natur geht. Ein Stichwort ist hierbei die
anomale Diffusion, bei der davon ausgegangen wird, dass sich eine Partikelwolke auf andere
Weise verteilt als die klassische Diffusionsgleichung vorhersagen wiirde. Wir verweisen auf
die Referenzen in [12, 25, 38] fiir eine Ubersicht iiber Anwendungen und Beispiele.
Andererseits werden wir sehen, dass neben den zeitabhidngigen transparenten Randbedin-
gungen auch die Losung der fraktionalen Schrodinger-Gleichung im Inneren als Faltung ge-
schrieben werden kann, deren Faltungskern ebenfalls die Sektorialitdtsannahme 1.2 erfillt.
Damit ldsst sich anhand der fraktionalen Schrédinger-Gleichung und der zugehérigen trans-
parenten Randbedingungen eine kompliziertere Anwendung der exponentiellen Quadratur
bezichungsweise des schnellen Faltungsalgorithmus aus Kapitel 1 zeigen als dem numerischen

Experiment in Abschnitt 1.5 zugrunde lag.
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Kapitel 4 Zeit-fraktionale Schrédinger-Gleichung auf der reellen Achse

Untersuchungen von fraktionalen Differentialgleichungen zu theoretischen Aspekten, wie
die Voraussetzungen zur Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, sind beispielsweise in [5,
9, 42] zu finden. Hier weisen wir im Besonderen auf die Dissertation [5] hin, die die Grundlage
fiir die Losungsdarstellung der fraktionalen Differentialgleichung in diesem Kapitel darstellt.
Dort wird unter anderem fiir die Differentiation nach Caputo der Fall ohne Quellfunktion,
also f = 0, sowie unter Verwendung der Differentiation nach Riemann-Liouville der Fall
einer beliebigen Quellfunktion betrachtet. Fur die vollstdndige Losungsdarstellung unter
Annahme der Caputo-Ableitung, auf die wir im folgenden Kapitel kurz eingehen werden,

verweisen wir zusétzlich auf [18].

Nachdem wir das Modellproblem und insbesondere die Differentiation nach Caputo vor-
gestellt haben, werden wir in diesem Kapitel kurz auf die zur Existenz- und Eindeutig-
keitsaussage notwendige Theorie eingehen, aus der wir auch die Darstellung der Losung der
fraktionalen Schréodinger-Gleichung auf der rellen Achse erhalten. Durch den vorgestellten
Zusammenhang mit der Helmholtz-Gleichung und den Ideen aus Kapitel 3 kénnen wir die
transparenten Randbedingungen sowie die zellenweise Losungsdarstellung herleiten. Im An-
schluss gehen wir auf die Anwendung des schnellen Faltungsalgorithmus ein und illustrieren

die Ergebnisse anhand eines numerischen Experiments.

4.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

4.1.1 Modellproblem

Wie bei den numerischen Experimenten in Abschnitt 3.2 setzen wir in diesem Kapitel 2 = R
und Qo = (a™,a™). Die Zellen C’ji sowie die Rénder F;-t sind entsprechend der Vereinfachung
aus Abschnitt 3.2.1 charakterisiert.

Auf der reellen Achse, das heifit auf Q = R, suchen wir fiir einen Parameter « € (0,1) die

Losung v : R x Rf — C der fraktionalen Schrédinger-Gleichung

—i Au(z,t) + Du(z,t) = f(z,t) in Rx R,

u(x,0) = up(x) in R, ®)

wobei die L2-Realisierung des Schrédinger-Operators entsprechend zum Operator A aus
Abschnitt 3.1.2 gegeben ist durch

iA: D(iA) := HY(A,R) = L*(R), v~ iAv(z) = i%(m).

Wie bereits erwahnt, verstehen wir den Operator D¢ als fraktionale Differentiation nach

Caputo der Ordnung «, die definiert ist als

Deu(- 1) = ﬁ/o (t— 7)o %(.,7) dr, (A1)
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4.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

siche dazu [50, 56]. Der Vorteil der Caputo-Differentiation gegeniiber anderen Definitionen
von fraktionaler Differentiation, wie beispielsweise der in der Einleitung des Kapitels erwéhn-
ten Definition nach Riemann-Liouville, liegt in den bendtigten Anfangswerten. Wahrend die
physikalische Bedeutung der Anfangswerte fiir die Caputo-Differentiation klar erkennbar ist,
werden fiir andere Definitionen meist Anfangswerte benotigt, die schwerer zu bestimmen
sind und nicht immer in einen einfachen physikalischen Kontext gebracht werden kdnnen,

vergleiche hierzu [35, 56].

Da wir nun ein zeitabhéngiges Problem betrachten, miissen die Annahmen {iber die Quell-
funktion aus Abschnitt 3.1.1 entsprechend angepasst werden. Anstelle der Annahmen (H3)

und (H4) fordern wir nun
(S1) f e CHR{, L?(R)) und
(S2) supp(f(-,t)) C Qo VteRy.
Zusatzlich nehmen wir iiber die Anfangsfunktion wug an:
(S3) up € D(iA) sowie
(S4) supp(ug) C Qo

An dieser Stelle sei erwéhnt, dass wir in Annahme (S3) eine stérkere Forderung als notwendig
stellen, um im Faltungsalgorithmus aus Abschnitt 4.2 eine vereinfachte Losungsdarstellung
verwenden zu koénnen. Fiir die Uberlegungen im aktuellen Abschnitt 4.1 wére die Annahme

ug € L*(R) bereits ausreichend.

4.1.2 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der fraktionalen Schrodinger-Gleichung zu
beweisen und eine Darstellung der Losung als Faltungsintegral zu erhalten, geben wir im
Folgenden kurz die wichtigsten theoretischen Ergebnisse aus [5] wieder, die ihrerseits auf der
Theorie iiber Volterra’sche Integralgleichungen aus [58] basieren, und ergénzen diese durch
die Uberlegungen in [18].

Wir stellen hierzu die Funktion ®5: R — Rar vor, die fiir 8 > 0 definiert ist durch

P >0,
dg(t) =4 P (4.2)
0, t<0.

Es lasst sich leicht einsehen, dass diese eine Halbgruppen-Eigenschaft erfiillt, genauer gilt
(Do x Pg) (t) = Payp(t) fir a, B > 0, vergleiche dazu [50, Kap. 1.1].

Mit dem im vorherigen Abschnitt angegebenem Definitionsbereich des Operators iA als
H'(A,R) definieren wir die (starke) Lésung der fraktionalen Schrédinger-Gleichung wie

folgt, vergleiche dazu [5]:!

'In [5] wird in Anlehnung an [58] der Begriff der ,starken“ Losung verwendet. In anderen Quellen wird
dagegen fiir diese Definition der Begriff der ,klassischen“ Losung vergeben, siehe zum Beispiel [54].
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Kapitel 4 Zeit-fraktionale Schrédinger-Gleichung auf der reellen Achse

Definition 4.1. Eine Funktion u € C(R{, L%(R)) ist eine (starke) Lésung von (S), wenn
(i) ue C(Ry, H'(A,R)),
(ii) ®1_o * (u—1up) € CLRY, L*(R)) sowie
(iii) u die fraktionale Gleichung (S) fiir t € Ry erfiillt.
Die Begriindung fiir Bedingung (ii) ist hierbei im Zusammenhang zwischen der Differen-

tiation nach Caputo und der nach Riemann-Liouville zu finden: Fiir, bezogen auf die Zeit,

stetiges u gilt
Dfu(t) = ™Df (u(t) — uo) = F (P1—a * (u — uo)) (¢),

vergleiche dazu [50, Kapitel 1.2].

Ist u eine starke Losung der fraktionalen Schrodinger-Gleichung, so kénnen wir wie in [5]
das fraktionale Riemann-Liouville-Integral auf (S) anwenden, was nichts anderes als eine
Faltung beider Seiten der Differentialgleichung mit der Funktion ®, bedeutet. Aus (4.1)
und der Halbgruppen-Eigenschaft von (4.2) erhalten wir so die Volterra-Gleichung

u(t) = up + (Ba * iAW) + (B * f)(2). (4.3)

Diese Umformung erlaubt es uns, auf das Konzept der Losungsoperatoren bezichungswei-
se Resolventen zuriickzugreifen, das grundlegend fir die Theorie der linearen Volterra-

Integralgleichungen ist, und die folgende Definition anzugeben, vergleiche [5, 58]:

Definition 4.2. Eine Familie {S.(¢)},5, C £ (L*(R)), die die Bedingungen
(1) Sa(t) ist stark stetig fiir t € RY und S, (0) = Id;
(ii) Sa(t)up € HY(A,R) und AS, (t)ug = Sq(t)Aug fiir alle ug € H(A,R) und t € R{;
(iii) die Resolventengleichung

Sa(t)ug = ug + (P x i ASqug) (t)

gilt fiir alle up € H*(A,R) und ¢t € R

erfillt, wird Losungsoperator der Gleichung (4.3) genannt. Falls sich S, (t) zusétzlich analy-
tisch in den Sektor ¥, fiir po € (0, 7/2] fortsetzen ldsst und falls fiir jedes p < po und w > 0

eine Konstante C(p,w) > 0 existiert, so dass
[Sa(t)]] < C(p,w)e*ReD fir tex,

gilt, bezeichnet man den Operator als analytisch vom Typ (pg, 0).
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Existiert der Losungsoperator {Sq(t)},~, der Gleichung (4.3), so ist dieser nach [58, Kor.
1.1] eindeutig. Dass der Losungsoperator tatsichlich existiert, ldsst sich mit Hilfe von Theo-

rem 2.14 aus [5] zeigen und wird im folgenden Satz angegeben:

Satz 4.3. Der Lisungsoperator {Sq(t)},5, der fraktionalen Schrédinger-Gleichung (4.3)
existiert und ist analytisch vom Typ (04,0), wobei der Winkel 8, € (0,7/2] von der Ordnung

« der fraktionalen Differentiation abhdngt.

Beweis. Nach Satz 3.8 und der Uberlegung in Bemerkung 3.18 ist der Laplace-Operator
A HY(A,R) —L?(R) selbstadjungiert, wodurch sofort folgt, dass der Schrédinger-Operator
iA : HY(A,R) — L*R) schief-selbstadjungiert ist. Mit dem Satz von Stome, [55,
Thm. 1.10.8], generiert iA damit eine unitire Cp-Kontraktionsgruppe auf L?(R). Wei-
ter erhalten wir aus dem Satz von Hille-Yosida, [55, Thm. 1.3.1], fiir die Resolvente
R(), iA) := (A\Id —iA)~! die Abschitzung

1

HR(/\a ZA)”[)(Lz(R)) < b\ far A > 0.

Insbesondere gilt hier o(iA) C iR. Es ldsst sich daraus nun mit Hilfe von Proposition
2.1.1 aus [31] folgern, dass die Resolvente R (A, —iA) fiir A € C\ ¥r/, 19 mit jedem Winkel
0 < 6 < m/2 analytisch ist und die Abschétzung

, ce) .. -
IR A —iA) | p2my) < |E\> fir A€ C\ g

fiir eine von # abhéngige Konstante C'(0) > 1 erfiillt. Damit ergibt sich sofort die 4quivalente
Abschéatzung

c()

IR (A, i) (r2(ry) < ™

fir A€ o g (4.4)

Um nun die Existenz des Losungsoperators {Sa(t)},5, zu erhalten, betrachten wir die Re-
solvente R (A%, iA) fiir A* € ¥./,_y. Setzen wir wie in der Uberlegung aus Abschnitt 1.5
den Winkel 6, als

oo (rl-—a)—20 w
0, := min <2a , 2) , (4.5)

so gilt Jarg (A%)| < 7/2—0 fiir A € X/, 49, . Damit ist R (A%, ¢A) analytisch im Sektor X/, 14,

und wir erhalten aus (4.4) die Abschéitzungen

c(o)

(ST 0(9) a—1 o s
1RO i)l ey < e wmd ATTTROS 8| oy < 31

fiir A € ¥r/546, . Auf Grund der zweiten Abschitzung ldsst sich [5, Thm. 2.14] anwenden und
liefert die Existenz eines analytischen Losungsoperators {Sq(t)};5, vom Typ (64, 0). O

Wie in [5] weiter gezeigt wird, kann der Losungsoperator {S.(t)},s, als die inverse
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Laplace-Transformierte der operatorwertigen Funktion A — A*~!R (A, iA) definiert wer-
den. Da diese nach den gerade getroffenen Uberlegungen die Sektorialitéitsannahme 1.2 im
Sektor ¥/, 14, erfiillt, konnen wir S, (t) fiir ¢ € R+ nach Satz 1.4 schreiben als

So(t) = L7 HATTR(AY, iA) 5 t}
1
_ L / AR (A%, 1A) d, (4.6)
271 T
wobei die Kurve I' in ¥/, 9 mit 6 < 0, liegt, in einem spitzen Winkel zur negativen reellen

Achse gegen unendlich lduft und gegen den Uhrzeigersinn orientiert ist.

Um die starke Losung der fraktionalen Gleichung (S) mit beliebigem Quellterm, der (S1)
erfiillt, angeben zu koénnen, definieren wir analog zum Losungsoperator S, (¢) einen Operator
P, (t) fiir t € RT durch

Py(t) := L HR(\Y, iA); t}

1 / M R(A\Y, iA) d), (4.7)
N

~ omi

wobei dieselbe Kurve I wie in (4.6) gewéhlt werden kann. Der Operator P, (t) erfiillt einige

niitzliche Eigenschaften, die wir im Folgenden angeben:
Lemma 4.4. Fir den Operator P,(t) aus (4.7) gilt

(i) Pa(t) € L(L*(R)) und Pa(t)uo € H'(A,R) firt € R und ug € L*(R);

(1) (P1_q * Paug) (t) = Sa(t)ug fiir t € R* und ug € L*(R).

Beweis. Der Beweis der Eigenschaft (i) ist in [5, Lemma 4.14] zu finden. Eigenschaft (ii)
lasst sich leicht mit Hilfe der Laplace-Transformation und dem Faltungssatz zeigen, wobei
wir verwenden, dass Z{®,(t); A} = A7 fiir A € ¥r/ppg, O

Damit ldsst sich nun die starke Losung der fraktionalen Schrédinger-Gleichung wie folgt

angeben:

Satz 4.5. Erfille der Quellterm f der Gleichung (S) die Voraussetzung (S1) und die An-
fangsfunktion ug die Annahme (S8). Dann ist die in Definition 4.1 definierte starke Lisung
von (S) fir t € R{ gegeben durch

u(t) = Sa(B)ug + (Pa * f) (1). (4.8)

Beweis. Dass S, (t)ug fiir t > 0 und jedes ug € L?*(R) die eindeutige starke Losung der
Gleichung

D¢u(x,t) =i Au(x,t) in RxRT mit wu(z,0)=up(xr) in R
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ist, wird in [5, Prop. 2.15] gezeigt und hier nicht weiter angegeben.
Gibt es zudem eine starke Losung v der Gleichung

D¢v(z,t) =i Av(x,t) + f(z,t) in RxRY mit v(z,00=0 in R,

so lasst sich deren Eindeutigkeit einfach einsehen. Hierfiir verweisen wir auf [18, Thm. 2.5].
Fir den Beweis der Existenz greifen wir erneut auf die Theorie iiber Volterra-

Integralgleichungen aus [58] zuriick. Nach [58, Prop. 1.2] liegt die Funktion
V(t) := (P * Sa f(0)) () + (Po * S * f) (£)

in C(R{, HY(A,R)) und 16st die Volterra-Gleichung (4.3) fiir den Fall ug = 0. Weiter erhal-
ten wir mit der starken Stetigkeit von S, (t) aus [1, Prop. 1.3.6] die Gleichung

(So # ) () = (Sa % 1) () + Sa(t) £(0) fiir te€ RS,

insbesondere ist (S, * f) € CY(R{, L2(R)) und damit

(®a * (Sa * [)) () = (Ra * Sa * f) () € O(RF, L*(R)).
Nun folgt aus Lemma 4.4 und der Halbgruppen-Eigenschaft von ®, weiter fiir ¢ € Rg

(P Sax f) () = (P x P % Py x f) (1) = (1% Py x f) (E),
wodurch ©(t) = (P, * f)(t) impliziert wird. Insbesondere ist damit (P, x* f)(t) €
C(RF, H'(A,R)) und es gilt (P, * f)(0) = 0. Aus Lemma 4.4 erhalten wir zusitzlich
(®1_0 *0) (t) = (Sa * f) (t) € C(RF, L3(R)). Damit erfiillt ¥ die Bedingungen (i) und (ii)
aus Definition 4.1. Aus der Aquivalenz von (S) und (4.3) erhalten wir schliefilich, dass die
starke Losung v von (S) gegeben ist durch
u(t) = Sa(t)ug +0(t) = So(t)uo + (Pa * f) (1).

O

Bemerkung 4.6. Betrachten wir anstelle der fraktionalen Schodinger-Gleichung eine frak-

tionale Gleichung der Form
Dfu(z,t) = au(z,t) + f(x,t) in RxRT mit wu(z,0)=up in R,

wobei a € C gegeben ist, so lasst sich (4.8) auch tiiber die verallgemeinerte Mittag-Leffler
Funktion aus Abschnitt 1.5 als

u(t) = eq,1(t;a)uo +/0 €a,a(t —T3a)f(7) dr

darstellen, vergleiche dazu [56].
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4.1.3 Zusammenhang mit Helmholtz-Gleichung

Um die Methode aus dem vorherigen Kapitel zur Bestimmung der transparenten Randbe-
dingungen und zur Berechnung der Losung auflerhalb des Gebiets 2o anwenden zu kénnen,
transformieren wir die fraktionale Schrodinger-Gleichung, die im Zeitbereich zu 16sen ist,
mit Hilfe der Laplace-Transformation in eine Gleichung im Frequenzbereich. Dazu nehmen
wir an, dass das Laplace-Integral der Quellfunktion f fiir A € Xx/,1 ¢, mit dem Winkel 0,

aus (4.5) konvergiert und daher
F(,0) =2{f(,t); A} fiir A€ Xappg,

wohldefiniert ist. Fiir die starke Losung u von (S) kénnen wir damit und aus der Darstellung

aus Satz 4.5 folgern, dass
U(,t) == ZL{u(-t); A} fir A€ Xn/ppg,

ebenfalls wohldefiniert ist.
Die Laplace-Transformation der Gleichung (S) liefert uns somit eine Helmholtz-Gleichung

der Form

—iAU(z,A) + XU (2, A) = F(z,A) + A Mug(z) in R X Srjpig, (4.9)
Multiplizieren wir (4.9) auf beiden Seiten mit —i, erhalten wir die Gleichung

—AU(z,A) —iXU(z,A) = —iF (z,A) —ix*'ug in R X Sapiq, (4.10)

wodurch sich nun ein direkter Vergleich mit der Helmholtz-Gleichung (H) zichen lésst.
Anstelle der Frequenz s kommt nun die Frequenz —iA% in der Gleichung vor. Da wir hierbei
von A € X4, ausgehen, ist Re(A*) > 0 nach der Uberlegung aus dem Beweis von Satz 4.3.
Damit folgt —iA® € C \ R{, also erfiillt —iA® die Annahme (H5).

Unter den Voraussetzungen (S1)-(S4) erhalten wir zusétzlich
—iF = —i (F+X*"ug) € L*(R) und supp(F) C Qo = (a~,a™),

wodurch der Quellterm —iF der Gleichung (4.10) die Annahmen aus Proposition 3.11 erfiillt.
Damit erhalten wir die Losung U der Helmholtz-Gleichung (4.9) beziehungsweise (4.10)

eingeschrinkt auf das Intervall Q = (a=,a™) als die Losung U° des Problems
—iAU+ XU =F in €,
ou°
0 - _ .. o
U” = Al (89& x:a) =0, fir z=a", (4.11)

ou° .
UO—AE‘;MQ) (_al‘xz(fr) =0 fir :c:a+.

Bemerkung 4.7. Da wir im Folgenden den Parameter s = —iA® im Gegensatz zum vorhe-
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rigen Kapitel nicht mehr als fest gewéhlt annehmen, sondern den NtD-Operator AT aus (3.3)
als Abbildung von ¥./,44, nach £ (H~"2({a*}), H/*({a*})) verstehen, schreiben wir nun
Ai(—i)\a) anstelle von A?[_i/\a). Die gednderte Notation iibernehmen wir auch fir P(i_ i)
+

und S(ﬂ. o)
Eine Darstellung der transparenten Randbedingungen im Zeitbereich erhalten wir durch
die Riicktransformation mit Hilfe der inversen Laplace-Transformation. Wenden wir diese
auf das lokale Helmholtz-Problem (4.11) an, erhalten wir die Einschrankung der fraktionalen

Schrodinger-Gleichung (S) auf das Intervall Qg durch

—iAu+Dfu = f in Qy xR,
u(a™,-) = A, (gz z_a> in RT,
u(a™, ) = \} (gz x_(ﬁ) in RT,

u(-,0) = ug in £y,

wobei wir den NtD-Operator der fraktionalen Gleichung im Zeitbereich als Abbildung
M5 (R - B ({af)) - B ({a*))

verstehen kénnen und, wie in der folgenden Uberlegung deutlich wird, iiber die inverse
Laplace-Transformation des NtD-Operators (3.3) fur die Helmholtz-Gleichung erhalten:

Dazu seien
OF S, — H-2({0%)) wnd ¢* i RY - B ({a)),

wobei ®*(\) = Z{p*(t); A} gelte. Unter Verwendung des inversen Faltungssatzes und Be-
merkung 4.7 lisst sich der NtD-Operator AT iiber

Ao (9T (1) = L7 HAT (=ix*) @ (N); ¢}
o CARCSICP O PR SRZ T SOV 10
= /t .;2”_1{Ai (—iX*); t—71} ot (r)dr (4.12)
0

definieren.

Bemerkung 4.8. Mit demselben Vorgehen kénnen wir auch eine Darstellung der Losung
in den Intervallen C;—L des AuBenraums, deren Linge L* wir hier wegen des homogenen
Wellenleiters als beliebig annehmen kénnen, angeben: Die inverse Laplace-Transformation

der zellenweisen Losungsdarstellung im Frequenzbereich, vergleiche Satz 3.13, liefert

E‘l{U(éi(A))‘Cji; t} - g—l{(si o (Pi)j) (—iAY) BE(N); t}

e
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_ (z*l{(si o (Pi)j) (—iA%); } wi(-)) (t),

womit wir unter Verwendung der Losung der lokalen fraktionalen Schrodinger-Gleichung

(S°) die zellenweise Losung durch

u(t) s = (zl{(si o (PE)') (=ixe); -} + (:Fagfc') mi)) () (413)

erhalten.

4.2 Schneller Faltungsalgorithmus fiir die fraktionale

Schrodinger-Gleichung

4.2.1 Anwendung der exponentiellen Faltungsquadratur

Da die fraktionale Schrodinger-Gleichung eine Subdiffusion beschreibt, sind wir eher dar-
an interessiert, die Losung in einem Intervall Qg zu erhalten, als diese in den Auflenraum
fortzusetzen. Die Vorgehensweise zur Berechnung der zellenweisen Losung wird zudem im
néchsten Kapitel fiir die Anwendung auf die Wellengleichung im zweidimensionalen Wellen-
leiter genauer betrachtet, siehe Abschnitt 5.2.1.1, und l&sst sich mit leichten Modifikationen,
wie beispielsweise die Verwendung der exponentiellen Quadratur anstelle der Runge-Kutta
basierten Faltungsquadratur, einfach auf den Fall der fraktionalen Schrodinger-Gleichung
anwenden, weswegen sie hier nicht weiter thematisiert wird. Wir werden uns daher in die-
sem Kapitel auf einen schnellen Algorithmus zur Berechnung der fraktionalen Gleichung

(S°) konzentrieren.

Wie bereits erwahnt, wollen wir in diesem ausnutzen, dass sowohl die Losung der fraktiona-
len Schrodinger-Gleichung auf der reellen Achse als auch die NtD-Operatoren als Faltungs-
integrale dargestellt werden kénnen. Dazu vereinfachen wir die Darstellung aus Satz 4.5,
indem wir feststellen, dass sich die Losung u des Randwertproblems (S) schreiben lasst als

u = v + ug, wobei v gegeben ist als die Losung des Problems

—iAv+Dfv = f+ilAug in RxRT,
(4.14)
v(,0)=0 in R
Hierbei kénnen wir v nach Satz 4.5 schreiben als
t
vz, t) = / P.(t—71) (f(z,7) + iAug(z)) dr. (4.15)
0

Insbesondere erfiillt die Laplace-Transformierte R (A%, ¢A) des Faltungskerns P, (¢), wie im
Beweis von Satz 4.5 gezeigt, die Sektorialitdtsannahme 1.2 mit dem Parameter p = « im

Sektor Ew/2+9u .
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Da wir uns somit im Ausgangspunkt von Kapitel 1 befinden, konnen wir die dort beschrie-
bene exponentielle Quadratur zur Approximation der Faltung (4.15) verwenden. Fiir die
Knoten 0 < ¢; < ... <c¢s <1, N Zeitschritte und Schrittweite h erhalten wir nach Satz 1.8

zum Zeitpunkt ¢ty = Nh die Approximation an die Losung v(z, ty) durch
N-1 s
on(@) =h Y > wino1-j (f(@t; + cih) + iAug(x)), (4.16a)
=0 i=1
wobei die Faltungsgewichte durch

1 / R\, iA) M by(hX) dX (4.16b)
T

Wi = o

mit den Funktionen b;(z) aus (1.8) gegeben sind. Von der Kurve I" nehmen wir dabei an,
dass sie die Voraussetzungen aus Satz 1.4 im Sektor Y./, 4 erfiillt. Wie in Satz 1.9 gezeigt

wurde, konnen wir hier eine Konvergenz der Ordnung s erwarten.

Wenden wir die obige Umformung u = v + ug auf das lokale Problem (S°) an, erhalten

wir unter der Annahme (S4) das Problem

—iAv + Dfv = f + iAug in QyxRT,
v(a™, ) = Ay (gz x=a> in RF,
v(at, ) =} (g; w_(ﬁ) in RT,

U(‘,O) =0 in 907

(4.17)

bei dem sich nun die Frage nach der Diskretisierung der NtD-Operatoren A* stellt. Diese
sind geméf (4.12) ebenfalls als Faltung definiert, wobei der Faltungskern durch die Funktion
t s L7HAT (—i\?); t} gegeben ist. Nun kénnen wir auf die Resultate aus Abschnitt 3.2.2.1
zuriickgreifen: Die Laplace-Transformierte AT (—i\*) des Faltungskerns lisst sich nach (3.15)

wegen des Zusammenhangs s = —iA® schreiben als die Abbildung
1
v =i\ ’

Wie sich leicht nachvollziehen ldsst, gilt hier wegen p = 1 die Gleichheit AT = A~. Mit den
Uberlegungen in Abschnitt 3.2.2.1 folgt nun, dass die Laplace-Transformierten A®(—i\®)

A AT (—i\Y) =

analytisch fiir A € X/, 14, sind und dort der Abschétzung

C
A2

A= (—iA)| <

geniigen. Damit ist die Sektorialitdtsannahme 1.2 im gleichen Sektor wie fiir die Laplace-
Transformierte der Losungsdarstellung erfullt.

Wie gerade gesehen, konnen wir somit die exponentielle Quadratur zur Approximation der
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transparenten Randbedingungen zum Zeitpunkt ¢ verwenden, wodurch wir die Gleichung
N—-1 s P
:l: _ ~
v(a™,ty) =h j;o ;wiw_l_j <:|:8xv(:c,tj + cih)|x_ai> (4.18a)

mit den Faltungsgewichten

Wiy = —— [ AE(=ir®) eI b (hA) dA (4.18b)
’ 2mi Jp

erhalten. Hierbei kann dieselbe Kurve I' wie fiir die Faltungsgewichte w; ; gewéhlt werden.

Da wir dasselbe Faltungsquadratur-Verfahren sowohl fiir die Losungsdarstellung (4.15) als
auch fiir die NtD-Operatoren (4.12) verwenden konnen, ist nun der folgende Zusammenhang

leicht nachvollziehbar:

Korollar 4.9. Die Zeitdiskretisierung des lokalen Problems (4.17) unter Verwendung der
exponentiellen Quadratur mit s Knoten zur Approximation von (4.12) und (4.15) liefert uns

ein konvergentes Verfahren der Ordnung s.

Beweis. Wir bezeichnen mit vy (z) die Losung der semidiskreten Version von (4.17) und
(4.18). Dann gilt

[on (2) = vz, tn)llo., < o8 (2) = on (@)llg.0, + low (@) — vl tn)llo g, -

Nach Konstruktion gilt vn(z) = vy (x) fir alle x € Qp, wodurch der erste Summand in

obiger Abschétzung verschwindet. Wegen
[on (z) = v(@,tn)llo.0, < llvv () —v(@, tn)llo 0, < llvv (@) — vz, tn)llog

und Satz 1.9 folgt damit aus der Konvergenz s-ter Ordnung der Diskretisierung von (4.14)
direkt die Konvergenz der Diskretisierung von (4.17). O

4.2.2 Diskretisierung im Ort

Auch wenn wir gerade schon die zeitdiskrete, aber noch ortskontinuierliche, Version des
lokalen Problems (4.17) untersucht und deren Konvergenz festgestellt haben, setzen wir fir
die Herleitung der Ortsdiskretisierung einen Schritt vorher an und betrachten stattdessen
wie bereits in Abschnitt 4.1.3 die Laplace-Transformation von (4.17), die gegeben ist durch
das lokale Helmholtz-Problem

—iAV + AV =F +’LA’LLO in QO = (—1, 1),
ov
Vv (—iA )(8;10 z_1> 0 ur ) (4.19)
ov
—A+ _a A _ £is -1
Vv (—iX )< B m_1> 0 ur oz =1,
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wobei V(z, \) die Laplace-Transformierte der Losung v(zx,t) von (4.17) bezeichnet und wir

Qg zur Vereinfachung wie angeben annehmen.

Da wir die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.3.1 verwenden wollen, diskretisieren wir den Ort
hierbei mittels zentraler Finiter Differenzen. Dazu wihlen wir auf dem Intervall Qy = [—1, 1]
ein dquidistantes Gitter mit M Gitterpunkten und Gitterweite Ax = ﬁ, das heifit, die
Gitterpunkte sind gegeben durch z,, = (m — 1)Az — 1 firm=1,..., M.

Bezeichnen wir mit V,,,(A) die semidiskrete Naherung an V(x,,, A), so liefert uns die Anwen-

dung der zentralen Finiten Differenzen auf das Helmholtz-Problem fiir m = 2,..., M —1 die
Gleichungen
A Vinr1(A) = 2V (A) + Vip—1(A)
o o A
(uo(Tmg1) — 2uo(@m) + uo(zm—1)
:F(.Tm, )\) —+1 ( sz .

Nach (3.24) und da hier AT = A~ gilt, sind die ortsdiskreten NtD-Operatoren, die unter

Verwendung der zentralen Finiten Differenzen berechnet wurden, fir ¢ € C gegeben durch

A
Ai(_i/\a)(‘p):Wil@ fir A€ Suyig,, wobei

CA) =1+

(—id)Az?  V/—ide V—id*Ax? + 4 Ax
+ .
2 2
Bemerke dabei, dass die Nullstelle () des zugrunde liegenden charakteristischen Polynoms
(3.23) hierbei so gewidhlt ist, dass [((\)| > 1 fiir alle A € Xx/49, gilt.
Passend zu den Randbedingungen der lokalen Probleme in den Zellen C’Oi, die in Ab-
schnitt 3.2.3 zur Herleitung der ortsdiskreten Operatoren verwendet wurden, approximieren

wir die Ableitungen an den Stellen z; = —1 und x3; = 1 mittels des Differenzenquotienten
durch

L TC e T O L 1 CY ek 4 ST

Ax Ox Az

0
%V($17 )\) =~

Damit erhalten wir die ortsdiskreten Versionen der transparenten Randbedingungen von
(4.19) durch

W) = (i) (AU BT

Oy —1 sowie
_ o VA = V-1 (A _ Vu—1(A) = Ve (V)
Var(h) = A+ (—ix®) <— - ) = T

Fiir die semidiskreten Vektoren V(A) := (Vi(A),...,Var(A)", F(A) = (0, F(z2,\), ...,
F(za—1,A),0)" und ug := (up(z1),...,uo(war))” lisst sich die ortsdiskrete Version von
(4.19) damit schreiben als das System

A*MV(A) = AV(A) + BA)V(A) + AzF(A) + Aug  bzw.
(A*M — A — B(\)) V(\) = AzF()) + Au,
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Kapitel 4 Zeit-fraktionale Schrédinger-Gleichung auf der reellen Achse

wobei M = Az diag(0,1,...,1,0),

Wenden wir die inverse Laplace-Transformation an, um die Berechnungen zuriick in
den Zeitbereich zu fithren, so lédsst sich leicht einsehen, dass der semidiskrete Vektor

v(t) = (v1(t), ..., vp(t))" fiir die Approximationen vy, (£) & v(2m, t) als Losung der Faltung
¢

v(t) = / g—l{(AaM —A-B\) - T} (£(r) + Aup) dr, (4.20)
0

geschrieben werden kann, wobei f(t) := (0, f(x2,t),..., f(xpr—1,t), O)T gilt. Damit haben
wir die semidiskrete Version der Losungsdarstellung (4.15) hergeleitet, die zudem den trans-

parenten Rand an den Punkten x = +1 beriicksichtigt.

Bemerkung 4.10. Anstelle der zentralen Finiten Differenzen lassen sich auch andere Ver-
fahren zur Ortsdiskretisierung verwenden, wodurch sich die Matrizen M und A sowie die
charakteristische Gleichung, die der Berechnung der NtD-Operatoren zugrunde liegt, und
damit die Nullstelle z(\) &ndern konnen. In [18] sind beispielsweise die NtD-Operatoren,
die unter Verwendung kompakter Finiter Differenzen der Ordnung 4 berechnet wurden, zu
finden. Hierbei ist noch anzumerken, dass anstelle der Methode aus Kapitel 3 die Herlei-
tung der transparenten Randbedingungen im angegeben Paper iiber die bekannte Methode
der Z-Transformation gefiihrt wurde, vergleiche dazu auch [49] fiir die nicht-fraktionale

Schrodinger-Gleichung.

4.2.3 Vollstandig diskretisiertes System und schneller Algorithmus

Die Uberlegungen aus den beiden vorherigen Abschnitten lassen sich nun leicht zur voll-
standigen Diskretisierung des Problems (SO) zusammenbringen. Dazu betrachten wir wie in

Abschnitt 4.2.1, N Zeitschritte, eine Zeitschrittweite h mit ¢ty = Nh sowie eine Zerlegung

des Intervalls Qg := [~1,1] in M #quidistante Gitterpunkte z,,, siche Abschnitt 4.2.2.
. T .
Es sei weiter vy = ((’UN)l, ce (vN)M) , wobei
(ON)m = v(Tm,ty) fir m=1,..., M.

Wenden wir nun die exponentielle Quadratur auf die semidiskrete Faltung (4.20) an, erhalten

wir die Approximation vy durch

N-1 s
VN = h Z ZWi7N_1_1 (f(t]v + Cih) =+ Auo), (421&)

j=0 i=1

-

<
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4.3 Numerisches Experiment

wobei die ortsdiskreten Faltungsgewichte gegeben sind durch

1 _ .
Wi = — / (A“M — A —B()) ' X0 b, (hA) dA, (4.21b)
2mi Jr
vergleiche (4.16) und (4.18). Von der Kurve I" nehmen wir weiterhin an, dass sie die Annah-

men aus Satz 1.4 im Sektor Y./, ¢ erfiillt.

Parametrisieren wir die Kurve I' geméif8 der Uberlegungen aus Abschnitt 1.3 mit unter-
schiedlichen Hyperbeln, so lasst sich leicht einsehen, dass der schnelle Faltungsalgorithmus
zur Berechnung der Approximation an die Losung v von (4.17) eine direkte Anwendung
des schnellen Faltungsalgorithmus aus Abschnitt 1.4 ist. Fiir die Details den Algorithmus

betreffend, verweisen wir auf das entsprechende Kapitel.

Bemerkung 4.11. Wie zu Beginn von Abschnitt 1.4 diskutiert, bietet sich der angegebene
Algorithmus beispielsweise dann an, wenn die Losung nur zum Endzeitpunkt ¢y bestimmt
werden soll, jedoch der zeitliche Verlauf nicht weiter von Interesse ist. Wollen wir die Losung
in Qg zellenweise fortsetzen, werden jedoch die Auswertungen der Richtungsableitungen der
Losung an den Punkten (at, tj+ch) firi=0,...,sund j =0,..., N — 1 beziehungsweise
Approximationen daran benétigt, vergleiche (4.13). Daher eignet sich der hier beschriebene

Ansatz nur fiir die Behandlung der fraktionalen Gleichung im Intervall .

Zur vollstandigen Beschreibung des Algorithmus, der die Approximation an die Losung u
des Problems (S°) berechnet, bleibt somit nur noch die Riicksubstitution durch den Zusam-

menhang u = v + ug zu erwahnen.

4.3 Numerisches Experiment

Als Testproblem betrachten wir die fraktionale Schréodinger-Gleichung

Dfu(z,t) = iAu(x,t) in RxR",
u(z,0) = X[-0.99,0.99) () 10 exp(—(82)® + 10iz) in R,

wobei wir die Ordnung der fraktionalen Ableitung auf o = 3/4 festlegen. Nach (4.5) set-
zen wir daher 6, = 7/2. Wir berechnen die Approximation an die Losung u von (S°) in
Qo = (—1,1) wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, das heiit insbesondere verwenden
wir die in Abschnitt 3.2.3.1 unter Verwendung von zentralen Finiten Differenzen hergeleitete
Darstellung der NtD-Operatoren im entsprechenden Helmholtz-Problem und diskretisieren
die Faltungsintegrale mit Hilfe der exponentiellen Quadratur. Ein analoges Beispiel wurde in
[18] untersucht, jedoch wurden hier, wie bereits erwdhnt, kompakte Finite Differenzen zur
Ortsdiskretisierung sowie die Runge-Kutta basierte Faltungsquadratur fiir den Fall einer

sektoriellen Laplace-Transformierten verwendet, siche dazu auch [45].

Um die Genauigkeit der Diskretisierung der transparenten Randbedingungen A\Z (4.12)
~1,1]

zu testen, berechnen wir die Losung u von (SO)7 wobei wir das Intervall Qg = [—1, 1] mit
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Abbildung 4.1: Absolutbetrag der Losung und absoluter Fehler zu den Zeiten ¢ = 0.05,0.1,
..., 1 im Intervall Qy = (—1,1) fiir die Parameter B = 5 und x = 50. Die
z-Achse in der rechten Achse ist hierbei logarithmiert.

M = 801 Gitterpunkten diskretisieren und die Hyperbeln, die gemafi Abschnitt 1.3 zur
Diskretisierung von (4.21b) gewéhlt werden, fir den Wert x = 50 an 2x + 1 Stiitzstellen
auswerten. Hierbei setzen wir B = 5 fiir die Aufteilung der Intervalle I, aus (1.10). Fir
die Referenzlosung betrachten wir das Intervall [—8, 8] mit 6401 Gitterpunkten und setzen
k = 110. In beiden Féllen approximieren wir die Faltung (4.21) mit Hilfe der exponentiellen
Quadratur der Ordnung s = 3, in der die Polynominterpolation unter Verwendung der
Tschebyscheff-Knoten durchgefithrt wird, und setzen die Zeitschrittweite auf A = 1/400. In
Abbildung 4.1 stellen wir den Absolutbetrag der berechneten Losung und des absoluten
Fehlers in Q¢ zu den Zeitpunkten ¢ = 0.05,0.1,...,1 dar. In der Abbildung lasst sich gut
erkennen, dass der Fehler vom Inneren des Intervalls €1y ausgeht, jedoch nicht von den

transparenten Randbedingungen.

Haben wir in Abbildung 4.1 den festen Wert x = 50 verwendet, so wollen wir nun ein
besseres Verstandnis fiir den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Stiitzstellen zur Dis-
kretisierung der Hyperbeln und dem beobachteten Fehler erlangen. Dazu betrachten wir
in Abbildung 4.2 den absoluten Fehler der berechneten Losung in Abhéngigkeit des Pa-
rameters k. Die linke Seite der Abbildung zeigt dabei den Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0.5
mit Schrittweite h = 1/400, das heifit N = 200 Zeitschritten, und mit den verschiedenen
Werten M = 201, 401, 801. Fir die rechte Seite der Abbildung berechnen wir den Fehler
zum selben Zeitpunkt mit fester Wahl M = 401 und betrachten verschiedene Werte fiir den
Zeitschritt N. Die Referenzlésungen erhalten wir hierbei erneut mit der Wahl x = 110 und
B = 5 und unter Verwendung derselben Zeit- und Ortsschrittweite wie fiir die Approxima-
tion der jeweiligen Losung in €2y. Damit sehen wir in Abbildung 4.2 den Fehler, der durch
die Approximation der Wegintegrale, siche (4.21b) und (1.12), entsteht. Hier lasst sich die
exponentielle Konvergenz, die wir in (1.14) angeben haben, klar erkennen.

An dieser Stelle lasst sich ein Vorteil der exponentiellen Faltungsquadratur gegeniiber der

Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur, die in [18] betrachtet wurde, hervorheben: Dort
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Abbildung 4.2: Absoluter Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 in Abhéngigkeit vom Parameter x
flir verschiedene Werte des Zeitschritts N und verschiedene Anzahlen M an
Punkten im Ortsgitter. Im linken Bild ist N = 200 festgelegt, im rechten
Bild betrachten wir M = 401 Gitterpunkte.

erhalten wir fiir die Faltungsgewichte einen dhnlichen Diskretisierungsfehler wie in (1.14),
jedoch gilt dieser nicht fiir die ersten paar Gewichte. Diese miissen stattdessen direkt iiber
die Darstellung (2.4) berechnet werden, wodurch eine Fehlerséttigung auftritt, die abhingig

von der Anzahl der auf diese Weise berechneten Gewichte ist.

97






KAPITEL 5

WELLENGLEICHUNG IM
PERIODISCHEN WELLENLEITER MIT
LOKALEM DEFEKT

In diesem Kapitel werden wir das in Kapitel 3 vorgestellte Verfahren nutzen, um die Wel-
lengleichung in einem periodischen, lokal gestérten Wellenleiter zu untersuchen und die dort
hergeleiteten Operatoren in den Zeitbereich zu iibertragen. Hierbei erhalten wir diese in
Form von Faltungen, die mit Hilfe der Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur appro-
ximiert werden kénnen. Verwenden wir dasselbe Runge-Kutta-Verfahren fiir die Diskreti-
sierung der partiellen Differentialgleichung im Gebiet des lokalen Defekts, sind wir in der
Lage einen Faltungsalgorithmus anzugeben, der es uns ermdglicht, die Losung in diesem

beschrinkten Gebiet sowie davon ausgehend im Rest des Wellenleiters zu berechnen.

Unter der vereinfachenden Annahme, dass der Quellterm f der Wellengleichung harmo-
nisch zeitabhéngig ist, das heiflt als Produkt einer nur vom Ort abhéngigen Funktion und
dem zeitabhingigen Faktor exp(—iwt) mit Frequenz w > 0 dargestellt werden kann, ldsst
sich die Wellengleichung durch Trennung der Variablen auf die Helmholtz-Gleichung zuriick-
fithren. Dies ist auch die Motivation zur Betrachtung der Helmholtz-Gleichung in [40] und
den folgenden Veroéffentlichungen, die sich daher hauptséchlich auf das zeitharmonische Pro-
blem konzentrieren und keine Moglichkeit aufzeigen, die transparenten Randbedingungen

sowie die zellenweise Losungsdarstellung im Zeitbereich zu erhalten.

Fiir die Betrachtung der Wellengleichung mit einer allgemeineren Quellfunktion in einem
periodischen, lokal gestorten Wellenleiter zeigt Coatléven in seiner Dissertation [10] und
dem daraus resultierenden Paper [11] eine Moglichkeit auf, die Ideen aus [40] zu nutzen.
Hier wird die Wellengleichung zunéchst anhand eines 6-Schemas in der Zeit diskretisiert.
Mit der Losung des semidiskreten Systems im Halb-Wellenleiter im ersten Zeitschritt lassen
sich rekursiv mit Hilfe des Vorgehens aus [40] diskrete DtN-Operatoren herleiten, anhand
derer sich anschlieflend die transparenten Randbedingungen fiir das zeitdiskrete Problem im

gesamten Halb-Wellenleiter als diskrete Faltung berechnen lassen.
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Das hier vorgestellte Verfahren ermdoglicht im Vergleich zur Idee aus [10] die Angabe einer
zeitabhdngigen transparenten Randbedingung, eine héhere Konvergenzordnung sowie eine

schnelle und teils parallele Berechnung.

Dazu werden wir im ersten Teil des Kapitels das Modellproblem erlautern und wie im
vorherigen Kapitel mit Hilfe der Ideen aus Kapitel 3 die transparenten Randbedingungen
sowie die zellenweise Losungsdarstellung herleiten. Der zweite Teil des Kapitels dient zur
Angabe des schnellen Faltungsalgorithmus, wobei wir auch auf die Ortsdiskretisierung ein-
gehen werden. Abschlielend betrachten wir numerische Experimente, die die Anwendung

und das Verhalten des Algorithmus illustrieren.

5.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

5.1.1 Modellproblem

Wie in Abschnitt 3.1.1 betrachten wir einen zweidimensionalen periodischen Wellenleiter €2,
der im Gebiet )y eine lokale Stérung der Periodizitit aufweist. Die eingefiihrten Notationen,
siehe Abbildung 3.1, bleiben weiterhin bestehen.

Auf dem Wellenleiter suchen wir die Losung u : Q x Rf — C der Wellengleichung

A yu(@,y,t) + p(z,y) Fulz,y, t) = f(z,y,t) in QxR
u(z,y,t) =0 auf 90 x R,
. (W)
u(x7y70) = Uo(l‘,y) m Qa
atu(xv Y, O) = UO(£7 y) m Q

Wihrend wir die Annahmen (H1) und (H2) tber die Funktion p aus Kapitel 3 weiter bei-
behalten, miissen die Annahmen iiber den Quellterm f dem nun zeitabhingigen Problem
angepasst beziehungsweise erginzt werden, um weiterhin die spezielle Struktur des Wellen-

leiters ausnutzen zu kénnen. Daher treffen wir anstelle von (H3) und (H4) die Annahmen
(W1) f e CYR{, L?(2)) und
(W2) supp(f(-,t)) C Qo VteR]

und fordern zusétzlich
(W3) ug € H}(A, Q) und vy € HL(Q) sowie

(W4) supp(ug) Usupp(vg) C Qo.
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5.1 Bestimmung der transparenten Randbedingungen

5.1.2 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Unter Verwendung der soeben formulierten Annahmen kénnen wir die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer beziiglich der Zeit klassischen Losung der Wellengleichung (W) zeigen. Dazu

erinnern wir uns an den in Abschnitt 3.1.2 definierten Operator
A:D(A) = Hy(A,Q) = L*(Q), uw Au:=—p A,
mit dem wir das zu (W) dquivalente Problem

Au+0fu=ptf in QxR
u=20 auf 00 x R,
u(+,0) = ug in  Q,
dru(-,0) = v in €

erhalten. Wie wir bereits in Satz 3.8 und Korollar 3.9 bewiesen haben, gelten folgende

Resultate, die wir hier zur Ubersichtlichkeit kurz wiedergeben:
o der Operator A ist unbeschrinkt und selbstadjungiert in L?(Q);

e die zu —A assoziierte Sesquilinearform
ap: Hy(Q) x HY(Q) = C,  (u,v) = ao(u,v) := / Vu-Vod(z,y)
Q

ist stetig auf HJ () x H}(Q), hermitesch sowie H{(Q)-elliptisch;
o fiir u € D(A) und v € H () gilt damit insbesondere ag(u,v) = (Au, V)o. -
Um den néchsten Satz formulieren zu kénnen, wollen wir das Problem (5.1) in ein System
erster Ordnung in der Zeit transformieren, das mit der Definition V = (Vi, V2)" = (u, dyu)”

gegeben ist durch

el =(atin ) = () (0)
Ot —Au+ptf -4 0 P f

Wir definieren hierbei den Operator A : D(A) — H fur V € D(A) durch

0 Id 0 Id
AV = V= V, (5.2a)
-A 0 pIA 0
wobei der Raum H := H}(Q) x L*() ausgestattet mit dem Skalarprodukt
(U, V)y = ao(U, V1) + (Us, Vo), (5.2b)

wieder ein Hilbertraum ist. Setzen wir

D(A) := D(A) x H3(Q) C H, (5.2¢)

101



Kapitel 5 Wellengleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

so ist A nach [13, Prop. VI.3.9] abgeschlossen in H.
Mit diesen Uberlegungen liefert [14, Thm. XVII.3.4] sofort das néchste Resultat:

Satz 5.1. Der dber (5.2) definierte Operator A ist der infinitesimale Generator einer Cy-
Kontraktionshalbgruppe auf H.

Bemerkung 5.2. Fiir den Beweis im genannten Theorem XVII.3.4 aus [14], dass tatséchlich
eine Kontraktionshalbgruppe generiert wird, ist die H}(Q)-Elliptizitét, also

Re(ao(u,u)) > C|lull; , Yu € H}(Q) mit C >0
sowie die dariiber definierte Norm auf H von zentraler Bedeutung. Gilt hier nur
Re(ao(u,u) + Xolulld, = Cllul?, fir 2o € R\ {0},

so lasst sich weiterhin zeigen, dass der Operator eine Cy-Halbgruppe erzeugt. Diese muss

jedoch keine Kontraktionshalbgruppe mehr sein, vergleiche [14, Bsp. XVIIB.3.6].

Mit Satz 5.1 folgen nun die Existenz und die Eindeutigkeit einer beziiglich der Zeit klas-

sischen Losung:

Satz 5.3. Unter den Annahmen (H1), (W1) und (W3) besitzt die Wellengleichung (W)

eine eindeutige Losung
ue C*(RY, L*(Q) n C'(RF, Hy(2)) N C(RY, D(A)) .

Beweis. Da der Operator A nach Satz 5.1 eine Cy-Kontraktionshalbgruppe erzeugt, der
Vektor der Startwerte (ug,vo)? nach (W3) in D(A) liegt und die Funktion F : RY —
H, t+— (0,p71f(,1))T nach (W1) stetig differenzierbar auf Ry ist, folgt die Existenz einer

Losung
Vel (Ry,H) N C(RJ,D(A)) (5.3)
des inhomogenen Cauchy-Problems

HV(t)=AV(t)+F(t), teR"

5.4
V(0) = (uo, v0)” o4

sofort mit [55, Kor. 4.2.5].

Um die Eindeutigkeit zu sehen, nehmen wir an, dass Wj; und Ws zwei unterschiedliche
Loésungen von (5.4) sind. Dann ldsst sich leicht einsehen, dass W := Wy — W5 eine (klassi-
sche) Losung des homogenen Cauchy-Problems 0,W (t) = AW (t), t € RT mit Anfangswert
W(0) = W1(0) — W2(0) = (0,0)T ist, vergleiche [55, S.100]. Da damit W(0) € D(A) er-
fillt ist, hat das homogene Cauchy-Problem nach [55, Thm. 1.2.4] die eindeutige Losung
W (t) =0, wodurch Wy = W, folgt.
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Die angegebenen Regularitdten von w ergeben sich nun aus (5.3) unter Verwendung von
(H1) und V = (u, 0yu)T. O

5.1.3 Zusammenhang mit Helmholtz-Gleichung

Um, wie schon fiir die fraktionale Schrodinger-Gleichung gesehen, das Verfahren aus Ka-
pitel 3 anwenden zu koénnen, wollen wir statt eines Problems im Zeitbereich wieder ein
Problem im Frequenzbereich betrachten. Unter Verwendung der Laplace-Transformation
beziiglich der Zeit erhalten wir aus der Wellengleichung (W) eine Helmholtz-Gleichung der

Form

_ALCUU(xa Y, )‘) + p(.’L‘, y) )‘2 U(J?, Y, )‘)

(5.5)
:F(xvya)‘)+p(xay) (AU0($,y)+UQ(1‘7y)) in QXE(UO)
unter Dirichlet-Randbedingungen U (x,y, A\) = 0 auf 9Q x X(0g), wobei
U A) =Z{u(,t); A} und  F(,A) == Z{f(1); A} (5.6)

Hierbei ist o¢ > 0 die Konvergenzabszisse, das heifit, og sei so gewéhlt, dass die vorkommen-
den Laplace-Integrale fiir Re(\) > o( absolut konvergieren und damit (5.6) wohldefiniert
ist, vergleiche [15, Satz 3.4].

Im Gegensatz zu der betrachteten Helmholtz-Gleichung (H) in Kapitel 3 kommt nun die
Frequenz \? anstelle der Frequenz s in der Gleichung vor. Wegen \ € X (oy), erfiillt A? die
Annahme (H5), das heifit insbesondere gilt \*> = s € C\ R .

Des Weiteren lédsst sich leicht einsehen, dass fiir festes A € ¥(0g) und unter den Vorausset-
zungen (H1) sowie (W1)-(W4) fiir die rechte Seite der Helmholtz-Gleichung gilt

F:=F+pAug+w) € L*(Q) und supp(F) C Q.

Damit werden die Voraussetzungen von Proposition 3.11 eingehalten und wir kénnen die
Losung U des Problems (5.5) im gesamten Wellenleiter zusammensetzen aus der Losung U°

des Problems im lokal gestorten Gebiet €2, also hier

AU+ N2 pU=F in Q,
U=0 auf 90NN,

_ [oU° _ 9.7
UO—A/\Q <8x Fo) =0 auf Iy, (5.7)
ou°
UO_A;\‘FQ <_8xl‘*a’> =0 auf Fg,
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vergleiche (H"), sowie aus den Losungen U*(p*) der Halb-Wellenleiter-Probleme

—AUH(pF) + N pUs(pF) =0 in  QF
U(pf)=0 auf 9QNIOT,
U (p*)
e = ot auf I‘(f,
N + ou° : R . +
fiir die Wahl o™ := $§ L Nach Satz 3.13 ist damit die Losung in der Zelle Cj gegeben
r
als ’
Ue))ex = (S50 (PR)) (67), G €N, (5.8)
J

Um nun die transparenten Randbedingungen fiir die Wellengleichung (W) eingeschrankt
auf das Gebiet 2y zu bekommen, folgen wir demselben Vorgehen wie auch schon fiir die
fraktionale Schrédinger-Gleichung, das heifit, wir wenden die inverse Laplace-Transformation

auf das lokale Helmholtz-Problem (5.7) an. Dies liefert uns die lokale Wellengleichung

—Au+pdiu=f in QyxRT,
u=0 auf 00NN x RT,

u—x<8“ ):0 auf Dy x RT,

ox|ry

w— At <a“ +)0 auf I x RY,
FO

ox
u(-, 0) = Up in Qo,
atu(-, O) = Vo in QQ.

Verstehen wir den NtD-Operator (3.3) fir die Helmholtz-Gleichung nun, wie bereits in Be-
merkung 4.7 beschrieben, als Abbildung A — A*(\?), so kénnen wir den NtD-Operator fiir
die Wellengleichung

At (R+ — H*l/Z(rgE)) — HY* ()

wieder mit Hilfe des Faltungssatzes tiber die inverse Laplace-Transformation definieren:
Es seien ®F : 3(00) — H~/(I'T) und o* : RT — H~/*(T'T), sodass @+ (\) = L{o*(t); A}

erfiillt ist. Damit setzen wir
NE(e™ (1) = L7HAT (\7) 95 (V); 8}
= (Z7HA= () p ez o 1)) (5.9)
- /Ot LA (W)t — 1) ot (r)dr.

Dasselbe Vorgehen erméglicht uns auch wieder eine Darstellung der Losung in der Zelle

C’j[, j € Ng: Wenden wir die inverse Laplace-Transformation auf die zellenweise Losung im
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Frequenzbereich (5.8) an, erhalten wir
2 U@ )it =27 (570 (P) 0%) ¥ o]
= (27{(5% o) ()5 f e 2O ) )
= (ZUsH e P) ()5 f e 0)

Haben wir also die Losung der lokalen Wellengleichung (W?) in Qg berechnet, so kénnen

wir sie durch

W) =2 {(550 ) () o (752

zellenweise fortsetzen.

rg) (t) (5.10)

5.2 Schneller Faltungsalgorithmus fiir die Wellengleichung

5.2.1 Anwendung von Runge-Kutta Verfahren und Faltungsquadratur

Da wir nun die NtD-Operatoren sowie die Losung der Wellengleichung (W) in den Zellen
als Faltungsintegrale dargestellt haben, konnen wir auf deren Diskretisierung in der Zeit
unter Verwendung von Faltungsquadratur-Verfahren eingehen. Hierbei erinnern wir an die
Beobachtungen aus den Abschnitten 3.2.2.1 und 3.2.2.2 fiir den eindimensionalen Fall:
Sowohl im betrachteten homogenen als auch im inhomogenen Beispiel konnten wir feststel-
len, dass die Abbildungen A — A*(A\2?) und A — ST ()\?) in der Halbebene X (0g), oo > 0,
analytisch sind und dort die Abschitzungen aus Annahme 2.2, insbesondere mit ps = 1,
erfiillen, vergleiche dazu (3. 16) und (3.21). Da nach Konstruktion |P*| < 1 gilt, zeigt auch
die Abbildung A + S*o(P*)?()\?) fiir j € Ny das gewiinschte Abfallverhalten in der rechten
Halbebene 3 (oy).

Fiir beliebige Funktionen p*, die nicht als periodische Treppenfunktionen gegeben sind,
sowie allgemein flir den zweidimensionalen Fall kénnen wir weder die Operatoren analy-
tisch berechnen noch deren Abfallverhalten angeben. Wir gehen jedoch auf Grund der
Beobachtungen im Eindimensionalen davon aus, dass die Abbildungen A\ ~ A%(A\?) und
A STo (Pi)j()\z) weiterhin die Abschédtzung aus Annahme 2.2 mit po = 1 erfiillen. Das

numerische Experiment im Abschnitt 5.3.2 untermauert diese Annahme.

Damit kénnen sowohl der zeitabhéingige NtD-Operator (5.9) der Wellengleichung als auch
das Faltungsintegral zur zellenweisen Berechnung der Lésung (5.10) mit Hilfe der Runge-
Kutta Faltungsquadratur aus Satz 2.4 approximiert werden. Im Folgenden betrachten wir
dazu, wie im ersten Kapitel, ein A-stabiles Runge-Kutta Verfahren der Form (2.2) mit Ord-
nung p und Stufenordnung ¢, das die Bedingungen (RK1)-(RK3) erfiillt.
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Kapitel 5 Wellengleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

5.2.1.1 Semidiskrete Approximation in den Zellen

Obwohl im Algorithmus als erstes die Losung im beschrankten Gebiet 2y berechnet wird
bevor sie daraus zellenweise fortgesetzt werden kann, gehen wir zunédchst kurz auf diese
zellenweise Berechnung ein, da sie lediglich aus der Approximation eines Faltungsintegrals
besteht.
Dazu treffen wir die theoretische Annahme, dass wir bereits die Lésung u : Qg x Ry — C
der lokalen Wellengleichung (WO) kennen und damit auch die Funktion

gt :RT - ]{71/2(1%[)7 t gt (t) = :F% -
fiir jedes t € R™ angeben koénnen. Die Anwendung von Satz 2.4 auf das Faltungsintegral
(5.10) liefert uns unter dieser Annahme zum Zeitpunkt ty11 = (N 4 1)h mit Schrittweite h
und N Zeitschritten die Approximation

N N
u(~,tN+1)|Ci ~ h Z oI GE = (bTOL ®1d) h Z W;‘” Gx ., (5.11)
J n=0 n=0
wobei hier

N

. 0
+N (o o=
G () = (97t + exh))y = (qzﬁzu("t" “’“’”lroi)k_l

gesetzt wird und die Faltungsgewichte ’Wnif iiber die erzeugende Funktion

S Wwhis — (gt o (pty A(C) 2)
hn§:0 Wi G, = (8o (P ))((h ) (5.12)
gebildet werden.

Nehmen wir nun weiter an, dass die Funktion g* glatt genug ist und (g*)®(0) = 0 fiir
1=0,...,r—1mit r >max(p— 1 +1,p,q+ 1) erfillt, so kénnen wir nach Satz 2.8 in der
Approximation zum Zeitpunkt ¢x41 einen Fehler in der GréBenordnung O(hmi“(p’q+1+“2))

erwarten.

In der praktischen Anwendung kénnen wir die oben getroffene theoretische Annahme
natiirlich nicht erfiillen. Statt der Funktion g* kennen wir lediglich die Approximationen
Unk(')‘l—\oi ~ou(sty, + Ckh)‘roi firn =0,...,Nund k = 1,...,s, wodurch wir anstelle von
GE(-) in (5.11) die zellenweise Lésung mit Hilfe von

a S
GE() = [ F=—Ux(-
0= (s )

erhalten. Im numerischen Experiment in Abschnitt 5.3.2 ldsst sich dennoch die erhoffte

Konvergenz beobachten.
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5.2 Schneller Faltungsalgorithmus fiir die Wellengleichung

5.2.1.2 Semidiskrete Approximation in g

Im lokalen Problem (WO) geht es nicht nur um die Approximation des Faltungsintegrals, mit
dem wir den NtD-Operator (5.9) fiir die transparenten Randbedingung dargestellt haben,
sondern auch um die passende Zeitdiskretisierung der Wellengleichung —Au + p 9?u = f.
Wir gehen daher zunéchst auf Letztere ein und betrachten dazu weiterhin ein A-stabiles
implizites Runge-Kutta Verfahren, das die Annahmen (RK1)-(RK3) erfiillt.

Zur Diskretisierung der Wellengleichung (W) in €, deren eindeutige Losung in Satz 5.3
charakterisiert ist, transformieren wir diese in ein System erster Ordnung in der Zeit, was wir
bereits in Abschnitt 5.1.2 gesehen haben und hier kurz mit fiir diesen Abschnitt passenderer

Notation wiedergeben. Setzen wir v := dyu und y = (u,v)?, so ist (W) dquivalent zum

AN v B 0
Oy = (8”}) = (—Au+p—1 f) = Ay + <p—1f>’

wobei der Operator A durch (5.2) definiert ist. Durch die Anwendung des gegebenen Runge-

System

Kutta Verfahrens auf dieses System erster Ordnung erhalten wir die folgende Darstellung

der inneren Stufe Y,,;(-), i =1,...,s als

Uni - Vij
Y= "=y, +h Y ai " , 5.13
" (vm) o ; Y <—AUnj+p—1f(~,tn+cjh>> (519

wobei 1o = (ug,vo)T und wir die Approximation yxi1 an y(-,tx11) wegen (RK3) wieder

direkt aus der letzten Stufe Yys bekommen.

Da der Operator A nach Satz 5.1 eine Kontraktionshalbgruppe generiert, konnen wir die
Theoreme 1 und 3 aus [7] anwenden, die uns die Konvergenz von p-ter Ordnung des Ver-
fahrens (5.13) liefern. Fiir den Beweis werden zusétzliche Anforderungen an die Regularitét
der Losung y beziehungsweise an die Regularitdt des Quellterms gestellt, auf die wir nicht

genauer eingehen.

Es stellt sich nun die Frage, wie die Diskretisierung der transparenten Randbedingungen
gewahlt werden sollte, um die Konvergenz auch beziiglich des Problems (WO) zu erhalten. Im
Gegensatz zur Gleichung (5.10) aus dem vorherigen Abschnitt, bei deren Approximation wir
auf eine bis dahin bereits bekannte rechte Seite zuriickgreifen kénnen, sind die transparenten

Randbedingungen als Integralgleichungen
' TfA+()\2 9
u("t)|r§ = $/O <z {A (At — 7'} %u(~,7')|rni dr

gegeben, vergleiche (WO) und (5.9). Wie wir bereits in Abschnitt 2.3.2 fiir eine Volterra
Integralgleichung gesehen haben, fiihrt die Anwendung der Runge-Kutta Faltungsquadratur

hierbei auf eine implizite Gleichung zur Berechnung der inneren Stufen.
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Kapitel 5 Wellengleichung im periodischen Wellenleiter mit lokalem Defekt

Wir bezeichnen daher wie im ersten Kapitel mit Uy den Spaltenvektor der inneren Stufen,
also Uy = (Uni);_;. Die Approximation der transparenten Randbedingungen erhalten wir

somit als

N
o
UN‘FOi =h Z%Wni (:F&EUN_n’ﬁ) , (5.14a)

wobei hier die Faltungsgewichte WF iiber die erzeugende Funktion

h 3 WEC = A* ( A©) 2) (5.14b)
> ()

bestimmt werden.

Verwenden wir in der Runge-Kutta Faltungsquadratur dasselbe Runge-Kutta Verfahren,
das auch der Diskretisierung (5.13) zugrunde liegt, so sind die Werte U Ni|r#s die wir durch
die semidiskreten transparenten Randbedingungen (5.14) erhalten, nach Konstruktion genau
dieselben wie die, die durch die Einschrankung der Up; aus (5.13) auf FSE entstehen. Damit
erhalten wir wie bereits in Korollar 4.9 gesehen aus der Konvergenz der Diskretisierung von
(W) direkt die Konvergenz p-ter Ordnung des lokalen Problems (W?), die wir auch anhand

des numerischen Experiments in Abschnitt 5.3.2 nachvollziechen kénnen.

5.2.2 Diskretisierung im Ort

Wir betrachten hier die beiden Methoden zur Diskretisierung des Ortes, die den numeri-
schen Experimenten zugrunde liegen. Zum einen gehen wir kurz auf die zentralen Finiten
Differenzen ein, unter deren Verwendung wir die benétigten ortsdiskreten Operatoren in
den eindimensionalen Beispielen in Abschnitt 3.2.3 exakt ausrechnen konnten. Zum anderen
beschéftigen wir uns mit der Diskretisierung mittels der Methode der Finiten Elemente, die

wir im zweidimensionalen Experiment anwenden.

Hierbei gehen wir nicht genauer auf die Ortsdiskretisierung der lokalen zeitharmonischen
Probleme (3.8) ein, anhand derer wir die Operatoren P+, S* und A* bestimmen, da diese
fiir den schnellen Faltungsalgorithmus nicht von groflem Interesse sind und sich leicht reali-
sieren lassen. Des Weiteren lésst sich die zellenweise Berechnung der Losung auf eine einfache
Art vornehmen, sobald wir die benétigten Daten an den Réndern F(ﬂf durch die Losung des
Problems in 2y bestimmt haben. Im Folgenden werden wir uns daher auf die Ortsdiskreti-
sierung des semidiskreten Systems bestehend aus (5.13) und (5.14) konzentrieren und damit

insbesondere nicht genauer auf die Berechnung aus Abschnitt 5.2.1.1 eingehen.

Der Ubersichtlichkeit halber betrachten wir in diesem Abschnitt nicht das vollstindige
System (5.13), sondern lediglich die zweite Zeile des Vektors Y,,; unter der Annahme! s = 1,

1Nach (RK3) ist das einstufige Runge-Kutta Verfahren damit durch die Werte a11 = b1 = ¢1 = 1 charak-
terisiert.
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5.2 Schneller Faltungsalgorithmus fiir die Wellengleichung

das heifit die Gleichung
pVar=puo,+h (AUp1 + f(tn+h)) in Q. (5.15)

Fir das impliziten Euler-Verfahren gilt V,,; = v,41 und U,1 = up41. Da wir hier die
Verallgemeinerung auf beliebige Stufenzahlen, die in Abschnitt 5.2.3 zu finden ist, méglichst
nachvollziehbar machen wollen, bleiben wir bei der Notation iiber Grofbuchstaben, die auf
die inneren Stufen hinweist. Lediglich auf den zweiten Index ¢ = 1 in der Angabe der
Vektoren U,; und V,,; verzichten wir in den folgenden beiden Abschnitten und schreiben
stattdessen U, und V. Zum Verstindnis der Ortsdiskretisierung ist die Betrachtung der
Gleichung (5.15) ausreichend.

5.2.2.1 Finite Differenzen

Da uns die Finiten Differenzen nur fir die Betrachtung der eindimensionalen Beispiele in-
teressieren, setzen wir in diesem kurzen Abschnitt Qg = (a™,a’), a~ < a™. Wir withlen ein
dquidistantes Gitter auf Qp mit M Gitterpunkten und Gitterweite Az = %, wodurch
die Gitterpunkte gegeben sind durch z,, = (m — 1)Az +a~ firm=1,..., M.

Fir die Néherung (Uy,)m ~ Up(xy,) erhalten wir aus (5.15) fir m = 2,...,M — 1 die

ortsdiskretisierte Gleichung

p<xm) (Vn)m :P@m)vn(xm)

(Un)m+1 -2 (Un)m + (Un)m—l
th ( Ax?

+ f(@m, tn +h)>. (5.16)

Unter Verwendung des Differenzenquotienten zur Approximation der Normalenableitung,

vergleiche dazu die Uberlegung in Abschnitt 3.2.3, setzen wir

(Un)z — (Un)l 9

(Gn)l = T ~ %Un(@‘l) und
o (Un)M - (Un)M71 0
(Gn)M = Ax ~ _aixUn(l'j\/[).

(
(
G, = ((Gn)1 ,0,...,0, (Gn)M) ’
(
(
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erhalten wir so aus (5.16) und der vollstédndigen Diskretisierung der Randbedingungen (5.14)
das System

M,V,=M,v,+h(AU, +f, - G,)

(Un)l = hz Wji (Gn*j)l ’
j=0

Un)ar =0 W (Gug)y
§=0

fiur n € Ng, wobei M, = diag(0, p(z2), ..., p(zrp—1),0) und

_I/Aa: 1/Az

1/Agc2 *2/Aac2 1/Aac2

1/A:L’2 _Q/Aa:2 1/Aa:2
1/Am - 1/Am

5.2.2.2 Finite Elemente

Fiir die Ortsdiskretisierung der Gleichung (5.15) mittels der Methode der Finiten Elemente

betrachten wir zunédchst deren variationelle Formulierung: Setze dazu

a: Hyo(Q) x Hy o(Q) = C, (u,0) = a(u,v) := [ Vu-Vod(z,y) und
Q0
ou
+ 1 1 + —
- H Q Hy o(20) — C — = — d
g O,Q( 0) X O,Q( 0) ) ('IL,'U) g (U,'U) /FOi or F? v O-(:r7y)7

dann ist die schwache Formulierung von (5.15) gegeben durch

<Vnu w>07p7g20 = <vn7 w>0’p190 +h (—(I(Un, ’U}) - g+(Un7 w)
— g (U w) + (F(tn + R), w0, ) Y € Hio(S0):
Fiir die Diskretisierung wéhlen wir nun einen geeigneten endlich-dimensionalen Unterraum
®,r von H&Q(Qo), der iiber die Basis {¢1,...,pn} dargestellt wird. Die Basiselemente

bezeichnen wir hierbei als Ansatzfunktionen. Die Ndherung an ein U € H&Q(QO) beziiglich

des Ansatzraums ®p; ist damit gegeben als

M
U(‘I)J\/I)(':E’y) = Z Unmom(,y),
m=1

wobei wir fiir den Koeffizientenvektor die Notation U = (Uy,...,U M)T € CM verwenden
und zur besseren Vergleichbarkeit mit dem vorherigen Abschnitt auf den Index M zur An-

gabe der Lange des Vektors verzichten.
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Durch die Beschrinkung auf den endlich-dimensionalen Raum ®,; erhalten wir die

Galerkin-Approximation als

<V"(‘I>M)’ wM>0,p,Qo = <U"(‘I’M)’ wM>0,p,Qo +h (_a(Un(‘I’M)’ war) = g+(U"(‘I’M)’ war)

= 9" (Un(@p)> wnr) + (f(tn + h)awM>o,QO) Vwy € V.

M M
Mit der Massematrix M, = ((gpi, ©ilo ) Qo) , der Steifigkeitsmatrix A = (a(cp,;, gaj)> ,
P20 ) 5 q ij=1
N M
dem Lastvektor f,, = ((f(t” +h), i) Qo) und den Vektoren G := (gi(Un(q)M), <pi)>
2o )iz i=1

ergibt sich daraus das dquivalente M-dimensionale System
M,V, = M,v, + h(-AU, — G} — G,, +f,).
Wir nehmen nun an, dass es m* € {1,..., M} gibt, so dass fiir die Ansatzfunktionen gilt:

cpz-|F,7éO fir ¢2=1,...,m~ und ¢; =0 fuir i=m +1,...,M Dbzw.
0

Ly

il =0 fir i=1,....mT -1 und ¢;  #0 fir i=m", ..., M
|F0 Iy

Damit lassen sich die beiden Rand-Massematrizen

m~ M

M~ = <<80i790j>0,ro‘) und M = <<80i790j>0)r‘3')

ij=1 ij=m+

definieren und die beiden Unterrdume

O, =span{p1,..., -+ und ®F :=span{p,+,...,on}

von ®j; angeben. Auflerdem konnen wir die Einschrinkung von Uy (g,,) auf F(j)[ auf die

Darstellungen
U"(‘I’M)(z’y)|rg = Z(Un)m @m(xay) und
m=1
M
Un(@w{)(xvy)lr+ = Z (Un)m @m(myy)
0 m=m+
reduzieren, wobei wir hier die Koeffizientenvektoren mit X, = ((Un)1, ..., (Un)m-)T und

Y = ((Up)m+s---5 (Un)ar)T bezeichnen.
Unter Verwendung der Basiselemente der Riume &7, kénnen wir genauer auf die Vektoren

G eingehen. Wegen

G, = (g*(Un(@M)a%‘))Ml = (gi(wm’w))Mizl Un

= s

und den Uberlegungen iiber die Ansatzfunktionen am Rand T, lésst sich leicht einsehen,
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dass sich G, schreiben ldsst als

_ — T . — — m —
G, = (Gn,07...,0) mit @, = (9 (‘Pma‘Pi))mizl X,
Analog erhalten wir
T M
Gl =(0,...,0,0})" mit O} := (g*(gpm, gpl)) o T

Zuletzt betrachten wir die schwache Formulierung der semidiskreten transparenten Randbe-
dingungen (5.14). Hier lasst sich unter Ausnutzung der soeben definierten Vektoren einfach
nachvollziehen, dass das m™- beziehungsweise M —m™ — 1-dimensionale Gleichungssystem,

das sich durch die Finite-Elemente Diskretisierung ergibt, gegeben ist durch

At * ot
M*Yr=h Y WFe;
J=0

5.2.3 Vollstandig diskretisiertes System

Nachdem wir uns die Ortsdiskretisierung der vereinfachten Gleichung (5.15) mittels Finiter
Elemente und, im eindimensionalen Fall, mittels Finiter Differenzen angesehen haben, kon-

nen wir uns nun der vollstdndige Diskretisierung der Gleichungen (5.13) und (5.14) widmen.

Anhand der Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt ldsst sich schnell einsehen, dass
uns die vollstdndige Diskretisierung von (5.13) zwei M-dimensionale Gleichungen mit den
Unbekannten U,,;, V,,; € CM fir n=0,...,Nund i = 1,...,s liefert, die in der Form

S
U,i=u,+h Zaijvnj7

j=1

S
M, Vi =M, Vy+h Y ai; (—AU,; — Gpj + £n;)
=1

geschrieben werden konnen. Bezeichnen wir den Vektor der inneren Stufen mit U, =
(Uni)i_,, genauso die Vektoren V,, und G,, sowie f, = (f(¢, + ¢;h));_,, so erhalten wir

daraus das 2sM-dimensionale Gleichungssystem

U,=1,®u,+h (Ot @1dp)V,,

{(Ids ©M,) Vi =L @M, v, +h (=(00@ AU, + (00 @ Idar) (=G + £)) - (517

Ohne Einschrinkung nehmen wir weiter an, dass es d* gibt?, so dass der Vektor G,,; € CM

gegeben ist als

Gi = (©;,,0,...,0,0;)" mit ©fect.

ni’

2Fiir die Finiten Differenzen in Abschnitt 5.2.2.1 gilt d* = 1. Bei der Betrachtung der Finiten Elemente in
Abschnitt 5.2.2.2 setzen wir d~ :=m~ und dt == M —m™T + 1.
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Bezeichnen wir nun noch die ersten d~ Eintriage von U,; mit Y, sowie die letzten d*
+

Eintrége von U,,; mit Y., so ist die vollstdndige Diskretisierung der transparenten Rand-

bedingungen (5.14) geben als die diskreten Faltungen

(Ids @ ME)YE = ZWki er ,
k=0

mit W+ ¢ C(Sdi)X(Sdi), et = (@fi)::l € ¢ und T = (Triu-)::l € €4, Setzen wir

hierbei die umgeformte Gleichung

e = (hwi)! <(Ids eMH) YT+ > Wi @f;k> (5.18)
k=1

in Gleichung (5.17) ein, erhalten wir so ein System, mit dem wir die Vektoren U,, und
V,, bestimmen konnen. Haben wir diese berechnet, bekommen wir wiederum aus (5.18) die

Werte @f, die fiir die Berechnung des nédchsten Zeitschritts notwendig sind.

An dieser Stelle wollen wir nicht zu weit in die Details der Implementierung gehen, jedoch
deutlich machen, wie das Schema von Hairer, Lubich und Schlichte, das in Abschnitt 2.3.2
beschrieben ist, verwendet wird um einen schnellen Algorithmus zu erhalten:

Die direkte Berechnung der U, mit n = kr,...,(k+ 1)r — 1, k € No, r € N\ {1}, die
wir in Abschnitt 2.3.2 als die Funktion Dreieck bezeichnet haben, wird hier, wie gerade
beschrieben, iiber das System (5.17), in das (5.18) eingesetzt wurde, durchgefithrt. Daher
wird in Dreieck ein System der Grofie 2sM gelost. Ebenfalls schliefit Dreieck das Losen
der Gleichung (5.18) mit ein. Damit liefert uns die direkte Berechnung in Dreieck neben
U,, und V,, auch noch die Vektoren @ff.

Die Funktion Quadrat, in der die FFT ihre Anwendung findet, bezieht sich auf die Summe
in der rechten Seite von (5.18), das heifit auf sd*-dimensionale Vektoren und Matrizen.
Die jeweils dazu notwendigen Vektoren ©=

» sind aus den vorherigen Dreieck-Funktionen
bekannt.

5.2.4 Zusammenfassung des Algorithmus

Bevor wir zu den numerischen Experimenten kommen, geben wir abschlieend eine Ubersicht
iiber die wichtigsten Schritte des vollstdndig diskretisierten Algorithmus zur Approximation

an die Losung u der Wellengleichung (W) an.

Sei dazu t, = nh mit Zeitschrittweite h und n < N. Die Ortsdiskretisierung von
u(,tn)ja, € Hyo(S) sei realisiert durch einen Vektor der Linge M, wobei sich jeweils
d* Freiheitsgrade auf die Rénder Foi beziehen, vergleiche dazu die Uberlegung aus dem
vorherigen Abschnitt. Des Weiteren sei die Ortsdiskretisierung von (-, tn)lcoi € H&Q(Cgt)
durch einen Vektor der Linge M* bestimmt, wobei wichtig ist, dass wir dieselben d* Frei-
heitsgrade beziiglich der Rdnder I% haben.
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Wollen wir nun die Approximation von u S beziiglich Zeit und Ort fiir

Q=0;UQUQF

mit Qf = Cgt U...u C’Li, L € Ny, bestimmen, gehen wir dazu wie folgt vor:

1. Schritt: Fithre Algorithmus 5.1 aus, das heifit, berechne die (sd* x sd*)-Matrizen
P=(Z?) und A*(Z?) sowie die (sM* x sd*)-Matrix S*(Z?) fiir jede (s x s)-Matrix
Zj = AG)/pmit j =0,...,J—1, J > N und (; aus (2.4). Da die dazu betrach-
teten Helmholtz-Probleme fiir jedes j unabhéngig voneinander sind, lassen sich diese
Berechnungen, das heifit die Schleife iiber j, parallel durchfiihren. Ebenso kénnen der

linke und rechte Halb-Wellenleiter separat betrachtet und parallel berechnet werden.

2. Schritt: Berechne die Faltungsgewichte W € (CSdiXSdi, n=20,...,N —1, die durch
(5.14b) gegeben sind, mit Hilfe der FFT wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben.

3. Schritt: Lose das vollstandig diskretisierte System (5.17) unter Verwendung von (5.18)
und dem Verfahren von Hairer, Lubich und Schlichte wie in Abschnitt 5.2.3 be-
schrieben. Wir erhalten so die Niherungen U, € CM ~ wu(x,y,t, + cxh)jq, fir
n=0,...,N—-1, k=1,...,s.

4. Schritt: Berechne fiir £ = 0,...,L die Faltungsgewichte Wf’z € CsM* XSdi, n =
0,...,N — 1, die durch (5.12) definiert sind, wieder mit Hilfe der FFT. Auch hier

lassen sich die Berechnungen fiir jedes ¢ parallel durchfithren.

5. Schritt: Berechne fiir £ = 0,..., L aus (5.11) die zellenweisen Approximationen U, €
CM* ~ u(z,y, tn+1)|cﬁi fiirn = 0,..., N —1. Hierbei bendtigen wir fiir die rechte Seite
in (5.11) neben den Gewichten aus Schritt 4, nur noch die Vektoren ©F ¢ (CSdi, die

wir in Schritt 3 erhalten.

Algorithmus 5.1 : Berechnung der Operatoren aus Schritt 1

Input : Schrittzahl N, Schrittweite h, Matrix A des Runge-Kutta Verfahrens
Genauigkeit € > 0 aus Abschnitt 2.3.1

Output : Operatoren Pi(Z?), Si(ZJz), Ai(ij) firj=0,...,J

Setze J als die néchstgrofite Zweierpotenz nach N;

for j=0:J—-1:

Berechne die Matrix Z; = A(th) fiir ; = /D> /7 yergleiche (2.4);

Bestimme die Eigenwertzerlegung Z; = UijUj_1 mit D; = diag((D;)1,...,(Dj)s);

fori=1:s:
Erhalte die Operatoren 7?; ((DJ)ZQ) mit k,1 € {0,1} tiber die Lésung der lokalen
Helmholtz-Probleme (3.8) ;
Lose die Ricatti-Gleichung (3.12), siche Bemerkung 5.4, und erhalte P*((D;)?);
Berechne A*((D;)?) aus (3.11) und S*((D;)?) aus (3.10);

Bestimme die Operatoren P+ (Zf) = U; diag ((Pi ((Dj)iz))s_il) Ujfl sowie
analog A* (Z7) und §* (27) -
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5.3 Numerische Experimente

Bemerkung 5.4. Die Ricatti-Gleichung (3.12) kann mit Hilfe eines modifizierten Newton-
Verfahrens gelost werden, das in [23] beschrieben wird und die Anforderung an den Spektral-
radius durch einen Projektionsschritt in jeder Iteration beriicksichtigt. Der Newton-Schritt
ist hierbei fiir einen Startwert Xy gegeben durch X1 = X — Qy fir £ = 0,1,..., wobei
sich @ als Losung der Lyapunov-Gleichung

T:,rlo (Xka- + Qk-Xk) + (T:,roo + 7?11) Qr = 7;—,i_10X13 - (7?,_00 + 7?_11) X + TsJ,rol

mit Hilfe des Bartels-Stewart-Algorithmus berechnen lésst, siehe dazu die Implementierung
[64].

Sind wir nur an der Lésung im Gebiet g interessiert, so kénnen wir sowohl in Algorith-
mus 5.1 auf die Berechnung der Operatoren Si(ij) verzichten als auch die Schritte 4 und
5 auslassen. Des Weiteren ist es nicht notwendig, links und rechts von Qg dieselbe Anzahl
an Zellen zu betrachten. Dies wurde im obigen Algorithmus lediglich der besseren Ubersicht

halber angenommen.

5.3 Numerische Experimente

5.3.1 Wellengleichung in einer Raumdimension

Im Gegensatz zur Subdiffusionsgleichung aus dem vorherigen Kapitel ist bei der Betrachtung
der Wellenausbreitung besonders der inhomogene Fall interessant, also der, in dem die Funk-
tion p keinen konstanten Wert annimmt. Daher untersuchen wir den schnellen Faltungsalgo-
rithmus zunéchst unter Verwendung der Uberlegungen zur eindimensionalen inhomogenen
Helmholtz-Gleichung aus Abschnitt 3.2.2.2. Fiir das Testproblem in einer Raumdimension
setzen wir dazu

p(x) Ou(z, t) = O*u(x,t) in RxR",

(5.19)
w(x,0) = X[-1/2,1/5 () cos’(zm) in R,

wobei die Funktion p entsprechend (H2) stiickweise definiert ist als

p(x) i (—o0,-1],
plz) = 1 oin (-1,1),
(

pT(z) in [1,00).

Hierbei wéhlen wir die Periodenlingen L* = 2, wodurch die Zellen als C’f = (1424, 3+2j)
beziehungsweise C;” = (=3 — 2j, —1 — 2j) fiir j € Ng gegeben sind und definieren die peri-

odischen Funktionen p* als
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1, ze(1,2), B 1, ze(-2,-1),
p+(w)’C+ = bzw.  p (96)’07 =
0 0 4, xe(=3,-2).

Insbesondere haben wir fiir obige Funktion p* in Abschnitt 3.2.3.2 die fiir die Ortsdiskreti-
sierung des Laplace-Operators mittels zentraler Finiter Differenzen exakten NtD-Operatoren

A} (Cs 45 ms,+) hergeleitet. Wie sich leicht nachvollziehen ldsst, gilt hier nach Konstruktion
auBerdem A:(Cs,+7 ns,+) = As_ (<8,+> 775,+)-

Anstelle der in Abschnitt 3.2.3.2 hergeleiteten Darstellung der ortsdiskreten Randbedin-
gungen A kénnen wir diese auch iiber die Losung lokaler Helmholtz-Probleme, wie in
Algorithmus 5.1 beschrieben, ausrechnen. Vergleichen wir die NtD-Operatoren, die tiber die
hergeleitete Darstellung berechnet werden, mit denen, die iiber den angegebenen Algorith-
mus bestimmt werden, ergibt sich ein absoluter Fehler im Bereich von 10713 bis 10716, was
zeigt, dass die Berechnung auf beide Arten sinnvolle Ergebnisse liefert. Wir konnen in diesem

numerischen Experiment daher die Darstellung aus Abschnitt 3.2.3.2 verwenden.

Die Approximation der transparenten Randbedingungen A* fiir das Problem (5.19) ein-
geschriankt auf Qp := (—1,1), die iber (5.9) definiert sind, ldsst sich damit wie in (5.14)
unter Verwendung der FF'T berechnen.

Wie schon im numerischen Experiment zur fraktionalen Schrédinger-Gleichung, wollen wir
nun die Genauigkeit der diskreten transparenten Randbedingungen A* testen. Dazu be-
rechnen wir die Losung der Wellengleichung (5.19) im Intervall Qy unter Verwendung des

vorgestellten Verfahrens zu den Zeitpunkten ¢t = 0, h, ..., Nh = 16, wobei wir die Zeitschritt-

weite auf h = 1/100 festlegen. Die Intervalle Qg und C’Oi diskretisieren wir jeweils mit 801
Gitterpunkten. Fiir die Berechnung der Faltungsgewichte, siche Schritt 2 in Abschnitt 5.2.4,
setzen wir hierbei J = 2111922(N) ynd e = 10713, was sich in den Tests als gute Wahl gezeigt
hat.

Um eine Referenzlosung zu erhalten, bestimmen wir die Losung der Wellengleichung auf
dem Intervall [—11,11] mit Dirichlet-Randwerten zu denselben Zeitpunkten und gleicher
Zeitschrittweite. Hierbei diskretisieren wir das Intervall mit 8801 Gitterpunkten. In beiden
Rechnungen verwenden wir das dreistufige Radau ITA Verfahren der Ordnung 5 zur Zeitdis-
kretisierung.

In Abbildung 5.1 stellen wir den Betrag der berechneten Referenzlosung sowie den Betrag
der Losung auf dem Intervall €2y und den absoluten Fehler dar, der sich durch den Vergleich
beider Losungen ergibt. Im Zeitbereich ¢ € (0, 1] 14sst sich gut erkennen, dass Fehler im
Innern von )y entstehen, die NtD-Operatoren jedoch im Bereich der Maschinengenauigkeit
exakt ausgerechnet wurden. Der mit fortschreitender Zeit wachsende Fehler lédsst sich un-
ter anderem durch Rundungsfehler beim Losen der Gleichungssysteme erkldaren. Zusétzlich
haben die Parameter ¢ und J Einfluss auf die Approximation der Faltungsgewichte fiir die

transparenten Randbedingungen.
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Abbildung 5.1: Betrdge der Referenzlosung im Gebiet [—11,11] mit Dirichlet-Randwerten,
der Losung in g mit transparenten Randbedingungen sowie des absoluten
Fehlers in ¢ zu den Zeiten t =0, A, ..., 16.
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5.3.2 Wellengleichung in zwei Raumdimensionen

Fiir unser Testproblem in zwei Raumdimensionen setzen wir Qy = (—1,1)? sowie Q= =
(—00,—1) x (—=1,1) und QT = (1,00) x (—1,1) und betrachten die Wellengleichung (W)

unter den Anfangsbedingungen
uo(w,y) = X[-1/2,1/2)2 (2, Y) cos*(x) cos*(y) und wy =0

sowie der zeitabhédngigen Quellfunktion

F@,y:t) = Xa, (2, ) e cos(wt).

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt wihlen wir eine kompliziertere Funktion p, so dass
wir die benétigten Operatoren P+, S* und A* nicht mehr in einer geschlossenen Form
darstellen kénnen. Die Periodenlingen der Funktionen p® wihlen wir hierbei erneut als
L* = 2, wodurch die Zellen C'ji jeweils in z- und y-Richtung von der Lange 2 sind. Wir

definieren die periodischen Funktionen

pt(z,y) =1+ 16e10@=20+1)* ¢=10%* g5 5 ¢ C’;r, j €Ny sowie
o

(z,y) := 1+ min(16sin(rz)?, 4) e 1% fir zeq

und setzen py = 1. Abbildung 5.2 zeigt die gemafl (H2) stiickweise zusammengesetzte Funk-

tion p.

Abbildung 5.2: Funktion p auf einem Ausschnitt des Wellenleiters € = R x (—1,1). Der
lokale Defekt ist auf das Gebiet Qg = (—1,1)? beschriinkt.

Wir iiberpriifen zunéchst die Annahme aus Abschnitt 5.2.1, dass sowohl der NtD-Operator
als auch der Operator ST o (P+)j das richtige Abfallverhalten in der rechten Halbebene er-
filllen. Hierfiir diskretisieren wir sowohl das Gebiet Qy als auch die Zellen C’T)i mit einem
dquidistanten Gitter mit M, Gitterpunkten in z-Richtung und M, Gitterpunkten in y-
Richtung und verwenden bilineare Viereckselemente der Ordnung 2.

Hier sei erwidhnt, dass wir die Anzahl M, der Einfachheit halber gleich fiir 073[ und Qg
setzen, es jedoch auch moglich ist, die Gebiete mit unterschiedlich vielen Gitterpunkten in
z-Richtung zu diskretisieren. Wichtig ist an dieser Stelle, dass die Freiheitsgrade beziiglich
des Randes Fa' in p und Cg‘ identisch sind, genauso wie die Freiheitsgrade beziiglich I'y
in Q¢ und Cj .

In Abbildung 5.3 stellen wir die Spektralnorm der Operatoren A~ (A\?) und S~(A\?) sowie
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Abbildung 5.3: Spektralnorm der Operatoren A*(A\?) und ST (\?) fiir Re()\) € (0.0032, 30)
und Im(\) € (—4,4). Um das Abfallverhalten besser ablesen zu konnen, sind
hier die z- und z-Achse logarithmiert, das Dreieck stellt eine Steigung von
—1 dar.

AT (A\?) und ST(A\?) dar. Hierbei setzen wir M, = M, = 40. In der Abbildung ist zu erken-
nen, dass die Operatoren Singularititen auf der imagindren Achse aufweisen, jedoch in der
rechten Halbebene iiber das gewiinschte Abfallverhalten verfiigen. Wie aus den Uberlegun-
gen aus Kapitel 3 hervorgeht, sind fiir die zweidimensionale Wellengleichung mit Dirichlet-

Randwerten keine Singularitdten an A = 0 zu erwarten.

Um eine Vorstellung der Wellenausbreitung in diesem Testproblem zu erhalten, bestimmen
wir unter Verwendung der gerade beschriebenen Ortsdiskretisierung sowie des Radau ITA
Verfahrens der Ordnung 3 die Approximation an die Losung u(ty)q, zu verschiedenen
Zeitpunkten tny = Nh und setzen die Losung wie in Abschnitt 5.2.1.1 beschrieben in die
Zellen C;‘Z fir j =0,...,4 fort. In Abbildung 5.4 ist die Lésung im Gebiet [—11,11] x [—1,1]
fiir Zeitpunkte zwischen 0.12 und 20 dargestellt. Fiir die Berechnung der Faltungsgewichte,
siehe Schritt 2 in Abschnitt 5.2.4, wihlen wir hierbei wie im eindimensionalen Beispiel ¢ =
1071 und J = 2'+1°8:(N) Das Gebiet Qy = [~1,1]? sowie die Zellen C_f diskretisieren
wir wieder mit M, = M, = 40 Gitterpunkten, das heiit, in dem Gebiet [-11,11] x [-1,1]
betrachten wir insgesamt 430 Gitterpunkte in z-Richtung. Die Zeitschrittweite setzen wir
fest auf h = 1/40.

119
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Abbildung 5.4: Absolutbetrag der Losung des zweidimensionalen Testproblems im Gebiet
[—11,11] x [—1,1] zu den verschiedenen angegebenen Zeitpunkten ¢.
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Zuletzt werfen wir noch einen Blick auf die Konvergenz des Verfahrens und betrachten
dazu zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Zum Zeitpunkt ¢y = 1.23 berechnen wir die Losung
upn des Testbeispiels im Gebiet [—3, 3] x [—1, 1], indem wir das lokale Problem in £ 16sen
und die Losung jeweils in einer Zelle links und einer rechts fortsetzen. Fiir die Losung zum
Zeitpunkt ¢y = 4.56 berechnen wir analog die Losung in €2y und setzen diese in die Zellen
Cji fiir j = 0,1, 2 fort. In beiden Féllen setzen wir M, = M, = 60 sowie erneut € = 10~13
und J = 21 +log:(N)

Die Referenzlosungen erhalten wir durch das Losen des Testproblems mit Dirichlet-
Randwerten: Im Fall ¢ty = 1.34 berechnen wir die Referenzlosung im Gebiet [—3, 3] x [—1,1]
und setzen Dirichlet-Werte an die Rander {£3} x [—1,1], im Fall ty = 4.56 vergroBern
wir das Gebiet auf [—7,7] x [—1, 1] und betrachten Dirichlet-Werte bei {+7} x [—1,1]. Fiir
die Referenzlosung wéahlen wir dieselbe Ortsschrittweiten wie in den zu vergleichenden Lo-
sungen, das heifit, in xz-Richtung diskretisieren wir mit 178 beziehungsweise 414 Punkten.
Wiéhrend wir hier das Radau ITA Verfahren der Ordnung 5 mit einer Zeitschrittweite von
etwa 8.234 - 10~° verwenden, testen wir in der Berechnung der Losung uy die Approxima-
tion basierend auf den Radau ITA Verfahren der Ordnungen 1, 3 und 5 und stellen in den
Abbildungen 5.5 und 5.6 den Fehler in der L?-Norm in Abhéngigkeit von verschiedenen
Zeitschrittweiten dar.

Die linken Seiten der Abbildungen zeigen hierbei den Fehler eingeschrénkt auf das Gebiet
Qq, das heifit, den Fehler, der durch die Losung des Systems in Abschnitt 5.2.3 entsteht. Wie
wir hierbei fiir den ortskontinuierlichen, aber zeitdiskreten Fall begriindet haben, erwarten
wir eine Konvergenzordnung, die der Ordnung des zugrunde liegenden Runge-Kutta Verfah-
rens entspricht, das heifit, hier erwarten wir die Ordnungen 1, 3 und 5. Diese Beobachtung
wird in beiden Abbildungen bestétigt.

Die rechte Seite zeigt den Fehler in der Zelle Cf = (1,3) x (=1, 1). Hier ist eine Konvergenz-
ordnung zu erwarten, die von der Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur bestimmt wird,
siehe dazu die Uberlegungen in Abschnitt 5.2.1.1. Auch hier kénnen die erhofften Ordnungen
in der Abbildung beobachtet werden.
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Abbildung 5.5: Fehler im Gebiet Qy = (—1,1)? (links) und im der Zelle Cj = (1,3) x
(=1,1) (rechts) zum Zeitpunkt ¢ = 1.23 in der Lo-Norm in Abhéngigkeit der
Zeitschrittweite h fiir die Radau ITA Verfahren der Ordnungen 1, 3 und 5.
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Abbildung 5.6: Fehler im Gebiet Qy = (—1,1)? (links) und im der Zelle Cf = (1,3) x
(=1,1) (rechts) zum Zeitpunkt ¢ = 4.56 in der Lo-Norm in Abhéngigkeit der
Zeitschrittweite h fiir die Radau IIA Verfahren der Ordnungen 1, 3 und 5.
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KAPITEL 6

AUSBLICK

Abschlieflend wollen wir einen kurzen Blick auf mégliche Aspekte werfen, die als Gegenstand

weiterer Untersuchungen von Interesse sein konnten.

Im ersten Kapitel haben wir die auf der Polynom-Interpolation der Funktion g : R — X,
vergleiche (1.1), basierende exponentielle Faltungsquadratur fiir den Fall einer sektoriellen
Laplace-Transformierten hergeleitet, bei der wir von einer polynomiellen Schranke O(A*)
unter der Annahme p > 0 ausgegangen sind. Wie bereits erwahnt, kann das Verfahren auch
als Spezialfall des exponentiellen Runge-Kutta Verfahren vom Kollokationstyp verstanden
werden und stellt eine Erweiterung der Uberlegungen aus den Papern [36, 37] dar, in denen
ausschlieBlich der Fall 4 = 1 untersucht wurde. Dort konstruieren die Autoren neben der
exponentiellen Quadratur auch allgemeine exponentielle Runge-Kutta Verfahren sowie unter
anderem exponentielle Mehrschritt-Verfahren. Hier kénnte eine Erweiterung auf den Fall
> 0 und insbesondere die Untersuchung, ob und unter welchen Umsténden der Parameter

1 Einfluss auf die Konvergenzordnungen hat, von Interesse sein.

Das Verfahren zur Bestimmung der zeitharmonischen Operatoren A*(s), P*(s) und
A*(s), das wir im dritten Kapitel vorgestellt und beziiglich des Vorkommens von kom-
plexen Frequenzen untersucht haben, wurde in dieser Arbeit, wie auch in [40], ausschlief3-
lich fir Helmholtz-Probleme in ein- oder zweidimensionalen Wellenleitern verwendet. In
anschliefenden Veroffentlichungen der AutorInnen, siehe unter anderem [20, 21, 23], ist eine
Erweiterung des Verfahrens auf den gesamten Raum R? zu finden. Hierbei wird die Losung
mit Hilfe von Floquet-Bloch-Transformationen auf die Behandlung eines zweidimensionalen
Wellenleiters und damit auf das beschriebene Verfahren zuriickgefiihrt. Damit kénnen die
Uberlegungen in dieser Arbeit dazu genutzt werden, zeitabhingige Probleme, die den gefor-
derten Zusammenhang zur Helmholtz-Gleichung aufweisen, auch in Medien zu 16sen, die in

beide Richtungen unbeschrankt sind.

Um die transparenten Randbedingungen sowie die zellenweise Losungsdarstellung in Ka-
pitel 5 fiir die Wellengleichung im periodischen, lokal gestérten Wellenleiter mit Hilfe der
Runge-Kutta basierten Faltungsquadratur berechnen zu kénnen, haben wir angenommen,
dass die NtD-Operatoren A*(A\?) sowie die Operatoren S*(\?), deren Herleitung wir in
Kapitel 3 angegeben haben, die Annahme 2.2 {iber die polynomielle Beschriankung in der
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rechten Halbebene Re(A) fiir den Parameter ps = 1 erfiillen. Diese Behauptung konnten wir
in Abschnitt 3.2 an zwei eindimensionalen Beispielen iiberpriifen und in Abschnitt 5.3.2 fiir
den zweidimensionalen Fall in einem numerischen Experimenten beobachten. Ein Beweis der
Abschétzungen fiir den eindimensionalen Wellenleiter mit beliebiger Funktion p sowie fiir

den zweidimensionalen Wellenleiter bleibt an dieser Stelle jedoch noch offen.

Auf Grund des hoheren Aufwands bei der Verwendung eines impliziten Verfahrens wird
bei der Berechnung der Wellengleichung in der Regel ein explizites Verfahren zur Zeitdis-
kretisierung vorgezogen. Wie wir jedoch in den Uberlegungen in Abschnitt 5.2.1 gesehen
haben, konnen wir die Konvergenz der Approximation der Losung im beschrankten Gebiet
Qo nur folgern, wenn dasselbe implizite Runge-Kutta Verfahren sowohl der Diskretisierung
der Gleichung im Inneren als auch der verwendeten Faltungsquadratur zur Berechnung der
transparenten Randbedingungen zugrunde liegt. Hierzu gibt es Ansétze, wie beispielsweise
im kiirzlich erschienenen Paper [2], in denen explizite Verfahren im Inneren mit auf implizi-
ten Verfahren basierenden Faltungsquadraturen kombiniert werden kénnen mit der Absicht,
weiterhin ein stabiles und konvergentes Verfahren zu erhalten. Eine Anwendung dieser Ver-
fahren auf das betrachtete Problem stellt ein weiteres interessanten Ziel fiir nachfolgende

Betrachtungen dar.
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