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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine Störungstheorie für Pseudo-Laplace-Operatoren auf Riemannschen
Flächen X mit einer Spitze entwickelt, die als Quotient der hyperbolischen Ebene H nach einer
diskreten Untergruppe der PSL2(R) dargestellt werden können. Für jede Spitze von X gibt es
eine Eisensteinreihe E(z, s), welche die Gleichung ∆E(z, s) = s(1− s)E(z, s) für z ∈ H erfüllt,
aber nicht L2-integrierbar auf X und daher keine echte Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-
Operators ∆ ist. Der Pseudo-Laplace-Operator ∆η von Colin de Verdière ist so konstruiert, dass
er als echte Eigenfunktionen Eisensteinreihen E(z, s) besitzt, bei denen der konstante Term E0

der Fourierentwicklung in einer Spitzenregion abgeschnitten wird. Das Ziel unserer Störungs-
theorie ist es, Informationen über die Eisensteinreihe und ihre Streumatrix ϕ zu erhalten.

Für die Störung verfolgen wir zwei verschiedene Ansätze. Der erste verwendet das Minimum-
Maximum-Prinzip, um den Operator ∆η in dem reellen Parameter η > 0 zu stören, in dem E0

trunkiert wird. Dieser Ansatz liefert eine Formel für die erste Ableitung der Eigenwerte µn(η)
von ∆η sowie eine Formel für die logarithmische Ableitung von ϕ, welche durch die Maass-
Selberg-Relation bereits bekannt ist. Für die zweite Ableitung erhalten wir eine Abschätzung,
deren Implikationen für die Phasenfunktion ϑ und die Ordnung von ϕ unklar sind. Wir können
aber eine Differentialgleichung für ϑ angeben, welche die zweite Ableitung µ′′n(η) enthält.

Der zweite Ansatz verwendet die holomorphe Störungstheorie, die von Rellich und Kato
entwickelt wurde. Hierzu konstruieren wir eine neue Familie (∆γ)γ∈C von Pseudo-Laplace-
Operatoren, indem wir die Dirichlet-Bedingung bei η durch eine Bedingung f ′0(η) = −γf0(η)
vom Robin-Typ ersetzen. Die Operatoren ∆γ sind genau dann selbstadjungiert, wenn γ reell
ist, und m-sektoriell im allgemeinen Fall. Eines unserer Ergebnisse ist, dass ∆η die holomorphe
Fortsetzung von ∆γ im unendlich fernen Punkt ist.

Im Hauptteil der Arbeit wird das Spektrum von ∆γ untersucht. Es wird gezeigt, dass ∆γ

wie ∆η ein diskretes Spektrum bestehend aus Spitzenformen und trunkierten Eisensteinreihen
besitzt. Wir geben eine Klassifizierung der Eigenwerte und Eigenfunktionen in Abhängigkeit
von ϕ an, und zeigen, dass der Eisenstein-Robin-Quotient γ = −E′0(η,s)

E0(η,s) holomorph von s ab-
hängt. Wir diskutieren, wann die Eigenwerte λ(γ) von ∆γ differenzierbar sind, und berechnen
ihre ersten beiden Ableitungen. Für γ ∈ R gibt es eine vollständige Folge holomorpher Eigen-
wertfunktionen (λn(γ))n∈N. Wir zeigen, dass die Bildmengen Ln = λn(R) dieser Funktionen
disjunkte Intervalle sind so, dass die Vereinigung aller L̄n die reelle Achse überdeckt. Im letzten
Teil der Arbeit leiten wir Folgerungen für die „kleinen“ Eigenwerte im Intervall ]0, 1

4 [ ab, die zu
Polen von ϕ assoziiert sind, sowie für die Eigenwerte im Intervall ]1

4 ,∞[. Für letztere wird eine
Integralformel für den Abstand zweier aufeinanderfolgender Eigenwerte von ∆η hergeleitet.
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Summary

In this thesis, we study the perturbation of Pseudo-Laplace operators on Riemannian surfaces X
with one cusp which can be represented by a quotient of the hyperbolic plane H by the action of a
discrete subgroup of PSL2(R). For each cusp of X, there exists an Eisenstein series E(z, s) which
fulfills the equation ∆E(z, s) = s(1−s)E(z, s) for each z ∈ H, but is not square integrable on X
and therefore no proper eigenfunction of the Laplace-Beltrami operator ∆. To get an operator
which has the Eisenstein series as proper eigenfunctions, Colin de Verdière constructed the class
of Pseudo-Laplace operators ∆η by cutting off the constant term E0 of the Fourier expansion
of E(z, s) in a cusp neighbourhood. The goal of our perturbation theory is to gain information
about the Eisenstein series and its scattering matrix ϕ.

For the perturbation of the Pseudo-Laplacian, we have two different approaches. First, we
give a real perturbation theory of the point η > 0 at which E0 is truncated using the min-max
principle. This approach gives a formula for the first derivative of the eigenvalue µn(η) of ∆η

and a formula for the logarithmic derivative of ϕ, that is already known by the Maass-Selberg
relation. For the second derivative, this method gives an estimate, the implications of which
regarding the phase function ϑ and the order of ϕ on the critical line 1

2 + iτ remain unclear.
However, we find a differential equation for ϑ involving the second derivative µ′′n(η).

The second approach uses the holomorphic perturbation theory established by Rellich and
Kato. To apply this theory, we construct a new class of Pseudo-Laplacians (∆γ)γ∈C by changing
the Dirichlet boundary condition at η to a condition f ′0(η) = −γf0(η) of Robin type. The
operators ∆γ are selfadjoint if and only if γ is real, but m-sectorial in the general case. One of
our results is that ∆η is the holomorphic continuation of ∆γ at infinity.

The main part of this thesis is the study of the spectrum of ∆γ . We will show that as ∆η,
∆γ has discrete spectrum consisting only of cusp forms and truncated Eisenstein series. We
will give a classification of the eigenvalues and eigenfunctions depending on the behaviour of
the scattering matrix ϕ, and show that the Eisenstein-Robin quotient γ = −E′0(η,s)

E0(η,s) depends
holomorphically on s. We will discuss in which cases the eigenvalues λ(γ) of ∆γ are differentiable,
and compute their first and second derivative. When γ is real, we have a complete set of
holomorphic eigenvalue functions (λn(γ))n∈N. We will show that the images Ln = λn(R) of
these functions are disjoint intervals such that the union of L̄n covers the whole real axis. In
the last part of the thesis, we will draw some conclusions for the “small“ eigenvalues below 1

4
which are associated with poles of ϕ, and the eigenvalues greater than 1

4 . In the latter case, we
will derive an integral formula for the distance between two subsequent eigenvalues of ∆η.
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Einleitung

Pseudo-Laplace-Operatoren sind 1982 von Colin de Verdière als Verallgemeinerung des klassi-
schen Laplace-Operators ∆ auf einer vollständigen Riemannschen Fläche X mit Spitzen einge-
führt worden ([3], [4]). Die Motivation hierzu besteht in der Existenz verallgemeinerter Eigen-
funktionen, welche zwar der Eigenwertgleichung

∆f = λf

genügen, aber nicht L2(X)-integrierbar sind und daher nicht zum Punktspektrum von ∆ ge-
hören. Diese Funktionen heißen Eisensteinreihen. Der Pseudo-Laplace-Operator ∆η wird von
Colin de Verdière als selbstadjungierter Operator konstruiert, dessen Spektrum diskret ist und
nur aus echten und verallgemeinerten Eigenfunktionen von ∆ besteht.

Die Abhängigkeit des Pseudo-Laplace-Operators von einem reellen, positiven Parameter η
motiviert es, die Familie (∆η)η mit der Störungstheorie linearer Operatoren nach Rellich ([22],
[23], [24], [25], [26]) und Kato [13] zu untersuchen. Die Störungstheorie beschäftigt sich mit der
Frage, inwiefern sich das Spektrum eines linearen Operators T0 verändert, wenn er durch eine
Störung der Form

Tε = T0 + ε · T1

für ε � 1 aus einer reellen oder komplexen Umgebung der Null verändert wird. Insbesondere
wird die Frage nach einer analytischen oder holomorphen Störung gestellt.

Der „klassische“ Pseudo-Laplace-Operator ∆η fügt sich in die Störungstheorie, die von Kato
bereitgestellt wird, aufgrund der spezifischen Rolle des Parameters η nicht auf eine ersichtli-
che Weise ein. Wir führen daher eine neue Klasse von Pseudo-Laplace-Operatoren ein, welche
eine holomorphe Störungstheorie erlaubt. Wir nennen diese Operatoren Robin-Pseudo-Laplace-
Operatoren, da sie durch eine Randbedingung

∂u

∂ν
+ γu = 0

vom Robin-Typ charakterisiert werden, und schreiben (∆γ)γ∈C für die Familie. Diese Operato-
ren sind im Allgemeinen nicht mehr selbstadjungiert, ermöglichen es aber, jede Eisensteinreihe
als Eigenfunktion eines Operators aus der Familie darzustellen. Als eines der Hauptresultate
der Arbeit wird gezeigt, dass der klassische Pseudo-Laplace-Operator ∆η die holomorphe Fort-
setzung der Familie (∆γ)γ∈C in den unendlich fernen Punkt ist,1 sodass wir eine holomorphe
Familie (∆γ)γ∈Ĉ auf der gesamten Riemannschen Zahlensphäre erhalten.

1Dies ist so zu verstehen, dass die Familie (∆γ)γ∈C von einem einmal fest gewählten η abhängt und in γ

holomorph variiert wird.
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Einleitung

Die Familie (∆γ)γ∈C zeichnet sich dadurch aus, dass sie die Voraussetzungen des folgenden
Resultats der Störungstheorie unbeschränkter Operatoren in Hilberträumen erfüllt.2

Theorem (Rellich; Kato [13], VII, Theorem 3.9 und Bemerkung 4.22; s. Theorem 4.3.19). Es
sei (Tz)z∈U eine selbstadjungierte holomorphe Familie von Operatoren vom Typ (A) oder (B)
mit kompakter Resolvente. Dann gibt es eine Folge (fn[z])n∈N der Eigenvektoren von Tz und
eine Folge (λn(z))n∈N der zugehörigen Eigenwerte, sodass

(i) für x ∈ U ∩ R die Folge (fn[x])n∈N ein vollständiges Orthonormalsystem von H bildet,

(ii) für jedes n ∈ N eine komplexe Umgebung Un von U ∩ R existiert, sodass fn|Un und λn|Un
holomorph in z sind.

Vom Typ (A) oder (B) zu sein, bedeutet, dass der Definitionsbereich D(Tz) des Operators Tz
oder der Definitionsbereich D(tz) der zugrundeliegenden Sesquilinearform tz mit

tz(u, v) = (Tzu, v), u ∈ D(Tz), v ∈ D(tz),

nicht von dem Parameter z abhängt. Dieser Satz ist in dem Sinne „optimal“, dass er im
Allgemeinen falsch wird, wenn man auf die Bedingung (A) oder (B) verzichtet.

Bevor die Konstruktion der Pseudo-Laplace-Operatoren genauer erklärt werden kann, wird
zunächst ein konzeptionelles Verständnis der betrachteten Flächen benötigt.

Die Riemannsche Fläche Γ\H

Eine Riemannsche Fläche ist eine eindimensionale komplexe topologische Mannigfaltigkeit mit
einer komplexen Struktur, d. h. einer Äquivalenzklasse von Atlanten mit holomorphen Karten-
wechseln.

Die obere Halbebene H zusammen mit der hyperbolischen Metrik

dg = dx dy
y2

ist eine Riemannsche Fläche, bekannt als das Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene. Es
handelt sich in dem Sinne um eine hyperbolische Mannigfaltigkeit, dass (H, g) von konstanter
negativer Schnittkrümmung −1 ist.

Die Riemannsche Metrik g ist invariant unter Möbiustransformationen, die als Automor-
phismen auf der oberen Halbebene H operieren. Daher wird der durch die Gruppenoperation
von Aut(H) induzierte Quotient

Γ\H,

wieder zu einer Riemannschen Fläche, wenn Γ eine diskrete Untergruppe der PSL2(R) ist. Eine
solche Gruppe heißt Fuchssch.

2Für die Gültigkeit des Resultats muss der unendlich ferne Punkt ausgenommen werden.
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Das bekannteste Beispiel hierfür ist die Modulgruppe PSL2(Z), die von der Translation

z 7→ z + 1

und der Spiegelung an der Einheitskreisscheibe

z 7→ −1
z

erzeugt wird. Wir bezeichnen eine solche Fläche Γ\H ab nun mit X.
Die Funktionen auf X heißen automorph, da für alle γ ∈ Γ und z ∈ H gilt

f(γz) = f(z).

Automorphe Funktionen sind bereits im 19. Jahrhundert beispielsweise von Felix Klein und
Henri Poincaré untersucht worden. Erst in der Mitte des 20. Jahrhunderts verband Atle Selberg
die Theorie der Fuchsschen Gruppen und automorphen Funktionen mit der Spektralanalyse
von Laplace-Operatoren auf X im Sinne der Theorie selbstadjungierter Operatoren auf Hilbert-
räumen.3 Auf kompakten Flächen X gilt der Spektralsatz für unbeschränkte selbstadjungierte
Operatoren mit kompakter Resolvente. Wesentlich interessanter ist der Fall, dass X nicht kom-
pakt ist, aber ein Fundamentalgebiet von endlichem hyperbolischen Volumen besitzt, wie im
Falle der PSL2(Z) mit vol(PSL2(Z)\H) = π

3 .
Ähnlich wie bei einem Gitter im Rn lässt sich die Fläche Γ\H mit einem Fundamentalgebiet

identifizieren, das genau einen Repräsentanten jedes Orbits Γz ∈ Γ\H enthält. Die Fundamen-
talgebiete induzieren eine Parkettierung der oberen Halbebene, wie in Abbildung 1 am Beispiel
der PSL2(Z) illustriert.

-2.0 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

Abbildung 1: Parkettierung der oberen Halbebene für die PSL2(Z)

Die Fundamentalgebiete aus Abbildung 1 sind kurvig berandete Dreiecke. Da ihre Seiten
Geodäten der hyperbolischen Ebene H sind, handelt es sich tatsächlich um Polygone im geome-
trischen Sinn. Jedes Fundamentalgebiet in Abbildung 1 hat entweder eine Ecke im unendlich
fernen Punkt ∞ der Riemannschen Zahlensphäre oder in R. Ein solcher Eckpunkt, der in der

3Für den historischen Überblick s. Venkov [31], Kapitel 1.
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Einleitung

hyperbolischen Metrik unendlich weit entfernt ist, heißt Spitze.

Die Spitzen sind der Grund dafür, dass die Fläche X nicht kompakt ist. Insbesondere existiert
nur in diesem Fall die Eisensteinreihe E(z, s) im Sinne der verallgemeinerten Eigenfunktionen,
und eine sinnvolle Definition des Pseudo-Laplace-Operators.

Pseudo-Laplace-Operatoren

Mit der Konvention von Colin de Verdière [4] können wir stets annehmen, dass eine Spitze in ∞
liegt,4 und Γ die Translation

z 7→ z + 1

enthält. Dann ist jede Γ-automorphe Funktion 1-periodisch in x-Richtung und besitzt eine
Fourierentwicklung

f(x+ iy) = f0(y) +
∑

m∈Z\{0}
fm(y)e2πimx.

Für die Eisensteinreihe hat diese Fourierreihe die Gestalt

E(x+ iy, s) = ys + ϕ(s)y1−s +
∑

m∈Z\{0}
cm(s)√yKs−1/2(2π|m|y)e2πimx.

Hierbei ist s ∈ C ein Parameter, ϕ(s), cm(s) sind komplexe Koeffizienten, und Kν(x) bezeichnet
die modifizierte Besselfunktion zweiter Art. Es ist ein klassisches Resultat von Selberg, dass
die Eisensteinreihe für Re s > 1 absolut konvergiert, und eine meromorphe Fortsetzung nach C
besitzt (s. Theorem 2.1.14). Sie ist aber nicht L2(X)-integrierbar, da der in x konstante Term

E0(y, s) = ys + ϕ(s)y1−s

für y →∞ wächst wie
max{yRe s, y1−Re s}.

Für jedes s ∈ C ist einer der Terme Re s oder 1− Re s größer oder gleich 1
2 , und somit wächst

das Integral ∫
X∩{Y <Im(z)<η}

|E0(y, s)|2 dx dy
y2

für ein festes, hinreichend großes Y > 0 mindestens so schnell wie ln(η) für η →∞.
Durch „Abschneiden“ des konstanten Terms an einer fest gewählten Stelle η > 0 wird die

Funktion

Eη(z, s) =

E(z, s), Im z ≤ η,

E(z, s)− E0(z, s), Im z > η,

zu einer Funktion in L2(X). Eη wird als trunkierte Eisensteinreihe bezeichnet. Während die
ursprüngliche Eisensteinreihe die Eigenwertgleichung

∆E(z, s) = s(1− s)E(z, s)
4Dies erleichtert die Notation und stellt keine Beschränkung der Allgemeinheit dar (s. Abschnitt 1.2).

4



erfüllt, ist die trunkierte Eisensteinreihe jedoch nicht mehr im klassischen und höchstens einmal
im schwachen Sinn differenzierbar. Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdière wird
gerade so definiert, dass er in genau einem Punkt η eine nicht differenzierbare Stelle zulässt.
Dies geschieht formal durch die Definition der nichtnegativen quadratischen Form

q(f) =
∫
X

(grad f, grad f)

auf dem Unterraum
Hη = {f ∈ H1(X) | f0(y)|]η,∞[ = 0}

von L2(X), und die anschließende Konstruktion des Operators ∆η als die Friedrichserweiterung
bezüglich der Form q. Die Bedingung f ∈ H1(X) in der Definition von Hη impliziert die
Stetigkeit des konstanten Terms f0 der Fourierentwicklung in η. Daher sind die Eigenfunktionen
von ∆η alle verallgemeinerten Eigenfunktionen von ∆ mit

f0(η) = 0.

Die Bedingung f0(η) = 0 können wir als eine Art von Dirichlet-Randbedingung verstehen,
wenn wir den konstanten Term f0 als Funktion auf einem offenen Intervall der Form I0 = ]r, η[
mit Rand η betrachten, während alle anderen Fourierkoeffizienten auf einem unbeschränkten
Intervall der Form ]r,∞[ definiert sind. Hierbei ist zu beachten, dass dies nur für hinreichend
große r > 0 sinnvoll ist, da das Fundamentalgebiet von Γ im unteren Teil von endlich vielen
Stücken von Halbkreisen berandet wird.

Diese Betrachtungsweise motiviert es, die Randbedingung an f0 auf ∂I0 durch eine Robin-
Randbedingung

f ′0(η) + γf0(η) = 0 (1)

zu ersetzen, wobei γ ∈ C beliebig gesetzt werden kann. Wenn wir (1) umformulieren zu

γ = −f
′
0(η)
f0(η)

und annehmen, dass f0(η) und f ′0(η) nicht gleichzeitig verschwinden, sehen wir außerdem, dass
eine Nullstelle von f0 in η bedeutet, dass γ =∞ gilt.

Die Unterscheidung, ob der konstante Term f0 einer Eigenfunktion eines Pseudo-Laplace-
Operators identisch Null ist (Eigenwerte vom Typ (I)) oder nicht (Eigenwerte vom Typ (II)),
ist grundlegend. Die Eigenwerte vom Typ (I) heißen Spitzenformen und werden in dieser
Arbeit nicht weiter untersucht. Die Eigenwerte vom Typ (II) sind im Wesentlichen, d. h. bis
auf einzelne Punkte, in denen die Eisensteinreihe einen Pol besitzt oder identisch verschwindet,
trunkierte Eisensteinreihen.

Bevor Aufbau und Inhalte der Arbeit skizziert werden, soll in einem kurzen Abschnitt moti-
viert werden, welche mathematischen Problemstellungen die Beschäftigung mit Eisensteinreihen
interessant machen.
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Einleitung

Eisensteinreihen

Die Eisensteinreihe E(z, s) spielt in verschiedenen innermathematischen und physikalischen
Situationen eine Rolle. Hierbei interessiert man sich vor allem für den Koeffizienten ϕ(s) ihres
konstanten Terms. Wir bezeichnen ϕ(s) nach Lax und Phillips [17] als Streumatrix. In unserem
Fall, in dem wir nur eine Spitze in ∞ betrachten, ist ϕ(s) eine skalarwertige Funktion.

Wir wollen an dieser Stelle nur auf zwei Fragestellungen im Zusammenhang mit der Eisen-
steinreihe eingehen. Auf diese Fragen werden wir auch im Laufe der Arbeit zurückkommen,
indem wir Implikationen der entwickelten Störungstheorie herausarbeiten.

Die erste Frage, für die wir uns interessieren, ist die asymptotische Verteilung der Eigenwerte
des klassischen Laplace-Operators ∆Γ der Fläche Γ\H. Für den nicht kompakten Fall gilt die
Weyl-Selbergsche Asymptotik

NΓ(T ) +WΓ(T ) ∼ T 2 · vol(Γ\H)
4π , T →∞,

welche eine Folgerung aus der Selbergschen Spurformel ist (s. Iwaniec [11], Theorem 10.2 und
§11.1). Hierbei ist NΓ(T ) die Zählfunktion der Eigenwerte, die kleiner als T 2 sind, und WΓ(T )
die Windungszahl

− 1
4π

∫ T

−T

ϕ′

ϕ

(1
2 + iτ

)
dτ

der Streumatrix ϕ. Die Weyl-Selberg-Asymptotik ist eine Verallgemeinerung des bekannten
Weylschen Gesetzes, das für den euklidischen Laplace-Operator mit Dirichlet- oder Neumann-
Randbedingungen auf einem beschränkten Gebiet Ω ⊂ R2 mit hinreichend glattem Rand besagt

NΩ(R) ∼ R · λ
2(Ω)
4π , R→∞,

wobei in diesem Fall NΩ(R) die Zählfunktion der Eigenwerte kleiner als R ist (s. z. B. [12], [7]).
Eine Abschätzung der Windungszahl WΓ(T ) ist bisher nur für spezifische Gruppen bekannt

(beispielsweise für die PSL2(Z) und Kongruenzuntergruppen, für welche ϕ explizit berechnet
werden kann), und hängt mit der Ordnung von ϕ zusammen, d. h. mit dem asymptotischen
Wachstum von

ϑ(τ) = −i log
(
ϕ

(1
2 + iτ

))
, τ →∞ (in R).

In Bezug auf die Frage, ob für eine beliebige Fläche Γ\H endlichen Volumens in Wahrheit das
Weylsche Gesetz gilt, stehen sich eine ältere Vermutung, welche auf Selberg und Roelcke zurück-
gehen soll (s. [20]) und dies bejaht, und die jüngere Vermutung von Phillips und Sarnak ([20])
gegenüber, nach welcher es Gruppen gibt, die nur endlich viele Eigenwerte besitzen.5

Die zweite Frage ist die nach den Null- und Polstellen der meromorphen Funktion ϕ(s). Dies
ist einerseits eine natürliche funktionentheoretische Fragestellung, und hat andererseits in der

5Einen Überblick über verschiedene Vermutungen findet man beispielsweise in Elstrodt et al. [8], S. 308f.,
Venkov [31], S. 112f., und Iwaniec [11], § 11.1.
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Anwendung auf spezielle Gruppen Implikationen für zahlentheoretische Funktionen. Im Beispiel
der PSL2(Z) wird die Streumatrix durch die Riemannsche Zetafunktion wie folgt beschrieben

ϕ(s) =
√
π

Γ
(
s− 1

2

)
ζ(2s− 1)

Γ(s)ζ(2s) ,

sodass eine offensichtliche Beziehung zwischen den Nullstellen von ζ und den Null- und Polstellen
von ϕ besteht.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 1 werden zunächst die benötigten Grundlagen der hyperbolischen Geometrie erklärt.
Ferner wird in Abschnitt 1.3 erläutert, wie wir auf der Riemannschen Fläche mit den Mitteln
der euklidischen Analysis arbeiten können.

In Kapitel 2 werden die verallgemeinerten (einschließlich der eigentlichen) Eigenfunktionen
von ∆ beschrieben, wobei mit ∆ der Laplace-Operator im Sinne der Distributionsableitung
bezeichnet wird. Die selbstadjungierte Friedrichserweiterung des Laplace-Beltrami-Operators
auf Γ\H wird zur Unterscheidung mit ∆Γ bezeichnet. Am Ende des zweiten Kapitels wird der
Spektralsatz für ∆Γ angegeben (Abschnitt 2.3) sowie die oben erwähnten Sätze und Vermutun-
gen bezüglich der asymptotischen Verteilung der Eigenwerte (Abschnitt 2.4). In Abschnitt 2.5
werden der Pseudo-Laplace-Operator ∆η von Colin de Verdière und sein Spektrum beschrieben.

In Kapitel 3 stellen wir eine Methode vor, mit der wir die Eigenwerte µn(η) des Typs (II)
von ∆η nach η differenzieren können, indem wir das Minimum-Maximum-Prinzip für ein „nai-
ves“ Störungsverfahren für ∆η verwenden. Hiermit lässt sich die Formel

ϑ′(τ) = ϕ′

ϕ

(1
2 + iτ

)
= 2 ln(η)− ||Eη( · , 1

2 + iτ)||2L2(X)

für die logarithmische Ableitung von ϕ herleiten (Korollar 3.3.12), welche durch die Maass-
Selberg-Relation bereits bekannt ist. In Abschnitt 3.4 wird diskutiert, warum eine Anwendung
des Verfahrens für die Bestimmung der zweiten Ableitung der Eigenwerte nicht gleichermaßen
nutzbringend ist. Es wird jedoch ein Differentialgleichungsansatz vorgestellt, wie eine geeignete
Abschätzung von µ′′n(η) für die Bearbeitung der Frage nach dem Wachstum von ϑ benutzt
werden könnte (Theorem 3.4.1).

In Kapitel 4 werden die Grundlagen der Theorie der sektoriellen Sesquilinearformen und
Operatoren in Hilberträumen (Abschnitt 4.1 und 4.2) sowie der holomorphen Störungstheorie
(Abschnitt 4.3) nach Kato [13] dargelegt. Eine sektorielle Form ist eine Form, deren numerischer
Wertebereich in einem nach rechts geöffneten Sektor der Form

{z ∈ C | Re z > β, | arg(z − β)| ≤ θ} , β ∈ R, 0 ≤ θ < π

2 ,

liegt. Die sektorielle Form ist somit eine Verallgemeinerung einer nach unten beschränkten Form.
Analog ist ein sektorieller Operator die Verallgemeinerung eines nach unten beschränkten Ope-
rators, insbesondere in der Weise, dass das Spektrum eines sektoriellen Operators in demselben
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Sektor enthalten ist. Wie bei der klassischen Friedrichserweiterung zu einer positiven Form ein
selbstadjungierter positiver Operator konstruiert werden kann, lässt sich für eine sektorielle
Form unter entsprechenden Bedingungen ein m-sektorieller Operator erklären (Kato [13], VI,
Theorem 2.1; s. Theorem 4.2.11).

Wir nutzen diese sektorielle Operatortheorie für die Konstruktion der Robin-Pseudo-
Laplace-Operatoren (∆γ)γ∈C vom Typ (B) in Kapitel 5. Als Motivation wird in Abschnitt 5.1 zu-
nächst am Beispiel des eindimensionalen euklidischen Laplace-Operators modellhaft die Schwie-
rigkeit demonstriert, den Pseudo-Laplace-Operator ∆η als holomorphe Familie, und insbeson-
dere vom Typ (B), zu definieren.

In den Abschnitten 5.2 und 5.3 werden geeignete Hilberträume sowie eine zu der Robin-
Bedingung (1) passende Form tγ definiert, für welche die Voraussetzungen von Theorem 4.2.11
nachgewiesen werden. In Abschnitt 5.4 bestimmen wir den Definitionsbereich des zugehörigen
m-sektoriellen Operators ∆γ unter Verwendung des Prinzips der elliptischen Regularität aus
Abschnitt 1.3.3. In Abschnitt 5.5 wird nach dem Vorbild des entsprechenden Beweises von Lax
und Phillips [17] für den klassischen Pseudo-Laplace-Operator ∆η die Kompaktheit der Resol-
vente des Robin-Pseudo-Laplace-Operators ∆γ bewiesen, um zu folgern, dass das Spektrum
für alle Parameter γ ∈ C diskret ist. In Abschnitt 5.6 zeigen wir, dass der klassische Pseudo-
Laplace-Operator ∆η der holomorphen Fortsetzung der Familie (∆γ)γ∈C in den unendlich fernen
Punkt entspricht.

In den Kapiteln 6 und 7 werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der Familie (∆γ)γ∈Ĉ
beschrieben und ihre Eigenschaften analysiert.

Unser Ziel in Kapitel 6 ist es zunächst zu zeigen, dass alle Eigenwerte vom Typ (II) eindeutig
durch Eisensteinreihen gegeben oder (im Falle eines Pols oder einer Nullstelle der Abbildung
E : s 7→ E(z, s)) von diesen abgeleitet werden können. Für den Beweis der Eindeutigkeit ver-
wenden wir erneut ein Resultat von Lax und Phillips ([17], Theorem 8.4; s. Theorem 6.1.19).
Für die Anwendung dieses Satzes nehmen wir eine Kategorisierung der verallgemeinerten Ei-
genfunktionen nach der Gestalt ihres absoluten Terms

f0(y) = ays + by1−s (2)

in drei Klassen (a’), (b’) und (c’) vor je nachdem, welche der Parameter a und b aus (2) ver-
schwinden.6

Nachdem die Eindeutigkeit bewiesen ist, führen wir eine von den Typen (a’) bis (c’) indu-
zierte Typisierung (a) bis (d) für die Eigenfunktionen sowie die zugehörigen Eigenwerte ein.
Die Parameter a und b aus (2) sind nun, nach einer entsprechenden Normierung, durch die
Streumatrix ϕ der Eisensteinreihe bestimmt. Die Typisierung unterscheidet daher, ob

(a) ϕ in s weder eine Nullstelle noch einen Pol besitzt,

(b) ϕ einen Pol in s besitzt,

6Der Fall a = b = 0, in dem f eine Spitzenform ist, spielt hierbei keine Rolle.
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(c) ϕ in s eine Nullstelle besitzt,

(d) s = 1
2 ist.

Der Fall s = 1
2 wird hierbei stets als Sonderfall betrachtet, da er der einzige Punkt ist, in dem

die Eisensteinreihe E(z, s) für alle z verschwinden kann (Satz 2.1.16).
Die Eigenwerte vom Typ (b) und (c) hängen offenkundig mit den Polen und Nullstellen von ϕ

zusammen, über deren Bedeutung wir oben gesprochen haben. Die Eigenwerte vom Typ (a) sind
von Interesse, da die zugehörigen s = 1

2 + iτ für τ ∈ R mit der Windungszahl

WΓ(T ) = −
∫ T

−T

ϕ′

ϕ

(1
2 + iτ

)
dτ

in Zusammenhang stehen. Da ϕ meromorph ist, gehören fast alle Eigenwerte diesem Typ an. Ein
wichtiges Ergebnis in diesem Abschnitt ist die Holomorphie des Eisenstein-Robin-Quotienten:

Theorem (s. Theorem 6.2.4). Die Abbildung

γ : C→ Ĉ, s 7→ γ(s) = −E
′
0(η, s)

E0(η, s) ,

ist holomorph und erfüllt die Funktionalgleichung

γ(1− s) = γ(s).

Ferner ist γ verträglich mit der komplexen Konjugation:

γ(s) = γ(s̄).

In Abschnitt 6.3 fassen wir die Ergebnisse in einem Spektralsatz für ∆γ (Theorem 6.3.1) in
Analogie zum Spektralsatz für ∆η von Colin de Verdière (s. Theorem 2.5.8) zusammen. In einem
zweiten Spektralsatz (Theorem 6.3.3) verschärfen wir die Ergebnisse für γ ∈ R. In diesem Fall
gilt das oben zitierte Theorem für eine holomorphe Familie vom Typ (B) aus der Störungstheorie
nach Rellich und Kato, sodass wir eine (unendliche) Folge holomorpher Eigenwertfunktionen

λ1(γ), λ2(γ), . . .

erhalten, die für jedes γ ∈ R alle Eigenwerte vom Typ (II) des Operators ∆γ enthält. Diese
Funktionen λn(γ) sind die Grundlage für die weiteren Untersuchungen in Kapitel 7.

In Abschnitt 7.1 wird das Auftreten algebraischer Singularitäten bei Eigenwerten einer ho-
lomorphen Familie nach der Theorie von Kato [13] erklärt (s. Theorem 4.3.20). Dieses Thema
spielt für die Familie (∆γ)γ∈Ĉ eine Rolle, da

(i) die Familie in keiner Umgebung des Punktes ∞ vom Typ (B) ist,

(ii) der Operator für echt komplexe Parameter γ nicht normal ist.
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In Abschnitt 7.2 wird die Ableitung des Eisenstein-Robin-Quotienten γ(s) bestimmt. Hieraus
werden Kriterien für die Differenzierbarkeit der Eigenwerte λ(γ) vom Typ (II) hergeleitet (Theo-
rem 7.2.12), und die Ableitung λ′(γ) bestimmt (Satz 7.2.8).

In Abschnitt 7.3 wird gezeigt, wie man im allgemeinen Fall die reellen Eigenwerte λ(x) mit
Eigenfunktionen f [x] einer selbstadjungierten holomorphen Familie (Tx)x vom Typ (A) oder (B)
durch Betrachtung des Quotienten

λ(x) = (Txf [x], f [x])
(f [x], f [x]) ,

welcher aus der linearen Algebra als Rayleigh-Quotient bekannt ist, bestimmen kann
(Satz 7.3.1). Diese Rechnung weist Ähnlichkeiten zu dem Ansatz aus Kapitel 3 auf, da
das Minimum-Maximum-Prinzip mit dem gleichen Quotienten arbeitet, ist in der Anwen-
dung jedoch wesentlich eleganter. Wie in Kapitel 3 können wir hiermit die Ableitung λ′n(γ)
bestimmen.

In Abschnitt 7.4 untersuchen wir Monotonieeigenschaften der Eigenwertfunktionen λn(γ)
sowie der Abbildungen

τn(γ) =
√
λn(γ)− 1

4 für λn(γ) > 1
4

und
rn(γ) =

√
1
4 − λn(γ) für λn(γ) < 1

4 ,

die durch die Darstellung eines Eigenwertes λ ∈ R in der Form λ = 1
4 + τ2 induziert werden.

Als Hauptresultat dieses Abschnitts zeigen wir, dass R sich durch den Abschluss disjunkter
Eigenwertintervalle Ln = λn(R) überdecken lässt, deren Ränder jeweils zu Eigenwerten des
Pseudo-Laplace-Operators ∆η gehören (Theorem 7.4.14).

In Abschnitt 7.5 beschäftigen wir uns mit den Eigenwerten der Form λ = 1
4 + τ2 für τ � 0,

die mit der Windungszahl und der Weyl-Selberg-Asymptotik zusammenhängen. Mithilfe der
Resultate aus Abschnitt 7.3 und Abschnitt 7.4 kann wie in Kapitel 3 die Maass-Selberg-Relation
für ϑ′(τ) bewiesen werden. Anschließend wird hiermit die zweite Ableitung λ′′n(γ) bestimmt
(Satz 7.5.3). Wir zeigen ferner, dass der Robin-Pseudo-Laplace-Operator ∆γ für jedes γ ∈ R
das Weylsche Gesetz erfüllt (Satz 7.5.5) und stellen für den Abstand

µn+1 − µn

zweier Eigenwerte des Typs (II) von ∆η eine Integralformel auf (Theorem 7.5.6).
In Abschnitt 7.6 betrachten wir die Eigenwerte, die unterhalb von 1

4 liegen, und untersuchen
das Auftreten von Polen der Streumatrix ϕ im Intervall s ∈ ]1

2 , 1]. Es ist bekannt, dass höchstens
endlich viele dieser Pole existieren, die alle von einfacher Ordnung sind, und dass s1 = 1 stets ein
Pol ist (s. Kapitel 2). Für die PSL2(Z) folgt durch das vorhandene Wissen über die Nullstellen
der Zetafunktion, dass s1 = 1 der einzige Pol in ]1

2 , 1] ist (Beispiel 2.1.18). Mithilfe des Kriteriums
für das Auftreten algebraischer Singularitäten in Theorem 7.2.12 stellen wir eine geometrische
Bedingung an die Existenz von Polen s ∈ ]1

2 , 1[ auf, d. h. eine Bedingung, welche nur von der
Gruppe Γ abhängt (Satz 7.6.2).
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Kapitel 1

Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

In diesem Kapitel wird das Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene H dargestellt und die
Konstruktion einer Riemannschen Fläche

X = Γ\H

als Quotient von H nach der Operation einer Fuchsschen Gruppe Γ beschrieben. Da für den
Hauptteil dieser Arbeit keine detaillierten Kenntnisse der Geometrie vonnöten sind, beschränken
wir uns hierbei auf grundlegende Begriffe.

Zentral für die Rechnungen in den folgenden Kapiteln ist das Konzept des Fundamentalpo-
lygons, welches wir auf eine geschickte Weise zerlegen können. Da das Polygon, mit dem wir
die Fläche Γ\H identifizieren wollen, als Teilmenge des R2 betrachtet, keinen glatten Rand hat,
wird ferner dargelegt, inwiefern aufgrund der spezifischen hyperbolischen Metrik auf H durch
eine lokale Koordinatenbasis Differentiation und Integration wie auf einer euklidischen Menge
„ohne Rand“ verstanden werden können.

Für die Theorie der Fuchsschen Gruppen folgen wir den Büchern von Katok [14] und Iwa-
niec [11]. Eine ausführliche Behandlung bietet das Buch von Beardon [2].

1.1 Hyperbolische Metrik und Fuchssche Gruppen

Es sei Ĉ = C ∪ {∞} die Riemannsche Zahlensphäre und

H = {z ∈ C | Im z > 0}

die obere Halbebene in Ĉ. Der Rand von H in der Topologie auf Ĉ sei R̂ = R ∪ {∞}.

Definition 1.1.1 (Katok [14], §1.1). Es sei z ∈ H, TzH der Tangentialraum im Fußpunkt z
und ( · ,−)eukl das euklidische Skalarprodukt in C.

(i) Durch

g : TzH× TzH→ C, g(Z,W )|z = (Z,W )eukl
(Im z)2 ,

wird eine Riemannsche Metrik auf H definiert, die wir als hyperbolische Metrik bezeichnen.
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(ii) Die zugehörige kanonische Volumenform auf (H, g) ist gegeben durch

dvolg(x, y) = dx dy
y2 , z = x+ iy ∈ H.

(iii) Das von der Metrik g induzierte Maß auf H ist

µH(M) :=
∫
M

dvolg, M ⊆ H messbar.

(iv) Der von g induzierte Abstand auf H ist

%H(z, w) = arccos
(

1 + |z − w|2

2 Im z · Imw

)
.

Bemerkung 1.1.2. (i) Die von %H induzierte Topologie auf H ist die euklidische.

(ii) Die hyperbolische Ebene (H, %H) ist ein vollständiger metrischer Raum.

(iii) Nach dem Satz von Hopf-Rinow (Köhler [15], Theorem 5.3.4) ist eine Teilmenge M

von (H, g) genau dann kompakt, wenn M beschränkt und abgeschlossen ist.

(iv) (Katok [14], Theorem 1.2.1) Die Geodäten von H sind Stücke von Senkrechten zur reellen
Achse oder Halbkreisen mit Mittelpunkt in R.

Der Abschluss einer Teilmenge M ⊆ H in (H, %H) wird mit M bezeichnet. Für das Integral
auf der Fläche (H, g) schreiben wir ab nun∫

M
dµH =

∫
M

dx dy
y2 , M ⊆ H messbar.

Satz 1.1.3 (Katok [14], §1.1). Die Automorphismengruppe Aut(H) der oberen Halbebene ist die
Menge aller Möbiustransformationen

z 7→ az + b

cz + d
mit a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

Die Gruppe Aut(H) ist isomorph zur projektiven speziellen linearen Gruppe

PSL2(R) = SL2(R)/{±Id}.

Die induzierte Gruppenoperation der PSL2(R) auf H ist gegeben durch

A : H→ H, z 7→ γ.z = az + b

cz + d
mit γ =

(
a b

c d

)
∈ PSL2(R). (1.1)

Theorem 1.1.4 (Katok [14], Theorem 1.1.2). Die Metrik g ist PSL2(R)-invariant, d. h. es gilt

g(Z,W )|z = g(γ.Z, γ.W )|γ.z für alle Z,W ∈ TzH.

Dabei ist die induzierte Gruppenoperation auf dem Tangentialraum Tz0H im Fußpunkt z0 ∈ H
gegeben durch

(γ.Z)|γ.z0 = dA
dz

∣∣∣∣
z=z0

· Z|z0 .
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1.1 Hyperbolische Metrik und Fuchssche Gruppen

Die Gruppenoperation aus (1.1) ist transitiv und treu, aber nicht frei. Durch ihre Fixpunkte
lassen sich die Elemente γ ∈ PSL2(R) folgendermaßen klassifizieren.

Definition und Satz 1.1.5 (Katok [14], §2.1). Eine Transformation γ ∈ PSL2(R)\{Id} heißt

(i) parabolisch, wenn γ genau einen Fixpunkt in R̂ besitzt,

(ii) hyperbolisch, wenn γ genau zwei Fixpunkte in R̂ besitzt,

(iii) elliptisch, wenn γ genau ein z ∈ H und den komplex konjugierten Punkt z̄ stabilisiert.

Jedes nichttriviale γ ∈ PSL2(R) gehört zu genau einer der Klassen (i), (ii) oder (iii).

Bezeichnung 1.1.6. Die Fixpunkte einer elliptischen Transformation γ ∈ PSL2(R) bezeichnen
wir als elliptische Punkte. Ein Punkt z ∈ H ist genau dann elliptisch für eine Untergruppe Γ
der PSL2(R), wenn der Stabilisator Γz von z nicht trivial ist.

Definition 1.1.7 (Katok [14], §2.2 und §3.4). Es sei Γ eine Untergruppe von PSL2(R).

(i) Zwei Punkte z, w ∈ H heißen äquivalent (bezüglich Γ), wenn sie im selben Orbit Γz liegen.

(ii) Die Gruppe Γ operiert diskontinuierlich auf H, wenn kein Orbit einen Häufungspunkt in H
besitzt. In diesem Fall heißt Γ eine Fuchssche Gruppe.

(iii) Eine Fuchssche Gruppe Γ ist von erster Art, wenn jeder Punkt in R̂ Häufungspunkt eines
Orbits Γz in der Topologie auf Ĉ ist.

(iv) Eine Fuchssche Gruppe ist von zweiter Art, wenn sie nicht von erster Art ist.

Theorem 1.1.8 (Poincaré; Iwaniec [11], Proposition 2.1). Eine Untergruppe der PSL2(R) ope-
riert genau dann diskontinuierlich auf H, wenn sie diskret in der Teilraumtopologie von R2×2 ist.

Beispiel 1.1.9 (Iwaniec [11], §2.3). Das bekannteste Beispiel für eine Fuchssche Gruppe erster
Art ist die Modulgruppe

PSL2(Z) =
{(

a b

c d

) ∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1
}/
{±Id}.

Als weitere Beispiele betrachten wir Untergruppen der PSL2(Z).

(i) Der Stabilisator des Punktes ∞ in PSL2(Z) ist gegeben durch

Γ∞ =
{(

1 k

0 1

) ∣∣∣∣ k ∈ Z
}
.

Die Gruppe Γ∞ ist eine Fuchssche Gruppe zweiter Art, da ∞ der einzige Häufungspunkt
jedes Orbits Γ∞z ist.
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(ii) Für n ∈ N ist die Hauptkongruenzgruppe modulo n der PSL2(Z)

Γ(n) = {γ ∈ PSL2(Z) | γ ≡ Id mod n}

eine Fuchssche Gruppe erster Art.

(iii) Eine Untergruppe Γ der PSL2(Z) mit Γ(n) ⊆ Γ heißt eine Kongruenzuntergruppe der
Stufe n. Ein bekanntes Beispiel sind die Heckekongruenzgruppen

Γ0(n) = {γ ∈ PSL2(Z) | c ≡ 0 mod n} .

Theorem 1.1.10 (Beardon [2], Theorem 6.2.1). Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe. Dann ist Γ\H
eine Riemannsche Fläche.

Die komplexe Struktur auf Γ\H kann durch die Quotientenprojektion π : H→ Γ\H konstru-
iert werden. Der folgende Satz zeigt, wie hierdurch eine einfache lokale Koordinatendarstellung
induziert wird. Die Konstruktion des Atlas erfolgt nach dem Beweis von Theorem 6.2.1 in [2].

Satz 1.1.11. Für jeden Orbit Γz ∈ Γ\H und einen beliebig gewählten Repräsentanten z von Γz
gibt es Umgebungen U von Γz, V von z und eine Karte ϕ : U → V mit

gij = 1
(Im z)2 δij , i, j = 1, 2,

wobei die Koeffizienten der Matrix (gij)1≤i,j≤2 ∈ C∞(V,Rn) durch die Darstellung

(ϕ−1)∗g =
2∑

i,j=1
gij dxi ⊗ dxj

der Riemannschen Metrik g in lokalen Koordinaten bestimmt sind.

Beweis. Ist z ∈ H nicht elliptisch für Γ, dann ist die Projektion π aufgrund der diskontinuierli-
chen Operation von Γ ein lokaler Homöomorphismus. Folglich ist die Inverse π−1 : π(V ) → V

eine Karte. In diesem Fall ist die Behauptung klar.
Es sei nun z ∈ H ein elliptischer Punkt von Γ. Nach Iwaniec [11], Proposition 2.2, ist der

Stabilisator Γz von z eine zyklische Gruppe Γz = 〈γ0〉 der Ordnung n ≥ 2. Da Γ diskontinuierlich
auf H operiert, gibt es eine Umgebung W = Br(z) von z, sodass für jedes γ ∈ Γ gilt

γ(W ) = W, falls γ(z) = z, oder γ(W ) ∩W = ∅, falls γ(z) 6= z

([2], Theorem 5.3.12). Wir setzen U := π(W ). Ein Punkt w ∈ U kann als Orbit Γv = {γv | γ ∈
Γ} für ein v ∈ H dargestellt werden. Also gibt es ein v0 ∈ H mit

Γv ∩W = {γ0v0, γ
2
0v0, . . . .γ

n
0 v0}.

Für alle v ∈ W\{z} gilt γi0v 6= γj0v für i 6= j. Es sei nun σ eine Möbiustransformation mit
σ(z) = 0 und σ(W ) = D, wobei D die offene Einheitskreisscheibe in C ist. Dann ist

g0 = σγ0σ
−1

14



1.2 Fundamentalgebiete

ein Erzeuger des Stabilisators von a0 = 0 bezüglich σΓ mit ord(g0) = n, und für jedes j ∈ N0

gilt gj0 = σγj0σ
−1. Die Operation von g0 auf a ∈ D kann durch Multiplikation mit der n-ten

Einheitswurzel
g0(a) = a · exp

(2πi
n

)
beschrieben werden. Setzen wir q : D→ D, q(a) = an, so ist

ϕ : U →W, ϕ(w) = σ−1 ◦ q ◦ σ ◦ π−1(w),

eine Karte um z mit ϕ(Γz) = z. Für einen Punkt v ∈W\{z} mit Γv∩W = {γj0ṽ | j = 1, . . . , n}
für ein ṽ ∈ H hat ϕ(Γv) die Gestalt

ϕ(Γv) = σ−1(σ(γj0(ṽ))n) = σ−1 ◦ (gj0(σṽ))n

= σ−1 ◦ (σγj0σ−1) ◦ . . . ◦ (σγj0σ−1) ◦ σ(ṽ)

= γjn0 (ṽ) = γj0v = ṽ.

Also wirkt ϕ durch Automorphismen auf H. Die Invarianz der Riemannschen Metrik liefert,
dass nach Wahl einer Basis (ej) von TΓvU mit g(ei, ej)|Γz = 1

(Im Γz)2 δij in lokalen Koordinaten
und eines beliebig gewählten Repräsentanten v von Γv ∈ U gilt

gij(v) = 1
(Im v)2 δij .

Katok [14] gibt in §3.6 einen Überblick darüber, welche Riemannschen Flächen eine Dar-
stellung der Form Γ\H besitzen.

Notation 1.1.12. Aufgrund der PSL2(R)-Invarianz der Riemannschen Metrik g schreiben wir
weiterhin nur g für die induzierte Metrik auf Γ\H. Selbiges gilt für alle durch g definierten
Objekte auf Γ\H, welche die Invarianz von g erben.

1.2 Fundamentalgebiete

Ab nun sei Γ stets eine Fuchssche Gruppe. Um die Fläche X = Γ\H mit einer Teilmenge
von H und jeden Orbit Γz mit einem Punkt z ∈ H zu identifizieren, wird der Begriff des
Fundamentalgebiets eingeführt. Ähnlich wie bei einem Gitter in Rn lässt sich die gesamte obere
Halbebene durch Fundamentalgebiete parkettieren.

Ein Fundamentalgebiet F ⊂ H besitzt als euklidische Teilmenge von H einen Rand ∂F ,
während X als Mannigfaltigkeit randlos ist. Auf den Seiten von ∂F treffen je zwei Fundamen-
talgebiete zusammen. Üblicherweise werden daher die Seiten von ∂F zu Paaren angeordnet,
welche man sich als miteinander identifiziert beziehungsweise „verklebt“ vorstellen kann.1 Dies
impliziert eine Vorstellung von F als offene Teilmenge von H „ohne Rand“, welche im Hauptteil
der Arbeit stets implizit vorgenommen wird.

1Hierbei können Seiten auch mit sich selbst gepaart sein. In diesem Fall werden entsprechende Teilstücke mit-
einander verklebt.
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

Definition 1.2.1 (Iwaniec [11], §2.2 und Katok [14], §3.1). Ein Gebiet F ⊂ H ist ein Funda-
mentalgebiet für Γ, wenn

(i)
⋃
γ∈Γ γ(F ) = H,

(ii) F ∩ γ(F ) = ∅ für alle γ ∈ Γ\{Id}.

Ist F ein Fundamentalgebiet für Γ, so ist die Familie {γ(F ) | γ ∈ Γ} eine Parkettierung von H.

Katok [14] verwendet den Begriff des Fundamentalgebiets für den Abschluss F von F in H.
Wir folgen in diesem Punkt der Konvention von Iwaniec [11], um keine Konfusion mit dem
klassischen Begriff des Gebiets hervorzurufen.

Satz 1.2.2 (Iwaniec [11], Theorem 2.3). Jede Fuchssche Gruppe erster Art besitzt ein Funda-
mentalgebiet F endlichen Volumens. In diesem Fall haben alle Fundamentalgebiete das gleiche
Volumen, und es gilt

µH(F ) = vol(Γ\H).

Man nennt eine Fuchssche Gruppe erster Art daher kofinit. Wenn F kompakt in (H, %H) ist,
dann ist Γ\H eine kompakte Riemannsche Fläche. In diesem Fall heißt Γ kokompakt.

Bemerkung 1.2.3 (Iwaniec [11], §2.2 und Beardon [2], §9.3). Es sei F ein Fundamentalgebiet
einer Fuchsschen Gruppe Γ.

(i) Der Rand ∂F von F in H ist eine Nullmenge.

(ii) Ist Γ kofinit, dann kann F als konvexes Polygon mit endlich vielen Seiten und Ecken
gewählt werden, wobei die Seiten Geodäten von H sind. In diesem Fall heißt F ein Fun-
damentalpolygon.

(iii) Es sei Γ eine kofinite Fuchssche Gruppe, F ein Fundamentalpolygon für Γ und

SΓ = {γ ∈ Γ | F ∩ γ(F ) ist eine Seite von F}.

Für jede Seite s existiert ein eindeutiges γs ∈ SΓ mit s = F ∩ γs(F ), und via

s′ := γ−1
s (s) = F ∩ γ−1

s (F )

wird eine Paarung von Seiten (s, s′) induziert mit γs′ = (γs)−1 und (s′)′ = s.

(iv) Die Elemente von SΓ erzeugen die Gruppe Γ.

(v) Ein Punkt z ∈ F ist genau dann elliptisch, wenn z auf einer Seite s von F mit s′ = s liegt.

Beispiel 1.2.4. Ein Fundamentalpolygon der PSL2(Z) ist

F =
{
z ∈ H | |Re z| < 1

2 , |z| > 1
}
.
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1.2 Fundamentalgebiete

Die Seiten von F sind die Halbgeraden

s1 =
{

1
2 + iy | y ≥

√
3

2

}
, s2 =

{
−1

2 + iy | y ≥
√

3
2

}

und der Kreisbogen

s3 =
{
x+ i

√
1− x2 | − 1

2 ≤ x ≤
1
2

}
.

Die zugehörigen Paarungen sind (s1, s2) mit γs1z = z+ 1, und (s3, s3) mit γs3z = −z−1, und es
gilt PSL2(Z) = 〈γs1 , γs3〉.

Die elliptischen Punkte in ∂F sind i und ±1
2 + i

√
3

2 . Alle weiteren elliptischen Punkte in H
sind PSL2(Z)-äquivalent zu diesen Punkten.

Bemerkung 1.2.5. Wir können die Fläche Γ\H mit der Fläche Γ\F identifizieren, wobei je zwei
gepaarte Seiten von ∂F miteinander „verklebt“ werden (s. Katok [14], §3.6). Wenn eine Seite s
mit sich selbst gepaart ist, werden die Teilstücke von s, die an einem elliptischen Punkt z auf s
zusammentreffen, miteinander identifiziert.

Wir interessieren uns nur für kofinite, aber nicht kokompakte Gruppen. Diese werden durch
das Auftreten von einer oder mehreren Spitzen charakterisiert.

Definition 1.2.6 (Iwaniec [11], §2.2). Wenn das Fundamentalpolygon F einer kofiniten Fuchs-
schen Gruppe einen Eckpunkt a ∈ R̂ hat, dann heißt a eine Spitze von Γ\H.

Satz 1.2.7 (Iwaniec [11], Proposition 2.5). Eine kofinite Fuchssche Gruppe ist genau dann
kokompakt, wenn sie keine Spitze in R̂ besitzt.

Beispiel 1.2.8. Das Fundamentalgebiet F der PSL2(Z) aus Beispiel 1.2.4 ist ein hyperbolisches
Dreieck mit einer Spitze in ∞. Insbesondere ist die PSL2(Z) nicht kokompakt, aber kofinit mit

vol(PSL2(Z)\H) = π

3 .

Wir erläutern nun, wie eine beliebige Spitze mit einer Spitze in ∞ konjugiert werden kann.

Bemerkung 1.2.9 (Iwaniec [11], §2.2). Es sei a eine Spitze einer kofiniten Gruppe Γ und

Γa = {γ ∈ Γ | γa = a}

der Stabilisator von a. Dann existiert eine Skalierungsmatrix σa ∈ PSL2(R) mit

σa∞ = a und σaΓa = Γ∞.

Für η > 0 setzen wir
Σ(η) := ]0, 1[×[η,∞[. (1.2)

Die Menge
Fa(η) := σaΣ(η)
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

ist die zu a assoziierte Spitzenregion. Ist Γ\H eine Fläche mit Spitzen a1, a2, . . . und F ein
Fundamentalpolygon von Γ\H, ist für ein hinreichend großes η die Menge

F (η) = F\
⋃
aj

Faj(η)

relativ kompakt und es gilt

∂Faj(η) ∩ ∂F (η) = σajHη, j = 1, 2, . . . .

Hierbei ist
Hη = ]0, 1[×{η}. (1.3)

Der Rand Hη der kompakten Mannigfaltigkeit F (η) ist ein Stück eines Horozykels. Wir
benötigen diesen Begriff im weiteren Verlauf der Arbeit nicht, geben aber aus Gründen der
Vollständigkeit eine Definition.

Bezeichnung 1.2.10 (Katok [14], §4.2). Ein euklidischer Kreis, der durch a ∈ R verläuft und
tangential zur reellen Achse liegt, ist ein Horozykel für jede Geodäte, die durch a verläuft.

Ist a =∞, dann sind die Geodäten durch a Geraden parallel zur imaginären Achse, und die
zugehörigen Horozykel sind Geraden der Form hη = R× {η} parallel zur reellen Achse.

Die Zerlegung von F in eine kompakte Untermannigfaltigkeit und eine (hyperbolisch) unbe-
schränkte Spitzenregion wie in Bemerkung 1.2.9 ist gerechtfertigt in dem Sinne, dass Horozykel
von Gruppenelementen γ ∈ Γ wieder auf Horozykel abgebildet werden.

Die Spitzen von Γ\H sind die Fixpunkte der parabolischen Elemente von Γ (Iwaniec [11],
§2.2). Andererseits sind die parabolischen Elemente genau diejenigen γ ∈ PSL2(R), für die
jeder Horozykel ω(z) zum Fixpunkt z von γ invariant unter der Operation von γ ist, d. h. für
die γ(ω(z)) = ω(z) gilt (Katok [14],Theorem 4.2.4).

Beispiel 1.2.11. Nach Beispiel 1.2.4 wird die PSL2(Z) erzeugt von

γ1.z = z + 1 und γ2.z = −1
z
.

Die Translation γ1 ist parabolisch mit dem Fixpunkt∞. Jeder Horozykel in∞ ist von der Form
hη = R× {η} und invariant unter der Operation von γ1.

Unter der Operation von γ2 wird x+ iη ∈ hη abgebildet auf

γ2.(x+ iη) = −x+ iη

x2 + η2 .

Die Menge
{
−x+iη
x2+η2 | x ∈ R̂

}
ist ein euklidischer Kreis mit Mittelpunkt i

2η und Radius 1
2η , der

durch die Spitze 0 verläuft.

Folgerung 1.2.12. (i) Wenn X = Γ\H eine Riemannsche Fläche mit einer einzigen Spitze a ist,
dann können wir (via Konjugation mit einer Skalierungsmatrix σa wie in Bemerkung 1.2.9)
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Spitze in∞ liegt. Das bedeutet,
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1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

dass wir Γ\H mit einem euklidisch unbeschränkten Fundamentalgebiet identifizieren, das
bis auf Translationen in x-Richtung (d. h. der Operation von Γ∞) eindeutig bestimmt ist.
Wir bezeichnen dieses Fundamentalgebiet mit F∞.

(ii) Ist X wie in (i) mit F∞ identifiziert, dann ist der Rand zwischen dem kompakten Teil

Xη := F (η)

von X und der Spitzenregion
Sη := F∞(η)

Stück eines Horozykels der Form Hη wie in (1.3), und es gilt

Xη = {z ∈ F∞ | Im z ≤ η}, Sη = {z ∈ F∞ | Im z ≥ η}.

(iii) Die Spitzenregion Sη ist bis auf Verschiebung in x-Richtung ein Halbstreifen Σ(η) der
Form (1.2). Identifizieren wir X mit F∞, dann ist die Menge der η, für die Sη ⊆ F∞ gilt,
nach unten durch eine Schranke pΓ > 0 beschränkt.

Beispiel 1.2.13. Für die PSL2(Z) gilt pΓ = 1.

Konvention 1.2.14. Im Hauptteil der Arbeit werden nur kofinite Gruppen Γ betrachtet, für
die X = Γ\H eine einzige Spitze besitzt. Ab nun wird ohne Einschränkung stets angenom-
men, dass diese Spitze in ∞ liegt. Folgerung 1.2.12 rechtfertigt, dass wir X kanonisch mit F∞
identifizieren und annehmen, dass Sη = ]0, 1[×[η,∞[ gilt.

Ist π−1
F∞

: Γ\H → F∞, Γz 7→ z ∈ F∞, impliziert die Identifizierung von X mit F∞ durch
Wahl der lokalen Koordinatenbasis aus Satz 1.1.11 für das Integral über M ⊆ X∫

M
f dµH =

∫
M∞

f(x, y)dx dy
y2

mitM∞ = π−1
F∞

(M). Da die Fläche X keinen Rand hat, können wirM∞ ⊂ H als Menge betrach-
ten, deren Rand nur aus dem von ∂M ⊆ X induzierten Rand π−1(∂M) in H besteht, indem wir
alle euklidischen Randstücke von M∞, die auf einer Seite des Fundamentalpolygons F∞ liegen,
durch die „Verklebung“ von gepaarten Seiten vernachlässigen.

1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Durch Identifikation von X = Γ\H mit einem Fundamentalpolygon F können wir auf der
Fläche X wie auf einer Teilmenge des euklidischen Raums, ausgestattet mit dem hyperbolischen
Maß µH, operieren. Allerdings besitzt F als Teilmenge von H einen nicht glatten Rand, während
die Riemannsche Fläche X randlos ist. Daher legen wir im folgenden Abschnitt dar, wie sich
für unsere Zwecke relevante Begriffe der Standardanalysis auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten
übertragen lassen.

Für die grundlegenden Begriffe der Differentialgeometrie folgen wir der Notation von Köh-
ler [15]. Die meisten Sätze der Standardanalysis, die wir hier und in den folgenden Kapiteln für
(kompakte) Mannigfaltigkeiten benötigen, stammen aus dem Buch von Taylor [30].
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

1.3.1 Kovariante Ableitung und Sobolevräume

In diesem Abschnitt sei M stets eine glatte Mannigfaltigkeit.

Bezeichnung 1.3.1 (Köhler [15], Definition 2.1.3). Die Menge der Schnitte eines Vektorbün-
dels π : E →M sei

Γ(M,E) = {s : M → E ∈ C∞(M) | π ◦ s = idM}.

Definition 1.3.2 (Köhler [15], Definition 3.2.1). Es sei E →M ein Vektorbündel. Ein (kovari-
anter) Zusammenhang ∇ auf E ist eine R-lineare Abbildung ∇ : Γ(M,E) → Γ(M,T ∗M ⊗ E),
welche die Leibniz-Regel

∇(f · s) = df ⊗ s+ f · ∇s, f ∈ C∞(M), s ∈ Γ(M,E),

erfüllt. Hierbei bezeichnet d : Aq → Aq+1 die äußere Ableitung auf den glatten q-Formen.

Bemerkung 1.3.3. Man kann einen Zusammenhang ∇ auch als Abbildung

∇ : Γ(M,TM)× Γ(M,E)→ Γ(M,E), (Z, s) 7→ ∇Zs,

betrachten, die im ersten Argument C∞(M)-linear ist und im zweiten die Leibniz-Regel erfüllt.

Satz 1.3.4 (Köhler [15], Satz 3.3.1). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter Zusammenhang ∇LC auf TM , der

(i) metrisch ist: ∇LCg = 0,

(ii) torsionsfrei ist: ∇LCZ W − ∇LCW Z = [Z,W ] für alle Z,W ∈ Γ(M,TM), wobei [Z,W ] die
Lieklammer bezeichnet.

Der Zusammenhang ∇LC heißt Levi-Civita-Zusammenhang.

Definition 1.3.5. Der Gradient grad f einer Funktion f ∈ C∞(M) ist bestimmt durch

g(grad f, Z) = df(Z) für alle Z ∈ TM.

Beispiel 1.3.6. Der hyperbolische Gradient auf (H, g) ist in lokalen Koordinaten gegeben durch

grad f = y2∇f,

wobei ∇ den euklidischen Gradienten bezeichnet. Da der Gradient von der Riemannschen Me-
trik g induziert wird, erbt der Gradient die PSL2(R)-Invarianz von g.

Definition 1.3.7 (Hebey [9], S. 21). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
kanonischer Volumenform dvol. Für f ∈ C∞(M) sei die Norm ||f ||Hk(M) definiert durch

||f ||2Hk(M) :=
k∑
j=0

∫
M
g

((
∇LC

)j
f,
(
∇LC

)j
f

)
dvol.
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1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Der Sobolevraum Hk(M) ist die Vervollständigung von

C2
k(M) =

{
f ∈ C∞(M) | ||f ||Hk(M) <∞

}
bezüglich || · ||Hk(M).

Beispiel 1.3.8. Auf X = Γ\H ist die Norm in H1(X,µH) gegeben durch

||f ||2H1(X,µH) = ||f ||2L2(X,µH) +
∫
X
g(grad f, grad f) dµH.

Hierbei gilt für jedes beliebige Fundamentalpolygon F von X∫
X
g(grad f, grad f) dµH =

∫
F
∇f · ∇f̄ dλ2.

Die Norm auf H2(X,µH) ist äquivalent zu

||f ||2H2(X,µH) = ||f ||2H1(X,µH) +
∫
X
y4(|∂xxf |2 + |∂xyf |2 + |∂yyf |2) dµH.

Satz 1.3.9 (Hebey [9], Proposition 2.2). Wenn M kompakt ist, hängt Hk(M) nicht von der
Riemannschen Metrik ab.

Beispiel 1.3.10. Die Fläche X = Γ\ besitze eine Spitze in ∞ und sei mit dem unbeschränkten
Fundamentalgebiet F∞ identifiziert wie in Konvention 1.2.14.

(i) Es sei M ⊂ X eine kompakte Untermannigfaltigkeit von X mit der von g induzierten
Riemannschen Metrik. Es sei M∞ = π−1

F∞
(M) wie in Konvention 1.2.14. Dann gibt es

Y1, Y2 > 0 mit

Y 2k
1 ≤ y2k ≤ Y 2k

2 für alle y ∈ {Im z | z ∈M∞}, k ∈ N0. (1.4)

Insbesondere gibt es C1, C2 > 0, sodass

C1||f ||Hk(M∞,λ2) ≤ ||f ||Hk(M,µH) ≤ C2||f ||Hk(M∞,λ2).

Die Konstanten C1 und C2 sind durch (1.4) bestimmt. Der Parameter Y1 kann unabhängig
von M gewählt werden, Y2 hingegen nicht. Ist beispielsweise M = Xη, dann ist η die
kleinstmögliche Wahl für Y2 und daher gilt C2(Xη)→∞ für η →∞.

(ii) Es gebe ein x0 ∈ R und ein Intervall I = ]a, b[⊆ R>0, sodass M = {x0} × I. Dann trägt I
die von g induzierte Metrik

dg̃ = dy
y2 .

Definition 1.3.11 (Taylor [30], §2.4). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,
und D(M) der Raum der C∞-Funktionen mit kompaktem Träger auf M . Der Laplace-Beltrami-
Operator auf D(M) ist definiert durch

∆ = −Tr
(
∇LC

)2
.

Beispiel 1.3.12. Der Laplace-Operator auf Γ\H hat in lokalen Koordinaten die Gestalt

∆ = y2∆eukl,

wobei ∆eukl = −(∂xx + ∂yy) den euklidischen Laplace-Operator in R2 bezeichnet.
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1.3.2 Distributionen

Definition 1.3.13 (Hörmander [10], Definition 6.3.3). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
und (ϕj : Uj → Vj)j∈J eine glatte Struktur auf M . Wenn es für jede Karte ϕ : U → V eine
Distribution uϕ ∈ D′(V ) gibt, sodass für alle i, j ∈ J gilt

uϕj = (ϕi ◦ ϕ−1
j )∗uϕi auf ϕj(Uj ∩ Ui),

dann heißt u = (uϕj )j∈J eine Distribution auf M . Die Menge aller Distributionen auf M wird
mit D′(M) bezeichnet.

In Hörmander ([10], S. 34) wird ein alternativer Distributionsbegriff mithilfe von Dichten ge-
geben, der unabhängig von der Wahl der lokalen Koordinatenbasis ist. Auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit lassen sich beide Distributionsbegriffe kanonisch miteinander identifizieren.

Da wir Γ\H auf einfache Weise mit dem Fundamentalgebiet F∞ identifizieren können wie in
Abschnitt 1.1 beschrieben, ist für unsere Zwecke die Definition durch lokale Koordinaten geeig-
net. Ferner lassen sich nun die Begriffe der Distributionsableitung und der Distributionslösung
in natürlicher Weise von Rn auf eine Riemannsche Mannigfaltigkeit übertragen.

Bezeichnung 1.3.14 (Aubin [1], §3.53). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension N .

(i) Ein linearer Differentialoperator A der Ordnung n auf M in lokalen Koordinaten ist ein
Ausdruck der Form

Au(x) =
∑
|α|≤n

aα(x)Dαu(x). (1.5)

(ii) Der zu A formal adjungierte Operator At ist definiert durch

(Au, v)L2(M) = (u,Atv)L2(M), u, v ∈ D(M).

(iii) Wir sagen, u ∈ D′(M) löst Au = f im Distributionssinn, wenn

(u,Atφ)L2(M) = (f, φ)L2(M) für alle φ ∈ D(M).

Definition 1.3.15. Es sei X = Γ\H. Für f ∈ L1
loc(X) setzen wir

gradd f := y2(∂xf, ∂yf),

wobei ∂x und ∂y als euklidische Distributionsableitung nach x beziehungsweise y und die rechte
Seite in lokalen Koordinaten zu verstehen ist. Analog setzen wir

∆df := −y2(∂xxf + ∂yyf).

Dann werden durch gradd und ∆d Distributionen auf X definiert. Wir bezeichnen gradd und ∆d

als den hyperbolischen Gradienten beziehungsweise Laplace-Operator im Distributionssinne.
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Bemerkung 1.3.16. Nach der Greenschen Formel (Taylor [30], §4.4) ist der Laplace-Operator ∆d

auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ohne Rand formal selbstadjungiert, d. h. dass für
alle u ∈ D′(M) und φ ∈ D(M) gilt

(∆du, φ) = (u,∆t
dφ) = (u,∆φ) = (gradu, gradφ).

Der Nachweis der formalen Selbstadjungiertheit erfolgt mittels der Darstellung

∆df = −
n∑

i,j=1

1√
det (gij)1≤i,j≤n

· ∂xj
(√

det (gij)1≤i,j≤n · gij · ∂xif
)

in lokalen Koordinaten (Taylor [30], §2.4), wobei für M = Γ\H die Koeffizienten

gij = 1
y2 δij und gij = y2δij

durch die Riemannsche Metrik g bestimmt sind wie in Satz 1.1.11.

Notation 1.3.17. Es sei X = Γ\H.

(i) Da für hinreichend glatte Funktionen f auf X der Gradient und Laplace-Operator im
klassischen Sinne mit dem jeweiligen distributionellen Operator übereinstimmt, schreiben
wir nur ∆ für ∆d beziehungsweise grad für gradd. Nach Definition 1.3.15 gilt

grad f(x, y) = y2∇f(x, y).

(ii) Wir schreiben ∆eukl für den euklidischen Laplace-Operator (im Distributionssinne), falls
die Unterscheidung zwischen ∆ und ∆eukl relevant ist. Nach Definition 1.3.15 gilt

∆f(x, y) = y2∆euklf(x, y).

(iii) In Analogie zum Distributionskalkül auf dem Rn schreiben wir

〈∆u, φ〉 := (u,∆φ),

wenn wir betonen wollen, dass ∆ im distributionellen Sinn zu verstehen ist.

1.3.3 Elliptische Regularität

Das Konzept der elliptischen Differentialoperatoren liefert für den euklidischen Laplace-
Operator ∆eukl auf einer offenen Menge Ω ⊆ Rn, dass alle Eigenfunktionen u ∈ L2(Ω, λn)
von ∆eukl von der Klasse C∞ sind. Entsprechende Regularitätssätze gelten auch für Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten. Wir werden diese in Kapitel 5 verwenden, um den Definitionsbereich
des Robin-Pseudo-Laplace-Operators ∆γ anzugeben.

Bezeichnung 1.3.18 (Taylor [30], §2.9 und §5.11). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension N . Es sei A ein Differentialoperator auf M mit lokaler Koordinatendarstellung

A(x)u =
∑
|α|≤n

aα(x)Dαu.
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

(i) Das Hauptsymbol von A ist der Operator

An(x; ξ) :=
∑
|α|=n

aα(x)ξα.

(ii) Wenn An(x, ξ) für jedes ξ ∈ RN\{0} und x ∈M invertierbar ist, heißt A elliptisch.

Satz 1.3.19. Es sei Γ\H eine Riemannsche Fläche mit einer Spitze. Dann ist der hyperbolische
Laplace-Operator

∆ = −y2(∂xx + ∂yy)

auf Γ\H elliptisch.

Beweis. Der Operator ∆ hat das Hauptsymbol

A2((x, y); ξ) = −y2
(
ξ2

1 + ξ2
2

)
= −y2||ξ||2R2 .

Die Fläche Γ\H sei mit dem unbeschränkten Fundamentalpolygon F∞ identifiziert wie in Kon-
vention 1.2.14. Es sei

θ = inf{Im z | z ∈ F∞} > 0.

Dann gilt für alle (x, y) ∈ F∞

|A2((x, y); ξ)| ≥ θ2 · ||ξ||2R2 .

Theorem 1.3.20 (Innere Regularität für glatt berandete Mannigfaltigkeiten, Taylor [30], Kapi-
tel 5, Theorem 11.1). Es sei A(x) ein elliptischer Operator auf einer glatten Mannigfaltigkeit M
der Dimension N . Der Rand von M sei entweder leer oder glatt. Ferner habe A glatte Koef-
fizienten aα ∈ C∞(M), und das Hauptsymbol An(x, ξ) sei für alle x ∈ M und ξ ∈ RN\{0}
invertierbar. Wenn u ∈ D′(M) ist und

A(x)u = f

in Hσ(M) liegt, dann gilt u ∈ Hσ+n
loc (M). Sind U und V kompakte Mengen mit U b V b M

und ist ρ < σ + n, so gibt es ein C > 0 mit

||u||Hσ+n(U) ≤ C · ||f ||Hσ(V ) + C · ||u||Hρ(V ).

Wie im klassischen Fall liefert der Regularitätssatz durch sukzessive Anwendung auf kom-
pakte Teilmengen von Γ\H für den hyperbolischen Laplace-Operator das folgende Korollar.

Korollar 1.3.21. Jede Eigenfunktion f ∈ L2(X,µH) von ∆ ist von der Klasse C∞.
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Kapitel 2

Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Der hyperbolische Laplace-Operator ∆ auf X = Γ\H kann im funktionalanalytischen Sinn als
unbeschränkter Operator mit Definitionsbereich D(X) betrachtet werden. Dann besitzt ∆ eine
eindeutige, selbstadjungierte Friedrichserweiterung ∆Γ. Wenn die Gruppe Γ kofinit, aber nicht
kokompakt ist, dann existieren Lösungen der Eigenwertgleichung

∆f = λf, λ ∈ C, (2.1)

die keine Eigenfunktionen von ∆Γ sind, da sie nicht in L2(X,µH) liegen. Wir sprechen in diesem
Fall von verallgemeinerten Eigenfunktionen. Um Operatoren untersuchen zu können, für welche
die verallgemeinerten Eigenfunktionen von ∆Γ echte Eigenfunktionen sind, wird von Colin de
Verdière ([3], [4]) die Klasse der Pseudo-Laplace-Operatoren eingeführt (s. Abschnitt 2.5).

Eine spezielle verallgemeinerte Eigenfunktion ist die Eisensteinreihe E(z, s), die (2.1) mit
λ = s(1−s) erfüllt. Da sich zeigen wird, dass jede Eigenfunktion eines Pseudo-Laplace-Operators
entweder durch eine echte Eigenfunktion von ∆Γ oder durch eine Eisensteinreihe beschrieben
werden kann (s. Theorem 2.5.8, Theorem 6.3.1), genügt es, sich auf die Darstellung der Theorie
der Eisensteinreihen zu beschränken. Dies ist Gegenstand der Abschnitte 2.1 und 2.2. Für die
Theorie der Eisensteinreihen folgen wir den Büchern von Kubota [16] und Iwaniec [11].

Der zweite Teil dieses Kapitels beschäftigt sich mit dem Spektrum des Laplace-Operators ∆Γ

und des Pseudo-Laplace-Operators ∆η von Colin de Verdière, den wir zur Abgrenzung gegen-
über der Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren aus Kapitel 5 als den klassischen Pseudo-Laplace-
Operator bezeichnen werden. Neben der Beschreibung des Spektrums dieser Operatoren wird
insbesondere auf die asymptotische Verteilung der Eigenwerte eingegangen.

2.1 Automorphe Funktionen und Eisensteinreihen

Eine Funktion f : Γ\H → C auf der Mannigfaltigkeit Γ\H können wir als Funktion auf H
verstehen, die mit der Gruppenoperation von Γ kompatibel ist:

Definition 2.1.1. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe. Eine Funktion f : H→ C heißt Γ-automorph,
wenn für alle γ ∈ Γ und z ∈ H gilt

f(γ.z) = f(z).

Die Menge der Γ-automorphen Funktionen wird mit A(Γ\H) bezeichnet.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Aufgrund der Invarianz der hyperbolischen Metrik ist der Laplace-Operator ∆ ebenfalls
PSL2(R)-invariant, d. h. es gilt

∆(f(γ.z)) = (∆f)(γ.z) für alle γ ∈ PSL2(R).

Man nennt ∆ daher auch den automorphen Laplace-Operator.
Durch Summation über die Gruppenelemente von Γ lassen sich wie folgt Γ-automorphe

Funktion konstruieren.

Bezeichnung 2.1.2. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe mit Γ∞ ⊆ Γ. Für f ∈ A(Γ∞\H) definieren
wir die formale Poincaré-Reihe durch

PΓ∞\Γ[f ](z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ
f(γ.z). (2.2)

Wenn die Reihe konvergiert, wird die Poincaré-Reihe zu einer wohldefinierten Γ-automorphen
Funktion.

Definition 2.1.3 (Kubota [16], §5.1). Der Raum Θ der unvollständigen Thetareihen oder
unvollständigen Eisensteinreihen ist die Menge aller Poincaré-Reihen der Form

PΓ∞\Γ[χ(Im( · ))](z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ
χ(Im(γ.z)), χ ∈ D(]0,∞[).

Definition 2.1.4. Als Eisensteinreihe bezeichnen wir die Poincaré-Reihe PΓ∞\Γ[f ] zu

f(x+ iy) = ys, s ∈ C,

und schreiben
E(z, s) :=

∑
γ∈Γ∞\Γ

(Im (γ.z))s.

Bemerkung 2.1.5 (Kubota [16], §2.1). Für die Funktion f(y) = ys gilt

f ′′(y) = s(s− 1)ys−2.

Also erfüllt f punktweise die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

∆f(y) = −y2f ′′(y) = λf(y) mit λ = s(1− s). (2.3)

Aus der Γ-Invarianz von ∆ folgt, dass die Eisensteinreihe E(z, s) ebenfalls punktweise die Ei-
genwertgleichung

∆E(z, s) = s(1− s)E(z, s), z ∈ H,

erfüllt, wann immer sie konvergiert.

Satz 2.1.6 (Kubota [16], Theorem 2.1.1 bis 2.1.3). Für s ∈ C mit Re s > 1 konvergiert die
Eisensteinreihe E(z, s) absolut und gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von Γ\H, und es gilt

E(z, s)− ys = O(y1−s), y →∞.
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2.1 Automorphe Funktionen und Eisensteinreihen

Für die Betrachtung der automorphen Funktionen und alle folgenden Rechnungen in dieser
Arbeit ist die Existenz der Fourierentwicklung grundlegend.

Satz 2.1.7 (Fourierentwicklung automorpher Funktionen; Kubota [16], §2.2). Es sei Γ eine
kofinite Gruppe und f eine Γ-automorphe Funktion. Ohne Einschränkung gelte Γ∞ ⊆ Γ, sodass
die Fläche Γ\H eine Spitze in ∞ besitzt. Dann ist f invariant unter der Translation γ.z = z+1,
und erlaubt eine formale Fourierentwicklung

f(x+ iy) =
∑
m∈Z

fcm[f ](y)em(x) (2.4)

mit
em(x) := e2πimx

und
fcm[f ](y) =

∫ 1

0
f(x+ iy)e−m(x) dx,

welche unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion f konvergiert.

Satz 2.1.8. Es sei Γ eine kofinite Fuchssche Gruppe so, dass X = Γ\H eine Spitze in∞ besitzt.

(i) Für f ∈ C∞(X) konvergiert die Fourierreihe (2.4) absolut und gleichmäßig auf Kompakta
(Iwaniec [11], §3.1).

(ii) Für f ∈ L2(X,µH) konvergiert die Fourierreihe (2.4) in der Norm auf L2(X,µH).

Notation 2.1.9. Wir schreiben
fm := fcm[f ].

Bemerkung 2.1.10. Der automorphe Laplace-Operator

∆ = −y2 (∂xx + ∂yy)

wirkt auf die Fourierreihe
f(x+ iy) =

∑
m∈Z

fm(y)em(x)

einer Funktion f ∈ C∞(X) durch

∆f = −y2 ·
∑
m∈Z

(
f ′′m(y)− 4π2m2fm(y)

)
em(x).

Demnach ist f ∈ C∞(X) genau dann eine Lösung von ∆f = λf , wenn für jedes m ∈ Z gilt

− y2(f ′′m(y)− 4π2m2fm(y)) = λfm(y). (2.5)

Wir schreiben wie in Bemerkung 2.1.5 den Eigenwert λ in der Form

λ = s(1− s), s ∈ C.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Dann ist für m = 0 ein Fundamentalsystem von Lösungen der Gleichung (2.5) gegeben durch

φ0,1(y) = ys, φ0,2(y) = y1−s, falls s 6= 1
2 ,

und
φ0,1(y) = √y, φ0,2(y) = √y ln(y), falls s = 1

2 .

Für m ∈ Z\{0} lässt sich (2.5) mit einer geeigneten Transformation in eine modifizierte Bessel-
sche Differentialgleichung umformen. Man erhält die Lösungen

φm,1(y) = √yKs−1/2(2π|m|y), φm,2(y) = √yIs−1/2(2π|m|y), m ∈ Z\{0},

wobei Iν(x) und Kν(x) die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art sind. Für jedes
feste ν ∈ C gelten nach Olver [19], Kapitel 7, §8.1, die asymptotischen Entwicklungen

Iν(x) ∼ ex√
2πx

, x→∞ (in R),

und
Kν(x) ∼

√
π

2xe
−x, x→∞ (in R).

Insbesondere muss für jede Funktion f ∈ L2(X,µH) mit ∆f = s(1− s)f gelten

fm(y) = cmKs−1/2(2π|m|y), cm ∈ C, m ∈ Z\{0}. (2.6)

Für die Eisensteinreihe E( · , s) mit Re s > 1 impliziert die Wachstumsbedingung aus
Satz 2.1.6 ebenfalls, dass (2.6) gilt. Wir geben im folgenden Beispiel die Fourierentwicklung
der Eisensteinreihe auf ihrem Konvergenzbereich an. Wir interessieren uns vor allem für ihren
nullten Fourierkoeffizienten E0, den wir als den absoluten Term bezeichnen.

Beispiel 2.1.11 (Kubota [16], S. 15f.). Für s ∈ C mit Re s > 1 sind die Fourierkoeffizienten der
Eisensteinreihe E(z, s) gegeben durch

Em(y, s) =

cm(s)√yKs−1/2(2π|m|y), m ∈ Z\{0},

ys + ϕ(s)y1−s, m = 0.
(2.7)

Die Koeffizienten cm(s) ∈ C und ϕ(s) ∈ C sind gegeben durch

cm(s) = 2πs|m|s−
1
2 Γ(s)−1ϕm(s)

und

ϕ(s) =
√
π

Γ
(
s− 1

2

)
Γ(s) ϕ0(s), (2.8)

wobei Γ die Gammafunktion ist und ϕm für alle m ∈ Z durch eine Dirichletreihe beschrieben
wird. Für die genaue Darstellung der ϕm verweisen wir auf Kubota [16], S. 16.
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Bezeichnung 2.1.12. Die Funktion ϕ aus Gleichung (2.7) heißt Streumatrix.

Bemerkung 2.1.13. Der Begriff Streumatrix ist dadurch motiviert, dass im Falle von h vie-
len Spitzen a1, . . . , ah für jede Spitze eine Eisensteinreihe Ei(z, s) definiert werden kann, von
denen jede eine Fourierentwicklung in jeder Spitze aj besitzt. Auf diese Weise werden h2 Funk-
tionen ϕij(s) definiert, die sich zu einer quadratischen Matrix anordnen lassen. Die Funk-
tionalgleichungen aus dem folgenden Theorem lassen sich für die vektorwertige Eisensteinrei-
he E = (E1, . . . , Eh) und die Streumatrix (ϕij(s))1≤i,j≤h mit h ≥ 2 verallgemeinern.

Theorem 2.1.14 (Selberg; Kubota [16], Theorem 4.4.1 und 4.4.2). Die Abbildungen

ϕ : {s ∈ C | Re s > 1} → C, s 7→ ϕ(s),

und
E : {s ∈ C | Re s > 1} → C∞(X), s 7→ E( · , s),

sind holomorph und besitzen eine eindeutige meromorphe Fortsetzung nach C mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Die Pole von E sind die Pole der Streumatrix ϕ.

(ii) Auf der rechten Halbebene {Re s ≥ 1
2} ist ϕ holomorph bis auf endlich viele einfache Pole

im Intervall ]1
2 , 1]. In s1 = 1 besitzt ϕ stets einen Pol.

(iii) Es gelten die Funktionalgleichungen

(a) E(z, s) = ϕ(s) · E(z, 1− s),

(b) ϕ(s) · ϕ(1− s) = 1.

Ferner sind ϕ und E verträglich mit der komplexen Konjugation, d. h. für alle s ∈ C gilt

(c) ϕ(s̄) = ϕ(s),

(d) E(z, s̄) = E(z, s) für alle z ∈ H.

Colin de Verdière beweist dieses Theorem in [4] mithilfe des Pseudo-Laplace-Operators, der
in Abschnitt 2.5 beschrieben wird.

Beispiel 2.1.15. (i) Die Symmetrie (c) impliziert, dass ϕ(s) ∈ R̂ für alle s ∈ R gilt.

(ii) Es sei s = 1
2 + iτ mit τ ∈ R ein Punkt auf der kritischen Geraden

G :=
{

1
2 + iτ | τ ∈ R

}
.

Dann gilt
ŝ := 1− s = 1

2 − iτ = s̄.

Die Funktionalgleichungen (b) und (c) implizieren

|ϕ(s)| = 1. (2.9)
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Insbesondere existiert in einer Umgebung von G eine holomorphe Funktion ϑ, sodass

ϕ(s) = eiϑ(s)

und ϑ
(

1
2 + iτ

)
∈ R für alle τ ∈ R. Wir schreiben ϑ(τ) für ϑ

(
1
2 + iτ

)
.

(iii) Aus (i) und (ii) folgt für s0 = 1
2 ∈ R ∩ G

ϕ

(1
2

)
∈ {±1}.

Der Punkt s0 = 1
2 wird bei der Untersuchung der Pseudo-Laplace-Operatoren stets als Son-

derfall behandelt, da er der einzige Punkt ist, an dem E( · , s) identisch verschwinden kann.
Dieses Resultat ist bei Iwaniec [11] zu finden ([11], Proposition 6.12 und anschließende Bemer-
kung). Für ein besseres Verständnis führen wir den Beweis an dieser Stelle aus.

Satz 2.1.16. Die Eisensteinreihe E(z, s) ist genau dann identisch Null für alle z ∈ H, wenn

s = 1
2 und ϕ

(1
2

)
= −1.

Beweis. Es sei s0 = 1
2 . Wir betrachten nur den absoluten Term

E0(y, s) = ys + ϕ(s)y1−s,

der als Funktion in y auf einem Intervall I ⊂ R>0 mit [pΓ,∞[⊂ I definiert ist. Die Abbildun-
gen y 7→ ys und y 7→ y1−s sind genau dann C-linear abhängig, wenn s = 1− s gilt. Daher muss
notwendig s = s0 gelten, wenn E0(y, s) = 0 für alle y ≥ pΓ gilt.

Für s0 = 1
2 ist

E0(y, s0) = (1 + ϕ(s0))√y.

Dieser Term verschwindet für beliebiges y > 0 genau dann, wenn ϕ(s0) = −1. In diesem Fall
liefert die Funktionalgleichung (a)

E(z, 1− s0) = ϕ(s0)E(z, s0) = −E(z, s0).

Da andererseits 1− s0 = s0 gilt, bedeutet dies

E(z, s0) = −E(z, s0) für alle z ∈ H.

Satz 2.1.17 (Iwaniec [11], Theorem 6.9 und 6.13). Ist s einer der endlich vielen Pole von ϕ

in ]1
2 , 1], dann gilt Ress(ϕ) > 0. Das Residuum im Pol s1 = 1 ist gegeben durch

Ress1(ϕ) = 1
vol(Γ\H) .

Beispiel 2.1.18 (Kubota [16], S. 46). Für die PSL2(Z) hat der Term ϕm aus Beispiel 2.1.11 die
Gestalt

ϕm(s) = 1
ζ(2s) ·

∑
d|m

1
d2s−1 ,
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wobei ζ die Riemannsche Zetafunktion bezeichnet. Für m = 0 ist diese Reihe gegeben durch

∑
d|0

1
d2s−1 =

∞∑
d=1

1
d2s−1 = ζ(2s− 1).

Einsetzen in (2.8) liefert

ϕ(s) =
√
π

Γ
(
s− 1

2

)
ζ(2s− 1)

Γ(s)ζ(2s) .

Da die Funktionen Γ und ζ für s ∈ ]1
2 , 1] bis auf den Pol von ζ in 2s1 − 1 = 1 für s1 = 1

keine relevanten Pole und Nullstellen besitzen, hat die Streumatrix ϕ der PSL2(Z) keine Pole
im Intervall ]1

2 , 1[.

Der absolute Term
E0(y, s) = ys + ϕ(s)y1−s

kann unter Verwendung der Darstellung ϕ(s) = exp(iϑ(s)) für ϕ(s) ∈ C\{0} durch den Cosinus
ausgedrückt werden. Diese Darstellung ist vor allem auf der kritischen Geraden nützlich, und
wird in dieser Arbeit vornehmlich in Kapitel 3 sowie in Kapitel 6 und Kapitel 7 verwendet.

Lemma 2.1.19. Für beliebiges s ∈ C sei z ∈ C bestimmt durch

s = 1
2 + iz.

(i) Es gelte ϕ(s) ∈ C\{0}. Dann hat der absolute Term der Eisensteinreihe die Gestalt

E0(y, s) = c0(s)Ẽ0(y, s)

mit

Ẽ0(y, s) = √y cos
(
z ln(y)− ϑ(s)

2

)
(2.10)

und

c0(s) = 2ϕ(s)1/2,

wobei ϑ(s) ∈ C und ϕ(s)1/2 ∈ C\{0} durch eine geeignete Zweigwahl definiert sind. Die so
normierte Eisensteinreihe sei

Ẽ(z, s) = 1
c0(s)E(z, s).

(ii) Für das Argument des Cosinus in (2.10) schreiben wir

ξ(y, z) = z ln(y)− ϑ(s)
2 .

(iii) Wenn G ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet ist, auf welchem ϕ weder eine
Nullstelle noch einen Pol besitzt, dann sind die durch (i) und (ii) definierten Terme ϑ, c0

und ξ holomorphe Funktionen auf G.
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(iv) Für s ∈ G ist z = τ ∈ R, und nach (2.9) gilt |c0(s)| = 2 für s ∈ G. In diesem Fall schreiben
wir

ξ(y, τ) = τ ln(y)− ϑ(τ)
2 .

Beweis. Der Einfachheit der Notation halber schreiben wir nur ϕ für ϕ(s) ∈ C\{0}. Nach
einer Zweigwahl des Logarithmus auf einem einfach zusammenhängenden Gebiet G besitze ϕ(s)
mit s ∈ G die Darstellung ϕ = exp(iϑ). Wir setzen s̃ = s− 1

2 und z = −is̃. Dann gilt

ys + ϕy1−s = √y (exp (s̃ ln(y)) + ϕ exp (−s̃ ln(y)))

= √yϕ1/2
(
ϕ−

1/2 exp (s̃ ln(y)) + ϕ
1/2 exp (−s̃ ln(y))

)
= √yϕ1/2

(
exp

(
s̃ ln(y)− log(ϕ)

2

)
+ exp

(
−s̃ ln(y) + log(ϕ)

2

))
= √yϕ1/2

(
exp

(
s̃ ln(y)− iϑ2

)
+ exp

(
−s̃ ln(y) + i

ϑ

2

))
= 2√yϕ1/2 · cos

(
−is̃ ln(y)− ϑ

2

)
= 2√yϕ1/2 · cos

(
z ln(y)− ϑ

2

)
.

2.2 Trunkierte Eisensteinreihen

Der absolute Term
E0(y, s) = ys + ϕ(s)y1−s

der Eisensteinreihe wächst für y →∞ wie

max{yRe s, y1−Re s}.

Für jedes s ∈ C gilt entweder Re s ≥ 1
2 oder Re ŝ ≥ 1

2 , wobei ŝ = 1− s ist. Das folgende Beispiel
demonstriert, warum E( · , s) daher nicht in L2(X,µH) liegen kann.

Beispiel 2.2.1. Es sei s > 1, sodass die Eisensteinreihe E(z, s) für alle z ∈ H absolut konvergiert.
Durch Identifizierung von X mit F∞ und Zerlegung von F∞ in einen kompakten Teil Xη und die
Spitzenregion Sη wie in Konvention 1.2.14 können wir das Integral von |E|2 über X als Summe

||E( · , s)||2L2(X,µH) =
∫
Xη
|E( · , s)|2 dµH +

∫
Sη
|E( · , s)|2 dµH

schreiben. Auf der Spitzenregion Sη = ]0, 1[×[η,∞[ gilt nach der Parsevalschen Gleichung∫ 1

0

∫ ∞
η

∑
m∈Z
|Em(y, s)em(x)|2 dy

y2 dx =
∑
m∈Z

∫ ∞
η
|Em(y, s)|2 dy

y2 .

Es folgt
||E( · , s)||2L2(X,µH) >

∫ ∞
η

(ys + ϕ(s)y1−s)2 dy
y2 .

Da der Exponent 2s−2 für s > 1 positiv ist, konvergiert dieses Integral nicht. Daher ist E( · , s)
keine Funktion in L2(X,µH).
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Bezeichnung 2.2.2. Eine Funktion f : X → C, die eine Lösung der Gleichung

∆f = λf

für ein λ ∈ C ist, aber nicht notwendig in L2(X,µH) liegt, nennen wir Lax und Phillips [17]
folgend eine verallgemeinerte Eigenfunktion von ∆.

Bemerkung 2.2.3. (i) Aus der Elliptizität des hyperbolischen Laplace-Operators ∆ folgt wie
in Korollar 1.3.21, dass jede verallgemeinerte Eigenfunktion von ∆ von der Klasse C∞ ist.
Daher ist f durch die Fourierkoeffizienten aus Bemerkung 2.1.10 bestimmt.

(ii) Es sei sk einer der Pole von ϕ im Intervall ]1
2 , 1]. Dann gilt für das koeffizientenweise

gebildete Residuum der Eisensteinreihe RE( · , sk) := Ressk(E( · , s))

RE(x+ iy, sk) = Ressk(ϕ)y1−sk +
∑

m∈Z\{0}
Ressk(cm)√yKsk−1/2(2π|m|y)em(x)

= O(y1−s), y →∞.

Also ist RE eine verallgemeinerte Eigenfunktion, die wegen 1− sk < 1
2 in L2(X,µH) liegt.

Definition 2.2.4. Für eine Γ-automorphe Funktion f und η ≥ pΓ definieren wir die trunkierte
Funktion fη durch

fη = fη0 + (f − f0),

wobei der absolute Term fη0 definiert sei durch

fη0 (y) =

f0(y), y ≤ η,

0, y > η.

Satz 2.2.5 (Kubota [16], Theorem 2.3.2). Wenn E in s ∈ C keinen Pol besitzt, liegt die trun-
kierte Eisensteinreihe Eη( · , s) in L2(X,µH).

Theorem 2.2.6 (Maass-Selberg-Relation, Kubota [16], Theorem 2.3.1). Es seien f und g zwei
verallgemeinerte Eigenfunktionen von ∆ mit

∆f = λf und ∆g = µg

so, dass die Trunkierungen fη und gη in L2(X,µH) liegen. Wenn λ 6= µ, dann gilt

(fη, ḡη)L2(X,µH) = f0(η)g′0(η)− f ′0(η)g0(η)
λ− µ

.

Der Beweis von [16], Theorem 2.3.1, mit gη an der Stelle von ḡη liefert die folgende Version
des Theorems:

Korollar 2.2.7. Es seien f und g wie in Theorem 2.2.6. Für λ 6= µ̄ gilt

(fη, gη)L2(X,µH) = f0(η)ḡ′0(η)− f ′0(η)ḡ0(η)
λ− µ̄

.
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Beispiel 2.2.8 (Colin de Verdière [4], §2). Wenn s = 1
2 + iτ ∈ G, dann gilt

||Eη( · , 1
2 + iτ)||2L2(X,µH) = 2 ln(η)−

ϕ′(1
2 + iτ)

ϕ(1
2 + iτ)

− 1
τ

Im
(
ϕ(1

2 + iτ)η−2iτ
)
. (2.11)

Unter Verwendung der Notation aus Lemma 2.1.19 hat der letzte Summand aus (2.11) die
Gestalt

−1
τ

Im
(
ϕ(1

2 + iτ)η−2iτ
)

= 2 sin(ξ(η, τ)) cos(ξ(η, τ))
τ

.

Bezeichnung 2.2.9. Für eine Fläche X = Γ\H mit einer Spitze in ∞ und η ≥ pΓ setzen wir

L2
η :=

{
f ∈ L2(X,µH) | f0|]η,∞[ = 0

}
.

Dann ist L2
η ein Hilbertraum mit dem von L2(X,µH) induzierten Skalarprodukt

(f, g)L2
η

= (f, g)L2(X,µH),

und für beliebige Funktionen f, g ∈ L2(X,µH) gilt

(fη, gη)L2(X,µH) = (f, g)L2
η
.

Lemma 2.2.10. Wenn E in s keinen Pol besitzt und die Eisensteinreihe E(z, s) nicht kon-
stant Null ist, liegt die trunkierte Eisensteinreihe genau dann in H1(X,µH), wenn der absolute
Term E0(y, s) in y = η eine Nullstelle besitzt.

Beweis. Wir können den absoluten Term der trunkierten Eisensteinreihe mittels der Heaviside-
Funktion H darstellen als

Eη0 (y, s) = E0(y, s)H(η − y).

Dann besitzt Eη0 die Distributionsableitung

(Eη0 )′(y, s) = E′0(y, s)H(η − y)− E0(η, s)δη,0

mit der Deltadistribution
〈δη,0, φ〉 = φ0(η), φ ∈ D(X).

2.3 Das Spektrum des automorphen Laplace-Operators

Satz 2.3.1 (Colin de Verdière [3], §1). Der Laplace-Operator ∆ mit Definitionsbereich D(X) ist
ein unbeschränkter, symmetrischer und nichtnegativer Operator in L2(X,µH), und besitzt eine
eindeutige selbstadjungierte Friedrichserweiterung, die wir mit ∆Γ bezeichnen.

Bezeichnung 2.3.2. (i) Eine (automorphe) Spitzenfunktion ist eine Funktion f ∈ L2(X,µH)
mit absolutem Term

f0 = 0.

Der Unterraum der automorphen Spitzenfunktionen von L2(X,µH) heiße L̂2
0.
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(ii) Eine Funktion f ∈ L̂2
0, die eine Eigenfunktion von ∆Γ ist, heißt (automorphe) Spitzenform.

Der von den automorphen Spitzenformen erzeugte Unterraum von L2(X,µH) sei L2
0.

Satz 2.3.3 (Kubota [16], Theorem 5.2.2). Es gilt L̂2
0 = L2

0.

Bezeichnung 2.3.4. Es sei ΘR derjenige Unterraum von L2(X,µH), der von den Residuen RE
der Eisensteinreihe in den Polen s ∈ ]1

2 , 1] von ϕ aufgespannt wird.

Satz 2.3.5 (Kubota [16], Theorem 5.2.4). Es sei Γ eine kofinite, nicht kokompakte Gruppe
und X = Γ\H. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) ΘR ist endlichdimensional und ein Unterraum von Θ.

(ii) Wenn Θ0 das orthogonale Komplement von ΘR in Θ ist, dann ist L2(X,µH) die orthogo-
nale direkte Summe

L2(X,µH) = L2
0 ⊕Θ0 ⊕ΘR.

(iii) Die Räume L2
0, Θ0 und ΘR sind ∆-invariant.

(iv) Das Spektrum von ∆Γ ist diskret in ΘR und L2
0, und kontinuierlich in Θ0.

Bemerkung 2.3.6. (i) Da der Operator ∆Γ nichtnegativ ist, gilt σ(∆Γ) ⊆ [0,∞[. Hierbei gilt
stets 0 ∈ σ(∆Γ), da die Eisensteinreihe einen Pol in s1 = 1 besitzt.

(ii) Der Raum Θ ist unendlichdimensional. Die Dimension von L2
0 ist im Allgemeinen unbe-

kannt (s. Iwaniec [11], Bemerkung nach Theorem 4.7).

(iii) Das kontinuierliche Spektrum von ∆Γ umfasst das Intervall [1
4 ,∞[ und ist zu den Eisen-

steinreihen E( · , 1
2 + iτ) mit τ ∈ R assoziiert (s. Kubota [16], §5.3).

Bezeichnung 2.3.7. Wir schreiben

(I) 0 = x1 < x2 < . . . < xN < 1
4 für die endlich vielen Eigenwerte von ∆Γ in ΘR, die zu

einem Pol sk ∈ ]1
2 , 1] von ϕ mit xk = sk(1− sk) assoziiert sind, und

(II) 0 < ν1 ≤ ν2 ≤ . . . für die (endliche oder unendliche) Folge der Eigenwerte von ∆Γ

in L2
0, aufgezählt entsprechend ihrer Vielfachheiten, deren zugehörige Eigenfunktionen

automorphe Spitzenformen sind. Falls die Folge der νn endlich ist, ist (νn)n∈N als die mit
Nullen aufgefüllte Folge zu verstehen.

In Analogie zur Notation für die Eigenwerte des Pseudo-Laplace-Operators durch Colin de
Verdière [4] (s. Theorem 2.5.8) sprechen wir anhand dieser Kategorisierung von den Eigenwerten
vom Typ (I) oder Typ (II).

Bis heute unbewiesen ist Selbergs Vermutung über die Spektrallücke im Intervall ]0, 1
4 [.

Vermutung 2.3.8 (Selbergsche Spektrallückenvermutung, Selberg [29]). Für jede Kongruenz-
untergruppe Γ gilt

σ(∆Γ) ∩ ]0, 1
4 [= ∅.
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Satz 2.3.9 (Spektrallückensatz, Selberg [29]). Für jede Kongruenzuntergruppe Γ gilt

σ(∆Γ) ∩ ]0, 3
16 [= ∅.

Für weitere Resultate im Zusammenhang mit der Spektrallückenvermutung sei beispielsweise
auf Iwaniec [11], §11.3 verwiesen.

2.4 Asymptotische Verteilung der Eigenwerte

Ein klassisches Resultat der euklidischen Analysis ist das Weylsche Gesetz für die asymptotische
Verteilung der Eigenwerte, das von Weyl [32] im Jahr 1912 für den zwei- und dreidimensionalen
Fall bewiesen wurde.1

Theorem 2.4.1 (Weylsches Gesetz, Weyl [32]). Es sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte offene Menge
mit C2-Rand. Es sei ∆Ω der euklidische Laplace-Operator auf Ω mit Dirichlet- oder Neumann-
Randbedingungen, und es sei

NΩ(R) = #{λ ≤ R | λ Eigenwert von ∆Ω}

die Zählfunktion der Eigenwerte. Dann gilt

lim
R→∞

NΩ(R)
Rn/2

= ωnvoleukl(Ω)
(2π)n ,

wobei ωn das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel und voleukl(Ω) das euklidische Volu-
men von Ω bezeichnet.

Beispiel 2.4.2. Es sei ∆ω der euklidische Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen auf
dem Intervall Ω = ]0, ω[, und ∆N

ω der Laplace-Operator mit Neumann-Randbedingungen auf Ω.
Die Eigenwerte von ∆ω sind gegeben durch

λn = π2n2

ω2 , n ∈ N.

Der Operator ∆N
ω besitzt dieselben Eigenwerte und zusätzlich den Eigenwert λ0 = 0. Für n ∈ N

und R > 0 gilt genau dann λn ≤ R, wenn

n ≤ ω

π

√
R.

Also gilt in beiden Fällen

#{n ∈ N0 |λn ≤ R} ∼
ω

π

√
R, R→∞.

Bezeichnung 2.4.3. Es sei Γ eine kofinite Fuchssche Gruppe. In Analogie zum euklidischen
Fall sagen wir, dass ∆Γ das Weylsche Gesetz erfüllt, wenn für die Zählfunktion

NΓ(T ) = #
{
λ ≤ T 2 : λ Eigenwert von ∆Γ

}
gilt

NΓ(T ) ∼ T 2 · vol(Γ\H)
4π , T →∞.

1Einen Beweis für beliebiges n ∈ N durch Untersuchung des Wärmekerns findet man z. B. in Dodziuk [7].
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Für kompakte Flächen Γ\H ist das Weylsche Gesetz erfüllt. Für den Laplace-Operator auf
einer nicht kompakten Riemannschen Fläche Γ\H gilt die Weyl-Selbergsche Asymptotik, die sich
von der klassischen Weylschen Formel um einen zusätzlichen Term unterscheidet.

Bezeichnung 2.4.4 (Iwaniec [11], §11.1). Für T > 0 und eine kofinite Fuchssche Gruppe Γ sei

WΓ(T ) = − 1
4π

∫ T

−T

ϕ′

ϕ

(1
2 + iτ

)
dτ

die Windungszahl der Streumatrix ϕ.

Theorem 2.4.5 (Weyl-Selbergsche Asymptotik; Venkov [31], Formel (7.8)). Für jede kofinite
Fuchssche Gruppe Γ gilt die Asymptotik

NΓ(T ) +WΓ(T ) ∼ T 2 · vol(Γ\H)
4π , T →∞.

Bemerkung 2.4.6. Für beide Terme WΓ(T ) und NΓ(T ) aus der Weyl-Selberg-Formel gilt

NΓ(T ) = O(T 2), T →∞,

und
WΓ(T ) = O(T 2), T →∞,

(Iwaniec [11], Formel (7.11) und (10.13)). Im Allgemeinen kann man NΓ und WΓ jedoch nicht
separat abschätzen. Auf Selberg (s. Iwaniec [11], §11.1) geht das Resultat zurück, dass für die
PSL2(Z) und Kongruenzuntergruppen Γ gilt

WΓ(T ) ∼ T log(T ), T →∞. (2.12)

Das bedeutet, dass die Streumatrix auf der kritischen Geraden G eine Funktion der Ordnung 1
ist, d. h. dass für alle ε > 0 gilt

ϕ′

ϕ

(1
2 + iτ

)
= O(τ ε), τ →∞.

Darüber, ob (2.12) für alle kofiniten Gruppen verallgemeinert werden kann, herrscht keine
einstimmige Meinung. Nach Elstrodt et al. [8], S. 309, und Phillips und Sarnak [20] vermuteten
Selberg und Roelcke, dass für jede kofinite Fuchssche Gruppe das Weylsche Gesetz gilt. Bei
Roelcke selbst findet man die folgende Vermutung:

Vermutung 2.4.7 (Selberg-Roelcke-Vermutung, Roelcke [28], S. 335). Für jede kofinite Grup-
pe Γ besitzt der Laplace-Operator ∆Γ unendlich viele Eigenwerte.

Dem entgegen steht eine jüngere Vermutung von Phillips und Sarnak:

Vermutung 2.4.8 (Phillips-Sarnak-Vermutung, Phillips und Sarnak [20]). Für generische
Gruppen Γ besitzt ∆Γ nur endlich viele Eigenwerte.

Äquivalente Fragen werden auch für den dreidimensionalen hyperbolischen Raum gestellt.
Nach einer Vermutung von Grunewald und Huntebrinker gilt hier für jede kofinite Gruppe das
Weylsche Gesetz (vgl. Elstrodt et al. [8], S. 308).

Für einen detaillierteren Überblick über diese Vermutungen verweisen wir auf die Zusam-
menfassungen in Elstrodt et al. [8], S. 308f., Venkov [31], S. 112f., und Iwaniec [11], §11.1.
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2.5 Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdière

Es sei ab jetztX = Γ\H eine Riemannsche Fläche mit einer einzigen Spitze. Wie in Abschnitt 1.2
erklärt, nehmen wir an, dass die Spitze in∞ liegt, und identifizieren Γ\H mit dem unbeschränk-
ten Fundamentalpolygon F∞, welches in einen kompakten Teil Xη und eine Spitzenregion

Sη ' ]0, 1[×[η,∞[

zerlegt werden kann, wobei η ≥ pΓ zu wählen ist.
In Abschnitt 2.2 wurde dargelegt, dass die Eisensteinreihe eine Lösung der Eigenwertglei-

chung, aber keine Eigenfunktion von ∆Γ im eigentlichen Sinne ist, da der absolute Term E0

wächst wie y|Re s|. Die trunkierte Eisensteinreihe Eη( · , s) liegt in L2(X,µH) und löst die Eigen-
wertgleichung fast überall. Im Punkt η, in welchem E0 trunkiert wird, ist die Funktion nicht
glatt. Im besten Fall kann die trunkierte Funktion in η stetig fortgesetzt werden, was nach
Lemma 2.2.10 genau dann der Fall ist, wenn gilt

E0(η, s) = ηs + ϕ(s)η1−s = 0. (2.13)

In diesem Fall ist Eη einmal schwach differenzierbar, und die zweite distributionelle Ableitung
ist nach der Greenschen Formel von der Form

E′′0 (y, s) = E′′(y, s) · χ]0,η[∩X◦η (y) + E′0(η, s) · δ0,η

mit der Deltadistribution 〈δ0,η, φ〉 = φ0(η). Wenn (2.13) gilt, dann folgt ϕ(s) ∈ C\{0} und mit
der Cosinusdarstellung aus Lemma 2.1.19 folgt

E′0(η, s) = c0(s)±z√
η
6= 0.

Also liegt ∆Eη nicht in L2(X,µH).
Der Pseudo-Laplace-Operator ∆η von Colin de Verdière ist genau so konstruiert, dass er

die Nicht-Differenzierbarkeit an einer einzigen Stelle zulässt. Der Operator, den wir betrachten,
ist ein Spezialfall einer allgemeineren Klasse von Pseudo-Laplace-Operatoren, die von Colin de
Verdière in „Pseudo-laplaciens. I“ ([3]) eingeführt wird. Er wird bereits von Lax und Phillips [17]
für einen Beweis der Weyl-Selberg-Asymptotik verwendet (s. [17], §8), ohne als solcher benannt
zu werden. Der Name „Pseudo-Laplace-Operator“ wird von Colin de Verdière in Anlehnung an
ältere Arbeiten von Hejhal gewählt (s. [3]).

Definition und Satz 2.5.1 (Colin de Verdière [4], §1). Es sei H ein abgeschlossener Unter-
raum von H1(X,µH), und H der Abschluss von H in L2(X,µH). Dann existiert ein eindeutiger
nichtnegativer, selbstadjungierter Operator ∆H mit Definitionsbereich

D(∆H ) =
{
f ∈H | ∃ T ∈ H−1(X,µH) ∩H ⊥ : ∆f − T ∈H

}
.

Auf f ∈ D(∆H ) wirkt ∆H durch die Vorschrift

∆H f = ∆f − T.
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Bemerkung 2.5.2. (i) Ein abgeschlossener Unterraum H von H1(X,µH) ist ein Hilbertraum
mit dem von der Norm aus Beispiel 1.3.8 induzierten Skalarprodukt

(u, v)H1(X,µH) = (u, v)L2(X,µH) +
∫
X
g(gradu, grad v) dµH

= (u, v)L2(X,µH) +
∫
F∞

(∇u,∇v) dλ2.

(ii) Es sei AF die Friedrichserweiterung zur quadratischen Form

q(u) = (u, u)L2(X,µH) +
∫
F∞

(∇u,∇u) dλ2, u ∈H ,

welche durch die Einschränkung der H1(X,µH)-Norm auf H definiert ist. Dann gilt

∆H = AF − idH .

In diesem Sinne entspricht √q der Energienorm und H dem Energieraum im Setting der
klassischen Friedrichserweiterung. Wir schreiben daher ( · ,−)E für das von q induzierte
Skalarprodukt und || · ||E für die zugehörige Norm.

Beispiel 2.5.3 (Colin de Verdière [4], §1). Im Fall H = H1(X,µH) ist ∆H identisch mit der
Friedrichserweiterung ∆Γ des Laplace-Operators ∆ auf D(X).

Bezeichnung 2.5.4. Für η ≥ pΓ sei

Hη :=
{
f ∈ H1(X,µH) | f0|]η,∞[ = 0

}
.

Der Abschluss H von Hη in L2(X,µ) ist der Raum

L2
η =

{
f ∈ L2(X,µH) | f0|]η,∞[ = 0

}
aus Bezeichnung 2.2.9. Es ist klar, dass L2

0 ( L2
η gilt. Das orthogonale Komplement von L2

0
in L2

η bezeichnen wir mit Θη.

Bemerkung 2.5.5. Nach Bemerkung 2.3.6 (ii) ist die Dimension von L2
0 unklar. Der Raum Θη

für η > pΓ muss aber unendlichdimensional sein, da für alle pΓ < a < b < η die automorphe
Fortsetzung der charakteristischen Funktion χ[a,b](y) in Θη liegt.

Definition und Satz 2.5.6 (Colin de Verdière [4], Theorem 1). Der Pseudo-Laplace-
Operator ∆η zum Parameter η ≥ pΓ sei die Friedrichserweiterung

∆η := ∆Hη

von ∆ im Sinne von Definition und Satz 2.5.1. Der Definitionsbereich von ∆η ist die Menge

D(∆η) =
{
f ∈Hη | ∃ C ∈ C : ∆f − C · δη,0 ∈ L2(X,µH)

}
,

wobei δη,0 ∈ D′(X) definiert ist durch

〈δη,0, φ〉 = φ0(η), φ ∈ D(X).

Für f ∈ D(∆η) ist
∆ηf = ∆f − C · δη,0.
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Mit der Greenschen Formel lässt sich berechnen, dass C = −f ′0(η) gelten muss, sofern f0

einen Repräsentanten in C1([r, η]) besitzt.

Satz 2.5.7 (Colin de Verdière [4], Theorem 2). Der Pseudo-Laplace-Operator ∆η ist ein selbst-
adjungierter Operator in L2

η mit kompakter Resolvente.

Theorem 2.5.8 (Colin de Verdière [4], Theorem 5). Es sei η > pΓ. Dann besteht das Spektrum
von ∆η aus einer unendlichen Folge 0 < Λ1 ≤ Λ2 ≤ . . . von Eigenwerten mit

lim
k→∞

Λk =∞,

welche sich aus den folgenden zwei Typen von Eigenwerten zusammensetzt:

(I) den endlich oder unendlich vielen Eigenwerten 0 < ν1 ≤ ν2 ≤ . . . von ∆Γ mit den
zugehörigen Spitzenformen als Eigenfunktionen,

(II) einer unendlichen Folge 0 < µ1(η) < µ2(η) < . . . von Eigenwerten der Form

µj(η) = sj(1− sj) mit sj = 1
2 + iτj ,

wobei τj entweder in [0,∞[ liegt, wenn µj ≥ 1
4 gilt, oder durch τj = irj für rj ∈ ] − 1

2 , 0[
gegeben ist, falls µj < 1

4 gilt. Die zugehörigen Eigenfunktionen vj vom Typ (II) sind ein
Vielfaches der trunkierten Eisensteinreihe

vj(z) = Eη(z, sj), falls sj 6=
1
2 und E0(η, sj) = 0,

und

vj(z) = ∂sE
η(z, s)|s=sj , falls sj = 1

2 , ϕ
(1

2

)
= −1, ϕ′

(1
2

)
= −2 ln(η).

Die Folge (µj(η))j∈N besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Für jedes j ∈ N ist die Abbildung η 7→ µj(η) monoton fallend.

(ii) Sind 0 = x1 < . . . < xN < 1
4 die Eigenwerte vom Typ (II) von ∆Γ, so gilt

0 = x1 < µ1(η) < x2 < . . . < µN−1(η) < xN < µN (η).

Ferner gilt für 1 ≤ j ≤ N

lim
η→∞

µj(η) = xj ,

und für j > N

lim
η→∞

µj(η) = 1
4 .

Colin de Verdière interessiert sich auch für den Fall η ∈ ]0, pΓ]. Für unsere Störungstheorie
ist nur η > pΓ eine sinnvolle Wahl. In der folgenden Bemerkung konstatieren wir Eigenschaften
der Eigenwerte und Eigenfunktionen vom Typ (II), die für den Kalkül in Kapitel 3 und den
Kapiteln 5 bis 7 benötigt werden.
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Bemerkung 2.5.9. (i) Nach Lemma 2.1.19 ist der absolute Term E0(y, s) für s ∈ G ein Viel-
faches von

Ẽ0(y, 1
2 + iτ) = √y cos(ξ(y, τ)), ξ(y, τ) = τ ln(y)− ϑ(τ)

2 .

Ist η > pΓ fest gewählt, sind alle Eigenwerte µj > 1
4 durch µj = τ2

j + 1
4 für diejenigen τj > 0

mit ξ(η, τj) ∈ πZ gegeben.

(ii) Betrachten wir umgekehrt ein festes τ > 0, dann gibt es unendlich viele η > pΓ, sodass

τ = τn(η)

zu einem Eigenwert
µn(η) = 1

4 + τn(η)2

von ∆η assoziiert ist, wobei n von η abhängt. Wenn für festes τ > 0 und η1, η2 > pΓ gilt

µnj (ηj) = 1
4 + τ2, j = 1, 2,

dann gilt ξ(η1, τ)− ξ(η2, τ) ∈ πZ.

(iii) Die Eigenfunktionen vj sind nur innerhalb des Typs (II), d. h. bis auf Addition einer
Spitzenfunktion, eindeutig. Insbesondere kann der Fall auftreten, dass µj(η) = νk ein
Eigenwert mit Vielfachheit ≥ 2 ist.

(iv) Für s0 = 1
2 gilt entweder ϕ(s0) = −1 oder ϕ(s0) = 1. Im Fall ϕ(s0) = 1 besitzt der absolute

Term der Eisensteinreihe
E0(y, s0) = 2√y

keine Nullstelle in y ∈ ]0,∞[. Im Fall ϕ(s0) = −1 ist z 7→ Eη(z, s0) nach Satz 2.1.16
die Nullfunktion und kann daher keine Eigenfunktion sein. Für die Parameter-Ableitung
von E(z, s) nach s im Punkt s0 = 1

2 gilt

∂sE0(y, s)|s=1/2 = √y
(

2 ln(y) + ϕ′
(1

2

))
.

Dieser Term ist nicht konstant in y und hat genau dann eine Nullstelle in η > 0, wenn

ϕ′
(1

2

)
= −2 ln(η).

(v) Für kein s ∈ C\{1
2} ist ∂sE( · , s) eine verallgemeinerte Eigenfunktion von ∆, denn in

diesem Fall gilt
∂sE0(y, s) = ln(y)

(
ys − ϕ(s)y1−s

)
+ ϕ′(s)y1−s,

aber

∆∂sE0(y, s) = s(1− s) · ∂sE0(y, s) + (1− 2s) ·
(
ys + ϕ(s)y1−s

)
= λ · ∂sE0(y, s) + ∂λ

∂s
· E0(y, s),

wobei wie üblich λ = s(1− s) gesetzt wird.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

(vi) Aus Theorem 2.5.8 (ii) folgt

µj(η) < 1
4 für alle η > pΓ, j < N,

und

µj(η) > 1
4 für alle η > pΓ, j > N + 1.

Für j = N + 1 impliziert die Monotonie von µj ebenfalls

µN+1(η) ≥ 1
4 für alle η > pΓ.

Andererseits gibt es höchstens ein ηΓ > 0 mit

ϕ′
(1

2

)
= −2 ln(ηΓ).

Also muss gelten
µN+1(η) > 1

4 für alle η > pΓ,

da sonst ein η0 > 0 existiert, sodass µN+1(η) = 1
4 für alle η ≥ η0. Wenn also µ0 := 1

4 ein
Eigenwert des Typs (II) von ∆η ist, dann folgt bereits

η = ηΓ und µ0 = µN (ηΓ).

Insbesondere sind die hierdurch zum Eigenwert 1
4 assoziierten η und N durch Γ eindeutig

festgelegt. Umgekehrt ist für beliebiges η > 0 a priori nicht entscheidbar, ob µN (η) = 1
4 ,

µN (η) > 1
4 oder µN (η) < 1

4 gilt.

Aus [4], §3, geht implizit hervor, dass ∆η unendlich viele Eigenwerte µj(η) vom Typ (II)
besitzt. In der folgenden Bemerkung wird erläutert, wie man dies einsehen kann.

Bemerkung 2.5.10. Es sei R(∆η, λ) die Resolvente von ∆η mit λ ∈ ρ(∆η). Nach Satz 2.5.7
ist R(∆η, λ) kompakt und selbstadjungiert. Es sei f ∈ Θη und (gn)n∈N eine Orthonormalbasis
von L2

0 mit ∆ηgn = νngn. Dann gilt für alle n ∈ N

(R(∆η, λ)f, gn) = (f,R(∆η, λ)gn) = 1
νn − λ

(f, gn) = 0.

Folglich operiert R(∆η, λ) in Θη. Da Θη unendlichdimensional ist, besitzt R(∆η, λ) in Θη eine
unendlich abzählbare Folge von Eigenwerten mit Häufungspunkt 0. Dies sind (bis auf Verschie-
bung um λ) die Reziproken der Eigenwerte µj(η) von ∆η.

Wir können diese Aussage auch analytisch mit der Maass-Selberg-Relation nachweisen.

Satz 2.5.11. Für jedes η > pΓ gibt es ein τ0 > 0, sodass die Einschränkung ξ|]τ0,∞[ von

ξ : R→ R, τ 7→ ξ(η, τ) = τ ln(η)− ϑ(τ)
2 ,

streng monoton steigend ist.
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2.5 Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdière

Beweis. Nach der Maass-Selberg-Relation 2.2.8 ist die Ableitung ϑ′(τ) der Funktion

ϑ(τ) = −i log
(
ϕ

(1
2 + iτ

))
gegeben durch

ϑ′(τ) = −||Eη||2 + 2 ln(η) + 2 sin(ξ(τ)) cos(ξ(τ))
τ

.

Daraus folgt

ξ′(τ) = ||E
η||2

2 − sin(ξ(τ)) cos(ξ(τ))
τ

.

Das Integral von |Eη|2 über X berechnen wir durch Zerlegung des Fundamentalpolygons F∞
in Xr und Sr für ein r ∈ [pΓ, η[ wie in Konvention 1.2.14. Dann gilt

||Eη||2L2(X,µH) =
∫
Xr
|Eη|2 dµH +

∑
m∈Z\{0}

∫ ∞
r
|Em(y, s)|2 dy

y2 + 4
∫ η

r
cos2(ξ(y, τ))dy

y
.

Die ersten beiden Summanden hängen von τ ab und sind nichtnegativ. Das Integral im letzten
Summanden lässt sich durch die Substitution u = ln(y) berechnen. Man erhält

4
∫ η

r
cos2(ξ(y, τ))dy

y
= 2 ln(η)− 2 ln(r)

+ 2 (cos(ξ(η, τ)) sin(ξ(η, τ))− cos(ξ(r, τ)) sin(ξ(r, τ)))
τ

.

Die trigonometrischen Terme im Zähler des zweiten Summanden sind beschränkt. Daher kon-
vergiert dieser Summand für τ →∞ gegen 0. Der verbleibende Term

2(ln(η)− ln(r))

ist in τ konstant und für η > r ≥ pΓ positiv. Also gibt es ein τ0 = τ(η), sodass

ξ′(τ) > 0 für alle τ > τ0.

Korollar 2.5.12. Für η > pΓ besitzt der Pseudo-Laplace-Operator ∆η unendlich viele Eigen-
werte vom Typ (II).

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.5.11 folgt, dass es eine Konstante c > 0, eine nichtnegative
Funktion g(τ) und eine Funktion f(τ) mit

|f(τ)| ≤ 2 für alle τ ∈ R

gibt, sodass
ξ′(τ) = c+ g(τ) + f(τ)

τ
.

Für 0 < τ0 < τ folgt ∫ τ

τ0
ξ′(t) dt = c(τ − τ0) +

∫ τ

τ0
g(t) dt+

∫ τ

τ0

f(t)
t

dt.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Da f beschränkt ist, gilt ∫ τ

τ0

f(t)
t

dt = O(ln(τ)), τ →∞.

Daraus folgt, dass es eine Funktion F (τ), eine Konstante C > 0 und τ0 > 0 gibt, sodass

|F (τ)| ≥ C für alle τ > τ0

und
ξ(τ) ∼ F (τ) · τ, τ →∞.

Insbesondere ist ξ unbeschränkt und nach Satz 2.5.11 streng monoton steigend auf einem In-
tervall ]τ0,∞[. Es folgt, dass die Bildmenge ξ(]τ0,∞[) unendlich viele Nullstellen des Cosinus
enthält. Jede Nullstelle τj von ξ liefert einen Eigenwert µj = 1

4 + τ2
j von ∆η.

Theorem 2.5.13 (Weylsches Gesetz für den Pseudo-Laplace-Operator; Lax und Phillips [17],
Formel (8.41)). Es sei

Nη
Γ(R) = #{λ ≤ R | λ Eigenwert von ∆η}

die Zählfunktion der Eigenwerte von ∆η. Dann gilt das Weylsche Gesetz

Nη
Γ(R) ∼ R · vol(Γ\H)

4π , R→∞.
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Kapitel 3

Reelle Störung des
Pseudo-Laplace-Operators

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Pseudo-Laplace-Operators ∆η sind dadurch bestimmt,
dass der absolute Term eine Nullstelle in η besitzt. Für die Eigenfunktionen vom Typ (I), deren
konstanter Term verschwindet, ist diese Bedingung trivial. Für die Eigenfunktionen E( · , 1

2 +iτ)
vom Typ (II) impliziert die Bedingung hingegen einen Zusammenhang zwischen η, τ und der
Phasenfunktion

ϑ(τ) = −i log
(
ϕ

(1
2 + iτ

))
von ϕ auf der kritischen Geraden G, beschrieben durch die Gleichung

√
η cos

(
τ ln(η) + ϑ(τ)

2

)
= 0.

Wegen η > 0 ist die Bedingung äquivalent zu

cos
(
τ ln(η) + ϑ(τ)

2

)
= 0. (3.1)

Wir stellen im folgenden Kapitel einen Ansatz zur Störung des Pseudo-Laplace-Operators
vor, welcher auf dem klassischen Minimum-Maximum-Prinzip für selbstadjungierte Operatoren
von Courant und Fischer (s. Courant [5]) basiert. Mithilfe des Minimum-Maximum-Prinzips
wird von Weyl das nach ihm benannte Weylsche Gesetz für die asymptotische Verteilung der
Eigenwerte des euklidischen Laplace-Operators bewiesen (s. [6], § 6.4).

Das Minimum-Maximum-Prinzip wird auch von Colin de Verdière im Beweis des Spektralsat-
zes 2.5.8 zum Nachweis der Monotonieeigenschaften sowie für die Weylschen Asymptotik 2.5.13
für den Pseudo-Laplace-Operator verwendet. Wie beim euklidischen Laplace-Operator führt ei-
ne Vergrößerung von η zu einer Verkleinerung der Frequenz, entsprechend der Monotonie der
Eigenwerte µn(η) aus Theorem 2.5.8. Wir wollen diesen Effekt quantifizieren, indem wir die
lokale Änderungsrate der Eigenwertes µn(η) vom Typ (II) in η bestimmen. Als Ziel erhoffen wir
uns, mittels der Gleichung (3.1) Implikationen für die Streumatrix ϕ beziehungsweise ϑ herleiten
zu können. Dies interessiert uns vor allem im Hinblick auf die Weyl-Selbergsche Asymptotik.

Da die Störung des Parameters η nur den konstanten Term f0 betrifft, ist sie konzeptionell
vergleichbar mit der Störung des eindimensionalen euklidischen Laplace-Operators ∆ω auf einem
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Kapitel 3 Reelle Störung des Pseudo-Laplace-Operators

reellen Intervall
Ω = ]0, ω[.

Das Intervall Ω kann durch eine einfache Streckung der Form

ψ(x) = ax, a = ω̃

ω
,

auf ein Intervall
Ω̃ = ]0, ω̃[ mit ω̃ = ω + ε

transformiert werden. Hierin besteht ein wesentlicher, d. h. über die Differenzierung der Technik
hinausgehender, Unterschied zum hyperbolischen Pseudo-Laplace-Operator: Die Automorphie
von f impliziert auf dem (euklidischen) Rand des kompakten „unteren“ Teils Xr des Funda-
mentalpolygons F∞ mit r ≥ pΓ Randbedingungen, die wir nicht explizit angeben können. Die
Streckung des konstanten Terms f0 kann daher nur auf der Spitzenregion Sr vorgenommen wer-
den, und die auf Sr gestreckte Funktion f̃ muss auf dem Horozykel Hr stetig in die ursprüngliche
Funktion f auf Xr übergehen, damit f̃ von der Klasse H1(X,µH) bleibt.

Das Vorgehen in diesem Abschnitt kann als eine Art „manuelle“ Störungstheorie verstan-
den werden, welche konzeptionell nur für reelle η sinnvoll ist, aber ohne Theorie auskommt. Im
zweiten Teil der Arbeit wird unter Verwendung der Theorie von Kato und Rellich eine holo-
morphe Störungstheorie von Pseudo-Laplace-Operatoren entwickelt. Welche Probleme bei der
Anwendung der holomorphen Theorie auf ∆η auftreten, wird in Abschnitt 5.1 skizziert.

Die holomorphe Theorie ist in ihrer Anwendung eleganter. Interessant ist aber, dass das
Minimum-Maximum-Prinzip eine explizite Abschätzung für µ′′n(η) liefert. Den Ansatz, das Ver-
fahren und die Ergebnisse stellen wir im folgenden Kapitel vor. Insbesondere werden wir auf
Implikationen für die Abschätzung von ϑ im Hinblick auf die Weyl-Selberg-Asymptotik einge-
hen, welche jedoch ungeklärt bleiben (s. Abschnitt 3.4).

3.1 Das Courantsche Minimum-Maximum-Prinzip

Wie soeben erläutert, können wir die Streckung von f0 nur auf einem Intervall [r, η] mit r ≥ pΓ

durchführen. Dies führt dazu, dass die teilweise gestreckte Funktion f̃ stetig, aber in r nicht
differenzierbar ist, und folglich nicht im Definitionsbereich des Operators ∆η liegt.

Wir verwenden daher eine Formulierung des Minimum-Maximum-Prinzips, welche die An-
wendung auf die Friedrichserweiterung AE eines symmetrischen, positiven Operators A mit
zugehöriger Energienorm ( · ,−)E und Variation der Vektoren x des Rayleigh-Quotienten

(x, x)E
(x, x)

im zugehörigen Energieraum HE erlaubt.
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3.2 Ansatz für die Störung des Pseudo-Laplace-Operators

Theorem 3.1.1 (Minimum-Maximum-Prinzip, Reed und Simon [21], Theorem 13.2). Es sei A
ein selbstadjungierter Operator mit kompakter Resolvente in einem Hilbertraum H mit Skalar-
produkt ( · ,−)H . Es gebe ein c > 0, sodass für alle u ∈ D(A) gilt

q(u) := (Au, u)H ≥ c(u, u)H ,

und es sei Q(A) der Abschluss von D(A) in H bezüglich des von q induzierten Skalarproduk-
tes. Ferner sei c ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . eine aufsteigende Folge der Eigenwerte, aufgezählt unter
Berücksichtigung der Vielfachheiten. Dann gilt

λn = sup
v1,...,vn−1∈H

inf {q(x, x) | x ∈ Q(A), ||x||H = 1, (x, vj)H = 0 für alle 1 ≤ j ≤ n− 1} .

(3.2)

Bemerkung 3.1.2. (i) Das Supremum in (3.2) wird angenommen, wenn für v1, . . . , vn−1

ein Orthonormalsystem u1, . . . , un−1 von Eigenvektoren der ersten n − 1 Eigenwerte
λ1, . . . , λn−1 von A gewählt wird. In diesem Fall folgt

λn = inf{q(x, x) | x ∈ Q(A), ||x||H = 1}

= inf
{
q(x, x)
(x, x)H

∣∣∣∣ x ∈ Q(A)
}
. (3.3)

Für beliebiges x ∈ Q(A) erhält man hierdurch eine Abschätzung

λn ≤
q(x, x)
(x, x)H

. (3.4)

(ii) Die Aussage in Theorem 3.1.1 gilt auch für einen beliebigen nach unten beschränkten
Operator A mit

(Au, u)H ≥ c(u, u)H , c ∈ R,

indem man Theorem 3.1.1 auf Ã = A− (c− 1)idH anwendet.

(iii) Ist AF die Friedrichserweiterung eines symmetrischen, dicht definierten Operators A, dann
erfüllt AF die Bedingungen von Theorem 3.1.1, √q ist die Energienorm || · ||E und Q(A)
der Energieraum HE von A.

Nach Bemerkung 2.5.2 können wir das Minimum-Maximum-Prinzip auf den Pseudo-Laplace-
Operator ∆η mit der Energienorm anwenden, die durch die Einschränkung der H1(X,µH)-Norm
auf Hη induziert wird.

3.2 Ansatz für die Störung des Pseudo-Laplace-Operators

Wir formulieren nun den Ansatz für die Störung der Eigenwerte µn vom Typ (II) von ∆η mithilfe
des Minimum-Maximum-Prinzips. Um die Abhängigkeit eines Eigenwertes µn des Operators ∆η

von η zu betonen, schreiben wir in diesem Kapitel µn(η).
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Kapitel 3 Reelle Störung des Pseudo-Laplace-Operators

Es sei η0 > pΓ fixiert und es sei
η = η0 + ε

für ein 0 < ε � 1. Es sei ferner n ∈ N fest gewählt und vn(z) sei die Eigenfunktion aus
Theorem 2.5.8 von ∆η0 zum Eigenwert µn(η0).

Der absolute Term vn,0 ist auf dem Intervall [pΓ,∞[ definiert und besitzt eine Nullstelle
in η0. Wählen wir ein r ≥ pΓ und eine stetige Funktion ψ, die das Intervall [r, η] auf [r, η0]
abbildet, dann ist die Funktion

wn = wn,0 + (vn − vn,0) (3.5)

mit absolutem Term
wn,0 = vn,0 ◦ ψ

eine stetige Funktion in Hη mit
wn,0(η) = 0.

Wenn ψ auf dem Intervall ]r, η[ von der Klasse Ck ist, gilt das gleiche für wn,0. Für allem ∈ Z\{0}
stimmen die Fourierkoeffizienten vn,m und wn,m überein.

Bezeichnung 3.2.1. Für ein festes r ∈ [pΓ, η0[ sei ψ : ]0,∞[→]0,∞[ eine Abbildung, sodass

(i) ψ(r) = r,

(ii) ψ(η) = η0,

(iii) ψ : ]r, η[→ ]r, η0[ ein C∞-Diffeomorphismus ist.

Wenn wir die Abhängigkeit der Abbildung ψ von η oder r betonen wollen, schreiben wir ψη
oder ψη[r].

Beispiel 3.2.2. Wir geben einige naheliegende Wahlen für ψ an.

(i) Die eindeutige affin-lineare Funktion, welche die Bedingungen aus Bezeichnung 3.2.1 er-
füllt, ist

ψη[r](y) = r + η0 − r
η − r

· (y − r).

Für diese Wahl von ψ ist wn,0 nicht differenzierbar in r. Das bedeutet, wn liegt in Hη,
aber nicht in D(∆η).

(ii) Wenn ψ als die eindeutige quadratische Funktion mit ψ′(r) = 1 gewählt wird, gegeben
durch

ψη[r](y) = y + η0 − η
(η − r)2 · (y − r)

2,

dann ist wn,0 auch in r differenzierbar und wn liegt im Definitionsbereich von ∆η.
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3.2 Ansatz für die Störung des Pseudo-Laplace-Operators

(iii) Der hyperbolische Abstand zweier Punkte y1, y2 auf der imaginären Achse ist

%(y1, y2) = | ln(y2)− ln(y1)|.

Im Hinblick darauf geben wir eine „hyperbolische“ Transformation mit

log(ψη[r](y)) = a ln(y) + b

an. Sie ist gegeben durch
ψη[r](y) = b̃ya

mit
b̃ = r1−a und a = ln(η0)− ln(r)

ln(η)− ln(r) .

Für die Anwendung des Minimum-Maximum-Prinzips wird ein System von orthonormierten
Funktionen benötigt. Wir legen daher die folgenden Bezeichnungen fest.

Bezeichnung 3.2.3. Es seien
η0 > r ≥ pΓ

fest gewählt. Zusätzlich sei η = η0 + ε aus einer Umgebung U = ]η0 − δ, η0 + δ[ von η0.

(i) Für η > pΓ sei (vn[η])n∈N ein vollständiges Orthogonalsystem der Eigenvektoren von ∆η

und
un[η] = vn[η]

||vn[η]||L2
η

, n ∈ N,

seien die zugehörigen normierten Eigenvektoren.

(ii) Für beliebiges festes n ∈ N, eine Eigenfunktion vn[η0] des Operators ∆η0 und eine Trans-
formation ψη[r] wie in Bezeichnung 3.2.1 setzen wir

wn = vn,0[η0] ◦ ψη[r] + (vn[η0]− vn,0[η0]),

ŵn = wn −
n−1∑
j=1

(uj [η], wn)L2
η
· uj [η],

und

w̃n = ŵn
||ŵn||L2

η

.

(iii) Wie in Theorem 2.5.8 sei N ∈ N dadurch bestimmt, dass µn(η) > 1
4 für alle n > N gilt.

Für n > N wählen wir für vn[η] die trunkierte Eisensteinreihe

vn[η](z) = Ẽη(z, sn(η)), sn(η) = 1
2 + iτn(η),

mit der Normierung aus Lemma 2.1.19, sodass der absolute Term von der Form

vn,0[η](y) = √y cos(ξ(y, τn(η))), ξ(y, τ) = ln(y)τ − ϑ(τ)
2 ,

ist, und ||Eη( · , sn(η))||L2
η

= 2 · ||vn[η]||L2
η
gilt.
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Der Spektralsatz 2.3.5 für den klassischen Laplace-Operator ∆Γ impliziert, dass alle Ei-
genfunktionen des Typs (II) von ∆η orthogonal zum Unterraum L2

0 der automorphen Spitzen-
formen sind (Satz 2.3.5). Das Orthogonalisierungsverfahren muss daher nur innerhalb des Unter-
raums Θη angewendet werden, der von den Eigenfunktionen vom Typ (II) aufgespannt wird. Wir
nehmen daher ohne Einschränkung an, dass die Vektoren u1, . . . , un−1 aus Bezeichnung 3.2.3
Eigenfunktionen vom Typ (II) sind.

3.3 Lineare Approximation

Ab nun seien n > N und η0 > pΓ fixiert.

Bemerkung 3.3.1. Wir betrachten zuerst η > η0 und setzen

ε := η − η0 > 0.

Nach (3.4) impliziert das Minimum-Maximum-Prinzip für den n-ten Eigenwert µn(η) des ge-
störten Operators ∆η

µn(η) ≤ (w̃n, w̃n)Hη . (3.6)

Wir nehmen an, dass die rechte Seite der Ungleichung eine Taylorentwicklung

(w̃n, w̃n)Hη = µn(η0) + α1ε+ α2ε
2 + . . . (3.7)

besitzt. Dann erhalten wir durch Einsetzen von (3.7) in (3.6) die Ungleichung

µn(η)− µn(η0) ≤ α1ε+ α2ε
2 + . . .

Division durch ε > 0 liefert

µn(η)− µn(η0)
η − η0

≤ α1 + α2ε+ . . .

Die Taylorentwicklung in (3.7) hängt nicht davon ab, ob η > η0 oder η < η0 gewählt wird.
Daher erhalten wir durch analoge Rechnung mit ε < 0

µn(η)− µn(η0)
η − η0

≥ α1,

da sich bei Division durch ε < 0 die Ungleichung umkehrt.
Zusammenfassung beider Ungleichungen liefert, dass der Grenzwert des Differenzenquotien-

ten
lim
η→η0

µn(η)− µn(η0)
η − η0

= α1

existiert, und folglich µn in η0 differenzierbar ist mit

µ′n(η0) = α1.
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3.3 Lineare Approximation

Im Folgenden weisen wir nach, dass der Term (w̃n, w̃n)Hη eine Taylorentwicklung der
Form (3.7) besitzt, und bestimmen daraus die Ableitung wie soeben beschrieben. Hierfür ver-
wenden wir die affin-lineare Transformation

ψ(y) = r + η0 − r
η − r

· (y − r)

aus Beispiel 3.2.2 (i).

Notation 3.3.2. Wir schreiben im Folgenden nur ( · ,−) für das Skalarprodukt auf L2
η

und ( · ,−)η für das Skalarprodukt auf Hη.

Bemerkung 3.3.3. Es seien vn := vn[η0], wn, ŵn und uj [η] bestimmt wie in Bezeichnung 3.2.3.

(i) Es gilt

(ŵn, ŵn) = (wn, wn)−
n−1∑
j=1
|(uj [η], wn)|2

und

(ŵn, ŵn)η = (wn, wn)η −
n−1∑
j=1

µj(η) · |(uj [η], wn)|2,

da uj [η] eine Eigenfunktion zum Eigenwert µj(η) von ∆η ist.

(ii) Da vn reell analytisch von y abhängt ist, erhält man durch Anwendung der Kettenregel
auf wn,0 = vn,0[η0] ◦ ψη für wn eine Taylorentwicklung

wn = vn[η0] + εf1 + ε2f2 + . . . , (3.8)

wobei die Koeffizienten fj in L2
η, aber nicht notwendig in Hη liegen. Insbesondere gibt es

ein g ∈ L2
η, sodass wn = vn[η0] + εg. Für 1 ≤ j ≤ n− 1 folgt

(uj [η], wn) = (uj [η], vn[η0] + εg) = (uj [η], vn[η0]) + ε(uj [η], g).

Beispiel 3.3.4. Die Funktion f1 aus Gleichung (3.8) ist gegeben durch

∂

∂η
vn,0(ψη[r](y)) = v′n,0(ψη[r](y)) · ∂ψη[r]

∂η
(y).

Für die trunkierte Eisensteinreihe vn = Ẽη( · , 1
2 + iτn) mit vn,0(η) = 0 folgt

v′n,0(η) = 1
√
y

(cos(ξ(y, τn))
2 − τn sin(ξ(y, τn))

) ∣∣∣∣
y=η

= ± τn√
η
6= 0.

Die Parameter-Ableitung der affin-linearen Transformation

ψη[r](y) = r + η0 − r
η − r

· (y − r)

ist gegeben durch
∂ψη[r]
∂η

(y)
∣∣∣∣
η=η0

= − y − r
η0 − r

und besitzt keine Nullstelle in y0 = η0. Also liegt f1 nicht in Hη.
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Kapitel 3 Reelle Störung des Pseudo-Laplace-Operators

Lemma 3.3.5. Für alle 1 ≤ j ≤ n− 1 gilt

(uj [η], vn) = O(ε), ε→ 0.

Beweis. Die Maass-Selberg-Relation 2.2.6 für f = uj [η] und g = vn[η0] liefert wegen f0(η) = 0

(τj [η]2 − τn[η0]2) · (uj [η], vn[η0]) = (fη, gη)L2

= 1
||vj [η]||L2

η

· sin(ξ(η0, τj [η]))τj [η]
√
η
· √η cos(ξ(η, τn[η0]))

= sin(ξ(η0, τj [η]))τj [η]
||vj [η]||L2

η

cos (ξ(η, τn[η0])).

Durch Taylorentwicklung des Terms cos (ξ(η, τn[η0])) in η0 erhält man

cos
(
τn[η0] ln(η)− ϑ(τn[η0])

2

)
= − sin(ξ(η0, τn[η0]))τn[η0]

η0
· ε+O(ε2), ε→ 0.

Bemerkung 3.3.6. Wir benötigen an diesem Punkt die Maass-Selberg-Relation, da wir a priori
nicht wissen, ob uj nach η differenziert werden kann. Dieses Problem entfällt unter Verwendung
der holomorphen Störungstheorie im zweiten Teil der Arbeit (s. Abschnitt 7.3).

Korollar 3.3.7. Es gilt

(w̃n, w̃n)η = (ŵn, ŵn)η
(ŵn, ŵn) = (wn, wn)η

(wn, wn) +O(ε2), ε→ 0.

Bemerkung 3.3.8. Die Koeffizienten (aj)j∈N und (bj)j∈N seien bestimmt durch

(wn, wn)η = µn(η0) · (wn, wn) + a1 · ε+ a2ε
2 +O(ε3), ε→ 0, (3.9)

(wn, wn) = (vn, vn) + b1ε+ b2ε
2 +O(ε3), ε→ 0. (3.10)

Dann gilt
(wn, wn)η
(wn, wn) = µn(η0) + ε · a1

(vn, vn) +O(ε2), ε→ 0.

A priori ist nicht bekannt, ob die Parameter aj und bj von den Wahlen von r und ψ abhängen.
Wenn wir die Abhängigkeiten betonen wollen, schreiben wir aj [r] oder aj [r, ψ] beziehungsweise
bj [r] oder bj [r, ψ].

Lemma 3.3.9. Es sei n > N , und es sei vn die trunkierte Eisensteinreihe Ẽη( · , 1
2 + iτn)

zum Eigenwert µn(η) = 1
4 + τ2

n von ∆η0. Ferner sei ψ die affin-lineare Transformation aus
Beispiel 3.2.2 (i). Dann ist der Koeffizient

a1 = lim
ε→0

(wn, wn)η − µn(η) · (wn, wn)
ε

aus (3.9) gegeben durch

a1 = −τ
2
n

η0
.
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3.3 Lineare Approximation

Für den Beweis zerlegen wir das Integral über X in drei Teile. Hierzu führen wir die folgende
Bezeichnung ein.

Bezeichnung 3.3.10. Die Fläche X = Γ\H sei mit dem Fundamentalpolygon F∞ = Xη ∪ Sη
identifiziert wie in Konvention 1.2.14. Für η > r ≥ pΓ zerlegen wir Xη zusätzlich in zwei
Teilmengen

Xη = Xr ∪ Pr,η

mit
Pr,η = Xη\X◦r ' ]0, 1[×[r, η].

Beweis von Lemma 3.3.9. Wir spalten das Integral über X mittels der Zerlegung in Bezeich-
nung 3.3.10 in drei Teile auf wie folgt:

(wn, wn)η =
∫
Xr

(gradwn, gradwn) dµH +
∫
Pr,η

(gradwn, gradwn) dµH

+
∫
Sη

(gradwn, gradwn) dµH.

Die Greensche Formel liefert

(wn, wn)η =
∫
Xr

∆wn · wn dµH + vn,0(r)v′n,0(r)

+
∫
Pr,η

∆wn · wn dµH − wn,0(r)w′n,0(r) +
∫
Sη

∆wn · wn dµH,

da alle Fourierkoeffizienten wn,m = vn,m für m 6= 0 stetig sind, und wn,0 nach Konstruktion in η
eine Nullstelle besitzt. Für die affine Transformation ψ schreiben wir hilfsweise

ψη[r](y) = aηy + bη. (3.11)

Dann gilt für den Randterm von wn,0 in r

w′n,0(r) = aηv
′
n,0(r)

und folglich
vn,0(r)v′n,0(r)− wn,0(r)w′n,0(r) = (1− aη)vn,0(r)v′n,0(r).

Da wn auf Xr und Sη mit vn übereinstimmt, folgt mit ∆vn = µn(η0)vn

(wn, wn)η = µn(η0) ·
∫
Xr
w2
n dµH + (1− a)vn,0(r)v′n,0(r)

+
∫
Pr,η

∆wn · wn dµH + µn(η0) ·
∫
Sη
w2
n dµH.

Auf Pr,η gilt zusätzlich für jedes m ∈ Z\{0}

∆ (wn,m(y)em(x)) = µn(η0) · wn,m(y)em(x).
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Daher bleibt nur noch die Differenz

(wn, wn)η − µn(η0) · (wn, wn) = −
∫ η

r
w′′n,0(y) · wn,0(y) dy − µn(η0) ·

∫ η

r
w2
n,0 dµH

+ (1− aη)vn,0(r)v′n,0(r) (3.12)

zu berechnen. Wir setzen
I1 := −

∫ η

r
w′′n,0(y) · wn,0(y) dy.

Nach der Kettenregel gilt

w′′n,0(y) = (vn,0 ◦ ψ)′′(y) = a2
η(v′′n,0 ◦ ψ)(y).

Dann folgt mit dem Transformationssatz

I1 = −a2
η

∫ η

r
v′′n,0(ψ(y)) · vn,0(ψ(y)) dy = −aη

∫ η0

r
v′′n,0(y) · vn,0(y) dy

= aηµn(η0) ·
∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y2 ,

da vn,0 für alle r < y < η0 die Eigenwertgleichung

−v′′n,0(y) = µn(η0)
y2 · vn,0(y)

erfüllt. Andererseits liefert die Transformationsformel für das zweite Integral

I2 :=
∫ η

r
wn(y)2 dy

y2 = aη

∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

(y − bη)2 .

Die Koeffizienten aη und bη aus (3.11) sind gegeben durch

aη = η0 − r
η − r

= 1− ε

η0 − r
+O(ε2), ε→ 0,

und

bη = r(1− aη).

Da bη = O(ε) für ε→ 0 und

1
(y − b)2 = 1

y2 + 2b
y3 +O(b2), b→ 0,

folgt
I2 = aη

∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y2 + 2aηbη
∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y3 +O(ε2), ε→ 0.

Mit
aηbη = aηr(1− aη) = r(1− aη) +O(ε2), ε→ 0,

erhalten wir

I2 = aη

∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y2 + 2r(1− aη)
∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y3 +O(ε2), ε→ 0.
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Für die Differenz aus (3.12) gilt damit insgesamt

I1 − µn(η0)I2 + (1− aη)vn,0(r)v′n,0(r)

= −2r(1− aη)µn(η0) ·
∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y3 + (1− aη)vn,0(r)v′n,0(r) +O(ε2)

= ε

η0 − r
·
(
−2rµn(η0) ·

∫ η0

r
vn,0(y)2 dy

y3 + vn,0(r)v′n,0(r)
)

+O(ε2), ε→ 0.

Um den Ausdruck in der Klammer zu berechnen, bestimmt man zu

f(y) := v2
n,0(y) · 1

y3 = cos2(ξ(y, τn)) · 1
y2 = cos2

(
τn ln(y)− ϑ(τn)

2

)
· 1
y2

mit partieller Integration die Stammfunktion∫
f = 1

y

(
−1

2 +
1
2(sin2(ξ(y, τn))− cos2(ξ(y, τn))) + 2τ sin(ξ(y, τn)) cos(ξ(y, τn))

1 + 4τ2
n

)
.

Hierbei gilt 1 + 4τ2
n = 4µn(η0). Ferner liefert Anwendung des trigonometrischen Pythagoras

1
2 sin2(ξ(y, τn))− 1

2 cos2(ξ(y, τn)) + 2τ sin(ξ(y, τn)) cos(ξ(y, τn))

= 1
2 − cos2(ξ(y, τn)) + 2τ sin(ξ(y, τn)) cos(ξ(y, τn))

= 1
2 − 2vn,0(y) · v′n,0(y).

Damit folgt durch Auswertung des Integrals∫ η0

r
f = 1

η0

(
−1

2 + 1
8µn(η0)

)
− 1
r

(
−1

2 + 1
8µn(η0)

)
+
vn,0(r) · v′n,0(r)

2rµn(η0)

= η0 − r
2η0r

· τ2
n

µn(η0) +
vn,0(r) · v′n,0(r)

2rµn(η0)

und schließlich

a1 = 1
η0 − r

·
(
−(η0 − r)

τ2
n

η0
− vn,0(r)v′n,0(r) + vn,0(r)v′n,0(r)

)
= −τ

2
n

η0
.

Nach der Vorüberlegung in Bemerkung 3.3.1 erhalten wir somit das folgende Ergebnis.

Satz 3.3.11. Für n > N ist der Eigenwert

µn(η) = τn(η)2 + 1
4

von ∆η, der zu der trunkierten Eisensteinreihe

vn[η](z) = Ẽη(z, sn(η)), sn(η) = 1
2 + iτn(η), τn(η) > 0,

mit Ẽ(z, s) wie in Lemma 2.1.19 assoziiert ist, auf ]pΓ,∞[ differenzierbar nach η mit

µ′n(η) = − τn(η)2

η · ||vn[η]||2L2
η

.

55



Kapitel 3 Reelle Störung des Pseudo-Laplace-Operators

Der Koeffizient a1 aus Lemma 3.3.9 hängt nicht von r ab. Das Verfahren im Beweis von
Lemma 3.3.9 liefert für die beiden anderen in Beispiel 3.2.2 angegebenen Transformationen ψ

dasselbe Ergebnis.
Mithilfe der Ableitung µ′n(η) können wir durch implizites Ableiten nun die Ableitung der

Phasenfunktion ϑ nach τ bestimmen. Die Formel, die wir hieraus erhalten, stimmt mit der
Maass-Selberg-Relation aus Beispiel 2.2.8 überein.

Korollar 3.3.12. Es sei ϕ die Streumatrix der Eisensteinreihe und es sei

ϑ(τ) = −i log
(
ϕ
(

1
2 + iτ

))
.

Dann gilt für τ > 0 und jede Nullstelle η = η(τ) > pΓ von E0(y, 1
2 + iτ)

ϑ′(τ) = 2 ln(η)− ||Eη( · , 1
2 + iτ)||2L2

η
.

Beweis. Zu τ > 0 seien η(τ) > pΓ und n(τ) ∈ N so gewählt, dass

τ = τn(η)

zum Eigenwert µn(η) = 1
4 + τ2 von ∆η gehört. Dann gilt

cos
(
τ ln(η)− ϑ(τ)

2

)
= 0.

Folglich gibt es ein C ∈ R, das nicht von τ abhängt, sodass

ξ(τ) := ξ(η(τ), τ) = τ ln(η(τ))− ϑ(τ)
2 = C.

Es folgt

ϑ′(τ) = 2 ln(η(τ)) + 2τ η
′(τ)
η(τ) . (3.13)

Des Weiteren folgt aus Satz 3.3.11 und

µ′(η) = 2τ(η) · τ ′(η),

dass
τ ′(η) = − 2τ(η)

η||Eη||2
.

Inversion liefert
η′(τ) = −η||E

η||2

2τ(η) .

Schließlich erhalten wir

ϑ′(τ) = 2 ln(η) + 2τ
η
·
(
−η||E

η||2

2τ

)
= 2 ln(η)− ||Eη||2.
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3.4 Eine Differentialgleichung für die Phasenfunktion der
Streumatrix

Durch die Bestimmung der ersten Ableitung ist es nicht direkt möglich, das Wachstum von ϑ

zu bestimmen, da das Wachstum von ||Eη( · , s)||2L2(X,µH) in s nicht bekannt ist.
Wir können stattdessen das Verfahren aus Abschnitt 3.3 wiederholen mit dem Ziel, eine

Abschätzung für die zweite Ableitung von µn(η) zu erhalten und durch Lösung einer Differen-
tialgleichung oder -ungleichung für ϑ das asymptotische Verhalten zu ermitteln.

Die Abschätzung für µ′′n(η), die auf diese Weise gewonnen wird, hängt von der Wahl von r, der
Transformation ψ und den n−1 Eigenvektoren uj ab, die zur Orthogonalisierung der gestauchten
Funktion wn nötig sind. Ferner liefert das Verfahren keine Abschätzung nach unten.

Theorem 3.4.1. Es sei τ0 > 0. Für τ aus einer reellen Umgebung U von τ0 seien n = n(τ) > N

und η = η(τ) > pΓ dadurch bestimmt, dass für alle τ ∈ U gilt

τ = τn(η),

und
µn(η) = τn(η)2 + 1

4
der n-te Eigenwert von ∆η mit zugehöriger Eigenfunktion

vn[η](z) = Ẽη(z, sn(η)), sn(η) = 1
2 + iτn(η),

ist, wobei die Eisensteinreihe normiert sei wie in Lemma 2.1.19. Dann gilt für τ ∈ U

ϑ′′(τ) = 8
||vn[η]||6L2

η

τ3 · η2µ′′n(η)− 8
||vn[η]||4L2

η

τ
− 12

||vn[η]||2L2
η

τ
.

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Korollar 3.3.12. Dort haben wir als Zwischenergeb-
nis (3.13) erhalten

ϑ′(τ) = 2 ln(η) + 2τ η
′(τ)
η

.

Durch erneutes Ableiten folgt

ϑ′′(τ) = 4η
′(τ)
η

+ 2τ
(
η′′(τ)
η
− (η′(τ))2

η2

)
.

Einsetzen von

η′(τ) = −
2η||vn||2L2

η

τ

liefert

ϑ′′(τ) = −8
||vn||2L2

η

τ
− 8
||vn||4L2

η

τ
+ 2τ η

′′(τ)
η

. (3.14)

Wir wollen nun den Term η′′(τ)
η durch µ′′n(η) ausdrücken. Wegen µn(η) = τ2 + 1

4 gilt

µ′n(η) = 2τ · τ ′(η)
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und
µ′′n(η) = 2τ ′(η)2 + 2τ · τ ′′(η).

Einsetzen von
τ ′(η) = − τ

2η||vn||2L2
η

führt zu
µ′′n(η) = τ2

2η2||vn||4L2
η

+ 2τ · τ ′′(η).

Es folgt

τ ′′(η) = µ′′n(η)
2τ − τ

4η2||vn||4L2
η

.

Es bleibt, eine Formel für die Inversion von η′′(τ) in τ ′′(η) zu bestimmen. Es sei hierzu f ein
beliebiger C2-Diffeomorphismus mit nullstellenfreier Ableitung und g = f−1. Dann lautet die
Inversionsformel für die erste Ableitung

g′(y) = 1
f ′(f−1(y)) .

Erneutes Differenzieren dieser Formel liefert

g′′(y) = − 1
(f ′(f−1(y)))2 · (f

′(f−1(y)))′(y)

= − 1
(f ′(f−1(y)))2 · f

′′(f−1(y)) · (f−1)′(y)

= − 1
(f ′(f−1(y)))3 · f

′′(f−1(y))

= −g′(y)3 · f ′′(x)

mit x = f−1(y). Anwendung auf η(τ) liefert

η′′(τ) = −(η′(τ))3 · τ ′′(η) =
8η3||vn||6L2

η

τ3 · τ ′′(η)

=
8η3||vn||6L2

η

τ3 ·

µ′′n(η)
2τ − τ

4η2||vn||4L2
η


=

4η3||vn||6L2
η

τ4 · µ′′n(η)−
2η||vn||2L2

η

τ2 .

Einsetzen von η′′(τ)
η in ϑ′′ aus (3.14) liefert schließlich

ϑ′′(τ) = −8
||vn||2L2

η

τ
− 8
||vn||4L2

η

τ
+ 2τ η

′′(τ)
η

= −8
||vn||2L2

η

τ
− 8
||vn||4L2

η

τ
+ 8
||vn||6L2

η
η2

τ3 · µ′′n(η)− 4
||vn||2L2

η

τ

= −12
||vn||2L2

η

τ
− 8
||vn||4L2

η

τ
+ 8
||vn||6L2

η

τ3 · η2µ′′n(η).
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Durch Substitution von

4||vn||2L2
η

= −ϑ′(τ) + 2 ln(η) = −ϑ′(τ) + ϑ(τ)
τ

erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 3.4.2. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 3.4.1. Dann löst ϑ(τ) die Diffe-
rentialgleichung

ϑ′′ = 1
τ

(
−ϑ′ + ϑ

τ

)
· 2||vn||4L2

η
· η

2µ′′n(η)
τ2 − 1

2τ

(
ϑ′ − ϑ

τ

)2
− 3
τ

(
−ϑ′ + ϑ

τ

)
. (3.15)

In der folgenden Bemerkung überlegen wir uns, wie man diese Differentialgleichung durch
geeignete Substitutionen in eine einfachere Differentialgleichung überführen kann.

Bemerkung 3.4.3. Wir setzen
T (τ) = ϑ(τ)

τ
.

Die ersten beiden Ableitungen von T sind gegeben durch

T ′ = ϑ′

τ
− ϑ

τ2 = −1
τ

(
−ϑ′ + ϑ

τ

)
und

T ′′ = ϑ′′

τ
− 2 ϑ

′

τ2 + 2 ϑ
τ3 = ϑ′′

τ
− 2T ′

τ
.

Also gilt
ϑ′′ = τ · T ′′ + 2T ′

und T löst die Differentialgleichung

T ′′ = −T ′ · 2||vn||4L2
η

η2µ′′n(η)
τ2 − 1

2 · (T
′)2 + T ′

τ
. (3.16)

Setzen wir ferner
U(τ) = T ′(τ),

dann löst U die Differentialgleichung

U ′ = −U · 2||vn||4L2
η

η2µ′′n(η)
τ2 − 1

2U
2 + U

τ

=
(
−2||vn||4L2

η

η2µ′′n(η)
τ2 + 1

τ

)
U − 1

2U
2. (3.17)

Die Differentialgleichung
u′ +M(τ) · u+ 1

2u
2 = 0 (3.18)

ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit Bernoulli-Exponent α = 2, und die zugehörige
lineare Differentialgleichung für

g(τ) = 1
u(τ)
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ist
g′ −M(τ) · g − 1

2 = 0.

Ihre Lösung ist gegeben durch

g(τ) = c · exp
(∫ τ

M(t) dt
)

+ 1
2 ·
∫ τ

exp
(
−
∫ x

M(t) dt
)

dx, c ∈ R.

Resubstitution ergibt
ϑ(τ) = τ ·

∫ τ dt
g(t) .

In Abschnitt 3.3 wurde durch Bestimmung des Taylorpolynoms erster Ordnung des Aus-
drucks

(w̃n, w̃n)η − µn(η0) · (w̃n, w̃n)

die erste Ableitung von µn(η0) exakt bestimmt. Hierbei wurde ausgenutzt, dass ε = η − η0 das
Vorzeichen wechselt je nachdem, ob η > η0 oder η < η0 gewählt wird. Dies ist für den zweiten
Taylorkoeffizienten nicht möglich, da in jedem Fall ε2 > 0 gilt. Das Minimum-Maximum-Prinzip
liefert somit im Allgemeinen nur eine Abschätzung nach oben. Ferner hängen die Taylorkoeffi-
zienten αk höherer Ordnung aus Gleichung (3.7) von der Wahl von r und ψη[r] ab.

Beispiel 3.4.4. Es sei ψη[r] die affin-lineare Transformation aus Beispiel 3.2.2 (i), n > N und vn
normiert wie in Satz 3.3.11. Wir nehmen zusätzlich an, dass η0 so groß ist, dass es ein r ∈ ]pΓ, η[
gibt mit

vn,0(r) = 0.

Dann erhalten wir für ε→ 0 die Näherung zweiter Ordnung

(ŵn, ŵn)η
(ŵn, ŵn) = µn(η0) + µ′n(η0) · ε

+ ε2 ·

−a1 · b1[r]
||vn||4L2

η

+
a2[r] +

∑n−1
j=1 tj [r] · (µn(η0)− µj(η0))

||vn||2L2
η

+O(ε3),

wobei die Koeffizienten a1, a2[r] und b1[r] aus Bemerkung 3.3.8 gegeben sind durch

a1 = −τ
2
n

η0
, a2[r] = τ2

n

η2
0
·

(29
16 + 5

4τ
2
n)η0 − ( 3

16 + 3
4τ

2
n)r

(η0 − r)(1 + τ2
n) ,

b1[r] = ln(η0)− ln(r)
2(η0 − r)

− τ2
n

η0µn(η0) ,

und tj [r] für 1 ≤ j ≤ n− 1 durch

|(uj , wn)|2 = tj [r] · ε2 +O(ε3), ε→ 0,

bestimmt sei.

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Falle des euklidischen Laplace-Operators die Orthogo-
nalisierung von wn, die für die Anwendung des Minimum-Maximum-Prinzips notwendig ist, die
Abschätzung für die höheren Ableitungen verschlechtert.
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Beispiel 3.4.5. Es sei Ω = ]0, ω[ ein beschränktes Intervall in R und ∆ω der Laplace-Operator
auf Ω mit Dirichlet-Randbedingungen, d. h.

∆ωf(x) = −f ′′(x), f ∈ D(∆ω) = H2
0 (Ω, λ1).

Die induzierte Sesquilinearform ist

(u, v)ω = (u′, v′)L2(Ω,λ1).

Ein vollständiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von ∆ω mit den zugehörigen Eigen-
werten ist gegeben durch

un(x) =
√

2
ω
· sin (κn(ω)x) , λn(ω) = κn(ω)2, κn(ω) = πn

ω
, n ∈ N.

(i) Wir fixieren n ∈ N und betrachten die nicht normierte Eigenfunktion

vn[ω](x) := sin(κn(ω)x).

Es sei nun ω0 > 0 fest gewählt und

ψω(x) = ω0
ω
· x

die eindeutig bestimmte affin-lineare Funktion mit ψω(0) = 0 und ψω(ω) = ω0. Dann gilt
für die gestauchte Funktion wn = vn ◦ ψ bereits

wn(x) = vn[ω0] ◦ ψω(x) = sin
(
πn

ω0
· ω0
ω
· x
)

= sin
(
πn

ω
· x
)

= vn[ω](x).

Insbesondere gilt
(wn, wn)ω
(wn, wn) = λn(ω),

und durch Taylorentwicklung der linken Seite lassen sich alle Ableitungen von λn bestim-
men.

(ii) Ist ŵn zu wn durch Orthogonalisierung bestimmt wie in Bezeichnung 3.2.3, dann erhält
man in Analogie zu Beispiel 3.4.4 durch das Minimum-Maximum-Prinzip für ε → 0 die
Näherung zweiter Ordnung

(ŵn, ŵn)ω
(ŵn, ŵn) = λn(ω0) + λ′n(ω0) · ε+ λ′′n(ω0) · ε

2

2 + ε2 ·
n−1∑
j=1

tj · (λn(ω0)− λj(ω0))
||vn||2L2(Ω,λ1)

+O(ε3).

Die durch Orthogonalisierung entstehenden Zusatzterme

tj = 2
ω0(j + n)2

sind positiv.
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Abschätzungen unter Vernachlässigung der „störenden“ Terme r und tj in der Formel aus
Beispiel 3.4.4 führen zu der folgenden Vermutung, die in Übereinstimmung mit der Selberg-
Roelcke-Vermutung steht.

Vermutung 3.4.6. (i) Es gibt C1, C2 ∈ R, sodass für alle η > pΓ gilt

C1 · 2
τ2
n

η2 · ||vn||2L2
η

≤ µ′′n(η) ≤ C2 · 2
τ2
n

η2 · ||vn||2L2
η

.

(ii) Die Phasenfunktion ϑ besitzt Wendestellen, d. h. ϑ′′(τ) hat Nullstellen.

(iii) Für die Funktion

M(τ) = 2||vn||4L2
η

η2µ′′n(τ)
τ2 − 1

τ

aus (3.18) gilt

M(τ) ≈ 1
τ
, τ →∞,

und ϑ wächst asymptotisch wie

ϑ(τ) ≈ τ log(τ), τ →∞.
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Kapitel 4

Grundlagen der holomorphen
Störungstheorie

Bei der klassischen Friedrichserweiterung wird zu einem unbeschränkten symmetrischen Ope-
rator, für den es ein β > 0 gibt mit

(Au, u) ≥ β(u, u), u ∈ D(A) ⊂ H,

eine selbstadjungierte positive Erweiterung AF konstruiert, deren Spektrum im Intervall [β,∞[
enthalten ist. Diese Konstruktion wird durch das Konzept des m-sektoriellen Operators verall-
gemeinert, dessen Spektrum in einem Sektor der Form

{Re z ≥ β, | arg(z − β)| < θ} , β ∈ R, 0 ≤ θ < π

2 ,

liegt. Wie die Friedrichserweiterung mithilfe der positiven Form (Au, u) konstruiert wird, kann
man zu einer sektoriellen Form einen m-sektoriellen Operator konstruieren (Theorem 4.2.11).

Wenn die Form zusätzlich holomorph von einem Parameter abhängt, dann erhält man unter
bestimmten Voraussetzungen eine holomorphe Familie von Operatoren, deren Eigenwerte und
Eigenfunktionen ebenfalls holomorph variiert werden können (Theorem 4.3.19). Dies gilt aber
im Allgemeinen nur für endliche Systeme von Eigenwerten und Eigenvektoren.

Für den Leser, der mit der holomorphen Störungstheorie von Formen und Operatoren nicht
vertraut ist, legen wir im folgenden Kapitel die Grundlagen des für uns relevanten Ausschnitts
dieser Theorie nach Kato [13], Kapitel VI und VII, dar. In diesem Kapitel bezeichnen ( · ,−)
und || · || stets das Skalarprodukt beziehungsweise die Norm auf dem Hilbertraum H.

4.1 Sesquilinearformen in komplexen Hilberträumen

Die Definitionen dieses Abschnitts sind aus Kato [13], Kapitel VI, §1.1, entnommen.
Es sei t eine unbeschränkte Sesquilinearform, definiert auf einem Unterraum D eines sepa-

rablen Hilbertraums H. Wir schreiben

t(u, v) für u, v ∈ D,

und bezeichnen die Sesquilinearform t(u, v) kurz als Form t. Der Raum D, auf dem t definiert
ist, heißt Definitionsbereich von t und wird mit D(t) bezeichnet. Wenn D(t) dicht in H ist, heißt
die Form t dicht definiert.
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Kapitel 4 Grundlagen der holomorphen Störungstheorie

Definition 4.1.1. Ist t eine Sesquilinearform, so heißt

t(u) := t(u, u)

die zu t assoziierte quadratische Form.

Bemerkung 4.1.2 (Polarisationsformel). Wenn H ein komplexer Hilbertraum ist, dann wird die
Sesquilinearform t(u, v) durch die Polarisationsformel

t(u, v) = 1
4 (t(u+ v)− t(u− v) + i t(u+ iv)− i t(u− iv))

eindeutig durch die quadratische Form t( · ) bestimmt.

Analog zu unbeschränkten Operatoren in Hilberträumen werden für Sesquilinearformen die
folgenden Begriffe eingeführt:

Definition 4.1.3. (i) Eine Form t(2) ist eine Erweiterung von t(1), in Zeichen t(1) ⊆ t(2),
wenn D(t(1)) ⊆ D(t(2)) und t(2)(u, v) = t(1)(u, v) für alle u, v ∈ D(t(2)) gilt. Ist t(2) eine
Erweiterung von t(1), dann ist t(1) eine Einschränkung von t(2).

(ii) Zwei Formen t(1) und t(2) sind gleich, in Zeichen t(1) = t(2), wenn t(1) ⊆ t(2) und t(2) ⊆ t(1)

gilt.

(iii) Die Summe t zweier Formen t(1) und t(2) ist definiert als

t(u, v) = t(1)(u, v) + t(2)(u, v), u, v ∈ D(t) = D(t(1)) ∩D(t(2)).

(iv) Die Einheitsform ist definiert durch

1(u, v) = (u, v), u, v ∈ D(1) = H.

Die Nullform ist definiert durch 0(u, v) = 0 für u, v ∈ D(0) = H. Für eine beliebige Form t

und c ∈ C setzt man

(t+c)(u, v) := (t+c · 1)(u, v) = t(u, v) + c · (u, v), u, v ∈ D(t).

Definition 4.1.4. (i) Die zu einer Form t adjungierte Form t∗ ist definiert durch

t∗(u, v) = t(v, u), u, v ∈ D(t∗) = D(t).

(ii) Eine Form t heißt symmetrisch, wenn

t = t∗ .

Bemerkung 4.1.5. Aus Bemerkung 4.1.2 folgt, dass t genau dann symmetrisch ist, wenn die
quadratische Form t( · ) reellwertig ist.
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4.2 Sektorielle Formen und Operatoren

Definition 4.1.6. Für eine Form t seien die Formen h und k definiert durch

h(u, v) := 1
2 (t(u, v) + t∗(u, v)) und k(u, v) := 1

2i (t(u, v)− t∗(u, v)) .

Die Formen h und k sind symmetrisch mit t = h+i k. Für die zugehörigen quadratischen Formen
gilt

h(u) = Re (t(u)) und k(u) = Im (t(u)). (4.1)

Die Beziehungen in (4.1) motivieren die Bezeichnungen Real- und Imaginärteil von t für h und k.
Wir schreiben daher

Re t := h und Im t := k .

4.2 Sektorielle Formen und Operatoren

Die Definitionen in diesem Abschnitt sind aus Kato [13], Kapitel VI, §1.2 und §1.3, entnommen.

Definition 4.2.1. Es sei s eine symmetrische Form in H mit Definitionsbereich D(s). Die
Form s heißt nach unten beschränkt, wenn es ein β ∈ R gibt, sodass

s(u) ≥ β · ||u||2, u ∈ D(s). (4.2)

Wir schreiben kurz s ≥ β. Falls s ≥ 0, heißt die Form s nichtnegativ.

Definition 4.2.2. Es sei t eine (nicht notwendig symmetrische) Form.

(i) Der numerische Wertebereich von t ist die Menge

W (t) = {t(u) | u ∈ D(t), ||u|| = 1}.

(ii) Die Form t heißt nach links beschränkt, wenn es ein β ∈ R gibt, sodass W (t) in einer
Halbebene der Form Re z ≥ β liegt, d. h.

W (t) ⊆ {z ∈ C | Re z ≥ β}.

(iii) Eine Form t heißt sektoriell (nach links beschränkt), wenn W (t) eine Teilmenge eines
Sektors der Form

Σ(β, θ) = {z ∈ C | |arg (z − β)| ≤ θ}

mit einem Scheitel β ∈ R und einem Halbwinkel 0 ≤ θ < π
2 ist. Hierbei sind β und θ nicht

eindeutig bestimmt.

Bemerkung 4.2.3. Eine Form t ist genau dann sektoriell, wenn es β ∈ R und θ ∈ [0, π2 [ gibt,
sodass gilt

Re t ≥ β (4.3)

und
|Im t(u)| ≤ tan(θ) · (Re t− β)(u), u ∈ D(t). (4.4)
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Kapitel 4 Grundlagen der holomorphen Störungstheorie

Definition 4.2.4. Es sei t eine sektorielle Form. Eine Folge (un)n∈N in H heißt t-konvergent
(gegen u ∈ H), wenn

(i) die Folge (un)n∈N in D(t) liegt und in der Norm auf H gegen u ∈ H konvergiert,

(ii) es für jedes ε > 0 ein N ∈ N gibt, sodass für alle n,m ≥ N gilt: | t(un − um)| < ε.

Wenn (un)n∈N t-konvergent gegen u ∈ H ist, schreiben wir un →
t
u, n→∞.

Definition 4.2.5. Es sei t eine sektorielle Form.

(i) Die Form t ist abgeschlossen, wenn für jede t-konvergente Folge (un)n∈N mit un →
t
u

für n→∞ gilt, dass u ∈ D(t) und t(un − u)→ 0 für n→∞.

(ii) Die Form t heißt abschließbar, wenn sie eine abgeschlossene Erweiterung besitzt. Die klein-
ste abgeschlossene Erweiterung t̄ einer abschließbaren Form t heißt Abschluss von t.

Satz 4.2.6 (Kato [13], VI, §1.3). Es sei t eine sektorielle Form. Eine Folge (un)n∈N ist genau
dann t-konvergent, wenn sie (Re t)-konvergent ist. Insbesondere ist t genau dann abgeschlossen,
wenn Re t abgeschlossen ist.

Bezeichnung 4.2.7. (i) Es sei s eine symmetrische, nichtnegative Form. Dann wird durch

(u, v)s := (s+1)(u, v), u, v ∈ D(s),

ein Skalarprodukt auf D(s) definiert. Insbesondere wird (D(s), ( · ,−)s) zu einem Prä-
hilbertraum, der mit Hs bezeichnet wird.

(ii) Wenn t eine sektorielle Form mit Re t = h ist und β ein Scheitel von t, dann ist die Form

h′ = Re t− β

symmetrisch und nichtnegativ, sodass durch Ht := Hh′ ein Prähilbertraum wie in (i)
definiert wird. Ht ist gegeben durch D(t), versehen mit dem Skalarprodukt

(u, v)t := (Re t− β + 1)(u, v), u, v ∈ D(t).

Da ( · ,−)t von β abhängt, ist Ht nicht eindeutig bestimmt.

Satz 4.2.8 (Kato [13], VI, Theorem 1.11). Eine sektorielle Form t in H ist genau dann abge-
schlossen, wenn der Prähilbertraum Ht vollständig ist.

Ein sektorieller Operator wird analog zu einer sektoriellen Form wie folgt definiert.

Definition 4.2.9 (Kato [13], V, §3.10). (i) Ein symmetrischer Operator S in H heißt nach
unten beschränkt, wenn es ein β ∈ R gibt, sodass

(Su, u) ≥ β(u, u), u ∈ D(S).

66



4.2 Sektorielle Formen und Operatoren

(ii) Ein Operator T heißt akkretiv, wenn der numerische Wertebereich

W (T ) = {(Tu, u) | u ∈ D(T ), ||u|| = 1}

eine Teilmenge der rechten Halbebene ist, d. h.

Re (Tu, u) ≥ 0, u ∈ D(T ).

(iii) Ein Operator heißt m-akkretiv, wenn (T + λ)−1 für jedes λ mit Reλ > 0 beschränkt ist
und die Operatornorm die Abschätzung

||(T + λ)−1|| ≤ (Reλ)−1

erfüllt. Ein m-akkretiver Operator ist maximal akkretiv in dem Sinne, dass T akkretiv ist
und keine echte akkretive Erweiterung besitzt.

(iv) Ein Operator heißt quasi-akkretiv (quasi-m-akkretiv), wenn es ein α ∈ C gibt, sodass T +α

akkretiv (m-akkretiv) ist.

(v) Analog zu Definition 4.2.2 heißt ein Operator T sektoriell, wenn W (T ) in einem Sektor

Σ(β, θ) = {z ∈ C | |arg (z − β)| ≤ θ}

mit β ∈ R und θ ∈ [0, π2 [ liegt.

(vi) Ein Operator T heißt m-sektoriell, wenn T sektoriell und quasi-m-akkretiv ist.

Bemerkung 4.2.10 (Kato [13], V, §3.10). Wenn T ein m-sektorieller Operator mit Sektor Σ(β, θ)
ist, dann liegt das Spektrum σ(T ) ebenfalls in dem Sektor Σ(β, θ). Der Begriff ist insofern eine
Verallgemeinerung eines nach unten beschränkten selbstadjungierten Operators mit Spektrum
in einem reellen Intervall der Form [β,∞[.

Das folgende Theorem besagt, dass zu einer sektoriellen Form ein m-sektorieller Operator
im Sinne einer Verallgemeinerung der Friedrichserweiterung für monotone Operatoren existiert.

Theorem 4.2.11 (Erster Darstellungssatz, Kato [13], VI, Theorem 2.1). Es sei t eine dicht
definierte, abgeschlossene und sektorielle Sesquilinearform in H. Dann gibt es einen eindeutigen
m-sektoriellen Operator Tt, definiert auf einer dichten Teilmenge D(Tt) von D(t), sodass

t(u, v) = (Ttu, v) u ∈ D(Tt), v ∈ D(t).

Satz 4.2.12 (Kato [13], VI, Theorem 2.5). Die Form t erfülle die Voraussetzungen von Theo-
rem 4.2.11. Dann gilt für den Operator Tt aus Theorem 4.2.11

T ∗ = Tt∗ .

Insbesondere ist Tt genau dann selbstadjungiert, wenn t symmetrisch ist.

Bemerkung 4.2.13. Aus dem Beweis von Theorem 4.2.11 (Kato [13], VI, §2.2) geht hervor, dass
der Definitionsbereich von Tt wie im Fall der klassischen Friedrichserweiterung gegeben ist durch

D(Tt) = {u ∈ D(t) | v 7→ t(u, v) ist stetig in H}.
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4.3 Holomorphe Familien von Operatoren

In diesem Abschnitt wird definiert, wann ein unbeschränkter Operator Tz zwischen Banachräu-
men X und Y holomorph von einem Parameter z abhängt. Von besonderem Interesse sind
selbstadjungierte holomorphe Familien in einem Hilbertraum H vom Typ (A) und (B) mit
kompakter Resolvente, da sie in Bezug auf die Holomorphie des Spektrums besonders günstige
Eigenschaften besitzen.

Soweit nicht anders gekennzeichnet, stammen alle Definitionen und Sätze dieses Abschnitts
aus Kato [13], VII, §1.1.

Definition 4.3.1. Es sei X ein Banachraum. Eine Teilmenge S ⊆ X heißt total, wenn die
lineare Hülle von S dicht in X ist.

Beispiel 4.3.2. Ist H ein Hilbertraum und (en)n∈N eine vollständige Orthonormalbasis von H,
dann ist die Menge {en | n ∈ N} total.

Definition und Satz 4.3.3 (Kato [13], VII, §1.1). Es sei U ⊆ C offen und (uz)z∈U eine Familie
von Vektoren in einem Banachraum X. Ein Vektor uz hängt holomorph von z ∈ U ab, wenn
für jedes f ∈ X∗ die Abbildung z 7→ (uz, f) holomorph in z ∈ U ist. Dies ist genau dann der
Fall, wenn es für z ∈ U eine Umgebung V gibt, sodass

(i) die Norm ||uz|| beschränkt in V ist und

(ii) die Abbildung z 7→ (uz, f) für jedes f aus einer totalen Menge von X∗ holomorph auf V
ist.

Bemerkung 4.3.4. Analog zu Definition und Satz 4.3.3 heißt eine Familie von Vektoren (ux)x∈I
reell analytisch auf einem Intervall I ⊆ R, wenn sie eine Potenzreihenentwicklung in jedem x ∈ I
besitzt. In diesem Fall kann (ux)x∈I zu einer holomorphen Familie (uz)z∈U auf einer Umgebung
I ⊂ U ⊆ C fortgesetzt werden.

Bezeichnung 4.3.5. Es sei C (X,Y ) die Menge aller abgeschlossenen Operatoren und B(X,Y )
die Menge der beschränkten Operatoren zwischen den Banachräumen X und Y . Wenn X = Y

gilt, schreiben wir B(X) := B(X,X) und C (X) := C (X,X).

Definition 4.3.6. Eine Familie (Tz)z∈U ∈ B(X,Y ) beschränkter Operatoren heißt (beschränkt)
holomorph, wenn es für jedes z ∈ U eine Umgebung V gibt, sodass

(i) die Norm ||Tz|| beschränkt in V ist und

(ii) die Abbildung z 7→ (Tzu, g) holomorph für jedes u aus einer totalen Menge von X und g
aus einer totalen Menge von Y ∗ ist.

Bemerkung 4.3.7. Analog zum Fall einer reell analytischen Familie von Vektoren wird eine reell
analytische Familie von beschränkten Operatoren definiert.
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Ein unbeschränkter holomorpher Operator wird über die beschränkte Holomorphie wie folgt
definiert.

Definition 4.3.8. Es seien X und Y Banachräume. Eine Familie (Tz)z∈U ∈ C (X,Y ) abge-
schlossener Operatoren heißt holomorph in z ∈ U , wenn es einen Banachraum Z und in z

beschränkt holomorphe Operatoren Uz ∈ B(Z,X) und Vz ∈ B(Z, Y ) gibt, sodass gilt

Uz(Z) = D(Tz) und TzUz = Vz.

Eine (beschränkte oder unbeschränkte) Familie von Operatoren heißt holomorph auf einem
Gebiet U ⊆ C, wenn sie holomorph in jedem z ∈ U ist. Das folgende Theorem charakterisiert
die Holomorphie eines unbeschränkten Operators durch die Holomorphie der Resolvente.

Theorem 4.3.9 (Kato, [13], VII, Theorem 1.3). Es sei (Tz)z∈U ∈ C (X) eine Familie abge-
schlossener Operatoren in X. Ferner seien z0 ∈ U und ζ ∈ ρ(Tz0). Der Operator Tz ist genau
dann holomorph in z0, wenn es eine Umgebung U0 von z0 gibt, sodass ζ für alle z ∈ U0 in ρ(Tz)
liegt und die Resolvente R(ζ, z) = (Tz−ζ)−1 beschränkt holomorph ist. In diesem Fall ist R(ζ, z)
in beiden Variablen beschränkt holomorph auf einer Menge {(ζ, z) | ζ ∈ ρ(Tz0), z ∈ U0(ζ)}, wobei
die Umgebung U0(ζ) von ζ abhängt.

Bemerkung 4.3.10. Analog zu Definition 4.3.8 heißt eine Familie (Tx)x∈I ∈ C (X,Y ) reell ana-
lytisch, wenn Ux und Vx reell analytische beschränkte Operatoren sind. Allerdings ist es im
Allgemeinen nicht möglich, eine reell analytische Familie unbeschränkter Operatoren auf ein
Gebiet U ⊆ C zu einer holomorphen Familie fortzusetzen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3.11 (s. Kato [13], Fußnote auf S. 367). Der Operator

A : `2(N)→ `2(N), (x1, x2, x3, . . .) 7→
(
ix1,

i

2x2,
i

3x3, . . .

)
,

ist ein kompakter Operator in `2(N) mit Spektrum

σ(A) = {0} ∪
{
i

n

∣∣∣∣ n ∈ N
}
.

Alle Elemente aus σ(A)\{0} sind Eigenwerte von A. Die Inverse

A−1(x1, x2, x3, . . .) = (−ix1,−2ix2,−3ix3, . . .)

ist ein unbeschränkter Operator in `2(N). Für z ∈ ]− δ, δ[ setzen wir

Tz = (A− z)−1.

Dann erfüllt Tz für alle z ∈ ]− δ, δ[ die Bedingung aus Definition 4.3.8 mit

Uz = A− z und Vz = 1.

Für z0 = 0 ist T0 invertierbar und die Resolvente ist gegeben durch

T−1
0 = A ∈ B(`2(N)).
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Wenn (Tz)z∈Bδ(0) zu einer holomorphen Familie auf einer komplexen Umgebung Bδ(0) von z0

fortgesetzt werden kann, dann muss nach Theorem 4.3.9 für alle |z| < δ gelten, dass 0 ∈ ρ(Tz)
und somit die Resolvente

T−1
z = A− z ∈ B(`2(N))

invertierbar ist. Dies steht im Widerspruch dazu, dass zu jedem δ > 0 ein n ∈ N existiert, sodass

z = i

n
mit |z| ∈ Bδ(0) ∩ (σ(A)\{0}).

Wenn der Definitionsbereich des Operators Tz oder der Form tz nicht von z abhängt, sprechen
wir gemäß Kato von einer holomorphen Familie vom Typ (A) oder (B). Diese Eigenschaft erlaubt
es, Theorem 4.3.19 anzuwenden.

Definition 4.3.12 (Holomorphe Familien vom Typ (A), Kato [13], VII, §2.1). Eine Familie
von Operatoren (Tz)z∈U ist eine holomorphe Familie vom Typ (A), wenn

(i) der Definitionsbereich D(Tz) = D nicht von z abhängt und

(ii) die Abbildung z 7→ Tzu für jedes u ∈ D auf U holomorph ist.

Bemerkung 4.3.13. Ist (Tz)z∈U eine holomorphe Familie vom Typ (A), dann besitzt Tz eine
Taylorentwicklung in jedem z0 ∈ U , d. h. für jedes u ∈ D kann Tzu in eine Taylorreihe

Tzu = T (0)u+ (z − z0)T (1)u+ (z − z0)2

2 T (2)u+ . . . (4.5)

entwickelt werden, wobei T (k) für jedes k ∈ N0 ein linearer Operator von X nach Y mit Defi-
nitionsbereich D(T (k)) = D ist, und die Reihe auf einer Umgebung Br(z0) von z0 konvergiert,
die nicht von u ∈ D abhängt.

Um Typ (B) charakterisieren zu können, benötigen wir zunächst den Begriff der holomorphen
Familie von Formen. Die folgenden Definitionen stammen aus Kapitel VII, §4.1, in Kato [13].

Definition 4.3.14 (Holomorphe Familien von Formen vom Typ (a)). Eine Familie (tz)z∈U von
Sesquilinearformen in H ist eine holomorphe Familie (von Formen) vom Typ (a), wenn

(i) die Form tz für jedes z ∈ U dicht definiert, sektoriell und abgeschlossen ist,

(ii) der Definitionsbereich D = D(tz) nicht von z ∈ U abhängt und

(iii) die Abbildung z 7→ tz(u) für jedes u ∈ D holomorph auf U ist.

Bemerkung 4.3.15. (i) Aus der Polarisationsformel folgt, dass z 7→ tz(u) genau dann holo-
morph ist, wenn z 7→ tz(u, v) für alle u, v ∈ D holomorph auf U ist.

(ii) Wie beim Typ (A) besitzt eine holomorphe Familie vom Typ (a) für jedes z0 ∈ U eine
Taylorentwicklung der Form

tz(u, v) = t(0)(u, v) + (z − z0) t(1)(u, v) + (z − z0)2

2 t(2)(u, v) + . . . , u, v ∈ D, (4.6)

die unabhängig von u, v ∈ D in einer Umgebung Br(z0) von z0 konvergiert.
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4.3 Holomorphe Familien von Operatoren

(iii) Wenn die Form tz auf ganz H definiert ist, dann wird durch

(Tzu, v) = tz(u, v)

ein beschränkter Operator Tz in H definiert. Wenn die Familie (tz)z∈U holomorph ist,
dann ist (Tz)z∈U beschränkt holomorph.

Definition und Satz 4.3.16 (Holomorphe Familien von Operatoren vom Typ (B)). Es
sei (tz)z∈U eine holomorphe Familie vom Typ (a). Für jedes z ∈ U sei

Tz := Ttz

der zu tz assoziierte m-sektorielle Operator aus Theorem 4.2.11. Dann ist (Tz)z∈U eine holomor-
phe Familie von Operatoren. Die Familie (Tz)z∈U ist lokal gleichmäßig sektoriell.

Die hierdurch definierte Familie (Tz)z∈U heißt holomorphe Familie vom Typ (B).

Satz 4.3.17 (Kato [13], VII, Theorem 4.3). Es sei (Tz)z∈U eine holomorphe Familie vom
Typ (B). Dann besitzt Tz entweder für alle z ∈ U kompakte Resolvente oder für kein z ∈ U .

Definition und Satz 4.3.18 (Selbstadjungierte holomorphe Familien von Formen und Opera-
toren, Kato [13], VII, §3.1 und Bemerkung 4.7). Es sei U ⊆ C ein Gebiet mit {z̄ | z ∈ U} = U .

(i) Eine holomorphe Familie (Tz)z∈U dicht definierter und abgeschlossener Operatoren in ei-
nem Hilbertraum H heißt selbstadjungierte (holomorphe) Familie von Operatoren, wenn
für jedes z ∈ U gilt

T ∗z = Tz̄.

(ii) Wenn (tz)z∈U eine holomorphe Familie vom Typ (a) mit

tz(u) ∈ R

für alle z ∈ U ∩ R ist, dann gilt für jedes z ∈ U

t∗z = tz̄,

und (tz)z∈U ist eine selbstadjungierte (holomorphe) Familie von Formen.

In diesem Fall ist die durch Theorem 4.2.11 induzierte Familie (Tz)z∈U eine selbstadjungier-
te holomorphe Familie von Operatoren vom Typ (B). Insbesondere ist Tz für jedes z ∈ U∩R
selbstadjungiert.

Die holomorphe Störungstheorie untersucht, inwiefern das Spektrum einer holomorphen Fa-
milie (Tz)z∈U holomorph in U variiert werden kann. Die Holomorphie des Spektrums und des
Operators sind aber nicht äquivalent. Beispielsweise gibt Rellich in [24], §5, eine Familie nicht
holomorpher Operatoren an, deren Eigenwerte und Eigenfunktionen sämtlich holomorph sind.

Für die Untersuchungen zur Holomorphie der Eigenwerte und Eigenvektoren des Robin-
Pseudo-Laplace-Operators (∆γ)γ∈Ĉ in Kapitel 6 und 7 verwenden wir hauptsächlich zwei Re-
sultate aus der Störungstheorie, die im Folgenden nach Kato [13] zitiert werden.

Die Familie (∆γ)γ∈C erfüllt die Voraussetzungen des folgenden Theorems (s. Abschnitt 5.3).
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Kapitel 4 Grundlagen der holomorphen Störungstheorie

Theorem 4.3.19 (Kato [13], VII, Theorem 3.9 und Bemerkung 4.22). Es sei (Tz)z∈U eine
selbstadjungierte holomorphe Familie von Operatoren vom Typ (A) oder (B) mit kompakter Re-
solvente. Dann gibt es eine Folge (fn[z])n∈N der Eigenvektoren von Tz und eine Folge (λn(z))n∈N
der zugehörigen Eigenwerte, sodass

(i) für x ∈ U ∩ R die Folge (fn[x])n∈N ein vollständiges Orthonormalsystem von H bildet,

(ii) für jedes n ∈ N eine komplexe Umgebung Un von U ∩ R existiert, sodass fn|Un und λn|Un
holomorph in z sind.

Hierbei können die Mengen Un im Allgemeinen nicht unabhängig von n ∈ N gewählt werden,
sodass nur für die Einschränkung der Familie (Tz)z∈U auf I = U∩R von einer (reell) analytischen
Abhängigkeit des gesamten Spektrums von dem Parameter x ∈ I gesprochen werden kann.

Ferner verliert die Aussage ihre Gültigkeit, wenn die Zusatzbedingung an den Definitionsbe-
reich nicht erfüllt ist, selbst wenn alle Operatoren kompakte Resolvente haben. Für den Robin-
Pseudo-Laplace-Operator (∆γ)γ∈Ĉ liegt dieser Fall vor, wenn γ in einer Umgebung von ∞
betrachtet wird (s. Abschnitt 5.6).

Für ein endliches System von Eigenwerten gilt jedoch stets die folgende lokale Aussage.

Theorem 4.3.20 (Kato [13], VII, Theorem 1.8). Es sei (Tz)z∈U eine holomorphe Familie in
einer Umgebung U eines Punktes z0 ∈ C. Dann besteht jedes endliche System von Eigenwerten
von (Tz)z∈U aus Zweigen einer oder mehrerer analytischer Funktionen, die höchstens algebrai-
sche Singularitäten in z0 besitzen. Dasselbe gilt für die zugehörigen Eigenprojektionen.

Bemerkung 4.3.21. Theorem 4.3.20 impliziert, dass die Mengen

{(Λ, z) ∈ C× U | Λ Eigenwert von Tz}

analytische Kurven, d. h. eindimensionale komplexe Varietäten sind, und die hierdurch bestimm-
ten Funktionen Λ(z) lokal durch eine Puiseuxreihe

Λ(z) = Λ(z0) + α1ω
j(z − z0)1/p + α2ω

2j(z − z0)2/p + . . . , j = 1, . . . , p− 1, (4.7)

mit ω = exp
(

2πi
p

)
gegeben sind (Kato [13], Kapitel II, §1.2). Insbesondere ist jede einzelne Ei-

genwertfunktion Λ(z) stetig, aber nicht notwendig holomorph. Das Auftreten von algebraischen
Singularitäten hängt mit den Vielfachheiten der Eigenwerte zusammen. Dieser Aspekt wird in
Abschnitt 7.1 genauer besprochen.
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Kapitel 5

Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

In Kapitel 3 wurde ein Ansatz für die Störung des Pseudo-Laplace-Operators ∆η durch Variation
von η vorgestellt. Wie zu Beginn von Kapitel 3 erklärt worden ist, kann dies als Variation des
HorozykelsHη verstanden werden, entsprechend dem Rand beziehungsweise der Randbedingung
des eindimensionalen euklidischen Laplace-Operators. Insofern ist erst einmal nicht ersichtlich,
ob und wie ∆η auf eine komplexe Umgebung von η ∈ R fortgesetzt werden kann.

Nach Beispiel 4.3.11 kann eine reell parametrisierte Familie unbeschränkter Operatoren im
Allgemeinen nicht holomorph auf eine komplexe Umgebung fortgesetzt werden, selbst wenn
sie analytisch von dem Parameter abhängt. Um die in Kapitel 4 dargelegte holomorphe Stö-
rungstheorie von Kato anzuwenden, ist es daher erforderlich, dass die Operatorfamilie auch für
komplexe Parameter wohldefiniert ist.

Ein weiteres Problem in der Anwendung dieser Theorie besteht darin, dass der Hilbertraum

L2
η = {f ∈ L2(X,µH) | f0|[η,∞[ = 0},

in dem ∆η operiert, selbst von η abhängt. Dies impliziert, dass ∆η bereits formal kein holomor-
pher Operator im Sinne von Definition 4.3.8 sein kann.

Da der Hilbertraum L2
η durch Einschränkung des L2(X,µH) definiert ist und dessen Skalar-

produkt erbt, besteht ein naheliegender Ansatz für die Behebung dieses Problems darin, den
Hilbertraum L2

η in einen größeren Raum L2
η̃ mit η̃ > η einzubetten und η nur auf einem offenen

Intervall ]η̃ − ε, η̃[ zu variieren, um einen reell analytischen Operator zu erhalten.
Wir stellen im ersten Abschnitt dieses Kapitels am Beispiel des eindimensionalen Laplace-

Operators mit Dirichlet-Randbedingungen die Problematik dieses Ansatzes dar.
In den Abschnitten 5.2 bis 5.5 wird eine holomorphe Familie vom Typ (B) von Robin-Pseudo-

Laplace-Operatoren (∆γ)γ∈C mit kompakter Resolvente konstruiert, indem die Randbedingung

f0(η) = 0

vom Dirichlet-Typ auf dem Horozykel Hη durch eine Robin-Randbedingung

f ′0(η) = −γf0(η)

ersetzt wird. In Abschnitt 5.6 wird gezeigt, dass der klassische Pseudo-Laplace-Operator ∆η

die holomorphe Fortsetzung von (∆γ)γ∈C in den unendlich fernen Punkt im Sinne von Defini-
tion 4.3.8, die entstehende Familie (∆γ)γ∈Ĉ aber nicht vom Typ (B) ist.
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

5.1 Der euklidische Laplace-Operator als Beispiel für eine nicht
holomorphe Familie

Es sei ∆ω der euklidische Laplace-Operator auf dem beschränkten Intervall Ω = ]0, ω[⊂ R mit
Dirichlet-Randbedingungen, definiert durch

∆ωf(x) = −f ′′(x), f ∈ D(∆ω) = H2
0 (Ω, λ1).

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen von ∆ω, gegeben durch

vn(x) =
√

2
ω
· sin (κn(ω) · x) , λn(ω) = κn(ω)2, κn(ω) = πn

ω
, n ∈ N, (5.1)

hängen holomorph von ω ∈ C\{0} ab.
Beispiel 3.4.5 (i) rechtfertigt den Ansatz, die Abbildung Uω aus Definition 4.3.8 mithilfe

der linearen Transformation ψω zu konstruieren. Der Operator ∆ω kann aber bereits deswegen
kein holomorpher Operator im Sinne von Definition 4.3.8 sein, da der Hilbertraum L2(Ω, λ1),
in dem ∆ω definiert ist, selbst von ω abhängt.

Um eine holomorphe Formulierung für ∆ω zu finden, verfolgen wir nun den Ansatz, L2(Ω, λ1)
in einen größeren Hilbertraum L2(Ω̃, λ1) einzubetten, wobei Ω̃ dadurch definiert ist, dass für
alle ω aus einer Umgebung U0 eines fest gewählten ω0 > 0 gilt

]0, ω[⊂ Ω̃,

und Ω̃ nicht von ω ∈ U0 abhängt. Da ∆ω nur durch die Dirichlet-Randbedingung auf ∂Ω von ω
abhängt, und an der Vorschrift

∆ωf(x) = −f ′′(x)

nicht sichtbar wird, verwenden wir für die Konstruktion die zu ∆ω gehörige Sesquilinearform
mit dem Ziel, eine holomorphe Familie vom Typ (B) zu erhalten. Der folgende Satz aus der
klassischen Theorie selbstadjungierter Operatoren wird als bekannt vorausgesetzt und daher
ohne Beweis angegeben.

Satz 5.1.1. Der Laplace-Operator ∆ω mit Dirichlet-Randbedingung ist die Friedrichserweite-
rung der symmetrischen, nichtnegativen Form

tω(u, v) =
∫ ω

0
u′ · v̄′ dλ1.

mit Definitionsbereich
D(tω) = H1

0 (Ω, λ1).

Es sei nun ω0 > 0 fest gewählt und für ein δ > 0 sei

U0 = ]ω0 − δ, ω0 + δ[.

Ferner sei
Ω1 = ]0, ω1[ mit ω1 = ω0 + δ.
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5.1 Der euklidische Laplace-Operator als Beispiel für eine nicht holomorphe Familie

Dann definieren wir für ω ∈ U0 auf

D1 =
{
f ∈ H1(Ω1, λ

1) | f(0) = 0
}

eine Form sω in L2(Ω1, λ
1) durch

sω(u, v) =
∫ ω1

0
u′ · v̄′ dλ1 −

∫ ω1

ω
u′ · v̄′ dλ1, ω ∈ U, u, v ∈ D1. (5.2)

Die Form sω ist dicht definiert, nichtnegativ und abgeschlossen. Nach Theorem 4.2.11 indu-
ziert sω einen eindeutigen nichtnegativen selbstadjungierten Operator

∆̃ω := Tsω .

Satz 5.1.2. Der Definitionsbereich des Operators ∆̃ω ist gegeben durch

D(∆̃ω) = {f ∈ H2(Ω1, λ
1) | f(0) = f ′(ω) = 0}.

Beweis. Mit partieller Integration folgt für u ∈ C2(Ω1) ∩D1 und beliebiges v ∈ D1

sω(u, v) = −
∫ ω1

0
u′′ · v̄ dλ1 + u′(ω1)v̄(ω1)

+
∫ ω1

ω
u′′ · v̄ dλ1 − u′(ω1)v̄(ω1) + u′(ω)v̄(ω)

= −
∫ ω1

0
u′′ · v̄ dλ1 +

∫ ω1

ω
u′′ · v̄ dλ1 + u′(ω)v̄(ω).

Damit v 7→ sω(u, v) stetig nach L2(Ω1, λ
1) fortgesetzt werden kann, muss u ∈ H2(Ω1, λ

1) und
u′(ω) = 0 gelten.

Die durch Satz 5.1.2 induzierte Randbedingung

f ′(ω) = 0

entspricht einer Neumann-Randbedingung auf ∂Ω und ist daher nicht kompatibel mit dem
Dirichlet-Operator. Diese Überlegung wird in dem folgenden Satz präzisiert.

Satz 5.1.3. Der Operator ∆̃ω ist keine Fortsetzung von ∆ω.

Beweis. Es sei
ω−1 = ω0 − δ,

und χ ∈ D(]0,∞[) eine Testfunktion mit χ(x) = 1 für x ∈ [ω−1, ω1] und

χ(0) = 0, χ′(ω) = 0, χ(ω) = 1.

Dann liegt χ in D(∆̃ω), aber nicht in D(∆ω).
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

Wir betrachten nun den Neumann-Operator

∆N
ω f = −f ′′, f ∈ D(∆N

ω ),

mit Definitionsbereich

D(∆N
ω ) =

{
f ∈ H2(Ω, λ1) | f ′(0) = f ′(ω) = 0

}
.

Zusätzlich zu den Eigenwerten vn und λn(ω) aus (5.1) besitzt ∆N
ω den Eigenwert λ0(ω) = 0 mit

der zugehörigen Eigenfunktion v0(x) = 1√
ω
.

Um den Operator ∆̃ω vollständig an die Neumann-Bedingungen anzupassen, setzen wir

DN
1 := D(sω) :=

{
f ∈ H1(Ω1, λ

1) | f ′(0) = 0
}
.

Dann induziert sω einen Operator ∆̃N
ω mit

D(∆̃N
ω ) =

{
f ∈ H2(Ω1, λ

1) | f ′(0) = f ′(ω) = 0
}
.

Der Zusammenhang zwischen ∆̃N
ω und ∆N

ω ist Gegenstand des folgenden Satzes.

Satz 5.1.4. Es sei ω ∈ U0. Dann gilt D(∆̃N
ω ) ⊆ D(∆N

ω ), und für f ∈ D(∆̃N
ω ) gilt

∆̃N
ω f = ∆N

ω f.

Ist umgekehrt f ∈ D(∆N
ω ), dann existiert eine (nicht eindeutige) Fortsetzung f̃ ∈ D(∆̃N

ω ),
sodass f̃ |Ω = f und ∆̃N

ω f̃ |Ω = ∆N
ω f .

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar. Es sei also f ∈ D(∆N
ω ), d. h. f ∈ H2(Ω, λ1) mit

f ′(0) = 0 und f ′(ω) = 0. Nach dem Einbettungssatz von Sobolev besitzt f ∈ H2(Ω, λ1) einen
Repräsentanten in C1(Ω). Wir setzen

f̃1 =

f(x), 0 ≤ x ≤ ω,

f(ω), ω < x ≤ ω1.

Dann liegt f̃1 in C1(Ω1) ∩H2(Ω1, λ
1), und es gilt

f̃ ′1(0) = f̃ ′1(ω) = 0

sowie
f̃ ′′1 (x) = f ′′(x), x ∈ Ω.

Ist χω 6= 0 ∈ D(]ω, ω1[), dann ist f̃2 = f̃1 + χω eine weitere Fortsetzung von f mit f̃2 6= f̃1.

Da der Definitionsbereich von ∆̃ω von ω abhängt, ist die Familie (∆̃ω)ω∈U0 nicht vom
Typ (A). Der Definitionsbereich der Form sω hingegen hängt nicht von ω ∈ U0 ab. Der fol-
gende Satz zeigt jedoch, dass (∆̃ω)ω∈U0 auch keine Familie vom Typ (B) sein kann.
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5.1 Der euklidische Laplace-Operator als Beispiel für eine nicht holomorphe Familie

Satz 5.1.5. Es gibt keine komplexe Umgebung U von ω0, sodass (sz)z∈U eine holomorphe Fa-
milie vom Typ (a) ist.

Beweis. Für beliebiges δ > 0 sei U = Bδ(ω0). Es sei

U0(δ) = ]ω0 − δ, ω0 + δ[

der Schnitt von U mit der reellen Achse. Die Form sω und der zugehörige Operator ∆̃ω sind für
jedes δ > 0 erklärt.

Es sei nun χ ∈ C∞(R) so gewählt, dass

(i) supp(χ) =: [x1, x4] ⊂ ]ω0, ω1[,

(ii) χ(ω0) = χ′(ω0) = 0 und χ(ω1) = χ′(ω1) = 0,

(iii) χ(x) = 1 für alle x ∈ [x2, x3] ⊆ ]x1, x4[.

Dann gibt es kompakte Intervalle I ⊆ [x1, x2] und J ⊆ [x3, x4], sodass

|χ′(x)|2 > 0 für alle x ∈ I ∪ J. (5.3)

Die Funktion χ hängt von ω0 und δ ab, aber nicht von ω ∈ U0(δ).
Es sei nun zuerst ω ≤ ω0. Dann gilt

sω(χ) =
∫ ω1

ω0
|χ′|2 dλ1 −

∫ ω1

ω0
|χ′|2 dλ1 = 0. (5.4)

Wenn eine holomorphe Fortsetzung ŝ von s nach U existiert, dann folgt aus (5.4) und dem
Identitätssatz, dass für alle z ∈ U gilt

ŝz(χ) = 0.

Das Intervall I ⊆ [x1, x2] aus (5.3) sei I =: [a, b] mit a ≥ x1 und b ≤ x2. Dann gilt nach Wahl
von χ für jedes ω̃ ∈ I

sω̃(χ) =
∫ ω1

ω0
|χ′|2 dλ1 −

∫ ω1

ω̃
|χ′|2 dλ1

=
∫ b

a
|χ′|2 dλ1 +

∫
J
|χ′|2 dλ1 −

∫ b

ω̃
|χ′|2 dλ1 −

∫
J
|χ′|2 dλ1

=
∫ ω̃

a
|χ′|2 dλ1 > 0. (5.5)

Da wir für jedes beliebige δ eine Funktion χ = χδ mit den Eigenschaften (i) bis (iii) und somit
ein ωδ mit (5.4) und ein ω̃δ mit (5.5) finden können, kann die Familie (sω)ω∈U0(δ) für kein δ

holomorph auf eine komplexe Umgebung fortgesetzt werden.

77



Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

5.2 Folgenräume

Der Ansatz, den Rand Hη der kompakten Untermannigfaltigkeit Xη zu variieren, auf dem
die Randbedingung an den absoluten Term E0 der Eisensteinreihe gestellt wird, führt zu der
folgenden Überlegung.

Bemerkung 5.2.1. Die Eisensteinreihe E(z, s) mit s = 1
2 + iτ erfülle die Bedingung

E0(η, s) = c0(s)√y cos
(
τ ln(η)− ϑ(s)

2

)
= 0, c0(s) 6= 0,

sodass Eη( · , s) eine Eigenfunktion von ∆η ist. Weiter sei angenommen, für η̃ = η+ ε mit ε� 1
sei Eη̃( · , s̃) eine Eigenfunktion des gestörten Operators ∆η̃. Da die Nullstellen des Cosinus
isoliert sind, gilt für hinreichend kleines ε

E0(η̃, s̃) = 0 und E0(η, s̃) 6= 0.

Folglich erfüllt E(z, s̃) in η eine Robin-Randbedingung der Form

E′0(η, s̃) = −γE0(η, s̃) für ein γ ∈ R. (5.6)

Unser Ziel ist nun die Konstruktion einer holomorphen Familie von Operatoren ∆γ mit

∆γu = ∆u auf X,

u′0(η) = −γu0(η). (5.7)

Wie Colin de Verdière wollen wir den Hilbertraum, in dem ∆γ operiert, so konstruieren, dass
wir trunkierte Eisensteinreihen als Eigenfunktionen erhalten. Der Raum

Hη = {f ∈ H1(X,µH) | f0|[η,∞[ = 0}

ist für unsere Zwecke jedoch nicht geeignet, da die trunkierte Eisensteinreihe, welche die Robin-
Randbedingung (5.6) für γ ∈ R erfüllt, nach Lemma 2.2.10 nicht in H1(X,µH) liegt.

Für die Definition eines geeigneten Raums wollen wir die Tatsache nutzen, dass jede au-
tomorphe Funktion in L2(X,µH) eine Fourierzerlegung besitzt und die Familie (em)m∈Z eine
Orthonormalbasis von L2([0, 1], λ1) ist. Die Orthogonalität der Basis (em)m∈Z können wir aber
nur auf der Spitzenregion Sη ausnutzen. Dies wird im folgenden Beispiel demonstriert.

Beispiel 5.2.2. Für eine zweimal differenzierbare Funktion f ∈ A(X) mit Fourierzerlegung

f(x+ iy) =
∑
m∈Z

fm(y)em(x)

und den hyperbolischen Laplace-Operator

∆ = −y2(∂xx + ∂yy)

gilt nach Bemerkung 2.1.10

∆f = −
∑
m∈Z

y2(f ′′m(y)− 4π2m2fm(y))em(x). (5.8)

78



5.2 Folgenräume

Für beliebiges r ≥ pΓ und m,n ∈ N0 gilt auf der Spitzenregion Sr∫
Sr

∆fm(y)em(x) · f̄n(y)e−n(x) dµH(x, y)

= −δmn
∫ ∞
r

y2(f ′′m(y)− 4π2m2fm(y)) · f̄m(y)dy
y2

= δmn

(
−
∫ ∞
r

f ′′m(y) · f̄m(y) dy + 4π2m2
∫
Sr
fm(y) · f̄m(y) dy

)
= δmn

(
f ′m(r) · f̄m(r) +

∫ ∞
r

f ′m(y) · f̄ ′m(y) dy + 4π2m2
∫
Sr
fm(y) · f̄m(y) dy

)
.

Für das Integral über das gesamte Fundamentalgebiet F∞ folgt durch Summierung und Anwen-
dung der Greenschen Formel auf jeden einzelnen Summanden∫

F∞
∆f · f̄ dµH =

∫
Xr

∆f · f̄ dµH +
∫
Sr

∆f · f̄ dµH

=
∫
Xr
g(grad f, grad f) dµH −

∑
m∈Z

f ′m(r)f̄m(r) +
∑
m∈Z

(
f ′m(r) · f̄m(r)

+
∫ ∞
r

f ′m(y) · f̄ ′m(y) dy + 4π2m2
∫ ∞
r

fm(y) · f̄m(y) dy
)

=
∫
Xr
g(grad f, grad f) dµH

+
∑
m∈Z

(∫ ∞
r

f ′m(y) · f̄ ′m(y) dy + 4π2m2
∫ ∞
r

fm(y) · f̄m(y) dy
)
.

Dieselbe Rechnung für die trunkierte Funktion fη liefert∫
F∞\Hη

∆fη · f̄η dµH =
∫
Xr
g(grad f, grad f) dµH +

∫ η

r
f ′0(y) · f̄ ′0(y) dy

+
∑

m∈Z\{0}

(∫ ∞
r

f ′m(y) · f̄ ′m(y) dy + 4π2m2
∫ ∞
r

fm(y) · f̄m(y) dy
)
,

wobei [r, η] die Projektion π2(Pr,η) des Rechtecks Pr,η = Xη\X◦r auf die zweite Komponente ist,
das in Bezeichnung 3.3.10 definiert wurde, und Hη eine Nullmenge ist.

Diese Zerlegung ermöglicht es, den absoluten Term f0 als Funktion zu betrachten, welche
nur für y ≤ η definiert ist, und somit den Punkt η als Rand eines Intervalls in R zu verstehen
anstatt einer Stelle, an der f nicht differenzierbar ist. Da alle anderen Fourierkoeffizienten fm

nicht auf dieselbe Weise „abgeschnitten“ werden sollen, führen wir nun geeignete Folgenräume
ein, um die Hilbertraumtheorie linearer Operatoren anwenden zu können.

Bezeichnung 5.2.3. Für jedes n ∈ N sei Hn ein Hilbertraum mit Skalarprodukt ( · ,−)n und
zugehöriger Norm || · ||n. Dann wird die `2-direkte Summe

⊕
`2

n∈N
Hn :=

{
(xn)n∈N

∣∣∣∣ xn ∈ Hn,
∞∑
n=1
||xn||2n <∞

}

zu einem Hilbertraum, versehen mit dem Skalarprodukt

((xn)n∈N, (yn)n∈N) :=
∞∑
n=1

(xn, yn)n.
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Definition 5.2.4. Es seien r und η so gewählt, dass η > r ≥ pΓ gilt. Für m ∈ Z seien die
Intervalle Im ⊂ R>0 gegeben durch

I0 = ]r, η[ und Im = ]r,∞[, m ∈ Z\{0}.

Ferner sei Hm der Hilbertraum

Hm :=
{
u ∈ H1(Im, µH)

∣∣ ||u||m <∞
}
.

Hierbei ist der Maßraum (Im, µH) durch die Einschränkung der hyperbolischen Metrik auf die
zweite Komponente zu verstehen wie in Beispiel 1.3.10, und || · ||m bezeichnet die durch das
Skalarprodukt

(u, v)m :=
∫
Im
u(y) · v̄(y) dy

y2 + 4π2m2 ·
∫
Im
u(y) · v̄(y) dy +

∫
Im
u′(y) · v̄′(y) dy

induzierte Norm. Wir setzen

A0 :=

L2(Xη, µH)⊕`2
⊕

`2
m∈Z

L2(Im, µH)

/N ,
wobei die Äquivalenzrelation

(f, (gm)m∈Z) ∈ N

durch
f(x+ iy) =

∑
m∈Z

gm(y)em(x) fast überall auf Pr,η = Xη\X◦r

definiert sei. Analog zu A0 definieren wir

A1 :=

H1(Xη, µH)⊕`2
⊕

`2
m∈Z

Hm

/N .
Die Überlappung der einzelnen Folgenglieder für r ≤ y ≤ η soll hierbei sicherstellen, dass die

Funktion f |Xr auf dem kompakten Teil Xr von X stetig in die Fourierreihe auf Pr,η übergeht.
Die Setzung der Norm in Bezeichnung 5.2.3 impliziert allerdings, dass in den Normen auf A0

und A1 die Integrale über das Rechteck Pr,η = ]0, 1[×[r, η] mit dem Faktor 2 berechnet werden.
Dies führt zu der folgenden Überlegung.

Bemerkung 5.2.5. (i) Die Norm auf dem Folgenraum A0 ist äquivalent zur Norm auf

L2
η = {f ∈ L2(X,µH) | f0|[η,∞[ = 0}.

Insbesondere können wir eine Funktion f ∈ L2
η mit der Folge

z(f) := (f |Xη , (fm|Im)m∈Z)

identifizieren, deren Folgenglieder durch die Funktion auf dem kompakten Teil Xη und die
Koeffizienten fm|Im der Fourierreihe f(x + iy) =

∑
m∈Z fm(y)em(x) auf der Spitzenregi-

on Sr gegeben sind. Genauer gilt

||f ||2A0 = ||f ||2L2
η

+ (f, f)L2(Pr,η ,µH).
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(ii) Ein zu ( · ,−)A1 äquivalentes Skalarprodukt wird gegeben durch

(u, v)′A1 := (u, v)A1 − (gradu, grad v)L2(Pr,η ,µH).

Es sei daran erinnert, dass für eine Teilmenge M ⊆ X gilt

(gradu, grad v)L2(M,µH) = (∇u,∇v)L2(M∞,λ2),

wobei M∞ ⊆ F∞ definiert sei wie in Konvention 1.2.14.

(iii) Da I0 kompakt ist, stimmen die Räume H0 und H1(I0, µH) überein. Für m ∈ Z\{0} ist
dies nicht der Fall.

Entsprechend Gleichung (5.8) definieren wir nun einen Differentialoperator für jedes m ∈ Z.

Definition 5.2.6. Für u ∈ H1
loc(Im, µH) wird durch

〈Lm u, φ〉 := (u, φ)m, φ ∈ D(Im),

ein Differentialoperator im Distributionssinne definiert. Auf u ∈ C2(Im) wirkt Lm durch die
Vorschrift

Lm u(y) = −y2(u′′(y)− 4π2m2u(y)).

Bemerkung 5.2.7. (i) Wir können Lm als die Einschränkung des distributionellen hyper-
bolischen Laplace-Operators ∆ auf den m-ten Fourierkoeffizienten einer trunkierten Γ-
automorphen Funktion auf der Spitze von Γ\H verstehen.

(ii) Der Operator Lm hat das von ∆ induzierte Hauptsymbol

Lm,2(y; ξ) = −y2ξ2, ξ ∈ R, y ∈ Im,

und ist daher ebenfalls elliptisch auf Īm.

Um Regularitätseigenschaften der Fourierkoeffizienten fm zeigen zu können, benötigen wir
die folgenden Sätze für kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Theorem 5.2.8 (Sobolevscher Einbettungssatz für kompakte Mannigfaltigkeiten, Taylor [30],
Kapitel 4, Proposition 4.3). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n mit glattem Rand, und es sei u ∈ Hσ(M). Wenn σ > n

2 + k ist, dann besitzt u einen
Repräsentanten in Ck(M).

Theorem 5.2.9 (Spurtheorem für kompakte Mannigfaltigkeiten, Taylor [30], Kapitel 4, Pro-
position 4.5). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit glattem Rand. Für
jedes σ > 1

2 besitzt der Spuroperator
Tu = u|∂M

eine eindeutige stetige Fortsetzung

T : Hσ(M)→ Hσ−1/2(∂M).
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Bemerkung 5.2.10. Wenn f ∈ H1(Xη, µH) und (gm)m∈Z mit gm ∈Hm durch die Äquivalenzre-
lation f ∼

N
(gm)m∈Z miteinander identifiziert sind, dann existiert nach dem Spurtheorem 5.2.9

für jedes R ∈ [pΓ, η] der Fourierkoeffizient

fcm[f ](R) =
∫
HR

f(x,R)e−m(x) dσ(x),

wobei das Oberflächenmaß σ auf HR durch das Lebesguemaß λ1 auf [0, 1] gegeben ist. Insbe-
sondere existiert für alle pΓ ≤ R ≤ η die Punktauswertung

fcm[f ](R) = gm(R).

Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz 5.2.8 besitzen die Fourierkoeffizienten gm einen Re-
präsentanten in C([pΓ, η]). Für m ∈ Z\{0} gilt sogar gm ∈ C([pΓ,∞[).

Im Hinblick auf den Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdière [4] geben wir im fol-
genden Satz eine äquivalente Beschreibung des Raumes A1 an.

Satz 5.2.11. Es sei f ∈ L2(X,µH) und fη ∈ L2
η die Trunkierung von f bei η aus Definiti-

on 2.2.4, identifiziert mit einem Element z(fη) ∈ A0 wie in Bemerkung 5.2.5. Es gilt genau
dann z(fη) ∈ A1, wenn ein C ∈ C existiert, sodass die Distribution

grad fη − C · δη,0

durch eine Funktion in L2(X,µH) gegeben ist. In diesem Fall kann die Konstante C durch die
Punktauswertung f0(η) eines stetigen Repräsentanten f0 ∈ C([r, η]) des absoluten Terms von f
ausgedrückt werden.

Beweis. Ohne Einschränkung gelte f = fη. Wir nehmen zuerst an, dass z(f) ∈ A1 gilt. Es
genügt, den absoluten Term von f auf der Spitzenregion Sr zu betrachten, da∫
F∞
|f − f0|2 + g(grad f, grad f) dµH =

∫
Xr
|f − f0|+ g(grad f, grad f) dµH +

∑
m∈Z\{0}

||fm||2m,

und f nach Bemerkung 5.2.10 bei Hr stetig in die Fourierreihe
∑
m∈Z fm(y)em(x) übergeht.

Nach dem Spurtheorem besitzt der absolute Term f0 ∈ H1(I0, µH) einen Repräsentanten
in C([r, η]) mit Punktauswertung f0(η). Ist nun φ ∈ D(Sr) eine Testfunktion mit absolutem
Term φ0, dann gilt nach Definition der Distributionsableitung

〈grad f, φ0〉 = −
∫ η

r
f0(y)φ′0(y) dy =

∫ η

r
f ′0(y)φ0(y) dy + f0(η)φ0(η).

Es folgt
grad f − f0(η) · δ0,η ∈ L2(X,µH).

Gibt es umgekehrt ein C ∈ C mit grad fη−C ·δη,0 ∈ L2(X,µH), dann liefert dieselbe Rechnung,
dass f0 in H1(I0, µH) und z(fη) in A1 liegt. Insbesondere folgt C = f0(η) für einen Repräsen-
tanten von f0 in C([r, η]).

Korollar 5.2.12. Der Folgenraum A1 liegt dicht in A0.
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5.3 Eine holomorphe Familie sektorieller Formen vom Typ (a)

Wir definieren nun eine holomorphe Familie von Formen in A1, und zeigen, dass die Fami-
lie sektoriell und abgeschlossen ist. Nach Theorem 4.2.11 erhalten wir einen durch die Form
induzierten eindeutigen m-sektoriellen Operator, welcher dem Pseudo-Laplace-Operator mit
Robin-Randbedingung wie im Ansatz (5.7) entspricht.

Wie in Abschnitt 5.2 wird die Definition der Form durch die Greensche Formel motiviert.
Als Modellproblem berechnen wir für f, g ∈ C2([0, 1]) mit partieller Integration

−
∫ 1

0
f ′′(x)g(x) dx =

∫ 1

0
f ′(x)g′(x) dx− f ′(1)g(1) + f ′(0)g(0).

Wir vernachlässigen die Randterme in 0, da im hyperbolischen Setting kein unterer Rand exis-
tiert. Nehmen wir an, dass f die Robin-Randbedingung

f ′(1) = −γf(1)

erfüllt, so gilt

−
∫ 1

f ′′(x)g(x) dx =
∫ 1

f ′(x)g′(x) dx+ γf(1)g(1).

Entsprechend definieren wir nun eine Form für den hyperbolischen Laplace-Operator mit
Robin-Randbedingung.

Definition und Satz 5.3.1. Für γ ∈ C wird in A0 auf

D(tγ) = A1

eine holomorphe Sesquilinearform tγ durch

tγ(u, v) := (u, v)′A1 + γ · u0(η)v̄0(η), u, v ∈ A1,

definiert. Hierbei ist

(u, v)′A1 = (u, v)A1 − (gradu, grad v)L2(Pr,η ,µH)

das Skalarprodukt aus Bemerkung 5.2.5 (ii).

Beweis. Nach Bemerkung 5.2.10 existiert für u ∈ A1 die Punktauswertung u0(η). Somit ist tγ

wohldefiniert. Für jedes u ∈ A1 ist γ 7→ tγ(u) = (u, u)′A1
+ γ · |u0(η)|2 holomorph auf C.

Die Form tγ ist genau dann symmetrisch, wenn γ ∈ R. Ferner ist tγ nach Korollar 5.2.12
für jedes γ ∈ C dicht definiert. Die Sektorialität von tγ ist für Re γ > 0 leicht einzusehen, da in
diesem Fall gilt

Re tγ(u) > ||u||A0 .

Für allgemeines γ ∈ C ist die Sektorialität nicht offensichtlich, weil die Randauswertung f0(η)
des Fourierkoeffizienten f0 nicht stetig in der Norm des L2-Folgenraums A0 ist.

Zum Nachweis der Sektorialität für alle γ ∈ C benötigen wir das Lemma von Ehrling.
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Theorem 5.3.2 (Lemma von Ehrling; Renardy und Rogers [27], Theorem 7.30). Es seien
X ⊆ Y ⊆ Z Banachräume derart, dass die Einbettung X ↪→ Y kompakt und die Einbettung
Y ↪→ Z stetig ist. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein C(ε) > 0, sodass für alle x ∈ X gilt

||x||Y ≤ ε||x||X + C(ε)||x||Z .

Korollar 5.3.3. Es seien X, Y und Z Banachräume wie in Theorem 5.3.2. Dann gibt es zu
jedem δ > 0 ein C(δ) > 0, sodass für alle x ∈ X gilt

||x||2Y ≤ δ||x||2X + C(δ)||x||2Z .

Beweis. Der Beweis erfolgt wie in Theorem 5.3.2, [27]. Dazu sei angenommen, es gebe ein δ0 > 0,
für das die Behauptung nicht gilt. Dann existiert eine Folge (xn)n∈N in X mit ||xn||X = 1, sodass
für jedes n ∈ N gilt

||xn||2Y > δ0 + n||xn||2Z . (5.9)

Weil die Einbettung X ↪→ Y kompakt und die Folge (xn)n∈N beschränkt ist, besitzt (xn)n∈N
in Y eine konvergente Teilfolge (xnk)k∈N.

Da die Einbettung Y ↪→ Z stetig ist, gibt es ein C > 0, sodass für alle x ∈ Y

||x||Z ≤ C · ||x||Y .

Folglich impliziert (5.9), dass (xn)n∈N eine Nullfolge in Z sein muss, weil die linke Seite be-
schränkt ist. Daraus folgt

0 = lim
k→∞

||xnk ||
2
Y > δ0

im Widerspruch zu δ0 > 0.

Lemma 5.3.4. Die Form tγ aus Definition und Satz 5.3.1 ist für jedes γ ∈ C sektoriell.

Beweis. Nach dem Spurtheorem 5.2.9 gibt es ein C > 0 mit

|u0(η)| ≤ C||u0||H2/3(I0,µH).

Wir wenden die Version 5.3.3 des Ehrling-Lemmas auf die Banachräume X = H1(I0, µH),
Z = L2(I0, µH) und Y = H2/3(I0, µH) an. Demnach existiert für jedes ε > 0 ein C(ε) > 0 mit

|u0(η)|2 ≤ ε||u0||2H1(I0,µH) + C(ε)||u0||2L2(I0,µH)

≤ ε||u||2A1 + C(ε)||u||2A0 . (5.10)

Es sei nun γ ∈ C beliebig. Dann existiert nach (5.10) für jedes ε > 0 ein C(ε) > 0, sodass

Re tγ(u) = (u, u)′A1 + Re γ · |u0(η)|2 ≥ (u, u)′A1 − |Re γ| · |u0(η)|2

≥ (1− C(ε)|Re γ|) · ||u||2A0 +
(1

2 − ε|Re γ|
)
· || gradu||2A0 . (5.11)
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Nach Wahl eines ε1 mit
1
2 − ε1|Re γ| > 0 (5.12)

erhalten wir
Re tγ(u) ≥ (1− C(ε1)|Re γ|) · ||u||2A0 .

Wir setzen C0 := 1− C(ε1)|Re γ|. Dann wird für jedes c > 0 durch

β(c) := C0 − c (5.13)

ein Scheitel für tγ definiert mit

Re tγ(u)− β(c)||u||2A0 ≥ c||u||
2
A0 .

Wir betrachten nun den Imaginärteil von tγ . Für die Sektorialität bleibt nach Bemerkung 4.2.3
zu zeigen, dass es C1 ≥ 0 und β1 ∈ R gibt, sodass

| Im tγ(u)| ≤ C1 · (Re tγ(u)− β1||u||2A0). (5.14)

Im Fall Im γ = 0 ist nichts zu zeigen, da C1 = 0 gewählt werden kann. Es sei also Im γ 6= 0. Für
beliebiges δ > 0 gilt nach erneuter Anwendung des Ehrling-Lemmas

| Im tγ(u)| = | Im γ| · |u0(η)|2 ≤ | Im γ| · (δ|| gradu||2A0 + C(δ)||u||2A0). (5.15)

Nach Wahl von ε1 wie in (5.12) gibt es δ1 > 0 mit

δ1 < | Im γ|−1 ·
(1

2 − ε1|Re γ|
)
.

Nun wählen wir β1 so klein, dass

β1 < 1− C(ε1)|Re γ| − C(δ1)| Im γ|. (5.16)

Das so definierte β1 ist ein Scheitel der Form

β1 = β(c1) für c1 = C(δ1)| Im γ| > 0

wie in (5.13). Umstellen von (5.16) nach C(δ1) ergibt

C(δ1) < | Im γ|−1 · (1− C(ε1)|Re γ| − β1) .

Für diese Wahl von δ1 und β1 gilt nach (5.15)

| Im tγ(u)| ≤
(1

2 − ε1|Re γ|
)
· || gradu||2A0 + (1− C(ε1)|Re γ| − β1) · ||u||2A0 .

Andererseits gilt nach (5.11)

Re tγ(u)− β1||u||2A0 ≥
(1

2 − ε1|Re γ|
)
· || gradu||2A0 + (1− C(ε1)|Re γ| − β1) · ||u||2A0 .

Damit ist (5.14) erfüllt.
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Bemerkung 5.3.5. Das von einem Scheitel β1 wie in (5.16) induzierte Skalarprodukt auf dem
Prähilbertraum Htγ aus Bezeichnung 4.2.7 (ii) ist

(u, v)tγ = (u, v)′A1 + Re γ · u0(η)v̄0(η) + (1− β1) · (u, v)A0 .

Lemma 5.3.6. Die Form tγ ist für jedes γ ∈ C abgeschlossen.

Beweis. Es seien (fn)n∈N eine Folge in A1 und f ∈ A0, sodass

||f − fn||A0 → 0, n→∞,

gilt und für jedes ε > 0 ein N ∈ N existiert mit

| tγ(fn − fm)| < ε für alle n,m ≥ N.

Es ist zu zeigen, dass f ∈ A1 und tγ(fn − f)→ 0 für n→∞. Die erste Aussage ist klar, da A1

ein Hilbertraum ist. Um die zweite Behauptung einzusehen, schreiben wir

tγ(fn − f) = (fn − f, fn − f)′A1 + γ · |(fn − f)0(η)|2.

Da die Norm || · ||′A1
äquivalent zur Norm || · ||A1 , ist die Konvergenz des ersten Summanden

klar. Für die Konvergenz des zweiten Summanden wenden wir das Spurtheorem 5.2.9 an, aus
welchem die Stetigkeit der Spurabbildung H1(Xη, µH)→ H1/2(∂Xη, λ

1) folgt. Dann ist nämlich
auch die Abbildung

f0 : A1 → C, u 7→ fc0[u](η) = u0(η),

stetig, und für eine Folge (fn)n∈N mit Grenzwert f ∈ A1 gilt

|(fn)0(η)− f0(η)| ≤ C||fn − f ||A1 für alle n ∈ N,

wobei C > 0 die Konstante aus der Stetigkeitsabschätzung für f0 ist. Somit erhalten wir

|(fn − f)0(η)|2 = |(fn)0(η)− f0(η)|2 → 0 für n→∞.

Da alle Voraussetzungen von Theorem 4.2.11 erfüllt sind, können wir nun den zu tγ gehörigen
m-sektoriellen Operator definieren.

Definition und Satz 5.3.7. Die Form tγ induziert für jedes γ ∈ C einen m-sektoriellen Ope-
rator

Tγ := Ttγ ,

dessen Definitionsbereich D(Tγ) eine dichte Teilmenge von A1 ist. Der Robin-Pseudo-Laplace-
Operator ∆γ sei definiert durch

∆γ := Tγ − idA0 , D(∆γ) = D(Tγ).

Satz 5.3.8. Die Familie (∆γ)γ∈C ist eine selbstadjungierte holomorphe Familie vom Typ (B)
im Sinne von Definition und Satz 4.3.16.

Beweis. Da D(tγ) = A1 nicht von γ abhängt, ist (tγ)γ∈C eine holomorphe Familie vom Typ (a).
Die Familie ist selbstadjungiert, da tγ für γ ∈ R symmetrisch ist.

Korollar 5.3.9. Der Robin-Pseudo-Laplace-Operator ∆γ ist genau dann selbstadjungiert,
wenn γ ∈ R gilt.
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5.4 Definitionsbereich des Robin-Pseudo-Laplace-Operators

Wir bestimmen nun den Definitionsbereich des Operators ∆γ mithilfe der elliptischen Regula-
rität aus Abschnitt 1.3.3. Wir zeigen die Aussage für den Operator Tγ = ∆γ + idA0 .

In Analogie zu A0 und A1 führen wir hierzu einen Folgenraum A2 höherer Regularität ein.

Definition 5.4.1. Für m ∈ Z sei H 2
m der Hilbertraum

H 2
m := {u ∈Hm | Lm u ∈ L2(Im, µH)},

wobei der Differentialoperator Lm in L2(Im, µH) für jedes m ∈ Z durch die Vorschrift

Lm u(y) = −y2
(
u′′(y)− 4π2m2u(y)

)
wie in Definition 5.2.6 gegeben sei. Der Folgenraum A2 sei definiert durch

A2 :=

H2(Xη, µH)⊕`2
⊕

`2
m∈Z

H 2
m

/N .
Bemerkung 5.4.2. Nach den Beispielen 1.3.8 und 1.3.10 ist die H2-Norm auf I0 gegeben durch

||u||2H2(I0,µH) = ||u||2H1(I0,µH) +
∫
I0
y4|u′′(y)|2 dy

y2 = ||u||2H1(I0,µH) + ||L0 u||2L2(I0,µH).

Daher gilt H 2
0 = H2(I0, µH).

Satz 5.4.3. Der Operator Tγ hat den Definitionsbereich

D(Tγ) = {u ∈ A2 | u′0(η) = −γu0(η)}

und bildet Funktionen u =
∑
m∈Z um(y)em(x) ∈ D(Tγ) gemäß der Vorschrift

Tγ(u, (um)m∈Z) = (∆|Xηu, (Lm um)m∈Z) + (u, (um)m∈Z)

nach A0 ab. Schreiben wir kurz ∆u für (∆|Xηu, (Lm um)m∈Z), so gilt Tγu = ∆u+ u.

Beweis. Nach Bemerkung 4.2.13 ist der Definitionsbereich von Tγ gegeben durch

M1 := {u ∈ A1 | v 7→ tγ(u, v) ist stetig in A0},

wobei die Stetigkeit von v 7→ tγ(u, v) äquivalent ist zur Stetigkeit von

v 7→ (tγ −1)(u, v) = (gradu, grad v)L2(Xη ,µH) +
∑
m∈Z

4π2m2
∫
Im
um · v̄m dλ1 +

∫
Im
u′m · v̄′m dλ1

+ γ · u0(η)v̄0(η).

Wir zeigen demnach nun die Gleichheit der Mengen M1 und

M2 := {u ∈ A2 | u′0(η) = −γu0(η)}.
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„M1 ⊇ M2“: Es sei u ∈ A2 mit u′0(η) = −γu0(η). Für m ∈ Z\{0} gilt um ∈ H2(I, µH)
für jedes kompakte Intervall I ⊆ Im. Insbesondere besitzt um nach dem Sobolevschen Einbet-
tungssatz einen Repräsentanten in C1(I), sodass die Punktauswertung u′m(r) wohldefiniert ist.
Anwendung der Greenschen Formel auf Im liefert

4π2m2·
∫
Im
um(y) · v̄m(y) dy +

∫
Im
u′m(y) · v̄′m(y) dy

=
∫
Im
−y2

(
u′′m(y)− 4π2m2um(y)

)
· v̄m(y)dy

y2 − u
′
m(r)v̄m(r)

=
∫
Im

Lm um · v̄m dµH − u′m(r)v̄m(r). (5.17)

Für m = 0 gilt analog∫
I0
u′0(y) · v̄′0(y) dy =

∫
I0

L0 u0 · v̄0(y) dy + u′0(η)v̄0(η)− u′0(r)v̄′0(r). (5.18)

Durch Summation über m ∈ Z erhalten wir

(tγ −1)(u, v) =
∫
Xr

∆u · v̄ dµH +
∑
m∈Z

∫
Im

Lm um · v̄m dµH

+
∫
Hr
∂νu · v̄ dλ1 −

∑
m∈Z

u′m(r)v̄m(r) + u′0(η)v̄0(η) + γ · u0(η)v̄0(η).

Wie in Bemerkung 5.2.10 liefert Anwendung des Spurtheorems auf u|Xη ∈ H2(Xη, µH)∫
Hr
∂νu · v̄ dλ1 =

∑
m∈Z

u′m(r)v̄m(r). (5.19)

Somit heben sich die Randterme in r auf, und aus u′0(η) = −γū0(η) folgt

(tγ −1)(u, v) = (∆u, v)A0 − (∆u, v)L2(Pr,η ,µH) (5.20)

mit ∆u = (∆|Xηu, (Lm um)m∈Z) ∈ A0. Die rechte Seite von (5.20) ist daher stetig in v ∈ A0.

„M1 ⊆M2“: Für u ∈ D(Tγ) und beliebiges v ∈ A1 gilt nach Theorem 4.2.11

tγ(u, v) = (Tγu, v).

Insbesondere liegt w := Tγu in A0. Daher folgt für eine Testfunktion φ ∈ D(Xη)

(w, φ)L2(Xη ,µH) = (Tγu, φ)L2(Xη ,µH) = (u, T ∗γφ)L2(Xη ,µH) = t∗γ(u, φ) = tγ(φ, u)

= (φ, u)L2(Xη ,µH) + (gradφ, gradu)L2(Xη ,µH)

= (u, φ)L2(Xη ,µH) + (gradu, gradφ)L2(Xη ,µH)

= (u, φ)L2(Xη ,µH) + 〈∆u, φ〉 ,

wobei 〈∆u, φ〉 im Distributionssinn zu verstehen ist. Insbesondere folgt für alle φ ∈ D(Xη)

〈∆u, φ〉 = (w − u, φ)L2(Xη ,µH) = (Tγu− u, φ)L2(Xη ,µH).
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Da D(Xη) dicht in L2(Xη, µH) ist, folgt somit

∆|Xηu|Xη = Tγu|Xη − u|Xη ∈ L2(Xη, µH).

Analoge Rechnung mit φ ∈ D(Im) zeigt, dass Lm um ∈ L2(Im, µH) und daher um ∈ H 2
m für

jedes m ∈ Z gilt.
Es bleibt zu zeigen, dass aus ∆|Xηu ∈ L2(Xη, µH) bereits u ∈ H2(Xη, µH) folgt. Der innere

Regularitätssatz 1.3.20 impliziert, dass für jedes ε > 0 und r < R < η − ε gilt

u ∈ H2(XR, µH). (5.21)

Für m ∈ Z\{0} liefert Anwendung von Theorem 1.3.20 auf den elliptischen Operator Lm

und eine kompakte Teilmenge [r, h] von Im, dass um ∈ H2([r, h], µH) für jedes h ∈ [r,∞[ gilt.
Ferner gilt u0 ∈ H2(I0, µH) nach Bemerkung 5.4.2. Aus dem Einbettungssatz von Sobolev folgt

u0 ∈ C1([r, η]).

Wir definieren eine stetig differenzierbare Fortsetzung ũ0 ∈ C1([r, η + 1]) von u0 durch

ũ0(y) =

u0(y), y ≤ η,

u0(η) + (y − η)u′0(η), η < y ≤ η + 1,

und setzen
ũ = (u− u0) + ũ0.

Dann ist ũ eine Fortsetzung von u nach L2(Xη+1, µH) mit ∆ũ ∈ L2(Xη+1, µH). Durch Anwen-
dung des Argumentes in (5.21) mit η̃ = η + 1 und R̃ = η + 1

2 ergibt sich

ũ ∈ H2(Xη+1/2, µH).

Folglich gilt
u = ũ|Xη ∈ H2(Xη, µH).

Nun liefert die Greensche Formel für beliebiges v ∈ A1 mit derselben Rechnung wie in (5.17),
(5.18) und (5.19)

(tγ −1)(u, v) =
∫
Xr

∆u · v̄ dµH +
∑
m∈Z

∫
Im

Lm um · v̄m dµH + (u′0(η) + γu0(η)) · v̄0(η).

Die rechte Seite kann genau dann stetig für v ∈ A0 fortgesetzt werden, wenn der absolute
Term u0 die Randbedingung

u′0(η) = −γu0(η)

erfüllt und die Reihe ∑
m∈Z

∫
Im
|Lm um|2 dµH <∞

über die L2-Normen der Folgenglieder (Lm um)m∈Z konvergiert. Dies ist äquivalent dazu,
dass (∆|Xηu, (Lm um)m∈Z) in A0 und somit u in A2 liegt.
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Korollar 5.4.4. Für u =
∑
m∈Z um(y)em(x) ∈ D(∆γ) = D(Tγ) gilt

∆γ(u, (um)m∈Z) = (∆|Xηu, (Lm um)m∈Z).

Bemerkung 5.4.5. Mithilfe der Identifikation aus Bemerkung 5.2.5 können wir den Definitions-
bereich D(∆γ) in Analogie zu Satz 5.2.11 beschreiben durch

D(∆γ) = {f ∈ L2(X,µH) | ∆fη + f0(η) ·
(
δ′η,0 + γ · δη,0

)
∈ L2(X,µH)}

mit
〈
δ′η,0, φ

〉
= φ′0(η). Diese Darstellung entspricht einer Verallgemeinerung von D(∆η) in der

Darstellung von Colin de Verdière aus Definition und Satz 2.5.6.

Lemma 5.4.6. Für γ ∈ C\R ist der Robin-Pseudo-Laplace-Operator ∆γ nicht normal.

Beweis. Für γ ∈ C\R gilt

D(∆∗γ) = {u ∈ A2 |u′0(η) = −γ̄u0(η)} 6= D(∆γ).

5.5 Kompakte Resolvente

Wir zeigen nun, dass die Resolvente von ∆γ kompakt ist. Wie in Abschnitt 5.4 berechnen wir
dies für Tγ . Die Kompaktheit der Resolvente impliziert, dass das Spektrum von ∆γ für alle γ ∈ C
diskret ist. Insbesondere erfüllt die Familie (∆γ)γ∈C die Voraussetzungen von Theorem 4.3.19.

Satz 5.5.1. Für jedes γ ∈ C besitzt der Operator Tγ kompakte Resolvente.

Der Beweis von Satz 5.5.1 orientiert sich am Beweis von Lemma 8.7 in Lax und Phillips [17].
Zur Vorbereitung benötigen wir den Begriff der Präkompaktheit sowie den Rellichschen Einbet-
tungssatz für kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Definition 5.5.2 (Meise und Vogt [18], Bemerkung 4.4 und vorhergehende Definition). Eine
nichtleere Teilmenge K eines metrischen Raumes Y heißt präkompakt, wenn es zu jedem ε > 0
endlich viele y1, . . . , yn ∈ Y gibt, sodass K ⊂

⋃n
j=1Bε(yj).

Satz 5.5.3 (Meise und Vogt [18], Satz 4.8 und Korollar 4.10). Ein metrischer Raum Y ist
genau dann kompakt, wenn er vollständig und präkompakt ist.

Insbesondere ist eine Teilmenge K eines vollständigen metrischen Raumes Y genau dann
relativ kompakt, wenn sie präkompakt ist.

Theorem 5.5.4 (Rellichscher Einbettungssatz für kompakte Mannigfaltigkeiten, Taylor [30],
Kapitel 4, Proposition 4.4). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit glattem
Rand und es seien σ ≥ 0 und d > 0. Dann ist die Einbettung

Hσ+d(M) ↪→ Hσ(M)

kompakt.
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Beweis von Satz 5.5.1. Da die Resolvente

(Tγ − λId)−1 : A0 → D(Tγ) ↪→ A1 ↪→ A0

über A1 faktorisiert, genügt es zu zeigen, dass die Einbettung A1 ↪→ A0 kompakt ist. Nach
Satz 5.5.3 genügt es hierfür zu zeigen, dass die Menge

K := {u ∈ A1 | ||u||A1 ≤ 1} (5.22)

eine präkompakte Teilmenge von A0 ist. Es sei dazu ε > 0 vorgegeben und

w = (f, (gm)m∈Z) ∈ K.

Da Xη kompakt ist, ist nach dem Rellichschen Einbettungssatz 5.5.4 die Menge

K1 := {f | (f, (gm)m∈Z) ∈ K}

relativ kompakt in L2(Xη, µH). Für jedes h > r und m ∈ Z gilt

|| gm|[r,h] ||H1([r,h],µH) ≤ ||w||A1 ≤ 1.

Also ist die Menge
K2 = {gm | m ∈ Z\{0}, (f, (gm)m∈Z) ∈ K}

eine Teilmenge von
{g ∈ H1([r, h], µH) | ||g||H1([r,h],µH) ≤ 1},

welche wiederum nach dem Rellichschen Einbettungssatz relativ kompakt in L2([r, h], µH) ist.
Gleiches gilt für die Menge

K3 = {g0 | (f, (gm)m∈Z) ∈ K},

die eine Teilmenge von
{g ∈ H1([r, η], µH) | ||g||H1([r,η],µH) ≤ 1}

und somit relativ kompakt in L2([r, η], µH) ist. Nach Satz 5.5.3 gibt es endlich viele

wj = (fj , (gj,m)m∈Z) ∈ K, j = 1, . . . , n,

sodass
K4 := {(f, g0, (gm|[r,h])m∈Z\{0}) | (f, (gm)m∈Z) ∈ K} ⊂

n⋃
j=1

Bε/3(wj).

Wir zeigen

K ⊂
n⋃
j=1

Bε(wj).

Dazu setzen wir
h =

√
3
ε
.
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Für hinreichend kleines ε gilt h > η, sodass g0 auf [h,∞[ verschwindet. Demnach gilt für die
Einschränkung von w = (f, (gm)m∈Z) auf [h,∞[

|| (0, (gm|[h,∞[)m∈Z) ||A0 =
∑
m∈Z

∫ ∞
h
|gm(y)|2 dy

y2 ≤
∑
m∈Z

4π2m2 ·
∫ ∞
h
|gm(y)|2 dy

y2

≤ 1
h2

∑
m∈Z

4π2m2 ·
∫ ∞
h
|gm(y)|2 dy ≤ 1

h2 || (0, (gm|[h,∞[)m∈Z) ||A1 .

Daher gilt für jedes w ∈ K

|| (0, (gm|[h,∞[)m∈Z) ||A0 ≤
ε

3 ||w||A1 ≤
ε

3 .

Folglich existiert für jedes w ∈ K ein wj ∈ {w1, . . . , wn}, sodass

||w − wj ||A0 ≤ || (f − fj , ((gm − gj,m)|[r,h])m∈Z) ||A0 + || (0, (gm|[h,∞[)m∈Z) ||A0

+ || (0, (gj,m|[h,∞[)m∈Z) ||A0 < ε.

Die Implikationen aus Satz 5.5.1 für das Spektrum von ∆γ unterscheiden sich je nachdem,
ob γ reell oder echt komplex ist. Für jedes γ ∈ R ist ∆γ selbstadjungiert und besitzt daher ein
Punktspektrum in R, das sich zu einer unendlichen aufsteigenden Folge

Λ1(γ) ≤ Λ2(γ) ≤ . . . (5.23)

von Eigenwerten anordnen lässt, sodass gilt

lim
k→∞

Λk(γ) =∞. (5.24)

Ferner gilt Theorem 4.3.19, sodass die Λk(γ) als holomorphe Funktionen

Lk : Uk → C, γ 7→ Λk(γ), (5.25)

auf einer komplexen Umgebung Uk von R verstanden werden können. Für beliebiges γ ∈ C
können wir das folgende Theorem anwenden.

Theorem 5.5.5 (Kato [13], III, Theorem 6.29). Es sei T ein abgeschlossener Operator mit
kompakter Resolvente in einem Banachraum Y . Dann besteht das Spektrum von T aus einer
(unendlich) abzählbaren Menge isolierter Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die keinen Häu-
fungspunkt außer ∞ besitzen.

Bemerkung 5.5.6. (i) Die Eigenwerte Λ(γ) sind für komplexes γ nicht notwendig reell, da der
Operator nicht selbstadjungiert ist. Nach Theorem 5.5.5 lässt sich das Spektrum von ∆γ

jedoch wie im reellen Fall zu einer Folge (Λk(γ))k∈N in C anordnen, die in Ĉ gegen den un-
endlich fernen Punkt konvergiert. Da der Operator sektoriell ist, liegt die Folge (Λk(γ))k∈N
zudem in einem nach rechts geöffneten Sektor Σ(β, θ) wie in Definition 4.2.9.

(ii) Nach Bemerkung 4.3.21 kann im allgemeinen Fall jeder einzelne Eigenwert Λ(γ) lokal als
stetige Funktion in γ verstanden werden, die fast überall holomorph ist und höchstens
algebraische Singularitäten besitzt. Diese Aussage bleibt auch dann gültig, wenn die holo-
morphe Familie nicht mehr vom Typ (B) ist. Dieser Fall liegt für die Fortsetzung (∆γ)γ∈Ĉ
im unendlich fernen Punkt γ =∞ vor, die im folgenden Abschnitt 5.6 konstruiert wird.
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5.6 Holomorphe Fortsetzung auf die Riemannsche Zahlensphäre

Der klassische Pseudo-Laplace-Operator ∆η von Colin de Verdière hat die Randbedingung

f0(η) = 0. (5.26)

Wir nehmen an, dass nicht gleichzeitig f0(η) = 0 und f ′0(η) = 0 gilt. Da wir am Beginn von
Abschnitt 2.5 gesehen haben, dass für die Eisensteinreihe mit s = 1

2 + iτ die Terme

E0(η, s) = c0(s)√η cos(ξ(η, τ))

und
E′0(η, s) = c0(s)

√
η

(cos(ξ(η, τ))
2 − τ sin(ξ(η, τ))

)
nicht gleichzeitig verschwinden können, ist diese Annahme sinnvoll.

In diesem Fall kann die Robin-Bedingung

− γf0(η) = f ′0(η) (5.27)

nur dann gleichzeitig mit (5.26) gelten, wenn γ = ∞ als Wert zugelassen wird, und der Term
γf0(η) eine hebbare Singularität besitzt.

Im Folgenden zeigen wir, dass der klassische Pseudo-Laplace-Operator ∆η tatsächlich als
holomorphe Fortsetzung von (∆γ)γ∈C in den unendlich fernen Punkt verstanden werden kann.
Die entstehende Familie (∆γ)γ∈Ĉ ist in keiner Umgebung von ∞ vom Typ (B).

Um in der Theorie der Folgenräume zu bleiben, definieren wir zunächst einen Operator ∆D

mit Dirichlet-Randbedingungen. Der Beweis für die Gestalt des Definitionsbereiches und der
kompakten Resolvente erfolgt analog zu Satz 5.4.3 und Satz 5.5.1.

Definition und Satz 5.6.1. Wir definieren auf

D(tD) = {u ∈ A1 | u0(η) = 0}

eine symmetrische Form durch
tD(u, v) = (u, v)′A1 .

Dann ist tD nichtnegativ und induziert einen m-sektoriellen Operator TD mit Definitionsbereich

D(TD) = {u ∈ A2 | u0(η) = 0}.

Der Operator TD hat eine kompakte Resolvente. Wir setzen

∆D = TD − idA0 .

Für u ∈ D(∆D) gilt ∆Du = ∆u.

Der Operator ∆D entspricht dem Pseudo-Laplace-Operator ∆η Colin de Verdières in η

in dem Sinne, dass ∆D und ∆η die gleichen Eigenwerte besitzen und ihre Eigenfunktionen
miteinander identifiziert werden können wie in Bemerkung 5.2.5.
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Bezeichnung 5.6.2. Auf C wird durch

Sγ :=

∆1/γ, γ ∈ C\{0},

∆D, γ = 0,

eine Familie m-sektorieller Operatoren in A0 mit Definitionsbereich

D(Sγ) = {u ∈ A2 | u0(η) = −γu′0(η)}

gegeben.

Theorem 5.6.3. Es gibt eine Umgebung U0 von γ = 0, sodass (Sγ)γ∈U0 eine holomorphe
Familie von Operatoren im Sinne von Definition 4.3.8 ist.

Beweis. Es sei Y1 der Banachraum A2, versehen mit der Norm

||u||A2 = ||u||A0 + ||∆u||L2(Xη ,µH) +
∑
m∈Z
||Lm um||L2(Im,µH).

Wir schreiben der Einfachheit halber

||∆u||A0 := ||∆u||L2(Xη ,µH) +
∑
m∈Z
||Lm um||L2(Im,µH).

Ferner sei Y2 = A0, sodass Sγ ∈ C (Y1, Y2). Wir setzen

Z = D(∆D) = D(S0)

und definieren Uγ : Z → Y1 durch

f 7→ g := f − γf ′0(η) · χ. (5.28)

Hierbei sei χ ∈ C∞(]0,∞[) so gewählt, dass

(i) supp(χ) ⊆ [r, η + 1],

(ii) χ(η) = 1,

(iii) χ′(η) = 0.

Die Abbildung Uγ ist stetig, weil für f ∈ A2 der absolute Term f0 in H2(I0, µH) liegt und daher
nach dem Spurtheorem 5.2.9 die Punktauswertung f ′0(η) stetig in f ∈ A2 ist.

Als Nächstes ist zu zeigen, dass gilt

Uγ(Z) = D(Sγ)

und
Uγ : D(S0)→ D(Sγ)

bijektiv ist.
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Hierzu setzen wir

Wγ : D(Sγ)→ D(S0), f 7→ h := f − f0(η) · χ.

Für f ∈ D(Sγ) gilt

h0(η) = f0(η)− f0(η)χ(η) = 0

und

h′0(η) = f ′0(η)− f0(η)χ′(η) = f ′0(η).

Es folgt

Uγ(Wγ(f)) = Uγ(h) = (f − f0(η) · χ)− γh′0(η) · χ

= f − (f0(η) + γf ′0(η)) · χ

= f,

weil f ∈ D(Sγ) die Randbedingung f0(η) = −γf ′0(η) erfüllt.
Umgekehrt gilt für f ∈ D(S0) und g = Uγ(f) wie in (5.28)

g0(η) = f0(η)− γf ′0(η)χ(η) = −γf ′0(η),

g′0(η) = f ′0(η)− γf ′0(η)χ′(η) = f ′0(η)

und daher
g0(η) = −γg′0(η).

Es folgt

Wγ(Uγ(f)) = Wγ(g) = (f − γf ′0(η) · χ)− g0(η) · χ

= f − γf ′0(η) · χ− (−γ)f ′0(η) · χ

= f.

Also gilt Wγ = (Uγ)−1.
Zu zeigen bleibt die Stetigkeit der Verknüpfung

Vγ : Z → Y2, Vγ = Sγ ◦ Uγ .

Für f ∈ Z = D(S0) ist Vγ(f) gegeben durch

Vγ(f) = Sγ(Uγ(f)) = Sγ(f − γf ′0(η) · χ).

Wegen der Stetigkeit von f0 : f 7→ f ′0(η) für f ∈ A2 existiert C > 0, sodass

||Vγ ||A0 = ||∆(f − γf ′0(η) · χ)||A0 ≤ ||∆f ||A0 + |γf ′0(η)| · ||∆χ||A0 ≤ C · ||f ||A2 .

Ferner sind Uγ und Vγ auf C beschränkt holomorph im Sinne von Definition 4.3.6, da die
Abbildungsvorschriften von Uγ und Vγ affin-linear in γ sind.
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Definition und Satz 5.6.4. Es sei R > 0 und U∞ = {z ∈ C | |z| > R − 1} ∪ {∞} eine
Umgebung von ∞. Dann gilt Ĉ = BR(0) ∪ U∞ und die Familie

∆̃γ =

∆γ , γ ∈ BR(0),

S1/γ, γ ∈ U∞,

ist eine holomorphe Fortsetzung von (∆γ)γ∈C nach Ĉ. Wir bezeichnen im Folgenden den klas-
sischen Pseudo-Laplace-Operator ∆D mit ∆∞ und die Fortsetzung (∆̃)γ∈Ĉ mit (∆γ)γ∈Ĉ.

Die so definierte Familie ist nicht vom Typ (B), da D(tD) ( D(tγ) für jedes γ ∈ C gilt.
Betrachtet man die Form t1/γ mit Definitionsbereich A1, dann gilt für beliebiges u ∈ A1

mit u0(η) 6= 0
lim
γ→0

t1/γ(u) = (u, u)′A1 + 1
γ
|u0(η)|2 =∞.

Es ist also nicht möglich, die holomorphe Familie (tγ)γ∈C in ∞ als holomorphe Familie vom
Typ (a) fortzusetzen. Entsprechend kann (∆γ)γ∈Ĉ nicht vom Typ (B) sein.
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Kapitel 6

Das Spektrum des
Robin-Pseudo-Laplace-Operators

In diesem Kapitel wird das Spektrum der Familie (∆γ)γ∈Ĉ beschrieben. Die Eigenwerte und
Eigenfunktionen von ∆∞ sind identisch mit denen des klassischen Pseudo-Laplace-Operators ∆η

von Colin de Verdière [4], welche in Theorem 2.5.8 angegeben worden sind.
Da sich der Operator ∆γ lediglich durch die Randbedingung auf dem Horozykel Hη von ∆η

unterscheidet, ist es plausibel, dass auch für ∆γ alle Eigenfunktionen, die keine Spitzenformen
sind, eindeutig durch trunkierte Eisensteinreihen beschrieben werden können. Dies wird in Ab-
schnitt 6.1 bewiesen. Als Vorbereitung hierzu werden die Eigenfunktionen von ∆η nach ihrem
absoluten Term kategorisiert. Wie Colin de Verdière nennen wir alle Eigenfunktionen, deren ab-
soluter Term nicht trivial ist, Eigenfunktionen vom Typ (II), und verwenden diese Bezeichnung
auch für die zugehörigen Eigenwerte.

Da die Abbildung E : s 7→ E(z, s) Pole besitzt, kann der Fall eintreten, dass ein zu ∆γ

gehöriger Eigenwert
λ(γ) = s(γ) · (1− s(γ)) (6.1)

zu einem Pol s(γ) von E gehört. Auf der rechten Halbebene {Re s ≥ 1
2} allerdings sind die

einzigen Pole von E die endlich vielen Pole der Streumatrix ϕ im Intervall ]1
2 , 1] (Theorem 2.1.14).

Alle weiteren Pole von ϕ liegen in der linken Halbebene und sind durch die Funktionalgleichung

ϕ(s)ϕ(1− s) = 1

mit einer Nullstelle von ϕ in {Re s ≥ 1
2} assoziiert. Die Anzahl und Vielfachheit dieser Pole ist

nicht bekannt. In Abschnitt 6.2 wird durch das Verhalten von ϕ eine Typisierung der Eigen-
werte vom Typ (II) vorgenommen. Hierbei zeigt sich, dass durch die Robin-Bedingung für die
Eisensteinreihe

E′0(η, s) = −γE0(η, s)

eine holomorphe Funktion γ : C → Ĉ, s 7→ γ(s), definiert wird, die nur einfache Pole besitzt,
wenn s zu einem Eigenwert des klassischen Pseudo-Laplace-Operators ∆∞ gehört.

In Abschnitt 6.3 formulieren wir einen allgemeinen Spektralsatz für alle γ ∈ Ĉ, in dem analog
zu Theorem 2.5.8 alle Eigenfunktionen und Eigenwerte von ∆∞ angegeben werden. Für γ ∈ R
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können anschließend aus Theorem 4.3.19 weitere Aussagen über das Spektrum abgeleitet werden,
wie bereits am Ende von Abschnitt 5.5 skizziert worden ist.

6.1 Kategorisierung der Eigenfunktionen

In Abschnitt 5.5 wurde gezeigt, dass das Spektrum von ∆γ für jedes γ ∈ Ĉ diskret ist. Korol-
lar 5.4.4 impliziert die folgende offensichtliche Charakterisierung der Eigenfunktionen.

Satz 6.1.1. Es sei γ ∈ C beliebig. Eine Funktion u ∈ D(∆γ) ist genau dann eine Eigenfunktion
von ∆γ zum Eigenwert λ, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) Es gilt ∆u = λu auf Xη.

(ii) Für jedes m ∈ Z gilt Lm um = λum auf Im.

(iii) Der absolute Term erfüllt auf Hη die Randbedingung u′0(η) = −γu0(η).

Konvention 6.1.2. Wir können eine Funktionenfolge in A0 mit einer Funktion in L2
η identifi-

zieren, wie in Bemerkung 5.2.5 beschrieben. Im Folgenden nehmen wir diese Identifizierung
stillschweigend vor und behandeln ∆γ als Operator in L2

η.

Mit dieser Konvention impliziert Satz 6.1.1, dass alle Eigenfunktionen von ∆γ verallgemei-
nerte Eigenfunktionen von ∆ sind, welche die Randbedingung (iii) erfüllen. Da der absolute
Term u0 eine eindeutige analytische Fortsetzung nach R besitzt, lässt sich jede Eigenfunktion u
von ∆γ eindeutig zu einer Funktion

ũ(x, y) = u(x, y) + u0(y) · χ[η,∞[(y) ∈ C∞(X)

fortsetzen. Hierbei wird die die Fortsetzung von u0 wiederum mit u0 bezeichnet.

Lemma 6.1.3. Die Eigenwerte (νn)n∈N des Laplace-Operators ∆Γ, deren zugehörige Eigen-
funktionen durch Spitzenformen gegeben sind, sind auch Eigenwerte von ∆γ für jedes γ ∈ Ĉ.

Insbesondere besitzt der Operator ∆γ für jedes γ ∈ Ĉ im ∆-invarianten Unterraum L2
0 ein

vollständiges Orthonormalsystem (gn)n∈N von Eigenvektoren.

Bezeichnung 6.1.4. Die Eigenwerte aus Lemma 6.1.3 bezeichnen wir in Analogie zu Theo-
rem 2.5.8 als zum Typ (I) gehörig. Alle anderen Eigenwerte von ∆γ seien vom Typ (II). Entspre-
chende Bezeichnungen werden für die zugehörigen Eigenfunktionen verwendet. Die Menge der
Eigenwerte vom Typ (I) wird für alle γ ∈ Ĉ mit σ1(∆γ) bezeichnet, die Menge der Eigenwerte
vom Typ (II) mit σ2(∆γ).

Die Eigenwerte (νn)n∈N vom Typ (I) sowie die zugehörigen Eigenfunktionen können wir als
konstante Funktionen in γ ∈ Ĉ auffassen. Wir schreiben daher auch σ1 für die endliche oder
unendliche Menge der Eigenwerte {νn | n ∈ N} vom Typ (I), wenn wir dies betonen wollen.
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Am Ende von Abschnitt 2.5 wurde auf zwei verschiedene Weisen gezeigt, warum ∆η unend-
lich viele Eigenwerte vom Typ (II) besitzt (Bemerkung 2.5.10 und Korollar 2.5.12).

Aus Lemma 6.1.3 folgt, dass der Beweis von Bemerkung 2.5.10 auf alle Operatoren der
Familie (∆γ)γ∈Ĉ übertragen werden kann. Zusammen mit Theorem 5.5.5 und der anschließenden
Bemerkung erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 6.1.5. Für jedes γ ∈ Ĉ besitzt der Robin-Pseudo-Laplace-Operator ∆γ eine unendliche
Folge (λn(γ))n∈N von Eigenwerten des Typs (II), die in Ĉ gegen den unendlich fernen Punkt
konvergiert.

Als Nächstes wollen wir die Eigenfunktionen vom Typ (II) charakterisieren. Wie üblich
schreiben wir einen Eigenwert λ ∈ C in der Form

λ = s(1− s). (6.2)

Die durch (6.2) induzierte Zuordnung

S : C→ C, λ 7→ s, (6.3)

ist nicht eindeutig, da zu jedem λ 6= 1
4 zwei verschiedene Lösungen s ∈ C von (6.2) existieren. Die

folgende Überlegung dient dazu, eine Konvention für die Wahl von s festzulegen, die mit der von
Colin de Verdière getroffenen Konvention Re s ≥ 1

2 und Im s ≥ 0 kompatibel ist. Anschließend
wird gezeigt, dass diese Wahl von s keine Einschränkung der Allgemeinheit darstellt.

Bemerkung 6.1.6. Für s ∈ C, das (6.2) erfüllt, definieren wir die Parameter z, τ und r durch

s = 1
2 + iz, z = τ + ir, τ, r ∈ R.

(i) Falls λ ∈ R, sind die Lösungen der quadratischen Gleichung (6.2) gegeben durch

s± =


1
2 ± i

√
λ− 1

4 , λ > 1
4 ,

1
2 ±

√
1
4 − λ, λ < 1

4 ,

1
2 , λ = 1

4 ,

wobei
√
· : R≥0 → R≥0 die reelle Wurzelfunktion bezeichnet. Für λ > 1

4 gilt

Re (s±) = 1
2 , Im (s+) > 0 und Im (s−) < 0.

In diesem Fall wählen wir die Lösung s+ mit Re (s+) = 1
2 und Im (s+) > 0, sodass für das

zugehörige z gilt

z = τ mit τ =
√
λ− 1

4 > 0.

Im Fall λ < 1
4 gilt

Re (s+) > 1
2 , Re (s−) < 1

2 und Im (s±) = 0.

In diesem Fall wählen wir ebenfalls die Lösung s+ und erhalten

z = ir mit r = −
√

1
4 − λ < 0.
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(ii) Für λ ∈ C\] −∞, 1
4 [ lassen sich die Lösungen von (6.2) mit dem Hauptzweig ( · )1/2 der

komplexen Wurzel beschreiben durch

s± = 1
2 ±

(
λ− 1

4

)1/2

.

Für λ ∈ C\R und die Lösung s+ gilt

Re (s+) > 1
2 und Im (s+)

> 0, falls Imλ > 0,

< 0, falls Imλ < 0.

In diesem Fall ist z = τ + ir echt komplex mit

τ = Im
(
λ− 1

4

)1/2

= Im (s+) ∈ R\{0}, r = −Re
(
λ− 1

4

)1/2

< 0.

Bezeichnung 6.1.7. Es sei S die disjunkte Vereinigung der Mengen

S1 =
{
s ∈ C

∣∣∣∣ Re s = 1
2 , Im s ≥ 0

}
, S2 =

{
s ∈ C

∣∣∣∣ Re s > 1
2 , Im s = 0

}
und

S3 =
{
s ∈ C

∣∣∣∣ Re s > 1
2 , Im s 6= 0

}
.

Dann wird durch die Zuordnung aus (6.3) eine Abbildung

S : C→ S, λ 7→ s(λ) := s+,

induziert, und es gilt

(i) s(λ) ∈ S1, falls λ ≥ 1
4 ,

(ii) s(λ) ∈ S2, falls λ < 1
4 ,

(iii) s(λ) ∈ S3, falls λ ∈ C\R.

Ferner wird durch
s = 1

2 + iz

ein eindeutiges z = τ + ir ∈ C mit

(i) r ≤ 0 und τ ∈ R für alle s ∈ S,

(ii) τ ≥ 0 für alle λ ∈ R

definiert. Für s ∈ C setzen wir
ŝ := 1− s.

Dann ist die Abbildung s 7→ ŝ eine Involution mit λ = s · ŝ = ŝ · s. Wir setzen ferner

Ŝ := {ŝ ∈ C | s ∈ S}

mit S ∩ Ŝ = {1
2}.
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Als Vorbereitung für den Eindeutigkeitssatz der Eigenfunktionen vom Typ (II) kategorisieren
wir beliebige verallgemeinerte Eigenfunktionen von ∆ nach ihrem absoluten Term.

Bemerkung 6.1.8. Es sei v eine Eigenfunktion von ∆γ vom Typ (II) zum Eigenwert

λ(γ) = s(1− s) mit s := s(λ(γ)) ∈ S.

Dann ist die analytische Fortsetzung ṽ von v eine verallgemeinerte Eigenfunktion von ∆. Nach
Bemerkung 2.1.10 existieren komplexe Koeffizienten a = a(v, s) und b = b(v, s), sodass der
absolute Term v0 die Gestalt

v0(y) =

a(v, s)ys + b(v, s)y1−s, falls s 6= 1
2 ,

a(v, s)√y + b(v, s)√y ln(y), falls s = 1
2 ,

hat. Da v keine Spitzenform ist, tritt für jedes s ∈ C genau einer der folgenden drei Fälle ein:

(a’) a(v, s) 6= 0 und b(v, s) 6= 0,

(b’) a(v, s) = 0 und b(v, s) 6= 0,

(c’) a(v, s) 6= 0 und b(v, s) = 0.

In der folgenden Bemerkung wird erläutert, wie die Festlegung auf die Wahl von s ∈ S diese
Kategorisierung beeinflusst.

Bemerkung 6.1.9. Die Kategorien (a’), (b’) und (c’) seien wie in Bemerkung 6.1.8 definiert. Für
einen Eigenwert λ(γ) von ∆γ seien

s+ = s(λ(γ)) ∈ S und s− = ŝ(λ(γ)) ∈ Ŝ

die beiden komplexen Lösungen von

λ(γ) = s(1− s).

Für λ(γ) = 1
4 stimmen s± = 1

2 ∈ S ∩ Ŝ überein. Für λ(γ) 6= 1
4 gilt:

(i) Falls v eine Eigenfunktion vom Typ (a’) zu s+ ist, dann ist v auch eine Eigenfunktion vom
Typ (a’) zu s−. Genauer gilt

v0(y) = a(v, s+)ys+ + b(v, s+)y1−s+ = a(v, s−)ys− + b(v, s−)y1−s−

mit
a(v, s−) = b(v, s+) und b(v, s−) = a(v, s+).

(ii) Ist v eine Eigenfunktion vom Typ (b’) zu s+, so ist v eine Eigenfunktion vom Typ (c’)
zu s−. In diesem Fall gilt

v0(y) = b(v, s+)y1−s+ = a(v, s−)ys− , a(v, s−) = b(v, s+).
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(iii) Wenn v eine Eigenfunktion vom Typ (c’) zu s+ ist, dann ist v eine Eigenfunktion vom
Typ (b’) zu s−, und es gilt

v0(y) = a(v, s+)ys+ = b(v, s−)y1−s− , b(v, s−) = a(v, s+).

Die Bemerkung zeigt, dass die Definition der Kategorien (b’) und (c’) zwar davon abhängt,
ob wir s+ ∈ S oder s− ∈ Ŝ betrachten, aber die Eigenfunktionen, die zu s+ und s− gehören,
C-linear abhängig sind. Wir können somit das folgende Lemma formulieren.

Lemma 6.1.10. Es sei w eine Eigenfunktion vom Typ (II) zum Eigenwert λ(γ) von ∆γ und es
sei s1 ∈ C eine beliebige Lösung von λ(γ) = s(1 − s). Dann existieren ein c(s1) ∈ C\{0}, eine
Eigenfunktion v vom Typ (II) zum Eigenwert λ(γ) von ∆γ und ein eindeutiges s2 ∈ S so, dass

w = c(s1) · v

ein C-lineares Vielfaches von v ist, und der absolute Term von v von der Form

v0(y) = a(s2)ys2 + b(s2)y1−s2

ist, wobei die Koeffizienten a(s2) und b(s2) eine der drei Bedingungen (a’) bis (c’) in Bemer-
kung 6.1.8 erfüllen. Genauer gilt s2 ∈ {s1, ŝ1}.

Das Lemma zeigt, dass wir dem Unterraum

E(II),γ(λ) := span{v | v Eigenvektor vom Typ (II) zu λ ∈ σ2(∆)}

ein eindeutiges s ∈ S zuordnen können. Wir nehmen daher im Folgenden stets an, dass eine
Eigenfunktion v vom Typ (II) zu einem der Untertypen (a’), (b’) oder (c’) für ein s ∈ S gehört.

Bemerkung 6.1.11. (i) Der Raum E(II),γ(λ) ist nur dann identisch mit dem Eigenraum Eγ(λ)
zum Eigenwert λ, wenn λ ∈ σ2(∆γ) nicht gleichzeitig Eigenwert vom Typ (I) ist. Dies ist
nicht immer der Fall (s. Satz 6.2.1). Nach Satz 2.3.5 sind Eigenfunktionen vom Typ (I)
und (II) jedoch stets orthogonal zueinander. Der Eigenraum Eγ(λ) kann daher als ortho-
gonale direkte Summe

Eγ(λ) = E(II),γ(λ)⊕ E(I),γ(λ)

geschrieben werden, wobei

E(I),γ(λ) := span{v | v Eigenvektor vom Typ (I) zu λ ∈ σ1(∆γ)}

analog zu E(II),γ(λ) definiert sei.

(ii) Nach Korollar 5.3.9 ist der Operator ∆γ genau dann selbstadjungiert, wenn γ ∈ R̂ gilt.
In diesem Fall stimmen für jeden Eigenwert λ ∈ σ(∆γ) algebraische und geometrische
Vielfachheit überein. Für γ ∈ C\R ist dies im Allgemeinen unklar.
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6.1 Kategorisierung der Eigenfunktionen

Bezeichnung 6.1.12. Wenn v eine Eigenfunktion von ∆γ vom Typ (II) ist, dann gilt

v′0(η) = −γv0(η).

Das hierdurch bestimmte γ ∈ Ĉ bezeichnen wir mit γa′(v, s), γb′(v, s) oder γc′(v, s) je nachdem,
ob v vom Typ (a’), (b’) oder (c’) aus Bemerkung 6.1.8 ist.

Lemma 6.1.13. Es seien v und w zwei Eigenfunktionen zu λ ∈ σ2(∆γ) für dasselbe Paar (γ, λ).
Dann gehören v und w zum gleichen Typ (a’), (b’) oder (c’) aus Bemerkung 6.1.8.

Beweis. Es sei s(λ) das zu λ gehörige s ∈ S, und v eine beliebige Eigenfunktion zum Eigenwert λ.
Wir schreiben s = 1

2 + iz und bestimmen, für welches γ ∈ C die Robin-Randbedingung erfüllt
wird. Wir schreiben an dieser Stelle nur a und b für die Koeffizienten a(v, s) und b(v, s).

Es sei zuerst s 6= 1
2 mit z 6= 0. Dann gilt im Fall (a’)

v0(y) = ay
1/2+iz + by−

1/2−iz.

Die Parameter α und β seien bestimmt durch

β = b

a
∈ C\{0} und β = exp(2iα).

Dann schreiben wir v0 wie im Beweis von Lemma 2.1.19 in der Form

v0(y) = ay
1/2 ·

(
yiz + βy−iz

)
= a(yβ)1/2 ·

(
yiz exp(−iα) + exp(iα)y−iz

)
= a(yβ)1/2 · (exp(ln(y)iz − iα) + exp(− ln(y)iz + iα)) = a(yβ)1/2 · 2 cos (ln(y)z − α) .

Wir setzen
A(y, z) := ln(y)z − α.

Die Ableitung von v0 nach y ist

v′0(y) = 2aβ1/2

√
y
·
(1

2 cos(A(y, z))− z sin(A(y, z))
)
.

Einsetzen von η in die Robin-Gleichung v′0(η) = −γv0(η) liefert

γa′(v, s) = −v
′
0(η)
v0(η) = 2z tan(A(η, z))− 1

2η .

Im Fall (b’) mit a = 0 gilt

v0(η) = bη1−s, v′0(η) = b(1− s)η−s

und wir erhalten
γb′(v, s) = −v

′
0(η)
v0(η) = s− 1

η
.

Im Fall (c’) mit b = 0 gilt
v0(η) = aηs, v′0(η) = asηs−1
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und somit
γc′(v, s) = −v

′
0(η)
v0(η) = −s

η
.

Durch Einsetzen von s = 1
2 + iz folgt andererseits

γb′(v, s) = s− 1
η

=
iz − 1

2
η

= 2iz − 1
2η

und
γc′(v, s) = −s

η
=
−1

2 − iz
η

= −2iz − 1
2η .

Wenn es Eigenfunktionen v und w zum selben s ∈ C mit z 6= 0 gibt, die zwei verschiedenen
Kategorien angehören, dann muss entweder gelten

s− 1
η

= −s
η

oder
tan(A(η, z)) = ±i mod 2π.

Da der komplexe Tangens die Werte ±i mod 2π nicht annimmt, und s− 1 = −s nur für z = 0
gilt, kann dieser Fall nicht eintreten.

Es sei nun s0 = 1
2 mit z0 = 0. Dann liefert Faktorisierung wie oben für den Fall (a’) mit

β = b

a
∈ C\{0}

für den absoluten Term in η

v0(η) = a
√
η (1 + β ln(η)) , v′0(η) = a

2√η (1 + β ln(η) + 2β)

und somit

γa′(v, s0) = − 1
2η ·

1 + β ln(η) + 2β
1 + β ln(η) .

Falls a = 0 gilt, erhalten wir

v0(η) = b
√
η ln(η), v′0(η) = b

2√η (ln(η) + 2)

und somit für den Fall (b’)

γb′(v, s0) = − 1
2η ·

ln(η) + 2
ln(η) .

Im Fall (c’) mit b = 0 ist
v0(η) = a

√
η, v′0(η) = a

2√η
und

γc′(v, s0) = − 1
2η .
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Für alle Wahlen von v und w aus der jeweiligen Kategorie (a’) bis (c’) muss gelten

γc′(v, s0) 6= γa′(w, s0) und γc′(v, s0) 6= γb′(w, s0),

denn anderenfalls muss eine der Bedingungen

1 + β ln(η) + 2β
1 + β ln(η) = 1 oder ln(η) + 2

ln(η) = 1

erfüllt sein, die äquivalent zu 2 = 0 sind. Wenn wir annehmen, dass ein v vom Typ (a’) und
ein w vom Typ (b’) zum selben s ∈ S existieren, dann muss gelten

1 + β ln(η) + 2β
1 + β ln(η) = ln(η) + 2

ln(η) ,

was ebenfalls auf die nicht lösbare Gleichung 2 = 0 führt.

Lemma 6.1.14. Es sei v eine Eigenfunktion von ∆γ zu einem Eigenwert λ(γ) vom Typ (II).
Dann können v0(η) und v′0(η) nicht gleichzeitig verschwinden.

Beweis. Für s 6= 1
2 und die Fälle (b’) und (c’) ist die Aussage klar, weil v0 eine Potenzfunktion

ist, und daher weder v0(η) = 0 noch v′0(η) = 0 gelten kann.
Wenn v eine Eigenfunktion vom Typ (a’) mit v0(η) = 0 ist, dann gibt es c0 ∈ C\{0} mit

v0(η) = c0
√
η cos(A(η, z)) = 0.

Folglich gelten cos(A(η, z)) = 0 und sin(A(η, z)) ∈ {±1}. Dies impliziert für die Ableitung

v′0(η) = c0√
η

(cos(A(η, z))
2 − z sin(A(η, z))

)
= c0

±z
√
η
6= 0.

Es sei nun s0 = 1
2 . Falls b = 0 gilt, dann ist die Aussage klar, weil v0 in diesem Fall die

Wurzelfunktion ist. Im Fall a = 0 folgt aus

v0(η) = b
√
η ln(η) = 0,

dass ln(η) = 0 und daher

v′0(η) = b

(
1

2√η ln(η) + 1
√
η

)
= b
√
η
6= 0.

Falls beide Koeffizienten a und b nicht verschwinden, erhält man durch Faktorisierung

v0(η) = a
√
η (1 + β ln(η)) = 0, β = b

a
,

und daher ebenfalls
v′0(η) = a

2√η (1 + β ln(η)) + b
√
η

= b
√
η
6= 0.

Die obigen Berechnungen implizieren Symmetrien für die Eigenfunktionen vom Typ (II),
welche im folgenden Satz formuliert werden.
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Satz 6.1.15. Es sei λ(γ) ein Eigenwert von ∆γ vom Typ (II) und s = s(λ(γ)) ∈ S. Ferner
sei v eine zugehörige Eigenfunktion mit absolutem Term

v0(y) = a(v, s)ys + b(v, s)y1−s.

Wie in Bezeichnung 6.1.7 sei ŝ = 1− s ∈ Ŝ. Dann ist v̂, definiert durch

v̂ := a(v̂, ŝ)yŝ + b(v̂, ŝ)y1−ŝ, a(v̂, ŝ) = b(v, s), b(v̂, ŝ) = a(v, s),

ebenfalls eine Eigenfunktion zum Eigenwert λ(γ) mit

v̂ = b(v, s)
a(v, s) · v.

Ferner gilt
γ(v, s) = γ(v̂, ŝ).

Setzen wir
β : C→ Ĉ, β(v, s) := b(v, s)

a(v, s) ,

dann gilt für alle s ∈ C

β(v, s) = 1
β(v̂, ŝ) und v̂ = β(v, s)v.

Aus Kapitel 2 wissen wir, dass die Eisensteinreihen E(z, s) verallgemeinerte Eigenfunktionen
von ∆ sind. Insbesondere gilt für E(z, s) die Aussage aus Lemma 6.1.14, wenn s 6= 1

2 gilt und ϕ(s)
keinen Pol besitzt. Wir erhalten somit durch Eη(z, s) eine wohldefinierte Eigenfunktion zu

γ(s) = −E
′
0(η, s)

E0(η, s) ∈ Ĉ, (6.4)

wobei γ den Wert∞ genau dann annimmt, wenn E0(y, s) eine Nullstelle in η besitzt. Dies steht
in Übereinstimmung damit, dass ∆∞ dem Pseudo-Laplace-Operator ∆η entspricht.

Für die Eisensteinreihe E(z, s) sind die im Beweis von Lemma 6.1.13 eingeführten Terme
gegeben durch

β(s) = ϕ(s), α(s) = ϑ(s)
2 , A(s) = ξ(s),

wobei ϑ und ξ wie in Lemma 2.1.19 definiert seien. Insbesondere stimmen die Symmetrien aus
Satz 6.1.15 mit den Funktionalgleichungen von E(z, s) und ϕ(s) überein.

Falls die Eisensteinreihe in s ∈ S einen Pol besitzt, dann ist die „gegenüberliegende“ Eisen-
steinreihe E(z, ŝ) mit ŝ ∈ Ŝ eine verallgemeinerte Eigenfunktion ohne Polstelle. Die einzigen
Pole von ϕ auf S ⊂ {Re s ≥ 1

2} sind aber die endlich vielen Pole s1, . . . , sN im Intervall ]1
2 , 1].

Nach Bemerkung 2.2.3 gilt in diesem Fall für das Residuum RE der Eisensteinreihe im Pol sk

RE,0(y, sk) = Ressk(ϕ)y1−sk = Ressk(ϕ)yŝk .

Demnach ist RE( · , sk) bis auf Addition einer Spitzenform ein Vielfaches von E( · , ŝk).
Der Fall E( · , s) = 0 kann nach Satz 2.1.16 nur dann eintreten, wenn gleichzeitig s0 = 1

2
und ϕ(s0) = −1 gilt. Diese Beobachtungen führen zu folgendem Satz.
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Satz 6.1.16. Es sei λ ∈ C. Zu s = s(λ) wie in Bezeichnung 6.1.7 sei v[s] ∈ L2
η definiert durch

(i) v[s] = Eη( · , s) für s 6= 1
2 mit ϕ(s) ∈ C, oder falls s = 1

2 ist mit ϕ
(

1
2

)
= 1,

(ii) v[s] = Eη( · , ŝ), falls s ein Pol von ϕ ist,

(iii) v[s0] = ∂sE
η( · , s)|s=s0, falls s0 = 1

2 mit ϕ(s0) = −1 gilt.

Dann gibt es genau ein γ = γ(s) ∈ Ĉ, sodass v[s] eine Eigenfunktion vom Typ (II) zum Eigen-
wert λ des Pseudo-Laplace-Operators ∆γ ist.

Beweis. Falls ϕ keinen Pol in s hat, ist die Eisensteinreihe E(z, s) eine punktweise Lösung
der Eigenwertgleichung ∆u = s(1 − s)u. Falls E( · , s) nicht identisch verschwindet, ist dem-
nach durch die trunkierte Eisensteinreihe eine Eigenfunktion von ∆γ gegeben. In diesem Fall
ist E(z, s) von der Gestalt (a’) aus Bemerkung 6.1.8, falls ϕ(s) 6= 0, und von der Gestalt (c’),
falls ϕ(s) = 0.

Falls ϕ einen Pol in s besitzt, ist ŝ eine Nullstelle von ϕ, und die Eisensteinreihe E(z, ŝ) ist
eine nichttriviale Lösung der Eigenwertgleichung zu s(1− s) = (1− ŝ)ŝ. Der absolute Term

E0(y, ŝ) = y1−s

ist vom Typ (b’) aus Bemerkung 6.1.8.
Nach Satz 2.1.16 tritt der Fall E( · , s) = 0 nur dann ein, wenn gleichzeitig s = 1

2 und
ϕ(1

2) = −1 gilt. In Bemerkung 2.5.9 (iv) wurde gezeigt, dass in diesem Fall der absolute Term
der Parameter-Ableitung von E in s0 = 1

2 gegeben ist durch

∂sE0(y, s)|s=s0 = √y
(
2 ln(y) + ϕ′(s0)

)
,

was dem Typ (a’) oder (b’) aus Bemerkung 6.1.8 entspricht. Falls ϕ(s0) = 1, dann ist der
absolute Term der Eisensteinreihe ebenfalls nach Bemerkung 2.5.9 (iv) gegeben durch

E0(y, s0) = 2√y,

sodass E( · , s0) in die Kategorie (c’) aus Bemerkung 6.1.8 fällt.
In allen Fällen gilt für das jeweilige v[s] die Aussage aus Lemma 6.1.14, sodass durch

γ(s) := −v
′
0[s](η)
v0[s](η) (6.5)

ein eindeutiges γ ∈ Ĉ bestimmt wird. Da v′0(η) und v0(η) nicht gleichzeitig verschwinden können,
gilt genau dann γ =∞, wenn v0[s](η) = 0 gilt.

Bezeichnung 6.1.17. (i) Es sei Eη ⊂ L2
η die Vereinigung der in Satz 6.1.16 (i) bis (iii)

angegebenen Funktionen v[s] für alle s ∈ S. Dann wird durch

S → Eη, s 7→ v[s],

eine bijektive Abbildung gegeben.
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(ii) Wenn γ = γ(s) wie in Satz 6.1.16 definiert ist, und wir die Abhängigkeit der Funktion v[s]
von γ ausdrücken wollen, schreiben wir v[γ]. Die implizierte Zuordnung γ 7→ s(γ) ist jedoch
nicht eindeutig, da ∆γ für jedes γ ∈ Ĉ unendlich viele Eigenwerte vom Typ (II) besitzt.

Durch (6.4) und (6.5) werden zwei verschiedene Funktionen in s definiert, die für s ∈ S fast
überall übereinstimmen.

Lemma 6.1.18. Es sei

q1,S : S → Ĉ, s 7→ −v
′
0[s](η)
v0[s](η) ,

die Funktion aus (6.5) im Beweis von Satz 6.1.16. Wir setzen

q1 : C→ Ĉ, s 7→

q1,S(s), falls s ∈ S,

q1,S(ŝ), falls ŝ ∈ S.

Des Weiteren sei

q2 : C→ Ĉ, s 7→ −E
′
0(η, s)

E0(η, s) ,

die durch den Quotienten in (6.4) definierte meromorphe Funktion. Dann gilt für alle s ∈ S\{1
2},

für die E(z, s) keinen Pol besitzt,
q1(s) = q2(s).

Wir werden in Abschnitt 6.2 zeigen, dass es sich in Wirklichkeit um eine einzige meromorphe
Funktion handelt, die wir als holomorphe Funktion γ : C→ Ĉ auffassen.

Zunächst wollen wir die Eindeutigkeit der Eigenfunktionen v[s] aus Satz 6.1.16 innerhalb
des Typs (II) zeigen. Dies wird nur für s 6= 1

2 vorgeführt. Für den Fall s0 = 1
2 verweisen wir auf

Colin de Verdière [4], Theorem 5. Der Beweis erfolgt in allen Fällen durch ein Argument der
Energieerhaltung. Wir zitieren dieses Resultat aus dem Buch von Lax und Phillips [17].

Theorem 6.1.19 (Lax und Phillips [17], Theorem 8.4). Es sei w eine verallgemeinerte Eigen-
funktion von ∆ mit

∆w =
(1

4 + z2
)
w, Im z ≤ 0, z 6= 0.

Der absolute Term in der Fourierentwicklung von w sei von der Form

w0(y) = b · y1/2−iz, b ∈ C, (6.6)

und es gelte ∫
F∞
|w − w0|2 dµH <∞,

wobei F∞ das unbeschränkte Fundamentalpolygon von Γ\H mit einer Spitze in ∞ bezeichne.
Dann ist w entweder eine Eigenfunktion von ∆Γ oder identisch Null.
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Bemerkung 6.1.20. Die Funktionenklasse, für die Theorem 8.4 in [17] formuliert wird, heißt in
der Theorie von Lax und Phillips outgoing. Dass der Begriff outgoing durch Gleichung (6.6)
charakterisiert ist, kann dem Beweis von Theorem 8.4 auf S. 202f. in [17] entnommen werden.

Satz 6.1.21. Es sei γ ∈ C und λ 6= 1
4 ein Eigenwert vom Typ (II) des Operators ∆γ. Dann ist

die zugehörige Eigenfunktion vom Typ (II) bis auf Addition einer Spitzenform ein Vielfaches
der in Satz 6.1.16 angegebenen Funktion v[γ] = v[s(γ)]. Insbesondere ist der zu L2

0 orthogonale
Unterraum E(II),γ(λ) = span{v[γ]} des Eigenraums Eγ(λ) von ∆γ eindimensional.

Beweis. Es sei γ ∈ C fixiert und λ = λ(γ) wie vorausgesetzt. Zu λ sei s = 1
2 + iz ∈ S wie in

Bezeichnung 6.1.7 so bestimmt, dass Im z ≤ 0 und z 6= 0. Ferner sei nun v eine Eigenfunktion
zu λ mit nicht verschwindendem absoluten Term

v0(y) = a1y
s + b1y

1−s.

Wir nehmen an, dass es eine zweite Eigenfunktion u zum gleichen Eigenwert gibt mit

u0(y) = a2y
s + b2y

1−s.

Nach Lemma 6.1.13 gehören alle Eigenfunktionen zu einem Paar (γ, s) zum selben Typ (a’),
(b’) oder (c’). Demnach gilt entweder gleichzeitig aj = 0 oder aj 6= 0 für j = 1, 2. In jedem Fall
existieren c und b0 ∈ C, sodass der absolute Term von w := v − cu die Gestalt

w0(y) = b0 · y1−s

besitzt. Die eindeutige analytische Fortsetzung

w̃ = w + χ[η,∞[(y) · w0(y)

erfüllt die Bedingungen von Theorem 6.1.19. Folglich gilt entweder w̃ = 0, oder w̃ ist eine
Eigenfunktion von ∆Γ. Falls w̃ = 0 gilt oder w̃ eine Spitzenform ist, ist die Behauptung gezeigt.

Ist w̃ eine Eigenfunktion von ∆Γ, aber keine Spitzenform, so ist w̃ nach Satz 2.3.5 durch das
Residuum RE einer Eisensteinreihe zu einem Pol in s ∈ ]1

2 , 1] gegeben. In diesem Fall gilt

w0(y) = c0 · y1−s mit c0 ∈ C\{0}.

Aus Lemma 6.1.13 folgt wiederum, dass die absoluten Terme von u und v ebenfalls ein Vielfaches
von y 7→ y1−s sind. Also sind u, v und w auch in diesem Fall linear abhängig bis auf Addition
einer Spitzenform f ∈ L2

0.

6.2 Typisierung der Eigenwerte vom Typ (II)

In diesem Abschnitt werden wir entsprechend der Kategorisierung der Eigenfunktionen vom
Typ (II) eine Typisierung der Eigenwerte vornehmen und das Auftreten der einzelnen Typen
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im Spektrum von ∆γ untersuchen. Die wechselseitige Abhängigkeit des Parameters γ und der
Eigenwerte λ = s(1− s) lässt sich durch die Funktion

γ(s) = −E
′
0(η, s)

E0(η, s)

untersuchen. Wir werden zeigen, dass γ(s) eine holomorphe Funktion von C nach Ĉ ist.
Wie bereits am Ende von Abschnitt 5.5 erläutert wurde, existiert für die holomorphe Fami-

lie (∆γ)γ∈C vom Typ (B) eine Folge von Eigenwerten (Λk(γ))γ∈R, k ∈ N, sodass

(i) für jedes γ ∈ R gilt σ(∆γ) = {Λk(γ) | k ∈ N}, und die Folge (Ψk[γ])k∈N der zugehörigen
Eigenfunktionen ein vollständiges Orthonormalsystem von L2

η bildet,

(ii) die Eigenwerte Λk(γ) für jedes k ∈ N holomorph von γ aus einer komplexen Umgebung
Uk von R abhängen.

Die Folge der durch (ii) induzierten Eigenwertfunktionen Lk : Uk → C kann nur auf R als
„vollständige“ Eigenwertfolge im Sinne von (i) betrachtet werden, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.2.1. (i) C ist die disjunkte Vereinigung der Eigenwerte vom Typ (II) aller ∆γ, d. h.

C =
⋃̇
γ∈Ĉ

σ2(∆γ).

(ii) Es gilt nicht notwendig σ1(∆γ) ∩ σ2(∆γ) = ∅. Genauer gibt es für jedes νn ∈ σ1 genau
ein γ ∈ Ĉ mit νn ∈ σ1(∆γ) ∩ σ2(∆γ).

(iii) Es existiert keine Folge (Lk)k∈N holomorpher Funktionen Lk : Ĉ → C, sodass das Spek-
trum σ(∆γ) von ∆γ für jedes γ ∈ Ĉ mit der Menge {Lk(γ) | k ∈ N} übereinstimmt.

Beweis. Aussage (i) folgt unmittelbar aus Satz 6.1.16. Dies gilt auch für (ii), da für jedes ν ∈ σ1

ein γ ∈ Ĉ existiert, sodass λ(γ) = ν ein Eigenwert vom Typ (II) ist.
Nun sei angenommen, es gebe eine Folge (Lk)k∈N wie in (iii) beschrieben. Die Eigenwerte νn

vom Typ (I) sind konstant in γ ∈ Ĉ. Die Eigenwerte λ(γ) vom Typ (II) können nach (i)
nicht konstant in γ sein, da ansonsten C = σ2 diskret wäre. Folglich existiert eine Teilfolge nicht
konstanter, holomorpher Funktionen (Lkj )j∈N der Eigenwerte vom Typ (II). Wir schreiben ohne
Einschränkung (Lk)k∈N für die Teilfolge vom Typ (II). Der Satz über die Gebietstreue impliziert
nun, dass für jedes k ∈ N die Bildmenge Lk(C) ein Gebiet in C ist. Andererseits impliziert
Satz 6.1.16, dass die Bildmengen Lk(C) disjunkt sind. Hieraus folgt, dass

A := C\
⋃
k∈N

Lk(C)

eine überabzählbare Menge mit A ∩ (C\R) 6= ∅ sein muss. Hierin liegt aber ein Widerspruch
zu (i), da die Menge A mit σ2(∆∞) übereinstimmen muss, wohingegen das Spektrum von ∆∞
eine diskrete Teilmenge von R ist.
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Satz 6.2.2. Es sei λ ∈ C ein Eigenwert zum Operator ∆γ für ein γ ∈ C. Dann ist λ̄ ein
Eigenwert des Operators ∆γ̄. Insbesondere gilt genau dann λ ∈ R, wenn γ ∈ R.

Beweis. Es sei u ∈ D(∆γ) ein Eigenvektor von ∆γ zum Eigenwert λ. Dann gilt für alle v ∈ A1

(∆γu, v) = tγ(u, v) = λ(u, v).

Für u ∈ D(∆γ) gilt ū′0(η) = −γ̄ ·ū0(η). Also liegt ū inD(∆γ̄). Die Form tγ erfüllt die Symmetrien

tγ(u, v) = (u, v)′A1 + γ · u0(η)v̄0(η) = (v̄, ū)′A1 + γ · v̄0(η)ū0(η) = tγ(v̄, ū).

und
tγ(u, v) = (u, v)′A1

+ γ · u0(η)v̄0(η) = (v, u)′A1 + γ̄ · v0(η)ū0(η) = tγ̄(v, u).

Für beliebiges v ∈ A1 gilt daher

(∆γ̄ ū, v) = tγ̄(ū, v) = tγ̄(v̄, u) = tγ(u, v̄)

= (∆γu, v̄) = (v̄,∆γu) = (v̄, λu) = (λu, v) = λ̄(ū, v).

Demnach ist λ̄ ein Eigenwert von ∆γ̄ zum Eigenvektor ū. Für λ ∈ R folgt λ ∈ σ(∆γ) ∩ σ(∆γ̄).
Nach Satz 6.1.16 impliziert dies bereits γ̄ = γ.

Korollar 6.2.3. (i) Sind νn ∈ σ1 und γ ∈ Ĉ so, dass νn ∈ σ1(∆γ) ∩ σ2(∆γ) gilt wie in
Satz 6.2.1 (ii), dann gilt γ ∈ R̂.

(ii) Wenn γ ∈ C\R ist und λ ein Eigenwert von ∆γ des Typs (II) ist, dann gilt λ /∈ σ1(∆γ).
Nach Satz 6.1.21 ist λ von einfacher geometrischer Vielfachheit.

Wir zeigen nun, dass die Funktionen q1 und q2 aus Lemma 6.1.18 übereinstimmen. Da
diese Funktionen den Parameter γ des zugehörigen Robin-Pseudo-Laplace-Operators eindeutig
festlegen, bezeichnen wir diese Funktion als (Eisenstein-)Robin-Quotienten und schreiben γ(s).

Theorem 6.2.4. Die Abbildung

γ : C→ Ĉ, s 7→ γ(s) := q2(s) = −E
′
0(η, s)

E0(η, s) ,

ist holomorph und es gilt γ(s) = q1(s) für alle s ∈ C. Ferner erfüllt γ(s) die Funktionalgleichung

γ(1− s) = γ(s)

und ist verträglich mit der komplexen Konjugation:

γ(s) = γ(s̄).

Beweis. Es sei s0 = 1
2 . Dann ist γ(s) für alle s ∈ C\{s0} bestimmt durch

γ(s) = −E
′
0(η, s)

E0(η, s) = −sη
s−1 + ϕ(s)(1− s)η−s

ηs + ϕ(s)η1−s . (6.7)
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Da die Streumatrix ϕ nach Theorem 2.1.14 auf C meromorph ist, ist auf jedem Gebiet, wo der
Nenner von (6.7) nicht verschwindet und ϕ keinen Pol besitzt, die Holomorphie von γ in s klar.

Falls ϕ in s1 einen Pol der Ordnung n besitzt, dann impliziert die Funktionalgleichung

ϕ(s)ϕ(1− s) = 1,

dass ϕ in 1− s1 eine n-fache Nullstelle besitzt.
Für alle s ∈ U\{s0}, wobei U ⊂ C\{s1} eine Umgebung von s1 sei, auf der ϕ keinen weiteren

Pol und keine Nullstelle besitzt, liefert Erweiterung des Bruchs in (6.7) mit ϕ(1− s)

γ(s) = −ϕ(1− s)sηs−1 + (1− s)η−s

ϕ(1− s)ηs + η1−s .

Für s→ s1 konvergiert dieser Ausdruck gegen die komplexe Zahl

γ1 = −(1− s1)η−s1
η1−s1 = s1 − 1

η
.

Also ist die Singularität von γ in s1 hebbar. Andererseits gilt für die zu s1 gehörige Eigenfunk-
tion v[s1] ∈ Eη

v0[s1](η) = η1−s1 und v′0[s1](η) = (1− s1)η−s1 .

Also stimmt die holomorphe Fortsetzung γ1 von γ|U nach s1 mit der Definition

q1(s1) = −v
′
0[s1](η)
v0[s1](η)

überein.
Wir betrachten nun den Fall, dass es s1 ∈ C\{s0} gibt, sodass der Nenner

ηs1 + ϕ(s1)η1−s1 = 0

eine Nullstelle besitzt. Nach Lemma 6.1.14 kann der Zähler von γ nicht gleichzeitig verschwin-
den. Also ist s1 ein Pol erster Ordnung von γ, und 1

γ(s) ist in einer Umgebung U von s1

holomorph. Somit ist γ als Funktion von U nach Ĉ holomorph.
Die Funktionalgleichung E(z, s) = ϕ(s)E(z, 1− s) liefert für alle s ∈ C\{s0}

γ(1− s) = −E
′
0(η, 1− s)

E0(η, 1− s) = −ϕ(1− s)E′0(η, s)
ϕ(1− s)E0(η, s) = −E

′
0(η, s)

E0(η, s) = γ(s).

Falls s0 = 1
2 und ϕ(s0) = −1 gilt, sodass E( · , s0) die Nullfunktion ist, gilt für die in (6.7)

definierte Funktion γ aus nach der Regel von de l’Hospital

lim
s→s0

γ(s) = − lim
s→s0

ηs−1 + s ln(η)ηs−1 + ϕ′(s)(1− s)η−s − ϕ(s)η−s − ϕ(s)(1− s) ln(η)η−s

ln(η)ηs + ϕ′(s)η1−s − ϕ(s) ln(η)η1−s

= −1
η
·

1 + 1
2 ln(η) + 1

2ϕ
′(s0) + 1 + 1

2 ln(η)
ln(η) + ϕ′(s0) + ln(η) = − 4 + 2 ln(η) + ϕ′(s0)

2η · (2 ln(η) + ϕ′(s0)) .
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Folglich ist

γ(s0) = −∂sE
′
0(η, s)|s=s0

∂sE0(η, s)|s=s0
die holomorphe Fortsetzung von γ aus (6.7) mit höchstens einem einfachen Pol, falls ϕ(s0) = −1
und ϕ′(s0) = −2 ln(η).

Die Verträglichkeit mit der komplexen Konjugation folgt aus E(z, s) = E(z, s̄).

Korollar 6.2.5. (i) Die Ableitung γ′ ist punktsymmetrisch in s0 = 1
2 , d. h. für alle s ∈ C gilt

γ′(1− s) = −γ′(s).

Insbesondere gilt
γ′(s0) = 0.

(ii) Es gilt genau dann γ(s) ∈ R, wenn

(a) s ∈ R oder

(b) s̄ = 1− s, d. h. Re s = 1
2 .

Bemerkung 6.2.6. (i) Korollar 6.2.5 (ii) liefert einen zweiten Beweis für Satz 6.2.2, weil

λ = s(1− s) = 1
4 + z(s)2 mit s = 1

2 + iz(s)

genau dann reell ist, wenn gilt

z(s) = ir(s), r(s) ∈ R,

oder
z(s) = τ(s), τ(s) ∈ R.

(ii) Die Abbildung GC : C → Ĉ, s 7→ γ(s), ist surjektiv, aber nicht injektiv. Dasselbe gilt für
die Einschränkung GS von GC auf S, da für jeden der unendlich vielen Eigenwerte λj(γ0)
vom Typ (II) eines Operators ∆γ0 und sj = s(λj(γ0)) gilt γ0 = γ(sj).

Wir geben nun entsprechend der Kategorisierung der Eigenfunktionen v[s] den jeweiligen
Robin-Quotienten γ(s) an, und unterscheiden hierbei vier Typen (a), (b), (c) und (d).

Lemma 6.2.7. Es sei s ∈ S.

(a) Falls ϕ in s 6= 1
2 weder einen Pol noch eine Nullstelle besitzt, gilt

γ(s) =
2z(s) tan

(
z(s) ln(η)− ϑ(s)

2

)
− 1

2η .

(b) Falls ϕ in s 6= 1
2 einen Pol besitzt, ist γ(s) gegeben durch

γ(s) = s− 1
η

.
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(c) Falls ϕ in s 6= 1
2 eine Nullstelle besitzt, gilt

γ(s) = − s
η
.

(d) Für s0 = 1
2 ist

γ

(1
2

)
=


− 1

2η , falls ϕ
(

1
2

)
= 1,

− 1
2η ·

(
1 + 4

2 ln(η)+ϕ′( 1
2)

)
, falls ϕ

(
1
2

)
= −1.

Beweis. Im Fall (a) existiert nach Lemma 2.1.19 ein c0 ∈ C\{0} mit

v0(y) = c0
√
y cos

(
z ln(y)− ϑ

2

)
und

v′0(y) = c0√
y

(1
2 cos

(
z ln(y)− ϑ

2

)
− z sin

(
z ln(y)− ϑ

2

))
.

Falls s0 = 1
2 und ϕ(s0) = 1, dann gilt E0(η, s0) = 2√η und E′0(η, s0) = 1√

η . Die anderen Fälle
gehen aus dem Beweis von Theorem 6.2.4 hervor.

Bezeichnung 6.2.8. Es seien γa, γb, γc und γd die in Lemma 6.2.7 (a) bis (d) definierten
Werte von γ(s). Ist λ(s) ein Eigenwert und v[s] eine Eigenfunktion zu γ(s) ∈ Ĉ für ein s ∈ S,
so nennen wir λ(s) und v[s] ebenfalls zum Typ (a), (b), (c) oder (d) gehörig.

Für das Argument des Tangens in der Darstellung von γa verwenden wir die Notation

ξ(s) = z(s) ln(η)− ϑ(s)
2

aus Lemma 2.1.19.

Bemerkung 6.2.9. (i) Für s 6= 1
2 entsprechen die Typen (a), (b) und (c) den Kategorien (a’),

(b’) und (c’) aus Bemerkung 6.1.8.

(ii) Es sei s0 = 1
2 . Falls ϕ(s0) = 1 gilt, ist Typ (d) ein Spezialfall von Typ (a) mit

z(s) = 0, ϑ(s0) = 0 mod 2π, cos(ξ(s0)) = cos(0) = 1.

Im Fall ϕ(s) = −1 gilt

z(s) = 0, ϑ(s0) = π mod 2π, cos(ξ(s0)) = cos
(
π

2

)
= 0,

und wir erhalten den Wert von γ(s0) durch Anwendung der Regel von de l’Hospital auf γa.

(iii) Für den Wert von γ an der Stelle s0 = 1
2 schreiben wir

γΓ,η := γ

(1
2

)
.

Nach Bemerkung 2.5.9 (iv) gilt genau dann γΓ,η =∞, wenn es ηΓ mit ϕ′(s0) = −2 ln(ηΓ)
gibt, und η = ηΓ ist. Insbesondere gilt für fast alle η > pΓ, dass γΓ,η in R liegt.
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Da die Pole und Nullstellen von ϕ isoliert sind, gehören fast alle Eigenwerte des Typs (II)
zum Untertyp (a). Ferner impliziert Theorem 2.5.8, dass ∆∞ keine Eigenwerte vom Typ (b)
oder (c) besitzt. Dies können wir nun direkt nachweisen.

Satz 6.2.10. Alle Eigenwerte λ 6= 1
4 vom Typ (II) des Operators ∆∞ sind vom Typ (a).

Beweis. Die Eigenwerte vom Typ (b) oder (c) haben einen konstanten Term der Form

v0(y) = b · yσ, b 6= 0,

für ein σ ∈ C. Insbesondere kann v0 keine Nullstelle in η > 0 haben.

Satz 6.2.11. Es sei γ ∈ Ĉ beliebig. Dann besitzt ∆γ höchstens einen Eigenwert vom Typ (b)
oder (c), und es können nicht beide Fälle zugleich eintreten.

Beweis. Zuerst sei angenommen, es gebe s1, s2 ∈ S, sodass γb(s1) = γb(s2). Dann folgt
aus γb(s) = s−1

η , dass s1 = s2 gilt. Dasselbe gilt für γc.
Als Nächstes nehmen wir an, es gebe s1, s2 ∈ S mit γb(s1) = γc(s2). Dann folgt s2 = 1− s1.

Somit gilt entweder Re(s1) > 1
2 und daher Re(s2) = Re(1 − s1) < 1

2 im Widerspruch zur
Annahme s2 ∈ S, oder es gilt Re(s1) = Re(s2) = 1

2 . In diesem Fall besitzt ϕ(sj) weder eine
Nullstelle noch einen Pol, also gehören s1 und s2 zum Typ (a) oder (d).

Bemerkung 6.2.12. Ob umgekehrt gilt, dass auf einer Kurve {(γ, λ) | λ ∈ σ2(∆γ)} auch höchstens
ein Eigenwert vom Typ (b) oder (c) liegen kann, ist bislang unklar.

Satz 6.2.13. Wenn γ ∈ R und λ ∈ σ2(∆γ) ein Eigenwert vom Typ (b) oder (c) ist, dann gilt

γ ≤ 0.

Beweis. Wenn λ = s(1 − s) vom Typ (b) oder (c) ist, dann gilt γ(s) ∈
{
− s
η ,

s−1
η

}
. Somit gilt

entweder
s = −γ(s)η und 1− s = 1 + γ(s)η

oder
1− s = −γ(s)η und s = 1 + γ(s)η.

In beiden Fällen folgt
λ = −γ(s)η(1 + γ(s)η).

Für γ(s) > 0 ist dann λ < 0 im Widerspruch zu σ(∆γ) ⊂ [0,∞[ für γ > 0.

Korollar 6.2.14. Es gilt genau dann 0 ∈ σ2(∆γ), wenn γ = 0 ist.

Beweis. Für λ = 0 ist dasjenige s ∈ S mit λ = s(1 − s) durch s1 = 1 gegeben. Da ϕ in s1 = 1
einen Pol besitzt, ist λ = 0 vom Typ (b). Es folgt γb(s1) = s1−1

η = 0.
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6.3 Spektralsätze

Wir fassen die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Spektralsatz zusammen.

Theorem 6.3.1 (Erster Spektralsatz). Es sei η > pΓ. Für jedes γ ∈ Ĉ ist das Spektrum von ∆γ

diskret und besteht aus den folgenden zwei Typen von Eigenwerten:

(I) Die Eigenwerte vom Typ (I) sind die endlich oder unendlich vielen Eigenwerte

0 < ν1 ≤ ν2 ≤ . . .

des Laplace-Operators ∆Γ mit den zugehörigen Spitzenformen aus L2
0 als Eigenvektoren.

(II) Die Eigenwerte vom Typ (II) sind von der Form

λ(γ) = s(γ) · (1− s(γ)), s(γ) ∈ S, (6.8)

mit einer eindeutigen Eigenfunktion v[γ] vom Typ (II), gegeben durch

(i) die trunkierte Eisensteinreihe

v[γ] = Eη( · , s(γ)),

falls ϕ bei s(γ) 6= 1
2 keinen Pol besitzt oder falls s(γ) = 1

2 und ϕ
(

1
2

)
= 1 gilt, mit

(a)

γ = 2z(γ) tan(ξ(z(γ)))− 1
2η ,

falls ϕ(s(γ)) ∈ C\{0}, wobei z(γ) und ξ(z) bestimmt sind durch

s(γ) = 1
2 + iz(γ), ξ(z) = z ln(η)− ϑ(z)

2 , ϑ(z) = −i log(ϕ(s)),

und

(b)

γ = −s(γ)
η

,

falls ϕ(s(γ)) = 0 gilt,

(ii) das trunkierte Residuum der Eisensteinreihe

v[γ] = RηE( · , s(γ)),

falls s(γ) mit einem der endlich vielen Pole sk von ϕ in ]1
2 , 1] und λ(γ) mit einem

der Eigenwerte xk ∈ [0, 1
4 [ von ∆Γ übereinstimmt, mit

γ = s(γ)− 1
η

,

oder
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(iii) die Parameter-Ableitung der trunkierten Eisensteinreihe

v[γ] = ∂sE
η( · , s)|s=1/2,

falls s(γ) = 1
2 und ϕ

(
1
2

)
= −1 gilt, mit

γ = − 1
2η

(
1 + 4

2 ln(η) + ϕ′(1
2)

)
.

Bemerkung 6.3.2. Die Eigenwerte λ(γ) vom Typ (II) aus (6.8) können nach den Bemerkun-
gen 4.3.21 und 5.5.6 lokal als Funktionen von γ betrachtet werden, die durch Zweige analytischer
Funktionen mit höchstens algebraischen Singularitäten gegeben sind.

Für die Einschränkung der Familie (∆γ)γ∈Ĉ auf R gilt zusätzlich das folgende Theorem.

Theorem 6.3.3 (Zweiter Spektralsatz). Für den Robin-Pseudo-Laplace-Operator ∆γ mit γ ∈ R
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Alle Eigenwerte von ∆γ sind reell und lassen sich zu einer aufsteigenden Folge

Λ1(γ) ≤ Λ2(γ) ≤ . . .

mit ∞ als einzigem Häufungspunkt anordnen. Die Folge (Λk(γ))k∈N ist die Vereinigung
der Teilfolge

0 < ν1 ≤ ν2 ≤ . . .

der Eigenwerte vom Typ (I), die nicht von γ ∈ Ĉ abhängt und entweder endlich oder
unendlich ist, und der abzählbar unendlichen Teilfolge

λ1(γ) < λ2(γ) < . . .

der Eigenwerte vom Typ (II) mit

lim
n→∞

λn(γ) =∞.

(ii) Wenn γ ≥ 0 ist, dann sind alle Λk(γ) nichtnegativ.

(iii) Für jedes k ∈ N ist Λk(γ) eine holomorphe Funktion Lk : γ 7→ Λk(γ) auf einer komplexen
Umgebung Uk von R, und es gibt eine Folge (Ψk[γ])k∈N der zugehörigen Eigenfunktionen
so, dass γ 7→ Ψk[γ] ebenfalls holomorph auf Uk ist und die Familie (Ψk[γ])k∈N für jedes
γ ∈ R ein vollständiges Orthonormalsystem von L2

η bildet.

(iv) Spaltet man die Folgen (Lk)k∈N und (Ψk[ · ])k∈N aus (iii) in zwei Teilfolgen vom Typ (I)
und (II) auf wie in (i), dann sind die Teilfolgen der Eigenwerte und Eigenfunktionen vom
Typ (I) konstant in γ.
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(v) Es sei (L(2)
n )n∈N := (Lkj )j∈N die Teilfolge aller Eigenwertfunktionen vom Typ (II), und

es sei (un[ · ])n∈N := (Ψkj [ · ])j∈N die zugehörige Teilfolge von Eigenfunktionen aus (iv).
Dann wird durch (un[γ])n∈N für jedes γ ∈ R ein vollständiges Orthonormalsystem des
(unendlichdimensionalen) Unterraums Θη von L2

η gegeben.

Hieraus ergibt sich die Frage nach dem Zusammenhang zwischen dem Orthonormal-
system (un[γ])n∈N aus Theorem 6.3.3 und der Funktionen v[γ] aus Theorem 6.3.1. Allgemeiner
besteht die Frage, ob zwei verschiedene Eigenfunktionen v[s1(γ)] und v[s2(γ)] von ∆γ aus Theo-
rem 6.3.1 für s1(γ) 6= s2(γ) ∈ S stets orthogonal zueinander sind. Dies ist jedoch im Allgemeinen
nicht der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.3.4. Es sei γ ∈ Ĉ und es seien λ1(γ) 6= λ2(γ) ∈ σ2(∆γ) zwei verschiedene Eigenwerte
vom Typ (II) von ∆γ mit den zugehörigen Parametern s1(γ), s2(γ) ∈ S. Dann gilt für die
Eigenfunktionen v[s1(γ)], v[s2(γ)] aus Theorem 6.3.1 genau dann

(v[s1(γ)], v[s2(γ)])L2(X,µH) = 0,

wenn γ ∈ R̂.

Beweis. Wir schreiben vj := v[sj(γ)] für die Eigenfunktion zum Eigenwert λj(γ) für j = 1, 2.
Für γ ∈ C und j = 1, 2 gilt

v′j,0(η) = −γvj,0(η) mit vj,0(η) 6= 0.

Aus der Maass-Selberg-Relation 2.2.7 folgt

(v1, v2)L2(X,µH) =
v1,0(η)v̄′2,0(η)− v′1,0(η)v̄2,0(η)

λ1 − λ̄2

= −γ̄v1,0(η)v̄2,0(η) + γv1,0(η)v̄2,0(η)
λ1 − λ̄2

= 2i Im γ · v1,0(η)v̄2,0(η)
λ1 − λ̄2

.

Dieser Term verschwindet genau dann, wenn Im γ = 0, da v1,0 und v2,0 keine Nullstelle in η

haben. Im Fall γ =∞ folgt die Behauptung ebenfalls aus der Maass-Selberg-Relation 2.2.7 mit

v1,0(η) = v2,0(η) = 0.

Korollar 6.3.5. Die Funktionen un[γ] aus Theorem 6.3.3 (v) sind durch ein Vielfaches

un[γ] = h(γ)v[s(γ)], h(γ) ∈ C,

der Funktionen v[s(γ)] aus Satz 6.1.16 gegeben mit |h(γ)| = ||v[γ]||−1
L2(X,µH) für γ ∈ R.

Nach Theorem 6.3.3 besitzen die Funktionen un[γ] eine holomorphe Fortsetzung auf eine
komplexe Umgebung Un von R. Im folgenden Beispiel wird dargelegt, wie die Norm auf eine
komplexe Umgebung von R fortgesetzt werden kann. Ferner wird gezeigt, wie die holomorphe
Funktion un[γ(s)] in der Umgebung von γ(sn) eines Eigenwertes λn = sn(1− sn) vom Typ (b)
konstruiert werden kann, der zu einem Pol sn von ϕ gehört.
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Beispiel 6.3.6. (i) Es sei γ0 ∈ R vom Typ (a) (mit s(γ0) 6= 1
2), es sei s(γ) ∈ S mit

λ(γ0) = s(γ) · (1− s(γ)) ∈ σ2(∆γ0)

und v[γ] = Eη( · , s(γ)) die zugehörige Eigenfunktion. Für γ aus einer reellen Umgebung V0

von γ0 so, dass ϕ auf s(V0) keine Nullstellen und Pole besitzt, sei

κ(γ) := ||Eη( · , s(γ))||L2(X,µH) =
√∫

X
Eη( · , s(γ)) · Eη( · , s(γ)) dµH

die Norm von v[γ]. Dann gibt es nach Korollar 6.3.5 ein n ∈ N, sodass

un[γ] = v[γ]
κ(γ) , γ ∈ V0,

ein Element des Orthonormalsystems (un[γ])n∈N ist. Es gilt

s(γ) =

1− s(γ), falls λn(γ) > 1
4 und s(γ) ∈ G,

s(γ), falls λn(γ) < 1
4 und s(γ) ∈ R.

Im ersten Fall folgt

κ(γ) =
√∫

X
Eη( · , s(γ)) · Eη( · , 1− s(γ)) dµH

=
√∫

X
ϕ(1− s(γ))Eη( · , s(γ))2 dµH

= ϕ(1− s(γ))1/2

√∫
X
Eη( · , s(γ))2 dµH

mit |ϕ(1− s(γ))| = 1. Im zweiten Fall gilt

κ(γ) =
√∫

X
Eη( · , s(γ))2 dµH.

Für γ ∈ V0 gilt stets κ(γ) > 0. Also existiert eine komplexe Umgebung U0 von γ0, für die
das Integral über Eη( · , s(γ))2 nicht verschwindet. Somit besitzt

h(γ) = 1
κ(γ)

eine holomorphe Fortsetzung nach U0.

(ii) Es sei s0 ∈ ]1
2 , 1] ein Pol von ϕ. Dann gilt für alle s in einer Umgebung U von s0, auf der ϕ

keinen weiteren Pol und keine Nullstelle besitzt,

Eη(z, s)
ϕ(s) = Eη(z, 1− s), s ∈ U,

und
Eη(z, s)
κ(s) = ω(s)E

η(z, 1− s)
κ(1− s) , s ∈ U\{s0}.
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Hierbei ist wie in (i)

κ(s) =
√∫

X
Eη( · , s)2 dµH =

√
ϕ(s)2

∫
X
Eη( · , 1− s)2 dµH

=
√
ϕ(s)2 · κ(1− s)

und
ω(s) = ϕ(s)√

ϕ(s)2 mit |ω(s) = 1|, s ∈ U\{s0}.

Demnach gilt ω2(s) = 1 für alle s ∈ U\{s0}, sodass die Funktion ω2 holomorph nach s0

fortgesetzt werden kann. Also ist die Funktion

ũ[s](z) := ω2(s)E
η(z, 1− s)
κ(1− s)

eine holomorphe Fortsetzung von

u[s](z) = Eη(z, s)
κ(s) , s ∈ (U ∩ R)\{s0},

nach U mit
||ũ[s]||2L2(X,µH) = 1 für alle s ∈ U ∩ R.

Wenn γ(s) in einer Umgebung U0 ⊆ U des Punktes sn invertierbar ist, hängt ũ[γ] := ũ[s(γ)]
auf γ(U0) holomorph von γ ab. Dies wird in Abschnitt 7.2 gezeigt (s. Theorem 7.2.12 und
anschließende Bemerkung).

Bemerkung 6.3.7. Beispiel 6.3.6 impliziert, dass eine notwendige Bedingung an das Gebiet Un,
auf welches die Abbildung γ 7→ un[γ] fortgesetzt werden kann, dadurch gegeben ist, dass für
alle γ ∈ Un gilt (

Eη( · , s(γ)), Eη( · , s(γ))
)
L2(XµH)

=
∫
X
Eη( · , s(γ))2 dµH 6= 0.
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Holomorphie der Eigenwerte

Im Spektralsatz 6.3.3 für die reell parametrisierte Familie (∆γ)γ∈R wurde die Holomorphie der
Eigenwerte mittels Theorem 4.3.19 hergeleitet. Die Umgebungen Uk von R, auf denen die Ei-
genwerte Λk und die Eigenfunktionen Ψk holomorph sind, können hierbei im Allgemeinen nicht
unabhängig von k ∈ N gewählt werden (Kato [13], Kapitel VII, Bemerkung 3.9). Insbesondere
gilt der Satz über die holomorphe Abhängigkeit des gesamten Spektrums nur für eine holomor-
phe Familie vom Typ (A) oder (B). Hieraus ergeben sich die Fragen,

(i) inwieweit das Spektrum für komplex parametrisierte ∆γ holomorph von γ abhängt, und

(ii) wie sich das Spektrum in einer Umgebung des unendlich fernen Punkts verhält, in dem
die Familie zwar holomorph, aber nicht vom Typ (B) ist.

In den Bemerkungen 4.3.21 und 5.5.6 wurde erklärt, dass jeder Eigenwert Λ der holomorphen
Familie (∆γ)γ∈Ĉ als analytische Kurve

{(γ,Λ) ∈ Ĉ× C | Λ ∈ σ(∆γ)}

und lokal durch Zweige einer holomorphen Funktion mit höchstens algebraischen Singularitäten
betrachtet werden kann, dargestellt durch eine Puiseuxreihe

Λ(z) = Λ(z0) + α1ω
j(z − z0)1/p + α2ω

2j(z − z0)2/p + . . . , j = 1, . . . , p− 1, (7.1)

mit ω = exp
(

2πi
p

)
.

Alle Eigenwerte vom Typ (I) sind konstant auf Ĉ. Daher betrachten wir ab nun nur noch
die Eigenwerte

λ(γ) = s(γ) · (1− s(γ)) (7.2)

vom Typ (II), die wir (lokal) als Funktionen im obigen Sinne verstehen.
Im Folgenden wird in Abschnitt 7.1 das Verhalten der Eigenwerte eines holomorphen Opera-

tors an den exzeptionellen Punkten und Verzweigungspunkten nach der Theorie von Kato [13],
Kapitel II, erklärt, die mit dem Auftreten algebraischer Singularitäten zusammenhängen. An-
schließend wird in Abschnitt 7.2 die Ableitung des Eisenstein-Robin-Quotienten γ(s) bestimmt,
um die Differenzierbarkeit der Eigenwerte λ(γ) zu untersuchen.

Im zweiten Teil des Kapitels wird die Eigenwertfunktionenfolge (λn)n∈N := (L(2)
n )n∈N vom

Typ (II) untersucht, die für γ ∈ R wie in Theorem 6.3.3 definiert ist.
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

7.1 Exzeptionelle Punkte und Verzweigungen

Wir erinnern an das folgende Theorem von Kato (s. Theorem 4.3.20).

Theorem (Kato [13], VII, Theorem 1.8). Es sei (Tz)z∈U eine holomorphe Familie in einer
Umgebung U eines Punktes z0 ∈ C. Dann besteht jedes endliche System von Eigenwerten
von (Tz)z∈U aus Zweigen einer oder mehrerer analytischer Funktionen, die höchstens algebrai-
sche Singularitäten in z0 besitzen. Dasselbe gilt für die zugehörigen Eigenprojektionen.

Nach Kato [13], Kapitel VII, §1.3 und §3.1, verhält sich jedes endliche System von Eigen-
werten eines (beliebigen) holomorphen Operators genau wie die Eigenwerte eines holomorphen
Operators in einem endlichdimensionalen Vektorraum. Wir erklären daher das Verhalten der
Eigenwerte und das Auftreten von Singularitäten wie Kato [13] in Kapitel II, §1, anhand von
holomorphen Operatoren Az in endlichdimensionalen Vektorräumen.

Bezeichnung 7.1.1. Einen Punkt z0, an dem ein Eigenwert λ(z) einer holomorphen Fami-
lie (Az)z∈U eine algebraische Singularität besitzt, nennen wir einen Verzweigungspunkt.

Die Puiseuxreihendarstellung (7.1) impliziert, dass eine algebraische Singularität genau dann
vorliegt, wenn p > 1 gilt. Wir erklären nun, wie der Wert p bestimmt werden kann. Er wird
durch die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte bestimmt, ist aber nicht mit dieser identisch.

Beispiel 7.1.2 (Kato [13], II, Beispiel 1.1). Wir betrachten je einen Operator in R2 mit und ohne
algebraische Singularitäten.

(i) Es sei

Az =
(

1 z

z −1

)
mit Eigenwerten

λ±(z) = ±
√

1 + z2.

Die Eigenwerte λ± sind Zweige der komplexen Wurzel. Für jedes z /∈ {±i} hat Az zwei
verschiedene Eigenwerte, aber A±i hat den doppelten Eigenwert

λ±(±i) = ±
√

1 + (±i)2 = 0,

und die Funktionen λ± sind nicht differenzierbar in ±i.

(ii) Die Eigenwerte der Matrix

Bz =
(

0 z

z 0

)
sind gegeben durch

λ±(z) = ±z.

Für alle z ∈ C\{0} besitzt Bz zwei verschiedene Eigenwerte, in z0 = 0 hat Bz0 den
doppelten Eigenwert 0. Die Funktionen λ± sind ganz.
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Die Punkte ±i aus Beispiel 7.1.2 (i) und z0 = 0 aus Beispiel 7.1.2 (ii), in denen die alge-
braische Vielfachheit größer als 1 ist, heißen exzeptionelle Punkte. Das Beispiel zeigt aber, dass
dieser Begriff nicht identisch ist mit dem des Verzweigungspunkts, da die Funktionen λ± aus
Beispiel 7.1.2 (ii) differenzierbar in z0 = 0 sind.

Definition und Satz 7.1.3 (Kato [13], II, §1.1 und 1.2). Es sei (Az)z∈U eine holomorphe
Familie von Operatoren in einem endlichdimensionalen Vektorraum.

(i) Ein Punkt z0 ∈ U , für den es komplexe Umgebungen V von z0, W von λ0 und ein k ≥ 2
gibt, sodass

(a) für jedes z ∈ V alle Eigenwerte von Az in W durch λ1(z), . . . , λk(z) ∈ W gegeben
sind,

(b) für alle z ∈ V \{z0} die Eigenwerte λj(z), j = 1, . . . , k, paarweise verschieden sind,
und

(c) in z0 die Eigenwerte λ0 = λj(z0) für alle j = 1, . . . , k übereinstimmen,

heißt exzeptioneller Punkt.

(ii) Es sei z0 ein exzeptioneller Punkt und es sei G ein einfach zusammenhängendes Gebiet
mit z0 /∈ G und G ⊂ Bδ(z0) für ein δ > 0. Dann sind die Eigenwerte λ1(z), . . . , λk(z) auf G
holomorph in z.

Ist αz : [0, 1] → C, αz(t) = |z − z0| · e2πit + z0, ein geschlossener Weg in Bδ(z0), dann
werden die Funktionen λ1(z), . . . , λk(z) permutiert, wenn der Weg αz für jedes z ∈ G

durchlaufen wird. Hierdurch lassen sich die Eigenwertfunktionen λ1(z), . . . , λk(z) zu q ≤ k
zyklischen Gruppen anordnen, die Kato als Zykel bezeichnet. Die Ordnung einer solchen
Gruppe heißt Periode des Zykels und wird mit p bezeichnet.

Bemerkung 7.1.4 (Kato [13], II, §1.2). (i) Die Periode p eines Zykels entspricht dem Parame-
ter p in der Puiseuxreihe (7.1). Das bedeutet, die Elemente {λ1, . . . , λp} eines Zykels der
Periode p sind in der Umgebung von z0 durch die p Zweige der Puiseuxreihe

λj(z) = λ0 + α1ω
j(z − z0)1/p + α2ω

2j(z − z0)2/p + . . . , j = 0, . . . , p− 1,

mit ω = exp
(

2πi
p

)
gegeben.

(ii) Die Eigenwertfunktionen λ, die in einem exzeptionellen Punkt z0 zusammenlaufen, sind
genau dann lokal holomorph, wenn jeder Zykel in z0 der Periode 1 ist. Hieraus folgt, dass
nicht jeder exzeptionelle Punkt ein Verzweigungspunkt ist, aber jeder Verzweigungspunkt
ein exzeptioneller Punkt sein muss. Ein exzeptioneller Punkt ist genau dann ein Verzwei-
gungspunkt, wenn er einen Zykel der Periode p > 1 besitzt.

(iii) Ein Operator Az hat in einem exzeptionellen Punkt z0 notwendig einen Eigenwert λ0 der
algebraischen Vielfachheit k > 1. Ist der Operator Az0 selbstadjungiert, ist dies gleichbe-
deutend damit, dass der zugehörige Eigenraum E(Az0 , λ0) von der Dimension k > 1 ist.
Für einen beliebigen Operator ist dies nicht notwendig der Fall.
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Beispiel 7.1.5. Der Operator

Az =
(
z 1
0 z2

)
besitzt die Eigenwerte

λ1(z) = z, λ2(z) = z2,

die jeweils ganz sind. Für z ∈ B1/2(0)\{0} gilt λ1(z) 6= λ2(z), also ist Az diagonalisierbar, und die
Eigenwerte λj(z) haben beide die algebraische und geometrische Vielfachheit 1. Die zugehörigen
Eigenvektoren sind

v1[z] =
(

1
0

)
, v2[z] =

(
1

z2 − z

)
.

In z0 = 0 gilt
λ1(0) = λ2(0) =: λ0,

aber

A0 =
(

0 1
0 0

)
ist nicht diagonalisierbar. Der Eigenwert λ0 hat die algebraische Vielfachheit 2, aber die geo-
metrische Vielfachheit 1. Die Eigenvektoren v1[z] und v2[z] konvergieren für z → 0 beide gegen
den Vektor

v1[0] =
(

1
0

)
,

der bis auf skalare Vielfache der einzige Eigenvektor von A0 ist.

Bemerkung 7.1.6. Im Falle eines selbstadjungierten oder normalen Operators kann der in Bei-
spiel 7.1.5 beschriebene Fall nicht eintreten, da die Eigenräume zu unterschiedlichen Eigenwer-
ten orthogonal sind. Die Operatoren der Familie (∆γ)γ∈Ĉ sind genau dann selbstadjungiert,
wenn γ in R̂ liegt. Für γ ∈ C\R sind alle Eigenwerte vom Typ (II) von geometrischer Viel-
fachheit 1 (Korollar 6.2.3), aber die zugehörigen Eigenräume sind nicht zueinander orthogonal,
da ∆γ nach Lemma 5.4.6 nicht normal ist. Daher kann für echt komplexe γ das Auftreten von
Verzweigungspunkten nicht ausgeschlossen werden.

Theorem 7.1.7 (Kato [13], VII, §3.1). Es sei (Tz)z∈U eine selbstadjungierte holomorphe Fa-
milie, d. h. eine holomorphe Familie auf einem Gebiet U ⊆ C mit {z̄ | z ∈ U} = U und

T ∗z = Tz̄ für alle z ∈ U.

Dann sind alle Eigenwerte λ(x) von Tx für x ∈ U ∩ R holomorph in x, d. h. die analytischen
Funktionen aus Theorem 4.3.20 besitzen keine algebraischen Singularitäten.

Die Holomorphie der Eigenwerte der Familie (∆γ)γ∈R wurde in Theorem 6.3.3 gezeigt. Die
holomorphe Eigenwertfunktionenfolge (L(2)

n )n∈N vom Typ (II), nennen wir ab nun (λn)n∈N.
Mit Theorem 7.1.7 können wir nun zeigen, dass jeder Eigenwert des Typs (II) von ∆∞ als

holomorphe Fortsetzung einer Eigenwertfunktion λn verstanden werden kann.
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Bezeichnung 7.1.8. Die Eigenwerte vom Typ (II) von ∆∞ bezeichnen wir wie Colin de Ver-
dière mit (µj)j∈N, um sie von der Eigenwertfunktionenfolge

λn : R→ R, γ 7→ λn(γ),

zu unterscheiden, die nur für die Familie (∆γ)γ∈C vom Typ (B) wohldefiniert ist.

Satz 7.1.9. Es seien (µj)j∈N die Eigenwerte vom Typ (II) des Operators ∆∞. Dann gibt es für
jedes j ∈ N eine Umgebung Wj von ∞ und eine auf Wj holomorphe Funktion λ(γ), sodass

(i) λ(γ) ∈ σ2(∆γ) für alle γ ∈Wj und

(ii) µj = λ(∞).

Beweis. Die Behauptung folgt durch Anwendung von Theorem 7.1.7 auf den Operator Sγ = ∆1/γ

im Punkt γ0 = 0.

Auf zusammenhängenden Gebieten von Wj ∩ R müssen die holomorphen Funktionen λ(γ)
aus Satz 7.1.9 mit einer der auf R definierten Eigenwertfunktionen λk übereinstimmen. Dieser
Zusammenhang wird in Abschnitt 7.4 untersucht.

7.2 Ableitung des Eisenstein-Robin-Parameters

In diesem Abschnitt wird die Ableitung der holomorphen Funktion γ aus Theorem 6.2.4 be-
stimmt. Die Ableitung γ′(s) wird benutzt, um ein Kriterium für das Auftreten von Verzwei-
gungspunkten aufzustellen und die Ableitung der Eigenwerte λ(γ) für alle γ ∈ Ĉ zu bestimmen.

Wie in Abschnitt 6.2 untersuchen wir das Verhalten von γ(s) für die unterschiedlichen Ty-
pen (a), (b), (c) und (d) separat. Für den Fall (d) mit s = 1

2 wurde in Korollar 6.2.5 aus der
Funktionalgleichung

γ′(1− s) = −γ′(s)

von γ′ bereits gefolgert
γ′
(1

2

)
= 0.

Wir betrachten nun zuerst die Punkte vom Typ (c), in denen eine Nullstelle von ϕ vorliegt.

Satz 7.2.1. Die Streumatrix ϕ der Eisensteinreihe habe in s0 eine Nullstelle. Dann gilt

γ′(s0) = −1
η

+ 2s0 − 1
η2s0 · ϕ′(s0).

Beweis. Es sei U eine Umgebung von s0, auf der ϕ keine weitere Nullstelle und keinen Pol
besitzt. Dann gilt für s ∈ U\{s0}

γ(s) = −sη
s−1 + (1− s)ϕ(s)η−s

ηs + ϕ(s)η1−s .

125



Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

Um die Ableitung an der Stelle s0 von γ zu berechnen, schreiben wir

γ(s) = −P (s)
Q(s) , γ′(s) = −P

′(s)Q(s)− P (s)Q′(s)
Q(s)2 .

Hierbei sind P (s) = E′0(η, s) und Q(s) = E0(η, s) gegeben durch

P (s) = sηs−1 + (1− s)ϕ(s)η−s,

P ′(s) = ηs−1 + s ln(η)ηs−1 − ϕ(s)η−s + (1− s)ϕ′(s)η−s − (1− s)ϕ(s) ln(η)η−s

= (1 + s ln(η))ηs−1 + ϕ′(s)(1− s)η−s − ϕ(s) · (1 + (1− s) ln(η)) η−s

und

Q(s) = ηs + ϕ(s)η1−s,

Q′(s) = ln(η)ηs + ϕ′(s)η1−s − ϕ(s) ln(η)η1−s.

Einsetzen von s0 mit ϕ(s0) = 0 liefert

P (s0) = s0η
s0−1,

P ′(s0) = (1 + s0 ln(η))ηs0−1 + (1− s0)ϕ′(s0)η−s0

und

Q(s0) = ηs0 ,

Q′(s0) = ln(η)ηs0 + ϕ′(s0)η1−s0 .

Damit folgt

P ′(s0)Q(s0) = (1 + s0 ln(η)) η2s0−1 + (1− s0)ϕ′(s0),

P (s0)Q′(s0) = s0 ln(η)η2s0−1 + s0ϕ
′(s0).

Insgesamt erhalten wir

γ′(s0) = −P
′(s0)Q(s0)− P (s0)Q′(s0)

Q(s0)2 = −η
2s0−1 + (1− 2s0)ϕ′(s0)

η2s0 .

Unter Ausnutzung der Punktsymmetrie

γ′(1− s) = −γ′(s)

können wir nun sofort die Ableitung in einem Punkt vom Typ (b) angeben.

Korollar 7.2.2. Die Streumatrix ϕ der Eisensteinreihe habe in s0 einen Pol. Dann gilt

γ′(s0) = 1
η

+ 2s0 − 1
η2(1−s0) · ϕ

′(1− s0).
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Bemerkung 7.2.3. Für beliebiges s ∈ C liefert der Beweis von Satz 7.2.1 die Darstellung

γ′(s) = −∂σE
′
0(η, σ)|σ=s · E0(η, s)− E′0(η, s) · ∂σE0(η, σ)|σ=s

E0(η, s)2 ,

wobei für s = 1
2 oder im Falle eines Pols s von ϕ auf der rechten Seite die Regel von de l’Hospital

angewendet werden muss. Falls ϕ(s) ∈ C\{0} gilt, bietet sich für eine übersichtliche Darstellung
dieses Ausdrucks die Verwendung der Notation

Ẽ0(η, s) = √η cos(ξ(s)) mit ξ(s) = z(s) ln(η)− ϑ(s)
2

des absoluten Terms an, wobei Ẽ normiert ist wie in Lemma 2.1.19.

Satz 7.2.4. Es sei U ⊂ C\{γΓ,η} ein Gebiet so, dass ϕ auf s(U) keine Nullstellen und keine
Pole besitzt und jeder zu γ ∈ U gehörige Eigenwert λ(γ) = s(γ) · (1 − s(γ)) mit s(γ) ∈ S vom
Typ (a) ist. Dann ist die Ableitung von γ in s ∈ U gegeben durch

γ′(s) = −i
2η cos2(ξ(s)) ·

(
2z(s) ln(η)− z(s)ϕ

′(s)
ϕ(s) + 2 sin(ξ(s)) cos(ξ(s))

)
. (7.3)

Beweis. Für jedes s ∈ U gilt

γ′(s) = 1
2η cos2(ξ(s)) ·

(
−2i sin(ξ(s)) cos(ξ(s)) + 2z(s)ξ′(s)

)
= −i

2η cos2(ξ(s)) ·
(

2z(s) ln(η)− z(s)ϕ
′(s)
ϕ(s) + 2 sin(ξ(s)) cos(ξ(s))

)
mit

ξ′(s) = −i ln(η)− ϑ′(s)
2 = −i ln(η) + i

2 ·
ϕ′(s)
ϕ(s) .

Bemerkung 7.2.5. (i) Zusammen mit Bemerkung 6.2.9 kann man aus der Formel in Satz 7.2.4
auch direkt herleiten, dass γ′(1

2) = 0.

(ii) Die Funktion ϑ kann nur lokal auf einem einfach zusammenhängenden Gebiet ohne Null-
stellen und Pole von ϕ definiert werden und ist nicht eindeutig bestimmt. Hingegen ist die
logarithmische Ableitung

ϕ′

ϕ

eine in s meromorphe Funktion auf ganz C, die nur einfache Pole besitzt, und zwar genau
dann, wenn es n ∈ N gibt, sodass

(a) s eine n-fache Nullstelle von ϕ und somit eine (n− 1)-fache Nullstelle von ϕ′ ist, oder

(b) s ein Pol n-ter Ordnung von ϕ und daher ein Pol (n+ 1)-ter Ordnung von ϕ′ ist.

Daher ist die Funktion γ′(s) aus (7.3) als meromorphe Funktion auf C wohldefiniert. Da
bereits gezeigt wurde, dass die einzigen Pole der Abbildung s 7→ γ(s) durch die Nullstellen
des absoluten Terms E0(y, s) bei y = η gegeben sind, sind die Pole der logarithmischen
Ableitung ϕ′

ϕ hebbare Singularitäten von γ′(s). Die holomorphe Fortsetzung von γ′(s) in
diesen Punkten ist durch die Formeln in Satz 7.2.1 und Korollar 7.2.2 gegeben.
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Die Maass-Selberg-Relation liefert eine zweite Darstellung für γ′(s).

Satz 7.2.6. Für alle s ∈ C gilt

γ′(s) = (1− 2s)
(Eη( · , s), Eη( · , s̄))L2(X,µH)

E0(η, s)2 .

Beweis. Es sei s0 6= 1
2 fixiert. Ohne Einschränkung habe E keinen Pol in s0. Für s 6= s0 gilt

nach der Maass-Selberg-Relation 2.2.6

(Eη( · , s), Eη( · , s̄0))L2(X,µH) = E0(η, s)E′0(η, s0)− E′0(η, s)E0(η, s0)
s(1− s)− s0(1− s0)

= −γ(s0)E0(η, s)E0(η, s0)− γ(s)E0(η, s)E0(η, s0)
s(1− s)− s0(1− s0)

= (γ(s)− γ(s0))E0(η, s)E0(η, s0)
s(1− s)− s0(1− s0) .

Mit der Regel von de l’Hospital folgt für s→ s0

(Eη( · , s0), Eη( · , s̄0))L2(X,µH) = γ′(s0)E0(η, s0)2

1− 2s0
.

Das bedeutet
γ′(s0) = (1− 2s0)

(Eη( · , s0), Eη( · , s̄0))L2(X,µH)
E0(η, s0)2 .

Wenn s0 ein Pol der Eisensteinreihe ist oder s0 = 1
2 gilt, dann folgt die Aussage ebenfalls mit

der Regel von de l’Hospital.

Anwendung des Satzes über implizite Funktionen erlaubt es, die Ableitung λ′(γ) der Eigen-
werte vom Typ (II) durch Inversion zu bestimmen. Wir formulieren daher das folgende Lemma.

Lemma 7.2.7. Wenn γ′(s) 6= 0 gilt, dann ist γ lokal invertierbar mit

s′(γ) = 1
γ′(s) .

In diesem Fall ist die Ableitung des zugehörigen Eigenwertes λ(γ) gegeben durch

λ′(γ) = s′(γ) · (1− 2s(γ)) . (7.4)

Mit Satz 7.2.6 erhalten wir für λ′(γ) die folgende Formel.

Satz 7.2.8. Falls γ′(s) 6= 0 gilt, dann ist λ′(γ) gegeben durch

λ′(γ) = E0(η, s)2

(Eη( · , s), Eη( · , s̄))L2(X,µH)
.

Korollar 7.2.9. Zu µj ∈ σ2(∆∞) sei eine Umgebung Wj von∞ und eine Funktion λ : Wj → C,
γ 7→ λ(γ), mit λ(∞) = µj gegeben wie in Satz 7.1.9. Dann gilt

lim
γ→∞

λ′(γ) = 0.
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Beweis. Da die Funktion λ stetig in γ ist, muss die zugehörige Eigenfunktion v[γ] für γ → ∞
gegen eine Eigenfunktion v[∞] von ∆∞ mit

v0[∞](η) = 0

konvergieren. Nach Satz 7.2.8 folgt hieraus

lim
γ→∞

λ′(γ) = 0.

Bemerkung 7.2.10. Es gilt genau dann γ′(s) = 0, wenn

(i) s = 1
2 ,

(ii) (E( · , s), E( · , s̄))L2(X,µH) = 0, falls ϕ in s keinen Pol besitzt, oder

(iii) (E( · , 1− s), E( · , 1− s̄))L2(X,µH) = 0, falls s ein Pol von ϕ ist.

Falls γ′(s) = 0 und s 6= 1
2 gilt, dann besitzt

λ′(γ) = s′(γ) · (1− 2s(γ))

eine nicht hebbare isolierte Singularität.
Nach dem Satz über implizite Funktionen gilt genau dann γ′(s0) = 0, wenn γ(s) in keiner

Umgebung von s0 invertierbar ist. In Bemerkung 6.2.6 wurde bereits festgehalten, dass die
Abbildung s 7→ γ(s) surjektiv, aber nicht injektiv ist. Für die Differenzierbarkeit ist nur die
lokale Injektivität von Interesse. Wenn γ in keiner Umgebung eines Punktes s0 injektiv ist, dann
muss λ0 = s0(1 − s0) ein Eigenwert von ∆γ0 , γ0 = γ(s0), mit algebraischer Vielfachheit ≥ 2
sein. Das bedeutet, γ0 ist ein exzeptioneller Punkt.

Satz 7.2.11. Es sei s0 = 1
2 . In γΓ,η = γ(s0) besitzt die Funktion

λ′(γ) = s′(γ) · (1− 2s(γ))

aus Gleichung (7.4) eine hebbare Singularität.

Beweis. Wegen s0 = s̄0 gilt

λ′(γΓ,η) = 1− 2s0
−(1− 2s0) ·

E0(η, s0)2

||Eη( · , s0)||2L2(X,µH)
= − E0(η, s0)2

||Eη( · , s0)||2L2(X,µH)
.

Falls ϕ(s0) = 1, ist die Behauptung bewiesen. Falls ϕ(s0) = −1, erhalten wir durch zweifache
Anwendung der Regel von de l’Hospital

λ′(γΓ,η) = − 2E0(η, s0)∂sE0(η, s)|s=s0
2(Eη( · , s0), ∂sEη( · , s)|s=s0)L2(X,µH)

= − (∂sE0(η, s)|s=s0)2

||∂sEη( · , s)|s=s0 ||2L2(X,µH)
.

Zusammenfassung der Ergebnisse des Abschnitts liefert nun das folgende Kriterium für das
Auftreten von algebraischen Singularitäten bei einem Eigenwert λ(γ) von ∆γ .
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Theorem 7.2.12. Es sei s0 ∈ C. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt γ′(s0) 6= 0 oder γ(s0) ∈ R̂.

(ii) Die Funktion γ(s) ist in einer Umgebung U von s0 invertierbar, und die Inverse s(γ) ist
auf V := γ(U) holomorph.

(iii) Es gibt eine Umgebung U von s0, sodass für die zu s ∈ U gehörigen trunkierten Eisen-
steinreihen Eη( · , s) und Eη( · , , 1− s) gilt

(Eη( · , σ), Eη( · , σ̄))L2(X,µH) 6= 0, σ ∈ {s, 1− s}.

(iv) Es gibt eine Umgebung V von γ0 := γ(s0), sodass durch λ(γ) = s(γ) · (1−s(γ)) eine auf V
holomorphe Funktion gegeben wird.

(v) Der Punkt γ0 := γ(s0) ist kein Verzweigungspunkt des Eigenwerts λ(γ) von ∆γ.

Bemerkung 7.2.13. (i) Alle γ ∈ R̂, für die es einen Eigenwert νn vom Typ (I) gibt mit

νn ∈ σ1(∆γ) ∩ σ2(∆γ),

sind exzeptionelle Punkte der Familie (∆γ)γ∈Ĉ, aber keine Verzweigungspunkte.

(ii) Durch Beispiel 6.3.6 wurde ein Zusammenhang zwischen der holomorphen Fortsetzbarkeit
der Norm ||un[γ]||L2(X,µH) auf eine komplexe Umgebung Un von R und dem Verschwin-
den des Skalarproduktes (Eη( · , s), Eη( · , s̄))L2(X,µH) impliziert (s. Bemerkung 6.3.7). Dies
stimmt mit dem Kriterium in Theorem 7.2.12 (iii) überein.

Insbesondere ist nun der Beweis der Holomorphie von γ 7→ u[γ] aus Beispiel 6.3.6 (ii)
vervollständigt.

(iii) Satz 6.2.1 (iii) legt die Vermutung nahe, dass die Familie (∆γ)γ∈C echt komplexe Verzwei-
gungspunkte besitzt.

7.3 Ableitung der Eigenwerte einer holomorphen Familie vom
Typ (B)

Wir betrachten ab nun die reellen Eigenwertfunktionen λn aus Bezeichnung 7.1.8 sowie ihre
Ausdehnungen nach R̂. In Satz 7.2.8 haben wir bereits die Ableitung λ′(γ) für jeden einzelnen
Eigenwert und alle γ ∈ C bestimmt.

Wir geben nun einen zweiten Beweis für die Ableitung der Funktionen λn und γ ∈ R,
indem wir eine allgemeine Formel für die Ableitung der Eigenwerte einer selbstadjungierten
holomorphen Familie (Tx)x∈U vom Typ (B) herleiten. Hierzu bestimmen wir unter Ausnutzung
der Eigenwertgleichung

Txf [x] = λ(x)f [x]
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die Taylor-Entwicklung des Rayleigh-Quotienten

λ(x) = (Txf [x], f [x])
(f [x], f [x])

in einem Punkt x0 ∈ R. Dieses Vorgehen erinnert an das Verfahren in Kapitel 3, hat jedoch den
Vorteil, dass es ohne die Konstruktion einer Approximationsfunktion auskommt.

Ferner können wir bei einer holomorphen Familie vom Typ (B) die Tatsache ausnutzen,
dass der Definitionsbereich D der Form tx nicht von x abhängt und die Form tx eine Taylor-
entwicklung

tx(u, v) = t(0)(u, v) + (x− x0) t(1)(u, v) + (x− x0)2

2 t(2)(u, v) + . . . , u, v ∈ D, (7.5)

besitzt, die unabhängig von x für alle u, v ∈ D konvergiert. Hierdurch können wir die Taylor-
entwicklungen von t, f und eines Eigenwerts ν mit dem Skalarprodukt „vertauschen“, was bei
dem Verfahren in Kapitel 3 nicht möglich ist (s. Beispiel 3.3.4).

Wir bestimmen im folgenden Satz die ersten zwei Koeffizienten der Taylorentwicklung.

Satz 7.3.1. Es sei (Tx)x∈U eine selbstadjungierte holomorphe Familie von Operatoren des
Typs (B) mit kompakter Resolvente in einem Hilbertraum H, und es sei x0 ∈ R. Die zu Tx

gehörige Form tx habe in x0 die Taylorentwicklung

tx = t(0) +ε t(1) +ε2

2 t(2) + . . .

wie in (4.6), wobei ε = x−x0 sei. Ferner sei f [x] eine Eigenfunktion von Tx zum Eigenwert ν(x)
und

f [x] = f0 + εf1 + ε2

2 f2 + . . . ,

ν(x) = ν0 + εν1 + ε2

2 ν2 + . . .

die Taylorentwicklung von f [x] beziehungsweise ν(x) im Punkt x0 ∈ R, welche nach Theo-
rem 4.3.19 existieren. Dann sind die ersten beiden Ableitungen von ν in x0 gegeben durch

ν ′(x0) = t(1)(f0, f0)
(f0, f0)

und
ν ′′(x0) = t(2)(f0, f0)

(f0, f0) + 2 t
(1)(f0, f1) + t(1)(f1, f0)

(f0, f0) − 4ν ′(x0) · Re (f0, f1)
(f0, f0) .

Hierbei bezeichnet ( · ,−) das Skalarprodukt auf H.

Beweis. Es sei x ∈ U ∩ R. Da f die Eigenwertgleichung Txf [x] = ν(x)f [x] erfüllt, ist ν durch
den Quotienten

ν(x) = (Txf [x], f [x])
(f [x], f [x]) = tx(f [x], f [x])

(f [x], f [x])
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bestimmt. Für den Zähler gilt

tx(f [x], f [x]) = t(0)(f0, f0) + ε ·
(
t(1)(f0, f0) + t(0)(f1, f0) + t(0)(f0, f1)

)
+ ε2 ·

(1
2 t(2)(f0, f0) + 1

2
(
t(0)(f0, f2) + t(0)(f2, f0)

)
1
2 + t(1)(f0, f1) + t(1)(f1, f0) + t(0)(f1, f1)

)
+O(ε3), ε→ 0.

Für den Term im Nenner gilt

(f [x], f [x]) = (f0, f0) + ε · ((f0, f1) + (f1, f0))

+ ε2 ·
(1

2(f0, f2) + (f1, f1) + 1
2(f2, f0)

)
+O(ε3)

= (f0, f0) + 2ε · Re (f0, f1) + ε2 · (Re (f0, f2) + (f1, f1)) +O(ε3), ε→ 0,

wobei (fj , fk) + (fk, fj) = (fj , fk) + (fj , fk) = 2 Re (fj , fk) angewendet wurde. Mit

1
a+ bε+ cε2 +O(ε3) = 1

a
− b

a2 · ε+
(
b2

a3 −
c

a2

)
· ε2 +O(ε3), ε→ 0,

folgt

1
(f [x], f [x]) = 1

(f0, f0) − 2ε · Re (f0, f1)
(f0, f0)2

+ ε2 ·
(

4 · (Re (f0, f1))2

(f0, f0)3 − Re (f0, f2) + (f1, f1)
(f0, f0)2

)
+O(ε3), ε→ 0.

Nun liefert Multiplikation

tx(f [x], f [x])
(f [x], f [x]) = t(0)(f0, f0)

(f0, f0) + ε ·
(
t(1)(f0, f0) + t(0)(f1, f0) + t(0)(f0, f1)

(f0, f0)

−2 t
(0)(f0, f0) · Re (f0, f1)

(f0, f0)2

)

+ ε2 ·
(
t(0)(f0, f0) ·

(
4 · (Re (f0, f1))2

(f0, f0)3 − Re (f0, f2) + (f1, f1)
(f0, f0)2

)

− 2Re (f0, f1)
(f0, f0)2 ·

(
t(1)(f0, f0) + t(0)(f1, f0) + t(0)(f0, f1)

)
+ t(2)(f0, f0)

2(f0, f0) + t(0)(f0, f2) + t(0)(f2, f0)
2(f0, f0) + t(0)(f1, f1)

(f0, f0)

+ t(1)(f0, f1) + t(1)(f1, f0)
(f0, f0)

)
+O(ε3), ε→ 0. (7.6)

Da f0 ein Eigenvektor von T (0) zum Eigenwert ν0 ist und t(0) = tx0 symmetrisch ist, lässt sich
der Koeffizient vor ε vereinfachen zu

t(1)(f0, f0)
(f0, f0) + 2ν0

Re (f0, f1)
(f0, f0) − 2ν0

Re (f0, f1)
(f0, f0) = t(1)(f0, f0)

(f0, f0) .
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Durch Koeffizientenvergleich der Taylorentwicklung von ν(x) in x0 mit (7.6) folgt

ν ′(x0) = ν1 = t(1)(f0, f0)
(f0, f0) .

Analog liefert Koeffizientenvergleich für den quadratischen Anteil

ν ′′(x0)
2 = 4ν0

(Re (f0, f1))2

(f0, f0)2 − ν0
Re (f0, f2) + (f1, f1)

(f0, f0) − 2 t
(1)(f0, f0) · Re (f0, f1)

(f0, f0)2

− 4ν0
(Re (f0, f1))2

(f0, f0)2 + t(2)(f0, f0)
2(f0, f0)

+ ν0
Re (f0, f2) + (f1, f1)

(f0, f0) + t(1)(f0, f1) + t(1)(f1, f0)
(f0, f0)

= t(2)(f0, f0)
2(f0, f0) + t(1)(f0, f1) + t(1)(f1, f0)

(f0, f0) − 2ν ′(x0) · Re (f0, f1)
(f0, f0) .

Bemerkung 7.3.2. Satz 7.3.1 gilt auch, wenn man statt eines Operators vom Typ (B) einen
Operator vom Typ (A) betrachtet, und t(j)(fk, fl), j, k, l ∈ N0, durch (T (j)fk, fl) ersetzt, wobei
die Operatoren T (j) durch die Taylorentwicklung von T wie in (4.5) bestimmt sind.

Der Robin-Pseudo-Laplace-Operator ∆γ ist affin-linear in γ mit

t(0)(u, v) = (u, v)′A1 , t(1)(u, v) = u0(η) · v̄0(η) und t(n)(u, v) = 0 für n ≥ 2.

Für die Ableitung der Eigenwertfunktionen λn liefert Satz 7.3.1 daher das folgende Ergebnis.

Satz 7.3.3. Es sei γ ∈ R und (λn(γ))n∈N die aufsteigende Folge der Eigenwerte des Typs (II)
von ∆γ mit zugehörigen (nicht notwendig normierten) Eigenfunktionen (vn[γ])n∈N wie in Theo-
rem 6.3.1. Dann gilt für jedes n ∈ N

λ′n(γ) = |vn,0[γ](η)|2

||vn[γ]||2L2(X,µH)
.

Bemerkung 7.3.4. (i) Die Ableitung λ′n(γ) für γ ∈ R kann auch mit dem Verfahren aus Ka-
pitel 3 unter Benutzung des Minimum-Maximum-Prinzips berechnet werden. Hierzu wird
wie in Abschnitt 3.2 ein C∞-Diffeomorphismus ψγ konstruiert, sodass für γ in einer reellen
Umgebung U von γ0 ∈ R

(a) ψγ(r) = r gilt,

(b) die Funktion wn := vn ◦ ψγ die Randbedingung

w′n(η) = −γwn(η)

erfüllt, wobei vn die Eigenfunktion zum Eigenwert λn(γ0) von ∆γ0 sei.

Mit dem Ansatz einer affin-linearen Transformation

ψγ(y) = r + aγ(y − r)

impliziert Bedingung (b) wegen v′n,0(η) = −γ0vn,0(η), dass
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(c) aγ0 = 1 und

(d) (γ, aγ) für γ ∈ U die Gleichung F (γ, a) = 0 löst, wobei F bestimmt ist durch

F (γ, a) = a ·
v′n,0(ψγ(η))
vn,0(ψγ(η)) + γ.

Um den Parameter aγ nach γ zu differenzieren wie im Beweis von Lemma 3.3.9, wird der
Satz über implizite Funktionen verwendet.

(ii) Die Ableitung in ∞ kann ebenfalls mit dem Verfahren aus Kapitel 3 und der Transforma-
tion aus (i) gezeigt werden, indem das Verfahren für den Operator Sγ = ∆1/γ durchgeführt
wird. Hierzu geht man wie in (i) beschrieben vor mit γ̃ := 1

γ anstelle von γ, und betrachtet
den Grenzwert für γ̃ → 0.

7.4 Monotonieverhalten

Für λ ∈ R werden durch
τ : ]1

4 ,∞[→ ]0,∞[, λ 7→
√
λ− 1

4
und

r : ]−∞, 1
4 [→ ]−∞, 0[, λ 7→ −

√
1
4 − λ

wie in Bezeichnung 6.1.7 zwei holomorphe Funktionen bestimmt. Wir untersuchen in diesem
Abschnitt Monotonieeigenschaften der Eigenwertfunktionen λn und der induzierten Funktio-
nen τn und rn, um daraus Aussagen über die Verteilung der Eigenwerte (λn(γ))n∈N und (µj)j∈N
der Familie (∆γ)γ∈R̂ auf der reellen Achse herzuleiten.

Satz 7.4.1. Für jedes n ∈ N ist die Eigenwertfunktion λn : R→ R, γ 7→ λn(γ), streng monoton
steigend.

Beweis. Für γ ∈ R seien (λn(γ))n∈N und (vn[γ])n∈N wie in Satz 7.3.3. Dann gilt λ′n(γ) > 0, falls
der absolute Term von vn := vn[γ] keine Nullstelle in η besitzt. Da vn die Robin-Randbedingung

v′n,0(η) = −γvn,0(η)

erfüllt, impliziert die Annahme vn,0(η) = 0, dass auch v′n,0(η) = 0. In Lemma 6.1.14 wurde
gezeigt, dass dieser Fall nicht eintreten kann.

Bezeichnung 7.4.2. Wie in Bemerkung 6.2.9 (iii) sei γΓ,η = γ(1
2) dasjenige γ ∈ Ĉ mit

1
4 ∈ σ2(∆γΓ,η).

Falls γΓ,η ∈ R gilt, sei M ∈ N dadurch bestimmt, dass

λM (γΓ,η) = 1
4
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7.4 Monotonieverhalten

ein Eigenwert vom Typ (II) des Operators ∆γΓ,η ist. Im Fall γΓ,η =∞ sei M bestimmt durch

lim
γ↘−∞

λM (γ) = 1
4 .

Bemerkung 7.4.3. Es seien

τn(λn) =
√
λn −

1
4 , λn >

1
4 ,

und
rn(λn) = −

√
1
4 − λn, λn <

1
4 ,

wie in Bezeichnung 6.1.7. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Abbildung λn 7→ τn(λn) ist stetig und bijektiv für γ ∈ R. Da aufgrund der Monotonie
von γ 7→ λn(γ) die Funktion λn auf R invertierbar ist, folgt, dass für jedes n ∈ N die
Abbildung

Tn : R→ R>0, γ 7→ τn(γ) := τ ◦ λn(γ),

stetig und bijektiv ist. Das gleiche gilt für die Abbildung

Rn : R→ R<0, γ 7→ rn(γ) := r ◦ λn(γ).

(ii) Die Abbildungen TM und RM sind nicht differenzierbar in γΓ,η.

Lemma 7.4.4. Es sei η > pΓ. Falls (γ, n) 6= (γΓ,η,M), sind die Funktionen Tn und Rn diffe-
renzierbar in γ mit

T ′n(γ) = |vn,0[γ](η)|2

2τn(γ) · ||vn[γ]||2L2(X,µH)

und
R′n(γ) = − |vn,0[γ](η)|2

2rn(γ) · ||vn[γ]||2L2(X,µH)
.

Beweis. Die Behauptung folgt durch Anwendung der Kettenregel auf λn(γ) = τ2
n(γ) + 1

4 bezie-
hungsweise λn(γ) = 1

4 − r
2
n(γ).

Korollar 7.4.5. (i) Wenn λn(γ) > 1
4 für alle γ ∈ R gilt, dann ist die Abbildung

Tn : R→ R>0, γ 7→ τn(γ),

streng monoton steigend und invertierbar mit

γ′(τn) =
2τn(γ) · ||vn[γ]||2L2(X,µH)

|vn,0[γ](η)|2 .

(ii) Gilt analog λn(γ) < 1
4 für alle γ ∈ R, dann ist die Abbildung

Rn : R→ R<0, γ 7→ rn(γ),

ebenfalls streng monoton steigend und invertierbar mit

γ′(rn) = −
2rn(γ) · ||vn[γ]||2L2(X,µH)

|vn,0[γ](η)|2 .
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

(iii) Im Fall n = M und γΓ,η ∈ R ist die Funktion Tn streng monoton steigend auf dem
Intervall ]γΓ,η,∞[, die Funktion Rn ist streng monoton steigend auf ]−∞, γΓ,η[, und die
Umkehrregel für die Ableitung gilt auf den jeweiligen Teilintervallen.

(iv) Falls γΓ,η ∈ R, tritt für n > M der Fall (i) ein, und für n < M der Fall (ii). Falls
γΓ,η =∞, gilt λM (γ) > 1

4 für alle γ ∈ R. Daher liegt Fall (i) vor.

Beweis. Die Teile (i) und (ii) erhält man durch Anwendung der Umkehrregel auf τn und rn.
Die Teile (iii) und (iv) folgen daraus, dass jedes λn streng monoton steigend in γ ist und die
Folge (λn)n∈N aufsteigend angeordnet ist.

Bezeichnung 7.4.6. Für n ∈ N setzen wir

J+
n := Tn(R), n > M,

J−n := Rn(R), n < M.

Ferner seien

J+
M := Tn(]γΓ,η,∞[), J−M := Rn(]−∞, γΓ,η[), falls γΓ,η ∈ R,

und
J+
M := TM (R), falls γΓ,η =∞.

Dann sind alle J±n ⊆ R± offene Intervalle, und die Abbildungen

G+
n : J+

n → R, τn 7→ γ(τn),

und
G−n : J−n → R, rn 7→ γ(rn),

sind streng monoton steigend.

Notation 7.4.7. Falls γΓ,η =∞, schreiben wir

k− = M − 1

für das größte n ∈ N, für welches J−n ⊆ R aus Bezeichnung 7.4.6 definiert worden ist, und analog

k+ = M

für das kleinste n ∈ N, für welches J+
n ⊆ R definiert worden ist. Falls γΓ,η ∈ R, dann sind die

analog definierten Indizes k± gegeben durch

k− = M und k+ = M.

Lemma 7.4.8. Es sei J+
n = ]an, bn[, n ≥ k+, und J−n = ]cn, dn[, n ≤ k−. Dann gilt bn = an+1

für alle n ≥ k+, und dn = cn+1 für alle n < k−.
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7.4 Monotonieverhalten

Beweis. Nach Satz 6.2.1 gilt
λn(γ1) > λm(γ2)

für beliebige γ1, γ2 ∈ R und n > m ∈ N, da die Mengen σ2(∆γ1) und σ2(∆γ2) disjunkt sind und
die Eigenwertfolge (λn(γ))n∈N für jedes γ ∈ R aufsteigend angeordnet ist. Aus der Monotonie
der Folgen (τn)n und (rn)n folgt

bn ≤ an+1, n ≥ k+, und dn ≤ cn+1, n < k−.

Es sei nun angenommen, dass es τ0 ∈ ]bn, an+1[ gebe. Dann ist die zu s0 = 1
2 + iτ0 gehörige

Eisensteinreihe eine Eigenfunktion für ein γ0 := γ(τ0) ∈ R̂. Wenn γ0 ∈ R, folgt daraus

τn(γ0) < τ0 < τn+1(γ0)

im Widerspruch dazu, dass τn(γ0) und τn+1(γ0) zu aufeinanderfolgenden Eigenwerten von ∆γ

gehören.
Wenn γ0 = ∞ ist, dann ist λ0 = 1

4 + τ2
0 ein Eigenwert von ∆∞. Da ∆∞ nur isolierte

Eigenwerte hat, existiert somit ein τ̃0 6= τ0 ∈ ]bn, an+1[, sodass τ̃0 zu einem Eigenwert von ∆γ

für γ ∈ R gehört.
Ein analoges Argument für rn liefert dn = cn+1.

Lemma 7.4.9. Mit möglicher Ausnahme von J−1 ist der Abschluss von allen J±n kompakt.

Beweis. Die Intervalle J+
k+ , J

+
k++1, . . . bilden eine unendliche Kette von Intervallen in R>0 mit

bn ≤ an+1. Also sind alle J+
n aus Bezeichnung 7.4.6 sowohl nach unten als auch nach oben

beschränkt.
Analog sind die Intervalle J−1 , J

−
2 , . . . , J

−
k− eine endliche Kette in R<0 mit dn ≤ cn+1. Also

sind alle J−n nach oben beschränkt, und für n ≥ 2 ist J−n auch nach unten beschränkt.

Bezeichnung 7.4.10. Wir schreiben

τ+
n = bn = lim

γ→∞
τn(γ), n ≥ k+, τ−n = an = lim

γ→−∞
τn(γ), n > k+,

und

r+
n = dn = lim

γ→∞
rn(γ), n < k−, r−n = cn = lim

γ→−∞
rn(γ), n ≤ k−,

für die Grenzen der Intervalle J±n . Im Fall γΓ,η =∞ setzen wir zusätzlich

τ−M = lim
γ→−∞

τM (γ) und r+
M−1 = lim

γ→∞
rM−1(γ).

Satz 7.4.11. Es gelten die Bezeichnungen aus 7.4.10. Dann sind für alle n ≥ 2, für die τ±n
und r±n jeweils definiert worden sind, die Zahlen

λ±n := 1
4 + (τ±n )2 und λ±n := 1

4 − (r±n )2

Eigenwerte des Pseudo-Laplace-Operators ∆∞ zum Parameter η.
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Beweis. Da ϕ auf C meromorph ist und also nur isolierte Pole hat, ist die Menge derjenigen γ,
die einen Eigenwert vom Typ (b) oder (c) haben, ebenfalls diskret. Ferner kann für γ → ±∞
die Eigenwertfunktion λn(γ) nicht gegen einen Eigenwert vom Typ (b) oder (c) konvergieren,
da in diesem Fall das durch

γ = −s
η

oder γ = s− 1
η

bestimmte s(γ) nach unendlich divergieren würde. Es kann daher ohne Einschränkung der
Allgemeinheit angenommen werden, dass alle Eigenwerte vom Typ (a) sind. Dann lässt sich aus
der Darstellung

γ(s) = 2z(s) tan(ξ(z(s)))− 1
2η

mit s = 1
2 + iz(s) wie in Bezeichnung 6.1.7 folgern, dass für γ → ±∞ mindestens einer der

Faktoren |z(γ)| oder | tan(ξ(z(γ)))| gegen∞ divergieren muss. Für γ ∈ R ist hierbei z(s) = τ(s)
oder z(s) = ir(s).

Der Fall | tan(ξ(τ(γ)))| → ∞ und limγ→±∞ |τ(γ)| < ∞ ist äquivalent dazu, dass tan(x)
einen Pol in ξ(z±) hat, wobei

z± = τ±n = lim
γ→±∞

τn(γ)

entweder die Grenzen des Intervalls J+
n bezeichnen, oder

z± = ir±n , r±n = lim
γ→±∞

rn(γ),

durch die Grenzen r±n des Intervalls J−n bestimmt sind. Dann sind die Werte ξ(z±) Nullstellen
des Cosinus und

λ± := 1
4 + (z±)2 ∈ R

ein Eigenwert von ∆∞, sofern z± 6=∞. Aus Lemma 7.4.9 folgt andererseits, dass alle Intervall-
grenzen τ±n und r±n mit eventueller Ausnahme von r−1 in R liegen.

Lemma 7.4.12. Es gilt r−1 = −∞.

Beweis. Angenommen, es sei r−1 =: r0 ∈ R. Da der Operator ∆γ für γ ≥ 0 keine negativen
Eigenwerte hat, und der Fall

λ = 1
4 − r

2 < 0

genau dann eintritt, wenn r < −1
2 gilt, folgt J−n ⊆ ]− 1

2 , 0[ für alle 2 ≤ n ≤ k−. Dies impliziert,
dass auch r0 < −1

2 gelten muss.
Dann folgt mit dem Argument aus dem Beweis von Satz 7.4.11, dass λ0 = 1

4 − r
2
0 < 0 ein

Eigenwert von ∆∞ ist im Widerspruch dazu, dass ∆∞ keine negativen Eigenwerte hat.

Korollar 7.4.13. Es gilt

k−⋃
n=1

J̄−n = R≤0 und
∞⋃

n=k+

J̄+
n = R≥0.
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7.4 Monotonieverhalten

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts in dem folgenden Theorem zusammen.

Theorem 7.4.14. Es seien µ1 < µ2 < . . . die Eigenwerte des Typs (II) von ∆∞, und für γ ∈ R
seien λ1(γ) < λ2(γ) < . . . die Eigenwerte des Typs (II) von ∆γ. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) Für jedes n ∈ N ist die Bildmenge

Ln := λn(R)

ein offenes Intervall in R mit Ln ∩ Lk = ∅ für n 6= k, für alle n ≥ 2 ist der Abschluss L̄n
kompakt, und es gilt ⋃

n∈N
L̄n = R.

(ii) Für alle n ∈ N gilt

µn = lim
γ→∞

λn(γ) und µn = lim
γ→−∞

λn+1(γ).

(iii) Für n > k+ sei τD,n > 0 durch µn = 1
4 + τ2

D,n bestimmt. Dann gilt

τ+
n = τD,n = τ−n+1.

(iv) Für n < k− und rD,n < 0 mit µn = 1
4 − r

2
D,n gilt

r+
n = rD,n = r−n+1.

(v) Im Fall γΓ,η =∞, k+ = M und k− = M − 1 gilt zusätzlich

τ−M = r+
M−1 = 0.

Bemerkung 7.4.15. Falls γΓ,η ∈ R, gilt für das zugehörige µN (η) aus Theorem 2.5.8 entweder

µN (η) < 1
4 und N = M − 1

oder

µN (η) > 1
4 und N = M.

Im Fall γΓ,η =∞ und µN (η) = 1
4 gilt ebenfalls N = M .

In den folgenden beiden Abschnitten leiten wir aus den Ergebnissen weitere Implikationen
für die Eigenwerte oberhalb und unterhalb von 1

4 ab.
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

7.5 Eigenwerte im Intervall ]1/4,∞[

Wie bereits in Korollar 3.3.12 können wir nun aus Satz 7.3.3 die Ableitung der Funktion

ϑ(τ) = −i log(ϕ(1
2 + iτ))

auf der kritischen Gerade G bestimmen und hierdurch die Maass-Selberg-Relation herleiten.

Satz 7.5.1. Für s = 1
2 + iτ mit τ > 0 gilt

ϑ′(τ) = 2 ln(η)− ||Eη( · , s)||2L2(X,µH) + 2 sin(ξ(τ)) cos(ξ(τ))
τ

.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass τ = τn(γ) > 0 zu einem Eigenwert λn(γ) > 1
4 vom Typ (a)

von ∆γ für γ ∈ R gehört. Dann sind nach Lemma 6.2.7 (a) die Parameter τ , γ und ϑ durch die
Gleichung

γ = 2τ tan(ξ(τ))− 1
2η , ξ(τ) = τ ln(η)− ϑ(τ)

2 ,

bestimmt. Diese Gleichung können wir zu

1 + 2ηγ = 2τ tan(ξ(τ)) (7.7)

umformen und somit wie folgt nach ϑ auflösen:

ϑ(τ) = 2τ ln(η)− 2 arctan
(1 + 2ηγ

2τ

)
+ πk, k ∈ Z.

Da τn lokal biholomorph von γ abhängt, können wir annehmen, dass k in einer Umgebung eines
Punktes τn(γ0) konstant ist. Demnach liefert Differenzieren

ϑ′(τ) = 2 ln(η)− 4(2τηγ′(τ)− (1 + 2ηγ))
4τ2 + (1 + 2ηγ)2 .

Einsetzen von (7.7) und der Formel für γ′(τ) aus Korollar 7.4.5 liefert

ϑ′(τ) = 2 ln(η)− 2ηγ
′(τ)− tan(ξ)

τ(1 + tan2(ξ))

= 2 ln(η)− 2 cos2(ξ) ·
(
η · 2τ ||Eη||2

τ · 4η cos2(ξ) −
tan(ξ)
τ

)

= 2 ln(η)− ||Eη||2 + 2sin(ξ) cos(ξ)
τ

.

Grenzwertbildung τn(γ)→ τ±n für γ →∞ liefert die Behauptung für alle τ > 0.

Bemerkung 7.5.2. Dieselbe Rechnung im obigen Beweis mit der normierten Eisensteinreihe Ẽη

aus Lemma 2.1.19 anstelle von Eη liefert die Formel

ϑ′(τ) = 2 ln(η)− 4||Ẽη( · , s)||2L2(X,µH) + 2 sin(ξ(τ)) cos(ξ(τ))
τ

.
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Hiernach können wir nun die zweite Ableitung von λn mithilfe der Formel

λ′′n(γ0) = 2 t
(1)(v(0), v(1)) + t(1)(v(0), v(1))

(v(0), v(0))
− 4λ′n(γ0) · Re (v(0), v(1))

(v(0), v(0))
(7.8)

aus Satz 7.3.1 bestimmen. Als Eigenfunktion v verwenden wir hierbei erneut die normierte
Eisensteinreihe Ẽ(z, s) aus Lemma 2.1.19, um den Vorfaktor c0(s) bei der Bestimmung der
Parameterableitung ∂sE( · , s) nicht berücksichtigen zu müssen.

Da t(1) in unserem Fall nur vom absoluten Term der Eisensteinreihe abhängt, können wir
den ersten Summanden aus (7.8) exakt bestimmen. Das Skalarprodukt (v(0), v(1)) können wir
nicht berechnen, da ∂sE( · , s) für s 6= 1

2 keine verallgemeinerte Eigenfunktion ist (s. Bemer-
kung 2.5.9 (v)) und wir daher nicht auf die Maass-Selberg-Relation zurückgreifen können.

Satz 7.5.3. Es sei n ∈ N so, dass λn(γ) > 1
4 für alle γ ∈ R. Es sei Ẽ( · , sn(γ)) die zugehörige

Eisensteinreihe, normiert wie in Lemma 2.1.19. Dann gilt

λ′′n(γ0) = 4η
2 cos2(ξ(τn(γ0))) sin(ξ(τn(γ0)))
||Ẽη( · , sn(γ0))||2L2(X,µH)

·

−2 + sin(ξ(τn(γ0))) cos(ξ(τn(γ0)))
τn(γ0) · ||Ẽη( · , sn(γ0))||2L2(X,µH)


− 4

η cos2(ξ(τn(γ0))) · Re (Ẽη( · , sn(γ0)), ∂sẼη( · , s)|s=sn(γ0))
||Ẽη( · , sn(γ0))||2L2(X,µH)

.

Beweis. Es sei γ0 ∈ R. Wir wenden Satz 7.3.1 an auf die Eigenfunktion vn[γ] = Ẽη( · , sn(γ)).
Der einfacheren Notation halber schreiben wir für den Beweis nur v[γ], da n fest ist. Die ersten
beiden Koeffizienten der Taylorentwicklung von v[γ] nach γ im Punkt γ0 sind gegeben durch

v(0) = Ẽη( · , sn(γ0)), v(1) = ∂γẼ
η( · , sn(γ))|γ=γ0 .

Die Kettenregel liefert
v(1) = s′n(γ0) · ∂sẼη( · , s)|s=sn(γ0),

und wegen sn(γ) = 1
2 + iτn(γ) gilt

s′n(γ0) = i
|Ẽ0(η, sn(γ0))|2

2τn(γ0) · ||Ẽη( · , sn(γ0))||L2(X,µH)
.

Für den zweiten Faktor des absoluten Terms von v(1) gilt

∂sẼ0(η, s) = ∂

∂s

√
η cos(ξ(τ)) = −∂sξ(τ) · √η sin(ξ(τ)).

Die Ableitung von ξ nach s kann nach Bemerkung 7.5.2 durch

∂sξ(τ) = −i
(

ln(η)− ϑ′(τ)
2

)
= −i

(
2||Ẽη( · , s)||2L2(X,µH) −

sin(ξ(τ)) cos(ξ(τ))
τ

)
beschrieben werden. Nun liefert Einsetzen dieser Terme

v
(0)
0 (η) · v(1)

0 (η) = η2 cos2(ξ(τn(γ0))) sin(ξ(τn(γ0))) ·
(
−2 + sin(ξ(τn(γ0))) cos(ξ(τn(γ0)))

τn(γ0) · ||Ẽη( · , sn(γ0))||2

)
.
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Da dieser Term reellwertig ist, gilt

t(1)(v(0), v(1)) = t(1)(v(1), v(0)) = v
(0)
0 (η) · v(1)

0 (η).

Wegen t(2)( · ,−) = 0 ist die zweite Ableitung von λn nach Satz 7.3.1 somit gegeben durch

λ′′n(γ0) = 4 t
(1)(v(0), v(1))
(v(0), v(0))

− 4λ′n(γ0) · (v(0), v(1))
(v(0), v(0))

= 4η
2 cos2(ξ(τn(γ0))) sin(ξ(τn(γ0)))
||Ẽη( · , sn(γ0))||2L2(X,µH)

·

−2 + sin(ξ(τn(γ0))) cos(ξ(τn(γ0)))
τn(γ0) · ||Ẽη( · , sn(γ0))||2L2(X,µH)


− 4

η cos2(ξ(τn(γ0))) · Re (Ẽη( · , sn(γ0)), ∂sẼη( · , s)|s=sn(γ))
||Ẽη( · , sn(γ0))||2L2(X,µH)

.

Die Konvergenz der Eigenwerte µj(η) für η → ∞ aus Theorem 2.5.8 zusammen mit Theo-
rem 7.4.14 liefert eine analoge Aussage über die Konvergenz der Eigenwerte λn(γ).

Satz 7.5.4. Es seien (λn(γ, η))n∈N die Eigenwerte von ∆γ zum Parameter η > pΓ. Es sei N ∈ N
die Anzahl der Eigenwerte xk im Intervall [0, 1

4 [ von ∆Γ wie in Theorem 2.5.8. Dann gibt es für
jedes n > N + 1 und δ > 0 ein η0 > pΓ, sodass für alle η ≥ η0 und γ ∈ R gilt

|λn(γ, η)− 1
4 | < δ.

Beweis. Es sei n > N + 1 fixiert, sodass

1
4 < µn−1(η) ≤ λn(γ, η) ≤ µn(η)

für alle γ ∈ R. Nach Theorem 2.5.8 (ii) konvergieren µn−1(η) und µn(η) für η → ∞ jeweils
gegen 1

4 , woraus die Behauptung nach dem Sandwich-Satz folgt.

Da unterhalb von 1
4 nur endlich viele Eigenwerte liegen, folgt aus der Weylschen Asymptotik

für den klassischen Pseudo-Laplace-Operator (Theorem 2.5.13), dass auch der Operator ∆γ für
jedes γ ∈ R die Weylsche Asymptotik erfüllt.

Satz 7.5.5 (Weylsches Gesetz für den Robin-Pseudo-Laplace-Operator). Es sei

Nγ
Γ(R) = #{|λn| ≤ R | λn ∈ σ(∆γ)}.

Dann gilt für jedes γ ∈ R̂

Nγ
Γ(R) ∼ R · vol(Γ\H)

4π , R→∞.

Das asymptotische Wachstum der Zählfunktion für die Eigenwerte vom Typ (II) hängt mit
dem Abstand von je zwei aufeinanderfolgenden Eigenwerten zusammen. Für diesen Abstand
können wir eine Integralformel angeben.
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Theorem 7.5.6. Für n > N + 1 gilt

τD,n − τD,n−1 =
∫ ∞
−∞

τ ′n(γ) dγ (7.9)

mit
τ ′n(γ) = |E0(η, sn(γ))|2

2τn(γ)||Eη( · , sn(γ))||2L2(X,µH)
.

Ferner gilt

µn − µn−1 =
∫ ∞
−∞

λ′n(γ) dγ =
∫ ∞
−∞

|E0(η, sn(γ))|2

||Eη( · , sn(γ))||2L2(X,µH)
dγ. (7.10)

Beweis. Nach Theorem 7.4.14 existiert das uneigentliche Integral

τD,n − τD,n−1 =
∫ ∞
−∞

τ ′n(γ) dγ

für alle n ≥ 2. Für n > N + 1 hat τ ′n(γ) die behauptete Gestalt. Das gleiche Argument liefert
die Behauptung für den Abstand µn − µn−1 der Eigenwerte.

Die Konvergenz der Eigenwerte µn(η) für η →∞ (Theorem 2.5.8 und Satz 7.5.4) impliziert
ferner, dass für jedes n > N + 1 gilt

τD,n(η)− τD,n−1(η)→ 0, η →∞. (7.11)

Unter Verwendung der Normierung Ẽ für die Eisensteinreihe aus Lemma 2.1.19 besitzt der
Zähler des Integranden aus (7.9) die Gestalt

η cos2(ξ(τn(γ))) = η cos2
(

ln(η)τn(γ)− ϑ(τn(γ))
2

)
.

Der Nenner ist gegeben durch

τn(γ) · ln(η)
2 − τn(γ) · ϑ

′(τn(γ))
4 + sin(ξ(τn(γ))) cos(ξ(τn(γ)))

2 .

Die Konvergenz in Gleichung (7.11) impliziert demnach einen Wachstumszusammenhang zwi-
schen τn und η.

Ferner muss die Konvergenz des Integrals (7.9) durch den Zähler erzwungen werden, da der
Nenner des Integranden für γ ∈ R̂ nach oben und unten beschränkt ist.

Korollar 7.5.7. Für n > N + 1 gilt∫ ∞
−∞

cos2(ξ(τn(γ))) dγ <∞.

Beweis. Es gibt C1, C2 > 0, sodass für alle γ ∈ R̂ gilt

C1 ≤ τn(γ)||Eη( · , sn(γ))||2L2 ≤ C2.

Daher gibt es ein C̃2 > 0 mit∫ ∞
−∞

τ ′n(γ) dγ ≥ C̃2

∫ ∞
−∞

cos2(ξ(τn(γ))) dγ.
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Korollar 7.5.8. Es gibt C > 0 und γ0 > 0, sodass für alle γ ≥ γ0 gilt

cos2(ξ(τn(γ))) < C

γ
.

Beweis. Anderenfalls gibt es für jedes R > 0 ein c(R) > 0, sodass∫ R

−R
cos2(ξ(τn(γ))) dγ ≥ c(R) ln(R).

Bemerkung 7.5.9. Aus
cos2(ξ(τn(γ))) < C

γ

für γ ≥ γ0 folgt

| cos(ξ(τn(γ)))| < C̃
√
γ
.

Da der Cosinus für γ ∈ R keine Nullstellen hat, ist er auf dem betrachteten Intervall entweder
überall positiv oder überall negativ. Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass cos(ξ) > 0 und

cos(ξ(τn(γ))) < C̃
√
γ

für alle γ ≥ γ0.

In Satz 2.5.11 wurde gezeigt, dass das Argument

ξ(τ) = τ ln(η)− ϑ(τ)
2

des Cosinus für τ > τ0 streng monoton steigend ist. Andererseits folgt aus der Monotonie von Tn
und Theorem 7.4.14 das folgende Korollar.

Korollar 7.5.10. (i) Für jedes n > N + 1 gibt es ein k(n) ∈ Z, sodass

ξ(τn(R)) =
]
−π2 + πk(n), π2 + πk(n)

[
.

(ii) Es gibt ein n0 ∈ N, sodass für alle n ≥ n0 die Funktion

γ 7→ ξ(τn(γ))

streng monoton steigend ist.

Folgerung 7.5.11. Für hinreichend große n ≥ n0 und γ ≥ γ0 gilt ξ(τn([γ0,∞[)) ⊆ ]0, π2 [ mod 2π.
Auf diesem Intervall ist der Cosinus positiv und streng monoton fallend. Dasselbe gilt für die
Umkehrfunktion, die modulo 2π durch den Arcuscosinus gegeben ist. Daraus folgt für n ≥ n0

und γ ≥ γ0

ξ(τn(γ)) > arccos
(
C̃
√
γ

)
mod 2π

und
ϑ(τn(γ))

2 < ln(η)τn(γ)− arccos
(
C̃
√
γ

)
mod 2π.

Der implizite Summand aus 2πZ hängt von n ∈ N ab.
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7.6 Eigenwerte im Intervall ]0, 1/4[

Jedes λ ∈ ]0, 1
4 [∩σ(∆Γ) gehört entweder zur Folge (νn)n∈N vom Typ (I) oder zu einem der N−1

Eigenwerte
0 < x2 < . . . < xN

vom Typ (II) des klassischen Laplace-Operators ∆Γ. Diese sind nach Satz 2.3.5 zu den Po-
len s2, . . . , sN im Intervall ]1

2 , 1[ der Streumatrix ϕ assoziiert, was nach unserer Typisierung
einem Eigenwert vom Typ (b) entspricht.

In Beispiel 2.1.18 wurde gezeigt, dass die Streumatrix ϕ der Modulgruppe PSL2(Z) au-
ßer s1 = 1 keine Pole im Intervall ]1

2 , 1] besitzt. Also gilt in diesem Fall N = 1.
Da R von den Intervallen L̄k, bestehend aus den Eigenwerten der ∆γ , γ ∈ R̂, überdeckt

wird, und ∆∞ keine Eigenwerte vom Typ (b) oder (c) hat (Satz 6.2.10), gibt es γ1, . . . , γN ∈ R
und j1, . . . , jN ∈ N, sodass

xk = λjk(γk) für alle 1 ≤ k ≤ N

ein Eigenwert vom Typ (b) von ∆γk ist. Wir haben bereits gezeigt, dass für x1 = 0 und s1 = 1
gilt

γ1 = 0 und j1 = 1.

Da die Folgen (xk)1≤k≤N und (λn(γ))n∈N jeweils aufsteigend angeordnet sind, gilt

j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jN .

Satz 7.6.1. Für alle k ∈ {1, . . . , N} gilt jk = k.

Beweis. Es sei k ∈ {1, . . . , N − 1}. Wir nehmen zuerst an, dass

jk+1 > jk + 1.

Nach den Überlegungen aus dem vorherigen Abschnitt gilt

rjk(γk) ∈ J−jk .

Nach der Annahme liegt nun zwischen J−jk und J−jk+1
ein nichtleeres Intervall J−n . Dann gibt es

k < n < k + 1, sodass
µk−1 < xk < µk < µn < xk+1 < µk+1.

Das ist ein Widerspruch.
Als zweites sei angenommen, dass

jk+1 = jk =: j0.

Dann liegen auf dem Graphen C0 = {(γ, λj0(γ)) | γ ∈ R} zwei verschiedene Eigenwerte vom
Typ (b). Nach Theorem 2.5.8 muss aber zwischen zwei Eigenwerten xk und xk+1 ein Eigen-
wert µk von ∆∞ liegen. Nach Theorem 7.4.14 können die Punkte (γk, xk) und (γk+1, xk+1)
nicht beide auf der Kurve C0 liegen.
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Satz 7.6.2. Es sei sk einer der N Pole von ϕ im Intervall ]1
2 , 1]. Dann gilt

pΓ ≥
( 1
−ϕ′(1− sk) · (2sk − 1)

)1/(2sk−1)

=
(Ressk(ϕ)

(2sk − 1)

)1/(2sk−1)

.

Beweis. Nach Korollar 7.2.2 ist die Ableitung von γ in sk gegeben durch

γ′(sk) = 1
η

+ 2sk − 1
η2(1−sk) · ϕ

′(1− sk).

Andererseits gilt nach Satz 2.1.17, dass die Residuen der Polstellen sk im Intervall ]1
2 , 1] alle

positiv sind. Da ϕ(sk) ein einfacher Pol und durch die Funktionalgleichung

ϕ(sk) = 1
ϕ(1− sk)

bestimmt ist, folgt

Ressk(ϕ) = Ressk
( 1
ϕ(1− s)

)
=
( d

dsϕ(1− s)
)−1 ∣∣∣∣

s=sk
= − 1

ϕ′(1− sk)
> 0.

Also gilt ϕ′(1− sk) < 0. Wir betrachten nun die Gleichung

γ′(sk) = 1
η

+ 2sk − 1
η2(1−sk) · ϕ

′(1− sk) = 0.

Durch elementare Termumformungen erhalten wir

ϕ′(1− sk) = − η1−2sk

2sk − 1 .

Da sk ∈ ]1
2 , 1], ist die rechte Seite negativ für alle η > 0 in Übereinstimmung mit dem Vorzeichen

von ϕ′(1− sk). Umformen nach η liefert

η =
( 1
−ϕ′(1− sk) · (2sk − 1)

)1/(2sk−1)

. (7.12)

Ist das hierdurch definierte η größer als pΓ, dann ist die Familie (∆γ)γ∈Ĉ von Pseudo-Laplace-
Operatoren wohldefiniert. Dies liefert einen Widerspruch dazu, dass die Eigenwertfunktion λk(γ)
im Punkt γ(sk) ∈ R differenzierbar sein muss, weil alle Verzweigungspunkte echt komplex sind.
Also muss die rechte Seite von (7.12) kleiner oder gleich pΓ sein.

Beispiel 7.6.3. Nach Satz 2.1.17 ist das Residuum im Pol s1 = 1 gegeben durch

Res1(ϕ) = 1
vol(Γ\H) .

Aus Satz 7.6.2 folgt daher
vol(Γ\H) ≥ 1

pΓ
.

Dies können wir direkt nachrechnen, denn durch Zerlegung von Γ\H in einen kompakten TeilXpΓ

und der Spitzenregion SpΓ erhalten wir

vol(Γ\H) >
∫ ∞
pΓ

dy
y2 = 1

pΓ
.
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Ẽ, Ẽ(z, s), 31
E , 29
E(I),γ(λ), 102
E(II),γ(λ), 102
Em, Em(y, s), 28
Eγ(λ), 102
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em(x), 27
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L2
η, 34, 39

Lk, 92, 110, 117
L

(2)
n , 118

Lm , 81, 87
Ln, 139

M , 134

N , 80
Nγ

Γ(R), 142
Nη
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Rn, 135
r, r(s), 99, 100
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rn, 135
r±n , 137

S, 100
Ŝ, 100
Sγ , 94
Sη, 19
ŝ, 100
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Tn, 135
Tγ , 86
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W (T ), 67
W (t), 65
WΓ(T ), 37
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z(f), 80

Γ∞, 13
Γ(n), 14
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∆D, 93
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∆Γ, 34
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∆η, 39
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Θ, 26
ΘR, 35
Θη, 39
ϑ, 30
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µH, 12
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νn, (νn)n∈N, 35

ξ, 31, 32, 114
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σ1, σ1(∆γ), 98
σ2(∆γ), 98

τ , τ(s), 99, 100
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τn, 135
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ψ, ψη, ψη[r], 48
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