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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine Stérungstheorie fiir Pseudo-Laplace-Operatoren auf Riemannschen
Fléachen X mit einer Spitze entwickelt, die als Quotient der hyperbolischen Ebene H nach einer
diskreten Untergruppe der PSLy(R) dargestellt werden kénnen. Fiir jede Spitze von X gibt es
eine Eisensteinreihe E(z,s), welche die Gleichung AE(z,s) = s(1 — s)E(z, s) fir z € H erfiillt,
aber nicht L?-integrierbar auf X und daher keine echte Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-
Operators A ist. Der Pseudo-Laplace-Operator A7 von Colin de Verdiere ist so konstruiert, dass
er als echte Eigenfunktionen Eisensteinreihen E(z, s) besitzt, bei denen der konstante Term Ej
der Fourierentwicklung in einer Spitzenregion abgeschnitten wird. Das Ziel unserer Storungs-
theorie ist es, Informationen iiber die Eisensteinreihe und ihre Streumatrix ¢ zu erhalten.

Fiir die Storung verfolgen wir zwei verschiedene Ansétze. Der erste verwendet das Minimum-
Maximum-Prinzip, um den Operator A" in dem reellen Parameter 1 > 0 zu storen, in dem Fj
trunkiert wird. Dieser Ansatz liefert eine Formel fiir die erste Ableitung der Eigenwerte 1, (n)
von A" sowie eine Formel fiir die logarithmische Ableitung von ¢, welche durch die Maass-
Selberg-Relation bereits bekannt ist. Fiir die zweite Ableitung erhalten wir eine Abschéitzung,
deren Implikationen fiir die Phasenfunktion 9 und die Ordnung von ¢ unklar sind. Wir kénnen
aber eine Differentialgleichung fiir ¥ angeben, welche die zweite Ableitung p! (n) enthélt.

Der zweite Ansatz verwendet die holomorphe Stérungstheorie, die von Rellich und Kato
entwickelt wurde. Hierzu konstruieren wir eine neue Familie (A,)yec von Pseudo-Laplace-
Operatoren, indem wir die Dirichlet-Bedingung bei n durch eine Bedingung fi(n) = —vfo(n)
vom Robin-Typ ersetzen. Die Operatoren A, sind genau dann selbstadjungiert, wenn v reell
ist, und m-sektoriell im allgemeinen Fall. Eines unserer Ergebnisse ist, dass A" die holomorphe
Fortsetzung von A, im unendlich fernen Punkt ist.

Im Hauptteil der Arbeit wird das Spektrum von A, untersucht. Es wird gezeigt, dass A,
wie A" ein diskretes Spektrum bestehend aus Spitzenformen und trunkierten Eisensteinreihen

besitzt. Wir geben eine Klassifizierung der Eigenwerte und Eigenfunktionen in Abhéngigkeit
Ey(m,s)
Bo(n.s)
héngt. Wir diskutieren, wann die Eigenwerte A(7) von A, differenzierbar sind, und berechnen

von ¢ an, und zeigen, dass der Eisenstein-Robin-Quotient v = — holomorph von s ab-
ihre ersten beiden Ableitungen. Fiir v € R gibt es eine vollstdndige Folge holomorpher Eigen-
wertfunktionen (A, (7))nen. Wir zeigen, dass die Bildmengen L, = A,(R) dieser Funktionen
disjunkte Intervalle sind so, dass die Vereinigung aller L,, die reelle Achse iiberdeckt. Im letzten
Teil der Arbeit leiten wir Folgerungen fir die ,kleinen“ Eigenwerte im Intervall |0, i[ ab, die zu
Polen von ¢ assoziiert sind, sowie fiir die Eigenwerte im Intervall H, oo[. Fiir letztere wird eine

Integralformel fiir den Abstand zweier aufeinanderfolgender Eigenwerte von A" hergeleitet.






Summary

In this thesis, we study the perturbation of Pseudo-Laplace operators on Riemannian surfaces X
with one cusp which can be represented by a quotient of the hyperbolic plane H by the action of a
discrete subgroup of PSLy(R). For each cusp of X, there exists an Eisenstein series F(z, s) which
fulfills the equation AE(z,s) = s(1—s)E(z, s) for each z € H, but is not square integrable on X
and therefore no proper eigenfunction of the Laplace-Beltrami operator A. To get an operator
which has the Eisenstein series as proper eigenfunctions, Colin de Verdiére constructed the class
of Pseudo-Laplace operators A" by cutting off the constant term FEy of the Fourier expansion
of E(z,s) in a cusp neighbourhood. The goal of our perturbation theory is to gain information
about the Eisenstein series and its scattering matrix ¢.

For the perturbation of the Pseudo-Laplacian, we have two different approaches. First, we
give a real perturbation theory of the point n > 0 at which FEj is truncated using the min-max
principle. This approach gives a formula for the first derivative of the eigenvalue p,(n) of A"
and a formula for the logarithmic derivative of o, that is already known by the Maass-Selberg
relation. For the second derivative, this method gives an estimate, the implications of which
regarding the phase function ¥ and the order of ¢ on the critical line % + 47 remain unclear.
However, we find a differential equation for ¥ involving the second derivative p!(n).

The second approach uses the holomorphic perturbation theory established by Rellich and
Kato. To apply this theory, we construct a new class of Pseudo-Laplacians (A, ),cc by changing
the Dirichlet boundary condition at 1 to a condition fj(n) = —vfo(n) of Robin type. The
operators A, are selfadjoint if and only if v is real, but m-sectorial in the general case. One of
our results is that A" is the holomorphic continuation of A, at infinity.

The main part of this thesis is the study of the spectrum of A,. We will show that as A",
A, has discrete spectrum consisting only of cusp forms and truncated Eisenstein series. We

will give a classification of the eigenvalues and eigenfunctions depending on the behaviour of

Ey(n,s)
N Eg(n,S)
holomorphically on s. We will discuss in which cases the eigenvalues () of A, are differentiable,

the scattering matrix ¢, and show that the Eisenstein-Robin quotient v = depends
and compute their first and second derivative. When + is real, we have a complete set of
holomorphic eigenvalue functions (A, (7))nen. We will show that the images L, = A, (R) of
these functions are disjoint intervals such that the union of L, covers the whole real axis. In
the last part of the thesis, we will draw some conclusions for the “small“ eigenvalues below %
which are associated with poles of ¢, and the eigenvalues greater than i. In the latter case, we

will derive an integral formula for the distance between two subsequent eigenvalues of A",
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Einleitung

Pseudo-Laplace-Operatoren sind 1982 von Colin de Verdiere als Verallgemeinerung des klassi-
schen Laplace-Operators A auf einer vollstdndigen Riemannschen Fléche X mit Spitzen einge-
fithrt worden ([3], [4]). Die Motivation hierzu besteht in der Existenz verallgemeinerter Eigen-

funktionen, welche zwar der Eigenwertgleichung
Af=Af

geniigen, aber nicht L?(X)-integrierbar sind und daher nicht zum Punktspektrum von A ge-
horen. Diese Funktionen heiflen Fisensteinreihen. Der Pseudo-Laplace-Operator A" wird von
Colin de Verdiéere als selbstadjungierter Operator konstruiert, dessen Spektrum diskret ist und
nur aus echten und verallgemeinerten Eigenfunktionen von A besteht.

Die Abhéngigkeit des Pseudo-Laplace-Operators von einem reellen, positiven Parameter 7
motiviert es, die Familie (A"), mit der Stérungstheorie linearer Operatoren nach Rellich ([22],
[23], [24], [25], [26]) und Kato [13] zu untersuchen. Die Stérungstheorie beschéftigt sich mit der
Frage, inwiefern sich das Spektrum eines linearen Operators Ty verdndert, wenn er durch eine
Storung der Form

T.=To+e-Ty

fiir e < 1 aus einer reellen oder komplexen Umgebung der Null veréndert wird. Insbesondere
wird die Frage nach einer analytischen oder holomorphen Stérung gestellt.

Der ,klassische” Pseudo-Laplace-Operator A" fligt sich in die Stérungstheorie, die von Kato
bereitgestellt wird, aufgrund der spezifischen Rolle des Parameters n nicht auf eine ersichtli-
che Weise ein. Wir fithren daher eine neue Klasse von Pseudo-Laplace-Operatoren ein, welche
eine holomorphe Stérungstheorie erlaubt. Wir nennen diese Operatoren Robin-Pseudo-Laplace-
Operatoren, da sie durch eine Randbedingung

ou
o

vom Robin-Typ charakterisiert werden, und schreiben (A, )¢ fiir die Familie. Diese Operato-

+yu =0

ren sind im Allgemeinen nicht mehr selbstadjungiert, ermdoglichen es aber, jede Eisensteinreihe
als Eigenfunktion eines Operators aus der Familie darzustellen. Als eines der Hauptresultate
der Arbeit wird gezeigt, dass der klassische Pseudo-Laplace-Operator A" die holomorphe Fort-
setzung der Familie (A,)ycc in den unendlich fernen Punkt ist,! sodass wir eine holomorphe

Familie (A'Y)VEC auf der gesamten Riemannschen Zahlensphére erhalten.

'Dies ist so zu verstehen, dass die Familie (A,),cc von einem einmal fest gewithlten 7 abhéingt und in ~y

holomorph variiert wird.
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Die Familie (A),ec zeichnet sich dadurch aus, dass sie die Voraussetzungen des folgenden

Resultats der Stérungstheorie unbeschriankter Operatoren in Hilbertraumen erfiillt.?

Theorem (Rellich; Kato [13], VII, Theorem 3.9 und Bemerkung 4.22; s. Theorem 4.3.19). Es
sei (T,).cu eine selbstadjungierte holomorphe Familie von Operatoren vom Typ (A) oder (B)
mit kompakter Resolvente. Dann gibt es eine Folge (fn[z])nen der Eigenvektoren von T, und

eine Folge (A, (2))nen der zugehdrigen Eigenwerte, sodass
(i) fir x € UNR die Folge (fn|z])nen ein vollstindiges Orthonormalsystem von H bildet,

(ii) fir jedes n € N eine komplexe Umgebung U,, von U NR ezistiert, sodass fn|u, und A\p|u,

holomorph in z sind.

Vom Typ (A) oder (B) zu sein, bedeutet, dass der Definitionsbereich D(T) des Operators T,

oder der Definitionsbereich D(t,) der zugrundeliegenden Sesquilinearform t, mit
t.(u,v) = (TLu,v), u € D(Ty), ve D(t,),

nicht von dem Parameter z abhéngt. Dieser Satz ist in dem Sinne ,optimal“, dass er im

Allgemeinen falsch wird, wenn man auf die Bedingung (A) oder (B) verzichtet.

Bevor die Konstruktion der Pseudo-Laplace-Operatoren genauer erklért werden kann, wird

zundchst ein konzeptionelles Verstdndnis der betrachteten Flachen bendtigt.

Die Riemannsche Fliche I'\H

Eine Riemannsche Fldche ist eine eindimensionale komplexe topologische Mannigfaltigkeit mit
einer komplexen Struktur, d.h. einer Aquivalenzklasse von Atlanten mit holomorphen Karten-
wechseln.

Die obere Halbebene H zusammen mit der hyperbolischen Metrik

_ dzdy

dg
y2

ist eine Riemannsche Flache, bekannt als das Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene. Es
handelt sich in dem Sinne um eine hyperbolische Mannigfaltigkeit, dass (H, g) von konstanter
negativer Schnittkriimmung —1 ist.

Die Riemannsche Metrik ¢ ist invariant unter Mobiustransformationen, die als Automor-
phismen auf der oberen Halbebene H operieren. Daher wird der durch die Gruppenoperation
von Aut(H) induzierte Quotient

M\H,

wieder zu einer Riemannschen Fliache, wenn I' eine diskrete Untergruppe der PSLa(R) ist. Eine

solche Gruppe heift Fuchssch.

2Fiir die Giiltigkeit des Resultats muss der unendlich ferne Punkt ausgenommen werden.



Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die Modulgruppe PSLa(Z), die von der Translation
z—=z+1
und der Spiegelung an der Einheitskreisscheibe

1
Z = ——
z

erzeugt wird. Wir bezeichnen eine solche Fliache I'\H ab nun mit X.

Die Funktionen auf X heiflen automorph, da fir alle v € I' und 2z € H gilt

fyz) = f(2).

Automorphe Funktionen sind bereits im 19. Jahrhundert beispielsweise von Felix Klein und
Henri Poincaré untersucht worden. Erst in der Mitte des 20. Jahrhunderts verband Atle Selberg
die Theorie der Fuchsschen Gruppen und automorphen Funktionen mit der Spektralanalyse
von Laplace-Operatoren auf X im Sinne der Theorie selbstadjungierter Operatoren auf Hilbert-
raumen.? Auf kompakten Flichen X gilt der Spektralsatz fiir unbeschrénkte selbstadjungierte
Operatoren mit kompakter Resolvente. Wesentlich interessanter ist der Fall, dass X nicht kom-
pakt ist, aber ein Fundamentalgebiet von endlichem hyperbolischen Volumen besitzt, wie im
Falle der PSLy(Z) mit vol(PSLa(Z)\H) = %.

Ahnlich wie bei einem Gitter im R™ lisst sich die Fliche T'\H mit einem Fundamentalgebiet
identifizieren, das genau einen Reprasentanten jedes Orbits I'z € I'\H enthélt. Die Fundamen-
talgebiete induzieren eine Parkettierung der oberen Halbebene, wie in Abbildung 1 am Beispiel
der PSLy(Z) illustriert.

1.5

-2.0 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Abbildung 1: Parkettierung der oberen Halbebene fiir die PSLo(Z)

Die Fundamentalgebiete aus Abbildung 1 sind kurvig berandete Dreiecke. Da ihre Seiten
Geoddten der hyperbolischen Ebene H sind, handelt es sich tatséchlich um Polygone im geome-
trischen Sinn. Jedes Fundamentalgebiet in Abbildung 1 hat entweder eine Ecke im unendlich

fernen Punkt oo der Riemannschen Zahlensphére oder in R. Ein solcher Eckpunkt, der in der

3Fiir den historischen Uberblick s. Venkov [31], Kapitel 1.
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hyperbolischen Metrik unendlich weit entfernt ist, heif3t Spitze.

Die Spitzen sind der Grund dafiir, dass die Flache X nicht kompakt ist. Insbesondere existiert
nur in diesem Fall die Eisensteinreihe E(z,s) im Sinne der verallgemeinerten Eigenfunktionen,

und eine sinnvolle Definition des Pseudo-Laplace-Operators.

Pseudo-Laplace-Operatoren

Mit der Konvention von Colin de Verdiere [4] kdnnen wir stets annehmen, dass eine Spitze in oo
liegt,* und I" die Translation
z—z+1

enthélt. Dann ist jede I'-automorphe Funktion 1-periodisch in z-Richtung und besitzt eine

Fourierentwicklung

flatiy)=foly)+ D fmly)e™m.

meZ\{0}

Fir die Eisensteinreihe hat diese Fourierreihe die Gestalt

E(z+1iy,s) =y° + o(s)y' =% + Z cm(s)\/QKS,l/Q(27T|m\y)62mmx.
meZ\{0}
Hierbei ist s € C ein Parameter, ¢(s), ¢, (s) sind komplexe Koeffizienten, und K, (x) bezeichnet
die modifizierte Besselfunktion zweiter Art. Es ist ein klassisches Resultat von Selberg, dass
die Eisensteinreihe fiir Re s > 1 absolut konvergiert, und eine meromorphe Fortsetzung nach C
besitzt (s. Theorem 2.1.14). Sie ist aber nicht L?(X)-integrierbar, da der in = konstante Term

Eo(y,s) = y* + p(s)y**

fiir y — oo wéchst wie

maX{yRes’ yl—Res}'

Fir jedes s € C ist einer der Terme Re s oder 1 — Re s grofler oder gleich %, und somit wachst

das Integral

dx dy
’EO(Z/; 8)|2 yg

/Xﬂ{Y<Im(z)<7]}
fir ein festes, hinreichend groies Y > 0 mindestens so schnell wie In(n) fir n — oo.
Durch ,,Abschneiden* des konstanten Terms an einer fest gewéhlten Stelle n > 0 wird die
Funktion
E(z,s), Imz <,
(s, 5) = (2,9) U
E(Z) S) - EO(Za 5)) Imz > m,
zu einer Funktion in L?(X). E" wird als trunkierte Eisensteinreihe bezeichnet. Wihrend die

urspriingliche Eisensteinreihe die Eigenwertgleichung

AE(z,s) = s(1 —s)E(z,s)

Dies erleichtert die Notation und stellt keine Beschrinkung der Allgemeinheit dar (s. Abschnitt 1.2).



erfiillt, ist die trunkierte Eisensteinreihe jedoch nicht mehr im klassischen und héchstens einmal
im schwachen Sinn differenzierbar. Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdiere wird
gerade so definiert, dass er in genau einem Punkt 7 eine nicht differenzierbare Stelle zulésst.

Dies geschieht formal durch die Definition der nichtnegativen quadratischen Form

a() = [ (erad fgrad f)

auf dem Unterraum
Ay ={f € H(X) | fo(y)ljn.eof = 0}

von L?(X), und die anschlieBende Konstruktion des Operators A" als die Friedrichserweiterung

beziiglich der Form ¢. Die Bedingung f € H'(X) in der Definition von %, impliziert die
Stetigkeit des konstanten Terms fy der Fourierentwicklung in 7. Daher sind die Eigenfunktionen

von A" alle verallgemeinerten Eigenfunktionen von A mit

fo(n) =0.

Die Bedingung fo(n) = 0 konnen wir als eine Art von Dirichlet-Randbedingung verstehen,
wenn wir den konstanten Term fy als Funktion auf einem offenen Intervall der Form Iy =|r, 7|
mit Rand 7n betrachten, wiahrend alle anderen Fourierkoeffizienten auf einem unbeschrankten
Intervall der Form |r, oo definiert sind. Hierbei ist zu beachten, dass dies nur fiir hinreichend
grofle r > 0 sinnvoll ist, da das Fundamentalgebiet von I' im unteren Teil von endlich vielen
Stiicken von Halbkreisen berandet wird.

Diese Betrachtungsweise motiviert es, die Randbedingung an fy auf 91y durch eine Robin-

Randbedingung
fon) +~fo(n) =0 (1)
zu ersetzen, wobei y € C beliebig gesetzt werden kann. Wenn wir (1) umformulieren zu
__fow)
fo(n)

und annehmen, dass fo(n) und fj(n) nicht gleichzeitig verschwinden, sehen wir auferdem, dass
eine Nullstelle von fjy in 1 bedeutet, dass v = oo gilt.

Die Unterscheidung, ob der konstante Term fy einer Eigenfunktion eines Pseudo-Laplace-
Operators identisch Null ist (Eigenwerte vom Typ (I)) oder nicht (Eigenwerte vom Typ (II)),
ist grundlegend. Die Eigenwerte vom Typ (I) heilen Spitzenformen und werden in dieser
Arbeit nicht weiter untersucht. Die Eigenwerte vom Typ (II) sind im Wesentlichen, d.h. bis
auf einzelne Punkte, in denen die Eisensteinreihe einen Pol besitzt oder identisch verschwindet,

trunkierte Eisensteinreihen.

Bevor Aufbau und Inhalte der Arbeit skizziert werden, soll in einem kurzen Abschnitt moti-
viert werden, welche mathematischen Problemstellungen die Beschéftigung mit Eisensteinreihen

interessant machen.
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Eisensteinreihen

Die Eisensteinreihe F(z,s) spielt in verschiedenen innermathematischen und physikalischen
Situationen eine Rolle. Hierbei interessiert man sich vor allem fiir den Koeffizienten ¢(s) ihres
konstanten Terms. Wir bezeichnen ¢(s) nach Lax und Phillips [17] als Streumatriz. In unserem
Fall, in dem wir nur eine Spitze in oo betrachten, ist ¢(s) eine skalarwertige Funktion.

Wir wollen an dieser Stelle nur auf zwei Fragestellungen im Zusammenhang mit der Eisen-
steinreihe eingehen. Auf diese Fragen werden wir auch im Laufe der Arbeit zuriickkommen,
indem wir Implikationen der entwickelten Storungstheorie herausarbeiten.

Die erste Frage, fiir die wir uns interessieren, ist die asymptotische Verteilung der Eigenwerte
des klassischen Laplace-Operators Ap der Flache I'\H. Fiir den nicht kompakten Fall gilt die
Weyl-Selbergsche Asymptotik

(C\H)

|
Nr(T) + Wr(T) ~ T2 2 =, T,
T

welche eine Folgerung aus der Selbergschen Spurformel ist (s. Iwaniec [11], Theorem 10.2 und
§11.1). Hierbei ist Np(T) die Zahlfunktion der Eigenwerte, die kleiner als 72 sind, und Wr(T)

die Windungszahl
1 /Ty /1
—*/ L <+iT> dr

ar Jor ¢ \2
der Streumatrix ¢. Die Weyl-Selberg-Asymptotik ist eine Verallgemeinerung des bekannten
Weylschen Gesetzes, das fiir den euklidischen Laplace-Operator mit Dirichlet- oder Neumann-
Randbedingungen auf einem beschrinkten Gebiet Q C R? mit hinreichend glattem Rand besagt
X(Q)
4

No(R) ~ R R — o0,

wobei in diesem Fall No(R) die Zahlfunktion der Eigenwerte kleiner als R ist (s. z. B. [12], [7]).

Eine Abschitzung der Windungszahl Wp(T') ist bisher nur fiir spezifische Gruppen bekannt
(beispielsweise fiir die PSLy(Z) und Kongruenzuntergruppen, fiir welche ¢ explizit berechnet
werden kann), und héngt mit der Ordnung von ¢ zusammen, d.h. mit dem asymptotischen

Wachstum von )
V(1) = —ilog (gp (2+i7>>, T — o0 (inR).

In Bezug auf die Frage, ob fiir eine beliebige Flache I'\H endlichen Volumens in Wahrheit das
Weylsche Gesetz gilt, stehen sich eine &dltere Vermutung, welche auf Selberg und Roelcke zuriick-
gehen soll (s. [20]) und dies bejaht, und die jiingere Vermutung von Phillips und Sarnak ([20])
gegeniiber, nach welcher es Gruppen gibt, die nur endlich viele Eigenwerte besitzen.?

Die zweite Frage ist die nach den Null- und Polstellen der meromorphen Funktion ¢(s). Dies

ist einerseits eine natiirliche funktionentheoretische Fragestellung, und hat andererseits in der

SEinen Uberblick iiber verschiedene Vermutungen findet man beispielsweise in Elstrodt et al. [8], S. 308f.,
Venkov [31], S. 112f., und Iwaniec [11], § 11.1.



Anwendung auf spezielle Gruppen Implikationen fiir zahlentheoretische Funktionen. Im Beispiel

der PSLy(Z) wird die Streumatrix durch die Riemannsche Zetafunktion wie folgt beschrieben

F(s—%)(@s—l)
TTTT(s)C(2s)

sodass eine offensichtliche Beziehung zwischen den Nullstellen von ¢ und den Null- und Polstellen

p(s) =

von ¢ besteht.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 1 werden zunéchst die benétigten Grundlagen der hyperbolischen Geometrie erklart.
Ferner wird in Abschnitt 1.3 erldutert, wie wir auf der Riemannschen Fldche mit den Mitteln
der euklidischen Analysis arbeiten kénnen.

In Kapitel 2 werden die verallgemeinerten (einschlielich der eigentlichen) Eigenfunktionen
von A beschrieben, wobei mit A der Laplace-Operator im Sinne der Distributionsableitung
bezeichnet wird. Die selbstadjungierte Friedrichserweiterung des Laplace-Beltrami-Operators
auf I'\H wird zur Unterscheidung mit Ar bezeichnet. Am Ende des zweiten Kapitels wird der
Spektralsatz fiir Ar angegeben (Abschnitt 2.3) sowie die oben erwidhnten Séitze und Vermutun-
gen beziiglich der asymptotischen Verteilung der Eigenwerte (Abschnitt 2.4). In Abschnitt 2.5
werden der Pseudo-Laplace-Operator A7 von Colin de Verdiére und sein Spektrum beschrieben.

In Kapitel 3 stellen wir eine Methode vor, mit der wir die Eigenwerte p,,(n) des Typs (II)
von A" nach 7 differenzieren kénnen, indem wir das Minimum-Maximum-Prinzip fiir ein ,,nai-

ves* Storungsverfahren fiir A7 verwenden. Hiermit ldsst sich die Formel

o (1 .
#(0) = £ (5 +ir) = 2mn) = P-4+ im)l

fiir die logarithmische Ableitung von ¢ herleiten (Korollar 3.3.12), welche durch die Maass-
Selberg-Relation bereits bekannt ist. In Abschnitt 3.4 wird diskutiert, warum eine Anwendung
des Verfahrens fiir die Bestimmung der zweiten Ableitung der Eigenwerte nicht gleichermafien
nutzbringend ist. Es wird jedoch ein Differentialgleichungsansatz vorgestellt, wie eine geeignete
Abschétzung von p(n) fiir die Bearbeitung der Frage nach dem Wachstum von ¢ benutzt
werden konnte (Theorem 3.4.1).

In Kapitel 4 werden die Grundlagen der Theorie der sektoriellen Sesquilinearformen und
Operatoren in Hilbertraumen (Abschnitt 4.1 und 4.2) sowie der holomorphen Stérungstheorie
(Abschnitt 4.3) nach Kato [13] dargelegt. Eine sektorielle Form ist eine Form, deren numerischer

Wertebereich in einem nach rechts geéffneten Sektor der Form
{(z€C| Rez >4, |arg(z—B)| <0}, PBeER, og9<g,

liegt. Die sektorielle Form ist somit eine Verallgemeinerung einer nach unten beschrankten Form.
Analog ist ein sektorieller Operator die Verallgemeinerung eines nach unten beschriankten Ope-

rators, insbesondere in der Weise, dass das Spektrum eines sektoriellen Operators in demselben
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Sektor enthalten ist. Wie bei der klassischen Friedrichserweiterung zu einer positiven Form ein
selbstadjungierter positiver Operator konstruiert werden kann, ldsst sich fiir eine sektorielle
Form unter entsprechenden Bedingungen ein m-sektorieller Operator erklaren (Kato [13], VI,
Theorem 2.1; s. Theorem 4.2.11).

Wir nutzen diese sektorielle Operatortheorie fiir die Konstruktion der Robin-Pseudo-
Laplace-Operatoren (Ay),ec vom Typ (B) in Kapitel 5. Als Motivation wird in Abschnitt 5.1 zu-
néchst am Beispiel des eindimensionalen euklidischen Laplace-Operators modellhaft die Schwie-
rigkeit demonstriert, den Pseudo-Laplace-Operator A" als holomorphe Familie, und insbeson-
dere vom Typ (B), zu definieren.

In den Abschnitten 5.2 und 5.3 werden geeignete Hilbertrdume sowie eine zu der Robin-
Bedingung (1) passende Form t, definiert, fiir welche die Voraussetzungen von Theorem 4.2.11
nachgewiesen werden. In Abschnitt 5.4 bestimmen wir den Definitionsbereich des zugehérigen
m-sektoriellen Operators A, unter Verwendung des Prinzips der elliptischen Regularitéit aus
Abschnitt 1.3.3. In Abschnitt 5.5 wird nach dem Vorbild des entsprechenden Beweises von Lax
und Phillips [17] fiir den klassischen Pseudo-Laplace-Operator A" die Kompaktheit der Resol-
vente des Robin-Pseudo-Laplace-Operators A, bewiesen, um zu folgern, dass das Spektrum
fiir alle Parameter v € C diskret ist. In Abschnitt 5.6 zeigen wir, dass der klassische Pseudo-
Laplace-Operator A" der holomorphen Fortsetzung der Familie (Ay),ec in den unendlich fernen
Punkt entspricht.

In den Kapiteln 6 und 7 werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der Familie (A'Y)’ye(f:
beschrieben und ihre Eigenschaften analysiert.

Unser Ziel in Kapitel 6 ist es zunéchst zu zeigen, dass alle Eigenwerte vom Typ (II) eindeutig
durch Eisensteinreihen gegeben oder (im Falle eines Pols oder einer Nullstelle der Abbildung
€ : s~ E(z,s)) von diesen abgeleitet werden konnen. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit ver-
wenden wir erneut ein Resultat von Lax und Phillips ([17], Theorem 8.4; s. Theorem 6.1.19).
Fiir die Anwendung dieses Satzes nehmen wir eine Kategorisierung der verallgemeinerten Ei-

genfunktionen nach der Gestalt ihres absoluten Terms

foly) = ay® +by'~* (2)

in drei Klassen (a’), (b’) und (c¢’) vor je nachdem, welche der Parameter a und b aus (2) ver-
schwinden.%

Nachdem die Eindeutigkeit bewiesen ist, fithren wir eine von den Typen (a’) bis (¢’) indu-
zierte Typisierung (a) bis (d) fir die Eigenfunktionen sowie die zugehérigen Eigenwerte ein.
Die Parameter a und b aus (2) sind nun, nach einer entsprechenden Normierung, durch die

Streumatrix ¢ der Eisensteinreihe bestimmt. Die Typisierung unterscheidet daher, ob
(a) ¢ in s weder eine Nullstelle noch einen Pol besitzt,

(b) ¢ einen Pol in s besitzt,

5Der Fall a = b =0, in dem f eine Spitzenform ist, spielt hierbei keine Rolle.



(¢) ¢ in s eine Nullstelle besitzt,
s = 5 ist.
(d) s =3

Der Fall s = % wird hierbei stets als Sonderfall betrachtet, da er der einzige Punkt ist, in dem
die Eisensteinreihe F(z, s) fiir alle z verschwinden kann (Satz 2.1.16).

Die Eigenwerte vom Typ (b) und (c) hdngen offenkundig mit den Polen und Nullstellen von ¢
zusammen, iiber deren Bedeutung wir oben gesprochen haben. Die Eigenwerte vom Typ (a) sind

von Interesse, da die zugehorigen s = % + 47 flir 7 € R mit der Windungszahl

T / 1

Wi(T) = —/ Z ( +2‘7) dr
-T @ 2

in Zusammenhang stehen. Da ¢ meromorph ist, gehoren fast alle Eigenwerte diesem Typ an. Ein

wichtiges Ergebnis in diesem Abschnitt ist die Holomorphie des Fisenstein-Robin-Quotienten:

Theorem (s. Theorem 6.2.4). Die Abbildung

A El(n,s
~v:C—C, sHv(s):—EEEZS;,

ist holomorph und erfillt die Funktionalgleichung

V(1 —8) =7(s).

Ferner ist v vertriglich mit der komplexen Konjugation:

V(s) = (8)-

In Abschnitt 6.3 fassen wir die Ergebnisse in einem Spektralsatz fiir A, (Theorem 6.3.1) in
Analogie zum Spektralsatz fiir A” von Colin de Verdiere (s. Theorem 2.5.8) zusammen. In einem
zweiten Spektralsatz (Theorem 6.3.3) verschirfen wir die Ergebnisse fiir v € R. In diesem Fall
gilt das oben zitierte Theorem fiir eine holomorphe Familie vom Typ (B) aus der Stérungstheorie

nach Rellich und Kato, sodass wir eine (unendliche) Folge holomorpher Eigenwertfunktionen

AL(7); A2(7), -

erhalten, die fiir jedes v € R alle Eigenwerte vom Typ (II) des Operators A, enthélt. Diese
Funktionen A, (v) sind die Grundlage fiir die weiteren Untersuchungen in Kapitel 7.

In Abschnitt 7.1 wird das Auftreten algebraischer Singularitdten bei Eigenwerten einer ho-
lomorphen Familie nach der Theorie von Kato [13] erklart (s. Theorem 4.3.20). Dieses Thema
spielt fir die Familie (Ay)7 ¢ eine Rolle, da

(i) die Familie in keiner Umgebung des Punktes oo vom Typ (B) ist,

(ii) der Operator fiir echt komplexe Parameter - nicht normal ist.
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In Abschnitt 7.2 wird die Ableitung des Eisenstein-Robin-Quotienten 7(s) bestimmt. Hieraus
werden Kriterien fiir die Differenzierbarkeit der Eigenwerte \(y) vom Typ (II) hergeleitet (Theo-
rem 7.2.12), und die Ableitung A () bestimmt (Satz 7.2.8).

In Abschnitt 7.3 wird gezeigt, wie man im allgemeinen Fall die reellen Eigenwerte A(z) mit
Eigenfunktionen f|z] einer selbstadjungierten holomorphen Familie (T), vom Typ (A) oder (B)
durch Betrachtung des Quotienten

(T f ], fl])
(flal, fl=])
welcher aus der linearen Algebra als Rayleigh-Quotient bekannt ist, bestimmen kann
(Satz 7.3.1). Diese Rechnung weist Ahnlichkeiten zu dem Ansatz aus Kapitel 3 auf, da

das Minimum-Maximum-Prinzip mit dem gleichen Quotienten arbeitet, ist in der Anwen-

Az) =

dung jedoch wesentlich eleganter. Wie in Kapitel 3 konnen wir hiermit die Ableitung M, ()
bestimmen.
In Abschnitt 7.4 untersuchen wir Monotonieeigenschaften der Eigenwertfunktionen A, (7)

sowie der Abbildungen

1 1
Tn(7) =/ An(y) — 1 fir A (y) > 1
und
1 . 1
m(7) =47~ A7) fir Aa(y) < 7

die durch die Darstellung eines Eigenwertes A € R in der Form \ = i + 72 induziert werden.
Als Hauptresultat dieses Abschnitts zeigen wir, dass R sich durch den Abschluss disjunkter
Eigenwertintervalle L,, = A\, (R) tberdecken lésst, deren Rénder jeweils zu Eigenwerten des
Pseudo-Laplace-Operators A" gehoéren (Theorem 7.4.14).

In Abschnitt 7.5 beschéftigen wir uns mit den Eigenwerten der Form A\ = i + 72 fir 7> 0,
die mit der Windungszahl und der Weyl-Selberg-Asymptotik zusammenhingen. Mithilfe der
Resultate aus Abschnitt 7.3 und Abschnitt 7.4 kann wie in Kapitel 3 die Maass-Selberg-Relation
fir ¢ (1) bewiesen werden. Anschlieflend wird hiermit die zweite Ableitung N/ () bestimmt
(Satz 7.5.3). Wir zeigen ferner, dass der Robin-Pseudo-Laplace-Operator A, fiir jedes v € R
das Weylsche Gesetz erfiillt (Satz 7.5.5) und stellen fiir den Abstand

Mn+1 — Hn

zweier Eigenwerte des Typs (II) von A" eine Integralformel auf (Theorem 7.5.6).

In Abschnitt 7.6 betrachten wir die Eigenwerte, die unterhalb von i liegen, und untersuchen
das Auftreten von Polen der Streumatrix ¢ im Intervall s €] %, 1]. Es ist bekannt, dass hochstens
endlich viele dieser Pole existieren, die alle von einfacher Ordnung sind, und dass s; = 1 stets ein
Pol ist (s. Kapitel 2). Fir die PSLy(Z) folgt durch das vorhandene Wissen iiber die Nullstellen
der Zetafunktion, dass s; = 1 der einzige Pol in |3, 1] ist (Beispiel 2.1.18). Mithilfe des Kriteriums
fir das Auftreten algebraischer Singularitdten in Theorem 7.2.12 stellen wir eine geometrische
Bedingung an die Existenz von Polen s e]%, 1] auf, d.h. eine Bedingung, welche nur von der
Gruppe I' abhéngt (Satz 7.6.2).

10



Kapitel 1
Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

In diesem Kapitel wird das Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene H dargestellt und die

Konstruktion einer Riemannschen Flache
X =T\H

als Quotient von H nach der Operation einer Fuchsschen Gruppe I' beschrieben. Da fiir den
Hauptteil dieser Arbeit keine detaillierten Kenntnisse der Geometrie vonnéten sind, beschréanken
wir uns hierbei auf grundlegende Begriffe.

Zentral fiir die Rechnungen in den folgenden Kapiteln ist das Konzept des Fundamentalpo-
lygons, welches wir auf eine geschickte Weise zerlegen konnen. Da das Polygon, mit dem wir
die Fliche I'\H identifizieren wollen, als Teilmenge des R? betrachtet, keinen glatten Rand hat,
wird ferner dargelegt, inwiefern aufgrund der spezifischen hyperbolischen Metrik auf H durch
eine lokale Koordinatenbasis Differentiation und Integration wie auf einer euklidischen Menge
,ohne Rand“ verstanden werden kénnen.

Fiir die Theorie der Fuchsschen Gruppen folgen wir den Biichern von Katok [14] und Iwa-

niec [11]. Eine ausfiihrliche Behandlung bietet das Buch von Beardon [2].

1.1 Hyperbolische Metrik und Fuchssche Gruppen
Es sei C = C U {00} die Riemannsche Zahlensphére und
H={ze€C| Imz >0}
die obere Halbebene in C. Der Rand von H in der Topologie auf C sei R = R U {oo}.

Definition 1.1.1 (Katok [14], §1.1). Es sei z € H, T,H der Tangentialraum im FuBpunkt z
und (-, —)eux: das euklidische Skalarprodukt in C.

(i) Durch

Z eu
g: T,HxT,H— C, g(Zaw)‘Z:((iIH/I/;)QH,

wird eine Riemannsche Metrik auf H definiert, die wir als hyperbolische Metrik bezeichnen.

11



Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

(ii) Die zugehorige kanonische Volumenform auf (H, g) ist gegeben durch

dzd
dvoly(z,y) = ny, z=x+iy € H.
Y

(iii) Das von der Metrik ¢ induzierte Maf auf H ist

pp (M) ::/ dvoly, M C H messbar.
M

(iv) Der von g induzierte Abstand auf H ist

a2
om(z, w) = arccos <1 + |zw\>

2Imz - Imw

Bemerkung 1.1.2. (i) Die von pp induzierte Topologie auf H ist die euklidische.
(ii) Die hyperbolische Ebene (H, op) ist ein vollstdndiger metrischer Raum.

(iii) Nach dem Satz von Hopf-Rinow (Ko&hler [15], Theorem 5.3.4) ist eine Teilmenge M

von (H, g) genau dann kompakt, wenn M beschréankt und abgeschlossen ist.
(iv) (Katok [14], Theorem 1.2.1) Die Geodéaten von H sind Stiicke von Senkrechten zur reellen
Achse oder Halbkreisen mit Mittelpunkt in R.
Der Abschluss einer Teilmenge M C H in (H, gg) wird mit M bezeichnet. Fiir das Integral

auf der Fliache (H, g) schreiben wir ab nun

dxd
/ dug = / x2 y’ M C H messbar.
M M Y

Satz 1.1.3 (Katok [14], §1.1). Die Automorphismengruppe Aut(H) der oberen Halbebene ist die
Menge aller Mdébiustransformationen

az+b
cz+d

Z mit a,b,c,d € R, ad — bc > 0.
Die Gruppe Aut(H) ist isomorph zur projektiven speziellen linearen Gruppe
PSLs(R) = SLo(R) /{£Id}.
Die induzierte Gruppenoperation der PSLy(R) auf H ist gegeben durch

az+b
cz+d

b
A:H—H, Z> vz = mit v = (a d) € PSLa(R). (1.1)
c

Theorem 1.1.4 (Katok [14], Theorem 1.1.2). Die Metrik g ist PSLa(R)-invariant, d. h. es gilt

9(ZW)|. = 9g(v-Z,v W)l . fiir alle Z,W € T,H.

Dabei ist die induzierte Gruppenoperation auf dem Tangentialraum T,,H im Fuflpunkt zo € H

gegeben durch
dA

T, Pl

z=z0

(’Y‘Z”’Y-ZO =

12



1.1 Hyperbolische Metrik und Fuchssche Gruppen

Die Gruppenoperation aus (1.1) ist transitiv und treu, aber nicht frei. Durch ihre Fixpunkte

lassen sich die Elemente v € PSLy(R) folgendermaflen klassifizieren.
Definition und Satz 1.1.5 (Katok [14], §2.1). Eine Transformation v € PSLy(R)\{Id} heifit
(i) parabolisch, wenn 7 genau einen Fixpunkt in R besitzt,
(ii) hyperbolisch, wenn ~ genau zwei Fixpunkte in R besitzt,
(iii) elliptisch, wenn 7 genau ein z € H und den komplex konjugierten Punkt z stabilisiert.
Jedes nichttriviale v € PSLa(R) gehort zu genau einer der Klassen (i), (ii) oder (iii).

Bezeichnung 1.1.6. Die Fixpunkte einer elliptischen Transformation v € PSLy(RR) bezeichnen
wir als elliptische Punkte. Ein Punkt z € H ist genau dann elliptisch fir eine Untergruppe I'
der PSLy(R), wenn der Stabilisator ', von z nicht trivial ist.

Definition 1.1.7 (Katok [14], §2.2 und §3.4). Es sei I" eine Untergruppe von PSLs(R).
(i) Zwei Punkte z, w € H heien dquivalent (beziiglich I' ), wenn sie im selben Orbit I'z liegen.

(ii) Die Gruppe I' operiert diskontinuierlich auf H, wenn kein Orbit einen Haufungspunkt in H

besitzt. In diesem Fall heifit I' eine Fuchssche Gruppe.

(iii) Eine Fuchssche Gruppe I ist von erster Art, wenn jeder Punkt in R H&éufungspunkt eines

Orbits I'z in der Topologie auf C ist.
(iv) Eine Fuchssche Gruppe ist von zweiter Art, wenn sie nicht von erster Art ist.

Theorem 1.1.8 (Poincaré; Iwaniec [11], Proposition 2.1). Eine Untergruppe der PSLa(R) ope-

riert genau dann diskontinuierlich aufH, wenn sie diskret in der Teilraumtopologie von R?*? ist.

Beispiel 1.1.9 (Iwaniec [11], §2.3). Das bekannteste Beispiel fiir eine Fuchssche Gruppe erster
Art ist die Modulgruppe

PSL,(Z) = {(a Z)

Als weitere Beispiele betrachten wir Untergruppen der PSLy(Z).

a,bc,d € Z, ad —bec = 1}/{:t1d}.

(i) Der Stabilisator des Punktes co in PSLy(Z) ist gegeben durch

)

Die Gruppe I', ist eine Fuchssche Gruppe zweiter Art, da oo der einzige Haufungspunkt
jedes Orbits "oz ist.

13
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(ii) Fiir n € N ist die Hauptkongruenzgruppe modulo n der PSLy(Z)
I'(n) = {y € PSLy(Z) | v = 1d mod n}
eine Fuchssche Gruppe erster Art.

(iii) Eine Untergruppe I' der PSLo(Z) mit I'(n) C T heifit eine Kongruenzuntergruppe der

Stufe n. Ein bekanntes Beispiel sind die Heckekongruenzgruppen

Fo(n) = {y € PSLa(Z) | c=0 mod n}.

Theorem 1.1.10 (Beardon [2], Theorem 6.2.1). Es sei ' eine Fuchssche Gruppe. Dann ist T'\H

eine Riemannsche Flache.

Die komplexe Struktur auf I'\H kann durch die Quotientenprojektion 7 : H — I'\H konstru-
iert werden. Der folgende Satz zeigt, wie hierdurch eine einfache lokale Koordinatendarstellung

induziert wird. Die Konstruktion des Atlas erfolgt nach dem Beweis von Theorem 6.2.1 in [2].

Satz 1.1.11. Fir jeden Orbit I'z € T'\H und einen beliebig gewdhlten Reprasentanten z von I'z
gibt es Umgebungen U von 'z, V wvon z und eine Karte ¢ : U — V mit

71 )
gij = (Imz)Q 55

wobei die Koeffizienten der Matriz (gij)1<ij<2 € C*(V,R"™) durch die Darstellung

i,j =12,

2

(e 9= > gijde; ® day
ij=1

der Riemannschen Metrik g in lokalen Koordinaten bestimmt sind.

Beweis. Ist z € H nicht elliptisch fiir I', dann ist die Projektion 7 aufgrund der diskontinuierli-
chen Operation von I' ein lokaler Homdomorphismus. Folglich ist die Inverse 7! : 7(V) — V
eine Karte. In diesem Fall ist die Behauptung klar.

Es sei nun z € H ein elliptischer Punkt von I'. Nach Iwaniec [11], Proposition 2.2, ist der
Stabilisator I', von z eine zyklische Gruppe I', = (7o) der Ordnung n > 2. Da I" diskontinuierlich
auf H operiert, gibt es eine Umgebung W = B, (z) von z, sodass fiir jedes v € I gilt

Y(W) =W, falls v(2) = z, oder  H(W)NW =0, falls v(2) # 2

([2], Theorem 5.3.12). Wir setzen U := w(W). Ein Punkt w € U kann als Orbit T'v = {yv | v €
I'} fir ein v € H dargestellt werden. Also gibt es ein vy € H mit

TFvNW = {vvo, %%UO, S Y00 )

Fiir alle v € W\{z} gilt v # ’yév fir i # j. Es sei nun o eine Mobiustransformation mit
0(z) =0 und o(W) = D, wobei D die offene Einheitskreisscheibe in C ist. Dann ist

9o =00

14



1.2 Fundamentalgebiete

ein Erzeuger des Stabilisators von ag = 0 beziiglich ¢I' mit ord(gg) = n, und fiir jedes j € Ny
gilt gg = afyga*l. Die Operation von go auf a € D kann durch Multiplikation mit der n-ten

go(a) =a-exp (27”>

n

Einheitswurzel

beschrieben werden. Setzen wir ¢ : D — D, g(a) = a”, so ist

p:U—=W, pw)=0c'ogooor '(w),
eine Karte um z mit ¢(I'z) = z. Fiir einen Punkt v € W\{z} mit TonW = {7817 |j=1,...,n}
fir ein © € H hat p(I'v) die Gestalt

Also wirkt ¢ durch Automorphismen auf H. Die Invarianz der Riemannschen Metrik liefert,
dass nach Wahl einer Basis (e;) von Tt,U mit g(e;, e;)|r. = Wéij in lokalen Koordinaten

und eines beliebig gewahlten Repréasentanten v von I'v € U gilt

1
Katok [14] gibt in §3.6 einen Uberblick dariiber, welche Riemannschen Flichen eine Dar-

stellung der Form I'\H besitzen.

Notation 1.1.12. Aufgrund der PSLy(R)-Invarianz der Riemannschen Metrik g schreiben wir
weiterhin nur g fur die induzierte Metrik auf I'\H. Selbiges gilt fiir alle durch g definierten

Objekte auf T'\H, welche die Invarianz von g erben.

1.2 Fundamentalgebiete

Ab nun sei T' stets eine Fuchssche Gruppe. Um die Fliche X = T'\H mit einer Teilmenge
von H und jeden Orbit I'z mit einem Punkt z € H zu identifizieren, wird der Begriff des
Fundamentalgebiets eingefiihrt. Ahnlich wie bei einem Gitter in R™ ldsst sich die gesamte obere
Halbebene durch Fundamentalgebiete parkettieren.

Ein Fundamentalgebiet F' C H besitzt als euklidische Teilmenge von H einen Rand OF,
wahrend X als Mannigfaltigkeit randlos ist. Auf den Seiten von OF treffen je zwei Fundamen-
talgebiete zusammen. Ublicherweise werden daher die Seiten von OF zu Paaren angeordnet,
welche man sich als miteinander identifiziert beziehungsweise ,verklebt“ vorstellen kann.! Dies
impliziert eine Vorstellung von F' als offene Teilmenge von H ,,ohne Rand“, welche im Hauptteil

der Arbeit stets implizit vorgenommen wird.

'Hierbei kénnen Seiten auch mit sich selbst gepaart sein. In diesem Fall werden entsprechende Teilstiicke mit-

einander verklebt.

15



Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

Definition 1.2.1 (Iwaniec [11], §2.2 und Katok [14], §3.1). Ein Gebiet F' C H ist ein Funda-

mentalgebiet fiir I, wenn
(i) U’yGF ’Y(F) =H,
(ii) FN~y(F) =0 fiir alle vy € T'\{Id}.
Ist F' ein Fundamentalgebiet fiir I, so ist die Familie {7(F) | v € '} eine Parkettierung von H.

Katok [14] verwendet den Begriff des Fundamentalgebiets fiir den Abschluss F von F in H.
Wir folgen in diesem Punkt der Konvention von Iwaniec [11], um keine Konfusion mit dem

klassischen Begriff des Gebiets hervorzurufen.

Satz 1.2.2 (Iwaniec [11], Theorem 2.3). Jede Fuchssche Gruppe erster Art besitzt ein Funda-
mentalgebiet F' endlichen Volumens. In diesem Fall haben alle Fundamentalgebiete das gleiche

Volumen, und es gilt

pus(F) = vol(T\ED),

Man nennt eine Fuchssche Gruppe erster Art daher kofinit. Wenn F kompakt in (H, op) ist,
dann ist I'\H eine kompakte Riemannsche Fléche. In diesem Fall heiit I' kokompakt.

Bemerkung 1.2.3 (Iwaniec [11], §2.2 und Beardon [2], §9.3). Es sei F' ein Fundamentalgebiet

einer Fuchsschen Gruppe I
(i) Der Rand OF von F' in H ist eine Nullmenge.

(ii) Ist I' kofinit, dann kann F' als konvexes Polygon mit endlich vielen Seiten und Ecken
gewdhlt werden, wobei die Seiten Geodéten von H sind. In diesem Fall heifit F' ein Fun-

damentalpolygon.

(iii) Es sei I" eine kofinite Fuchssche Gruppe, F' ein Fundamentalpolygon fiir I' und
Sr={yeTl | Fny(F) ist eine Seite von F}.
Fiir jede Seite s existiert ein eindeutiges s € Sr mit s = F N~,(F), und via
s =75 (s) = F Ny ' (F)

wird eine Paarung von Seiten (s, s’) induziert mit vy = (7s)~* und (s')’ = s.
(iv) Die Elemente von Sr erzeugen die Gruppe T
(v) Ein Punkt z € F ist genau dann elliptisch, wenn z auf einer Seite s von F mit s’ = s liegt.

Beispiel 1.2.4. Ein Fundamentalpolygon der PSLo(Z) ist

1
F:{ZEH||Rez]<2,]z>1}.
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1.2 Fundamentalgebiete

Die Seiten von F sind die Halbgeraden

1. V3 1. V3
s1 {Q—i-zy]y_ 2}, 59 { 2+zy\y_ 2}

und der Kreisbogen

2

1 1
33:{374—2'\/1—372] —igxg }

-1

Die zugehorigen Paarungen sind (s1, s2) mit 75,2 = 2+ 1, und (s3, s3) mit ys,2 = —2z~*, und es

gilt PSLa(Z) = (s, ,Vss)-
Die elliptischen Punkte in dF sind 7 und :l:% + z@ Alle weiteren elliptischen Punkte in H
sind PSLy(Z)-dquivalent zu diesen Punkten.

Bemerkung 1.2.5. Wir kénnen die Fliche I'\H mit der Fliche I'\ F identifizieren, wobei je zwei
gepaarte Seiten von OF miteinander ,verklebt* werden (s. Katok [14], §3.6). Wenn eine Seite s
mit sich selbst gepaart ist, werden die Teilstiicke von s, die an einem elliptischen Punkt z auf s

zusammentreffen, miteinander identifiziert.

Wir interessieren uns nur fiir kofinite, aber nicht kokompakte Gruppen. Diese werden durch

das Auftreten von einer oder mehreren Spitzen charakterisiert.

Definition 1.2.6 (Iwaniec [11], §2.2). Wenn das Fundamentalpolygon F einer kofiniten Fuchs-
schen Gruppe einen Eckpunkt a € R hat, dann heifit a eine Spitze von I'\H.

Satz 1.2.7 (Iwaniec [11], Proposition 2.5). FEine kofinite Fuchssche Gruppe ist genau dann

kokompakt, wenn sie keine Spitze in R besitzt.

Beispiel 1.2.8. Das Fundamentalgebiet F' der PSLg(Z) aus Beispiel 1.2.4 ist ein hyperbolisches
Dreieck mit einer Spitze in co. Insbesondere ist die PSLg(Z) nicht kokompakt, aber kofinit mit

s

vol(PSLo(Z)\H) =

Wir erldutern nun, wie eine beliebige Spitze mit einer Spitze in co konjugiert werden kann.

Bemerkung 1.2.9 (Iwaniec [11], §2.2). Es sei a eine Spitze einer kofiniten Gruppe I' und
Fo={yeT |ya=a}
der Stabilisator von a. Dann existiert eine Skalierungsmatriz o, € PSLa(R) mit
0400 = a und 0al'a = .

Fir n > 0 setzen wir
%(n) :=10,1[x[n, oo. (1.2)

Die Menge
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

ist die zu a assoziierte Spitzenregion. Ist T'\H eine Flache mit Spitzen aj,as,... und F ein

Fundamentalpolygon von I'\H, ist fiir ein hinreichend grofles n die Menge
F(n) = F\|J Fa(n)
aj
relativ kompakt und es gilt
OFy;(n) NOF(n) = o4, Hy, j=12....

Hierbei ist
Hy =10,1[x{n}. (1.3)

Der Rand #,, der kompakten Mannigfaltigkeit F'(n) ist ein Stiick eines Horozykels. Wir
bendtigen diesen Begriff im weiteren Verlauf der Arbeit nicht, geben aber aus Griinden der

Vollstandigkeit eine Definition.

Bezeichnung 1.2.10 (Katok [14], §4.2). Ein euklidischer Kreis, der durch a € R verlauft und
tangential zur reellen Achse liegt, ist ein Horozykel fir jede Geodate, die durch a verlauft.
Ist @ = oo, dann sind die Geodéten durch a Geraden parallel zur imagindren Achse, und die

zugehorigen Horozykel sind Geraden der Form h, =R x {n} parallel zur reellen Achse.

Die Zerlegung von F' in eine kompakte Untermannigfaltigkeit und eine (hyperbolisch) unbe-
schrinkte Spitzenregion wie in Bemerkung 1.2.9 ist gerechtfertigt in dem Sinne, dass Horozykel
von Gruppenelementen v € I' wieder auf Horozykel abgebildet werden.

Die Spitzen von I'\H sind die Fixpunkte der parabolischen Elemente von I' (Iwaniec [11],
§2.2). Andererseits sind die parabolischen Elemente genau diejenigen v € PSLo(R), fir die
jeder Horozykel w(z) zum Fixpunkt z von + invariant unter der Operation von = ist, d.h. fir
die y(w(z)) = w(z) gilt (Katok [14], Theorem 4.2.4).

Beispiel 1.2.11. Nach Beispiel 1.2.4 wird die PSLg(Z) erzeugt von
1

T.z2=2+1 und Yo.z = ——.

z

Die Translation v ist parabolisch mit dem Fixpunkt co. Jeder Horozykel in oo ist von der Form
hy = R x {n} und invariant unter der Operation von ~;.

Unter der Operation von ~, wird x + in € h, abgebildet auf

—z+1in

"}’2.(1’ + Z'I?) = m

Die Menge {;f_:‘;g | z € R} ist ein euklidischer Kreis mit Mittelpunkt ﬁ und Radius %, der

durch die Spitze 0 verlauft.

Folgerung 1.2.12. (i) Wenn X = I'\H eine Riemannsche Flidche mit einer einzigen Spitze a ist,
dann kénnen wir (via Konjugation mit einer Skalierungsmatrix o, wie in Bemerkung 1.2.9)

ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Spitze in oo liegt. Das bedeutet,
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1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

dass wir I'\H mit einem euklidisch unbeschriankten Fundamentalgebiet identifizieren, das
bis auf Translationen in x-Richtung (d. h. der Operation von I'y) eindeutig bestimmt ist.

Wir bezeichnen dieses Fundamentalgebiet mit Fi.

(ii) Ist X wie in (i) mit Fu identifiziert, dann ist der Rand zwischen dem kompakten Teil

X, :=F(n)

von X und der Spitzenregion
577 = Fy (77)

Stiick eines Horozykels der Form H,, wie in (1.3), und es gilt

Xy, ={2€Fx | Imz <n}, Sy ={2€ Fx | Imz > n}.

(iii) Die Spitzenregion .S, ist bis auf Verschiebung in z-Richtung ein Halbstreifen (7)) der
Form (1.2). Identifizieren wir X mit F.., dann ist die Menge der 7, fiir die S, C Fi gilt,
nach unten durch eine Schranke pr > 0 beschrénkt.

Beispiel 1.2.13. Fur die PSLe(Z) gilt pr = 1.
Konvention 1.2.14. Im Hauptteil der Arbeit werden nur kofinite Gruppen I' betrachtet, fiir

die X = I'\H eine einzige Spitze besitzt. Ab nun wird ohne Einschrinkung stets angenom-
men, dass diese Spitze in co liegt. Folgerung 1.2.12 rechtfertigt, dass wir X kanonisch mit Fio,
identifizieren und annehmen, dass S, = |0, 1[x[n, oo] gilt.

Ist W;:o :T\H — Fy, I'z — z € F, impliziert die Identifizierung von X mit Fy, durch
Wahl der lokalen Koordinatenbasis aus Satz 1.1.11 fiir das Integral iiber M C X

/M fdum = /MOo f(z, y)d”;ﬁy

mit My = TrI?olo (M). Da die Fliche X keinen Rand hat, konnen wir M., C H als Menge betrach-
ten, deren Rand nur aus dem von OM C X induzierten Rand 7~ (OM) in H besteht, indem wir

alle euklidischen Randstiicke von M, die auf einer Seite des Fundamentalpolygons F liegen,

durch die ,Verklebung® von gepaarten Seiten vernachlassigen.

1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Durch Identifikation von X = T'\H mit einem Fundamentalpolygon F kénnen wir auf der
Flache X wie auf einer Teilmenge des euklidischen Raums, ausgestattet mit dem hyperbolischen
Maf pg, operieren. Allerdings besitzt F' als Teilmenge von H einen nicht glatten Rand, wiahrend
die Riemannsche Fldche X randlos ist. Daher legen wir im folgenden Abschnitt dar, wie sich
fiir unsere Zwecke relevante Begriffe der Standardanalysis auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten
iibertragen lassen.

Fiir die grundlegenden Begriffe der Differentialgeometrie folgen wir der Notation von Koh-
ler [15]. Die meisten Sétze der Standardanalysis, die wir hier und in den folgenden Kapiteln fiir

(kompakte) Mannigfaltigkeiten benétigen, stammen aus dem Buch von Taylor [30].
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

1.3.1 Kovariante Ableitung und Sobolevraume
In diesem Abschnitt sei M stets eine glatte Mannigfaltigkeit.

Bezeichnung 1.3.1 (Koéhler [15], Definition 2.1.3). Die Menge der Schnitte eines Vektorbiin-
dels m: ' — M sei

I'M,E)={s: M - EcC>®(M)|mos=idm}.

Definition 1.3.2 (Kohler [15], Definition 3.2.1). Es sei E — M ein Vektorbtindel. Ein (kovari-
anter) Zusammenhang V auf E ist eine R-lineare Abbildung V : I'(M,E) — I'(M,T*M ® E),
welche die Leibniz-Regel

V(f-s)=df ® s+ f- Vs, feC>®M),sel’'(M,E),
erfiillt. Hierbei bezeichnet d : 29 — A9*! die duBere Ableitung auf den glatten ¢-Formen.
Bemerkung 1.3.3. Man kann einen Zusammenhang V auch als Abbildung

V:I'(M, TM)xT'(M,E) - T'(M, E), (Z,s) — Vzs,
betrachten, die im ersten Argument C'°°(M)-linear ist und im zweiten die Leibniz-Regel erfillt.

Satz 1.3.4 (Kohler [15], Satz 3.3.1). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann

existiert ein eindeutig bestimmter Zusammenhang V¢ auf TM, der
(i) metrisch ist: V*Cg =0,

(ii) torsionsfrei ist: VECW — V%VCZ = [Z,W] fir alle Z,W € I'(M,TM), wobei [Z, W] die

Lieklammer bezeichnet.
Der Zusammenhang VY€ heifit Levi- Civita- Zusammenhanyg.
Definition 1.3.5. Der Gradient grad f einer Funktion f € C*°(M) ist bestimmt durch
g(grad f,Z) = df(2) fiir alle Z € TM.
Beispiel 1.3.6. Der hyperbolische Gradient auf (H, g) ist in lokalen Koordinaten gegeben durch
grad f = y°Vf,

wobel V den euklidischen Gradienten bezeichnet. Da der Gradient von der Riemannschen Me-

trik g induziert wird, erbt der Gradient die PSLy(R)-Invarianz von g.

Definition 1.3.7 (Hebey [9], S. 21). Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
kanonischer Volumenform dvol. Fiir f € C°°(M) sei die Norm || f|[gx(as) definiert durch

k . .
1 ) 1= ;0 I ((vw)ﬂ . (v’ f) dvol.
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1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Der Sobolevraum H¥(M) ist die Vervollstindigung von
CR(M) = {f € (M) | || fllzxar) < o0}
beztiglich || - || g (ary-

Beispiel 1.3.8. Auf X = I'\H ist die Norm in H'(X, ug) gegeben durch

1 ) = 12 (0 ) + /Xg(gradf, grad f) dpum.

Hierbei gilt fiir jedes beliebige Fundamentalpolygon F' von X
[ gterad fograd £ dps = [ V- VFaN
X F
Die Norm auf H?(X, ug) ist dquivalent zu

1By = 1B ey + [ 5 (012 4102 £ + 10, 12)

Satz 1.3.9 (Hebey [9], Proposition 2.2). Wenn M kompakt ist, hingt H*(M) nicht von der

Riemannschen Metrik ab.

Beispiel 1.3.10. Die Fliache X = T'\ besitze eine Spitze in oo und sei mit dem unbeschriankten

Fundamentalgebiet F,, identifiziert wie in Konvention 1.2.14.

(i) Es sei M C X eine kompakte Untermannigfaltigkeit von X mit der von g induzierten
Riemannschen Metrik. Es sei My, = W}olo (M) wie in Konvention 1.2.14. Dann gibt es
Y1,Y5 > 0 mit

vk < o?F <Y fur alley € {Imz | z € M}, k € Np. (1.4)
Insbesondere gibt es C1, Cy > 0, sodass

Cll W e v 22y < W war ) < C2llF 1k (vie 22)-

Die Konstanten C; und Cj sind durch (1.4) bestimmt. Der Parameter Y; kann unabhéngig
von M gewéhlt werden, Y2 hingegen nicht. Ist beispielsweise M = X, dann ist n die
kleinstmdgliche Wahl fiir Y5 und daher gilt Co(X;) — oo fiir n — oo.

(ii) Es gebe ein 2o € R und ein Intervall I =]a,b[C R, sodass M = {z} x I. Dann tragt [

die von ¢ induzierte Metrik
d

Definition 1.3.11 (Taylor [30], §2.4). Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,

und D(M) der Raum der C*°-Funktionen mit kompaktem Trager auf M. Der Laplace-Beltrami-
Operator auf D(M) ist definiert durch

2

A=-Tr (VE)

Beispiel 1.3.12. Der Laplace-Operator auf I'\H hat in lokalen Koordinaten die Gestalt
A= y2Aeukl’

wobei Aeurt = — (04 + 0yy) den euklidischen Laplace-Operator in R? bezeichnet.
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

1.3.2 Distributionen

Definition 1.3.13 (Hoérmander [10], Definition 6.3.3). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
und (¢; : Uj = Vj)jes eine glatte Struktur auf M. Wenn es fiir jede Karte ¢ : U — V eine
Distribution u, € D'(V') gibt, sodass fiir alle 7,j € J gilt

Uy, = (pi o0 gpj_l)*u% auf ¢;(U; NU;),

dann heiflt u = (uy,)jes eine Distribution auf M. Die Menge aller Distributionen auf M wird
mit D'(M) bezeichnet.

In Hérmander ([10], S. 34) wird ein alternativer Distributionsbegriff mithilfe von Dichten ge-
geben, der unabhéingig von der Wahl der lokalen Koordinatenbasis ist. Auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit lassen sich beide Distributionsbegriffe kanonisch miteinander identifizieren.

Da wir I'\H auf einfache Weise mit dem Fundamentalgebiet F, identifizieren kénnen wie in
Abschnitt 1.1 beschrieben, ist fiir unsere Zwecke die Definition durch lokale Koordinaten geeig-
net. Ferner lassen sich nun die Begriffe der Distributionsableitung und der Distributionslésung

in natiirlicher Weise von R" auf eine Riemannsche Mannigfaltigkeit {ibertragen.

Bezeichnung 1.3.14 (Aubin [1], §3.53). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der

Dimension N.

(i) Ein linearer Differentialoperator A der Ordnung n auf M in lokalen Koordinaten ist ein

Ausdruck der Form

Au(z) = Z aq(x)D%u(x). (1.5)

laj<n

(ii) Der zu A formal adjungierte Operator A' ist definiert durch

(Au,v) 20y = (u,Atv)L2(M), u,v € D(M).

(i) Wir sagen, u € D'(M) lost Au = f im Distributionssinn, wenn
(u, A'0) 2 ary = (s 0) L2 () fiir alle ¢ € D(M).

Definition 1.3.15. Es sei X = I'\H. Fiir f € L{ (X) setzen wir

loc
gradd f = yz(aiﬂfa ayf)7

wobei 0, und 9, als euklidische Distributionsableitung nach x beziehungsweise y und die rechte

Seite in lokalen Koordinaten zu verstehen ist. Analog setzen wir

Adf = _yQ(axacf + 8yyf)-

Dann werden durch grad,; und Ay Distributionen auf X definiert. Wir bezeichnen grad,; und Ay

als den hyperbolischen Gradienten beziehungsweise Laplace-Operator im Distributionssinne.
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1.3 Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Bemerkung 1.3.16. Nach der Greenschen Formel (Taylor [30], §4.4) ist der Laplace-Operator A,
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ohne Rand formal selbstadjungiert, d. h. dass fiir
alle u € D'(M) und ¢ € D(M) gilt

(Aqu, ¢) = (u, Agd) = (u, Ag) = (grad u, grad ).

Der Nachweis der formalen Selbstadjungiertheit erfolgt mittels der Darstellung

" ) 3
Aaf=-% - Oy, <\/(W'9”'axif>

ij=1 \/det (gij)1<ij<n

in lokalen Koordinaten (Taylor [30], §2.4), wobei fir M = I'\H die Koeffizienten

1 g
9ij = ?5@' und 97 = y*6;

durch die Riemannsche Metrik g bestimmt sind wie in Satz 1.1.11.

Notation 1.3.17. Es sei X = T"\H.

(i) Da fir hinreichend glatte Funktionen f auf X der Gradient und Laplace-Operator im
klassischen Sinne mit dem jeweiligen distributionellen Operator iibereinstimmt, schreiben

wir nur A fiir A; beziehungsweise grad fiir grad,;. Nach Definition 1.3.15 gilt
grad f(z,y) = ¥’V f(z,y).

(ii) Wir schreiben Agyy fiir den euklidischen Laplace-Operator (im Distributionssinne), falls

die Unterscheidung zwischen A und Ay relevant ist. Nach Definition 1.3.15 gilt
Af(x,y) = y* Aeura f(z,y).

iii) In Analogie zum Distributionskalkiil auf dem schreiben wir
()IAlg D b kalkil auf d R™ schreib

(Au, ¢) = (u, Ad),

wenn wir betonen wollen, dass A im distributionellen Sinn zu verstehen ist.

1.3.3 Elliptische Regularitat

Das Konzept der elliptischen Differentialoperatoren liefert fiir den euklidischen Laplace-
Operator Agyq auf einer offenen Menge 2 C R", dass alle Eigenfunktionen u € L2(, \")
von Aeuil von der Klasse C'°° sind. Entsprechende Regularitdtssiatze gelten auch fiir Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten. Wir werden diese in Kapitel 5 verwenden, um den Definitionsbereich

des Robin-Pseudo-Laplace-Operators A, anzugeben.

Bezeichnung 1.3.18 (Taylor [30], §2.9 und §5.11). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der

Dimension N. Es sei A ein Differentialoperator auf M mit lokaler Koordinatendarstellung

A(z)u = Z aq(x) D%

la|<n
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Kapitel 1 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

(i) Das Hauptsymbol von A ist der Operator

An(@;€) = 3 an()e”.

laf=n

(ii) Wenn A, (z,¢) fiir jedes ¢ € RV\{0} und x € M invertierbar ist, heifit A elliptisch.

Satz 1.3.19. Es sei I'\H eine Riemannsche Fliche mit einer Spitze. Dann ist der hyperbolische
Laplace-Operator
A = —y*(Ope + Oyy)

auf T\H elliptisch.

Beweis. Der Operator A hat das Hauptsymbol

As((w,y):8) = —9? (& + &) = —vll¢] e

Die Flache I'\H sei mit dem unbeschréankten Fundamentalpolygon F, identifiziert wie in Kon-
vention 1.2.14. Es sei
6 =inf{Imz |2 € Fyx}>0.

Dann gilt fiir alle (z,y) € Fx

|[A2((2,);€) = 67 - |[€][Re- O

Theorem 1.3.20 (Innere Regularitét fiir glatt berandete Mannigfaltigkeiten, Taylor [30], Kapi-
tel 5, Theorem 11.1). Es sei A(x) ein elliptischer Operator auf einer glatten Mannigfaltigkeit M
der Dimension N. Der Rand von M sei entweder leer oder glatt. Ferner habe A glatte Koef-
fizienten a, € C°(M), und das Hauptsymbol A, (x,€) sei fir alle v € M und ¢ € RV\{0}
invertierbar. Wenn u € D' (M) ist und

Alz)u=f

in H(M) liegt, dann gilt v € HZ™(M). Sind U und V kompakte Mengen mit U € V € M

loc

und ist p < o +n, so gibt es ein C > 0 mit

[l ron@ry < C - fllae vy + C - lullgovy-

Wie im klassischen Fall liefert der Regularitidtssatz durch sukzessive Anwendung auf kom-

pakte Teilmengen von I'\H fiir den hyperbolischen Laplace-Operator das folgende Korollar.

Korollar 1.3.21. Jede Eigenfunktion f € L*(X, ug) von A ist von der Klasse C*°.
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Kapitel 2
Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Der hyperbolische Laplace-Operator A auf X = I'\H kann im funktionalanalytischen Sinn als
unbeschrankter Operator mit Definitionsbereich D(X) betrachtet werden. Dann besitzt A eine
eindeutige, selbstadjungierte Friedrichserweiterung Ar. Wenn die Gruppe I' kofinit, aber nicht

kokompakt ist, dann existieren Losungen der Eigenwertgleichung
Af =M\f, A eC, (2.1)

die keine Eigenfunktionen von Ar sind, da sie nicht in L?(X, ug) liegen. Wir sprechen in diesem
Fall von verallgemeinerten Eigenfunktionen. Um Operatoren untersuchen zu kénnen, fiir welche
die verallgemeinerten Eigenfunktionen von Ar echte Eigenfunktionen sind, wird von Colin de
Verdiere ([3], [4]) die Klasse der Pseudo-Laplace-Operatoren eingefiihrt (s. Abschnitt 2.5).

Eine spezielle verallgemeinerte Eigenfunktion ist die FEisensteinreihe E(z,s), die (2.1) mit
A = s(1—s) erfiillt. Da sich zeigen wird, dass jede Eigenfunktion eines Pseudo-Laplace-Operators
entweder durch eine echte Eigenfunktion von Ar oder durch eine Eisensteinreihe beschrieben
werden kann (s. Theorem 2.5.8, Theorem 6.3.1), geniigt es, sich auf die Darstellung der Theorie
der Eisensteinreihen zu beschrinken. Dies ist Gegenstand der Abschnitte 2.1 und 2.2. Fiir die
Theorie der Eisensteinreihen folgen wir den Biichern von Kubota [16] und Iwaniec [11].

Der zweite Teil dieses Kapitels beschéftigt sich mit dem Spektrum des Laplace-Operators Ap
und des Pseudo-Laplace-Operators A7 von Colin de Verdiére, den wir zur Abgrenzung gegen-
iiber der Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren aus Kapitel 5 als den klassischen Pseudo-Laplace-
Operator bezeichnen werden. Neben der Beschreibung des Spektrums dieser Operatoren wird

insbesondere auf die asymptotische Verteilung der Eigenwerte eingegangen.

2.1 Automorphe Funktionen und Eisensteinreihen
Eine Funktion f : '\H — C auf der Mannigfaltigkeit I'\H koénnen wir als Funktion auf H
verstehen, die mit der Gruppenoperation von I' kompatibel ist:

Definition 2.1.1. Es sei I' eine Fuchssche Gruppe. Eine Funktion f : H — C heif3t I'-automorph,
wenn fiir alle v € I' und z € H gilt

f(y2) = f(2).
Die Menge der I'-automorphen Funktionen wird mit A(T"\H) bezeichnet.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Aufgrund der Invarianz der hyperbolischen Metrik ist der Laplace-Operator A ebenfalls
PSLg(R)-invariant, d. h. es gilt

A(f(v.2)) = (Af)(7.2) fir alle v € PSLy(R).

Man nennt A daher auch den automorphen Laplace-Operator.
Durch Summation iiber die Gruppenelemente von I' lassen sich wie folgt I'-automorphe

Funktion konstruieren.

Bezeichnung 2.1.2. Essei I eine Fuchssche Gruppe mit ', C T'. Fiir f € A(I's\H) definieren

wir die formale Poincaré-Reihe durch

Provrlfliz) = D2 flye). (2.2)

YEL o \I

Wenn die Reihe konvergiert, wird die Poincaré-Reihe zu einer wohldefinierten I'-automorphen

Funktion.

Definition 2.1.3 (Kubota [16], §5.1). Der Raum © der wunwollstindigen Thetareihen oder

unvollstandigen Eisensteinreihen ist die Menge aller Poincaré-Reihen der Form

Prorlxm(-))(z) = Y. x(Im(y.2)),  x € D(0,00]).
YET o \I'

Definition 2.1.4. Als Fisensteinreihe bezeichnen wir die Poincaré-Reihe Pr_\r[f] zu
fle+iy)=y*,  seC,

und schreiben

E(z,s) := Z (Im (v.2))%.

V€L \T

Bemerkung 2.1.5 (Kubota [16], §2.1). Fir die Funktion f(y) = y® gilt
F'(y) = s(s = 1)y" %
Also erfiillt f punktweise die gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
Af(y) =" f"(y) =Mfly)  mit  A=s(1-5s) (2.3)

Aus der I'-Invarianz von A folgt, dass die Eisensteinreihe F(z,s) ebenfalls punktweise die Ei-
genwertgleichung
AE(z,s) =s(1 —s)E(z,s), z € H,

erfiillt, wann immer sie konvergiert.

Satz 2.1.6 (Kubota [16], Theorem 2.1.1 bis 2.1.3). Fir s € C mit Res > 1 konvergiert die
FEisensteinreihe E(z, s) absolut und gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von I'\H, und es gilt

E(z,s) —y® = O(yl_s), y — 00.
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2.1 Automorphe Funktionen und Fisensteinreihen

Fiir die Betrachtung der automorphen Funktionen und alle folgenden Rechnungen in dieser

Arbeit ist die Existenz der Fourierentwicklung grundlegend.

Satz 2.1.7 (Fourierentwicklung automorpher Funktionen; Kubota [16], §2.2). Es sei I' eine
kofinite Gruppe und f eine I'-automorphe Funktion. Ohne Einschrinkung gelte I'oo C I, sodass
die Flache T'\H eine Spitze in oo besitzt. Dann ist f invariant unter der Translation v.z = z+1,

und erlaubt eine formale Fourierentwicklung

flx+iy) Z fem [fl(y)em(x) (2.4)
MEZ
mit
€m(l‘) — 627rima:
und

1
fem[f](y) = /0 @+ iy)e_m(z) da,

welche unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion f konvergiert.
Satz 2.1.8. Es sei ' eine kofinite Fuchssche Gruppe so, dass X = T'\H eine Spitze in oo besitzt.

(i) Fir f € C*(X) konvergiert die Fourierreihe (2.4) absolut und gleichmdfSig auf Kompakta
(Iwaniec [11], §3.1).

(ii) Fiir f € L*(X, ug) konvergiert die Fourierreihe (2.4) in der Norm auf L*(X, px).

Notation 2.1.9. Wir schreiben
fm = fem[f].

Bemerkung 2.1.10. Der automorphe Laplace-Operator
A= —y? (Ope + Dyy)

wirkt auf die Fourierreihe

flz+iy) = me

meZ
einer Funktion f € C°°(X) durch

Af ==y > (Fr) = 47m? fn(y)) em(@).

meZ

Demnach ist f € C*°(X) genau dann eine Losung von Af = \f, wenn fiir jedes m € Z gilt

— 9’ (fm(y) = 47°m® () = Mfin (). (2:5)
Wir schreiben wie in Bemerkung 2.1.5 den Eigenwert A in der Form

A=s(l—3s), s e C.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Dann ist fiir m = 0 ein Fundamentalsystem von Loésungen der Gleichung (2.5) gegeben durch

. 1
Po,1(y) =y’ bo2(y) =y' %, falls s # o

und !
$0.1(y) = VY, ¢0,.2(y) =y In(y), falls s = 3

Fir m € Z\{0} lasst sich (2.5) mit einer geeigneten Transformation in eine modifizierte Bessel-

sche Differentialgleichung umformen. Man erhélt die Losungen

Pma(y) = VYK p(2nlmly),  dma(y) = Vylsop(2nmly), — m e Z\{0},

wobei I,,(z) und K, (z) die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art sind. Fiir jedes

feste v € C gelten nach Olver [19], Kapitel 7, §8.1, die asymptotischen Entwicklungen

I,(z) ~ ——, x— oo (in R),

K,(z) ~ ,/%e*‘r, x — oo (in R).

Insbesondere muss fiir jede Funktion f € L?(X, ug) mit Af = s(1 — s)f gelten

und

Im(y) = em K1y (2m|m]y), cm € C, m € Z\{0}. (2.6)

Fir die Eisensteinreihe E(-,s) mit Res > 1 impliziert die Wachstumsbedingung aus
Satz 2.1.6 ebenfalls, dass (2.6) gilt. Wir geben im folgenden Beispiel die Fourierentwicklung
der Eisensteinreihe auf ihrem Konvergenzbereich an. Wir interessieren uns vor allem fiir ihren

nullten Fourierkoeflizienten Fg, den wir als den absoluten Term bezeichnen.

Beispiel 2.1.11 (Kubota [16], S. 15f.). Fiir s € C mit Res > 1 sind die Fourierkoeffizienten der
Eisensteinreihe F(z, s) gegeben durch

. {cm<s>ﬁKs_1/2<2w|m|y>, m € Z\{0}, 2

vt e(s)y' ™, m = 0.
Die Koeffizienten ¢,,(s) € C und ¢(s) € C sind gegeben durch
em(s) = 20°|m|*"20(s) o (5)

und

s_ 1
\/7?; ( 2) @o(s), (2.8)

wobei I' die Gammafunktion ist und ¢y, fir alle m € Z durch eine Dirichletreihe beschrieben

wird. Fiir die genaue Darstellung der ¢, verweisen wir auf Kubota [16], S. 16.
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2.1 Automorphe Funktionen und Fisensteinreihen

Bezeichnung 2.1.12. Die Funktion ¢ aus Gleichung (2.7) heifit Streumatriz.

Bemerkung 2.1.13. Der Begriff Streumatriz ist dadurch motiviert, dass im Falle von h vie-
len Spitzen ay,...,a;, fir jede Spitze eine Eisensteinreihe F;(z,s) definiert werden kann, von
denen jede eine Fourierentwicklung in jeder Spitze a; besitzt. Auf diese Weise werden h? Funk-
tionen ¢;;(s) definiert, die sich zu einer quadratischen Matrix anordnen lassen. Die Funk-
tionalgleichungen aus dem folgenden Theorem lassen sich fiir die vektorwertige Eisensteinrei-

he E = (E1, ..., Ey) und die Streumatrix (¢;;(s))1<i j<p mit h > 2 verallgemeinern.
Theorem 2.1.14 (Selberg; Kubota [16], Theorem 4.4.1 und 4.4.2). Die Abbildungen
p:{se€C| Res>1} — C, s+ @(s),
und
E:{seC| Res>1} - C®(X), s—= E(-,s),

sind holomorph und besitzen eine eindeutige meromorphe Fortsetzung nach C mit den folgenden

FEigenschaften:
(i) Die Pole von & sind die Pole der Streumatriz ¢.

(ii) Auf der rechten Halbebene {Res > %} ist o holomorph bis auf endlich viele einfache Pole

im Intervall ]3,1]. In s1 = 1 besitzt ¢ stets einen Pol.
(iii) Es gelten die Funktionalgleichungen
(a) E(z,5) = ¢(s) - E(z,1 - s),

(b) () - (1 —5) = 1.
Ferner sind ¢ und € vertraglich mit der komplexen Konjugation, d. h. fiir alle s € C gilt

(c) ¢(5) = ¢(s),
(d) E(z,5) = E(z,s) fir alle z € H.

Colin de Verdiere beweist dieses Theorem in [4] mithilfe des Pseudo-Laplace-Operators, der
in Abschnitt 2.5 beschrieben wird.

Beispiel 2.1.15. (i) Die Symmetrie (c) impliziert, dass ¢(s) € R fiir alle s € R gilt.
(ii) Es sei s = % + 47 mit 7 € R ein Punkt auf der kritischen Geraden
g := {%—i—iT | TER}.

Dann gilt
1
§:=1—s=—-—iT =35.

2
Die Funktionalgleichungen (b) und (c¢) implizieren

p(s)] = 1. (2.9)
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Insbesondere existiert in einer Umgebung von G eine holomorphe Funktion 1, sodass

und ¢ (% + Z'T) € R fiir alle 7 € R. Wir schreiben ¢(7) fir (% + iT).

(iii) Aus (i) und (ii) folgt fiir so =2 € RNG
1

Der Punkt sg = % wird bei der Untersuchung der Pseudo-Laplace-Operatoren stets als Son-
derfall behandelt, da er der einzige Punkt ist, an dem E(-,s) identisch verschwinden kann.
Dieses Resultat ist bei Iwaniec [11] zu finden ([11], Proposition 6.12 und anschlielende Bemer-

kung). Fiir ein besseres Versténdnis fithren wir den Beweis an dieser Stelle aus.

Satz 2.1.16. Die Fisensteinreihe E(z,s) ist genau dann identisch Null fir alle z € H, wenn

1 1
§ = 5 und %) (2> =—1.

Beweis. Es sei s = % Wir betrachten nur den absoluten Term

Eo(y,s) =y +¢(s)y' >,
der als Funktion in y auf einem Intervall I C Rsg mit [pr, co[ C I definiert ist. Die Abbildun-
gen y — y° und y — y' ~° sind genau dann C-linear abhingig, wenn s = 1 — s gilt. Daher muss
notwendig s = s gelten, wenn Ey(y, s) = 0 fiir alle y > pr gilt.
Fir sg = % ist
Eo(y, s0) = (1 + ¢(s0))vy-

Dieser Term verschwindet fiir beliebiges y > 0 genau dann, wenn ¢(sg) = —1. In diesem Fall

liefert die Funktionalgleichung (a)
E(z,1—s9) = ¢(s0)E(z,s0) = —E(z, s0).
Da andererseits 1 — sg = sg gilt, bedeutet dies
E(z,s0) = —E(z,s0) fiir alle z € H. O

Satz 2.1.17 (Iwaniec [11], Theorem 6.9 und 6.13). Ist s einer der endlich vielen Pole von ¢
n ]%, 1], dann gilt Ress(p) > 0. Das Residuum im Pol s; = 1 ist gegeben durch

1

Ress, (¢) = Vol (C\H)"

Beispiel 2.1.18 (Kubota [16], S. 46). Fiir die PSLy(Z) hat der Term ¢,, aus Beispiel 2.1.11 die
Gestalt
(s) = 1 Z 1
T (s AT

dlm
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2.1 Automorphe Funktionen und Fisensteinreihen

wobei ¢ die Riemannsche Zetafunktion bezeichnet. Fiir m = 0 ist diese Reihe gegeben durch

1 =1
> Q21 > Q21 C(2s —1).
djo d=1
Einsetzen in (2.8) liefert
(s—3)¢2s—1)
A (ST R R

Da die Funktionen I' und ¢ fiir s €]3,1] bis auf den Pol von ¢ in 2s; — 1 = 1 fiir 53 = 1
keine relevanten Pole und Nullstellen besitzen, hat die Streumatrix ¢ der PSLa(Z) keine Pole
im Intervall ]3,1].

Der absolute Term

Eo(y,s) =y° +(s)y'~*

kann unter Verwendung der Darstellung ¢(s) = exp(i9(s)) fiir ¢(s) € C\{0} durch den Cosinus
ausgedriickt werden. Diese Darstellung ist vor allem auf der kritischen Geraden nitzlich, und

wird in dieser Arbeit vornehmlich in Kapitel 3 sowie in Kapitel 6 und Kapitel 7 verwendet.

Lemma 2.1.19. Fiir beliebiges s € C sei z € C bestimmt durch

8—2 1z.

(i) Es gelte p(s) € C\{0}. Dann hat der absolute Term der Eisensteinreihe die Gestalt

EO(y7 S) = CO(S)EO(Q’ 8)
mit

Eo(y, s) = /y cos (z In(y) — 79(28)> (2.10)

und

co(s) = 2¢(s)"?,

wobei ¥(s) € C und ¢(s)"/? € C\{0} durch eine geeignete Zweigwahl definiert sind. Die so

normierte Fisensteinreihe sei

(ii) Fir das Argument des Cosinus in (2.10) schreiben wir

Y(s)

£(y,2) = zIn(y) — 5

(iii) Wenn G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist, auf welchem ¢ weder eine
Nullstelle noch einen Pol besitzt, dann sind die durch (i) und (ii) definierten Terme 9, ¢

und & holomorphe Funktionen auf G.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

(iv) Firs € G ist z=1 € R, und nach (2.9) gilt |co(s)| =2 fir s € G. In diesem Fall schreiben

wir 9(r)

£(y,7) =T7In(y) — —

Beweis. Der Einfachheit der Notation halber schreiben wir nur ¢ fir ¢(s) € C\{0}. Nach
einer Zweigwahl des Logarithmus auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet G besitze ¢(s)

mit s € G die Darstellung ¢ = exp(i?). Wir setzen § = s — % und z = —i§. Dann gilt

v +ey' Tt =y (exp (§1n( )) + pexp (=31n(y)))
= Ve (¢~ exp (5 In(y)) + 9" exp (=5 In(y)) )

= Vyp"? <eXp (§ In(y) — log2(g0)> +exp <—§ln(y) + log2((p))>
Tk <exp (g In(y) — zz) + exp (—éln(y) + Zi))
= 2/5¢"? - cos (—z’éln(y) - g) . 2\/§S‘71/2 § oS (Z In(y) — Z) ’ -

2.2 Trunkierte Eisensteinreihen

Der absolute Term
Eo(y,s) =y +¢(s)y'~*

der Eisensteinreihe wéchst fiir y — oo wie

maX{yRes yl ReS}

Fiir jedes s € C gilt entweder Re s > % oder Re § > %, wobei § = 1 — s ist. Das folgende Beispiel
demonstriert, warum E( -, s) daher nicht in L?(X, ug) liegen kann.

Beispiel 2.2.1. Es sei s > 1, sodass die Eisensteinreihe F(z, s) fiir alle z € H absolut konvergiert.
Durch Identifizierung von X mit Fi, und Zerlegung von F, in einen kompakten Teil X, und die

Spitzenregion S, wie in Konvention 1.2.14 kénnen wir das Integral von |E |2 {iber X als Summe

1B e = [ BC P+ [ 1C o) du

schreiben. Auf der Spitzenregion S, =]0,1[x[n, co[ gilt nach der Parsevalschen Gleichung

[ s Gan = 5 [ Bt

meZ meEZ
Es folgt

s —s29Y
IBC g > [ 07+ o))
n

Da der Exponent 2s—2 fir s > 1 positiv ist, konvergiert dieses Integral nicht. Daher ist E( - , s)
keine Funktion in L?(X, ug).
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2.2 Trunkierte Eisensteinreihen

Bezeichnung 2.2.2. Eine Funktion f : X — C, die eine Lésung der Gleichung
Af=Af

fiir ein A € C ist, aber nicht notwendig in L?(X,ug) liegt, nennen wir Lax und Phillips [17]

folgend eine verallgemeinerte Eigenfunktion von A.

Bemerkung 2.2.3. (i) Aus der Elliptizitat des hyperbolischen Laplace-Operators A folgt wie
in Korollar 1.3.21, dass jede verallgemeinerte Eigenfunktion von A von der Klasse C* ist.

Daher ist f durch die Fourierkoeffizienten aus Bemerkung 2.1.10 bestimmt.

(ii) Es sei si einer der Pole von ¢ im Intervall ]3,1]. Dann gilt fiir das koeffizientenweise

gebildete Residuum der Eisensteinreihe Rg( -, si) := Resg, (E(-,s))

Rp(z + iy, sp) = Ress, ()y' 5 + Z Ress,, (cm) VYK, 1/ (2m|mly)em ()
meZ\{0}

= O(y'™?), 1y — 00.
Also ist Rg eine verallgemeinerte Eigenfunktion, die wegen 1 — s3 < % in L2(X, uy) liegt.

Definition 2.2.4. Fiir eine I'-automorphe Funktion f und 1 > pr definieren wir die trunkierte
Funktion f" durch

f1=fi +(f = fo),

wobei der absolute Term f definiert sei durch

foy), y<mn,
0, y>n.

foly) = {
Satz 2.2.5 (Kubota [16], Theorem 2.3.2). Wenn & in s € C keinen Pol besitzt, liegt die trun-
kierte Eisensteinreihe E"(-,s) in L*(X, um).

Theorem 2.2.6 (Maass-Selberg-Relation, Kubota [16], Theorem 2.3.1). Es seien f und g zwei

verallgemeinerte Figenfunktionen von A mit
Af=M\f und Ag = ug

so, dass die Trunkierungen f7 und g" in L?(X, ug) liegen. Wenn X # p, dann gilt

= M) S0

Der Beweis von [16], Theorem 2.3.1, mit g7 an der Stelle von g7 liefert die folgende Version

des Theorems:
Korollar 2.2.7. Es seien f und g wie in Theorem 2.2.6. Fiir \ # i gilt

_ Jo(mgo(n) = fo(m)go(n)
A— [ '

(fn)gn)LQ(X,MH)
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Beispiel 2.2.8 (Colin de Verdiere [4], §2). Wenn s = § + it € G, dann gilt

1B+ 3 +im)lF2(x ) = 2I0(0) - — —Im (p(3 + i) 7). (2.11)
Unter Verwendung der Notation aus Lemma 2.1.19 hat der letzte Summand aus (2.11) die

Gestalt
_ 2sin((, ) cos(é(n 7))

T

1 .
~°1 1 . —2iT
—Im (ip(3 + i) )
Bezeichnung 2.2.9. Fiir eine Fliche X = I'\H mit einer Spitze in oo und n > pr setzen wir
L727 = {f € LQ(X, NH) ’ f()hn’oo[ = 0} .

Dann ist L% ein Hilbertraum mit dem von L?(X, uy) induzierten Skalarprodukt

(fvg)L% = (fv g)LQ(X,y,H)a

und fiir beliebige Funktionen f,g € L*(X, ux) gilt

(F" 9" L2 (x ) = (F:9) 12-

Lemma 2.2.10. Wenn & in s keinen Pol besitzt und die Eisensteinreihe E(z,s) nicht kon-
stant Null ist, liegt die trunkierte Eisensteinreihe genau dann in H'(X, um), wenn der absolute

Term Ey(y, s) iny =n eine Nullstelle besitzt.

Beweis. Wir konnen den absoluten Term der trunkierten Eisensteinreihe mittels der Heaviside-
Funktion H darstellen als

Eg(y7 8) = EO(yv S)H(U - y)
Dann besitzt EJ die Distributionsableitung
(Eg)'(y,s) = Eoly, s)H(n —y) — Eo(n, s)dn0

mit der Deltadistribution
<6T],07 ¢> = ¢0("7)7 ¢ € D(X) 0

2.3 Das Spektrum des automorphen Laplace-Operators

Satz 2.3.1 (Colin de Verdiere [3], §1). Der Laplace-Operator A mit Definitionsbereich D(X) ist
ein unbeschrinkter, symmetrischer und nichtnegativer Operator in L*(X, pm), und besitzt eine

eindeutige selbstadjungierte Friedrichserweiterung, die wir mit Ay bezeichnen.

Bezeichnung 2.3.2. (i) Eine (automorphe) Spitzenfunktion ist eine Funktion f € L?*(X, ug)

mit absolutem Term
fo=0.

Der Unterraum der automorphen Spitzenfunktionen von L?(X, uux) heiBe L3.
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2.3 Das Spektrum des automorphen Laplace-Operators

(ii) Eine Funktion f € L3, die eine Eigenfunktion von Ar ist, heiBt (automorphe) Spitzenform.

Der von den automorphen Spitzenformen erzeugte Unterraum von L?(X, uy) sei L%.
Satz 2.3.3 (Kubota [16], Theorem 5.2.2). Es gilt L = L2.

Bezeichnung 2.3.4. Es sei O derjenige Unterraum von L?(X, ug), der von den Residuen Rg

der Eisensteinreihe in den Polen s €]3, 1] von ¢ aufgespannt wird.

Satz 2.3.5 (Kubota [16], Theorem 5.2.4). Es sei I' eine kofinite, nicht kokompakte Gruppe
und X = IT'\H. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) ©r ist endlichdimensional und ein Unterraum von ©.

(ii) Wenn ©qg das orthogonale Komplement von O in © ist, dann ist L*(X, un) die orthogo-
nale direkte Summe
L*(X,pg) = L2 ® 69 @ Op.

(iii) Die Riume L3, ©g und Og sind A-invariant.
(iv) Das Spektrum von Ar ist diskret in ©r und L2, und kontinuierlich in ©g.

Bemerkung 2.3.6. (i) Da der Operator Ar nichtnegativ ist, gilt o(Ar) C [0, co[. Hierbei gilt

stets 0 € o(Ar), da die Eisensteinreihe einen Pol in s; = 1 besitzt.

(ii) Der Raum © ist unendlichdimensional. Die Dimension von L3 ist im Allgemeinen unbe-

kannt (s. Iwaniec [11], Bemerkung nach Theorem 4.7).

(iii) Das kontinuierliche Spektrum von Ap umfasst das Intervall [1, co[ und ist zu den Eisen-
steinrethen E( -, 3 + i7) mit 7 € R assoziiert (s. Kubota [16], §5.3).

Bezeichnung 2.3.7. Wir schreiben

Moo=z <z <...<zNy < i fiir die endlich vielen Eigenwerte von Ar in O, die zu

einem Pol sy, E]%, 1] von ¢ mit xp, = si(1 — si) assoziiert sind, und

(I) 0 < 11 < vy < ... fiir die (endliche oder unendliche) Folge der Eigenwerte von Arp
in L%, aufgezéahlt entsprechend ihrer Vielfachheiten, deren zugehorige Eigenfunktionen
automorphe Spitzenformen sind. Falls die Folge der v, endlich ist, ist (v )nen als die mit

Nullen aufgefiillte Folge zu verstehen.

In Analogie zur Notation fiir die Eigenwerte des Pseudo-Laplace-Operators durch Colin de
Verdiere [4] (s. Theorem 2.5.8) sprechen wir anhand dieser Kategorisierung von den Eigenwerten
vom Typ (I) oder Typ (II).

Bis heute unbewiesen ist Selbergs Vermutung iiber die Spektralliicke im Intervall |0, i[

Vermutung 2.3.8 (Selbergsche Spektralliickenvermutung, Selberg [29]). Fir jede Kongruenz-
untergruppe I gilt
O'(AF) N ]0, i[: .
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Satz 2.3.9 (Spektralliickensatz, Selberg [29]). Fir jede Kongruenzuntergruppe I' gilt
o(Ar) N0, 2[=0.

Fiir weitere Resultate im Zusammenhang mit der Spektralliickenvermutung sei beispielsweise

auf Iwaniec [11], §11.3 verwiesen.

2.4 Asymptotische Verteilung der Eigenwerte

Ein klassisches Resultat der euklidischen Analysis ist das Weylsche Gesetz fiir die asymptotische
Verteilung der Eigenwerte, das von Weyl [32] im Jahr 1912 fiir den zwei- und dreidimensionalen

Fall bewiesen wurde.!

Theorem 2.4.1 (Weylsches Gesetz, Weyl [32]). Es sei Q C R™ eine beschrinkte offene Menge
mit C%-Rand. Es sei Aq der euklidische Laplace-Operator auf Q0 mit Dirichlet- oder Neumann-

Randbedingungen, und es sei
Nqo(R) = #{\ < R | X\ Eigenwert von Aq}

die Zdhlfunktion der Eigenwerte. Dann gilt

lim NQ(R) _ wnvoleukl(Q)’
R5oo R™? (271')”

wobet wy, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel und voley () das euklidische Volu-

men von ) bezeichnet.

Beispiel 2.4.2. FEs sei A, der euklidische Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen auf
dem Intervall 2 =]0,w[, und AY der Laplace-Operator mit Neumann-Randbedingungen auf 2.

Die Eigenwerte von A, sind gegeben durch

w2n?

7, nEN

A =

Der Operator ALY besitzt dieselben Eigenwerte und zusétzlich den Eigenwert \g = 0. Fiir n € N
und R > 0 gilt genau dann A\, < R, wenn

n < g\/R.
77
Also gilt in beiden Féllen
#{neNy M <R}~ 2VR, R co.
T

Bezeichnung 2.4.3. Es sei I' eine kofinite Fuchssche Gruppe. In Analogie zum euklidischen

Fall sagen wir, dass Ar das Weylsche Gesetz erfillt, wenn fiir die Z&dhlfunktion
Np(T) = #{\ < T?: \ Bigenwert von Ar}

gilt
Ne(T) ~ T2 vol(I"\H)
4

'Einen Beweis fiir beliebiges n € N durch Untersuchung des Wirmekerns findet man z. B. in Dodziuk [7].

T — oo.
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2.4 Asymptotische Verteilung der Eigenwerte

Fiir kompakte Fliachen I'\H ist das Weylsche Gesetz erfiillt. Fiir den Laplace-Operator auf
einer nicht kompakten Riemannschen Fliache I'\H gilt die Weyl-Selbergsche Asymptotik, die sich

von der klassischen Weylschen Formel um einen zusédtzlichen Term unterscheidet.

Bezeichnung 2.4.4 (Iwaniec [11], §11.1). Fiir 7' > 0 und eine kofinite Fuchssche Gruppe I sei

1 T o 71
WF(T):—M/_T(’;(Q—FZ'T) dr

die Windungszahl der Streumatrix .
Theorem 2.4.5 (Weyl-Selbergsche Asymptotik; Venkov [31], Formel (7.8)). Fiir jede kofinite
Fuchssche Gruppe U gilt die Asymptotik

Np(T) + Wp(T) ~ T? - VOI(ETWD, T — .

Bemerkung 2.4.6. Fir beide Terme W (T') und Np(T') aus der Weyl-Selberg-Formel gilt
No(T) = O(T?), T o0,

und
Wr(T) = O(T?), T — oo,

(Iwaniec [11], Formel (7.11) und (10.13)). Im Allgemeinen kann man Ny und Wt jedoch nicht
separat abschétzen. Auf Selberg (s. Iwaniec [11], §11.1) geht das Resultat zuriick, dass fiir die
PSL9(Z) und Kongruenzuntergruppen I' gilt

Wr(T) ~ Tlog(T), T — oo. (2.12)

Das bedeutet, dass die Streumatrix auf der kritischen Geraden G eine Funktion der Ordnung 1
ist, d. h. dass fiir alle ¢ > 0 gilt
"1
% <2 + iT) = O(19), T — 00.
Dariiber, ob (2.12) fiir alle kofiniten Gruppen verallgemeinert werden kann, herrscht keine

einstimmige Meinung. Nach Elstrodt et al. [8], S. 309, und Phillips und Sarnak [20] vermuteten
Selberg und Roelcke, dass fiir jede kofinite Fuchssche Gruppe das Weylsche Gesetz gilt. Bei
Roelcke selbst findet man die folgende Vermutung:

Vermutung 2.4.7 (Selberg-Roelcke-Vermutung, Roelcke [28], S. 335). Fir jede kofinite Grup-
pe I' besitzt der Laplace-Operator Ap unendlich viele Eigenwerte.

Dem entgegen steht eine jiingere Vermutung von Phillips und Sarnak:

Vermutung 2.4.8 (Phillips-Sarnak-Vermutung, Phillips und Sarnak [20]). Fir generische
Gruppen I besitzt Ar nur endlich viele Figenwerte.

Aquivalente Fragen werden auch fiir den dreidimensionalen hyperbolischen Raum gestellt.
Nach einer Vermutung von Grunewald und Huntebrinker gilt hier fiir jede kofinite Gruppe das
Weylsche Gesetz (vgl. Elstrodt et al. [8], S. 308).

Fiir einen detaillierteren Uberblick iiber diese Vermutungen verweisen wir auf die Zusam-
menfassungen in Elstrodt et al. [8], S. 308f., Venkov [31], S. 112f., und Iwaniec [11], §11.1.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

2.5 Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdiere

Es sei ab jetzt X = I'\H eine Riemannsche Fléche mit einer einzigen Spitze. Wie in Abschnitt 1.2
erklart, nehmen wir an, dass die Spitze in oo liegt, und identifizieren I'\H mit dem unbeschrank-

ten Fundamentalpolygon Fi,, welches in einen kompakten Teil X, und eine Spitzenregion
Sn 2]07 1[>< [na OO[

zerlegt werden kann, wobei > pr zu wéahlen ist.

In Abschnitt 2.2 wurde dargelegt, dass die Eisensteinreihe eine Losung der Eigenwertglei-
chung, aber keine Eigenfunktion von Ap im eigentlichen Sinne ist, da der absolute Term FEjy
wichst wie yl Resl. Die trunkierte Eisensteinreihe E( -, s) liegt in L?(X, ugz) und 16st die Eigen-
wertgleichung fast iiberall. Im Punkt 7, in welchem FEj trunkiert wird, ist die Funktion nicht
glatt. Im besten Fall kann die trunkierte Funktion in 7 stetig fortgesetzt werden, was nach

Lemma 2.2.10 genau dann der Fall ist, wenn gilt

Eo(n,s) =n° 4 ¢(s)n' > =0. (2.13)

In diesem Fall ist E" einmal schwach differenzierbar, und die zweite distributionelle Ableitung

ist nach der Greenschen Formel von der Form

Eé’(y, s) = E”(% s) - XJon[NXg (y) + E(’)(% s) - do,n

mit der Deltadistribution (o, ®) = ¢o(n). Wenn (2.13) gilt, dann folgt ¢(s) € C\{0} und mit
der Cosinusdarstellung aus Lemma 2.1.19 folgt
+z

£ 0.
n

Ep(n, s) = co(s) Vi

Also liegt AE" nicht in L?(X, pup).

Der Pseudo-Laplace-Operator A" von Colin de Verdiere ist genau so konstruiert, dass er
die Nicht-Differenzierbarkeit an einer einzigen Stelle zuldsst. Der Operator, den wir betrachten,
ist ein Spezialfall einer allgemeineren Klasse von Pseudo-Laplace-Operatoren, die von Colin de
Verdiere in ,,Pseudo-laplaciens. I* ([3]) eingefithrt wird. Er wird bereits von Lax und Phillips [17]
fiir einen Beweis der Weyl-Selberg-Asymptotik verwendet (s. [17], §8), ohne als solcher benannt

zu werden. Der Name ,,Pseudo-Laplace-Operator* wird von Colin de Verdiére in Anlehnung an
altere Arbeiten von Hejhal gewéhlt (s. [3]).

Definition und Satz 2.5.1 (Colin de Verdiere [4], §1). Es sei .# ein abgeschlossener Unter-
raum von H'(X, ug), und 7 der Abschluss von 2 in L?(X, ug). Dann existiert ein eindeutiger

nichtnegativer, selbstadjungierter Operator A j, mit Definitionsbereich
DAy)={fe 3T c H (X, ym) N A+ Af ~T € 7}
Auf f € D(A ) wirkt A durch die Vorschrift

Ayf=Af—T.
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2.5 Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdiére

Bemerkung 2.5.2. (i) Ein abgeschlossener Unterraum 7 von H'(X, uy) ist ein Hilbertraum

mit dem von der Norm aus Beispiel 1.3.8 induzierten Skalarprodukt
(1001100 = (0 0)2000) + [ 9lerad u, grad o) du
= (U, V) L2 (x ) T+ /Foo (Vu, Vo) dX\2.
(ii) Es sei Ap die Friedrichserweiterung zur quadratischen Form
q(u) = (u, ) p2(x ) + /F°<> (Vu, Vu) dA2, u € I,
welche durch die Einschrinkung der H'(X, ug)-Norm auf . definiert ist. Dann gilt
Ay = Ar —id.

In diesem Sinne entspricht /g der Energienorm und 7 dem Energieraum im Setting der
klassischen Friedrichserweiterung. Wir schreiben daher (-,—)g fiir das von ¢ induzierte
Skalarprodukt und || - ||g fiir die zugehorige Norm.
Beispiel 2.5.3 (Colin de Verdiere [4], §1). Im Fall 2# = H'(X, ug) ist A identisch mit der
Friedrichserweiterung Ar des Laplace-Operators A auf D(X).

Bezeichnung 2.5.4. Fiir n > pr sei

jﬁ? = {f S Hl(XvﬂH) | fO Im,o0[ = 0} )
Der Abschluss /# von 7, in L*(X, ) ist der Raum
1= {f € P20 ) | folg =0

aus Bezeichnung 2.2.9. Es ist klar, dass L3 ¢ L% gilt. Das orthogonale Komplement von L3

in L% bezeichnen wir mit ©,,.

Bemerkung 2.5.5. Nach Bemerkung 2.3.6 (i) ist die Dimension von L unklar. Der Raum ©,,
fiir n > pr muss aber unendlichdimensional sein, da fiir alle pr < a < b < n die automorphe

Fortsetzung der charakteristischen Funktion x4, (y) in ©,, liegt.
Definition und Satz 2.5.6 (Colin de Verdiére [4], Theorem 1). Der Pseudo-Laplace-

Operator A" zum Parameter 1 > pr sei die Friedrichserweiterung
A=Ay,
von A im Sinne von Definition und Satz 2.5.1. Der Definitionsbereich von A" ist die Menge
D(A") = {fe,%% |13CeC: Af—C-6,0 eLZ(X,uH)},
wobei 0, ¢ € D'(X) definiert ist durch

(0n0,0) = do(n), ¢ €DX).

Fiir f € D(A") ist
ATf=Af—C-6,0.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Mit der Greenschen Formel léasst sich berechnen, dass C' = —f{j(n) gelten muss, sofern fy

einen Reprisentanten in C1([r,n]) besitzt.

Satz 2.5.7 (Colin de Verdiére [4], Theorem 2). Der Pseudo-Laplace-Operator A" ist ein selbst-

adjungierter Operator in L% mit kompakter Resolvente.

Theorem 2.5.8 (Colin de Verdiere [4], Theorem 5). Es sein > pr. Dann besteht das Spektrum

von A" aus einer unendlichen Folge 0 < A1 < Ay < ... von Eigenwerten mit

lim Ay = oo,
k—o00

welche sich aus den folgenden zwei Typen von FEigenwerten zusammensetzt:

(1) den endlich oder unendlich vielen Eigenwerten 0 < v; < vo < ... von Arp mit den

zugehorigen Spitzenformen als Figenfunktionen,

(II) einer unendlichen Folge 0 < p1(n) < pe(n) < ... von Eigenwerten der Form

. 1
:LL](TI) == Sj(l - S]) mit S = 5 + 17§,

wobei T; entweder in [0, 00 liegt, wenn p; > % gilt, oder durch Tj = ir;j firr; €] — %,0[
gegeben ist, falls p; < % gilt. Die zugehdrigen Figenfunktionen v; vom Typ (II) sind ein
Vielfaches der trunkierten Eisensteinreihe

1
vj(2) = E"(z,s;), falls s; # 5 und Eo(n,sj) =0,

und

vj(2) = OE"(2,5)|s=s,, falls s; = %, © (;) =1, ¢ (;) = —21In(n).

Die Folge (11;(n))jen besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) Fir jedes j € N ist die Abbildung n+— p;(n) monoton fallend.

(ii) Sind 0 =1 < ... <zy < % die Bigenwerte vom Typ (II) von Ar, so gilt

O=a1 <pi(n) <z2<...<pn-1(n) <zn < pn(n).

Ferner gilt fir 1 <j < N
A () = ;,

und firj > N
lim p(n) = -

n—00 4’

Colin de Verdiere interessiert sich auch fiir den Fall n €]0, pr]. Fiir unsere Stérungstheorie
ist nur n > pr eine sinnvolle Wahl. In der folgenden Bemerkung konstatieren wir Eigenschaften
der Eigenwerte und Eigenfunktionen vom Typ (II), die fiir den Kalkiil in Kapitel 3 und den
Kapiteln 5 bis 7 benotigt werden.
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2.5 Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdiére

Bemerkung 2.5.9. (i) Nach Lemma 2.1.19 ist der absolute Term Ey(y, s) fur s € G ein Viel-

(iii)

faches von

U

Eo(y, 3 +i7) = Vycos(&(y, 7)), &(y,7) = 7In(y) - =~

Ist 7 > pr fest gewihlt, sind alle Eigenwerte 1; > i durch p; = Tf—i—% fiir diejenigen 7; > 0
mit £(n, 7;) € TZ gegeben.

Betrachten wir umgekehrt ein festes 7 > 0, dann gibt es unendlich viele n > pr, sodass

T =Tn(n)
zu einem Kigenwert
pin(n) = % + Tn(n)Q
von A" assoziiert ist, wobei n von 1 abhéngt. Wenn fiir festes 7 > 0 und 701,72 > pr gilt

1 .
unj(nj)zi—i_TQ? ]:1727

dann gilt £(ny,7) — &(n2, T) € TZ.

Die Eigenfunktionen v; sind nur innerhalb des Typs (II), d.h. bis auf Addition einer
Spitzenfunktion, eindeutig. Insbesondere kann der Fall auftreten, dass pj(n) = vy ein
Eigenwert mit Vielfachheit > 2 ist.

Fiir s = £ gilt entweder ¢(sg) = —1 oder ¢(so) = 1. Im Fall ¢(s) = 1 besitzt der absolute
Term der Eisensteinreihe

Eo(y, s0) = 2y
keine Nullstelle in y €]0,00[. Im Fall ¢(sg) = —1 ist z — E"(z,so) nach Satz 2.1.16
die Nullfunktion und kann daher keine Eigenfunktion sein. Fiir die Parameter-Ableitung

von E(z,s) nach s im Punkt sp = £ gilt

0.Eoly.5)lomys = Vi (2() + ¢ (5 ) )

Dieser Term ist nicht konstant in y und hat genau dann eine Nullstelle in 1 > 0, wenn

¢ (;) = —21In(n).

Fiir kein s € C\{3} ist 9sE(-,s) eine verallgemeinerte Eigenfunktion von A, denn in

diesem Fall gilt
OsEo(y,s) = m(y) (v° — ()" ) + &/ (s)y' ™,
aber
ADsBo(y, s) = s(1— 5) - DsEo(y,s) + (1= 2) - (y° + ¢(s)y' ™)
o\
=X asEO(yv 8) + % : EO(yv 8)7

wobei wie iiblich A = s(1 — s) gesetzt wird.
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

(vi) Aus Theorem 2.5.8 (ii) folgt

1
pi(n) < 1 fiir alle n > pr, j < N,
und
1 .. .
,uj(n)>1 fir allen > pr, j > N+ 1.

Fir j = N + 1 impliziert die Monotonie von p; ebenfalls

un+1(n) > fiir alle n > pr.

=

Andererseits gibt es hochstens ein npr > 0 mit

¢’ G) = —2In(nr).

Also muss gelten
1 .
pN+1(n) > 1 fir alle n > pr,

da sonst ein 79 > 0 existiert, sodass un+1(n) = i fiir alle n > np. Wenn also g := % ein

Eigenwert des Typs (II) von A" ist, dann folgt bereits

n=nr und po = pn(1r).

Insbesondere sind die hierdurch zum Eigenwert i assoziierten n und N durch I' eindeutig
festgelegt. Umgekehrt ist fiir beliebiges n > 0 a priori nicht entscheidbar, ob py(n) = %,
pun(n) > § oder py(n) <  gilt.

Aus [4], §3, geht implizit hervor, dass A" unendlich viele Eigenwerte ;(n) vom Typ (II)

besitzt. In der folgenden Bemerkung wird erldutert, wie man dies einsehen kann.

Bemerkung 2.5.10. Es sei R(A",\) die Resolvente von A" mit A € p(A"). Nach Satz 2.5.7
ist R(A", X) kompakt und selbstadjungiert. Es sei f € ©, und (gn)nen eine Orthonormalbasis
von L mit A"g,, = vy, g,,. Dann gilt fiir alle n € N

(RIATN)f,gn) = (7, RIAT, N)ga) = ——— (f,90) = 0.

Folglich operiert R(A", \) in ©,,. Da ©,, unendlichdimensional ist, besitzt R(A",\) in ©" eine
unendlich abzdhlbare Folge von Eigenwerten mit Hiufungspunkt 0. Dies sind (bis auf Verschie-

bung um A) die Reziproken der Eigenwerte p;(n) von A”.

Wir kénnen diese Aussage auch analytisch mit der Maass-Selberg-Relation nachweisen.

Satz 2.5.11. Fiir jedes n > pr gibt es ein 9 > 0, sodass die Einschrinkung {7 s von

()
2 Y

E:R— R, T—=&(n,7)=71In(n) —

streng momnoton steigend ist.
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2.5 Der Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdiére

Beweis. Nach der Maass-Selberg-Relation 2.2.8 ist die Ableitung 9/(7) der Funktion

J(1) = —ilog (go (; + 27))

2sin({(7)) cos(€(7))

T

gegeben durch
9 (r) = —||E"[|* + 2In(n) +

Daraus folgt

2 sin(&(7)) cos(&(T
g(r) = IZIE _ sinfE(r))eostE(r))

Das Integral von |E"|? iiber X berechnen wir durch Zerlegung des Fundamentalpolygons Fa,

in X, und S, fir ein r € [pp,n| wie in Konvention 1.2.14. Dann gilt
dy dy
HEWH%2 (X uz) _/ |E"? dpg + Z / |2 +4/ cos®(E(y, T )
Xr meZ\{0} y

Die ersten beiden Summanden héngen von 7 ab und sind nichtnegativ. Das Integral im letzten

Summanden lésst sich durch die Substitution u = In(y) berechnen. Man erhélt

4/;7 COSQ(f(y,T))dyy = 2In(n) — 21n(r)
. 2(cos(&(n, 7)) sin(§(n, 7)) — cos(§(r, 7)) sin(§(r, 7))

T

Die trigonometrischen Terme im Zéahler des zweiten Summanden sind beschrankt. Daher kon-

vergiert dieser Summand fiir 7 — oo gegen 0. Der verbleibende Term
2(In(n) — In(r))
ist in 7 konstant und fiir n > r > pr positiv. Also gibt es ein 79 = 7(n), sodass
g(r)>0 fiir alle 7 > 79. O

Korollar 2.5.12. Fiir n > pr besitzt der Pseudo-Laplace-Operator A" unendlich viele Figen-
werte vom Typ (11).

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.5.11 folgt, dass es eine Konstante ¢ > 0, eine nichtnegative

Funktion g(7) und eine Funktion f(7) mit
|f(r)] <2 fir alle T € R

gibt, sodass
§(r) = c+g(r)+ 2.

/Tog(t)d T—TO+/ dt+/ 1)

Fir 0 < 79 < 7 folgt
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Kapitel 2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Da f beschrankt ist, gilt
T I
/ fi)dt:(’)(ln(T)% T — 00.
70

Daraus folgt, dass es eine Funktion F(7), eine Konstante C' > 0 und 79 > 0 gibt, sodass
|F(r)| > C fir alle 7 > 79

und

&(r) ~ F(T) -, T — 00.

Insbesondere ist € unbeschrankt und nach Satz 2.5.11 streng monoton steigend auf einem In-
tervall |7g, 00[. Es folgt, dass die Bildmenge £(]79, oo[) unendlich viele Nullstellen des Cosinus
enthalt. Jede Nullstelle 7; von ¢ liefert einen Eigenwert p; = i + 7']-2 von A", O

Theorem 2.5.13 (Weylsches Gesetz fiir den Pseudo-Laplace-Operator; Lax und Phillips [17],
Formel (8.41)). Es sei

N{(R) = #{X < R | X Eigenwert von A"}

die Zdhlfunktion der Eigenwerte von A". Dann gilt das Weylsche Gesetz

vol(T'\H)

R .
e R — 0

N!(R) ~ R
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Kapitel 3

Reelle Storung des

Pseudo-Laplace-Operators

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Pseudo-Laplace-Operators A" sind dadurch bestimmt,
dass der absolute Term eine Nullstelle in 7 besitzt. Fiir die Eigenfunktionen vom Typ (I), deren
konstanter Term verschwindet, ist diese Bedingung trivial. Fiir die Eigenfunktionen E( -, %—i—iT)

vom Typ (II) impliziert die Bedingung hingegen einen Zusammenhang zwischen 7, 7 und der

J(1) = —ilog (gp (; + zr))

von ¢ auf der kritischen Geraden G, beschrieben durch die Gleichung

Phasenfunktion

/7] cos (7‘ In(n) + 19(;)) =0.

Wegen 1 > 0 ist die Bedingung dquivalent zu
)
cos (7‘ In(n) + (27)> = 0. (3.1)

Wir stellen im folgenden Kapitel einen Ansatz zur Storung des Pseudo-Laplace-Operators
vor, welcher auf dem klassischen Minimum-Mazimum-Prinzip fiir selbstadjungierte Operatoren
von Courant und Fischer (s. Courant [5]) basiert. Mithilfe des Minimum-Maximum-Prinzips
wird von Weyl das nach ihm benannte Weylsche Gesetz fiir die asymptotische Verteilung der
Eigenwerte des euklidischen Laplace-Operators bewiesen (s. [6], § 6.4).

Das Minimum-Maximum-Prinzip wird auch von Colin de Verdiere im Beweis des Spektralsat-
zes 2.5.8 zum Nachweis der Monotonieeigenschaften sowie fiir die Weylschen Asymptotik 2.5.13
fiir den Pseudo-Laplace-Operator verwendet. Wie beim euklidischen Laplace-Operator fithrt ei-
ne Vergroflerung von 7 zu einer Verkleinerung der Frequenz, entsprechend der Monotonie der
Eigenwerte 1,(n) aus Theorem 2.5.8. Wir wollen diesen Effekt quantifizieren, indem wir die
lokale Anderungsrate der Eigenwertes pi,,() vom Typ (IT) in 7 bestimmen. Als Ziel erhoffen wir
uns, mittels der Gleichung (3.1) Implikationen fiir die Streumatrix ¢ beziechungsweise 9 herleiten
zu konnen. Dies interessiert uns vor allem im Hinblick auf die Weyl-Selbergsche Asymptotik.

Da die Storung des Parameters n nur den konstanten Term fy betrifft, ist sie konzeptionell

vergleichbar mit der Stérung des eindimensionalen euklidischen Laplace-Operators A, auf einem
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

reellen Intervall
2 =]0,w].

Das Intervall €2 kann durch eine einfache Streckung der Form

auf ein Intervall
Q=10,0] mit O=w+e

transformiert werden. Hierin besteht ein wesentlicher, d. h. iiber die Differenzierung der Technik
hinausgehender, Unterschied zum hyperbolischen Pseudo-Laplace-Operator: Die Automorphie
von f impliziert auf dem (euklidischen) Rand des kompakten ,unteren“ Teils X, des Funda-
mentalpolygons F, mit » > pr Randbedingungen, die wir nicht explizit angeben kénnen. Die
Streckung des konstanten Terms fo kann daher nur auf der Spitzenregion S, vorgenommen wer-
den, und die auf S, gestreckte Funktion f muss auf dem Horozykel #, stetig in die urspriingliche
Funktion f auf X, iibergehen, damit f von der Klasse H'(X, yup) bleibt.

Das Vorgehen in diesem Abschnitt kann als eine Art ,manuelle“ Stérungstheorie verstan-
den werden, welche konzeptionell nur fiir reelle 7 sinnvoll ist, aber ohne Theorie auskommt. Im
zweiten Teil der Arbeit wird unter Verwendung der Theorie von Kato und Rellich eine holo-
morphe Stérungstheorie von Pseudo-Laplace-Operatoren entwickelt. Welche Probleme bei der
Anwendung der holomorphen Theorie auf A" auftreten, wird in Abschnitt 5.1 skizziert.

Die holomorphe Theorie ist in ihrer Anwendung eleganter. Interessant ist aber, dass das
Minimum-Maximum-Prinzip eine explizite Abschitzung fiir ! (n) liefert. Den Ansatz, das Ver-
fahren und die Ergebnisse stellen wir im folgenden Kapitel vor. Insbesondere werden wir auf
Implikationen fiir die Abschitzung von ¢ im Hinblick auf die Weyl-Selberg-Asymptotik einge-
hen, welche jedoch ungeklért bleiben (s. Abschnitt 3.4).

3.1 Das Courantsche Minimum-Maximum-Prinzip

Wie soeben erldutert, konnen wir die Streckung von fp nur auf einem Intervall [r,n] mit r > pr
durchfithren. Dies fithrt dazu, dass die teilweise gestreckte Funktion f stetig, aber in r nicht
differenzierbar ist, und folglich nicht im Definitionsbereich des Operators A" liegt.

Wir verwenden daher eine Formulierung des Minimum-Maximum-Prinzips, welche die An-
wendung auf die Friedrichserweiterung Ag eines symmetrischen, positiven Operators A mit

zugehoriger Energienorm (-, —)g und Variation der Vektoren x des Rayleigh-Quotienten

(z,2)p

(z,2)

im zugehorigen Energieraum Hp erlaubt.
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3.2 Ansatz fiir die Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

Theorem 3.1.1 (Minimum-Maximum-Prinzip, Reed und Simon [21], Theorem 13.2). Es sei A
ein selbstadjungierter Operator mit kompakter Resolvente in einem Hilbertraum H mit Skalar-
produkt (-, —)g. Es gebe ein ¢ > 0, sodass fir alle w € D(A) gilt

q(u) == (Au,u) g > c(u,u)m,

und es sei Q(A) der Abschluss von D(A) in H beziglich des von q induzierten Skalarproduk-
tes. Ferner sei ¢ < A1 < Ao < ... eine aufsteigende Folge der Eigenwerte, aufgezdhlt unter

Beriicksichtigung der Vielfachheiten. Dann gilt

A= sup inf{q(z,z) | v € Q(A), ||zl =1, (z,v;)m =0 firallel1 <j<n-—1}.
V] yeeeyUn—1€H
(3.2)
Bemerkung 3.1.2. (i) Das Supremum in (3.2) wird angenommen, wenn fir vy,...,v,—1
ein Orthonormalsystem wuq,...,u,—1 von Eigenvektoren der ersten n — 1 Eigenwerte
A, ..oy Ap_1 von A gewahlt wird. In diesem Fall folgt
An = inf{Q($7x) | T e Q(A)7 ||x||H = 1}
[ q(z, ) ’ }
= inf { z€Q(A) ;. 3.3
A0 1 e qua (33)
Fiir beliebiges € Q(A) erhélt man hierdurch eine Abschétzung
q(z, )
A < 3.4
" (l‘,l’)H ( )

(ii) Die Aussage in Theorem 3.1.1 gilt auch fir einen beliebigen nach unten beschriankten
Operator A mit
(Au,u)g > c(u,u) g, c €R,

indem man Theorem 3.1.1 auf A = A — (¢ — 1)idy anwendet.
(iii) Ist Ap die Friedrichserweiterung eines symmetrischen, dicht definierten Operators A, dann

erfiillt Ar die Bedingungen von Theorem 3.1.1, /g ist die Energienorm || - ||z und Q(A)

der Energieraum Hp von A.

Nach Bemerkung 2.5.2 kénnen wir das Minimum-Maximum-Prinzip auf den Pseudo-Laplace-
Operator A" mit der Energienorm anwenden, die durch die Einschrinkung der H' (X, juzz)-Norm

auf 77, induziert wird.

3.2 Ansatz fiir die Storung des Pseudo-Laplace-Operators

Wir formulieren nun den Ansatz fiir die Stérung der Eigenwerte p, vom Typ (II) von A" mithilfe
des Minimum-Maximum-Prinzips. Um die Abhéngigkeit eines Eigenwertes p,, des Operators A"

von 7 zu betonen, schreiben wir in diesem Kapitel g, (7).
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

Es sei ng > pr fixiert und es sei
n=nmno+¢e
fir ein 0 < ¢ < 1. Es sei ferner n € N fest gewahlt und v,(z) sei die Eigenfunktion aus
Theorem 2.5.8 von A zum Eigenwert ji,, (o).
Der absolute Term v, ist auf dem Intervall [pr,oo[ definiert und besitzt eine Nullstelle
in n9. Wéhlen wir ein r > pr und eine stetige Funktion v, die das Intervall [r,n] auf [r,no]
abbildet, dann ist die Funktion

Wy = Wn,0 + (Un - Un,O) (35)
mit absolutem Term
Wn,0 = Un,0 © 1/]

eine stetige Funktion in /7, mit

Wn,0 ("7) =0.

Wenn 1 auf dem Intervall |, [ von der Klasse C¥ ist, gilt das gleiche fiir wy, . Fiir alle m € Z\{0}

stimmen die Fourierkoeffizienten vy, ,, und w, ,, iiberein.

Bezeichnung 3.2.1. Fiir ein festes r € [pr, no[ sei ¢ :]0, co[—]0, oo[ eine Abbildung, sodass
(i) () =
(i) (1) =m0,

(iii) o :]r,n[—]r, no[ ein C*°-Diffeomorphismus ist.

Wenn wir die Abhdngigkeit der Abbildung ¢» von 7 oder r betonen wollen, schreiben wir 1,
oder ,[r].

Beispiel 3.2.2. Wir geben einige naheliegende Wahlen fir ¢ an.

(i) Die eindeutige affin-lineare Funktion, welche die Bedingungen aus Bezeichnung 3.2.1 er-
fiillt, ist
N — 7
—
n—r
Fir diese Wahl von 1 ist wy, o nicht differenzierbar in r. Das bedeutet, w,, liegt in J77,
aber nicht in D(A").

Yolrl(y) =7+ y—r).

(ii) Wenn 9 als die eindeutige quadratische Funktion mit ¢/(r) = 1 gewéhlt wird, gegeben
durch

o) = v+ s =),

dann ist wy, ¢ auch in r differenzierbar und w,, liegt im Definitionsbereich von A".
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3.2 Ansatz fiir die Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

(iii) Der hyperbolische Abstand zweier Punkte vy, y2 auf der imaginéren Achse ist

o(y1,y2) = [In(y2) — In(y1)|.

Im Hinblick darauf geben wir eine , hyperbolische“ Transformation mit

log(¢y[7](y)) = aln(y) +b

an. Sie ist gegeben durch

m () — In(r)
In(n) —In(r)

Fiir die Anwendung des Minimum-Maximum-Prinzips wird ein System von orthonormierten

=r und

Funktionen bendtigt. Wir legen daher die folgenden Bezeichnungen fest.

Bezeichnung 3.2.3. Es seien
Mo > 1 2 pr

fest gewahlt. Zusatzlich sei n = 1y + € aus einer Umgebung U = |ng — §, 19 + J] von np.

(i) Fir n > pr sei (vn[n])nen ein vollstindiges Orthogonalsystem der Eigenvektoren von A"
und
un[n] = Uni[ﬁ]’ neN,
Tonlllzz

seien die zugehorigen normierten Eigenvektoren.

ii) Fir beliebiges festes n € N, eine Eigenfunktion v,[ng] des Operators A™ und eine Trans-
(i) g g 1

formation ), [r] wie in Bezeichnung 3.2.1 setzen wir

Wy, = Vp,0[10] © Y[r] + (vnlno] — vn0[mol),

n—1

Wy, = Wp, — Z (ug’["ﬂ,’wn)Lg C Uy (1],
j=1
und
N (s
Wy = ———.
Tonlz2

(iii) Wie in Theorem 2.5.8 sei N € N dadurch bestimmt, dass p,(n) > % fiir alle n > N gilt.

Fiir n > N wéhlen wir fir v,[n] die trunkierte Eisensteinreihe

onlil(2) = Bz, 50(0)), Sa(n) = = + ima(n),

2
mit der Normierung aus Lemma 2.1.19, sodass der absolute Term von der Form
v(7)
onolil(y) = VieosE(y (), €y ) =In(y)r — O,

ist, und [[E7( - , s (m)llz2 = 2 [|oalnll] 2 gilt.
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

Der Spektralsatz 2.3.5 fiir den klassischen Laplace-Operator Ar impliziert, dass alle Ei-
genfunktionen des Typs (II) von A” orthogonal zum Unterraum L3 der automorphen Spitzen-
formen sind (Satz 2.3.5). Das Orthogonalisierungsverfahren muss daher nur innerhalb des Unter-
raums 0, angewendet werden, der von den Eigenfunktionen vom Typ (II) aufgespannt wird. Wir
nehmen daher ohne Einschrankung an, dass die Vektoren uq,...,u,—1 aus Bezeichnung 3.2.3

Eigenfunktionen vom Typ (II) sind.

3.3 Lineare Approximation

Ab nun seien n > N und 79 > pr fixiert.

Bemerkung 3.3.1. Wir betrachten zuerst n > 1 und setzen
g:=mn—mn>0.

Nach (3.4) impliziert das Minimum-Maximum-Prinzip fiir den n-ten Eigenwert u,(n) des ge-

storten Operators A"
fin(n) < (Wn, W) 2, (3.6)
Wir nehmen an, dass die rechte Seite der Ungleichung eine Taylorentwicklung
(Wn, Wn) s, = pin(M0) + 16 + e + ... (3.7)

besitzt. Dann erhalten wir durch Einsetzen von (3.7) in (3.6) die Ungleichung

pn(n) = pin(m0) < are + a252 + ...

Division durch € > 0 liefert

pin (1) — pn(10)
n—"o

<ai+ase+...

Die Taylorentwicklung in (3.7) héngt nicht davon ab, ob n > 19 oder n < 1y gewahlt wird.

Daher erhalten wir durch analoge Rechnung mit ¢ < 0

pn(n) = pn(0) o
n—"No
da sich bei Division durch € < 0 die Ungleichung umkehrt.
Zusammenfassung beider Ungleichungen liefert, dass der Grenzwert des Differenzenquotien-
ten
lim ,U/n(n) - Nn(770) — oy
n—"no n—mno

existiert, und folglich ., in 7y differenzierbar ist mit

N%(ﬁo) = a1.
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3.3 Lineare Approximation

Im Folgenden weisen wir nach, dass der Term (wy,wy) s, eine Taylorentwicklung der
Form (3.7) besitzt, und bestimmen daraus die Ableitung wie soeben beschrieben. Hierfiir ver-
wenden wir die affin-lineare Transformation

Y(y) =7+

Mo — 7

(y—=7)
aus Beispiel 3.2.2 (i).

Notation 3.3.2. Wir schreiben im Folgenden nur (-,—) fiir das Skalarprodukt auf L%
und (-, —), fiir das Skalarprodukt auf /.

Bemerkung 3.3.3. Es seien vy, := vy [no], Wy, W, und u;[n] bestimmt wie in Bezeichnung 3.2.3.

(i) Es gilt
n—1
(Wn,, W) = (Wi, wn) — Z ‘(Uj[ann)P
j=1
und

n—1
(s @)y = (W, wi)y = D pg(n) - 1wl wa)l?,
j=1

da u;[n] eine Eigenfunktion zum Eigenwert p;(n) von A" ist.

(ii) Da v, reell analytisch von y abhéngt ist, erhdlt man durch Anwendung der Kettenregel

auf wp,0 = vn,0[No] © ¥y, fiir wy, eine Taylorentwicklung
Wy, = vpno] +ef1 + €2f2 +..., (3.8)

wobei die Koeffizienten f; in L727, aber nicht notwendig in 7 liegen. Insbesondere gibt es

ein g € L,27, sodass wy, = vy[no] +eg. Fir 1 < j <n —1 folgt
(wjln], wn) = (uzln], vnlmo] + €g) = (u;[n], valno]) + (u;lnl, 9)-

Beispiel 3.3.4. Die Funktion f; aus Gleichung (3.8) ist gegeben durch

S tnalnlr](v) = v 1(0) - Z ),

Fiir die trunkierte Eisensteinreihe v, = E"( - , 3+ i7,) mit vy, 0(n) = 0 folgt

;oL feos(Ewr)
than) = = (5 asin(€(y. 7))

Die Parameter-Ableitung der affin-linearen Transformation

Tn
=+—#0.
y=n V1

—-r
Ualrly) =7+ T— - (y—7)
ist gegeben durch
Oy r —-r
%77[ ](y) — _ Y
N n="no mo—r

und besitzt keine Nullstelle in yo = 19. Also liegt fi nicht in J77,.
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

Lemma 3.3.5. Firallel <j<n-—1 gilt
(ujn],vn) = O(e),  e—0.
Beweis. Die Maass-Selberg-Relation 2.2.6 fiir f = u;[n] und g = v,[no] liefert wegen fo(n) =0

(rj[* = ulm0]?) - (uj[n], vn[o]) = (£7, 9") 2

1 . Sin(f(?]o,Tj[n]))L[n] : \/ﬁCOS(E(%Tn[UO]))

= ol v
_ sin(€(no, 7 [n))mj[n] T
_ oz (&(n, Talno)))-

Durch Taylorentwicklung des Terms cos (£(n, Tn[n0])) in 7o erhdlt man

ﬁ(Tn [770])
2

> =— sin(&(ng,Tn[no]))Tn?EnO] e+ 0(e%), e — 0. O

cos <Tn [no] In(n) — "

Bemerkung 3.3.6. Wir benétigen an diesem Punkt die Maass-Selberg-Relation, da wir a priori
nicht wissen, ob u; nach 7 differenziert werden kann. Dieses Problem entfillt unter Verwendung

der holomorphen Storungstheorie im zweiten Teil der Arbeit (s. Abschnitt 7.3).
Korollar 3.3.7. Es gilt

. _ (wnawn)n - (wnawn)n 2
(wnvwn)n - (@mﬁin) - (wn7wn) + O(E )7 e—0.

Bemerkung 3.3.8. Die Koeflizienten (a;) en und (b;);en seien bestimmt durch

(wmwn)n = Nn(n(]) : (wna wn) +a;-e+ CLQE2 + 0(53)7 e — 0, (39)
(W, wn) = (Vg vn) + bre + bae® + O(e%), e —0. (3.10)
Dann gilt
(wn’wn)n ai

(wnw) tn(n0) + € - (o o0) + O(e%), e—0.

A priori ist nicht bekannt, ob die Parameter a; und b; von den Wahlen von 7 und ¢ abhéngen.

Wenn wir die Abhéngigkeiten betonen wollen, schreiben wir a;[r] oder a;[r, 1| beziechungsweise
b;[r] oder bj[r, .

Lemma 3.3.9. Es sei n > N, und es sei v, die trunkierte Eisensteinreihe E”(-,% +it,)
zum Eigenwert p,(n) = % + 72 von A™. Ferner sei v die affin-lineare Transformation aus
Beispiel 3.2.2 (i). Dann ist der Koeffizient

ay = lim (wnvwn)n — (1) - (Wi, wp)
e—0 g

aus (3.9) gegeben durch
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3.3 Lineare Approximation

Fiir den Beweis zerlegen wir das Integral iber X in drei Teile. Hierzu fithren wir die folgende

Bezeichnung ein.

Bezeichnung 3.3.10. Die Fliche X = I'\H sei mit dem Fundamentalpolygon Fi, = X, U S,

identifiziert wie in Konvention 1.2.14. Fir n > r > pr zerlegen wir X, zusdtzlich in zwei

Teilmengen
Xy =X UP,
mit
PTJI = Xﬁ\X: 2]07 1[>< [’l“, 77]

Beweis von Lemma 3.5.9. Wir spalten das Integral iber X mittels der Zerlegung in Bezeich-

nung 3.3.10 in drei Teile auf wie folgt:

(Wn, wp)y = / (grad wy,, grad wy,) dpyg + / (grad wy,, grad wy,) dpm
X, Pry

+ / (grad wy,, grad wy,) dpg.
S"]

Die Greensche Formel liefert

(wnywn)y = [ A dp + 000 ()00 0(r)

+ Awy, - wy, dug — wnjo(r)w;’o(r) + /S Awy, - wy, dpg,
n

P’r,'q

da alle Fourierkoeffizienten wy, ,, = vy, fiir m # 0 stetig sind, und w,, o nach Konstruktion in n

eine Nullstelle besitzt. Fiir die affine Transformation 1 schreiben wir hilfsweise

Unlrl(y) = any + by.

Dann gilt fiir den Randterm von wy, ¢ in r

und folglich

U0 (1) 0(r) = wn,o(r)wy, o(r) = (1 = ay)vno(r)vno(r).

Da wy, auf X, und S, mit v, {ibereinstimmt, folgt mit Av,, = p,(10)vn

(wns wn)y = pa(m0) - [ 0 g + (1 = @vno(r)o] 1)

+ Awy, - wy, dptm + pn (o) /S w? dpg.
n

P"”»"I

Auf P, gilt zusétzlich fir jedes m € Z\{0}

A (wn,m(y)em(x)) = ,U/n(UO) ’ wn,m(y)em(x)'

(3.11)
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

Daher bleibt nur noch die Differenz

(W 0y = i) - s 0) = = [l 0) - wn(y) dy = o) - [y A
+(1- an)vn,o(r)v;p(r) (3.12)
zu berechnen. Wir setzen
Iy = — /;7 Wy o(y) - wno(y) dy.
Nach der Kettenregel gilt
wio(y) = (vn0 0 9)"(y) = aj(vy 0 0 V) (Y)-
Dann folgt mit dem Transformationssatz

1= =a2 [l 0) o) dy = —ay [ to0) tmolw)dy

10 dy
= agpin(m) - [ w00
T

da vy fiir alle r < y < ng die Eigenwertgleichung

Hn\TJ0o
o) = “y(2 L

erfillt. Andererseits liefert die Transformationsformel fiir das zweite Integral

n dy o dy
I ::/ wn(y)?—= =a / Up, y)?2—.
2 , ( ) y2 n , 0( ) (y_bn)2

Die Koeffizienten a, und b, aus (3.11) sind gegeben durch

an:no_rzl— c +0(e?), e—0,
n—r Mo —T
und
by =7r(1 —ay).
Da b, = O(e) fiir ¢ — 0 und
1 1 2b
= S+ +001), b—0,
(=02 y* ¥ ®)
folgt
70 d us d
I = an/ vn,o(yﬁy%’ + 2a,7b,7/ vn,o(y)2y%{ LO(E2), £,
Mit

anby = ayr(1 —ay) =r(l —ay) + 0(52)7 e —0,

erhalten wir

10 d 70
I = an/ un,o(yﬂy%/ +or(l - an)/ o)L+ 0?), e
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3.3 Lineare Approximation

Fiir die Differenz aus (3.12) gilt damit insgesamt
It — pin(n0) 12 + (1 = an)vn,o(r) vy 0(r)

= =21 = apam) - [ ona(P S+ (1= ag)onn(r)vholr) + O)

€ dy

70
o (—27'Mn(770) ' /r ’Un,o(y)zﬁ + Un,O(T)U;l70<T)) + O(e%), e — 0.

Um den Ausdruck in der Klammer zu berechnen, bestimmt man zu

. L U(rn 1
3 = cos*(€(y, ™)) - 2 = cos? (Tn In(y) — (; >> o

mit partieller Integration die Stammfunktion

= (_1 o B2 (€, 7)) — oy 7)) + 27 sin(€(y: ) cos(f(y,m))
. |

y 1+ 472

Hierbei gilt 1 + 472 = 4y, (10). Ferner liefert Anwendung des trigonometrischen Pythagoras

L S (€(, ) — 2 cos2(E(y, 7)) + 27 SIn(E(Y, 7)) cOS(E(W, )

9 2
= % — cos?(£(y, ) + 27 sin(E(y, 7)) cos(E(y, Tn))
= 5~ 2000(0) - tho(2).

Damit folgt durch Auswertung des Integrals

o aptan)— Chn) =4

_Mo—-r. T Un,0(r) - v 0(r)
2nor pn(10) 27 pan (10)
und schliellich
1 TTQL / / TTQL
ay = =m0 —71)— —vno(r)v, o(7) FVnol(r)v,olr) | =——. O
= ( (10— 7)1 = o)1) - ()t (1) ) = =

Nach der Voriiberlegung in Bemerkung 3.3.1 erhalten wir somit das folgende Ergebnis.

Satz 3.3.11. Firn > N ist der Eigenwert

von A", der zu der trunkierten Eisensteinreihe

vn[nl(2) = E"(z,5,(n)),  sn(n) = % + 7 (n), Ta(n) >0,

mit E(z,s) wie in Lemma 2.1.19 assoziiert ist, auf |pr, oo| differenzierbar nach n mit

Tn(n)2

/
() = —————
" n- ||vn[n]||i%
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Der Koeffizient a; aus Lemma 3.3.9 héngt nicht von r ab. Das Verfahren im Beweis von
Lemma 3.3.9 liefert fiir die beiden anderen in Beispiel 3.2.2 angegebenen Transformationen
dasselbe Ergebnis.

Mithilfe der Ableitung u/,(n) kénnen wir durch implizites Ableiten nun die Ableitung der
Phasenfunktion 9 nach 7 bestimmen. Die Formel, die wir hieraus erhalten, stimmt mit der

Maass-Selberg-Relation aus Beispiel 2.2.8 iiberein.
Korollar 3.3.12. Es sei ¢ die Streumatriz der Fisensteinreihe und es sei
I(1) = —ilog (ap (% + ZT)) .
Dann gilt fir 7 > 0 und jede Nullstelle n = n(t) > pr von Ey(y, & +ir)
(1) = 2In(n) — [|E"( - 5 +i7)|[Zs-
Beweis. Zu T > 0 seien n(7) > pr und n(7) € N so gewahlt, dass
7 = Tn(n)

zum Eigenwert p,(n) = i + 72 von A" gehért. Dann gilt

oS <7‘ In(n) — 19(27)> =0.

Folglich gibt es ein C' € R, das nicht von 7 abhéngt, sodass

(T
€(r) 1= €n(r).7) = TIn(n(r) - 7 = ¢
Es folgt
/
9(7) = 2In(n()) + 2017, (3.13)
n(7)
Des Weiteren folgt aus Satz 3.3.11 und
W' (n) =27(n) - 7'(n),
dass 2r(n)
’ ™\n
T ="
= e
Inversion liefert B2
/ nl|E"
T)=———7—.
1= )
Schliellich erhalten wir
En|]?
V(1) =2In(n) + 2% . <—17H2H> =21In(n) — ||E"|)?. O
T
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3.4 FEine Differentialgleichung fiir die Phasenfunktion der Streumatrix

3.4 Eine Differentialgleichung fiir die Phasenfunktion der

Streumatrix

Durch die Bestimmung der ersten Ableitung ist es nicht direkt moglich, das Wachstum von
zu bestimmen, da das Wachstum von ||E"( - 7S)||%2(X7MH) in s nicht bekannt ist.

Wir kénnen stattdessen das Verfahren aus Abschnitt 3.3 wiederholen mit dem Ziel, eine
Abschétzung fiir die zweite Ableitung von p,(n) zu erhalten und durch Loésung einer Differen-
tialgleichung oder -ungleichung fiir ¥ das asymptotische Verhalten zu ermitteln.

Die Abschétzung fiir p (n), die auf diese Weise gewonnen wird, hingt von der Wahl von r, der
Transformation 1) und den n—1 Eigenvektoren u; ab, die zur Orthogonalisierung der gestauchten

Funktion w,, noétig sind. Ferner liefert das Verfahren keine Abschétzung nach unten.

Theorem 3.4.1. Es sei o > 0. Fir T aus einer reellen Umgebung U von 1o seienn = n(t) > N

und n = n(7) > pr dadurch bestimmt, dass fir alle T € U gilt

und

der n-te Figenwert von A" mit zugehiriger Eigenfunktion

wlil(2) = BMsum)), salu) = 5+ im(n),

ist, wobei die Eisensteinreihe normiert sei wie in Lemma 2.1.19. Dann gilt fir m € U

[va )11 [lon )12 [va[n]l172
T”'UQMZ(W)—S - +—12 - L.

V(1) =8

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Korollar 3.3.12. Dort haben wir als Zwischenergeb-

nis (3.13) erhalten
/
V(1) =2In(n) + 971 (T)
n

Durch erneutes Ableiten folgt

iy — ) <n"<7> . (77’(7))2> |
n n

772

Einsetzen von

2n]|vnl|72
W)= -t
-
e lonllZs Il
Unl|l|T2 Unllf2 "
V(1) = -8 18 i 4ol ), (3.14)
T T
Wir wollen nun den Term w durch z//(n) ausdriicken. Wegen ju,(n) = 72 + 1 gilt

tin(n) = 21 -7'(n)
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

und

Einsetzen von

; T
T = -
TR
fihrt zu )
1" T "
Mn(M) = 57— +27-7°(n).
") STenllgy T
Es folgt
7_//( ) — lu’;;(n) _ T .
2r il

Es bleibt, eine Formel fiir die Inversion von n”(7) in 7”(n) zu bestimmen. Es sei hierzu f ein
beliebiger C?-Diffeomorphismus mit nullstellenfreier Ableitung und g = f~'. Dann lautet die

Inversionsformel fiir die erste Ableitung

IO = FFey

Erneutes Differenzieren dieser Formel liefert

§'0) =~ U ) W)
=~y ) Y W)
1

=~y VW)

=4’ ')

mit = f~1(y). Anwendung auf n(7) liefert

813 [onl($,
(1) = =/ (1) - 7"(n) = ———"-7"(n)
3 6
R T
73 2T 4n2\|vn|]‘i2
n
43 |vnl]9 21| [vnl|7.2
= ——2 pn(n) - ——=.
T4 " 72

Einsetzen von w in ¥ aus (3.14) liefert schlieBlich

2 4
anHLg] B SHUHHL% N 27_77”(7-)

9'(r) = -8
(T) T T
lvall72  llvallle  [lvallS2n® |[vnl]72
=g g g T ) e
anHi2 anHz}ﬂ anHG]ﬁ
= 12— 8 4 8P (). O
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3.4 FEine Differentialgleichung fiir die Phasenfunktion der Streumatrix

Durch Substitution von

()

AlonllZz = —0'(7) + 2In(n) = —9'(7) + =

erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 3.4.2. FEs gelten die Voraussetzungen von Theorem 3.4.1. Dann lost 9(7) die Diffe-

rentialgleichung

1 2,1 1 2
VALY (A BV i N (LA R (A BN S ES
T T n 72 27 T T T

In der folgenden Bemerkung iiberlegen wir uns, wie man diese Differentialgleichung durch

geeignete Substitutionen in eine einfachere Differentialgleichung tiberfithren kann.

Bemerkung 3.4.3. Wir setzen

T T T
und
" / 1 !
T”_i_gﬁ zﬁ_i_g
T T2 73 T T
Also gilt

und T 16st die Differentialgleichung

2.1 !
"o / 4 N () 1 ne I
Setzen wir ferner
U(T) - T,(T)7
dann 16st U die Differentialgleichung
2,1
L g Mha(n) 1.5 U
U’ = U - 2ol TS -~y 4 =
2.1
_ 4 Mhn(n) 1 1.
Die Differentialgleichung
1
u' 4+ M(7T)-u+ §u2 =0 (3.18)

ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit Bernoulli-Exponent o = 2, und die zugehorige

lineare Differentialgleichung fiir
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Kapitel 3 Reelle Stérung des Pseudo-Laplace-Operators

ist

Thre Losung ist gegeben durch

g(r) = c - exp </TM(t)dt) —i—;-/Texp(—/mM(t)dt) dz, ceR

Resubstitution ergibt
Hr)=r1 / i

9(t)

In Abschnitt 3.3 wurde durch Bestimmung des Taylorpolynoms erster Ordnung des Aus-

drucks
(wmwn)n — pn(n0) - (Wn, Wp)

die erste Ableitung von puy,(n9) exakt bestimmt. Hierbei wurde ausgenutzt, dass ¢ = n — 1y das
Vorzeichen wechselt je nachdem, ob 1 > ng oder 1 < ng gewdhlt wird. Dies ist fiir den zweiten
Taylorkoeffizienten nicht méglich, da in jedem Fall €2 > 0 gilt. Das Minimum-Maximum-Prinzip
liefert somit im Allgemeinen nur eine Abschitzung nach oben. Ferner hidngen die Taylorkoeffi-

zienten oy, hoherer Ordnung aus Gleichung (3.7) von der Wahl von r und v, [r| ab.
Beispiel 3.4.4. Es sei ¢p[r] die affin-lineare Transformation aus Beispiel 3.2.2 (i), n > N und vy,
normiert wie in Satz 3.3.11. Wir nehmen zusétzlich an, dass ng so gro8 ist, dass es ein r € |pr, n[
gibt mit

Un0(r) = 0.
Dann erhalten wir fiir ¢ — 0 die Ndherung zweiter Ordnung

(wn» wn)n

= / .
(G ) n(10) + iy (10) - €

2 —aj - b1 [T‘] a2[T] + Zglz_ll tj [T’] ’ (Mn(n()) - Mj(nO)) 3
e ( [ ol )w(e :

wobei die Koeffizienten a;, a[r] und b;[r] aus Bemerkung 3.3.8 gegeben sind durch

[\

2 (B4 32m— (S + 372

a1 = -1 as[r] = In.
o T (o — )1 +73) ’
1 —1 2
bl[’l“] _ n(770) n(r) Tn

20 —7)  notn(m0)’
und ¢;[r] fir 1 < j <n—1 durch
[(uj,wn)|? = tj[r] -2+ O(%), =0,
bestimmt sei.

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Falle des euklidischen Laplace-Operators die Orthogo-
nalisierung von w,, die fiir die Anwendung des Minimum-Maximum-Prinzips notwendig ist, die

Abschétzung fiir die hoheren Ableitungen verschlechtert.
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3.4 FEine Differentialgleichung fiir die Phasenfunktion der Streumatrix

Beispiel 3.4.5. Es sei @ =]0,w] ein beschrianktes Intervall in R und A,, der Laplace-Operator
auf ) mit Dirichlet-Randbedingungen, d. h.

Awf(x) = _f//(x)’ JE€ D(Aw) = Hg(ﬂv)‘l)'

Die induzierte Sesquilinearform ist

(u,v) = (U, UI)L2(Q7)\1).

Ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von A, mit den zugehorigen Eigen-

werten ist gegeben durch

(1)

9 ™

2
up(x) = \/; -sin (kp(w)x) , An(w) = kp(w)?, kn(w) = —, n € N.
Wir fixieren n € N und betrachten die nicht normierte Eigenfunktion
Up|w](z) := sin(ky(w)x).

Es sei nun wy > 0 fest gewéhlt und

die eindeutig bestimmte affin-lineare Funktion mit v,,(0) = 0 und 9, (w) = wp. Dann gilt

fir die gestauchte Funktion w,, = v, o 1 bereits

wy (x) = vplwo] © Yy (z) = sin (ZZ . % :1:) = sin <7ZL a:) = vy [w](x).
Insbesondere gilt
Wy, Wn)w
s = ol

und durch Taylorentwicklung der linken Seite lassen sich alle Ableitungen von A, bestim-

men.

Ist @, zu w, durch Orthogonalisierung bestimmt wie in Bezeichnung 3.2.3, dann erhélt
man in Analogie zu Beispiel 3.4.4 durch das Minimum-Maximum-Prinzip fiir ¢ — 0 die

Néherung zweiter Ordnung

~ N n—1
(@n, @)y _ An(wo) + A (wo) - € + A7, (wo) - 822 +e% > i nlo) = Ay(0)) +0(e%).

(tp,, 1y, = ||“n‘|%2(9,»)

Die durch Orthogonalisierung entstehenden Zusatzterme

2

tj=——"-
7 wo(j 4+ n)?

sind positiv.
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Abschitzungen unter Vernachlassigung der ,stérenden® Terme 7 und ¢; in der Formel aus

Beispiel 3.4.4 fiihren zu der folgenden Vermutung, die in Ubereinstimmung mit der Selberg-

Roelcke-Vermutung steht.

Vermutung 3.4.6. (i) Es gibt C1,Cs € R, sodass fir alle n > pr gilt

2 2

T, T,
C- 22— < M”(n) <Oy -2— 1 .
- flvallf, =" n? - [onllZs

(ii) Die Phasenfunktion ¥ besitzt Wendestellen, d.h. ¥"(7) hat Nullstellen.

(iii) Fir die Funktion
2,1

(1) 1

M(r) = 2oy, T -

-
aus (3.18) gilt
1
M(1)~ —, T — 00,
T
und ¥ wdchst asymptotisch wie
I(1) =~ 7log(7), T — 00.
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Kapitel 4

Grundlagen der holomorphen

Storungstheorie

Bei der klassischen Friedrichserweiterung wird zu einem unbeschriankten symmetrischen Ope-

rator, fiir den es ein 8 > 0 gibt mit
(Au,u) > B(u,u), u e D(A) C H,

eine selbstadjungierte positive Erweiterung Ap konstruiert, deren Spektrum im Intervall [3, oco[
enthalten ist. Diese Konstruktion wird durch das Konzept des m-sektoriellen Operators verall-

gemeinert, dessen Spektrum in einem Sektor der Form
{Rez> B, |arg(z—B)| <0}, PBER 0<0< g

liegt. Wie die Friedrichserweiterung mithilfe der positiven Form (Au,u) konstruiert wird, kann
man zu einer sektoriellen Form einen m-sektoriellen Operator konstruieren (Theorem 4.2.11).

Wenn die Form zusétzlich holomorph von einem Parameter abhéngt, dann erhélt man unter
bestimmten Voraussetzungen eine holomorphe Familie von Operatoren, deren Eigenwerte und
Eigenfunktionen ebenfalls holomorph variiert werden konnen (Theorem 4.3.19). Dies gilt aber
im Allgemeinen nur fiir endliche Systeme von Eigenwerten und Eigenvektoren.

Fiir den Leser, der mit der holomorphen Stérungstheorie von Formen und Operatoren nicht
vertraut ist, legen wir im folgenden Kapitel die Grundlagen des fiir uns relevanten Ausschnitts
dieser Theorie nach Kato [13], Kapitel VI und VII, dar. In diesem Kapitel bezeichnen (-, —)

und || - || stets das Skalarprodukt beziehungsweise die Norm auf dem Hilbertraum H.

4.1 Sesquilinearformen in komplexen Hilbertraumen

Die Definitionen dieses Abschnitts sind aus Kato [13], Kapitel VI, §1.1, entnommen.
Es sei t eine unbeschriankte Sesquilinearform, definiert auf einem Unterraum D eines sepa-
rablen Hilbertraums H. Wir schreiben
t(u,v) fir u,v € D,

und bezeichnen die Sesquilinearform t(u,v) kurz als Form t. Der Raum D, auf dem t definiert
ist, heifit Definitionsbereich von t und wird mit D(t) bezeichnet. Wenn D(t) dicht in H ist, heif3t
die Form t dicht definiert.
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Kapitel 4 Grundlagen der holomorphen Stérungstheorie

Definition 4.1.1. Ist t eine Sesquilinearform, so heifit

die zu t assoziierte quadratische Form.

Bemerkung 4.1.2 (Polarisationsformel). Wenn H ein komplexer Hilbertraum ist, dann wird die

Sesquilinearform t(u, v) durch die Polarisationsformel
1 . . . .
t(u,v) = 1 (Hu+v) —tu—v)+it(u+iv) —it(u—iv))

eindeutig durch die quadratische Form t(-) bestimmt.

Analog zu unbeschrinkten Operatoren in Hilbertrdumen werden fiir Sesquilinearformen die

folgenden Begriffe eingefiihrt:

Definition 4.1.3. (i) Eine Form t®?) ist eine Erweiterung von t\1), in Zeichen tM) C (),

wenn D(t1) € D(t®) und tP) (u,v) = tV(u,v) fir alle u,v € D{A?) gilt. Ist t2) eine

Erweiterung von 1), dann ist t(!) eine Finschrinkung von ).

(ii) Zwei Formen t@) und t@ sind gleich, in Zeichen t) = t(z), wenn t() C ) und t@ c )
gilt.

(iii) Die Summe t zweier Formen t) und t?) ist definiert als

t(u,v) = W (u,0) + D (u,0), w0 e DE) =D(EV)n DH?).

(iv) Die Einheitsform ist definiert durch
1(u,v) = (u,v), u,v € D(1) = H.

Die Nullform ist definiert durch 0(u,v) = 0 fir u,v € D(0) = H. Fiir eine beliebige Form t

und ¢ € C setzt man
(t+c)(u,v) := (t+c- 1)(u,v) = t(u,v) + ¢ - (u,v), u,v € D(t).

Definition 4.1.4. (i) Die zu einer Form t adjungierte Form t* ist definiert durch

t(u,v) = t(v,u), u,v € D(t*) = D(t).
(ii) Eine Form t heifit symmetrisch, wenn
t=1t".

Bemerkung 4.1.5. Aus Bemerkung 4.1.2 folgt, dass t genau dann symmetrisch ist, wenn die

quadratische Form t(-) reellwertig ist.
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4.2 Sektorielle Formen und Operatoren

Definition 4.1.6. Fiir eine Form t seien die Formen § und € definiert durch

h(u,v) := % (t(u,v) + t*(u,v)) und t(u,v) = 2% (t(u,v) — t*(u,v)).

Die Formen h und ¢ sind symmetrisch mit t = f 4 £. Fiir die zugehorigen quadratischen Formen
gilt
h(u) = Re (t(u)) und t(u) = Im (t(u)). (4.1)

Die Beziehungen in (4.1) motivieren die Bezeichnungen Real- und Imagindrteil von t fiir h und €.
Wir schreiben daher
Ret:=ph und Imt:=¢.

4.2 Sektorielle Formen und Operatoren

Die Definitionen in diesem Abschnitt sind aus Kato [13], Kapitel VI, §1.2 und §1.3, entnommen.

Definition 4.2.1. Es sei s eine symmetrische Form in H mit Definitionsbereich D(s). Die

Form s heiflt nach unten beschrinkt, wenn es ein 5 € R gibt, sodass

s(u) > B - ||ul|?, u € D(s). (4.2)
Wir schreiben kurz s > (. Falls s > 0, heifit die Form s nichtnegativ.
Definition 4.2.2. Es sei t eine (nicht notwendig symmetrische) Form.

(i) Der numerische Wertebereich von t ist die Menge

V() = {t(u) | w e DY), |lu]] = 1}.

(ii) Die Form t heit nach links beschrinkt, wenn es ein € R gibt, sodass #(t) in einer
Halbebene der Form Rez > 3 liegt, d. h.

W (t) C{z€C| Rez > S}

(iii) Eine Form t heifit sektoriell (nach links beschrinkt), wenn # (t) eine Teilmenge eines

Sektors der Form
2(B,0)={2€C| |arg (2 — B)| < 0}

mit einem Scheitel § € R und einem Halbwinkel 0 < 6 < 7 ist. Hierbei sind 8 und 6 nicht

eindeutig bestimmt.

Bemerkung 4.2.3. Eine Form t ist genau dann sektoriell, wenn es 3 € R und 6 € [0, 5[ gibt,
sodass gilt
Ret> g (4.3)

und
Imt(u)| < tan(0) - (Ret — 5)(u), u € D(t). (4.4)
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Definition 4.2.4. Es sei t eine sektorielle Form. Eine Folge (uy)nen in H heifit t-konvergent
(gegen u € H ), wenn

(i) die Folge (un)nen in D(t) liegt und in der Norm auf H gegen u € H konvergiert,

(ii) es fiir jedes € > 0 ein NV € N gibt, sodass fiir alle n,m > N gilt: | t(u, — up)| < €.
Wenn (uy,)nen t-konvergent gegen u € H ist, schreiben wir wu, —t> u, N — 00.
Definition 4.2.5. Es sei t eine sektorielle Form.

(i) Die Form t ist abgeschlossen, wenn fiir jede t-konvergente Folge (up)pen mit wy, - u

fir n — oo gilt, dass u € D(t) und t(u, —u) — 0 fir n — oo.

(ii) Die Form t heifit abschlief$bar, wenn sie eine abgeschlossene Erweiterung besitzt. Die klein-

ste abgeschlossene Erweiterung t einer abschlieBbaren Form t heifit Abschluss von t.

Satz 4.2.6 (Kato [13], VI, §1.3). Es sei t eine sektorielle Form. Eine Folge (un)nen ist genau
dann t-konvergent, wenn sie (Ret)-konvergent ist. Insbesondere ist t genau dann abgeschlossen,

wenn Ret abgeschlossen ist.
Bezeichnung 4.2.7. (i) Es sei s eine symmetrische, nichtnegative Form. Dann wird durch
(u,v)s == (s +1)(u,v), u,v € D(s),

ein Skalarprodukt auf D(s) definiert. Insbesondere wird (D(s),(-,—)s) zu einem Pré-

hilbertraum, der mit H; bezeichnet wird.
(ii) Wenn t eine sektorielle Form mit Ret = § ist und 3 ein Scheitel von t, dann ist die Form
h' =Ret—p3

symmetrisch und nichtnegativ, sodass durch Hy := Hy ein Préhilbertraum wie in (i)

definiert wird. H; ist gegeben durch D(t), versehen mit dem Skalarprodukt
(u,v)t := (Ret— B+ 1)(u,v), u,v € D(t).
Da (-,—)¢ von 8 abhéngt, ist H¢ nicht eindeutig bestimmt.

Satz 4.2.8 (Kato [13], VI, Theorem 1.11). Fine sektorielle Form t in H ist genau dann abge-

schlossen, wenn der Prdhilbertraum Hy vollstindig ist.
Ein sektorieller Operator wird analog zu einer sektoriellen Form wie folgt definiert.

Definition 4.2.9 (Kato [13], V, §3.10). (i) Ein symmetrischer Operator S in H heiit nach

unten beschrdnkt, wenn es ein 5 € R gibt, sodass

(Su,u) > B(u,u), u € D(S).
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4.2 Sektorielle Formen und Operatoren

(ii) Ein Operator T heiit akkretiv, wenn der numerische Wertebereich
W (T) = {(Tu,u) | uwe D(T), [lul| =1}
eine Teilmenge der rechten Halbebene ist, d. h.

Re (Tu,u) >0, u € D(T).

(iii) Ein Operator heifit m-akkretiv, wenn (T'+ A\)~! fiir jedes A mit Re A > 0 beschrinkt ist

und die Operatornorm die Abschétzung
(T +X)7H < Ren) ™
erfiillt. Ein m-akkretiver Operator ist maximal akkretiv in dem Sinne, dass T akkretiv ist

und keine echte akkretive Erweiterung besitzt.

(iv) Ein Operator heifit quasi-akkretiv (quasi-m-akkretiv), wenn es ein a € C gibt, sodass T+«
akkretiv (m-akkretiv) ist.

(v) Analog zu Definition 4.2.2 heiit ein Operator T sektoriell, wenn # (T') in einem Sektor
5(8,0) = {z € C | |arg (= — B)| < 6}
mit f € R und 6 € [0, T liegt.
(vi) Ein Operator T heifit m-sektoriell, wenn T sektoriell und quasi-m-akkretiv ist.

Bemerkung 4.2.10 (Kato [13], V, §3.10). Wenn T ein m-sektorieller Operator mit Sektor (3, 0)
ist, dann liegt das Spektrum o(7T') ebenfalls in dem Sektor (S, 6). Der Begriff ist insofern eine
Verallgemeinerung eines nach unten beschrénkten selbstadjungierten Operators mit Spektrum

in einem reellen Intervall der Form [3, ool.

Das folgende Theorem besagt, dass zu einer sektoriellen Form ein m-sektorieller Operator

im Sinne einer Verallgemeinerung der Friedrichserweiterung fiir monotone Operatoren existiert.

Theorem 4.2.11 (Erster Darstellungssatz, Kato [13], VI, Theorem 2.1). Es sei t eine dicht
definierte, abgeschlossene und sektorielle Sesquilinearform in H. Dann gibt es einen eindeutigen

m-sektoriellen Operator Ty, definiert auf einer dichten Teilmenge D(Ty) von D(t), sodass
t(u,v) = (Tiu, v) u € D(Ty), v e D(t).

Satz 4.2.12 (Kato [13], VI, Theorem 2.5). Die Form t erfille die Voraussetzungen von Theo-
rem 4.2.11. Dann gilt fiir den Operator Ty aus Theorem 4.2.11

T =T
Insbesondere ist Ty genau dann selbstadjungiert, wenn t symmetrisch ist.

Bemerkung 4.2.13. Aus dem Beweis von Theorem 4.2.11 (Kato [13], VI, §2.2) geht hervor, dass

der Definitionsbereich von T¢ wie im Fall der klassischen Friedrichserweiterung gegeben ist durch

D(Ty) ={u € D(t) | v — t(u,v) ist stetig in H}.
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4.3 Holomorphe Familien von Operatoren

In diesem Abschnitt wird definiert, wann ein unbeschrankter Operator T, zwischen Banachréu-
men X und Y holomorph von einem Parameter z abhidngt. Von besonderem Interesse sind
selbstadjungierte holomorphe Familien in einem Hilbertraum H vom Typ (A) und (B) mit
kompakter Resolvente, da sie in Bezug auf die Holomorphie des Spektrums besonders giinstige
Eigenschaften besitzen.

Soweit nicht anders gekennzeichnet, stammen alle Definitionen und Sétze dieses Abschnitts
aus Kato [13], VII, §1.1.

Definition 4.3.1. Es sei X ein Banachraum. FEine Teilmenge S C X heiflt total, wenn die

lineare Hiille von S dicht in X ist.

Beispiel 4.3.2. Ist H ein Hilbertraum und (e,),en eine vollstdndige Orthonormalbasis von H,
dann ist die Menge {e,, | n € N} total.

Definition und Satz 4.3.3 (Kato [13], VII, §1.1). Es sei U C C offen und (u;).cp eine Familie
von Vektoren in einem Banachraum X. Ein Vektor u, hiangt holomorph von z € U ab, wenn
fir jedes f € X* die Abbildung z — (u,, f) holomorph in z € U ist. Dies ist genau dann der
Fall, wenn es fiir z € U eine Umgebung V gibt, sodass

(i) die Norm ||u|| beschréankt in V' ist und

(ii) die Abbildung z +— (u., f) fiir jedes f aus einer totalen Menge von X* holomorph auf V'

ist.

Bemerkung 4.3.4. Analog zu Definition und Satz 4.3.3 heifit eine Familie von Vektoren (uz)er
reell analytisch auf einem Intervall I C R, wenn sie eine Potenzreihenentwicklung in jedem z € 1
besitzt. In diesem Fall kann (uy).er zu einer holomorphen Familie (u,).cr auf einer Umgebung
I Cc U C C fortgesetzt werden.

Bezeichnung 4.3.5. Es sei (X, Y') die Menge aller abgeschlossenen Operatoren und #(X,Y)
die Menge der beschrankten Operatoren zwischen den Banachrdumen X und Y. Wenn X =Y

gilt, schreiben wir Z(X) := #(X, X) und ¢(X) := €(X, X).

Definition 4.3.6. Eine Familie (73).cy € Z#(X,Y) beschriankter Operatoren heiit (beschrankt)

holomorph, wenn es fiir jedes z € U eine Umgebung V' gibt, sodass
(i) die Norm ||T%|| beschrankt in V ist und

(ii) die Abbildung z — (T,u, g) holomorph fiir jedes u aus einer totalen Menge von X und g

aus einer totalen Menge von Y™ ist.

Bemerkung 4.3.7. Analog zum Fall einer reell analytischen Familie von Vektoren wird eine reell

analytische Familie von beschrankten Operatoren definiert.
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4.3 Holomorphe Familien von Operatoren

Ein unbeschrdnkter holomorpher Operator wird iiber die beschrankte Holomorphie wie folgt
definiert.

Definition 4.3.8. Es seien X und Y Banachrdume. Eine Familie (7}).cp € €(X,Y) abge-
schlossener Operatoren heiflit holomorph in z € U, wenn es einen Banachraum Z und in z
beschréankt holomorphe Operatoren U, € #A(Z, X) und V, € B(Z,Y) gibt, sodass gilt

U.(Z2)=D(T.) und  T.U.=V..

Eine (beschrankte oder unbeschrénkte) Familie von Operatoren heifit holomorph auf einem
Gebiet U C C, wenn sie holomorph in jedem z € U ist. Das folgende Theorem charakterisiert

die Holomorphie eines unbeschrinkten Operators durch die Holomorphie der Resolvente.

Theorem 4.3.9 (Kato, [13], VII, Theorem 1.3). Es sei (T;).cuv € €(X) eine Familie abge-
schlossener Operatoren in X. Ferner seien zo € U und ¢ € p(T%,). Der Operator T, ist genau
dann holomorph in zy, wenn es eine Umgebung Uy von zg gibt, sodass ¢ fir alle z € Uy in p(Ty)
liegt und die Resolvente R(C,z) = (T, —¢) ! beschrinkt holomorph ist. In diesem Fall ist R(C, )
in beiden Variablen beschrinkt holomorph auf einer Menge {(C, z) | ¢ € p(Ts, ),z € Up(C)}, wobei
die Umgebung Uy(C) von ¢ abhdngt.

Bemerkung 4.3.10. Analog zu Definition 4.3.8 heifit eine Familie (7, ).c; € €(X,Y) reell ana-
lytisch, wenn U, und V, reell analytische beschrinkte Operatoren sind. Allerdings ist es im
Allgemeinen nicht moglich, eine reell analytische Familie unbeschrinkter Operatoren auf ein

Gebiet U C C zu einer holomorphen Familie fortzusetzen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3.11 (s. Kato [13], Fuinote auf S. 367). Der Operator

A: *(N) = £2(N), (21,2, 23,...) — (z’xl, %xg, %1’37 . ) ,

ist ein kompakter Operator in ¢?(N) mit Spektrum
dA%:m}U{;’neN}.
Alle Elemente aus 0(A)\{0} sind Eigenwerte von A. Die Inverse
A_l(azl, x9,x3,...) = (—ix1, —2ize, —3ix3,...)
ist ein unbeschrinkter Operator in ¢3(N). Fiir z €] — §, §[ setzen wir
T.=(A—-2)"1
Dann erfillt T, fir alle z €] — 0, §[ die Bedingung aus Definition 4.3.8 mit
U,=A—z und V, =1
Fiir zg = 0 ist Ty invertierbar und die Resolvente ist gegeben durch

T,2'=A € B(*(N)).
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Wenn (77).ep;(0) zu einer holomorphen Familie auf einer komplexen Umgebung Bs(0) von zg
fortgesetzt werden kann, dann muss nach Theorem 4.3.9 fiir alle |z| < J gelten, dass 0 € p(T%)
und somit die Resolvente

T, '=A—2¢c BUAN))

invertierbar ist. Dies steht im Widerspruch dazu, dass zu jedem 0 > 0 ein n € N existiert, sodass

s==  mit  [z]€ By(0) N (o(4)\{0}).

Wenn der Definitionsbereich des Operators T, oder der Form t, nicht von z abhingt, sprechen
wir geméafl Kato von einer holomorphen Familie vom Typ (A) oder (B). Diese Eigenschaft erlaubt

es, Theorem 4.3.19 anzuwenden.

Definition 4.3.12 (Holomorphe Familien vom Typ (A), Kato [13], VII, §2.1). Eine Familie

von Operatoren (717).cy ist eine holomorphe Familie vom Typ (A), wenn

(i) der Definitionsbereich D(T,) = D nicht von z abhéngt und

(ii) die Abbildung z +— T,u fiir jedes u € D auf U holomorph ist.

Bemerkung 4.3.13. Ist (T).cy eine holomorphe Familie vom Typ (A), dann besitzt T, eine

Taylorentwicklung in jedem zg € U, d.h. fiir jedes u € D kann T,u in eine Taylorreihe

(z — 20)

2
Tou=TOu + (2 — 20)TWu + 5 Ty + ... (4.5)

entwickelt werden, wobei T fiir jedes k € Ny ein linearer Operator von X nach Y mit Defi-
nitionsbereich D(T™)) = D ist, und die Reihe auf einer Umgebung B, (z) von zy konvergiert,
die nicht von u € D abhéngt.

Um Typ (B) charakterisieren zu kénnen, bendtigen wir zunéchst den Begriff der holomorphen

Familie von Formen. Die folgenden Definitionen stammen aus Kapitel VII, §4.1, in Kato [13].

Definition 4.3.14 (Holomorphe Familien von Formen vom Typ (a)). Eine Familie (t,).cy von

Sesquilinearformen in H ist eine holomorphe Familie (von Formen) vom Typ (a), wenn
(i) die Form t, fiir jedes z € U dicht definiert, sektoriell und abgeschlossen ist,
(ii) der Definitionsbereich ® = D(t;) nicht von z € U abhéngt und

(iii) die Abbildung z +— t,(u) fir jedes u € © holomorph auf U ist.

Bemerkung 4.3.15. (i) Aus der Polarisationsformel folgt, dass z +— t,(u) genau dann holo-

morph ist, wenn z — t,(u,v) fiir alle u,v € © holomorph auf U ist.

(ii) Wie beim Typ (A) besitzt eine holomorphe Familie vom Typ (a) fiir jedes zp € U eine

Taylorentwicklung der Form

- 2
C Ot uveD, (46)

die unabhéngig von u,v € ® in einer Umgebung B, (zy) von zy konvergiert.

t.(u,v) = 1O (u,v) + (2 — 20) V) (u,v) +
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4.3 Holomorphe Familien von Operatoren

(iii) Wenn die Form t, auf ganz H definiert ist, dann wird durch
(Thu,v) = ty(u,v)

ein beschrénkter Operator T, in H definiert. Wenn die Familie (t,).cy holomorph ist,
dann ist (7%),ey beschrankt holomorph.

Definition und Satz 4.3.16 (Holomorphe Familien von Operatoren vom Typ (B)). Es

sei (t;).ev eine holomorphe Familie vom Typ (a). Fiir jedes z € U sei
Tz = th

der zu t, assoziierte m-sektorielle Operator aus Theorem 4.2.11. Dann ist (7%).cy eine holomor-
phe Familie von Operatoren. Die Familie (7}).cy ist lokal gleichméBig sektoriell.
Die hierdurch definierte Familie (7%),cy heiBt holomorphe Familie vom Typ (B).

Satz 4.3.17 (Kato [13], VII, Theorem 4.3). Es sei (I%).cu eine holomorphe Familie vom
Typ (B). Dann besitzt T, entweder fir alle z € U kompakte Resolvente oder fiir kein z € U.

Definition und Satz 4.3.18 (Selbstadjungierte holomorphe Familien von Formen und Opera-
toren, Kato [13], VII, §3.1 und Bemerkung 4.7). Es sei U C C ein Gebiet mit {z | z € U} = U.

(i) Eine holomorphe Familie (7%).cy dicht definierter und abgeschlossener Operatoren in ei-
nem Hilbertraum H heifit selbstadjungierte (holomorphe) Familie von Operatoren, wenn
fiir jedes z € U gilt

TF =T

(ii) Wenn (t,).cp eine holomorphe Familie vom Typ (a) mit
t.(u) e R
fiir alle z € U NR ist, dann gilt fiir jedes z € U
t =t
und (t;).cp ist eine selbstadjungierte (holomorphe) Familie von Formen.

In diesem Fall ist die durch Theorem 4.2.11 induzierte Familie (77).cp eine selbstadjungier-
te holomorphe Familie von Operatoren vom Typ (B). Insbesondere ist 7T}, fiir jedes z € UNR
selbstadjungiert.

Die holomorphe Storungstheorie untersucht, inwiefern das Spektrum einer holomorphen Fa-
milie (7%).ey holomorph in U variiert werden kann. Die Holomorphie des Spektrums und des
Operators sind aber nicht &dquivalent. Beispielsweise gibt Rellich in [24], §5, eine Familie nicht
holomorpher Operatoren an, deren Eigenwerte und Eigenfunktionen sdmtlich holomorph sind.

Fiir die Untersuchungen zur Holomorphie der Eigenwerte und Eigenvektoren des Robin-

Pseudo-Laplace-Operators (A,) in Kapitel 6 und 7 verwenden wir hauptsachlich zwei Re-

76@
sultate aus der Storungstheorie, die im Folgenden nach Kato [13] zitiert werden.

Die Familie (A, ), ec erfiillt die Voraussetzungen des folgenden Theorems (s. Abschnitt 5.3).
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Kapitel 4 Grundlagen der holomorphen Stérungstheorie

Theorem 4.3.19 (Kato [13], VII, Theorem 3.9 und Bemerkung 4.22). Es sei (1%),cu eine
selbstadjungierte holomorphe Familie von Operatoren vom Typ (A) oder (B) mit kompakter Re-
solvente. Dann gibt es eine Folge (fn[2])nen der Eigenvektoren von T, und eine Folge (Ap(2))nen

der zugehorigen Figenwerte, sodass
(i) fir z € UNR die Folge (fn|z])nen ein vollstindiges Orthonormalsystem von H bildet,

(ii) fiir jedes n € N eine komplexe Umgebung U,, von U NR existiert, sodass fnlu, und Au|u,

holomorph in z sind.

Hierbei kénnen die Mengen U,, im Allgemeinen nicht unabhéngig von n € N gewéhlt werden,
sodass nur fiir die Einschrankung der Familie (7}),cp auf I = UNR von einer (reell) analytischen
Abhéngigkeit des gesamten Spektrums von dem Parameter x € I gesprochen werden kann.

Ferner verliert die Aussage ihre Giiltigkeit, wenn die Zusatzbedingung an den Definitionsbe-
reich nicht erfiillt ist, selbst wenn alle Operatoren kompakte Resolvente haben. Fiir den Robin-
Pseudo-Laplace-Operator (AW)WGC liegt dieser Fall vor, wenn v in einer Umgebung von oo
betrachtet wird (s. Abschnitt 5.6).

Fiir ein endliches System von Eigenwerten gilt jedoch stets die folgende lokale Aussage.

Theorem 4.3.20 (Kato [13], VII, Theorem 1.8). Es sei (T).cu eine holomorphe Familie in
einer Umgebung U eines Punktes zy € C. Dann besteht jedes endliche System von Eigenwerten
von (T,),cu aus Zweigen einer oder mehrerer analytischer Funktionen, die héchstens algebrai-

sche Singularitdten in zy besitzen. Dasselbe gilt fiir die zugehérigen Eigenprojektionen.

Bemerkung 4.3.21. Theorem 4.3.20 impliziert, dass die Mengen
{(A,z) e Cx U | A Eigenwert von T}

analytische Kurven, d. h. eindimensionale komplexe Varietdten sind, und die hierdurch bestimm-

ten Funktionen A(z) lokal durch eine Puiseuzreihe
A(2) = A(z0) + onw? (2 — 20)77 + cow (2 — 20) P + ..., j=1,...,p—1, (4.7)

mit w = exp (%) gegeben sind (Kato [13], Kapitel II, §1.2). Insbesondere ist jede einzelne Ei-
genwertfunktion A(z) stetig, aber nicht notwendig holomorph. Das Auftreten von algebraischen
Singularitdten héngt mit den Vielfachheiten der Eigenwerte zusammen. Dieser Aspekt wird in

Abschnitt 7.1 genauer besprochen.
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Kapitel 5
Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

In Kapitel 3 wurde ein Ansatz fiir die Stérung des Pseudo-Laplace-Operators A" durch Variation
von 7 vorgestellt. Wie zu Beginn von Kapitel 3 erklart worden ist, kann dies als Variation des
Horozykels ‘H,, verstanden werden, entsprechend dem Rand beziehungsweise der Randbedingung
des eindimensionalen euklidischen Laplace-Operators. Insofern ist erst einmal nicht ersichtlich,
ob und wie A" auf eine komplexe Umgebung von 1 € R fortgesetzt werden kann.

Nach Beispiel 4.3.11 kann eine reell parametrisierte Familie unbeschrénkter Operatoren im
Allgemeinen nicht holomorph auf eine komplexe Umgebung fortgesetzt werden, selbst wenn
sie analytisch von dem Parameter abhidngt. Um die in Kapitel 4 dargelegte holomorphe St6-
rungstheorie von Kato anzuwenden, ist es daher erforderlich, dass die Operatorfamilie auch fur
komplexe Parameter wohldefiniert ist.

Ein weiteres Problem in der Anwendung dieser Theorie besteht darin, dass der Hilbertraum

Ly ={f € L*(X, pmr) | folpy,o01 = 0},

in dem A" operiert, selbst von 1 abhéngt. Dies impliziert, dass A" bereits formal kein holomor-
pher Operator im Sinne von Definition 4.3.8 sein kann.

Da der Hilbertraum L% durch Einschriinkung des L?(X, uy) definiert ist und dessen Skalar-
produkt erbt, besteht ein naheliegender Ansatz fiir die Behebung dieses Problems darin, den
Hilbertraum L% in einen grofleren Raum L% mit 77 > 7 einzubetten und n nur auf einem offenen
Intervall |7 — €, 7] zu variieren, um einen reell analytischen Operator zu erhalten.

Wir stellen im ersten Abschnitt dieses Kapitels am Beispiel des eindimensionalen Laplace-
Operators mit Dirichlet-Randbedingungen die Problematik dieses Ansatzes dar.

In den Abschnitten 5.2 bis 5.5 wird eine holomorphe Familie vom Typ (B) von Robin-Pseudo-
Laplace-Operatoren (A, ),cc mit kompakter Resolvente konstruiert, indem die Randbedingung

Jo(n) =0
vom Dirichlet-Typ auf dem Horozykel H,, durch eine Robin-Randbedingung

fon) = =~ fo(n)

ersetzt wird. In Abschnitt 5.6 wird gezeigt, dass der klassische Pseudo-Laplace-Operator A"
die holomorphe Fortsetzung von (Ay),ec in den unendlich fernen Punkt im Sinne von Defini-

tion 4.3.8, die entstehende Familie (A’Y)we@ aber nicht vom Typ (B) ist.

73



Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

5.1 Der euklidische Laplace-Operator als Beispiel fiir eine nicht

holomorphe Familie

Es sei A, der euklidische Laplace-Operator auf dem beschréankten Intervall Q =]0,w[C R mit
Dirichlet-Randbedingungen, definiert durch

Awf(m) = —f”(lﬁ), e D(Aw) = HS(Q7)‘1)

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen von A, gegeben durch

vn(x) = \/z sin (kp(w) - ), (W) = k(W) Fn(w) = —, neN, (5.1)

héngen holomorph von w € C\{0} ab.

Beispiel 3.4.5 (i) rechtfertigt den Ansatz, die Abbildung U, aus Definition 4.3.8 mithilfe
der linearen Transformation 1), zu konstruieren. Der Operator A, kann aber bereits deswegen
kein holomorpher Operator im Sinne von Definition 4.3.8 sein, da der Hilbertraum L?(Q, A1),
in dem A, definiert ist, selbst von w abhéngt.

Um eine holomorphe Formulierung fiir A, zu finden, verfolgen wir nun den Ansatz, L?(Q, A\!)
in einen gréferen Hilbertraum L2(Q,)\1) einzubetten, wobei O dadurch definiert ist, dass fiir

alle w aus einer Umgebung Uy eines fest gewéhlten wy > 0 gilt
10,w[C Q,

und Q nicht von w € Uy abhéngt. Da A,, nur durch die Dirichlet-Randbedingung auf 8 von w
abhéngt, und an der Vorschrift

Auf(z) = —f"()
nicht sichtbar wird, verwenden wir fiir die Konstruktion die zu A, gehorige Sesquilinearform
mit dem Ziel, eine holomorphe Familie vom Typ (B) zu erhalten. Der folgende Satz aus der
klassischen Theorie selbstadjungierter Operatoren wird als bekannt vorausgesetzt und daher

ohne Beweis angegeben.

Satz 5.1.1. Der Laplace-Operator A, mit Dirichlet-Randbedingung ist die Friedrichserweite-

rung der symmetrischen, nichtnegativen Form
w
tw(u,v) = / u' o dAL
0

mit Definitionsbereich

D(t,) = Hy (2, \).
Es sei nun wy > 0 fest gewdhlt und fiir ein § > 0 sei
Uy :]w(] — 0, wp + 5[.

Ferner sei
0 :]O,wl[ mit w1 = wo + 0.
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5.1 Der euklidische Laplace-Operator als Beispiel fiir eine nicht holomorphe Familie

Dann definieren wir fiir w € Uy auf
D1 ={fe H'(,\) | £(0) =0}
eine Form s, in L?(Q, A\!) durch

w1 w1
5w(u,v):/ u'-ﬁ'd)\l—/ u' - dN, weU, u,v € D1. (5.2)
0

w

Die Form s, ist dicht definiert, nichtnegativ und abgeschlossen. Nach Theorem 4.2.11 indu-

ziert s, einen eindeutigen nichtnegativen selbstadjungierten Operator

A, =T,

Satz 5.1.2. Der Definitionsbereich des Operators A, ist gegeben durch
D(Au) = {f € H*(,\) | f(0) = f'(w) = 0}.
Beweis. Mit partieller Integration folgt fiir u € C?(£21) N D1 und beliebiges v € D,
5,(u,v) = — /0qu u” - v dA 4 v (wr)v(wy)
4 / B — o (w)B(wn) + o (@)B(w)
R

:/o“

Damit v + s,,(u, v) stetig nach L?(€1, \!) fortgesetzt werden kann, muss v € H?(Q, A\') und
u'(w) = 0 gelten. O

w1
codA / u” o dA 4 (w)o(w).

Die durch Satz 5.1.2 induzierte Randbedingung
fllw)=0

entspricht einer Neumann-Randbedingung auf 02 und ist daher nicht kompatibel mit dem

Dirichlet-Operator. Diese Uberlegung wird in dem folgenden Satz préizisiert.
Satz 5.1.3. Der Operator Aw ist keine Fortsetzung von A,,.

Beweis. Es sei

wW-1 :wo—é,

und x € D(]0, 00|) eine Testfunktion mit x(x) = 1 fir x € [w_1,w1] und

Dann liegt x in D(A,), aber nicht in D(A,,). O
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

Wir betrachten nun den Neumann-Operator
AJf=~1".  feDQA]),
mit Definitionsbereich
D(AY) = {f € HHQ\) | £(0) = f'(w) = 0}.

Zusitzlich zu den Eigenwerten v, und A, (w) aus (5.1) besitzt AY den Eigenwert \g(w) = 0 mit
der zugehorigen Eigenfunktion vg(x) = %

Um den Operator Aw vollstandig an die Neumann-Bedingungen anzupassen, setzen wir
oY = D(su) == {f € H'(21,\") | F(0) =0}.
Dann induziert s, einen Operator Ej}’ mit
D(AY) ={f € B, | £(0) = ['(w) =0}
Der Zusammenhang zwischen &{Y und AY ist Gegenstand des folgenden Satzes.
Satz 5.1.4. Es sei w € Uy. Dann gilt D(AN) C D(AY), und fiir f € D(AY) gilt
A=l
Ist umgekehrt f € D(AY), dann existiert eine (nicht eindeutige) Fortsetzung f € D(EOZJV),
sodass f|o = f und Aivﬂfz =ANf.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar. Es sei also f € D(ALY), d.h. f € H?(Q, A\!) mit
f'(0) = 0 und f’(w) = 0. Nach dem Einbettungssatz von Sobolev besitzt f € H?(Q, A\!) einen
Repriisentanten in C*(Q). Wir setzen

flz{f(x), 0<z<uw,

Dann liegt f; in C1(Qy) N H2(Q, A'), und es gilt

sowie

il (x) = f'(x), x € Q.
Ist xw # 0 € D(Jw,w|), dann ist fo = fi + xw eine weitere Fortsetzung von f mit fo # fi. O

Da der Definitionsbereich von A, von w abhingt, ist die Familie (Ay),er, nicht vom
Typ (A). Der Definitionsbereich der Form s, hingegen héngt nicht von w € Uy ab. Der fol-

gende Satz zeigt jedoch, dass (Ay)wer, auch keine Familie vom Typ (B) sein kann.
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5.1 Der euklidische Laplace-Operator als Beispiel fiir eine nicht holomorphe Familie
Satz 5.1.5. Es gibt keine kompleze Umgebung U von wy, sodass (s.).cu eine holomorphe Fa-
milie vom Typ (a) ist.

Beweis. Fiir beliebiges 6 > 0 sei U = Bs(wp). Es sei
Uo((g) :]wo — 0, wp + (5[

der Schnitt von U mit der reellen Achse. Die Form s, und der zugehorige Operator A,, sind fiir
jedes o > 0 erklart.
Es sei nun xy € C*(R) so gewahlt, dass

(i) supp(x) =: [#1, z4] CJwo, w1,
(ii) x(wo) = X'(wo) = 0 und x(w1) = x'(w1) =0,
(iii) x(x) =1 fur alle x € [z, x3] Cz1, z4].
Dann gibt es kompakte Intervalle I C [z1,x2] und J C [z3, 4], sodass

IX'(z)]* >0 fir alle z € TU J. (5.3)

Die Funktion y hingt von wy und d ab, aber nicht von w € Up(J).

Es sei nun zuerst w < wg. Dann gilt

w1 w1
su(y) = / ' 2dAL - / X' 2dA! =0, (5.4)

wo wo

Wenn eine holomorphe Fortsetzung § von s nach U existiert, dann folgt aus (5.4) und dem
Identitatssatz, dass fir alle z € U gilt

5.(x) =0.
Das Intervall I C [z1,z2] aus (5.3) sei [ =: [a,b] mit @ > x; und b < z3. Dann gilt nach Wahl

von x fir jedes @ €

w1 w1
55(X) =/ X'[FdA! —[ [ dA!
wo @
b b
— ‘X/|2dA1+/|X/’2d>\1_/ |X/’2d)\1_/’X/’2d)\1
a J @ J
:/ /|2 dAL > 0. (5.5)

Da wir fiir jedes beliebige § eine Funktion x = ys mit den Eigenschaften (i) bis (iii) und somit
ein ws mit (5.4) und ein @s mit (5.5) finden kénnen, kann die Familie (su),cr,(s) fiir kein §

holomorph auf eine komplexe Umgebung fortgesetzt werden. O
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

5.2 Folgenraume

Der Ansatz, den Rand H, der kompakten Untermannigfaltigkeit X, zu variieren, auf dem
die Randbedingung an den absoluten Term FEjy der Eisensteinreihe gestellt wird, fithrt zu der

folgenden Uberlegung.

Bemerkung 5.2.1. Die Eisensteinreihe F(z, s) mit s = % + 47 erfiille die Bedingung

Foli,s) = cals)veos (rinn) = 250 ) =0, aafs) £0,

sodass E"( -, s) eine Eigenfunktion von A" ist. Weiter sei angenommen, fiir 7 = n+c mit ¢ < 1
sei E(-,3) eine Eigenfunktion des gestérten Operators A7. Da die Nullstellen des Cosinus

isoliert sind, gilt fiir hinreichend kleines ¢
Ey(7,58) =0 und Ey(n,8) #0.
Folglich erfillt F(z,5) in i eine Robin-Randbedingung der Form
E{(n,3) = —vEo(n, 3) fiir ein v € R. (5.6)
Unser Ziel ist nun die Konstruktion einer holomorphen Familie von Operatoren A, mit
Aju = Au auf X,
up(n) = —yuo(n). (5.7)

Wie Colin de Verdiére wollen wir den Hilbertraum, in dem A, operiert, so konstruieren, dass

wir trunkierte Eisensteinreihen als Eigenfunktionen erhalten. Der Raum

Ay ={f € H'(X, pm) | foljyeo = 0}

ist fiir unsere Zwecke jedoch nicht geeignet, da die trunkierte Eisensteinreihe, welche die Robin-
Randbedingung (5.6) fiir v € R erfiillt, nach Lemma 2.2.10 nicht in H'(X, ug) liegt.

Fiir die Definition eines geeigneten Raums wollen wir die Tatsache nutzen, dass jede au-
tomorphe Funktion in L?(X, ug) eine Fourierzerlegung besitzt und die Familie (e,,)mez eine
Orthonormalbasis von L2([0, 1], A) ist. Die Orthogonalitéit der Basis (e, )mez kénnen wir aber

nur auf der Spitzenregion .S, ausnutzen. Dies wird im folgenden Beispiel demonstriert.

Beispiel 5.2.2. Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f € A(X) mit Fourierzerlegung

f(l' + iy) - Z fm(y)em(x)

meZ

und den hyperbolischen Laplace-Operator
A= —y*(0pe + Oyy)

gilt nach Bemerkung 2.1.10
Af == Y (I (y) = 47°m® fin(y))em (). (5.8)

mEZ
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5.2 Folgenrdume

Fiir beliebiges r > pr und m, n € Ny gilt auf der Spitzenregion S,

[, Afuw)en() - Fulw)e-n(x) dun(z.y)
=G [P )~ AT ) - )

- m( [ ) ) dy + dne / ) Tl )
— (f < fm(r _|_/ (y) dy + 4mm? / fm(y fm(y)dy>~

Fiir das Integral tiber das gesamte Fundamentalgebiet F, folgt durch Summierung und Anwen-

dung der Greenschen Formel auf jeden einzelnen Summanden
[ AF-Fum= [ Af-Faust [ Af- Fap

- / (erad fograd £) dpg — 3 Fo() () + 3 (fm ) Fonlr)

meZ me7Z
+/ (y) dy + 47°m / S fm(y)dy>

= [ olexad f.gmad ) ds

+Z</ fr(y) - )dy—i—47rm/ fm(y fm(y)dy>

meZ

Dieselbe Rechnung fiir die trunkierte Funktion f7 liefert

/ Af7T- f1dpg =/ g(grad f, grad f) dHH"‘/n foly) - foly) dy
Foo\Hn X, r
+ > ( / fr ) - Fr(y) dy + 47°m? / Sm@) - () dy>,

meZ\{0}

wobei [r, 7] die Projektion ma(P,,) des Rechtecks P, = X;\ X7 auf die zweite Komponente ist,

das in Bezeichnung 3.3.10 definiert wurde, und H,, eine Nullmenge ist.

Diese Zerlegung ermoglicht es, den absoluten Term fy als Funktion zu betrachten, welche
nur fiir y < n definiert ist, und somit den Punkt 7 als Rand eines Intervalls in R zu verstehen
anstatt einer Stelle, an der f nicht differenzierbar ist. Da alle anderen Fourierkoeffizienten f,,
nicht auf dieselbe Weise ,,abgeschnitten“ werden sollen, fithren wir nun geeignete Folgenrdume

ein, um die Hilbertraumtheorie linearer Operatoren anwenden zu koénnen.

Bezeichnung 5.2.3. Fiir jedes n € N sei H,, ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, —), und

zugehoriger Norm || - ||,,. Dann wird die ¢2-direkte Summe
o0

P H, = {(l”n)neN Ty € Hy, Z |]:cn||i < oo}
neN n=1

zu einem Hilbertraum, versehen mit dem Skalarprodukt

((xn)nel\h yn nEN Z xnvyn n-
n=1
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

Definition 5.2.4. Es seien r und 7 so gewahlt, dass n > r > pr gilt. Fiir m € Z seien die
Intervalle I,,, C Rs¢ gegeben durch

Iy = ]r,n| und I, =]r,o0[, m e Z\{0}.
Ferner sei 7, der Hilbertraum
Ho = {u € H (L, ) | [[ullm < 00} .

Hierbei ist der Mafiraum (I, ur) durch die Einschrankung der hyperbolischen Metrik auf die
zweite Komponente zu verstehen wie in Beispiel 1.3.10, und || - ||,, bezeichnet die durch das
Skalarprodukt
. dy _ _
(o= [ () o) G+ 4w [ u)-s@ay+ [ )Ty

induzierte Norm. Wir setzen
Ay = LQ(XU, ) Sey » L2(Im, L) /N,
meZ
wobei die Aquivalenzrelation
(f7 (gm>m€Z) € N

durch

flx +iy) = Z gm(Y)em(x) fast tiberall auf P, , = X, \ X,
meZ

definiert sei. Analog zu Ag definieren wir

meZ

A = (Hl(Xn,,u,H) De, ZQ%m) /N

Die Uberlappung der einzelnen Folgenglieder fiir » < y < 7 soll hierbei sicherstellen, dass die
Funktion f|x, auf dem kompakten Teil X, von X stetig in die Fourierreihe auf P,, iibergeht.
Die Setzung der Norm in Bezeichnung 5.2.3 impliziert allerdings, dass in den Normen auf Ag
und A; die Integrale iiber das Rechteck P, =]0,1[x[r,n] mit dem Faktor 2 berechnet werden.

Dies fiihrt zu der folgenden Uberlegung.

Bemerkung 5.2.5. (i) Die Norm auf dem Folgenraum Ay ist dquivalent zur Norm auf
L2 ={f € L*(X, pm) | folp,cof = 0}-
Insbesondere kénnen wir eine Funktion f € L% mit der Folge

3(f) = (f’Xna (fmlpm)mez)

identifizieren, deren Folgenglieder durch die Funktion auf dem kompakten Teil X, und die
Koeftizienten f,|7,, der Fourierreihe f(z + iy) = Y,,cz fm(y)em(x) auf der Spitzenregi-

on S, gegeben sind. Genauer gilt

I, = HfH%g] + (£, F) 2Py )
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5.2 Folgenrdume

(ii) Ein zu (-, —)a, aquivalentes Skalarprodukt wird gegeben durch

(u,v);h := (u,v) 4, — (grad u, grad U)LQ(Pr,n,uH)'

Es sei daran erinnert, dass fiir eine Teilmenge M C X gilt

(grad u, grad v) r2(ar ) = (Y, V) 1201 22)5
wobei My, C F5, definiert sei wie in Konvention 1.2.14.

(iii) Da Iy kompakt ist, stimmen die Riume % und H'(Iy, up) iiberein. Fiir m € Z\{0} ist
dies nicht der Fall.

Entsprechend Gleichung (5.8) definieren wir nun einen Differentialoperator fiir jedes m € Z.

Definition 5.2.6. Fiir u € H. (I, pm) wird durch

(L u, @) 1= (U, @) im, ¢ € D(I),

ein Differentialoperator im Distributionssinne definiert. Auf v € C?(1,,) wirkt L,, durch die
Vorschrift

Lo u(y) = —y*(u” (y) — 47*m>u(y)).

Bemerkung 5.2.7. (i) Wir konnen L,, als die Einschrénkung des distributionellen hyper-
bolischen Laplace-Operators A auf den m-ten Fourierkoeffizienten einer trunkierten I'-

automorphen Funktion auf der Spitze von I'\H verstehen.

(ii) Der Operator L, hat das von A induzierte Hauptsymbol

Lm,Q(y7§) = _y2§27 € € Rv ye Imv

und ist daher ebenfalls elliptisch auf I,,,.

Um Regularitatseigenschaften der Fourierkoeffizienten f,, zeigen zu kénnen, bendtigen wir

die folgenden Séatze fiir kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Theorem 5.2.8 (Sobolevscher Einbettungssatz fiir kompakte Mannigfaltigkeiten, Taylor [30],
Kapitel 4, Proposition 4.3). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n mit glattem Rand, und es sei u € H7(M). Wenn o > 5 + k ist, dann besitzt u einen
Reprisentanten in C*(M).

Theorem 5.2.9 (Spurtheorem fiir kompakte Mannigfaltigkeiten, Taylor [30], Kapitel 4, Pro-
position 4.5). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit glattem Rand. Fir
jedes o > % besitzt der Spuroperator

Tu = ul|snm

eine eindeutige stetige Fortsetzung

T :H(M)— H°™"2(dM).
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Bemerkung 5.2.10. Wenn f € HY(X,, pm) und (gm)mez mit g, € 4, durch die Aquivalenzre-
lation f v (gm)mez miteinander identifiziert sind, dann existiert nach dem Spurtheorem 5.2.9
fir jedes R € [pr,n] der Fourierkoeffizient
fem [fI(R) = ., f(z, R)e_m(x)do(z),
R

wobei das Oberflichenmafl o auf Hp durch das Lebesguema8 A\' auf [0, 1] gegeben ist. Insbe-

sondere existiert fiir alle pr < R < 7 die Punktauswertung

ferm[fI(R) = gm(R).

Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz 5.2.8 besitzen die Fourierkoeffizienten g, einen Re-

prasentanten in C([pr,n]). Fir m € Z\{0} gilt sogar g,, € C([pr, o0|).

Im Hinblick auf den Pseudo-Laplace-Operator von Colin de Verdiére [4] geben wir im fol-

genden Satz eine dquivalente Beschreibung des Raumes A; an.

Satz 5.2.11. Es sei f € L*(X,pum) und f7 € L% die Trunkierung von f bei n aus Definiti-
on 2.2.4, identifiziert mit einem Element 3(f") € Aop wie in Bemerkung 5.2.5. Es gilt genau

dann 3(f) € A1, wenn ein C € C existiert, sodass die Distribution
grad f7 —C - 6,0

durch eine Funktion in L?(X, um) gegeben ist. In diesem Fall kann die Konstante C durch die
Punktauswertung fo(n) eines stetigen Reprasentanten fo € C([r,n]) des absoluten Terms von f

ausgedriickt werden.

Beweis. Ohne Einschrankung gelte f = f". Wir nehmen zuerst an, dass 3(f) € A; gilt. Es

geniigt, den absoluten Term von f auf der Spitzenregion S, zu betrachten, da

/F If—fo\2+g(gradf,gradf)duﬂ=/XIf—fol+g(gradf,gradf)duH+ S fmlls

meZ\{0}

und f nach Bemerkung 5.2.10 bei H, stetig in die Fourierreihe 3, c7 fim(y)em(z) iibergeht.

Nach dem Spurtheorem besitzt der absolute Term fy € H'(Iy, ug) einen Reprisentanten
in C([r,n]) mit Punktauswertung fo(n). Ist nun ¢ € D(S,) eine Testfunktion mit absolutem
Term ¢p, dann gilt nach Definition der Distributionsableitung

(grad f,60) = - [ " o)) dy = / " F1w)do(y) dy + fo(n)o(n).

Es folgt
grad f — fo(n) - b0,y € L*(X, pm).

Gibt es umgekehrt ein C' € C mit grad f7—C-68,0 € L*(X, un), dann liefert dieselbe Rechnung,
dass fo in H'(Io, pr) und 3(f") in A; liegt. Insbesondere folgt C' = fo(n) fiir einen Reprisen-
tanten von fy in C([r,n)]). O

Korollar 5.2.12. Der Folgenraum A; liegt dicht in Ag.
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5.3 Eine holomorphe Familie sektorieller Formen vom Typ (a)

Wir definieren nun eine holomorphe Familie von Formen in A;, und zeigen, dass die Fami-
lie sektoriell und abgeschlossen ist. Nach Theorem 4.2.11 erhalten wir einen durch die Form
induzierten eindeutigen m-sektoriellen Operator, welcher dem Pseudo-Laplace-Operator mit
Robin-Randbedingung wie im Ansatz (5.7) entspricht.

Wie in Abschnitt 5.2 wird die Definition der Form durch die Greensche Formel motiviert.

Als Modellproblem berechnen wir fiir f,g € C2(]0,1]) mit partieller Integration

[ F@ade= [ F@dE) - f1e) + 50900)
0 0

Wir vernachléssigen die Randterme in 0, da im hyperbolischen Setting kein unterer Rand exis-

tiert. Nehmen wir an, dass f die Robin-Randbedingung

F1(1) ==/
erfiillt, so gilt
1 1
- [ '@ ds = [ f(@)g @) do+2f (1g(1).

Entsprechend definieren wir nun eine Form fiir den hyperbolischen Laplace-Operator mit

Robin-Randbedingung.

Definition und Satz 5.3.1. Fiir v € C wird in Ay auf
D(ty) = Ay
eine holomorphe Sesquilinearform t, durch
ty(u,v) = (u,v);h + 7 - up(n)vo(n), u,v € Ay,
definiert. Hierbei ist
(u,v)’A1 = (u,v)4, — (grad u, grad U)Lz(pm#H)
das Skalarprodukt aus Bemerkung 5.2.5 (ii).

Beweis. Nach Bemerkung 5.2.10 existiert fir u € A; die Punktauswertung ug(n). Somit ist t,
wohldefiniert. Fiir jedes u € Ay ist v — t,(u) = (u,u)y, +7 - |uo(n)|* holomorph auf C. O

Die Form t, ist genau dann symmetrisch, wenn v € R. Ferner ist t, nach Korollar 5.2.12
fiir jedes v € C dicht definiert. Die Sektorialitdat von t, ist fiir Rey > 0 leicht einzusehen, da in
diesem Fall gilt

Ret, () > [[ul|4,-

Fiir allgemeines v € C ist die Sektorialitdt nicht offensichtlich, weil die Randauswertung fo(n)
des Fourierkoeffizienten fy nicht stetig in der Norm des L2-Folgenraums Ay ist.

Zum Nachweis der Sektorialitét fiir alle v € C benotigen wir das Lemma von Ehrling.
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Theorem 5.3.2 (Lemma von Ehrling; Renardy und Rogers [27], Theorem 7.30). Es seien
X CY C Z Banachriume derart, dass die Finbettung X — Y kompakt und die Finbettung
Y < Z stetig ist. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein C(e) > 0, sodass fir alle x € X gilt

lzlly <ellzlx + C(e)lx]]z-

Korollar 5.3.3. Es seien X, Y und Z Banachriume wie in Theorem 5.3.2. Dann gibt es zu
jedem 6 > 0 ein C(0) > 0, sodass fir alle x € X gilt

l2ll3 < ollal% + C(O)l|[[%-

Beweis. Der Beweis erfolgt wie in Theorem 5.3.2, [27]. Dazu sei angenommen, es gebe ein dy > 0,
fiir das die Behauptung nicht gilt. Dann existiert eine Folge (2, )nen in X mit ||z, ||x = 1, sodass
fiir jedes n € N gilt

|zl > 60 + nllza]%. (5.9)

Weil die Einbettung X < Y kompakt und die Folge (z,,)nen beschrénkt ist, besitzt (z,)nen
in Y eine konvergente Teilfolge (xy, )ken.
Da die Einbettung Y — Z stetig ist, gibt es ein C' > 0, sodass fiir alle x € Y

lzllz < C - [lz]]y-

Folglich impliziert (5.9), dass (zp)nen eine Nullfolge in Z sein muss, weil die linke Seite be-
schriankt ist. Daraus folgt
. 2
0= lm ||lzn.[[y > do

im Widerspruch zu d§y > 0. O

Lemma 5.3.4. Die Form t, aus Definition und Satz 5.5.1 ist fiir jedes v € C sektoriell.

Beweis. Nach dem Spurtheorem 5.2.9 gibt es ein C' > 0 mit

luo(m)| < Clluoll g2 1, )

Wir wenden die Version 5.3.3 des Ehrling-Lemmas auf die Banachriume X = H!(Iy, un),
Z = L*(Io, p) und Y = H3(Iy, pyg) an. Demnach existiert fiir jedes € > 0 ein C(g) > 0 mit

w02 < elluollZ iy + CCEMl 22
< ellul[Z, + C@)llul,- (5.10)
Es sei nun v € C beliebig. Dann existiert nach (5.10) fiir jedes € > 0 ein C'(¢) > 0, sodass
Ret,(u) = (u,u)y, +Rev - [uo(n)|* = (u,u)s, — [Rey| - Juo(n)|?

> (1= CEIRel) -l + (3

5~ €| Re'y|> ol graduﬂio. (5.11)
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Nach Wahl eines 1 mit )
5—61|Refy\ >0 (5.12)

erhalten wir
Rety(u) > (1 = Ce1)| Req|) - [Jull%,-
Wir setzen Cp := 1 — C(1)|Re~y|. Dann wird fiir jedes ¢ > 0 durch

B(c):=Ch—c (5.13)
ein Scheitel fiir t, definiert mit
Ret, (u) = B(c)|[ul %, > cllull%,-

Wir betrachten nun den Imaginérteil von t,. Fiir die Sektorialitdt bleibt nach Bemerkung 4.2.3
zu zeigen, dass es C7 > 0 und (57 € R gibt, sodass

[ Tm t,(u)| < C1 - (Rety(u) — Billull,)- (5.14)

Im Fall Im« = 0 ist nichts zu zeigen, da C; = 0 gewéhlt werden kann. Es sei also Imy # 0. Fiir

beliebiges § > 0 gilt nach erneuter Anwendung des Ehrling-Lemmas
[T ()] = [1m9] uo (@) <[] - @] gradulfy, + COlulfy,).  (515)
Nach Wahl von & wie in (5.12) gibt es §; > 0 mit
61 < |[Im~|7t- (; —51\Re’y]> .
Nun wéhlen wir 57 so klein, dass
1 <1—C(e1)|Rey| — C (1) Im ). (5.16)
Das so definierte 3y ist ein Scheitel der Form
p1 = B(c1) fir 1 =C(01)|Im~| >0
wie in (5.13). Umstellen von (5.16) nach C(d1) ergibt
C(é1) < [Imy|™" - (1= C(e1)|Rer| = Br).
Fiir diese Wahl von §; und f; gilt nach (5.15)
[t ()] < (5 - 21l Real) - [l radul B, + (1= Cen) Rea| = 30) - Julfy,
Andererseits gilt nach (5.11)
Ret ()~ Bullulfy, = (5 — 21l Real) - lgradully, + (1= Clen) Rey| = 61) - [fulfy,

Damit ist (5.14) erfillt. O
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Bemerkung 5.3.5. Das von einem Scheitel 5 wie in (5.16) induzierte Skalarprodukt auf dem

Prihilbertraum Hy, aus Bezeichnung 4.2.7 (ii) ist
(u, )¢, = (u, )4, +Rey-ug(n)vo(n) + (1 = 1) - (u,v) 4,-
Lemma 5.3.6. Die Form t, ist fiir jedes v € C abgeschlossen.
Beweis. Es seien (fy,)nen eine Folge in Ay und f € Ay, sodass
1f = fullap =0, n— o0,
gilt und fiir jedes € > 0 ein N € N existiert mit
|4 (fn— fn)| <e fir alle n,m > N.

Es ist zu zeigen, dass f € A und t,(f, — f) — 0 fiir n — oo. Die erste Aussage ist klar, da A;

ein Hilbertraum ist. Um die zweite Behauptung einzusehen, schreiben wir

ty(fn_f):(fn_ﬁfn_fxéh +’7“(fn_f)0(77)|2'

Da die Norm || - ||y, dquivalent zur Norm || - || 4,, ist die Konvergenz des ersten Summanden
klar. Fiir die Konvergenz des zweiten Summanden wenden wir das Spurtheorem 5.2.9 an, aus
welchem die Stetigkeit der Spurabbildung H'(X,, ur) — H Y 2(0X,, A1) folgt. Dann ist nidmlich
auch die Abbildung

fo:Ar—C,  wfeolu](n) = uo(n),

stetig, und fiir eine Folge (f,)neny mit Grenzwert f € A; gilt
[(fr)o(n) = fo(m)| < Cllfn = flla, fiir alle n € N,

wobei C' > 0 die Konstante aus der Stetigkeitsabschétzung fiir fo ist. Somit erhalten wir

\(fn = Fo)* = [(fa)o(n) — fo(m)> =0 fiir n — oo. O

Da alle Voraussetzungen von Theorem 4.2.11 erfiillt sind, kdnnen wir nun den zu t, gehorigen

m-sektoriellen Operator definieren.

Definition und Satz 5.3.7. Die Form t, induziert fiir jedes v € C einen m-sektoriellen Ope-
rator
T’Y = thw

dessen Definitionsbereich D(T%) eine dichte Teilmenge von A ist. Der Robin-Pseudo-Laplace-
Operator A sei definiert durch

A, =T, —ida,,  D(A,) = D(T,).

Satz 5.3.8. Die Familie (A,)ycc ist eine selbstadjungierte holomorphe Familie vom Typ (B)
im Sinne von Definition und Satz 4.5.16.

Beweis. Da D(ty) = Ay nicht von ~ abhéngt, ist (t,),cc eine holomorphe Familie vom Typ (a).
Die Familie ist selbstadjungiert, da t, fiir v € R symmetrisch ist. O

Korollar 5.3.9. Der Robin-Pseudo-Laplace-Operator A, ist genau dann selbstadjungiert,
wenn vy € R gilt.
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5.4 Definitionsbereich des Robin-Pseudo-Laplace-Operators

Wir bestimmen nun den Definitionsbereich des Operators A, mithilfe der elliptischen Regula-
ritét aus Abschnitt 1.3.3. Wir zeigen die Aussage fiir den Operator T, = A, +idy,.

In Analogie zu Ag und A; fithren wir hierzu einen Folgenraum As hoherer Regularitit ein.

Definition 5.4.1. Fiir m € Z sei %2 der Hilbertraum
H2 = {ue Hy | Lpue LIy, um)},
wobei der Differentialoperator L, in L?(I,,, ux) fiir jedes m € Z durch die Vorschrift
Lo u(y) = =y (v (y) — 4 m*u(y))

wie in Definition 5.2.6 gegeben sei. Der Folgenraum A sei definiert durch

Ag = (HZ(XW7NH> De, @p ’%png) /N

meZ
Bemerkung 5.4.2. Nach den Beispielen 1.3.8 und 1.3.10 ist die H2-Norm auf I, gegeben durch

dy

2 2 4 2 2 2
Ity = ity + 91 O = 10y 11
0

Daher gilt 2 = H?(Iy, ug).
Satz 5.4.3. Der Operator T, hat den Definitionsbereich
D(Ty) = {u € Ay | ug(n) = —yuo(n)}
und bildet Funktionen w =73, cz um(y)em(z) € D(Ty) gemdf$ der Vorschrift
T’y(“a (Um)mez) = (A|X7,ua (Lo um)mez) + (4, (Um)mez)

nach Ag ab. Schreiben wir kurz Au fir (A|x,u, (L Um)mez), so0 gilt Tyu = Au + u.
Beweis. Nach Bemerkung 4.2.13 ist der Definitionsbereich von T, gegeben durch

My :={ue A | v— t,(u,v) ist stetig in Ag},
wobei die Stetigkeit von v = t,(u,v) dquivalent ist zur Stetigkeit von

v (ty —1)(u,v) = (grad u, grad U)Lz(XmuH) + Z 47r2m2/ Upy * Ty AA' + . Upy, - Upyy dA!
meZ m m

+ - uo(n)vo(n)-

Wir zeigen demnach nun die Gleichheit der Mengen M; und

My := {u € Ay | ug(n) = —yuo(n)}.
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M1 D My“: Es sei u € Ay mit ub(n) = —vyuo(n). Fiir m € Z\{0} gilt u,, € H*(I, ug)
fiir jedes kompakte Intervall I C I,,,. Insbesondere besitzt u,, nach dem Sobolevschen Einbet-
tungssatz einen Repriisentanten in C'!(7), sodass die Punktauswertung u/, () wohldefiniert ist.

Anwendung der Greenschen Formel auf [, liefert

Am2 [ um(y) - om(y) dy + | ul,(y) - 0, (y) dy

Inm, I,
_ dy _

= [ = () — 472 m P (®)) 5 () 5 — () (1)
Im y

= Ly Uy - Oy, At — b, (1) 0 (7). (5.17)
Im

Fiir m = 0 gilt analog
/1 up(y) - vo(y) dy = /I Lo uo - vo(y) dy + ug(1m)v0(n) — ug(r)vg(r). (5.18)
0 0

Durch Summation tiber m € Z erhalten wir

(ty—l)(u,v):/rAu'T)duH—i- Z/ImLmum-EmduH

meZ

+ [, dou BAN = Y g, (1) 0 (1) + g ()To () + 7y - wo(1)Bo ().
T meZ

Wie in Bemerkung 5.2.10 liefert Anwendung des Spurtheorems auf u|x, € H*(X,, um)

/H du-TAN = 3wl (1) (). (5.19)

meZ

Somit heben sich die Randterme in r auf, und aus ug(n) = —vyuo(n) folgt

(t’Y _1)(u’ U) = (Au’ U)Ao - (Auv U)LQ(PT,W,MH) (5'20)

mit Au = (A|x, %, (Ly Um)mez) € Ao. Die rechte Seite von (5.20) ist daher stetig in v € Ag.

»Myi C My“: Fir uw € D(T,) und beliebiges v € Ay gilt nach Theorem 4.2.11

t’Y(u? v) = (T“fu’ v).

Insbesondere liegt w := Tyu in Ag. Daher folgt fiir eine Testfunktion ¢ € D(X,))

(wa ¢)L2(Xn,,uH) = (T'yua ¢)L2(Xn,/,LH) = (’LL, T':;QS)L?(XW;LH) = t’x;(u, QZS) = t’Y(¢7 u)
O ) L2(X, ) + (812D, grad ) pacx,

= (¢,u)
= (U, @) L2(x,) ) T (grad u, grad @) r2(x, )
= (U, ¢)L2(Xn,,uﬂ.ﬂ) + <A’LL, ¢> )

wobei (Au, ¢) im Distributionssinn zu verstehen ist. Insbesondere folgt fiir alle ¢ € D(X,)

(Au, ) = (W — u, @) p2(x, ) = (Tht — Uy B) 120, use) -
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Da D(X,,) dicht in L*(X,;, ug) ist, folgt somit
A|XWU’X,, = T’7u|Xn - u|Xn € LQ(Xn, MH)-

Analoge Rechnung mit ¢ € D(I,,) zeigt, dass Ly, umm € L?(In, pr) und daher u, € 22 fiir
jedes m € Z gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass aus Alx,u € L*(Xy, ux) bereits u € H?(X,), ug) folgt. Der innere
Regularitatssatz 1.3.20 impliziert, dass fiir jedes € > 0 und r < R < n — ¢ gilt

u € H*(Xg, m). (5.21)

Fir m € Z\{0} liefert Anwendung von Theorem 1.3.20 auf den elliptischen Operator Ly,
und eine kompakte Teilmenge [r, h] von I, dass um, € H?([r,h], ug) fiir jedes h € [r, 0o gilt.
Ferner gilt ug € H?(Iy, up) nach Bemerkung 5.4.2. Aus dem Einbettungssatz von Sobolev folgt

ug € C([r,n)).

Wir definieren eine stetig differenzierbare Fortsetzung ig € C'([r,n + 1]) von uy durch

_ uo(y), y <,
Uo(y) = ,
uo(n) + (y —nug(n), n<y<n+1,
und setzen
ﬂ:(u—UQ)—i-ﬁo.

Dann ist @ eine Fortsetzung von u nach L*(X, 41, um) mit At € L*(X, 41, pm). Durch Anwen-
dung des Argumentes in (5.21) mit 7 =n+1 und R =+ 1 ergibt sich

(IS Hz(Xn—i-l/z, [

Folglich gilt
u=1lx, € H*(Xy, um).

Nun liefert die Greensche Formel fiir beliebiges v € A mit derselben Rechnung wie in (5.17),
(5.18) und (5.19)

(&= 1)(0) = [ A 3 [ Lot T+ (w0) +yu0() - B ()

mez’tm
Die rechte Seite kann genau dann stetig fiir v € Ag fortgesetzt werden, wenn der absolute
Term wug die Randbedingung

up(n) = —yuo(n)
erfiillt und die Reihe

Z/I ]Lmum|2d,uH < 00

meZ
iiber die L?-Normen der Folgenglieder (L, w%m)mez konvergiert. Dies ist dAquivalent dazu,

dass (Alx,u, (Ly Um)mez) in Ap und somit v in Az liegt. O
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Korollar 5.4.4. Firu=>3,,c7um(y)em(xz) € D(A,) = D(T,) gilt

A’Y(uv (um)mEZ) = (A’Xnua (Lm Um)meZ)'

Bemerkung 5.4.5. Mithilfe der Identifikation aus Bemerkung 5.2.5 kénnen wir den Definitions-
bereich D(A,) in Analogie zu Satz 5.2.11 beschreiben durch

D(Aq) = {f € L*(X, ) | A"+ fo(n) - (80 +7+0y0) € LA(X, )}

mit (d) o,¢) = ¢p(n). Diese Darstellung entspricht einer Verallgemeinerung von D(A") in der

Darstellung von Colin de Verdiere aus Definition und Satz 2.5.6.
Lemma 5.4.6. Fir vy € C\R ist der Robin-Pseudo-Laplace-Operator A, nicht normal.

Beweis. Fir v € C\R gilt

D(AY) = {u € Ay ug(n) = —Fuo(n)} # D(A,). B

5.5 Kompakte Resolvente

Wir zeigen nun, dass die Resolvente von A, kompakt ist. Wie in Abschnitt 5.4 berechnen wir
dies fiir T'y. Die Kompaktheit der Resolvente impliziert, dass das Spektrum von A, fiir alle y € C

diskret ist. Insbesondere erfiillt die Familie (Ay),ec die Voraussetzungen von Theorem 4.3.19.
Satz 5.5.1. Flir jedes v € C besitzt der Operator T, kompakte Resolvente.

Der Beweis von Satz 5.5.1 orientiert sich am Beweis von Lemma 8.7 in Lax und Phillips [17].
Zur Vorbereitung benotigen wir den Begriff der Prakompaktheit sowie den Rellichschen Einbet-

tungssatz fiir kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Definition 5.5.2 (Meise und Vogt [18], Bemerkung 4.4 und vorhergehende Definition). Eine
nichtleere Teilmenge K eines metrischen Raumes Y heiflt prakompakt, wenn es zu jedem ¢ > 0
endlich viele y1,...,y, € Y gibt, sodass K C Uj_; B:(y;)-

Satz 5.5.3 (Meise und Vogt [18], Satz 4.8 und Korollar 4.10). Ein metrischer Raum Y ist
genau dann kompakt, wenn er vollstindig und prikompakt ist.
Insbesondere ist eine Teilmenge K eines vollstindigen metrischen Raumes Y genau dann

relativ kompakt, wenn sie prakompakt ist.

Theorem 5.5.4 (Rellichscher Einbettungssatz fiir kompakte Mannigfaltigkeiten, Taylor [30],
Kapitel 4, Proposition 4.4). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit glattem
Rand und es seiten 0 > 0 und d > 0. Dann ist die Finbettung

HT(M) — H (M)

kompakt.
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Beweis von Satz 5.5.1. Da die Resolvente
(T —Nd)~: Ag — D(T,) — A = A

iber A; faktorisiert, geniigt es zu zeigen, dass die Einbettung A; — Ag kompakt ist. Nach

Satz 5.5.3 geniigt es hierfiir zu zeigen, dass die Menge
K :={uec A |||lulla, <1} (5.22)
eine priakompakte Teilmenge von Ag ist. Es sei dazu € > 0 vorgegeben und

w = (f, (gm)mez) € K.

Da X, kompakt ist, ist nach dem Rellichschen Einbettungssatz 5.5.4 die Menge

Ky :={f | (f,(gm)mez) € K}

relativ kompakt in L?(X,,, ug). Fiir jedes h > r und m € Z gilt

Hgm|[r,h] HHl([r,h],,uH) < HwHAl <L

Also ist die Menge
Ky = {gm | m e Z\{O}, (f7 (gm)mGZ) € K}

eine Teilmenge von
{g€ H'([r,h], pm) | HgHHl([r,h],MH) <1}

welche wiederum nach dem Rellichschen Einbettungssatz relativ kompakt in L?([r, h], ug) ist.

Gleiches gilt fiir die Menge

K3 = {90 | (fa (gm)mEZ) € K}7

die eine Teilmenge von

{g € H'([r;n), ) | gl e (o) ) < 1}

und somit relativ kompakt in L?([r, 7], um) ist. Nach Satz 5.5.3 gibt es endlich viele

wj:(fjv(gj,m>mel) GK, jzl,...,n,

sodass .
Ky :={(f, 90, Gmlprp)mezroy) | (f> (gm)mez) € K} C | Begs(wy).
j=1
Wir zeigen
K c | B:(w).
j=1

Dazu setzen wir

3
h=4/-.
€
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

Fiir hinreichend kleines ¢ gilt h > 7, sodass gg auf [h, co[ verschwindet. Demnach gilt fiir die

Einschrankung von w = (f, (¢m)mez) auf [h, oo]

10 Gmlinocmez) as = 3 [ lam@P % < 3 amm® - [ lgu()l* <5
meZ h Yy meZ h Y

1 0 1
<o S artmt e [ lon()Pdy < 1 0. Gnlpoc)men) L
h meZ h h
Daher gilt fiir jedes w € K

€ €
100, (gmlp.cop)mez) 14y < Sllwllar < 5.

Folglich existiert fiir jedes w € K ein w; € {wy, ..., wy}, sodass
lw —wjllag < 1 (f = 5, ((gm — Gjm)|irn)mez) |1ao + 11 (0, (gmlh.cop)mez) 1 40
+ 110, (gjmlp,0o)mez) 140 <& O

Die Implikationen aus Satz 5.5.1 fiir das Spektrum von A, unterscheiden sich je nachdem,
ob 7y reell oder echt komplex ist. Fiir jedes v € R ist A, selbstadjungiert und besitzt daher ein

Punktspektrum in R, das sich zu einer unendlichen aufsteigenden Folge
Ar(y) < Aa(y) < (5.23)
von Eigenwerten anordnen lasst, sodass gilt

lim Ag(y) = 0. (5.24)

k—o00

Ferner gilt Theorem 4.3.19, sodass die Ag(y) als holomorphe Funktionen
L Uy — C, v = Ag(7), (5.25)

auf einer komplexen Umgebung Uy von R verstanden werden kénnen. Fiir beliebiges v € C

konnen wir das folgende Theorem anwenden.

Theorem 5.5.5 (Kato [13], III, Theorem 6.29). Es sei T ein abgeschlossener Operator mit
kompakter Resolvente in einem Banachraum Y. Dann besteht das Spektrum von T aus einer
(unendlich) abzihlbaren Menge isolierter Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die keinen Hdu-

fungspunkt aufler co besitzen.

Bemerkung 5.5.6. (i) Die Eigenwerte A(7) sind fiir komplexes ~ nicht notwendig reell, da der
Operator nicht selbstadjungiert ist. Nach Theorem 5.5.5 lésst sich das Spektrum von A,
jedoch wie im reellen Fall zu einer Folge (Ax(7))xen in C anordnen, die in C gegen den un-
endlich fernen Punkt konvergiert. Da der Operator sektoriell ist, liegt die Folge (Ax(7))ken

zudem in einem nach rechts gedffneten Sektor ¥(f3,6) wie in Definition 4.2.9.

(ii) Nach Bemerkung 4.3.21 kann im allgemeinen Fall jeder einzelne Eigenwert A(7y) lokal als
stetige Funktion in v verstanden werden, die fast iiberall holomorph ist und hochstens
algebraische Singularitdten besitzt. Diese Aussage bleibt auch dann giiltig, wenn die holo-
morphe Familie nicht mehr vom Typ (B) ist. Dieser Fall liegt fiir die Fortsetzung (A7)7€@

im unendlich fernen Punkt v = oo vor, die im folgenden Abschnitt 5.6 konstruiert wird.
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5.6 Holomorphe Fortsetzung auf die Riemannsche Zahlensphare

Der klassische Pseudo-Laplace-Operator A7 von Colin de Verdiere hat die Randbedingung

fo(n) = 0. (5.26)

Wir nehmen an, dass nicht gleichzeitig fo(n) = 0 und fj(n) = 0 gilt. Da wir am Beginn von

Abschnitt 2.5 gesehen haben, dass fiir die Eisensteinreihe mit s = % + i1 die Terme

Eo(n,5) = co(s)y/ncos(§(n, 7))

und

g = 22 (ERD — rsin(e(n.)))

nicht gleichzeitig verschwinden koénnen, ist diese Annahme sinnvoll.

In diesem Fall kann die Robin-Bedingung

—fo(n) = fo(n) (5.27)

nur dann gleichzeitig mit (5.26) gelten, wenn v = oo als Wert zugelassen wird, und der Term
~vfo(n) eine hebbare Singularitét besitzt.

Im Folgenden zeigen wir, dass der klassische Pseudo-Laplace-Operator A" tatséchlich als
holomorphe Fortsetzung von (A,)yecc in den unendlich fernen Punkt verstanden werden kann.
Die entstehende Familie (A'Y)WE@ ist in keiner Umgebung von co vom Typ (B).

Um in der Theorie der Folgenrdume zu bleiben, definieren wir zunéchst einen Operator Ap
mit Dirichlet-Randbedingungen. Der Beweis fiir die Gestalt des Definitionsbereiches und der

kompakten Resolvente erfolgt analog zu Satz 5.4.3 und Satz 5.5.1.

Definition und Satz 5.6.1. Wir definieren auf
D(tp) ={u € A1 | uo(n) = 0}
eine symmetrische Form durch
tp(u,v) = (u, v);h.
Dann ist tp nichtnegativ und induziert einen m-sektoriellen Operator T mit Definitionsbereich
D(Tp) = A{u € Az | uo(n) = 0}.
Der Operator Tp hat eine kompakte Resolvente. Wir setzen
Ap =Tp —ida,.
Fir u € D(Ap) gilt Apu = Au.

Der Operator Ap entspricht dem Pseudo-Laplace-Operator A" Colin de Verdiéres in 7
in dem Sinne, dass Ap und A" die gleichen Eigenwerte besitzen und ihre Eigenfunktionen

miteinander identifiziert werden kénnen wie in Bemerkung 5.2.5.
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

Bezeichnung 5.6.2. Auf C wird durch

S, = {Al/w v € C\{0},
Ap, v=0,
eine Familie m-sektorieller Operatoren in Ag mit Definitionsbereich
D(Sy) = {u € Az | uo(n) = —yup(n)}
gegeben.

Theorem 5.6.3. Es gibt eine Umgebung Uy von v = 0, sodass (Sy)yev, eine holomorphe

Familie von Operatoren im Sinne von Definition 4.3.8 ist.

Beweis. Es sei Y7 der Banachraum As, versehen mit der Norm

ull ay = [lullag + 1A L2(x, ) + D 1 Lm | 2110 )
meZ

Wir schreiben der Einfachheit halber

HAUHAO = HA’U’HLZ(X",/,LH) =+ Z H L umHLQ(Im,uH)'
meZ

Ferner sei Y = Ay, sodass S, € € (Y1, Ys). Wir setzen
Z = D(Ap) = D(5)
und definieren U, : Z — Y7 durch
freg=Ff-vf) x (5.28)
Hierbei sei x € C*°(]0, 00[) so gewéhlt, dass

(i) supp(x) C [r,n+1],

(iii) x'(n) = 0.

Die Abbildung U, ist stetig, weil fiir f € Ay der absolute Term fo in H?(Io, i) liegt und daher
nach dem Spurtheorem 5.2.9 die Punktauswertung f}(n) stetig in f € A ist.

Als Néchstes ist zu zeigen, dass gilt

und

bijektiv ist.
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Hierzu setzen wir
Wy 1 D(Sy) = D(So),  frrh=f—foln) x
Fiir f € D(S,) gilt
ho(n) = fo(n) = fo(m)x(n) =0
und
ho(n) = fo(n) — fomx'(n) = fo(n).
Es folgt
Uy(Wo(f)) = Uy(h) = (f = fo(n) - X) = vho(n) - X

= f—=(fo(m) +vfo(n) - x
=/,

weil f € D(S,) die Randbedingung fo(n) = —7fy(n) erfiillt.
Umgekehrt gilt fiir f € D(Sp) und g = U, (f) wie in (5.28)

go(n) = fo(n) —vfo(m)x(n) = =~ fo(n),
go(n) = fo(n) = vfo(mx'(n) = fo(n)
und daher
90(n) = —7g0(n)-
Es folgt

W (UL (f)) = Wy(g) = (f —7fo(n) - x) — g0(n) - x
=f—=7fom) - x—(=1fon) - x
— f.

Also gilt W, = (U,) L.
Zu zeigen bleibt die Stetigkeit der Verkniipfung

V,:ZYs o Vy=8,0U,.
Fir f € Z = D(Sp) ist V,(f) gegeben durch
Vi(f) = Sy (U5(f)) = Sy (f = vfo(m) - x)-
Wegen der Stetigkeit von fo : f — fj(n) fiir f € Ag existiert C' > 0, sodass

Vallao = [IACf =7 fo(m) - XN a0 < N1AF ][40 + v fo )] - [1AX] 40 < C - [ f]] 4,

Ferner sind U, und V, auf C beschrédnkt holomorph im Sinne von Definition 4.3.6, da die
Abbildungsvorschriften von U, und V,, affin-linear in 7 sind. 0
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Kapitel 5 Robin-Pseudo-Laplace-Operatoren

Definition und Satz 5.6.4. Es sei R > 0 und Uy, = {z € C | |z| > R — 1} U {oo} eine
Umgebung von co. Dann gilt C = Br(0) U U und die Familie

~ JAVS € Br(0),
A, = v Y r(0)
Sl/-y7 v € UOO)

ist eine holomorphe Fortsetzung von (A, ),cc nach C. Wir bezeichnen im Folgenden den klas-

sischen Pseudo-Laplace-Operator Ap mit A und die Fortsetzung (A), .o mit (Ay) e

Die so definierte Familie ist nicht vom Typ (B), da D(tp) € D(ty) fiir jedes v € C gilt.
Betrachtet man die Form ti,, mit Definitionsbereich A;, dann gilt fiir beliebiges u € A;

mit ug(n) # 0
. L 2
%1;% ty, (u) = (U»U);n + §|U0(77)| = 00.

Es ist also nicht moglich, die holomorphe Familie (t,)ycc in oo als holomorphe Familie vom

Typ (a) fortzusetzen. Entsprechend kann (A,), ¢ nicht vom Typ (B) sein.
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Kapitel 6

Das Spektrum des
Robin-Pseudo-Laplace-Operators

In diesem Kapitel wird das Spektrum der Familie (AA,)AYG@j beschrieben. Die Eigenwerte und
Eigenfunktionen von A sind identisch mit denen des klassischen Pseudo-Laplace-Operators A"
von Colin de Verdiere [4], welche in Theorem 2.5.8 angegeben worden sind.

Da sich der Operator A, lediglich durch die Randbedingung auf dem Horozykel H, von A"
unterscheidet, ist es plausibel, dass auch fiir A, alle Eigenfunktionen, die keine Spitzenformen
sind, eindeutig durch trunkierte Eisensteinreihen beschrieben werden kénnen. Dies wird in Ab-
schnitt 6.1 bewiesen. Als Vorbereitung hierzu werden die Eigenfunktionen von A7 nach ihrem
absoluten Term kategorisiert. Wie Colin de Verdiere nennen wir alle Eigenfunktionen, deren ab-
soluter Term nicht trivial ist, Figenfunktionen vom Typ (II), und verwenden diese Bezeichnung
auch fiir die zugehorigen Eigenwerte.

Da die Abbildung € : s — E(z,s) Pole besitzt, kann der Fall eintreten, dass ein zu A,

gehoriger Eigenwert
A(y) =s(7) - (1 =s(7)) (6.1)

zu einem Pol s(y) von € gehért. Auf der rechten Halbebene {Res > 3} allerdings sind die
einzigen Pole von € die endlich vielen Pole der Streumatrix ¢ im Intervall |3, 1] (Theorem 2.1.14).

Alle weiteren Pole von ¢ liegen in der linken Halbebene und sind durch die Funktionalgleichung

p(s)p(l—s) =1

mit einer Nullstelle von ¢ in {Res > 1} assoziiert. Die Anzahl und Vielfachheit dieser Pole ist
nicht bekannt. In Abschnitt 6.2 wird durch das Verhalten von ¢ eine Typisierung der Eigen-
werte vom Typ (II) vorgenommen. Hierbei zeigt sich, dass durch die Robin-Bedingung fir die
Eisensteinreihe

E\(n,s) = —vEo(n, s)

eine holomorphe Funktion v : C — @, s — 7(s), definiert wird, die nur einfache Pole besitzt,
wenn s zu einem Kigenwert des klassischen Pseudo-Laplace-Operators Ao, gehort.
In Abschnitt 6.3 formulieren wir einen allgemeinen Spektralsatz fiir alle v € C, in dem analog

zu Theorem 2.5.8 alle Eigenfunktionen und Eigenwerte von A, angegeben werden. Fiir v € R
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koénnen anschlieBend aus Theorem 4.3.19 weitere Aussagen iiber das Spektrum abgeleitet werden,

wie bereits am Ende von Abschnitt 5.5 skizziert worden ist.

6.1 Kategorisierung der Eigenfunktionen

In Abschnitt 5.5 wurde gezeigt, dass das Spektrum von A, fiir jedes v € C diskret ist. Korol-

lar 5.4.4 impliziert die folgende offensichtliche Charakterisierung der Eigenfunktionen.

Satz 6.1.1. Es seiy € C beliebig. Fine Funktion u € D(A,) ist genau dann eine Eigenfunktion

von A, zum Eigenwert X\, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) Es gilt Au = I auf X,,.
(it) Fiir jedes m € Z gilt Ly, tp, = Ay, auf Ly,.
(iii) Der absolute Term erfillt auf H,, die Randbedingung ug(n) = —yuo(n).

Konvention 6.1.2. Wir kénnen eine Funktionenfolge in Ay mit einer Funktion in L,Q7 identifi-
zieren, wie in Bemerkung 5.2.5 beschrieben. Im Folgenden nehmen wir diese Identifizierung

stillschweigend vor und behandeln A, als Operator in L%.

Mit dieser Konvention impliziert Satz 6.1.1, dass alle Eigenfunktionen von A, verallgemei-
nerte Eigenfunktionen von A sind, welche die Randbedingung (iii) erfiillen. Da der absolute
Term ug eine eindeutige analytische Fortsetzung nach R besitzt, ldsst sich jede Eigenfunktion u

von A, eindeutig zu einer Funktion

i(z,y) = u(z,y) + uo(y) - Xp.eo[(y) € CF(X)
fortsetzen. Hierbei wird die die Fortsetzung von ug wiederum mit ug bezeichnet.

Lemma 6.1.3. Die Eigenwerte (vy)nen des Laplace-Operators Ar, deren zugehdrige Eigen-
funktionen durch Spitzenformen gegeben sind, sind auch Figenwerte von A, fiir jedes v € C.
Insbesondere besitzt der Operator A, fiir jedes v € C im A-invarianten Unterraum L3 ein

vollstindiges Orthonormalsystem (gn)nen von Eigenvektoren.

Bezeichnung 6.1.4. Die Eigenwerte aus Lemma 6.1.3 bezeichnen wir in Analogie zu Theo-
rem 2.5.8 als zum Typ (I) gehorig. Alle anderen Eigenwerte von A, seien vom Typ (II). Entspre-
chende Bezeichnungen werden fiir die zugehorigen Eigenfunktionen verwendet. Die Menge der
Eigenwerte vom Typ (I) wird fiir alle v € C mit 01(A4) bezeichnet, die Menge der Eigenwerte
vom Typ (II) mit o2(AS).

Die Eigenwerte (v, )nen vom Typ (I) sowie die zugehorigen Eigenfunktionen kénnen wir als
konstante Funktionen in v € C auffassen. Wir schreiben daher auch o fiir die endliche oder

unendliche Menge der Eigenwerte {v,, | n € N} vom Typ (I), wenn wir dies betonen wollen.
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Am Ende von Abschnitt 2.5 wurde auf zwei verschiedene Weisen gezeigt, warum A" unend-
lich viele Eigenwerte vom Typ (II) besitzt (Bemerkung 2.5.10 und Korollar 2.5.12).

Aus Lemma 6.1.3 folgt, dass der Beweis von Bemerkung 2.5.10 auf alle Operatoren der
Familie (A'Y)’Y c¢ Ubertragen werden kann. Zusammen mit Theorem 5.5.5 und der anschlieBenden

Bemerkung erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 6.1.5. Fiir jedes v € C besitzt der Robin-Pseudo-Laplace-Operator A, eine unendliche
Folge (An(7))nen von Eigenwerten des Typs (II), die in C gegen den unendlich fernen Punkt

konvergiert.

Als Néchstes wollen wir die Eigenfunktionen vom Typ (II) charakterisieren. Wie {iiblich

schreiben wir einen Figenwert A € C in der Form
A=s(l—s). (6.2)
Die durch (6.2) induzierte Zuordnung
G:C—C, Awrs, (6.3)

ist nicht eindeutig, da zu jedem \ # % zwei verschiedene Losungen s € C von (6.2) existieren. Die
folgende Uberlegung dient dazu, eine Konvention fiir die Wahl von s festzulegen, die mit der von
Colin de Verdiere getroffenen Konvention Re s > % und Im s > 0 kompatibel ist. Anschlieflend

wird gezeigt, dass diese Wahl von s keine Einschrinkung der Allgemeinheit darstellt.

Bemerkung 6.1.6. Fiir s € C, das (6.2) erfiillt, definieren wir die Parameter z, 7 und r durch

1
3254—1’2, z =T+, 7,7 € R.
(i) Falls A\ € R, sind die Losungen der quadratischen Gleichung (6.2) gegeben durch

1y 1 1

5 + i /A= 1 A> )

+_J)1 1 1

ST=gEN 1A A<,

1 1

2 )\ = 40

wobei v/ - : R>o — R>( die reelle Wurzelfunktion bezeichnet. Fiir A > % gilt

Re(sT) = 5 Im (sT) >0 und Im(s7) <0.
In diesem Fall wihlen wir die Lésung s* mit Re (st) = 3 und Im (s*) > 0, sodass fiir das
zugehorige z gilt
) 1
Z2=T mit T:\/)\*Z>O.
Im Fall A < 1 gilt
1 1
Re (sT) > 2 Re(s™) < 3 und Im (sT) = 0.

In diesem Fall wihlen wir ebenfalls die Losung st und erhalten

1
z=1ir mit r:—\/z—)\<0.
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(ii) Fiir A € C\] — 00, 1[ lassen sich die Losungen von (6.2) mit dem Hauptzweig ( - )"/* der

komplexen Wurzel beschreiben durch
1 1\
+
=—+(A—= .
T T2 ( >

Fiir A € C\R und die Losung s gilt

>0, falls ImA >0,

1
Re(sT) > = und Im (s7T)
2 <0, falls Im\<O.

In diesem Fall ist z = 7 + ér echt komplex mit

1 1/2 1 1/2
T:Im()\—4> =Im (s7) € R\{0}, rz—Re()\—4> <0.

Bezeichnung 6.1.7. Es sei S die disjunkte Vereinigung der Mengen
Slz{sEC’ RCSZ;,IIDSZO}, ng{SG(C‘ Res>;,1ms:0}
und
53:{56((:‘ Res>;,1ms;é0}.
Dann wird durch die Zuordnung aus (6.3) eine Abbildung
6:C—S, A s(A) = sT,

induziert, und es gilt

(i) s(\) €Sy, falls A > 1

(i) s(\) € Sy, falls A < 1,

(iii) s(\) € Ss, falls A € C\R.

Ferner wird durch

§=—-+1z
ein eindeutiges z = 7 + ir € C mit
(i) <Ound 7 € R fiir alle s € S,
(ii) 7 >0 fir alle A € R
definiert. Fiir s € C setzen wir
§:=1-—s.

Dann ist die Abbildung s +— § eine Involution mit A = s-§ = §-s. Wir setzen ferner
S={5eC|secS}

mit SNS = {1
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Als Vorbereitung fiir den Eindeutigkeitssatz der Eigenfunktionen vom Typ (II) kategorisieren

wir beliebige verallgemeinerte Eigenfunktionen von A nach ihrem absoluten Term.

Bemerkung 6.1.8. Es sei v eine Eigenfunktion von A, vom Typ (II) zum Eigenwert
A(y) = s(1 —s) mit s:=s(A\(7)) €S.

Dann ist die analytische Fortsetzung ¥ von v eine verallgemeinerte Eigenfunktion von A. Nach
Bemerkung 2.1.10 existieren komplexe Koeffizienten a = a(v,s) und b = b(v,s), sodass der

absolute Term vy die Gestalt
_ Ja(v, s)y* +b(v, s)yl=s, falls s # %,
voly) = {a(v,s)\/@—i— b(v,s)y/yln(y), falls s =3,
hat. Da v keine Spitzenform ist, tritt fiir jedes s € C genau einer der folgenden drei Félle ein:
(a’) a(v,s) # 0 und b(v,s) # 0,
(b’) a(v,s) =0 und b(v,s) # 0,
(¢”) a(v,s) # 0 und b(v,s) = 0.

In der folgenden Bemerkung wird erldutert, wie die Festlegung auf die Wahl von s € S diese

Kategorisierung beeinflusst.

Bemerkung 6.1.9. Die Kategorien (a’), (b’) und (c’) seien wie in Bemerkung 6.1.8 definiert. Fiir

einen Eigenwert A(y) von A, seien

die beiden komplexen Lésungen von

A(y) = s(1 —s).
Fiir AM(y) = % stimmen s* = % € 8N & iiberein. Fiir A(y) # % gilt:

(i) Falls v eine Eigenfunktion vom Typ (a’) zu s ist, dann ist v auch eine Eigenfunktion vom

Typ (a’) zu s~. Genauer gilt
w(y) = a(v, sy +b(v,sT)y' ™" =a(v, sy +bv,sT )y

mit

a(v,s) = b(v,s™) und b(v,s7) = a(v,sT).

ii) Ist v eine Eigenfunktion vom Typ (b’) zu s, so ist v eine Eigenfunktion vom Typ (¢’
g

zu s~ . In diesem Fall gilt

vo(y) = b(v, sy = a(v,s7)y* ).
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(iii) Wenn v eine Eigenfunktion vom Typ (c¢’) zu s ist, dann ist v eine Eigenfunktion vom
Typ (b’) zu s~, und es gilt
w(y) = a(o,sM )y =blo.s '™ bu.sT) = alv,s).
Die Bemerkung zeigt, dass die Definition der Kategorien (b’) und (c’) zwar davon abhéngt,
ob wir st € S oder s~ € S betrachten, aber die Eigenfunktionen, die zu s und s~ gehéren,

C-linear abhéngig sind. Wir kénnen somit das folgende Lemma formulieren.

Lemma 6.1.10. Es sei w eine Eigenfunktion vom Typ (1) zum Eigenwert X(7y) von A, und es
sei s1 € C eine beliebige Losung von \(y) = s(1 — s). Dann existieren ein c(s1) € C\{0}, eine

FEigenfunktion v vom Typ (II) zum Eigenwert () von A, und ein eindeutiges sy € S so, dass
w=c(s1) v
ein C-lineares Vielfaches von v ist, und der absolute Term von v von der Form

vo(y) = a(s2)y™ + b(s2)y' ™

ist, wobei die Koeffizienten a(s2) und b(sa) eine der drei Bedingungen (a’) bis (¢’) in Bemer-

kung 6.1.8 erfillen. Genauer gilt sy € {s1,51}.

Das Lemma zeigt, dass wir dem Unterraum
Er),,(A) := span{v | v Eigenvektor vom Typ (II) zu A € o2(A)}

ein eindeutiges s € § zuordnen konnen. Wir nehmen daher im Folgenden stets an, dass eine

Eigenfunktion v vom Typ (II) zu einem der Untertypen (a’), (b’) oder (¢’) fiir ein s € S gehort.

Bemerkung 6.1.11. (i) Der Raum E(),(A) ist nur dann identisch mit dem Eigenraum E,())
zum Eigenwert A, wenn \ € 02(A) nicht gleichzeitig Eigenwert vom Typ (I) ist. Dies ist
nicht immer der Fall (s. Satz 6.2.1). Nach Satz 2.3.5 sind Eigenfunktionen vom Typ (I)
und (II) jedoch stets orthogonal zueinander. Der Eigenraum FE.(\) kann daher als ortho-
gonale direkte Summe

E,(N) = Eqn,(A) & Eq) 4 (A)

geschrieben werden, wobei

Eq1),(A) == span{v | v Eigenvektor vom Typ (I) zu A € 01(A,)}

analog zu E(yy) () definiert sei.

(ii) Nach Korollar 5.3.9 ist der Operator A, genau dann selbstadjungiert, wenn v € R gilt.
In diesem Fall stimmen fiir jeden Eigenwert A € o(A,) algebraische und geometrische

Vielfachheit tiberein. Fiir v € C\R ist dies im Allgemeinen unklar.
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6.1 Kategorisierung der Eigenfunktionen

Bezeichnung 6.1.12. Wenn v eine Eigenfunktion von A, vom Typ (II) ist, dann gilt

vo(n) = —yvo(n).

Das hierdurch bestimmte v € C bezeichnen wir mit 7,/ (v, 8), Y (v, s) oder vo (v, s) je nachdem,

ob v vom Typ (a’), (b’) oder (c¢’) aus Bemerkung 6.1.8 ist.

Lemma 6.1.13. Es seien v und w zwei Eigenfunktionen zu XA € o2(Ay) fir dasselbe Paar (7, \).

Dann gehoren v und w zum gleichen Typ (a’), (b’) oder (¢’) aus Bemerkung 6.1.8.

Beweis. Es sei s(\) das zu A gehorige s € S, und v eine beliebige Eigenfunktion zum Eigenwert A.

Wir schreiben s = % + iz und bestimmen, fiir welches v € C die Robin-Randbedingung erfiillt

wird. Wir schreiben an dieser Stelle nur a und b fiir die Koeffizienten a(v, s) und b(v, s).
Es sei zuerst s # % mit z # 0. Dann gilt im Fall (a’)

'UO(y) _ ay1/2+iz + by_l/Q_iz.
Die Parameter o und § seien bestimmt durch
b
8= -~ € C\{0} und B = exp(2ia).

Dann schreiben wir vy wie im Beweis von Lemma 2.1.19 in der Form

012 iz —iz) _ 1/2 iz o . —iz

voly) = ay’ - (v + By ™) = a(yB)"* - (y"* exp(—ia) + explia)y )
= a(yB)"? - (exp(In(y)iz — ia) + exp(— In(y)iz + i) = a(yB)"* - 2cos (In(y)z — a) .

Wir setzen

Die Ableitung von vy nach y ist

B 243"/
VY

Einsetzen von 7 in die Robin-Gleichung v((n) = —vyvo(n) liefert

oh(y) (eos(A(y.2)) - zsin(4(w.2))).

2

b o~ _to(n) _ 2ztan(A(n,2) — 1
7&’( ) ) UO(U) 2 '

Im Fall (b’) mit a = 0 gilt

und wir erhalten

/
vp(n)  s—1
T (v, 8) = — =
(©,3) vo(n) n
Im Fall (¢’) mit b = 0 gilt
vo(n) = an®,  wg(n) = asy®™!
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und somit

Ve (v, 8) = — ) = —.

Durch Einsetzen von s = % + iz folgt andererseits

s—1 iz—3% 2iz-—1

M (v,8) = =
n n 2n
und .
—5 —= —1z —21z —1
Yo (v,s) = — = 2= = .
n n 2n

Wenn es Eigenfunktionen v und w zum selben s € C mit z # 0 gibt, die zwei verschiedenen

Kategorien angehoren, dann muss entweder gelten

s—1 —s
n n
oder
tan(A(n, z)) = i mod 27.
Da der komplexe Tangens die Werte +¢ mod 27 nicht annimmt, und s — 1 = —s nur fiir z =0

gilt, kann dieser Fall nicht eintreten.

Es sei nun s = % mit zp = 0. Dann liefert Faktorisierung wie oben fiir den Fall (a’) mit

p="ecc\o)
fiir den absoluten Term in 7
vo(n) = ayi 1+ BIn(n),  vh(n) = m (1+ Bln(n) +26)
und somit
(0, 50) = — 1 1+ p3In(n) +2ﬁ.

2n 1+ fBln(n)

Falls a = 0 gilt, erhalten wir

voln) = by n(n), vwﬁ—f%amm+m

und somit fiir den Fall (b’)

Im Fall (¢’) mit b =0 ist

und
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6.1 Kategorisierung der Eigenfunktionen

Fiir alle Wahlen von v und w aus der jeweiligen Kategorie (a’) bis (c¢’) muss gelten

Yer (v, 50) # Yar (W, S0) und Yer (v, 80) # Y (W, 80),
denn anderenfalls muss eine der Bedingungen

1+ BIn(n) +28
[N Tt ey R Yo

erfillt sein, die dquivalent zu 2 = 0 sind. Wenn wir annehmen, dass ein v vom Typ (a’) und

ein w vom Typ (b’) zum selben s € S existieren, dann muss gelten

1+ B1In(n) + 28 _ In(n) + 2
1+ B1In(n) In(n) ’

was ebenfalls auf die nicht l6sbare Gleichung 2 = 0 fiihrt. OJ

Lemma 6.1.14. Es sei v eine Figenfunktion von A zu einem Eigenwert A(vy) vom Typ (II).

Dann konnen vo(n) und vj(n) nicht gleichzeitig verschwinden.

Beweis. Fiir s # 1 und die Fille (b’) und (c’) ist die Aussage klar, weil v eine Potenzfunktion
ist, und daher weder v(n) = 0 noch v{(n) = 0 gelten kann.
Wenn v eine Eigenfunktion vom Typ (a’) mit vg(n) = 0 ist, dann gibt es ¢ € C\{0} mit

vo(n) = cov/ncos(A(n, z)) = 0.

Folglich gelten cos(A(n,z)) = 0 und sin(A(n, z)) € {£1}. Dies impliziert fiir die Ableitung

H) = o (CosAWm2) zsin 2)) ) =c =
=% ("5 (A0, 2)) =0 20

Es sei nun sg = % Falls b = 0 gilt, dann ist die Aussage klar, weil vy in diesem Fall die

Wurzelfunktion ist. Im Fall a = 0 folgt aus
vo(n) = by/nln(n) =0,
dass In(n) = 0 und daher

VR I
Uo(”)—b<2\/ﬁl(ﬁ)+\/ﬁ> \/ﬁ7éo.

Falls beide Koeffizienten a und b nicht verschwinden, erhélt man durch Faktorisierung

b
voln) = ayij 1+ Bln(m) =0, B=",
und daher ebenfalls b b
Wh(n) = 5= (1+ BIn(n)) + —= = —= # 0. O

2/ Vi Vi

Die obigen Berechnungen implizieren Symmetrien fiir die Eigenfunktionen vom Typ (II),

welche im folgenden Satz formuliert werden.
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Satz 6.1.15. Es sei A(v) ein Eigenwert von A, vom Typ (II) und s = s(A\(y)) € S. Ferner

sei v eine zugehorige Eigenfunktion mit absolutem Term
vo(y) = a(v, s)y* +b(v, s)y' .
Wie in Bezeichnung 6.1.7 sei §=1—s € S. Dann ist 0, definiert durch
b= a(0,8)y’ + b(v,8)y" %, a(?,8) = b(v, s), b(©,3) = a(v,s),

ebenfalls eine Eigenfunktion zum Figenwert \(-y) mit

(v, 5)
(v, 5)

S

0= -,

)

Ferner gilt

Setzen wir

dann gilt fiir alle s € C
1
B(0,3)

Aus Kapitel 2 wissen wir, dass die Eisensteinreihen F(z, s) verallgemeinerte Eigenfunktionen

und 0 = B(v, s)v.

ﬁ(% 8) =

von A sind. Insbesondere gilt fiir E(z, s) die Aussage aus Lemma 6.1.14, wenn s # % gilt und ¢ (s)

keinen Pol besitzt. Wir erhalten somit durch E"(z,s) eine wohldefinierte Eigenfunktion zu

7E6(777 8) ~
ol s) e C, (6.4)

wobei 7 den Wert oo genau dann annimmt, wenn Ey(y, s) eine Nullstelle in 7 besitzt. Dies steht

v(s) =

in Ubereinstimmung damit, dass A dem Pseudo-Laplace-Operator A" entspricht.

Fiir die Eisensteinreihe E(z,s) sind die im Beweis von Lemma 6.1.13 eingefithrten Terme

gegeben durch

Bs) =) als) =0 Als) = £0s)
wobei ¥ und ¢ wie in Lemma 2.1.19 definiert seien. Insbesondere stimmen die Symmetrien aus
Satz 6.1.15 mit den Funktionalgleichungen von E(z, s) und ¢(s) iiberein.

Falls die Eisensteinreihe in s € S einen Pol besitzt, dann ist die ,,gegeniiberliegende® Eisen-
steinreihe E(z,8) mit § € S eine verallgemeinerte Eigenfunktion ohne Polstelle. Die einzigen
Pole von ¢ auf S C {Res > %} sind aber die endlich vielen Pole s, ..., sy im Intervall ]%, 1].
Nach Bemerkung 2.2.3 gilt in diesem Fall fiir das Residuum Rpg der Eisensteinreihe im Pol s,

1—sg —

RE,O (yv Sk) = Ressk (so)y Ressk (So)ygk

Demnach ist Rg( -, sg) bis auf Addition einer Spitzenform ein Vielfaches von E( -, §).
Der Fall E(-,s) = 0 kann nach Satz 2.1.16 nur dann eintreten, wenn gleichzeitig sy = %

und ¢(sg) = —1 gilt. Diese Beobachtungen fithren zu folgendem Satz.
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Satz 6.1.16. Es sei A € C. Zu s = s(\) wie in Bezeichnung 6.1.7 sei v[s| € L% definiert durch
(i) v[s] = E"(-,s) fir s # 5 mit p(s) € C, oder falls s = § ist mit ¢ (%) =1,

(ii) v[s| = E"(-,8), falls s ein Pol von ¢ ist,

(iii) v[so] = OsE" (-, )|s=sy, falls so = 3 mit ¢(so) = —1 gilt.

Dann gibt es genau ein v = ~(s) € C, sodass v[s] eine Eigenfunktion vom Typ (II) zum Eigen-
wert X\ des Pseudo-Laplace-Operators A~ ist.

Beweis. Falls ¢ keinen Pol in s hat, ist die Eisensteinreihe F(z,s) eine punktweise Losung
der Eigenwertgleichung Au = s(1 — s)u. Falls E(-,s) nicht identisch verschwindet, ist dem-
nach durch die trunkierte Eisensteinreihe eine Eigenfunktion von A, gegeben. In diesem Fall
ist E(z,s) von der Gestalt (a’) aus Bemerkung 6.1.8, falls ¢(s) # 0, und von der Gestalt (c’),
falls p(s) = 0.

Falls ¢ einen Pol in s besitzt, ist § eine Nullstelle von ¢, und die Eisensteinreihe E(z, §) ist

eine nichttriviale Losung der Eigenwertgleichung zu s(1 — s) = (1 — §)8. Der absolute Term
EO(ya ‘§) = yl_s

ist vom Typ (b’) aus Bemerkung 6.1.8.

Nach Satz 2.1.16 tritt der Fall E(-,s) = 0 nur dann ein, wenn gleichzeitig s = % und

¢(3) = —1 gilt. In Bemerkung 2.5.9 (iv) wurde gezeigt, dass in diesem Fall der absolute Term

der Parameter-Ableitung von F in sg = % gegeben ist durch

asEO(y7 S)|s:so = \/g (2 ln(y) + 90/(80)) )

was dem Typ (a’) oder (b’) aus Bemerkung 6.1.8 entspricht. Falls ¢(sp) = 1, dann ist der

absolute Term der Eisensteinreihe ebenfalls nach Bemerkung 2.5.9 (iv) gegeben durch

EO(ya SO) — 2\/??7

sodass E( -, sp) in die Kategorie (¢’) aus Bemerkung 6.1.8 fallt.
In allen Fillen gilt fiir das jeweilige v[s] die Aussage aus Lemma 6.1.14, sodass durch

bl
7= sl 02)

ein eindeutiges v € C bestimmt wird. Da v} (n) und vo(n) nicht gleichzeitig verschwinden kénnen,

gilt genau dann v = oo, wenn vg[s](n) = 0 gilt. O

Bezeichnung 6.1.17. (i) Es sei €7 C L% die Vereinigung der in Satz 6.1.16 (i) bis (iii)

angegebenen Funktionen v[s] fiir alle s € S. Dann wird durch
S — ¢ s — v[s],

eine bijektive Abbildung gegeben.
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(ii) Wenn v = 7(s) wie in Satz 6.1.16 definiert ist, und wir die Abhéngigkeit der Funktion v[s]
von «y ausdriicken wollen, schreiben wir v[]. Die implizierte Zuordnung v — s(7y) ist jedoch

nicht eindeutig, da A, fiir jedes v € C unendlich viele Eigenwerte vom Typ (II) besitzt.

Durch (6.4) und (6.5) werden zwei verschiedene Funktionen in s definiert, die fur s € S fast

iiberall iibereinstimmen.

Lemma 6.1.18. Es ses

vo[s](n)
vo[s](n)’

qas:S— @, S —
die Funktion aus (6.5) im Beweis von Satz 6.1.16. Wir setzen

A s), alls s € S,
q :C—C, S a.(5) f
q173(§), falls ses.

Des Weiteren sei

Eqy(n, 5)
E0(77, 8) ’

die durch den Quotienten in (6.4) definierte meromorphe Funktion. Dann gilt fiir alle s € S\{%},
fiir die E(z,s) keinen Pol besitzt,

qu(C—>@, S —

q1(s) = q2(s).

Wir werden in Abschnitt 6.2 zeigen, dass es sich in Wirklichkeit um eine einzige meromorphe
Funktion handelt, die wir als holomorphe Funktion v : C — C auffassen.

Zunéachst wollen wir die Eindeutigkeit der Eigenfunktionen v[s] aus Satz 6.1.16 innerhalb
des Typs (II) zeigen. Dies wird nur fiir s # % vorgefithrt. Fiir den Fall s = % verweisen wir auf
Colin de Verdiere [4], Theorem 5. Der Beweis erfolgt in allen Féllen durch ein Argument der

Energieerhaltung. Wir zitieren dieses Resultat aus dem Buch von Lax und Phillips [17].

Theorem 6.1.19 (Lax und Phillips [17], Theorem 8.4). Es sei w eine verallgemeinerte Eigen-

funktion von A mit

1
Aw:(4+z2>w, Imz <0, z#0.
Der absolute Term in der Fourierentwicklung von w sei von der Form
wo(y) =b-y”*7*,  beC, (6.6)

und es gelte

/F lw — wo|? dum < oo,

wobei Fuo das unbeschrinkte Fundamentalpolygon von T'\H mit einer Spitze in oo bezeichne.

Dann ist w entweder eine Figenfunktion von Ar oder identisch Null.
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Bemerkung 6.1.20. Die Funktionenklasse, fiir die Theorem 8.4 in [17] formuliert wird, heifit in
der Theorie von Lax und Phillips outgoing. Dass der Begriff outgoing durch Gleichung (6.6)

charakterisiert ist, kann dem Beweis von Theorem 8.4 auf S. 202f. in [17] entnommen werden.

Satz 6.1.21. Es seiy € C und A # i ein Eigenwert vom Typ (I1I) des Operators A.. Dann ist
die zugehirige Eigenfunktion vom Typ (II) bis auf Addition einer Spitzenform ein Vielfaches
der in Satz 6.1.16 angegebenen Funktion v[y] = v[s(7)]. Insbesondere ist der zu L3 orthogonale
Unterraum Ey) ~(\) = span{v[y]} des Eigenraums E,()\) von A, eindimensional.

Beweis. Es sei v € C fixiert und A = A\(y) wie vorausgesetzt. Zu A sei s = % + iz € § wie in
Bezeichnung 6.1.7 so bestimmt, dass Im z < 0 und 2z # 0. Ferner sei nun v eine Eigenfunktion

zu A mit nicht verschwindendem absoluten Term

S

vo(y) = a1y’ + byt s,

Wir nehmen an, dass es eine zweite Eigenfunktion u zum gleichen Eigenwert gibt mit

S

uo(y) = a2y’ + boy 5.

Nach Lemma 6.1.13 gehoren alle Eigenfunktionen zu einem Paar (v, s) zum selben Typ (a’),
(b’) oder (c’). Demnach gilt entweder gleichzeitig a; = 0 oder a; # 0 fiir j = 1, 2. In jedem Fall

existieren ¢ und by € C, sodass der absolute Term von w := v — cu die Gestalt

besitzt. Die eindeutige analytische Fortsetzung

w=w+ X[moo[(y) ’ wO(y)

erfiillt die Bedingungen von Theorem 6.1.19. Folglich gilt entweder @ = 0, oder @ ist eine
Eigenfunktion von Ar. Falls @ = 0 gilt oder @ eine Spitzenform ist, ist die Behauptung gezeigt.
Ist @ eine Eigenfunktion von Ar, aber keine Spitzenform, so ist @ nach Satz 2.3.5 durch das

Residuum Rp einer Eisensteinreihe zu einem Pol in s 6]%, 1] gegeben. In diesem Fall gilt
wo(y) = co-y'™* mit cp € C\{0}.

Aus Lemma 6.1.13 folgt wiederum, dass die absoluten Terme von u und v ebenfalls ein Vielfaches

von y — y' =% sind. Also sind u, v und w auch in diesem Fall linear abhingig bis auf Addition

einer Spitzenform f € L3. O

6.2 Typisierung der Eigenwerte vom Typ (II)

In diesem Abschnitt werden wir entsprechend der Kategorisierung der Eigenfunktionen vom

Typ (II) eine Typisierung der Eigenwerte vornehmen und das Auftreten der einzelnen Typen
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im Spektrum von A, untersuchen. Die wechselseitige Abhéngigkeit des Parameters v und der

Eigenwerte A = s(1 — s) lasst sich durch die Funktion

_ Ei(n,s)
(s) = _EE(U, 5)

untersuchen. Wir werden zeigen, dass 7(s) eine holomorphe Funktion von C nach C ist.
Wie bereits am Ende von Abschnitt 5.5 erldutert wurde, existiert fiir die holomorphe Fami-

lie (Ay)yec vom Typ (B) eine Folge von Eigenwerten (Ag(y)) ecr, k € N, sodass

(i) fiir jedes v € R gilt 0(A,) = {Ax(7) | k¥ € N}, und die Folge (V4[y])ren der zugehérigen

Eigenfunktionen ein vollstdndiges Orthonormalsystem von L% bildet,

(ii) die Eigenwerte Ag(y) fiir jedes k& € N holomorph von « aus einer komplexen Umgebung
Uy von R abhéngen.

Die Folge der durch (ii) induzierten Eigenwertfunktionen £ : Uy — C kann nur auf R als

wvollstandige” Eigenwertfolge im Sinne von (i) betrachtet werden, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.2.1. (i) C ist die disjunkte Vereinigung der Eigenwerte vom Typ (II) aller A, d. h.

C=Joa(A,).

veC

(it) Es gilt nicht notwendig o1(Ay) N o2(Ay) = 0. Genauer gibt es fir jedes v, € o1 genau
ein y € C mit v, € a1(A,) Noa(A).

(iii) Es existiert keine Folge ($x)ren holomorpher Funktionen £y, : C — C, sodass das Spek-
trum o(A,) von A, fir jedes v € C mit der Menge {£4(v) | k € N} dibereinstimmt.

Beweis. Aussage (i) folgt unmittelbar aus Satz 6.1.16. Dies gilt auch fiir (ii), da fiir jedes v € o1
ein v € C existiert, sodass A(y) = v ein Eigenwert vom Typ (II) ist.

Nun sei angenommen, es gebe eine Folge (£x)ren wie in (iii) beschrieben. Die Eigenwerte v,
vom Typ (I) sind konstant in v € C. Die Eigenwerte A(y) vom Typ (II) kénnen nach (i)
nicht konstant in «y sein, da ansonsten C = o9 diskret ware. Folglich existiert eine Teilfolge nicht
konstanter, holomorpher Funktionen (£4;);jen der Eigenwerte vom Typ (IT). Wir schreiben ohne
Einschréankung (£ )ren fiir die Teilfolge vom Typ (II). Der Satz iiber die Gebietstreue impliziert
nun, dass fir jedes k € N die Bildmenge £4(C) ein Gebiet in C ist. Andererseits impliziert
Satz 6.1.16, dass die Bildmengen £;(C) disjunkt sind. Hieraus folgt, dass

A:=C\ | &x(C)
keN

eine iiberabzihlbare Menge mit A N (C\R) # ) sein muss. Hierin liegt aber ein Widerspruch
zu (i), da die Menge A mit 02(Ay) iibereinstimmen muss, wohingegen das Spektrum von A

eine diskrete Teilmenge von R ist. O
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Satz 6.2.2. Es sei A € C ein Eigenwert zum Operator A, fir ein v € C. Dann ist X ein
Figenwert des Operators A5. Insbesondere gilt genau dann A € R, wenn v € R.

Beweis. Es sei u € D(Ay) ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert X\. Dann gilt fiir alle v € A;
(Ayu,v) =t (u,v) = A(u, v).

Fir u € D(A5) gilt uy(n) = —7-uo(n). Also liegt w in D(A5). Die Form t, erfiillt die Symmetrien

ty (u,v) = (u,v)s, +-uo(n)vo(n) = (v,u), +-vo(n)uo(n) =t (v,w).

und

ty(u,v) = (u,v)}y, +7 - uo(n)vo(n) = (v,u)a, +7 - vo(n)to(n) = t5(v,w).
Fiir beliebiges v € A; gilt daher
(A;/ﬂ, U) = t’?(avv) = t:/(@’ u) = {’Y(uv@)
= (Ayu,v) = (9, Ayu) = (9, \u) = (Au,v) = A4, v).

Demnach ist A ein Eigenwert von A5 zum Eigenvektor 4. Fiir A € R folgt A € o(A,) Na(A5).
Nach Satz 6.1.16 impliziert dies bereits ¥ = 7. O

Korollar 6.2.3. (i) Sind v, € oy und v € C so, dass v, € a1(Ay) Noa(Ay) gilt wie in
Satz 6.2.1 (i), dann gilt ~ € R.

(i1) Wenn v € C\R ist und X ein Eigenwert von A, des Typs (II) ist, dann gilt X ¢ o1(A,).
Nach Satz 6.1.21 ist A von einfacher geometrischer Vielfachheit.

Wir zeigen nun, dass die Funktionen ¢; und ¢ aus Lemma 6.1.18 iibereinstimmen. Da
diese Funktionen den Parameter v des zugehorigen Robin-Pseudo-Laplace-Operators eindeutig

festlegen, bezeichnen wir diese Funktion als (Eisenstein-)Robin-Quotienten und schreiben ~(s).
Theorem 6.2.4. Die Abbildung

A El(n,s
v:C—C, s (s) == qa(s) = _EEEZ 557

ist holomorph und es gilt y(s) = q1(s) fir alle s € C. Ferner erfillt v(s) die Funktionalgleichung

V(1 =) =7(s)

und ist vertraglich mit der komplexen Konjugation:

Beweis. Es sei so = 4. Dann ist 7(s) fiir alle s € C\{so} bestimmt durch

__Eons) _ s+ els) A=)
7(3) - Eo(n,s) o ns + @(3)7]1_5 . (67)
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Da die Streumatrix ¢ nach Theorem 2.1.14 auf C meromorph ist, ist auf jedem Gebiet, wo der
Nenner von (6.7) nicht verschwindet und ¢ keinen Pol besitzt, die Holomorphie von + in s klar.

Falls ¢ in s einen Pol der Ordnung n besitzt, dann impliziert die Funktionalgleichung

p(s)p(l —s) =1,

dass ¢ in 1 — s7 eine n-fache Nullstelle besitzt.
Fiir alle s € U\{so}, wobei U C C\{s1} eine Umgebung von s; sei, auf der ¢ keinen weiteren
Pol und keine Nullstelle besitzt, liefert Erweiterung des Bruchs in (6.7) mit ¢(1 — s)

p(1—s)s® '+ (1 =)y
p(L—s)n°+n'=

(s) =~

Fir s — s konvergiert dieser Ausdruck gegen die komplexe Zahl

B _(1 —s1)n~*t s —1
r)/]. - 771781 - ,'7 .

Also ist die Singularitdt von « in s; hebbar. Andererseits gilt firr die zu s; gehérige Eigenfunk-
tion v[s1] € €

S1 —S1

vo[s1](n) =n'" und  wvplsi](n) = (1 —s1)n

Also stimmt die holomorphe Fortsetzung 1 von 7|y nach s; mit der Definition

q(s1) = -

iuberein.

Wir betrachten nun den Fall, dass es s; € C\{so} gibt, sodass der Nenner

n* 4+ (s1)n' 5 =0

eine Nullstelle besitzt. Nach Lemma 6.1.14 kann der Zéhler von v nicht gleichzeitig verschwin-
1

) ()

holomorph. Somit ist v als Funktion von U nach C holomorph.

Die Funktionalgleichung E(z,s) = ¢(s)E(z,1 — s) liefert fiir alle s € C\{so}

L Bni-s _ p(-9Ems) _ B _
=)= s~ o 9Ens)  Ems

Falls so = § und ¢(sg) = —1 gilt, sodass E(-,sq) die Nullfunktion ist, gilt fiir die in (6.7)

definierte Funktion v aus nach der Regel von de I'Hospital

den. Also ist s; ein Pol erster Ordnung von ~, und ist in einer Umgebung U von s;

" 4 sIn(n)n* ™ + @' (s)(1 = 5)n° — o(s)n~° — (s)(1 = ) In(n)n~*

g = In)+ A — pls) Gt
_ 1 1+45ln(n) +5¢'(s0) +1+3Im(n) 44 2In(n) +¢(s0)
n In(n) + ¢’(s0) + In(n) 2n - (2In(n) + ¢'(s0))”
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6.2 Typisierung der Eigenwerte vom Typ (II)

Folglich ist
9sEq(n, 5)|s=s

7s0) = _35E0(?7, 8)|s=so
die holomorphe Fortsetzung von « aus (6.7) mit hochstens einem einfachen Pol, falls p(sg) = —1
und ¢'(sp) = —21n(n).
Die Vertréiglichkeit mit der komplexen Konjugation folgt aus E(z,s) = F(z,5). O

Korollar 6.2.5. (i) Die Ableitung ' ist punktsymmetrisch in so = %, d. h. fiir alle s € C gilt

V(1 =s)=—(s).
Insbesondere gilt
7' (s0) = 0.
(ii) Es gilt genau dann v(s) € R, wenn
(a) s € R oder
(b) 5=1—s5, d h. Res = 3.

Bemerkung 6.2.6. (i) Korollar 6.2.5 (ii) liefert einen zweiten Beweis fiir Satz 6.2.2, weil

1 1
A=s(l—s)= 1—1-2(3)2 mit s = i—l—iz(s)

genau dann reell ist, wenn gilt

oder

(ii) Die Abbildung G¢ : C — C, s v(s), ist surjektiv, aber nicht injektiv. Dasselbe gilt fir
die Einschrénkung Gs von G¢ auf S, da fiir jeden der unendlich vielen Eigenwerte \;(7o)
vom Typ (II) eines Operators A, und s; = s(Aj(70)) gilt v0 = 7(s;)-

Wir geben nun entsprechend der Kategorisierung der Eigenfunktionen v[s] den jeweiligen

Robin-Quotienten v(s) an, und unterscheiden hierbei vier Typen (a), (b), (¢) und (d).
Lemma 6.2.7. Fs seis € S.
(a) Falls ¢ in s # % weder einen Pol noch eine Nullstelle besitzt, gilt

2z(s) tan (z(s) In(n) — @) -1
2n ’

v(s) =

(b) Falls ¢ in s # % einen Pol besitzt, ist y(s) gegeben durch

s—1
v(s) = o
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Kapitel 6 Das Spektrum des Robin-Pseudo-Laplace-Operators

(c) Falls ¢ in s # % eine Nullstelle besitzt, gilt

V(s) = —

I |®»

7<1> —ﬁ, fallsgp( ) 1,

1
2
2 _ 1. -4 1 _
2n (1 + 21n(77)+<p’(%)> ’ falls ¥ (2) 1.

Beweis. Im Fall (a) existiert nach Lemma 2.1.19 ein ¢ € C\{0} mit

vo(y) = co\/y cos (z In(y) — ;9)

=2 o) o2

Falls so = 1 und ¢(so) = 1, dann gilt Eo(n, so) = 2,/7 und E}(n, so) = % Die anderen Félle

gehen aus dem Beweis von Theorem 6.2.4 hervor. O

und

Bezeichnung 6.2.8. Es seien 7,, b, 7c und vq die in Lemma 6.2.7 (a) bis (d) definierten
Werte von ~(s). Ist A(s) ein Eigenwert und v[s] eine Eigenfunktion zu v(s) € C fiir ein s € S,
so nennen wir A(s) und v[s] ebenfalls zum Typ (a), (b), (c) oder (d) gehorig.

Fir das Argument des Tangens in der Darstellung von v, verwenden wir die Notation

£(s) = =() n(n) — 2

aus Lemma 2.1.19.

Bemerkung 6.2.9. (i) Fiir s # 1 entsprechen die Typen (a), (b) und (c) den Kategorien (a’),
(b’) und (c’) aus Bemerkung 6.1.8.

(ii) Es sei s9 = 5. Falls ¢(so) = 1 gilt, ist Typ (d) ein Spezialfall von Typ (a) mit

z(s) =0, Y(sp) =0 mod 2m, cos(&(sp)) = cos(0) = 1.

z(s) =0, ¥(sp) =7 mod 27, cos(&(sp)) = cos (g) =0,
und wir erhalten den Wert von 7(sg) durch Anwendung der Regel von de 'Hospital auf ,.

(iii) Fiir den Wert von v an der Stelle sy = % schreiben wir

1
My =7 5 .

Nach Bemerkung 2.5.9 (iv) gilt genau dann ~p, = co, wenn es np mit ¢'(sg) = —21In(nr)
gibt, und n = nr ist. Insbesondere gilt fiir fast alle n > pr, dass 91, in R liegt.
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6.2 Typisierung der Eigenwerte vom Typ (II)

Da die Pole und Nullstellen von ¢ isoliert sind, gehoren fast alle Eigenwerte des Typs (IT)
zum Untertyp (a). Ferner impliziert Theorem 2.5.8, dass Ao, keine Eigenwerte vom Typ (b)

oder (c) besitzt. Dies kénnen wir nun direkt nachweisen.
Satz 6.2.10. Alle Figenwerte \ # % vom Typ (II) des Operators Ao sind vom Typ (a).

Beweis. Die Eigenwerte vom Typ (b) oder (c) haben einen konstanten Term der Form

vo(y) =b-y7,  b#0,
fiir ein o € C. Insbesondere kann vy keine Nullstelle in 17 > 0 haben. O

Satz 6.2.11. FEs sei v € @ beliebig. Dann besitzt A hichstens einen Eigenwert vom Typ (b)

oder (c), und es konnen nicht beide Fdlle zugleich eintreten.

Beweis. Zuerst sei angenommen, es gebe s1,s0 € S, sodass Vp(s1) = b(s2). Dann folgt
aus Yp(s) = S;—l, dass s1 = so gilt. Dasselbe gilt fir ..

Als Néchstes nehmen wir an, es gebe s1, s2 € S mit ,(s1) = Ye(s2). Dann folgt so = 1 — s7.
Somit gilt entweder Re(s1) > 3 und daher Re(s2) = Re(l — s1) < 3 im Widerspruch zur
Annahme sy € S, oder es gilt Re(s;) = Re(s2) = 3. In diesem Fall besitzt ¢(s;) weder eine

Nullstelle noch einen Pol, also gehéren s; und s zum Typ (a) oder (d). O

Bemerkung 6.2.12. Ob umgekehrt gilt, dass auf einer Kurve {(v, A) | A € 02(A,)} auch hochstens

ein Eigenwert vom Typ (b) oder (c) liegen kann, ist bislang unklar.

Satz 6.2.13. Wenn v € R und X € 02(Ay) ein Eigenwert vom Typ (b) oder (c) ist, dann gilt

v <0.
Beweis. Wenn A = s(1 — s) vom Typ (b) oder (c) ist, dann gilt y(s) € {—%, %} Somit gilt
entweder
s=—7(s)n und 1—s=1+4+~(s)n
oder

1—s=—y(s)n und s=1+~(s)n.

In beiden Féllen folgt
A= —=y(s)n(1 +~(s)n).

Fir v(s) > 0 ist dann A < 0 im Widerspruch zu o(A,) C [0, oo fiir v > 0. O
Korollar 6.2.14. Es gilt genau dann 0 € 02(A,), wenn v = 0 ist.

Beweis. Fir A = 0 ist dasjenige s € S mit A = s(1 — s) durch s; = 1 gegeben. Da ¢ in 51 =1

einen Pol besitzt, ist A = 0 vom Typ (b). Es folgt y,(s1) = % =0. O
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Kapitel 6 Das Spektrum des Robin-Pseudo-Laplace-Operators

6.3 Spektralsitze

Wir fassen die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Spektralsatz zusammen.

Theorem 6.3.1 (Erster Spektralsatz). Es sein > pp. Fir jedes vy € C ist das Spektrum von A,

diskret und besteht aus den folgenden zwei Typen von Eigenwerten:

(1) Die Eigenwerte vom Typ (I) sind die endlich oder unendlich vielen Eigenwerte
O<ry <1y <...

des Laplace-Operators Ar mit den zugehdorigen Spitzenformen aus L als Eigenvektoren.

(1I) Die FEigenwerte vom Typ (II) sind von der Form

Ay) =s(v)-1=s(y), s(yeES, (6.8)

mit einer eindeutigen Eigenfunktion v[y] vom Typ (II), gegeben durch

(i) die trunkierte Fisensteinreihe

vyl =E7( -, s(7)),
falls ¢ bei s(vy) # % keinen Pol besitzt oder falls s(v) = % und (%) =1 gilt, mit

(a)
_ 22(y) tan(§(2(7))) — 1
2n
falls p(s(y)) € C\{0}, wobei z(y) und £(z) bestimmt sind durch

)

9(2)

s =g iz, &)=zl - D2 () = —iloa(e(s),

2

falls o(s(v)) = 0 gilt,

(ii) das trunkierte Residuum der FEisensteinreihe

v[y] = RE( - ,s5(7)),

falls s(~y) mit einem der endlich vielen Pole sj, von ¢ in |, 1] und A(y) mit einem

der Eigenwerte xy, € [0, %[ von Ar dbereinstimmt, mit

s -1
-1
n

oder
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6.3 Spektralsitze

(iii) die Parameter-Ableitung der trunkierten Eisensteinreihe
’Uh] = asEn( ’ ’S)|s:1/27

falls s(y) = % und (%) = —1 gilt, mit

_ 1 <1+4>
T Ty 2In(n) +¢'(3) )

Bemerkung 6.3.2. Die Eigenwerte () vom Typ (II) aus (6.8) kénnen nach den Bemerkun-
gen 4.3.21 und 5.5.6 lokal als Funktionen von ~ betrachtet werden, die durch Zweige analytischer

Funktionen mit héchstens algebraischen Singularititen gegeben sind.

Fiir die Einschrankung der Familie (A,y),y c¢ auf R gilt zusitzlich das folgende Theorem.

Theorem 6.3.3 (Zweiter Spektralsatz). Fiir den Robin-Pseudo-Laplace-Operator A, mit~y € R

gelten die folgenden Aussagen:

(i) Alle Eigenwerte von A~ sind reell und lassen sich zu einer aufsteigenden Folge

Ar(y) < Aa(y) <.

mit oo als einzigem Hdaufungspunkt anordnen. Die Folge (Ak(7y))ken ist die Vereinigung
der Teilfolge
O<r<wy<...

der FEigenwerte vom Typ (1), die nicht von ~ € ¢ abhdngt und entweder endlich oder

unendlich ist, und der abzdhlbar unendlichen Teilfolge

A7) <Xe(y) <.
der Eigenwerte vom Typ (1I) mit

Aim An(7) = 0o.

(ii) Wenn ~ > 0 ist, dann sind alle Ag(7y) nichtnegativ.

(iii) Fir jedes k € N ist Ai(vy) eine holomorphe Funktion £y : v +— Ap(v) auf einer komplexen
Umgebung Uy von R, und es gibt eine Folge (Vi[v])ken der zugehirigen Eigenfunktionen
so, dass v — Wi[y] ebenfalls holomorph auf Uy ist und die Familie (Vi[y])ken fir jedes
v € R ein vollstindiges Orthonormalsystem von L% bildet.

(iv) Spaltet man die Folgen (£)ken und (Vi|-|)ken aus (iii) in zwei Teilfolgen vom Typ (I)
und (II) auf wie in (i), dann sind die Teilfolgen der Eigenwerte und Eigenfunktionen vom

Typ (1) konstant in ~.
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(v) Es sei (S%Q))neN = (Ly;)jen die Teilfolge aller Eigenwertfunktionen vom Typ (II), und
es sei (un[-])nen = (Wi, [-])jen die zugehdrige Teilfolge von Eigenfunktionen aus (iv).
Dann wird durch (up[y])nen fir jedes v € R ein wvollstindiges Orthonormalsystem des

(unendlichdimensionalen) Unterraums ©, von L?] gegeben.

Hieraus ergibt sich die Frage nach dem Zusammenhang zwischen dem Orthonormal-
system (up[y])nen aus Theorem 6.3.3 und der Funktionen v[y] aus Theorem 6.3.1. Allgemeiner
besteht die Frage, ob zwei verschiedene Eigenfunktionen v[s{(7y)] und v[s2(7y)] von A, aus Theo-
rem 6.3.1 fir s1(7y) # s2(7y) € S stets orthogonal zueinander sind. Dies ist jedoch im Allgemeinen
nicht der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.3.4. Es seiy € C und es seien M\ (7y) # Xa(7) € 02(A.,) zwei verschiedene Eigenwerte
vom Typ (II) von A, mit den zugehorigen Parametern si(7),s2(y) € S. Dann gilt fir die

Eigenfunktionen v[sy(y)], v[s2(y)] aus Theorem 6.5.1 genau dann

(wsi(M], vls2(N]) 22 (x ) = 05
wenn ~ € R.
Beweis. Wir schreiben v; := v[s;(7)] fiir die Eigenfunktion zum Eigenwert \;(v) fir j = 1,2.
Fir v € Cund j = 1,2 gilt
vion) = =yvioln)  mit  wie(n) # 0.
Aus der Maass-Selberg-Relation 2.2.7 folgt

(01, 02) _ v10(m)v50(n) = v1,0(n)v2,0(n)
1, V2)L2(X,un) AL — 5\2

_ —7viom)vzo(n) +vi0(mvae(m) _ . Iy v1,0(1)2,0(n)
A1 — A2 A=A

Dieser Term verschwindet genau dann, wenn Im~y = 0, da v und v keine Nullstelle in 7

haben. Im Fall v = oo folgt die Behauptung ebenfalls aus der Maass-Selberg-Relation 2.2.7 mit

v1,0(n) = v2,0(n) = 0. O

Korollar 6.3.5. Die Funktionen uy[y] aus Theorem 6.3.3 (v) sind durch ein Vielfaches

un[y) = h(y)ols(v)],  h(y) €C,
der Funktionen v[s(vy)] aus Satz 6.1.16 gegeben mit |h(7y)| = ||v['y]||221(x ) S0 Y € R

Nach Theorem 6.3.3 besitzen die Funktionen wu,[y] eine holomorphe Fortsetzung auf eine
komplexe Umgebung U, von R. Im folgenden Beispiel wird dargelegt, wie die Norm auf eine
komplexe Umgebung von R fortgesetzt werden kann. Ferner wird gezeigt, wie die holomorphe
Funktion wu,[y(s)] in der Umgebung von v(s,,) eines Eigenwertes A,, = s,(1 — s,) vom Typ (b)

konstruiert werden kann, der zu einem Pol s, von ¢ gehort.
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6.3 Spektralsitze

Beispiel 6.3.6. (i) Es sei 7o € R vom Typ (a) (mit s(v9) # 3), es sei s(v) € S mit

A(v0) = 5(7) - (1 = 5(7)) € 92(Ay)

und v[y] = E"(-,s(y)) die zugehorige Eigenfunktion. Fiir v aus einer reellen Umgebung Vj

von g so, dass ¢ auf s(Vp) keine Nullstellen und Pole besitzt, sei

k(1) = B 5O 2y = \// (- s() - B - ,3(7) dus

die Norm von v[y]. Dann gibt es nach Korollar 6.3.5 ein n € N, sodass

v[y]
()’

ein Element des Orthonormalsystems (up[Y])nen ist. Es gilt

i)

X

S 1—s(y), falls A\y(v) > 1 und s(v) €6,
s(), falls A (7) < 1 und s(y) € R.

Im ersten Fall folgt

\// E”] ) S E’I( 1 _3(7))(1#]1']1
- ¢ [ o= DB )2
X
o(1 — s(y 1/2\// En( -, s(v))?dum

mit (1 — s())| = 1. Im zweiten Fall gilt

\// En( -, s(v))?dpm.

Fiir v € Vj gilt stets k() > 0. Also existiert eine komplexe Umgebung Uy von 7, fiir die

das Integral iiber E"( -, s(7))? nicht verschwindet. Somit besitzt

eine holomorphe Fortsetzung nach Uy.

(ii) Es sei sg € ]%, 1] ein Pol von ¢. Dann gilt fiir alle s in einer Umgebung U von sg, auf der ¢

keinen weiteren Pol und keine Nullstelle besitzt,

7E77(z,s) = z,1—s S
(,D(S) _E77( 71 )7 EUa
und E(z,s) E"(z,1—5) U
K}(S) = W(S)W, S € \{80}.
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Hierbei ist wie in (

| |
«

$)? dpm = \/¢(8)2/XE”( 1= s)2dun

= $)2-k(1—s)

und
w(s) = mit lw(s) =1|, s € U\{so}.

Demnach gilt w?(s) = 1 fiir alle s € U\{so}, sodass die Funktion w? holomorph nach sg

fortgesetzt werden kann. Also ist die Funktion

En(z,1—
iifs)(z) = WQ(S)K((?_ S)S)
eine holomorphe Fortsetzung von
E"(z,s)
uls](z) = ") se (UNR)\{so},
nach U mit
Ha[s]H%z(X#H) =1 fiir alle s € U NR.

Wenn 7(s) in einer Umgebung Uy C U des Punktes s, invertierbar ist, hangt a[y] := a[s(7)]
auf «(Up) holomorph von ~ ab. Dies wird in Abschnitt 7.2 gezeigt (s. Theorem 7.2.12 und
anschliefende Bemerkung).

Bemerkung 6.3.7. Beispiel 6.3.6 impliziert, dass eine notwendige Bedingung an das Gebiet U,,

auf welches die Abbildung v +— u,[y] fortgesetzt werden kann, dadurch gegeben ist, dass fiir
alle v € U, gilt
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Kapitel 7
Holomorphie der Eigenwerte

Im Spektralsatz 6.3.3 fiir die reell parametrisierte Familie (A ),cr wurde die Holomorphie der
Eigenwerte mittels Theorem 4.3.19 hergeleitet. Die Umgebungen Uy von R, auf denen die Ei-
genwerte Ay und die Eigenfunktionen W holomorph sind, kénnen hierbei im Allgemeinen nicht
unabhéngig von k € N gewdhlt werden (Kato [13], Kapitel VII, Bemerkung 3.9). Insbesondere
gilt der Satz tiber die holomorphe Abhéngigkeit des gesamten Spektrums nur fiir eine holomor-

phe Familie vom Typ (A) oder (B). Hieraus ergeben sich die Fragen,

(i) inwieweit das Spektrum fiir komplex parametrisierte A, holomorph von v abhangt, und

(ii) wie sich das Spektrum in einer Umgebung des unendlich fernen Punkts verhélt, in dem

die Familie zwar holomorph, aber nicht vom Typ (B) ist.

In den Bemerkungen 4.3.21 und 5.5.6 wurde erklart, dass jeder Eigenwert A der holomorphen

Familie (A,)_ s als analytische Kurve
{(n.A)eCxClAea(A,)}

und lokal durch Zweige einer holomorphen Funktion mit hochstens algebraischen Singularitédten

betrachtet werden kann, dargestellt durch eine Puiseuxreihe
A(2) = Az0) + anw? (2 — 20) 77 + g™ (z — 2) P + ..., j=1...,p—1, (7.1)

mit w = exp (%) )

Alle Eigenwerte vom Typ (I) sind konstant auf C. Daher betrachten wir ab nun nur noch

die Eigenwerte
A(y) =s(7) - (1 =s(7)) (7.2)
vom Typ (II), die wir (lokal) als Funktionen im obigen Sinne verstehen.

Im Folgenden wird in Abschnitt 7.1 das Verhalten der Eigenwerte eines holomorphen Opera-
tors an den exzeptionellen Punkten und Verzweigungspunkten nach der Theorie von Kato [13],
Kapitel II, erklart, die mit dem Auftreten algebraischer Singularitdten zusammenhéngen. An-
schlieflend wird in Abschnitt 7.2 die Ableitung des Eisenstein-Robin-Quotienten ~y(s) bestimmt,
um die Differenzierbarkeit der Eigenwerte A(y) zu untersuchen.

Im zweiten Teil des Kapitels wird die Eigenwertfunktionenfolge (A\p,)nen := (37(12))71@1 vom
Typ (IT) untersucht, die fiir v € R wie in Theorem 6.3.3 definiert ist.
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

7.1 Exzeptionelle Punkte und Verzweigungen

Wir erinnern an das folgende Theorem von Kato (s. Theorem 4.3.20).

Theorem (Kato [13], VII, Theorem 1.8). Es sei (13).cuy eine holomorphe Familie in einer
Umgebung U eines Punktes zyg € C. Dann besteht jedes endliche System wvon FEigenwerten
von (T%),eu aus Zweigen einer oder mehrerer analytischer Funktionen, die hiéchstens algebrai-

sche Singularitdten in zg besitzen. Dasselbe gilt fiir die zugehdrigen Eigenprojektionen.

Nach Kato [13], Kapitel VII, §1.3 und §3.1, verhélt sich jedes endliche System von Eigen-
werten eines (beliebigen) holomorphen Operators genau wie die Eigenwerte eines holomorphen
Operators in einem endlichdimensionalen Vektorraum. Wir erkldren daher das Verhalten der
Eigenwerte und das Auftreten von Singularitdten wie Kato [13] in Kapitel II, §1, anhand von

holomorphen Operatoren A, in endlichdimensionalen Vektorrdumen.

Bezeichnung 7.1.1. Einen Punkt zp, an dem ein Eigenwert A\(z) einer holomorphen Fami-

lie (A,).cu eine algebraische Singularitét besitzt, nennen wir einen Verzweigungspunkt.

Die Puiseuxreihendarstellung (7.1) impliziert, dass eine algebraische Singularitit genau dann
vorliegt, wenn p > 1 gilt. Wir erkldren nun, wie der Wert p bestimmt werden kann. Er wird

durch die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte bestimmt, ist aber nicht mit dieser identisch.

Beispiel 7.1.2 (Kato [13], II, Beispiel 1.1). Wir betrachten je einen Operator in R? mit und ohne
algebraische Singularitéten.
1 =z
A, =

AE(2) = £v/1 + 22.

Die Eigenwerte A\* sind Zweige der komplexen Wurzel. Fiir jedes z ¢ {+i} hat A, zwei

(i) Es sei

mit Eigenwerten

verschiedene Eigenwerte, aber A4; hat den doppelten Eigenwert

MNE(£i) = +4/1 + (£0)2 =0,

und die Funktionen A\* sind nicht differenzierbar in =+i.

Bz:<0 z)
z 0

ME(2) = +2.

(ii) Die Eigenwerte der Matrix

sind gegeben durch

Fir alle z € C\{0} besitzt B, zwei verschiedene Eigenwerte, in 29 = 0 hat B,, den
doppelten Eigenwert 0. Die Funktionen A\* sind ganz.
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Die Punkte +i aus Beispiel 7.1.2 (i) und zp = 0 aus Beispiel 7.1.2 (ii), in denen die alge-

braische Vielfachheit grofler als 1 ist, heiflen exzeptionelle Punkte. Das Beispiel zeigt aber, dass

dieser Begriff nicht identisch ist mit dem des Verzweigungspunkts, da die Funktionen \* aus

Beispiel 7.1.2 (ii) differenzierbar in zp = 0 sind.

Definition und Satz 7.1.3 (Kato [13], II, §1.1 und 1.2). Es sei (A,).cy eine holomorphe

Familie von Operatoren in einem endlichdimensionalen Vektorraum.

()

Ein Punkt zg € U, fiir den es komplexe Umgebungen V von zg, W von Ag und ein k > 2
gibt, sodass

(a) fiir jedes z € V alle Eigenwerte von A, in W durch Ai(2),...,Ax(2) € W gegeben
sind,

(b) fiir alle z € V\{20} die Eigenwerte \;(z), j = 1,...,k, paarweise verschieden sind,
und

(c) in 2o die Eigenwerte Ao = A;(2o) fiir alle j =1, ..., k {ibereinstimmen,

heiflt exzeptioneller Punkt.

Es sei zg ein exzeptioneller Punkt und es sei G ein einfach zusammenhéngendes Gebiet
mit z9 ¢ G und G C Bs(2p) fiir ein 6 > 0. Dann sind die Eigenwerte A\1(2), ..., Ax(2) auf G
holomorph in z.

Ist o, : [0,1] — C, a.(t) = |z — 20| - €™ + 2, ein geschlossener Weg in Bs(zg), dann
werden die Funktionen Ai(z),..., A\x(z) permutiert, wenn der Weg «, fiir jedes z € G
durchlaufen wird. Hierdurch lassen sich die Eigenwertfunktionen Aj(2),..., A\x(2) zu g < k
zyklischen Gruppen anordnen, die Kato als Zykel bezeichnet. Die Ordnung einer solchen

Gruppe heifit Periode des Zykels und wird mit p bezeichnet.

Bemerkung 7.1.4 (Kato [13], II, §1.2). (i) Die Periode p eines Zykels entspricht dem Parame-

(i)

(iii)

ter p in der Puiseuxreihe (7.1). Das bedeutet, die Elemente {\;,...,\,} eines Zykels der

Periode p sind in der Umgebung von zg durch die p Zweige der Puiseuxreihe

Nj(2) = Ao + a1w? (2 — 20)77 + aww¥ (z — 20) P + . .., j=0,....,p—1,

2ms

mit w = exp <7> gegeben.

Die Eigenwertfunktionen A, die in einem exzeptionellen Punkt zy zusammenlaufen, sind
genau dann lokal holomorph, wenn jeder Zykel in zy der Periode 1 ist. Hieraus folgt, dass
nicht jeder exzeptionelle Punkt ein Verzweigungspunkt ist, aber jeder Verzweigungspunkt
ein exzeptioneller Punkt sein muss. Ein exzeptioneller Punkt ist genau dann ein Verzwei-

gungspunkt, wenn er einen Zykel der Periode p > 1 besitzt.

Ein Operator A, hat in einem exzeptionellen Punkt zg notwendig einen Eigenwert )y der
algebraischen Vielfachheit k£ > 1. Ist der Operator A, selbstadjungiert, ist dies gleichbe-
deutend damit, dass der zugehorige Eigenraum FE(A,,, Ao) von der Dimension k > 1 ist.

Fiir einen beliebigen Operator ist dies nicht notwendig der Fall.
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

Beispiel 7.1.5. Der Operator
z 1
A, =

M(z) =z, Ao (z) = 22,

besitzt die Eigenwerte

die jeweils ganz sind. Fiir z € Bi/,(0)\{0} gilt A1(2) # A2(2), also ist A, diagonalisierbar, und die

Eigenwerte A;(z) haben beide die algebraische und geometrische Vielfachheit 1. Die zugehorigen

1 1
v[z] = (()) ) vo[z] = <z2 B z) .

Eigenvektoren sind

In zg = 0 gilt

aber

ist nicht diagonalisierbar. Der Eigenwert Ag hat die algebraische Vielfachheit 2, aber die geo-

metrische Vielfachheit 1. Die Eigenvektoren v;[z] und vg[z] konvergieren fiir z — 0 beide gegen

den Vektor
0= (*
v = ,
! 0

der bis auf skalare Vielfache der einzige Eigenvektor von Ag ist.

Bemerkung 7.1.6. Im Falle eines selbstadjungierten oder normalen Operators kann der in Bei-
spiel 7.1.5 beschriebene Fall nicht eintreten, da die Eigenrdume zu unterschiedlichen Eigenwer-
ten orthogonal sind. Die Operatoren der Familie (AV)weC sind genau dann selbstadjungiert,
wenn « in R liegt. Fiir v € C\R sind alle Eigenwerte vom Typ (II) von geometrischer Viel-
fachheit 1 (Korollar 6.2.3), aber die zugehorigen Eigenrdume sind nicht zueinander orthogonal,
da A, nach Lemma 5.4.6 nicht normal ist. Daher kann fiir echt komplexe v das Auftreten von

Verzweigungspunkten nicht ausgeschlossen werden.

Theorem 7.1.7 (Kato [13], VII, §3.1). Es sei (T%).cu eine selbstadjungierte holomorphe Fa-
milie, d. h. eine holomorphe Familie auf einem Gebiet U CC mit {z | z € U} = U und

T =1Ts fir alle z € U.

z

Dann sind alle Eigenwerte \(x) von T, fir x € U NR holomorph in x, d.h. die analytischen

Funktionen aus Theorem 4.3.20 besitzen keine algebraischen Singularititen.

Die Holomorphie der Eigenwerte der Familie (A,),er wurde in Theorem 6.3.3 gezeigt. Die
holomorphe Eigenwertfunktionenfolge ( 2 Jnen vom Typ (II), nennen wir ab nun (\,)pen.
Mit Theorem 7.1.7 kénnen wir nun zeigen, dass jeder Eigenwert des Typs (II) von Ao, als

holomorphe Fortsetzung einer Eigenwertfunktion A, verstanden werden kann.

124



7.2 Ableitung des Eisenstein-Robin-Parameters

Bezeichnung 7.1.8. Die Eigenwerte vom Typ (II) von A bezeichnen wir wie Colin de Ver-

diére mit (f15)jen, um sie von der Eigenwertfunktionenfolge
An R =R, v = An(),
zu unterscheiden, die nur fiir die Familie (A,),ec vom Typ (B) wohldefiniert ist.

Satz 7.1.9. Es seien (11;)jen die Eigenwerte vom Typ (II) des Operators Ao. Dann gibt es fiir
jedes j € N eine Umgebung W; von oo und eine auf W; holomorphe Funktion \(7y), sodass

(1) A7) € 02(A,) fiir alle v € W und

(i1) pj = A(co).

Beweis. Die Behauptung folgt durch Anwendung von Theorem 7.1.7 auf den Operator S, = Ay,
im Punkt v = 0. 0

Auf zusammenhéngenden Gebieten von W; N R miissen die holomorphen Funktionen A(v)
aus Satz 7.1.9 mit einer der auf R definierten Eigenwertfunktionen A iibereinstimmen. Dieser

Zusammenhang wird in Abschnitt 7.4 untersucht.

7.2 Ableitung des Eisenstein-Robin-Parameters

In diesem Abschnitt wird die Ableitung der holomorphen Funktion « aus Theorem 6.2.4 be-
stimmt. Die Ableitung +/(s) wird benutzt, um ein Kriterium fiir das Auftreten von Verzwei-
gungspunkten aufzustellen und die Ableitung der Eigenwerte A(y) fir alle vy € C zu bestimmen.

Wie in Abschnitt 6.2 untersuchen wir das Verhalten von «(s) fur die unterschiedlichen Ty-
pen (a), (b), (c) und (d) separat. Fiir den Fall (d) mit s = 3 wurde in Korollar 6.2.5 aus der
Funktionalgleichung

V(1= s)=—7(s)

(3)-s

Wir betrachten nun zuerst die Punkte vom Typ (c), in denen eine Nullstelle von ¢ vorliegt.

von 7/ bereits gefolgert

Satz 7.2.1. Die Streumatriz ¢ der Eisensteinreihe habe in so eine Nullstelle. Dann gilt

1 2s55—1
7 (s0) = 0 + =

/
77280 np (50)'

Beweis. Es sei U eine Umgebung von sg, auf der ¢ keine weitere Nullstelle und keinen Pol
besitzt. Dann gilt fiir s € U\{so}

sn* 4+ (1 — s)p(s)n™®
n® + @(s)nt=s

Y(s) = —
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Um die Ableitung an der Stelle sg von  zu berechnen, schreiben wir

P'(5)Q(s) = P(s)Q'(5)
Q(s)? '

Hierbei sind P(s) = E{(n,s) und Q(s) = Ey(n, s) gegeben durch

V(s) = —

P(s) = sn""" + (1= s)p(s)n*,
P'(s)=n"""+sn(n)n"" —(s)n* + (1 —5)¢'(s)n° — (1= s)(s) In(n)n~*
=1+ sln(m)n* "+ ¢ (s)(L = s)n~° —p(s) - (L+ (1 — s)In(n)) n~*
und
Q(s) =n°+p(s)n" >,
In

Q'(s) =In(n)n® + ¢ (s)n'~* — p(s) In(n)n'~*.

Einsetzen von sp mit ¢(sg) = 0 liefert

P(sg) = 507750_17
P'(s0) = (14 soIn(n))n* " + (1 — s0)¢'(so)n ™

und

Damit folgt

P'(50)Q(s0) = (14 soIn(n)) n*° " + (1 = s0)¢'(s0),
P(s0)Q'(s0) = soIn(m)n**° ™" + 500 (s0).-

Insgesamt erhalten wir

oy P(50)Q(s0) = P(s0)@(s0) _ 17" + (1 — 2s0)¢’(50)
v (s0) = Q(So)2 - 7250 ’

Unter Ausnutzung der Punktsymmetrie

71 —s)=—(s)
konnen wir nun sofort die Ableitung in einem Punkt vom Typ (b) angeben.

Korollar 7.2.2. Die Streumatriz ¢ der Fisensteinreihe habe in so einen Pol. Dann gilt

1 2sg—1
f)/(SU) = E + 7]2(1780) ' 90,<1 - SO)'
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Bemerkung 7.2.3. Fiir beliebiges s € C liefert der Beweis von Satz 7.2.1 die Darstellung

/ _ aaEé(% U)‘U:S ) Eo(ﬁa 3) - E(/](n7 3) - 0o Eo(, U)‘UZS
Y (S) - 2 ’
E0(777 8)

wobei fiir s = % oder im Falle eines Pols s von ¢ auf der rechten Seite die Regel von de I’'Hospital

angewendet werden muss. Falls ¢(s) € C\{0} gilt, bietet sich fiir eine tibersichtliche Darstellung

dieses Ausdrucks die Verwendung der Notation

~ I(s)

Eo(n,s) = /ncos(&(s)) mit £(s) = z(s) In(n) — -

des absoluten Terms an, wobei E normiert ist wie in Lemma 2.1.19.
Satz 7.2.4. Es sei U C C\{1r,,} ein Gebiet so, dass ¢ auf s(U) keine Nullstellen und keine

Pole besitzt und jeder zu v € U gehorige Eigenwert () = s(y) - (1 — s(7y)) mit s(y) € S vom
Typ (a) ist. Dann ist die Ableitung von v in s € U gegeben durch

()= — —L . 2(s)In —zsm sin(&(s)) cos(&(s
1(6) = 5oty (20 — 20 5 + 2sinlee)os(e(s) ). (73)
Beweis. Fiir jedes s € U gilt
¥ (s) = m - (~2isin(€(s)) cos(E(s)) + 22()€(5))
—_72.~ z(s)In —zs¢/(8) sin(&(s)) cos(&(s
= ooty (2 ) — () S5 + 2sin(e(s) cos(é(s))
mit
ooy V(s) i ¢(s)
§(s) = —iln(n) — —— = —iln(n) + 5 - 25) O

Bemerkung 7.2.5. (i) Zusammen mit Bemerkung 6.2.9 kann man aus der Formel in Satz 7.2.4
auch direkt herleiten, dass v/(3) = 0.

(ii) Die Funktion 9 kann nur lokal auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet ohne Null-
stellen und Pole von ¢ definiert werden und ist nicht eindeutig bestimmt. Hingegen ist die
logarithmische Ableitung

S0/
¥
eine in s meromorphe Funktion auf ganz C, die nur einfache Pole besitzt, und zwar genau

dann, wenn es n € N gibt, sodass
(a) s eine n-fache Nullstelle von ¢ und somit eine (n — 1)-fache Nullstelle von ¢’ ist, oder
(b) s ein Pol n-ter Ordnung von ¢ und daher ein Pol (n + 1)-ter Ordnung von ¢’ ist.

Daher ist die Funktion +/(s) aus (7.3) als meromorphe Funktion auf C wohldefiniert. Da
bereits gezeigt wurde, dass die einzigen Pole der Abbildung s +— v(s) durch die Nullstellen
des absoluten Terms FEy(y,s) bei y = n gegeben sind, sind die Pole der logarithmischen
Ableitung % hebbare Singularitdten von 4/(s). Die holomorphe Fortsetzung von +/(s) in
diesen Punkten ist durch die Formeln in Satz 7.2.1 und Korollar 7.2.2 gegeben.
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Die Maass-Selberg-Relation liefert eine zweite Darstellung fir 7/(s).
Satz 7.2.6. Fiir alle s € C gilt

(EW( ) 78)7E17( ’ ag))L2(X,uH)
EO(TL 3)2 '

7'(s) = (1-2s)

Beweis. Es sei sy # % fixiert. Ohne Einschrinkung habe F keinen Pol in sg. Fiir s # s gilt
nach der Maass-Selberg-Relation 2.2.6
— E0(777 S)E(l)(nvs()) — E6(777 S)EO(%SO)
EN( . EN( . =
( ( 15)7 ( 780))L2(X,/J,H) 8(1 —8) _30(1 _30)

__(s0)Eo(n, s)Eo(n, s0) — 7(s)Eo(n, 5)Eo(n, s0)

s(1—s) —s0(1—sp)
_ (v(8) =(50)) Eo(n, ) Eo(n, s0)
s(l—s)—so(l—s0)

Mit der Regel von de 'Hospital folgt fiir s — s

7' (s0) Eo(n, 80)2‘

(E"( - ,80), E"( - ,50)) L2(xpm) = 1—2sg

Das bedeutet

(E"(-,50), E"( - ,50)) r2(x )

Eo(n, s0)? '
Wenn sg ein Pol der Eisensteinreihe ist oder so = % gilt, dann folgt die Aussage ebenfalls mit
der Regel von de 'Hospital. O

7' (s0) = (1 - 2s0)

Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen erlaubt es, die Ableitung A () der Eigen-

werte vom Typ (II) durch Inversion zu bestimmen. Wir formulieren daher das folgende Lemma.

Lemma 7.2.7. Wenn «/'(s) # 0 gilt, dann ist v lokal invertierbar mit

In diesem Fall ist die Ableitung des zugehorigen Eigenwertes A(7y) gegeben durch
N() =s'(7)- (1 =2s(v)). (7.4)
Mit Satz 7.2.6 erhalten wir fiir X' () die folgende Formel.
Satz 7.2.8. Falls v/'(s) # 0 gilt, dann ist N'(v) gegeben durch

E0(777 8)2
) 75)7E77( ’ 75))L2(X,,uH)

N(v) = &

Korollar 7.2.9. Zu pj € 02(Aw) sei eine Umgebung W; von oo und eine Funktion A : W; — C,
v = A7), mit AN(co) = pj gegeben wie in Satz 7.1.9. Dann gilt

lim X\ (v) = 0.

Y— 00
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7.2 Ableitung des Eisenstein-Robin-Parameters

Beweis. Da die Funktion \ stetig in - ist, muss die zugehorige Eigenfunktion v[] fiir v — oo

gegen eine Eigenfunktion v[oo] von As, mit
vo[oo](n) =0
konvergieren. Nach Satz 7.2.8 folgt hieraus
. / o
711_)11{)10 N(y) =0. O

Bemerkung 7.2.10. Es gilt genau dann +/(s) = 0, wenn

(i) 5=

(ii) (E(-,s), E(+,8))r2(x ) =0, falls ¢ in s keinen Pol besitzt, oder

)

N[

(iti) (E(-,1=5), E(-,1—=38))2(x ) = 0, falls s ein Pol von ¢ ist.

Falls 7/(s) = 0 und s # 3 gilt, dann besitzt

N(y)=5(7)- (1 —2s(7))

eine nicht hebbare isolierte Singularitét.

Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gilt genau dann ~/(sg) = 0, wenn 7(s) in keiner
Umgebung von sg invertierbar ist. In Bemerkung 6.2.6 wurde bereits festgehalten, dass die
Abbildung s +— ~v(s) surjektiv, aber nicht injektiv ist. Fiir die Differenzierbarkeit ist nur die
lokale Injektivitdt von Interesse. Wenn v in keiner Umgebung eines Punktes sg injektiv ist, dann
muss Ao = so(1 — so) ein Eigenwert von A, 7o = 7(s0), mit algebraischer Vielfachheit > 2

sein. Das bedeutet, 7 ist ein exzeptioneller Punkt.

Satz 7.2.11. Es sei sg = % Inyr, = v(s0) besitzt die Funktion
N() =s'(7)-(1-2s(v))

aus Gleichung (7.4) eine hebbare Singularitdt.

Beweis. Wegen sg = 5¢ gilt

N(op) = 250 Eo(n, 50)° _ Bmso?
& —(1 —2s0) HEW( ) ,SO)HQH(X,MH) HEW( : 730)”%2()(,%)

Falls ¢(sg) = 1, ist die Behauptung bewiesen. Falls ¢(sg) = —1, erhalten wir durch zweifache
Anwendung der Regel von de 'Hospital

)\/(’}T ) _ 2E0(777 SO)asEO(na 5)|s=so _ (asEO(n, S)|s=so)2 . .
M 2(E"( -, 80), OsE( -, 8)|s=s0) L2(X, ) IEN @ ’S)’S:%H%Q(x,m)

Zusammenfassung der Ergebnisse des Abschnitts liefert nun das folgende Kriterium fiir das

Auftreten von algebraischen Singularitidten bei einem Eigenwert () von A,.
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Theorem 7.2.12. Es sei sg € C. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt 7' (s0) # 0 oder v(so) € R.

(i) Die Funktion ~(s) ist in einer Umgebung U von sg invertierbar, und die Inverse s(vy) ist
auf V := ~v(U) holomorph.

(iii) Es gibt eine Umgebung U von sg, sodass fir die zu s € U gehorigen trunkierten Fisen-
steinreihen E(-,s) und E"(- ,,1—s) gilt

(E’f]( : 70-)?E7]( : 76))L2(X,uu.ﬂ) 7& 0, o€ {87 1- S}'

(iv) Es gibt eine Umgebung V von 7o := v(so), sodass durch A(y) = s(y)- (1 —s(v)) eine auf V

holomorphe Funktion gegeben wird.
(v) Der Punkt o := y(so) ist kein Verzweigungspunkt des Eigenwerts A(vy) von A .

Bemerkung 7.2.13. (i) Alle v € IR, fiir die es einen Eigenwert v, vom Typ (I) gibt mit
vn € 01(Ay) Noa(A),
sind exzeptionelle Punkte der Familie (A’Y)ve@’ aber keine Verzweigungspunkte.

(ii) Durch Beispiel 6.3.6 wurde ein Zusammenhang zwischen der holomorphen Fortsetzbarkeit
der Norm ||un[Y][|12(x ) auf eine komplexe Umgebung U, von R und dem Verschwin-
den des Skalarproduktes (E"(-,s), E"(-,5))r2(x,uy) impliziert (s. Bemerkung 6.3.7). Dies

stimmt mit dem Kriterium in Theorem 7.2.12 (iii) iiberein.

Insbesondere ist nun der Beweis der Holomorphie von v — wu[y] aus Beispiel 6.3.6 (ii)

vervollstandigt.

(iii) Satz 6.2.1 (iii) legt die Vermutung nahe, dass die Familie (A,),ec echt komplexe Verzwei-
gungspunkte besitzt.

7.3 Ableitung der Eigenwerte einer holomorphen Familie vom
Typ (B)

Wir betrachten ab nun die reellen Eigenwertfunktionen )\, aus Bezeichnung 7.1.8 sowie ihre
Ausdehnungen nach R. In Satz 7.2.8 haben wir bereits die Ableitung N (7) fiir jeden einzelnen
Eigenwert und alle v € C bestimmt.

Wir geben nun einen zweiten Beweis fiir die Ableitung der Funktionen A, und v € R,
indem wir eine allgemeine Formel fiir die Ableitung der Eigenwerte einer selbstadjungierten
holomorphen Familie (7;)ze vom Typ (B) herleiten. Hierzu bestimmen wir unter Ausnutzung

der Eigenwertgleichung
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die Taylor-Entwicklung des Rayleigh-Quotienten

(T, /12, fl2)
M) =, fla)

in einem Punkt o € R. Dieses Vorgehen erinnert an das Verfahren in Kapitel 3, hat jedoch den
Vorteil, dass es ohne die Konstruktion einer Approximationsfunktion auskommt.

Ferner konnen wir bei einer holomorphen Familie vom Typ (B) die Tatsache ausnutzen,
dass der Definitionsbereich ® der Form t, nicht von x abhingt und die Form t, eine Taylor-

entwicklung

(z — x0)?

5 tD(u,v)+ ..., u,v €9, (7.5)

te(u,v) = O (u,v) + (& — 20) t (u,v) +

besitzt, die unabhéngig von z fiir alle u,v € ® konvergiert. Hierdurch kénnen wir die Taylor-
entwicklungen von t, f und eines Eigenwerts v mit dem Skalarprodukt ,vertauschen*, was bei
dem Verfahren in Kapitel 3 nicht moglich ist (s. Beispiel 3.3.4).

Wir bestimmen im folgenden Satz die ersten zwei Koeffizienten der Taylorentwicklung.

Satz 7.3.1. Es sei (Ty)zcu eine selbstadjungierte holomorphe Familie von Operatoren des
Typs (B) mit kompakter Resolvente in einem Hilbertraum H, und es sei xy € R. Die zu T,

gehorige Form t, habe in xg die Taylorentwicklung

2
tp =t 4t @
2

wie in (4.6), wobei e = x—x sei. Ferner sei f[x| eine Eigenfunktion von Ty zum Eigenwert v(x)

und
2
f[x]=f0+€f1+5f2+---,
2
€
V($)2V0+€V1+5V2+...

die Taylorentwicklung von f|x| beziehungsweise v(x) im Punkt o € R, welche nach Theo-

rem 4.3.19 existieren. Dann sind die ersten beiden Ableitungen von v in xg gegeben durch

tW(fo, fo)

V@) = =7
" O o fo) . D (fo, fr) + 4D (f1, o) Re (Jo. /1)
" (o, fo 0, f1) + I (f1, fo ! Re (fo, f1
T — 4 (o) =

Hierbei bezeichnet (-, —) das Skalarprodukt auf H.

Beweis. Es sei x € UNR. Da f die Eigenwertgleichung T, f[x] = v(z) f[z] erfiillt, ist v durch

den Quotienten

(Teflz], fla) _ ta(f[z], flz])
(flz], fl=]) (flz], fl=])

v(z) =
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bestimmt. Fiir den Zéhler gilt
(/] fle]) = €O o, fo) + - (€0 o, Jo) + €V (1, fo) + O (fo, /1))
+62-(1t<2><fo,fo>+ (4O, £2) + € (fo. )
Do £) + 0, o) + €O 1)) + O, 0.

Fir den Term im Nenner gilt

(flz], flz]) = (fo, fo) + & ((fo, f1) + (f1, o))
- (U0 )+ () + 5 (fos fo)) + O)
= (fo, fo) + 2¢ - Re (fo, f1) + % - (Re (fo, f2) + (f1,.1)) + O(£?), e—0,

wobei (fj, fx) + (fx: f5) = (f5, fa) + (fj, fr) = 2Re (fj, fx) angewendet wurde. Mit

1 1 b b2
——-5"‘(_0).824_0(53), e =0,

atbe+c2+0(E3) a  a? ad a2
folgt
1 _ v, Re(fo,fr)
(fl=l, flz) — (fo fo) (fo, fo)?
> (4 Re(fo,f1))>  Re(fo, f2) + (f1, f1) 3
+e <4 Gor fo)? Fo. Jo)? ) + O(e”), e —0.

Nun liefert Multiplikation

t(f[x], flx]) _ 49 (fo, fo) L ( ) (fo, fo) + ¥ (f1, fo) + 9 (fo, f1)
(f[z], fl=]) (fo, fo) (fo, fo)

tO(fo, fo) - Re (fo, fl))
(fos fo)?

€ 2 €
o )
Rl f)

(Fo, fo)? -(t(l)(f fo) +tO(f1, fo) + O (fo,f1)>

J£(2)(.]l.()7.]00) +t(0)<f0 .]02)_‘_t (f?afO) _|_t0(f17f1)
2( fo, fo) 2( fo, fo) (fo, fo)

N tl)(fo,fl)—l—f( (f17f0)> +O(83), e — 0. (7.6)

—2

_|_

(fo, fo)

Da fy ein Eigenvektor von T zum Eigenwert 1 ist und t© = ty, symmetrisch ist, lasst sich

der Koeffizient vor € vereinfachen zu

tW(fo, fo) Re (fo, f1)
(fo, fo) (fo, fo)

Re (fo, /1) _ tW(fo, fo)
(fo, fo) (fo. fo)

+ 219 — 21
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Durch Koeffizientenvergleich der Taylorentwicklung von v(x) in z¢ mit (7.6) folgt

tW(fo, fo)

V(o) = v = —— 1t

(fo, fo)

Analog liefert Koeffizientenvergleich fiir den quadratischen Anteil

Vi(wo) _, (Rel(fo f1)* ) Relfo. fo) + (f1 f1) _ ot (o, fo) - Re(fo, )
2 (fo, fo)? (fo. fo) (fo, fo)?
— 4y, (Re (fo, 1)) n @ (fo, fo)

(fo, fo)? 2(fo, fo)
N VORG (fo, f2) + (f1, f1) . W (fo, A1) + U (f1, fo)
(fo, fo) (fo, fo)
_ @(fo, fo) N W (fo, f1) + (1, fo) 2/
2(fo, fo) (fo, fo) (fo, fo)
Bemerkung 7.3.2. Satz 7.3.1 gilt auch, wenn man statt eines Operators vom Typ (B) einen
Operator vom Typ (A) betrachtet, und t9)(fy, f1), 4, k,1 € Ng, durch (TU) fy,, f;) ersetzt, wobei

die Operatoren TU) durch die Taylorentwicklung von T wie in (4.5) bestimmt sind.

Re (fo, f1)

xo) O

Der Robin-Pseudo-Laplace-Operator A, ist affin-linear in vy mit
tO) (u,v) = (u, )y, t (u, v) = ug(n) - vo(n) und ) (u,v) = 0 fiir n > 2.
Fir die Ableitung der Eigenwertfunktionen A, liefert Satz 7.3.1 daher das folgende Ergebnis.

Satz 7.3.3. Es seiy € R und (A, (7))nen die aufsteigende Folge der Eigenwerte des Typs (I1I)
von A, mit zugehorigen (nicht notwendig normierten) Eigenfunktionen (v,[y])nen wie in Theo-
rem 6.5.1. Dann gilt fir jedes n € N
sy onoll()?
) = ol By
nITIL2 (X )

Bemerkung 7.3.4. (i) Die Ableitung A, () fir v € R kann auch mit dem Verfahren aus Ka-
pitel 3 unter Benutzung des Minimum-Maximum-Prinzips berechnet werden. Hierzu wird
wie in Abschnitt 3.2 ein C"°°-Diffeomorphismus 1), konstruiert, sodass fiir v in einer reellen

Umgebung U von v € R

(a) ¥y(r) = r gilt,
(b) die Funktion w, := v, o, die Randbedingung

/

Wy (1) = —=ywa(n)
erfiillt, wobei v,, die Eigenfunktion zum Eigenwert A, (y9) von A, sei.

Mit dem Ansatz einer affin-linearen Transformation

w'y(y) =r+ av(y -7)

impliziert Bedingung (b) wegen v}, (1) = —Yovn,0(n), dass
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

(c) ay, =1 und

(d) (v,a,) fiir v € U die Gleichung F(v,a) = 0 16st, wobei F' bestimmt ist durch

v&,o(i/w(n))

omo(y(m)

F(y,a)=a-
Um den Parameter a., nach 7 zu differenzieren wie im Beweis von Lemma 3.3.9, wird der

Satz Uber implizite Funktionen verwendet.

(ii) Die Ableitung in co kann ebenfalls mit dem Verfahren aus Kapitel 3 und der Transforma-
tion aus (i) gezeigt werden, indem das Verfahren fiir den Operator S, = A/, durchgefiihrt
wird. Hierzu geht man wie in (i) beschrieben vor mit 4 := % anstelle von v, und betrachtet

den Grenzwert fiir ¥ — 0.

7.4 Monotonieverhalten

Fir A € R werden durch

1
1 —
T :]3,00[—]0,00], A= /A 1
und
1
r:]—o0,1[—]—00,0], A — Z—)\

wie in Bezeichnung 6.1.7 zwei holomorphe Funktionen bestimmt. Wir untersuchen in diesem
Abschnitt Monotonieeigenschaften der Eigenwertfunktionen A, und der induzierten Funktio-
nen 7, und 7,, um daraus Aussagen iiber die Verteilung der Eigenwerte (A, (7))neny und (1) jen

der Familie (A’Y)'yelﬁi auf der reellen Achse herzuleiten.

Satz 7.4.1. Fir jedes n € N ist die Eigenwertfunktion A, : R — R, v — A\, (7), streng monoton

steigend.

Beweis. Fiir v € R seien (An(7))nen und (vn[v])nen wie in Satz 7.3.3. Dann gilt X (v) > 0, falls
der absolute Term von vy, := v, [7] keine Nullstelle in 7 besitzt. Da v,, die Robin-Randbedingung

/

Un.0(1) = —Yn0(n)

erfiillt, impliziert die Annahme vy, (1) = 0, dass auch v;, o(7) = 0. In Lemma 6.1.14 wurde

gezeigt, dass dieser Fall nicht eintreten kann. O

Bezeichnung 7.4.2. Wie in Bemerkung 6.2.9 (iii) sei yr, = ’y(%) dasjenige v € C mit

1
2 €aa(Aar,).

Falls yr, € R gilt, sei M € N dadurch bestimmt, dass

1

Av () = 1
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7.4 Monotonieverhalten

ein Eigenwert vom Typ (II) des Operators Ay, ist. Im Fall yr ,; = oo sei M bestimmt durch

1
lim A =-.
Aim A7) =5
Bemerkung 7.4.3. Es seien
1 1
n )\n - )\n R )\n R
Tn(An) 1 >
und
1 1
Tn()\n) = — Z — Ans An < Z?

wie in Bezeichnung 6.1.7. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Abbildung A, — 7,(Ay,) ist stetig und bijektiv fiir v € R. Da aufgrund der Monotonie
von v — An(7v) die Funktion A\, auf R invertierbar ist, folgt, dass fiir jedes n € N die
Abbildung

T, :R — Ry, v = () =T o An(7),

stetig und bijektiv ist. Das gleiche gilt fiir die Abbildung

R, :R — R, v = () =10 Ay (y).

(ii) Die Abbildungen T und Ry sind nicht differenzierbar in yr,,.

Lemma 7.4.4. Es sein > pr. Falls (v,n) # (yry, M), sind die Funktionen T, und R, diffe-

renzierbar in vy mit
un,0[7](n)?

2
Un 122 )
und )
[vn,0[7](n)]

R,(y) =~ '
2rn ()~ V11172 (x )

Beweis. Die Behauptung folgt durch Anwendung der Kettenregel auf \,(y) = 72(7) + i bezie-

hungsweise A, (7) =  — r2(7). O

Korollar 7.4.5. (i) Wenn \,(y) > % fiir alle v € R gilt, dann ist die Abbildung
Tn:R%R>07 VHTn(V)v

streng momnoton steigend und invertierbar mit

2
) = 27 (%) - Nlon (V1122 (x )
|[Un,0[7](1)]?

(ii) Gilt analog A\, (7y) < % fiir alle v € R, dann ist die Abbildung
R, R — Roo, 7'_>Tn(7>a

ebenfalls streng monoton steigend und invertierbar mit

27“n(’)/) : H'Un [7] | |%2(X,um1)
|[vn,0[Y](n)[?

Y (rn) = —
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(7ii) Im Fall n = M wund yr, € R ist die Funktion T, streng monoton steigend auf dem
Intervall |yr ), 00, die Funktion R, ist streng monoton steigend auf | — oo, yr [, und die

Umkehrregel fiir die Ableitung gilt auf den jeweiligen Teilintervallen.

() Falls yr, € R, tritt fir n > M der Fall (i) ein, und fir n < M der Fall (ii). Falls
Y = 00, gilt Ap(7y) > % fiir alle v € R. Daher liegt Fall (i) vor.

Beweis. Die Teile (i) und (ii) erhdlt man durch Anwendung der Umkehrregel auf 7,, und r,.
Die Teile (iii) und (iv) folgen daraus, dass jedes A, streng monoton steigend in + ist und die

Folge (An)nen aufsteigend angeordnet ist. O
Bezeichnung 7.4.6. Fiir n € N setzen wir

JI=T,R), n>M,
J7=R,(R), n<M.

n

Ferner seien
Jir = Tu(rm,o0l),  Jap = Rl — 00,7m00), falls 7r, € R,

und
Ji =Ty (R), falls yr, = oo.

Dann sind alle J© C R* offene Intervalle, und die Abbildungen
GY:JI =R, Tn = Y(Tn),

und
G- J-

n

— R, T = (),

3

sind streng monoton steigend.

Notation 7.4.7. Falls yr, = oo, schreiben wir
km=M-1
fiir das groBte n € N, fiir welches J,,; C R aus Bezeichnung 7.4.6 definiert worden ist, und analog

kt=M

fiir das kleinste n € N, fiir welches J,f C R definiert worden ist. Falls 71, € R, dann sind die
analog definierten Indizes k* gegeben durch

k=M und Et = M.

Lemma 7.4.8. Es sei J;7 =]an,byl, n > kt, und J, =]cn,dn[, n < k™. Dann gilt b, = an41
fiir alle n > k™, und d,, = cpy1 fiir allen < k™.
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7.4 Monotonieverhalten

Beweis. Nach Satz 6.2.1 gilt
An(71) > Am(72)

fur beliebige 71,72 € R und n > m € N, da die Mengen o2(A,,) und o2(A,,) disjunkt sind und
die Eigenwertfolge (A, (7))nen fir jedes v € R aufsteigend angeordnet ist. Aus der Monotonie
der Folgen (7,), und (r,), folgt

bn < apq1, n>k", und dn < Cnt1, n<k”.

Es sei nun angenommen, dass es 79 € |by, an+1[ gebe. Dann ist die zu sp = % + 4719 gehorige

Eisensteinreihe eine Eigenfunktion fiir ein vy := v(79) € R. Wenn 7 € R, folgt daraus

Tn(70) < 70 < Tnt1(0)

im Widerspruch dazu, dass 7,,(70) und 7,41(70) zu aufeinanderfolgenden Eigenwerten von A,
gehoren.

Wenn vy = oo ist, dann ist Ay = i + Tg ein Eigenwert von A.,. Da A, nur isolierte
Eigenwerte hat, existiert somit ein 7y # 79 € by, ant1[, sodass 7 zu einem Eigenwert von A,
fiir v € R gehort.

Ein analoges Argument fiir r,, liefert d,, = c,41. O
Lemma 7.4.9. Mit moglicher Ausnahme von Jy ist der Abschluss von allen JE kompakt.

Beweis. Die Intervalle J];i, Jkﬁﬂ, ..

bn, < apt1. Also sind alle J;F aus Bezeichnung 7.4.6 sowohl nach unten als auch nach oben
beschrénkt.

Analog sind die Intervalle J;,J; ,...,J,_ eine endliche Kette in Rg mit d,, < cpy1. Also
sind alle J,, nach oben beschrankt, und fiir n > 2 ist J,; auch nach unten beschrénkt. [l

. bilden eine unendliche Kette von Intervallen in R<q mit

Bezeichnung 7.4.10. Wir schreiben

h=b,= VangOTn(y), n> k", T, = Q= 7&1}1007'“(7), n> k',
und
rt=d, = 7li_}ngorn(’y), n<k™, T, =Cp= 7li)r_]rloorn(’y), n<k",

fiir die Grenzen der Intervalle J. Im Fall 4, = oo setzen wir zusétzlich

- _ . —+ o .
T = 7ll}]r_nOo T (7y) und TN = ng]go rar—1(7).

Satz 7.4.11. Es gelten die Bezeichnungen aus 7.4.10. Dann sind fir alle n > 2, fir die 7.7
und r jeweils definiert worden sind, die Zahlen

+ 1 42 TR

)\n::Z-i-(Tn) und Ay == — ()

Eigenwerte des Pseudo-Laplace-Operators Ay, zum Parameter 7.
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Beweis. Da ¢ auf C meromorph ist und also nur isolierte Pole hat, ist die Menge derjenigen =,
die einen Eigenwert vom Typ (b) oder (c) haben, ebenfalls diskret. Ferner kann fiir v — oo
die Eigenwertfunktion A, (7) nicht gegen einen Eigenwert vom Typ (b) oder (c) konvergieren,

da in diesem Fall das durch

— -1
’y:—s oder ’y:S
n n

bestimmte s() nach unendlich divergieren wiirde. Es kann daher ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit angenommen werden, dass alle Eigenwerte vom Typ (a) sind. Dann lésst sich aus

der Darstell
er Darstellung 22’(8) tan({(Z(S))) —1
21

mit s = % + iz(s) wie in Bezeichnung 6.1.7 folgern, dass fiir v+ — +oo mindestens einer der

v(s) =

Faktoren |z(v)| oder | tan(£(z(7)))| gegen oo divergieren muss. Fiir v € R ist hierbei z(s) = 7(s)
oder z(s) = ir(s).
Der Fall |tan(&(7(y)))] — oo und lim,_4o0 |7(7)| < oo ist dquivalent dazu, dass tan(z)
einen Pol in &(27%) hat, wobei
+

—
=Ty *VEI:EOOTTL(’V)

entweder die Grenzen des Intervalls J, bezeichnen, oder

+ - +_ 7
no Tn - 'ygr:{loo TTL(W)?

durch die Grenzen r;= des Intervalls J,, bestimmt sind. Dann sind die Werte &(2¥) Nullstellen
des Cosinus und )
M =4 H)2eR

4
ein Eigenwert von Ay, sofern 2% # co. Aus Lemma 7.4.9 folgt andererseits, dass alle Intervall-
grenzen 7.- und r¥ mit eventueller Ausnahme von 77 in R liegen. O

Lemma 7.4.12. Es gilt r| = —o0.

Beweis. Angenommen, es sei r; =: rg € R. Da der Operator A, fiir v > 0 keine negativen
Eigenwerte hat, und der Fall

1
)\:1—7“2<0

genau dann eintritt, wenn r < —% gilt, folgt J, C] — %, 0[ fur alle 2 < n < k™. Dies impliziert,
dass auch ry < —% gelten muss.
Dann folgt mit dem Argument aus dem Beweis von Satz 7.4.11, dass Ay = % — 73 < 0 ein

Eigenwert von A, ist im Widerspruch dazu, dass A, keine negativen Eigenwerte hat. O

Korollar 7.4.13. Es gilt

k= oo
UJio =R<o  und U Jf =R
n=1 n=k+
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Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts in dem folgenden Theorem zusammen.

Theorem 7.4.14. Es seien pu; < pg < ... die Eigenwerte des Typs (1) von Ay, und fir v € R
seien Ai(y) < Aa(v) < ... die Eigenwerte des Typs (II) von A,. Dann gelten die folgenden

Aussagen:

(i) Fir jedes n € N ist die Bildmenge

ein offenes Intervall in R mit L, N Ly, = O fiir n # k, fir alle n > 2 ist der Abschluss Ly,
kompakt, und es gilt

(ii) Fir alle n € N gilt

Hn = 'yh—>nolo An(7) und pn = lim Api1(7).

y——00
(iti) Firn > k* sei tp, >0 durch p, =+ + Th.p bestimmt. Dann gilt

T =

Bemerkung 7.4.15. Falls yr, € R, gilt fiir das zugehérige py(n) aus Theorem 2.5.8 entweder

1
“N(”><Z und N=M-1
oder
1
pun(n) > 1 und N =M.

Im Fall yp,, = oo und un(n) = i gilt ebenfalls N = M.

In den folgenden beiden Abschnitten leiten wir aus den Ergebnissen weitere Implikationen

fiir die Eigenwerte oberhalb und unterhalb von % ab.
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7.5 Eigenwerte im Intervall |1/4, 00|

Wie bereits in Korollar 3.3.12 kénnen wir nun aus Satz 7.3.3 die Ableitung der Funktion
I(r) = —ilog(p(3 + i1))

auf der kritischen Gerade G bestimmen und hierdurch die Maass-Selberg-Relation herleiten.

Satz 7.5.1. Fiir s = % +er mit T > 0 gilt

2sin(¢(7)) cos(€(7))

T

9'(7) = 2In(n) = ||E"( - 8)||22(x ) +

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass 7 = 7,(7) > 0 zu einem Eigenwert A, (y) > 1 vom Typ (a)

von A, fiir v € R gehért. Dann sind nach Lemma 6.2.7 (a) die Parameter 7, v und ¢ durch die

Gleichung
27 tan(§(7)) — 1 V(1)
= . _ 2\
g 20 &) =rn(n) - —-,
bestimmt. Diese Gleichung kénnen wir zu
1+ 2ny = 27 tan(é(1)) (7.7)

umformen und somit wie folgt nach ¢ auflésen:

1+2
Y(1) = 271In(n) — 2arctan ( +2 777) + 7k, kel

T

Da 7, lokal biholomorph von + abhéngt, kénnen wir annehmen, dass k in einer Umgebung eines

Punktes 7, (7o) konstant ist. Demnach liefert Differenzieren

A2y (1) — (1 + 27))
Ar? 4 (L+2m)*

9(7) = 21n(y) -

Einsetzen von (7.7) und der Formel fiir 4/(7) aus Korollar 7.4.5 liefert

' (1) — tan(§)
7(1 + tan?(&))
o ln(n) — 2 cos2(E) - n- 27BN tan(§)
= 21In(n) — 2 cos”(§) (TAUCOSQ(@ . )

sin(§) cos(€)

¥(1) = 2In(n) — 2

— 21 () — |[E7]2 42
Grenzwertbildung 7, () — 7.F fiir v — oo liefert die Behauptung fiir alle 7 > 0. O

Bemerkung 7.5.2. Dieselbe Rechnung im obigen Beweis mit der normierten Eisensteinreihe E”

aus Lemma 2.1.19 anstelle von E" liefert die Formel

2sin(¢(7)) cos(€(7))

T

9'(1) = 2In(n) = 4/E( -, 9)|F2(x ) +
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7.5 Eigenwerte im Intervall |1/4, 00|

Hiernach kénnen wir nun die zweite Ableitung von A, mithilfe der Formel

(D (), M) 4 1D () (1))
COREE))

Re (v, v(M)

/ )
— 4N, (70) - ’U(O),’U(O))

An(h0) =2

(7.8)

aus Satz 7.3.1 bestimmen. Als Eigenfunktion v verwenden wir hierbei erneut die normierte
Eisensteinreihe E(z,s) aus Lemma 2.1.19, um den Vorfaktor cy(s) bei der Bestimmung der
Parameterableitung 0sE( -, s) nicht berticksichtigen zu miissen.

Da () in unserem Fall nur vom absoluten Term der Eisensteinreihe abhingt, kénnen wir
den ersten Summanden aus (7.8) exakt bestimmen. Das Skalarprodukt (v(?),v(1)) kénnen wir
nicht berechnen, da J;E(-,s) fir s # % keine verallgemeinerte Eigenfunktion ist (s. Bemer-

kung 2.5.9 (v)) und wir daher nicht auf die Maass-Selberg-Relation zuriickgreifen kénnen.

Satz 7.5.3. Es sein € N so, dass \,(y) > 1 fiir alle v € R. Es sei E(-,sn(7)) die zugehirige

Eisensteinreihe, normiert wie in Lemma 2.1.19. Dann gilt

2 2 . .
ey PR (Em ) sinem ) [, sin(m(0))) cos(é(r ()
w0 = A o) o 2 G0 B n ) oy

4170052(5(7'”(70))) Re (E"(+,50(70)), OsE (-, 8)] 550 (70))
|En(-, Sn(’YO))HQLQ(x,ﬂH)

Beweis. Es sei 49 € R. Wir wenden Satz 7.3.1 an auf die Eigenfunktion v,[y] = E"( -, s,(7)).
Der einfacheren Notation halber schreiben wir fiir den Beweis nur v[y], da n fest ist. Die ersten

beiden Koeffizienten der Taylorentwicklung von v[y] nach 4 im Punkt vy sind gegeben durch
VO =B s0(0)s oW = 0B 50(7) =
Die Kettenregel liefert
o = 57.(30) - O E"( -, 8)|s=sn(30)-
und wegen s, (7) = & + i, () gilt

|Eo(1. 30 (70)) '
270(70) - [[E( -, 80 (7)) L2 (X, )

sn(v0) =1

Fiir den zweiten Faktor des absoluten Terms von v gilt

0 .
OsEio (1, 5) = 5-+/11cos(§(7)) = —0s£(7) - v/ sin(€(7)).
Die Ableitung von £ nach s kann nach Bemerkung 7.5.2 durch

Y = i (2 )l — ETLEDD)

beschrieben werden. Nun liefert Einsetzen dieser Terme

0.¢(r) = =i () -

O o o sinE(r(n)) cos(E(ma0)
0 (77) 0 (7]) n (f( n(’yﬂ))) (5( n(’YO))) ( 2+ Tn('}’O) . HEn(HSn(’YO))‘F > ’
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Da dieser Term reellwertig ist, gilt
O (® My = (O M @) = O ) LV ().

Wegen t(Q)( -, —) = 0 ist die zweite Ableitung von \,, nach Satz 7.3.1 somit gegeben durch

t(l)(U(O)’U(l)) , (U(O),U(l))

)\Z('yo) = 4W - 4/\n(70) W
_ 4772 COSZN(f(Tn("yo))) sin(§(mn(70))) o Sin(f(Tng’YO))) cos(£(7n(70)))
1E7(- 50 (10) B 7 (70) - [1E7 (-5 50 (002 (x )

4! cos?(&(1n(70))) Re (E(- 5n(10)), OB (-, 8) =5 ()
HEC- s (Yo Z2(x s |

O]

Die Konvergenz der Eigenwerte p;(n) fiir n — oo aus Theorem 2.5.8 zusammen mit Theo-

rem 7.4.14 liefert eine analoge Aussage iiber die Konvergenz der Eigenwerte Ay (7).

Satz 7.5.4. Es seien (A (7,1))nen die Eigenwerte von A zum Parametern > pr. Es sei N € N
die Anzahl der Figenwerte i im Intervall [0, %[ von Ar wie in Theorem 2.5.8. Dann gibt es fiir
jedesm > N +1 und § > 0 ein ny > pr, sodass fiir alle n > ny und v € R gilt

An(y,m) — 31 < 6.

Beweis. Es sei n > N 4+ 1 fixiert, sodass

i < pn—1(n) < An(5m) < pn(n)

fir alle v € R. Nach Theorem 2.5.8 (ii) konvergieren p,—1(n) und p,(n) fir n — oo jeweils

gegen i, woraus die Behauptung nach dem Sandwich-Satz folgt. O

Da unterhalb von % nur endlich viele Eigenwerte liegen, folgt aus der Weylschen Asymptotik
fir den klassischen Pseudo-Laplace-Operator (Theorem 2.5.13), dass auch der Operator A, fiir
jedes v € R die Weylsche Asymptotik erfiillt.

Satz 7.5.5 (Weylsches Gesetz fiir den Robin-Pseudo-Laplace-Operator). Es sei
NE(R) = #{|M\l < R | M € 0(Ay)}

Dann gilt fiir jedes v € R

_vol(I'\H)

N (R) ~ g YU,

R — 0.

Das asymptotische Wachstum der Zahlfunktion fiir die Eigenwerte vom Typ (II) hingt mit
dem Abstand von je zwei aufeinanderfolgenden Eigenwerten zusammen. Fiir diesen Abstand

kénnen wir eine Integralformel angeben.
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Theorem 7.5.6. Firn > N+ 1 gilt

D — TDel = / 7 (v) dy (7.9)

|Eo(n, sn(7))|? '
21 (MINET (5 50 (225

oo 2
= [T ay= [T BsODE (7.10)
e oo [|ET(+, sn(y ))HL2(X#H

(7)) =

Ferner gilt

Beweis. Nach Theorem 7.4.14 existiert das uneigentliche Integral

o /
™D — TDn—-1 = / Tn(’Y) d’y
—00

fir alle n > 2. Fiir n > N + 1 hat 7),(7) die behauptete Gestalt. Das gleiche Argument liefert
die Behauptung fiir den Abstand p,, — py—1 der Eigenwerte. O

Die Konvergenz der Eigenwerte p,(n) fiir n — oo (Theorem 2.5.8 und Satz 7.5.4) impliziert
ferner, dass fiir jedes n > N 4+ 1 gilt

Ton(n) — T p-1(n) = 0, n — oo. (7.11)

Unter Verwendung der Normierung E fiir die Eisensteinreihe aus Lemma 2.1.19 besitzt der
Zahler des Integranden aus (7.9) die Gestalt

duGIN

o (€(r () = neos® () () = “7

Der Nenner ist gegeben durch

) ) gy V() (G ) contEra)

Die Konvergenz in Gleichung (7.11) impliziert demnach einen Wachstumszusammenhang zwi-
schen 7, und 7.
Ferner muss die Konvergenz des Integrals (7.9) durch den Zéhler erzwungen werden, da der

Nenner des Integranden fiir v € R nach oben und unten beschréinkt ist.

Korollar 7.5.7. Firn > N +1 gilt

| cost(Emn) dy < .

Beweis. Es gibt Cq,Cs > 0, sodass fiir alle v € R gilt
O < ma(MIE"( - sn(M)IIF2 < Co.
Daher gibt es ein Cy > 0 mit
| meayze [ costEmmnar 0

— 00 —00
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Korollar 7.5.8. Es gibt C > 0 und vy > 0, sodass fiir alle v > 7y gilt
C
cos®(€(ma(7))) < =
Y
Beweis. Anderenfalls gibt es fir jedes R > 0 ein ¢(R) > 0, sodass
B
[, o€ dy = e n(R). m
Bemerkung 7.5.9. Aus

cos”(&(Ta(7))) <

=1Q

flir v > ~g folgt -
| cos(E(ra()))] < j;

Da der Cosinus fiir v € R keine Nullstellen hat, ist er auf dem betrachteten Intervall entweder

tiberall positiv oder iiberall negativ. Wir nehmen ohne Einschrénkung an, dass cos(§) > 0 und
<
val

In Satz 2.5.11 wurde gezeigt, dass das Argument

cos(&(tn(7))) < fiir alle v > 5p.

9(T)
€)= rin(n) - 2
des Cosinus fiir 7 > 7 streng monoton steigend ist. Andererseits folgt aus der Monotonie von T,

und Theorem 7.4.14 das folgende Korollar.

Korollar 7.5.10. (i) Fir jedes n > N + 1 gibt es ein k(n) € Z, sodass

£(Ta(R)) = —g+wk(n),g+7rk:(n) .

(i) Es gibt ein ng € N, sodass fiir alle n > ng die Funktion

v = E(T(Y))

streng monoton steigend ist.

™

Folgerung 7.5.11. Fiir hinreichend groie n > ng und v > 7o gilt £(7,([y0, 00[)) €]0, 5[ mod 2.
Auf diesem Intervall ist der Cosinus positiv und streng monoton fallend. Dasselbe gilt fiir die
Umkehrfunktion, die modulo 27 durch den Arcuscosinus gegeben ist. Daraus folgt fiir n > ng

und v = 70

&(Tn(7y)) > arccos <5’7> mod 27

und

< In(n)7,(v) — arccos (\%) mod 2.

(7 (7))
2

Der implizite Summand aus 277 héngt von n € N ab.
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7.6 Eigenwerte im Intervall |0, 1/4]

7.6 Eigenwerte im Intervall |0, 1/4

Jedes A €10, [N o (Ar) gehort entweder zur Folge (vy,)nen vom Typ (I) oder zu einem der N —1
Eigenwerte
O<zo<...<2xN

vom Typ (II) des klassischen Laplace-Operators Ap. Diese sind nach Satz 2.3.5 zu den Po-
len so,...,sy im Intervall ]%, 1] der Streumatrix ¢ assoziiert, was nach unserer Typisierung
einem Eigenwert vom Typ (b) entspricht.

In Beispiel 2.1.18 wurde gezeigt, dass die Streumatrix ¢ der Modulgruppe PSLy(Z) au-
Ber s1 = 1 keine Pole im Intervall ]3, 1] besitzt. Also gilt in diesem Fall N = 1.

Da R von den Intervallen Lj, bestehend aus den Eigenwerten der Ay, v € R, iiberdeckt
wird, und Ay keine Eigenwerte vom Typ (b) oder (c¢) hat (Satz 6.2.10), gibt es y1,...,7v € R
und ji,...,Jn € N, sodass

zr = N, (7k) firalle 1 <k <N

ein Eigenwert vom Typ (b) von A, ist. Wir haben bereits gezeigt, dass fiir ; =0 und s; =1
gilt
=0 und =1

Da die Folgen (x)1<x<n und (Ap(7))nen jeweils aufsteigend angeordnet sind, gilt
N<je<...<Jn.
Satz 7.6.1. Fir alle k € {1,...,N} gilt j, = k.

Beweis. Es sei k € {1,..., N — 1}. Wir nehmen zuerst an, dass

Jk+1 > Jk + 1.
Nach den Uberlegungen aus dem vorherigen Abschnitt gilt

Tk (’}/k) S J];.
Nach der Annahme liegt nun zwischen J; und J; ., ein nichtleeres Intervall .J;7. Dann gibt es
k <n < k+1, sodass

Pr—1 < Tk < pr < tn < T4l < Ug+1-

Das ist ein Widerspruch.

Als zweites sei angenommen, dass
Jk+1 = Jk = Jo-

Dann liegen auf dem Graphen Co = {(v,A;,(7)) | v € R} zwei verschiedene Eigenwerte vom
Typ (b). Nach Theorem 2.5.8 muss aber zwischen zwei Eigenwerten z; und zjy; ein Eigen-
wert pr von Ay liegen. Nach Theorem 7.4.14 konnen die Punkte (g, xr) und (Vgi1,Zgs1)
nicht beide auf der Kurve Cy liegen. OJ
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Kapitel 7 Holomorphie der Eigenwerte

Satz 7.6.2. Es sei sy einer der N Pole von ¢ im Intervall }%, 1]. Dann gilt

(ReSSk(w)>l/ (22 =)
(2Sk — 1) '

1 1/(2s,—1)
> —
pr = <—¢I(1 ~sn) - (255 — 1))

Beweis. Nach Korollar 7.2.2 ist die Ableitung von ~ in s; gegeben durch

1 2s,—1

/ = — — . / —_—
Y (Sk) - n + 772(1_51“) 12 (1 Sk)-

Andererseits gilt nach Satz 2.1.17, dass die Residuen der Polstellen s; im Intervall }%, 1] alle

positiv sind. Da ¢(sg) ein einfacher Pol und durch die Funktionalgleichung
1

Sp) = ———

#lsk) @(1 = si)

bestimmt ist, folgt

Ress, (¢) = Ress, (cp(lls)) _ <i§¢(1 B S)) -1

Also gilt ¢'(1 — s) < 0. Wir betrachten nun die Gleichung

1 2sp—1
Vsw) =+ ey ¢ (L= sk) =0

1
=——>0

o=y @' (1 — sk)

Durch elementare Termumformungen erhalten wir

1-2s
77 k

25— 1

@'(1—sp) =

Da si, € ]%, 1], ist die rechte Seite negativ fiir alle n > 0 in Ubereinstimmung mit dem Vorzeichen

von ¢'(1 — sx). Umformen nach 7 liefert

1 1/(2s,—1)
= an) (712

Ist das hierdurch definierte n grofler als pr, dann ist die Familie (Av)%@ von Pseudo-Laplace-

Operatoren wohldefiniert. Dies liefert einen Widerspruch dazu, dass die Eigenwertfunktion Ag ()
im Punkt v(sg) € R differenzierbar sein muss, weil alle Verzweigungspunkte echt komplex sind.

Also muss die rechte Seite von (7.12) kleiner oder gleich pr sein. O

Beispiel 7.6.3. Nach Satz 2.1.17 ist das Residuum im Pol s; = 1 gegeben durch

1
Resi(e) = S
Aus Satz 7.6.2 folgt daher
1
vol(D\H) > —.
pr

Dies konnen wir direkt nachrechnen, denn durch Zerlegung von I"\H in einen kompakten Teil X,

und der Spitzenregion S, erhalten wir
o d 1
vol(I'\H) >/ Y

pr Y br
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Notationsindex

Ao, 80

Az, 80

Ag, 87

AT\H), A(X), 25

Typ (a), Typ (IL.a), 114

B(X,)Y), B(X), 68
Typ (b), Typ (IL.b), 114
C, 11

¢(X,Y), €(X), 68
Typ (c), Typ (Il.c), 114
co(s), 31

D(M), 21
D(Ty), 67

£, 29

E( (), 102
E(11)5(A), 102
B, En(y,s), 28
E,()), 102

¢ 107

em(z), 27

Fo, 19

fm, fem[f], 27
f1, 33

G, 29

g, 9(Z, W), 11

9ij, 14
grad, grad f, 20, 23

H, 11
A, 39
Ao, 80
Hy, 66
H,, 18

Typ (I), 35, 40, 98
Typ (II), 35, 40, 98
I, 80

Imt, 65

JFr, 136
k*, 136

12,35

12, 34, 39

£, 92,110, 117
2@ 118

Lo, 81, 87

Ly, 139
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Ret, 65 77707
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D, 139 @R’ 35
Tn, 135 0,, 39
+
ro, 137 9. 30
‘S:’ 100 Ak, Ap(v), 92, 110, 117
5,100 Ans An(7), 117,121, 124, 125
Sy, 94 A 137
Sy, 19
3, 100 e, 12
sE, 99 1, k5 (n), 40, 125
T,. 135 Vn, (Un)nen, 35
ny
T,, 86 €, 31,32, 114
t, t(u,v), 63 0st, 12
t(u), 64
¢ (u,v), 64 %(8,0), 65, 67
t"Y’ t"/(u7v>7 83 01, Ul( "/)a 98
o2(A5), 98
W (T), 67
W (t), 65 7, 7(s), 99, 100
’ 139
VI/YF(IW)7 37 TDv”’
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