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��� ����� �	 ��� 
������ 	����� ������� ���� ��� 80 ����� ���� ��� ������ ������
���� ������ 
������ 	��������� � ���� ������� �	 ��� ����� �������� �
������� �� !"#
$��� �� %��� ����� ���� �� &� � ������������ ����� ��� ������ ���������� 	�� ���
������ ��������� ��������� ����� ��'� 	����� �&��� �����(� �������# )� �	 �����
���������� �� � 
������ 	����� &��� ��� �� �����������# ��� �������� ��������
�	 � 
������ �� ��� �������� �����	� �� �����&� ������� �� ��������� �	 � 
������
	����� ��������� �� ����� �������� ���������# ��'���&��� � 
������ 	����� ��� ���
�� &� �������������#

�'� ������ ��� %��� ��������� 	�� 
������ 	������ ���� 	��������� � ��� ����*�
�	 �������� �������� 20 ����� ��� ����� �������� � ��� �� �&��� ���� 	������ �� ����
����� �������������� � ������� ������ �������# � �+���� ,---"� 
������ &���
������ ��� ���� �� ������ � '������� �	 ������������� ������ ����'� ��������������#
$���� ��� �������� ������ ��� 	���� ���� � ������������ �������� ����� ��� ����
����� ����� ���� �����'�� &� .��*�� /����' � �/����'� ,--�"# 0� ������ ���� � �
������������ ������� ���� �����������&��� ��������� �� ����'� ������� ����� �*���
� ������ ��������� ������ � ����� 
������ &��� ������ ������ �� ��� ���� �	 ���
����# 1���������� ��� ����������� ����� �� ��	����� �� �� �����������#

2�� ������ 10 ����� ��� ��������� �	 /����' ������� ������ ����������� �� �����'� ��
����� ��� � ����'� �������������� � �����# � ,-�-� )���� �� ���� �)���� ,-�-"� ��
3������ �� �����3������ ,-�-"� ����&������ � ������������ ������ ����������
�	 /����'(� ������� ��� �����# 0���� ����� ������&�� ������� ���� � 4���� %��� ���
���� ��� ������������ ������ �� &����� �5����'��� �������# $�� ���*�������� &�
� ��'������ ����'� �������������� ���� ����� �� ����'� ������������'���# ���� ���
�� ����� �������� � ��� 
������ %���# � �
����6� ,-�," %��� �*��������� ���������
�	 
������ &��� ������ ���� ��������# � ��� 	������� ������ ��5���� ����������
��6� ��� ����������� ���������� �.�&������ ,-�7"� �� ������ �������� ���������� ���
�8������� ,-�!" �� �4���� ,-�9"� ���� �&���'��# .������� ��'���� ������ ��'� ��%����
����� %����� � �������'� �*������� �� ����� �� &� ������� ���# :��� ��������� 	�� ����
�*�������� ��� &������ �	 
������ �*�������� �� ��'��� ����� ���&���� �����������
�	# �.������ ,-�,"� �� ��� ����������� /��� �5���� ��� �;<��� ,-�," �� �.������ ,-� "#


������ &��� ������ ��� �� ��� �	 	�������� �������� &�� ����� ���� &����� ����
	�� ����� 	�� ������ ����������# 0���� 
������ ��'���� �� &� ���� �� �������������
��������� ������ ������� �� ��������'���� � �.������ ,-��" ��������� &������ ������
���� ����� 	�� ��� ������������ �	 ��������� �����# 2����������� &���� � ��� ���
��������� ������ ����������� �=������ ,-�!" �� �/��>��� ,-�!" �������� � ?�����
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���� ���������� �� ��������� �� ��������  ��!���� �� "#����$%&�����'��( )���� ��� �  ��$
��!����' ��������� ������* �� ��� ����� )��� ������ ��������+� ���*���' �����,��- � 
� ���' ��'����� �� ��� ����� �#������ �� �./0( 1��������( �./02( ��� ��3���* &��&������
� ��������  ��!���� ��� ����� �����#������ ��� ���������� � ��� � ����� ������ �,��
��������� !����� �-���!�( )����  ��' �� ���� ��������  ��!����( 4����,+� '������ ��-
!���' 14����,( �55�2 �� &�������� �� ��� ������ �� ���� ��- !���' ��� �!��*���� � ����$
����  ��!���� �� '��6�� �� ��� �7������� � �8����,� �&��'��� ��&����������,��-� ����� ���(
��� ����/ �������� �� �� )��� &��&���'( 1���*( �5�52 ��� 19����-�( �5�52( )���� ��� ��
���� �� �� �7&���!����''-  �����'� ���'������� � ��� ��- !���' ���������� �- 4����,�
���� ���������� �� '����'- ����� �� ��� �7��''��� ��,��)� �- �'���� 1�'����( �5��2( 9������
��� 
'������* 19������( �5��2 ��� :����66�� 1:����66��( �5�/2�
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�� 1��������( �./02 ������ �������� ��������� ��� ����� �#������

(iγμ∂μ −m)ψ(x) = 0. "���%

;���( ψ(x) �� ��� )�,�  ������� � � &�����'� )��� !��� m ��� x ����* �  ���$,������ � 
��� !������� {γμ} ���-

{γμ, γν} = 2gμνI4, γ0γμγ0 = (γμ)† "���%

��� )�,�  ������� ������&���� �� � &�����'� )��� �&�� 1
2
� �� ��� ���,� �#������ gμν =

diag (1,−1,−1,−1) ��� I4 = diag (1, 1, 1, 1) )��� ����� ���,�������''- ��� ��',�� �#� "���%
)��� ��� γ$!������� �� ��� �����$<��'� ��&������������ 	�,�����'��� ������ ��������
����*�� ��� *�!� �)������* �� � ��8����� �����( )���� �� ��) ��''�� ��� �������� ��&��$
���������=

γ0 =

(
0 σ2

σ2 0

)
, γ1 =

(
iσ1 0
0 iσ1

)
, γ2 =

(
0 σ2

−σ2 0

)
, γ3 =

(
iσ3 0
0 iσ3

)
, "��/%

)���� σj ��� <��'� !�������� ��� ��� ����6 ���� ��� γ !������� �� �#� "��/% ����,�
�� ���������� )��� �#� "���%� ������- ��� ��'����� � ��� ����� �#������ �� ��������
��&����������� ���'' ��������� � �&��$1/2 &�����'�� 
������!��� �'' ��� ���,� γ !�������
��,� &���'- �!�*����- ��*��,�'���( ����'���* �� ������ ��������+� �����,��- � � ���'
��'����� � ��� ����� �#������( ψ∗(x) = ψ(x) 1��������( �./02� ��� �!&������� � ����
����'� ��� �� �����,�� )��� ����6��* � ��� ����� ��!����� ���)��� � &�����'� ��� ���
����&�����'�� ���� ����� ��!����� ��,�',�� ��!&'�7 �����*����� � ��� ���&����,� 3�'��
����( ��� &�����'� ������ �������� &��&���� ��� �� ���� �� ��� �)� ����&�����'�� :������
� ����  ������ ��� ���  ��������' �&�� ��� &�����'� ����'� ��,�( ��� ��)���-� ��''� ���!
�������� ���	
��� "�
�%�
��� ���,� !�������� &��&������ � �
� ��� ��'���,�'- *�����'( )���� �� )�- ����� ���
��!����� &��&���'�  �� �
� �&���� �,�� ��8����� 3�'�� �� &�-����� ������ ��������
���*���''- ����*�� ����� ��������� ����* �
�� �,�� 80 -���� � ��� ��� 3���  ��!�'�����
� ���� ����( �� �� ���'' &������ �� ��� ��*�$����*- ��!!����-( 1�,�*����( �55>2� ;���(
����������� �'' �,�� ��� )��'� ��� ��-��* �� ������ � ��������'��� ����'� ���� ����-( )����
�� ��'- &�����'� � ��������� ��� ������ ����� �)� ����&�����'��� � ,��- ��8����� �&&�����
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������� �� ��� ��������� ������ �������� ! "���� �
� ��� ���������� �� #� $����%�����&�
�'���������� �����(��� ��� ������������ �( � �
 �� ��������� ������ � ����� ��� �&�������
��� �����
��� ���� �( � �
 #���� � $����%�����&� %�)�� ��� "� (�� )������ %��%���&� �( ���&�����
���� �'���������� �� � �����& ����& ����� ��� �&������� ��� ��&��! "���� ��� �#&� ��
������&��� ���� ������ �� ��� &������� �( ������ $����������� ���� ��%&��� c†s ��������
�� �&������ "��� �%�� s ��� cs ������&����� �� �&������� �&�������)�& ! cs ������� � ��&�
"��� �%�� s� ���� �&������ ��� ��&� ��)� �%%����� �������! "���� ������%���� �� cs
#���� ���*���������! ������ %��)���� � ����& (��� ������� �
�� ��� ��� &��+ �� �����
$����%�����&�� �� ��������� ������ � ����� ���� �� �� ��%������������� �� ���)�������&
��%������������ �&������� "��� �%%����� �%�� ��� %��� �% �� (��� ���%�� %����! "����
���� ���������� ��� ������*������ ���� ���)�������& %������ ��������� �� ��&&�� �*"�)�!
����� �� ��)�&)�� �%%����� �%��� 
���������� ��� �%��������� (�������� �( ���%�� %����
#���+� ������ ������)�����! "���� �&&�"� (�� ��� �%%������� �( ,���&��#�) $����%�����&��!
"���� ��� ��%��%�������� �( �&������� ��� ��&��

d = uc†↑ + vc↓. -��./

���0������� �$� -��./ ��� �#����� d† = u∗c↑ + v∗c†↓� ���� ��%&��� ���� �)�� �( u ��� v
��� ���&*)�&��� ��� �%�� ���&& %��)���� ����� $����%�����&�� (��� #���� �
�� 1�(��������& 
��%����������)�� �� ������ �%%���� ��� �� �*"�)� %������ �( �&�������! #�� ��� ����
�( �2����)�& �%��&��� ��%����������)�� ������ ��� ��0����� 3�&�� ���� ���� "�� 3���
(����&���� # �&�'�� 4����) �� �55� 64����)! �55�7! "���� �� ���������� � �� ����& ��
������� ��� ��������� �( �
� �� � ��������� ������ � �����

����� �����	 
����

��� �������� %���� �( ��� �� ����& ���������� # �&�'�� 4����) �� 64����)! �55�7 �� ��
�� &������ ����& "��� �%��&��� �&�������� 
�&&�"��� ��� ���������� �� 6�&����! �5��7 ���
68��0���! �5��7 "� ����� "��� ��� 9���&������

Hchain = −
∑
k

μkc
†
kck −

1

2

∑
k

(
tc†kck+1 +Δeiφckck+1 + h.c.

)
, -��:/

"���� ck �� ��� ������&����� �%������ �( �� �&������ �� ���� k� ��� �������& %�������& μk

��� #� )����� �� ������ ��� ����%����� ���#�� nk = c†kck �� ���� k� �)�� ������ ���
�#�&�� �� ���� ��� �������& %�������& �� �� ���� ����)����&& "�&& #� ������& (�� #�������
�%�������� 6	� �+! �55;7! (�� ��� %��%��� �( ���� ���%��� �� �&�� ��<��� �� ������ ���
������%�� ����! "���� μk = μ� ��� ��'� ���� �� �$� -��:/ ������#�� �������*�����#���
��%%��� "��� ��%&����� t� ��� &��� ���� ��%������� ��%������������ %������ �( �������*
�����#��� �&������� "��� %������ �������� Δ ��� %���� φ� ���� ��� �&������� �� ��� ��)�
�%��! ��� %������ ��������� �� %*"�)�! "���� �� "� ���� &������ ����& �� �( �� �������
��� �&����� "� �� ������� ��� %� ���� �( ���� �� ����& �� �� �"���� (��� ��� ����� ��
��� �
 ��%������������ �� ��������� �� ��� �����! � �
 �� � ���& ��&����� �� ��� �����
�$������� ��� ��� ��� ���� ����&� �� "���� �� ����� (������ �� ����� �( ��0������! "����
��� &����� ��� ��������&& ��� ���& ��� �������� %��� �( ��� ����� (������� �� ��� �#�)�
����& ���� #���� ������ ��� #� �����)�� # "������

ck =
e−iφ

2

2
(γk,2 + iγk,1) . -��=/

:
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��� ����� ������� ���� ����� ���  !" �"! �
� � ���� k� �!��!#�� �� ��$�%�� � %! ���&� %�
!' ��� ��(!�� � ��!����)* "��%� "�� ! �) �����%���) �� ��! �+ � �%� �����* ���� ��, �
�
��� %���-�. �&����� ��� %���-� +�-��� !' '���+!� ! ��� ��-�� ��+� !' ��� ����� �� ��++� 
� ��� �/�! � ���� ���'�%�!�� � � %� ���! � #��� ��� �/������! � + �����0) !0��� 

γk,1 = −i
(
ei

φ
2 ck − e−iφ

2 c†k
)
, γk,2 = ei

φ
2 ck + e−iφ

2 c†k ���1�

2��� ��� �0!#� +�3 ���! � ! � %� %��%4 ��� +�3 � - ��!������� !' � �
� ���) ���
'����! �* 0�%�&�� ��� ����% '����! ��-�0�� {ck, c†l} = ckc

†
l + c†l ck = δkl ������� ����

��� ��(!�� � !�����!�� !0�) ��� ���5!�+ ��-�0�� {γm, γn} = 2δmn� �!��!#��* ����
� %!�0� ���! "��� ��� ���1� ���+� �! � ��(!�� � 0�� - ��� !" � �������%��* 0�%�&��
%�����! � + �  �������! ��� ��� �/�%� ���� !������! �* ���� γ2m = γ†mγn = 1� 6���*
� !���� %! ���&� %� !' ��� ��(!�� � ��!����) �� ��!" , �
� ��#�  ! "���.+�3 �+ !%%&.
����!  &�0��� � ��(!�� � �!+� �� ��"�)� ����) � + !%%&���+ �� ��� ���� ����* �� %�
γ†mγm = γmγ

†
m = 1� &%� !0���#���! � � %! +� ��+ ������ �)����� ���+ �! ��� %! %�&.

��! ���� � �
 �� � ��&�� �&����!����! !' � ���%��! � + � �!��* "��%� �� ��$�%��+ � 
��� ���1��
2���� - ��� 6�����! �� � ��� ���7� � ��(!�� � ������� ����! * ! � !0��� �

Hchain = −1

2

N∑
k=1

μk (1 + iγk,2γk,1)−
i

4

N−1∑
k=1

[(Δ + t)γk,2γk+1,1 + (Δ− t)γk,1γk+1,2] ���8�

���� %�� -� !' ������� ����! %!�����! +� - �! � +�%!��!����! !' ����% '����! � � �!
��(!�� �� �� +���%��+ � 
�-� ���� ��� �0!#� 6�����! �� � %�&+�� !�����!�� !' ��� '!��
iγk,1γk,2* "��%�* � %! ����� �! ��� !%%&����!  &�0��* ��#� � "���.+�3 �+ ��-� #��&�� � 
�������&��* ���� ��-� #��&� �� ��'����+ �! �� ��� ��(!�� � �����)* 0�%�&�� �� ������� �! ���
!%%&����! !' ��� %!����/ '����! '!���+ 0) ��� �"! ��(!�� ��* ���� iγk,1γk,2 = 1−2c†kck
9:��( ��* �;��<� 2������ ��� 3��� ���� � ��� ���8� ������� �! ��� !%%&����! !' ��� ���%��! 
� ���� k* ��� ��%! + � + ����+ ���� %!�����! + �! ��� !%%&����! !' ����% '����! �* "��%�
���  !� �!%�����+ ! � �� -�� ����� ���� !0���#���! 0) =����# 9=����#* �;;�< �� �'���� � 
+�5��� � ��)��%�� ���&���! � +��� +� - ! ��� ���������� μk* Δ � + t� � !�+�� �! %����')
��� ��)��%� !' ���� �!+�� ! � %� �����'!�� �!!4 �� ��� �"! ������ - %����* "��%� ���+ �!
+�5��� � �������

����* "���!&� �!��� - � + ����� -* ���� Δ = t = 0* ��� �/%�����! � ��� %! 3 �+ �! �����
�����%��#� ������ �' ! � '&������!�� ���&��� ��� %��� !' � ��!��!��% %����%�� �!�� ����
�μk = μ�* ��� 6�����! �� �� -�#� 0)

H1
chain = −μ

2

N∑
k=1

(1− iγk,1γk,2) = −μ
N∑
k=1

c†kck. ���>�


!� �  �-���#� %����%�� �!�� ����* μ < 0* ��� !%%&����! !' � ) !' ��� !��-� �� ����� %!���
���%����) μ� �����'!��* ��� -�!& + ����� "���!&� �!��� - � + ����� - �� -�#� 0) � ����)
%��� * ���� nk = c†kck = 0�
��� ��%! + ������ - %��� �� -�#� 0) ��� %!������ !��!����* "����  ! %����%�� �!�� ����
'�#!&�� ��� !%%&����! !' � ) ����* ���� μ = 0� ��&�* ��� ��)��%� �� -!#�� �+ 0) �!��� -
� + ����� -* "��%� '!� ������%��) ��� ���&��+ �! 0� !' ��&�� ���� -��* t = Δ �= 0� � ����
%��� ��� ���� ���� � ��� ���8� �� �&�������+ � + ! � !0��� �

H2
chain = − t

2

N−1∑
k=1

iγk,2γk+1,1 = t

N−1∑
k=1

(
c̃†kc̃k −

1

2

)
. ����;�

�
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����� ���� �������� ������ � !����"#� �� $������ ��% ��&�$� �' ���  �����(�� �����
)���% *�+��' ��( *� &����,���& �(�� �
� )��& &���'� -����(� ��� ��.���(�� �( ��� ����
���� $��&� �� ��� ��,�$�����$$% ���"��$ ,����� *' �( ��� ���� � μ = 0 �(& t = Δ �= 0
��� ����(& ����� ��  ����& *% ,����(� �
� *�$�(��(� �� (����*���(� ������ ��� ,����(� ��
�(&�����& *% �"�$�/ 0���� ���(  ��� ��� (�0 c̃j  �����(�� �� ��� "��% �(& � ��� ����(
�0� ��.���(� 1��� ��&�� �,,���� ��� ������,�(&�(� ,���� �� ��,�$�����$� �' 
�� Δ �= t
��� �0� &�2���(� ���,$�(� �����(���� �( �3� )��4' ��� �(&�����& �� Δ± = Δ ± t� �����
���,������( $��&� �� �( �+,�(�(���$$% &���%�(� ��.���(� 0�"�  �(����(/ 0���� �� ���0(
�( ��� ����� ��&� � ��� ����(� 5���& �( 67��.(��/ �8��9�

�� �� ��,����(� �� (��� ���� �( ��� �*�"� :���$��(��( �($% N − 1 ��.���(� ,�������
�,,���/ *������ ��� ��% ��&�$ :���$��(��( �( �3� )��;' &��� (�� ,��� ��� �(&� � ���
����(� ����/ ,����(� �(& ��,,�(� $��"�� �0� �
� �(������&� ��� :���$��(��( ��( *�
&����(�$���& *% ��(�������(� (�0 �����  �����(� ��� � ��� ���,$�& ��.���(�� �����&�(�
�� c̃k = (γk+1,1 + iγk,2) /2/ ��� 
��� ���� ����� ���/ ��� (�0 �����  �����(� ��� &�� ��
(�(<$���$ ,����(� �( ����� � ��� �����(�$ ����� � ��� ����(� �����"��/ �� (�0 ��3�����
�(���% t �� ����,% ��� (�0  �����(�� ��&� c̃†kc̃k/ 0���� ��,$��� ���� ��� ����(& ����� ��
��"�( *% 1��� �+�������(� �( ����� � ��� (�0 �����  �����(��
��� ���( &�2���(�� � ���� $����/ ���,���& �� ��� ��������( �( �3� )��='/ �� ���� ���
����(& ����� ���� �� ��"�( *% N − 1 ��,�% ��&��� ����� ���/ ��� &�2���(� ,���� �����<
(����  ��� ���  ��� ���� ��� �
� �� ��� �(& ��� �(,����&� �(�� ���% ��� �*��(�  ��� ���
:���$��(��( �( �3� )���8'/ *��� ��.���(�� ���� 1��� �(���%� �( $��������� ���% ��� � ��(
�� ����& �� �� �������� ���� 	�
�� )�>��' 6�$����/ �8��9� �( �(�$��% �� ��� ,��"����
 �������( � �����  �����(�/ �(� ��( ��(������ � �����  �����( ��� � ��� �0� �>��/
���� f = (γN,2 + iγ1,1) /2� ���� (�0  �����( �� ����$% (�(<$���$ �( ��� ��(�� ���� ��� ��(<
������(�� ��� $�����& �� ��� "��% *���((�(� �(& �(& � ��� ����(/ 0���� �( ,��(��,$� ���$&
*� �(?(���$% $�(�� 
���������� ���� (�(<$���$  �����(�� ��&� f / 0���� ����� 1��� �(���%/
��( ������ *� ��,�% �� ����,��& < ������,�(&�(� �� iγ1,1γN,2 = ±1� ��(��3��(�$%/ ���
����(& ����� �� �0�< �$& &���(����� �(& ��� �0� ������ &�2�� �($% �( �����  �����( ,����%�
�(�� ���� ����(&<����� &���(����% �� &�� �� ��� �,,����(�� � �>�� �(& ����� ��� �0�&
�� ��� �������% � ��� �%����/ �� �� ��$$�& ���������� 
��������� 6	�%��/ �8849�
��� �0� &����(�� ,����� &�������& �*�"� ��� ��$$�& )��,�$�����$$%' ���"��$ �(& ��,�$�����$/
0���� ��� ��,�$��% �����  ��� ��� �+����(�� � �>��� 5������ �$�����( ,����(� �� ����(<
���$/ �(� ��( �$�� &����(����� *��0��( � ��("�(���(�$ �(& � ��,�$�����$ ��,����(&������
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��� �� ��� ����������� ��������� ! ��� ������ ��� �"�� �#��$�� ���%����� &����������%
��"�� ! '���� �� ���"�������� &�������������& �& ��� ��&&�$��! $����&� ��� ������ &���� �&
(��)�� $ ������ ����& ��� �
*�(���� ��� �$�"� ���&������& �� $��� ��)��&! ���� (�� μ �= 0 ��� Δ �= t �= 0! ��� &��������
������& &������ � 
�� �#�)���! �"�� �( ������� ��� ������� �& ����'��! �� ��+����� &�����
���)���� ��������� ��� ��(� ��� ����������� ��������� ������� �� ��� ���"��� ���&�� ��
��� ����! �� ,-����"! �..�/ �� '�& &��'� ���� ��� ��0����� )���& ��)��� �& ���� �& ���
���)���� ��������� �& ������ ��&��� ��� ���! ���� (�� |μ| < 2t� �� ��� ����� ����! �"�� �( μ
�& &�1������ &)��� ��� ��� ������� ��� ������� ��� ��� �( �2��� &�������! ��� �$&��"�&
�'� ��3����� ������� )������&)&� �� �2� 4��56 '� &�� ���� ��� &����� ���) 4∝ Δ + t6
(�"���& �������� �( ��� ����� ��0�����& �( ��3����� &���&� �� ��� ������� ! ��� ����� ���)
4∝ Δ − t6 (�"���& ������� �( ����� ��0�����& �( ��3����� &���&� �� � �� & &��) ��� ��&�
�������� )������&) �& �������� '��7��! �& 
��� ��� &����&�&� 	�"�������&& ��� ��)����%
���� $��'��� $��� ������� )������&)& ����& �� ��� ��0����� )��� $���� ��� ��)������ 
������&�� �� ��� ���& �( ��� �������� �� ,-����"! �..�/ �� '�& &��'� ���� (�� � +���� �����
������ L ��� ��0����� '�"� (������� '��� ���� �#���������� (��) ��� ����& ∝ e−L/ξ!
'���� ξ �& ��� ��0����� ������&����� ������� ���& ������ �& ������������ �� ��� ����� �( ���
�$�"� )�������� �'� �����&&�&! '���� �& '� ��� )���& ��� &����� ������&�� (�� Δ = t
&���� ξ → 0� �����(���! �"�� �� ��� �� )���� ��� ����� ��& �� $� &�1������ ���� ��
����� (�� ��� �'� �������� ����	 
����
 4�8&6 ��� �� �"����� ��� �����$ �� &����� 
����� ���& ������� '���� ��(� ��� ����������� ��������� �
��� �)�������� �( ���& �� )���� ��� $� �$&��"�� $ &�))���&��� ��� ����������& ������
(�� ����������� &������������"�� � ��� ��2����� ���)��� (�� ��� ���������� �( �8& �&
� ���� $������ ! '���� �& �( �� ��1���� �� �����&������ ��� �����&�%����$��� �������
�& �( �� ���$��) �& '���� ��� $��������7 �( ��� )���� �& ��"�� $ ��� �%'�"� �������!
&���� ��������& �������� ��)� '��� � &���� �����(���! �� �..� -����" ������� ��� 2��&%
���� �$��� ��' �� �$���� �
& �� ������&�� )����� & &��)& �� ��� 2��&���� �( ��' ��
�$���� �� �3����"� �%'�"� &�������������� 9�& ����� ,-����"! �..�/ )��7& ��� $��������
�( ��0����� �� &��& �� ������&�� )�����! '���� �& '� ��� ���� ��&��&&�� �� )���� �&
(�)��&� 7��'� �& ����� ������

����� ����	
�� ���
���
��

�(��� ��� ��(��)������� �( ��� ���$��) $ -����" �� �..� �� ���7 ����� � ������ (�� �
(��&�$�� �� �����&��� �� �.�. �'� �����& ������������ ��)� �� '��� ��� &�)� ���� �(
�� �3����"� �� �%'�"� &�������������! ,*���� �! �.�./ ��� ,����! �.�./� ����� �����&��
�& $�&�� �� � �� &�)����������� ����'���! '���� �& ���#�)���&�� $ �� &%'�"� &�������%
�������

����'��� ,*��0�&�! �.��/ ��� ��� &���� '��� ��� ����'���! '���� ��� ��&�����"� 9�)����%
���� �& ��"�� $ 

H0 =
∑
σ=↑,↓

∫
dr ψ†

σ(rrr)H0(rrr)ψσ(rrr), 4����6

'��� ��� &�����%�������� 9�)�������� �� ��& +�&� 2�����&�� (��)

H0(rrr) =
ppp2

2m
− μ+ α (EEE(rrr)× ppp) · σσσ +

1

2
gμBBBB(rrr) · σσσ. 4����6

9���! m ������& ��� �3����"� �������� )�&&! μ �& ��� ���)���� ��������� ��� ��� ����%
����& )�)����) �& ��"�� $ ppp� 
������)���! �2� 4����6 �������& &���%��$�� ����������� �(
&������� α� ���&! EEE(rrr) �& ��� �������� +��� (��� $ ��� "������ ��������&� ��� ��&� ���)

5
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��������� �� ������� ��������  ��� BBB(rrr)� g �� �!� "���# g$%���&� ��� μB �� �!� '&!�
������&�� 
�����() σσσ �� � *���&� &% +�,�� ��������� �� �-� .����/ ���������) �!� ������&��
!�*� � ���� ��� �!� !��� �� ��� 0�����&���� �� *��( ��������
�!�� ���&1��� �� ������ ���� �!� �,�%��� &% � �&�*����&��� �$1�*� �,����&��,��&�) ���

��� ���� �!���%&�� ������&�� ��� �,���� ���1��� �&�! �(�����) 1!��! ���,��� �� �!� 1���2�
������&�� ������� �� �3����*� 2��&4����($���,���2 �,����&��,����� �������  ���� �!� �&�$
����&����� ������� 0�����&���� %&� �!� 1��� ������&�� ��� �� 1������ ��

HS =

∫
dr dr′ ψ↓(rrr)Δ(rrr, r′r′r′)ψ↑(r′r

′r′) + h.c. .���5/

1��! ������� �&������� Δ(rrr, r′r′r′)� �!� 0�����&���� H1D &% �!� ��&4�������� ���&1���) 1!��!
�� �4�&��� �& �� �4������ �������� ��� ��������  ���) �� �!�� ��*�� �( �!� �,� &% �!� �1&
0�����&�����) ���� H0 +HS�
�� &���� �& ��,�( �!�� �(���� �� �� ���&����� �& ������ �!� -,����������� �4������&��) %&�
1!��! &�� ����� �& �&�*� �!� '&�&��,�&* �� 6����� �-,���&��� �!,�) �� �� �&�*������ �&
����&�,�� 	���, ����&��

ψ(rrr) =

⎛
⎜⎜⎝

ψ↑(rrr)
ψ↓(rrr)
ψ†
↓(rrr)

−ψ†
↑(rrr)

⎞
⎟⎟⎠ ψ

†
(rrr) =

⎛
⎜⎜⎝

ψ†
↑(rrr)

ψ†
↓(rrr)

ψ↓(rrr)
−ψ↑(rrr)

⎞
⎟⎟⎠ .���7/

��� ��1���� �!� �&��� 0�����&���� &% �!� ���&1��� ��

H1D =
1

2

∫
dr dr′ ψ

†
(rrr)

[
H0(rrr)δ(rrr − r′r′r′) + Δ(rrr, r′r′r′)

]
ψ(r′r′r′). .���8/

0���) &�� �� ��� �1& ��1 4× 4 �������� ���&����� �&

H0 =

⎛
⎜⎜⎝
H0(rrr)11 H0(rrr)12 0 0
H0(rrr)21 H0(rrr)22 0 0

0 0 −H∗
0 (rrr)11 −H∗

0 (rrr)12
0 0 −H∗

0 (rrr)21 −H∗
0 (rrr)22

⎞
⎟⎟⎠ , Δ(rrr, r′r′r′) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 Δ∗ 0
0 0 0 Δ∗

Δ 0 0 0
0 Δ 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

.���9/
���� �!� !��� ����&�,��� 	���, ����� ����,��� ������&�$!&�� �����) &�� &����*�� �!��
�!� �&1��$���!� &% H0 �� �!� ����$��*����� &% �!� ,����$��%�) ����,�� !&��� ��� ����$��*�����
������&��� & %��) �!� ��&���� 1�� &��( ��%&��,����� ��� �1���!��� �& 	���, ����� ���
�&� �!���� ��( &% �!� �!(����� �� ���!�� ��&*���� � �&�*������ �����4 ������������&��
	�*���!����� &�� �4�������( ����,��� !&�� �4������&��) 1!��! 1��� ������ �� �-� .����/�
�!���%&��) �!� ��%&��,����&� �&,���� �!� �,���� &% �����������) ��:������ �!�� �!���
�� �� ,�����(��� �(�����( !���� �!�� �� ������&�$!&�� �(�����( �������� �����������
�&�����&����� �& ������&��� �4������&�� �& �!��� !&�� �&,���������
�&��&*��) �-� .���8/ �&1 ���&1� &�� �& �&�*� �!� '&�&��,�&* �� 6����� �-,���&�� %&�
����������� ψi(rrr);

H0(rrr)ψi(rrr) +

∫
dr′ Δ(rrr, r′r′r′)ψi(r

′r′r′) = Eiψi(rrr) .���</

�&�*����&����( �-� .���</ �� ����&������� �( � '&�&��,�&* �����%&�����&�� �*�� �!&,�!
&�� �&,�� �&�*� �-� .���</ �� ��� ������� %&��) %&� �!� �,��&�� &% ����,����� �� �3����*�
�$1�*� �,����&��,��&� �� �,=��� �& ������%( �!� ��&*� 0�����&����� �( ��>��� �&��
���,����&�� ��&,� �!� ����� � �(�����

?
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����� ���� �������� ������ � � ��!�"�����" !#$�%� ��!����&'������ �( �� &�&�$���
�� !"���' �& ��! � � ��&%�&���&�" �#$�%� ��!����&'������ ��� �!!"��' ���&���� )�"' ��
�����& �� *� �"�&� ��� +#'�������& �&' ��� �"������ )�"' �� &�� ���$&� �&� ��& ��&� ���
�������" !���&���" �&��'� ��� $��� *, � ��� � ���� �"�����'��- $���� ��� &�� ���$& �& �(-
*�� $��"' *� �& ��! � ��� $���� *( ��� ������ �� �( *�� ������' *, π �*��� ��� .#�.���
	�$ ��� ���� �"�����'�� ��� ���$& �&' ��� ��!����&'����� �� ��''�&� � ��� ���� %�"�����
Vg,j ��� ��&�' �& ���� � $�, ���� ��� �������" !���&���" �& ��� ���!����%� �����& � ���
$��� "��� $����& ��� ��! /'�������' �& ��� ���& ��.�(- ��� �� $��� $�"" ����  ��� �0��
$��� �!������� γk $��� k = 1, . . . , 4� 1���' �& 2�"����- �3��4 �&' 25��6&��- �3��4�

�� 
��� ��� ��������- �&� ��& ������ ��� �� $��� �� *� �"�&� ��� .#'�������&� ����-  ��
� ���� �� �,���� ��� �&", ��"�%�&� ����&��� �� ��%�& *, kx� ��� �&�#'���&���&�"��,
�����  ��� ��&�&� ��� �������" !���&���" *, � ��� � ���� %�"����� /���$& �& 
��� ���( ��
� ������- $���� �&", � ��&�"� �� ��**�&' �� ����!��'� 
����������- ��� $��� �� ������'
�� *� "�&� �&����  �� 7��&�������& �8���� �� *� &��"����' �"�&� ��� $��� '�������& �&'
���& �&���� &�� �� ����!, �''����&�" ��**�&'�� �& ���" �.!�����&�� �&� ����"", ��� &�
!������ ��&���" � ��� '�������& � ��� �"������ )�"'� 	�%�����"���- �� �7� /����( ���$�-
�&", ��� �����!��'��� � ��� )�"' $��� ��� ����&��� ��&���*���� �� �!�&#��*�� ���!"�&��
����� ���- �&� ��& ������ EEE � E⊥êy� 
�&�"",- ��� ���&���� )�"' ��& *� ������' ��
*� �!!"��' �& +#'�������&� �� �&� $�"" ��� "���� �&- ��� !������ �.�� � ��� �!�&#��*��
�&' ���&���� )�"' ��� � &� ��!����&�� �� "�&� �� ���, ��� !��!�&'���"�� �� ���� �����-
2�"����- �3��4� 9��� ��� �*�%� �����!���&� �7� /����( �� ��'���' ��

H0 =
k2x
2m

− μ+ α̃kxσy + B̃σz, /���:(

$���� α̃ = αE⊥ �� ��� ����&��� � ��� �!�&#��*�� )�"' �&' B̃ = 1
2
gμBB �� ��� 0����& )�"'�

1, '����&�"���&� �7� /���:(- �&� ��& �"���', ��� ��$ �& �8����%� �!�&"��� ������ ��������
����- �&� ��& �$���� �8 ��� ��!����&'����%��,- ���� Δ = 0- �& $���� ���� �7� /���:(
����&���"", '�����*�� ��� ����" �,����� ��� �&���, ����&%�"���  �� Δ = 0 ��� ��%�& *,

E±(kx) =
k2x
2m

− μ ±
√

(α̃kx)
2 + B̃2 /���;(

�����&� *, �!!",�&� &� ���&���� )�"'- ���� B̃ = 0- �!�&#��*�� ���!"�&� ��� �� ��� �$�
*�&'� �����'�&� �� ����� �!�&- ��� 
��� ��< �(� � ���"" 0����& )�"' B̃ �= 0 $�"" ���& "� �
��� ������&� �� kx = 0 "��'�&� �� � ��! *��$��& ��� �!!�� �&' "�$�� *�&'- ��� 
��� ��< *(�
�&��'� ��� ��! ����� �.���� �&", �&� �8����%� �!�& '�������&� ����� ���- ��� �!�& '�����
�  ���'�� ��& *�  ��+�& ��� *, !"���&� μ �&��'� ��� ��!- |μ| < |B̃|� �&�� ��� �������"
!���&���" ����"", %����� �"�&� ��� $���- �� �� ��!����&� �� �&������ ��� ��+� � ��� ��!� ��
�&� ��& ��� �& 
��� ��< �(- ���� ��& *� �����%�' *, � "����� 0����& )�"'�
$�����&� �& ��� ��!����&'����&� !����&�- ���� Δ > 0- "��'� �� � '��*"�&� � ��� &��*��
� *�&'� '�� �� �"�����&#��"� �,�����,- ��� 
��� ��< '(� 
�� ���!"����,- �&� ��& ������ ���

�3
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����� ���� ������������� �� ��� ��� �!�����" �#��$���� E+ (kx) �� �%� &���'( �� �)����"
�� ��"� E− (kx) �� �)����" �� *)#+,� #( Δ = B̃ = 0� ���-��*�� +���)��� ���#�#��� ���
*#�"� #++��"��� �� ����� ����� *( Δ = 0 #�" B̃ > 0� ��� .��!#� /�)" ����� �� # �#� #�
kx = 0� +( Δ = 0 #�" # )#���� B̃ #� �� *(� ��� �#� ��+��#��� $��� ��+��#���� .��!#� /�)"�
"( Δ �= 0� 0�� �!��1-��"�+�" �����+��"�+��2��1 "��*)�� ��� ��!*�� �� *#�"�� 3����)1
*#��" �� 43��5���6 �7��8�

��� �!��1-��"�+�" �����+��"�+��2��1 �� #���� ���! �#����� �)�+�����6 $��+� #�� #� ��� � #+�
�#!� )�+#����� ���� �!�)��� ��#� Δ(x, x′) = Δδ (x− x′)� 9��� #)) ��� #*�2� #���!������
��)2��� ��� :���)��*�2 "� ;����� �%�#����� �� �%��2#)��� �� ��� "�#���#)��#���� �� ���
��))�$��� <#!�)����#�

HBdG =

⎛
⎜⎜⎜⎝

k2x
2m

− μ+ B̃ −iα̃kx Δ 0

iα̃kx
k2x
2m

− μ− B̃ 0 Δ

Δ 0 − k2x
2m

+ μ+ B̃ iα̃kx
0 Δ −iα̃kx − k2x

2m
+ μ− B̃

⎞
⎟⎟⎟⎠ &���7(

�� ��"�� �� "���2� # +�������� ��� ����)���+#) �����+��"�+��2��1 �� �� ��=+���� �� )��, #�
��� �#� #� kx = 0� <��� ��� ������������� #�� ��2�� *1

Ei(kx = 0) = ±
√
B̃2 + μ2 +Δ2 ± 2

√
B̃2 (μ2 +Δ2) &����(


�+������ �� ��� ������2� ��)����� #�" �)#+��� ��� +��!�+#) �������#) ����"� ��� ����)���
����!�6 |μ| < |B̃|6 ��� /�"�

E− (0) = B̃ −
√
μ2 +Δ2 &����(

����6 ��� �#� +)���� #� B̃ =
√
μ2 +Δ2� 	��� ��#� # 2��1 )#��� �����+��"�+���� �#�����

Δ ����)�� �� # ����)���+#))1 ���2�#) ��#��� ��� +#� ���!�)#�� ��� +�������� ��� �-$#2�
�����+��"�+��2��1 �� ��� �#��$��� ���!���1 #�

|B̃| >
√

Δ2 + μ2. &����(

� �#�6 ���� +�������� ��)1 "������������ *��$��� �- #�" �-$#2� �����+��"�+��2��1� ���
��#�� ��#������� *��$��� ��� ����)���+#) #�" ����)���+#))1 ���2�#) �����+��"�+���� ��#���

��
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��� ���� ����� �� ������� ��� ��� !���"��� �#$�%� &��� ��� ��� ��� �� ��'��' ���( ���
���)� ��������� �� ��� �*������� �+ ��"����� *�'��� �� '�������' �� !������ �#$$% ���
��� ������ ��� ���)� 
�*�������� ����*����� �� +������ ��*���+� ��� *�'�� ��� �����
+��,� -.� /���01� &��� �� �� ���������' +�� ��� �����* �� �� ����'� ��� �23�)� ������ &��
�����,� ��*�� �� ��)�� �� B̃ � Eso,Δ ��' μ = 0 3���� Eso = mα̃2/2 �� ��� ����2�����
������� �� ���� ���� ��� ����� ������ �������� ��' H1D ��� �� ���"����' ���� � ��*����
���2���' ������* !������ �#$$%� &�� �������' �4����)� 
�*�������� �� ��)�� ��

Heff =

∫
dx

[
Ψ†

−(x)
(
k2x
2m

− 1

2
B̃

)
Ψ−(x) + i

α̃

B̃
ΔΨ−(x)kxΨ−(x) + h.c.

]
, /���51

3���� Ψ†
− (x) '�������� ��� �������� �������� +�� ��������� �� ��� ��3�� ���' �+ ��� 3����


��� ��� �4����)� �������� �+ ��� ��������'������ ������� 3�� ��'���' �� � +����� α̃/B̃�
-.� /���51 �� �.��)����� �� ��� ��������* )������ �+ ��� 6����) ����� 
�*�������� �+�
-.� /��71� &����+��� ��� �������' ����� 3��� ���� ��"����� *�'�� ��' ��� ���)� �����2
���� �� �����' +�� ����������� ��������'����)����
�� '�������' �� ��� ��$�� �8�� �*���� �� ��� ����'��� ���3��� ����������� ��' ����2
��������� ���)��� ������� �� ��� 6����) ����� ��� ���)��� ����� 3�� ��)�� �� ��� )����*�
9��� ��� ������� �� ���� ��� ���*���� ��������� ��� ��� ������ ������� �+ ����������� ��'
���2����������� ��������'����)��� ����'� ��� 3���� �� ��'�����' �� :��� ��� �1 ���� ���
���' �� ��� �*������� �+ *��� ���� �3� �8�� �� � ������ 3��� 2 ���)�'�' ���� ��� ������
�+ ��� ����������� ������ �� *��� ������ ���� ��� ��"����� ��������� �������
:����3��� ��� '��������� �� !���"��� �#$�% � ��**��� �+ ��� ������������ �� ��� ����
'�������' �����* ����� �� �������� *�������� �� �;����� ����������� ��������'����)���� ��
-.� /���01 �������� ��' '�� �� '�)������� �+ ��� ���*���� ��������� ����� ��� 3��� ���
8��*�� ,��' B̃ ��� �� �� ������ �''��������� ��� ������' *������� ,��' B �����' ��� '�2
����� ��������'����)��� 3���� ������� �� *�������� 3��� � ����� g2+������ :������*��� ���
����2����� �������� α̃ �����' �� ����� ������� ��� 8��*�� ,��' 3���' �����3��� ��������
��� ������� *�������* ��� -.� /���51� &��� ��� ��.����� ������ ����2����� �������� ��'
� ����� g2+������ ������� ���'�'���� ��� ���� ��' ��� !������� �#$7%�
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�� ���� ���������� �������� ����	
�	 
����� ���� �����' �������� ����� ��� �����'���'�
&���� *��������� ���������� ��� �������' �� ���� � ��� �+ �<� 3���� �� �''����� ��
��� �����'����� '�������' �� ��� ��$�0 �������� ������ 3��(� �� � ���������� *�������*�
&����+��� �� ��� ����$ ����� ��;�� ��� ,��� �����'���' �� ����� ������2������)��� ����2
������ ��' �����.������ �+ ������ ��� �+ ��� ������ �� ��3 �8�� ��� �� �''�����' ��
��������� �)����� �� ��� ����� ��� ������ ������)����� 3��� �� ���' �� '���������� ��*���+�
��� �������������� �+ ��"������ �� ���*� �+ =���� ���������� &������ ��� ����������
���3��� � ��� �+ ��"����� *�'�� ��' � ����21/2 �������� 3��� �� ����������'�
���� �+ ��� ������� �� ���� ���������� 3�� ,��� ���'��' �� !:� �#$#% !8�>���) �#$$% ��'
!
?�>�� �#$�%�

����� ������	� 
�� �	� ����� �	��������	

�� ������� � ��"����� ��; �� ��"����� �������� �����' �� ��)�� �� � ��� �+ ��������
$� ����3���� �� '�������' �� ��� ��$�0 3���� ��� ��� ���;�*�����' �� ��� ��*� �23�)�
��������'������ 	����.������ ��� ��� ����3���� ����������� ����� ��� ��*� ����������

$�
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�������� ���� ��� �������� ��������� ������ �� ���� ������ ���� ��� ���� ������ ��!
���������� ��� �"��������� �#�$� ��� ��%�����!������ ��% � �������� #�" ��� #� ����&
��������! #' � ��� �( ������&������� ��������� γj ���� j = 1, . . . ,M ��! ��� #������
$����#��� N ��! ϕ� 
��� N !������ ��� ����� ���#�� �( ������� �� ��� #�" ��! ϕ �� ���(
��� ��%�����!������ %���� φ ���� ϕ = φ

2
� �( ��� �����! �� ��� ��������! �� �����! $�� �

��%������ ���� ��� �����! �� ��� �����!�! #�� )������ �� ��!������ ������ ������$������
*��� ��������� �� !�%����! �� +��� ��, ����� �� ����������' ��� ��% $��� �( ��� -� ��������
%��%���� �� ��� ��-�.� ��� �� � /���� �������� �����' ��� ������ ������$����� ���!� ��
N ��! ϕ #������� ����&!�/��! 0������ ���#���� *��� ������ 0����������� �� �����#'
!�����#�! #' ��� %�������� �( ��� ��� $����#��� �� �%������� �#�'���[

ϕ̂, N̂
]
= i, eiϕ̂|N〉 = |N + 1〉. 1���23

�� 40� 1���23 ��!������ ��� �%������ e±iϕ̂ �������5����������� ��� ������ �� ���������$��'
���( � 	��%�� %���� *�� !�6������ #������ ��� �%������ ϕ̂ N̂ ��! ��� �����$���� ϕ N ��
�"%������' ����� �� ���� ��#��������
��� ��' ��$���� ��� 7����$ ����� �� ��� ��-�� �� ��!�� �� !������ ��� ������ �%�������
!�����#�! �#�$�� *�� !����%������� �( ��������� ���� �+� ck ∼ e−iϕ (γk,2 + iγk,1) �(�
40� 1��83 �����!�! �� �"%�������� %��(������ �� ��� ���� �( ������ ������$����� ���� �"&
%�������� #������ e−iϕ̂ ������������ ���� & �$�� �(��� ��� ������! �� ��� ������&�������
�������� ��%����������� & ��� 
���������� �� 40� 1��93 ������� ������&������$���� ��&
����� �"��%�� (�� ���� ������ �%������� �� ��� %������ ���� �� ��� 7����$ 
���������� 
���� Δeiφckck+1� +�� � ������&������$��� �'���� eiφ̂ = e2iϕ̂ �������� (�� ��� �������� �(
��� ������� #������ ��� ���%����$� ���� ���� ����������� ��� (�������� *��� %������ �(
��� ��������� ������%��!� �� ��� (�������� �( � 	��%�� %���� *��� ���� ��)���� ��� �#����'
�( � :	 ��%�����!����� �� �"������ �������� %���� 1�( ������ ���3 #������ ��� #������
	��%�� %��� ���!������ ��! ��� (�������� ������ ;:���� �<-8=�
*�� 
���������� !�����#��� ���� �������� �6��� �� ��$�� #'

HBox = EC

(
N̂ − ng

)2

, EC =
e2

2C
. 1���83

*�� ������&�������� �������� �����' �� ��$�� #' EC  ��)������ ���� N̂ ��!��! ������ ���
���#�� �( ������� �� ����� �( �������� ������ e� +���������� ��� �������� �����' ��
��$�����' %��%�������� �� ��� ��%�������� C �( ��� �����! ;+� �<-<=� +�����' ng ∼ Vg ��

��� #��>���� %�������� ����� !�/��� ��� �0����#���� ������ �( ��� )������ #�" 〈N̂〉 = ng�
*��� ��� ��� �%%�' � ���� $������ Vg 1��� +��� ��,3 �� %�� ��� ����� ������ �( ��� �����!
�� � ������� $����� �( ng �� ����� �� �� ������� ��� �������� 
���������� ��%���� ����
N = ng ������%��!� �� ��� �����! ����� ��! �����#������ ������ ������ ���� �����' �(
��!�� EC � *��� �� �����! ������� ����	
 ��������� *�� �%%����� ��������� �� ��$�� �( ng ��
����� �� ���(&������� ����� ��� ������ �( ��� #�" ���� ��������� #������ ��� $������ *���
���!����� �� ������' ��(����! �� �� 	�����# %��> ���!������ ?������ ��� ������ ���� ���!�
�� ����������� �6���� ��� (�� �"��%�� ;
��$��� �<-8 �������� �<-@= ��� (���� �( ����
������ ���� �� ������ ������$����� !�� �� 	�����# $����' ���!�������
� (�� ����� ��� ��� ����$��� �����' ������ (�� ��� �������� #�"� *�� /��� ��� �� ��$��
#' ��� ��%�������� ��% ΔTS ����� �� ����������' ��� %��"����' ��% ��!���! #' ��� �%%���!
A����� /��! �(� ��� ��-�.� *�� �����! ��� �� ��$�� #' ��� �������� �����' EC � *��
��%�������� �( ��� �����! ��������� ���� ��� ��B�� *����(��� ��� ������' ���>� �� ��� �����
�( EC < ΔTS� ��$��������� �� ��� (�������� ���� �( ��� ��� �������� �����! #� ������!�

�� ��� �������� #�" ��� #��� � #������ ��! (�������� ������ ������%��!��� �� ���

-.
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������ ���� �������� ������ ��� �!� � ��"���!� ������!� ��#�!$  ��� � � �%�� &��$
$���'� (�� )�* + ���,���$ �- � .� !�!� ��� �!$ �! �+ �/� ��,����!$����� + �� ��!!����$
�� ����!$ /�� � ��,������ #��$�!� �� ������ ��!���/����! �! ��� ��#�!$� �$$����!�##01 �
2��!��� $�� &)#��' �� ���,#�$ �� ��� ��#�!$� �!�� ��� )�* �� �,�����$ ���� ���� !�
����� -�����!�� �*�������!� ��� �/��#�)#� &��� ���! ��*�'1 ��� 2��!��� $�� ��! �$$����
��� ��"���!� ��$� �� �!$�����$ )0 ��� $����$ #�!�� λ �� ��� ������,�!$�!� ���,#�*
��!!�#+�����* �#���!��

	��,�� ,��� ��!$�!���� �!$ ��� ��"���!� ��$�� ���,����/�#01 ����� ��� �#�� � � $�3���!�
 �0� �- �������!� ��� ��#�!$� (�� 4��� �� ��/�! )0 ���,#�!� �� �� � )�#� ��,����!$�����
 ��� ,���� ϕ01  ���� ����#�� �! � ����,���! ���,#�!� ��,����$ )0

HJ = −EJ cos (ϕ̂− ϕ0) . &���5'


���1 EJ $�!���� ��� ����,���! ���,#�!� )�� ��! ��� �������,�� ��#�!$ �!$ ��� )�#�
��,����!$������ �!�� ��� #����� �� ������$ �� )� #���� &���,���$ �� ��� ��"���!� )�*'1
������!� �3���� ��� !��#���)#� �!$ ϕ0 �� !�� �! �,������� ��� � ���,#�!� �� �)#� �� $�����0
��� ��,�#�����# ��,����!$����/��0 �! ��� ��#�!$ $�� �� � 4�#$ ,�!!�!� ϕ � ϕ0 -�� EJ � EC 1
�-� 62� &���5'� �! ���� ���� ��� �������,�� ��#�!$  �## �!$ �, �! ��� ��,�#�����##0 ���/��#
��,����!$����!� ,����1 7
0���1 �8.9:�
(�� ����!$ �!$ ���� �!�������!�  �0 �- �$$�����!� ��� ��"���!� )�* �� ��/�! )0 ���,#�!�
�� ��� ��"���!� ��$��� �! ��� ��!����0 �� ��� ������ 2e ���!�,��� $�������$ �)�/�1
���,#�!� �� ��� -�����!�� ������ ��,#��� ������ e ���!�,���� �! ���� ��� ��� ��"���!� )�*
�� �$$�����$ )0 ��!!�#�!� -���;�!�� � 2��!��� $��1 �� ��!�#�+#�/�# 2��!��� $��� ��� ���$
�� ,��)� ��"���!� �*�������!� �! ���!�,��� �*,�����!��1 7�#)�����1 �8.<1 ��!�1 �8.<: �!$
7��!�1 �8.=:� ��##� �!� ��� $��������! �! 7%�>�!�/1 �8..1 
?�>�!1 �8.�:1 �!� ��! ��$�#
��� ��!!�#�!� )�� ��! � 2��!��� $�� �� #��$ �!$ � ��"���!� )0

Ht = λeiϕ̂γd+ h.c. = λ
(
e2iϕ̂f + f †) d+ h.c.. &���='


���1 λ �� � ���,#�* ��!!�#+�����* �#���!� )�� ��! ��� �%� & ��� �,������ γ' �!$ ���
-�����!�� ����� �- ��� #��$ �� 2��!��� $�� & ��� �!!���#����! �,������ d'� �! ��� ���� �- �
2��!��� $��1 d ������,�!$� �� ��� �!!���#����! �- � ������! ��$�� @������ -�� � #��$ �!�
������� ,��!�+#��� ��!!�#�!�1 ���� ���� ��� �!!���#����! �,������ �� ��/�! )0 d = ψ(0)
 ��� ψ(x) )��!� ��� #��$+-�����! �,������� �- ΔTS �� �!$��$ ��� #������ �!���0 �! ���
�0���� �!$ ��,����##0 λ 
 ΔTS1 ����� ��� !� ����� �*�������!� �/��#�)#� �! ��� )�* �!$
62� &���=' ��,����� �## ,����)#� ��!!�#�!� ,��������  ����! ��� -�����!�� �������
�� $�������$ �! 7��1 �8.8: �!$ 7%�>�!�/1 �8..:1 �!�  �0 �- �!$�����!$�!� ���!�,���
������� � ��"���!� ��$� �� ��/�! )0  ����!� ��� ������,�!$�!� �,������ �! ����� �-
����� -�����!� f 1 ���� γ = eiϕ̂f + e−iϕ̂f †1 �-� 62� &��5'� (���1 ���,#�!� �� � ��"���!�
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���� �������� ��� �������� ����� � ��!������" ��� #$� %���&'� ()� *��� ��� �� +�,�� -� !�.
��)��!���+ ! ���/��!� �������� !�� ���!���+ !� �������� �� �)� ���!�� %∼ f †d'� ()� ������
��� �� +�,�� -� !���)��!���+ ! ���/��!� �������� �� ���-��!���� ���) �)� !���)��!���� � 
!� �������� �� �)� ���!�� ��  ��� ! 	����� �!�� %∼ e2iϕ̂fd'� ()��� ���" ��!������ �)���+)
! �!0��!�! ���� �!� -� ���������� !� !� �$�!� ������������� � ��. !�� ���.��������+
��� �� ! ���,������!�  �������� ��!��" �)��� ��� � �)� ��� ��������� )!� �� ��,��,� �����.
���+/���!���+ ! 	����� �!���
�� ! ������+��!� �������������� ���) ������,�� �)!�+� )!� -��� ���������� )���" ���
�!� ��� ���1 !� �)� ������!����� � *2�� �)!�+� ���� �)� �!0��!�! ������� ()���-�" �)�
����,!��� � ! 3�!���+ %��� +�������' ������+��!� �������������� �� ����������

����� ����� �	
���	 ���� ������	� ������	�

�� ��� ��4�� !�� ��� ��4�5 ��� �����!���� �)!�+�� -������ �)� �!0��!�! ���������!����
!�� �)� ���!�  ������ ���������!����� ()��� ���" ! ������ ������-�� -� 2N �6� �!�
-� ��������� �� ����� � N ������2  �������� �� �)� ����!�.7�+��� ��!�� ���!����
!�����  �� �)� �!����+ � ������2  ������� �� 8!��� ����!���� 9����!��" �:4:;" ��� �!�
!��� ������� �!0��!�! ����!���� -� 8!��� ����!����� ()��" ��� �!�  ��� ! ��������

��	� �� �������� 
��	� 7)��� �� �� !��!�� �����-�� �� �)!�+� �)� ���������!����" �)!�+�
������,!���� ���� ���,��� ! ���� ���1��+ +�����  �� �)� ���� �!�+�!+��
�� ���������� �� ��� ��4��" �!0��!�! ����!���� γi �-�� �)� 	������ !�+�-�!� 	���!���+
�� �� �)� !�+�-�! � 8!��� ����!���� σn,j" ����

{σm,i, σn,j} = 2δijδmnI2, {γi, γj} = 2δijI2, %���<'

��� �-���,�� �)!�" �� ����� �� ����!�� �!0��!�! ����!���� -� 8!��� ����!����" ��� )!�
�� �!��!��� ��������� �)� ������!���� � 8!��� ����!���� � �������� $�-��� %m �= n'�
()�� �!� -� !�)��,�� -� �)�  �������+ �!����+=
�!0��!�! ����!���� �-�� !���.������!���� ����� !�� �$�!�� �� ���" γ2 = 1" �� �� 8!���
����!����� ()��� ���" ��� �!� ��!�� ���)

γ1 = σ1,x and γ2 = σ1,y. %��5:'

>��!��� !�� !�������!� �!0��!�! ����!��� )!� �� !���.������� ���) γ1 !�� γ2" �)�� )!,�
�� -� ����������!� �� σ1,z� ()�� ������� �)�  �������+ ���������=

γ3 = σ2,xσ1,z, γ4 = σ2,yσ1,z. %��54'

���!������" �)� !-�,� ��*������� ��!� �� γj �-����+ �)� 	������ !�+�-�! !�� �)�� �����
�$�!�� �� ���� 6�� �)� �!0����� � �)�� �)����" �)� !-�,� ���� ���������!���� �� ��?.
�����" -�� ��� �!� ��� �)�� ����!��,� ��������� ��  �����!�� ! +����!� ���������!���� � 2N
�6� �� ����� � 8!��� ����!���� ������������+ �� N ����.1/2� �� $�-���� ()�� +����!�
���������!���� �� +�,�� -�

γ2i−1 = σi,x Π
n<i
σn,z, γ2i = σi,y Π

n<i
σn,z, for i = 1, . . . , N. %��5�'

#,�� �)��+) �)� !-�,� ��!�� ���!���� ���1� �����!� �� �)� ����!�.7�+��� ��!�� ���!����
�� �� ��������!��� �������" -��!��� �)� ����!�.7�+��� �����+ �� ����!��� -� �)� �������
� 8!���.@ ����!�����
()� -!��� ��������� !-�,� �!� !��!�� -� �)!�+��" �)��) ����������� �� ������ ���+ �� .
 ����� ���� �-0���� ���) �������� �6�� 8)����!��� �)�� ����������� �� �6� -���+ ���!���
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���� ������ ����������� �� ��� ���� ������� �� �� ���� !�" �� ��� ��#�� ��� ��$!% ��&�
������ γ1,1 �� ��� ���! ��% ��� ��� ���������  ��� �� ��� ���� ������ ���������� f � �� ���'
���! ��� %���� ������� �� ��(����� � ������� �� )�$!� �������� !��%� �� ����!� ���'!���!
�*(����" +���� �� �*���&�% �� ,-� .��/01 ��% ,-� .��/#1" +���� �+� � ��� ��� � ���% �&��
��$� �2���

3������ ��� �*�&� �� ����������� �� &��� ������!" ��� ��� $�� � ������&�% -$������ ��
��� !��� ��� �� ��� ��#�� ��� ��(�����  ����� iγ2iγ2i−1 = 1− 2c†ici +�� �����%$��%� ����
���� -$������ ������ ��%� �� ��� ���$ ����� �� �� �$��!���� ��� !�� ��������� ��%�" �� �
 �����'������&��� ������ �� �� ��������!!� � 4��% �$�*�� ' ������  !$� �� ���$�� 5��������"
��� ��� %�4�� ��� �������  ����� �� ��� ��(����� �$*������ .� ����% *� 2N �6�1 ��

PN =
N

Π
j=1

(iγ2jγ2j−1) =
N

Π
j=1
σj,z .��//1

���� ���  ����� � ������ PN �� ���  ��%$�� �� ��(�����  ������� ��� �����&�!$�� ���
PN = ±1� � ������ ������&�� �������  ����� �� ��� 
���!������ ����$��� +��� PN�
���7��� �� ��� 8����& 
���!������ �� ��(����� �� �����������" ��� ,-� .��91" ��� �*'
���&�� ���� ��� 8����& ����� ��%��% ������&�% �������  ������ 5��������" ��� 
���!������
�� -$�%����� �� ��(����� � ������� !��%��� �� ���  ������% ��� !�4������" *���$�� ���
 ��%$��� �� )�$!�'� � ������� �� ,-� .��/�1 �-$��� �� $���� ����� ��������� ����� 
�+�&��"
�� ������! �$�� � ������ %��� ��� ������&� ��� ������� �$�*��" *���$�� ��� :	 �$'
 �����%$���� � �������$�!� ����� ��% �*���*� �+� �!�������� �����������" ��� ��� ����#�
5�$�" ������&����� �� ��� ������� �$�*�� �$� !���  ����� ������&������
5�� �������  ����� �� ��� 8����& ����� �� �� ��� �� �!�����! �$ �����%$���� ' %���$���%
�� ��� ��#�/ ' �� �� !����� ������&�% �� ��� ������ �� ��� ���!���%� 5$���!��� �&���� %�
��� ����$�� +��� PN �� ,-� .���91 ��;����� �" �� ��%�� �� �<����&�!� $�� ��� �*�&�
�� ����������� �� ����� �� ����� ���" ��� ��� �� �������  ����� ������&������ 5��� ��� *�
�����&�% *� � !���� �������� ������ EC �� ��� �� �!�����!!� �$ �����%$����� ��!��%" ���
��� ����#� 
���" �������� ������ %������� �$���!��� �&���� �� �!+��� ���� ��  ����" +����
���$!�� �� ����������	� 5��� �� ��� +�!! *� �������&�!� %���$���% �� ��� ��/ ��% 	�� ��� /�
5��������" ��� �������  ����� ������&����� ��� *� �������% ��% ��� �*�&� ��� !�4������
$��%�

�� ��� ��!!�+���" ��� �+� ���� !�� �� 6��� ��= +�!! *� %���$���%" ����� *��� +�!! *� $��%
������$�$�!� ����$���$� ��� ������� ������� +��� ��� ���� ���+� �� 6��� ��= �1" +����
�+� #� ����+���� ���  ����������% *� ��� ���� �'+�&� �$ �����%$����" ��&��� ���� �� ��$�
�2�� +��� � ������� γ1,2,3,4� ��� ��� ���$�� �%% �������  �����" +���� ������ ��%� ��
P2 = iγ2γ1iγ4γ3 = −1� :� $���� ,-� .��/01 ��% ,-� .��/#1" ��� �%����4�� σ1,z = iγ2γ1
��% σ2,z = iγ4γ3� 5��������" ���  ����� ���������� �� !��� σ1,z = −σ2,z� �� ���� �!���%�
��%������" ��� �������  ����� ���������� ��%$��� ��� �+� )�$!�'���� �� � ����!� ��+ ��� ��
)�$!� � �������� 5�� ��+ )�$!� � ������� ��� ���� ��&�� *�

X �

�= σ1,xσ2,x = −σ1,yσ1,y, Y �

�= σ1,xσ2,y = σ1,yσ2,x, Z �

�= σ1,z = −σ2,z .��/>1

6$���������" ����� ��+ )�$!� � ������� ��� *� +������ �� ����� �� ��(����� *�!������"
+���� ���  ����� ���������� �� !��� �+� %�<����� ��(����� ���*�������� ��� ���� ��� ��'
��&� )�$!� � �������

X = iγ3γ2 = iγ4γ1, Y = iγ1γ3 = iγ4γ2, Z = iγ2γ1 = iγ4γ3 .��/=1

#?
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������ ���� ���� !"�� #$�"�� #�%&�'� "&% (�)���'" 	!*%�!'! ��!���'� �#+!'(#� !, �
#-&!.� #�/���%'(��"%� /�%0� �"�#�# "&% /!�!++�+ 12 '!'%&���# �%#"�'� 3%�� 	4	# ��/��-
#�'"�( 56 γ1,2,3,4 7��( (%"#,� 5, ����� /!�!++�+ 12 &���# !�� #��'"�( 56 ! #�/���%'(��"%��
�����3%��8 "�� �#+!'( �# !##� �( "% �%#" #�0 	!*%�!'!  %(�#� ��� #6#"� # �%���#/%'( "%
"�� "�"�%' !'( ��0%' (�.��� (�#��##�( �' 9:!�;��8 �<1=>�

'� �!' �'(��#"!'( "��# �)��"�.� ��(��"�%' 56 +%%$�'� !" "�� �%���#/%'(�'� ��+5��" #/!��
!'( �"# (� �'#�%'� ?�"�%�" "�� /!��"6 �%'#"�!�'"8 3%�� 	!*%�!'! %/��!"%�# %� �@��.-
!+�'"+6 "&% @�5�"# �!.� ! ��+5��" #/!�� %3 (� �'#�%' 4� ��� 5!#�# #"!"�# �!' 5� ��%-
#�' "% 5� |00〉8 |01〉8 |10〉 !'( |11〉8 &���� !�� (�A'�( 56 σ1,zσ2,z|00/11〉 = |00/11〉 !'(
σ1,zσ2,z|01/10〉 = −|01/10〉� ���# ��B��"# "�� ����'.!+�� %3 σ1,zσ2,z 5��'� "�� *%�'"-/!��"6
%3 "�� "&% @�5�"#� P2 = −1 �%'A'�# "�� #6#"� "% "�� %((-/!��"6 #�5#/!�� #/!''�( 56
|01〉 !'( |10〉� �����3%��8 "�� ����'#"!"�# %3 "�� @�5�"8 &���� �# �'�%(�( �' 3%�� 	!*%�!'!
%/��!"%�# &�"� ! /!��"6 �%'#"�!�'"8 �# ��.�' 56 |0〉 = |01〉 !'( |1〉 = |10〉�
�%� "�� �0! /+� �' ���� ��� 5, "�� /!��"6 �%'#"�!�'" �# ! 5�" (�)���'"� ����8 "�� 3�� �%'
/!��"6 %/��!"%� �# ��.�' 56 !' %(( '� 5�� %3 	!*%�!'! /!��"��#� ��!�'8 %'� �!' !##� �
%(( /!��"68 ���� P3 = iγ2γ1iγ4γ3iγ6γ5 = −1� �# "��# /!��"6 �%'#"�!�'" �!' 5� �'(��#"%%(
!# σ1,zσ2,zσ3,z = −18 %'� &!6 %3 ��(���'� "�� #�" %3 �!�+� %/��!"%�# �# ��.�' 56 (�#"��5�"�'�
"�� C�''��C #/�' σ2,z %.�� "�� %�"�� #/�'# σ1,z !'( σ3,z� �' "��# ����(���5+� ��/��#�'"!"�%'
%'� �!' �(�'"�36 "�� '�& #�" %3 �!�+� %/��!"%�# &�"�

X1
�

�= σ1,xσ2,x, Y1 �

�= σ1,yσ2,x, Z1
�

�= σ1,z

X2
�

�= σ3,xσ2,x, Y2 �

�= σ3,yσ2,x, Z2
�

�= σ3,z. 7���D,

�' "�� 	!*%�!'! ��/��#�'"!"�%' "�� �!�+� %/��!"%�# �%���#/%'(�'� "% "�� "&% @�5�"#8 &����
(�A'� "�� +%&-�'���6 #��"%� %3 "�� ��0%' #�%&' �' ���� ���8 !�� ��.�' 56

X1 = iγ3γ2, Y1 = iγ1γ3, Z1 = iγ2γ1

X2 = iγ5γ4, Y2 = iγ6γ4, Z2 = iγ6γ5. 7���=,

�%� #�0 	!*%�!'! %/��!"%�# "�� /!��"6 �%'#"�!�'" (%�# '%" %'+6 #� /+�36 "�� ��/��#�'"!"�%'
�' "�� # %3 �!�+� %/��!"%�#� ���"��� %�� �" !++%&# "�� (�.��� �' ���� ��� 5, "% !((��##
/�%(��"# %3 �!�+� %/��!"%�# �' ! .��6 �+��!'" &!6� 2�� "% P3 = −18 "�� *%�'"-/!��"6
%/��!"%� Z1Z2 �!' 5� &��""�' �' "�� # %3 ! #�'�+� 	!*%�!'! 5�+�'�!�8 ���� Z1Z2 = iγ3γ4�
���#8 3%� "�� ���� #�%&' (�.��� "�� � /+� �'"!"�%' %3 #�'�+� �!�+� %/��!"�%'# �# %3 "��
#! � (�E��+"6 !# 3%� /�%(��"# %3 �!�+�#8 9:!�;��8 �<1=>� ���# ��B��"# %'� %3 "�� $�6
!(.!'"!��# %3 "�!'#/%�" "��%��� 	!*%�!'!  %(�#8 &���� &�++ 5� ����+���"�( "��%���%�"
"��# "��#�#�
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�!.�'� �'"�%(���( ! ��!���-�%'#��.�'�8 "%/%+%���!++6 #�/���%'(��"�'� �#+!'(8 (�55�( 	!-
*%�!'! 5%08 !'( ! &!6 "% !((��## �"# 3�� �%'�� #��"%�8 "�� '�0" #"�/ �# "% (�#��## @�!'"� 
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��������� �� ��� !�"#�� �� �#�� ����$% � # &#�#��' �#��� �� (������#(� �#�#% � # ����#��
�) � ��*�'# 	�+�����,'#�( +������� �� �����(��#(% ����# � �� ����#�� -�'' !# &#�#��'��#(
�� . ���#� �� �� �'�#�(/ *#�����#( �� �#�� �����% � # '��&# � ��&��& #�#�&/ �) � # ��'��(
��� �#��'� �� ������#'��& #0#���� �#�� ����� �� � #�#)��# (#(����#( �� � # (#��0����� �) �
������#'��& ��*�'������% )�� - �� � # �/��#* �����(��#( �� �#�� ����$ �#�0#� �� �� #"�*,
�'#� �)�#�-��(�% �#�� ����� &�0#� � ��*���� �0#�0�#- �) �#���*�'�������,&���� � #��/ ��
�� �� �)�#� ��#( �� ���#�� � # '�-,#�#�&/ � /���� �) ����'#( �/��#*�� 1���''/% �� �#�� ����2
� # 	�+����� !�" ����'#( �� � �#� �) N '#�(� �� (������#( �� �����& ����'��&� �#�#% � #
����'�&���' 3��(� #4#�� -�'' #*#�&#�
������* ��������� �� � ���&'# 	�+����� !�"  �����& �� '#��� )��� 	�+����� *�(#� -��
5��� (������#( �� 6�7��% �8$�% �'�'��(% �8$�9� � # -��: �� 6;�<���0% �8$29 ��� !# 0�#-#(
�� � *��# (#���'#( �#)#�#��# )�� � �� �#������ 	��� �) � # �#� ��=�#� ��#(  #�# ��# (��,
����#( �� � # !��:� !/ ��&�'��% �� ��� 6��&�'��% �8829% �'�'��( ��( ��*��� 6�'�'��(% �8$89
��( ����� ��( 1'#��!#�& 6�����% �8$>9�

����� ����	 
�� ��	�� �
���
�
���
� ��������

� # *#�������� �/��#* �) ���#�#�� �� &�0#� !/ � ���&'# 	�+����� !�" ����'#( �� M ���,
���#������& '#�(�% �## 1�&� ��> �?� ����# #�� '#�( �� ����*#( �� ����'# �� � (�4#�#�� ���&'#
	;	% � # ��'��(  �� ��  ��� �� '#��� M 	1�� 1�''�-��& � # (��������� �� �#�� ��$�� N
����''#' $@ �����& ����,��!�� ����-��#�% - �� ��# ���"�*����#( !/ � # ��*# �,-�0# ��,
�#����(�����% &�0# ���# �� 2N 	;	� �� '��& �� � # ����-��# '#�&� �� *�� '��&#� � ��
� # 	�+����� �� #�#��# '#�&� � �� &#�#��' � # ��*!#� �) 	1� �� � # ��'��(  �� �� �!#/
2N ≥M �
� # 	�+����� *�(#� ��# ����*#( ��  �0# <#�� #�#�&/� 	��#�0#� � # ����'�&���' &�� ΔTS

�� ��A��#��'/ '��&# �� �#&'#�� ��-���#( =����������'# #"���������� � #�#)��#% � # 	�+�,
���� !�" �� -#'' (#����!#( !/ � � ��&��& ��*�'������% �)� �=� B���>?% -�� � ��&��& #�#�&/
EC ��( � ��&# ��#����� N �
� # '#�(� ��� !# �#�'��#( !/ ����& � # ��*# ����-��#� �� )�� � # ����'�&���' ���#����,
(������% !�� ��� ��(����& ���#����(����0��/% �## 1�&� ��> �?� �� � �� ���# (�# �� ����,��!��
����'��& ��( � # ���'�#( ;##*�� 5#'(% � # '#�(� ��� !# *�(#''#( �� ���,���#������& ��(
#4#���0#'/ ����'#��� ����# � # '#�(� ��# ��#( �� �((�#�� � # 	�+����� *�(#� �� � # ��'��(%
- �� '�# �� <#�� #�#�&/% �� �� ��A��#�� �� '��: �� '�- #�#�&/ ���'#�� � #�#)��#% � # '#�(
��*�'������ ��� !# �!����#( !/ '��#������& � # ��*�'������ �) ���,���#������& ����'#��
#'#������ �����( � # 1#�*� #�#�&/ EF % - �� �� (#5�#( �� !# <#��� . �����& � # �������
!#�-##� '#�(� ��( 	�+����� !�" �� !# �� x = 0% � # '#�( ��*�'������ �� (#����!#( !/
'#)�, ��( ��& �,*�0��& )#�*���� )�� x > 0C

Hleads = −ivF
M∑
j=1

∫ ∞

0

dx
(
ψ†
j,R∂xψj,R − ψ†

j,L∂xψj,L

)
. B���D?

�#�#% ψj,R/L(x) �� �� $@ ����'#�� )#�*��� ��#����� �!#/��& � # ��#� !���(��/ ���(�����
ψj,L(0) = ψj,R(0) ��( �'' '#�(� ��# ����*#( ��  �0# � # ��*# 1#�*� 0#'����/ vF � � 0#�/
���0#��#�� ��*�'�5������ �� �� �#0#( !/ ��)�'(��& � # �#*�,��5���# '#�(�% 6��&�'��% �8829�
� ��% ��# ��� �-��� �� � ���' B��& �,*�0��&? )#�*����% ψj(x)% -�� ψj(x) = ψj,R(x) )��
x > 0 ��( ψj(x) = ψj(−x) )�� x < 0� �� � �� ���# � # '#�( ��*�'������ �#(��#� ��

Hleads = −ivF
M∑
j=1

∫ ∞

−∞
dx ψ†

j∂xψj. B���E?

$D
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������ ���� �� � !�"�#� $%�# ! &' � 	�(&��)� *&+  &�,-�. #& M = 5 ������ ��� 	���
�
	� ������� � ��� �	� ���� ���� ����� ��� ���	��� ��� 	� ����
	���� �� ���� ��
	
 �	�� ��� ��� ��� �	���	�	�� �� ����	�		��� 
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 �
� �� 	���
�
	���� 	� ��
�����
 � �	���	�� �� ��� 	�����
 � ���� �����	� ����� �	� ����	�

�������� ψj(x)� ��� !"� ���#$�� ��� ������� � ��%���
� ������ ��	�� ��� �������� �� ��
������	&� ����� �� ��� ������ ��	
�������� 	�����
� 	� ����
 ���� '(��� �)*+,� -���
�� ����
	��	�
� ����.������ /����	�
� ��� �����	��� �� φj �
� �� 0��	
 ����� κj
���� �	����� 	� ������� � ��%���
� ������� γj �	� �

��.���	� �����
 λj �	
�	����
�� �� ������ �	
1�� γj �
� κj ��&� � 2��� ���	� ����	
� � �� �	���	2��	�
 �� ��
�

��	
� 3��	��
	�
� ��� ��	
 ���

3�&	
� �����	���� �� �� ��������� �
� ��
 
�� 	
������ �

��	
� �����
 �� ���
��	� �

��	
� �	�� �� �� �� ���� �	������� 	
 4��� ����*� 5	� �� ��	��� ����	�
 �������
� �� ���
���� Ψj

�

�= ψj(0) �� �

��	
� 3��	��
	�
 	� �	&�
 ��

Ht = λjkΨ
†
jγke

−iϕ + h.c., ���6)�

3���� λjk ��
��� �� �

��.���	� �����
 �����
 �� ��� �	� ������� γk �
� ����
j� -� �	������� 	
 4��� ����*� ϕ 	� �� ������.��
%����� ������� �� �� 	���
�� ��� 3��	�.
�
	�
 �����	�	
� �� ���� ����
 	
 �	�� ��7 �� 	� ������ �	&�
 �� H0 = HBox+Hleads+Ht�

4� ���� �� ��%���
� ��� 	� �����	��� 	
 ���� �� ����	�
	� ���%���
��� �
� ����
	� ����.
���� �������8������� ������� �� ����� ��� ����� ��������	��� �� � ����	�
	� �����	�	�
�
9
 '-���
�� �)*#� :;�	� �)*#, 	 ��� ����
 �� 	 	� ��
�2�	�� � ����
	�� �� ����� ����
�� ��
���� 	� � ��	&��� �����	��� �� � ������ ����
	� ������ ��� �	� ������� ��
���. �
� �	��.��&	
� ����	�
� ��� ����
	��� ������	
� � '(����	
� �))6,� ��� �	�� ��7
���

ψ†
j,R/L(x) =

κj√
α
ei[φj(x)±θj(x)], ���6*�

����� α 	� � ����.�	��
�� ��� � φj(x) �
� θj(x) ��� ���� ����
 2����� ��	�� ����
[φj(x

′), ∂xθk(x)] = iπδ (x− x′) δjk� �
� κj 	� � 0��	
 ����� �
���	
� �� �	 ���
 ����

����	�
� �	�� �
	.������� ��������� κj ��
 �� ��������� �� � ��� 	��� κ†j = κj �
�

{κj, κk} = 2δjk� 9
 �
����� � �� ����� ������� �
 �� 	���
�� e
±iφj(x) �	�� 	
. �� ��������

�� 
����� �� ������� 	
 ���� j �� �
�� 4	
�� θj 	� �� ��
%����� &��	����� ρj(x) ∼ ∂xθj(x)
�����	��� �� ������ ��
�	� 	
 ���� j �� � ���		�
 x�
��� ���
 ���
���� ��
�		�
 ψj,L(0) = ψj,R(0) ��
����� � θj(0) = 0 �
� �	� ��
������
� 
��	�
 Φj = φj(0) �
� Θ′

j = ∂xθj(0)� �� ���� ����	�
 ������� 	
 !"� ���6)�
�1�� �� ����

Ψ†
j = α−1/2κje

iΦj . ���6��

:� 	
���	
� !"� ���6*� �
� ��
 ����	� �� ���� 3��	��
	�
 �
� ���	
 �� *< =�	
���
�	"�	� 3��	��
	�
 ��� �� 
�
.	
����	
� ����� ��� '(����	
� �))6,�

Hleads =
vF
2π

M∑
j=1

∫ 0

−∞
dx
[
(∂xφj)

2 + (∂xθj)
2] . ���6#�

*$
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��� ���� ����������� � ��! �"#�$ �%��& �� #'�(�� (& (� ���# �)�'���' * (�#�$ � ���
#�''� )�����+ ,���� -�#��'  .$�'�� �� $���&�
/�' ��� �$������+ ����������� �� �.� 0��123 ���  ��$����� � � ��4�'��� ���� ��'�* ���
(� ��� ����� �- �.� 0��153 '� $�� ��

Ht = λjkκjγke
i(Φj−ϕ) + h.c., 0��113

!��'� λjk !� '���'���� �� (& � -�#��' �- α−1/2� ��!* ��� �$������+ ����������� '�6�#� 
�  �)�'����� �- #��'+� ��� -�'�����# %�'��(�� � ���#� ��� #��)����  & ��� �  ���� ��7���
(& H0* iκjγk = ±1 � � #�� �'%�� .$�����& �� ���  & ���� ��$ * � ���+ � ��#� 	�8�'���
���� � ���& #�$)��� �� �  ��+�� ���� ��� ��#� ���� � ���& #�$)��� �� �  ��+�� 	�8�'���* #-�
/�+� ��9 (3* ��� �( �'%� M ��#�� )�'��& #�� �'���� �� ���  & ���� ���'�-�'�* �� �.� 0��113
��� #�� 7" ��� -�'���� )�'��& ��� �(���� � )$'��& (� ���# �$������+ ������������ ��
:�;'�* �25�< ��� ���� �- 7"��+ ��� )�'��& �� �'��' �� '��$#� ���  & ��� #��)��"��& !� 
#����� ����������	
�� ������ �� � ��(�� � ��� #����#���� �� =��)��' � ��� �� ���#����
�- ��4�'��� #�$)���+ ��#���� � > )$� -�'!�'� �� :��$* �25?< > !��� (� $ �� ��'�� ��$ *
�$���� 8$�#���� * !��#� #�� (� �� #'�(�� (& ��� )$'��& (� ���# �����������

Ht,simple = −iλjkei(Φj−ϕ) + h.c. = λjk sin (Φj − ϕ) , 0��1@3

�'� #����� ����	
 ���������	
�� ��������� � �.� 0��1@3 ��� ��� #������ ��& ��-�'������
�� ��� 	�8�'��� ����* !��#� !� ���'�  ��* ���  �#��� ����" �� ��� �$������+>���'�"
������� �  $))'�  �� ��'�$+��$� ���  �#����� �� ��� -����!��+ !� ���'�-�'� ������ ���
�$������+>���'�" ������� ���& !��� '� )�#� �� ��� ����* ���� λj �

�= λjk�

����� ������	
��� ���
������

A����$� ��� 	�8�'���>���� #�$)���+* ��� � ���� � �� �� #��'+� +'�$��  ���� !��� 〈N〉 =
ng ��7��� (& ��� (�#B+��� %����+�� ���#� ��� � ���� � �)�'���� $���' =�$���( %����&
#�������� * !��'� ng � #�� � �� �� ����+�'* ��� #��'+� � ������ #�� �'%�� ��� �##�  ��+ ���
���'� � ���+�(�$'��+ #��'+�  ���� #� � ���'+& �- �'��' EC � ���'�(&* � !��B 	�8�'���>
���� #�$)���+ λjk 
 EC ,ΔTS !��� ���'��$#� %�'�$�� �'�� ����� (��!��� ���+�(�$'��+
#��'+�  ���� � ��� #�� (�  ��� (& #�� ���'��+ HBox ��� Ht,simple �� ��'� �- )�'�$'(�����
����'& �� ��� #�$)���+ λjk� �� ����'��$'�* ��� � �-��� '�-�''�� �� � �����
�
����	�

���������������

�� +���'��* �  �#���>�'��' �#�'��4�'>A��4 �'�� -�'������ !��� '� )�#� �� � �����������
H0 !��� ��+�� ���� |α〉 ��� )�'�$'(����� H1 � +�%�� (&

Heff =
∑
α

Eα|α〉〈α|+
∑
α,α′

|α〉〈α′|
∑
β

(
1

Eα − Eβ

+
1

Eα′ − Eβ

)
〈α|H1|β〉〈β|H1|α′〉. 0��193

��'�* |β〉 ������ ��� ���'+���#���& ���+�(�$'��+  ���� �� |α〉 ��� Ej � ��� ��+�����'+&
�-  ���� |j〉� �.� 0��193 '�6�#� ���� ��� �#�'��4�'>A��4 �'�� -�'������ � � )'�8�#���� �-
���  & ��� ���� ��� +'�$��  ���� �- H0* !��'� %�'�$�� �"#$' ��� �'� )����� �� (& ���
���'+& ��4�'��#� �� ��� +'�$��> ���� ���'+&� ��� �� � ��7�� � ����  #��� �- ��� �(������
����'&*  ��#� %�'�$�� �"#$' ��� '�.$�'� ���� ∼ 1/ (Eα − Eβ)� ���� ���� -�' ��� )$')� � �-
��� ��"��+ �������� ��� +���'�� ����������� ��'� �'� ��� !'����� �� #����+'�)��# �����' �

�� ��� #� � �- ��� 	�8�'��� (�"* H0 � +�%�� (& HBox ��� ��� )�'�$'(����� � ��� �$������+
����������� Ht,simple� 	�'��%�'* ��� #��'+� +'�$��  ���� � +�%�� (& |N〉 ��� ��� ���'>
+���#���& #�� � � #��'+�  ���� �'� |N ± 1〉� C$� �� ��� #��'+� #�� �'���� �� ��� (�"* ���

�2
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����� ���������� ���!���!� e±iϕ ��"� �� #��#� �$� !��$ ���% �� ��� �&�#��"� ��#��'(�!'�!
��)� ������

Heff = − 1

U+

∑
j,k

λjλke
i(Φj−Φk) − 1

U−

∑
j,k

λjλke
−i(Φj−Φk), *��+,-

.��!� U± = HBox (N ± 1)−HBox (N)� ��� ���!%/ '�&�!��#� 0��.��� ���%�0�$!��% #��!%�
������ �� �1 ��� �!'�! EC 2 #1� ��#� ����3� ���!�1�!�2 ��� #�� ��)� �1/ ��� �0�"� �&�#��"�
��)� ������ ��

Heff = −
∑
j,k

Jjk cos (Φj − Φk) . *��+4-

���� ��)� ������ '��#!�0�� #��!%� �!�����!� 1!�)  ��' k "�� ��� �� ��' ����  ��' j� ��$�2
��� #��!%� ����� �1 ��� �� ��' '��� ��� #���%� �� ��)� �#� ��  �!%�! ���� 1/EC ��'2 ��
�5� *��+,- !�6�#��2 ���� �!�����!� ��� �.� '�&�!��� !�� ��������� ��� 7!�� �� %�"�� 0/ ��
� �#�!�� �$��� ��% 1!�)  ��' k ���� ��� �� ��' ��'2 �� ��� #��!%� ����� �1 ��� �� ��' ��
��#!����'2 �� �� �))�'���� / !�'$#�' 0/ �� �$�(�$��� ��% �"��� ��  ��' j� ��� ��#��'
!�� ������� #������ �1 7!�� !�'$#��% ��� #��!%� ����� �� ��� 0�� ��' ��$�2 �$��� ��% ����
 ��' j� �1��!.�!'�2 ��� #��!%� �� ��� �� ��' �� !����!�' 0/ �� ��(�$��� ��% �"��� 1!�)
 ��' k� ���� #�!!�����'� �� ��� �##��� �1 0��� ���!��� ���%�0�$!��% #��!%� ������2 ����
|N ± 1〉� ���� #��$��� ��% ���$!� �� ��# $'�' �� ��� '�7������ �1 ��� #��$��� ��% ���!%/

Jjk � λjλk

EC
� ���� ���� Heff �� �!��#�� � #������� �� ���!%/ �&(��� '$� �� ��� �!�8�#����2

#1� �5� *��+9-� ��"�!��� ���2 ���� �!!� �"��� !���!)� ������� ���!%/ .�� '!����'�
:���  /2 ���  �.(���!%/ ��)� ������ �1 ��� 	�8�!��� 0�� #�$� �' �� M  ��'� �� %�"�� 0/
��� �&�#��"� ��)� ������

Hweak = Hleads +Heff = Hleads −
M∑

j,k=1

Jjk cos (Φj − Φk) . *��+;-

��� �&�#��"� ��)� ������ �� �5� *��+4- �� '�!�"�' �� ��� #��� �1 .��<  ��'(�� ��' #�$� ��%�
�� ����  �)�� �$��� ��% �� / .��< / �&�#�� ��� ������ �1 ���  ��'� ��' 0��2 .��#� �!� .�  
'��#!�0�' 0/ '���!�0$���� 1$�#����� '$� �� ��)��!��$!� �! ��� ��' "� ��%��2 =�!$$�2 �>39?�
���!�1�!�2 ��� #��$��� ��% ��)� ������ #�!!�����'� �� ��� ��������	
�� ������ ��
"�!/  �. ���!%���2 ��.�"�!2 ��� #�!!� ������ 0��.���  ��'� ��' 0��2 .��#� �!� ��'$#�' 0/
�$��� ��%2 0�#�)� )�!� '�)������ @����5$��� /2 ��� �� $�$�  / ����!����' �� ��� ��������
!�%�)� �1 ���������	
��� ��!�2 ��� '�)����� '�%!��� �1 1!��'�) �!� �/��#�  / 1�.�! ����
�� ��� .��<(#�$� ��% !�%�)�� ��$�2 ��� )��� #��  ��%� �1 � .��<(#�$� ��% ����!/ �� ��
�'����1/ ��� !� �"��� )�#�����)�2 .��#� .�  �$!"�"� �� ���  �)�� �1 "�!/  �. ���!%����

����� �����	
��
���������� ������

�� ��#� ����� ��� �/���) .�� ��)� �7�' 0/ '��#�!'��% #��!%� 6$#�$������ �� ��� �� ��'� ��
��� ��)� .�/2 ���� ��#���� �� '�'�#���' �� ���  �.(���!%/ ��#��! �1 ���  ��'�� ��1�!�$���� /2
���  ��'� �!� %�"�� 0/ ��!)� #��'$#��!� *)��� �-� ���!�1�!�2 ���!� '�����/ �1 ������ ��
���$)�' �� 0� � )��� #������� �"�! �  �!%� ���!%/ !��%� =�!$$�2 �>39?� ���� )�<�� ��
�)�����0 � �� '�����%$��� ���  �.( 1!�) ��� ��%�(���!%/ ��#��!2 ���#� ���!� �� �� ����!�����
0/ � %��� ��$�2 ��� #��"������� ��!�$!0���"� ���!��#�2 ��� ��#� ����� '��� ��� .�!<�
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�- �� 0���' �� "�!������ �! �������
������� �1 �#� ��
*��%� ���!%���2 7� '�2 ���#�- �� �'����1/ !�������% ��!$#�$!��� �12 1�! ���)� �2 ��� ��)�
�&�#� �� �0��!"�' ��  �!%� ��' �)�  �#� �� �1 � �!�0 �)2 ��� A�)�  �!A "�!���� �1 �� #�� 0�
'��#�!'�'2 0�#�$�� �� �� )�!�  �<� / �� 0� �"�!���� �� �0��!"�0 ��� =� � ��'2 �>3>? �!�"�'��
� ��#� ���!�'$#���� �� ��� 7� ' �1 
�� ���#� ��� 
� .�  0� $��' �� �'����1/ ���  �.(���!%/
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������ ���� ���� !"�� #$�"�� #�%&�'� %'� �(! )*� %+ !' %)��!"%�,)�%-��" �()!'#�%'�
�&% �%"�''�*�'� )�%��##�# V̂12 = ei(Φ1−Φ2) !'- V̂23 = ei(Φ2−Φ3) .����' -!#��- *�'�#/ !��
�%'"�!�"�- "% ��'��!"� V̂13 ."���$ ����' *�'�/� ��'�� V̂12 -�#���0�# �*��"�%' "�!'#)%�" +�% 
*�!- 2 "% *�!- 1 !'- V̂23 �# "�� �%"�''�*�'� �1�' #"!�"�'� �' *�!- 3 !'- �'-�'� �' *�!- 22
"�� �'+%���- )�%��## V̂13 ��3��"# ��!��� "�!'#)%�" +�% *�!- 3 �'"% *�!- 1�

#��"%� %+ "�� *�!-#2 "�� ���� -�#��##�-  �"�%- �# ! ����� %� ����	�
������� ��� �����+%��2
"�� ��'%� !*�#�- 4�!'"�"5 &�** 0� !' �'���5�
��� #"!�"�'� )%�'" %+ "�� 
� �# "% -�6'� ! ����,�'���5 ��"%7 D +%� "�� *�!-#� �"!"�# &�"�
�'���5 !0%1� "��# ��"%7 !�� �%'#�-���- "% 0�*%'� "% "�� ����,�'���5 #��"%� !'- "��#2 �!'
0� �'"���!"�- %�"� �' ���� ����� ��!��� 3��"�!"�%'# %' "�� �#*!'- &��� -�#�!�-�-2 &����
� )*��# "�!" *�!- #"!"�# %+ �'���5 EC !�� !*��!-5 %1����*�-� ��� �'�"�!* *�!- 0!'-&�-"�
�# ��1�' 05 D(� = 0) < EC � ���%�-�'�*52 "�� �-�! �# "% ��'%� !*�#� "��# ��"%7

D(�) = D(0)e−� .��89/

&�"� ��'%� !*�#!"�%' 3%& )!�! �"�� �2 !'- #"�-5 �%& "�� �%"�''�*�'� ! )*�"�-�# Jjk !��
�7��"�- !# %'*5 *%&�� !'- *%&�� *�!- �'�����# �%'"��0�"� "% "�� #5#"� � :%'��)"�!**52
!# "�� 3%& )!�! �"�� �'���!#�#2 "�� *�!- 0!'-&�-"� �# -����!#�- !'- *�!-,+�� �%' #"!"�#
&�"� �'�����# ω > D(�) !�� �'"���!"�- %�"� ��'��2 &�"� �'���!#�'� 3%&2 "�� ��*�1!'"
�'�����# !�� �()%'�'"�!**5 ��-���-2 "�� 3%& �# "%&!�-# "�� #"�%'�,�%�)*�'� ���� �� ;��
"% "�� -���1!"�%' %+ "�� 
� �4�!"�%'# �' "�� &�!$,�%�)*�'� ���� �2 "�� )��"��0!"�%' &�**
�1�'"�!**5 0��!$ -%&'� ���# � )*��# "�!" "�� &�!$,�%�)*�'� 
� , -�#��##�- ���� , �!'
�'-��!"�2 0�" '%" )�%1�2 "�� ��*�1!'" *%&,�'���5 )�5#��#�
��� �4�!"�%'# -�#���0�'� "�� ��!'�� %+ )�5#��!* 4�!'"�"��# �'-�� ��'%� !*�#!"�%' !��
�!**�- �� ��	����
� �' "��# #��"�%'2 "�� 6�*-,"��%��"��!*  �"�%- %+ %)��!"%�,)�%-��"
�()!'#�%' .��/ �' �% 0�'!"�%' &�"� <��$# "��%�� 2 �+� =�*"*!'-2 �9>9?2 �# �#�-� ����2
"��# )�%��-��� �# 0���35 #$�"���-� �' ���� ����� "�� #5#"� �# -�#���0�- 05 �%"�''�*�'�
%)��!"%�# V̂jk �

�= ei(Φj−Φk)� ��� �� �%'"�!�"# "&% !�0�"�!�5 �%"�''�*�'� %)��!"%�# V̂jk (τ)

!'- V̂j′k′ (τ
′) !�"�'� !* %#" !" "�� #! � .� !��'!�5/ "� � τ !'- τ ′� ��� ��#�*" %+ "��#

�%'"�!�"�%' �!# "% 0� �4��1!*�'" "% !'%"��� �%"�''�*�'� )�%��## �' "�� #5#"� !" "� �
(τ + τ ′)/2� ��� �()!'#�%' �%�@���'"# "��' -�"�� �'� "�� 
� �4�!"�%'#� <��*� "�� 6�*-,
"��%��"��!* 0!�$��%�'- �# !0#"�!�"2 "�� �%'"�!�"�%' �"#�*+ �!' 0� �'-��#"%%- 05 #� )*�
�()*!'!"�%'#� �' ���� ���2 "�� !0%1�  �'"�%'�- �%'"�!�"�%' �# #�%&'� ����2 "&% -�7���'"
�%"�''�*�'� )�%��##�# V̂12 = ei(Φ1−Φ2) !'- V̂31 = ei(Φ3−Φ1) !�� �%'"�!�"�- �' +!1%�� %+ "��
"���- )�%��## V̂32� ���#2 !# *%'� !# "�� �%"�''�*�'� �1�'"# !�� )���*5 0%#%'��2 %'� �!'
�'-��#"!'- "�� �� !# "�� �% 0�'!"�%' %+ "&% �%"�''�*�'� )�%��##�# �' %�-�� "% %0"!�'
! "���- )�%��##� �' :�!)"�� �2 "��# &�** #*���"*5 ��!'��2 #�'�� ! �� !�'�'� +�� �%'�� #��"%�
� )*��# ���"!�' !'"�,�%  �"!"�%' !'- �%  �"!"�%' �%'#"�!�'"#2 �+� =�!�2 �9>A?�

��� %0"!�'�- 
� �4�!"�%'# +%� "�� #5#"� , #�%&' �' ���� ��� +%� M = 5 *�!-# , !�� ��1�'

��
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dJjk
d�

=
∑
m �=j,k

JjmJmk, ������

����� Jjk  �!"�#��! "$%&''�(#') ��%���' %�$  #!%#'"% (�* !+ #��� j �= k� �' "$,-*�#!$' %$
%�� �"��#�.��/0$(. %�*'!1$�,*%#$'+ %�� %�$ "$%&''�(#') -�$"�!!�! 2�!% �3"#%� *' #'%��,�/
 #*%� !%*%� #' (�* n+ ��#"� #! #,,� #*%�(�  ��3"#%� + "$'%�#�&%#') %$ %�� -�$"�!! ��%���'
(�* ! j *' k� 4&�%���,$��+ �5� ������ #,-(#�! %�*% *(( "$%&''�(#') *,-(#%& �! 6$� %$/
�*� ! !%�$')/"$&-(#') *' + !#'"� %��� *�� *(( �'1$�"#') �*"� $%���+ %��� �#(( 6$� %$�*� !
#!$%�$-�+ Jjk (�) → (1− δjk) J (�)+ 7�(%(*' + �8��9� ��� 
� �5&*%#$' 1$� %�� #!$%�$-#" "$&/
-(#') %��' ��* ! dJ/d� = (M −2)J2� ����+ M #! %�� '&,��� $1 *%%*"�� (�* !� �$%� %�*%
1$� M < 3 %���� #! '$ 
� �5&*%#$'+ ��"*&!� %�� ��#'1$�"#') ,�"�*'#!,  #!"&!!� *�$:�
"*''$% �$�;� ����+ $'� $�%*#'! �#%��� ��!$'*'% "�*�)� %�*'!-$�% 1$� <$&($,� -�*; "$' #/
%#$'!+ 74&+ �8�89+ $� * <$&($,�/�($";* � #!(*' 1$� ng "($!� %$ *' #'%�)��+ 7�=%>�'+ �8��9�
��&!+ *% (�*!% %���� (�* ! *�� ��5&#�� 1$� %�� "$%&''�(#') -�$"�!!�! %$ �'%�� %�� !%�$')/
"$&-(#') %��$���
�*:#') %�� !�% $1 
� �5&*%#$'! $'� "*'  �2'� %�� �'��)� !"*(�+ ����� %�� -��%&��*%#$'
%��$�� *--(#� #' %��  ��#:*%#$' ���*;!  $�'� �#'"� %�� !%*�%#') -$#'% $1 %�� 
� �*! %��
"$%&''�(#') �*,#(%$'#*' #' �5� ���??�+ %�� *�$:� 
� �5&*%#$'! *�� '$% :*(# *'� ($')��
���' %�� Jjk ��*"� $� �� ∼ 1� ��"*&!� 
� %�"�'#5&�! *�� $1%�' &!� %$  #!"&!! !-#'
#,-&�#%� !"*%%��#') *' ��"*&!� %�� $�@�"% $' %�� #!(*' #! �.�"%#:�(� * '$'/($"*( !-#'+ "1�
��"� �����+ %�� "�$!!$:�� �'��)� !"*(� #! "*((� ����� �����	
��	�� �' %�� ����  #!"&!!� 
!�!%�, %�� A$' $ %�,-��*%&�� #! �!%#,*%� %$ �� 7�*&+ �8�B9

TK � D(0)e−1/[(M−2)J ]. ������

������� +%�� !%�$')/"$&-(#') ��)#,� #! ��((/ �2'� �� �'��)#�! ω < TK � 	$��$:��+ *((
"$%&''�(#') -�$"�!!�! �#(( �'%�� %�� !%�$')/"$&-(#') %��$�� �#%� �5&*( !%��')%� J � 4#'*((�+
*'$%��� 1�*%&�� $1 %�� -��!�'% 
� *'*(�!#! #! %�*% #%  $�! '$% )�'��*%� *  #%#$'*( -�$"�!!�!+
��#"� ���� *�!�'% #' %�� ��)#''#')� �' <�*-%�� � * !�!%�, #!  #!"&!!� + ����� *  #%#$'*(
#'%��1���'"� �.�"%! "��*%� !-#'/ �'!#%� 6&"%&*%#$'! #' %�� (�* !� 0����*! %�� 6&"%&*%#$'!
*�� '�)(#)#�(� *% ��*;/"$&-(#')+ %��� ��"$,� ,$�� #,-$�%*'% *! %�� (�* �*' �# %� #!
 �"��*!� � ��#! #,-(#�! %�*% * 
� *'*(�!#! #! "*-*�(� $1 �#)�(#)�%#') ��(�:*'% -��!#"*(
-�$"�!!�!+ �:�' #1 %�� ,$ �( #'#%#*((�  # '$% #'"(& � %�$!��

����� ������	
��� ���� �����

�! %�� ��*;/"$&-(#') 
� *'*(�!#! !�$�� + %��  #.���'% "$%&''�(#') *,-(#%& �! 6$� %$/
�*� ! #!$%�$-�� ��#!  �2'�! * ��������� #' %�� ��*;/"$&-(#') 
�� ��� *#, $1 * !%�$')/
"$&-(#') %��$�� #! %����1$�� %$ %�!% ���%��� %�� 23� /-$#'% #! #' �� * !%*�(� !$(&%#$'
$1 %�� !�!%�,� �1 %�� 23� /-$#'% %&�'! $&% %$ �� !%*�(�+ %�� #'#%#*((�  #!"&!!� �.�"%#:�
!�!%�,  �!"�#��! %�� ,$!% ��(�:*'% -*�%! $1 %�� ($�/�'��)� -��!#"!� 0��' * 23� /-$#'%
%&�'! $&% %$ �� &'!%*�(�+ %�� �.�"%#:�  �!"�#-%#$' �#%��� $:��($$;� #,-$�%*'% �.�"%! $�
%�� !%�$')/"$&-(#') ��)#,� #!  $,#'*%� �� "$,-(�%�(�  #.���'% ,�"�*'#!,!� �&";#(�+ #'
%�� "*!� $1 %�� !�!%�, ����  #!"&!!� %�� $�%*#'� 23� /-$#'% %&�'! $&% %$ �� !%*�(��
<$'!# ��#') �'��)� !"*(�! ��($� %�� A$' $ %�,-��*%&�� TK + %�� �*,#(%$'#*' Hweak+ !��
�5� ���?C�+ #! '$% :*(# *'� ($')��� �����1$��+ $'� !%*�%! �� 1$�,&(*%#') %�� !%�$')/
"$&-(#') �*,#(%$'#*'+ ��#"� "$���!-$' ! %$ %�� 23� /-$#'% $1 %�� ��*;/"$&-(#') 
�� �'

��
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��� ���� �� � ��� !� 	�"�#��� $�% ��&'!�( �� M !��(�) ��� ��*�!������ ��  �+�� $,

Hstrong = −J
M∑

j �=k=1

cos (Φj − Φk) . -��.�/

�� 01�) 2334) 1�) �55�6) �� �7&�+�!���� $��8��� *&!��9������! :��(� '#�$!�*� ��( 7&��9
�&* $#�8���� *����� �� '�#��(�� '�������!� 8�� ����$!����(� ��� �(�� �� ���� �� ���
��#�� 9��&'!�� #� �*� Hstrong 8�!! �;����+�!, '�� ��� !��( '����9<�!(� �� � ��#���� ���9
< &#����� {Φj}) 8���� *���*���� ��� ���# ,� �� ���� !�*�� �� '���( '����9<�!( (�;�#�����
*&!��'!� ���< &#������ *���*���� ��� ���# , �%���� ����#'#���� ��� +�#��$!�� Φj �� ���#9
(������ �� � '�#���!�) !��(� �� 7&���&* $#�8���� *����� $��8��� (�;�#��� ���< &#������
���� *���*��� Hstrong� ���� (���&����� ��� $� &��( �� ���8 ���� ��� �$�����( <%�(9'����
�� ���$!� � ����� ������#�'��� �� ��� ���&���!�� �*'!��&(��� ���� ���� � '�#�&#$�����)
8���� $#��=� ���  #�&�(9����� (� ���#��, �� ��� $�%) �� � � (�#��� ��&'!�� �� 	�"�#���
�'�#���#�) �� #�!�+��� ��( 8�!! ���#���#� (���#�, ��� ��#� (���&���( <%�(9'�����
�� 8�, �� �''#���� ��� �,���* �� ��#�� ��&'!�� ��  �+�� $, � �#�����#*����� �� ���
!��( '����9<�!(�) �� 8�� (��� $, �>#� �� 0�>#�) �52?6� �� 0��&) �5246) �� 8�� �# &�( ����)
(&� �� ��� <�!( '����� �� ��#�� ��&'!�� ) ��� '����9(�;�#����� Φj − Φk �#� �#�@�� �&�
��( ��� ��!, #�!�+��� (� #�� �� �#��(�* ��  �+�� $, ��� �����#9��9*��� '����

φ0(x) = g0

M∑
j=1

φj(x), g0 =
1√
M
, -��.A/

8��#� ��� $�&�(�#, �����#9��9*��� <�!( ��  �+�� $, Φ0 = φ0(x = 0)� ���� ���� �7� -��.�/
�� ��+�#���� &�(�# � ����� �� ��� �����#9��9*��� <�!() ����� ��� <�!(� Φj ��( Φk 8�!! $�
������( $, �� �7&�! �*�&��� ���� "&���<�� �8������ �� � ��8 $����) 8���� ��# ��� $�&�(�#,
<�!(� #��(� Φ̃j

�

�= Φj − g0Φ0 8��� ��� �����#����
∑

j Φ̃j = 0) ��� 0��&) �5246� ��� ��#�� 9
��&'!�� ��*�!������ �� ����  �+�� $,

Hstrong = −J
M∑

j �=k=1

cos(Φ̃j − Φ̃k). -��../

����#����� !,) �7� -��../ (��� ��� ���!&(� Φ0) 8���� �*'!��� ���� Φ0 ��� $� ���� �( 8���9
�&� ���# , ����� �� ���!� , �� 01�) 23346) ���� ��##��'��(� �� �#�� *����� �� ��� '�#���!�
�!�� ��� Φ09(�#������� ���#���#�) ��� �����#9��9*��� <�!( Φ0 8�!! (�*����� ��� !�89
���# , '�,���� �� ��� �,���*�
�� ��� ��(�+�(&�! !��( '����9<�!(� �#� '����() ���# �� 8�!! ���+�!, B&��&��� $��8��� ���
!��(�� ��� #�*����� (� #�� �� �#��(�* �� ����  �+�� $, Φ0) 8���� (���#�$�� ��!!����+�
�#���'�#� $��8��� �!! M �������( !��(�� ���� ��� $� +��&�!���( $, !��=�� �� � ��� !� '#�9
���� ��������( �� ��� ��#�� 9��&'!�� *�(�!) �� � eiΦ̃j ∼ ei(Φj−g0Φ0)� �� g0 = 1/

√
M ) �&��

� '#����� ��##��'��(� �� ��� �$��#'���� �� � ���# � �� !��( j) 8��#� ��� ���# � 8�� (�*�9
�#�����!!, ��!!����( �#�* �!! !��(�� ��� '�,����! '#����� ��##��'��(�� �� ���� �$��#+�����
�� ��� �$��#'���� �� � C��'�# '��# �� !��( j) (&� �� #������� ��(#��+ #�B������) ��( ����
���# � �� ���� (�*��#�����!!, (���#�$&��( �+�# �!! �������( !��(�� ��&�) �;����+�!, ����
!��( �$��#$� ���# � 2e/M � ����� ��� ���(&������ ��  �+�� $, ��� '#�(&�� �� ��� ���(&�9
����� 7&���&* -e/h/ ��( ��� ��� �#�����##�( ���# �) ��� �$����� ��� @�#�9��*'�#��&#�
��( @�#�9$��� ���(&������ �� ��� �,���*) 0�!�!��() �52�) D�@&��+) �52A6)

Gjk =
2e2

h

(
δjk −

1

M

)
. -��.E/

�A
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���� ����� �� �������������� ������ ! ��� ����!� ���� ��� �������� ����� �� ������ ��������

��	� 
���� ��� "�#$%� 	� ��  �� � �� � ����� �� ���� !&���������� �' ()� ������ �)� ��
��� ��*���!� �� ��� *��(���� ���  � &����� �*� � ��� (�+ �� ,�� ��� ����' �� �� �� ����-�
��� � ) �.)� ��)*�� ! �� ��� �������� ������ ���������' ��� �(�������� �� ��� �#$ ��
(������� �� (� � ����� � ������� ��� ��� �+���� �� �� �/�� � ��� ���� �� 	 �����)� *)(��&
����� � 012��' �34�' ����� �' �345' 12��' �345' /�6) ��' �34�' ��)!!�' �347�' 12��' �3489'
��������� � �� ��� ���� ����)���� :+��&*�� � -��� ����)����� ;��� �� ����� ��������� �
����� ���� (��� �����!�' ���*����)�� �� � ������� ! ������ ���������' � �� !�� ��<��� �
(�+ �� -��� ) �������� � � � ���!� ��� �� *�������� � �+���' -���� ���� ��� �� (� ����:��
� �+*����� ���
	 0��)' �34=9' ��� ���� *���� ��� ����)���� -�� !� �������� �� �  ��-��, ���*���� ��
�)���*�� ��<��� � (�+��� 	 �)��  ��-��,�' ��<��� �&���� <) ���� � �� ����� ���� ���
���*�� ��)*�� !' � � ���� �� $.� "���>%' -���� ���)��� �  �- ������� ������������' ���
���*�� ��<��� �&���� <) ���� � -��� ��-��� (� *���� � �  ��-��,� �� ��<��� � ���� ��'
-���� �� ���)�� � �#$� � � �����)�� (�+�� � ���� � ���!��  ��-��,� 	 
��*��� 5'
���  ������ �� 0��)' �34=9 -��� (� )���' � -���� � ��������� �� ����� & �� �!���)���
��)*�� ! �� � �� !�� ��<��� � ���� & ���� � (��� �� �)(������� ?�� ���� ��- � ��!���
�)�� (��� �� �)(������� �+��(�� ��� �#$�
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	 ���� ������ ��� ���)� -��� (� ���� � ��� ��*���� �� �� �1;� ��� .)� �)� ���*)&
����� � �� ����)���� � ;��� �����' � � �� ��-��� ��: � � .)(�� � ����� �� �/���
1���)�� �� ���  � �������� �� ��� ��<��� ��' ���� .)(�� �� ��*���!������ *�������� �!�� ��
����� �������� �� ����� ����' 0#�����' �3349� ��)�' ��� *��*���� �� )�� ��<��� �� ���
.)� �)� � �������� *)�*���� �� �� ��� �� ��� :��� ��<��� �&������� *)(������� � � �� &
�� ��� ������ *������' ��� 01�� �,,��' �3459� 	 ����� �� ) ������ � ��<��� �&(����
.)(��� � � ��� ��*��� �� 
��*��� � � ��� �� ��+� �� .)� �)� � �������� � � .)� �)�
���*)����� ' ���� ������ ������ -��� � ����� � ����)���� �� .)� �)� !����� 	 ;��� �����
��� �	���	�	 ��� ����� 0��)!!�' �3489' �� ����� ������� ��� ����� � 0#��6�!' �3489' �� � &
����)���� �� ���� .)(�� �� ���� ������ ��� ������� ����)���� ��<��� � ����!� ! ���� �' ���
��� !��� �� �� ����(���� �� �� �� � -��� �� ������ ��� � �������� ������ � ��� ���� �'
���� ��� ��*���� ����� �� ����&�)� �������� �����-����' ;��� ����5 �� ��� � ��� �����&
����� �� .)� �)� !���� � ��� ����� ���������)��' -���� ��� ����)���� �� �� !��&.)(��
!���� ��� �+�� ��� �� ���*�� �-�&.)(�� �*������ ��
��� :��� *��� �� ���� ������ �� (���� � ��� �+����� � (��, (� ������ � � 
�)� !
0������ ' �3439� ��� ����� -�� � ����)��� � 0��)!!�' �3489 � � 0#��6�!' �3489� ?�� �
����)���� ��  ��-��,� �� ��<��� � .)(���' -���� ���� ��!� �)����� �� ����� �����' ���
0�� ��)' �347' ��)!!�' �347(' ���� �,�' �3489�

����� ����	�
 ��	� ��� �������� ����	�
 ��
��	�	���

?�� .)� �)� ���*)����� �-� ��� �������� � �+���� ��� :��� � � �� ����(���� .)� �)�
���*)����� ' -���� .)� �)� � �������� �� ��� �� � ��� @��(��� �*��� �� � @������ �� 
H [ξ(t)]' -���� ��*� �� � � ��� �� *��������� ξ(t)' �� �� �*)����� (� ��� !���)�� ��� !�
�� ��� @������ �� *���������� � � ���*�� �+��*�� ��� ����(���� .)� �)� ���*)����� 
�� !��� (� ��� �.)����� �� �� � .)(�� � � � �*� &1/2 *�������� ;)**��� ! ���� ���� �*� ��
���� ��� � � �� ��� �������� ' � ���� ! ��! ���� :���' -���� �� �-������ � �� t = 0 -���
���! ��� �*� � ��� ���� ����� � ��)�' ��� .)(�� �� (� � ��������� � � � ����� (� ������ !
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��� ��������� �� ��� �������� ����� 
������� ��� ��������� �� ��� �������� ���� � ������
 !������ �� � ������ �� ��� !��������  �� ξ(t) � "��� ���� ���  !�� �����#  ���� �� �����$
� ������ �� "��� %���� ������� "��� ��� ����� ���������# �� ��� ������ �� !�������� � 
 ��" ���&�� ��� ���  !�� �� �����" �� '��������# ��� (&%��  ���� "��� ������ ����&���$� ��� 
"�$ �� !��������� (&���&� ���!&������ �  $ ������!������ ��� ��!������ � !��� ���
��� �)��!�� ��� '������$ �� ��� ����%���� ����!&������� 	� ����� �� �&������� ����# ���
�� �� ���!��� ��� ����!&������  ����� �� '����& ���!����� ������� � *!�� ��� ��
��� �� !����'�  $ ���+ ������� �� ��!�� ��� ��� ��������� � ��������� ��� ����%������$� 	�

��!��� �# ��� ���� �� ����%���� (&���&� ���!&������ � %���,$ �� �&  �� ��� � ��-�����
 $ ����
���  ����� ��� ���� �� �&  �� ��������� ��� (&���&� ���!&������ � �������# "���� ����� 
�� ��� ����&�� ����� ��� (&���&� ���!&������� ��� ���� %����� �� � ���� �� ������$ ��
���  ���� ���!&������ # � �)��  �� �� �!������� �  &.����� ��� ��� !�  �%�� �!������� �
��� ��!��� ���� ��$ (&���&� ���!&������ ��� %� �����!� �� �� ���������$ (&���&�
�!������� # "���� ����� ��� ��������	  ��� ���������# ��� ���� ��'������ �� !&� &���
��� ��������� � ��� ���� ��� ��!��������� � &��'�� ��  �� �� (&���&� ���� # "���� ����
��!�� ��� ��� %&������ %���/ �� &��� ���� �� � (&���&� ���!&��� ��� ���  �&����  $ ����
���� ��� ���� ��� ����� �� (&���&� ����� ���������� ���� ��� %� & �� ��� ���!&��������
!&�!� � � � �� � �� ��� (&���&� ���� �&�� �&� �� %� ��!�������� �� �  ��!�� �� ����#
����� �)� � ��"�$ �� ��� � ��� �!�������# "���� �&�� �&� �� %� '��$ ��.�&��� 0�� ��-��
���� !������� ��� � ��� T ����� 1����� /�# �2345# "���� "��� %� �� �&  �� ������

���� �����# �!������ ��� �)!�������$ ���������# ���� Ẑ# ��� ����� �����'��&� ��� ��'��
%$ ���������� ��� 6���6# ���� Z� 0&���������# ���  ��"� ������� ��� �� ��� %� � ��
Ẑ������ ���� # ���� |0〉 ��� |1〉# "���� Ẑ |0〉 = |0〉 ��� Ẑ |1〉 = − |1〉� 	� ��� %� � # �  �����
(&%�� � ��'�� %$ |ψ〉 = a |0〉 + b |1〉# "���� � !��������� �� %$ �"� ���!��) �&�%�� a
��� b# "���� ��'� �� �%�$ |a|2 + |b|2 = 1� � ��� ���� ���&�� ��� �&�%�� �� ������ ��
������� �� �"�# ��� ���'������ "�$ �� �� �&  �  ����� (&%�� � ��� 7���� ��!�� ���������
8���# ��� !&��  ���� |ψ〉 � '� &��� �� %$ � !���� (ϑ, ϕ) �� ���  &����� �� ��� &���  !����
1���� ��# �2325� 	� �������# ��)��  ���� ρ =

∑
j |ψj〉 〈ψj| ��� ���� ��'�� %$ !���� �� ���

��� &���  !����� 9&���� �!������� # ��� �%�'� ���� �� �� %� !�� ��'��# "���� � "�$
 ������(&%�� (&���&� ���� ��� %� �� ���%�� �� ���� �� 2×2 &�����$ ������� � ��� �����
 ���� "��� ���  ��!�� � ��� $�� �� � ��!������  ������(&%�� ���� # "���� ��� �� ���%��
%$ ��&�� ������� 

X̂ =

(
0 1
1 0

)
, Ŷ =

(
0 −i
i 0

)
, Ẑ =

(
1 0
0 −1

)
. *��:4+

��� ����� !������ ����� ���� ��� ���� ��'�� %$ |0/1〉 ��� Ẑ# |±〉 = 1√
2
(|0〉 ± |1〉) ��� X̂

*"��� X = ±1+ ��� |φ±〉 = 1√
2
(|0〉 ± i |1〉) ��� Ŷ *"��� Y = ±1+� 7���& � �� ����� ������

�� ����� ���� �� ���������&���� ��&�� # ��� �!������� ��������� �%�'� ��� ������ ��&��
,�! � 	�# ��� �)��!��# ��� (&%�� � !��!���� �� |0〉# � ��&���; ,�! "��� ���� �� X̂ |0〉 = |1〉�
	� ��� 7���� ��!�� �������� ��� �!������� � �����%$ ��'�� %$ � π��������� ���&�� ���
X��)� # �� &����� �� � ,�! �� ���  ����� �������& �$ Ẑ ,�! |+〉 �� |−〉�
�% ��'��� ���� � ��&�� �!������� ���� �� � �������� �� ��� (&%��# ��� ��� ���/ �� � �������
�������� ��'�� %$

e−iϑẐ = cosϑI2 − i sinϑẐ =

(
e−iϑ 0
0 eiϑ

)
= e−iϑ

(
1 0
0 e2iϑ

)
. *��:<+

	� =(� *��:<+ ��� ��� � ���%�� !�� � �� e−iϑ# "���� � "�$ e−iϑẐ "��� ��& � � 2ϑ���������
���&�� ��� Z��)� � 0����"��� 1���� ��# �2325# ���'�������� !�� � ���� �� S����� �� ���

�>
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Sz = e−iπ
4
Ẑ �

(
1 0
0 i

)
, Sx = e−iπ

4
X̂ =

1√
2

(
1 −i
−i 1

)
. ������

����� ��� ������� � ! �� �"� !��#$� �%& �$�' ���� (%�)*% !"*��� *�� )��" + *�� � (*���
$�!%����� π/2,���*�$��� *�� �� �"� Z, *�� X,*-$� ���!�'�$#�%&� �� �����  ��� *��$�$��*%
(*�� $� ($#�� )& �"� �&�����$' � !��!��$�$�� �� X̂ *�� Ẑ *�� $� '*%%�� �"� �������� (*��

Ĥ =
1√
2

(
X̂ + Ẑ

)
=

1√
2

(
1 1
1 −1

)
. ���./�

�"� �0�'� �� �"� �*�*�*�� (*�� Ĥ $� �"� �-'"*�(� �� X, *�� Z,�$(����*���� 1"$'" $�
1"& $� '*� )� #$�1�� *� * )*�$� '"*�(�� 	� %$���*� ��� �"��� + *�� � (*��� *�� ��������
�� *� ���	
�� ����� ���� �"*� �"��� $� * ��� ��*�'& $� �"� *)�#� + *�� � (*���� 	�� ���
�-*�!%�� ��� $� *)%� �� !������ π/2,���*�$��� *�� �� * ($#�� *-$�� �"�� ��� '*� *%�� ���*��
*)� � π� �" �� �"� ��� {X̂, Ŷ , Ẑ, Ŝz, Ŝx, Ĥ} $� �#��'��!%��� $� �"� ����� �"*� X̂ = Ŝ2

x�
Ẑ = Ŝ2

z *�� Ŷ = iX̂Ẑ� �����#��� ��� '*� �"�1 �"*� Ĥ � ŜzŜxŜz� �"�������� �"� �$�(%�,
+ )$� 
%$0��� (�� ! $� �!*���� )& Ŝx *�� Ŝz�
�"� *)�#� ��� �� + *�� � (*��� $� ���  �$#���*%� �"$� $�!%$�� �"*� �"��� *�� �$�(%�,+ )$�
�!��*�$��� �"*� '*���� )� *''��!%$�"�� )& ��%&  �$�( 
%$0��� (*���� 	� ����� �� *'"$�#�
�$�(%�,+ )$�  �$#���*%$�&� ��� "*� �� *�� * ���,
%$0��� (*��� ��� '��#���$��*% '"�$'� $�
�"� T ,(*���

T̂ =

(
1 0
0 eiπ/4

)
� e−iπ

8
Ẑ . ���.2�

�� 3+� ���.2� $��$'*���� �"� T ,(*�� $�!%������ * π/4,���*�$�� �� �"� + )$� ��*�� *�� ��
�"� Z,*-$�� 4 � �� �"� ����$���� $���%�#*�� (%�)*% !"*�� �"$� (*�� $� *%�� 5��1� *� π/8,
(*��� ) � $� $� )����� �� 6 �� '*%% $� T ,(*�� 7�$�%���� �/2/8� �"� '��#��$��'� �� '"���$�(
�"� T ,(*�� *� *� *��$�$��*% (*�� '*� )� ���� )& T̂ 2 = Ŝz� 9$�*%%&� �"� �$�(%�,+ )$� 
%$0���
(�� ! $� '��)$�*�$�� 1$�" �"� T ,(*�� $� *  �$#���*% ��� �� �$�(%�,+ )$� (*����

�*#$�( $����� '�� ���  �$#���*% ��� �� �$�(%�,+ )$� (*���� ��� ����� *� *��$�$��*% �!��*,
�$�� �� '� !%�� *�� �����#�� ���*�(%� �$0����� + )$��� �� ��*'" + *�� �,'��! �*�$��*%
 �$#���*%$�&� 9�%%�1$�( 7�$�%���� �/2/8� * '��#��$��� (*�� ��� �"*� ! �!��� $� �"� '�����%%��,
��� (*�� �
����� 1"$'" $� * �1�,+ )$� (*�� 1$�" * !����:��� '�����% + )$� �
� *��
�*�(�� + )$� ���� �"� 
��� $� ($#�� )&

CNOT =

⎛
⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠ =

1

2

(
1 + Ẑ

)
C
⊗ (I2)T +

1

2

(
1− Ẑ

)
C
⊗
(
X̂
)
T
. ���.��

�"� *'�$�� �� 
��� ��!���� �� �"� '�����% + )$��� ��*�� |ψ〉C� 	� |ψ〉C = |0〉C� �"� ��'���
*����� $� 3+� ���.�� 1$%% )� � !!������ *�� �"� �*�(�� + )$��� ��*�� 1$%% ���*$�  �'"*�(���
	� �"� '�����% + )$� $� $� �"� Z = −1,�$(����*��� �"� �*�(�� + )$� $� ;$!!��� $��� X̂ |ψ′〉T�
�"�������� �"� 
��� $� *%�� �����$��� '*%%�� '�����%%��,X (*��� $��� Ĉx

�

�= CNOT�
9�%%�1$�( �"� *)�#� %�($'� ��� '*� $�!%����� *�& '�����%%�� �$�(%�,+ )$� �!��*�$��� 9��
*� *�)$��*�& �$�(%�,+ )$�  �$�*�& �!��*�$�� Û � �"� '�����%%��,U (*�� $� ($#�� )&

CU =
1

2

(
1 + Ẑ

)
C
⊗ (I2)T +

1

2

(
1− Ẑ

)
C
⊗
(
Û
)
T
. ���.<�

9$�*%%&� ���  �$#���*% ��� ��� + *�� � '��! �*�$��*% ! �!���� $� ($#�� )& {Ŝx, Ŝz, T̂ , Ĉx}�
3#�� �"� (" �"$� ��� $� ��$%% �#��'��!%���� )�'* �� �� T̂ 2 = Ŝz� $� *�& !%*����� ��� �����

�=
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�� ��������� �� ������������ ���� ��� ������ ��� ���� ���� �� ��� ��� ���! "��#� ���$
�� ������%��& �� ��������$ ��� ���������� $����� �� � �� �� '�� ��  � ���& � �� ������ ��
��������� �� ��� T #$���( ���� ���������� )��� *� *����� ��������! �$����� ������ ����
������� ���� �*��������� )��� *� ��� �� ��� �����)��$ ���������

����� ������	� 
�� �
��

	� �+++( ,���! ,�-�����.� ���� ����! "�� ��� �������� ��� ��� �������������� �� � � ��#
� � ���� ��� /,�-�����.�( �+++0( )���� ��� ���� 1��)� �� ��� ,�-�����.� ��������� 23
��� ��&����� �&���� ��� ���� )��� ������������! � *��� ��! �� ��� �! *� �����*��� �3 ���
�*����& �� ���������� ��� ����� �� ��� � *��� �� ��������&� 43 ,���������� ����� ���� �� *�
� �� ���$�� ���� ����� ������! �� $��� ����������� �3 ��� ��� �� ��������� �  ��������
��� �� � ��� � $����� 53 � *��#�����"� ���!#� � ��� �� *� �������!� 6��� ��� $� ��� ��
��� "�� ��� �������� ��� ����#�%�������$( �� ��  ��� � �� � ����� ����&�� ���� �� ��!�� ��
�� !& � �����"� �&���� ��� ��� ����������� �� � ��� � ���� �������
���� ������� �� !�!�����! �� ��� ��7����� *�% � *�� 8�9�3( �� �� ����)� ��� ��������& ���#
�����!( ������$���� � ��� � ���� ������� �� ����� ��� !�:����� ��������� ��� ��� ������
��������� �� ��( ��� �%�����( ��������� ��� ���!#� �( ���& ��� �� ��� �����*�� ������������
)��� *� !��� ���! ����� ;�� � !������! !��� ����� ��� /�� $$�( �+2<0 ��! /=��.�$( �+2<0�
>������$ )��� ��� � *�� ������( ��� �&���� �� �������� �� $���� *& �)� �������� �����$ ����#
��*�� ����)����( )���� ��� ���%�������! *& ��� ���� � ������! ���� ��! �%����! �� �
��$����� "��!� ��������( ��� �&���� �� '�����$ ��! ��������� �%��*����$ ����$��$ �:�����
�� �( ��� � *�� ������ �� ��� �����!& !��� ���! ����$��$ �����!( ��� >��� ����2� 	� ;�$� ��? �3(
��� � ������! ���� �� ��!�����! *& ��� *��1*���( * � ��� �����! ������ �� ��� ���� �� �� ���
������ � ��������� �����*&( ��� @���������� �� ��� *�% �� $���� *& HBox( ��� 6�� 8���A3�
�� ���$ �� ��� )��� ���$�� LW �%���!� ��� ��7����� ������������ ���$�� ξ( ��� >��� ��2��(
��� �9>� �� ��� �)� ������$���� � ������! ����� ��� �� .��� ����$&� �� �( ��� �&����
)��� ���� �� � �B��� ��� �&����� )��� ���$�� �� ������� ����������� /��*�����( �+2A0�
��� ���$ ���� �� ����� � ������������ ��� �������*�� ! � �� ��� ���������� *& *��� ���
������$���� $�� ΔTS ��! EC ( ��� �����! ������ �� )���#!�����*�! *& HBox� ��� ��� ����
� �� ��� *��1$��� �� ��� ������ �� ��!�� �� ����� 
� ���* �����& ���!������( )���� ��� ���
�� ��� �����)��$ � *�� ����!��$( ��� >��� �����(

X = iγ1γ2 = ±iγ4γ3, Y = iγ2γ3 = ±iγ4γ1, Z = iγ1γ3 = ±iγ2γ4. 8��A�3

@���( ��� �����& ���������� �� $���� *& P2 = γ1γ2γ3γ4 = ±1� 	� ��� �����)��$ P2 = +1 )���
*�  ��!� 	� ;�$� ��? �3 !�:����� �� �� ���������� ���������! �� ���#������& �!!������$ ���
������� �����*&( !�:����� � *�� ���������� ���������! �� ��������& !������� ���������� ;��
�%����� � �� ��#X ��������� ���������!� �� ��� �!!������$ �� �)� �B��( )���� ��� ��
��� ���� ����)��� ��! ��������� ������! �� �������� ��!� �� ��� ������� ���������( ���
����������& �� ��� ��7������ ������� ���� ��& �� ��#X ��������� ��� �� *� ���#����� ��
��� ����.����� !�������� �� ;�$� ��? �3� �����$� ��& ��& �� ��#Z ��������� ��� �� �������
�)� ��7������ �� !�:����� )���� * � ��� ���� ��!� �����*&( ��� ������ ���!)��� ���
�� ��#Z �� !���!�! �� ��� �������� !�������� �� ;�$� ��? �3� ����� ��������& !�����* ��!
� *�� ���������� ��� �� �� � ���������� ���������( )���� �� �� ������$���� ��� ���
�� ;�$� ��? �3 � $$����( ��� � *�� �� )���#!�"��! *& ��� �)� ������$���� � ������! ������
��������( �� >��� ��2�4 ������! � �( ��� ������$���� ����)��� ��� *� � ��! �� ���� ����
���� �)� �B��� 	� ���*������� )��� ��� �*����& ��  �� !�:����� )����( ���%�������!
*& !�:����� � ������! �����( * � ��� �%����! �� ��� ���� ��$����� "��!( ���� ���!� ��
�����*����&� �� �( ��������� 23 �� ��� �*��� ��������! ��� �������� �� � �"���! �� ����

�?



γ1,2,3,4
LW

ξ
γ2 γ4 Gz(ϕ)

Z = iγ4γ2 ϕ
R

Gz(ϕ) ϕ
Gz=+1(ϕ) Gz=−1(ϕ)

ϕ = π

LW

LR < Lφ LR

R Lφ

γ2 γ4

Hz,leads = Ψ†
2 (t0 + t1Z)Ψ1 + h.c..

Ψj

∼ t0
∼ t1 ∝ 1/EC t0, t1 ∈ C

ϕ = arg(t1/t0)

ϕ

Gz (ϕ) =
e2

h
ν1ν2|tz|2 with tz = t0 + t1z,



νj j z Z
Z ϕ

γ2 γ4
π Z iγ2γ4 = ±1

|0〉
|1〉

Hz,QDs =
ε

2

(
d†1d1 − d†2d2

)
+ d†2 (t0 + t1Z) d1 + h.c..

dj j t0
t1

ε
ε� |tz| 2 1

ωz =
√
ε2 + |t0 + zt1|2

X
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�� ���������� ��� �������� �������� �� ���� �������� ���� ����� !������ "��� ��" �#�
��$����%� ���� ��� ��&%���� �� �""���� ��� ����� ��������� �$ ��� !����� ��� �$ ��� �"'
(����)�� �$ ��� �*���� �� ���� ��� �%%��� ���"#��� �� ����������* ��%���" �� ��� ��" �$
��� ������� ������* !������ "�� ������������ %�� �� ����������" ��%���* ��� ���
������)�%�� �����%���� �$ ��� ��+ !���� ��������
������� )���� %�� �� ����������" �* %��������" ���)��'���%���� ������) �(����� ���� 
��� !������ "��� �� ,�)� ��- �� ��� ���" �� ����# $�� ���* ��� %���������) �(��� �����)�
��� ��+� ���� �(��� �� ���� ������������ �� � ����� ��������� #��%� ������� ���� ��%�
��� %���)� �� �����$����" ��� ����� ��������� #�� ������"� .������) #��� ��� �����'Z
��������� ��� �����(�� ���� !������ "�� 3 �����" �� ����" �� � ��)��� #��%� ���%/�
��������� �(�� ��� ����� ������)�%�� �����%��"�%���) #���� �����$��� ��� ��%/)��� �$
!������ "�� 3 �� ����" ��%� ���� !������ "�� 3 ������� ����* �����)���� ��� %���)�
�����$��� �����(�� ��� ��$����%� ��� �� "�%�����" ���� t0 → 0 �� 0!� 1��23�� 	$ !������
"�� 2 �� ��������* �%%����" ��" !������ "�� 1 �� ��������* ����* �����) ��� �����%��(�
��%/)���� �� � ��)��� #���� ��� �%%������� �$ !������ "�� 1 �� $�(����" ������� �� �
%���������) �(���� �����$��� �#�����) �$ ε → −ε �� 0!� 1��23� ���"� �� � �����'Z 4���
�$���#��"� ��� %�� ���� ������� ��� �%%������� �$ !������ "�� 1 �� ��"�� �� )��������
���� � !���� ��������� #�� ������"�
,�� � �����'X ��������� ��� %�� �����)����* ���� !������ "�� 2 �� �� ���'�""���������
	� ���� %��� �����$�����) �� ���%���� $��� !������ "�� 1 �� !������ "�� 3 ������� �� �
�����'X ���������� ���� ���� ���� ��� ��$����%� ��� R �� ��� ��$� ��"� �$ ,�)� ��- ��
��� �� �� �������� ,�����* � �����'Y ��������� %�� �� ������" �* �����$�����) � %���)�
���#��� !������ "��� 2 ��" 3�
��� �������������� �$ ����� 4��� ������ ���* �� ���)��'���%���� %���)� ������) #����
��� !������ "�� ����)��� ��� �#����" �� ���))�� ��� #����" �(���� ���� "��� ��� ��!����
5��'�����) #��%� �� %���������� #��� ��� �������%� �$ ��%�� ������ ���"� �� ������)�%���*
�����%��" ����� �����������

6* ���� ����#��) $�� ��������� �����)� ��� ��$����%� ��� � ����� )��� %�� �� ����������"�
	� 7���))� �893: �� #�� ���#� ���� ��� %�� ���$��� "�;����� !���� ��������� �* %���)��)
��� ��)����% 4�+ �� ��� �����%��(� %���������) ����� ,�� ��� ��������� ����������� ��
0!� 1��23� ��� %�� ���� ��� ��������) ���/� �� � ����� #���� ϕ = Re(t1/t0) = 0� 	�
���� %��� � ����� )��� P̂ (ϑ) = e−iϑZ #��� ϑ = −arctan [Im(t1/t0)] %�� �� ����������"�
������* ��������* !���� ��������� �����" ��� Z'�+�� ��� �������" �* 5��'�����) ��� ���'
��� �����)��� ��" ��� ��)����% 4�+ ����%��) �����)� ��� ����� ���� ��%� � ����� )���
���(��* ������ �� 5��'�����) ��" �(�� ����)� ��� ��<������ ���(�"� � ������� �����%����
��%������ P̂ (ϑ) �� ��� ������)�%���* �����%��"� ��(��������� �� �� �������� �� ���������

��;��" )���� �� � ������)�%���* �����%��" ������ �* ��%������) ��� ������ �$ !������

��� �������������� �$ ������)�%���* �����%��" 
��;��" )���� ������ �� �#�'!���� �������'
������ �����$��� ��� %��%���� �����"�%�" �� .�%� ����� ��(� �� �� )���������" �� ��"��
�� ����# $�� ������������ �$ ���� ���� � ���)�� !����� 	� 0!� 1��23� �#� ��������)
����� ��� ���#� �� ���� ��� ����������� ���%��� "����"� �� ��� ��)��(���� �$ Z� ,��
m "�;����� ��������) ����� #���� ��%� ���� %��������"� �� � ���)�� "�����%� ����� 4�� 
��%� � ����������� %�� ��(��� � m'!���� ������������ 	� ,�)� ��98 ���� �"�� #�� ���"
�� ������� ��� <����'�����* 〈Z1Z2〉 #���� Z1 = iγ1γ3 ��" Z2 = iγ8γ4 ��� ��� �����'Z
��������� �$ ��� �#� �6��� ��� �#� "�;����� ��������) ����� ���#��� !������ "�� 5
��" !������ "�� 4 ���� ��(��(� � ����� ��������� �����$��� ��� %�� #���� "�#� ���

=9



Hz1z2,QDs =
ε

2

(
d†4d4 − d†5d5

)
+ d†4 (t1Z1 + t2Z2) d5 + h.c..

ωz1z2 =
√
ε2 + |t1Z1 + t2Z2|2

〈Z1Z2〉

Ŝx Ŝz

Ŝz

〈Z1Z2〉 → a1 1
2 X 〈X2〉 → a2

Z 1 Z
(a1a2)
1

Z1 a1 = −1
X a2 a1a2 = −1

Ŝx

T

T
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	 �������� �������� �� ����� �� � ����� �� �!���� ����"��#$� 	� �%�������!� �&���� ���'���
�#� T (���� ��) � *���+ '#�"� �#� !���"�� �� �� ��!���� �"���"�) �� �#� $���! ����� |m〉+
,����'�) �� � $����"�$��� ��) � !��)������) Ŝz -������.�+ �/012� ���!� ��� �#� "�%��"�)
���"������ !�� �� �$���$����) �� � �"���!��) '��+ �#� T (���� "���������� �� �%�������� ��
�#� �"���"����� �, � %���� �� �#� $���! �����

|m〉 = T̂ |+〉 = 1√
2

(
|0〉+ ei

π
4 |1〉

)
. 3��456

�#��+ �#� $���! ����� |m〉 �� ����� �� �#� 7����(X ���������� |+〉+ '#�!# �� "�����) ��
π/4 �"���) �#� Z(�&��� ���� �#�� ��� 7���� ����������+ '#�!# '�� "�����) �� π/4 �"���)
��� �, �#� ��#�" �&��+ !�� �� !����)�"�) � $���! ������ �#� �"���"����� �, ��!# � �����
�� ��"� )�8!���+ ���!� �� "�%��"�� 9��(������ �� ������ �#� π/4(�#����

:������+ �#� �$���$�������� �, � %�����$ !�$����" "�%��"�� )�!�#�"��!� ��$�� �� ��
$�!# �����" �#�� ��$��+ '#�!# �"� "�����) �� ���� ���"������� �#�"�,�"�+ �� �� �$��"����
�� ���. �� �#� $��� )�!�#�"��!� $�!#����$� �, �#� ���"��� �#� 
� �"��� %���� �� ��!�)�)
�� ��� �, �#� �'� ,�"$���(��"��� $���,��)� �, �#� !#�"���� �����)� �#��+ �#�"� �"� �'�
)�;�"��� �"�!�����+ ���)��� �� )�!�#�"��!�� �#� 9"�� �� ����� �� ���!�"�� ���������� <�"�+
�#� �����) �� �"���!��) �� !#�"���� ���"�� EC � �#� ��!��) $�!#����$ !�$�� ,"�$ %����(
��"��!��� '��#�� �#� )���!�� �#� !"������ �, � ������ %������"��!�� �� �#� �����) !#�����
�#� ,�"$���(��"��� ��) �#�"��� ���)� �� )�!�#�"��!�� �#� 
�� �� �"���!��) ������� ��!#
%������"��!��� )�� �� �#� ��� ΔTS� �#�� �$����� �#�� �� ��$��"���"� T �#� �""�" "��� Γ
�� �&����������� ����"����) �� �#� ���+ ���� Γ ∼ e−ΔTS/T -���)�"���+ �/0=2� 	!!�")���
�� -���)��+ �/042+ �#� ����� )��!����) ������(���!�"�� ��$���� ������ '�". �����) �#�
�)������! "���$�� �#�"�,�"�+ "�%��"�$��� =6 �, �#� ��>��!��?� !"���"�� �#���) �� ,��9���)
��) ��� !�� ��)�"����) �#� 
�� �" ���"�� �"!#���!��"� �� �� �&�$��� ,�" �#� ���$����"�
����)��� ���!. �, � $����"�$���(����) ��������!���� �"���!��) *��;�") !�$����"�

��� �����	
� �
��� ���
����

����� ��'+ ��� ������ ��) $�)��� �, ����"��� '�"� ����� �� !����) %�����$ �����$�� ��
��!� ��0��+ �#� @����� !#��� '�� )��!����) ��) !����)�"��� �� �))������� �� �!�+ ���� �
������ %�����$ )��+ '���) #��� !#����) �#� ,�"$��� ��"��� �� �#� ��������!�� ����"!��(
)�!���� �#��� )�� �� ���������� �� ��!��)��� !#�"���� �;�!�� �� ��!� ����0+ �#� �����$ �,
����"��� ,"�$ ��!� ��= ��'�")� ��!��)�) $������� ��������!�� ����"!��)�!��"� ��) %���(
��$ )��� �" ���)�� ��� �#���# �#� �����$ �, ����"��� !�������) �, !�����) )���!��+ �� )�)
��� ��!��)� ��� ��'����) �;�!�� !����) �� �� �))������� !����������� �� �&��"�$���� ��!#
� ,�� �� ��'��� �"����� �� ��"$� �, ���!�"�$������! 9��)�+ !#�"�� A�!��������+ �#�����+
��!�+ ��) �� �� .�� �� ���� ��� )���!� �� � '�� �#�� �� �� '��� )��!"���) �� � �#��"� �, �
!����) %�����$ �����$�
�� �#�� ��!���� �#� �������� '��� �� )��!����)+ '#�"� �#� $�)�� ��"��)� ��!��)�� ��'����)
)��"��� �, ,"��)�$+ '#�!# $��#� ����",�"� '��# �#� �#���!� �, ����"���� :�" �#�� ��"����+
�#� ,����'��� ��!���� �� )�)�!���) �� ���)���) $����" �%�������� �� ��!� ����0+ �#� $�!"�(
�!���! )�"������� �, � ���)���) $����" �%������ �� )��!����) �� � ����"�� '��� 	,��"'�")�+
��!� ����� ��������#�� �#� !����!���� ���'��� �#� $����" �%������ ��) � ����"���"���"
�!���� ����)� � ��"��" )�$�������� <����"� ���!�� �#�� ��"�� ��� �� �� ��"� ���,�� �� �"(
)�" �� )��!��� �$��"���� ��,�"$����� !�������) �� �#� ���)���) $����" �%������� ���
�#���# ��!� ����� �"���)�� �����# ����� �� ,���� ���)� ��!# $����" �%�������+ �� ��!� ����=
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� �������� �������� �� ���������� ���� �  �!� "�� � �#$$���#%&���� ��� #��� �" � ����& ��
$����� �'�������
�� �� !���� $��������( ���� ����� �� �� ���� '�����$ �#���$ ��� �(�� �" ��� )����* �����+
,���� + �-../� �# ����"�  # ��(�������( ��� ���*� ��� ����������� �� �� �� �%���$�� �����+
��� ��� �&���� � ����& �� $����� �'������+ !���� ��� 0�$� ��������� ��1��� ��� ����%
��( $�������$ �� ��� ���� �(��� ����� �" ��� )����* �����+ ,���� + �-..+ ����#�+ �-.2+
3� �$��+ �-.4/� ����+ ��� �&����� 
��� �� ��� ��� �" ��� ���*�� ���������*� ������
5�� $��� �" ���� �������+ ��� �6��  ��� &��7� &# 8���� ,8����+ �--9/ ��� &# ������ ���
:���������� ,������+ �--4/ !��� ����� 5�� � ����� �� ���������� ��� ����*����� �" ���
�������� �� ���� ����2+ ��� ,	 &���+ �-.;+ 	 &���+ �-.4/�

����� ����	
�	��� �������	�

�� ���� �������+ ��� �*� ����� �" �� ���� '�����$ �#���$ �� ������&�� �� ���$� �" ���
����& �� $����� �'������+ !���� �� � 
��7�* $����� �'������� <���+ ������ ��������
��� ���!� �6� ���� # ��� �  <�$� ������� �� ��� ��*� ��  �(������ �#$&� � ��� �� �����
���*���� �������
�� (����� + ��� $�(�� �������� � �#���$ �" �������� S !��7 # ���� �� �� � &��� B !��� ���
����������� &��!��� S ��� B ������&�� &# HSB� �� ��� "�  �!��(+ ��� �#���$ �" ��������
S ���� �� �� � &��� B !�  &� ������� �� ���� �� �#���$� ����+ ��� <�$� ������ �" ���
���� �� �#���$ �� (�*�� &#

H (t) = HS +HB +HSB (t) , =��9->

!���� HS+ HB ������&� ��� �#���$+ &��� <�$� ������+ ��������*� #� ���� ���� ��� ��$�
���������� �" ���� ���� '�����$ �#���$ �� ��������� �� ��� ����������� <�$� �������
��� �������( ����� �" ��� ����*����� �� ��� �*� ����� �" ��� ������# $����6 ρSB+ !����
����������� �� ��� <� &��� ����� �" &��� S ��� B� �!������( �� ��� ����������� �������
�" HS +HB+ ��� *�� ���$��� �'������ �� (�*�� &#

d

dt
ρ (t) = −i [HI (t) , ρ (t)] . =��9.>

<���+ ��� <�$� ������ �" ��� ���� �� �#���$ �� "��$� ���� �� ��� ����������� �������+
���� HI (t) = UHSB (t)U †� ��� ������# $����6 �� ��� ����������� ������� �� (�*�� &#
ρ (t) = UρSBU

†+ !���� U = ei(HS+HB)t�
����(�����( '� =��9.>+ ��� �&����� �� �6�������� "�� ρ(t)+ !���� �"���!���� ��� &� ����%
������ ���� ��� *�� ���$��� �'������� �# ������( �*�� ��� &��� ��(���� �" "�����$ ���
?���

d

dt
ρS (t) = trB [HI (t) , ρ (0)]−

∫ t

0

dτ trB [HI (t) , [HI (τ) , ρ (τ)]] , =��9�>

!���� ��� ������� ������# $����6+ ������&��( �� # ��� �#���$+ �� ������� &# ρS = trBρ�
'� =��9�> ������&�� ��� �*� ����� �" ρS(t) �� ��&�����# ��$�� t� *�� ����(� ��� �����
�" ��� �#���$ $�(�� ������ �� ��� ������ ��������� ρ(0)+ ��� �*� ����� ���� " ���� � &�
����������� �" ��� �������( ������ �����"���+ ��� ��� ����$� ��� ?��� ������ �� ���
��(��%���� ���� �" '� =��9�> �� *�����+ ���� ��� ������� HI ���� ����

trB [HI (t) , ρ (0)] = 0. =��92>

�� ���  ���� ���������� ��� ?��� ���� ��� ����$����� �� '� =��92> �� �'��*� ��� �� ���
��'����$��� �" ��� &��� �� &� �� �'�� �&���$�

2;



���� ������	� 
	��� ��	�����

��� ���� ���� �� ������ ���� �������	�
��� �� ����������� 	��� ��! ��� ���������"� #�$
�%��� S ��� B �� ������ "� �� �� � t = 0& ��� ������� ������'  ����� �� �� � ��"���� �����&
���� ρ (0) = ρS (0) ⊗ ρB (0)� (�)�� ���� ��� #��� �� �� �*����#��� ��� ��� ���������"�
#��%��� S ��� B �� � ���& ��� ��+����� ", ��� �'��� "� ��� #��� �� ��!��!�#��� ����&
"�� ��� ����� ��� #��� �� ����"�� ����' �"������ -������& �../0 ��� "#�����

ρ (t) ≈ ρS (t)⊗ ρB. 1��234

	���'��! ��� %��5 �"�����! #��%��� S ��� B& "�� "#����� ���  ����� �*����"� �� �"��
����"�� ���"�

d

dt
ρS (t) = −

∫ t

0

dτ trB [HI (t) , [HI (τ) , ρS (τ)⊗ ρB]] . 1��2�4

��� ,"��"%��! ����� ��� #� ��  ������ #' ��� ��� ����� �������	�
��� ��� ����������'
��*���� ��� #��� �" ��)� ����� �"�������"� ,�����"��� ���� � ����� ���� ��' �"�������"� #�$
�%��� ��� #��� ��� �'��� �� �"�� *���5�'� 
"������! ��� #��� �� � �"������"� ", ��� "���
"�������"�� %��� �� "� �� ������� ,��6�� ���� ��*���� ���� �"�� ���� � #��� %��� � ��#$
"� �����$"� �� ������� �"�� �"� ����������' #���)�  ��5")���& �,� -7����& �..20�
��� %�' �" ,"� ����� ��� �#")� �"�����"� �� � �" �����"� ", τB& %���� ���������� ���
�� � ����� ")�� %���� ��� #��� �"�������"� ,�����"� ����'�& ��� τR& %���� ���"��� ���
��������"� �� � ", ��� �'��� S& ���� ��� �� � ����� ")�� %���� ��� ����� ", S )����� ��$
������#�'� ����! ��� �#")� ��6����"��& ��� 
��5") ����"�� ���"� �"��� ,"� τR � τB�
��� 
��5") ����"�� ���"� �"������ ", �%" ������ ��� 6��� ���� �� �" ����)� � �� �$�"���
 ����� �*����"� ,"� ρS (t)� ��� �" ��� ,��� ����' ", ��� #��� �"�������"� ,�����"�& ρS "��'
������� "� ��� ������� )���� ��� �"� "� ��� ����� ��� ��� ��������� ��� ��+����� "� S ���
�" �"�������"�� #��%��� S ��� B �� �  � "�' �8��� ", ��� �'��� � ����& "�� ��� )��% �
 ��5")��� #��� �� ��)��! �"  � "�' �8����� �����,"��& "�� ��� �8����)��' ������� ρS (τ)
�� *�1��2�4 #' ρS (t)�
��� ���"�� ���� �� �" ������� ��� ����� #"��� ", *� 1��2�4 #' ��6���'� ��� 6��� ��#���$
����� τ = t − τ ′ ��� "#����� trB [HI (t) , [HI (t− τ ′) , ρS (t)⊗ ρB]] �� ��� ����!����� ���
��% ����!����"� )����#�� τ ′ ��������� �"% ,�� "�� ��� �" !" #��5 �� �� � �" ���"��� ,"�
 � "�' �8����� ����� �����  � "�' �8���� ��� ��"��$��)��! %����� ��� 
��5") ����"��$
 ���"�& ��� ����)��� �"����#���"�� �" � ,�" � ��� τ ′� �����,"��& ��� ����� #"��� ���
#� �������� #' ��6���' ��� ���  ����� �*����"� �����

d

dt
ρS (t) = −

∫ ∞

0

dτ trB [HI (t) , [HI (t− τ) , ρS (t)⊗ ρB]] . 1��2/4

��� �#")� �*����"� �� ������ ����� 	��
�� ����
��� �� ����������& �,� -7����& �..2&
������& �../0� ����� ��� ����)���"� ��)"�)�� ��� �"��$
��5") ����"�� ���"�& ��� �)"��$
��"� ", ��' �'��� & "#�'��! ��� �%" ��*����� ���� ���"�� 1%��5 �'��� $#��� �"�����!
��� � 
��5")��� #���4& ��� #� ������#�� �� ��� � ", ��� 
��5")  ����� �*����"��

��� 
��5")  ����� �*����"� ", � �'��� ��� #� #�"�!�� ���" ����#��� ,"� #' ���$
,"� ��! �� ������"��� �"�����! %�)� ����"�� ���"�� �� "���� �" ���,"� ��� ��*�����
����"�� ���"�& %���� 5�����! ��� ����)���"� !������& �� �� �"�)������ �" %���� HI �� ��� �
", ��!��"�����"�� Aα ", ��� �'��� S ��� #��� "�����"�� Bα �����! "� ��� 9��#��� �����
", B� ��� #��� "�����"�� ��� ���� �� �" #� ��� �����& ���� Bα = B†

α& #�� ��� Aα �" �"�
��)� �"� ����& "�� ��� %���� HI �� ��� ���������"� ������� %��� ������� �" HS ��� HB ��

HI (t) =
∑
α

e−iωαtAα ⊗ Bα (t) + h.c. 1��224
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����� ωα ������	 �
� ���������� �����	������� �� Aα ��� �
� �������������� ���
 ���
������	 ��� ����� �

Bα (t) = eiHBtBαe
−iHBt. ������

����� ������� ���� �
� ����������� ����������� ���������� ��� ��� ����	��  !� ����"��
�
��� HI ��	 �
�	�� 	#�
 �
�� �
� $��%�� ��	��� �!#����� ��	 ��������� & ��'����
�
� ���
 ����������� ���#� �� �� 〈Bα (t)〉 = trB{Bα (t) ρB}� ��� ��� �������  !� ����"� �	

0 = trB [HI (t) , ρ (0)] =
∑
α

e−iωαt [Aα, ρS (0)] trB{Bα (t) ρB}+ h.c., ����(�

�
��� �
� ���������� �� �
� ������� ����� #���� ����� ����#������	 ��	 #	��� )
#	�
 !� ����"� ��� �� ������#����� �	

〈Bα (t)〉 = trB{Bα (t) ρB} = 0, ����*�

�
��
 ������	 �
�� ��	������ �������	 ���� �
� ���
 ��������	 ����	
� +� ,-�#� �*�*�.� �
	��#����� �	 ���� �
��� �
�	 �	 ��
����� � ��������������� �
� ����������� ������������

/�����#��� ���
 �
� $��%�� �!#������ ��� ��� ��� ��	���  !� ������ ����  !� ����0� ���
�
���� ������	

d

dt
ρS (t) =

∫ ∞

0

dτ trB (HI (t− τ) ρS (t) ρBHI (t)−HI (t)HI (t− τ) ρS (t) ρB) + h.c.

=
∑
α,β

ei(ωα−ωβ)tΓαβ (ωβ)
[
AβρS (t)A

†
α − A†

αAβρS (t)
]
+ h.c.

+
∑
α,β

e∓i(ωα+ωβ)tΓ
(∗)
αβ (ωβ)

[
A

(†)
β ρS(t)A

(†)
α − A(†)

α A
(†)
β ρS(t)

]
+ h.c.

+
∑
α,β

e−i(ωα−ωβ)tΓ∗
αβ

[
A†

βρS (t)Aα − AαA
†
βρS (t)

]
+ h.c. ����1�

�
��� ��� ��'��� �
� ����	���� 2�#���� ����	���� Γαβ

Γαβ (ωβ) =

∫ ∞

0

dτ eiωβτ 〈B†
α (t)Bβ (t− τ)〉 . ������

3�������� �
�� �
� ��4#���� �� �
� 		��� �� �
� ���
 ��	 �		#��� �� �� ���%� ���
	�����'�� ρB (t) ≈ ρB ���
�� �
� &��� �������������� )
�������� ρB �	 � 	�������� 	����
�� �
� ���
� ���� [HB, ρB] = 0� )
� ��	������ ����������� �#������	 ��� �
�� 
��������#	
�� ���� ��� ��� ��� #	� ���������	������ ���������� �� �����

〈B†
α (t)Bβ (t− τ)〉 = trB{B†

α (t)Bβ (t− τ) ρB} = 〈B†
α (τ)Bβ (0)〉

��� 	�� �
�� �
� ���
 �������#���� �� �
� ��	��� �!#������ ����� Γαβ (ωβ)� ���	 ���
������ �� �����

5� ���� �
� $��%�� ��	��� �!#����� ��	 	���� ��������� �� ����	 �� � ������� �����������
����������� HI � +� ����� �� ������� �
� �������� ���� �������������� '�	� ��� ����	 ��
��'�� � �
��� ���� 	���� �� �
� ���� !#���#� 		���6 τS� �
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���� ���������� ����� �� �� ������ ��� ����!�"#����� �� $�%��&'() *�! +���� ωβ �= ωα�

�!����! ��� *��� ���������� ��!,� ∝ e±2iωαt �!� �� ������ �� +���� ��#�) ��� �"�����
��� 
�!-�� ,����! �$#����� ����,.���� �� �� ���.�!���!� �* HS ��� +����� ��� !������ 
+��� �..!�/�,�����0

d

dt
ρS (t) =

∑
α

Γαα (ωα)
[
AαρS (t)A

†
α − A†

αAαρS (t)
]
+ h.c.. %��&1(

2�!�) ��� ����/ α) ����!�"�� ��� ����!��� �����, �.�!���!�) +�� ����! �� �� ����+ *�!
� ��,.��! ����!�.����� �� �� ���������� �� ����,.��� ��� ���3����� 4�#!��! �!���*�!, ��
*����+�

Γαβ (ω) =
1

2
γαβ (ω) + iSαβ (ω) , %��&5(

+��!� *�! 6/�� ω ��� ��!,����� ,��!�/ !����

Sαβ (ω) =
1

2i

(
Γαβ (ω)− Γ∗

βα (ω)
)

%��&�(

��� ��� .������� ,��!�/ �� �* ��� *�!,

γαβ = Γαβ (ω) + Γ∗
βα (ω) =

∫ ∞

−∞
dτeiωτ 〈B†

α (τ)Bβ (0)〉 . %��&7(

���� $�%��&5( ��� Γ†
ab = Γ∗

ba = 1
2
γab − iSab ��� ��� !�+!��� $�%��&1(� ����� ��� �"���

,����! �$#����� �� ��!���� ��� ���� �� ��!,� �* �����, �.�!���!� Aα) ��� �������� ��	
��

���
��� �� �"������) 8����"���) '9:7) ����"���) '9&1;)

d

dt
ρS (t) = −i [HLS, ρS (t)] +

∑
α

γα (ωα)

(
AαρS (t)A

†
α − 1

2
{A†

αAα, ρS (t)}
)
. %��&:(

��� ��+ �.�!���!

HLS =
∑
α

Sαα (ωα)A
†
αAα %��&&(

.!������ � 2�,�������� ����!�"#���� �� ��� ����,��� �* ��� �����,� ���� 2�,�������� ��
�*��� ������ ���� 	���
 2�,��������) ����� �� ����� �� � !���!,��������� �* ��� #�.�!�#!"��
���! � ������ ��,���! �� ��� ��," ���*��
��� ���32�,�������� ����!�"#���� �� $�%��&:( �� ������ ��� ��		���
�� �* ��� ,����!
�$#������ �� ��� �"��� �$#�����) ��� �.�!���!� Aα �!� !�*�!!�� �� �� ���� �����
��	

+��� �!�������� !���� γα� ����� ��� �����.���! �� ���3��!,�����) �� ����� �� � ��!�����
����#����) +���� �� ���3����!��"��� ���� ��!!��.���� �� �����.����� ��#��� "� ��� "���
��� �/.�!������ "� ��� �����,� ���!�*�!�) ��� ������� ,��!�/ ρS +��� ��+��� �..!���� �
������3����� ���#����) ���� ρss = ρS(t → ∞)� ����� � ������3����� ���#���� ��!!��.���� ��
d
dt
ρss = 0) �� �� "���� �� ��� �����,3"��� ����,����

����"��� ,����! �$#������ �!� �*��� #��� �� $#���#, �.���� �����,�) +��!� ��� "���
��  ���� "� � ������ ��� ��� �����, �* ����!��� �!� ���,� �! $#"���) �*� 8�� ����) �<'1)
��#) �<'7) ��#=�!�) �<'&;� �� ���� ���� ��� �� ����!�� ����,��� ����� �� ��� ���, !���/�� 
�� � �����) �� +���� �� �� ��� �! ����!���� +��� ��� "���� 4�! �����!���� !������) ������3�����
���#����� �* � ����"��� ,����! �$#����� �!� ���!�*�!� ���� ������ ���� 	
�
�	) 8�����) �<<&;�
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���������� ���� ������ ��� ��������  ����� �!������ �� ��"����� �� �� ������������ �����#
"���$ � ����������� %������� � %������� &��� ��� ��� �����&���'� &���� ��� ������ �� %�����
�������� �����	�
��� 
����'��$ ��� �����#���� ���� �" ��� ����������� �� �� ��� �� ��#
"����� �� �� ����'������$ ��%���� �" ��� ����'����� "�� ��� '�� ��� ��� �!������� ��
������( �� ��� ����'���� �&������ ��� %�� "�� ����� � ������� �����������$ %"� !� )��*+,$
��

d

dt
ρ(t) = L̂ [ρ(t)] = −i

[
Ĥ, ρ(t)

]
+
∑
μ

ΓμD[Ĵμ]ρ(t). )��*-,

.���$ ��� ����'������ �� ��'�� �( L̂ �%���� �� ��� ������(  ����/ ρ(t)� 
����'��$ ��� &��#
'�����( ���%����� ���������� ����� ��� ��0 ��'�� �( Γμ 0��� %�����&������ 1� & �&�������

Ĵμ� ��� �������� �����&����$ %"� !� )��*+,$ �� ���� ��2��� �(

D[Ô]ρ = ÔρÔ† − 1

2
{Ô†Ô, ρ}. )��-3,

�� ����� �� ����������� �&������� �%���� �� ��� N #�� �������� .������ �&�%� "�� ����� ��
�������%�� ��&���&�������$ ��� 4����4 ��� ���0� �/&��%���( �� ���� ��%�����
.�'��� ����'�� � ����������� ��'������ ��� �(�� �%� �" � �(��� $ �� �� ���"�� �� �%%���
��� ����( ��� �&�%��� � ��� �&�%��� %������� ��"�� ����� �� ��� �����(#�����$ ��� �� �
�" �&&���%� ��0���� ���� ���5 ����� ��� �� 0������ ���� �����(#����� �������� �� ���!���
�� �������$ �� �� &������� "�� � �(��� �� �����&��� ��0���� � %������ %��2��������$ �� 0��%�
��� ����� 5��&� �'��'���$ ��� ��� ��� �� ��� �����&���'� �(�� �%�� 	 &������� �/� &�� ��
��'�� �( �� ��� $ 0��%� ��� �0� ���5 ������$ ��� �� &��%�� ������ � %�'��(� 6�� ���� �� ��
��� ��� 4� ����� 0��� ��� �& �� ��� �" ��� �0� ���5 ������$ ��� ��%��������� ��� �� ��� ���5
����� ��������%( ��� ����� &������($ %"� 7���8���$ �39*:� ��%� � "������ �� ���� �%%�������
�( ����(��� ��� �&�%��� �" � ������������

�� ���� ��%����$ ��� ��� ������	����$ 0��%� �� �� ������� 0�( �� ����( ��� �&�%��� �" �
������� ����������$ 0��� �� ���%������ ��� ���� �� ��  �& ��� N ×N ������(  ����/ ρ(t)
�� �� N2× 1 '�%��� |ρ(t)〉� ������($ ��� �%���� �" ��� ����'������ L̂ �� ��� ������(  ����/
ρ(t) %�� �� ���������� �� ��� �%���� �" �� ��&���&������ �� ��� ����� |ρ(t)〉� ����$ ���
��� ��&���  �&� ��� ����'������ L̂ �� �� N2 ×N2 ��&���&������ � ��� ��� %�� ��0����
��� ����������� ��

d

dt
|ρ(t)〉 = �|ρ(t)〉. )��-9,

.���$ ��� ��&���&������ � �%�� ������ � ������ �� �������� .������ �&�%�$ ���� �" �� ������
N2� ��� 0�( �"  �&&��� ��� ����'������ ���� ��� ���'� ��&���&������ �� ��'�� �( 0������
��� ������(  ����/ ρ(t) �� � '�%���$ 0���� ��� ������� �" |ρ(t)〉 ��� ������� �( ������
%��� �� �� ��0�� 	"���0����$ ��� %�� 0���� ��0� ��� ����'������ �/&��%����( �� ���  ����/
"�� ��� ��&����� ������� 0��� ���&�%� �� ��� ��0 '�%��� �������� 	  ��� ������� 0�(

�� �� �����'� ��� %�����&�����%� ĴρĴ† ↔
(
Ĵ ⊗ Ĵ∗

)
|ρ〉� ������($ ��� ��&���&������ ��

!� )��-9, %�� �� 0������ ��$ %"� 7	�����$ �39;:$

� = −i
(
Ĥ ⊗ I− I⊗ Ĥ∗

)
+
∑
μ

Γμ

(
Ĵμ ⊗ Ĵ∗

μ − 1

2
I⊗

(
Ĵ†
μĴμ

)∗
− 1

2
Ĵ†
μĴμ ⊗ I

)
, )��-�,

0���� I = IN ������� ��� N #�� �������� �������(  ����/� ���� ���� �( � &�� ������ ���
<��� ��� ��&��� �� �%%�����%� 0��� !� )��-�,$ ��� ������(  ����/ ��  �&&�� ���� � '�%#
��� 0��� ���&�%� �� ��� ��0�� 6�� � 2#�� �������� �(��� ������(  ����/ ��� %�����&������

=*
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ρ(t) =

(
a(t) b(t)
c(t) d(t)

)
→ |ρ(t)〉 = (a(t), b(t), c(t), d(t))T . ������

��  �!" #$� %$�� �����!�$��� �&&�'� #� (��)!�*� #$� ���(*&�( ���#�! �+,�#��� �� � ��#
� )�,�&�( (�-�!��#��& �+,�#���� *. ��)!������ #$� �-�)#��� ��/� � #$� �!�*&��� �,� #�
#$� ����&� �#!,)#,!� � +� ����0�" #$� �,��!���!�#�! )�� *� ,��( #� 1#�!��#1 ���)�2) (�!3
�#�#��" ���)� � �#��(.4�#�#� ��&,#��� $�� #� �*�.

�|ρss〉 = 0|ρss〉. ����5�

�$�!� �!�" � #$� �.�#�� � ��#�!��# �� ����� �L �� 26�(�" #$� �!�*&�� � (�#�!������ #$�
(�!3 �#�#� �� �����#��&&. #� 2�( #$� �������)#�! '�#$ �� �������&,� � /�!�� 	��&���,�&."
� #$� �.�#�� � ��#�!��# )�� *� #,��(" ���� *. �����#�) 2�&(�" ��#� ��&#����" �#)�" #$�� �

)�� *� �.�#���#�)�&&. )$����( #� 2�( )��(�#���� ,�(�! '$�)$ � ���)�2) �26�(� (�!3 �#�#�
|ρss〉 �� �#�*�&���(� �$� &�##�! '�&& *� )!,)��& �� %$��#�! 5�
����� #$� %$�� �����!�$���" ��� )�� ��#�*&��$ � )����)#��� *�#'��� #$� �#��(.4�#�#�
��&,#��� � � ���(*&�(��� ��( #$� /�!� �������&,�� � �� �$�� �&�� !�&�#�� #$� �,�*�!
� /�!� �������&,�� #� #$� �,�*�! � (�!3 �#�#��� � � �.�#�� $�� �,&#��&� (�!3 �#�#��"
�&�� �,��!����#���� � #$��� (�!3 �#�#�� '�&& *� ����!���# ,�(�! #$� ���(*&�( (.����)��
�$�!� �!�" �# �� )��������# #� )����(�! ��. �*#����( �#��(.4�#�#� ��&,#��� �� ��!# � ��
�,*���)� � #$� �!�����& 7�&*�!# ���)�" '$�)$ �� *&��( #� #$� (������#���� �,)$ �,*���)��
�!� )�&&�( ������������	��� 
��
���
 ��(" ���)� #$�. )��#��� �,&#��&� (�!3 �#�#��" #$�.
�!� �&�� !� �!!�( #� �� ���� 
���
� %����+,��#&." � ���(*&�(��� '�#$ �� ,��+,� (�!3
�#�#� $�� (�!3 ���)� (�������� D = 1� �� ��!#�),&�!" #$� �,�*�! � /�!� �������&,�� � L
(�2��� #$� (�!3 ���)� (�������� D�

�!����!" +� ����0� ���&��� #$�# #$� ��&,#��� � #$� ���(*&�( ���#�! �+,�#��� �� �����
*. |ρ(t)〉 = e�t|ρ(0)〉" '$�!� |ρ(0)〉 (��)!�*�� #$� ���#��& (����#. ��#!�6 4 #$�# �� �!��! #�
#$� �.�#��4*�#$ )�,�&���� �$�� ��(�)�#�� #$�# ��� )�� ��# ��&. �#,(. #$� (�!3 ���)� � 
� ���(*&�(���" *,# �&�� #$� ���&,#��� � � �.�#�� *. (������&����� #$� !����)#��� �,��!4
���!�#�! L ��( #$�!�*. �*#��� #$� ���)#!,� � #$� ���(*&�(���� �$� �-�)#� � (�-�!��#
�������&,�� � #$� �,��!���!�#�! �!� ��)�&. (��),���( �� 8	&*�!#" �905:� 7�!�" ����#���
�������&,�� )�!!�����( #� (�)�. ��( �������!. �������&,�� )�!!�����( #� ��)�&&�#���� � 
#$� �#�#� )�������#��
�$� ���# ����!#��# �� �!��#��� )��#����( �� #$� ���)#!,� � � ���(*&�(��� �� #$�!� �!�
����� *. #$� ���&&��# !��& ��!# � #$� ���4/�!� �������&,��" '$�)$ �� )�&&�( #$� ��

������

�� Δ� �$� (������#��� �! ���)#!�& ��� Δ !�;�)#� #$� )$�!�)#�!��#�) #��� � ���!��)$ #�4
'�!(� #$� (�!3 �#�#�� �$�!�*." ��� )�� ��#���#� �#�*�&���#��� #���� *. Δ−1� �� �((�#���"
�,!�&. �������!. �������&,�� )�!!�����( #� #$� (�)�$�!��)�4 !�� �,*���)�" ��( !�;�)# ��4
)�&&�#����� �� #$� �!����,� �6���&� � �� �#�� '�#$ #'� (�!3 �#�#��" ��� ���$# #$��3 � 
��*� ��)�&&�#���� *�#'��� #$� #'� �#�#��� � �,)$ � �.�#�� ,�(�!���� ��*� ��)�&&�#����
*�#'��� #$� #'� (�!3 �#�#��" �# )�!!�����(� #� �,!�&. �������!. �������&,�� � L ��(
#$�!�*. )�� *� �!�(�)#�( ,���� #$� #��&� � #$�� ��)#����

����� ����	
�	� �������	� �� �������� ����	
 	�������

�$�� ��)#��� �!���(�� �� �&#�!��#��� ���!��)$ � �#,(.��� #$� (�!3 ���)� � ��. ���(*&�4
(���� 7�!�" #$� #�!����&��. ��( ��!#� � ��)� ����� '�&& *� ,��( �� '�&&� ��&. #$� !��,&#�
�!� �$�'� �� #$�� ��)#���" ���)� #$�. '�&& *� ,��( �6#������&. �� %$��#�! 5� <�! � ��!�
(�#��&�( (�!���#��� ��( (��),����� ��� 8	&*�!#" �905:�
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��� ���������� ��� � ��������� ���! ���"���� �� ��� !�����#� �� �� �$�� %&���&� ����
��� �� '����  � ��� �%&���"��� �� #"���! �������� ("���! %&���&� ������� &�!��'� &������
���"&����) *��#� �� '������!  � ��� ��� ��&���� �%&������ �� � #"���! ������ ��� ���
#����������� "�*) ��� #�����$��!��' � ����� "� Ĉ = Ĉ† �� #�������!) ���� d

dt
Ĵ = 0) �� ��!

��"� �� �� #���&��� *��� ��� +���"������) ���� [Ĥ, Ĉ] = 0� ����! �� �&#� � #�������!
%&������) ��� #�� ���� ����&"��� � �������� �� ��� #"���! ������) ���� Û = exp(iφĈ))
*��#� "����� ��� +���"������ ���������� ,�� � ������ &�!��'���' &������ ���"&���� #���
�&������) #����������� ��! ��� #�����$��!��' �������� ��� �%&���"���� ����� �) ���
� ����� ����������� � �&� � ������  � ��&!���' ��� #�������! %&���������

�� �$�� %&���&� ������� ��� ���&����� �� !�-������ 	� �� �.��$"�) � #�������! %&������
Ĉ) ���� L̂†[Ĉ] = 0) ��� ��� �� #���&�� *��� ��� +���"������ Ĥ ��! ��� /&�$ �$�������
Ĵμ) #�� %� 0��123) ��!���!&�""�� �� #�&"! �"�� 4#���&��4 *��� ���� �� � *��"�� �&#5�"�)
��� ����� !���#���� ���"" ��"!�� ���������) ��� #�� !�6�� � #�������! %&������  � ���
��!���!&�" #���&������7 �� [Ĉ, Ĥ] = [Ĉ, Ĵμ] = 0) Ĉ �� � #�������! %&������ �� ��� �$��
%&���&� ������) ��� 8	" ���) �9:;<� �� ��$$��' ��� �$������� ���� ��� "��'�� +�" ���
�$�#�) #�� ��#� �����) ��� #�� #�����&#� � �������� *��� #�����$��!��' �&$���$������
U = exp(iφ�) *��� � = �

†  ���' ��� �&$���$������ ���"�'&� �� Ĉ� ��&�) � ��������
�� �� �$�� %&���&� ������ �� !�6��!  � U†LU = L�

�&#� #�������! %&�������� �� 4#�������� �� ������4 #��  � &��! �� !��#&�� ��� ����!��
����� �& �$�#� �� � ���! "�!���) ���#� ���� ���� ��  � $�������! ����&'��&� ��� ���"&����
��! ����� � !�6�� $��$������ �� ��� !��5 �$�#�� ,�� � ���! "�!��� *��� D #�������!
%&�������� Ĉν=1,...,D) ��� 6�!� ��� #���&������ ��"������[

Ĥ, Ĉν

]
=
[
Ĵμ, Ĉν

]
= 0. 0��2�3

����' �� ����������"  ����) {M̂μ}Dμ=1) �� �$�� ��� ���&"���' D�!���������" !��5 �$�#�)
��� ����!� ����� #��  � *������ ��

ρss = lim
t→∞

eL̂tρ(0) =
D∑

μ=1

cμM̂μ, 0��2=3

*���� ρ(0) �� ��� ������" !������ �����. ��! ��� cμ = tr[Ĉ†
μρ(0)] ��� #��>#����� !���������'

�� *��#� �� ��� !�'������� ����!� ������ ��� ������ ��!� &$� ���������) ��� �$�������
M̂μ #��  � ���� ��  ���� ������ �� ��� "��'�� +�" ��� �$�#�) *���� !������ �����#�� ���
!��#�� �!  � ������� 
�������) %� 0��2=3 ��$"��� ���� ��� #�������! %&�������� ��� "��5�!
�� ���  ���� ������� ��&�) ��� #�� &�� #�������! %&�������� �� � ���! "�!��� �� !��������
��� ����!� ����� ��"&����� +���) D �� ��� !�������� �� ��� !��5 �$�#� �� ��� "��'�� +�" ���
�$�#�� ���� ���� ���� #�����$��!� �� ��� $����#�" !��������

√
D�

��� #�� �"�� #����#� ��� #�������! %&�������� �� � ���! "�!��� �� ��� ��'����"&�� ��
�) !��#&���! �� ��#� ������ 	 &��%&� !��5 ����� 0D = 13 #�����$��!� �� � ���'"� ?���
��'����"&�� �� ���� #��� ��� #�������! %&������ �� '����  � Ĉ1 = I) *��#� ����� ���� ���
���! "�!��� �� ���#��$��������'� �� ��� #��� �� � %& �� �$�#� 0D = 43 ��&� %&�������� ����
��  � #�������! ��! ���������) L ��� $��#���"� ��&� ?��� ��'����"&���

�� �&������� ���� ��#����) � ������" ���! "�!��� *�""  � !��#&���! �� ����� �� ��� (���
������$���� ��! ��� ��������� ���! �����!� �&$$����' � ������� ���"&���� �� !��#�� �!
 � ��� ��""�*��' ���! "�!���

d

dt
ρ̂(t) = −i [Aσ̂z, ρ̂(t)] + ΓD [σ̂+] ρ̂(t). 0��2@3

;9



���� ������	� 
	��� ��	�����

�� ���� ����� ��� ���������  !������ ��� �� ��""!�� #��� $��� σ̂z ��� σ̂+ � (σ̂x + iσ̂y)�

#���� σ̂x,y,z ��� %�!&� "�������� ��� ��&� ��""!���' �(������ �� '���� $� Ĉ1 = I ���
D = 1� �����)���� ��� ���* ����� �� !�� !� ��� �� ��� $� �����"���� $� ��� ������ �)
$��� ��� +�"�&������ ��� ��� ����$&�� �����(����� ,�� ��� ���* �(��� $���� ����� M̂1� ���
��""!������ #��� ��� +�"�&������� ���� [σ̂z, M̂1] = 0� �"(&��� ���� M̂1 = p |0〉 〈0| + (1 −
p) |1〉 〈1|� �� ����*��' D[σ̂+]M̂1 = 0� ��� �$����� p = 1 ��� �����)��� ��� ���* ����� ��
'���� $� ρ̂ss = M̂1 = |0〉 〈0|� ��� �$��� ����$&����� ������$�� ��� ���$�&������� �) �  !$��
�� ��� %�!&�-. ��'������� #��� ��'����&!� +1�
��� �&��������� �((����� �� '���� $� ��� /��� ���"��(���"� +��� ��� "�((��' ������$��
��  � 0��1�2 �"(&��� ���� ��� �$��� ���!��&&��� ��� $� #������ �� ��� �!(���(������

� =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0 Γ
0 −Γ

2
− 2iA 0 0

0 0 −Γ
2
+ 2iA 0

0 0 0 −Γ

⎞
⎟⎟⎠ . 0��132

	� ��� �$��� �!(���(������ �&����� ���������� ρ̂ss = |0〉 〈0| �� ��� ���* ������ �� �����
�� ����* )�� ���������& ���* ������� ��� ��� ��&�!&��� ��� ��'����&!�� �) � ��� �����$�
�$����� ��� )�&&�#��' )�!� ��'����&!��4

λ1 = 0, λ2,3 = −Γ

2
± i2A, λ4 = −Γ. 0��112

��!�� ��� �$��� ����$&����� ��� ������ ��&� ��� ���* ����� ��� ��� �����(����� '�( ��
'���� $� Δ = Γ/2� 	� "�������� �� ���� ������ ��'����� ��'����&!�� ������(��� �� �����
��� �"�'����� ��'����&!�� ������(��� �� ����&&������� 	� ���� �5�"(&� �� � (���!���� ��
/��(��� 6� ��'����&!�� λ2,3 ������(��� �� ��� ��"(�� ����&&������� #���� ��� (������ ��
��� ���$�&������� �) � 
�7�����  !$��� ,�� ���� ������� ��� ��&� ��� ���&� ����$&����� ��
���� �������� $!� �&�� ���� �5�"(&� #�&& $� "�� �� /��(��� 6�
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�� ������� ���� � ��!" ���#��� !" �� $�%��"���% ��� ��&������' #�'"!�" � ($��!����(!���
)$���!��" %�*��% +' � "�� � ����!�������!�� ���(������%$��!�� ���%" &!�� #�!����!,� �$��
��� �������" �� � ������� ��$#��% ��)����� +�- ���&��,� 	 �������� �-�(#��  �� "$�� �
"��$# !" "��&� !� �!�� ���� .����!�� !� .��� ����� &!�� ��� %�"��!#�!�� � ��� +�"!� (�%��
 �� ��)����� +�- ���&��," ��% ��� #�'"!��� �""$(#�!��" +��!�% !�/ 	+��!�� +�"��!"��
�!�� #��0!%�" � #�&�� $� ����  �� "�#����!�� ��� "���!"�!��� 1 ��(!��!�2 ��% ������3#��"�
1+�"��!�2 %�����" �  ���%�( !� "$�� ���&��,"� $����!�� #����""�" ��� ���� ����'"�% !�
.��� ����4/ &���� ��� %!"�!���!�� +��&��� "!(#�� ��)���������% �������"/ � � .��� 4����/
��% ����"!(#�� )$���!��" !" ������%� �!����'/ !� .��� �����/ ��$��(+ 0����' ���%!�!��" ���
�""$(�% �� %�"��!+� ��� �5���!0� ��&������' �����'/ �+��!��% +' � #��)���!�� ���� ���
������ ���$�% "���� � ���� ��)����� +�- !� ��� "'"��(�

����� �����

�� #�!(��' !����%!��� � ��� ���� %!"�$""�% ���&��," !" � "!���� ��)����� +�-/ &�!��
 �� ��� (�(��� !" �""$(�% %���$#��%  ��( ��� ����� +�-�" ��%  ��( ��� ���%"� ���
�������� ��'�$� #��#�"��"/ "�� 67�$���/ 48�9/ :��;!�/ 48�9<� �����&!�� ��� %!"�$""!�� !�
6=>�!/ 48�4/ 	�����%/ 48��</ �� �����' "����" &��� +���& ��� #��-!(!�'�!�%$��% ��#����!���
"$#�����%$��!�� ��# ΔTS/ ��� ��� ������� �+�0����# ?$�"!#���!��� �-�!���!��"� �� �%%!�
�!��/ ��� �=." �� � �!0�� +�- ��� �""$(�% �� +� ������%  �� �&�'  ��( ���� ����� ��%
����� ��� ��� +� 0!�&�% �" �@�"� ��� � %!"�$""!�� � �'+�!%!"��!�� �5���" +��&��� �=."
�� � �!0�� +�-/ "�� 6	�����%/ 48�A<� �$"/ ���' ���#�� #�!�" ��% �@�" ��0� �� +� ��,��
!��� ����$���
B�%�� ���"� ���%!�!��"/ ��� ��(!����!�� � �� !"�����% +�- !" "����' %$� �� ��$��(+
�����!��/

Hbox = EC

(
N̂ − ng

)2

. 1���2

��� � %!"�$""!�� "�� .��� 4�4��� �� +�- �����!�� �����' EC !" �##��-!(����' EC ≈ 1 (��
 �� �'#!��� �-#��!(����� ����!"��!��" 6	�+�����/ 48�C<� �!" �����' "���� #��'" � �������
����  �� ��� ��$#��% +�- %�0!��" "�$%!�% +���&/ � � .��� 4��� �� #���!�$���/ !�  ��!�!����"
#��"���������� �������� ����"#���/ &�!�� !� �$�� ��������" ������!0!�� ��������!��" +��
�&��� %!5����� +�-�" ��%3�� ���%"�
�� !" (�"� ���0��!��� �� �%�#� � ��$��/ &���� ��� ��)����� �#������" %� ��� ����' ������
+$� !�"���% ��� ����(#��!�% +' e±iϕ �#������" &����0�� ��� +�- ������ ������" +' ���
$�!�/ N → N ± 1/ � � .��� 4�4��� =' ��!" ���!��/ ϕ %�����" ��� #��"� �#������ ���)$����
�� N̂ / !��� [ϕ, N̂ ] = i� ��� ���� ��)����� +�-/ ��� ������ %'��(!�" !" ����� ��� ��#�$��%
+' � %$�� #�!� � ����� +�"��!� *��%"� ��� !��$"����!0� #$�#�"�"/ ��� +�-�" ��� ���"!%���%
�� ���+�$�  �$� �@�"� �� �������!"��!�� � ��� %!"�$""�% �##����� �� �� ��+!����' �0��
�$(+�� � �@�"  �� � �!0�� +�- !" "���!��� ��&��%�

�-�/ ��� ��� !���$%� ��� �5���" � � "!���� �@���@� �$���� �!�, �������!�� �&� ���
)����� +�-�" a/b/ � � �!�� ���/ 0!� ��� �$����!�� ��(!����!��

Ht = tjakbγjaγkbe
i(ϕa−ϕb) + h.c. 1��42

&!�� ��� �@� �#������" γja ��% γkb � �� !�%�- ja 1kb2 ���� (���" ���� ��� �@�" +�����
�� +�- a 1b2/ � � �!�� ���/ ��% ��� e±iϕa,b �#������" %�"��!+� ��� ����" �� � ������ !� �
�$����!�� �0���� 7�'"!����'/ ��� ei(ϕa−ϕb)  ����� !� �?� 1��42 �(�$��" �� ���  ��(��!��
� � ������ %!#��� +��&��� +��� +�-�"� �!����'/ tjakb !" � (!���"��#!� �$���� �(#�!�$%�

AA



���� ����� 	
� �������� �����
���� �����

������ ���� ����� � !"� � #�$�%� &�'( '&" ��)"��*� +"��, -a, b. %"**�%'�# +/ � ,�*� �
'�**� +��#�� -$�" �'.� ��%( +"� �, ,�+)�%' '" � %(����*� �*���/ EC �*# (",', !"�� �0�,
&�'( %"���,�"*#�*� ��)"��*� "����'"�, γja/b -1  �# ��# %��% �,.� 2"'( +"��, ��� %"**�%'�#
'" ,�$��� *"���  ��#,3 &�'( %"���,�"*#�*� !����"* "����'"�, ψja/b(x) -�*#�%�'�# �* ���/.3
$��  ��#��0� '�**�  �*4, -$�" �'.� �"� +"� a/b3 "*� (�, Ma/b ,��� �  ��#��0� '�**� 
%"*'�%',� 5��� � %"*'�%', ��� %(���%'���,�# +/ �* "* / ����&�,� %"�� �*� +�'&��* �  ��#
!����"* "����'"� Ψja = ψja(0) �*# � �0� "����'"� γka 3 ,�� �6� -���.3 &�'("�' %"�� �*�,
'" "'(��  ��#, "� �0�,� �"� '(� ,("&* %�,� &�'( Ma = Mb = 23 '(� "* / *"*�,��� �
%"*'�%' %"���,�"*#, '"  ��# !����"* ψla � 7���3 89�:;

%"**�%'�*� '(� ��,��%'�$� �0�,3 ���� '(�"��( �* �*'����#��'� *"*�'"�" "��%� *�*"&���
,����*'�
�"� �"�*'� �4�  ��#��0� '�**� %"*'�%',3 "*� %�* #�,%��+� ��%( *"*��*'���%'�*�  ��# +/ �
�� ,��* �,, !����"* "����'"� ψja,R/L(x)3 ,�� 5�%� 8����3 &(��� '(� �*#�� ja �*#�%�'�, '(�'
'(�  ��# �, '�**� �%"�� �# '" +"� a� �("",�*� x = 0 �, '(� '�**� �%"*'�%' �"�*'3 ���('�
�*#  �!'��"$�*� -R/L. !����"*, ��� #�1*�# !"� x < 03 &�'( '(� "��* +"�*#��/ %"*#�'�"*,
ψja,L(0) = ψja,R(0)� 2/ � ,'�*#��# �*!" #�*� '��*,!"���'�"* 7�"�" �*3 899<;3 "*� ��/
,&�'%( '" %(��� -���('��"$�*�. !����"*,3 ψja(x)3 +/ &��'�*� ψja(x) = ψja,R(x) !"� x < 0
�*# ψja(x) = ψja,L(−x) !"� x > 03 %!� 5�%� 8����� (�  ��#��0� %"*'�%' �, '(�* #�,%��+�#
+/ '(� '�**� �*� ���� '"*��*

Hλ = λjakaΨ
†
ja
γkae

−iϕa + h.c., -���.

&(��� λjaka ����* �, � ��%�",%"��% '�**� �*� ��� �'�#� �*# "*� ��� "/, '(� ,("�'(�*#
*"'�'�"* Ψja = ψja(0)�
	  '�**� %"�� �*�, &�  +� �,,���# ," &��4 '(�' '(�/ %�* *��'(�� %���'� �+"$�����
6��,����'�% � ��%�'�'�"*, *"� #�,'�"/ '(� �*'����'/ "! �25,� (�,3 "*� #���*#, '(�'
'(� �*���/ ,%� �, �,,"%��'�# &�'( '(� ��� �'�#�, tjakb �*# λjaka ��� ,��  %"�����# '"
+"'( ΔTS �*# EC � �"��"$��3 �(/,�%� '�**� %"*'�%', ��'�*# "* / "$�� ,("�' #�,'�*%�,
&�'(�* '(� %"�� �# +"� #�$�%�� (� "* / ��%��'�"* '" '(�, �� � ���  "*����*��# ����&�,�
%"'�**� �*� �$�*', ��*���'�# $�� %(����*� �=�%',3 ,�� 5�%� ����� +� "&�
��*�  /3 '(� ���� '"*��* "! #�%"�� �#  ��# *"� j3 %!� �6� -8��>.3 �, ��$�* +/

Hleads = −ivF
∫ ∞

−∞
dx ψ†

j∂xψj, -��<.

&(��� "*� �,,���, '(� ,��� ����� $� "%�'/ vF !"� �   ��#, �*# &��'�, j = ja !"� *"'�'�"*� 
,��� �%�'/� ��=���*%�, �* ����� $� "%�'��, ��� *�� ���+ � �*# %�* +� '�4�* �*'" �%%"�*' +/
��*"��� �,�*� '(� �+"$� '�**� �*� ��� �'�#�,�

5" !��3 � !����"*�% #�,%���'�"* "! '(�  ��#, &�, %"*,�#���#� �* �*� "�/ '" '(� %�,� "! �
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������ ��������  �!" ��� #�$� %��" �& �� '��('� &� �)�&$* &� �  �������+ +��$��,&��� (�� &*�
���+�� 	� (�� &*� ��������  �! � �-�" (��.����$ /�&�&��&�$��0 ��+  �����$ /$*����1,*���0
���+ -���� ��� ��� &*��� 2 �!,��$�&�2 ��,���&�+� �*��� &*� ���+ ��.��&����� /��30 �+.�&� �
,'���2  �����$ +��$��,&���" ��� �4� /��50  ���)" (��.����$ ��,�$&� +� �,,��� �� &'�������
�,���&��� $����$&��� &*� ���,�$&�-� ���+ &� �6�� �� &� �&*�� ���+�� 7��(��.��� 	 �����
 �������&��� �� &��.� �( ���*&� ��+ ��(&�.�-���" �� )�� +��$'���+ �� #�$� %����" ��� ��&���
+'$�� +'��  ���� 8��+� φj ��+ θj � �2��� &*� ���� �� [φj(x

′), ∂xθk(x)] = iπδ (x− x′) δjk"
��+ 9���� (�$&��� κj �� �������� ��,�����&�&���� *��� 2" &*� ���+ ��.��&����� /��30
���+� :�������" %;;3<

Hleads =
vF
2π

∫ 0

−∞
dx
[
(∂xφj)

2 + (∂xθj)
2] . /��50

��� � +��$��,&��� �( &'������� ,��$�����" *�)�-��" 9���� (�$&��� ,��2 � $�'$��� ����� =����
 �������+ �!,��������" ��$* &'������� �-��& �� (�$&�����+ ��&� � $*�������'&��� (��.����
 ������� ,��& ��$�+��� &*� (��.����$ �&�&��&�$� ��+ � ,��& +��$�� ��� &*�  �����$ $*����
/�� ,*���0 +2��.�$�� �!,��$�&�2" (�� &*� ���+��6� &'������� ��.��&����� �� �4� /���0"
��� � &����

Hλ = λjakaκjaγkae
i(Φja−ϕa) + h.c., /��>0

)*��� � (�$&�� 1/
√
α *��  ��� � ��� �+ �� λjaka � ����" &*� �*��&*��+ ��&�&��� �(

#�$� %����" ���� Φja = φja(0) ��+ Θ′
ja = ∂xθja(0)" )�� '��+� 
�&� &*�& �4� /��>0 $���

&���� � ��$�� (��.��� ,���&2 �,���&�� iκjaγka )�&* �����-��'�� ±1 $�����,��+��� &� &*�
�$$',�&��� �'. �� �( &*� (��.��� .�+�  '��& (��. κja ��+ γka �

����� ����	
��� ������������ �����
��	

�& �� $��-�����& (�� &*� �' ��4'��& +��$'����� &� ��-���& &*� ������ ���+��6� $��&�$&
�( #�$� %����� ��� � ��.,�� $��&�$&" ��� ���� ��%/�0" &*� &'�����$�',��+ �������� /γ ka0
��+ ���+ /Ψja0 (��.���� ��� ��4'���+ &� *�-� �� �++�&����� &'���� $�',����� &� �&*��
/�������� �� ���+0 (��.����� ��� �2�&�.� )�&* ���2 ��.,�� $��&�$&�" ��� $�� ,��$��+ �� �
�&����*&(��)��+ .�����  2 �.,��2��� &*� 9������������� ('���� �,,���$* ,'& (��)��+ ��
:	�&���+" %;��" ?@��" %;��<� *'�" ��� � ���-�� &*�& �� �'$* �2�&�.�" ��$* ��$�� (��.���
,���&2  '��& (��. � 9������������� �,���&�� κja ��+ � �6� �,���&�� γka (��.��� &*�
���,�$&�-� &'���� $��&�$&" $(� ���� ��%/�0" )���  � ��,���&��2 $�����-�+" iκjaγka = ±1�
#�.�����2" ��� ��$�� ,���&��� ����$��&�+ )�&* ��.,�� �6���6� &'���� ���A� ��� $�����-�+"
iγjaγkb = ±1� *� � �-� � ���-�&���� �.,�2 &*�& &*� (��.����$ ��$&�� �( &*� &*���2
�� &��-����2 ���-� �� �� ���� �� ��� ��$�� (��.��� ,���&��� ��.��� $�����-�+� 	 $�',��+
��������  �! �2�&�. )�&* ���2 ��.,�� $��&�$&� $�� &*'�  � ��+'$�+ &� � ,'���2  �����$
&*���2" )*�$* �� ��������2 .'$* ��.,��� &� ����2�� &*�� &*� �������� (��.����$ -�������
	�� ���+��6� �'�$&����  �2��+ &*� ,���)��� &'���� $��&�$& �� ���� ��%/�0 ��� ��(����+
&� �� ���	������� )� �!�.,��� �( �'$* ������.,�� ���+��6� $��&�$&� ��� �*�)� ��
����� ��%/ 0 ��+ /$0� 	 ������.,�� �'�$&��� ���� �$$'�� )*�� � ���+�$��&�$&�+ �6� ��
�� �++�&��� &'�����$�',��+ &� ���&*�� �6� �� �� �+��$��&  �!" ��� ���� ���� #�.�����2"
��� .�2 ��(�� &� ������.,�� �6���6� �'�$&���� �( ��-���� �6�� �� +��&��$&  �!�� ���
$�',��+ &� ��$* �&*���
�� &*�� $*�,&�� &*� ��&'�&��� �� �++�����+" )*��� ��.� �( &*� � �-� ��$�� (��.��� ,���&���
��� ��& $�����-�+ ��2.���� *�� .�2 *�,,�� �( '���&��&����� ,���&2� ���A��� .�$*����.�
��� ,�����&" ���� )*�� � $��-��&����� .�+���, 	�+���- �&�&� �� �$$�+��&���2 $��&���+
���� � ���+�$��&�$&�+ �?# ��+ &*��� 2 �$&�-�&�� 4'����,��&�$�� ,�������� .�$*����.�
:7�'���" %;�>�<� 
�-��&*�����" &*� (�$'� �( &*�� $*�,&�� ���� �� ��&��&����� ,���&2� ���A���

3>
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������ ���� ���� � !" #$#�"��� �  �%&��'� (�##� )�#*(�$#"� ��  �& ��& *��* �" *$���"�$#&
($ �'�" γka %#& $��# ��& *��* �" ($ + ��#��%)$�%#% $���%($�" κja ,�(-�# % .$"$#�"�&
&�"*���(�$# $/  �%& /����$#"0 "�� �1� 2��3�4� 2%4 ���� � *$#(%*(0 */� �1� 2��354� 2.4 
$#�
"��� � *$#(%*( .�(,��# (,$ �'�" %#& $#�  �%&0 */� �1� 2��64� 2*4 
$#�"��� � *$#(%*(
.�(,��# $#� �'� %#& (,$  �%&"0 */� �1� 2��74� 8�%�0 �9�7:

�;�*(" &�� ($ #$#�"��� � (�##� *$#(%*("� ��*- *%"�" ���(%�# ($ �%#< �%)$�%#% .$=
(�%#"�$�( "�(��" %#& 1�%#(����#/$��%(�$# ��$*�""�#� %�� �*%(�$#"� �# /%*(0  $*% �%��(<
*$#"��!%(�$# ��� ��" (-%( /$� "<"(��" ,�(- $# < "��� � *$#(%*("0 �'�" *%##$( ��!�% (-���
�#&�� <�#� /����$#�* "(%(�"(�*"0 "�#*� &�;���#( ��%"�����#( .%"�" %�� #$( %**�""�. �� ��(-
(-� %.$!� �$(�!%(�$#0 $#� *%# #$, �#"��*( "�!��% ��#���* "*�#%��$" ,�(- %(  �%"( $#� #$#�
"��� � *$#(%*(0 ,-��� �#� $� $�(�(�##� �#� $/ *-%��� /�$� (-� .$= *%# (%>� � %*� ��(-��
!�% &�;���#( �'�" $# (-� .$= 8���� ���2.4: $� (-�$��- &�;���#(  �%&" 8���� ���2*4:� -�
���"�#*� $/ "�*- *$#(%*(" -%" ���$�(%#( *$#"�1��#*�" $#  $,��#���< 1�%#(�� (�%#"�$�(
�# *$�� �& �%)$�%#% .$= )�#*(�$#" "�#*� (-� *$���"�$#&�#�  $*% /����$# �%��(��" &�?#�&
%.$!� %�� #$( *$#"��!�& %#<�$��� �# �%�(�*� %�0 %/(�� % "�1��#*� $/ (�##� �#� �!�#("0 "$��
$/ (-�"� �%��(��" �%< -%!� .��# @����& % $#� ,�(- % *-%��� (�%#"/�� .�(,��# &�;���#(  �%&"�
���� %� ��$*�""�" -%!� .��# &�"*�""�& �# 8+%"-�.%0 �9�50 A ����0 �9�B%: %#& %�� >#$,#
($ %;�*( (�%#"�$�( ��$���(��"�

�( �" �"�/� ($ �&�#(�/< "�."�(" $/ 2�'� %#& + ��# /%*($�4 �%)$�%#% $���%($�" ,�(- *$#�
"��!�& $!��%  �%��(<� ��*- % "�."�( ��"( *$#(%�# %# �!�# #��.�� m $/ �%)$�%#% $���%�
($�"0 ,-��� (-� *$���"�$#&�#� �%)$�%#% .� �#�%�" ��#��%(� % "��# $���%($� ,�(- "<����
(�< ��$�� ��(m) 8CD��0 �9��0 	 ( %#&0 �9��0 CD��0 �9��0 	 ( %#&0 �9�3:� �$� .$(- *%"�"
�# ���"� ���2.0*40 (-��� �%)$�%#% $���%($�" %�� *$�� �& ($��(-�� %( (-� )�#*(�$#� %>�#�
�#($ %**$�#( % &���< �%)$�%#% �$&� #$( "-$,# �# ���� ���0 (-� �%��(< %""$*�%(�& ,�(-
(-�"� �%)$�%#% "(%(�" �" *$#"��!�&� 	" % *$#"�1��#*�0 (-� �%)$�%#% .� �#�%�" ��"� (�#�
/�$� (-�" "�."�( *%# �1��!% �#( < .� &�"*��.�& .< A%� � $���%($�" σx,y,z0 */� ��*� �����0 %"
,�  .� &�"*�""�& #�=(�

	" % ?�"( �=%�� �0 $#� ���-( *$#"�&�� (-� "�(�%(�$# �# ���� ���2.40 ,-��� (,$ �%)$�%#%
$���%($�" 2γx, γy4 $# (-� "%�� .$= %�� (�##� �*$�� �& ,�(- %�� �(�&�" λx,y ($ % "�#� �
 �%&� -�  %((�� �" &�"*��.�& .< (-� /����$# $���%($� Ψ† ∼ κeiΦ� �#* �&�#� % "$ % ?#�(�
$!�� %� �#(���% .�(,��# (-� �C�" 2hz40 (-� *$���"�$#&�#� (�##� �#� �%�� ($#�%# 2���4
(%>�" (-� /$��

H2,1 = (λxσx + λyσy)e
i(Φ−ϕ) + h.c.+ hzσz, with σx,y = iκγx,y, σz = iγyγx. 2��64

�$� % "��*�?* �-%"� �� %(�$# .�(,��# λx %#& λy0 (-� "%�� �$&� &�"*��.�" 1�%"��%�(��
* � �$�"$#�#� �;�*(" /$� (-� "�#� ��������(< +�� 	" "-$,# �# 8A ����0 �9�B%:0 �# (-�
���"�#*� $/ %&&�(�$#%  �%&"0 (-� �� @$, ,�  ��#��%(� %# %&&�(�$#% -<.��&�"%(�$# (���
∼ σzΘ

′ .�(,��# % A%� � $���%($� %#& (-� .$�#&%�< /����$# &�#"�(<� �# ��*� �����0 (-�
��#��% �"%(�$# $/ (-�" ($ %�.�(�%�< *$�� �= λx,y ,�  .� &�"*�""�&�

�=(0 %# % (��#%(�!� "�(�� "-$,# �# ���� ���2*40 ,-��� $#� �'� 2γ4 �" (�##� �*$�� �& ($
(,$  �%&" ,�(- %�� �(�&�" λx,y0 �" (��%(�&� -� ��"��*(�!�  �%& /����$#" %�� #$, ,��((�#
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������ ���� ������  �!�" ��!# $  �%�&� !�%%�& ���'�� (�%%�(!�%� !#� !�� ���� � ��
(�%!�$& &�$' ��!# �� �% )�&' Φl,r = φl,r(0) $�� !�%%�&�(��"&�' !� !#� �� "�(!�*� �+� ,
 �� �-� .��/0� 1�($� � �2 !#� "�� �%(� �2 !#� �+���+� &�%3, !#� � &�$'��+� (�%!$(! 
$�� %�%� �4"&�� �% $''�!��%, ML/R &�$' $�� $!!$(#�' !� !#� &�2!5���#! ��� *�$  �4"&�
(�%!$(! , �#��� !#�  #��% ��$4"&� � 2�� ML = 3 $%' MR = 2� 6�$�, 78�9:

$ Ψ†
x,y ∼ κx,ye

iΦx,y � ���4 �-� .���0, !#� !�%%�&�%� �$4�&!�%�$% � !#�% ��*�% �;

H1,2 =
(
λxσxe

iΦx + λyσye
iΦy
)
e−iϕ + h.c., with σx,y = iγκx,y .��90


�!� !#$! !#��� � %� hzσz (�%!����!��% ��!# σz = iκyκx� ����(! &�$'�&�$' !�%%�&�%� "���
(�  � .�2 "�� �%!0 ���&' "��'�(� '�<���%! !��4 �
�%� $& � �� ��*� !#$!, $ &�%� $ $% $���!�$�; (��"&�' ���  ; !�4 '�� %�! $'4�! !�%�
%�&�%� "$!# 2��4�%� (&� �' &��" , $&& ��&$!�*� "#$ � ��!���% !�%%�&�%� $4"&�!�'� ($%
�� $� ����' �;  ��!$�&�  #�2! �2 &�$' �� �% )�&' $%' !#� '� %�! $<�(! !#� "#; �( �
����, (&� �' &��" (�%)���$!��% �% ��&���!  "$(� 4$; $�� � 2��4 ��%� ��(#$%�� "��(�  � 
�%*�&*�%�  �*��$& ���� , 2�� �% !$%(�, $ "&$-��!!� �"��$!�� �% �$=��$%$ (�'� %�!���3 
6�$%'$�, 78�>:� 	 (&� �' &��" � $& � 2��%' 2�� $ &�$' (��"&�' !�  �*��$& �+� �% !#�
 $4� ���,  �� ���� ��7.�0� �#�&� !#� ��&$!�*� "#$ � ��!���% λx $%' λy ($% �� �$���' $�$;
2�� !#� ($ �  #��% �% ���� ��7.(0, !#� � %� &�%��� "�  ��&� 2�� !#�  �!�" �% ���� ��7.�0�
	 4��� (�4"&�($!�' ��$4"&� 2�� $  ; !�4 ��!# %�%� �4"&� (�%!$(! ($% �� $%$&; �' �;
(�% �'���%� !#� !������  �!�" �% ���� ���� ?�4�&$�  �!�" $�� � �% �$ �( �$=��$%$ -���!
$%' 4�&!����� 4�$ ���4�%! 6@&����, 78�A, B$�C��, 78�A: $%' �% !#� (�%!��! �2  !$��&� ��
(�'� 6�$%'$�, 78�>, @&����, 78�>�:� ���� !#� &�2!5���#! .a = L/R0 ��� � (�%%�(!�' !� $%
$���!�$�; %�4��� ML/R �2 %��4$& &�$' *�$  �4"&� &�$'��+� (�%!$(! � ������ ���  #�� 
!#� ($ � �2 ML = 3 $%'MR = 2� �% $''�!��%, !�� (�%!�$& &�$' ��!# !#� �� "�(!�*� 2��4��%
�"��$!�� Ψ†

l/r ∼ κl/re
iΦl/r $�� (�%%�(!�' !� !#� &�2!5���#! ��� !#����# %�%� �4"&� (�%!$(! 

!� !#� �� "�(!�*� �+� �"��$!�� γl/r .��!# !�%%�&�%� $4"&�!�'� λl/r0� #� (�%!$(! $��
%�%� �4"&� ��($� � γl $%' γr $�� !�%%�&�(��"&�' �; $% $4"&�!�'� tLR� ��!# !#� ���
"#$ � �"��$!�� ϕL/R, !#� (���� "�%'�%� (�%!�$& "$�! �2 !#� (��"&�' '�*�(� � '� (����'
�; !#� �$4�&!�%�$%

Hc = tLRσze
i(ϕL−ϕR) + λlσxe

i(ϕL−Φl) + λrσxe
i(ϕR−Φr) + h.c., .��/0

�#��� �%� '�)%� σz = iγlγr $%' σx = iγlκl� 
�!� !#$! �%� ($% $& � ���!� σx ∼ iγrκr
 �%(� !#� (�%!�$& =�%(!��% "$��!; γlγrκlκr = ±1 � (�% ��*�'� #� $""�$�$%(� �2 '�<���%!
@$�&� �"��$!�� �% �-� .��/0  ���� ! !#$! 2�� λl/r �= 0, !#� !������  �!�" �% ���� ��� � 
4��� '�D(�&! !� $%$&; � !#$% $ "���&; �� �%�( (��%!��"$�! ��!# �%&;  �4"&� (�%!$(! , ����
��!#��! !#� (�%!�$& &�$' �% ���� ����
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�� ���������� ��� ����!� "�## $! �� !� �%���&� "��'� (## �()!'(�( �!*�� ('� !+�'(���
(� ��('�����,�' ng- ���� ���  �(',� !� �( � �!* �(� ( ��(������ ,'!������(�� .(#��� ���#�
��('���,���'(�� �!*  �(',� ��(��� /"��� ng  #!�� �! �(#$�����,�' .(#���0  (�  �(�,� ���(�#�
!$ ��� 1� 2��'.�!�- 34�5- �� �(�#�- 34�67- ���% �! �!� ��.!#.� (�����!�(# �!�� !���'.��
$�'&�!� +('��% ��,'��� !$ $'���!& /��'� '�+'������� �% 8(�#� !+�'(�!'�0� �!' "�(9 �����#�
��, (&+#������ (�� ��('#% ����,�' ng !� (## �!*��- ��� �%���& �� ��� '���� �%  !�����#��,
(&+#������  !��� ���, �� +'�� �+#� (�% +(�' !$ #�(�� �� ��� �%���& .�( +�(��� !��'���
�� !��� !' ��,��'�!'��'  �(',� �����#��, +'! ������ ! !��(�� ���  !''��+!����,  !����
��#��, (&+#������ �� ( �%���&(�� "(%- !�� �&+#!%� ( : �'��;�'��!#; �'(��$!'&(��!�
�! +'!)� � ��� $�## ���!'% �! ��� ��(������  �(',� ,'!������(�� �� �!' !$ (## �!*��- ���
:� � 3���3�
�� +'!)� ���  !�����#��, �(&�#�!��(� "�## �!"  !��(�� ��(#��(��.�#% ��;�'��� ��'&��
��'��- ���'� ('� ������ ��	�
��  !�����#��,  !��'�����!��� :� � +'! ����� �! �!� ��.!#.�
8(�#� !+�'(�!'� '�+'�������, �!�� !���'.�� $�'&�!� +('����� (�� �(.� ��� � ��&(�� $!'&

Hbos = Jjakbe
i(Φja−Φkb

) + h.c. with Jjakb �
λjaj′aλ

∗
kbk

′
b

EC

∏
〈l,l′〉

tll′

EC

. /���40

��  !�����#��, (&+#����� Jjakb  !��(��� ��� �����(# (�� <�(# #�(���=�  !�+#��,� λjaj′a
(�� λ∗kbk′b $!'  �(',� �����#��, �!>$'!& #�(� ja/kb .�( �!* a/b- ��� ���� /���0 (�� /��50�

/��'�- a = b �� +!����#��0 	� ( '���#� !$ ��� +'!)� ��!� �! ���  �(',� ,'!������(�� �� �!'-
��� e±iϕa/b ��'&� ('� �! #!�,�' +'����� �� ��� /���40 (�� �� !&� �;� ��.�#% '�+#( �� �%
1/EC $( �!'� �� ���  !�����#��, (&+#�����- ��� :� � 3���3� �� !'��' �! !��(�� (  !��'�����!�
$!' #�(� +(�'� (��( ��� �! ��;�'��� �!*�� /a �= b0- ( ������ � !$ ����'&���(�� �=���=�
�����#��, �.���� "��� '��+� ��.� (&+#������ tll′ -  $� ��� /��30- �� �� ���('%� �!' ���&
�!  !��'����� �! ��� /���40- �!"�.�'- �� � �=���=� #��9� &��� �(.�  !���'.�� #! (#
+('������ 
!�� ��(� ��� � $!' �( � (�����!�(# �����#��, �.���- ���  !��'�����!� �! Jjakb
,��� ��++'����� �% ( $( �!' |tll′ |/EC 
 1- ��� ��!'���� �����#��, +(��/�0 ���"��� (  �!���
+(�' !$ #�(�� "�## �!&��(���
��  !��'(�� �! ��� +�'�#% �!�!��  (�� �� ��� /���40- !�� �!"  !�����'� ���  !������� ��
!$ ��� �����#��, +(��  !��� ���, #�(�� ja (�� kb ��.!#.��, ( ��'��, !$ 8(�#� !+�'(�!'�
σm = σm

x,y,z� ��'�- σm ��� '���� ��� �!�� !���'.�� #! (# $�'&�!� +('��% (� ��� m�� �!��
��&+#� #��9 (#!�, ��� +(��� �!' ( ��'��, !$ n ≥ 1 8(�#� !+�'(�!'� /m = 1, . . . , n0- ���
+'!)� ��� �(&�#�!��(� �(� ��� � ��&(�� $!'&

Hnbos = J
(σ1,...,σn)
jakb

σ1 · · · σnei(Φja−Φkb
) + h.c., /����0

"��'� J
({σ})
jakb

�� (  !�����#��, (&+#����� (� �� ��� /���40 (�� ��� ��+�'� '�+� ���!���
��(� ���� (&+#����� (++#��� �! ( �+� �< �����#��, +(�� ��.!#.��, ���  !''��+!����, 8(�#�
!+�'(�!' ��'��,� �!� '��� �*(&+#�� $!' ���� �!�(��!� "�## �� ,�.�� �� :� � ��3� 
!�� ��(�
"��� ���  !�.����!�� J

({σ})
jakb

→ Jjakb (�� σ1 · · · σn → 1 $!' n = 0- ���� �� (���� � !$ �!��
��&+#� #��9�- ��� /���40  !��������� )��� ( �+� �(#  (�� !$ ��� /����0�
��'� �*��� (�����!�(#  !&+#�*����� �� �����#��, (� ( �!����&+#� )�� ��!� "�� �  !&+'����
&�#��+#� 8(�#� !+�'(�!'� !$ ��� �(&� ��� σx,y,z� �!' �*(&+#�- (� �!����&+#�  !��( �� ��
��,� ��3/�- 0- �#�&���(# �����#��, �.���� &(% ��.!#.� (��� !&&����, 8(�#� !+�'(�!'� σx
(�� σy� ��  !''��+!����, +(��  !��'�����!� �!" �*������ (� �*�'( ��++'����!� $( �!'
∼ |Δng|- "��'� Δng �� ��� �������, !$ ��� �( 9,(�� +('(&���' ng ("(% $'!& ����,�'
.(#���� ��� ��++'����!� ('���� $'!& ��� ����'� ��.� ����'$�'�� � ���"��� �����#��, �.����
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���� �������� ���� �������� �
 �� !" �#$%" �&!���" �#$%'(� �� ) ���*!& �" �+ ��� '�, �-
�!��� )��*�-�&. ��  /�!&��' 0 &&�. *�����" Δng = 0" -!*� ) ��- ��0� �� *�����'!����  �
 &&� 1�� 2���� Δng" '��� � !&� �)�� ���- ���*��0�&. *��'��� �� ��� ����� � !&� �)�� ���"
���� σxσy = iσz� 3��� ���- *� ���  �� ��*&!���� ��� |Δng| + *���" ��� *��!���&���
*�����'!���� �- ����  � �� ��0�� '. �4� 5��$$6�
1!���������" �� *�!)&�� '�, ��0�*�-  &&����� +�� *&�-�� &��)-" -�� ��*� ��$��" �&����� &
�!���&��� �0���-" ���*� *����*� �� ��-���*� �7�-" � . &� � �� ��� - �� *� ��� �� �-+���
����+���" -�0�� & ��-���*� ) ��- ���� �������� � !&� �)�� ��� *������ * � *�����'!�� ��
 ��0�� *��!���&��� ���� ∼ ei(Φja−Φkb

)� �!*� ���*�- � 0� '��� �,)&�����" +�� ��-� �*�" +��
�89 �� ��!�  �� � ��)!& ���� -*����-" *+� ��*� ��:� 8�&��" * -�- ���� �����+����� ) ��-
 �� ��� *��-������" �� �+ )��-���"  - +�� ��� &��) 4!'�� ��0�*� �� ��*� �����  �� ����:" ���.
 �� �,)&�*��&. -�) � ����

��� �����	
��
���������� 
�
���

	))&.��� ��� *��)�-����� �!&�- +�� *��!���&��� ; ��&���� �- �� ��*� ��$��" ��� ����0 ����
 ��  � &.-�- �+ ��� ����&��) �� �4! ����-" *+� ��*� �����" �- ��-*!--��� ����� & *�!)&��
� <�� � '�, ��0�*�- !���� /�!&��' 0 &&�. *��������-  �� -�!����" ����� ����*��-��0��
&�* & +������ ) �����-  �� ��-*��'�� '. � !&� �)�� ���- σm = σm

x,y,z  � ��� m�� &��=� ��
��*� ����$" *��-��!*���� )���*�)&�- +�� �� �4! ����- +�� -.-���- �+ ���- �.)�  �� ������!*��
' -�� �� ��� ��� ��*���4!�� �!'-�4!���&." ��� ��0�*� �, �)&�- ��&& '� ��-*!--�� �� �����
�� �&&!-�� �� �.)�* & ���*�- * !-�� '. ����*��-��0�� &�* & +������ ) �����-�

����� �����	
 ����	���� �� �� ���	�����

�� ����� �� �'� �� �� �4! ����- 0� ��� ���  ))�� *�" ��� *��-����-  �'��� �. ) ��- �+
*��!���&��� �)�� ���- *�����'!���� �� H �� �4� 5��$$6� 1�� ��� �)�� ���-  *����  �  &��-�
*���*����� 5�� ��� �.6 ����- τ  �� τ ′" ��� ��-!&� �+ -!*�  *���� *���� �!-� '� �4!�0 &���
��  &��� � *��'�� ���� �+  && )�--�'&� �)�� ���-  � ���� (τ + τ ′)/2" ����� ��� ��-)�*��0�
�,) �-��� *��>*����- ����*�&. ��������� ��� ����&��) �� �4! ����-" -�� ��*� ������ �!-"
��� � - ��  � &.-� *���� *����- �+ *��!���&��� �)�� ��� ) ��-� ?������� ��� *����-)������

 �)&��!��- '. J
({σ})
jm  �� J

({σ′})
mk " ����� *���� *���� ������ &�-�- ��� �!���&���  �)&��!��

J
({σ′′})
jk " ����� ��� � !&� -����� {σ′′} ��-!&�- +��� �!&��)&�* ���� �+ '��� �)�� ��� -�����-�

��- *��)�-��� �!���&���  �)&��!�� ��!- *����*�- &� �- j  �� k '.  �!���&��� ) ��
��!*���� &� � m  �� ' *=� �� �� �4! ����- ��� ��)��� �� ������� ��� � !&� -�����-
σ1 · · · σn  �� σ1′ · · · σn′

*���!�� ��  ���*���!���

1�� *���!���� � !&� -�����-" ��� ���  ))�� *� .��&�- ��� ����� & �� �4! ����-

dJ
({σ′′})
jk

d�
=

∑
m �=(j,k)

J
({σ})
jm J

(σ′)
mk . 5��$�6

��- ��-!&� �- -��)&� �� !����-� �� �+ '��� � !&� -�����- �� ��� -� �� �0��& ))��� � !&�
�)�� ���-  �  &&" *+� ��*� ������ �� *��)�-��� �!���&��� ) �� �- ���� �'� ���� '. -���*����
�������� '��� ) ��-"  �� ��� � !&� -����� {σ′′} *����-)���- �� ��� )���!*� �+ ��� -�����-
{σ}  �� {σ′}� �����0��" �+ ������* & � !&� �)�� ���-  ))� � �� '��� -�����-" - ." σm

x  ��
σm′=m
x " ���. ���*��0�&. -4! �� �� !���.  �� ��!- ���) �!� �� ��� -����� {σ′′}� �� ���

+�&&�����" �4� 5��$�6 �- ��-*!--�� �� ���� ��� �&  �� +�� �������� * -�- �+ ������-��
� �� � ���" �� �- *��0������ �� ������!*� ��� *��*�)� �+ ������� ������	�
� 5�� -��)&.
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������������ 	 ������� ��������� B ������ �� �  ���! �� M "��#� $%��& ��#�' j ∈ B�
%&��& ��� ���!"�# �� ���& ��&�� �&��� & !���"( ������� �������"�� !��������) ��# &����
��#�� � !���"( ������� ������������ %��&�� �&� ���������) ��� �*� $��+,�� -�� �'�.!"�)
�&�� &�!!��� ��� ��.!"(����!"�# "��#� �&�� ��� �����&�# �� �&� ��.� ��'� �� �%� "��#�
������ �� ��������# /�� !���"( ������� �������"�� !��������) ���� �� � ���"� ����� ��
��/�"/�#) �&�( .��� ��"�� �� #������� ����������� �� !������"��) � "��# %��& � ������.!"�
"��#��0� �������  �����""( #�1��� ��� �%� ��������� %��& M = |B| = 1� 	����#�� 
�� �&�� #�1������) �"" "��#� �� �  �����" ��2����� ���%��3 ���*��"( ��"�� �� ��� �� ���
������!��#�� �����������
-����) ��� ��� ��/���� �&� �(���. #�������# �� ���� ���� 4��� M "��#� ��� �����&�# �� �  �/��
��' /�� ��.!"� "��#��0� ��������) �&�� ���.�� � ��������� B� �� �&� ��.!"��� ����) �&�
4�.�"������ #�������� !���"( ������� �������"�� !�������� %��&�� �&�� ��������� ��""�%�
���. �*� $��+,� �( ��..�� �/�� �"" �����"�� !��&� ��������� "��# j �= k $%��& j, k ∈ B��
���& !�������� &�/� �.!"���#� Jjk ��# ���!"� #�5����� "��#� ��"( /�� �&� "��# ����� 1�"#�
Φj ��# Φk� 	#�!��� �*� $��+�� �� �&�� !���"( ������� !���"�.) ��� ��� ��!��#��� �&�
�� �*������� ��� �&� ��� "���.!����( 6�) ��� �*� $��7+�)

dJjk
d�

=
∑

m∈B,m �=(j,k)

JjmJmk. $��+��

-�� � #��������� ��� ���� ����� ��# ���� ����8�
	!��� ���. �&� !���"( ������� !�������� ��&��# �*� $��+��) �������"�� �/���� �"�� ���
3��3 �&� �(���. ��� �� � ������� ��������� B1 ���� � #������� ��������� B2) %&��& .�(
��"�� �� �&� ��.� �� �� ����&�� ��'� 9( #�1������) ���& !�������� ��/�"/� � ����� 
σ1 · · · σn �� n ≥ 1 ���"� �!�������� &� ������!��#�� 4�.�"������ ���#�) ��� �*� $��++�)

Hnbos =
∑
j∈B1

∑
k∈B2

J
({σ})
jk σ1 · · · σnei(Φj−Φk) + h.c. $��+8�

&��) ��� ��� ���#( �&� %�( �� %&��& �&� �� �*������� �� �*� $��+�� ��� !���"( �������
���!"�� � Jjk %��& j �= k ∈ B ��� .�#�1�# �( �&� ��������������� �������"�� !��������
�� �*� $��+8�� ��  �����") ���& �� �'������� ���. "��# j ∈ B �� ��.� ��&�� ��������� B2

.��� ��/�"/� � ���"� ����� σ1 · · · σn %��& n ≥ 1� �� ��#�� �� ���������� �� �&� �� :�%
�� �&� !���"( ������� ���!"�� Jjk) &�%�/��) �&� �����"�� !��& .��� ��% ������ �� "��#
k ∈ B /�� �&� ���� ���"� �!������ ����� � 	� � ����"�) ��� ���!"�#���' ���%��3�) �&� ��
�*������� ��� �&� 6� �� �*� $��+�� �����/� �� �##������" ������������)

dJjk
d�

=
∑

m∈B,m �=(j,k)

JjmJmk +
∑
m/∈B

J
({σ})
jm J

({σ})
mk . $��+7�

-� � ��8 �""�������� ��� �'�.!"� ��� � �����"�� !������ ����������� �� �*� $��+8� �� �
���&�� �#/����# #�/��� %��& ���� ��'��� &� #�5����� �'�.!"�� �� -� � ��8 �"�� ���/� ��
�&�% �&�  �����" �!!"�����"��( ��# /������"��( �� �&� &��� #�������# ���.�"��. ��� ��������(
���!"�# ��' #�/�����
-��. �&�  �����" �*������� $��+��) ��� ������� �&� �� �*������� ��� �&� �������"�� 

�.!"���#�� J
({σ})
jk ) %��& "��#� j ∈ B1 ��# k ∈ B2 ��"�� �� �� #�5����� ����������

dJ
({σ})
jk

d�
=

∑
m∈B2,m �=k

J
({σ})
jm Jmk +

∑
m∈B1,m �=j

JjmJ
({σ})
mk . $��+;�

7+
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������ ���� �������  !� � "!����# ��$!��%� &!� #�'�"� (�)*  !�� &!��+ ,a, b, c, d-� *�
&!+!%�" +�&+�")!�+ Ba,b,c,d "!%)��% Ma = Md = 2 �%# Mb = Mc = 1 ���#+ (�)* +�����
���#��.� "!%)�")+ )! )*� ��+��")�'� &!�� *� #�'�"� *�+  !�� �.���.� )�%%�� &��#��+
�%# )*��� ����+ ! "�%)��� ���#+ /(la, rb)0 (lb, rc)0 �%# (lc, rd)1 (�)* %!%�+����� ���#��.�
"!%)�")+� ��"* "�%)��� ���# ��+!  !��+ �)+ !(% +�&+�")!�� �!%�"!%+��'�# �!"��  ����!% ����
�)��+ ��� �%"!#�# &2 ����� !����)!�+ σm=1,2,3

x,y,z � �) ��+! ����+)��)�+ *!( �� )���+ ���+�  �!�
"!%)��")�!%+ ! "!)�%%���%� !����)!�+� ,�- �!� ja �= ka ∈ Ba0 )*� +�"!%# )��� �% �3� ,��45-

�+ #�� )! "!%)��")�!% ! J
(σ1

y)

jarb
�%# J

(σ1
y)

rbka
,#�+*�# #��6 &��� ��%�- (*�"* ��%!�����+�+ Jjaka

,+!��# #��6 &���-� ,��- �!� ���# �%#�"�+ jd �= md ∈ Bd0 )*� "!%)��")�!% ! Jjdmd
�%# J

(σ3
z)

mdkc

,#�+*�# "2�%- ��%!�����+�+ )*� �����)�#� J
(σ3

z)
jdkc

,+!��# "2�%-0 " � �3� ,��47-� /���0 �8491

*� :�+) ,+�"!%#- )��� "!����+�+ �% �%)���+�")!� )��%+�)�!%  !��!(�# &2 � �%)���+�")!�
)�%%���%� �% B2 ,B1-� �!)� )*�) !% )!� ! )*� )���+ �% �3� ,��47-0 *��*���!�#�� )�%%���%�
��"��+�!%+ '�� #�+)�%") +�&+�")!�+ B′ �= B1,2 ��2 ��%���)� �##�)�!%�� "!%)��&�)�!%+� �!�
)*� �����"�)�!%+ &��!(0 *!(�'��0 +�"* "!����"�)�!%+ ��� �&+�%)�

���)0 )*� "�+� ! �%)�"!���)�%� ����� +)��%�+ {σ} �%# {σ′} �+ #�+"�++�#� �+�%� )*�
����)�!% Tτσx(τ)σy(τ

′) = iσz(τ)sgn(τ − τ ′)  !� τ → τ ′ ,�%# "2"��" �����)�)�!%+ )*���! -0
(�)* )*� )����!�#���%� !����)!� Tτ 0 !%� :�+) !&+��'�+ )*�) "!%)��&�)�!%+ (�)* #�;���%)
)��� !�#���%� (��� �%)�� ��� #�+)��")�'��2� 	+ � "!%+�3��%"�0 )*��� (��� &� %! �##�)�!%��
"!%)��&�)�!%+ )! )*� �� �3��)�!%+ ,��45- �%# ,��47-  �!� +�"* )�%%���%� �'�%)+�
<!(�'��0 !)*�� )2��+ ! �� )���+ "�% &� ��%���)�# �% +2+)��+ ���!(�%�  !� "�!+�# �!!�+0
(*��� +�&+�")!�+ "�% &� "!%%�")�# )*�!��* #�+)�%") )�%%���%� ��)*+ (�)* #�;���%) �����
+)��%�+� ! )*�+ �%#0 !%� "�% ��"6 � )�%%���%� ��)* (*�"* +)��)+ �) ���# j ∈ B0 ��6�+ �%
��"��+�!% )! � ���# �% +!�� !)*�� +�&+�")!�0 l /∈ B0 �%# �*�+��"!*���%)�2 ��)��%+ &�"6 )!
���# j� ! ����+)��)� )*�+ ���%"����0 *��� !%�  !"�+�+ !% )*� +�����+) +"�%���!0 (*��� )*�
����� +)��%�+ {σ′} �%# {σ}  !� &�"6� �%#  !�)*�)�%%���%�0 ��+��")�'��20 ��� �#�%)�"�� ��"��)
�) !%� ��%6 ,m-� 	) )*�+ ��%60 !%� *�+ �%)�"!���)�%� ����� !����)!�+0 ���� σm

x �%# σm
y �

5�
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����������� ���� ������� ��� �!������" "���#�����  $ $�� %"

J
(...σm

x ...)
jl (· · · σm

x · · · )τJ
(...σm

y ...)
lj (· · · σm

y · · · )τ ′ ∼ J
(...σm

x ...)
jl J

(...σm
y ...)

lj iσm
z (τ)sgn(τ − τ ′), &��'()

*���� �  ����� ��� � �!������" �!��� +��# σm
x,y ",���� ���� �-!��%��� � "� ��� e±iΦj

+�����". *���� �!!��� �� �  ������� ��� �!������" ��  �*�"� ��%�� �� τ−τ ′. ��� ���������"
������� "��(τ − τ ′) +����� ��% �����+��� � /���� ������������ �� ��� �� �,������"� �"���
���  ��% %��"����" ���� ��� ��"!����0� �������". Θ′

j(τ) = ∂xθj(x = 0, τ) = −i∂τφj(x = 0, τ).
��� ���� ������" � ��* ������������ ��������% �$ "��� �����������".

Hhyb =
∑
j

Λjσ
m
z Θ

′
j, &��'1)

%�"������� � �$���%�"����� ���*��� σm
z ��% ���  ��% +��#��� %��"����" Θ′

j� 2�!��%���
�� ��� �!! �������. ��� ���! ��� �� �,� &��'1) #�$ ��0� 0� ����� �� �0�� #� ��! � ��� �
�!������"�
3��# �,� &��'(). ��� �� 4�* �+ ��� ���! ��� ���"����" �� �,� &��'1) �" ���� ��0����% �$

dΛj

d�
∼
∑
l /∈B

J
(...σm

x ...)
jl J

(...σm
y ...)

lj + h.c. &��'5)

��". �$���%�"����� ���! ���" *�  �� %$��#���  $ ������% %����� ��� �� 4�* �0�� +��
0���"���� ���� ���! ���. ���� +�� Λj(� = 0) = 0� �� Λj ��� ��� �0� ��% ���! ���" *����
��� �6����0� $ ������  �% �$ ��� "��� �� ��"��� �+ ���  ��! !��"�

ϕloop
j = arg

(∑
l /∈B

J
(...σm

x ...)
jl J

(...σm
y ...)

lj

)
. &���7)

�#!������ $. ��� �$���%�"�����" �� ���� +��% ���8 ���� ��� �� �,������" &��'9) +�� ������
�� ��� �#! ���%�"� �� +���. ��� /�%" ���� �,� &��'9) �����0�" ��� �%%������ ������������"

dJ
(...σm

x/y
...)

jl

d�
∼ (Λl − Λj) J

(...σm
y/x

...)
jl . &���')

3�� ���  ��! ,���� �-�#! � "��%��% �� �*. "�� ���"� �����. "��� �� +��%���8 �6���" ����
��� �� �� ������ �
�� ���0� �� �" "��* ���� �� �,������" +�� � ������ ���! �% ��:����� ��- "$"��# ��� ��
%����#���% �$ ����������� !���" �+ ����� ��� �!������"� ��##����� ����� ��� �!������"
�������� ��* ��#!�"��� ����� ��� �!������" ��%;�� �����#� �"� �-�"���� ���! ���". "��
�,"� &��'<) ��% &��'9)� �����������" �+ ������##����� �!������". �� ��� �������$. %� ���
���������� �� ���  ����� �� �,������"� =�*�0��. �� "$"��#" *��� ����� ��� !���" +��#���
� �"�%  ��!". �$���%�"����� ���#" ���*��� ��� � �!������" ��%  ��% +��#��� %��"����" *�  
�� ��������%� ���� ���#" *�  �� ���� +��% ���8 ���� ��� �� �,������" +�� ��� ������� ���
�#! ���%�"�
��-�. �*� �-�#! �" �+ !������� ������"� ��� %�"��""�% �� ���#" �+ ��� ���0� �� ��� $"�"�

����� ��� ���	�
 �����

	" � /�"� �-�#! �. � �*����- %�0��� �" "��*� �� 3��� ��� �" "��%��%� ��� ��"��0�"
���� "��� � "$"��# %��" ��� �%#�� ����� ��� !���" +��#��� � �"�%  ��!". ��% ���" ���

<�
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�� ��������� �� ��� ������� ��� � !"���������� �� ��� #��$%&� ����' Hleads �� ��� #��(&
��� ��)��' ���� �**���� ��� *���"�� +��*���� ���*"�!�� ! ��� #��,&- ��� .�/��������
H = Hleads+HL+HR+HLR �� �!������ ! � �*�"��0�"�1��0 �"���2�"/����� �� ��� '"�����
����� *��"'� ��*��" �2 !��� !�3��- ��� ��*� ��$��� �� 4�"��*���"- *���������' 4"�*�����
��������' ��� !���� 5���� *����*��� �� ��� ��2�6"�'�� #L/R& !�3 �"� *�������� ��

HL/R = −
∑

j,k∈BL/R,j �=k

(JL/R)jk cos (Φj − Φk)−
∑

j∈BL/R

(JX)l/r,jσx cos
(
Φl/r − Φj

)
, #����&

7��"� BL/R ������� !�����* ��!��*��"� 7��� ML/R ����� *����*��� �� ��� "��4�*���� !�3
��� ��/4�� ������8� *����*��� #9�" ��� �3�/4�� �� 9�'� ���- ML = 3 ��� MR = 2�& ��
*���"�� ����� �� 9�'� ���- 7��� !���� 5���� Φl/r- �"� *��4��� �� ��� L/R !�3 ��� ������/4��
*����*��- 7��"� ����*����"��� ��*�� 2�"/��� 4�"����� �"� ��*���� ! ��� ����� �4�"���"�
σx,y,z- ��� ��� #��,&� ����"�!�3 *���������' 4"�*����� �"� ���*"�!�� ! 

HLR = −
∑
j∈BL

(JY )rj σy cos (Φr − Φj)−
∑
k∈BR

(JY )lk σy cos (Φl − Φk) #����&

+
∑

j∈BL,k∈BR

(JZ)jk σz sin (Φj − Φk) .

�� JL/R �/4������� �� ��� #����& �"� 4�"�� !�����* ���"����*��" *��4���'� �� �� ��*� ����$�
�� JX #"��4�- JY & *���������' �/4������� *����*� ����� 7����� !�����* ��!��*��" BL/R

�� ��� *���"�� ���� �� ��� ��/� #"��4�- ����"& !�3- ��������' ��� ����� ��"��' σx #"��4�- σy&�
9����� - ��� JZ �/4������� ���) ��� !�����* ��!��*��"� BL ��� BR ! ����"�!�3 ��������'
��� ��� ����� ��"��' σz�
�� �����- ���"� �"� ����� *��4���' 2�/�����: JL/R, JX,l/r, JY,r/l- ��� JZ � �� "��4�*����
*��4���' /��"�3 ���/���� ��4��� �� /�*"��*�4�* ������8� #λj& ��� �8���8� #tLR&
��������' �/4�������- *2� ��� #��,&� �*��/���*��� - (JL/R/X)jk ∼ λjλ

∗
k/EC ��� (JY/Z)jk ∼

λjλ
∗
ktLR/E

2
C � ���*� ��� *�� '��'� �7� *�/4��3 4����� �2 ��������' �/4������� 2�"

� ���/� 7������ *����� ���4�- ��� ����� *���������' �/4������� *�� !� *����� "��� ���
4�������� 1����� ��*� *��4���' 2�/�� - ��� ���� �""���� �� � "��� � //��"�* /��"�3�
�� �� ��������� ���� 2����7 2"�/ ���� #��$(& ��� #��$;&� 9�" j, k ∈ BL- ��� 5���

d(JL)jk
d�

=
∑
m∈BL
m �=(j,k)

(JL)jm(JL)mk +(JX)lj(JX)lk +(JY )rj(JY )rk +
∑
m∈BR

(JZ)jm(JZ)mk. #���<&

9�"���"/�"�- 7��� j ∈ BL- ��� �!�����

d(JX/Y )l/r,j
d�

=
∑
m∈BL
m �=j

(JX/Y )l/r,m(JL)mj, #���(&

7���� 2�" j ∈ BL ��� k ∈ BR-

d(JZ)jk
d�

=
∑
m∈BL
m �=j

(JL)jm(JZ)mk +
∑
m∈BR
m �=k

(JZ)jm(JR)mk. #���;&

�� *�""��4�����' �� ��������� 2�" ��� JR- JX,r ��� JY,l *��4���'� 2����7 ! �3*���'��'
��2�6"�'�� ��!����
�� �!��� �� ��������� *�� !� ��/4��5�� *������"�!� ! �!��"���' ���� ��0�"��� *���
4���' 2�/����� �0�*����� !�*�/� ����"�4�* �� ��7 ���"' �*����� 9�" �/�������/���"���

(<



���� ������	
��	��������� 	�	
����

���� ������������ �� ��� �������� � ��!�"��# $�������% �!�� �� �������������� ��� �"���&'
�� �����"����& (����� ��� (��)���!�"��# ��#�$� ��������"� �� ��� �� ��������� 	� ���(�
*��!% �+,-. �' � �!$�����" ��"!���� �� ��� �!"" �� �/!������ 0���1230���42% ��� ���������
������ $�������$ �"�� ���"��� ��� ��� �(����5 &� ��� �� 6�#� ��� 0(��� MR = 22� ���
7�&��# ��� �� �������"���& �' �����# ���� ��� ��' M ≥ 2% ��!�"��#� �� "��&� �� ���� ������
���& ���) ���� ��� �� 8�( �� ���� ����� �� ���' ��"��# �� ��� ��$� ��$�"'� 	� � ������
/!����% &�9����� ��!�"��# ��$�"��� ��� �9���� �"' &�������& �' ������'��# ��"' ����� $���
0� ���#�2  �"!��% (JL)jk → JL ��& �� ��% ����

JL =
1

ML(ML − 1)

∑
j �=k∈BL

(JL)jk, JX,l =
1

ML

∑
k∈BL

(JX)lk

JY,r =
1

ML

∑
k∈BL

(JY )rk, JZ =
1

MLMR

∑
j∈BL,k∈BR

(JZ)jk. 0���:2

	����������� (����� � #� �� ��!�"��# ��$�"' ��� �� ����"� ��� ��& ��� ��!� �� ��#"����&
�� "�( ����#���� �� ����% ��� �5����� ��� ��� � ����"!����� �� ���"' ��� #�����" ��!�"�&
��;����� ��5 �'���$��
�� �(����5 ����"�$ �� 6�#� ��� �� ���� &�������& �' �� �� �!����# ��!�"��#�% (����
�/�� 0���1230���42 '��"& ��� ����������& �� �/!������

dJL
d�

= (ML − 2)J2
L +MRJ

2
Z + J2

X,l + J2
Y,r,

dJX,l

d�
= (ML − 1)JX,lJL,

dJY,r
d�

= (MR − 1)JY,rJL,

dJZ
d�

= [(ML − 1)JL + (MR − 1)JR] JZ , 0���-2

��& ��"���& �/!������ ��� JR% JX,r% ��& JY,l� ��� ��� ����8' ����) �/� 0���-2 ��� �(�
"�$����# �����<
6��  �������# �=���=� ��!�"��#% tLR → 0% ���� ��5�� ��� &���!�"�&� �!�% ���
������� JZ = JY,r/l = 0% ��& σx = ±1 �� ������ �&� �� ��� � �/!������ ���� ��&!�� �� �
&���!�"�& ���� �� ���#"���$�!���' >� �'���$�% ��� �/� 0��,�2% (���� ML +1 ��& MR +1
"��&� ��� �������& �� ��� "���?��#�� ��5< ��� tLR = 0% ��� ������" "��&� l ��& r �� 6�#� ���
;��� ��� �������� � ������� �!������� BL/R�
�� ��� ������� �� ���� ������" "��&�% ��� 7�&� JX,l/r = JY,r/l = 0 ��& σz = ± �� ������ �&�
�� ���� ����% ��� �� �/!������ ��� ��� ���#"���$�!���' >� ��� �#��� ���� ���&� @�(� ��%
����� ���� ��5�� ��� ��( ��������& �' tLR �= 0% ��� ����!����� ��� �/!������ ��� � ������

>��&� �$�!���' (��� ML + MR �������& "��&�� 	� "�( ����#���% ���� ��5�� ��� ��!�
�!��& ��#����� �' ��� �=���=� "��) ��& ������' ���$ � ���#"� ��"��#�& ��;����� ��5
�!���/!���"' �5�������# � #"���" >� (��� �'$$���' #��!� ��2(ML +MR)�
6�� #������ ������"  �"!�� �� ��� ����������& ���!���"��# �$�"��!&��% ��� �� �/!������
0���-2 (��� ��" �& �!$�����""'� �� ���"'��� ���(� ���� ��� �'���$ (�"" 8�( ��(��&�
�����# ��!�"��# (��� ��$�����# �������� 0��������52 ��& #"���" 0��������52 >��� ���
�������� �� ��$�������� �� ��� �"����� �(���$�!���' >��&� ����"�$ *A�'����)���% ,B-,%
A����% ,B--% 	C��)% ,BBD. ��& ��&������% ���� � �����#���!�"��# ���"'��� �� ���&�& ��
��&�� �� &����$��� ��� #��!�& �����% ��� ���� ������
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	� � ���� ������� ��� � � �� ����!�"�# � � ���� $%&"� '�(")� � �*� "� +",� ��- "� )���"'�
���'�  "� '�(")�  �� � �"�,�� ��.����� &�� )����"�"�, M = 2 ���'� *"� �"���� )����)��#
��' � �����"���� )����)� )�%��"�, �*� �/�� �� � )������ ���' 0*"� &���� ���' Φc1# ���
��)� ��2��# "� ����")%��� �$� 0��31 ��' +",� ���0&1� ����������!# �%) � '�(")� ���("'�� � �
�"������ ����"&"�"�! ��� �%����"�, ��� � ����"�, )����' ������ ��  �� &��� �%,,����' �� �
��.����� $%&"� ����"���"�� 45��6",# �7238# * ��� � � �����"(� � ��� ϕ0 &��*��� � � �%��
���"�, ����"�%'�� )����)�"�, � � )������ ���' *"� � � �����)�"(� �/� )�� &� ) ��,�' &!
� ��,���") 9%�� ���� � �� ϕ0 )��������'� �� � � ���� � ��� &��*��� '":����� �%����"�,
��� � "� �$� 0���71� ;! )����)�"�, � � &�� *"� ���'� �� � �*� "� +",� ��-# ������"("��
"������������") )��'%)���)� ����%������� )�� &� ��������'� �� ����")%���# � ����%���
���� �� � � �"���� )��'%)���)� &��*��� � � )������ ���' ��' ��� �� � � �%��� ���'� 0Φ1,2

"� +",� ��-1 )�%�' '�����"�� � � �",��(��%� �� � � ��%�" �������� σz ������' �� � � ����
)�����(�' ����"�� ���"�! �� � � .%�)�"�� 4��%,,�# �723# 5��6",# �7238�
 � �����"���� .%�)�"�� "� '��)�"&�' &! H2,1 "� �$� 0��31 *"� Φ → Φc ��' hz → 0� 	
'"��)� �/���/� )�%��"�, "� ��� "�)�%'�'# &%� �/�� "�����'  !&�"'"�� *"� � � ����"��
'���"�! �� � � )������ )����)�# ��� &���*� <"� σ± = (σx ± iσy)/2# ��� � %� �&��"��

H2,1 = (λ+σ+ + λ−σ−)ei(ϕ−Φc) + h.c., *"� λ± = λx ∓ iλye
iϕ0 , 0���=1

* ��� � ,�%,� *�� %��'# * ��� ϕ0 ������� �� � � σy �"�> "� +",� ��- ��' � � �%����"�,
����"�%'�� λx,y ��� �����(��%�'� ��������"�,�!# ��� ϕ0 = π/2# � � ���� ��'�� '��)�"&��
$%��"�����")�� ��"���"�, �:�)�� ��� � � 5� 4��%,,�# �72?�8�
	� ���� ����# ��� "��������� � � ���.�)�"�� �� � � ,��%�'������ ) ��,� �� � � &��# ���
��)� ��2���  %�# � � @��"����"�� ���'� H = Hleads+Hb� +�� M ���'� 0��&���' &! j ∈ B1
*"� �"���� )����)�� �� � � &��# * ��� M = 2 "� +",� ��-# Hb "� ,"(�� &!

Hb = −J
∑

j,k∈B,j �=k

cos (Φj − Φk)−
∑
j∈B

Λ̃σzΘ
′
j − ΛcσzΘ

′
c

− 1√
2

∑
j∈B

[
(L+σ+ + L−σ−)ei(Φj−Φc) + h.c.

]
, 0���71

* ��� "������") )�%��"�,� *��� ���%��'� <"� � �%���� )�%��"�, λ̃ ��� � � �"���� ���'�
�/� )����)��# � � )�������(��%�' )��%����"�, ����"�%'�� &��*��� � � )������ ��' � �
�%��� ���'� ��� )����"��' "� L± =

√
2λ̃λ±/EC # ��� �$� 0���=1� �� )������� �� � ���# � �

5���">� )�%��"�, J '��)�"&�� )��%����"�, &��*��� ���'� *"� "� �%&��)��� B� A%� �� � �
��"����)� �� �%����"�, ��� � ����"�, )����' �����# �$� 0���71 ���� )����"��  !&�"'"���"��
����� �� � � ���� "� �$� 0��2B1�  � &��� 0"�"�"��1 (��%�� ��� � ��� )�%��"�,� ��� Λ̃ = 0 ��'
Λc � (λxλy/EC) sinϕ0� A%�"�, � � �� 9�*# &�� Λ̃ ��' Λc ,��* ��' ������) �����,
)�%��"�,�
����# ��� )�� �����"� )%����� )�����(��"��# 〈Θ′

c〉+
∑

j 〈Θ′
j〉 = 0# * ") �����*� ���� ,�%,�

"�(��"��)� %�'�� � �"�%������%� � "�� �� ��� &���� ���'� Φj,c�  "� �����"�� ����*� ��
�%�� �� ��'%)� � � �%�&�� �� ���������� &! ���'"�, �:  !&�"'"���"��� �� � � �%��� ���'�
(���%� �� �� ��)�'  !&�"'"���"�� &��*��� � � )������ ���' ��' σz� <"� Λ = 2(Λc − Λ̃)#
��� � �� �&��"�� � � �� �$%��"���# )�� 4��%,,�# �72?�8#

dJ

d�
= (M − 2)J2 + |L+|2 + |L−|2,

dL±
d�

= [(M − 1)J ± Λ]L±, 0���21

-?
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��� �����  �!�"� "�#�$"�� �% #��&$' '�$ (� )�(  �!�"� )$( ���# (����(�� 
�# *+$�,��- �./01 2�� �#���2���&����" �$3��$#$ ����� &�$(���&�#�( $# &$#���'$���#(�
4� '�#� ����'���"$' (����"�# �"��� 5�6 4���( 4��) $ (����"�# �"��#� 5�76 ��� ��
 �8#� $ �$3��$#$ ��9 4��) 2��� �:�(- 4)��� �)� '��� �)$(� ϕ0 "$# �� "�#���''� �%
$ &$�#���" ;�9� )� #��&$' '�$ ( $��$")� �� �)� ��9 "����(��# �� ��(�# 8�' ( Φ1,2,c�
)� "�#��$' '�$ 5Φc6 "���'�( �� �4� �:�( $( �# ���� ���5�6- 4)��� �)� #�#�"�#(��!� 
2��&��# �$���% �( �#"� � �% �$�'� ����$���( σx,y,z� *�$�- �./<1

dΛ

d�
= (M + 1)

(
|L+|2 − |L−|2

)
.

)� &�(� �#����(��#� ��� �"���# �2 �)�(� ���$���#( �( �)� �#(�� �2 �������� *�'����- �./=$1-
���� $ #�#����!�$' ;�4 �2 �)� "���'�#�( L±� � �)�( �# - �� �( �#(���"��!� �� ��'$�� �)� ��
;�4 �2 �)� $��!� "���'�#�( 4��) �)$� �2 �)� '��� �)$(� ϕ0� ���(�- �#� ��(��!�( �)$� 4��)
λ± �# ��� 5���>6-

|L+(�)|2 + |L−(�)|2 ∼ λ2x + λ2y,

|L+(�)|2 − |L−(�)|2 ∼ λxλy sinϕ0. 5����6

)�( �&�'��( �)$� 4)�'� �)� +��'�?� "���'�#� J ���4( $# (�$%( �# ���# �#� �2 ϕ0- �)�
)%��� �($���# Λ- 4��) �#���$' !$'�� Λ(� = 0) ∼ sinϕ0- ?���( �)� ($&�  ���# �#"� �# ϕ0

�)����)��� �)� �� ;�4� �����!��- �)� "�&�'�9 �)$(�( �2 �)� "���'�#�( L± $�� �#!$��$#�
 ���#� �)� �� ;�4- (�#"� �)� ���2$"��� 2�� �)��� (�'2���#��&$'�($���# �# ��� 5���/6 �( ��$'�
�(�#� L± ∼ λ±- �)� ��##�#� '��� �)$(� �( �)�#  �8#� �%

ϕ0(�) = arg [i(L+ − L−)/(L+ + L−)]� . 5����6

���� �)$� �# ��#��$' ϕ0(�) 4�'' ")$#��  ���#� �)� �� ;�4- ��"$�(� ��  ���# ( �# ���)
�)� "�&�'�9 �)$(�( $# �)� $�(�'��� !$'��( �2 L±� �# �$���"�'$�- 2�� �$�� '��� �)$(�(
4��) ϕ0(0) ∈ (0, π)- �#� 8# ( |L+(0)| > |L−(0)|� @)�'� 2�� ϕ0(0) ∈ (−π, 0)- �#� �#(��$ 
���$�#( |L−(0)| > |L+(0)|� )� �� ���$���#( 5���/6 �)�( ��� �"� $ ;�4 �2 �)� '$����
"���'�#� L± �� (���#� "���'�#�- $'�#� 4��) ���4�#� J $# Λ- 4)�'� �)� ����(��� "���'�#�
L∓ �(  %#$&�"$''% (�����((� �
�# *�$�- �./<1- �%��"$' ��(�'�( 2�� �)� �� ;�4 �2 ϕ0 ���$�#� �% #�&���"$' �#����$���#
�2 $ 2�''% $#�(������" !��(��# �2 ��� 5���/6 4��� ()�4#� )� #�&���"$' ��(�'�( ���2�"�'%
��"�!�� �)� ��$'��$��!� ��)$!����  �("�((� $��!�� �# �)%(�"$' ���&(- �)� '�&���#� "$(�(
�2 �)� �� ;�4 "����(��# �� �)$(� ��##�#� $� '�4 �#�����(- 4��) �)� (�$�'� $(%&�����"
!$'�� ϕ± = ±π/2 $( L± ������4( L∓- "2� ��� 5����6� )�(� �4� !$'��( "����(��# �� �)�
)�'�"$' 89� ���#�( 2��# �# *�'����- �./=$1�
��� ϕ0 = 0 �� ϕ0 = π �)� �� ;�4 �2 �)� )%��� �($���#- Λ(�) ∼ sinϕ0(�) = 0- �( 2�''%
�'�"?� � A��� $ 2�# $&�#�$''%  �B���#� ����'�& �2 $ (�#�'� �:� "���'� �� �4� '�$ (
�""��(� ��� $  �("�((��# (�� *�$�- �./<1�
�# ��"� ���- �)� (���#��"���'�#� '�&�� �(  �("�((� � A��� �)� '��� ����� 4�'' $�$�# (��!� $(
$# �9$&�'��

�0
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�� ���� ���� �� ��� ����� ���� ��� ������� ��� �� �� ���� ���!��" ��## �!!"���� ��� ��"��$	
���!#��$ "�$���� %� &�"� #�� ���"$���� �� !�"����#�" '�" �� �� �"���� ��$ �' ��� $"��� 
������ ��� ���"�'�"� ��� �� $� (���� ��� �� �!!"����� �� ���� �������� �����!��  �&�#�!� 
'�" � ��"��$	���!#��$ ��#����� �' ��� �)� &�� %(�#��� (������������ �'� ���� ����*� �"�
�+��� � �� ��� ��"� $���"�# ������$ �' ��,�"��� (�+ �����"-�� ���� ��"���$��� ���
#�� �� �  ������# ����$���� �� �&�� �##�� '�" ���#�����# ��#������ �� ��� ��� ���!#����� 
����!��
��� �"$������ �� ���� ��� ��!#� ���� '�" #�� ���"$���� ��� ��� � �� -��! ��#� ����"�!��
�������#��$ ��!#��� �� ������ �� �� (������ ��(�����"�� �� '���� �' � ��(�����" ��������
��"� ���� ��� #�� � ��� �����"	�'	���� .�# ��## (� ��� ��#� #����" ���(������� ���� �� ���
!���� �� ��� $"��� ������ �� ������ ��� $"��� ������ ��� ��� �� ��� � ��� ���(��� 
 ������� �' ����� �����"	�'	���� .�# � �� ��� ���#� �!�"���" ��"��$� �� ��� �������
�� ���� ���� ��� ���!#�+��� �' ��� !"�(#�� ��� (�  "������##� "� ��� �� ��� !������
(������ ��"� �"���!�"���� ��� ���� ����/� % ����� -�� ��$"� ���� �' ��� ��"��$	���!#��$
�!!"���� �� ��� �� ��� !����(�#��� �'  ����!#��$ ��"���� #����" ���(�������� �' (���� .�# �
&�� �����"� �"���'�"�������� ��� ���� ������ ���� ��"���$� �� ���� �##���"��� �� ���� �����
�� ���� ����* '�" ��� ��� �+��!#��  ������� '"�� ��� �� &���!���� �� ���� ����� �� 
���� ������

����� �����	
�� � �����
� ������	���

��� ."�� ���! �� ��� �����"������ �' ��� ��"��$	���!#��$ ����"� �� ��� "� ������ �' �&�"�
(������ ��(�����" B �� ��� ��""��!�� ��$ �����"	�'	���� .�# �

φ0(x, τ) = g0
∑
j∈B

φj(x, τ), g0 =
1√
M
, 0���*1

���"� Φ0 = φ0(x = 0)� 2�" M = 1� ��� .�# Φ0 ���� ������ �� ���� ��� ���$#� (����
.�# �� ��� "��!����&� ��(�����" 0���� g0 = 11� (�� �3� 0���*1 ��!#��� � "� ������ �'
���!#�+��� '�" M = |B| ≥ 2� ��� ���'�#���� �' �3� 0���*1 '�##��� '"�� !"�&���� %(�#���
(����������� ��� ��� �' ��� ��"��$	���!#��$ �)� 456"�� �7/89 �� ��� �"$������ �+!#���� 
�� ���� ���� �� '���� '�"M ≥ 2� ���!#��$� ������ B $"�� ��"��$� �� '�"M ≥ 3 �#�� (�����
����"�!��� ��  ����#� ��� ��� ���"� ��� "� ��� (���� .�# �� Φ̃j∈B = Φj − g0Φ0� ���� ���
�����"����

∑
j Φ̃j = 0� 2�" �  ��������� �' ��� #��	���"$� !������ ������ � ���$#� (������

��(�����" B ��� ���� ����*� ���"� ��� ���#�$� �� ��� 3������ 5"������ ������ �' �
!�"���#� ���� ���" ������ Φ̃j �� ��� (M − 1)	 ���������# #������  �.�� (� ��� !�������#
HB� �'� �3� 0��::1� ��� ����(#���� �
�� �����"-�� ��� ���� ����"���  ��� ��� #�� �� �;���� ����� (� ���"�	��(�����" �!�"�������
(�� ������ � ��� 3������� �' ����"��� �� ���  �;�"��� �����"	�'	���� (���� .�# � �� �
���!#� (�+  �&��� ����"��� ����$ ������#&�� �� ���� ���#� ��"��$ �!�"���"�� ����� ���
��� ������ ���� �## "� ��� .�# � �� (������ ��(�����"� �"� !���� �� ����" ������ 3����	
�#������# ������ ϕ̃j� �� ���� �+!"��� ���  ������� �' Φj �� ��"�� �' ��� �����"	�'	����
�������

Φj∈B(τ) = ϕ̃j + g0Φ0(τ). 0���:1

����"���$ �3� 0���:1 ���� �3� 0��/*1� '�" �"��������� (������ ��(�����"� B1 �� B2� ���
�(�����

HB1,B2 =
∑
j∈B1

∑
k∈B2

J
({σ})
jk σ1 · · · σnei(ϕ̃j−ϕ̃k)ei(g1Φ1−g2Φ2), 0���<1

:=



���� ������	
������ ������

����� Φ1,2 ������ ��� ������	��	���� ����� ��� � !������� B1,2" ���#���$%��&" �$�� g1,2 $�
�'� (���)*�
�$��� ��� �����$%� � ���� #����� !������ ����� $� ���� � !������ ���� +� +�� ���&" ���
J
({σ})
jk $� �'� (���,* ��� ���� ��� #��$�$%�  # �� � +��!�� $����	������ #���� ϕ

({σ})
B1B2

� -���$�+
�� �.���$%� � ����$�+ ��#�$� �� !������ ������� B1 ��� B2 �$�� ��� ������#���$�+ �� �$
���$�+ {σ}"

J
({σ})
B1B2

= eiϕ
({σ})
B1B2

∑
j∈B1

∑
k∈B2

J
({σ})
jk ei(ϕ̃j−ϕ̃k), (���/*

��� $����	������ ��� ����$�+ 0��$����$�� $� +$%�� !&

HB1B2 = J
({σ})
B1B2

σ1 · · · σnei(g1Φ1−g2Φ2) + h.c.. (���1*

��� � �� �����+	�� #�$�+ � ����$�+ 0��$����$�� ������� !& � ��$�+ �%�� ��� � !������
#�$��� ��%���� �������� ��� ��� $� �����2

3� ��� �!�%� �$�� ��$�� ���� ����� $� ��� �� ��� � !������� B1,2 �����$�� 4 �� � �$�+��
����" ����� �'� (���1* �##�$�� �� ���� �� ��� ����� � !������ ������ �����+ �� #�$�+�

5� ����� �$.������� !������ $��$%$� �� ϕ̃j (�� ϕ̃k* $� �'� (���/* ��� #$���� !& ���
#�����$�� ����� �� ��� ���#���$%� � !������" ��� �'� (5�66*� ���������" ���� ��� $����	

������ �$.������� ϕ̃j − ϕ̃k ��� �7��" ��� ��� �����$! �$��� �� J
({σ})
B1B2

$� �'� (���/* ���

 # �$�� � �������$%� $����	������ #���� ϕ
({σ})
B1B2

�

�� �' ��$�� (���1* $�#�$�� � �����$� ��� ��$�� $� ��� � �!�� �� !���� ����� �� �����+
�� #�$�+� 0���%��" ��� #�������� g0 $� �'� (���)* $�#�$�� ���� ��� �������$%�
����$��$� ���� �!��$��� ���� φ0 $� +������ �$�� ��#������ �� $�������$�+ ����$��
�����&� �� ��� ��$�" ���� ���� g̃ = 1/g20 = M ���� �$8� �  ��$�+�� �$' $� #��������
9��&�8" 3:::" ;<�$" 5=3/>� ?�� M > 1" �� � �������$%� ��������	�������� $�������$���
��� #�������

)� ��� �$+�� ���� ���� � ��$#�� � ����$�+ #���� �$�� �$��$��� �� �$ ���$�+� �������$�+
!��� � !�������" $� #���$� ���" ��� �&����� �$�� ������ ���#�� ��� �����+	�� #�$�+
0��$����$�� ���� �����$�� � ������	��	���� ���� �� $� �'� (���1* ��� ���� �� �����
���	�' $%����� � ����$�+ #����� ���$� �����$%� #����"

ϕloop = ϕ
({σ})
B1B2

− ϕ
({σ′})
B1B2

, (���:*

��$��$��� �$�� ��� ���# #���� $� �'� (��5=*�

��� �����+	�� #�$�+ #��4���$�� �� !����$� � !������� �� ������	��	���� ����� $� ��� �$�$���
�� � �#��$�� ��� #� �� #���$� ���" ��� ���� $��� ������ ��� �� ���+����& �$�� �� ����' $	
�$!�$ � �.���� � � �� �##�$�� !$�� %����+�� $� �$�#�&	�� #��� �&����� 9;<�$" 5=3/>� ?��
��� ��� ��$�+ �.���$%� ������" �$�$��� �� ��� �$�� ��$�� $� ���� ��5�3" ��� ���� �$�� ����
�##����� ���& ��#���� �� ������� � ����$�+ #���� !������ � #�$� �� � !������� �����$�
�%����� ���� �$�+ �� ���$���� �$�+ �� �$ ���$�+�� ?�� � � ���& ���� �$�+ �#�������"
��� ���$%�� �� �� �' ��$��� �� $� �'�� (��36* ��� (��3,*� ��� ��� �$+�� ����$��� ���

� ����$�+ �#������� �$�� �� #�$�+� J
({σ})
B1B2

��� J
({σ′})
B2B3

" ��$�� ������� � !������ B2 �$��
� !������� B1 ��� B3" ���#���$%��&" ��� ?$+� ��)� �� ��� ������#���$�+ �� �$ ���$�+� ���$	

���� ��" �� �� �����$! �$��� �$�� !� +�������� ��� ��!$����& �� #�$�+� J
({σ′′})
B1B3

!������
B1 ��� B3� 0���%��" $� ��� (�� ����* #���� !������ � ���� �� � !������� �����$� ���$���	
� �$�+ �� �$ ���$�+�" ��� �!��$�� ��� �&!�$�$���$�� ��� ����!��8 �����$! �$��� �$�� ����
$� ���� ��5�3�
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������� ��� ���������� �������� � ���� !"��� �# ������� "����� ��$%�������� �# %����
&�"�� #��$ ��� ���"��� �!������� '��� �� "� �������� � �� ���������� �� %��� �� ��� '���
�# �$��� ��� (�)�"��� *�(+ ,�$���- .//01 ��� ��� �#���  ��� #�� (���� �����$�- ���
,����"��- 0223- 4�%��5��- .//6- ���� - 02.71� �� !����� "��- ���� ���' ���� ��� ��"�)���
"�'	������ ������� �# #�����$ �� ������ �� !"���  � �""� ��8�� #��$ ����� �� '��� �� 	
!"���� �#��� �� ���������" �������� �# ��� �������" ��� �# "��� %���� &�"�� {φj(x)} �� � ��'
��� �# %���� &�"�� {φα(x)}- '���� ������!���� �� � ����"� ���	"���" �!������� �� ���$� �#
���  ����"���� #��$����- �  ������ �������� ��)�")��� �� "� �!������� ��� ��� %� �����
!���� &�"�� Φα = φα(0) ��� %� !��#��$��� ��� �����%� ������ �8 ��� �� !"��� �# ��$�
%���� �!����� '��� � �� "� �!������ �� #�)� � �# � ��%���������� ���$� ����� ������"����
�( ���� !"��� ����$�� ��� �""�' #�� �9��� ��� "�� �� �!����" !���$���� ������� *�� "� ��
!�����+ ,����"��- 02231- '���� ��� %��� ��%����������- �#� ���� ��0�.- �� !������"� ��$!��	
����� %� ��� �8���� �# ���  ������ �����#��$������
���� �������� ��� %�  ��� �� ���� !"� ��"���)� *:�!��;+ &�"�� �� ��� ��� ���"��� ����$�
�# ������	< ������� �� !"�� %�9 �����$�� �� �� �9�$!"�- ��� $���� #�� � �� ��� ����"�	
�=� �'�	"��� > ������ ������%�� %� ��� > ������ ?�$�"������ H1,2 �� �<� *��@+- ���
4��� ��0*�+ ��� ���� ��.�0- '���� ��� %���� &�"�� Φx,y ��#�� �� ��� �'� "���� �� !"�� �� �
����"� �=��
4����- ��� �'������ �� "����� ��$%�������� �# ��� "��� %�����- φc,s(x) = (φx(x)±φy(x))/

√
2-

��� ���"��� �"� #�� ��� ���> ���� θν &�"��� ��� �����#��$����� �� '������ �� Φc =
(Φx + Φy)/

√
2 ��� Φs = (Φx − Φy)/

√
2 - '��� ��� �$!"����  ������������ ���� ��� �����	

#��$����� �� �"�� ������� � � �� ��� % "�� 4��$ �<� *��@+- ��� ���� �%�����

H1,2 =
(
λxσxe

iΦs√
2 + λyσye

−iΦs√
2

)
e
i(Φc√

2
−ϕ)

+ h.c., *��32+

'���� ��"� ��� Φs &�"� �� !"�� �� �� ��������" $����� �� ��� �� "� �!������� σx,y�

�� ���� !����- ��� �!!"��� ���  ������ �����#��$����� U = eiσzΦs/
√
2� �'������� �� σ± =

(σx ± iσy)/2- ��� �����#��$�� > ������ ?�$�"������- H̃1,2 = UH1,2U
†- �� ��)�� %�

H̃1,2 =
[
λx

(
σ+ + σ−e

√
2iΦs

)
− iλy

(
σ− + σ+e

−√
2iΦs

)]
e
i(Φc√

2
−ϕ)

+ h.c. *��3.+

�� ��������- �����#��$����� �# ��� "��� ?�$�"������ ��������� � ��%���������� ���$- '����
�� �# ��� #��$ (vF/

√
2)σzΘ

′
s� ��� λx/y ���$� ��' ������� ��!��"� ����""����� !���� �9!�	

������"� �# Φs� �� ��� �!���� �# ��� �������� '�)� �!!��9�$�����- ��� ��� ���! � �� ����"�
����"�)��� � ���"��� �!�������� �����%�- ��� %� ����� ?�$�"������ ��� ��� ��

H̃b = (λxσ+ − iλyσ−) e
i(Φc√

2
−ϕ)

+ h.c.+ ΛσzΘ
′
s, *��30+

'���� Λ ���" ��� � %��� �� !"��� )�" � ��� ��� �%�)� vF/
√
2 ���$� �� �- ��� &�"� Φs

��� %��� ���� !"�� �� ��� ���� �# �� ����������� %��'��� ��� "��� ������� ∼ Θ′
s ��� ���

�� "� �!������ σz� ?�'�)��- �� ��� �!����" �� "� �� !����- '���� �� �����$���� %� Λ = 0-
��� �!��	&�"� ��$%������� ����!!���� ��$!"���"��
4�� � ���� ����� �# � ��$�"�� ���� !"��� �������� �!!"��� �� � �����$ '��� ����	����������
%�9 ������ ������ ��� ,�� - 02.@1� �� ��� ��$������ �# ���� �������- ��� �"�� ���� ��3-
��� �%�)� ����� ��� �$!"���� �� �� �� ��� ������	�� !"��� ����$� #�� ��� �!!"��������
���� ���� #��$ ��� '���	�� !"��� �� !���!����)� �� ���� ��0�0 ��� ���� ��0���

A2



���� ������	
������ ������

����� ��� �����	 
����

��� ��� ���	��� ������ �� ���� ��� !�������� �� ��� "��!���# �� ���� ����$ ��� %�"� ������	
%�" ��� �&'���!�� ��"�� %�(�" ��!� "��)(� �� *�'� �� ��� "�����	��)'(��� !�!(#"�"� �����
!�� +�)� ")�� %�(�" �!&�(# ��� ������	�+	&!"" %�(�" +�� ��� (�+�,����� ��� ΦL/R ����
gL/R = 1/

√
ML/R �� �-� .���/0 !�� ��� (�+�,����� �����!( (�!� %�(�" Φl/r ���� gl/r = 1�

1���� %�� ��2����� �����	"����� ��)'(���" ��&!��3 JZ , JX,l/r !�� JY,r/l� ����� ���"� �2��	
���� ��)'(���" !�� ���!���� �# ")&&��� ���� �������)!( (�!�" ���# ���()�� ���!���&���
+!����" ∼ ML,R �+� ���� ����$� ���& ��� ���)���(��� 1!&�(����!� �� �-"� .��440 !��
.��4�0 ��� �2������ "�����	��)'(��� �����# +�((��" !"

Heff =
∑

ν=L,R,l,r

Hleads[φν , θν ]−
1

2

(
Γb + Γ†

b

)
, .��/�0

���� ��� ��)��!�# �'��!���

Γb = JX,lσxe
i(Φl−gLΦL) + JX,rσxe

i(Φr−gRΦR) + JY,lσye
i(Φl−gRΦR)

+ JY,rσye
i(Φr−gLΦL) + iJZσze

i(gLΦL−gRΦR). .��//0

��� !�����!�# ������ '!�!&����" +)����� !�!(#���!( '�����"" �" ��5�)(� ���� ���)�� !�
(�!"� ��� �+ ��� ��!���,"'�� ��&���!����" �+ ��� �����!( (�!� %�(�" Φc,s = (Φl ±Φr)/

√
2 

�!� �� ����)'(�� �# !� �6 ��!�"+��&!���� "�� ���� ����$� ��� ��"�!��� ���� "�)�#���
��!�"'��� ������� L/R (�!�" ! ����)'(��� �+ Φs �" &�"� "��"��(�� �� !�# �!"� �)&����!(
!''��!���" �!� '������ !������ �'���� �� ����"���!�� ��� '�#"��" ������� �# �-� .��//0�
��"��!� ��� +��)" (��" �� ! "�&'(�� #�� ���	�����!( ���	��� "��)' ����� ���" !((�� +��
!�!(#���!( '�����""� �)�� ! ������ �" "���� �� ���� ��$ ����� �� �����!"� �� ��� �!"�
��'����� �� ���� ��� ��� ��(# �!" ! "���(� �����!( (�!� .Φl0� ��� "�����	��)'(��� 1!&�(	
����!� +�� ���" ������ +�((��" ������(# +��& �-"� .��/�0 !�� .��//0 �# ')����� JX/Y,r = 0�
��� ��&!����� ��)'(���" !�� ����� �#

Jx = JX,l, Jy = JY,l, Jz = JZ . .��/70

��� ���� '��+��&" !� �6 ��!�"+��&!���� ���� U = eiσz(Φl−gRΦR)� ��((����� ��� "��'" ��
���� ����$ ��� ��!�"+��&�� 1!&�(����!� H̃eff = Hleads + H̃b ����!��" ��� ��)��!�# ���&

H̃b = −1

2

(
Γ̃b + Γ̃†

b

)
+ Λσz (Θ

′
l − gRΘ

′
R) , .��/80

Γ̃b = (Jxσ+ − iJzσz)e
−i(gLΦL−gRΦR) − iJyσ+.

��� �#�����"!���� '!�!&���� Λ = Λ0 − vF ���()��" ! �!�� ��)'(��� Λ0 ����� vF �" �)�
�� ��� �6 ��!�"+��&!���� �+ Hleads� ���� ��� '��+��&" !� ��������!( ���!���� �+ ���
φL/R(x) '�!"� %�(�" (

φ1

φ2

)
=

1

ḡ

(
gL −gR
gR gL

)(
φL

φR

)
, ḡ =

√
g2L + g2R, .��/90

��")(���� ��

H̃b = −1

2

(
(Jxσ+ − iJzσz)e

−iḡΦ1 + h.c.+ Jyσy
)
+

Λ

ḡ
σz
(
ḡΘ′

l + g2RΘ
′
1 + gRgLΘ

′
2

)
. .��/:0

��� "��)' ���� ML = MR = 2 �� ���� ��$ ��� ����" !���"" �� !� ��!�� "�()���� !� ���
��)(�)"� '���� Λ = 0 ��! ��� ��+��&����"!���� !''��!�� ;����(�� 4<</=� ������ +��

8$
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ḡ = 1� ����� ���� ����� ��� ML = MR = 2� ��� � ��!��� e−iḡΦ1 �� �"� #��$%& �!� '�
�( ������ !� ���)��� !������!���� � ��!��� #* �� ! +���� �!����&� !�� H̃eff ��*� ���*���
�� ! ���	�����!����, ���)��� ������ ��� Λ = 0� �� ��� ��)!����� �� ���� �*'��������
ML =MR = 2 !�� !��*)��� '*� ��� ��� ����� !���� ��� Λ �= 0�
-� ���� ��!,�� ��� �!� �) ��� �"� #.�$/& '!�0�!��� �� �'�!�� ����!� ���)��� � ��!����
ψν(x) !�����!��� ���� ��� ��� ����1� '���� 2��� φν � ����� ��� )��� ����( �� ,�1�� '�ν =
1, 2, l� ����, Ψν = ψν(0) !�� ���!����, ��!� Ψ†

ν ∼ κνe
iΦν � ��� �"� #.�$/&� +���� �!����� #κν&

!�� !,!�� �� �������� !� �!3��!�! � ��!����� �� !�������� ��� �( ������ �!*�� � ��!����
!� �!3��!�! '�����!��� σα=x,y,z = iγαγ0� ���� ��� �1��!��  !���� ������!��� γ0γxγyγz = 1�
�������, ��!� κν=1 �� ��� ���� +���� �!���� ����� �( ������� !  �!�� �� H̃eff � !�� ��!�
iγ0κ1 = ±1 �� ������1��� iγ0κ1 = −1 �!� '� ������� 4����� �"� #��$%& ������

H̃b = Jxγx

(
Ψ†

1 −Ψ1

)
+ i (Jxγy − Jzγz)

(
Ψ†

1 +Ψ1

)
− iJy

2
γzγx + iΛγyγx : 2Ψ†

lΨl +Ψ†
1Ψ1 −Ψ†

2Ψ2 :, #��$5&

����� : : �����!��� ���)!�	�������, !�� 1/
√
α �!����� ���) ��� �����	����!��� �*��6

�� �"� #.�$/& �!1� '��� !'���'�� �� Jx,z� �� ��� ��*��*�� ��)��� ��� ������ �!� ���	
�����!����, ���)����� �� ��� 2�!� ��� � ��� �������� �� ����!� �7� '� ������,

ψν(x) = [ξν(x) + iην(x)] /
√
2, #��89&

����� ξν(x) = ξ†ν(x) !�� ην(x) = η†ν(x) �'�� ��� !�,�'�! {ξν(x), ην′(x′)} = δ(x − x′)δνν′ �
��� '*�0 4!)������!� ���� �!0�� ��� ���)

Hleads = − ivF
2

∑
ν

∫ ∞

−∞
dx (ξν∂xξν + ην∂xην) , #��8/&

!�� ��� ��*��*�� 4!)������!� �� ,�1�� '�

HToul = Hleads − i
√
2Jxγxη1(0) + i

√
2(Jxγy − Jzγz)ξ1(0)−

iJy
2
γzγx. #��8.&

�����!����� ����������� �� ��� !'�1� ��*��*�� 4!)������!� !�� ����*���� �� :�!*� .9/%;�

7��!���� �����, ��!� Ψ1 ∼ e−iΦ1 = e−i(ΦL−ΦR)/
√
2� ��� �'���1�� ��!� ��� �����!� ��!� #Ψl&

����* ��� !� ��� ��*��*��  ����� ���� �� �*����� ���� <�� ����*,� ���� ��!�� - ���!����
����*����� �� ����"*���'��*) ��!�� ��� ��� ���� ���* �� ,�1�� �� ���� ��$�

����� ���� ��	
� ��
�

-� ! �!�� �(!) ��� ��� �����,	��* ���, ��,�)� �� ��� ��� "*'�� ��1��� �� ����� �� 7�,� ��8
�� ����*����� =���� ! ��)����, �!�� �� ���  ��'��)� ��� �"� #��8�& '����� �!� !���!��
'��� !�������� �� :��*,,�� .9/>!;� �� 1��� �� ��� �( ���)���!� �������� �� ���� ��1����
:�!*� .9/%;  ��1���� ! )��� ��) ����  ���*��� 7�������, ��� ���!��,� �� ���� ����/� ���
2��� ��2��� ! ������	��	)!�� 2��� ��� ��� M �*��� ��!��� ΦL = gL

∑M
j=1 Φj ���� gL =

1/
√
M � -��� ���!�� ��!� Φc ������� ��� '���� 2��� ��� ��� �����!� ��!� ����!����, ���

�?�� �� ��� '�(� ��� 7�,� ��8� ��� ��!0	��* ���, !�!����� �� ���� ��.�� �!� ������2��
��� "*!���!��1��� ��6����� �!����!�� �����,	��* ���, 2(��  ������
��� 2��� �� � �� ��!'�� !�� ������'�� !� �� <�� ���!��� ���  �!�� ϕ0 = ±π/2� =����*�
���� �� ,����!����� ��� )�,�� ������ ϕ0 = +π/2� ����� ��� ��) ��(	1!�*�� ���*������,

>.



���� ������	
������ ������

��������� L+ �� �������� ��� ��� ��������� L− ���������  !� �"� #���$%� ��� ����
�&����� ��� ��'��(	 ������( ����')� Heff = Hleads +Hϕ0=π/2� *���

Hϕ0=π/2 = −J+σ+ei(gLΦL−Φc) + h.c.+ ΛσzΘ
′
c, #��+�%

*��'� J+ = ML+/
√
2 ��� Λ = 2(Λc − Λ̃)� ��� �� � ��,��� -�' M = 1� .���((�� ,$/0�1

!���� ���� ���� �����  �� &� ������ ���� � !���) ������'��� ���(��	 ������ 2���� ������
-�' M ≥ 2� ���  ���'�� ���� Φc ������� �)���� ���) �� ������ !'�� ��� ����' ����� *�� �
�� ��'� ������� � �2� !�' M ≥ 3�
��� �� ��� 34�� ������ ��5�� �� ϕ0 = 0 *������ ���� �! (���'����)� �� �����&�� *��� '���� �
�� ����� ��'������� δϕ0� ��� .���� ,$/61� ���� 34�� ����� �� "�����������) ��7�'��� !'��
��� 3'�� ���� �� �� ������� L+ = L− ��� Λ ∼ sinϕ0 = 0� ��� ��'��(	 ������( ����')
!����*� !'�� �"�� #��,8% ��� #���$%�

Hϕ0=0 = −(Jxσx + Jyσy)e
i(gLΦL−Φc) + h.c. #��+9%

*��� Jx,y ∼ λx,y �� �"� #��,8%� ��4�� ��� �� �� !�'���� ��'��) '��'���������� �! �����
���'���'�� σx,y = iγx,yκ�  �� &� ����� ��� � &��� Jx ��� Jy �'� '���� *��� 34�� '����
��'��( ��� �� :�*� ���  ��  ����'� � � ��* ��;�'��� ���'���'

γ = (Jxγx + Jyγy)/J, J =
√
J2
x + J2

y . #��++%

���  ���'��  ���� � ����  ������ �� � ���(�� ��;�'��� ���'���' γ ���)� ��� � ��� '�������
��������( ����� &��*��� ��� ���� ��� ��� �*� �'�(���� �<�� �� =�'� #�' π%� -�' ����' ���	
��� �! ϕ0� �� � � '��� ���� �� ��� �����&��� >�*���'� ��� �&��� '�������( �� ��� '���'� ���
�� ���  ���������( '�(���� ��� ���� ����� ���� ����) !�' ��� ��������( >���������� ��
�"� #��,8%� ��� ��� � ��� �4�� �� ���� �7� � �� ��*�)� �����' �� ���( �� ϕ0 = 0 ��� π�
-�����)� ���� ���� �"� #��+9% ���  ����'��� !�'���� ��'��) iγκ = ±1� 
������( iγκ = 1�
��� �&�����

Hϕ0=0 = −2J cos(gLΦL − Φc). #��+0%

����( ��� '������ �! .?@'�� ,$/A1� *��'� �"� #��+0% ���� �����'�� ��� !��� ����"����&'���
�'�����'�  ��'� ��'���� � &��*��� ���  ���'�� ���� ��� �� �'&��'�') ���&�' M ≥ 2 �!
����' ����� �'� �  ����&���
��� ���� "�&�� ���� � �� -�(� ��+ �� ��5��) ���� '������� �� � ���'���( ����� �� ��'�
 ����� ���� ��;�'��� �����	;�� ����� ��� ���*�'5�� �� (���� �� � �4��'������� ������
�� �� �4������� �� �����'��� ��* "������ �'�����'� �� �4�� ��� �� ������ �� ��� ����
����� ϕ0� ��� � �4��'������ �'� ��'!�'��� �� ����� &�� 3���� �����'���'� ��� &����
!����'�� �! ��� �����&�� 34�� ����� ������ �����' �� � '�(��� �'���� ϕ0 = 0 mod π
*��� ����� &�� ���	=�'� �)&'���������� B���  ������'��( ���  ��� M = 1� �! ϕ0 ≈ 0�
��� ��'� ��� ����� ����') �'��� �� "�����������) ��� ���� &�������' �� !�' � �*�	��'�����
����� ��� ��;�'��� *�'� .>C�=��� ,$/,1� B���� �'�����'� !�' ���!	����(�' ng� ���� ��
�  ��'(�	��(���'� ) ������ �4��&��� ��� "�������� =�'�	�����'���'�  ���� ��� � G0 =
e2/h� �'�����'� �� ���  ���������( '�(��� *��� &� ��'��(�) ����'������ 
����'���)� ��
ϕ0 �� �� '������ ���  ���� ��� � ������ ���'�� � G0 ��'(��) ����������� �! ng� >�'��
��������( �!  ��'(�� �� ��� ��� ��  ��'(�	��(���'��� ������ &�� '����'  ����� &) � 2����
'������ � .���((�� ,$/0�1� ��� �����' �'���� ��� �� ���)	&��) � '�����( �! ��� ����	1/2
����'��) ∼ (σx, σy, σz) &���� !'�� ��'�� ��;�'��� ���'���'�� �*� �� ���  ���'�� ��� ���
�� ��� �����)	 ������ ����� ��4�� ���  ��� M ≥ 2 ��  ������'��� ���� � �����	��'�����
�����'����� �!  ���� ��� � &��*��� ���  ���'�� ���� ��� ����' ����� �� -�(� ��+� ���'���(
�(��� *��� ϕ0 ≈ 0� ��� ���� � ������ ������) ��� �'�����'� &�������' �4�� ��� !�' ���

0�
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��� ��� ���� ������ ���� ���������� ��� !������ "��!�# �� $��� ��%&����!�� �� ���'(��%�
��)!� &���� ���# �� ��� ��%&����!��' �� *�� "����+�' �&�� ��� ��� !������� �� ��� ���&
)!,��  �"���� �-&���%���# �.&�����. ����! � &��,��+ ��� /����',��# ��� !������ ����!+�
��� ������� ��� � ������ ��� ϕ0 ≈ 0� #��!� ��"��� ��� ����!��#  �#�!##� �� 012��� �3456�
(�� ������#��+ ϕ0� ��� ��#!��+ �.,�� �#����� Λ �� ��� ������� 7�� ��� �����8 ��� # ���� +�&
�!� ��� 9( &��� ��"��"� �� σz = iγyγx� �# � ���#�)!����� ����#&��� ��"��"��+ ��� �������
��� ���� ,� ,���:� �� ��%&����!��# �� *�� "����+�# ,���� ��� ��� � ��%&����!�� TK
�� ��� ,�-� ��!#� ��� &�� ���#  ��#������.  �;����� ���'����+. ��� !������ ,���"��!�
 �&�� ��+ �� ,��� ��� ���& &��#� ϕ0 �� ��� �!%,�� �� ������� ��� #�

��� �����	
�� �� � �
 ����
� ������

�� ���# #������� ����)!���,��!% ����#&��� &��&�����# ��� ��� ���',�-  �"��� �� (�+� ��4 ���
#�! �� ,. �%&��.��+ ��� #����+'��!&���+ �����. �� ���� ������ ��� #.#��% �# ���#� ��� 
�� ��� ��!��!#� &����� ���� ��� ���'����������+ <�%�������� HToul �� )� 7��=�8� ��� ��'
#!����+ &�.#��# �# �-&���� �� ,� +������ #���� ����������� ����������# ���!� ��� ��!��!#�
&���� ��� �> ������"��� 0>�!� �34?6� (�� ���#��. ������ %� ��#� �� �-��� #��!���� ���
��� �!�� ��!����+ #����#���# �� ����+� ����#&��� ��# ,���  �#���,� �� 0>�+����� �33@6 �� 
0A�� �!� �3456� �� ��� ��������+� ���#� ��#!��# ��� � �&�� �� ��� #��!& �� (�+� ��4�
�� ���� �� � ��� ��� /�#� ������ ���� �� ��� ��!��!#� &����� ��� ������� ��� ψl ����  .'
��%�����.  ���!&�� ���% ��� ����#&��� &��,��%� #�� ���� ��������!#� ��� ���!# ���# �� �
����#&��� ���/+!������� ����� ��� ML = 2 7MR = 28 ��� # ������� "�� #�%&�� �������#
�� ��� ���� 7��+��8 ,�- ��� ��� �� ���%���� &�������� +eV/2 7−eV/28� �� &�����!����
����� ��� �� "����+�# �&&��� ,������ ��� # ������� �� ��� #�%� ,�-� �� ��� ������ ����
&��#���� )!��: �)!���,������ �� ��� # �� ���� ,�- �# �-&����  !� �� ��� ���+� �����'#�����
��!&���+� 
� ��� �������.� ��� �����',�- ��!&���+ %�. ,� #%��� �� �)!���,������ �#
&���!�,� ,. ��� ������� ���'#�%&�� B!������� 
�� ���� ���#� ��# ��� �!���%� �� � ���'
���%���� %��#!��%��� �� ��� C!��!����+ ��%�' �&�� ��� �!������ I(t)� C����+ ,������
�� �"� !�� &���# �� ��� # ��  �;����� #� �#� �!���+ � %��#!��%��� ��%� tm� ��� ����+�
q =

∫ tm
0
dt′I(t′) �# ����#����� ,������ ��� ��� ��� #� ����� ��� �!�� ��!����+ #����#���# ��

q ������# ���% � �!%!���� +��������+ �!������ χ(λ)� �� &�����!���� ,. ��:��+  ���"���"�#
���� ��#&��� �� ��� ��!����+ /�� λ� ��� �!%!����# ��� ,� �,����� ���% ��� ��������
〈δnq〉 = (−i)n∂nλ lnχ(λ = 0)� 1����� ���. ��� �"���+� �!����� I� �� ��� �!����� ���#� S�
���  �#�!##� � ���. ��� +�"�� ,.

I =
e

tm
〈δq〉 , S =

2e2

tm

〈
δ2q

〉
. 7��=58

��-�� ��� ������# ��� ����#&��� ,������ �� �"� !�� ��� # ������� �� ��� ���� �� ��+��
,�-� ��#&����"��.� �� ��� ����#���%� ���%��� ,�#�# �� #����+ ��!&���+� ��� ���� ������ ��
���# �� � ���� ���� ��� �&&�������� �� ��� �&������ Ψ1 ∼ e−i(ΦL−ΦR)/

√
2 �� �� ��,�����.

#.#��% #���� �%�!��# �� ����#&�����+ ��� !��� �� ����+� ,������ ��� ���� �� ��+�� #� ��
	�� �!������+ �"���� ��� ����+� ����#����� �� ���� �� �"� !�� ��� ��� # e∗ = e/2� ��!#�
��� ��� ����! � ��� ��!����+ /�� ,. ������+ Ψ1 → e+(−)iλ/4Ψ1 �� ��� ������ 7,��:��� 8
��%� ,����� �� ��� ��� .#� &�������� �!������ ��� HToul 0>�+����� �33@6� ����� ��� &��'
B���� �����. �� )� 7��=�8 �������# ���. Ψ1� ��� ����!#��� �� � ��!����+ /�� �# ����"���
���. ��� ��� �!� �� ��� ��!� ���%��� #&����# �� ��� ��#!��+ ���'������� ��� � %� ��
0A�� �!� �3456�
(�������+ 0>�+����� �33@� A�� �!� �3456� ����� ���. ��� >����D# �!������# ��� ��� �����
�%&!���.'9�B����� �&������# γx,y,z �� )� 7��=�8 ��"� �� ,� !& ��� � ��� �,����# ���

@�
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lnχ(λ) =
tm
2π

∫ eV/2

0

dω ln
(
1 + T (ω)[eiλ − 1]

)
, !��"#$

%��& �&� ���'����(�)����)��� ����*������(

T (ω) =

(
Γzω

2 − ΓxJ
2
y

)2
(Γ2

x + ω2)
[
(ω2 − J2

y )
2 + ω2(Γx + Γz)2

] . ������

��	�
 ��� ��	�� ������ Γx,z ∼ J2
x,z �	� �����
 ���	� ��� �	���	�������� ������ ����

����� ��� ������ ��� 	������� �� Jx,z ��� �� ��� ���	��������� ����� � � � �!�"#�
 ���
$��� ������
$��� ��� %������� ��&������ � � � ����!� ������ �� ��� ����	�� �	����	� &����
���&� '����� ���� �� 	���� ����� '�� ���� � (�)�	�� ��'	��������
 &������� ����	���
�	� �����'�� ������� � Jx,y,z� *�	��
 ��� �	�������� �� � � ����+� ��	 ��� ��		���,������
���	����	������ �� ��	 ���� ���� � ���� �����& ��	 Jy = 0 �	� ���������� -���	��	��

$��� ��"�! �.���� ��� ��������� �� ��� ���� �� � ���� (�)�	�� ��'	��������
 ���� Jy �= 0�

����� �� ��	�
��� ��
���������

$��	��� ���� ��� ���� Jy = 0
 ���	� ��� (/( ���	���	� γx �� γz �	� �� ��'	������

�� �� ���� ��� ����� ��'	���������

Γ1 = Γx, Γ2 = Γx + Γz ���01�

���� ���� � � ������ ����� ��� ��&���	 ��	&

TJy=0(ω) =
(Γ1 − Γ2)

2ω2

(ω2 + Γ2
1)(ω

2 + Γ2
2)
. ���0#�

� ����� ���0#� ��,�� ��� �	����	��� �� ��� ��&����� (�)�	�� ������ ������� '�
��� 	�������,� ����� ��'	�������� Γ1,2 �� � ����� �&��	���
 �� ���	���	� ����	�'�� ���
���&&��	�� ��������� 2��� ����� 3*�'	�4��
 #���
 5����
 !1#67� %�� ��		���,������
���	����	������ 	������ ������ �	�& � �� ����6�8���0#�


I =
e

h

Γ2 − Γ1

Γ2 + Γ1

[
Γ2 tan

−1

(
eV

2Γ2

)
− Γ1 tan

−1

(
eV

2Γ1

)]
. ���0!�

9� �� ���	����,� �� ������	 ��,�	�� ��&���� ����� �� � � ���0!��
*�	��
 ��� ��		�� ���0!� '����� ��� ���� �� ��� 	���� ���� ,������ ���������� ��	 ���
��������&&��	�� ���� ���� Γ2 − Γ1 = Γz → 0� 9 ����
 ���� 	����� �� ������'��
 '������
��� �������� �� Γz � ��� &��	������� ���� �&�������� �&����� ���� '��� '�.�� �	�
��������� � ���� ��&��
 ����

√
Γz ∼ Jz ∼ λLλRtLR/E

2
C → 0�

$����
 � 	������ �'��	,���� �� ���� '� ��	����� Γx �� � �.�� ,���� �� Γz
 ��� ��		��
� � � ���0!� ���� ���� ���	����� 9����
 ��	 Γx/Γz → ∞
 � � ���01� �&����� ���� ��
������,��� 	�,����� ��� ��&�� Γ1 = Γ2
 ���	� ��� ��		�� ,������� :��� ���� � �	��	
�� ��	����

√
Γx ∼ Jx ∼ λLλl/EC �� �.�� Γz
 ��� ���� ������� λl '����� ��� ����

'�. �� ��� ���	�� ���� ��� �� '� ��	������ -������� ���	�� �	����	 �� ��� ���	��
������ �� ���&������ '������
 ��� ������� Γx ����� ��� �	����� ������ � ��� �����&�
9 ��	������	
 ��	 Γx �= 0
 ��� ���	�� )����� �� ������,��� �	�,� ��� �� 	������ '� �

0�
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������ ���� ��������������� �! ���" ��#�����!� $��% ��!����� &��' �! �"� ��� ������
���� �� (�������� �! �)� �*��+�,  �"��� *��) Jy = 0 �! Γx → 0- ��� ���� ����.� $�%
� ��!��� �� �� �)� ��( ��&� ��� - &����*� +/ �)� �'�����! �& �)���� e/2 �!�� ��� &���
��� �- &��'� � ��������� �� (������ �� �! �)� �0- �&� ���� 1����� $+% � ��2��!�� �& �*�
��������� ���- �!� ���) �� ��( �! +����' ��&� ��� �- ��'(����� � ��������������� ���
�)�� ����*� &�� �)� ����!!���!� �& � ���(�� (��� +/ ��+��2��!� ������ ��� +��*��! ��&�
$�!% �! ���)� $���% ��� �� 34��- 15.67

'������!'�!� �& �)� �(�!  �������! ∼ (σx, σy, σz) *��) ���(��� �� �)� ��&�����)� ���!�(���
 �������! ∼ Γz�
��!���/- �! �)� �((����� ��'�� Γx/Γz → 0- �!� �!���� �((����)�� �)� ��!�����)�!!�� ����
*��) ���!�(���!�/

TΓx=Jy=0(ω) =
Γ2
z

ω2 + Γ2
z

, $����%

*)��� Γ1 = Γx = 0 �! 2� $���5% �'(���� Γ2 = Γz�
��� (eV,Γx) 
 Γz �)� ���!�(��� �+���"�+��� ��� �+���!� &��' 2� $��89%

I =
e

2h

[
eV − 2Γx tan

−1

(
eV

2Γx

)]
, $����%

S =
2e2

h

[
Γx

2
tan−1

(
eV

2Γx

)
− Γ2

x

(eV )2 + 4Γ2
x

eV

]
.

��:!�!� �)� +��;�������� �����!� Ib = (e2/2h)V − I- �!� �+���"�� �)�� &�� Γx 
 eV 

Γz- �)� �)�� !���� (�*�� �� ��"�! +/ S = 2e∗Ib *��) ���'�!���/ �)���� e∗ = e/2� �)�
�)�� !���� ��'�� &��' �)� *��;�/ ���(�� $Γ1% �)�!!��- *)��� �)� ����!��/ ���(�� $Γ2%
�)�!!�� �� &���/ ���!�'���� $*��) �)� �*���)�!!�� 0�! � "���� �& �)� ��! ����!��- G =
e2/2h% �! �)�� !��������� 2�����! $����% /��� � �)� ��'� &������!�� ��!� &�����- F =
S/2Ib = e∗/e = 1/2- �� ����!��/ &��! �! � ������ �*���)�!!�� �)���� 0�! � �/���'
3<�! ��- 15.97� �! �)� )���  ������� ����- � ��!��� �  ����!�� =�>���!� �(������ �!����
�)� ��*��!���/ �)���/ &�� Γx > 0- ��"�! +/ �)� 0���! &����� κl �� �)� ��!���� ��� - ���
���� ��.� �! 2� $��81%- �� �� ��(����!�� +/ �)� =�>���!� �(������ γx� �)�� ������ �)�
+��;��������!� (�������� �! 2� $����%-  �����+� +/ �)� &������!�� �)���� e∗ = e/2�
��� Γx → 0- �!� ���� ��!  ��* �! �!�������!� ��!; �� �)� ��!�����'(����/ �0� �! �� -
��!�� �)� ��&� �! ���)� +�,�� ��� !�* >��!� +/ � ����!� ���(��!� Γz- �)�� �*��+�, ����(
�)��� +� ������ �� �)� �0 &�� � ��!��� ����� +�, *��) M = ML +MR = 4 �����)� 
��� �- �&� ���� ��1�1� ��� �)� �*�����'�!�� ��! ����!�� '������'�!� �! 2� $����%- �!�
:! � Gjk = e2/2h +��*��! �!/ (��� �& �! �"� ��� ��� � j �! k� �!���� - &�� ��������"�
�!���������� ���!�(���- 34��- 15.67 �)�*� �)�� �)� ��&�����)� ��! ����!�� �� ��"�! +/ GLR =

��
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2e2/h� ��� ������ ������ �� ������� ��� �������  !�� ��� ���"� �� ��� ���#����!� ������� ��$
��" �� � �#����� �� ��%� �������" ��"���! ��&���� �� ��! �!��� ��� �  #�� #��� ������
e∗LR = 2e� ��� �������� �  ' ����� #� ������ �� "������" �� (��� ��)� ����$  �� ���
#��"��� ��� �##�������  ' "�*����� �*����!� ������� "�� � �����"����� � +��� ��� �������
���" ,e∗ = e/2- ��" .����%������ � ������ �� �� � ������!� ��'�%����� �����%���� � �����# ��
,e∗LR = 2e-�

����� �����	 
������ ������������

��/�$  �� ��� �����"� ��� �*����  ' � .���� 0�1 ���� �����"����� � Jy �= 0� ��  �"��
�  ����� � 2��������!� ��"������"���$ ��� ����� Jy � max(Γx,z, eV ) �� �������" .���$
+���� ��� ��#����� ���� −i(Jy/2)γzγx �� HToul ��#���� ��� ./�" #����� iγzγx = +1�
2� ,��34- ��� �����' �� �� #� 1����" � � ���#��� ������%������� � "��$ H′

Toul = Hleads+
i
√
2Jxγyξ1(0)$ +���� � ������ 050 ,γy- �� � �#��" � � ������ ������ 0�1 ���� � "� ,ξ1-�

��� #����� � �������� iγzγx = +1 ���� �*����!��� �� �6� ���  ���� ������ 0�1 ���� �������
∼ η1� ��"��"$ ' � Jy → ∞$ ��� ������� �����#������ �/#����� � �� 2� ,��37- ��"���� � 
��� ������%������� ������

TJy→∞(ω) =
Γ2
x

ω2 + Γ2
x

, ,��)3-

��� +��� ����!� ������� ∼ Γx ������"  ' Γz �� 2� ,��)�-� ����$ ��� ������%������� �������
' � � �"������� ��" �� � � ��� ���  ������"$ +��� Γx �� ���  ��� ��������� #���������
8�'�%����� �����# �� ���� ��6�� #���� �/�����!��� �� � ��������� !�� ��� ������� ���" l ��
(��� ����
��/�$  �� ��� "������ ��� ! ����� "�#��"����  ' ��� � ������� � �"������� G = I/V $
+���� �� #� ���" ' � ��#���� #��������� �� (��� ��9� ��� �� +� ���!�� ��!� ����  ������"
�� ��������� �!������ �  ' 2�� ,��39-:,��37-� (����$ ��� � �"������� ' � Γ1 = Jy = 0
,����6 � ��" ���!�- ����������� ��� ������%������� ���� �� ���� ����;$ +���� 2� ,��)�- ��!��
G = e2/2h ' � eV 
 Γ2$ �� ��� �"���� +��� (��� ��9� ��� �"$ ������� � Γ1 
 Γ2 ���
����� 6��#��� Jy = 0 ,"����" ����� ���!�$ +��� Γ1/Γ2 = 0.001-$  ��  ����!�� ���� ���
� �"������� !������� ' � !��� � + ! ������ ��� ��� !��� � � ����� !���� ���� e2/2h +�����
��� �����!�� Γ1 
 eV 
 Γ2� ���� � ����!� �� �� � �������� +��� ��� ���������� ������ ��
2� ,��)4-$ +���� "�������� ��� ���������� �+ %������� < �" �*��� +��� �+ � �#�����
0�1 ���� �������� � �#��" � �� ��#������
��� ��������� �+ ���!�� �� (��� ��9 �����"� ��� �*����  ' � .���� 0�1 ���� �����"����� �
Jy$ +���� � + ��� ����� ������� ������  � ��� ������ �� ��� ! ����� "�#��"����  ' ���
� �"�������� (����$ ' � Jy � max(Γ1,2, eV )$ �'� ��� ��" "���%" ���" ���!� ' � Γ1/Γ2 =
0.001 ��" Jy/Γ2 = 100$ �+  ' ��� ����� ��#�����%0�1 ����  #���� �� γx,y,z ��� ��##�"
 �� �� ��� ����� Jy� 
�� ����  ����!�� ������%������� #������  ' ��� +��6�� �������$ +���
� �#���� Γ1 = Γx �� 2� ,��)3-� ��/�$ ' � Γ1 
 Jy 
 Γ2 ,���� " ���" ���!�$ Γ1/Γ2 = 0.001
��" Jy/Γ2 = 0.1-$ �'��� �##� ������ ��� ������%������� !���� �� eV � Γ2$ ��� ! �����
"�#��"����  ' ��� � �"������� ��!���� �� ������� ����� ' � Γ1 � eV � Jy +��� �����2����
��� !��� �� eV � Γ1� =���$ �� ��� � +%���� ������$ � � �����" ������� �� �� 2� ,��)3-
�� ����!���"� (������$ ' � ������� � �%>�� � �#����� Γ1,2 ��" Jy$  ��  ����!�� � � �#��/
�����#��� ���+��� ��� ���������� �+ %������� < �" �*��� ��" ��#����� �����"����� �
#��� ����� = +�!��$ ' � ��� ���� "�������" ���� +��� ����� � �#��" ��#�����%0�1 ����
 #���� ��$ ��� � +%'��2����� �����#������ �� 2� ,��37- ��+��� �##� ����� ��� �������
�����$ T (ω → 0) = 1� ���� ����!� �� ��� �� ���� ������" �� � ���� ���� �� ��?�������
� + ��������$  �� ,� ����"- 0�1 ���� #��� +��� �*����!��� �� ��##�"  �� ' � Jy �= 0� ���
����" 0�1 ����  #���� � ���� ������� '���� ���� 050 #� !�"�� � ������%������� �����# ��

)9
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���� ���� ������������ ���������� G = I/V �� ������� V ������� ��� ����� ����� ��
�� ��!����� ��"�� �� � � ������" ������ �# 
��� ��$� � � � ��� ������  ��� �� � � ������
%����& ��� '(� )���*+& ��� #����� #��� '(�� )����+,)���-+� ./�& *0$12

��������� %����� �� � � 
���� �����& ��� � � �������� 3�������� ���������� G = e2/2h�

��� ������	

4� � �� � �%��� (���� �����%��� � ��� ��%��� ��5����� ��" ������� ��� �������
����� ��5����� ��"�� ��%������ �� ���������� %���#��� #�� ��������� ��%�������� (����&
��%��� ��" ������� ��� �# ������ �������� #�� (���� ��#�������� %��������� �%%�����
�����& ��� ���� *�6� 7 �� ������ ����� ��� ��������%��� �� �� � �8����& � � �%���1/2
������� �# #������ ��%��������� �9:� ���� �� ��5��� �� ;���� ��������� ��� ��������
��� %��������& ���������� �� � � ��%�������� ;���� �!���� <����(����8& � �� ��!�����
��"�� ��� ���������& ��� ��������� ���%����� ;���� �!���� ��� ������� % ��������

�� ������� �8����� �# � �� �8%�& � %����#� ��� ��������� � ��������� #�������= #�� ���8�
��� � � ���������8 % 8���� ��� (���� �����%��� ��� ���������& �#� ���� ��*� � �
�������� � ���8 ��%��8� ������� ������������ �# � � ���� #������� ����� �� ��� � �
��5������;���� #���� ��� ��� 
�� � ������ ��"& � � �������� %������ �� %���8 �������
��� ������ �� ��8�%��������8 �"��� ������� #�� � � ������%������ ����
���� ��(�� >"��
%����� ?������& #�� ��%������" �8����� ���������� ����� ���� �# @��� �%������� �� ��
������������� ����� #������ %������� ��� �� ��=�� ���� ������� A��%��� � � ���%��"�
��8 �# � � �������� %������& �� �� %������� �� ��=� ����8����� %�������� �%%���� ��� � �
% 8���� #��� � � ���=���%���� ���� )��� ���� ��*+ ��� #�� �� ����8���� �� �� � � �������
��%���� ������ )��� � � �!������ ���������8 � ���8 #�� � � ���� �������� ���������� �������
�# #������ �� ���� ���+& � ��� �����%��8 ������� ��!����� �8%�� �# ������� �� �������"
��%�������� ;���� �!����  �� ���� �����������
� � �����%��� � ������������� �# ��� ����� �������& � ��� ������������� #������ %�������
%��8 � ������� ����& ���� ��������� �� ���� ���� B�� �# � ��� ������� � � ���% (��� ������
�������� �� .;��3��& *0$�2� 4�%�������8& � � ��� ��� %� #������ �� � �� ���= ����
����� ��� �� ������ ����%���������� �����%��� ������ �� ���������8 ���%��" ���%�& �#�
���� ��6� � �� ��%��� � ��� �� ��%������8 ������� �� ���� �# � � #��� � �� �����%���
����������� ���� ���� ����� ��� �������� ����������8 ��������� #�� ��5�����
������ �� �� ��������
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�� ���� �������� ��� ����������� �������� �� ��!����� ��"�� ����� ��� ����#����� � $���� ���
��� � %�� ��� �� ���#��������� �� &����'������ �%  ��( ������ '���" � ���"�� ��)�����
#�*� ��� +�"� ���� �� ���  !��&���� �,'������ ���  ���-� � �� &� �� �� ����� '�� ��

��� ������ $���� ���  ���������� ������ %��& ��-����&����� �������&�"����� .'��'������
�� ���  ��-� �� ������ �� � ���� �% /��� �%���$�� �� ��� 0�� #�� �,'����� "�-�����"
��� ��&� �-��'���� �% ��� ��&#��� /�1��)����� �!���& ��  ���-� �� 
��� ����2� $����
�'&������ ���'����� �� ���� 0�� #�� �,'����� ���-� � 3��� ����"��� �� ���  !��&��� �% ���
�!���&� ��&��(�#�!� '� �� ������� ��������� #���-��'��� ��� ���  �����#� ���  !��&��� ��
��� ��)����� ������ �� ���&� �% � �� '�� 0�� #�� �,'������ $���� ��� /�  �"���� �%
%��� �& ��-� #��� ����� �'�� ��� ���� ��  �����#� �� 
��� ����4� ����" $��� �  ���'�����
�% ��� ��� ������ '� �� $���� ���� �� '�� 0�� #�� �,'����� ��������

����� ����� 	
� �����
��� �����

�� ���� �'#�������� ��� &� �� %�� ��� �� ��)����� ���'� ���'������ �� +�"� ��� �� �����1
 '�� � �� ��� $��� ��"�� ����� ��� � %�� �&���&�����" ��� ����  ���'���  ��( �����
���#��������� �� &����'������ ��������� ��� �'����� �� $���� �  ��������!� ��� �5����-�
��$1����"! 6�&�������� �� ����� ��� � $���� ��� �#����� �%��� ��� ��"�1����"! ����"�
������ �� ��� ��)����� ����� ��� ���)���� �$�!�

������" $��� ��� ��)����� #�*� �%� 
���4����� ��� ����� ��� ��� ���'�  ������ �� +�"� ����
$���� � .�����" ������"���� �'������ '���� ����� ���#�'�� M 7���1����"! �8
�� ��
���� ���� ��� ��� M = 4� #'� %�� "��������!� ��� ��� ����$ %�� "������ 9�-��: -��'�� �%
M � �� �8
� ��������� �� ��� ��)����� ��������� γν = γ†ν � $��� ������&&'�����
{γν , γν′} = 2δνν′ �� ν = 1, . . . ,M � �� �� ����� �� +�"� ���� ���! ��'� #� ������� �� �� 
������ �% �$� �������� ����;�� ����$���� <0'���!�� 2=�>?� +�� ������������� ��� ����� ���
�����1D ������"���� �'������ '���� $����� $���� ��&� ��-����� �!&&���! �� #��(�� #! �
&�"����� 3�� � �%� 
��� 2���4� 8��� ����$���� ��� �����������! �������� #! � �'������1
 '����" #�� "� �'�� ���� ��� ������ ����� ��� � ��&&�� ����"��" ����"!� EC = e2/(2C)�
$��� �!����� -��'�� �% ��� �� �� EC ≈ 1 &�� <0'���!�� 2=�>?� �� ������� ����� 9@#�*A:
��� ��� 6�&��������

Hbox = EC(N̂ −Ng)
2. 9���:

�� �������� N̂ ��%��� �� ��� ����� �������� �'&#�� �� ��� #�*� �� Ng �� � �'��#��
#��("��� ����&����� �� �,� 9���:� �!#�� ������� ����"��� ���'����" %��& � 3���� �-�����
#��$���  �5����� �8
 ����� ��� ��"����� � ���� ����"! ������ ��� �*����������! �&��� ��
��� ��������-� �8
1�8
  �������� �� $��� #�  ���'��� �� 
��� ��2��� � �&��� �!#�� �������
#��$��� �8
� �� �%��� ������#�� %�� ��1"�������  ��( ������ ��  ��( ������� +�� ���
����-� ��)����� ,'#��� �'�� �5���� ��'��  �������"�
�� ����  ���'��� �����! ��,'���� ��-���� ��� ������ �� #� �����3� � +����� ��� ���'&��
���� ��� �� ��������� ���! ��-��-� ����"! ������ $��� #���$ #��� EC �� ��� �'���1
��� '����" 9���*�&��!: "�� Δ� ��� ���'&����� �&����� ���� ��� �&#���� ��&�����'��
�����3�� T 
 min{EC ,Δ}� ���� ��� ��� ��"���� ��� �5���� �% �#�-�1"�� ������''&
,'������������� �� ��� ������! #��� ���'&� �� �,� 9���:� $���� �����$��� �������'�� ��
��������� ��'��� �%  ���������� �� ��� ��)����� ������� �� ��������� ��� ���� ��� � �� ��1
�'�� ���� ���� ����� ��$1����"! �� ���- ������ ��� ��� �������#��� ��� <����'��(��� 2=2=?�

���� � ��� ����� ��� ��'��&# -����! ��� ������� �%� 
��� 2�2��� ���� Ng �� �'�� ����� ��
�� ����"�� -��'� �� ��� #�* �� ���! $��(�! ��'��� �� ��� /�� �� +�"� ���� �� ���� �����
Hbox ��� � �� ����"� ,'����������� $����  ������� ��� %��&��� �'&#�� �����! �% ��� ����� �

B=



γν

βj

M = 4
γ1γ2γ3γ4 = ±1

X = iγ1γ3, Y = iγ3γ2, Z = iγ1γ2.

Hd

HQD =
∑

α hαd
†
αdα + εC (n̂− ng)

2

α dα
n̂ =

∑
α d

†
αdα hα εC

εj j = 1, 2

Hd =
∑
j=1,2

εjd
†
jdj,

εj
ng ε2 > ε1

|εj| 	 min{EC ,Δ}

Hdrive(t) = w(t)d†1d2 + h.c., w(t) = t12 + 2A cos (ω0t) ,
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����� ω0 ������� ��� ����� ���� ��!" #�� A ��� ����� #$%&�� ��� �� ��� ��&&����'( ���
#�� $�� ��#� ��� ��#��! !�����) ���� �#������( t12 = 0( )�!# �� # �$#&& !� %&��' t12 �= 0
��&& ��� #*�!� ��� �����%#��� �� ��� +���)&#� �� #����( ���!� �� ������� )�&��( #�� �� �
���� ��� !�#�'� ��� %�"��!� �� # � #&��#���� $#�����
,�� ��� ���! ���� �"���$� ��� !�������� ��� �� &�$) �#&&�" ��'�$� ����� ��� ���#&
!�#�'� �� ��� )�- �� .-�� )" ��� !�#�'��' ���$ �� ��� /���0 �� ��$� �!#&�� δt > 1/EC

1��$���( 23��4� �� ���#& %#���!&� � $)�� �� ��� 5��( Nd =
∑

j d
†
jdj( �� ��������� #&��

!�������� �� � !� ��$� �!#&��� ,�� ���� Nd ∈ {0, 2}( ��� �����65� �"�#$�!� �� �*�!����&"
���7�� � �� � �( ��� ��! � &��� �� ��� !#�� Nd = 1( ����� ��� %#�� �� 5�� ���$� #
�%��6�82 ��'��� �� ������$ !�����%�����' �� �# &� �%��#���� τx,y,z ���� τ± = (τx ± iτy)/2(

τ+ = τ †− = d†1d2, τz = d†1d1 − d†2d2 = 2τ+τ− − 1. /��90

	�-�( ��� � ���& !� %&��'� !����!���' ��� 5�� �� ��� ��&#�� #�� ���! �����

�� ��� #)��� %#�#$���� ��'�$�( � ���&��' �� ��� )�- �#� �� %��!��� ��# �:
� ���!�
�� ����� &��6����'" ��&#�� ��#��� #�� #�#�&#)&�� 
 !� %��!����� !#� )� ���&#���! � � ��
��� !� %&��' �� # )�����! �������$���� ��� ���� !�������� ��� !#�� �� # �����%#����
�&�!���$#'����! �������$���( ���!� !#� )� $���&�� )" ��!& ���' ; !� #���' %�#��� θjν
�� ��� � ���&��' $#���- �&�$����1	#7#���( 23�3( �������( �<<3( =�����( �<<34(

λ̂jν = λjνe
iθjν , /��>0

���� ��$������&��� !�$%&�-6�#& �� %#�#$����� λjν � )?�!� �� max{|λjν |} = 1� @���( λjν
�����$���� ��� ��#��%#���!" �� ��� � ���& &��A )������ ��� 5� ���$��� dj #�� ��� �#6
?��#�# ��#�� γν �� ��� #)���!� �� �&�!���$#'����! ����� 1B#7 ���( 23�>4� C��� ��� ����#&&
�")�����#���� ����'" t0 !�#�#!�������' ��� 5�6�:
 !� %&��'�( ��� � ���&��' @#$�&����#�
�� '���� )" 1	#7#���( 23�3( �������( �<<3( =�����( �<<34

Htun = t0e
−iφ̂

∑
j,ν

λ̂jνd
†
jγν + h.c. /��D0

�� %�#�� �%��#��� φ̂ �� ��� ��&#�� �)�"� ��� !�$$ �#��� [N̂ , φ̂] = −i ���� ��� � $)��

�%��#��� N̂ �� ��� /���0� �� eiφ̂ /e−iφ̂0 �#!��� �� ��� /��D0 �� � ��� ��� ��#� #� �&�!����
!�#�'� �� #���� �� /� )��#!��� ���$0 ��� ��&#�� �� # � ���&��' %��!���( !�� 
�!� 2�2���
�� �� ��&& A���� ��#� ��� �&�!���$#'����! %������#& ; !� #����� %����$��#��&" !� %&� ��
��� %�#�� �� ��� �#�� � �!���� 1�������( �<<3( =�����( �<<34� ��� �#!� �� �-%������ )"
��� #%%�#�#�!� �� ��� ; !� #���' � ���& !� %&��'� λ̂jν ( ��� ��� /��>0( �� ��� � ���&��'
@#$�&����#� /��D0�
,�� !��!��������( ��� #�� $�� ��#� ��� �&�!���$#'����! �������$��� !#� )� $���&�� )"
# ���'&� )�����! )#��( ��� #&�� 1� �A( 23�<4� ��%��������' ��� )#�� )" #� ��.���� ���
�� �#�$���! ��!�&&#���� 1C����( 233D( :�� ��( 233>4( ��� �������$���#& @#$�&����#� ��#��
Henv =

∑
mEmb

†
mbm( ���� ��� ����'" Em > 0 �� ��� %����� $��� ���!��)�� )" ���

)���� #�����&#���� �%��#��� bm� �� %�#!��!�( ��� ��&��#�� )#�� ����'��� Em #�� �����'&"
� %%������ #)��� # ! ��* ���� ��!" ωc� C��� ��$������&��� ��#&6�#& �� !� %&��'� gjν,m(
��� ���!�#���! %�#�� �%��#���� θjν #�� ������� #�

θjν =
∑
m

gjν,m
(
bm + b†m

)
. /��E0

�&�#�&"( ���" !�$$ ��( $�#���' [θjν , θj′ν′ ] = 0�

D2
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�� ��� ��������� ��� �������� ��� ���!�" ����!" �# �#�$%��#��&� �� '$!$(���! !���(� ��
����!�#� �# &�)��& %" ��� ���&�����#

max{T,A, t0, ω0, ωc, |εj|} 
 min{EC ,Δ}. *��+,

�� '$!$(���!# �� ��� ���� #�&� �� �-� *��+, $���� ��� &�##�'$���� �!$�#����� !$��# �� ���
.��&%�$& �-/$����0 ����� �# &�!���& %����� ��#� !$��# �� �/!� #�� ��� ��(� #�$�� �� �����
&$!1 #�$��# $!� $''!�$���&� �� ��� ���������0 $ �����#� &�#�!�'���� �# $&�'��&0 ���!�%"0
��! �������!��� $ #�$%���#$���� '!������ �$!������ $ #'���)� &$!1 #�$��0 �� #/2��# �� $&3/#�
��� ��('��4 �$�/�& �/���� ���1 '$!$(���!# λjν � �� '!$�����0 ���#� ����� ������ 	�
�����
�

�$� %� ��$���& ��$ �$�� ����$��#� 	��� ��$� /�&�! ��� ���&�����# �� �-� *��+,0 %�#�� 
$##�#��& '!���##�# �$� ������! �4���� $%��� �$' -/$#� '$!�����# ��! �����! ���!�" ��$!��
#�$��# �� ��� �#�$�&�
�� �/�� 5$(������$� �$� ���� %� '!�3����& ���� ��� &�/%�" &�����!$�� �!�/�& #�$��
#'$�� �� ��� %�40 H(t) → Heff(t)� 6#��� $ 
��!����! 7��� �!$�#��!($����0 ��� 
��� 8�9�80
�� �('��(��� ���# '!�3������0 $�& ������ ��$� Hbox !�&/��# �� $� �!!����$�� ���#�$��
���!�" #����0 ��� $!!���# $� ��� �������� ��� ���!�" 5$(������$�

Heff(t) = Hd +Henv +Hdrive(t) +Hcot, *���:,

���� ��� &!��� ��!( �� �-� *���, $�& ��� ���/������� ����!�%/����

Hcot = g0
∑

j,k=1,2

Ŵjk

(
2d†jdk − δjk

)
, g0 ≡

t20
EC

. *����,

��� ��!� /#�# ��� �'�!$��!#

Ŵjk =
∑

1≤μ<ν≤M

(
λ̂jν λ̂

†
kμ − λ̂jμλ̂

†
kν

)
γμγν . *���8,

�-/$���� *����, &�#�!�%�# ���/������� '$��# ��!�/�� ��� %�40 ���!� ��� ���!�" �� ��� �� 
��!(�&�$�� ��!�/$� #�$�� �$# %��� $''!�4�($��& %" EC 0 ��� �-� *��+,0 $�& '����� �(�##���
$�& $%#�!'���� '!���##�# $!� ����&�& %" ��� λ̂ �$���!# �� �-� *��;,�
<�! ���� =� ���/'$���� �/(%�! Nd0 �-� *����, !�&/��# ��

H(Nd=0,2)
cot = g0 sgn(Nd − 1)

∑
j

Ŵjj. *���9,

<�! Nd = 10 /#��� ��� ���$����

Ŵ+ ≡ Ŵ12, Ŵx = Ŵ+ + Ŵ−, Ŵy = i(Ŵ+ − Ŵ−), Ŵz = Ŵ11 − Ŵ22, *����,

���!� Ŵ− = Ŵ †
+0 ��� )�&# ��$� �-� *����, �$� ��#��$& %� �4'!�##�& �� ��� ��!(

H(Nd=1)
cot = g0

∑
a=x,y,z

Ŵaτa, *���>,

���� ��� =� �$/�� �'�!$��!# τa �� �-� *��>,� �� �# ��!�� (��������� ��$� ��1� ��� Ŵjk

�'�!$��!# �� �-� *���8,0 ��� Ŵa #���� ����$�� ��� '�$#� ?/��/$���� �'�!$��!# &/� �� ���
�����!�($������ ����!��(���� �� �!&�! �� !�$��#� ��� (�#� ����!$� -/%�� -/%�� �4��$���
��/'���� %������ ��� =� #'�� {τa} $�& ��� M = 4 �$3�!$�$ %�4 #'�� (X, Y, Z) �� ���

@9
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����������� ������� ��� � ! �� !"���#$ ���� ��%�"��%��� &��� '��( �� �)* ���% ���"����
���!� ��!� +�� ��� M = 4 � !� �� +��� ���� � ,��� ����  ������ � ��� ��* �� ��� - .����
 ���.! ��� �� !�� ��� �# ��� λjν ��  �� � * ��� -� ��� /*� %�0����� ���"��1)* ���% ��""���
" � �����! λjν  �� !�2������ �� ��" �# �� �� ��� %����� ������  �"����%� '��.��� ���
3�! �!  !!���% �� '� �� �)* ���%  #��� !������ t12 = 0 �� �4� &���(�
� !��"��#$ ��� !�'!�4����  � �$!�!� ���  !!���! �� � ��� %���� �� ������'����� �� ���
��*�������� � �������� ������ ���!� ����! #��� ��� ���� . *������� " ��� �� �0���� !���
������'�����! .��� � �!� %�"� !��� �# ��� 3�!� ���� %�� �� ��� "��!���� �#  ' �,� ��
�������%�� ��!  !!��"���� �!  �!� ���!�!���� .��� ��� "������ �#  !����� ' ��� � ���%
 ���� �$� ��� ���"����! gjν,m �� �4� &��5( ���� %� ��� %�"��% �� ��� � 6�� � ��%�1 ν� ����
gjν,m = gj,m� �!  ���!�4������  �!� ��� 7���� ���� "� !�! &��5( '����� ν)��%�"��%����

θjν = θj� �� ���! � !�� ��� %� ��� � ������! Ŵjj  �� ��!��!���*� �� �������� ������ ���!�
 �% ��� ' �� ���"�����$ %����"��! #�� �*�� Nd� !�� �4� &���8(�
+��� ��. ��� ��� #���! ���! �� ��� � !� �#  !����� �������� !� ��% '$ ��� 3�!� Nd = 1�
��/���� ��� "� !� �"�� ���

θ ≡ θ1 − θ2 =
∑
m

(g1,m − g2,m)
(
bm + b†m

)
, &���9(

�4� &���:( ���� $���%!

Hcot = 2g0
(
eiθW+τ+ + h.c.

)
+ g0Wzτz. &���;(

�� �"�� ���! W+  �% Wz �����!"��% �� <��%��!!�%= &θjν → 0( *��!���! �# Ŵ+  �% Ŵz�
��!"����*��$� ��!� �"�� ���!  �� ���$ �� ��� >��'��� !" �� !����� %�!���'��� � 6�� � 
!� ��!� ���" ���� �� �4� &���?(� ��� � !

Wjk =
M∑
μ<ν

(
λjνλ

∗
kμ − λjμλ

∗
kν

)
γμγν . &���5(

+�� ��� %�*��� �� +��� ���� ��� Wjk �"�� ���! � � '� �1"��!!�% �� ����! �# ��� � ���
�"�� ���! (X, Y, Z) �� �4� &��?(� !�� '���.�

�� ��%�� ��  ���. #�� ��� %���* ���� �# ��� @��%'� % � !��� �4� ����� �#� 
��� ?�:��� #��
��� ���� %�!��!!�% !$!���� ��� ����� ����� > ������� � �� �4� &���;( � ! �� '� ��.������
�� ���� �)��%���% #���� ���� .��� ��!"��� �� ��! ' �� �1"��� ���� * ���� ����#���� ���
�������� ������ ��*�������� �! /�!� �� � �����!�% '$ ��! ������ ����! #������� �� "��"���$
%�/�� !���  *�� ��% 4� ������!� �� �4����'���� %��!��$ � ���1 �# ��� ����� � ��*����)
���� �! ��*�� '$

ρenv = Z−1
enve

−Henv/T with Zenv = trenv e
−Henv/T , &���A(

.���� <��env= %�����!  �� �� �"�� ���� �*�� ��� ��*�������� � '�!��!� B!��� 〈Ô〉env ≡
trenv(Ôρenv)� ��� � � %�/�� ��� ������ ���� #������� CD��!!� ?EE;F

Jenv(t) = 〈[θ(t)− θ(0)]θ(0)〉env =
∫ ∞

0

dω

π

J (ω)

ω2

{
[cos(ωt)− 1] coth

( ω

2T

)
− i sin(ωt)

}
,

&��?E(
.��� ��� !"���� � %��!��$

J (ω) = π
∑
m

(g1,m − g2,m)
2E2

mδ(ω − Em). &��?�(

;�
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�������� �� ��� ��������� ����� �� � �� !"�#����$ %& ��' ��� !���%�% �� ��� &" ���� ��$
��%� ��&�"� �� ����� � %� ���� J (ω) ∝ ω �� ��� ���(!"�#����$ ������ �� ����"���
� ���� ����%' ��� ��)�� %&���" � )��%��$ *+��%%' ,--./ �% �%�)

J (ω) = αωe−ω/ωc , 0��,,1

���"� α �%  )����%�����%% %$%���(� �� ���&����  �) !"�#������%  ��2� ωc  "� �3&�(
����� ��$ %�&&"�%%�)� 4�"  "�� ��) )�%��%%��� �� ��� �����3� �! � 5�" � #����%' %��
*���6' ,-�7/� �� & " ����" α �% "�� ��) �� ��� ��2�"������ � ��&�) ��� Z(ω)' �!�
*��2�"��' �77-/'

α =
e2

2h
ReZ(ω = 0). 0��,81

�� ��� !�������� α < 1 �% ���%�)�"�)�
4�" ��� %��%�#���� )�%��%%���' ��� "��"���% Hcot �� ��"� �(�")�"�) !�"� "�� ��2� �� ���
&� %� 9���� ����%'

Hcot = H(0)
cot + V, 0��,�1

���"� H(0)
cot �% ��� �3&��� ���� 2 ��� �! Hcot ���� "�%&��� �� &� %� 9���� ����%  �) V

"�&"�%���% ��� ���&���� �! ��� �������) :�(�;
 %$%��� �� &� %� 9���� ����%� 
����
〈θ2〉env )�2�"��% �� ��� ����� � %�' ��� � % 〈eiθ〉env = 0' "�%������ ��

H(0)
cot ≡ 〈Hcot〉env = g0Wzτz. 0��,<1

�� ����" ����� ��"� �� �#� 0��,�1 �% ���� ��2�� �$

V = 2g0
(
eiθW+τ+ + h.c.

)
. 0��,=1

;$ ���%�"������' 〈V 〉env = 0� ��""�� ���� !�������% �! �3&������ ��) &� %� 9���� ����%
 "� ��2�� �$ 0s = ±11

〈eisθ(t)e−isθ(0)〉env = eJenv(t) 0��,.1

���� Jenv(t) �� �#� 0��,-1�

4"�� ��� ��' ��� %� �� %����� �� ��� ����" ����� &����"� ���� "�%&��� �� Hd +Henv� ��
> ������� � ���� � 6�% ��� !�"�' %�� �#%� 0���-1  �) 0��,�1'

Heff,I(t) = H0,I(t) + VI(t), H0,I(t) = Hdrive,I(t) +H(0)
cot,I(t). 0��,?1

4�" %��&�����$' ��� @IA ��)�3 0!�" ����" ����� &����"�1 �% )"�&&�) �� �� � !�����%  �) ���
!���%�% �� "�%�� �� )"�2� ���)�����%'

ω0 = ε2 − ε1. 0��,71

�� ��� "����� ω0 � T ���%�)�"�) �����' ��� � �  &&�$ ��� "�� ���� � 2�  &&"�3�� ����
0�+�1 *B ")���"' ,--�/� �%  ���%�#�����' Hdrive(t) → H̃drive ����

H̃drive = A
(
d†1d2 + d†2d1

)
= Aτx, 0��8-1

"�%������ ��  ����(��)�&��)��� )"�2� > ������� � �� ��� ����" ����� &����"�� �! ��� )"�2�
!"�#����$ �% %������$ )�����)' ω0 = ε2 − ε1 + δω0'  "�%�)� � ���� )�&��)���� "�� ��%'
Hdrive(t) = e−iδω0tAd†1d2+ ����'  !��"  &&�$��� ��� �+�� >���2�"' ��� C�)% �� � ��� C� �
D��)�� ) �#� ���� !�" ��� )$� ���% �! ��� � 5�" � %����" �� 
��� ����8 �% ���  E����) ��
�� )��� �")�" �� δω0� �� ��"� )�%��%%�) �� &"������%  "� ���"�!�"� "���%� ���� "�%&���
��  ��%� ��� �� ��� "�%�� ��� ���)����� 0��,71� �� ��� !�������� δω0 = 0 �%  %%���)�

.<
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����� ����	
 ����� �����	��

�� ���� ����������� ��� ���� ��� ����� �! ��� "�#���# #�����$ �%�"�&� ρ(t)� #���"����' ���
���( �# �$���� #�)��# �$ ��� �*
� %�# ��� (%�" �! +� !�"����� �� �����#�"�#� �!��"
�"%���' ���" ��� ����"������% ������� ��� %""���� %� % ,��#� %# �%���" �-�%���� !�" ���
#$�%���� �! ρ(t)� .��� ω0 = ε2 − ε1 %�# g0 = t20/EC � ��� �����#�"� ��� "�'���

g0 
 T 
 ω0, A ≤ g0. /��0�1

�� (%"���� %"� T 
 ω0 �� ���#�# �� 2����!$ ��� �.�� 3�� � g0 
 T �� "�-��"�# !�" ��� *�"�4
�%"5�� %(("�&��%����� �!� 
��� 6�7��� �� %##������ ��� "�'��� g0 
 T ��%� �� �� ��' ���
�������� %�# %���"(���� ("������� �%5��' ( %�� �� $ �� ��� �%2�"%�% �����" ����� ��� �%��
�� ���� ��%� � �� "��� �� ���� �"%��������� �! ���"��� �����4%������# ����"4+� �"%��������
"��� ���' !"�� ������� ��' ("������� %"� %�������# !�"� 8��%  $� �-� /��0�1 ��%��� ��%�
��� ���#��� % 3�%5 $ #"���� �$���� 3��� #"��� %�( ���#� A ≤ g0� �� �((����� ��"��' $
#"���� �%�� �� �"��9$ #�������# �� �((� � �! :;%�� 6<6<�=� 	��� ��%� ��� %���� ��""�������
�� ��� #"��� >%�� ����%� #�� �� � ���"��%'����� (�%�� 9����%������ ��� �-� /���?1� �%�
�� ��' ����# �$ ��� ���� %" %(("�&��%����� �!� 
��� ���* �! :
�%���� 6<�?=�

�� �%���" �-�%���� '���"���' ��� #$�%���� �! ��� #�����$ �%�"�& ρ(t) !�" ��� �������#
�$���� /+�� %�# �%2�"%�% �����"1 �� ���%���# �$ !�  �3��' ��� ��%�#%"# #�"��%���� �!
*�"�4�%"5�� �%���" �-�%������ ��� 
��� 6����� ��� %������ % !%���"���# �����% /���� t =
01 #�����$ �%�"�& �! ��� ���% �$����� ρtot(0) = ρ(0)⊗ρenv� 3��� ρenv �� �-� /���?1� 
�%"���'
!"�� ��� ���4	���%�� �-�%���� !�" ρtot(t) ���2��� �� Heff(t) �� �-� /��6@1� ��� �"%���
���" ��� ����"������% ��#�� %�# %(( ��� ��� *�"�4�%"5�� %(("�&��%���� :.����� 6<<A�
*"���"� 6<<B� ;%"#���"� 6<<�=� �� % "��� �� ρ(t) ���$� ��� �%���" �-�%����

∂tρ(t) = −i [H0(t), ρ(t)]− trenv

∫ ∞

0

dτ [V (t), [V (t− τ) +H0(t− τ), ρ(t)⊗ ρenv]] , /��061

3��"� ��� �%� ���# ��%�� �$ �����"������� trenv [V (t), ρ(0)⊗ ρenv] = 0� 
��� %" $� ���
��&�# ��"� ���� ���' V (t) %�# H0(t − τ) �%������ �#�����%  $� ���� ��� ��  �!� 3���
��� ����"��� ��� ����� ��"� #�� �� H0(t)� %�# ��� #��� � ������%��" ����%����' �3� V
��"���
C�!� #��' ��� #��� � ������%��"� ��� %""���� %� % �%���" �-�%���� �! ,��#� %# �$(�� ���
:,��#� %#� �?AB= %�# :,��#� %#� �?@0=�

∂tρ(t) = −i [HL, ρ(t)] +
∑
±

Γ±D[J±]ρ(t). /��001

�� �����"�(� D,E �� HL �� ��%�� �� � %"�!$ ��%� ���� >%�� ����%� %((�%"� �� % ,��#� %#
�-�%����� �� #����(%��" L %��� %� ��(�"�(�"%��" �� ρ :*"���"� 6<<B=� ��� �-� /6�?<1� ��
�3� ���� �����	��
 �� �-� /��001 %"� '���� �$

J± = 2W±τ± = J†
∓, /��0�1

3��� ��� ��""��(��#��' #����(%���� �"%������� "%����

Γ± = 2g20 ReΛ±. /��071

>�"�� ��� #�)��� ��� -�%�������

Λ± =

∫ ∞

0

dt e±iω0teJenv(t), /��0B1

AB
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���� ��� ���� ����������� � ������ !��"#$� ���� �%�&����' (���) &�*� +�%� )���� (���%,
����)-

h± = g20 ImΛ±, !��./$

����� �((��� �� ��� 0�%�������� &�*�����& ��� �������� ��%� �*�� ���� �� �1� !��..$-

HL = Aτx + g0Wzτz +
∑
±
h±J

†
±J±. !��.2$

�� 3�)� ��� ���%) �� HL ���&����� ���% H0 �� �1� !��.#$- ����� ��� ����4 ���% �������)
��� +�%� )����) !��./$�
	�5� ��� ��)��*�) ���� �1� !��"#$ �%(���) ��� &������ ��������

Jenv (−t− i/T ) = Jenv(t) !��.6$

�� ��� ��%(��5,��%� (����� 7)��& �1� !��.6$ �� �1� !��.8$ ���� ��) ��) �� � 4������4 �������
��������- Λ− = e−ω0/TΛ+� �) � ���)�1 ����- ��� ��������' (���%����)- ��� 3�4)

Γ− = e−ω0/TΓ+, h− = e−ω0/Th+. !���#$

�� (����� ���- ��� T 
 ω0- ��� 4�))�(���*� ���� Γ− �))������4 ���� ��� 9 %( �(������ J−
���� �� �5(���������' ) ((��))�4 �&���)� ��� ���� Γ+� �� 4�))�(���*� (��� �� ��� +��4���4
�1 ����� !��..$ �) ��������� ��%(�����' 4�%�����4 �' ��� 9 %( �(������ J+�
�� �) � 4�)���& �)���& ���� �� �� ��� ���� �����4 ��4 �� (������% ���� 9 %( �(������) ���
�� 4������' �%(��%����4 �' 4�)�&���& ����������	�
� �����)��� ��� ������& (���) ���������&
(���) �� :�) *�� ��� ��5- ���� ��� �*����� ����&' )���� g0� �� :�) ��� ��)� 4������'
�� (��4 �' � 4��*�� � ���� ���; w(t)- )�� �1� !���$- ���� �*����� ����&' )���� A� <��
T 
 ω0- �) ��� �) �����,4�� ����)�����) *�� ��� ��5 ��� ��������4- ���' (����� �%�))���
(����))�) ��� ����*���� �) � ���)�1 ����- ���' ����)�����) ���% ��� ����&�������' ��&���
:� " �� :� � %�' ��;� (����- �����)(��4��& �� ��� 9 %( �(������ J+ ∝ τ+- )�� �1)� !��=$
��4 !��.�$� 
 �� ����)�����) ��� �� ��� ��9����� )���� �����4��& �� ��� �(������ W+� �)
)���� �����- ���) �(������ ��� �� ��&������4 �� ���� �' �49 )���& ��� � ������& (���%����)
λjν - ����� �� � �� �) (�))���� �' ����&��& ) ������ &��� *����&�)� �� 4��*��& 3��4 ( %()
��� 4�� �������� �� ��� �((�)��� 4��������- ���� ���% :� 1 → 2- ��4 ��� � )%��� ( %(��&
����- A ≤ g0- ��� ������) � )���4' )���� ���� ������ 1 → 2 → 1 �' ����������& ( %(��&
��4 ��� ������& (����))�)� �� ��� �������'- ��� A > g0- ( %(��& (����))�) ���� 4�%�����
��4 ��� ��� ������& ������� �) �>����*��' ) ((��))�4�
� ���������� ����'����� (��&��))- ��� %�&�� ���)�4�� ��� ��)� ω0 
 ωc� ��� ���� 3�4)
?@��))- "##/A

Jenv(t) � −2α ln
( ωc

πT
sinh(πTt)

)
− iπα sgn(t), !����$

��4 ���� ��� B�%%� � ������ Γ(z)- ��� ����*�) ��

Γ+ � Γ(1− 2α) sin(2πα)

(
ω0

ωc

)2α
2g20
ω0

, h+ � 1

2
cot(2πα)Γ+. !���"$

<�� ��� 4�*��� �� <�&� ���-  )��& ��� �� �� �(������) !��"$- ��� 9 %( �(������) J± = J†
∓

������ ���% �1� !��.�$ �� ��� &������ ���% J+ = J̃+τ+ ����

J̃+ = 2ieiβ2 |λ23|
(
e−iβ3 |λ11|X − e−iβ1 |λ12|Y

)
− 2i

[
e−iβ1 |λ12λ21| − eiβ4 |λ11λ22|

]
Z, !���.$

����� ��� (��)�) β1,2,3,4 ��� ��4�����4 �� <�&� ���� ��' ��� ��������4 �� ��� (��)�) χjν

�� ��� � ������& (���%����)- λjν = |λjν |e−iχjν - �' ��� ��������)

β1 = χ12, β2 = χ23, β3 = χ11, β4 = χ22, !����$

//
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���� ��� ����� ������ χ21 = 0� �� ������� ��! β1 − β3 "β2# �$ ���  ��� ���$� ����%� ���&
� ��� ��� $�����$� � �$�& ����� ��� ���'�����( ��)� )��� �� ( *� � "*� +#! �,� �-� "���.#�
��$� ���$�$! �$ ��  �$ ��� �/$� ��� )� ��$ |λjν |! ��� /� �0����%����  ( )����&! ����! /(
�������� ��� )� ����$ �� ����/( ����$� 	��� ���� J̃+ �$ ,�  ( &����%���& /( $� ������ ���
$���� &�$��� ����%����$ λjν � �� 1�%� ������ HL ���� ,�  ��$ �$

HL = Aτx + 2g0J̃zτz +
∑
±
h±J

†
±J±, "���2#

J̃z =
1

2
λ̄2 + sin β2|λ21λ23|X + sin (β4 − β2) |λ22λ23|Y "���.#

+ [sin β4|λ21λ22| − sin (β1 − β3) |λ11λ12|]Z,

����� λ̄2 ≡ |λ11|2+|λ12|2+|λ21|2+|λ22|2+|λ23|2� �� �$ ����� %��������� ���� ��� ��������$
J̃± ��& J̃z ��� �� ( �� ��� ��'����� $�/$������
� �  �$����� ��� �/�)� ������ �0���$$���$! ��� %���� ���$�&�� � $�%� � �0�%� �! �����
��� $��/� �$����� ����%����$ ��� ��3�� $�/'��� �� ��� ���&�����$

|λ11| = |λ12|, λ22 = 0, β1 = −β2 = π/2, β3 = β4 = 0. "���4#

5$��� �-� "���6#! ��� &�%����� '�%� �������� ������/����� �� ��� 7��&/ �&��� �$ ����
��)�� /(

J+ = 2|λ11| (2|λ23|σ+ + |λ21|Z) τ+, "���8#

����� σ± = (X ± iY )/2� 9�� |λ23| � |λ21|! ��� 7��&/ �&��� ��  ���� ����%�����  ( &��)�
�� ��/�����( ��'����� $���� ρM �����&$ |0〉〈0|! ���� ��� Z:�����$���� |0〉 �� �����)� ��
+1! ����! Z|0〉 = |0〉� 1���! ��� ��&���& &��$��( %����0 ρM(t) &�$���/�$ ��� ��'�����
$����� �� (! $�� 
��� ����6� 1���)��! ��� �������� J̃z ��������� �� ��� 1�%� ������ HL

$��  �������$ � $%�  X ��%������! $�� �-� "���.#! ����� ��� & ��������  ( &�$���� ���
������ �, ��� &�$$������� 	������ �$$! ��� ;�&$ ���� ,�� $%�  |λ21|! ��� &�$���& $���� |0〉
�$ ���������& ���� ���� ;&� ��(! �����& �$$ �, ��� ������ $($��% $���� ρ(0)� �� ����%�$�&
����%���� ������ ,�� $��/� �$��� |0〉 ��  /� &�$��$$�& �� 
��� ��+�

��������	 ��
�	�


	�0�! � ��%����� ����������� �, �-� "��66# �$��� ��� �������� �, <�����$$��! +=�+!
�����$$��! +=�6> �$ �$�& �� %���)��� $�%� �,(��� ��� 7��&/ �&���� 	�%����� ��$� �$ ,��
��� �/�)� ����%����$ ��� $���� �� 9��$� ��+ ��& ��6� ?�� � ��� ��� �, ��� �� ������� �$
�� $��/� �$� � $� ����& $���� �� ��� ��'����� $�����! �� �$ �$�,� �� � $� $��&( ��� &(��%��$
�� ��� *� $�����! $�� 9��� ��+� ��� $����$ ,��% � ���� ������ $����! ρ(0) = |Ψ(0)〉〈Ψ(0)|!
���� |Ψ(0)〉 = |+〉 ⊗ |0〉d! ����� ��� τz = +1 *� �����$����! |0〉d! &�$���/�$ �� � ��:
����  �����& �� ��� ����������  (  ���� *� �! ���� *� +  �,� �%��(! $�� �-� "��2#� ��
������ ��'����� $���� ��$ /��� ���$�� �$ ��� X:�����$���� |+〉 ���� �����)� �� +1� ��
<@��! +=+=/> �� ��$ ����3�& ���� ��� $�%�  ���:��%�  �%�� �, ρ(t) �$ ������& ,�� �����
������ $����$� ��� &�;��$ ��� �����( �, ��� $($��% $���� �$

Ps(t) = trρ2(t). "���A#

�� �����  �,� ���� �, 9��� ��+ $���$ ���� ��� �����( ���������$ � )� �� � �$� �� ���
 ����$� ��$$�/ � )� �� "Ps = 1# ��  ��� ��%�$� �$ �/$��)�& ,��% 9��� ��6! ��� �� ������� 
$����$ ��� ��'����� $���� �����&$ ��� ���� $���� |0〉! ���� �����&$ ��� ����� �� � �, ���
�����$���&��� B ��� $������ 9�� ��� $���� �0�%� �! ��� *� $���� ρd ��$ %�$� ���/�/� ��(
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0 2.5 5 7.5 10
g0t [105]

0.8

1.0 Ps(t)

0 2.5 5 7.5 10
g0t [105]

0.998

1.000 < z >

0 2.5 5 7.5 10
g0t [105]

0.05

0.00 < x >

0 2.5 5 7.5 10
g0t [105]

0.025

0.000

0.025 < y >

������ ���� ������ ������ !��� �"� #�$� %&� !'� ��!�� �� ���� ���( �))��!� !��� !'�
!�#�*��������! �+��$! !�&� � )��� &% !'� � �)� &��� !&�� τx,y,z ���$��,��� !'� -��( ���
�.� /��01� �!  )�& �'&2� !'� ����!"( Ps(t)( &% !'� �"�!�# �! !�( ��� �.� /���31� �)) ����)!�
2��� &,! ���� ," ��#���$ ) ��!��� !�&� &% !'� 4���,) � �.� !�&� /��551 %&� !'� �����!"
# !��+ ρ ���$��,��� !'� -��  �� !'� � 6&� � ��$!&�( 2�!' HL �� �.� /���71� '� � � #*
�!��� 2��� $'&���  � �� �.� /���81( 2�!' T/g0 = 4( ω0/g0 = 40( ωc/g0 = 200( A/g0 = 0.1(
α = 1/4( |λ11| = |λ12| = |λ23| = 1(  �� |λ21| = 0.1� � �! !� �����! &�$�)) !�&�� �� 〈τa(t)〉
 �� �&! ���&)��� &� !'� �'&2� !�#� �$ )�( $&�����&����� !& �' ��� ����&��� '� �����$!���
�"� #�$� �� !'� � 6&� � ��$!&� �� ����$!�� �� ���� ��5� 9: �( �;�;,<

2���'! �� !'� ������!�$ ))" )&2�� -� �� ������( ���� ��� �'&2� !' !  ! )&�� !�#��( !'�
�)�$!�&� �' ��� ," !'� !2& -�� 2�)) ����&#�� �!)" ��) + !& -� �( $&�����&����� !& !'�
�! !� |0〉d� 	&��!'�)���( �! �� &% $��$� ) �#�&�! �$� !' ! !'� &$$�� !�&� ��&, ,�)�!" p %&�
��$&��!����� !'� �)�$!�&� �� !'� ������!�$ ))" '��'�� -� � /$&�����&����� !& !'� �! !�
|1〉d1 ��# ��� =��!�  ! )&�� !�#��� ��� =��� p ≈ 0.001 %&� !'� � � #�!��� �� ���� ����
��� $&�$)���� !' ! !'� �"�!�# �! !� % $!&�����  ! )&�� !�#��( ρ(t) � ρM ⊗ ρd 2�!' ρM =
|0〉〈0|� '�  ���& $' &% !'� � 6&� � �! !� !&2 ��� |0〉 ! >�� �) $� &�  !�#� �$ )� �����
," !'� ������� &% !'� ������ !��� � � &% !'� ����$�� 4���,) �� � ���$��,��� !'� � 6&� � 
��$!&� &�)"( ��� 
�$� ��� ,�)&2� '� ��) + !�&� !�#� �$ )�� %&� !'� -� ��,�"�!�# $ � ,�
)&����( $&#� �� ����� ���  �� ��5�
��� ))"( &�� $ � ��# �> !' ! %&� !'� ���$� ) $ �� &% λ21 = 0( !'� �)�$!�&� �' ��� ," !'� !2&
-�� 2�)) ��� ����&#�� �!)" ��) + !& !'� ������!�$ ))" )&2�� -� 1� ?���( !'���  �� &�)"
!2& $&!����)��� � !'� ,�!2��� ,&!' -��( � #�)" !'� $&��!�!���!� %&�#��� !'� &��� !&�
4|λ11λ23|σ+ �� �.� /���@1� A&!' � !'� ��!��%��� ���!��$!���)" &�$� !'� � 6&� � ��) ��
�� �! ,�)���� �� !'� �! !� |0〉� ��  �,�!� ��)" 2� > ����� $ � !'�� &���$&#�  )) ������ !���
�B�$!� �� !'� )&��*!�#� )�#�!� �� $&�!� �! !& 2' ! ' ����� %&� λ21 �= 0( !'� -�� 2�))
!'�� �� )���  � �.� )*2���'! #�+!��� &% |0〉d  �� |1〉d� 	&��!'�)���( !'� ����$�� 4���,) �
�.� !�&� /��0�1 ,�)&2 �!�))  ��)���( 2�!' p→ 1/2  �� p⊥ → 0 �� �.� /��0�1�
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0〉

1〉1〉111〉1〉11111〉1〉1〉

(〈X〉, 〈Y 〉, 〈Z〉)(t)
ρM(t)

X
|+〉 |0〉

g0t ∈ {5× 103, 10× 103, . . . , 15× 104}

ρM(t)

ρ(t) ρM(t) ρd(t)

ρ(t → ∞) � ρM(t)⊗ ρd(t).

ρd =

(
1− p p⊥
p∗⊥ p

)
,

{|0〉d, |1〉d} p = 0

p ≈ max(A, g0)/ω0

〈τx〉 = 0
(p⊥)

2× 2 ρM(t)

∂tρM(t) = −i[H̃L, ρM] +
∑
s=±

Γ̃sL[J̃s]ρM(t),

J̃±
Γ̃±

Γ̃+ = pΓ+, Γ̃− = (1− p)Γ−,



���� ���� �	�	
 �	������	���

��� 
��� ������ ��� ������� 	�� �������� � !� �"�#$� ��  � 
�� ������  � %�"����� &' ���
(�! #��� ��

H̃L = 2(1− 2p)g0J̃z +
∑
±
h̃±J̃

†
±J̃±, ������

)���� J̃z ��� &��� �*�� +��  � 
�� ����,� ��� ��� �!& �� ��� h̃± ��� % "�� &'

h̃+ = ph+, h̃− = (1− p)h−. ������

	�� �� "� �!*# �$�� A ���� �**���� ��#'  !*# � �#' ����$%� ��� ��*������� p = p(A)�
���� ���� ) �� � ��� �-�. �� ����� &$� ��� ∝ p⊥ �**���  � 
�� ������� ������. ��� �-�
�##�)� ��� �� ��%#��� ���!� ∝ τ+ρτ+. )� �� ���! ���! p⊥ �= 0�
�!*������#'. �*��� ���! ���  � � �# ����� ��� &���" �$�. �## �� ��� �$!�� ��# ���$#�� ��� ���
/�0����� �'��! �� �&�� ��� ���! ��� �$##  ��&#�� ��$�� �� ��� ��� ��!& ��� 1�2/��
�'���!. 
�� ������. ��� �$��� ��� "�#' ��*���$��� &' $� �% ��� � !*#��  ��&#�� ��$�� ��
������� 	� � �����!���  � "�# � ��� ��& ����' !���# *���!����� �$&0��� �� 
��� ���3� ���
����4�� 	��  ���%��� �� �"�� ��� 1� ��%���� �� ������! �� ���� �� �$� �&�"� ��# �� �� ���
����� ���� � � ��� ���"��%���� ��)���� ��� ���%�� �����  � � ������ &' ��� /�0����� ������.
��� ���� �  � ��� 1� ��� /�� ��%���� �� ������! �#)�'� ����$*#�  � ��� #��%2� !� # ! �.
��� 
�� ����5�� 	�� #����� ����$�� ��� &��� ����&# ���� &' �6���� "� �$!�� ��# � !$#�� ���
�� 
�� ������� 	�� ���$���  ��&#�� ��$�� �� ������  � �**# ��&#� �� #��% �� ����� ���
&���" �$�� ��� ��� ��  �������� �� *��� �$#��. )��� ��$�' �%. ��%� ��� �'��! �� �� ρM(t)
 � ��� *������� �� � !�2��*������ 1� #�"�# ����% �� εj(t). 
�� ������ ���$#� ��#' &� $���
��� "��' �#�) ��� �&�� �� � !� ��*��������� 7�� ��* �#' "��' �% 1� #�"�# ����% ��. ���
��� %� &��8 �� ��� �$##  ��&#�� ��$�� �� ��� ��� ��!& ��� 1�2/�� �'���!  � 
�� �������

��� ���� �	�	
 �	������	���

	� � ���� �� ����� �� ���8 ����� ���& # ��� �� *������#� ��� ��� � �%#�2&�6 ��" ��  � 7 %� ��4�
�� ������  � ���� ����4 ) �� ��� ���� �� 9�$# �*������ � %��������. ��##�)�� &' ��� ���& # ��2
� �� �� � !�% � �����  � ���� ������ �� ���� �����. ��� ��#� ��  ������ �% ��!*����$�� �� ���
���& # ��� �� *������#�  � �6�! ���� �������� �%#'. �� ���)�  � ���� �����. ��� +��� ����
�"�� � +� �� /�0����� ����� �"��#�* ������ ����� ����� ��� +��# �' �� ����� � ���8 �����
���& # ��� �� *������#�� 7 ��##'.  � ���� �����. ��� �����$� �'��! ��  � &� �:' � ��$�����
(���. ��� ���#�%' �� ��� ��� "� /�1 �##�)� �� *�����! *�� �' �����$� �� ��� ���& # ���
������  � � ��*�#�% ��##' *�������� )�'�

����� ����	 
����
 �	���������

�� � ����� �% *� �� ��� ��� � ��$�� �� �� ��� �� *������#. 9�$# �*������ � %��������
��� ���%����� 	'* ��# �$!�� ��# ���$#�� �&�� ��� &' ��#" �% 
�� ������ ���  ##$�������  �
7 %� ���� 7�##�) �% ��� !�����  � ���� �����. ��� Z = ±1 � %�������� ��� &� ���# ��� &'
����� �%

|λ11| = |λ12|, λ21 = λ22 = 0, β1 − β3 = ±π/2, ����,�

) �� ��& ����' λ23 ��� β2,4. ��� 
�� ������� ���� ���� ��� λ23 = 0. ��� *����� β2,4 ���

��� ��+���� �� �� � *� ��.  �  � ���"�� ��� �� $�� ��� �����*� �� � ����������� 	�� Ê
;���$��. �55,<. )� ��  � ��+���  � ���!� �� � 0$!* �*������ !�** �% ��� �'���! ����
� �*�� +� ����� )��� ��� �%  �� �� ���  ��&#�� � �� *����� 7�� �6�!*#�. ��� � �� *�� "�
!�*� ���%�� �% ��� Z = ±1 � %�������� ���

Ê± = σ± = (X ± iY )/2. ����=�

>4
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������ ���� ���������� �������������  ����!��� "�� #���� � ������ ������������ �"� ��$�
 ����� %���� !��&��'� ������������� �" |0〉� ���(� ��$�  ����� %��$ !��&��'� ������������� �"
|+〉) *(��� X|+〉 = |+〉� �� ���( !����) �(� +�,����� �����$ (�� ��������- ����  �� ���$ ��
�(� Y ����������� *��( �����&���� +1� 	(�  ���.����� *��� !(���� �� �� 
/� %��01' *��(
p = 1/2) ��� ��(��  ���.����� ��� �� �� ���� ���� 2��( EC = 1.�3 ��$ g0/EC = 2.5×10−3)
�(� ��.� ����� "����* �� �(�*�� �� �4 �����$ �� �(� .��� ��4�) "�� �(� !(����  ���.����
���) ���� ��!��������� ��� ������� 56��) �7�7�8

��� �(� �������������  ���.����� �� 
/� %��01') �(� ,�. � ������ J̃+ ∝ Ê±) *��( �(� ±
���� $����.���$ �- 
/� %��01') !�. �����- $�.������ �(� ��$���$���  ��� �" 
/� %��0�'
�� ��* ��. ��������) T 
 ω0� 	(� $���� ���&� $-��.�!� �(�� .� � �&��- �� �� ����� ��
|0〉 %"�� �(� + ����' �� |1〉 %"�� �(� − ����'� �� �(� ��.� ��.�) �(� 9�.�������� �&������� ��

/� %��0�' ���������� "��. H̃L ∝ Z) ��� 
/� %��0�'� 
&�$����-) �(�� 9�.�������� !�..����
*��( �(� �������$ ����� ρM(∞)) ��$ �(���"��� $��� ��� �:�!� �(� $-��.�!� ��*��$� �(�
����$- ����� ��������$ �- �(� $���� ���&� .� Ê±� 	(� +�,����� ����� ρM(t) �� �(��
����.���!���- ������$ ��*��$� �(� !����� ��$��� Z����������� �- �(� ��$���$���) *��(
�� ������!���� "��. �(� 9�.�������� $-��.�!��
��� �(� ���&�  ����!��) �(� ����������� 	�� �� ��&�� �-) !"� ��!� ��0��)

Δz = |4λ11λ23|2
∑
s=±

Γ̃s. %��0;'

�� ������� ���.�) �(� $���� ���&� �� �� $�<��$ �� �(� ����  ��� �" �(� �.������ ����
&����(��� �����&���� �" �(� ��$���$��� %�(� $��� ����� �����" (�� �����&���� =���') ���
5������) �7718� 	(� ��.� �!��� �� *(�!( �(� $��� ����� *��� �� �  ���!(�$ �� �(���"���
��&�� �- Δ−1

z � +����&��) �(� �  ���!( �" �(� ���!( &�!��� ��*��$� �(� $��� ����� |0〉 ��)
�� �������) �!!�. ����$ �- $�. �$ ��!��������� �� �(� (X, Y ) !�. ������) *(��� Δz ��
�(� $�. ��� ���� ��$ �(� ���� "��/���!- "����*� "��. 
/� %��0�' ��

Ωz �
∣∣∣2g0(1− 2p)|λ11|2 − 8|λ11λ23|2h̃+

∣∣∣ . %��0>'

��� �(� � �!��� !��� �" λ21 = 0 *��( p = 1/2) !"� ��!� ��?��) ��$ ������ �(�� h̃+ = 0 "��
α = 1/4) !"� 
/� %����') ��� ������� Ωz = 0 �� 
/� %��0>'� 	(� ��"�  ����� �� ���� ���

;�
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��������� ������� ���� ������ �� ��� (X, Y ) !��������"# $����%� ���� �"!��������"�
����# X = ±1 �� ��"����" ��� �����"�� �� !���"�� 

|λ21| = |λ23|, λ11 = λ22 = 0, β2 = ∓π/2, &��'()

$��� ��� ��""�����*�  �� Δx = |4λ12λ21|2
∑

s Γ̃s. �" "��$� �� ��� �� �� �����" �� +� � ���#
X,�� ��"����"# �� � ��� "���� |+〉 ��� �� ��*��%� +1# !�� �� "������"�� %"�� ��� "��%� ��
+� � ��-� �" ��� ��� Z,"������"����� "��$� �� ��� ���� �����"# ����� ��� �� ���� �"!��������"
��� ���" ��������� "���
+������# ��� "������"�� ��� Y ,�� ��"����" $��� �� ��*��%� ±1# ��� ��.%���"

|λ22| = |λ23|, λ12 = λ21 = 0, β2 − β3 − β4 = ±π/2, &��'-)

$��� ��� ��""�����*�  �� Δy = |4λ11λ22|2
∑

s Γ̃s�
�� ��� ���"� �������"# ��� ��� �� ���" &"��# êz ��� Z,�� ��"����") �" !��������� �� "���!��� 
����������� �%������ ������%�� ���������" λjν � 	$� ���/" ��� "$��!��� �0# ��� �$�
��� ���!��� �� ������%�� "%!� ���� ��� ��"���� 1%�� �������� J̃+ �" ������������ +��
T 
 ω0# ��""�����*� ����"�����" ��� �%���  �*����� �� ���" 1%�� �������� $��!� �" �%� ��
�����"��! !��%������ ����"�����" ���� 2� 2 → 1� 3���� ���"� !��������"# H̃L !���%��"
$��� ��� 4�%�� �������� σ̂ !����"������ �� ��� ��� �� ���" &�� �# σ̂ = Z ��� Z,"����")�
+������# �� ��1%"��� ��� ���"�" βj# ��� !�� "���!� ��� "������"�� "����# "��# |0〉 �� |1〉� �� �"
� �����/���� ����%�� �� ��� ���� ��"!%""�� 5�1�����,��"�� �� "��%� ���� ��� 6����������
H̃L !�� �� �� ������� �� ����  ������� σ̂� �" � !��"�.%��!�# ��� ���������� ��""������
������� ���*�" ��� "�"��� �� ��� ��"���� ���/ "�����

����������	 
��� ������

���!� ��� ���"�" βj "���!� ��� ��� ���� "����# ��� !�� ��"� %"� ��� ���� ��"!%""�� �����!��"
��� "������"�� ����� "����"� 	�  �*� �� �������# ��� !��"����" !��� �� ��� ���*� ���"�
!��������" "%!� ���� � ����%�� �� 4�%�� �� ��"����" !�� �� �������� �" ���/ "����� +��
��"���!�# �� !���"�� ��� "���� ��"� � ���������" �" �� 
.� &��7') �%� /����� β̄ = β1−β3
���������# ��� ������" ��� ���/ "����

ρM(∞) =
1 + sin β̄

2
|0〉〈0|+ 1− sin β̄

2
|1〉〈1|. &��'�)

	�� ������*� $�� �� �� ��� �$� !��������" !�� ���� �� ������� �� ��1%"��� ��� ���"�
��0����!� β̄�

����� ����� 	
�
�	

�� ����� �� �� ��� �� ��� ��$�� �� ��� ���� ��"!%""�� �� "������"����� �����!��"# ��� �� ��
!��"���� ��� �� �! "����

|m〉 = e−iπ
8
Y |0〉. &��'8)

	�� ���!��!�� ��������!� �� ���" "���� !���" ���� ��� ��!� ���� � ��� � �%���� �� ��!����
.%���" ������������� �������� �� ��� "���� |m〉 ��� ������ ��� ��� �� �! "���� ��"���������
�����!��� 	�� ������ �" �� �""������ �� ������� ��� ����������� ��� T , ��� ��.%���� ���
%��*��"�� "%���!� !��� .%���%� !���%������# !�� ��!�����-� 	�� ���� |m〉# ��� "������"�,
���� !��������" ��$ ��*��*� ��� �%���� ���/" �� +� � ��- �%� ��� ��� ���  �*�� ��

|λ12| = |λ23|, |λ21| = |λ11| = |λ23|/
√
2, λ22 = 0, β3 = β1 + β2, β2 = −π/2. &��'�)
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������ ���� �������� ��� � ��� ��������! "����#�� �������!� �$� %���# ����� |m〉� &���' �$�
(�)���!� ����� �����*� ���% !�%���#�� �!��������! �� 
+� ,����- ���!� �$� "���%����� �!

+� ,��.�- *��$ |λ23| = 1� ��$�� "���%����� ��� EC = 1 %�/' g0/EC = 2.5×10−3, T/g0 =
4' ω0/g0 = 40' ωc/g0 = 200' α = 1/4' �!� p = 0.01� (��! "�!��� 	�%� ��"�!��!#� ��
�$� 0������ ��� ����� "���%����� 1
+� ,��.�-2 ,��� #��3�-' *��$ � %��%��#$ �� ����� 10%
�! ��� ����� �����! "���%����� 1|λ11| = −0.1 + 1/

√
2, |λ21| = +0.1 + 1/

√
2, |λ12| = |λ22| =

0.9, β3 = −β2 = 11π/202 , ���-' �!� � %��%��#$ �� ����� 20% �! �$� ��%� "���%�����
,���!��-� �!���� ������4����� 0������ 3� ��3�����! Δβ2 *��$ ��$��*��� ����� "���%�����'
*$��� β2 = −π

2
(1 + Δβ2)� 15��' �6�6 2

�! �!����� �� ��#� ����7 �!� #�! �!������!� �$� ����� �����! "���%����� �##����!� ��
�$��� �8�#� �! �$� )�%" �"������� �� �$� �������� ����� |m〉 �� � ���!��  � � π

4
4�������!

�� |0〉 ����!� �$� y4�9��' ��� ���#$ 3�#��� ���� �!���� �$� x4z4"��!� �� �$� ���#$ �"$����
	$��' �$� ��+����� �����"���3� %�" �� � ��"��"������! �� ��� �$��� :���� �"�������' *$�#$ �!
���! �%"���� �$�� �!�� λ22 #�!  � �*��#$�� �8 ��� #�!3�!��!#�' #"� 
+� ,���;-� (����3��
�*� �%"������� ��� %��#$�� �� �����!��� �+��� #�!��� ����! �� �$� �!�����#���!�� "��#���
�%"��%�!��!� �$� �����"���3� %�"� ��!����' ��#�����!� �$� ��%��!�!� �%"�������  � �
��#��� �� 1/

√
2 *��$ ���"�#� �� �$� %��#$�� ��!<� �!����� �$�� �$� �������� �9�� �� "��#�����

�$� �����!�� �� �$� x4z4"��!�� ��!#� �$� ���< ����� �� %��� #�%"��9 #�%"���� �� :����
����!������' ��� ��%��!�!� "$���� βj $�3� ��  � ��)����� �� ������ |m〉� ���� �$�� ���
β2 = +π/2 �$� ��$�� %���# �����' � ���!��  � � π

4
4�������! �� |1〉 ����!� �$� y4�9��' #�!

 � ��� �������
	� +��!���� �$� "�*�� �� �$� $��� ���#����� �� "����#�� �!� #�! ��0!� �$� ������� �� �$�
����� ρM(t) *��$ ���"�#� �� � �"�#�0# "��� �����' ρ

(0)
M = |ψ〉〈ψ|' ��

F (t) = tr [|ψ〉〈ψ|ρM(t)] . ,��.�-

��%���#�� ������� ��� �$� %���# ����� 0������ *��$ |ψ〉 = |m〉 ��� �$�*! �! ���� ���' ���!�
�$� "���%����� �! 
+� ,��.�-� �!� 0!�� F = 1 �� ��!� ��%�� ��� �$� ����� "���%���� #$��#�
�! 
+� ,��.�-� ������ ��� ���� ����������� �$� ��!�4��%� 0������ *$�! ����*�!� ��� �%��� ��4
3�����!� ���% 
+� ,��.�-' *$�#$ ��� �!�3��� �� �! "��#��#�� �%"��%�!�����!�� ��%��<� ��'
�3�! ��� ��=�� �� ��3�����!� ���% �$� ����� "���%���� ���' �$� 0������ ��%��!� #���� ��
�!���� �� �����%�!�!� �$� �"�#���% �� �$� �!� �����!' �!� � ���!� �$� �����"���3� ��"
��

Δm = |4λ11λ23|2
∑
s

Γ̃s. ,��..-

>�



Δ−1
m � 80

|0〉 |m〉

T 	 ω0 T
F (∞) |0〉 |m〉

F = 1
Γ̃+

F = 1
1 − F ∝ exp(−Δz/m/T )

Γ̃− = e−ω0/T Γ̃+

|0〉 J̃− ∝ σ−
Γ̃−D[J̃−] Z |1〉

D[J̃+] D[J̃−]

T Tc ≈ 250
P (∞) = trρ2M(t →

∞) T 	 Tc P (∞) � 1 T
ρM(∞) = 1

2
I F (∞) = P (∞) = 1/2

F (∞) P (∞)
|0〉 |m〉

ω0 ≈ 2.5
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�� ���� ��� ������� ������� �� ����� !��" ��" �""#$�� �� �� ��%��%���& "$���� '���� ��
�"��$��� �� ��� � �(�" �� � )���� *�#� "$���+ �&�����"����� ������� �� ����� !�� ����"
�� ��� ����� "������"����� �����(��" �" %����� �#(� ���$" (�#�� ���"�� ��%� �#� �� ��� )����
�������� ���%�� ,���(��� �-.�/� 	��& ��� ��"(����� �& � '�$�������� ���$

H′ =
∑
ν<ν′

iενν′γνγν′ , *��01+

���� �&�����"����� ����%��" ενν′ � �& (��"��#(����� ��� ����� ���$ "#�����" ��� �2� ���
��� �(���� ��32�� ���4�(���� �� ��(� ��. ��� ��#" (������#��" �� ��� '�$�������� H̃L ��
��� ������� �5#����� *��6�+ �����#� � �(���% ��� ���������� ��""������� �� ��� 7�#��
�������� ���%#�%�� "#(� ���$" �(� ��8� � ���8 $�%����( 9��$�� )���� �� ��� (����"������%
)��� �" �������� �� ��� ���%�� �:�" �� ��� ���8 "����� �� ���" ��� (�#"� ��& �����"��%� ;��
��"���(�� ��� ��� "������"����� �� ��� Z3��%��"���� |0〉� ��� �&�����"����� ����$����" ε12 ���
ε34 (�� �� ��������� "��(� ���& ���& (�#��� �� ��� 7�#�� �������� Z �� 
5� *���+� <�����&�
"#(� (�#����%" ���� �� �����$����� � �(�" �� ��� "������"����� �����(��"�

����� ������� ��	����

�� ����� �� ���� �#� � "������"�� ���8 "����� �� �" ��""���� �� #"� ��� "�$� ��(���5#�" "#%3
%�"��� ������#"�& ��� ��� ������ !�4����� 5#���� "�� ��(� ������ �� �����(#���� ��� (�� ���3
���$ (���(����(� "��(���"(��& #"��% ���������� "��%��3����� =�" ���� ��� �#����3(�#����
�� !�� ����"� 	��"� =�" ��� #"�� ��� $��"#��$���" ���&� ����� ��� "��(���"(���( "�%3
��� (������" �� ����������(� ���$� (�� 
5� *��01+� ���(� ������" �� ��� ��"��(���� 7�#��
$����: �� 
5� *���+� 	��" ���4�(���� �����#� &����" ��� 7�#�� ��%�����#� ±1 ���� � "����3
��������� ����������& ,���>�%� �-.1/� �� (�#�"�� ���" $����� (�� ��"� �� #"�� �� �������
��� !�4����� �"���� �� � 7�#�� ��%��"���� ������ ��� �� �����(�� �" "�������
�� ����� ��� ��� �����#� ��� �� ��������� ���� ��� �� "������"����� �����(��� ��� ��" ��
$�8� "#�� ���� ��� (����(����"��( ���4�(���� $��"#��$��� ��$� "(��� *"�� ,7�#%%�� �-.1/
��� ,���>�%� �-.1/ ��� �������� �:���""���"+ �" $#(� ���%�� ���� ��� �&��(�� �����"��( (��#�3
�����% ��$� Γ̃−1

+ � ��$�����&� "��%��3���(���� �#$���% �����(��" ��� � ���� �� =�" ����(���
�� �� ����� !��" ����� ��� �� ����& � 7�#�� �������� �� ��� ������ "���� �� � ������%�(���&
�����(��� $������ "�� ��(� ����?�

����� �	 �
� �	���	��� �� �
� ���� �����

�� ���� �� "������"����� �����(��" ���%����% � ��"���� ���8 "���� ���� ��"(#""��� 	��
���8 "��(� ��$��"��� ��� ���"� �����(��" "��#�� ��������� �� D = 1� "�� ��(� ��6�?� ���(�
(����"����" �� ��� "����&3"���� "��#���� ����% #��5#�� �" "������"�����" �� �� ����� ���8
"����" ��� ���8�� �� ��(� ����� �& ��������(���& (���%��% ��� "���� ��"�%� ����$����"� ��
"#@(�" �� ��"(#"" ��� ���8 "��(� ��$��"��� ��� � "��%�� �����(��� ��� �� ��� "�$���"�
�:�$���" �" %���� �& ��� Z = ±1 "������"����� �� ��(� ����.� '��� ��� '�$�������� �"
%���� �& HL ∝ Z ��� ��� ���������� ��""������ ����" D [σ±] ρM(t)� �� ��(� ��6�?� ���"
���������� ��" ��"(#""�� �� ���$" �� ��" (��"����� 5#�������"� ���(� ���� �� D = 1�
���(� ����� �" � #��5#� ���8 "���� ��� � %���� (���(� �� ��� "���� ��"�%� ����$����"� ���
(�#�� #����"� � �� "��%��3��: ����(� �" � "���3(����(���% 5#���#$ $�$��&� �& $���" ��
��������( (���%�" �� ��� "���� ��"�%� ����$����"� ��� (�� "���� ��� !�4����� "���� �� ��"
���(� "������ '������� ��� %������ "���� $����#������ �����(��"� �� �" �������%��#" ��

A0
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���� ������ �� � ���� ����� ��������  ��� D > 1!  ���� ��" #� ��$������� �� �"�����
 ��� ���� ���� ��%� &'��� (��� ���� �� ��������� �� ��� ��)� ��������

��� ���� �	�
� ���������

(��� ������� �� ��������� �� ������� �� &�*����� #�) �"����� ��������" ��� ���#������$
��� � ���� �����! #%� � ���� ������ �%�� � ��$������� �������� �� ���� ������ ��" #�
��$������� #" �����"��$ � ������  ��� �� ����� � � &�*����� #�)�� �� �������� �� +�$� ��,�
����� ������%���$ ��� ����� ��� ��� ������������$ -���#��� �.%����� �� ���� ����/! ���
���� ���� �� �����������$ ����������� ���� �� ����������� �� 0��� ������������� �� ���
��#%������ �� ��� �� � �1#�) �"����! ���� ����2 ����%��� ��� ���#��������� �� '��� �������
+�����"! ���� ����� �������� ������� �� �� ����������� ���������%��! ��� ��)�� ������!  ����
���� � ��� ��� ���#��������� �� '��� ������ �� ������� ���� ������ �������� �� ��� � �
&�*����� #�) �"���� �� +�$� ��,�

����� ����	
�� ������� ��� ��� ����
�� 	����

+���� ��$ ��� ����%����� �� ���� ��/�/! ��� � � ������� �� +�$� ��, ��� ������#�� #" Hbox =
Hbox,L + Hbox,R!  ��� Hbox,L/R �� �� �.� 3��/4� 5���! ��� ��%� &'�� �� ��� ���� 3��$��4
#�) ���������� �� &�*����� ��������� γLν 3γRν 4� '��� ������� ��� ���������" ��������
%���� 
�%���# �����" ����������� +�� ���������� ���������"! ��� ��" ���%�� ���� ���"
���� ��� ���� ����$��$ ����$"! EC,L = EC,R = EC � +��%����$ �� ��� ���$1 ������$��
���������� �� ��� ���������$����� �����������! ��� �$���  ����  ��� � ���$�� #������
#���! Henv =

∑
mEmb

†
mbm!  ���� ������� ��%��� �� ��� 6�� ��� &'�� ��� 7%��%����$

������! θj! �� ��� �%������$ 5����������! ��� ���� ��/�/� (�� ���%� �� +�$� ��, ��.%���� %�

�� ����� ���$��1����� 6��! Hd =
∑3

j=1 εjd
†
jdj!  ���� 6� � ��%���� �� #��� ����� 6�� ���

������������" ������ �%���� ������ 
���������$ ��� ��$��� Nd = 1!  ���� �� ���� ������
δt > 1/EC ! ��� ����� 6�� ����� � ���$�� ���������
8���$ ��� ����������� ����%��  ��� ������� �� ��� ��� 5���������� Hd! ��� �%�� 5����������
�� ���� $���� #"

H(t) = Hbox +Henv +HLR +Hdrive(t) +Htun(t), 3��9:4

 ���� � �����1�������� �%���� ���� ��%���� ��� #�)��� ;����%� ���� �� $��������"! ���
���%��� � ����1���%�� �%������$ ������%�� tLR > 0!

HLR = itLRγ
L
4 γ

R
2 . 3��9<4

(�� ����� 5���������� �� ��� ��� ����

Hdrive(t) =
∑
j=1,2

2Aj cos (ωjt) e
i(εj−ε3)d†jd3 + h.c., 3��,=4

 ���� ��� � � ������$ 0���� ���� ��� ���������� ������%�� A1,2 ��� ���.%���" ω1,2� ��
�����$" �� �.� 3��,4! ��� 6�1&'� �%���� ����� ��� ������#�� #"

Htun(t) = t0
∑

jν,κ=L/R

λj,νκe
−iφκeiθjeiεjtd†jγ

κ
ν + h.c., 3��,/4

 ��� ��� ����� ��������� φL/R ��� ��� ����>��$�� &�*����� ������� 8���$ ��� ���� �����)1
�������� �� �� ���� ��/�/! ��� ���������$����� ����������� ������ �.� 3��,/4 ����%$� ���

:,



γL
ν γR

ν tLR γL
4 γR

2

Nd = 1

βj

θj t0
λj,νκ dj γ

κ=L/R
ν

βj

β4 β3 β4 = 0

ε1 = ε2 ω1 = ω2 ≡ ω0

A1 = A2 ≡ A
ω0 = ε3 − ε1

(Xκ, Yκ, Zκ) κ = L,R

Xκ = iγκ
1γ

κ
3 , Yκ = iγκ

3γ
κ
2 , Zκ = iγκ

1γ
κ
2 .

θj − θk j < k
Jjk;j′k′(ω)

αjk;j′k′

α
J (ω)

αjk;j′k′

T 	 ω0

ρ(t)
ρM(t)
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��� ��� �� ������������ ������� ������� ρd� ���  ��� ��� ������

ρd = diag

(
1− p

2
,
1− p

2
, p

)
, !��"�#

��$������ �� ��� %���� {|100〉, |010〉, |001〉} &��� �� �'' $����� ������ |n1, n2, n3〉 (�� Nd =
1� ���� ���� ���'� ε1 = ε2 &�� ��� ���� ��� �'' $����� $��%�%�)����� �( ��� * ��� + ���
�, �)� -�� �'' $����� $��%�%�)��� 0 < p 
 1 ��(��� �� ��� ����.���'�))� ��.���� ��
�� �, ����� !��"�# �� '��������� &��� � ����'�) ���)���� �( ��� /���%)�� �, ����� (��
ρ(t)� &���� ��� �.��� 0��� � (�'������� ������� ������ �� )��. ������ ρ(t) � ρM(t) ⊗ ρd�
� ���������� ��� ���1 �$�'� � ��� � � �� %� ����$������ �( ��� '��'���� 2�) � �( p�
���. ���� .� ��� '�����$�����. ���$� �� ��'� ��*��� ��� ����2�� �� � /���%)�� �, �����
(�� ρM(t)�

∂tρM(t) = −i[H̃L, ρM(t)] +
6∑

a=1

Γ̃aL[Ka]ρM(t). !��"�#

-�� ��� 3 �$ �$������� ��� ������� %� Ka� &��� ��� ���$�'��2� �����$���2� ���������� �����
Γ̃a� 4��� λLR ≡ tLR/EC 
 1� ��� �%�����

K1 = K†
4 = iei(β3−β1)

|λ1,1Rλ3,3R|
λLR

XR − eiβ3 |λ1,3Lλ3,3R|ZLYR,

K2 = K†
5 = −iei(β3−β2)

|λ2,4Rλ3,3R|
λLR

ZR + eiβ3 |λ2,2Lλ3,3R|XLYR, !��"5#

K3 = K†
6 = i

|λ1,3Lλ2,2L|
λLR

YL − iei(β2−β1)
|λ1,1Rλ2,4R|

λLR
YR

+ e−iβ1 |λ1,1Rλ2,2L|XLZR − eiβ2 |λ1,3Lλ2,4R|ZLXR.

-�� '������� �2�) ���� �� �,� !��"�# �� .�2����� %� ��� 6���)������

H̃L = 2pg̃0Kz +
6∑

a=1

h̃aK
†
aKa, !��"7#

&��� ��� �$������

Kz = sin β1|λ1,1Rλ1,3L|ZLZR + sin β2|λ2,2Lλ2,4R|XLXR. !��""#

6���� ��� ����.� �'�)�

g̃0 = λLRg0 =
t20tLR
E2

C

!��"8#

&��  ���� &��'� '����'������� ��� ��)�2��� ���)����' '�� ���)��. $��'����� �� ��� �� %)��
%�� ��� $� -�� ���������� ����� Γ̃a (�))�& �� ��� (���

Γ̃1 = Γ̃2 = 2pg̃20 Re

∫ ∞

0

dteiω0teJenv(t),

Γ̃3 = Γ̃6 = (1− p)g̃20 Re

∫ ∞

0

dteJenv(t), !��"9#

Γ̃4 = Γ̃5 =
(1− p)

2p
e−ω0/T Γ̃1,

��� ��� /��% ���(�� h̃a ��� .�2�� %�

h̃1 = h̃2 = pg̃20 Im

∫ ∞

0

dteiω0teJenv(t),

89
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h̃3 = h̃6 =
1

2
(1− p)g̃20 Im

∫ ∞

0

dteJenv(t), ������

h̃4 = h̃5 =
(1− p)

2p
e−ω0/T h̃1.

��� ω0 
 ωc� ��� ��� ���� ���� � ����� ���!"�#��! $��%��&&� �'$!#�#� �'$��&&#��& ��� Γ̃1,2

��( h̃1,2 ��!!�) *" ���$��#&�� )#�� �+� ����,�� �� �((#�#��� ��� -�(&

Γ̃3,6 � (1− p)
cos(πα)Γ(α)Γ(1− 2α)

21−2αΓ(1− α)

(
πT

ωc

)2α−1
2g̃20
ωc

,

h̃3,6 = −1

2
tan(πα)Γ̃3,6. ����.�

/" ��!!�)#�% ��� (��#0��#�� �� ��� ��( ��( ��&��� �+ ��#�� ���1��� ��� �*&��0�& ���� ���
�$������ K1 �K2� ��#%#����& ����  �#(#����#���! ����&#�#��& ����&����#�% �� �!������ ����
��� ����%��#��!!" �#%�2!"#�% 3� � �� 3� . �3� ,� 0#� ��� (� *!�2*�' &�� $� ��!!���#�%
�!! $�&&#*!� ��� ���!#�% ���4�����#�& �!!�)�( *" ��#�(2��(�� $��� �*��#�� �����"� 5#��)#&��
��� 4 �$ �$������ K4 �K5� (�&��#*�& ��� ��0��&�( $����&&� )#�� � ��� ���!#�% ����&#�#��
���� 3� . �3� ,� �� 3� �� ��� T 
 ω0� ��� ����&#�#�� ����& Γ̃4,5 ��( 5��* &�#��& h̃4,5
��� �'$�����#�!!" & $$��&&�(� ∝ e−ω0/T � �%�#�&� ��� ��&$���#0� �����#* �#��& ���� K1,2�
6����0��� ��� 4 �$ �$������& K3 ��( K6 #� �+� ���17� (�&��#*� ��� ���!#�% ����&#�#��&
*��)��� 3�& . ��( ,� �#��� ���&� 3�& ��� ��� (#����!" ��������( *" � (�#0�� � ���!
!#�� ��( ��0� ��� &��� ����%"� ε1 = ε2� ��� �����&$��(#�% ����& ��( 5��* &�#��& ��#��#(��
Γ̃3 = Γ̃6 ��( h̃3 = h̃6� ��$������!"� ��� 1/2 < α < 1� ���&� + ���#�#�& ��� ��( ��( *"
� ������ (T/ω0)

2α−1 
 1 �%�#�&� Γ̃1,2 ��( h̃1,2� ��&$���#0�!"� �� ��� ����#�(�� �� ��#&
&���#��� ��#& $�������� ��%#�� #& &� (#�(� )���� ��� ��&� #�$������ 4 �$ �$������& #�
�+� ���1�� ��� %#0�� *" K1 ��( K2� �������!�&&� ��� ����#�& ��� ����� 4 �$ �$������& #�
��� � ���#��! ���!"&#& �& )�!!�
�#��!!"� ���� ���� �!! ����& )#��� � ��� ������ λ−1

LR � 1 #� �+&� ���17� ��( ���11� &��� ����
��#�(2��(�� $����&&�&� 8�#!� ��� � ������ �'$���& ���� ��� �����&$��(#�% (#&&#$��#0� ����&
#� �+� ���1�� ��� & $$��&&�( �%�#�&� &����(2��(�� �����#* �#��&� *" ����� ! � �#�% �� ���
!#�� ����&$�����#�& λj,νκ� ���" ��� *����� �� ���$���*!� ��%�#� (�� �& � ���&�+ �����
�!! ��!�0��� ��� ���!#�% $���& )#!! ���� ��0� ��$!#� (�& �����&$��(#�% �� ��#�(2��(��
$����&&�&� 9�#& ����& ���� ��� ��� $��&��� �)�2*�' &�� $� ��� ����%" &��!� g0 = t20/EC

�$$���#�% #� �+� ����.� ��& �� *� ��$!���( *" g̃0 #� �+� ���1��� 9�� 5#�(*!�( �+ ��#��
���1�� (�&��#*#�% ��� )��� (�#0#�% !#�#� #& ��������� 0�!#(  �(�� ��� ���(#�#��&

g̃0 
 T 
 ω0, A ≤ g̃0. ����,�

����������� 	���

/����� �����#�% ��� (#&� &&#�� �� &��*#!#&��#�� $������!& ��� ��� !�"� � #� �#%� ��1� #� #&
���0��#��� �� #����( �� ��� (#&&#$��#0� ��$& :/����#��� ,�..;

Ê1,± = (I± ZLZR)XR, Ê2,± = (I±XLXR)ZR. ������

9��&� ��$& ��� *�  &�( �� ���%�� ��� �� � /�!! &����&�

|ψ±〉 =
1√
2
(|00〉 ± |11〉), |φ±〉 =

1√
2
(|01〉 ± |10〉), ������

)�#�� ��� �#%��&����& �� *��� ZLZR = ±1 ��( XLXR = ±1� <�� �*&��0�& ���� Ê1,− ��$&

�0��2$��#�" ���� ��� ��&$���#0� �((2$��#�" &����&� Ê1,−|ψ±〉 = |φ±〉� )�#!� �((2$��#�" &����&

=�



���� ���� �	�
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�� ��� ������ �� ����� Ê1,−|φ±〉 = 0� ����� ���� ����������� ���� ��� ������  ��� ��!�
"� ������ ���� ��� ��#������� ���$������ �!"��%��� ������� "� ��� |φ±〉 ������� ����������
Ê2,− %�� ����� ��� ������ ���� ��� ������������% �!"��%��� ������� "� |φ−〉 ��� |ψ−〉�
&�� '�� ���� �� ��� �� �����%��� ���%!���� "��� �� �� ������(� ����� ����#� �����$
����� �!%� ���� ��� )!�� ��������� �*�%������ ������� ��� ������ ����������� ���+�, ��
�-� +��.�,� ��%�����# ���� � ����������� ��� "���'� � �!�"�� �( %�������� -!�������� +���
�����(��� ����������, �� �� ���� -!���!� ������� ��� ��(�� /��"���� 012�� ��"���� 01234
��� ��%� 0�5��� ��� ���� ������� ���� ����#�� �� ������ ���"����� �����%��� ��� ��6������
�����#��� � �$-!"�� ���' ������� ��� ��%� ��0�0� �� �� ���"����� � ���' ���%�� ��� ��%� ����

����� ���� �	
	� �	
�����
	��

��6�� ��� ���"��������� �( 7��� ������ �� ���%!�����  ���� ��� ������� ������ �� �'��%���
�� 8�#� ��9� &����(���� ��� ��6 )!�� ��������� �� �-� +��9�, ��� �������� �� ��� �� ���$
�����!�� ��#���� ��� :���"������ ���� %�����������# �� K2 %�����"!���  ��� ��� ����
���������� ����� Γ̃2 = Γ̃1� �� (�� K1� ��� �-� +��9;,� ������������ K1 ��� K2 "���' ��*��$
��� %����������� �� � ��� �����"� ���� ��� �� ��#����� ���"��������� �����%��� ���#����#
��6������ �����#��� � �$-!"�� �������
�������#  ��� ��� 7��� ���#��� ����� |φ−〉 �� �-� +��.�,�  ���� ZLZR = −1 ���XLXR = −1�
��� %�� %����� ��� ����� ����#� ���������� ��

β1 = −π, β2 = 0, β3 = −π/2, |λ1,1R| = λLR|λ1,3L|, |λ2,4R| = λLR|λ2,2L|. +��.5,

8��� �-� +��95,� ��� �"������ ���� K1 ∝ Ê1,− ��� K2 ∝ Ê2,− ��� ����%��� �6�������
�� ����� �( ��� %�����������# ����������� ����� ��� �-� +��.�,� &�� :���"������  ���
�����(��� ����� ��� ������ �� ��� ���' ����� |φ−〉� &�� ���' ���%� ��������� �� ��!� #����
"� D = 1�
�� ��� � �� 8�#� ��.� ��� �!����%�� ���!���� �( �-� +��9�, %��<��� ���� �6��%������� 8��
��� ���"��������� ���������� �� �-� +��.5,� ��� 7��� ���#��� ����� �� ���%���  ��� ������
���(�%� <������  ��� ��'��# ����� ��������� ���!��� =�� %�� ����������� ���� "� �����# ����
��� %������� ����!���� �!� �� H̃L� ��� �-� +��93,� �������� ���� ��� ��������� ZLZR ���
XLXR� �� � %����-!��%�� ��� ������%� ���!%�� "� ��� ����������� ���� K1,2 ∝ Ê1/2,−
 ��� ��� "� ����!�"��� ���� ���� ��� ���������� �� 8�#� ��.  ��� %����� �!%� ���� Γ̃1 � Γ̃3

 ���� ������# �� ��� ��#��� ���%�<�� �� �-� +��.0,� ������� ��� �"������ ����� ����������
(��� ��� ����� ���!� F = 1� ��� 8�#� ��.� %�� "� ���%�� "�%' �� ��� )!�� ��������� K3

��� K6�  ��%� #��� ��������� �!"������# "!� ���%��%���� ��������� %�����"!����� �� ���
:���"��� �-!������
8�#!�� ��. ��� � ���� ��� ���"��������� �����%�� �� ������ ��"!�� �#����� ���������� �(
����� ����#� ���������� (��� ����� ����� ���!�� �� �-� +��.5,� ��� ��%� ��0� 8���� ��# ���
������%� �� ��%� 0�5�0� ��� <��� ���� ��� ����������� #�� (�� ���"������# |φ−〉 �� #���� "�

ΔBell = |2λ3,3R|2
(
|λ1,3L|2 + |λ2,2L|2

) ∑
a=1,2,4,5

Γ̃a. +��.3,

�!� �� ��� ��������%� �( �����$����� ��������% %��!������# ���%������ ���� �����������
#�� �� ������� ������ �( ��#���!�� "��� ��� %�����������# #��� �� ��� ���#��$"�6 %����
%(� ��%� ��0� 8�� ��� ���������� �� 8�#� ��.� ��� �"����� ��� ���� �%��� Δ−1

Bell ≈ 0.3 ���

&�� ����� 7��� ������ �� �-� +��.�, %�� "� ���#���� "� %���#��# ��� ������ βj �� �-� +��.5,�
&�� )!�� ��������� K1 ��� K2  ��� ���� ����%��� ��������� ��� ������� ����������� �����
 ��� ��� ����������� #�� ����� #���� "� �-� +��.3,� 8�� ���"��������� �( ��� 7��� ����� |ψ+〉

;2
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������ ���� �������� ��� ��������� � �!� "��� �� ���� ����� |φ−〉 � �!� ����# �� ���� ��$�
��%���&�� ������� ��� �!�' ( '!�&! ��� ����� �� ���% �)� *��$�+ '��! �!� #���%����� � 
�)� *���,+ � � |λ1,3L| = |λ2,2L| = |λ3,3R| = 1( ��� � �!� � ����� ����� ρM(0) = |00〉〈00|�
-�!�� #���%����� ��� EC = 1 %�.( g̃0/EC = 10−5( T/g̃0 = 2, ω0/g̃0 = 2 × 103, ωc/g̃0 =
104, α = 0.99( � � p = 0.01� /�� #� ��� 0�%� ��#� �� &� �� F (t) ��� ����� #���%�����
1�)� *���,+2 *��� &��3�+( � � ��� � %��%��&! �� ����� 10% � ��� ����� ����� #���%�����
1|λ1,1R| = 1.1λLR|λ1,3L|, |λ2,4R| = 0.9λLR|λ2,2L|, β1 = −1.1π, β3 = −9π/202 *����+� � ����
������4����� 5������ 3� ��3����� Δβ1 ���% �!� ����� 3����( ����( β1 = −π(1 + Δβ1)( '��!
��!��'��� ����� #���%������ 1��( 6767�2

*|ψ−〉+( � � !�� �� #�� β1 = 0, β2 = π (β2 = 0)( � � β3 = π/2� ��%������( |φ+〉 �� ����������
��� β1 = −π, β2 = π, � � β3 = −π/2� - � �!�� ��'��� !�� β3 − β1 = π/2( � � �!�
��%�� � � �'� #!���� ����&� �!� �������� "��� ������ � #����&����( β1 ����&�� �!� #����� ��
�!� ������ ����� '!��� β2 �����%� �� �!� ��%%����& 3� � ����%%����& ������

����� �����	
���� ����� ��� �� ����	

� ����� �� �!� �� �'�4��8 ����# � ���� ��$( � � &� ���� '��9 '��! �!� !�8� ��&!�4
��&���� � ���� ��:( '!��� � �� ��� 
����%�4���&9���� ��#�����&�� ��#��&� ��&��� ���� �
!������� ��8 /"��� 0!� ���� � !�� �!� &!���� � � ���� EC � � �� ���� �#������ � ���

����%� 3����� &� ����� �� �� �!� !������� �'� /�;��� � )�����( ��� ��&� 6�6�6� �
%�;�� ��3� ���� �� �!� !�8� ��&!���&���� �3�� �!� �'�4��8 ����# � ���� ��$ �� �!�� � �
&� ���%����� ��%#��� � � ������ ������������ #����&��� ��3���� � �!�  ��� ��� �!���4�����
&���  ��� � #��&����� � � �!� ����&����� 5 �4�� �� ���� &� � �� ��  ��� � �%#��������
� � � &���( �!� %��!�������&�� � � &� &�#���� ���#� ���&����� ���3� �##�� ��� �!� !�8� 
&��� �� '����

��� �!� %������ � �� �!� ��3�&� � ���� ��:( � � �!�� #��&���� �� � ��&� ��<� � �!�
� ����&��� #�&���� '��! ���#�&� �� Hd+Henv( �!� =�%���� �� �� ��3� �� H(t) = HBox+
Hdrive(t) + Htun( '��! �!� ���3� =�%���� �� � �)� *���7+� - � ���� ����%�� ε1 = ε2(
A1 = A2( � � ω1,2 = ω0 = ε3 − ε1( &�� ��&� ����<� � ����� �� �)� *��$<+( �!� � ������&
��  ��� � =�%���� �� ���� ��9�� �!� �� ���& ���%( &�� �)� *��$+� =���( � &� ����� ��
�!� �'�4��8 ��3�&�( � �� � � &!����4&� ;������ #!��� φ �8�����

� �!� ��'4� ���� ��&���( &!���� )�� ������� � �!� ��8 �%#���� �!� �3����� /�;��� �
#����� &� ����� � γ1γ2γ3γ4γ5γ6 = ±i� 0!� ���� � �!� !���� �'� /�;��� � )����� *j = 1, 2+
'��! �!� 	���� �#������� *Xj, Yj, Zj+ � &���� �� ���� ���� �� �!� ��8 /�;��� � �#�������(

:6



γν 3 1 2
Nd = 1

X1 = iγ1γ2, Y1 = iγ2γ3, Z1 = iγ1γ3

X2 = iγ4γ6, Y2 = iγ4γ5, Z2 = iγ5γ6.

ρM(t)

∂tρM(t) = −i
[
H̃L, ρM(t)

]
+

6∑
a=1

Γ̄aD [La] ρM(t),

L1 = L†
4 = iei(β3−β1)|λ14λ36|X2 − ieiβ3 |λ12λ36|Z1Y2

L2 = L†
5 = iei(β3−β2)|λ25λ36|Z2 + ieiβ3 |λ23λ36|X1Y2

L3 = L†
6 = i|λ12λ23|Y1 + iei(β2−β1)|λ14λ25|Y2

− ie−iβ1 |λ14λ23|X1Z2 + ieiβ2 |λ12λ25|Z1X2.

H̃L = 2pg0Lz +
6∑

a=1

h̄aL
†
aLa,

Lz = sin β1|λ12λ14|Z1Z2 + sin β2|λ23λ25|X1X2.

g0 =
t20
EC

Γ̄a

h̄a g̃0 → g0

T 	 ω0
1
2
< α < 1
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��������� L1 ��� L2� �� ��������� ��� ����� �� ��� !��� ���"��� ����� |φ−〉# ��� �$� %��&�'#
��� (������ ��� ����� ����"� ���� ����� �((�����" ��

β1 =
π

2
, β2 =

π

2
, β3 = π, |λ12| = |λ14|, |λ23| = |λ25|. %��)*'

�� �� ���� �����"��+��,��� �� (��(- ���� L1 ∝ Ê11,− ��� L2 ∝ Ê2,−# ��� �$� %��&*'#
�.(� ���� ��� ���- ����� �+ ��� �,�/$.��� ����� �� ������ "�0�� �� |φ−〉� ��� (�������
���� �"��� ���� ��� �����.(� ��� ���������0�  ��� �� (������� �� ��� �,�/��1 (���# ���
(��������� �� �$� %��)*' ��- +�� �$.�� ����������(� +�� ����� �+ ���-�# ������ ���� ��0��"
����������(��� ���� ���� ����(���� ��2�� �� � +�(��� λLR = tLR/EC 
 1# ��� 	�(� ��3� ��
� (����$.��(�# ��� ���������0� "�� ��(�.������ +�� ��� ��1�� ��0�(� �� ��"��4(����� ���"��#

ΔBell,hex = |2λ3,6|2
(
|λ12|2 + |λ23|2

) ∑
a=1,2,4,5

Γ̄a. %��)�'

5��� (� ����� �� ΔBell �� �$� %��)�'# ��� �����0�� ���� ���� ���������0� "�� ��6��� �
���"� �����(� ��� +�(��� 1/λ2LR� �� +�(�# ��� ���������0� "�� %��)�' �� �+ ��� �� � �����
�� ��� "��� ��(�.������ +�� ��� ���"��/��1 (���� 7���" ��� ��1�� ��(����(�.��# !��� ������
(�� ��.� �� ���������� �� ���.� ��� �� � ����� �� ��� ���- ������ �� 	�(� ��8�
9�� ��� ��-� �+ (� ���������# ��� ������������� (��������� +�� ��� �� �����" !��� ������
��� ������ ����,� ��� |ψ±〉 ������ ��� �������� �� (���"��" ��� ������ �� �$� %��)*' ��
β1 = −π/2# β2 = ∓π/2# ��� β3 = −π� 9.����� ���# |φ+〉 ,��� �� ���������� +�� β1 = π/2#
β2 = −π/2# ��� β3 = π�

��� ������ 	�

������ �������� 	��� 
����


�� ���� ��(����# �� �� ���,� ���� ��0�(�� �����.���" !	� ���0��� � �����(.����� �����(��0�
����+�� +�� ��� �� ������������� �+ ��"������� ���- ���(�� ��� +��  ����.�����" ������
�� �.(� ���(��� �� ���,� �� 	�(� ��*�3# ��� ���� �(� �� ��� �6����� ��(��� �� "�0�����
�� � :������� �$.�����# �$� %��;8'� �� 	�(� ����3# ���� :���������� �� .��� �� �� ��������
���� ��� �,�/��1 ����� (�� �� ��"������� �� �.����� �  .���/�� �������� ��"�������
���- ���(�� ��� ���� ���(.���� ���- ���(� �� �$.�0����� �� � $.��� ���(�� �� ���.�� ����
� "�����( ������� ����� �0��0�� ��,���� � ����"����� �.�� ����� ,����� ��� ���- ���(�# ���
��� �� ��������(���� ����- ��� ��"�����(� �+ ��� ���- ���(� �.���" ����� ������ ���"�� �+
��� �����(��� �� 	�(� ����8 ���� �� ���(.���� �� � ������" ���( �����(�� +�� ��� �����������
�+ � ����� ,����� � ��"������� ���- ���(�� ������������# ���� ��(���� (������� ��+�� �����
�� ��, �� ���� ��� ��� ����� �+ ������(� ��� ��� 4������ ��,���� ��� ����"����� ���-
���(�� 9������# 	�(� ����* ���(����� ��2����� ,��� �+  ����.�����" ��� ���- ����� ������
��� ���- ���(�  ���+���� �� ��������������# ����/�.�# ���  ����.������ ��� ���(.���� ��
���� ��(����# ��� (�� 0��, �� �� 4��� ���� ��,���� ���- ���(� $.���. (� �.�������
9�� ��(��� �1���� ����� ���"���� �� �.���� �.� ����� (����(���� �� ��2����� �� ����� �
��� ���� <������# 8=3>? ��� <
.��# 8=3)?�

����� ���� �	�
� ������������

�� ������� ����(���� �� 	�(� ��*# ��� �,�/��1 ���.� �� 9�"� ��> �� �.@(���� �� ��������� �
���- ���(�� A�0��" � ��"������� �����  ���+��� ���"���� �� ��� �� �����(�� ��$.���� ���
:���������� �� (�����0�  ��� ���� ��� $.������# (+� 	�(� 8�;�8� �����+���# ��� :�������
 ����� �$.����� �� �$� %��>�' ���(�����  ��� ���� �(�� ���(����� ���� ������ �� ����

)�
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�������� ������������� ��� ��� ��������� �! � "�#$ ����� �� ���� ��%���# ��%��#�" �� ���
��� ��������� �! %�&�%���� �����'��" ������� (�# ���)�������� ��� ���#�!�#� "�������� *�
2 !#�% ��� �����%  � ����' ��� ��#�%���# ������

λ2,2L = λ2,4R = 0, β2 = 0. +��,-.

���� ���� ���� �� ��� ��� ���� ����� �� ��#�%���# ��� !�# �����#�����' � "�#$ ������ ��
� �����/����� �! �/� +��,-.� %��� �! ��� 0�%� ���#���#� �� �/� +��1-. )����� �"����������
K2 = K3 = K5 = K6 = 0� ��� ���� 0�%� ���#���#� ��!� �#� ���� '�)��  � K1 ��" K4�
�� ��2 ��%��#���#��� T 
 ω0� ��� #����� Γ̃4/Γ̃1 ��" h̃4/h̃1 �#� �&����������� �%���� ��"
���#�!�#� ���� ��� 0�%� ���#���# K1 #�%���� #���)���� �� �����'� �� 	��� ��3� ���� ��4
�#���# ���  � �#���"  ��$ �� ���"�#�������� ����������' �#���������� 2��#� �� �����#�� ��
�#���!�##�" !#�% *� 3 �� *� 1  � ����������' ��#��'� ��� "�� ��4 �& ������ �� ���
����"� ������ � 2��$ "#�)� �%�����"� A �� ���� #������� �� !�# ��%���' ��� "�� �����#��
 ��$ +!#�% *� 1 → 2. )�� ��� "#�)�� ������ ���$� ���� ���� ��� ��#�%���#� A, ω0, α, ωc,
��" g̃0 ���� �5��� ��� #���� Γ̃n ��" 6�% ���!�� hn� 2���� �� ��#� "���#%��� ��� ����" �!
���#���� ��2�#"� ��� "�#$ ������ ��� "�#$ ����� �����!� ��2�)�#� 2���  � "���#%���"  �
��� ������ �! ��� 0�%� ���#���# K1� 2���� ���  � ��'����#�"  � �����' ��� ����� "���'�
��#�%���#� λj,νκ� ��� �/� +��1-.� ����� ��#�%���#� ���  � �"0����" )�� '��� )����'��� ���
� ����� �� "���'� 0�%� ���#���#� )�� ���"�#�������� ����������' �#������� �� ���� � %����#
�� #����" �� ��� ���4����� �0�#��� #��#���������� �! ��� 
���� ���#���#� �� �/� +��7.� ��"
���� �� ��� ��"�#����' ������'���� ����#� �! ��� ��#� "�������" �� �����%�
8��� �������' ��� ����� "���'� ��#�%���#� ����#"��' ��

β1 = −π, β3 = −π/2, |λ1,1R| = λLR|λ1,3L|, +��,9.

��� ��� �%���%��� ��� "��������)� %�� Ê1,− �� �/� +��:;.� �����' ���� Ê1,− = XR−iZLYR�

��� �/� +��:;.� ��� ��"��" �##�)�� �� K1 ∝ Ê1,− !#�% �/� +��1-.� �� �""������ �/� +��19.
���2� ���� ��"�# ��� � �)� ���"������� H̃L ���� '���#���� ��#%� ∝ ZLZR 2���� "� ���
� ��#��� ��� "��������)� "���%���� (����2��' ��� �#���"�#� �������" �� 	��� 7�-�;� ��� ���
�"����!� !��# �����#)�" /����������

C1,± =
1

2
(I± ZL), C2,± =

1

2
(XL ± iYL)XR. +��,1.

���  ���� �! ��� %��#�& <�� �#� ����� ��##�����"��' �� ��� "�#$ ����� =�� �#�� 7>3�? ����
#��"�

M1,± =
1

4
(I± ZL)(I∓ ZR), M2,± =

1

4
(XL ± iYL)(XR ∓ iYR). +��,:.

��� � �)� �� �#������ ���� ��� ������ � "�'���#��� "�#$ ����� �! "�%������ D = 4� 2��#�
D �� ��� ��% �# �! �����#)�" /��������� �� ��� %��#�& <�� �#� ����� � �����" �!��# ���
���� ���%�#����%� �!� 	��� 7�-�7� �� ���� ���%�#����% %��� �� N 4"�%�������� <�� �#�
����� ���� �� N24"�%�������� %��#�& <�� �#� ������ D = 4 �� ��#� ������"�� 2��� ���
"�#$ ����� "�%������ �! � ��� �����" /� �� ������ ���� ��� ����  � #����������"  � �����'
���� C2,+ = C†

2,− ��" C1,+ + C1,− = I�
��� 
���� ���#���#� (XD, YD, ZD) !�# ��� #�������' ���� �������� 	
�� ���  � ������ ��

XD = XLXR = −γL1 γL3 γR1 γR3 , YD = YLXR = γL2 γ
L
3 γ

R
1 γ

R
3 , ZD = ZL = iγL1 γ

L
2 . +��,,.

����#����)� �0�#��� #��#����������� ���  � � �����"  � ����' ZLZR = −1 ��"@�# ���
� �)� ��#��� �����#����� �� ����  �&� ���#� �� ��� ��� #�2#��� XD = −γL2 γL4 γR2 γR4 ��"
YD = −γL1 γL4 γR2 γR4 � ���� ���� ��� �0�#���  ������# iγL4 γ

R
2 �� ��������� !�# ��� � �)�
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������ ����� �������� � � !""� !#$�%� �$� �!�& '"!#� '�!���%� �� ( ! (!)�(!��� (�)��
�%���!� '�!��� !�% "!%��� �������� *' ��(�+ ,��$ EC = 1 (��+ g̃0/EC = 10−4, T/g̃0 =
2, ω0/g̃0 = 200, ωc/g̃0 = 103, α = 0.99, p(A) = 0.01+ !%� |λ2,3L| = 1� �$� ��� #��*� �' � �
���!� '�!�� ��'��% "!�!(����'+ '�� �-� .��/01+ ,��$ |λ1,1R| = 1� �$� 2��� .����%1 #��*�
��"�#�' �$� 3������ � � "!�!(����' ,��$ 10% .20%1 ��*�!�� % �� ( �$��� ��'"�#��*� ���!�
*!���'� �%'��� �'�("� ��# .t → ∞1 3������ *' "��#�%�!�� ��*�!�� % Δβ1 �� ( β1 = π+
,��$  �$��,�'� ���!� "!�!(����'� 45!�+ 6�6�!7

-�2�� �%# ��%�+ ,$�#$ ��8�#�' �$� %���  � �, 2 )�' � � �$� $��� ��'#�''�� "� " '!��
�$���� ��+ �$� �� "� � # � �9�#��*��� (����' 2 �$ ���� %' !%� !�� ,' � � �$� � �(!�� %
 � ! %�, -�2��� �$� �� -�2�� �%# ��%� .��//1 �' �''�%��!� � � �!��� � ���!%#�+ # ("!�!2��
� �$� � �(!�� %  � � ��#!� *' "$�'�#!� -�2��' �% '���!#� # ��' 4� ,���+ 6��67� �% �$� $���
��'#�''�� #!'�+ �$� �� "� � # � !��' !% �)��! "� ��#�� % �!���  % � "  � �$� � " � ��#!�
"� ��#�� %  � ! %!��*� !: �!%! -�2��� �% "!���#��!�+ "��� '�!��' ,��� �$���2� 2� '�!2���'��
� � �%��3%��� ��(��

��%!���+ (��$ �' � � ��!� ��  � �$� �!���� '�!�� #!% 2� � �(��!��� !' � � �$� %!��*�
!: �!%! -�2��+ '�� 	�#� ��6�;� <� "� *���%� !����� %!� ���!��'  % �$� !""� !#$  � �$�
�!�& '"!#�+ �$� %�)� '�2'�#�� % # %�!�%' " ''�2�� '�!�� �%���!��'!�� % "� � # �' � � �$�
!2 *� �!�& !: �!%! -�2���

����� ������	
�� �
� ���� ���	�

	�!���%� �� ( !% !�2���!�� �%���!� '�!�� ρM(0)+  %� #!% ( %�� � �$� !""� !#$ � ,!��'
! "��� �!���� '�!�� |Ψ〉 �% ���('  � �$� 3������+ F (t) = tr [|Ψ〉〈Ψ|ρM(t)] , ,$��� ρM(t)
�' �$� ' ���� %  � �-� .��;61� ����%� �$� ��(� �* ���� %+ !�� '�((���� "� "�����'  �
�$� �%���!� '�!��  �$�� �$!% "!���� .Z1Z21 ��(!�% "��'��*��� � � �)!("��+ '�!���%� ,��$
ρM(0) = |ψ+〉〈ψ+|+ '�%#� XLXR = +1 �' &�"� !'  %� !""� !#$�' �$� �!���� '�!��+  %� 3%�'
|Ψ〉 = |φ+〉 ,��$�% �$� �!�& '"!#�� �% ���� ����+ ,� '$ , �$� 3������  2�!�%�� 2� %�(���#!�
�%����!�� %  � �-� .��;61 � � ! (!)�(!��� (�)�� �%���!� '�!�� ρM(0) =

1
4
I ⊗ I+ ,$��� �$�

# ���'" %��%� �!���� '�!�� �' |Ψ〉 = (|φ+〉 + |φ−〉)/
√
2� � �� �$!� �� �$� �%���!� '�!�� �'

% � "��#�'��� &% ,%+  %� #!% 3�'� '�!2���'� !% !�2���!�� '�!�� �%'��� �$� �!�& '"!#�+ !%�
'�2'�-��%��� ��!� �$!� '�!�� � ,!��' �$� ��'���� �!���� '�!�� �'�%� �$� (��$ � ��'#��2��
�% 	�#� ����=� � # %*�%��%� ,!� � �%���!��'� �$� �!�& -�2�� �' � �("� � �$� ��%%��
# �"��%�' � ! �$��� >�+ '�� 	�#� ��=�6+ !%� 3�'� '�!2���'� ! �!�& '�!��� �����,!��'+  %�
#!% !��!2!��#!��� ',��#$  9 �$� ��%%�� # �"��%�' � >� 2 �% ���� ��? !%� '�!2���'� �$�
!2 *� ��'#�''�� �!�& '"!#�� ������ ���� ��( %'��!��' �$!� �$� �!�&@'"!#� 3������ �' *���

/0
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������ ������� ���������� �� ��� λj,νκ� ����  ��� �!!� ��� ��� "������# �� ��� ��$�� ��
%&% �� �!! ����� '���(�����) ��� *$�!��+ �� ���!! F ≈ 0.9� ��� ��(� �,�!� ��� �''���,����
��� ����$+ ����� �� ����� �+ ��� ������� �� ��� $����'����� ��' Δdiss� -�� ��� ����� ��

'����,�!) ��� ����� ������� Δdiss � |4λ1,3Lλ2,3R|2
(
Γ̃1 + Γ̃4

)
) ����!���� �� Δ−1

diss ≈ 3 μ�

��� ��� '���(����� �� -��� ��.&� ��('����� ��� ,����,�������, ��(� �� �''���,� ��� ���
$��/ �'�,�  ��� ��� ������� �� ��� 0�!! ����� ��') ����  ��� Δ−1

Bell) ��� �������� ���� ���
$��/ �'�,� �� �����!���$ �''��1�(���!+ 1002��(�� ������� ���� ��,�!+ ��3�,�� ��� ���$ ��
��!+ (�' ��� �4����� ������ ���� ��� �$$2'����+ (�����!$) ��$ ������+) ����$ �� ����$
,������!��� '��,����� ,����,���� 5� 1 ��$ 5� 2�

����� �����	
����� � ��� ���� �������� �����

��1�) � ������! (���'�!����� '����,�! �� $��,����$)  ��,� �!!� � �� (��� �� ������! '���
����� �� ��� $��/ �'�,� �� �� ��������+ *��! ����� �� ��� $��/ �'�,�� ���� ,�� �� �,�����$
�+ �$������,�!!+ � ��,���� �� � '�����������)  ��,� ����/� �� !���� ��� ,����������� !� 
�� �6� 7��89:� ���� ���� �$������,��+ �� ,��,��!) ��,���� �� ��� ��������� ��������� ��
��� 4���� $+��(�,� �� ��� � � ��1�� ��$ ��� 5��� ��� '����������� ����/� ��� 6����
$�������,+ $����� ��� '����,�! ��� ��,� ��� '����������� �� � ��,��$ �;) ��� $���������
$��/ �'�,� �� ��!!+ �����!���$ ������
��� (��� ,��!!����� ��� �� ����$ ,��'!��� ��� $��/ �'�,� �� ����� <�!���� �'�,� ��,����
���� ��� ��� '��� �� ��� $�,������,�2���� ����'�,�) ��$ �� '������� ��� '����+ �� ���
������ �� '����,�!��) ��� $���� ����!$ ��� ,����,� �$$2 ��$ ����2'����+ ��,����� ��� ,��
��������� ���� �+ ��!+ �$$������� ��� #�����# 0	� ����!��$ �� ��� $��/ �4����� 6����
��,�$���) ��� �6� 7��88:� �� �� ,��������� �� ����/ � � ,�������$ 6��������� �� ��+ �����
��(�) !������ � � �2��!$ $�������,+� ��� ��('!��� '����,�! �('!�+� � "ZL2$����# ���!���$
�+ ,��'!��� γL1 ��$ γ

L
2 ) ��� �6� 7��88:� ��� ���� �$$� � ���(

HZ = iAZ(t)γ
L
1 γ

L
2 = AZ(t)ZL. 7��.&&:

��� �+���$������� �����+ AZ(t) ,�� �� �$������,�!!+ ,�����$ ����� � ����2�����!� �����!
!��/� HZ ,�((����  ��� ZLZR ��$ ���� ,�������� '����+� ���������) ��� ���!�����
��������$ �+ HZ ����(���,�!!+ ��(���� �� ��� �$$2'����+ ��,���� 	��,� [HZ , C2,±] �= 0)
��� �6� 7��89:) $��/ ����� ,������,�� �� $�'��$ �� ��(�� ���� �� ,��*�(�$ �+ ���
��(���,�! ����!�� ��� ,������� AZ �� -��� ��..)  ���� ��� ������ ���( ρM(0) = |φ−〉〈φ−|
��$ *�$� ��,�!!������ �� ��� ���! '���) 〈XD(t)〉 = 〈XLXR〉(t)) ��$ ��� �(������+ '���)
〈YD(t)〉 = 〈YLXR〉(t)) �� ��� ,������,��� �� ��� 0!�,� ��,��� ��'�����������) ��� $��/
����� '����$�,�!!+ ������� �� ��� xy2'!���  ��� ��,�!!����� '����$ A−1

Z )  ���� A
−1
Z ≈ 6 ��

�� -��� ��..� -�� � ������! �$������, '����,�! AZ(t)) �� ����$� �� ������ ���� �� ��������+
*��! ����� ����$� ��� $��/ �'�,� ,�� �� ���,��$�
�� �!��������� '������!��+ �� �� �('!�+ ����!�2�!�,���� '�('��� '����,�!�) �� ���!��+ ��
'������� '��'���!� ��� ������ �4����� 6�����) ��� 	�,� %���=�
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