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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Dissertation besteht in der Untersuchung diverser Gruppen auf Magnus-

Eigenschaft sowie in der Entwicklung von Freiheitssitzen.

Eine Gruppe G besitzt die Magnus-Eigenschaft, wenn fiir alle Elemente r, s € G mit
demselben normalen Abschluss in G gilt, dass 7 in G zu s oder s~ ! konjugiert ist. Die
Magnus-Eigenschaft ist nach W. Magnus benannt, welcher diese Eigenschaft im Jahr 1930
fiir freie Gruppen beliebigen Rangs zeigte. In derselben Arbeit bewies W. Magnus auch
den sogenannten Freiheitssatz: Sei F' eine freie Gruppe mit Basis X und v ein zyklisch
gekiirztes Element von F', welches ein Basiselement x € X enthilt, dann enthilt auch
jedes nichttriviale Element aus dem normalen Abschluss von v in F' das Basiselement zx.
Aquivalent zu dieser Aussage ist, dass die von X\{z} erzeugte freie Gruppe kanonisch in
die Faktorgruppe F/{v)F einbettet. Allgemein verstehen wir unter einem Freiheits- oder
Einbettungssatz fiir eine Gruppe H einen Satz, welcher unter bestimmten Voraussetzungen
an H, an eine Untergruppe U < H sowie an ein Element w € H die kanonische Einbettung
von U in H/{w)y liefert.

In den letzten Jahrzehnten wurden nicht nur viele weitere Gruppen auf Magnus-Eigen-

schaft untersucht, sondern es entstanden auch weitere Freiheitssétze.

In dieser Arbeit zeigen wir analog zum Beweis des Adian—Rabin-Satzes die algorithmi-
sche Unentscheidbarkeit der Magnus-Eigenschaft fiir endlich présentierbare, torsionsfreie
Gruppen. Als natiirliche Verallgemeinerung der Hauptresultate von [BS08] und [Fel19] be-
weisen wir die Magnus-Eigenschaft der Gruppen (G #,—[qo4 F'(a,b)) x C, wobei G eine
indizierbare sowie lokal indizierbare Gruppe, u ein nichttriviales Element aus G und C
eine (moglicherweise triviale) Gruppe seien, so dass G x C' die Magnus-Eigenschaft be-
sitzt. Dazu fithren wir eine leichte Verallgemeinerung des Freiheitssatzes von J. Howie ein
und erweitern ein Resultat von M. Edjvet auf eine gréflere Klasse von Gruppen. In diesem
Zusammenhang beweisen wir mithilfe der elementaren Theorie von Gruppen (im Sinne der
Modelltheorie) die Magnus-Eigenschaft aller direkten Produkte von Limesgruppen mit der
Magnus-Eigenschaft. Als Weiterentwicklung des Freiheitssatzes von Magnus beweisen wir
einen Einbettungssatz flir amalgamierte Produkte zweier freier Gruppen iiber eine maxi-
male zyklische Untergruppe beider Faktoren. Dafiir definieren und untersuchen wir mithilfe
der Freiheitssdtze von W. Magnus und J. Howie komplexere amalgamierte Produkte, wel-
che wir Baumprodukte nennen. Das Buch , Seifert Manifolds“ von P. Orlik enthélt eine
Klassifikation aller Fundamentalgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten. Unter den Inva-
rianten der Klassifikation befinden sich das Geschlecht g und die Zahl r, welche als Anzahl
der bei der Konstruktion der Seifert-Mannigfaltigkeit eingeklebten, nichttrivial gefaserten
Tori verstanden werden kann. Unter Verwendung der Theorie kleiner Kiirzungen zeigen
wir u. a., dass keine Fundamentalgruppe einer orientierbaren Seifert-Mannigfaltigkeit mit

g,r = 1 oder r > 4 die Magnus-Eigenschaft besitzt.






Abstract

The aim of this thesis is the examination of various groups for Magnus property as well

as the development of embedding theorems.

A group G possesses the Magnus property if for every two elements r, s € G with the
same normal closure in G, r is conjugate in G to s or s~'. The Magnus property was
named after W. Magnus who showed, in 1930, that this property holds for free groups
of arbitrary rank. In the same thesis W. Magnus proved the so-called Freiheitssatz: Let
F be a free group with basis X and let v be a cyclically reduced element of F' which
contains a basis element x € X, then every non-trivial element of the normal closure of v
in F' contains the basis element z. Equivalently, the subgroup freely generated by X'\{z}
embeds canonically into the quotient group F/{v)r. In general, we call some theorem a
Freiheitssatz or an embedding theorem for a group H if, under certain conditions on H,

on a subgroup U < H and on an element w € H, it gives us the canonical embedding of
Uin H/{w)g.

Over the last decades, not only was the Magnus property of many more groups examined,

but also further embedding theorems were developed.

In this thesis we show that the Magnus property is algorithmically undecidable for
finitely presentable, torsion-free groups. Our proof is analogous to the proof of the Adian—
Rabin Theorem. As a natural generalisation of the main theorems in [BS08| and [Fell9]
we prove the Magnus property for the groups (G #,—[o5 F(a,b)) x C, where G is an
indicable as well as locally indicable group, u is a non-trivial element of G and C is a
(possibly trivial) group such that G x C possesses the Magnus property. For this purpose
we slightly generalise the Freiheitssatz of J. Howie and expand a theorem of M. Edjvet
on a larger class of groups. In this context we prove the Magnus property for all direct
products of limit groups that possess the Magnus property by using the elementary theory
of groups (in the sense of model theory). As an advancement of the Freiheitssatz of Magnus
we prove an embedding theorem for free products of two free groups with amalgamation
over a maximal cyclic group in both factors. For this purpose we define and examine,
with the help of the embedding theorems by W. Magnus and J. Howie, more complex
amalgamated products which we call “Baumprodukte”. In the book “Seifert Manifolds”
by P. Orlik, there is a classification of all fundamental groups of Seifert manifolds. Among
the invariants of that classification, we find the genus ¢g and the number r which can
be understood as the number of non-trivial fibered tori that are used for constructing
the Seifert manifold. Applying small cancellation theory, we show for instance that no
fundamental group of oriented Seifert manifolds with g, > 1 or r > 4 possesses the

Magnus property.






Inhaltsverzeichnis

N . chmis 1
3
|1. Algorithmische Unentscheidbarkeit der Magnus-Eigenschaft| 9
|2. Direkte Produkte und die Magnus-Eigenschatft| 17
[2.1. Direkte Produkte von Limesgruppen| . . . . . . . .. .. .. .. ... .... 17
[2.2. Verallgemeinerung eines Resultats von J. Howie|. . . . . . . .. .. ... .. 21
2.3. Technische Hilfsresultatel . . . . . . . . .. .. ... . o L. 24
[2.4. Verallgemeinerung eines Resultats von M. Edjvet| . . . . . . .. .. ... .. 32

|3. Eine Magnus-Erweiterung uiber lokal indizierbare Gruppen| 41
[3.1. Reduktion auf eine neue Gruppe] . . . . . . . . ... ... .. 41
[3.2. Struktur von K und b-rechts/links-Erzeugendensysteme| . . . . . . .. ... 45
.3, Duale Struktur von Ml . . . . . ... oo o 50
B.4. o-und w-Grenzenl . . . . . .. .. ... 52
[3.5. Geeignete Konjugierte] . . . . . . . . . .. oo oo 55
[3.6. Beweis von Proposition [3.8| fiir ¥ mit positiver a-w-Linge| . . . . . . . . .. 57
[3.6.1.  Eigenschaften von r mit positiver a-w-Léngel . . . . ... ... ... 58

[3.6.2.  Die Struktur einiger Quotienten von K| . . . . . ... ... ... .. 59

[3.6.3. Abschluss des Beweises fiir ¥ mit positiver a-w-Lénge] . . . . . . .. 62

[3.7. Beweis von Proposition [3.8| fiir ¥ mit nichtpositiver a-w-Léange|. . . . . . . . 64
[3.7.1. Vorbereitungen und Hilfsaussagen| . . . . ... ... ... ... ... 64

[3.7.2. Abschluss des Beweises fiir 7 mit nichtpositiver a-w-Léange|. . . . . . 66

[3.8. Anwendungen des Hauptsatzes| . . . . . . .. ... ... ... ........ 68
[3.8.1.  Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller Graphen |

| von Gruppen| . . . . ... 69
13.8.2.  Magnus-Eigenschatt von Fundamentalgruppen spezieller Seitert-Man- |

| nigfaltigkeiten|. . . . . . . ... o oo oo 71
|4. Freiheitssatz fiir einige amalgamierte Produkte freier Gruppen| 73
[4.1. Baumprodukte| . . . . . . ... 74
|4.1.1. Definition und lokale Indizierbarkeit von Baumprodukten| . . . . . . 74




[4.1.2. Verdichtete Konjugierte und minimale Baumprodukte] . . . . . . . .

[4.2. Operationen fiir Baumprodukte| . . . . . . . ... .. .. o000

[4.3. Einbettungssitze| . . . . . . . . ...
[4.3.1. Vorbereitungen| . . . . . . . . ... Lo o
[4.3.2.  Kleiner Freiheitssatz tiir Baumproduktel . . . . . . . .. .. ... ..
4.3.3. Freiheitssatz fiir Baumprodukte|. . . . . . . . ..o

[4.4. Beweis des Hauptsatzes und Ausblick| . . .. ... ... ... . .......

[5. Seifert-Mannigfaltigkeiten und die Magnus-Eigenschaft|

[5.1. Vorbereitungen| . . . . . . . . . ..

[5.2. Orientierbare Seitert-Mannigfaltigkeiten mit g =01 . . . . . . . ... ..
B21 DerFall v =2. . ... .. . . e
B22 DerFallr=3. . ... ... .. . . e
023, DerFallr=4f. .. ... ... ... . .. .
b.24. DerFallr =5, . . . .. .. ..

[5.3. Orientierbare Seifert-Mannigtaltigkeiten mit g, 7 >1) . . . . . . . . ... ..

|A. Direkte Produkte zyklischer Gruppen und die Magnus-Eigenschaft|

[B. "Amalgamierte Produkte|

|C. HNN-Erweiterungen|

[D. Theorie kleiner Kiirzungen|

[E. Aspharizitat|

[F. Limesgruppen und elementare Theorie von Gruppen|

|G. Graphen von Gruppen und ihre Fundamentalgruppen|

103
104
111
112
113
131
134
135

137

139

142

146

149

151

153

156



Notationsverzeichnis

N o natiirliche Zahlen (ohne 0)
i e oo zyklische Gruppe der Ordnung i € N
Bl freie Gruppe vom Rang k
F(a1,a2, . yQ) oo, von a; (k€ N, 1< i < k) erzeugte freie Gruppe
Ax B freies Produkt zweier Gruppen A und B
A X B direktes Produkt zweier Gruppen A und B
AscB............ amalgamiertes Produkt von Gruppen A, B iiber eine Untergruppe C
(OXG oo die von einer Menge G — G erzeugte Untergruppe einer Gruppe G
D) P normaler Abschluss eines Elements g in einer Gruppe G
GILGY oo Kurzschreibweise fiir G/{g)a
a~gb oder a~binG........... Konjugation zweier Elemente a, b in einer Gruppe G
a*qgb oder a#binG..... Nicht-Konjugation zweier Elemente a, b in einer Gruppe G
a~gbTl o, Konjugation von a in einer Gruppe G zu b oder b~*
arxg bt Nicht-Konjugation von a in einer Gruppe G zu b und b~!
A Gruppenelement a oder a~*
A B Monomorphismus einer Gruppe A in eine Gruppe B
A—> B Epimorphismus einer Gruppe A auf eine Gruppe B
—00 bZW. 00 .. Element mit —o0 < ¢ bzw. o0 > i fiir alle i € Z
geT(a,b) .o grofiter gemeinsamer Teiler von a, b € Ny (ggT(0,b) = b)






Einleitung

Eine Gruppe G besitzt die Magnus-Figenschaft, wenn fiir alle Elemente r, s € G mit
demselben normalen Abschluss in G gilt, dass 7 in G zu s oder s~! konjugiert ist. Der
Begriff der Magnus-Eigenschaft geht auf Wilhelm Magnus (x1907 in Berlin; +1990 in New
York City) zuriick, welcher diese Eigenschaft im Jahr 1930 fiir freie Gruppen beliebigen
Rangs zeigte (siche [Mag30]).

Unabhiingig voneinander bewiesen S. Adian im Jahr 1955 (siehe [Adi55]) und M. Rabin
im Jahr 1958 (siche [Rab58]) den spéter nach ihnen benannten Adian-Rabin-Satz (siehe
Satz , welcher besagt, dass sogenannte Markov-Eigenschaften (siehe Definition
endlich préasentierbarer Gruppen nicht algorithmisch entscheidbar sind. Zu den Markov-
Figenschaften zihlen viele gruppentheoretische Eigenschaften endlich prasentierbarer Grup-
pen wie z. B. Kommutativitdt, Endlichkeit oder Torsionsfreiheit. Benjamin Klopsch be-
merkte, dass auch die Magnus-Eigenschaft eine Markov-Eigenschaft ist (siche Bemer-
kung . Somit ist die Magnus-Eigenschaft algorithmisch unentscheidbar in der Klasse
von endlich prisentierbaren Gruppen. Dieses einfache Argument funktioniert nicht in der
Klasse von endlich présentierbaren, torsionsfreien Gruppen. In Kapitel [1] zeigen wir basie-

rend auf M. Rabins Beweis des Adian—Rabin-Satzes folgende Aussage.

Satz A. (siehe Satz [1.6)) Es existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine

endlich prdisentierbare, torsionsfreie Gruppe die Magnus-FEigenschaft besitzt oder nicht.

Kapitel 2] widmet sich der Magnus-Eigenschaft direkter Produkte von Limesgruppen
sowie von lokal indizierbaren Gruppen. Es dient vor allem der Vorbereitung auf Kapitel
enthélt jedoch auch Resultate, welche unabhiingig von Kapitel [3]betrachtet werden kénnen.
In der Masterarbeit des Autors (siehe [Fell5]) wurde bewiesen, dass direkte Produkte zwei-
er freier Gruppen die Magnus-Eigenschaft besitzen. In Abschnitt verallgemeinern wir

dieses Resultat auf folgende Aussage.

Satz B. (siehe Satz [2.5]) Sei C eine beliebige Gruppe. Die folgenden Aussagen sind

dquivalent:

(i) Die Gruppe Z x C besitzt die Magnus-Eigenschaft.

(7) Alle Gruppen ( X ieT Li) x C' fiir eine nichtleere Indexmenge Z € N und Limesgrup-
pen L; mit der Magnus-Eigenschaft besitzen die Magnus-Eigenschaft.



Zum Beweis von Satz B nutzen wir die bekannte Tatsache, dass Limesgruppen dieselbe
universelle Theorie wie eine freie abelsche oder freie Gruppe endlichen Rangs besitzen
(siehe Satz . Im Vorfeld dieser Arbeit stellte Oleg Bogopolski die Frage, ob beliebige
direkte Produkte von Limesgruppen mit der Magnus-Eigenschaft die Magnus-Eigenschaft
besitzen. Der Spezialfall von Satz B fiir C' = {1} (siehe Korollar beantwortet diese
Frage positiv. Wir merken an, dass Korollar auch aus [KK16, Theorem 1.1] folgt.

Beim Beweis der Magnus-Eigenschaft freier Gruppen findet der sogenannte Freiheitssatz

Anwendung, welcher ebenfalls von W. Magnus im Jahr 1930 bewiesen wurde.

Satz 0.1. (Freiheitssatz von Magnus, vgl. [Mag30]) Seien F eine freie Gruppe
beliebigen Rangs mit Basis X und r ein zyklisch gekiirztes Element von F, welches ein
Basiselement x € X enthdlt. Dann enthdlt auch jedes nichttriviale Element aus dem nor-

malen Abschluss von r in F das Basiselement x.

Fiir eine beliebige Gruppe G und eine normale Untergruppe N von G diirfen wir den ka-
nonischen Homomorphismus ¢: G — G/N betrachten. Wir sagen, dass eine Untergruppe
U von G kanonisch in G/N einbettet, falls o)y ein Monomorphismus ist. Aquivalent zum
Freiheitssatz von Magnus ist somit die Aussage, dass die von X\{z} erzeugte freie Gruppe
kanonisch in die Faktorgruppe F/{r)F einbettet. Allgemein bezeichnen wir ein Resultat
als Freiheits- oder Einbettungssatz fiir eine Gruppe H im Stil von W. Magnus, falls das
Resultat unter bestimmten Voraussetzungen an H, an eine Untergruppe U < H sowie an
ein Element w € H die kanonische Einbettung von U in H/{w) g liefert. In den letzten
Jahrzehnten wurden nicht nur viele weitere Gruppen auf Magnus-Eigenschaft untersucht
(siehe z. B. [Edj89], [Bog05|, [BS08|, |[LT18], [Fell9]), sondern es entstanden auch weitere
Freiheitssitze (siehe z. B. [Rom72|, [How81|, [Col04], [Juh06], [Col08|, [HS09], [HS10]). An
dieser Stelle moéchten wir nur auf jene Verallgemeinerungen niher eingehen, die in der
vorliegenden Arbeit verwendet werden oder in engem Bezug zu den Resultaten dieser Ar-
beit stehen. Als Magnus-Erweiterungen iiber einer Gruppe G mit der Magnus-Eigenschaft
bezeichnen wir Konstruktionen, welche aus G unter vorgegebenen Bedingungen weitere

Gruppen mit der Magnus-Eigenschaft bilden.

Im Jahr 1981 veroffentlichte J. Howie den Freiheitssatz fiir lokal indizierbare Gruppen.
Dieser Freiheitssatz besagt, dass fiir zwei lokal indizierbare Gruppen A, B und ein Wort
r € A x B, welches eine gerade Lénge von mindestens zwei bzgl. der Normalform des
freien Produkts von A und B besitzt, kanonische Einbettungen der Faktoren A und B in
(A % B)/{r) existieren. In Abschnitt fithren wir eine kleine Verallgemeinerung dieses
Resultats fiir Gruppen (A # B) x C ein, wobei C' eine beliebige Gruppe und A, B lokal

indizierbare Gruppen sind.



Mithilfe des Freiheitssatzes fiir lokal indizierbare Gruppen gelang es M. Edjvet im Jahr
1989 (siehe |Edj89]), ein Resultat zu beweisen, welches folgende Magnus-Erweiterung im-
pliziert: Jedes freie Produkt A = B von lokal indizierbaren Gruppen A, B mit der Magnus-
Figenschaft besitzt die Magnus-Eigenschaft.

Unter Zuhilfenahme unserer Verallgemeinerung von J. Howies Freiheitssatz und eini-
ger weiterer Hilfsresultate aus Kapitel [2] beweisen wir analog zum Beweis der Magnus-

Erweiterung von M. Edjvet folgendes Resultat.

Satz C. (siehe Satz Sei J eine beliebige Indexmenge und seien A; (j € J)
indizierbare sowie lokal indizierbare Gruppen. Weiter sei C' eine Gruppe. Dann besitzt
(%kjes Aj) x C genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn alle Gruppen A; x C (j € J)
die Magnus-FEigenschaft besitzen.

Im Jahr 2005 bewies O. Bogopolski unter Benutzung algebraischer Methoden, dass je-
de Fundamentalgruppe einer geschlossenen orientierbaren Fliche die Magnus-Eigenschaft
besitzt (siche [Bog05]). J. Howie bewies dieselbe Aussage mit topologischen Methoden
(siehe [How04]). Es ist einfach zu sehen, dass Fundamentalgruppen geschlossener, nicht-
orientierbarer Flichen vom Geschlecht 1 oder 2 die Magnus-Eigenschaft besitzen. Zur
Untersuchung der restlichen Fundamentalgruppen von geschlossenen, nicht-orientierbaren
Flachen auf Magnus-Eigenschaft bewiesen O. Bogopolski und K. Sviridov im Jahr 2008
das folgende Resultat.

Satz 0.2. (vgl. [BS08, Main Theorem]) Sei G = {a,b,y1,...,y; | [a,bluv), wobei
= 2. Weiter seien u, v nichitriviale, gekiirzte Worter geschrieben mit den Buchstaben
Y1, .-+, Ye, S0 dass u und v keine gemeinsamen Buchstaben benutzen. Dann folgt aus der
Gleichheit der normalen Abschliisse zweier beliebiger Elemente r, s € G, dass r zu s
oder s~! konjugiert ist. Insbesondere besitzen die Fundamentalgruppen aller geschlossener,

nicht-orientierbarer Flichen vom Geschlecht grifer oder gleich 4 die Magnus-FEigenschaft.

Satz kann als Magnus-Erweiterung iiber die freie Gruppe F(y1,y2, - - ., y¢) aufgefasst
werden. In der Masterarbeit des Autors (siehe [Fell5|, [Fell9]) wurde bewiesen, dass das
Teilwort uv der Relation [a,bluv aus Satz durch ein beliebiges nichttriviales Element
w, geschrieben in den Erzeugern v, ...,y mit £ > 1, ersetzt werden kann. Daraus folgt
die Magnus-Eigenschaft der Fundamentalgruppen aller geschlossener, nicht-orientierbarer
Fliachen vom Geschlecht grofler oder gleich 3 (siehe [Fell9, Corollary 1.4]). Zentral fiir den
Beweis dieser Verallgemeinerung war die Einfiihrung von o~ und w-Grenzen, die in abge-
wandelter Form auch in der vorliegenden Arbeit angewandt werden (siche Abschnitt .

Als natiirliche Verallgemeinerung von Satz aus |[BSO§| sowie [Fell9, Main Theorem]|

auf lokal indizierbare Gruppen beweisen wir in Kapitel [3] folgende Aussage. Dabei nehmen



die durch Kapitel [2| bereitgestellten Resultate eine zentrale Rolle ein.

Satz D. (vgl. Hauptsatz Seien C' eine beliebige Gruppe und G eine indizierbare
sowtie lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei u ein nichttriviales Element in G. Dann besitzt
die Gruppe

(G = F(a,b))xC
u=[a,b]
genau dann die Magnus-Figenschaft, wenn G x C' die Magnus-FEigenschaft besitzt. Im Fall

C = {1} diirfen wir auf die Bedingung der Indizierbarkeit von G verzichten.

Das Grundprinzip bei Beweisen der Magnus-Eigenschaft im Stil von [Mag30| und [Edj89]
lautet wie folgt: Fiir zwei beliebige Elemente r, s mit demselben normalen Abschluss in
einer Gruppe G sucht man eine ,,Grofle* sowie einen Homomorphismus ¢: G — Z, so dass
die Darstellungen der Elemente 7 und s in ker(y) eine echt kleinere ,,Grofie” besitzen. Im
Allgemeinen entsprechen die normalen Abschliisse der Elemente r, s in G den normalen
Abschliissen unendlicher Mengen R, S von Elementen in ker(y). Um von R, S wieder
zu einzelnen Elementen r, s zuriickkehren zu konnen, verwendet man einen geeigneten
Einbettungssatz. Dies erméglicht den Beweis der Magnus-Eigenschaft der Gruppe G per
Induktion iiber die gewahlte ,, Grofe”.

In [BS08| wird eine Variation des beschriebenen Grundprinzips angewandt, bei der man
einen geeigneten Homomorphismus ¢: G — Z findet, so dass die Magnus-FEigenschaft von
ker(yp) bereits bekannt ist. Unser Beweis von Satz D nutzt ebenfalls diese Variation des

Grundprinzips.

Die Anwesenheit des direkten Faktors C in der Aussage von Satz D ermoglicht uns,
Satz D auf Fundamentalgruppen spezieller orientierbarer Seifert-Mannigfaltigkeiten anzu-
wenden (siehe Abschnitt , welche nicht mit den in Kapitel |5 vorgestellten Methoden
untersucht werden konnen. Als weitere Anwendung beweisen wir in Abschnitt folgen-

des Resultat, das eine im Vorfeld dieser Arbeit gestellte Frage beantwortet.

Satz E. (siehe Korollar [3.45)) Seien Z, J < N Indexmengen. Dann besitzt die Gruppe
G ={a;,bi (ieI), fj (j€T) | laibi] = (i€I)),
wobei die u; nichttriviale Elemente aus (f; (j € J) |) seien, die Magnus-Eigenschaft.

In Kapitel |4 beweisen wir einen Freiheitssatz fiir amalgamierte Produkte freier Gruppen

iiber eine maximale zyklische Untergruppe beider Faktoren:

Satz F. (vgl. Hauptsatz 4.1)) Sei G := A=y B ein amalgamiertes Produkt, wobei A, B

freie Gruppen seien. Die amalgamierte Gruppe U sei eine maximale zyklische Untergruppe



beider Faktoren. Wir wdihlen einen Erzeuger q € B von U und eine Basis B von B, so
dass q zyklisch gekiirzt bzgl. B ist. (Man bemerke, dass eine solche Basis immer existiert,
stehe Bemerkung ) Weiter sei r ein Element aus G, dessen Normalform bzgl. G eine
gerade Linge besitze und b € B sei ein im Wort q enthaltenes Basiselement. Dann bettet

die von B\{b} erzeugte freie Gruppe kanonisch in G/{r) ein.

Der Freiheitssatz von Magnus sowie die Freiheitssétze aus [How81] und [Juh06] beziehen
sich jeweils auf einrelationige Produkte (engl. ,jone-relator products“), d.h. auf Faktor-
gruppen freier Produkte mit dem normalen Abschluss eines einzigen Elements des freien
Produkts. Die Besonderheit unseres Freiheitssatzes ist, dass er sich auf Faktorgruppen
freier Gruppen mit dem normalen Abschluss zweier Elemente der freien Gruppe bezieht.
Zum Beweis fiithren wir komplexere amalgamierte Produkte ein, welche wir Baumprodukte
nennen. Mithilfe der Freiheitsséitze von W. Magnus und J. Howie beweisen wir zunéchst
einen Freiheitssatz fiir Baumprodukte, aus welchem wir den Freiheitssatz fiir amalgamierte
Produkte folgern kénnen. Wir gehen zudem auf die bisher noch offene Frage ein, ob unter
den Bedingungen von Satz F der gesamte Faktor B in G/{r) einbettet, und beweisen

diese Aussage am Ende von Kapitel [4] fiir einen Spezialfall.

Wie bereits erwahnt, besitzen die Fundamentalgruppen aller geschlossener, orientierba-
rer oder nicht-orientierbarer Flichen die Magnus-Eigenschaft. Es ist natiirlich zu fragen,
welche anderen Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten die Magnus-Eigenschaft be-
sitzen. Eine Frage im Vorfeld dieser Arbeit bezog sich auf die Magnus-Eigenschaft fiir
Fundamentalgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten. Das Buch ,,Seifert Manifolds“ von
P. Orlik aus dem Jahr 1972 (siehe [Orl72]) enthilt eine Klassifikation aller Fundamen-
talgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten. Unter den Invarianten der Klassifikation be-
finden sich u.a. das Geschlecht g der Seifert-Mannigfaltigkeit und die Zahl r, welche
als Anzahl der bei der Konstruktion der Seifert-Mannigfaltigkeit eingeklebten, nichttri-
vial gefaserten Tori verstanden werden kann. In Kapitel [5| untersuchen wir alle nicht
wu L= (xyy | 23 = 3, (vy)® = 2% isomorphen Fundamentalgruppen orientierba-
rer Seifert-Mannigfaltigkeiten mit » > 1 auf Magnus-Eigenschaft. Dabei verwenden wir
u.a. die Theorie kleiner Kiirzungen (engl. ,small cancellation theory“). Das Hauptre-
sultat von Kapitel [5] ist eine komplette Liste aller Fundamentalgruppen orientierbarer
Seifert-Mannigfaltigkeiten mit » > 1, welche die Magnus-Eigenschaft besitzen und nicht
isomorph zu L sind. Insbesondere zeigen wir, dass keine Fundamentalgruppe einer orien-

tierbaren Seifert-Mannigfaltigkeit mit g, > 1 oder r = 4 die Magnus-Eigenschaft besitzt.
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1. Algorithmische Unentscheidbarkeit der
Magnus-Eigenschaft

Im vorliegenden Kapitel beweisen wir, dass die Problemstellung, ob eine gegebene endlich
prasentierbare, torsionsfreie Gruppe die Magnus-Eigenschaft besitzt, nicht algorithmisch

losbar ist.

Wir beginnen mit der Definition einer Markov-Eigenschaft fiir Gruppen. Als Erstes
wurden Markov-Eigenschaften jedoch von Andrey Markov Jr. fiir Halbgruppen formuliert
(siehe [Mar51]).

Definition 1.1. (vgl. [LS01, Chapter IV, Section 4]) Sei P eine Eigenschaft von
endlich prisentierbaren Gruppen, welche invariant unter Anwendung von Isomorphismen
ist. Wir bezeichnen die Eigenschaft P als Markov-FEigenschaft, falls gilt:

(1) Es existiert eine endlich prisentierbare Gruppe G mit der Eigenschaft P.

(2) Es existiert eine endlich prisentierbare Gruppe G, welche in keine endlich prisen-

tierbare Gruppe mit der Eigenschaft P eingebettet werden kann.

Die folgende Aussage wurde voneinander unabhéngig von S. Adian im Jahr 1955 (sieche
[Adi55]) und von M. Rabin im Jahr 1958 (siehe [Rab5b8]) bewiesen und ist daher auch als
Adian—Rabin-Satz bekannt.

Satz 1.2. (vgl. [LS01, Chapter IV, Theorem 4.1]) Sei P eine Markov-FEigenschaft.
Dann existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine endlich prisentierbare Grup-

pe die Figenschaft P besitzt oder nicht.

Die erste Version dieses Kapitels bestand im Beweis der algorithmischen Unentscheid-
barkeit der Magnus-Eigenschaft fiir endlich prisentierbare Gruppen analog zu M. Rabins
Beweis des Adian—Rabin-Satzes. Durch die folgende Bemerkung von Benjamin Klopsch
ist diese Unentscheidbarkeit jedoch bereits im Adian—Rabin-Satz enthalten.

Bemerkung 1.3. Die Magnus-Eigenschaft ist eine Markov-Eigenschaft. Als Gruppe G
aus Definition [I.1| wihlen wir Z. Fiir die Gruppe G» aus Eigenschaft (2) von Definition
wéhlen wir die alternierende Gruppe As vom Grad 5. Die Gruppe Aj ist einfach und
enthélt nichttriviale Elemente unterschiedlicher Ordnungen; z. B. (12)(34) und (123). Da

Elemente unterschiedlicher Ordnungen nicht zueinander konjugiert sein kénnen, besitzt As



nicht die Magnus-Eigenschaft. Sei G eine Gruppe, in welche G9 eingebettet werden kann.
Dann besitzen die Bilder von (12)(34) und (123) unter der Einbettung denselben normalen
Abschluss in G, da sie denselben normalen Abschluss in einer Untergruppe von G besitzen.
Auch die Ordnungen der beiden Elemente bleiben unter der Einbettung erhalten. Somit
besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft und Bedingung (2) von Definition ist erfiillt.

Verfolgt man M. Rabins Beweis des Adian—Rabin-Satzes, erhilt man folgende Aussage.

Lemma 1.4. Sei P eine Figenschaft von endlich prasentierbaren Gruppen, welche in-
variant unter Anwendungen von Isomorphismen ist. Falls P die Bedingungen von Defi-
nition erfillt und die Gruppen Gy, Go aus Definition zusdatzlich torsionsfrei sind,
dann existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine endlich prisentierbare, tor-

stonsfreie Gruppe die Figenschaft P besitzt.

Im Fall der Magnus-Eigenschaft existiert mit Z zwar eine torsionsfreie Gruppe, welche
sich als Wahl fiir G in Definition eignet, jedoch ist unklar, ob es eine fiir G2 geeignete
torsionsfreie Gruppe geben kann. Zur Diskussion dieser Frage geben wir folgendes Resultat

von Denis Osin wieder.

Satz 1.5. (siehe |Osil0, Corollary 1.2]) Jede abzdihlbare, torsionsfreie Gruppe kann in
eine torsionsfreie, zwei-erzeugte Gruppe mit genau zwei Konjugationsklassen eingebettet

werden.

Gruppen mit genau zwei Konjugationsklassen besitzen trivialerweise die Magnus-Eigen-
schaft. Folglich liefert Satz insbesondere die Einbettung einer beliebigen endlich prasen-
tierbaren, torsionsfreien Gruppe in eine endlich erzeugte, torsionsfreie Gruppe mit der
Magnus-Eigenschaft. Falls es gelingt, Satz in unserem Spezialfall auf die Einbettung in
eine nicht nur endlich erzeugte, sondern auch endlich présentierbare torsionsfreie Gruppe
zu verallgemeinern, so konnte es keine fiir Go geeignete torsionsfreie Gruppe geben.

Da also zurzeit ungeklért ist, ob Lemma [I.4] auf die Magnus-Eigenschaft angewandt
werden kann, beweisen wir die folgenden Aussage analog zu M. Rabins Beweis des Adian—
Rabin-Satzes.

Satz 1.6. Es existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine endlich prisentier-

bare, torsionsfreie Gruppe die Magnus-FEigenschaft besitzt oder nicht.

In gleicher Weise wie [LT18| formulieren wir die folgende Definition.

Definition 1.7. Sei G eine Gruppe. Wir bezeichnen ein Paar (r,s) zweier Elemente 7,
s € G als Magnus-Paar, falls r und s denselben normalen Abschluss in G haben, aber r in

G weder zu s noch s~! konjugiert ist.

Bevor wir mit dem Beweis des Hauptresultats dieses Kapitels beginnen, beweisen wir
ein Hilfslemma. Dafiir fithren wir eine weitere Definition ein. Zur Definition von Graphen

von Gruppen sowie der Einbettungen «,,, w, verweisen wir auf Kapitel [G]im Anhang.
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Definition 1.8. Seien (G,Y) ein Graph von Gruppen und v eine Ecke von Y. Weiter
sei £ die Menge aller Kanten aus Y'! mit Anfangsecke v. Wir nennen ein Element g € G,

isoliert, falls g in G, zu keinem Element einer Gruppe a.(G.) mit e € £ konjugiert ist.

Lemma 1.9. Seien (G,Y) ein Graph von Gruppen und v eine Ecke von'Y . Weiter seien
r und s zwei isolierte Elemente von G, welche (bzgl. Gy ) ein Magnus-Paar bilden. Dann
ist (r,s) auch ein Magnus-Paar der Fundamentalgruppe m (G,Y,v).

Zusatz:

(i) Ein isoliertes Element w € Gy ist genau dann in m1(G,Y,v) zu einem Element aus

G, konjugiert, wenn es in G, zu diesem Element konjugiert ist.

(ii) Pin isoliertes Element w € G, ist in m1(G,Y,v) zu keinem Element einer von G,

verschiedenen Eckengruppe konjugiert.

Beweis. Laut Bemerkung kénnen wir (G,Y’) schrittweise durch Bildung von HNN-
Erweiterungen und amalgamierten Produkten konstruieren. Wir starten mit der Ecke v.
Dann fligen wir schrittweise ein Kantenpaar fiir jede HNN-Erweiterung und eine Ecke so-
wie ein Kantenpaar fiir jede Amalgamierung hinzu. Dies erméglicht uns, den Beweis per

Induktion iiber die gerade Anzahl der Kanten Y von Y zu fiihren.

Fiir den Induktionsanfang gelte Y! = ¢f sowie Y? = {v} und somit 71(G, Y,v) = G,.

Dann ist die gewiinschte Aussage samt Zusatz trivial erfiillt.

Fiir den Induktionsschritt (Gy,Y) — (Gz, Z) gehe der Graph (Gz, Z) unter Hinzufiigen
eines Kantenpaars (e, €) entgegengesetzt gerichteter Kanten mit Kantengruppe G aus
(Gy,Y) hervor. Weiter sei

G :=m(Gy,Y,v) und H :=m(Ggz, Z,v).
Wir unterscheiden zwei Félle.

Fall 1: Es gelte a(e), w(e) € YO, d. h. Z° enthilt keine neue Ecke.
In diesem Fall erhalten wir H als HNN-Eweiterung

H = (Gt |t ac(z)t = we(z) (VzeGe)).

Aufgrund des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung und der Voraussetzung des Lemmas
ist weder r noch s in G zu einem Element aus a.(Ge) oder we(G.) konjugiert. Somit diirfen
wir Korollar anwenden. Wegen Korollar (2) sind 7 und s nicht in H zueinander
konjugiert, da sie als Magnus-Paar von G nicht in G zueinander konjugiert sind. Daher ist
(r,s) auch ein Magnus-Paar von H. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung liefert

Korollar (2) zudem die Aussagen (i) und (ii) des Zusatzes.
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Fall 2: Die Kante e sei mit einer Ecke w € Z\Y° verbunden.

Da nach Konstruktion héchstens eine Ecke in Z%\Y? existiert, erhalten wir
H =~ G C:ke G-

O.B.d. A. gelte w(e) = w. Wir zeigen zunéchst, dass weder r noch s in G zu einem
Element von G, konjugiert sind: Im Fall a(e) = v folgt dies aus der Voraussetzung des
Lemmas zusammen mit der ersten Aussage des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung.
Fiir a(e) # v sind r und s wegen der zweiten Aussage des Zusatzes nicht in G zu einem
Element von G, konjugiert. Wir diirfen somit Korollar auf r und s anwenden. Da (7, s)
ein Magnus-Paar von G ist, bilden r und s wegen Korollar (1) auch ein Magnus-Paar
von H.

Aussage (i) des Zusatzes folgt direkt aus Korollar (1) zusammen mit Aussage (i)
des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung.

Es bleibt, Aussage (ii) des Zusatzes zu zeigen. Aufgrund von Korollar (1) und der
Aussage (ii) des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung ist w in H zu keinem Element einer
von G, und G, verschiedenen Eckengruppe konjugiert. Zudem ist w wegen Korollar (2)
auch zu keinem Element aus G,, konjugiert.

O

SchlieBlich beweisen wir den Hauptssatz dieses Kapitels in analoger Weise zu M. Rabins
Beweis von Satz

Beweis von Satz Sei U eine endlich préasentierbare, torsionsfreie Gruppe mit
unlésbarem Wortproblem (zur Existenz solcher Gruppen sieche [Novh8|). Weiter sei M
eine endlich présentierbare, torsionsfreie Gruppe ohne die Magnus-Eigenschaft (z. B. {a,b |

a? = b), vgl. [Bog05]). Wir fixieren ein Magnus-Paar (r,s) von M und schreiben
U«M = <x1,x2,...,xm|h1,h2,...,hn>,
Gy, = UxM={y]l). (1.1)
Da M ein Faktor des freien Produkts G, ist, bilden r und s auch ein Magnus-Paar von

G,. Als freies Produkt torsionsfreier Gruppen ist G, selbst torsionsfrei. Zudem ist das

Wortproblem fiir G, unlosbar, da der freie Faktor U ein unlésbares Wortproblem besitzt.

Wir konstruieren nun den Graphen von Gruppen (G,Y'), wobei Y aus einem Punkt v
und m + 1 Kanten eq, eq,..., e, bestehe. Die Eckengruppe zu v sei die Gruppe G, aus
(1.1)). Fiir die Kantengruppen G., (0 < i < m) gelte

aeo(Geo) = <y> und weo(Geo) = <y2>7
a,(Ge,) = (yriy  und  we,(Ge,) = {(yz)?) (1<i<m).

Die stabilen Buchstaben zu den Kanten e; bezeichnen wir mit ¢; (0 < ¢ < m). Zudem
schreiben wir U’ := m1(G, Y, v). Laut Korollar (1) ist U’ torsionsfrei.

12



Aus der Eindeutigkeit der Linge von Normalformen freier Produkte (vgl. Lemma
folgt, dass r und s als Elemente von M in G, zu keinem Element der Gruppen {y) , {yx;)
(0 < i < m) konjugiert sind. Wegen Lemma [1.9|bildet (r, s) somit ein Magnus-Paar fiir U’
Fiir den néchsten Konstruktionsschritt mochten wir zeigen, dass die von den Elementen
t; (0 < i < m) erzeugte Untergruppe von U’ eine freie Gruppe vom Rang m + 1 ist. Dazu
betrachten wir den Homomorphismus ¢ von U’, welcher die Erzeuger t; (0 < i < m) auf
sich selbst und alle anderen Erzeuger auf das triviale Element abbildet. Dann ist das Bild
von U’ unter ¢ die von den t; (0 < i < m) erzeugte freie Gruppe vom Rang m + 1. Folglich
ist auch (t; (0 < ¢ < m))p eine freie Gruppe vom Rang m + 1. Dies ermdglicht uns, die
HNN-Erweiterung

V = U,z |z tz=t2(0<i<m)) (1.2)

zu definieren. Laut Korollar (1) ist V torsionsfrei. Zudem sehen wir mithilfe von (,
dass wegen ((r) = ((s) = 1 weder r noch s zu einem Elemente aus {¢; (0 < i < m))
konjugiert sein kénnen. Somit ist Lemma auf V und r, s in der Eckengruppe U’ von

V anwendbar. Wir erhalten, dass (7, s) ein Magnus-Paar von V ist.
Als weitere Bausteine der Konstruktion definieren wir
U = @t |3 00 =7> und V := {U,Z | 2%3=1), (1.3)
wobei die Begriindung der Wohldefiniertheit und Torsionsfreiheit der HNN-Erweitung 1%
analog zur Begriindung bei V' verliuft.
Sei w ein beliebiges Element aus U = M. Fiir den letzten Konstruktionsschritt zeigen

wir zwei Hilfsaussagen:

(1) Die von z und [w,y] erzeugte Untergruppe von V ist fiir w #¢, 1 eine freie Gruppe

vom Rang 2.

(2) Die von § und Z erzeugte Untergruppe von V ist eine freie Gruppe vom Rang 2.

Zu (1): Falls w nichttrivial in G, ist, so folgt mit Lemma [w,y] #¢g, 1 und
Ordg, (Jw,y]|) = oo. Folglich bettet {Jw,y]) als freie Gruppe vom Rang 1 in G, ein. Da
[w,y] vom Homomorphismus ¢: U' — {t; | 0 < ¢ < m) auf das triviale Element ab-
gebildet wird, aber alle t; (0 < i < m) auf sich selbst abgebildet werden, gibt es keine
Darstellung einer nichttrivialen Potenz von [w,y] in U’, welche ausschliefilich die Erzeuger
t; (0 < i < 'm) benutzt. Somit stellt laut Satz (2) keine Darstellung der Form

[w, y[P 24 [w, y]P22% . [w, y]P 2% [w,y]* mit pi,qi e Z\{0}, € Z (1<i<j) (14)

das triviale Element in V dar. Es folgt die gewiinschte Aussage.

Zu (2): Diese Aussage kann analog zu Aussage (1) gezeigt werden.

13



Schlieflich definieren wir fiir w € U * M die Gruppe

Ww) = (VV)/{z =7, [wy] =2). (1.5)

Aufgrund der Hilfsaussagen (1) und (2) konnen wir W (w) fiir nichttriviale Elemente w als
amalgamiertes Produkt V =g, V auffassen. Somit ist W (w) laut Korollar torsionsfrei.
Im Fall w =g, 1 folgt in W(1):

- it (T.3) ~ it(@3) it (T.5) it (T2 )
yo1 MYy S s Y 2B T 0<ism)
Def. U’ . .
ef. von yzl,y$l:1(1<2§m) — y:]_’g;l:l(]_gzgm)

Insgesamt erhalten wir somit:

Vg V ol
R

17 W =uyxM 1

Wir moéchten zeigen, dass W(w) fiir w # 1 nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt. Dazu
erinnern wir daran, dass (r, s) ein Magnus-Paar fiir V' ist und die Elemente r, s mit den
Erzeugern z; (1 < i < m) darstellbar sind. Um mit Lemma folgern zu kénnen, dass
(r,s) auch ein Magnus-Paar fiir W{w) ist, bleibt zu zeigen, dass weder r noch s in V' zu
einem Element aus (z, [w,y])y = F5 konjugiert sind. Im Hinblick auf einen Widerspruch
sei r oder s zu einem Element ¢ € (z, [w, y])v konjugiert. O.B.d. A. existiere ein Element
v eV mit v™lrv = c¢. Wir betrachten den Homomorphismus ¢ von V, welcher y auf das

triviale Element und alle anderen Erzeuger auf sich selbst abbildet. Dann folgt:

(V) = {r1,22,. ., Tm,to b1y tm, 2 | By hay oo B,
tat =2 (1<i<m), 27z =17 (0<i<m))
Wir bemerken, dass (V) aus der torsionsfreien Gruppe M = U = {(x1,x9,...,Tm |
hi,ha, ..., hy,y durch wiederholte Bildung von HNN-Erweiterungen hervorgeht und M = U
somit in (V') einbettet. Insbesondere gilt (r) = r # 1. Wegen ¢([w,y]) = 1 folgt
Y(c) = 2* fiir ein k € Z. Fiir k = 0 erhalten wir sofort einen Widerspruch mit (c) =
() L(r)p(u) # 1. Auch fiir k # 0 kann nicht ¥(c) = (u) ' (r)(u) gelten, da alle
Relationen von ¢(V) eine Exponentensumme von 0 bzgl. z besitzen und dadurch die Ex-
ponentensummen von Elementen aus (V') bzgl. z wohldefiniert sind. Das Element 1 (c)
hat jedoch die Exponentensumme k # 0 und das Element ¢ (r) die Exponentensumme 0
bzgl. z. Folglich ist (r, s) wegen Lemma [1.9] ein Magnus-Paar von W (w) und W (w) besitzt
fiir nichttriviale w nicht die Magnus-Eigenschaft. Zudem bemerken wir, dass die triviale

Gruppe die Magnus-Eigenschaft besitzt. Es folgt daher:

Die endlich prisentierbare, torsionsfreie Gruppe W (w) besitzt genau dann die

Magnus-Figenschaft, wenn w nichttrivial in U * M 1ist.
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Waire die Magnus-Eigenschaft also fiir endlich prasentierbare, torsionsfreie Gruppen algo-
rithmisch entscheidbar, so wire auch das Wortproblem in der Gruppe U = M algorithmisch
entscheidbar. Nach Konstruktion besitzt jedoch U und damit auch U % M ein unlsbares
Wortproblem. Dies beendet den Beweis.

O
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2. Direkte Produkte und die
Magnus-Eigenschaft

Das vorliegende Kapitel dient vor allem der Vorbereitung von Kapitel [3| Einige der in
diesem Kapitel enthaltenen Resultate konnen jedoch auch als unabhéngig von Kapitel
betrachtet werden wie z. B. Korollar 2.8 oder Satz R.18

2.1. Direkte Produkte von Limesgruppen

Die Masterarbeit des Autors aus dem Jahr 2015 (siehe [Fell5]) enthilt ein Kapitel iiber
die Magnus-Eigenschaft von direkten Produkten. In diesem Kapitel wurden erstmals das
folgende Resultat sowie einige kleine Resultate wie z. B. Lemmal[A.2lund das recht hilfreiche

Lemma [A.3] bewiesen.

Satz 2.1. (siehe [Fell5, Satz 4.5.3]) Alle Gruppen F,, x F, mit m, n € N u {00}
besitzen die Magnus-Figenschaft.

Oleg Bogopolski stellte im Vorfeld dieser Arbeit die Frage, ob Satz auch fiir direkte
Produkte von Limesgruppen mit der Magnus-Eigenschaft giiltig ist. Mit Korollar von
Satz [2.5| beantworten wir diese Frage positiv. Die Aussage von Korollar [2.8]ist auch in fol-
gendem Satz von Benjamin Klopsch und Benno Kuckuck enthalten, welcher im Anschluss
an die Masterarbeit des Autors gleichzeitig zu Satz entstanden ist.

Satz 2.2. (siehe [KK16, Theorem 1.1]) Sei p eine ungerade Primzahl und seien G, L
residuell p-endliche Gruppen. Falls G und H die Magnus-Figenschaft besitzen, so besitzt
auch das direkte Produkt G x H die Magnus-FEigenschaft.

Im vorliegenden Abschnitt benutzen wir die existenzielle Theorie der Sprache der Grup-
pen. Eine kurze Einfiihrung in diese Theorie sowie einige dquivalente Definitionen von
Limesgruppen finden sich in Kapitel [F| im Anhang. In [Bog05] wurde bereits auf die
Moglichkeit hingewiesen, die Magnus-Eigenschaft einer Gruppe zu beweisen, indem man
zeigt, dass sie dieselbe elementare Theorie wie eine Gruppe mit der Magnus-Eigenschaft
hat. Bemerkung verdeutlicht die Verbindung dieses Abschnitts mit dem néchsten Ab-

schnitt. Zunéchst erinnern wir dazu an die Definition (lokal) indizierbarer Gruppen.

Definition 2.3. (vgl. z. B. [Hig40|) Eine Gruppe G heifit indizierbar, wenn ein Epimor-
phismus von G auf Z existiert; G heif3t lokal indizierbar, wenn jede nichttriviale, endlich

erzeugte Untergruppe U von G indizierbar ist.
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Bemerkung 2.4. Limesgruppen sind insbesondere lokal indizierbar. Um dies zu sehen,
betrachten wir Satz (ii) und Definition Sei U eine nichttriviale, endlich erzeugte
Untergruppe einer Limesgruppe L und U ein endliches Erzeugendensystem von U. Wegen
Definition existieren k € N und f € Hom(L, Fy), so dass f(x) # 1 fiir alle x € U gilt.
Wir wihlen eine Basis B von Im(fjy) € F und ein Element b € B. Sei 7 die kanonische
Projektion von Im(fjy;), welche b auf sich selbst und alle anderen Elemente von B auf das
triviale Element abbildet. Dann ist 7o fii;: U — (b) = Z surjektiv.

Der folgende Satz bildet das Hauptresultat dieses Abschnitts. Korollar[2.8]ist die priignan-

te Formulierung eines interessanten Spezialfalls.
Satz 2.5. Sei C eine beliebige Gruppe. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Gruppe Z x C besitzt die Magnus-FEigenschaft.

(13) Alle Gruppen ( XieT Li) x C fiir eine nichtleere Indexmenge T € N und Limesgrup-
pen L; mit der Magnus-Eigenschaft besitzen die Magnus-FEigenschaft.

In der folgenden Bemerkung untersuchen wir die Bedingungen von Satz
Bemerkung 2.6.

1) Nicht alle Limesgruppen besitzen die Magnus-Eigenschaft. Eine Limesgruppe, welche
nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt, findet sich z. B. in [LT18, Lemma 2.2].

2) Wegen Lemma und Bemerkung ldsst sich Z in Aussage (i) von Satz

durch eine beliebige Limesgruppe mit der Magnus-Eigenschaft ersetzen.

3) Es ist unklar, ob eine Gruppe C' mit der Magnus-Eigenschaft existiert, so dass Z x C
nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt.

4) Die Menge aller Limesgruppen ist nicht abgeschlossen bzgl. der Bildung direkter
Produkte: Nach Satz (oder direkt per Definition, siche Kapitel ist Fy eine
Limesgruppe. Wir zeigen, dass die Gruppen F,,, x F, (m > 1, n > 2) keine Li-
mesgruppen sind: Laut [LS01, Proposition 2.17] kommutieren zwei Elemente a, b
einer freien Gruppe genau dann, wenn a und b Potenzen desselben Elements d sind.

Insbesondere ist damit der Satz
Va,b,c: ([a,b] =1 A [byc]=1) = [a,c] =1 (2.1)

in jeder freien Gruppe wahr. Wir bemerken, dass dieser Satz auch in jeder freien
abelschen Gruppe erfiillt ist. Mithilfe von Satz folgt, dass ([2.1)) in jeder Limes-
gruppe wahr ist. Sei b ein nichttriviales Element aus F,,. Weiter seien a, ¢ zwei

Elemente aus F;,, welche nicht kommutieren. Dann gilt in F,,, x F,:

[a,0] =1 A [b,c] =1, aber [a,c] # 1.
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Daher ist F,, x F, keine Limesgruppe. (Diese Tatsache wurde bereits in [BSOS§]
bemerkt.)

Fiir den Beweis von Satz benétigen wir zunéchst folgende Hilfsaussage.

m
Lemma 2.7. Seien m € N und d;,e € {1} (1 < j <m) mit .2153‘ # € gegeben. Weiter
]:

sei F' eine freie abelsche oder freie Gruppe. Dann ist die Aussage
o146
dg; (1<j<m), Ir: =(r=1) A r°= .ngj_ % g; (2.2)
]:
falsch in F.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Kontraposition. Dazu gelte die Aussage ([2.2).
Zunéchst betrachten wir den Fall, dass F' abelsch ist. Dann entspricht (2.2) der Aussage

Ir: =(r=1) A re =79,

wobei ¢ := lrgnléj. Wiire diese Aussage giiltig, so wiirde r¢=9 = 1 folgen. Wegen § # ¢ wire
F somit nic]};c torsionsfrei. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir den Fall, dass F' nicht abelsch ist, sei X eine Basis von F. Wir betrachten die
Gruppenprésentation G = (X | r). Wegen Satz ist diese Prisentation asphéirisch.
Somit diirfen wir Satz auf anwenden. Es folgt, dass die Menge {—¢, 01, d2,...,d,}

in Paare (i, ) mit i = —j zerfillt. Schlieflich gilt

m m
-+ X0;=0 & XJij=c¢
=1 j=1

Nun sind wir in der Lage, Satz zu beweisen.

Beweis von Satz Die Beweisrichtung von (ii) nach () ist trivial, da Z eine Li-
mesgruppe ist (siche Satz [F.4)). Fiir die Beweisrichtung von (i) nach (ii) betrachten wir
das direkte Produkt G := X,.; L; von Limesgruppen L; mit der Magnus-Eigenschaft.
Wir bemerken, dass C als Faktor eines direkten Produkts mit der Magnus-Eigenschaft
laut Bemerkung ebenfalls die Magnus-Eigenschaft besitzt. Da sich jedes Gegenbei-
spiel fiir die Magnus-Eigenschaft von G x C' auf ein endliches direktes Teilprodukt von
G einschrianken ldsst, dirfen wir 0.B.d. A. Z = {1,2,...,n} fiir ein n € N vorausset-
zen. Laut Lemma [A.3] besitzt G x C genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn fiir jedes
Element ((r;)iez,c) € G x C und alle (¢)iez € {(£1)iez}\{(1)iez} mit der Eigenschaft

L((ri)iez, ¢) Daxc = L((r§)iez, ¢) Yaxe gilt:

1

(ri ~p, ;' fiiralleimite; =1  sowie c~cc ') (2.3)

oder (r; ~p, 7“;1 fiir alle ¢ mit ¢; = —1)
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Indem wir alle Faktoren L; entfernen, fiir welche r; = 1 gilt, diirfen wir 0. B.d. A. r; # 1 fiir
alle ¢ € Z annehmen. Seien Elemente ((7;)iez,¢) € G x C und (€;)ier € {(£1)iez }\{(1)iez}
mit ((ri)iez, ) Daxc = L((ri)iez, ) Yaxc gegeben. Unser Ziel ist, zu zeigen. Aus
L((r)iez, ) Yaxe = L((ri)iez, ¢) Yaxc folgt die Existenz von Elementen m € N, §; €
{=1,1} und wj e G x C (1 < j < m) mit

m
((ri")iez, ¢) = jgle‘l((m)iez, &) w;. (2.4)
Insbesondere folgt fiir alle i € Z die Existenz von Elementen h(i); € L; (1 < j < m) mit
S — T h()71r 0 h(i), 2.5
rit = ILh(i); r;” h(i);. (2.5)

7j=1

Laut Lemma ist der Satz

m

dg; (1<j<m),r: =(r=1) A 1% = jllegj*lr‘sjgj

m
fiir ‘215]- # €; sowohl in jeder freien abelschen als auch freien Gruppe falsch. Da Limesgrup-
=

pen laut Satz [F.4] dieselbe existenzielle Theorie wie eine freie abelsche oder freie Gruppe
endlichen Rangs besitzen, folgt somit aus (2.5

gléj = ¢ furalleieZ. (2.6)
j=

Insbesondere sind alle ¢; (i € Z) gleich. Wegen der Voraussetzung (¢€;)ier # (1)iez folgt
€, = —1 (i € Z). Daher ist im Fall ¢ = 1 erfiillt. Im Fall ¢ # 1 betrachten wir die
natiirliche Projektion 7w von G x C auf Lj x C'. Durch Anwendung von 7 auf erhalten
wir fiir TF(wj) = (h(l)j,dj) (1<j<m, d; e )

m
(rflv )= 1:[

1 (h(1);,d)) 7 (.00 (h(1);.d;), wobei $26; = —1. (2.7)

1

Sei z ein Erzeuger von Z. Dann gelten wegen (12.7)) die Gleichungen
1 " 1 s o 1,—1 6
(Z_ 7C) = .Hl(ladj)_ (270) j(ladj) und (Z,C) = .Hl(lvdj)_ (Z_ 70) j(ladj)
j= Jj=

in Z x C. Insgesamt folgt {(z,¢)Yzxc = (z,¢ ) Yzxc. Da z in Z nicht zu 2! konjugiert
ist und Z x C laut Voraussetzung die Magnus-Eigenschaft besitzt, folgt wegen Lemma[A.3]
dass ¢ in C zu ¢~! konjugiert ist. SchlieBlich ist wegen ¢; = —1 (1 € Z) erfiillt und
G x C besitzt die Magnus-Eigenschaft.

O

Da freie Gruppen die Magnus-Eigenschaft besitzen, erhalten wir fiir C' = {1} folgenden
Spezialfall von Satz

Korollar 2.8. Seien Z € N eine Indexmenge und L; (i € T) Limesgruppen mit der
Magnus-FEigenschaft. Dann besitzt X .7 L; die Magnus-Eigenschaft.
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2.2. Verallgemeinerung eines Resultats von J. Howie

Im Hauptsatz von Kapitel [3| wird das direkte Produkt eines amalgamierten Produkts be-
trachtet. Um den Umgang mit diesem Produkt im Beweis des Hauptsatzes zu vereinfachen,
beweisen wir in den folgenden Abschnitten einige Aussagen iiber direkte Produkte mit (lo-
kal) indizierbaren Gruppen. Es ist leicht, die folgenden Eigenschaften lokal indizierbarer

Gruppen zu bemerken.

Bemerkung 2.9. Jede Untergruppe einer lokal indizierbaren Gruppe ist wieder lokal
indizierbar. Zudem ist die lokale Indizierbarkeit abgeschlossen unter der Bildung freier
und direkter Produkte.

Die folgende Hilfsaussage beweisen wir im Stil der Beweise des vorherigen Abschnittes.

Lemma 2.10. Sei C eine Gruppe. Falls eine indizierbare Gruppe G existiert, fir die
G x C die Magnus-FEigenschaft besitzt, so besitzt auch Z x C' die Magnus-FEigenschaft.

Beweis. Im Hinblick auf einen Widerspruch besitze die Gruppe Z x C nicht die Magnus-
Eigenschaft und G sei eine indizierbare Gruppe, so dass G x C die Magnus-Eigenschaft
besitzt. Da G indizierbar ist, existiert ein Epimorphismus ( : G — Z. Sei g ein Element von
G mit ((g) = 1 (wobei 1 Erzeuger von Z sei). Fiir die Homomorphismen ¢: ZxC — G xC
und ¢: G x C' — Z x C, welche durch ¢(1,¢) = (g,c) und ¢(h,c) = (((h),c) fiir alle he G
und ¢ € C definiert seien, betrachten wir die Abbildungskette

ZxCHGxCBHLxC. (2.8)

Es gilt ¢ o ¢ = idgxo. Laut Voraussetzung existieren Elemente r,s € Z x C', welche
denselben normalen Abschluss in Z x C' besitzen, aber r weder zu s noch zu s~ ! konjugiert
ist. Aus liest man ab, dass ¢(r) und ¢(s) zum einen denselben normalen Abschluss
in Z x C besitzen und zum anderen ¢(r) und ¢(s) als Urbilder von r und s unter ¢
nicht zueinander in G x C konjugiert sein kénnen. Somit besitzt G x C nicht die Magnus-
Figenschaft und wir erhalten einen Widerspruch.

O

Im Jahr 1981 bewies J. Howie einen Freiheitssatz fiir lokal indizierbare Gruppen:

Satz 2.11. (vgl. [How81, Theorem 4.3 (Freiheitssatz)]) Sei die Gruppe G = (A #
B)/N gegeben, wobei A, B lokal indizierbare Gruppen und N der normale Abschluss in
A = B eines zyklisch gekiirzten Worts v mit einer Linge von mindestens 2 sei. Dann sind
die kanonischen Abbildungen A — G, B — G injektiv.

Ein Jahr spater veroffentlichte J. Howie das folgendes Resultat.

Satz 2.12. (vgl. [How82, Theorem 4.2]) Sei die Gruppe G = (A = B)/N gegeben,

wobei A, B lokal indizierbare Gruppen und N der normale Abschluss in A = B eines
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zyklisch gekiirzten Worts v mit einer Linge von mindestens 2 sei. Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:

(i) G ist lokal indizierbar.
(i) G ist torsionsfrei.
(iii) T ist keine echte Potenz in A x B.

Bemerkung 2.13. Es ist leicht zu sehen, dass lokal indizierbare Gruppen torsionsfrei

sind. Die sogenannte Higman-Gruppe
HG :={a,b,c,d | a ba="0% b teb=¢? ¢ lde=d?, d'lad = a?)

ist ein Standardbeispiel fiir eine Gruppe, welche torsionsfrei, aber nicht lokal indizierbar ist
(siehe [Highl]). Im Folgenden mochten wir dieses Beispiel mit den Methoden aus [HighH1]
nachvollziehen.

Zunéchst bemerken wir, dass HG nicht indizierbar und daher als endlich erzeugte Grup-
pe auch nicht lokal indizierbar ist. Dazu sei ¢ ein beliebiger Homomorphismus von HG
nach Z. Da ¢ alle Relationen von HG auf das triviale Element abbilden muss, folgt aus der
ersten Relation a=1ba = b? die Gleichung ¢(b) = 0. Aus den anderen drei Relationen folgt
analog ¢(c) = ¢(d) = ¢(a) = 0, also insgesamt ¢(HG) = {0}. Somit existiert kein Epimor-
phismus ¢: HG — Z. Alternativ kann man die Abwesenheit eines solchen Epimorphismus
dadurch begriinden, dass dann auch die Existenz eines Epimorphismus ¢: HG — Zs und
somit insbesondere die Existenz einer echten Untergruppe endlichen Indexes folgt. Das
steht im Widerspruch dazu, dass die Higman-Gruppe das erste Beispiel einer unendlichen,
endlich erzeugten Gruppe war, welche keine nichttrivialen endlichen Quotienten besitzt
(siehe [Highl]).

Fiir unsere Zwecke bleibt zu bemerken, dass HG torsionsfrei ist. Dazu erinnern wir
an Graham Higmans Konstruktion von HG als Amalgamierung von HNN-Erweiterungen
(siehe [HighH1]): Wir definieren

U := {ay,b | a;'ba; =0*, V := {(bye1 | b lerh = ).

Laut Definition ist U eine HNN-Erweiterung mit HNN-Basis (b) und stabilem Buch-
staben a;. Analog dazu ist V' eine HNN-Erweiterung mit HNN-Basis {(¢;) und stabilem
Buchstaben b. Mithilfe von Brittons Lemma (siehe Satz|C.3|(2)) erhalten wir sowohl die
Einbettung von (b) in U als auch in V. Zudem sind U, V nach Korollar (1) torsionsfrei,
da ihre HNN-Basen torsionsfrei sind. Wir bilden die Gruppe

H =U <>Z> V = {ay,be1 | aytba; = b, bleh = by, (2.9)
welche als amalgamiertes Produkt torsionsfreier Gruppen ebenfalls torsionsfrei ist (siehe
Korollar [B.7). In gleicher Weise definieren wir die torsionsfreie Gruppe

Hy = {ag,c2,d | ¢j'dey = d?, d 'agd = a3).
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Sei F' =~ {ay,c1) = {az, ca) die freie Gruppe vom Rang 2, wobei der Isomorphismus dadurch
gegeben sei, dass aj auf as und c¢; auf co abgebildet wird. Wir bemerken, dass F' aufgrund
der eindeutigen Lénge der Normalform amalgamierter Produkte (siehe Lemma in
H; und H, einbettet. Es folgt HG =~ Hy =p Hs. Schliefilich ist die Higman-Gruppe als

amalgamiertes Produkt torsionsfreier Gruppen torsionsfrei.

In Anbetracht dieses Beispiels ist es natiirlich, zu fragen, ob Satz auch fiir torsi-
onsfreie Gruppen A und B giiltig ist. Dieses Problem ist noch offen.

Im Jahr 1988 bewies M. Edjvet unter Benutzung von J. Howies Freiheitssatz (Satz|2.11)
folgendes Resultat:

Satz 2.14. (siehe [Edj89, (Main)Theorem]) Seien A, B zwei lokal indizierbare Grup-
pen und seien v, s € A *x B zyklisch gekiirzte Waorter mit einer Linge von mindestens 2.
Falls r und s denselben normalen Abschluss in A * B besitzen, dann ist r in A* B zu s

oder s~ konjugiert.
Wir erhalten folgendes Korollar zu Satz

Korollar 2.15. (vgl. [Fell5, Satz 4.1.4]) Seien J eine beliebige nichtleere Indexmenge
und A; (j € J) lokal indizierbare Gruppen mit der Magnus-FEigenschaft. Dann besitzt auch
G = kjeg A; die Magnus-Eigenschaft.

Beweis. In der Masterarbeit des Autors (siche [Fell5|) findet sich die Aussage von Ko-
rollar fiir | J| = 2 als direkte Folgerung aus Satz Wir haben bereits bemerkt,
dass freie Produkte lokal indizierbarer Gruppen wieder lokal indizierbar sind. Somit folgt
die Aussage des Korollars fiir endliche Indexmengen 7. Fiir unendliche Indexmengen 7
bemerken wir, dass zwei Element r, s € G mit demselben normalen Abschluss in G auch
denselben normalen Abschluss in G’ := % jegr Aj fiir eine endliche Indexmenge J e J

besitzten. Laut Voriiberlegung sind r, s somit in G’ und daher auch in G konjugiert.
O

Im Jahr 2013 verdffentlichten Y. Antolin und A. Kar folgende Verallgemeinerung von
Satz .11

Behauptung. (sieche [AK13), Theorem C]) Seien A, B zwei lokal indizierbare Grup-
pen und sei G := (A = B) x C fiir eine Gruppe C. Weiter sei ein Element w € G gegeben,

das weder zu einem Element aus A x C' noch aus B x C' konjugiert ist. Dann bettet A x C'
in G/{w)¢ ein.

Mit Beispiel zeigen wir, dass diese Aussage falsch ist, da C' im Allgemeinen nicht
in G/{w)q einbettet.

Beispiel 2.16. Wir betrachten die freien Gruppen A = (a |), B = (b |) vom Rang 1 und
C ={c,d |y vom Rang 2. Sei G := (A * B) x C und w := abc. Dann gilt

d'wld-w = [dw] = [dab] = [dclc [d,able = [d,c] €C.
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Somit ist [d, c] ein nichttriviales Element von C, welches dem trivialen Element in G/{w))

entspricht.

Das folgende Lemma zeigt, dass Elemente aus C' die einzigen Elemente sind, welche der
Einbettung von A x C' im Weg stehen konnen. Als missbrauchliche Notation bezeichnen

wir dabei die Untergruppe {1} x C' auch mit C.

Lemma 2.17. Seien A, B zwei lokal indizierbare Gruppen und sei G := (A= B) x C fir
eine Gruppe C. Weiter sei ein Element w € G gegeben, das weder zu einem Element aus
A x C noch aus B x C konjugiert ist. Wir definieren N := {w)g n C sowie C := C/N.
Dann bettet A x C' kanonisch in G/{wHa ein.

Beweis. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei u = (a, ¢) ein Element aus
(AxC)\ ({1} x C),
welches in G/{w)¢ dem trivialen Element entspricht. Dann folgt die Existenz von Zahlen

neN, ¢ € {—1,1} und Elementen p; € A= B, d; € C' (1 < i < n) mit

n

(a,c) = H(pi,di)_lw” (pi»d;) in G. (2.10)
i=1

Sei m: G — A B die kanonische Projektion. Es gilt 7(a) = a # 1. Zudem ist m(w) weder

zu einem Element aus A noch aus B konjugiert. Wegen (a, ¢) € {w)¢a liegt 7((a,c)) = a

im normalen Abschluss von 7(w) in 7(G) = A = B. Dies ist ein Widerspruch zu Satz
Wir haben somit {w)g N (A x C) = Lw)a n C bewiesen. Wegen

(A% O)((wha nC) = (AxC)N = (Ax(C/N) =AxC
folgt schlieflich aus der trivialen kanonischen Einbettung

(AxCO)/(Lwpan(AxC)) = G/Kw)a

die kanonische Einbettung von A x C' in G/{w)q.

2.3. Technische Hilfsresultate

Unser néchster Satz ist als Verallgemeinerung des Resultats von M. Edjvet tiber freie Pro-
dukte lokal indizierbarer Gruppen (Satz[2.14)) gedacht. Durch die Hinzunahme des direkten

Produkts miissen wir jedoch zusétzlich die Bedingung der Indizierbarkeit voraussetzen.

Satz 2.18. Sei J eine beliebige Indexmenge und seien A; (j € J) indizierbare sowie
lokal indizierbare Gruppen. Weiter sei C eine Gruppe. Dann besitzt (3kjes Aj) x C' genau
dann die Magnus-Eigenschaft, wenn alle Gruppen A; x C (j € J) die Magnus-Eigenschaft

besitzen.
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Bevor wir mit dem Beweis von Satz in Abschnitt beginnen, benstigen wir

zunichst einige Hilfsresultate, welche in diesem Abschnitt zur Verfiigung gestellt werden.

Als Erstes erinnern wir an den Untergruppensatz von Kurosch fiir amalgamierte Pro-
dukte.

Satz 2.19. (Untergruppensatz von Kurosch, siehe z.B. [Bog08, Chapter 2,
Theorem 19.1]) Sei H das amalgamierte Produkt einer Familie (H;)ier von Gruppen
mit Amalgamierung tiber eine gemeinsame Untergruppe U. Weiter sei G eine Untergruppe
von H, so dass G nzUz~' = {1} fiir alle x € H gilt. Dann existieren eine freie Gruppe F
und ein Reprdsentantensystem X; von Doppelnebenklassen G\H/H;, so dass G das freie
Produkt von F und den Gruppen G n xH;xz=' firie T und x € X; ist.

Bemerkung 2.20. Die zulédssigen Wahlen fiir die Reprédsentantensysteme X; aus Satz
konnen auf folgende Weise prézisiert werden: Fiir den Beweis von Satz betrachtet
man das amalgamierte Produkt der Gruppen U und H; (i € Z) iiber die Gruppe U so-
wie den zu diesem amalgamierten Produkt assoziierten Graphen von Gruppen Y (siehe
Anhang. Dann operiert H ohne Invertierung der Kanten auf dem Baum X mit Knoten-
menge H/U U | J,e7 H/H; und Kantenmenge | J;.7(H /U x {i}), so dass H\X isomorph zu
Y ist (vgl. [Bog08, Chapter 2, Theorem 18.2]). Sei T schliefllich ein maximaler Teilbaum
von G\X und T eine Liftung von 7" in X. Dann sind geeignete Wahlen fiir die X; (i € Z)

diejenigen Reprisentanten, welche zu den jeweiligen Knoten und Kanten von T gehoren.
Mithilfe von Satz [2.19] erhalten wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 2.21. Seien A, B zwei Gruppen und ¢: Ax B — Z ein Epimorphismus, welcher
alle Elemente von B auf das neutrale Element 0 € Z abbildet. Weiter sei ein Element a
aus A mit p(a) = 1 gegeben. Dann gilt
ker(p) = (A nker(p)) = * a"'Ba'.
€7
Beweis. Als Reprisentantensystem der Doppelnebenklassen ker(¢)\(A * B)/B wihlen wir
{a' | i € Z}. Die Menge ker(¢)\(A * B)/A besteht nur aus der trivialen Doppelnebenklasse.
Wir wihlen den Représentanten 1. Nach Bemerkung sind diese Wahlen geeignet.
Somit folgt mit Kuroschs Untergruppensatz (Satz [2.19)), dass
ker(p) = F = (A nker(p)) = * (a_iBai nker(p)) = F = (A nker(p)) = * a"'Ba’
=7/ 1€Z
fiir eine freie Gruppe F' gilt. Wir bemerken, dass die Untergruppe
N := (Anker(p)) = *a 'Ba’
€7
von ker() normal in A% B ist und a' (i € Z) ein Reprisentantensystem der Nebenklassen
von N in A % B ist. Es folgt:

((A=B)/N) / (ker(¢)/N) = (A=*B)/ker(p) = {ay = (AxB)/N
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Somit gilt ker(p) = N.
U

Lemma 2.22. Seien A, B zwei Gruppen und : Ax B — Z ein Epimorphismus, welcher
sowohl ein Element a € A als auch ein Element b € B auf 1 abbildet (dabei sei 1 ein
Erzeuger von 7). Wir betrachten die Gruppe G' := A x B = {(x) und erweitern 1 zu einem
Epimorphismus ¢: G' — Z mit o(x) = 1. Sei a; := xz 'az’ ! und b; := 2 b2 '. Dann

gilt
ker(¢) = (A nker(p)) = (B nker(p)) = ({a; |i€Z}u{bi|iecZ}|).
Beweis. Als Reprisentantensysteme der Doppelnebenklassen
ker(¢)\(A = B)/A und ker(p)\(A=* B)/B
wihlen wir jeweils {1}. Dann folgt laut Satz [2.19]
ker(p) = F # (A nker(y)) = (B N ker(p))

fiir eine freie Gruppe F. Um zu sehen, dass F' = {({a; | i € Z} u{b; | i € Z} | ) gilt, bemerken
wir zunéchst, dass es keine nichttrivialen Relationen zwischen den Elementen a;, b; (i € Z)
in G’ gibt. Da jedes nichttriviale, von a;, b; (i € Z) erzeugte Element, geschrieben in den
Erzeugern a, b und «, den Erzeuger x enthélt, gibt es auch keine nichttrivialen Relationen
zwischen Elementen aus (A4 nker(y)) = (B nker(y)) und {{a; | i € Z} U {b; | i € Z} | ). Das
freie Produkt N := (A nker(p)) * (B nker(p)) = {{a; | i€ Z} v {b;i | i€ Z}|) aus der
Aussage des Lemmas ist somit als Untergruppe von G’ wohldefiniert. Wir bemerken, dass
N im Kern von ¢ liegt. Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element w von ker(y) in N liegt.

3

Dazu betrachten wir beispielhaft eine Normalform wvxz®u’ von w bzgl. G' mit u,u’ € A

und v € B. Es gilt:

3,/
w = uvr u

= wa— P o) p—e(u) | pe(u)p—e(u) | pe(u)y,p—eluw) pe(uv) —e(uv) | p(uv)+3 ,—puvz?)
— | S ——

eAnker(p) eBnker(y)

P05 o) (211)
-

eAnker(p) =1

Jedes Element a*z=* (k € Z) kann mithilfe der Erzeuger a; (i € Z) dargestellt werden,

denn es gilt:

Analog kénnen wir auch jedes Element b*2~% (k € Z) mithilfe der Erzeuger b; (i € Z)
darstellen. Daher haben wir mit (2.11)) eine Darstellung von w als Element von N gefunden.
O
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Fiir einen Homomorphismus ¢ von einer Gruppe G nach Z und ein Element r € G mit
©(r) = 0 bildet der normale Abschluss von r in G eine Untergruppe von ker(y). Diese
Untergruppe entspricht jedoch im Allgemeinen nicht dem normalen Abschluss von r in
ker(y). Wir beweisen daher folgendes kleine Hilfslemma, auf welches wir auch in anderen

Kapiteln zuriickgreifen werden.

Lemma 2.23. Sei G eine Gruppe und ¢ ein Homomorphismus von G nach Z (als additive
Gruppe). Weiter seien Elemente v,z € G mit p(r) = 0 und p(z) = 1 gegeben. Dann gilt

fiir v := x'rat:
LrHe =Lri i€ Z Hrer(y)

Beweis. Die Inklusion von {7; | i € Z Dyer(y) in 7 )¢ ist trivial. Fiir die andere Inklusion

1

reicht es zu zeigen, dass fiir jedes w € G das Konjugierte w™'rw ein Element von {r; | i €

Z Dyer(y) 18t. Dazu schreiben wir

wlrw = w P ) e(w) me(w),,
—_—
€ ker(p) =T (w) € ker(p)

Somit ist w™'rw ein Element von {7; | i € Z Myer(p)-
O

Fiir die folgenden technischen Lemmata sowie den Beweis von Satz fihren wir zur

Verkiirzung eine gemeinsame Notation ein.

Notation 2.24. Seien A, B zwei lokal indizierbare sowie indizierbare Gruppen. Weiter sei
C eine beliebige Gruppe. Wir betrachten einen Epimorphismus ¢ : A = Z und erweitern
ihn zu einem Epimorphismus ¢ : (A% B) x C' — Z, indem wir ¢4 = ¢ und ¢(b) = ¢(d) = 0
fiir alle b € B, d € C setzen. Zudem sei ein Element a € A mit p(a) = 1 gegeben. Wir
betrachten ein beliebiges Element ¢ € C sowie eine Darstellung 7 eines nichttrivialen
Elements aus A B in Normalform (sieche Definition , wobei r gerade Lange habe und
o((r,c)) = 0 gelte. Es sei r; := a ‘ra’. Dann folgt mithilfe von Lemma dass der
normale Abschluss von (7, ¢) in (A% B) x C gleich dem normalen Abschluss der Elemente
{(ri,c) | i € Z} in ker(y) ist. Wir definieren A := A M ker(y) und B; := a~'Bd’ (i € Z).
Laut Lemma gilt ker(p) = Ax *iez B;. Mit o, bezeichnen wir den kleinsten und mit
wr, den grofiten Index 7, so dass eine Darstellung von 7; in Normalform bzgl. A« *;e7.Bi
ein Stiick aus B; enthélt. SchlieBlich definieren wir fiir a, w € Z U {400}
Boo = i B; fallsa <w und By, := {1} fallsa > w.

i .
1=

Das néchste Lemma dient der Vorbereitung zur Darstellung von ker(y)/{(ri,c) |i € Z)
als amalgamiertes Produkt (siehe Lemma [2.27]).
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Lemma 2.25. Sei C eine beliebige Gruppe. Mit der Schreibweise von Notation (2.2

betrachten wir die Gruppen
Gi=(A*Ba, u,) xC, Ni={(ri,c)ya n C und C;=C/N;.
Dann gilt Cy, = Cy fiir alle k, ¢ € Z. Wir diirfen somit C = Cj (j € Z) definieren.

Beweis. Sei k, { € 7. Weiter sei w ein Element von Ni. Wir zeigen, dass w auch ein Element

von Ny ist. Es existieren Zahlen m € N, ¢; € Z und Elemente u; € Gy (i € {1,2,...,m})
mit
m
w = Hu;l (rg, €) ;. (2.12)
i=1
Wir betrachten den Isomorphismus (: G — Gy, welcher durch ((x) = a Egal=F gege-

ben ist. Dann gilt {(u;) € Gy und (((r%,c)) = (7¢, ¢). Man bemerke, dass ¢ eingeschriankt
auf C der Identitét entspricht. Insbesondere gilt w = ((w). Durch Anwendung von ¢ auf
(2.12) erhalten wir

w = (w) = [[¢@)™ (re, ) C(w) € Llre;0)a,
i=1
also insgesamt w € Ny. Es folgt N = Ny und damit auch Cy = C, fiir alle k, ¢ € Z.
O

Mit dem néchsten Lemma beweisen wir zwei Einbettungen. Dafiir benutzen wir die
Schreibweise aus Notation 2.24] und Lemma 2.25]

Lemma 2.26. Seienm € Z und k, { € Zu{tow} mit k < o, sowie £ = w,. gegeben. Wir
definieren P, := (A Ba,, wr, 1) X C) (n € Z). Dann gelten die folgenden Einbettungen:

(i) P = (A Byg) x O)/L(rm. 0))

(ii)) Ppi1 < ((g* Bk,é) X C)/<<(7“myc)>>

Beweis. Fiir den Beweis von (i) erinnern wir daran, dass r eine Darstellung eines nicht-
trivialen Elements von A * B in Normalform ist, so dass r eine gerade Linge hat. Es
folgt, dass 1, zyklisch gekiirzt ist und den Faktor B,, sowie mindestens einen weiteren
Faktor A oder By, mit k # m benutzt. Insbesondere benutzt 7, mindestens zwei Fak-
toren des unendlichen freien Produkts A = (skk<i<eBi). Nach Definition von w, , benutzt
rj den Faktor By, . Da rp laut Definition von a,,, und w;, insgesamt ausschliefllich
Faktoren A oder B; (avr,, <1 < wy,,) benutzt, muss der zweite von r, benutzte Faktor
in A« Bkw,, —1 liegen. Somit besitzt die Normalform von 7, bzgl. des freien Produkts
(fT * Bk’wm_l) * B, ¢ eine Linge von mindestens 2. Mit Satzfolgt nun die Einbettung

von P, in ((A % Byg) x C)/d(rm, ).
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Abbildung 2.1.: Grafische Veranschaulichung von Lemma [2.27|fiir i = —1, j = 2, ap = 0

und wy = 4. (Die amalgamierte Gruppe P» wird durch die grau hinterleg-

ten Flichen angedeutet.)

Die Einbettung (ii) kann in analoger Weise bewiesen werden. Dazu iibernimmt der Index
oy, die Rolle des Indexes wy.,,.
O

Nun sind wir in der Lage, eine Darstellung von ker(y)/{r; | i € Z)) als amalgamiertes Pro-
dukt herzuleiten. Diese Darstellung spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Satz Fiir
eine grafische Veranschaulichung der Aussage des folgenden Lemmas siehe Abbildung [2.1]

Lemma 2.27. Wir benutzen die Schreibweise von Notation[2.24] und Lemmal[2.25 Seien

i, j € Z zwei Zahlen mit i < j. Wir definieren P; := (ﬁ* Bar]- s ) x C. Dann gilt

1

((‘Z * B—OO,OO) x C)/<<(T17 ), (Ti41,€)5 s (Tj? oy
= (A B, ) X O ri0)oesry1:00) 5 (A By i) 5 ).

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber j fiir ein fest gewéhltes Element i € Z.

Als Induktionsanfang (j = ¢ + 1) ist folgende Aussage zu beweisen:

(A% Boso) x C)/(rinc). (ryc))
= (e B, ) ¥ Orae) 3 (AnBay ) x Oy (213

Fiir die Wohldefiniertheit des amalgamierten Produkts aus (2.13) zeigen wir die Ein-

bettung von P; in die beiden Faktoren. Die Einbettung in den rechten Faktor folgt aus
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Lemma (i) fiir m = j. Die Einbettung in den linken Faktor folgt wegen ¢ = j — 1 aus
Lemma (ii) fiir m = j — 1. Durch das Auffinden einer identischen Prisentation beider
Seiten von (2.13)) kann leicht die Isomorphie gezeigt werden.

Als Induktionsschritt (j — j + 1) ist fur

G = (A% Boow,) x C)/L(ri,e), (rig1,€), -, (75,0

[0
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o
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o
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die Darstellung

(A% Boop ) x C) /L(rise), (rig1,0), - (rj11,0))
G« ((A%Ba,, ) x C)/L(rjs1,0)) (2.14)

Pj+1

12

mit Pjy; = (E * B ) X C zu zeigen. Wir werden die Einbettungen von P; in

den linken und rechten Faktor beweisen. Damit ist das amalgamierte Produkt aus ([2.14))
wohldefiniert. Die Isomorphie zu ((ﬁ * B_oo.00) X C) [L(73,¢), (ri1,0), ..., (rj+1,¢)) folgt
dann leicht durch Auffinden einer gemeinsamen Présentation. Wir bemerken, dass die
Einbettung von Pj4; in den rechten Faktor durch Lemma (i) mit m = j + 1 gegeben
ist. Es bleibt, die Einbettung von P; ;1 in den linken Faktor G zu beweisen:

Wegen Lemma [2.26( (ii) mit m = j bettet Pji; in ((ﬁ* Barj,oo) x C)/{(rj,c)) ein.
Die Gruppe ((ﬁ * Barj’oo) x C)/«(r;j,c)) bettet wiederum als Faktor des amalgamierten

Produkts aus der Induktionsvoraussetzung in

Qr;yq>Wr;

G = ((E*Bfoom)><C’)/<<(Ti,c),(7“i+1,0),..-,(Tj,C)>>

ein. Wir definieren den Homomorphismus ¢: Pj;1 — G als Verkniipfung der trivialen
Einbettung von P;; in (ﬁ ¢ B_oo,wrj) x C' mit dem natiirlichen Homomorphismus von (/T*

B,oo,wrj) % C in die Faktorgruppe G. Insgesamt erhalten wir das kommutative Diagramm:

Pjiq € G’

Schlieflich lesen wir ab, dass ¢ ein Monomorphismus ist, also Pj+1 in G einbettet. Dies

beendet den Beweis.
O

In gleicher Weise wie Lemma [2.27] kann auch die folgende ,,gespiegelte“ Version von

Lemma .27 bewiesen werden.
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Lemma 2.28. Wir benutzen die Schreibweise von Notation[2.2]] und Lemmal[2.25 Seien
i, j € Z zwei Zahlen mit i < j. Wir definieren Piq := (A » B, t1wr,) X C. Dann gilt

(A% B o) x O)/(rinc). (ria,o).. ... (ryc))
> (A Bosow,) % CY ) e ((Ax Bay, ) % C) (141,00 (1500

Als letztes Resultat dieses Abschnitts beweisen wir ein kleines Hilfslemma, dessen Aus-
sage wir nicht nur in diesem Kapitel, sondern auch an drei Stellen des Beweises von Haupt-
satz|3.1|benutzen. Faktoren amalgamierter Produkte betten kanonisch in das amalgamierte
Produkt ein (siehe Kapitel . Daher unterscheiden wir im Folgenden in missbrauchlicher
Notation nicht zwischen Elementen eines Faktors und ihren Bildern unter der kanonischen

Einbettung des Faktors in das amalgamierte Produkt.

Lemma 2.29. Seien X, Y zwei Gruppen, W := X =Y ein amalgamiertes Produkt und

z
r, s zwei Elemente von X. Es gelte mindestens eine der folgenden Bedingungen:
(i) Die Untergruppe Z liegt im Zentrum von Y .

(i) Der FaktorY ist eine freie Gruppe und Z ist eine maximale zyklische Untergruppe

von Y.
Dann sind r und s genau dann in X konjugiert, wenn sie in W konjugiert sind.

Beweis. Wir bemerken, dass r und s zueinander in W konjugiert sind, wenn sie bereits
im Faktor X konjugiert sind. Es bleibt zu beweisen, dass  und s in X konjugiert sind,
wenn sie in W konjugiert sind. Sei also w € W ein Element mit r = w~!sw. Wir nutzen
die eindeutige Liange von Normalformen amalgamierter Produkte (siche Lemma , um
zu folgern, dass w bereits in X liegt: Fiir w € X ist nichts zu zeigen. Wir kénnen somit

die Normalform

w = gr1hi1g2ha -+ gn—1hn—19n (2.15)

von w betrachten, wobei g; € (X\Z)uU {1}, h; € Y\Z und n > 2. Um eine grofere Fallunter-
scheidung zu umgehen, erlauben wir ausschliefllich g; und g, trivial zu sein. Alle anderen
Elemente g; (2 < ¢ < n—1) seien nicht trivial. Dies ist eine leicht missbrauchliche Verwen-
dung des Begriffs ,,Normalform“ (vgl. Definition . Wir wihlen unter den Elementen

w mit den geschilderten Eigenschaften ein Element minimaler Linge. Dann gilt
=:q
——
r =g b lign s hy ey hy gt s guhagoha - gnthu1gn. (2.16)
—
=:p
Als Komposition von Elementen aus X ist p := g 1sg1 ebenfalls ein Element aus X.

Daher geniigt es, folgende zwei Fille zu betrachten.
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Fall 1: Sei p ein Element von X\Z.
Da h; wegen n = 2 nicht trivial ist, besitzt das Element r einerseits laut rechter Seite
von eine Linge grofler oder gleich 3 bzgl. der Normalform des amalgamierten Pro-
dukts W. Andererseits besitzt das Element r als Element von X die Lange 1 bzgl. dieser

Normalform. Somit erhalten wir einen Widerspruch.

Fall 2: Sei p ein Element von Z.
Wir definieren ¢q := hl_lphl. Als Produkt von Elementen aus Y ist ¢ ebenfalls ein Element
von Y. Nach Voraussetzung ist r kein Element von Y\Z. Wire ¢ ein Element von Y\Z,
hétte die Normalform von r eine Lénge von mindestens 3. Dies ist ein Widerspruch. Das

Element ¢ liegt somit in Z.

Fall 2.1: Sei Voraussetzung (i) von Lemma erfiillt.
Da p im Zentrum der Gruppe Y liegt und somit insbesondere mit hy kommutiert, erhalten
wir

r=gth g by tg tgrt s gigahe t gno1hn—1Gn.

Somit erfiillt

wi= gigog he - gno1  hnoa Gn (2.17)
~—— — Y= =
=gy =h =g =th,_, =g,

Lsw’. Wir bemerken, dass w’ ein H-Stiick weniger als w enthilt.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von w als Element minimaler Linge mit r = w ™ !sw.

Fall 2.2: Sei Voraussetzung (ii) von Lemma erfiillt.
Sei z ein Erzeuger von Z. Dann erhalten wir wegen p,q € Z und ¢q¢ = hflphl folgende
Gleichung in Y:

die Gleichung r = w'~

2% = hy'2Phy fiir Elemente o, € Z\{0} und h; e Y\Z

Laut Bedingung (ii) ist Y eine freie Gruppe. Daher folgt mit Satz die Asphérizitét
der Présentation () | z), wobei Y eine Basis von Y sei. Mithilfe von Satz folgern
wir a = (. Somit liegt h; im Zentralisator des Elements 2%. Da der Zentralisator eines
nichttrivialen Elements einer freien Gruppe zyklisch ist und Z = {z) laut Bedingung (ii)
eine maximale zyklische Untergruppe von Y ist, folgt hy = z¢ fiir ein ¢ € Z. Dies ist ein
Widerspruch zu h; € Y\Z.

O

2.4. Verallgemeinerung eines Resultats von M. Edjvet

In diesem Abschnitt beweisen wir Satz [2.18 mithilfe einer Kombination aus bereits von

M. Edjvet benutzen Methoden und Argumenten iiber direkte Produkte, welche auf in
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diesem Kapitel eingefithrten Resultaten beruhen. Die Rolle von Satz in M. Edjvets
Beweis von Satz wird in unserem Beweis von Lemma tibernommen.

Zunéchst bemerken wir Folgendes:

Bemerkung 2.30. Sei G eine freie Gruppe mit Basis & und H eine beliebige Gruppe.
Weiter sei R eine Menge von Elementen aus H und S sei eine Menge von Elementen aus
G+ H. Wir setzen H := H /{R Y und definieren den kanonischen Homomorphismus

0: G+ H — (G H)/{RYawr =G H.
Dann gilt:

(G = H)/CR, S)

12

PG« H)/o((R,S)csr)  (wegen ker(p) € (R, S)cxn)
o(G =+ H)[Kp(8) Dp(carry  (Wegen R < ker(¢))
(G * H)[p(S)D iy

Mit Blick auf Bemerkung fithren wir eine weitere Notation ein.

12

12

Notation 2.31. Seien G = (X |) und H = (Y |) freie Gruppen mit Basen X und ).
Weiter seien Rq, Ro Teilmengen von H und S sei eine Teilmenge von G = H. Wir setzen

H := H/{R1) und definieren den kanonischen Homomorphismus
i Gs T — (Gx H)/(RiYgen = G il
sowie fiir H := H/{p(R3)Y) den kanonischen Homomorphismus
VG Bl o (G DR gy = G .
Dann benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

XY | RIURauUS) = (GGH | RiUR20US) = <G,fNI | ©(R2) U ©(S))
= (G, H | ((S)))

Falls es zu keinen Missverstindnissen kommen kann, verzichten wir bei den Prédsentationen
auf die Erwéhnung der Homomorphismen ¢ und v, indem wir fiir ein Element w € G« H
die Bilder ¢(w) € G = H oder ¥(¢(w)) € G+ H in missbriuchlicher Notation wieder mit w

bezeichnen.

Wir starten den Beweis von Satz mit der Betrachtung des Falls |J| = 2, d. h., wir

beweisen folgende Aussage:

Proposition 2.32. Seien A, B zwei indizierbare und lokal indizierbare Gruppen. Weiter
sei C' eine Gruppe. Dann besitzt (A + B) x C' genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn
sowohl A x C' als auch B x C die Magnus-Eigenschaft besitzen.
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Beweis. Zunichst zeigen wir durch Kontraposition, dass die Gruppen A x C und B x C' die
Magnus-Eigenschaft besitzen, wenn (A= B) x C' die Magnus-Eigenschaft besitzt. O.B.d. A.
nehmen wir an, dass A x C nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt. Dann existiert laut
Lemma [A.3] ein Element (a,c) € A x C, so dass {(a,c)paxc = L(a~t,¢)Yaxc gilt, aber
weder a zu a~ ' in A noch ¢ zu ¢! in C konjugiert ist. Aufgrund der eindeutigen Linge
von Normalformen freier Produkte folgt, dass a auch in A % B nicht zu a~! konjugiert ist.
Nach Lemma besitzt (A * B) x C' daher nicht die Magnus-Eigenschaft.

Es bleibt, die Magnus-Eigenschaft von (A = B) x C' unter der Annahme zu beweisen,
dass A x C und B x C die Magnus-FEigenschaft besitzen. Wegen Bemerkung besitzen
A, B und C die Magnus-Eigenschaft. Da A und B zusétzlich lokal indizierbare Gruppen
sind, ist wegen Korollar auch A = B eine Gruppe mit der Magnus-Eigenschaft. Laut
Lemma [A 3| besitzt (A = B) x C' somit genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn fiir alle
r € (A B)\{1} und c e C\{1} gilt:

<<(T7 C)>>(A*B)><C = <<(T_17C)>>(A*B)><C = (7“ ~(AxB) rtve ~C C_l) (2'18)

Seien also zwei Elemente r € (A * B)\{1} und c € C\{1} mit

K(r, D asmyxe = K™ D as)xc (2.19)

gegeben. Wir mochten die Implikation beweisen. Zunéchst betrachten wir dazu
den Fall, dass r die Linge |r| = 1 bzgl. der Normalform von A x B besitzt. Dabei gelte
0.B.d.A.re A. Seim : (A*B)xC — AxC die kanonische Projektion. Wegen haben
7((r,¢)) = (r,¢) und 7((r~%,¢)) = (r~!,¢) denselben normalen Abschluss in A x C. Da
A x C nach Voraussetzung die Magnus-Eigenschaft besitzt, gilt laut Lemma r~7rt

in A (und somit auch in A * B) oder ¢ ~ ¢! in C.
Wir diirfen folglich |r| > 2 annehmen. Sei r = u(1)v(1)u(2)v(2) ... u(n)v(n) die Normal-
form von r. O.B.d. A. diirfen wir voraussetzen, dass r zyklisch gekiirzt ist und mit einem

A-Stiick beginnt, da normale Abschliisse invariant unter Konjugation sind. Wir definieren

die Untergruppen

A = (u(l),
B = (v(1),

(2),...,u{n)) von A und
(2),...,v(n)) von B.

e

<

Zudem setzen wir R := {(r,c))axByxc, B = L(r,e))arspyxc, N := C n R' und
C:=C/N.

Unser néchstes Zwischenziel ist, die folgende Behauptung zu beweisen:

(A«B)xC)/R = (AxC) Vs ((A'+ B') x C)/R’ i (BxC)  (2.20)

Fiir die Wohldefiniertheit des amalgamierten Produkts bemerken wir, dass die Einbet-

tungen in den mittleren Faktor aus Lemma folgen. Die Einbettungen in die dufleren
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Faktoren sind Einbettungen von Untergruppen. Es bleibt, die Isomorphie der beiden Seiten
von zu zeigen, indem wir eine gemeinsame Présentation beider Seiten finden. Seien
dazu die natiirlichen Projektionen m: A* BxC — A B+C und 7': A'«B'«C — A'«B'«C
gegeben. Fiir die rechte Seite von schreiben wir mithilfe von Notation und unter
Verwendung von Tietze-Transformation der Form ,,Hinzufiigen und Eliminieren redundan-

ter Relationen“:

(AxC) * ((A'«B)YxC)/R + (BxC)

A'xC B'xC
— (AxC) = (A, B.,C|[A4,C][B.,C],N,r¢) * (BxC)
A'xC B'xC
= (AxC) = (A, B, (C/N)| (4, C), «(B,C]), ' (re)y * (BxC)
A'xC B'xC
= (A C|[AC]) = (A B,C|[AC]I[B,Clw(re) = (B,C|[BC]
A'xC B'xC

= (A4, A ,B,B.C|[AC][A,C][B,C) [B.C], (re)
= (A,B,C | [A,C], [B.C], n'(re)) = (A, B,C | [A,C], [B,C], n(rc))

Bei der letzten Umformung haben wir genutzt, dass m eingeschrinkt auf A’ = B’ = C der
Projektion 7 entspricht. Fiir die linke Seite von (2.20) schreiben wir:

(A= B) x C)/R = (A,B,C | [A,C], [B,C], rc)
(A,B,C | [A,C], [B,C], N, rc) = (A,B,C | [A,C],[B,C], N, r¢)
(A,B,(C/N) | =([A,C]), =([B,C)), m(rc))

= (A,B,C | [A,C), [B,C], n(rc))

Dies beendet den Beweis der Isomorphie (2.20)).

Als Faktor des amalgamierten Produkts in (2.20) bettet ((A’+B’') x C')/R" in ((A* B) x
C)/R ein. Da das Element (r~!,¢) trivial in ((4 * B) x C)/R ist und in der Untergruppe
(A"+ B") x C von (A x B) x C liegt, ist es somit bereits in ((A’" « B") x C)/R’ trivial. Aus

Symmetriegriinden folgt

K, Paspyxe = K™D anyxc: (2.21)

Wir bemerken, dass es zum Beweis der Implikation (2.18]) ausreicht, die Konjugation von
(r,c) zu (r~1,¢) oder (r=%,¢)7! in (A’ * B') x C zu zeigen, da aus einer Konjugation von
rzu r~ in A’ B’ auch die Konjugation von r zu 7~ in A % B folgt und der Faktor C

gleich geblieben ist. Den restlichen Beweis fithren wir per Induktion iiber |r|.

Fiir den Induktionsanfang setzen wir |r| = 2 voraus. O.B.d. A. sei 7 = u(1)v(1). Dann
gilt (A"« B') x C =~ Fy, x C, wobei F, die freie Gruppe vom Rang 2 sei. Da A x C
nach Voraussetzung die Magnus-Eigenschaft besitzt und A indizierbar ist, besitzt laut
Lemma[2.10|Z x C' die Magnus-Eigenschaft. Wegen Satz [2.5] besitzt schlieBlich auch F» x C
die Magnus-Eigenschaft.

35



Fiir den Induktionsschritt betrachten wir zwei Félle (siche unten). Normale Abschliisse
sind invariant unter Konjugation. Daher diirfen wir o. B.d. A. voraussetzen, dass die Nor-
malform von 7 bzgl. A’ «+ B’ eine gerade Linge hat. Da A’ sowie B’ lokal indizierbar und

als endlich erzeugte Gruppen damit auch indizierbar sind, existieren Epimorphismen
p: A -7 und ¢:B —Z.
Fiir beliebige Elemente w = u(1)v(1)u(2)v(2)...u(n)v(n) € A+ B in Normalform definie-

ren wir w4 := u(1)u(2)...u(n) und wp := v(1)v(2)...v(n).

Fall 1: Es gelte ¢(ra) = 0 oder ¢(rp) = 0.
O.B.d. A. gelte p(ra) = 0. Sei ¢ : (A" x B") x C' — Z der durch ((w,d) = ¢(w4) definierte
Epimorphismus. Dann liegt (r,¢) im Kern von (. Weiter sei a € A’ ein Element mit
¢(a) = 1. Wir definieren A := ker(¢) und B; := a™*B'a’ (i € Z). Da ((c) = 0 fiir alle c € C
gilt, diirfen wir mithilfe von Lemma

ker(¢) = (A= % B;) x C (2.22)
€7
schreiben. Fiir 7; := a~%ra’ erhalten wir laut Lemma
<<(ri’ C)|Z € Z>>ker(§) = <<(T;1, c)|fL € Z>>ker(()'
Man bemerke, dass wegen r; = a~*ra’ und Notation m
Wryy = wWp, 4 und .y, =y, + £ fiir alle k, £ € Z (2.23)
gilt. Wir withlen Indizes 4, j € Z mit i < 7, so dass (r5 ', ¢) in
<<(ri? C)v (ri-i-la C)v s (Tj7 C)>>ker({)

liegt und j — ¢ minimal mit dieser Eigenschaft ist. Unser Ziel ist zu zeigen, dass i =

j = 0 gilt. Im Hinblick auf einen Widerspruch gelte daher ¢ < j. Unter Verwendung von

Lemma [2.27] folgt W,=1 = Wr = Wr;, denn wére wy, echt kleiner als Wr; s wiirde (7, 1, ¢) im

linken Faktor des amalgamierten Produkts aus Lemma [2.27] liegen und somit bereits dort
trivial sein. Dies widerspricht der Minimalitét von ¢ — j. Mit Lemma kann in analoger

Weise a1 = a;, < oy, gezeigt werden. Insgesamt erhalten wir:
0

) 2-23) . :
(i) oy € @, = apy+i1 = 0<1i

. @23 ) .
(ii) wry = wy, 23 wro 7 = 0=

Wir folgern mit (i) und (ii) die Ungleichungskette 0 < i < 7 < 0. Somit gilt i = j = 0.
SchlieBlich ist (ry ', c) ein Element von ((ro, ) Dker(¢)- Aus Symmetriegriinden liegt auch
(ro,c) in {(ryt, ) Dker(c) und es folgt insgesamt

Lo, ) Mrer(c) = L5, &) Vker(c)- (2.24)
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Als Nichstes zeigen wir, dass rg geschrieben in den Erzeugern des freien Produkts
mindestens zwei Faktoren B; benutzt. Im Hinblick auf einen Widerspruch nehmen wir an,
dass ro und damit auch ry ! nur einen Faktor B; benutzt. Man bemerke, dass B; = By
gilt, da die Normalform von r bzgl. A’ x B’ eine gerade Linge von mindestens 2 hat.
Laut Voraussetzung gilt somit rg = r € A« By = A x B'. Dies steht im Widerspruch zur

Definition von A’, denn wegen a ¢ A ist A eine echte Untergruppe von A’

Wir schreiben

ker(¢) = (K = By) x C' mit K := Ax % By.
k#0

Da ryp neben By mindestens einen weiteren Faktor B; mit ¢ € Z\{0} benutzt, hat eine
Normalform von rg € K = By eine gerade Liange von mindestens 2. Wir begriinden, dass
diese Linge echt kleiner als die Lénge der urspriinglichen Normalform von r € A" « B’ ist:
Beim Umschreiben der Normalform rg € K # By in die Normalform r € A’ *+ B erhilt man
fiir jedes By-Stiick wegen B’ = By ein B’-Stiick. Jedes Stiick von K entspricht einem Teil
der Normalform r, welcher ein A’-Stiick ist oder mit einem A’-Stiick anfingt und endet,
denn ansonsten wiire das erste oder letzte Stiick des Teilworts aus K = Ax s k20 B ein By-
Stiick. Beim Zusammenfiigen dieser Teilworter mit den B’-Stiicken kénnen sich somit keine
Kiirzungen ergeben. Insbesondere kann 7y nicht gleichzeitig mit einem By-Stiick anfangen
und enden. Wir erhalten somit fiir jedes Stiick der Normalform von rg € K * By mindestens
ein Stiick der Normalform von r € A’ «+ B'. Laut Voraussetzung enthélt mindestens ein K-
Stiick von rqg ein Stiick aus B;. Fiir dieses K-Stiick erhalten wir mindestens drei Stiicke in
der Normalform von r € A’ x B’. Folglich ist die Normalform von rg € K * By echt kiirzer

als die von r e A’ + B’.

Um schliellich die Induktionsvoraussetzung anwenden zu kénnen, mochten wir rq als
Element eines freien Produkts zweier Faktoren darstellen, die nicht nur lokal indizierbar,
sondern auch indizierbar sind. Dazu betrachten wir die Normalform von rg € K * By. Die
von den K-Stiicken erzeugte Untergruppe nennen wir K’ und die von den By-Stiicken
erzeugte Untergruppe B(. Man bemerke, dass beide Untergruppen endlich erzeugt, lokal
indizierbar und damit auch indizierbar sind. Wir haben bereits gezeigt, dass die Nor-
malform von rg € K = By eine gerade Lénge grofer oder gleich 2 besitzt. Daher kann
(ro,c) € (K’ * Bjj) x C nicht zu einem Element von K’ x C' oder B{, x C' konjugiert sein.
Durch Anwendung von Lemmam erhalten wir fiir C':= C' r Lro)(xr«By)xc die Einbet-
tungen von K’ x C'und By x C' in ((K'* Bj)) x C)/R, wobei R := {(ro, ¢))(k'«py)xc- Dies
rechtfertig analog zu die Schreibweise

(K % By) x O)/{(ro,0)) = (KxC) =« ((K'«By)xC)/R % (ByxC).
K'xC ByxC
Als Faktor des amalgamierten Produkts bettet ((K’+Bj)) x C)/R in ((K#By) xC)/{(ro,¢))
ein. Da (ry!, ¢) wegen trivial in ((K * Bo) x C)/{(ro,c)) ist, muss (ry ", c) folglich
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bereits in ((K' % Bj) x C)/{(ro,c)) trivial sein. Aus Symmetriegriinden ist auch (ro, ¢)
in (K" B)) x C)/{(ry*, )Y trivial. Insgesamt erhalten wir die Gleichheit der normalen
Abschliisse von (rg,c) und (ry ', ¢) in (K’ % By) x C. Durch Anwendung der Induktions-
voraussetzung folgt, dass (ro,c) in (K’ * BY) x C zu (ry*, c):! konjugiert ist. SchlieBlich
ist auch (r,c) in (A= B) x C zu (r~,c)*! konjugiert, denn K’ * B} ist nach Konstruk-
tion eine Untergruppe von A= B. Dies beendet den Beweis der Implikation fiir Fall 1.

Fall 2: Es gelte ¢(ra) # 0 und ¢ (rg) # 0.
Wir betrachten den Epimorphismus £: (A" * B') x C' — Z, welcher durch

§(w,d) = P(rp) -p(wa) — ¢(ra)-P(ws)

definiert ist. Sei r = u(1)v(1)u(2)v(2)...u(3)v(§) eine Normalform von r bzgl. A"+ B',
wobei u(i) € A" und v(i) € B’ (1 <14 < §) gelte. Wegen ¢(r4) # 0 existiert mindestens ein
A'-Stiick a := u(i) von 7 mit £(u(i)) # 0. Indem wir r ggf. zyklisch vertauschen, diirfen
wir 0.B.d.A. a = u(1) annehmen. Wir wéhlen ein b € B’ mit ¢(b) = —1 und setzen
w=E&(a) # 0 sowie v := £(b) (= p(ra) #0).

Da A’, B’ lokal indizierbar und damit insbesondere torsionsfrei sind, diirfen wir

~

G

(@) _x (A« B - GP)yxC = (A"«B"Y xC  (2.25)
mit A" = (A,q| @ =a) und B" := (B.b| bW =b)

definieren. Nach Satz sind auch A” und B” lokal indizierbare Gruppen. Wir wihlen
einen zusitzlichen Erzeuger z und erweitern ¢ durch £(@) = £(b) = £(z) = 1 zu einem
Epimorphismus von G # (x) auf Z. SchlieBlich definieren wir @; := r~‘dz’~! und by =

z bzt (i € Z). Dann gilt laut Lemma m
ker(€) = ((A” nker(€)) = (B" A ker(€)) # (a;, b; (i € Z) | )) x C.

Fiir r; := 27 'rx" erhalten wir wegen Lemma die Gleichheit der normalen Abschliisse
der Mengen {(r;, c)|i € Z} und {(r;*,c)|i € Z} in ker(£). Den kleinsten bzw. groften Index
k, so dass 1; € ker(€) einen Erzeuger by, benutzt, bezeichnen wir mit a,, bzw. w,,. Es gilt:

Q.

;= 1, W

: j = Wt sowle an, = oy, + k, wr=wr, +k (Vi keZ)

Wir wéhlen Indizes ¢,j € Z mit ¢ < j, so dass (ry L ¢) in

Lriy &)y (ric1,0), - (15, €) Dier(e)

liegt und j — ¢ minimal mit dieser Eigenschaft ist. Unser Ziel ist zu zeigen, dass ¢ = j =0
gilt. Im Hinblick auf einen Widerspruch gelte daher ¢ < j. Wir mochten Lemma
anwenden. Dazu setzen wir B; := (b;) und A := (A" nker(€)) = (B" nker(€)) =(a; (i € Z) | ).
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Wie in Fall 1 folgern wir aus Lemma und Lemma die Gleichungskette i = j = 0

und somit

Lo, ) Mrere) = (g™ &) Vxer(e)- (2.26)

Wir schreiben nun ker(¢) in der Form

ker(§) = (K =L)xC mit
K A" nker(§) und L = (B" nker(g)) = (s, bi (i € Z) | .

Um zu sehen, dass die Normalform von rg bzgl. K * L eine echt kiirzere Léinge als die

Normalform r = av(1)u(2)v(2)...u(5)v(y) bzgl. A"« B’ besitzt, formen wir die beiden

Normalformen ineinander um. Wir schreiben

ro= av(Du(2). ..v(g)
Ul /J,E—u 31 .561 =61, L0101 79y goem—2p02m—2, 6277,723_5271,72 o~
atz™H -z o(1) x xa u(2)...a x x v(2)

fiir Element @(i) € A” nker(¢), 9(i) € B” nker(¢) und ¢; € Z. Wie im Beweis zu Lemma

bemerken wir aFzF = H?;éﬁ_j sowie bFz—F = H?;&b_j. Schliellich erhalten wir die

Darstellung
~ ~ ~ ~ ~ ~ M
o= WA e g(1) (1) g(2) () WD) L fn—2) gln—1)-3(3),
~ g ~ -
eL eK >

wobei f(i) Elemente in den Erzeugern @; (j € Z) und g(i) Elemente in den Erzeugern Ej
(j € Z) sind. Wir sehen, dass mit Ausnahme des ersten A’-Stiicks a = u(1) vonr € A’ = B’
alle Stiicke von r € A’ x B’ in jeweils hochstens ein Stiick von rg € K * L iibergegangen
sind. Da a und v(1) in ein gemeinsames L-Stiick iibergegangen sind, ist die Linge der
Normalform von rg € K = L echt kleiner als n. Um die Induktionsvoraussetzung anwenden
zu kénnen, miissen wir zu Faktoren iibergehen, welche nicht nur lokal indizierbar, sondern
auch indizierbar sind. Dafiir definieren wir K’ bzw. L’ als die von allen K- bzw. L-Stiicken
von 19 € K = L erzeugte Untergruppe. Fiir K’ = {1} folgt A’ =~ Z. In diesem Fall gehen
wir zum Beginn von Fall 2 zuriick und fithren den Beweis mit vertauschten Rollen von
A’ und B’ durch. Gelangen wir auch hier zum Fall B’ =~ Z, so sind wir in der Situation
A"« B' = F, des Induktionsanfangs. Wir diirfen daher o.B.d.A. annehmen, dass die
Normalform von 79 € K’ « L' eine gerade Linge von mindestens 2 besitzt. Ahnlich wie
zuvor bei folgern wir fiir R := L(ro, ) Drrsryxcs N == C n Rund C := C/N
mithilfe von Lemma die Darstellung
(K L) x C)/{(ro,0)) = (KxC) x_((K'«xL)xC)/R =+ (LxC)
K'xC L'xC

Analog zu Fall 1 folgt die Gleichheit der normalen Abschliisse von (rg,c) und (ry ', ¢) in
(K'+ L") x C. Laut Induktionsvoraussetzung ist daher (ro,c) in (K’ L") x C' zu (ry*, c)*!
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konjugiert. Da (K’ * L') x C eine Untergruppe von (G * (z)) x C ist, erhalten wir die
Konjugation von (r,c) zu (r=*,¢)*! in (G = (z)) x C. Wir erinnern daran, dass r ein
Element von G ist. Durch Anwendung der kanonischen Projektion von (G = (z)) x C auf
G x C erhalten wir daher die Konjugation von (r,c) und (r~!,¢) in G x C. Zudem gilt
r € A"« B'. Zweimalige Anwendung von Lemma (i) auf das amalgamierte Produkt
aus ergibt schlieBlich die Konjugation von (r,¢) zu (r~!,¢)*! in (A’ * B') x C und
damit auch in (A * B) x C.

Insgesamt haben wir nun Implikation (2.18]) und somit die Magnus-Eigenschaft von
(A= B) x C bewiesen.
O

Schliefflich kénnen wir die Aussage von Satz aus Proposition [2.32] folgern:

Beweis von Satz [2.18l
Fiir den Beweis von Satz (fiir beliebige Indexmengen 7) erinnern wir zunéchst an
Bemerkung dass freie Produkte lokal indizierbarer Gruppen wieder lokal indizierbar
sind. Somit erhalten wir aus der Giiltigkeit von Satz fir |J| = 2 (siehe Proposi-
tion die Giiltigkeit von Satz fiir alle endlichen Indexmengen 7. Den Beweis
fiir unendliche Indexmengen J fithren wir als Widerspruchsbeweis. Dazu seien Elemente
(r,c), (s,d) € G := (*kjeg Aj) x C mit demselben normalen Abschluss in G gegeben, so
dass (r,c) in G weder zu (s,d) noch zu (s,d)~! konjugiert ist. Da r und s endlich sind,
existiert eine endliche Teilmenge J' < J, so dass (r,¢) und (s,d) bereits Elemente der
Untergruppe G’ := (%jes’ Aj) x C von G sind. Wir definieren die kanonische Projektion
m: G — G'. Wegen 7((r,c)) = (r,c) und w((s,d)) = (s,d) sind die normalen Abschliisse
von (r,¢) und (s,d) in G’ gleich. Aufgrund der Endlichkeit von [J’ folgt, dass (r,c) in der
Untergruppe G’ von G zu (s, d) oder (s,d) ! konjugiert ist. Dies ist ein Widerspruch.

O
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3. Eine Magnus-Erweiterung iiber lokal
indizierbare Gruppen

In diesem Kapitel beweisen wir folgenden Hauptsatz.

Hauptsatz 3.1. Seien C' und G Gruppen, die eine der beiden folgenden Bedingungen

erfiillen.
(1) Es gelte C = {1} und G sei lokal indizierbar.
(2) Es gelte C # {1} und G sei sowohl lokal indizierbar als auch indizierbar.

Weiter sei u ein nichitriviales Element in G. Dann besitzt die Gruppe

G=(q o F(a,b)) x C

genau dann die Magnus-Figenschaft, wenn G x C' die Magnus-FEigenschaft besitzt.
Zu den Bedingungen (1) und (2) von Hauptsatz bemerken wir:

Bemerkung 3.2. Offensichtlich ist jede endlich erzeugte lokal indizierbare Gruppe in-
dizierbar. Andererseits existieren lokal indizierbare, aber nicht indizierbare abzihlbare
Gruppen (z.B. Q). Zudem gibt es indizierbare, aber nicht lokal indizierbare endlich er-
zeugte Gruppen (z.B. Z x Zs).

3.1. Reduktion auf eine neue Gruppe

Als Erstes werden wir zeigen, dass G x C die Magnus-Eigenschaft besitzt, falls G die
Magnus-Eigenschaft besitzt. Dazu beweisen wir mit Lemma [3.5] eine leicht allgemeinere

Aussage. Wir definieren:

Definition 3.3. Seien G’ eine Gruppe und G eine Untergruppe von G’. Dann bezeich-
nen wir G als konjugationsneutrale Untergruppe von G'; falls aus der Konjugation zweier

beliebiger Elemente 7, s € G in G’ auch die Konjugation von r und s in G folgt, d. h.
VrseG: (QueG: vlru=s) = (QveG: v irv=ys)).

Fiir konjugationsneutrale Untergruppen beweisen wir folgende einfache Aussagen, wel-

che den Beweis von Lemma verkiirzt.
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Lemma 3.4. Sei G eine konjugationsneutrale Untergruppe einer Gruppe G'. Falls G' die

Magnus-Figenschaft besitzt, dann besitzt auch G die Magnus-FEigenschaft.

Beweis. Seien r, s € G zwei Elemente mit {r)ag = {s)q. Dann gilt auch {r)qg = {sHar.
Laut Voraussetzung besitzt G’ die Magnus-Eigenschaft. Somit gilt 7 ~¢ sT!. Da G eine

konjugationsneutrale Untergruppe von G’ ist, folgt schlieflich 7 ~g s*!.

O]

Lemma 3.5. Scien G', C Gruppen und G eine konjugationsneutrale Untergruppe von
G'. Wenn G' x C die Magnus-Eigenschaft besitzt, dann besitzt auch G x C die Magnus-
Eigenschaft.

Beweis. Wir nehmen an, dass G’ x C' die Magnus-Eigenschaft besitzt. Dann besitzen wegen
Bemerkung auch die Gruppen G’ und C die Magnus-Eigenschaft. Mit Lemma folgt
die Magnus-Eigenschaft der Gruppe G.

Im Hinblick auf einen Widerspruch besitze G x C nicht die Magnus-Eigenschaft. Dann
existieren laut Lemma Elemente (r,c), (r,c™!) € G x C' mit demselben normalen
Abschluss in G x C, so dass weder 7 zu ~! in G noch ¢ zu ¢~! in C konjugiert sind.
Da G eine Untergruppe von G’ ist, sind auch die normalen Abschliisse von (r,c) und
(r,c™!) in G’ x C gleich. Laut Voraussetzung besitzt G’ x C' die Magnus-Eigenschaft.
Somit ist entweder r zu 7! in G’ oder ¢ zu ¢! in C konjugiert. Letzteres haben wir

bereits ausgeschlossen. Es folgt
r~r !t in G', aber r«r !inG.

Da r ein Element der konjugationsneutralen Untergruppe G von G’ ist, erhalten wir einen
Widerspruch.
O

Wir bemerken, dass G aus Hauptsatz wegen Lemma (ii) eine konjugations-
neutrale Untergruppe von G %  F(a,b) ist. Somit diirfen wir Lemma auf G/ =

u=[a,b

G = F(a,b)anwenden. Folglich besitzt G x C' die Magnus-Eigenschaft, falls G=GxC

u=[a,b]

die Magnus-Eigenschaft besitzt. Damit ist eine Implikationsrichtung von Hauptsatz[3.1] be-

wiesen.

Im restlichen Beweis widmen wir uns der anderen Implikationsrichtung der Aquivalenz-

aussage von Hauptsatz d. h. wir zeigen:

Satz 3.6 (Riickrichtung von Hauptsatz(3.1). Es seien die Bedingungen von Hauptsatz
erfillt. Wenn G x C die Magnus-FEigenschaft besitzt, dann besitzt auch G = (G *y—[a,p]
F(a,b)) x C die Magnus-Eigenschaft.

Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts leiten wir Satz[3.6)aus Proposition [3.8|ab, welche
wir in den Abschnitten [3.2] bis [3.7] beweisen. Zuvor bemerken wir Folgendes:
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Bemerkung 3.7. Wir betrachten eine Gruppenprisentation G = (£ | R) mit Erzeu-
germenge E und Relationenmenge R. Sei z ein Erzeuger aus E. Falls alle Relationen aus
R in der von E erzeugten freien Gruppe eine Exponentensumme von 0 bzgl. x besitzen,

so ist die Exponentensumme eines beliebigen Elements r € G bzgl. x wohldefiniert.

Proposition 3.8. Secien C und G Gruppen, fiir welche eine der beiden folgenden Bedin-

gungen erfillt ist.

(1) Es gelte C = {1} und G sei lokal indizierbar.

(2) Es gelte C # {1} und G sei sowohl lokal indizierbar als auch indizierbar.

Zudem besitze G x C die Magnus-Eigenschaft. Wir betrachten die Gruppe

H=(G = F(zb)xC

u=[zk b]

fir ein nichttriviales Element uw € G und k € Z\{0}. Weiter seien Elemente (r,c), (s,d)
von H mit den folgenden FEigenschaften gegeben:

e Die Elemente (r,c) und (s,d) besitzen denselben normalen Abschluss in H.

o Das Elementre G [*k ]F(x, b) ist nichttrivial und besitzt eine Exponentensumme
u=[z* b

von 0 bzgl. x.

o Im Fallk # 1 besitzt r € G [*k ]F(ac, b) eine Exponentensumme ungleich 0 bzgl. b.
u=[z* b

Dann ist (r,c¢) in H zu (s,d) oder (s,d)* konjugiert.

Beweis von Satz [3.6| unter Voraussetzung von Proposition

Dieser Beweis verlduft analog zur Deduktion des Haupttheorems aus Proposition 2.1
in [BSO8|. Zunidchst bemerke man, dass die Exponentensummen bzgl. a, b in G bzw.
z, b in H laut Bemerkung wohldefiniert sind. Seien (r,c) und (s,d) Elemente aus G
mit demselben normalen Abschluss in G. Wir mochten zeigen, dass (r,c) in G zu (s, d)*
konjugiert ist. Dazu betrachten wir als Erstes den Fall, dass » und damit auch s trivial
sind. Dann erhalten wir die Gleichheit der normalen Abschliisse von ¢ und d in C. Das
direkte Produkt G x C besitzt nach Voraussetzung von Satz die Magnus-FEigenschaft.
Wegen Bemerkung besitzt daher auch C die Magnus-Eigenschaft. Somit ist ¢ in C
zu dt! und folglich (1,¢) in G zu (1,d)*! konjugiert. Im Folgenden diirfen wir also r als
nichttrivial voraussetzen. Die Exponentensumme eines Elementes w bzgl. eines Erzeugers

z bezeichnen wir mit w,.

Fall 1: Sei rp = 0, wobei 1, die Exponentensumme des Elements r bzgl. b sei.

In diesem Fall benutzen wir die Prasentation

G=(G 71*[1) ]F(a,b)) x C.
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Durch Umbenennung von a, b, u in b, z, u~" ergibt sich eine Darstellung der Form H aus
Proposition [3.§ samt der dort geforderten Bedingungen. Somit folgt Satz [3.0] direkt aus
Proposition [3.8]

Fall 2: Sei r, # 0.

In diesem Fall existiert eine natiirliche Einbettung

G':=G x F(a,b) — H :=G = F(z), (3.1)

u=[a,b] a=zx"b

welche eine natiirliche Einbettung

G — H:=H'xC = (G * F(z,b)xC

u=[z"b,b]

induziert. Wegen der Gleichheit der normalen Abschliisse von (r, ¢) und (s, d) in G stimmen
auch die normalen Abschliisse der beiden Elemente in H iiberein. Sei b = z~"*b. Dann

diirfen wir wegen
[270,b] = 2 b ta"vb = 2 b L™ = [27, b]
mit der Présentation

H =G =+ F(zb) (3.2)

arbeiten. Zudem diirfen wir das Element r € G’ als Element von H’ betrachten. Fiir die
Exponentensummen r,, 7, von r € G’ bzgl. a, b sowie fiir die Exponentensummen 7, r;

von r € H' bzgl. x, b gilt:
Ty =Talhb —Tp7q =0 und 15 =1, #0

Somit sind alle Bedingungen von Proposition erfiillt und (r,c) ist in H zu (s,d)*!
konjugiert. Indem wir (s,d) ggf. invertieren, kénnen wir o. B.d. A. annehmen, dass (r,¢)
in H zu (s,d) konjugiert ist. Daher gilt r ~p s und ¢ ~¢ d. Wegen folgt r ~q s
sofort aus Lemma mit Bedingung (i). Schliefllich gilt (r,c) ~x (s, d).

O

Als Vorbereitung fiir die folgenden Abschnitte fithren wir weitere Bezeichnungen ein.

Notation 3.9. Wir setzen

H =G sy ) F(x,b) sowie H:=HxC (vgl. H aus Proposition [3.8)

und betrachten fiir die laut Bemerkung wohldefinierte Exponentensumme h, eines

Elements h € H bzw. he H bzgl. x die Homomorphismen

p: H — Z, h +— hy bzw.
$: H — Z, (h,c)—>hy (heH, cel).
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Wir definieren
M :=ker(¢) und K :=ker(p).
Dann gilt K = M x C.

Laut Voraussetzung von Proposition besitzt r eine Exponentensumme von 0 bzgl.
x. Somit gilt r € M und (r,c) € K. Es folgt, dass auch alle Elemente aus dem normalen
Abschluss von (r,c) in H Elemente von K sind. Insbesondere liegt (s,d) in K. Falls wir
zeigen konnen, dass (r,c¢) in der Untergruppe K von H 7u (s,d)*! konjugiert ist, folgt
sofort die Konjugation von (r,c) in H zu (s,d)*!. Die Bedingungen von Proposition
ermoglichen es uns also, bei der Beweisfithrung von Proposition anstelle von H mit

dem Kern K des Homomorphismus ¢ zu arbeiten.

3.2. Struktur von K und b-rechts/links-Erzeugendensysteme

Wir benutzen die Bezeichnungen aus Notation Mithilfe des Reidemeister—Schreier-
Verfahrens ermitteln wir eine Présentation des Kerns K = M x C von @. Im Folgenden
schreiben wir fiir ein Element (a, 1) eines direkten Produkts A x B auch a € A x B, um
die Beweise dadurch iibersichtlicher zu gestalten. Wir erinnern zunéchst an die Definition

einer Schreier-Transversalen (vgl. z. B. [Bog08]).

Eine Schreier-Transversale fiir eine Untergruppe M™ einer freien Gruppe H™ ist eine
Menge T frei gekiirzter Worter in H*, so dass jede Nebenklasse von M* in H* genau
ein Wort aus 7 enthélt und fiir jedes Wort ¢ € T\{1} auch das Wort ¢ ohne den letzten
Buchstaben in T enthalten ist.

Die Gruppe H ist von G U {z,b} erzeugt. Sei H* die freie Gruppe mit Basis G U {z, b}
und sei £: H* — H der kanonische Homomorphismus. Wir definieren M* := ¢~ 1(M). Man
kann leicht iiberpriifen, dass 7 = {2° | i € Z} eine Schreier-Transversale fiir M* < H*
darstellt. Durch das Reidemeister—Schreier-Verfahren (vgl. z. B. [LS01, Chapter 11, Section
4]) erhalten wir die Erzeuger z~¢gz* und 2~z (g € G, i € Z) von M.

Notation 3.10. Fiir ein Element v € H mit v, = 0 und i € Z sei v; das Element z vz’

von M. Dann erhalten wir die Erzeuger
gi=z"'gz" und b; =272’ (ge G, i€Z) (3.3)
von M. Wir definieren die Untergruppen G; := z ‘Gz’ (i € Z) von M.

Durch das Reidemeister—Schreier-Verfahren erhalten wir fiir jede Relation v von H und
jedes Element ¢ der Schreier-Transversalen T eine Relation von M, welche dem Element
t~'vt geschrieben in den Erzeugern aus ([3.3)) entspricht. Fiir die Relation [2*,bJu=! = 1

von H erhalten wir also die Relationen

e ([ 0y et =1 & 2R T T e = 1 e by = biut (e Z)
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von M. Aus jeder Relation w von G erhalten wir abzéihlbar unendlich viele Relationen w;
(i € Z). Fiir jedes { € Z gilt
M = Ng*Ng+1*---*Ng+k_1 mit (34)
N; Py (Gieg * bizr ) » (Gi =i ) Z (Gitk * itk ) PR (i € Z),

i—k i i+2k

wobei Z; . der von biu;l in G; = {b;y und von b,y in G, * (b1, erzeugten zyklischen
Untergruppe entspricht.

Hinweis. Im Folgenden bezeichnet G die Gruppe Gy, wobei X das Produkt von i und j
sei. Diese Gruppe unterscheidet sich von der in Notation eingefiihrten Gruppe G; ;.

Die néchste Proposition liefert handlichere Erzeugendensysteme sowie eine Darstellung

von M als freies Produkt.

Proposition 3.11. Fiir jedes i € Z ist
E(i) == {bi,bix1,- -, biyp_1} U U G
JEZ
ein Erzeugendensystem von M. Zudem erhalten wir fiir jedes i € Z eine Prdsentation
M = <b1, bi+1, ceey bi+k—1 |> * .* Gj.
JEZ
Beweis. Sei
Si={bi} v |J Gjrri (i)
JEZ

Zunéchst zeigen wir, dass Sy ein Erzeugendensystem von Ny ist. Wir definieren fiir p € Ny

die Untergruppen
No. = B 3 ..
0.p (G _pk bk D) Z,(:,l)k 3 (Go = <bo ) A (Gpk * Cbpr D)
= <b7pk7 bf(pfl)lm RS bpk7 Gfplﬁ Gf(pfl)lm RS ka |
bjk = byt (—p < J < —=1), by = bjpuy (0<j<p—1)) (3.5)

von Nyp. Dann ist Ny die Vereinigung der unendlichen, aufsteigenden Kette Noo < No1 <
Nopo < .... Wir wenden eine Tietze-Transformation der Form , Entfernen eines Erzeugers®
auf den Erzeuger b_,; in an. Dadurch wird auch die Relation b_p; = b_pi1)pu—pk
entfernt. Man bemerke, dass der Erzeuger b_,; in keiner weiteren Relation vorkommt.
Durch schrittweise Anwendung von Tietze-Transformationen der gleichen Form auf die

Erzeuger b_(, 1)k, -, b—k und bpk, by, 1)k, - - -, by erhalten wir die Prisentation:

NO,p = <b0>Gfpk7G—(p—1)k7 s >ka | > = <b0 |> * |* G]k

|7]<p
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Somit ist Sp, := {bo} U U—pgjgp G ein Erzeugendensystem von Np,. Da Sy die Ver-
einigung der Erzeugendensysteme in der unendlichen, aufsteigenden Kette Soo < Sp1 ©
So2 € ... ist, folgern wir, dass Sp ein Erzeugendensystem von Ny ist. Zudem besitzt Ny
als Vereinigung der Untergruppen in der unendlichen, aufsteigenden Kette Noog < No 1 <

Nopo © ... die Présentation
No = bo |) = * Gjp. (3.6)
JEZ

Die Operation von x durch Konjugation auf M induziert einen Automorphismus von
M. Wegen 27 'Goz® = G; und x bz’ = b; fiir alle i € Z gilt auch 27 Noz? = N; und
27 8ozt = S;. Somit ist S; fiir alle i € Z ein Erzeugendensystem von N;. Wegen des
freien Produkts in erhalten wir fiir jedes i € Z ein Erzeugendensystem von M durch
Vereinigung der Erzeugendensysteme S; von Nj fiir j € {i,i + 1,...,i + k — 1}. Diese
Vereinigung entspricht genau der Menge £(i). Zudem erhalten wir wegen und

O

die gewiinschte Préisentation von M.

Das néchste Lemma nimmt eine zentrale Rolle im Abschluss des Beweises von Proposi-
tion 3.8 ein.

Lemma 3.12. Der Kern K von @: H—> 7 (siehe Notation besitzt die Magnus-
Eigenschaft.

Beweis. Wegen K = M x C und Proposition diirfen wir mit der Darstellung

K = ((bisbiv1, - bigp—1 ) * % Gj) xC
~ 4 JEZ

n'g

=F}

arbeiten, wobei Fj die freie Gruppe vom Rang k sei. Wir mochten im Fall, dass C' nicht
trivial ist, Satz [2.18 mit der Présentation von M aus Proposition [3.11] anwenden. Fiir C' =
{1} méchten wir Korollar anwenden. Dazu sind folgende Bedingungen zu iiberpriifen:

(i) Die Gruppe Fy, ist indizierbar und lokal indizierbar.

(ii) Die Gruppen G; (j € Z) sind lokal indizierbar und, falls C nicht trivial ist, auch

indizierbar.
iii) Die Gruppen Fj x C und G; x C' (j € Z) besitzen die Magnus-Eigenschaft.
J

Zu (i): Jede nichttriviale freie Gruppe ist indizierbar. Da jede Untergruppe einer freien

Gruppe frei ist, folgt somit auch die lokale Indizierbarkeit freier Gruppen.

Zu (ii): Die Untergruppe Gy von K ist nach Konstruktion isomorph zur Untergruppe
G von H. Laut Voraussetzung von Proposition ist G somit lokal indizierbar und,
falls C' nicht trivial ist, auch indizierbar. Die Untergruppe G; ist das Bild von G unter
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dem Automorphismus von K, welcher durch Konjugation mit 27 indiziert wird. Daher

iibertragen sich die gewiinschten Eigenschaften von Gy auf G; fiir alle j € Z.

Zu (iii): Wie im Beweis zu (ii) bemerkt, ist G fiir alle j € Z isomorph zu G. Somit besitzt
G; x C laut Voraussetzung von Proposition @ fiir alle j € Z die Magnus-Eigenschaft. Fiir
C = {1} besitzt Fy, x C = F}, als freie Gruppe die Magnus-Eigenschaft. Wir bemerken, dass
wir hierfiir die Voraussetzung der Indizierbarkeit von G nicht benétigen. Ist C' nichttrivial,
so ist G; laut (ii) indizierbar und es folgt mit Lemma dass auch Z x C' die Magnus-
FEigenschaft besitzt. Schlieflich folgern wir mit Satz dass L x C fiir alle Limesgruppen
die Magnus-FEigenschaft besitzt. Insbesondere hat dann Fj, x C die Magnus-Eigenschaft.

O

An dieser Stelle ist der Beweis der Aussage von Proposition dass (r,c¢) in H zu
(s,d)E! konjugiert ist, noch keineswegs abgeschlossen. Zwar haben wir nun mit K eine
Untergruppe von H mit der Magnus-Eigenschaft gefunden, welche die Elemente (9, c)
und (sg, d) enthélt, allerdings entspricht der normale Abschluss von (r,c) in H im Allge-
meinen nicht dem normalen Abschluss von (79, ¢) in K. Daher ist unklar, ob die normalen
Abschliisse von (rg,c) und (sg,d) in K iibereinstimmen. Wegen Lemma gilt jedoch,
dass die normalen Abschliisse von {(r;,c) | i € Z} und {(s;,d) | i € Z} in K {ibereinstim-
men. Dabei verwenden wir (z,1) € H fiir das Element z aus Lemma

In Abschnitt werden Werkzeuge zur Verfiigung gestellt, um spéter zum normalen
Abschluss eines Elements rg in K iibergehen zu kénnen und dann die Magnus-Eigenschaft

von K zu nutzen. Dafiir fithren wir u.a. folgende Notationen ein.

Notation 3.13. Wir definieren fiir s, t € Z folgende Untergruppen von M:

Mgy = (Gjbj|s<j<t), Msw:={Gj,bj|j=s), M wi:=(Gjbj|lji<t),
Gsp = (Gjls<j<t), Gooo:=(Gjlj=s), Goor=(Gjlj<t)

Bemerkung 3.14. Analog zum Beweis von Proposition erhalten wir fiir alle s € Z

und jedes i € Z grofler oder gleich s die Préisentation

Ms,w = <b17 biJrl’ ceey b’H—k—l |> * * GJ

J=s

sowie fiir alle ¢t € Z und ¢ € Z kleiner oder gleich ¢t die Prasentation

M_wot = bipy1,0ikr2,--,bi [ x * Gy

J<t

Notation 3.15 (b-rechts/links-Erzeugendensysteme). Fiir s, t € Z sei

Esoo = {bs,bsy1,- - berka} v | Gy

j=s
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das b-links-Erzeugendensystem von M, o, und

E oot i= {btki1,06 ky2,-- 050t} U U G

j<t

das b-rechts-Erzeugendensystem von M_q .

Die folgende Definition prézisiert den Begriff von Darstellungen eines Gruppenelements.

Definition 3.16. (Darstellungen) Seien U = (£ | R) eine Gruppenpréisentation, v
ein Element aus U und (: (£ |) — U der kanonische Homomorphismus. Dann nennen
wir jedes Element v € (€ |) mit {(v) = v eine Darstellung von v € U. In missbréuchlicher
Notation bezeichnen wir im Folgenden das zu einer Darstellung w € (£ |) gehorige Element

aus U ebenfalls mit w.

Fiir die néchste Definition erinnern wir daran, dass wir als Erzeugendensystem der

Gruppen G; (i € Z) die Gruppen selbst wihlen.

Definition 3.17. (gekiirzte Darstellungen von Elementen aus M) Sei w ein Ele-
ment von M. Wir bezeichnen eine Darstellung w von w bzgl. eines Erzeugendensystems
E(i) (i € Z) als gekiirzte Darstellung von w bzgl. £(i), falls sie von der Form

_ n
w o= 5131 7(¢)

ist, wobei folgende Bedingungen gelten:
(1) Es gilt ne Ny. (Firn =0ist w = 1.)

(2) Jedes 7(¥) ist ein nichttriviales, frei gekiirztes Wort der Gruppe <{b;, bi+1, ..., bitx—1 |)
oder ein Erzeuger aus G;\{1} fiir ein j € Z.

(3) Aufeinanderfolgende 7(¢), 7(£+1) stammen aus verschiedenen Erzeugendensystemen

G oder aus einem Erzeugendensystem G und {b;, bit1, ..., bitx—1 |)-

Wir nennen n die Linge der gekiirzten Darstellung von w bzgl. £(i). Die Elemente 7(¢)
(1 £ £ < n) nennen wir Stiicke der gekiirzten Darstellung.
In analoger Weise definieren wir fiir ein Element w aus M, bzw. M_y; gekiirzte

Darstellungen von w bzgl. & o bzw. £_« ;.

Zu den verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten eines Elements w € M bemerken wir

Folgendes.

Bemerkung 3.18. (Eindeutigkeit und Kiirzungsvorgang) Sei w eine beliebige Dar-
stellung bzgl. eines Erzeugendensystems £(i) von M. Indem wir nebeneinanderliegende
Erzeuger desselben Erzeugendensystems G; zusammenfassen und die Erzeuger b; (i € Z)
frei kiirzen, erhilt w die Form einer gekiirzten Darstellung bzgl. £(i). Einen solchen Uber-

gang von einer Darstellung zu einer gekiirzten Darstellung bezeichnen wir im Folgenden

49



auch als Kiirzen der Darstellung. Wir bemerken, dass die gekiirzte Darstellung wegen
Satz (Spezialfall fiir freie Produkte) und der Darstellung von M als freies Produkt
aus Proposition [3.11] eindeutig ist. Gleiches gilt auch fiir die gekiirzten Darstellungen eines

Elements aus My o bzw. M_ ¢ bzgl. 5 o bzw. E_o ;.
Schliefllich geben wir einen Algorithmus an, welcher Darstellungswechsel ermdglicht.

Algorithmus 3.19. Sei w eine Darstellung eines Elements von M bzgl. des Erzeugenden-
systems {b; | i € Z} U |,y Gi. Weiter sei s der kleinste Index j, so dass w einen Erzeuger
mit Index j benutzt. Das folgende Verfahren formt die gegebene Darstellung von w in eine
gekiirzte Darstellung bzgl. des Erzeugendensystems &, o, um: Zunéchst ersetzen wir jeden
Erzeuger b; in w durch bj,ku;_lk,, falls j > s + k. Anschliefend kiirzen wir. Enthélt die
neue Darstellung immer noch Erzeuger b;, welche nicht in & o, vorkommen, wiederholen
wir das Verfahren und gelangen schliellich zu einer gekiirzten Darstellung bzgl. des Er-
zeugendensystems & . Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten, da der grofite
Index j, so dass ein Erzeuger b; benutzt wird, mit jedem Durchlauf streng monoton kleiner
wird.

Sei t der grofite Index j, so dass die anfangs gegebene Darstellung von w einen Erzeuger
mit Index j benutzt. Dann kénnen wir w auf analoge Weise in eine gekiirzte Darstellung

bzgl. des Erzeugendensystems £_s ¢ umformen.
Zur Funktionsweise von Algorithmus betrachten wir ein kleines Beispiel.

Beispiel 3.20. Sei £ = 4. Wir betrachten das Element w := b1b1gg12b7ug, wobei g1o
ein Element aus Gypo sei. Der kleinste Index j, so dass w einen Erzeuger mit Index j
benutzt, ist 1. Um eine gekiirzte Darstellung von w geschrieben im Erzeugendensystem
E10 = {b1,b2,b3,b4} U |J Gy zu erhalten, schreiben wir mit Algorithmus [3.19

=1

w = Dbibeug grabruz = bibeug 'giabsuzluz = bibeug giabs = bibauy ‘ug 'g12bs

3.3. Duale Struktur von M

In diesem kurzen, aber technischen Abschnitt weisen wir auf eine besondere Struktur der
Gruppe K hin, welche wir als dual zu der in Abschnitt beschriebenen Struktur von
K Dbezeichnen. Die duale Struktur ermoglicht uns in den folgenden Abschnitten starke
Verkiirzungen bestimmter Beweisteile. In diesem Zusammenhang seien vor allem die Her-
leitung des Beweises von Lemma [3.37] aus Lemma [3.36] erw&dhnt sowie der Beweis der
Endlichkeit von Algorithmus fiir den dualen Fall (siehe Bemerkung .

Wir definieren fiir i € Z und g € G

b= b_u”}

] I-_ .
; sowie g; 1= g_;.
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Die Gruppe G_;, prisentiert mithilfe der Erzeuger ¢, anstelle von g_;, nennen wir G7. Bei
G’ und G_; handelt es sich also um zwei Bezeichnungen fiir dieselbe Gruppe. Die Erzeuger
aus {b} | i € Z} U | J,e; G} bezeichnen wir als duale Erzeuger von M. Einen Erzeuger g
(9 € G, i € Z) nennen wir dual zu g_;.

Indem wir die Erzeuger der Relation b;u; b= b; 41 mithilfe von dualen Erzeugern aus-
driicken, erhalten wir ¥’ , = b" Z-fku':il_k, wobei die Darstellung v’ , , € G’ , | aus der
Darstellung u;p € G;4 durch Invertierung und anschliefender Ersetzung aller Erzeuger
durch duale Erzeuger aus G’_,_, hervorgeht. Mithilfe der Indexverschiebung i = —i — k
erhalten wir die Darstellungen b}, , = bg,u;,_l (¢! € Z) der urspriinglichen Relationen

bw;l = b;y (i € Z). Dies rechtfertigt die Bezeichnung ,,dual®.

Analog zu Notation definieren wir fiir s, t € Z die Untergruppen

or = (G| s <j<t), My :=(G}b;|j=s), M o, =G5V |j<t),
o= (Ghls<ji<ty, Gy =(G;|j=s) und G,m:=<G;|a\ ty

von M. Somit entsprechen die Untergruppen M é,t’ M., und M’ + den Untergruppen

S,

M ¢ s, M oo, s und My . In gleicher Weise wie in Abschnitt [3.2] erhalten wir die Dar-

stellungen

M = <bza i1 7bg+k_1 |> * K G; fir alle 7 € Z,
JEZ
M;,OO = <bz’ 10 abg+k_1 |> * * G; fiir alle 7 € Z mit ¢ = S,
M.y = B, gyor-- b )+ % G fiir alle i € Z mit 4 <

jst

sowie die Erzeugendensysteme

E'@) i= (b, brs - Ui} v [ J G von M fiir alle i € 7,

JEZ

{05,051y i g} U U G5 von Mg, fiiralle i€ Z mit i > s,
j=s

{0 i1, b5 s b5} U U G5 von M, , fiirallei€eZmiti<t.
J<t

Analog zu Notation definieren wir fiir s, t € Z das b'-links-Erzeugendensystem
E o= W Vors U} w [ G von M,

i>s

und das b’ -rechts- Erzeugendensystem

g,—oot = {bl k1, Vi pgar -5 b1} U G;' von M,—oo,t'
j<t
SchlieBlich definieren wir gekiirzte Darstellungen bzgl. dualer Erzeugendensysteme in
gleicher Weise wie in Definition

Im Folgenden werden wir bei vielen Aussagen auch direkt die Formulierungen fiir die

zugehorigen dualen Objekte angeben und ggf. beweisen.
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3.4. o- und w-Grenzen

Bevor wir a- und w-Grenzen definieren, betrachten wir zur Motivation folgende Darstel-

lungen des Elements bkb,;il e M:

-1 —1 T | ~1 1 -1
boug urui—by ", = boug uiby = bpby g = bapuruy by

_ -1 -1 -1
= bapugrupty gy by

Wir sehen, dass die Darstellungen Erzeuger mit Indizes in unterschiedlichen Intervallen
benutzen. Es scheint jedoch in diesem Beispiel so zu sein, dass keine Darstellung von
bkb,:il existiert, welche ausschliellich Erzeuger mit einem Index echt grofer als k£ benutzt.
Auch scheint es keine Darstellung zu geben, welche ausschliefSlich Erzeuger mit Index echt

kleiner als 1 benutzt. Diese Beobachtung motiviert die folgende Definition.

Definition 3.21 (a-/w-Grenzen und a-w-Linge). Sei r ein nichttriviales Element

von M. Dann sind die a-Grenze o, die w-Grenze w, und die a-w-Ldnge |r|q, von r durch

ap = max{jeZ|reM;x},
wyp = min{jeZ|reM «;},
ITlaw = wr—oap+1

definiert. Analog definieren wir die dualen a- und w-Grenzen
oy :=max{j€Z|re M} und w, :=min{jeZ|reM .}
sowie die duale a-w-Linge ||y o = w, — o) + 1.

Wir zeigen nun schrittweise die Wohldefiniertheit der a- und w-Grenzen. Dabei widmen
wir uns zunéchst der a-Grenze «, fiir ein nichttriviales Element r € M. In Lemma [3.23
beweisen wir, dass der folgende Algorithmus eine Darstellung von r geschrieben mit Er-
zeugern aus {b; | i € Z} U | J;c; Gi in endlich vielen Durchlaufen zu einer Darstellung r*

von 1 bzgl. des Erzeugendensystems &, o von M, o umformt.
Algorithmus 3.22. Sei r ein nichitriviales Element von M.

(1) Wir betrachten eine Darstellung von r bzgl. der Erzeugermenge {b; | i € Z}U| ey Gi-
Sei A der kleinste Index p € 7, so dass die Darstellung von r einen Erzeuger mit
Index p benutzt. Insbesondere gilt dann r € M) . Unter Benutzung von Algorith-
mus ermitteln wir eine gekiirzte Darstellung r[1] von r bzgl. des Erzeugenden-
systems Ex oo. Sei j der kleinste Index v € Z, so dass r[1] einen Erzeuger mit Index
v benutzt. Wir bemerken, dass dann r[1] auch eine gekiirzte Darstellung bzgl. des

Erzeugendensystems &; o« ist.
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(2) Seir|2] die gekiirzte Darstellung von r, welche man erhdlt, wenn man jeden Erzeuger
b; inr|1] durch bjiru; ersetzt und anschliefSend kiirzt. Dann ist r|2] eine Darstellung
von 1 bzgl. des FErzeugendensystems

{bj11,0550,- -, bk} u | G (3.7)
i>j
(2a) Falls v[2] keinen Erzeuger aus G enthdlt, ist r[2] eine gekiirzte Darstellung
bzgl. des Erzeugendensystems &E;1.0. Wir wihlen € als den kleinsten Index
w € Z, so dass r|2] einen Erzeuger mit Index p benutzt. Mit den Eingaben
J =L und r[1] := r[2] beginnen wir Schritt (2) erneut. Man bemerke, dass der
Wert j echt grofier geworden ist.

(2b) Falls r[2] einen Erzeuger aus G; enthdlt, beenden wir den Algorithmus mit der
Ausgabe o, := j und r* := r|[1].

Lemma 3.23. Die Ausgabe o, von Algorithmus entspricht der in Definition [3.21
eingefiihrten a-Grenze von r. Die Ausgabe r* ist eine gekiirzte Darstellung von r bzgl. des

Erzeugendensystems &g, -

Beweis. Um Verwechslungen mit der in Definition [3.21] eingefiihrten a-Grenze .. zu ver-
meiden, bezeichnen wir in diesem Beweis den von Algorithmus ausgegebenen Wert fiir
o, mit &,.. Wir mochten beweisen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Durchlaufen

endet und &, = a, gilt.

Fiir die Endlichkeit des Algorithmus zeigen wir, dass die Liange der gekiirzten Darstel-
lung r[1] mit jedem Durchlauf, der den Algorithmus nicht beendet, streng monoton féllt.
Die Darstellung 7[2] geht aus r[1] hervor, indem wir jeden Erzeuger b; durch b, pu; er-
setzen. Falls die gekiirzte Darstellung r[1] kein Stiick aus G;\{1} (vgl. Definition
enthilt, so kann es zu keiner Kiirzung der neuen Teilworter u;.jl € G in r[2] kommen und
der Algorithmus endet. Enthélt r[1] ein Stiick aus G;\{1} und wir gelangen zu Schritt (2a),
so muss es zur vollstdndigen Kiirzungen der neuen Teilworter u;—rl mit Stiicken von r[1]
aus G gekommen sein. Daher ist die gekiirzte Darstellung r[2] echt kiirzer als r[1]. Wir

bemerken, dass r[2] die Darstellung r[1] des néchsten Durchlaufs ist.

Da Algorithmus @ das Element 7 als Element von Mjp, o, schreibt, gilt laut Definiti-
on @, < ap. Schliellich bleibt zu zeigen, dass r kein Element von My .1 o ist, also
&y = ay gilt. Algorithmus[3.22] kann nur in Schritt (2b) enden. Daher benutzt die gekiirzte
Darstellung r[2] von r geschrieben in den Erzeugern von (mit j = &,) mindestens
einen Erzeuger aus Gy, . Wir bemerken, dass r[2]| der eindeutigen gekiirzten Darstellung
von r bzgl. £(&+1) entspricht. Zudem entspricht die gekiirzte Darstellung eines beliebigen
Elementes w € Mg, 41,00 bzgl. £(d, 4+ 1) der gekiirzten Darstellung von w bzgl. &, 41 co-
Da r[2] einen Erzeuger von £(&, + 1)\Ex, 41,00 enthélt, kann r somit kein Element von
My, 11,00 sein.

O
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Bemerkung 3.24. Indem man in Algorithmus [3.22] alle Objekte durch ihre zugehori-
gen dualen Objekte ersetzt, erhilt man einen Algorlthmus, der zu einer nichttrivialen
Darstellung r € M die duale a-Grenze o' sowie eine gekiirzte Darstellung von r bzgl.
des dualen Erzeugendensystems 8&; o ausgibt. Auch der Beweis der Funktionalitéit dieses

Algorithmus verlauft analog zu Lemma [3.23

Somit sind die a-Grenzen «, und «/. fiir jedes nichttriviale Element r € M wohldefiniert.
Wegen Punkt (a) des folgenden Lemmas sind damit auch die w-Grenzen w, und w/. von r
wohldefiniert.

Lemma 3.25. Seir ein nichitriviales Element von M.
(a) Es gilt w, = —a. und w,, = —ay.. Insbesondere folgt |r|aw = |7|a/ w -

(b) Fiir allei,j € Z gilt oy, ; = o, +j und wy,,; = wy, + j. Insbesondere folgt |ri|aw =
[7itjlaw. (Zur Erinnerung: r; := x~'ra’, siehe Notation

Beweis. Zu (a): Die Aussage folgt sofort aus Definition denn in Abschnitt [3.3| haben
wir bereits bemerkt, dass fiir alle ¢ € Z die Untergruppe M_q; der Untergruppe M’ t.00

entspricht. Falls also ¢ der kleinste Index ist, so dass r ein Element von M_, ; ist, dann

ist —i der groBte Index, so dass r ein Element von M’; , ist. Es folgt w, = —a;. Die
Gleichung w!. = —a, kann in analoger Weise gezeigt werden. Schliellich bemerken wir
|7a|a,w =w,—ap+1= _Oé;a — (—CU;) +1= w{n — Oé;, +1= |’I“|a/’w/.

Zu (b): Es reicht zu bemerken, dass wir eine Darstellung von r;;; erhalten, indem wir
in einer Darstellung von r; alle Indizes um j erhohen.
O

Beispiel 3.26.
(i) Seir = b_1ujg1b5uQ fiir einen Erzeuger g1 € G; und k = 3. Wir wenden Algorith-
mus [3.22] an:

Schritt (1) b,lujglbguglim = b,lujglb,luj Schritt (2a) b2g1b2
-

_—

Somit gilt o, = 1. Eine Darstellung von r bzgl. des dualen Erzeugendensystems
lautet by g’ b su'Ju'>)}, wobei ¢ ; der duale Erzeuger zu g; sei und v/ die Darstel-

—! erhilt, indem man alle Erzeuger durch ihre dualen

lung sei, welches man aus u_;

Entsprechungen ersetzt. Wir wenden auf diese Darstellung die duale Version von
Algorithmus - (siehe Bemerkung |3 an:

—1_1—1

: / / —1
Schritt (1) b ou' 5 g b gu Ju' ) = b u'

u 29 Wbsu’ 5u 21 Schritt (2a)
S S 4

/ —1 / /

b 2U 2g 1b QU 2 Schritt (2&) 1g_1b1

Also gilt of. = —1. Laut Lemma/3.25|(a) folgt w, = 1. Somit gilt |r|aw = wp—ar+1 =
1—1+1=1. Man bemerke, dass r kein Element von G, ., = G ist.
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(ii) Seien r = bsbg und k = 4. Anwendung von Algorithmus ergibt:

Schritt (1) bsbg Schritt (2a) bousbg

Wir lesen «,, = 5 ab. Die Darstellung 5" Su'__51bL cU ¢ ist eine Darstellung von r in
dualen Erzeugern. Die duale Version von Algorithmus ergibt:

Schritt (1) blf5u':5lblfﬁu/:61 Schritt (2a) bL5uf51bL2 Schritt (2a) b b’ 4
s 3 A

Es folgt al. = —2. Wegen Lemma (a) gilt w, = 2. Somit erhalten wir die negative
a-w-Lénge |r|aw =2—-5+1=—2.

(iii) Seir = bg fiir 4,4,k € Z und j # 0 # k. Dann liefert Algorithmus

Schritt (1) b‘g Schritt (2a) (bigrui)’,

also o, = i. Eine Darstellung von r geschrieben in dualen Erzeugern lautet (b ;u/~!)7.

—iU_
Durch die duale Version von Algorithmus erhalten wir:

Schritt (1 (bLiugl)j Schritt (2a (bl_i_s_ku'fiu:-l)j = b’ij

. . r 7
Schritt (2a) (b71+2ku72+k)

Somit gilt w, = —aj. = ¢ — k. Insgesamt folgt |r|qw =t —k—i+1=—k+1.

3.5. Geeignete Konjugierte

Dieser Abschnitt dient als Vorbereitung, um in Abschnitt [3.6.2]ohne weitere Voriiberlegung
Lemma anwenden zu konnen. Wir moéchten dafiir ein Konjugiertes 7 von r finden,
so dass jede gekiirzte Darstellung von 7 bzgl. der Erzeugendensysteme £(i) (i € Z) sowie
ihrer dualen Entsprechungen £'(7) (i € Z) im Sinne von Definition zyklisch gekiirzt

ist.

Notation 3.27. Sei r ein nichttriviales Element von M. Dann bezeichnen wir mit r(4)
die gekiirzte Darstellung von r bzgl. £(i) (siehe Definition [3.17). Mit 7/(i) bezeichnen wir
die gekiirzte Darstellung von r bzgl. £'(i) (siehe Abschnitt [3.3).

Erzeuger aus der Menge {b; | j € Z} nennen wir b-Erzeuger und Erzeuger aus der Menge
{t’; | j € Z} bezeichnen wir als b'-Erzeuger.

Wir schreiben abkiirzend, dass eine gekiirzte Darstellung mit einem b- bzw. b/-Erzeuger
beginnt, und meinen damit, dass das erste Stiick der gekiirzte Darstellung mit einem b-
bzw. V/-Erzeuger beginnt. Analog ist die Formulierung zu verstehen, dass eine gekiirzte

Darstellung mit einem b- bzw. b'-Erzeuger endet.
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Definition 3.28. Seien r ein nichttriviales Element von M und i € Z. Wir bezeich-
nen eine gekiirzte Darstellung r (i) bzw. /(i) als zyklisch gekiirzt, falls eine der folgenden

Bedingungen erfiillt ist:
(i) Die gekiirzte Darstellung r(i) bzw. /() besitzt eine Léinge kleiner oder gleich 1.

(ii) Das erste und letzte Stiick der gekiirzten Darstellung 7(i) bzw. /(i) stammen weder
beide aus demselben Erzeugendensystem G; noch bestehen beide Stiicke aus b- bzw.

b'-Erzeugern.

(iii) Die gekiirzten Darstellung r(7) bzw. r/(7) beginnt und endet mit b- bzw. &’-Erzeugern,

welche nicht invers zueinander sind.

Lemma 3.29. Seir ein nichttriviales Element von M. Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

(i) Es existiert ein i € Z, so dass r(i) mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers

beginnt.
(ii) Fir alle i € Z beginnt r(i) mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers.

(i1i) Es existiert ein i € Z, so dass r'(i) mit einer positiven Potenz eines b'-Erzeugers

beginnt.
(iv) Fiir alle i € Z beginnt 1’ (i) mit einer positiven Potenz eines b'-Erzeugers.

Beweis. Aus der gekiirzten Dastellung (i) konnen wir die gekiirzte Darstellung (i + 1)
erhalten, indem wir jeden Erzeuger b; in 7(i) durch b;,xu; ersetzen und anschlieffend
kiirzen. Umgekehrt erhalten wir aus der gekiirzten Darstellung r(i + 1) die gekiirzte Dar-
stellung r(7), indem wir alle Erzueger b;,j durch biu;1 ersetzen und anschlieffend kiirzen.
Der Erzeuger b;j liegt nicht in der Menge der von (i) benutzen b-Erzeuger und b; liegt
nicht in der Menge der von r(i + 1) benutzen b-Erzeuger. Zusammen mit der Darstellung
von M aus Proposition als freies Produkt folgt, dass es zu keinen Kiirzungen von
b-Erzeugern kommen kann. Eine Darstellung (i) beginnt also genau dann mit einem po-
sitiven b-Erzeuger, wenn (i + 1) mit einem positiven b-Erzeuger beginnt. Dies beendet

den Beweis der Aquivalenz von (i) und (ii).

In analoger Weise kann die Aquivalenz von (iii) und (iv) bewiesen werden. Fiir die
Aquivalenz von (i) und (iii) zeigen wir, dass (i) genau dann mit einer positiven Potenz
eines b-Erzeugers beginnt, wenn r/(—i—k+1) mit einer positiven Potenz eines b'-Erzeugers
beginnt. Dazu sei an die Bezeichnungen b;- = b_ju:jl und g; = g'_j (Vj € Z, g; € Gj)
aus Abschnitt erinnert. Wir erhalten also die gekiirzte Darstellung von 7() in dualen

"1 sowie alle Erzeuger g; € Gj

Erzeugern, indem wir jeden Erzeuger b; durch b juj = b Ju
durch ¢ ; ersetzen und anschlieBend kiirzen. Dies zeigt, dass die duale Darstellung mit

einer positiven Potenz eines b'-Erzeugers beginnt, falls r(i) mit einer positiven Potenz eines
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b-Erzeugers beginnt. Da r(i) b-Erzeuger mit Indizes aus der Menge {i,i +1,...,i +k— 1}
benutzt, sind in der dualen Darstellung ausschliellich b-Erzeuger mit Indizes in {—i — k +
1,—i—k+2,...,—i} enthalten. Es handelt sich somit um die Darstellung r'(—i—k+1). In
gleicher Weise kann gezeigt werden, dass r(i) mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers
beginnt, falls '(—i — k 4+ 1) mit einer positiven Potenz eines b’-Erzeugers beginnt.

O

Korollar 3.30. Fiir jedes nichttriviale v in M existiert ein Konjugiertes ¥ von r, so dass
7(i) und 7' (i) fir alle i € Z zyklisch gekiirzt sind (im Sinne von Definition [3.28).

Beweis. Wir withlen ein Konjugiertes 7 von r, so dass 7(0) zyklisch gekiirzt ist.

Fall 1: Das Konjugierte 7(0) enthalte keine b-Erzeuger.
In diesem Fall sind alle Darstellungen r(i) mit ¢ € Z identisch und somit zyklisch gekiirzt.
Die Darstellungen 7/(4) sind in diesem Fall ebenfalls fiir alle ¢ € Z identisch und gehen
aus der Darstellung 7(0) hervor, indem man jeden Erzeuger g; € G; (j € Z) durch den
dualen Erzeuger g°; € G_; ersetzt (siche Abschnitt . Daher sind die Darstellungen

~1!

7'(i) (i € Z) ebenfalls zyklisch gekiirzt.

Fall 2: Das Konjugierte 77(0) enthalte einen b-Erzeuger.

Zunichst bemerken wir, dass Lemma durch Invertierung auch auf Darstellungen an-
wendbar ist, welche mit einer negativen Potenz eines b-Erzeugers enden. O. B.d. A. diirfen
wir annehmen, dass 7(0) mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers beginnt oder mit
einer negativen Potenz eines b-Erzeugers endet (aber nicht beides fiir b-Erzeuger mit dem-
selben Index). Wegen Lemma (i)+(ii) gilt Gleiches fiir alle 7(¢) (i € Z). Insbesondere
ist (i) (i € Z) somit zyklisch gekiirzt. Die Anwendung von Lemma (iv) ergibt, dass
auch alle Darstellungen 7/(7) (i € Z) zyklisch gekiirzt sind.

O

Definition 3.31 (geeignete Konjugierte). Ein nichttriviales Element 7* aus M bezeichnen
wir als geeignetes Konjugat, wenn die gekiirzten Darstellungen von 7 bzgl. der Erzeugen-
densysteme £(i) und &£'(i) fiir jedes ¢ € Z im Sinne von Definition zyklisch gekiirzt

sind.

Bemerkung 3.32. Wegen Korollar existiert fiir jedes nichttriviale Element r aus M
ein geeignetes Konjugat. Da normale Abschliisse invariant unter Konjugation sind, diirfen
wir im Folgenden o.B.d. A. anstelle von r und s mit geeigneten Konjugierten 7 und §

arbeiten.

3.6. Beweis von Proposition fiir 7 mit positiver a-w-Lange

Dieser Abschnitt bildet den Abschluss des Beweises von Propostion |3.8|fiir den Fall, dass 7

eine positive a-w-Lange besitzt. Im ersten Unterabschnitt zeigen wir einige Hilfsaussagen,
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auf die wir nur in diesem Fall zuriickgreifen kénnen. Im zweiten Unterabschnitt beweisen
wir das zentrale Lemma[3.36] welches uns schlieBlich im dritten Unterabschnitt erméglicht,
vom normalen Abschluss der Elemente aus {(r;,¢) | i € Z} in K zum normalen Abschluss
eines einzelnen Elements (7, ¢) in K {ibergehen zu kénnen und so den Beweis dieses Falls

auf Lemma [3.12] zuriickzufiihren.

3.6.1. Eigenschaften von 7 mit positiver a-w-Lange

Lemma 3.33. Sei r € M\{1} mit |r|ow = 1 gegeben. Dann enthdlt jede Darstellung
von r geschrieben mit Erzeugern des Erzeugendensystems Eu, o von My, o mindestens
einen Erzeuger g; € G; mit i = w,. Jede Darstellung von r geschrieben mit Erzeugern

des Erzeugendensystems E!

/
P

/o Vo M,  enthilt mindestens einen Erzeuger g; € G} mit
™ ™
1= w

Beweis. Wir beweisen nur die nichtduale Aussage des Lemmas. Aufgrund der in Ab-
schnitt [3.3] geschilderten dualen Struktur von M kann die duale Aussage in gleicher Weise

gezeigt werden.
Laut Voraussetzung gilt o, < w,.. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei
re <barv bOtrJrlv RN bar—i-k—la Gara Ga7+la s 7Gwr71 |>

Indem wir die Relationen b; = bi,ku;_lk (i € Z) benutzen, erhalten wir

re <bar*k7 barfk+17 sy bOér_17 Gar*kv Gar*kJrla sy Gwr—l |> < <g_@7wr_1 |> = M—oo,wr—l-

Dies ist ein Widerspruch zu Definition [3.21
O

Durch Anwendung des Einbettungssatzes aus Lemma erhalten wir folgendes Ko-

rollar.

Korollar 3.34. Sei (7,¢) ein Element von K mit |Flaw = 1, wobei T ein geeignetes

Konjugiertes sei. Weiter definieren wir
N = (F)YknC und C := C/N.

Dann betten M. 41,00 % C und M_op ;-1 % C' kanonisch in K J{(¥,¢)) ein. Zudem betten
M’ x C' und M X C' kanonisch in K /{(F,c)) ein.

af+1,00
Beweis. Wir beweisen nur die erste der beiden Einbettungen im nichtdualen Fall, da die
anderen Einbettungen in analoger Weise gezeigt werden konnen. Wegen Proposition |3.11
Notation und Bemerkung erhalten wir die Darstellungen

K = MxC-= (<boz;‘+17b04;‘+2, .. '7b0é;+k |> * '*Z G]) x C
JE

(G—corap * May41,0) x C (3.8)
(G—oo,a; X C) é (Maf+17oo X C) (39)

12
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Fall 1: Sei 7 ein Element von G_« 4.
Durch Anwendung der Projektion 7: (G,OO,% * a;+1,00) X € — G_ga, x C erhalten

wir die Gleichung N = {(7,¢))G_.. ., N C. Dann gilt wegen der Definition von C und

B9):

K/{(F0)) = ((G=par x O)K(F,))) # (Mays1,00 x C)

%k
¢
Mit Korollar folgt die gewiinschte Einbettung.

Fall 2: Sei 7 kein Element von G_g o
Wir diirfen somit annehmen, dass 7 geschrieben als Element des freien Produkts in
den Faktor M, 41,0 benutzt. Aus Definition folgt, dass die Darstellung von 7 auch
den Faktor G_e o, benutzt. Da 7 als geeignetes Konjugierte im Sinne von Definition
zyklisch gekiirzt ist, kann 7 weder zu einem Element aus G_ o, noch aus Mg, 41,0 konju-
giert sein. Es sind folglich alle Bedingungen erfiillt, um Lemma anwenden zu kénnen.
Wir erhalten die kanonische Einbettung von M. 41,0 % C in K/{(F,c)).

O

3.6.2. Die Struktur einiger Quotienten von K

Notation 3.35. Sei (7,¢) ein Element in K, wobei 7 ein geeignetes Konjugiertes sei.

Dann definieren wir wie schon zuvor in Korollar [3.34]
Ny = {Fe)YknC wd Cr := C/Ni

Man bemerke, dass der Endomorphismus von K, welcher alle Erzeuger b; (i € Z) auf
bi+1 abbildet, alle Erzeuger ¢g; € G; (i € Z) auf g;+1 abbildet und alle Erzeuger von
C auf sich selbst abbildet, laut Abschnitt ein Automorphismus von K ist, welcher
eingeschriankt auf C' der Identitdt entspricht. Daher ist CN'; fiir alle 7 € Z identisch mit CN’;l
(wobei 7; := x 772", siche Notation .

Im Folgenden bezeichnen wir das Bild von ¢ € C' in der Faktorgruppe 5; von C wieder

mit c.

Lemma 3.36. Sei (7,c) ein Element aus K mit |Flow = 1, wobei T ein geeignetes
Konjugiertes sei. Weiter seien Zahlen m,n € Z mit m < n gegeben. Wir setzen s := oy, ,

t:=wp, —1 und w; := bm{l fir alle v € Z. Dann gilt:

(1) K@) |m<i<n)

= (Mg x C){(Fiy0) [m<i<n— 1)) S (M0 x C)/L(Tn, 0)))

mit P = QWi_jy1, We—g2, - - Wt | % Gsp = g1, beg2s o, bk | % Gs

(2) Die Gruppe Mgq1,00 X C bettet kanonisch in K /{(%i,¢) | m <i < n) ein.
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dass Aussage (2) fiir fest gewihlte Zahlen m, n von Aussa-
ge (1) impliziert wird. Wegen Korollar bettet Mgy, X C» kanonisch in die Gruppe
(Ms.00 x C)/L(T,c)) ein, welche wiederum als Faktor des amalgamierten Produkts aus
(1) in K/L(75,¢) | m < i < n)) einbettet. Insgesamt erhalten wir also Aussage (2).

Wir fixieren ein beliebiges Element m € Z und fithren den Beweis von Aussage (1)
per Induktion iiber n. Aufgrund der Voriiberlegung stehen uns dabei im Induktionsschritt

sowohl Aussage (1) als auch (2) fiir die Induktionsvoraussetzung zur Verfiigung.

Als Induktionsanfang (m + 1 = n) mochten wir

K/{(Fm, ), (Fny 0)) = (Mecog x C)/ LT 0)))  * ((Mso x C)/L(Fnsc))) (3.10)

PXC;

zeigen, wobel P =~ <wt,k+1,wt,k+2, e, Wy |> * G&t = <bt+1, bt+2, ceey bt+k |> * G&t. Um
diese kanonische Isomorphie zu zeigen, ist es ausreichend, folgende beiden Behauptungen

zu beweisen:

(a) Die Gruppe P x Cx bettet in (M_oo1 x C)[L(Tm, )y und (Mg o x C)/L(Th, c)) ein.
(Dies rechtfertigt die Schreibweise des amalgamierten Produkts in (3.10]).)

(b) Das amalgamierte Produkt auf der rechten Seite von (3.10) ist zur linken Seite
K/<<(7’:’m7 C)a (?n; C)>> iSOmorph.

Beweis von (a). Wir beweisen nur die Einbettung von P x Cj in (Mg 0 x C)/L(Tn,c) ).

Die andere Einbettung kann auf analoge Weise gezeigt werden. Wir bemerken:

P = (by1,beyo, .o bigg D Gop = <btU;1, bitis. o, brrk—1 [)* Gy
<bt, bt+1, e ,bt+k_1 |> * Gs,t = ... = <bs, bs+1, ey bs+k—1 |> * Gs,t
Insbesondere ist somit P := & o\ |J Gi ein Erzeugendensystem von P. Wir schreiben
i=t+1
mit Bemerkung |3.14
Msow = (bsibigo, . bspi1 ) # Gt * Gip1,00 = P ¥ Gig1,0 (3.11)

Wegen Lemma und s = oy, enthélt 7, geschrieben im Erzeugendensystem & o von

M, o mindestens einen Erzeuger des Erzeugendensystems Q := [ J G; von Giy1,00. Da
izt+1
Es oo die disjunkte Vereinigung von P und Q ist, enthélt 7, geschrieben als Element des

freien Produkts P # G¢11 o mindestens ein Stiick aus Gi¢11 . Falls 7, kein Stiick aus P
benutzt, diirfen wir wegen der Definition von CN',~, (siehe Notation [3.35)) und (3.11])

(Mo % C)4(Fn, ) = (P x C5) # ((Grereo x O)/L(Fnrc))

Cs

schreiben. Als Faktor des amalgamierten Produkts bettet P x CN’; somit in (M X
C)/« (7, ¢))) ein. Das Element 7, geschrieben als Element des freien Produkts P G410
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enthalte also jeweils mindestens ein Stiick beider Faktoren. Da 7, im Sinne von Defini-
tion zyklisch gekiirzt ist, kann (7, c) weder zu einem Element aus P x C noch aus
Gi41,00 X C konjugiert sein. Mit erhalten wir durch Anwendung von Lemma
die Einbettung von P x Cy in (Mg x C)/{(Fn,¢)). Dabei benutzen wir die lokale Indi-

zierbarkeit von P und Gy, als freie Produkte lokal indizierbarer Gruppen.

Behauptung (b) kann leicht durch das Auffinden einer gemeinsamen Présentation der
beiden Seiten der Isomorphie (3.10]) gezeigt werden. Damit ist der Induktionsanfang be-

wiesen.

Fiir den Induktionsschritt von (m,n) nach (m,n + 1) zeigen wir fiir ¢t = wp — 1 und

s = az, (diese Wahlen bleiben unveréndert) die Darstellung

K/L(Fi,e) [m <i<n+1)

(M—co 1 x C)K(Fiy0) [ m < i <m)) b ((Mys1.00 x C)[L(Far1,0))),

12

wobei P = (wi gy, Wi 43, Weg1 [P¥Gsr1041 = (bea2, 0043, -+ -5 bpgprr D*Gsy1e41- Es
ist ausreichend, die Wohldefiniertheit des amalgamierten Produkts zu zeigen. Dann kann
die Isomorphie der beiden Seiten leicht durch Auffinden einer gemeinsamen Présentation

gezeigt werden. Unser Ziel ist also, die beiden Einbettungen von P x CN’,~, in
L= (M_w 11 x C)/L(Fi,0) | m < i< ny

und (Myi1.00 X C)/&(Fny1,¢)) zu zeigen. Die Einbettung von P x Cj in (Ms41,00 %
C)/4(Fn+1,¢))) kann in gleicher Weise wie im Induktionsanfang gezeigt werden. Zum Be-
weis der Einbettung von P x CN'; in L betrachten wir das folgende kommutative Diagramm,
wobei alle nicht beschrifteten Einbettungen kanonische Einbettungen von Untergruppen

sind:

~ ~ 2
Px G ¢ Mo x Cr 2B R J((Fve) | m < i <m)

M w11 % 5? L

Der eingezeichnete Homomorphismus ¢ sei die Komposition aus der Einbettung von P x 5;
als Untergruppe in M_q 441 X 5,: und dem Homomorphismus von der Gruppe M_q ¢41 X 5,:
in ihre Faktorgruppe L. Wir méchten zeigen, dass ¢ eine Einbettung ist. Dazu betrachten
wir P als Untergruppe von M1, und wenden Aussage (2) an, um M1, X CN'; in

K/{(%;,¢) | m < i < n) einzubetten. Insgesamt erhalten wir die Einbettung von P x Cj
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in K/{(75,¢) | m < i < n). Wir finden diese Gruppe oben rechts im Diagramm. Wire nun
¢ keine Einbettung in L, so konnte auch die Kombination von ¢ mit der Einbettung von
L als Untergruppe in K/{(7;,¢) | m < i < n)) keine Einbettung sein. Dies widerspricht
der Kommutativitdt des Diagramms.

O

SchlieBlich bené6tigen wir folgende ,,gespiegelte* Version von Lemma [3.36

Lemma 3.37. Sei (7,c) ein Element aus K mit |[Flow = 1, wobei T ein geeignetes
Konjugiertes sei. Weiter seien Zahlen m,n € Z mit m < n gegeben. Wir setzen s :=

o, + 1, t:=wy undw;:= biu;1 fir alle i € Z. Dann gilt:

(1) K/ e)[m<i<ny
= (Mo x C)KFm,0)))  # (Mso x C)/L(Fr0) [ m+1<i<n),

Px 7
wobei P = <ws—k7 Wg—f+15- -y Ws—1 |> * Gs,t = <b87 bsi1y- -5 bsqr—1 |> * Gs,t

(2) Die Gruppe M_g 41 % C bettet kanonisch in K /{(7i,¢) | m <i < n) ein.

Beweis. Wir werden die Aussage des Lemmas mithilfe der dualen Struktur von K aus
Lemma herleiten. Sei dazu 7, (i € Z) eine Darstellung von 7_; in dualen Erzeugern.
Unter Benutzung der Notation aus Abschnitt schreiben wir

und b; = biui_lui = b'_iu':il = w ..

w; = biu._l = b, i

i —1

Zudem setzen wir m’ = —n, n’ = —m, s’ = —t und ' = —s. Durch Umschreiben der

Aussagen (1) und (2) des Lemmas mithilfe dualer Objekte erhalten wir:

(1) K@ o) [m' <i<sn)
= (ML y x O) () | m! i< n' = 1)) s (M} o < OV (T D),

P XC;
: /,\, / ~ / / !
wobei P' = (b, 1,0y gy Uy D# Gop =y Wy oy wy | x Gy

(2) Die Gruppe My 1 o X C bettet kanonisch in K/{(F,e) | m' <i<n))ein.

Wegen Lemma [3.25) gilt s' = —t = —wy,, = —wp = a~, und ¢ = =—qap —1=

m

wh, —-1= w~, —1. Die beiden Aussagen erhalten somit dleselbe Form wie in Lemma|3.36{
6

T_
Allerdlngs arbelten wir nun mit dualen Objekten. Da wir alle im Beweis zu Lemma |3.3

benutzten Aussagen auch fiir duale Objekte gezeigt haben, kann die Aussage in gleicher
Weise wie Lemma [3.36] bewiesen werden.
O

3.6.3. Abschluss des Beweises fiir 7 mit positiver a-w-Linge

In Proposition sind zwei Elemente (, ¢), (s,d) € H mit demselben normalen Abschluss
und 7, = 0 gegeben. Wie in Abschnitt beschrieben, stimmen wegen Lemma |2.23| auch
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die normalen Abschliisse von {(r;,c) | i € Z} und {(s;,d) | i € Z} in K {iberein. Am Ende
von Abschnitt haben wir bereits bemerkt, dass wir o. B.d. A. mit {(7;,¢) | i € Z} und
{(5i,d) | i € Z} arbeiten kénnen, wobei 7; und 3; (i € Z) geeignete Konjugierte seien.
Wegen der Gleichheit der normalen Abschliisse von {(75,¢) | i € Z} und {(5;,d) | i € Z} in
K ist insbesondere (Sp,d) trivial in K/{(7;,¢) | i € Z). Somit existieren Zahlen m,n € Z
mit m < n, so dass (Sp,d) trivial in K/{(7;,¢) | m < i < n) ist. Wir wéhlen ein Paar
(m,n) mit dieser Eigenschaft, so dass n — m minimal ist. Unser erstes Ziel ist, m = n zu

zeigen. Dazu beweisen wir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 3.38. Sei |F]qw = 1. Dann gilt

(a) wg, = wp, = wy,,, (b) ag

o Sap, <o, und  (¢) [Slaw = |7

a,w:

Beweis. Um (a) zu zeigen, nehmen wir im Hinblick auf einen Widerspruch wg, < wy, an.
Dann folgt, dass 5o Element von M_q . —1 ist. Nach Wahl von m, n ist (S0,d) trivial in
K/{(Fi,¢) | m < i < n). Im Fall m < n erhalten wir laut Lemma [3.36] (1) die Darstellung

(Moo x O)/L(Fisc) | m < i <= 1) b (Moo x C)/L(Fn, ) )) (3.12)

x O
von K /{(75,¢) | m < i< n), wobel 0 = aj, und 7 = wy, — 1. Somit ist (5, d) fir m <n
bereits trivial im linken Faktor des amalgamierten Produkts (3.12)). Dies widerspricht der

Minimalitét von n —m. Fiir m = n wire (S0, d) wegen

K/{(Fe)|m<i<n) = (M, xCy) e, (Mo x C) /L, ) D)

bereits trivial in M_, » x CN’; Das ist ein Widerspruch dazu, dass r und folglich auch s nach
Voraussetzung von Proposition [3.§ nicht trivial in K sind. Die Ungleichung wy, > wy,,

folgt wegen n = m aus Lemma [3.25)
Ungleichung (b) kann mithilfe von Lemma[3.37]in gleicher Weise wie (a) gezeigt werden.

SchlieBlich gilt unter Benutzung von Lemma sowie (a) und (b)

[Slaw = [S0law = wz —azy + 1 Z wp, —az,, +1 = |Pmlaw = [Flaw-

O]

Wegen Lemma [3.38] (¢) und [Fla,. > 1 erhalten wir aus Symmetriegriinden auch die

Ungleichung [5]q.w < |Faw- Insgesamt folgt |S|aw = [Flaw-

Bemerkung 3.39. Wir haben soeben gezeigt, dass 7 genau dann eine positive a-w-Linge

hat, wenn S eine positive a-w-Lénge hat.

Mit Lemma folgt

Tmlaw = [50law & wp, —05, =Wy, — 0z, © Wi, —Ws = &, — 0,
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Unter Benutzung dieser Gleichung sowie Lemma [3.38] (a) und (b) folgt

OZW;m—Wg > 0.

0 = O — O

m S0

Somit erhalten wir wy, = wz,. Wegen Lemma m (a) und Lemma gilt insbesondere
m = n. Dies bedeutet, dass (5p, d) trivial in K /{(7, c)) ist, wobei der Index m eindeutig
durch wy,, = wg, bestimmt ist. In gleicher Weise kénnen wir daher zeigen, dass (7,, ¢)
trivial in K /{(50,d)) ist. Also stimmen die normalen Abschliisse von (7, ¢) und (5o, d)
in K iiberein. Laut Lemma [3.12] besitzt K die Magnus-Eigenschaft. Somit ist (7, c) in K
zu (30, d) oder (3, d)~"! konjugiert. Da K eine Untergruppe von H ist und 7, = 2~ ™Fz™
sowie Sp = § gilt (sieche Notation , ist (%,¢) in H zu (3,d) oder (5,d)~" konjugiert.
Dies beendet den Beweis von Proposition im Fall |F|q > 1.

3.7. Beweis von Proposition 3.8 fiir 7 mit nichtpositiver

a-w-Lange

Dieser Abschnitt bildet den Abschluss des Beweises von Proposition fiir den Fall, dass
7 nichtpositive a-w-Lénge hat (d.h. |F|a. < 1). Im ersten Unterabschnitt beweisen wir
zunéchst einige Lemmata, auf die wir in diesem Fall zuriickgreifen mochten, und geben
zwei Resultate von A. Karras, W. Magnus und D. Solitar iiber Torsionselemente in einre-
lationigen Gruppen (engl. ,,one-relator groups“) wieder. Mithilfe dieser Aussagen beenden

wir im zweiten Unterabschnitt den Beweis von Proposition

3.7.1. Vorbereitungen und Hilfsaussagen

Lemma 3.40. Sei r ein Element in M mit nichtpositiver a-w-Linge. Dann enthdlt jede
gekiirzte Darstellung von r bzgl. des Erzeugendensystems Eq, o von My, o« ausschliefilich

b-Erzeuger.

Beweis. Wegen |r|q, < 1 gilt w, < a,. Laut Definition ist r sowohl ein Element von

M_w ., als auch von M, «. Wir fithren lokal in diesem Beweis die folgende Notation ein.

o Sei r(a) die gekiirzte Darstellung von 7 bzgl. £u, o0 = {baysbar+1s- -3 0o 1k-1} U
U Gj von My, «-
j}ar
e Sei r(w) die gekiirzte Darstellung von r bzgl. E_o 0, = {bw, —k+1s bw,—k+2, - - - b, } U
U Gj von M_g,.
jgwr
Fiir jeden Index i € {w, —k+1,w, —k+2,...,w,} existiert ein eindeutig bestimmter Index
jef{ar,ar+1,...,a, +k—1} mit j =4 mod k. Somit erhalten wir eine Darstellung r(«a)

aus einer Darstellung r(w), indem wir jeden Erzeuger b; in r(w) durch bju;_guj_ok . .. u;

ersetzen und anschlieflend kiirzen. Die Indizes der Erzeuger g, € | J ., Gp, welche durch die

'DEZ
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Ersetzungen hinzugekommen sind, stammen aus dem Intervall (—oo, a;. — 1]. Die Indizes
der anfangs in r{w) enthaltenen Erzeuger g, € (J ez Gp liegen im Intervall (—oo,w,| <
(=00, a, —1]. Somit liegen die Indizes aller Erzeuger aus r(«), welche keine b-Erzeuger sind,
im Intervall (—o0, o, —1]. Wegen der Definition von r(«) enthélt r(«) folglich ausschlielich
b-Erzeuger.

O]

Die folgenden beiden Aussagen dienen der Vorbereitung einer Fallunterscheidung im

nichsten Unterabschnitt.

Korollar 3.41. Seire G >[k , {x,b) das Element aus der Voraussetzung von Propositi-
u=[x,

on[3.8 Falls r eine Exponentensumme von 0 bzgl. b hat, so besitzt v aufgefasst als Element

von M eine positive a-w-Ldnge.

Beweis. Wegen der Voraussetzungen von Proposition 3.8/ gilt £ = 1. O.B.d. A. seire M
ein geeignetes Konjugat. Im Hinblick auf einen Widerspruch nehmen wir an, dass |r|,.g < 0
gilt. Laut Lemma enthilt die gekiirzte Darstellung von r bzgl. £, 0 = {ba,} U
U isan G ausschliellich b-Erzeuger. Somit erhalten wir die Darstellung r = bz in

G = . {x,b |) fiir eine Zahl j € Z. Da die Exponentensumme von r bzgl. b laut Voraus-

u=[z,
setzung gleich 0 ist, folgt » = 1. Dies widerspricht der Voraussetzung von Proposition [3.8

O]

Lemma 3.42. Seien B, C' Gruppen und Z = {z) eine unendliche zyklische Untergruppe
von B. Weiter sei (r,c) ein Element von B x C. Dann ezxistieren eine eindeutig bestimmte

Zahl 1 € Ny, eine Zahl v € Z und eine normale Untergruppe D von C' mit
Lr,e)ppxe N (ZxC) = (2 ")zxc o ({1} x D). (3.13)

Beweis. Sei X bzw. Y die linke bzw. rechte Seite der Gleichung (3.13]). Wir fithren den
Beweis, indem wir u, v und D konstruieren. Als Erstes definieren wir die normale Unter-

gruppe D von C' durch

{1} x D =L(r,e)ppxc o ({1} x C).

Somit ist sichergestellt, dass alle Elemente der Form (1, f) mit f € C, welche in X enthalten
sind, auch in Y enthalten sind. Enthélt X kein Element (2%, f) mit i # 0 und f € C, so
setzen wir 4 = v = 0. In diesem Fall ist nichts weiter zu zeigen. Andernfalls definieren
wir p als kleinste Zahl i € N, fiir die X ein Element (2%, f) fiir ein f € C enthilt. Dann
existiert eine Darstellung

n
M = Hlvjflrejvj in B, wobei vjeB, ¢;€Z und neN.
‘7=
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n
Wir wihlen eine solche Darstellung, so dass die Zahl Zlej betragsméfig minimal ist, und
j:
bezeichnen diese Zahl mit v. Es folgt, dass

(M zxe = {(#,¢)' | ie Z} = {(zM,¢") | ie Z}

eine Teilmenge von X ist. Wegen der Wahl von p gilt umgekehrt fiir jedes Element der
Form (2%, f) (f € C) aus X, dass ¢ ein Vielfaches von s ist. Existiert nun ein Element
(zM, f) in X mit f # ¢*%, so ist ¢ V' f laut Definition in D enthalten. Es folgt, dass auch
(2, f) = (2", ¢"")(1,¢ 7' f) ein Element von Y ist. Insgesamt gilt daher X =Y.

O

Schliefllich geben wir zwei Resultate von A. Karras, W. Magnus und D. Solitar iiber

Torsionselemente einer einrelationigen Gruppe wieder.

Satz 3.43. (siehe [KMS60, Theorem 1]) Sei G eine Gruppe mit Erzeugern a,b,c, . ..
und einer definierenden Relation R(a,b,c,...) = 1. Falls G ein nichttriviales Element
endlicher Ordnung enthilt, so muss R eine echte Potenz sein, d.h. R = Wk, k > 1,
W # 1.

Satz 3.44. (siehe [KMS60, Theorem 3]) Sei G eine Gruppe mit Erzeugern a,b,c, . ..
und einer definierenden Relation V*(a,b,c,...) = 1, k > 1, wobei V(a,b,c,...) keine
echte Potenz sei. Dann hat V' Ordnung k und alle Elemente endlicher Ordnung in G sind

zu Potenzen von V' konjugiert.

3.7.2. Abschluss des Beweises fiir 77 mit nichtpositiver a-w-Lange

In Proposition sind zwei Elemente (r,c), (s,d) € H mit dem gleichen normalen Ab-
schluss und r, = 0 gegeben. In Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass wir
0.B.d.A. mit {(75,¢) | i € Z} und {(5;,d) | i € Z} arbeiten konnen, wobei 7; und §;
(1 € Z) geeignete Konjugierte seien. Da wir in diesem Abschnitt ||, < 1 voraussetzen,
gilt laut Bemerkung auch |5]o < 1. Wegen Lemma konnen die Elemente 3
und 7y aus K als Worter dargestellt werden, welche ausschliellich b-Erzeuger benutzen.

Daraus folgt, dass es Darstellungen der Elemente 7 und § in
G = T,b
umloid] (x,b[)

gibt, welche ausschliellich die beiden Erzeuger = und b benutzen. An dieser Stelle betrach-
ten wir nicht mehr den Kern K, sondern arbeiten wieder mit den Elementen (7, ¢), (5, d)
in der Gruppe

H= (G *kb]<:n,b|>) xC=(GxC) x_ (z.b])x0),

u=[zF,
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wobei Z die unendliche zyklische Untergruppe sei, welche von « in G und von [z*,b] in
(x,b|) erzeugt ist. Aufgrund der Voriiberlegung wissen wir, dass (7, ¢) und (5, d) Elemente

des rechten Faktors {(z,b|) x C' des amalgamierten Produkts sind.

Unser niichstes Ziel ist zu zeigen, dass ((z,b |Y x C)/«(F,¢)Y) in H/(F,c)) einbet-
tet. Dafiir unterscheiden wir drei Fille fiir die durch Lemma mit B = {z,b |) und
7 = {[x*,b]) eindeutig bestimmte Zahl u € N.

Fall 1: Es sei p = 0.
Dann gilt (7, ¢)Depyxc N (Z x C) = {1} x D und somit

H/L(F, c)) = (G < (C/D)) x(e/D) (b ) x C) LT D).
Wegen Korollar erhalten wir die Einbettung von ((z,b |) x C)/«(%,¢)Y) in H/{(F,¢)).

Fall 2: Es sei p = 1.
Ist ([2*,b],1) ein Element von (7, Apyxc N (Z x C), so gilt laut Lemma

X =L ) )ppyxc 0 (ZxC) =Zx D,
wobei D eine normale Untergruppe von C ist. Folglich diirfen wir

H/((F,¢)) = ((G/¢up) x (C/D)) : (2,0 [y x OV (7 0)p)

*
{1}x(C/D

schreiben. Also erhalten wir auch in diesem Fall mit Korollar die gewiinschte Einbet-
tung. Wir kénnen somit annehmen, dass ([z¥, ], 1) kein Element von X ist, aber ein c € C
existiert, so dass ([z*,b], ¢) ein Element von X ist. Insbesondere liegt [2¥,b] im normalen

Abschluss von 7 in {z,b |) und wir erhalten eine Darstellung

[zF,b] = Hlvj_l?“‘jvj in (z,b]), wobei vjelx,bl|), ¢,eZ und neN. (3.14)
j:

n
Fiir _Elej = 0 erhalten wir auch die Darstellung
j:

([a:k,b],l) = (vj,l)*l(?, ¢)9(vj,1) in (z,b|) x C.

J

I=s

Also wire ([z¥,b],1) ein Element von X. Dies widerspricht der Voraussetzung. Es gilt
somit j%lej # 0. Da die Exponentensummen bzgl.  und b in der freien Gruppe {z,b |)
wohldefiniert sind, besitzt 7 wegen sowohl bzgl. = als auch bzgl. b eine Exponenten-
summe von 0. Wegen Korollar widerspricht dies der Voraussetzung des Abschnitts,

dass r eine nichtpositive a-w-Lénge hat.
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Fall 3: Es gelte p > 1.

Wegen Lemma (mit B = (z,b |5, Z = ([x*,b])) folgt, dass [z¥,b]* im normalen
Abschluss von 7 in {x,b |) liegt, wihrend [z*,b] kein Element dieses Abschlusses ist.
Somit ist [2*,b] ein Torsionselement der Gruppe (x,b | 7). Laut Satz ist 7 eine echte
Potenz. Wir setzen 7 = p", wobei p keine echte Potenz sei und n € N\{1} gelte. Zudem
erhalten wir mit Satz [3.44]

[, b] = wl ™ in (o,b | o7
fiir ein m mit 0 < m < n und ein w € {z,b | p"). Somit folgt
[2*,6] = @' p™ @ N(p") in (w,b) (3.15)

fiir ein @ € {z,b |) und ein Element N (p") aus dem normalen Abschluss von p" in {(z,b |).
Sei B die Exponentensumme von p bzgl. b in (z,b |). Dann folgt aus (3.15), dass m/3 ein
Vielfaches von nfS ist. Wegen 0 < m < n gilt somit § = 0. D.h., dass die Exponenten-
summe von p bzgl. b und damit auch von 7 = p™ bzgl. b gleich 0 ist. Dies steht wegen
Korollar im Widerspruch zur Voraussetzung des Abschnitts, dass r eine nichtpositive

a-w-Lénge hat.

Insgesamt diirfen wir also in diesem Abschnitt benutzen, dass ((x,b |y x C)/{(7,¢)) in
H/{(F,c)) einbettet. Da (5, d) ein Element von (z,b |} x C ist und im normalen Abschluss
von (¥, ¢) in H liegt, ist (3, d) aufgrund der soeben gezeigten Einbettung auch im normalen
Abschluss von (7,¢) in {z,b |) x C' enthalten. Aus Symmetriegriinden folgt, dass auch
(7, ¢) im normalen Abschluss von (5,d) in {(z,b |) x C liegt. Somit besitzen (7, c) und (5, d)
denselben normalen Abschluss in Fy x C, wobei Fy die freie Gruppe {(x,b |) vom Rang
2 ist. Laut Voraussetzung ist G fiir C' # {1} indizierbar und G x C besitzt die Magnus-
FEigenschaft. Mit Lemma folgt, dass Z x C' die Magnus-Eigenschaft besitzt. Wegen
Satz besitzt dann auch F x C' die Magnus-Eigenschaft. Schlielich ist (7,¢) in der
Untergruppe (z,b |) x C von H und damit auch in H zu (3,d) oder (3,d)™" konjugiert.

O

3.8. Anwendungen des Hauptsatzes
In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Anwendungen von Hauptsatz Die erste

Anwendung nutzt Bedingung (1) und die zweite Anwendung Bedingung (2) von Haupt-
satz B.11
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3.8.1. Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller Graphen von
Gruppen

Wie bereits in der Einleitung erw#hnt, existiert ein Zusammenhang zwischen Hauptsatz
und den Hauptresultaten von [BS08] sowie [Fell9]. Laut [Fell9] besitzt die Gruppe

G ={a,b} v )Y |]a,b] =uw)

mit Y # & und u € (Y |)\{1} die Magnus-Eigenschaft. Wir kénnen G als Fundamental-
gruppe des folgenden Graphen von Gruppen (G,Y') auffassen.

e Die Eckenmenge Y bestehe aus zwei Ecken z, y und die Kantenmenge Y aus einem
Kantenpaar (e, €).
e Es gelte ae) =z, w(e) =y, Gy ={a,b |), Gy, =Y |) und G, =z |).

e Die Monomorphismen a, und oz seien durch a.(z) = [a, b] und ag(z) = u gegeben.

Abbildung 3.1.: Grafische Veranschaulichung der Gruppe G

Als erste Anwendung von Hauptsatz beweisen wir folgende Aussage, welche eine der
Problemstellungen im Vorfeld dieser Arbeit beantwortet. Im Anschluss daran bemerken
wir, dass wir auch die Gruppen aus Korollar als Fundamentalgruppen von Graphen

von Gruppen auffassen kénnen.
Korollar 3.45. Seien Z, J € N Indexmengen. Dann besitzt die Gruppe
G=(ailieZufbilieTyu{f;|je T} [{lai,b] =ui|iel}),

wobei die w; nichttriviale Elemente aus (fj (j € J) |) seien, die Magnus-Eigenschaft.
(Zudem ist G lokal indizierbar.)

Beweis. O.B.d. A. gelte Z = {1,2,...,m} fir ein m € Ny oder Z = N. Fiir n € Ny

definieren wir

Gh=({a|1<i<n}u{b|1<i<n}u{fj|jeT} | {[aibi]=u|1<i<n}).
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Da jedes Gegenbeispiel fiir die Magnus-Eigenschaft von G in einer Gruppe G,, mit n € Ny

enthalten ist, reicht es aus, die Magnus-Eigenschaft von G,, fiir alle n € Ny zu beweisen.

Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n € Ny. Die Gruppe Gy ist frei und besitzt
somit laut [Mag30] die Magnus-Eigenschaft. Insbesondere ist G lokal indizierbar. Fiir den
Induktionsschritt (n — n + 1) besitze die lokal indizierbare Gruppe

Go=as | 1<i<n}ulbi | 1<i<n}u{f|jed} | {lanbl=u|1<i<n}
die Magnus-Eigenschaft. Wir mochten zeigen, dass

G = (as|l<i<n+lofbill<i<n+1}u{f;|jed} |
{[al,bl]zu2|1§z<n+1}>

die Magnus-Eigenschaft besitzt und lokal indizierbar ist. Dazu schreiben wir zunéchst

Gny1 =Gy * <an+1a bni1 |>

Un+1:[an+17bn+1

Der linke Faktor ist nach Induktionsvoraussetzung lokal indizierbar und der rechte Faktor
ist frei. Somit folgt aus Satz dass G+ lokal indizierbar ist. Laut Induktionsvoraus-
setzung konnen wir Hauptsatz (fiir C = {1}) anwenden und die Magnus-Eigenschaft

von G folgern.

O]

Ein Graph von Gruppen (G,Y) mit 71(G,Y, P) = G fiir die Gruppe G aus Korollar

kann auf folgende Art konstruiert werden:

Wir setzen YO = PU{v; |1 <i<n}und Y! = {e;,e | 1 <i<nl

Als Knoten- und Kantengruppen wihlen wir Gp = (fj (j € J) |), Gv;, = {ai, b; |)
und G, = (z; |).

Es gelte a(e;) = P und a(€;) = v;.

SchlieBlich sei a, (2;) = u; und ag,(z) = [ai, bi].
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Abbildung 3.2.: Grafische Veranschaulichung der Gruppe G aus Korollar [3.45 (wobei
Yi={fjlied}

3.8.2. Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller
Seifert-Mannigfaltigkeiten

Die niichste Anwendung von Hauptsatz schléigt eine Briicke zwischen Kapitel [3] und
Kapitel o} Wir betrachten fiir g € Ny die Gruppen

K = {a1,by,...,a0,b, | [a1,b1][az, ba] - - [ag,by] =1 (1 <i<g))
— lan b an b s ai,b und
(22,2 9bo [ ([a2,b2][a3.bs]-[ag.bg)) =1 =[as,b1] b

~

G = Kx{h).

Die Gruppe G entspricht der Fundamentalgruppe der orientierbaren Seifert-Mannigfaltig-
keit zur =0, b=0und ¢ = 1 fiir 1 <i < g (vgl. (5.1)). Um die Magnus-Eigenschaft von
G festzustellen, konnen wir Hauptssatz mit

G=<a2,b2,...,ag,bg D, wu= ([ag,bg][ag,bg]---[ag,bg])fl, a=ay, b=b

und C' = <{h |) anwenden, denn G ist als freie Gruppe indizierbar sowie lokal indizierbar
und G x C besitzt laut Satz [2.1] die Magnus-Eigenschaft.
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4. Freiheitssatz fiir einige amalgamierte
Produkte freier Gruppen

Ziel dieses Kapitels ist, Hauptsatz zu beweisen, welcher einen Freiheitssatz im Stil
von Magnus fiir amalgamierte Produkte freier Gruppen iiber maximale zyklische Gruppen
beider Faktoren darstellt. Dafiir zeigen wir mit Satz [4.30] einen allgemeineren Satz iiber

spezielle Gruppen, welche wir Baumprodukte nennen.

Hauptsatz 4.1. Sei G := A=y X ein amalgamiertes Produkt, wobei A, X freie Gruppen
seien. Die amalgamierte Gruppe U sei eine maximale zyklische Untergruppe beider Fakto-
ren. Wir wdhlen einen Erzeuger q € X von U und eine Basis X von X, so dass q zyklisch
gekiirzt bzgl. X ist. Weiter sei v ein Element aus G, dessen Normalform bzgl. G eine

gerade Linge besitze. Fiir ein Basiselement x € X gelte eine der folgenden Bedingungen:
e Das Wort q enthalte das Basiselement x € X.

e Das Wort q enthalte nicht das Basiselement x € X, aber x sei in der Normalform
vonreG = (A x X\{z} |)) = {x |) enthalten.

Dann bettet die von X\{z} erzeugte freie Gruppe kanonisch in G/{r) ein.

Bevor wir mit dem Beweis von Hauptsatz beginnen, diskutieren wir zunéchst die
Bedingungen von Hauptsatz

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Bedingung an U, maximal zyklisch in beiden Fak-

toren zu sein, unverzichtbar ist.

Beispiel 4.2. Seien A := {(a |) und X = (x,y,z |) freie Gruppen. Weiter sei U von

p = a?in A und von ¢ := (zy)%2? in X erzeugt. Wir setzen r = a(xy) !. Dann gilt in

(A =y X)/r):

2

(zy)?22=d®> o (zp)%2%=(2y)? o 2°=1

Somit bettet {y,z |) nicht in (A xy X)/{r) ein, obwohl ¢ das Basiselement = von X
enthélt.

Bemerkung 4.3. Eine wie in Hauptsatz[d.T|beschriebene Basis X zu ¢ ist immer wihlbar.
Um dies zu sehen, sei X’ eine Basis von X, so dass ¢, geschrieben in dieser Basis, nicht

zyklisch gekiirzt ist. Dann existiert ein Element v € X mit ¢ = v~ 'qu, so dass ¢ bzgl. X’
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zyklisch gekiirzt ist. Indem wir X := {z := ua’u™" | 2’ € X'} setzen, erhalten wir eine

Basis, bzgl. welcher ¢ zyklisch gekiirzt ist.

Verzichtet man auf die Bedingung der zyklischen Gekiirztheit von ¢, so sind Beispiele
denkbar, in denen der Automorphismus von G, welcher alle Erzeuger y von X auf 2~y
(i € Z) und alle anderen Erzeuger auf sich selbst abbildet, alle vorkommenden Erzeuger x in
q und r auflost. In dieser Situation folgt G := G'«{x) und r € G' mit G’ := A=y (X /Lx)).
Es ergiibe sich damit die stérkere Aussage, dass der gesamte Faktor X/{z) von G’ in
G'/{r) einbettet. Wir gelangen somit zu folgender offener Fragestellung:

Bettet unter den Bedingungen von Hauptsatz[4.1] auch X kanonisch in G/{r) ein?

Lemma beantwortet diese Frage positiv, falls r eine Liange von 2 bzgl. des amalga-
mierten Produkts besitzt. Der Versuch, den Beweis von Hauptsatz auf die Einbettung

von X zu verallgemeinern, scheitert bisher an der Beantwortung folgender Frage.

Frage 4.4. Seien A := {a,b |y und X = {(x,y |) freie Gruppen und p € A, ¢ € X
zyklisch gekiirzte Elemente, welche keine echten Potenzen sind. Weiter sei r ein Element
des amalgamierten Produkts G := A #,—, X, so dass » weder zu einem Element aus A

noch aus X konjugiert ist. Es seien folgende Exponentensummen gegeben:
Pa # 0 # qg, prQyZOa T’b?fO?fT‘y
Bettet nun X kanonisch in G/{r)) ein?

Zur kurzen Diskussion der Bedeutung von Satz und Hauptsatz [4.1] fiir die Beant-
wortung von Frage 1 aus [BS08] siche Bemerkung

4.1. Baumprodukte

In diesem Unterabschnitt definieren und untersuchen wir Baumprodukte, um den Beweis
des Freiheitssatzes fiir Baumprodukte (Satz[4.36|) vorzubereiten.

4.1.1. Definition und lokale Indizierbarkeit von Baumprodukten

Definition 4.5. (verschobene Mengen und Randerzeuger) Gegeben sei eine Menge
X. Wir betrachten die freie Gruppe F' mit Basis F := {a; | # € X, i € Z}. Weiter sei p
ein Element von ﬁ, welches nichttrivial, zyklisch gekiirzt und keine echte Potenz ist. Mit
pj (J € Z) bezeichnen wir das Element von ﬁ, welches aus p hervorgeht, indem wir alle in
p vorkommenden Indizes k € Z durch k + j ersetzen. Fiir jedes x € X sei eine Teilmenge
I, € Z gegeben. Wir setzen T = |J,cpZ, und definieren fiir jedes i € Z die Menge
Fi = {x; | x € X mit i € I} sowie F := | J,e7 Fi- Sei F die freie Gruppe mit Basis F.

Schlieflich sei J eine Indexmenge, so dass p; fiir alle j € J ein Element von F' ist. Dann
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bezeichnen wir die Menge P := {p; | j € J} als eine verschobene Menge von F. Falls
J endlich ist, so bezeichnen wir puin(7) (b2W. prax(7)) als minimales (bzw. mazimales)
Element der verschobenen Menge.

Ein Basiselement aus F, welches im minimalen (bzw. maximalen) Element der ver-
schobenen Menge vorkommt, aber in keinem anderen Element der verschobenen Menge

enthalten ist, nennen wir linken (bzw. rechten) Randerzeuger.

Beispiel 4.6. Seien X = {a,b,c}, Z, = {0,2,3,5,6}, Z;, = {1,3,4} und Z. = {1, 3,4}. Es
gilt

Fo = Hfao}, F1 = {b,a}, Fo = {a2}, F3 = {as,bs,c3},

Fu {bs,ca}, Fs = {as} und Fs = {ag} sowie

7T = {0,1,2,3,4,5,6} und f = {ao,ag,ag,a4,a5,ag,bl,bg,b4,cl,63,04}.

Weiter seien p = agbzcs 'azaz ! und J = {—2,0,1}. Dann bilden die Worter
— anbie=lana=] — aobac=lava=! und = aabic—"tawa=]
pb—2 = apbic; apag -, Po = az03C3 azag - und pi = aszvsC, azag

eine verschobene Menge von F'. Das minimale Element ist p_o und das maximale p;. Die
linken Randerzeuger zu p_s sind ag, b und c;. Die rechten Randerzeuger zu p; sind ag,

bs und c4.

-@-

f

f K%K K KK

Abbildung 4.1.: Grafische Veranschaulichung von Beispiel (Dabei markieren die aus-

gefiillten Kreise die Positionen der Randerzeuger ag, ag, b1, b4, c1 und cy.)

Definition 4.7. (Baumprodukte) Sei B ein Baum. Jeder Knoten entspreche einer
freien Gruppe F' vom Rang groéfler oder gleich zwei mit Basis F. Jede Kante zwischen
zwei Knoten mit Knotengruppen K, L entspreche einer Kantenrelation p = ¢ mit p e K
und g € L. Wir nennen p bzw. q ein Kantenwort von K bzw. L. Fiir jede Knotengruppe
F' bilde die Menge aller Kantenworter von F' eine verschobene Menge in F. Sei & die
Vereinigung der Basen F aller Knotengruppen und R die Menge aller Kantenrelationen.

Dann bezeichnen wir die Gruppe G = (& | R) als (zu B assoziiertes) Baumprodukt. Die
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zu den Bléttern von B assoziierten Gruppen nennen wir Blattgruppen. Besteht G nur aus
einer Knotengruppe K, bezeichnen wir diese Gruppe nicht als Blattgruppe.

Ein zu einem Teilbaum von B assoziiertes Baumprodukt nennen wir Teilbaumprodukt
von GG. Wir bezeichnen einen Teilbaum von B als Zweig Z, falls beim Loschen aller Kno-
tengruppen sowie der anliegenden Kanten von Z in B wieder ein Baum entsteht. Ein
Baumprodukt, das zu einem Zweig von B assoziiert ist, nennen wir Zweigprodukt von G.

Seien r ein Element von G und A eine Blattgruppe von G. Wir sagen, dass r die
Blattgruppe A benutzt, falls jede Darstellung von r, geschrieben in den Erzeugern &,
mindestens ein Basiselement von A benutzt. Aquivalent dazu ist, dass r kein Element des
zu B’ assoziierten Teilbaumprodukts ist, wobei B’ der Baum sei, welcher aus B hervorgeht,
indem wir das Blatt zur Blattgruppe A sowie die anliegende Kante 16schen.

Die Grifle |G| eines Baumprodukts G sei die Anzahl seiner Knotengruppen. Fiir die
Menge P der Kantenworter aller Blattgruppen von G bezeichnen wir o := Y,ep |p| als

Grenzlinge des Baumprodukts G.

Definition 4.8. (duflere Blattgruppen, Pfeiler- und Eremiterzeuger) Seien G ein
Baumprodukt und A eine Blattgruppe von G, welche iiber die Relation p = ¢ (p € A) zu
einer Knotengruppe X von G verbunden ist. Dann nennen wir A linke (bzw. rechte) duflere
Blattgruppe oder kurz duflere Blattgruppe, falls ¢ das minimale (bzw. maximale) Element
der verschobenen Menge zu X ist. Fiir den Fall, dass ¢ ein minimales Element ist, bezeich-
nen wir jeden linken Randerzeuger von q als Pfeilererzeuger zur dufleren Blattgruppe A.
Falls ¢ ein maximales Element ist, so bezeichnen wir jeden rechten Randerzeuger von ¢
als Pfeilererzeuger zur dufleren Blattgruppe A.

Einen Erzeuger von G, welcher in keiner Kantenrelation von G vorkommt, nennen wir

Eremiterzeuger.

Im folgenden Beispiel betrachten wir ein Baumprodukt der Gréfle 3. In Abbildung

findet sich die grafische Veranschaulichung eines grofleren Baumprodukts.

Beispiel 4.9. Wir definieren die Knotengruppen A = {(a,b |), E = {e, f,g |) sowie

X = {x1,y1,%2,Y2, 22, Y3, 23 |) und fiigen die Kantenrelationen a?b*> = mlygxflzg sowie

ﬂvgyg’x;lzg = e 2¢gf%eg 'h hinzu. Dann gilt fiir das zugehorige Baumprodukt G:
G = {a,b|) £ X1, Y1,T2,Y2, 22,93, 23 |) % e, frg,h ])
a2?=z1ydz] 1z§ Toys T, 1z§:e—29f269—1

Wir betrachten die Blattgruppen A, E von G und bemerken, dass A eine linke und F
eine rechte duflere Blattgruppe von G ist. Die Pfeilererzeuger zu A sind x1, yo und zo. Die
Eremiterzeuger des Baumprodukts sind y; und h. Als Pfeilererzeuger von E lesen wir xo,

y3 und z3 ab. Fiir die Grenzlinge o von G gilt o = |a?b?| + |e 2gf%eqg | =4+ 7= 11.
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f//f aullere Blattgruppe

Z
X Pfeilererzeuger

-/ Kantenwort

Abbildung 4.2.: Grafische Veranschaulichung eines Baumprodukts

Notation 4.10. Seien G ein Baumprodukt und A eine Blattgruppe von G. Dann be-
zeichnen wir mit G © A das Baumprodukt, welches von den Basiselementen aller von A
verschiedenen Knotengruppen sowie den Relationen aller Kanten mit Ausnahme der an A
angrenzenden Kante gebildet wird. Durch Wiederholung dieses Verfahrens definieren wir
auch GO Z fiir ein Zweigprodukt Z von G. Sei p = ¢ die zu der an A angrenzenden Kante

gehorige Kantenrelation, wobei p € A gelte. Fiir ein Basiselement a € A definieren wir

(A/&ay) =« (GO A), falls p den Erzeuger a enthilt.

Go{a} := (A/4a)) * (GO A) =G/{a), falls p nicht den Erzeuger a enthilt.

*
p=q

Beispiel 4.11. Wir betrachten das Baumprodukt G aus Beispiel Es gilt

GOE = {(ab]) * (1, Y1, T2, Y2, 22, Y3, 23 |,
a2b2:zlygxflz§

Gol{ft = (a,b]) # (T1,Y1, %2, Y2, 22,93, 23 |) * (e, g,h |) und
a2b2=z1yda] 22

Go{h} = {a,b|) *  AT1,Y1,T2,Y2, 22, Y3, 23 |) % e, frg 1)
a?b?=z1ySz] 1zg Toy3Ty 1Z§:€_QQf2€g_1

G/Ch)-

Bemerkung 4.12. Die Gruppe G © {a} aus Notation bettet in das Baumprodukt
G ein. Fiir den Fall, dass p den Erzeuger a nicht enthilt, folgt die Einbettung daraus, dass
{a | ein freier Faktor von G ist. Falls p den Erzeuger a enthélt, folgt die Einbettung aus
Satz da {a |) und (A4/&ay) = (G & A) lokal indizierbar sind, wie das folgende Lemma
zeigt.

Lemma 4.13. Baumprodukte sind lokal indizierbar.
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Beweis. Sei G ein Baumprodukt. Wir fithren den Beweis per Induktion {iber die Gréfie von
G. Laut Definition sind alle Knotengruppen frei. Somit ist fiir den Induktionsanfang
(|G| = 1) wegen Bemerkung 2.4 nichts zu zeigen. Seien n € N und G ein Baumprodukt mit
n+1 Knotengruppen. Weiter sei A eine Blattgruppe von GG mit Kantenrelation p = ¢, wobei
p € A. Nach Induktionsvoraussetzung ist GO A lokal indizierbar. Es gilt G = (GOA) * A.
Laut Satz ist G somit ebenfalls lokal indizierbar. o
O

Analog zu dufleren Blattgruppen definieren wir duflere Zweigprodukte:

Definition 4.14. (duflere Zweigprodukte) Seien G ein Baumprodukt und Z ein
Zweigprodukt von G. Weiter sei A die mit G © Z iiber eine Kantenrelation p = ¢ (p € A)
verbundene Knotengruppe von Z. Dann nennen wir Z ein dufleres Zweigprodukt, wenn A
eine dufere Blattgruppe von Ax,_,(GOZ) ist. Die Pfeilererzeuger von A in Ax,_,(GOZ)

bezeichnen wir auch als Pfeilererzeuger des dufleren Zweigprodukts Z in G.

4.1.2. Verdichtete Konjugierte und minimale Baumprodukte

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, ob wir einem beliebigen Ele-
ment eines Baumprodukts ein eindeutiges kleinstes Teilbaumprodukt zuordnen kénnen, in
dem mindestens ein Konjugiertes dieses Elements enthalten ist. Wir beginnen mit folgen-
der Definition, deren Wohldefiniertheit wir in Lemma zeigen.

Definition 4.15. (verdichtete Konjugierte/minimale Baumprodukte) Seien G ein
Baumprodukt und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei r ein Element
von G = H, welches nicht zu einem Element aus X = H fiir eine Knotengruppe X von G
konjugiert ist. Wir bezeichnen eine Darstellung 7 eines Konjugats von r als verdichtetes

Konjugiertes, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

Die Darstellung 7 enthalte unter allen Darstellungen von Konjugierten von r in G « H
neben den Erzeugern von H ausschliefilich Erzeuger eines minimal kleinen Teilbaumpro-
n

dukts T von G. Zudem sei 7 von der Form II7* | v wobei folgende Bedingungen erfiillt

seien.

(i) Alle v enthalten jeweils nur Basiselemente einer einzigen Knotengruppe oder sind
Elemente von H\{1}.

(i3) Zyklisch aufeinanderfolgende v( (i € Z,) enthalten Basiselemente von verschiedenen

Knotengruppen oder einer Knotengruppe und H.

(i4i) Es existiere kein v(*), welches Potenz eines Kantenworts zu einer Blattgruppe von T

ist.
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(iv) Die Darstellung 7 enthalte eine minimale Anzahl von Eremiterzeugern aus 7'. (Die

enthaltenen Eremiterzeuger sind dadurch eindeutig bestimmt, siche Lemma M)

Die Elemente v(¥) bezeichnen wir als Sticke des verdichteten Konjugierten 7. Wir nennen
n die Linge des verdichteten Konjugierten 7 und schreiben hierfiir ||[7]|g«m (oder ||7]]).

Das Teilbaumprodukt 7" nennen wir minimales Baumprodukt von r € G » H.

Mit dem folgenden Lemma beweisen wir die Wohldefiniertheit minimaler Baumproduk-
te.

Lemma 4.16. Seien G ein Baumprodukt und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe.
Weiter sei v ein Element von G = H, welches nicht zu einem FElement aus X = H fir
eine Knotengruppe X von G konjugiert ist. Dann ist das minimale Baumprodukt von r

eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei 7 ein verdichtetes Konjugiertes von r zu einem minimalen Baumprodukt 7.
Fiir eine beliebige Blattgruppe A von T betrachten wir die Zweigprodukte, welche ent-
stehen, wenn man in G alle Knotengruppen von T'© A samt der Kantenrelationen der
angrenzenden Kanten streicht. Das A enthaltende Zweigprodukt nennen wir Z4. Wir be-
zeichnen das freie Produkt der restlichen Zweigprodukte mit R 4.

Im Hinblick auf einen Widerspruch existiere ein verdichtetes Konjugiertes r* zu einem
von T verschiedenen minimalen Baumprodukt 7* von r. Nach Definition gilt |T'| = |T™|.
Da T und T™ verschieden sind, existiert mindestens eine Blattgruppe A von 7', so dass T*

keine Knotengruppe von Z4 enthélt. Wir definieren fiir eine solche Blattgruppe A
X:=(G ©ORa)*H, Y:=(G O Zs)xH sowie S:=(GO(ZauRa))*H
und schreiben
GeH = X = Y. (4.1)

Da X n (T*« H) < S gilt und das Baumprodukt GO (Z4 u Ry4) aus S echt kleiner als T’

ist, kann r* kein Element von X sein. Es folgt die Existenz eines Elements w € G * H mit
wtw = r* ¢ X. (4.2)

Wegen ¥ € T < X und kann w kein Element von X sein. Wir betrachten die
Darstellung w = z1y122 . . . YmTm+1 (m = 1) in Normalform bzgl. , wobei 1, Tma1 €
(X\S)u {1}, z; € X\S fir 2 < i <mund y; € Y\S fir 1 < i < m. Dies ist eine leicht
missbriuchliche Verwendung des Begriffs ,Normalform* (vgl. Definition , denn um
eine groflere Fallunterscheidung zu umgehen, erlauben wir x; und z,,y1 trivial zu sein.

Wir schreiben

-1 -1 —1,.-1 N
Toi1Ym -+ Y1 Ty T T1Y1X2.. . YmITm41 = T € Y.
—

=lu
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Fiir 1 = 1 ergibt sich sofort ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Linge von Normal-
formen. Auch fiir z; # 1 ergibt sich ein solcher Widerspruch, da u als Konjugiertes von
7 kein Element von S sein kann. Dies beendet den Beweis der Eindeutigkeit minimaler
Baumprodukte.

O

Zur Erlduterung von Eigenschaft (iv) von Definition beweisen wir folgende Aussage.

Lemma 4.17. In der Situation von Definition [{.15 ist die Menge Mj aller in 7 enthal-

tenen Eremiterzeuger eindeutig bestimmit.

Bewets. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei 7/ ein verdichtetes Konjugiertes von r, wel-
ches eine von Mj verschiedene Menge M;: von Eremiterzeugern enthélt. Dann existiert
ein Erzeuger x mit x € Mz, x ¢ My oder x ¢ My, x € Mz, O.B.d. A. gelte x € M; und
x ¢ M. Sei w e G+ H ein Element mit w™ 7w = 7’. Wir betrachten den Homomorphis-
mus (: G« H— (G/{z)) * H, welcher x auf 1 und alle anderen Erzeuger auf sich selbst
abbildet. Es folgt ((w™'Fw) = ¢(7') = 7/ und somit ((7) = ¢(w)7'¢(w™). Wegen ((w),
(M) e (G/Kxy) * H ¢ G = H folgt ((F) ~ger ™ ~gwm r. Wir bemerken, dass wir fiir
jedes Element u € G * H eine Présentation der Form II7_; v® finden kénnen, welche die
Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition erfiillt, indem wir geeignete Kantenrelationen
auf v anwenden und u ggf. zyklisch vertauschen. Dabei kéonnen keine zusétzlichen Ere-
miterzeuger in die Darstellung gelangen. Somit erhalten wir durch ((7) eine Darstellung
eines Konjugats von r, welche die Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition erfiillt und
mindestens einen Eremiterzeuger weniger als 7 benutzt. Dies ist ein Widerspruch.

O]

4.2. Operationen fiir Baumprodukte

In diesem Unterabschnitt fithren wir verschiedene Operationen fiir Baumprodukte ein,

welche den Beweisverlauf der Einbettungssétze erleichtern.

Definition 4.18. (Wurzelbaumprodukt) Sei G ein Baumprodukt und G die Vereini-
gung der Basen aller Knotengruppen von G. Weiter sei R die Vereinigung aller Kantenrela-
tionen von G. Wir betrachten eine Teilmenge M < G, welche ausschliellich Basiselemente
von Blattgruppen von G enthélt, und wihlen fiir jedes a € M ein Element n(a) € Z\{0}.
Dann heif3t

G:=(G, a(aeM) |R, a=a" (ae M))

Wurzelbaumprodukt von G. Wir sagen, dass beim Ubergang von G zu G die Wurzeln &

aus den Elementen a von M gezogen werden.
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Bemerkung 4.19. Falls alle Kantenworter von Blattgruppen eines Baumprodukts G
mindestens zwei Basiselemente enthalten, ist jedes Wurzelbaumprodukt von G wieder ein

Baumprodukt.

Neben dem Ubergang zu Wurzelbaumprodukten fithren wir noch eine weitere Operation
fiir Baumprodukte ein, bei der das Erzeugendensystem geéndert wird. Dazu definieren wir

folgende Isomorphismen fiir Baumprodukte.

Definition 4.20. (Blattisomorphismus) Seien G ein Baumprodukt, n € Z\{0} und a,
b zwei Erzeuger derselben Blattgruppe A von G. Dann bezeichnen wir den Wechsel vom
Erzeuger b zum neuen Erzeuger b := ba™ oder b := a™b als Blattisomorphismus (des Baum-
produkts G), falls die entstehende Gruppenprésentation von G wieder ein Baumprodukt
ist.

Man bemerke, dass mindestens eine der beiden Moglichkeiten b := ba™ oder b = a™b
wieder ein Baumprodukt hervorbringt, da das Kantenwort der Blattgruppe A (geschrieben

in den alten Erzeugern) zyklisch gekiirzt ist.

Wir werden Wurzelbaumprodukte und Blattisomorphismen nutzen, um die Bedingun-

gen zur Anwendung der Homomorphismen aus folgender Definition zu schaffen (siehe

Bemerkung [4.23)).

Definition 4.21. (Blatthomomorphismus) Seien G ein Baumprodukt, A eine Blatt-

gruppe von GG und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Die zu der an A angren-
zenden Kante gehorige Kantenrelation sei p = ¢ mit p € A. Sei a ein Basiselement aus
A, welches in p mit Exponentensumme 0 vorkommt. (D.h. a sei insbesondere in p ent-
halten.) Dann bezeichnen wir den Homomorphismus ¢: G * H — Z, der a auf 1 und alle
anderen Erzeuger von G x H auf 0 abbildet, als Blatthomomorphismus (zum Erzeuger a
der Blattgruppe A von G = H /zur Blattgruppe A von G + H ). Falls zudem ein Element
r € G+ H mit einer Exponentensumme von 0 bzgl. a gegeben ist, so bezeichnen wir ¢ auch
als Blatthomomorphismus zu r € G * H. (Laut Bemerkung ist die Exponentensumme
bzgl. a wohldefiniert.)

Im Folgenden interessieren wir uns vor allem fiir Kerne von Blatthomomorphismen.

Dazu bemerken wir:

Bemerkung 4.22. Der Kern ker(yp) eines Blatthomomorphismus ¢: G * H — Z hat
folgende Struktur: Fiir H erhalten wir abzéhlbar unendlich viele freie Faktoren H; :=
a~'Ha von ker(p). Diese Faktoren kémnen wir zusammen als lokal indizierbaren freien
Faktor H von ker(y) betrachten. Fiir jeden von a verschiedenen Erzeuger b von A erhalten
wir abzihlbar unendlich viele Erzeuger b; := a ‘ba’ (i € Z). Diese Erzeuger bilden eine
eigene Knotengruppe A. Fiir das Kantenwort p € A erhalten wir eine verschobene Menge
P = {p; | i € Z} von A, wobei p; := a~pa’. Anstelle von G © A erhalten wir unendlich
viele Kopien X; := a {(GQA)a’ von GO A. Jede Kopie X; enthilt eine Kopie ¢; := a ‘qa’
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des Kantenworts ¢ der Kantenrelation p = ¢ zu der an A angrenzenden Kante. Wir
verbinden X; mit A iiber Kanten mit Kantenrelationen p; = ¢; und erhalten dadurch
ein Baumprodukt K mit ker(y) = K * H. Die Worter p; € A (i € Z) sind echt kiirzer als
das Wort p € A, da alle Buchstaben a*! verschwinden und p; fiir jeden Buchstaben b in
p, welcher nicht a™! ist, genau einen Buchstaben b; (j € Z) enthilt.

Es kann sein, dass ein Baumprodukt zun#ichst keine Anwendung eines Blatthomomor-
phismus erlaubt. Die folgende Bemerkung beschreibt ein Verfahren, um entweder zu einem
Baumprodukt mit kleinerer Grenzlinge iiberzugehen oder die Anwendung eines Blattho-

momorphismus vorzubereiten.

Bemerkung 4.23. Sei G ein Baumprodukt, A eine Blattgruppe von G und H eine
beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter seien a, b zwei Basiselemente, welche in der zu
an A angrenzenden Kante gehorigen Kantenrelation mit Exponentensummen p,, pp # 0
enthalten sind. Als Erstes gehen wir durch a = a”* zum Wurzelbaumprodukt G fiiber.
AnschlieBend betrachten wir den Blattisomorphismus ¢ von A in CN?, welcher durch b =
ba~Pe oder b =

Erzeuger @ und

a~Peb gegeben ist. Dann folgt, dass p, geschrieben mithilfe der neuen
b,

eine Exponentensumme von 0 bzgl. @ besitzt. Enthilt p nicht den
Erzeuger @, wird @ zu einem Eremiterzeuger von G und die Grenzldnge von G ist echt
kleiner als die Grenzldnge von G. Ist @ in p enthalten, existiert ein Blatthomomorphismus
p fiir den Erzeuger a der Blattgruppe A in G. Da sich beim Ubergang von G zu w(CNJ) nur
die Anzahl der Erzeuger a/a in der Kantenrelation zu A veréindert hat und diese Erzeuger
laut Bemerkung beim Ubergang vom Kantenwort p € A w(é) zup €Ac ker(yp)
verschwinden, ist die Wortldnge von p; € A nicht nur echt kiirzer als die Wortldnge von

peAcC w(é), sondern auch echt kiirzer als die Wortldnge von pe A < G.

Der folgende Algorithmus ermdglicht fiir Elemente aus dem Kern eines Blatthomor-
phismus den Ubergang von verdichteten Konjugierten in der urspriinglichen Gruppe zu

verdichteten Konjugierten im Kern.

Algorithmus 4.24. Seien G ein Baumprodukt, H eine beliebige lokal indizierbare Grup-
pe und 7 ein Element von G * H mit verdichtetem Konjugierten 7. Zudem existiere ein
Blatthomomorphismus ¢ fiir einen Erzeuger a einer Blattgruppe A von G, welcher den
Erzeuger a auf 1 abbildet. Das Element r liege im Kern von ¢, wobei ker(y) wie in Be-
merkung gegeben sei. Dann schreibt der vorliegende Algorithmus das verdichtete

14

Konjugierte ¥ von r € G % H in ein verdichtetes Konjugiertes ™ von a ‘ra’ € ker(y)

(€ € Z) um, fiir welches zudem || ||ier(y) < ||7||Gsm erfiillt ist.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, verdichtete Konjugierte 7™ von r = rg € ker(p) zu

trat e ker(yp)

finden: Um fiir ein beliebiges ¢ € Z ein verdichtetes Konjugiertes von a™~
zu erhalten, konnen wir den Algorithmus auf r = rg anwenden und am Ende alle im

verdichteten Konjugierten #* vorkommenden Indizes mit £ addieren.
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Es gelte 7 = H?Zlv(i) (vgl. Definition . Als Erstes bauen wir schrittweise eine
Darstellung 7/ von 7 in ker(¢) auf. Dazu setzen wir zunéichst A = 0, ¥/ = 1 € ker(p) und

j=1

Schritt 1: Wir betrachten den j-ten Erzeuger @) in 7. Fiir eU) = a setzen wir A =
A —1 und fiir e; = a™! setzen wir A = A + 1. Im Fall e() % ¢*! fiigen wir zu 7’ den
Erzeuger eg\j) = a*eg? hinzu. Falls el?) der letzte Erzeuger in 7 ist, fahren wir mit dem
Algorithmus fort. Ansonsten setzen wir j = j 4+ 1 und wiederholen Schritt 1 mit den neuen

Eingaben A, 7/ und j.

Die soeben gebildete Darstellung 7/ kann in der Form 7/ = H?:ﬁ)(i) geschrieben werden,
wobei sich Teilworter 79, fiir welche v(¥) nicht in A liegt, nur dadurch von v(9 unterschei-
den, dass jedem Erzeuger derselbe Index hinzugefiigt wird. Teilwérter 3(9 sind genau dann
trivial, wenn v(®) eine Potenz a* (k € Z\{0}) ist. In diesem Fall unterscheiden sich jedoch
die Indizes der anliegenden Teilworter 9¢—1) und 9¢+1) um k.

Nun streichen wir alle trivialen Stiicke ¥(¥). Falls 7" trivial ist und 70—1 sowie 7(+1)
Stiicke aus H sind, fassen wir sie zu einem Stiick aus H zusammen. Falls 7 trivial ist
und 7@ sowie 5™ Stiicke aus H sind, so permutieren wir zyklisch mit %2 und fassen
5@ zu einem Element aus H zusammen. Analog verfahren wir fiir den Fall (" =
1 und 3, 5D ¢ H. Sei 7 = 7% ,v'® die dadurch entstehende Darstellung. Dann
sind die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition erfiillt. Weiter sei 7" das kleinste
Teilbaumprodukt von ker(y), welches alle in 7’ vorkommenden Erzeuger aus G enthiélt.
Die folgenden Algorithmusschritte schreiben 7/ in ein Konjugiertes 7* von 7 in ker(p) um,

das zudem die Eigenschaften (7i7) und (iv) erfiillt.

Schritt 2: Wir ersetzen alle Teilwérter v'(9), welche Potenzen des Kantenworts einer
Blattgruppe von T” sind, durch die entsprechende Potenz des Kantenworts der anliegenden
Knotengruppe. Liegt v(9 (i € Z,) in derselben Knotengruppe wie v'¢~1) oder o/(+1),
so vereinigen wir diese Teilworter (indem wir ggf. zuvor zyklisch permutieren). Dadurch
erhalten wir eine neue kiirzere Darstellung eines Konjugats von r. Falls nun Blattgruppen
von T" existieren, welche nicht von der neuen Darstellung benutzt werden, 16schen wir
diese Blattgruppe samt der anliegenden Kante im Teilbaumprodukt 7”. Wir wiederholen
Schritt 2 mit den neuen Eingabedaten, bis kein Teilwort der Darstellung existiert, welches
Potenz des Kantenworts einer Blattgruppe ist. Die dadurch entstehende Darstellung sowie

das zugehorige Teilbaumprodukt nennen wir 7" = I, 0" und T".

Schritt 3: Wir durchlaufen schrittweise alle Blattgruppen B von T”. Sei m die Anzahl
der Stiicke v") aus B in der Darstellung 7" = T, 0"®). Weiter sei o: {1,2,...,m} —
{1,2,...,n"} die Funktion, welche j auf die Position i des j-ten Stiicks aus B abbildet.
Die Teilworter v”(9, welche nicht in B liegen und sich vor dem ersten, nach dem letzten
oder zwischen zwei Stiicken v"7() (j € {1,2,...,m}) aus B befinden, fassen wir jeweils

zu Stiicken w") (5 € {0,1,...,m}) zusammen. Dann gilt 7" = w(O)Hgnzlv”("(j))w(j), wWo-
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bei w(® und w(™ trivial sein konnen. Falls ein w() als Element von ker(y) einer Potenz
des Kantenworts p € B der Kantenrelation p = ¢ von B entspricht, so vereinigen wir
0@ y(@+1) 7y einem neuen Stiick aus B. Entspricht dieses Stiick dem trivialen
Element, so 16schen wir es sofort. Indem wir ggf. zyklisch permutieren und zyklisch ne-
beneinanderstehende w®)- oder v"(*)-Stiicke vereinigen, kénnen wir o. B. d. A. annehmen,
dass 7" die Form H?:ﬁ”(j)zﬁ(j) besitzt, wobei ) € B und @) e (T” © B) » H gilt.
Wir bemerken, dass diese Darstellung einer zyklisch gekiirzten Normalform der Léinge
grofer oder gleich zwei bzgl. des amalgamierten Produkts B #,—, ((T” O B)x* H ) entspricht
(vgl. Anhang . SchlieBlich zerlegen wir die Stiicke @/ wieder in ihre urspriinglichen
Stiicke v"("), vereinigen nebeneinanderstehende Stiicke derselben Knotengruppe oder H
und kehren mit der so entstehenden Darstellung zu Schritt 2 zuriick.

Kommt es fiir die Blattgruppe B mit Ausnahme von zyklischen Permutationen der
Stiicke v”(?) (ohne Vereinigung) zu keiner Anderung, verfahren wir analog mit der niichsten
Blattgruppe. Falls wir zu Schritt 3 gelangen und es mit Ausnahme von zyklischen Per-
mutationen der Stiicke v”(?) (ohne Vereinigung) fiir keine Blattgruppe zu einer Anderung

kommt, gehen wir mit 7" = 1% 0" und T” weiter zu Schritt 4.

Schritt 4: Wir durchlaufen schrittweise alle Eremiterzeuger  von T”. Sei X die Kno-
tengruppe, welche « enthélt. Wegen T« H = ((T/{x)) * H) = {z |) und der durch Schritt
2 bereits sichergestellten Eigenschaft (ii) konnen wir #” in der Form 7/ = 2*0TI} A0z

darstellen, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
(a) Es existiert kein Erzeuger z in A (1 <i < p).

(b) Die Darstellung A(?) ist ein nichttriviales Teilwort eines Stiicks v"® (1 < i < n”)
oder hat eine Form sv"(®)y"(*:+1) 4/t (k¢ € N, k < £). Dabei sei s ein hinteres

Teilwort von v”"¢*~1) und t sei ein vorderes Teilwort von v"(¢+1).

(c) Fiir jedes i€ {1,2,...,u — 1} gilt v; € Z\{0}. Zudem gilt vy, v, € Z und vy - v, = 0.

(d) Fiir v, # 0 gilt AN = " Rk+1) - Ot mit o"*) ¢ X und fiir vy # 0 gilt
AW = R ht1) - O mit "0 ¢ X wobei alle Objekte wie in Punkt (b)

gegeben seien.

In zwei Féllen nehmen wir Anderungen an der Priisentation 7 vor:

Fall 1: Ein N0 = ")y k+1) "¢ entspreche dem trivialen Element.

Wir 16schen alle Stiicke o) o+ 0 aus 77 = 11", 0" und ersetzen die Stiicke
V") D) Qurch oD g1 1D Mit der dadurch entstehenden Prisentation
gehen wir zu Schritt 2 zurtick. Wir betonen, dass hierbei wegen k < ¢ mindestens ein Stiick
0" geldscht wird.

Fall 2: Es gelte vy = v, = 0.

Wir konjugieren die Darstellung 7" = (Hf:_f/\(i)a:l‘i))\(“) mit A6, Entspricht A\WX1) =
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sv"R)(k+1) (Ot dem trivialen Element, so 16schen wir wie in Fall 1 alle an A oder
A1) beteiligten Stiicke v”(). Alle Stiicke v”(®), welche teilweise in A oder A#) vorkom-
men, ersetzen wir wie in Fall 1 durch die jeweiligen Reste. Mit der dadurch entstehenden
Prisentation gehen wir zu Schritt 2 zuriick. Wir betonen, dass auch hierbei mindestens
ein Stiick v”() gelgscht wird, denn wegen Schritt 2 erfiillt 77 = 1% | v"() Eigenschaft (ii)
von Definition d.h. A muss mit einem Stiick v”® anfangen oder \(*) mit einem

Stiick v”(® enden, das nicht aus der Knotengruppe von = stammt.

Fiihrt die beschriebene Vorgehensweise zu keiner Anderung, so betrachten wir den
néchsten Eremiterzeuger. Kommt es fiir keinen der Eremiterzeuger zu einer Anderung,

setzen wir schlieBlich 7 := 7.

Das folgende Lemma sichert die Funktionalitdt von Algorithmus [4.24

Lemma 4.25. Algorithmus[{.2]] endet nach endlich vielen Schritten. Das durch Algorith-
mus gegebene Element ™ entspricht einem verdichteten Konjugierten von a”'ra’ €
ker(y). Die Linge von 7™ ist kleiner oder gleich der Linge des verdichteten Konjugierten

TvonreGxH.

Beweis. Die Endlichkeit des Algorithmus sowie die Ungleichung [|7™|[er(p) < |[7]lGan
sind offensichtlich, denn die Anzahl der Stiicke in der aktuellen Darstellung von r wird
in jedem Schritt hochstens kleiner und bei jedem Durchlauf eines Schrittes, welcher die

Wiederholung eines vorherigen Schrittes anweist, echt kleiner.

Es bleibt zu zeigen, dass ™ tatséchlich ein verdichtetes Konjugiertes von r € ker(yp) ist.
Zuniichst bemerken wir, dass r € ker(p) = K = H (vgl. Notation aus Bemerkung [4.22)
nicht zu einem Element aus X = H fiir eine Knotengruppe X von K konjugiert sein kann,
da ansonsten r € G * H zu einem Element aus Y * H fiir eine Knotengruppe Y von G
konjugiert wére. Dies steht im Widerspruch zu Definition Die Giiltigkeit der Eigen-
schaften (i) und (ii) aus Definition [4.15| wird am Ende jedes Schrittes von Algorithmus
sichergestellt. Schritt 2 sichert zudem Eigenschaft (iii), da der Algorithmus nur dann en-
det, wenn die Schritte 3 und 4 mit Ausnahme von zyklischen Permutationen der Stiicke
") (ohne Vereinigung) keine Anderung hervorbringen, und wir andernfalls von Schritt
3 oder 4 zu Schritt 2 zuriickspringen. Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dass
kein Konjugiertes von r in ker(p) in einem freien Produkt von H mit einem kleineren
Teilbaumprodukt als 7" enthalten sein kann. Dafiir sei B eine beliebige Blattgruppe von
T". Ahnlich wie im Beweis von Lemma betrachten wir die Zweigprodukte, welche
entstehen, wenn man in K alle Knotengruppen von 7" © B samt der Kantenrelationen der

angrenzenden Kanten streicht. Das B enthaltende Zweigprodukt nennen wir Zp. Es gilt

ker(p) = K+H = Zp x ((K@ZB)*ﬁ). (4.3)

p=q
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Wir bemerken, dass jede Darstellung 7' = II" ;v @)y aus Schritt 3 von Algorith-
mus [£:24] eine zyklisch gekiirzte Normalform der Linge grofier oder gleich zwei eines Kon-
jugats von r bzgl. des amalgamierten Produkts B #,—, (I © B) ist. Diese Darstellung ist
insbesondere eine zyklisch gekiirzte Normalform der Lange grofler oder gleich zwei bzgl.
des amalgamierten Produkts aus . Wegen Lemma kann daher kein Konjugiertes
von 7 Element von (K © Zp) * H sein. Das minimale Baumprodukt von r enthélt somit
fiir jede Blattgruppe B von T” mindestens eine Knotengruppe aus Zg, d. h. das minimale
Baumprodukt von r enthélt das Baumprodukt T". Wegen #* € T" x H ist T"” das minimale

Baumprodukt von r in ker(y).

Schlielich sichert Schritt 4, dass jeder Eremiterzeuger x des minimalen Baumprodukts
T” von r in G nur dann in 7* enthalten ist, wenn er in jedem Konjugierten von r enthalten
ist. Um dies zu sehen, betrachten wir die Darstellung 7" = iL'VOHéL:l)\(i)iL'Vi im letzten
Durchlauf von Schritt 4. Laut Punkt (c) von Schritt 4 gilt 15 = 0 oder v, = 0. Ist eines
dieser Elemente ungleich 0, so ist 7" eine zyklisch gekiirzte Normalform bzgl. ((T/{z))) =
H)#(z |). Im Fall 1y = v, = 0 konjugieren wir die Normalform 7" mit A" und erhalten
wegen Fall 2 aus Schritt 4 ebenfalls eine zyklisch gekiirzte Normalform bzgl. ((T/{z))) *
H ) x (xy. D.h. 7* enthilt genau dann den Eremiterzeuger, wenn ein Konjugiertes von 7*
in zyklisch gekiirzter Normalform bzgl. ((T/{z))) = H) = (z) den Eremiterzeuger enthilt.
Genau dann enthilt jedoch auch jedes Konjugiertes von 7* den Eremiterzeuger. Folglich
benutzt 7 eine minimale Anzahl von Eremiterzeugern und die Menge der enthaltenen
Eremiterzeuger ist eindeutig bestimmt.

O

Die folgende Bemerkung zeigt, dass Algorithmus [£.:24] auch dazu verwendet werden
kann, ein verdichtetes Konjugiertes von G * H in ein verdichtetes Konjugiertes von G+ H

umzuformen, wobei G das Bild von G unter einem Blattisomorphismus sei.

Bemerkung 4.26. Sei G ein Baumprodukt, H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe

und 7 ein verdichtetes Konjugiertes in G = H. Weiter sie ¢ ein Blattisomorphismus von
G x H zu einer Blattgruppe A. Dann schreibt folgende Variation von Algorithmus
das verdichtete Konjugierte 7 in ein verdichtetes Konjugiertes 7™ von ¢(G * H) mit
17|y < |P]lGarr um.

Sei 7 = II7" v die Darstellung aus Definition Anstelle des ersten Schrittes
von Algorithmus schreiben wir jedes Stiick v aus A mithilfe der neuen Erzeuger
aus ¢(A) und kiirzen danach frei. Klar ist, dass die dadurch entstehende Darstellung 77
die Bedingungen (i)-(iii) von Definition erfiillt. Wir gehen also sofort zu Schritt 4 des
Algorithmus. Ab diesem Moment halten wir uns an die Anweisungen aus Algorithmus [£.24]
Insbesondere springen wir wie gefordert zu Schritt 2 zuriick, falls es in Schritt 4 zu einer
Anderung kommt. Im Beweis zu Lemma haben wir bereits festgestellt, dass jeder
Schritt des Algorithmus die Lange der Darstellung hochstens verkleinert.
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Das n#chste Lemma ermoglicht die Anwendung von Induktionsvoraussetzungen im Be-

weis zu Satz [4.36

Lemma 4.27. Unter Benutzung der Notation von Bemerkung (oder Bemerkung
seien 1 ein verdichtetes Konjugiertes aus G+ H, T das minimale Baumprodukt von r und o
die Grenzlinge von T. Seir; ein verdichtetes Konjugiertes von a™'ra’ € ker(y). Schlieflich

seien T; das minimale Baumprodukt zu r; und o; die Grenzlinge von T;. Dann gilt
(il = 1Til, 03) < (|r[] = |T', o)
bzgl. lexikographischer Ordnung (wobei die erste Komponente hoher gewichtet sei).

Beweis. Laut Lemma gilt ||r;]| < ||r|]- Da T; fiir jede Blattgruppe L von T mindestens
eine Kopie von L enthalten muss, gilt zudem |T;| > |T'|. Es folgt

il = 1Tl = (Il = 1T < Al = Tl = {Irll = 1T] < (lrall = |l A Tl = [T1).

Sei p = g (wobei p € A) die Kantenrelation zur an A angrenzenden Kante von G. Aus |T;| =
|T| schlieBen wir T; = (a /(T © A)a’) #q,—p, A. In Bemerkung 4.22| (oder Bemerkung [4.23)
haben wir nachvollzogen, dass |p;|; < [p|a gilt. Alle anderen Kantenwérter von 7T; gehen
durch Hinzufiigen von Indizes aus den Kantenwoértern von 7T hervor, so dass die Lénge
dieser Kantenworter unveridndert bleibt. Insgesamt folgt daher fiir ||r;|| — |Ti| = ||r|| — |T)
die Ungleichung o; < 0.

O

Wir beenden diesen Unterabschnitt mit der Definition von Erzeugern mit speziellen

Eigenschaften.

Definition 4.28. (Reduktions-, Ficher- und Ankererzeuger) Sei ¢: G+ H — Z
ein Blatthomomorphismus zu r, welcher einen Erzeuger a einer Blattgruppe A von G auf 1
abbildet. Wir benutzen die Schreibweise aus Bemerkung und betrachten das Element
r als Element rq in ker(y). Falls ro Element von (A o XG) # H fiir ein i € Z ist, so
nennen wir a einen Reduktionserzeuger von r € G = Hz?ljﬁqrzldernfalls bezeichnen wir a als
Féchererzeuger von r € G+ H.

Sei b ein Erzeuger einer Blattgruppe B von G, welcher in der Kantenrelation der anlie-
genden Kante mit Exponentensumme 0, aber in r mit einer Exponentensumme ungleich

0 vorkommt. Dann bezeichnen wir b als Ankererzeuger von r € G = H.
4.3. Einbettungssitze

In diesem Abschnitt beweisen wir verschiedene Einbettungssitze, mit deren Hilfe wir
schlieBlich den Freiheitssatz fiir Baumprodukte (siche Satz [4.36) beweisen kénnen.
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4.3.1. Vorbereitungen

Den Beweis des Freiheitssatzes fiir freie Gruppen (siehe Satz fithrte W. Magnus si-
multan zum Beweis eines Lemmas fiir gestaffelte Présentationen iiber freien Gruppen.
Mit Korollar [4.31] von Satz beweisen wir die Entsprechung dieses Lemmas auch fiir
lokal indizierbare Gruppen. Dafiir erweitern wir zunéchst die Definition von gestaffelten
Priisentationen freier Gruppen (siehe Definition auf lokal indizierbare Gruppen.

Definition 4.29. (gestaffelte Prisentationen) Seien Z, J < Z Indexmengen, U eine
beliebige lokal indizierbare Gruppe, V; (i € Z) nichttriviale lokal indizierbare Gruppen
und r; (j € J) zyklisch gekiirzte Elemente aus U * sk;ez V; (bzgl. der Normalform freier
Produkte). Weiter sei W := %;e7 Vj. Jedes r; (j € J) benutze mindestens einen freien
Faktor Vj, (k € Z). Mit a; bezeichnen wir den kleinsten und mit w; den gréfiten Index
¢ € I, so dass r; den freien Faktor V, benutzt. Falls fiir alle m, n € J mit m < n die
Ungleichungen a;, < oy, und wy, < wy gelten, nennen wir (U = W)/{r; | J)) gestaffelte

Prdsentation (iber lokal indizierbaren Gruppen).

Wir bemerken, dass Definition [£.29 mit der Definition gestaffelter Prisentationen iiber
freien Gruppen (siehe Definition [E.4)) iibereinstimmt, wenn man die Gruppen V; und U
als frei voraussetzt. Zu gestaffelten Prasentationen iiber freien Gruppen bemerken wir

Folgendes:

Bemerkung 4.30. Sei (U« W)/r; | J) mit W := %7 V; eine gestaffelte Prasentation
iiber freien Gruppen U und Vj. Dann ist {r; | j € J} eine Basis von {(r; | j € J)v.w.
Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dass gestaffelte Priasentationen iiber freien Grup-
pen laut Satz asphérisch sind, denn wegen Definition existieren fiir asphérische

Prasentationen keine nichttrivialen Identitdten zwischen den Relationen der Priasentation.

Korollar 4.31. Sei U eine beliebige lokal indizierbare Gruppe und (U = W)/{rj | T)
eine gestaffelte Prisentation fiir W = %,z Vi mit lokal indizierbaren Gruppen V;. Weiter
seten w ein nichttriviales Element von U+ W und o, w € T Indizes, so dass w im normalen
Abschluss der Elemente rj (j € J) in U« W liegt und ausschlieflich die freien Faktoren U
sowie Vi, mit a < k < w benutzt. Dann liegt w bereits im normalen Abschluss der Elemente

re mita < apundwp <w inUxW.,

Beweis. Seien Vg, = %<y Vi, Vap = gz, Vi und Vo = ku<p< Vi fiir beliebige
Indizes u, v € Z. Wir fixieren ein beliebiges Element m € J. Als Erstes beweisen wir per

Induktion iiber n — m, dass fiir ein beliebiges Element n € J mit m < n die Isomorphie

U =W) [&ri [ m <k <np
> ((U#Vew, ) /i |m<k<n—1)) * (U * Vza,)/Crn))  (4.4)

UV, W1

gilt. Im Induktionsanfang m = n folgt die gewiinschte Isomorphie sofort aus Satz

Fiir den Induktionsschritt (n — n + 1) bemerken wir, dass U * V, wegen Satz

n+1,Wn
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kanonisch in den Faktor (U # Vs, )/, einbettet, welcher laut Induktionsvoraussetzung
wiederum in (U = W) /{ry | m < k < n)) einbettet. Da U * V., o, wegen Satz auch
kanonisch in (U * Vg, ,)/{rn+1)) einbettet, folgt schlieflich die gewiinschte Darstellung

(U«W) [drp|m<k<n

=~ (U Vey,) /L | m

+1)
E<n))  x (U Vaap)/Crat)):

U=x<Van+1 on

<
<

Dies beendet den Induktionsbeweis der Isomorphie (4.4)).

Im Hinblick auf einen Widerspruch sei w ein Element aus {r; | j € J)u«w, welches
Element von H = | J,, <h<w Vk fiir zwei Indizes o, w ist, aber nicht im normalen Abschluss
Lre | @ < ay, we < w)usw liegt. Wir wéhlen Indizes m,n € J, so dass w im normalen
Abschluss {ry | m < £ < n)y«w liegt und n—m minimal mit dieser Eigenschaft ist. Dabei
betrachten wir nur den Fall w < w,, da der Fall a,,, < «a auf analoge Weise behandelt
werden kann. Unter Zuhilfenahme der Isomorphie schreiben wir

(U= W) [ri |m < k< n)
> (U Vew) Crp I m<h<n—1)) s (U Vaa,)/Cr)),

* Vo w1

2

Wegen w < wy, ist w ein Element des linken Faktors dieses amalgamierten Produkts. Da w
trivial in (U«W) /{r | m < k < n)) ist, muss es somit bereits trivial in (UxVg,, ) /{rk |
m < k <n— 1) sein. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von n — m.

O

Als Néchstes beweisen wir eine einfache Hilfsaussage, welche uns bei den Beweisen der

Einbettungssitze den Ubergang zu Wurzelbaumprodukten erméglicht.

Lemma 4.32. Seien H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe, G ein Baumprodukt und
G ein Wurzelbaumprodukt von G, welches durch die Relation a = &* fiir ein k € Z\{0} und
einen Erzeuger a einer Blattgruppe A entsteht. Weiter seien r ein Element von G+ H und
U eine Untergruppe von G, so dass U x H in (G = H)/{r) einbettet. Dann bettet U » H
auch in (G = H)/{r) ein.

Beweis. Falls (a)4 in (G = H)/{r) einbettet, setzen wir m = c0. Ansonsten sei m € N die
kleinste Potenz, so dass a™ trivial in (G = H)/{r)) ist. Dann folgt die gewiinschte Aussage

sofort aus

(G = H)/ry

12

@Iy = @] a™=1),

denn ein Element aus U « H, welches trivial im linken Faktor des amalgamierten Produkts
ist, muss auch trivial im amalgamierten Produkt selbst sein.
O
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Bei den néchsten zwei Lemmata handelt es sich um weitere kleine Hilfsaussagen, auf die

wir fiir die Beweise der Einbettungssitze wiederholt zuriickgreifen.

Lemma 4.33. Seien G ein Baumprodukt, Z ein dufleres Zweigprodukt von G, X eine
nichtleere Menge von Pfeilererzeugern von Z und H eine beliebige lokal indizierbare Grup-
pe. Weiter sei r ein Element von G« H mit verdichteten Konjugierten ¥ und minimalem
Baumprodukt T. Schlieflich bette (GO Z & X) nT) = H kanonisch in (T = H)/{T) ein.
Dann bettet auch (GO Z O X) * H kanonisch in (G = H)/{r) ein.

Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall, dass T' im Zweigprodukt Z enthalten ist. Sei
p =q (p € Z) die Kantenrelation zur Kante, welche Z mit G © Z verbindet. Dann gilt

(G = H)/Crpy = ((((Ge%?@ « H) (X |>)/<<p>>) (Z)CFa)). (45)

Laut Satz [2.11| bettet (G© Z © X') * H kanonisch in (((G OZOX)xH) (X |>)/<<p>>
und somit wegen (4.5) auch in (G H)/{r,py ein. Da (G x H)/{r,p)) eine Faktorgruppe
von (G = H)/{r) ist, erhalten wir folglich die gewiinschte Einbettung.

Das minimale Baumprodukt 7" enthalte also mindestens eine Knotengruppe aus GS Z.
Wir betrachten alle Zweigprodukte W& (i € {1,2,...,k}, k € N), welche entstehen, wenn
man in G die Erzeuger des Teilbaumprodukts 7" sowie alle Kantenrelationen der an T
angrenzenden Kanten 16scht. Da ((GOZOX) AT« H laut Voraussetzung in (T« H)/{7)
einbettet, enthédlt T' mindestens eine Knotengruppe aus Z oder die mit Z durch eine
Kante verbundene Knotengruppe von G @ Z. Daher liegt jedes Zweigprodukt W) (1 €
{1,2,...,k}) entweder komplett in Z oder komplett in G&Z. Seien UY) (5 € {1,2,...,m},
m € N) alle Zweigprodukte W (i € {1,2,...,k}), welche in Z liegen. Weiter seien Dj = qj
(mit ¢; € U(j)) die Kantenrelationen zu den Kanten, welche die Zweigprodukte UG mit

T verbinden. Wir schreiben

PO = (T« H) /() * (Gezox)+H), (4.6)

(T~ (GozoX))xH
wobei die Einbettung der amalgamierten Gruppe in den linken Faktor laut Voraussetzung
gilt. Sei £; € N U {00} die kleinste Potenz, so dass pﬁj trivial in (T = H)/{F) ist. Wir

beweisen folgende Behauptung.
Fiir alle e N , i€ {1,2,...,m} besitzt das Element q; die Ordnung ¢ in U;/{q}).

Dazu betrachten wir die Faktorgruppe ﬁl von U;, welche durch das Faktorisieren mit
dem normalen Abschluss aller von ¢; verschiedenen Kantenworter von U; sowie qf entsteht.
Diese Faktorgruppe U; entspricht dem freien Produkt von gestaffelten Prasentationen iiber
freien Gruppen. Sei ) die Knotengruppe von U;, welche ¢; enthélt. Wére nun pf‘ fiir ein
A e N mit A < £ trivial in U;/{q}), so miisste p} auch trivial in U; sein. Mithilfe des
Spezialfalls von Korollar fiir freie Gruppen folgt, dass ¢} trivial in Q/{g}) sein miisste.
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Dies ist wegen Satz ein Widerspruch, denn @ ist eine freie Gruppe. Folglich diirfen
wir fiir j € {1,2,...,m} induktiv

pl — pG-D " (U(j)/<<qu>>)

Pj=q;

definieren. Es gilt P(™) = (G« H)/{r). Wir haben also (G * H)/{r) durch schrittweise
Bildung von amalgamierten Produkten aus der Gruppe (GO Z © X) « H (siehe (4.6))
konstruiert. Daher bettet (G© Z © X') * H kanonisch in (G = H)/{r) ein.

O

Lemma 4.34. Seien G ein Baumprodukt, Z ein dufleres Zweigprodukt von G, x ein
Pfeilererzeuger von Z in G und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei r
ein Element von G = H mit verdichtetem Konjugierten 7. Das minimale Baumprodukt T
zu v enthalte mindestens eine Knotengruppe des Zweigprodukts Z. Falls mindestens ein
Kantenwort einer in Z enthaltenen dufSeren Blattgruppe von T ein primitives Element ist,
so bettet (GO Z © {x}) x H kanonisch in (G« H)/{r) ein.

Beweis. Wegen Lemma reicht es aus, den Fall zu betrachten, dass G das minimale
Baumprodukt zu r ist. Sei A eine laut Voraussetzung existierende duflere Blattgruppe von
Z mit einer Kantenrelation p = ¢, wobei p € A ein primitives Element sei. Wir erweitern p
zu einer Basis von A und ersetzen die alten Basiselemente von A im Erzeugendensystem
von G durch die neuen Basiselemente. Da das minimale Baumprodukt zu r die Blattgruppe
A enthilt und wir alle Erzeuger p in 7 mithilfe der Kantenrelation p = ¢ ersetzen koénnen,
enthélt ¥ mindestens ein weiteres Basiselement a von A. Im Fall A = Z setzen wir y := x.

Andernfalls sei y ein beliebiger Pfeilererzeuger von A. Es gilt

GoA)/Kyy = (GoAdely)) =)/ K (4.7)

und (G+ H)/Crp)y = ((A/DY) * (GOA)/Ka))/ K. (4.8)

Mit Satz folgern wir wegen die Einbettung von GO AS{y} in (GO A)/{q) und
wegen die Einbettung von (G & A)/{q¢» in (G = H)/{r,p). Insgesamt erhalten wir

somit die Einbettung von GO AS{y} in (G H)/{r, p). Daraus folgt sofort die Einbettung
von GO Z O {z} in (G = H)/{r).

12

O]

4.3.2. Kleiner Freiheitssatz fiir Baumprodukte

Der folgende Satz bildet eine Vorstufe zum Freiheitssatz fiir Baumprodukte.

Satz 4.35. (Kleiner Freiheitssatz fiir Baumprodukte) Seien G ein Baumprodukt,
Z ein dufleres Zweigprodukt von G und x ein Pfeilererzeuger von Z in G. Weiter seien
H eine nichitriviale lokal indizierbare Gruppe und r ein verdichtetes Konjugiertes aus

(G = H)\G. Das minimale Baumprodukt zu r enthalte mindestens eine Knotengruppe des

Zweigprodukts Z. Dann bettet (GO Z ©{x}) * H kanonisch in (G * H)/{r) ein.
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Beweis. O.B.d. A. diirfen wir annehmen, dass r keine echte Potenz ist, da der normale
Abschluss eines Elements s grofler oder gleich dem normalen Abschluss von s™ fiir alle
m € Z ist. Wegen Lemma [4.33] reicht es zudem aus, den Fall zu betrachten, dass G das
minimale Baumprodukt zu r ist. Sei ¢ die Grenzldnge von G. Wir fithren den Beweis per

Induktion tiber das Tupel (||r|| —|Z]|, o) in lexikografischer Ordnung.

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir die beiden Fille ||r|| —|Z]| € Z, 0 = 2 und
|Ir|]] = 1Z] <0, 0 € N. Im Fall |Z| = 1 sei A := Z. Ansonsten wihlen wir eine duflere
Blattgruppe A von G sowie Z. Im Fall 0 = 2 ist das Kantenwort zu A zwangslaufig ein
primitives Element. Somit folgt die gewiinschte Einbettung aus Lemma Fiir den
Fall ||r]| — |Z] < 0 existiert eine Knotengruppe B von Z, so dass r kein Basiselement der
Knotengruppe enthélt. Die Knotengruppe B kann keine Blattgruppe von G sein, da Z Teil
des minimalen Baumprodukts zu r ist. Wir betrachten die Zweigprodukte von G, welche
entstehen, wenn man in G alle Erzeuger der Knotengruppe B samt der Kantenrelationen
der mit B verbundenen Kanten 16scht. Da B keine Blattgruppe ist, existiert mindestens
ein Zweigprodukt Y, welches komplett in Z enthalten ist. Das freie Produkt der restlichen
Zweigprodukte bezeichnen wir mit R. Die zu B gehorigen Kantenrelationen seien p; = g;
(i € 7) fiir eine Indexmenge Z und p; € B. Da r laut Voraussetzung kein Element von
G ist, bettet Y = R wegen Satz in (Y # Rx H)/{r) ein. Seien RY, R® .. RK)
(k € N) die freien Faktoren von R. Dann stammen alle ¢; aus unterschiedlichen Faktoren
des freien Produkts Y« RW « R@ s« . « R Wegen Lemma sind alle Faktoren lokal
indizierbar und damit insbesondere torsionsfrei. Somit bettet die von {¢; | i € Z} erzeugte
freie Gruppe @ in Y = R und folglich auch in (Y = R = H)/{r) ein. Da die Elemente p;
(i € Z) von B laut Definition 4.7 eine verschobene Menge bilden und somit B/{p; | i € )
eine gestaffelte Priasentation iiber freien Gruppen ist, bettet wegen Bemerkung auch
die von {p; | i € Z} erzeugte freie Gruppe P in B ein. Es folgt

(G« H) /) Bz, (VxR H)/Lr)).

Schlieflich bemerken wir, dass R « H laut Satz in den rechten Faktor dieses amalga-
mierten Produkts und damit auch in (G = H)/{r) einbettet. Folglich bettet insbesondere
(GeZo{x})*H in (G* H)/{r) ein.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir eine duflere Blattgruppe A von Z sowie G und

12

die zu A gehorige Kantenrelation p = ¢ (p € A). Falls p nur ein Basiselement a von A
enthélt, so ist wegen Definition p gleich a™! und die gewiinschte Aussage folgt wie im
Induktionsanfang fiir ¢ = 2. Somit diirfen wir voraussetzen, dass p mindestens zwei Ba-
siselemente a, b von A enthélt. Wir erinnern an die Notation py, fiir die Exponentensumme
von p € A bzgl. b und gehen durch @ = &7 zum Wurzelbaumprodukt G := G #,_zes (@)
von G iiber, das wegen p # at! ein Baumprodukt ist. Die dadurch entstehende neue Dar-
stellung r € G = H ist ebenfalls ein verdichtetes Konjugiertes mit derselben Lénge wie die

alte Darstellung r € G = H. Nun wenden wir einen Blattisomorphismus von G an, welcher
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durch b := baPe oder b := GP*b gegeben ist. Laut Bemerkung ist das durch Algorith-
mus [£.24] gegebene verdichtete Konjugierte von r im Bild des Blattisomorphismus kiirzer
oder genauso lang wie die urspriingliche Darstellung. Wir bezeichnen das Bild von G unter
dem Blattisomorphismus und das neue verdichtete Konjugierte wieder mit G und r. Es gilt
p; = 0. Wegen Lemma reicht es aus, die Einbettung von GO Z O {z} = GO Z © {z}
in (G'= H)/{rY zu zeigen. Im Fall A = Z setzen wir i := 2. Andernfalls sei y ein Pfeilerer-
zeuger von A in G. Laut Bemerkung ist r; wegen p; = 0 wohldefiniert, denn p ist das
einzige Kantenwort, das den Erzeuger @ verwenden kann. Enthélt p nicht den Erzeuger @,
so besitzt G eine echt kleinere Grenzlange als G und die gewiinschte Einbettung folgt laut

Induktionsvoraussetzung. Wir diirfen somit annehmen, dass @ in p enthalten ist.

Fall 1: Es gelte 73 # 0 (d.h. der Erzeuger & sei ein Ankererzeuger von r € G).

In diesem Fall verwenden wir den Homomorphismus ¢ von G H , welcher die von @
verschiedenen Basiselemente von A auf das triviale Element und alle restlichen Erzeuger
von G  H auf sich selbst abbildet. Wegen p; = 0 folgt

S(p)/Ke(r)) = (<5 ) (((@@A)/<<Q>>)*H))/<<30(?")>>- (4.9)

Wir bemerken, dass (GO A)/(q) = (GOAS{y}) *{y |)) /() wegen Satz[2.12]eine lokal
indizierbare Gruppe ist, da ¢ laut Definition [4.5 und Definition [4.7] zyklisch gekiirzt und

keine echte Potenz ist. Wegen Satz und r; # 0 bettet daher ((GOA)/{q))*H in
S(p)/Ke(r)) ein. Satz gibt uns zudem die Einbettung von GOAS{y} in (GOA) /{q.
Insgesamt erhalten wir somit die Einbettung von (GOAS{y})*H in S(¢)/{p(r)Y. Schlieh-
lich folgt, dass (G Z © {z}) * H in (G * H)/{r)) einbettet.

Fall 2: Es gelte r; =

Wir betrachten den Blatthomomorphismus ¢: G« H — Z mit ¢(d@) = 1. Sei A die Basis
der Blattgruppe A in G. Dann entspricht ker(y) laut Bemerkung dem freien Produkt
der Gruppen Hy := a *Ha® (¢ € Z) mit einem Baumprodukt, das auf folgende Weise

gebildet werden kann. Wir starten mit einer Knotengruppe

A=A fir A:={q a’ A\fal,leZ
(Al) fir {a"ya’ |ye A\{a},le Z}

=Y

und verkniipfen A iiber jeweils eine Kantenrelation p; = q; (pg € ﬁ) mit abzéhlbar unend-
lich vielen Kopien (G & A)y := a~*(G © A)a’ (£ € Z) von G © A. Es gilt lpel 3 < Ip|a fiir
alle £ € Z (siehe Bemerkung [4.23).

Laut Voraussetzung benutzt das verdichtete Konjugierte r € G « H den Faktor H. Wir
definieren r; := a ‘ra’. Dann bildet ker(¢)/{r; | i € Z) eine gestaffelte Priisentation fiir
Vi = H; (vgl. Definition . Da alle Elemente von GO Z© {z}, welche nicht im Kern von
@ liegen, keine Elemente des normalen Abschlusses von r in G+ H sein konnen, reicht es aus,
die Einbettung der Kopie (C:‘@Z@{x})o x* Hy C (é@A@{y})o * Hy von (CNJ@Z@ {z})«H

93



in ker(p)/(ri | i € Z) zu zeigen. O.B.d. A. sei 79 ein Element r; (i € Z), welches den
freien Faktor Hy von ker(¢) benutzt. Dann ist ein Element w € (G & Z © {z})o * Ho laut
Korollar [4.31] genau dann trivial in ker(y)/{r; | i € Z)), wenn es trivial in ker(yp)/{ro) ist.
Durch Algorithmus ist laut Lemma ein verdichtetes Konjugiertes r* von rg in
ker(¢) mit ||7*||xer(p) < |I7[|lG+n gegeben. Wegen Lemma angewandt auf das duflere
Zweigprodukt ker(¢) © (G © Z)o von ker(yp), reicht es, anstelle von ker(y) die Gruppe
T+ H zu betrachten, wobei H:= %,ez H; gelte und T das minimale Baumprodukt von rg
in ker(¢p) sei. Wir mochen also die Einbettung von ((é@Z@{x})o nT)*Hy in (T+H)/{r*Y)

zeigen.

Fall 2.1: Der Erzeuger @ sei ein Reduktionserzeuger von r € G.
Dann folgt wegen Definition T = g*m:qo (GO A)y. Wie bereits bemerkt gilt lpol 3 <
|p|a. Somit ist die Grenzlédnge von T" echt kleiner als die Grenzlénge von G und wir diirfen

die Induktionsvoraussetzung anwenden, um die gewiinschte Einbettung zu folgern.

Fall 2.2: Der Erzeuger @ sei ein Fachererzeuger von r € G.
Im Fall zg ¢ T folgt (C~1Y ©2Z)ynT =, denn das minimale Baumprodukt 7' kann wegen
IT| > |G| nicht in (G&Z)o enthalten sein. Also reduziert sich die in diesem Fall zu zeigende
Aussage auf die Einbettung von Hy in (T H)/{r*). Diese Einbettung folgt aus Satz
denn r* ist ein verdichtetes Konjugiertes und damit insbesondere nicht in H enthalten.

Sei also ¢ € T. Wir definieren Z' := T ((GE Z)o n T). Dann bleibt zu beweisen, dass
(TeZ'e{x})*Hyin (T H) J&r*) einbettet. Um die Induktionsvoraussetzung anwenden
zu konnen, reicht es wegen Lemma aus, |Z'| > |Z| zu zeigen. Dazu wihlen wir A als
Wurzel von T und bemerken, dass fiir jede Blattgruppe von G mindestens eine Kopie dieser
Blattgruppe in T liegt, denn G ist das minimale Baumprodukt zu r und 7' das minimale
Baumprodukt zu ry. Da jeder verwurzelte Baum Vereinigung aller eindeutig bestimmten
Wege von der Wurzel zu den Bléttern ist, liegt mindestens eine Kopie jeder Knotengruppe
von GG in T. Insbesondere enthélt T also mindestens eine Kopie jeder Knotengruppe von
Z und es folgt |Z| < |Z'|. Da @ ein Fichererzeuger ist, enthilt 7" mindestens zwei Kopien
By, By, der mit A verbundenen (eindeutig bestimmten) Knotengruppe B von G. Falls
B eine Knotengruppe von Z ist, so sind By und B, Knotengruppen von Z'. Falls B
eine Knotengruppe von G © Z ist, so ist nur B, eine Knotengruppe von Z’. In beiden
Fille erhalten wir somit eine zusitzliche Knotengruppe und es folgt |Z| < |Z'|. Durch
Anwendung der Induktionsvoraussetzung fiir (||r*|| — |Z’|,0"), wobei ¢’ die Grenzlinge
von T sei, erhalten wir die gewiinschte Einbettung.

O

4.3.3. Freiheitssatz fiir Baumprodukte

Mithilfe von Satz beweisen wir den folgenden Freiheitssatz, welcher im Gegensatz zu
Satz auf die Bedingung verzichtet, dass H nichttrivial ist.
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Satz 4.36. (Freiheitssatz fiir Baumprodukte) Seien G ein Baumprodukt, Z ein dufe-
res Zweigprodukt von G, x ein Pfeilererzeuger von Z in G und H eine beliebige lokal indi-
zierbare Gruppe. Weiter sei r ein verdichtetes Konjugiertes von G = H, dessen minimales
Baumprodukt mindestens eine Knotengruppe aus Z enthalte. Dann bettet (GOZO{x})«H
kanonisch in (G = H)/{r) ein.

Wir werden den Beweis simultan mit dem Beweis von Proposition fithren. Zur
Formulierung von Proposition benétigen wir zunéichst einige weitere Notationen und

Definitionen.

Definition 4.37. Seien G ein Baumprodukt und A eine duflere Blattguppe. Weiter sei

X die Menge aller Pfeilererzeuger von A in G. Wir definieren
AT =A+(X) und GoAt=(God)o-x.

Analog definieren wir fiir ein dufleres Zweigprodukt Z von G und die Menge ) aller

Pfeilererzeuger von Z in G-
Zt=Zx{y) und GOZ =(GoZ)0)Y

Notation 4.38. Seien G ein Baumprodukt, Z ein dufleres Zweigprodukt von G und H
eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei ¢ ein Blatthomomorphismus zu einer
dueren Blattgruppe A von G * H, welche nicht in Z enthalten ist. Wie in Bemerkung
beschrieben gehen wir zum Kern ker(p) = K = H iiber.

Im Sonderfall, dass G einen Durchmesser von 2 besitzt, hat das Baumprodukt K von
ker(¢) den Durchmesser 3. Wir kénnen daher hochstens Z_o, und Zy als duflere Zweig-
produkte ansehen. Alle anderen Z; sind keine dufleren Zweigprodukte. Indem wir jedoch
fiir zwei Elemente i, j € Z u {£o} alle Erzeuger der Zweigprodukte Zj; mit k < ¢ und
k > j entfernen, werden die Zweigprodukte Z; und Z; zu duferen Zweigprodukten des
entstehenden Baumprodukts. Falls der Druchmesser von G echt grofler als 2 ist, sind alle
Z; (i € Z) aufere Zweigprodukte von ker(y). Dies rechtfertigt die folgenden Definitionen.

Fiir 4, j € Z mit i < j schreiben wir:

o) i—1
K—oo7j = ker(go)@ U Z+, Ki,oo = ker(@)@ U le
k=j+1 k=—o0

1—1 0
und K = (ker(gp) ) U Z,j) o U Zj
k=—00 l=75+1
Definition 4.39. (a-/w-Zweiggrenzen) Seien G ein Baumprodukt, Z ein &ufleres
Zweigprodukt von G und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei ¢ ein
Blatthomomorphismus zu einer dufleren Blattgruppe A von G = H, welche nicht in Z liegt.
Mit der Notation aus Bemerkung gehen wir zum Kern ker(¢p) iiber. Dann definieren
wir fiir ein beliebiges Element w € ker(yp) die a- bzw. w-Zweiggrenze (bzgl. Z) als den

grofiten bzw. kleinsten Index /¢, so dass w ein Element von Kj o * H baw. K —o0,f * H ist.
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Proposition 4.40. Seien G = H ein Baumprodukt und r ein verdichtetes Konjugiertes
aus G H, dessen minimales Baumprodukt mindestens eine Knotengruppe eines dufseren
Zweigprodukts Z von G =+ H enthdlt. Mit der Notation aus Bemerkung bilden wir
ker(p) fiir einen Blatthomomorphismus ¢ zu einer duferen Blattgruppe A von G = H,
welche nicht in Z liegt. Sei u ein Element aus dem normalen Abschluss der verdichteten
Kongugierten r; (i € Z) in ker(yp). Die a-/w-Zweiggrenzen der Elemente r; (i € Z) und u
bzgl. Z bezeichnen wir mit oy, wy, (i € Z) und o, wy. Dann liegt u bereits im normalen

Abschluss der Elemente ry, welche o, < oy, und wy, < w, erfillen.

Simultaner Beweis von Satz und Proposition [4.40]

Sei o die Grenzlidnge von G. Wir fithren den Beweis per Induktion tiber das Tupel (||7|| —
|G|, 0) in lexikographischer Ordnung. Seien T (j € J) die minimalen Baumprodukte der
Elemente r; aus Proposition Weiter seien o (j € J) die Grenzldngen der minimalen
Baumprodukte 7.

Als Erstes beweisen wir, dass fiir fixierte Werte (z,s) € Z x N aus der Giiltigkeit von
Satz [4.36) fiir (||r|]— |G|, o) < (2, s) die Aussage von Proposition [4.40) fiir (|To|—||ro||, 00) <
(z, s) folgt. Dazu sei u ein nichttriviales Element aus dem normalen Abschluss der Elemente
rj (j€Z)in G« H. Seien r; (m < j < n) genau diejenigen Elemente r;, welche o, < oy,

und wy, < w, erfiillen.

Im Hinblick auf einen Widerspruch liege u nicht im normalen Abschluss der Elemente
rj (m < j <n) in ker(p). Wir wéhlen Indizes p, v € Z mit p < v, so dass v im normalen
Abschluss der Elemente r;, (¢ < k < v) in G * H liegt und v — p minimal mit dieser
Figenschaft ist. Laut Voraussetzung gilt ¢ < m oder n < v. Indem wir alle Indizierungen

gef. invertieren, gelte 0.B.d. A. n < v.

Wir fithren den Widerspruchsbeweis per Induktion {iber A := v —pu e Ny. Firv—pu =0
liegt w im normalen Abschluss des Elements 7, in ker(p) = K = H. Aus n < v folgt
Wy < Wp,. Somit ist v ein Element von K, 1=K o, O Z:jﬁ/. Wegen Lemma
diirfen wir mit Satz folgern, dass u trivial in ker(y) ist. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir den Induktionsschritt (A — A 4+ 1) schreiben wir

ker(p) / i [ p <k <v)

= (Koo, —1*H) [ {rp [p<k<v—1) P (Ko 0 H) | K.

Qry ,Wry

Dabei folgen die Einbettungen der amalgamierten Untergruppe K, _1# H aus der In-

Ty HWry
duktionsvoraussetzung. Da u trivial in ker(yp) / {ry | © < k < v)) ist und in der Untergrup-
pe K o, 1% H liegt, miisste u bereits trivial im linken Faktor (K o0y, —1 % H) | {re |

u < k <v— 1) sein. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitéit von v — p.
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Fiir den Beweis von Satz diirfen wir o. B.d. A. annehmen, dass r keine echte Po-
tenz ist, da der normale Abschluss eines Elements s fiir alle £ € Z groflier oder gleich
dem normalen Abschluss von s* ist. Wegen Lemma reicht es aus, den Fall zu be-
trachten, dass G das minimale Baumprodukt zu r und Z der Schnitt des minimalen
Baumprodukts von r mit dem urspriinglichen Z ist. Zudem diirfen wir » € G voraus-
setzen, da der Fall r € (G = H)\G bereits durch Satz abgedeckt ist. Wir folgern
(G H)/{ry = (G/{ry) = H. Es ist daher ausreichend, die Einbettung von G & Z © {x}
in G/{r) zu zeigen. Fiir |Z| = 1 setzen wir A := Z und y := z. Andernfalls sei A eine
duere Blattgruppe von Z sowie G und wir wihlen einen beliebigen Pfeilererzeuger y von
A in G. Aufgrund der Voriiberlegung steht uns fiir den Induktionsbeweis von Satz [£.30]
in der Induktionsvoraussetzung nicht nur die Aussage von Satz sondern auch von
Proposition zur Verfiigung. Zudem zeigt die Voriiberlegung, dass wir mit Satz
auch Proposition beweisen.

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir die Fille ||r|| — |G| < —1 und o = 2. Fiir
o = 2 ist das Kantenwort von A zwangslaufig ein primitives Element und die gewiinschte
Einbettung folgt aus Lemma Im Fall ||r|| — |G| < —1 existiert eine Knotengruppe
B von G, so dass 7 kein Basiselement von B enthilt und B nicht an A grenzt. Man
bemerke, dass B keine Blattgruppe von G, also insbesondere nicht A sein kann, da G
das minimale Baumprodukt zu r ist. Wir betrachten die Zweigprodukte von G, welche
entstehen, wenn man in G alle Erzeuger der Knotengruppe B samt den Kantenrelationen
der mit B verbundenen Kanten l6scht. Sei Z4 das Zweigprodukt, welches die Blattgruppe
A enthélt und R4 das freie Produkt der restlichen Zweigprodukte. Da B nicht mit A
verbunden ist, gilt |Z4| = 2. Wir bemerken, dass r € Z4 * R4 weder zu einem Element
aus Z4 noch R4 konjugiert sein kann, denn G ist das minimale Baumprodukt zu r. Die
in G zu B gehorigen Kantenrelationen seien p; = ¢; (i € Z) fiir eine Indexmenge Z und
p; € B. Indem wir Satz auf das Baumprodukt Z4 * R4 und das Element r € Z4 * R4
anwenden, erhalten wir die Einbettung von (Z4© A0 {y})* R4 in (Z4 * Ra)/{r). Wenn
man die freien Faktoren von R4 mit einbezieht, stammen alle ¢; aus unterschiedlichen
Faktoren von (Z4 © A© {y}) * Ra. Wir bemerken, dass alle Faktoren wegen Lemma
lokal indizierbar und daher insbesondere torsionsfrei sind. Somit bettet die von {g; | i € 7}
erzeugte freie Gruppe @ in (Z4 © AO© {y}) * R4 und folglich auch in (Z4 * R4)/{r) ein.
Laut Definition bilden die Elemente p; (i € Z) eine verschobene Menge von B. Also
ist B/pi|i € I)) eine gestaffelte Prisentation. Wegen Bemerkung bettet die von
{pi | i € I} erzeugte freie Gruppe P in B ein. Es folgt

Go Ao {y}
G/Lry

12

B pio (Za©Ae{y}) * Ra) sowie
(Gedoiyh o, (ZaxRa)/Cr)).

12

ES
ZA0AS{y})

SchlieBlich lesen wir die Einbettung von G & A © {y}, also insbesondere von G & Z © {z},
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in G/{r) ab.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die &uflere Blattgruppe A und die zu A gehori-
ge Kantenrelation p = ¢, wobei p € A. Falls p nur ein Basiselement a von A enthilt, so gilt
wegen Definition p = at! und die gewiinschte Aussage folgt analog zum Induktions-
anfang fiir ¢ = 2. Wir diirfen daher voraussetzen, dass p mindestens zwei Basiselemente
a, b von A enthilt. Mithilfe der Relation a = aP* gehen wir zum Wurzelbaumprodukt
G:= G #q—gps (&) von G iiber, welches wegen p # a®! ein Baumprodukt ist. Wir bemerken,
dass die dadurch entstehende neue Darstellung r € G wieder ein verdichtetes Konjugiertes
gleicher Lénge ist. Nun wenden wir den Blattisomorphismus von G an, der durch b := ba"e
oder b := @"*b gegeben ist, wobei p, die Exponentensumme p € G bzgl. a ist. Laut Bemer-
kung ist das durch Algorithmus gegebene verdichtete Konjugierte von r im Bild
des Blattisomorphismus kiirzer oder genauso lang wie die urspriingliche Darstellung. Wir
bezeichnen das Bild von G unter dem Blattisomorphismus und das neue verdichtete Kon-
jugierte wieder mit G und r. Es gilt p; = 0 fiir die Exponentensumme pg von p € G bzgl.
a. Wegen Lemma ist es ausreichend, die Einbettung von GO AS{y} = GOAS{y} in
G/{rY) zu zeigen. Fiir r; unterscheiden wir zwei Fille. Dazu bemerken wir, dass ry wegen
p; = 0 wohldefiniert ist, denn p ist das einzige Kantenwort, welches den Erzeuger @ ver-
wenden kann. Enthélt p nicht den Erzeuger @, so besitzt G eine echt kleinere Grenzliange
als G und die gewiinschte Einbettung folgt laut Induktionsvoraussetzung. Wir diirfen so-

mit annehmen, dass @ in p enthalten ist.

Fall 1: Es gelte r; # 0 (d. h. @ ist ein Ankererzeuger von r € CN})

In diesem Fall verwenden wir den Homomorphismus ¢ von CNJ, welcher die von d verschie-
denen Basiselemente von A auf das triviale Element und alle restlichen Erzeuger von G
auf sich selbst abbildet. Es gilt

@)/ L)y = (@ = (GOA)/Kap))/Lpr)). (4.10)

Wir bemerken, dass (G © A)/{q) = ((C:Y e Ao {y}) *{y |))/{qg) wegen Satz eine
lokal indizierbare Gruppe ist, da ¢ laut Definition [4.7] zyklisch gekiirzt und keine echte

Potenz ist. Laut Satz folgt die Einbettung von GO A O {y} in (G & A)/{q). Wegen
Satz und 75 # 0 bettet zudem ((G© A)/{q)) in (p)/Le(r)) ein. Insgesamt
erhalten wir somit die Einbettung von GO AS {y} in S(p)/Ce(r)Y. SchlieBlich folgt, dass
G © AO {y}, also insbesondere auch G © Z © {x}, in G/{r) einbettet.

Fall 2: Es gelte r; = 0 (d. h. der Erzeuger a ist ein Reduktions- oder Féchererzeuger).

Wir betrachten den Blatthomomorphismus ¢: G — 7 mit ©(@) = 1 und benutzen die
Notationen aus Bemerkung und Notation Um zu zeigen, dass GoAo {y} in
G/{r) einbettet, geniigt es zu zeigen, dass die Kopie (G & A O {y})o von GO AS {y}
in ker(p)/{r; | i € Z)) einbettet. Dazu sei C' eine von A verschiedene #ufiere Blattgruppe
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von G. Wegen Lemma und da wir G 0.B.d.A. als minimales Baumprodukt von
r vorausgesetzt haben, diirfen wir die Induktionsvoraussetzung fiir Proposition mit
C als duBerem Zweigprodukt Z anwenden. Jedes Element aus (é © A © {y})o, welches
im normalen Abschluss der Elemente 7; (i € Z) enthalten ist, liegt bereits im normalen
Abschluss eines einzigen Elements 7, denn (CNJ © Ao {y})o ist eine Untergruppe von Ky g
(siche Notation [4.38)). Sei T das minimale Baumprodukt zu r, in ker(y). Laut Lemma [4.33)
ist es ausreichend, die Einbettung von T'n (GO AS {y})o in T/{ry) zu zeigen. Wir sind in
dem Fall, dass @ ein Reduktions- oder Féchererzeuger ist. Ist @ ein Reduktionserzeuger, gilt
T = Ko, und wir setzen D = A sowie d := Yo, wobei A die Gruppe aus Bemerkung m
und yg die Kopie von y in (CNJ ©A) sei. Falls @ ein Fachererzeuger ist, enthilt 7 mindestens
eine duflere Blattgruppe D, welche eine von A verschiedene Knotengruppe von Kj; N
T fiir ein j € Z\{0} ist. Wir bezeichnen einen beliebigen Pfeilererzeuger dieser dufleren
Blattgruppen von T' mit d.

Somit diirfen wir wegen Lemma die Induktionsvoraussetzung fiir Satz mit D
als duBerem Zweigprodukt Z anwenden und erhalten die Einbettung von T© D& {d}, also
insbesondere von T n (GO AS {y}o in T/Lrgy.

O

4.4. Beweis des Hauptsatzes und Ausblick

Schlielich sind wir in der Lage, Hauptsatz als Korollar aus Satz zu folgern.

Beweis von Hauptsatz 4.1

Sei p der Erzeuger der mit U identifizierten Untergruppe von A. Wir wihlen eine Basis A
von A, so dass p zyklisch gekiirzt bzgl. dieser Basis ist. Die Moglichkeit einer solchen Wahl
haben wir bereits im Anschluss an Beispiel 4.2] bemerkt. Da der Basiswechsel fiir A keinen
Einfluss auf das Vorkommen des Erzeugers x in g oder r hat, bleiben alle Bedingungen von
Hauptsatz erhalten und wir gewinnen die zusétliche Bedingung, dass die Erzeuger der
amalgamierten Untergruppe in ihren Faktoren zyklisch gekiirzt sind. Laut Definition
ist G daher ein Baumprodukt der Grole 2. Wir bemerken, dass jedes Basiselement aus
X, also insbesondere auch z, ein Pfeilererzeuger zu A in G oder ein Eremiterzeuger ist.
Zudem bemerken wir, dass jede Darstellung eines Konjugats von r in einer Normalform
gerader Lénge bzgl. des amalgamierten Produkts ein verdichtetes Konjugiertes ist. Im Fall,
dass x ein Pfeilererzeuger ist, erhalten wir mit Satz die gewiinschte Einbettung von
X\{z} |) = Go Ao {z} in G/(r)). Ist x ein Eremiterzeuger, so gilt

G =(Ax (X2} D)+ <2 ) (4.11)

und z ist laut Voraussetzung von Hauptsatz [4.1]in r enthalten. Somit folgt die Einbettung
von (X\{z} |) in G/{r) als Kombination der Einbettung des Faktors {(X\{z} |) in das
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wegen Satz [2.12] lokal indizierbare amalgamierte Produkt A * (X\{z} |) und der durch
Satz [2.11| sowie (4.11]) gegebenen Einbettung von A k \{z} |) in G/Lr).

O

Die folgende Bemerkung gibt einen Ausblick auf Anwendungsmoglichkeiten der Einbet-

tungssitze dieses Kapitels.

Bemerkung 4.41. Hauptsatz und Satz stellen nicht nur im Stil des Freiheits-
satzes von W. Magnus Einbettungssétze fiir Baumprodukte dar, sondern bilden auch den
ersten Schritt, um Frage 1 aus [BS08] zu beweisen, ob amalgamierte Produkte zweier freier
Gruppen iiber eine maximale zyklische Gruppe in beiden Faktoren die Magnus-Eigenschaft
besitzen. Die positive Beantwortung dieser Frage mithilfe eines Induktionsbeweises wie in
Satz scheitert zurzeit nicht an der Beantwortung von Frage [£.4] sondern am Auffin-
den eines geeigneten Homomorphismus ¢ fiir spezielle Kombinationen von Baumprodukten
und Elementen r wie z. B. dem Baumprodukt G und dem Element r € G aus Frage[4.4] Es
ist moglich, mithilfe des Untergruppensatzes von Kurosch zum Kern des Homomorphis-
mus ¢ iiberzugehen, welcher b, y auf 1 € Z und alle anderen Erzeuger des amalgamierten
Produkts G aus Frage auf 0 € Z abbildet. Die Gruppe ker(y) ist ein freies Produkt lokal
indizierbarer Gruppen. Der normale Abschluss von r in GG entspricht dem normalen Ab-
schluss von Elementen r; := b ‘rb® (i € Z) in ker(yp), allerdings erhilt ker(p)/{r; | i € Z))

nicht die Struktur einer gestaffelten Prisentation iiber lokal indizierbare Gruppen.

In der Diskussion von Hauptsatz haben wir bereits die Frage gestellt, ob unter den
Bedingungen von Hauptsatz auch der gesamte Faktor X in G/{r) einbettet. Das

folgende Lemma beantwortet diese Frage fiir einen Spezialfall.

Lemma 4.42. Sei G := A=y X ein amalgamiertes Produkt, wobei A, X freie Gruppen und
U eine mazimale zyklische Untergruppe beider Faktoren seien. Weiter sei r ein Element
von G mit Linge 2 bzgl. der Normalform amalgamierter Produkte A =y X. Dann betten
die Faktoren A und X in (A xy X)/{r) ein.

Beweis. Seien p € A und ¢ € X die Erzeuger der zu U isomorphen Untergruppen. Wir
wéhlen Basen A von A und X von X, so dass p € A und ¢ € X zyklisch gekiirzt sind (siehe
Bemerkung . Dann ist G laut Definition ein Baumprodukt.

Den Beweis dieses Lemmas fithren wir als Induktionsbeweis iiber die Grenzldnge o von
G. Fiir den Induktionsanfang |o| = 2 gilt p € A und ¢ € X. Da r eine Normalform von
2 bzgl. A %y X hat, existiert neben p noch mindestens ein weiteres Basiselement aus A,
welches in r enthalten ist. Wir identifizieren p mit q. Dann erhalten wir die Einbettung von
X in G/{r) durch Anwendung des Freiheitssatzes von Magnus (Satz [0.1). Auf analoge
Weise erhalten wir auch die Einbettung von A in G/{r).

Fiir den Induktionsschritt wihlen wir - falls vorhanden - ein Basiselement a € A, welches

mit einer Exponentensumme von 0 in p vorkommt. Falls kein solches Element existiert,
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wéhlen wir beliebige Elemente a, b € A und gehen mithilfe der Relation a = aP* zum Wur-
zelbaumprodukt G’ := G#,_zr, (@ |) von G iiber, welches wegen p # a*! ein Baumprodukt
ist. Wir definieren A’ := A x,_zr, (@ |). Nun wenden wir den Blattisomorphismus von G’
an, der durch b := ba " oder b := & "*b gegeben ist, wobei p, die Exponentensumme
p € G bzgl. a ist. Es gilt p; = 0. Auf die gleiche Art konstruieren wir einen Blattho-
momorphismus fiir X mithilfe eines Erzeugers T, welcher in ¢ mit Exponentensumme 0
vorkommt. Das @ und 7 enthaltende Wurzelbaumprodukt von G nennen wir G”. Wegen
Lemma ist es ausreichend, die Einbettung von X und A in G’ oder G” zu zeigen. Wir

betrachten verschiedene Félle fiir die Exponentensummen r; und 3.

Zunéchst zeigen wir, dass X in (A= X)/{r) einbettet, falls ry = 0 gilt. Die Einbettung
von A in (A =y X)/r) fir rz = 0 kann auf analoge Weise gezeigt werden.

Im Fall r; = 0 ist @ ein Reduktionserzeuger von r. Wir betrachten den Kern des Ho-
momorphismus ¢: G’ — Z, welcher @ auf 1 und alle anderen Erzeuger auf 0 abbildet.
Laut Lemma entspricht der normale Abschluss von 7 in G’ dem normalen Abschluss
der Elemente r; = a~‘ra’ in ker(y¢). Die Gruppe ker(p) besteht wie in Bemerkung
beschrieben aus einer Knotengruppe A = {c; | ce A ¢ # a,i € Z} und abzédhlbar
unendlich vielen Kopien X; (i € Z) von X, welche jeweils durch die Kantenrelation p; = ¢;
mit A’ verbunden sind, wobei p; := a'pa’ und ¢; := a"'¢;a’. Es bleibt, die Einbettung von
Xo in ker(p)/{ri | i € Z)) zu beweisen. Da r nur ein Stiick aus A’ enthélt, ist @ ein Reduk-
tionserzeuger von r. Es folgt, dass A #p,=q; Xi das minimale Baumprodukt von r; in ker(yp)
ist. Wir wenden Proposition fiir die gestaffelte Priisentation ker(y)/{r; | i € Z)) iiber
den Blattgruppen X; (i € Z) an, um zu folgern, dass Xy genau dann in ker(p)/{r; | i € Z)
einbettet, wenn Xy in ker(¢)/{ro) einbettet. Laut Lemma geniigt es, die Einbettung
von X in (A’ #po=qo X0)/{r0)) zu zeigen. Wegen Bemerkung gilt |po| < |p|. Daher
folgt die gewiinschte Einbettung nach Induktionsvoraussetzung. Schlielich erhalten wir
die Einbettung von X in G'/{r).

Im Fall 73 # 0 gelte 0.B.d. A. r = vw mit v € A und w e X. Wegen p; = 0 und vz # 0
kann die von p und v erzeugte Untergruppe von A keine zyklische Gruppe sein. Daher ist

{p,v)4 die freie Gruppe F(p,v) mit Basis {p,v}. Wir unterscheiden zwei Fille fiir r;.
Fall 1: Es gelte rz = 0.

In diesem Fall bettet A, also insbesondere auch {(p,v)4, aufgrund der Voriiberlegung in

(A =y X)/&r) ein. Um die Einbettung von X zu zeigen, schreiben wir

Gy = A (Fpv) = X)/Kr))-

Somit geniigt es, die Einbettung von X in (F(p,v) = X)/{r) zu beweisen. Dazu be-
p=q

merken wir, dass

F(p,v) ot X = Fw) = X
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eine freie Gruppe ist. Da r das Basiselement v benutzt, folgt die Einbettung von X aus
dem Freiheitssatz von Magnus (Satz [0.1)).

Fall 2: Es gelte rz # 0.
Wegen ¢z = 0 und wz # 0 kann die von ¢ und w erzeugte Untergruppe von X keine
zyklische Gruppe sein. Daher ist (¢,w)x < X eine freie Gruppe mit Basis {p,w}. Wir

schreiben

F(p,U) *F(w) = F(p,’U) piq F(Qa w) = F(U) *F(Q7w)'

Da r die Erzeuger w und v enthélt, betten F'(p,v) und F(q,w) in (F(p,v) * F(q,w))/{ry
p=q
ein. Es folgt

Gy = A s (FG) + Fuw)/r)) o« X

F(p,v) F(q,w)

Wir lesen die Einbettungen von A und X in G/{r) ab.
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5. Seifert-Mannigfaltigkeiten und die
Magnus-Eigenschaft

In diesem Kapitel méchten wir Fundamentalgruppen bestimmter Seifert-Mannigfaltigkei-
ten auf Magnus-Eigenschaft iiberpriifen. Dazu verwenden wir rein algebraische und grup-
pentheoretische Methoden wie z. B. die Theorie kleiner Kiirzungen (engl. ,small cancella-
tion theory®, siehe Kapitel [DJ).

Laut |Orl72, S. 91] besitzt jede Fundamentalgruppe G einer orientierbaren Seifert-

Mannigfaltigkeit eine Prasentation der Form
G = {a,br,.. - ag,bg,q1, -, G, b | ashay' = b, bihb " = b, qihq; " = h,
¢ 0% =1, qu--gelay,bi] -+ [ag, bg) =h* (1<i<g, 1<j<r), (5.1)
wobei g,r € Ny gilt und (a;, 3;) (1 < j < r) Paare zueinander koprimer natiirlicher Zahlen
sind und zudem eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt sei:
(1) Esgilt g =1 fiirallei € {1,2,...9}, 0 < B; < o fur alle j € {1,2,...r} und b e Z.
(2) Esgilt g=>1,¢ =—1firalleie{1,2,...9}, 0 < §; < % fiir alle j € {1,2,...7}
und b e {0,1}. (Falls ein j € {1,2,...7} mit o; = 2 existiert, so gilt b = 0.)
In Unterabschnitt Fall 4.1.3 bemerken wir, dass die Gruppe G fiir
(g, {ai |1 <i<r}{Bi|1<i<r}b)
e {(0,3,{3,3,3},{1,1,1},-1), (0,3,{3,3,3},{2,2,2}, —2)} (5.2)
isomorph zur Gruppe (z,y | #3 = 3, (2y)? = 2°) ist. Wir stellen folgende Vermutung

auf:

Vermutung 5.1. Die Gruppe

L = (ryl|a®=y (ay)’ =2°%
besitzt die Magnus-FEigenschaft.

Im vorliegenden Kapitel untersuchen wir abgesehen von der Gruppe L aus Vermu-
tung[5.1] alle Fundamentalgruppen von orientierbaren Seifert-Mannigfaltigkeiten mit r # 0
auf Magnus-Eigenschaft. Das Ergebnis ist folgender Satz, welcher insbesondere die Aus-
sage enthilt, dass G wie in fiir g,7 = 1 oder r > 4 nicht die Magnus-Eigenschaft
besitzt.
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Satz 5.2. Sei G die Fundamentalgruppe einer orientierbaren Seifert-Mannigfaltigkeit mit
r # 0 (siehe (5.1)), deren Invarianten nicht (5.2)) erfillen (d.h. G ist nicht zur Gruppe L

aus Vermutung isomorph). Wir definieren
det o b ‘
—ay  bag + B2

Zudem wdihlen wir zwei Elemente p,q € Z mit 0 = pay—qae und definieren ¢ := ggT(|pS1+

1
o:=ggT(la1],|ae]), 7:=ggT(|B1],]bas + B2]) und A := —

q(baa + B2)|, A). Die Gruppe G besitzt genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) Es gelte g =0, r =1 und 1 + bay € {0, £1,+2, +3, +4, +6}.

(ii) Es gelte g =0, r = 2 und eine der folgenden zwei Bedingungen.

(ii.1) Es gelte pp1 + q(bag + B2) = 0 mod TA. Zudem gelte o,7 € {1,2,3,6} oder
o,7€{l1,2,4}.

(i.2) Es gelte pp1+ q(baa+ B2) # 0 mod TA zusammen mit einer der folgenden vier
Bedingungen:
(i.2.1) A =0 und ggT(o,(7) € {1,2,3,4,6}
(i.2.2) o =1 mit At € {1,2,3,4,6} oder (T =1 mit %a €{1,2,3,4,6}
(i4.2.8) A = ¢ mit %a, At € {1,2,3,6} oder mit %a, At e {1,2,4}
(ii.2.4) (£, 20,A7) € {(2,4,4), (2,6,6), (3,6,6)}
(i1i) Es gelte g = 0 und r = 3 zusammen mit einer der folgenden drei Bedingungen:
(iii.1) a; =2, i =1(1<i<3)undbe {-3,-2,—-1,0}
(iii.2) a; =2, fi=1(1<i<2),a3=3, f3=2und b= —2
(i4.3) a; =2, fi=1(1<i<2),a3=3,p3=1undb=—1
SchlieSlich moéchten wir darauf hinweisen, dass wir in Abschnitt die Magnus-

Figenschaft von Fundamentalgruppen einiger orientierbarer Seifert-Mannigfaltigkeiten mit

r = 0 beweisen.

5.1. Vorbereitungen

In diesem Abschnitt beweisen wir allgemeine Hilfsaussagen und fithren Notationen ein, die

wir fiir den Beweis von Satz nutzen méchten.

Notation 5.3. Fiir k, £ € N schreiben wir

Z s« 7 = {ab|d" =0 = b und

ak =bl =pt

Z x Z = Lab]|[a,b]=1,d" =b") = <a|>akibe<b|>.

ak=bt
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Laut [Bog05| besitzt unter den Gruppen Z #,._pe Z (k, £ € N\{1}) ausschlielich die
Gruppe Z #,2_32 Z die Magnus-Eigenschaft. Analog zu dieser Aussage formulieren wir

folgendes Lemma.

Lemma 5.4. Eine Gruppe Z X x_p Z mit k, £ € N besitzt genau dann die Magnus-
FEigenschaft, wenn ggT(k,l) in der Menge {1,2,3,4,6} enthalten ist.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass die Gruppe Z x kx_p Z im Fall K = 1 oder ¢ = 1
isomorph zu Z ist und daher die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Seien also k und ¢ zwei beliebige Elemente aus N\{1}. Jedes Element
weG:={ab | [a,b]=1,a" =0 =~ Zxu_yZ

besitzt eine eindeutige Darstellung der Form w = a™b" mit m € Z, n € {0,1,...,¢ — 1}.

Wir nennen diese Form Normalform von w bzgl. G.

V22

Sei w ein beliebiges Torsionselement von G mit Normalform w = ™" und Ordnung

p € N. Wir betrachten w als Element von H := {a |) x (b |) = Z x Z. Dann folgt in H
a’mP = (@M = wP = (a R = o Fpet (5.3)

fiir ein ¢ € N. Die Elemente p und ¢ sind teilerfremd, denn p ist die Ordnung von w € G.
Somit ist p ein Teiler von ggT(k, £). Umgekehrt erhalten wir fiir jeden Teiler d von ggT(k, ¢)

mit w = a~4bd ein Element der Ordnung d in G.

Wir betrachten zwei Elemente r, s € G := Z X ;s _p¢ Z mit demselben normalen Abschluss
in G. Falls r und damit auch s keine Torsionselemente sind, gilt {r’ | i€ Z} = {s’ | j €
Z} = Z und wir erhalten r = s*!. Es bleibt somit der Fall zu betrachten, dass r und
damit auch s von endlicher Ordnung p € N\{1} sind. Laut Vorbemerkung ist p ein Teiler
von ggT(k,?). Es gilt {r)¢ = {(s)¢ = Zp, wobei Z, die zyklische Gruppe der Ordnung p
ist. Wegen Lemma[A.2]ist der Erzeuger von Z, modulo Invertierung genau dann eindeutig
bestimmt, wenn p € {1,2,3, 4,6} gilt. Fiir diese Wahlen von p folgt also r ~ s*!. In den
anderen Fillen kénnen wir Elemente r, s mit (r)g = {(s)q = Z, und 7 # s*! finden.
Schliefllich besitzt G genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn alle Teiler von ggT(k, ()
in {1,2,3,4,6} enthalten sind.

O]

Das néchste Hilfslemma ist eine kleine Folgerung der Aussage, dass die Automorphis-
mengruppe von Z,, (m € N) isomorph zu Z}, ist (sieche z.B. [Rob96| Section 1.5]). Zur

Vollstandigkeit beweisen wir dieses Hilfslemma ausfiihrlich.

Lemma 5.5. Sei Z,, die zyklische Gruppe der Ordnung m € N. Weiter seien a,b € Zn,

zwei Elemente derselben Ordnung k. Dann existiert ein Automorphismus ¢ von Z., mit

p(a) = b.

105



Beweis. O.B.d. A. diirfen wir voraussetzen, dass a das kleinste Element aus {1,2,...,m}
mit Ordnung £ in Z,, ist, d.h. a = 7 gilt. Den Ubergang zwischen zwei beliebigen Ele-
menten a’, b’ der Ordnung k erhalten wir dann als Verkniipfung zweier Automorphismen,
wobei der erste a’ auf 7' und der zweite 5* auf b abbilde. Es ist klar, dass fiir zwei Ele-
mente a, b derselben Ordnung ggT(a, m) = ggT(b, m) gilt. Laut Voraussetzung gilt zudem
ggT(a,m) = a und b = ba fiir ein b € Z,,. Wir benutzen, dass Z*, isomorph zur Automor-
phismengruppe von Z,, ist und Z* = {{ € Z | ggT(¢,m) = 1} gilt. Gesucht ist ein Element
p € Zy, mit

~

p-a = b-a mod m, (5.4)

denn dann ist der gesuchte Automorphismus durch ¢(1) = p gegeben. Im Fall be VA
setzen wir p = b. Andernfalls sei q das Produkt aller Primteiler von m, welche weder in k
noch in b enthalten sind. Wir setzen p:=kq+ b. Aus ggT(b,m) = a folgt die Gleichung
ggT(z, k) = ggT(E, ™) = 1. Daher ist jeder Primteiler von m in genau einem Summanden
von p enthalten. Somit gilt ggT(p, m) = 1 und folglich p € Z},. Es bleibt zu zeigen, dass
unsere Wahl von p die Gleichung erfiillt. Dazu schreiben wir:

p-a = (kq—i-z)-a = (mq—l—g)-a = gn+b-a = b-a mod m
a

Lemma motiviert folgende Notation.

Notation 5.6. Seien m, n natiirliche Zahlen, k ein Element der Ordnung p in Z,, und ¢

ein Element der Ordnung p in Z,,. Dann gilt wegen Lemma [5.5

=3

la,b | a™=1,0"=1,a"=b") = (a,b|a™=1,0"=1,a =b%>.

Wir bezeichnen einen Reprisentanten dieser Isomorphieklasse von Gruppen mit Z, *z,, Zn,.

Analog bezeichnen wir einen Reprisentanten der Isomorphieklasse

33

<a,b|[a,b]zl,amzl,bnzl,ak=b£>;<a,b|[a,b]zl,amzl,bnzl,a%zb )

mit Zy, xz, Zn und nennen diese Konstruktion direktes Produkt mit Amalgamierung.

Laut [Fell5] besitzen unter den Gruppen Z, *z, Z, (m,n € Z mit p | m und p | n)
ausschliellich die Gruppen

Z4 * Z4 und Zﬁ * Z6
ZQ Z3
die Magnus-FEigenschaft. Analog dazu formulieren wir folgende Aussage.

Lemma 5.7. Die Gruppe G := Zp, Xz, Zn (m,n €N, pe N mit p | m und p | n) besitzt
genau dann die Magnus-Figenschaft, falls eine der folgenden Bedingungen gilt:
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(1) p=m mitne{1,2,3,4,6} (G = Z,) oder p=n mit me {1,2,3,4,6} (G = Zy,)

(2) p=1mit m,ne{l,2,3,6} oder mit m,n € {1,2,4} (G = Zp, x Zy,)

(3) (p,m,n) € {(2,4,4), (2,6,6), (3,6,6)} (G = Z4 Xz, Za, ZL¢ X7, Ls oder Lg X7, ZL¢)
Beweis. Wir arbeiten mit der Présentation

m
p

G:=2Zm xZLy, = {a,b]| |a,b],a™=1,0"=1,ar =b
Zp

s 3

).

Die Gruppe Z; (¢ € N) besitzt genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn ¢ ein Element
von {1,2,3,4,6} ist (siehe Lemma. Falls also entweder m oder n nicht in {1,2, 3,4, 6}
liegen, kénnen wir unterschiedliche, nicht zueinander inverse a- oder b-Potenzen mit dem-
selben normalen Abschluss in Z;, xz, Z, finden. Da die Gruppe G' abelsch ist, kénnen diese
nicht zueinander oder ihren Inversen konjugiert sein. Somit besitzt G nicht die Magnus-
Eigenschaft. Sei also m,n € {1,2,3,4,6}. Im Fall p = m bzw. p = n folgt G = Z,, bzw.
G = Zp, fiir m,n € {1,2,3,4,6} und G besitzt die Magnus-Eigenschaft. Fiir p = 1 besitzt
wegen Satz die Gruppe G genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn m, n € {1, 2, 3, 6}
oder m,n € {1,2,4} gilt. SchlieBlich bleiben noch folgende Félle zu betrachten:

(i) Z4 X Z4, (11) Z4 X Zﬁ, (111) ZG X ZG und (IV) ZG X Zﬁ
ZQ ZZ ZQ ZS

Zu (i): Die Gruppe Z4 %7, Z4 enthilt acht Elemente und besitzt die Magnus-Eigenschaft:
Um dies zu sehen, bestimmen wir fiir jedes Element den normalen Abschluss. Dabei ver-
wenden wir die Normalform w = a®b? (a € {0,1,2,3}, be {0,1}):

Cap = (a’) = {1,a,0%,a}, (a®) ={1,a®}, (ab) = {1,ab},
(a®by = (b) = {1,a°b,a*,b}, (a’b) = {1,a°b}

Zu (ii): In Zy xz7, Zg gilt (ab)” = a3b und (a3h)” = ab. Da ab und a3b nicht invers
zueinander sind, besitzt Z4 X7, Zg nicht die Magnus-Eigenschatft.

Zu (iii): Die Gruppe Zg xz, Z¢ enthélt 18 Elemente. Wir bestimmen fiir jedes Element

den normalen Abschluss:
Cay = (a) = {1,a,0% d% a*,a’}, (o) = (a") = {1,a* a"}, () ={1,a°},
Kaby = (a®v*) = {1,ab,a®b?}, (ab) = Lab*) = {1,ab,a"v?, a*, a°b, ab®},
KaPby = %) = {1,a®b, 0%},  (a*d) = (a®v*) = {1,a*b,a®b?, a®, ab, a*b*},

(a®b) = a't*) = {1,a’b,a'?},  (a’?) = (b) = {1,a°0*, a’b,a® 0%, b},
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Wir lesen ab, dass Zg X7, Z¢ die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Zu (iv): Die Gruppe Z¢ Xz, Z¢ enthélt 12 Elemente. Es gilt:
(ay = L) = {1,a,0% a* a*,a°}, (a*) =Ka*) = {1,a%,a"}, (a®) = {1,a%,
Kaby = La®b)y = {1, ab, a*, a®b, a®,a3b},  {a*b) = {1,d%b},

a*by = by = {1,a4b, a*,a’b, a?, b}, «a®by = {1, a5b}

Wir lesen ab, dass Zg Xz, Ze die Magnus-Eigenschaft besitzt.
O

Das folgende Lemma stellt Gruppen einer bestimmten Klasse, welche einige Fundamen-
talgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten enthilt, als direkte Produkte mit Amalgamie-

rung dar.

Lemma 5.8. Sei G eine Gruppe mit Prdsentation

(,y | [z, y] =1, 2%y’ =1, 27y’ =1) (e, B,7,0 € Z\{0}).

det <a B)‘
v 6

Zudem wdhlen wir zwei Zahlen p,q € Z mit 0 = pa+ ¢y. Im Fall pf + ¢ = 0 mod TA

Wir definieren

1
o= geT(lal,[y]), 7:=eeT(B]10]) und A:=—

gilt:
G = (ryy||z,yl=4L2"=1y" =1y = Zs,xZ;
Fiir pB + q0 # 0 mod 7A gilt mit ¢ := ggT(|pp + ¢d|, A):

A Zin, Xz Lns  fir A#0
G = (a,§| [0, e =17 =127 =57) = <ot
Z Xxo:g(r Z fU’r’ A = 0

Beweis. Wir setzen

, 7::1 und §:= —.

.~ o«
a:=—, p:=
o o T

Dann gilt A = |o75~— Eﬁl Als Erstes zeigen wir, dass pS + ¢6 mod 7A unabhéngig von
der Wahl der Elemente p, q ist. Sei dazu (p + p’, ¢ + ¢’) ein von (p, q) verschiedenes Paar
ganzer Zahlen, fiir welches o = (p + p')a + (¢ + ¢')7 gilt. Es folgt

Pat+dy=0 & oc(pa+¢dy) =0 « pa+d5=0
< p'=—k¥ und ¢ = k& fiir ein k € Z.
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Schliefllich erhalten wir
PB+d8 = —kyrB+kars = kr(@—pY) = krA = 0 mod TA.

Als Nichstes betrachten wir den Fall p8 + ¢6 = 0 mod 7A. Indem wir p, ¢ und damit
k € Z aus der Voriiberlegung geeignet wihlen, konnen wir o. B.d. A. p5+¢d = 0 annehmen.
Dann gilt

20 = gPotay yf(p/3+q5) - 1
und somit

(r,y | [z,y] =1, %97 =1, 279° = 1)
= {z,y|[z,y] =1, xo‘yﬁ =1, x”y‘s =1, 27=1)
= @yl|leyl=1y"=1L¢y=12"=1) = (y|lnyl=1y =1, 27 =1).

Fiir den Fall pg + ¢d0 # 0 mod 7A beweisen wir zunéchst
G2 lay | [o,y] =1, y> =1, a7 = y @FHoOT),

indem wir die Relationenmengen My := {[z,y] = 1, 2%¢° = 1, 27y° = 1} und My =
{[z,y] = 1, y27 = 1, 27 = y~PF+)7} ineinander iiberfithren. Mithilfe der Relationen
aus M schreiben wir dazu:

w“/yfS -1 < y57' — x*'wya - yaé‘r _ xf&'wya - y&&r _ yB’NyT
PN y(agféa)f —1 e A=
und ¢ = gPater — y—(p5+q5)7

Um die Relationen von M aus den Relationen von M herzuleiten, bemerken wir zunéchst
c=patqy & 1 =pa+q¢y & pa =1—-¢y & ¢y = 1—pa.
Nun schreiben wir
27 — y—(p§+q5)r o 200 _ y—a(pETJrqST) o 200 _ y—paaf—qa&
o 2o — y—(l—ﬁ)gf—q&ST e %P = yqﬁf—q&gf s ™y = y—Q(&g—B’NY)T

—qAT

s 9Pl =y s 9P =1

und
27 =y~ BT o Ao SARTAT) o Ao g —pBT—aier
o )= y—piﬁf—(l—p&)& - xvyé _ y—zﬁﬁrﬂo&& N x”y(s _ yp(&é—ﬁﬁ)T

PAT

s 2y’ =y s 2y =1.
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Wir erinnern an die Definition ¢ := ggT(|p5 + ¢d|, A) und bemerken, dass y—(P5+q5)T

genau wie 47 die Ordnung % = % in G hat. Mit Lemma gilt daher
G = (,7 ] [x9]=1, §4 =1, 2° =)

A
= <ZL‘,Z7| [55,37] :]-a %fU:]_’ gAT: ]-7 :L,a':g(:T>

12

Z%o XZ% ZA7—~

O

Das néchste Lemma ist ein Hilfsmittel, um in Fall 4.1 von Unterabschnitt eine
Konjugation ausschlielen zu kénnen.

Lemma 5.9. Seien Elemente k, £ € Z gegeben. Wir betrachten die Gruppen

G1 = {a,b|a® =10 (ab)® = a®) und
Gy = {(a,b|a3 =03 (ab)® = a=3.

Dann besitzt das Element a sowohl in G1 als auch in Go unendliche Ordnung.

Beweis. Wir definieren G := {a) #,3_33 (b). Im Hinblick auf einen Widerspruch besitze a
die Ordnung p € N in G1. Dann liegt a” im normalen Abschluss des Elements a3 (ab)? in
G. Wir bemerken, dass der Homomorphismus o: G — Z, welcher ein Element aus G auf
die Summe der Exponentensummen bzgl. a und b abbildet, wohldefiniert ist. Im Fall k£ = 2
ist o erweiterbar auf G; und wir erhalten sofort einen Widerspruch. Sei also k # 2. Dann
gilt p = |6 — 3k|m fiir ein m € N. Da a® im Zentrum von G liegt und o((ab)?) = 6 # 0 gilt,
besitzt a somit die endliche Ordnung 6m in der Gruppe G4 := {a,b | a® = b?, (ab)? = 1).
Wir betrachten den Homomorphismus ¢: G} — Zs, welcher durch ¢(a) = 0 und ¢(b) =1
gegeben ist. Mithilfe des Reidemeister—Schreier-Verfahrens berechnen wir, dass ker(y) die

Erzeuger
z :=a, y:=blab, z := b 2ab® und w := b

sowie die Relationen

3 3 3

2 = w, ¥y = w, 2z =w und zzyw = 1, yrzw = 1, zyzw = 1
besitzt. Es folgt:
ker(p) = {(z,y,z,w|z>=y> =23 =w, zyzw =1)
= (yz|ad=y* =2 st =1) = (ayz|2d =y’ =2 z=a(ya) )
= (wylad =y’ =2 (y2)) = (nyla® =y’ (ay)’ =2"")

Laut Voriiberlegung zur Gruppe G besitzt = die Ordnung 18m in ker(y). Wegen = = a
folgt, dass a auch in G die Ordnung 18m besitzt. Dies ist wegen 18m # 6m ein Wider-

spruch. Somit besitzt a unendliche Ordnung in Gj.
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Durch Anwendung des Isomorphismus von Gg, welcher b auf sich selbst abbildet und
a invertiert, gehen wir zur Gruppe Ga = {a,b | a® = b®, (a™1b)® = ¢3*) iiber. Wir be-
merken, dass die zu zeigende Aussage im Fall £ = 0 direkt aus der Betrachtung des
Homomorphismus folgt, welcher ein Element von Go auf die Summe seiner Exponen-
tensummen bzgl. @ und b in 52 abbildet. Sei also ¢ # 0. Analog zur Betrachtung der
Gruppe G besitzt a genau dann eine endliche Ordnung in CNJQ, wenn es in der Grup-
pe Gb := {a,b | a® = b?, (a71b)® = @*) von endlicher Ordnung ist. Wir definieren den
Homomorphismus ¢: G4 — Zs durch ¢(a) = 0 und ¢(b) = 1. Mithilfe des Reidemeister—

Schreier-Verfahrens berechnen wir, dass ker(vy)) die Erzeuger
z :=a, y:=blab, z := b 2ab® und w := b

sowie die Relationen

3 3 3

z = w, y = w, 2z = w und
xilzflyflw = w, yilaflz*lw = w, zilyflaflw = w
besitzt. Es folgt:
ker(v) = {(z,y,z,w |23 =93 =22 =w, zyz=1)

= (2|2’ =y =2° 2= (ay)™")

= (wyl|a®=9° (ay)? =27
Wir bemerken, dass ker(¢) der Gruppe G mit k = —1, a = z und b = y entspricht. Daher
besitzt z unendliche Ordnung in ker(¢). Es folgt, dass a von unendlicher Ordnung in G/

und somit in G5 sowie Go ist.
d

Schlielich fithren wir ein kleines, aber sehr niitzliches Werkzeug zur Untersuchung der
Magnus-Eigenschaft ein, das wir im Folgenden an vielen Stellen ohne besondere Erwahnung

nutzen werden:

Lemma 5.10. Gegeben seien drei Gruppen A, B und G sowie zwei Homomorphismen
¢:A—> Gund: G— B. Falls zwei Elemente r,s € A existieren, so dass {r)ys = sHa
und Vo p(r) #p (Y o p(s))t gilt, so besitzt G nicht die Magnus-FEigenschaft.

Beweis. Wegen {rpa = s)a gilt {po(r))a = Lp(s))e und wegen ¢ o o(r) #p (¢ o
p(s) = gilt o(r) 2 (0(s)
O

5.2. Orientierbare Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g = 0 # r

Im Folgenden werden wir mit Ausnahme des Falls aus (5.2)) Schritt fiir Schritt alle Funda-
mentalgruppen orientierbarer Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g = 0 und r # 0 auf Magnus-

Eigenschaft iiberpriifen. Dabei unterscheiden wir verschiedene Félle fiir . So erhalten wir
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z.B. durch Einsetzen von g = 0 und r = 1 in (5.1)):

G = {q,h| qhgr = h, ¢*RP =1, ¢ = h¥)
= (h| pfrtber = 1) = 2.3, +bay

Laut Lemma[A2] besitzt diese Gruppe genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn 3 +bay
€ {0, £1,+2, £3, +4, £6} gilt. Die restlichen Félle fiir r erfordern wesentlich mehr Arbeit.
5.2.1. Der Fall r = 2

Durch Einsetzen von g = 0 und r = 2 in (5.1)) erhalten wir

G {q1,q2,h | qihgt = h, ghgz' = h, ¢ R =1, ¢5?h72 = 1, qiga = BY)

<Q1,h | [qhh] =1, Q?lhﬁl =1, q;azhbaz-‘rﬁz _ 1>

12

Wir bemerken, dass aufgrund der Bedingungen an die Elemente b, ay und 2 in (5.1)) stets
bas + B9 # 0 gilt. Sei

1 «
o= geT(anl,| = azl), 7 := geT(Bi], b + fof) und A= |det [ ** P \
oT —ag bag + B9

Wir withlen zwei Zahlen p, ¢ € Z mit 0 = pa; —qas. Im Fall pB; +¢q(bas+£2) =0 mod 7A

gilt laut Lemma [5.8
G = {q,h]||g,hl=1q{=1h"=1) = Z;xZ:.

Wegen Satz besitzt diese Gruppe genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn o,7 €
{1,2,3,6} oder 0,7 € {1,2,4} gilt. Im Fall pB; + q(bas + B2) # 0 mod TA setzen wir

¢ = ggT(|pb1 + q(baz + Ba)], A).
Laut Lemma [5.8| erhalten wir die Darstellung:

~ ~ %g‘

Zég XZa Zpn, fir A #0
G = {qi,h | [q1,h] =1, ¢f ¢ <

=1, 0 =1, ¢7 =) =
7 fir A=0

Z X q?:%a

Wegen Lemma [5.4) und Lemma [5.7] besitzt G somit genau dann die Magnus-Eigenschaft,
wenn entweder A = 0 und ggT(o,(7) € {1,2,3,4,6} oder eine der folgenden Bedingungen
gilt:

(1) o = 1 mit Ar € {1,2,3,4,6} (G = Za,) oder {r = 1 mit 20 € {1,2,3,4,6}
G Z%U)

(2) A = ¢ mit %a, AT € {1,2,3,6} oder mit %a, At e {1,2,4} (G =Za, x Znr)
¢

(3) (£,20,A7) €{(2,4,4), (2,6,6), (3,6,6)} (G = Za xz, Za, Lo Xz, L oder Zg X7, L)
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5.2.2. Der Fall » = 3

Durch Einsetzen von g = 0 und r = 3 in (5.1]) erhalten wir:

G = (@, @00 la,h] =1, ¢h% =1 (1<i<3), qigaq3 = 1°)
g3*h™ =1, qigaqs = h°)
= <q1aQQ7h | [QD ] - 17 [q23h] = ]-a q(lxlhﬁl = ]-a q(;QhBQ = ]-a
(q1q2)™* = hPH0es)
( = <q17q37h | [q17 ] - 17 [q37h] = 17 q?lhﬁl = 17 q?0)13hﬁ3 = 17

(q1g3)*2 = hP2Tho2y ) (5.5)
Zur Untersuchung dieser Gruppe auf Magnus-Eigenschaft fithren wir eine Fallunterschei-
dung fiir die Variablen «a; (i € {1,2,3}) ein.
Fall 1: Sei a3 = a9 = g = 2.

Wegen der Bedingungen von (5.1]) folgt 81 = B2 = 83 = 1. Wir erhalten:

G = {q,g,n)| [g.h] =1, [, h] =1, ¢§ =h7", @& =h7", qupqige = K20

Aus der Relation ¢qigaqiqz = h't20

ergibt sich durch Konjugation mit ¢; die Relation
G201q2q1 = h1+2b Durch Gleichsetzen der linken Seiten beider Relationen erhilt man

719291920, '@ a1 = 1 und somit (q1g2q1¢2)*h* = 1. SchlieBlich folgt AT = 1.

Fall 1.1: Sei b = —3 oder b =0
Sowohl fiir 6 = —3 als auch fiir b = 0 erhalten wir die Gruppe

G <q17q27h | [Qh ] - 17 [Q27h] = 17 q% = Q% = hila 41429192 = h7 h6 = 1>

= (el q’=1 ¢ =4, ene=q°)
In dieser Gruppe gilt g2q1g5 1= q1 3q2_ - q; ° also quq1 = q; %go. Mit diesem Wissen

konnen wir jedes Element w € G in der Form w = ¢7"¢5 darstellen, wobei m € Zj2 und

e € {0,1}. Im Folgenden verstehen wir alle Mengen als Teilmengen von G. Wir berechnen:

m
1m m 1.m qi’, m gerade
9 919 = g1, dy q1 92 = _ _
{ " 3gaqiqe = ¢"%  m ungerade
- — _ q7'q2, m gerade
a'd'ea = " %, 3 4l a2 = q2q" = { L
g7 "q2, m ungerade
—m—2
-1 —m m, \—1 -1 _—-m aq, q2, m gerade
Q" = q W) =gt =1 L ~
(@) 1 (91"92) 2 41 {qlm 8q2:q1m+4q2’ m ungerade

m m’
q1 92491 Q92 ! —4

!/
g 2 m,m/ gerade
q; , m,m’ ungerade
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Somit folgt

dfye = {4 | n € Z12}, m gerade d
917G = { nema6on/ ; un
q | n,n' € Z12}, m ungerade
-(2m+2)+n'-6 (2m+2)4+n'-6
gPaya = {qmCmTII g, grBmEITG )y e Ty},

Wir bemerken, dass die Mengen {q7"' )¢ und g7"?¢2)¢ verschieden sind, denn die Expo-

nentensummen aller Relationen von G bzgl. ¢o sind gerade. Da auch die Exponentensum-

men aller Relationen von G bzgl. ¢; gerade sind, folgt die Ungleichheit der Mengen {g7"* D¢

und {q¢1"*)a, falls m; —mo =1 mod 2 gilt. Dasselbe gilt fiir die Mengen (g;" ¢2))¢ und

g™ q2 ). Aus der Gleichheit der normalen Abschliisse zweier verschiedener Elemente

¢1" g5t und ¢y ¢5? folgt somit €1 = ez und m; — mg = 0 mod 2. Wir méchten fiir zwei
mi_er

beliebige Elemente ¢7"'q5', ¢7"?¢5* € G mit demselben normalen Abschluss in G zeigen,

dass ¢ q5" ~ (q"2¢5?)*! gilt.

Zunichst betrachten wir den Fall, dass €; = e = 0 gilt und m1, mg gerade sind. Unsere
Berechnungen haben gezeigt, dass ¢i" € G fiir gerade m nur zu sich selbst konjugiert
ist. Somit ist {¢?Ye = {(¢?)c wegen der Relation ¢i> = 1 von G isomorph zu einer
Untergruppe von Zg. Da alle Untergruppen von Zg die Magnus-Eigenschaft besitzen, folgt
0~ (@)

Als Nichstes betrachten wir den Fall, dass €; = €2 = 0 gilt und m1, mo ungerade
sind. Ist (g1 )¢ isomorph, zu einer Untergruppe von Zg, so zeigen unsere Berechnungen
Ka"»a = {q")q fiir alle m € Z und die gewiinschte Aussage folgt aus der Magnus-
Eigenschaft aller Untergruppen von Zg. Sei also {q1)c = Zj2. Wir bemerken, dass ein
Elemente ¢" € G fiir ungerades m laut unseren Berechnungen nur zu sich selbst und q{”_ﬁ

in G konjugiert ist. Es folgt fiir ungerade m:

{q{z | ne ZlQ}7 m ¢ {3a9}

Ca’) = { {q%” | neZia}, me{3,9}

Wir lesen ab, dass my, mg € {3,9} oder my, mg € {1,5,7,11} gelten muss. Da 3 in Zj2
invers zu 9 ist, erhalten wir im ersten Fall ¢{"! ~ (q{m)il. Im zweiten Fall bemerken wir,
dass 1 zu ¢ und ¢} zu ¢i! konjugiert ist. O.B.d. A. diirfen wir somit annehmen, dass m,

ma gleich sind oder den Zahlen 1 und 11 entsprechen. Es folgt ¢"* ~ (¢}"?)*!.

Es bleibt der Fall €; = €2 = 1 zu betrachten. Wir haben bereits bemerkt, dass (q; )¢ zu
einer Untergruppe von Zio isomorph ist. Da die Summe der Exponentensummen bzgl. ¢;

und ¢2 in allen Relationen von G jeweils ein Vielfaches von 6 ist, gilt {(¢1)c = Z12 oder
{g1)6 = Zg.

Fiir {(q1)¢ = Zj2 erhalten wir die inversen Paare

(@7 q2, ¢ q2) mit (mq,me) € {(0,10),(1,3),(2,8),(4,6),(5,11),(7,9)}.
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Fiir die Konjugationsklassen der inversen Paare erhalten wir somit laut unseren Berech-

nungen:

Cl {q{nq2 | me {O) 107476}}5 C2 = {qgn% | me {1537779}}7
Cs = {¢"e2 | me{2,8}} und Ci = {g"q2 | me {5,11}} (5.6)

Um zu iiberpriifen, dass die Mengen C; (i € {1,2,3,4}) verschiedene normale Abschliisse
besitzen, berechnen wir N; := {C; )¢ zu:

M
N = {Bag g, ¢}, N = (e, d'le,d) (5.7)

{q7"q2,q7 | m,n gerade}, No = {¢{"q2,q | m ungerade, n gerade}

Somit folgt fiir (¢1)¢ = Z12 die gewiinschte Aussage. Fiir {(q1)c = Zg lesen wir aus (5.6))
und (5.7) ab, dass wir auch in diesem Fall vier verschiedene Konjugationsklassen mit vier
verschiedenen normalen Abschliissen in G erhalten. Insgesamt besitzt schliefllich G die

Magnus-Eigenschaft.

Fall 1.2: Sei b = —2 oder b = —1.

Sowohl fiir b = —2 als auch fiir b = —1 erhalten wir die Gruppe

G {gr,q2,h | [@,h] =1, [@2,h] =1, ¢} = @3 = h, uqaqiqz = h, h? = 1)

= (g, =1, ¢ =d, e =aq)

In dieser Gruppe gilt ¢2q1q; L= q1qy 2 = q; = ¢}, also qaq1 = qjgo. Mit diesem Wis-
sen kénnen wir jedes Element w € G in der Form w = ¢]"¢5 darstellen, wobei m € Zy

und € € {0,1} gilt. Im Folgenden verstehen wir alle Mengen als Teilmengen von G. Wir

berechnen:
m
“1.m m 1m qi’, m gerade
9 19 = 41, 9o 41 92 = e
{ " 3gaqiqe = ¢, m ungerade
_ _ a7 qo, m gerade
4 1QTLQ2Q1 = QTHQ% d; 1Q?LQ2612 = qq" = { 1n+2 d
q7"""q2, m ungerade
—m—2 —m+2
-1 —m m -1 _ —1_—m a1 T2 =q; " “q2, m gerade
ar = q ", ') =4 g =
(") 1 ) > 0 { s, m ungerade
. m q{”*m,”, m, m’ gerade
q1 9291 92 = / /
P qrtm e g™, m,m' ungerade

Somit folgt:

m 17q2 ) m =2 m 17Q2QQ’Q27q2 ) m =2
Gy = { ‘bak ey = | ameal,
{17QI7Q1}7 m€{173} {17(]1(]27(]1(127‘]1}7 m€{1,3}
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Unabhéingig davon, ob (q1 ) = Z4 oder {q1 )c = Z gilt, folgen fiir zwei beliebige Elemente

¢7" g5t und ¢7"*¢5* mit demselben normalen Abschluss in G die Gleichungen €; = €3 und

m—m' mod 2 = 0. Da ¢ invers zu qi” ist und ¢1¢2 zu q:{’qg konjugiert ist, folgt schlielich
mi €1 mo €2

a7 g5 ~ (q"*¢5?)*t. Also besitzt G die Magnus-Eigenschaft.

Fall 1.3: Sei b ¢ {—3,—2,—1,0}.
In diesem Fall gilt

= plE2 pbH _ q

G = <Q17q27h | [(]hh] = 1’ [qQ’h] = ]-7 Q% = Q% = h_17 41492491492

{g1,92,h | ¢ =3 =h7", qugpqrge = R1P20 RSHI0 = 1)

mit |6+ 4b| ¢ {0, 1,2,3,4,6}. Wir mochten zeigen, dass keine kleinere h-Potenz als |6 + 45|
trivial ist. Durch Betrachtung der Faktorgruppe

G/la, ]y = {a,a | =146 =4¢)

erfahren wir, dass h in G die Ordnung |6+4b| oder |3+ 2b| hat. Fiir die letztere Moglichkeit

definieren wir

G = {o,q.h| d=6=h" apag=h" R =1

Wiiren nun G und G gleich, so wiren auch die beiden Gruppen Gy := G /{h2?) und
G1 := G /{h%) gleich. Da in G die Gleichung (¢1¢2q1¢5 ") - 41 (12195 )1 = ¢ gilt,

erhalten wir:

Gi = (G| =0=Agq, | d=06, apas' =1, ¢ =1
= {q,¢| d=4¢, aepa=q¢) und
G = G =D={g, | E=¢ =1, qpagp=1) =% x L

Um zu zeigen, dass h die Ordnung |6 + 4b| in G hat, bleibt die Ungleichheit der Gruppen

~ 0 -1 . 0
G1 und G; zu beweisen. Dafiir setzen wir ¢; = (1 0 > und ¢ = <é ) in GL2(C)
—1q

und rechnen die Relationen von (G; nach:
o -1y (=1 o\ (i o\
(1 0) _<0 —1>_<0 —i) —
{0 -1\ (i o 0o -1\ (o i\ (o -1\ [i o)
nea = <1 0)(0 —i)(l 0>_<i 0>'<1 0>_<0 —z')_q2

Allerdings ist ¢? # id. Es folgt G # Gy.

@

Da h im Zentrum von G liegt, gilt {h)e = (h)g = Zg4ap- Wir erinnern daran,
dass wir uns im Fall |6 + 4b] ¢ {0,1,2,3,4,6} befinden. Wegen Lemma besitzen
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(h)g € Zentrum(G) und damit auch G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 2: Seien a1 = oo = 2 und a3 # 2.

Dann gilt:
G = {q.q2,q3 ]| [g::h]=1(i=1,23), ¢th=1, gh=1, ¢5*h™ =1, qiqaqs = I")
= (ane|d =4, ¢*q™® =16=(qe) 'a®
= el d=d, (@e)@at™t™ =1)

Zunichst bemerken wir:

G = H/qap)>d" )y
mit H:={q,q | ¢ =6 = @) * ()
91 =493

Somit entspricht jedes triviale Wort in G einem Wort aus dem normalen Abschluss von

(q1g2)°® qf(ba3+5 5) im amalgamierten Produkt H. In H und G gilt:

(ba3+,33) 2(ba3+53) . 4[(b+1)a3+/3’3]
: a1 = q

2 _
(1g2)%q; a; (q1g2)*%q;

Wir ermitteln:

Lqrq2) ™ P3Py
= {(q1q0) qu(bas+f33)+4n[(b+1)a3+53] (q2q1)ma3q%m(bag+53)+4n[(b+1)a3+53]

qim[(b-}-l)ozg-‘rlﬁ] | meZ\{0}, neZ}c H

mas

Es folgt, dass jedes Element von G eine eindeutige Darstellung der Form

a5(qua2)'af mit €€ (0,1}, 0<k<[F =] =1, 0<C<4(b+Dag+ 5] -1 (53)

besitzt. Wir bezeichnen diese Form im Folgenden auch als Normalform bzgl. G. Insbe-
sondere hat das Element ¢ aus dem Zentrum von G die Ordnung [2[(b + 1)az + SB3]|.
Fir [2[(b+ 1)as + B3]| ¢ {1,2,3,4,6} besitzt G somit nicht die Magnus-Eigenschaft. Wir
erinnern an die Voraussetzungen 0 < ff3 < a3 # 2 und ggT(as, 53) = 1. Die einzigen
verbleibenden Félle sind (fiir n € N\{1}):

b as B3 2(bag + B3) | 2[(b+ 1)as + B3]
-2 2n (3 t n) as—3 | —2(as +3) -6
-2 2n ag—1| —2(az +1) -2
-2 2n-1 as—1| —2(az +1) -2
-2 2n-1 ag—2 | —2(ag +2) -4
-2 2n-1 (n#2 mod3) as—3| —2(ag+3) -6
1 on 1| —2(a3 —1) 2
-1 2n (3 f n) 3 —2(az — 3) 6
1 on-1 1| —2(a3—1) 2
1 on-1 2 | —2(a3-2) 4
-1 2n-1 (n #2 mod 3) 3 —2(az — 3) 6
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Es zeigt sich, dass wir jeweils zwei Fille zusammen betrachten kénnen.

Fir (b,as, B3) = (—2,2n,2n — 3) mit 3 f n oder (b,as,53) = (—1,2n,3) mit 3 / n

erhalten wir

G={q,0|¢=a ()¢ %" =1, ¢>=1) wd (de) = (a'e),

denn es gilt

4(2n+1)+4n+7
)2n+1 _ q1( n+1)+4n+ @ = q%lqg (= qlngio) und

on+l1 q10(2n+1)+4n+7
- 1

(Q?CD

(Q%lfh) q2 = Q?(D (= Q1q2(ﬁ1)-

Das Elemente ¢?g2 = q1q2q7 ist jedoch nur zu sich selbst und seinem Inversen konjugiert:

itaeda = ef = (@ed) ™, G laede = ed = ()

Also ist ¢7go weder zu gilge noch zu (qi'qe) ™! konjugiert und G besitzt nicht die Magnus-
Eigenschaft.

Fiir (b, as, B3) = (—2,2n,2n—1) oder (b,as, B3) = (—1,2n,1) mitn # 2 mod 3 erhalten
wir

G={q,¢| ¢ =30 115)"q =1L¢l =0 ={q,0|d=3¢=(ne)*, =1

)2n+1

)2n+1 2(2n+1)+3
1

e = g gilt {ag) = @) in
(102)7! und @5 ' 1202 = o1 = (q1g2)
konjugiert. Damit besitzt G in diesem Fall

Wegen (q1¢2 = ¢7g2 und (¢7ge =q
G. Zudem berechnen wir ¢, Yvepa = o =
Also ist ¢}g2 weder zu g1g2 noch zu (q1g2)~!
nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fiir (b, as, B3) = (—2,2n — 1,2n — 2) oder (b, as,B3) = (—1,2n — 1, 1) erhalten wir

G = {oe|ld=6, e)* 'qg"=14¢=1

= g, |d =8 (ae)*™ =1, ¢ =1).

Im Spezialfall n = 2 besitzt diese Gruppe 12 Elemente. (Es handelt sich um die Dizyklische

3 27 tar =a 1))

Gruppe Dics ={a,x|a% =1, 22 =a
Zunéchst moéchten wir alle Konjugationsabschliisse von G bestimmen. Als Konjugations-
abschluss eines Elements x einer Gruppe G bezeichnen wir die Menge aller Konjugierten

von x und z~! in G. Wir berechnen fiir unseren Spezialfall n = 2:

=

Blement | 1| q1 | ¢ | ¢} | @ | d| e | de | eo | dea | aea | dea

Ordnmg |1 4[24 |4af4a] 3 [ 6 | 3] 6 | 4 | 4
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T = da'elat = aea,
(Q1Q2Q1)Q1 = q¢ig, QEI(Q1Q2Q1)Q2 = q1_2q1_1 =q1,
(CI1Q2)Q1 = qQqq, qQ_l(CI%CD)(D = CI%Q%
s g N = i a))e = (aeqa) = dea, o (@dea)a = (de) = e.

Daher lautet ein Konjugationsabschluss K1 = {q1,q142¢1, ¢3q2, @3, ¢} q2q1, @2} Er besteht

aus allen Elementen der Ordnung 4. Wegen

a Hae)a =ea = (@), & Hae)e =ea = ()t und

-1 -1

4 (de)a = dea = (@e)™ o (de)e = dea = (@e)

lauten die weiteren nichttrivialen Konjugationsabschliisse Ko = {¢3}, K3 = {q1¢2, 201}
und Ky = {¢}q2, ¢3q2q1}. Es gilt:

Kkiy = G (Vkie K1), ai)={l,qi}, ks)=Ksu {1} (Vkse K3),
<</€4>> = K4 o K2 o {1} (Vk’4 € K4)

Im Fall n = 2 besitzt G daher die Magnus-Eigenschaft.

Fiir n > 3 gilt ag =2n — 1 ¢ {1,2,3,4,6}. Zudem haben wir bereits berechnet:

Qfl(mQQ)m = qq = ()™, qQ_I(Q1Q2)Q2 = @q = ()"

Also gilt {q1q2) = Zy, mit m ¢ {1,2,3,4,6} und G besitzt wegen Lemma nicht die
Magnus-Eigenschaft.

Fiir (b, as, 83) = (—2,2n — 1,2n — 3) oder (b, as, B3) = (—1,2n — 1,2) erhalten wir

G = (gl d = (g g2 =1 (5.9)

Wie bereits berechnet gilt in dieser Gruppe ¢§ = 1. Daher besitzen ¢ und ¢} denselben
normalen Abschluss in G. Es bleibt zu zeigen, dass ¢; weder zu ¢ noch q7 konjuglert ist.
Dazu berechnen wir fiir 0 < k < [2”—51] —1=n-1

(201) *q1(g2q1)* = (q1g2)® g und (5.10)
q2 (Q1Q2) a4 4k+1q2 — (q2ql)2k+2q;4k73 — q2(qlq2)2k+lq;4k72. (511)
4k+1 2k+1 —4k

Die Darstellungen (q142)%*q; und ¢2(q1¢2) q ~2 gind im Allgemeinen noch keine
Normalformen bzgl. G (siehe (5.8])). Wegen 0 < k£ < n — 1 kénnen wir jedoch durch
hochstens eine Umformung

—on+1+¢€ 2(2n+1) 2n—1-£,2(2n+1)—4(2n—1-£)
% ) B

(132)" = (12

= (a1
_ (q2q1)2n—1—£q;4n+6+4é — QQ(Q1QQ)2n_2_Zq;4n+7+4Z mit (TL < / < 2n — 2)7

_ 2(2n+1 — 2(2n+1)—1
q2(q1q2)€ _ (]2((]1(]2) 2n+1+€q1(" ) ((]2(]1) 2n+2+€q(” )

9y 2(2n+1)—1—4(2n—2—¢
= ()™ éql(n ) @n=2-0) _ (q192

— (q1q2)2n7276q1—4n+1+4é mit (n —1</r< 277,—3)

)Qn 2— Eq 4n+9+44
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)anl 2(2n+1)

oder ¢2(q1q2 = ¢2q zur Normalform bzgl. G gelangen. Daher sind alle Konju-

gierten von ¢ in G ungleich qfrs und G besitzt nicht die Magnus-Figenschaft.

Fir (b,as, 83) = (—2,2n—1,2n—4) mit n # 2 mod 3 oder (b, as,B3) = (—1,2n—1,3)

mit n # 2 mod 3 erhalten wir

1 —4(n+1
G={q,0|d=a0, (e 'q (D) > (5.12)

In dieser Gruppe gilt wie bereits berechnet ¢i? = 1. Daher besitzen ¢; und ¢} denselben
normalen Abschluss in G. Wir moéchten ¢ +# q;—L5 zeigen. Dazu bemerken wir, dass die
in beiden Prisentationen gerade gi-Potenz der zweiten Relation der einzige Unterschied
zwischen G aus und ist. Ein Blick auf die Argumentation fiir G aus
zeigt, dass nur die Terme (g1¢2)™ und ¢2(g1g2)"™ in den Normalformen von Bedeutung fiir
den Beweis sind. Somit besitzt auch die Gruppe G aus (5.12)) nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3: Genau ein «; sei gleich 2.

Fall 3.1: Sei (a1, a9, a3) eine Permutation von (2,3, 3).
Indem wir ggf. mit der Priisentation (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen,

konnen wir 0.B.d.A. oy = 2 annehmen. Dann folgt

{gr,q2.h | [q1.h] =1, [q2,h] =1, qf = b1, ¢52h™ =1,
(qqu)aB — hﬂ3+b-a3>

G

2 6b+2
= (0| [q%,qg] =1, ¢ = q1527 (Q1Q2)3Q1 +20s 1)

2 6b+2
(= delldel=1 d=¢" (@e)’q ™ =1) (5.13)
Bei GG handelt es sich um eine endliche Gruppe. Zunéchst nutzen wir jedoch nur folgende

Relation:

—12b—4
(Q2Q1)3(Q1Q2)3 =aq &
—12b—483

< Q2Q1Q2Q1Q2Q%Q2Q1Q2Q1Q2 =q

—12b—4
d Q%CI2CI1Q2 Q1Q%Q1 929192 = q4 &
——
qil+2ﬁzq;1q2—1q;1
642 -1 1 _— —12b—4:
< q1+ ﬁ2(12(11(12 g 1q2 1q1 ! 429192 = qq fs
—_—
6b+283
q, q2491q2
6(b+1)+2(B2+ —12b—4
d ql( )26 B3)Q2 qmgqm%(h q2 = qq &
[ —
quBqulq;qulq;qul
6(b+2)+682+2 1 -1 -1 —-1 — —12b—4
PN q1( )+6532 ﬂ3q2(\]11(]21ql1(121(11i(]2:q1 B3
q(13b+253q2
12(b4+1)+682+4 —12b—4
s 4 (b+1)+652 ngg’qu B3
N q12(2b+1)+8(5z+53) -1 o qf(6b+2(ﬂz+63)+3) -1
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Da ¢? im Zentrum von G liegt und somit alle Potenzen dieses Elements nur zu sich selbst
konjugiert sind, besitzt G wegen Lemma [A.2] nicht die Magnus-Eigenschaft, falls die Ord-
nung von q% in Z\{0,1,2,3,4,6} liegt. Falls ¢; eine ungerade Ordnung hat, liegt wegen
[¢3,92] = 1 jede Potenz von ¢; im Zentrum von G. Insgesamt besitzt G also nicht die
Magnus-Eigenschaft, falls die Ordnung von ¢; in Z\{1, 2, 3,4, 6,8, 12} liegt.

Wir haben bisher nur eine obere Schranke der Ordnung von ¢; ermittelt. Durch Betrach-

b
tung der Faktorgruppe G/ {[q1, a2 = (a1, ¢2 | lar. 2], 6§ = 7, ¢ 7**H+ = 1)
erhalten wir die untere Schranke 6b+ 2(82 + 83) + 3. Alle in Fall 3.4 noch zu betrachtenden

Falle sind somit in der folgenden Tabelle enthalten:

B2+ B3| b | 6b+2(B2+ B3) +3 | 4(6b+ 2(B2 + B3) + 3)
-1 1 4

3 -2 -3 -12

3 -1 3 12

4 -2 -1 -4
Fall 3.1.1: Sei B = 3 =1 und b = —1.
Es gilt

G = (elldel=1 ¢&=qd (ae)’q* =14 =1).
= {geld=1 d=a, (ae)=1). (5.14)

Wegen der Relation g, '¢?qs = ¢¢ in G folgt mit [Bog05, Lemma 2.2], dass ¢o und

roi= (@)’ 'ed(ea) g = easas G e g
= Q2Q1Q%Q%Q2 = Q%Q2Q1 =aq2q1
denselben normalen Abschluss in G besitzen. Es bleibt noch auszuschlielen, dass r in G zu

g2 oder gy ! konjugiert ist. Dazu werden wir r Schritt fiir Schritt mit den Reprisentanten

q1, g2 und q% der Nebenklassen des Zentrums von G in G konjugieren. Wir berechnen:

Gl ena = e G en e =0, 6 ea s =49 06,
Glaea = ea Gae e=96 a6, G Ak G = 4G 0 = e,
G Gas e = (EVa=de=6a @' 6'as e= e,
GG ek B = ae,
Gl a = aea, G @G e=4, G 4B = 4,
G aena = @G G aea @ =062 = e, 6 aea G = Qo

Es bleibt zu zeigen, dass keines dieser ermittelten Elemente gleich g2 oder g, L ist. Durch

das Gleichsetzen der Konjugierten mit q;ﬂ ergibt sich jeweils eine der folgenden Relationen:

=1 ¢'ez' =1 ¢=1oder =1

121



Fiir die Gruppe G folgt dann:
G=Z3 G={n,q|d=0=@ep)’=1) oder G={1}

Diese endlichen Gruppen der Ordnung 3, 12 und 1 entsprechen jedoch nicht der endlichen
Gruppe (5.14) mit Ordnung 24. Somit besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft. Fiir die
Berechnung der Gruppenordnungen haben wir auf das Computeralgebrasystem Magma

zuriickgegriffen, welches den Todd-Coxeter Algorithmus verwendet.

Fall 3.1.2: Sei B3 4+ f3 =3 und b = —2.
Indem wir ggf. mit der Prisentation ([5.13)) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen,
konnen wir 0.B.d.A. G = 1, 83 = 2 annehmen. Es gilt

G={q,|ld,xl=1,é=4¢ (np)’q®=1, ¢>=1)

Wir gehen tiber zur Gruppe

B:=G/at) ={a, @ | & =d, (ae)’ =1, ¢ =1).

Dies ist die Gruppe aus Fall 3.1.1. Wir beobachten, dass g, 1q%q2 = ¢} nicht nur in B,
sondern auch in G gilt. Somit kann analog zu Fall 3.1.1 bewiesen werden, dass G nicht die

Magnus-Eigenschaft besitzt.

Fall 3.1.3: Sei 83 + f3 =3 und b = —1.
Indem wir ggf. mit der Prisentation ([5.13)) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen,
konnen wir 0.B.d.A. B2 = 2, 83 = 1 annehmen. Es gilt

G = lnael|ldel=1 ¢ =d (ae)’a' =1 a’=1).
Wir bemerken, dass die Relation g 1q‘fqz = ¢ in G gilt und betrachten die Faktorgruppe
B:=G/ay ={a e |ld, el =1, ¢ =g =1, (a1g2)” = 1).
Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y := g2 und
2= (@) e ' wai (o) 'a = dag T = ¢ e g

denselben normalen Abschluss in G und damit auch in B. Wegen

©20 " =040 e = dea = aeg et =de =9 e
—_—

919291

besitzen auch y und z := ¢ 142 denselben normalen Abschluss in G und B. Wiren sie

auch in B zueinander konjugiert, so miisste 23 = 1 in B gelten. Das bedeutet

2= e e te = g eaeae = ¢ = 1.
——

art
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Es miisste somit

B = {qalld.el=1,¢=dq=1 (ngp)’=1
> B = (gl =4d=1 (ne)=1)
gelten. Die Ordnung von B ist 24, aber die Ordnung von Bist gleich 12. Wir erhalten daher
einen Widerspruch. Somit besitzt GG nicht die Magnus-Eigenschaft. Fiir die Berechnung

der Gruppenordnungen haben wir auf das Computeralgebrasystem Magma zuriickgegrif-

fen, welches den Todd-Coxeter Algorithmus verwendet.

Fall 3.1.4: Sei B3 4+ f3 =4 und b = —2.
Es gilt

G (¢ | @ e =1, ¢ =g, (ae)’q®=1, ¢ =1)

= elld el=1 ¢ =qd =1, (@)’ =1).

Dies ist die Gruppe B aus Fall 3.1.3, welche nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Fall 3.2: Sei (a1, a9, a3) eine Permutation von (2, 3,4).

Indem wir ggf. mit arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.
a; = 3, ag = 2 und a3 = 4 setzen. Dann gilt die Relation q;lq:fqg = q% in G. Wir
betrachten die Faktorgruppe

B = G/hYy={q,q2|a} =1, ¢ =1, (ag)" =1).

Laut [Bog05| besitzen die Elemente y := g2 und

2= (1) a7 0 (eq) Pt = a7 g T el e = a7t ey tar ey tar Tyt = e

von B denselben normalen Abschluss in B. Wiren sie in B zueinander konjugiert, miissten
sie dieselbe Ordnung in B besitzen. Dies fiihrt zur Relation (gaq1)? = 1. Mithilfe des Com-
puteralgebrasystems Magma, welches den Todd-Coxeter Algorithmus verwendet, berech-
nen wir |B| = 24 # 6 = |B/{(g2¢1)*)|. Somit ist z in G nicht zu y*! konjugiert und G
besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.3: Sei (a1, a9, a3) eine Permutation von (2,3, 5).
Indem wir ggf. mit (5.5]) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.

a1 = 2, ag = 3 und ag = 5 setzen. Wir betrachten somit die Gruppe

G = <QI7QQ7h | [th] = ]-7 [QQ7h] = 17 Q% = h’717 q:23h52 = 17 (Q1QQ)5 = hﬁ3+5b>‘

5

Laut [Bog05] besitzen die Elemente y und z = (yx)%z lyz?(yz) 2z~ ! fiir x := q1¢2 und

y := q1 denselben normalen Abschluss in G. Wére nun z in G zu ¢ oder q; ! konjugiert,

so wiirde z? = 1 in der Faktorgruppe

B:=G/hy ={q, 2 |G =1,¢ =1, (g2)” = 1)
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gelten. Wir berechnen

2 = ()G T aaene(@de) g et

291492919291 = (CI2Q1)3-

Folglich gilt 22 = ga2¢1 in B. Man berechnet die Ordnung von B zu 60 (z.B. mithilfe
des Computeralgebrasystems Magma unter Verwendung des Todd-Coxeter Algorithmus).
Wiire nun 22 trivial in B, so wiire B gleich seiner Faktorgruppe B’ := B/{qq1) = {1}.
Dies ist ein Widerspruch. Daher besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.4: Sei (1, a9, a3) eine Permutation von (2,3, 6).
Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.

a1 = 2, ag = 3 und ag = 6 setzen. Dann gilt

G <Q1,QQ7h | [(117h] = 17 [Q2,h] = 17 Q% = hilu qahﬁé = ]-7 (QIQQ)6 = h63+6b>

—2 6b
B2 a0 (Bs+ )>'

2
=l |ldel=1,¢ =4 (ngp) =

(B2—1)

Wir betrachten den durch ¢(q1) = ¢1 und ¢(g2) = ngf gegebenen Isomorphismus

¢: G — G’ und erhalten wegen (2 € {1, 2}

= 2(3-20 2 66)—12(8y—1
— 2(3—-2 2 6b)—12 1
e 6= @), (a1ge) = ¢ TPy

Laut |[Bog05, Lemma 2.2] besitzen fir x := ¢ und y := g2 die Elemente y und z =

(yz)?x~tyz?(yx) 227! denselben normalen Abschluss in G'. Es gilt

z = (0)’q 'ed(en) g = eadas ' e !
daa e e e e et e et = dldaeas.
Somit ist z wegen 2(3 —283) € {2} zu 2’ = ¢%¢Sqr = qf+4(3_262)q2 = q%8_8ﬂ2q2 konjugiert.

. . . .. 18414
Wiére nun z zu q;*rl in G konjugiert, so wiire auch das Elemente 2> = q18+ B2y q%s = qfﬂ

oder qf 2 konjugiert. Da 2’® und qli2 Zentrumselemente sind, folgt q%0+145 2 = 1 oder

q%6+145 ? = 1. Um diese Gleichungen auszuschlieen, benutzen wir die Theorie kleiner

Kiirzungen (siehe Kapitel D). Sei

2(3—2
B = {(q,q | ¢ = ¢

Dann gilt G' = B’/<<(q1q2)6q1_2(6’32+63+6b_6)>>. Wir setzen 7 := — (652 + 3 + 6b — 6). Fiir

die von w = (q1¢2)%¢}" erzeugte, symmetrisierte Teilmenge R < B’ gilt:

R = {q/"(q1e)™ "¢, a3*(q2q1) %y @i | 11 € Za, 2 € Zs}

Die Kiirzungsstiicke von R lauten

ngglq%v und qélqicﬁqf” mit i € Zy, ji,jo € Zs, 0 € 7.
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Dabher erfiillt R die Bedingungen C(6) und 7'(3). Wir wenden Satz[D.5|fiir (p, ¢) = (6,3) an
und erfahren, dass jedes nichttriviale Elemente aus dem normalen Abschluss von (q1¢2)%q3™
in B’ einen i(3)-Uberrest, also ein Teilwort der Form (q1¢2q1¢2q1)*! enthilt. Da ein sol-
ches Teilwort weder in qiﬁﬂw ? =1 noch in qf0+146 ? = 1 enthalten ist, erhalten wir einen

Widerspruch. Somit besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.5: Sei (a1, a9, a3) eine Permutation von (2,3, ¢), wobei ¢ > 7 gelte.
Indem wir ggf. mit (5.5 arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.
a1 = 2, ag = 3 und a3 = c setzen. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen fiir x := ¢; und

y := q2q1 die Elemente y und z = (yz)?z~'yz?(yz) 22~ denselben normalen Abschluss
in G.In B:=G/{h) ={q,¢2 | ¢i =1, 43 = 1, (q1q2)° = 1) gilt

2 = (@) 'end(@ed) " = dueas’a = 6'aeaea.
Wire nun z in G zu yt! konjugiert, so wiirde 2¢ = 1 in B gelten. Um diese Gleichheit
auszuschlieBen, benutzen wir die Theorie kleiner Kiirzungen (siehe Kapitel @ Sei B’ :=
{q1,q2 | ¢¢ =1, ¢3 = 1). Dann gilt B = B'/{(q1¢2)°). Fiir die von w = (q1¢2)¢ erzeugte,

symmetrisierte Teilmenge R c B’ gilt:

R={q]" (¢ )™ q, ", 03*(q2qi") ™05 " | 11 € Za, 2 € Zs}

Alle Kiirzungsstiicke von R lauten qglqiqu (i € Za, j1,J2 € Z3). Somit erfiillt R die
Bedingungen C(6) und 7'(3). Wir wenden Satz fiir (p,q) = (6,3) an. Wére 2 trivial
in B, so miisste z¢ laut Satz in R liegen oder eine semi-gekiirzte Darstellung w* =
U181 - . . U Sy besitzen, wobei jedes s, ein i(sy,)-Uberrest ist und die Anzahl m der s sowie

die Nummer i(sy) die Bedingung

m

k§1[4 —i(sp)] =6

erfiillen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, miisste es s mit i(sx) < 3
geben. Alle 3-Uberreste enthalten wegen ¢ > 7 ein Teilwort der Form (¢1¢2q1¢2q1¢2q1) ™"
Da solche Teilworter in keinem zyklisch gekiirzten Konjugierten von z¢ € B’ zu finden sind
und z¢ auch nicht in R liegt, gilt 2¢ # 1 in B und z ist nicht in G zu y*! konjugiert. Somit
besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.6: Sei (a1, a2, a3) eine Permutation von (2,4,4).
Indem wir ggf. mit (5.5 arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.
a1 = 2 und as = ag = 4 setzen. Dann gilt

G <q17QQ7h | [(leh] =1, [Q%h] =1, Q% = h_17 Q§hﬁ2 =1, (Q1QZ)4 = hﬁ3+4b>

2 -2 4b
= el el =10 = q1627 (ng2)* = q; (Bt )>.
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Wir betrachten den durch ¢(q1) = ¢1 und ¢(q2) = nglﬁrl gegebenen Isomorphismus

¢: G — G und erhalten wegen 2 € {1, 3}

G = - _ 2B2+4 —2(B3+6b)—4(B2—1
’ (.| [dh el =1 63 = " (ae)' = ¢ (Bs+60)=4(P2—1)y
= = g P2t —2(B3+6b)—4(B2—1
la, a2 | 45 = @ Pt (o)t = q (B3+6b)—4(B2 )>'

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen fiir z := ¢; und y := q1g2 die Elemente y und z =
(yx)?x yz?(yx) 2
6b) — 4(B2 — 1)

21 denselben normalen Abschluss in G'. Es gilt fiir 7 := —2(83 +

1

z (CI1Q2CI1)2(11_1(11Q2Q%(Q1Q2Q1)72q1_1 = CI%(CI1CI§Q1)ql_lqlfh(ql_qu_Q%_l)ql_
= G ’0Baens’ = ¢ aed e e
Somit folgt

— — — -1 — —84+274282 —1 —
QQSZQS = Q14+TC]24CI2Q1CI2CI1QQIQ11 = q et B2q21q11 =: 7.

Wire nun z in G’ zu y*! konjugiert, so wire

Zl4 _ q;32+77‘+8,32 7 yi4 _ QI_FT
konjugiert. Es folgt q1_32+8T+862 = 1 oder q1_32+6T+852 = 1. Analog zu Fall 3.4 kann man

mithilfe der Theorie kleiner Kiirzungen zeigen, dass keine echte ¢;-Potenz in G’ trivial ist.
Daher gilt:

q1—32+8r+8ﬁ2 =1 © 87+88,=32 & T+08,=4 oder
2R _ 1 o 67 +88,=32 o 3r+48, =16

Da 7 gerade ist und (3 € {1, 3} gilt, kann der Fall 7+ 35 = 4 nicht auftreten. Wir berechnen

31+46, =16 < —(B3—6b=2 fir B =1 wund
3r+4p, =16 < —303— 18 =14 fiir [y = 3.

Wegen (33 € {1,3} erhalten wir in allen Féllen einen Widerspruch. Daher besitzen G’ und
damit auch G nicht die Magnus-FEigenschaft.

Fall 3.7: Sei (a1, a9, a3) eine Permutation von (2, ¢, d), wobei ¢ > 4 und d > 5 gelte.
Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.
a1 = 2, ag = ¢ und a3 = d setzen. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen fiir  := ¢; und

y := q2q1 die Elemente y und z = (yx)?z 'y2?(yxz) ?2~! denselben normalen Abschluss
inG.In B:=G/{hY) ={q1,q2 | ¢? =1, ¢ =1, (q1q2)? = 1) gilt

2 = () 'ead(@d) g = daead’ia.

Wire nun z in G zu y*! konjugiert, so wiirde 2¢ = 1 gelten. Um diese Gleichheit aus-

zuschliefen, benutzen wir die Theorie kleiner Kiirzungen (siehe Kapitel D). Sei B’ :=
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{q1,q2 | q% =1,¢5 =1). Dann gilt B = B’/<<(q1q2)d>>. Fiir die von w = (qqu)d erzeugte,

symmetrisierte Teilmenge R ¢ B’ gilt:

R={q]" (¢ @)™ ", a* (0207 ) 5" | 1 € Za, 72 € Zc}

Alle Kiirzungsstiicke von R lauten qglqiqg2 (i € Za, j1,J2 € Z.). Somit erfiillt R die
Bedingungen C(4) und 7'(4). Wir wenden Satz fiir (p,q) = (4,4) an. Wire 2% trivial
in B, so miisste z¢ laut Satz in R liegen oder eine semi-gekiirzte Darstellung w* =
U181 . . . U S besitzen, wobei jedes s, ein i(sy)-Uberrest ist und die Anzahl m der s sowie

die Nummer i(sy) die Bedingung
. S
k:2=1[3 — z(sk)] =4

erfiillen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, miisste es s; mit i(sx) < 2
geben. Alle 2-Uberreste enthalten wegen d > 5 ein Teilwort der Form (q1¢2q192q1)*". Da
solche Teilworter in keinem zyklisch gekiirzten Konjugierten von z? € B’ zu finden sind
und 2% auch nicht in R liegt, gilt 2% # 1 in B und z ist nicht in G zu y=! konjugiert. Somit
besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 4: Kein «; sei gleich 2.
Fall 4.1: Sei (a1, a2, a3) = (3,3, 3).

Fall 4.1.1: Mindestens ein ; (1 < i < 3) sei gleich 1 und es gelte (81, f2,53,b) #
(1,1,1,-1).
0O.B.d. A. gelte 81 = 1, indem wir ggf. eine Umbenennung vornehmen. Dann folgt:

G <QI7q27h | [qlah] = 17 [q27h] = ]-7 qllj) = hil? qs) = h71827 (91Q2)3 = hﬁg+3b>

-3 3b
% (qige)® = g, 2Py

3
<C]1,Q2 | [qzlivq2] =1, qg ={q1

(B2—1)

Wir betrachten den durch ¢(q1) = ¢1 und ¢(¢2) = ng? gegebenen Isomorphismus

¢: G — G’ und erhalten wegen (s € {1,2}:

382—9 -1 —3(B3+3b)—9 -1
G = (|l el =1, @ =g P (ggy)? = ¢ B TITIELy

—662+9 ~3(B3+3b)—9(B2—1
=l d=q ot (1)’ = q; (B3+3b)—9(B2 )>

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y und z := (yz)*t o~ tyz?(yz) "z ~! fiir
z:=q; und y := ¢, ' denselben normalen Abschluss in G’. Sei 7 := —3(3 +3b) —9(82—1).

Wir berechnen:

= ('a)’q ' dg et = (6 a) e agele te) et
= 066 06 el et = d g% ke et

= ¢ %% et =t (@ gY@

-1 —9(B3+3b)—27(B2—1)—9+1882—27 _1
: (ql

—1 —9B3—-27b—962—9 —1
= G = gt (" P91 -

q1
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Wire nun z zu y oder y~! konjugiert, so wire auch 2% = qf2763781b72152736 gleich
qli (66219 \an bemerke, dass G’ keine Kiirzungsbedingung erfiillt, welche die Anwen-

gung von Satz erméglicht. Da ¢ in G’ laut Lemma unendliche Ordnung besitzt,
folgt

—2703 —81b—21PB3 — 36 = —6082 +9 oder — 2783 —81b— 218 —36 = 68 — 9,
also
303+9b+382+5 =0 oder B3+3b+82+1 = 0.

Die erste Gleichung hat keine Losung und aus der zweiten Gleichung folgt (82, 83,b) =
(1,1,—1) (wegen b1, B2 € {1,2}). Diesen Fall haben wir hier ausgeschlossen. Somit besitzt
G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 4.1.2: Es gelte 51 = 5 = 83 = 2 und b # 2.
Durch den Isomorphismus ¢ von G, welcher durch ¢(q1) = ¢1h ! und p(g2) = @h !

gegeben ist, gelangen wir zur Gruppe

G” = <q17QQ7h | [qlah] = 17 [Qth] = 17 q% = h7 qs = h? (Q1QQ)3 = h8+3b>

= {g, 0| @ =6, (@qe) =",

Wegen b # 2 folgt analog zu Fall 4.1.1, dass G” und damit auch G nicht die Magnus-
Figenschaft besitzen.

Fall 4.1.3 (vgl. Vermutung : Sei (B, B2, B3,b) € {(1,1,1,—-1),(2,2,2,—2)}.
Dies ist der einizige noch offene Fall fiir ¢ > 1. Wir fithren diesen Fall lediglich auf Ver-

mutung zuriick.
Fir (81, B2, 83,b) = (1,1,1, 1) gilt
G = Lgah|la,h] =1, [e,h] =1, ¢/h =1, ¢sh =1, (1g2)’ = h %)
= <Q17q2 | Qi?‘ = qa’7 (Q1QQ)3 = Q?>

Auch im Fall (81, 52, 83,b) = (2,2,2,—2) erhalten wir durch Einsetzen in die zu G isomor-
phe Gruppe G” aus Fall 4.1.2 G = {q1,¢2 | ¢} = &, (q1¢2)® = ¢¥). Es bleibt somit, die
Magnus-Eigenschaft der Gruppe L = {(z,y | 2° = 3, (2y)3 = 25) aus Vermutung zZu
betrachten. Wir bemerken, dass die addierten Exponentensummen der beiden Relationen

von L bzgl. x und y jeweils gleich 0 sind. Daher ist ausgeschlossen, dass die Methoden aus
Fall 4.1.1 und Fall 4.1.2 zum Erfolg fithren kénnen.

Fall 4.2: Sei (a1, a9, a3) eine Permutation von (3, 3,4).
Indem wir ggf. mit (5.5 arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.

a1 =4, ap = 3 und ag = 3 voraussetzen. Es folgt:

G = <q17q2 | [qlah] = 17 [Q27h] = 17 qil = hi[jla Q% = hiﬁQv (QI(]Q)S = h53+3b>
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Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y := ¢o und z := (yz)*z'y2?(yz) 42!

fiir  := ¢; denselben normalen Abschluss in G. Wir betrachten die Faktorgruppe

B = G/{h[q} q2])
= g, |[d.e), ad=1,¢ =1, (@1g2)* = 1)

und bemerken, dass diese Gruppe die Gruppe B aus Fall 3.1.3 ist. Da auch die Wahl von
2 und y mit der Wahl in Fall 3.1.3 {ibereinstimmt, gilt mit dem Beweis von Fall 3.1.3, dass
G nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Fall 4.3: Sei (a1, ag, a3) eine Permutation von (3,4, 4).

Indem wir ggf. mit arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.
a1 = 3, ag = 4 und a3 = 4 voraussetzen. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen fiir x := ¢
die Elemente y := ¢ und z := (yz)3z~'yz?(yz) 327! denselben normalen Abschluss in
G. Wir definieren

B = G/{h,g3)
= g, ¢ =1,¢=1(q1g)" = D).

Diese Gruppe entspricht der Gruppe B aus Fall 3.2. Im Beweis zu Fall 3.2 haben wir ge-
zeigt, dass z in B nicht zu y=! konjugiert ist. Somit besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 4.4: Sei (a1, a2, a3) = (4,4,4).

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y := ¢o und z := (yz)?z lyz?(yz) 22!
fiir z := ¢ denselben normalen Abschluss in G. In der Faktorgruppe
B = GHKhY = {g,a2lqi=1,d =1, (qg2)* =1)
gilt:
z = (a6 ed(@ e ) ’a? = eded’e)’a’ = eddds de'd

Wire nun z in G zu y*! konjugiert, so wiirde in B z* = 1 gelten. Um diese Gleichheit
auszuschlieBen, benutzen wir die Theorie kleiner Kiirzungen (sieche Kapitel @ Sei B’ :=
{q1,q2 | ¢f = 1, ¢ = 1). Dann gilt B = B'/{(q1¢2)*). Fiir die von w = (q1g2)* erzeugte,

symmetrisierte Teilmenge R c B’ gilt:

)i4

R={q" (1) 7", 3*(021)™*05 7 | 71,72 € Z4}

Alle Kiirzungsstiicke von R lauten qiqg und ng’i (i,j € Z4). Somit erfiillt R die Be-
dingungen C(4) und 7'(4). Wir wenden Satz fir (p,q) = (4,4) an. Wire z* tri-
vial in B, so miisste z* laut Satz in R liegen oder eine semi-gekiirzte Darstellung
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w* = w181 ... UmSm, besitzen, wobei jedes sy ein i(sk)—Uberrest ist und die Anzahl m der

s sowie die Nummer i(sy) die Bedingung

2 B—ilsn)] =4

erfiillen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, miisste es s mit i(sg) < 2
geben. Alle 2-Uberreste enthalten ein Teilwort der Form (g1¢2)*!. Da solche Teilworter in
keinem zyklisch gekiirzten Konjugierten von z* € B’ zu finden sind und 2% auch nicht in
R liegt, gilt 2* # 1 in B und z ist nicht in G zu y=! konjugiert. Somit besitzt G nicht die
Magnus-Eigenschaft.

Fall 4.5: Sei (a1, ag, a3) eine Permutation von (c,d, e), wobei ¢,d > 3 und e > 5 gelte.

Indem wir ggf. mit (5.5 arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, diirfen wir 0.B.d.A.

ar, a0 = 3 und ag = 5 voraussetzen. Wir setzen z := q2_1q1_1q2 und y := ¢;. Dann
—1,.a1

gilt y~'x*y = z* und somit besitzen laut |[Bog05, Lemma 2.2] die Elemente y und

z = (yz)x lyr?(yz) "z~ denselben normalen Abschluss in G. Es folgt:

z = (g5 a7 a2) ™ (05 Myt ae) (0 et ae) (@i gs e T a) T (g5 ey ) T
= (195 "7 )™ g (g5t P ae)? (a5 P ngear )™ g5 tage
= (105 'q; '2)™ aigs tay taelay Tay T qrge)™ (5.15)
Wir definieren die Gruppe
B:=G/Kh) ={q1,02 | " = ¢5° = (q1¢2)™* = 1). (5.16)

Diese Gruppe ist auch als von Dyck Gruppe (a1, ag, a3) bekannt. Sei p : G — B der
kanonische Homomorphismus. Wir bezeichnen die Bilder der Elemente unter ¢ mit den
Namen der Elemente selbst. Wire nun y in B zu z oder z~! konjugiert, so héitten y und z
dieselbe Ordnung in B. Aus lesen wir y*! = 1 ab. Wir betrachten das Element z™

und die Préasentation

B = B/{(@192)*")
mit B := (g1 |g" =1)#{q2 | ¢3* = 1).

Im Folgenden benutzen wir die in Kapitel@eingefﬁhrten Begriffe. Fiir die von w = (q1¢2)*?
erzeugte, symmetrisierte Teilmenge R ¢ B’ gilt:

)ias -7

R={q]"(102)™ ¢, ", 03*(0201)**q5 ™ | 71 € Zaws, V2 € Ly}

Alle Kiirzungsstiicke von R lauten ¢'¢3* und ¢3°¢]" (71 € Zay, V2 € Za,). Somit erfiillt

R die Bedingungen C'(4) und 7'(4). Wir wenden Satz fir (p,q) = (4,4) an. Wire
2™ trivial in B, so miisste 2! laut Satz in R liegen oder ein zyklisch gekiirztes

a1

Konjugiertes von z%! miisste eine semi-gekiirzte Darstellung w* = u181 . .. UmSm, besitzen,
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wobei jedes sy, ein i(sy)-Uberrest ist und die Anzahl m der s;, sowie die Nummer i(s;) die

Bedingung

m

k=1[3 —i(sp)] =4

erfiillen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, miisste es s, mit i(sx) < 2
geben. Alle 2-Uberreste enthalten wegen a3 > 5 ein Teilwort der Form (q1q2q12)*" oder
(92q1q2q1)¥". Da solche Teilworter in keinem zyklisch gekiirzten Konjugierten von 2 € B’
zu finden sind und 2*! auch nicht in R liegt, gilt 2% # 1 in B. Somit besitzt G nicht die
Magnus-Eigenschaft.

5.2.3. Der Fall r =4

Durch Einsetzen von g = 0 und 7 =4 in (5.1) erhalten wir

i <4), q192g3q2 = h")
3), (q1g2g3)™* = hboathey,

G = <Q1aQ2aQS»Q4,h | [ql’h] = 17 qzalhﬁl =1 (1 <
= <q17qQaQ37h | [Q’Lah] = 1a qlehﬁl =1 (1 <1<

Fall 1: Es gelte a; =2 (1 < i < 4).
Wir erhalten:

G = <QI7q27Q37Q47h | [Q1ah] = 1a qzh =1 (1 < { < 4)7 41929344 = hb>
(@1,02:03. 0 | 1 = B =6 = &4 q1@a30 = a7 ™)

1,00 | ¢ =6 =6 = ¢ " (qgep)
ilb+2(

= g1, @0 G =06 =4, q q192q3)% = 1)

Aus der Relation qiuﬂﬂ(qlngg)2 =1 von G folgt:

4" e = aea, d"Peae = eas, @ Pesa = ase

Unter Nutzung dieser Relationen kénnen wir jedes Element von G in einer der folgenden

Formen mit ¢ € Z und m,n > 0 darstellen:

n n n

(0192)™(q193)", (i) qf(qeq)™(g3q1)", (i) qf(q193)™(q203)",

n n

(13q1)" (q392)", (v) i (q192)™(g302)", (vi)  {(q2q1)™(q2q3)

(i) ¢
(iv) ¢

/
1
4 n
1
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Fiir ungerade p € Z gilt:

0 A - (2)’s o elea)? - (ea)’s 6 deas(en) - ar
= ¢ pae - (20)°6 6 e(en) - (20)°G ' 4 Cenes(ea) g
= ¢ pae  (20)°6G 6 eaes(en)™ g
= @ Ppae - (©20) 0 eaeageas(ea) ™ - ¢
= @ pae - (@0)q M eaeaes(ea) g
= ¢ ’epae - (@a)’a® P(en) d(ea) - 4"
= @00 (©20)°q " (@) (@) ? - qf = g
R U LA

Somit liegt q1b+13 fiir ungerade p im normalen Abschluss von ¢} in G. Sei p := 16b+26+ 1.
Dann folgt ¢/ Me = €1 )¢ Es bleibt zu zeigen, dass ¢1 weder zu ¢} noch zu ¢; ¥ konjugiert
ist.

16b+26

Zunéchst zeigen wir, dass q; # qlip gilt. Aus ¢1 = ¢} folgt ¢ 1. Diese Gleichung
kann jedoch nicht in G gelten, da sie nicht in G /{q1q5 ", q2q3 1) (g1 | q4b+8 =1)
gilt. Aus ¢1 = ¢; 7 folgt q%6b+28 = 1. Im Fall b ¢ {—3,—1} erhalten wir ebenfalls einen
Widerspruch mit ¢i%2® # 1in G /{q1q5 ", g2q3 ") Fiir b = —3 oder —1 betrachten wir

die Faktorgruppe

~

~ g3 | B =, (@as)>=1,¢5=1) x (a1 | qf=1.
q2 q1

G /L, @), [, as])

Da in dieser Faktorgruppe weder g; 20 noch q%2 trivial sind, gilt Gleiches auch in der

Gruppe G.

SchlieBlich zeigen wir, dass alle Konjugierten von ¢; mit Elementen aus G ungleich q;—rp
sind. Dafiir gehen wir alle Darstellungsformen (i) bis (vi) durch:
Zu (i): Wir berechnen:

(q192)" (q193)"
“aqrgs)”

('™ (6 ' H™ ¢

= q1_4(m+n)(Q3Q1)n(QQQ1)m71QQQ1QQ(Q1Q2)m
= q1_4(m+n)(Q3Q1)nQQ(Q1Q2)2m71(
_ q;4(m+n)fn(4b+8)q2 (Q1 Q3)"(ql -
. —4(m+n)—n(4b+8)—(2m—1)n(4b+8)
= ql

—4(m+n)—(2m—2)n(4b+8)—1
= q

Q1Q3)"

)mel(qlqg)n

42(q142)*" H(qug3)*"

(0102)*™ (q143)*"

Zu (11): Wir berechnen:
A@q)" (@3q)" = q1_4(m+n)(Q1Q3)n(Q1QQ)mQ1((J2(J1)m(CI3ql)n

O (s

a74(m+n)+1 (ngl)n(qul)Zm

q2q1)*™
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Zu (iii): Wir berechnen:
(63 )" (@5 ' )™ ar - (@)™ (@2a3)" = @ " (4302)" (g301) ™ a1 (105) ™ (g203)
= 0 R (g302)" (a301) " asqras(10s) ™ (g2a3)"
= g T (g3 0)  (@301)* ™ (a3 2) " a3
_ q1—4(m+n)+2 (2m—1)n (4b+8)(q3q1)

Q3Q2)2nQ3
—4An+2+n(4b+8)—1 .
( = g n+2+n(4b+8) (q2q3)2n fir m =0 )

2m—1(

Zu (iv): Wir berechnen:

—4(m+n

n

(') (' G H™ @ ()™ (ae)” = ¢ )(Q2Q3)"(q1q3)mQ1(Q3Q1)m(Q3qQ)"

—4 —2 4b+8
gy M) =2 () 0027 (49q3) " g1 (q3q2)"

—4(m+4n)—2mn(4b+8)—n(4b+8
= q (m+n)—2mn(4b+8)—n( )(qqu)qul(q?)qQ)?n

_ q;4(m+n)f(2mfl)n(4b+8)+1(ngl)Qm(qg(p)Q”

Zu (v): Wir berechnen:
—4(m

(QEIQQI)H(QEIQfl)m ‘g1 ()" (@3)" = q )(QQQS) (2201)"q1(q192) ™ (q392)"

-4 2 _ _
= ¢ (mtm)+ (Q2Q3)n(QQQ1)m 1Q2Q1Q2(Q1Q2)m 1(Q3Q2)

—4 2 _
= g Y (0009) (qugn) 2™

—4(m+n)+2+(2m—1)n(4b+8
= 0 (mrn) s Gm=inl )(Q2Q1 02a3)*" 42

( _ q174n7n(4b+8)+1(q3q2)2n fir m = 0 )

q2(q3g2)"
)2m71 (

Zu (vi): Wir berechnen:
(51 )" (a1 Py )™ - a1 - (@201)™(q2g8)" = a5 "

—4 —4 2mn(4b+8
= 4 (m+n)(%%)n(qwz)zmm(qwzﬁ)” = ¢ (metn)+2mn(4b+ )(QIQ2)2m(QSQQ)n(Z1(QQQS)n

—4 2 4b+8 4b+8
— g ) rRmnlb 8 el (4 0012 gy (gags) "

—4 2 1)(4b+4+-8)+1
= q (mbm)2m DA (00 01)2™ (gags) >

Durch Ubergang zu jeweils einer der Faktorgruppen
GiKdt 63,45, 1y '), G/Kats 43,45, quas ) oder G/Kat, a3, 45,4205 ) = Zo* Lo
bemerken wir, dass keines der ermittelten Konjugierten qlip entspricht. Somit besitzt G

nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 2: Mindestens ein «; sei ungleich 2.
0.B.d.A. sei ag # 2. Wir betrachten die Faktorgruppe

B = Gy =Lq, @ e ¢ =101<i<3), (neep)™ =1)
= P/{q19243)**),
wobei P i= (g | ¢ = 1.
=1
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Nun wenden wir Satz auf das freie Produkt P und die von (q1¢g2q3)™* erzeugte, sym-

metrisierte Teilmenge R von P an. Es gilt:

R ={q; (0:iqi+10i+2) "¢, ¢;,2(0i0i+1¢i+2)T ¢} 5 | j € Z, i € L3}

Die Menge aller Kiirzungsstiicke von R ermitteln wir zu {qf |i€{1,2,3}, j €Zy,} Somit
erfiillt R die Bedingungen C'(4) und 7'(4).

Da die Gleichung g, 1qf“q2 = ¢7"! in G gilt, besitzen laut [Bog05, Lemma 2.2 die Ele-

mente go und

¢ = (ea)" 'Gad (ea) " et

oy

2= (g2q1)™ 47 4203 (q2q1) ™

denselben normalen Abschluss in G und somit auch in B. Wegen oy # 2 entspricht die
letzte Darstellung von z einer Darstellung in Normalform von P. Wire z zu qg—Ll konjugiert,
miisste 2% = 1 gelten. Eine Darstellung von z®? in Normalform von P ergibt sich durch
Hintereinanderschreibung der Darstellung von z ohne Kiirzung. Da 2*3 kein Element von
R ist, miisste ein zyklisch gekiirztes Konjugiertes von z“3 laut Satz einen 2-Uberrest
und damit ein Teilwort der Form (g;qi+1¢i12¢:)T" mit i € {1,2,3} enthalten. In z gibt es
jedoch keinen Erzeuger g3. Also besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

5.2.4. Der Fall » = 5

Es gilt:
G = a2 arh ] [gih] =1, ¢hP =1 (1<i<r), qgz2...¢r = h)
Wir betrachten die Faktorgruppe

B = G/{h (q1g3)")
= (g2, | ¢ =1(A<i<r), qrg2---¢ =1, (1g3)"
= {1 ] " =101<i<r-1), (ngz.- 1) =1, (qa3)")
= P/q1a2---ar—1)", (q1q3)"), wobei

r—1 @
P o= 4*1<qfi | ;" =1).
1=

Nun wenden wir Satz auf das freie Produkt P und die von (g1¢2 . .. ¢-—1)® und (q1q3)”

erzeugte, symmetrisierte Teilmenge

R = {71 Gipr—2)Tq, 07 (i1 Girr—2) s
0 (nas) ], a7 (0as) G| jEZ, ieZ_y}
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von P an. Die Menge aller Kiirzungstiicke lautet

{q{quf, qzij{l, q,L1 |1<i<r—1, j1,j2 € Z}, falls a1 # 2 # as,

{¢f'ql?ay, ¢ |1 <i<r—1ji, jo,jseZ}, falls a1 #2,03 =2,
{q{lqzijf, ql1 |1<i<r—1, ji,j2,J3 € Z}, falls a1 = 2,3 #2 und
{qgl|1 i<r—1, j1 €Z}, falls a1 = ag = 2.

Somit erfiillt R die Kiirzungsbedingungen C'(4) und 7'(4). Wir bemerken, dass die Relation
(0193) 1452 q1g3 = ¢5? in G gilt. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente

z = ((19302)*° 0% ' 01335 (019302) "% q5 "

az—1 _—1

2N q1q3)%q2q3 a7 (03 05 'y ) 4 (5.17)

= (q193q2)

und q1 g3 denselben normalen Abschluss in G. Wire 2z zu (g1¢3) ™! konjugiert, miisste z” = 1
gelten. Wir erhalten eine Normalform von 27 als Element von P, indem wir die Darstellung
aus ohne Kiirzung hintereinander schreiben. Da 27 kein Element von R ist, miisste
ein zyklisch gekiirztes Konjugiertes von 27 laut Satz einen 2-Uberrest und damit den
Erzeuger ¢4 oder ein Teilwort der Form (g1¢3)® enthalten. Dies ist jedoch nicht der Fall,
also ist z in G nicht zu (q1g3)*! konjugiert und G besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft.

5.3. Orientierbare Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g, > 1

Wir betrachten die Faktorgruppe

B = G/laz,ba,a3,b3...a4,bg,q2,...qr, 1)
= {qia,b | ¢ =1, qifar, ;1] =1) = (ag, b | [a1,01]" =1)
und den zugehorigen kanonischen Homomorphismus ¢ : G — B. Laut |Bog05, Theorem
2.4] besitzt B nicht die Magnus-Eigenschaft. Um zu zeigen, dass G nicht die Magnus-
Eigenschaft besitzt, verwenden wir dasselbe Gegenbeispiel wie in [Bog05]: In G gilt die
Relation al_lhal = hfl. Daraus folgt die Relation

—1 € €1
ay thlalzhlﬁ1 < a; q1 tap = ¢" .

Somit besitzen laut [Bog05, Lemma 2.2] die Elemente

—a1 —1

a1 und z:=(a1q1)*'¢; 'a1gi(arq) Mg

denselben normalen Abschluss in G und damit auch in B. Wegen ¢(q1) = [a1,b1] ! diirfen
wir
z =p (ai[a1,b1] D)™ [a1,b1]ar[ar, b1] *(ar[a1, b1] 1) a1, b1]

schreiben. Laut [Bog05, Beweis zu Theorem 2.4 (3), Case 1] ist z weder zu a; noch zu a; *

in B konjugiert. Also besitzt GG nicht die Magnus-Eigenschaft.
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A. Direkte Produkte zyklischer Gruppen und
die Magnus-Eigenschaft

Im vorliegenden Abschnitt untersuchen wir alle direkten Produkte zyklischer Gruppen auf
Magnus-Eigenschaft. Aus dem Kapitel der Masterarbeit des Autors (siehe [Fellb]) iiber
die Magnus-Eigenschaft direkter Produkte verwenden oder verallgemeinern wir u.a. die

folgenden Resultate.

Bemerkung A.1l. (siehe [Fell5, Lemma 4.5.1]) Falls ein direktes Produkt mit beliebig
vielen Faktoren die Magnus-Eigenschaft besitzt, so besitzt auch jeder Faktor des direkten

Produkts die Magnus-Eigenschaft.

Lemma A.2. (siehe [Fell5, Lemma 4.2.1]) Unter den nichttrivialen, zyklischen Gruppen
besitzen ausschlieflich Zo, Zs, Z4, Z¢ und Z die Magnus-FEigenschaft.

Zur Formulierung des néchsten Lemmas fithren wir eine spezielle Notation ein: Fiir ein
beliebiges Element r eines direkten Produkts G = X_; G; schreiben wir r = (7;)ienr,
wobei M = {1,...,n} und r; die einzelnen Komponenten aus G; seien. Mit {—1,1}M

bezeichnen wir die Menge aller Elemente (a;)ien € G mit a; € {—1, 1} fiir alle i € M.

Lemma A.3. [Fell5, Lemma 4.5.2] Gegeben sei ein direktes Produkt G = X', G;

mit n € N\{1}, wobei jede Gruppe G; die Magnus-Eigenschaft besitze. Wir setzen M =
{1,...,n}. Dann besitzt G genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn fiir jedes Element
(ri)iem € G und alle € = (€)iens € {—1,1}M\{(—1)ieM,(1)ieM} mit der FEigenschaft
Lri)iempae = L(ri)iemHa gilt:

1

ri ~q; 7, fir alle i mit e, = 1 oder fiir alle i mit ¢, = —1

Als kleine Anwendungsbeispiele fiir Lemma[A.3|werden in [Fell5] die folgenden Aussagen
gezeigt:

Beispiel A .4.

(i) Sei M eine beliebige Gruppe mit der Magnus-Eigenschaft. Dann besitzt auch fiir alle
m, n € Ny die Gruppe G = M x X%, Zs x X_,(Zs = Z3) die Magnus-Eigenschatft.

(ii) Die Gruppe G = Z4 x Zg besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft, obwohl Z4 und Zg
die Magnus-Eigenschaft besitzen.
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Der folgende Satz beschreibt alle direkten Produkte zyklischer Gruppen, welche die
Magnus-Eigenschaft besitzen.

Satz A.5. Unter allen direkten Produkten nichttrivialer zyklischer Gruppen besitzen nur

solche die Magnus-Eigenschaft, die entweder ausschlieflich Faktoren
Zo, Zs3, 7 (und damit auch Zg)
oder ausschlieflich Faktoren
Lo, Ly, 7
besitzen.

Beweis. Wegen Bemerkung und Lemma [A2] enthélt ein direktes Produkt nichttrivia-
ler zyklischer Gruppen, welches die Magnus-Eigenschaft besitzt, ausschliellich Faktoren
Lo, Zs, Ly, Ze oder Z. Diese notwendige Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie Bei-
spiel (ii) zeigt. Im Folgenden werden wir jeden Faktor Zg mithilfe des chinesischen
Restklassensatzes sofort durch Zo x Zs ersetzen. Wir bemerken, dass wegen Zsz x Z4 = Z12
kein direktes Produkt die Magnus-Eigenschaft besitzt, welches sowohl Zs als auch Z,4 als
Faktor hat. Beispiel (i) besagt, dass die Magnus-Eigenschaft einer Gruppe invariant
unter direkter Produktbildung mit Zs ist. Diese Invarianz besteht auch bzgl. direkter Pro-

duktbildung mit Z, wie die erste der folgenden drei kleinen Aussagen zeigt.

Aussage 1. Gegeben sei eine abelsche Gruppe M mit der Magnus-Eigenschaft. Dann
besitzt G := Z x M die Magnus-Eigenschaft.

Bewets. Wegen Lemma ist es ausreichend, Elemente (z,x) € G fiir nichttriviale
Elemente z € Z und & € M zu betrachten, welche {(z,2))c = {(z,27') )¢ erfiillen. Da
G eine abelsche Gruppe ist, gilt

{(zF,2%) | ke Z} = (2, 2) ) = L(z,27")e = {(zF,a™") | ke Z}.

Es folgt (z,2) = (2,2 !). Insbesondere ist x somit zu 2! konjugiert. Laut Lemma
besitzt G daher die Magnus-Eigenschaft.

Es bleibt zu zeigen, dass direkte Produkte, welche ausschliellich Faktoren Zs oder aus-

schliefllich Faktoren Z4 enthalten, die Magnus-Eigenschaft besitzen.

Aussage 2. Alle direkten Produkte G = X, Zz mit n € N besitzen die Magnus-
Eigenschaft.

Beweis. Alle nichttrivialen Elemente in G haben Ordnung 3. Daher gilt {g»¢ = {1, 9,97}

fiir alle Elemente g € G. Wir betrachten nun zwei nichttriviale Elemente r, s € G mit
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«rYya = «s)g. Dann folgt insbesondere r € {s,s~!}. Somit besitzt G die Magnus-
Eigenschaft.

Aussage 3. Alle direkten Produkte G = X', Z4 mit n € N besitzen die Magnus-
Figenschaft.

Beweis. Nichttriviale Elemente aus G, die (in additver n-Tupel-Schreibweise) minde-
stens einen Eintrag 1 oder 3 besitzen, haben Ordnung 4; alle anderen nichttrivialen Ele-
mente haben Ordnung 2. Fiir ein beliebiges nichttriviales Element g € G bedeutet dies
Kgya = {1,9} oder &gYa = {1,9,9 1,9} Damit {rHg = {sH¢ fiir zwei nichttriviale
Elemente r, s € G erfiillt sein kann, miissen also 7, s dieselbe Ordnung haben. Fiir Ord-
nung 2 folgt sofort 7 = s und fiir Ordnung 4 folgt » = s oder r = s~!. Somit besitzt G die
Magnus-Eigenschaft.

Dies beendet den Beweis von Satz [A.5l
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B. Amalgamierte Produkte

Bei amalgamierten Produkten handelt es sich um Standardobjekte der Gruppentheorie.
Nach Angabe ihrer Definition geben wir in diesem Abschnitt wichtige Eigenschaften wie-
der und fithren Normalformen ein. Darin ist die Betrachtung freier Produkte als Spezialfall
amalgamierter Produkte enthalten. Wir behandeln zur Ubersichtlichkeit jeweils nur amal-
gamierte Produkte mit zwei Faktoren. Alle Aussagen kénnen jedoch auf gleiche Weise fiir

amalgamierte Produkte beliebig vieler Faktoren formuliert werden.

Wir starten mit der Definition amalgamierter Produkte.

Definition B.1. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Section 11]) Seien G und H Gruppen mit
zueinander isomorphen Untergruppen A ¢ G und B < H. Wir fixieren einen Isomorphis-
mus ¢: A — B. Dann bezeichnen wir die Faktorgruppe (G = H) / {p(a)a™! | a € A) als
das freie Produkt der Gruppen G und H mit Amalgamierung von A und B dber den Iso-
morphismus p. Wir bezeichnen diese Faktorgruppe auch kurz als amalgamiertes Produkt

von G und H iiber A. Zudem benutzen wir je nach Kontext folgende Notationen:
(G+H | a=¢(a)ae A), Gxa_pH und Gs+o H

Als N#chstes definieren wir sogenannte A-Normalformen fiir ein amalgamiertes Produkt
G x4—p H. Dazu wahlen wir ein Représentantensystem 74 der rechten Nebenklassen von
A in G und ein Reprisentatensystem T der rechten Nebenklassen von B in H, welche
jeweils das Element 1 enthalten. Dabei bezeichnen wir fiir einen Représentanten ¢ € Ty

die Menge At als rechte Nebenklasse zu t.

Definition B.2. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Definition 11.1]) Eine A-Normalform ist

eine Folge (zg,x1,...,2Tm), so dass
1) xo € A,
2) x; € Ta\{1} oder z; € Tp\{1} fiir i > 1 und

3) aufeinanderfolgende Elemente x;, x;4+1 (1 <7 < m — 1) weder beide in T'4\{1} noch
beide in Tp\{1} liegen.

Der folgende Satz begriindet die Bezeichnung ,, Normalform”.

Satz B.3. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Theorem 11.3]) Jedes Element f € G xa_p H
kann eindeutig in der Form f = xox1 ...z, dargestellt werden, wobei (zo,x1,...,Ty) €ine

A-Normalform ist.
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SchliefSlich definieren wir Normalformen bzgl. amalgamierter Produkte.

Definition B.4. Sei p ein Element eines amalgamierten Produkts P = G #4—p H. Dann

bezeichnen wir eine Darstellung von p in der Form

P=wy2-Yn

als eine Normalform von p bzgl. des amalgamierten Produkts P, falls
n=1 A (ynneG v y€H)

gilt oder falls n > 2 und die folgenden Bedingungen gelten:
1) Fir allei e {1,2,...,n} sei y; € G\A oder y; € H\B.

2) Aufeinanderfolgende Elemente y;, y;+1 (1 < i < n — 1) liegen weder beide in G\A4
noch beide in H\B.

Wir bezeichnen die Elemente y; € G bzw. y; € H auch als G- bzw. H-Stiicke (oder kurz
Stiicke) der Normalform von p € P. Die Zahl n heifit Linge der Normalform. Das triviale
Element besitze nach Definition die Lénge O.

Wir nennen ein Element p in Normalform zyklisch gekiirzt bzgl. P, falls n = 1 gilt oder
y1 und y,, weder beide in G\A noch beide in H\B liegen.

Wir bemerken, dass jedes Element eines amalgamierten Produkts eine Darstellung in
Normalform bzgl. dieses Produkts besitzt. Das folgende Lemma zeigt die Eindeutigkeit
der Lange dieser Darstellung und begriindet damit die Benutzung der Bezeichnung ,,Nor-
malform” in Definition [B.4l

Lemma B.5. Sei p ein Element eines amalgamierten Produkts P = G x4—p H. Weiter
sei p eine Darstellung von p in Normalform bzgl. des amalgamierten Produkts P. Dann

ist die Linge von D eindeutig bestimmit.

Beweis. Definition ist unabhéngig von der Wahl der Repréasentantensysteme 74 und
Tp, jedoch konnen wir fiir fest gewéhlte Systeme T4 und Tp jeder Normalform p =
Y1Y2 - * - Y, eine eindeutige A-Normalform (xg, x1, ..., x,) zuordnen: Als Beispiel finden wir
eine A-Normalform zur Normalform y1y2 bzgl. P, wobei y; = cit1 (c1 € A, t1 € Ta\{1})
und yo = cote (co € B, to € Tp\{1}) gelte. Dazu bemerken wir zunichst, dass wir zu
jedem Element y aus G\A bzw. H\B eindeutig bestimmte Elemente ¢ € A, t € T4\{1}
bzw. ¢ € B, t € Tg\{1} finden konnen, so dass y = ct gilt. Wir schreiben y1ys = cit1cats
und fassen ¢y iiber den Isomorphismus zwischen A und B als Element von A auf. Seien
c3 € A und t3 € T4\{1} die eindeutig bestimmten Elemente mit c¢i1t1co = cst3 € G. Dann
gilt y1y2 = catsty und (c3,t3, t2) ist eine A-Normalform von p. Indem wir dieses Prinzip

auf lingere Normalformen anwenden (startend mit den beiden letzten Stiicken), kénnen
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wir fiir jede Normalform p = yyy2 -y, eine A-Normalform p = (g, z1,22,...,Ty,) be-
stimmen. Laut Satz[B.3]ist diese A-Normalform eindeutig. Insbesondere ist somit auch die
Lénge n der Normalform bzgl. des amalgamierten Produkts eindeutig.

O

Aus Lemma lesen wir folgendes Korollar ab.

Korollar B.6. Die Foktoren G, H eines amalgamierten Produkts P = G «a—_p H betten

kanonisch in P ein.
Zudem erhalten wir sofort das folgende bekannte Korollar.
Korollar B.7. Amalgamierte Produkte torsionsfreier Gruppen sind torsionsfrei.

Beweis. Seien A, B torsionsfreie Gruppen G := A x¢ B ein amalgamiertes Produkt und r
ein nichttriviales Element von G dargestellt in Normalform. Da A und B torsionsfrei sind,
besitzt r eine Linge ¢ von mindestens 2. Wir zeigen per Induktion iiber ¢, dass keine Zahl
n € N mit r™ = 1 existiert.

Induktionsanfang (¢ = 2): In diesem Fall erhalten wir eine Normalform der Liange 2n von

n

r", indem wir die Normalform von r n-mal hintereinanderschreiben. Wegen Lemma

kann r™ somit nicht trivial sein.

Induktionsschritt (¢ — £+ 1): Im Fall, dass ¢ gerade ist, verfahren wir wie beim Induk-
tionsanfang. Fiir £ ungerade sei x das erste Stiick der Normalform von r. Wir definieren
=z lrz. Wegen ™ = 1 gilt auch '™ = 1. Da z und das letzte Stiick von r aus demsel-
ben Faktor des amalgamierten Produkts stammen, ist die Normalform von 7’ echt kiirzer
als die Normalform von r. Somit ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar.

O]

SchlieBlich beweisen wir das folgende Korollar.

Korollar B.8. Sei P = G#4_p H ein amalgamiertes Produkt. Weiter sei g ein Element

von G, welches nicht in G zu einem Element aus A konjugiert ist. Dann gilt:

(1) Das Element g ist genau dann in P zu einem Element x aus G konjugiert, wenn es

mn G zu x konjugiert ist.
(2) Das Element g ist in P zu keinem Element aus H konjugiert.

Beweis. Zu (1):Ist g in G zu x konjugiert, so ist es insbesondere auch in P zu x konjugiert.
Fiir die umgekehrte Richtung zeigen wir, dass aus w'gw = x fiir ein w € P bereits w € G
folgt. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei dazu w € P\G. Weiter sei w = y1y2...yn
eine Normalform bzgl. P. Es gilt

wilgw =y 'yt oy oy e = @
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Falls y; ein Element von H\B ist, so erhalten wir sofort einen Widerspruch, da x laut
Lemma als Element von G keine Normalform der Linge 2n + 1 haben kann. Fiir
y1 € G folgt n > 2, da w nach Voraussetzung kein Element von G ist. Zudem kann y; Louyr
nach Voraussetzung kein Element von A sein. Wir erhalten daher eine Normalform von
x € G der Léange 2n — 1 > 3. Dies ist ebenfalls ein Widerspruch zu Lemma

Zu (2): Im Hinblick auf einen Widerspruch sei g in P zu einem Element h € H konjugiert.

Dann existiert ein Element w = 419 ...y, € P in Normalform mit w ™ 'gw = h. Es gilt

wlgw =yl oy gy oy = R

Fiir n = 1 und y; € H\B oder n > 2 erhalten wir eine Normalform von h mit einer Lénge
von mindestens 3. Dies ist laut Lemma ein Widerspruch zu h € H. Sei also n = 1 und
w € G. Nach Voraussetzung ist dann w™!gw ein Element von G\A. Dies ist laut Satz
ein Widerspruch zu wlgw = h € H.

O
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C. HNN-Erweiterungen

In diesem Abschnitt betrachten wir sogenannte HNN-Erweiterungen, welche nach den
Mathematikern Graham Higman, Bernhard Neumann und Hanna Neumann benannt sind,
die sie im Jahr 1949 eingefiihrt und untersucht haben (sieche [HNN49)]).

Definition C.1. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Section 14]) Seien G eine Gruppe und A,
B zueinander isomorphe Untergruppen von G. Weiter sei ¢: A — B ein Isomorphismus.

Dann bezeichnen wir
H:={(G,t | t7'at = p(a) (a € A))

als HNN-FErweiterung der Gruppe G relativ zu A, B und ¢. Wir bezeichen G als HNN-

Basis von H, t als stabilen Buchstaben von H und A, B als assoziierte Untergruppen.

Zur Definition der ersten Normalform fiir HNN-Erweiterungen, welche wir ¢-Normalform
nennen, fixieren wir zunéchst Repriasentantensysteme 7’4 und T der rechten Nebenklassen

von A und B in G, die jeweils das Element 1 enthalten.

Definition C.2. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Definition 14.1]) Sei H eine HNN-

Erweiterung. Wir bezeichnen eine Folge (go,t", g1, . ..,t, gn) als t-Normalform, falls:
(1) go ein beliebiges Element aus G ist,
(2) ¢ = —1 fiir g; € Ty gilt,
(3) € =1 fiir g; € Tp gilt und
(4) keine zusammenhingende Teilfolge t¢, 1, ¢t~ ¢ (e € {+1}) existiert.
Punkt (2) der folgenden Aussage ist auch als Brittons Lemma bekannt.

Satz C.3. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Theorem 14.3]) Sei H = (G,t | t ‘at =
v(a) (a € A)) eine HNN-Erweiterung. Dann gilt:

(1) Jedes Element x € H hat eine eindeutige Darstellung der Form x = got“ gy ...t gy,

wobei (go,t, g1,...,t, gn) eine t-Normalform sei.

(2) Die Gruppe G ist kanonisch in H eingebettet. Zudem gilt w #p 1 fiir jedes Element
w der Form got g ...t"g, mit n > 1, welches keine Teilworter der Form t~'g;t
(9i € A) oder tg;t™! (g; € B) enthiilt.
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Wir benutzen Satz (1) zur Definition von Normalformen fiir Elemente von HNN-

Erweiterungen.

Definition C.4. Sei H eine HNN-Erweiterung und = ein Element von H. Dann bezeich-
nen wir die durch Satz [C.3] gegebene eindeutige Darstellung als Normalform von x bzgl.
der HNN-Erweiterung H.

Schliefllich beweisen wir die folgenden bekannten Aussagen, welche direkte Korollare
aus Satz (2) (Brittons Lemma) sind.

Korollar C.5. Sei H eine HNN-Erweiterung mit HNN-Basis G, stabilem Buchstaben t

und assoziierten Untergruppen A, B.
(1) Falls G torsionsfrei ist, dann ist H ebenfalls torsionsfrei.

(2) Seix ein Element in G, welches weder zu einem Element aus A noch aus B konjugiert
ist. Dann ist x genau dann in H zu einem Element y € G konjugiert, wenn es in G

zu y konjugiert ist.

Beweis. Zu (1): Sei z = gt gy ...t gy ein beliebiges nichttriviales Element aus H, wobei
gi € G und ¢; € {£1} (0 < i < n). Im Hinblick auf einen Widerspruch gelte 2z = 1 fiir ein
m € Z\{0}. Wir bemerken, dass dann auch 2™ = 1 fiir alle Konjugierten Z von z in H gilt.

Falls z Teilworter der Form
t7lgit (g€ A) bzw. tgjt™' (gj € B) (C1)

enthélt (vgl. Satz (2)), so ersetzen wir diese durch die entsprechenden Elemente aus
B bzw. A. Dabei wird die Linge n der Darstellung von z echt kleiner. Anschlieflend
vertauschen wir z zyklisch und ersetzen wieder alle Teilworter der angegebenen Form. Wir
wiederholen den Vorgang so lange, bis wir ein Konjugiertes Z von z mit einer Darstellung
erhalten, so dass keine zyklische Vertauschung dieser Darstellung ein Teilwort der Form
enthélt. Dann enthélt auch die Darstellung von 2", welche wir durch m-maliges
Hintereinanderschreiben der Darstellung von Z erhalten, kein Teilwort der Form .
Somit gilt laut Korollar (2), dass Z™ und somit auch z™ nicht trivial ist.

Zu (2): Ist x in G zu y konjugiert, so ist es insbesondere auch in H zu y konjugiert.

Fiir die andere Richtung zeigen wir, dass aus u "

xu = y flir ein u € H bereits u € G folgt.
Wir fixieren Reprisentantensysteme der rechten Nebenklassen von A und B in G, welche
jeweils das Element 1 enthalten. Wegen Korollar und Definition steht uns dann
fiir jedes Element u € H eine eindeutig bestimmte Normalform u = got“g; ...t"g, zur
Verfiigung, wobei ¢; € {£1}, go ein Element aus G sei und g¢; (1 < i < n) Elemente der

1

Repréasentantensysteme seien. Wir wéhlen ein Element u € H, welches r = v~ su erfiillt

und minimale Lange n unter allen Elementen mit dieser Eigenschaft besitzt. Im Hinblick
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auf einen Widerspruch sei u ¢ G, also n > 1. Es gilt:

y=ulzu & z:=y gt g7t Mg egot g . tTg, = 1 (C.2)

=7

Laut Satz (2) (Brittons Lemma) kann das Element z aus (C.2) nur dann trivial sein,
wenn es entweder ein Teilwort der Form

tlgt mit ge A oder tgt~! mit ge B

enthilt. Das Element z ist laut Induktionsvoraussetzung in G weder zu einem Element
aus A noch aus B konjugiert ist. Somit kann 7 kein Element von A oder B sein. Folglich
ist t~2t kein Teilwort der Form . Da die g;—rl Elemente der fixierten Représen-
tantensysteme der rechten Nebenklassen von A und B in G sind, kdnnen sie nur dann an
Teilwortern der Form beteiligt sein, wenn g; = 1 gilt. Teilworter der Form ¢ “1t¢
mit € € {£1} konnen jedoch nicht auftreten, da sie wegen Definition (4) nicht in der
Normalform von u auftreten. Wir erhalten einen Widerspruch mit z = 1.

O
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D. Theorie kleiner Kiirzungen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [Sch73| sowie Kapitel 5 von |[LS01] und soll einen groben
Einblick in die Theorie kleiner Kiirzungen (engl. ,small cancellation theory“) amalgamier-
ter Produkte geben. Unser Hauptziel ist dabei die Formulierung eines zentralen Resultats,
welches als Greendlingers Lemma bekannt ist (siehe Satz . Wir behandeln zur Uber-
sichtlichkeit jeweils nur amalgamierte Produkte mit zwei Faktoren. Alle Aussagen kénnen
jedoch auf gleiche Weise fiir amalgamierte Produkte beliebig vieler Faktoren formuliert

werden.

Fiir ein Element r eines amalgamierten Produkts bezeichnen wir in diesem Abschnitt
die in Definition definierte Linge einer Normalform von r mit |r|. In Anlehnung an
Definition fithren wir folgende Definition ein.

Definition D.1. Sei P = G #4 H ein amalgamiertes Produkt und p = z122---x,, € P
(m € Np) ein Element in Normalform bzgl. P. Wir bezeichnen p als schwach zyklisch
gekiirzt, falls m < 1 gilt oder z,,z1 kein Element von A ist. Man bemerke, dass diese
Eigenschaft nicht von der gewahlten Normalform abhéngt.

Sei ¢ = y1y2-+-yn € P (n € Ny) ein weiteres Element in Normalform bzgl. P. Falls
Tmy1 € A gilt, so sagen wir, dass es eine Kirzung beim Formen des Produkts pg gibt. Falls
Tm, Y1 zwar im selben Faktor von P liegen, aber x,,y1 ¢ A gilt, so sagen wir, dass p und

q durch Fusion von x,, und y; zu einer Normalform pq vereinigt werden kdnnen.
Auf Definition [D.1] aufbauend definieren wir:

Definition D.2. Eine Darstellung ujus - - - ui (k € Ng) eines Elements w € P, wobei die
u; (1 < i < k) beliebige Elemente aus P seien, ist semi-gekirzt, falls es keine Kiirzungen
bei der Bildung von w aus den u; (1 < i < k) gibt. (Fusionen sind ausdriicklich erlaubt.)
Wir bezeichnen die Darstellung w = ujug ---uy als gekiirzt, wenn es weder Kiirzungen
noch Fusionen gibt.

Eine Teilmenge R von P bezeichnen wir als symmetrisiert, falls jedes Element r € R
schwach zyklisch gekiirzt ist und auch jedes schwach zyklisch gekiirzte Konjugierte von
r%!lin R enthalten ist.

Wir nennen ein Element b € P Kiirzungsstiick bzgl. R € P, falls unterschiedliche Ele-
mente 71, ro € R mit semi-gekiirzten Darstellungen r; = bc; und r9 = bey fiir Elemente

c1,cy € P existieren.

Im Folgenden sei R € P eine symmetrisierte Teilmenge.
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Definition D.3. Wir bezeichnen ein Element s als j-Uberrest (bzgl. R), falls ein r € R
mit einer semi-gekiirzten Form r = sbiby...b; existiert, wobei die b; (i € {1,2,...,j})

Kiirzungsstiicke bzgl. R seien.

In der Theorie kleiner Kiirzungen gibt es einige wiederkehrende Bedingungen an R, un-
ter denen Aussagen iiber Elemente des normalen Abschlusses von R in P getroffen werden.
Diese Bedingungen héingen jeweils von einem Parameter ab und werden auf folgende Weise

bezeichnet.

Bedingung C’(\): Falls r € R eine semi-gekiirzte Darstellung der Form r = be besitzt,

wobei b ein Kiirzungsstiick bzgl. R sei, dann gelte |b| < A|r|. Zudem gelte |r| > 1 fiir alle

r € R, wobei |r| die Liange der Normalform von r bzgl. P sei.

Bedingung C(p): Kein Element aus R ist ein semi-gekiirztes Produkt von weniger als p

Kiirzungsstiicken. Zudem gilt || > p fiir alle Elemente r von R.

Bedingung T'(q): Sei 3 < h < q. Weiter seien 71,72, ... 7, Elemente aus R, so dass keine

zwei aufeinanderfolgenden Elemente 7;, 741 (i € {1,2,...,h — 1}) invers zueinander sind.

Dann ist mindestens eines der Elemente 179, 7973, ..., Th_17h, ThT1 sSemi-gekiirzt.

Schliefllich zitieren wir die beiden folgenden Resultate.

Satz D.4. (siehe [LSO01, Chapter V, Theorem 11.2]) Sei F' ein amalgamiertes
Produkt, sei R eine symmetrisierte Teilmenge von F und sei N der normale Abschluss von
Rin F mit G = F/N. Die Teilmenge R erfiille die Bedingung C'(\) fiir A < %. Falls nun w
ein nichttriviales Element von N ist, so kann man w in der gekiirzten Darstellung w = usv
schreiben, wobei ein zyklisch gekiirztes Element r € R mit r = st und |s| > (1 — 3\)|r|

existiere.

Satz D.5. (siehe [Sch73, Theorem 1 (Greendlingers Lemma)]) Sei F' eine freie
Gruppe, ein freies Produkt oder ein amalgamiertes Produkt. Weiter sei R eine symmetri-
sierte Teilmenge von F mit normalem Abschluss N. Man nehme an, dass R die Bedin-
gungen C(p) und T'(q) mit (p,q) = (6,3), (4,4) oder (3,6) erfillt.
Sei w ein nichttriviales Wort in N. Dann g¢ilt w € R oder ein zyklisch gekiirztes Konju-
giertes w* von w besitzt eine semi-gekiirzte Darstellung w* = u181 ... UmSm, wobei jedes
sg ein i(sy)-Uberrest ist. Dabei sei fiir die Anzahl m der sy, und die Zahlen i(sy) folgende
Bedingung erfillt:

S2io— >
k:1[5+ —Z(Sk)]/p
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E. Aspharizitat

Der Begriff ,, Asphérizitdt“ hat bei unterschiedlichen Autoren verschiedene Bedeutungen.
Fine detaillierte Beschreibung dieser verschiedenen Arten von Asphérizitit sowie ihrer
Beziehungen zueinander findet sich in [CCHS81]. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir
den Begriff der Asphiérizitdt von Gruppenprisentationen im Sinne von R. Lyndon und
P. Schupp (siehe [LSO1]), welchen wir in diesem Abschnitt skizzieren. Dazu geben wir

zunéchst einige Definitionen wieder.

Definition E.1. (siehe [LS01, Chapter III, Section 10]) Sei G eine Gruppe und sei
7w = (p1,p2,---,Dn) eine Folge von Elementen aus G.
Eine Pfeiffer-Transformation erster Art besteht aus dem Ersetzen der Folge m durch

' = (p},ph,...,pl), wobei fiir ein ¢ mit 1 <4 < n entweder

pi=pis1 und  pi; = p;pipiq1 oder
pi =pipivip; - und  piy = p
sowie p;» = p; fiir j # 4,7 + 1 gelte.
Eine Pfeiffer-Transformation zweiter Art besteht aus dem Ersetzen der Folge m durch
7TI = (pllvpl27 s apgflvp{[Jer o ap{n)v wobei DPibi+1 = 1 gelte'

Definition E.2. (siche |[LS01, Chapter III, Section 10]) Sei G = (X | R) eine Gruppen-
priisentation. Weiter seien py, pa, ..., p, Konjugierte von Elementen aus R u R~! in (X)),
so dass pipe - pn = 1 in (X) gilt. Dann nennen wir © = (p1,po,...,pn) eine Identitit
unter den Relationen von G. Wir bezeichnen eine solche Identitdt als trivial, wenn sie

mithilfe von Pfeiffertransformationen (erster und zweiter Art) in die leere Folge iiberfiihrt

werden kann.

Die folgende Definition entspricht in [LSO1] einer Proposition, da dort Asphérizitét
zunédchst mithilfe von spherischen Diagrammen eingefiithrt wird, auf welche wir in dieser

Arbeit jedoch nicht eingehen mochten.

Definition E.3. (siehe |[LS01, Chapter III, Proposition 10.1]) Sei G = (X | R) eine
Gruppenprésentation. Falls es keine nichttrivialen Identitdten unter den Relationen von

G gibt, so nennen wir die Présentation G asphdrisch.

Als Néachstes zitieren wir die auf W. Magnus zuriickgehende Definition sogenannter
gestaffelter Présentationen. Mit Definition in Kapitel [4] fiihren wir eine Erweiterung

dieser Definition ein.
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Definition E.4 (gestaffelte Prisentationen iiber freien Gruppen, vgl. [LS01]).
Gegeben seien eine Présentation G = (X|R) und eine Teilmenge Y = |J,c;Y; von X,
wobei I =7 oder I = {1,2,...,n} fir ein n € N sei. Dabei gelte R = {r; | j € J} fiir eine
totalgeordnete Indexmenge J und zyklisch gekiirzte r;, die jeweils mindestens ein Element
aus Y enthalten. Fiir jedes r; bezeichne man mit «; den kleinsten und mit w; den gréfiten
Index ¢, so dass 7; ein Element aus Y; enthélt. Nun heiit die Prasentation G = (X|R)
gestaffelt, falls j < k auch a; < a3 und w; < wy impliziert.

In der vorliegenden Arbeit mochten wir Asphérizitdt u. a. dazu benutzen, in einer freien
Gruppe F' = (X)) Aussagen iiber Elemente des normalen Abschlusses eines Elements r in F'
zu treffen. Wegen F/{r) = (X | r) sind wir daher an der Asphérizitit von einrelationigen
Gruppen (engl. ,one-relator groups®) interessiert, welche durch folgenden Satz gegeben

ist.

Satz E.5. (vgl. (LS01, Chapter III, Proposition 11.1]) Sei G = (X | R) eine gestaffelte
Prdsentation tiber freien Gruppen. Dann ist die Prisentation G asphdrisch. Insbesondere

ist G asphdrisch, falls R nur aus einer einzigen Relation besteht.

Wir bemerken, dass es im Allgemeinen ein schwieriges Problem ist, fiir eine gegebene
Présentation zu entscheiden, ob sie asphérisch ist. Schlielich zitieren wir eine Resultat,

welches wir als Werkzeug fiir Kapitel [2| benttigen.

Satz E.6. (siehe [LS01, Chapter III, Proposition 10.2]) Sei G = (X | R) eine asphdrische
Gruppenprdsentation, wobei kein Element aus R zu einem anderen Element aus R oder
seinem Inversen konjugiert sei. Wir setzen F = (X ) und N = {R)). Dann gilt:

Sei pips---pn = 1, wobei jedes p; von der Form uirfiui_l fiir einige Elemente u; € F,
ri € R und ¢; € {*1} sei. Dann zerfillt die Menge aller Indizes {1,2,...,n} in Paare (i,7),

so dass r; = rj, ¢ = —¢; und u; € u; NC; gilt, wober C; der Zentralisator von r; in F sei.
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F. Limesgruppen und elementare Theorie
von Gruppen

In diesem Abschnitt betrachten wir u. a. drei 4quivalente Definitionen von Limesgruppen.
Dies prizisiert die Verwendung des Begriffs der ,,Limesgruppe® in Abschnitt in wel-
chem wir die Magnus-Eigenschaft fiir direkte Produkte von beliebig vielen Limesgruppen
mit der Magnus-Eigenschaft beweisen (siehe Korollar .

Als Vorbereitung bendtigen wir folgende Definition. Wir erinnern daran, dass wir mit

Fi (k € N) die freie Gruppe vom Rang k bezeichnen.

Definition F.1. (siehe [BF09, Definition 1.6]) Sei G eine endlich erzeugte Gruppe
und k € N. Eine Folge (f;)ieny von Homomorphismen aus Hom(G, Fy,) heifit stabil, falls fiir
alle g € G eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(i) Es existiert ein N € N mit f;(g) =1 fiir alle s > N.

(ii) Es existiert ein N € N mit f;(g) # 1 fiir alle ¢ > N.

Wir bezeichnen die Menge {g € G | f; erfiillt Bedingung (i) fiir g} als stabilen Kern Ker f;
von (fi)ien.
Nun sind wir in der Lage, die erste Definition von Limesgruppen zu formulieren (welche

in der Originalquelle ebenfalls Teil von Definition 1.6 ist).
Definition F.2. (siehe |BF09, Definition 1.6]) Eine endlich erzeugte Gruppe L ist

eine Limesgruppe, falls eine endlich erzeugte Gruppe G und eine stabile Folge (f;)ien in
Hom(G, Fy,) fur ein k € N existieren, so dass L = G/Ker f; gilt.

Satz zeigt zwei weitere Moglichkeiten, Limesgruppen dquivalent zu Definition [F.2
zu definieren. Zur Formulierung dieses Resultats definieren wir zunéchst w-residuell freie

Gruppen sowie die universelle und existenzielle Theorie von Gruppen.

Definition F.3. (siehe [BF09, Definition 1.8]) Eine endlich erzeugte Gruppe G ist
w-residuell frei, falls fiir jede endliche Teilmenge X < G ein k € N und ein f € Hom(G, Fy;)

existieren, so dass f eingeschrinkt auf X injektiv ist.

Die folgende kurze Einfithrung in die elementare und universelle Theorie stammt aus
[CGO5).

Die sogenannte Sprache der Gruppen benutzt folgende Symbole:
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W

e Die Gruppenmultiplikation “-”, die inverse Funktion “~'”, die Konstante “1” und

die Gleichheitsrelation “=",
e Variablen aus einer Variablenmenge X = {x; | i € N},

e die logischen Verkniipfungen “A” (fir und), “v” (fir oder), “=" (fiir nicht), die

Quantoren “V” und “3” sowie die Klammern “(” “)”.

W

Zur Vereinfachung der Schreibweise verzichten wir auf die Benutzung der Symbole
fiir die Gruppenverkniipfung und die Klammern “(” “)”, falls dadurch keine Missverstéind-
nisse enstehen kénnen. Zudem definieren wir X1 = {#=! | x € X}. Worter im Alphabet
X U X! sowie das Einselement nennt man auch Terme in der Sprache der Gruppen. Eine
Gleichung zweier Terme nennt man atomare Formel. Unter Verwendung von Verkniipfun-
gen und Quantoren kann man aus beliebig vielen atomaren Formeln kompliziertere For-
meln zusammensetzen. Variablen, welche nicht durch einen Quantor eingefiihrt werden,
heiflen freie Variablen.

Das folgende Beispiel zeigt eine Formel mit freier Variable xs:
Vop ((x1x3 =1) A (Jze 122 = 23))

Der Name , freie Variable* erkléart sich dadurch, dass die Giiltigkeit dieser Formel im
Allgemeinen nicht nur von der Gruppe, in der die Formel betrachtet wird, sondern auch
von der Wahl der Variablen x5 abhéngt.

Formeln ohne freie Variablen nennen wir Sdtze in der Sprache der Gruppen. Als Beispiel

eines Satzes betrachte man:
V:Bg Va;l ((:clxg = 1) \4 (3%2 Tr1x9 = 373))

Schliefllich handelt es sich bei der elementaren Theorie Th(G) einer Gruppe G um alle
Sétze, die wahr in G sind. Die existenzielle Theorie Tha(G) einer Gruppe G besteht aus

allen in GG wahren Sitzen der Form
dxq Jxe ... Jzy o(1,22,. .., Tp), (F.1)

wobei n € N und ¢(z1,z2,...,z,) eine Formel ohne Quantoren sei. Analog dazu besteht

die universelle Theorie Thy(G) einer Gruppe G aus allen in G wahren Sétzen der Form
Vay Voo ... Vo, p(x,xe,...,20), (F.2)

wobei n € N und (1, z2,...,x,) eine Formel ohne Quantoren sei.

Wir nennen zwei Gruppen elementar/existenziell /universell dquivalent, falls sie dieselbe

elementare/existenzielle/universelle Theorie besitzen.

Die Negation eines Satzes aus der existenziellen bzw. universelle Theorie einer Gruppe ist
ein Satz der Form (F.2|) bzw. (F.1). Durch Negation aller Sétze der existenziellen Theorie
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erhalten wir daher alle Sétze der Form , welche falsch in G sind. Somit besteht die
universelle Theorie einer Gruppe aus allen Sétzen der Form , welche keine Negation
eines Satzes aus der existenziellen Theorie der Gruppe sind. Es folgt, dass die existenziellen
Theorien zweier Gruppen genau dann gleich sind, wenn ihre universelle Theorien gleich

sind. Also entspricht die existenzielle Aquivalenz der universellen Aquivalenz.

SchlieBlich geben wir folgendes Resultat wieder, in welchem drei dquivalente Methoden

der Definition von Limesgruppen zusammengefasst werden.

Satz F.4. (vgl. [CGO05, Theorem 1.1]) Sei L eine endlich erzeugte Gruppe. Dann

sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) L ist eine Limesgruppe (im Sinne von Definition [F.4).
(it) L ist w-residual frei (siehe Definition[F.3).

(i5i) L ist universell dquivalent (alternativ: existenziell dquivalent) zu einer freien abel-

schen oder freien Gruppe endlichen Rangs.
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G. Graphen von Gruppen und ihre
Fundamentalgruppen

Graphen von Gruppen sind ein wichtiger Bestandteil der Bass—Serre-Theorie, welche auf
Hyman Bass und Jean-Pierre Serre zuriickgeht. Der vorliegende Abschnitt orientiert sich
stark an [Bog08, Chapter 2, Section 16] und soll nur einen groben Uberblick iiber Graphen

von Gruppen sowie deren Fundamentalgruppen geben.

Definition G.1. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Definition 16.1]) Ein Graph von Gruppen
(G,Y) besteht aus

e cinem gerichteten, zusammenhingenden Graphen Y mit Eckenmenge Y und Kan-
tenmenge Y'!, wobei fiir jede Kante e € Y auch die entgegengesetzt gerichtete Kante

€ in Y enthalten sei,

e der Funktion a: Y1 — YV welche eine Kante auf die Ecke abbildet, in der die Kante

beginnt,
e ciner Eckengruppe G, fiir jede Ecke v € Y?,
e ciner Kantengruppe G, fiir jede Kante e € Y° mit G, = Gg sowie
e Monomorphismen {a.: Ge = Gy | €€ Y}
Wir bezeichnen «(€) auch mit w(e) und az mit we.

Fiir die Definition der Fundamentalgruppen von Graphen von Gruppen definieren wir
zunéchst

F(GY) = (( % Go)x(te | ee YD) /Lt ac(g)te(ae(9)™), tete | e€ Y, g€ Ge).

veY "

Definition G.2. Sei (G,Y) ein Graph von Gruppen und P eine Ecke von Y. Dann ist
die Fundamentalgruppe w1 (G,Y, P) von (G, Y') beziiglich P die Untergruppe von F(G,Y),
welche aus allen Elementen der Form gote, gite, - - - te,gn besteht, wobei ejes...e, ein
geschlossener Weg in Y mit Anfangs- und Endpunkt P sei und g9 € Gp, g; € Gwei (1<
i < n) gelte.

Schliellich bemerken wir Folgendes:
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Bemerkung G.3. Jede Fundamentalgruppe kann schrittweise als Kombination von
amalgamierten Produkten und HNN-Erweiterungen aus ihren Eckengruppen konstruiert
werden. Dazu wéihlen wir einen maximalen Teilbaum T von Y, welcher P enthilt. Alle
Eckengruppen von T" werden iiber die zwischen ihnen liegenden Kantengruppen amalga-
miert. AnschlieBend bilden wir fiir jedes nicht in 7" liegende Kantenpaar (e, €) aus Y'! eine
HNN-Erweiterung mit t. als stabilem Buchstaben und a.(G.), as(Gz) als assoziierte Un-
tergruppen. Man kann zeigen, dass die Wahl von T' die Fundamentalgruppe dabei nur bis

auf Isomorphie beeinflusst.
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