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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Dissertation besteht in der Untersuchung diverser Gruppen auf Magnus-

Eigenschaft sowie in der Entwicklung von Freiheitssätzen.

Eine Gruppe G besitzt die Magnus-Eigenschaft, wenn für alle Elemente r, s P G mit

demselben normalen Abschluss in G gilt, dass r in G zu s oder s�1 konjugiert ist. Die

Magnus-Eigenschaft ist nach W. Magnus benannt, welcher diese Eigenschaft im Jahr 1930

für freie Gruppen beliebigen Rangs zeigte. In derselben Arbeit bewies W. Magnus auch

den sogenannten Freiheitssatz : Sei F eine freie Gruppe mit Basis X und v ein zyklisch

gekürztes Element von F , welches ein Basiselement x P X enthält, dann enthält auch

jedes nichttriviale Element aus dem normalen Abschluss von v in F das Basiselement x.

Äquivalent zu dieser Aussage ist, dass die von X ztxu erzeugte freie Gruppe kanonisch in

die Faktorgruppe F {xxvyyF einbettet. Allgemein verstehen wir unter einem Freiheits- oder

Einbettungssatz für eine Gruppe H einen Satz, welcher unter bestimmten Voraussetzungen

an H, an eine Untergruppe U � H sowie an ein Element w P H die kanonische Einbettung

von U in H{xxwyyH liefert.

In den letzten Jahrzehnten wurden nicht nur viele weitere Gruppen auf Magnus-Eigen-

schaft untersucht, sondern es entstanden auch weitere Freiheitssätze.

In dieser Arbeit zeigen wir analog zum Beweis des Adian–Rabin-Satzes die algorithmi-

sche Unentscheidbarkeit der Magnus-Eigenschaft für endlich präsentierbare, torsionsfreie

Gruppen. Als natürliche Verallgemeinerung der Hauptresultate von [BS08] und [Fel19] be-

weisen wir die Magnus-Eigenschaft der Gruppen pG �u�ra,bs F pa, bqq � C, wobei G eine

indizierbare sowie lokal indizierbare Gruppe, u ein nichttriviales Element aus G und C

eine (möglicherweise triviale) Gruppe seien, so dass G � C die Magnus-Eigenschaft be-

sitzt. Dazu führen wir eine leichte Verallgemeinerung des Freiheitssatzes von J. Howie ein

und erweitern ein Resultat von M. Edjvet auf eine größere Klasse von Gruppen. In diesem

Zusammenhang beweisen wir mithilfe der elementaren Theorie von Gruppen (im Sinne der

Modelltheorie) die Magnus-Eigenschaft aller direkten Produkte von Limesgruppen mit der

Magnus-Eigenschaft. Als Weiterentwicklung des Freiheitssatzes von Magnus beweisen wir

einen Einbettungssatz für amalgamierte Produkte zweier freier Gruppen über eine maxi-

male zyklische Untergruppe beider Faktoren. Dafür definieren und untersuchen wir mithilfe

der Freiheitssätze von W. Magnus und J. Howie komplexere amalgamierte Produkte, wel-

che wir Baumprodukte nennen. Das Buch
”
Seifert Manifolds“ von P. Orlik enthält eine

Klassifikation aller Fundamentalgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten. Unter den Inva-

rianten der Klassifikation befinden sich das Geschlecht g und die Zahl r, welche als Anzahl

der bei der Konstruktion der Seifert-Mannigfaltigkeit eingeklebten, nichttrivial gefaserten

Tori verstanden werden kann. Unter Verwendung der Theorie kleiner Kürzungen zeigen

wir u. a., dass keine Fundamentalgruppe einer orientierbaren Seifert-Mannigfaltigkeit mit

g, r ¥ 1 oder r ¥ 4 die Magnus-Eigenschaft besitzt.





Abstract

The aim of this thesis is the examination of various groups for Magnus property as well

as the development of embedding theorems.

A group G possesses the Magnus property if for every two elements r, s P G with the

same normal closure in G, r is conjugate in G to s or s�1. The Magnus property was

named after W. Magnus who showed, in 1930, that this property holds for free groups

of arbitrary rank. In the same thesis W. Magnus proved the so-called Freiheitssatz : Let

F be a free group with basis X and let v be a cyclically reduced element of F which

contains a basis element x P X , then every non-trivial element of the normal closure of v

in F contains the basis element x. Equivalently, the subgroup freely generated by X ztxu
embeds canonically into the quotient group F {xxvyyF . In general, we call some theorem a

Freiheitssatz or an embedding theorem for a group H if, under certain conditions on H,

on a subgroup U � H and on an element w P H, it gives us the canonical embedding of

U in H{xxwyyH .

Over the last decades, not only was the Magnus property of many more groups examined,

but also further embedding theorems were developed.

In this thesis we show that the Magnus property is algorithmically undecidable for

finitely presentable, torsion-free groups. Our proof is analogous to the proof of the Adian–

Rabin Theorem. As a natural generalisation of the main theorems in [BS08] and [Fel19]

we prove the Magnus property for the groups pG �u�ra,bs F pa, bqq � C, where G is an

indicable as well as locally indicable group, u is a non-trivial element of G and C is a

(possibly trivial) group such that G�C possesses the Magnus property. For this purpose

we slightly generalise the Freiheitssatz of J. Howie and expand a theorem of M. Edjvet

on a larger class of groups. In this context we prove the Magnus property for all direct

products of limit groups that possess the Magnus property by using the elementary theory

of groups (in the sense of model theory). As an advancement of the Freiheitssatz of Magnus

we prove an embedding theorem for free products of two free groups with amalgamation

over a maximal cyclic group in both factors. For this purpose we define and examine,

with the help of the embedding theorems by W. Magnus and J. Howie, more complex

amalgamated products which we call “Baumprodukte”. In the book “Seifert Manifolds”

by P. Orlik, there is a classification of all fundamental groups of Seifert manifolds. Among

the invariants of that classification, we find the genus g and the number r which can

be understood as the number of non-trivial fibered tori that are used for constructing

the Seifert manifold. Applying small cancellation theory, we show for instance that no

fundamental group of oriented Seifert manifolds with g, r ¥ 1 or r ¥ 4 possesses the

Magnus property.
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Notationsverzeichnis

N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . natürliche Zahlen (ohne 0)

Zi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . zyklische Gruppe der Ordnung i P N
Fk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . freie Gruppe vom Rang k

F pa1, a2, . . . , akq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . von ai (k P N, 1 ¤ i ¤ k) erzeugte freie Gruppe

A �B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . freies Produkt zweier Gruppen A und B

A�B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . direktes Produkt zweier Gruppen A und B

A �C B . . . . . . . . . . . . amalgamiertes Produkt von Gruppen A, B über eine Untergruppe C

xGyG . . . . . . . . . . . . . . . . . die von einer Menge G � G erzeugte Untergruppe einer Gruppe G

xxgyyG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .normaler Abschluss eines Elements g in einer Gruppe G

G{xxgyy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kurzschreibweise für G{xxgyyG

a �G b oder a � b in G . . . . . . . . . . . Konjugation zweier Elemente a, b in einer Gruppe G

a �G b oder a � b in G . . . . . Nicht-Konjugation zweier Elemente a, b in einer Gruppe G

a �G b
�1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Konjugation von a in einer Gruppe G zu b oder b�1

a �G b
�1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Nicht-Konjugation von a in einer Gruppe G zu b und b�1

a�1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Gruppenelement a oder a�1

A ãÑ B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Monomorphismus einer Gruppe A in eine Gruppe B

A� B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Epimorphismus einer Gruppe A auf eine Gruppe B

�8 bzw. 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Element mit �8   i bzw. 8 ¡ i für alle i P Z
ggTpa, bq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . größter gemeinsamer Teiler von a, b P N0 (ggTp0, bq � b)
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Einleitung

Eine Gruppe G besitzt die Magnus-Eigenschaft, wenn für alle Elemente r, s P G mit

demselben normalen Abschluss in G gilt, dass r in G zu s oder s�1 konjugiert ist. Der

Begriff der Magnus-Eigenschaft geht auf Wilhelm Magnus (b1907 in Berlin; d1990 in New

York City) zurück, welcher diese Eigenschaft im Jahr 1930 für freie Gruppen beliebigen

Rangs zeigte (siehe [Mag30]).

Unabhängig voneinander bewiesen S. Adian im Jahr 1955 (siehe [Adi55]) und M. Rabin

im Jahr 1958 (siehe [Rab58]) den später nach ihnen benannten Adian–Rabin-Satz (siehe

Satz 1.2), welcher besagt, dass sogenannte Markov-Eigenschaften (siehe Definition 1.1)

endlich präsentierbarer Gruppen nicht algorithmisch entscheidbar sind. Zu den Markov-

Eigenschaften zählen viele gruppentheoretische Eigenschaften endlich präsentierbarer Grup-

pen wie z. B. Kommutativität, Endlichkeit oder Torsionsfreiheit. Benjamin Klopsch be-

merkte, dass auch die Magnus-Eigenschaft eine Markov-Eigenschaft ist (siehe Bemer-

kung 1.3). Somit ist die Magnus-Eigenschaft algorithmisch unentscheidbar in der Klasse

von endlich präsentierbaren Gruppen. Dieses einfache Argument funktioniert nicht in der

Klasse von endlich präsentierbaren, torsionsfreien Gruppen. In Kapitel 1 zeigen wir basie-

rend auf M. Rabins Beweis des Adian–Rabin-Satzes folgende Aussage.

Satz A. (siehe Satz 1.6) Es existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine

endlich präsentierbare, torsionsfreie Gruppe die Magnus-Eigenschaft besitzt oder nicht.

Kapitel 2 widmet sich der Magnus-Eigenschaft direkter Produkte von Limesgruppen

sowie von lokal indizierbaren Gruppen. Es dient vor allem der Vorbereitung auf Kapitel 3,

enthält jedoch auch Resultate, welche unabhängig von Kapitel 3 betrachtet werden können.

In der Masterarbeit des Autors (siehe [Fel15]) wurde bewiesen, dass direkte Produkte zwei-

er freier Gruppen die Magnus-Eigenschaft besitzen. In Abschnitt 2.1 verallgemeinern wir

dieses Resultat auf folgende Aussage.

Satz B. (siehe Satz 2.5) Sei C eine beliebige Gruppe. Die folgenden Aussagen sind

äquivalent:

piq Die Gruppe Z� C besitzt die Magnus-Eigenschaft.

piiq Alle Gruppen
��

iPI Li
�
�C für eine nichtleere Indexmenge I � N und Limesgrup-

pen Li mit der Magnus-Eigenschaft besitzen die Magnus-Eigenschaft.
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Zum Beweis von Satz B nutzen wir die bekannte Tatsache, dass Limesgruppen dieselbe

universelle Theorie wie eine freie abelsche oder freie Gruppe endlichen Rangs besitzen

(siehe Satz F.4). Im Vorfeld dieser Arbeit stellte Oleg Bogopolski die Frage, ob beliebige

direkte Produkte von Limesgruppen mit der Magnus-Eigenschaft die Magnus-Eigenschaft

besitzen. Der Spezialfall von Satz B für C � t1u (siehe Korollar 2.8) beantwortet diese

Frage positiv. Wir merken an, dass Korollar 2.8 auch aus [KK16, Theorem 1.1] folgt.

Beim Beweis der Magnus-Eigenschaft freier Gruppen findet der sogenannte Freiheitssatz

Anwendung, welcher ebenfalls von W. Magnus im Jahr 1930 bewiesen wurde.

Satz 0.1. (Freiheitssatz von Magnus, vgl. [Mag30]) Seien F eine freie Gruppe

beliebigen Rangs mit Basis X und r ein zyklisch gekürztes Element von F , welches ein

Basiselement x P X enthält. Dann enthält auch jedes nichttriviale Element aus dem nor-

malen Abschluss von r in F das Basiselement x.

Für eine beliebige Gruppe G und eine normale Untergruppe N von G dürfen wir den ka-

nonischen Homomorphismus ϕ : GÑ G{N betrachten. Wir sagen, dass eine Untergruppe

U von G kanonisch in G{N einbettet, falls ϕ|U ein Monomorphismus ist. Äquivalent zum

Freiheitssatz von Magnus ist somit die Aussage, dass die von X ztxu erzeugte freie Gruppe

kanonisch in die Faktorgruppe F {xxryyF einbettet. Allgemein bezeichnen wir ein Resultat

als Freiheits- oder Einbettungssatz für eine Gruppe H im Stil von W. Magnus, falls das

Resultat unter bestimmten Voraussetzungen an H, an eine Untergruppe U � H sowie an

ein Element w P H die kanonische Einbettung von U in H{xxwyyH liefert. In den letzten

Jahrzehnten wurden nicht nur viele weitere Gruppen auf Magnus-Eigenschaft untersucht

(siehe z. B. [Edj89], [Bog05], [BS08], [LT18], [Fel19]), sondern es entstanden auch weitere

Freiheitssätze (siehe z. B. [Rom72], [How81], [Col04], [Juh06], [Col08], [HS09], [HS10]). An

dieser Stelle möchten wir nur auf jene Verallgemeinerungen näher eingehen, die in der

vorliegenden Arbeit verwendet werden oder in engem Bezug zu den Resultaten dieser Ar-

beit stehen. Als Magnus-Erweiterungen über einer Gruppe G mit der Magnus-Eigenschaft

bezeichnen wir Konstruktionen, welche aus G unter vorgegebenen Bedingungen weitere

Gruppen mit der Magnus-Eigenschaft bilden.

Im Jahr 1981 veröffentlichte J. Howie den Freiheitssatz für lokal indizierbare Gruppen.

Dieser Freiheitssatz besagt, dass für zwei lokal indizierbare Gruppen A, B und ein Wort

r P A � B, welches eine gerade Länge von mindestens zwei bzgl. der Normalform des

freien Produkts von A und B besitzt, kanonische Einbettungen der Faktoren A und B in

pA � Bq{xxryy existieren. In Abschnitt 2.2 führen wir eine kleine Verallgemeinerung dieses

Resultats für Gruppen pA � Bq � C ein, wobei C eine beliebige Gruppe und A, B lokal

indizierbare Gruppen sind.
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Mithilfe des Freiheitssatzes für lokal indizierbare Gruppen gelang es M. Edjvet im Jahr

1989 (siehe [Edj89]), ein Resultat zu beweisen, welches folgende Magnus-Erweiterung im-

pliziert: Jedes freie Produkt A�B von lokal indizierbaren Gruppen A, B mit der Magnus-

Eigenschaft besitzt die Magnus-Eigenschaft.

Unter Zuhilfenahme unserer Verallgemeinerung von J. Howies Freiheitssatz und eini-

ger weiterer Hilfsresultate aus Kapitel 2 beweisen wir analog zum Beweis der Magnus-

Erweiterung von M. Edjvet folgendes Resultat.

Satz C. (siehe Satz 2.18) Sei J eine beliebige Indexmenge und seien Aj pj P J )

indizierbare sowie lokal indizierbare Gruppen. Weiter sei C eine Gruppe. Dann besitzt

p�jPJ Ajq � C genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn alle Gruppen Aj � C pj P J q
die Magnus-Eigenschaft besitzen.

Im Jahr 2005 bewies O. Bogopolski unter Benutzung algebraischer Methoden, dass je-

de Fundamentalgruppe einer geschlossenen orientierbaren Fläche die Magnus-Eigenschaft

besitzt (siehe [Bog05]). J. Howie bewies dieselbe Aussage mit topologischen Methoden

(siehe [How04]). Es ist einfach zu sehen, dass Fundamentalgruppen geschlossener, nicht-

orientierbarer Flächen vom Geschlecht 1 oder 2 die Magnus-Eigenschaft besitzen. Zur

Untersuchung der restlichen Fundamentalgruppen von geschlossenen, nicht-orientierbaren

Flächen auf Magnus-Eigenschaft bewiesen O. Bogopolski und K. Sviridov im Jahr 2008

das folgende Resultat.

Satz 0.2. (vgl. [BS08, Main Theorem]) Sei G � xa, b, y1, . . . , y` | ra, bsuv y, wobei

` ¥ 2. Weiter seien u, v nichttriviale, gekürzte Wörter geschrieben mit den Buchstaben

y1, . . . , y`, so dass u und v keine gemeinsamen Buchstaben benutzen. Dann folgt aus der

Gleichheit der normalen Abschlüsse zweier beliebiger Elemente r, s P G, dass r zu s

oder s�1 konjugiert ist. Insbesondere besitzen die Fundamentalgruppen aller geschlossener,

nicht-orientierbarer Flächen vom Geschlecht größer oder gleich 4 die Magnus-Eigenschaft.

Satz 0.2 kann als Magnus-Erweiterung über die freie Gruppe F py1, y2, . . . , y`q aufgefasst

werden. In der Masterarbeit des Autors (siehe [Fel15], [Fel19]) wurde bewiesen, dass das

Teilwort uv der Relation ra, bsuv aus Satz 0.2 durch ein beliebiges nichttriviales Element

w, geschrieben in den Erzeugern y1, ..., y` mit ` ¥ 1, ersetzt werden kann. Daraus folgt

die Magnus-Eigenschaft der Fundamentalgruppen aller geschlossener, nicht-orientierbarer

Flächen vom Geschlecht größer oder gleich 3 (siehe [Fel19, Corollary 1.4]). Zentral für den

Beweis dieser Verallgemeinerung war die Einführung von α- und ω-Grenzen, die in abge-

wandelter Form auch in der vorliegenden Arbeit angewandt werden (siehe Abschnitt 3.4).

Als natürliche Verallgemeinerung von Satz 0.2 aus [BS08] sowie [Fel19, Main Theorem]

auf lokal indizierbare Gruppen beweisen wir in Kapitel 3 folgende Aussage. Dabei nehmen
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die durch Kapitel 2 bereitgestellten Resultate eine zentrale Rolle ein.

Satz D. (vgl. Hauptsatz 3.1) Seien C eine beliebige Gruppe und G eine indizierbare

sowie lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei u ein nichttriviales Element in G. Dann besitzt

die Gruppe

pG �
u�ra,bs

F pa, bqq � C

genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn G�C die Magnus-Eigenschaft besitzt. Im Fall

C � t1u dürfen wir auf die Bedingung der Indizierbarkeit von G verzichten.

Das Grundprinzip bei Beweisen der Magnus-Eigenschaft im Stil von [Mag30] und [Edj89]

lautet wie folgt: Für zwei beliebige Elemente r, s mit demselben normalen Abschluss in

einer Gruppe G sucht man eine
”
Größe“ sowie einen Homomorphismus ϕ : GÑ Z, so dass

die Darstellungen der Elemente r und s in kerpϕq eine echt kleinere
”
Größe“ besitzen. Im

Allgemeinen entsprechen die normalen Abschlüsse der Elemente r, s in G den normalen

Abschlüssen unendlicher Mengen R, S von Elementen in kerpϕq. Um von R, S wieder

zu einzelnen Elementen r, s zurückkehren zu können, verwendet man einen geeigneten

Einbettungssatz. Dies ermöglicht den Beweis der Magnus-Eigenschaft der Gruppe G per

Induktion über die gewählte
”
Größe“.

In [BS08] wird eine Variation des beschriebenen Grundprinzips angewandt, bei der man

einen geeigneten Homomorphismus ϕ : GÑ Z findet, so dass die Magnus-Eigenschaft von

kerpϕq bereits bekannt ist. Unser Beweis von Satz D nutzt ebenfalls diese Variation des

Grundprinzips.

Die Anwesenheit des direkten Faktors C in der Aussage von Satz D ermöglicht uns,

Satz D auf Fundamentalgruppen spezieller orientierbarer Seifert-Mannigfaltigkeiten anzu-

wenden (siehe Abschnitt 3.8.2), welche nicht mit den in Kapitel 5 vorgestellten Methoden

untersucht werden können. Als weitere Anwendung beweisen wir in Abschnitt 3.8 folgen-

des Resultat, das eine im Vorfeld dieser Arbeit gestellte Frage beantwortet.

Satz E. (siehe Korollar 3.45) Seien I, J � N Indexmengen. Dann besitzt die Gruppe

G � xai, bi pi P Iq, fj pj P J q | rai, bis � ui pi P Iqy,

wobei die ui nichttriviale Elemente aus xfj pj P J q |y seien, die Magnus-Eigenschaft.

In Kapitel 4 beweisen wir einen Freiheitssatz für amalgamierte Produkte freier Gruppen

über eine maximale zyklische Untergruppe beider Faktoren:

Satz F. (vgl. Hauptsatz 4.1) Sei G :� A�UB ein amalgamiertes Produkt, wobei A, B

freie Gruppen seien. Die amalgamierte Gruppe U sei eine maximale zyklische Untergruppe
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beider Faktoren. Wir wählen einen Erzeuger q P B von U und eine Basis B von B, so

dass q zyklisch gekürzt bzgl. B ist. (Man bemerke, dass eine solche Basis immer existiert,

siehe Bemerkung 4.3.) Weiter sei r ein Element aus G, dessen Normalform bzgl. G eine

gerade Länge besitze und b P B sei ein im Wort q enthaltenes Basiselement. Dann bettet

die von Bztbu erzeugte freie Gruppe kanonisch in G{xxryy ein.

Der Freiheitssatz von Magnus sowie die Freiheitssätze aus [How81] und [Juh06] beziehen

sich jeweils auf einrelationige Produkte (engl.
”
one-relator products“), d. h. auf Faktor-

gruppen freier Produkte mit dem normalen Abschluss eines einzigen Elements des freien

Produkts. Die Besonderheit unseres Freiheitssatzes ist, dass er sich auf Faktorgruppen

freier Gruppen mit dem normalen Abschluss zweier Elemente der freien Gruppe bezieht.

Zum Beweis führen wir komplexere amalgamierte Produkte ein, welche wir Baumprodukte

nennen. Mithilfe der Freiheitssätze von W. Magnus und J. Howie beweisen wir zunächst

einen Freiheitssatz für Baumprodukte, aus welchem wir den Freiheitssatz für amalgamierte

Produkte folgern können. Wir gehen zudem auf die bisher noch offene Frage ein, ob unter

den Bedingungen von Satz F der gesamte Faktor B in G{xxryy einbettet, und beweisen

diese Aussage am Ende von Kapitel 4 für einen Spezialfall.

Wie bereits erwähnt, besitzen die Fundamentalgruppen aller geschlossener, orientierba-

rer oder nicht-orientierbarer Flächen die Magnus-Eigenschaft. Es ist natürlich zu fragen,

welche anderen Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten die Magnus-Eigenschaft be-

sitzen. Eine Frage im Vorfeld dieser Arbeit bezog sich auf die Magnus-Eigenschaft für

Fundamentalgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten. Das Buch
”
Seifert Manifolds“ von

P. Orlik aus dem Jahr 1972 (siehe [Orl72]) enthält eine Klassifikation aller Fundamen-

talgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten. Unter den Invarianten der Klassifikation be-

finden sich u. a. das Geschlecht g der Seifert-Mannigfaltigkeit und die Zahl r, welche

als Anzahl der bei der Konstruktion der Seifert-Mannigfaltigkeit eingeklebten, nichttri-

vial gefaserten Tori verstanden werden kann. In Kapitel 5 untersuchen wir alle nicht

zu L :� xx, y | x3 � y3, pxyq3 � x6y isomorphen Fundamentalgruppen orientierba-

rer Seifert-Mannigfaltigkeiten mit r ¥ 1 auf Magnus-Eigenschaft. Dabei verwenden wir

u. a. die Theorie kleiner Kürzungen (engl.
”
small cancellation theory“). Das Hauptre-

sultat von Kapitel 5 ist eine komplette Liste aller Fundamentalgruppen orientierbarer

Seifert-Mannigfaltigkeiten mit r ¥ 1, welche die Magnus-Eigenschaft besitzen und nicht

isomorph zu L sind. Insbesondere zeigen wir, dass keine Fundamentalgruppe einer orien-

tierbaren Seifert-Mannigfaltigkeit mit g, r ¥ 1 oder r ¥ 4 die Magnus-Eigenschaft besitzt.
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1. Algorithmische Unentscheidbarkeit der

Magnus-Eigenschaft

Im vorliegenden Kapitel beweisen wir, dass die Problemstellung, ob eine gegebene endlich

präsentierbare, torsionsfreie Gruppe die Magnus-Eigenschaft besitzt, nicht algorithmisch

lösbar ist.

Wir beginnen mit der Definition einer Markov-Eigenschaft für Gruppen. Als Erstes

wurden Markov-Eigenschaften jedoch von Andrey Markov Jr. für Halbgruppen formuliert

(siehe [Mar51]).

Definition 1.1. (vgl. [LS01, Chapter IV, Section 4]) Sei P eine Eigenschaft von

endlich präsentierbaren Gruppen, welche invariant unter Anwendung von Isomorphismen

ist. Wir bezeichnen die Eigenschaft P als Markov-Eigenschaft, falls gilt:

(1) Es existiert eine endlich präsentierbare Gruppe G1 mit der Eigenschaft P .

(2) Es existiert eine endlich präsentierbare Gruppe G2, welche in keine endlich präsen-

tierbare Gruppe mit der Eigenschaft P eingebettet werden kann.

Die folgende Aussage wurde voneinander unabhängig von S. Adian im Jahr 1955 (siehe

[Adi55]) und von M. Rabin im Jahr 1958 (siehe [Rab58]) bewiesen und ist daher auch als

Adian–Rabin-Satz bekannt.

Satz 1.2. (vgl. [LS01, Chapter IV, Theorem 4.1]) Sei P eine Markov-Eigenschaft.

Dann existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine endlich präsentierbare Grup-

pe die Eigenschaft P besitzt oder nicht.

Die erste Version dieses Kapitels bestand im Beweis der algorithmischen Unentscheid-

barkeit der Magnus-Eigenschaft für endlich präsentierbare Gruppen analog zu M. Rabins

Beweis des Adian–Rabin-Satzes. Durch die folgende Bemerkung von Benjamin Klopsch

ist diese Unentscheidbarkeit jedoch bereits im Adian–Rabin-Satz enthalten.

Bemerkung 1.3. Die Magnus-Eigenschaft ist eine Markov-Eigenschaft. Als Gruppe G1

aus Definition 1.1 wählen wir Z. Für die Gruppe G2 aus Eigenschaft (2) von Definition 1.1

wählen wir die alternierende Gruppe A5 vom Grad 5. Die Gruppe A5 ist einfach und

enthält nichttriviale Elemente unterschiedlicher Ordnungen; z. B. p12qp34q und p123q. Da

Elemente unterschiedlicher Ordnungen nicht zueinander konjugiert sein können, besitzt A5
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nicht die Magnus-Eigenschaft. Sei G eine Gruppe, in welche G2 eingebettet werden kann.

Dann besitzen die Bilder von p12qp34q und p123q unter der Einbettung denselben normalen

Abschluss in G, da sie denselben normalen Abschluss in einer Untergruppe von G besitzen.

Auch die Ordnungen der beiden Elemente bleiben unter der Einbettung erhalten. Somit

besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft und Bedingung (2) von Definition 1.1 ist erfüllt.

Verfolgt man M. Rabins Beweis des Adian–Rabin-Satzes, erhält man folgende Aussage.

Lemma 1.4. Sei P eine Eigenschaft von endlich präsentierbaren Gruppen, welche in-

variant unter Anwendungen von Isomorphismen ist. Falls P die Bedingungen von Defi-

nition 1.1 erfüllt und die Gruppen G1, G2 aus Definition 1.1 zusätzlich torsionsfrei sind,

dann existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine endlich präsentierbare, tor-

sionsfreie Gruppe die Eigenschaft P besitzt.

Im Fall der Magnus-Eigenschaft existiert mit Z zwar eine torsionsfreie Gruppe, welche

sich als Wahl für G1 in Definition 1.1 eignet, jedoch ist unklar, ob es eine für G2 geeignete

torsionsfreie Gruppe geben kann. Zur Diskussion dieser Frage geben wir folgendes Resultat

von Denis Osin wieder.

Satz 1.5. (siehe [Osi10, Corollary 1.2]) Jede abzählbare, torsionsfreie Gruppe kann in

eine torsionsfreie, zwei-erzeugte Gruppe mit genau zwei Konjugationsklassen eingebettet

werden.

Gruppen mit genau zwei Konjugationsklassen besitzen trivialerweise die Magnus-Eigen-

schaft. Folglich liefert Satz 1.5 insbesondere die Einbettung einer beliebigen endlich präsen-

tierbaren, torsionsfreien Gruppe in eine endlich erzeugte, torsionsfreie Gruppe mit der

Magnus-Eigenschaft. Falls es gelingt, Satz 1.5 in unserem Spezialfall auf die Einbettung in

eine nicht nur endlich erzeugte, sondern auch endlich präsentierbare torsionsfreie Gruppe

zu verallgemeinern, so könnte es keine für G2 geeignete torsionsfreie Gruppe geben.

Da also zurzeit ungeklärt ist, ob Lemma 1.4 auf die Magnus-Eigenschaft angewandt

werden kann, beweisen wir die folgenden Aussage analog zu M. Rabins Beweis des Adian–

Rabin-Satzes.

Satz 1.6. Es existiert kein Algorithmus, welcher entscheidet, ob eine endlich präsentier-

bare, torsionsfreie Gruppe die Magnus-Eigenschaft besitzt oder nicht.

In gleicher Weise wie [LT18] formulieren wir die folgende Definition.

Definition 1.7. Sei G eine Gruppe. Wir bezeichnen ein Paar pr, sq zweier Elemente r,

s P G als Magnus-Paar, falls r und s denselben normalen Abschluss in G haben, aber r in

G weder zu s noch s�1 konjugiert ist.

Bevor wir mit dem Beweis des Hauptresultats dieses Kapitels beginnen, beweisen wir

ein Hilfslemma. Dafür führen wir eine weitere Definition ein. Zur Definition von Graphen

von Gruppen sowie der Einbettungen αv, ωv verweisen wir auf Kapitel G im Anhang.

10



Definition 1.8. Seien pG, Y q ein Graph von Gruppen und v eine Ecke von Y . Weiter

sei E die Menge aller Kanten aus Y 1 mit Anfangsecke v. Wir nennen ein Element g P Gv

isoliert, falls g in Gv zu keinem Element einer Gruppe αepGeq mit e P E konjugiert ist.

Lemma 1.9. Seien pG, Y q ein Graph von Gruppen und v eine Ecke von Y . Weiter seien

r und s zwei isolierte Elemente von Gv, welche (bzgl. Gv) ein Magnus-Paar bilden. Dann

ist pr, sq auch ein Magnus-Paar der Fundamentalgruppe π1pG, Y, vq.

Zusatz:

(i) Ein isoliertes Element w P Gv ist genau dann in π1pG, Y, vq zu einem Element aus

Gv konjugiert, wenn es in Gv zu diesem Element konjugiert ist.

(ii) Ein isoliertes Element w P Gv ist in π1pG, Y, vq zu keinem Element einer von Gv

verschiedenen Eckengruppe konjugiert.

Beweis. Laut Bemerkung G.3 können wir pG, Y q schrittweise durch Bildung von HNN-

Erweiterungen und amalgamierten Produkten konstruieren. Wir starten mit der Ecke v.

Dann fügen wir schrittweise ein Kantenpaar für jede HNN-Erweiterung und eine Ecke so-

wie ein Kantenpaar für jede Amalgamierung hinzu. Dies ermöglicht uns, den Beweis per

Induktion über die gerade Anzahl der Kanten Y 1 von Y zu führen.

Für den Induktionsanfang gelte Y 1 � H sowie Y 0 � tvu und somit π1pG, Y, vq � Gv.

Dann ist die gewünschte Aussage samt Zusatz trivial erfüllt.

Für den Induktionsschritt pGY , Y q Ñ pGZ , Zq gehe der Graph pGZ , Zq unter Hinzufügen

eines Kantenpaars pe, ēq entgegengesetzt gerichteter Kanten mit Kantengruppe Ge aus

pGY , Y q hervor. Weiter sei

G :� π1pGY , Y, vq und H :� π1pGZ , Z, vq.

Wir unterscheiden zwei Fälle.

Fall 1: Es gelte αpeq, ωpeq P Y 0, d. h. Z0 enthält keine neue Ecke.

In diesem Fall erhalten wir H als HNN-Eweiterung

H � xG, t | t�1αepxqt � ωepxq p@x P Geqy.

Aufgrund des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung und der Voraussetzung des Lemmas

ist weder r noch s in G zu einem Element aus αepGeq oder ωepGeq konjugiert. Somit dürfen

wir Korollar C.5 anwenden. Wegen Korollar C.5 (2) sind r und s nicht in H zueinander

konjugiert, da sie als Magnus-Paar von G nicht in G zueinander konjugiert sind. Daher ist

pr, sq auch ein Magnus-Paar von H. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung liefert

Korollar C.5 (2) zudem die Aussagen (i) und (ii) des Zusatzes.
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Fall 2: Die Kante e sei mit einer Ecke w P Z0zY 0 verbunden.

Da nach Konstruktion höchstens eine Ecke in Z0zY 0 existiert, erhalten wir

H � G �
Ge
Gw.

O. B. d. A. gelte ωpeq � w. Wir zeigen zunächst, dass weder r noch s in G zu einem

Element von Ge konjugiert sind: Im Fall αpeq � v folgt dies aus der Voraussetzung des

Lemmas zusammen mit der ersten Aussage des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung.

Für αpeq � v sind r und s wegen der zweiten Aussage des Zusatzes nicht in G zu einem

Element von Ge konjugiert. Wir dürfen somit Korollar B.8 auf r und s anwenden. Da pr, sq

ein Magnus-Paar von G ist, bilden r und s wegen Korollar B.8 (1) auch ein Magnus-Paar

von H.

Aussage (i) des Zusatzes folgt direkt aus Korollar B.8 (1) zusammen mit Aussage (i)

des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung.

Es bleibt, Aussage (ii) des Zusatzes zu zeigen. Aufgrund von Korollar B.8 (1) und der

Aussage (ii) des Zusatzes der Induktionsvoraussetzung ist w in H zu keinem Element einer

vonGv undGw verschiedenen Eckengruppe konjugiert. Zudem ist w wegen Korollar B.8 (2)

auch zu keinem Element aus Gw konjugiert.

Schließlich beweisen wir den Hauptssatz dieses Kapitels in analoger Weise zu M. Rabins

Beweis von Satz 1.2.

Beweis von Satz 1.6. Sei U eine endlich präsentierbare, torsionsfreie Gruppe mit

unlösbarem Wortproblem (zur Existenz solcher Gruppen siehe [Nov58]). Weiter sei M

eine endlich präsentierbare, torsionsfreie Gruppe ohne die Magnus-Eigenschaft (z. B. xa, b |

a2 � b3y, vgl. [Bog05]). Wir fixieren ein Magnus-Paar pr, sq von M und schreiben

U �M � xx1, x2, . . . , xm | h1, h2, . . . , hny,

Gv :� U �M � xy | y. (1.1)

Da M ein Faktor des freien Produkts Gv ist, bilden r und s auch ein Magnus-Paar von

Gv. Als freies Produkt torsionsfreier Gruppen ist Gv selbst torsionsfrei. Zudem ist das

Wortproblem für Gv unlösbar, da der freie Faktor U ein unlösbares Wortproblem besitzt.

Wir konstruieren nun den Graphen von Gruppen pG, Y q, wobei Y aus einem Punkt v

und m � 1 Kanten e0, e1, . . . , em bestehe. Die Eckengruppe zu v sei die Gruppe Gv aus

(1.1). Für die Kantengruppen Gei (0 ¤ i ¤ m) gelte

αe0pGe0q � xyy und ωe0pGe0q � xy2y,

αeipGeiq � xyxiy und ωeipGeiq � xpyxiq
2y p1 ¤ i ¤ mq.

Die stabilen Buchstaben zu den Kanten ei bezeichnen wir mit ti (0 ¤ i ¤ m). Zudem

schreiben wir U 1 :� π1pG, Y, vq. Laut Korollar C.5 (1) ist U 1 torsionsfrei.
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Aus der Eindeutigkeit der Länge von Normalformen freier Produkte (vgl. Lemma B.5)

folgt, dass r und s als Elemente von M in Gv zu keinem Element der Gruppen xyy , xyxiy

(0 ¤ i ¤ m) konjugiert sind. Wegen Lemma 1.9 bildet pr, sq somit ein Magnus-Paar für U 1.

Für den nächsten Konstruktionsschritt möchten wir zeigen, dass die von den Elementen

ti (0 ¤ i ¤ m) erzeugte Untergruppe von U 1 eine freie Gruppe vom Rang m� 1 ist. Dazu

betrachten wir den Homomorphismus ζ von U 1, welcher die Erzeuger ti (0 ¤ i ¤ m) auf

sich selbst und alle anderen Erzeuger auf das triviale Element abbildet. Dann ist das Bild

von U 1 unter ζ die von den ti (0 ¤ i ¤ m) erzeugte freie Gruppe vom Rang m�1. Folglich

ist auch xti p0 ¤ i ¤ mqyU 1 eine freie Gruppe vom Rang m � 1. Dies ermöglicht uns, die

HNN-Erweiterung

V � xU 1, z | z�1tiz � t2i p0 ¤ i ¤ mqy (1.2)

zu definieren. Laut Korollar C.5 (1) ist V torsionsfrei. Zudem sehen wir mithilfe von ζ,

dass wegen ζprq � ζpsq � 1 weder r noch s zu einem Elemente aus xti p0 ¤ i ¤ mqy

konjugiert sein können. Somit ist Lemma 1.9 auf V und r, s in der Eckengruppe U 1 von

V anwendbar. Wir erhalten, dass pr, sq ein Magnus-Paar von V ist.

Als weitere Bausteine der Konstruktion definieren wir

rU 1 :� xry,rt0 | rt�1
0 ryrt0 � ry2y und rV :� xrU 1, rz | rz�1rt0rz � rt20y, (1.3)

wobei die Begründung der Wohldefiniertheit und Torsionsfreiheit der HNN-Erweitung rV
analog zur Begründung bei V verläuft.

Sei w ein beliebiges Element aus U �M . Für den letzten Konstruktionsschritt zeigen

wir zwei Hilfsaussagen:

(1) Die von z und rw, ys erzeugte Untergruppe von V ist für w �Gv 1 eine freie Gruppe

vom Rang 2.

(2) Die von ry und rz erzeugte Untergruppe von rV ist eine freie Gruppe vom Rang 2.

Zu (1): Falls w nichttrivial in Gv ist, so folgt mit Lemma B.5 rw, ys �Gv 1 und

OrdGvprw, ysq � 8. Folglich bettet xrw, ysy als freie Gruppe vom Rang 1 in Gv ein. Da

rw, ys vom Homomorphismus ζ : U 1 Ñ xti | 0 ¤ i ¤ my auf das triviale Element ab-

gebildet wird, aber alle ti (0 ¤ i ¤ m) auf sich selbst abgebildet werden, gibt es keine

Darstellung einer nichttrivialen Potenz von rw, ys in U 1, welche ausschließlich die Erzeuger

ti (0 ¤ i ¤ m) benutzt. Somit stellt laut Satz C.3 (2) keine Darstellung der Form

rw, ysp1zq1rw, ysp2zq2 . . . rw, yspjzqj rw, ysδ mit pi, qi P Zzt0u, δ P Z p1 ¤ i ¤ jq (1.4)

das triviale Element in V dar. Es folgt die gewünschte Aussage.

Zu (2): Diese Aussage kann analog zu Aussage (1) gezeigt werden.
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Schließlich definieren wir für w P U �M die Gruppe

W pwq :� pV � rV q { xxz � ry, rw, ys � rzyy. (1.5)

Aufgrund der Hilfsaussagen (1) und (2) können wir W pwq für nichttriviale Elemente w als

amalgamiertes Produkt V �F2
rV auffassen. Somit ist W pwq laut Korollar B.7 torsionsfrei.

Im Fall w �U�M 1 folgt in W p1q:

rz � 1
mit(1.3)
ùñ rt0 � 1

mit(1.3)
ùñ ry � 1

mit(1.5)
ùñ z � 1

mit(1.2)
ùñ ti � 1 p0 ¤ i ¤ mq

Def. von U 1

ùñ y � 1, yxi � 1 p1 ¤ i ¤ mq ùñ y � 1, xi � 1 p1 ¤ i ¤ mq

Insgesamt erhalten wir somit:

W pwq �

#
V �F2

rV , w �U�M 1

1, w �U�M 1

Wir möchten zeigen, dass W pwq für w � 1 nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt. Dazu

erinnern wir daran, dass pr, sq ein Magnus-Paar für V ist und die Elemente r, s mit den

Erzeugern xi (1 ¤ i ¤ m) darstellbar sind. Um mit Lemma 1.9 folgern zu können, dass

pr, sq auch ein Magnus-Paar für W pwq ist, bleibt zu zeigen, dass weder r noch s in V zu

einem Element aus xz, rw, ysyV � F2 konjugiert sind. Im Hinblick auf einen Widerspruch

sei r oder s zu einem Element c P xz, rw, ysyV konjugiert. O. B. d. A. existiere ein Element

v P V mit v�1rv � c. Wir betrachten den Homomorphismus ψ von V , welcher y auf das

triviale Element und alle anderen Erzeuger auf sich selbst abbildet. Dann folgt:

ψpV q � xx1, x2, . . . , xm, t0, t1, . . . , tm, z | h1, h2, . . . , hn,

t�1
i xiti � x2

i p1 ¤ i ¤ mq, z�1tiz � t2i p0 ¤ i ¤ mqy

Wir bemerken, dass ψpV q aus der torsionsfreien Gruppe M � U � xx1, x2, . . . , xm |

h1, h2, . . . , hny durch wiederholte Bildung von HNN-Erweiterungen hervorgeht und M �U

somit in ψpV q einbettet. Insbesondere gilt ψprq � r � 1. Wegen ψprw, ysq � 1 folgt

ψpcq � zk für ein k P Z. Für k � 0 erhalten wir sofort einen Widerspruch mit ψpcq �

ψpuq�1ψprqψpuq � 1. Auch für k � 0 kann nicht ψpcq � ψpuq�1ψprqψpuq gelten, da alle

Relationen von ψpV q eine Exponentensumme von 0 bzgl. z besitzen und dadurch die Ex-

ponentensummen von Elementen aus ψpV q bzgl. z wohldefiniert sind. Das Element ψpcq

hat jedoch die Exponentensumme k � 0 und das Element ψprq die Exponentensumme 0

bzgl. z. Folglich ist pr, sq wegen Lemma 1.9 ein Magnus-Paar von W pwq und W pwq besitzt

für nichttriviale w nicht die Magnus-Eigenschaft. Zudem bemerken wir, dass die triviale

Gruppe die Magnus-Eigenschaft besitzt. Es folgt daher:

Die endlich präsentierbare, torsionsfreie Gruppe W pwq besitzt genau dann die

Magnus-Eigenschaft, wenn w nichttrivial in U �M ist.
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Wäre die Magnus-Eigenschaft also für endlich präsentierbare, torsionsfreie Gruppen algo-

rithmisch entscheidbar, so wäre auch das Wortproblem in der Gruppe U �M algorithmisch

entscheidbar. Nach Konstruktion besitzt jedoch U und damit auch U �M ein unlösbares

Wortproblem. Dies beendet den Beweis.
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2. Direkte Produkte und die

Magnus-Eigenschaft

Das vorliegende Kapitel dient vor allem der Vorbereitung von Kapitel 3. Einige der in

diesem Kapitel enthaltenen Resultate können jedoch auch als unabhängig von Kapitel 3

betrachtet werden wie z. B. Korollar 2.8 oder Satz 2.18.

2.1. Direkte Produkte von Limesgruppen

Die Masterarbeit des Autors aus dem Jahr 2015 (siehe [Fel15]) enthält ein Kapitel über

die Magnus-Eigenschaft von direkten Produkten. In diesem Kapitel wurden erstmals das

folgende Resultat sowie einige kleine Resultate wie z. B. Lemma A.2 und das recht hilfreiche

Lemma A.3 bewiesen.

Satz 2.1. (siehe [Fel15, Satz 4.5.3]) Alle Gruppen Fm � Fn mit m, n P N Y t8u
besitzen die Magnus-Eigenschaft.

Oleg Bogopolski stellte im Vorfeld dieser Arbeit die Frage, ob Satz 2.1 auch für direkte

Produkte von Limesgruppen mit der Magnus-Eigenschaft gültig ist. Mit Korollar 2.8 von

Satz 2.5 beantworten wir diese Frage positiv. Die Aussage von Korollar 2.8 ist auch in fol-

gendem Satz von Benjamin Klopsch und Benno Kuckuck enthalten, welcher im Anschluss

an die Masterarbeit des Autors gleichzeitig zu Satz 2.5 entstanden ist.

Satz 2.2. (siehe [KK16, Theorem 1.1]) Sei p eine ungerade Primzahl und seien G, L

residuell p-endliche Gruppen. Falls G und H die Magnus-Eigenschaft besitzen, so besitzt

auch das direkte Produkt G�H die Magnus-Eigenschaft.

Im vorliegenden Abschnitt benutzen wir die existenzielle Theorie der Sprache der Grup-

pen. Eine kurze Einführung in diese Theorie sowie einige äquivalente Definitionen von

Limesgruppen finden sich in Kapitel F im Anhang. In [Bog05] wurde bereits auf die

Möglichkeit hingewiesen, die Magnus-Eigenschaft einer Gruppe zu beweisen, indem man

zeigt, dass sie dieselbe elementare Theorie wie eine Gruppe mit der Magnus-Eigenschaft

hat. Bemerkung 2.4 verdeutlicht die Verbindung dieses Abschnitts mit dem nächsten Ab-

schnitt. Zunächst erinnern wir dazu an die Definition (lokal) indizierbarer Gruppen.

Definition 2.3. (vgl. z. B. [Hig40]) Eine Gruppe G heißt indizierbar, wenn ein Epimor-

phismus von G auf Z existiert; G heißt lokal indizierbar, wenn jede nichttriviale, endlich

erzeugte Untergruppe U von G indizierbar ist.
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Bemerkung 2.4. Limesgruppen sind insbesondere lokal indizierbar. Um dies zu sehen,

betrachten wir Satz F.4 (ii) und Definition F.3. Sei U eine nichttriviale, endlich erzeugte

Untergruppe einer Limesgruppe L und U ein endliches Erzeugendensystem von U . Wegen

Definition F.3 existieren k P N und f P Hom(L,Fk), so dass fpxq � 1 für alle x P U gilt.

Wir wählen eine Basis B von Impf|U q � Fk und ein Element b P B. Sei π die kanonische

Projektion von Impf|U q, welche b auf sich selbst und alle anderen Elemente von B auf das

triviale Element abbildet. Dann ist π � f|U : U Ñ xby � Z surjektiv.

Der folgende Satz bildet das Hauptresultat dieses Abschnitts. Korollar 2.8 ist die prägnan-

te Formulierung eines interessanten Spezialfalls.

Satz 2.5. Sei C eine beliebige Gruppe. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

piq Die Gruppe Z� C besitzt die Magnus-Eigenschaft.

piiq Alle Gruppen
��

iPI Li
�
�C für eine nichtleere Indexmenge I � N und Limesgrup-

pen Li mit der Magnus-Eigenschaft besitzen die Magnus-Eigenschaft.

In der folgenden Bemerkung untersuchen wir die Bedingungen von Satz 2.5.

Bemerkung 2.6.

1) Nicht alle Limesgruppen besitzen die Magnus-Eigenschaft. Eine Limesgruppe, welche

nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt, findet sich z. B. in [LT18, Lemma 2.2].

2) Wegen Lemma 2.10 und Bemerkung 2.4 lässt sich Z in Aussage piq von Satz 2.5

durch eine beliebige Limesgruppe mit der Magnus-Eigenschaft ersetzen.

3) Es ist unklar, ob eine Gruppe C mit der Magnus-Eigenschaft existiert, so dass Z�C
nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt.

4) Die Menge aller Limesgruppen ist nicht abgeschlossen bzgl. der Bildung direkter

Produkte: Nach Satz F.4 (oder direkt per Definition, siehe Kapitel F) ist F2 eine

Limesgruppe. Wir zeigen, dass die Gruppen Fm � Fn (m ¥ 1, n ¥ 2) keine Li-

mesgruppen sind: Laut [LS01, Proposition 2.17] kommutieren zwei Elemente a, b

einer freien Gruppe genau dann, wenn a und b Potenzen desselben Elements d sind.

Insbesondere ist damit der Satz

@a, b, c : pra, bs � 1 ^ rb, cs � 1q ñ ra, cs � 1 (2.1)

in jeder freien Gruppe wahr. Wir bemerken, dass dieser Satz auch in jeder freien

abelschen Gruppe erfüllt ist. Mithilfe von Satz F.4 folgt, dass (2.1) in jeder Limes-

gruppe wahr ist. Sei b ein nichttriviales Element aus Fm. Weiter seien a, c zwei

Elemente aus Fn, welche nicht kommutieren. Dann gilt in Fm � Fn:

ra, bs � 1 ^ rb, cs � 1, aber ra, cs � 1.
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Daher ist Fm � Fn keine Limesgruppe. (Diese Tatsache wurde bereits in [BS08]

bemerkt.)

Für den Beweis von Satz 2.5 benötigen wir zunächst folgende Hilfsaussage.

Lemma 2.7. Seien m P N und δj , ε P t�1u (1 ¤ j ¤ m) mit
m
Σ
j�1

δj � ε gegeben. Weiter

sei F eine freie abelsche oder freie Gruppe. Dann ist die Aussage

Dgj p1 ¤ j ¤ mq, Dr :  pr � 1q ^ rε �
m
Π
j�1

g�1
j rδjgj (2.2)

falsch in F .

Beweis. Wir führen den Beweis durch Kontraposition. Dazu gelte die Aussage (2.2).

Zunächst betrachten wir den Fall, dass F abelsch ist. Dann entspricht (2.2) der Aussage

Dr :  pr � 1q ^ rε � rδ,

wobei δ :�
m
Σ
j�1

δj . Wäre diese Aussage gültig, so würde rε�δ � 1 folgen. Wegen δ � ε wäre

F somit nicht torsionsfrei. Dies ist ein Widerspruch.

Für den Fall, dass F nicht abelsch ist, sei X eine Basis von F . Wir betrachten die

Gruppenpräsentation G � xX | ry. Wegen Satz E.5 ist diese Präsentation asphärisch.

Somit dürfen wir Satz E.6 auf (2.2) anwenden. Es folgt, dass die Menge t�ε, δ1, δ2, . . . , δnu

in Paare pi, jq mit i � �j zerfällt. Schließlich gilt

�ε�
m
Σ
j�1

δj � 0 ô
m
Σ
j�1

δj � ε.

Nun sind wir in der Lage, Satz 2.5 zu beweisen.

Beweis von Satz 2.5. Die Beweisrichtung von piiq nach piq ist trivial, da Z eine Li-

mesgruppe ist (siehe Satz F.4). Für die Beweisrichtung von piq nach piiq betrachten wir

das direkte Produkt G :�
�

iPI Li von Limesgruppen Li mit der Magnus-Eigenschaft.

Wir bemerken, dass C als Faktor eines direkten Produkts mit der Magnus-Eigenschaft

laut Bemerkung A.1 ebenfalls die Magnus-Eigenschaft besitzt. Da sich jedes Gegenbei-

spiel für die Magnus-Eigenschaft von G � C auf ein endliches direktes Teilprodukt von

G einschränken lässt, dürfen wir o. B. d. A. I � t1, 2, . . . , nu für ein n P N vorausset-

zen. Laut Lemma A.3 besitzt G� C genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn für jedes

Element ppriqiPI , cq P G � C und alle pεiqiPI P tp�1qiPIuztp1qiPIu mit der Eigenschaft

xx
�
priqiPI , c

�
yyG�C � xx

�
prεii qiPI , c

�
yyG�C gilt:

pri �Li r
�1
i für alle i mit εi � 1 sowie c �C c

�1q (2.3)

oder pri �Li r
�1
i für alle i mit εi � �1q
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Indem wir alle Faktoren Li entfernen, für welche ri � 1 gilt, dürfen wir o. B. d. A. ri � 1 für

alle i P I annehmen. Seien Elemente ppriqiPI , cq P G � C und pεiqiPI P tp�1qiPIuztp1qiPIu

mit xx
�
priqiPI , c

�
yyG�C � xx

�
prεii qiPI , c

�
yyG�C gegeben. Unser Ziel ist, (2.3) zu zeigen. Aus

xx
�
priqiPI , c

�
yyG�C � xx

�
prεii qiPI , c

�
yyG�C folgt die Existenz von Elementen m P N, δj P

t�1, 1u und wj P G� C p1 ¤ j ¤ mq mit

pprεii qiPI , cq �
m
Π
j�1

w�1
j ppriqiPI , cq

δjwj . (2.4)

Insbesondere folgt für alle i P I die Existenz von Elementen hpiqj P Li (1 ¤ j ¤ m) mit

rεii �
m
Π
j�1

hpiq�1
j r

δj
i hpiqj . (2.5)

Laut Lemma 2.7 ist der Satz

Dgj p1 ¤ j ¤ mq, r :  pr � 1q ^ rεi �
m
Π
j�1

g�1
j rδjgj

für
m
Σ
j�1

δj � εi sowohl in jeder freien abelschen als auch freien Gruppe falsch. Da Limesgrup-

pen laut Satz F.4 dieselbe existenzielle Theorie wie eine freie abelsche oder freie Gruppe

endlichen Rangs besitzen, folgt somit aus (2.5)

m
Σ
j�1

δj � εi für alle i P I. (2.6)

Insbesondere sind alle εi (i P I) gleich. Wegen der Voraussetzung pεiqiPI � p1qiPI folgt

εi � �1 (i P I). Daher ist (2.3) im Fall c � 1 erfüllt. Im Fall c � 1 betrachten wir die

natürliche Projektion π von G�C auf L1�C. Durch Anwendung von π auf (2.4) erhalten

wir für πpwjq � php1qj , djq (1 ¤ j ¤ m, dj P C)

pr�1
1 , cq �

m
Π
j�1
php1qj , djq

�1pr1, cq
δj php1qj , djq, wobei

m
Σ
j�1

δj � �1. (2.7)

Sei z ein Erzeuger von Z. Dann gelten wegen (2.7) die Gleichungen

pz�1, cq �
m
Π
j�1
p1, djq

�1pz, cqδj p1, djq und pz, cq �
m
Π
j�1
p1, djq

�1pz�1, cqδj p1, djq

in Z�C. Insgesamt folgt xxpz, cqyyZ�C � xxpz, c
�1qyyZ�C . Da z in Z nicht zu z�1 konjugiert

ist und Z�C laut Voraussetzung die Magnus-Eigenschaft besitzt, folgt wegen Lemma A.3,

dass c in C zu c�1 konjugiert ist. Schließlich ist (2.3) wegen εi � �1 (i P I) erfüllt und

G� C besitzt die Magnus-Eigenschaft.

Da freie Gruppen die Magnus-Eigenschaft besitzen, erhalten wir für C � t1u folgenden

Spezialfall von Satz 2.5.

Korollar 2.8. Seien I � N eine Indexmenge und Li pi P Iq Limesgruppen mit der

Magnus-Eigenschaft. Dann besitzt
�

iPI Li die Magnus-Eigenschaft.
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2.2. Verallgemeinerung eines Resultats von J. Howie

Im Hauptsatz von Kapitel 3 wird das direkte Produkt eines amalgamierten Produkts be-

trachtet. Um den Umgang mit diesem Produkt im Beweis des Hauptsatzes zu vereinfachen,

beweisen wir in den folgenden Abschnitten einige Aussagen über direkte Produkte mit (lo-

kal) indizierbaren Gruppen. Es ist leicht, die folgenden Eigenschaften lokal indizierbarer

Gruppen zu bemerken.

Bemerkung 2.9. Jede Untergruppe einer lokal indizierbaren Gruppe ist wieder lokal

indizierbar. Zudem ist die lokale Indizierbarkeit abgeschlossen unter der Bildung freier

und direkter Produkte.

Die folgende Hilfsaussage beweisen wir im Stil der Beweise des vorherigen Abschnittes.

Lemma 2.10. Sei C eine Gruppe. Falls eine indizierbare Gruppe G existiert, für die

G� C die Magnus-Eigenschaft besitzt, so besitzt auch Z� C die Magnus-Eigenschaft.

Beweis. Im Hinblick auf einen Widerspruch besitze die Gruppe Z� C nicht die Magnus-

Eigenschaft und G sei eine indizierbare Gruppe, so dass G � C die Magnus-Eigenschaft

besitzt. Da G indizierbar ist, existiert ein Epimorphismus ζ : GÑ Z. Sei g ein Element von

G mit ζpgq � 1 (wobei 1 Erzeuger von Z sei). Für die Homomorphismen ϕ : Z�C ãÑ G�C

und ψ : G�C Ñ Z�C, welche durch ϕp1, cq � pg, cq und ψph, cq � pζphq, cq für alle h P G

und c P C definiert seien, betrachten wir die Abbildungskette

Z� C ϕ
ãÑ G� C

ψ
Ñ Z� C. (2.8)

Es gilt ψ � ϕ � idZ�C . Laut Voraussetzung existieren Elemente r, s P Z � C, welche

denselben normalen Abschluss in Z�C besitzen, aber r weder zu s noch zu s�1 konjugiert

ist. Aus (2.8) liest man ab, dass ϕprq und ϕpsq zum einen denselben normalen Abschluss

in Z � C besitzen und zum anderen ϕprq und ϕpsq als Urbilder von r und s unter ψ

nicht zueinander in G�C konjugiert sein können. Somit besitzt G�C nicht die Magnus-

Eigenschaft und wir erhalten einen Widerspruch.

Im Jahr 1981 bewies J. Howie einen Freiheitssatz für lokal indizierbare Gruppen:

Satz 2.11. (vgl. [How81, Theorem 4.3 (Freiheitssatz)]) Sei die Gruppe G � pA �

Bq{N gegeben, wobei A, B lokal indizierbare Gruppen und N der normale Abschluss in

A �B eines zyklisch gekürzten Worts r mit einer Länge von mindestens 2 sei. Dann sind

die kanonischen Abbildungen AÑ G, B Ñ G injektiv.

Ein Jahr später veröffentlichte J. Howie das folgendes Resultat.

Satz 2.12. (vgl. [How82, Theorem 4.2]) Sei die Gruppe G � pA � Bq{N gegeben,

wobei A, B lokal indizierbare Gruppen und N der normale Abschluss in A � B eines
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zyklisch gekürzten Worts r mit einer Länge von mindestens 2 sei. Dann sind die folgenden

Aussagen äquivalent:

(i) G ist lokal indizierbar.

(ii) G ist torsionsfrei.

(iii) r ist keine echte Potenz in A �B.

Bemerkung 2.13. Es ist leicht zu sehen, dass lokal indizierbare Gruppen torsionsfrei

sind. Die sogenannte Higman-Gruppe

HG :� xa, b, c, d | a�1ba � b2, b�1cb � c2, c�1dc � d2, d�1ad � a2y

ist ein Standardbeispiel für eine Gruppe, welche torsionsfrei, aber nicht lokal indizierbar ist

(siehe [Hig51]). Im Folgenden möchten wir dieses Beispiel mit den Methoden aus [Hig51]

nachvollziehen.

Zunächst bemerken wir, dass HG nicht indizierbar und daher als endlich erzeugte Grup-

pe auch nicht lokal indizierbar ist. Dazu sei ϕ ein beliebiger Homomorphismus von HG

nach Z. Da ϕ alle Relationen von HG auf das triviale Element abbilden muss, folgt aus der

ersten Relation a�1ba � b2 die Gleichung ϕpbq � 0. Aus den anderen drei Relationen folgt

analog ϕpcq � ϕpdq � ϕpaq � 0, also insgesamt ϕpHGq � t0u. Somit existiert kein Epimor-

phismus ϕ : HGÑ Z. Alternativ kann man die Abwesenheit eines solchen Epimorphismus

dadurch begründen, dass dann auch die Existenz eines Epimorphismus ψ : HGÑ Z2 und

somit insbesondere die Existenz einer echten Untergruppe endlichen Indexes folgt. Das

steht im Widerspruch dazu, dass die Higman-Gruppe das erste Beispiel einer unendlichen,

endlich erzeugten Gruppe war, welche keine nichttrivialen endlichen Quotienten besitzt

(siehe [Hig51]).

Für unsere Zwecke bleibt zu bemerken, dass HG torsionsfrei ist. Dazu erinnern wir

an Graham Higmans Konstruktion von HG als Amalgamierung von HNN-Erweiterungen

(siehe [Hig51]): Wir definieren

U :� xa1, b | a
�1
1 ba1 � b2y, V :� xb, c1 | b

�1c1b � c2
1y.

Laut Definition C.1 ist U eine HNN-Erweiterung mit HNN-Basis xby und stabilem Buch-

staben a1. Analog dazu ist V eine HNN-Erweiterung mit HNN-Basis xc1y und stabilem

Buchstaben b. Mithilfe von Brittons Lemma (siehe Satz C.3 (2)) erhalten wir sowohl die

Einbettung von xby in U als auch in V . Zudem sind U , V nach Korollar C.5 (1) torsionsfrei,

da ihre HNN-Basen torsionsfrei sind. Wir bilden die Gruppe

H1 :� U �
xby

V � xa1, b, c1 | a
�1
1 ba1 � b2, b�1c1b � c2

1y, (2.9)

welche als amalgamiertes Produkt torsionsfreier Gruppen ebenfalls torsionsfrei ist (siehe

Korollar B.7). In gleicher Weise definieren wir die torsionsfreie Gruppe

H2 :� xa2, c2, d | c
�1
2 dc2 � d2, d�1a2d � a2

2y.
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Sei F � xa1, c1y � xa2, c2y die freie Gruppe vom Rang 2, wobei der Isomorphismus dadurch

gegeben sei, dass a1 auf a2 und c1 auf c2 abgebildet wird. Wir bemerken, dass F aufgrund

der eindeutigen Länge der Normalform amalgamierter Produkte (siehe Lemma B.5) in

H1 und H2 einbettet. Es folgt HG � H1 �F H2. Schließlich ist die Higman-Gruppe als

amalgamiertes Produkt torsionsfreier Gruppen torsionsfrei.

In Anbetracht dieses Beispiels ist es natürlich, zu fragen, ob Satz 2.11 auch für torsi-

onsfreie Gruppen A und B gültig ist. Dieses Problem ist noch offen.

Im Jahr 1988 bewies M. Edjvet unter Benutzung von J. Howies Freiheitssatz (Satz 2.11)

folgendes Resultat:

Satz 2.14. (siehe [Edj89, (Main)Theorem]) Seien A, B zwei lokal indizierbare Grup-

pen und seien r, s P A � B zyklisch gekürzte Wörter mit einer Länge von mindestens 2.

Falls r und s denselben normalen Abschluss in A � B besitzen, dann ist r in A � B zu s

oder s�1 konjugiert.

Wir erhalten folgendes Korollar zu Satz 2.14:

Korollar 2.15. (vgl. [Fel15, Satz 4.1.4]) Seien J eine beliebige nichtleere Indexmenge

und Aj (j P J ) lokal indizierbare Gruppen mit der Magnus-Eigenschaft. Dann besitzt auch

G � �jPJ Aj die Magnus-Eigenschaft.

Beweis. In der Masterarbeit des Autors (siehe [Fel15]) findet sich die Aussage von Ko-

rollar 2.15 für |J | � 2 als direkte Folgerung aus Satz 2.14. Wir haben bereits bemerkt,

dass freie Produkte lokal indizierbarer Gruppen wieder lokal indizierbar sind. Somit folgt

die Aussage des Korollars für endliche Indexmengen J . Für unendliche Indexmengen J
bemerken wir, dass zwei Element r, s P G mit demselben normalen Abschluss in G auch

denselben normalen Abschluss in G1 :� �jPJ 1 Aj für eine endliche Indexmenge J 1 � J
besitzten. Laut Vorüberlegung sind r, s somit in G1 und daher auch in G konjugiert.

Im Jahr 2013 veröffentlichten Y. Antoĺın und A. Kar folgende Verallgemeinerung von

Satz 2.11:

Behauptung. (siehe [AK13, Theorem C]) Seien A, B zwei lokal indizierbare Grup-

pen und sei G :� pA �Bq � C für eine Gruppe C. Weiter sei ein Element w P G gegeben,

das weder zu einem Element aus A�C noch aus B�C konjugiert ist. Dann bettet A�C

in G{xxwyyG ein.

Mit Beispiel 2.16 zeigen wir, dass diese Aussage falsch ist, da C im Allgemeinen nicht

in G{xxwyyG einbettet.

Beispiel 2.16. Wir betrachten die freien Gruppen A � xa |y, B � xb |y vom Rang 1 und

C � xc, d |y vom Rang 2. Sei G :� pA �Bq � C und w :� abc. Dann gilt

d�1w�1 d � w � rd,ws � rd, abcs � rd, csc�1rd, absc � rd, cs P C.
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Somit ist rd, cs ein nichttriviales Element von C, welches dem trivialen Element in G{xxwyy

entspricht.

Das folgende Lemma zeigt, dass Elemente aus C die einzigen Elemente sind, welche der

Einbettung von A � C im Weg stehen können. Als missbräuchliche Notation bezeichnen

wir dabei die Untergruppe t1u � C auch mit C.

Lemma 2.17. Seien A, B zwei lokal indizierbare Gruppen und sei G :� pA �Bq �C für

eine Gruppe C. Weiter sei ein Element w P G gegeben, das weder zu einem Element aus

A� C noch aus B � C konjugiert ist. Wir definieren N :� xxwyyG X C sowie rC :� C{N .

Dann bettet A� rC kanonisch in G{xxwyyG ein.

Beweis. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei u � pa, cq ein Element aus

pA� Cq z pt1u � Cq,

welches in G{xxwyyG dem trivialen Element entspricht. Dann folgt die Existenz von Zahlen

n P N, εi P t�1, 1u und Elementen pi P A �B, di P C (1 ¤ i ¤ n) mit

pa, cq �
n¹
i�1

ppi, diq
�1wεi ppi, diq in G. (2.10)

Sei π : GÑ A �B die kanonische Projektion. Es gilt πpaq � a � 1. Zudem ist πpwq weder

zu einem Element aus A noch aus B konjugiert. Wegen pa, cq P xxwyyG liegt πppa, cqq � a

im normalen Abschluss von πpwq in πpGq � A �B. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 2.11.

Wir haben somit xxwyyG X pA� Cq � xxwyyG X C bewiesen. Wegen

pA� Cq{pxxwyyG X Cq � pA� Cq{N � pA� pC{Nqq � A� rC
folgt schließlich aus der trivialen kanonischen Einbettung

pA� Cq{pxxwyyG X pA� Cqq ãÑ G{xxwyyG

die kanonische Einbettung von A� rC in G{xxwyyG.

2.3. Technische Hilfsresultate

Unser nächster Satz ist als Verallgemeinerung des Resultats von M. Edjvet über freie Pro-

dukte lokal indizierbarer Gruppen (Satz 2.14) gedacht. Durch die Hinzunahme des direkten

Produkts müssen wir jedoch zusätzlich die Bedingung der Indizierbarkeit voraussetzen.

Satz 2.18. Sei J eine beliebige Indexmenge und seien Aj pj P J ) indizierbare sowie

lokal indizierbare Gruppen. Weiter sei C eine Gruppe. Dann besitzt p�jPJ Ajq �C genau

dann die Magnus-Eigenschaft, wenn alle Gruppen Aj�C pj P J q die Magnus-Eigenschaft

besitzen.
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Bevor wir mit dem Beweis von Satz 2.18 in Abschnitt 2.4 beginnen, benötigen wir

zunächst einige Hilfsresultate, welche in diesem Abschnitt zur Verfügung gestellt werden.

Als Erstes erinnern wir an den Untergruppensatz von Kurosch für amalgamierte Pro-

dukte.

Satz 2.19. (Untergruppensatz von Kurosch, siehe z. B. [Bog08, Chapter 2,

Theorem 19.1]) Sei H das amalgamierte Produkt einer Familie pHiqiPI von Gruppen

mit Amalgamierung über eine gemeinsame Untergruppe U . Weiter sei G eine Untergruppe

von H, so dass GXxUx�1 � t1u für alle x P H gilt. Dann existieren eine freie Gruppe F

und ein Repräsentantensystem Xi von Doppelnebenklassen GzH{Hi, so dass G das freie

Produkt von F und den Gruppen GX xHix
�1 für i P I und x P Xi ist.

Bemerkung 2.20. Die zulässigen Wahlen für die RepräsentantensystemeXi aus Satz 2.19

können auf folgende Weise präzisiert werden: Für den Beweis von Satz 2.19 betrachtet

man das amalgamierte Produkt der Gruppen U und Hi (i P I) über die Gruppe U so-

wie den zu diesem amalgamierten Produkt assoziierten Graphen von Gruppen Y (siehe

Anhang G). Dann operiert H ohne Invertierung der Kanten auf dem Baum X mit Knoten-

menge H{U Y
�
iPI H{Hi und Kantenmenge

�
iPIpH{U �tiuq, so dass HzX isomorph zu

Y ist (vgl. [Bog08, Chapter 2, Theorem 18.2]). Sei T schließlich ein maximaler Teilbaum

von GzX und rT eine Liftung von T in X. Dann sind geeignete Wahlen für die Xi (i P I)

diejenigen Repräsentanten, welche zu den jeweiligen Knoten und Kanten von rT gehören.

Mithilfe von Satz 2.19 erhalten wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 2.21. Seien A, B zwei Gruppen und ϕ : A�B � Z ein Epimorphismus, welcher

alle Elemente von B auf das neutrale Element 0 P Z abbildet. Weiter sei ein Element a

aus A mit ϕpaq � 1 gegeben. Dann gilt

kerpϕq �
�
AX kerpϕq

�
� �
iPZ
a�iBai.

Beweis. Als Repräsentantensystem der Doppelnebenklassen kerpϕqzpA�Bq{B wählen wir

tai | i P Zu. Die Menge kerpϕqzpA�Bq{A besteht nur aus der trivialen Doppelnebenklasse.

Wir wählen den Repräsentanten 1. Nach Bemerkung 2.20 sind diese Wahlen geeignet.

Somit folgt mit Kuroschs Untergruppensatz (Satz 2.19), dass

kerpϕq � F �
�
AX kerpϕq

�
� �
iPZ

�
a�iBai X kerpϕq

�
� F �

�
AX kerpϕq

�
� �
iPZ
a�iBai

für eine freie Gruppe F gilt. Wir bemerken, dass die Untergruppe

N :�
�
AX kerpϕq

�
� �
iPZ
a�iBai

von kerpϕq normal in A �B ist und ai (i P Z) ein Repräsentantensystem der Nebenklassen

von N in A �B ist. Es folgt:�
pA �Bq{N

� L
pkerpϕq{Nq � pA �Bq{ kerpϕq � xay � pA �Bq{N
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Somit gilt kerpϕq � N .

Lemma 2.22. Seien A, B zwei Gruppen und ψ : A�B � Z ein Epimorphismus, welcher

sowohl ein Element a P A als auch ein Element b P B auf 1 abbildet (dabei sei 1 ein

Erzeuger von Z). Wir betrachten die Gruppe G1 :� A �B � xxy und erweitern ψ zu einem

Epimorphismus ϕ : G1 Ñ Z mit ϕpxq � 1. Sei ai :� x�iaxi�1 und bi :� x�ibxi�1. Dann

gilt

kerpϕq �
�
AX kerpϕq

�
�
�
B X kerpϕq

�
� xtai | i P Zu Y tbi | i P Zu | y.

Beweis. Als Repräsentantensysteme der Doppelnebenklassen

kerpϕqzpA �Bq{A und kerpϕqzpA �Bq{B

wählen wir jeweils t1u. Dann folgt laut Satz 2.19

kerpϕq � F �
�
AX kerpϕq

�
�
�
B X kerpϕq

�
für eine freie Gruppe F . Um zu sehen, dass F � xtai | i P ZuYtbi | i P Zu | y gilt, bemerken

wir zunächst, dass es keine nichttrivialen Relationen zwischen den Elementen ai, bi (i P Z)

in G1 gibt. Da jedes nichttriviale, von ai, bi (i P Z) erzeugte Element, geschrieben in den

Erzeugern a, b und x, den Erzeuger x enthält, gibt es auch keine nichttrivialen Relationen

zwischen Elementen aus
�
AXkerpϕq

�
�
�
BXkerpϕq

�
und xtai | i P ZuYtbi | i P Zu | y. Das

freie Produkt N :�
�
A X kerpϕq

�
�
�
B X kerpϕq

�
� xtai | i P Zu Y tbi | i P Zu | y aus der

Aussage des Lemmas ist somit als Untergruppe von G1 wohldefiniert. Wir bemerken, dass

N im Kern von ϕ liegt. Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element w von kerpϕq in N liegt.

Dazu betrachten wir beispielhaft eine Normalform uvx3u1 von w bzgl. G1 mit u, u1 P A

und v P B. Es gilt:

w � uvx3u1

� ua�ϕpuqlooomooon
PAXkerpϕq

�aϕpuqx�ϕpuq � xϕpuqb�ϕpuq � bϕpuqvb�ϕpuvqloooooomoooooon
PBXkerpϕq

�bϕpuvqx�ϕpuvq � xϕpuvq�3a�ϕpuvx
3q

� aϕpuvx
3qu1loooomoooon

PAXkerpϕq

aϕp�uvx
3u1qlooooomooooon

�1

(2.11)

Jedes Element akx�k (k P Z) kann mithilfe der Erzeuger ai (i P Z) dargestellt werden,

denn es gilt:

akx�k �
k�1
Π
j�0

xjax�j�1 �
k�1
Π
j�0

a�j

Analog können wir auch jedes Element bkx�k (k P Z) mithilfe der Erzeuger bi (i P Z)

darstellen. Daher haben wir mit (2.11) eine Darstellung von w als Element vonN gefunden.
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Für einen Homomorphismus ϕ von einer Gruppe G nach Z und ein Element r P G mit

ϕprq � 0 bildet der normale Abschluss von r in G eine Untergruppe von kerpϕq. Diese

Untergruppe entspricht jedoch im Allgemeinen nicht dem normalen Abschluss von r in

kerpϕq. Wir beweisen daher folgendes kleine Hilfslemma, auf welches wir auch in anderen

Kapiteln zurückgreifen werden.

Lemma 2.23. Sei G eine Gruppe und ϕ ein Homomorphismus von G nach Z (als additive

Gruppe). Weiter seien Elemente r, x P G mit ϕprq � 0 und ϕpxq � 1 gegeben. Dann gilt

für ri :� x�irxi:

xx r yyG � xx ri | i P Z yykerpϕq

Beweis. Die Inklusion von xx ri | i P Z yykerpϕq in xx r yyG ist trivial. Für die andere Inklusion

reicht es zu zeigen, dass für jedes w P G das Konjugierte w�1rw ein Element von xx ri | i P

Z yykerpϕq ist. Dazu schreiben wir

w�1rw � w�1xϕpwqloooomoooon
P kerpϕq

x�ϕpwqrxϕpwqlooooooomooooooon
� rϕpwq

x�ϕpwqwlooomooon
P kerpϕq

.

Somit ist w�1rw ein Element von xx ri | i P Z yykerpϕq.

Für die folgenden technischen Lemmata sowie den Beweis von Satz 2.18 führen wir zur

Verkürzung eine gemeinsame Notation ein.

Notation 2.24. Seien A, B zwei lokal indizierbare sowie indizierbare Gruppen. Weiter sei

C eine beliebige Gruppe. Wir betrachten einen Epimorphismus ψ : A � Z und erweitern

ihn zu einem Epimorphismus ϕ : pA�Bq�C � Z, indem wir ϕ|A � ψ und ϕpbq � ϕpdq � 0

für alle b P B, d P C setzen. Zudem sei ein Element a P A mit ϕpaq � 1 gegeben. Wir

betrachten ein beliebiges Element c P C sowie eine Darstellung r eines nichttrivialen

Elements aus A �B in Normalform (siehe Definition B.4), wobei r gerade Länge habe und

ϕppr, cqq � 0 gelte. Es sei ri :� a�irai. Dann folgt mithilfe von Lemma 2.23, dass der

normale Abschluss von pr, cq in pA �Bq �C gleich dem normalen Abschluss der Elemente

tpri, cq | i P Zu in kerpϕq ist. Wir definieren rA :� A X kerpϕq und Bi :� a�iBai (i P Z).

Laut Lemma 2.21 gilt kerpϕq � rA ��iPZBi. Mit αri bezeichnen wir den kleinsten und mit

ωri den größten Index j, so dass eine Darstellung von ri in Normalform bzgl. rA ��iPZBi

ein Stück aus Bj enthält. Schließlich definieren wir für α, ω P ZY t�8u

Bα,ω :�
ω
�
i�α

Bi falls α ¤ ω und Bα,ω :� t1u falls α ¡ ω.

Das nächste Lemma dient der Vorbereitung zur Darstellung von kerpϕq{xxpri, cq | i P Zyy
als amalgamiertes Produkt (siehe Lemma 2.27).
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Lemma 2.25. Sei C eine beliebige Gruppe. Mit der Schreibweise von Notation 2.24

betrachten wir die Gruppen

Gi � p rA �Bαri ,ωri q � C, Ni � xxpri, cqyyGi X C und Ci � C{Ni.

Dann gilt Ck � C` für alle k, ` P Z. Wir dürfen somit rC :� Cj pj P Zq definieren.

Beweis. Sei k, ` P Z. Weiter sei w ein Element von Nk. Wir zeigen, dass w auch ein Element

von N` ist. Es existieren Zahlen m P N, εi P Z und Elemente ui P Gk pi P t1, 2, . . . ,muq

mit

w �
m¹
i�1

u�1
i prk, cq

εi ui. (2.12)

Wir betrachten den Isomorphismus ζ : Gk Ñ G`, welcher durch ζpxq � a�`�kxa`�k gege-

ben ist. Dann gilt ζpuiq P G` und ζpprk, cqq � pr`, cq. Man bemerke, dass ζ eingeschränkt

auf C der Identität entspricht. Insbesondere gilt w � ζpwq. Durch Anwendung von ζ auf

(2.12) erhalten wir

w � ζpwq �
m¹
i�1

ζpuiq
�1 pr`, cq

εi ζpuiq P xxpr`, cqyyG` ,

also insgesamt w P N`. Es folgt Nk � N` und damit auch Ck � C` für alle k, ` P Z.

Mit dem nächsten Lemma beweisen wir zwei Einbettungen. Dafür benutzen wir die

Schreibweise aus Notation 2.24 und Lemma 2.25.

Lemma 2.26. Seien m P Z und k, ` P ZYt�8u mit k ¤ αrm sowie ` ¥ ωrm gegeben. Wir

definieren Pn :� p rA �Bαrn ,ωrn�1q �
rCq pn P Zq. Dann gelten die folgenden Einbettungen:

(i) Pm ãÑ
�
p rA �Bk,`q � C�{xxprm, cqyy

(ii) Pm�1 ãÑ
�
p rA �Bk,`q � C�{xxprm, cqyy

Beweis. Für den Beweis von (i) erinnern wir daran, dass r eine Darstellung eines nicht-

trivialen Elements von A � B in Normalform ist, so dass r eine gerade Länge hat. Es

folgt, dass rm zyklisch gekürzt ist und den Faktor Bm sowie mindestens einen weiteren

Faktor rA oder Bk mit k � m benutzt. Insbesondere benutzt rm mindestens zwei Fak-

toren des unendlichen freien Produkts rA � p�k¤i¤`Biq. Nach Definition von ωrm benutzt

rj den Faktor Bωrm . Da rm laut Definition von αrm und ωrm insgesamt ausschließlich

Faktoren rA oder Bi (αrm ¤ i ¤ ωrm) benutzt, muss der zweite von rm benutzte Faktor

in rA � Bk,ωrm�1 liegen. Somit besitzt die Normalform von rm bzgl. des freien Produkts

p rA�Bk,ωrm�1q�Bωrm ,` eine Länge von mindestens 2. Mit Satz 2.17 folgt nun die Einbettung

von Pm in
�
p rA �Bk,`q � C�{xxprm, cqyy.
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Abbildung 2.1.: Grafische Veranschaulichung von Lemma 2.27 für i � �1, j � 2, α2 � 0

und ω2 � 4. (Die amalgamierte Gruppe P2 wird durch die grau hinterleg-

ten Flächen angedeutet.)

Die Einbettung (ii) kann in analoger Weise bewiesen werden. Dazu übernimmt der Index

αrm die Rolle des Indexes ωrm .

Nun sind wir in der Lage, eine Darstellung von kerpϕq{xxri | i P Zyy als amalgamiertes Pro-

dukt herzuleiten. Diese Darstellung spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Satz 2.18. Für

eine grafische Veranschaulichung der Aussage des folgenden Lemmas siehe Abbildung 2.1.

Lemma 2.27. Wir benutzen die Schreibweise von Notation 2.24 und Lemma 2.25. Seien

i, j P Z zwei Zahlen mit i   j. Wir definieren Pj :� p rA �Bαrj ,ωrj�1
q � rC. Dann gilt�

p rA �B�8,8q � C
�
{xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj , cqyy

�
�
p rA �B�8,ωrj�1

q � C
�
{xxpri, cq, . . . , prj�1, cqyy �

Pj

�
p rA �Bαrj ,8q � C�{xxprj , cqyy.

Beweis. Wir führen den Beweis per Induktion über j für ein fest gewähltes Element i P Z.

Als Induktionsanfang (j � i� 1) ist folgende Aussage zu beweisen:�
p rA �B�8,8q � C

�
{xxpri, cq, prj , cqyy

�
�
p rA �B�8,ωrj�1

q � C
�
{xxpri, cqyy �

Pj

�
p rA �Bαrj ,8q � C�{xxprj , cqyy (2.13)

Für die Wohldefiniertheit des amalgamierten Produkts aus (2.13) zeigen wir die Ein-

bettung von Pj in die beiden Faktoren. Die Einbettung in den rechten Faktor folgt aus
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Lemma 2.26 (i) für m � j. Die Einbettung in den linken Faktor folgt wegen i � j � 1 aus

Lemma 2.26 (ii) für m � j�1. Durch das Auffinden einer identischen Präsentation beider

Seiten von (2.13) kann leicht die Isomorphie gezeigt werden.

Als Induktionsschritt (j Ñ j � 1) ist für

G :�
�
p rA �B�8,ωrj

q � C
�
{ xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj , cqyy

�
�
p rA �B�8,ωrj

q � rC� { xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj , cqyy

die Darstellung �
p rA �B�8,8q � C

�
{ xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj�1, cqyy

� G �
Pj�1

�
p rA �Bαrj�1 ,8

q � C
�
{ xxprj�1, cqyy (2.14)

mit Pj�1 � p rA � Bαrj�1 ,ωrj
q � rC zu zeigen. Wir werden die Einbettungen von Pj in

den linken und rechten Faktor beweisen. Damit ist das amalgamierte Produkt aus (2.14)

wohldefiniert. Die Isomorphie zu
�
p rA �B�8,8q � C

�
{xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj�1, cqyy folgt

dann leicht durch Auffinden einer gemeinsamen Präsentation. Wir bemerken, dass die

Einbettung von Pj�1 in den rechten Faktor durch Lemma 2.26 (i) mit m � j � 1 gegeben

ist. Es bleibt, die Einbettung von Pj�1 in den linken Faktor G zu beweisen:

Wegen Lemma 2.26 (ii) mit m � j bettet Pj�1 in
�
p rA � Bαrj ,8q � C

�
{xxprj , cqyy ein.

Die Gruppe
�
p rA � Bαrj ,8q � C

�
{xxprj , cqyy bettet wiederum als Faktor des amalgamierten

Produkts aus der Induktionsvoraussetzung in

G1 :� pp rA �B�8,8q � C
�
{xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj , cqyy

ein. Wir definieren den Homomorphismus ϕ : Pj�1 Ñ G als Verknüpfung der trivialen

Einbettung von Pj�1 in p rA�B�8,ωrj
q� rC mit dem natürlichen Homomorphismus von p rA�

B�8,ωrj
q� rC in die Faktorgruppe G. Insgesamt erhalten wir das kommutative Diagramm:

Pj�1
� � //

ϕ

''

G1

G

OO

Schließlich lesen wir ab, dass ϕ ein Monomorphismus ist, also Pj�1 in G einbettet. Dies

beendet den Beweis.

In gleicher Weise wie Lemma 2.27 kann auch die folgende
”
gespiegelte“ Version von

Lemma 2.27 bewiesen werden.
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Lemma 2.28. Wir benutzen die Schreibweise von Notation 2.24 und Lemma 2.25. Seien

i, j P Z zwei Zahlen mit i   j. Wir definieren Pi�1 :� p rA �Bαri�1,ωri
q � rC. Dann gilt�

p rA �B�8,8q � C
�
{xxpri, cq, pri�1, cq, . . . , prj , cqyy

�
�
p rA �B�8,ωri

q � C
�
{xxpri, cqyy �

Pi�1

�
p rA �Bαri�1 ,8

q � C
�
{xxpri�1, cq, . . . , prj , cqyy.

Als letztes Resultat dieses Abschnitts beweisen wir ein kleines Hilfslemma, dessen Aus-

sage wir nicht nur in diesem Kapitel, sondern auch an drei Stellen des Beweises von Haupt-

satz 3.1 benutzen. Faktoren amalgamierter Produkte betten kanonisch in das amalgamierte

Produkt ein (siehe Kapitel B). Daher unterscheiden wir im Folgenden in missbräuchlicher

Notation nicht zwischen Elementen eines Faktors und ihren Bildern unter der kanonischen

Einbettung des Faktors in das amalgamierte Produkt.

Lemma 2.29. Seien X, Y zwei Gruppen, W :� X �
Z
Y ein amalgamiertes Produkt und

r, s zwei Elemente von X. Es gelte mindestens eine der folgenden Bedingungen:

(i) Die Untergruppe Z liegt im Zentrum von Y .

(ii) Der Faktor Y ist eine freie Gruppe und Z ist eine maximale zyklische Untergruppe

von Y .

Dann sind r und s genau dann in X konjugiert, wenn sie in W konjugiert sind.

Beweis. Wir bemerken, dass r und s zueinander in W konjugiert sind, wenn sie bereits

im Faktor X konjugiert sind. Es bleibt zu beweisen, dass r und s in X konjugiert sind,

wenn sie in W konjugiert sind. Sei also w P W ein Element mit r � w�1sw. Wir nutzen

die eindeutige Länge von Normalformen amalgamierter Produkte (siehe Lemma B.5), um

zu folgern, dass w bereits in X liegt: Für w P X ist nichts zu zeigen. Wir können somit

die Normalform

w � g1h1g2h2 � � � gn�1hn�1gn (2.15)

von w betrachten, wobei gi P pXzZqYt1u, hi P Y zZ und n ¥ 2. Um eine größere Fallunter-

scheidung zu umgehen, erlauben wir ausschließlich g1 und gn trivial zu sein. Alle anderen

Elemente gi (2 ¤ i ¤ n�1) seien nicht trivial. Dies ist eine leicht missbräuchliche Verwen-

dung des Begriffs
”
Normalform“ (vgl. Definition B.4). Wir wählen unter den Elementen

w mit den geschilderten Eigenschaften ein Element minimaler Länge. Dann gilt

r � g�1
n h�1

n�1g
�1
n�1 � � �h

�1
2 g�1

2

�: qhkkkkkkkkikkkkkkkkj
h�1

1 g�1
1 s g1looomooon
�: p

h1 g2h2 � � � gn�1hn�1gn. (2.16)

Als Komposition von Elementen aus X ist p :� g�1
1 sg1 ebenfalls ein Element aus X.

Daher genügt es, folgende zwei Fälle zu betrachten.
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Fall 1: Sei p ein Element von XzZ.

Da h1 wegen n ¥ 2 nicht trivial ist, besitzt das Element r einerseits laut rechter Seite

von (2.16) eine Länge größer oder gleich 3 bzgl. der Normalform des amalgamierten Pro-

dukts W . Andererseits besitzt das Element r als Element von X die Länge 1 bzgl. dieser

Normalform. Somit erhalten wir einen Widerspruch.

Fall 2: Sei p ein Element von Z.

Wir definieren q :� h�1
1 ph1. Als Produkt von Elementen aus Y ist q ebenfalls ein Element

von Y . Nach Voraussetzung ist r kein Element von Y zZ. Wäre q ein Element von Y zZ,

hätte die Normalform von r eine Länge von mindestens 3. Dies ist ein Widerspruch. Das

Element q liegt somit in Z.

Fall 2.1: Sei Voraussetzung piq von Lemma 2.29 erfüllt.

Da p im Zentrum der Gruppe Y liegt und somit insbesondere mit h1 kommutiert, erhalten

wir

r � g�1
n h�1

n�1g
�1
n�1 � � �h

�1
2 g�1

2 g�1
1 s g1g2h2 � � � gn�1hn�1gn.

Somit erfüllt

w1 :� g1g2loomoon
�:g11

h2loomoon
�:h11

� � � gn�1loomoon
�: g1n�2

hn�1loomoon
�:h1n�2

gnloomoon
�: g1n�1

(2.17)

die Gleichung r � w1�1sw1. Wir bemerken, dass w1 ein H-Stück weniger als w enthält.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von w als Element minimaler Länge mit r � w�1sw.

Fall 2.2: Sei Voraussetzung piiq von Lemma 2.29 erfüllt.

Sei z ein Erzeuger von Z. Dann erhalten wir wegen p, q P Z und q � h�1
1 ph1 folgende

Gleichung in Y :

zα � h�1
1 zβh1 für Elemente α, β P Zzt0u und h1 P Y zZ

Laut Bedingung (ii) ist Y eine freie Gruppe. Daher folgt mit Satz E.5 die Asphärizität

der Präsentation xY | zy, wobei Y eine Basis von Y sei. Mithilfe von Satz E.6 folgern

wir α � β. Somit liegt h1 im Zentralisator des Elements zα. Da der Zentralisator eines

nichttrivialen Elements einer freien Gruppe zyklisch ist und Z � xzy laut Bedingung (ii)

eine maximale zyklische Untergruppe von Y ist, folgt h1 � z` für ein ` P Z. Dies ist ein

Widerspruch zu h1 P Y zZ.

2.4. Verallgemeinerung eines Resultats von M. Edjvet

In diesem Abschnitt beweisen wir Satz 2.18 mithilfe einer Kombination aus bereits von

M. Edjvet benutzen Methoden und Argumenten über direkte Produkte, welche auf in
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diesem Kapitel eingeführten Resultaten beruhen. Die Rolle von Satz 2.11 in M. Edjvets

Beweis von Satz 2.14 wird in unserem Beweis von Lemma 2.17 übernommen.

Zunächst bemerken wir Folgendes:

Bemerkung 2.30. Sei G eine freie Gruppe mit Basis X und H eine beliebige Gruppe.

Weiter sei R eine Menge von Elementen aus H und S sei eine Menge von Elementen aus

G �H. Wir setzen rH :� H{xxRyy und definieren den kanonischen Homomorphismus

ϕ : G �H Ñ pG �Hq{xxRyyG�H � G � rH.
Dann gilt:

pG �Hq{xxR,Syy � ϕpG �Hq{ϕpxxR,SyyG�Hq pwegen kerpϕq � xxR,SyyG�Hq

� ϕpG �Hq{xxϕpSqyyϕpG�Hq pwegen R � kerpϕqq

� pG � rHq{xxϕpSqyy
G� rH

Mit Blick auf Bemerkung 2.30 führen wir eine weitere Notation ein.

Notation 2.31. Seien G � xX |y und H � xY |y freie Gruppen mit Basen X und Y.

Weiter seien R1, R2 Teilmengen von H und S sei eine Teilmenge von G �H. Wir setzenrH :� H{xxR1yy und definieren den kanonischen Homomorphismus

ϕ : G �H Ñ pG �Hq{xxR1yyG�H � G � rH
sowie für sH :� rH{xxϕpR2qyy den kanonischen Homomorphismus

ψ : G � rH Ñ pG � rHq{xxϕpR1qyyG� rH
� G � sH.

Dann benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

xX Y Y | R1 YR2 Y Sy � xG,H | R1 YR2 Y Sy � xG, rH | ϕpR2q Y ϕpSqy

� xG, sH | ψpϕpSqqy

Falls es zu keinen Missverständnissen kommen kann, verzichten wir bei den Präsentationen

auf die Erwähnung der Homomorphismen ϕ und ψ, indem wir für ein Element w P G �H

die Bilder ϕpwq P G � rH oder ψpϕpwqq P G � sH in missbräuchlicher Notation wieder mit w

bezeichnen.

Wir starten den Beweis von Satz 2.18 mit der Betrachtung des Falls |J | � 2, d. h., wir

beweisen folgende Aussage:

Proposition 2.32. Seien A, B zwei indizierbare und lokal indizierbare Gruppen. Weiter

sei C eine Gruppe. Dann besitzt pA �Bq � C genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn

sowohl A� C als auch B � C die Magnus-Eigenschaft besitzen.
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Beweis. Zunächst zeigen wir durch Kontraposition, dass die Gruppen A�C und B�C die

Magnus-Eigenschaft besitzen, wenn pA�Bq�C die Magnus-Eigenschaft besitzt. O. B. d. A.

nehmen wir an, dass A � C nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt. Dann existiert laut

Lemma A.3 ein Element pa, cq P A � C, so dass xxpa, cqyyA�C � xxpa
�1, cqyyA�C gilt, aber

weder a zu a�1 in A noch c zu c�1 in C konjugiert ist. Aufgrund der eindeutigen Länge

von Normalformen freier Produkte folgt, dass a auch in A �B nicht zu a�1 konjugiert ist.

Nach Lemma A.3 besitzt pA �Bq � C daher nicht die Magnus-Eigenschaft.

Es bleibt, die Magnus-Eigenschaft von pA � Bq � C unter der Annahme zu beweisen,

dass A�C und B �C die Magnus-Eigenschaft besitzen. Wegen Bemerkung A.1 besitzen

A, B und C die Magnus-Eigenschaft. Da A und B zusätzlich lokal indizierbare Gruppen

sind, ist wegen Korollar 2.15 auch A � B eine Gruppe mit der Magnus-Eigenschaft. Laut

Lemma A.3 besitzt pA �Bq �C somit genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn für alle

r P pA �Bqzt1u und c P Czt1u gilt:

xxpr, cqyypA�Bq�C � xxpr
�1, cqyypA�Bq�C ñ pr �pA�Bq r

�1 _ c �C c
�1q (2.18)

Seien also zwei Elemente r P pA �Bqzt1u und c P Czt1u mit

xxpr, cqyypA�Bq�C � xxpr
�1, cqyypA�Bq�C (2.19)

gegeben. Wir möchten die Implikation (2.18) beweisen. Zunächst betrachten wir dazu

den Fall, dass r die Länge |r| � 1 bzgl. der Normalform von A � B besitzt. Dabei gelte

o. B. d. A. r P A. Sei π : pA�Bq�C Ñ A�C die kanonische Projektion. Wegen (2.19) haben

πppr, cqq � pr, cq und πppr�1, cqq � pr�1, cq denselben normalen Abschluss in A � C. Da

A� C nach Voraussetzung die Magnus-Eigenschaft besitzt, gilt laut Lemma A.3 r � r�1

in A (und somit auch in A �B) oder c � c�1 in C.

Wir dürfen folglich |r| ¥ 2 annehmen. Sei r � up1qvp1qup2qvp2q . . . upnqvpnq die Normal-

form von r. O. B. d. A. dürfen wir voraussetzen, dass r zyklisch gekürzt ist und mit einem

A-Stück beginnt, da normale Abschlüsse invariant unter Konjugation sind. Wir definieren

die Untergruppen

A1 � xup1q, up2q, . . . , upnqy von A und

B1 � xvp1q, vp2q, . . . , vpnqy von B.

Zudem setzen wir R :� xxpr, cqyypA�Bq�C , R1 :� xxpr, cqyypA1�B1q�C , N :� C X R1 undrC :� C{N .

Unser nächstes Zwischenziel ist, die folgende Behauptung zu beweisen:

ppA �Bq � Cq{R � pA� rCq �
A1� rC

ppA1 �B1q � Cq{R1 �
B1� rC

pB � rCq (2.20)

Für die Wohldefiniertheit des amalgamierten Produkts bemerken wir, dass die Einbet-

tungen in den mittleren Faktor aus Lemma 2.17 folgen. Die Einbettungen in die äußeren
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Faktoren sind Einbettungen von Untergruppen. Es bleibt, die Isomorphie der beiden Seiten

von (2.20) zu zeigen, indem wir eine gemeinsame Präsentation beider Seiten finden. Seien

dazu die natürlichen Projektionen π : A�B�C Ñ A�B� rC und π1 : A1�B1�C Ñ A1�B1� rC
gegeben. Für die rechte Seite von (2.20) schreiben wir mithilfe von Notation 2.31 und unter

Verwendung von Tietze-Transformation der Form
”
Hinzufügen und Eliminieren redundan-

ter Relationen“:

pA� rCq �
A1� rC

ppA1 �B1q � Cq{R1 �
B1� rC

pB � rCq
� pA� rCq �

A1� rC
xA1, B1, C | rA1, Cs, rB1, Cs, N, rcy �

B1� rC
pB � rCq

� pA� rCq �
A1� rC

xA1, B1, pC{Nq | π1prA1, Csq, π1prB1, Csq, π1prcqy �
B1� rC

pB � rCq
� xA, rC | rA, rCsy �

A1� rC
xA1, B1, rC | rA1, rCs, rB1, rCs, π1prcqy �

B1� rC
xB, rC | rB, rCsy

� xA,A1, B,B1, rC | rA, rCs, rA1, rCs, rB, rCs, rB1, rCs, π1prcqy
� xA,B, rC | rA, rCs, rB, rCs, π1prcqy � xA,B, rC | rA, rCs, rB, rCs, πprcqy

Bei der letzten Umformung haben wir genutzt, dass π eingeschränkt auf A1 � B1 � rC der

Projektion π1 entspricht. Für die linke Seite von (2.20) schreiben wir:

ppA �Bq � Cq{R � xA,B,C | rA,Cs, rB,Cs, rcy

� xA,B,C | rA,Cs, rB,Cs, N, rcy � xA,B,C | rA,Cs, rB,Cs, N, rcy

� xA,B, pC{Nq | πprA,Csq, πprB,Csq, πprcqy

� xA,B, rC | rA, rCs, rB, rCs, πprcqy
Dies beendet den Beweis der Isomorphie (2.20).

Als Faktor des amalgamierten Produkts in (2.20) bettet ppA1 �B1q�Cq{R1 in ppA�Bq�

Cq{R ein. Da das Element pr�1, cq trivial in ppA �Bq � Cq{R ist und in der Untergruppe

pA1 �B1q �C von pA �Bq �C liegt, ist es somit bereits in ppA1 �B1q �Cq{R1 trivial. Aus

Symmetriegründen folgt

xxpr, cqyypA1�B1q�C � xxpr�1, cqyypA1�B1q�C . (2.21)

Wir bemerken, dass es zum Beweis der Implikation (2.18) ausreicht, die Konjugation von

pr, cq zu pr�1, cq oder pr�1, cq�1 in pA1 �B1q � C zu zeigen, da aus einer Konjugation von

r zu r�1 in A1 � B1 auch die Konjugation von r zu r�1 in A � B folgt und der Faktor C

gleich geblieben ist. Den restlichen Beweis führen wir per Induktion über |r|.

Für den Induktionsanfang setzen wir |r| � 2 voraus. O. B. d. A. sei r � up1qvp1q. Dann

gilt pA1 � B1q � C � F2 � C, wobei F2 die freie Gruppe vom Rang 2 sei. Da A � C

nach Voraussetzung die Magnus-Eigenschaft besitzt und A indizierbar ist, besitzt laut

Lemma 2.10 Z�C die Magnus-Eigenschaft. Wegen Satz 2.5 besitzt schließlich auch F2�C

die Magnus-Eigenschaft.
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Für den Induktionsschritt betrachten wir zwei Fälle (siehe unten). Normale Abschlüsse

sind invariant unter Konjugation. Daher dürfen wir o. B. d. A. voraussetzen, dass die Nor-

malform von r bzgl. A1 � B1 eine gerade Länge hat. Da A1 sowie B1 lokal indizierbar und

als endlich erzeugte Gruppen damit auch indizierbar sind, existieren Epimorphismen

ϕ : A1 � Z und ψ : B1 � Z.

Für beliebige Elemente w � up1qvp1qup2qvp2q . . . upnqvpnq P A �B in Normalform definie-

ren wir wA :� up1qup2q . . . upnq und wB :� vp1qvp2q . . . vpnq.

Fall 1: Es gelte ϕprAq � 0 oder ψprBq � 0.

O. B. d. A. gelte ϕprAq � 0. Sei ζ : pA1 �B1q � C � Z der durch ζpw, dq � ϕpwAq definierte

Epimorphismus. Dann liegt pr, cq im Kern von ζ. Weiter sei a P A1 ein Element mit

ϕpaq � 1. Wir definieren rA :� kerpϕq und Bi :� a�iB1ai (i P Z). Da ζpcq � 0 für alle c P C

gilt, dürfen wir mithilfe von Lemma 2.21

kerpζq � p rA � �
iPZ
Biq � C (2.22)

schreiben. Für ri :� a�irai erhalten wir laut Lemma 2.23

xxpri, cq|i P Zyykerpζq � xxpr
�1
i , cq|i P Zyykerpζq.

Man bemerke, dass wegen ri � a�irai und Notation 2.24

ωrk�` � ωrk � ` und αrk�` � αrk � ` für alle k, ` P Z (2.23)

gilt. Wir wählen Indizes i, j P Z mit i ¤ j, so dass pr�1
0 , cq in

xxpri, cq, pri�1, cq, . . . prj , cqyykerpζq

liegt und j � i minimal mit dieser Eigenschaft ist. Unser Ziel ist zu zeigen, dass i �

j � 0 gilt. Im Hinblick auf einen Widerspruch gelte daher i   j. Unter Verwendung von

Lemma 2.27 folgt ωr�1
0
� ωr0 ¥ ωrj , denn wäre ωr0 echt kleiner als ωrj , würde pr�1

0 , cq im

linken Faktor des amalgamierten Produkts aus Lemma 2.27 liegen und somit bereits dort

trivial sein. Dies widerspricht der Minimalität von i� j. Mit Lemma 2.28 kann in analoger

Weise αr�1
0
� αr0 ¤ αri gezeigt werden. Insgesamt erhalten wir:

(i) αr0 ¤ αri
(2.23)
� αr0 � i ñ 0 ¤ i

(ii) ωr0 ¥ ωrj
(2.23)
� ωr0 � j ñ 0 ¥ j

Wir folgern mit (i) und (ii) die Ungleichungskette 0 ¤ i ¤ j ¤ 0. Somit gilt i � j � 0.

Schließlich ist pr�1
0 , cq ein Element von xxpr0, cqyykerpζq. Aus Symmetriegründen liegt auch

pr0, cq in xxpr�1
0 , cqyykerpζq und es folgt insgesamt

xxpr0, cqyykerpζq � xxpr
�1
0 , cqyykerpζq. (2.24)
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Als Nächstes zeigen wir, dass r0 geschrieben in den Erzeugern des freien Produkts (2.22)

mindestens zwei Faktoren Bi benutzt. Im Hinblick auf einen Widerspruch nehmen wir an,

dass r0 und damit auch r�1
0 nur einen Faktor Bi benutzt. Man bemerke, dass Bi � B0

gilt, da die Normalform von r bzgl. A1 � B1 eine gerade Länge von mindestens 2 hat.

Laut Voraussetzung gilt somit r0 � r P rA � B0 � rA � B1. Dies steht im Widerspruch zur

Definition von A1, denn wegen a R rA ist rA eine echte Untergruppe von A1.

Wir schreiben

kerpζq �
�
K �B0

�
� C mit K :� rA � �

k�0
Bk.

Da r0 neben B0 mindestens einen weiteren Faktor Bi mit i P Zzt0u benutzt, hat eine

Normalform von r0 P K � B0 eine gerade Länge von mindestens 2. Wir begründen, dass

diese Länge echt kleiner als die Länge der ursprünglichen Normalform von r P A1 �B1 ist:

Beim Umschreiben der Normalform r0 P K �B0 in die Normalform r P A1 �B1 erhält man

für jedes B0-Stück wegen B1 � B0 ein B1-Stück. Jedes Stück von K entspricht einem Teil

der Normalform r, welcher ein A1-Stück ist oder mit einem A1-Stück anfängt und endet,

denn ansonsten wäre das erste oder letzte Stück des Teilworts aus K � rA��k�0Bk ein B0-

Stück. Beim Zusammenfügen dieser Teilwörter mit den B1-Stücken können sich somit keine

Kürzungen ergeben. Insbesondere kann r0 nicht gleichzeitig mit einem B0-Stück anfangen

und enden. Wir erhalten somit für jedes Stück der Normalform von r0 P K �B0 mindestens

ein Stück der Normalform von r P A1 �B1. Laut Voraussetzung enthält mindestens ein K-

Stück von r0 ein Stück aus Bi. Für dieses K-Stück erhalten wir mindestens drei Stücke in

der Normalform von r P A1 �B1. Folglich ist die Normalform von r0 P K �B0 echt kürzer

als die von r P A1 �B1.

Um schließlich die Induktionsvoraussetzung anwenden zu können, möchten wir r0 als

Element eines freien Produkts zweier Faktoren darstellen, die nicht nur lokal indizierbar,

sondern auch indizierbar sind. Dazu betrachten wir die Normalform von r0 P K �B0. Die

von den K-Stücken erzeugte Untergruppe nennen wir K 1 und die von den B0-Stücken

erzeugte Untergruppe B1
0. Man bemerke, dass beide Untergruppen endlich erzeugt, lokal

indizierbar und damit auch indizierbar sind. Wir haben bereits gezeigt, dass die Nor-

malform von r0 P K � B0 eine gerade Länge größer oder gleich 2 besitzt. Daher kann

pr0, cq P pK
1 � B1

0q � C nicht zu einem Element von K 1 � C oder B1
0 � C konjugiert sein.

Durch Anwendung von Lemma 2.17 erhalten wir für rC :� C X xxr0yypK1�B1
0q�C

die Einbet-

tungen von K 1� rC und B1
0�

rC in ppK 1 �B1
0q�Cq{

rR, wobei rR :� xxpr0, cqyypK1�B1
0q�C

. Dies

rechtfertig analog zu (2.20) die Schreibweise

ppK �B0q � Cq{xxpr0, cqyy � pK � rCq �
K1� rC

ppK 1 �B1
0q � Cq{ rR �

B1
0�

rC
pB0 � rCq.

Als Faktor des amalgamierten Produkts bettet ppK 1�B1
0q�Cq{

rR in ppK�B0q�Cq{xxpr0, cqyy

ein. Da pr�1
0 , cq wegen (2.24) trivial in ppK �B0q � Cq{xxpr0, cqyy ist, muss pr�1

0 , cq folglich
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bereits in ppK 1 � B1
0q � Cq{xxpr0, cqyy trivial sein. Aus Symmetriegründen ist auch pr0, cq

in ppK 1 �B1
0q � Cq{xxpr

�1
0 , cqyy trivial. Insgesamt erhalten wir die Gleichheit der normalen

Abschlüsse von pr0, cq und pr�1
0 , cq in pK 1 � B1

0q � C. Durch Anwendung der Induktions-

voraussetzung folgt, dass pr0, cq in pK 1 � B1
0q � C zu pr�1

0 , cq�1 konjugiert ist. Schließlich

ist auch pr, cq in pA � Bq � C zu pr�1, cq�1 konjugiert, denn K 1 � B1
0 ist nach Konstruk-

tion eine Untergruppe von A�B. Dies beendet den Beweis der Implikation (2.18) für Fall 1.

Fall 2: Es gelte ϕprAq � 0 und ψprBq � 0.

Wir betrachten den Epimorphismus ξ : pA1 �B1q � C � Z, welcher durch

ξpw, dq � ψprBq � ϕpwAq � ϕprAq � ψpwBq

definiert ist. Sei r � up1qvp1qup2qvp2q . . . upn2 qvp
n
2 q eine Normalform von r bzgl. A1 � B1,

wobei upiq P A1 und vpiq P B1 (1 ¤ i ¤ n
2 ) gelte. Wegen ϕprAq � 0 existiert mindestens ein

A1-Stück a :� upiq von r mit ξpupiqq � 0. Indem wir r ggf. zyklisch vertauschen, dürfen

wir o. B. d. A. a � up1q annehmen. Wir wählen ein b P B1 mit ψpbq � �1 und setzen

µ :� ξpaq � 0 sowie ν :� ξpbq p� ϕprAq � 0q.

Da A1, B1 lokal indizierbar und damit insbesondere torsionsfrei sind, dürfen wir

rG :�
�
xra |y �

raµ�a
pA1 �B1q �

b�rbν
xrb |y�� C �

�
A2 �B2

�
� C (2.25)

mit A2 :� xA1,ra | raµ � ay und B2 :� xB1,rb | rbν � by

definieren. Nach Satz 2.12 sind auch A2 und B2 lokal indizierbare Gruppen. Wir wählen

einen zusätzlichen Erzeuger x und erweitern ξ durch ξpraq � ξprbq � ξpxq � 1 zu einem

Epimorphismus von rG � xxy auf Z. Schließlich definieren wir rai :� x�iraxi�1 und rbi :�

x�irbxi�1 (i P Z). Dann gilt laut Lemma 2.22

kerpξq �
��
A2 X kerpξq

�
�
�
B2 X kerpξq

�
� xrai,rbi pi P Zq | y�� C.

Für ri :� x�irxi erhalten wir wegen Lemma 2.23 die Gleichheit der normalen Abschlüsse

der Mengen tpri, cq|i P Zu und tpr�1
i , cq|i P Zu in kerpξq. Den kleinsten bzw. größten Index

k, so dass ri P kerpξq einen Erzeuger bk benutzt, bezeichnen wir mit αri bzw. ωri . Es gilt:

αrj � αr�1
j
, ωrj � ωr�1

j
sowie αrj�k � αrj � k, ωrj�k � ωrj � k p@j, k P Zq

Wir wählen Indizes i, j P Z mit i ¤ j, so dass pr�1
0 , cq in

xxpri, cq, pri�1, cq, . . . prj , cqyykerpξq

liegt und j � i minimal mit dieser Eigenschaft ist. Unser Ziel ist zu zeigen, dass i � j � 0

gilt. Im Hinblick auf einen Widerspruch gelte daher i   j. Wir möchten Lemma 2.27

anwenden. Dazu setzen wir Bi :� xrbiy und rA :�
�
A2Xkerpξq

�
�
�
B2Xkerpξq

�
�xrai pi P Zq | y.
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Wie in Fall 1 folgern wir aus Lemma 2.27 und Lemma 2.28 die Gleichungskette i � j � 0

und somit

xxpr0, cqyykerpξq � xxpr
�1
0 , cqyykerpξq. (2.26)

Wir schreiben nun kerpξq in der Form

kerpξq � pK � Lq � C mit

K � A2 X kerpξq und L �
�
B2 X kerpξq

�
� xrai,rbi pi P Zq | y.

Um zu sehen, dass die Normalform von r0 bzgl. K � L eine echt kürzere Länge als die

Normalform r � avp1qup2qvp2q . . . upn2 qvp
n
2 q bzgl. A1 � B1 besitzt, formen wir die beiden

Normalformen ineinander um. Wir schreiben

r � avp1qup2q . . . vp
n

2
q

� raµx�µ � xµrb�µ � rvp1q �rbδ1x�δ1 � xδ1ra�δ1 � rup2q . . .raδ2n�2x�δ2n�2 � xδ2n�2rb�δ2n�2 � rvpn
2
q

für Element rupiq P A2Xkerpξq, rvpiq P B2Xkerpξq und δi P Z. Wie im Beweis zu Lemma 2.22

bemerken wir rakx�k � Πk�1
j�0ra�j sowie rbkx�k � Πk�1

j�0
rb�j . Schließlich erhalten wir die

Darstellung

r � ra0ra�1 . . .ra�µ�1 � gp1q � rvp1q � gp2q � fp2qlooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon
PL

� rup2qloomoon
PK

. . . fpn� 2q � gpn� 1q � rvpn
2
qlooooooooooooooomooooooooooooooon

PL

,

wobei fpiq Elemente in den Erzeugern raj (j P Z) und gpiq Elemente in den Erzeugern rbj
(j P Z) sind. Wir sehen, dass mit Ausnahme des ersten A1-Stücks a � up1q von r P A1 �B1

alle Stücke von r P A1 � B1 in jeweils höchstens ein Stück von r0 P K � L übergegangen

sind. Da a und vp1q in ein gemeinsames L-Stück übergegangen sind, ist die Länge der

Normalform von r0 P K �L echt kleiner als n. Um die Induktionsvoraussetzung anwenden

zu können, müssen wir zu Faktoren übergehen, welche nicht nur lokal indizierbar, sondern

auch indizierbar sind. Dafür definieren wir K 1 bzw. L1 als die von allen K- bzw. L-Stücken

von r0 P K � L erzeugte Untergruppe. Für K 1 � t1u folgt A1 � Z. In diesem Fall gehen

wir zum Beginn von Fall 2 zurück und führen den Beweis mit vertauschten Rollen von

A1 und B1 durch. Gelangen wir auch hier zum Fall B1 � Z, so sind wir in der Situation

A1 � B1 � F2 des Induktionsanfangs. Wir dürfen daher o. B. d. A. annehmen, dass die

Normalform von r0 P K
1 � L1 eine gerade Länge von mindestens 2 besitzt. Ähnlich wie

zuvor bei (2.20) folgern wir für rR :� xxpr0, cqyypK1�L1q�C , N :� C X rR und rC :� C{N

mithilfe von Lemma 2.17 die Darstellung

ppK � Lq � Cq{xxpr0, cqyy � pK � rCq �
K1� rC

ppK 1 � L1q � Cq{ rR �
L1� rC

pL� rCq.
Analog zu Fall 1 folgt die Gleichheit der normalen Abschlüsse von pr0, cq und pr�1

0 , cq in

pK 1 �L1q�C. Laut Induktionsvoraussetzung ist daher pr0, cq in pK 1 �L1q�C zu pr�1
0 , cq�1
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konjugiert. Da pK 1 � L1q � C eine Untergruppe von p rG � xxyq � C ist, erhalten wir die

Konjugation von pr, cq zu pr�1, cq�1 in p rG � xxyq � C. Wir erinnern daran, dass r ein

Element von rG ist. Durch Anwendung der kanonischen Projektion von p rG � xxyq � C aufrG � C erhalten wir daher die Konjugation von pr, cq und pr�1, cq in rG � C. Zudem gilt

r P A1 � B1. Zweimalige Anwendung von Lemma 2.29 (i) auf das amalgamierte Produkt

aus (2.25) ergibt schließlich die Konjugation von pr, cq zu pr�1, cq�1 in pA1 � B1q � C und

damit auch in pA �Bq � C.

Insgesamt haben wir nun Implikation (2.18) und somit die Magnus-Eigenschaft von

pA �Bq � C bewiesen.

Schließlich können wir die Aussage von Satz 2.18 aus Proposition 2.32 folgern:

Beweis von Satz 2.18.

Für den Beweis von Satz 2.18 (für beliebige Indexmengen J ) erinnern wir zunächst an

Bemerkung 2.9, dass freie Produkte lokal indizierbarer Gruppen wieder lokal indizierbar

sind. Somit erhalten wir aus der Gültigkeit von Satz 2.18 für |J | � 2 (siehe Proposi-

tion 2.32) die Gültigkeit von Satz 2.18 für alle endlichen Indexmengen J . Den Beweis

für unendliche Indexmengen J führen wir als Widerspruchsbeweis. Dazu seien Elemente

pr, cq, ps, dq P G :� p�jPJ Ajq � C mit demselben normalen Abschluss in G gegeben, so

dass pr, cq in G weder zu ps, dq noch zu ps, dq�1 konjugiert ist. Da r und s endlich sind,

existiert eine endliche Teilmenge J 1 � J , so dass pr, cq und ps, dq bereits Elemente der

Untergruppe G1 :� p�jPJ 1 Ajq � C von G sind. Wir definieren die kanonische Projektion

π : G Ñ G1. Wegen πppr, cqq � pr, cq und πpps, dqq � ps, dq sind die normalen Abschlüsse

von pr, cq und ps, dq in G1 gleich. Aufgrund der Endlichkeit von J 1 folgt, dass pr, cq in der

Untergruppe G1 von G zu ps, dq oder ps, dq�1 konjugiert ist. Dies ist ein Widerspruch.
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3. Eine Magnus-Erweiterung über lokal

indizierbare Gruppen

In diesem Kapitel beweisen wir folgenden Hauptsatz.

Hauptsatz 3.1. Seien C und G Gruppen, die eine der beiden folgenden Bedingungen

erfüllen.

(1) Es gelte C � t1u und G sei lokal indizierbar.

(2) Es gelte C � t1u und G sei sowohl lokal indizierbar als auch indizierbar.

Weiter sei u ein nichttriviales Element in G. Dann besitzt die Gruppe

rG � pG �
u�ra,bs

F pa, bqq � C

genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn G� C die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Zu den Bedingungen (1) und (2) von Hauptsatz 3.1 bemerken wir:

Bemerkung 3.2. Offensichtlich ist jede endlich erzeugte lokal indizierbare Gruppe in-

dizierbar. Andererseits existieren lokal indizierbare, aber nicht indizierbare abzählbare

Gruppen (z. B. Q). Zudem gibt es indizierbare, aber nicht lokal indizierbare endlich er-

zeugte Gruppen (z. B. Z� Z2).

3.1. Reduktion auf eine neue Gruppe

Als Erstes werden wir zeigen, dass G � C die Magnus-Eigenschaft besitzt, falls rG die

Magnus-Eigenschaft besitzt. Dazu beweisen wir mit Lemma 3.5 eine leicht allgemeinere

Aussage. Wir definieren:

Definition 3.3. Seien G1 eine Gruppe und G eine Untergruppe von G1. Dann bezeich-

nen wir G als konjugationsneutrale Untergruppe von G1, falls aus der Konjugation zweier

beliebiger Elemente r, s P G in G1 auch die Konjugation von r und s in G folgt, d. h.

@ r, s P G :
�
pD u P G1 : u�1ru � sq ñ pD v P G : v�1rv � sq

�
.

Für konjugationsneutrale Untergruppen beweisen wir folgende einfache Aussagen, wel-

che den Beweis von Lemma 3.5 verkürzt.
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Lemma 3.4. Sei G eine konjugationsneutrale Untergruppe einer Gruppe G1. Falls G1 die

Magnus-Eigenschaft besitzt, dann besitzt auch G die Magnus-Eigenschaft.

Beweis. Seien r, s P G zwei Elemente mit xxryyG � xxsyyG. Dann gilt auch xxryyG1 � xxsyyG1 .

Laut Voraussetzung besitzt G1 die Magnus-Eigenschaft. Somit gilt r �G1 s�1. Da G eine

konjugationsneutrale Untergruppe von G1 ist, folgt schließlich r �G s
�1.

Lemma 3.5. Seien G1, C Gruppen und G eine konjugationsneutrale Untergruppe von

G1. Wenn G1 � C die Magnus-Eigenschaft besitzt, dann besitzt auch G � C die Magnus-

Eigenschaft.

Beweis. Wir nehmen an, dass G1�C die Magnus-Eigenschaft besitzt. Dann besitzen wegen

Bemerkung A.1 auch die Gruppen G1 und C die Magnus-Eigenschaft. Mit Lemma 3.4 folgt

die Magnus-Eigenschaft der Gruppe G.

Im Hinblick auf einen Widerspruch besitze G� C nicht die Magnus-Eigenschaft. Dann

existieren laut Lemma A.3 Elemente pr, cq, pr, c�1q P G � C mit demselben normalen

Abschluss in G � C, so dass weder r zu r�1 in G noch c zu c�1 in C konjugiert sind.

Da G eine Untergruppe von G1 ist, sind auch die normalen Abschlüsse von pr, cq und

pr, c�1q in G1 � C gleich. Laut Voraussetzung besitzt G1 � C die Magnus-Eigenschaft.

Somit ist entweder r zu r�1 in G1 oder c zu c�1 in C konjugiert. Letzteres haben wir

bereits ausgeschlossen. Es folgt

r � r�1 in G1, aber r � r�1 in G.

Da r ein Element der konjugationsneutralen Untergruppe G von G1 ist, erhalten wir einen

Widerspruch.

Wir bemerken, dass G aus Hauptsatz 3.1 wegen Lemma 2.29 (ii) eine konjugations-

neutrale Untergruppe von G �
u�ra,bs

F pa, bq ist. Somit dürfen wir Lemma 3.5 auf G1 :�

G �
u�ra,bs

F pa, bq anwenden. Folglich besitzt G�C die Magnus-Eigenschaft, falls rG � G1�C

die Magnus-Eigenschaft besitzt. Damit ist eine Implikationsrichtung von Hauptsatz 3.1 be-

wiesen.

Im restlichen Beweis widmen wir uns der anderen Implikationsrichtung der Äquivalenz-

aussage von Hauptsatz 3.1, d. h. wir zeigen:

Satz 3.6 (Rückrichtung von Hauptsatz 3.1). Es seien die Bedingungen von Hauptsatz 3.1

erfüllt. Wenn G � C die Magnus-Eigenschaft besitzt, dann besitzt auch rG � pG �u�ra,bs

F pa, bqq � C die Magnus-Eigenschaft.

Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts leiten wir Satz 3.6 aus Proposition 3.8 ab, welche

wir in den Abschnitten 3.2 bis 3.7 beweisen. Zuvor bemerken wir Folgendes:
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Bemerkung 3.7. Wir betrachten eine Gruppenpräsentation G � x rE | rRy mit Erzeu-

germenge rE und Relationenmenge rR. Sei x ein Erzeuger aus rE. Falls alle Relationen ausrR in der von rE erzeugten freien Gruppe eine Exponentensumme von 0 bzgl. x besitzen,

so ist die Exponentensumme eines beliebigen Elements r P G bzgl. x wohldefiniert.

Proposition 3.8. Seien C und G Gruppen, für welche eine der beiden folgenden Bedin-

gungen erfüllt ist.

(1) Es gelte C � t1u und G sei lokal indizierbar.

(2) Es gelte C � t1u und G sei sowohl lokal indizierbar als auch indizierbar.

Zudem besitze G� C die Magnus-Eigenschaft. Wir betrachten die Gruppe

rH � pG �
u�rxk,bs

F px, bqq � C

für ein nichttriviales Element u P G und k P Zzt0u. Weiter seien Elemente pr, cq, ps, dq

von rH mit den folgenden Eigenschaften gegeben:

� Die Elemente pr, cq und ps, dq besitzen denselben normalen Abschluss in rH.

� Das Element r P G �
u�rxk,bs

F px, bq ist nichttrivial und besitzt eine Exponentensumme

von 0 bzgl. x.

� Im Fall k � 1 besitzt r P G �
u�rxk,bs

F px, bq eine Exponentensumme ungleich 0 bzgl. b.

Dann ist pr, cq in rH zu ps, dq oder ps, dq�1 konjugiert.

Beweis von Satz 3.6 unter Voraussetzung von Proposition 3.8.

Dieser Beweis verläuft analog zur Deduktion des Haupttheorems aus Proposition 2.1

in [BS08]. Zunächst bemerke man, dass die Exponentensummen bzgl. a, b in rG bzw.

x, b in rH laut Bemerkung 3.7 wohldefiniert sind. Seien pr, cq und ps, dq Elemente aus rG
mit demselben normalen Abschluss in rG. Wir möchten zeigen, dass pr, cq in rG zu ps, dq�1

konjugiert ist. Dazu betrachten wir als Erstes den Fall, dass r und damit auch s trivial

sind. Dann erhalten wir die Gleichheit der normalen Abschlüsse von c und d in C. Das

direkte Produkt G�C besitzt nach Voraussetzung von Satz 3.6 die Magnus-Eigenschaft.

Wegen Bemerkung A.1 besitzt daher auch C die Magnus-Eigenschaft. Somit ist c in C

zu d�1 und folglich p1, cq in rG zu p1, dq�1 konjugiert. Im Folgenden dürfen wir also r als

nichttrivial voraussetzen. Die Exponentensumme eines Elementes w bzgl. eines Erzeugers

z bezeichnen wir mit wz.

Fall 1: Sei rb � 0, wobei rb die Exponentensumme des Elements r bzgl. b sei.

In diesem Fall benutzen wir die Präsentation

rG � pG �
u�1�rb,as

F pa, bqq � C.
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Durch Umbenennung von a, b, u in b, x, u�1 ergibt sich eine Darstellung der Form rH aus

Proposition 3.8 samt der dort geforderten Bedingungen. Somit folgt Satz 3.6 direkt aus

Proposition 3.8.

Fall 2: Sei rb � 0.

In diesem Fall existiert eine natürliche Einbettung

G1 :� G �
u�ra,bs

F pa, bq ãÑ H 1 :� G1 �
a�xrb

F pxq, (3.1)

welche eine natürliche Einbettung

rG ãÑ rH :� H 1 � C � pG �
u�rxrb ,bs

F px, bqq � C

induziert. Wegen der Gleichheit der normalen Abschlüsse von pr, cq und ps, dq in rG stimmen

auch die normalen Abschlüsse der beiden Elemente in rH überein. Sei b̄ � x�rab. Dann

dürfen wir wegen

rxrb , bs � x�rbb�1xrbb � x�rb b̄�1xrb b̄ � rxrb , b̄s

mit der Präsentation

H 1 � G �
u�rxrb ,b̄s

F px, b̄q (3.2)

arbeiten. Zudem dürfen wir das Element r P G1 als Element von H 1 betrachten. Für die

Exponentensummen ra, rb von r P G1 bzgl. a, b sowie für die Exponentensummen rx, rb̄
von r P H 1 bzgl. x, b̄ gilt:

rx � rarb � rbra � 0 und rb̄ � rb � 0

Somit sind alle Bedingungen von Proposition 3.8 erfüllt und pr, cq ist in rH zu ps, dq�1

konjugiert. Indem wir ps, dq ggf. invertieren, können wir o. B. d. A. annehmen, dass pr, cq

in rH zu ps, dq konjugiert ist. Daher gilt r �H 1 s und c �C d. Wegen (3.1) folgt r �G1 s

sofort aus Lemma 2.29 mit Bedingung (i). Schließlich gilt pr, cq �
rG
ps, dq.

Als Vorbereitung für die folgenden Abschnitte führen wir weitere Bezeichnungen ein.

Notation 3.9. Wir setzen

H :� G �u�rxk,bs F px, bq sowie rH :� H � C (vgl. rH aus Proposition 3.8)

und betrachten für die laut Bemerkung 3.7 wohldefinierte Exponentensumme hx eines

Elements h P H bzw. h P rH bzgl. x die Homomorphismen

ϕ : H ÝÑ Z, h ÞÑ hx bzw.rϕ : rH ÝÑ Z, ph, cq ÞÑ hx ph P H, c P Cq.
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Wir definieren

M :� kerpϕq und K :� kerprϕq.
Dann gilt K �M � C.

Laut Voraussetzung von Proposition 3.8 besitzt r eine Exponentensumme von 0 bzgl.

x. Somit gilt r P M und pr, cq P K. Es folgt, dass auch alle Elemente aus dem normalen

Abschluss von pr, cq in rH Elemente von K sind. Insbesondere liegt ps, dq in K. Falls wir

zeigen können, dass pr, cq in der Untergruppe K von rH zu ps, dq�1 konjugiert ist, folgt

sofort die Konjugation von pr, cq in rH zu ps, dq�1. Die Bedingungen von Proposition 3.8

ermöglichen es uns also, bei der Beweisführung von Proposition 3.8 anstelle von rH mit

dem Kern K des Homomorphismus rϕ zu arbeiten.

3.2. Struktur von K und b-rechts/links-Erzeugendensysteme

Wir benutzen die Bezeichnungen aus Notation 3.9. Mithilfe des Reidemeister–Schreier-

Verfahrens ermitteln wir eine Präsentation des Kerns K � M � C von rϕ. Im Folgenden

schreiben wir für ein Element pa, 1q eines direkten Produkts A � B auch a P A � B, um

die Beweise dadurch übersichtlicher zu gestalten. Wir erinnern zunächst an die Definition

einer Schreier-Transversalen (vgl. z. B. [Bog08]).

Eine Schreier-Transversale für eine Untergruppe M� einer freien Gruppe H� ist eine

Menge T frei gekürzter Wörter in H�, so dass jede Nebenklasse von M� in H� genau

ein Wort aus T enthält und für jedes Wort t P T zt1u auch das Wort t ohne den letzten

Buchstaben in T enthalten ist.

Die Gruppe H ist von GY tx, bu erzeugt. Sei H� die freie Gruppe mit Basis GY tx, bu

und sei ξ : H� Ñ H der kanonische Homomorphismus. Wir definieren M� :� ξ�1pMq. Man

kann leicht überprüfen, dass T � txi | i P Zu eine Schreier-Transversale für M� � H�

darstellt. Durch das Reidemeister–Schreier-Verfahren (vgl. z. B. [LS01, Chapter II, Section

4]) erhalten wir die Erzeuger x�igxi und x�ibxi (g P G, i P Z) von M .

Notation 3.10. Für ein Element v P H mit vx � 0 und i P Z sei vi das Element x�ivxi

von M . Dann erhalten wir die Erzeuger

gi � x�igxi und bi � x�ibxi pg P G, i P Zq (3.3)

von M . Wir definieren die Untergruppen Gi :� x�iGxi (i P Z) von M .

Durch das Reidemeister–Schreier-Verfahren erhalten wir für jede Relation v von H und

jedes Element t der Schreier-Transversalen T eine Relation von M , welche dem Element

t�1vt geschrieben in den Erzeugern aus (3.3) entspricht. Für die Relation rxk, bsu�1 � 1

von H erhalten wir also die Relationen

x�iprxk, bsu�1qxi � 1 ô x�k�ib�1xk�i � x�ibxi � x�iu�1xi � 1 ô bk�i � biu
�1
i pi P Zq
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von M . Aus jeder Relation w von G erhalten wir abzählbar unendlich viele Relationen wi

(i P Z). Für jedes ` P Z gilt

M � N` �N`�1 � � � � �N`�k�1 mit (3.4)

Ni � � � � �
Zi�k

pGi�k � xbi�k |yq �
Zi
pGi � xbi |yq �

Zi�k
pGi�k � xbi�k |yq �

Zi�2k

� � � pi P Zq,

wobei Zi�k der von biu
�1
i in Gi � xbiy und von bi�k in Gi�k � xbi�ky erzeugten zyklischen

Untergruppe entspricht.

Hinweis. Im Folgenden bezeichnet Gij die Gruppe Gλ, wobei λ das Produkt von i und j

sei. Diese Gruppe unterscheidet sich von der in Notation 3.13 eingeführten Gruppe Gi,j.

Die nächste Proposition liefert handlichere Erzeugendensysteme sowie eine Darstellung

von M als freies Produkt.

Proposition 3.11. Für jedes i P Z ist

Epiq :� tbi, bi�1, . . . , bi�k�1u Y
¤
jPZ

Gj

ein Erzeugendensystem von M . Zudem erhalten wir für jedes i P Z eine Präsentation

M � xbi, bi�1, . . . , bi�k�1 |y � �
jPZ

Gj .

Beweis. Sei

Si :� tbiu Y
¤
jPZ

Gjk�i pi P Zq.

Zunächst zeigen wir, dass S0 ein Erzeugendensystem von N0 ist. Wir definieren für p P N0

die Untergruppen

N0,p :� pG�pk � xb�pk |yq �
Z�pp�1qk

� � � �
Z0

pG0 � xb0 |yq �
Zk
� � � �

Zpk
pGpk � xbpk |yq

�
@
b�pk, b�pp�1qk, . . . , bpk, G�pk, G�pp�1qk, . . . , Gpk |

bjk � bpj�1qkujk p�p ¤ j ¤ �1q, bpj�1qk � bjku
�1
jk p0 ¤ j ¤ p� 1q

D
(3.5)

von N0. Dann ist N0 die Vereinigung der unendlichen, aufsteigenden Kette N0,0 � N0,1 �

N0,2 � . . . . Wir wenden eine Tietze-Transformation der Form
”
Entfernen eines Erzeugers“

auf den Erzeuger b�pk in (3.5) an. Dadurch wird auch die Relation b�pk � bp�p�1qku�pk

entfernt. Man bemerke, dass der Erzeuger b�pk in keiner weiteren Relation vorkommt.

Durch schrittweise Anwendung von Tietze-Transformationen der gleichen Form auf die

Erzeuger b�pp�1qk, . . . , b�k und bpk, bpp�1qk, . . . , bk erhalten wir die Präsentation:

N0,p �
@
b0, G�pk, G�pp�1qk, . . . , Gpk |

D
� xb0 |y � �

|j|¤p
Gjk
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Somit ist S0,p :� tb0u Y
�
�p¤j¤pGjk ein Erzeugendensystem von N0,p. Da S0 die Ver-

einigung der Erzeugendensysteme in der unendlichen, aufsteigenden Kette S0,0 � S0,1 �

S0,2 � . . . ist, folgern wir, dass S0 ein Erzeugendensystem von N0 ist. Zudem besitzt N0

als Vereinigung der Untergruppen in der unendlichen, aufsteigenden Kette N0,0 � N0,1 �

N0,2 � . . . die Präsentation

N0 � xb0 |y � �
jPZ
Gjk. (3.6)

Die Operation von x durch Konjugation auf M induziert einen Automorphismus von

M . Wegen x�iG0x
i � Gi und x�ib0x

i � bi für alle i P Z gilt auch x�iN0x
i � Ni und

x�iS0x
i � Si. Somit ist Si für alle i P Z ein Erzeugendensystem von Ni. Wegen des

freien Produkts in (3.4) erhalten wir für jedes i P Z ein Erzeugendensystem von M durch

Vereinigung der Erzeugendensysteme Sj von Nj für j P ti, i � 1, . . . , i � k � 1u. Diese

Vereinigung entspricht genau der Menge Epiq. Zudem erhalten wir wegen (3.4) und (3.6)

die gewünschte Präsentation von M .

Das nächste Lemma nimmt eine zentrale Rolle im Abschluss des Beweises von Proposi-

tion 3.8 ein.

Lemma 3.12. Der Kern K von rϕ : rH Ñ Z (siehe Notation 3.9) besitzt die Magnus-

Eigenschaft.

Beweis. Wegen K �M � C und Proposition 3.11 dürfen wir mit der Darstellung

K � pxbi, bi�1, . . . , bi�k�1 |ylooooooooooooomooooooooooooon
�Fk

� �
jPZ
Gjq � C

arbeiten, wobei Fk die freie Gruppe vom Rang k sei. Wir möchten im Fall, dass C nicht

trivial ist, Satz 2.18 mit der Präsentation von M aus Proposition 3.11 anwenden. Für C �

t1u möchten wir Korollar 2.15 anwenden. Dazu sind folgende Bedingungen zu überprüfen:

(i) Die Gruppe Fk ist indizierbar und lokal indizierbar.

(ii) Die Gruppen Gj pj P Zq sind lokal indizierbar und, falls C nicht trivial ist, auch

indizierbar.

(iii) Die Gruppen Fk � C und Gj � C pj P Zq besitzen die Magnus-Eigenschaft.

Zu (i): Jede nichttriviale freie Gruppe ist indizierbar. Da jede Untergruppe einer freien

Gruppe frei ist, folgt somit auch die lokale Indizierbarkeit freier Gruppen.

Zu (ii): Die Untergruppe G0 von K ist nach Konstruktion isomorph zur Untergruppe

G von rH. Laut Voraussetzung von Proposition 3.8 ist G0 somit lokal indizierbar und,

falls C nicht trivial ist, auch indizierbar. Die Untergruppe Gj ist das Bild von G0 unter
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dem Automorphismus von K, welcher durch Konjugation mit xj indiziert wird. Daher

übertragen sich die gewünschten Eigenschaften von G0 auf Gj für alle j P Z.

Zu (iii): Wie im Beweis zu (ii) bemerkt, ist Gj für alle j P Z isomorph zu G. Somit besitzt

Gj�C laut Voraussetzung von Proposition 3.8 für alle j P Z die Magnus-Eigenschaft. Für

C � t1u besitzt Fk�C � Fk als freie Gruppe die Magnus-Eigenschaft. Wir bemerken, dass

wir hierfür die Voraussetzung der Indizierbarkeit von G nicht benötigen. Ist C nichttrivial,

so ist Gj laut (ii) indizierbar und es folgt mit Lemma 2.10, dass auch Z� C die Magnus-

Eigenschaft besitzt. Schließlich folgern wir mit Satz 2.5, dass L�C für alle Limesgruppen

die Magnus-Eigenschaft besitzt. Insbesondere hat dann Fk � C die Magnus-Eigenschaft.

An dieser Stelle ist der Beweis der Aussage von Proposition 3.8, dass pr, cq in rH zu

ps, dq�1 konjugiert ist, noch keineswegs abgeschlossen. Zwar haben wir nun mit K eine

Untergruppe von rH mit der Magnus-Eigenschaft gefunden, welche die Elemente pr0, cq

und ps0, dq enthält, allerdings entspricht der normale Abschluss von pr, cq in rH im Allge-

meinen nicht dem normalen Abschluss von pr0, cq in K. Daher ist unklar, ob die normalen

Abschlüsse von pr0, cq und ps0, dq in K übereinstimmen. Wegen Lemma 2.23 gilt jedoch,

dass die normalen Abschlüsse von tpri, cq | i P Zu und tpsi, dq | i P Zu in K übereinstim-

men. Dabei verwenden wir px, 1q P rH für das Element x aus Lemma 2.23.

In Abschnitt 3.4 werden Werkzeuge zur Verfügung gestellt, um später zum normalen

Abschluss eines Elements r0 in K übergehen zu können und dann die Magnus-Eigenschaft

von K zu nutzen. Dafür führen wir u.a. folgende Notationen ein.

Notation 3.13. Wir definieren für s, t P Z folgende Untergruppen von M :

Ms,t :� xGj , bj | s ¤ j ¤ ty, Ms,8 :� xGj , bj | j ¥ sy, M�8,t :� xGj , bj | j ¤ ty,

Gs,t :� xGj | s ¤ j ¤ ty, Gs,8 :� xGj | j ¥ sy, G�8,t :� xGj | j ¤ ty

Bemerkung 3.14. Analog zum Beweis von Proposition 3.11 erhalten wir für alle s P Z
und jedes i P Z größer oder gleich s die Präsentation

Ms,8 � xbi, bi�1, . . . , bi�k�1 |y � �
j¥s

Gj

sowie für alle t P Z und i P Z kleiner oder gleich t die Präsentation

M�8,t � xbi�k�1, bi�k�2, . . . , bi |y � �
j¤t

Gj .

Notation 3.15 (b-rechts/links-Erzeugendensysteme). Für s, t P Z sei

Es,8 :� tbs, bs�1, . . . , bs�k�1u Y
¤
j¥s

Gj
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das b-links-Erzeugendensystem von Ms,8 und

E�8,t :� tbt�k�1, bt�k�2, . . . , btu Y
¤
j¤t

Gj

das b-rechts-Erzeugendensystem von M�8,t.

Die folgende Definition präzisiert den Begriff von Darstellungen eines Gruppenelements.

Definition 3.16. (Darstellungen) Seien U � xE | Ry eine Gruppenpräsentation, v

ein Element aus U und ζ : xE |y Ñ U der kanonische Homomorphismus. Dann nennen

wir jedes Element v̄ P xE |y mit ζpv̄q � v eine Darstellung von v P U . In missbräuchlicher

Notation bezeichnen wir im Folgenden das zu einer Darstellung w P xE |y gehörige Element

aus U ebenfalls mit w.

Für die nächste Definition erinnern wir daran, dass wir als Erzeugendensystem der

Gruppen Gi (i P Zq die Gruppen selbst wählen.

Definition 3.17. (gekürzte Darstellungen von Elementen aus M) Sei w ein Ele-

ment von M . Wir bezeichnen eine Darstellung w̄ von w bzgl. eines Erzeugendensystems

Epiq (i P Z) als gekürzte Darstellung von w bzgl. Epiq, falls sie von der Form

w̄ �
n
Π
`�1

τp`q

ist, wobei folgende Bedingungen gelten:

(1) Es gilt n P N0. (Für n � 0 ist w̄ � 1.)

(2) Jedes τp`q ist ein nichttriviales, frei gekürztes Wort der Gruppe xbi, bi�1, . . . , bi�k�1 |y

oder ein Erzeuger aus Gjzt1u für ein j P Z.

(3) Aufeinanderfolgende τp`q, τp`�1q stammen aus verschiedenen Erzeugendensystemen

Gj oder aus einem Erzeugendensystem Gj und xbi, bi�1, . . . , bi�k�1 |y.

Wir nennen n die Länge der gekürzten Darstellung von w bzgl. Epiq. Die Elemente τp`q

p1 ¤ ` ¤ nq nennen wir Stücke der gekürzten Darstellung.

In analoger Weise definieren wir für ein Element w aus Ms,8 bzw. M�8,t gekürzte

Darstellungen von w bzgl. Es,8 bzw. E�8,t.

Zu den verschiedenen Darstellungsmöglichkeiten eines Elements w P M bemerken wir

Folgendes.

Bemerkung 3.18. (Eindeutigkeit und Kürzungsvorgang) Sei w eine beliebige Dar-

stellung bzgl. eines Erzeugendensystems Epiq von M . Indem wir nebeneinanderliegende

Erzeuger desselben Erzeugendensystems Gi zusammenfassen und die Erzeuger bi (i P Z)

frei kürzen, erhält w die Form einer gekürzten Darstellung bzgl. Epiq. Einen solchen Über-

gang von einer Darstellung zu einer gekürzten Darstellung bezeichnen wir im Folgenden
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auch als Kürzen der Darstellung. Wir bemerken, dass die gekürzte Darstellung wegen

Satz B.3 (Spezialfall für freie Produkte) und der Darstellung von M als freies Produkt

aus Proposition 3.11 eindeutig ist. Gleiches gilt auch für die gekürzten Darstellungen eines

Elements aus Ms,8 bzw. M�8,t bzgl. Es,8 bzw. E�8,t.

Schließlich geben wir einen Algorithmus an, welcher Darstellungswechsel ermöglicht.

Algorithmus 3.19. Sei w eine Darstellung eines Elements von M bzgl. des Erzeugenden-

systems tbi | i P Zu Y
�
iPZGi. Weiter sei s der kleinste Index j, so dass w einen Erzeuger

mit Index j benutzt. Das folgende Verfahren formt die gegebene Darstellung von w in eine

gekürzte Darstellung bzgl. des Erzeugendensystems Es,8 um: Zunächst ersetzen wir jeden

Erzeuger bj in w durch bj�ku
�1
j�k, falls j ¥ s � k. Anschließend kürzen wir. Enthält die

neue Darstellung immer noch Erzeuger bj , welche nicht in Es,8 vorkommen, wiederholen

wir das Verfahren und gelangen schließlich zu einer gekürzten Darstellung bzgl. des Er-

zeugendensystems Es,8. Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten, da der größte

Index j, so dass ein Erzeuger bj benutzt wird, mit jedem Durchlauf streng monoton kleiner

wird.

Sei t der größte Index j, so dass die anfangs gegebene Darstellung von w einen Erzeuger

mit Index j benutzt. Dann können wir w auf analoge Weise in eine gekürzte Darstellung

bzgl. des Erzeugendensystems E�8,t umformen.

Zur Funktionsweise von Algorithmus 3.19 betrachten wir ein kleines Beispiel.

Beispiel 3.20. Sei k � 4. Wir betrachten das Element w :� b1b10g12b7u3, wobei g12

ein Element aus G12 sei. Der kleinste Index j, so dass w einen Erzeuger mit Index j

benutzt, ist 1. Um eine gekürzte Darstellung von w geschrieben im Erzeugendensystem

E1,8 � tb1, b2, b3, b4u Y
�
`¥1

G` zu erhalten, schreiben wir mit Algorithmus 3.19:

w � b1b6u
�1
6 g12b7u3 � b1b6u

�1
6 g12b3u

�1
3 u3 � b1b6u

�1
6 g12b3 � b1b2u

�1
2 u�1

6 g12b3

3.3. Duale Struktur von M

In diesem kurzen, aber technischen Abschnitt weisen wir auf eine besondere Struktur der

Gruppe K hin, welche wir als dual zu der in Abschnitt 3.2 beschriebenen Struktur von

K bezeichnen. Die duale Struktur ermöglicht uns in den folgenden Abschnitten starke

Verkürzungen bestimmter Beweisteile. In diesem Zusammenhang seien vor allem die Her-

leitung des Beweises von Lemma 3.37 aus Lemma 3.36 erwähnt sowie der Beweis der

Endlichkeit von Algorithmus 3.22 für den dualen Fall (siehe Bemerkung 3.24).

Wir definieren für i P Z und g P G

b1i :� b�iu
�1
�i sowie g1i :� g�i.
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Die Gruppe G�i, präsentiert mithilfe der Erzeuger g1i anstelle von g�i, nennen wir G1
i. Bei

G1
i und G�i handelt es sich also um zwei Bezeichnungen für dieselbe Gruppe. Die Erzeuger

aus tb1i | i P Zu Y
�
iPZG

1
i bezeichnen wir als duale Erzeuger von M . Einen Erzeuger g1i

(g P G, i P Z) nennen wir dual zu g�i.

Indem wir die Erzeuger der Relation biu
�1
i � bi�k mithilfe von dualen Erzeugern aus-

drücken, erhalten wir b1�i � b1�i�ku
1�1
�i�k, wobei die Darstellung u1�i�k P G

1
�i�k aus der

Darstellung ui�k P Gi�k durch Invertierung und anschließender Ersetzung aller Erzeuger

durch duale Erzeuger aus G1
�i�k hervorgeht. Mithilfe der Indexverschiebung i1 � �i � k

erhalten wir die Darstellungen b1i1�k � b1i1u
1�1
i1 (i1 P Z) der ursprünglichen Relationen

biu
�1
i � bi�k (i P Z). Dies rechtfertigt die Bezeichnung

”
dual“.

Analog zu Notation 3.13 definieren wir für s, t P Z die Untergruppen

M 1
s,t :� xG1

j , b
1
j | s ¤ j ¤ ty, M 1

s,8 :� xG1
j , b

1
j | j ¥ sy, M 1

�8,t :� xG1
j , b

1
j | j ¤ ty,

G1
s,t :� xG1

j | s ¤ j ¤ ty, G1
s,8 :� xG1

j | j ¥ sy und G1
�8,t :� xG1

j | j ¤ ty

von M . Somit entsprechen die Untergruppen M 1
s,t, M

1
s,8 und M 1

�8,t den Untergruppen

M�t,�s, M�8,�s und M�t,8. In gleicher Weise wie in Abschnitt 3.2 erhalten wir die Dar-

stellungen

M � xb1i, b
1
i�1, . . . , b

1
i�k�1 |y � �

jPZ
G1
j für alle i P Z,

M 1
s,8 � xb1i, b

1
i�1, . . . , b

1
i�k�1 |y � �

j¥s
G1
j für alle i P Z mit i ¥ s,

M 1
�8,t � xb1i�k�1, b

1
i�k�2, . . . , b

1
i |y � �

j¤t
G1
j für alle i P Z mit i ¤ t

sowie die Erzeugendensysteme

E 1piq :� tb1i, b
1
i�1, . . . , b

1
i�k�1u Y

¤
jPZ

G1
j von M für alle i P Z,

tb1i, b
1
i�1, . . . , b

1
i�k�1u Y

¤
j¥s

G1
j von M 1

s,8 für alle i P Z mit i ¥ s,

tb1i�k�1, b
1
i�k�2, . . . , b

1
iu Y

¤
j¤t

G1
j von M 1

�8,t für alle i P Z mit i ¤ t.

Analog zu Notation 3.15 definieren wir für s, t P Z das b1-links-Erzeugendensystem

E 1s,8 :� tb1s, b
1
s�1, . . . , b

1
s�k�1u Y

¤
j¥s

G1
j von M 1

s,8

und das b1-rechts-Erzeugendensystem

E 1�8,t :� tb1t�k�1, b
1
t�k�2, . . . , b

1
tu Y

¤
j¤t

G1
j von M 1

�8,t.

Schließlich definieren wir gekürzte Darstellungen bzgl. dualer Erzeugendensysteme in

gleicher Weise wie in Definition 3.17.

Im Folgenden werden wir bei vielen Aussagen auch direkt die Formulierungen für die

zugehörigen dualen Objekte angeben und ggf. beweisen.
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3.4. α- und ω-Grenzen

Bevor wir α- und ω-Grenzen definieren, betrachten wir zur Motivation folgende Darstel-

lungen des Elements bkb
�1
k�1 PM :

b0u
�1
0 u1u1�kb

�1
1�k � b0u

�1
0 u1b

�1
1 � bkb

�1
k�1 � b2kuku

�1
k�1b

�1
2k�1

� b3ku2kuku
�1
k�1u

�1
2k�1b

�1
3k�1

Wir sehen, dass die Darstellungen Erzeuger mit Indizes in unterschiedlichen Intervallen

benutzen. Es scheint jedoch in diesem Beispiel so zu sein, dass keine Darstellung von

bkb
�1
k�1 existiert, welche ausschließlich Erzeuger mit einem Index echt größer als k benutzt.

Auch scheint es keine Darstellung zu geben, welche ausschließlich Erzeuger mit Index echt

kleiner als 1 benutzt. Diese Beobachtung motiviert die folgende Definition.

Definition 3.21 (α-/ω-Grenzen und α-ω-Länge). Sei r ein nichttriviales Element

von M . Dann sind die α-Grenze αr, die ω-Grenze ωr und die α-ω-Länge |r|α,ω von r durch

αr :� maxtj P Z | r PMj,8u,

ωr :� mintj P Z | r PM�8,ju,

|r|α,ω :� ωr � αr � 1

definiert. Analog definieren wir die dualen α- und ω-Grenzen

α1r :� maxtj P Z | r PM 1
j,8u und ω1r :� mintj P Z | r PM 1

�8,ju

sowie die duale α-ω-Länge |r|α1,ω1 :� ω1r � α
1
r � 1.

Wir zeigen nun schrittweise die Wohldefiniertheit der α- und ω-Grenzen. Dabei widmen

wir uns zunächst der α-Grenze αr für ein nichttriviales Element r P M . In Lemma 3.23

beweisen wir, dass der folgende Algorithmus eine Darstellung von r geschrieben mit Er-

zeugern aus tbi | i P Zu Y
�
iPZGi in endlich vielen Durchläufen zu einer Darstellung r�

von r bzgl. des Erzeugendensystems Eαr,8 von Mαr,8 umformt.

Algorithmus 3.22. Sei r ein nichttriviales Element von M .

(1) Wir betrachten eine Darstellung von r bzgl. der Erzeugermenge tbi | i P ZuY
�
iPZGi.

Sei λ der kleinste Index µ P Z, so dass die Darstellung von r einen Erzeuger mit

Index µ benutzt. Insbesondere gilt dann r P Mλ,8. Unter Benutzung von Algorith-

mus 3.19 ermitteln wir eine gekürzte Darstellung rr1s von r bzgl. des Erzeugenden-

systems Eλ,8. Sei j der kleinste Index ν P Z, so dass rr1s einen Erzeuger mit Index

ν benutzt. Wir bemerken, dass dann rr1s auch eine gekürzte Darstellung bzgl. des

Erzeugendensystems Ej,8 ist.
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(2) Sei rr2s die gekürzte Darstellung von r, welche man erhält, wenn man jeden Erzeuger

bj in rr1s durch bj�kuj ersetzt und anschließend kürzt. Dann ist rr2s eine Darstellung

von r bzgl. des Erzeugendensystems

tbj�1, bj�2, . . . , bj�ku Y
¤
i¥j

Gi. (3.7)

(2a) Falls rr2s keinen Erzeuger aus Gj enthält, ist rr2s eine gekürzte Darstellung

bzgl. des Erzeugendensystems Ej�1,8. Wir wählen ` als den kleinsten Index

µ P Z, so dass rr2s einen Erzeuger mit Index µ benutzt. Mit den Eingaben

j :� ` und rr1s :� rr2s beginnen wir Schritt (2) erneut. Man bemerke, dass der

Wert j echt größer geworden ist.

(2b) Falls rr2s einen Erzeuger aus Gj enthält, beenden wir den Algorithmus mit der

Ausgabe αr :� j und r� :� rr1s.

Lemma 3.23. Die Ausgabe αr von Algorithmus 3.22 entspricht der in Definition 3.21

eingeführten α-Grenze von r. Die Ausgabe r� ist eine gekürzte Darstellung von r bzgl. des

Erzeugendensystems Eαr,8.

Beweis. Um Verwechslungen mit der in Definition 3.21 eingeführten α-Grenze αr zu ver-

meiden, bezeichnen wir in diesem Beweis den von Algorithmus 3.22 ausgegebenen Wert für

αr mit rαr. Wir möchten beweisen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Durchläufen

endet und rαr � αr gilt.

Für die Endlichkeit des Algorithmus zeigen wir, dass die Länge der gekürzten Darstel-

lung rr1s mit jedem Durchlauf, der den Algorithmus nicht beendet, streng monoton fällt.

Die Darstellung rr2s geht aus rr1s hervor, indem wir jeden Erzeuger bj durch bj�kuj er-

setzen. Falls die gekürzte Darstellung rr1s kein Stück aus Gjzt1u (vgl. Definition 3.17)

enthält, so kann es zu keiner Kürzung der neuen Teilwörter u�1
j P Gj in rr2s kommen und

der Algorithmus endet. Enthält rr1s ein Stück aus Gjzt1u und wir gelangen zu Schritt (2a),

so muss es zur vollständigen Kürzungen der neuen Teilwörter u�1
j mit Stücken von rr1s

aus Gj gekommen sein. Daher ist die gekürzte Darstellung rr2s echt kürzer als rr1s. Wir

bemerken, dass rr2s die Darstellung rr1s des nächsten Durchlaufs ist.

Da Algorithmus 3.22 das Element r als Element von M
rαr,8 schreibt, gilt laut Definiti-

on 3.21 rαr ¤ αr. Schließlich bleibt zu zeigen, dass r kein Element von M
rαr�1,8 ist, alsorαr ¥ αr gilt. Algorithmus 3.22 kann nur in Schritt (2b) enden. Daher benutzt die gekürzte

Darstellung rr2s von r geschrieben in den Erzeugern von (3.7) (mit j � rαr) mindestens

einen Erzeuger aus G
rαr . Wir bemerken, dass rr2s der eindeutigen gekürzten Darstellung

von r bzgl. Eprαr�1q entspricht. Zudem entspricht die gekürzte Darstellung eines beliebigen

Elementes w P M
rαr�1,8 bzgl. Eprαr � 1q der gekürzten Darstellung von w bzgl. E

rαr�1,8.

Da rr2s einen Erzeuger von Eprαr � 1qzE
rαr�1,8 enthält, kann r somit kein Element von

M
rαr�1,8 sein.
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Bemerkung 3.24. Indem man in Algorithmus 3.22 alle Objekte durch ihre zugehöri-

gen dualen Objekte ersetzt, erhält man einen Algorithmus, der zu einer nichttrivialen

Darstellung r P M die duale α-Grenze α1 sowie eine gekürzte Darstellung von r bzgl.

des dualen Erzeugendensystems E 1α1r,8 ausgibt. Auch der Beweis der Funktionalität dieses

Algorithmus verläuft analog zu Lemma 3.23.

Somit sind die α-Grenzen αr und α1r für jedes nichttriviale Element r PM wohldefiniert.

Wegen Punkt (a) des folgenden Lemmas sind damit auch die ω-Grenzen ωr und ω1r von r

wohldefiniert.

Lemma 3.25. Sei r ein nichttriviales Element von M .

(a) Es gilt ωr � �α
1
r und ω1r � �αr. Insbesondere folgt |r|α,ω � |r|α1,ω1.

(b) Für alle i, j P Z gilt αri�j � αri � j und ωri�j � ωri � j. Insbesondere folgt |ri|α,ω �

|ri�j |α,ω. (Zur Erinnerung: ri :� x�irxi, siehe Notation 3.10)

Beweis. Zu paq: Die Aussage folgt sofort aus Definition 3.21, denn in Abschnitt 3.3 haben

wir bereits bemerkt, dass für alle t P Z die Untergruppe M�8,t der Untergruppe M 1
�t,8

entspricht. Falls also i der kleinste Index ist, so dass r ein Element von M�8,i ist, dann

ist �i der größte Index, so dass r ein Element von M 1
�i,8 ist. Es folgt ωr � �α1r. Die

Gleichung ω1r � �αr kann in analoger Weise gezeigt werden. Schließlich bemerken wir

|r|α,ω � ωr � αr � 1 � �α1r � p�ω
1
rq � 1 � ω1r � α

1
r � 1 � |r|α1,ω1 .

Zu pbq: Es reicht zu bemerken, dass wir eine Darstellung von ri�j erhalten, indem wir

in einer Darstellung von ri alle Indizes um j erhöhen.

Beispiel 3.26.

(i) Sei r � b�1u
�1
�1g1b5u2 für einen Erzeuger g1 P G1 und k � 3. Wir wenden Algorith-

mus 3.22 an:

Schritt (1)
ÝÝÝÝÝÝÑ

b�1u
�1
�1g1b2u

�1
2 u2 � b�1u

�1
�1g1b�1u

�1
�1 Schritt (2a)

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
b2g1b2

Somit gilt αr � 1. Eine Darstellung von r bzgl. des dualen Erzeugendensystems

lautet b11g
1
�1b

1
�5u

1�1
�5 u

1�1
�2 , wobei g1�1 der duale Erzeuger zu g1 sei und u1i die Darstel-

lung sei, welches man aus u�1
�i erhält, indem man alle Erzeuger durch ihre dualen

Entsprechungen ersetzt. Wir wenden auf diese Darstellung die duale Version von

Algorithmus 3.22 (siehe Bemerkung 3.24) an:

Schritt (1)
ÝÝÝÝÝÝÑ

b1�2u
1�1
�2 g

1
�1b

1
�5u

1�1
�5 u

1�1
�2 � b1�5u

1�1
�5 u

1�1
�2 g

1
�1b

1
�5u

1�1
�5 u

1�1
�2 Schritt (2a)

ÝÝÝÝÝÝÝÑ

b1�2u
1�1
�2 g

1
�1b

1
�2u

1�1
�2 Schritt (2a)

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
b11g

1
�1b

1
1

Also gilt α1r � �1. Laut Lemma 3.25 (a) folgt ωr � 1. Somit gilt |r|α,ω � ωr�αr�1 �

1� 1� 1 � 1. Man bemerke, dass r kein Element von Gαr,ωr � G1 ist.
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(ii) Seien r � b5b6 und k � 4. Anwendung von Algorithmus 3.22 ergibt:

Schritt (1)
ÝÝÝÝÝÝÑ

b5b6 Schritt (2a)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

b9u5b6

Wir lesen αr � 5 ab. Die Darstellung b1�5u
1�1
�5 b

1
�6u

1
�6 ist eine Darstellung von r in

dualen Erzeugern. Die duale Version von Algorithmus 3.22 ergibt:

Schritt (1)
ÝÝÝÝÝÝÑ

b1�5u
1�1
�5 b

1
�6u

1�1
�6 Schritt (2a)

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
b1�5u

1�1
�5 b

1
�2 Schritt (2a)

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
b1�1b

1
�2

Schritt (2a)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

b1�1b
1
2u

1
�2

Es folgt α1r � �2. Wegen Lemma 3.25 (a) gilt ωr � 2. Somit erhalten wir die negative

α-ω-Länge |r|α,ω � 2� 5� 1 � �2.

(iii) Sei r � bji für i, j, k P Z und j � 0 � k. Dann liefert Algorithmus 3.22:

Schritt (1)
ÝÝÝÝÝÝÑ

bji Schritt (2a)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

pbi�kuiq
j ,

also αr � i. Eine Darstellung von r geschrieben in dualen Erzeugern lautet pb1�iu
1�1
�i q

j .

Durch die duale Version von Algorithmus 3.22 erhalten wir:

Schritt (1)
ÝÝÝÝÝÝÑ

pb1�iu
1�1
�i q

j Schritt (2a)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

pb1�i�ku
1
�iu

1�1
�i q

j � b1j�i�k

Schritt (2a)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

pb1�i�2ku
1
�i�kq

j

Somit gilt ωr � �α
1
r � i� k. Insgesamt folgt |r|α,ω � i� k � i� 1 � �k � 1.

3.5. Geeignete Konjugierte

Dieser Abschnitt dient als Vorbereitung, um in Abschnitt 3.6.2 ohne weitere Vorüberlegung

Lemma 2.17 anwenden zu können. Wir möchten dafür ein Konjugiertes rr von r finden,

so dass jede gekürzte Darstellung von rr bzgl. der Erzeugendensysteme Epiq (i P Z) sowie

ihrer dualen Entsprechungen E 1piq (i P Z) im Sinne von Definition 3.28 zyklisch gekürzt

ist.

Notation 3.27. Sei r ein nichttriviales Element von M . Dann bezeichnen wir mit rpiq

die gekürzte Darstellung von r bzgl. Epiq (siehe Definition 3.17). Mit r1piq bezeichnen wir

die gekürzte Darstellung von r bzgl. E 1piq (siehe Abschnitt 3.3).

Erzeuger aus der Menge tbj | j P Zu nennen wir b-Erzeuger und Erzeuger aus der Menge

tb1j | j P Zu bezeichnen wir als b1-Erzeuger.

Wir schreiben abkürzend, dass eine gekürzte Darstellung mit einem b- bzw. b1-Erzeuger

beginnt, und meinen damit, dass das erste Stück der gekürzte Darstellung mit einem b-

bzw. b1-Erzeuger beginnt. Analog ist die Formulierung zu verstehen, dass eine gekürzte

Darstellung mit einem b- bzw. b1-Erzeuger endet.
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Definition 3.28. Seien r ein nichttriviales Element von M und i P Z. Wir bezeich-

nen eine gekürzte Darstellung rpiq bzw. r1piq als zyklisch gekürzt, falls eine der folgenden

Bedingungen erfüllt ist:

(i) Die gekürzte Darstellung rpiq bzw. r1piq besitzt eine Länge kleiner oder gleich 1.

(ii) Das erste und letzte Stück der gekürzten Darstellung rpiq bzw. r1piq stammen weder

beide aus demselben Erzeugendensystem Gj noch bestehen beide Stücke aus b- bzw.

b1-Erzeugern.

(iii) Die gekürzten Darstellung rpiq bzw. r1piq beginnt und endet mit b- bzw. b1-Erzeugern,

welche nicht invers zueinander sind.

Lemma 3.29. Sei r ein nichttriviales Element von M . Dann sind die folgenden Aussagen

äquivalent:

(i) Es existiert ein i P Z, so dass rpiq mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers

beginnt.

(ii) Für alle i P Z beginnt rpiq mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers.

(iii) Es existiert ein i P Z, so dass r1piq mit einer positiven Potenz eines b1-Erzeugers

beginnt.

(iv) Für alle i P Z beginnt r1piq mit einer positiven Potenz eines b1-Erzeugers.

Beweis. Aus der gekürzten Dastellung rpiq können wir die gekürzte Darstellung rpi � 1q

erhalten, indem wir jeden Erzeuger bi in rpiq durch bi�kui ersetzen und anschließend

kürzen. Umgekehrt erhalten wir aus der gekürzten Darstellung rpi� 1q die gekürzte Dar-

stellung rpiq, indem wir alle Erzueger bi�k durch biu
�1
i ersetzen und anschließend kürzen.

Der Erzeuger bi�k liegt nicht in der Menge der von rpiq benutzen b-Erzeuger und bi liegt

nicht in der Menge der von rpi� 1q benutzen b-Erzeuger. Zusammen mit der Darstellung

von M aus Proposition 3.11 als freies Produkt folgt, dass es zu keinen Kürzungen von

b-Erzeugern kommen kann. Eine Darstellung rpiq beginnt also genau dann mit einem po-

sitiven b-Erzeuger, wenn rpi � 1q mit einem positiven b-Erzeuger beginnt. Dies beendet

den Beweis der Äquivalenz von (i) und (ii).

In analoger Weise kann die Äquivalenz von (iii) und (iv) bewiesen werden. Für die

Äquivalenz von (i) und (iii) zeigen wir, dass rpiq genau dann mit einer positiven Potenz

eines b-Erzeugers beginnt, wenn r1p�i�k�1q mit einer positiven Potenz eines b1-Erzeugers

beginnt. Dazu sei an die Bezeichnungen b1j � b�ju
�1
�j und gj � g1�j (@j P Z, gj P Gj)

aus Abschnitt 3.3 erinnert. Wir erhalten also die gekürzte Darstellung von rpiq in dualen

Erzeugern, indem wir jeden Erzeuger bj durch b1�juj � b1�ju
1�1
�j sowie alle Erzeuger gj P Gj

durch g1�j ersetzen und anschließend kürzen. Dies zeigt, dass die duale Darstellung mit

einer positiven Potenz eines b1-Erzeugers beginnt, falls rpiq mit einer positiven Potenz eines
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b-Erzeugers beginnt. Da rpiq b-Erzeuger mit Indizes aus der Menge ti, i� 1, . . . , i� k� 1u

benutzt, sind in der dualen Darstellung ausschließlich b-Erzeuger mit Indizes in t�i� k�

1,�i�k�2, . . . ,�iu enthalten. Es handelt sich somit um die Darstellung r1p�i�k�1q. In

gleicher Weise kann gezeigt werden, dass rpiq mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers

beginnt, falls r1p�i� k � 1q mit einer positiven Potenz eines b1-Erzeugers beginnt.

Korollar 3.30. Für jedes nichttriviale r in M existiert ein Konjugiertes rr von r, so dassrrpiq und rr 1piq für alle i P Z zyklisch gekürzt sind (im Sinne von Definition 3.28).

Beweis. Wir wählen ein Konjugiertes rr von r, so dass rrp0q zyklisch gekürzt ist.

Fall 1: Das Konjugierte rrp0q enthalte keine b-Erzeuger.

In diesem Fall sind alle Darstellungen rpiq mit i P Z identisch und somit zyklisch gekürzt.

Die Darstellungen rr 1piq sind in diesem Fall ebenfalls für alle i P Z identisch und gehen

aus der Darstellung rrp0q hervor, indem man jeden Erzeuger gj P Gj (j P Z) durch den

dualen Erzeuger g1�j P G
1
�j ersetzt (siehe Abschnitt 3.3). Daher sind die Darstellungenrr 1piq (i P Z) ebenfalls zyklisch gekürzt.

Fall 2: Das Konjugierte rrp0q enthalte einen b-Erzeuger.

Zunächst bemerken wir, dass Lemma 3.29 durch Invertierung auch auf Darstellungen an-

wendbar ist, welche mit einer negativen Potenz eines b-Erzeugers enden. O. B. d. A. dürfen

wir annehmen, dass rrp0q mit einer positiven Potenz eines b-Erzeugers beginnt oder mit

einer negativen Potenz eines b-Erzeugers endet (aber nicht beides für b-Erzeuger mit dem-

selben Index). Wegen Lemma 3.29 (i)+(ii) gilt Gleiches für alle rrpiq (i P Z). Insbesondere

ist rrpiq (i P Z) somit zyklisch gekürzt. Die Anwendung von Lemma 3.29 (iv) ergibt, dass

auch alle Darstellungen rr 1piq (i P Z) zyklisch gekürzt sind.

Definition 3.31 (geeignete Konjugierte). Ein nichttriviales Element rr aus M bezeichnen

wir als geeignetes Konjugat, wenn die gekürzten Darstellungen von rr bzgl. der Erzeugen-

densysteme Epiq und E 1piq für jedes i P Z im Sinne von Definition 3.28 zyklisch gekürzt

sind.

Bemerkung 3.32. Wegen Korollar 3.30 existiert für jedes nichttriviale Element r aus M

ein geeignetes Konjugat. Da normale Abschlüsse invariant unter Konjugation sind, dürfen

wir im Folgenden o. B. d. A. anstelle von r und s mit geeigneten Konjugierten rr und rs
arbeiten.

3.6. Beweis von Proposition 3.8 für rr mit positiver α-ω-Länge

Dieser Abschnitt bildet den Abschluss des Beweises von Propostion 3.8 für den Fall, dass rr
eine positive α-ω-Länge besitzt. Im ersten Unterabschnitt zeigen wir einige Hilfsaussagen,
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auf die wir nur in diesem Fall zurückgreifen können. Im zweiten Unterabschnitt beweisen

wir das zentrale Lemma 3.36, welches uns schließlich im dritten Unterabschnitt ermöglicht,

vom normalen Abschluss der Elemente aus tpri, cq | i P Zu in K zum normalen Abschluss

eines einzelnen Elements pri, cq in K übergehen zu können und so den Beweis dieses Falls

auf Lemma 3.12 zurückzuführen.

3.6.1. Eigenschaften von rr mit positiver α-ω-Länge

Lemma 3.33. Sei r P Mzt1u mit |r|α,ω ¥ 1 gegeben. Dann enthält jede Darstellung

von r geschrieben mit Erzeugern des Erzeugendensystems Eαr,8 von Mαr,8 mindestens

einen Erzeuger gi P Gi mit i ¥ ωr. Jede Darstellung von r geschrieben mit Erzeugern

des Erzeugendensystems E 1α1r,8 von M 1
α1r,8

enthält mindestens einen Erzeuger g1i P G
1
i mit

i ¥ ω1r.

Beweis. Wir beweisen nur die nichtduale Aussage des Lemmas. Aufgrund der in Ab-

schnitt 3.3 geschilderten dualen Struktur von M kann die duale Aussage in gleicher Weise

gezeigt werden.

Laut Voraussetzung gilt αr ¤ ωr. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei

r P xbαr , bαr�1, . . . , bαr�k�1, Gαr , Gαr�1, . . . , Gωr�1 |y.

Indem wir die Relationen bi � bi�ku
�1
i�k (i P Z) benutzen, erhalten wir

r P xbαr�k, bαr�k�1, . . . , bαr�1, Gαr�k, Gαr�k�1, . . . , Gωr�1 |y � xE�8,ωr�1 |y �M�8,ωr�1.

Dies ist ein Widerspruch zu Definition 3.21.

Durch Anwendung des Einbettungssatzes aus Lemma 2.17 erhalten wir folgendes Ko-

rollar.

Korollar 3.34. Sei prr, cq ein Element von K mit |rr|α,ω ¥ 1, wobei rr ein geeignetes

Konjugiertes sei. Weiter definieren wir

N :� xxprr, cqyyK X C und rC :� C{N.

Dann betten Mα
rr�1,8� rC und M�8,ω

rr�1� rC kanonisch in K{xxprr, cqyy ein. Zudem betten

M 1
α1
rr
�1,8 �

rC und M 1
�8,ω1

rr
�1 �

rC kanonisch in K{xxprr, cqyy ein.

Beweis. Wir beweisen nur die erste der beiden Einbettungen im nichtdualen Fall, da die

anderen Einbettungen in analoger Weise gezeigt werden können. Wegen Proposition 3.11,

Notation 3.13 und Bemerkung 3.14 erhalten wir die Darstellungen

K � M � C �
�
xbα

rr�1, bα
rr�2, . . . , bα

rr�k |y � �
jPZ

Gj
�
� C

�
�
G�8,α

rr
� Mα

rr�1,8

�
� C (3.8)

� pG�8,α
rr
� Cq �

C
pMα

rr�1,8 � Cq. (3.9)
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Fall 1: Sei rr ein Element von G�8,α
rr
.

Durch Anwendung der Projektion π :
�
G�8,α

rr
� Mα

rr�1,8

�
� C Ñ G�8,α

rr
� C erhalten

wir die Gleichung N � xxprr, cqyyG�8,α
rr
X C. Dann gilt wegen der Definition von rC und

(3.9):

K{xxprr, cqyy � �
pG�8,α

rr
� Cq{xxprr, cqyy� �

rC
pMα

rr�1,8 � rCq
Mit Korollar B.6 folgt die gewünschte Einbettung.

Fall 2: Sei rr kein Element von G�8,α
rr
.

Wir dürfen somit annehmen, dass rr geschrieben als Element des freien Produkts in (3.8)

den Faktor Mα
rr�1,8 benutzt. Aus Definition 3.21 folgt, dass die Darstellung von rr auch

den Faktor G�8,α
rr

benutzt. Da rr als geeignetes Konjugierte im Sinne von Definition 3.28

zyklisch gekürzt ist, kann rr weder zu einem Element aus G�8,α
rr

noch aus Mα
rr�1,8 konju-

giert sein. Es sind folglich alle Bedingungen erfüllt, um Lemma 2.17 anwenden zu können.

Wir erhalten die kanonische Einbettung von Mα
rr�1,8 � rC in K{xxprr, cqyy.

3.6.2. Die Struktur einiger Quotienten von K

Notation 3.35. Sei prr, cq ein Element in K, wobei rr ein geeignetes Konjugiertes sei.

Dann definieren wir wie schon zuvor in Korollar 3.34

N
rr :� xxprr, cqyyK X C und rC

rr :� C{N
rr.

Man bemerke, dass der Endomorphismus von K, welcher alle Erzeuger bi (i P Z) auf

bi�1 abbildet, alle Erzeuger gi P Gi (i P Z) auf gi�1 abbildet und alle Erzeuger von

C auf sich selbst abbildet, laut Abschnitt 3.2 ein Automorphismus von K ist, welcher

eingeschränkt auf C der Identität entspricht. Daher ist rC
rr für alle i P Z identisch mit rC

rri

(wobei rri :� x�irrxi, siehe Notation 3.10).

Im Folgenden bezeichnen wir das Bild von c P C in der Faktorgruppe rC
rr von C wieder

mit c.

Lemma 3.36. Sei prr, cq ein Element aus K mit |rr|α,ω ¥ 1, wobei rr ein geeignetes

Konjugiertes sei. Weiter seien Zahlen m,n P Z mit m   n gegeben. Wir setzen s :� α
rrn,

t :� ω
rrn � 1 und wi :� biu

�1
i für alle i P Z. Dann gilt:

(1) K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy

�
�
pM�8,t � Cq{xxprri, cq | m ¤ i ¤ n� 1yy

�
�

P� rC
rr

�
pMs,8 � Cq{xxprrn, cqyy�

mit P � xwt�k�1, wt�k�2, . . . , wt |y �Gs,t � xbt�1, bt�2, . . . , bt�k |y �Gs,t

(2) Die Gruppe Ms�1,8 � rC
rr bettet kanonisch in K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy ein.
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Beweis. Zunächst zeigen wir, dass Aussage (2) für fest gewählte Zahlen m, n von Aussa-

ge (1) impliziert wird. Wegen Korollar 3.34 bettet Ms�1,8 � rC
rr kanonisch in die Gruppe

pMs,8 � Cq{xxprrn, cqyy ein, welche wiederum als Faktor des amalgamierten Produkts aus

(1) in K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy einbettet. Insgesamt erhalten wir also Aussage (2).

Wir fixieren ein beliebiges Element m P Z und führen den Beweis von Aussage (1)

per Induktion über n. Aufgrund der Vorüberlegung stehen uns dabei im Induktionsschritt

sowohl Aussage (1) als auch (2) für die Induktionsvoraussetzung zur Verfügung.

Als Induktionsanfang (m� 1 � n) möchten wir

K{xxprrm, cq, prrn, cqyy � �
pM�8,t � Cq{xxprrm, cqyy� �

P� rC
rr

�
pMs,8 � Cq{xxprrn, cqyy� (3.10)

zeigen, wobei P � xwt�k�1, wt�k�2, . . . , wt |y � Gs,t � xbt�1, bt�2, . . . , bt�k |y � Gs,t. Um

diese kanonische Isomorphie zu zeigen, ist es ausreichend, folgende beiden Behauptungen

zu beweisen:

(a) Die Gruppe P � rC
rr bettet in pM�8,t�Cq{xxprrm, cqyy und pMs,8�Cq{xxprrn, cqyy ein.

(Dies rechtfertigt die Schreibweise des amalgamierten Produkts in (3.10).)

(b) Das amalgamierte Produkt auf der rechten Seite von (3.10) ist zur linken Seite

K{xxprrm, cq, prrn, cqyy isomorph.

Beweis von (a). Wir beweisen nur die Einbettung von P � rC
rr in pMs,8�Cq{xxprrn, cqyy.

Die andere Einbettung kann auf analoge Weise gezeigt werden. Wir bemerken:

P � xbt�1, bt�2, . . . , bt�k |y �Gs,t � xbtu
�1
t , bt�1, . . . , bt�k�1 |y �Gs,t

� xbt, bt�1, . . . , bt�k�1 |y �Gs,t � . . . � xbs, bs�1, . . . , bs�k�1 |y �Gs,t

Insbesondere ist somit P :� Es,8z
�

i¥t�1
Gi ein Erzeugendensystem von P . Wir schreiben

mit Bemerkung 3.14:

Ms,8 � xbs, bt�2, . . . , bs�k�1 |y �Gs,t �Gt�1,8 � P �Gt�1,8 (3.11)

Wegen Lemma 3.33 und s � α
rrn enthält rrn geschrieben im Erzeugendensystem Es,8 von

Ms,8 mindestens einen Erzeuger des Erzeugendensystems Q :�
�

i¥t�1
Gi von Gt�1,8. Da

Es,8 die disjunkte Vereinigung von P und Q ist, enthält rrn geschrieben als Element des

freien Produkts P � Gt�1,8 mindestens ein Stück aus Gt�1,8. Falls rrn kein Stück aus P

benutzt, dürfen wir wegen der Definition von rC
rr (siehe Notation 3.35) und (3.11)

pMs,8 � Cq{xxprrn, cqyy � pP � rC
rrq �

rC
rr

�
pGt�1,8 � Cq{xxprrn, cqyy�

schreiben. Als Faktor des amalgamierten Produkts bettet P � rC
rr somit in pMs,8 �

Cq{xxprrn, cqyy ein. Das Element rrn geschrieben als Element des freien Produkts P �Gt�1,8
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enthalte also jeweils mindestens ein Stück beider Faktoren. Da rrn im Sinne von Defini-

tion 3.28 zyklisch gekürzt ist, kann prrn, cq weder zu einem Element aus P � C noch aus

Gt�1,8 � C konjugiert sein. Mit (3.11) erhalten wir durch Anwendung von Lemma 2.17

die Einbettung von P � rC
rr in pMs,8 � Cq{xxprrn, cqyy. Dabei benutzen wir die lokale Indi-

zierbarkeit von P und Gt�1,8 als freie Produkte lokal indizierbarer Gruppen.

Behauptung (b) kann leicht durch das Auffinden einer gemeinsamen Präsentation der

beiden Seiten der Isomorphie (3.10) gezeigt werden. Damit ist der Induktionsanfang be-

wiesen.

Für den Induktionsschritt von pm,nq nach pm,n � 1q zeigen wir für t � ω
rrn � 1 und

s � α
rrn (diese Wahlen bleiben unverändert) die Darstellung

K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ n� 1yy

�
�
pM�8,t�1 � Cq{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy

�
�

P� rC
rr

�
pMs�1,8 � Cq{xxprrn�1, cqyy

�
,

wobei P � xwt�k�2, wt�k�3, . . . , wt�1 |y�Gs�1,t�1 � xbt�2, bt�3, . . . , bt�k�1 |y�Gs�1,t�1. Es

ist ausreichend, die Wohldefiniertheit des amalgamierten Produkts zu zeigen. Dann kann

die Isomorphie der beiden Seiten leicht durch Auffinden einer gemeinsamen Präsentation

gezeigt werden. Unser Ziel ist also, die beiden Einbettungen von P � rC
rr in

L :� pM�8,t�1 � Cq{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy

und pMs�1,8 � Cq{xxprrn�1, cqyy zu zeigen. Die Einbettung von P � rC
rr in

�
pMs�1,8 �

Cq{xxprrn�1, cqyy
�

kann in gleicher Weise wie im Induktionsanfang gezeigt werden. Zum Be-

weis der Einbettung von P � rC
rr in L betrachten wir das folgende kommutative Diagramm,

wobei alle nicht beschrifteten Einbettungen kanonische Einbettungen von Untergruppen

sind:

P � rC
rr
� � //

� _

��

ϕ

++

Ms�1,8 � rC
rr
� � wegen p2q // K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy

M�8,t�1 � rC
rr

// L
?�

OO

Der eingezeichnete Homomorphismus ϕ sei die Komposition aus der Einbettung von P� rC
rr

als Untergruppe in M�8,t�1� rC
rr und dem Homomorphismus von der Gruppe M�8,t�1� rC

rr

in ihre Faktorgruppe L. Wir möchten zeigen, dass ϕ eine Einbettung ist. Dazu betrachten

wir P als Untergruppe von Ms�1,8 und wenden Aussage (2) an, um Ms�1,8 � rC
rr in

K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy einzubetten. Insgesamt erhalten wir die Einbettung von P � rC
rr
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in K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy. Wir finden diese Gruppe oben rechts im Diagramm. Wäre nun

ϕ keine Einbettung in L, so könnte auch die Kombination von ϕ mit der Einbettung von

L als Untergruppe in K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy keine Einbettung sein. Dies widerspricht

der Kommutativität des Diagramms.

Schließlich benötigen wir folgende
”
gespiegelte“ Version von Lemma 3.36.

Lemma 3.37. Sei prr, cq ein Element aus K mit |rr|α,ω ¥ 1, wobei rr ein geeignetes

Konjugiertes sei. Weiter seien Zahlen m,n P Z mit m   n gegeben. Wir setzen s :�

α
rrm � 1, t :� ω

rrm und wi :� biu
�1
i für alle i P Z. Dann gilt:

(1) K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy

�
�
pM�8,t � Cq{xxprrm, cqyy� �

P� rC
rr

�
pMs,8 � Cq{xxprri, cq | m� 1 ¤ i ¤ nyy

�
,

wobei P � xws�k, ws�k�1, . . . , ws�1 |y �Gs,t � xbs, bs�1, . . . , bs�k�1 |y �Gs,t

(2) Die Gruppe M�8,t�1 � rC
rr bettet kanonisch in K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy ein.

Beweis. Wir werden die Aussage des Lemmas mithilfe der dualen Struktur von K aus

Lemma 3.36 herleiten. Sei dazu r̃1i (i P Z) eine Darstellung von rr�i in dualen Erzeugern.

Unter Benutzung der Notation aus Abschnitt 3.3 schreiben wir

wi � biu
�1
i � b1�i und bi � biu

�1
i ui � b1�iu

1�1
�i �: w1

�i.

Zudem setzen wir m1 � �n, n1 � �m, s1 � �t und t1 � �s. Durch Umschreiben der

Aussagen (1) und (2) des Lemmas mithilfe dualer Objekte erhalten wir:

(1) K{xxpr̃1i, cq | m
1 ¤ i ¤ n1yy

�
�
pM 1

�8,t1 � Cq{xxpr̃
1
i, cq | m

1 ¤ i ¤ n1 � 1yy
�

�
P 1� rC

rr

�
pM 1

s1,8 � Cq{xxpr̃
1
n1 , cqyy

�
,

wobei P 1 � xb1t1�1, b
1
t1�2, . . . , b

1
t1�k |y �Gs1,t1 � xw

1
t1�k�1, w

1
t1�k�2, . . . , w

1
t1 |y �Gs1,t1

(2) Die Gruppe Ms1�1,8 � rC
rr bettet kanonisch in K{xxpr̃1i, cq | m

1 ¤ i ¤ n1yy ein.

Wegen Lemma 3.25 gilt s1 � �t � �ω
rrm � �ωr̃1�m � α1r̃1

n1
und t1 � �s � �α

rrm � 1 �

ω1r̃1�m
�1 � ω1r̃1

n1
�1. Die beiden Aussagen erhalten somit dieselbe Form wie in Lemma 3.36.

Allerdings arbeiten wir nun mit dualen Objekten. Da wir alle im Beweis zu Lemma 3.36

benutzten Aussagen auch für duale Objekte gezeigt haben, kann die Aussage in gleicher

Weise wie Lemma 3.36 bewiesen werden.

3.6.3. Abschluss des Beweises für rr mit positiver α-ω-Länge

In Proposition 3.8 sind zwei Elemente pr, cq, ps, dq P rH mit demselben normalen Abschluss

und rx � 0 gegeben. Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, stimmen wegen Lemma 2.23 auch
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die normalen Abschlüsse von tpri, cq | i P Zu und tpsi, dq | i P Zu in K überein. Am Ende

von Abschnitt 3.5 haben wir bereits bemerkt, dass wir o. B. d. A. mit tprri, cq | i P Zu und

tprsi, dq | i P Zu arbeiten können, wobei rri und rsi (i P Z) geeignete Konjugierte seien.

Wegen der Gleichheit der normalen Abschlüsse von tprri, cq | i P Zu und tprsi, dq | i P Zu in

K ist insbesondere prs0, dq trivial in K{xxprri, cq | i P Zyy. Somit existieren Zahlen m,n P Z
mit m ¤ n, so dass prs0, dq trivial in K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy ist. Wir wählen ein Paar

pm,nq mit dieser Eigenschaft, so dass n�m minimal ist. Unser erstes Ziel ist, m � n zu

zeigen. Dazu beweisen wir zunächst das folgende Lemma.

Lemma 3.38. Sei |rr|α,ω ¥ 1. Dann gilt

(a) ω
rs0 ¥ ω

rrn ¥ ω
rrm , (b) α

rs0 ¤ α
rrm ¤ α

rrn und (c) |rs|α,ω ¥ |rr|α,ω.
Beweis. Um (a) zu zeigen, nehmen wir im Hinblick auf einen Widerspruch ω

rs0   ω
rrn an.

Dann folgt, dass rs0 Element von M�8,ω
rrn�1 ist. Nach Wahl von m, n ist prs0, dq trivial in

K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy. Im Fall m   n erhalten wir laut Lemma 3.36 (1) die Darstellung�
pM�8,τ � Cq{xxprri, cq | m ¤ i ¤ n� 1yy

�
�

P� rC
rr

�
pMσ,8 � Cq{xxprrn, cqyy� (3.12)

von K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy, wobei σ � α
rrn und τ � ω

rrn � 1. Somit ist prs0, dq für m   n

bereits trivial im linken Faktor des amalgamierten Produkts (3.12). Dies widerspricht der

Minimalität von n�m. Für m � n wäre prs0, dq wegen

K{xxprri, cq | m ¤ i ¤ nyy � pM�8,τ � rC
rrq �

t1u� rC
rr

�
pMσ,8 � Cq{xxprrn, cqyy�

bereits trivial in M�8,τ� rC
rr. Das ist ein Widerspruch dazu, dass r und folglich auch s nach

Voraussetzung von Proposition 3.8 nicht trivial in K sind. Die Ungleichung ω
rrn ¥ ω

rrm

folgt wegen n ¥ m aus Lemma 3.25.

Ungleichung (b) kann mithilfe von Lemma 3.37 in gleicher Weise wie (a) gezeigt werden.

Schließlich gilt unter Benutzung von Lemma 3.25 sowie (a) und (b)

|rs|α,ω � |rs0|α,ω � ω
rs0 � αrs0 � 1 ¥ ω

rrm � αrrm � 1 � |rrm|α,ω � |rr|α,ω.
Wegen Lemma 3.38 (c) und |rr|α,ω ¥ 1 erhalten wir aus Symmetriegründen auch die

Ungleichung |rs|α,ω ¤ |rr|α,ω. Insgesamt folgt |rs|α,ω � |rr|α,ω.

Bemerkung 3.39. Wir haben soeben gezeigt, dass rr genau dann eine positive α-ω-Länge

hat, wenn rs eine positive α-ω-Länge hat.

Mit Lemma 3.25 folgt

|rrm|α,ω � |rs0|α,ω ô ω
rrm � αrrm � ω

rs0 � αrs0 ô ω
rrm � ωrs0 � α

rrm � αrs0
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Unter Benutzung dieser Gleichung sowie Lemma 3.38 (a) und (b) folgt

0 ¥ ω
rrm � ωrs0 � α

rrm � αrs0 ¥ 0.

Somit erhalten wir ω
rrm � ω

rs0 . Wegen Lemma 3.38 (a) und Lemma 3.25 gilt insbesondere

m � n. Dies bedeutet, dass prs0, dq trivial in K{xxprrm, cqyy ist, wobei der Index m eindeutig

durch ω
rrm � ω

rs0 bestimmt ist. In gleicher Weise können wir daher zeigen, dass prrm, cq
trivial in K{xxprs0, dqyy ist. Also stimmen die normalen Abschlüsse von prrm, cq und prs0, dq

in K überein. Laut Lemma 3.12 besitzt K die Magnus-Eigenschaft. Somit ist prrm, cq in K

zu prs0, dq oder prs0, dq
�1 konjugiert. Da K eine Untergruppe von rH ist und rrm � x�mrrxm

sowie rs0 � rs gilt (siehe Notation 3.10), ist prr, cq in rH zu prs, dq oder prs, dq�1 konjugiert.

Dies beendet den Beweis von Proposition 3.8 im Fall |rr|α,ω ¥ 1.

3.7. Beweis von Proposition 3.8 für rr mit nichtpositiver

α-ω-Länge

Dieser Abschnitt bildet den Abschluss des Beweises von Proposition 3.8 für den Fall, dassrr nichtpositive α-ω-Länge hat (d. h. |rr|α,ω   1). Im ersten Unterabschnitt beweisen wir

zunächst einige Lemmata, auf die wir in diesem Fall zurückgreifen möchten, und geben

zwei Resultate von A. Karras, W. Magnus und D. Solitar über Torsionselemente in einre-

lationigen Gruppen (engl.
”
one-relator groups“) wieder. Mithilfe dieser Aussagen beenden

wir im zweiten Unterabschnitt den Beweis von Proposition 3.8.

3.7.1. Vorbereitungen und Hilfsaussagen

Lemma 3.40. Sei r ein Element in M mit nichtpositiver α-ω-Länge. Dann enthält jede

gekürzte Darstellung von r bzgl. des Erzeugendensystems Eαr,8 von Mαr,8 ausschließlich

b-Erzeuger.

Beweis. Wegen |r|α,ω   1 gilt ωr   αr. Laut Definition 3.21 ist r sowohl ein Element von

M�8,ωr als auch von Mαr,8. Wir führen lokal in diesem Beweis die folgende Notation ein.


 Sei rpαq die gekürzte Darstellung von r bzgl. Eαr,8 � tbαr , bαr�1, . . . , bαr�k�1u Y�
j¥αr

Gj von Mαr,8.


 Sei rpωq die gekürzte Darstellung von r bzgl. E�8,ωr � tbωr�k�1, bωr�k�2, . . . , bωru Y�
j¤ωr

Gj von M�8,ωr .

Für jeden Index i P tωr�k�1, ωr�k�2, . . . , ωru existiert ein eindeutig bestimmter Index

j P tαr, αr�1, . . . , αr�k�1u mit j � i mod k. Somit erhalten wir eine Darstellung rpαq

aus einer Darstellung rpωq, indem wir jeden Erzeuger bi in rpωq durch bjuj�kuj�2k . . . ui

ersetzen und anschließend kürzen. Die Indizes der Erzeuger g` P
�
pPZGp, welche durch die
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Ersetzungen hinzugekommen sind, stammen aus dem Intervall p�8, αr � 1s. Die Indizes

der anfangs in rpωq enthaltenen Erzeuger g` P
�
pPZGp liegen im Intervall p�8, ωrs �

p�8, αr�1s. Somit liegen die Indizes aller Erzeuger aus rpαq, welche keine b-Erzeuger sind,

im Intervall p�8, αr�1s. Wegen der Definition von rpαq enthält rpαq folglich ausschließlich

b-Erzeuger.

Die folgenden beiden Aussagen dienen der Vorbereitung einer Fallunterscheidung im

nächsten Unterabschnitt.

Korollar 3.41. Sei r P G �
u�rx,bs

xx, by das Element aus der Voraussetzung von Propositi-

on 3.8. Falls r eine Exponentensumme von 0 bzgl. b hat, so besitzt r aufgefasst als Element

von M eine positive α-ω-Länge.

Beweis. Wegen der Voraussetzungen von Proposition 3.8 gilt k � 1. O. B. d. A. sei r PM

ein geeignetes Konjugat. Im Hinblick auf einen Widerspruch nehmen wir an, dass |r|α,β ¤ 0

gilt. Laut Lemma 3.40 enthält die gekürzte Darstellung von r bzgl. Eαr,8 � tbαru Y�
j¥αr

Gj ausschließlich b-Erzeuger. Somit erhalten wir die Darstellung r � x�αrbjxαr in

G �
u�rx,bs

xx, b |y für eine Zahl j P Z. Da die Exponentensumme von r bzgl. b laut Voraus-

setzung gleich 0 ist, folgt r � 1. Dies widerspricht der Voraussetzung von Proposition 3.8.

Lemma 3.42. Seien B, C Gruppen und Z � xzy eine unendliche zyklische Untergruppe

von B. Weiter sei pr, cq ein Element von B�C. Dann existieren eine eindeutig bestimmte

Zahl µ P N0, eine Zahl ν P Z und eine normale Untergruppe D von C mit

xxpr, cqyyB�C X pZ � Cq � xpzµ, cνqyZ�C � pt1u �Dq. (3.13)

Beweis. Sei X bzw. Y die linke bzw. rechte Seite der Gleichung (3.13). Wir führen den

Beweis, indem wir µ, ν und D konstruieren. Als Erstes definieren wir die normale Unter-

gruppe D von C durch

t1u �D � xxpr, cqyyB�C X pt1u � Cq.

Somit ist sichergestellt, dass alle Elemente der Form p1, fqmit f P C, welche inX enthalten

sind, auch in Y enthalten sind. Enthält X kein Element pzi, fq mit i � 0 und f P C, so

setzen wir µ � ν � 0. In diesem Fall ist nichts weiter zu zeigen. Andernfalls definieren

wir µ als kleinste Zahl i P N, für die X ein Element pzi, fq für ein f P C enthält. Dann

existiert eine Darstellung

zµ �
n
Π
j�1

v�1
j rεjvj in B, wobei vj P B, εj P Z und n P N.
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Wir wählen eine solche Darstellung, so dass die Zahl
n
Σ
j�1

εj betragsmäßig minimal ist, und

bezeichnen diese Zahl mit ν. Es folgt, dass

xpzµ, cνqyZ�C � tpz
µ, cνqi | i P Zu � tpzµi, cνiq | i P Zu

eine Teilmenge von X ist. Wegen der Wahl von µ gilt umgekehrt für jedes Element der

Form pz`, fq (f P C) aus X, dass ` ein Vielfaches von µ ist. Existiert nun ein Element

pzµi, fq in X mit f � cνi, so ist c�νif laut Definition in D enthalten. Es folgt, dass auch

pzµi, fq � pzµi, cνiqp1, c�νifq ein Element von Y ist. Insgesamt gilt daher X � Y .

Schließlich geben wir zwei Resultate von A. Karras, W. Magnus und D. Solitar über

Torsionselemente einer einrelationigen Gruppe wieder.

Satz 3.43. (siehe [KMS60, Theorem 1]) Sei G eine Gruppe mit Erzeugern a, b, c, . . .

und einer definierenden Relation Rpa, b, c, . . . q � 1. Falls G ein nichttriviales Element

endlicher Ordnung enthält, so muss R eine echte Potenz sein, d. h. R � W k, k ¡ 1,

W � 1.

Satz 3.44. (siehe [KMS60, Theorem 3]) Sei G eine Gruppe mit Erzeugern a, b, c, . . .

und einer definierenden Relation V kpa, b, c, . . . q � 1, k ¡ 1, wobei V pa, b, c, . . . q keine

echte Potenz sei. Dann hat V Ordnung k und alle Elemente endlicher Ordnung in G sind

zu Potenzen von V konjugiert.

3.7.2. Abschluss des Beweises für rr mit nichtpositiver α-ω-Länge

In Proposition 3.8 sind zwei Elemente pr, cq, ps, dq P rH mit dem gleichen normalen Ab-

schluss und rx � 0 gegeben. In Abschnitt 3.6.3 haben wir bereits gesehen, dass wir

o. B. d. A. mit tprri, cq | i P Zu und tprsi, dq | i P Zu arbeiten können, wobei rri und rsi
(i P Z) geeignete Konjugierte seien. Da wir in diesem Abschnitt |rr|α,ω   1 voraussetzen,

gilt laut Bemerkung 3.39 auch |rs|α,ω   1. Wegen Lemma 3.40 können die Elemente rs0

und rr0 aus K als Wörter dargestellt werden, welche ausschließlich b-Erzeuger benutzen.

Daraus folgt, dass es Darstellungen der Elemente rr und rs in

G �
u�rxk,bs

xx, b |y

gibt, welche ausschließlich die beiden Erzeuger x und b benutzen. An dieser Stelle betrach-

ten wir nicht mehr den Kern K, sondern arbeiten wieder mit den Elementen prr, cq, prs, dq
in der Gruppe

rH � pG �
u�rxk,bs

xx, b |yq � C � pG� Cq �
Z�C

pxx, b |y � Cq,
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wobei Z die unendliche zyklische Untergruppe sei, welche von u in G und von rxk, bs in

xx, b |y erzeugt ist. Aufgrund der Vorüberlegung wissen wir, dass prr, cq und prs, dq Elemente

des rechten Faktors xx, b |y � C des amalgamierten Produkts sind.

Unser nächstes Ziel ist zu zeigen, dass pxx, b |y � Cq{xxprr, cqyy in rH{xxprr, cqyy einbet-

tet. Dafür unterscheiden wir drei Fälle für die durch Lemma 3.42 mit B � xx, b |y und

Z � xrxk, bsy eindeutig bestimmte Zahl µ P N0.

Fall 1: Es sei µ � 0.

Dann gilt xxprr, cqyyxx,b|y�C X pZ � Cq � t1u �D und somit

rH{xxprr, cqyy � pG� pC{Dqq �
Z�pC{Dq

�
pxx, b |y � Cq{xxprr, cqyy�.

Wegen Korollar B.6 erhalten wir die Einbettung von pxx, b |y�Cq{xxprr, cqyy in rH{xxprr, cqyy.
Fall 2: Es sei µ � 1.

Ist prxk, bs, 1q ein Element von xxprr, cqyyxx,b|y�C X pZ � Cq, so gilt laut Lemma 3.42

X :� xxprr, cqyyxx,b|y�C X pZ � Cq � Z �D,

wobei D eine normale Untergruppe von C ist. Folglich dürfen wir

rH{xxprr, cqyy � �
pG{xxuyyq � pC{Dq

�
�

t1u�pC{Dq

�
pxx, b |y � Cq{xxprr, cqyy�

schreiben. Also erhalten wir auch in diesem Fall mit Korollar B.6 die gewünschte Einbet-

tung. Wir können somit annehmen, dass prxk, bs, 1q kein Element von X ist, aber ein c P C

existiert, so dass prxk, bs, cq ein Element von X ist. Insbesondere liegt rxk, bs im normalen

Abschluss von rr in xx, b |y und wir erhalten eine Darstellung

rxk, bs �
n
Π
j�1

v�1
j rrεjvj in xx, b |y, wobei vj P xx, b |y, εj P Z und n P N. (3.14)

Für
n
Σ
j�1

εj � 0 erhalten wir auch die Darstellung

prxk, bs, 1q �
n
Π
j�1
pvj , 1q

�1prr, cqεj pvj , 1q in xx, b |y � C.

Also wäre prxk, bs, 1q ein Element von X. Dies widerspricht der Voraussetzung. Es gilt

somit
n
Σ
j�1

εj � 0. Da die Exponentensummen bzgl. x und b in der freien Gruppe xx, b |y

wohldefiniert sind, besitzt rr wegen (3.14) sowohl bzgl. x als auch bzgl. b eine Exponenten-

summe von 0. Wegen Korollar 3.41 widerspricht dies der Voraussetzung des Abschnitts,

dass r eine nichtpositive α-ω-Länge hat.
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Fall 3: Es gelte µ ¡ 1.

Wegen Lemma 3.42 (mit B � xx, b |y, Z � xrxk, bsy) folgt, dass rxk, bsµ im normalen

Abschluss von rr in xx, b |y liegt, während rxk, bs kein Element dieses Abschlusses ist.

Somit ist rxk, bs ein Torsionselement der Gruppe xx, b | rr y. Laut Satz 3.43 ist rr eine echte

Potenz. Wir setzen rr � ρn, wobei ρ keine echte Potenz sei und n P Nzt1u gelte. Zudem

erhalten wir mit Satz 3.44

rxk, bs � w�1ρmw in xx, b | ρny

für ein m mit 0   m   n und ein w P xx, b | ρny. Somit folgt

rxk, bs � rw�1ρm rw N pρnq in xx, b |y (3.15)

für ein rw P xx, b |y und ein Element N pρnq aus dem normalen Abschluss von ρn in xx, b |y.

Sei β die Exponentensumme von ρ bzgl. b in xx, b |y. Dann folgt aus (3.15), dass mβ ein

Vielfaches von nβ ist. Wegen 0   m   n gilt somit β � 0. D. h., dass die Exponenten-

summe von ρ bzgl. b und damit auch von rr � ρn bzgl. b gleich 0 ist. Dies steht wegen

Korollar 3.41 im Widerspruch zur Voraussetzung des Abschnitts, dass r eine nichtpositive

α-ω-Länge hat.

Insgesamt dürfen wir also in diesem Abschnitt benutzen, dass pxx, b |y � Cq{xxprr, cqyy inrH{xxprr, cqyy einbettet. Da prs, dq ein Element von xx, b |y�C ist und im normalen Abschluss

von prr, cq in rH liegt, ist prs, dq aufgrund der soeben gezeigten Einbettung auch im normalen

Abschluss von prr, cq in xx, b |y � C enthalten. Aus Symmetriegründen folgt, dass auch

prr, cq im normalen Abschluss von prs, dq in xx, b |y�C liegt. Somit besitzen prr, cq und prs, dq
denselben normalen Abschluss in F2 � C, wobei F2 die freie Gruppe xx, b |y vom Rang

2 ist. Laut Voraussetzung ist G für C � t1u indizierbar und G � C besitzt die Magnus-

Eigenschaft. Mit Lemma 2.10 folgt, dass Z � C die Magnus-Eigenschaft besitzt. Wegen

Satz 2.5 besitzt dann auch F2 � C die Magnus-Eigenschaft. Schließlich ist prr, cq in der

Untergruppe xx, b |y � C von rH und damit auch in rH zu prs, dq oder prs, dq�1 konjugiert.

3.8. Anwendungen des Hauptsatzes

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Anwendungen von Hauptsatz 3.1. Die erste

Anwendung nutzt Bedingung (1) und die zweite Anwendung Bedingung (2) von Haupt-

satz 3.1.
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3.8.1. Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller Graphen von

Gruppen

Wie bereits in der Einleitung erwähnt, existiert ein Zusammenhang zwischen Hauptsatz 3.1

und den Hauptresultaten von [BS08] sowie [Fel19]. Laut [Fel19] besitzt die Gruppe

G � xta, bu Y Y | ra, bs � uy

mit Y � H und u P xY |yzt1u die Magnus-Eigenschaft. Wir können G als Fundamental-

gruppe des folgenden Graphen von Gruppen pG, Y q auffassen.

� Die Eckenmenge Y 0 bestehe aus zwei Ecken x, y und die Kantenmenge Y 1 aus einem

Kantenpaar pe, seq.
� Es gelte αpeq � x, ωpeq � y, Gx � xa, b | y, Gy � xY | y und Ge � xz | y.

� Die Monomorphismen αe und αē seien durch αepzq � ra, bs und α
sepzq � u gegeben.

Abbildung 3.1.: Grafische Veranschaulichung der Gruppe G

Als erste Anwendung von Hauptsatz 3.1 beweisen wir folgende Aussage, welche eine der

Problemstellungen im Vorfeld dieser Arbeit beantwortet. Im Anschluss daran bemerken

wir, dass wir auch die Gruppen aus Korollar 3.45 als Fundamentalgruppen von Graphen

von Gruppen auffassen können.

Korollar 3.45. Seien I, J � N Indexmengen. Dann besitzt die Gruppe

G � xtai | i P Iu Y tbi | i P Iu Y tfj | j P J u | trai, bis � ui | i P Iuy,

wobei die ui nichttriviale Elemente aus xfj pj P J q |y seien, die Magnus-Eigenschaft.

(Zudem ist G lokal indizierbar.)

Beweis. O. B. d. A. gelte I � t1, 2, . . . ,mu für ein m P N0 oder I � N. Für n P N0

definieren wir

Gn :� xtai | 1 ¤ i ¤ nu Y tbi | 1 ¤ i ¤ nu Y tfj | j P J u | trai, bis � ui | 1 ¤ i ¤ nuy.

69



Da jedes Gegenbeispiel für die Magnus-Eigenschaft von G in einer Gruppe Gn mit n P N0

enthalten ist, reicht es aus, die Magnus-Eigenschaft von Gn für alle n P N0 zu beweisen.

Wir führen den Beweis per Induktion über n P N0. Die Gruppe G0 ist frei und besitzt

somit laut [Mag30] die Magnus-Eigenschaft. Insbesondere ist G0 lokal indizierbar. Für den

Induktionsschritt (nÑ n� 1) besitze die lokal indizierbare Gruppe

Gn � xtai | 1 ¤ i ¤ nu Y tbi | 1 ¤ i ¤ nu Y tfj | j P J u | trai, bis � ui | 1 ¤ i ¤ nuy

die Magnus-Eigenschaft. Wir möchten zeigen, dass

Gn�1 � xtai | 1 ¤ i ¤ n� 1u Y tbi | 1 ¤ i ¤ n� 1u Y tfj | j P J u |

trai, bis � ui | 1 ¤ i ¤ n� 1uy

die Magnus-Eigenschaft besitzt und lokal indizierbar ist. Dazu schreiben wir zunächst

Gn�1 � Gn �
un�1�ran�1,bn�1s

xan�1, bn�1 |y.

Der linke Faktor ist nach Induktionsvoraussetzung lokal indizierbar und der rechte Faktor

ist frei. Somit folgt aus Satz 2.12, dass Gn�1 lokal indizierbar ist. Laut Induktionsvoraus-

setzung können wir Hauptsatz 3.1 (für C � t1u) anwenden und die Magnus-Eigenschaft

von Gn�1 folgern.

Ein Graph von Gruppen pG, Y q mit π1pG, Y, P q � G für die Gruppe G aus Korollar 3.45

kann auf folgende Art konstruiert werden:

� Wir setzen Y 0 � P Y tvi | 1 ¤ i ¤ nu und Y 1 � tei, sei | 1 ¤ i ¤ nu.

� Als Knoten- und Kantengruppen wählen wir GP � xfj pj P J q |y, Gvi � xai, bi |y
und Gei � xzi |y.

� Es gelte αpeiq � P und αpseiq � vi.

� Schließlich sei αeipziq � ui und α
seipziq � rai, bis.
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Abbildung 3.2.: Grafische Veranschaulichung der Gruppe G aus Korollar 3.45 (wobei

Y :� tfj | j P J u)

3.8.2. Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller

Seifert-Mannigfaltigkeiten

Die nächste Anwendung von Hauptsatz 3.1 schlägt eine Brücke zwischen Kapitel 3 und

Kapitel 5. Wir betrachten für g P N0 die Gruppen

K :� xa1, b1, . . . , ag, bg | ra1, b1sra2, b2s � � � rag, bgs � 1 p1 ¤ i ¤ gqy

� xa2, b2, . . . , ag, bg |y �
pra2,b2sra3,b3s���rag ,bgsq�1�ra1,b1s

xa1, b1 |y und

rG :� K � xh |y.

Die Gruppe rG entspricht der Fundamentalgruppe der orientierbaren Seifert-Mannigfaltig-

keit zu r � 0, b � 0 und εi � 1 für 1 ¤ i ¤ g (vgl. (5.1)). Um die Magnus-Eigenschaft vonrG festzustellen, können wir Hauptssatz 3.1 mit

G � xa2, b2, . . . , ag, bg |y, u � pra2, b2sra3, b3s � � � rag, bgsq
�1, a � a1, b � b1

und C � xh |y anwenden, denn G ist als freie Gruppe indizierbar sowie lokal indizierbar

und G� C besitzt laut Satz 2.1 die Magnus-Eigenschaft.
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4. Freiheitssatz für einige amalgamierte

Produkte freier Gruppen

Ziel dieses Kapitels ist, Hauptsatz 4.1 zu beweisen, welcher einen Freiheitssatz im Stil

von Magnus für amalgamierte Produkte freier Gruppen über maximale zyklische Gruppen

beider Faktoren darstellt. Dafür zeigen wir mit Satz 4.36 einen allgemeineren Satz über

spezielle Gruppen, welche wir Baumprodukte nennen.

Hauptsatz 4.1. Sei G :� A�U X ein amalgamiertes Produkt, wobei A, X freie Gruppen

seien. Die amalgamierte Gruppe U sei eine maximale zyklische Untergruppe beider Fakto-

ren. Wir wählen einen Erzeuger q P X von U und eine Basis X von X, so dass q zyklisch

gekürzt bzgl. X ist. Weiter sei r ein Element aus G, dessen Normalform bzgl. G eine

gerade Länge besitze. Für ein Basiselement x P X gelte eine der folgenden Bedingungen:

� Das Wort q enthalte das Basiselement x P X .

� Das Wort q enthalte nicht das Basiselement x P X , aber x sei in der Normalform

von r P G � pA �
U
xX ztxu |yq � xx |y enthalten.

Dann bettet die von X ztxu erzeugte freie Gruppe kanonisch in G{xxryy ein.

Bevor wir mit dem Beweis von Hauptsatz 4.1 beginnen, diskutieren wir zunächst die

Bedingungen von Hauptsatz 4.1:

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Bedingung an U , maximal zyklisch in beiden Fak-

toren zu sein, unverzichtbar ist.

Beispiel 4.2. Seien A :� xa |y und X � xx, y, z |y freie Gruppen. Weiter sei U von

p :� a2 in A und von q :� pxyq2z2 in X erzeugt. Wir setzen r � apxyq�1. Dann gilt in

pA �U Xq{xxryy:

pxyq2z2 � a2 ô pxyq2z2 � pxyq2 ô z2 � 1

Somit bettet xy, z | y nicht in pA �U Xq{xxryy ein, obwohl q das Basiselement x von X

enthält.

Bemerkung 4.3. Eine wie in Hauptsatz 4.1 beschriebene Basis X zu q ist immer wählbar.

Um dies zu sehen, sei X 1 eine Basis von X, so dass q, geschrieben in dieser Basis, nicht

zyklisch gekürzt ist. Dann existiert ein Element u P X mit q � u�1rqu, so dass rq bzgl. X 1
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zyklisch gekürzt ist. Indem wir X :� tx :� ux1u�1 | x1 P X 1u setzen, erhalten wir eine

Basis, bzgl. welcher q zyklisch gekürzt ist.

Verzichtet man auf die Bedingung der zyklischen Gekürztheit von q, so sind Beispiele

denkbar, in denen der Automorphismus von G, welcher alle Erzeuger y von X auf x�iyxi

(i P Z) und alle anderen Erzeuger auf sich selbst abbildet, alle vorkommenden Erzeuger x in

q und r auflöst. In dieser Situation folgt G :� G1 �xxy und r P G1 mit G1 :� A�U pX{xxxyyq.

Es ergäbe sich damit die stärkere Aussage, dass der gesamte Faktor X{xxxyy von G1 in

G1{xxryy einbettet. Wir gelangen somit zu folgender offener Fragestellung:

Bettet unter den Bedingungen von Hauptsatz 4.1 auch X kanonisch in G{xxryy ein?

Lemma 4.42 beantwortet diese Frage positiv, falls r eine Länge von 2 bzgl. des amalga-

mierten Produkts besitzt. Der Versuch, den Beweis von Hauptsatz 4.1 auf die Einbettung

von X zu verallgemeinern, scheitert bisher an der Beantwortung folgender Frage.

Frage 4.4. Seien A :� xa, b |y und X � xx, y |y freie Gruppen und p P A, q P X

zyklisch gekürzte Elemente, welche keine echten Potenzen sind. Weiter sei r ein Element

des amalgamierten Produkts G :� A �p�q X, so dass r weder zu einem Element aus A

noch aus X konjugiert ist. Es seien folgende Exponentensummen gegeben:

pa � 0 � qx, pb � qy � 0, rb � 0 � ry

Bettet nun X kanonisch in G{xxryy ein?

Zur kurzen Diskussion der Bedeutung von Satz 4.36 und Hauptsatz 4.1 für die Beant-

wortung von Frage 1 aus [BS08] siehe Bemerkung 4.41.

4.1. Baumprodukte

In diesem Unterabschnitt definieren und untersuchen wir Baumprodukte, um den Beweis

des Freiheitssatzes für Baumprodukte (Satz 4.36) vorzubereiten.

4.1.1. Definition und lokale Indizierbarkeit von Baumprodukten

Definition 4.5. (verschobene Mengen und Randerzeuger) Gegeben sei eine Menge

X . Wir betrachten die freie Gruppe rF mit Basis rF :� txi | x P X , i P Zu. Weiter sei p

ein Element von rF , welches nichttrivial, zyklisch gekürzt und keine echte Potenz ist. Mit

pj (j P Zq bezeichnen wir das Element von rF , welches aus p hervorgeht, indem wir alle in

p vorkommenden Indizes k P Z durch k � j ersetzen. Für jedes x P X sei eine Teilmenge

Ix � Z gegeben. Wir setzen I �
�
xPX Ix und definieren für jedes i P I die Menge

Fi :� txi | x P X mit i P Ixu sowie F :�
�
iPI Fi. Sei F die freie Gruppe mit Basis F .

Schließlich sei J eine Indexmenge, so dass pj für alle j P J ein Element von F ist. Dann
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bezeichnen wir die Menge P :� tpj | j P J u als eine verschobene Menge von F . Falls

J endlich ist, so bezeichnen wir pminpJ q (bzw. pmaxpJ q) als minimales (bzw. maximales)

Element der verschobenen Menge.

Ein Basiselement aus F , welches im minimalen (bzw. maximalen) Element der ver-

schobenen Menge vorkommt, aber in keinem anderen Element der verschobenen Menge

enthalten ist, nennen wir linken (bzw. rechten) Randerzeuger.

Beispiel 4.6. Seien X � ta, b, cu, Ia � t0, 2, 3, 5, 6u, Ib � t1, 3, 4u und Ic � t1, 3, 4u. Es

gilt

F0 � ta0u, F1 � tb1, c1u, F2 � ta2u, F3 � ta3, b3, c3u,

F4 � tb4, c4u, F5 � ta5u und F6 � ta6u sowie

I � t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u und F � ta0, a2, a3, a4, a5, a6, b1, b3, b4, c1, c3, c4u.

Weiter seien p � a2b3c
�1
3 a2a

�1
5 und J � t�2, 0, 1u. Dann bilden die Wörter

p�2 � a0b1c
�1
1 a0a

�1
3 , p0 � a2b3c

�1
3 a2a

�1
5 und p1 � a3b4c

�1
4 a3a

�1
6

eine verschobene Menge von F . Das minimale Element ist p�2 und das maximale p1. Die

linken Randerzeuger zu p�2 sind a0, b1 und c1. Die rechten Randerzeuger zu p1 sind a6,

b4 und c4.

Abbildung 4.1.: Grafische Veranschaulichung von Beispiel 4.6 (Dabei markieren die aus-

gefüllten Kreise die Positionen der Randerzeuger a0, a6, b1, b4, c1 und c4.)

Definition 4.7. (Baumprodukte) Sei B ein Baum. Jeder Knoten entspreche einer

freien Gruppe F vom Rang größer oder gleich zwei mit Basis F . Jede Kante zwischen

zwei Knoten mit Knotengruppen K, L entspreche einer Kantenrelation p � q mit p P K

und q P L. Wir nennen p bzw. q ein Kantenwort von K bzw. L. Für jede Knotengruppe

F bilde die Menge aller Kantenwörter von F eine verschobene Menge in F . Sei G die

Vereinigung der Basen F aller Knotengruppen und R die Menge aller Kantenrelationen.

Dann bezeichnen wir die Gruppe G � xG | Ry als (zu B assoziiertes) Baumprodukt. Die
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zu den Blättern von B assoziierten Gruppen nennen wir Blattgruppen. Besteht G nur aus

einer Knotengruppe K, bezeichnen wir diese Gruppe nicht als Blattgruppe.

Ein zu einem Teilbaum von B assoziiertes Baumprodukt nennen wir Teilbaumprodukt

von G. Wir bezeichnen einen Teilbaum von B als Zweig Z, falls beim Löschen aller Kno-

tengruppen sowie der anliegenden Kanten von Z in B wieder ein Baum entsteht. Ein

Baumprodukt, das zu einem Zweig von B assoziiert ist, nennen wir Zweigprodukt von G.

Seien r ein Element von G und A eine Blattgruppe von G. Wir sagen, dass r die

Blattgruppe A benutzt, falls jede Darstellung von r, geschrieben in den Erzeugern G,

mindestens ein Basiselement von A benutzt. Äquivalent dazu ist, dass r kein Element des

zu B1 assoziierten Teilbaumprodukts ist, wobei B1 der Baum sei, welcher aus B hervorgeht,

indem wir das Blatt zur Blattgruppe A sowie die anliegende Kante löschen.

Die Größe |G| eines Baumprodukts G sei die Anzahl seiner Knotengruppen. Für die

Menge P der Kantenwörter aller Blattgruppen von G bezeichnen wir σ :� ΣpPP |p| als

Grenzlänge des Baumprodukts G.

Definition 4.8. (äußere Blattgruppen, Pfeiler- und Eremiterzeuger) Seien G ein

Baumprodukt und A eine Blattgruppe von G, welche über die Relation p � q (p P A) zu

einer Knotengruppe X von G verbunden ist. Dann nennen wir A linke (bzw. rechte) äußere

Blattgruppe oder kurz äußere Blattgruppe, falls q das minimale (bzw. maximale) Element

der verschobenen Menge zu X ist. Für den Fall, dass q ein minimales Element ist, bezeich-

nen wir jeden linken Randerzeuger von q als Pfeilererzeuger zur äußeren Blattgruppe A.

Falls q ein maximales Element ist, so bezeichnen wir jeden rechten Randerzeuger von q

als Pfeilererzeuger zur äußeren Blattgruppe A.

Einen Erzeuger von G, welcher in keiner Kantenrelation von G vorkommt, nennen wir

Eremiterzeuger.

Im folgenden Beispiel betrachten wir ein Baumprodukt der Größe 3. In Abbildung 4.2

findet sich die grafische Veranschaulichung eines größeren Baumprodukts.

Beispiel 4.9. Wir definieren die Knotengruppen A � xa, b |y, E � xe, f, g |y sowie

X � xx1, y1, x2, y2, z2, y3, z3 |y und fügen die Kantenrelationen a2b2 � x1y
3
2x

�1
1 z2

2 sowie

x2y
3
3x

�1
2 z2

3 � e�2gf2eg�1h hinzu. Dann gilt für das zugehörige Baumprodukt G:

G � xa, b |y �
a2b2�x1y3

2x
�1
1 z2

2

xx1, y1, x2, y2, z2, y3, z3 |y �
x2y3

3x
�1
2 z2

3�e
�2gf2eg�1

xe, f, g, h |y

Wir betrachten die Blattgruppen A, E von G und bemerken, dass A eine linke und E

eine rechte äußere Blattgruppe von G ist. Die Pfeilererzeuger zu A sind x1, y2 und z2. Die

Eremiterzeuger des Baumprodukts sind y1 und h. Als Pfeilererzeuger von E lesen wir x2,

y3 und z3 ab. Für die Grenzlänge σ von G gilt σ � |a2b2| � |e�2gf2eg�1| � 4� 7 � 11.
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Abbildung 4.2.: Grafische Veranschaulichung eines Baumprodukts

Notation 4.10. Seien G ein Baumprodukt und A eine Blattgruppe von G. Dann be-

zeichnen wir mit G a A das Baumprodukt, welches von den Basiselementen aller von A

verschiedenen Knotengruppen sowie den Relationen aller Kanten mit Ausnahme der an A

angrenzenden Kante gebildet wird. Durch Wiederholung dieses Verfahrens definieren wir

auch GaZ für ein Zweigprodukt Z von G. Sei p � q die zu der an A angrenzenden Kante

gehörige Kantenrelation, wobei p P A gelte. Für ein Basiselement a P A definieren wir

Ga tau :�

$&%pA{xxayyq � pGaAq, falls p den Erzeuger a enthält.

pA{xxayyq �
p�q

pGaAq � G{xxayy, falls p nicht den Erzeuger a enthält.

Beispiel 4.11. Wir betrachten das Baumprodukt G aus Beispiel 4.9. Es gilt

Ga E � xa, b |y �
a2b2�x1y3

2x
�1
1 z2

2

xx1, y1, x2, y2, z2, y3, z3 |y,

Ga tfu � xa, b |y �
a2b2�x1y3

2x
�1
1 z2

2

xx1, y1, x2, y2, z2, y3, z3 |y � xe, g, h |y und

Ga thu � xa, b |y �
a2b2�x1y3

2x
�1
1 z2

2

xx1, y1, x2, y2, z2, y3, z3 |y �
x2y3

3x
�1
2 z2

3�e
�2gf2eg�1

xe, f, g |y

� G{xxhyy.

Bemerkung 4.12. Die Gruppe G a tau aus Notation 4.10 bettet in das Baumprodukt

G ein. Für den Fall, dass p den Erzeuger a nicht enthält, folgt die Einbettung daraus, dass

xa |y ein freier Faktor von G ist. Falls p den Erzeuger a enthält, folgt die Einbettung aus

Satz 2.11, da xa |y und pA{xxayyq � pGaAq lokal indizierbar sind, wie das folgende Lemma

zeigt.

Lemma 4.13. Baumprodukte sind lokal indizierbar.
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Beweis. Sei G ein Baumprodukt. Wir führen den Beweis per Induktion über die Größe von

G. Laut Definition 4.7 sind alle Knotengruppen frei. Somit ist für den Induktionsanfang

(|G| � 1) wegen Bemerkung 2.4 nichts zu zeigen. Seien n P N und G ein Baumprodukt mit

n�1 Knotengruppen. Weiter sei A eine Blattgruppe vonGmit Kantenrelation p � q, wobei

p P A. Nach Induktionsvoraussetzung ist GaA lokal indizierbar. Es gilt G � pGaAq �
q�p

A.

Laut Satz 2.12 ist G somit ebenfalls lokal indizierbar.

Analog zu äußeren Blattgruppen definieren wir äußere Zweigprodukte:

Definition 4.14. (äußere Zweigprodukte) Seien G ein Baumprodukt und Z ein

Zweigprodukt von G. Weiter sei A die mit Ga Z über eine Kantenrelation p � q (p P A)

verbundene Knotengruppe von Z. Dann nennen wir Z ein äußeres Zweigprodukt, wenn A

eine äußere Blattgruppe von A�p�q pGaZq ist. Die Pfeilererzeuger von A in A�p�q pGaZq

bezeichnen wir auch als Pfeilererzeuger des äußeren Zweigprodukts Z in G.

4.1.2. Verdichtete Konjugierte und minimale Baumprodukte

In diesem Unterabschnitt beschäftigen wir uns mit der Frage, ob wir einem beliebigen Ele-

ment eines Baumprodukts ein eindeutiges kleinstes Teilbaumprodukt zuordnen können, in

dem mindestens ein Konjugiertes dieses Elements enthalten ist. Wir beginnen mit folgen-

der Definition, deren Wohldefiniertheit wir in Lemma 4.16 zeigen.

Definition 4.15. (verdichtete Konjugierte/minimale Baumprodukte) SeienG ein

Baumprodukt und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei r ein Element

von G �H, welches nicht zu einem Element aus X �H für eine Knotengruppe X von G

konjugiert ist. Wir bezeichnen eine Darstellung rr eines Konjugats von r als verdichtetes

Konjugiertes, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfüllt:

Die Darstellung rr enthalte unter allen Darstellungen von Konjugierten von r in G �H

neben den Erzeugern von H ausschließlich Erzeuger eines minimal kleinen Teilbaumpro-

dukts T von G. Zudem sei rr von der Form Πn
i�1 v

piq, wobei folgende Bedingungen erfüllt

seien.

piq Alle vpiq enthalten jeweils nur Basiselemente einer einzigen Knotengruppe oder sind

Elemente von Hzt1u.

piiq Zyklisch aufeinanderfolgende vpiq (i P Zn) enthalten Basiselemente von verschiedenen

Knotengruppen oder einer Knotengruppe und H.

piiiq Es existiere kein vpiq, welches Potenz eines Kantenworts zu einer Blattgruppe von T

ist.
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pivq Die Darstellung rr enthalte eine minimale Anzahl von Eremiterzeugern aus T . (Die

enthaltenen Eremiterzeuger sind dadurch eindeutig bestimmt, siehe Lemma 4.17.)

Die Elemente vpiq bezeichnen wir als Stücke des verdichteten Konjugierten rr. Wir nennen

n die Länge des verdichteten Konjugierten rr und schreiben hierfür ||rr||G�H (oder ||rr||).
Das Teilbaumprodukt T nennen wir minimales Baumprodukt von r P G �H.

Mit dem folgenden Lemma beweisen wir die Wohldefiniertheit minimaler Baumproduk-

te.

Lemma 4.16. Seien G ein Baumprodukt und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe.

Weiter sei r ein Element von G � H, welches nicht zu einem Element aus X � H für

eine Knotengruppe X von G konjugiert ist. Dann ist das minimale Baumprodukt von r

eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei rr ein verdichtetes Konjugiertes von r zu einem minimalen Baumprodukt T .

Für eine beliebige Blattgruppe A von T betrachten wir die Zweigprodukte, welche ent-

stehen, wenn man in G alle Knotengruppen von T a A samt der Kantenrelationen der

angrenzenden Kanten streicht. Das A enthaltende Zweigprodukt nennen wir ZA. Wir be-

zeichnen das freie Produkt der restlichen Zweigprodukte mit RA.

Im Hinblick auf einen Widerspruch existiere ein verdichtetes Konjugiertes r� zu einem

von T verschiedenen minimalen Baumprodukt T � von r. Nach Definition gilt |T | � |T �|.

Da T und T � verschieden sind, existiert mindestens eine Blattgruppe A von T , so dass T �

keine Knotengruppe von ZA enthält. Wir definieren für eine solche Blattgruppe A

X :�
�
G aRA

�
�H, Y :�

�
G a ZA

�
�H sowie S :�

�
Ga pZA YRAq

�
�H

und schreiben

G �H � X �
S

Y. (4.1)

Da X X pT � �Hq � S gilt und das Baumprodukt Ga pZA YRAq aus S echt kleiner als T

ist, kann r� kein Element von X sein. Es folgt die Existenz eines Elements w P G �H mit

w�1rrw � r� R X. (4.2)

Wegen rr P T � X und (4.2) kann w kein Element von X sein. Wir betrachten die

Darstellung w � x1y1x2 . . . ymxm�1 (m ¥ 1) in Normalform bzgl. (4.1), wobei x1, xm�1 P

pXzSq Y t1u, xi P XzS für 2 ¤ i ¤ m und yi P Y zS für 1 ¤ i ¤ m. Dies ist eine leicht

missbräuchliche Verwendung des Begriffs
”
Normalform“ (vgl. Definition B.4), denn um

eine größere Fallunterscheidung zu umgehen, erlauben wir x1 und xm�1 trivial zu sein.

Wir schreiben

x�1
m�1y

�1
m . . . y�1

1 x�1
1 rr x1looomooon
�:u

y1x2 . . . ymxm�1 � r� P Y.
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Für x1 � 1 ergibt sich sofort ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Länge von Normal-

formen. Auch für x1 � 1 ergibt sich ein solcher Widerspruch, da u als Konjugiertes vonrr kein Element von S sein kann. Dies beendet den Beweis der Eindeutigkeit minimaler

Baumprodukte.

Zur Erläuterung von Eigenschaft (iv) von Definition 4.15 beweisen wir folgende Aussage.

Lemma 4.17. In der Situation von Definition 4.15 ist die Menge M
rr aller in rr enthal-

tenen Eremiterzeuger eindeutig bestimmt.

Beweis. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei rr 1 ein verdichtetes Konjugiertes von r, wel-

ches eine von M
rr verschiedene Menge M

rr 1 von Eremiterzeugern enthält. Dann existiert

ein Erzeuger x mit x PM
rr, x RMrr 1 oder x RM

rr, x PMrr 1 . O. B. d. A. gelte x PM
rr und

x RM
rr 1 . Sei w P G �H ein Element mit w�1rrw � rr 1. Wir betrachten den Homomorphis-

mus ζ : G �H Ñ pG{xxxyyq �H, welcher x auf 1 und alle anderen Erzeuger auf sich selbst

abbildet. Es folgt ζpw�1rrwq � ζprr 1q � rr 1 und somit ζprrq � ζpwqrr 1ζpw�1q. Wegen ζpwq,

ζprrq P pG{xxxyyq � H � G � H folgt ζprrq �G�H rr1 �G�H r. Wir bemerken, dass wir für

jedes Element u P G �H eine Präsentation der Form Πn
i�1 v

piq finden können, welche die

Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition 4.15 erfüllt, indem wir geeignete Kantenrelationen

auf u anwenden und u ggf. zyklisch vertauschen. Dabei können keine zusätzlichen Ere-

miterzeuger in die Darstellung gelangen. Somit erhalten wir durch ζprrq eine Darstellung

eines Konjugats von r, welche die Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition 4.15 erfüllt und

mindestens einen Eremiterzeuger weniger als rr benutzt. Dies ist ein Widerspruch.

4.2. Operationen für Baumprodukte

In diesem Unterabschnitt führen wir verschiedene Operationen für Baumprodukte ein,

welche den Beweisverlauf der Einbettungssätze erleichtern.

Definition 4.18. (Wurzelbaumprodukt) Sei G ein Baumprodukt und G die Vereini-

gung der Basen aller Knotengruppen von G. Weiter sei R die Vereinigung aller Kantenrela-

tionen von G. Wir betrachten eine Teilmenge M � G, welche ausschließlich Basiselemente

von Blattgruppen von G enthält, und wählen für jedes a PM ein Element npaq P Zzt0u.
Dann heißt

rG :� x G, ra pa PMq | R, a � ranpaq pa PMq y

Wurzelbaumprodukt von G. Wir sagen, dass beim Übergang von G zu rG die Wurzeln ra
aus den Elementen a von M gezogen werden.
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Bemerkung 4.19. Falls alle Kantenwörter von Blattgruppen eines Baumprodukts G

mindestens zwei Basiselemente enthalten, ist jedes Wurzelbaumprodukt von G wieder ein

Baumprodukt.

Neben dem Übergang zu Wurzelbaumprodukten führen wir noch eine weitere Operation

für Baumprodukte ein, bei der das Erzeugendensystem geändert wird. Dazu definieren wir

folgende Isomorphismen für Baumprodukte.

Definition 4.20. (Blattisomorphismus) Seien G ein Baumprodukt, n P Zzt0u und a,

b zwei Erzeuger derselben Blattgruppe A von G. Dann bezeichnen wir den Wechsel vom

Erzeuger b zum neuen Erzeuger b̄ :� ban oder b̄ :� anb als Blattisomorphismus (des Baum-

produkts G), falls die entstehende Gruppenpräsentation von G wieder ein Baumprodukt

ist.

Man bemerke, dass mindestens eine der beiden Möglichkeiten b̄ :� ban oder b̄ � anb

wieder ein Baumprodukt hervorbringt, da das Kantenwort der Blattgruppe A (geschrieben

in den alten Erzeugern) zyklisch gekürzt ist.

Wir werden Wurzelbaumprodukte und Blattisomorphismen nutzen, um die Bedingun-

gen zur Anwendung der Homomorphismen aus folgender Definition zu schaffen (siehe

Bemerkung 4.23).

Definition 4.21. (Blatthomomorphismus) Seien G ein Baumprodukt, A eine Blatt-

gruppe von G und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Die zu der an A angren-

zenden Kante gehörige Kantenrelation sei p � q mit p P A. Sei a ein Basiselement aus

A, welches in p mit Exponentensumme 0 vorkommt. (D. h. a sei insbesondere in p ent-

halten.) Dann bezeichnen wir den Homomorphismus ϕ : G �H Ñ Z, der a auf 1 und alle

anderen Erzeuger von G � H auf 0 abbildet, als Blatthomomorphismus (zum Erzeuger a

der Blattgruppe A von G � H/zur Blattgruppe A von G � H). Falls zudem ein Element

r P G�H mit einer Exponentensumme von 0 bzgl. a gegeben ist, so bezeichnen wir ϕ auch

als Blatthomomorphismus zu r P G �H. (Laut Bemerkung 3.7 ist die Exponentensumme

bzgl. a wohldefiniert.)

Im Folgenden interessieren wir uns vor allem für Kerne von Blatthomomorphismen.

Dazu bemerken wir:

Bemerkung 4.22. Der Kern kerpϕq eines Blatthomomorphismus ϕ : G � H Ñ Z hat

folgende Struktur: Für H erhalten wir abzählbar unendlich viele freie Faktoren Hi :�

a�1Ha von kerpϕq. Diese Faktoren können wir zusammen als lokal indizierbaren freien

Faktor rH von kerpϕq betrachten. Für jeden von a verschiedenen Erzeuger b von A erhalten

wir abzählbar unendlich viele Erzeuger bi :� a�ibai (i P Z). Diese Erzeuger bilden eine

eigene Knotengruppe rA. Für das Kantenwort p P A erhalten wir eine verschobene Menge

P � tpi | i P Zu von rA, wobei pi :� a�ipai. Anstelle von G a A erhalten wir unendlich

viele Kopien Xi :� a�ipGaAqai von GaA. Jede Kopie Xi enthält eine Kopie qi :� a�iqai
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des Kantenworts q der Kantenrelation p � q zu der an A angrenzenden Kante. Wir

verbinden Xi mit rA über Kanten mit Kantenrelationen pi � qi und erhalten dadurch

ein Baumprodukt K mit kerpϕq � K � rH. Die Wörter pi P rA pi P Zq sind echt kürzer als

das Wort p P A, da alle Buchstaben a�1 verschwinden und pi für jeden Buchstaben b in

p, welcher nicht a�1 ist, genau einen Buchstaben bj (j P Z) enthält.

Es kann sein, dass ein Baumprodukt zunächst keine Anwendung eines Blatthomomor-

phismus erlaubt. Die folgende Bemerkung beschreibt ein Verfahren, um entweder zu einem

Baumprodukt mit kleinerer Grenzlänge überzugehen oder die Anwendung eines Blattho-

momorphismus vorzubereiten.

Bemerkung 4.23. Sei G ein Baumprodukt, A eine Blattgruppe von G und H eine

beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter seien a, b zwei Basiselemente, welche in der zu

an A angrenzenden Kante gehörigen Kantenrelation mit Exponentensummen pa, pb � 0

enthalten sind. Als Erstes gehen wir durch a � rapb zum Wurzelbaumprodukt rG über.

Anschließend betrachten wir den Blattisomorphismus ψ von A in rG, welcher durch b̄ �

bra�pa oder b̄ � ra�pab gegeben ist. Dann folgt, dass p, geschrieben mithilfe der neuen

Erzeuger ra und b̄, eine Exponentensumme von 0 bzgl. ra besitzt. Enthält p nicht den

Erzeuger ra, wird ra zu einem Eremiterzeuger von rG und die Grenzlänge von rG ist echt

kleiner als die Grenzlänge von G. Ist ra in p enthalten, existiert ein Blatthomomorphismus

ϕ für den Erzeuger ra der Blattgruppe A in rG. Da sich beim Übergang von G zu ψp rGq nur

die Anzahl der Erzeuger a/ra in der Kantenrelation zu A verändert hat und diese Erzeuger

laut Bemerkung 4.22 beim Übergang vom Kantenwort p P A � ψp rGq zu pi P rA � kerpϕq

verschwinden, ist die Wortlänge von pi P rA nicht nur echt kürzer als die Wortlänge von

p P A � ψp rGq, sondern auch echt kürzer als die Wortlänge von p P A � G.

Der folgende Algorithmus ermöglicht für Elemente aus dem Kern eines Blatthomor-

phismus den Übergang von verdichteten Konjugierten in der ursprünglichen Gruppe zu

verdichteten Konjugierten im Kern.

Algorithmus 4.24. Seien G ein Baumprodukt, H eine beliebige lokal indizierbare Grup-

pe und r ein Element von G � H mit verdichtetem Konjugierten rr. Zudem existiere ein

Blatthomomorphismus ϕ für einen Erzeuger a einer Blattgruppe A von G, welcher den

Erzeuger a auf 1 abbildet. Das Element r liege im Kern von ϕ, wobei kerpϕq wie in Be-

merkung 4.22 gegeben sei. Dann schreibt der vorliegende Algorithmus das verdichtete

Konjugierte rr von r P G � H in ein verdichtetes Konjugiertes rr� von a�`ra` P kerpϕq

(` P Z) um, für welches zudem ||rr�||kerpϕq ¤ ||rr||G�H erfüllt ist.

Aus Symmetriegründen genügt es, verdichtete Konjugierte rr� von r � r0 P kerpϕq zu

finden: Um für ein beliebiges ` P Z ein verdichtetes Konjugiertes von a�`ra` P kerpϕq

zu erhalten, können wir den Algorithmus auf r � r0 anwenden und am Ende alle im

verdichteten Konjugierten rr� vorkommenden Indizes mit ` addieren.
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Es gelte rr � Πn
i�1v

piq (vgl. Definition 4.15). Als Erstes bauen wir schrittweise eine

Darstellung rr 1 von rr in kerpϕq auf. Dazu setzen wir zunächst λ � 0, rr 1 � 1 P kerpϕq und

j � 1.

Schritt 1: Wir betrachten den j-ten Erzeuger epjq in rr. Für epjq � a setzen wir λ �

λ � 1 und für ej � a�1 setzen wir λ � λ � 1. Im Fall epjq � a�1 fügen wir zu rr 1 den

Erzeuger e
pjq
λ � a�λepjqaλ hinzu. Falls epjq der letzte Erzeuger in rr ist, fahren wir mit dem

Algorithmus fort. Ansonsten setzen wir j � j�1 und wiederholen Schritt 1 mit den neuen

Eingaben λ, rr 1 und j.

Die soeben gebildete Darstellung rr 1 kann in der Form rr 1 � Πn
i�1rvpiq geschrieben werden,

wobei sich Teilwörter rvpiq, für welche vpiq nicht in A liegt, nur dadurch von vpiq unterschei-

den, dass jedem Erzeuger derselbe Index hinzugefügt wird. Teilwörter rvpiq sind genau dann

trivial, wenn vpiq eine Potenz ak (k P Zzt0u) ist. In diesem Fall unterscheiden sich jedoch

die Indizes der anliegenden Teilwörter rvpi�1q und rvpi�1q um k.

Nun streichen wir alle trivialen Stücke rvpiq. Falls rvpiq trivial ist und rvpi�1q sowie rvpi�1q

Stücke aus rH sind, fassen wir sie zu einem Stück aus rH zusammen. Falls rvp1q trivial ist

und rvp2q sowie rvpnq Stücke aus rH sind, so permutieren wir zyklisch mit rvp2q und fassenrvpnqrvp2q zu einem Element aus rH zusammen. Analog verfahren wir für den Fall rvpnq �
1 und rvp1q, rvpn�1q P rH. Sei rr 1 � Πn1

i�1v
1piq die dadurch entstehende Darstellung. Dann

sind die Eigenschaften piq und piiq aus Definition 4.15 erfüllt. Weiter sei T 1 das kleinste

Teilbaumprodukt von kerpϕq, welches alle in rr 1 vorkommenden Erzeuger aus G enthält.

Die folgenden Algorithmusschritte schreiben rr 1 in ein Konjugiertes rr� von r in kerpϕq um,

das zudem die Eigenschaften piiiq und pivq erfüllt.

Schritt 2: Wir ersetzen alle Teilwörter v1piq, welche Potenzen des Kantenworts einer

Blattgruppe von T 1 sind, durch die entsprechende Potenz des Kantenworts der anliegenden

Knotengruppe. Liegt v1piq (i P Zn1) in derselben Knotengruppe wie v1pi�1q oder v1pi�1q,

so vereinigen wir diese Teilwörter (indem wir ggf. zuvor zyklisch permutieren). Dadurch

erhalten wir eine neue kürzere Darstellung eines Konjugats von r. Falls nun Blattgruppen

von T 1 existieren, welche nicht von der neuen Darstellung benutzt werden, löschen wir

diese Blattgruppe samt der anliegenden Kante im Teilbaumprodukt T 1. Wir wiederholen

Schritt 2 mit den neuen Eingabedaten, bis kein Teilwort der Darstellung existiert, welches

Potenz des Kantenworts einer Blattgruppe ist. Die dadurch entstehende Darstellung sowie

das zugehörige Teilbaumprodukt nennen wir rr 2 � Πn2
i�1v

2piq und T 2.

Schritt 3: Wir durchlaufen schrittweise alle Blattgruppen B von T 2. Sei m die Anzahl

der Stücke v2piq aus B in der Darstellung rr 2 � Πn2
i�1v

2piq. Weiter sei σ : t1, 2, . . . ,mu Ñ

t1, 2, . . . , n2u die Funktion, welche j auf die Position i des j-ten Stücks aus B abbildet.

Die Teilwörter v2piq, welche nicht in B liegen und sich vor dem ersten, nach dem letzten

oder zwischen zwei Stücken v2σpjq (j P t1, 2, . . . ,mu) aus B befinden, fassen wir jeweils

zu Stücken wpjq (j P t0, 1, . . . ,mu) zusammen. Dann gilt rr 2 � wp0qΠm
j�1v

2pσpjqqwpjq, wo-
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bei wp0q und wpmq trivial sein können. Falls ein wpiq als Element von kerpϕq einer Potenz

des Kantenworts p P B der Kantenrelation p � q von B entspricht, so vereinigen wir

vpσpiqqwpiqvpσpi�1qq zu einem neuen Stück aus B. Entspricht dieses Stück dem trivialen

Element, so löschen wir es sofort. Indem wir ggf. zyklisch permutieren und zyklisch ne-

beneinanderstehende wpkq- oder v2pkq-Stücke vereinigen, können wir o. B. d. A. annehmen,

dass rr 2 die Form Π rm
j�1rv2pjq rwpjq besitzt, wobei rv2pjq P B und rwpjq P pT 2 a Bq � rH gilt.

Wir bemerken, dass diese Darstellung einer zyklisch gekürzten Normalform der Länge

größer oder gleich zwei bzgl. des amalgamierten Produkts B �p�q
�
pT 2aBq� rH� entspricht

(vgl. Anhang B). Schließlich zerlegen wir die Stücke rwpjq wieder in ihre ursprünglichen

Stücke v2piq, vereinigen nebeneinanderstehende Stücke derselben Knotengruppe oder rH
und kehren mit der so entstehenden Darstellung zu Schritt 2 zurück.

Kommt es für die Blattgruppe B mit Ausnahme von zyklischen Permutationen der

Stücke v2piq (ohne Vereinigung) zu keiner Änderung, verfahren wir analog mit der nächsten

Blattgruppe. Falls wir zu Schritt 3 gelangen und es mit Ausnahme von zyklischen Per-

mutationen der Stücke v2piq (ohne Vereinigung) für keine Blattgruppe zu einer Änderung

kommt, gehen wir mit rr 2 � Πn2
i�1v

2piq und T 2 weiter zu Schritt 4.

Schritt 4: Wir durchlaufen schrittweise alle Eremiterzeuger x von T 2. Sei X die Kno-

tengruppe, welche x enthält. Wegen T �H �
�
pT {xxxyyq �H

�
� xx |y und der durch Schritt

2 bereits sichergestellten Eigenschaft (ii) können wir rr 2 in der Form rr 2 � xν0Πµ
i�1λ

piqxνi

darstellen, wobei die folgenden Bedingungen erfüllt sind.

(a) Es existiert kein Erzeuger x in λpiq (1 ¤ i ¤ µ).

(b) Die Darstellung λpiq ist ein nichttriviales Teilwort eines Stücks v2piq (1 ¤ i ¤ n2)

oder hat eine Form sv2pkqv2pk�1q . . . v2p`qt (k, ` P N, k ¤ `). Dabei sei s ein hinteres

Teilwort von v2pk�1q und t sei ein vorderes Teilwort von v2p`�1q.

(c) Für jedes i P t1, 2, . . . , µ� 1u gilt νi P Zzt0u. Zudem gilt ν0, νµ P Z und ν0 � νµ � 0.

(d) Für νµ � 0 gilt λp1q � v2pkqv2pk�1q . . . v2p`qt mit v2pkq R X und für ν0 � 0 gilt

λpµq � sv2pkqv2pk�1q . . . v2p`q mit v2p`q R X, wobei alle Objekte wie in Punkt (b)

gegeben seien.

In zwei Fällen nehmen wir Änderungen an der Präsentation rr 2 vor:

Fall 1 : Ein λpiq � sv2pkqv2pk�1q . . . v2p`qt entspreche dem trivialen Element.

Wir löschen alle Stücke v2pkq, v2pk�1q, . . . , v2p`q aus rr 2 � Πn2
i�1v

2piq und ersetzen die Stücke

v2pk�1q, v2p`�1q durch v2pk�1qs�1, t�1v2p`�1q. Mit der dadurch entstehenden Präsentation

gehen wir zu Schritt 2 zurück. Wir betonen, dass hierbei wegen k ¤ ` mindestens ein Stück

v2piq gelöscht wird.

Fall 2 : Es gelte ν0 � νµ � 0.

Wir konjugieren die Darstellung rr 2 � �
Πµ�1
i�1 λ

piqxνi
�
λpµq mit λpµq

�1
. Entspricht λpµqλp1q �
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sv2pkqv2pk�1q . . . v2p`qt dem trivialen Element, so löschen wir wie in Fall 1 alle an λp1q oder

λpµq beteiligten Stücke v2piq. Alle Stücke v2piq, welche teilweise in λp1q oder λpµq vorkom-

men, ersetzen wir wie in Fall 1 durch die jeweiligen Reste. Mit der dadurch entstehenden

Präsentation gehen wir zu Schritt 2 zurück. Wir betonen, dass auch hierbei mindestens

ein Stück v2piq gelöscht wird, denn wegen Schritt 2 erfüllt rr 2 � Πn2
i�1v

2piq Eigenschaft (ii)

von Definition 4.15, d. h. λp1q muss mit einem Stück v2piq anfangen oder λpµq mit einem

Stück v2piq enden, das nicht aus der Knotengruppe von x stammt.

Führt die beschriebene Vorgehensweise zu keiner Änderung, so betrachten wir den

nächsten Eremiterzeuger. Kommt es für keinen der Eremiterzeuger zu einer Änderung,

setzen wir schließlich rr� :� rr 2.
Das folgende Lemma sichert die Funktionalität von Algorithmus 4.24.

Lemma 4.25. Algorithmus 4.24 endet nach endlich vielen Schritten. Das durch Algorith-

mus 4.24 gegebene Element rr� entspricht einem verdichteten Konjugierten von a�irai P

kerpϕq. Die Länge von rr� ist kleiner oder gleich der Länge des verdichteten Konjugiertenrr von r P G �H.

Beweis. Die Endlichkeit des Algorithmus sowie die Ungleichung ||rr�||kerpϕq ¤ ||rr||G�H
sind offensichtlich, denn die Anzahl der Stücke in der aktuellen Darstellung von r wird

in jedem Schritt höchstens kleiner und bei jedem Durchlauf eines Schrittes, welcher die

Wiederholung eines vorherigen Schrittes anweist, echt kleiner.

Es bleibt zu zeigen, dass rr� tatsächlich ein verdichtetes Konjugiertes von r P kerpϕq ist.

Zunächst bemerken wir, dass r P kerpϕq � K � rH (vgl. Notation aus Bemerkung 4.22)

nicht zu einem Element aus X � rH für eine Knotengruppe X von K konjugiert sein kann,

da ansonsten r P G � H zu einem Element aus Y � H für eine Knotengruppe Y von G

konjugiert wäre. Dies steht im Widerspruch zu Definition 4.15. Die Gültigkeit der Eigen-

schaften (i) und (ii) aus Definition 4.15 wird am Ende jedes Schrittes von Algorithmus 4.24

sichergestellt. Schritt 2 sichert zudem Eigenschaft (iii), da der Algorithmus nur dann en-

det, wenn die Schritte 3 und 4 mit Ausnahme von zyklischen Permutationen der Stücke

v2piq (ohne Vereinigung) keine Änderung hervorbringen, und wir andernfalls von Schritt

3 oder 4 zu Schritt 2 zurückspringen. Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dass

kein Konjugiertes von r in kerpϕq in einem freien Produkt von rH mit einem kleineren

Teilbaumprodukt als T 2 enthalten sein kann. Dafür sei B eine beliebige Blattgruppe von

T 2. Ähnlich wie im Beweis von Lemma 4.16 betrachten wir die Zweigprodukte, welche

entstehen, wenn man in K alle Knotengruppen von T 2aB samt der Kantenrelationen der

angrenzenden Kanten streicht. Das B enthaltende Zweigprodukt nennen wir ZB. Es gilt

kerpϕq � K � rH � ZB �
p�q

�
pK a ZBq � rH�. (4.3)
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Wir bemerken, dass jede Darstellung rr 1 � Πm
i�1v

1pσpiqqwpiq aus Schritt 3 von Algorith-

mus 4.24 eine zyklisch gekürzte Normalform der Länge größer oder gleich zwei eines Kon-

jugats von r bzgl. des amalgamierten Produkts B �p�q pT
2 aBq ist. Diese Darstellung ist

insbesondere eine zyklisch gekürzte Normalform der Länge größer oder gleich zwei bzgl.

des amalgamierten Produkts aus (4.3). Wegen Lemma B.5 kann daher kein Konjugiertes

von r Element von pK a ZBq � rH sein. Das minimale Baumprodukt von r enthält somit

für jede Blattgruppe B von T 2 mindestens eine Knotengruppe aus ZB, d. h. das minimale

Baumprodukt von r enthält das Baumprodukt T 2. Wegen rr� P T 2 � rH ist T 2 das minimale

Baumprodukt von r in kerpϕq.

Schließlich sichert Schritt 4, dass jeder Eremiterzeuger x des minimalen Baumprodukts

T 2 von r in G nur dann in rr� enthalten ist, wenn er in jedem Konjugierten von r enthalten

ist. Um dies zu sehen, betrachten wir die Darstellung rr 2 � xν0Πµ
i�1λ

piqxνi im letzten

Durchlauf von Schritt 4. Laut Punkt (c) von Schritt 4 gilt ν0 � 0 oder νµ � 0. Ist eines

dieser Elemente ungleich 0, so ist rr 2 eine zyklisch gekürzte Normalform bzgl.
�
pT {xxxyyq �

H
�
�xx |y. Im Fall ν0 � νµ � 0 konjugieren wir die Normalform rr 2 mit λpµq

�1
und erhalten

wegen Fall 2 aus Schritt 4 ebenfalls eine zyklisch gekürzte Normalform bzgl.
�
pT {xxxyyq �

H
�
� xxy. D. h. rr� enthält genau dann den Eremiterzeuger, wenn ein Konjugiertes von rr�

in zyklisch gekürzter Normalform bzgl.
�
pT {xxxyyq �H

�
� xxy den Eremiterzeuger enthält.

Genau dann enthält jedoch auch jedes Konjugiertes von rr� den Eremiterzeuger. Folglich

benutzt rr� eine minimale Anzahl von Eremiterzeugern und die Menge der enthaltenen

Eremiterzeuger ist eindeutig bestimmt.

Die folgende Bemerkung zeigt, dass Algorithmus 4.24 auch dazu verwendet werden

kann, ein verdichtetes Konjugiertes von G �H in ein verdichtetes Konjugiertes von rG �H
umzuformen, wobei rG das Bild von G unter einem Blattisomorphismus sei.

Bemerkung 4.26. Sei G ein Baumprodukt, H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe

und rr ein verdichtetes Konjugiertes in G � H. Weiter sie ϕ ein Blattisomorphismus von

G � H zu einer Blattgruppe A. Dann schreibt folgende Variation von Algorithmus 4.24

das verdichtete Konjugierte rr in ein verdichtetes Konjugiertes rr� von ϕpG � Hq mit

||rr�||ϕpG�Hq ¤ ||rr||G�H um.

Sei rr � Πn
i�1 vpiq die Darstellung aus Definition 4.15. Anstelle des ersten Schrittes

von Algorithmus 4.24 schreiben wir jedes Stück vpiq aus A mithilfe der neuen Erzeuger

aus ϕpAq und kürzen danach frei. Klar ist, dass die dadurch entstehende Darstellung rr1
die Bedingungen (i)-(iii) von Definition 4.15 erfüllt. Wir gehen also sofort zu Schritt 4 des

Algorithmus. Ab diesem Moment halten wir uns an die Anweisungen aus Algorithmus 4.24.

Insbesondere springen wir wie gefordert zu Schritt 2 zurück, falls es in Schritt 4 zu einer

Änderung kommt. Im Beweis zu Lemma 4.25 haben wir bereits festgestellt, dass jeder

Schritt des Algorithmus die Länge der Darstellung höchstens verkleinert.
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Das nächste Lemma ermöglicht die Anwendung von Induktionsvoraussetzungen im Be-

weis zu Satz 4.36.

Lemma 4.27. Unter Benutzung der Notation von Bemerkung 4.22 (oder Bemerkung 4.23)

seien r ein verdichtetes Konjugiertes aus G�H, T das minimale Baumprodukt von r und σ

die Grenzlänge von T . Sei ri ein verdichtetes Konjugiertes von a�irai P kerpϕq. Schließlich

seien Ti das minimale Baumprodukt zu ri und σi die Grenzlänge von Ti. Dann gilt

p||ri|| � |Ti|, σiq   p||r|| � |T |, σq

bzgl. lexikographischer Ordnung (wobei die erste Komponente höher gewichtet sei).

Beweis. Laut Lemma 4.25 gilt ||ri|| ¤ ||r||. Da Ti für jede Blattgruppe L von T mindestens

eine Kopie von L enthalten muss, gilt zudem |Ti| ¥ |T |. Es folgt

||ri|| � |Ti| ¥ ||r|| � |T | ô ||ri|| � |Ti| � ||r|| � |T | ô p||ri|| � ||r|| ^ |Ti| � |T |q.

Sei p � q (wobei p P A) die Kantenrelation zur an A angrenzenden Kante von G. Aus |Ti| �

|T | schließen wir Ti �
�
a�ipT aAqai

�
�qi�pi

rA. In Bemerkung 4.22 (oder Bemerkung 4.23)

haben wir nachvollzogen, dass |pi| rA   |p|A gilt. Alle anderen Kantenwörter von Ti gehen

durch Hinzufügen von Indizes aus den Kantenwörtern von T hervor, so dass die Länge

dieser Kantenwörter unverändert bleibt. Insgesamt folgt daher für ||ri|| � |Ti| � ||r|| � |T |

die Ungleichung σi   σ.

Wir beenden diesen Unterabschnitt mit der Definition von Erzeugern mit speziellen

Eigenschaften.

Definition 4.28. (Reduktions-, Fächer- und Ankererzeuger) Sei ϕ : G � H Ñ Z
ein Blatthomomorphismus zu r, welcher einen Erzeuger a einer Blattgruppe A von G auf 1

abbildet. Wir benutzen die Schreibweise aus Bemerkung 4.22 und betrachten das Element

r als Element r0 in kerpϕq. Falls r0 Element von p rA �
pi�qi

Xiq � rH für ein i P Z ist, so

nennen wir a einen Reduktionserzeuger von r P G � H. Andernfalls bezeichnen wir a als

Fächererzeuger von r P G �H.

Sei b ein Erzeuger einer Blattgruppe B von G, welcher in der Kantenrelation der anlie-

genden Kante mit Exponentensumme 0, aber in r mit einer Exponentensumme ungleich

0 vorkommt. Dann bezeichnen wir b als Ankererzeuger von r P G �H.

4.3. Einbettungssätze

In diesem Abschnitt beweisen wir verschiedene Einbettungssätze, mit deren Hilfe wir

schließlich den Freiheitssatz für Baumprodukte (siehe Satz 4.36) beweisen können.
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4.3.1. Vorbereitungen

Den Beweis des Freiheitssatzes für freie Gruppen (siehe Satz 0.1) führte W. Magnus si-

multan zum Beweis eines Lemmas für gestaffelte Präsentationen über freien Gruppen.

Mit Korollar 4.31 von Satz 2.11 beweisen wir die Entsprechung dieses Lemmas auch für

lokal indizierbare Gruppen. Dafür erweitern wir zunächst die Definition von gestaffelten

Präsentationen freier Gruppen (siehe Definition E.4) auf lokal indizierbare Gruppen.

Definition 4.29. (gestaffelte Präsentationen) Seien I, J � Z Indexmengen, U eine

beliebige lokal indizierbare Gruppe, Vi (i P I) nichttriviale lokal indizierbare Gruppen

und rj (j P J ) zyklisch gekürzte Elemente aus U � �iPI Vi (bzgl. der Normalform freier

Produkte). Weiter sei W :� �iPI Vi. Jedes rj (j P J ) benutze mindestens einen freien

Faktor Vk (k P I). Mit αj bezeichnen wir den kleinsten und mit ωj den größten Index

` P I, so dass rj den freien Faktor V` benutzt. Falls für alle m, n P J mit m   n die

Ungleichungen αm   αn und ωm   ωn gelten, nennen wir pU �W q{xxrj | J yy gestaffelte

Präsentation (über lokal indizierbaren Gruppen).

Wir bemerken, dass Definition 4.29 mit der Definition gestaffelter Präsentationen über

freien Gruppen (siehe Definition E.4) übereinstimmt, wenn man die Gruppen Vi und U

als frei voraussetzt. Zu gestaffelten Präsentationen über freien Gruppen bemerken wir

Folgendes:

Bemerkung 4.30. Sei pU �W q{xxrj | J yy mit W :� �iPI Vi eine gestaffelte Präsentation

über freien Gruppen U und Vi. Dann ist trj | j P J u eine Basis von xrj | j P J yU�W .

Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dass gestaffelte Präsentationen über freien Grup-

pen laut Satz E.5 asphärisch sind, denn wegen Definition E.3 existieren für asphärische

Präsentationen keine nichttrivialen Identitäten zwischen den Relationen der Präsentation.

Korollar 4.31. Sei U eine beliebige lokal indizierbare Gruppe und pU �W q{xxrj | J yy
eine gestaffelte Präsentation für W � �iPI Vi mit lokal indizierbaren Gruppen Vi. Weiter

seien w ein nichttriviales Element von U �W und α, ω P I Indizes, so dass w im normalen

Abschluss der Elemente rj (j P J ) in U �W liegt und ausschließlich die freien Faktoren U

sowie Vk mit α ¤ k ¤ ω benutzt. Dann liegt w bereits im normalen Abschluss der Elemente

r` mit α ¤ α` und ω` ¤ ω in U �W .

Beweis. Seien V¤µ :� �k¤µ Vk, V¥µ :� �k¥µ Vk und Vµ,ν :� �µ¤k¤ν Vk für beliebige

Indizes µ, ν P I. Wir fixieren ein beliebiges Element m P J . Als Erstes beweisen wir per

Induktion über n�m, dass für ein beliebiges Element n P J mit m ¤ n die Isomorphie

pU �W q {xxrk | m ¤ k ¤ nyy

�
�
pU � V¤ωn�1q {xxrk | m ¤ k ¤ n� 1yy

�
�

U�Vαn,ωn�1

�
pU � V¥αnq{xxrnyy

�
(4.4)

gilt. Im Induktionsanfang m � n folgt die gewünschte Isomorphie sofort aus Satz 2.11.

Für den Induktionsschritt pn Ñ n � 1q bemerken wir, dass U � Vαn�1,ωn wegen Satz 2.11
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kanonisch in den Faktor pU �V¥αnq{xxrnyy einbettet, welcher laut Induktionsvoraussetzung

wiederum in pU �W q {xxrk | m ¤ k ¤ nyy einbettet. Da U � Vαn�1,ωn wegen Satz 2.11 auch

kanonisch in pU � V¥αn�1q{xxrn�1yy einbettet, folgt schließlich die gewünschte Darstellung

pU �W q {xxrk | m ¤ k ¤ n� 1yy

�
�
pU � V¤ωnq {xxrk | m ¤ k ¤ nyy

�
�

U�Vαn�1,ωn

�
pU � V¥αn�1q{xxrn�1yy

�
.

Dies beendet den Induktionsbeweis der Isomorphie (4.4).

Im Hinblick auf einen Widerspruch sei w ein Element aus xxrj | j P J yyU�W , welches

Element von H �
�
α¤k¤ω Vk für zwei Indizes α, ω ist, aber nicht im normalen Abschluss

xxr` | α ¤ α`, ω` ¤ ωyyU�W liegt. Wir wählen Indizes m,n P J , so dass w im normalen

Abschluss xxr` | m ¤ ` ¤ nyyU�W liegt und n�m minimal mit dieser Eigenschaft ist. Dabei

betrachten wir nur den Fall ω   ωn, da der Fall αm   α auf analoge Weise behandelt

werden kann. Unter Zuhilfenahme der Isomorphie (4.4) schreiben wir

pU �W q {xxrk | m ¤ k ¤ nyy

�
�
pU � V¤ωn�1q {xxrk | m ¤ k ¤ n� 1yy

�
�

U�Vαn,ωn�1

�
pU � V¥αnq{xxrnyy

�
.

Wegen ω   ωn ist w ein Element des linken Faktors dieses amalgamierten Produkts. Da w

trivial in pU �W q {xxrk | m ¤ k ¤ nyy ist, muss es somit bereits trivial in pU �V¤ωn�1q {xxrk |

m ¤ k ¤ n� 1yy sein. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalität von n�m.

Als Nächstes beweisen wir eine einfache Hilfsaussage, welche uns bei den Beweisen der

Einbettungssätze den Übergang zu Wurzelbaumprodukten ermöglicht.

Lemma 4.32. Seien H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe, G ein Baumprodukt undrG ein Wurzelbaumprodukt von G, welches durch die Relation a � rak für ein k P Zzt0u und

einen Erzeuger a einer Blattgruppe A entsteht. Weiter seien r ein Element von G�H und

U eine Untergruppe von G, so dass U �H in p rG �Hq{xxryy einbettet. Dann bettet U �H

auch in pG �Hq{xxryy ein.

Beweis. Falls xayA in pG �Hq{xxryy einbettet, setzen wir m � 8. Ansonsten sei m P N die

kleinste Potenz, so dass am trivial in pG �Hq{xxryy ist. Dann folgt die gewünschte Aussage

sofort aus

p rG �Hq{xxryy � pG �Hq{xxryy �
a�ram

xra | rakm � 1y,

denn ein Element aus U �H, welches trivial im linken Faktor des amalgamierten Produkts

ist, muss auch trivial im amalgamierten Produkt selbst sein.
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Bei den nächsten zwei Lemmata handelt es sich um weitere kleine Hilfsaussagen, auf die

wir für die Beweise der Einbettungssätze wiederholt zurückgreifen.

Lemma 4.33. Seien G ein Baumprodukt, Z ein äußeres Zweigprodukt von G, X eine

nichtleere Menge von Pfeilererzeugern von Z und H eine beliebige lokal indizierbare Grup-

pe. Weiter sei r ein Element von G �H mit verdichteten Konjugierten rr und minimalem

Baumprodukt T . Schließlich bette
�
pGa Z a X q X T

�
�H kanonisch in pT �Hq{xxrryy ein.

Dann bettet auch pGa Z a X q �H kanonisch in pG �Hq{xxryy ein.

Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall, dass T im Zweigprodukt Z enthalten ist. Sei

p � q (p P Z) die Kantenrelation zur Kante, welche Z mit Ga Z verbindet. Dann gilt

pG �Hq{xxr, pyy �

���
pGa Z a X q �H

�
� xX |y

	
{xxpyy

�
� pZ{xxrr, qyyq. (4.5)

Laut Satz 2.11 bettet pG a Z a X q �H kanonisch in
��
pG a Z a X q �H

�
� xX |y

	
{xxpyy

und somit wegen (4.5) auch in pG �Hq{xxr, pyy ein. Da pG �Hq{xxr, pyy eine Faktorgruppe

von pG �Hq{xxryy ist, erhalten wir folglich die gewünschte Einbettung.

Das minimale Baumprodukt T enthalte also mindestens eine Knotengruppe aus GaZ.

Wir betrachten alle Zweigprodukte W piq (i P t1, 2, . . . , ku, k P N), welche entstehen, wenn

man in G die Erzeuger des Teilbaumprodukts T sowie alle Kantenrelationen der an T

angrenzenden Kanten löscht. Da
�
pGaZaX qXT

�
�H laut Voraussetzung in pT �Hq{xxrryy

einbettet, enthält T mindestens eine Knotengruppe aus Z oder die mit Z durch eine

Kante verbundene Knotengruppe von G a Z. Daher liegt jedes Zweigprodukt W piq (i P

t1, 2, . . . , ku) entweder komplett in Z oder komplett in GaZ. Seien U pjq (j P t1, 2, . . . ,mu,

m P N) alle Zweigprodukte W piq (i P t1, 2, . . . , ku), welche in Z liegen. Weiter seien pj � qj

(mit qj P U
pjq) die Kantenrelationen zu den Kanten, welche die Zweigprodukte U pjq mit

T verbinden. Wir schreiben

P p0q :�
�
pT �Hq{xxrryy� ��

TXpGaZaX q
�
�H

�
pGa Z a X q �H

�
, (4.6)

wobei die Einbettung der amalgamierten Gruppe in den linken Faktor laut Voraussetzung

gilt. Sei `j P N Y t8u die kleinste Potenz, so dass p
`j
j trivial in pT � Hq{xxrryy ist. Wir

beweisen folgende Behauptung.

Für alle ` P N , i P t1, 2, . . . ,mu besitzt das Element qi die Ordnung ` in Ui{xxq
`
i yy.

Dazu betrachten wir die Faktorgruppe rUi von Ui, welche durch das Faktorisieren mit

dem normalen Abschluss aller von qi verschiedenen Kantenwörter von Ui sowie q`i entsteht.

Diese Faktorgruppe rUi entspricht dem freien Produkt von gestaffelten Präsentationen über

freien Gruppen. Sei Q die Knotengruppe von Ui, welche qi enthält. Wäre nun pλi für ein

λ P N mit λ   ` trivial in Ui{xxq
`
i yy, so müsste pλi auch trivial in rUi sein. Mithilfe des

Spezialfalls von Korollar 4.31 für freie Gruppen folgt, dass qλi trivial in Q{xxq`i yy sein müsste.
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Dies ist wegen Satz 3.44 ein Widerspruch, denn Q ist eine freie Gruppe. Folglich dürfen

wir für j P t1, 2, . . . ,mu induktiv

P pjq � P pj�1q �
pj�qj

pU pjq{xxq
`j
j yyq

definieren. Es gilt P pmq � pG �Hq{xxryy. Wir haben also pG �Hq{xxryy durch schrittweise

Bildung von amalgamierten Produkten aus der Gruppe pG a Z a X q � H (siehe (4.6))

konstruiert. Daher bettet pGa Z a X q �H kanonisch in pG �Hq{xxryy ein.

Lemma 4.34. Seien G ein Baumprodukt, Z ein äußeres Zweigprodukt von G, x ein

Pfeilererzeuger von Z in G und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei r

ein Element von G �H mit verdichtetem Konjugierten rr. Das minimale Baumprodukt T

zu r enthalte mindestens eine Knotengruppe des Zweigprodukts Z. Falls mindestens ein

Kantenwort einer in Z enthaltenen äußeren Blattgruppe von T ein primitives Element ist,

so bettet pGa Z a txuq �H kanonisch in pG �Hq{xxryy ein.

Beweis. Wegen Lemma 4.33 reicht es aus, den Fall zu betrachten, dass G das minimale

Baumprodukt zu r ist. Sei A eine laut Voraussetzung existierende äußere Blattgruppe von

Z mit einer Kantenrelation p � q, wobei p P A ein primitives Element sei. Wir erweitern p

zu einer Basis von A und ersetzen die alten Basiselemente von A im Erzeugendensystem

von G durch die neuen Basiselemente. Da das minimale Baumprodukt zu r die Blattgruppe

A enthält und wir alle Erzeuger p in rr mithilfe der Kantenrelation p � q ersetzen können,

enthält rr mindestens ein weiteres Basiselement a von A. Im Fall A � Z setzen wir y :� x.

Andernfalls sei y ein beliebiger Pfeilererzeuger von A. Es gilt

pGaAq{xxqyy �
�
pGaAa tyuq � xy |y

�
{xxqyy (4.7)

und pG �Hq{xxr, pyy �
�
pA{xxpyyq � pGaAq{xxqyy

	
{xxryy. (4.8)

Mit Satz 2.11 folgern wir wegen (4.7) die Einbettung von GaAatyu in pGaAq{xxqyy und

wegen (4.8) die Einbettung von pG a Aq{xxqyy in pG �Hq{xxr, pyy. Insgesamt erhalten wir

somit die Einbettung von GaAatyu in pG�Hq{xxr, pyy. Daraus folgt sofort die Einbettung

von Ga Z a txu in pG �Hq{xxryy.

4.3.2. Kleiner Freiheitssatz für Baumprodukte

Der folgende Satz bildet eine Vorstufe zum Freiheitssatz für Baumprodukte.

Satz 4.35. (Kleiner Freiheitssatz für Baumprodukte) Seien G ein Baumprodukt,

Z ein äußeres Zweigprodukt von G und x ein Pfeilererzeuger von Z in G. Weiter seien

H eine nichttriviale lokal indizierbare Gruppe und r ein verdichtetes Konjugiertes aus

pG �HqzG. Das minimale Baumprodukt zu r enthalte mindestens eine Knotengruppe des

Zweigprodukts Z. Dann bettet pGa Z a txuq �H kanonisch in pG �Hq{xxryy ein.
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Beweis. O. B. d. A. dürfen wir annehmen, dass r keine echte Potenz ist, da der normale

Abschluss eines Elements s größer oder gleich dem normalen Abschluss von sm für alle

m P Z ist. Wegen Lemma 4.33 reicht es zudem aus, den Fall zu betrachten, dass G das

minimale Baumprodukt zu r ist. Sei σ die Grenzlänge von G. Wir führen den Beweis per

Induktion über das Tupel p||r|| � |Z|, σq in lexikografischer Ordnung.

Für den Induktionsanfang betrachten wir die beiden Fälle ||r|| � |Z| P Z, σ � 2 und

||r|| � |Z| ¤ 0, σ P N. Im Fall |Z| � 1 sei A :� Z. Ansonsten wählen wir eine äußere

Blattgruppe A von G sowie Z. Im Fall σ � 2 ist das Kantenwort zu A zwangsläufig ein

primitives Element. Somit folgt die gewünschte Einbettung aus Lemma 4.34. Für den

Fall ||r|| � |Z| ¤ 0 existiert eine Knotengruppe B von Z, so dass r kein Basiselement der

Knotengruppe enthält. Die Knotengruppe B kann keine Blattgruppe von G sein, da Z Teil

des minimalen Baumprodukts zu r ist. Wir betrachten die Zweigprodukte von G, welche

entstehen, wenn man in G alle Erzeuger der Knotengruppe B samt der Kantenrelationen

der mit B verbundenen Kanten löscht. Da B keine Blattgruppe ist, existiert mindestens

ein Zweigprodukt Y , welches komplett in Z enthalten ist. Das freie Produkt der restlichen

Zweigprodukte bezeichnen wir mit R. Die zu B gehörigen Kantenrelationen seien pi � qi

(i P I) für eine Indexmenge I und pi P B. Da r laut Voraussetzung kein Element von

G ist, bettet Y � R wegen Satz 2.11 in pY � R � Hq{xxryy ein. Seien Rp1q, Rp2q, . . . , Rpkq

(k P N) die freien Faktoren von R. Dann stammen alle qi aus unterschiedlichen Faktoren

des freien Produkts Y �Rp1q �Rp2q � . . . �Rpkq. Wegen Lemma 4.13 sind alle Faktoren lokal

indizierbar und damit insbesondere torsionsfrei. Somit bettet die von tqi | i P Iu erzeugte

freie Gruppe Q in Y � R und folglich auch in pY � R � Hq{xxryy ein. Da die Elemente pi

(i P I) von B laut Definition 4.7 eine verschobene Menge bilden und somit B{xxpi | i P Iyy
eine gestaffelte Präsentation über freien Gruppen ist, bettet wegen Bemerkung 4.30 auch

die von tpi | i P Iu erzeugte freie Gruppe P in B ein. Es folgt

pG �Hq { xxryy � B �
P�Q

�
pY �R �Hq{xxryy

�
.

Schließlich bemerken wir, dass R �H laut Satz 2.11 in den rechten Faktor dieses amalga-

mierten Produkts und damit auch in pG �Hq{xxryy einbettet. Folglich bettet insbesondere

pGa Z a txuq �H in pG �Hq{xxryy ein.

Für den Induktionsschritt betrachten wir eine äußere Blattgruppe A von Z sowie G und

die zu A gehörige Kantenrelation p � q (p P A). Falls p nur ein Basiselement a von A

enthält, so ist wegen Definition 4.7 p gleich a�1 und die gewünschte Aussage folgt wie im

Induktionsanfang für σ � 2. Somit dürfen wir voraussetzen, dass p mindestens zwei Ba-

siselemente a, b von A enthält. Wir erinnern an die Notation pb für die Exponentensumme

von p P A bzgl. b und gehen durch a � rapb zum Wurzelbaumprodukt rG :� G �a�rapb xray
von G über, das wegen p � a�1 ein Baumprodukt ist. Die dadurch entstehende neue Dar-

stellung r P rG �H ist ebenfalls ein verdichtetes Konjugiertes mit derselben Länge wie die

alte Darstellung r P G �H. Nun wenden wir einen Blattisomorphismus von rG an, welcher
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durch b̄ :� brapa oder b̄ :� rapab gegeben ist. Laut Bemerkung 4.26 ist das durch Algorith-

mus 4.24 gegebene verdichtete Konjugierte von r im Bild des Blattisomorphismus kürzer

oder genauso lang wie die ursprüngliche Darstellung. Wir bezeichnen das Bild von rG unter

dem Blattisomorphismus und das neue verdichtete Konjugierte wieder mit rG und r. Es gilt

p
ra � 0. Wegen Lemma 4.32 reicht es aus, die Einbettung von GaZ a txu � rGaZ a txu

in p rG�Hq{xxryy zu zeigen. Im Fall A � Z setzen wir y :� x. Andernfalls sei y ein Pfeilerer-

zeuger von A in rG. Laut Bemerkung 3.7 ist r
ra wegen p

ra � 0 wohldefiniert, denn p ist das

einzige Kantenwort, das den Erzeuger ra verwenden kann. Enthält p nicht den Erzeuger ra,

so besitzt rG eine echt kleinere Grenzlänge als G und die gewünschte Einbettung folgt laut

Induktionsvoraussetzung. Wir dürfen somit annehmen, dass ra in p enthalten ist.

Fall 1: Es gelte r
ra � 0 (d. h. der Erzeuger ra sei ein Ankererzeuger von r P rG).

In diesem Fall verwenden wir den Homomorphismus ϕ von rG � H, welcher die von ra
verschiedenen Basiselemente von A auf das triviale Element und alle restlichen Erzeuger

von rG �H auf sich selbst abbildet. Wegen p
ra � 0 folgt

=pϕq{xxϕprqyy �
�
xra |y � �

pp rGaAq{xxqyyq �H�	Lxxϕprqyy. (4.9)

Wir bemerken, dass p rGaAq{xxqyy � �
p rGaAatyuq� xy |y�{xxqyy wegen Satz 2.12 eine lokal

indizierbare Gruppe ist, da q laut Definition 4.5 und Definition 4.7 zyklisch gekürzt und

keine echte Potenz ist. Wegen Satz 2.11, (4.9) und r
ra � 0 bettet daher pp rGaAq{xxqyyq�H in

=pϕq{xxϕprqyy ein. Satz 2.11 gibt uns zudem die Einbettung von rGaAatyu in p rGaAq{xxqyy.
Insgesamt erhalten wir somit die Einbettung von p rGaAatyuq�H in =pϕq{xxϕprqyy. Schließ-

lich folgt, dass p rGa Z a txuq �H in p rG �Hq{xxryy einbettet.

Fall 2: Es gelte r
ra � 0.

Wir betrachten den Blatthomomorphismus ϕ : rG �H Ñ Z mit ϕpraq � 1. Sei A die Basis

der Blattgruppe A in G. Dann entspricht kerpϕq laut Bemerkung 4.22 dem freien Produkt

der Gruppen H` :� a�`Ha` (` P Z) mit einem Baumprodukt, das auf folgende Weise

gebildet werden kann. Wir starten mit einer Knotengruppe

rA :� x rA |y für rA :� tra�`yra`loomoon
�:y`

| y P Aztau, ` P Zu

und verknüpfen rA über jeweils eine Kantenrelation p` � q` (p` P rA) mit abzählbar unend-

lich vielen Kopien p rG a Aq` :� a�`p rG a Aqa` (` P Z) von rG a A. Es gilt |p`| rA   |p|A für

alle ` P Z (siehe Bemerkung 4.23).

Laut Voraussetzung benutzt das verdichtete Konjugierte r P G �H den Faktor H. Wir

definieren ri :� a�irai. Dann bildet kerpϕq{xxri | i P Zyy eine gestaffelte Präsentation für

Vi � Hi (vgl. Definition 4.29). Da alle Elemente von rGaZatxu, welche nicht im Kern von

ϕ liegen, keine Elemente des normalen Abschlusses von r in rG�H sein können, reicht es aus,

die Einbettung der Kopie p rGaZatxuq0 �H0 � p rGaAatyuq0 �H0 von p rGaZatxuq�H
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in kerpϕq{xxri | i P Zyy zu zeigen. O. B. d. A. sei r0 ein Element ri (i P Z), welches den

freien Faktor H0 von kerpϕq benutzt. Dann ist ein Element w P p rGa Z a txuq0 �H0 laut

Korollar 4.31 genau dann trivial in kerpϕq{xxri | i P Zyy, wenn es trivial in kerpϕq{xxr0yy ist.

Durch Algorithmus 4.24 ist laut Lemma 4.25 ein verdichtetes Konjugiertes r� von r0 in

kerpϕq mit ||r�||kerpϕq ¤ ||r||G�H gegeben. Wegen Lemma 4.33, angewandt auf das äußere

Zweigprodukt kerpϕq a p rG a Zq0 von kerpϕq, reicht es, anstelle von kerpϕq die Gruppe

T � rH zu betrachten, wobei rH :� �iPZHi gelte und T das minimale Baumprodukt von r0

in kerpϕq sei. Wir möchen also die Einbettung von
�
p rGaZatxuq0XT ��H0 in pT � rHq{xxr�yy

zeigen.

Fall 2.1: Der Erzeuger ra sei ein Reduktionserzeuger von r P rG.

Dann folgt wegen Definition 4.28 T � rA �p0�q0 p
rGaAq0. Wie bereits bemerkt gilt |p0| rA  

|p|A. Somit ist die Grenzlänge von T echt kleiner als die Grenzlänge von G und wir dürfen

die Induktionsvoraussetzung anwenden, um die gewünschte Einbettung zu folgern.

Fall 2.2: Der Erzeuger ra sei ein Fächererzeuger von r P rG.

Im Fall x0 R T folgt p rGa Zq0 X T � H, denn das minimale Baumprodukt T kann wegen

|T | ¥ |G| nicht in p rGaZq0 enthalten sein. Also reduziert sich die in diesem Fall zu zeigende

Aussage auf die Einbettung von H0 in pT � rHq{xxr�yy. Diese Einbettung folgt aus Satz 2.11,

denn r� ist ein verdichtetes Konjugiertes und damit insbesondere nicht in rH enthalten.

Sei also x0 P T . Wir definieren Z 1 :� T app rGaZq0XT q. Dann bleibt zu beweisen, dass

pT aZ 1atx0uq�H0 in pT � rHq{xxr�yy einbettet. Um die Induktionsvoraussetzung anwenden

zu können, reicht es wegen Lemma 4.25 aus, |Z 1| ¡ |Z| zu zeigen. Dazu wählen wir rA als

Wurzel von T und bemerken, dass für jede Blattgruppe von G mindestens eine Kopie dieser

Blattgruppe in T liegt, denn G ist das minimale Baumprodukt zu r und T das minimale

Baumprodukt zu r0. Da jeder verwurzelte Baum Vereinigung aller eindeutig bestimmten

Wege von der Wurzel zu den Blättern ist, liegt mindestens eine Kopie jeder Knotengruppe

von G in T . Insbesondere enthält T also mindestens eine Kopie jeder Knotengruppe von

Z und es folgt |Z| ¤ |Z 1|. Da ra ein Fächererzeuger ist, enthält T mindestens zwei Kopien

B0, Bµ der mit A verbundenen (eindeutig bestimmten) Knotengruppe B von G. Falls

B eine Knotengruppe von Z ist, so sind B0 und Bµ Knotengruppen von Z 1. Falls B

eine Knotengruppe von G a Z ist, so ist nur Bµ eine Knotengruppe von Z 1. In beiden

Fälle erhalten wir somit eine zusätzliche Knotengruppe und es folgt |Z|   |Z 1|. Durch

Anwendung der Induktionsvoraussetzung für p||r�|| � |Z 1|, σ1q, wobei σ1 die Grenzlänge

von T sei, erhalten wir die gewünschte Einbettung.

4.3.3. Freiheitssatz für Baumprodukte

Mithilfe von Satz 4.35 beweisen wir den folgenden Freiheitssatz, welcher im Gegensatz zu

Satz 4.35 auf die Bedingung verzichtet, dass H nichttrivial ist.
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Satz 4.36. (Freiheitssatz für Baumprodukte) Seien G ein Baumprodukt, Z ein äuße-

res Zweigprodukt von G, x ein Pfeilererzeuger von Z in G und H eine beliebige lokal indi-

zierbare Gruppe. Weiter sei r ein verdichtetes Konjugiertes von G �H, dessen minimales

Baumprodukt mindestens eine Knotengruppe aus Z enthalte. Dann bettet pGaZatxuq�H

kanonisch in pG �Hq{xxryy ein.

Wir werden den Beweis simultan mit dem Beweis von Proposition 4.40 führen. Zur

Formulierung von Proposition 4.40 benötigen wir zunächst einige weitere Notationen und

Definitionen.

Definition 4.37. Seien G ein Baumprodukt und A eine äußere Blattguppe. Weiter sei

X die Menge aller Pfeilererzeuger von A in G. Wir definieren

A� � A � xX y und GaA� � pGaAq a X .

Analog definieren wir für ein äußeres Zweigprodukt Z von G und die Menge Y aller

Pfeilererzeuger von Z in G:

Z� � Z � xYy und Ga Z� � pGa Zq a Y

Notation 4.38. Seien G ein Baumprodukt, Z ein äußeres Zweigprodukt von G und H

eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei ϕ ein Blatthomomorphismus zu einer

äußeren Blattgruppe A von G�H, welche nicht in Z enthalten ist. Wie in Bemerkung 4.22

beschrieben gehen wir zum Kern kerpϕq � K � rH über.

Im Sonderfall, dass G einen Durchmesser von 2 besitzt, hat das Baumprodukt K von

kerpϕq den Durchmesser 3. Wir können daher höchstens Z�8 und Z8 als äußere Zweig-

produkte ansehen. Alle anderen Zi sind keine äußeren Zweigprodukte. Indem wir jedoch

für zwei Elemente i, j P Z Y t�8u alle Erzeuger der Zweigprodukte Zk mit k   i und

k ¡ j entfernen, werden die Zweigprodukte Zi und Zj zu äußeren Zweigprodukten des

entstehenden Baumprodukts. Falls der Druchmesser von G echt größer als 2 ist, sind alle

Zi (i P Z) äußere Zweigprodukte von kerpϕq. Dies rechtfertigt die folgenden Definitionen.

Für i, j P Z mit i ¤ j schreiben wir:

K�8,j :� kerpϕq a
8¤

k�j�1

Z�
k , Ki,8 :� kerpϕq a

i�1¤
k��8

Z�
k

und Ki,j :�
�

kerpϕq a
i�1¤

k��8

Z�
k

�
a

8¤
`�j�1

Z�
`

Definition 4.39. (α-/ω-Zweiggrenzen) Seien G ein Baumprodukt, Z ein äußeres

Zweigprodukt von G und H eine beliebige lokal indizierbare Gruppe. Weiter sei ϕ ein

Blatthomomorphismus zu einer äußeren Blattgruppe A von G�H, welche nicht in Z liegt.

Mit der Notation aus Bemerkung 4.22 gehen wir zum Kern kerpϕq über. Dann definieren

wir für ein beliebiges Element w P kerpϕq die α- bzw. ω-Zweiggrenze (bzgl. Z) als den

größten bzw. kleinsten Index `, so dass w ein Element von K`,8 � rH bzw. K�8,` � rH ist.

95



Proposition 4.40. Seien G � H ein Baumprodukt und r ein verdichtetes Konjugiertes

aus G �H, dessen minimales Baumprodukt mindestens eine Knotengruppe eines äußeren

Zweigprodukts Z von G � H enthält. Mit der Notation aus Bemerkung 4.22 bilden wir

kerpϕq für einen Blatthomomorphismus ϕ zu einer äußeren Blattgruppe A von G � H,

welche nicht in Z liegt. Sei u ein Element aus dem normalen Abschluss der verdichteten

Konjugierten ri (i P Z) in kerpϕq. Die α-/ω-Zweiggrenzen der Elemente ri (i P Z) und u

bzgl. Z bezeichnen wir mit αri, ωri (i P Z) und αu, ωu. Dann liegt u bereits im normalen

Abschluss der Elemente rk, welche αu ¤ αrk und ωrk ¤ ωu erfüllen.

Simultaner Beweis von Satz 4.36 und Proposition 4.40.

Sei σ die Grenzlänge von G. Wir führen den Beweis per Induktion über das Tupel p||rr|| �
|G|, σq in lexikographischer Ordnung. Seien Tj (j P J ) die minimalen Baumprodukte der

Elemente rj aus Proposition 4.40. Weiter seien σj (j P J ) die Grenzlängen der minimalen

Baumprodukte Tj .

Als Erstes beweisen wir, dass für fixierte Werte pz, sq P Z � N aus der Gültigkeit von

Satz 4.36 für p||r||�|G|, σq ¤ pz, sq die Aussage von Proposition 4.40 für p|T0|�||r0||, σ0q ¤

pz, sq folgt. Dazu sei u ein nichttriviales Element aus dem normalen Abschluss der Elemente

rj (j P Zq in G �H. Seien rj (m ¤ j ¤ n) genau diejenigen Elemente ri, welche αu ¤ αrk
und ωrk ¤ ωu erfüllen.

Im Hinblick auf einen Widerspruch liege u nicht im normalen Abschluss der Elemente

rj (m ¤ j ¤ n) in kerpϕq. Wir wählen Indizes µ, ν P Z mit µ ¤ ν, so dass u im normalen

Abschluss der Elemente rk (µ ¤ k ¤ ν) in G � H liegt und ν � µ minimal mit dieser

Eigenschaft ist. Laut Voraussetzung gilt µ   m oder n   ν. Indem wir alle Indizierungen

ggf. invertieren, gelte o. B. d. A. n   ν.

Wir führen den Widerspruchsbeweis per Induktion über λ :� ν�µ P N0. Für ν�µ � 0

liegt u im normalen Abschluss des Elements rν in kerpϕq � K � rH. Aus n   ν folgt

ωu   ωrν . Somit ist u ein Element von K�8,ωrν�1 � K�8,ωrν aZ
�
ωrν

. Wegen Lemma 4.27

dürfen wir mit Satz 4.36 folgern, dass u trivial in kerpϕq ist. Dies ist ein Widerspruch.

Für den Induktionsschritt (λÑ λ� 1) schreiben wir

kerpϕq { xxrk | µ ¤ k ¤ νyy

� pK�8,ωrν�1 � rHq { xxrk | µ ¤ k ¤ ν � 1yy �
Kαrν ,ωrν�1� rH

pKαrν ,8 �
rHq { xxrνyy.

Dabei folgen die Einbettungen der amalgamierten Untergruppe Kαrν ,ωrν�1 � rH aus der In-

duktionsvoraussetzung. Da u trivial in kerpϕq { xxrk | µ ¤ k ¤ νyy ist und in der Untergrup-

pe K�8,ωrν�1 � rH liegt, müsste u bereits trivial im linken Faktor pK�8,ωrν�1 � rHq { xxrk |
µ ¤ k ¤ ν � 1yy sein. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalität von ν � µ.
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Für den Beweis von Satz 4.36 dürfen wir o. B. d. A. annehmen, dass r keine echte Po-

tenz ist, da der normale Abschluss eines Elements s für alle ` P Z größer oder gleich

dem normalen Abschluss von s` ist. Wegen Lemma 4.33 reicht es aus, den Fall zu be-

trachten, dass G das minimale Baumprodukt zu r und Z der Schnitt des minimalen

Baumprodukts von r mit dem ursprünglichen Z ist. Zudem dürfen wir r P G voraus-

setzen, da der Fall r P pG � HqzG bereits durch Satz 4.35 abgedeckt ist. Wir folgern

pG �Hq{xxryy � pG{xxryyq �H. Es ist daher ausreichend, die Einbettung von Ga Z a txu

in G{xxryy zu zeigen. Für |Z| � 1 setzen wir A :� Z und y :� x. Andernfalls sei A eine

äußere Blattgruppe von Z sowie G und wir wählen einen beliebigen Pfeilererzeuger y von

A in G. Aufgrund der Vorüberlegung steht uns für den Induktionsbeweis von Satz 4.36

in der Induktionsvoraussetzung nicht nur die Aussage von Satz 4.36, sondern auch von

Proposition 4.40 zur Verfügung. Zudem zeigt die Vorüberlegung, dass wir mit Satz 4.36

auch Proposition 4.40 beweisen.

Für den Induktionsanfang betrachten wir die Fälle ||r|| � |G|   �1 und σ � 2. Für

σ � 2 ist das Kantenwort von A zwangsläufig ein primitives Element und die gewünschte

Einbettung folgt aus Lemma 4.34. Im Fall ||r|| � |G|   �1 existiert eine Knotengruppe

B von G, so dass rr kein Basiselement von B enthält und B nicht an A grenzt. Man

bemerke, dass B keine Blattgruppe von G, also insbesondere nicht A sein kann, da G

das minimale Baumprodukt zu r ist. Wir betrachten die Zweigprodukte von G, welche

entstehen, wenn man in G alle Erzeuger der Knotengruppe B samt den Kantenrelationen

der mit B verbundenen Kanten löscht. Sei ZA das Zweigprodukt, welches die Blattgruppe

A enthält und RA das freie Produkt der restlichen Zweigprodukte. Da B nicht mit A

verbunden ist, gilt |ZA| ¥ 2. Wir bemerken, dass r P ZA � RA weder zu einem Element

aus ZA noch RA konjugiert sein kann, denn G ist das minimale Baumprodukt zu r. Die

in G zu B gehörigen Kantenrelationen seien pi � qi (i P I) für eine Indexmenge I und

pi P B. Indem wir Satz 4.35 auf das Baumprodukt ZA �RA und das Element r P ZA �RA

anwenden, erhalten wir die Einbettung von pZAaAatyuq �RA in pZA �RAq{xxryy. Wenn

man die freien Faktoren von RA mit einbezieht, stammen alle qi aus unterschiedlichen

Faktoren von pZA aAa tyuq �RA. Wir bemerken, dass alle Faktoren wegen Lemma 4.13

lokal indizierbar und daher insbesondere torsionsfrei sind. Somit bettet die von tqi | i P Iu
erzeugte freie Gruppe Q in pZA aAa tyuq �RA und folglich auch in pZA �RAq{xxryy ein.

Laut Definition 4.7 bilden die Elemente pi (i P I) eine verschobene Menge von B. Also

ist B{xxpi | i P Iyy eine gestaffelte Präsentation. Wegen Bemerkung 4.30 bettet die von

tpi | i P Iu erzeugte freie Gruppe P in B ein. Es folgt

GaAa tyu � B �
P�Q

�
pZA aAa tyuq �RA

�
sowie

G{xxryy � pGaAa tyuq �
pZAaAatyuq�RA

�
pZA �RAq{xxryy

�
.

Schließlich lesen wir die Einbettung von GaAa tyu, also insbesondere von GaZ a txu,
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in G{xxryy ab.

Für den Induktionsschritt betrachten wir die äußere Blattgruppe A und die zu A gehöri-

ge Kantenrelation p � q, wobei p P A. Falls p nur ein Basiselement a von A enthält, so gilt

wegen Definition 4.7 p � a�1 und die gewünschte Aussage folgt analog zum Induktions-

anfang für σ � 2. Wir dürfen daher voraussetzen, dass p mindestens zwei Basiselemente

a, b von A enthält. Mithilfe der Relation a � rapb gehen wir zum WurzelbaumproduktrG :� G�a�rapb xray von G über, welches wegen p � a�1 ein Baumprodukt ist. Wir bemerken,

dass die dadurch entstehende neue Darstellung r P rG wieder ein verdichtetes Konjugiertes

gleicher Länge ist. Nun wenden wir den Blattisomorphismus von rG an, der durch b̄ :� brara
oder b̄ :� rarab gegeben ist, wobei pa die Exponentensumme p P G bzgl. a ist. Laut Bemer-

kung 4.26 ist das durch Algorithmus 4.24 gegebene verdichtete Konjugierte von r im Bild

des Blattisomorphismus kürzer oder genauso lang wie die ursprüngliche Darstellung. Wir

bezeichnen das Bild von rG unter dem Blattisomorphismus und das neue verdichtete Kon-

jugierte wieder mit rG und r. Es gilt p
ra � 0 für die Exponentensumme p

ra von p P rG bzgl.ra. Wegen Lemma 4.32 ist es ausreichend, die Einbettung von GaAatyu � rGaAatyu inrG{xxryy zu zeigen. Für r
ra unterscheiden wir zwei Fälle. Dazu bemerken wir, dass r

ra wegen

p
ra � 0 wohldefiniert ist, denn p ist das einzige Kantenwort, welches den Erzeuger ra ver-

wenden kann. Enthält p nicht den Erzeuger ra, so besitzt rG eine echt kleinere Grenzlänge

als G und die gewünschte Einbettung folgt laut Induktionsvoraussetzung. Wir dürfen so-

mit annehmen, dass ra in p enthalten ist.

Fall 1: Es gelte r
ra � 0 (d. h. ra ist ein Ankererzeuger von r P rG).

In diesem Fall verwenden wir den Homomorphismus ϕ von rG, welcher die von ra verschie-

denen Basiselemente von A auf das triviale Element und alle restlichen Erzeuger von rG
auf sich selbst abbildet. Es gilt

=pϕq{xxϕprqyy �
�
xray � �

p rGaAq{xxqyy��{xxϕprqyy. (4.10)

Wir bemerken, dass p rG a Aq{xxqyy �
�
p rG a A a tyuq � xy |y

�
{xxqyy wegen Satz 2.12 eine

lokal indizierbare Gruppe ist, da q laut Definition 4.7 zyklisch gekürzt und keine echte

Potenz ist. Laut Satz 2.11 folgt die Einbettung von rGaAa tyu in p rGaAq{xxqyy. Wegen

Satz 2.11, (4.10) und r
ra � 0 bettet zudem pp rGaAq{xxqyyq in =pϕq{xxϕprqyy ein. Insgesamt

erhalten wir somit die Einbettung von rGaAatyu in =pϕq{xxϕprqyy. Schließlich folgt, dassrGaAa tyu, also insbesondere auch rGa Z a txu, in rG{xxryy einbettet.

Fall 2: Es gelte r
ra � 0 (d. h. der Erzeuger ra ist ein Reduktions- oder Fächererzeuger).

Wir betrachten den Blatthomomorphismus ϕ : rG Ñ Z mit ϕpraq � 1 und benutzen die

Notationen aus Bemerkung 4.22 und Notation 4.38. Um zu zeigen, dass rG a A a tyu inrG{xxryy einbettet, genügt es zu zeigen, dass die Kopie p rG a A a tyuq0 von rG a A a tyu

in kerpϕq{xxri | i P Zyy einbettet. Dazu sei C eine von A verschiedene äußere Blattgruppe
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von rG. Wegen Lemma 4.27 und da wir rG o. B. d. A. als minimales Baumprodukt von

r vorausgesetzt haben, dürfen wir die Induktionsvoraussetzung für Proposition 4.40 mit

C als äußerem Zweigprodukt Z anwenden. Jedes Element aus p rG a A a tyuq0, welches

im normalen Abschluss der Elemente ri (i P Z) enthalten ist, liegt bereits im normalen

Abschluss eines einzigen Elements rk, denn p rGaAa tyuq0 ist eine Untergruppe von K0,0

(siehe Notation 4.38). Sei T das minimale Baumprodukt zu rk in kerpϕq. Laut Lemma 4.33

ist es ausreichend, die Einbettung von T Xp rGaAatyuq0 in T {xxrkyy zu zeigen. Wir sind in

dem Fall, dass ra ein Reduktions- oder Fächererzeuger ist. Ist ra ein Reduktionserzeuger, gilt

T � K0,0 und wir setzen D � rA sowie d :� y0, wobei rA die Gruppe aus Bemerkung 4.22

und y0 die Kopie von y in p rGaAq0 sei. Falls ra ein Fächererzeuger ist, enthält T mindestens

eine äußere Blattgruppe D, welche eine von rA verschiedene Knotengruppe von Kj,j X

T für ein j P Zzt0u ist. Wir bezeichnen einen beliebigen Pfeilererzeuger dieser äußeren

Blattgruppen von T mit d.

Somit dürfen wir wegen Lemma 4.27 die Induktionsvoraussetzung für Satz 4.36 mit D

als äußerem Zweigprodukt Z anwenden und erhalten die Einbettung von T aDatdu, also

insbesondere von T X p rGaAa tyuq0 in T {xxrkyy.

4.4. Beweis des Hauptsatzes und Ausblick

Schließlich sind wir in der Lage, Hauptsatz 4.1 als Korollar aus Satz 4.36 zu folgern.

Beweis von Hauptsatz 4.1.

Sei p der Erzeuger der mit U identifizierten Untergruppe von A. Wir wählen eine Basis A
von A, so dass p zyklisch gekürzt bzgl. dieser Basis ist. Die Möglichkeit einer solchen Wahl

haben wir bereits im Anschluss an Beispiel 4.2 bemerkt. Da der Basiswechsel für A keinen

Einfluss auf das Vorkommen des Erzeugers x in q oder r hat, bleiben alle Bedingungen von

Hauptsatz 4.1 erhalten und wir gewinnen die zusätliche Bedingung, dass die Erzeuger der

amalgamierten Untergruppe in ihren Faktoren zyklisch gekürzt sind. Laut Definition 4.7

ist G daher ein Baumprodukt der Größe 2. Wir bemerken, dass jedes Basiselement aus

X , also insbesondere auch x, ein Pfeilererzeuger zu A in G oder ein Eremiterzeuger ist.

Zudem bemerken wir, dass jede Darstellung eines Konjugats von r in einer Normalform

gerader Länge bzgl. des amalgamierten Produkts ein verdichtetes Konjugiertes ist. Im Fall,

dass x ein Pfeilererzeuger ist, erhalten wir mit Satz 4.36 die gewünschte Einbettung von

xX ztxu |y � GaAa txu in G{xxryy. Ist x ein Eremiterzeuger, so gilt

G � pA �
U
xX ztxu |yq � xx |y (4.11)

und x ist laut Voraussetzung von Hauptsatz 4.1 in r enthalten. Somit folgt die Einbettung

von xX ztxu |y in G{xxryy als Kombination der Einbettung des Faktors xX ztxu |y in das
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wegen Satz 2.12 lokal indizierbare amalgamierte Produkt A �
U
xX ztxu |y und der durch

Satz 2.11 sowie (4.11) gegebenen Einbettung von A �
U
xX ztxu |y in G{xxryy.

Die folgende Bemerkung gibt einen Ausblick auf Anwendungsmöglichkeiten der Einbet-

tungssätze dieses Kapitels.

Bemerkung 4.41. Hauptsatz 4.1 und Satz 4.36 stellen nicht nur im Stil des Freiheits-

satzes von W. Magnus Einbettungssätze für Baumprodukte dar, sondern bilden auch den

ersten Schritt, um Frage 1 aus [BS08] zu beweisen, ob amalgamierte Produkte zweier freier

Gruppen über eine maximale zyklische Gruppe in beiden Faktoren die Magnus-Eigenschaft

besitzen. Die positive Beantwortung dieser Frage mithilfe eines Induktionsbeweises wie in

Satz 4.36 scheitert zurzeit nicht an der Beantwortung von Frage 4.4, sondern am Auffin-

den eines geeigneten Homomorphismus ϕ für spezielle Kombinationen von Baumprodukten

und Elementen r wie z. B. dem Baumprodukt G und dem Element r P G aus Frage 4.4. Es

ist möglich, mithilfe des Untergruppensatzes von Kurosch zum Kern des Homomorphis-

mus ϕ überzugehen, welcher b, y auf 1 P Z und alle anderen Erzeuger des amalgamierten

Produkts G aus Frage 4.4 auf 0 P Z abbildet. Die Gruppe kerpϕq ist ein freies Produkt lokal

indizierbarer Gruppen. Der normale Abschluss von r in G entspricht dem normalen Ab-

schluss von Elementen ri :� b�irbi (i P Z) in kerpϕq, allerdings erhält kerpϕq{xxri | i P Zyy
nicht die Struktur einer gestaffelten Präsentation über lokal indizierbare Gruppen.

In der Diskussion von Hauptsatz 4.1 haben wir bereits die Frage gestellt, ob unter den

Bedingungen von Hauptsatz 4.1 auch der gesamte Faktor X in G{xxryy einbettet. Das

folgende Lemma beantwortet diese Frage für einen Spezialfall.

Lemma 4.42. Sei G :� A�UX ein amalgamiertes Produkt, wobei A, X freie Gruppen und

U eine maximale zyklische Untergruppe beider Faktoren seien. Weiter sei r ein Element

von G mit Länge 2 bzgl. der Normalform amalgamierter Produkte A �U X. Dann betten

die Faktoren A und X in pA �U Xq{xxryy ein.

Beweis. Seien p P A und q P X die Erzeuger der zu U isomorphen Untergruppen. Wir

wählen Basen A von A und X von X, so dass p P A und q P X zyklisch gekürzt sind (siehe

Bemerkung 4.3). Dann ist G laut Definition 4.7 ein Baumprodukt.

Den Beweis dieses Lemmas führen wir als Induktionsbeweis über die Grenzlänge σ von

G. Für den Induktionsanfang |σ| � 2 gilt p P A und q P X . Da r eine Normalform von

2 bzgl. A �U X hat, existiert neben p noch mindestens ein weiteres Basiselement aus A,

welches in r enthalten ist. Wir identifizieren p mit q. Dann erhalten wir die Einbettung von

X in G{xxryy durch Anwendung des Freiheitssatzes von Magnus (Satz 0.1). Auf analoge

Weise erhalten wir auch die Einbettung von A in G{xxryy.

Für den Induktionsschritt wählen wir - falls vorhanden - ein Basiselement a P A, welches

mit einer Exponentensumme von 0 in p vorkommt. Falls kein solches Element existiert,
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wählen wir beliebige Elemente a, b P A und gehen mithilfe der Relation a � rapb zum Wur-

zelbaumprodukt G1 :� G�a�rapb xra |y von G über, welches wegen p � a�1 ein Baumprodukt

ist. Wir definieren A1 :� A �a�rapb xra |y. Nun wenden wir den Blattisomorphismus von G1

an, der durch b̄ :� bra�ra oder b̄ :� ra�rab gegeben ist, wobei pa die Exponentensumme

p P G bzgl. a ist. Es gilt p
ra � 0. Auf die gleiche Art konstruieren wir einen Blattho-

momorphismus für X mithilfe eines Erzeugers rx, welcher in q mit Exponentensumme 0

vorkommt. Das ra und rx enthaltende Wurzelbaumprodukt von G nennen wir G2. Wegen

Lemma 4.32 ist es ausreichend, die Einbettung von X und A in G1 oder G2 zu zeigen. Wir

betrachten verschiedene Fälle für die Exponentensummen r
ra und r

rx.

Zunächst zeigen wir, dass X in pA�UXq{xxryy einbettet, falls r
ra � 0 gilt. Die Einbettung

von A in pA �U Xq{xxryy für r
rx � 0 kann auf analoge Weise gezeigt werden.

Im Fall r
ra � 0 ist ra ein Reduktionserzeuger von r. Wir betrachten den Kern des Ho-

momorphismus ϕ : G1 Ñ Z, welcher ra auf 1 und alle anderen Erzeuger auf 0 abbildet.

Laut Lemma 2.23 entspricht der normale Abschluss von r in G1 dem normalen Abschluss

der Elemente ri � a�irai in kerpϕq. Die Gruppe kerpϕq besteht wie in Bemerkung 4.22

beschrieben aus einer Knotengruppe rA1 :� xci | c P A1, c � a, i P Zu und abzählbar

unendlich vielen Kopien Xi (i P Z) von X, welche jeweils durch die Kantenrelation pi � qi

mit rA1 verbunden sind, wobei pi :� a�ipai und qi :� a�iqia
i. Es bleibt, die Einbettung von

X0 in kerpϕq{xxri | i P Zyy zu beweisen. Da r nur ein Stück aus A1 enthält, ist ra ein Reduk-

tionserzeuger von r. Es folgt, dass rA1�pi�qiXi das minimale Baumprodukt von ri in kerpϕq

ist. Wir wenden Proposition 4.40 für die gestaffelte Präsentation kerpϕq{xxri | i P Zyy über

den Blattgruppen Xi (i P Z) an, um zu folgern, dass X0 genau dann in kerpϕq{xxri | i P Zyy
einbettet, wenn X0 in kerpϕq{xxr0yy einbettet. Laut Lemma 4.33 genügt es, die Einbettung

von X0 in p rA1 �p0�q0 X0q{xxr0yy zu zeigen. Wegen Bemerkung 4.23 gilt |p0|   |p|. Daher

folgt die gewünschte Einbettung nach Induktionsvoraussetzung. Schließlich erhalten wir

die Einbettung von X in G1{xxryy.

Im Fall r
ra � 0 gelte o. B. d. A. r � vw mit v P A und w P X. Wegen p

ra � 0 und v
ra � 0

kann die von p und v erzeugte Untergruppe von A keine zyklische Gruppe sein. Daher ist

xp, vyA die freie Gruppe F pp, vq mit Basis tp, vu. Wir unterscheiden zwei Fälle für r
rx.

Fall 1: Es gelte r
rx � 0.

In diesem Fall bettet A, also insbesondere auch xp, vyA, aufgrund der Vorüberlegung in

pA �U Xq{xxryy ein. Um die Einbettung von X zu zeigen, schreiben wir

G{xxryy � A �
F pp,vq

�
pF pp, vq �

p�q
Xq{xxryy

�
.

Somit genügt es, die Einbettung von X in pF pp, vq �
p�q

Xq{xxryy zu beweisen. Dazu be-

merken wir, dass

F pp, vq �
p�q

X � F pvq � X
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eine freie Gruppe ist. Da r das Basiselement v benutzt, folgt die Einbettung von X aus

dem Freiheitssatz von Magnus (Satz 0.1).

Fall 2: Es gelte r
rx � 0.

Wegen q
rx � 0 und w

rx � 0 kann die von q und w erzeugte Untergruppe von X keine

zyklische Gruppe sein. Daher ist xq, wyX � X eine freie Gruppe mit Basis tp, wu. Wir

schreiben

F pp, vq � F pwq � F pp, vq �
p�q

F pq, wq � F pvq � F pq, wq.

Da r die Erzeuger w und v enthält, betten F pp, vq und F pq, wq in pF pp, vq �
p�q

F pq, wqq{xxryy

ein. Es folgt

G{xxryy � A �
F pp,vq

�
pF pp, vq �

p�q
F pq, wqq{xxryy

	
�

F pq,wq
X.

Wir lesen die Einbettungen von A und X in G{xxryy ab.
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5. Seifert-Mannigfaltigkeiten und die

Magnus-Eigenschaft

In diesem Kapitel möchten wir Fundamentalgruppen bestimmter Seifert-Mannigfaltigkei-

ten auf Magnus-Eigenschaft überprüfen. Dazu verwenden wir rein algebraische und grup-

pentheoretische Methoden wie z. B. die Theorie kleiner Kürzungen (engl.
”
small cancella-

tion theory“, siehe Kapitel D).

Laut [Orl72, S. 91] besitzt jede Fundamentalgruppe G einer orientierbaren Seifert-

Mannigfaltigkeit eine Präsentation der Form

G � xa1, b1, . . . , ag, bg, q1, . . . , qr, h | aiha
�1
i � hεi , bihb

�1
i � hεi , qjhq

�1
j � h,

q
αj
j h

βj � 1, q1 � � � qrra1, b1s � � � rag, bgs � hb p1 ¤ i ¤ g, 1 ¤ j ¤ rqy, (5.1)

wobei g, r P N0 gilt und pαj , βjq (1 ¤ j ¤ r) Paare zueinander koprimer natürlicher Zahlen

sind und zudem eine der beiden folgenden Bedingungen erfüllt sei:

(1) Es gilt εi � 1 für alle i P t1, 2, . . . gu, 0   βj   αj für alle j P t1, 2, . . . ru und b P Z.

(2) Es gilt g ¥ 1, εi � �1 für alle i P t1, 2, . . . gu, 0   βj ¤
αj
2 für alle j P t1, 2, . . . ru

und b P t0, 1u. (Falls ein j P t1, 2, . . . ru mit αj � 2 existiert, so gilt b � 0.)

In Unterabschnitt 5.2.2, Fall 4.1.3 bemerken wir, dass die Gruppe G für

pg, r, tαi | 1 ¤ i ¤ ru, tβi | 1 ¤ i ¤ ru, bq

P tp0, 3, t3, 3, 3u, t1, 1, 1u,�1q, p0, 3, t3, 3, 3u, t2, 2, 2u,�2qu (5.2)

isomorph zur Gruppe xx, y | x3 � y3, pxyq3 � x6y ist. Wir stellen folgende Vermutung

auf:

Vermutung 5.1. Die Gruppe

L � xx, y | x3 � y3, pxyq3 � x6y

besitzt die Magnus-Eigenschaft.

Im vorliegenden Kapitel untersuchen wir abgesehen von der Gruppe L aus Vermu-

tung 5.1 alle Fundamentalgruppen von orientierbaren Seifert-Mannigfaltigkeiten mit r � 0

auf Magnus-Eigenschaft. Das Ergebnis ist folgender Satz, welcher insbesondere die Aus-

sage enthält, dass G wie in (5.1) für g, r ¥ 1 oder r ¥ 4 nicht die Magnus-Eigenschaft

besitzt.
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Satz 5.2. Sei G die Fundamentalgruppe einer orientierbaren Seifert-Mannigfaltigkeit mit

r � 0 (siehe (5.1)), deren Invarianten nicht (5.2) erfüllen (d. h. G ist nicht zur Gruppe L

aus Vermutung 5.1 isomorph). Wir definieren

σ :� ggTp|α1|, |α2|q, τ :� ggTp|β1|, |bα2 � β2|q und ∆ :�
1

στ

����det

�
α1 β1

�α2 bα2 � β2

�����.
Zudem wählen wir zwei Elemente p, q P Z mit σ � pα1�qα2 und definieren ζ :� ggTp|pβ1�

qpbα2�β2q|,∆q. Die Gruppe G besitzt genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn eine der

folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(i) Es gelte g � 0, r � 1 und β1 � bα1 P t0,�1,�2,�3,�4,�6u.

(ii) Es gelte g � 0, r � 2 und eine der folgenden zwei Bedingungen.

(ii.1) Es gelte pβ1 � qpbα2 � β2q � 0 mod τ∆. Zudem gelte σ, τ P t1, 2, 3, 6u oder

σ, τ P t1, 2, 4u.

(ii.2) Es gelte pβ1�qpbα2�β2q � 0 mod τ∆ zusammen mit einer der folgenden vier

Bedingungen:

(ii.2.1) ∆ � 0 und ggTpσ, ζτq P t1, 2, 3, 4, 6u

(ii.2.2) σ � 1 mit ∆τ P t1, 2, 3, 4, 6u oder ζτ � 1 mit ∆
ζ σ P t1, 2, 3, 4, 6u

(ii.2.3) ∆ � ζ mit ∆
ζ σ,∆τ P t1, 2, 3, 6u oder mit ∆

ζ σ,∆τ P t1, 2, 4u

(ii.2.4) p∆
ζ ,

∆
ζ σ,∆τq P tp2, 4, 4q, p2, 6, 6q, p3, 6, 6qu

(iii) Es gelte g � 0 und r � 3 zusammen mit einer der folgenden drei Bedingungen:

(iii.1) αi � 2, βi � 1 p1 ¤ i ¤ 3q und b P t�3,�2,�1, 0u

(iii.2) αi � 2, βi � 1 p1 ¤ i ¤ 2q, α3 � 3, β3 � 2 und b � �2

(iii.3) αi � 2, βi � 1 p1 ¤ i ¤ 2q, α3 � 3, β3 � 1 und b � �1

Schließlich möchten wir darauf hinweisen, dass wir in Abschnitt 3.8.2 die Magnus-

Eigenschaft von Fundamentalgruppen einiger orientierbarer Seifert-Mannigfaltigkeiten mit

r � 0 beweisen.

5.1. Vorbereitungen

In diesem Abschnitt beweisen wir allgemeine Hilfsaussagen und führen Notationen ein, die

wir für den Beweis von Satz 5.2 nutzen möchten.

Notation 5.3. Für k, ` P N schreiben wir

Z �
ak�b`

Z :� xa, b | ak � b`y � xa |y �
ak�b`

xb |y und

Z �
ak�b`

Z :� xa, b | ra, bs � 1, ak � b`y � xa |y �
ak�b`

xb |y.
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Laut [Bog05] besitzt unter den Gruppen Z �ak�b` Z (k, ` P Nzt1u) ausschließlich die

Gruppe Z �a2�b2 Z die Magnus-Eigenschaft. Analog zu dieser Aussage formulieren wir

folgendes Lemma.

Lemma 5.4. Eine Gruppe Z �ak�b` Z mit k, ` P N besitzt genau dann die Magnus-

Eigenschaft, wenn ggTpk, `q in der Menge t1, 2, 3, 4, 6u enthalten ist.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass die Gruppe Z �ak�b` Z im Fall k � 1 oder ` � 1

isomorph zu Z ist und daher die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Seien also k und ` zwei beliebige Elemente aus Nzt1u. Jedes Element

w P G :� x a, b | ra, bs � 1, ak � b` y � Z�ak�b` Z

besitzt eine eindeutige Darstellung der Form w � ambn mit m P Z, n P t0, 1, . . . , ` � 1u.

Wir nennen diese Form Normalform von w bzgl. G.

Sei w ein beliebiges Torsionselement von G mit Normalform w � ambn und Ordnung

p P N. Wir betrachten w als Element von H :� xa |y � xb |y � Z� Z. Dann folgt in H

apmbpn � pambnqp � wp � pa�kb`qq � a�qkbq` (5.3)

für ein q P N. Die Elemente p und q sind teilerfremd, denn p ist die Ordnung von w P G.

Somit ist p ein Teiler von ggTpk, `q. Umgekehrt erhalten wir für jeden Teiler d von ggTpk, `q

mit w � a�
k
d b

`
d ein Element der Ordnung d in G.

Wir betrachten zwei Elemente r, s P G :� Z�ak�b`Z mit demselben normalen Abschluss

in G. Falls r und damit auch s keine Torsionselemente sind, gilt tri | i P Zu � tsj | j P
Zu � Z und wir erhalten r � s�1. Es bleibt somit der Fall zu betrachten, dass r und

damit auch s von endlicher Ordnung p P Nzt1u sind. Laut Vorbemerkung ist p ein Teiler

von ggTpk, `q. Es gilt xryG � xsyG � Zp, wobei Zp die zyklische Gruppe der Ordnung p

ist. Wegen Lemma A.2 ist der Erzeuger von Zp modulo Invertierung genau dann eindeutig

bestimmt, wenn p P t1, 2, 3, 4, 6u gilt. Für diese Wahlen von p folgt also r � s�1. In den

anderen Fällen können wir Elemente r, s mit xryG � xsyG � Zp und r � s�1 finden.

Schließlich besitzt G genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn alle Teiler von ggTpk, `q

in t1, 2, 3, 4, 6u enthalten sind.

Das nächste Hilfslemma ist eine kleine Folgerung der Aussage, dass die Automorphis-

mengruppe von Zm (m P N) isomorph zu Z�m ist (siehe z. B. [Rob96, Section 1.5]). Zur

Vollständigkeit beweisen wir dieses Hilfslemma ausführlich.

Lemma 5.5. Sei Zm die zyklische Gruppe der Ordnung m P N. Weiter seien a, b P Zm
zwei Elemente derselben Ordnung k. Dann existiert ein Automorphismus ϕ von Zm mit

ϕpaq � b.
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Beweis. O. B. d. A. dürfen wir voraussetzen, dass a das kleinste Element aus t1, 2, . . . ,mu

mit Ordnung k in Zm ist, d. h. a � m
k gilt. Den Übergang zwischen zwei beliebigen Ele-

menten a1, b1 der Ordnung k erhalten wir dann als Verknüpfung zweier Automorphismen,

wobei der erste a1 auf m
k und der zweite m

k auf b1 abbilde. Es ist klar, dass für zwei Ele-

mente a, b derselben Ordnung ggTpa,mq � ggTpb,mq gilt. Laut Voraussetzung gilt zudem

ggTpa,mq � a und b � rba für ein rb P Zm. Wir benutzen, dass Z�m isomorph zur Automor-

phismengruppe von Zm ist und Z�m � t` P Z | ggTp`,mq � 1u gilt. Gesucht ist ein Element

p P Z�m mit

p � a � rb � a mod m, (5.4)

denn dann ist der gesuchte Automorphismus durch ϕp1q � p gegeben. Im Fall rb P Z�m
setzen wir p � rb. Andernfalls sei q das Produkt aller Primteiler von m, welche weder in k

noch in rb enthalten sind. Wir setzen p :� kq � rb. Aus ggTpb,mq � a folgt die Gleichung

ggTprb, kq � ggTprb, ma q � 1. Daher ist jeder Primteiler von m in genau einem Summanden

von p enthalten. Somit gilt ggTpp,mq � 1 und folglich p P Z�m. Es bleibt zu zeigen, dass

unsere Wahl von p die Gleichung (5.4) erfüllt. Dazu schreiben wir:

p � a � pkq �rbq � a � p
m

a
q �rbq � a � qm�rb � a � rb � a mod m

Lemma 5.5 motiviert folgende Notation.

Notation 5.6. Seien m, n natürliche Zahlen, k ein Element der Ordnung p in Zm und `

ein Element der Ordnung p in Zm. Dann gilt wegen Lemma 5.5

xa, b | am � 1, bn � 1, ak � b` y � xa, b | am � 1, bn � 1, a
m
p � b

n
p y.

Wir bezeichnen einen Repräsentanten dieser Isomorphieklasse von Gruppen mit Zm�ZpZn.

Analog bezeichnen wir einen Repräsentanten der Isomorphieklasse

xa, b | ra, bs � 1, am � 1, bn � 1, ak � b` y � xa, b | ra, bs � 1, am � 1, bn � 1, a
m
p � b

n
p y

mit Zm �Zp Zn und nennen diese Konstruktion direktes Produkt mit Amalgamierung.

Laut [Fel15] besitzen unter den Gruppen Zm �Zp Zn (m,n P Z mit p | m und p | n)

ausschließlich die Gruppen

Z4 �
Z2

Z4 und Z6 �
Z3

Z6

die Magnus-Eigenschaft. Analog dazu formulieren wir folgende Aussage.

Lemma 5.7. Die Gruppe G :� Zm �Zp Zn pm,n P N, p P N mit p | m und p | nq besitzt

genau dann die Magnus-Eigenschaft, falls eine der folgenden Bedingungen gilt:
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(1) p � m mit n P t1, 2, 3, 4, 6u pG � Znq oder p � n mit m P t1, 2, 3, 4, 6u pG � Zmq

(2) p � 1 mit m,n P t1, 2, 3, 6u oder mit m,n P t1, 2, 4u pG � Zm � Znq

(3) pp,m, nq P tp2, 4, 4q, p2, 6, 6q, p3, 6, 6qu pG � Z4 �Z2 Z4, Z6 �Z2 Z6 oder Z6 �Z3 Z6q

Beweis. Wir arbeiten mit der Präsentation

G :� Zm �
Zp

Zn � xa, b | ra, bs, am � 1, bn � 1, a
m
p � b

n
p y.

Die Gruppe Z` (` P N) besitzt genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn ` ein Element

von t1, 2, 3, 4, 6u ist (siehe Lemma A.2). Falls also entweder m oder n nicht in t1, 2, 3, 4, 6u

liegen, können wir unterschiedliche, nicht zueinander inverse a- oder b-Potenzen mit dem-

selben normalen Abschluss in Zm�ZpZn finden. Da die Gruppe G abelsch ist, können diese

nicht zueinander oder ihren Inversen konjugiert sein. Somit besitzt G nicht die Magnus-

Eigenschaft. Sei also m,n P t1, 2, 3, 4, 6u. Im Fall p � m bzw. p � n folgt G � Zn bzw.

G � Zm für m,n P t1, 2, 3, 4, 6u und G besitzt die Magnus-Eigenschaft. Für p � 1 besitzt

wegen Satz A.5 die Gruppe G genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn m,n P t1, 2, 3, 6u

oder m,n P t1, 2, 4u gilt. Schließlich bleiben noch folgende Fälle zu betrachten:

(i) Z4 �
Z2

Z4, (ii) Z4 �
Z2

Z6, (iii) Z6 �
Z2

Z6 und (iv) Z6 �
Z3

Z6

Zu (i): Die Gruppe Z4�Z2 Z4 enthält acht Elemente und besitzt die Magnus-Eigenschaft:

Um dies zu sehen, bestimmen wir für jedes Element den normalen Abschluss. Dabei ver-

wenden wir die Normalform w � aαbβ pa P t0, 1, 2, 3u, b P t0, 1uq:

xxayy � xxa3yy � t1, a, a2, a3u, xxa2yy � t1, a2u, xxabyy � t1, abu,

xxa2byy � xxbyy � t1, a2b, a2, bu, xxa3byy � t1, a3bu

Zu (ii): In Z4 �Z2 Z6 gilt pabq7 � a3b und pa3bq7 � ab. Da ab und a3b nicht invers

zueinander sind, besitzt Z4 �Z2 Z6 nicht die Magnus-Eigenschaft.

Zu (iii): Die Gruppe Z6�Z2 Z6 enthält 18 Elemente. Wir bestimmen für jedes Element

den normalen Abschluss:

xxayy � xxa5yy � t1, a, a2, a3, a4, a5u, xxa2yy � xxa4yy � t1, a2, a4u, xxa3yy � t1, a3u,

xxabyy � xxa2b2yy � t1, ab, a2b2u, xxa2byy � xxab2yy � t1, a2b, a4b2, a3, a5b, ab2u,

xxa3byy � xxb2yy � t1, a3b, b2u, xxa4byy � xxa5b2yy � t1, a4b, a2b2, a3, ab, a5b2u,

xxa5byy � xxa4b2yy � t1, a5b, a4b2u, xxa3b2yy � xxbyy � t1, a3b2, a3b, a3, b2, bu,
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Wir lesen ab, dass Z6 �Z2 Z6 die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Zu (iv): Die Gruppe Z6 �Z3 Z6 enthält 12 Elemente. Es gilt:

xxayy � xxa5yy � t1, a, a2, a3, a4, a5u, xxa2yy � xxa4yy � t1, a2, a4u, xxa3yy � t1, a3u,

xxabyy � xxa3byy � t1, ab, a4, a5b, a2, a3bu, xxa2byy � t1, a2bu,

xxa4byy � xxbyy � t1, a4b, a4, a2b, a2, bu, xxa5byy � t1, a5bu

Wir lesen ab, dass Z6 �Z3 Z6 die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Das folgende Lemma stellt Gruppen einer bestimmten Klasse, welche einige Fundamen-

talgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten enthält, als direkte Produkte mit Amalgamie-

rung dar.

Lemma 5.8. Sei G eine Gruppe mit Präsentation

xx, y | rx, ys � 1, xαyβ � 1, xγyδ � 1y pα, β, γ, δ P Zzt0uq.

Wir definieren

σ :� ggTp|α|, |γ|q, τ :� ggTp|β|, |δ|q und ∆ :�
1

στ

����det

�
α β

γ δ

�����.
Zudem wählen wir zwei Zahlen p, q P Z mit σ � pα � qγ. Im Fall pβ � qδ � 0 mod τ∆

gilt:

G � xx, y | rx, ys � 1, xσ � 1, yτ � 1y � Zσ � Zτ

Für pβ � qδ � 0 mod τ∆ gilt mit ζ :� ggTp|pβ � qδ|,∆q:

G � xx, ry | rx, rys, x∆
ζ
σ
� 1, ry∆τ � 1, xσ � ryζτ y �

$&% Z∆
ζ
σ �Z∆

ζ

Z∆τ für ∆ � 0

Z�xσ�ryζτ Z für ∆ � 0

Beweis. Wir setzen

rα :�
α

σ
, rβ :�

β

τ
, rγ :�

γ

σ
und rδ :�

δ

τ
.

Dann gilt ∆ � |rαrδ � rβrγ|. Als Erstes zeigen wir, dass pβ � qδ mod τ∆ unabhängig von

der Wahl der Elemente p, q ist. Sei dazu pp � p1, q � q1q ein von pp, qq verschiedenes Paar

ganzer Zahlen, für welches σ � pp� p1qα� pq � q1qγ gilt. Es folgt

p1α� q1γ � 0 ô σpp1rα� q1rγq � 0 ô p1rα� q1rγ � 0

ô p1 � �krγ und q1 � krα für ein k P Z.
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Schließlich erhalten wir

p1β � q1δ � �krγτ rβ � krατδ � kτprαrδ � rβrγq � kτ∆ � 0 mod τ∆.

Als Nächstes betrachten wir den Fall pβ � qδ � 0 mod τ∆. Indem wir p, q und damit

k P Z aus der Vorüberlegung geeignet wählen, können wir o. B. d. A. pβ�qδ � 0 annehmen.

Dann gilt

xσ � xpα�qγ � y�ppβ�qδq � 1

und somit

xx, y | rx, ys � 1, xαyβ � 1, xγyδ � 1y

� xx, y | rx, ys � 1, xαyβ � 1, xγyδ � 1, xσ � 1y

� xx, y | rx, ys � 1, yβ � 1, yδ � 1, xσ � 1y � xx, y | rx, ys � 1, yτ � 1, xσ � 1y.

Für den Fall pβ � qδ � 0 mod τ∆ beweisen wir zunächst

G � xx, y | rx, ys � 1, y∆τ � 1, xσ � y�pp
rβ�qrδqτ y,

indem wir die Relationenmengen M1 :� trx, ys � 1, xαyβ � 1, xγyδ � 1u und M2 �

trx, ys � 1, y∆τ � 1, xσ � y�pp
rβ�qrδqτu ineinander überführen. Mithilfe der Relationen

aus M1 schreiben wir dazu:

xγyδ � 1 ô y
rδτ � x�rγσ ñ yrα

rδτ � x�rαrγσ ô yrα
rδτ � y

rβrγτ

ô yprα
rδ�rβrγqτ � 1 ô y∆τ � 1

und xσ � xpα�qγ � y�pp
rβ�qrδqτ

Um die Relationen von M1 aus den Relationen von M2 herzuleiten, bemerken wir zunächst

σ � pα� qγ ô 1 � prα� qrγ ô prα � 1� qrγ ô qrγ � 1� prα.
Nun schreiben wir

xσ � y�pp
rβ�qrδqτ ô xrασ � y�rαpprβτ�qrδτq ô xrασ � y�prα

rβτ�qrαrδτ

ô xα � y�p1�qrγq
rβτ�qrαrδτ ô xαyβ � yqrγ

rβτ�qrαrδτ ô xαyβ � y�qprα
rδ�rβrγqτ

ô xαyβ � y�q∆τ ô xαyβ � 1

und

xσ � y�pp
rβ�qrδqτ ô xrγσ � y�rγpprβτ�qrδτq ô xrγσ � y�prγ

rβτ�qrγrδτ

ô xγ � y�prγ
rβτ�p1�prαqrδτ ô xγyδ � y�prγ

rβτ�prαrδτ ô xγyδ � ypprα
rδ�rβrγqτ

ô xγyδ � yp∆τ ô xγyδ � 1.
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Wir erinnern an die Definition ζ :� ggTp|pβ � qδ|,∆q und bemerken, dass y�pp
rβ�qrδqτ

genau wie yζτ die Ordnung ∆τ
ζτ �

∆
ζ in G hat. Mit Lemma 5.5 gilt daher

G � xx, ry | rx, rys � 1, ry∆τ � 1, xσ � ryζτ y
� xx, ry | rx, rys � 1, rx∆

ζ
σ
� 1, ry∆τ � 1, xσ � ryζτ y

� Z∆
ζ
σ �Z∆

ζ

Z∆τ .

Das nächste Lemma ist ein Hilfsmittel, um in Fall 4.1 von Unterabschnitt 5.2.2 eine

Konjugation ausschließen zu können.

Lemma 5.9. Seien Elemente k, ` P Z gegeben. Wir betrachten die Gruppen

G1 :� xa, b | a3 � b3, pabq3 � a3ky und

G2 :� xa, b | a�3 � b3, pabq3 � a�3`y.

Dann besitzt das Element a sowohl in G1 als auch in G2 unendliche Ordnung.

Beweis. Wir definieren G :� xay �a3�b3 xby. Im Hinblick auf einen Widerspruch besitze a

die Ordnung p P N in G1. Dann liegt ap im normalen Abschluss des Elements a�3kpabq3 in

G. Wir bemerken, dass der Homomorphismus σ : G Ñ Z, welcher ein Element aus G auf

die Summe der Exponentensummen bzgl. a und b abbildet, wohldefiniert ist. Im Fall k � 2

ist σ erweiterbar auf G1 und wir erhalten sofort einen Widerspruch. Sei also k � 2. Dann

gilt p � |6� 3k|m für ein m P N. Da a3 im Zentrum von G liegt und σppabq3q � 6 � 0 gilt,

besitzt a somit die endliche Ordnung 6m in der Gruppe G1
1 :� xa, b | a3 � b3, pabq3 � 1y.

Wir betrachten den Homomorphismus ϕ : G1
1 Ñ Z3, welcher durch ϕpaq � 0 und ϕpbq � 1

gegeben ist. Mithilfe des Reidemeister–Schreier-Verfahrens berechnen wir, dass kerpϕq die

Erzeuger

x :� a, y :� b�1ab, z :� b�2ab2 und w :� b3

sowie die Relationen

x3 � w, y3 � w, z3 � w und xzyw � 1, yxzw � 1, zyxw � 1

besitzt. Es folgt:

kerpϕq � xx, y, z, w | x3 � y3 � z3 � w, zyxw � 1y

� xx, y, z | x3 � y3 � z3, zyx4 � 1y � xx, y, z | x3 � y3 � z3, z � x�3pyxq�1y

� xx, y | x3 � y3 � x�9pyxq�3y � xx, y | x3 � y3, pxyq3 � x�12y

Laut Vorüberlegung zur Gruppe G1 besitzt x die Ordnung 18m in kerpϕq. Wegen x � a

folgt, dass a auch in G1
1 die Ordnung 18m besitzt. Dies ist wegen 18m � 6m ein Wider-

spruch. Somit besitzt a unendliche Ordnung in G1.
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Durch Anwendung des Isomorphismus von G2, welcher b auf sich selbst abbildet und

a invertiert, gehen wir zur Gruppe rG2 � xa, b | a3 � b3, pa�1bq3 � a3`y über. Wir be-

merken, dass die zu zeigende Aussage im Fall ` � 0 direkt aus der Betrachtung des

Homomorphismus folgt, welcher ein Element von rG2 auf die Summe seiner Exponen-

tensummen bzgl. a und b in rG2 abbildet. Sei also ` � 0. Analog zur Betrachtung der

Gruppe G1 besitzt a genau dann eine endliche Ordnung in rG2, wenn es in der Grup-

pe G1
2 :� xa, b | a3 � b3, pa�1bq3 � a3y von endlicher Ordnung ist. Wir definieren den

Homomorphismus ψ : G1
2 Ñ Z3 durch ψpaq � 0 und ψpbq � 1. Mithilfe des Reidemeister–

Schreier-Verfahrens berechnen wir, dass kerpψq die Erzeuger

x :� a, y :� b�1ab, z :� b�2ab2 und w :� b3

sowie die Relationen

x3 � w, y3 � w, z3 � w und

x�1z�1y�1w � w, y�1x�1z�1w � w, z�1y�1x�1w � w

besitzt. Es folgt:

kerpψq � xx, y, z, w | x3 � y3 � z3 � w, xyz � 1y

� xx, y, z | x3 � y3 � z3, z � pxyq�1y

� xx, y | x3 � y3, pxyq3 � x�3y

Wir bemerken, dass kerpψq der Gruppe G1 mit k � �1, a � x und b � y entspricht. Daher

besitzt x unendliche Ordnung in kerpψq. Es folgt, dass a von unendlicher Ordnung in G1
2

und somit in rG2 sowie G2 ist.

Schließlich führen wir ein kleines, aber sehr nützliches Werkzeug zur Untersuchung der

Magnus-Eigenschaft ein, das wir im Folgenden an vielen Stellen ohne besondere Erwähnung

nutzen werden:

Lemma 5.10. Gegeben seien drei Gruppen A, B und G sowie zwei Homomorphismen

ϕ : AÑ G und ψ : GÑ B. Falls zwei Elemente r, s P A existieren, so dass xxryyA � xxsyyA

und ψ � ϕprq �B pψ � ϕpsqq
�1 gilt, so besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Beweis. Wegen xxryyA � xxsyyA gilt xxϕprqyyG � xxϕpsqyyG und wegen ψ � ϕprq �B pψ �

ϕpsqq�1 gilt ϕprq �G pϕpsqq
�1.

5.2. Orientierbare Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g � 0 � r

Im Folgenden werden wir mit Ausnahme des Falls aus (5.2) Schritt für Schritt alle Funda-

mentalgruppen orientierbarer Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g � 0 und r � 0 auf Magnus-

Eigenschaft überprüfen. Dabei unterscheiden wir verschiedene Fälle für r. So erhalten wir
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z. B. durch Einsetzen von g � 0 und r � 1 in (5.1):

G � xq1, h | q1hq
�1
1 � h, qα1

1 hβ1 � 1, q1 � hby

� xh | hβ1�bα1 � 1y � Zβ1�bα1

Laut Lemma A.2 besitzt diese Gruppe genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn β1�bα1

P t0,�1,�2, �3,�4,�6u gilt. Die restlichen Fälle für r erfordern wesentlich mehr Arbeit.

5.2.1. Der Fall r � 2

Durch Einsetzen von g � 0 und r � 2 in (5.1) erhalten wir

G � xq1, q2, h | q1hq
�1
1 � h, q2hq

�1
2 � h, qα1

1 hβ1 � 1, qα2
2 hβ2 � 1, q1q2 � hby

� xq1, h | rq1, hs � 1, qα1
1 hβ1 � 1, q�α2

1 hbα2�β2 � 1y.

Wir bemerken, dass aufgrund der Bedingungen an die Elemente b, α2 und β2 in (5.1) stets

bα2 � β2 � 0 gilt. Sei

σ :� ggTp|α1|, | � α2|q, τ :� ggTp|β1|, |bα2 � β2|q und ∆ :�
1

στ

����det

�
α1 β1

�α2 bα2 � β2

�����.
Wir wählen zwei Zahlen p, q P Z mit σ � pα1�qα2. Im Fall pβ1�qpbα2�β2q � 0 mod τ∆

gilt laut Lemma 5.8

G � xq1, h | rq1, hs � 1, qσ1 � 1, hτ � 1y � Zσ � Zτ .

Wegen Satz A.5 besitzt diese Gruppe genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn σ, τ P

t1, 2, 3, 6u oder σ, τ P t1, 2, 4u gilt. Im Fall pβ1 � qpbα2 � β2q � 0 mod τ∆ setzen wir

ζ :� ggTp|pβ1 � qpbα2 � β2q|,∆q.

Laut Lemma 5.8 erhalten wir die Darstellung:

G � xq1,rh | rq1,rhs � 1, q
∆
ζ
σ

1 � 1, rh∆τ � 1, qσ1 �
rhζτ y �

$&% Z∆
ζ
σ �Z∆

ζ

Z∆τ für ∆ � 0

Z�
qσ1�

rhζt
Z für ∆ � 0

Wegen Lemma 5.4 und Lemma 5.7 besitzt G somit genau dann die Magnus-Eigenschaft,

wenn entweder ∆ � 0 und ggTpσ, ζτq P t1, 2, 3, 4, 6u oder eine der folgenden Bedingungen

gilt:

(1) σ � 1 mit ∆τ P t1, 2, 3, 4, 6u (G � Z∆τ ) oder ζτ � 1 mit ∆
ζ σ P t1, 2, 3, 4, 6u

(G � Z∆
ζ
σ)

(2) ∆ � ζ mit ∆
ζ σ,∆τ P t1, 2, 3, 6u oder mit ∆

ζ σ,∆τ P t1, 2, 4u (G � Z∆
ζ
σ � Z∆τ )

(3) p∆
ζ ,

∆
ζ σ,∆τq P tp2, 4, 4q, p2, 6, 6q, p3, 6, 6qu (G � Z4�Z2 Z4, Z6�Z2 Z6 oder Z6�Z3 Z6)
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5.2.2. Der Fall r � 3

Durch Einsetzen von g � 0 und r � 3 in (5.1) erhalten wir:

G � xq1, q2, q3, h | rqi, hs � 1, qαii h
βi � 1 p1 ¤ i ¤ 3q, q1q2q3 � hby

qα3
3 hβ3 � 1, q1q2q3 � hby

� xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, qα1
1 hβ1 � 1, qα2

2 hβ2 � 1,

pq1q2q
α3 � hβ3�b�α3y�

� xq1, q3, h | rq1, hs � 1, rq3, hs � 1, qα1
1 hβ1 � 1, qα3

3 hβ3 � 1,

pq1q3q
α2 � hβ2�b�α2y

�
(5.5)

Zur Untersuchung dieser Gruppe auf Magnus-Eigenschaft führen wir eine Fallunterschei-

dung für die Variablen αi (i P t1, 2, 3u) ein.

Fall 1: Sei α1 � α2 � α3 � 2.

Wegen der Bedingungen von (5.1) folgt β1 � β2 � β3 � 1. Wir erhalten:

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � h�1, q2

2 � h�1, q1q2q1q2 � h1�2by

Aus der Relation q1q2q1q2 � h1�2b ergibt sich durch Konjugation mit q1 die Relation

q2q1q2q1 � h1�2b. Durch Gleichsetzen der linken Seiten beider Relationen erhält man

q1q2q1q2q
�1
1 q�1

2 q�1
1 q�1

2 � 1 und somit pq1q2q1q2q
2h4 � 1. Schließlich folgt h6�4b � 1.

Fall 1.1: Sei b � �3 oder b � 0.

Sowohl für b � �3 als auch für b � 0 erhalten wir die Gruppe

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � q2

2 � h�1, q1q2q1q2 � h, h6 � 1y

� xq1, q2 | q
12
1 � 1, q2

1 � q2
2, q2q1q2 � q�3

1 y.

In dieser Gruppe gilt q2q1q
�1
2 � q�3

1 q�2
2 � q�5

1 , also q2q1 � q�5
1 q2. Mit diesem Wissen

können wir jedes Element w P G in der Form w � qm1 q
ε
2 darstellen, wobei m P Z12 und

ε P t0, 1u. Im Folgenden verstehen wir alle Mengen als Teilmengen von G. Wir berechnen:

q�1
1 qm1 q1 � qm1 , q�1

2 qm1 q2 �

#
qm1 , m gerade

qm�3
1 q2q1q2 � qm�6

1 , m ungerade
,

q�1
1 qm1 q2q1 � qm�6

1 q2, q�1
2 qm1 q2q2 � q2q

m
1 �

#
qm1 q2, m gerade

qm�6
1 q2, m ungerade

,

pqm1 q
�1 � q�m1 , pqm1 q2q

�1 � q�1
2 q�m1 �

#
q�m�2

1 q2, m gerade

q�m�8
1 q2 � q�m�4

1 q2, m ungerade
,

qm1 q2q
m1

1 q2 �

#
qm�m1�2

1 , m,m1 gerade

qm�m1�4
1 , m,m1 ungerade

.
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Somit folgt

xxqm1 yyG �

#
tqn�m1 | n P Z12u, m gerade

tqn�m�6�n1

1 | n, n1 P Z12u, m ungerade
und

xxqm1 q2yyG � tq
m�n�p2m�2q�n1�6
1 q2, q

n�p2m�2q�n1�6
1 | n, n1 P Z12u.

Wir bemerken, dass die Mengen xxqm1
1 yyG und xxqm2

1 q2yyG verschieden sind, denn die Expo-

nentensummen aller Relationen von G bzgl. q2 sind gerade. Da auch die Exponentensum-

men aller Relationen von G bzgl. q1 gerade sind, folgt die Ungleichheit der Mengen xxqm1
1 yyG

und xxqm2
1 yyG, falls m1 �m2 � 1 mod 2 gilt. Dasselbe gilt für die Mengen xxqm1

1 q2yyG und

xxqm2
1 q2yyG. Aus der Gleichheit der normalen Abschlüsse zweier verschiedener Elemente

qm1
1 qε12 und qm2

1 qε22 folgt somit ε1 � ε2 und m1 �m2 � 0 mod 2. Wir möchten für zwei

beliebige Elemente qm1
1 qε12 , qm2

1 qε22 P G mit demselben normalen Abschluss in G zeigen,

dass qm1
1 qε12 � pqm2

1 qε22 q
�1 gilt.

Zunächst betrachten wir den Fall, dass ε1 � ε2 � 0 gilt und m1, m2 gerade sind. Unsere

Berechnungen haben gezeigt, dass qm1 P G für gerade m nur zu sich selbst konjugiert

ist. Somit ist xxq2
1yyG � xq2

1yG wegen der Relation q12
1 � 1 von G isomorph zu einer

Untergruppe von Z6. Da alle Untergruppen von Z6 die Magnus-Eigenschaft besitzen, folgt

qm1
1 � pqm2

1 q�1.

Als Nächstes betrachten wir den Fall, dass ε1 � ε2 � 0 gilt und m1, m2 ungerade

sind. Ist xq1yG isomorph, zu einer Untergruppe von Z6, so zeigen unsere Berechnungen

xxqm1 yyG � xqm1 yG für alle m P Z und die gewünschte Aussage folgt aus der Magnus-

Eigenschaft aller Untergruppen von Z6. Sei also xq1yG � Z12. Wir bemerken, dass ein

Elemente qm1 P G für ungerades m laut unseren Berechnungen nur zu sich selbst und qm�6
1

in G konjugiert ist. Es folgt für ungerade m:

xxqm1 yy �

#
tqn1 | n P Z12u, m R t3, 9u

tq3n
1 | n P Z12u, m P t3, 9u

Wir lesen ab, dass m1, m2 P t3, 9u oder m1, m2 P t1, 5, 7, 11u gelten muss. Da 3 in Z12

invers zu 9 ist, erhalten wir im ersten Fall qm1
1 � pqm2

1 q�1. Im zweiten Fall bemerken wir,

dass q1 zu q7
1 und q5

1 zu q11
1 konjugiert ist. O. B. d. A. dürfen wir somit annehmen, dass m1,

m2 gleich sind oder den Zahlen 1 und 11 entsprechen. Es folgt qm1
1 � pqm2

1 q�1.

Es bleibt der Fall ε1 � ε2 � 1 zu betrachten. Wir haben bereits bemerkt, dass xq1yG zu

einer Untergruppe von Z12 isomorph ist. Da die Summe der Exponentensummen bzgl. q1

und q2 in allen Relationen von G jeweils ein Vielfaches von 6 ist, gilt xq1yG � Z12 oder

xq1yG � Z6.

Für xq1yG � Z12 erhalten wir die inversen Paare

pqm1
1 q2, q

m2
1 q2q mit pm1,m2q P tp0, 10q, p1, 3q, p2, 8q, p4, 6q, p5, 11q, p7, 9qu.
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Für die Konjugationsklassen der inversen Paare erhalten wir somit laut unseren Berech-

nungen:

C1 � tqm1 q2 | m P t0, 10, 4, 6uu, C2 � tqm1 q2 | m P t1, 3, 7, 9uu,

C3 � tqm1 q2 | m P t2, 8uu und C4 � tqm1 q2 | m P t5, 11uu (5.6)

Um zu überprüfen, dass die Mengen Ci (i P t1, 2, 3, 4u) verschiedene normale Abschlüsse

besitzen, berechnen wir Ni :� xxCiyyG zu:

N1 � tqm1 q2, q
n
1 | m,n geradeu, N2 � tqm1 q2, q

n
1 | m ungerade, n geradeu

N3 � tq2
1q2, q

8
1q2, q

6
1u, N4 � tq5

1q2, q
11
1 q2, q

6
1u (5.7)

Somit folgt für xq1yG � Z12 die gewünschte Aussage. Für xq1yG � Z6 lesen wir aus (5.6)

und (5.7) ab, dass wir auch in diesem Fall vier verschiedene Konjugationsklassen mit vier

verschiedenen normalen Abschlüssen in G erhalten. Insgesamt besitzt schließlich G die

Magnus-Eigenschaft.

Fall 1.2: Sei b � �2 oder b � �1.

Sowohl für b � �2 als auch für b � �1 erhalten wir die Gruppe

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � q2

2 � h, q1q2q1q2 � h, h2 � 1y

� xq1, q2 | q
4
1 � 1, q2

1 � q2
2, q2q1q2 � q1y.

In dieser Gruppe gilt q2q1q
�1
2 � q1q

�2
2 � q�1

1 � q3
1, also q2q1 � q3

1q2. Mit diesem Wis-

sen können wir jedes Element w P G in der Form w � qm1 q
ε
2 darstellen, wobei m P Z4

und ε P t0, 1u gilt. Im Folgenden verstehen wir alle Mengen als Teilmengen von G. Wir

berechnen:

q�1
1 qm1 q1 � qm1 , q�1

2 qm1 q2 �

#
qm1 , m gerade

qm�3
1 q2q1q2 � qm�2

1 , m ungerade
,

q�1
1 qm1 q2q1 � qm�2

1 q2, q�1
2 qm1 q2q2 � q2q

m
1 �

#
qm1 q2, m gerade

qm�2
1 q2, m ungerade

,

pqm1 q
�1 � q�m1 , pqm1 q2q

�1 � q�1
2 q�m1 �

#
q�m�2

1 q2 � q�m�2
1 q2, m gerade

q�m1 q2, m ungerade
,

qm1 q2q
m1

1 q2 �

#
qm�m1�2

1 , m,m1 gerade

qm�m1�4
1 � qm�m1

1 , m,m1 ungerade
.

Somit folgt:

xxqm1 yy �

#
t1, q2

1u, m � 2

t1, q1, q
3
1u, m P t1, 3u

, xxqm1 q2yy �

#
t1, q2

1q2, q2, q
2
1u, m � 2

t1, q1q2, q
3
1q2, q

2
1u, m P t1, 3u
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Unabhängig davon, ob xq1yG � Z4 oder xq1yG � Z2 gilt, folgen für zwei beliebige Elemente

qm1
1 qε12 und qm2

1 qε22 mit demselben normalen Abschluss in G die Gleichungen ε1 � ε2 und

m�m1 mod 2 � 0. Da q1 invers zu q3
1 ist und q1q2 zu q3

1q2 konjugiert ist, folgt schließlich

qm1
1 qε12 � pqm2

1 qε22 q
�1. Also besitzt G die Magnus-Eigenschaft.

Fall 1.3: Sei b R t�3,�2,�1, 0u.

In diesem Fall gilt

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � q2

2 � h�1, q1q2q1q2 � h1�2b, h6�4b � 1y

� xq1, q2, h | q
2
1 � q2

2 � h�1, q1q2q1q2 � h1�2b, h6�4b � 1y

mit |6� 4b| R t0, 1, 2, 3, 4, 6u. Wir möchten zeigen, dass keine kleinere h-Potenz als |6� 4b|

trivial ist. Durch Betrachtung der Faktorgruppe

G{xxrq1, q2syy � xq1, q2 | q
6�4b
1 � 1, q2

1 � q2
2y

erfahren wir, dass h in G die Ordnung |6�4b| oder |3�2b| hat. Für die letztere Möglichkeit

definieren wir

rG :� xq1, q2, h | q
2
1 � q2

2 � h�1, q1q2q1q2 � h1�2b, h3�2b � 1y.

Wären nun G und rG gleich, so wären auch die beiden Gruppen G1 :� G { xxh2yy undrG1 :� rG { xxh2yy gleich. Da in G die Gleichung pq1q2q1q
�1
2 q � q�1

1 pq1q2q1q
�1
2 qq1 � q4

1 gilt,

erhalten wir:

G1 � xG | h2 � 1y � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, q1q2q1q
�1
2 � 1, q4

1 � 1y

� xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, q1q2q1 � q2y undrG1 � x rG | h2 � 1y � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2 � 1, q1q2q1q2 � 1y � Z2 � Z2

Um zu zeigen, dass h die Ordnung |6� 4b| in G hat, bleibt die Ungleichheit der Gruppen

G1 und rG1 zu beweisen. Dafür setzen wir q1 �

�
0 �1

1 0

�
und q2 �

�
i 0

0 �i

�
in GL2pCq

und rechnen die Relationen von G1 nach:

q2
1 �

�
0 �1

1 0

�2

�

�
�1 0

0 �1

�
�

�
i 0

0 �i

�2

� q2
2,

q1q2q1 �

�
0 �1

1 0

�
�

�
i 0

0 �i

�
�

�
0 �1

1 0

�
�

�
0 i

i 0

�
�

�
0 �1

1 0

�
�

�
i 0

0 �i

�
� q2

Allerdings ist q2
1 � id. Es folgt G1 � rG1.

Da h im Zentrum von G liegt, gilt xxhyyG � xhyG � Z|6�4b|. Wir erinnern daran,

dass wir uns im Fall |6 � 4b| R t0, 1, 2, 3, 4, 6u befinden. Wegen Lemma A.2 besitzen
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xhyG � ZentrumpGq und damit auch G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 2: Seien α1 � α2 � 2 und α3 � 2.

Dann gilt:

G � xq1, q2, q3, h | rqi, hs � 1 pi � 1, 2, 3q, q2
1h � 1, q2

2h � 1, qα3
3 hβ3 � 1, q1q2q3 � hby

� xq1, q2, q3 | q
2
1 � q2

2, q
α3
3 q�2β3

1 � 1, q3 � pq1q2q
�1q�2b

1 y

� xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
α3q

2pbα3�β3q
1 � 1y

Zunächst bemerken wir:

G � H { xxpq1q2q
α3q

2pbα3�β3q
1 yy

mit H :� xq1, q2 | q
2
1 � q2

2y � xq1 |y �
q2
1�q

2
2

xq2 |y

Somit entspricht jedes triviale Wort in G einem Wort aus dem normalen Abschluss von

pq1q2q
α3q

2pbα3�β3q
1 im amalgamierten Produkt H. In H und G gilt:

pq1q2q
α3q

2pbα3�β3q
1 � q�1

1 pq1q2q
α3q

2pbα3�β3q
1 q1 � q

4rpb�1qα3�β3s
1

Wir ermitteln:

xxpq1q2q
α3q

2pbα3�β3q
1 yyH

� tpq1q2q
mα3q

2mpbα3�β3q�4nrpb�1qα3�β3s
1 , pq2q1q

mα3q
2mpbα3�β3q�4nrpb�1qα3�β3s
1 ,

q
4nrpb�1qα3�β3s
1 | m P Zzt0u, n P Zu � H

Es folgt, dass jedes Element von G eine eindeutige Darstellung der Form

qε2pq1q2q
kq`1 mit ε P t0, 1u, 0 ¤ k ¤

Pα3

2
� ε

T
� 1, 0 ¤ ` ¤ 4rpb� 1qα3 � β3s � 1 (5.8)

besitzt. Wir bezeichnen diese Form im Folgenden auch als Normalform bzgl. G. Insbe-

sondere hat das Element q2
1 aus dem Zentrum von G die Ordnung |2rpb � 1qα3 � β3s|.

Für |2rpb� 1qα3 � β3s| R t1, 2, 3, 4, 6u besitzt G somit nicht die Magnus-Eigenschaft. Wir

erinnern an die Voraussetzungen 0   β3   α3 � 2 und ggTpα3, β3q � 1. Die einzigen

verbleibenden Fälle sind (für n P Nzt1u):

b α3 β3 2pbα3 � β3q 2rpb� 1qα3 � β3s

-2 2n p3 � nq α3 � 3 �2pα3 � 3q -6

-2 2n α3 � 1 �2pα3 � 1q -2

-2 2n-1 α3 � 1 �2pα3 � 1q -2

-2 2n-1 α3 � 2 �2pα3 � 2q -4

-2 2n-1 (n � 2 mod 3) α3 � 3 �2pα3 � 3q -6

-1 2n 1 �2pα3 � 1q 2

-1 2n p3 � nq 3 �2pα3 � 3q 6

-1 2n-1 1 �2pα3 � 1q 2

-1 2n-1 2 �2pα3 � 2q 4

-1 2n-1 (n � 2 mod 3) 3 �2pα3 � 3q 6
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Es zeigt sich, dass wir jeweils zwei Fälle zusammen betrachten können.

Für pb, α3, β3q � p�2, 2n, 2n � 3q mit 3 � n oder pb, α3, β3q � p�1, 2n, 3q mit 3 � n

erhalten wir

G � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
2nq

�2p2n�3q
1 � 1, q12

1 � 1y und xxq5
1q2yy � xxq

11
1 q2yy,

denn es gilt

pq5
1q2q

2n�1 � q
4p2n�1q�4n�7
1 q2 � q11

1 q2 p� q1q2q
10
1 q und

pq11
1 q2q

2n�1 � q
10p2n�1q�4n�7
1 q2 � q5

1q2 p� q1q2q
4
1q.

Das Elemente q5
1q2 � q1q2q

4
1 ist jedoch nur zu sich selbst und seinem Inversen konjugiert:

q�1
1 q1q2q

4
1q1 � q2q

5
1 � pq1q2q

4
1q
�1, q�1

2 q1q2q
4
1q2 � q2q

5
1 � pq1q2q

4
1q
�1

Also ist q5
1q2 weder zu q11

1 q2 noch zu pq11
1 q2q

�1 konjugiert und G besitzt nicht die Magnus-

Eigenschaft.

Für pb, α3, β3q � p�2, 2n, 2n�1q oder pb, α3, β3q � p�1, 2n, 1q mit n � 2 mod 3 erhalten

wir

G � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
2nq

�2p2n�1q
1 � 1, q4

1 � 1y � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2 � pq1q2q
2n, q4

1 � 1y

Wegen pq1q2q
2n�1 � q3

1q2 und pq3
1q2q

2n�1 � q
2p2n�1q�3
1 q2 � q1q2 gilt xxq1q2yy � xxq

3
1q2yy in

G. Zudem berechnen wir q�1
1 q1q2q1 � q2q1 � pq1q2q

�1 und q�1
2 q1q2q2 � q2q1 � pq1q2q

�1.

Also ist q3
1q2 weder zu q1q2 noch zu pq1q2q

�1 konjugiert. Damit besitzt G in diesem Fall

nicht die Magnus-Eigenschaft.

Für pb, α3, β3q � p�2, 2n� 1, 2n� 2q oder pb, α3, β3q � p�1, 2n� 1, 1q erhalten wir

G � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
2n�1q�4n

1 � 1, q4
1 � 1y

� xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
2n�1 � 1, q4

1 � 1y.

Im Spezialfall n � 2 besitzt diese Gruppe 12 Elemente. (Es handelt sich um die Dizyklische

Gruppe Dic3 � xa, x | a
6 � 1, x2 � a3, x�1ax � a�1y.)

Zunächst möchten wir alle Konjugationsabschlüsse von G bestimmen. Als Konjugations-

abschluss eines Elements x einer Gruppe G bezeichnen wir die Menge aller Konjugierten

von x und x�1 in G. Wir berechnen für unseren Spezialfall n � 2:

Element 1 q1 q2
1 q3

1 q2 q3
2 q1q2 q3

1q2 q2q1 q2
1q2q1 q1q2q1 q3

1q2q1

Ordnung 1 4 2 4 4 4 3 6 3 6 4 4
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q�1
2 pq1qq2 � q2

1q
�1
1 q�1

2 q�1
1 � q1q2q1,

q�1
1 pq1q2q1qq1 � q2

1q2, q�1
2 pq1q2q1qq2 � q�2

1 q�1
1 � q1,

q�1
1 pq2

1q2qq1 � q1q2q1, q�1
2 pq2

1q2qq2 � q2
1q2,

q�1
2 pq�1

1 qq2 � q�1
2 pq3

1qq2 � pq1q2q1q
�1 � q3

1q2q1, q�1
1 pq3

1q2q1qq1 � pq
2
1q2q

�1 � q2.

Daher lautet ein Konjugationsabschluss K1 � tq1, q1q2q1, q
2
1q2, q

3
1, q

3
1q2q1, q2u. Er besteht

aus allen Elementen der Ordnung 4. Wegen

q�1
1 pq1q2qq1 � q2q1 � pq1q2q

�1, q�1
2 pq1q2qq2 � q2q1 � pq1q2q

�1 und

q�1
1 pq3

1q2qq1 � q2
1q2q1 � pq

3
1q2q

�1, q�1
2 pq3

1q2qq2 � q2
1q2q1 � pq

3
1q2q

�1

lauten die weiteren nichttrivialen Konjugationsabschlüsse K2 � tq2
1u, K3 � tq1q2, q2q1u

und K4 � tq
3
1q2, q

2
1q2q1u. Es gilt:

xxk1yy � G p@k1 P K1q, xxq
2
1yy � t1, q

2
1u, xxk3yy � K3 Y t1u p@k3 P K3q,

xxk4yy � K4 YK2 Y t1u p@k4 P K4q

Im Fall n � 2 besitzt G daher die Magnus-Eigenschaft.

Für n ¥ 3 gilt α3 � 2n� 1 R t1, 2, 3, 4, 6u. Zudem haben wir bereits berechnet:

q�1
1 pq1q2qq1 � q2q1 � pq1q2q

�1, q�1
2 pq1q2qq2 � q2q1 � pq1q2q

�1

Also gilt xxq1q2yy � Zm mit m R t1, 2, 3, 4, 6u und G besitzt wegen Lemma A.2 nicht die

Magnus-Eigenschaft.

Für pb, α3, β3q � p�2, 2n� 1, 2n� 3q oder pb, α3, β3q � p�1, 2n� 1, 2q erhalten wir

G � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
2n�1q

�2p2n�1q
1 � 1y. (5.9)

Wie bereits berechnet gilt in dieser Gruppe q8
1 � 1. Daher besitzen q1 und q3

1 denselben

normalen Abschluss in G. Es bleibt zu zeigen, dass q1 weder zu q3
1 noch q�3

1 konjugiert ist.

Dazu berechnen wir für 0 ¤ k ¤
P

2n�1
2

T
� 1 � n� 1

pq2q1q
�kq1pq2q1q

k � pq1q2q
2kq�4k�1

1 und (5.10)

q�1
2 pq1q2q

2kq�4k�1
1 q2 � pq2q1q

2k�2q�4k�3
1 � q2pq1q2q

2k�1q�4k�2
1 . (5.11)

Die Darstellungen pq1q2q
2kq�4k�1

1 und q2pq1q2q
2k�1q�4k�2

1 sind im Allgemeinen noch keine

Normalformen bzgl. G (siehe (5.8)). Wegen 0 ¤ k ¤ n � 1 können wir jedoch durch

höchstens eine Umformung

pq1q2q
` � pq1q2q

�2n�1�`q
2p2n�1q
1 � pq2q1q

2n�1�`q
2p2n�1q�4p2n�1�`q
1

� pq2q1q
2n�1�`q�4n�6�4`

1 � q2pq1q2q
2n�2�`q�4n�7�4`

1 mit pn ¤ ` ¤ 2n� 2q,

q2pq1q2q
` � q2pq1q2q

�2n�1�`q
2p2n�1q
1 � pq2q1q

�2n�2�`q
2p2n�1q�1
1

� pq1q2q
2n�2�`q

2p2n�1q�1�4p2n�2�`q
1 � pq1q2q

2n�2�`q�4n�9�4`
1

� pq1q2q
2n�2�`q�4n�1�4`

1 mit pn� 1 ¤ ` ¤ 2n� 3q
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oder q2pq1q2q
2n�1 � q2q

2p2n�1q
1 zur Normalform bzgl. G gelangen. Daher sind alle Konju-

gierten von q1 in G ungleich q�3
1 und G besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft.

Für pb, α3, β3q � p�2, 2n� 1, 2n� 4q mit n � 2 mod 3 oder pb, α3, β3q � p�1, 2n� 1, 3q

mit n � 2 mod 3 erhalten wir

G � xq1, q2 | q
2
1 � q2

2, pq1q2q
2n�1q

�4pn�1q
1 � 1 y. (5.12)

In dieser Gruppe gilt wie bereits berechnet q12
1 � 1. Daher besitzen q1 und q5

1 denselben

normalen Abschluss in G. Wir möchten q1 � q�5
1 zeigen. Dazu bemerken wir, dass die

in beiden Präsentationen gerade q1-Potenz der zweiten Relation der einzige Unterschied

zwischen G aus (5.9) und (5.12) ist. Ein Blick auf die Argumentation für G aus (5.9)

zeigt, dass nur die Terme pq1q2q
m und q2pq1q2q

m in den Normalformen von Bedeutung für

den Beweis sind. Somit besitzt auch die Gruppe G aus (5.12) nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3: Genau ein αi sei gleich 2.

Fall 3.1: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, 3, 3q.

Indem wir ggf. mit der Präsentation (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen,

können wir o.B.d.A. α1 � 2 annehmen. Dann folgt

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � h�1, qα2

2 hβ2 � 1,

pq1q2q
α3 � hβ3�b�α3y

� xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q2β2
1 , pq1q2q

3q6b�2β3
1 � 1y

p � xq1, q2 | rq
2
1, q3s � 1, q3

3 � q2β3
1 , pq1q3q

3q6b�2β2
1 � 1y q. (5.13)

Bei G handelt es sich um eine endliche Gruppe. Zunächst nutzen wir jedoch nur folgende

Relation:

pq2q1q
3pq1q2q

3 � q�12b�4β3
1

ô q2q1q2q1q2q
2
1q2q1q2q1q2 � q�12b�4β3

1

ô q2
1q2q1q2 q1q

2
2q1loomoon

q
4�2β2
1 q�1

1 q�1
2 q�1

1

q2q1q2 � q�12b�4β3
1

ô q6�2β2
1 q2q1q2 q

�1
1 q�1

2 q�1
1looooomooooon

q
6b�2β3
1 q2q1q2

q2q1q2 � q�12b�4β3
1

ô q
6pb�1q�2pβ2�β3q
1 q2 q1q

2
2q1q

2
2q1looooomooooon

q
6�4β2
1 q�1

1 q�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1

q2 � q�12b�4β3
1

ô q
6pb�2q�6β2�2β3

1 q2 q
�1
1 q�1

2 q�1
1 q�1

2 q�1
1loooooooooomoooooooooon

q
6b�2β3
1 q2

q2 � q�12b�4β3
1

ô q
12pb�1q�6β2�4β3

1 q3
2 � q�12b�4β3

1

ô q
12p2b�1q�8pβ2�β3q
1 � 1 ô q

4p6b�2pβ2�β3q�3q
1 � 1
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Da q2
1 im Zentrum von G liegt und somit alle Potenzen dieses Elements nur zu sich selbst

konjugiert sind, besitzt G wegen Lemma A.2 nicht die Magnus-Eigenschaft, falls die Ord-

nung von q2
1 in Zzt0, 1, 2, 3, 4, 6u liegt. Falls q1 eine ungerade Ordnung hat, liegt wegen

rq2
1, q2s � 1 jede Potenz von q1 im Zentrum von G. Insgesamt besitzt G also nicht die

Magnus-Eigenschaft, falls die Ordnung von q1 in Zzt1, 2, 3, 4, 6, 8, 12u liegt.

Wir haben bisher nur eine obere Schranke der Ordnung von q1 ermittelt. Durch Betrach-

tung der Faktorgruppe G { xxrq1, q2syy � xq1, q2 | rq1, q2s, q
3
2 � q2β2

1 , q
6b�2pβ2�β3q�3
1 � 1y

erhalten wir die untere Schranke 6b�2pβ2�β3q�3. Alle in Fall 3.4 noch zu betrachtenden

Fälle sind somit in der folgenden Tabelle enthalten:

β2 � β3 b 6b� 2pβ2 � β3q � 3 4p6b� 2pβ2 � β3q � 3q

2 -1 1 4

3 -2 -3 -12

3 -1 3 12

4 -2 -1 -4

Fall 3.1.1: Sei β2 � β3 � 1 und b � �1.

Es gilt

G � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q2
1, pq1q2q

3q�4
1 � 1, q4

1 � 1y.

� xq1, q2 | q
4
1 � 1, q2

1 � q3
2, pq1q2q

3 � 1y. (5.14)

Wegen der Relation q�1
2 q2

1q2 � q2
1 in G folgt mit [Bog05, Lemma 2.2], dass q2 und

r :� pq2q1q
2q�1

1 q2q
2
1pq2q1q

�2q�1
1 � q2q1q

2
2q1q

�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1

� q2q1q
2
2q

2
1q2 � q4

1q2q1 � q2q1

denselben normalen Abschluss in G besitzen. Es bleibt noch auszuschließen, dass r in G zu

q2 oder q�1
2 konjugiert ist. Dazu werden wir r Schritt für Schritt mit den Repräsentanten

q1, q2 und q2
2 der Nebenklassen des Zentrums von G in G konjugieren. Wir berechnen:

q�1
1 � q2q1 � q1 � q1q2, q�1

2 � q2q1 � q2 � q1q2, q�2
2 � q2q1 � q

2
2 � q�1

2 q1q
2
2,

q�1
1 � q1q2 � q1 � q2q1, q�1

2 � q1q2 � q2 � q�1
2 q1q

2
2, q�2

2 � q1q2 � q
2
2 � q�2

2 q1q
3
2 � q2q1,

q�1
1 � q�1

2 q1q
2
2 � q1 � pq�1

1 q�1
2 q2q1 � q2

1q2 � q4
2, q�1

2 � q�1
2 q1q

2
2 � q2 � q2q1,

q�2
2 � q�1

2 q1q
2
2 � q

2
2 � q1q2,

q�1
1 � q4

2 � q1 � q1q2q1, q�1
2 � q4

2 � q2 � q4
2, q�2

2 � q4
2 � q

2
2 � q4

2,

q�1
1 � q1q2q1 � q1 � q4

2, q�1
2 � q1q2q1 � q2 � q�2

2 q�1
1 � q2q1, q�2

2 � q1q2q1 � q
2
2 � q1q2,

Es bleibt zu zeigen, dass keines dieser ermittelten Elemente gleich q2 oder q�1
2 ist. Durch

das Gleichsetzen der Konjugierten mit q�1
2 ergibt sich jeweils eine der folgenden Relationen:

q1 � 1, q�1
1 q�1

2 � 1, q2
1 � 1 oder q2 � 1
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Für die Gruppe G folgt dann:

G � Z3, G � xq1, q2 | q
2
1 � q3

2 � pq1q2q
3 � 1y oder G � t1u

Diese endlichen Gruppen der Ordnung 3, 12 und 1 entsprechen jedoch nicht der endlichen

Gruppe (5.14) mit Ordnung 24. Somit besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft. Für die

Berechnung der Gruppenordnungen haben wir auf das Computeralgebrasystem Magma

zurückgegriffen, welches den Todd-Coxeter Algorithmus verwendet.

Fall 3.1.2: Sei β2 � β3 � 3 und b � �2.

Indem wir ggf. mit der Präsentation (5.13) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen,

können wir o.B.d.A. β2 � 1, β3 � 2 annehmen. Es gilt

G � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q2
1, pq1q2q

3q�8
1 � 1, q12

1 � 1y

Wir gehen über zur Gruppe

B :� G{xxq4
1yy � xq1, q2 | q

3
2 � q2

1, pq1q2q
3 � 1, q4

1 � 1y.

Dies ist die Gruppe aus Fall 3.1.1. Wir beobachten, dass q�1
2 q2

1q2 � q2
1 nicht nur in B,

sondern auch in G gilt. Somit kann analog zu Fall 3.1.1 bewiesen werden, dass G nicht die

Magnus-Eigenschaft besitzt.

Fall 3.1.3: Sei β2 � β3 � 3 und b � �1.

Indem wir ggf. mit der Präsentation (5.13) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen,

können wir o.B.d.A. β2 � 2, β3 � 1 annehmen. Es gilt

G � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q4
1, pq1q2q

3q�4
1 � 1, q12

1 � 1y.

Wir bemerken, dass die Relation q�1
2 q4

1q2 � q4
1 in G gilt und betrachten die Faktorgruppe

B :� G{xxq4
1yy � xq1, q2 | rq

2
1, q2s � 1, q3

2 � q4
1 � 1, pq1q2q

3 � 1y.

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y :� q2 und

z :� pq2q1q
4q�1

1 q2q
2
1pq2q1q

�4q�1
1 � q2

2q1q
�1
2 q�1

1 � q�1
2 q1q

�1
2 q�1

1

denselben normalen Abschluss in G und damit auch in B. Wegen

q2zq
�1
2 � q1 q

�1
2 q�1

1 q�1
2looooomooooon

q1q2q1

� q2
1q2q1 ñ q1q2zq

�1
2 q�1

1 � q3
1q2 � q�1

1 q2

besitzen auch y und z̃ :� q�1
1 q2 denselben normalen Abschluss in G und B. Wären sie

auch in B zueinander konjugiert, so müsste z̃3 � 1 in B gelten. Das bedeutet

z̃3 � q�1
1 q2q

�1
1 q2q

�1
1 q2 � q�1

1 q2q1q2q1q2loooomoooon
q�1
1

� q2
1 � 1.
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Es müsste somit

B � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q4
1 � 1, pq1q2q

3 � 1y

� rB :� xq1, q2 | q
3
2 � q2

1 � 1, pq1q2q
3 � 1y

gelten. Die Ordnung von B ist 24, aber die Ordnung von rB ist gleich 12. Wir erhalten daher

einen Widerspruch. Somit besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft. Für die Berechnung

der Gruppenordnungen haben wir auf das Computeralgebrasystem Magma zurückgegrif-

fen, welches den Todd-Coxeter Algorithmus verwendet.

Fall 3.1.4: Sei β2 � β3 � 4 und b � �2.

Es gilt

G � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q4
1, pq1q2q

3q�8
1 � 1, q4

1 � 1y

� xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q4
1 � 1, pq1q2q

3 � 1y.

Dies ist die Gruppe B aus Fall 3.1.3, welche nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Fall 3.2: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, 3, 4q.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 3, α2 � 2 und α3 � 4 setzen. Dann gilt die Relation q�1
2 q3

1q2 � q3
1 in G. Wir

betrachten die Faktorgruppe

B :� G{xxhyy � xq1, q2 | q
3
1 � 1, q2

2 � 1, pq1q2q
4 � 1y.

Laut [Bog05] besitzen die Elemente y :� q2 und

z :� pq2q1q
3q�1

1 q2q
2
1pq2q1q

�3q�1
1 � q�1

1 q�1
2 q�1

1 q2q
2
1q2 � q�1

1 q�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1 q�1
2 � q2q1

von B denselben normalen Abschluss in B. Wären sie in B zueinander konjugiert, müssten

sie dieselbe Ordnung in B besitzen. Dies führt zur Relation pq2q1q
2 � 1. Mithilfe des Com-

puteralgebrasystems Magma, welches den Todd-Coxeter Algorithmus verwendet, berech-

nen wir |B| � 24 � 6 � |B{xxpq2q1q
2yy|. Somit ist z in G nicht zu y�1 konjugiert und G

besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.3: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, 3, 5q.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 2, α2 � 3 und α3 � 5 setzen. Wir betrachten somit die Gruppe

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � h�1, q3

2h
β2 � 1, pq1q2q

5 � hβ3�5by.

Laut [Bog05] besitzen die Elemente y und z � pyxq5x�1yx2pyxq�5x�1 für x :� q1q2 und

y :� q1 denselben normalen Abschluss in G. Wäre nun z in G zu q1 oder q�1
1 konjugiert,

so würde z2 � 1 in der Faktorgruppe

B :� G{xxhyy � xq1, q2 | q
2
1 � 1, q3

2 � 1, pq1q2q
5 � 1y
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gelten. Wir berechnen

z � pq2
1q2q

5q�1
2 q�1

1 q1q1q2q1q2pq
2
1q2q

�5q�1
2 q�1

1

� q2q1q2q1q2q1 � pq2q1q
3.

Folglich gilt z2 � q2q1 in B. Man berechnet die Ordnung von B zu 60 (z.B. mithilfe

des Computeralgebrasystems Magma unter Verwendung des Todd-Coxeter Algorithmus).

Wäre nun z2 trivial in B, so wäre B gleich seiner Faktorgruppe B1 :� B{xxq2q1yy � t1u.

Dies ist ein Widerspruch. Daher besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.4: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, 3, 6q.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 2, α2 � 3 und α3 � 6 setzen. Dann gilt

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � h�1, q3

2h
β2 � 1, pq1q2q

6 � hβ3�6by

� xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q2β2
1 , pq1q2q

6 � q
�2pβ3�6bq
1 y.

Wir betrachten den durch ϕpq1q � q1 und ϕpq2q � q2q
2pβ2�1q
1 gegebenen Isomorphismus

ϕ : GÑ G1 und erhalten wegen β2 P t1, 2u

G1 � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q3

2 � q
2p3�2β2q
1 , pq1q2q

6 � q
�2pβ3�6bq�12pβ2�1q
1 y

� xq1, q2 | q
3
2 � q

2p3�2β2q
1 , pq1q2q

6 � q
�2pβ3�6bq�12pβ2�1q
1 y.

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen für x :� q1 und y :� q2 die Elemente y und z �

pyxq2x�1yx2pyxq�2x�1 denselben normalen Abschluss in G1. Es gilt

z � pq2q1q
2q�1

1 q2q
2
1pq2q1q

�2q�1
1 � q2q1q

2
2q1q

�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1

� q4
1q

5
2q

�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1 q�1
2 q�1

1 � q4
1q

5
2q1q2q1q2.

Somit ist z wegen 2p3�2β2q P t�2u zu z1 � q6
1q

6
2q2 � q

6�4p3�2β2q
1 q2 � q18�8β2

1 q2 konjugiert.

Wäre nun z zu q�1
2 in G konjugiert, so wäre auch das Elemente z13 � q18�14β2

1 zu q�3
2 � q�2

1

oder q	2
1 konjugiert. Da z13 und q�2

1 Zentrumselemente sind, folgt q20�14β2
1 � 1 oder

q16�14β2
1 � 1. Um diese Gleichungen auszuschließen, benutzen wir die Theorie kleiner

Kürzungen (siehe Kapitel D). Sei

B1 :� xq1, q2 | q
2p3�2β2q
1 � q3

2y.

Dann gilt G1 � B1{xxpq1q2q
6q

�2p6β2�β3�6b�6q
1 yy. Wir setzen τ :� �p6β2 � β3 � 6b� 6q. Für

die von w � pq1q2q
6q2τ

1 erzeugte, symmetrisierte Teilmenge R � B1 gilt:

R � tqγ1
1 pq1q2q

�6q�γ1
1 q2τ

1 , qγ2
2 pq2q1q

�6q�γ2
2 q2τ

1 | γ1 P Z2, γ2 P Z3u

Die Kürzungsstücke von R lauten

qi1q
j1
2 q

2σ
1 und qj12 q

i
1q
j2
2 q

2σ
1 mit i P Z2, j1, j2 P Z3, σ P Z.
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Daher erfüllt R die Bedingungen Cp6q und T p3q. Wir wenden Satz D.5 für pp, qq � p6, 3q an

und erfahren, dass jedes nichttriviale Elemente aus dem normalen Abschluss von pq1q2q
6q2τ

1

in B1 einen ip3q-Überrest, also ein Teilwort der Form pq1q2q1q2q1q
�1 enthält. Da ein sol-

ches Teilwort weder in q16�14β2
1 � 1 noch in q20�14β2

1 � 1 enthalten ist, erhalten wir einen

Widerspruch. Somit besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.5: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, 3, cq, wobei c ¥ 7 gelte.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 2, α2 � 3 und α3 � c setzen. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen für x :� q1 und

y :� q2q1 die Elemente y und z � pyxq2x�1yx2pyxq�2x�1 denselben normalen Abschluss

in G. In B :� G{xxhyy � xq1, q2 | q
2
1 � 1, q3

2 � 1, pq1q2q
c � 1y gilt

z � pq2q
2
1q

2q�1
1 q2q1q

2
1pq2q

2
1q
�2q�1

1 � q2
2q1q2q1q

�2
2 q1 � q�1

2 q1q2q1q2q1.

Wäre nun z in G zu y�1 konjugiert, so würde zc � 1 in B gelten. Um diese Gleichheit

auszuschließen, benutzen wir die Theorie kleiner Kürzungen (siehe Kapitel D). Sei B1 :�

xq1, q2 | q
2
1 � 1, q3

2 � 1y. Dann gilt B � B1{xxpq1q2q
cyy. Für die von w � pq1q2q

c erzeugte,

symmetrisierte Teilmenge R � B1 gilt:

R � tqγ1
1 pq

�1
1 q2q

�cq�γ1
1 , qγ2

2 pq2q
�1
1 q�cq�γ2

2 | γ1 P Z2, γ2 P Z3u

Alle Kürzungsstücke von R lauten qj12 q
i
1q
j2
2 (i P Z2, j1, j2 P Z3). Somit erfüllt R die

Bedingungen Cp6q und T p3q. Wir wenden Satz D.5 für pp, qq � p6, 3q an. Wäre zc trivial

in B, so müsste zc laut Satz D.5 in R liegen oder eine semi-gekürzte Darstellung w� �

u1s1 . . . umsm besitzen, wobei jedes sk ein ipskq-Überrest ist und die Anzahl m der sk sowie

die Nummer ipskq die Bedingung

m
Σ
k�1

�
4� ipskq

�
¥ 6

erfüllen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, müsste es sk mit ipskq ¤ 3

geben. Alle 3-Überreste enthalten wegen c ¥ 7 ein Teilwort der Form pq1q2q1q2q1q2q1q
�1.

Da solche Teilwörter in keinem zyklisch gekürzten Konjugierten von zc P B1 zu finden sind

und zc auch nicht in R liegt, gilt zc � 1 in B und z ist nicht in G zu y�1 konjugiert. Somit

besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.6: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, 4, 4q.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 2 und α2 � α3 � 4 setzen. Dann gilt

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q2
1 � h�1, q4

2h
β2 � 1, pq1q2q

4 � hβ3�4by

� xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q4

2 � q2β2
1 , pq1q2q

4 � q
�2pβ3�4bq
1 y.
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Wir betrachten den durch ϕpq1q � q1 und ϕpq2q � q2q
β2�1
1 gegebenen Isomorphismus

ϕ : GÑ G1 und erhalten wegen β2 P t1, 3u

G1 � xq1, q2 | rq
2
1, q2s � 1, q4

2 � q�2β2�4
1 , pq1q2q

4 � q
�2pβ3�6bq�4pβ2�1q
1 y

� xq1, q2 | q
4
2 � q�2β2�4

1 , pq1q2q
4 � q

�2pβ3�6bq�4pβ2�1q
1 y.

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen für x :� q1 und y :� q1q2 die Elemente y und z �

pyxq2x�1yx2pyxq�2x�1 denselben normalen Abschluss in G1. Es gilt für τ :� �2pβ3 �

6bq � 4pβ2 � 1q

z � pq1q2q1q
2q�1

1 q1q2q
2
1pq1q2q1q

�2q�1
1 � q2

1pq1q
2
2q1qq

�1
1 q1q2pq

�1
1 q�2

2 q�1
1 qq�1

1

� q�2
1 q1q

2
2q1q2q1q

�2
2 � q�2�τ

1 q1q2q
�1
1 q�1

2 q�1
1 q�3

2 .

Somit folgt

q�3
2 zq3

2 � q�4�τ
1 q�4

2 q2q1q2q1q
�1
2 q�1

1 � q�8�2τ�2β2
1 q�1

2 q�1
1 �: z1.

Wäre nun z in G1 zu y�1 konjugiert, so wäre

z14 � q�32�7τ�8β2
1 zu y�4 � q�τ1

konjugiert. Es folgt q�32�8τ�8β2
1 � 1 oder q�32�6τ�8β2

1 � 1. Analog zu Fall 3.4 kann man

mithilfe der Theorie kleiner Kürzungen zeigen, dass keine echte q1-Potenz in G1 trivial ist.

Daher gilt:

q�32�8τ�8β2
1 � 1 ô 8τ � 8β2 � 32 ô τ � β2 � 4 oder

q�32�6τ�8β2
1 � 1 ô 6τ � 8β2 � 32 ô 3τ � 4β2 � 16

Da τ gerade ist und β2 P t1, 3u gilt, kann der Fall τ�β2 � 4 nicht auftreten. Wir berechnen

3τ � 4β2 � 16 ô �β3 � 6b � 2 für β2 � 1 und

3τ � 4β2 � 16 ô �3β3 � 18b � 14 für β2 � 3.

Wegen β3 P t1, 3u erhalten wir in allen Fällen einen Widerspruch. Daher besitzen G1 und

damit auch G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 3.7: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p2, c, dq, wobei c ¥ 4 und d ¥ 5 gelte.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 2, α2 � c und α3 � d setzen. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen für x :� q1 und

y :� q2q1 die Elemente y und z � pyxq2x�1yx2pyxq�2x�1 denselben normalen Abschluss

in G. In B :� G{xxhyy � xq1, q2 | q
2
1 � 1, qc2 � 1, pq1q2q

d � 1y gilt

z � pq2q
2
1q

2q�1
1 q2q1q

2
1pq2q

2
1q
�2q�1

1 � q2
2q1q2q1q

�2
2 q1.

Wäre nun z in G zu y�1 konjugiert, so würde zd � 1 gelten. Um diese Gleichheit aus-

zuschließen, benutzen wir die Theorie kleiner Kürzungen (siehe Kapitel D). Sei B1 :�
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xq1, q2 | q
2
1 � 1, qc2 � 1y. Dann gilt B � B1{xxpq1q2q

dyy. Für die von w � pq1q2q
d erzeugte,

symmetrisierte Teilmenge R � B1 gilt:

R � tqγ1
1 pq

�1
1 q2q

�dq�γ1
1 , qγ2

2 pq2q
�1
1 q�dq�γ2

2 | γ1 P Z2, γ2 P Zcu

Alle Kürzungsstücke von R lauten qj12 q
i
1q
j2
2 (i P Z2, j1, j2 P Zc). Somit erfüllt R die

Bedingungen Cp4q und T p4q. Wir wenden Satz D.5 für pp, qq � p4, 4q an. Wäre zd trivial

in B, so müsste zd laut Satz D.5 in R liegen oder eine semi-gekürzte Darstellung w� �

u1s1 . . . umsm besitzen, wobei jedes sk ein ipskq-Überrest ist und die Anzahl m der sk sowie

die Nummer ipskq die Bedingung

m
Σ
k�1

�
3� ipskq

�
¥ 4

erfüllen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, müsste es sk mit ipskq ¤ 2

geben. Alle 2-Überreste enthalten wegen d ¥ 5 ein Teilwort der Form pq1q2q1q2q1q
�1. Da

solche Teilwörter in keinem zyklisch gekürzten Konjugierten von zd P B1 zu finden sind

und zd auch nicht in R liegt, gilt zd � 1 in B und z ist nicht in G zu y�1 konjugiert. Somit

besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 4: Kein αi sei gleich 2.

Fall 4.1: Sei pα1, α2, α3q � p3, 3, 3q.

Fall 4.1.1: Mindestens ein βi (1 ¤ i ¤ 3) sei gleich 1 und es gelte pβ1, β2, β3, bq �

p1, 1, 1,�1q.

O. B. d. A. gelte β1 � 1, indem wir ggf. eine Umbenennung vornehmen. Dann folgt:

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q3
1 � h�1, q3

2 � h�β2 , pq1q2q
3 � hβ3�3by

� xq1, q2 | rq
3
1, q2s � 1, q3

2 � q3β2
1 , pq1q2q

3 � q
�3pβ3�3bq
1 y

Wir betrachten den durch ϕpq1q � q1 und ϕpq2q � q2q
3pβ2�1q
1 gegebenen Isomorphismus

ϕ : GÑ G1 und erhalten wegen β2 P t1, 2u:

G1 � xq1, q2 | rq
3
1, q2s � 1, q3

2 � q
3β2�9pβ2�1q
1 , pq1q2q

3 � q
�3pβ3�3bq�9pβ2�1q
1 y

� xq1, q2 | q
3
2 � q�6β2�9

1 , pq1q2q
3 � q

�3pβ3�3bq�9pβ2�1q
1 y

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y und z :� pyxqα1x�1yx2pyxq�α1x�1 für

x :� q1 und y :� q�1
2 denselben normalen Abschluss in G1. Sei τ :� �3pβ3�3bq�9pβ2�1q.

Wir berechnen:

z � pq�1
2 q1q

3q�1
1 q�1

2 q2
1pq

�1
1 q2q

3q�1
1 � pq�1

2 q1q
2q�2

2 q1q2pq
�1
1 q2q

2q�1
1

� qτ1q
�3
2 pq�1

2 q1qq
�2
2 q�2

1 q2pq
�1
1 q2qq

�1
1 � q2τ�3

1 q�6
2 q�2

2 q�2
1 q2q

�1
1

� q3τ�6
1 q�9

2 q�1
1 q�1

2 q�2
1 � q�1

1 � pq3τ�9
1 q�9

2 q�1
2 q � q1

� q�1
1 � pq

�9pβ3�3bq�27pβ2�1q�9�18β2�27
1 q�1

2 q � q1 � q�1
1 � pq�9β3�27b�9β2�9

1 q�1
2 q � q1
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Wäre nun z zu y oder y�1 konjugiert, so wäre auch z3 � q�27β3�81b�21β2�36
1 gleich

q
�p�6β2�9q
1 . Man bemerke, dass G1 keine Kürzungsbedingung erfüllt, welche die Anwen-

gung von Satz D.5 ermöglicht. Da q1 in G1 laut Lemma 5.9 unendliche Ordnung besitzt,

folgt

�27β3 � 81b� 21β2 � 36 � �6β2 � 9 oder � 27β3 � 81b� 21β2 � 36 � 6β2 � 9,

also

3β3 � 9b� 3β2 � 5 � 0 oder β3 � 3b� β2 � 1 � 0.

Die erste Gleichung hat keine Lösung und aus der zweiten Gleichung folgt pβ2, β3, bq �

p1, 1,�1q (wegen β1, β2 P t1, 2u). Diesen Fall haben wir hier ausgeschlossen. Somit besitzt

G nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 4.1.2: Es gelte β1 � β2 � β3 � 2 und b � 2.

Durch den Isomorphismus ϕ von G, welcher durch ϕpq1q � q1h
�1 und ϕpq2q � q2h

�1

gegeben ist, gelangen wir zur Gruppe

G2 � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q3
1 � h, q3

2 � h, pq1q2q
3 � h8�3by

� xq1, q2 | q
3
1 � q3

2, pq1q2q
3 � q24�9b

1 y.

Wegen b � 2 folgt analog zu Fall 4.1.1, dass G2 und damit auch G nicht die Magnus-

Eigenschaft besitzen.

Fall 4.1.3 (vgl. Vermutung 5.1): Sei pβ1, β2, β3, bq P tp1, 1, 1,�1q, p2, 2, 2,�2qu.

Dies ist der einizige noch offene Fall für g ¥ 1. Wir führen diesen Fall lediglich auf Ver-

mutung 5.1 zurück.

Für pβ1, β2, β3, bq � p1, 1, 1,�1q gilt

G � xq1, q2, h | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q3
1h � 1, q3

2h � 1, pq1q2q
3 � h�2y

� xq1, q2 | q
3
1 � q3

2, pq1q2q
3 � q6

1y.

Auch im Fall pβ1, β2, β3, bq � p2, 2, 2,�2q erhalten wir durch Einsetzen in die zu G isomor-

phe Gruppe G2 aus Fall 4.1.2 G � xq1, q2 | q
3
1 � q3

2, pq1q2q
3 � q6

1y. Es bleibt somit, die

Magnus-Eigenschaft der Gruppe L � xx, y | x3 � y3, pxyq3 � x6y aus Vermutung 5.1 zu

betrachten. Wir bemerken, dass die addierten Exponentensummen der beiden Relationen

von L bzgl. x und y jeweils gleich 0 sind. Daher ist ausgeschlossen, dass die Methoden aus

Fall 4.1.1 und Fall 4.1.2 zum Erfolg führen können.

Fall 4.2: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p3, 3, 4q.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 4, α2 � 3 und α3 � 3 voraussetzen. Es folgt:

G � xq1, q2 | rq1, hs � 1, rq2, hs � 1, q4
1 � h�β1 , q3

2 � h�β2 , pq1q2q
3 � hβ3�3by
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Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y :� q2 und z :� pyxq4x�1yx2pyxq�4x�1

für x :� q1 denselben normalen Abschluss in G. Wir betrachten die Faktorgruppe

B :� G{xxh, rq2
1, q2syy

� xq1, q2 | rq
2
1, q2s, q

4
1 � 1, q3

2 � 1, pq1q2q
3 � 1y

und bemerken, dass diese Gruppe die Gruppe B aus Fall 3.1.3 ist. Da auch die Wahl von

x und y mit der Wahl in Fall 3.1.3 übereinstimmt, gilt mit dem Beweis von Fall 3.1.3, dass

G nicht die Magnus-Eigenschaft besitzt.

Fall 4.3: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von p3, 4, 4q.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1 � 3, α2 � 4 und α3 � 4 voraussetzen. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen für x :� q1

die Elemente y :� q2 und z :� pyxq3x�1yx2pyxq�3x�1 denselben normalen Abschluss in

G. Wir definieren

B :� G{xxh, q2
2yy

� xq1, q2 | q
3
1 � 1, q2

2 � 1, pq1q2q
4 � 1y.

Diese Gruppe entspricht der Gruppe B aus Fall 3.2. Im Beweis zu Fall 3.2 haben wir ge-

zeigt, dass z in B nicht zu y�1 konjugiert ist. Somit besitztG nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 4.4: Sei pα1, α2, α3q � p4, 4, 4q.

Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente y :� q2 und z :� pyxq2x�1yx2pyxq�2x�1

für x :� q2
1 denselben normalen Abschluss in G. In der Faktorgruppe

B :� G{xxhyy � xq1, q2 | q
4
1 � 1, q4

2 � 1, pq1q2q
4 � 1y

gilt:

z � pq2q
2
1q

2q�2
1 q2q

4
1pq

�2
1 q�1

2 q2q�2
1 � q2q

2
1q

2
2pq

�2
1 q�1

2 q2q�2
1 � q2q

2
1q

2
2q

2
1q

�1
2 q2

1q
�1
2 q2

1

Wäre nun z in G zu y�1 konjugiert, so würde in B z4 � 1 gelten. Um diese Gleichheit

auszuschließen, benutzen wir die Theorie kleiner Kürzungen (siehe Kapitel D). Sei B1 :�

xq1, q2 | q
4
1 � 1, q4

2 � 1y. Dann gilt B � B1{xxpq1q2q
4yy. Für die von w � pq1q2q

4 erzeugte,

symmetrisierte Teilmenge R � B1 gilt:

R � tqγ1
1 pq1q2q

�4q�γ1
1 , qγ2

2 pq2q1q
�4q�γ2

2 | γ1, γ2 P Z4u

Alle Kürzungsstücke von R lauten qi1q
j
2 und qj2q

i
1 (i, j P Z4). Somit erfüllt R die Be-

dingungen Cp4q und T p4q. Wir wenden Satz D.5 für pp, qq � p4, 4q an. Wäre z4 tri-

vial in B, so müsste z4 laut Satz D.5 in R liegen oder eine semi-gekürzte Darstellung
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w� � u1s1 . . . umsm besitzen, wobei jedes sk ein ipskq-Überrest ist und die Anzahl m der

sk sowie die Nummer ipskq die Bedingung

m
Σ
k�1

�
3� ipskq

�
¥ 4

erfüllen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, müsste es sk mit ipskq ¤ 2

geben. Alle 2-Überreste enthalten ein Teilwort der Form pq1q2q
�1. Da solche Teilwörter in

keinem zyklisch gekürzten Konjugierten von z4 P B1 zu finden sind und zd auch nicht in

R liegt, gilt z4 � 1 in B und z ist nicht in G zu y�1 konjugiert. Somit besitzt G nicht die

Magnus-Eigenschaft.

Fall 4.5: Sei pα1, α2, α3q eine Permutation von pc, d, eq, wobei c, d ¥ 3 und e ¥ 5 gelte.

Indem wir ggf. mit (5.5) arbeiten und eine Umbenennung vornehmen, dürfen wir o.B.d.A.

α1, α2 ¥ 3 und α3 ¥ 5 voraussetzen. Wir setzen x :� q�1
2 q�1

1 q2 und y :� q1. Dann

gilt y�1xα1y � xα1 und somit besitzen laut [Bog05, Lemma 2.2] die Elemente y und

z :� pyxqα1x�1yx2pyxq�α1x�1 denselben normalen Abschluss in G. Es folgt:

z � pq1q
�1
2 q�1

1 q2q
α1pq�1

2 q�1
1 q2q

�1q1pq
�1
2 q�1

1 q2q
2pq1q

�1
2 q�1

1 q2q
�α1pq�1

2 q�1
1 q2q

�1

� pq1q
�1
2 q�1

1 q2q
α1�1q2

1pq
�1
2 q�1

1 q2q
2pq�1

2 q1q2q
�1
1 qα1q�1

2 q1q2

� pq1q
�1
2 q�1

1 q2q
α1�1q2

1q
�1
2 q�1

1 q2pq
�1
1 q�1

2 q1q2q
α1 (5.15)

Wir definieren die Gruppe

B :� G{xxhyy � xq1, q2 | q
α1
1 � qα2

2 � pq1q2q
α3 � 1y. (5.16)

Diese Gruppe ist auch als von Dyck Gruppe (α1, α2, α3) bekannt. Sei ϕ : G Ñ B der

kanonische Homomorphismus. Wir bezeichnen die Bilder der Elemente unter ϕ mit den

Namen der Elemente selbst. Wäre nun y in B zu z oder z�1 konjugiert, so hätten y und z

dieselbe Ordnung in B. Aus (5.16) lesen wir yα1 � 1 ab. Wir betrachten das Element zα1

und die Präsentation

B � B1{xxpq1q2q
α3yy

mit B1 :� xq1 | q
α1
1 � 1y � xq2 | q

α2
2 � 1y.

Im Folgenden benutzen wir die in Kapitel D eingeführten Begriffe. Für die von w � pq1q2q
α3

erzeugte, symmetrisierte Teilmenge R � B1 gilt:

R � tqγ1
1 pq1q2q

�α3q�γ1
1 , qγ2

2 pq2q1q
�α3q�γ2

2 | γ1 P Zα1 , γ2 P Zα2u

Alle Kürzungsstücke von R lauten qγ1
1 q

γ2
2 und qγ2

2 q
γ1
1 (γ1 P Zα1 , γ2 P Zα2). Somit erfüllt

R die Bedingungen Cp4q und T p4q. Wir wenden Satz D.5 für pp, qq � p4, 4q an. Wäre

zα1 trivial in B, so müsste zα1 laut Satz D.5 in R liegen oder ein zyklisch gekürztes

Konjugiertes von zα1 müsste eine semi-gekürzte Darstellung w� � u1s1 . . . umsm besitzen,
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wobei jedes sk ein ipskq-Überrest ist und die Anzahl m der sk sowie die Nummer ipskq die

Bedingung

m
Σ
k�1

�
3� ipskq

�
¥ 4

erfüllen. Damit die Summe in einen positiven Bereich kommt, müsste es sk mit ipskq ¤ 2

geben. Alle 2-Überreste enthalten wegen α3 ¥ 5 ein Teilwort der Form pq1q2q1q2q
�1 oder

pq2q1q2q1q
�1. Da solche Teilwörter in keinem zyklisch gekürzten Konjugierten von zα1 P B1

zu finden sind und zα1 auch nicht in R liegt, gilt zα1 � 1 in B. Somit besitzt G nicht die

Magnus-Eigenschaft.

5.2.3. Der Fall r � 4

Durch Einsetzen von g � 0 und r � 4 in (5.1) erhalten wir

G � xq1, q2, q3, q4, h | rqi, hs � 1, qαii h
βi � 1 p1 ¤ i ¤ 4q, q1q2q3q4 � hby

� xq1, q2, q3, h | rqi, hs � 1, qαii h
βi � 1 p1 ¤ i ¤ 3q, pq1q2q3q

α4 � hbα4�β4y.

Fall 1: Es gelte αi � 2 (1 ¤ i ¤ 4).

Wir erhalten:

G � xq1, q2, q3, q4, h | rqi, hs � 1, q2
i h � 1 p1 ¤ i ¤ 4q, q1q2q3q4 � hby

� xq1, q2, q3, q4 | q
2
1 � q2

2 � q2
3 � q2

4, q1q2q3q4 � q�2b
1 y

� xq1, q2, q3 | q
2
1 � q2

2 � q2
3 � q�4b

1 pq1q2q3q
�2y

� xq1, q2, q3 | q
2
1 � q2

2 � q2
3, q

4b�2
1 pq1q2q3q

2 � 1y

Aus der Relation q4b�2
1 pq1q2q3q

2 � 1 von G folgt:

q4b�8
1 q1q2q3 � q3q2q1, q4b�8

1 q3q1q2 � q2q1q3, q4b�8
1 q2q3q1 � q1q3q2

Unter Nutzung dieser Relationen können wir jedes Element von G in einer der folgenden

Formen mit ` P Z und m,n ¥ 0 darstellen:

(i) q`1pq1q2q
mpq1q3q

n, (ii) q`1pq2q1q
mpq3q1q

n, (iii) q`1pq1q3q
mpq2q3q

n,

(iv) q`1pq3q1q
mpq3q2q

n, (v) q`1pq1q2q
mpq3q2q

n, (vi) q`1pq2q1q
mpq2q3q

n
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Für ungerade p P Z gilt:

q�1
2 qp1q2 � pq2q1q

2q�1
3 q�p1 q3pq2q1q

�2 � pq2q1q
2q�1

3 q�1
2 qp1q2q3pq2q1q

�2 � q�p1

� qp�3
1 q2q1q2 � pq2q1q

2q�1
3 q�p1 q3pq2q1q

�2 � pq2q1q
2q�1

3 qp�3
1 q2q1q2q3pq2q1q

�2 � q�p1

� qp�3
1 q2q1q2 � pq2q1q

2q�1
3 q�3

1 q2q1q2q3pq2q1q
�2 � q�p1

� qp�3
1 q2q1q2 � pq2q1q

2q�6
1 q3q1q2q1q2q3pq2q1q

�2 � q�p1

� qp�3
1 q2q1q2 � pq2q1q

2q�4b�14
1 q2q1q3q1q2q3pq2q1q

�2 � q�p1

� qp�3
1 q2q1q2 � pq2q1q

2q�8b�22
1 pq2q1q

2q2
3pq2q1q

�2 � q�p1

� qp�3
1 q2q1q2 � pq2q1q

2q�8b�20
1 pq2q1q

2pq2q1q
�2 � q�p1 � qp�6�1�8b�20

1 � q�p1

� qp�6�1�8b�20
1 � q�p1 � q�8b�13

1

Somit liegt q8b�13
1 für ungerade p im normalen Abschluss von qp1 in G. Sei p :� 16b�26�1.

Dann folgt xxqp1yyG � xxq1yyG. Es bleibt zu zeigen, dass q1 weder zu qp1 noch zu q�p1 konjugiert

ist.

Zunächst zeigen wir, dass q1 � q�p1 gilt. Aus q1 � qp1 folgt q16b�26
1 � 1. Diese Gleichung

kann jedoch nicht in G gelten, da sie nicht in G { xxq1q
�1
2 , q2q

�1
3 yy � xq1 | q

4b�8
1 � 1y

gilt. Aus q1 � q�p1 folgt q16b�28
1 � 1. Im Fall b R t�3,�1u erhalten wir ebenfalls einen

Widerspruch mit q16b�28
1 � 1 in G { xxq1q

�1
2 , q2q

�1
3 yy. Für b � �3 oder �1 betrachten wir

die Faktorgruppe

G { xxrq1, q2s, rq1, q3syy � xq2, q3 | q
2
2 � q2

3, pq2q3q
2 � 1, q8

2 � 1y �
q2
2�q

2
1

xq1 | q
8
1 � 1y.

Da in dieser Faktorgruppe weder q�20
1 noch q12

1 trivial sind, gilt Gleiches auch in der

Gruppe G.

Schließlich zeigen wir, dass alle Konjugierten von q1 mit Elementen aus G ungleich q�p1

sind. Dafür gehen wir alle Darstellungsformen (i) bis (vi) durch:

Zu (i): Wir berechnen:

pq�1
3 q�1

1 qnpq�1
2 q�1

1 qm � q1 � pq1q2q
mpq1q3q

n

� q
�4pm�nq
1 pq3q1q

npq2q1q
m�1q2q1q2pq1q2q

m�1pq1q3q
n

� q
�4pm�nq
1 pq3q1q

nq2pq1q2q
2m�1pq1q3q

n

� q
�4pm�nq�np4b�8q
1 q2pq1q3q

npq1q2q
2m�1pq1q3q

n

� q
�4pm�nq�np4b�8q�p2m�1qnp4b�8q
1 q2pq1q2q

2m�1pq1q3q
2n

� q
�4pm�nq�p2m�2qnp4b�8q�1
1 pq1q2q

2mpq1q3q
2n

Zu (ii): Wir berechnen:

pq�1
1 q�1

3 qnpq�1
1 q�1

2 qm � q1 � pq2q1q
mpq3q1q

n � q
�4pm�nq
1 pq1q3q

npq1q2q
mq1pq2q1q

mpq3q1q
n

� a�4pm�nq�1pq3q1q
npq2q1q

2mpq3q1q
n � q

�4pm�nq�1�2mnp4b�8q
1 pq2q1q

2mpq3q1q
2n
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Zu (iii): Wir berechnen:

pq�1
3 q�1

2 qnpq�1
3 q�1

1 qm � q1 � pq1q3q
mpq2q3q

n � q
�4pm�nq
1 pq3q2q

npq3q1q
mq1pq1q3q

mpq2q3q
n

� q
�4pm�nq�2
1 pq3q2q

npq3q1q
m�1q3q1q3pq1q3q

m�1pq2q3q
n

� q
�4pm�nq�2
1 pq3q2q

npq3q1q
2m�1pq3q2q

nq3

� q
�4pm�nq�2�p2m�1qnp4b�8q
1 pq3q1q

2m�1pq3q2q
2nq3

p � q
�4n�2�np4b�8q�1
1 pq2q3q

2n für m � 0 q

Zu (iv): Wir berechnen:

pq�1
2 q�1

3 qnpq�1
1 q�1

3 qm � q1 � pq3q1q
mpq3q2q

n � q
�4pm�nq
1 pq2q3q

npq1q3q
mq1pq3q1q

mpq3q2q
n

� q
�4pm�nq�2mnp4b�8q
1 pq1q3q

2mpq2q3q
nq1pq3q2q

n

� q
�4pm�nq�2mnp4b�8q�np4b�8q
1 pq1q3q

2mq1pq3q2q
2n

� q
�4pm�nq�p2m�1qnp4b�8q�1
1 pq3q1q

2mpq3q2q
2n

Zu (v): Wir berechnen:

pq�1
2 q�1

3 qnpq�1
2 q�1

1 qm � q1 � pq1q2q
mpq3q2q

n � q
�4pm�nq
1 pq2q3q

npq2q1q
mq1pq1q2q

mpq3q2q
n

� q
�4pm�nq�2
1 pq2q3q

npq2q1q
m�1q2q1q2pq1q2q

m�1pq3q2q
n

� q
�4pm�nq�2
1 pq2q3q

npq2q1q
2m�1q2pq3q2q

n

� q
�4pm�nq�2�p2m�1qnp4b�8q
1 pq2q1q

2m�1pq2q3q
2nq2

p � q
�4n�np4b�8q�1
1 pq3q2q

2n für m � 0 q

Zu (vi): Wir berechnen:

pq�1
3 q�1

2 qnpq�1
1 q�1

2 qm � q1 � pq2q1q
mpq2q3q

n � q
�4pm�nq
1 pq3q2q

npq1q2q
mq1pq2q1q

mpq2q3q
n

� q
�4pm�nq
1 pq3q2q

npq1q2q
2mq1pq2q3q

n � q
�4pm�nq�2mnp4b�8q
1 pq1q2q

2mpq3q2q
nq1pq2q3q

n

� q
�4pm�nq�2mnp4b�8q�np4b�8q
1 pq1q2q

2mq1pq2q3q
2n

� q
�4pm�nq�2mpn�1qp4b�8q�1
1 pq2q1q

2mpq2q3q
2n

Durch Übergang zu jeweils einer der Faktorgruppen

G{xxq2
1, q

2
2, q

2
3, q1q

�1
2 yy, G{xxq2

1, q
2
2, q

2
3, q1q

�1
3 yy oder G{xxq2

1, q
2
2, q

2
3, q2q

�1
3 yy � Z2 � Z2

bemerken wir, dass keines der ermittelten Konjugierten q�p1 entspricht. Somit besitzt G

nicht die Magnus-Eigenschaft.

Fall 2: Mindestens ein αi sei ungleich 2.

O.B.d.A. sei α2 � 2. Wir betrachten die Faktorgruppe

B :� G{xxhyy � xq1, q2, q3 | q
αi
i � 1 p1 ¤ i ¤ 3q, pq1q2q3q

α4 � 1y

� P
L
xxpq1q2q3q

α4yy,

wobei P :�
3
�
i�1
xqi | q

αi
i � 1y.
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Nun wenden wir Satz D.5 auf das freie Produkt P und die von pq1q2q3q
α4 erzeugte, sym-

metrisierte Teilmenge R von P an. Es gilt:

R � tq�ji pqiqi�1qi�2q
�α4qji , q

�j
i�2pqiqi�1qi�2q

�α4qji�2 | j P Z, i P Z3u

Die Menge aller Kürzungsstücke von R ermitteln wir zu tqji | i P t1, 2, 3u, j P Zαiu. Somit

erfüllt R die Bedingungen Cp4q und T p4q.

Da die Gleichung q�1
2 qα1

1 q2 � qα1
1 in G gilt, besitzen laut [Bog05, Lemma 2.2] die Ele-

mente q2 und

z :� pq2q1q
α1q�1

1 q2q
2
1pq2q1q

�α1q�1
1 � pq2q1q

α1�1q2
2q1q

�1
2 pq2q1q

�α1�1q�1
1

denselben normalen Abschluss in G und somit auch in B. Wegen α2 � 2 entspricht die

letzte Darstellung von z einer Darstellung in Normalform von P . Wäre z zu q�1
2 konjugiert,

müsste zα3 � 1 gelten. Eine Darstellung von zα3 in Normalform von P ergibt sich durch

Hintereinanderschreibung der Darstellung von z ohne Kürzung. Da zα3 kein Element von

R ist, müsste ein zyklisch gekürztes Konjugiertes von zα3 laut Satz D.5 einen 2-Überrest

und damit ein Teilwort der Form pqiqi�1qi�2qiq
�1 mit i P t1, 2, 3u enthalten. In z gibt es

jedoch keinen Erzeuger q3. Also besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.

5.2.4. Der Fall r ¥ 5

Es gilt:

G � xq1, q2, . . . , qr, h | rqi, hs � 1, qαii h
βi � 1 p1 ¤ i ¤ rq, q1q2 . . . qr � hby

Wir betrachten die Faktorgruppe

B :� G{xxh, pq1q3q
7yy

� xq1, q2, . . . , qr | q
αi
i � 1 p1 ¤ i ¤ rq, q1q2 . . . qr � 1, pq1q3q

7y

� xq1, q2, . . . , qr�1 | q
αi
i � 1 p1 ¤ i ¤ r � 1q, pq1q2 . . . qr�1q

αr � 1, pq1q3q
7y

� P
L
xxpq1q2 . . . qr�1q

αr , pq1q3q
7yy, wobei

P :�
r�1
�
i�1
xqi | q

αi
i � 1y.

Nun wenden wir Satz D.5 auf das freie Produkt P und die von pq1q2 . . . qr�1q
αr und pq1q3q

7

erzeugte, symmetrisierte Teilmenge

R :� t q�ji pqiqi�1 . . . qi�r�2q
�αrqji , q�ji�r�2pqiqi�1 . . . qi�r�2q

�αrqji�r�2

q�j1 pq1q3q
�7qj1, q

�j
3 pq1q3q

�7qj3 | j P Z, i P Zr�1 u

134



von P an. Die Menge aller Kürzungstücke lautet

tqj11 q
j2
3 , q

j2
3 q

j1
1 , q

j1
i | 1 ¤ i ¤ r � 1, j1, j2 P Zu, falls α1 � 2 � α3,

tqj13 q
j2
1 q

j3
3 , q

j1
i | 1 ¤ i ¤ r � 1, j1, j2, j3 P Zu, falls α1 � 2, α3 � 2,

tqj11 q
j2
3 q

j3
1 , q

j1
i | 1 ¤ i ¤ r � 1, j1, j2, j3 P Zu, falls α1 � 2, α3 � 2 und

tqj1i | 1 ¤ i ¤ r � 1, j1 P Zu, falls α1 � α3 � 2.

Somit erfüllt R die Kürzungsbedingungen Cp4q und T p4q. Wir bemerken, dass die Relation

pq1q3q
�1qα2

2 q1q3 � qα2
2 in G gilt. Laut [Bog05, Lemma 2.2] besitzen die Elemente

z :� pq1q3q2q
α2q�1

2 q1q3q
2
2pq1q3q2q

�α2q�1
2

� pq1q3q2q
α2�1pq1q3q

2q2q
�1
3 q�1

1 pq�1
2 q�1

3 q�1
1 qα2�1q�1

2 (5.17)

und q1q3 denselben normalen Abschluss in G. Wäre z zu pq1q3q
�1 konjugiert, müsste z7 � 1

gelten. Wir erhalten eine Normalform von z7 als Element von P , indem wir die Darstellung

aus (5.17) ohne Kürzung hintereinander schreiben. Da z7 kein Element von R ist, müsste

ein zyklisch gekürztes Konjugiertes von z7 laut Satz D.5 einen 2-Überrest und damit den

Erzeuger q4 oder ein Teilwort der Form pq1q3q
3 enthalten. Dies ist jedoch nicht der Fall,

also ist z in G nicht zu pq1q3q
�1 konjugiert und G besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft.

5.3. Orientierbare Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g, r ¥ 1

Wir betrachten die Faktorgruppe

B :� G{xxa2, b2, a3, b3 . . . ag, bg, q2, . . . qr, hyy

� x q1, a1, b1 | qα1
1 � 1, q1ra1, b1s � 1 y � x a1, b1 | ra1, b1s

α1 � 1 y

und den zugehörigen kanonischen Homomorphismus ϕ : G Ñ B. Laut [Bog05, Theorem

2.4] besitzt B nicht die Magnus-Eigenschaft. Um zu zeigen, dass G nicht die Magnus-

Eigenschaft besitzt, verwenden wir dasselbe Gegenbeispiel wie in [Bog05]: In G gilt die

Relation a�1
1 ha1 � hε1 . Daraus folgt die Relation

a�1
1 hβ1a1 � hε1β1 ô a�1

1 qα1
1 a1 � qε1α1

1 .

Somit besitzen laut [Bog05, Lemma 2.2] die Elemente

a1 und z :� pa1q1q
α1q�1

1 a1q
2
1pa1q1q

�α1q�1
1

denselben normalen Abschluss in G und damit auch in B. Wegen ϕpq1q � ra1, b1s
�1 dürfen

wir

z �B pa1ra1, b1s
�1qα1ra1, b1sa1ra1, b1s

�2pa1ra1, b1s
�1q�α1ra1, b1s

schreiben. Laut [Bog05, Beweis zu Theorem 2.4 (3), Case 1] ist z weder zu a1 noch zu a�1
1

in B konjugiert. Also besitzt G nicht die Magnus-Eigenschaft.
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Anhang
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A. Direkte Produkte zyklischer Gruppen und

die Magnus-Eigenschaft

Im vorliegenden Abschnitt untersuchen wir alle direkten Produkte zyklischer Gruppen auf

Magnus-Eigenschaft. Aus dem Kapitel der Masterarbeit des Autors (siehe [Fel15]) über

die Magnus-Eigenschaft direkter Produkte verwenden oder verallgemeinern wir u.a. die

folgenden Resultate.

Bemerkung A.1. (siehe [Fel15, Lemma 4.5.1]) Falls ein direktes Produkt mit beliebig

vielen Faktoren die Magnus-Eigenschaft besitzt, so besitzt auch jeder Faktor des direkten

Produkts die Magnus-Eigenschaft.

Lemma A.2. (siehe [Fel15, Lemma 4.2.1]) Unter den nichttrivialen, zyklischen Gruppen

besitzen ausschließlich Z2, Z3, Z4, Z6 und Z die Magnus-Eigenschaft.

Zur Formulierung des nächsten Lemmas führen wir eine spezielle Notation ein: Für ein

beliebiges Element r eines direkten Produkts G �
�n

i�1Gi schreiben wir r � priqiPM ,

wobei M � t1, . . . , nu und ri die einzelnen Komponenten aus Gi seien. Mit t�1, 1uM

bezeichnen wir die Menge aller Elemente paiqiPM P G mit ai P t�1, 1u für alle i PM .

Lemma A.3. [Fel15, Lemma 4.5.2] Gegeben sei ein direktes Produkt G �
�n

i�1Gi

mit n P Nzt1u, wobei jede Gruppe Gi die Magnus-Eigenschaft besitze. Wir setzen M �

t1, . . . , nu. Dann besitzt G genau dann die Magnus-Eigenschaft, wenn für jedes Element

priqiPM P G und alle ε � pεiqiPM P t�1, 1uMztp�1qiPM , p1qiPMu mit der Eigenschaft

xxpriqiPMyyG � xxpr
εi
i qiPMyyG gilt:

ri �Gi r
�1
i für alle i mit εi � 1 oder für alle i mit εi � �1

Als kleine Anwendungsbeispiele für Lemma A.3 werden in [Fel15] die folgenden Aussagen

gezeigt:

Beispiel A.4.

(i) Sei M eine beliebige Gruppe mit der Magnus-Eigenschaft. Dann besitzt auch für alle

m, n P N0 die Gruppe G �M �
�m

i�1 Z2 �
�n

i�1pZ2 � Z2q die Magnus-Eigenschaft.

(ii) Die Gruppe G � Z4 � Z6 besitzt nicht die Magnus-Eigenschaft, obwohl Z4 und Z6

die Magnus-Eigenschaft besitzen.
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Der folgende Satz beschreibt alle direkten Produkte zyklischer Gruppen, welche die

Magnus-Eigenschaft besitzen.

Satz A.5. Unter allen direkten Produkten nichttrivialer zyklischer Gruppen besitzen nur

solche die Magnus-Eigenschaft, die entweder ausschließlich Faktoren

Z2, Z3, Z (und damit auch Z6)

oder ausschließlich Faktoren

Z2, Z4, Z

besitzen.

Beweis. Wegen Bemerkung A.1 und Lemma A.2 enthält ein direktes Produkt nichttrivia-

ler zyklischer Gruppen, welches die Magnus-Eigenschaft besitzt, ausschließlich Faktoren

Z2, Z3, Z4, Z6 oder Z. Diese notwendige Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie Bei-

spiel A.4 (ii) zeigt. Im Folgenden werden wir jeden Faktor Z6 mithilfe des chinesischen

Restklassensatzes sofort durch Z2�Z3 ersetzen. Wir bemerken, dass wegen Z3�Z4 � Z12

kein direktes Produkt die Magnus-Eigenschaft besitzt, welches sowohl Z3 als auch Z4 als

Faktor hat. Beispiel A.4 (i) besagt, dass die Magnus-Eigenschaft einer Gruppe invariant

unter direkter Produktbildung mit Z2 ist. Diese Invarianz besteht auch bzgl. direkter Pro-

duktbildung mit Z, wie die erste der folgenden drei kleinen Aussagen zeigt.

Aussage 1. Gegeben sei eine abelsche Gruppe M mit der Magnus-Eigenschaft. Dann

besitzt G :� Z�M die Magnus-Eigenschaft.

Beweis. Wegen Lemma A.3 ist es ausreichend, Elemente pz, xq P G für nichttriviale

Elemente z P Z und x P M zu betrachten, welche xxpz, xqyyG � xxpz, x
�1qyyG erfüllen. Da

G eine abelsche Gruppe ist, gilt

tpzk, xkq | k P Zu � xxpz, xqyyG � xxpz, x�kqyyG � tpzk, x�kq | k P Zu.

Es folgt pz, xq � pz, x�1q. Insbesondere ist x somit zu x�1 konjugiert. Laut Lemma A.3

besitzt G daher die Magnus-Eigenschaft.

Es bleibt zu zeigen, dass direkte Produkte, welche ausschließlich Faktoren Z3 oder aus-

schließlich Faktoren Z4 enthalten, die Magnus-Eigenschaft besitzen.

Aussage 2. Alle direkten Produkte G �
�n

i�1 Z3 mit n P N besitzen die Magnus-

Eigenschaft.

Beweis. Alle nichttrivialen Elemente inG haben Ordnung 3. Daher gilt xxgyyG � t1, g, g
�1u

für alle Elemente g P G. Wir betrachten nun zwei nichttriviale Elemente r, s P G mit
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xxryyG � xxsyyG. Dann folgt insbesondere r P ts, s�1u. Somit besitzt G die Magnus-

Eigenschaft.

Aussage 3. Alle direkten Produkte G �
�n

i�1 Z4 mit n P N besitzen die Magnus-

Eigenschaft.

Beweis. Nichttriviale Elemente aus G, die (in additver n-Tupel-Schreibweise) minde-

stens einen Eintrag 1 oder 3 besitzen, haben Ordnung 4; alle anderen nichttrivialen Ele-

mente haben Ordnung 2. Für ein beliebiges nichttriviales Element g P G bedeutet dies

xxgyyG � t1, gu oder xxgyyG � t1, g, g�1, g2u. Damit xxryyG � xxsyyG für zwei nichttriviale

Elemente r, s P G erfüllt sein kann, müssen also r, s dieselbe Ordnung haben. Für Ord-

nung 2 folgt sofort r � s und für Ordnung 4 folgt r � s oder r � s�1. Somit besitzt G die

Magnus-Eigenschaft.

Dies beendet den Beweis von Satz A.5.
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B. Amalgamierte Produkte

Bei amalgamierten Produkten handelt es sich um Standardobjekte der Gruppentheorie.

Nach Angabe ihrer Definition geben wir in diesem Abschnitt wichtige Eigenschaften wie-

der und führen Normalformen ein. Darin ist die Betrachtung freier Produkte als Spezialfall

amalgamierter Produkte enthalten. Wir behandeln zur Übersichtlichkeit jeweils nur amal-

gamierte Produkte mit zwei Faktoren. Alle Aussagen können jedoch auf gleiche Weise für

amalgamierte Produkte beliebig vieler Faktoren formuliert werden.

Wir starten mit der Definition amalgamierter Produkte.

Definition B.1. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Section 11]) Seien G und H Gruppen mit

zueinander isomorphen Untergruppen A � G und B � H. Wir fixieren einen Isomorphis-

mus ϕ : AÑ B. Dann bezeichnen wir die Faktorgruppe pG �Hq { xxϕpaqa�1 | a P Ayy als

das freie Produkt der Gruppen G und H mit Amalgamierung von A und B über den Iso-

morphismus ϕ. Wir bezeichnen diese Faktorgruppe auch kurz als amalgamiertes Produkt

von G und H über A. Zudem benutzen wir je nach Kontext folgende Notationen:

xG �H | a � ϕpaq a P Ay, G �A�B H und G �A H

Als Nächstes definieren wir sogenannte A-Normalformen für ein amalgamiertes Produkt

G �A�B H. Dazu wählen wir ein Repräsentantensystem TA der rechten Nebenklassen von

A in G und ein Repräsentatensystem TB der rechten Nebenklassen von B in H, welche

jeweils das Element 1 enthalten. Dabei bezeichnen wir für einen Repräsentanten t P TA

die Menge At als rechte Nebenklasse zu t.

Definition B.2. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Definition 11.1]) Eine A-Normalform ist

eine Folge px0, x1, . . . , xmq, so dass

1) x0 P A,

2) xi P TAzt1u oder xi P TBzt1u für i ¥ 1 und

3) aufeinanderfolgende Elemente xi, xi�1 (1 ¤ i ¤ m� 1) weder beide in TAzt1u noch

beide in TBzt1u liegen.

Der folgende Satz begründet die Bezeichnung
”
Normalform”.

Satz B.3. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Theorem 11.3]) Jedes Element f P G �A�B H

kann eindeutig in der Form f � x0x1 . . . xn dargestellt werden, wobei px0, x1, . . . , xnq eine

A-Normalform ist.
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Schließlich definieren wir Normalformen bzgl. amalgamierter Produkte.

Definition B.4. Sei p ein Element eines amalgamierten Produkts P � G �A�BH. Dann

bezeichnen wir eine Darstellung von p in der Form

p � y1y2 � � � yn

als eine Normalform von p bzgl. des amalgamierten Produkts P , falls

n � 1 ^ py1 P G _ y1 P Hq

gilt oder falls n ¥ 2 und die folgenden Bedingungen gelten:

1) Für alle i P t1, 2, . . . , nu sei yi P GzA oder yi P HzB.

2) Aufeinanderfolgende Elemente yi, yi�1 (1 ¤ i ¤ n � 1) liegen weder beide in GzA

noch beide in HzB.

Wir bezeichnen die Elemente yi P G bzw. yi P H auch als G- bzw. H-Stücke (oder kurz

Stücke) der Normalform von p P P . Die Zahl n heißt Länge der Normalform. Das triviale

Element besitze nach Definition die Länge 0.

Wir nennen ein Element p in Normalform zyklisch gekürzt bzgl. P , falls n � 1 gilt oder

y1 und yn weder beide in GzA noch beide in HzB liegen.

Wir bemerken, dass jedes Element eines amalgamierten Produkts eine Darstellung in

Normalform bzgl. dieses Produkts besitzt. Das folgende Lemma zeigt die Eindeutigkeit

der Länge dieser Darstellung und begründet damit die Benutzung der Bezeichnung
”
Nor-

malform” in Definition B.4.

Lemma B.5. Sei p ein Element eines amalgamierten Produkts P � G �A�B H. Weiter

sei rp eine Darstellung von p in Normalform bzgl. des amalgamierten Produkts P . Dann

ist die Länge von rp eindeutig bestimmt.

Beweis. Definition B.4 ist unabhängig von der Wahl der Repräsentantensysteme TA und

TB, jedoch können wir für fest gewählte Systeme TA und TB jeder Normalform p �

y1y2 � � � yn eine eindeutige A-Normalform px0, x1, . . . , xnq zuordnen: Als Beispiel finden wir

eine A-Normalform zur Normalform y1y2 bzgl. P , wobei y1 � c1t1 (c1 P A, t1 P TAzt1u)

und y2 � c2t2 (c2 P B, t2 P TBzt1u) gelte. Dazu bemerken wir zunächst, dass wir zu

jedem Element y aus GzA bzw. HzB eindeutig bestimmte Elemente c P A, t P TAzt1u

bzw. c P B, t P TBzt1u finden können, so dass y � ct gilt. Wir schreiben y1y2 � c1t1c2t2

und fassen c2 über den Isomorphismus zwischen A und B als Element von A auf. Seien

c3 P A und t3 P TAzt1u die eindeutig bestimmten Elemente mit c1t1c2 � c3t3 P G. Dann

gilt y1y2 � c3t3t2 und pc3, t3, t2q ist eine A-Normalform von p. Indem wir dieses Prinzip

auf längere Normalformen anwenden (startend mit den beiden letzten Stücken), können
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wir für jede Normalform p � y1y2 � � � yn eine A-Normalform p � px0, x1, x2, . . . , xnq be-

stimmen. Laut Satz B.3 ist diese A-Normalform eindeutig. Insbesondere ist somit auch die

Länge n der Normalform bzgl. des amalgamierten Produkts eindeutig.

Aus Lemma B.5 lesen wir folgendes Korollar ab.

Korollar B.6. Die Faktoren G, H eines amalgamierten Produkts P � G �A�B H betten

kanonisch in P ein.

Zudem erhalten wir sofort das folgende bekannte Korollar.

Korollar B.7. Amalgamierte Produkte torsionsfreier Gruppen sind torsionsfrei.

Beweis. Seien A, B torsionsfreie Gruppen G :� A �C B ein amalgamiertes Produkt und r

ein nichttriviales Element von G dargestellt in Normalform. Da A und B torsionsfrei sind,

besitzt r eine Länge ` von mindestens 2. Wir zeigen per Induktion über `, dass keine Zahl

n P N mit rn � 1 existiert.

Induktionsanfang (` � 2): In diesem Fall erhalten wir eine Normalform der Länge 2n von

rn, indem wir die Normalform von r n-mal hintereinanderschreiben. Wegen Lemma B.5

kann rn somit nicht trivial sein.

Induktionsschritt (`Ñ `� 1): Im Fall, dass ` gerade ist, verfahren wir wie beim Induk-

tionsanfang. Für ` ungerade sei x das erste Stück der Normalform von r. Wir definieren

r1 :� x�1rx. Wegen rn � 1 gilt auch r1n � 1. Da x und das letzte Stück von r aus demsel-

ben Faktor des amalgamierten Produkts stammen, ist die Normalform von r1 echt kürzer

als die Normalform von r. Somit ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar.

Schließlich beweisen wir das folgende Korollar.

Korollar B.8. Sei P � G �A�BH ein amalgamiertes Produkt. Weiter sei g ein Element

von G, welches nicht in G zu einem Element aus A konjugiert ist. Dann gilt:

(1) Das Element g ist genau dann in P zu einem Element x aus G konjugiert, wenn es

in G zu x konjugiert ist.

(2) Das Element g ist in P zu keinem Element aus H konjugiert.

Beweis. Zu (1): Ist g in G zu x konjugiert, so ist es insbesondere auch in P zu x konjugiert.

Für die umgekehrte Richtung zeigen wir, dass aus w�1gw � x für ein w P P bereits w P G

folgt. Im Hinblick auf einen Widerspruch sei dazu w P P zG. Weiter sei w � y1y2 . . . yn

eine Normalform bzgl. P . Es gilt

w�1gw � y�1
n y�1

n�1 . . . y
�1
1 gy1y2 . . . yn � x
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Falls y1 ein Element von HzB ist, so erhalten wir sofort einen Widerspruch, da x laut

Lemma B.5 als Element von G keine Normalform der Länge 2n � 1 haben kann. Für

y1 P G folgt n ¥ 2, da w nach Voraussetzung kein Element von G ist. Zudem kann y�1
1 gy1

nach Voraussetzung kein Element von A sein. Wir erhalten daher eine Normalform von

x P G der Länge 2n� 1 ¥ 3. Dies ist ebenfalls ein Widerspruch zu Lemma B.5.

Zu (2): Im Hinblick auf einen Widerspruch sei g in P zu einem Element h P H konjugiert.

Dann existiert ein Element w � y1y2 . . . yn P P in Normalform mit w�1gw � h. Es gilt

w�1gw � y�1
n y�1

n�1 . . . y
�1
1 gy1y2 . . . yn � h.

Für n � 1 und y1 P HzB oder n ¥ 2 erhalten wir eine Normalform von h mit einer Länge

von mindestens 3. Dies ist laut Lemma B.5 ein Widerspruch zu h P H. Sei also n � 1 und

w P G. Nach Voraussetzung ist dann w�1gw ein Element von GzA. Dies ist laut Satz B.3

ein Widerspruch zu w�1gw � h P H.
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C. HNN-Erweiterungen

In diesem Abschnitt betrachten wir sogenannte HNN-Erweiterungen, welche nach den

Mathematikern Graham Higman, Bernhard Neumann und Hanna Neumann benannt sind,

die sie im Jahr 1949 eingeführt und untersucht haben (siehe [HNN49]).

Definition C.1. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Section 14]) Seien G eine Gruppe und A,

B zueinander isomorphe Untergruppen von G. Weiter sei ϕ : A Ñ B ein Isomorphismus.

Dann bezeichnen wir

H :� xG, t | t�1at � ϕpaq pa P Aqy

als HNN-Erweiterung der Gruppe G relativ zu A, B und ϕ. Wir bezeichen G als HNN-

Basis von H, t als stabilen Buchstaben von H und A, B als assoziierte Untergruppen.

Zur Definition der ersten Normalform für HNN-Erweiterungen, welche wir t-Normalform

nennen, fixieren wir zunächst Repräsentantensysteme TA und TB der rechten Nebenklassen

von A und B in G, die jeweils das Element 1 enthalten.

Definition C.2. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Definition 14.1]) Sei H eine HNN-

Erweiterung. Wir bezeichnen eine Folge pg0, t
ε1 , g1, . . . , t

εn , gnq als t-Normalform, falls:

(1) g0 ein beliebiges Element aus G ist,

(2) εi � �1 für gi P TA gilt,

(3) εi � 1 für gi P TB gilt und

(4) keine zusammenhängende Teilfolge tε, 1, t�ε (ε P t�1u) existiert.

Punkt (2) der folgenden Aussage ist auch als Brittons Lemma bekannt.

Satz C.3. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Theorem 14.3]) Sei H � xG, t | t�1at �

ϕpaq pa P Aqy eine HNN-Erweiterung. Dann gilt:

(1) Jedes Element x P H hat eine eindeutige Darstellung der Form x � g0t
ε1g1 . . . t

εngn,

wobei pg0, t
ε1 , g1, . . . , t

εn , gnq eine t-Normalform sei.

(2) Die Gruppe G ist kanonisch in H eingebettet. Zudem gilt w �H 1 für jedes Element

w der Form g0t
ε1g1 . . . t

εngn mit n ¥ 1, welches keine Teilwörter der Form t�1git

(gi P A) oder tgjt
�1 (gj P B) enthält.

146



Wir benutzen Satz C.3 (1) zur Definition von Normalformen für Elemente von HNN-

Erweiterungen.

Definition C.4. Sei H eine HNN-Erweiterung und x ein Element von H. Dann bezeich-

nen wir die durch Satz C.3 gegebene eindeutige Darstellung als Normalform von x bzgl.

der HNN-Erweiterung H.

Schließlich beweisen wir die folgenden bekannten Aussagen, welche direkte Korollare

aus Satz C.3 (2) (Brittons Lemma) sind.

Korollar C.5. Sei H eine HNN-Erweiterung mit HNN-Basis G, stabilem Buchstaben t

und assoziierten Untergruppen A, B.

(1) Falls G torsionsfrei ist, dann ist H ebenfalls torsionsfrei.

(2) Sei x ein Element in G, welches weder zu einem Element aus A noch aus B konjugiert

ist. Dann ist x genau dann in H zu einem Element y P G konjugiert, wenn es in G

zu y konjugiert ist.

Beweis. Zu (1): Sei z � g0t
ε1g1 . . . t

εngn ein beliebiges nichttriviales Element aus H, wobei

gi P G und εi P t�1u (0 ¤ i ¤ n). Im Hinblick auf einen Widerspruch gelte zm � 1 für ein

m P Zzt0u. Wir bemerken, dass dann auch rzm � 1 für alle Konjugierten rz von z in H gilt.

Falls z Teilwörter der Form

t�1git pgi P Aq bzw. tgjt
�1 pgj P Bq (C.1)

enthält (vgl. Satz C.3 (2)), so ersetzen wir diese durch die entsprechenden Elemente aus

B bzw. A. Dabei wird die Länge n der Darstellung von z echt kleiner. Anschließend

vertauschen wir z zyklisch und ersetzen wieder alle Teilwörter der angegebenen Form. Wir

wiederholen den Vorgang so lange, bis wir ein Konjugiertes rz von z mit einer Darstellung

erhalten, so dass keine zyklische Vertauschung dieser Darstellung ein Teilwort der Form

(C.1) enthält. Dann enthält auch die Darstellung von rzm, welche wir durch m-maliges

Hintereinanderschreiben der Darstellung von rz erhalten, kein Teilwort der Form (C.1).

Somit gilt laut Korollar C.5 (2), dass rzm und somit auch zm nicht trivial ist.

Zu (2): Ist x in G zu y konjugiert, so ist es insbesondere auch in H zu y konjugiert.

Für die andere Richtung zeigen wir, dass aus u�1xu � y für ein u P H bereits u P G folgt.

Wir fixieren Repräsentantensysteme der rechten Nebenklassen von A und B in G, welche

jeweils das Element 1 enthalten. Wegen Korollar C.5 und Definition C.4 steht uns dann

für jedes Element u P H eine eindeutig bestimmte Normalform u � g0t
ε1g1 . . . t

εngn zur

Verfügung, wobei εi P t�1u, g0 ein Element aus G sei und gi (1 ¤ i ¤ n) Elemente der

Repräsentantensysteme seien. Wir wählen ein Element u P H, welches r � u�1su erfüllt

und minimale Länge n unter allen Elementen mit dieser Eigenschaft besitzt. Im Hinblick
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auf einen Widerspruch sei u R G, also n ¥ 1. Es gilt:

y � u�1xu ô z :� y�1g�1
n t�εn . . . g�1

1 t�ε1 g�1
0 xg0loomoon
�:rx

tε1g1 . . . t
εngn � 1 (C.2)

Laut Satz C.3 (2) (Brittons Lemma) kann das Element z aus (C.2) nur dann trivial sein,

wenn es entweder ein Teilwort der Form

t�1gt mit g P A oder tgt�1 mit g P B

enthält. Das Element x ist laut Induktionsvoraussetzung in G weder zu einem Element

aus A noch aus B konjugiert ist. Somit kann rx kein Element von A oder B sein. Folglich

ist t�ε1rxtε1 kein Teilwort der Form (C.1). Da die g�1
i Elemente der fixierten Repräsen-

tantensysteme der rechten Nebenklassen von A und B in G sind, können sie nur dann an

Teilwörtern der Form (C.1) beteiligt sein, wenn gi � 1 gilt. Teilwörter der Form t�ε1tε

mit ε P t�1u können jedoch nicht auftreten, da sie wegen Definition C.2 (4) nicht in der

Normalform von u auftreten. Wir erhalten einen Widerspruch mit z � 1.
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D. Theorie kleiner Kürzungen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [Sch73] sowie Kapitel 5 von [LS01] und soll einen groben

Einblick in die Theorie kleiner Kürzungen (engl.
”
small cancellation theory“) amalgamier-

ter Produkte geben. Unser Hauptziel ist dabei die Formulierung eines zentralen Resultats,

welches als Greendlingers Lemma bekannt ist (siehe Satz D.5). Wir behandeln zur Über-

sichtlichkeit jeweils nur amalgamierte Produkte mit zwei Faktoren. Alle Aussagen können

jedoch auf gleiche Weise für amalgamierte Produkte beliebig vieler Faktoren formuliert

werden.

Für ein Element r eines amalgamierten Produkts bezeichnen wir in diesem Abschnitt

die in Definition B.4 definierte Länge einer Normalform von r mit |r|. In Anlehnung an

Definition B.4 führen wir folgende Definition ein.

Definition D.1. Sei P � G �A H ein amalgamiertes Produkt und p � x1x2 � � �xm P P

(m P N0) ein Element in Normalform bzgl. P . Wir bezeichnen p als schwach zyklisch

gekürzt, falls m ¤ 1 gilt oder xmx1 kein Element von A ist. Man bemerke, dass diese

Eigenschaft nicht von der gewählten Normalform abhängt.

Sei q � y1y2 � � � yn P P (n P N0) ein weiteres Element in Normalform bzgl. P . Falls

xmy1 P A gilt, so sagen wir, dass es eine Kürzung beim Formen des Produkts pq gibt. Falls

xm, y1 zwar im selben Faktor von P liegen, aber xmy1 R A gilt, so sagen wir, dass p und

q durch Fusion von xm und y1 zu einer Normalform pq vereinigt werden können.

Auf Definition D.1 aufbauend definieren wir:

Definition D.2. Eine Darstellung u1u2 � � �uk (k P N0) eines Elements w P P , wobei die

ui (1 ¤ i ¤ k) beliebige Elemente aus P seien, ist semi-gekürzt, falls es keine Kürzungen

bei der Bildung von w aus den ui (1 ¤ i ¤ k) gibt. (Fusionen sind ausdrücklich erlaubt.)

Wir bezeichnen die Darstellung w � u1u2 � � �uk als gekürzt, wenn es weder Kürzungen

noch Fusionen gibt.

Eine Teilmenge R von P bezeichnen wir als symmetrisiert, falls jedes Element r P R

schwach zyklisch gekürzt ist und auch jedes schwach zyklisch gekürzte Konjugierte von

r�1 in R enthalten ist.

Wir nennen ein Element b P P Kürzungsstück bzgl. R � P , falls unterschiedliche Ele-

mente r1, r2 P R mit semi-gekürzten Darstellungen r1 � bc1 und r2 � bc2 für Elemente

c1, c2 P P existieren.

Im Folgenden sei R � P eine symmetrisierte Teilmenge.
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Definition D.3. Wir bezeichnen ein Element s als j-Überrest (bzgl. R), falls ein r P R

mit einer semi-gekürzten Form r � sb1b2 . . . bj existiert, wobei die bi (i P t1, 2, . . . , ju)

Kürzungsstücke bzgl. R seien.

In der Theorie kleiner Kürzungen gibt es einige wiederkehrende Bedingungen an R, un-

ter denen Aussagen über Elemente des normalen Abschlusses von R in P getroffen werden.

Diese Bedingungen hängen jeweils von einem Parameter ab und werden auf folgende Weise

bezeichnet.

Bedingung C 1pλq: Falls r P R eine semi-gekürzte Darstellung der Form r � bc besitzt,

wobei b ein Kürzungsstück bzgl. R sei, dann gelte |b|   λ|r|. Zudem gelte |r| ¡ 1
λ für alle

r P R, wobei |r| die Länge der Normalform von r bzgl. P sei.

Bedingung Cppq: Kein Element aus R ist ein semi-gekürztes Produkt von weniger als p

Kürzungsstücken. Zudem gilt |r| ¥ p für alle Elemente r von R.

Bedingung T pqq: Sei 3 ¤ h   q. Weiter seien r1, r2, . . . rh Elemente aus R, so dass keine

zwei aufeinanderfolgenden Elemente ri, ri�1 (i P t1, 2, . . . , h� 1u) invers zueinander sind.

Dann ist mindestens eines der Elemente r1r2, r2r3, . . . , rh�1rh, rhr1 semi-gekürzt.

Schließlich zitieren wir die beiden folgenden Resultate.

Satz D.4. (siehe [LS01, Chapter V, Theorem 11.2]) Sei F ein amalgamiertes

Produkt, sei R eine symmetrisierte Teilmenge von F und sei N der normale Abschluss von

R in F mit G � F {N . Die Teilmenge R erfülle die Bedingung C 1pλq für λ ¤ 1
6 . Falls nun w

ein nichttriviales Element von N ist, so kann man w in der gekürzten Darstellung w � usv

schreiben, wobei ein zyklisch gekürztes Element r P R mit r � st und |s| ¡ p1 � 3λq|r|

existiere.

Satz D.5. (siehe [Sch73, Theorem 1 (Greendlingers Lemma)]) Sei F eine freie

Gruppe, ein freies Produkt oder ein amalgamiertes Produkt. Weiter sei R eine symmetri-

sierte Teilmenge von F mit normalem Abschluss N . Man nehme an, dass R die Bedin-

gungen Cppq und T pqq mit pp, qq � p6, 3q, p4, 4q oder p3, 6q erfüllt.

Sei w ein nichttriviales Wort in N . Dann gilt w P R oder ein zyklisch gekürztes Konju-

giertes w� von w besitzt eine semi-gekürzte Darstellung w� � u1s1 . . . umsm, wobei jedes

sk ein ipskq-Überrest ist. Dabei sei für die Anzahl m der sk und die Zahlen ipskq folgende

Bedingung erfüllt:

m
Σ
k�1

�p
q
� 2� ipskq

�
¥ p
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E. Asphärizität

Der Begriff
”
Asphärizität“ hat bei unterschiedlichen Autoren verschiedene Bedeutungen.

Eine detaillierte Beschreibung dieser verschiedenen Arten von Asphärizität sowie ihrer

Beziehungen zueinander findet sich in [CCH81]. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir

den Begriff der Asphärizität von Gruppenpräsentationen im Sinne von R. Lyndon und

P. Schupp (siehe [LS01]), welchen wir in diesem Abschnitt skizzieren. Dazu geben wir

zunächst einige Definitionen wieder.

Definition E.1. (siehe [LS01, Chapter III, Section 10]) Sei G eine Gruppe und sei

π � pp1, p2, . . . , pnq eine Folge von Elementen aus G.

Eine Pfeiffer-Transformation erster Art besteht aus dem Ersetzen der Folge π durch

π1 � pp11, p
1
2, . . . , p

1
nq, wobei für ein i mit 1 ¤ i   n entweder

p1i � pi�1 und p1i�1 � p�1
i�1pipi�1 oder

p1i � pipi�1p
�1
i und p1i�1 � pi

sowie p1j � pj für j � i, i� 1 gelte.

Eine Pfeiffer-Transformation zweiter Art besteht aus dem Ersetzen der Folge π durch

π1 � pp11, p
1
2, . . . , p

1
i�1, p

1
i�2, . . . , p

1
nq, wobei pipi�1 � 1 gelte.

Definition E.2. (siehe [LS01, Chapter III, Section 10]) Sei G � xX | Ry eine Gruppen-

präsentation. Weiter seien p1, p2, . . . , pn Konjugierte von Elementen aus RYR�1 in xXy,

so dass p1p2 � � � pn � 1 in xXy gilt. Dann nennen wir π � pp1, p2, . . . , pnq eine Identität

unter den Relationen von G. Wir bezeichnen eine solche Identität als trivial, wenn sie

mithilfe von Pfeiffertransformationen (erster und zweiter Art) in die leere Folge überführt

werden kann.

Die folgende Definition entspricht in [LS01] einer Proposition, da dort Asphärizität

zunächst mithilfe von spherischen Diagrammen eingeführt wird, auf welche wir in dieser

Arbeit jedoch nicht eingehen möchten.

Definition E.3. (siehe [LS01, Chapter III, Proposition 10.1]) Sei G � xX | Ry eine

Gruppenpräsentation. Falls es keine nichttrivialen Identitäten unter den Relationen von

G gibt, so nennen wir die Präsentation G asphärisch.

Als Nächstes zitieren wir die auf W. Magnus zurückgehende Definition sogenannter

gestaffelter Präsentationen. Mit Definition 4.29 in Kapitel 4 führen wir eine Erweiterung

dieser Definition ein.
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Definition E.4 (gestaffelte Präsentationen über freien Gruppen, vgl. [LS01]).

Gegeben seien eine Präsentation G � xX|R y und eine Teilmenge Y � �
�
iPI Yi von X,

wobei I � Z oder I � t1, 2, ..., nu für ein n P N sei. Dabei gelte R � trj | j P Ju für eine

totalgeordnete Indexmenge J und zyklisch gekürzte rj , die jeweils mindestens ein Element

aus Y enthalten. Für jedes rj bezeichne man mit αj den kleinsten und mit ωj den größten

Index i, so dass rj ein Element aus Yi enthält. Nun heißt die Präsentation G � xX|Ry

gestaffelt, falls j   k auch αj   αk und ωj   ωk impliziert.

In der vorliegenden Arbeit möchten wir Asphärizität u. a. dazu benutzen, in einer freien

Gruppe F � xXy Aussagen über Elemente des normalen Abschlusses eines Elements r in F

zu treffen. Wegen F {xxryy � xX | ry sind wir daher an der Asphärizität von einrelationigen

Gruppen (engl.
”
one-relator groups“) interessiert, welche durch folgenden Satz gegeben

ist.

Satz E.5. (vgl. [LS01, Chapter III, Proposition 11.1]) Sei G � xX | Ry eine gestaffelte

Präsentation über freien Gruppen. Dann ist die Präsentation G asphärisch. Insbesondere

ist G asphärisch, falls R nur aus einer einzigen Relation besteht.

Wir bemerken, dass es im Allgemeinen ein schwieriges Problem ist, für eine gegebene

Präsentation zu entscheiden, ob sie asphärisch ist. Schließlich zitieren wir eine Resultat,

welches wir als Werkzeug für Kapitel 2 benötigen.

Satz E.6. (siehe [LS01, Chapter III, Proposition 10.2]) Sei G � xX | Ry eine asphärische

Gruppenpräsentation, wobei kein Element aus R zu einem anderen Element aus R oder

seinem Inversen konjugiert sei. Wir setzen F � xXy und N � xxRyy. Dann gilt:

Sei p1p2 � � � pn � 1, wobei jedes pi von der Form uir
εi
i u

�1
i für einige Elemente ui P F ,

ri P R und εi P t�1u sei. Dann zerfällt die Menge aller Indizes t1, 2, . . . , nu in Paare pi, jq,

so dass ri � rj, εi � �εj und ui P ujNCi gilt, wobei Ci der Zentralisator von ri in F sei.
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F. Limesgruppen und elementare Theorie

von Gruppen

In diesem Abschnitt betrachten wir u. a. drei äquivalente Definitionen von Limesgruppen.

Dies präzisiert die Verwendung des Begriffs der
”
Limesgruppe“ in Abschnitt 2.1, in wel-

chem wir die Magnus-Eigenschaft für direkte Produkte von beliebig vielen Limesgruppen

mit der Magnus-Eigenschaft beweisen (siehe Korollar 2.8).

Als Vorbereitung benötigen wir folgende Definition. Wir erinnern daran, dass wir mit

Fk (k P N) die freie Gruppe vom Rang k bezeichnen.

Definition F.1. (siehe [BF09, Definition 1.6]) Sei G eine endlich erzeugte Gruppe

und k P N. Eine Folge pfiqiPN von Homomorphismen aus HompG,Fkq heißt stabil, falls für

alle g P G eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist.

(i) Es existiert ein N P N mit fipgq � 1 für alle i ¥ N .

(ii) Es existiert ein N P N mit fipgq � 1 für alle i ¥ N .

Wir bezeichnen die Menge tg P G | fi erfüllt Bedingung (i) für gu als stabilen Kern KerÝÝÑ fi

von pfiqiPN.

Nun sind wir in der Lage, die erste Definition von Limesgruppen zu formulieren (welche

in der Originalquelle ebenfalls Teil von Definition 1.6 ist).

Definition F.2. (siehe [BF09, Definition 1.6]) Eine endlich erzeugte Gruppe L ist

eine Limesgruppe, falls eine endlich erzeugte Gruppe G und eine stabile Folge pfiqiPN in

HompG,Fkq für ein k P N existieren, so dass L � G{KerÝÝÑ fi gilt.

Satz F.4 zeigt zwei weitere Möglichkeiten, Limesgruppen äquivalent zu Definition F.2

zu definieren. Zur Formulierung dieses Resultats definieren wir zunächst ω-residuell freie

Gruppen sowie die universelle und existenzielle Theorie von Gruppen.

Definition F.3. (siehe [BF09, Definition 1.8]) Eine endlich erzeugte Gruppe G ist

ω-residuell frei, falls für jede endliche Teilmenge X � G ein k P N und ein f P HompG,Fkq

existieren, so dass f eingeschränkt auf X injektiv ist.

Die folgende kurze Einführung in die elementare und universelle Theorie stammt aus

[CG05].

Die sogenannte Sprache der Gruppen benutzt folgende Symbole:
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� Die Gruppenmultiplikation “�”, die inverse Funktion “�1”, die Konstante “1” und

die Gleichheitsrelation “�”,

� Variablen aus einer Variablenmenge X � txi | i P Nu,

� die logischen Verknüpfungen “^” (für und), “_” (für oder), “ ” (für nicht), die

Quantoren “@” und “D” sowie die Klammern “(” “)”.

Zur Vereinfachung der Schreibweise verzichten wir auf die Benutzung der Symbole “�”

für die Gruppenverknüpfung und die Klammern “(” “)”, falls dadurch keine Missverständ-

nisse enstehen können. Zudem definieren wir X�1 � tx�1 | x P Xu. Wörter im Alphabet

XYX�1 sowie das Einselement nennt man auch Terme in der Sprache der Gruppen. Eine

Gleichung zweier Terme nennt man atomare Formel. Unter Verwendung von Verknüpfun-

gen und Quantoren kann man aus beliebig vielen atomaren Formeln kompliziertere For-

meln zusammensetzen. Variablen, welche nicht durch einen Quantor eingeführt werden,

heißen freie Variablen.

Das folgende Beispiel zeigt eine Formel mit freier Variable x3:

@x1 ppx1x3 � 1q ^ pDx2 x1x2 � x3qq

Der Name
”
freie Variable“ erklärt sich dadurch, dass die Gültigkeit dieser Formel im

Allgemeinen nicht nur von der Gruppe, in der die Formel betrachtet wird, sondern auch

von der Wahl der Variablen x3 abhängt.

Formeln ohne freie Variablen nennen wir Sätze in der Sprache der Gruppen. Als Beispiel

eines Satzes betrachte man:

@x3 @x1 ppx1x3 � 1q _ pDx2 x1x2 � x3qq

Schließlich handelt es sich bei der elementaren Theorie ThpGq einer Gruppe G um alle

Sätze, die wahr in G sind. Die existenzielle Theorie ThDpGq einer Gruppe G besteht aus

allen in G wahren Sätzen der Form

Dx1 Dx2 . . . Dxn ϕpx1, x2, . . . , xnq, (F.1)

wobei n P N und ϕpx1, x2, . . . , xnq eine Formel ohne Quantoren sei. Analog dazu besteht

die universelle Theorie Th@pGq einer Gruppe G aus allen in G wahren Sätzen der Form

@x1 @x2 . . . @xn ϕpx1, x2, . . . , xnq, (F.2)

wobei n P N und ϕpx1, x2, . . . , xnq eine Formel ohne Quantoren sei.

Wir nennen zwei Gruppen elementar/existenziell/universell äquivalent, falls sie dieselbe

elementare/existenzielle/universelle Theorie besitzen.

Die Negation eines Satzes aus der existenziellen bzw. universelle Theorie einer Gruppe ist

ein Satz der Form (F.2) bzw. (F.1). Durch Negation aller Sätze der existenziellen Theorie
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erhalten wir daher alle Sätze der Form (F.2), welche falsch in G sind. Somit besteht die

universelle Theorie einer Gruppe aus allen Sätzen der Form (F.2), welche keine Negation

eines Satzes aus der existenziellen Theorie der Gruppe sind. Es folgt, dass die existenziellen

Theorien zweier Gruppen genau dann gleich sind, wenn ihre universelle Theorien gleich

sind. Also entspricht die existenzielle Äquivalenz der universellen Äquivalenz.

Schließlich geben wir folgendes Resultat wieder, in welchem drei äquivalente Methoden

der Definition von Limesgruppen zusammengefasst werden.

Satz F.4. (vgl. [CG05, Theorem 1.1]) Sei L eine endlich erzeugte Gruppe. Dann

sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) L ist eine Limesgruppe (im Sinne von Definition F.2).

(ii) L ist ω-residual frei (siehe Definition F.3).

(iii) L ist universell äquivalent (alternativ: existenziell äquivalent) zu einer freien abel-

schen oder freien Gruppe endlichen Rangs.
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G. Graphen von Gruppen und ihre

Fundamentalgruppen

Graphen von Gruppen sind ein wichtiger Bestandteil der Bass–Serre-Theorie, welche auf

Hyman Bass und Jean-Pierre Serre zurückgeht. Der vorliegende Abschnitt orientiert sich

stark an [Bog08, Chapter 2, Section 16] und soll nur einen groben Überblick über Graphen

von Gruppen sowie deren Fundamentalgruppen geben.

Definition G.1. (vgl. [Bog08, Chapter 2, Definition 16.1]) Ein Graph von Gruppen

pG, Y q besteht aus

� einem gerichteten, zusammenhängenden Graphen Y mit Eckenmenge Y 0 und Kan-

tenmenge Y 1, wobei für jede Kante e P Y 1 auch die entgegengesetzt gerichtete Kante

ē in Y 1 enthalten sei,

� der Funktion α : Y 1 Ñ Y 0, welche eine Kante auf die Ecke abbildet, in der die Kante

beginnt,

� einer Eckengruppe Gv für jede Ecke v P Y 0,

� einer Kantengruppe Ge für jede Kante e P Y 0 mit Ge � Gē sowie

� Monomorphismen tαe : Ge Ñ Gαpeq | e P Y
1u.

Wir bezeichnen αpēq auch mit ωpeq und αē mit ωe.

Für die Definition der Fundamentalgruppen von Graphen von Gruppen definieren wir

zunächst

F pG, Y q :�
�
p �
vPY 0

Gvq � xte | e P Y
1y
�
{ xxt�1

e αepgqtepαēpgq
�1q, tetē | e P Y

1, g P Geyy.

Definition G.2. Sei pG, Y q ein Graph von Gruppen und P eine Ecke von Y . Dann ist

die Fundamentalgruppe π1pG, Y, P q von pG, Y q bezüglich P die Untergruppe von F pG, Y q,
welche aus allen Elementen der Form g0te1g1te2 . . . tengn besteht, wobei e1e2 . . . en ein

geschlossener Weg in Y mit Anfangs- und Endpunkt P sei und g0 P GP , gi P Gωei (1 ¤

i ¤ n) gelte.

Schließlich bemerken wir Folgendes:
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Bemerkung G.3. Jede Fundamentalgruppe kann schrittweise als Kombination von

amalgamierten Produkten und HNN-Erweiterungen aus ihren Eckengruppen konstruiert

werden. Dazu wählen wir einen maximalen Teilbaum T von Y , welcher P enthält. Alle

Eckengruppen von T werden über die zwischen ihnen liegenden Kantengruppen amalga-

miert. Anschließend bilden wir für jedes nicht in T liegende Kantenpaar pe, ēq aus Y 1 eine

HNN-Erweiterung mit te als stabilem Buchstaben und αepGeq, αēpGēq als assoziierte Un-

tergruppen. Man kann zeigen, dass die Wahl von T die Fundamentalgruppe dabei nur bis

auf Isomorphie beeinflusst.
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expanded from the 2002 Russian original.

[BS08] Oleg Bogopolski and Konstantin Sviridov. A Magnus theorem for some one-

relator groups. In The Zieschang Gedenkschrift, volume 14 of Geom. Topol.

Monogr., pages 63–73. Geom. Topol. Publ., Coventry, 2008.

[CCH81] Ian M. Chiswell, Donald J. Collins, and Johannes Huebschmann. Aspherical

group presentations. Math. Z., 178(1):1–36, 1981.

[CG05] Christophe Champetier and Vincent Guirardel. Limit groups as limits of free

groups. Israel J. Math., 146:1–75, 2005.

[Col04] D. J. Collins. Intersections of Magnus subgroups of one-relator groups. In

Groups: topological, combinatorial and arithmetic aspects, volume 311 of Lon-

don Math. Soc. Lecture Note Ser., pages 255–296. Cambridge Univ. Press, Cam-

bridge, 2004.

[Col08] Donald J. Collins. Intersections of conjugates of Magnus subgroups of one-relator

groups. In The Zieschang Gedenkschrift, volume 14 of Geom. Topol. Monogr.,

pages 135–171. Geom. Topol. Publ., Coventry, 2008.

158



[Edj89] M. Edjvet. A Magnus theorem for free products of locally indicable groups.

Glasgow Math. J., 31(3):383–387, 1989.

[Fel15] Carsten Feldkamp. Magnus-Eigenschaft von Gruppen. Masterarbeit, Heinrich-

Heine-Universität Düsseldorf, 2015.

[Fel19] Carsten Feldkamp. A Magnus theorem for some amalgamated products. Comm.

Algebra, 47(12):5348–5360, 2019.

[Hig40] Graham. Higman. The units of group-rings. Proc. London Math. Soc. (2),

46:231–248, 1940.

[Hig51] Graham Higman. A finitely generated infinite simple group. J. London Math.

Soc., 26:61–64, 1951.

[HNN49] Graham Higman, B. H. Neumann, and Hanna Neumann. Embedding theorems

for groups. J. London Math. Soc., 24:247–254, 1949.

[How81] James Howie. On pairs of 2-complexes and systems of equations over groups. J.

Reine Angew. Math., 324:165–174, 1981.

[How82] James Howie. On locally indicable groups. Math. Z., 180(4):445–461, 1982.

[How04] James Howie. Some results on one-relator surface groups. Bol. Soc. Mat. Mexi-

cana (3), 10(Special Issue):255–262, 2004.

[HS09] James Howie and Muhammad Sarwar Saeed. Freiheitssätze for one-relator quo-

tients of surface groups and of limit groups. Q. J. Math., 60(3):313–325, 2009.

[HS10] James Howie and Muhammad Sarwar Saeed. Magnus subgroups of one-relator

surface groups. J. Algebra, 323(7):1860–1871, 2010.

[Juh06] Arye Juhász. A strengthened Freiheitssatz for one-relator small cancellation free

products. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 140(1):15–35, 2006.

[KK16] Benjamin Klopsch and Benno Kuckuck. The Magnus property for direct pro-

ducts. Arch. Math. (Basel), 107(4):379–388, 2016.

[KMS60] A. Karrass, W. Magnus, and D. Solitar. Elements of finite order in groups with

a single defining relation. Comm. Pure Appl. Math., 13:57–66, 1960.

[LS01] Roger C. Lyndon and Paul E. Schupp. Combinatorial group theory. Classics in

Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001. Reprint of the 1977 edition.

[LT18] Larsen Louder and Nicholas W. M. Touikan. Magnus pairs in, and free conjugacy

separability of, limit groups. Geom. Dedicata, 196:187–201, 2018.

159
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[Rom72] N. S. Romanovskĭı. A theorem on freeness for groups with one defining relation

in varieties of solvable and nilpotent groups of given degrees. Mat. Sb. (N.S.),

89(131):93–99, 166, 1972.

[Sch73] Paul E. Schupp. A survey of small cancellation theory. In Word problems:

decision problems and the Burnside problem in group theory (Conf. on Decisi-

on Problems in Group Theory, Univ. California, Irvine, Calif. 1969; dedicated

to Hanna Neumann), pages 569–589. Studies in Logic and the Foundations of

Math., Vol. 71. 1973.

160


	Notationsverzeichnis
	Einleitung
	Algorithmische Unentscheidbarkeit der Magnus-Eigenschaft
	Direkte Produkte und die Magnus-Eigenschaft
	Direkte Produkte von Limesgruppen
	Verallgemeinerung eines Resultats von J. Howie
	Technische Hilfsresultate
	Verallgemeinerung eines Resultats von M. Edjvet

	Eine Magnus-Erweiterung über lokal indizierbare Gruppen
	Reduktion auf eine neue Gruppe
	Struktur von K und b-rechts/links-Erzeugendensysteme
	Duale Struktur von M
	- und -Grenzen
	Geeignete Konjugierte
	Beweis von Proposition 3.8 für  mit positiver –Länge
	Eigenschaften von  mit positiver –Länge
	Die Struktur einiger Quotienten von K
	Abschluss des Beweises für  mit positiver –Länge

	Beweis von Proposition 3.8 für  mit nichtpositiver –Länge
	Vorbereitungen und Hilfsaussagen
	Abschluss des Beweises für  mit nichtpositiver –Länge

	Anwendungen des Hauptsatzes
	Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller Graphen von Gruppen
	Magnus-Eigenschaft von Fundamentalgruppen spezieller Seifert-Mannigfaltigkeiten


	Freiheitssatz für einige amalgamierte Produkte freier Gruppen
	Baumprodukte
	Definition und lokale Indizierbarkeit von Baumprodukten
	Verdichtete Konjugierte und minimale Baumprodukte

	Operationen für Baumprodukte
	Einbettungssätze
	Vorbereitungen
	Kleiner Freiheitssatz für Baumprodukte
	Freiheitssatz für Baumprodukte

	Beweis des Hauptsatzes und Ausblick

	Seifert-Mannigfaltigkeiten und die Magnus-Eigenschaft
	Vorbereitungen
	Orientierbare Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g=0 r
	Der Fall r=2
	Der Fall r=3
	Der Fall r=4
	Der Fall r 5

	Orientierbare Seifert-Mannigfaltigkeiten mit g,r 1

	Anhang
	Direkte Produkte zyklischer Gruppen und die Magnus-Eigenschaft
	Amalgamierte Produkte
	HNN-Erweiterungen
	Theorie kleiner Kürzungen
	Asphärizität
	Limesgruppen und elementare Theorie von Gruppen
	Graphen von Gruppen und ihre Fundamentalgruppen

