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Zusammenfassung

Der Entwurf effizienter Algorithmen für Graphenprobleme spielt in der Informatik eine

zentrale Rolle. Viele interessante Probleme lassen sich jedoch nicht effizient für allge-

meine Graphen lösen. Oft können gewisse Eigenschaften in der Struktur bestimmter

Graphklassen genutzt werden, um solche Probleme effizient, das heißt in polynomieller

Zeit, für diese Graphklassen zu lösen. Das Problem Metrische Dimension ist ein sol-

ches NP-schweres Problem. Es wurde von Slater (1975) und Harary und Melter (1976)

unabhängig voneinander eingeführt. Für einen ungerichteten Graphen G = (V,E) mit

einer Knotenmenge V und einer Kantenmenge E ist eine trennende Menge eine Teilmen-

ge R ⊆ V der Knotenmenge, sodass für jedes Paar u, v ∈ V, u 6= v, ein Knoten r ∈ R

existiert, sodass dG(u, r) 6= dG(v, r). Dabei bezeichnet dG(u, v) die Länge eines kürzesten

Weges zwischen den Knoten u, v in dem Graphen G. Die metrische Dimension von G ist

die Größe einer kleinsten trennenden Menge für G und wird mit mdim(G) bezeichnet.

Das Problem Metrische Dimension ist die Entscheidung, ob mdim(G) ≤ k ist für

einen ungerichteten Graphen G und eine natürliche Zahl k ∈ N.

Seit der Einführung dieses Problems wurden viele Ergebnisse über die Komplexität der

Metrischen Dimension für verschiedene bekannte Graphklassen, wie Bäume, bipartite

Graphen, planare Graphen, außenplanare Graphen, Cographen, Wheels, Intervallgraphen

und viele weitere veröffentlicht. Die Ergebnisse umfassen sowohl NP-Vollständigkeits-

beweise als auch effiziente Algorithmen. Aus der Problemstellung Metrische Dimen-

sion sind weitere Varianten entstanden, die unter anderem durch praktische Fragestellun-

gen motiviert sind. Zu diesen Varianten gehören die Gewichtete Metrische Dimen-

sion, die Lokale Metrische Dimension, die Adjazenzdimension, die Starke Me-

trische Dimension, die Fehlertolerante Metrische Dimension und viele weitere.

Auch diese Problemvarianten wurden in vielen verschieden Publikationen analysiert.

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zu diesem Themengebiet. Nach einer Ein-

führung in die Grundlagen und den aktuellen Stand der Forschung in den Kapiteln 1 bis

3, folgt in Kapitel 4 ein Algorithmus, der eine baumstrukturierte Dekomposition eines

Graphen durchführt und anhand dieser Zerlegung die metrische Dimension des Graphen

bestimmt. In Kapitel 5 wird ein Linearzeitalgorithmus zur Bestimmung der gewichteten

fehlertoleranten metrischen Dimension von Co-Graphen vorgestellt. Kapitel 6 zeigt einen

NP-Vollständigkeitsbeweis für das Problem Lokale Metrische Dimension für planare
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Graphen. Kapitel 7 führt in die Klasse der sogenannten Sonnengraphen ein. Es wird ein

effizienter Algorithmus zur Bestimmung der gewichteten metrischen Dimension und der

fehlertoleranten metrischen Dimension von Sonnengraphen vorgestellt. In Kapitel 8 wird

ein effizienter Algorithmus zur Bestimmung der fehlertoleranten metrischen Dimension

von Wheels präsentiert. Abschließend wird die starke metrische Dimension in Hinblick

auf die praktische Anwendung beim Routing in Sensornetzwerken diskutiert.



Abstract

The design of efficient algorithms for graph theoretical problems plays an important role

in the field of computer science. However, many problems are not efficiently solvable

for general graphs. Sometimes such problems can be solved efficiently on some restricted

graph classes by considering their specific properties. The problemMetric Dimension is

such an NP-hard problem. It was introduced independently by Slater (1975) and Harary

and Melter (1976). For an undirected graph G = (V,E) with vertex set V and edge set

E a subset of vertices R ⊆ V is called a resolving set, if for every pair u, v ∈ V, u 6= v,

there is a vertex r ∈ R with dG(u, r) 6= dG(v, r). With dG(u, v) we denote the length of a

shortest path between u and v in G. The metric dimension of G is the size of a smallest

resolving set for G and is denoted by mdim(G). The problem Metric Dimension is to

decide if mdim(G) ≤ k for an undirected graph G and a positive integer k ∈ N.

Many papers concerning the complexity of Metric Dimension for several different

graph classes have been published since the first introduction of this problem. These

include graph classes such as trees, bipartite graphs, planar graphs, outerplanar graphs,

cographs, wheels, interval graphs and many more. In fact, some were shown to be NP-

hard, for others efficient algorithms were given. The analysis of the Metric Dimension

problem lead to further variants, such as theWeighted Metric Dimension, the Local

Metric Dimension, the Adjacency Dimension, the Strong Metric Dimension,

the Fault-tolerant Metric Dimension and many more. All of these variants have

been discussed in various publications.

This doctoral thesis contributs to this field of study. In chapters 1 to 3 it first gives an

introduction into graph theoretical basics and the state of research. Chapter 4 presents an

algorithm which performs a tree-structured decompositon of a graph that can be used to

determine the metric dimension of the graph. Chapter 5 describes a linear time algorithm

to determine the weighted fault-tolerant metric dimension of a cograph. Chapter 6 proves

the NP-completeness of the problem Local Metric Dimension for planar graphs.

Chapter 7 introduces the class of so-called sun graphs and gives an efficient algorithm for

the computation of their weighted metric dimension and fault-tolerant metric dimension.

Chapter 8 presents an efficient algorithm to determine the fault-tolerant metric dimension

of wheels. Finally we discuss some properties of the strong metric dimension focusing on

the routing in sensor networks.
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und fröhliche Art, mit der sie mir gezeigt haben, die Dinge leicht zu nehmen. Ich bedan-

ke mich bei meinem Onkel Zafer Budak für seine Anwesenheit und Unterstützung am
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5 Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Co-Graphen 39

5.1 Definitionen und Eigenschaften einer 2-adjazent trennenden Menge . . . . 39

5.2 Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6 Die lokale metrische Dimension planarer Graphen 51

6.1 Definitionen und Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.2 Planare Lokale Metrische Dimension ist NP-vollständig . . . . . . . 52
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1 Einleitung

Das Gebiet der Graphentheorie in der Informatik beschäftigt sich mit sogenannten Gra-

phen. Bei einem Graphen handelt es sich um ein Paar (V,E), wobei V eine endliche Menge

ist, deren Elemente wir Knoten nennen und E eine endliche Menge von Knotenpaaren ist,

deren Elemente wir Kanten nennen. Graphenstrukturen lassen sich in nahezu allen The-

mengebieten zur Modellierung komplexer Sachverhalte verwenden. Zum Beispiel werden

in der Informatik Computer- und Sensornetzwerke, in der Chemie Moleküle, in der Biolo-

gie Netzwerke von Nervenzellen, in der Physik atomare Strukturen und in der Soziologie

Abstammungsmodelle mit Graphen modelliert. Die Graphentheorie untersucht Probleme

auf Graphen, analysiert sie hinsichtlich ihrer Komplexität und entwickelt algorithmische

Lösungsansätze.

Diese Arbeit beschäftigt sich mit der metrischen Dimension von Graphen. Für einen

ungerichteten Graphen G = (V,E) ist die Größe einer kleinsten Knotenmenge R ⊆ V ,

sodass alle Knotenpaare aus V zu mindestens einem Knoten aus R eine unterschiedliche

Graphdistanz haben, die metrische Dimension des Graphen. Die Knoten aus R werden

auch Ankerknoten genannt.

Eine der vielen Motivationen für die Untersuchung der metrischen Dimension von Gra-

phen stammt, ebenso wie der Begriff
”
Ankerknoten“ selbst, aus dem Bereich der Sen-

sornetzwerke. Ein Sensornetzwerk besteht aus Sensoren, die miteinander kommunizieren

können. Dabei kann ein Sensor in der Regel nicht mit allen Sensoren seines Netzwerks

kommunizieren, sondern nur mit denjenigen, die in seiner Sendereichweite liegen. Soll ein

Sensor s eine Nachricht zu einem Sensor t übermitteln, der nicht in der Sendereichweite

von s liegt, so wird das mittles eines sogenannten Routings realisiert. Dabei wird die

Nachricht von s an einen Sensor t1, der in der Sendereichweite von s liegt, übermittelt.

Der Sensor t1 übermittelt diese Nachricht wiederum weiter an einen Sensor t2, der in

seiner Sendereichweite liegt, usw., bis die Nachricht beim Sensor t angekommen ist. Die

Entscheidung, welcher Sensor in der Sendereichweite die Nachricht erhält, wird anhand

eines Routingprotokolls getroffen. Für das erfolgreiche Routing in einem Sensornetzwerk

ist eine eindeutige Adressierung der Sensoren unerlässlich. Eine solche Adressierung kann

beispielsweise über die Hopdistanzen zu einigen ausgezeichnten Sensoren in dem Netz-

werk erfolgen. Diese Sensoren werden auch Ankerknoten genannt. Dabei stellt sich die
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1 Einleitung

Frage, wie viele solcher Ankerknoten benötigt werden, und wo sie sich im Netzwerk be-

finden müssen, um eine eindeutige Adressierung aller Sensoren zu gewährleisten.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunächst erfolgt in Kapitel 2 eine Einführung in

Grundbegriffe aus der Graphentheorie. Anschließend wird in Kapitel 3 die Problemstel-

lung Metrische Dimension mit ihren Varianten eingeführt. Es werden die bedeutends-

ten Ergebnisse zu den entsprechenden Varianten vorgestellt. Anschließend folgen eigene

Beiträge zur Bestimmung von Varianten der metrischen Dimension auf speziellen Graph-

klassen. In Kapitel 4 wird eine baumstrukturierte Dekomposition eines Graphen beschrie-

ben, anhand derer die metrische Dimension bestimmt werden kann. In Kapitel 5 wird

ein Linearzeitalgorithmus zur Bestimmung der gewichteten fehlertoleranten metrischen

Dimension von Co-Graphen vorgestellt. Kapitel 6 zeigt einen NP-Vollständigkeitsbeweis

für das Problem Lokale Metrische Dimension für planare Graphen. Kapitel 7 führt

in die Graphklasse der sogenannten Sonnengraphen ein. Es wird ein effizienter Algorith-

mus zur Bestimmung der gewichteten metrischen Dimension und der fehlertoleranten

metrischen Dimension von Sonnengraphen vorgestellt. In Kapitel 8 wird ein effizienter

Algorithmus zur Bestimmung der fehlertoleranten metrischen Dimension von Wheels

präsentiert. Abschließend folgt das Fazit mit einem Ausblick.
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2 Grundlagen

Zum Verständnis dieser Arbeit werden Grundlagen der Graphen- und Komplexitätstheorie

vorausgesetzt. Die folgenden Definitionen dienen der Einführung in die Notationen und

eignen sich nur bedingt zum Erlernen graphen- und komplexitätstheoretischer Grund-

konzepte. Hiefür sei auf [41] verwiesen.

Definition 2.0.1 (ungerichteter Graph). Ein ungerichteter Graph G ist ein Tupel (V,E),

wobei V eine endliche Menge von Knoten und E ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V, u 6= v} eine

endliche Menge von ungerichteten Kanten ist. Die Knoten u, v einer Kante {u, v} heißen

Endknoten. Zwei Knoten u, v heißen adjazent, wenn die Kante {u, v} in E enthalten

ist. Ein Knoten u und eine Kante e sind inzident zueinander, wenn u ∈ e ist. Der

Grad deg(u) eines Knotens u bezeichnet die Anzahl der mit u adjazenten Knoten bzw.

inzidenten Kanten. Die offene Nachbarschaft N(u) eines Knotens u ∈ V ist die Menge

der mit u adjazenten Knoten. Die geschlossene Nachbarschaft eines Knotens u ∈ V ist

die Menge N [u] = N(u) ∪ {u}. Wir schreiben auch V (G) für die Knotenmenge von G

und E(G) für die Kantenmenge von G.

Definition 2.0.2 (gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph G ist ein Tupel (V,E), wo-

bei V eine endliche Menge von Knoten und E ⊆ {(u, v) | u, v ∈ V } eine endliche Menge

von gerichteten Kanten ist. Der Knoten u einer Kante (u, v) heißt Startknoten und der

Knoten v heißt Endknoten. Der Eingangsgrad indeg(u) eines Knotens u bezeichnet die

Anzahl der in u einlaufenden Kanten, also |{(v, u) ∈ E | u, v ∈ V }| und der Ausgangs-

grad outdeg(u) eines Knotens u bezeichnet die Anzahl der aus u auslaufenden Kanten,

also |{(u, v) ∈ E | u, v ∈ V }|. Wir schreiben auch V (G) für die Knotenmenge von G und

E(G) für die Kantenmenge von G.

Definition 2.0.3 (Teilgraph). Sei G = (V,E) ein Graph. Ein Teilgraph von G ist ein

Graph G1 = (V1, E1) mit V1 ⊆ V und E1 ⊆ E. Ein induzierter Teilgraph von G ist ein

Teilgraph G2 = (V2, E2) von G mit V2 ⊆ V und E2 = {{u, v} ∈ E | u, v ∈ V2}, falls G

ungerichtet ist und E2 = {(u, v) ∈ E | u, v ∈ V2}, falls G gerichtet ist. Man sagt auch,

G2 ist der von V2 induzierte Teilgraph und schreibt G2 = G|V2
.

Definition 2.0.4 (Weg). Sei G = (V,E) ein Graph und u, v ∈ V . Ein Weg p der

Länge k ∈ N von u nach v ist eine Folge von Knoten p = (u, u1, u2, . . . , uk−2, v), sodass

{u, u1} ∈ E, {ui, ui+1} ∈ E, {uk−2, v} ∈ E, ∀ 1 ≤ i ≤ k − 3, falls G ungerichtet ist

3



2 Grundlagen

und (u, u1) ∈ E, (ui, ui+1) ∈ E, (uk−2, v) ∈ E, ∀ 1 ≤ i ≤ k − 3, falls G gerichtet ist.

Ein Weg p der Länge k ∈ N ist ein kürzester Weg von u nach v, wenn für alle Wege

p′ der Länge k′ ∈ N von u nach v gilt: k ≤ k′. Zwei Wege p1 = (u, u1, u2, . . . , v) und

p2 = (u, v1, v2, . . . , v) von u nach v heißen knotendisjunkt, wenn ui 6= vj ∀i, j.

Definition 2.0.5 (Zusammenhang). Ein Graph G = (V,E) ist zusammenhängend, wenn

es zwischen jedem Knotenpaar u, v ∈ V einen Weg gibt. G ist unzusammenhängend, wenn

er nicht zusammenhängend ist.

Definition 2.0.6 (Distanz). Sei G = (V,E) ein Graph. Die Graphdistanz dG(u, v) zwi-

schen zwei Knoten u, v ∈ V ist die Länge eines kürzesten Weges von u nach v in G. Gibt

es keinen Weg zwischen u und v in G, so benutzen wir die Notation dG(u, v) = ∞. Ist

G aus dem Kontext bekannt, sagen wir auch kurz Distanz und schreiben d(u, v).

Definition 2.0.7 (bipartiter Graph). Sei G = (V,E) ein Graph. G heißt bipartit, falls

es zwei Teilmengen V1, V2 ⊆ V der Knotenmenge V gibt, sodass

1. V1 ∪ V2 = V ,

2. V1 ∩ V2 = ∅,

3. {u, v} /∈ E ∀u, v ∈ V1, falls G ungerichtet ist bzw. (u, v) /∈ E ∀u, v ∈ V1, falls G

gerichtet ist,

4. {u, v} /∈ E ∀u, v ∈ V2, falls G ungerichtet ist bzw. (u, v) /∈ E ∀u, v ∈ V2, falls G

gerichtet ist.

Definition 2.0.8 (Kn, Kn,m, Pn und Cn). Der vollständige Graph Kn mit n Knoten

ist der ungerichtete Graph (V,E) mit der Knotenmenge V = {v1, .., vn} und der Kanten-

menge E = {{vi, vj} | i, j ∈ {1, .., n}, i 6= j}.

Der vollständig bipartite Graph Kn,m mit n + m Knoten ist der ungerichtete Graph

(V,E) mit der Knotenmenge V = {v1, .., vn, u1, . . . , um} und der Kantenmenge E =

{{vi, uj} | i ∈ {1, .., n}, j ∈ {1, ..,m}}.

Der Weg Pn mit n Knoten ist der ungerichtete Graph (V,E) mit der Knotenmenge

V = {v1, ..., vn} und der Kantenmenge E = {{vi, vi+1} | i ∈ {1, ..., n− 1}}. Die Knoten

v1 und vn heißen Endknoten.

Der Kreis Cn mit n Knoten ist der ungerichtete Graph (V,E) mit der Knotenmenge

V = {v1, ..., vn} und der Kantenmenge E = {{vi, vi+1} | i ∈ {1, ..., n − 1}} ∪ {{vn, v1}}.

Ein Graph heißt kreisfrei, wenn er keinen Kreis als Teilgraphen enthält.

Definition 2.0.9 (Zusammenhangskomponente). Sei G = (V,E) ein Graph. Eine Zu-

sammenhangskomponente von G ist ein maximaler zusammenhängender Teilgraph.
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Definition 2.0.10 (Separationsknoten). Sei G = (V,E) ein Graph. Ein Knoten s ∈ V

ist ein Separationsknoten, wenn der von V \ {s} induzierte Teilgraph mehr Zusammen-

hangskomponenten besitzt als G.

Definition 2.0.11 (2-fach zusammenhängend). Ein ungerichteter Graph G = (V,E) ist

2-fach zusammenhängend, wenn es zwischen jedem Knotenpaar u, v ∈ V zwei knotendis-

junkte Wege p1 und p2 gibt.

Korollar 2.0.12. Ein ungerichteter Graph G = (V,E) ist 2-fach zusammenhängend,

wenn er keinen Separationsknoten besitzt.

Definition 2.0.13 (2-fache Zusammenhangskomponente). Sei G = (V,E) ein ungerich-

teter Graph. Ein Teilgraph G′ = (V ′, E′) von G ist eine 2-fache Zusammenhangskompo-

nente, wenn G′ maximal und zweifach zusammenhängend ist.

Definition 2.0.14 (Baum). Ein ungerichteter, zusammenhängender und kreisfreier Graph

ist ein Baum.
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3 Die metrische Dimension und ihre

Varianten

3.1 Einführung in die metrische Dimension

Definition 3.1.1 (Trennende Menge und metrische Dimension). Sei G = (V,E) ein

ungerichteter Graph mit |V | ≥ 3. Eine Menge R ⊆ V ist eine trennende Menge für G,

wenn

∀u, v ∈ V, u 6= v : ∃ r ∈ R : dG(u, r) 6= dG(v, r).

Die Knoten in R werden Ankerknoten genannt. Eine trennende Menge R ist eine metri-

sche Basis für G, wenn es keine trennende Menge R′ für G gibt, sodass |R′| < |R|. Die

Größe einer metrischen Basis R für G ist die metrische Dimension von G und wird mit

mdim(G) bezeichnet.

In der Literatur werden viele verschiedene Varianten der metrischen Dimension diskutiert.

Um Unterschiede und Gemeinsamkeiten herauszustellen, charakterisieren wir jede Vari-

ante anhand einer Trennungseigenschaft und einer Menge von Zusatzbedingungen. Wir

unterscheiden zwei verschiedene Trennungseigenschaften: Die Distanzeigenschaft und die

Wegeigenschaft.

Definition 3.1.2. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph und u, v, r ∈ V , u 6= v.

Der Knoten r trennt das Knotenpaar u, v bzgl. der Distanzeigenschaft, wenn d′(u, r) 6=

d′(v, r), für eine Distanzfunktion d′ : V ×V −→ N. Der Knoten r trennt das Knotenpaar

u, v bzgl. der Wegeigenschaft, wenn u auf einem kürzesten Weg von v nach r (kurz: v−r-

Weg) in G liegt oder wenn v auf einem kürzesten Weg von u nach r (kurz: u − r-Weg)

in G liegt. Eine trennende Menge bzgl. der Distanzeigenschaft (bzgl. der Wegeigenschaft)

ist eine Teilmenge R ⊆ V , sodass jedes Knotenpaar u, v ∈ V , u 6= v, von einem Knoten

r ∈ R bzgl. der Distanzeigenschaft (bzgl. der Wegeigenschaft) getrennt wird.

Für die Trennung bzgl. der Distanzeigenschaft mit der Distanzfunktion d′(u, v) = dG(u, v)

ergibt sich die
”
klassische“ Trennung, wie in Definition 3.1.1 beschrieben. Eine trennende

Menge bzgl. dieser Distanzfunktion wird in der Literatur schlicht trennende Menge ge-

nannt ([1] - [198]). Für die Trennung bzgl. der Distanzeigenschaft mit der Distanzfunktion
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3 Die metrische Dimension und ihre Varianten

d′(u, v) = min{dG(u, v), k} für eine natürliche Zahl k ∈ N, ergibt sich eine Trennung der

höchstens k-fachen Nachbarschaft eines Ankerknotens. Für k = 1 wird in der Literatur

von einer adjazent trennenden Menge gesprochen ([56], [65], [66]). Die Trennung bzgl.

der Wegeigenschaft wird in der Literatur starke Trennung genannt. Eine entsprechende

trennende Menge heißt stark trennende Menge ([172], [156], [127], [135], [117], [130], [165],

[118], [142], [133], [134], [131], [115], [151], [46], [137], [53], [139], [116], [168]).

Durch die Definition anderer Distanzfunktionen oder Trennungsbegriffe lassen sich weite-

re Varianten der Trennung eines Knotenpaares definieren. Naheliegend ist beispielsweise

die Distanzfunktion d′(u, v) = max{dG(u, v), k} für eine natürliche Zahl k ∈ N, die bisher

noch nicht näher untersucht wurde.

Jede dieser verschiedenen trennenden Mengen, die sich über eine Trenneigenschaft defi-

nieren, lassen sich mit beliebig vielen Zusatzbedingung kombinieren. Diese Zusatzbedin-

gungen richten sich dabei an die zu trennenden Knotenpaare oder an die trennende Menge

selbst. Einige in der Literatur betrachtete Zusatzbedingungen sind die Folgenden:

• Die Einschränkung der zu trennenden Knotenpaare auf die Menge der benachbarten

Knotenpaare wird lokale Trennung genannt ([157], [15], [164], [16], [14], [65], [168],

[124], [17]),

• Die Einschränkung der zu trennenden Knotenpaare auf die Menge der Knotenpaare,

die nicht in einer trennenden Menge sind, wird non-landmark-model (NL-model)

genannt ([2]),

• die Bedingung, dass jedes Knotenpaar von mindestens k ∈ N Knoten getrennt

werden soll, wird k-fache Trennung genannt ([54], [55], [2], [195], [182], [181], [57]),

• Die Bedingung, dass eine trennende Menge bei Herausnahme eines beliebigen Kno-

tens eine trennende Menge bleibt, wird fehlertolerante Trennung genannt ([92],

[167], [168], [163], [192]),

• Die Zuordnung von positiven Knotengewichten wird gewichtete Trennung genannt

([51], [1], [2]),

• Die Bedingung, dass eine trennende Menge auch eine dominierende Menge sein soll,

wird resolving domination genannt ([30]),

• Die Bedingung, dass eine trennende Menge auch eine unabhängige Menge sein soll,

wird independent resolving genannt ([44], [185]),

Die Möglichkeiten zur Erzeugung anderer Varianten über weitere Zusatzbedingungen sind

endlos. Saenpholphat und Zhang geben in [166] einen schönen Überblick über weitere

Varianten, die hier nicht näher diskutiert werden.
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3.1 Einführung in die metrische Dimension

Es folgt nun eine formale Definition der Varianten, mit denen sich diese Arbeit genauer

befasst, einschließlich der zugehörigen Problemdefinitionen:

Definition 3.1.3 (Adjazenzdimension). Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph mit

|V | ≥ 3. Sei d′(u, v) = min{dG(u, v), 1}, u, v ∈ V . Eine Menge R ⊆ V ist eine adjazent

trennende Menge für G, wenn ∀u, v ∈ V, u 6= v :

∃ r ∈ R : d′(u, r) 6= d′(v, r).

Die Größe einer kleinsten adjazent trennenden Menge für G ist die Adjazenzdimension

von G und wird mit adim(G) bezeichnet.

Definition 3.1.4 (lokale metrische Dimension). Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph

mit |V | ≥ 3. Eine Menge R ⊆ V ist eine lokale trennende Menge für G, wenn ∀u, v ∈

V, {u, v} ∈ E, u 6= v :

∃ r ∈ R : dG(u, r) 6= dG(v, r).

Die Größe einer kleinsten lokal trennenden Menge für G ist die lokale metrische Dimen-

sion von G und wird mit ldim(G) bezeichnet.

Definition 3.1.5 (fehlertolerante metrische Dimension). Sei G = (V,E) ein ungerichte-

ter Graph mit |V | ≥ 3. Eine trennende Menge R ⊆ V ist eine fehlertolerante trennende

Menge für G, wenn

∀ r ∈ R : R \ {r} eine trennende Menge für G ist.

Die Größe einer kleinsten fehlertoleranten trennenden Menge für G ist die fehlertolerante

metrische Dimension von G und wird mit fdim(G) bezeichnet.

Korollar 3.1.6. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph mit |V | ≥ 3. Eine Menge

R ⊆ V ist genau dann eine fehlertolerante trennende Menge für G, wenn

∀u, v ∈ V, u 6= v, ∃ r1, r2 ∈ R, r1 6= r2 : dG(u, r1) 6= dG(v, r1) ∧ dG(u, r2) 6= dG(v, r2).

Aus diesen Definitionen ergeben sich die folgenden Entscheidungsprobleme:

Metrische Dimension

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V,E), |V | ≥ 3,

und eine natürliche Zahl k.

Frage: Ist mdim(G) ≤ k?

9
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Adjazenzdimension

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V,E), |V | ≥ 3,

und eine natürliche Zahl k.

Frage: Ist adim(G) ≤ k?

Lokale metrische Dimension

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V,E), |V | ≥ 3,

und eine natürliche Zahl k.

Frage: Ist ldim(G) ≤ k?

Fehlertolerante metrische Dimension

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V,E), |V | ≥ 3,

und eine natürliche Zahl k.

Frage: Ist fdim(G) ≤ k?

3.2 Stand der Forschung

Der folgende Abschnitt soll einen Überblick über den Stand der Forschung im Bereich

der metrischen Dimension und ihrer Varianten geben.

3.2.1 Metrische Dimension

Blumenthal untersuchte bereits 1953 in [26] die metrische Dimension für allgemeine metri-

sche Räume. Für Graphen wurde das Problem unabhängig voneinander 1975 von Slater

in [180] und 1976 von Harary und Melter in [85] eingeführt. Seitdem sind zahlreiche

Ergebnisse zur metrischen Dimension und deren Varianten publiziert worden.

Das erste Ergebnis zur Komplexität der metrischen Dimension wurde 1979 von Garey und

Johnson in
”
Compter and Intractability“ ([72]) veröffentlicht. Sie ordneten das Problem
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3.2 Stand der Forschung

in die Klasse der NP-vollständigen Probleme ein. Ein Beweis dafür wurde jedoch nicht an-

gegeben, lediglich der Hinweis, die Reduktion sei über 3-Dimensionales-Matching (3DM)

durchzuführen. Der erste Beweis wurde 17 Jahre nach dem Erscheinen von
”
Compter and

Intractability“ publiziert. 1996 zeigten Khuller at al. in [123] die NP-Vollständigkeit der

metrischen Dimension über eine Reduktion von 3-SAT. In der gleichen Arbeit gaben sie

eine geschlossene Formel für die metrische Dimension von Bäumen an und zeigten, dass

das Problem mit einem Faktor aus O(log(|V |)) approximiert werden kann. Hauptmann

et al. erweiterten dieses Ergebnis und zeigten in [87] und [88], dass sich die metrische

Dimension nicht mit einem Faktor von (1− ε) · log(|V |) für ein ε > 0 approximieren lässt

und gaben einen (1 + (1 + o(1)) · log(|V |))-Approximationsalgorithmus an.

In [90] und [91] haben Hernando et al. die Graphen G mit Durchmesser d und Ord-

nung mdim(G) + d charakterisiert. Chartrand et al. haben in [39] Charakterisierungen

der Graphen mit metrischer Dimension 1, |V | − 2 und |V | − 1 sowie obere und untere

Schranken für die metrische Dimension von Graphen mit genau einem Kreis angege-

ben. Foucaud et al. bestimmten in [69] untere Schranken für die metrische Dimension

von (Unit-)Intervallgraphen und Permutationsgraphen und zeigten in [68] und [70] die

NP-Vollständigkeit des Problems Metrische Dimension für Intervall- und Permuta-

tionsgraphen. Auch Hallaway et al. untersuchten in [84] die metrische Dimension von

Permutationsgraphen. Weitere NP-Vollständigkeitsbeweise folgten: Dı́az et al. zeigten

in [47] und [48] die NP-Vollständigkeit des Problems für planare Graphen und gaben

einen effizienten Algorithmus für außenplanare Graphen an. Epstein et al. zeigten in

[50] die NP-Vollständigkeit für Split-Graphen, co-bipartite Graphen und Line-Graphen

von bipartiten Graphen. Außerdem untersuchten sie in derselben Arbeit die gewichte-

te metrische Dimension und entwickelten Polynomialzeitlösungen für Wege, vollständige

Graphen, Kreise, Bäume, Bäume mit k zusätzlichen Kanten, Co-Graphen und Wheels.

Mit der metrischen Dimension von Wheels und wheelähnlichen Graphen haben sich auch

die Publikationen [85], [175], [178], [183] und [183] beschäftigt. Hoffmann und Wanke

zeigten in [94], dass das Problem für Gabriel-Unit-Disc-Graphen NP-vollständig ist. In

[93] gaben sie außerdem einen Linearzeitalgorithmus für Cactus-Block-Graphen an. In [1]

untersuchten Adar und Epstein die gewichtete metrische Dimension von Gittergraphen

und in [3] die metrische Dimension von Mesh-Graphen (Gittergraphen mit zusätzlichen

Diagonalkanten). Vietz et al. betrachteten in [191] die Berechnung der metrischen Di-

mension bei einer Dekomposition in sogenannte EBCs. Fernau et al. bestimmten in [64]

die metrische Dimension für Chain-Graphen.

Hartung und Nichterlein beschäftigten sich mit der parametrisierten Komplexität der

Metrischen Dimension. Sie zeigten in [86], dass das Problem parametrisiert nach dem

Standardparameter W [2]-schwer ist. Ein weiteres Ergebnis folgte von Eppstein. Er gab in

[49] einen parametrisierten Algorithmus an, der die metrische Dimension in einer Laufzeit

berechnet, die linear in der Graphgröße und der größten Anzahl an Blättern in einem
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Spannbaum für den Graphen ist. Belmonte et al. analysierten Graphen mit beschränkter

Baumlänge und gaben in [22] und [23] eine FPT-Lösung an. Foucaud et al. entwickelten

eine FPT-Lösung für Intervallgraphen [70]. Bonnet und Purohit zeigten in [28], dass

die metrische Dimension parametrisiert nach der Baumweite W [1]-schwer ist. Weitere

Parametrisierungen werden in [81] behandelt.

Die metrische Dimension des kartesischen Produkts von Graphen wurde von Cáceres et

al. in [34] und von Jiang und Polyanskii in [109] untersucht. Yero et al. betrachteten

die metrische Dimension von Coronaproduktgraphen [196]. Die metrische Dimension des

lexikographischen Produkts von Graphen wurde von Jannesari und Omoomi in [107] und

von Saputro et al. in [171] ermittelt. Simanjuntak beschäftigte sich in [179] und Kuziak

und Rodŕıguez-Velázquez in [132] mit der metrischen Dimension von Graphamalgamatio-

nen. Iswadi et al. gaben in [106] die metrische Dimension von Verknüpfungen von Kreisen

an.

Die metrische Dimension verallgemeinerter Petersen-Graphen wurde von Javaid et al. in

[108] und von Imran et al. in [101] und in [104] bestimmt. Manuel et al. untersuchten

in [143] die metrische Dimension von Honeycomb-Netzwerken. Die Ergebnisse wurden

von Xu und Fan in [193] und von Shao et al. in [176] und in [177] erweitert. Bača et al.

bestimmten in [9] die metrische Dimension (|V | − 2)- und (|V | − 1)-regulärer bipartiter

Graphen. Imran et al. untersuchten in [102] und [103] die metrische Dimension konvexer

Polytope. Die metrische Dimension von Möbiusleitergraphen wurde von Ali et al. in [5],

von Munir et al. in [153] und von Imran et al. in [104] behandelt. Die metrische Dimension

von Circulant-Graphen wurde von Imran et al. in [99] und in [100], von Grigorious et al.

in [78], von Grigorious et al. in [77] und von Vetŕık in [189] untersucht.

Feng und Wang betrachteten in [62] Bilinearform-Graphen und Guo et al. in [80] symme-

trische Bilinearform-Graphen. Feng et al. untersuchten in [61] die metrische Dimension

von Potenzgraphen endlicher Gruppen. Die metrische Dimension von Zufallsgraphen wur-

de von Bollobás et al. in [27] behandelt. Cáceres et al. beschäftigten sich in [33] mit der

metrischen Dimension nicht-endlicher Graphen.

Die metrische Dimension von Grassmann-Graphen wurde von Bailey et al. in [13] und

Guo et al. in [79] betrachtet. Manuel und Rajasingh untersuchten in [144] die metrische

Dimension von Silicate-Netzwerken, Eroh et al. in [52] die metrische Dimension von

Functigraphen, Imran et al. in [105] die metrische Dimension von Gear-Graphen, Akhter

und Farooq in [4] die metrische Dimension von Fullerene-Graphen und Liu et al. in [138]

die metrische Dimension von Toeplitz-Graphen.

Die metrische Dimension von orientierten und gerichteten Graphen wurde in [43], [58],

[155], [156], [63], [159], [24] betrachtet.
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Chartrand et al. definierten die upper dimension dim+(G) und die resolving number

res(G) für einen Graphen G. Die upper dimension von G ist die Größe einer größten nicht

verkleinerbaren trennenden Menge für G. Die resolving number von G ist die kleinste Zahl

k, sodass jede k-elementige Teilmenge der Knotenmenge von G eine trennende Menge

für G ist. In [42] charakterisierten sie die Graphen mit dim+(G) = res(G) = |V | − 1

und dim+(G) = res(G) = 2. Garijo et al. erweiterten in [73] diese Ergebnisse und

charakterisierten die Graphen mit mdim(G) = res(G).

3.2.2 Starke metrische Dimension

Sebö und Tannier untersuchten als Erste in [172] die starke metrische Dimension von

Graphen. Sie zeigten, dass die Distanzvektoren der Knoten, die sich aus einer stark

trennenden Menge ergeben, die Kantenmenge des Graphen eindeutig bestimmen. Au-

ßerdem zeigten sie, dass die starke metrische Dimension von Bäumen der Anzahl ihrer

Blätter minus 1 entspricht. Ollermann et al. zeigten in [156] die Äquivalenz zwischen

dem Finden einer stark trennenden Menge eines Graphen G und dem Finden eines Ver-

texcovers in einem sogenannten strong resolving Graphen von G, woraus unmittelbar die

NP-Vollständigkeit der starken metrischen Dimension folgt. In [145] entwickelten May

und Oellermann einen Linearzeitalgorithmus zur Berechnung der starken metrischen Di-

mension für distanzerhaltende Graphen.

DasGupta und Mobasheri zeigten in [46], dass sich die starke metrische Dimension mit

einem Faktor von 2 approximieren lässt. Moravcik et al. verglichen in [151] die metrische

Dimension mit der starken metrischen Dimension und zeigten, dass für die starke metri-

sche Dimension von Bäumen keine obere Schranke in Abhängigkeit von der metrischen

Dimension angegeben werden kann, die starke metrische Dimension eines Co-Graphen

höchstens dreimal so groß ist wie die metrische Dimension, und gaben einen effizienten

Algorithmus zur Bestimmung der starken metrischen Dimension von Splitgraphen an.

Kuziak, Rodŕıguez-Velázquez und Yero haben die starke metrische Dimension verschiede-

ner Produktgraphen untersucht. In [135] betrachteten sie die starke metrische Dimension

von Joingraphen und Koronaproduktgraphen. Sie zeigten, dass die starke metrische Di-

mension des Koronaprodukts zweier Graphen G und H auf das Finden einer größten

Clique in H zurückgeführt werden kann. In [130] untersuchten sie die starke metrische

Dimension des starken Produkts von Graphen, in [165] die starke metrische Dimension

des kartesischen und des direkten Produkts von Graphen, in [133] die starke metrische

Dimension der kartesischen Summe zweier Graphen und in [131] die starke metrische

Dimension des lexikographischen Produkts von Graphen.

Imran et al. untersuchten in [98] die metrische Dimension rotationssymmetrischer Gra-

phen. Kratica et al. untersuchten in [127] und Salman et al. in [168] die starke metrische
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Dimension konvexer Polytope. Ma et al. untersuchten in [139] die starke metrische Di-

mension von Potenzgraphen. Manuel et al. untersuchten in [142] die metrische Dimension

von Tetrahedral-Diamond-Lattice-Graphen.

3.2.3 Adjazenzdimension

Jannesari und Omoomi führten die Adjazenzdimension in [107] ein und charakterisierten

die Graphen mit Adjazenzdimension 1 und |V | − 1. Fernau und Rodŕıguez-Velázquez

untersuchten in [66] und [65] die (lokale) Adjazenzdimension. Sie zeigten die NP-Voll-

ständigkeit der Adjazenzdimension für allgemeine Graphen durch eine Reduktion von

1-LOCDOM und die NP-Vollständigkeit der lokalen Adjazenzdimension für allgemeine

Graphen durch eine Reduktion von 3-SAT. Außerdem zeigten sie, dass die Adjazenz-

dimension parametrisiert nach dem Standardparameter FPT ist. Estrada-Moreno et al.

betrachteten in [56] die 2-metrische Adjazenzdimension für das lexikographische Produkt

von Graphen.

3.2.4 Fehlertolerante und k-metrische Dimension

Hernando et al. führten die fehlertolerante metrische Dimension in [92] ein, untersuchten

die fehlertolerante metrische Dimension von Bäumen und gaben Schranken in Abhängig-

keit von der metrischen Dimension an. Vietz und Wanke gaben in [192] einen effizienten

Algorithmus zur Berechnung der fehlertoleranten metrischen Dimension für Co-Graphen

an. Salman et al. charakterisierten in [167] die Graphen, deren fehlertolerante metrische

Dimension genau um eins größer ist als deren metrische Dimension. Raza et al. unter-

suchten in [163] die fehlertolerante metrische Dimension konvexer Polytope.

Estrada-Moreno et al. führten in [195] die k-metrische Dimension ein, zeigten deren NP-

Vollständigkeit und gaben einen Linearzeitalgorithmus für die k-metrische Dimension von

Bäumen an. Adar und Epstein bestimmten in [2] die (gewichtete) k-metrische Dimension

von Wegen, vollständigen Graphen, vollständig bipartiten Graphen und vollständiger

Wheels. Estrada-Moreno et al. untersuchten in [55] die k-metrische Dimension des lexi-

kographischen Produkts von Graphen. Beardon und Rodŕıguez-Velázquez betrachteten

in [18] die k-metrische Dimension allgemeiner metrischer Räume.

3.2.5 Lokale metrische Dimension

Okamoto et al. führten in [157] die lokale metrische Dimension ein, gaben Schranken für

diese an und charakterisierten die Graphen mit lokaler metrischer Dimension 1, n − 1
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und n. Fernau und Rodŕıguez-Velázquez zeigten in [65] die NP-Vollständigkeit der lokalen

metrischen Dimension für allgemeine Graphen.

Rodŕıguez-Velázquez et al. untersuchten in [164] und Barragán-Ramı́rez et al. in [17], wie

sich die lokale metrische Dimension von Graphen über die lokale metrische Dimension

gewisser Teilgraphen bestimmen lässt. Salman et al. untersuchten in [168] die lokale

metrische Dimension konvexer Polytope.

Barragán-Ramı́rez et al. untersuchten in [15] die lokale metrische Dimension von Co-

ronaproduktgraphen. Barragán-Ramı́rez et al. untersuchten in [16] die lokale metrische

Dimension des starken Produkts von Graphen. Klavzar und Tavakoli untersuchten in

[124] die lokale metrische Dimension des hierarchischen Produkts von Graphen.

Weitere interessante Varianten und Ergebnisse werden unter anderem in [40], [30], [44],

[187], [38], [29], [126], [32], [188], [149], [150], [7], [8], [60], [160], [74], [158], [147], [148],

[10], [197], [136], [161], [194], [162], [115], [14], [169], [190], [174], [21], [137], [53], [120],

[97], [19], [114], [83], [119], [11], [121], [116], [59], [198], [170], [117], [118], [129], [185],

[154], [25], [184], [96], [12] diskutiert.

Einen schönen Überblick über Ergebnisse zur metrischen Dimension geben die Arbeiten

[166], [89] und [128].

Für das Problem Metrische Dimension wurden in der Literatur eine Vielzahl von

verschiedenen Anwendungsgebieten diskutiert. Estrada-Moreno hat in [152] einen sehr

umfangreichen Überblick über diese gegeben, die wir hier übernehmen wollen. Es gibt

Anwendungen für die metrische Dimension für das Routen in Netzwerken [37], [67], in

der Roboternavigation ([122], [123], [140], [141], [175]), in der Chemie ([39], [42], [111],

[110], [125]), in der Mustererkennung und Bildverarbeitung ([146]), in Multiprocessor-

interconnection Netzwerken ([143]), in der Netzwerkerkennung ([20]), im Mastermind

Game ([34], [45], [75], [76], [113]) und im Coin-Weighing-Problem ([6], [31], [34], [35],

[36], [71], [82], [172]).
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4 Berechnung der metrischen Dimension

mit einer EBC-Zerlegung

In diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem die metrische Dimension ei-

nes Graphen G basierend auf einer baumstrukturierten Zerlegung in Brücken, Legs und

erweiterte zweifache Zusammenhangskomponenten (EBCs) berechnet werden kann. Teile

hiervon wurden bereits in [191] veröffentlicht.

4.1 Definitionen

Definition 4.1.1. Sei G = (V,E) ein zusammenhängender ungerichteter Graph.

1. Leg, Wurzel, Blatt, Hooked-Leg, Ordinary-Leg Ein Weg p = (v1, . . . , vk),

k ∈ N, k ≥ 2, in G ist ein Leg, wenn der Knoten v1 den Grad 1 hat, die Knoten

v2, . . . , vk−1 den Grad 2 haben und der Knoten vk den Grad 3 hat. Der Knoten vk ist

die Wurzel und der Knoten v1 das Blatt von p. Ein Leg ist ein Hooked-Leg, wenn

durch das Entfernen der Wurzel der Graph G in genau zwei zusammenhängende

Komponenten zerfällt. Ein Leg ist ein Ordinary-Leg, wenn es kein Hooked-Leg ist.

2. Brücke Eine Kante e ∈ E ist eine Brücke, wenn H = (V,E \ {e}) nicht zusam-

menhängend und e keine Kante zwischen zwei Knoten ein und desselben Legs ist.

3. Erweiterte zweifache Zusammenhangskomponente (EBC) Eine zweifache

Zusammenhangskomponente H = (VH , EH) von G erweitert um die Teilgraphen

von G, die durch die Hooked-Legs mit Wurzel in VH induziert werden, ist eine

erweiterte zweifache Zusammenhangskomponente (EBC) von G.

4. Komponente Jede Brücke, jede EBC und jeder durch ein Ordinary-Leg induzierte

Teilgraph ist eine Komponente von G.

5. Amalgamationsknoten Separationsknoten von G, die zu mindestens zwei Kom-

ponenten gehören, heißen Amalgamationsknoten. Das sind alle Separationsknoten

in G, bis auf die Knoten vom Grad zwei der Legs und die Wurzeln der Hooked-Legs.

Abbildung 4.1 veranschaulicht diese Definitionen.
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a0'

a1'

u0
u1 a2'

a4'

a3'

a6' a7' a8'a5'

a9'

Abb. 4.1: Ein ungerichteter Graph G = (V,E) mit zehn Amalgamationsknoten (a′0, . . . , a
′
9), zwei

Hooked-Legs (mit Wurzeln u0 und u1), 14 Ordinary-Legs (je zwei Legs an den Wurzeln a′2, a
′
4,

a′5, a
′
6, a

′
7, a

′
8 und a′9), einer Brücke ({a′0, a

′
1}), vier EBCs und 19 Komponenten. Die Menge

der fett umrandeten Knoten ist eine kleinste trennende Menge für G. Abbildung 4.2 zeigt einen
DEBC-Baum von G.

Jeder ungerichtete Graph G kann in Ordinary-Legs, Brücken und EBCs zerlegt werden.

Diese Zerlegung ist eine kantendisjunkte, eindeutige Partitionierung von G.

Definition 4.1.2 (EBC-Baum). Sei G = (V,E) ein zusammenhängender ungerichte-

ter Graph. Der EBC-Baum T = (VT , ET ) von G ist ein Baum mit zwei verschiedenen

Knotentypen, den Komponentenknoten und den Verbindungsknoten. T hat einen Kom-

ponentenknoten c ∈ VT für jede Komponente von G. Mit [c] ⊆ V wird die Knotenmenge

der Komponente von G bezeichnet, die durch den Komponentenknoten c repräsentiert

wird. T hat einen Verbindungsknoten a ∈ VT für jeden Amalgamationsknoten von G. Mit

[a] ∈ V wird der Amalgamationsknoten bezeichnet, der durch a repräsentiert wird. Sei

C ⊆ VT die Menge der Komponentenknoten von T und A ⊆ VT die Menge der Verbin-

dungsknoten von T . Die Kantenmenge ET enthält alle Kanten {a, c} mit [a] ∈ [c], a ∈ A,

c ∈ C.

In einem EBC-Baum T vonG existieren keine Kanten zwischen zwei Komponentenknoten

und keine Kanten zwischen zwei Verbindungsknoten. Die Blätter von T sind Komponen-

tenknoten. Die Ordinary-Legs von G sind Blätter von T , die Brücken von G sind innere

Knoten von T und die EBCs von G sind Blätter oder innere Knoten von T .

Definition 4.1.3 (DEBC-Baum). Sei G = (V,E) ein zusammenhängender ungerichteter

Graph.

1. Sei T = (VT , ET ) der EBC-Baum von G und r ∈ VT . Der gerichtete EBC-Baum

18



4.2 Gate-Knoten und Gate-trennende Mengen

(DEBC-Baum)
−→
T := (VT ,

−→
E T ) von G mit Wurzel r entsteht aus T , indem alle

Kanten zur Wurzel r gerichtet werden. Das bedeutet, dass
−→
ET eine gerichtete Kante

für jede ungerichtete Kante von ET so enthält, dass für jeden Knoten u ∈ VT ein

gerichteter Weg zur Wurzel r existiert.

2. Für einen Knoten u ∈ VT sei
−→
Tu der Teilbaum von

−→
T mit Wurzel u. Das bedeutet,

dass
−→
Tu von den Knoten v ∈ VT induziert wird, deren gerichteter Weg zu r den

Knoten u enthält.

3. Für einen Teilbaum
−→
Tu von

−→
T sei Cu ⊆ VT die Menge der Komponentenknoten in

−→
Tu und [Cu] =

⋃

c∈Cu
[c] ⊆ V die Vereinigung der Knotenmengen der Komponen-

ten aus G, die durch die Komponentenknoten c ∈ Cu repräsentiert werden. Mit Gu

bezeichnen wir den Teilgraphen von G, der durch die Knotenmengen [Cu] induziert

wird.

Abbildung 4.2 veranschaulicht diese Definitionen.

Gu ist der Teilgraph von G, der durch
−→
Tu repräsentiert wird. Es genügt, den Graphen Gu

über die Komponentenknoten in
−→
Tu zu definieren, denn die Amalgamationsknoten in G,

die durch einen Verbindungsknoten in
−→
Tu repräsentiert werden, werden auch von einem

Komponentenknoten in
−→
Tu repräsentiert.

Für einen Graphen G kann der EBC-Baum und der DEBC-Baum mit Wurzel r in linearer

Zeit konstruiert werden. Hierfür eignet sich jeder Linearzeitalgorithmus zur Bestimmung

der zweifachen Zusammenhangskomponenten und Brücken eines Graphen.

4.2 Gate-Knoten und Gate-trennende Mengen

Im Folgenden nehmen wir an, dass

1. G = (V,E) ein ungerichteter, zusammenhängender, aber nicht 2-fach zusammen-

hängender Graph ist,

2.
−→
T = (VT ,

−→
E T ) der DEBC-Baum von G mit Wurzel r ist,

3. C die Menge der Komponentenknoten von
−→
T und A die Menge der Verbindungs-

knoten von
−→
T ist,

4. r ∈ A ein Verbindungsknoten ist.
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Abb. 4.2: Ein DEBC-Baum
−→
T = (VT ,

−→
E T ) für den Graphen G = (V,E) aus Abbildung 4.1 mit 19

Komponentenknoten c1, . . . , c19 und 10 Verbindungsknoten a′0, . . . , a
′
9. Die Wurzel von

−→
T ist der

Verbindungsknoten a9 mit [a9] = a′9 ∈ V . Die Komponentenknoten ci enthalten die Knoten aus
[ci] ⊆ V , 0 ≤ i ≤ 18. Der Anschaulichkeit halber ist hier der Teilgraph von G, der von der Menge
[ci] induziert wird, eingezeichnet. Die Verbindungsknoten aj enthalten die Amalgamationsknoten
[ai] = a′i ∈ V , 1 ≤ j ≤ 10.
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4.2 Gate-Knoten und Gate-trennende Mengen

Zunächst wird die Grundidee des Algorithmus beschrieben, der mithilfe einer Dekompo-

sition in Brücken, Legs und EBCs die metrische Dimension eines Graphen G bestimmt.

Der Algorithmus basiert auf einer dynamischen Programmierung entlang eines DEBC-

Baumes. Für jeden Teilgraphen
−→
Tu, u ∈ VT , von

−→
T wird ein Wert h(u) berechnet, der

die folgenden Eigenschaften erfüllt.

Eigenschaften 4.2.1.

1. Für jeden Verbindungsknoten a ∈ A mit Nachfolgern c1, . . . , ck ∈ C, k ≥ 1, kann

der Wert h(a) aus den Werten h(c1), . . . , h(ck) berechnet werden.

2. Für jeden Komponentenknoten c ∈ C mit Nachfolgern a1, . . . , ak ∈ A, k ≥ 0, kann

der Wert h(c) aus den Werten h(a1), . . . , h(ak) und G|[c] berechnet werden.

3. Die metrische Dimension von G[r] kann aus h(r) berechnet werden.

Mithilfe dieser Eigenschaften lässt sich eine bottom-up Bearbeitung von
−→
T wie folgt

durchführen: Zuerst berechnen wir den Wert h(c) für jedes Blatt c von
−→
T . Da alle

Blätter Komponentenknoten ohne Nachfolger sind, wird zur Berechnung von h(c) nur

der Teilgraph G|[c] benötigt. Für jeden inneren Verbindungsknoten a mit Nachfolgern

c1, . . . , ck ∈ C berechnen wir h(a) aus h(c1), . . . , h(ck). Dafür werden keine Informationen

aus dem Graphen G benötigt. Für jeden inneren Komponentenknoten C mit Nachfolgern

a1, . . . , ak ∈ A berechnen wir h(c) aus h(a1), . . . , h(ak) und G|[c]. Zum Schluss berechnen

wir die metrische Dimension von G aus h(r).

Definition 4.2.2 (Gate-Knoten, Out-Knoten). Sei R ⊆ V eine Teilmenge der Knoten-

menge von G. Ein Knoten v ∈ V ist ein R-Gate in G, falls es einen Knoten u ∈ V \ {v}

gibt, sodass für alle r ∈ R die Gleichung dG(u, r) = dG(u, v) + dG(v, r) gilt. Den Knoten

u nennen wir einen Out-Knoten für das R-Gate v.

Intuitiv bedeutet diese Definition, dass v ein R-Gate ist, falls es einen Knoten u ∈ V \{v}

gibt, sodass u einen kürzesten Weg zu jedem r ∈ R besitzt, der den Knoten v enthält.

Abbildung 4.3 zeigt ein Beispiel.

Beobachtung 4.2.3. Sei R ⊆ V , sei v ∈ V ein R-Gate in G und seien u1, u2 ∈ V

zwei Out-Knoten für v. Ist dG(u1, v) = dG(u2, v), dann ist R keine trennende Menge

für G, denn beide Knoten u1 und u2 haben die gleiche Distanz zu v und somit zu allen

Knoten aus R. Das bedeutet, wenn R eine trennende Menge für G ist, dann haben alle

Out-Knoten paarweise unterschiedliche Distanzen zu v. Genauer: Ist R eine trennende

Menge für G, dann liegen alle Out-Knoten für v auf einem kürzesten Weg zwischen v

und dem Out-Knoten mit längster Distanz zu v.

Beobachtung 4.2.4. Sei R ⊆ V und v ∈ V ein R-Gate in G. Dann gibt es einen

Out-Knoten u ∈ V für v, der mit v benachbart ist.
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v1 v2

v3

v4

v1 v2

v3

v4

R-Gate

Out-Knoten für r1
Out-Knoten für v1R-Gate

r2

r1

r2

r1

Abb. 4.3: Die Abbildung zeigt zweimal den Graphen C6 = (V,E) mit der Menge R = {r1, r2} ⊆
V . Der Knoten r1 ist ein R-Gate in G. Die Out-Knoten für r1 sind v1 und v2 (linke Abbildung).
Der Knoten v1 ist ebenfalls ein R-Gate. Der Out-Knoten für v1 ist v2 (rechte Abbildung). Es gibt
keinen weiteren Knoten in dem Graphen C6, der ein R-Gate ist.

Definition 4.2.5 (v-trennende Menge, non-Gate-v-trennende Menge). Sei v ∈ V .

1. Eine v-trennende Menge für G ist eine trennende Menge R für G, sodass v ∈ R

ist.

2. Eine kleinste v-trennende Menge für G ist eine v-trennende Menge R, sodass es

keine v-trennende Menge R′ für G gibt mit |R′| < |R|.

3. Eine non-Gate-v-trennende Menge für G ist eine v-trennende Menge R für G,

sodass v kein R-Gate in G ist.

4. Eine kleinste non-Gate-v-trennende Menge für G ist eine non-Gate-v-trennende

Menge R für G, sodass es keine non-Gate-v-trennende Menge R′ für G gibt mit

|R′| < |R|.

Zu beachten ist, dass eine kleinste v-trennende Menge nicht zwangsläufig eine klein-

ste trennende Menge ist, denn möglicherweise gibt es keine kleinste trennende Menge,

die den Knoten v enthält. Ebenso ist eine kleinste non-Gate-v-trennende Menge nicht

zwangsläufig eine kleinste v-trennende Menge, denn möglicherweise ist v in jeder kleinsten

v-trennenden Menge R ein R-Gate.

Lemma 4.2.6. Sei v ∈ V , R1 ⊆ V eine kleinste trennende Menge für G, R2 ⊆ V eine

kleinste v-trennende Menge für G und R3 ⊆ V eine kleinste non-Gate-v-trennende Menge

für G. Es gilt |R2| ≤ |R1|+ 1 und |R3| ≤ |R2|+ 1.

Beweis Wir zeigen, dass |R2| ≤ |R1| + 1 ist. Ist v ∈ R1, dann ist R1 eine kleinste v-

trennende Menge für G. Gibt es keine kleinste trennende Menge R1 für G, sodass v ∈ R1,

dann ist R1 ∪ {v} eine kleinste v-trennende Menge.

Wir zeigen, dass |R3| ≤ |R2|+1 ist. Ist v kein R2-Gate in G, dann ist R2 eine kleinste non-

Gate-v-trennende Menge für G. Ist v ein R2-Gate in G, dann liegen nach Beobachtung
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4.2 Gate-Knoten und Gate-trennende Mengen

v1

v2

v3

v4

v6

v5
G

Abb. 4.4: Die Abbildung zeigt den Graphen G. Es gibt vier paarweise verschiedene kleinste
trennende Mengen für G, und zwar {v1, v3}, {v1, v4},{v2, v3} und {v2, v4}. Keine dieser Men-
gen enthält den Knoten v5. Daher enthält jede kleinste v5-trennende Menge drei Knoten, das
sind {v1, v3, v5}, {v1, v4, v5}, {v2, v3, v5}, und {v2, v4, v5}. In jeder kleinsten v5-trennenden Menge
R ist Knoten v5 ein R-Gate. Der Out-Knoten für v5 ist v6. Daher enthält jede kleinste non-
Gate-v5-trennende Menge vier Knoten, das sind {v1, v3, v5, v6}, {v1, v4, v5, v6},{v2, v3, v5, v6}, und
{v2, v4, v5, v6}.

4.2.3 die Out-Knoten u1, . . . , uk, k ≥ 1, für v auf einem kürzesten Weg zwischen v und

dem Out-Knoten mit größter Distanz zu v. Daher ist die Menge R2∪{ui} für ein beliebiges

i ∈ {1, . . . , k} eine non-Gate-v-trennende Menge für G. �

Abbildung 4.4 zeigt, dass die oben genannten Schranken scharf sind.

Lemma 4.2.7. Sei s ∈ V ein Separationsknoten in G und seien V1, . . . , Vk, k ≥ 2,

die Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten von G|V \{s}. Sei R eine trennende

Menge für G. Dann gibt es höchstens ein i ∈ {1, . . . , k}, sodass Vi ∩R = ∅.

Beweis Angenommen es gibt zwei Mengen V1, V2, sodass V1 ∩ R = ∅ und V2 ∩ R = ∅.

Seien v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 zwei zu s benachbarte Knoten. Für jedes r ∈ R gilt d(v1, r) =

dG(v1, s) + dG(s, r) = dG(v2, s) + dG(s, r) = dG(v2, r). Das ist ein Widerspruch zu der

Annahme, dass R eine trennende Menge für G ist. �

Lemma 4.2.8. Sei s ∈ V ein Separationsknoten in G und seien V1, . . . , Vk, k ≥ 2, die

Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten von G|V \{s}. Für k = 2 sei V1 ∩ R′ 6= ∅

und V2 ∩ R′ 6= ∅ für jede trennende Menge R′ für G. Sei R ⊆ V mit s ∈ R. Ist R eine

trennende Menge für G, so ist auch R \ {s} eine trennende Menge für G.

Beweis Wir zeigen, dass zwei Knoten u, v ∈ V , die von s getrennt werden, auch von

einem Knoten r ∈ R \ {s} getrennt werden.

1. Seien u, v ∈ Vi, i ∈ {1, . . . , k}. Dann gibt es laut Voraussetzung und Lemma 4.2.7

einen Ankerknoten r ∈ R ∩ Vj , j 6= i. Da jeder Weg von u bzw. v nach r den

Separationsknoten s enthält und s das Knotenpaar u, v trennt, trennt auch r das

Knotenpaar u, v.
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2. Sei vi ∈ Vi und vj ∈ Vj , i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j. O.B.d.A. sei dG(u, s) < dG(v, s).

Ist Vi ∩R 6= ∅, dann trennt jeder Knoten r ∈ Vi ∩R das Knotenpaar u, v, denn

dG(u, r) ≤ dG(u, s) + dG(s, r) < dG(v, s) + dG(s, r) = dG(v, r).

Ist Vi ∩ R = ∅, dann hat G|V \{s} laut Voraussetzung mindestens drei Zusammen-

hangskomponenten. Nach Lemma 4.2.7 gibt es höchstens eine Zusammenhangs-

komponente, in der sich kein Ankerknoten befindet. Das bedeutet, es gibt eine

Zusammenhangskomponente Vl, l ∈ {1, . . . , k}, l 6= i, l 6= j, sodass Vl ∩ R 6= ∅.

Jeder Knoten r ∈ Vl ∩R trennt das Knotenpaar u, v, denn

dG(u, r) = dG(u, s) + dG(s, r) < dG(v, s) + dG(s, r) = dG(v, r). �

Lemma 4.2.9. Sei s ∈ V ein Separationsknoten in G und seien V1, . . . , Vk, k ≥ 2, die

Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten von G|V \{s}. Für k = 2 sei V1 ∩ R′ 6= ∅

und V2 ∩R′ 6= ∅ für jede trennende Menge R′ für G. Sei Gi := G|Vi∪{s}.

Sind die Mengen Ri ⊆ Vi kleinste non-Gate-s-trennende Mengen für Gi, so ist R =
⋃

iRi

eine kleinste non-Gate-s-trennende Menge für G, ∀ i ∈ {1, . . . , k}.

Beweis Seien Ri kleinste non-Gate-s-trennende Mengen für Gi, i ∈ {1, . . . , k}. Wir

zeigen zunächst, dass R =
⋃

iRi eine trennende Menge für G ist. Sei ui ∈ Vi und uj ∈ Vj ,

i, j ∈ {1, . . . , k}. Ist i = j, dann wird das Knotenpaar ui, uj offensichtlich von einem

Knoten r ∈ Ri ⊂ R getrennt. Sei daher i 6= j. Wir unterscheiden zwei Fälle.

1. dG(ui, s) 6= dG(uj , s): Dann trennt der Knoten s ∈ Ri ⊂ R das Knotenpaar ui, uj .

2. dG(ui, s) = dG(uj , s): Da Ri eine non-Gate-s-trennende Menge für Gi ist, gibt es

einen Knoten r ∈ Ri ⊂ R, sodass dG(ui, r) < dG(ui, s) + dG(s, r) = dG(uj , r).

Es folgt, dass R eine s-trennende Menge für G ist.

Wir zeigen, dass s kein R-Gate ist. Angenommen, s wäre ein R-Gate. Dann gibt es einen

Out-Knoten u ∈ Vi ⊂ V , sodass ∀ r ∈ R : dG(u, r) = dG(u, s) + dG(s, r), i ∈ {1, . . . , k}.

Dann wäre s aber ein Ri-Gate in Gi, was ein Widerspruch zur Annahme ist. Es folgt,

dass R eine non-Gate-s-trennende Menge für G ist.

Wir zeigen, dass R minimal ist. Angenommen es gäbe eine kleinere non-Gate-s-trennende

Menge R′ fürG. Dann gäbe es ein i ∈ {1, . . . , k}, sodass R′
i = R′∩Vi∪{s} eine s-trennende

Menge für Gi ist und |R′
i| < |Ri|. Der Knoten s ist ein R′

i-Gate in Gi, da s kein R-Gate

in G ist. Dann ist R′
i aber eine non-Gate-s-trennende Menge für Gi und |R′

i| < |Ri|, was

ein Widerspruch zu der Minimalität von Ri ist. �
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Lemma 4.2.10. Sei s ∈ V ein Separationsknoten in G und seien V1, . . . , Vk, k ≥ 2, die

Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten von G|V \{s}. Für k = 2 sei V1 ∩ R′ 6= ∅

und V2 ∩R′ 6= ∅ für jede trennende Menge R′ für G. Sei Gi := G|Vi∪{s}. Sei G1 ein Graph,

für den es eine s-trennende Menge gibt, die keine non-Gate-s-trennende Menge ist.

Ist die Menge R1 ⊆ V1 eine kleinste s-trennende Menge für G1 und sind die Mengen

Rj ⊆ Vj kleinste non-Gate-s-trennende Mengen für Gj, ∀ j ∈ {2, . . . , k}, so ist

1. R =
⋃

j Rj ∪R1 eine kleinste s-trennende Menge für G und

2. R \ {s} eine kleinste trennende Menge für G.

Beweis

zu 1. Sei R1 eine kleinste s-trennende Menge für G1 und seien Rj ⊆ Vj kleinste non-Gate-

s-trennende Mengen für Gj , ∀ j ∈ {2, . . . , k}. Wir zeigen, dass R =
⋃

j Rj ∪R1 eine

kleinste s-trennende Menge für G ist. Wir zeigen zunächst, dass R eine trennende

Menge für G ist. Sei ui ∈ Vi und uj ∈ Vj , i, j ∈ {1, . . . , k}. Ist i = j, dann wird das

Knotenpaar ui, uj offensichtlich von einem Knoten r ∈ Ri ⊂ R getrennt. Sei daher

i 6= j. Wir unterscheiden zwei Fälle.

a) dG(ui, s) 6= dG(uj , s): Dann trennt der Knoten s ∈ Ri ⊂ R das Knotenpaar

ui, uj .

b) dG(ui, s) = dG(uj , s): O.B.d.A. sei Ri eine non-Gate-s-trennende Menge für

Gi. Dann gibt es einen Knoten r ∈ Ri ⊂ R, sodass dG(ui, r) < dG(ui, s) +

dG(s, r) = dG(uj , r).

Es folgt, dass R eine s-trennende Menge für G ist.

Wir zeigen, dass R minimal ist. Angenommen es gäbe eine kleinere s-trennende

Menge R′ für G. Dann gäbe es ein i ∈ {1, . . . , k}, sodass R′
i = R′ ∩ Vi ∪ {s} eine

s-trennende Menge für Gi ist und |R′
i| < |Ri|. Aus i = 1 folgt ein Widerspruch zur

Minimalität von R1. Sei also i ≥ 2. Wir unterscheiden zwei Fälle:

a) s ist ein R′
i-Gate in Gi: Ist s ein R′

i-Gate in Gi, dann gibt es nach Beobachtung

4.2.4 einen Out-Knoten ui ∈ Vi für s, der mit s benachbart ist. Da R1 keine

non-Gate-s-trennende Menge fürGi ist, ist s auch ein R1-Gate inG1. Sei u1 der

Out-Knoten, der mit s benachbart ist. Dann gilt aber dG(u1, r) = dG(u1, s) +

dG(s, r) = dG(ui, s) + dG(s, r) = dG(ui, r), ∀r ∈ R, was ein Widerspruch zur

Trennungseigenschaft von R ist. Der Knoten s ist ein R′
i-Gate in Gi, da s kein

R-Gate in G ist. Dann ist R′
i aber eine non-Gate-s-trennende Menge für Gi

und |R′
i| < |Ri|, was ein Widerspruch zu der Minimalität von Ri ist.
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Abb. 4.5: Die Abbildung zeigt den Graphen G = (V,E) mit dem Separationsknoten s ∈ V (links)
und die Graphen G1, G2, G3 (rechts). Für den Graphen G1 gibt es eine s-trennende Menge, die
keine non-Gate-s-trennende Menge fürG1 ist. Die Menge R1 = {r1, s} ist eine kleinste s-trennende
Menge für G1, die Mengen R2 = {r2, s} und R3 = {r3, r

′
3, s} sind kleinste non-Gate-s-trennende

Mengen für G2 bzw. G3. Die Menge R :=
⋃3

i=1 Ri ist eine kleinste s-trennende Menge für G und
die Menge R \ {s} ist eine kleinste trennende Menge für G.

b) s ist kein R′
i-Gate in Gi: Dann ist R′

i eine non-Gate-s-trennende Menge für Gi

und es gilt |R′
i| < |Ri|, was ein Widerspruch zur Minimalität von Ri ist.

zu 2. Da R eine trennende Menge für G ist, folgt aus Lemma 4.2.8, dass auch R\{s} eine

trennende Menge ist. Die Minimalität von R \{s} folgt aus der Minimalität von R.

Angenommen es gäbe eine kleinere trennende Menge R′ für G. Dann ist R′ ∪ {s}

eine kleinere s-trennende Menge für G, was ein Widerspruch zur Minimalität von

R ist. �

Bei der Existenz mehrerer Teilgraphen Gi von G, für die es eine s-trennende Menge gibt,

die keine non-Gate-s-trennende Menge ist, ist die Wahl des Graphen G1 beliebig, da nach

Lemma 4.2.6 die Differenz zwischen einer s-trennenden und einer non-Gate-s-trennenden

Menge höchstens eins beträgt. Abbildung 4.5 verdeutlicht Lemma 4.2.10 anhand eines

Beispiels.

4.3 Berechnung des h-Wertes entlang des DEBC-Baumes

Nun definieren wir h(v), v ∈ VT .

Definition 4.3.1.

1. Für einen Verbindungsknoten a ∈ A sei h(a) := (α, β), wobei α die Größe einer

kleinsten non-Gate-[a]-trennenden Menge für Ga und β die Größe einer kleinsten

[a]-trennenden Menge für Ga ist.
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2. Für einen Komponentenknoten c ∈ C mit Vorgänger a ∈ A sei h(c) := (α, β),

wobei α die Größe einer kleinsten non-Gate-[a]-trennenden Menge für Gc und β

die Größe einer kleinsten [a]-trennenden Menge für Gc ist.

Um uns mit diesen Definitionen vertraut zu machen, untersuchen wir die kleinstmöglichen

Werte für α und β. Für einen beliebigen Knoten v ∈
−→
T mit Vorgänger w ∈

−→
T gilt

h(v) ≤ h(w) (komponentenweise), da Gv ein Teilgraph von Gw ist. Daher untersuchen

wir zunächst die Blätter von
−→
T , die per Definition Komponentenknoten sind, und an-

schließend die Vorgänger der Blätter, die per Definition Verbindungsknoten sind.

Für ein Blatt c ∈ C mit Vorgänger a ∈ A ist der Graph Gc entweder eine EBC oder

ein Ordinary-Leg. Ist Gc ein Ordinary-Leg, dann trennt der Knoten [a] ∈ Gc alle Kno-

tenpaare in Gc. Daher ist β = 1. Da [a] ein {[a]}-Gate in Gc ist, enthält jede kleinste

non-Gate-[a]-trennende Menge einen weiteren Knoten aus Gc. Daher ist α = 2. Ist Gc

eine EBC, dann enthält jede trennende Menge für Gc mindestens zwei Knoten. Daher ist

der kleinstmögliche Wert h(c) = (2,2).

Für einen Verbindungsknoten a ∈ A, dessen Nachfolger Blätter sind, enthält der Graph

Ga EBCs und Legs, die an [a] zusammenhängen. Hat a genau einen Nachfolger c ∈ C,

dann ist Gc, aufgrund der Dekomposition in EBCs, Ordinary-Legs und Brücken kein

Ordinary-Leg. Somit enthält jede kleinste [a]-trennende Menge für Ga mindestens zwei

Knoten. Die kleinsten Werte α, β für einen Verbindungsknoten a ∈ A sind h(a) = (2,2).

Beobachtung 4.3.2. Sei R eine kleinste trennende Menge für G. Für jeden Verbin-

dungsknoten a ∈ A enthält der Teilgraph Ga mindestens einen Ankerknoten r ∈ R,

sodass r 6= [a].

Wir zeigen, dass die Definition des h-Wertes die Eigenschaften aus 4.2.1 erfüllt.

Theorem 4.3.3. Für jeden Verbindungsknoten a ∈ A mit Nachfolgern c1, . . . , ck ∈ C,

k ≥ 1, kann h(a) aus h(c1), . . . , h(ck) berechnet werden.

Beweis

k = 1: Hat a ∈ A genau einen Nachfolger c1 ∈ C, dann ist h(a) = h(c1). Da [a] ∈ [c1] und

c1 der einzige Nachfolger von a ist, gilt Ga = Gc1 . Daher ist eine kleinste non-Gate-[a]-

trennende Menge für Gc1 auch eine kleinste non-Gate-[a]-trennende Menge für Ga. Das

gleiche gilt für eine kleinste [a]-trennende Menge.

k ≥ 2: Sei h(ci) = (αi, βi), i ∈ {1, . . . , k}. Dann ist h(a) = (α, β), wobei

• α = (
∑k

i=1 αi)− (k − 1)
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4 Berechnung der metrischen Dimension mit einer EBC-Zerlegung

• β =

{

α, falls βi = αi ∀i

α− 1, sonst

Sei Rgate
i eine kleinste [a]-trennende Menge für Gci mit |Rgate

i | = βi und Rngate
i eine

kleinste non-Gate-[a]-trennende Menge für Gci mit |Rngate
i | = αi. Dann folgt aus Lemma

4.2.9, dass Rngate :=
⋃k

j=1R
ngate
j eine kleinste non-Gate[a]-trennende Menge für Ga ist

und aus Lemma 4.2.10, dass Rgate =
⋃k

j=2R
ngate
j ∪ Rgate

1 eine kleinste [a]-trennende

Menge für Ga ist.

Da [a] ∈ Ri für alle i ∈ {1, . . . , k}, ist |Rngate| = α =
∑

i αi − (k− 1). Nach Lemma 4.2.6

gilt die Ungleichung |Rngate| ≤ |Rgate|+1. Daher ist β = α− 1, falls es ein i ∈ {1, . . . , k}

gibt, sodass βi < αi ist und β = α sonst. �

Theorem 4.3.4. Für jeden Komponentenknoten c ∈ C mit Vorgänger a ∈ A und Nach-

folgern a1, . . . , ak ∈ A, k ≥ 0, kann h(c) aus h(a1), . . . , h(ak) und G|[c] berechnet werden.

Für den Beweis benötigen wir die folgenden Lemmata.

Lemma 4.3.5. Sei c ∈ C ein Komponentenknoten mit Vorgänger a ∈ A und Nachfolgern

a1, . . . , ak ∈ A, k ≥ 0. Ist

1. Ri ⊆ V (Gai) eine kleinste [ai]-trennende Menge oder eine kleinste non-Gate-[ai]-

trennende Menge für Gai und

2. R0 ⊆ [c] mit [ai] ∈ R0, ∀i, eine (non-Gate-)[a]-trennende Menge für G|[c] und

3. [ai] kein Ri-Gate in Gai oder kein R0-Gate in G|[c], ∀i ∈ {1, . . . , k},

dann ist die Menge R =
⋃

iRi ∪R0 \ {[ai] | i ∈ {1, . . . , k}} eine (non-Gate-)[a]-trennende

Menge für Gc.

Beweis Sei R =
⋃

iRi∪R0 \{[ai] | i ∈ {1, . . . , k}}. Offensichtlich ist [a] ∈ R. Wir zeigen,

dass die Menge R =
⋃

iRi ∪ R0 \ {[ai] | i ∈ {1, . . . , k}} eine [a]-trennende Menge für Gc,

indem wir zeigen, dass jedes Knotenpaar u, v ∈ V (Gc) von einem Knoten in R getrennt

wird. Wir unterscheiden zwischen den folgenden vier Fällen:

(a) u, v ∈ V (Gai), i ∈ {1, . . . , k},

(b) u ∈ V (Gai), v ∈ V (Gaj ), i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j,

(c) u, v ∈ [c],

(d) u ∈ V (Gai) und v ∈ [c], i ∈ {1, . . . , k}.
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zu (a) Seien u, v ∈ V (Gai). Das Knotenpaar u, v wird in Gai von einem Ankerknoten

ri ∈ Ri getrennt. Ist ri 6= [ai], dann ist ri ∈ R =
⋃

iRi ∪R0 \ {[ai] | i ∈ {1, . . . , k}}.

Das Knotenpaar u, v wird in G von R getrennt. Ist ri = [ai], dann trennt der Knoten

[a] ∈ R das Knotenpaar u, v in G, siehe Abbildung 4.6.

zu (b) Sei u ∈ V (Gai) und v ∈ V (Gaj ). Das Knotenpaar u, v wird von einem Ankerknoten

ri ∈ Ri \ {[ai]} ⊆ R oder von einem Ankerknoten rj ∈ Rj \ {[aj ]} ⊆ R getrennt.

Das sieht man wie folgt:

Sei a := dGc(u, ri), b := dGc(u, [ai]), c := dGc(ri, [ai]), a′ := dGc(v, rj), b′ :=

dGc(v, [aj ]), c′ := dGc(ri, [aj ]) und d := dGc([ai], [aj ]), siehe Abbildung 4.7. Da

[ai] 6= [aj ], folgt d > 0. Angenommen weder ri noch rj trennen das Knotenpaar

u, v, d.h. a = c + d + b′ und a′ = b + d + c′. Aus a ≤ b + c und a′ ≤ b′ + c′ folgt

c+ d+ b′ ≤ b+ c und b+ d+ c′ ≤ b′ + c′. Daraus folgt d+ b′ ≤ b′ − d, was d ≤ −d

und somit d = 0 impliziert. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass d > 0

ist.

zu (c) Seien u, v ∈ [c]. Das Knotenpaar u, v wird in G|[c] von einem Knoten r ∈ R0

getrennt. Ist r /∈ {[ai]} | i ∈ {1, . . . , k}, k ≥ 0}, dann ist r ∈ R und das Knotenpaar

u, v wird in Gc von r getrennt. Wird u, v in G|[c] von [ai], i ∈ {1, . . . , k}, getrennt,

dann trennt auch jeder Knoten ri ∈ Ri \ {[ai]} ⊆ R das Knotenpaar u, v in Gc. Die

Existenz eines solchen Knotens ri folgt aus Beobachtung 4.3.2. Abbildung 4.8 zeigt

eine Veranschaulichung.

zu (d) Sei u ∈ V (Gai) und v ∈ [c]. Dann wird u, v entweder von r0 ∈ R0 oder von einem

Knoten ri ∈ Ri getrennt. Beweis durch Widerspruch: Sei a := dGc(u, [ai]), b :=

dGc(u, ri), c := dGc(ri, [ai]), a
′ := dGc(v, [ai]), b

′ := dGc(v, r0) und c′ := dGc([ai], r0).

Angenommen das Knotenpaar u, v wird weder von r0, noch von einem Knoten

ri ∈ Ri getrennt, d.h. b = a′+c und b′ = a+c′. Dann folgt aus b ≤ a+c und a′+c′,

dass a′ ≤ a und a ≤ a′, also a′ = a ist. Daraus folgt, dass b = a+c und b′ = a′+c′ ist.

Das bedeutet, dass in Gai ein kürzester Weg von u zu einem beliebigen Ankerknoten

ri ∈ Ri über [ai] führt und in G|[c] ein kürzester Weg von v zu einem beliebigen

Ankerknoten r0 ∈ Ri über [ai] führt. Daraus folgt aber, dass [ai] ein Ri-Gate in

Gai und ein R0-Gate in G|[c] ist, was im Widerspruch zur dritten Voraussetzung

steht. Wird u, v von ri 6= [ai] getrennt, dann wird u, v von R getrennt, da ri ∈ R ist.

Wird u, v von ri = [ai] getrennt, dann gibt es nach Beobachtung 4.3.2 einen Knoten

r′i ∈ Ri, r
′
i 6= [ai]. Wenn [ai] das Knotenpaar u, v trennt, trennt auch r′i ∈ R das

Knotenpaar u, v. Wird u, v von r0 /∈ {[ai]} | i ∈ {1, . . . , k}, k ≥ 0} getrennt, dann

wird u, v von R getrennt, da r0 ∈ R ist. Wird u, v von r0 = [aj ], i ∈ {1, . . . , k}, j 6= i,

getrennt, dann gibt es nach Beobachtung 4.3.2 einen Knoten r′j ∈ Rj , r
′
j 6= [aj ].

Wenn [aj ] das Knotenpaar u, v trennt, trennt auch r′j ∈ R das Knotenpaar u, v.

Abbildung 4.9 zeigt eine Veranschaulichung.
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u

v ri

G|[c]

[a]

[ai] [aj]Gai Gaj

Gc

Abb. 4.6: Die Abbildung zeigt den Graphen Gc mit den Teilgraphen G|[c], Gai
und Gaj

. Das
Knotenpaar u, v ∈ V (Gai

) wird in Gai
von einem Knoten ri ∈ Ri getrennt. Ist ri 6= [ai], dann ist

ri ∈ R =
⋃

i Ri ∪ R0 \ {[ai] | i ∈ {1, . . . , k}}. Das Knotenpaar u, v wird in G von R getrennt. Ist
ri = [ai], dann trennt der Knoten [a] ∈ R das Knotenpaar u, v in G.

a a'

b b'

c c'

d

a a'

b b'

c c'

d[ai] [aj]

Gc

u v

ri
rj

Gai Gaj

[a]

Abb. 4.7: Die Abbildung zeigt den Graphen Gc mit den Teilgraphen G|[c], Gai
und Gaj

. Das
Knotenpaar u, v mit u ∈ V (Gai

) und v ∈ [c] wird entweder von ri oder von rj getrennt, da die
Distanz d > 0 ist.

Insgesamt folgt, dass R eine [a]-trennende Menge für Gc ist. Abhängig davon, ob [a] ein

R0-Gate in G|[c] ist oder nicht, ist R eine [a]-trennende oder eine non-Gate-[a]-trennende

Menge für Gc. �
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[ai] [aj]

Gc

Gai Gaj

[a]

ri

u v

r

Abb. 4.8: Die Abbildung zeigt den Graphen Gc mit den Teilgraphen G|[c], Gai
und Gaj

. Das
Knotenpaar u, v ∈ [c] wird in G|[c] entweder von einem Knoten r ∈ R0 \{[ai]} | i ∈ {1, . . . , k}, k ≥
0} oder von einem Knoten [ai], i ∈ {1, . . . , k} getrennt. Wird u, v in G|[c] von r getrennt, so wird
u, v auch in Gc von r getrennt, da r ∈ R. Wird u, v in G|[c] von [ai] getrennt, dann gibt es einen
Knoten ri ∈ Ri \ {[ai]}, der u, v trennt.

[ai] [aj]

Gc

Gai Gaj

[a]

ri

a

b

c

a'
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Abb. 4.9: Die Abbildung zeigt den Graphen Gc mit den Teilgraphen G|[c], Gai
und Gaj

. Das
Knotenpaar u, v mit u ∈ V (Gai

) und v ∈ [c] wird entweder von einem Knoten ri ∈ Ri oder von
einem Knoten r0 ∈ R0 getrennt.

31



4 Berechnung der metrischen Dimension mit einer EBC-Zerlegung

Lemma 4.3.6. Sei c ∈ C ein Komponentenknoten mit Vorgänger a ∈ A und Nachfolgern

a1, . . . , ak ∈ A, k ≥ 0. Ist R ⊆ V (Gc) eine kleinste (non-Gate-)[a]-trennende Menge für

Gc, dann ist

1. Ri = R ∩ V (Gai) ∪ {[ai]}, i ∈ {1, . . . , k}, eine kleinste [ai]-trennende Menge oder

eine kleinste non-Gate-[ai]-trennende Menge für Gai,

2. R0 = R ∩ [c] ∪ {[ai] | 1 ≤ i ≤ k} eine (non-Gate-)[a]-trennende Menge für G|[c],

3. [ai] kein Ri-Gate in Gai oder kein R0-Gate in G|[c], ∀i ∈ {1, . . . , k},

4. [ai] /∈ R, ∀i.

Beweis Sei R eine kleinste [a]-trennende Menge für Gc.

1. Wir zeigen, dass Ri = R ∩ V (Gai) ∪ {[ai]}, i ∈ {1, . . . , k}, eine kleinste [ai]-

trennende Menge oder eine kleinste non-Gate-[ai]-trennende Menge für Gai ist.

Dazu zeigen wir zunächst, dass Ri eine (non-Gate-)[ai]-trennende Menge für Gai

ist. Sei u, v ∈ V (Gai). Da R eine trennende Menge für Gc ist, gibt es einen Knoten

r ∈ R, der u, v trennt. Ist r ∈ V (Gai), dann ist r ∈ Ri. Ist r /∈ V (Gai), dann trennt

der Knoten [ai] ∈ Ri das Knotenpaar u, v. Je nachdem, ob [ai] ein Ri-Gate ist oder

nicht, folgt, dass Ri eine [ai]-trennende oder eine non-Gate-[ai]-trennende Menge

für Gai ist.

Jetzt zeigen wir die Minimalität.

a) Angenommen Ri ist eine [ai]-trennende Menge für Gai und es gibt eine klei-

nere [ai]-trennende Menge R′
i für Gai . O.B.d.A. sei [ai] ein Ri-Gate in Gai ,

ansonsten siehe Fall b). Dann ist [ai] auch ein R′
i-Gate in Gai (Beobachtung

4.2.6). Wir zeigen, dass R′ = R\Ri∪R′
i \{[ai]} eine (non-Gate)-[a]-trennende

Menge für Gc ist. Da |R′| < |R|, folgt daraus ein Widerspruch zur Minimalität

von R.

Offensichtlich werden alle Knotenpaare in V (Gc), die von einem Knoten in

R\Ri getrennt werden, auch von einem Knoten in R′ getrennt. Wir betrachten

daher nur solche Knotenpaare u, v ∈ V (Gc), die von einem Knoten ri ∈ Ri

getrennt werden.

i. Seien u, v ∈ V (Gai). Dann wird u, v per Definition von einem Knoten

r′i ∈ R′
i getrennt. Ist r′i 6= [ai], dann ist r′i ∈ R′. Ist r′i = [ai], dann wird

u, v auch von [a] ∈ R′ getrennt.

ii. Sei u ∈ V (Gai) und v /∈ V (Gai). Da [ai] ein Ri-Gate in Gai ist, folgt

ri = [ai]. Dann wird u, v auch von jedem r′i ∈ R′
i \ {[ai]} ⊆ R′ getrennt.
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b) Angenommen Ri ist eine non-Gate-[ai]-trennende Menge für Gai und es gibt

eine kleinere non-Gate-[ai]-trennende Menge R′
i für Gai . Wir zeigen, dass R′ =

R \Ri ∪R′
i \ {[ai]} eine (non-Gate)-[a]-trennende Menge für Gc ist. Da |R′| <

|R|, folgt daraus ein Widerspruch zur Minimalität von R.

Analog zu Teil a) betrachten wir nur solche Knotenpaare u, v ∈ V (Gc), die

von einem Knoten ri ∈ Ri getrennt werden.

i. Seien u, v ∈ V (Gai). Analog zu i. in Teil a)

ii. Sei u ∈ V (Gai) und v /∈ V (Gai). Ist ri = [ai], so trennt auch jeder Kno-

ten r′i ∈ Ri \ {[ai]} ⊆ R′ das Knotenpaar u, v. Ist ri 6= [ai], dann ist

dGc(u, [ai]) = dGc(v, [ai]). Da R′
i eine non-Gate-[ai]-trennende Menge für

Gai ist, gibt es einen Knoten r′i ∈ Ri \ {[ai]} ⊆ R, sodass dGc(u, r
′
i) <

dGc(u, [ai]) + dGc([ai], r
′
i) = dGc(v, [ai]) + dGc([ai], r

′
i) = dGc(v, r

′
i).

2. Wir zeigen, dass R0 = R ∩ [c] ∪ {[ai] | 1 ≤ i ≤ k} eine (non-Gate-)[a]-trennende

Menge für G|[c]. Sei u, v ∈ [c]. Dann gibt es ein r ∈ R, das das Knotenpaar u, v

trennt. Ist r ∈ [c], dann ist auch r ∈ R0. Ist r /∈ [c], dann trennt auch einer der

Knoten [ai], i ∈ {1, . . . , k} das Knotenpaar u, v.

3. Folgt aus Beobachtung 4.2.3.

4. Folgt aus Lemma 4.2.8. �

Nun folgt der Beweis von Theorem 4.3.4.

Beweis Der Graph Gc besteht aus dem Graphen G|[c] und den Graphen Gai , i ∈

{1, . . . , k}. Wir berechnen h(c) = (α, β), indem wir mitilfe der Lemmata 4.3.5 und 4.3.6

eine kleinste non-Gate-[a]-trennende Menge RA mit |RA| = α und eine kleinste [a]-

trennende Menge RB mit |RB| = β für Gc berechnen.

Sei RAi
eine kleinste non-Gate-[ai]-trennende Menge und RBi

eine kleinste [ai]-trennende

Menge für Gai , i ∈ {1, . . . , k}. Für die Berechnung der Mengen RA und RB, und somit

von α und β, gehen wir wie folgt vor:

Jede Teilmenge W ⊆ [c], die die Knoten [a], [a1], . . . , [ak] enthält und alle Knotenpaare

u, v ∈ [c] trennt, erweitern wir zu einer trennenden Menge RW für Gc. Die Menge RW

enthält die Knoten in W und für jedes i ∈ {1, . . . , k} entweder die Knoten in RAi
oder

die Knoten in RBi
. Wenn der Knoten [ai] ein W -Gate in G|[c] ist, dann enthält RW

die Knoten in RAi
, ansonsten die Knoten in RBi

. Nach Lemma 4.3.5 ist die Menge

R′
W := RW \ {[a1], . . . , [ak]} eine [a]-trennende Menge bzw. eine non-Gate-[a]-trennende

Menge für Gc, je nachdem, ob [a] ein W -Gate in G|[c] ist oder nicht. Aus Lemma 4.3.6
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4 Berechnung der metrischen Dimension mit einer EBC-Zerlegung

folgt, dass es ein R′
W gibt, das eine kleinste [a]-trennende Menge bzw. eine kleinste non-

Gate-[a]-trennende Menge für Gc ist, d.h.

• RA = min{R′
W | W ⊆ [c] ist eine trennende Menge für G|[c] mit [a], [a1], . . . , [ak] ∈

W und [a] ist kein W -Gate in G|[c]} und α = |RA|

• RB = min{R′
W | W ⊆ [c] ist eine trennende Menge für G|[c] mit [a], [a1], . . . , [ak] ∈

W} und β = |RB|. �

Theorem 4.3.7. Die metrische Dimension von Gr kann aus h(r) berechnet werden.

Beweis Sei RB eine kleinste [r]-trennende Menge für Gr. Aus Lemma 4.2.8 folgt, dass

R′
B := RB \ {[r]} eine trennende Menge für Gr ist und aus Lemma 4.2.6 folgt, dass

R′
B eine kleinste trennende Menge für Gr ist. Ist also h(r) = (α, β), dann ist β − 1 die

metrische Dimension von Gr. �

4.4 Algorithmus und Laufzeit

Sei G = (V,E) ein ungerichteter zusammenhängender Graph mit n Knoten und m Kan-

ten. Um die metrische Dimension für G zu berechnen, bestimmen wir den DEBC-Baum
−→
T := (VT ,

−→
E T ) für G. Dies kann mithilfe eines beliebigen Linearzeitalgorithmus zur Be-

stimmung der zweifachen Zusammenhangskomponenten und Brücken von G in O(n+m)

Schritten realisiert werden. In dem DEBC-Baum
−→
T berechnen wir für jedes Blatt c ∈ VT

mit Vorgänger a ∈ VT den Wert h(c) = (α, β). Dazu überprüfen wir für jede Teilmenge

W ⊆ [c], ob W ′ := W ∪ {[a]} eine trennende Menge für Gc ist. Wir wählen die Größe

einer kleinsten solchen Menge W ′ für β und die Größe einer kleinsten solchen Menge W ′,

sodass [a] kein W ′-Gate in Gc ist, für α. Dafür benötigen wir O(2n ·n · (n+m)) Schritte.

Wir testen O(2n) Teilmengen daraufhin, ob sie eine trennende Menge für Gc sind. Für

einen ungerichteten zusammenhängenden Graphen G = (V,E) und eine Menge U ⊆ V

kann in O(|U | · (|V |+ |E|)) Schritten getestet werden, ob U eine trennende Menge für G

ist (Lemma 2.3 in [93]). Der Test, ob [a] ein W ′-Gate in Gc ist, erfolgt in O(n) Schritten.

Aus der Überprüfung der Trennungseigenschaft von W ′ ergeben sich für jeden Knoten in

[c] Vektoren mit den Distanzen zu den Knoten aus W . Der Knoten [a] ist ein W ′-Gate in

Gc, wenn es einen Nachbarn gibt, dessen Distanzvektor in jedem Eintrag um genau eins

größer ist als der entsprechende Eintrag des Vektors für [a].

Anschließend berechnen wir h für jeden inneren Knoten von
−→
T . Aus Theorem 4.3.3

und 4.3.4 folgt, dass diese Berechnung in O(n) Schritten für Verbindungsknoten und in

O(2n ·n·(n+m)) Schritten für Komponentenknoten durchgeführt werden kann. Insgesamt

liegt die Laufzeit in O(2n · n · (n+m)).
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Definition 4.4.1. Ein ungerichteter Graph G ist (minimum-)k-EBC-beschränkt für ein

k ∈ N, wenn es eine (kleinste) trennende Menge R für G gibt, sodass jede EBC von G

höchstens k Knoten aus R enthält. Die Menge R ist eine (kleinste) k-EBC-beschränkte

trennende Menge für G. Seien Gk und Gmin
k für ein k ∈ N die Klassen der Graphen, die

k-EBC-beschränkt bzw. minimum-k-EBC-beschränkt sind.

Korollar 4.4.2. Die folgenden Probleme können für eine feste Zahl k ∈ N in polynomi-

eller Zeit gelöst werden:

1. Gegeben ein ungerichteter Graph G. Ist G ∈ Gk?

2. Gegeben ein ungerichteter Graph G ∈ Gk. Bestimme die kleinste Zahl k′ ∈ N, sodass

G ∈ Gk′.

3. Gegeben ein ungerichteter Graph G ∈ Gk. Berechne eine kleinste k-EBC-beschränkte

trennende Menge für G.

4. Gegeben ein ungerichteter Graph G ∈ Gmin
k . Berechne eine kleinste trennende Men-

ge für G und somit die metrische Dimension von G.

Die Probleme aus Korollar 4.4.2 lassen sich mit wenigen Modifikationen des vorgestellten

Algorithmus lösen. Für die Probleme 1., 3. und 4. überprüfen wir nur Teilmengen mit

höchstens k Knoten. Für das Problem 2. führen wir unseren Algorithmus für k = 1

durch und erhöhen k sukzessive bis eine trennende Menge gefunden wird. Mit diesen

Modifikationen liegt die Laufzeit des Algorithmus in O(nk · n · (n+m)).

Für jeden Graphen G ∈ Gmin
k gilt offensichtlich G ∈ Gk. Das heißt ein Graph, der

minimum-k-EBC-beschränkt ist, ist auch k-EBC-beschränkt. Die Umkehrung gilt jedoch

nicht. Abbildung 4.10 zeigt einen Graphen G, der 2-EBC-beschränkt ist, für den es jedoch

kein k ∈ N gibt, sodass G minimum-k-EBC-beschränkt ist.

Die Komplexität der folgenden Probleme bleibt offen.

1. Gegeben ein ungerichteter Graph G ∈ Gk, k ∈ N. Gibt es ein k′ ∈ N, sodass

G ∈ Gmin
k′ ?

2. Gegeben ein ungerichteter Graph G, sodass es ein k ∈ N gibt mit G ∈ Gmin
k .

Bestimme die metrische Dimension von G.

Wir haben gezeigt, dass die metrische Dimension für Graphen, die eine kleinste trennen-

de Menge mit einer konstanten Anzahl von Ankerknoten in jeder Komponente besitzen,

effizient berechnet werden kann. Im Folgenden wird gezeigt, dass das Bestimmen der me-

trischen Dimension für Graphen, die eine kleinste trennende Menge mit einer konstanten

Anzahl von Ankerknoten in jeder zweifachen Zusammenhangskomponente besitzen, nicht

effizient möglich ist.
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Abb. 4.10: Die Abbildung zeigt den Graphen Gn mit n+1 EBCs, n ∈ N gerade. Es gilt Gn ∈ G2,
∀n. Jede trennende Menge für Gn enthält einen der Knoten xi, x

′
i, 1 ≤ i ≤ n, da das Knotenpaar

xi, x
′
i von keinem anderen Knoten getrennt werden kann. Die einzigen Knotenpaare, die nicht

von xi oder x
′
i getrennt werden, sind die Paare ai, bi. Wählen wir die Knoten ai als Ankerknoten,

werden alle Knotenpaare getrennt. Wir erhalten eine 2-EBC-beschränkte trennende Menge mit 2·n
Knoten (jede EBC bis auf eine enthält zwei Ankerknoten) und es gibt keine 2-EBC-beschränkte
trennende Menge mit weniger Knoten. Trotzdem enthält eine kleinste trennende Menge weniger
Knoten. Werden die Knoten ci statt der Knoten ai als Ankerknoten gewählt, erhält man eine
trennende Menge mit 3

2 · n Knoten. In diesem Fall enthält eine EBC 1
2 · n Ankerknoten und die

übrigen EBCs enthalten einen Ankerknoten.

4.5 k-bounded BC Metric Dimension ist NP-vollständig

k-bounded BC Metric Dimension

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V,E), sodass es

eine kleinste trennende Menge mit höchstens

k ∈ N Ankerknoten in jeder zweifachen Zu-

sammenhangskomponente für G gibt, und eine

Zahl t ∈ N.

Frage: Ist mdim(G) ≤ t?

Theorem 4.5.1. k-bounded BC Metric Dimension ist selbst für k = 1 NP-vollständig.

Beweis Wir erweitern den NP-Vollständigkeitsbeweis von Khuller et al. in [123], in dem

die NP-Vollständigkeit der Metrischen Dimension durch eine Reduktion von 3-SAT

gezeigt wurde. Es folgt eine kurze Skizze dieses Beweises in [123]. Für eine gegebene

3-SAT-Instanz F = (X,C) mit X = {x1, . . . , xn} und C = {c1, . . . , cn} wird in dem

Klausel-Variablen-Graphen jeder Variablenknoten durch das Variablengadget in Abbil-

dung 4.11 und jeder Klauselknoten durch das Klauselgadget in Abbildung 4.12 ersetzt.

Ist die Variable xi, i ∈ {1, . . . , n}, ein positives Literal in cj , j ∈ {1, . . . ,m}, werden die

Kanten {Ti, c
1
j}, {Fi, c

1
j} und {Fi, c

3
j} eingefügt. Ist die Variable xi ein negatives Literal in
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Abb. 4.11: Gadget für eine
Variable in F
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Abb. 4.12: Gadget für eine
Klausel in F
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Abb. 4.13: Modifiziertes
Variablengadget

cj , werden die Kanten {Ti, c
1
j}, {Fi, c

1
j} und {Ti, c

3
j} eingefügt, siehe Abbildung 4.14 für

ein Beispiel. Der so entstandene Graph HF ist die Instanz für Metrische Dimension.

Es wird beobachtet, dass in jeder trennenden Menge für HF mindestens einer der Knoten

a1i , a
2
i , b

1
i , b

2
i und mindestens einer der Knoten c4j , c

5
j , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m enthalten

ist. Anschließend wird gezeigt, dass F genau dann erfüllbar ist, wenn HF die metrische

Dimension n+m hat.

Wir modifizieren das Variablengadget wie in Abbildung 4.13 dargestellt. Dann gilt mit

der gleichen Argumentation wie in [123], dass F genau dann erfüllbar ist, wenn HF die

metrische Dimension n + m hat. Alle Ankerknoten einer kleinsten trennenden Menge

für HF sind in den Legs, woraus die NP-Vollständigkeit von k-bounded BC Metric

Dimension folgt. �

T1 F1 T2 F2 T3 F3

cj
1

cj
2

cj
3

cj
4 cj

5

Abb. 4.14: Klausel Cj = x1 ∨ x̄2 ∨ x3

37





5 Die gewichtete fehlertolerante metrische

Dimension von Co-Graphen

In dem folgenden Kapitel wird ein Linearzeitalgorithmus für die Berechnung der fehlerto-

leranten metrischen Dimension von Co-Graphen vorgestellt. Die Ergebnisse wurden auf

der FCT 2019 vorgestellt [192].

5.1 Definitionen und Eigenschaften einer 2-adjazent

trennenden Menge

Definition 5.1.1 (Co-Graph). Ein ungerichteter Graph G ist ein Co-Graph, wenn

• G = ({u}, ∅) oder

• G = (V1 ∪ V2, E1 ∪E2) für zwei Co-Graphen G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) oder

• G = H für einen Co-Graphen H.

Ein Co-Graph enthält keinen induzierten P4, daher ist der Durchmesser eines zusam-

menhängenden Co-Graphen höchstens zwei. Das heißt, für einen Co-Graphen G = (V,E)

und zwei Knoten u, v ∈ V gilt dG(u, v) ∈ {0,1,2}. Co-Graphen wurden unabhängig von-

einander von Jung [112], Seinsche [173] und Sumner [186] eingeführt.

Definition 5.1.2. Für einen ungerichteten Graphen G = (V,E) und u, v ∈ V , u 6= v,

sei N(u)△N(v) = (N(u)∪N(v)) \ (N(u)∩N(v)) die symmetrische Differenz von u und

v. Für eine Menge R ⊆ V sei

hR : V × V −→ N, hR(u, v) = |(N(u)△N(v) ∪ {u, v}) ∩R|.

hR(u, v) ist die Anzahl der Knoten in R, die u oder v oder ein Nachbar von u, aber nicht

von v oder ein Nachbar von v, aber nicht von u sind.

Lemma 5.1.3. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Die Menge R ⊆ V ist genau

dann eine adjazent trennende Menge für G, wenn hR(u, v) ≥ 1, ∀u, v ∈ V .
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5 Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Co-Graphen

Beweis
”
⇒“: Sei R eine adjazent trennende Menge für G, d.h. ∀u, v ∈ V ∃ r ∈ R :

d′(u, r) 6= d′(v, r), wobei d′(u, v) = min{dG(u, v), 1}. Wir zeigen, dass hR(u, v) ≥ 1,

∀u, v ∈ V . Sei u, v ∈ V und r ∈ R ein Knoten, der das Knotenpaar u, v adjazent trennt.

Dann ist dG(u, r) = 0 und dG(v, r) 6= 0 oder dG(v, r) = 0 und dG(u, r) 6= 0. In beiden

Fällen ist hR(u, v) ≥ 1.

”
⇐“: Sei R ⊆ V , sodass hR(u, v) ≥ 1, ∀u, v ∈ V . Wir zeigen, dass R eine adjazent

trennende Menge für G ist. Sei u, v ∈ V . Aus hR(u, v) ≥ 1 folgt

1. u ∈ R, bzw. v ∈ R oder

2. ∃ r ∈ R : r ∈ N(u) ∧ r /∈ N(v) bzw. ∃ r ∈ R : r ∈ N(v) ∧ r /∈ N(u)

In beiden Fällen ist R offensichtlich eine adjazent trennende Menge für G. �

Definition 5.1.4 (2-adjazent trennend). Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph und

R ⊆ V . Die Menge R ist eine 2-adjazent trennende Menge für G, wenn für jedes Kno-

tenpaar u, v ∈ V , u 6= v, hR(u, v) ≥ 2 gilt.

Für einen Graphen G = (V,E) ist eine Menge R ⊆ V eine 2-adjazent trennende Menge,

wenn

• u, v ∈ R oder

• für jedes Knotenpaar u, v ∈ V \ R mindestens zwei Knoten aus R existieren, die

jeweils mit genau einem der Knoten u, v benachbart sind oder

• für jedes Knotenpaar u, v mit u ∈ R und v /∈ R mindestens ein Knoten aus R

existiert, der mit genau einem der Knoten u, v benachbart ist.

Lemma 5.1.5. Sei G = (V,E) ein zusammenhängender Co-Graph und R ⊆ V . Die

Menge R ist eine fehlertolerante trennende Menge für G genau dann, wenn R eine 2-

adjazent trennende Menge für G ist.

Beweis
”
⇒“: Sei R eine fehlertolerante trennende Menge für G. Zu zeigen ist, dass

R eine 2-adjazent trennende Menge für G ist. Sei u, v ∈ V und seien r1, r2 ∈ R zwei

Ankerknoten, die das Knotenpaar u, v trennen.

1. Sind u, v ∈ R, dann ist hR(u, v) ≥ 2.

2. Ist u ∈ R und v /∈ R, dann ist hR(u, v) ≥ 1. O.B.d.A. sei u 6= r1. Da r1 das

Knotenpaar u, v trennt und der Durchmesser von G höchstens zwei ist, ist r1 zu

genau einem der beiden Knoten u, v benachbart und es gilt hR(u, v) ≥ 2.
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Abb. 5.1: Die Abbildung zeigt einen unzusammenhängenden Co-Graphen G = G′ ∪ G′′, der
aus der Vereinigung der beiden zusammenhängenden Co-Graphen G′ und G′′ entsteht. Sei R =
R′ ∪ R′′ mit R′ = {r′1, . . . , r

′
4} und R′′ = {r′′1 , . . . , r

′′
4}. R

′ bzw. R′′ ist eine 2-adjazent trennende
und fehlertolerante trennende Menge für G′ bzw. G′′. R ist eine fehlertolerante trennende Menge,
aber keine 2-adjazent trennende Menge für G, da hR(u

′, u′′) = 0. R ist keine fehlertolerante
trennende Menge für Ḡ, da u′ und u′′ in Ḡ mit jedem Knoten aus R benachbart sind.

3. Sind u, v /∈ R, dann gilt u, v 6= r1 und u, v 6= r2. Da r1 und r2 das Knotenpaar u, v

trennen und der Durchmesser von G höchstens zwei ist, sind r1 und r2 jeweils zu

genau einem der Knoten u, v benachbart und es gilt hR(u, v) ≥ 2.

”
⇐“: Sei R eine 2-adjazent trennende Menge für G. Zu zeigen ist, dass es für jedes

Knotenpaar u, v ∈ V zwei Knoten in R gibt, die u, v trennen.

1. Sind u, v ∈ R, dann wird u, v offensichtlich durch zwei Knoten in R getrennt.

2. Ist u ∈ R und v ∈ V \ R, dann trennt u das Knotenpaar u, v. Da hR(u, v) ≥ 2 ist,

gibt es einen weiteren Knoten r ∈ R, der zu genau einem der beiden Knoten u, v

benachbart ist. Dieser Knoten r trennt das Knotenpaar u, v.

3. Sind u, v ∈ V \R, dann ist |{u, v} ∩R| = 0. Da hR(u, v) ≥ 2 ist, folgt, dass es zwei

Knoten r1, r2 ∈ R gibt, die beide zu genau einem der Knoten u, v benachbart sind.

Diese Knoten r1 und r2 trennen das Knotenpaar u, v. �

Die Äquivalenz aus Lemma 5.1.5 gilt nicht für Co-Graphen, die unzusammenhängend

sind, siehe Abbildung 5.1.

Lemma 5.1.6. Sei G = (V,E) ein Co-Graph und R ⊆ V . Ist R eine 2-adjazent tren-

nende Menge für G, dann ist R auch eine 2-adjazent trennende Menge für Ḡ.

Beweis Sei R ⊆ V eine 2-adjazent trennende Menge für G = (V,E). Dann ist hR(u, v) =

|(N(u)△N(v) ∪ {u, v}) ∩ R| ≥ 2 in G für alle Knotenpaare u, v ∈ V , u 6= v. Wir unter-

scheiden die folgenden Fälle:
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1. u, v ∈ (N(u)△N(v)∪ {u, v})∩R: Dann gilt auch u, v ∈ (N(u)△N(v)∪ {u, v})∩R

in Ḡ und somit hR(u, v) ≥ 2 in Ḡ.

2. u ∈ (N(u)△N(v)∪{u, v})∩R und v /∈ (N(u)△N(v)∪{u, v})∩R: Da hR(u, v) ≥ 2

in G gibt es einen Knoten w ∈ N(u)△N(v) ∩ R. Daraus folgt, dass w entweder

ein Nachbar von u oder von v ist. O.B.d.A. sei w ein Nachbar von u. Im Graphen

Ḡ ist w kein Nachbar von u, aber ein Nachbar von v. Also gibt es zwei Knoten

u,w ∈ (N(u)△N(v) ∪ {u, v}) ∩R in Ḡ.

3. u, v /∈ (N(u)△N(v) ∪ {u, v}) ∩ R: Da hR(u, v) ≥ 2 in G, gibt es zwei Knoten

w1, w2 ∈ N(u)△N(v)∩R. Daraus folgt, dass w1 und w2 jeweils zu genau einem der

beiden Knoten u, v benachbart sind. In Ḡ sind w1 und w2 auch zu genau einem der

beiden Knoten u, v benachbart und es gilt w1, w2 ∈ (N(u)△N(v) ∪ {u, v}) ∩ R in

Ḡ. �

Da in zusammenhängenden Co-Graphen eine 2-adjazent trennende Menge zu einer feh-

lertoleranten trennenden Menge äquivalent ist, gilt die folgende Beobachtung.

Beobachtung 5.1.7. Sei G = (V,E) ein zusammenhängender Co-Graph und R ⊆ V .

Ist R eine fehlertolerante trennende Menge für G, dann ist R auch eine fehlertolerante

trennende Menge für den unzusammenhängenden Co-Graphen Ḡ.

Eine fehlertolerante trennende Menge für einen unzusammenhängenden Co-Graphen G

ist im Allgemeinen keine fehlertolerante trennende Menge für Ḡ, siehe Abbildung 5.1 für

ein Beispiel.

Lemma 5.1.8. Seien G′ = (V ′, E′) und G′′ = (V ′′, E′′) zwei zusammenhängende Co-

Graphen mit mindestens zwei Knoten und sei G = (V,E) mit V = V ′∪V ′′ und E = E′∪

E′′ die disjunkte Vereinigung von G′ und G′′. Sei R′ eine fehlertolerante trennende Menge

für G′ und sei R′′ eine fehlertolerante trennende Menge für G′′. Dann ist R = R′ ∪ R′′

eine fehlertolerante trennende Menge für G.

Beweis Wir zeigen, dass jedes Knotenpaar u, v ∈ V von zwei Ankerknoten in R getrennt

wird. Sind u, v ∈ V1 bzw. u, v ∈ V2, wird das Knotenpaar u, v offensichtlich von zwei

Ankerknoten in R1 ⊆ R bzw. R2 ⊆ R getrennt. Ist u ∈ V1 und v ∈ V2, wird das

Knotenpaar u, v von zwei beliebigen Ankerknoten r1, r2 ∈ R getrennt, da entweder u

oder v die Distanz ∞ zu r1 und r2 haben. �

Abbildung 5.1 zeigt, dass R keine 2-adjazent trennende Menge sein muss.

Definition 5.1.9. Sei G = (V,E) ein Co-Graph und R ⊆ V eine fehlertolerante trennen-

de Menge für G. Ein Knoten v ∈ V ist ein k-Knoten bezüglich R, wenn |N [v] ∩R| = k,

k ∈ N.
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Ist R aus dem Kontext bekannt, schreiben wir kurz k-Knoten.

Lemma 5.1.10. Seien G′ = (V ′, E′) und G′′ = (V ′′, E′′) zwei zusammenhängende Co-

Graphen mit mindestens zwei Knoten und sei G = (V,E) mit V = V ′ ∪ V ′′ und E =

E′∪E′′ der Graph, der aus der disjunkten Vereinigung von G′ und G′′ hervorgeht. Sei R′

bzw. R′′ eine 2-adjazent trennende Menge für G′ bzw. G′′. Die Knotenmenge R = R′∪R′′

ist genau dann eine 2-adjazent trennende Menge für G, wenn

1. es höchstens einen 0-Knoten v ∈ V bezüglich R gibt, d.h. es gibt keinen 0-Knoten

v′ ∈ V ′ bezüglich R′ oder es gibt keinen 0-Knoten v′′ ∈ V ′′ bezüglich R′′ und

2. es keinen 0-Knoten v′ ∈ V ′ bezüglich R′ gibt, wenn es einen 1-Knoten v′′ ∈ V ′′

bezüglich R′′ gibt und

3. es keinen 1-Knoten in v′ ∈ V ′ bezüglich R′ gibt, wenn es einen 0-Knoten v′′ ∈ V ′′

bezüglich R′′ gibt.

Beweis
”
⇒“: Angenommen R ist eine 2-adjazent trennende Menge für G.

1. Wir zeigen, dass es höchstens einen 0-Knoten bezüglich R in V gibt. Angenommen

es gäbe zwei 0-Knoten u, v ∈ V bezüglich R, d.h. |N [u]∩R| = 0 und |N [v]∩R| = 0.

Dann gilt hR(u, v) = 0, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

2. Wir zeigen, dass es keinen 0-Knoten in v′ ∈ V ′ bezüglich R′ gibt, wenn es einen

1-Knoten v′′ ∈ V ′′ bezüglich R′′ gibt. Angenommen es gäbe einen 0-Knoten v′ ∈ V ′

bezüglich R′ und einen 1-Knoten in v′′ ∈ V ′′ bezüglich R′′. Dann gilt hR(v
′, v′′) = 1,

was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

3. analog zu 2.

”
⇐“: Angenommen die Bedingungen 1., 2. und 3. gelten. Wir zeigen, dass R eine 2-

adjazent trennende Menge für G ist. Dazu zeigen wir, dass hR(u, v) ≥ 2 ist ∀u, v ∈ V .

Für u, v ∈ V ′ gilt hR′(u, v) ≥ 2 und daher auch hR(u, v) ≥ 2. Diese Ungleichungen gelten

auch für u, v ∈ V ′′. Sei nun v′ ∈ V ′ und v′′ ∈ V ′′. Es gilt hR(v
′, v′′) < 2 genau dann,

wenn |N [v′] ∩R|+ |N [v′′] ∩R| < 2, d.h. wenn

1. |N [v′] ∩R| = 0 und |N [v′′] ∩R| = 0 oder

2. |N [v′] ∩R| = 0 und |N [v′′] ∩R| = 1 oder

3. |N [v′] ∩R| = 1 und |N [v′′] ∩R| = 0.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass keiner dieser Fälle gilt. �
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5 Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Co-Graphen

5.2 Algorithmus

Theorem 5.2.1. Sei G = (V,E) ein Co-Graph und c : V −→ R+ eine Knotengewichts-

funktion. Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von G kann in O(|V |+ |E|)

Schritten bestimmt werden.

Beweis Wir beschreiben einen Linearzeitalgorithmus für die Berechnung der gewichte-

ten fehlertoleranten metrischen Dimension eines zusammenhängenden Co-Graphen. Für

unzusammenhängende Co-Graphen wenden wir unseren Algorithmus für jede Zusam-

menhangskomponente mit mindestens zwei Knoten an. Gibt es mehr als einen isolier-

ten Knoten in G, ist in jeder fehlertoleranten trennenden Menge für G jeder isolierte

Knoten enthalten. Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension eines unzusam-

menhängenden Co-Graphen bestimmt sich aus der Summe der Gewichte aller isolierten

Knoten, wenn es mindestens zwei gibt, und der gewichteten fehlertoleranten metrischen

Dimensionen aller Zusammenhangskomponenten mit mindestens zwei Knoten.

Um die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension eines zusammenhängenden Co-

Graphen G = (V,E) zu berechnen, reicht es aus, eine 2-adjazent trennende Menge mit

minimalen Kosten für G zu bestimmen (Lemma 5.1.5). Um eine 2-adjazent trennende

Menge mit kleinstem Gewicht für G zu bestimmen, führen wir eine Berechnung mittels

dynamischer Programmierung entlang des Co-Baums T = (VT , ET ) von G durch. Der

Co-Baum T von G ist ein Baum, der die Vereinigung und Komplementierung von Co-

Graphen beschreibt. Die inneren Knoten von T sind entweder Komplementierungsknoten

oder Vereinigungsknoten. Jeder Komplementierungsknoten hat genau einen Nachfolger

und jeder Vereinigungsknoten hat genau zwei Nachfolger. Die Blätter von T sind die

Knoten von G.

Für jeden inneren Knoten von T berechnen wir bottom-up verschiedene Typen von klein-

sten gewichteten 2-adjazent trennenden Mengen für die entsprechenden Teilgraphen von

G. Zu Beginn bestimmen wir diese Typen von kleinsten 2-adjazent trennenden Men-

gen für die Vorgänger der Blätter. Für die übrigen inneren Knoten berechnen wir die

Mengen aus den Mengen aller direkten Nachfolger. Das kleinste Gewicht aller Mengen

an der Wurzel r von T ist die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von G.

Aus Lemma 5.1.6 folgt, dass eine 2-adjazent trennende Menge für einen Co-Graphen G

auch eine 2-adjazent trennende Menge für Ḡ ist. Die Vereinigung von zwei fehlertoleran-

ten trennenden Mengen für zwei zusammenhängende Co-Graphen G1 und G2 ist eine

fehlertolerante trennende Menge für G = G1 ∪ G2 (Lemma 5.1.8). Die Vereinigung von

zwei 2-adjazent trennenden Mengen für G1 und G2 ist im Allgemeinen keine 2-adjazent

trennende Menge für G. Lemma 5.1.10 gibt die Bedingungen an, die erfüllt sein müssen,

damit die Vereinigung von zwei 2-adjazent trennenden Mengen für G1 und G2 eine 2-

adjazent trennende Menge für G ist. Wir merken uns bei der Berechnung der 2-adjazent
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5.2 Algorithmus

trennenden Mengen, ob es 0- bzw. 1-Knoten gibt. Da ein 0- bzw. 1-Knoten bzgl. einer

Menge R ein |R| oder (|R|−1)-Knoten im Komplementgraphen ist, merken wir uns auch

die |R|- bzw. (|R| − 1)-Knoten.

Daraus ergeben sich 16 Typen von kleinsten gewichteten 2-adjazent trennenden Mengen

Ra,b,c,d, a, b, c, d ∈ {0,1} für einen Co-Graphen G = (V,E). Für

• a = 1 (a = 0) berechnen wir eine kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge

R für G, sodass es einen (keinen) 0-Knoten bzgl. R in G gibt.

• b = 1 (b = 0) berechnen wir eine kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge

R für G, sodass es einen (keinen) 1-Knoten bzgl. R in G gibt.

• c = 1 (c = 0) berechnen wir eine kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge

R für G, sodass es einen (keinen) (|R| − 1)-Knoten bzgl. R in G gibt.

• d = 1 (d = 0) berechnen wir eine kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge

R für G, sodass es einen (keinen) |R|-Knoten bzgl. R in G gibt.

Sei ra,b,c,d das Gewicht der Menge Ra,b,c,d, d.h. die Summe der Knotengewichte in Ra,b,c,d.

Wenn es für eine Belegung von a, b, c, d keine solche 2-adjazent trennende Menge Ra,b,c,d

gibt, verwenden wir die Notation ra,b,c,d = ∞ und Ra,b,c,d = undefined.

Für a = b = 1 ist r1,1,c,d = ∞ und R1,1,c,d = undefined, ∀ c, d (die symmetrische

Differenz eines 0-Knotens und eines 1-Knotens enthält weniger als zwei Ankerknoten).

Also sind nur 12 Mengen zu berechnen.

Bei der Komplementierung des Graphen G, werden 0-Knoten zu |R|-Knoten bzgl. R und

1-Knoten werden zu (|R| − 1)-Knoten bzgl. R. Daraus folgt, dass Ra,b,c,d für G Rd,c,b,a

für Ḡ ist. Bei der Vereinigung zweier Co-Graphen G1 und G2 unterscheiden wir zwischen

den folgenden drei Fällen:

1. G1 und G2 bestehen beide aus einem isolierten Knoten.

2. G1 besteht aus einem isolierten Knoten und G2 aus mindestens zwei Knoten.

3. G1 und G2 bestehen beide aus mindestens zwei Knoten.

Es folgt eine Beschreibung, wie die Mengen Ra,b,c,d für diese drei Fälle berechnet werden

können.

zu 1. SeiG1 = ({v1}, ∅) undG2 = ({v2}, ∅). Dann gibt es genau eine 2-adjazent trennende

Menge für G = G1 ∪ G2, und zwar R = {v1, v2}. Dann gibt es keinen 0-Knoten,

zwei 1-Knoten, zwei (|R| − 1)-Knoten und keinen |R|-Knoten bzgl. R in G. Somit

ist R0,1,1,0 = {v1, v2} und r0,1,1,0 = c(v1) + c(v2). Für a 6= 0 ∨ b 6= 1 ∨ c 6= 1 ∨ d 6= 0

gilt Ra,b,c,d = undefined und ra,b,c,d = ∞, siehe Tabelle 5.1.
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5 Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Co-Graphen

zu 2. Sei G1 = ({v1}, ∅) und G2 = (V2, E2) ein Co-Graph mit |V2| ≥ 2. Sei R′′
a,b,c,d eine

kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge für G2 und r′′a,b,c,d ihr Gewicht,

a, b, c, d ∈ {0,1}. Sei G = G1 ∪G2.

Es gilt R0,0,c,d = undefined und r0,0,c,d = ∞, da v1 entweder ein 0-Knoten ist (wenn

v1 nicht in der 2-adjazent trennenden Menge enthalten ist) oder ein 1-Knoten ist

(wenn v1 in der 2-adjazent trennenden Menge enthalten ist), ∀ c, d.

Des Weiteren ist R0,1,c,1 = undefined und r0,1,c,1 = ∞, ∀ c. Der Knoten v1 ist in

jeder 2-adjazent trennenden Menge, in der es keinen 0-Knoten gibt, enthalten. Da

v1 ein isolierter Knoten in G ist, gibt es keinen Knoten, der mit allen Ankerknoten

benachbart ist.

In R0,1,0,0 und R0,1,1,0 gibt es keinen 0-Knoten. Daher ist v1 ein Ankerknoten.

Daraus folgt, dass v1 ein 1-Knoten ist. Es gilt

r0,1,0,0 = c(v1) + min{r′′0,0,0,0, r
′′
0,0,1,0, r

′′
0,1,0,0, r

′′
0,1,1,0}

und somit R0,1,0,0 = {v1} ∪ Rm, wobei Rm die Menge mit kleinstem Gewicht aus

der Menge {R′′
0,0,0,0, R

′′
0,0,1,0, R

′′
0,1,0,0, R

′′
0,1,1,0} ist.

In R0,1,1,0 gibt es einen |R0,1,1,0|-Knoten in G2. Daher gilt

r0,1,1,0 = c(v1) + min{r′′0,0,0,1, r
′′
0,0,1,1, r

′′
0,1,0,1, r

′′
0,1,1,1}

und somit R0,1,1,0 = {v1} ∪ Rm, wobei Rm die Menge mit kleinstem Gewicht aus

der Menge {R′′
0,0,0,1, R

′′
0,0,1,1, R

′′
0,1,0,1, R

′′
0,1,1,1} ist.

In R1,0,c,d ist v1 kein Ankerknoten, da ansonsten v1 ein 1-Knoten ist ∀ c, d. Daraus

folgt

• r1,0,0,0 = r′′0,0,0,0 und somit R1,0,0,0 = R′′
0,0,0,0,

• r1,0,0,1 = r′′0,0,0,1 und somit R1,0,0,1 = R′′
0,0,0,1,

• r1,0,1,0 = r′′0,0,1,0 und somit R1,0,1,0 = R′′
0,0,1,0,

• r1,0,1,1 = r′′0,0,1,1 und somit R1,0,1,1 = R′′
0,0,1,1.

Siehe Tabelle 5.2.

1. Seien G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) zwei Co-Graphen mit |V1| ≥ 2 und |V2| ≥ 2

und G = G1 ∪G2. Sei R
′
a,b,c,d eine kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge

für G1 und R′′
a,b,c,d eine kleinste gewichtete 2-adjazent trennende Menge für G2,

a, b, c, d ∈ {0,1}. Seien r′a,b,c,d und r′′a,b,c,d die entsprechenden Gewichte.
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5.2 Algorithmus

Es gilt Ra,b,c,1 = undefined und Ra,b,1,d = undefined, und somit ra,b,c,1 = ∞

und ra,b,1,d = ∞, da G1 und G2 jeweils mindestens zwei Ankerknoten aus jeder

2-adjazent trennenden Menge für G enthalten, ∀ a, b, c, d.

Es bleiben noch die drei Mengen R0,0,0,0, R0,1,0,0, R1,0,0,0 zu betrachten. Es gilt

• r0,0,0,0 = min{r′0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} + min{r′′0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} und somit

R0,0,0,0 = R′
m ∪ R′′

m, wobei R′
m die Menge mit kleinstem Gewicht aus der

Menge {R′
0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist und R′′

m die Menge mit kleinstem Gewicht

aus der Menge {R′′
0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist,

• r0,1,0,0 = min{r′0,0,c,d + r′′0,1,c′,d′ , r
′
0,1,c,d + r′′0,0,c′,d′ , r

′
0,1,c,d + r′′0,1,c′,d′ | c, d, c

′, d′ ∈

{0,1}} und somitR0,1,0,0 = min{R′
m0

∪R′′
m1

, R′
m1

∪R′′
m0

, R′
m1

∪R′′
m1

}, wobeiR′
m0

die Menge mit kleinstem Gewicht aus der Menge {R′
0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist,

R′
m1

die Menge mit kleinstem Gewicht aus der Menge {R′
0,1,c,d | c, d ∈ {0,1}}

ist, R′′
m0

die Menge mit kleinstem Gewicht aus der Menge {R′′
0,0,c,d | c, d ∈

{0,1}} ist und R′′
m1

die Menge mit kleinstem Gewicht aus der Menge

{R′′
0,1,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist,

• r1,0,0,0 = min{r′1,0,c,d + r′′0,0,c′,d′ , r
′
0,0,c,d + r′′1,0,c′,d′ | c, d, c

′, d′ ∈ {0,1}} und somit

R1,0,0,0 = min{R′
m1

∪ R′′
m0

, R′
m0

∪ R′′
m1

}, wobei R′
m0

die Menge mit kleins-

tem Gewicht aus der Menge {R′
0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist, R′

m1
die Menge mit

kleinstem Gewicht aus der Menge {R′
1,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist, R′′

m0
die Menge

mit kleinstem Gewicht aus der Menge {R′′
0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist und R′′

m1
die

Menge mit kleinstem Gewicht aus der Menge {R′′
1,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} ist.

Siehe Tabelle 5.3.

Für jeden Knoten des Co-Baums T können die 12 kleinsten gewichteten 2-adjazent-

trennenden Mengen für die entsprechenden Teilgraphen von G in einer konstanten Anzahl

von Schritten berechnet werden. Da die Anzahl der Knoten in T linear zur Anzahl der

Knoten des Co-Graphen ist, ist die Laufzeit des vorgestellten Algorithmus linear in der

Anzahl der Knoten im Co-Graphen. �
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5 Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Co-Graphen

G1 = ({v1}, ∅) ∪ G2 = ({v2}, ∅)

r0,0,0,0 ∞

r0,0,0,1 ∞

r0,0,1,0 ∞

r0,0,1,1 ∞

r0,1,0,0 ∞

r0,1,0,1 ∞

r0,1,1,0 c(v1) + c(v2)

r0,1,1,1 ∞

r1,0,0,0 ∞

r1,0,0,1 ∞

r1,0,1,0 ∞

r1,0,1,1 ∞

r1,1,0,0 ∞

r1,1,0,1 ∞

r1,1,1,0 ∞

r1,1,1,1 ∞

Tab. 5.1: Berechnung von ra,b,c,d für die Vereinigung zweier isolierter Knoten

G1 = ({v1}, ∅) ∪ G2 = (V2, E2)

r0,0,0,0 ∞

r0,0,0,1 ∞

r0,0,1,0 ∞

r0,0,1,1 ∞

r0,1,0,0 c(v1) + min



















r′′0,0,0,0,

r′′0,0,1,0,

r′′0,1,0,0,

r′′0,1,1,0



















r0,1,0,1 ∞

r0,1,1,0 c(v1) + min



















r′′0,0,0,1,

r′′0,0,1,1,

r′′0,1,0,1,

r′′0,1,1,1



















r0,1,1,1 ∞

r1,0,0,0 r′′0,0,0,0
r1,0,0,1 r′′0,0,0,1
r1,0,1,0 r′′0,0,1,0
r1,0,1,1 r′′0,0,1,1
r1,1,0,0 ∞

r1,1,0,1 ∞

r1,1,1,0 ∞

r1,1,1,1 ∞

Tab. 5.2: Berechnung von ra,b,c,d für die Vereinigung eines isolierten Knotens und eines Co-
Graphen mit mindestens zwei Knoten
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G1 = (V1, E1) ∪ G2 = (V2, E2)

r0,0,0,0 min{r′0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}} + min{r′′0,0,c,d | c, d ∈ {0,1}}

r0,0,0,1 ∞

r0,0,1,0 ∞

r0,0,1,1 ∞

r0,1,0,0 min











r′0,0,c,d + r′′0,1,c′,d′ ,

r′0,1,c,d + r′′0,0,c′,d′ ,

r′0,1,c,d + r′′0,1,c′,d′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c, d, c′, d′ ∈ {0,1}











r0,1,0,1 ∞

r0,1,1,0 c(v1) + c(v2)

r0,1,1,1 ∞

r1,0,0,0 min

{

r′1,0,c,d + r′′0,0,c′,d′ ,

r′0,0,c,d + r′′1,0,c′,d′

∣

∣

∣

∣

∣

c, d, c′, d′ ∈ {0,1}

}

r1,0,0,1 ∞

r1,0,1,0 ∞

r1,0,1,1 ∞

r1,1,0,0 ∞

r1,1,0,1 ∞

r1,1,1,0 ∞

r1,1,1,1 ∞

Tab. 5.3: Berechnung von ra,b,c,d für die Vereinigung zweier Co-Graphen mit mindestens zwei
Knoten
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6 Die lokale metrische Dimension planarer

Graphen

Dı́az et al. zeigten in [48] die NP-Vollständigkeit der metrischen Dimension für planare

Graphen. In dem Beweis wird von der NP-vollständigen 3-SAT-Variante 1-Negative

Planar 3-SAT reduziert. Es folgt eine kurze Beweisskizze. In 1-Negative Planar

3-SAT kommt jede Variable in der Klauselmenge genau einmal negativ und ein- oder

zweimal positiv vor. Jede Klausel enthält zwei oder drei verschiedene Variablen. Wenn

eine Klausel drei verschiedene Variablen enthält, ist genau eine Variable negativ. Der

Klausel-Variablen-Graph ist planar. In der Reduktion wird in dem Klausel-Variablen-

Graphen jeder Klauselknoten durch ein Klauselgadget und jeder Variablenknoten durch

ein Variablengadget so ersetzt, dass die Planarität erhalten bleibt. Anschließend wird

gezeigt, dass der Klausel-Variablen-Graph genau dann die metrische Dimension 4 ·n hat,

wobei n die Anzahl der Variablen ist, wenn eine erfüllende Belegung für die Instanz

existiert.

Im Folgenden wird erläutert, wie das Vorgehen aus [48] erweitert werden kann, um die

NP-Vollständigkeit der lokalen metrischen Dimension von planaren Graphen zu zeigen.

6.1 Definitionen und Problemstellung

Definition 6.1.1. Sei X eine Menge von Variablen. Ein Literal ist eine Variable x ∈

X (positives Literal) oder die Negation ¬x einer Variable x ∈ X (negatives Literal).

Eine Klausel c ist eine Menge von Literalen. Eine Belegung für X ist eine Abbildung

t : X −→ {True, False}. Eine Klausel c wird von einer Belegung t für X erfüllt, wenn

c mindestens ein Literal enthält, dass mit True belegt ist. Eine Menge von Klauseln über

X ist erfüllbar, wenn es eine Belegung t für X gibt, die jede Klausel erfüllt.

Definition 6.1.2 (Klausel-Variablen-Graph). Sei F = (X,C), wobei X eine Menge von

Variablen und C eine Menge von Klauseln ist. Der Klausel-Variablen-Graph GF ist der

Graph (X ∪ C, {{x, c} | x ∈ X, c ∈ C, x ∈ c ∨ ¬x ∈ c}).
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6 Die lokale metrische Dimension planarer Graphen

1-Negative Planar 3-SAT

Gegeben: F = (X,C), wobei X eine Menge von Varia-

blen und C eine Menge von Klauseln ist, so-

dass

1. jede Klausel zwei oder drei verschiedene

Literale enthält,

2. jede Variable genau einmal negativ und

ein- oder zweimal positiv vorkommt,

3. jede Klausel, die drei verschiedene Lite-

rale enthält, genau eine negative Variable

enthält,

4. der Klausel-Variablen-Graph GF planar

ist.

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen, die alle

Klauseln in C erfüllt?

Theorem 6.1.3. 1-Negative Planar 3-SAT ist NP-Vollständig [48].

6.2 Planare Lokale Metrische Dimension ist NP-vollständig

Planare Lokale Metrische Dimension

Gegeben: Ein planarer Graph G = (V,E) und eine Zahl

k ∈ N.

Frage: Ist ldim(G) ≤ k?

Theorem 6.2.1. Planare Lokale Metrische Dimension ist NP-vollständig.

Beweis Wir erweitern die Beweisidee in [48] und geben eine Reduktion von 1-Negative

Planar 3-SAT an.
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6.2 Planare Lokale Metrische Dimension ist NP-vollständig

w1 w2

A1

B1
B2

A2

A3

B3

A4

B4

Abb. 6.1: Klauselgadget gc

T1

T2

F

N1

N2

A3' B3'

A1'B1' A2' B2'

x1

x1'

x2

x2'

x3

x3'

Abb. 6.2: Variablengadget gx

Sei gc das Klauselgadget in Abbildung 6.1 und gx das Variablengadget in Abbildung

6.2. Die beiden Knotenpaare A′
1, B

′
1 und A′

2, B
′
2 des Variablengadgets nennen wir True-

Ausgänge. Das Knotenpaar A′
3, B

′
3 des Variablengadgets nennen wie False-Ausgang. Die

Knotenpaare A1, B1, A2, B2, A3, B3, A4, B4 eines Klauselgadgets nennen wir Klausel-

eingänge. Sei F = (X,C) eine 1-Negative Planar 3-SAT-Instanz. Wir erzeugen eine

Planare Lokale Metrische Dimension-Instanz HF , indem wir in dem Klausel-

Variablen-Graphen GF jeden Klauselknoten c durch ein Klauselgadget gc, jeden Va-

riablenknoten x durch ein Variablengadget gx, jede Kante {x, c} durch zwei Kanten

{A′
i, Aj}, {B

′
i, Bj}, i ∈ {1, 2,3}, j ∈ {1,2,3,4}, ersetzen und anschließend Kantenkontrak-

tionen durchführen. Um zu zeigen, dass HF planar ist, geben wir eine planare Einbettung

an. Dazu bestimmen wir eine planaren Einbettung von GF und führen die beschriebenen

Ersetzungen so durch, dass die Planarität erhalten bleibt.

Sei ϕ(GF ) eine planare Einbettung von GF . Eine solche Einbettung kann in linearer Zeit

gefunden werden [95]. Wir ersetzen in ϕ(GF ) jeden Klauselknoten durch ein Klauselgad-

get und betten es wie in Abbildung 6.1 dargestellt ein. Wir ersetzen jeden Variablenknoten

durch ein Variablengadget, betten es wie in Abbildung 6.2 dargestellt ein und orientieren

es wie folgt: Sei x eine Variable und c eine Klausel, sodass x in c als negatives Literal

vorkommt. Dann wird das Variablengadget für x so rotiert, dass der False-Ausgang in die

Richtung des Klauselgadgets für c zeigt (d.h. wir rotieren das Variablengadget so, dass

die euklidische Distanz von dem Knoten A′
3 in dem Variablengadget zum Schwerpunkt

des Klauselgadgets minimal ist). Da die Klausel- und Variablengadgets planar sind, ist

auch der Graph mit den beschriebenen Ersetzungen planar. Es fehlt noch zu zeigen,
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6 Die lokale metrische Dimension planarer Graphen

dass die Gadgets in geeigneter Weise durch Kanten verbunden werden können, ohne die

Planarität zu zerstören. Jede Kante e = {x, c} in GF wird ersetzt durch zwei Kanten

ae = {A′
i, Aj} und be = {B′

i, Bj}, i ∈ {1,2,3}, j ∈ {1,2,3,4}, die einen True- bzw. False-

Ausgang eines Variablengadgets mit einem Klauseleingang verbinden. Dabei soll für alle

Kanten e1, e2 gelten, dass ae1 ∩ae2 = ∅ und be1 ∩ be2 = ∅. Da jede Kante e in E(GF ) ohne

Kantenkreuzung eingebettet ist, können die Kanten ae und be genau dann kreuzungsfrei

eingebettet werden, wenn es eine Einbettung gibt, in der sich ae und be gegenseitig nicht

kreuzen.

Wir ersetzen zuerst die Kanten e = {x, c}, sodass x als positives Literal in c vorkommt.

Ist i = 1, so ist eine kreuzungsfreie Einbettung von ae und be genau dann möglich,

wenn j = 1 oder j = 3. Ist i = 2, so ist eine kreuzungsfreie Einbettung von ae und be

genau dann möglich, wenn j = 2 oder j = 4. Da jede Klausel höchstens zwei positive

Literale enthält und für jeden True-Ausgang zwei Klauseleingänge existieren, die eine

kreuzungsfreie Einbettung von ae und be erlauben, können alle Kanten e, sodass x als

positives Literal in c vorkommt, geeignet durch zwei Kanten ae, be ersetzt werden, ohne

die Planarität zu zerstören.

Es bleibt zu zeigen, dass auch die Kanten e = {x, c}, sodass x als negatives Literal in

c vorkommt, geeignet durch zwei Kanten ae, be ersetzt werden können. Ist i = 3, so ist

eine kreuzungsfreie Einbettung von ae und be genau dann möglich, wenn j = 1 oder

j = 3. Sind beide Klauseleingänge A1, B1 und A3, B3 bereits mit True-Ausgängen von

Variablengadgets verbunden, so spiegeln wir das Variablengadget an der Geraden durch

die Knoten T1, A
′
3 und ersetzen alle Kanten {A′

1, Aj}, {B
′
1, Bj} durch {A′

2, Aj}, {B
′
2, Bj}

und alle Kanten {A′
2, Aj}, {B

′
2, Bj} durch {A′

1, Aj}, {B
′
1, Bj}, j ∈ {1,2,3,4}. Durch die

Kantenersetzungen bleibt die Einbettung nach der Spiegelung planar. In dem gespiegelten

Variablengadget ist eine kreuzungsfreie Einbettung der Kanten ae und be für i = 3

möglich, wenn j = 2 oder j = 4 ist.

Abschließend kontrahieren wir alle Kanten {A′
i, Aj} und {B′

i, Bj}, i ∈ {1,2,3}, j ∈

{1,2,3,4}, zu einem Knoten Ai bzw. Bi. Der so konstruierte planare Graph HF ist unsere

Planare Lokale Metrische Dimension-Instanz. Die Abbildungen 6.3 - 6.6 zeigen die

Konstruktion an einem Beispiel. Abbildung 6.3 zeigt den Klausel-Variablen-Graphen GF

für F = {c1 = {¬x1, x2, x5}, c2 = {x1,¬x2, x3}, c3 = {x2,¬x3, x4}, c4 = {x3,¬x4, x5}}

mit X = {x1, . . . , x5} und C = {c1, . . . , c4}. Abbildung 6.4 zeigt den Graphen HF oh-

ne Kanten, der dadurch entsteht, dass die Klausel- und Variantenknoten durch Klausel-

und Variablengadgets ersetzt werden. Abbildung 6.5 zeigt den Graphen HF mit den

True-Kanten und Abbildung 6.6 zeigt den finalen Graphen HF .

In jeder lokal trennenden Menge für HF ist einer der Knoten x1, x
′
1, einer der Kno-

ten x2, x
′
2 und einer der Knoten x3, x

′
3 aus jedem Variablengadget enthalten, da diese
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C1 C2 C3 C4

X3
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X1
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Abb. 6.3: Die Abbildung zeigt den Klausel-Variablen-Graphen GF für F = {c1 =
{¬x1, x2, x5}, c2 = {x1,¬x2, x3}, c3 = {x2,¬x3, x4}, c4 = {x3,¬x4, x5}}
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Abb. 6.4: Die Abbildung zeigt den Graphen HF ohne Kanten, der dadurch entsteht, dass
die Klausel- und Variantenknoten in dem Graphen 6.3 durch die entsprechenden Klausel- und
Variablengadgets ersetzt werden. Die False-Ausgänge der Variablengadgets sind in Richtung der
Klauselgadgets rotiert, in denen die Variable negiert vorkommt.
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Abb. 6.5: Die Abbildung zeigt den Graphen HF aus Abbildung 6.4 nach dem Einfügen der
True-Kanten.
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Abb. 6.6: Die Abbildung zeigt den Graphen HF aus Abbildung 6.5 nach dem Einfügen der False-
Kanten. Da in der Klausel c1 die beiden Eingänge A1, B1 und A3, B3 bereits mit True-Ausgängen
von Variablengadgets verbunden sind, wird das Variablengadget der Variable x1 gespiegelt.
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Knotenpaare jeweils die gleiche Nachbarschaft besitzen und von keinem anderen Kno-

ten getrennt werden können. Diese Ankerknoten nennen wir fixe Ankerknoten. Es folgt

ldim(HF ) ≥ 3 · n, wobei n die Anzahl der Variablen ist. Die fixen Ankerknoten tren-

nen jedes benachbarte Knotenpaar im eigenen Variablengadget, bis auf das Knotenpaar

T1, T2, und jedes benachbarte Knotenpaar in einem benachbarten Klauselgadget, bis auf

das Knotenpaar w1, w2. Das Knotenpaar T1, T2 hat zu den Knoten A1, B1, A2, B2, A3, B3

und somit auch zu jedem Knoten in einem Klauselgadget oder einem anderen Varia-

blengadget die gleiche Distanz. Daher können T1, T2 nur von einem Knoten im eigenen

Variablengadget, und zwar von einem der Knoten T1, T2, N1, N2, F , getrennt werden.

Daraus folgt, dass ldim(HF ) ≥ 4 · n. Wir zeigen, dass ldim(HF ) = 4 · n genau dann,

wenn es eine erfüllende Belegung für F gibt.

”
⇐“: Sei eine erfüllende Belegung für F gegeben. Wir zeigen, dass ldim(HF ) = 4 · n

ist. Konstruiere HF wie beschrieben. In jedem Variablengadget in HF wählen wir die

drei fixen Ankerknoten. Zusätzlich wählen wir den Knoten T1, wenn die entsprechende

Variable mit True belegt ist und den Knoten F , wenn die entsprechende Variable mit

False belegt ist. Aus den vorangegangenen Überlegungen ergibt sich, dass jedes benach-

barte Knotenpaar in einem Variablengadget und jedes benachbarte Knotenpaar in einem

Klauselgadget, bis auf das Paar w1, w2, getrennt wird. Es ist also noch zu zeigen, dass

auch das Knotenpaar w1, w2 getrennt wird. Das Knotenpaar w1, w2 wird genau dann von

dem Knoten T1 eines benachbarten Variablengadgets gx getrennt, wenn einer der beiden

True-Ausgänge von gx mit einem Eingang des Klauselgadgets verbunden wurde und es

wird genau dann von dem Knoten F eines benachbarten Variablengadgets gx getrennt,

wenn der False-Ausgang von gx mit einem Eingang des Klauselgadgets verbunden wurde.

Daher trennt der Knoten T1 bzw. F in dem Variablengadget der Variable, die die Klau-

sel erfüllt, das Knotenpaar w1, w2. Da in jedem Variablengadget vier trennende Knoten

gewählt wurden, ist ldim(HF ) = 4 · n.

”
⇒“: Sei ldim(HF ) = 4 · n. Wir konstruieren eine erfüllende Belegung für F . In jedem

Variablengadget ist einer der Knoten T1, T2, N1, N2, F ein Ankerknoten. Ist T1 oder T2 ein

Ankerknoten, so wird die entsprechende Variable mit True belegt. Ist F ein Ankerknoten,

so wird die entsprechende Variable mit False belegt. Sind N1 oder N2 Ankerknoten, so

wird die entsprechende Variable entweder mit True oder mit False belegt. Diese Bele-

gung ist genau dann erfüllend, wenn es für jedes Knotenpaar w1, w2 eines Klauselgadgets

einen Ankerknoten in einem benachbarten Variablengadget gibt, das w1, w2 trennt. Of-

fensichtlich trennt weder N1, noch N2 das Knotenpaar w1, w2 in einem benachbarten

Klauselgadget. Zu zeigen ist also, dass das Knotenpaar w1, w2 auch nicht durch einen

Ankerknoten in einem Variablengadget, das nicht benachbart ist, getrennt wird. Das

Knotenpaar w1, w2 wird genau dann von einem Ankerknoten r getrennt, wenn es keinen

kürzesten Weg von r nach w1 oder w2 gibt, der einen Knoten Bj , j ∈ {1,2,3,4}, aus dem

eigenen Klauselgadget enthält. Ein kürzester Weg von einem Ankerknoten aus einem
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6 Die lokale metrische Dimension planarer Graphen

nicht benachbarten Variablengadget enthält Knoten aus mindestens zwei verschiedenen

Variablen- und Klauselgadgets, d.h. ein kürzester Weg von einem Ankerknoten aus einem

nicht benachbarten Variablengadget
”
durchläuft“ mindestens zwei Variablen- und Klau-

selgadgets. Für das Durchlaufen eines Klauselgadgets gilt: Es gibt einen kürzesten Weg

durch das Klauselgadget, der einen Knoten Bj enthält. Für das Durchlaufen eins Va-

riablengadgets gilt: Wenn das Variablengadget durch einen Knoten Bj ”
betreten“ wird,

wird das Variablengadget auch durch einen Knoten Bi, i 6= j,
”
verlassen“. Daraus folgt,

dass es für jeden Ankerknoten einen kürzesten Weg zu einem Knotenpaar w1, w2 eines

nicht benachbarten Klauselgadgets gibt, der einen Knoten Bj des entsprechenden Klau-

selgadgets enthält und somit w1, w2 nicht trennt. �
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7 Gewichtete und fehlertolerante metrische

Dimension von Sonnengraphen

Dieses Kapitel behandelt die Graphklasse der sogenannten Sonnengraphen. Im ersten Teil

untersuchen wir die gewichtete metrische Dimension von Sonnengraphen. Auch Epstein

et al. haben sich mit diesem Problem beschäftigt, allerdings unter der Bezeichnung
”
hairy

cycle“. In [51] stellen sie einen Algorithmus mit einer Laufzeit aus O(|V |4) zur Bestim-

mung der gewichteten metrischen Dimension von Sonnengraphen vor. Wir verbessern

dieses Ergebnis, indem wir einen Algorithmus mit einer Laufzeit aus O(|V |2) angeben.

Im zweiten Teil dieses Kapitel untersuchen wir die fehlertolerante metrische Dimension

von Sonnengraphen und stellen einen Linearzeitalgorithmus für ihre Berechnung vor.

7.1 Die gewichtete metrische Dimension von Sonnengraphen

7.1.1 Definitionen und Ergebnisse

Notation 7.1.1. Für eine natürliche Zahl n ∈ N definieren wir die Abbildungen

⊕n : {1, . . . , n}2 −→ {1, . . . , n}, (i, j) 7→ (i+ j − 1 mod n) + 1

⊖n : {1, . . . , n}2 −→ {1, . . . , n}, (i, j) 7→ (i− j − 1 mod n) + 1

Ist n aus dem Kontext bekannt, schreiben wir kurz i ⊕ j bzw. i ⊖ j, statt ⊕n(i, j) bzw.

⊖n(i, j).

Definition 7.1.2 (Sonnengraph). Ein Sonnengraph Sm1,m2,...,mn mit n,m1,m2, . . . ,mn ∈

N, n ≥ 3, ist der Graph (V,E) mit der Knotenmenge

V = {v1,1, v1,2, . . . , v1,m1
, v2,1, v2,2, . . . , v2,m2

, . . . , vn,1, vn,2, . . . , vn,mn}

und der Kantenmenge

E = {{vi,1, vi⊕1,1} | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {{vi,j , vi,j+1 | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < mi}}
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7 Gewichtete und fehlertolerante metrische Dimension von Sonnengraphen

Die Knoten v1,1, v2,1, . . . , vn,1 induzieren einen Kreis und heißen Kreisknoten. Die Kno-

ten vi,2, vi,3, . . . , vi,mi
induzieren einen Weg mit mi−1 Knoten, den wir Leg (am Knoten

vi,1) nennen. Diese Knoten heißen Legknoten (am Knoten vi,1).

Sei im Folgenden S := Sm1,m2,...,mn , mit n,m1,m2, . . . ,mn ∈ N, n ≥ 3.

Lemma 7.1.3. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und sei R ⊆ V eine kleinste trennende

Menge für S. Dann gilt ∄ i ∈ {1, . . . , n} : vi,j ∈ R ∧ vi,j′ ∈ R, j, j′ ∈ {1, . . . ,mi}, j 6= j′

[51].

In einer kleinsten trennenden Menge für einen Sonnengraphen S gibt es keine zwei tren-

nenden Knoten, die auf demselben Leg liegen. Dieses Lemma gilt auch für eine kleinste

gewichtete trennende Menge [51].

Lemma 7.1.4. [93] Sei S ein Sonnengraph.

1. Es gibt keine trennende Menge für S mit genau einem Knoten.

2. Für n = 4 gibt es eine trennende Menge für S mit zwei Knoten.

3. Für m1 = m2 = . . . = mn = 1 gibt es eine trennende Menge für S mit zwei Knoten.

4. Für ein ungerades n gibt es eine trennende Menge für S mit zwei Knoten.

5. Für ein gerades n gibt es eine trennende Menge für S mit drei Knoten.

6. Für ein gerades n mit m1,m2, . . . ,mn > 1 gibt es keine trennende Menge für S mit

zwei Knoten.

7.1.2 Analyse der Trenneigenschaften eines Knotens

Notation 7.1.5. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ ∈ V , i ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈

{1, . . . ,mi}. Sei

L(vi,i′) =

{

{vp,p′ , vq,q′}

∣

∣

∣

∣

∣

d(vi,i′ , vp,p′) = d(vi,i′ , vq,q′),

p, q ∈ {1, . . . , n}, p′ ∈ {2, . . . ,mp}, q
′ ∈ {2, . . . ,mq}

}

die Menge der Legknotenpaare, die von vi,i′ nicht getrennt werden. Sei

LK(vi,i′) =

{

{vp,p′ , vq,q′}

∣

∣

∣

∣

∣

d(vi,i′ , vp,p′) = d(vi,i′ , vq,q′),

p, q ∈ {1, . . . , n}, p′ = 1, q′ ∈ {2, . . . ,mq}

}
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Abb. 7.1: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1.
Die Zahlenwerte an den Knoten geben den Abstand zum Knoten v1,1 an. Knoten mit dem glei-
chen Zahlenwert werden nicht von v1,1 getrennt. Diese Knotenpaare sind in der Menge T (v1,1)
enthalten.

die Menge der Knotenpaare, die von vi,i′ nicht getrennt werden, sodass der eine Knoten

ein Legknoten und der andere Knoten ein Kreisknoten ist. Sei

K(vi,i′) =

{

{vp,p′ , vq,q′}

∣

∣

∣

∣

∣

d(vi,i′ , vp,p′) = d(vi,i′ , vq,q′),

p, q ∈ {1, . . . , n}, p′ = q′ = 1

}

die Menge der Kreisknotenpaare, die von vi,i′ nicht getrennt werden. Sei T (vi,i′) =

L(vi,i′) ∪ LK(vi,i′) ∪ K(vi,i′) die Menge der Knotenpaare, die nicht von vi,i′ getrennt

werden. Die Abbildungen 7.1 - 7.4 zeigen jeweils ein Beispiel für diese Mengen.

Lemma 7.1.6. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ , vj,j′ ∈ V , i, j ∈ {1, . . . , n},

i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj}. Sei {vp,p′ , vq,q′} ∈ L(vi,i′), p, q ∈ {1, . . . , n}, p 6= q,

1 < p′ ≤ q′ ≤ mq. Trennt vj,j′ das Knotenpaar {vp,1, vq,q′−p′+1} ∈ LK(vi,i′) ∪ K(vi,i′),

dann trennt vj,j′ auch das Knotenpaar {vp,p′ , vq,q′} ∈ L(vi,i′).

Beweis Wir zeigen: Trennt vj,j′ das Paar {vp,1, vq,q′−p′+1} ∈ LK(vi,i′)∪K(vi,i′) so wird

auch das Paar {vp,p′ , vq,q′} ∈ L(vi,i′) getrennt.

Ist j 6= {p, q}, dann verläuft jeder Weg von vp,p′ zu vj,j′ über vp,1 und jeder Weg von

vq,q′ zu vj,j′ verläuft über vq,q′−p′+1. Da d(vp,p′ , vp,1) = d(vq,q′ , vq,q′−p′+1), trennt vj,j′ das

Knotenpaar {vp,p′ , vq,q′}, wenn es das Paar {vp,1, vq,q′−p′+1} trennt.
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Abb. 7.2: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1. Die
Zahlenwerte an den Knoten geben den Abstand zum Knoten v1,1 an. Die Menge L(v1,1) enthält
die Legknotenpaare, deren Zahlenwerte gleich sind. In S gibt es sieben Legknoten, deren Abstand
zu v1,1 vier ist. Diese Knoten sind in der Abbildung rot markiert. Für diese sieben Knoten enthält
die Menge L(v1,1) 21 Knotenpaare.
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Abb. 7.3: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1. Die
Zahlenwerte an den Knoten geben den Abstand zum Knoten v1,1 an. Die Menge LK(v1,1) enthält
die Leg-Kreis-Knotenpaare, deren Zahlenwerte gleich sind. In S gibt es sieben Legknotenpaare
und zwei Kreisknoten, deren Abstand zu v1,1 vier ist. Diese Knoten sind in der Abbildung rot
markiert. Für diese neun Knoten enthält die Menge LK(v1,1) 14 Knotenpaare.
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Abb. 7.4: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1. Die
Zahlenwerte an den Knoten geben den Abstand zum Knoten v1,1 an. Die Menge K(v1,1) enthält
die Kreisknotenpaare, deren Zahlenwerte gleich sind. In S gibt es je zwei Kreisknoten mit den
Abständen 1,2,3,4 und 5 zu v1,1. Diese Knoten sind in der Abbildung rot markiert. Für diese
Knoten enthält die Menge L(v1,1) genau 5 Knotenpaare.

Ist j = p, so trennt offensichtlich jeder Knoten vj,j′ mit j′ ≥ p′ das Knotenpaar {vp,p′ , vq,q′}.

Ist j′ < p′, dann trennt vj,j′ , da p′ ≤ q′ ist.

Ist j = q, so trennt offensichtlich jeder Knoten vj,j′ mit j′ ≥ q′ das Knotenpaar {vp,p′ , vq,q′}.

Ist j′ < q′, so ist d(vp,p′ , vj,j′) = d(vp,p′ , vp,1)+d(vp,1, vj,j′) 6= d(vp,p′ , vp,1)+d(vq,q′−p′+1, vj,j′)

= d(vq,q′ , vq,q′−p′+1) + d(vq,q′−p′+1, vj,j′) = d(vq,q′ , vj,j′). �

Bemerkung 7.1.7. Für ein Knotenpaar {vp,p′ , vp,q′} ∈ L(vi,i′) gilt i = p. Dann trennt

jeder Knoten vj,j′ mit vj,j′ 6= vi,i′ das Knotenpaar {vp,p′ , vp,q′}.

Lemma 7.1.8. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ , vj,j′ ∈ V , i, j ∈ {1, . . . , n},

i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj}. Der Knoten vj,j′ trennt die Knotenpaare in K(vi,i′)

genau dann, wenn j 6= i und j 6= i⊕ n
2 .

Beweis
”
⇒“: Sei vj,j′ ∈ V ein Knoten, der die Paare in K(vi,i′) trennt. Offensichtlich

ist j 6= i, da ansonsten K(vi,i′) = K(vj,j′). Ist j = i ⊕ n
2 , so ist n gerade und K(vj,j′) =

{{vi⊕n
2
⊕k,1, vi⊕n

2
⊖k,1} | k ∈ {1,2, . . . n2 }} = K(vi,i′).

”
⇐“: Sei j 6= i und j 6= i ⊕ n

2 . Dann trennt offensichtlich jeder Knoten vj,1 die Paare in

K(vvi,i′ ). Da vj,1 trennt, trennt auch jeder Knoten vj,j′ mit j′ > 1. �
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7 Gewichtete und fehlertolerante metrische Dimension von Sonnengraphen

Korollar 7.1.9. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph. Die Menge R = {vi,i′ , vj,j′} ⊆ V ist

eine trennende Menge für S, wenn j 6= i und j 6= i ⊕ n
2 und vj,j′ die Knotenpaare aus

LK(vi,i′) trennt.

Im Folgenden werden die Knotenpaare in LK(vi,i′) für ein vi,i′ ∈ V genauer analysiert.

Definition 7.1.10. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph. Für i ∈ {1, . . . , n} sei

NL(i) = {{vi⊖1,1, vi,2}, {vi⊖2,1, vi,3}, . . . , {vi⊖min{⌊n
2
⌋,mi−1},1, vi,1+min{⌊n

2
⌋,mi−1}}}

die Menge der linken Normpaare zur Position i und

NR(i) = {{vi,2, vi⊕1,1}, {vi,3, vi⊕2,1}, . . . , {vi,1+min{⌊n
2
⌋,mi−1}, vi⊕min{⌊n

2
⌋,mi−1},1}}

die Menge der rechten Normpaare zur Position i.

Das Knotenpaar {vi⊖1,1, vi,2} ∈ NL(i) heißt linksprimär (zur Position i). Das Knotenpaar

{vi,2, vi⊕1,1} ∈ NR(i) heißt rechtsprimär (zur Position i).

Sei DL(i) :=

{{vi⊖2,1, vi⊕1,2}, {vi⊖3,1, vi⊕1,3}, . . . , {vi⊖1⊖min{⌊n
2
⌋⊖1,mi⊕1−1},1, vi⊕1,1+min{⌊n

2
⌋⊖1,mi⊕1−1}},

{vi⊖3,1, vi⊕2,2}, {vi⊖4,1, vi⊕2,3}, . . . , {vi⊖2⊖min{⌊n
2
⌋⊖2,mi⊕2−1},1, vi⊕2,1+min{⌊n

2
⌋⊖2,mi⊕2−1}},

. . . ,

{vi⊖⌊n
2
⌋,1, vi⊕(⌊n

2
⌋−1),2}}

die Menge der linken Diagonalpaare zur Position i und sei DR(i) :=

{{vi⊖1,2, vi⊕2,1}, {vi⊖1,3, vi⊕3,1}, . . . , {vi⊖1,1+min{⌊n
2
⌋⊖1,mi⊖1−1}, vi⊕1⊕min{⌊n

2
⌋⊖1,mi⊖1−1},1},

{vi⊖2,2, vi⊕3,1}, {vi⊖2,3, vi⊕4,1}, . . . , {vi⊖2,1+min{⌊n
2
⌋⊖2,mi⊖2−1}, vi⊕2⊕min{⌊n

2
⌋⊖2,mi⊖2−1},1},

. . . ,

{vi⊖(⌊n
2
⌋+1),2, vi⊕⌊n

2
⌋,1}}

die Menge der rechten Diagonalpaare zur Position i.

Die Abbildungen 7.5 - 7.8 veranschaulichen diese Definitionen anhand eines Beispiels für

jede der oben definierten Mengen.
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Abb. 7.5: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1. Die
rot markierten Knoten mit gleichem Zahlenwert sind die Knotenpaare aus der Menge NL(1).
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Abb. 7.6: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1. Die
rot markierten Knoten mit gleichem Zahlenwert sind die Knotenpaare aus der Menge NR(1).
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Abb. 7.7: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1.
Die Knoten mit gleichem Zahlenwert und gleicher farblicher Markierung sind die Knotenpaare
aus der Menge DL(1). Die farbigen Punkte an einem Knoten bedeuten eine mehrfache farbliche
Markierung des entsprechenden Knotens.
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Abb. 7.8: Die Abbildung zeigt den Sonnengraphen S mit den 12 Kreisknoten v1,1, . . . , v12,1.
Die Knoten mit gleichem Zahlenwert und gleicher farblicher Markierung sind die Knotenpaare
aus der Menge DR(1). Die farbigen Punkte an einem Knoten bedeuten eine mehrfache farbliche
Markierung des entsprechenden Knotens.
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7.1 Die gewichtete metrische Dimension von Sonnengraphen

Lemma 7.1.11. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ ∈ V , i ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈

{1, . . . ,mi}.

1. Ist i′ = 1, so ist

LK(vi,i′) = NL(i) ∪ NL(i⊖ 1) ∪ . . . ∪ NL(i⊖ (⌊
n

2
⌋+ 1))∪

NR(i) ∪ NR(i⊕ 1) ∪ . . . ∪ NR(i⊕ (⌊
n

2
⌋ − 1))∪

DL(i) ∪ DR(i).

2. Ist i′ > 1, so ist

LK(vi,i′) = NL(i⊖ 1) ∪ . . . ∪NL(i⊖ (⌊
n

2
⌋+ 1))∪

NR(i⊕ 1) ∪ . . . ∪NR(i⊕ (⌊
n

2
⌋ − 1))∪

DL(i) ∪DR(i) ∪Q(i),

wobei

Q(i) =































































∅, falls mi − i′ < i′ − 1

{{vi,2i′−1, vi,1},

{vi,2i′ , vi⊖1,1}, {vi,2i′ , vi⊕1,1},

{vi,2i′+1, vi⊖2,1}, {vi,2i′+1, vi⊕2,1},

. . .

{vi,2i′+min{2i′−mi,i⊖⌊n
2
⌋}, vi⊖min{2i′−mi,i⊖⌊n

2
⌋},1},

{vi,2i′+min{2i′−mi,i⊕⌊n
2
⌋}, vi⊕min{2i′−mi,i⊕⌊n

2
⌋},1}}, falls mi − i′ ≥ i′ − 1

Beweis Für die Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) gilt entweder

• p, q ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖ ⌊n2 ⌋}, p
′ = 1, q′ > 1 oder

• p, q ∈ {i, i⊕ 1, . . . , i⊕ ⌊n2 ⌋}, p
′ = 1, q′ > 1 oder

• p ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖ ⌊n2 ⌋}, q ∈ {i, i⊕ 1, . . . , i⊕ ⌊n2 ⌋}, p
′ = 1, q′ > 1 oder

• p ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖ ⌊n2 ⌋}, q ∈ {i, i⊕ 1, . . . , i⊕ ⌊n2 ⌋}, q
′ = 1, p′ > 1.

Sei i′ = 1. Dann sind die Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p, q ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖

⌊n2 ⌋} genau die Knotenpaare in NL(i)∪NL(i⊖1)∪ . . . Nl(i⊖(⌊n2 ⌋+1)), siehe Abbildung

7.9. Analog dazu sind die Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p, q ∈ {i, i⊕1, . . . , i⊕

⌊n2 ⌋} genau die Knotenpaare in NR(i)∪NR(i⊕ 1)∪ . . .∪NR(i⊕ (⌊n2 ⌋− 1)). Abbildung

7.10 zeigt die Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p ∈ {i, i ⊖ 1, . . . , i ⊖ ⌊n2 ⌋}, q ∈
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7 Gewichtete und fehlertolerante metrische Dimension von Sonnengraphen

{i, i⊕1, . . . , i⊕⌊n2 ⌋} und p′ = 1, q′ > 1. Es sind genau die Knotenpaare in DL(i). Analog

dazu sind die Knotenpaare mit q′ = 1 und p′ > 1 in der Menge DL(i) enthalten.

Sei i′ > 1. Dann sind die Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p ∈ {i, i ⊖ 1, . . . , i ⊖

⌊n2 ⌋}, q ∈ {i, i ⊕ 1, . . . , i ⊕ ⌊n2 ⌋} und p′ = 1, q′ > 1 bzw. q′ = 1, p′ > 1 die gleichen

Knotenpaare, wie in dem Fall i′ = 1 und somit ebenfalls genau die Knotenpaare aus

DL(i) bzw. aus DR(i) enthalten, siehe Abbildung 7.11. Die Abbildung 7.12 zeigt die

Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p, q ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖ ⌊n2 ⌋}, p
′ = 1 und q′ > 1.

Alle diese Knotenpaare sind in NL(i ⊖ 1) ∪ . . . ∪ NL(i ⊖ (⌊n2 ⌋ + 1)) ∪ Q(i) enthalten.

Analog dazu sind alle Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p, q ∈ {i, i⊕1, . . . , i⊕⌊n2 ⌋}

in der Menge NR(i⊕ 1) ∪ . . . ∪NR(i⊕ (⌊n2 ⌋ − 1)) ∪Q(i) enthalten. �

Lemma 7.1.12. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vj,j′ ∈ V , j ∈ {1, . . . , n}, j′ ∈

{1, . . . ,mj}.

1. Trennt vj,j′ das linksprimäre Knotenpaar {vi⊖1,1, vi,2} ∈ NL(i), i ∈ {1, . . . , n}, so

trennt vj,j′ jedes Knotenpaar in NL(i).

2. Trennt vj,j′ das rechtsprimäre Knotenpaar {vi,2, vi⊕1,1} ∈ NR(i), i ∈ {1, . . . , n}, so

trennt vj,j′ jedes Knotenpaar in NR(i).

Beweis

1. Sei vj,j′ ein Knoten, der das linksprimäre Knotenpaar {vi⊖1,1, vi,2} ∈ NL(i) trennt.

Dann ist j ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖ ⌊n2 ⌋}. Betrachte den von der Knotenmenge

{vi⊖⌊n
2
⌋,1, . . . , vi⊖1,1, vi,1, vi,2, vi,3, . . . , vi,mi

}

induzierten Weg P . Alle Knotenpaare in NL(i) liegen auf P . Für jedes Knotenpaar

auf P gibt es höchstens einen Knoten in P , der das Knotenpaar nicht trennt. Der

Knoten vi,1 trennt keines der Knotenpaare in NL(i). Liegt vj,j′ also auf dem Weg P

und trennt das Knotenpaar {vi⊖1,1, vi,2}, so werden auch alle übrigen Knotenpaare

in NL(k) getrennt. Liegt vj,j′ nicht auf dem Weg P und trennt das Knotenpaar

{vi⊖1,1, vi,2}, dann liegt vj,j′ auf einem Leg an einem der Knoten aus der Menge

M = {vi⊖⌊n
2
⌋,1, . . . , vi⊖2,1, vi⊖1,1}. Da jeder Kreisknoten in M die Knotenpaare

in NL(i) trennt, trennt auch jeder Legknoten an einem Kreisknoten aus M die

Knotenpaare in NL(i).

2. Analog.
�
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Abb. 7.9: Die Abbildungen zeigen den Sonnengraphen S mit 12 Knoten. Die Zahlenwerte an
den Knoten geben den Abstand zum Knoten vi,i′ = v1,1 an. Die Graphen veranschaulichen
alle Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p, q ∈ {i, i ⊖ 1, . . . , i ⊖ ⌊n

2 ⌋}. Das sind genau die
Knotenpaare aus NL(1) ∪ NL(12) ∪ NL(11) ∪ NL(10) ∪ NL(9) ∪ NL(8).
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Abb. 7.10: Die Abbildungen zeigen den Sonnengraphen S mit 12 Knoten. Die Zahlenwerte an
den Knoten geben den Abstand zum Knoten vi,i′ = v1,1 an. Die Graphen veranschaulichen alle
Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p ∈ {i, i ⊖ 1, . . . , i ⊖ ⌊n

2 ⌋}, q ∈ {i, i ⊕ 1, . . . , i ⊕ ⌊n
2 ⌋}

und p′ = 1, q′ > 1. Das sind genau die Knotenpaare aus DL(i).
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Abb. 7.11: Die Abbildung zeigt zweimal den Sonnengraphen S mit 12 Knoten. Die Zahlenwerte
an den Knoten geben den Abstand zum Knoten vi,i′ = v1,3 an. In dem linken Graphen sind die
Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p ∈ {i, i ⊖ 1, . . . , i ⊖ ⌊n

2 ⌋}, q ∈ {i, i ⊕ 1, . . . , i ⊕ ⌊n
2 ⌋}

und p′ = 1, q′ > 1 und in dem dem rechten Graphen mit q′ = 1, p′ > 1 farblich dargestellt.
Jedes Knotenpaar mit gleicher farblicher Markierung und gleichem Zahlenwert ist in der Menge
LK(vi,i′) enthalten. Die farbigen Punkte an einem Knoten bedeuten eine mehrfache farbliche
Markierung des entsprechenden Knotens. Die Knotenpaare aus LK(vi,i′), die in dem linken Gra-
phen dargestellt sind, sind genau die Knotenpaare aus DL(i) und die Knotenpaare aus LK(vi,i′),
die in dem rechten Graphen dargestellt sind, sind genau die Knotenpaare aus DR(i).

Notation 7.1.13. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ ∈ V , i ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈

{1, . . . ,mi}. Sei

PL(vi,i′) =

{

{{vk⊖1,1, vk,2} | k ∈ {i, i⊖ 1, . . . , i⊖ (⌊n2 ⌋+ 1)}}, falls i′ = 1

{{vk⊖1,1, vk,2} | k ∈ {i⊖ 1, . . . , i⊖ (⌊n2 ⌋+ 1)}} sonst

die Menge aller linksprimären Knotenpaare in LK(vi,i′) und sei

PR(vi,i′) =

{

{{vk,2, vk⊕1,1} | k ∈ {i, i⊕ 1, . . . , i⊕ (⌊n2 ⌋ − 1)}}, falls i′ = 1

{{vk,2, vk⊕1,1} | k ∈ {i⊕ 1, . . . , i⊕ (⌊n2 ⌋ − 1)}} sonst

die Menge aller rechtsprimären Knotenpaare in LK(vi,i′).

Lemma 7.1.14. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ , vj,j′ ∈ V, vi,i′ 6= vj,j′, i, j ∈

{1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj}. Trennt vj,j′ die Knotenpaare in PL(vi,i′) ∪

PR(vi,i′) ∪ DL(i) ∪ DR(i), so trennt vj,j′ alle Knotenpaare in LK(vi,i′).
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Abb. 7.12: Die Abbildungen zeigen den Sonnengraphen S mit 12 Knoten. Die Zahlenwerte
an den Knoten geben den Abstand zum Knoten vi,i′ = v1,3 an. Die Graphen veranschaulichen
alle Knotenpaare {vp,p′ , vq,q′} ∈ LK(vi,i′) mit p, q ∈ {i, i ⊖ 1, . . . , i ⊖ ⌊n

2 ⌋}. Das sind genau die
Knotenpaare aus NL(12) ∪ NL(11) ∪ NL(10) ∪ NL(9) ∪ NL(8) ∪ Q(1).
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7.1 Die gewichtete metrische Dimension von Sonnengraphen

Beweis Sei i′ = 1, dann folgt die Aussage aus Lemma 7.1.12. Ist i′ > 1, dann ist noch

zu zeigen, dass die Knotenpaare aus der Menge Q(i) getrennt werden. Ist mi− i′ < i′−1,

dann ist die Menge Q(i) leer. Ist mi − i′ ≥ i′ − 1, dann ist

Q(i) = {{vi,2i′ , vi,1}, {vi,2i′+1, vi⊖1,1}, {vi,2i′+1, vi⊕1,1},

{vi,2i′+2, vi⊖2,1}, {vi,2i′+2, vi⊕2,1},

. . . ,

{vi,2i′+min{2i′−mi,i⊖⌊n
2
⌋}, vi⊖min{2i′−mi,i⊖⌊n

2
⌋},1},

{vi,2i′+min{2i′−mi,i⊕⌊n
2
⌋}, vi⊕min{2i′−mi,i⊕⌊n

2
⌋},1}}

Offensichtlich trennt jeder Knoten vj,j′ 6= vi,i′ die Knotenpaare in Q(i). �

7.1.3 Eigenschaften einer trennenden Menge mit zwei/drei Ankerknoten

Lemma 7.1.15. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph. Die Menge R = {vi,i′ , vj,j′} ⊆ V ,

j ⊖ i ≤ n
2 , i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j

′ ∈ {1, . . . ,mj}, ist eine trennende

Menge für S genau dann, wenn

1. j 6= i⊕ n
2

2. PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) = ∅

3. PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) = ∅

4. DL(i) ∩DR(j) = ∅

Beweis
”
⇒“: Sei R eine trennende Menge für S. Sei T (vi,i) = L(vi,i′) ∪ LK(vi,i′) ∪

K(vi,i′) die Menge der Knotenpaare, die von vi,i′ nicht getrennt werden und T (vj,j′) =

L(vj,j′)∪LK(vj,j′)∪K(vj,j′) die Menge der Knotenpaare, die von vj,j′ nicht getrennt wer-

den. Da R eine trennende Menge ist, ist T (vi,i′) ∩ T (vj,j′) = ∅. Es gilt PL(vi,i′), PR(vi,i′),

DL(i) ⊆ T (vi,i′) und PL(vj,j′), PR(vj,j′), DL(i) ⊆ T (vj,j′). Daraus folgen die Aussagen

2. - 4. Die erste Aussage folgt aus K(vi,i′) ∩K(vj,j′) = ∅.

”
⇐“: Wir zeigen, dass vj,j′ alle Knotenpaare in T (vi,i) = L(vi,i′) ∪ LK(vi,i′) ∪ K(vi,i′)

trennt, wenn die Aussagen 1. - 4. gelten. Nach Korollar 7.1.9 reicht es zu zeigen, dass

vj,j′ die Knotenpaare in LK(vi,i′) trennt. Nach Lemma 7.1.14 reicht es zu zeigen, dass
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7 Gewichtete und fehlertolerante metrische Dimension von Sonnengraphen

vj,j′ die Knotenpaare in PL(vi,i′) ∪ PR(vi,i′) ∪DL(i) ∪DR(i) trennt, d.h.

T (vj,j′) ∩ (PL(vi,i′) ∪ PR(vi,i′) ∪DL(i) ∪DR(i)) = ∅

⇔ LK(vj,j′) ∩ (PL(vi,i′) ∪ PR(vi,i′) ∪DL(i) ∪DR(i)) = ∅

⇔ (PL(vj,j′) ∪ PR(vj,j′)) ∩ (PL(vi,i′) ∪ PR(vi,i′)) = ∅ ∧

(DL(j) ∪DR(j)) ∩ (DL(i) ∪DR(i)) = ∅

Offensichtlich gilt DL(j) ∩ DL(i) = ∅ und DR(j) ∩ DR(i) = ∅ für alle j 6= i. Daraus

folgt, dass vj,j′ die Knotenpaare in LK(vi,i′) trennt, wenn PL(vj,j′) ∩ PL(vi,i′) = ∅ ∧

PR(vj,j′) ∩ PR(vi,i′) = ∅ ∧ DL(j) ∩ DR(i) = ∅. �

Korollar 7.1.16. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und vi,i′ , vj,j′ ∈ V , i, j ∈ {1, . . . , n},

i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj}, i 6= j 6= i⊕ n

2 , j ⊖ i ≤ n
2 .

1. Für i′ = 1 ist PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) = ∅ ⇔ (mj⊖⌊n
2
⌋⊕1 = mj⊖⌊n

2
⌋⊕2 = . . . = mi = 1).

Für i′ 6= 1 ist PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) = ∅ ⇔ (mj⊖⌊n
2
⌋⊕1 = mj⊖⌊n

2
⌋⊕2 = . . . = mi⊖1 =

1).

2. Für i′ = 1 ist PR(vi,i′)∩PR(vj,j′) = ∅ ⇔ (mi⊕⌊n
2
⌋⊖1 = mi⊕⌊n

2
⌋⊖2 = . . . = mj = 1).

Für i′ = 1 ist PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) = ∅ ⇔ (mi⊕⌊n
2
⌋⊖1 = mi⊕⌊n

2
⌋⊖2 = . . . = mj⊕1 =

1).

3. Dl(i) ∩Dr(j) = ∅ ⇔ n ist ungerade oder (mi⊕1 ≤ n
2 − (j ⊖ i) ∧ mi⊕2 ≤ n

2 − (j ⊖

i) ∧ . . . ∧ mj⊖1 ≤
n
2 − (j ⊖ i)).

Lemma 7.1.17. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph. Sei R′ = {vi,i′ , vj,j′} ⊆ V , i, j ∈

{1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj}, j ⊖ i ≤ n

2 , i 6= j, keine trennende Menge

für S. Die Menge R = R′ ∪ {vk,k′} ⊆ V , k ∈ {j ⊕ 1, j ⊕ 2, . . . , i⊖ 2, i⊖ 1}, i 6= k 6= j, ist

eine trennende Menge für S genau dann, wenn

1. PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) = ∅

2. PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) = ∅

Beweis
”
⇒“: Sei R eine trennende Menge für S. Dann ist T (vi,i′) ∩ T (vj,j′) ∩ T (vk,k′) =

∅. Da PL(vl,l′), PR(vl,l′) ⊆ T (vl,l′), l ∈ {i, j, k}, l′ ∈ {i′, j′, k′}, folgen die Aussagen 1.

und 2.

”
⇐“: Wir zeigen, dass vk,k′ alle Knotenpaare in T (vi,i′) ∩ T (vj,j′) 6= ∅ trennt, wenn die

Aussagen 1. und 2. gelten. T (vi,i′) ∩ T (vj,j′) 6= ∅ ⇔

1. K(vi,i′) ∩K(vj,j′) 6= ∅ oder
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7.1 Die gewichtete metrische Dimension von Sonnengraphen

2. LK(vi,i′) ∩ LK(vj,j′) 6= ∅ oder

3. L(vi,i′) ∩ L(vj,j′) 6= ∅

Ist K(vi,i′) ∩ K(vj,j′) 6= ∅, dann ist j = i ⊕ n
2 . Da i 6= k 6= j, trennt vk,k′ nach Lemma

7.1.8 die Knotenpaare in K(vi,i′) ∩K(vj,j′).

Trennt vk,k′ die Knotenpaare in LK(vi,i′) ∩ LK(vj,j′), dann werden nach Lemma 7.1.6

auch die Knotenpaare L(vi,i′) ∩ L(vj,j′) getrennt. Wir zeigen daher: Wenn

1. PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) = ∅ und

2. PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) = ∅,

dann trennt vk,k′ die Knotenpaare in LK(vi,i′) ∩ LK(vj,j′). Nach Lemma 7.1.14 reicht

es zu zeigen, dass vk,k′ die Knotenpaare in (PL(vi,i′) ∪ PR(vi,i′) ∪ DL(i) ∪ DR(i)) ∩

(PL(vj,j′) ∪ PR(vj,j′) ∪ DL(j) ∪ DR(j)) trennt. Nach der gleichen Argumentation wie

im Beweis von Lemma 7.1.15 folgt, dass vk,k′ die Knotenpaare in LK(vi,i′) ∩ LK(vj,j′)

trennt, wenn

1. PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) = ∅

2. PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) = ∅ �

Korollar 7.1.18. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph. Seien vi,i′ , vj,j′ , vk,k′ ∈ V , i, j ∈

{1, . . . , n}, k ∈ {j ⊕ 1, j ⊕ 2, . . . , i⊖ 2, i⊖ 1}, j ⊖ i ≤ n
2 , i 6= j 6= k 6= i, i′ ∈ {1, . . . ,mi},

j′ ∈ {1, . . . ,mj}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}.

1. Ist k ∈ {i⊕⌊n2 ⌋, i⊕⌊n2 ⌋⊕1, . . . , j⊖⌊n2 ⌋−1, j⊖⌊n2 ⌋}, dann ist PL(vi,i′)∩PL(vj,j′)∩

PL(vk,k′) = ∅ und PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) = ∅.

2. Ist k ∈ {j ⊕ 1, j ⊕ 2, . . . , i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1}, dann ist

PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) = ∅

⇔

{

mk = mk⊕1 = . . . = mi⊕⌊n
2
⌋⊖1 = 1, falls k′ = 1

mk⊕1 = . . . = mi⊕⌊n
2
⌋⊖1 = 1 sonst

und

PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) = ∅

⇔

{

mk⊖⌊n
2
⌋⊕1 = mk⊖⌊n

2
⌋⊕2 = . . . = mi = 1, falls i′ = 1

mk⊖⌊n
2
⌋⊕1 = mk⊖⌊n

2
⌋⊕2 = . . . = mi⊖1 = 1 sonst

.
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3. Ist k ∈ {i⊖ 1, i⊖ 2, . . . , j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1}, dann ist

PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) = ∅

⇔

{

mk = mk⊖1 = . . . = mj⊖⌊n
2
⌋⊕1 = 1, falls k′ = 1

mk⊖1 = . . . = mj⊖⌊n
2
⌋⊕1 = 1 sonst

und

PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) = ∅

⇔

{

mk⊕⌊n
2
⌋⊖1 = mk⊕⌊n

2
⌋⊖2 = . . . = mj = 1, falls j′ = 1

mk⊕⌊n
2
⌋⊖1 = mk⊕⌊n

2
⌋⊖2 = . . . = mj⊕1 = 1 sonst

.

4. Ist k ∈ {i, i⊕ 1, . . . , j ⊖ 1, j}, dann ist

PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) 6= ∅.

Bemerkung 7.1.19. Aus Korollar 7.1.18, 1., folgt, dass für R = {vi,i′ , vj,j′} ⊆ V mit

j = i ⊕ ⌊n2 ⌋, i, j ∈ {1, . . . , n}, die Menge R ∪ {vk,k′} für ein vk,k′ ∈ V, k ∈ {1, . . . , n} \

{i, i⊕ ⌊n2 ⌋}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}, eine trennende Menge für S ist.

7.1.4 Berechnung einer trennenden Menge mit zwei/drei Ankerknoten

Lemma 7.1.20. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph, mdim(S) = 2 und c : V −→ R+ eine

Knotengewichtsfunktion. Eine trennende Menge R = {vi,i′ , vj,j′} mit kleinstem Gewicht

kann in O(|V |2) Schritten berechnet werden, i, j ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j′ ∈

{1, . . . , j′}.

Beweis Um die Menge R zu berechnen, testen wir für jedes Knotenpaar vi,i′ , vj,j′ ∈ V ,

ob die Bedingungen in Korollar 7.1.16 erfüllt werden. Wir zeigen, dass diese Überprüfung

in einer konstanten Anzahl von Schritten erfolgt. Daraus folgt die Behauptung.

In einem Vorverarbeitungsschritt wird eine Leglängenmatrix L der Größe n×n aufgebaut.

Der Eintrag L[i, j] gibt die Länge eines längsten Legs an, der sich an den Kreisknoten

vi,1, vi⊕1,1, . . . , vj,1 befindet. Die Matrix L kann wie folgt rekursiv berechnet werden:

L[i, i] = mi,

L[i, i⊕ 1] = max{L[i, i],L[i⊕ 1, i⊕ 1]},

L[i, i⊕ k] = max{L[i, i⊕ k ⊖ 1],L[i⊕ k ⊖ 1, i⊕ k]},
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wobei i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {2, . . . , n− 1}. Die Matrix L kann in O(n2) Schritten berechnet

werden. O.B.d.A. sei j ⊖ i ≤ n
2 . Aus den Bedingungen in Korollar 7.1.16 folgt, dass die

Menge R = {vi,i′ , vj,j′} mit i′ = 1 eine trennende Menge für S ist, wenn

1. j 6= i und j 6= i⊕ n
2

2. L[j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1, i] = 1

3. L[i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1, j] = 1

4. L[i⊕ 1, j ⊖ 1] ≤ n
2 − (j ⊖ i), falls n gerade

und die Menge {vi,i′ , vj,j′} mit i′ > 1 eine trennende Menge für S ist, wenn

1. j 6= i und j 6= i⊕ n
2

2. L[j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1, i⊖ 1] = 1

3. L[i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1, j ⊕ 1] = 1

4. L[i⊕ 1, j ⊖ 1] ≤ n
2 − (j ⊖ i), falls n gerade

Eine Menge {vi,i, vj,j′} mit minimalem Gewicht, die diese Bedingungen erfüllt, ist die

Menge R. �

Lemma 7.1.21. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und c : V −→ R+ eine Knotengewichts-

funktion. Das Gewicht einer gewichtsminimalen trennenden Menge R = {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′}

kann in O(|V |2) Schritten berechnet werden, i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈

{1, . . . ,mj}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}.

Beweis Um die Menge R zu berechnen, bestimmen wir für jedes vi,i′ , vj,j′ ∈ V , j⊖i ≤ n
2 ,

ein vk,k′ ∈ V mit kleinstem Gewicht, sodass die Menge {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′} eine trennende

Menge für S ist. Sei W (vi,i′ , vj,j) ⊆ V die Menge der Knoten, die die Menge {vi,i′ , vj,j′}

zu einer trennenden Menge für S erweitert, d.h. W (vi,i′ , vj,j) ist eine Menge von Knoten,

sodass für alle vk,k′ ∈ W (vi,i′ , vj,j) gilt: {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′} ist eine trennende Menge für S.

Wir berechnen die Menge W (vi,i′ , vj,j) mithilfe von Lemma 7.1.17 und Korollar 7.1.18.
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Sei

A(i, j) = {vk,k′ | k ∈ {j ⊕ 1, j ⊕ 2, . . . , i⊕ ⌊
n

2
⌋ ⊖ 1}, k′ ∈ {1, . . . ,mk}},

B(i, j) = {vk,k′ | k ∈ {i⊕ ⌊
n

2
⌋, i⊕ ⌊

n

2
⌋ ⊕ 1, . . . , j ⊖ ⌊

n

2
⌋ − 1, j ⊖ ⌊

n

2
⌋}, k′ ∈ {1, . . . ,mk}},

C(i, j) = {vk,k′ | k ∈ {j ⊖ ⌊
n

2
⌋ ⊕ 1, . . . , i⊖ 2, i⊖ 1}, k′ ∈ {1, . . . ,mk}}.

Dann folgt aus Korollar 7.1.18, dass W (vi,i′ , vj,j) ⊆ A(i, j) ∪ B(i, j) ∪ C(i, j) und

B(i, j) ⊆ W (vi,i′ , vj,j). Um die Menge A′(vi,i′) = A(i, j) ∩ W (vi,i′ , vj,j) zu berechnen,

bestimmen wir für jede Position i ∈ {1, . . . , n} einen Wert

h−(i) =

{

0, falls mi > 1

max{l | mi⊖l = 1 ∧ mi⊖l⊕1 = 1 ∧ . . . ∧mi = 1}+ 1, sonst
.

Dann ist

A′(vi,i′) =



























































































































∅, falls i′ = 1 ∧mi > 1

{vl,1, . . . , vl,ml
|

l ∈ {i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ h−(i− 1)⊖ 1,

i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ h−(i− 1),

. . . , i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1} }, falls h−(i⊖ 1) < h−(i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1)

{vl,1, . . . , vl,ml
|

l ∈ {i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ h−(i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1),

i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ h−(i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1)⊕ 1,

. . . , i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1} }

∪

{vl′,2, . . . , vl′,ml′
|

l′ = i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ h−(i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1)⊖ 1}, falls h−(i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖ 1) ≤ h−(i⊖ 1)

.

Dabei sei die Menge {vl,1, . . . , vl,ml
| l ∈ {i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖mh−(i), i⊕ ⌊n2 ⌋ ⊖mh−(i)⊕ 1, . . . , i⊕

⌊n2 ⌋ ⊖ 1} } = ∅, falls mh−(i) = 0. Um die Menge C ′(vj,j) = C(i, j) ∩ W (vi,i′ , vj,j) zu

berechnen, bestimmen wir für jede Position j ∈ {1, . . . , n} einen Wert

h+(j) =

{

0, falls mj > 1

max{l | mj⊕l = 1 ∧ mj⊕l⊖1 = 1 ∧ . . . ∧mj = 1}+ 1 sonst
.
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Dann ist

C ′(vj,j) =



























































































































∅, falls j′ = 1 ∧mj > 1

{vl,1, . . . , vl,ml
|

l ∈ {j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊕ 1)⊕ 1,

j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊕ 1)⊖ 1,

. . . , j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1} }, falls h+(j ⊕ 1) < h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1)

{vl,1, . . . , vl,ml
|

l ∈ {j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1),

j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1)⊖ 1,

. . . , j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1} }

∪

{vl′,2, . . . , vl′,ml′
|

l′ = j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1)⊕ 1}, falls h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1) ≤ h+(j ⊕ 1)

.

Dabei sei {vl,1, . . . , vl,ml
| l ∈ {j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1), j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1) ⊖

1, . . . , j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1} } = ∅, falls h+(j ⊖ ⌊n2 ⌋ ⊕ 1) = 0. Die Werte h− und h+ beschreiben

die Größen der beiden angrenzenden maximalen
”
legfreien“ Bereiche. Abbildung 7.13

erläutert diese Werte und Mengen anhand eines Beispiels.

Für die Berechnung der Werte h+, h−, mh− , mh+ und somit der Mengen A′(i) und C ′(j)

und letztendlich der Menge W (vi,i′ , vj,j′) werden offensichtlich höchstens O(n2) Schritte

benötigt. Um das kleinste Knotengewicht in der Menge W (vi,i′ , vj,j′) in konstanter Zeit

bestimmen zu können, berechnen wir in einem Vorverarbeitungsschritt eine Gewichtsma-

trix G der Größe n×n. Der Eintrag G[i, j] enthält das kleinste Knotengewicht der Knoten

in der Menge {vi,2, . . . , vi,mi
, vi⊕1,1, . . . , vi⊕1,mi⊕1

, . . . , vj⊖1,1, . . . , vj⊖1,mj⊖1
, vj,2, . . . , vj,mj

}.

Die Matrix G kann wie folgt rekursiv in O(n2) Schritten berechnet werden.

G[i, i] = min{vi,2, . . . , vi,mi
},

G[i, i⊕ 1] = min{G[i, i], vi⊕1,2, . . . , vi⊕1,mi⊕1
},

G[i, i⊕ k] = min{G[i, i⊕ (k ⊖ 1)], vi⊕(k⊖1),1, vi⊕k,2, . . . , vi⊕k,mi⊕k
},

wobei i ∈ {1, . . . , n} und k ∈ {2, . . . , n − 1}. Mithilfe der Gewichtsmatrix lässt sich in

konstanter Zeit das Gewicht des gewichtsminimalen Knotens in der errechneten Menge

W (vi,i′ , vj,j′) bestimmen.

Somit lässt sich das Gewicht einer gewichtsminimalen trennenden Menge mit drei paar-

weise verschiedenen Knoten insgesamt in O(|V |2) Schritten bestimmen. �
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Abb. 7.13: Die Abbildung zeigt zweimal den Sonnengraphen S mit 12 Kreisknoten. In der
linken Abbildung geben die roten Zahlenwerte die h−- und die blauen Zahlenwerte die h+-Werte
der entsprechenden Positionen an. In der rechten Abbildung werden die Mengen A′, B, C ′ für
die beiden Ankerknoten v1,3, v2,1 dargestellt. Jeder Knoten in der Menge A′ ∪ B ∪ C ′ erweitert
{v1,3, v2,1} zu einer trennenden Menge.

Lemma 7.1.22. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und sei R ⊆ V eine trennende Menge

für S mit |R| ≥ 4. Dann existiert eine trennende Menge R′ ⊂ R mit |R′| ≤ 3 für S.

Beweis SeiR = {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′ , vl,l′} ⊆ V eine trennende Menge für S mit vier paarweise

verschiedenen Knoten. Nach Lemma 7.1.3 sind i, j, k, l paarweise verschieden. Sei o.B.d.A.

k ∈ {i ⊕ 1, . . . , i ⊕ ⌊n2 ⌋}, j ∈ {i ⊕ 1, . . . , k ⊖ 1}, l ∈ {k ⊕ 1, . . . , i ⊖ 1}. Analog zur

Beweisidee von Lemma 7.1.17, gilt, dass R genau dann eine trennende Menge für S ist,

wenn PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) ∩ PL(vl,l′) = ∅ und PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩

PR(vk,k′) ∩ PR(vl,l′) = ∅.

Wir zeigen, dass, wenn R eine trennende Menge für S ist, dann auch R \ {vj,j′} eine

trennende Menge für S ist.

1. Sei k = i⊕ n
2 . Nach Bemerkung 7.1.19 ist {vi,i′ , vk,k′ , vl,l′} eine trennende Menge.

2. Sei k < i⊕n
2 . Da j ∈ {i⊕1, . . . , k⊖1} ist, ist PL(vj,j′) ⊆ PL(vi,i′)∩PL(vk,k′). Daher

ist PL(vi,i′) ∩ PL(vj,j′) ∩ PL(vk,k′) ∩ PL(vl,l′) = ∅, wenn PL(vi,i′) ∩ PL(vk,k′) ∩

PL(vl,l′) = ∅. Analog dazu ist PR(vi,i′) ∩ PR(vj,j′) ∩ PR(vk,k′) ∩ PR(vl,l′) = ∅,

wenn PR(vi,i′) ∩ PR(vk,k′) ∩ PR(vl,l′) = ∅. �

Theorem 7.1.23. Sei S = (V,E) ein Sonnengraph und c : V −→ R+ eine Knotenge-

wichtsfunktion. Die gewichtete metrische Dimension wdim(S) kann in O(|V |2) Schritten

berechnet werden.
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7.2 Die fehlertolerante metrische Dimension von Sonnengraphen

Beweis Um die gewichtete metrische Dimension eines Sonnengraphen zu berechnen,

bestimmen wir mithilfe von 7.1.20 das kleinste Gewicht c1 einer kleinsten trennenden

Menge für S, die genau zwei Knoten enthält, falls eine solche trennende Menge für S

existiert. Mithilfe von Lemma 7.1.21 bestimmen wir das kleinste Gewicht c2 einer klein-

sten trennenden Menge für S, die genau drei Knoten enthält. Nach Lemma 7.1.22 müssen

kleinste trennende Mengen mit mindestens vier Knoten nicht betrachtet werden. Dann

ist sdim(S) = min{c1, c2}. Die Laufzeit folgt aus den Laufzeiten für die Berechnung von

c1 und c2. �

7.2 Die fehlertolerante metrische Dimension von

Sonnengraphen

7.2.1 Bestimmung der fehlertoleranten metrischen Dimension in

Abhängigkeit von der Anzahl der Legs

Lemma 7.2.1. Sei S ein Sonnengraph. Dann ist 3 ≤ fdim(S) ≤ 4.

Beweis Die fehlertolerante metrische Dimension eines Graphen G ist größer als die

metrische Dimension von G. Da 2 ≤ mdim(S) ≤ 3, gilt die untere Schranke. Die obere

Schranke folgt aus folgender Überlegung. Die Menge

F = {vi,mi
, vi⊕⌊n

4
⌋,mi⊕⌊n

4
⌋
, vi⊖⌊n

4
⌋,mi⊖⌊n

4
⌋
, vi⊕⌊n

2
⌋,mi⊕⌊n

2
⌋
} ⊆ V, i ∈ {1, . . . , n},

ist eine fehlertolerante trennende Menge für S, da für die drei Knoten in F \ {v}, v ∈ F ,

die Bemerkung 7.1.19 gilt. �

Lemma 7.2.2. Sei S ein Sonnengraph und F = {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′} ⊆ V eine kleinste feh-

lertolerante trennende Menge für S, i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj},

k′ ∈ {1, . . . ,mk}, vi,i′ 6= vj,j′ 6= vk,k′ 6= vi,i′. Dann gilt

1. i 6= j 6= k 6= i,

2. j 6= i⊕ n
2 6= k und k 6= j ⊕ n

2 , falls n gerade ist.

Beweis

1. Sei o.B.d.A. i = j, dann ist F ′ = {vi,i′ , vj,j′} keine trennende Menge für S, da das

Knotenpaar {vi⊖1,1, vi⊕1,1} nicht getrennt wird.

81



7 Gewichtete und fehlertolerante metrische Dimension von Sonnengraphen

2. Angenommen n ist gerade und o.B.d.A. gilt j = i ⊕ n
2 . Dann ist F ′ = {vi,i′ , vj,j′}

keine trennende Menge für S, da das Knotenpaar {vi⊖1,1, vi⊕1,1} nicht getrennt

wird. �

Lemma 7.2.3. Sei S ein Sonnengraph und F = {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′} ⊆ V eine kleinste feh-

lertolerante trennende Menge für S, i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj},

k′ ∈ {1, . . . ,mk}, i 6= j 6= k 6= i. Sei i′ < mi. Dann ist auch F ′ = {vi,mi
, vj,j′ , vk,k′} ⊆ V

eine kleinste fehlertolerante trennende Menge für S.

Beweis Alle Knotenpaare, die von vi,i′ getrennt werden, werden auch von vi,mi
getrennt,

da alle kürzesten Wege zu vi,mi
den Knoten vi,i′ enthalten. �

Notation 7.2.4. Sei S ein Sonnengraph und i ∈ {1, . . . , n}. Mit L(i) bezeichnen wir

das Leg am Knoten vi,1. Ist mi = 1, dann sei L(i) = ∅ und ist mi > 1, dann sei

L(i) = {vi,2, . . . , vi,mi
}. Mit L(S) = {L(i) | i ∈ {1, . . . , n},mi > 1} bezeichnen wir die

Menge aller Legs im Sonnengraphen S.

Lemma 7.2.5. Sei S ein Sonnengraph mit n 6= 4 und |L(S)| ≤ 1. Dann ist fdim(S) = 3.

Beweis Ist |L(S)| = 0, so ist S ein Kreis. Drei beliebige benachbarte Knoten bilden

eine kleinste fehlertolerante trennende Menge für S. Ist |L(S)| = 1, so ist die Men-

ge {vi⊖1,1, vi,mi
, vi⊕1,1}, i ∈ {1, . . . , n},mi > 1, eine kleineste fehlertolerante trennende

Menge für S. �

Notation 7.2.6. Sei S ein Sonnengraph und L(p), p ∈ {1, . . . , n},mp > 1 ein Leg in S.

Sei

• LL(p) = L(p) ∪ {vk,k′ | k ∈ {p⊖ 1, p⊖ 2, . . . , p⊖ ⌈n2 ⌉}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}} ⊆ V

• RL(p) = L(p) ∪ {vk,k′ | k ∈ {p⊕ 1, p⊕ 2, . . . , p⊕ ⌈n2 ⌉}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}} ⊆ V

• ML(p) = LL(p) ∩RL(p) = L(p) ∪ {vk,k′ | k ∈ {p⊕ ⌈n2 ⌉, p⊖ ⌈n2 ⌉}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}}

Lemma 7.2.7. Sei S ein Sonnengraph und F = {vi,i′ , vj,j′ , vk,k′} ⊆ V eine kleinste feh-

lertolerante trennende Menge für S, i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i′ ∈ {1, . . . ,mi}, j
′ ∈ {1, . . . ,mj},

k′ ∈ {1, . . . ,mk}, i 6= j 6= k 6= i. Dann gilt für alle Legs L(p), p ∈ {1, . . . , n},mp > 1

1. vi,i′ ∈ LL(p)

2. vj,j′ ∈ RL(p)

3. vk,k′ ∈ ML(p)
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Beweis In jeder fehlertoleranten trennenden Menge gibt es zwei Ankerknoten, die das

Knotenpaar vp⊖1,1, vp,2 trennen. Offensichtlich wird das Knotenpaar vp⊖1,1, vp,2 nur von

Knoten in der Menge LL(p) getrennt. In jeder fehlertoleranten trennenden Menge gibt

es zwei Ankerknoten, die das Knotenpaar vp⊕1,1, vp,2 trennen. Offensichtlich wird das

Knotenpaar vp⊕1,1, vp,2 nur von Knoten in der Menge RL(p) getrennt. Daraus folgt, dass

mindestens ein Ankerknoten in der Menge LL(p) ∩RL(p) = ML(p) ist. �

Lemma 7.2.8. Sei S ein Sonnengraph, n gerade und |L(S)| ≥ 7. Dann ist fdim(S) = 4.

Beweis Angenommen |L(S)| ≥ 7 und fdim(S) = 3. Dann gilt nach Lemma 7.2.7, dass

in jeder kleinsten fehlertoleranten trennenden Menge für S mindestens ein Ankerknoten

aus der Menge ML(p) ist, ∀ p ∈ {1, . . . , n},mp > 1. Für n gerade ist ML(p) = L(p) ∪

{vp⊕n
2
,1, . . . , vp⊕n

2
,mp⊕n

2

}. Daraus folgt, dass Bedingung 3 aus Lemma 7.2.7 für höchstens

sechs Legs erfüllt werden kann. Ist also fdim(S) = 3, so folgt daraus |L(S)| ≤ 6. �

Lemma 7.2.9. Sei S ein Sonnengraph, n ungerade und |L(S)| ≥ 10. Dann ist

fdim(S) = 4.

Beweis Angenommen |L(S)| ≥ 10 und fdim(S) = 3. Dann gilt nach Lemma 7.2.7, dass

in jeder kleinsten fehlertoleranten trennenden Menge für S mindestens ein Ankerknoten

aus der Menge ML(p) ist, ∀ p ∈ {1, . . . , n},mp > 1. Für n ungerade ist L(p) ∪ {vk,k′ | k ∈

{p ⊕ ⌈n2 ⌉, p ⊖ ⌈n2 ⌉}, k
′ ∈ {1, . . . ,mk}}. Daraus folgt, dass Bedingung 3 aus Lemma 7.2.7

für höchstens neun Legs erfüllt werden kann. Ist also fdim(S) = 3, so folgt daraus

|L(S)| ≤ 9. �

Definition 7.2.10. Sei S ein Sonnengraph und seien L(i),L(j) ∈ L(S), L(i),L(j) 6= ∅,

i, j ∈ {1, . . . , n}, zwei Legs. L(i) und L(j) liegen gegenüber, wenn j = i ⊕ ⌈n2 ⌉ oder

j = i⊖ ⌈n2 ⌉.

Lemma 7.2.11. Sei S ein Sonnengraph und |L(S)| = 2. Seien L(i),L(j) ∈ L(S),

L(i),L(j) 6= ∅, i, j ∈ {1, . . . , n}. Dann ist fdim(S) = 4 genau dann, wenn

1. n gerade ist,

2. L(i) und L(j) gegenüber liegen,

3. mi >
n
2 − 2 und mj >

n
2 − 2

Beweis
”
⇐“: Angenommen n ist gerade, L(i) und L(j) liegen gegenüber, undmi >

n
2−2

und mj > n
2 − 2. Wir zeigen, dass fdim(S) = 4. Nach Lemma 7.2.7, Bedingung 3, gilt

für L(i), dass in jeder fehlertoleranten trennenden Menge F = {vx,x′ , vy,y′ , vz,z′} ⊆ V für

S ein Ankerknoten aus der Menge L(i) ∪ L(j) ∪ {vj,1} ist. O.B.d.A. sei vx,x′ ∈ L(i) ∪
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L(j)∪{vj,1}. Nach Lemma 7.2.7, Bedingung 1 und 2, ist ein weiterer Ankerknoten aus der

Menge LL(i) und ein weiterer Ankerknoten aus der Menge RL(i). O.B.d.A. sei vy,y′ ∈ LL(i)

und vz,z′ ∈ RL(i). Nach Lemma 7.2.2 gilt vy,y′ , vz,z′ /∈ L(i) ∪ L(j) ∪ {vj,1}, daher ist

y ∈ {i ⊖ 1, i ⊖ 2, . . . , i ⊖ n
2 ⊕ 1} und y′ = 1, und z ∈ {i ⊕ 1, i ⊕ 2, . . . , i ⊕ n

2 ⊖ 1} und

z′ = 1.

Ist y ∈ {i⊖1, i⊖2, . . . , i⊖⌊n4 ⌋} und z ∈ {i⊕1, i⊕2, . . . , i⊕⌊n4 ⌋}, dann folgt ausmi >
n
2−2,

dass dS(vi,i′ , vy,1), dS(vi,i′ , vz,1) ∈ {1,2, . . . , n2 − 2 + ⌊n4 ⌋}, i
′ ∈ {1, . . . ,mi}. Weiterhin gilt

dS(vj,1, vy,1), dS(vj,1, vz,1) ∈ {⌈n4 ⌉, ⌈
n
4 ⌉ + 1, . . . , n2 − 1}. Daraus folgt, dass es ein i′ ∈

{1, . . . ,mi} gibt, sodass dS(vj,1, vy,1) = dS(vi,i′ , vy,1) und es ein i′′ ∈ {1, . . . ,mi} gibt,

sodass dS(vj,1, vz,1) = dS(vi,i′′ , vz,1). Daraus folgt, dass L′ = L \ {vx,x′} keine trennende

Menge für S ist.

Ist y ∈ {i ⊖ 1, i ⊖ 2, . . . , i ⊖ ⌊n4 ⌋} und z ∈ {i ⊕ ⌈n4 ⌉, i ⊕ ⌈n4 ⌉+, . . . , j ⊖ 1}, dann folgt

aus mi >
n
2 − 2, dass dS(vi,i′ , vy,1) ∈ {1,2, . . . , n2 − 2 + ⌊n4 ⌋}, i

′ ∈ {1, . . . ,mi} und aus

mj >
n
2 − 2, dass dS(vj,j′ , vz,1) ∈ {1,2, . . . , n2 − 2 + ⌊n4 ⌋}, j

′ ∈ {1, . . . ,mj}. Weiterhin gilt

dS(vj,1, vy,1) ∈ {⌈n4 ⌉, ⌈
n
4 ⌉ + 1, . . . , n2 − 1} und dS(vi,1, vz,1) ∈ {⌈n4 ⌉, ⌈

n
4 ⌉ + 1, . . . , n2 − 1}.

Daraus folgt, dass es ein i′ ∈ {1, . . . ,mi} gibt, sodass dS(vj,1, vy,1) = dS(vi,i′ , vy,1) und

es ein j′ ∈ {1, . . . ,mj} gibt, sodass dS(vi,1, vz,1) = dS(vj,j′ , vz,1). Daraus folgt, dass

L′ = L \ {vx,x′} keine trennende Menge für S ist.

Die Argumentation für die Fälle y ∈ {i ⊖ ⌈n4 ⌉, i ⊖ ⌈n4 ⌉+, . . . , j ⊕ 1} und z ∈ {i ⊕ 1, i ⊕

2, . . . , i⊕⌊n4 ⌋} bzw. y ∈ {i⊖⌈n4 ⌉, i⊖⌈n4 ⌉+, . . . , j⊕1} und z ∈ {i⊕⌈n4 ⌉, i⊕⌈n4 ⌉+, . . . , j⊖1}

verläuft analog.

”
⇒“: Wir zeigen: Wenn n ungerade ist, oder L(i),L(j) nicht gegenüber liegen oder mi ≤
n
2 − 2 oder mj ≤

n
2 − 2, dann ist fdim(S) = 3. Sei o.B.d.A. j ⊖ i ≤ ⌊n2 ⌋.

1. Sei n ungerade. Dann ist F = {vi,mi,, vj,mj
, vj⊕⌊n

2
⌋,1} eine fehlertolerante trennende

Menge für S, da die Mengen F \{vi,mi
}, F \{vj⊕⌊n

2
⌋,1} und F \{vj,mj

} nach Lemma

7.1.15 und Korollar 7.1.16 trennende Mengen für S sind.

2. Seien L(i),L(j) ∈ L(S) zwei Legs, die nicht gegenüber liegen und n gerade. Ist

j = i⊕ 1, dann ist F = {vi,mi
, vj⊕n

2
,1, vi⊕2,1} eine fehlertolerante trennende Menge

für S, da die Mengen F \ {vi,mi
}, F \ {vj⊕n

2
,1} und F \ {vi⊕2,1} nach Lemma 7.1.15

und Korollar 7.1.16 trennende Mengen für S sind.

Ist j > i⊕1, dann ist die Menge F = {vi,mi,, vj,mj
, v

i⊕⌊ j⊖i

2
⌋⊕n

2
,1} eine fehlertolerante

trennende Menge für S, da die Mengen F \{vi,mi
}, F \{vj,mj

} und F \{v
i⊕⌊ j⊖i

2
⌋⊕n

2
,1}

nach Lemma 7.1.15 und Korollar 7.1.16 trennende Mengen für S sind.

3. O.B.d.A. sei mi ≤
n
2 − 2, n gerade und L(i),L(j) liegen gegenüber. Dann ist F =

{vi,mi
, vi⊖1,1, vi⊕1,1} eine fehlertolerante trennende Menge für S, da nach Lemma

7.1.15 und Korollar 7.1.16 die Mengen F \ {vi,mi
}, F \ {vi⊖1,1} und F \ {vi⊕1,1}
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trennende Mengen für S sind. Die Argumentation für mj ≤ n
2 − 2, n gerade und

L(i),L(j) liegen gegenüber verläuft analog. �

Lemma 7.2.12. Sei S ein Sonnengraph und |L(S)| = 3. Ist n ungerade, so ist fdim(S) =

3.

Beweis Seien L(i),L(j),L(k) ∈ L(S), i, j, k ∈ {1, . . . , n}, i 6= j 6= k 6= i,

L(i),L(j),L(k) 6= ∅. O.B.d.A. sei j ⊖ i ≤ ⌊n2 ⌋ und k ∈ {j ⊕ 1, j ⊕ 2, . . . , i⊖ 1}.

Ist k ∈ {j ⊕ 1, . . . , i⊕ ⌊n2 ⌋}, dann ist F = {vi,mi
, vj⊕⌊n

2
⌋,m⌊n

2
⌋
, vk,mk

} eine fehlertolerante

trennende Menge für S, da nach Lemma 7.1.15 und Korollar 7.1.16 die Mengen F \{vi,mi
},

F \ {vj⊕⌊n
2
⌋,m⌊n

2
⌋
} und F \ {vk,mk

} trennende Mengen für S sind.

Ist k ∈ {i⊖1, . . . , i⊖⌊n2 ⌋}, dann ist F = {vi,mi
, vj,mj

, vk,mk
} eine fehlertolerante trennende

Menge für S, da nach Lemma 7.1.15 und Korollar 7.1.16 die Mengen F \{vi,mi
}, F \{vj,mj

}

und F \ {vk,mk
} trennende Mengen für S sind. �

7.2.2 Algorithmus

Theorem 7.2.13. Sei S ein Sonnengraph. Die fehlertolerante metrische Dimension von

S kann in O(n) Schritten bestimmt werden.

Beweis

1. Sei n = 4. Dann ist fdim(S) = 4.

2. Sei n 6= 4 und gerade. Dann gilt nach Lemma 7.2.8, dass fdim(S) = 4, falls

|L(S)| ≥ 7 und nach Lemma 7.2.5, dass fdim(S) = 3, falls |L(S)| ≤ 1. Ist |L(S)| =

2, so können die Bedingungen aus Lemma 7.2.11 in einer konstanten Anzahl von

Schritten überprüft werden, um zu entscheiden, ob fdim(S) = 3. Sei also |L(S)| ∈

{4,6}. Wir unterscheiden zwei Fälle.

a) Seien L(i),L(j),L(k) ∈ L(S) drei Legs in S, die nicht gegenseitig gegenüber

liegen, d.h. j 6= i⊕ n
2 6= k 6= j ⊕ n

2 . Ist fdim(S) = 3, dann folgt nach Lemma

7.2.7, Bedingung 3, und Lemma 7.2.2, dass es eine fehlertolerante trennende

Menge F = {vx,x′ , vy,y′ , vz,z′} ⊆ V gibt, sodass vx,x′ ∈ {vi,mi
, vi⊕n

2
,mi⊕n

2

},

vy,y′ ∈ {vj,mj
, vj⊕n

2
,mj⊕n

2

} und vz,z′ ∈ {vk,mk
, vk⊕n

2
,mk⊕n

2

}. Insgesamt gibt es

acht mögliche Mengen F , für die wir überprüfen, ob F eine fehlertolerante

trennende Menge für S ist. Für diese Überprüfung untersuchen wir mithilfe

von Korollar 7.1.16 die Mengen F ′ = F \ {v}, v ∈ F daraufhin, ob sie eine

trennende Menge für S sind. Da die Anzahl der Legs höchstens sechs ist, kann
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die Überprüfung der Bedingungen aus 7.1.16 in einer konstanten Anzahl von

Schritten erfolgen.

b) Seien die Legs in S so gelegen, dass für jede Auswahl von drei paarwei-

se verschiedenen Legs mindestens zwei Legs gegenüber liegen, d.h. für alle

L(i),L(j),L(k) ∈ L(S) mit i 6= j 6= k 6= i gilt j = i⊕ n
2 oder k = i⊕ n

2 oder k =

j⊕n
2 . O.B.d.A. seien L(i),L(j) zwei Legs, die nicht gegenüber liegen und j⊖i <

n
2 . Ist fdim(S) = 3, dann folgt nach Lemma 7.2.7, Bedingung 3, und Lemma

7.2.2, dass es eine fehlertolerante trennende Menge F = {vx,x′ , vy,y′ , vz,z′} ⊆ V

gibt, sodass vx,x′ ∈ {vi,mi
, vi⊕n

2
,mi⊕n

2

} und vy,y′ ∈ {vj,mj
, vj⊕n

2
,mj⊕n

2

}. Nach der

ersten und zweiten Bedingung von Lemma 7.2.7 und nach Lemma 7.2.2 und

7.2.3 sei vz,z′ ∈ {vp,mp | p ∈ {i⊖ n
2 ⊕1, i⊖ n

2 ⊕2 . . . , j⊕ n
2 ⊖1}}. Insgesamt gibt

es höchstens 4·(n2 −3) mögliche Belegungen für vx,x′ , vy,y′ , vz,z′ . Für jede dieser

Belegungen überprüfen wir, wie in a) beschrieben, ob F eine fehlertolerante

trennende Menge für S ist.

3. Sei n ungerade. Dann gilt nach Lemma 7.2.9, dass fdim(S) = 4, falls |L(S)| ≥ 10

und nach Lemma 7.2.5, 7.2.11 und 7.2.12, dass fdim(S) = 3, falls |L(S)| ≤ 3. Sei

also |L(S)| ∈ {5,7,9}.

a) Seien L(i),L(j),L(k) ∈ L(S) drei Legs in S, die nicht gegenseitig gegenüber

liegen, d.h. j 6= i ⊕ n
2 6= k 6= j ⊕ n

2 . Ist fdim(S) = 3, dann folgt nach

Lemma 7.2.7, Bedingung 3, dass es eine fehlertolerante trennende Menge F =

{vx,x′ , vy,y′ , vz,z′} ⊆ V für S gibt, sodass

vx,x′ ∈ {vi,mi
, vi⊖⌈n

2
⌉,mi⊖⌈n

2
⌉
, vi⊕⌈n

2
⌉,mi⊕⌈n

2
⌉
}

vy,y′ ∈ {vj,mj
, vj⊖⌈n

2
⌉,mj⊖⌈n

2
⌉
, vj⊕⌈n

2
⌉,mj⊕⌈n

2
⌉
}

vz,z′ ∈ {vk,mk
, vk⊖⌈n

2
⌉,mk⊖⌈n

2
⌉
, vk⊕⌈n

2
⌉,mk⊕⌈n

2
⌉
}.

Insgesamt gibt es 27 mögliche Mengen F , für die wir überprüfen, ob F eine

fehlertolerante trennende Menge für S ist. Diese Überprüfung erfolgt wie in 2.

a) beschrieben in einer konstanten Anzahl von Schritten.

b) Seien die Legs in S so gelegen, dass für jede Auswahl von drei paarwei-

se verschiedenen Legs mindestens zwei Legs gegenüber liegen, d.h. für alle

L(i),L(j),L(k) ∈ L(S) mit i 6= j 6= k 6= i gilt j = i ⊕ n
2 oder k = i ⊕ n

2

oder k = j ⊕ n
2 . O.B.d.A. seien L(i),L(j) zwei Legs, die nicht gegenüber

liegen und j ⊖ i < n
2 . Ist fdim(S) = 3, dann folgt nach Lemma 7.2.7, Bedin-

gung 3, und Lemma 7.2.2, dass es eine fehlertolerante trennende Menge F =

{vx,x′ , vy,y′ , vz,z′} ⊆ V gibt, sodass vx,x′ ∈ {vi,mi
, vi⊖⌈n

2
⌉,mi⊖⌈n

2
⌉
, vi⊕⌈n

2
⌉,mi⊕⌈n

2
⌉
}

und vy,y′ ∈ {vj,mj
, vj⊖⌈n

2
⌉,mj⊖⌈n

2
⌉
, vj⊕⌈n

2
⌉,mj⊕⌈n

2
⌉
}. Nach der ersten und zweiten
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Bedingung von Lemma 7.2.7 und nach Lemma 7.2.3 sei vz,z′ ∈ {vp,mp | p ∈

{i⊖ ⌈n2 ⌉, i⊖ ⌈n2 ⌉ ⊕ 1, . . . , j ⊕ ⌈n2 ⌉}}. Insgesamt gibt es höchstens 9 · (⌈n2 ⌉+ 1)

mögliche Mengen F , für die wir überprüfen, ob F eine fehlertolerante tren-

nende Menge für S ist. Diese Überprüfung erfolgt wie in 2. a) beschrieben in

einer konstanten Anzahl von Schritten. �
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8 Die gewichtete fehlertolerante metrische

Dimension vollständiger Wheels

In [2] wurde die gewichtete k-metrische Dimension von Wegen, von vollständigen und

vollständig bipartiten Graphen und von vollständigen Wheels untersucht. In dem fol-

genden Kapitel wird ein alternativer Algorithmus vorgestellt, mit dem die gewichtete

fehlertolerante metrische Dimension von vollständigen Wheels effizient berechnet werden

kann.

8.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 8.1.1 (Wheel). Ein (vollständiges) Wheel Wn = (V,E) mit n ≥ 4 Knoten ist

ein ungerichteter Graph mit V = {v1, . . . , vn} und E = {{vi, vi+1}, {vn−1, v1} | 1 ≤ i ≤

n− 2} ∪ {{vn, vi} | 1 ≤ i ≤ n− 1}. Die Knoten v1, . . . , vn−1 heißen Kreisknoten und der

Knoten vn heißt Nabe. Die Kanten {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vn−1, v1} heißen Kreiskanten

und die Kanten {vn, vi}, i ∈ {1, . . . , n− 1}, heißen Speichen.

Alle Distanzen zwischen zwei Knoten in einem Wheel sind eins oder zwei. Der Abstand

zwischen einem Kreisknoten und der Nabe ist eins und der Abstand zwischen zwei Kreis-

knoten ist eins, wenn sie benachbart sind, und zwei, wenn sie nicht benachbart sind.

Abbildung 8.1 zeigt ein Beispiel.

Lemma 8.1.2. Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n ≥ 8 Knoten. Dann ist mdim(Wn) =

⌊25n⌋ [175].

Notation 8.1.3. Für eine natürliche Zahl n ∈ N definieren wir die Abbildungen

⊕n : {1, . . . , n}2 −→ {1, . . . , n}, (i, j) 7→ (i+ j − 1 mod n) + 1

⊖n : {1, . . . , n}2 −→ {1, . . . , n}, (i, j) 7→ (i− j − 1 mod n) + 1

Ist n aus dem Kontext bekannt, schreiben wir kurz i ⊕ j bzw. i ⊖ j, statt ⊕n(i, j) bzw.

⊖n(i, j).
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W13 v1
v2

v3

v4

v5

v6
v7

v8

v9

v10

v11

v12

v13

Abb. 8.1: Das Wheel W13 mit Kreisknoten v1, . . . , v12 und Nabe v13.

Lemma 8.1.4. Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n ≥ 10 Knoten. Es existiert keine kleinste

fehlertolerante trennende Menge R für Wn, die die Nabe vn enthält.

Beweis Beweis durch Widerspruch. Angenommen es gäbe eine kleinste fehlertolerante

trennende Menge R für Wn mit vn ∈ R. Da alle Kreisknoten zu vn adjazent sind, trennt

vn nur sich selbst von einem Kreisknoten. Da eine kleinste fehlertolerante trennende

Menge größer ist als eine kleinste trennende Menge für Wn, folgt aus Lemma 8.1.2, dass

|R| ≥ 5, d.h. es gibt mindestens vier Ankerknoten in R, die Kreisknoten sind. Das heißt,

dass es für jeden Kreisknoten vi, i ∈ {1, . . . n− 1}, zwei Ankerknoten gibt, die nicht mit

vi benachbart sind und somit das Knotenpaar vi, vn ebenfalls trennen. Daraus folgt, dass

R′ = R \ {vn} ebenfalls eine fehlertolerante trennende Menge für Wn ist und |R′| < |R|,

was der Minimalität von R widerspricht. �

Definition 8.1.5 (Gap). Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n Knoten, R ⊆ V und vi ∈ R,

i ∈ {1, . . . , n− 1}. Die Mengen gap+(vi) und gap−(vi) bzgl. R sind wie folgt definiert.

1. gap+(vi) = {vi⊕1, vi⊕2, . . . , vk | vi⊕1, vi⊕2, . . . , vk /∈ R, vk⊕1 ∈ R}

2. gap−(vi) = {vi⊖1, vi⊖2, . . . , vk | vi⊕1, vi⊖2, . . . , vk /∈ R, vk⊖1 ∈ R}

Die Mengen gap+(v) und gap−(v) für einen Knoten v ∈ R nennen wir die Gaps von v

und lv := |gap+(v)|+ |gap−(v)| die Gaplänge von v. Jeder Knoten v ∈ R hat genau zwei

Gaps. Für zwei adjazente Knoten vi, vi⊕1 ∈ R gilt gap+(vi) = gap−(vi⊕1) = ∅.
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8.2 Bestimmung der fehlertoleranten metrischen Dimension

Lemma 8.2.1. Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n ≥ 10 Knoten. Eine Menge R ⊆ V ist

genau dann eine fehlertolerante trennende Menge für Wn, wenn

1. für jeden Knoten v ∈ R die Gaplänge von v höchstens zwei ist und

2. für zwei adjazente Knoten vi, vi⊕1 ∈ R die Summe der Gaplängen von vi und vi+1

höchstens zwei ist.

Beweis
”
⇒“ Sei R ⊆ V eine fehlertolerante trennende Menge für Wn. Da alle Kreiskno-

ten zur Nabe benachbart sind, wird ein Paar von Kreisknoten nur von einem Kreisknoten

getrennt.

1. Wir zeigen, dass für jeden Knoten v ∈ R gilt lv ≤ 2. Angenommen es gäbe einen

Ankerknoten vi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}, sodass lvi > 2. Sei |gap−(vi)| ≥ 2 und

|gap+(vi)| ≥ 1. Dann gibt es einen Knoten vi⊖1 ∈ gap−(vi) und einen Knoten

vi⊕1 ∈ gap+(vi). Da beide Knoten mit vi benachbart sind, trennt vi das Knoten-

paar vi⊖1, vi⊕1 nicht. Da gap−(vi) ≥ 2 ist, hat der Knoten vi⊖1 keinen weiteren

Ankerknoten in der Nachbarschaft, d.h. ∀ u ∈ R \ {vi} : d(vi⊖1, u) = 2. Wenn

|gap+(vi)| = 1 ist, dann wird das Knotenpaar vi⊖1, vi⊕1 von genau einem Anker-

knoten getrennt (nämlich von vi⊕2), und wenn |gap+(vi)| > 1 ist, dann wird das

Knotenpaar vi⊖1, vi⊕1 von keinem Ankerknoten getrennt, siehe Abbildung 8.2. Die

Argumentation für den Fall |gap−(vi)| ≥ 1 und |gap+(vi)| ≥ 2 verläuft analog.

2. Wir zeigen, dass für zwei adjazente Knoten vi, vi⊕1 ∈ R gilt lvi + lvi⊕1
≤ 2. Ange-

nommen es gibt zwei adjazente Ankerknoten vi, vi⊕1 ∈ R, sodass lvi + lvi⊕1
> 2.

Sei |gap−(vi)| ≥ 2 und |gap+(vi⊕1)| ≥ 1. Dann haben vi⊖1 und vi⊕1 genau einen

Ankerknoten in der Nachbarschaft, nämlich vi. Daher ist der Abstand zu jedem

anderen Ankerknoten zwei und nur der Ankerknoten vi⊕1 trennt das Knotenpaar

vi, vi⊕1, siehe Abbildung 8.3. Die Argumentation für den Fall Sei |gap−(vi)| ≥ 1

und |gap+(vi⊕1)| ≥ 2 verläuft analog.

”
⇐“: Angenommen R ⊆ V erfüllt die beiden Bedingungen 1. und 2. Wir zeigen, dass

R eine fehlertolerante trennende Menge für Wn ist. Nach Lemma 8.1.4 ist vn /∈ R. Da

Wn mindestens zehn Knoten enthält und eine fehlertolerante trennende Menge größer als

jede kleinste trennende Menge für Wn ist, gilt |R| ≥ 5 nach Lemma 8.1.2. Daher gibt es

mindestens zwei Ankerknoten, die die Nabe von einem beliebigen Kreisknoten trennen.

Es muss also nur noch gezeigt werden, dass zwei Kreisknoten vi, vj ∈ V von mindestens

zwei Ankerknoten getrennt werden, i, j ∈ {1, . . . , n− 1}, i 6= j.

1. Angenommen vi, vj ∈ R. Dieser Fall ist klar.
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Abb. 8.2: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn.
Eine Teilmenge der Knotenmenge Rmit vi ∈ R
und vi⊖2, vi⊖1, vi⊕1 /∈ R ist keine fehlertole-
rante trennende Menge für Wn. Das Knoten-
paar vi⊖1, vi⊕1 wird von keinem Ankerknoten
in R \ {vi⊕2} getrennt.
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Abb. 8.3: Die Abbildung zeigt das Wheel
Wn. Eine Teilmenge der Knotenmenge R mit
vi, vi⊕1 ∈ R und vi⊖2, vi⊖1, vi⊕2 /∈ R ist keine
fehlertolerante trennende Menge für Wn. Das
Knotenpaar vi⊖1, vi⊕1 wird von keinem Anker-
knoten in R \ {vi⊕1} getrennt.

2. Angenommen vi ∈ R und vj ∈ V \ R. Knoten vj ist mit mindestens einem Anker-

knoten adjazent, ansonsten ist lvj ≥ 3.

a) vj ist adjazent zu zwei Ankerknoten:

Ist vj zu zwei Ankerknoten vj⊖1, vj⊕1 ∈ R adjazent, dann ist d(vj , vj⊖1) =

d(vj , vj⊕1) = 1 und entweder d(vi, vj⊖1) 6= 1 oder d(vi, vj⊕1) 6= 1. Daher trennt

mindestens einer der Knoten vj⊖1, vj⊕1 das Knotenpaar vi, vj . Da vi ∈ R,

trennt vi ebenfalls das Knotenpaar vi, vj , siehe Abbildung 8.4.

b) vj ist adjazent zu genau einem Ankerknoten:

O.B.d.A. sei vj⊕1 ∈ R. Dann gibt es zwei interessante Fälle (in allen anderen

Fällen trennen vi und vj⊕1 das Knotenpaar vi, vj):

i. vj⊕1 = vi:

Ist vj⊕1 = vi, dann ist vi⊕1 ein Ankerknoten, ansonsten wird die erste

Bedingungen verletzt. Daher trennen die beiden Ankerknoten vi und vi⊕1

das Knotenpaar vi, vj , siehe Abbildung 8.5.

ii. d(vj⊕1, vi) = 1:

Ist vi ebenfalls mit vj⊕1 benachbart, dann ist vj⊕3 ein Ankerknoten, an-

sonsten wird die zweite Bedingungen verletzt. Daher trennen die beiden

Ankerknoten vi und vj⊕3 das Knotenpaar vi, vj , siehe Abbildung 8.6.

3. Angenommen vi, vj ∈ V \R. Wir unterscheiden zwischen den folgenden zwei Fällen:

a) d(vj , v) = 2 ∀v ∈ R.

Hat vj keinen Ankerknoten in der Nachbarschaft, dann bilden die Knoten vj⊖1,

vj , vj⊕1 ein Gap der Größe mindestens drei, was die erste Bedingung verletzt.
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Abb. 8.4: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn

mit dem Knotenpaar vi ∈ R, vj /∈ R. Zu zeigen
ist, dass vi, vj von mindestens zwei Ankerkno-
ten getrennt werden. Der Knoten vj ist adja-
zent zu zwei Ankerknoten. Ist vi weder zu vj⊖1

noch zu vj⊕1 adjazent, wird das Knotenpaar
von vi, vj⊖1 und vj⊕1 getrennt. Ist vi adjazent
zu vj⊖1, wird das Knotenpaar von vi und vj⊕1

getrennt. Ist vi adjazent zu vj⊕1, wird das Kno-
tenpaar von vi und vj⊖1 getrennt. Da n ≥ 10,
ist vi nicht zu beiden Knoten vj⊖1 und vj⊕1

adjazent.
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Abb. 8.5: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn

mit dem Knotenpaar vi ∈ R, vj /∈ R. Zu zei-
gen ist, dass vi, vj von mindestens zwei Anker-
knoten getrennt werden. Der Knoten vj ist zu
genau einem Ankerknoten vi⊕1 ∈ R adjazent
und es gilt vi⊕1 = vi. Da vj⊖1 kein Ankerkno-
ten ist, gilt vi⊕1 ∈ R (erste Bedingung). Daher
trennen die beiden Ankerknoten vi und vi⊕1

das Knotenpaar vi, vj .

b) ∃ v ∈ R : d(vj , v) = 1.

O.B.d.A. sei vj⊕1 ∈ R. Ist vi ebenfalls adjazent zu vj⊕1, d.h. ist vi = vj⊕2, dann

sind beide Knoten vi und vj jeweils zu einem weiteren Ankerknoten adjazent.

Anderenfalls wird die erste Bedingung verletzt. Daraus folgt, dass die Anker-

knoten vj⊖1, vj⊕3 ∈ R das Knotenpaar vi, vj trennen, siehe Abbildung 8.7. Ist

vi nicht mit vj⊕1 benachbart, dann trennt der Ankerknoten vj⊕1 das Knoten-

paar vi, vj . Der Knoten vi ist zu einem Ankerknoten adjazent, ansonsten wird

die erste Bedingung verletzt. O.B.d.A. sei vi⊕1 ∈ R dieser Ankerknoten. Der

einzige Fall, in dem der Ankerknoten vi⊕1 das Knotenpaar vi, vj nicht trennt,

ist der Fall, in dem vi⊕1 = vj⊖1 ist. In diesem Fall ist vi⊖1 ein Ankerknoten,

ansonsten wird die erste Bedingung verletzt. In beiden Fällen gibt es zwei

Ankerknoten, die das Knotenpaar vi, vj trennen, siehe Abbildung 8.8 für den

ersten Fall und Abbildung 8.9 für den zweiten Fall. �

Das folgende Theorem folgt direkt aus Lemma 8.2.1.

Theorem 8.2.2. Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n ≥ 10 Knoten. Dann ist fdim(W ) =

⌊n2 ⌋.

Beweis Aus den Bedingungen 1 und 2 aus Lemma 8.2.1) folgt, dass |R| ≥ n−1
2 . Wählt

man R = {v1, v3, v5, . . . , v⌈n−1

2
⌉}, dann ist R eine fehlertolerante trennende Menge für

Wn. Daraus folgt |R| ≤ ⌈n−1
2 ⌉ und insgesamt fdim(Wn) = ⌊n2 ⌋. �
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Abb. 8.6: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn

mit dem Knotenpaar vi ∈ R, vj /∈ R. Zu zei-
gen ist, dass vi, vj von mindestens zwei Anker-
knoten getrennt werden. Der Knoten vj ist zu
genau einem Ankerknoten vj⊕1 ∈ R adjazent
und es gilt d(vj⊕1, vi) = 1. Da vj⊖1 kein Anker-
knoten ist, gilt vj⊕3 ∈ R (zweite Bedingung).
Daher trennen die beiden Ankerknoten vi und
vj⊕3 das Knotenpaar vi, vj .
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Abb. 8.7: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn

mit dem Knotenpaar vi, vj /∈ R. Zu zeigen ist,
dass vi, vj von mindestens zwei Ankerknoten
getrennt werden. Die Knoten vi und vj sind
beide mit dem Ankerknoten vj⊕1 benachbart.
Da vi, vj /∈ R, sind vj⊖1, vj⊕3 ∈ R (erste Be-
dingung). Daher trennen die Ankerknoten vj⊖1

und vj⊕3 das Knotenpaar vi, vj .
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Abb. 8.8: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn

mit dem Knotenpaar vi, vj /∈ R. Zu zeigen ist,
dass vi, vj von mindestens zwei Ankerknoten
getrennt werden. Der Knoten vj ist zu genau
einem Ankerknoten vj⊕1 ∈ R adjazent. Der
Knoten vi ist nicht adjazent zu vj⊕1 und hat
einen Ankerknoten vi⊕1 ∈ R in der Nachbar-
schaft (erste Bedingung). Es gilt vi⊕1 6= vj⊖1.
Die beiden Ankerknoten vj⊕1 und vi⊕1 trennen
das Knotenpaar vi, vj .
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Abb. 8.9: Die Abbildung zeigt das Wheel Wn

mit dem Knotenpaar vi, vj /∈ R. Zu zeigen ist,
dass vi, vj von mindestens zwei Ankerknoten
getrennt werden. Der Knoten vj ist zu genau ei-
nem Ankerknoten vj⊕1 ∈ R adjazent. Der Kno-
ten vi ist nicht adjazent zu vj⊕1 und hat einen
Ankerknoten vi⊕1 ∈ R in der Nachbarschaft
(erste Bedingung). Es gilt vi⊕1 = vj⊖1. Dann
ist Knoten vi⊖1 ∈ R (erste Bedingung) und die
beiden Ankerknoten vj⊕1 und vi⊖1 trennen das
Knotenpaar vi, vj .
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8.3 Bestimmung der gewichteten fehlertoleranten metrischen

Dimension

Lemma 8.3.1. Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n ≥ 10 Knoten und sei c : V → R+ eine

Knotengewichtsfunktion. Sei R ⊆ V eine fehlertolerante trennende Menge für Wn mit

minimalem Gewicht. In sieben aufeinanderfolgenden Kreisknoten vi, vi⊕1, . . . , vi⊕6 ∈ V ,

i ∈ {1, . . . , n− 1}, gibt es mindestens einen Knoten, der nicht in R ist.

Beweis Angenommen in einer fehlertoleranten trennenden Menge R für Wn mit mi-

nimalem Gewicht gäbe es sieben aufeinanderfolgende Kreisknoten vi, vi⊕1, . . . , vi⊕6 ∈ R,

i ∈ {1, . . . , n−1}. Dann ist die Menge R′ = R\{vi⊕3} ebenfalls eine fehlertolerante tren-

nende Menge für Wn, da die Gaplängen aller Ankerknoten in R′ höchstens zwei sind und

die Summe der Gaplängen zweier benachbarter Ankerknoten ebenfalls höchstens zwei

ist. Da die Knotengewichte positiv sind, ist das Gewicht der Menge R′ kleiner als das

Gewicht von R, was ein Widerspruch zur Minimalität von R ist. �

Theorem 8.3.2. Sei Wn = (V,E) ein Wheel mit n ≥ 4 Knoten und c : V → R+

eine Knotengewichtsfunktion. Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von

Wn kann in O(|V |+ |E|) Schritten berechnet werden.

Beweis Es wird ein Linearzeitalgorithmus vorgestellt, mit dem die gewichtete fehler-

tolerante metrische Dimension eines Wheels Wn, n ≥ 10, bestimmt werden kann. Für

4 ≤ n ≤ 9 kann die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Wn offensicht-

lich in konstanter Zeit bestimmt werden. Die Grundidee des Algorithmus basiert darauf,

mittels dynamischer Programmierung gewichtsminimale fehlertolerante trennende Men-

gen für Wn mit verschiedenen Startbedingungen aufzubauen. Diese Mengen werden im

Folgenden Lösung genannt.

Zu Beginn werden zwei adjazente Kreisknoten vi, vi⊕1, i ∈ {1, . . . , n−1}, gewählt, sodass

in der Lösung, die wir berechnen, vi ein Ankerknoten und vi⊕1 kein Ankerknoten ist.

Ein solches Knotenpaar vi, vi⊕1 existiert nach Lemma 8.3.1 in sieben beliebigen aufein-

anderfolgenden Kreisknoten. Zur einfacheren Beschreibung sei o.B.d.A. vi = vn−1 und

vi⊕1 = v1. Wir bauen eine Lösung für Wn sukzessive aus Teillösungen entlang der Kreis-

knoten auf. Für jeden Kreisknoten vj , j ∈ {2, . . . , n − 1}, berechnen wir Gewichte von

Teillösungen für Wn, in denen vj ein Ankerknoten ist. Die Gewichte der Teillösungen be-

rechnen sich aus der Summe der Ankerknotengewichte auf dem Weg (v1, . . . , vj) in einer

Teillösung für Wn. Für jedes vj berechnen wir diese Gewichte aus den Gewichtswerten

der Knoten vj⊖1, vj⊖2 und vj⊖3. Das Minimum aller berechneten Gewichtswerte am Kno-

ten vn−1 ist die gewichtete metrische Dimension von Wn. Es folgt die Beschreibung des

Algorithmus.

95



8 Die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension vollständiger Wheels

Sei hα,β(vj) die Summe der Ankerknotengewichte auf dem Weg (v1, . . . , vj) in einer

Lösung für Wn, sodass vj ein Ankerknoten ist, gap−(vj) die Länge α hat und gap−(vj′)

die Länge β hat. Dabei ist vj′ der Ankerknoten mit gap+(v
′
j) = gap−(vj). Wenn es keine

Lösung mit diesen Eigenschaften gibt, setzen wir hα,β(vj) = ∞. Wie in Lemma 8.2.1 be-

schrieben, ist in jeder gültigen Lösung α+ β < 3. Daher berechnen wir für jeden Knoten

vj die sechs Werte h0,0(vj), h0,1(vj), h0,2(vj), h1,0(vj), h1,1(vj), h2,0(vj) wie folgt.

1. Für h0,0(vj) gilt gap−(vj) = 0 und gap−(v
′
j) = 0. Ist gap−(vj) = 0, dann ist

vj′ = vj−1, d.h. gap−(vj−1) = 0, siehe Abbildung 8.10. Andere Gaps sind für eine

Lösung nicht relevant. Daher gilt

h0,0(vj) = min{h0,0(vj−1), h0,1(vj−1), h0,2(vj−1)}+ c(vj).

2. Für h0,1(vj) gilt gap−(vj) = 0 und gap−(v
′
j) = 1. Wieder ist vj′ = vj−1, d.h.

gap−(vj−1) = 1, siehe Abbildung 8.11. Andere Gaps sind für eine Lösung nicht

relevant. Daher gilt

h0,1(vj) = min{h1,0(vj−1), h1,1(vj−1)}+ c(vj).

3. Für h0,2(vj) gilt gap−(vj) = 0 und gap−(v
′
j) = 2. Wieder ist vj′ = vj−1, d.h.

gap−(vj−1) = 2. In einer gültigen Lösung ist gap−(vj−4) = 0, siehe Abbildung 8.12.

Daher gilt

h0,2(vj) = h2,0(vj−1) + c(vj).

4. Für h1,0(vj) gilt gap−(vj) = 1 und gap−(v
′
j) = 0. Ist gap−(vj) = 1, dann ist

vj′ = vj−2, d.h. gap−(vj−2) = 0. In einer gültigen Lösung ist gap−(vj−3) < 2, siehe

Abbildung 8.13. Daher gilt

h1,0(vj) = min{h0,0(vj−2), h0,1(vj−2)}+ c(vj).

5. Für h1,1(vj) gilt gap−(vj) = 1 und gap−(v
′
j) = 1. Wieder ist vj′ = vj−2, d.h.

gap−(vj−2) = 1. In einer gültigen Lösung ist gap−(vj−4) < 2, siehe Abbildung 8.14.

Daher gilt

h1,1(vj) = min{h1,0(vj−2), h1,1(vj−2)}+ c(vj).

6. Für h2,0(vj) gilt gap−(vj) = 2 und gap−(v
′
j) = 0. Ist gap−(vj) = 2, dann ist

vj′ = vj−3, d.h. gap−(vj−3) = 0. In einer gültigen Lösung ist gap−(vj−4) = 0, siehe

Abbildung 8.15. Daher gilt

h2,0(vj) = h0,0(vj−3) + c(vj).
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Im Folgenden werden die Startwerte für den Algorithmus festgelegt. Nach Voraussetzung

ist vn−1 ein Ankerknoten und v1 ist kein Ankerknoten. Somit ist in jeder gültigen Lösung

mindestens einer der beiden Knoten v2, v3 ein Ankerknoten, siehe Lemma 8.2.1. Wir

unterscheiden zwischen den folgenden zwei Fällen:

1. Knoten v2 ist kein Ankerknoten.

Ist v2 kein Ankerknoten, so ist in jeder gültigen Lösung der Knoten v3 ein An-

kerknoten. Aus den Bedingungen in Lemma 8.2.1 folgt, dass die Knoten vn−2 und

vn−3 Ankerknoten sind, siehe Abbildung 8.16. Daher setzen wir hα,β(v2) = ∞

∀α, β ∈ {0,1,2} und h2,0(v3) = c(v3) und hα,β(v3) = ∞ für α 6= 2 ∨ β 6= 0. Das

Gewicht einer fehlertoleranten trennenden Menge mit kleinstem Gewicht mit diesen

Anfangsbedingungen ist h0,0(vn−1).

2. Knoten v2 ist ein Ankerknoten.

Ist v2 ein Ankerknoten, unterscheiden wir zwei Fälle:

a) Knoten vn−2 ist ein Ankerknoten.

Ist vn−2 ein Ankerknoten, dann ist in jeder gültigen Lösung entweder vn−3

ein Ankerknoten oder vn−3 ist kein Ankerknoten und vn−4 ist ein Anker-

knoten, siehe Abbildung 8.17. In beiden Fällen sind die Anfangsbedingun-

gen h1,0(v2) = c(v2) und hα,β(v3) = ∞ für α 6= 1 ∨ β 6= 0. Das Gewicht

einer fehlertoleranten trennenden Menge mit kleinstem Gewicht mit diesen

Anfangsbedingungen ist min{h0,0(n− 1), h0,1(n− 1)}.

b) Knoten vn−2 ist kein Ankerknoten.

Ist vn−2 kein Ankerknoten, ist in jeder gültigen Lösung der Knoten vn−3

ein Ankerknoten. Entweder ist vn−4 oder vn−5 ein Ankerknoten, siehe Ab-

bildung 8.18. In beiden Fällen sind die Anfangsbedingungen h1,1(v2) = c(v2)

und hα,β(v3) = ∞ für α 6= 1 ∨ β 6= 1. Das Gewicht einer fehlertoleranten

trennenden Menge mit kleinstem Gewicht mit diesen Anfangsbedingungen ist

min{h1,0(n− 1), h1,1(n− 1)}.

Für die Berechnung der gewichteten fehlertoleranten metrischen Dimension eines Wheels

bestimmen wir für sechs aufeinanderfolgende Kreisknoten die h-Werte für die drei An-

fangsbedingungen. Insgesamt ergeben sich daraus 18 Lösungswerte. Das Minimum dieser

18 Werte ist die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension des Graphen. Da sich

die h-Werte in O(n) Schritten berechnen lassen, hat der beschriebene Algorithmus eine

Gesamtlaufzeit aus O(|V |+ |E|). �
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Abb. 8.10: In einer h0,0(vj)-Lösung, sind vj ,
vj′ = vj⊖1 und vj′⊖1 = vj⊖2 Ankerknoten.
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Abb. 8.11: In einer h0,1(vj)-Lösung sind vj ,
vj′ = vj⊖1 und vj′⊖2 = vj⊖3 Ankerknoten.
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Abb. 8.12: In einer h0,2(vj)-Lösung sind vj ,
vj′ = vj⊖1 und vj′⊖3 = vj⊖4 Ankerknoten.
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Abb. 8.13: In einer h1,0(vj)-Lösung sind vj ,
vj′ = vj⊖2 und vj′⊖1 = vj⊖3 Ankerknoten.
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Abb. 8.14: In einer h1,1(vj)-Lösung sind vj ,
vj′ = vj⊖2 und vj′⊖2 = vj⊖4 Ankerknoten.
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Abb. 8.15: In einer h2,0(vj)-Lösung sind vj ,
vj′ = vj⊖3 und vj′⊖1 = vj⊖4 Ankerknoten.
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8.3 Bestimmung der gewichteten fehlertoleranten metrischen Dimension
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Abb. 8.16: Die Abbildung zeigt die Anfangsbedingungen, wenn v2 kein Ankerknoten ist. Dann
sind die Knoten vn−1, vn−2 und vn−3 Ankerknoten und der Anfangswert ist h2,0(v3) = c(v3). Die
Lösung ist h0,0(vn−1).
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Abb. 8.17: Die Abbildung zeigt die Anfangsbedingungen, wenn v2 und vn−2 Ankerknoten sind.
Dann ist entweder vn−3 (rechte Abbildung) oder vn−4 (linke Abbildung) ein Ankerknoten. In
beiden Fällen ist der Anfangswert h1,0(v2) = c(v2) und die Lösung ist min{h0,0(n−1), h0,1(n−1)}.
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Abb. 8.18: Die Abbildung zeigt die Anfangsbedingungen, wenn v2 ein Ankerknoten und vn−2

kein Ankerknoten ist. Dann ist vn−3 ein Ankerknoten und entweder vn−4 (rechte Abbildung) oder
vn−5 (linke Abbildung) ein Ankerknoten. In beiden Fällen ist der Anfangswert h1,1(v2) = c(v2)
und die Lösung ist min{h1,0(n− 1), h1,1(n− 1)}.
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9 Fazit und Ausblick

9.1 Fazit

In dieser Arbeit wurde das Graphenproblem Metrische Dimension untersucht. Bei

der metrischen Dimension eines Graphen G = (V,E) handelt es sich um die Größe einer

kleinsten trennenden Menge für G. Eine trennende Menge für G ist eine Teilmenge R ⊆ V

der Knotenmenge von G, sodass jedes Knotenpaar u, v ∈ V, u 6= v, eine unterschiedliche

Distanz zu einem Knoten r ∈ R besitzt. Für einen Graphen G und eine Zahl k ∈ N

ist das Problem zu entscheiden, ob die metrische Dimension von G höchstens k ist, NP-

vollständig.

In den Kapiteln 1 bis 3 wurde in die Problemstellung mit ihren Varianten eingeführt.

Dabei wurden Unterschiede und Gemeinsamkeiten der verschiedenen Problemvarianten

erläutert. Anschließend folgte ein Überblick über den aktuellen Stand der Forschung in

diesem Gebiet.

In Kapitel 4 wurde eine Graphdekomposition beschrieben, mit deren Hilfe die metrische

Dimension eines Graphen aus der Größe bestimmter trennender Mengen für die einzel-

nen Komponenten der Dekomposition berechnet werden kann. Diese baumstrukturierte

Dekomposition zerlegt den Graphen eindeutig in sogenannte Brücken, Legs und EBCs.

Eine EBC eines Graphen G ist eine zweifache Zusammenhangskomponente H von G er-

weitert um die Hooked-Legs von G mit Wurzel in H. Für einen ungerichteten Graphen

G = (V,E) und einen Parameter k ∈ N berechnet der Algorithmus entlang des De-

kompositionsbaumes bottom-up zwei Werte, mit deren Hilfe an der Wurzel eine kleinste

trennende Menge für G mit höchstens k Ankerknoten aus jeder Komponente bestimmt

werden kann, wenn eine solche trennende Menge existiert. Die Laufzeit dieses Algorith-

mus ist aus O(|V |k · |V | · (|V |+ |E|)). Mithilfe einer solchen Zerlegung kann das Problem

Metrische Dimension für die Klasse der Graphen, für die es eine kleinste trennende

Menge mit höchstens k ∈ N Ankerknoten aus jeder Komponente gibt, effizient gelöst

werden. Dieses Ergebnis ist besonders beachtlich, da das Problem für die Klasse der Gra-

phen, für die es eine kleinste trennende Menge mit höchstens k ∈ N Ankerknoten aus

jeder zweifachen Zusammenhangskomponente gibt, selbst für k = 1 NP-vollständig ist.

Der entsprechende NP-Vollständigkeitsbeweis wurde am Ende des Kapitels angegeben.
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9 Fazit und Ausblick

In Kapitel 5 wurde die gewichtete fehlertolerante metrische Dimension von Co-Graphen

untersucht. Bei Co-Graphen handelt sich um die Klasse der Graphen, die keinen indu-

zierten P4 enthalten. Es wurde ein Linearzeitalgorithmus zur Berechnung der gewichteten

fehlertoleranten metrischen Dimension von Co-Graphen vorgestellt. Dieser Algorithmus

ist der erste publizierte zur Lösung dieses Problems und wurde auf der Konferenz
”
Fun-

damentals of Computation Theory (FCT)“ 2019 in Kopenhagen vorgestellt.

In Kapitel 6 wurde die von Fernau und Rodŕıguez-Velázquez in [65] formulierte offene

Frage nach der Komplexität des Problems Lokale Metrische Dimension für planare

Graphen beantwortet. Es wurde die NP-Vollständigkeit des Problems mithilfe einer Re-

duktion von 1-Negative Planar 3-SAT gezeigt. Die Beweisidee erweitert den in [48]

vorgestellten Beweis für die NP-Vollständigkeit der metrischen Dimension von planaren

Graphen.

In Kapitel 7 wurden die gewichtete metrische Dimension und die fehlertolerante metri-

sche Dimension von Sonnengraphen untersucht. Bei Sonnengraphen handelt es sich um

Kreisgraphen, deren Knoten um höchstens einen Weg beliebiger Länge erweitert werden.

Es wurde ein Algorithmus zur Berechnung der gewichteten metrischen Dimension von

Sonnengraphen vorgestellt. Dieser hat eine Laufzeit, die quadratisch in der Instanzgröße

ist und verbessert die Laufzeit des bisher besten bekannten Algorithmus zur Lösung die-

ses Problems. Der bisher beste bekannte Algorithmus wurde von Epstein et al. in [51]

vorgestellt und hat eine Laufzeit aus O(|V |4). Weiterhin wurde in Kapitel 7 ein Algo-

rithmus zur Berechnung der fehlertoleranten metrischen Dimension von Sonnengraphen

vorgestellt. Dieser hat eine Laufzeit, die linear in der Instanzgröße ist.

In Kapitel 8 wurde ein Linearzeitalgorithmus zur Berechnung der fehlertoleranten metri-

schen Dimension von Wheels vorgestellt. Wheels sind Kreisgraphen, in denen alle Kreis-

knoten mit einem zusätzlichen Knoten, der Nabe, verbunden sind. Adar und Epstein stel-

len in [2] ebenfalls einen Linearzeitalgorithmus zur Berechnung der fehlertoleranten metri-

schen Dimension von Wheels vor. Der in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Algorithmus

ist unabhängig von [2] entstanden und beschreibt eine alternative Lösungsstrategie für

dieses Problem.

9.2 Ausblick

Im Gebiet der metrischen Dimension von Graphen gibt es eine Vielzahl noch ungelöster

Probleme. Das wohl am meisten untersuchte noch immer offene Problem ist die Fra-

ge nach der Komplexität der metrischen Dimension für baumweitebeschränkte Graphen.

Selbst für Graphen mit Baumweite zwei gibt es bisher keine Ergebnisse. Die leeren Felder
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9.2 Ausblick

in den Tabellen 9.1 bis 9.3 geben eine Übersicht über die noch ungelösten Problemvari-

anten für einige interessante Graphklassen.

Abseits von der Untersuchung von Problemvarianten für verschiedene Graphklassen ist es

durchaus sinnvoll, das Problem Metrische Dimension mit einem stärkeren Bezug auf

eine praktische Anwendbarkeit beim Routing in Sensornetzwerken zu betrachten. Beim

Beacon-Vector-Routing beispielsweise erhalten Sensorknoten eindeutige virtuelle Adres-

sen, die sich über die Distanzen zu den Ankerknoten einer trennenden Menge ergeben. Als

Abstandsmaß für das Routen zwischen zwei Sensorknoten wird die Hammingdistanz der

virtuellen Adressen gewählt. Beim Routen von einem Startknoten s zu einem Zielknoten

t wird greedy zu dem Nachbarn von s geroutet, der näher am Ziel t liegt, d.h. dessen

Hammingdistanz zur virtuellen Adresse von t kleiner ist. Dieses Vorgehen führt jedoch

nicht immer zum Ziel, da Knotenpaare mit kleiner Hammingdistanz eine große Graphdis-

tanz zueinander haben können. Werden die Sensorknoten allerdings über die Abstände

zu den Knoten einer stark trennenden Menge adressiert, geht die Distanz zwischen s und

t aus der Adressierung hervor. Das wird durch folgende Überlegung deutlich. In einer

stark trennenden Menge gibt es einen Ankerknoten r, sodass s auf einem kürzesten t− r-

Weg oder t auf einem kürzesten s − r-Weg liegt. O.B.d.A. liege t auf einem kürzesten

s − r-Weg. Sei d der Vektor, der sich aus der Differenz der virtuellen Adressen von s

und t ergibt. Dann ist offensichtlich einer der Einträge aus d die Graphdistanz zwischen

s und t. Durch eine genauere Analyse ergibt sich, dass das Maximum der Einträge aus

d die Graphdistanz zwischen s und t ist. Daraus folgt, dass ein Greedy-Routing von s

nach t stets optimal ist. Diese Überlegungen zeigen das Potenzial der starken metrischen

Dimension und auch anderer Varianten der metrischen Dimension in Hinblick auf die

Anwendbarkeit beim Routing in Netzwerken und könnte im Rahmen eines zukünftigen

Forschungsprojekts näher untersucht werden.
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9 Fazit und Ausblick

Graphen mdim mdim parametrisiert

Allgemeine NP-Vollständig [72]

W [2]-schwer für

Standardparmeter [86];

FPT für Parameter

Max-Leaf-Number [49];

W [1]-schwer für

Parameter Baumweite [28];

FPT für

Parameter Baumlänge [23]

Vollständige
geschlossene

Formel [39]

Kreise
geschlossene

Formel [85]

Bäume
geschlossene

Formel [123]

k-edge-augmented

Bäume
O(nO(k)) [51]

Vollständige Wheels
geschlossene

Formel [51]

Wheels O(n4) [51]

Planare NP-vollständig [47]

Außenplanare O(nO(k)) [47]

Vollständig bipartite O(n) [39]

Bipartite NP-vollständig [51]

Co-Bipartite NP-vollständig [51]

Sonnengraphen O(n) [93]

Intervall NP-vollständig [69]
FPT für Standardparmeter

[69]

Permutations NP-vollständig [69]

Co-Graphen O(n) [51]

Unit-Disc NP-vollständig [94]

Split NP-vollständig [51]

Chain O(n) [64]

Coronaprodukt
NP-vollständig

[65][66]

Cactus-Block O(n) [93]

Distanzerhaltende

beschränkte Bamweite

beschränkte Baumlänge
O(nO(1))

(folgt aus FPT)

Tab. 9.1: Übersicht der Ergebnisse für (parametrisierte) mdim
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9.2 Ausblick

Graphen wdim ldim adim

Allgemeine

Graphen

NP-vollständig

(folgt aus mdim)

NP-vollständig

[66]

NP-vollständig

[66]

Vollständige
geschlossene

Formel [51]

geschlossene

Formel

Kreise
geschlossene

Formel [51]
geschlossene Formel

Bäume
geschlossene

Formel [51]

geschlossene

Formel

(folgt aus bipartit)

k-edge-augmented

Bäume
O(nO(k)) [51]

Vollständige Wheels O(n) [51] geschlossene Formel

Wheels O(n4) [51]

Planare
NP-vollständig

(folgt aus mdim)
erste Ansätze

NP-vollständig

[66]

Außenplanare

Vollständig bipartite
geschlossene

Formel

geschlossene

Formel

(folgt aus bipartit)

Bipartite
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

geschlossene

Formel [157]

Co-Bipartite
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

Sonnengraphen O(n4) [51]

Intervall
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

Permutations
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

Co-Graphen O(n) [51]

Unit-Disc
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

Split
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

Chain

Coronaprodukt
NP-vollständig

(folgt aus mdim)

NP-vollständig

[66]

NP-vollständig

[66]

Kaktus-Block

Distanzerhaltende

beschränkte Bamweite

beschränkte Baumlänge

Tab. 9.2: Übersicht der Ergebnisse für wdim, ldim und adim
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9 Fazit und Ausblick

Graphen sdim fdim kdim

Allgemeine

Graphen

NP-vollständig

[156]

NP-vollständig

(Beweis nicht korrekt)

[195]

NP-vollständig

(Beweis nicht korrekt)

[195]

Vollständige
geschlossene

Formel [165]

geschlossene

Formel [167]

geschlossene

Formel [2]

Kreise
geschlossene

Formel [172]

geschlossene

Formel

Bäume
geschlossene

Formel [172]

geschlossene

Formel [92]
O(n) [195]

k-edge-augmented

Bäume

Vollständige Wheels O(n) [2]

geschlossene Formel

für k ≤ 4,

keine Lösung

für k ≥ 5 [2]

Wheels

Planare

Außenplanare

Vollständig bipartite

ungewichtet:

geschlossene

Formel

gewichtet:

O(n) [2]

Keine Lösung

für k ≥ 3 [2]

Bipartite

Co-Bipartite

Sonnengraphen

Intervall

Permutations

Co-Graphen O(n) [192]

Unit-Disc

Split

Chain

Coronaprodukt

Cactus-Block

Distanzerhaltende O(n) [145]

beschränkte Bamweite

beschränkte Baumlänge

Tab. 9.3: Übersicht der Ergebnisse für sdim, fdim und kdim
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10 Anhang

In diese Dissertation wurden die Ergebnisse der folgenden Publikationen eingearbeitet.

[191] Duygu Vietz, Stefan Hoffmann, and Egon Wanke. Computing the metric dimen-

sion by decomposing graphs into extended biconnected components - (extended

abstract). In Gautam K. Das, Partha Sarathi Mandal, Krishnendu Mukhopadhya-

ya, and Shin-Ichi Nakano, editors, WALCOM: Algorithms and Computation - 13th

International Conference, WALCOM 2019, Guwahati, India, February 27 - March

2, 2019, Proceedings, volume 11355 of Lecture Notes in Computer Science, pages

175-187. Springer, 2019.

[192] Duygu Vietz and Egon Wanke. The fault-tolerant metric dimension of cographs.

In Leszek Antoni Gasieniec, Jesper Jansson, and Christos Levcopoulos, editors,

Fundamentals of Computation Theory - 22nd International Symposium, FCT 2019,

Copenhagen, Denmark, August 12-14, 2019, Proceedings, volume 11651 of Lecture

Notes in Computer Science, pages 350-364. Springer, 2019.

Die in der Publikation [191] vorgestellten Ideen und Konzepte wurden von allen Autoren

zu gleichen Teilen entwickelt. Die Formalisierung und Formulierung dieser Arbeit stammt

weitestgehend von mir. Die Publikation [192] wurde von mir entwickelt, formalisiert und

formuliert. Mein Co-Autor hat wertvolle Hinweise geliefert und bei der Finalisierung der

Arbeit mitgewirkt.
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4.2 Ein DEBC-Baum für den Graphen in Abbildung 4.1 . . . . . . . . . . . . 20

4.3 Beispiel für Gate- und Out-Knoten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.4 Beispiel für die Schranken aus Lemma 4.2.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.5 Beispiel für Lemma 4.2.10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.6 Veranschaulichung von Teil (a) des Beweises von Lemma 4.3.5 . . . . . . . 30

4.7 Veranschaulichung von Teil (b) des Beweises von Lemma 4.3.5 . . . . . . 30

4.8 Veranschaulichung von Teil (c) des Beweises von Lemma 4.3.5 . . . . . . . 31

4.9 Veranschaulichung von Teil (d) des Beweises von Lemma 4.3.5 . . . . . . 31

4.10 Eine Graphklasse Gn ∈ G2, für die es kein k ∈ N mit Gn ∈ Gmin
k gibt . . . 36

4.11 Gadget für eine Variable in F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.12 Gadget für eine Klausel in F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.13 Modifiziertes Variablengadget . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.14 Klausel Cj = x1 ∨ x̄2 ∨ x3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.1 Fehlertolerante trennende Menge, die nicht 2-adjazent-trennend ist . . . . 41

6.1 Klauselgadget gc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2 Variablengadget gx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.3 GF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6.4 HF ohne Kanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6.5 HF mit True-Kanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.6 HF mit False-Kanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

7.1 Beispiel für die Menge T (vi,i′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

7.2 Beispiel für die Menge L(vi,i′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

7.3 Beispiel für die Menge LK(vi,i′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

7.4 Beispiel für die Menge K(vi,i′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

7.5 Beispiel für die Menge NL(i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

7.6 Beispiel für die Menge NR(i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

7.7 Beispiel für die Menge DL(i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

7.8 Beispiel für die Menge DR(i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

7.9 Zusammenhang zwischen LK(vi,i′) und NL(i) für i′ = 1 . . . . . . . . . . 69

109



Abbildungsverzeichnis

7.10 Zusammenhang zwischen LK(vi,i′) und DL(i) für i′ = 1 . . . . . . . . . . 70

7.11 Zusammenhang zwischen LK(vi,i′), DL(i) und DR(i) für i′ > 1 . . . . . . 71

7.12 Zusammenhang zwischen LK(vi,i′) und NL(i) für i′ > 1 . . . . . . . . . . 72

7.13 h−- und h+-Werte und die Mengen A′ und C ′ . . . . . . . . . . . . . . . . 80

8.1 Wheel W13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

8.2 Wheel Wn mit Ankerknoten vi und lvi ≥ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

8.3 Wheel Wn mit Ankerknoten vi, vi⊕1 und lvi + lvi⊕1
≥ 3 . . . . . . . . . . . 92

8.4 Beweis von Lemma 8.2.1, 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.5 Beweis von Lemma 8.2.1, 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.6 Beweis von Lemma 8.2.1, 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.7 Beweis von Lemma 8.2.1, 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.8 Beweis von Lemma 8.2.1, 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.9 Beweis von Lemma 8.2.1, 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.10 Ankerknoten in einer h0,0-Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.11 Ankerknoten in einer h0,1-Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.12 Ankerknoten in einer h0,2-Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.13 Ankerknoten in einer h1,0-Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.14 Ankerknoten in einer h1,1-Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.15 Ankerknoten in einer h2,0-Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.16 Anfangsbedingung h2,0(v3) = c(v3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

8.17 Anfangsbedingung h1,0(v2) = c(v2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

8.18 Anfangsbedingung h1,1(v2) = c(v2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

110



Tabellenverzeichnis

5.1 Berechnung von ra,b,c,d für die Vereinigung zweier isolierter Knoten . . . . 48

5.2 Berechnung von ra,b,c,d für die Vereinigung eines isolierten Knotens und

eines Co-Graphen mit mindestens zwei Knoten . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.3 Berechnung von ra,b,c,d für die Vereinigung zweier Co-Graphen mit min-

destens zwei Knoten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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[18] Alan F. Beardon and Juan Alberto Rodŕıguez-Velázquez. On the k -metric dimen-

sion of metric spaces. Ars Mathematica Contemporanea, 16(1):25–38, 2019.

[19] Laurent Beaudou, Peter Dankelmann, Florent Foucaud, Michael A. Henning, Ar-

naud Mary, and Aline Parreau. Bounding the order of a graph using its diameter

and metric dimension: A study through tree decompositions and VC dimension.

SIAM Journal on Discrete Mathematics, 32(2):902–918, 2018.

[20] Zuzana Beerliova, Felix Eberhard, Thomas Erlebach, Alexander Hall, Michael Hoff-
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Puertas. On the metric dimension of infinite graphs. Discrete Applied Mathematics,

160(18):2618–2626, 2012.
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P. G. Mezey, editors, Advances in molecular similarity, chapter 8, pages 153–171.

JAI Press Inc., 100 Prospect Street, Stamford, Connecticut, 06904-0811, 1998.

[111] Mark Johnson. Structure-activity maps for visualizing the graph variables arising

in drug design. Journal of Biopharmaceutical Statistics, 3(2):203–236, 1993.

[112] Heinz Adolf Jung. On a class of posets and the corresponding comparability graphs.

Journal of Combinatorial Theory, Series B, 24(2):125–133, 1978.

122



Literaturverzeichnis

[113] G. Kabatianski, V. Lebedev, and J. Thorpe. The mastermind game and the rigidity

of the hamming space. In 2000 IEEE International Symposium on Information

Theory, page 375, 2000.

[114] Gregory A. Kabatiansky and Vladimir S. Lebedev. On metric dimension of nonbi-

nary hamming spaces. Problems of Information Transmission, 54(1):48–55, 2018.

[115] Cong X. Kang. On the fractional strong metric dimension of graphs. Discrete

Applied Mathematics, 213:153–161, 2016.
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metric dimension of rooted product graphs. International Journal of Computer

Mathematics, 93(8):1265–1280, 2016.

124



Literaturverzeichnis
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Velázquez. The simultaneous metric dimension of families composed by lexicogra-

phic product graphs. Graphs and Combinatorics, 32(5):2093–2120, 2016.

[162] Yunior Ramı́rez-Cruz, Ortrud R. Oellermann, and Juan A. Rodŕıguez-Velázquez.
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ragán-Ramı́rez. Computing the local metric dimension of a graph from the local

metric dimension of primary subgraphs. International Journal of Computer Ma-

thematics, 92(4):686–693, 2015.
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[195] Ismael González Yero, Alejandro Estrada-Moreno, and Juan A. Rodŕıguez-
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