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�/!����,! #���''∗∗∗ #����&∗∗∗ #%��%∗∗∗ #%�%'∗∗∗ #%�'�∗∗∗ #%�%%∗∗∗

����&� ������ ������ ������ ����%� ����%�
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���� ���������� ���� �������� �� ��������� ������ � �� ��!���"� � � #��"� $������� ��� � � ���%
����� ��� ����� ��$�����&' (� ��)� � "����� ���) �� � � ��������� #���� ������ �& ��� �	
 �� � �
����� *������ �� �+,,� �� �����' � � �	
 ���)��� -, ������ (�� ���� �& �""��� #��"�� ���.��. ����
/�0 �� �1�0 ���� (�� �� �$���.� �� �/�2 ����� � �� #��"� ��$�����& "�� �� ���������� �� ��"���% ���
� ���%��.��� #��"� ���"����������� 3�.�����. � � ������' � � ��(����� �#��� ���.�� ���� , �� ,-
��#�' ��������. �� ��.��4"��� �������"�� �� � � �$���.� ���� �& �""��� #��"� 5/�0 $�� 0,�, ���� ���
�����%����� �����6� �� ��������' "�����"� ��������� $��& ���(��� ,� ��� �� ���� �' "�����. ��
�$���.� � #��"� �������"� �� 7 ���� ��� "�����"�� (�� � ��(����� �#��� �� , ��#�� � � �	
 ����
����� / $�����%����� #���� � �� ��� "����������& " ��#�� � �� !�� ����� (�� � � ���� ��(�����
�#��� �� , ��#� 5,/�� $�� �/�� ����6� 3�.�����. � ���%��.��� #��"� ���"����������' � ��� ��� �(�
�����%����� ����� (�� - ��#� ��(����� �#��� �$������� �� �������� ���&� �� "��#������ �� � �
��.���� #��� � ������� ��$�� � ����' �� #�� ���������&' � ���%������� #�&� � #��"� #������ �� ,,8�



���� ������	
� ���
��� ��

���������� �� ����	��
�� �� 

� ��� ��
���� 

� ���	����
�� ��� 

� ��
���
�� �
���

�� 

� ��
����� ��� �����
� �
� ��� �� ������ �� 

� �	� �� 
��
���������  �!"

���
����# �$	���� �����
 �
����� % 
��
�� ��� �� �$	�&����
 
� � ���� ��'���
���

�����
 �
�	�
	��� ��!�'��� ���� ���!�
�
��� ��
���� 

� 
��
��������  �!���
���#�

�
� ��
����
' �� �(��"
�"������ �	��
�
	
���  �	
# �� �(!������ �� 

� �
��� �� �(��

��������� �� 

� 
�
�� �	���� �� �(�� ��������� ��� ������ 
���!
��' �	�����!
�����

�
� ����	��� ���
 �����
���� ��� ����
��
���� ����	��� �� 

� �	���� �� ��
��"

�
��
� !�� ��2 �� ���� ����� ��� ������ 

� �
��� �� 	���� !�!	��
���� ����� 

���

�	!!�' ���
���� &��' ��

�� ��	�
����� ���� �������
��� �� 

� ����� 
�
��������
'

�� ������ �����
� �� ���
 �' 	���� ��
����� �&������� 
���&��� �
 �� ���������� 
�

���	�� 

�
 

� �)��
� �� 

��� ���&��� ��� &������ �
 �� �������
�� ��&��� ������

�� ����	��� �� 

� $	��
���' *�+ !�� ��!�
�  �
�����������# ��� ����� �(!������



� !�����
��� �� 
�	��
���� ��

 ������ 
� � +, �&�� ��� �� �
� �������� �� -�
"

���� �)��
� ��� ���������� �' ������ 

� ������ ��!�����
 &������� �
��
 ����
��



� �������
� ������ �� 

� !��&��	� !����� ��� ����	��� 

� ���
����� �	��������

�����

��� ������	
� ��
���


.�
���
��� ���	�
� ���� 

� �������� �!������
���� �����!���
��� 

� ��)����
 ���"

�	��� �� 
���) ��&����
'� ��� !�����
�� �� ����� /�0� ,��	���  1#2 3# �
�
� 

� ���	�
�

����	���� 
���) ��&����
' �' 

� �
������ ��&��
��� �� ��
��� !�����  

#� 

� ��)��"

���� ��
���� �����	� ��� ����  	��	���#� 

� ��)������ ��
���� �����	� ���

��(��	�  	��	�� #� 

� �&����� �����	
� ��&��
��� ���� 

� ������  �
	�
 #� ���



� �&����� �����	
� ��&��
��� ���� 

� ����  �
	���#� ���!��
�&��'�

�	� 
� 

� ���
"��)������ 
���������
��� �� 

� *44 ��
���
��� 

� �����	���


�&� � ��&��� �&����� �
�	�
	�� ��� ��� !������' ���
"����� �	
��������
��� �
�

�	�� �� �� �	
��������
��� �� ��5��
�� ��� %6 1# ��� %6 0# �	
 ��
 ��� � 
��
��

������ ���� ��� ����������� ��������� ������ ��� ���!��� �	� ��� ���� ���� ������"��� ���!��

��� #��� ��������� ���$���� �� ������  ���� �� �� ���������$ ����� �� ������ ���� ������ �� #" 
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��� ��������������	 �� � ��
����
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�	� ������	����  (�-*.(�--!� ���	��	
 �� ��� �������	�� �� 	��"��/ ������ "����

����	������� ���� �������	 �	 ��� �������	� ���/��� #�� ������ ����� ���������� ��

	�
����� �	� "��� ���0���	�� ���"��	 �(�(* �	� �(�(-� ��� ��	
���	 ������������ ���

��������� �� ��� �	 ��� �	������ 1�(��-�� �(���23��� ,	 ��� ��	
���	 � ����� �������� ��

�(4 �	����� �	 �	������ �� )2��2*.56�275 ��		�����	� �	 �����
� "����� ��� �	���	���

	����� ��������� ���� �� ��� 
��������� ��		�����	� �	 8����	� �� ��� �	� �� 2(���

#�� ���0���	�� �� ��� ��������� �������� ��� �������� �	� ��
	�
��	� �	 ����

�����
�����	� �������	
 ��� 
	��	
� �	 %����� �� ���  2(�-!� ������
� ��� ���0�

���	�� ��� �	�� "��/�� ��
	�
��	� �� ��� �(4������  �	� ��� ���� ������	��� ����/�

�� ��� )4������!� ��� ��������	� �������� ��
	� ��

��� ���� ����� �� �	 ���� � ��������

�������� ��
����	
 ��� ���	���� ��
	�
��	�� ��� ����� �� ���� ���	��	��� ���	 ���

����� ��������� �� ��� ������� ���������� ��� ���� �� ��� �����!�"��� �� ���������"� ��� � ���

"���# $� �"����������� %��"� ��� ��� �# $� �"���������� � � �� ���"� ��������� �� ��� ���&������ γi'
δi' ��� ϕi' ��� "���# $� �"���������� ��� !� ����"� �!������ �� ��� � ������ �� ��� ���&����� ��� ���

(����� �� ��)$����*' 1− β0�
��	������ ��� ��� �$�!� �� +��' ��!"�' ��� ,! � �$!�� �!� � ���� ���"� �� ��� ���������

�� ��!"�' ���"�� ����� �!"�  ��$"��- 
 �������� ����������""� �����,���� �)��� �� � ��� ���� ���������

�� ��� �$�!� �� +�� ��� ��!"� �$!�� �!� �' ��� � ��������' ��.��� ' ����������""� �������,����
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N ��� ��� ��� ��� ���
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&����#�'�(���)')�* ��( ���#'#������)#� �#$��� ����(��( ���#�� )� ������+����

�)��),'��'� ������� 
 p < 0.10! 

 p < 0.05! 


 p < 0.01

��� �������)#�� )�'��(� � '#������ �� -��� �� � �)���� ��( �.����( �)/� ����( -+)'+
��� �#� ���#���( 0#� $���)�*
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��� ���� ����  �����	 ��� 1������� &�!!������ ��!� �� ������������ ��� ����
�����

$��!����" �� ����� �� ��������� ������!���� �� ��� 
�� ������
 ��������� �
����$���


����
��� ������"�	 ����� ��� ������� ��
���!!���������� ��
����� ��� ����
�����

���! �� ������ ����� ����!��� ,1������� 2��
��!������ )������� �������	 -���.�

�� �� 3���
���� ,-��4.	 � ����
����� ��
��������� ���� ������� �� ��� �� ��������� #��

����!�
 ��!�������� !��"�� ��������� $�� 
����
��� �������� �� ����!���� �� �����


������ -4��� ��� -��5�� �� 1������� ������� �$ ��� = 22.1% �������� ���� ���

����� �� ����� ��� ������ �� ����� �������� ���� �����  �����!�������  ��� ��� ���"  �"� #$

� �������

��%��! �  &��!�� ���������'�( �� ����� �& )�����& �� )�"��� *+,-,.( �����/ �����!������� ���
���� ������ ��!� �� �������� "��0��� �& ��������� ����� �����!��� *������ �1�����& �����. �� ��
����� ��� � ��" ���������& ������� ���� �� �� ��� �������0������ �0 � ������ ����� �& ��������2��� ��
�����!��� �0 ����� ������� 0��! � ������&/ ��������� �'����� ���� ���'� * &��!�� �1�����& �����.�
��� ������ ������ !���� �� ���������& �!������� 0�� ����/���� ������������ ��'�� ���� ���  �!�� 
�� ����� !� ��� �� !��& ����������
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������ ���� ��� �� � ������ ������� ���� ����� ����� ������� �� ���� !��"�� �"# �����#$ �"%
#���"#�"�� �& ��� ���������" ��'�$ �"# ����"����� �(&��!���"� !�"��#���(�� ��������" (�����"
!��"����� �"# ���� ����� �" ��� (���""�"� �& ��� ������ �����# � ����� ����� �& )*�# ��"� ����%
���" ��� !����"� +������$ #���"� ��� ������ �����# �"# ����!���� �" ��!�"�  ���� ���� �"#
���� ��(�!��(��� !�� ��� !��#� ,���" ��� ���"�)!�"� #�!��"� �" ��� "��(�� �& )*�# ��"� �������" 
��(�!��(���$ ���� !��"����� ��"� &��� -"�� �"����. �� -��� ��!�. !���������" �" !��������" ��
��� ��������# ������� !���������� ���/�� !�"#����" &�� (���#(�"# �#�����"� 0���� !��"����� ��%
����!��# ��� ������� �" ��� ����  ���� �& ��� ������ �����#� ��� )"#�"� ���� ��� �!����������"
�1�!� #���"���� ��� ��!��� !���������" ���#� &�� ��� �"!��#�# 	�"���� �"# ������" �������" !��"%
����� �" ��� �����#�� ��������$ &�� �*�����$ �" ��� ��������"#� �"# �" 2�"��"# ���/�� !�"#����"�
���"�)!�"�� ���&��# �����#� ��(��� �����!��$ �����&��� ��� �!����������" �1�!� #���"���� ��"!�
344563447� �" ����� !��"����� ��!� �� ����"$ 2��"!�$ �"# ���#�" ��� ������� &�� ��� &��� �� ����$
(�� �����"�# !���� �� ��� ������� ������ 0"� �" ��� 
8 ��� ��!��� !���������" ��������# �" ���
 ����$ �������$ !����� ������!��"� ��� ��������# ��������

��9����(�� #��!������"� !�" (� &��"# �" ��(�� 
��3�
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���	���� ��� ���������
 ���

��
 ��	 �����$��� �$� �	� &��&	���	
' �� ��	�
 ��
������ ���� �
� σ(x+με, y−με′) >

σ(x, y) ��� μ = sgn(x− y) ��� ε, ε′ ≥ 0 $��� ε+ ε′ > 0� ��� �� 	������
 
����������

�����
���
�� ���� �
� σ(x + ε, y + ε) < σ(x, y) ��� ��� ε > 0� (�� � 
���	��	 �������� σ

��� � �����	 
	� C� � &������ k�
 &���	 �
 ���	 
���	�� ��	 ����	� ��	 #���	 σ(pk, p) �
�

$��� p :=
∑

k pk/N � )�������
��� k�
 "������ �
 ��	 ���	 
���	�� ��	 ����	� σ(qk, q)

�
� $��� q :=
∑

k qk/N � *	 
�� ���� &������ k�
 &���	 �
 
���	�� �� σ(pk, p) > σ(qk, q)

����
� ��
 "������ �
 
���	�� �� σ(pk, p) < σ(qk, q) ��� ���� ��	 	"����� 
���	�� ��

σ(pk, p) = σ(qk, q)�

+�	 ������	� &��&	���	
 �� ��	 
���	��	 �������� ��&���	 �$� 	

	����� �	����	
 ��
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	� �� �
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�
�	&�������� �� 
���	��	 �
 ��&���	� �� ��	 &����	�	� δ ∈ [0, 1]

���� �	���	
 �� $���� 	��	�� ��	 �	����#	 $	����
 �� ��	 ��������	
 ��	 ��
����	��

(�������� $�	� ������ �	� �	��
���� ��	 ��	�� &���	
 ��	 �����&������#	 $	����

2/(1 + δ) ≥ 1 �� ��	 ���	 
���	�� ��� 2δ/(1 + δ) ≤ 1 �� ��	 �	

 
���	�� ��������	�

+�	 
����	� δ �
 ��	 ���	 ��	 �	��
��� $	����
 ��	 ��
����	� �� ��#�� �� � &�������



���	�� ��������	� +�	 ����� ��
	 �� � �������� ���
��	� $�� ������ 	
 �
��� �
 ����.

���	�� 	� �� δ = 1� �� ��	 �����$��� $	 �

��	 ���� ��	 ��	�� �
 
�
�	&����	 �� ��	


���	��	 ���
� ���
 δ < 1� *	 �	���	 �	� ����	
&������ ��
����	� ������� ��������

$��� us(·)�
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 ����
�� �� 	�� ����� ����� ��� ������ ������ ���������� 
� ���


	��	 � ��
��� ����� ������ ����	 	�� 
�� � �������� ������ � ������	� ������� 	��	

��� ������	 k 	�� ����� �� ������	� 	��	 ��� σ(qk, q) < σ(pk, p)� ���� 	��	

us(k) =
2δ

1 + δ
qk − 2

1 + δ
pk. �����

��
 ������ 	��	 ��� ������ ��� ��������� ����	�� ��
���  � �� �����	 Δ > 0�

���� 	��	 	�� �����
� ����� �!���� p+Δ� "�� 	� ����������
 �����	���	�� ������	 k#�

�����  ������ ���� ������	 	�� ���
�� 	�� ����� ����	 Δ ��� $�� � ��%����	�� ���
� Δ� 	��

������	#� !����	� ��� ����	�����  ����� ������	 ���� 	��	 σ(qk, q) > σ(pk+Δ, p+Δ)

������ &� 	��� ����� 	�� ������� ����� ����	 Δ ��'�� k#� !����	� ������	 ��� 	��

�������� ��'�� ������	�� 	�� ������	 ��

us(kΔ) =
2

1 + δ
qk − 2δ

1 + δ
(pk +Δ), ���(�


���� kΔ := (qk, pk +Δ) ����	�� 
��� k �	 	�� ��������� ����� ������

�������� ��	�� 
�	��

 ������� 	���� ��� 	
� ���	������ �������	��	�� ������	�

k ∈ {1, 2} 
�	� q1 < q2 ��� p1 < p2� )�������
 	��	 	���� 	
� ������	� ��� �� �

��	����� ����������� ����� 
�	� qk − pk = c > 0 ��� k ∈ {1, 2}�� 	�� ����� �� ������	
���  �	� 
���� ��

σ(qk, q) = σ(pk + c, p+ c) < σ(pk, p)

������ ���� 	��	 	�� ��
*!����	� 
��� �� �������� ����� �+��	� � 	�������� ���'��

Δ∗ > 0 �	 
���� ������ ��� !����	� ��� �!����� ������	� $�� ��� Δ < Δ∗� 	��

����� ������� ������	 ���  �	� ������	� ���� 	��	 	�� ��
*!����	� ������	 �� �������


���� ��� ��� Δ > Δ∗ !����	� �� ����
��
�	�� ��� 	�� �������� ������� 	�� ��
�*

!����	� ������	� &� ���	������� 
� ���� Δ∗ = c� )������� 	��	 σ(pk, p) > σ(qk, q)
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 ���!� ���#� !
� ��"���� !���!��� ����& ��� #����$��� �����!����� ����� ���� �# ��� 
����

����!��� ���#��� ��� �# ��� �����!���
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� ��� ��!����� �
'�� !������ ��� 
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� ��� ��!��"�� 
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�	� ������

&������
 ����� 
�� 
�� ��

�	���� ����
��
��
�� �
���	
� (q1, p1) ��� (q2, p2) ��
�

q1 < q2 ��� p1 < p2 ��� �	
�
����� 
�� ��������� 
�
�� �	���
���� %�
�
� 
�� ����
��

�
�	� ����� �� ��� ��� 	������
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��� ��
 ������ 
�� 	���	� ��
 '�	���
�� ()*� $� ����
� 
��� �� CLP :=

CLP = {(q1, p1), (q2, p2)}� +�	���� 
�� ����
�� �
�	� ����� �� ���� ��� 	������
�

����	
�� �
 
�  � ���� '�	���
�� ,)* ��	� 
��
 CHP := CHP = {(q1, p1+Δ), (q2, p2+

Δ)} ����� ��
 ���� Δ > 0� ���
�� ������� 
��
 	������
� ����	
��  �
� �
�	�

������ 
�  � ����� �� '�	���
�� -,)*� ����
� 
�� '���������* �
� � ���
� ��
� ���	�


�� ����
 ����	
� 
�� ��� �
�	� ����� pL ∈ [0, 1]� ����� 
�� ���������
� �
���	
��

����	
�� �
�	� ������

pe1 := pL p1 + (1− pL)(p1 +Δ)



���� ��� ��	�
 ���

��� ��� ����	
�����
 ��������� �������� ����� �� ����� �


pe2 := pL p2 + (1− pL)(p2 +Δ).

������ Ce := {(q1, pe1), (q2, pe2)}� ����� �� ������� ������������� ��� �� ����� �


CUHP := CHP ∪ Ce = {(q1, p1 +Δ), (q2, p2 +Δ), (q1, p
e
1), (q2, p

e
2)}.

������ CUHP � ��� ������� ����� �� ������
� ����� ���� ������ CHP � ������� ���

����	
�����
 ��������� ����� �� ��  ��� ������� ������ CUHP ���� ������ CHP � !�

����������� �" ��� ����� �" ��� ����	
�����
 ������� �� ������� �� #$% ����� ��� 
�����


�� ������� �� $%� ���� ��� ������� ��������� �" ���� ������� �� ����� �� #$% ����

�� $%� ���� 
����� ��� ���������� ���� ����� ��� ��� ���� �������� �� ������ ���

����	
�����
 ������� �" ��� ����� ����� �� �����������
 ���� ���� �" �� �� ���������


�����

&�� ���
� ��� ������� ����� ������ CUHP �
���� p+ (1− pL/2)Δ ���� p = (p1 +

p2)/2� �����"���� �������� �" ��� ����	
�����
 ��������� ����� �� #$% �� ����� �


σ(p2 +Δ, p+ (1− pL/2)Δ) ����� �� $% �� �� ����� �
 σ(p2 +Δ, p+Δ)� '��������

�� ��� �������� �������
� ��� ���� ����� ��  ��� ������� �� #$% ���� �� $% "�� ���

Δ > 0 �� ���� �� pL > 0� ����� ������� ���� �� $% ��� ����	
�����
 ���������


�����
 �� ������� ����� �� #$% ��� ����� �� �������� ���� ��� ����	
�����
 ������� ��

������ ��

us(kΔ, CUHP ) =
2δ

1 + δ
qk − 2

1 + δ
(pk +Δ)

< us(kΔ, CHP ) =
2

1 + δ
qk − 2δ

1 + δ
(pk +Δ).
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 �� (�� ��� ��
 ����� ��	�� 
��� 
��� �'������
 ����������) 0 < pL ≤ 1

��� � ���� ����� ��	�� 
��� pH := 1 − pL% *�	�� ��� ��
 ����� ��	��� ��� ����
���

��+�� �'����
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� ��� ��
, �����) ������ 
��� ����������) pLs ��� ��� ����

 �����) ������ 
��� ����������) 1−pLs % *�	�� ��� ���� ����� ��	��� 
�� �'����
 �� ���

��� ��� ��
, �����) ������ 
��� ����������) pHs ��� ��� ��� ����, �����) ������ 
���

����������) 1− pHs % -���� ��� ��������� ����� ��	�� rp � ���
 rp(pL) := pL (0.50 pLs +

1.50 (1− pLs )) + (1− pL) (3.50 pHs + 4.50 (1− pHs )) ��� ��� ���������  �����) ��	�� �


��	�� �) rq(pL) = qL
(
pL pLs + (1− pL) p

H
s
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+ qH
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pL (1− pLs ) + (1− pL) (1− pHs )

)
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.�������� �� ��� ��� ������) ����	�� ���� �� ���������	� k = (pk, qk)� ��	�� �

��������� ����� r = (rp, rq)� �
 ��	�� �)

u(k|r) = v(k) + n(k|r),
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qL − 3.50− np(3.50|rp(pL))− λη(rq(pL)− qL)

=qH − 4.50− λη(4.50− rp(pL)) + η(qH − rq(pL))
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qL − 3.5− ηλ(3.5− rp(0.5))− λη(rq(0.5)− qL)

=qH − 4.5− ηλ(4.5− rp(0.5)) + η(qH − rq(0.5)).
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qL − 3.50− ηλ(3.50− rp)− ηλ(rq − qL) ≤ qH − 4.50− ηλ(4.50− rp) + η(qH − rq)
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λ(qH − rq) ≤ qH − rq,

�	��	 �� � ������������� �� λ > 1 ��� qH > rq�
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����
 pHs = 0 �
�	 �	��

qL − 3.50− ηλ(3.50− rp)− ηλ(qL − rq) ≥ qH − 4.50− ηλ(4.50− rp) + η(qH − rq)
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λ(rq + 1− qL) > (qH − rq),
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