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Zusammenfassung

Die Modulgruppe I' := PSL(2, Z) der 2 x 2—Matrizen iiber Z mit Determinante 1 operiert auf
der oberen Halbebene H := {z = a+iy : z,y € R,y > 0}. Der Bahnenraum I"\ H ist eine nicht
kompakte Riemannsche Fléche und laft sich durch Hinzunahme der parabolischen Fixpunkte
P'(Q) kompaktifizieren. Beziiglich der in dieser Arbeit betrachteten Untergruppen A < T
von endlichem Index zerfallt die projektive Gerade in r < oo Spitzenklassen, so dafs wir A
einen Spitzenvektor S(A) := [sy,...,s,] € (P(Q))" als vollstindiges Reprisentantensystem
der Spitzenklassen zuordnen kénnen und einen kompakten Bahnenraum A\HU {s,...,s,}
erhalten. Zu jedem Stabilisator A(s;) eines Représentanten s; € P'(Q) mit Spitzenbreite
w; = [['(s;) : A(s;)] existieren Matrizen g; € I' mit g;o0 = s; und g; *A(s;)g; C I'(00), bzw.
h; € PSL(2,R) mit hjoo = s; und h; *A(s;)h; = I'(c0). Jedem Reprisentanten s; ordnen wir

eine Eisensteinreihe zu:
Ei(z,s) = Z Im(h;102)%,
deA(si)\A
die fiir Res > 1 absolut konvergiert und A—automorph ist. Jede dieser Eisensteinreihen

E;(z,s) besitzt eine Fourierentwicklung in der Spitze s; fiir 1 < 4,j < r, deren konstante
Terme:

N[

pij(s) == F(s)E) > ( : {15 € 97 Asi)gi \ g ' Agi/g; " Als;)g; }

ww 8028
ceN ! ])

der Streumatrix ®(A, s) := (¢ij(s)), <, ;<, zusammengefasst werden. Im Rahmen dieser Ar-
beit in GAP entwickelte Programme berechnen zu einer Untergruppe A <; I' Reprasentanten
der Spitzenklasse, die Spitzenbreiten und die Anzahlen b;; der Doppelnebenklassen.

Fiir Gruppen A < A < T fithren wir den Begriff der relativen Spitzenbreite einer Spitze sg
von A in A ein und konstruieren die Streumatrix von A aus der Streumatrix von A.

Diese Uberlegungen ermdoglichen ein weites Feld von Anwendungen: Zum Einen erhalten wir
die Streumatrix einer Kongruenzuntergruppe A aus der Streumatrix ihrer Hauptkongruenz-
untergruppe I'(n). Daher bestimmen wir zunéchst fiir I'(p) die Struktur der Streumatrix und
geben die Eintrédge in sehr expliziter Form an, bevor wir die Ergebnisse so weit wie moglich
auf beliebige Hauptkongruenzuntergruppen I'(n) iibertragen.

Zum Anderen kénnen wir auch fiir solche Nichtkongruenzuntergruppen A, die Untergruppen
einer Kongruenzuntergruppe A sind und eine oder mehrere tibereinstimmende Spitzenklassen
haben, die Eintrdge der Streumatrix zumindest teilweise bestimmen. Dann ergeben sich
die zu diesen Spitzenreprasentanten gehorenden Eintrdge der Streumatrix von A aus der
Streumatrix von A.

Kenntnisse der Struktur der Streumatrix von I'(p) ermdglichen uns auch, die Determinante
det ®(T'(p), s) als Quotient von Produkten aus der Riemannschen (—Funktion und Dirich-
letschen L-Reihen zu bestimmen.






Abstract

The modular group I' := PSL(2,Z) of 2 x 2—matrices over Z with determinant 1 operates
on the upper half plain H := {z = x + iy : z,y € R,y > 0}. The set of orbits I' \ H is a
non-compact Riemannian manifold, which can be compactified by adding the parabolic fixed
points P1(Q). Concerning subgroups A < T of finite index, the projective line decomposes
into r < oo classes of cusps, thus enabling us to choose a vector of cusps S(A) 1= [s1,...,s,] €
(P'(Q))" as a complet set of inequivalent cusps obtaining a compact set of orbits A\ HU
{s1,...,5,}. For the stabilizer A(s;) of a representative s; € P(Q) with cusp width w; :=
[T(s;) : A(s;)] there exist matrices g; € I' with g;oo = s; and g; *A(s;)g; C T'(oc) as well
as h; € PSL(2,R) with h;oo = s; and h; *A(s;)h; = I'(c0). To each cusp s; we asign the
corresponding Eisenstein series:

Ei(z,s) = Z Im(h;léz)s,

SEA(si)\A

which converges absolutely, if Res > 1, and which is A—automorph. Each Eisenstein series
E;(z,s) has a Fourier expansion at the cusp s; for 1 <4, j < with the constant terms:

[
ﬁ\

ij(s) : F(S)Q)Z(wi ! | {CED)) € 97 Asi)gi \ g7 ' Agi/ g5 Als)g; 1,

W 3025
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which are collected in the scattering matrix ®(A, s) = (¢i;(s)),; j<,- We developed pro-
gramms in GAP, which calculate for a subgroup A <; I" a complete set of inequivalent cusps,
their cusp withs and the numbers b;; of double cosets.

For groups A < A < I'" we introduce the notion of a relative cusp width of a cusp sf of A
with respect to A and construct the scattering matrix of A from the scattering matrix of A.

This concept allows for a wide field of applications: Firstly, we derive the scattering matrix
of a congruence subgroup A from the scattering matrix of its principle congruence subgroup
['(n). Thus we estimate for I'(p) the structure of the scattering matrix and present their ent-
ries in an explicit way, before transfering our results as far as possible to principle congruence
subgroups I'(n).

Secondly, we are able to determine the entries of the scattering matrix at least for such
non-congruence subgroups, which are subgroups of a congruence subgroup and hold one or
more analog cusps classes. Then the entries of the scattering matrix of A belonging to these
cusps arise from the scattering matrix of A.

Knowledge of the structure of the scattering matrix enables us to construct the determinant
det ®(I'(p), s) as a quotient of products of the Riemannian {—function and Dirichlet L-series.
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Einleitung

Die Modulgruppe:
[':=PSL(2,Z) < PSL(2,R)

der 2 x 2—Matrizen iiber Z mit Determinante 1 operiert als Fuchssche Gruppe
erster Art auf der oberen Halbebene:

H:={:=z+iy:z,y e R,y >0}

mittels Mobiustransformationen. Vermutlich war Gauss der erste, der diese Grup-
pe studierte und mit seinen Untersuchungen die klassische Periode der Theo-
rie der automorphen Funktionen begriindete, die ein grofses Interesse an dieser
Theorie hervorrief und in Arbeiten von Klein, Fricke und Poincaré gipfelte.
Einen zweiten Aufschwung erlebte die Theorie der automorphen Funktionen
durch einen Artikel von Selberg [Sel56], der den Begriff der automorphen Funk-
tion verallgemeinerte auf Funktionen, die automorph beziiglich einer endlich-
dimensionalen unitdren Darstellung einer diskreten Untergruppe von PSL(2, R)
sind. Unabhéngig davon erschien ein Artikel von Maass [Maa49|, der dhnliche
nicht-analytische automorphe Formen, sogenannte Maass-Wellenformen, defi-
nierte. Durch diese Ideen wurden neue, bisher nicht in der Theorie der automor-
phen Funktionen verwendete Techniken herangezogen und dies fiihrte zu der
Spektraltheorie der automorphen Funktionen.

In dieser Arbeit wollen wir spezielle I'—automorphe Funktionen untersuchen
und geben dazu im ersten Kapitel dieser Arbeit einen Einstieg in die klassische
Theorie. Der Bahnenraum I" \ H ist eine nicht kompakte Riemannsche Fléche,
die wir folgendermafen kompaktifizieren konnen: Wir betrachten die projektiven
Geraden P'(Q) C P}(R), wobei wir P!(Q) als die Menge:

v~ {[] cn ([~

der gekiirzten Briiche modulo +1 von Q?\ {(0,0)} modulo der Aquivalenzrela-
tion [§] ~ [§] <= TN € Q* : \[}] = [ 3] auffassen, und P!(R) als Rand von H
ansehen. Die Modulgruppe I' operiert dann in natiirlicher Weise auf P*(Q) und
P}(R) und die unipotenten (parabolischen) Elemente aus I' haben Fixpunkte
auf P1(Q), die Spitzen. T permutiert die Menge der Spitzen P!'(Q) transitiv und
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die Vereinigung I'\H U {oco} 14£ sich mit der horosphérischen Topologie zu einer
kompakten Flache machen. Beziiglich der in dieser Arbeit betrachteten Unter-
gruppen A < I' von endlichem Index zerfillt die projektive Gerade in r < oo
Spitzenklassen, so daR wir A einen Spitzenvektor S(A) := [sy,...,s,] € (P1(Q))"
als vollstandiges Reprisentantensystem der Spitzenklassen zuordnen konnen
und einen kompakten Bahnenraum A\ HU {si,...,s,} erhalten. Der Stabi-
lisator
A(s;) := Staba(s;) := {6 € A: ds; = s}

eines Repriisentanten s; € P'(Q) einer Spitzenklasse von A lift sich durch
eine Matrix ¢g; € I’ mit g;oo = s; in den Stabilisator 'y, = I'(c0) der vollen
Modulgruppe einbetten:

gi_lA(Si)gi C I,
wobei wir den Index w; = [['(s;) : A(s;)] als Spitzenbreite von s; definieren
und A den Vektor der Spitzenbreiten S(A) € N” zuordnen. In obiger Inklusion

kénnen wir die Gleichheit erreichen, wenn wir statt g; € I' eine Matrix aus
h; € PSL(2,R) wahlen mit h; := g;w; fiir:

Ein Ziel dieser Arbeit war es, ein Programm zu entwickeln, das zu einer gege-
benen Untergruppe A <; I' den Spitzenvektor S(A) und den Vektor W(A) der
Spitzenbreiten bestimmt. Die meisten Programme wurden in GAP (Groups, Al-
gorithms, Programming [GAP|) realisiert, einem frei verfiigharen Computeralge-
brasystem mit dem Schwerpunkt Gruppentheorie. Wenn nétig, wurden zusétz-
liche Programmteile in MAGMA oder Maple implementiert. Die wichtigsten im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programme sind im Anhang angefiigt.

Im zweiten Kapitel ordnen wir einer Untergruppe A <y I' eine Familie von
Eisensteinreihen zu, indem wir die Fisensteinreihe E;(z, s) zu einer Spitze s; fiir
z € H, s € C definieren als:

Ei(z,s) := Z Im(h; 102)".

SEA(si)\A

Die Eisensteinreihen konvergieren absolut fiir Re s > 1 und sind A-automorphe
Funktionen. Selberg [Sel89, Sel91| hat gezeigt, daf sie eine Fortsetzung auf die
ganze obere Halbebene besitzen und iiber eine Funktionalgleichung E;(z, s) und
E;(z,1—5s) miteinander in Beziehung setzen, genau wie viele Zetafunktionen. Die
Fourierentwicklung der Eisensteinreihe F;(z, s) in der Spitze s; ist fiir Res > 1
ist definiert als:

h 2, S E : am, y’ 27rzm:p

m=—00

IT



mit @, (y, s fo i(hjz,s)e” 22 dz die sich in expliziterer Form angeben
lassen und fur die konstanten Terme der Fourierentwicklung folgende Gestalt
haben:

aijo(y, 8) = 0iy° + i (s)y'
mit:
1T(s—3) 1
pij(s) = M= 2 & > 1
’ A= dmodé (% %)eh;  Ahy
1T(s—3) _
= m r(s)2 > és {[(E ] €T (00) \ by lAhj/F<OO)} E

die wir in der Streumatriz:

(A, 5) = (0ij(8) 1< j<r

fiir Res > 1 zusammenfassen. Die Streumatrix ist eine symmetrische Matrix,
die sich wegen der Fortsetzbarkeit der Eisensteinreihen auf ganz H fortsetzen
14kt und von der Selberg [Sel89, Sel91]| gezeigt hat, daf sie folgende Funktional-

gleichung erfiillt:
D(A,s)P(A, 1 —s) =1d,.

Damit ergibt sich fiir die Determinate der Streumatrix die Funktionalgleichung:
det(P(A, s))det(P(A, 1 —s)) = 1.

Fiir ¢ € R 1kt sich die Anzahl der entsprechenden Doppelnebenklassen von
Matrizen mit festem Eintrag ¢ links unten:

a;(€) = {[(Z 00) \ hi ' Ah;/T(00) } |

umformulieren zu einer entsprechenden Anzahl iiber ¢ € N:

o) =[{l(tD)] e{T" :neZ}\ g ' Ag;/{T"" : n € Z}} |

mit T = (é D und:
a;5(€) = wi/w;bi;(c).

Ein im Rahmen dieser Arbeit entwickeltes Programm berechnet zu einer be-
liebigen Untergruppe A <; I' diese Anzahlen b;; der Doppelnebenklassen und
damit die Eintrage der Streumatrix bis zu einer beliebigen Grenze.

Im dritten Kapitel konstruieren wir die Streumatrix einer beliebigen Unter-

gruppe A <; I" aus der Streumatrix einer Untergruppe A < A. Dazu fithren wir
den Begriff der relativen Spitzenbreite einer Spitze s; von A in A ein, indem wir

I1I
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ein Reprasentantensystem der Spitzen von A beziiglich eines Reprasentanten-
systems S(A) := [s1,..., sy(a)] der Spitzen von A ein Représentantensystem der
Spitzen von A nach unter A dquivalent werdenden Spitzen sortieren:

_ [l 2 ry o1 2 ro 1 _ 2 Tr(A)
S(A) - [ 1= 51,51 --+,81,52 = 52,89,---,89, ..., 5pp) = ST(A)asr(A)a--wST(A)]'
G ~ " ~~ 7 N ~ J
~AsL ~As2 ~AS(A)

Die relative Spitzenbreite einer Spitze 5{ von A < A in A wird definiert als:

vl = [A(s]) = As)].
Der bisherige Begriff der Spitzenbreite gibt die relative Spitzenbreite einer Spit-
ze in Bezug auf die ganze Modulgruppe I' an und wird hier in Bezug auf eine
Gruppe A < I' erweitert. Dann bestimmen wir die Anzahl by der Doppelne-
benklassen von A aus den entsprechenden Anzahlen bf,i der Doppelnebenklassen
von A:

1. Satz: Fir c e N gilt:
vlbin(c) = ) bh(c).
=1

Dieser Satz ermdoglicht ein weites Feld von Anwendungen:
Fir Kongruenzuntergruppen, das sind solche Gruppen A, die fiir ein n € N eine
Hauptkongruenzuntergruppe

T'(n) = {(‘CL Z) € PSL(2,Z): (Z Z) = (é (1)) modn}

enthalten, konnen wir mit Satz 1 die Streumatrix von A durch die Eintrdge
der Streumatrix von I'(n) angeben. Daher untersuchen wir im vierten Kapitel
dieser Arbeit die Streumatrix von I'(p) fiir eine Primzahl p und bestimmen die
Eintrédge der Streumatrix, indem wir zunéchst ihre Spitzen nach den Fasern
folgender Abbildung anordnen:

A T(p)\PH(Q) — PYF,)

[ g
— =
y yl, |ymodp
und anschlieffend fiir die Spitzenklassen jeder Faser die Anzahl der Doppelne-

benklassen fiir ¢ € N durch einfache Kongruenzen angeben. Wir erhalten so
weitreichende Informationen iber die Streumatrix. Insbesondere konnen wir die

IV



Gesetze zur Bestimmung der Anzahl der Doppelnebenklassen aufzéhlen und
damit eine Abbildung konstruieren:

F:A\PHQ) x A\PY(Q) — F,/{*1},

die jeweils zwei Spitzen die Nummer ihres zugehdrigen Gesetzes zuordnet.

Im néchsten Kapitel erweitern wir diese Uberlegungen in zwei Schritten zu-
nichst auf T'(p*) fiir & € N und dann auf beliebiges n € N, indem wir eine
dghnliche Abbildung A konstruieren und fiir die Elemente ihrer Fasern explizite
Bildungsgesetze fiir die Anzahl der entsprechenden Doppelnebenklassen bestim-
men. In anderer Form sind diese Ergebnisse teilweise schon bekannt, so gibt He-
jhal [Hej83] allgemeine Formeln fiir Hauptkongruenzgruppen an, ohne auf die
Struktur der Streumatrix naher einzugehen.

Die tiefergehende Kenntniss iiber die Struktur der Streumatrix ermoglicht uns
Untersuchungen ihrer Determinante. In Kapitel 6 zeigen wir diese Uberlegungen
an dem Beispiel I'(p) zunéchst fiir eine durch spezielle Zuordnungen reduzierte
Matrix und iibertragen die dabei gefundenen Ergebnisse auf die Streumatrix.

2. Satz:  Die Determinante der Streumatriz von I'(p) hat die Gestalt:

det(@(T'(p), 5))

p+1

e (S5 () () (1 2

xX; €V

wobei das Produkt tiber alle Charaktere x € V := {x € @;/{:I:l} DX # Xo} lauft

mat: (1)t
T(s — 1\ P
G(s) == (WM)

und:

p=5\P .
(ﬁp 3 fiir p=1mod4

p—3

<p7>p7 fir p = 3mod4 ‘

Fiir Kongruenzgruppen vermuten wir ausgehend von Satz 1 einfache Formu-
lierungen fiir die Anzahlen der entsprechenden Doppelnebenklassen, die aber
allen bisherigen Beweisversuchen widerstanden haben und von denen wir einige
im letzten Kapitel als Vermutungen angeben. Unter anderem vermuten wir fiir
Kongruenzgruppen A mit zwei Spitzen unterschiedlicher Breite folgendes Ge-
setz flir die Anzahl der Doppelnebenklassen, durch das die Streumatrix von A
bereits vollstandig beschrieben wird:
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3. Vermutung: Sei A eine Kongruenzuntergruppe mit genau zwei Spitzen,
Spitzenvektor S(A) = [s1 = 00, 59 = go00| und Spitzenbreiten W(A) = [wy, ws).
Dann gilt:
= O0mod %+
bii(c) = { wip(c) €=vmod,,

(w1 —wy)p(c) sonst

Auch fiir gewisse Typen von Nichtkongruenzuntergruppen kénnen wir die Streu-
matrix bestimmen, indem wir in Kapitel 3 einige Folgerungen aus Satz 1 her-
leiten. Erste Beobachtungen dieser Art gibt es von Petersson [Pet82] fiir Kon-
gruenzuntergruppen mit einer Spitze und allgemeiner von Venkov [Ven81] fiir
sogenannte zykloide Untergruppen, das sind Untergruppen mit genau einer Spit-
zenklasse, aber nicht notwendig Kongruenzuntergruppen. Wir erweitern dies in
Kapitel 3 auf solche Untergruppen A von A, fiir die wir das gleiche Repréasen-
tantensystem von Spitzenklassen wihlen konnen:

4. Satz: Seien A < A zwei Untergruppen von T' mit S(A) = S(A) = [s1,. .., S,
Die Streumatriz von A ergibt sich aus der Streumatriz von A durch Multiplika-
tion mit dem Index [A : Al:

B(A, s) = [A: AJB(A, )

fir s € C.

Dariiberhinaus gibt es weitere Nichtkongruenzgruppen, fiir die wir mit Satz 1
zumindest Teile der Streumatrix konstruieren kénnen: Sobald eine Spitzenklas-
se [s;] von A und A iibereinstimmt, also keine Spitzen von A aus dieser Klasse
unter A zueinander dquivalent werden, lassen sich die Anzahlen der Doppelne-
benklassen der i—ten Spalte und i—ten Zeile der Streumatrix von A aus den
Anzahlen von A bestimmen:

5. Satz: Seien A < A Untergruppen von I' mit zugehorigen Spitzenvektoren
S(A) == [s1,..., )] und

_ [l 2 o1 2 T2 1 _ 2 Tr(A)
S(A)—[Sl—S]_,Sl,...,Sl 782_82782"“’82"“787"(A)_ST‘(A)7ST(A)"“’ST(A)]'
Dariberhinaus existiere ein ry € {rq,... ,rr(A)} mit v, = 1. Dann ergeben sich

farie{1,...,r(A)}: ' '
vlbir(c) = bl (o).

Wenn fiir eine Nichtkongruenzuntergruppe A, die Untergruppe einer Kongru-
enzuntergruppe A ist, eine iibereinstimmende Spitzenklasse [s;] beider Gruppen
existiert, sind nach Satz 5 die Anzahlen von A in der i—ten Zeile und in der
1—ten Spalte Vielfache der Euler’schen p—Funktion. In Kapitel 3 finden sich
einige Beispiele solcher Gruppen.

VI



Die Bedeutung dieser Uberlegungen kénnen wir an der Determinante der Streu-
matrix zu einer Gruppe A verdeutlichen, die eine analytische Invariante zur
Kontrolle der Spektraltheorie des Laplace-Operators von L2(A \ H, C) liefert.
Dieser Zusammenhang ist in Terras, Band 1 [Ter85| ausfiihrlich dargestellt. Da-
zu sei fiir ein T' € R=%:

NA(T) := |{s € C: 0 < Im(s) < T, Re(s) > %,det((b(A, 5) = 0},

Selberg [Sel89, Sel91| hat gezeigt, dafs das Weyl’sche asymptotische Gesetz fiir
die Eigenwerte des Laplace-Operators gilt, falls es zu einem € > 0 eine Konstante
ce € R0 gibt mit:

Na(T) < T

Fiir Kongruenzgruppen A und ein ¢ € R20 gilt:
NA(T) < cTlogT,

so dafs das Weyl’sche Gesetz immer erfiillt ist. Mit Satz 5 kénnen wir diese
Abschétzung jetzt auch fiir gewisse Nichtkongruenzgruppen beweisen.

VII



FEinleitung

VIII



Danksagung

Ich danke Herrn Prof. Dr. Fritz Grunewald fiir das interessante Thema und die
Moglichkeit, die Arbeit in seiner Arbeitsgruppe mit aller Unterstiitzung, aber
auch bei weitgehender Freiheit durchfiihren zu konnen. Ebenso mochte ich ihm
fiir die anregenden Diskussionen, seine Forderung und sein Interesse am Fort-
gang dieser Arbeit danken.

Fiir die freundliche Bereitschaft, sich als Zweitgutachter zur Verfiigung zu stel-
len, und fiir die vielen Diskussionen und Ratschlédge mochte ich mich bei Herrn
Prof. Dr. Riidiger Braun bedanken.

Der Gesellschaft von Freunden und Forderern der Heinrich-Heine-Universitét
Diisseldorf danke ich fiir ihre finanzielle Unterstiitzung, durch die ich einige Wo-
chen an der Universidad Nacional de Cérdoba, Argentinien, verbringen konnte.
Insbesondere mochte ich Prof. Dr. Roberto Miatello und Dr. Paulo Tirao fiir
das herzliche Willkommen, die interessanten Gespréache und die Einblicke in ein
wunderbares Land danken.

Meinen Kollegen Tobias Ebel, Dr. Benjamin Klopsch, Dr. Christian Liedtke,
Sarah Mafberg und Evija Ribnere mochte ich fiir die angenehme Zusammenar-
beit und fiir die Moglichkeiten zu anregenden Diskussionen danken.

Daniel Appel, Dr. Thorsten Oldag und Iris und Dr. Thorsten Warmt danke
ich fiir ihre Korrekturen.

Besonderer Dank gilt meinem Mann Patrick sowie meiner Mutter Sabine und

meinen Schwestern Juliane und Marlene fiir das Verstandnis und die Unterstiit-
zung, die sie wahrend meiner Promotionszeit immer wieder aufgebracht haben.

IX






1 Die Modulgruppe und ihre
Untergruppen

Die Modulgruppe ist eine aus der klassischen Theorie der automorphen Funk-
tionen bestens bekannte Gruppe, die wir in diesem Kapitel zusammen mit ihrer
Operation auf der oberen Halbebene kurz vorstellen, um fiir die spatere Theo-
rie wichtige Begriffe wie Spitzen und deren Breiten einzufithren. Wir geben nur
einen Uberblick iiber die hier benétigten Begriffe und Sétze, weitere Informatio-
nen, Details und Beweise sind z.B. in den Biichern von Diamond und Shurman

[DS05], Koblitz [Kob84| oder Schoeneberg [Sch74]| zu finden.

1.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Als ein Modell fiir die hyperbolische Ebene verwenden wir die obere Halbebene
der komplexen Zahlen:

H:={z=x+1iy:z,y € Ry >0},

die eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der vom Poincaré-Differential abge-
leiteten Metrik ist [Iwa02]:

dx? + dy?
2 _
ds — T-

Die Gruppe SL(2,R) der reellen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 operiert auf
H mittels so genannter Mdbiustransformationen: Fir ein g := (¢4) € SL(2,R)

und einen Punkt 2z € H sei:
az+b

cz+d

Dies ist eine Operation auf der oberen Halbebene, da v = (¢ %) € SL(2,R) und
z € H auch Im vz > 0 impliziert:

gz 1=

az+b  (az+Db)(cz+d)

— = d|? Im(adz + bez).
g m 2+ P lcz + d|~* Im(adz + bcz)

Im~z =Im

Wegen dety = 1 gilt Im(adz + bez) = (ad — be) Im z = Im z und:

Im~yz = |ez 4+ d|"*Im 2.
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Die Mébiustransformationen lassen sich auf © € R U {oo} erweitern:

ar +b
T =
g cx+d

. — a
mit g— =00 und goo:=-—
c c

und ergeben meromorphe Funktionen auf:
H*:=H U RU {oco}.

Fiir ¢ = 0 ist dies eine ganze Funktion und fiir ¢ # 0 hat die Transformation
genau einen Pol erster Ordnung bei z = —d/c [Apo76, KK98|. Umgekehrt ist die
Transformation g := (%) durch die zugehérige Funktion bis auf das Vorzeichen
bestimmt, da die beiden Matrizen 1 = (§9) und —1 = (' %)) die identische
Transformation ergeben. PSL(2,R) := SL(2,R)/ {£1} operiert also treu auf H*.
Wir beschéftigen uns hier mit diskreten Untergruppen von SL(2,R), und zwar
mit Untergruppen der Modulgruppe:

[':=PSL(2,7Z),
die von zwei Transformationen erzeugt wird:

1.1 Satz: I' = PSL(2,Z) wird von den beiden Transformationen

0 1 1 0 1 1
B.—(_1 O).z»—>—; und S.—(_l 1).Zl—>_z+1

erzeugt.

Damit lafst sich jedes v € I darstellen als endliches Produkt in diesen Erzeugern:
v=BMShBhgh. . BEnghn

mit k;, l; € Z fiir 1 < i < n. Die in Biichern iiber Modulformen, z.B. von Koblitz
[Kob84] oder Apostol [Apo76], zu findende Darstellung mit 7' := (1) und S
16t sich mit T = S~' B entsprechend iibertragen [Kei02].

Es gibt eine ganze Reihe von Folgerungen fiir die méglichen Eintrége einer Ma-
trix in I', von denen wir hier nur zwei zitieren, deren Beweise in Shimura [Shi71]
zu finden sind.

1.2 Satz:

1. Seivy=(2Y) eT. Dann sind die Eintrage spalten- und zeilenweise teiler-
fremd, es gilt also:

ggt (a,b) = ggt (c,d) = ggt (a,c) = ggt (b,d) = 1.
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2. Zwer teilerfremde Zahlen a,b € Z lassen sich spalten- oder zeilenweise zu
einer Matriz in I' erginzen, es existieren also ci, ¢y, dy,dy € 7 mit

n=_(ra)r2=(24)crl.

Durch Nachrechnen sehen wir, dafs sich aus Teil 2 dieses Satzes weitere Anfor-
derungen an die Eintrage der Matrizen formulieren lassen:

1.3 Korollar:

1. Seien a,c € Z mit ggt (a,c) = 1. Dann existieren zu einer Primzahl p mit
plc ganze Zahlen by, d; € Z mit p|by und (“ o ) € I' und zu einer Primzahl

p mit pla existieren by, dy € Z mit p|ds und (“ bQ) erl.

Insbesondere existieren zu a,c € Z mit a = £1(p) und ¢ = 0(p) ganze
Zahlen b,d € Z mit b= £1(p),d = 0(p) und (¢}) €T

2. Seien a,c € Z mit ggt (a,c) = 1 und p eine Primzahl mit p{a,c. Dann
existieren by, dy € Z mit p|by und (a bl) € I' und by, dy € Z mit p|dy und

(¢@) el

Alle Matrizen in I' lassen sich folgendermafien klassifizieren:

1.4 Definition und Satz: Die Elemente v = (2%) € I',y # 1 sind entweder
parabolisch oder elliptisch oder hyperbolisch. Genauer gilt:
~ st parabolisch

<= |Spurvy|=la+dl =2

<= 7 hat genau einen Fizpunkt in H* und dieser liegt auf R U {oo}

< 3JAeSL(2,R) mit Ay A"t =+ (}3) fir0#X€eR

(und A=Yy ist der eindeutig bestimmte Fixpunkt von y in H*).

v st elliptisch

<= | Spurvy| <2

<= 7 hat genau einen Fizpunkt in H

e 3 AeSL2R) mit AyA~! = (fgfgfgfg) :1;;2‘;;3’)) = hyperbolische

Drehung um den Winkel o # 0 fiir —m < £ <7 und Zentrum i
(und A bildet den Fizpunkt von v nach i ab).
v st hyperbolisch
<= | Spury| > 2
<= 7 hat zwei verschiedene Fizpunkte in R U {co}
< JAecSL2,R) mit AyA ' =+ (3,%) fir A\eR, A>1
(und A bildet die Fizpunkte von v auf 0 und oo ab).

Die Fixpunkte von I' in H* der parabolischen, elliptischen bzw. hyperbolischen
Elemente von I' bezeichnen wir als parabolische, elliptische bzw. hyperbolische
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Fizpunkte von I', die parabolischen Fixpunkte werden auch Spitzen von I' ge-
nannt. Um zu sehen, daf die Menge der Spitzen der Modulgruppe I' aus der pro-
jektiven Gerade tiber Q besteht, fithren wir mit der Operation von Q* = Q\ {0}
auf Q2 \ {(0,0)}, die fiir A € Q* durch A(a,b) = (Aa, \b) gegeben ist, auf Q x Q

eine Aquivalenzrelation ~ ein:
(a,b) ~ (¢,d) <= 3IN € Q" : A(a,b) = (¢,d),

Die projektive Gerade besteht dann aus den Aquivalenzklassen der gekiirzten
Briiche modulo +1 von Q% \ {(0,0)}:

v {[] e ([~

Damit liegen Geraden mit betragsmaéifsig gleicher Steigung in derselben Restklas-
se, fiir die wir einen Représentanten [y] mit z,y € No,y # 0 und ggt (z,y) =1
wahlen konnen und wir nehmen noch die Geraden mit unendlicher Steigung
hinzu, fiir deren Restklasse wir als Reprasentanten [}] wéhlen.

Die Operation der Gruppe SL(2,R) auf P*(Q) ist fiir ein g = (2%) € SL(2,R)
und eine Restklasse s = [3| € P1(Q) definiert als:

x|  |ax+by

g5=9 {y] T {cw—i—dy} ’
Wir sehen, dafs diese Operation fiir I' &quivalent zu den vorher definierten M&bi-
ustransformationen ist, indem wir die Restklasse durch y kiirzen und als Bruch
schreiben. Die Operation ist unabhéngig von der Wahl des Représentanten, da
zu zwei Reprisentanten s; = [5!],s9 = [32] derselben Restklasse in P'(Q) ein
A € Q* existiert mit A(z2,y2) = (21,¥1), so dak gs; und gs; in derselben Rest-
klasse liegen:

gs) — [aml + byl} _ [az\xg + by

cxy + diy; CATo + d)\yg] = Agsa.

Mit diesen Voriiberlegungen konnen wir jetzt alle Spitzen von I' bestimmen
(vergleiche z.B. Shimura [Shi71]):

1.5 Satz: Die Menge der Spitzen von T ist gleich P*(Q).

Beweis:

Es ist oo = [}] ein Fixpunkt des parabolischen Elements 7= (1) € T

Ein beliebiges parabolisches Element v = (¢ %) € " mit ¢ # 0 hat nach Satz 1.4
nur einen Fixpunkt s € RU{co}. Wenn s endlich ist, erfiillt es die Gleichung:

as+b

Cs+d:s<:)032+(d—a)s—b:0.
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Da die Diskriminante c¢(—4bc — (d — a)?) = ¢(—(a® + 2ad + d?) + 4(ad — bc))
verschwindet, besitzt obige Gleichung eine doppelte Nullstelle s, die daher in Q
liegen mufs.

Umgekehrt existieren zu [§] mit a,b € Ny und ggt (a,b) = 1 nach dem eukli-
dischen Algorithmus ¢,d € Z mit ad — bc = 1. Dann folgt v = (2%) € I und
voo = [¢]. Da das Bild einer Spitze unter I' wieder eine Spitze ist, sind alle
Punkte aus P*(Q) Spitzen von T. 0

Dariiber hinaus haben wir hiermit gezeigt, dafs alle Spitzen I'-dquivalent zu der
Spitze oo sind: Fiir eine Untergruppe A von I' heifsen zwei Elemente 2, zo € H
A-dquivalent, in Zeichen z; ~a 29, wenn ein § € A existiert mit:

581 = S9.

In der ganzen Modulgruppe sind alle Spitzen zueinander dquivalent und damit
folgt D\H* = (I'\H) U {co} (vergleiche z.B. [Shi71]). Beziiglich dieser Aquiva-
lenzrelation lafst sich eine Untergruppe A der Modulgruppe visualisieren: Eine
Teilmenge F' C H ist ein Fundamentalbereich fir A, falls F eine zusammen-
hangende Teilmenge von H ist mit den Eigenschaften, dafl keine zwei Punkte
von F' zueinander A-dquivalent sind und dafs jeder Punkt der oberen Halbebe-
ne A-dquivalent zu einem Punkt aus dem Abschluf von F' ist (vergleiche z.B.
[Apo76]). Ein typisches Beispiel ist der Fundamentalbereich der vollen Modul-
gruppe [

1 1 1
IF::{z:x+iy€H:]z\>1/\—§<Rez§§0der ]z\zl/\OgRezgﬁ}.

Allgemein heifst eine diskrete Untergruppe von PSL(2, C) Fuchssche Gruppe und
kann mit Matrizen aus PSL(2, C) zu einer diskreten Untergruppe von PSL(2, R)
konjugiert werden. Jede Fuchssche Gruppe A hat einen offensichtlich nicht ein-
deutig bestimmten Fundamentalbereich [Iwa02|, jedoch haben alle Fundamen-
talbereiche F'(A) von A das gleiche Volumen. Ein Punkt z; € H* heifst Grenz-
punkt einer Fuchsschen Gruppe A, wenn ein z € H* und eine Folge §; € A
existieren mit:
lim (51',2 = 21

Wenn die Menge L(A) dieser Grenzpunkte dem ganzen Rand der oberen Halb-
ebene entspricht, also L(A) = OH* = R, spricht man von einer Fuchsschen
Gruppe erster Art. Jede Fuchssche Gruppe erster Art hat eine endliche Anzahl
von Erzeugern und einen Fundamentalbereich F'(A) von endlichem Volumen
|F(A)], der als ein konvexes Polygon gewéhlt werden kann. Genauer lafst sich
zu einem z; € H, das nur Fixpunkt der Identitét ist, folgendes Normalpolygon
als Fundamentalbereich wihlen (vergleiche Iwaniec [Iwa02| ):

D(z) :={z€H:p(z,21) < p(z,02) firalle 6 € A, § #1}.
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Abbildung 1.1: Fundamentalbereich fiir I

Ein Fundamentalbereich F'(A) kann nach Abschluf in C* entweder kompakt sein
oder nicht. Im ersten Fall wird A als co-kompakt bezeichnet. Dann mufs F'(A)
einen Punkt auf R enthalten und die Seiten von F(A), die sich in diesem Punkt
treffen, sind orthogonal zu R und formen das Bild einer Spitze. Diese Spitzen
sind genau die Fixpunkte parabolischer Elemente von A[Gun62]. Damit ist eine
Fuchssche Gruppe erster Art genau dann nicht co-kompakt, wenn sie minde-
stens ein parabolisches Element enthélt. Die hier betrachteten Untergruppen
der Modulgruppe sind nicht co-kompakte Fuchssche Gruppen erster Art. Wir
beschéftigen uns im Weiteren mit Untergruppen A < I' von endlichem Index,
die daher nur endlich viele A-Aquivalenzklassen von Spitzen besitzen [Shi71].

1.6 Definition: Zu einer Untergruppe A von I' mit endlichem Index sei
r:=r(A) die Anzahl der A-indquivalenten Spitzen und:

Sa = A\PY(Q)
die Menge der A-Aquivalenzklassen der Spitzen mit dem Spitzenvektor:
S(A) = [517 s 787‘] S (Pl(@))T

als ein vollstindiges Reprasentantensystem.

Da eine dieser Aquivalenzklassen die Spitze oo enthalten muf, konnen wir S(A)
gegebenenfalls so wahlen, dafs s; = oo der Représentant dieser Klasse ist.
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1.7 Definition: Fiir ein s € P1(Q) sei
Staba(s) == A(s) := Ay :={0 € A: §s = s}
der Stabilisator von s in A.
Das wichtigste Beispiel ist der Stabilisator I'y, der vollen Modulgruppe:

T, =T(oc) = {T": n € Z} mit T = ((1) })

der mit den Stabilisatoren der anderen Spitzen in folgendem Zusammenhang

steht: Zu einer Spitze s; = [y] € P(Q) von A und zugehdrigem Stabilisator
A(s;) existiert eine Matrix ¢g; = (2%) € PSL(2,Z), so dak g;00 = s;, da alle
Elemente aus P'(Q) I-dquivalent sind. Die erste Spalte von g; ist eindeutig

bestimmt:
s=(C =1 =" =a=znc=
95i =\ allol = lel = y a=xTNc=y.

Da ggt (z,y) = 1 ist, existieren nach dem euklidischen Algorithmus b, d € Z mit
dr — by =1 = det g;.

Die zweite Spalte von g; ist nicht eindeutig bestimmt, da neben b,d € Z auch
d + ny,b + nz fiir n € Z die Gleichung erfiillen. Insgesamt ist g; also bis auf
Translation von rechts mit 7™ eindeutig bestimmt und es folgt:

9 ' A(s)gi C T,

da sich der Stabilisator der vollen Modulgruppe zur Spitze s; folgendermafien
umformen l&afst:

[(s:) = T(gioo) = {yel:g ygoo=00} = {y€l:g g €T}
= {reliyeglag't = alwg’
= {giT"gjl :nGZ}.
Da A(s;) =T'(s;)) NA <A und A <; T, existiert
w; = min{ne N:gT"g ' € A}
und damit gilt:
A(sy) = g {T"™ :n € Z} g; .

Dieses Minimum bezeichnen wir als die Spitzenbreite der Spitze s;. Spitzen der-
selben Aquivalenzklasse aus S haben die gleiche Spitzenbreite, so daf diese
Definition unabhéingig von der Wahl des Représentanten s; ist:
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1.8 Lemma:
Sei s1 € PL(Q) Spitze von A der Breite wy und sy € PH(Q) mit s; ~a so. Dann
st auch sy Spitze von A der Breite wy.

Beweis:
Die Spitze s, habe die Breite wo. Wir wahlen fiir s;, s Matrizen g1, g € I' mit
g100 = §1, 200 = Sp und ein € A mit s; = dsy. Dann gilt:

A(s)) =g {T"" :n € Z} g
und wegen g, = 6 'g; ergibt sich:
Asy) = g {T™" :n€Z}gy' =6 g {T"" :n€Z}g;'6 CA.
Damit gilt auch g; {T%*" :n € Z} g; ' C A und wir erhalten:
Wy = W1 :min{nEN:ng”gf1 GA}.

|

Die Definition der Spitzenbreite ist offensichtlich unabhéngig von der Wahl der
gi, da g; bis auf Translation von rechts mit 7™ eindeutig bestimmt ist und sich
daher dieselben Stabilisatoren ergeben.

1.9 Definition: Einer Untergruppe A von I' mit endlichem Index und Spitzen-
vektor S(A) = [sy,...,s.] € (PYQ))" ordnen wir den Vektor der Spitzenbreiten
2

W(A) = [wy,...,w,] € N".

Fiir die Breite w; einer Spitze s; € Sa und zugehoriger Matrix ¢; = (¢4) €
PSL(2,Z) mit g;00 = s; gilt:

g{lA(si)gi ={T"":neZ} CT(0).

Im Allgemeinen gilt in der letzten Inklusion noch keine Gleichheit, wir konnen
sie aber erreichen, wenn wir statt g; € I' eine Matrix aus PSL(2, R) wihlen: Sei:

und h; := g;w; € PSL(2,R). Indem wir die Gruppenoperation entsprechend auf
reelle Zahlen erweitern, folgt:

P B N RVATT] N R
hloo_glwl|:0:|_gl|:O:|_g7,|:0:|_sl
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und wir erhalten:

waen = (T 2 Yartaee (V)

- (5 ) {6 ) e (0 1)

Damit haben wir folgenden Satz hergeleitet:

1.10 Satz: Zu jeder Spitze s; € S(A) existiert ein g; € I' mit:
1. gijoo =s;
2. g7 'A(sy)gi = {T"" :n € Z}

Dabei ist g; bis auf Multiplikation von rechts mit T™ fiirn € 7 eindeutig bestimmit
und mit h; :== g;w; € PSL(2,R) gilt

hitA(si)h; = T'(c0).

Die Spitzenbreite ist invariant beziiglich Konjugation, so dafs zueinander konju-
gierte Untergruppen insgesamt die gleichen Spitzenbreiten haben, diese Breiten
aber bei jeder Untergruppe anderen Spitzenklassen zugeordnet sein konnen:

1.11 Lemma: Sei s; € P1(Q) Spitze von A der Breite wy und v € . Dann ist
vs1 Spitze von YAy~! der Breite wy.

Beweis:

Da s; Spitze von A ist, existieren ein parabolisches § € A mit ds; = s
und |Spurd| = 2 und ein g; € T' mit gjoo = s; nach Satz 1.10. Dann folgt
voy~t € YAyl mit vy 1ys; = s, und | Spurydyt| = 2, da die Spur in-
variant beziiglich Konjugation ist. Wie im Beweis von Lemma 1.8 sehen wir,
daf die Spitzenbreite wy von 7s; gleich der Breite von s; ist, da A(ys;) =
v {T%*" :n € Z} g7 'v~! und damit folgt:

G {T"" :n€Z}ygy' C A und wy = wy.
O

Die Breite einer Spitze entspricht offensichtlich dem Index des zugehérigen Sta-
bilisators:

1.12 Lemma: Sei A eine Untergruppe von I' mit endlichem Index, Spitzenvek-
tor S(A) = [s1,...,s,] und Spitzenbreiten W (A) = |wy,...,w,|. Dann gilt fir
aller € {1,...,1}:

[Stabr(s;) : Staba(s;)] = w;.
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Beweis:
Nach Satz 1.10 existieren zu den Spitzen s; Matrizen ¢g; = (24) € PSL(2,Z)
mit g;00 = s; und mit diesen Matrizen erhalten wir hier:

Stabr(s;) = Stabr(g;00) = {yeTl:vgoo=goo}
= {veTl:g'vgio=00} = {y€el:g g €lx}
= g; Stabp(oo)g; ! = {giT"gi’l ‘n € Z}
und
Staba(s;) = Stabr(gioo)NA = {gT""¢g;—1:n€Z}.
Insgesamt

ord(Stabr(s;)/ Staba(si)) = OYd(ggiT”gil in€Z} [ {gT"mg7" :n € Z})
ord({[g:Tg; ", [9:T29 "), - . [T g7}

= wi

O

Normalteiler haben einen speziellen Vektor der Spitzenbreiten, die Umkehr des
folgenden Lemmas gilt aber nicht:

1.13 Lemma: FEine Untergruppe A <; I' sei Normalteiler mit Spitzenklassen
Sa. Dann haben alle Spitzen die gleiche Breite.

Beweis:

Sei w; die Breite der Spitze s; = 0o als Représentant der Spitzenklasse [co]. Um
zu zeigen, dak jede andere Spitze s; € Sa ebenfalls die Breite w; hat, wahlen
wir g; € I' mit s; = g;00 nach Satz 1.10, so dal gilt:

Stabr(s;) = g; Stabr(co)g; .
Da A ein Normalteiler ist, definiert:

f: A — A
§ — gidg;!

einen A-Automorphismus. Js; liegt in derselben Nebenklasse wie s; und es folgt:
g;'6gico =00 ,also  Staba(oo) = g; Staba(co)g;
und daher:

[Stabp(s;) : Staba(s;)] = [gi Stabp(co)g;" ¢ gi Staba(c0)g: ]
= [Stabr(oo) : Staba(00)] = wy.

10
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Ein Ziel dieser Arbeit war es, ein Programm zu entwickeln, das zu einer gege-
benen Untergruppe A <; I' den Spitzenvektor S(A) und den Vektor W (A) der
Spitzenbreiten bestimmt. Die meisten Programme wurden in GAP (Groups, Al-
gorithms, Programming) realisiert. Weitere Informationen sind auf der homepa-
ge turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~gap/ |GAP]| zu finden. Wenn nétig, wurden
zusétzliche Programmteile in MAGMA oder Maple implementiert. Die wichtig-
sten im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programme sind im Anhang ange-
fligt und kénnen zusammen mit weiteren Programmen und Beispieldateien von
meiner homepage heruntergeladen werden: ckeil.de.

1.2 Kongruenzuntergruppen

Eine Untergruppe A der vollen Modulgruppe mit endlichem Index wird als
Kongruenzuntergruppe bezeichnet, wenn A die Hauptkongruenzuntergruppe:

T'(n) = {(‘CL Z) € PSL(2,Z): (Z Z) = (é (1)) modn}

fiir ein n € N enthélt, und andernfalls als Nicht-Kongruenzuntergruppe. Die
Hauptkongruenzuntergruppe I'(n) ergibt sich als Kern des Gruppenhomomor-
phismuses:

¢:I' — PSL(2,Z/nZ),

der die Eintrage der Matrizen modulo n reduziert, und ist eine normale Unter-
gruppe vom Index [Sch74]:

6 n=2
M:[F:F(n)]z{ nQ_SHp\n(l_I%) n > 2.

Hauptkongruenzuntergruppen haben:

L h
n

Klassen indquivalenter Spitzen [Pet82] und da sie normale Untergruppen sind,
folgt mit Lemma 1.13, dafs jede der r Spitzen die Breite n hat.

Fiir eine Kongruenzuntergruppe A folgt aus I'(n) C A auch I'(k) C A fiir jedes
Vielfache k € N von n. Daher existiert eine kleinste solche Zahl, die Klein als den
Level oder die Stufe der Kongruenzuntergruppe A bezeichnet [KF66]. Wichtige
Beispiele fiir Kongruenzuntergruppen sind die volle Modulgruppe I' = PSL(2, Z)
als Kongruenzgruppe vom Level 1, die Heckeuntergruppen:

To(n) := {(‘CL Z) eT:c= Omodn}

11
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vom Level n und die dazu konjugierten Untergruppen |[Leh64]:

T(n) = {<‘é Z) el b= Omodn} = BTy(n)B™"

0 -1

1 0
Ein Beispiel eines Fundamentalbereiches der Hauptkongruenzuntergruppe I'(5)
ist in Abbildung 1.2 aufgefiithrt. Die Bilder wurden mit einem Programm von
Verill[Ver| erzeugt, das fiir bestimmte Typen von Kongruenzuntergruppen ihren
Fundamentalbereich zeichnet.

mit B =

Abbildung 1.2: Fundamentalbereich fiir T'(5)

Fiir eine Kongruenzuntergruppe A von I" vom Level n gibt es bekannte Resultate
iiber den Vektor W(A) = [wy,...,w,] der Spitzenbreiten, die wir teilweise mit
Uberlegungen aus Kapitel 3 deutlich einfacher beweisen konnen.

1.14 Satz: Es existiert einw; € W(A) mitw; = ggt W(A) = ggt {ws,...,w,}.
Insbesondere ist diese Breite die kleinste, also gilt w; = min W(A).

Larcher beweist diesen Satz zusammen mit weiteren interessanten Zusammen-
héngen in dem Artikel [Lar82|, aus dem wir hier noch den folgenden Satz zitie-
ren:

1.15 Satz: Sei wy die Spitzenbreite der Spitze s; = 0o und w; die Spitzenbreite

der Spitze s; = 0, wobei nicht notwendig i # 1 gelten muf. Dann gilt wiw; =
Omodn.
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1.3 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Kongruenzuntergruppen

Der Begriff Level wurde von Wohlfahrt [Woh89, Woh64| fiir eine beliebige Un-
tergruppe A von I' mit endlichem Index definiert als das kleinste gemeinsame
Vielfache der Spitzenbreiten von A. Wir werden daher fiir eine beliebige Unter-
gruppe A < I' unter dem erweiterten Level das kleinste gemeinsame Vielfache
n = kgV W(A) vestehen. Fricke und Wohlfahrt [Woh64, KF66] haben gezeigt,
dafk fiir Kongruenzuntergruppen diese Definition mit der fritheren Definition des
Levels als die grofite natiirliche Zahl n mit I'(n) C A iibereinstimmt. Nach Lar-
cher |Lar82] existiert zu einer Kongruenzuntergruppe vom Level n auch eine
Spitze der Breite n, so dafs insgesamt auch das kleinste gemeinsame Vielfache
angenommen wird:

1.16 Satz: Es existiert einw; € W(A) mitw; = kgVe W(A) = kgV {wy,...,w,}.
Insbesondere ist diese Breite die grofste, also gilt w; = max W (A).

Damit ist fiir eine beliebige Untergruppe A von I' sofort klar:

1.17 Lemma: Wenn zu einer Untergruppe A < T' keine Spitze s; € S(A) exi-
stiert mit w; = ggt W(A) und keine Spitze s; € S(A) existiert mit w; =
kgV W (A), dann kann A keine Kongruenzuntergruppe sein.

Der Index [I" : A] einer Kongruenzuntergruppe muft damit grofer oder gleich
ihrem Level sein, da A eine Spitzenklasse dieser Breite besitzt und damit den
zugehorigen Stabilisator enthéalt. Die Gleichheit gilt nur fiir sogenannte zykloide
Kongruenzuntergruppen: Eine Untergruppe von I', deren Spitzen alle zueinan-
der aquivalent sind, heifst zykloid und kann entweder eine Kongruenzuntergruppe
sein oder nicht. Zykloide Kongruenzuntergruppen wurden von Petersson unter-
sucht [Pet82|, Untersuchungen fiir beliebige zykloide Untergruppen findet man
bei Venkov [Ven81|. Nach Klein und Fricke [KF66] bilden die zykloiden Un-
tergruppen nur einen verschwindend kleinen Bruchteil aller Untergruppen der
Modulgruppe.

1.3 Ein Algorithmus zur Bestimmung der
Kongruenzuntergruppen

Da fiir ein n € N die Hauptkongruenzuntergruppe I'(n) den Kern des Gruppen-
homomorphismuses ¢ bildet, ergibt sich die kurze exakte Folge:
1 — I'(n) —— PSL(2,Z) -2 PSL(2,Z/nZ) — 1.

Sei nun A < PSL(2,Z) eine beliebige Untergruppe mit Index p = [I' : A],
Spitzenvektor S(A) und zugehorigen Spitzenbreiten W (A). Ferner existiere ein
s; € S(A) mit w; = kgV (W(A)), da A nach Lemma 1.17 nur dann eine Kon-
gruenzuntergruppe sein kann. Dann ist n = w; der erweiterte Level von A und
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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

es ist zu iiberpriifen, ob I'(n) C A.

Um dies zu beantworten, verwenden wir die von Behr und Mennicke [BM68| an-
gegebenen Relationen zu Beschreibung von SL(2,7Z/nZ) als Untergruppe einer
freien Gruppe mit zwei Erzeugern modulo der von den Relationen erzeugten
normalen Untergruppe. Diese sogenannten Mennicke-Reprdsentationen lassen
sich durch Identifizieren von +1 auf PSL(2,Z/nZ) tbertragen. Eine einfache
Darstellung dieser Relationen in Abhéngigkeit von n findet sich bei Hsu, der
sich ebenfalls damit beschéftigt, Kongruenzuntergruppen von SL(2,7Z) zu iden-
tifizieren [Hsu96|. Er 16st dieses Problem, indem er eine gegebene Untergruppe
durch Permutationen beschreibt und einen Algorithmus angibt, um fiir diese Zy-
kel mithilfe der Mennicke-Représentationen zu entscheiden, ob es sich um eine
Kongruenzuntergruppe handelt oder nicht. Da wir Untergruppen der Modul-
gruppe Uber Erzeuger angeben, nutzen wir die folgenden Relationen fiir einen
eigenen Algorithmus, dessen Implementierung im Anhang zu finden ist.

1.18 Satz: Sein € N ungerade und sei % das multiplikativ Inverse von 2 mod n.
SL(2,Z/nZ) ist isomorph zu:

Diese Relationen sind erfillt fir a =T = ({1) und b= (BTB)™' = (19).

1.19 Satz: Sein = 2°, sei % das multiplikativ Inverse von bmodn und sei

s = [209=51~4r~1 SL(2, Z/nZ) ist isomorph zu:
G=(r | I"=1

Ir- i)t =1

r )3 =1

Ir 1) ts(lr s =1

“lrsr=2 =1

s
(srdlr=1)3(Ir—1) =2 = 1).

l
(
(
(

Diese Relationen sind erfillt firl =T = (§1) undr = (19).

1.20 Satz: Sei n = 2°m ungerade mit e # 0, sei % das multiplikativ Inverse

von 2modn, % das multiplikativ Inverse von 5mod n und sei s := 1209 =54y,

Seice Nmitc=0mod2¢ AN c=1modm und d € N mit d = 1 mod2°¢ A
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1.3 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Kongruenzuntergruppen

d=0modm. Es seia= L, b= R°,l=L%r=R%
SL(2,7Z) ist isomorph zu:

G=(L,R | L"=1

(srdlr=1)3(Ir=1) =2 = 1).
Diese Relationen sind erfillt fir L=T = ({1) und R=(19).

Mit diesen Relationen konnen wir nun entscheiden, ob es sich bei einer gege-
benen Gruppe A um eine Kongruenzuntergruppe handelt oder nicht. Um die
Korrektheit des dafiir entwickelten Algorithmus zu beweisen, betrachten wir
die freie Gruppe in den Erzeugern A und B und erweitern die Relationen der
Mennicke-Reprasentationen in A und B um die Relation —1 = 1, so dafs wir
eine Repréasentation von PSL(2,7Z/nZ) erhalten. Nach den obigen Sdtzen sind
die Relationen unabhéngig von n erfiillt fir A = (§ 1) und B = (19) und I' wird
auch von A = (}1) und B = (19) erzeugt. Es seien Ry,..., R, die Relationen
der Mennicke-Représentation von PSL(2,Z/nZ) ausgewertet fiir A = (} 1) und
B =(19). Damit formulieren wir folgenden Satz:

1.21 Satz: Sei A < T vom Index pn = [I' : A] mit erweitertem Level n. Ferner
seien Ry, ..., R, die Relationen der Mennicke-Reprisentation von PSL(2, Z/nZ)
und Ry, ..., R, die Relationen ausgewertet fir A= (}1) und B = (19). Dann
gilt T'(n) C A genau dann, wenn YRy~ € A fiir alley €T undi=1,...,v.
Beweis:

Sei Fy = (A, B) die freie Gruppe auf zwei Erzeugern und:

f:Fy — PSL(2,Z) mit f(A) = ((1) 1) f(B) = G 2) .

Dabei ist f ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und wir betrachten fol-
gendes Diagramm:

(A,B|—1=1)—2~ (A, B|Ry,...,R,)

i\ |

1 — ker(®) = I'(n) ——— PSL(2, Z) —2>—— PSL(2, Z/nZ)

1 ker g
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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Dabei reduziert ¢ : PSL(2,Z) — PSL(2,Z/nZ) die Eintrége in den Matrizen
modulo n und g : (A, B| — 1 =1) — (A, B|Ry, ..., R,) reduziert ein Wort in
A und B mithilfe der Relationen Ry, ..., R,. Beide Abbildungen sind surjektive
Gruppenhomomorphismen und das Diagramm kommutiert. ker g ist der normale
Abschluss der R; in (A, B| — 1 = 1), ker(®) ist der normale Abschluss der R; in
PSL(2,Z) und insbesondere folgt:

f(ker g) = ker(®) = I'(n).

Wenn also yRy~! € A fiir alle v € T gilt, folgt damit I'(n) C A. Umgekehrt
sehen wir sofort, da aus I'(n) C A direkt yR;y~! € A fiir alle v € T folgt. O

Wir haben also gesehen, daf I'(n) C A dquivalent dazu ist, dak:

®: A — PSL(2,Z/nZ)

surjektiv ist. Statt die Aussage des Satzes fiir alle v € I' zu iiberpriifen, reicht
es aus, nur Représentanten der Nebenklassen von ['\A zu betrachten:

1.22 Korollar: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 1.21 gilt
['(n) C A genau dann, wenn ij,ﬁj_l € A fiir Repréisentanten v1,...,7,
der Nebenklassen von T\A undi=1,...,v.

Beweis:

,<" Sel v € I' und R; eine der Relationen. Wir zeigen, dak aus v;R;v; e A
fir alle j = 1,...,u folgt, dak yR;y™! € A. Zu v € T existiert ein j €
{1,..., p} mit vy € Av;, also existiert ein 6 € A mit v = §v;. Damit folgt

YRy~ = 6v;Riy; 't € A,
da ijﬁj_l € A nach Voraussetzung und § € A.

,=" klar.
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2 Eisensteinreihen und die
Streumatrix

In der Theorie der Eisensteinreihen wird jeder Untergruppe der Modulguppe von
endlichem Index eine Familie von Eisensteinreihen zugeordnet. Fiir die Darstel-
lung der Fourierentwicklung solcher Reihen sind insbesondere die konstanten
Terme von grokem Interesse, die in der Streumatrix zusammengefasst werden.
Im ersten Abschnitt stellen wir die Theorie der Eisensteinreihen basierend auf
dem Buch von Kubota [Kub73| kurz vor und im zweiten Abschnitt beschéfigen
wir uns genauer mit der Streumarix und ihrer Struktur. Die dort gewonnenen
Erkenntnisse werden im letzten Abschnitt an einem einfachen Beispiel verdeut-

licht.

2.1 Einfiihrung in die Theorie der
Eisensteinreihen

Im Weiteren sei A stets eine Untergruppe von I' von endlichem Index, Spit-
zenvektor S(A) = [s1 = 00,85 = §200,...,8, = g,00] und Spitzenbreiten
W(A) = [wy,...,w,] mit den zugehorigen Matrizen g; € T' und entsprechen-
den h; = gy; € PSL(2,Z) mit hjoo = s; und h; *A(s;)h; = I'(co0) nach Satz
1.10.

2.1 Definition: Die Eisensteinreihe E;(z,s) zu einer Spitze s; ist fur z € H,
s € C definiert als:

Ei(z,s) := Z Im(h; '62)°.

SEA(si)\A

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl des Représentanten fiir die Spitze
s;, von der Wahl der nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Translation von rechts mit
T" = (§ 1) bestimmten Matrix h; und von der Wahl des Représentanten ¢ der
Nebenklasse A(s;)\A [Kub73|. Ein typisches Beispiel ist die Eisensteinreihe der
vollen Modulgruppe [FB95|:

1 Im(z)® .
E(Z,S) = 5 Z m = Z Im(§z) .
(¢,d)eZx7\{(0,0)} 0€l\I
get (c,d)=1
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

2.2 Satz: Die Eisensteinreihe E;(z,s) zu einer Spitze s; € S(A) konvergiert
absolut fiir Res > 1.

Ein Beweis, der auch gleichméfige Konvergenz auf kompakten Teilmengen von
{s € C: Res > 1} zeigt, findet sich bei Kubota [Kub73]. Wenn diese Reihe kon-
vergiert, ist die Eisensteinreihe eine A-automorphe Funktion:

Ei(0z,8) = Eyi(z, s)

fiir jedes 6 € A. Sei jetzt s; € S(A) eine weitere Spitze von A mit zugehdriger
Matrix h; € PSL(2,Z) nach Satz 1.10, also mit hjoo = s;. Dann ist E;(h;z, s)
eine in z periodische Funktion mit Periode 1:

El(h](z + 1), S) = Ei(hjz, S).
Daher bestimmen wir jetzt die Fourierentwicklung einer Eisensteinreihe E;(z, s)
zu einer Spitze s; in der Spitze s;.

2.3 Definition: Die Fourierentwicklung der Eisensteinreihe E;(z, s) in der Spit-
ze s; ist fiir Res > 1 definiert als:

o0

Ei(hjz,s) = Z ijm (Y, 8)€2T M

mat: 1
az‘j,m(y, S) = / Ei(hjz, S)e—Qﬂimde"
0

Nun wollen wir fiir die a;j,, eine explizite Form finden. Dazu stellen wir die a;; ,,
zunéchst als Integrale iiber Summen dar:

1
Qijom = / Z y(0z)’e " dx.

0 Ser(co)\h AR,

Jetzt realisieren wir eine Art Bruhat-Zerlegung der Doppelnebenklassen:
[(00) \ hi ' Ah;/T(00) = T'(00) U (U F(OO)W(OO))
c,d

mit ¢,d so, dafs ¢ > 0,d € Z/cZ und dak sich ¢,d zu einer Matrix v € I' er-
génzen lassen. Dies ermdglicht uns den Ubergang von Integralen fol zu Summen
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2.1 FEinfiihrung in die Theorie der Eisensteinreihen

iiber die Elemente der Doppelnebenklassen und fiihrt uns zu einer endgiiltigen
Darstellung der a;; ,, fiir die wir die modifizierte Bessel-Funktion bendtigen:

_ E[fs<z) — Is(z)

K
(2) 2 sin(sm)
wobei: .
] (Z) _ Z (g)s+2m
° = mll'(s+m+1)

mit der Gamma-Funktion:

die die Funktionalgleichungen:
['(z+4+1) =z2I(z) und [(—z+1) = —2I'(-2)

erfiillt. Fiir Details dieser Umformungen vergleiche z. B. Kubota [Kub73|, wir
geben hier jetzt nur das endgiiltige Ergebnis an:

iy, 5) = 20 Iml" AT (s) A K,y (2 lmly) i (5)
fiir m # 0 und:

aijo(y, s) = 0iy° + pij(s)y'

o)=Y 5 (Z ewzd)

c>0 d

mit:

fiir m > 0, wobei die zweite Summation iiber solche d € R mit d reduziert
modulo ¢ lduft, die sich zu einer Matrix v = (%) € h; 1Ahj ergianzen lassen,
und

I'(s—1)

27
I'(s)
Die Funktionen ;;,(s) sind also Dirichlet-Reihen, deren theoretische Grund-
lagen in [Apo76| oder [HR64] zu finden sind. Der Zusammenhang zu ganzen
Modulformen wird z.B. in [Ran77] oder [Lan76| erldutert. Die zum konstan-
ten Term der Fourierentwicklung von E;(z,s) in der Spitze s;, also zu m = 0,
gehoérenden Funktionen ¢;; werden in der sogenannten Streumatriz zusammen-

gefasst:

1
pij(s) =72 Pijo(s)-

2.4 Definition: Die Streumatriz hat fir s € H mit Res > 1 die Gestalt:

P(s) := (‘Pij(s)hgi,]’gr'
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

Die in den konstanten Termen ¢;;(s) auftretenden Summen:

> 1

¢>0, d reduziert modulo c, (z 2)6 h;lAhj

entsprechen der Anzahl der Doppelnebenklassen mit festem Eintrag ¢ € R*
links unten in:

['(c0) \ hy ' Ah,/T(c0).

Nach Definition der h; lassen sich diese Doppelnebenklassen umformulieren zu:
h;lA(SZ)hZ \ hz_lAhj/hj_lA(Sj)hj

Dabei taucht die Restklasse zu I'(00) (§{) '(c0) nur dann in obiger Zerlegung
auf, wenn ¢ = j gilt, da sonst die Spitzen s; und s; A-dquivalent wéren.
Indem wir jeder Doppelnebenklasse ihr Inverses zuordnen:

~: T(00) \ hi'ARy/T(00) — T(c0) \ hi ' Ah;/T(c0)
g — g
sehen wir, dafs:

(T(00) \ by ' Ah; /T (00)) ™ = T(00) \ ;" Ahy/T(0).

Damit stimmt die Anzahl der Doppelnebenklassen fiir dasselbe feste ¢ iiberein
und wir erhalten folgenden Satz:

2.5 Satz: Die Streumatrix ist symmetrisch.

Es gibt eine ganze Reihe von Sétzen tliber analytische Fortsetzungen der Eisen-
steinreihen, die z.B. bei Kubota [Kub73| zu finden sind. Wir wollen hier ein
Ergebnis, die Fortsetzbarkeit auf die ganze obere Halbebene angeben:

2.6 Satz: Die Streumatriz ®(s) ist meromorph fir alle s € H und erfillt die
Funktionalgleichung:

O(s)P(1 —s) =1d,.

Eisensteinreihen spielen eine grofie Rolle in der Spektraltheorie von L*(A \ H),
dem Hilbertraum der quadratisch integrierbaren Funktionen, die automorph
beziiglich einer auf H operierenden diskontunuierlichen Gruppe A sind.
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2.2 Die Eintrage der Streumatrix

2.2 Die Eintrage der Streumatrix

Um die Streumatrix genauer untersuchen zu kénnen, benétigen wir einige Um-
formulierungen und Notationen. Zunéchst wollen wir die Eintrage der Streuma-
trix so umschreiben, daf in den Doppelnebenklassen iiber N und nicht mehr
iiber R summiert wird: Die Eintrage der Streumatrix haben nach Definition 2.4
fiir 1 <14,7 <r die Gestalt:

pij(s) = WéTs)Q%yo(S)

mit: )
pijols) = X = > 1
GERT  dmodé, (% %)eh; Ahy

= 3 @ H{I(ED) € T(00) \ by ' Ahy/T(c0) }|.

CERT

Sei nun fiir ¢ € R™:
aiy(@) = | {[(33)] € T(00) \ h; ' Ahy/T(00) } |

die Anzahl der Doppelnebenklassen mit linkem unteren Eintrag ¢. Jetzt wollen

wir diese Anzahl so umschreiben, dafs wir iiber natiirliche Zahlen summieren.

(Y5" L) nach Satz 1.10 gils

Vw;

Mit hl = gz"UA}l fir g €I und 'UA}Z =

hi'A(s)h; = {T" :n € Z} = T'(c0)
und wir erhalten fiir die Doppelnebenklassen:
T(00) \ hi 'Ah;/T(0)

— 7 A (s \ By AR BT A (s )
= ;g A s g \ @y gy Agyy /iy gy A(sy) g5

Eine Matrix:

* K n_ _ ~
9= (~ *> € w; g, Agj;

C

mit linkem unteren Eintrag ¢ € R* 14t sich daher schreiben als:

fir v = (29) € g{lAgj. Zu einem ¢ € N gibt es genau dann eine Matrix in
g; 'Agj, wenn es zu einem & = \/w;,/w;c € RT eine Matrix (3%) € h;'Ah;
gibt. Mit:
by(e) = {[(20) € g Alsi)gi \ ;" Agy g7 Als;);} |
(D] e {7 in € Z}\ g7 Ag;/{T" " :n € Z}} |
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

fiir ¢ € N ergibt sich fiir die Eintrage der Streumatrix:

(s —3) T ai;(€)

1
pij(s) = m2 2

I'(s—3) bi;(c)
) 2 (Vg e

mit

HOEDY biéz(:)

Die Streumatrix 1aft sich damit aus der Matrix der Bildungsgesetze fiir die
Anzahlen der Doppelnebenklassen mit ¢ € N konstruieren:

B := B(c) := (bi;(c))

1<ij<r
Um weitere Eigenschaften der Streumatrix zu einer Gruppe A < I' untersuchen

zu kdénnen, benotigen wir eine spezielle Zerlegung von I' beziiglich der Unter-
gruppe A:

2.7 Satz: Sei A eine Untergruppe von I' mit endlichem Index, Spitzenvektor
S(A) = [s1 = 00,...,8 = g,00] und Spitzenbreiten W (A) = [wy, ..., w,]. Dann
lafst sich T' darstellen als:

Beweis:

,C* Sei v € T und zeige v € U;_, U, AgiT". Wegen v € T ist yoo eine zu
oo I'—dquivalente Spitze von I, also muf ein s; € S(A) existieren, so dafs
~yoo eine zu s; A—aquivalente Spitze von Aist: 35 € A, Fie {1,...,r}:

00 = §8; = 0g;00 <= 7y 'y00 = 00 = ¥ 1 g;00.

Also liegt v'dg; im Stabilisator Stabr(co) = T = {T™|n € Z} und
damit existiert ein m € Z mit v 15g; = T™™ <= v = dg;T™.

Modulo w; gerechnet ergibt sich: 3 a € Z,b € {1,...,w;} mit m = aw; +b
und 7y = dg; T = 5(g: T g; ') g:T".

Wegen § € A und g;T%g; " € Staba(s;) = {¢:T""g; *|n € Z} C A folgt
v € AgT" C Uk AgiTh C Ui, Ui, AgiT"
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2.2 Die Eintrage der Streumatrix

,2% Sei v € Ui, UY, Ag/T" und zeige v € T. Das ist klar, da aus 7 €
U_, U AgT" folgt, dak @ € {1,...,r} und | € {1,...,w;} existieren
mit v € AgT' CT wegen ACT, g; €T und T' € T.

O
Da diese Darstellung von I' sogar disjunkt ist, ergibt sich folgendes Korollar:

2.8 Korollar: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.7 gilt:
Al = Z w;.
i=1

Beweis:

Nach Satz 2.7 gilt T = |UJ;_, U”, Ag;T". Um zu zeigen, daf diese Darstellung
disjunkt ist, nehmen wir an, daf 4,5 € {1,...,r} und I € {1,...,w;}, m €
{1,...,w;} existieren mit Ag;T" = Ag;T™.

Aus Ag;T'oo = Agioo = As; und Ag;T™oo = Agjoo = As; folgt i = j,
so daff sich die Widerspruchsannahme schreiben lifit als Ag,T" = Ag;T™ und
I,m e {1,...,w;}. Damit gilt g;T""™g; € A, so daf T'"™ von der Gestalt T%i"
fiir ein n € Z sein muf. Aus w;|l —mund I,m € {1,...,w;} folgt die Gleichheit
[=m. O

In diese disjunkte Zerlegung léfst sich eine weitere Matrix aus I' einbauen:

2.9 Korollar: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.7 gilt fiir ein
beliebiges v € I':

roow;

=~ = U U’yAgiTl.

i=110=1

Mit dieser Zerlegung von I' beziiglich A wollen wir jetzt zeigen, daf sich jede
Zeile und damit aus Symmetriegriinden auch jede Spalte der Streumatrix zu
einem Quotienten aus Riemannschen Zetafunktionen aufsummieren 1aft:

Die Riemannsche Zetafunktion:

1
((s) = 25

ist die einfachste unendliche Dirichlet-Reihe und konvergiert fiir Res > 1. Fiir

alle positiven geraden ganzen Zahlen ist sie ein rationales Vielfaches von 72"

[HW58]:

(27T)2n

2(2n)!

C(Qn) = B2n7
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

wobei B,, die iiber folgende Reihen beschriebenen Bernoulli-Zahlen sind:
2(2n)! o= 1
(2m)2n Z k2n’

k=1

Fiir die Primzahltheorie ist die Zetafunktion wegen der von Euler entdeckten
Identitat von grofser Bedeutung:

B, =

2.10 Satz: Fir s € C mit Res > 1 gilt:

Die Riemannsche Zeta-Funktion lafst sich mithilfe der Fulerschen p-Funktion:

¢: N\{0} — N
n — |{m € N|1 <m < nund ggt (n,m) =1}

ausdriicken:

2.11 Satz: Fiir s € C mit Res > 1 gilt:

() _¢(2s—1)

n2  ((2s)

n=1

Fiir Beweise und weitere Details vergleiche z.B. Hardy und Wright [HW58]. Die
Werte der Eulerschen (p-Funktion lassen sich folgendermafsen berechnen:

2.12 Satz: Fir n € N\ {1} mit Primfaktorzerlequng n = p* - ... - plr gilt
on)=p (g = 1) - (pe — 1),

Ein Beweis dieses Satzes und weitere Informationen zur Fulerschen ¢-Funktion
finden sich z.B in [Lan74| oder [FS74].

Mit diesen Voriiberlegungen konnen wir jetzt zeigen, dal fiir jede Zeile der
Streumatrix folgende Aufsummierung gilt:

2.13 Satz: Sei A eine Untergruppe von I' mit endlichem Index, Spitzenvektor

S(A) = [s1 = 00,...,8 = g00] und Spitzenbreiten W (A) = [wy, ..., w,]. Dann
gilt fir alle k € {1,...,r} und s € C mit Res > 1:

d ~'S_w§(2s—1)
2Pl =y
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2.2 Die Eintrage der Streumatrix

Die Aussage dieses Satzes laft sich mit Satz 2.11 umformen zu:

! e bkiC > C
>3 —wm Y A

i=1 c=1

so dak sich Satz 2.13 sofort aus folgendem Satz ergibt:

2.14 Satz: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.13 gilt:
wrp(c Z bri(c

Beweis:
Fiir glzl € I' ergibt sich nach Korollar 2.9:

roow;

= 9% T = U U 9k lAngl

i=11=1

und es folgt mit dem unten aufgefithrten Lemma 2.16:

wpp(c) = |{[(i I)] e {T"" :n e ZY\L/{T" : n € Z}}|
= [{IC¢ G{T“’k"'nez}\Uz WU g0 AgT AT in € Z} } |
= Zzzl Z C Gl e{T in e ZP\g  Ag T H{T™ s n € Z} .

Nach der Definition der b;; gilt:

Zbki(c) = Z {1 e {T™" i n € ZP\g, " Agi/{T"™ :n € L} } .

Die Behauptung folgt mit:

wz

{[( D) e{Tm :n e Z\g ' AgT /{T™ :n € L} } |
= | {( ] | € {T"n :n € ZW\gp ' Agi/{T"" :n € Z}} |
- bkz

2.15 Lemma: Fliir c € N gilt:

{ICED e{T" in e ZWNI/AT" :n € Z}} | = ¢(c)

Beweis:
Wegen I'(co) = {T"|n € Z} liegen zwei Elemente 71,72 € I' mit v = (2%)
genau dann in derselben Aquivalenzklasse, wenn sie sich durch Multiplikation
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

mit 7™ von rechts und mit 772 von links fiir n{, ny € Z ineinander tiberfiihren
lassen:

. mni nz __
Y2 =TT _( c d + noc

Diese Multiplikationen lassen den linken unteren Eintrag fest und fiir ein ¢ € N
sind die Aquivalenzklassen durch einen zweiten Wert a € {1,...,c} eindeutig
bestimmt. Dabei kann nach Satz 1.2 nur dann eine Restklasse existieren, wenn
ggt (a,c) = 1, also wenn a nicht ¢ teilt. Im Fall der vollen Modulgruppe lafst
sich aber umgekehrt nach Satz 1.2 jedes Paar (c,a) mit ggt (¢,a) = 1 zu einer
Matrix v = (¢5) € I' ergénzen. O

Wenn wir jetzt statt ['(co) auf einer Seite {T*" : n € Z} fiir ein k € N her-
austeilen, lassen sich Elemente 71,7, € I" einer Aquivalenzklasse mit v = (¢7)
durch folgende Multiplikationen ineinander tiberfiihren:

a+mnic b+ nea+ ninsc + nld)

Yo = Tknl,leng _ (CL + knic b+ nga + knynge + kn1d> ‘

c d+ noc

Fiir ein ¢ € N gibt es zu jedem a € {1,...,c} mit ggt (a,c) = 1 jetzt k ver-
schiedene Aquivalenzklassen a+nic,a+2nqc, ..., a+ knic, so dafs wir folgendes
Lemma gezeigt haben:

2.16 Lemma: Fiir c € N gilt:
ICEDN e {T™ in e ZNTH{T™ i n € Z}} | = ke(c)

Nachdem wir in Satz 2.13 gezeigt haben, dafs sich jede Zeile der Streumatrix zu
einem QQuotienten aus Riemannschen Zetafunktionen aufsummieren lafit, konnen
wir als direkte Konsequenz die Anzahl der fiir eine vollstdndige Kenntnis der
Streumatrix zu bestimmenden Eintrdge reduzieren: Da die Streumatrix nach
Satz 2.5 symmetrisch ist, reichten bisher bereits die Eintrége auf und oberhalb
der Hauptdiagonalen aus. Jetzt konnen wir auch noch auf die Eintrage auf der
Hauptdiagonalen verzichten, so daf sich folgende Anzahl ergibt:

2.17 Korollar: Um fiir eine Gruppe A < T mit r > 1 Spitzen die Streumatriz
anzugeben, miissen genau r';—l Eintrdge bestimmt werden.

Beweis:

Da fiir die Streumatrix die Summe jeder Zeile nach Satz 2.13 bekannt ist, 1aft
sich der letzte Eintrag einer Zeile immer aus den iibrigen dieser Zeile bestimmen.
Damit miissen fiir die erste Zeile r — 1 Eintrdge berechnet werden. Nach Satz
2.5 ist die Streumatrix symmetrisch, so daf jetzt in der zweiten Zeile neben dem
letzten noch ein weiterer Eintrag bekannt ist und r — 2 Eintrége zu bestimmen
sind. Allgemeiner miissen fiir die k-te Zeile mit 1 < k& < r genau r — k Eintré-
ge berechnet werden. Die letzte Zeile ergibt sich also komplett aus den bisher
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2.3 Ein Beispiel: T'y(p)

bestimmten Eintrdgen, so dafs nur 22;11 k Eintrédge bestimmt werden miissen.

Mit vollsténdiger Induktion nach r sehen wir, daff Z};i k=r2t. O

2.3 Ein Beispiel: T'y(p)

Nach diesen theoretischen Uberlegungen wollen wir zunichst ein Beispiel be-
trachten und fiir einen speziellen Typ von Untergruppen die Streumatrix ganz
elementar von Hand ausrechnen. Fiir eine Primzahl p € N sei:

To(p) ::{(Z Z) er:cz()modp}:{(c‘; Z) er}.

Die Matrizen:
B=(%}) wnd BT7/B=(;9) firj=0,1,...,p—1

bilden ein Reprisentantensystem fiir die Nebenklassen I'/T'y(p), so dafs fiir den
Index [I": To(p)] = p+ 1 gilt [Leh64]. Nach Apostol [Apo76| bildet die Menge:

p—1
Fr) =FU| J BT'F

J=0

einen Fundamentalbereich fiir I'y(p), wobei F der Fundamentalbereich von I" aus
Abschnitt 1.1 ist. In Abbildung 2.3 sind Fundamentalbereiche fiir die Gruppen
['0(3) und I'g(5) dargestellt.

Abbildung 2.1: Fundamentalbereiche fiir I'g(3) und I'o(5)

Im Folgenden sei p € N eine fest gewahlte Primzahl.
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

2.18 Satz: T'y(p) hat zwei Spitzen s; := 0o und sy := 0.

Beweis:
Da die I'y(p)-Aquivalenzklassen mit Repriisentanten aus P'(Q) den Bahnen:

Bryp)(s) :=={ys: v €To(p)} fiir s € P'(Q)

von I'g(p) in P}(Q) entsprechen, ist folgende Behauptung dquivalent zur Aussage

des Satzes:
BFo(p) (51 = |:é:|) U BFO(p) (52 = |:(1):|) — ]Pl(@)

Da die Bahnen nach Definition zumindest eine Teilmenge von P!(Q) bilden,
bleibt zu zeigen, daf jede Restklasse [y] € P'(Q) mit ggt (x,y) = 1 in genau
einer der beiden Bahnen liegt.

1. Fall: ply

Dann existiert ein ¢ € Z mit ¢p = y und nach dem euklidischen Algorithmus
existieren b,d € Z mit dx + by = 1. Wir setzen v := (fp _db) € Do(p).

2. Fall: pty

Dann gilt ggt (p,y) = 1 und damit auch ggt (zp,y) = 1. Nach dem euklidischen
Algorithmus existieren b,d € Z mit dy + bxp = 1.

Dann folgt ~ := (fp jib) € Lo(p). O

Als néichstes bestimmen wir die Stabilisatoren der beiden Spitzen:

2.19 Lemma: Staba(oco) = {1"|n € Z}.

Beweis:
Aus der Definition des Stabilisators folgt fiir v = (& §) € To(p):

O [ e

Die Matrizen in Staba(co) sind also von der Gestalt v = (&%) mit a,b,d € Z.
Wegen dety = 1 folgt @ = d = 1 und mit 7" = (}7) fir n € Z somit
Staba(oco) = {T"|n € Z} = I'. O

2.20 Lemma: Staba(0) = {BT™B|n € Z}.

Beweis:
Fir v = (4 §) € To(p) gilt:

(o ) B1=[1=[1-[=»=o
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2.3 Ein Beispiel: T'y(p)

In Staba(0) liegen also Matrizen der Gestalt v = (c ) mit a,c € Z. Wegen
dety = 1 folgt @ = 1 und damit Staba(0) = (cpl) lc € Z}. Mit BT"B =
(1, 9) ergibt sich insgesamt Staba (0) = {BT”pB|n €7} O

Wir haben jetzt fiir die Gruppe I'g(p) den Spitzenvektor:
S(To(p)) = [s1 =00, 52 = (]

und den Vektor der Spitzenbreiten:

W(To(p)) = [1,p]

bestimmt. Dariiberhinaus benotigen wir noch die zugehdrigen Matrizen g; € T’
nach Satz 1.10 mit g;00 = s;, namlich:

0 —1
glzlundggz<1 0)

0 —
hi =1 und hy = sgy = (L (\)/ﬁ) € PSL(2,R).
VP
Um die Eintrége ¢;; der Streumatrix zu berechnen, werden wir jetzt die Matrix

der Bildungsgesetze:
Bo— ( bii(c) biz(c) )
' b21 (C) bQQ(C)

sowie:

mit:

¢) =[{[(:3)] € g; " Stabryy)(si)gi \ g; 'To(p)g;/g; " Stabry)(s;)g;} |

fir ¢ € N und 4,5 € {1,2} bestimmen, aus der sich dann die Streumatrix
konstruieren 1aft.
Wir wollen zunéachst fiir ein festes ¢ € N die Anzahl der Nebenklassen:

bir(c) = [{[(5%)] € gi" Stabrywy(s1)g1 \ 91 'To(p)g1/g; " Stabrye)(s1)g1} |

ALY )] (T)\ To(p )/( )}

bestimmen und bemerken dabei, dafs diese Zahl nur dann ungleich Null sein
kann, wenn c ein Vielfaches von p ist. Damit folgt bereits:

bii(c) =0 fir ¢ # 0modp.

Sei also ¢ = ¢/p und wir betrachten die Multiplikation einer Matrix v = (C?p Z) €
LCo(p) mit 7™ von links und mit 72 von rechts fiir ny, ny € Z. Der linke untere
Eintrag von « bleibt dabei unverandert:

m1 no __ [ a+nic b+nza+ninzc+nid
T ryT - < c'p d+noc
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

und fiir die Aquivalenzklassen lassen sich Reprisentanten mit Eintrdgen aus
{1,...,¢p} wéhlen:

1. Dann existiert ein eindeutiqg

) =
\ To(p)/ (T)-

2.21 Satz: Seia € {1,...,p} mitggt (a,cp
bestimmtes d € {1, .. cp} mit (4, 5) € (T)

Beweis:

Ausa € {1,...,¢p} mit ggt (a,p) = 1 folgt mit dem euklidischen Algorithmus,
dak A, u € Z existieren mit Aa+pucd'p = 1, also A\a = 1 in Z/'pZ. Damit ist a eine
Einheit in Z/ dpZ, es existieren also ein eindeutig bestimmtes d € Z/c'pZ mit
da =1, bzw. da — 1 = 0 in Z/c'pZ und ein eindeutig bestimmter Reprisentant
de{l,...,cdp} vond. O

Der noch fehlende Eintrag b der entsprechenden Restklasse (C‘fp Z) ergibt sich
aus folgender Gleichung:

det (‘Halc,p b ) = ad + a,dc'p + ad,'p + aydyp® — be'p = 1

- cp d+dic'p
= b=t +dia+adidp+ad
_ ad—1
— b=
Fiir den eindeutig bestimmten Reprisentanten d € {1,...,cp} von d ist da — 1

ein Vielfaches von ¢p, also b € Z, und wegen a,d € {1,...,dp} folgt b € Z/'pZ.
Damit entspricht die Anzahl der Aquivalenzklassen in (T) \ I'y(p)/ (T') der An-
zahl der a € {1,...,¢p} mit ggt (a,cp) = 1, so daf sich insgesamt ergibt:

2.22 Lemma: Flir ein festes ¢ € N gilt:

c) fir c=0mod
bn(c) - { g( ) ]sconst g ’

Da I'y(p) nur zwei Spitzen hat, 1a8t sich aus diesem Bildungsgesetz die gesamte
Matrix B der Bildungsgesetze konstruieren (fiir die Anzahl der benétigten Ein-
giange vergleiche Satz 2.17). Zuerst betrachten wir die Summe der ersten Zeile
nach Satz 2.14:

bii(c) + biz(c) = wip(c) = ¢(c)
mit wy = 1, so dak sich fiir das zweite Bildungsgesetz ergibt:

/0 fiir c = 0modp
bia(e) = { (c) sonst '

Da die Streumatrix nach Satz 2.5 symmetrisch ist und damit auch die Matrix
der Bildungsgesetze, gilt by (c) = b12(c), so daf sich fiir die Summe der zweiten
Zeile ergibt:

bai1(c) + baz(c) = wap(c) = py(c)
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2.3 Ein Beispiel: T'y(p)

mit we = p und daher:

_ [ pele) fiir c = 0modp
baalc) = { (p— 1)p(c) sonst :

Insgesamt erhalten wir damit als Matrix B der Bildungsgesetze:

 9(0) {0 fir ¢=0modp
bii(c) = { 0 bia(c) = { o(c) fir ¢ O0modp

(o0 | pplo) fir - ¢=0modp
ba1(c) = { o(c) bao(c) = { (p — Dg(c) fir ¢# O0modp

Wir haben hier die Bildungsgesetze ganz elementar mit kombinatorischen Uber-
legungen bestimmt. In Kapitel 3 werden wir eine elegantere Methode herleiten,
indem wir ausnutzen, dafs I'g(p) eine Kongruenzuntergruppe mit zwei Spitzen
ist.

Aus diesen Bildungsgesetzen lassen sich die Eintrége:

(s — 3) bi;(c)

[(s) o (wiw;)*c

pij(s) = 2

der Streumatrix konstruieren. Um fiir diese Dirichlet-Reihen eine geschlosssene
Darstellung beweisen zu konnen, beschéftigen wir uns zunéchst mit den Reihen:

Zi(s) = 251012(80) :Zgz(snzz
Zuls) — Zblczz(SC):an(Z)
c=1 T;‘f:nl
N9 _
Znls) == ) o = PZu(s) £ (p— 1) Zi(s).

Dariiberhinaus werden zwei Hilfsfunktionen benotigt:

Apls) = Y 2
kO:OO
0,(T) = ;_Oso(p’“)T’“

mit s, 7" € C, wobei die zweite Reihe folgenden Wert hat:

2.23 Lemma: 6,(T) = {—5 fir [T| < ;.
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

Beweis:
Mit o(p*) = (p — 1)p*~* = @(p)p*~! fiir k > 1 ergibt sich:

0,(T) = 1+w@0§:ﬁ”Tk

= 1+o@T+¢p Zkak
= 1+g0(p)T+@( —1—pT) fir |pT| <1
p 1—pT
p—1,1—1+pT —pT + p*T?
= 1 - T
- )T+ P (T
_1 p2T2
=1 - DT+ —
o= )T+ ()
32 22
p°T= —p°T
= 1 -1+ —
+(@-DT+ T
B p—p2T+p2T—p3T2—pT+p2T2+p3T2—p2T2
B p—p*T
_ p—pT"
p(1—pT)
_1-T
- 1—9pT

Damit lassen sich unsere Hilfsreihen umformulieren:

2.24 Satz:
o0 25 — 1 25
Z15(s) = ib(;z) = C(szs) >i25 _219 fir s € C mit Res > 1.
7;7?11
Beweis:
— ¢(n) olq) | ()
Zo(s) =) “-= 11 A+t e )
7:;?”1 q prirrql, q#p
Mit Ay(s) :== > 0y 22’“ folgt nun:
— ¢(n)
n2s - H Aq<5>.
% q princi q#p
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2.3 Ein Beispiel: T'y(p)

Nach Lemma 2.23 gilt: ©,(T) := Y 77, p(¢")T* = % fir [¢T| < 1.
Fiir T = ¢~ folgt |-

qQS

< 1,daRes > 1, und wir kénnen Lemma 2.23 anwenden:

B 1 _ q—25
Aq(s) = 04(¢q 28) = 1_—(]1—23
und insgesamt:
Shel) oy doet
— TL2S ; 1— q1725
pin. q prim, g#p
1
— - 1 — q723
H 1 — q1—2s H ( )
q prim, g#p q prim, g#p
1 1 1
_ 1— p1—2s -1
qu 1_q1—25( >( 1;[ 1_q—2s) 1_p—28
g prim q prim
_ C@s—11-p*
o C(2s) 1—pE
_ (@s—1)p-p
C(2s) p*—1

Eine &hnliche geschlossene Form zeigen wir jetzt fiir den Eintrag links oben:

2.25 Satz:

> w(np ((2s—1) p—1 . )
Z(s) = p2(8n22‘: (C(Zs) >p23—1 fiir s € C mit Res > 1.

n=1

Beweis:

Jedes n € N 1aft sich schreiben als n = p*m fiir k € NU {0} und m € N mit
ptm. Dann gilt:

k+1

e(np) = (" 'm) = p(p*)

p(m) = (p— 1)p*p(m)
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

und es folgt:

i p(np) i (p — 1)pFo(m)

p25p2ksm25

_ ZOO ZOO (p — D)pFp(m)
2512kS 25
m=1 p=pmrm

= it Satz 2.24
PP—p ) (@2s) 1-p=

((2s—1) p—1
((2s) p*—1

Damit ergibt sich fiir die noch fehlende Reihe:

Zaa(s) = pZu(s)+ (p—1)Z1a(s)
C(Qs — 1) 1 %
6(23 _ 1) p25+1 _ p2s
¢(2s) p2 —1

Um aus diesen Reihen der Bildungsgesetze die Streumatrix fiir I'g(p) zu erhalten,
miissen wir jetzt noch die entsprechenden Normierungen berticksichtigen: Zum
Einen haben wir die Bildungsgesetze fiir ¢ € N statt fiir ¢ € RT ermittelt und
zum Anderen fehlen uns noch die Vorfaktoren aus Definition 2.4. Nach Satz 2.1
ergibt sich fiir die Eintrage der Streumatrix:

)k 3) bij(c)
901]( ) I'(s) Z (wiwj)sczs.

ceN
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2.3 Ein Beispiel: T'y(p)

Mit w; = 1 und wy = p erhalten wir hier fiir Res > 1:

pr(s) =

pra(s) =

Pa(s) =

T (@) pr ol
%F(s - %)i s
) Z12(s)

T c@s) o1
%F(s—%)i ;
"I z2(%)

A= 9¢@s-1)p p—1  p-1p-1
I(s) ((2s) p*1—p2  p* p*—1

Die Streumatrix fiir I'g(p) hat also die Gestalt:

Q)(Fo(p),S):Wéns_i)a%_l) 1 (P—l ps—pl‘s>

L(s)  ((2s) p»—1\p—p ™ p-1

und fiir die Determinante folgt:

det ®(T'o(p), s)

- (W%F(S —5)¢(2s - 1))2 (p—1)% — (p° — p'=)?

[(s) (29 (> —1)?

_ (Wéms —3) ¢(2s - 1>)2 i it it
I(s)  <(29) (P —1)?

_ (W;ms —3)¢(2s - 1))2 Pl
I(s)  ¢(2s) p* -1

Dieses Ergebnis ist bereits bekannt: Hejhal hat in [Hej83| ebenfalls die Streu-
matrix fiir ['o(p) konstruiert, jedoch ohne die Eintrédge so zu bestimmen. Er
beschreibt die Doppelnebenklassen durch Kongruenzen und nutzt gruppentheo-
retische Satze, um aus dieser Beschreibung die moglichen Eintrage der Doppel-
nebenklassen in die Eisensteinreihen hineinzuziehen. Durch diese Uberlegungen
kommt er dann zu der gleichen Darstellung fiir die Streumatrix und ihrer Deter-
minante, wobei er seine Ergebnisse direkt fiir I'g(n) mit n = p;-. . .-py formuliert:
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2 Fisensteinreihen und die Streumatrix

2.26 Satz: Die Streumatriz fir [o(n) hat die Gestalt:

1D(s = 5)¢(25 - 1)
M) C(2s) 7

als Tensorprodukt von Matrizen N, (s) mit:

1 pi—1 ps—pl‘s)
N, (s)=——o | PiT i)
(s) p?5—1<2%—p§ pi—1

Dabei liefert das Tensorprodukt A; ® ... ® A, von Matrizen Ay, ..., A, eine
Matrix, deren Eintrag in der 41 -. .. iy —ten Zeile und j; -. . .- jpy—ten Spalte gleich
dem Produkt a;,;, ai,j, - - - . - @4, j, ist. Die Indexmenge J x J dieser Matrix ergibt
sich als Produkt der Indexmengen I; x I; der Matrizen Ay, also J = I1 x ... X Ij.
Wir haben hier nur die Streumatrix fiir eine Primzahl p konstruiert, aber unser
Konstruktionsprinzip laft sich auf ein n = plf o pﬁf tibertragen: I'g(n) ist eine
Untergruppe vom Index:

®(Ty(n),s) ==

() ® ... © Np,(s)

[T :To(n)] = nH(l + %@)

nach Schoeneberg [Sch74]. Ein Représentantensystem der Spitzen besteht nach
Petersson [Pet82] aus oo und:
U =&,
t>1,tn

wobei R; ein volles Restsystem modulo ggt (2, n) unter den k € Z mit 0 < k <
n—1und ggt (k,n) = 1 bezeichnet und o(ggt (¢, 7)) Elemente hat. Alle Spitzen
eines Restklassensystems haben dieselbe Breite:

N; :=min{m € N: t*m = 0(n)}.

Jetzt lassen sich die Bildungsgesetze analog konstruieren und in der Streumatrix
zusammenfassen.
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3 Die Streumatrix fur Gruppen
A<A<T

Die bisher gezeigten Ergebnisse fiir die Streumatrix wollen wir nun verallgemei-
nern, indem wir eine Zwischengruppe:

A<ALT

betrachten. Zunéchst werden wir uns mit den Spitzenmengen dieser beiden
Gruppen beschéftigen und die dabei gewonnenen Erkenntnisse nutzen, um die
Streumatrix von A aus der Streumatrix von A zu konstruieren.

3.1 Konstruktion der Streumatrix von A aus der
Streumatrix von A

Sei r(A) die Spitzenanzahl von A, S(A) ein zugehoriges Reprisentantensystem
und 7(A) die Spitzenanzahl von A mit dem Représentantensystem:

S(A) = [81, c. 7Sr(A)]
und den zugehorigen Spitzenbreiten:
W(‘A) = [wh s 7w7‘(A)]'

Wir stellen S(A) jetzt so dar, dafs diejenigen Spitzen von A, die unter A zuein-
ander dquivalent sind, beieinander stehen:

_ [l 2 o1 _ 2 ro 1 _ 2 Tr(A)
S(A) =[s1=s1,81,- -, 81,8 = 52,85, ..., S5, ... S (p) = Sr(A)s S(a)r -5 Sp(a) )
. Ni\,sl O\ Ni\,SZ NAST(A)
=S51(A =52 (A ~
1) 2(8) =Sp(a)(A)

Dann gilt [S;(A)| = 7; und es gibt X € A mit Ms; = s/ fiir i € {1,...,r(A)}.
Die Breite der Spitze s/ von A in T sei w).

Dariiberhinaus existieren zu den Spitzen si,...,s,x) von A nach Satz 1.10
Matrizen g; € T' mit gioo = s; und g; ' Stabs(s;)g; = {T%“" : n € Z} fiir
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3 Die Streumatrix fiir Gruppen A < A < T

i€ {l,...,7r(A)}, wobei w; die Breite der Spitze s; ist. Es ergeben sich damit
folgende Zusammenhédnge nach Lemma 1.12:

[Stabr(s?) : Staba(s?)] = w!

(2

und:

[Stabp(s?) : Staby (s7)] = w;.

Wir wollen jetzt den neuen Begriff der relativen Spitzenbreite einer Spitze sf
von A in A einfiihren:

3.1 Definition: Die relative Spitzenbreite einer Spitze von A < A in A sei:

vg = [StabA(s{) : StabA(Sg)]-

3.2 Bemerkung: Wegen
[Stabp(s7) : Staba(s?)] = [Stabp(s?) : Staby (s?)] - [Staba(s) : Staba(s?)]

gilt offensichtlich w;|w] und es existiert ein v/ € N mit:

S,

W
vl = —=
w;

Dariiberhinaus gilt:
Staba(s?) = A Staba (s;)(N) L.

Der bisherige Begriff der Spitzenbreite gibt also die relative Spitzenbreite einer
Spitze in Bezug auf die ganze Modulgruppe I' an, in der alle Spitzen zueinander
aquivalent sind. Dieses Konzept haben wir jetzt dergestalt verallgemeinert, dafs
jede Spitze sf € S; von A eine relative Spitzenbreite vf beziiglich A zur Spitze
s; hat. Dann hat die Spitze s/ € S;(A) die relative Spitzenbreite w! beziiglich I
zur Spitze oo und jede Spitze s; von A hat die relative Spitzenbreite w; beziiglich
A zur Spitze oo.

Dies nutzen wir, um Satz 2.7 zu verallgemeinern: In diesem Satz hatten wir I’
ausgedriickt durch die Untergruppe A als:

T(A) wy

r={JJagT"

=1 [=1

Dabei hat I' nur eine Aquivalenzklasse von Spitzen und wir haben I' beziiglich
der Spitze oo zerlegt. Wenn wir jetzt A durch A ausdriicken wollen, hat die
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3.1 Konstruktion der Streumatrix von A aus der Streumatrix von A

Obergruppe A gegebenenfalls mehrere Spitzen in I'. Daher 1a#t sich A beziiglich
einer Spitze s, € S(A) folgendermaken zerlegen:

3.3 Satz: Seien A < A Untergruppen von I' mit endlichem Index, zugehirigen
Spitzenvektoren:

S(A) = [s1 = 00,83 = G200, ..., Sp() = Yr(A)X)]
und:
S(A) = [s] =s1,87 = Nsy,..., 8] A sy,
Sy = 89,82 = A389,..., 802 = \?so, ...
Si(A) = Sr(A)> 372«(/\) = )‘E(A)ST(A% e 75:253) = )‘:EX\)>ST(A)]

mit den relativen Spitzenbreiten:

W(A) = [v],0],...,07", ... ,vi(A),.._,vTEXX))]

von A in A. Dann lGfit sich A beziiglich einer Spitze s, € S(A) durch A aus-

driicken als:

!
Tk Yk

A= U U A/\Lng”glzl.

I=1n=1

Beweis:
Wir zeigen diesen Satz, indem wir den Beweis von Satz 2.7 verallgemeinern:
1
,C“ Sei A € A und zeige A € U5, Uk, AN g T"g, " Zu Asy existiert ein
L€ {1,...,r;} mit Asg ~a sk, also muf ein § € A existieren mit:
Asp = st = AL sy, wegen A s, = st
= S = /\_15)\2&“

so daR A~!0AL im Stabilisator Staby(sg) = g (T"*) g; " liegt. Damit exi-
stiert ein m € Z mit A"10N, = g T-™wrg, !, also folgt:

A= 0N g T gt

Modulo v} gerechnet existieren a € Z,b € {1,...,v.} mit mwy = avl, +b
und: l l
A= ONgi T gt = 0(Neg T gy (M) ™) Mg Tg

Wegen § € A und Mg, T% g (ML)~ € Staba(sk) C A folgt:

1
Uk

A€ U A)\i:ng"gk_l.

n=1
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3 Die Streumatrix fiir Gruppen A < A < T

'Ul . . . . .
,2% Sei A € U, Uk AN g Tmg, ! und zeige A € A. Dies ist offensichtlich,

Ul —
da aus A € U, U,k AN g g, ! folgt, daB I € {1,...,rx} und n €
{1,..., 0L} existieren mit A € AN g, T"g, ' C A.

Diese Zerlegung ist disjunkt, so daf sich folgendes Korollar ergibt:

3.4 Korollar: Unter den gleichen Vorausetzungen wie in Satz 3.3 folgt:
Tk
(A:A] =) v
=1

Beweis:

In Korollar 2.8 zu Satz 2.7 haben wir gezeigt, dafs die Zerlegung von I' beziiglich
einer Untergruppe A disjunkt ist. Der Beweis verlduft hier analog, indem wir
zeigen, daff es zu einer Matrix g € A nur ein ¢ € {1,...,v}} gibt mit g €
AN g T"g; " |

Insgesamt erhalten wir:
r(A i j r(A T j
:A] = Zz%) 23:1 w; = Ziil) ijl w;vy
= Ztﬁl) w;y vl o= [DAJ[A: A

Die bisher gewonnenen Erkenntnisse wollen wir nun benutzen, um die Streuma-
trix von A aus der Streumatrix von A zu bestimmen. Daher sei:

(A, 5) = (A, 9))

firo, ke {l,....,7(AN)},j€{1,....m}le{l,... r}

mit den konstanten Termen gog ,i(A, s) der Eisensteinreihe zur Spitze s entwickelt
in der Spitze si:

_ 1 © gl
cpg,i(A, s) 1= 71'%1—‘(3 ) 41 Z b (c)

I'(s) (wlwh)s <= ¢
mit:
i) = {10 € (7)Y \ar ) A/ (1)},
da aus: . |
Ajsi = s; und gioo = s
folgt, dafs:

J — JJ
A gioo = s;.
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3.1 Konstruktion der Streumatrix von A aus der Streumatrix von A

Die Streumatrix zur Obergruppe A sei wie bisher notiert als:

DA, s) == (0ir(N, 8))ikef1,..r(A)}

fir:

mit:

bir(c) = [ {[(£3)] € (T) \g; "Aga/ (T**) } |.
Wir driicken die Anzahlen der Doppelnebenklassen b;; durch die bz,i all der
Spitzen von A aus, die A— dquivalent zu s; bzw. s sind:

3.5 Satz: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.3 gilt

Tk

vlbin(c) = ) bi(c).

=1

Beweis:
Mit der zu s} gehorenden Matrix A} € A und Satz 3.3 lift sich A beziiglich der
Spitze s zerlegen:

Tk ”k

= (M)A = UUA)\ T g, "

Jetzt benutzen wir die Zerlegung von A, um b;;, umzuformen:
bir(c) = |{[(E7)] Twz>\9i_1/\9k/ TR}
- \{[(:m (T \Upty Urky 07 ) AN T g/ (T} |
I D) € (T \g N T AN g T/ (T) } |
7, [<H>J () \g (M) 1AALng"/<TWk>}\
= 2 Il e g ) AN g T /(T

da aus v} = folgt daf wyvl = w! gilt. Mit v Z erhalten wir:

vibale) = ik, {[( D] € (T)\g () AN g™ /(T } |
= Z;klek
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3 Die Streumatrix fiir Gruppen A < A < T

Dabei ist zu beachten, daf in der rechten Seite kein j € {1,...,r;} auftaucht,
diese Summation gilt also fiir jede fest gewéhlte Position j der einzelnen Bil-
dungsgesetze. Anschaulich besitzt B(A,s) = (b)) mit i,k € {1,...,7(A)} und
jed{l,...,r}, Le{l,... r} folgende Struktur:

1 1 1 T2 1 Tr(A)
S1 -5 S9...89 ST(A) "'ST(A)
Sl
1 il il jl
J J
. bll bj12 blr(A)
. jieq{1,..., r1} jed{1, ..., r1} je{1,..., r1}
1 le{1,..., r1} lLe{1,..., ro} ted{1,..., ’I‘,,,(A)}
51
1
S . .
2 l l Jl
7 J
. b21 622 b2r(A)
jlei{l ..... 7‘2]}: {E{{l ,,,,, 7‘2}} ]6{{2 ,,,,, 7‘2}}
e{1,..., r1 e{1,..., [ le{1,..., T
B(A,s)=| s @
1
Sr(n) Bl bl bt
: r(A)1 r(A)2 r(A)r(A)
: JEAL ..., Tr(A)} je{l,..., Tr(a) Y je{1,..., T}
ST‘T(A) le{1,..., 1} te{1,..., ro} te{1,..., TT(A)}
T(A)

Dabei ergeben die Zeilen- oder Spaltensummen innerhalb eines Blockes die ge-
suchten Bildungsgesetze der Obergruppe:

Tk
vgbik = Zb‘zli fir alle 7 € {1,...,7;} fest
=1

bzw.: .
Vb, = be,i fir alle I € {1,..., 7} fest.

Jj=1

3.2 Die Streumatrix der Modulgruppe

Die im ersten Abschnitt gezeigten Ergebnisse iiber die Streumatrix einer Grup-
pe A lassen sich selbstverstandlich hier wiederfinden: Dazu setzen wir die Ober-
gruppe A gleich der ganzen Modulgruppe I, die nur eine Spitzenklasse hat. Als
Représentant wihlen wir oo mit dem zugehorigen Stabilisator:

Stabr(oco) =I'(c0) = {T" : n € Z}.

Daher hat die Spitze s; = oo die Breite 1 und die Streumatrix hat nur einen
Eintrag ¢11(s). Wir bestimmen jetzt by;(c) fir ein ¢ € N als die Anzahl der
Aquivalenzklassen in der Doppelnebenklasse I'(c0)\I'/T'(c0). Zwei Elemente aus
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3.2 Die Streumatrix der Modulgruppe

I" liegen genau dann in derselben Aquivalenzklasse, wenn sie sich durch Multi-
plikation mit 7™ von rechts und mit 72 von links fiir ny,n, € 7Z ineinander
tiberfithren lassen. Wie bereits in Lemma 2.15 beschrieben, gibt es zu einen
¢ € N genau ¢(c) Doppelnebenklassen, so dafs die Matrix der Bildungsgesetze
folgende Gestalt hat:

B = (bu(c)) = ¢(c).

Damit erhalten wir fiir die eindimensionale Streumatrix:

(s — 3) o~ #(0)
I'(s) e

c=1

©11(s) = W%

Gerade fiir diese Reihe konnen wir selbstverstédndlich eine geschlossene Form
finden, indem wir:

n

Z(s) = Z SO(Z)

betrachten und folgenden Satz analog zu den entsprechenden Sétzen 2.24 und
2.25 zeigen:

3.6 Satz:
((2s —1)

“09) = 7y

fir s € C mit Res > 1.

Beweis:
Da ¢(mn) = ¢(m)e(n) fir m,n € N mit ggt (m,n) = 1 gilt, ergibt sich:

2 =Y £ _ [Ta+ *”q(;ﬁ) + ii‘f) +..0).

Mit Ay(s) :== >0y “‘;(Qii) folgt nun:

Nach Lemma 2.23 gilt ©,(T) := >, ¢(¢")T* = =L fiir |¢T| < 1.

1—qT
Fiir T = ¢~2¢ folgt | %] <1, da Res > 1. Wir erhalten:

B 1— q—2s
T 1= q172$
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3 Die Streumatrix fiir Gruppen A < A < T

und insgesamt gilt:

Sl pp e

2s _ ql—2s
n=1 n q prim 1 q
1 —2s
- H ]__q1—25 H<1_q )
q prim q prim
((2s—1)
¢(2s)
wie in Satz 2.11 bereits gezeigt. O

Wir erhalten damit fiir die Streumatrix der Modulgruppe:
3.7 Satz: Fir s € C mit Res > 1 gilt:

_ iT(s—3)¢@2s - 1)
) =T ST (@)

Eine alternative Herleitung der Streumatrix der Modulgruppe findet sich z.B.
bei Kubota [Kub73].

Da es nur eine I'—Aquivalenzklasse von Spitzen gibt, lassen sich die Spitzen der
Untergruppe A mit r; := r angeben als:

S(A) = [s1 = 00,57 = g}s1,...,8" = g|s1].
Mit s; ;= s¢ und g; := g¢ entspricht dies genau unserer bisherigen Notation:
S(A) = [s1 = 00,82 = G281, .-, Sr = GrS1].
Die relativen Spitzenbreiten von A in I" sind genau die bisherigen Spitzenbreiten:
W(A) = [wy == vy, ...,w, = v]]
und fiir die Bildungsgesetze ldfit sich die Notation ebenfalls vereinfachen zu:
b= by firgle{l,...,r}.

Beziiglich I'—&quivalenter Spitzen gibt es nur einen Block in der Streumatrix
von A und die Anwendung von Satz 3.5 liefert fiir ¢ € N:

wlbu(c) = Z b{ll = ijl-
7j=1 j=1

Genau diese Aussage haben wir in Satz 2.14 bereits gezeigt.
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3.3 Folgerungen

3.3 Folgerungen

Mit Satz 3.5 lassen sich die Eintrdge der Streumatrix aus den Eintrdgen der
Streumatrix einer Untergruppe konstruieren und wir kénnen als erste Folgerung
direkt die Streumatrix fiir zykloide Gruppen, also fiir Gruppen mit genau einer
Spitzenklasse, angeben: Sei A < I' eine zykloide Gruppe mit S(A) = {s; = oo}
und W(A) = [wy], so dak nach Korollar 2.8 folgt: [I' : A] = w;. Die Streumatrix
hat nur einen Eintrag und fiir das zugehorige Bildungsgesetz bil(c) gilt nach
Satz 3.5:

wibi(c) = by (c),
wobei by1(c) = ¢(c) das eine Bildungsgesetz der Streumatrix von I' ist, wir
erhalten hier also:
bii(c) = wiep(c)

und haben damit folgenden Satz hergeleitet:
3.8 Satz: Sei A < T eine zykloide Gruppe mit S(A) = {s1 = oo} und W(A) =
[wi]. Dann folgt fir die Streumatrix:

I'(s—3)¢(2s—1)

2(8,5) = wi@(ls) = wird L ST

fiir s € C mit Res > 1.

Diese Gestalt der Streumatrix wurde auch von Petersson [Pet82] fiir Kongru-
enzuntergruppen mit einer Spitze und allgemeiner fiir zykloide Untergruppen
von Venkov [Ven81| bestimmt, der dieselbe Aussage iiber einen Vergleich von
Eisensteinreihen zeigt. Wir werden jetzt diese Aussage verallgemeinern, indem
wir zwei Gruppen A und A mit denselben Spitzenklassen betrachten, fiir die wir
also die gleichen Repréasentanten wéihlen konnen. Dabei miissen A und A nicht
notwendig Kongruenzuntergruppen sein.

3.9 Satz: Seien A < A Untergruppen von I' mit S(A) = S(A) = [s1,...,s,].
Die Streumatriz von A ergibt sich aus der Streumatriz von A durch Multiplika-
tion mit dem Index [A : A]:

(A, 5) = [A: AJB(T, ) = ([A: Algpy(s))

1<i,j<r
fiir s € C mit Res > 1.

Beweis:
Da beide Gruppen dieselben Spitzenklassen haben, folgt mit Satz 3.5 sofort:

v by = b,ilj1 fir alle i,7 € {1,...,7},
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3 Die Streumatrix fiir Gruppen A < A < T

wobei b; die Bildungsgesetze von A, b;; die Bildungsgesetze von A sind und v}

die relative Breite der Spitze s; von A in A ist. Da wir in Korollar 3.4 gesehen
haben, daf sich der Index [A : A] als Summe der relativen Breiten der unter A
zueinander aquivalent werdenden Spitzen ergibt, erhalten wir hier:

1
[A: A :va fur allet € {1,...,r},

k=1
also sind alle relativen Breiten identisch und gleich dem Index. O

3.10 Beispiele: Die folgenden Gruppen A; mit 1 < i < 3 sind alle Untergrup-
pen der Kongruenzuntergruppe A vom Level 2, erzeugt von

)0 2))

mit dem Spitzenvektor S(A) = Hé] , EH, Spitzenbreiten W(A) = [2,1] und

[ : A] = 3. Fiir alle Untergruppen l&ft ihre Streumatrix angeben als:
D(A;,s) =[A: AP(A, s).

1. Sei A; die Untergruppe erzeugt von:

LS R N e M S N e N C 13

A ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 15 mit dem Spitzen-
vektor S(Ay) = Hé] : B” , Spitzenbreiten W(A;) = [10, 5], also mit dem
erweiterten Level n(A;) = 10, und mit [A : A;] = 5.

2. Sei Ay erzeugt von

0 1 2 -1 4 =7 2 =7 4 —11
-1 0)’\b —=2)’\7 —12)’\3 —-10)7\3 =8 '
A ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 18 mit dem Spitzen-

vektor S(Ay) = H(ﬂ , m

erweiterten Level n(A,) = 12, und mit [A : Ay] = 6.

] , Spitzenbreiten W(A,) = [12, 6], also mit dem
3. Sei Ajz erzeugt von

0 1 1 -2 2 =5 8 =5 2 =7

-1 0/’\4 =7)°\5 —12)°\13 -8)’\3 —-10/["
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3.3 Folgerungen

Aj ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 18 mit dem Spitzen-
vektor S(Ajz) = Hé] , BH , Spitzenbreiten W(Ajz) = [12, 6], also mit dem
erweiterten Level n(Ajz) = 12, und mit [A : As] = 6.

Falls nicht die kompletten Spitzenvektoren von A und A {ibereinstimmen, kon-
nen wir Satz 3.5 immerhin auf solche Gruppen iibertragen, bei denen mindestens
eine Spitzenklasse iibereinstimmt:

3.11 Satz: Seien A < A Untergruppen von I' mit zugehorigen Spitzenvektoren
S(A) == [51,...,5r(n)] und:

_ [l 2 1oLl 2 r2 2 Tr(A)
S(A) =[s1=51,81,. -, 51", 55 = 52,55, ..., S5, ., S (M) -+ Sy -
Dariiberhinaus existiere ein vy, € {r1,...,rpyn)} mit 7, = 1. Dann ergeben sich

firie{1,...,r(N)} die zugehorigen Bildungsgesetze by.(c) von A als:

vlbi(c) = bl (c).

Beweis:
Ein Représentant der k—ten Spitzenklasse von A ist die Spitze s, und wir wahlen
in S(A) fiir die Klasse von s;. denselben Représentanten, also s, = s;. Fiir

ie{l,...,7(A)} folgt mit Satz 3.5:
vlbir(c) = ) bi(e) = V(o)
I=1

fiir ein beliebiges j € {1,...,r(A)}. O

Damit finden wir weitere Nichtkongruenzgruppen, fiir die wir mit Satz 3.5 zu-
mindest Teile der Streumatrix konstruieren konnen: Seien A < A Untergruppen
von I'; A eine Kongruenzgruppe vom Level n und A keine Kongruenzgruppe. In

den zugehérigen Spitzenvektoren S(A) := [sq, ..., sy)] und:
TT
S(A) = [8% = 81,5%, ey 871"1’ 3% = So, Sg, - ,322’ - 782(A)? ceey ST(X\))]
existiere ein 7, € {r1,...,ry(n)} mit r, = 1. Die Bildungsgesetze von A lassen

sich aus den Bildungsgesetzen von I'(n) konstruieren und damit sind die b;(c)
Vielfache der Euler’schen ¢—Funktion, so dafs dies auch fiir die Bildungsgesetze
(e fir j € {1,...,7(A)} von A gilt, also fiir alle Eintriige der k—ten Zeile und
k—ten Spalte der Streumatrix. Die kleinste Spitzenzahl von A fiir diese Konstel-
lation ist 3 und wir geben hier einige Beispielgruppen aus unserer Datenbank
an:
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3 Die Streumatrix fiir Gruppen A < A < T

3.12 Beispiele: Die folgenden Gruppen sind, ebenso wie die in Beispiel 3.10 be-
trachteten Gruppen mit zwei Spitzen, Untergruppen der Kongruenzuntergruppe
A vom Level 2, erzeugt von:

0 1 0 —1

-1 0/’\1 -2
mit dem Spitzenvektor S(A) = Hé] , EH und Spitzenbreiten W(A) = [2,1].
Damit ist 7(A) = 2 und die Streumatrix von A 148t sich aus der Matrix:

o bir bio
B(A) = ( bor b22)

der Bildungsgesetze konstruieren.

1. Sei A; die Untergruppe erzeugt von:

o) (5 ) (B 4))

A ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 9 mit dem Spitzenvek-
tor S(A;) = Hé} : {ﬂ ) [é” und Spitzenbreiten W(A;) = [6,2, 1], also
mit dem erweiterten Level n(A;) = 6. Es gilt m = 1, unter A werden
also aufser den bereits A—&quivalenten Spitzen keine weiteren Spitzen zu
oo aquivalent. Fiir die Matrix der Bildungsgesetze ergibt sich folgende
Struktur:
ENEE
EE
23 2
sy | o1 by b33
Einen Teil dieser Bildungsgesetze bestimmen wir jetzt mit Satz 3.11 fiir

k=1:

vlbi(c) = b))

mit vf = Z—f Wir erhalten zunéchst die erste Spalte und wegen der Sym-
metrie auch die erste Zeile:

(st s 8
51 U%bn ’U%bgl ’U%bgl
Sy | Uabar by by
s3 | v3ba b33 b3

mitv%:—:3,v2:%:2undv§:%:1.
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2. Sei Ay erzeugt von:

) ()6 )

As ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 9 mit dem Spitzenvek-

tor S(Ay) = Hé] , B} , EH und Spitzenbreiten W(A,) = [4,2, 3], also

mit dem erweiterten Level n(Ay) = 12. Hier gilt ro = 1, unter A werden

aufer den bereits A—&quivalenten Spitzen keine weiteren Spitzen zu 1}

aquivalent. Damit erhalten wir mit Satz 3.11 fiir k£ = 2 die zweite Spalte
und die zweite Zeile der Streumatrix von A aus der Streumatrix von A:

J _ il
vibia(c) = bj,
mit v; = —t, so dak folgt:
w;
st 51 s
T 71T 712 .1
sp| by bip vibia

21 122 .1

s1 | b1 biT vabia
1| p11 212 2

Sy | by bop  vybao

ol 4 9 1 _ 3 _ 2 _ 2 _
mit v; =35 =2,0, =3 =3und vy = 7 = 2.

Das Konzept der relativen Spitzenbreiten kénnen wir auch benutzen, um fiir
Kongruenzuntergruppen einige Aussagen iiber den Vektor der Spitzenbreiten
einfacher herzuleiten, als dies in der Literatur bisher moglich war. Durch die Teil-
barkeiten, die sich aus den relativen Spitzenbreiten ergeben und die zugehorigen
Aussagen iiber die Indexe der Stabilisatoren sehen wir, dafs die Spitzenbreiten
einer Kongruenzuntergruppe nur zwischen ggt (W (A)) und kgV (W(A)) = n
liegen konnen, und dafs es zu jeder Grenze eine Spitze mit der entsprechenden
Breite geben muf.
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4 Die Streumatrix fur
Hauptkongruenzuntergruppen

['(p)

Im ersten Kapitel haben wir Kongruenzuntergruppen eingefiihrt als solche Un-
tergruppen A < I' mit endlichem Index, die fiir ein n € N die Hauptkongruenz-
untergruppe:

T(n) = {(Z Z) € PSL(2,Z): (‘CL Z) _ ((1) (1)) modn}

enthalten. Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, wie sich die Streumatrix
einer Gruppe A aus der Streumatrix einer ihrer Untergruppen konstruieren laft.
Um dieses Konzept auf Kongruenzuntergruppen anwenden zu kénnen, wollen wir
in diesem Kapitel die Streumatrix fiir die Hauptkongruenzuntergruppen bestim-
men, so dak wir aus diesen Daten die Streumatrix einer Kongruenzuntergruppe
aus der Streumatrix ihrer Hauptkongruenzuntergruppe herleiten kénnen.

Dazu werden wir uns in diesem Kapitel mit der Streumatrix von I'(p) fiir eine
Primzahl p beschéftigen. Im folgenden Kapitel verallgemeinern wir die dabei
gewonnenen Erkenntnisse, um die Streumatrix von I'(n) zu konstruieren.
Dabei mochten wir die Struktur der Spitzenmenge einer Hauptkongruenzgruppe
verstehen und die Anzahlen der Doppelnebenklassen b;;(c) fiir ¢ € N mit dieser
Struktur in Verbindung bringen, um so einfache Kongruenzen fiir die Bildungs-
gesetze zu erhalten. Andere Ansétze, z.B. von Hejhal [Hej76, Hej83| fithren zu
allgemeinen Formeln, ohne auf die Struktur der Streumatrix néher einzugehen.
Zunéchst stellen wir aber fest, dafs sich fiir Hauptkongruenzgruppen die Anzahl
der benétigten Bildungsgesetze weiter reduzieren lafst, da sie Normalteiler sind
und damit alle Spitzen dieselbe Breite haben (vergleiche 1.13). Normale Un-
tergruppen der Modulgruppe wurden unter anderem von Newmann untersucht
und klassifiziert [New64, New63, New67].

4.1 Satz: Sei A ein Normalteiler von I' mit r Spitzen der Breite w und Bil-
dungsgesetzen byy, ..., by,.. Dann sind die Bildungsgesetze by, ..., b;. der i—ten
Zeile fir 2 < i <r eine Permutation der Gesetze der ersten Zeile.
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

Beweis:
Seien i,7 € {1,...,r} und s; = B’} ,8j = BJ] € S := A\ P(Q) Spitzen von
i j
A mit den zugehorigen Matrizen g; = (mz uZ) ,gi = (xj Y ) € I' nach Satz
Yi Y Y5
1.10. Fiir ¢ € N ist b;;(c) definiert als:

() = [{l(x (T)\ g; ' Ag; /(T) } .

Um b;;(c) durch ein schon bekanntes Bildungsgesetz der ersten Zeile zu beschrei-
ben, driicken wir jetzt g; durch g; aus: Da in I" alle Spitzen zueinander dquivalent
sind, existiert ein v = (¢4) € I' mit vs; = s; und es folgt:

G9iSi = giYS; = 0

Damit bilden sowohl g; als auch g;y die Spitze s; auf unendlich ab, und da
Matrizen mit dieser Eigenschaft eindeutig bis auf Multiplikation mit 7" von
rechts bestimmt sind, existiert ein m € Z mit g; = g;77™. Dann existiert eine
Spitze s € P}(Q) mit y7™s = oo und da s in einer der Spitzenklassen von A
liegt, ist s A—&quivalent zu einem Repréisentanten aus S(A). Es existieren also
ein d € A und ein k € {1,...,r} mit dsy = s. Daher folgt:

YI™s =~T™s = o0,
bis auf Translation mit 7™ fiir ein n € Z entspricht vT™ der zur Spitze s

gehorenden Matrix g;. Da die Anzahl der Doppelnebenklassen unabhéngig von
der Wahl der Matrix g, ist, bedeutet dies fiir b;;:

bij(c) = |{[(z2)] € (T \ g7 Ag;/ (T*)} |
= [{[(z)] € (T") \ g7 AgiyT*/(T") } |
= HI(EDIeT)\ AT*/(T*) } |
= HICEDI e (T) \ Age/ {T")} |
= blk(C)
fur ein k € {1,...,r}. O

Wir wissen mit Satz 4.1 nur, daf zu einem beliebigen Bildungsgesetz b;; ein
ke {l,...,r} existiert mit b;; = by,. Wie diese Permutationen der Bildungsge-
setze genau aussehen, werden wir in diesem und im néchsten Kapitel fiir spezielle
Normalteiler, namlich fiir Hauptkongruenzgruppen, untersuchen. Unabhinging
von den vorherigen Uberlegungen sehen wir sofort, daf bei den Hauptkongruenz-
untergruppen auf der Hauptdiagonalen der Streumatrix immer derselbe Eintrag
steht:
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4.1 Eine Blockstruktur der Spitzenmenge

4.2 Lemma: Sei A ein Normalteiler von I' mit r Spitzen der Breite w und
Bildungsgesetzen by, ..., by,.. Dann gilt:

bjj = b

fur alle1 <3 <.

Beweis:
Mit der zur Spitze s; € S(A) gehorenden Matrix g; € I nach Satz 1.10 ist b;;
definiert als:

bj;(c) )] €(T)\ g; ' Ag;/ (T™) } |

e (T)\NA/(T)}]

—
0% o %
X o o

|
S
iy
—
—~
o
~

|

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen sei jetzt p eine ungerade Primzahl
und wir betrachten die Hauptkongruenzuntergruppe I'(p) mit dem Index:

p(p* —1)

pi=[0:Tp) ==

und:

% p—1
= — = 1—
r= (p+1)=—;

indquivalenten Spitzen. Die Spitzenmenge S := S(I'(p)) = [s1, ..., s,] enthalte
Repréasentanten der r Klassen von Spitzen aus:

Sy =T (p) \ P (Q),

die alle die gleiche Spitzenbreite p haben. Um die Spitzenklassen S, so anzuord-
nen, dafs sich fiir die zugehorigen Bildungsgesetze eine gewisse Struktur ergibt,
sind zwei Schritte notwendig: Zunéchst werden wir .S, in Blocke sortieren und
dann innerhalb jeden Blockes die Restklassen geméf der zugehdrigen Bildungs-
gesetze anordnen.

4.1 Eine Blockstruktur der Spitzenmenge

Um eine spezielle Anordnung der Spitzenklassen zu erreichen, parametrisieren
wir als erstes S, := T'(p) \ P(Q):

A PHQ) — PYF,)

I el
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

mit PY(F,) = {[§].[9],...,[?;']}. Die Fasern der p + 1 Elemente aus P*(F,)
haben die Gestalt:

M) = {[Y] e PY(F) iy =0(p)}
N = [ ePYF) :z=yi(p),y Z0(p)}, te{0,1,....p—1}.

Urbilder aus verschiedenen Fasern lassen sich nicht durch Elemente von I'(p)
ineinander {iberfithren, denn fiir (¢ %) € I'(p) und [j] € P*(F) folgt:

a b\ |z| |ax+by x (»)
c d)|y| |cx+dy Y p)-
Damit erhalten wir auf den Spitzenklassen folgende Abbildung:
A TE\P(Q) — PR,

W F I
— = .
y yl, [ymodp
A ist wohldefiniert, denn zu zwei Reprasentanten s; = El} ,Sg = BQ} der
1 2

gleichen Nebenklasse modulo p existiert ein v = (¢ 5%) € I'(p) mit:
o axy + by, e |
7= cry+dy | 7 e
und wegen a = 1(p),b = 0(p),c = 0(p),d = 1(p) folgt:

ar; +by;modp = xymodp = zomodp
cr; +dy;modp = yymodp = ysmodp.

Die Abbildung \ ist offensichtlich surjektiv, da jedes Element aus P'(F,) seine
Entsprechung in P'(Q) besitzt.
Fiir den néchsten Schritt benotigen wir zwei Untergruppen von I', := PSL(2,F,,),

die Borel-Gruppe:
a b
po{(s ) crsiinny)

und die normale Untergruppe:

By = {<é 11)) € PSL(Q,IF,,)} < B,

deren Quotient B/B; wir mit der zyklischen Gruppe der Ordnung ;%1 identifi-
zieren:

n:  B/B  — F:/{+l1}

Gl — -
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4.1 Eine Blockstruktur der Spitzenmenge

. . . . b
Dabei ist n wohldefiniert, da zu zwei Reprédsentanten [, = a0 By =

0 dv)’
a9 bg . a b . o 1 5 o . L
( 0 d2) einer Klasse {(0 d)} ein § = ( 0 1) € B existiert mit:

ap by +ab
e (i o) g,

so dall a; = as.

4.3 Lemma: Die Abbildung n ist eine Bijektion.

Beweis:
Um die Injektivitdt zu zeigen, seien (31, o € B mit n(51) = n(f2) = a, also

= @ b , 0o = a by fir by, bs,d1,dy € Fp. Da die Determinante den
0 dy 0 ds

Wert 1 hat und das multiplikativ Inverse in [, eindeutig ist, folgt d; = a™! = d,
so dak ein # € B existiert mit 3,3 = 3o, die beiden Matrizen liegen also in B/ B;
in der gleichen Restklasse.

Da sich jedes a € Fy/{41} zu einer Matrix (g ab1> € B ergénzen lafst, ist n
auch surjektiv und damit eine Bijektion. O

Wir haben gesehen, dalt B/B; genau p%l Nebenklassen besitzt. Indem wir jede
Faser von A mit dieser Gruppe identifizieren, zeigen wir, dal jede Faser genau
;%1 Restklassen enthélt.

Zunachst betrachten wir die Faser von oo:

ATHID) = {[v] € PA(F,) -y = 0(p)}
und bilden sie in den Quotienten B/B; ab:

v AN Gh s, —  B/B

x x b

I (T}
indem [j] mit Korollar 1.3 zu einer Matrix 3 = (75) € I’ mit g[§] = [§]
und p|y erginzt wird, wobei diese Ergédnzung nach Satz 1.10 eindeutig bis auf
Multiplikation mit 7™ von rechts ist. Dann ergibt die Reduktion der Eintrége
modulo p von 3 eine Matrix p(3) € B, die bis auf Multiplikation mit Elementen
aus B eindeutig bestimmt ist.
Um zu sehen, dafs diese Zuordnung wohldefiniert ist, betrachten wir zwei Re-

prasentanten s; = Bl} , S = EQ] der gleichen Nebenklasse, d.h. es existiert
1 2
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

. a b ) . . ) .
ein v = |(_ € I'(p) mit vs; = so. Wir ergénzen s; zu einer Matrix

d

0 = (g 21> mit ply und f; {(1)} = 1, also v {(1)} = $o. Fiir die entspre-
1
chende Matrix B € B, zu der sich sy ergénzen laft, gilt fiir ein n € N:

By = /BT = (axl + by, aby + bdl) .

cry +dy; cby + dd

Reduktion modulo p ergibt wegen a = 1(p),b = 0(p),c = 0(p),d = 1(p):

ary + by aby +bdy\ ., [ b nmod p
(cx1+dy1 cby + dd; T modp = y di T

mit 774 ¢ B

4.4 Lemma: Die Abbildung v ist eine Bijektion.

Beweis:

Seien s1,82 € A7H([§]) mit ¢(s1) = ¥(s2) = [(25)]. Dann existiert ein 3 € B
mit p(f1) = p(P2), die Reduktion modulo p der Ergénzungen von si, sy zu
Matrizen unterscheidet sich also nur durch Multiplikation mit einer Matrix aus
Bj. Somit existiert ein v € I'(p) mit 51 = y5,T™ und es folgt s; = vs9. Also
liegen sy, 55 in derselben Restklasse von S, = I'(p) \ P*(Q) und ¢ ist injektiv.
Da sich jedes a € Fj; zu einer Matrix 3 € B ergénzen lafst und s := [§] P (F,)
seine Entsprechung in P'(Q) besitzt, ist ¢ surjektiv. O

Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Abbildungen liefert eine Bijektion:
[ A ) — B /{1

Damit hat A~*([}]) genau Z* Elemente, oder anders ausgedriick hat I'(p) genau
’%1 Bahnen in der Faser von oo.

I' operiert transitiv auf P'(Q), so daf sich die bisherigen Uberlegungen fiir die
Faser von unendlich auf die anderen Fasern iibertragen lassen. Wir definieren:

72 G — )
i lHiR

indem [y] € PY(F,) eindeutig bis auf Multiplikation mit 7" von rechts zu einer
Matrix g,, = (¥5) € I' ergénzt wird mit g, [§] = [§] und anschlieRend g,
modulo p reduziert wird. Da T' transitiv auf P'(Q) operiert, ist g bijektiv und

liefert:

fo=fog: AUED -5 A1) 5 Ey/{1)
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4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blocken

Damit haben wir gezeigt, daf in jeder der p+ 1 Fasern von A genau ’%1 Bahnen
von I'(p) liegen und wir kénnen jetzt die (p + 1)2+ Spitzenklassen von I'(p)
nach den Fasern sortieren:

Sp = {lsaly- - [sems]. Isomt o Isges oo 5yt ) [sgenyest]}

J/ J/
g v~ '

(5] -1([9) o (1))

mit dem geordneten Vektor von Représentanten:

S:: [317"'7SPT717SPT71+1’"'7821’2;17"'7Spp771+1""78(p+1)%]'

ex'([§]) ex ([ ex ([P

4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blocken

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Spitzenmenge S nach den Fasern
A~Y([3]) sortiert haben, bestimmen wir in diesem Abschnitt fiir die Spitzen aus
jedem Block die zugehorigen Bildungsgesetze. Nach Satz 4.1 bendtigen wir nur
die Bildungsgesetze der ersten Zeile:

byj(c) = [{I(Z2)] € (TP) \ T(p)g;/ (T*)} |

fir j € {1,...,r} und ¢ € N. Zunéchst werden wir by; fiir solche Spitzen s;
bestimmen, die in der Faser von oo liegen, und danach fiir s; € A7([¢]) mit
te{0,1,...,p—1}.

4.2.1 Ein Bildungsgesetz fiir Spitzen aus der Faser von
unendlich

Sei s; = [y] € A7H([}]), also mit p|y. Wir untersuchen fiir ein ¢ € N die Anzahl
der Doppelnebenklassen:

bii(d) = {I(& D) € (TP) \T(p)g;/ (T*)} |

Dabei ist g; = (z §1> nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Multiplikation mit 7"
2

von rechts bestimmt, so dafs wir hier g; so wéhlen kénnen, daf z; = 0(p). Fiir

(29) el folgt:
a b\  far+by az;+ bz
c d)9 T cr+dy cz +dz
und wegen ¢ = 0(p) und y = 0(p) gilt immer cx + dy = 0(p). Es kann also

nur dann Représentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke untere
Ecke kongruent 0 modulo p ist. Wir erhalten als erstes Ergebnis:
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

4.5 Lemma:
bij(c) =0 fiir ¢ # 0(p).

Sei im Weiteren ¢ € N mit ¢ = 0(p) fest.

Um die zugehorige Anzahl der Doppelnebenklassen zu bestimmen, wollen wir
eine Bijektion zwischen den Doppelnebenklassen und einer uns besser bekannten
Menge herstellen. Dazu identifizieren wir jede Klasse zunédchst mit ihrem oberen
linken Eintrag, den wir modulo ¢’p reduzieren:

Oj : (TP)\T(p)g;/({T?) — (Z/cPL)"

[(3 ?)] —  amoddp.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn zu vy, v, € I' mit:

[0 B [ CO2 Ba
'719]' - (Cl 51> 7729] - (Cl 52)

aus derselben Doppelnebenklasse, also mit [y19;] = [y29;] = [( & g )] , existieren
ny, N9 € N mit:
Tnlp,ylngTIQp = 7Y29;-

Ausmultiplizieren ergibt:

C (52

a1+ dnip Bi+ dinip + ainop + dnanep?\ | [az B
J 51 + c’nzp - / )

also a1 + dnip = ay oder ay = as(dp).

4.6 Lemma: Die Abbildung ©; . ist injektiv.

Beweis:

Wir wihlen 41,72 € T'(p) mit v, = <a1 bl) Ve = <a2 bQ) mit gleichem Bild
C1 dl Co dg

unter O, ., also mit a1 + b1y = asx + bay(c’p), und zeigen [y101] = [7262], also
die Existenz von ny,ne € Z mit TP"1y,g;TP"? = v59s.
Wegen a1z + b1y = asx + boy(p) existiert ein ny € Z mit:

a1z + by + dpny = asx + bay,

also stimmen die ersten Spalten von 77"+, g; und 72gs tiberein. Aus ¢y, co = 0(p)
und dy, ds = £1(p) erhalten wir ¢121 + dy20 = £25(p) und 921 + dozy = £25(p),
so daf ein ny € Z existiert mit ¢q21 +dy 29+ pngy = o271 +doz. Dann stimmen die
unteren linken Eintrage von ~; ¢, 77" und von 7,¢s iiberein, so dafs wir insgesamt
TP 191 TP™? = 7,05 erhalten. O
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4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blocken

Da ©; . schon injektiv ist, suchen wir jetzt eine Teilmenge von (Z/dpZ)" so,
daf wir eine Bijektion erhalten. Dazu sei:

Uje ={a € (Z)IpZ)" : a = +z(p)}

)und T € {—p%l, =11 7%1} Dabei kann T nicht Null sein,
und ggt (x,y) = 1. Wir betrachten:

E
-+
8
Il
&I
=5

O+ (T")\T(p)g;/ (T?) — Uje

und zeigen, dafk dies ein Isomorphismus ist, indem wir die noch fehlende Sur-
jektivitat beweisen:

4.7 Lemma: Die Abbildung ©; . ist surjektiv.

Beweis:
Sei a € (Z/dpZ)" mit a = +Z(p). Wir zeigen, daR ein Reprisentant 6 der
Klasse:

Kof ) ] & (T%) \ T(p)g;/ (T7)

Cc

existiert mit:

o= (5 )= (5 0 (2 erom = (5 7)ro e ron

Wir zeigen also, dals 3,v € Z existieren mit:

a f3 29 —z1\ _ [az— Py —az + P
(c’ 5) (—y x>_<c’zg—5y —c’zl—l—éa:)er(p)'

Wir wihlen 6 = a7 !(p) und 3 = 0(p), also zB. § = o' und 8 = 0 und

zeigen, dafs mit 0 = (gj Oﬁl) die Behauptung folgt. Dazu miissen folgende
Aquivalenzen gelten:

1. az—py==x1(p) < azn==+1(p)day=0(p) & 29 =+al(p)
2. —az + pxr=0(p) erfiillt, da 5 = 0 und p|z;

3. dzg— 0y =0(p) erfiillt, da p|c, p|z1

4. —dzn+ox==x1(p) & dz=0(p), da ' =0(p)

& alz=+41(p), dad=at(p) & z=+a(p)
Da g; die Determinante 1 hat, folgt mit xz; — y2z; = 1:

120 —yz = 1(p) © 120 =1(p), day =0(p) & ="
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

Mit a = +z(p) erhalten wir x = #(p), so dab v = +a(p) (die 4. Aquivalenz)
erfiillt ist und mit z, = 271(p) auch 2o = 27! = £a~1(p) (die 1. Aquivalenz). O

Jetzt haben wir unsere gesuchte Anzahl b,;(¢’) mit der Anzahl der Elemente in
Uj identifiziert. Fiir ¢ = cop’ mit ¢yl € Z und pt ¢y folgt:
[(Z/epZ)" | = p(c'p) = plcop™) = p'(p — Dp(co) = pp(cop’).

Fiir die Anzahl derjenigen Elemente in (Z/¢'pZ)*, die kongruent +7 mod p sind,
ergeben sich genau ’%1 dieser Moglichkeiten, da:

_1
xEO,j:I,...,j:pT

alle Moglichkeiten sind, kongruent mod p zu sein. Damit erhalten wir:

1 2p
U'CI = — N — =2 /

und wir haben insgesamt folgenden Satz hergeleitet:

4.8 Satz: Sei s; eine Spitze aus der Faser von unendlich. Dann folgt fiir das
zugehorige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

(o) = %gp(c) fiir ¢ = 0(p)
bij(€) { 0 fiir ¢ # 0(p)

fiir ¢ € N.

4.2.2 Ein Bildungsgesetz fiir Spitzen aus den iibrigen
Fasern

Mit #hnlichen Uberlegungen wollen wir jetzt fiir eine Spitze s; = [§] € A™1([{])
mit ¢ € {0,...,p—1} die Anzahl der Doppelnebenklassen fiir ¢ € N untersuchen:

by(c) = (&) € (TP)\T(p)g;/ {T7)} |-

Da s; in der Faser A™'([1]) liegt, gilt = yt(p) und y # 0(p), also y = ¥ fiir ein

r Z

gy €{1,...,p—1}. Dabei léft sich g; = (y nach Korollar 1.3 so wéhlen,

zZ2
daf z; = y(p) und 2z = 0(p). Fiir (29) €T folgt:

a b o ar + by az + bz
c d)9 T cr+dy cz +dz

60



4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blocken

und wegen ¢ = 0(p) und d = £1(p) gilt immer cz + dy = +y(p). Es kann also
nur dann Repréasentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke untere
Ecke kongruent 0 modulo p ist:

4.9 Lemma:
bij(c) =0 fir ¢ # xy(p).

Sei im Weiteren ¢ € N mit ¢ = +y(p) fest. Wie im vorherigen Abschnitt fiir eine
Spitze aus der Faser von oo konstruieren wir jetzt eine Bijektion zwischen den
Doppelnebenklassen und einer uns besser bekannten Menge. Dazu verwenden
wir die im vorherigen Abschnitt eingefithrte Abbildung ©; .

Ojc + (TP)\L(p)g;/{T?) — (Z/pZ)"
[

Diese Abbildung ist, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, wohldefiniert und in-
jektiv, da diese Eigenschaften unabhingig von g, sind. Wir kénnen unsere vor-
herigen Uberlegungen einfach iibernehmen und suchen jetzt eine entsprechende
Teilmenge, in die ©; » surjektiv abbildet:

Uje i ={a € (Z/IpZ)" : a=t(p)}

und:
O 0 (T)\T(p)g;/ (T?) — Uje.

4.10 Lemma: Die Abbildung (:)j’c, st surjektiv.

Beweis:
Sei a € Uj ». Wir zeigen, daf ein Reprasentant 6 der Klasse:

Kj ?)} € (") \T(p)g;/ (T")

existiert mit:

o= (5 )= (50 (2 erom = (5 7)ro e ton

Wir zeigen also, dalt 3,v € Z existieren mit:
a 2o —21\ _ [azm— By —az + fx
(c’ 5) (—y x ) N <c’22—5y —dz + 0z € I'(p).
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

Day =g mity € {1,...,p— 1}, existiert g=' € {1,...,p — 1} mit yy~* =
gyt = 1(p). Wir wihlen 8 = —3 '(p) und § = 0(p) und zeigen, daR mit
—__1 ..

0 = (3 % die Behauptung folgt. Dazu miissen folgende Aquivalenzen

gelten:

1. an—py=+1(p) & —Py==+l(p)
da 22 = 0(p),y = y(p)B = -y '(p)
B=Fy"(p)
ay~t —y~tyt = 0(p)
daz =yt(p),z1 = -y '(p). 6= -9 (p)

& a=yt(p) day #£0(p)
'z — 0y = 0(p) erfiillt, da p|z, p|d
4. —dzn+oér==+x1(p) & Lyy ' ==+1(p)

da ¢ = +y(p),y = 4y(p), 21 = -y, 0 =0(p)

T3

2. —az + Pz =0(p)

©

Mit den Voraussetzungen an o und der Wahl von 3 und ¢ sind alle Aquivalenzen
erfiillt. |

Jetzt haben wir unsere gesuchte Anzahl by;(¢’) wieder mit der Anzahl der Ele-
mente in Uj » identifiziert:

el = H{a € (Z/¢pZ) - a = t(p)}] = }3| (Z/dpny| = %W(C’) = (e,

da die Kongruenz a = t(p) wegen t € {0,...,p— 1} genau eine der p moglichen
Kongruenzen in (Z/c'pZ)* ist. Wir haben insgesamt gezeigt:

4.11 Satz: Sei s; =[] eine Spitze aus der Faser \™'([]) mit
t € {0,...,p—1}. Dann folgt fiir das zugehorige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

_ | ple)  fiir c = +y(p)
bile) = { 0 fiir ¢ # £y(p)

fiir ¢ € N.

Innerhalb einer Faser gibt es fiir den unteren Eintrag y der Spitzen [y] modulo

+1 genau:
elp) _p—1

2 2

Moglichkeiten, so dafs die p%l Bildungsgesetze einer Faser folgende Gestalt ha-
ben:
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4.3 Anordnung der Bildungsgesetze in der Streumatrix

4.3 Anordnung der Bildungsgesetze in der
Streumatrix

Fiir ['(p) haben wir in den vorherigen Abschnitten insgesamt 2% + 1 verschie-
dene Bildungsgesetze bg, by, . .. ,bpz;l bestimmt, die wir jetzt mit ihrer Nummer
aus IF,/{£1} identifizieren. Damit reicht es, statt der Matrix B der Bildungs-
gesetze eine Matrix B’ mit den Nummern der entsprechenden Bildungsgesetze
anzugeben. Um die Struktur der Streumatrix untersuchen zu kénnen, ordnen
wir unsere bereits nach Fasern von \ sortierte Spitzenmenge:

Sy =:A{[s1],---, [Sp?—ll’ISPT—l+l]7 ce [52;%1], ey [SppT—l+1], ce [S(I)H)%l}

e t(fg)) S ex ([P

mit dem Vektor von Reprisentanten:

S:: [817“.7SPT_17SPT_1+1"”’SQL;’“"SP%‘Fl"”’8(]7"!‘1)%]

J/

ex () ex () ex-([P71))
so an, daf die zugehorigen Nummern der Bildungsgesetze in der ersten Zeile der
Streumatrix aufsteigen. In der ersten Zeile hat die Matrix der Bildungsgesetze
dann die Gestalt:

s '(§) s (§)  sex (i) sex M ([P])

Ve % ~ "\ ~N 7 % ~ /_/h\

p—1 p—1 p—1

'— 1 00...012...— 12...%4—> ... 12... =—=
B 2 2 2

Nachdem wir bereits die Anzahlen der Doppelnebenklassen fiir die Eintrédge der
ersten Zeile der Streumatrix bestimmt haben, beschéftigen wir uns in diesem
Abschnitt mit den anderen Zeilen der Streumatrix. In Satz 4.1 haben wir ge-
sehen, dafs alle anderen Zeilen der Streumatrix Permutationen der ersten Zeile
sind, so daf es keine noch nicht bestimmten Bildungsgesetze gibt. Uns inter-
essieren diese Permutationen. Wir wollen also wissen, welches Bildungsgesetz
zu beliebigen Spitzen s;,s; € S, = I'(p) \ P(Q) gehért und dafiir folgende
Abbildung konstruieren:

F: S,xS8, — F,/{xl}.

Um uns dieser Abbildung zu néhern, bendtigen wir einige Voriiberlegungen. In
Abschnitt 4.1 haben wir bereits spezielle Untergruppen von I', := PSL(2,F,)
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

eingefiihrt, ndmlich die Borel-Gruppe:

B:= {(g 2) € PSL(Z,IFP)}

und die normale Untergruppe:

By = {(é 11’) c PSL(Q,F,,)} 4B,

deren Quotienten B/B; wir mit F5/{£1} identifiziert haben. Fiir diesen Quoti-
enten definieren wir auf:

Y, :=PSL(2,F,)/B;
eine Operation:

x: B/By x%¥, — Zp
(L,[6]) = Blxlo]:=[ob7]]

Diese Operation ist wohldfiniert: Seien by, by Reprasentanten von [b] in B/Bj,
d.h. es existiert ein 3 = (}?) € By mit by = byf3, also b, " = Bb; ", und seien
01,02 Représentanten von [0] € ¥, d.h. es existiert ein B = ((1) 117) € B; mit
01 = 023. Dann folgt 0o = 014~ und wir erhalten:

0]  [0] = oby! = o571 3b7 Y = o9by .
Mit * haben wir eine Gruppenoperation von B/B; auf 3, eingefiihrt:

L ([Bl[]) x [o] = o(be) ™" = o™ 07! = [b] x ([oc™]) = [b] x ([c][0])
fiir b, ¢ Représentanten von [b], [c] € B/B; und ¢ Représentant von [o] €

5,
2. 1] x[o] =0ob™! =0 = 0]
fiur b= (}9) Représentant von [1] € ¥, und o Représentant von [o] € 3,,.

4.12 Satz: Jede Bahn von B/B; auf ¥, hat genau %= L Elemente.

Beweis:
Fiir ein [0] € ¥, ist die Bahn definiert als:

Bpyp,(lo]) = {[b] x o] : [b] € B/Bi}.
B/By = F;/{+1} hat genau -1 Elemente und wenn wir zeigen, daf es kein

o] € ¥, gibt mit [by]*[o] = [ba] % [o] fiir zwei verschiedene Restklassen [by] # [bo]
aus X, folgt die Behauptung.
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Als Widerspruchsannahme seien by, by Représentanten von [by] # [bo], o Repré-
sentant einer beliebigen Klasse [0] € ¥, und es gelte ob;' = ob,'. Es folgt
o = oby'by und damit by 'b; € [1], also [by] = [by). O

4.13 Satz: B/ B operiert transitiv auf jeder Faser von:
s 2 — PSL(2,F,)/B

o] =0By, +— o] :=0B.

Beweis:
s ist wohldefiniert, da fiir Reprédsentanten oy, oy von [o] ein 5 € B; existiert mit
01 = 093 und es folgt:

s(lo]) = 01B = 098B = 03B.

Um zu sehen, daRk B/B; transistiv auf s~!([o]g) operiert, zeigen wir, daf zu

01,09 € s 1([o]p) ein [b] € B/B; existiert mit [b] x [01] = [02]. Wegen 01,09 €
s ([o]p) gilt 018 = o fiir ein § = <g Z) € T'p. Mit b:= 37! existiert also ein

Représentant einer Klasse [b] € B/B; mit:
[b] x[01] = 01b! = 018 = 09 = [09).
O
Jetzt konnen wir eine Abbildung definieren, die jeder Spitzenklasse ein Element
aus X, zuordnet:

h: ST(P)\PHQ) = — X,/B

.

y G,y

Dabei wihlen wir zu [y ] eine Matrix g, , € I mit g, ,00 = [} ], die nach Satz 1.10
eindeutig bis auf Multiplikation mit 7™ von rechts ist. Anschliessend reduzieren
wir diese Matrix modulo p zu g, ,. Dabei ist die Restklasse in ¥,/ B; unabhéngig
von der Wahl der Matrix g¢,, € I', da diese eindeutig bis auf Multiplikation mit
T™ von rechts bestimmt ist.

Diese Abbildung ist wohldefiniert: Zu zwei Reprasentanten s; = {xl] , Sg = |:Q]'2:|

Y1 Y2
derselben Spitzenklasse existiert ein 7 € I'(p) mit vs; = so. Wenn wir eine
Matrix ¢y, € I' mit g;, , 00 = Bl} wéhlen, folgt vg,, 4,00 = BZ} und

1 2

VG141 00 = Gy 1™ fiir ein geeignetes n € N, da die Matrix g¢,, ,, eindeutig bis
auf Multiplikation mit 7" ist. Bei der Reduktion modulo p erhalten wir dieselbe
Klasse in ¥,/B;, day = [(§{)]modp und 7" modp € B;.
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Jetzt betrachten wir das direkte Produkt ¥, x X, auf das sich die eben einge-
fiihrten Operationen erweitern lassen:
', operiert auf ¥, x ¥, durch:

(sl [1]) = (vs,71)

fir v € I', und s, t Représentanten der Nebenklassen [s], [t] € £, = PSL(2,F,)/B;.
B/By x B/B; operiert auf 3, x ¥, durch:

([ba], [b2])  ([s], [t]) := ([ba] * [s], [b2] = [t]) = (sby ", b3 ")

fiir [61]7 [bg] < B/Bl

Jetzt konnen wir die erste unserer gewiinschten Abbildungen definieren:

f: E,x¥, — F,/{£1}
([o].[7]) = o173 —o3mmodyp
fiivo = (25). 7= (37) €5,
Diese Abbildung ist wohldefiniert: Seien 0,5 Représentanten von [o] € ¥, und
7,7 vou [r] € ¥,. Dann existieren [y, 32 € By mit 0 = ¢, und 7 = 70, die
ersten Spalten der Matrizen bleiben also unveréndert.
Wir erkennen folgende Eigenschaften von f fiir o], [7] € £, und by = (9 gll ) by =

(v %) € B/By:
1. f([o],]o]) = 0105 — 0501 mod p = 0
2. f(by%[o],[0]) = f([obi'],[0]) = 0103d — 3doy modp = 0

0101 —o1f1+o201 )

-1 _
wegen Ubl - (0351 —o3B1+osar

3.

~

([o],[7]) = o173 — o3y mod p = —0173 + 037 mod p = 103 — 7301 mod p

= f([7],lo])
4 f(by*[o],bix[r]) = f ((5101 o alﬁl) ) <5m s — ﬁﬁl))

0301 0404 — 0351 7301 Taq1 — T3
= 0105(0173 — 0371) = (5152f<[0]7 [T])

Jetzt bilden wir die Hintereinanderausfithrung der beiden bisher untersuchten
Abbildungen, um den Représentanten zweier Spitzenklassen s;, s; die Nummer
des zugehorigen Bildunsgesetzes b;; in F,/{£1} zuzuordnen:

(h.h) f

F: xS Yo, x Y, — F,/{£1}

Sp X Sp
(B], z]) — v — uy mod p.
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Als Komposition wohldefinierter Abbildungen ist F offensichtlich wohldefiniert

und wir erkennen folgende Eigenschaften von F fiir s = B] t= [ﬂ € S, und
o= (%4) € PSL(2,F,):

1. F(s,t)=F(t,s),

da mit f(s,t) = f(¢,s) gilt: F(s,t) =uy —axv =2v —uy in F,/{£1}.

2. F(o(s,t)) = F(s,t),

da Fo(s,t)) = F ({Zji;ﬂ {ZZngD — (ad—be) (v —uy) = 2v—uy

3. F((os,t)) = F(s,07't),

- ar +by| |u|)
da F((os,t)) =F (Lx 4 dy] : L}}) = azu + byv — cxu — dyu

— (—cu + av) — y(du — bv) = F (ﬂ , [ du = bu D — F(s,0 %)

y|' |—cu+av

Die Streumatrix wird jetzt durch F' vollstdndig beschrieben, da sich ihre Ein-
trage aus den entsprechenden Reihen der Bildungsgesetze ergeben. Wegen der
ersten Eigenschaft von F' sehen wir nochmals, dafs die Streumatrix symmetrisch
ist, und wegen der ersten Eigenschaft von f, ndmlich f([o], [0]) = 0, enthélt die
Hauptdiagonale der Streumatrix nur das Bildungsgesetz by, wie wir in Lemma
4.2 bereits gezeigt haben. Dariiberhinaus bestehen alle Blocke von Bildungsge-
setzen auf der Hauptdiagonalen nur aus by, da wegen Eigenschaft 2 von f fiir
o] € ¥, und b, € B/B gilt:

F(by % [0, [o])) £ ([0, by = [0]) = 0.

Aus Eigenschaft 4 von F' erhalten wir, daf innerhalb eines Blockes auf der
Gegendiagonale immer dasselbe Bildungsgesetz steht.
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4 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(p)

Damit ergibt sich fiir die Streumatrix folgende Struktur:

si € A H([5)) si € (1) si € A H([F])
00 ... 0 12 ... 2 1 2 ... B2
Si 00 ...0 2 3 .. 1 2 3 .. 1
S . . .
A_l([l]) : . . . .
° 0.0 o0 g EREEE
1 2 ... ozt 00 ... 0 12 =
Si 2 3 .. 1 00 ...0 2 3 1
€ . . : :
) : :
-1 -1 -1 -1
B -1 0 0 0 51 -1
Si
€
ATHIED

Um zu zeigen, wie sich die Streumatrix mit diesem Konzept darstellen 1aft, be-
trachten wir I'(7) als kleinstes sinnvolles Beispiel. Bei I'(3) enthélt jede Faser nur
ein Element, so dafs wir nur die Bildungsgesetze by, b; haben, und bei I'(5) hat
jede Faser zwei Elemente, so dafs die Art der Permutationen nicht zu erkennen
ist.

4.14 Beispiel:

['(7) hat 24 Spitzen und die Abbildung A hat 8 Fasern mit jeweils 3 Elementen.
Ein nach Fasern sortiertes Reprasentantensystem der Spitzen ist der folgende
Spitzenvektor, wobei die Spitzen innerhalb einer Faser so angeordnet sind, daft
die Nummern der Bildungsggesetze in der ersten Zeile der Streumatrix in jeder
Faser aufsteigen.

son- (LB [SFEC) B
ELE LIRE BEE
OB LD

Zur Veranschaulichung werten wir jetzt unsere Abbildung F' an einigen Spitzen
aus, wobel wir in F,,/{£1} rechnen:

1. F([3],[3])) =2-3—-3-2=0
2. F([3],[3)=2-2—-3-1=1
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3. F([2],[3))=2-2-3-3=—5=2(7)
4 F([4],[2)=4-5—-2-T=6=1inF,/{£1}

5. F([1],[2])=1-5-2-4=-3=4(7) =3 in F,/{+1}

In Kapitel 6 werden wir die Determinante der Streumatrix fiir die Hauptkon-
gruenzgruppen ['(p) bestimmen und unser Vorgehen unter anderem an dieser
Matrix verdeutlichen. Wir werden dabei die Matrix der Bildungsgesetze so co-
dieren, daf sich ihre Dimension reduziert. Die reduzierte Matrix werden wir
so weit wie moglich diagonalisieren. Bei den entsprechenden Riicksubstituitio-
nen bleibt die beinahe vollstandige Diagonalisierung erhalten. Ausgehend von
den Bildungsgesetzen entwickeln wir fiir die Diagonaleintrige die zugehorigen
Eisensteinreihen und stellen sie in geschlossener Form dar. Mit weiteren Unter-
suchungen werden wir dann die Determinante des nicht diagonalisierten Teils
bestimmen und erhalten die Determinante der Streumatrix von I'(p) durch Mul-
tiplikation der Teilergebnisse.

Insgesamt ergibt sich folgende Matrix der Bildungsgesetze von I'(7

(@)
(e]
(a)
—
&}
w
—_
w
—_
[\
w
—_
[\
w
—
[\
w

DO — Ol D —| W N RN R W WO O O~ Wk w o
— WO O O WM — WWN —WK =N W W
O O O W = WM = WM — W wWhwWwh =W —
O OO WM — WWN R W RN R W W~ W

WO RO OOWN I WKNIN = WD F W WNDWND -
N = WO O OIN = WWhN W WNWDN DN~ W

WM HFHWNRFRIWN W FHWNRRWN WD —=OO
=W N W WK WN - W WNEFE WO O
N — WK WK~ W W R WK~ WD~ Wo o
W N WNNN - WN R WRFE WRWND RO OO WD
=W NN WWNRFRWN N RFE WRFE WO O O~ W
N — WWN R WK WD NWN NN WO oo -
= W NN WK = WHFE WD WD RO O OOWND HWwN
WN I W W WN NN - WO O OoONN = W -
DN — W WHF WNWN =IO OODWN R WNDWwN
WNHFHWN RN W WD OO W N P W W
= W N WRNWN RN R WOOOOINN = WWND N
N — W WRNWN R OOOIWN I WNN — WWwN
WN N WRFE WNOO OO WNN - WWN - W
R W NNWNRINEFE WOOOIN R WWND HF WD -
= W NN WN RO OOWDN = WNN = WND —= WWN
O — W WINO OO WNDN P WWND WD PR~ W
WN N WO OIN P WWN R FE WD WD -
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5 Die Streumatrix fiir
Hauptkongruenzuntergruppen

['(n)

Die in dem vorherigen Kapitel gewonnenen Erkenntisse fiir I'(p) wollen wir
jetzt so weit wie moglich fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n) verallgemei-
nern mit der Primfaktorzerlegung n = plf -...-plm mit Primzahlen pi,...,pn
und Iy, ..., 0, € N. Da Z/nZ nur dann ein Korper ist, wenn n eine Primzahl ist,
definieren wir als erstes P!'(Z/nZ). Dazu betrachten wir die Menge aller Paare
von Elementen aus Z/nZ mit der Eigenschaft, dafs das von ihnen erzeugte Ideal

der ganze Ring ist:
P = {[ﬂ Hxyy) = Z/nZ}

mit (x,y) = {ax+by : a,b € Z/nZ}. Auf P lift sich folgende Aquivalenzrelation
definieren:

[ﬂ - m 12 3N € (Z/nZ)" mit v = AuAy = .

Diese Relation ist:
1. reflexiv, da A =1 € (Z/nZ)*,
2. symmetrisch, da A invertierbar und
3. transitiv, da (Z/nZ)* eine multiplikative Gruppe ist,

so daf wir wirklich eine Aquivalenzrelation definiert haben. Modulo dieser Aqui-
valenzrelation kénnen wir jetzt P'(Z/nZ) erkliren als:

5.1 Definition: P'Y(Z/nZ):=P | ~ = {m L,y €7 mit (z,y) = Z/nz} / ~

Wir wihlen also solche Paare z,y € Z/nZ, fiir die das von ihnen erzeuge Ideal
der ganze Ring Z/nZ ist, und identifizieren diejenigen Erzeugerpaare miteinan-
der, die sich durch Einheiten ineinander iiberfiithren lassen. Fiir n = p entspricht
dies unserer bisherigen Definition: Wir haben fiir P!(Z/pZ) Reprisentanten der
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5 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n)

Form {[¢],[9].[1],..., [";']} gewéhlt, die alle offensichlich ganz Z/pZ erzeu-
gen, da die Eins in dem von ihnen erzeugten Ideal liegt. Wegen ihrer Struktur
liegen alle Reprasentanten in verschiedenen Nebenklassen beziiglich der von uns
eingefiihrten Aquivalenzrelation und alle anderen Reprisentanten [ ] sind zu
den bisherigen dquivalent.

Um das im vorherigen Kapitel entwickelte Konzept zur Bestimmung der Bil-
dungsgsetze auf I'(n) iibertragen zu kénnen, betrachten wir zundchst nur eine
Primzahlpotenz, untersuchen also die Gruppen I'(p*) fiir eine Primzahl p.

5.1 Die Gruppen ['(pF)

Es sei p* # 2, denn diesen Fall haben wir bereits im vorherigen Kapitel betrach-
tet. Dann gilt:

2
-1
pi= [0 DGN) = p* i

und I'(p*) hat:

o ar—aP” — 1
= 5

Nebenklassen in Syr := I(p*) \ P1(Q). Wir definieren P*(Z/p*Z) wie oben ein-

gefithrt und suchen nun ein vollsténdiges Reprisentantensystem fiir die Aquiva-
lenzklassen von PY(Z/p*Z). Dazu sei:

R:= { H : m 't € Z/pT t = O(p)} U { m Ly € (Z/ka)*} .

Offegsichtlich erzeugen alle Paare < z,y > aus R ganz Z/p*Z und sind beziiglich
der Aquivalenzrelation ~ nicht zueinander dquivalent, da sie sich nicht durch ein
A € (Z/p*Z)* ineinander iiberfiihren lassen. Es bleibt noch zu zeigen, daf alle

anderen Elemente ZT € PY(Z/p*Z) zu einem Repriisentanten aus R dquivalent

sind.

1. y = 0(p): Dann laft sich « # 0(p) invertieren: [y]| = [yxl—l} mit yr~! €
Z/p*7 und y = 0(p), also ist [§] zu einem Element aus R dquivalent.

2. x = 0(p): Analog lafst sich x in Z/nZ invertieren und [Wl_l} liegt in R.
3. x,y #Z 0(p): Dann ist y in in Z/nZ invertierbar und [W{l} liegt in R.

Wir kénnen also PY(Z/p*Z) durch R reprisentieren, wobei fiir die Anzahl an
Elementen in R gilt:

IRl =2(p" — o(") + 0(") =20" =" ' p— 1) =p* ' (p+1).
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Damit haben wir den folgenden Satz gezeigt:
5.2 Satz: PYZ/p*7Z) hat genau p*~(p + 1) Elemente.

5.3 Beispiel: Fiir P'(Z/8Z) konnen wir folgende Représentanten wihlen:

et R ER R RHE R HRHRH R AR AR

Analog zu unserem Vorgehen in Kapitel 3 fithren wir jetzt eine Abbildung der
Spitzenklassen von I'(p*) nach P*(Z/p*Z) ein:

A T(PH\PH(Q) — PYZ/p*Z)

A K

Wir sehen wie in Abschnitt 4.1, daf diese Abbildung wohldefiniert und surjektiv
ist.

1

5.4 Satz: Jede Faser von \ hat genau p*~ p%l Elemente.

Beweis:
Hier verallgemeinern wir unsere Uberlegungen fiir I'(p), indem wir zunéchst die
verallgemeinerte Borel-Gruppe definieren als:

B = {(8 Z) e PSL(2, (Z/ka))}

mit der normalen Untergruppe:

B, = {((1) ?) € PSL(2, (Z/ka))} < B,

1

deren Quotienten B/B; wir mit der zyklischen Gruppe der Ordnung pk_1%

identifizieren:

n: B/By  — (Z/p*Z)*/{%1}

a b
G —

mit |[(Z/p*2)*] = ¢(*) = p*'(p — 1) und |(Z/p"Z)*/{£1}| = p""'23*. Die
Uberlegungen, daf n wohldefiniert und bijektiv ist, lassen sich analog aus Ab-
schnitt 4.1 und dem dort bewiesenen Lemma 4.3 {ibernehmen. Jetzt identifizie-
ren wir jede Faser von A mit dieser Gruppe und zeigen dadurch, dafs jede Faser
genau pk*”’T_l Restklassen enthélt: Dafiir betrachten wir zunédchst die Faser von
00:

AT = {13 € PHZ/P*Z) -y = 0(p)}
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und bilden sie in den Quotienten B/B; ab:

$: A(A)C Sy —  B/B

x x b

R ()]
indem [§] nach Korollar 1.3 zu einer Matrix 8 = (75) € I' mit 3[§] = [§]
und p*|y ergéinzt wird, wobei diese Ergiinzung nach Satz 1.10 eindeutig bis auf
Multiplikation mit 7™ von rechts ist. Dann ergibt die Reduktion der Eintrage
modulo p* von 3 eine Matrix p(8) € B, die bis auf Multiplikation mit Ele-
menten aus B; eindeutig bestimmt ist. Diese Zuordnung ist, wie schon die in
Abschnitt 4.1 definierte, wohldefiniert, da sich die Bilder von Elementen der
gleichen Nebenklasse von I'(p*) durch Matrizen aus B ineinander iiberfiihren
lassen. Analog zu Lemma 4.4, in dem wir die gleiche Behauptung fiir I'(p) ge-

zeigt haben, sehen wir, dals ¢ eine Bijektion ist. Die Hintereinanderausfiihrung
der beiden Abbildung liefert eine Bijektion:

fo AU ) — @2y /{1y,

so daB A7([§]) genau p*~'2-1 Elemente hat. Da I transitiv auf P*(Q) operiert,
iibertragen wir dieses Resultat wie in Abschnitt 4.1 auf die anderen Fasern und
haben insgesamt gezeigt, daf in jeder Faser von A\ genau p"““%l Bahnen von
['(p) liegen. O

Jetzt kénnen wir die p*~'(p + 1)p*~'Z1 Spitzenklassen von I'(p*) nach den
Fasern sortieren und erhalten eine Blockstruktur der Spitzenmenge.

5.1.1 Bildungsgesetze zu den einzelnen Bl6cken

In diesem Abschnitt bestimmen wir fiir die Spitzen aus jedem Block die zuge-
horigen Bildungsgesetze der ersten Zeile der Streumatrix:

bij(e) = [{[(z D)) € (T )\ T )i/ (T )}
fur j € {1,...,7} und c€ N.
Ein Bildungsgesetz fiir Spitzen aus den Fasern \7!([}]) mit ¢ = 0(p)
Wir bestimmen in diesem Abschnitt die Bildungsgesetze fiir Spitzen aus ei-

ner Faser \™!([1]) fiir ¢ € {1,...,p" — 1} mit ¢t = 0(p). Sei s; = [3] € A ([}]),
also mit y = 0(p). Da die zugehorige Matrix g; € I' mit gjoo = s; bis auf Mul-

tiplikation mit 7™ von rechts eindeutig bestimmt ist, kénnen wir g; = (g ?)
2
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so wihlen, daR 2, = t(p*). Fiir (¢4) € I'(p¥) folgt:

a b B ax + by az; + b,2
<c d) 9i = (c’ =cr+dy cz + d22>
und wegen ¢ = 0(p¥), d = £1 und y = t(p*) gilt cz + dy = +t(p*). Es kann also
nur dann einen Reprasentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke
untere Ecke kongruent 4t modulo p* ist.
Sei im Weiteren ¢’ € N mit ¢ = +¢(p") fest.
Wie im Fall von I'(p) wollen wir eine Bijektion zwischen den Doppelnebenklas-
sen und einer uns besser bekannten Menge herstellen. Dazu identifizieren wir
jede Klasse zuniichst mit ihrem oberen linken Eintrag, den wir modulo ¢p*
reduzieren:
Ojc: (I")\T(p)g;/(I7) — (Z/cP'L)

3 ? — amod cp”.
Mit Uberlegungen wie in Abschnitt 4.1 sehen wir, daf diese Abbildung wohlde-
finiert und injektiv ist, und jetzt suchen wir eine Teilmenge von (Z/ d ka)* S0,
daf wir eine Bijektion erhalten. Anders als bei den Uberlegungen zu I'(p) sind
jetzt hier verschiedene Fille fiir ¢t zu unterscheiden, da wir fiir die Bildmenge in
Abhéngigkeit von t unterschiedliche Kongruenzen verwenden miissen. Dies liegt
daran, daf sich fiir verschiedene t dieselben Werte fiir ¢’ ergeben kénnen. Wir
verdeutlichen dies an zwei Beispielen:

5.5 Beispiele:

1. I'(16) hat r = 96 Spitzen, die sich auf 24 Fasern von A mit jeweils 4
Elementen verteilen. Bei den Bildungsgesetzen aus den Fasern A\7!([}])
fir ¢t € {0,2,4,6,8,10,12,14} gibt es jeweils nur fir ¢ = +¢(16) einen
Eintrag, anders als bisher iiberschneiden sich diese Kongruenzen: So ist
z.B. ¢ = £2(16) gleichwertig zu ¢ = +14(16). Es ergeben sich folgende

Ubereinstimmungen:
t=0 ¢ =0(16)
t=2 ¢ =42(16) entspricht ¢ = £14(16)
t=4 ¢ =44(16) entspricht ¢ = £12(16)
t=6 ¢ =46(16) entspricht ¢ = £10(16)
t=8 ¢ =+8(16)

2. T'(9) hat r = 36 Spitzen aus 12 Fasern von A mit jeweils 3 Elementen. Fiir
t € {0,3,6} gibt es jeweils nur fiir ¢ = +#(9) einen Eintrag, die Kongruenz
¢ = £3(9) stimmt mit ¢ = £6(9) iiberein.
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Daher gibt es fiir p = 2 in I'(2¥) zwei Kongruenzen, die sich nicht in andere
umformen lassen, und fiir p > 2 nur eine solche Kongruenz. Sei zunéchst ¢t = 0
fir p # 2 und t € {0, %k} fiir p =2 und s; = [y] € A'([}]) ein Reprisentant
einer Spitzenklasse aus A™!([}]). Wir suchen jetzt eine geeignete Teilmenge von
(Z/Ip*Z)" so, dak ©; . eine Bijektion ist. Dazu sei:

Uje ={a e (Z/c’ka)* ca= +z(ph))

mit z = Z(p*) und 7 € (Z/c’ka)*. Dabei kann Z nicht Null sein, da y = 0(p*)
und ggt(z,y) = 1. Wir betrachten jetzt:

O+ (T")\T(p)g;/ (T?) — Uje

und sehen wie im Beweis zu Lemma 4.7, daf dies ein Isomorphismus ist. Dabei
konnen wir den Beweis analog iibernehmen, da t = 0 fiir p > 2 bzw. t € {0, %k}
fir p = 2 und wir sehen schon, daf wir unsere Beschreibung der Menge U; . fiir
die anderen ¢ anpassen miissen. Hier haben wir unsere gesuchte Anzahl by;(c’)
jetzt mit der Anzahl der Elemente in U;. identifiziert. Fiir ¢ = cop"™ mit
co,l € Z und pt ¢y folgt:

| (Z/PZ) | = p(D*) = plcop™) = P (p — D)p(eo) = pFo(€).

In (Z/c’ka)* gibt es genau (pF) = p~l(p — 1) Méglichkeiten, kongruent
@) _ pPlp-1)
2

rmod p® mit z # 0 zu sein, also sind es modulo +1 genau
Moglichkeiten und wir erhalten:
pro(d) 2t

= = == p(c
-1 Pe-1)

Ujer| =

p

Insgesamt ist also gezeigt:

5.6 Satz: Seis; eine Spitze aus der Faser von XY ([}]) mit t = 0 fiir p # 2 und
t € {0, %k} fiir p = 2. Dann folgt fiir das zugehorige Bildungsgesetz der ersten
Zeile:
b (©) _{ re(e) ﬂ:{TCEt(p’;)
0 fir ¢ £ 0(p®)
fiir ¢ € N.

Jetzt betrachten wir die anderen Fasern von A~!([}]) fiir ein ¢ = 0(p), t Z 0(p*)

fiir p > 2 bzw. t ¢ {0, %k} fiir p = 2 und wir wollen das folgende Bildungsgesetz
zeigen:
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5.1 Die Gruppen I'(p¥)

5.7 Satz: Sei s; eine Spitze aus der Faser von \™1([1]) mit t = 0(p), t # 0(p")
fiirp > 2 bzw. t ¢ {0, %k} fiirp = 2. Dann folgt fiir das zugehorige Bildungsgesetz
der ersten Zeile:

p_

bus(c) = { 6_1g0(c) fiir ¢ = +t(p")

fiir ¢ # 0(p*)
fir c € N.

Beweis:
Um aus O, eine Bijektion zu erhalten, definieren wir folgende Teilmenge von
(z)c ka)*:

Uje = {a € (Z/dP"Z)" : a = z(p")}

mit z = Z(p*) und z € (Z/¢ p’“Z)*. Der Unterschied zu der bisher verwendeten
Teilmenge liegt am eindeutig geforderten Vorzeichen: Statt o = +z(p*) fordern
wir hier o = Z(p"), wie in dem Fall von I'(p) bei den Spitzen aus A~'([{]) mit
t € {0,...,p— 1}. Analog zu dem Beweis des dortigen Lemmas 4.10 ist durch
die Kongruenz im Zéhler der Spitzenklasse das Vorzeichen bereits festgelegt, so
daf wir in U; . keine Wahl mehr haben. Damit haben wir die gesuchte Anzahl
bi;(¢) mit der Anzahl der Elemente in U; » identifiziert und da es in (Z/c ka)*
genau p(p¥) = p*~1(p — 1) Moglichkeiten gibt, kongruent Z mod p* mit z # 0 zu
sein, erhalten wir insgesamt:

= J kr7\* 1 _ pkgp(c/) _ p J

Ein Bildungsgesetz fiir Spitzen aus A\~!([{]) mit v € {1,...,p* — 1}

Wir bestimmen das Bildungsgesetz fiir Spitzen aus den Fasern A7'([%]) mit

uw e {1,...,p" —1}. Dazu sei s; = [y] € A7 ([}]), also ein Reprisentant einer
Spitzenklasse mit:

ye{l,....p" =1} und y # 0(p)
und wir bestimmen fiir ein ¢ € N die Anzahl der Doppelnebenklassen:

bii(c) = [ {1(2 )] € (T")\ T )i /() } .

Die Matrix g; = <§ ?) ist nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Multiplikation
2

mit 7™ von rechts bestimmt, so daf wir hier g; so wihlen, da 2, = 0(p¥). Fiir
(45) € T(p") folgt:

a b\ ax + by az; + b,2
¢ d) %~ d=cr+dy cz +dzx
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5 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n)

und wegen ¢ = 0(p*) und d = £1(p*) erhalten wir: cz+dy = fy(p). Es kann also
nur dann einen Reprasentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke
untere Ecke kongruent 44 modulo p* ist. Dabei durchliuft +y € {1,...,p* -1}

mit y # 0(p) in einer Faser A\~!( {ﬂ) alle Moglichkeiten, modulo £1 sind dies

( 5 — = pF~122L Moglichkeiten und damit eine mogliche Wahl fiir alle Repriisen-
tanten einer Faser.
Sei im Weiteren ¢ € N mit ¢/ = 4y(p¥) fest.
Unsere Abbildung ©; . identifiziert jede Klasse zunéchst mit ihrem oberen linken
Eintrag, den wir modulo ¢/p* reduzieren:

—1p

CIvE <Tp>\F(p)gj/<T”> — (z/dp*z)"
d 0

—— amod cpF

und ist wegen der speziellen Wahl von g; wohldefiniert und injektiv. Jetzt suchen
wir eine Teilmenge von (Z / c’ka)* so, daf wir eine Bijektion erhalten:

Uje = {a € (Z)dP2)" - a = u@®®)}.
Wir betrachten nun:
éj,c/ : <Tp> \F(p)g]/ <Tp> - Uj,c’

und sehen wie im Beweis zu Lemma 4.7, daf dies ein Isomorphismus ist. Damit
haben wir unsere gesuchte Anzahl by;(¢’) mit der Anzahl der Elemente in Uj
identifiziert. Mit | (Z/cp*Z)" | = pPe(c') folgt

1 .
U | = F' (Z)D*Z)" | = (),

da es in (Z/dpZ)" genau # Moglichkeiten gibt, kongruent umod p* zu sein.
Insgesamt haben wir damit gezeigt:

5.8 Satz: Seis; =[] eine Spitze aus einer Faser \™'([{]) mitu € {1,...,p"—
1}. Dann folgt fir das zugehirige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

_ [ wle) fiire=Ly(ph)
b0 ={ 7 ezt

fiir ¢ € N.

Jetzt mdchten wir wieder eine Abbildung konstruieren, die zwei Repréasentan-
ten von Spitzenklassen die Nummer des zugehorigen Bildungsgesetzes zuordnet.
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5.1 Die Gruppen I'(p¥)

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, wie viele verschiedene Bildungsgesetze wir fiir
I'(p*) bestimmt haben:
Wir haben im zweiten Abschnitt in jeder der n Fasern der Gestalt A\~ ([{]) fiir
ue{l,...,p" — 1} genau %pk) = pk_”%l Bildungsgesetze bestimmt. Im ersten
Abschnitt haben wir p* —p(p*) Fasern der Gestalt A\=*([}]) fiir t € {1,...,p"—1}
mit ¢ = 0(p) untersucht.
Fir p > 2 gibt es eine Faser mit dem Bildungsgesetz aus Satz 5.6 und fiir
die anderen p* — ¢(p*) — 1 Fasern stimmen jeweils zwei Kongruenzen der Bil-
dungsgesetze aus Satz 5.7 {iberein, so daf wir hier 1 + pk*“"(zpk)fl = pk*“”(zpk)ﬂ
Bildungsgesetze bestimt haben. Insgesamt erhalten wir fiir p > 2 genau:

") P -e@)+1  prtl

2 * 2 2

verschiedene Bildungsgesetze.
Fiir p = 2 gibt es zwei Fasern mit dem Bildungsgesetz aus Satz 5.6, so daft wir

im ersten Abschnitt % Bildunsgesetze und damit insgesamt:

p0") P —eh) +2 Pt 2
2 2 2

Bildungsgesetze gezeigt haben.

Fiir I'(p) folgte im vorherigen Kapitel noch ein Abschnitt 4.3. Dort haben wir
eine spezielle Anordnung der Bildungsgesetze in der Streumatrix gezeigt. Diese
Ergebnisse kénnen wir so nicht auf I'(p*) iibetragen. Aber wir haben in die-
sem Abschnitt gesehen, daf sich die Matrix der Bildungsgesetze ebenfalls in
Blécken anordnen lasst. Wir beobachten, daf die Blocke zu Spitzen aus Fasern
der Gestalt A7 ([}]) mit u € {1,...,p* — 1} wieder nach links durchgeschobene
Nummern der Bildungsgesetze enthalten. Im Unterschied zu I'(p) gibt es hier
aber mehrere Blocke mit jeweils identischen Bildungsgesetzen, die sich parallel
zur Hauptdiagonalen anordnen lassen.

8+2

Als Beispiel geben wir hier die 3= = 5 Bildungsgesetze fiir I'(8) an:

5.9 Beispiel: T'(8) ist eine Untergruppe vom Index 192 mit 24 Spitzen der
Breite 8, die sich auf 12 Fasern mit je 2 Elementen verteilen, so dafs sich der
Spitzenvektor wie folgt sortieren l&ft:

st = (W)= o]l (Bl) - gl
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5 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n)

bo(c) = dp(c) fur c=0(8)

0 sonst
| wle)  fiir e = £1(8)
bi(c) = 0 sonst

ba(c) = 2p(c) fiir c = +2(8)

0 sonst
| wle)  fiir ¢ = £3(8)

bs(c) = 0 sonst
| 4p(e)  fir e = £4(8)

ba(c) = 0 sonst

Jetzt konnen wir die erste Zeile der Matrix der Bildungsgesetze angeben. Zur
iibersichtlicheren Darstellung identifizieren wir jedes Bildungsgesetz mit seiner
entsprechenden Nummer:

B=(002244221313131313131313)

Um zu sehen, wie sich diese Bildungsgesetze auf die Fasern verteilen, geben
wir in folgender Tabelle zu jeder Faser die zu ihren Reprasentanten gehérenden
Bildungsgesetze an:
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5.1 Die Gruppen I'(p¥)

Faser Bildungsgesetze
()
()
()

7 (a])

() e
() e
I

o () o

Auf der néchsten Seite geben wir die Matrix der Bildungsgesetze von I'(8)an,
die die folgende Gestalt hat:
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5 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n)

0 0(2 24 42 21 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3

0 0(2 24 4|2 23 13 1|3 1|3 1}3 1|3 1|3 1|3 1

2 20 012 2|4 471 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3

2 2|0 02 2|4 4|3 1(3 1|3 1|13 1/3 1|3 1(3 1|3 1

4 412 20 0|2 2|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3

4 412 2(0 0|2 2{3 1}3 1|13 1|3 1|3 1|3 1|3 1|3 1

2 2|4 412 20 0|1 31 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3

2 24 412 2|0 03 13 1|3 1|3 1|{3 1|3 1|3 1|3 1

1 3|1 3]1 3|1 3|0 02 2|4 42 2|1 3|1 3|1 3|1 3
1 3|1 3|1 31 3|0 0(2 2|4 412 23 1|3 1|3 1|3 1
1 3|1 3]1 3|1 3|2 2|0 02 24 4|1 3|1 3|1 3|1 3
1 3|1 3|1 3|1 3|2 2|0 02 2|14 413 1|3 1|3 1|3 1

1 3|1 3|1 3|1 3|4 4|2 2/0 0(2 2|1 3|1 3|1 3|1 3

1 3(1 3|1 3|1 3|4 4|2 2|0 02 2|3 1|3 1|3 1|3 1

1 371 3|1 3|1 3|2 2|4 42 2/0 01 3|1 3|1 3|1 3

1 3|1 3|1 3|1 3|2 2|4 4}2 2/0 03 1|3 1|3 1|3 1

1 3|1 3j1 31 3|1 3|1 3|1 3|1 3|0 0|2 2|4 4|2 2
1 3|1 3j1 31 3|1 3|1 3|1 3|1 3|0 0|2 2|4 4|2 2
1 3|1 3j1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|2 2|0 02 2|4 4
1 371 3|1 341 3|1 3|1 3|1 3|1 3|2 2|0 0|2 2|4 4
1 3|1 31 31 3|1 3|1 3|1 3|1 3|4 4|2 2|0 02 2
1 3(1 3|1 31 3|1 3|1 3|1 3|1 3|4 42 2|0 0|2 2
1 371 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|2 24 4|2 2|0 0
1 3|1 3}1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|1 3|2 2|4 4|2 2|0 0

5.2 Die Gruppen I'(n)

Nachdem wir fiir eine Primzahlpotenz die Bildungsgesetze zur Hauptkongruenz-
gruppe I'(p*) bestimmt haben, iibertragen wir diese Ergebnisse jetzt auf I'(n)

i indem wir zunéichst P'(Z/nZ) mit dem

m k;
Hi:l b;
fiZ) identifizieren:

direkten Produkt der P(Z/p;

mit Primfaktorzerlegung n

N

Sg

p —
~

N <E
a0 =
A s >
X

1

x
Y

|

Die Abbildung f ist ein Isomorphismus.

i

f: PYZ/nZ) — PYZ/PMZ) x ...

5.10 Satz:
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5.2 Die Gruppen I'(n)

Beweis:
f ist wohldefiniert:

Seien {xl} : {M} € PY(Z/nZ) mit {ml
1 Y2 Y1
mit ;1 = Axy und y; = Ayo. Dann folgt fiir eine Komponente:

ol Bl 2
= = A
U1 pfi >\y2 pfi Yo pfi

mit A = A(p) und X € (Z/nZ)*, da X # 0(p). Injektivitét und Surjektivitéit
folgen genauso offensichtlich. O

} ~ {?952] , es existiert also ein \ € (Z/nZ)*
2

Durch diesen Isomorphismus erhalten wir:

5.11 Satz: Firn € N mit Primfaktorzerleqgung n = H:’ilpf qilt:

m

P Z/nZ)| = [P i+ 1)

=1

Wir betrachten:
A: T(n)\PYZ/nZ) — PYZ/nZ) = ]P’l(Z/p’le) X PYZ/pkn7)

- (fLf)

und untersuchen die Fasern dieser Abbildung, so daf wir offensichtlich folgenden
Satz erhalten:

5.12 Satz: Jede Faser von f hat H;ilpfi*lpiT_l Elemente.

Jetzt konnen wir die

r= Hp;_lpl sz"l pi+1)

Spitzenklassen von I'(n) nach den Fasern sortieren und erhalten wieder eine
Blockstruktur der Bildungsgesetze. Um die Struktur der Fasern besser zu ver-
stehen, suchen wir ein vollstdndiges Représentantensystem fiir die Aquivalenz-
klassen von P}(Z/nZ). Dazu sei m # 1 und wir definieren:

p e [ []svezimzmmie=om) U{[]] ve @nar)

t
U {{;} ti,ty € Z/nZ,3 p;,pj mit t1 = 0(p;), t2 = 0(p;) und ggt (t1,t2) = 1}
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5 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n)

Offensichtlich erzeugen alle Paare < z,y > aus R ganz Z/nZ und sind beziiglich
der Aquivalenzrelation ~ nicht zueinander dquivalent, da sie sich nicht durch
ein A € (Z/nZ)* ineinander tiberfiihren lassen. Es bleibt noch zu zeigen, daf alle

anderen Elemente Z € PY(Z/nZ) zu einem Reprisentanten aus R dquivalent

sind.

1. y = 0(p;) fiir einen Primfaktor p; und = # 0(p;) fiir alle 1 < j < m:

Dann laft sich © # 0(p;) invertieren und wir erhalten [y] = |:yx171j| mit
yr~! € Z/nZ, also ist [ ] zu einem Element aus R dquivalent.

2. x = 0(p;) fiir einen Primfaktor p; und x # 0(p;) fiir alle 1 < j < m:
Analog lafst sich z in Z/nZ invertieren und [W{l} liegt in R.

3. x,y #Z 0(p): Dann ist y in in Z/nZ invertierbar und [W{l} liegt in R.

4. Ji,j € {1,...,m} mit = 0(p;),y = 0(p;):
Dann liegt |3 ] wegen ggt(z,y) = 1 in R.

Wir kénnen also P'(Z/nZ) durch R représentieren.
5.13 Beispiel: Fiir P1(Z/15Z) koénnen wir folgende Repriisentanten wihlen:

#enn = (GG B
bl Bl 8] o) o] L) o ]33

5.2.1 Bildungsgesetze zu den einzelnen Bl6cken

In diesem Abschnitt skizzieren wir fiir die Spitzen aus jedem Block, wie man
die zugehorigen Bildungsgesetze der ersten Zeile der Streumatrix:

bij(c) = {I(Z )] € (T")\T(n)g;/ (T")} |

fir j € {1,...,7} und ¢ € N bestimmt. Im Unterschied zu I'(p*) kommen hier
noch Kombinationen aus Potenzen der Primfaktoren hinzu. Wir kénnen die
Bildungsgesetze fiir die ersten beiden Arten von Fasern analog zu I'(p*) zeigen:
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5.2 Die Gruppen I'(n)

Ein Bildungsgesetz fiir Spitzen aus A\~!([{]) mit v € {1,...,n — 1}

Ganz analog zu dem entsprechenden Abschnitt fiir T'(p*) betrachten wir eine
Spitze s; =[] € A71([}]), also einen Reprisentant einer Spitzenklasse mit:

yed{l,....,n—1}

und bestimmen fiir ein ¢’ € N die Anzahl der Doppelnebenklassen:
bij(c) = [{[(& D)) € (T") \ T(n)g;/(T")} |

Die Matrix g; = <ayv ?) ist nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Multiplikation
2

mit 7" von rechts bestimmt, so dafs wir hier g; so wihlen, da z, = 0(n). Fiir

(¢4) € T(p") folgt:
a b\ ax + by azy + b2
¢ d)I T\ =cx+ dy cz +dz

und wegen ¢ = 0(n) und d = £1(n) erhalten wir: cx +dy = +y(n). Es kann also
nur dann einen Reprasentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke
untere Ecke kongruent +7 modulo n ist. Sei im Weiteren ¢ € N mit ¢ = +y(n)
fest. Durch Konstruktion analoger Abbildungen identifizieren wir die gesuchte
Anzahl by;(¢’) mit der Anzahl der Elemente in:

Ujw =={a € (Z/dnZ)" : « = u(n)}.
und zeigen damit insgesamt:

5.14 Satz: Seis; = [y] eine Spitze aus einer Faser X' ([{]) mitu € {1,...,n—
1}. Dann folgt fir das zugehorige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

(o= Lol fire==y(n)
bij(c) = { 0 fiir ¢ £ +y(n)

fiir c € N.

Ein Bildungsgesetz fiir Spitzen aus den Fasern A\7'([}]) mit ¢ = 0(p;)

Wir bestimmen das Bildungsgesetz fiir Spitzen aus den Fasern A~'([}])

mit ¢ = 0(p;) fiir ein i € {1,...,m}. Dazu sei s; = [;] € A"*([}]), also ein Re-
priasentant einer Spitzenklasse, zu der eine Teilmenge V' C {1,...,m} existiert
mit:

y=0(p)VieV und yZ0(p)VjgV.
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5 Die Streumatrix fiir Hauptkongruenzuntergruppen I'(n)

Die gesuchte Anzahl der Doppelnebenklassen ergibt sich ausgehend von den
Primfaktoren p; fiir ¢ € V als Produkt iiber die entsprechenden Gesetze von
['(p*), wobei der Fall p; = 2 wiederum gesondert betrachtet werden muss. Wir
formulieren hier nur die Aussage fiir ungerades n, die durch Riickfiihrung auf
['(p*) zu zeigen ist:

5.15 Satz: Sei s; eine Spitze aus der Faser von X\™'([}]) mit y = 0(p;) Vi €
Vo ound  y#O0(p;) Vjé¢V. Dann folgt fir das zugehorige Bildungsgesetz der

ersten Zeile: H b .
(¢) = iev pgelc)  fir c = tt(n
e {0 A

fiir ¢ € N.

Wir fithren sowohl fiir diese Aussage als auch fiir die noch fehlenden Spitzenklas-
sen aus den Fasern von )\_1([%}) fur t1,ty € Z/nZ,3 p;, p; mit t, = 0(p;), t2 =
0(p;) und ggt (t1,%2) = 1 keinen Beweis durch, geben aber als Beispiel die Bil-
dungsgesetze fiir I'(15) an:

5.16 Beispiel: T'(15) hat 96 Spitzen, die sich auf 24 Fasern mit jeweils 4 Ele-
menten verteilen. Ausgehend von dem in Beispiel 5.13 angegebenen Repréasen-
tantensystem fiir P1(Z/157) erhalten wir folgende Bildungsgesetze:

1 15 Fasern mit i € {1,2,4,7} bi(c) = { g(c) gi 2; izgzg

da 20 =4
) nn§w£>mmeﬁnwmﬂzm@{§”d $$§i$%
3 Fiir A~ 1) mit i € {5,10}:  bc) = { (Zf((j) Ei - ig((z))
4 Fiir A7 (1] ): bolc) = { (S)W(C) g ; ; im
5 Fiir A g ): bs(c) = { (E)SO(C) g . jé iggzg
6 Fiir \7)( g ): bs(c) = { (%)QO(C) i ¢ - iggzg
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6 Die Determinante der
Streumatrix fiir ['(p)

Um die Determinante der Streumatrix zu einer Hauptkongruenzgruppe I'(p) mit
p € N zu bestimmen, versuchen wir zunéchst, die Streumatrix so weit wie mog-
lich zu diagonalisieren. Zu den r = (p—i—l)p%l Spitzenklassen in S, := I'(p)\P!(Q)
wéahlen wir ein vollstdndiges Reprasentantensystem S(I'(p)) = {s1,...,5,}, so
daft die Streumatrix eine r x r—Matrix ist. Wir werden sehen, daf wir sie bis
auf einen (p — 1) x (p — 1)—Block diagonalisieren kénnen.

6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer
Dimension

In Kapitel 4 haben wir p%l + 1 verschiedene Bildungsgesetze fiir die Anzah-

len der Doppelnebenklassen mit festem ¢ € N links unten bestimmt, die wir
mit ihrer Nummer in F,/{£1} identifiziert haben. Anschliefend haben wir eine

Abbildung:

(h.h) f

F: S,x5, X, XX, — F,/{£1}
( | |u ) . B od
y o v — uy mod p

konstruiert, die zwei Représentanten s;, s; der Spitzenklassen [s;], [s;] die Num-
mer des entsprechenden Bildungsgesetzes b;; zuordnet. Damit kodiert IF,,/{£1}
die folgenden Bildungsgesetze:

Wir haben die Spitzen von I'(p) nach den Fasern von A sortiert. Da jede der
p+1 Fasern genau ’%1 Spitzenklassen enthélt, ergab dies eine Blockstruktur fiir
die Streumatrix mit (p + 1) x (p + 1) Blécken der Grége (2% x 1), Anhand
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

der Eigenschaften von F' haben wir gesehen, daf die (25% x p%l)—dimensionalen

Blocke auf der Hauptdiagonalen die Gestalt:

haben. Die anderen (7%1 X p%l)—dimensionalen Blocke enthalten in jeder Zeile
und in jeder Spalte die {ibrigen 7%1 Bildungsgesetze. Da die Gegendiagonale in
jedem Block wegen der Struktur von F' immer dasselbe Bildungsgesetz enthélt,
werden die Bildungsgesetze nach links durchgeschoben. Jede Nummer kann in

der oberen linken Ecke stehen, so dafs wir p%l verschiedene Blocke erhalten:

by by o bpay by
2 2
by by .- bp%l by
Uy =
bpifl bl bp*l 2 bpfl 1
b2 b3 b% bl
bs by by by
(%) =
bioby o buay bus
bos bt b, buo
by by oo bpa_, bpa
2 2
- _ . .
2
bot g bea o boay b,

In unserer ((p+ 1)2%* x (p 4+ 1)2)—dimensionalen Matrix B der Bildungsge-
setze von I'(p) sind in jeder Zeile und jeder Spalte p+ 1 dieser Blocke geméf den
Eigenschaften von F' angeordnet. Wenn wir jeden dieser Blocke mit seiner Be-
zeichnung entsprechend der Nummer des Bildungsgesetzes in der linken oberen
Ecke identifizieren, erhalten wir eine ((p + 1) x (p 4+ 1))—dimensionale Matrix
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6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer Dimension

U der Gestalt:

Up U1 U1

uy ug Ul

Uy Ul U

uyp U2 U
U =

uyp Ul U2

Uy
U2

U1

Ug

u3

U1
u3
U2

u1

U1

u3

U2

p—1
2

p—1
2

U U1 ur u
Up—1 us U2 U1
2
Up—1 Up—1 us u9
2 2
. Up—1 Up—1 us
2 2
us (5 uy U

Durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte erhalten wir einen (p X p)-
dimensionalen Block mit nach rechts durchgeschobenen Eintragen, den wir mit

U, bezeichnen:

ug Ul

up uo

Uz Ul
U, =

Uy U2

U2
Uy

Uuo

u3

u3
U2

Uy

Up—1
2
uS ..
U2 us
p—1 p—1

2

2

Up—1 us U2 U1
2
Up—1 Up—1 us us
2 2
. Up—1 Up—1 U3
2 2
us U2 uir  ug

Jetzt wollen wir U so weit wie mdglich diagonalisieren. Um die dabei entstehen-
de Gestalt zu beschreiben, sind einige Vorbemerkungen nétig: Sei w € C eine
n—te primitive Einheitswurzel:

Dann gilt:

6.1 Definition:

—_ = =

Zn: Wk =0.
k=1

Wir definieren folgende n x n— Matrix:

€ =

€ &
w
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

27

fiir die n—te primitive Finheitswurzel w = e .

Die Determinante dieser Matrix hat die Form einer Vandermonde-Determinante
und berechnet sich folgendermassen [Fis79:

det T, = H (W' — w?).
0<i<j<n—1
Anstatt dieses Produkt weiter zu vereinfachen, bestimmen wir die Determinante

hier mit folgendem Lemma:

6.2 Lemma: Fir T,, = (t;j)1<i j<n wie oben definiert und T, = (tij)1<ij<n mil
den komplex konjugierten Eintrigen von T,, gilt:
T.T, = nE,.

Beweis:
Die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren:

Tn = @j)lgi,jgn = TnTn

1 1 1 e 1 1 1 1
1w S L 1wt w2 . (D
1 wn_l w2(n_1) oo (w(n_1)2> ]_ wf(nfl) wiQ(nfl) . e (wf(n71)2)
Fiir die einzelnen Eintrage von T, erhalten wir:
tu=nundty; =0fir2<i<n
tog=0und teg =1 +ww '+ - +w" lw D und ¢, =0fiir3<i<n
und so weiter. O
6.3 Korollar: Fiir die Determinante von T,, folgt:
det(T;,) = £(v/n)".
Beweis:
Mit Lemma 6.2 erhalten wir:
det T, det T,, = n™.
Aus der Formel der Vandermonde-Determinante folgt wegen w = w™!:
detT, = [I @ —w) = [T @Y —w)
0<i<j<n—1 . A 0<i<j<n—1
= (@) I (W-u)
0<i<j<n—1
= detT,.
Damit ist die Determinante von 7,, bis auf das Vorzeichen bestimmt. O

Wir erhalten einige Eigenschaften:
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6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer Dimension

1. T, ist invertierbar
2. | det \/LETTJ =1

3. (T = £l also T, = 1T,

Uber Dirichlet-Charaktere modulo n:
X: Z/nZ — C*,
die durch folgende Eigenschaften definiert sind [IR90]:
1. x(m+n) = x(n) fir alle m € Z
2. x(km) = x(k)x(n) fir alle k,m € Z
3. x(m) #1 & ggt (m,n)=1firme7Z

konnen wir die Matrix T}, einfacher ausdriicken: Fiir n = [[\_, pl ist Z/nZ
direktes Produkt der zyklischen Gruppen Z/ péiZ und zu jeder dieser Gruppen

existieren p! Charaktere [IR90], so dak wir als Charaktergruppe Z/nZ zu Z/nZ
erhalten:

ZInZ = {X1,- - Xn}-
Fiir die Charaktere gilt: -

xj(m) =e n
Damit ergibt sich die Matrix T,, als:

T = (xi(4))1<ij<n-

Mit dieser Matrix iibertragen wir Lemma 3.6 aus einem Artikel von Elstrodt,
Grunewald und Mennicke [EGMS85| in unsere Notation:

6.4 Lemma: Sei G = {q1,...,gn} eine endliche multiplikative abelsche Gruppe
mit Charaktergruppe G = {x1,...,Xxn} und sei f : G — C eine Abbildung.

Dann ist die zyklische Matriz (f(g; ' g;))1<ij<n unitir dquivalent 2u der Diago-
nalmatric D mit den Diagonaleintrdgen:

Dy = Z f(gi)xx(9:)

fir1 <k <mn, also:
(f(g: '99))1<ij<n = T DT,
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

und:
n n

det((f(gi_lgj)hgi,jgn) = H Z f(a)xr(gr)-

k=1 l=1

Wir benutzen dieses Lemma, um fiir die Teilmatrix U, von U eine unitdre Aqui-
valenz zu zeigen:

6.5 Lemma: R:=T,U,T, " hat Diagonalgestalt mit:
p-1

Ry = ug + Z wi(W +w™)
=1

fir0<k<p-—1.

Beweis:

Wir zeigen die Behauptung durch Riickfithrung auf Lemma 6.4:

ZuG :=7Z/pZ = {go,- -, gp—1 } mit zugehoriger Charaktergruppe G= {x0,---s Xp-1}
und M = {ug, uy, . ..  Upt } definieren wir die Abbildung:

f: G — M

) = | o

w;  fir g = +i(p)

Damit erhalten wir:
Up = (f(gi_lgj))()gi,jgp—l-

Da sich M durch g(u;) = i offensichtlich in C einbetten lafst, wenden wir Lemma
6.4 an:
Ri; =0 fiir alle 0 <7,5 <pmit i #j

und:

-1
Ry = Z flgi)xu(g) fir 1 <k <p
1=0
p—1
2

= U+ Z UZ'(Xk(gz') + Xk(g*i))

= UO_'_ZUZW +w™) wegen yi(gi) = WM
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6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer Dimension

6.6 Bemerkung: Da wir die Gruppe G := Z/pZ als G = {qgo, - . ., gp—1} notie-
ren wollen, schreiben wir die p X p— Matriz R als:

R= (Tij>0§i,j§p—1

und die Charaktergruppe G als G = {X0,- -+, Xn_1} mit dem trivialen Charakter
X0 = Xn-

Wir sind eigentlich an einer Diagonalisierung von U interessiert und haben jetzt
eine Diagonalisierung von U, erreicht. Wir werden sehen, daf wir U nur bis auf
einen 2 X 2— Block diagonalisieren konnen, indem wir:

AUA™?

berechnen, wobei A eine (p+1) X (p+1)—Matrix ist, die aus 7}, durch Hinzufiigen
einer Zeile aus Einsen und einer Spalte aus Nullen entsteht:

11 1 Uy U1 Uy 1 -1 0 0
0 U1l 0
D = .
T, : Up Tp_1
0 U1l 0
A U At

Dy Do
Dy Dayy 0
D = Ry
0

Rp-1)p-1)
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

mit:

Dy = wug+puy

p=t p=1
2 2 1 1

D1y = (uo+pui,uo+ w +Zui>-"au0+u1+Zui)(_1>z§>--'75>T
=1 =1

p—1
1 2
= —(uo +pur) + Z—)P(Uo +ur + Zuz>

=1

p—1
2

= (1-pu —i—Zui
i=1

= B-pu+ Zuz
i=2

p p-1
2 2

Dy = (pur,uo+ Y uy...,ug+ »_ u;)(1,0,...,0)7
i=1 i=1

= pur

b=l po1
- : 1 1.,

Doy = (pul,uo+Zui,--.,uo—i-Zui)(—l,Z—?,...,]—?)
=1 =1

p—1
2
= —pui +up+ Zuz
i=1

= —pug + Roo

Damit ist der erste Schritt getan: Wir haben die Matrix U bis auf einen
2 x 2—Block diagonalisiert.

6.2 Riicktransformation auf die Matrix der
Bildungsgesetze

Wir hatten die Matrix U aus der Matrix der Bildungsgesetze erhalten, indem
wir ganze Blocke durch die Nummer ihrer oberen linken Ecke codiert hatten.
Diese Codierung wollen wir wieder riickgingig machen und im zweiten Schritt
die u; durch die entsprechenden (p%l X ’%)—Blb’cke ersetzen. Diese Blocke sind
nicht im eigentlichen Sinn symmetrisch, aber symmetrisch beziiglich der Ge-
gendiagonalen. Diese Symmetrie verhindert eine verniiftige Diagonalisierung, so
daf wir die Blocke zunéchst mit folgender (25 x £23)— Matrix Q p-1 it Deter-

minante det(Q %) = —1 multiplizieren, die die Matrizen u; um 90 Grad nach
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6.2 Riicktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

links dreht:

Qpr =
2

1

Statt der w; betrachten wir die jetzt so gedrehten Matrizen v;:
U; = Q%um

in denen die Bildungsgesetze nach rechts durchgeschoben werden:

Vo = U,

bos by bos  boa,
V1 =

bl b2 bpgl—l bpgl

b by bo—r , Dot

2 2

bot by bot 5 baot g
(%) =

bg b3 bpi—l b1

2

und so weiter.
Auch auf diese Matrizen wenden wir jetzt Lemma 6.4 an, indem wir (21)—te

27
Einheitswurzeln verwenden: Sei 0 = e 2 eine (
zel und wir zeigen:

p—1

5~ )—te primitive Einheitswur-

6.7 Lemma: Firl <i< p%l hat L(i) := To1v; T, Diagonalgestalt mit:
) 5

e |
L(i) ke = Z filg™)a™"
n=0

firo <k <ot 1.
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

Beweis:
Wir betrachten G := Fy/{£1} = {¢°,¢",... ,g"7 '} mit zugehériger Charak-
tergruppe G = {No, .-, Ap=1_} und M = {by,...,bp-1} und definieren eine
Abbildung: i ’

h: G — M

N bp-1 furn=20
g — 2 .
b, sonst

Damit erhalten wir:

v = fl (gngim)()gn,mg%—l :

Diefir 2<:¢ < ’%1 zu konstruierenden Abbildungen fiihren wir auf f; zuriick,
indem wir folgende Abbildungen definieren:

fi: G — M ‘
gn N fl(gn+z—1)

und erhalten:

Uy = fi<gngim)0§n,m§p—gl—l'

Wir wenden jetzt Lemma 6.4 an:
. . p—1 .
L(i)mn =0 fir alle 0 <m,n < T—l mit m # n
und erhalten fir 0 < k < p%l —1:

p—1_
5 1

Ly = Y filg")lg")

O

6.8 Bemerkung: Wir fassen die Gruppe G := F3/{£1} als G = {g°, ... gt 1}
mit zugehoriger Charaktergruppe G = { Aoy --- /\;72;171} und schreiben daher die

(5% x E2)—Matriz L(i) als:

L(Z) = (L(i)nm)ogn,mg%l—l’

Den Fall vy betrachten wir gesondert:
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6.2 Riicktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

6.9 Lemma: L(0) := T%UOT,;1 hat Diagonalgestalt mit:

L(0)oo = Btby  und L(0)g, =0
firl <k<?ot-—1.
Beweis: )
Wir betrachten wie in Lemrfl\a 6.7 G .= Fy/{x1} = {¢°,¢",... ,g°7 } mit zu-
gehoriger Charaktergruppe G = { o, ..., )\;12;1_1} und M = {by,... ,bp%1} und
definieren die Abbildung:
fo: G — M
g" +—— bo.

Damit erhalten wir:
Vo = fo(gng_m)ogn’mg%_l.

Wir wenden jetzt wieder Lemma 6.4 an:
-1
L(0)y,n, =0 fur alle 0 < m,n < pT—l mit m # n

undfﬁr()gkgp%l—l:

E—l L*l_l
LOwe = 2020 folg)M(gn) = .20 folgn)o™ wegen Al(g") = o*"
_ PRl g _ A1 g ) Bbe fiir k=0
= 2o boo = b2z (o) _{ 0 sonst

O
Wir haben jetzt fiir 0 < i < 1%1 jeden Block u; durch Multiplikation mit () po1 20

L(i) transformiert und in den vorherigen beiden Lemmata unitéire Aquivalenz zu
einer Diagonalmatrix gezeigt. Um dies in unserer zu diagonalisierenden Matrix
der Bildungsgesetze verwenden zu konnen, bendtigen wir einen Operator, der
uns die dabei verwendeten Matrizen entsprechend vergrofert:
6.10 Definition: X

M,: C- — M(C,)n)

z +— zE,

weisst einer komplexen Zahl z eine n x n— Matriz mit z auf der Hauptdiagonalen
2.

Wir wenden diesen Operator fiir n = ’%1 auf die Eintrdge unserer Matrix:
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

.. . . -1 1 . .
an, so dak wir jedem Eintrag eine (5~ x 2=)—Matrix zuordnen, und definieren

dies als: A
Mp—1(A).

6.11 Definition: Statt der Matriz B der Bildungsgesetze von I'(p) betrachten
wir:

C = M%(A) TQBT™! M%(A‘l)

mit den ((p+ 1)2+% x (p+ 1)) — Matrizen:

Tpr 0
2
. Ty
T := 2
0 Tr-1
2
und:
prl O
~ prl
Q= :
0 prl

Unsere bisherigen Uberlegungen fithren zu folgender Darstellung dieser Matrix:

LO) +pL(L) (1= p)L() + X7 LG)
pLO) L)~ pL() + S5 LG) 0

mit:
C(k) := L(0) + Z L(1) (k4 w™*)

fir 1 <k < p-—1, wobei die L(7) fir 1 <k < ’%1 nach Lemma 6.7 folgende
Diagonalgestalt haben:
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6.2 Riicktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

mit:

Z filg™)a"

fir 0 < g”T—lund

L(0)oo = Z2by  und L(0); =0

2

fiir 1 <7< 21 —1. Damit sind die C(k) also diagonale (2 x pT) Matrizen
und wir untersuchen jetzt C(k);; fir 1 < k < p—1und 0 < j < p%l -1
genauer:

Ck)n = 11+ZL i1 (W + w™)

p—1 p—1_q
p—l 2 . s 3
= 50+Z(wk +Wk)(z fi(g"))
i=1 n=0
—1 . . . =
- p2 bo+2(w’“+w_k’)(2bi)
i=1 n=1
p=l pol
-1 2 2 . ,
= b+ Y bW +w ™)
n=1 i=1
P—1,
= bo— Y b
P>

und:

C(k)ys = L(0)2 + Z L()aa(w* + w™)
= 0+§w Wk Z filg
P
%w ok Z filg™1)e®)
i=1
%w o Z bpitmod 2520°")
i=1
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

Wir wihlen als Reprasentantensystem modulo ;%1 die Menge {1,..., 1%1}, da
fl(gn) € {bl, e ,prﬂ}.

Die letzte Summe enthilt alle Bildungsgesetze by, ...,bp-1 und wir sortieren

diese Summe entsprechend um: Der Koeffizient von b; enthéilt alle Summanden
mitn+i—1= 1mod’%1, also mit n = 2—z'modp%1

p—1
2

c(k,2); = Z(wki + w*ki)a%%i).

i=1

Allgemein enthélt der Koeffizient von b; alle Summanden mit:

1 _
n+i—1£jmodp2 ,  also mit nEj—z'—l—lmodp

so dak sich die Gesamtdarstellung folgendermassen vereinfachen laft:

1

2

C(k)QZ = Zc(k’ 2)nbn

n=1

S
|

mit:
p—1

2

C(k, 2)n _ Z(wkz + w_ki)0'2(n+1_i).

i=1
Wir kénnen aus jedem Koeffizienten c¢(k, 2); ausklammern:

p—1

2

C(]{},Q)n _ Z(wkz +w—ki)02(n+1—i)

i=1

_ 2 I)ZW 4 ki g22)
= o207 Y¢ (k:2)

Damit haben wir folgendes Lemma gezeigt:

6.12 Lemma: Firl <k<p-—1undl<j<Zt—1 git:

p—1
2
> (k. j
n=1
mit:

C(kvj)n = C(kaj)1Xj(n_1)
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6.2 Riicktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

fiir 2 <n < 2L und ek, j)1 = Y., 2 (W + w*)0IC=). Fir den ersten Diago-
naleintrag gilt:

p—1 p—1
1 1
(k) = - b= 3k, 0),b, = L b= b,
n=1 n=1

mit:
c(k,0), = xo(n—1)
fir2<n< ’%1 mit dem trivialen Charakter xo und c(k,0); = 1.

Mit diesem Lemma verstehen wir alle Eintrdge auf der Diagonalen von C au-
fserhalb des (p+ 1) x (p 4+ 1)—Blockes oben links:

4g:<L®HmMD u-mun+zf@@>>
pL(1) L(0) — pL(1) + 3,2 L(i)

Um die Determinante dieser Teilmatrix zu bestimmen, addieren wir zunéchst
das (—1)—fache der ersten 7%1 Zeilen zu den p%l zweiten Zeilen, ohne dabei den
Wert der Determinante zu dndern:
K= [ LO)+pLO) (1=p)L()+ 3,5 L) :(M
—L(0) L(0) — L(1)

Jeder der (’%1) X (’%)—Blécke hat nach den bisherigen Uberlegungen Diago-

nalgestalt und wir nummerieren wieder ausgehend von 0:
K(1,1) == (K(1, 1)ij)0§i,j§p7*171

und analog fiir die anderen Blocke. Dartiberhinaus hat L(0) nur in der oberen
linken Ecke einen Eintrag ungleich Null, so dafs sich fiir die Determinante eine
Laplace-Entwicklung nach der (2% + 1)—ten Zeile anbietet mit nur zwei Sum-
manden ungleich Null.

det K =
K(l7 1)11
K(1,1) o1

(—1)2F"2 K(2,1)go det 0
K(2,2)11

K(2,2) 0101
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

K(la 1)00 *

ERICICNEY K1)z
+( 1) 2 K(2,2)00 det K(2,2)11

K(2,2)p-1p2

Wegen der Null auf der Hauptdiagonalen des ersten Summanden benétigen wir

fiir die Determinante nur den zweiten Summanden. Wir bestimmen zunéachst
die Eintrdge K(1,1)q, ..., K (1, 1)%%, K(2,2)11,...,K(2, 2);,7_1;,7_1 und den
Koeffizienten K (2,2)go. Mit:

p=l_g
L(L);; = > Alg"e™
n=0

251
_ E jn
- anrlfl mod%_lo-
n=0

p—1
2

= Zaj"bn

n=1

L(0)go = &ty und L(0); =0

erhalten wir:

., =
K(1,1)0 = p2 bo+pY by
n=1
p—1
K(].,].)H = pZJ”bn
n=1

p—1

p—1
2
n=1

2
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6.3 Reihendarstellungen

K<2,2)11 = —Zgnbn

n=1

K(2, 2);;%1;;7—1 = - Z O'(%lil)nbn

2

und:

p—1

-1 2
K220 = “5=bo—> b
n=1

Jetzt haben wir fiir die Matrix der Bildungsgesetze eine Form bestimmt, aus
der wir die Determinante bestimmen konnen.

6.3 Reihendarstellungen

Zu den im vorherigen Abschnitt bestimmten Eintragen der Matrix der Bildungs-
gesetze entwickeln wir jetzt die entsprechenden Reihen. Dazu sind zunéchst ei-
nige Voriiberlegungen erforderlich: Sei x; ein nichttrivialer Charakter der Cha-
raktergruppe von Fx/{£1}. Wir fiihren zu x; fiir s € H mit Res > 1 folgende

L-Reihen ein:
G X;(1)bi(c)
Du()=2. > &
=1 ieFp/{+1}

Da fiir jedes b;(c) = ¢(c) fiir ¢ = £i(p) und b;(¢) = 0 sonst gilt, lassen sich diese
L-Reihen sofort umformulieren zu:

Wir zeigen jetzt, wie sich diese L-Reihen mit dhnlichen Uberlegungen wie im
letzten Abschnitt von Kapitel 2 in die normalen Dirichlet-L-Reihen:

Lyt = >,

umformen lassen, fiir die eine zur Zetafunktion analoge Euleridentitét fiir s € H
mit Res > 1 gilt:
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

und die sich analog auf ganz C fortsetzen lassen [IR90].

6.13 Satz: Seix; ein nichttrivialer Charakter der Charaktergruppe von Fy/{+1}
und s € H mit Res > 1. Dann gilt:

Li.(2s—1)
D (s) = =X — 7
XJ(S) L;zj(QS)
Beweis:
— X(0)e(e) Xi(@ela) | Xi(@®)e(d?)
):ZJT: H(1+ ’ 2s + ’ 4s +)
c=1 ¢ q prim q q
0o k k s
Mit Ag;q(s) = 22510 % Y reo Xj(qg—kf(q folgt:
X
Z T 625 H AX]q
c=1 q prim

Nach Lemma 2.23 gilt ©,(T) := > "2, o(¢")T* = % fur |¢T| < 1.

Fir T = x;(q)q™% folgt qxf(sq)
anwenden:

< 1, da s > 1, und wir kébnnen Lemma 2.23

M(s) = O,y *) = {20

und insgesamt:

YA T
25 o~ 1-2s
c=1 ¢ q prim 1 X] <C)q
1 = —2s
- H _ < 125 H (1=x,(c)g™)
q prim 1 X <C)q q prim
. L)Zj (28 — ].)
L;(]. (28)

Wir erweitern diese Uberlegungen auf den trivialen Charakter, fiir den wir wegen
der verschiedenen Bildungsgesetze zwei Reihendarstellungen definieren:

6.14 Satz: Sei o der trivialer Charakter der Charaktergruppe von Fr/{+1}
und s € H mit Res > 1. Dann gilt:

D(0)g(s) = Z b(;gf) - C(?é;)l) pstZi 1

c¢=1,c=0(p)
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6.3 Reihendarstellungen

Beweis:

—  bo(c)
D(O)g(s) = > 2
c=1,e=0(p)
& Al
o Z C2s
¢=1,c=0(p)
2
= plZn(s) nach Satz 2.25
p_

2p ¢(2s—1) p—1
p—1 ((2s) p*—1

6.15 Satz: Sei xo der trivialer Charakter der Charaktergruppe von Fr/{£1}
und s € H mit Res > 1. Dann gilt:

D))= 3 £ _ sV =y

X0 25 __ 1°
c=1,c2£0(p) C(QS) p 1
Beweis:
— ()
D(1)s,(s) =
c=1,c£0(p)
= Zi nach Satz 2.24
((2s = 1)p* —p
C(2s) p*—1

a

Damit kénnen wir aus jedem Eintrag der umgeformten Matrix der Bildungsge-
setze:
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

die entspechenden Reihen entwickeln:

2. C'(k)o
Z()

c=

o(c)

CQs

1

—_

fir 1 <k<p-—1und:
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> ]_, 1)00(0)

y M

c=1

C2s

oo p— lb 2
c(k,0), Z ol bn(C

c(k, 0)1(

C(k?,O)l

'E
;..

. 1D(0)>zo($) — D(1)g,(s))
(25 —1) p* —p*
((2s) p*-1

b in Y x;(n —021)1%(0)

c=1 n=1

el 30 30 )

c=1 n=1

c(k; 7)1 Ds; (s)

C(k7])1

Ly, (25 —1)
_ ]%D(O)XO(S)‘i‘pD(l)f(o(s)
C(2s — 1) p*+l — 2p + p?
((2s) p*—1
pD)Zj <S>
Lg (25 —1)
Lf(]’<23)
_ 7%11)@)20(3) + pD(1)z,(s)
C(25 — 1) p¥+! — 2p 4 p?
¢(29) p* =1
p%lD(O)XO(S) D(1)z(s)
(2s—1)p°—p
¢(2s) p*-1



6.3 Reihendarstellungen

Die Determinante der Reihendarstellung unserer umgeformten Matrix C' ergibt
sich jetzt als Produkt der oben aufgefiihrten Faktoren, die wir der Ubersicht
wegen wie folgt zusammenfassen:

Fy

Fiir die Determinante der Streumatrix von I'(p) fehlen noch die Determinanten
der Matrizen, die wir beim Umformen benutzt haben.

Wegen:

C:= M%(A) QB 7! Mpfl(A_1>

2
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

nach Definition 6.11 ergibt sich mit:
~ p+1 1
det Q = (detQprl> = (-1t =1
fiir die Determinante der Sterumatrix insgesamt folgender Satz:

6.16 Satz: Die Determinante der Streumatriz von I'(p) hat die Gestalt:

det(@(F(p), 8)) = YFOF1F2F3F4F5

p+1
(25 — 1))1”+1 Ly (25 — 1)
XYZ | Z—r—+> ) -
S ¥ ey
Mt
P -
X = H Hc(kaj)l pz !
k=1 %;
und:
(p+1) 5%
Y = W%F(S_;) ’
I'(s)
und:

S -1 S 2
;o P2 —p>\? P2t 9p 4 p?
! p2s -1 p2s -1 :
Jetzt untersuchen wir den Koeffizienten X néher, in dem wir in obiger Dar-
stellung alle Faktoren aus Fy, F}, Fy, F3, Fy, und F5 zusammengefasst haben, die

aus c(k,j) firl <k <p—1und1l<j < ’%1 — 1 bestehen. Umformen der
Definition von c(k, j); liefert:

ek, = D (W +w )l
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6.3 Reihendarstellungen

wobei X, ein Charakter aus ﬁ;/ {£1} ist. Dies fiihrt uns auf Gauss-Summen
[IR90]:

6.17 Definition: Sei x; ein Charakter aus @p, w=er und j € F,. Dann

heisst:
p—1

;) = > xi ()’

i=1
die Gauss-Summe von F), zum Charakter x;.

Fiir j # 0 und x nicht der triviale Charakter von [, gilt:

9;(x) =x(G o (x)

und beziiglich komplexer Konjugation bestehen folgende Zusammenhénge [IR90]:

9;(x) = x(=1)g; (%)

und:

91 (x)g91(x) = p.

Damit vereinfacht sich unsere Darstellung:
c(k, i) = o ge(x-)

und wir erhalten fir X:

-

k=1 j=1
p 112;1,1 1”;1,1 p—1
= (Il xED T aes)
k=1 j=1 Jj=1
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

_ -1
= H 91(x—)
j=1

p—1

= H 91(X) ;

xevV

wobei das Produkt iiber alle Charaktere ¥ von Fy/{+1} ohne den trivialen

Charakter lauft: R
Vim (R e B/£1} X £ o)

Auf V operiert die komplexe Konjugation, kann dort aber Fixpunkte haben.

Wir zerlegen V' daher als:
Vi=VWuW

mit: R
Vo={x e F/{+1}: X = x}
und:

Vi={x eFp/{£1} X £ -
Dann 1aft sich Vi weiter zerlegen in V;, = W U W, wobei:

W = ‘/1/ ~Y
6.18 Lemma:
A
¥ <\/]3 p2) fiir p=1mod4
(p¥>p_ fiir p = 3mod 4
Beweis:

Da in der Darstellung von X das Produkt iiber alle Charaktere y von Fr/{£1}

ohne den trivialen Charakter lauft, erhalten wir:

p—1

=l g
2

X = | I] &
xXeV

= H g1(x) H 91(x) H 91(x)

XEVo XEW XEW
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6.3 Reihendarstellungen

p—=1_4 p=1l_4 p=1_4 p-l
2 2 2
= H 91(x) H 91(x) H 91(X)
xX€Vo XEW XEW
= | I] 200 I] 9200 I] 9:00 wegen x(—1) = 1 in Fj/{=1}
xX€Wo XEW XEW

%1

— <\/]_?|V°‘p 4 )p_l

Dabei héngt die Anzahl der Fixpunkte unter der komplexen Konjugation von
p ab: Ein Charakter y € V bleibt unter komplexer Konjugation fest, wenn
X(n) € R gilt, also:

X(n)==+1 VnelF;/{£1}

Damit gibt es fiir p = 1mod 4 einen Fixpunkt und fiir p = 3mod 4 keinen. O

Insgesamt lafst sich Satz 6.16 vereinfachen zu:
6.19 Satz: Die Determinante der Streumatriz von I'(p) hat die Gestalt:

det(®(I'(p), 5))

= G(s)C (p2 - _?92;)’9_1 (p%*;; 3p1+ p2)2 (C(ZST;)”)W 11 %

2s
p X;€V

p+1

wobei das Produkt iber alle Charaktere x € V := {x € @;/{il} DX # Xo} lauft
mit:

G(s) = (W;r(li(_;)%)) (1) 25

und:

-1
<\/]3 pf)p fiir p=1mod4
(p%y_ fiir p=3mod4 '

6.20 Beispiel: Wir verdeutlichen unsere Ergebnisse am Beispiel von I'(7), weil
dies die kleinste Primzahl ist, fiir die wir in der Matrix der Bildungsgesetze
alle oben aufgefithrten Strukturen zeigen kénnen. Die 24 x 24 Matrix B mit
den Nummern aller Bildungsgesetze haben wir bereits in Kapitel 4 als Beispiel
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6 Die Determinante der Streumatrix fiir I'(p)

4.14 vorgestellt. Die verkiirzte Matrix B, die jedem Block die Nummer des
Bildungsgesetzes in der linken oberen Ecke zuordnet, hat folgende Gestalt:

Up UL U U U U UL Uy
U Up U Uz U3 U3 U2 Uy
U U Up U U2 U3 U3 U2
Up U U Uy U U2 U3 U3
Up Uz Uz U Uy Uy U2 U3
Up U3 Uz U U Uy U U2
Up U Uz U3 Uz U Up U
Up Up U U3 U3 U2 U Up

ool
I

In dieser codierten Form ergibt sich fiir die primitive 7.-te Einheitswurzel w die
Matrix:

11 1 1 1 1 1 1
01 1 1 1 1 1 1
01 w w w w w W
- 0 1 w?® w* wb w® w w?
- 0 1 w3 ’UJ6 w9 w12 w15 wlS )
0 1 w* w® w2 w'® w20 P
0 1 w w® w® w2 w2 W
0 1 w® w2 w'® wH w0 w3

deren Eintrage sich natiirlich offensichtlich vereinfachen lassen, hier aber wegen
der allgemeinen Form so aufgefiihrt sind. H = TpVTI;1 hat folgende Gestalt:

A
D, 0
H = D,
0
Dg
mit:
A - ug + Tu;  —4ug + 2uqs + 2us
Tuq ug — du + 2ug + 2us

Dy = uy+ (—w® —w* — w0 —w? = Dyl + (W® + w?ug + (w* + w)us
Dy = a+ (W +wuy + (W + w*)uy + (—w® —w* — W — w? — Dug

D3 = wug+ (W +wu + (—w 5—w4—w3—w2—1)u + (W 4 wHus
2

Dy = up+ (W +wduy + (—w® —w? —wP —w? —1)uQ~I—(w —|—w)u5
Ds = up+ (W’ +wHu + (W + wPhuy + (-0’ —w —w? —w? — 1ug
Ds = up+ (—w° —w' —w® —w? — Dy + (0° + wHug + (w0 + w)ug
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6.3 Reihendarstellungen

Riicksubstitution und Drehen der einzelnen Blocke geschieht mit folgenden Ma-

2me
3

trizen, wobei 0 = ¢

I
&

und

0
0
0

Die Determinante der so transformierten Matrix der Bildungsgesetze von I'(7)
laft sich folgendermassen faktorisieren, wobei in Klammern die Vielfachheit an-

gegeben ist:

(8)
(8)
(7)
(1)

ol
L~ ~
=
3~ 4

_

e A
\ivm/W//
— I =~
N~—

I~ I+
I~ —
./.w2bb
L)
|~~~
(Wl?
++ 0+
— - O O
o O S S
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7 Beobachtungen und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Datenbank angelegt mit den ersten 6.000
Untergruppen von I', geordnet nach aufsteigendem Index. Diese Datenbank wur-
de mit verschiedenen in GAP geschriebenen Programmen erzeugt und umfaft
Gruppen bis zum Index 19, von denen ungefahr zwanzig Prozent nur eine Spit-
ze, knapp die Halfte zwei Spitzen und dreissig Prozent drei Spitzen haben. Der
weitaus grofsere Teil dieser Gruppen sind Nichtkongruenzuntergruppen:

Spitzen | Gruppen davon davon
Kongruenzgruppen | Nichtkongruenzgruppen

1 1150 30 1120

2 2627 35 2592

3 1780 9 1771

4 417 9 408

5 26 0 26

| 6000 | 83 | 5917

Die Datenbank charakterisiert alle Gruppen durch ihre Erzeuger, gibt neben
dem Spitzenvektor, dem Vektor der Spitzenbreiten und dem moglichen Level
an, ob es sich um einen Kongruenzuntergruppe handelt, und enthalt fiir viele
Gruppen auch die ersten Eintrige der Streumatrix.

Es gibt Untersuchungen iiber die Struktur der Untergruppen der Modulgruppe
(vergleiche z.B. [Mil69],[Pet71] und [Iwa02]) und Abschétzungen dariiber, wie
viele Untergruppen zu einem vorgegebenen Index zu erwarten sind ([New77|,
[Atk78] oder [MSPO05]|). Dariiberhinaus gibt es eine Datenbank von Cunnings
und Pauli [CP03|, die alle Untergruppen der Modulgruppe mit Geschlecht klei-
ner oder gleich 24 klassifiziert haben. Allgemein gibt es deutlichst mehr Nichtkon-
gruenz- als Kongruenzguntergruppen, wobei es Abschéatzungen fiir die Anzahl
der Kongruenzgruppen mit bestimmtem Index [Pet74] oder Geschlecht [GLP04|
gibt.

Fiir zykloide Gruppen mit nur einer Spitze der Breite w € N l&ft sich die Streu-
matrix mit Satz 3.8 sofort angeben, unabhéngig davon, ob es sich um eine Kon-
gruenzuntergruppe handelt oder nicht. Bei Gruppen mit mehr als einer Spitzen-
klasse miissen wir diese Félle unterscheiden. Zusétzlich zu den Gruppen aus der
Datenbank wurden andere Untergruppen der Modulgruppe untersucht, sobald es
moglich war, ihre Erzeuger anzugeben. So lassen sich z.B. in MAGMA Erzeuger
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7 Beobachtungen und Ausblick

fiir Hauptkongruenzuntergruppen, I'g(n) und andere Klassen von Untergruppen
bestimmen, so daft wir die im Anhang aufgefiihrten GAP-Programme auf diese
Gruppen anwenden kénnen.

7.1 Kongruenzuntergruppen

Fiir Kongruenzuntergruppen ist nach Satz 3.5 klar, daf$ es fiir alle Eintrage der
Streumatrix Bildungsgesetze gibt, die sich durch Aufsummieren der Bildungsge-
setze der zugehorigen Hauptkongruenzgruppe ergeben. Die Bildungsgesetze las-
sen sich also durch Kongruenzen modulo dem Level der Kongruenzuntergruppe
ausdriicken und sind Vielfache der Eulerschen p—Funktion:

kop(c) ¢=0(n)
bij(c) = fple) e =+1(n)

thp(c) c = =+r(n).

Dabei konnen die k; durchaus rational sein, dann kiirzt sich der Nenner gegen
©(c) weg, so daf das Ergebnis eine nichtnegative ganze Zahl ist. Fiir kleine
Spitzenanzahlen haben wir experimentelle Belege dafiir gefunden, daf sich dieses
abstrakte Gesetz deutlich vereinfachen lafst:

Sei A eine Kongruenzuntergruppe mit genau zwei Spitzen, Spitzenvektor S(A) =
[s1 = 00,89 = gaoo] und Spitzenbreiten W (A) = [wq, ws] mit wy > wy. Dann
ist A eine Kongruenzuntergruppe vom Level w; und wsy teilt w; nach Satz 1.14
und Satz 1.16. Bei einer Gruppe mit zwei Spitzen wird die Streumatrix durch
ihren ersten Eintrag vollstandig beschrieben, da sich aus by;(¢) mit Theorem
2.13 der Koeffizient bys(c) ergibt als bja(c) = wyp(c) — byy(c). Dann kénnen auch
bo1(c) = bia(c) wegen der Symmetrie und bes(c) mit Theorem 2.13 bestimmt
werden.

7.1 Vermutung: Sei A eine Kongruenzuntergruppe mit genau zwei Spitzen,
Spitzenvektor S(A) = [s1 = 00, 59 = go00| und Spitzenbreiten W(A) = [wy, wo).
Dann gilt:
= Omod =2
b (c) = wy(c) c mod {2t
(w1 — we)p(c) sonst

7.2 Bemerkung: Flir die ibrigen Anzahlen der Doppelnebenklassen ergibt sich.:

bia(c) 0 ¢=0mod %
P wap(e)  sonst

wop(c) ¢=0mod ot
622(C>:{ 02 () sonst. ’

116



7.1 Kongruenzuntergruppen

Dabei werden keine weiteren Informationen iiber die Gruppe bendétigt, insbe-
sondere scheint sich aus dem Spitzenvektor zu ergeben, welche Spitzen von I'(n)
unter A dquivalent werden. Bisher hat sich dieses Bildungsgesetz ebenso wie die
weiter unten aufgefithrten allen Beweisversuchen widersetzt, so dafs wir es hier
nur als Vermutung auffithren. Fiir den Fall, daf w; eine Primzahl ist, bewei-
sen wir dieses Gesetz im néchsten Unterabschnitt, eine Verallgemeinerung auf
beliebige wy, wo ist aber bisher nicht gegliickt. Ahnliche Gesetz lassen sich fiir
Gruppen mit gleichen Spitzenbreiten angeben, wobei die Kongruenzen beziiglich
den Teilern der Spitzenbreiten formuliert werden.

Auch fiir Kongruenzgruppen mit mehr als zwei Spitzen vermuten wir &hnlich
strukturierte Bildungsgesetze. Wir geben hier noch eine Vermutung fiir Gruppen
mit genau drei Spitzen an, deren Spitzenbreiten gewisse Teilbarkeiten erfiillen.
Sei A eine Kongruenzuntergruppe mit genau drei Spitzen, Spitzenvektor S(A) =
[s1 = 00,89 = 200,53 = g300] und Spitzenbreiten W(A) = [wy, we, ws] mit
wy > we > ws. Dann ist A eine Kongruenzuntergruppe vom Level w; und wir
haben beobachtet, daf (we + w3)|w; folgt.

7.3 Vermutung: Sei A eine Kongruenzuntergruppe mit genau drei Spitzen,
Spitzenvektor S(A) = [s1 = 00,89 = ¢200,83 = g300] und Spitzenbreiten
W(A) = [wy, we, ws] mit wy > wy > w3 und (we + ws)|wy. Dann gilt:

| wip(e) ¢ = 0mod L

ble) = { (w1 — (wg + ws3))p(c)  sonst ’
0 ¢ = 0mod —*¢

bi2(c) = { w0y sonst wa w3
0 ¢ = 0mod —&

bis(c) = { Ws sonst. R

7.1.1 Nochmal T'y(p)

Sei A eine Kongruenzuntergruppe vom Level p mit genau zwei Spitzenklassen
unterschiedlicher Breite, also S(A) = [s1, so] und W(A) = [wy, we] mit wy > ws.
Dann gilt nach Satz 1.16 w; = p und w, teilt die Breite wq, so dak wy, = 1
gelten muf. Bis auf Konjugation sind die einzigen Gruppen mit zwei Spitzen
und Spitzenvektor [p, 1] die in Abschnitt 2.3 betrachteten Gruppen I'y(p), fiir
die wir jetzt die dort konstruierten Bildungsgesetze analog zu Vermutung 7.1
formulieren und hier beweisen.

[o(p) hat zwei Spitzen s; = oo und sy = 0 der Breiten w; = 1 und wy = p.
Damit wir den Satz in der aufgestellten Form anwenden kdnnen, miisste die
Spitzenklasse von oo die grofere Breite haben und dafiir miissten wir T'g(p)

entsprechend konjugieren: Mit g, = (973!) € T hat g5 'To(p)gs die Spitzen
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s1 = oo und s; = 0 der Breiten w; = p und wy = 1. Um jetzt aber weiterhin
mit ['g(p) rechnen zu koénnen, formulieren wir Vermutung 7.1 statt fiir s; = oo
fiir s = 0 mit wy > w; entsprechend um:

7.4 Satz: Fir T'y(p) bestimmt sich das erste Bildungsgesetz als:

¢) ¢ =0mod
bia(c) :{ g() sonst g ’

Die in I'y(p) enthaltene Hauptkongruenzuntergruppe I'(p) hat den Index p =
p(p+ 1)7’%1 und besitzt in I" genau r = (p+1)p%1 Spitzenklassen, die alle dieselbe
Breite p haben. Von diesen r Spitzenklassen in I'(p) seien 7 und ry die Anzahlen
derjenigen Spitzen von I'(p), die in T'y(p) zu s; beziehungsweise sy dquivalent
werden. Es gilt also r; + ro = r und S(I'(p)) ldsst sich anordnen als:

S(T(p)) = [s1,-- -1, 53, 55']

mit s ~ro(p) Si- Diejenigen Spitzen von I'(p) , die in I'g(p) zueinander dquivalent
werden, haben offensichtlich dieselbe relative Spitzenbreite v/ in To(p), die sich
nach Definition 3.1 und Bemerkung 3.2 bestimmt als die Breite der Spitze in I"
dividiert durch die Breite der Spitze von I'g(p) in I':

vfzﬁzp und vgzﬁzl.
w1 Wao
Wir erhalten: )
Co(p) : T'(p)] = >5Livi = pn
= YL v = T

Mit Hilfe der Gradformel:

[T :T(p)] = [I': To(p)][To(p) : T'(p)]

bestimmen wir die Anzahlen r; und 75 derjenigen Spitzen von I'(p), die in I'y(p)
zu s1 beziehungsweise sy dquivalent werden:
2 p—1

—= Rt — e
p= (wy + wy)pry T p(ws + w3) 5

und:

p p—1
= (W1 +wa)rg <& 19 = = .
n=(wn 2)72 2 w1 + Wa b 2

Jetzt betrachten wir eine andere Aufteilung der Spitzen von I'(p), ndmlich nach
den Fasern:

) ] :
AN = Al e P :

Il
i
<8
m
=
5
=33
ISERSS

0
yt(p),y Z0(p)}, te€{0,1,....p—1}
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7.1 Kongruenzuntergruppen

der Abbildung:
X: T()\PHQ) — Pi(F,)
I e e
— =
y y|, |ymodp
aus Kapitel 4. Fiir die zugehorigen Bildungsgesetze ergibt sich nach Abschnitt
4.2:

e AT([3]) = e )_{ gplso(c) Sojsgmodp
sf=[2 e ([1]) = bie ){ g() = kymody

Mit Satz 3 5 lasst sich das Bildungsgesetz b1 (c) von I'y(p) aus den Bildungsge-
setzen b/t von To(p) berechnen als:

U1b11 Z b

mit v¥ = p. Um die zugehdrigen Bildungsgesetze aufsummieren zu kénnen,
benotigen wir eine experimentelle Beobachtung fiir die Spitzen einer Faser von
A: Wenn eine der Spitzen einer Faser I'g(p)—&quivalent zu einer Spitze s; wird,
dann folgt dies auch fiir alle anderen Spitzen dieser Faser. Wir formulieren diese
Aussage hier fiir die Spitze oco:

7.5 Lemma: Sei s € A"Y([}]). Dann existiert ein v € To(p) mit yoo = s,
d.h 8? Npo(p)

Beweis:
Aus sb = [;j] € )\_1([ 1) folgt y = Omodp und nach Satz 1.10 existiert ein
g] € I' mit g o0 = s], wobei gj die Gestalt g] = (“’y': 2) hat. Wegen y = 0 mod p

folgt ~ := g] € To(p). O

Die Beobachtung, daf aus der A—Aquivalenz einer Spitze sf von I'(n) zu einer
Spitze s; von A dieselbe Aquivalenz fiir alle anderen Spitzen derselben Faser
folgt, haben wir fiir echte Obergruppen von Hauptkongruenzuntzergruppen mit
genau zwei Spitzen zwar gemacht, aber nur fiir den Fall von A = T['y(p) zeigen
kénnen. Auch andere Beweisansétze liefsen sich bisher nicht auf alle Gruppen
iibertragen.

Insgesamt haben wir | = ’%1 Spitzen von I'(p), die unter I'y(p) dquivalent zur
Spitze s; = oo werden. Nach obigem Lemma sind andererseits zumindest alle
Spitzen der Faser A7Y([§]) unter Ty(p) dquivalent zur Spitze s; = oco. Da jede
Faser genau b5~ L Elemente hat, folgt die Gleichheit. Wir kennen jetzt also die
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Spitzen genau und konnen ihre zugehdrigen Bildungsgesetze aufsummieren:

2 _
phi(c) = S vih =5t { (]))Tpl(p(c) ¢=0modp

c¢) c¢=0mod
:p{sO() p

sonst

0 sonst.

7.2 Nichtkongruenzuntergruppen

Fiir Nichtkongruenzuntergruppen A haben wir keine offensichtlichen Untergrup-
pen zur Verfiigung, aus denen wir wie im Fall der Kongruenzuntergruppen Bil-
dungsgesetze konstruieren konnen. Es ist daher naheliegend, dafs es fiir Nicht-
kongruenzuntergruppen im Allgemeinen keine Bildungsgesetze fiir die Eingédnge
der Streumatrix gibt.

Trotzdem haben wir einige Nichtkongruenzuntergruppen A gefunden, deren Bil-
dungsgesetze wir genau angeben konnen. So erfiillen einige Gruppen mit genau
zwei Spitzen unterschiedlicher Breite das in Vermutung 7.1 angegebene Bil-
dungsgesetz. Der Grund bei den von uns beobachteten Untergruppen war, daf A
Untergruppe einer Kongruenzuntergruppe mit genau denselben Spitzenklassen
ist. Fiir solche Gruppen haben wir in Satz 3.9 gesehen, dafs sich die Bildungs-
gesetze von A aus denen von A durch Multiplikation mit dem Index [A : A]
ergeben. So gilt z.B. fiir alle in Beispiel 3.10 aufgefiihrte Gruppen das in Vermu-
tung 7.1 angegebene Bildungsgesetz, weil es fiir die Obergruppe A vom Level 2,

erzeugt von:
0 1 0 —1
G062

efiillt ist. Wir konnen die Nichtkongruenzuntergruppen in zwei Typen einteilen:
Zum FEinen haben wir Nichtkongruenzuntergruppen, deren Spitzenbreiten all
diejenigen Eigenschaften erfiillen, die auch fiir Kongruenzuntergruppen gelten.
Wenn wir wie in Kapitel 1 den erweiterten Level n(A) einer beliebigen Unter-
gruppe A von I' als das kleinste gemeinsame Vielfache ihrere Spitzenbreiten
definieren, so haben diese Nichtkongruenzuntergruppen eine Spitze der Breite
n(A). Wir haben vermutet, daf es fiir einige Nichtkongruenzuntergruppen von
diesem Typ moglich ist, die Bildungsgesetze ihrer Streumatrix als Vielfache der
Eulerschen ¢—Funktion anzugeben. Unter anderem haben wir uns mit folgender
Untergruppe beschéftigt:

7.6 Beispiel: Sei A die Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 7 mit den Er-
zeugern:
0 1 1 -3 1 -1
5 0)-62)6 )
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dem Spitzenvektor S(A) = H(l)] , [;H , dem Vektor W(A) = [6, 1] der Spitzen-

breiten und dem erweiterten Level n(A) = 6.

Zu dieser Gruppe ist es uns aber nicht gelungen, Bildungsgesetze anzugeben.
Unter anderem haben wir experimentell die ersten 2000 Eintrage der Dirichle-
treihen in der Streumatrix berechnet und wir konnten zumindest gewisse Ab-
schatzungen beobachten:

7.7 Beobachtung: Firn e {1,...,6000} gilt:

Sp(c) < bii(c) < 6(c).

Dabei ist die obere Schranke offensichtlich, da fiir die Summe der ersten Zeile
gelten muf:

bi1(c) + bi2(c) = 6p(c).

Wiirde das in Vermutung 7.1 angegebene Bildungsgesetz fiir A gelten, so hétte
b11 die Gestalt:
6¢(c) c¢=0mod6

bu(c) = { 5g0§c§ sonst
Wir haben also beobachtet, dafs die tatsédchliche Anzahl der Doppelnebenklassen
innerhalb dieses Gesetzes schwankt, wobei sich die einzelnen Werte nicht immer
als Vielfache der Eulerschen p—Funktion angeben lassen. Auch die Gleichheit
wird nicht an ohne Weiteres zu klassifizierenden Stellen angenommen, tritt aber
mit wachsendem n immer seltener auf. Speziell diese Untergruppe sollte noch
Gegenstand weiterer Untersuchungen sein.
Zu dem anderen Typ der Nichtkongruenzuntergruppen gehoren solche Gruppen
A, deren Spitzenvektoren keine Spitze mit der Breite des erweiterten Levels
besitzen. Das Beispiel mit kleinstem Index ist die folgende Untergruppe:

7.8 Beispiel: Sei A die Untergruppe vom Index 7 erzeugt von:

o) 5) 6 5

dem Spitzenvektor S(A) = Hﬂ ; [é” , dem Vektor W(A) = [4, 3] der Spitzen-

breiten und dem erweiterten Level n(A) = 12.

Hier vermuten wir, dafs sich zu dieser und anderen Untergruppen von diesem Typ
kein Bildungsgesetz angeben 1afit, aber eventuell ergeben sich auch fiir solche
Nichtkongruenzuntergruppen Moglichkeiten, die Eintrage zumindest abzuschét-
zen - auch wenn dies z.B. fiir Untersuchungen der Determinante der Streumatrix
nicht unbedingt hilfreich ist.
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7 Beobachtungen und Ausblick

Dann gibt es noch die Nichtkongruenzuntergruppen, die sich nach Satz 3.11 teil-
weise wie eine Kongruenzgruppe verhalten. Dann gelten fiir diese Eintriage der
Streumatrix ebenfalls die vermuteten Bildungsgesetze fiir Kongruenzuntergrup-
pen gelten.

7.9 Beispiel: Sei A die Untergruppe erzeugt von

G0 5)E ))

A ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 9 mit dem Spitzenvektor
S(A) = Hé] : B] : BH und Spitzenbreiten W(A) = [6,2,1]. Dariiberhinaus
ist A ebenso wie die in Beispiel 3.10 betrachteten Gruppen mit zwei Spitzen,
Untergruppe der Kongruenzuntergruppe A vom Level 2, erzeugt von

{00 2)

mit dem Spitzenvektor S(A) = HO

} , BH und Spitzenbreiten W(A) = [2,1].

Unter A werden die Spitzen aus den beiden Spitzenklassen [ﬂ und B] von

A zueinander dquivalent. Daher ergeben sich die Bildungsgesetze von A in der
ersten Zeile und damit auch in der ersten Spalte der Streumatrix aus denen
von A und sind Vielfache der Eulerschen p—Funktion. Das Bildungsgesetz in
der oberen linken Ecke der Streumatrix ist das Dreifache des entspechenden
Bildungsgesetzes von A aus Vermutung 7.1, da [A : A] = 3. Fiir die anderen
beiden Bildungsgesetze der ersten Zeile bestimmen wir die relativen Spitzen-
breiten wi = 2 und w3 = 1 und erhalten damit die Bildungsgesetze als die
entsprechenden Vielfache von:

bo(c) — 0 ¢ =0mod?2
A7 o) sonst ’

also hier:

6p(c) ¢=0mod 537, also ¢ = 0mod 2
3p(c) sonst
0

i = {

c= Omod%, also ¢ = Omod 2
2p(c) sonst ’
{ 0 c¢=0mod 5%, also ¢ = 0mod 2

PERE
©(c) sonst

bis(c) =
bis(e) =

Diese Bildungsgesetze entsprechen der Vermutung 7.1, angewendet auf diese
Nichtkongruenzuntergruppe.
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8 Anhang: Programme

Ein Ziel dieser Arbeit war es, die Streumatrix fiir Untergruppen der Modulgrup-
pe am Computer zu realisieren.

Dazu wurden zunédchst Programme entwickelt, die fiir eine vorgegebene Unter-
gruppe A von PSL(2,7Z) mit endlichem Index ein Reprisentantensystem der
Spitzen und ihre Breiten bestimmen und dann die fiir die Streumatrix beno-
tigten Anzahlen der Doppelnebenklassen bis zu einer bestimmten Grenze be-
rechnen. Diese Programme sind unabhéngig davon, ob es sich bei A um eine
Kongruenzuntergruppe handelt oder nicht.

Ein weiteres Programm entscheidet, ob A eine Kongruenzuntergruppe ist.

Die hier aufgefiihrten Programme wurden in GAP realisiert und kénnen ne-
ben weiteren Programmen und Beispieldateien von meiner homepage ckeil.de
heruntergeladen werden.

8.1 I'=PSL(2,Z) erzeugen

H Bt B R B R R R AR R R R RH R H AR RE b
# ' als freie Gruppe mit B=G.1, S=G.2

B R R R R R R R R R R R A R R R R R R
F := FreeGroup( "B”, "S” );;
# Relationen
= F /| F.1IA2)F.2A3];;
B:=G.1;; S:=G.2;;
# hdufig benutze Matrizen
BB::HOvl]’['l?O”;;
SS::[[OalL['lvl]];;
T:=SA2*B;;
TT:=Matrixdarstellung(T);;

8.2 Darstellung einer Matrix als Produkt aus
Erzeugern von I' und umgekehrt

B B R R A R SR B
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8 Anhang: Programme

ff Proc_ Matrix2Wort
# Funktion, um eine gegebene 2 x 2 Matrix als Wort in B und S darzustellen

S R A R A R SR R B
Wortdarstellung: =function(A)

124

local Wort A help;
Wort_ A:=BA2*BA2;;
while (A[1][1]<>0 and A|2][1]<>0 and A[1]|2]<>0 and A[2][2]<>0) do
if A[1][1]<0 then
A:=BBA2*A;;
Wort _ A:=BA2*Wort _A;;
elif A[2][1]>0 and A[1|[1]>=A]2][1] then
A:=BBA2*BB*SS*A;;
Wort  A:=BA2*B*S*Wort _A;;
elif A|2][1]>0 and A[1]|[1]<A[2][1] then
A:=BBA2*BB*SSA2*BBA2*A;;
Wort_ A:=BA2*B*SA2*B*B*Wort_ A;;
elif A[2|[1]<0 then
A:=BBA2*BB*SSA2*BB*A;;
Wort_ A:=BA2*B*SA2*B*Wort _A;;
fi;
od;
if A[1][1]=0 and A[2][1]=1 then help:=BA2*B*((SA2*B)AA|[2][2]);;
elif A[1][1]=0 and A[2|[1]=-1 then help:=B*((SA2*B)A(-A[2]|2]));;
elif A[2]|[1]=0 and A[1][1]=1 then help:=(SA2*B)AA[1][2];;
elif A[2][1]=0 and A[1|[1]=-1 then help:=BA2*((SA2*B)A(-A[1][2]));;
elif A[1][2]=0 and A[1][1]=1 then help:=BA2*B*((SA2*B)A(-A[2][1]))*B;;
elif A[1][2]=0 and A[1]|[1]=-1 then help:=B*((SA2*B)AA[2][1])*B;;
elif A[2][2]=0 and A[2]|[1]=1 then help:=BA2*((SA2*B)AA[1][1])*B;;
elif A[2][2]=0 and A[2]|[1]=-1 then help:=((SA2*B)A(-A[1][1]))*B;;
fi;
Wort_ A:=((Wort_ A)A-1)*help;;
return Wort _A;
end;;
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8.3 Die Spitzenmenge S(A) und den Vektor der Spitzenbreiten W (A) bestimmen

e oo ftehdoehfosdeoshdotehedetobdeahdeehtabdehahdobbehbehabebiihdubbi b
# Proc_ Wort2Matrix

# Funktion, um eine Matrix A gegeben in B und S als 2x2-Matrix darzustellen
oo tohosohfosdeshdotehodedodetahdehchabdehahdobbehcabehabebiihdubbi b
Matrixdarstellung:=function (A)
local help;
if A=«identity ...>then help:=BA2*BA2;
else
help:=A;
help:=ReplacedString(String(help),"B","BB");
help:=ReplacedString(String(help),SS",SSS");
help:=FEvalString(help);
if (help[1][1]<0) then help:=-1*help;

fi;
fi;
return help;
end;

8.3 Die Spitzenmenge S(A) und den Vektor der
Spitzenbreiten W(A) bestimmen

bbbtttk bbbt b

# Diese Prozedur bestimmt fiir eine durch ihre Erzeuger gegebene Untergruppe
t A <;I' die Spitzenmenge S(A) und die Spitzenbreiten W (A)
R R R R AR R AR R R
# Bestimmung der Restklassen RC von A \ I' und Repraesentanten
RC:=RightCosets(I',A);;
RC_ Anzahl:=Length(RC);;
Repraesentanten:=List([1..RC _Anzahl],i->1);;
for i in [1..RC_Anzahl| do
Repraesentanten|i]:=Representative(RCli|);;
od;
f Bestimmung der n_i
n:=List([1..RC_Anzahl|, i->1);;
foriin [1.RC_Anzahl] do
if (String(Repraesentanten|i])=“<identity ...>“)=true then
Repraesentanten|i|:=BA 2;
fi;
while (Repraesentanten[i]*TA nli|*Repraesentanten|i|A (-1) in A) =false do
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8 Anhang: Programme

nlil:=nli]+1;;
od;
od;
fBestimmung des kleinsten gemeinsamen Vielfaches der n_i
help:=n|[1];;

for i in [2..RC_ Anzahl| do
help:=LemInt (help,nli]);
i=i+1;
od;
kgv _n:=help;;
fRepraesentatensystem fuer A\ I'/T'y, bestimmen, indem diejenigen Elemente
t aus dem Repraesentantensystem fuer A \ I' gestrichen werden, die modulo I',
# uebereinstimmen
s_help:=List(|1..RC_ Anzahl|, i->1);;
for iin [1..RC_ Anzahl| do
for lin [i+1..RC_ Anzahl| do
for jin [1..kgv n] do
if (Repraesentanten|i]*TA j*Repraesentanten|l|A (-1) in A)=true then

s_ helpll]:=0;
else j:=j+1;
fi;
od;

od;
od;
fRepraesentatensystem fuer A \ I' /T, zusammenfassen:
AnzahlSpitzen:=0;;
for i in [1..RC_ Anzahl| do
AnzahlSpitzen:=AnzahlSpitzen+s_ helpli|;
od;
Repraesentanten Spitzen:=List([1..AnzahlSpitzen]|, i->0);;
=135
for i in [1..RC_ Anzahl| do
if s_helpli|=1 then
Repraesentanten Spitzen|j|:=Repraesentantenli|;
J=itL
fi;
od;
f#Spitzenbreiten bestimmen:
fFinde zu jeder Spitze minimals w_ i, so dass g i*TA w_i*g iA -1 in A liegt
Spitzenbreiten:=List(|1.. AnzahlSpitzen|,i->1);;
for i in [1..AnzahlSpitzen| do
while (Repraesentanten_ Spitzen[i|*T'A Spitzenbreiten]i]*
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8.4 Die Anzahlen b;; berechnen

Repraesentanten Spitzenl[i|A -1 in A)=false do
Spitzenbreiten|i|:=Spitzenbreiten|i| +1;
od;
od;
fUmrechnen der g i in die Spitzen: ¢ i*unendlich=s i
help:=List(|1..AnzahlSpitzen|, i->0);;
for i in [1..AnzahlSpitzen| do
help|i]:=Matrixdarstellung(Repraesentanten Spitzenli]);
od;
glistematrix:=help;
fUmrechnen der Repraesentanten s_i der Spitzenklassen
help:=List(|1.. AnzahlSpitzen|, i->0);;
for i in [1..AnzahlSpitzen| do
help[i]:=|glistematrix|[i|[1][1],glistematrix[i][2][1]];
od;
Spitzenliste:=help;

8.4 Die Anzahlen b;; berechnen

B e R R B R S A R R SR R AR RS RE A RH SR RS RE R RE Y
# Diese Prozedur berechnet fiir A die Werte der b_ij(c)

# bis zu einer vorgegebenen Grenze
R R R AR R R R R
# Bereitstellung der benoetigten Variablen
b:=List([1..AnzahlSpitzen]);
for i in [1..AnzahlSpitzen| do
bli]:=List(|1..AnzahlSpitzen]|);
for k in [1..AnzahlSpitzen| do
bli|[k]:=List([1..Grenze|,i ->0);
od;
od;
st bbb
# Schleife ueber ¢
for ¢ in [1..Grenze| do
# Liste der Woerter ueber ¢
W _ e:=List([1..Phi(c)], i->0);;
i:=1;
for a in [1..c| do
if GedInt(a,c)=1 then
# Bestimmung von W _ c[i]:=X(a,c)
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8 Anhang: Programme

Euklid d:=GedRepresentation(Integers,a,c) mod c;;
d:=Fuklid d[1];
bb:=(a*d-1)/c;;
W _ cli]:=][a,bb],[c,d]];;
1i=i+1;;
fi;
od;
dsabdobiebdobbehdohbdehcbdeheabebieehdebboehdhbehchbr b
# Schleifen ueber Spitzenanzahl
for zeile in [1..AnzahlSpitzen| do
for spalte in [zeile..AnzahlSpitzen| do
bsabdobbeebdobbehohbehcbehieabebehdebbhchbehchbe b
t Eintrag blzeile,spalte| bestimmen
# Zuerst Liste aller Woerter von rechts und von links multipliziert mit
f# Potenzen von T bis zur jeweiligen Spitzenbreite
N _ij:=List(|1..Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile|*Spitzenbreiten|spalte||, i->0);;
J=1
for i in [1..Phi(c)| do
for n in [1..Spitzenbreiten|zeile]| do
for m in [1..Spitzenbreiten[spalte|| do
N_ij[j]:=TTA n*W _c[i|*TTA m;
ji=j+1;
od;
od;
od;
# doppelte Matrizen streichen
for i in [1..Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile]*Spitzenbreiten|spalte|] do
for k in [i41..Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile] *Spitzenbreiten|spalte|| do
if (N_ij[i]=N_ij[k])=true then
N ij[k]:=0;
fi;
od;
od;
# Neue Liste aller Woerter mit Potenzen von T multipliziert
# ohne doppelte Eintraege
Doppelte:=0;
for i in [1..Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile|*Spitzenbreiten|spalte|| do
if N_ij[i]=0 then
Doppelte:=Doppelte+1;
fi;
od;
N_ Neu:=List([1..(Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile| *Spitzenbreiten|spalte|-Doppelte)]|, i->0);;
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8.5 Bestimmen, ob A eine Kongruenzuntergruppe ist

k:=1:;
for i in [1..Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile] *Spitzenbreiten|spalte|] do
if (N_ij[i]=0)=false then
N_ Neulk]:=N_ij[i];
k:=k+1;
fi;
od;
# Zachlen: fuer jedes Wort A aus N _Neu ueberpruefen, ob
f g zeile*A*g spalteA -1 in A liegt
N _Boolean:=List([1..(Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile| *Spitzenbreiten|[spalte]-Doppelte )|, i->0);;
for i in [1..(Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile| *Spitzenbreiten|spalte]-Doppelte)| do
help:=glistematrix|zeile|*N _ Neuli]*glistematrix[spalte|A -1;
if Wortdarstellung(help) in A then
N_ Booleanli]:=1;
fi;
od;
# Aufsummieren
help:=0;;
for i in [1..(Phi(c)*Spitzenbreiten|zeile| *Spitzenbreiten|spalte]-Doppelte)| do
help:= help + N_ Boolean]i];
od;
blzeile|[spalte][c|:=help;
bt
# Ende Schleifen ueber Spitzenanzahl
od;
od;
HAR SRR R AR AR R A R Rt
# Ende Schleife ueber ¢
od;

8.5 Bestimmen, ob A eine
Kongruenzuntergruppe ist

B R AR AR AR AR R R

# Diese Prozedur iiberpriift, ob A eine Kongruenzuntergruppe ist,
# und gibt gegebenenfalls ihren Level an.
t Der Algorithmus beruht im Wesentlichen auf einem Artikel von Tim Hsu [Hsu96|.

S R R R R R SR B

cs:=true;
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8 Anhang: Programme

# Bestimmung des moeglichen Levels
N:=Lcm(Spitzenbreiten);
factors:=FactorsInt(N);
lang:=Length(factors);
ee:=0;
m:=1;
for i in [1..]ang| do
if factors|i]=2 then
ee:=ee+1;
fi;
if factors|i|>2 then
m:=m"*factors|i|;
fi;
od;
pbibibbbbhebdabdebdsabtoabtubsbtobtibbsibi bbb
# Kann die Untergruppe theoretisch eine Kongruenzuntergruppe sein ?
# Nach Lemma 1.17 muft es dann eine Spitze mit Spitzenbreite N geben.
spitzentest:=0;
for i in [1..AnzahlSpitzen| do
if N=Spitzenbreiten|i] then
spitzentest:=spitzentest+1;

fi;

od;

if spitzentest=0 then
cs:=false;

ﬁ.

if (spitzentest=0)=false then

HH RS R A R AR R A R b

# Fallunterscheidung bezueglich ee und m

£ N=2A ee*m

f Bestimmung der Restklassen RC von A \ " und der Repraesentanten

RC:=RightCosets(G,D);;

RC_Anzahl:=Length(RC);;

RC_D:=List([1..RC_ Anzahl|,i->1);;

for i in [1..RC_ Anzahl| do
RC_Dli|:=Representative(RCl|i]);;

od;

bbbt

if ee=0 then
# Print( “Fall: N ungerade ohne Zweierpotenz\ n”);
x:=0);

for i in [1..2*N] do
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8.5 Bestimmen, ob A eine Kongruenzuntergruppe ist

if (2*i) mod N =1 then
X:=1;
break;
fi;
od;
a:="1T}
b:=(B*T*B)A (-1);
Relationen:=List(|[1..4]);
Relationen|1]:=aA N;
Relationen|2]:=(a*bA (-1)*a)A 4;
Relationen[3]:=(bA (-1)*a)A 3*(a*bA (-1)*a)A (-2);
Relationen[4]:=(bA 2*aA (-x))A 3*(a*bA (-1)*a)A (-2);
for i in [1..Indexgruppe| do
for ii in [1..4] do
test:=RC_ DIi|*Relationen[ii|*(RC_D[i|A (-1));
testtest:=test in D;
if testtest=false then
cs:=false;
fi;
od;
od;

fi;
bkttt oot eebteeekibbd ittt it
if (m=1 and (ee=0)=false) then
Print(“Fall: N gerade \ n”);
y:=0;
for i in [1..5*N] do
if (5*1) mod N =1 then
yi=;
break;

od;

1.=T;

r:=(B*T*B)A (-1);

si=IA 20%rA y*IA (-4)*rA (-1);
Relationen:=List(]1..6]);

Relationen[1]:=1A N;

Relationen|2]:= (l*r/\ -1)*DHA

Relationen|3]:=(rA (-1)*1)A 3*(l*r/\ -1)*DA (-2);
Relationen|4]:=(1*rA (- 1) ) (-1)*s*(I*rA (-1)*1)*s
Relationen[5]:=sA (-1)*r*s*rA (-25);
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8 Anhang: Programme

Relationen|6]:=(s*rA 5*1*rA (-1)*)A 3*(I*rA (-1)*DA (-2);
for i in [1..Indexgruppe| do
for ii in [1..6] do
test:=RC_ DIi]*Relationenlii]*(RC _DI[i]A (-1));
testtest:=test in D;
if testtest=false then
cs:=false;
fi;
od;
od;
fi;
bcabdobbebdohbehdohbdehcabdehieabebiehdehinshdhbehchbr b
if ((ee=0)=false and (m=1)=false) then
Print(“Fall: N ungerade und enthaelt Zweierpotenz \ n”);
x:=0);
y:=0;
c:=0;
d:=0;
for i in [1..2*N] do
if (2*1) mod m =1 then
X:=1;
break;
fi;
od;
for i in [1..5*N] do
if (5*1) mod 2A ee =1 then
yi=1i;
break;
fi;
od;
for i in [1.m*N] do
if (2A ee*i) mod m =1 then
c:=2A ee*i;
break;
fi;
od;
for i in [1..2A ee*N] do
if (m*i) mod 2A ee =1 then
d:=m*

break;

I

fi;
od;
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8.5 Bestimmen, ob A eine Kongruenzuntergruppe ist

L:=T,

R:= (B*T*B) (-1);

a:=LA c¢;

b:=RA c;

l:=LA d;

r:=RA d;

s:=IA 20% A y*IA (-4)*rA (-1);

Relationen:=List([1..11]);

Relationen|1]:=LA N;

Relationen|2]:=aA (-1)*rA (-1)*a*r;

Relationen|3]:=bA (-1)*IA (-1)*b*1;

Relationen[4]:=(a*bA (-1)*a)A 4;

Relationen[5]:=(bA (-1)*a)A 3*(a*bA (-1)*a)A (-2);
Relationen|6]:=(bA 2*aA (-x))A 3*(a*bA (-1)*a)A (-2);
Relationen|7]:=(I*rA (-1)*1)A 4;

Relationen|[8]:=(rA (-1)*1)A 3*(l*r/\( D*)A (2),
Relationen|9]:=sA (-1)*(I*rA (-1)*)A (-1)*sA (-1)*(I*rA (-1)*1);
Relationen[10]:=rA 25*sA (-1)*rA (-1)*s;
Relationen[11]:=(s*rA 5*1*rA (-1)*1)A 3*(I*rA (-1)*DA (-2);

for i in [1..Indexgruppe| do
for ii in [1..11] do
test:=RC_ DIi|*Relationen[ii|*(RC_D[i|A (-1));
testtest:=test in D;
if testtest=false then

cs:=false;
fi;
od;
od;
fi;
Eﬂﬂﬁﬂﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂﬂﬂﬁﬁﬂﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

)
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