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Engelbedingungen fiir nilpotente und auflésbare Gruppen

AUFLOSBARKEITSKRITERIEN IN ZWEI VARIABLEN FUR ENDLICHE GRUPPEN
(KAPITEL 1-5)

Eine endliche Gruppe G heifit nilpotent, wenn eine natiirliche Zahl n existiert, so dass
([0, z1],22], ..., 2] = 1 fiir alle xg,z1,...,7, € G gilt, wobei [z,y] := v~ 'y~ lzy den
Kommutator bezeichnet.

Zorn zeigte im Jahr 1963, dass die Nilpotenz einer endlichen Gruppe durch eine Kom-
mutatorgleichung in nur zwei Variablen verifiziert werden kann: Eine endliche Gruppe
G ist genau dann nilpotent, wenn fiir ein n € N und alle z,y € G die Engelbedingung
en(x,y) = 1 erfiillt ist. Dabei wird e, (z,y) induktiv definiert durch e;(z,y) = [z,y] und

en('x’y) = [6n71($,y),y].

Ahnlich wie die Nilpotenz, wird die Auflosbarkeit einer Gruppe mittels einer Kommuta-
torgleichung in mehreren Variablen definiert. Es war lange Zeit offen, ob die Auflsbarkeit
einer endlichen Gruppe auch durch Ausdriicke in nur zwei Variablen charakterisierbar
ist. Im Jahr 2003 fanden Grunewald et al. solche: Eine endliche Gruppe G ist genau
dann auflosbar, wenn fiir ein n € N und alle z,y € G gilt u,(x,y) = 1. Dabei ist

ui(z,y) =2 %y
Bray, Wilson und Wilson bewiesen im Jahr 2005 die gleiche Aussage fiir eine andere
Sequenz, die sie durch si(z,y) = z und s, (x,y) = [sp—1(z,y) 7Y, sp—1(x,y)] definierten.

zund un(z,y) = [n_1(z,y)* ", tun_1(z,y)? '], wobei a® fiir a~'ba steht.

In dieser Arbeit wird ein solcher Satz fiir sechs weitere Sequenzen bewiesen. Die-
se sind von der folgenden Gestalt: Man definiert vy(z,y) = f(z,y) und v,(z,y) =
[Un_1 (2, )9 @Y v, _1(z,y)"@Y)] fiir feste Ausdriicke f(z,y),g(z,y),h(z,y) in = und .

Ein Beispiel ist: f(x,y) = y22, g(x,y) =y~ 'z~! und h(z,y) = 2~ L.

NILPOTENZKLASSE EINER ENGEL GRUPPE (KAPITEL 6)

Eine Gruppe heifit n—Engel Gruppe, wenn sie die Engelbedingung e, (z,y) = 1 erfiillt.
Nach dem Satz von Zorn sind endliche n—Engel Gruppen nilpotent. Das kleinste n, fiir
das [[[xo, z1], 2], ..., zn] = 1 gilt, heifit die Nilpotenzklasse von G und das kleinste n, fiir
das e, (z,y) = [[[z,y],y],-..,y] = 1 erfiillt ist, die Engel Lénge.

Offensichtlich ist jede nilpotente Gruppe von der Nilpotenzklasse n eine n—Engel Grup-
pe. Es stellt sich die Frage, ob man die Nilpotenzklasse einer n—-Engel Gruppe nach oben
abschétzen kann.

Fiir n < 4 ist die Antwort bekannt. 1-Engel Gruppen sind genau die abelschen Gruppen.
Levi zeigte 1942, dass 2-Engel Gruppen hochstens von der Nilpotenzklasse 3 sind. Hei-
necken bewies im Jahr 1961, dass 3—Engel Gruppen von der Nilpotenzklasse 4 sind, wenn
sie keine Elemente der Ordnungen 2 und 5 enthalten. 4-Engel Gruppen sind hoéchstens
von der Nilpotenzklasse 7, wenn sie keine Elemente der Ordnungen 2, 3 und 5 enthalten
(Traustason, Havas, Vaughan—Lee, 2005). Es gibt bisher keine &hnliche Aussagen iiber
hohere Engel Gruppen. Es ist bekannt, dass die Einschrinkungen an die Ordnung der
Elemente notwendig sind.

Im Kapitel 6 wird gezeigt: Fiir jede Primzahl p < n gibt es n—Engel p—Gruppen von
beliebig grofier Nilpotenzklasse — anders ausgedriickt, fiir jede Abschéitzung der Nilpotenz-
klasse einer n—FEngel Gruppe miissen die Elemente der Ordnungen p < n ausgeschlossen
werden.



Engel-identities for nilpotent and solvable groups

SOLVABILITY CONDITIONS IN TWO VARIABLES FOR FINITE GROUPS
(CHAPTER 1-5)

A group G is nilpotent by definition if for some n € N and all xg,x1,...,2, € G the

identity [[[xo,z1],22],...,zy] = 1 holds, the bracket stands for the commutator [z,y] :=
-1, -1
YTy,

In 1963 Zorn showed the nilpotency of a finite group can be expressed by an identity
involving only two variables: A finite group G is nilpotent if and only if it satisfies for
some n € N and all z,y € G the Engel-identity e, (z,y) = 1. Here e1(x,y) = [x,y] and
en(x,y) is inductively defined by e, (z,y) = [en—1(x,y), y].

Similarly, the usual definition of solvability involves many variables. For a long time it
was a open question whether solvability can be described by an identity in only two vari-
ables as well. In 2003 Grunewald et al. found such sequence: A finite group G is solvable
if and only if it satisfies the identity u,(x,y) = 1 for some n € N and all z,y € G. Here
U (z,y) is defined by ui(z,y) = 22y 2 and un(z,y) = [Un_1(z, )"  tn_1(z,y)? '],
where we write a® for a~'ba.

Bray, Wilson, and Wilson showed in 2005 a similar result for another sequence, namely
Sl(x’y) =z and Sn(may) = [Snfl(x’y)_y’ Snfl(may)]'

In this thesis we prove the theorem for six further sequences. Each of these sequences is
of the following form: We start with a special expression for v (z,y) := f(x,y) and then de-
fine inductively v, (z,y) = [vn_1(z, )9 @Y v,_1(z,y)"@Y)], where f(z,9),g(x,y), h(z,y)
are expressions in x and y. One example is f(z,y) = yz2, g(z,y) = y 'z~ !, and
h(z,y) =z~ L

NILPOTENCY CLASS VS. ENGEL-LENGTH (CHAPTER 6)

We call G an n—-Engel group, if the Engel-identity e,(z,y) = 1 holds in G. By
Zorn’s Theorem finite n—Engel groups are nilpotent. Further, we call the minimal n
with [[[xo,z1],z2],...,z,] = 1 the nilpotency class, and the minimal n with e,(z,y) =
[z, y],y],-..,y] =1 the Engel length of G.

Obviously, every nilpotent group of class n is an n—Engel group. Therefore, one asks:
What can be said about the nilpotency class of an n—Engel group?

For n < 4 the answer is known. 1-Engel groups are precisely the abelian groups. Levi
showed in 1942 that 2-Engel groups are nilpotent of class at most 3. Heinecken proved in
1961 that a 3-Engel group is nilpotent of class at most 4 assuming that it has no elements
of order 2 or 5. 4-Engel groups are nilpotent of class at most 7 if they have no elements
of order 2, 3 or 5 (Traustason, Havas, Vaughan—Lee, 2005). There is no similar result for
higher Engel groups. It is known that in the above theorems the assumptions on the order
of the elements are necessary.

In Chapter 6 we will show: For any prime p < n there exists an n—Engel p—group with
arbitrary large nilpotency class — in other words, any bound on the nilpotency class for
an n—Engel group must exclude groups with elements of order p for all primes p < n.
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Einleitung

Sei G eine Gruppe und 1 € G das neutrale Element. Fiir z,y € G sei

[z, y) =2y ey
der Kommutator von x und y. Seien weiter

[Z1,... 2] == [[#1, ..., Zpn_1],2n] und z¥:=y ‘zy.

Fiir G definieren wir zwei Ketten von Normalteilern

G=¢" o G' > & b > G >
G=GO > g > @ p > GO >
durch
G o= GG = ([r,y] |z € G yeG) und
GO = [GO-D GV = ([z,y]|ze GV yeGli-D).

Die Gruppe G' = G = ([z,9] | z,y € G) heift die Kommutatoruntergruppe
von G. Gilt G! = (1), so heiBt G kommutativ.

Eine Gruppe G heifit nilpotent, falls ein k € N existiert, so dass G* = (1).
Die kleinste natiirliche Zahl k, die das erfiillt, heif3it die Nilpotenzklasse von G.
Eine Gruppe G heifit auflésbar, falls ein k € N existiert, so dass G*) = (1).
Die kleinste natiirliche Zahl k mit dieser Eigenschaft heifit die Aufldsungslinge
von G.

Aus dieser Definition folgt, dass eine Gruppe G genau dann nilpotent ist, wenn
ein k € N existiert, so dass [ zg,21,...,z | = 1 fiir alle zg,z1,...,2p, € G
gilt. Das bedeutet, dass man die Nilpotenz von G mit einer Gleichung in k£ + 1
Variablen beschreiben kann. Analog wird fiir die Beschreibung der Auflosbarkeit
eine Gleichung in 2* Variablen benétigt.



Fiir endliche Gruppen ist es moglich, die Nilpotenz und die Auflésbarkeit mit
einer Kommutatorgleichung in nur zwei Variablen zu beschreiben.

Dieses Problem wurde in Vergangenheit von zahlreichen Autoren untersucht.
Der Ausgangspunkt dieser Theorie ist der folgende Satz von Zorn.

Satz 0.1. [Z63] G sei eine endliche Gruppe und die Sequenz e = (eq,ea,...)
fir feste x,y € G definiert durch

€1 = [$7y] und e, = [enflay]-
Dann gilt: G ist nilpotent < es gibt ein k € N mit ex(x,y) = 1 fir alle x,y € G.

Die ersten Folgenglieder von e:
1,1

er = [z,y] = z7 'y ay,
e= [myy] = y a7 lyayTla Ty ey
es= [v,y,vy,y] = y 2r tyzyr ly toy o tyzy ey Tty

Wir schreiben e;, wenn es als Wort in  und y gemeint ist, und e;(z,y), wenn
feste z und y aus einer endlichen Gruppe G eingesetzt werden.

Die Bedingung eg(z,y) = 1 nennt man FEngelbedingung nach dem deutschen
Mathematiker Friedrich Engel, der die zum Satz von Zorn analoge Aussage fiir
Lie—Algebren bewies.

Fiir nilpotente Gruppen ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Zorn be-
kannt:

Satz 0.2. [H67, I11.6.1.] G sei eine endliche Gruppe. Seien k € N, i; €
{1,...,k} mit iy # ia. Dann gilt: G ist nilpotent, wenn [x;,,%iy,...,%;) = 1
fir alle x; € G.

Der Satz besagt auch, dass zum Beispiel die Bedingungen [z,y,y] = 1 oder
[x,y,z,y] = 1 die Nilpotenz erzwingen. Man kann fast beliebige nichttriviale
Sequenzen als Kommutatorgleichungen in zwei Variablen bilden, um die Nilpo-
tenz einer endlichen Gruppe nachzuweisen. Insbesondere gibt es unendlich viele
Sequenzen mit dieser Eigenschaft.

Grunewald et al. haben im Jahr 2003 gezeigt, dass eine Sequenz existiert, die
eine analoge Aussage fiir endliche auflésbare Gruppen beweist:

Satz 0.3 (up,—Satz). [BGGKPP] G sei eine endliche Gruppe und die Sequenz
u = (u1,us,...) definiert durch

x~ L y~ ! ]

Yo und up = [uf_j,ul_,

up = m_Zy_

Dann gilt: G ist aufliosbar < es gibt ein k € N mit ug(xz,y) = 1 fir alle
z,y € Gt

n diesem Satz ist [z,y] := zyx 'y~ .



Fiir eine weitere Sequenz haben Bray, Wilson und Wilson im Jahr 2005 die
analoge Aussage gezeigt:

Satz 0.4 (sp,—Satz). [BWWO05] G sei eine endliche Gruppe und die Sequenz
s = (s1,82,...) definiert durch

s1=x und sy, =[5, Sn1]-
Dann gilt: G ist auflosbar < es gibt ein k € N mit si(z,y) = 1 fir alle x,y € G.

Die u,- und s,-Sitze beweisen die gleiche Aussage fiir verschiedene Sequen-
zen. Bis jetzt sind diese zwei die einzigen bekannten Sequenzen, die eine solche
Aussage erfiillen.

Die Beweise der beiden Sitze sind von sehr unterschiedlicher Natur. Der Beweis
zu dem s,— Satz benutzt gruppentheorethische Methoden, ist aber nur fiir diese
eine Sequenz konstruiert worden und nicht fiir weitere Sequenzen anwendbar.
Der Beweis zu dem u,,—Satz benutzt Methoden aus der algebraischen Geometrie
und ist teilweise fiir andere Sequenzen erweiterbar.

Es stellte sich die Frage: Fiir welche weitere Sequenzen ist eine zu den u,- und
sp— Sétzen analoge Aussage moglich?
Wir geben eine neue Definition der Sequenzen fiir auflésbare Gruppen an:
Definition 0.5. Sei F' = (z,y) die freie Gruppe mit zwei Erzeugenden und
fyg,h € F. Die Sequenz v = (v1,v2,...) sei definiert durch

v == f und v, = [vd_, 0" 4]

Die Sequenzen v wurden so konstruiert, dass in einer endlichen auflésbaren
Gruppe G, die die Auflosungslidnge £k hat, die Gleichung vgy1(x,y) = 1 fiir alle
x,y € G gilt. Damit ist schon eine Richtung in einem zu den u,— und s,— Sétzen
analogen Satz erfiillt.

Wir wéhlen sechs geeignete Sequenzen aus und beweisen die zu den u,— und
sp— Sétzen analoge Aussage.

Hauptsatz 0.1. Die sechs Sequenzen v = (v1,v9,vs, ... ) seien definiert durch:

(1) vy =ya? v, = [UZ:?_I,’U%:];
(2) vy i=ya?, v, = [U,y;llm_l, Sk
(8) vii=ay, =PIV E)
(@) vi=ay, v= Y0
(5) vy =Yy, V= [0221{1’”2%];
(6) vy:=uzy, vp:= [Uzgi_lly_l,vz:llx_ly_l]

G sei eine endliche Gruppe und v eine der sechs Sequenzen. Dann gilt: G ist
auflosbar < es gibt ein k € N mit vg(x,y) =1 fir alle z,y € G.



Die Beweise fiir die Sequenzen (1) und (2) sind analog. Fiir die Sequenzen
(3),(4),(5) und (6) folgt der Beweis in trivialer Weise aus dem Beweis des .-
Satzes.

Fiir die erste Sequenz wird der Hauptsatz in den Kapiteln 4 und 5 vollstandig
bewiesen.

Fiir den Beweis werden teilweise Verfahren aus dem Beweis zu dem wu,— Satz
benutzt. Allerdings, haben wir den neuen Beweis so durchgefiihrt, dass er mogli-
cherweise fiir noch 274 weitere Sequenzen, die wir im Anhang B angeben, an-
wendbar ist. Zusétzlich ist der neue Beweis an einigen Stellen deutlich einfacher,
weil wir einige neue Ideen zur Losung der Probleme benutzt haben.

Im Kapitel 6 behandeln wir eine andere Frage.

Sei e = (e1,e9,e€3,...) die Sequenz aus dem Satz von Zorn.

Definition 0.6. G sei eine Gruppe.

G erfiillt die n—te Engelbedingung, falls e, (z,y) = 1 fiir alle z,y € G. Eine
Gruppe, die die n—te Engelbedingung erfiillt, nennen wir n—Engel Gruppe.

Ist G eine Gruppe von der Nilpotenzklasse k, dann ist G eine k—Engel Grup-

pe, denn aus [zrg,x1,...,2,] = 1 fir alle z1,...,2, € G folgt ex(x,y) =
[z,y,...,y] =1 fir alle z,y € G.
—
k

Nun stellt sich die Frage, inwiefern die ,,Umkehrung® gilt, d.h. ob man die
Nilpotenzklasse einer k—Engel Gruppe nach oben abschétzen kann.

e Die 1-Engel Gruppen sind genau die abelschen Gruppen.

e Fiir die 2-Engel Gruppen zeigte F. W. Levi, dass sie hochstens von der
Nilpotenzklasse 3 sind [Le42].

e Heinecken zeigte, dass 3—Engel Gruppen hiéchstens von der Nilpotenzklasse
4 sind, wenn sie keine Elemente der Ordnungen 2 und 5 haben [He61].

e Fine 4-Engel Gruppe ist hichstens von der Nilpotenzklasse 7, wenn sie keine
Elemente der Ordnungen 2, 3 und 5 hat [Tr95] [HVLO05].

In diesen Féllen war die k—Engel Gruppe nicht notwendig endlich.

e Fiir hohere Engel Gruppen gibt es bisher keine analogen Aussagen.



Man sieht, dass immer mehr Elemente mit bestimmten Ordnungen bei diesen
Abschitzungen ausgeschlossen werden.

Wir zeigen eine allgemeinere Aussage: Wenn man die Nilpotenzklasse einer k—
Engel Gruppe abschétzen mochte, muss man fordern, dass die Gruppe keine
Elemente der Ordnung p fiir alle Primzahlen p < k enthélt. Das folgt aus dem
folgenden Satz.

Satz 0.7. Sei p eine Primzahl und n € N. Es existiert eine (p + 1)-Engel
p—Gruppe von der Nilpotenzklasse n.

Also finden wir fiir jedes £ € N und alle Primzahlen p < k eine k—Engel p—
Gruppe, die von beliebig grofler Nilpotenzklasse ist.

Aus dem Beweis zu dem vorherigen Satz kann man noch eine Aussage schlielen:

Satz 0.8. Sei p eine Primzahl. Dann ezistiert eine unendliche (p + 1)—Engel
p—Gruppe, die nicht nilpotent ist. Fiir alle n € N enthdlt diese Gruppe eine von
n Elementen erzeugte Untergruppe von der Nilpotenzklasse mindestens n + 1.

Analoge Probleme kann man auch in auflésbaren Gruppen fiir die Sequenzen
u, s oder v formulieren. Zum Beispiel habe ich in meiner Diplomarbeit gezeigt,
dass wenn alle Elemente einer endlichen Gruppe die Gleichung wuy(z,y) = 1
erfiillen, so ist die Auflésungsldange von GG hochstens 2.

An dieser Stelle mochte ich danken: Fritz Grunewald fiir die Anregung zur
selbststdndigen Arbeit, Jens Piontkowski fiir die Diskussionsbereitschaft zu je-
der Tageszeit sowie den Mitarbeitern des Mathematischen Instituts der HHU—
Diisseldorf fiir nette Diskussionen, die mich auf einige neue Ideen brachten.



Kapitel 1

Beweisskizze des up—Satzes

Da wir die Hauptschritte von dem wu,— Beweis iibernehmen, geben wir eine
Beweisskizze an.

(=) Ist G auflésbar mit der Auflosungslinge k, so ist ug_1(z,y) = 1 fiir alle
z,y € G. Das ist erfiillt, weil u,_i(z,y) € G*¥) ist.

(<) Die andere Beweisrichtung ist komplizierter. Es wird gezeigt: Ist G nicht
auflosbar, so gibt es z,y € G, so dass ug(z,y) # 1 fir alle k € N.

Sei G das kleinste Gegenbeispiel, also eine nicht auflésbare endliche Gruppe mit
der minimalen Ordnung, in der fiir ein & € N die Gleichung uy(z,y) = 1 fiir
alle x und y gilt. Dann ist G einfach, weil fiir alle Normalteiler von G ebenfalls
ug(z,y) = 1 gelten wiirde. Thompson [Th68] hat bewiesen, dass eine endliche
einfache Gruppe, die nur auflésbare Untergruppen besitzt, entweder

(1) PSL(3,F3) oder
(2) PSL(2,F,), wenn ¢ = p", ¢ > 4 und p Primzahl, oder
(3) Sz(2"™), wobei n € N;n > 3 und ungerade, ist.
Wir geben die Definitionen der Gruppen PSL(3,F3), PSL(2,F,) und Sz(2") an.

Definition 1.1.
PSL(3,F3) = SL(3, Fg)

ist eine endliche einfache Gruppe mit 5616 Elementen.
Definition 1.2. Seien p eine Primzahl, n € N und ¢ = p”. Dann heifit

PSL(2,F,) := SL(2,F)/(( &* %))

projektive spezielle lineare Gruppe tiber F,.

10



Definition 1.3. Fiir m € N seien n := 2m + 1 und 6 : Fon — Fon der

Authomorphismus von Fon, gegeben durch 6(a) = a2
Seien
1 0 00
a 1 0 0
5(a,b) = Wba)+b B 1 0 |
a*f(a)+ab+6(b) b a 1
A2 00 0 0001
0 A" 0 0 0010
M(X) = 0 0 2" 0 ’ T= 0100
0 0 0 A 1000
Dann heifit

Sz(2") = (S(a,b), M(N),T | a,b, A € Fan, A # 0) < GL(4,Fan)
Suzuki Gruppe iiber Fon [S62, s. 133],[HB82, XI1.3].

Zuerst wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 1.4. [BGGKPP] Sei G eine der folgenden Gruppen:
(1) PSL(37F3)7
(2) PSL(2,F,), wenn g =p", ¢ > 4 und p Primzahl,
(8) Sz(2"™), wobei n € N,n > 3 und ungerade.

Dann existieren x,y € G, so dass ui(z,y) # 1 und ui(x,y) = ua(zx,y).

Nach Satz 1.4 gibt es in jeder von diesen Gruppen Elemente x und y, fiir die
1 # wi(z,y) = ua(z,y) gilt. Nach der Konstruktion von wu, gilt dann 1 #
ui(z,y) = ug(z,y) fir alle k € N.

Beweisskizze von Satz 1.4.(vgl. [BGGKPP))
(1) Fur PSL(3,F3) wird einfach ein Beispiel gefunden.
(2) Fiir PSL(2,F,) seien

s= (1 3 ) waven= () 0

Matrizen mit Eintradgen aus Z[t,a,b]. Wéhlt man t,a,b aus Fy, so sind z,y €

PSL(2,F,).

11



Sei Iy das Ideal in Z[t, a,b], erzeugt von den vier polynomialen Eintréigen der
Matrix

u1(2(t),y(a, b)) — 1

und I das Ideal, erzeugt von den vier polynomialen Eintrigen der Matrix

uy ((t), y(a, b)) — ua(x(t), y(a,b)).

Reduziert man die Koeffizienten modulo p, so erhélt man Ideale I und Iy
in F,[t,a,b]. Es wird gezeigt, dass die Nullstellenmenge V(1) eine Kurve und
V(Ip) = 0 in A3(F,) ist. Zu zeigen bleibt, dass V(I)\ V() = V(I) mindestens
einen Punkt in A3(FF,) hat.

Mit der Hasse-Weil Schranke [FJ86, 3.14] wird gezeigt, dass fiir ¢ > 593 die

Kurve V (I) rationale Punkte in A3(F,) hat. Fiir 4 < ¢ < 593 werden Beispiele
direkt mit dem Computer berechnet.

(3) Fiir den Fall Sz(2?™*!) werden folgende Matrizen mit Eintriigen aus
Fala, b, e, d, ag, by, co, dp] definiert:

a’ap+ab+by b a 1
x(a,b,ap,by) :== aaoa—i— b alo (1] 8
1 00
und
Aeo+ed+dy d ¢ 1
e I
1 0 00

Sei Iy das Ideal in Fsa, b, c,d, ag, by, co,dp), erzeugt von den 16 polynomialen
Eintrdgen der Matrix

U1 (CIT(CL, ba ao, bO), y(C, dv €0, dO)) -1
und [ das Ideal, erzeugt von den 16 polynomialen Eintrégen der Matrix
ul(x(a, b7 ap, b0)7 Z/(Ca d7 Co, dO)) - U/Q(.YJ(CL, b7 ap, b0)7 Z/(Ca d7 Co, dO))

Die Nullstellenmenge V(I) ist eine Fliche in A%(Fyems1) und V(Ip) =
{(0,0,0,0,0,0,0,0)}.

Die Punkte (a, b, ¢,d, ag, by, co, dg) € V(I)\V(Ip) sind Nullstellen der Gleichung
uj — ug, aber sie garantieren noch nicht, dass x(a,b,ag,by) und y(c,d, co, dy)
Elemente der Sz(22™*1) sind.

12



Um solche Punkte zu finden, braucht man noch folgende Hilfsmittel:
Die Abbildung « sei definiert durch

o AS(FQ) E— AS(FQ)

(a,b,¢,d,a0,bo, co,do) +— (ao,bo, co,do,a?, 0%, ¢*, d?).

Ist (a,b,c,d,a0,bo,co,do) € V(I)\ V(Ip) ein Fixpunkt von o?™*1 dh.
a2m+1 (aa b7 ¢, da aop, bOa €o, dO) = (CL, ba ¢, d> aq, bOa €o, dO), S0 gllt
(a%m’ bgm ) Cgm ) dgm ) a2m+1 ) b2m+1 ) 02m+1 ) d2m+1) = (aa ba c, da ap, bOa €o, dO)
Dann ist a = a2 = 42", also a € Fon und ag = a = 0(a). Dasselbe gilt
fiir b, ¢ und d. Damit sind z(a, b, ag,by) = T'S(a,b) und y(c, d, co,dy) = T'S(c, d)
Elemente von Sz(2").
Mit der Lefschetzschen Fixpunktformel [BGGKPP, 3.6] wird gezeigt, dass fiir
2m + 1 > 48 die Abbildung a?™*! mehr als einen Fixpunkt aus V(1) hat. Fiir
3 < 2m + 1 < 48 werden Beispiele ausgerechnet.

2m+1
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Kapitel 2

Neue Sequenzen

Es stellte sich die Frage, fiir welche anderen Sequenzen die Aussagen wie in den
up— und s,— Sétzen mdoglich sind. In diesem Kapitel beschreiben wir eine neue
Idee fiir die Konstruktion der Sequenzen. Dann werden wir einige geeignete
Sequenzen auswihlen und fiir diese die zu den u,— und s,— Sétzen analoge
Aussage beweisen.

2.1 Definition

Definition 2.1. Sei F' = (x,y) die freie Gruppe mit zwei Erzeugern und

fyg,h € F. Die Sequenz v = (v1,v2,...) sei definiert durch
vy = fund v, == [p?_ 0" ].

Wir schreiben v;, wenn es als Element der freien Gruppe F gemeint ist und
vi(x,y), wenn feste x und y aus einer endlichen Gruppe G eingesetzt werden.
Jede Sequenz wird durch ein Tripel (f,g,h) € F'3 festgelegt. Sei

So:={(f,9,h) € F’}

die Menge der so konstruierten Sequenzen. Das sind unendlich viele, jedoch sind
einige von ihnen trivial.

Beispiel 2.2. Fiir f =2y, g =2 und h =y ist v1 = zy und v, = [v%_;,0)_4].
Also v = (v1,v2,...) mit

v = Ty,

vy = m’ly’3m’1y2my’1xy2,

vy = x’ly’2x4yxflyfzxy‘?’xzy"gm’lym’1y’2my3mya:’2y’3m’1yzxyflnyxy*
x_ly_3x_1y2xy_1xy3, e

14
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List v; = 2y und v, = [v¥_;,vY ], aber

Fir f =2y, g = x und h = y~
v=(zy,1,1,1,1,...).
Wir fassen einige Eigenschaften der Sequenzen zusammen:
Lemma 2.3. G sei eine Gruppe, v = (v1,v2,...) eine Sequenz aus 2.1. Dann
qilt:
(1) Ist G auflésbar mit der Auflésungslinge k, so ist vgi1(x,y) = 1 fir alle
x,y € G.

(2) Gilt vi(x,y) = vgs1(x,y) fir z,y € G, so gilt fir alle n > k auch
’Uk(-%',y) = Un(mvy)'

(8) Ist k € N mit vi(z,y) = 1 fir x,y € G, so gilt fir alle n > k ebenfalls
on(z,y) = 1.

Beweis. (1) Wir zeigen mit Induktion, dass vy i(z,y) € G®) fir alle k € N
und alle z,y € G. Fir alle x und y aus G gilt:

7}2(1'73/) = [Ul(x7y)g7vl(x7y)h] S G(l) - [Gv G]

Sei nun vg(z,y) € G~ dann sind auch v, (, y)9 und vg(z, y)" in GED | weil
[a,b]¢ = [a®, b°]. Damit ist

vk-ﬁ-l(xay) = [Uk(iﬂ,y)g,’l)k(il?,y)h] € G(k) = [G(kil)a G(kil)]

Wenn G auflésbar ist mit der Auflésungslinge k, so ist G*) = 1 und damit
vgr1(x,y) = 1 fiir alle z,y € G.
(2) Ist vg(x,y) = vga1(z,y), dann gilt

Uk+2(x7y) = [Uk+1(x7y)g7vk+1(w7y)h] = [Uk(xvy)gavk(xvy)h] = vk+1(9€,y)

fiir alle x,y € G. Induktiv folgt vi(z,y) = v, (x,y) fir alle n > k.
(3) Analog zu (2). O

2.2 Geeignete Sequenzen

Aus dem Lemma 2.3 sehen wir, dass alle Sequenzen in 2.1 so konstruiert wurden,
dass sie schon eine Beweisrichtung der zu u,— und s,— Sitzen analogen Aussage
erfiillen. Es gilt:

Ist G auflosbar, so existiert ein k € N, so dass v (z,y) = 1 fiir alle z,y € G.

15



Es gilt ebenfalls: Ist 1 # vi(x,y) = va(x,y), so gilt 1 # vi(z,y) = vy(z,y) fur
alle n € N.

Wenn wir beweisen, dass fiir eine Sequenz v in jeder der Gruppen

e PSL(3,F3),

e PSL(2,F,), wenn ¢ = p”, ¢ > 4 und p Primzahl,

e 5z(2"), wobei n € N,n > 3 und ungerade,
x und y mit 1 # vy(z,y) = va(x,y) existieren, so erfiillt diese Sequenz eine zu
den u,— und s,— Séitzen analoge Aussage.
Die Menge Sy enthélt unendlich viele Sequenzen. Wir untersuchen davon die
einfachsten. Sei

F5 .= {alagag | ai, a2,as € {anyaxil’yil}}

die Teilmenge der Worte aus F', die hochstens die Lénge 3 haben. Die Menge

Sy=A{(f,9,h) | f,9,h € F3} C Sp
hat dann 140608 Elemente. Diese Sequenzen berechnen wir mit einem einfachem
MAGMA Programm, das im Anhang A.1 angegeben wird.

Aus der Menge S wihlen wir solche Sequenzen, fiir die der PSL(2, F,)-Beweis
(vgl.1.4 ) durchfiihrbar ist. Zuerst benétigen wir einige Definitionen.

Fiir fest gewéhlte f,g,h € F sei v = (vq,ve,...) die Sequenz zu f,g, h. Weiter

seien
t —1 1 a
xza:(t).z(l 0 >undy:y(a,b).:<b 1—|—ab>

Matrizen mit Eintridgen aus dem Polynomring Q[t, a, b].

Wir definieren

(mll m12> = va(z,y) —vi(,y)

ma1 Moo
= [fla.9)""Y, f(z,9)")] - f(2,y) und
<n11 n12>'—v(x )_<1 O)
ng1 M99 T N4 0 1
1 0

16



Seien [, I die von den Eintrégen der Matrizen erzeugten Ideale in Q[¢, a, b] und
V(I),V (Iy) die Nullstellenmengen in dem affinen Raum A3(Q), also

I = (mi1,mi2,ma1,Mm22),

Iy = (ni1,n12,n021,n922),
V() = {(t,a,b) € A3Q)|r(t,a,b) =0Vr eI},
V(Iy) = {(t,a,b) € A*(Q)|r(t,a,b) =0Vr € Iy}.

Da alle Polynome in I und Iy aus Zl[t, a, b] sind, kénnen wir sie modulo p redu-
zieren. Das liefert Ideale I und Iy in Fp[t, a,b] und die Nullstellenmengen

V,(I) := {(t,a,b) € A3(F,) | r(t,a,b) = 0 Vr € I},
V,(Io) := {(t,a,b) € A*(F,) | r(t,a,b) = 0 Vr € Iy}, mit ¢ = p".

Bemerkung 2.4. Es gilt V(Iy) C V(I) und V,(ly) C V,(I), weil nach Lemma
2.3 aus v1 = 1 auch vy = 1 folgt, und damit v1 = vo.

Wir sind an solchen Sequenzen v = (v1,vs,...) interessiert, fiir die die Menge
V(I)\ V(Ip) nicht leer ist.

Dafiir berechnen wir zunéchst fiir jedes (f, g, h) € S1 die Dimensionen von V(1)

und V(Ip). (MAGMA Programm im Anhang A.2).

Die Berechnungen zeigen, dass dim V' (I),dim V' (Iy) € {—1,0,1}, wobei dim =
—1 bedeutet, dass die Menge leer ist. Sei

Sy 1= {(f,g, h) €5 ’ dimV(I) =1 und dimV(IQ) = —1} c 51 C 8.

Hier haben wir solche Sequenzen ausgewéhlt, bei denen der Abstand der Di-
mensionen von V' (I) und V (1y) am gréfiten war. Das war etwas ,,grob®, aber wir
wollten die Menge der Sequenzen reduzieren und nur die giinstigsten behalten.

Aus der Menge Sy wihlen wir solche Sequenzen, die fiir kleine Primzahlpotenzen
q tatséchlich Losungen von vi(x,y) = va(z,y) und vi(z,y) # 1 in PSL(2,F,)
haben. Fiir eine fest gewihlte Sequenz v sei

Aq(v) :==| {(a,b) € PSL(2,F;) | v1(a,b) = va(a,b) und vi(a,b) # 1} | .

Sei

S3 1= {(f,g,h) S SQ|Aq(U) 750 fir 5 < q < 31} CS5 CS5CSy.
Die Menge S3 enthélt 274 Sequenzen, die sind im Anhang B aufgelistet.
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Als Erstes bemerken wir, dass einige Sequenzen trivialerweise die analoge Aus-
sage zu den u,— und s,— Séatzen erfiillen, weil die Gleichungen v; = v und
u1 = ug fiir diese dquivalent sind. Im Abschnitt 2.3 wird dieser Satz formuliert.
Dann werden wir zwei weitere Sequenzen aus S5 auswéhlen, im Kapitel 3 die die
analoge Aussage zu den u,— und s,— Sitzen formulieren und in den Kapiteln 4
und 5 vollsténdig beweisen. Der Beweis wird konstruktiv angegeben, so dass er
auch fiir jede andere Sequenz aus S5 durchfiihrbar ist.

2.3 Vier neue Sequenzen

Satz 2.5. Die vier Sequenzen v = (v1,v9,vs,...) seien definiert durch:

(1) vy:i=ay, v,:= [v,yi:liy:,vﬁj}k

(2) vi=ay, vyi= [vfﬁ}lyﬂav%q];

(3) vy :=uzy, vy:= [Uzgi_lly_l,vz?l -
(4) wrm g, v T

G sei eine endliche Gruppe und v eine der vier Sequenzen. Dann gilt: G ist
auflosbar < es gibt ein k € N mit vg(x,y) =1 fir alle z,y € G.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus dem Beweis zu dem w,,-Satz (vgl. Kapitel
1). Denn fiir jede der Sequenzen ist die Gleichung vy = vy dquivalent zu u; = ua.
Fiir die Sequenz u = (uy,usg,...) ist

uy = U2
o o2yl =3y Wy yay !
o ylet =gy 2y lyaly e
Und fiir die vier Sequenzen v = (vy,vy,...) gilt:
v =02
& Ty = ya:y*%*lyxfly*%y?

1

Das ist dieselbe Gleichung, wenn wir 2 durch y~! und y durch 2! ersetzen.

Zu zeigen bleibt, dass vi(z,y) # 1, also y~lz~! # 1 fiir die speziellen z und y
aus dem Beweis von dem Satz 1.4, fiir die 1 # u;(z,y) = ua(z,y) galt.

(1) Der Fall PSL(2,F,). Fiir

w0 =y o) waen=( L)

18



ist yla~! = ( —al _ta;__az—i_ 1 > # ( (1) (1) > fiir alle a,b,t € .

(2) Der Fall Sz(22m*1). Sind

a’ag+ab+by b a 1
x(a,b,ap,by) = aa0a+ b alo (1) 8
1 0 00
und
Aeg+ed+dy d ¢ 1
vedadd = |G
1 0 00

1

dann folgt aus y 'z ! =laucha=b=c=d=ay=by=cy =dy = 0.

(3) Der Fall PSL(3,F3). In diesem Fall wurden keine speziellen 2 und y aus
PSL(3,F3) ausgewihlt. Aber wir kénnen den Satz fiir diese Gruppe direkt
beweisen. Mit MAGMA berechnen wir, dass es z,y € PSL(3,F3) gibt mit
vi(x,y) = va(z,y) und vy (z,y) # 1 fiir alle vier Sequenzen (A.3).

Wir haben gezeigt, dass die Aussage des Satzes 1.4 fiir alle vier Sequenzen v
gilt, mit den Bemerkungen 2.3 gilt die Behauptung (vgl. Beweisskizze von dem
up-Satz). O
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Kapitel 3

Hauptsatz

In diesem Kapitel werden wir fiir die vier Sequenzen aus 2.3 und zwei neue
Sequenzen die analoge Aussage zu den wu,— und s,— Sétzen formulieren. In
dem Beweis werden die Hauptschritte aus dem Beweis des u,,-Satzes benutzt,
allerdings, werden die Zwischenschritte konstruktiv angegeben. Das bedeutet,
dass man diesen Beweis fiir jede Sequenz aus S3 durchfithren kann. Zusétzlich
wird der neue Beweis an einigen Stellen deutlich einfacher.

Hauptsatz 3.1. Die 6 Sequenzen v = (v1,v9,vs,...) seien definiert durch:

(1) o= ya?, v o= [l 02
(2) vii=yad vai= [0 0l
(3) vi=wy, vyi= [Ugily_lavg—ﬂ;
(4) vi:i=ay, vy:i= [v,yl‘fllyil,vfl:ll];
(5) wvi:i=ay, vy:i= [Uzgfllyilwzzﬁ ;
(6) vii=ay, voi= [0 0l

G sei eine endliche Gruppe und v eine der sechs Sequenzen. Dann gilt: G ist
auflosbar < es gibt ein k € N mit vg(x,y) =1 fir alle z,y € G.

Bemerkung 3.1. Fiir Sequenzen (3), (4), (5) und (6) wurde die Aussage schon
im Satz 2.5 bewiesen. Die Gleichungen v; = vq sind fiir die Sequenzen (1) und
(2) aus (3.1) gleich, weil

—-1,.—1 -1 2

(1) vi = vy & yz? =[(yz?)Y 7, (ya?)* | = wyz 2y 20 ya?,

1.,.—1 2
)

(2) vi =v2 & ya? =[(yz?)? 7, (ya?)P"] = aya 2y 2a"2ya’.

Genauso die Gleichung vy # 1.
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Nach Konstruktion von v = (v1,va,vs, ... ) (vgl. Beweisskizze von dem u,-Satz)
und obiger Bemerkung miissen wir nur den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.2. Seien v; = ya? und vy = [(y22)V" T, (yx2)" ]
und G eine der folgenden Gruppen:

(1) PSL(2,F,), wenn q =p", ¢ > 4 und p Primzahl,

(2) Sz(2™), wobei n € N,n > 3 und ungerade,

(3) PSL(3,Fs).

Dann ezistieren x,y € G, so dass vi(z,y) # 1 und vi(z,y) = va(z,y).
Beweis von Satz 8.2

(1) Der Fall G = PSL(2,F,) wird im Kapitel 4 bewiesen,
(2) Der Fall G = 5z(2") wird im Kapitel 5 bewiesen.

(3) Sei G = PSL(3,F3). Die Gruppe G hat 5616 Elemente. Mit dem MAGMA
Programm, das wir im Anhang A.3 angeben, kénnen wir ausrechnen, dass
fiir 44928 von 31539456 Paaren (x,7) € G? die Bedingungen v (x,y) =
va(z,y) und vy (z,y) # 1 gelten.
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Kapitel 4

Beweis fiir PSL(2,F,)

In diesem Kapitel beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 4.1. Seien

1

]

Fiir jedes ¢ = p*, (k € N, p Primzahl, ¢ > 4) gibt es x,y € PSL(2,F,), so dass
vi(z,y) = v2(@,y) und vi(z,y) # 1.

vy = ya® und vy = [(ya) T (ya?)®

Wir erinnern an einige bekannte Eigenschaften von PSL(2,F,) [DSW]:

_ [ al@® -, wenn ¢ gerade,
(1) [PSL(2F,)| = { o, e aEeede

(2) PSL(2,F,) = (T, S), wobei T' = < (1) 1 > und S = < _01 (1) >,

(3) PSL(2,F,) ist einfach fiir ¢ > 4.

Fiir den Beweis von Satz 4.1 setzen wir

x(t):=<§ —01> und y(a,b):=<ll) 1fab>

als Matrizen mit den Eintrégen aus Z[t, a,b]. Fiir t,a,b € F, sind z(t), y(a,b) €
PSL(2,F,;). Wir wollen zeigen, dass t,a,b € [, existieren mit

v1(z(t), y(a, b)) = va(2(t),y(a, b)) und vi(x(t), y(a, b)) # 1.

2

Die Gleichung vy = vy ist dquivalent zu y 2z 2yx = 22y 'z~ 1y und v # 1 ist

dquivalent zu yz? # 1.
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Wir setzen

<m11 m12> = y(a,b) 2z(t) 2y(a, b)z(t) — z(t)>y(a,b) " z(t) " y(a,b),

ma1  M22

( . ) = y(a,b)z(t)? - ( (1) ? >

und erhalten

my; = —t3a2b% — 3ab — t2a3b? + 24203 — 2t2a%b + 2t2ab? — t%a + t2b +
ta®b3 + tadb + 4ta®b? + 2ta® + 2tab — th? — t + ab® + 2a + b,

mia = t3a?b+t3a—t2a®+t2ab—ta?b® — 2ta®b — Atab® — Ata — 2th+ a2b% +
a® + 3ab + 2,

mo; = t3ab? + 30+ t2a2b? — t2ab> + 2t2ab — 2622 — ta?b3 — ta®b — dtab® —
2ta —th — b% — 2,

mes = t2a®b—t2ab®+t2a—t2b—tab® —ta® +tab® + 2tb* +t — ab®> — a — 2b,

ni1 = {2 + ta — 2,

ni2 = —t — a,

no1 = t%—i—tab—i—t—b,

922 = —tb —ab— 2.

Seien I, I die von den Eintrégen der Matrizen erzeugten Ideale in Z]t, a, b],

I := (mi1,mi2, ma1, Ma2),
Iy := (n11, n12,n21, N22).
Reduziert man die Gleichungen mi1,...,ma2,n11,...,n9 modulo p, so erhilt

man die Ideale I, I in F,[t, a,b] und die Nullstellenmengen V;(I) und V,(lp) in
A3(,).

(t,a,0) € A3(F,) | r(t,a,b) = 0Vr € I},
(t,a,b) € A3(F,) | r(t,a,b) = 0Vr € I}

Jetzt ist unsere Behauptung &dquivalent dazu, dass Vi(I) \ Vy(lp) fiir jede
Primzahlpotenz ¢ mindestens einen Punkt (¢,a,b) besitzt. Dieser Punkt lie-
fert dann x(t) und y(a,b) in PSL(2,F,) mit vi(x(t),y(a,b)) = va(x(t),y(a,b))
und vy (z(t),y(a,b)) # 1.

Um V(I) zu verstehen, berechnen wir mit MAGMA die Grébnerbasis beziiglich
der lexikographischen Termordnung von I [GP02, 1.6] :

R<t,a,b> := PolynomialRing(IntegerRing(), 3);
x := Matrix(2, [t,-1,1,0]);
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y := Matrix(2, [1,a,b,1+a*b]);

M:= y™-2%x"-2%y*x - x" 2%y " -1xx"-1%y;

I:=ideal< R |{ M[i,3j] : i in [1..2], j in [1..2]} > ;
Groebner(I);

I;

I = 262 + 2 + b3 + a*b* — a* — 2a30° + 5a3b® — a®b + a?b® — 8a?b* +
13a%b? — 6a® + 2ab® — 16ab> + 12ab + b% + 3b* — 132 — 4,

I2] = ta+th®+a*b* —a* —2a36° 4 54363 — a®b + a®b® — 8a?b* + 14a2b? —
5a2 + 2ab® — 16ab® + 16ab + b + 3b* — 120> + 2,

I[3] = tb* —t+a*b® +a*b® — 2630 + 3a3b* — a® + a®b" — 7ab + 9a%b3 —
3a%b + 2ab® — 14ab* 4 8ab® — 5a + b” + 4b° — 6b> + 6b,

I[4] = 2tb? + 2t +2a3b? + 2a3 — 2a%b> + 6ab — 6ab? + 10a — 2b% — 12b,

I5] = a®b? +a® + a*b® + 5a*b — 5a3b* + 5a3 + 30?6 — 16a%b3 + 4a?b +
7ab* — 28ab? — a + 3b° + 15b% — 3b,

I[6] = 2a*b?+2a* —4a3b> + 4a3b + 2ab* — 12a2b? + 10a? + 4ab® — 22ab +
20* 4 106 — 2.

Als Néchstes suchen wir eine Teilmenge von V,(I), die besser zu verstehen ist.

Wir betrachten I als Ideal in dem Polynomring Q[t, a,b] und berechnen das
Radikalideal von I. Dann wéhlen wir die Erzeuger des Radikalideals in Z[t, a, b]
und definieren damit ein neues Ideal J in Z[t, a, b].

Weiter priifen wir, dass I C J ist. Das ist dquivalent zu Vg (J) C V,(I).

B:=Basis(I);

R1<t,a,b> := PolynomialRing(Rationals(), 3);
Il:=ideal<R1| { B[i] : i in [1..#B]} >;
RadicalDecomposition(Il);

Wir erhalten:

L
Ideal of Polynomial ring of rank 3 over Rational Field
Lexicographical Order
Variables: t, a, b
Dimension 1, Radical, Prime
Groebner basis:
I
t*a - t*b + 1,
t*b"2 + £t + a”3%b"2 + a”3 - a"2%b”"3 + 3%a"2%b - 3xaxb”2
+ b*xa - b"3 - 6%b,
a"4xb"2 + a4 - 2*%a"3%b"3 + 2*%a"3%b + a"2%b"4 - 6*a”"2%b"2
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+ 5%a”2 + 2xaxb”3 - ll*axb + b"4 + 5xb"2 - 1
]

Hier definieren wir das ideal J und priifen, dass I C J gilt.

J:=ideal< R | t*a - txb + 1,
txb"2 + t + a"3%b"2 + a3 - a"2*%b”"3 + 3*a"2xb
- 3*a*b”2 + b*a - b"3 - 6%Db,
a“4xb"2 + a4 - 2*%a”"3%xb"3 + 2*%xa"3*%b + a"2%xb"4
- 6*%a”2%b"2 + b*xa"2 + 2xaxb”3 - 1l*xaxb + b4
+ 5xb"2 - 1 >;

I subset J; \\ true

Also setzen wir

J=((a—bt+1,

(b + Dt + a®b* + a® — a*b® + 3a®b — 3ab® + 5a — b — 6D,

a*b? + a* — 2a°6® + 2a3b + a®b* — 6420 + 5a® + 2ab® — 11ab + b* + 50> — 1 ).
Wir bezeichnen die Erzeuger von J mit J[1], J[2] und J[3].

Es geniigt, dass wir im Folgenden die Menge V,(J) betrachten. Wir wollen
zeigen, dass die Teilmenge V(J) \ V4(Zo) C V4(I) \ V4(Ip) nicht leer ist.

Um den Beweis zu vereinfachen, zeigen wir, dass V,(J) \ V;(Io) = V,4(J).

Hilfssatz 4.2. Fir alle q gilt: Vi(J) N V,(Ip) = 0.

Beweis. Angenommen, es gibt ein (¢, a,b) € V,(J)NVy(Iy). Weil (¢, a,b) € Vy(Io)
ist, gilt @ = —t, a = —b und 2 = 0. Insbesondere V, (1) = 0 fiir p # 2.

Falls p = 2, so gilt a = —b = b. Eingesetzt in die erste Gleichung von J ergibt
sich (a —b)t +1=1¢€ JN Iy, damit ist V,(J) NV, (Ip) = 0. O

Wir wollen zeigen, dass die wesentliche Bedingung fiir die Existenz eines Ele-
ments in V,(J) durch J[3] gegeben ist, weil die Variable ¢ in J[1] und J[2] linear
vorkommt und J[1] und J[2] modulo J[3] die gleiche Gleichung ergeben. Wenn
J[3] genug Nullstellen (a,b) hat, existiert somit ein ¢ mit (¢,a,b) € V,4(J).

Hilfssatz 4.3. Sei
f = J[3] = a*b®*+a* - 2363 +2a3b+ab* —6a%b? + 502 +2ab> — 11ab+b* + 56> — 1.

Es gilt fir alle q: Ist |Vy(f)| > 7, dann ist Vo(J) # 0.
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Beweis. Sei (a,b) € F2 mit f(a,b) = 0.

Wir werden zuerst zeigen, dass wenn a # b und b? # —1 gilt, so konnen wir ein
t mit (t,a,b) € V4(J) finden. Dann zeigen wir, dass es hochstens sechs Punkte
(a,b) € V4(f) mit der Eigenschaft a = b oder b2 = —1 geben kann.

1. Fall: Gilt @ # b und b? # —1, so erhalten wir

aus J[1] oder

L a3b?® + a® — a2b3 + 3a%b — 3ab?® + 5a — b3 — 6b
B —b2 —1

aus J|[2]|. Zu zeigen bleibt, dass

1 a3b? + a® — a2b3 + 3a%b — 3ab?® + 5a — b> — 6b
— , also
b—a - -1

—b% — 1= (b—a)(a®® + a® — a®b® + 3a®b — 3ab® + 5a — b> — 6b)
gilt. Dafiir berechnen wir:
> —1—(b—a)(a®? + a® — a®b® + 3a%b — 3ab?® + 5a — b* — 6b)
= —b? —1—0a?b® —a3b+ a?b* — 3a%b? + 3ab® — 5ab + b* + 60 + a*b? + a*
—a®b® + 3a3b — 3ab? + 5a? — ab® — 6ab
= a*b?® + a* — 24363 + 2ab + a®b* — 6a%b? + 5a® + 2ab® — 1lab + b* +5b% — 1
= f(a,b) =0.
Also ist (t,a,b) € Vy(J).
2. Fall: Gilt > = —1, dann ist

f(a,b) = —a’+a*+2a>0 +2a3b + a® + 6a® + 5a® — 2ab — 1lab+1 -5 — 1
4a°b + 12a* — 13ab — 5.

Es gibt hochstens zwei Moglichkeiten fiir b und zu festem b hochstens drei

Mboglichkeiten fiir a. Insgesamt sind das maximal sechs solche (a,b).

3. Fall: Gilt a = b, dann ist

f(a,b) = a®+a* =245 +2a* + a8 — 6a* 4 5a® + 2a* — 11a* + a* + 5a% — 1
= —a’—1
= —b*—1

Das sind Punkte (a,b), die schon im 2. Fall vorkommen.

Insgesamt gibt es hochstens sechs Nullstellen von f(a,b), fiir die b> = —1 oder
a = b gilt. Wenn wir sieben Nullstellen von f finden, kénnen wir nach dem 1.
Fall einen Punkt in V;(J) bestimmen. O
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Im Folgenden wollen wir zeigen, dass |V,(f)| > 7 fiir alle g.

V,(f) ist eine Kurve in dem zweidimensionalen affinen Raum mit Koordinaten
a und b. Wir koénnen die Anzahl der Punkte in F, wie in [BGGKPP] mit der
Hasse—Weil Formel fiir singuldre Kurven abschétzen.

Lemma 4.4. [FJ86, 3.1}] Sei C C P™ eine absolut irreduzible projektive Kurve
tiber Fy und Ny die Anzahl der rationalen Punkte von C'. Dann gilt:

Nq Z (Q+ 1) - 2pa\/(_1,

wobei p, das arithmetische Geschlecht von C' ist.

Fiir das Lemma brauchen wir eine absolut irreduzible projektive Kurve. Wir
bilden daher den projektiven Abschluss von V,(f) und beachten dabei, wieviele
Punkte dazugekommen sind.

Bezeichnung 4.5. Sei C,, der projektive Abschluss von V,(f) in P?(F,). Also

Cy={(h:a:b) € PXF,) | F(h,a,b) = 0}, wobei

F(h,a,b) = —hS+5h*a® — 11h*ab + 5h*b? + h2a* + 2h%a3b — 6h2a?b+
2h2ab? + h2b* + ab? — 2a3b3 + a?b*.

die Homogenisierung von f(a,b) ist.
Seien

Uy = {(1:a:b) € PA(F,)},
Ur = {(h:1:b) € PX(F,)},
Us={(h:a:1) e PAF,)}
die affinen Uberdeckungen von P?(F,) und
Ho={(0:a:b) € P(F,)}
die unendlich ferne Hyperebene.
Bemerkung 4.6. C; hat genau drei Punkte auf H, , denn
C,NHy = Vy(a*t*—2a*b*+a%b*) = V,(a*b*(a—)*) = {(0:0:1),(0:1:0),(0:1:1)}

fir alle ¢. Das bedeutet, dass |Cy| = [V, (f)| + 3 ist.
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4.1 Die Irreduzibilitit der Kurve C,

Nun miissen wir zeigen, dass C, absolut irreduzibel, also irreduzibel {iber dem
algebraischen Abschluss von F, ist.

Bezeichnung 4.7. Sei F, der algebraische Abschluss von F,, wir definieren

Cy:={(h:a:b) € PF,)| F(h,a,b) = 0}.

Angenommen, die Kurve éq hat eine Zerlegung
C,=RUS,
wobei
F(h,a,b) =r(h,a,b)s(h,a,b) mit R =V (r(h,a,b)) und S =V (s(h,a,b)),

so dass R und S keine gemeinsame Komponente haben.

Dann gilt nach dem Satz von Bezout [Ha77, 7.8]:
t
Zz R, S; P;) = deg(r) - deg(s),
7j=1

dabei sind RNS = {P,..., P} die Schnittpunkte von R und S und i(R, S; P;)
die Schnittmultiplizitat [Ha77, I.5] von R und S in P;.

Da F' = rs und deg F' = degr+deg s, kénnen wir fiir deg F' = 6 die Moglichkei-
ten fiir degr - deg s bestimmen, also degr-degs € {1-5, 2-4, 3-3} = {5,8,9}.

Wir werden alle Moglichkeiten fiir die Schnittmultiplizititen (R, S; P;) bestim-
men und zeigen, dass Y i(R, S; P;) ¢ {5,8,9}. Daraus folgt dann, dass es keine
Zerlegung von C gibt.

Seien {Q1,...,Qx} die singuldren Punkte von C,. Dann sind die Schnittpunkte
Pl,...,Pt S {Qla"'?QkJ}'

Wir bestimmen die Singularititen von C, und deren Auflésungsgraphen. Die
Schnittmultiplizitét in einem Punkt P ist nach [Fu98, 12.4.2]

i(R, S; P) ZmQ

wobei () die unendlich fernen Punkte [Ha77, V.3.9.1] von P durchlduft und mg
deren Multiplizititen [Ha77, 1.5] sind. Daher kénnen wir aus den Auflésungs-
graphen alle moglichen Schnittmultiplizitdten zweier Komponenten ablesen.

Zuerst bestimmen wir die singuléren Punkte von C,.
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Hilfssatz 4.8. Sei ¢ = p* und p ¢ {37,143}. Dann hat C, in P%(F,) genau die
drei singuldren Punkte

Q1=(0:1:0), Q2=(0:1:1) undQ3=(0:0:1).

Beweis. Wir suchen die Singularitéten in der affinen Karte Up = P2(F,) \ Heo
In Up hat C, die Gleichung F(1,a,b) = f(a,b).

Wir bezeichnen mit

9f(a,b) 0f(a,b)

L= Jda ob

f(a,b))

sowohl das Ideal in Z[a, b] als auch das reduzierte Ideal in [Fy[a, b].

R<h,a,b> := PolynomialRing(IntegerRing(), 3);

F:= -h™6 + 5*%h"4*a"2 - 11%h"4*axb + 5*xh"4*xb"2 + h"2*a"4
+ 2xh7"2%a”3%b - 6xh"2%a"2xb"2 + 2*¥h"2*%a*xb”3 + h"2xb"4
+ a”4xb"2 - 2*%a"3*b"3 + a"2%b"4;

al:=hom<R -> R |1,a,b>;

Fl:=al1(F);
I1:=ideal< R |Basis(JacobianIdeal(F1)) , F1>;
Groebner (I1);
I1;
I[1] a + 260> + 10024b,
L[2] = 2b*+ 510 + 866,
L[3] = T74b% + 12580,
I[4] = 15947.

Da 15947 = 37 - 143 eine Einheit in I ist, gilt 1 € I;. Schliefllich wurden die
Fille p = 37 und p = 143 ausgeschlossen. Daraus folgt, dass Uq keine singuléren
Punkte aus P?(F,) in Uy hat, falls p ¢ {37,143}

Weiter suchen wir die singuléren Punkte von 6q in Hy. Nach Bemerkung 4.6
ist
CyNHye={(0:0:1),(0:1:0),(0:1:1)}.

Wir miissen iiberpriifen, dass diese Punkte singulédr sind. Dafiir bestimmen wir
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die partiellen Ableitungen von F:

%};"b) = —6h° + 20h3a® — 44h3ab + 2030 + 2ha* + 4hab — 12ha’b?
+4hab® 4 2hb*

%&“’b) = 10h*a — 11h* + 4h%a® + 6h%ab — 12h%ab® + 2h%6° 4 4aV?
—6a%b® + 2ab*

W = —11h*a + 10h*b + 2h%a3 — 12h%a%b + 6h%ab® + 4h%b® + 24D

—6ab% + 4ab3

Wenn wir die Punkte (0,0, 1), (0,1,0) und (0,1, 1) in diese Gleichungen einset-
zen, erhalten wir 0. Damit sind alle drei Punkte singulér. O

Als Néchstes bestimmen wir die Auflésungen von C,, in den singuliren Punkten.
Die Definitionen von Auflésung, Auflésungsgraph etc., sowie die Erkldrung zu
dem Verfahren sind im [Ha77] und [dJPO0O0] zu finden.

Hilfssatz 4.9. Seien q = p*, p # 2, C, aus (4.7) und
Q1=(0:1:0),Q2=(0:1:1), Q3=(0:0:1)

die singuliren Punkte von Cy. Angenommen, C, = RU S, so dass R und S
keine gemeinsame Komponente haben. Dann gilt:

(1) Q1 =(0:1:0) hat den Aufliésunggraph Ay und i(R,S;Q1) € {0,1},
(2) Q2 = (0:1:1) hat den Auflésunggraph Az und i(R,S; Q) € {0,2},
(8) Q3 =(0:0:1) hat den Auflésunggraph Ay und i(R,S;Qs3) € {0,1}.

Beweis. (1) Wir arbeiten auf der affinen Karte Uy = {(h : 1 : b) € P?(F,)}, also
Q1 = (0,0). Dort ist die Kurve C, gegeben durch das Polynom

—h% + 5h% — 11h%b + 5h*b* + h? + 2h%b — 6h%b* + 2h%b% + h2b* + b — 26% + b
Es hat die homogene Komponente vom kleinstem Grad h? + b%. Es gilt
h% 4 b2 = (h — V/—=1b)(h + vV—1b).

Da p # 2 ist, hat die Kurve Uq in @)1 zwei verschiedene Tangenten, also ist Q1
ein gewohnlicher Doppelpunkt. Damit schneiden sich bei Q)1 zwei Zweige von
6q transversal, also i(R,S;Q1) = 0, falls beide Zweige R oder S angehdoren,
oder i(R, S; Q1) = 1 sonst.
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(2) Wir betrachten den Punkt Q2 = (0, 1) in U;. Zuerst fithren wir eine Koordi-
natentransformation durch, indem wir den Punkt (0, 1) auf (0,0) verschieben.
Das geschieht, indem wir die Variable b in Fy[h,b] durch b + 1 ersetzen.

Sei C = 6(1 NnU;.
C =V (=h® +5n%% — b — h* + K2 + 6A%0° + 6h2b% + bt + 26° + b?).
Das Polynom hat die homogene Komponente vom kleinsten Grad
b2 =b-b,

damit hat C zwei gleiche Tangenten.
Wir blasen C auf durch die Variablensubstitution h +— h,b +— hb. Dann ist die
strikte Transformierte von C' gleich

CW = V(b*h* 4 b*h2 4 66°h3 4 203h + 5b%h* + 66°h% 4 0% — bh® — h* — h?),

der exzeptionelle Divisor ist E() = V(h) und le) = EW nc® =(0,0). Die
homogene Komponente vom kleinsten Grad ist

b — h? = (b+h)(b— h),

also hat die Kurve CM in (0,0) zwei verschiedene Tangenten. Der Punkt
(0,0) ist ein gewohnlicher Doppelpunkt von C (1), damit hat C in Q hat den
Auflésunggraph As.

Bei Q2 schneiden sich zwei Zweige von 5q. Falls beide Zweige R oder S an-
gehoren, gilt i(R, S;Q2) = 0.

Betrachten wir den Fall, dass die beiden Zweige verschiedenen Komponenten
anliegen, also Q2 € RN S. Auf Grund von

2= mQQ(CQ) = mQQ(Rm S) = mQ2(R) + mQ2(S)
und mq, (R), mg,(S) > 1, folgt
mq,(R) =mq,(5) =1,
d. h. die Komponenten R und S sind glatt in Q2. Da beim Aufblasen ()2 nur
das eine Urbild le) aus C(M) hat, gilt le) e RN SO, wobei RV und SO

die strikten Transformierten von R und S sind. Analog wie oben folgt

(1)(5(1)) =1.

Mo (RY) = aS
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Da le) ein gewdshnlicher Doppelpunkt von €' ist, werden sich die beiden
Komponenten in einer weiteren Aufblasung nicht treffen. Daher gilt nach der
Noetherschen Schnittpunktformel [Fu98, 12.4.2] in diesem Fall:

(R, S P) = ma, (RYma, () + mm (RV)m o (S0) = 1-1+1-1=2
(3) Wir arbeiten auf der affinen Karte Uy = {(h : a : 1) € P2(F,)}, also
Q@3 = (0,0). Die Kurve C ist gegeben durch das Polynom
—h8 +5h%a® — 11h*a + 5h* + h?a® + 2h*a® — 6h%a” + 2h%a + h® + a* — 24 + a°.
Es hat die homogene Komponente vom kleinsten Grad

h% +a? = (h+ v—1a)(h — V—1a).

Dann hat 6q in Q3 zwei verschiedene Tangenten und @3 ist ein gewodhnlicher
Doppelpunkt. Analog zum Fall Q; ist i(R, S;Q3) € {0,1}. O

Wie aus dem Beweis ersichtlich, miissen wir den Fall p = 2 getrennt betrachten.

Hilfssatz 4.10. Sei Con wie in (4.7) und

Q1=(0:1:0),Qa=(0:1:1), Q3=(0:0:1)

die singuliren Punkte von Can. Angenommen, Con = RU S, so dass R und S
keine gemeinsame Komponente haben. Dann gilt

(1) Q1 =(0:1:0) hat den Auflosunggraph Ay und i(R,S; Q1) =0,
(2) Q2 =(0:1:1) hat den Auflésunggraph A7 und i(R,S;Q2) € {0,4},
(8) Q3 =(0:1:0) hat den Auflosunggraph Ay und i(R,S;Q3) = 0.
Beweis. Con = V(RS +h*a®+h*ab+ h*b? + h2a* + h2b* + a*b? 4+ a?b*) C P?(Fan).

(1) Wir arbeiten auf der affinen Karte Uy, also Q1 = (0,0). Sei C := Can N Uj.
Dann ist C' gegeben durch das Polynom

RO+ h* + b + hA% + B2 + B2t + 0% + bt

Es hat die homogene Komponente vom kleinsten Grad h? + b?. In Fy zerfillt
dieses Polynom in zwei gleiche Linearfaktoren

h? +b% = (h+b)?,

also hat C' in (0,0) zwei gleiche Tangenten.
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Wir blasen auf durch die Variablensubstitution A — h,b +— hb. Dann ist die
strikte Transformierte von C' gleich

CH = V(h* + B2 + B3+ h*? + 1 + p** + b + K%Y,
der exzeptionelle Divisor ist E) = V(h) und EM nC® = (0,1).
Nach der Transformation von (0, 1) auf (0,0) ist

CO = V(2 + h3b + % + b + b + b3 + hAb).

Das Polynom hat die homogene Komponente vom kleinsten Grad b2. Also hat
CM in (0,0) zwei gleiche Tangenten.
Mit der zweiten Aufblasung h — h,b — hb erhalten wir

C® =V (n'* + h2b + h? 4 0% + h% + h+ hOb?),

E® =V(h) und E® N C® = (0,0). Die Kurve C? ist glatt in (0,0).

Die Kurve éq hat in @7 einen Zweig und den Auflésungsgraph Ay, also
i(R,5;Q1) = 0.

(2) Wir betrachten den Punkt Q2 = (0,1) in Uj.
Nach der Transformation von (0, 1) auf (0,0) ist
C =V (R** + '+ b0 + b + % + hS + nt).

Die homogene Komponente vom kleinsten Grad ist b2, also C' hat in (0, 0) zwei
gleiche Tangenten.

Wir blasen auf durch die Transformation h +— h,b — hb. Dann ist
CW =V (h*'* + b3 + h'b? + h?b* + 6% + h* + h?),
der exzeptionelle Divisor ist E() = V(h) und le) =FEWnc® =(0,1).
Das Polynom hat die homogene Komponente vom kleinsten Grad
b 4+ h% = (b+ h)?,

und damit zwei gleiche Tangenten.

Mit der zweiten Aufblasung h — hb,b — b erhalten wir die strikte Transfor-
mierte

C® = V('S + h3% + h'p* + h2b* + 1 + K% + h?),
den exzeptionellen Divisor E?) = V(b) und Qg) = E@Nnc® =(1,0).
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Wir verschieben (1,0) auf (0,0) und erhalten
C® =V (B2p* + b5 + h1% + 20 + b2 + 15 + Wbt + B3% + hb?).
Das Polynom hat die homogene Komponente vom kleinsten Grad h2, damit

zwei gleiche Tangenten in (0,0).

Die dritte Aufblasung h +— hb,b — b liefert die strikte Transformierte
C® =V (h2p* + h*b® + b4t + B2 4+ h? 4+ b* + 205 + K36 + hb),

den exzeptionellen Divisor E®) = V(b) und Qg?') = E® ncB =(0,0). Das
Polynom hat den Term vom kleinstem Grad

h? + hb = h(h +b),
damit hat C'®) zwei verschiedene Tangenten in (0,0), insbesondere ist der Punkt

(0,0) ein gewdhnlicher Doppelpunkt von C'®).

Bei Q5 schneiden sich zwei Zweige von Cgn. Falls beide Zweige R oder S an-
gehoren, gilt i(R, S;Q2) = 0.

Wir betrachten den Fall, dass beide Zweige in verschiedenen Komponenten
liegen. Die Multiplizitéiten in den Punkten o, le), g) und Qg?') sind alle

gleich 2 und Q;s) ist ein gewohnlicher Doppelpunkt. Wie im Fall 2 von dem
Hilfssatz 4.9 folgt:

i(R,S;P)=1-1+1-1+1-1+1-1=4.
(3) Der Beweis fiir Q3 ist analog zum dem Fall (1). O

Jetzt kénnen wir beweisen, dass Uq irreduzibel ist.

Satz 4.11. Falls p ¢ {37,143}, so ist die Kurve Cy irreduzibel und hat den
Grad 6.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass das Polynom F quadratfrei ist. Das ist
erfiillt, denn nach dem Hilfssatz 4.8 wissen wir, dass die gemeinsamen Null-
stellen von F' und den Ableitungen von F drei Punkte sind und damit die
Dimension 0 haben. Hétte F' einen mehrfachen Faktor, so hétten F' und die
Ableitungen von F' einen gemeinsamen Faktor, insbesondere hitte die gemein-
same Nullstellenmenge von F' und den Ableitungen die Dimension 1.

Da F' quadratfrei ist, hat C; den Grad von F, némlich 6.

Wir nehmen an, dass die Kurve C; = V,(F) nicht irreduzibel ist.
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Dann kénnen wir eine Zerlegung
C,=RUS
finden, wobei
F(h,a,b) = r(h,a,b)s(h,a,b),
R=V(r(h,a,b)) und S =V (s(h,a,b)),

so dass R, S keine gemeinsame Komponente haben. Nach dem Satz von Bezout
[Ha77, 7.8] gilt:

~+

Zz (R, S; Pj) = deg(r) - deg(s),

J=1

wenn RNS = {Py,..., P} die Schnittpunkte von R und S sind und i(R, S; P;)
die Schnittmultiplizitdt in P; ist. Aus deg(F') = 6 folgt, dass

t
Zz R, S; P;) = deg(r) - deg(s) € {5,8,9}.
7=1
Die Schnittpunkte Pi,...,P; sind in der Menge {Q1,...,Q} der singuldren

Punkte von C, enthalten, also 22‘:1 i(R,S; P;) = Z?Zl i(R,S;Q;).
Nach Hilfssatz 4.9 ist

Moo

i(R, S;Q;) €{0,1,2,3,4},
7=1

falls ¢ # 2 und im Hilfssatz 4.10 haben wir gezeigt, dass
3
> i(R, S;Q;) € {0,4}
7=1
fir g = 2%,
Das ist ein Widerspruch, also ist éq irreduzibel. O

4.2 Eine Abschitzung von |C,|

Bemerkung 4.12. In dem Beweis von dem Satz 4.1 reicht es, die Primzahl-
potenzen ¢ = 2¥, ¢ = 3¥ und ¢ = p fiir Primzahlen p > 5 zu betrachten.

Beweis. Da ), ein Unterkorper von T ist, gilt Vj,(J) C Vi (J) fiir alle k € N.
Fiir den Satz 4.1 war ¢ > 4 vorausgesetzt. O
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Satz 4.13. Sind die Mengen Va7(J) und Viaz(J) nicht leer, so ist Vy(J) # 0
fir g > 419.

Beweis. Aus der Voraussetzung und Bemerkung 4.12 folgt, dass V,(J) # 0,
wenn ¢ eine Potenz von 37 oder 143 ist.

Sei jetzt p ¢ {37,143}. Im Hilfssatz 4.3 haben wir gezeigt, dass Vy(J) # 0
gilt, wenn |V,(f)| > 7 ist. Auerdem wissen wir nach Bemerkung 4.6, dass
[Vo(f)]+3 =|Cqy|. Nach Satz 4.11 ist die Kurve C; absolut irreduzibel und vom
Grad 6. Das arithmetische Geschlecht p, von C; berechnen wir mit der Formel
[Ha77, 1.7.2):

(d-1)(d-2) 5-4

= = — 10,
Pa 5 5

wobei d der Grad von Cj ist. Nach der Hasse-Weyl Formel 4.4 gilt:

|Cal
Vol = 1Cql =3

(g +1) — 2pa+/q, also

>
> (qg+1)—2-10y/q — 3.

Durch das Finsetzen von ¢ = 419 erhalten wir, dass
(419 + 1) — 20V/419 - 3 ~ 7.6
ist. Aus der Monotonie der Funktion (¢ + 1) — 20,/g — 3 folgt, dass
(g+1)—20/q—-3>7,
wenn q > 419 ist. O

Satz 4.14. V,(J) # 0 fir 4 < q¢ < 419 und q # 8.

Beweis. Wir berechnen mit MAGMA |V, (f)| fur die Primzahlen 5 < p < 419
sowie fiir die Primzahlpotenzen 4 < 2% < 419 und 9 < 3F < 419.

for p in [1..419] do
if IsPrime(p) eq true then
M:={ <a,b> : a,b in GF(p) |
a"4*%b"2 + a4 - 2*a”"3*b”"3 + 2¥a"3%b + a"2*b"4 - 6*¥a”2%b"2
+ 5%a”2 + 2xaxb”3 - ll*axb + b"4 + 5%b"2 - 1 eq 0};
print p, #M;
end if;
end for;
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p GOl » %W » WL » [I%WOL p |V
2 |1 61 |64 149 | 154 239 | 246 347 | 342
3 67 |56 151 | 140 241 | 258 349 | 352
5 |14 71 |90 157 | 186 251 | 238 353 | 418
718 73 |70 163 | 176 257 | 352 359 | 402
11 | 12 79 |84 167 | 140 263 | 264 367 | 334
13 | 22 83 |68 173 | 146 269 | 246 373 | 360
17 | 20 89 |78 179 | 162 271 | 274 379 | 334
19 | 28 97 | 110 181 | 214 277 | 270 383 | 354
23 |4 101 | 100 191 | 242 281 | 314 389 | 402
29 | 42 103 | 108 193 | 188 283 | 288 397 | 346
31124 107 | 110 197 | 198 293 | 290 401 | 456
37138 109 | 104 199 | 156 307 | 334 409 | 456
41 | 56 113 | 128 211 | 218 311 | 372 419 | 464
43 | 40 127 | 116 223 | 244 313 | 392
47| 36 131 | 100 227 | 208 317 | 376
53 | 42 137 | 132 229 | 186 331 | 334
59 | 56 139 | 172 233 | 254 337 | 288

g | Va(H)l g | IVa(f)l

2215 32126

23 |1 33|42

24113 3% | 66

25 | 21 3% | 180

26 | 77

27 | 141

28 | 189

Ist |V(f)| > 7, so ist nach dem Hilfssatz 4.3 die Menge V' (J) nicht leer.
Fiir ¢ € {4,8,23} ist |[V(f)| < 7. Eine MAGMA Rechnung ergibt, dass

Vi(f) = {(w+1,0),(0,w+1),(w,0),(1,1),(0,w)} und
V23(f) = {(0,16),(7,0),(0,7),(16,0)},

wenn Fyq = {0,1,w,w + 1} ist. Die beiden Mengen enthalten Elemente (a, b) mit
a # b und b?> # —1. Nach dem Fall 1 im Hilfssatz 4.3 finden wir ein ¢, sodass
(t,a,b) € V,(J) ist.

Also ist die Menge V;(J) nicht leer fiir 4 < ¢ < 419 und ¢ # 8. O

Bemerkung 4.15. Im Fall ¢ = 8 ist die Menge Vs(f) = {(1,1)}, also konnen
wir daraus keine Punkte aus Vg(J) konstruieren. Das bedeutet aber nicht, dass
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die Menge der Losungen von v; = vy und v; # 1 in PSL(2,Fg) leer ist, da
wir mit der Wahl von z(¢) und y(a,b) diese Menge eingeschrénkt haben. Mit
dem folgenden MAGMA Programm erhalten wir, dass es genau 3024 Paare
(z,y) € PSL(2,Fg)? gibt mit vi(z,y) = va(z,y) und vy (z,y) # 1.

G:=PSL(2,8);

M:={ <x,y> : x,y in G |
((y*x~2) " (y~-1% x7-1),(y*x"2) " (x"-1)) eq y*x"2 eq true
and y*x~2 ne G!1 eq true };

#M;

Beweis von Satz 4.1. Im Satz 4.14 haben wir gezeigt, dass die Mengen Vs7(J)
und Vig3(J) nicht leer sind. Dann ist nach Satz 4.13 die Menge V,(J) nicht
leer fiir alle Primzahlpotenzen ¢ > 419. Also ist V(.J) nicht leer fiir alle Prim-
zahlpotenzen ¢ > 4 und ¢ # 8. Zusammen mit der Bemerkung 4.15 folgt die
Behauptung. 0
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Kapitel 5

Beweis fiir Suzuki Gruppen

In diesem Kapitel werden einige Computerberechnungen mit dem Computeral-
gebra System SINGULAR [GP02] statt MAGMA durchgefiihrt. Fiir die Beweise
miissen wir die Grébnerbasen von Idealen mit 8 Variablen und 529 erzeugenden
Elementen berechnen. Diese Berechnungen sind fiir die lexikographische Term-
ordnung lp zu aufwendig. Stattdessen benutzen wir die Produkttermordnung
in SINGULAR, bei der den ersten der Variablen die lexikographische Termord-
nung zugewiesen wird und den restlichen die graduierte reverse lexikographische
Termordnung dp [GP02, 1.2]. Das verringert die Rechenzeit erheblich.

In diesem Kapitel beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 5.1. Sei

—-1,.—1

v = ya? und vy = [(y2?)? 7, (ya?)® ).

Fiir jedes ungerade n existieren Elemente x,y € Sz(2"), so dass vi(x,y) # 1
und vi(x,y) = ve(x,y) gilt.

Die Suzuki Gruppen Sz(2") haben wir im Kapitel 1 definiert. Der Automor-

phismus 6 : Fon — Fon war definiert durch 6(a) = a2 wobei n = 2m + 1.

Wir erinnern an einige bekannte Eigenschaften der Suzuki Gruppen [HB82, 3],
[BWWO05]:

(1) [S(2m)] = 2220 — 1)(22" + 1),

(2) Sz(2") ist einfach,

(3) S(a,b)S(c,d) = S(a+c,b+d+6(a)c),
(4)

4) (S(a,b) | a,b € Fan) ist eine Untergruppe von Sz(2") mit ¢*" Elementen,
hat den Exponent 4 und ist von der Nilpotenzklasse 2,
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(5) (M(A) | A € F3n) ~ Fin,
(6) S(a,b)MX) = S(xa, A\0(\)b),

(7) (S(a,b), M(\) | a,b,\ € Fan, X\ # 0) ist eine auflésbare Untergruppe von
Sz(2™) mit der Auflosungslénge 4,

(8) Jedes g € Sz(2") hat eine eindeutige Darstellung als entweder g =
S(a,b)M(\) oder g = S(c,d)"1S(a,b)M(\)TS(c,d) fiir a,b,c,d,\ €
Fon, A # 0.

Die Eigenschaft (8) zeigt, dass wir fiir z und y entweder Matrizen der Gestalt
S(a,b)M(X) oder S(c,d)~1S(a,b)M(A\)T'S(c,d) wihlen kénnen. Dabei diirfen x
und y nicht beide von der Form S(a, b)M () sein, weil sie dann in der auflésba-
ren Untergruppe (S(a,b), M(\) | a,b,\ € Fan, A # 0) wiren.

Nun wéhlen wir moglichst einfache x und y, setzen fiir die Variablen Elemente
aus [Fan ein und berechnen mit MAGMA inwiefern sie die Gleichung vi(z,y) =
vo(z,y) erfiillen.

Anzahl der

(a,b,c,d) € F3, mit

T Yy Ul('x’y) :Ug(x,y)

n=3 n=2>5

S(a,b)T | S(e,d)T | 0 0
S(a,b) | S(e,d)T| 0 0
S(a,b)T | S(c,d) 13 21
TS(a,b) | TS(c,d) | 0 0
S(a,b) |TS(c,d)| 0O 0
TS(a,b) | S(c,d) 13 21
TS(a,b) | S(e,d)T | 0 0
S(a,b)T | TS(e,d)| 0 0

Fir x = S(a,b)T und y = S(e¢,d) gibt es auch Losungen der Gleichung
v1(x,y) = vo(x,y) in Sz(27), Sz(2%) und Sz(2'1).

Fiir den Beweis von Satz 5.1 machen wir den Ansatz

00 O 1
00 1 a
z:= S(a, )T = 0 1 6(a) ab(a) +b
1 a b a%*i(a)+ab+0(b)
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und

1 0 00
c 1 00

y:=Sled) = By +d  6c) 1 0 |
A0(c)+ed+6(d) d ¢ 1

dies sind invertierbare Matrizen mit Eintridgen aus dem Polynomring

Fola, b, e, d).

Sei n = 2m + 1. Als Erstes priifen wir, fiir welche a, b, ¢,d € Fan die Gleichung
vi(z,y) =1 gilt.

Hilfssatz 5.2. Fir x = S(a,b)T und y = S(c,d) aus Sz(2™) gilt vi(z,y) =1
genau dann, wenn a =b=c=d=0.

Beweis. Wenn wir x = S(a,b)T und y = S(c,d) in vi(z,y) = 1 einsetzen,
erhalten wir 16 Polynomiale Gleichungen in a,b,c,d, abhingig von m. Wir
bezeichnen diese mit n;;, also

ni1 N12 N13 N4
21 TN22 N23 N24
n31 MN32 N33 N34
a1 T42 N43 N44

=uv(z,y) — 1.

Wir geben einige Werte von n;; an:

ni = a,

ni3 = b,

ng1 = a-+gc,

na = a2 4™ L A2 L p 4 g,

Aus nio =0 und ny3 =0 folgt a = b =0. Aus no; =0+ ¢ =0 folgt ¢ = 0. Aus
nzg1 =04+ d =0 folgt d = 0.

Andererseits ist S(0,0)5(0,0)75(0,0)T =T?% = 1. O

Die gewihlten z(a,b) und y(c,d) sind von n = 2m + 1 abhéngig, weil dieses in
den Eintriigen 6(a) = a®™"" (bzw. (b),6(c), 6(d)) vorkommt. Deshalb ersetzen
wir 6(a),0(b),0(c),0(d) durch neue Variablen ag, by, cg, dp. Damit sind

0 0 O 1
0 0 1 a

z(a,b,ag,by) = 01 a aag + b und
1 a b a?a0+ab+by
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1 0 0 O

c 1 0 0

y(cv d7 €o, dO) = ceo + d o 1 0
Aeo+ed+dy d ¢ 1

Matrizen mit Eintridgen im Ring R := Fsa, b, ¢, d, ag, by, co, dp]-

2 1

Die Gleichung v = v ist dquivalent zu y 2z~ 2yx = 2%y~ 'z ~ly. Wir berechnen

2 1

y Pa Py — 2Py~ laTly
fir © = x(a,b,a9,b0), y = y(c,d,co,dp) und erhalten eine 4 x 4-Matrix mit
Eintrdgen in R, die wir mit

mi1 Mmi2 M1z Mi4
mo1 M2 M23 124
m31 M32 M3z M34
mg1 MMy M43 44

bezeichnen. Weiter definieren wir
J = <m11, mio... ,m44>

als das von den 16 Eintrédgen dieser Matrix erzeugte Ideal in R.

Sei FZ der algebraische Abschluss von Fy und A® := A8(F,) der affine Raum
iiber Fy mit den Koordinaten a, b, ¢, d, aq, by, co, dy. Wir betrachten die Nullstel-
lenmenge

V(J) = {(CL, b’ ¢, d7 aO,bO,CO,dO) € AS |p(a’a ba ¢, da aO,bOaCO,dO) =0 Vp € J}

Jeder Punkt (a,b,c,d, ag,bo,co,dg) € V(J) entspricht Matrizen = =
JT(CL, b, ag, bO) und Yy = y(C, d, €0, dO)a die

Ul('x’y) = UQ(x’y)

erfiillen. Allerdings, miissen diese x und y im Allgemeinem keine Elemente von
Sz(2™) sein, weil die Abhéingigkeit der Variablen ag von a und analog fiir by, cg
und dp nicht erfiillt sein muss.

Um solche Punkte (a,b,c,d,ag,by,co,dg) zu finden, fiir die auch
x(a,b,ap,bo), y(c,d,co,dy) € Sz(2") gilt, bendtigen wir folgende Hilfsmittel
(vgl. [BGGKPP]).

Sei m: R — R der Endomorphismus, definiert durch

7'('(@) = ao, 7T(b) = bo, 7T(C) = Cp, TI'(d) = do,
m(ag) = a?, 7(bg) = b?, w(co) =%, w(dg) = d°.
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Der Endomorphismus 7 liefert einen bijektiven Morphismus o : A% — A8,
definiert durch:

a(a,b, c, d? agp, bO’CO,dO) = (QO, bOa CO,dOa CL2, b2,C2, d2)

Zunichst fassen wir einige Eigenschaften von « zusammen.

Bemerkungen 5.3.

(1) o?(a,b,c,d,ag,bo,co,do) = (a,b?,c?,d? a2, b3, 2, d3), also ist « eine Qua-
dratwurzel des Frobenius—Automorphismus,

2 _ (2™ 32m oM oM 9gm j9m  9om  jom
(2) am(a,bacadaa(]abO,COadO)_(a ,b , C ad ) ,b(] » Co adO ),

2 1 _ om om om om 2m+1 2m+1 2m+1 2m+1
(3) a*™*(a,b,c,d, a0, bo, co,do) = (af ,b§ ,c5 ,di ,a ,b ,C ,d ).

Die Fixpunkte von o™ auf V(J) fiir ungerade n liefern uns die gesuchten
x(a,b,ap,by), y(c,d,co,dy) € Sz(2™). Das zeigen wir in dem folgenden Satz:

Satz 5.4. [BGGKPP] Wenn die Abbildung o™ (n ungerade) mehr als
einen Fizpunkt auf V(J) hat, so gibt es z(a,b),y(c,d) € Sz(2"), so dass
o1, b),y(e> ) = va((a,b), yle, ) erfils ist

Beweis. [BGGKPP] Sei (a, b, ¢, d, ag, by, co,do) € V(J) ein Fixpunkt von o>m+1,
Da (a,b,c,d,ag,bo, co,do) € V(J), gilt

U1 (CIT(CL, ba ag, b0)7 y(C, d7 Co, dO)) = ’UQ(SIT(CL, ba agp, bO), 9(07 da Co, dO))
Weil (a, b, c,d,ag, by, co,dy) Fixpunkt ist, folgt a = agm,ao = a2m+1, also a =
a2 = @?". Dann gilt a € For und ag = a2 = O(a). Dasselbe gilt fiir b, ¢
und d. Damit liegen z(a, b, ag, bo), y(c,d, cp,do) in Sz(2"). O

Wir miissen zeigen, dass o fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen n mehr als
einen Fixpunkt auf V'(J) hat. Dafiir benutzen wir die Lefschetz—Fixpunktformel
in Form des folgenden Satzes:

Satz 5.5. [BGGKPP, 3.6] Seien n = 2m + 1 und U eine nichtsinguldre, o—
invariante, irreduzible Teilmenge von A8 der Dimension 2.

Sei Fix(U,n) die Menge der Fizpunkte von o™ auf U, die Menge Fix(U,n) der
projektive Abschluss von Fix(U,n) in P8(Fy) und es gelte

Fix(U, n)| = | Fix(U, n)).

Dann gilt:
| Fix(U,n)| > 2" — b*(U)2°V* — b2 (U)2/2,

wobei b'(U) = dim H., (U, Qy) die £-adischen Betti-Zahlen sind. (¢ # 2).
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Wir wollen eine nichtsinguléire, a—invariante, irreduzible Teilmenge U von V' (.J)
finden, die alle Voraussetzungen des Satzes 5.5 erfiillt. Fiir diese werden wir
dann die Betti—Zahlen abschétzen und damit folgern, dass eine natiirliche Zahl
k existiert, so dass | Fix(U,n)| > 1 fir alle n > k gilt. Fiir die 3 <n < k finden
wir die Fixpunkte von «” auf V(J) unmittelbar mit dem Computer.

Um eine a—invariante, irreduzible Teilmenge U von V' (J) zu finden, untersuchen
wir V(J) genauer. Wir berechnen eine Basis von J und die Dimension mit
SINGULAR:

ring R = 2, (d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), dp;
option(redSB);

option(prot) ;

LIB"linalg.1lib";

matrix S1[4][4] = 1, o0, 0, 0,
a, i, 0, O,
a*al+b, a0, 1, O,
a”~2*al0+axb+b0, b, a, 1;
matrix S2[4][4] = 1, 0, 0, 0,
c, i, 0, O,
cxcO+d, cO, 1, O,
c~2xcO0+c*d+d0, d, c, 1;

matrix T[4][4] =

b

0
0,
0
1

-
-
-

b

O = O O
O O =~ O
o O O+

3

-
-
-

matrix x=S1%T;

matrix y=S2;

matrix ix = inverse(x);
matrix iy = inverse(y);

matrix M = iy*iy*ix*ix*y*x - X*kxkiy*ix*y;
ideal J = flatten(M);

dim(std(J));

2

Die Anordnung der Variablen (dy, d, ¢, ¢, by, b, ag,a) wurde so gewihlt, um die
Rechenzeit zu verkiirzen.
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Wir brauchen eine irreduzible Komponente von V'(J). Dafiir entfernen wir zu-
erst die offensichtlichen Komponenten von V(J), die in den Hyperebenen V' (a)
und V(ag) liegen. Wir setzen

J. =(JN{at—1))NR CR,

Jo = (Jaﬂ (aot— 1>)ﬂR CR,

dabei betrachten wir die Ideale in R[t].
Das zugehorige SINGULAR Programm:

ring Rt = 2, (d0,d,c0,c,b0,b,a0,a,t), dp;

ideal J = imap(R,J);

ideal Jt = std(J), axt-1;
ideal Ja = eliminate(Jt,t);
ideal Jt = std(Ja), aOxt-1;

ideal Ja0 = eliminate(Jt,t);

ideal JO = std(Ja0);
Dasselbe Verfahren haben wir auch auf die anderen Hyperebenen angewendet,
dadurch verédnderte sich das Ideal aber nicht.

Das Ideal Jy 2 J hat 529 Erzeugende beziiglich der graduierten reversen le-
xikographischen Termordnung dp. Im Folgenden betrachten wir die Teilmenge
V(Jo) CV(J).

Wir wollen spéter im Wesentlichen den Satz 5.5 auf die glatten Punkte von
V(Jo) anwenden, dafiir zeigen wir zunéchst, dass V' (Jy) a—invariant ist.

Hilfssatz 5.6. V (Jy) ist a—invariant.

Beweis. Zu zeigen ist, dass a(V (Jg)) C V (Jy) ist, also w(Jp) C Jy. Das beweisen
wir mit einer SINGULAR Rechnung.

setring R;
ideal JO = imap(Rt,JO);
map pi = R, 472,d0,c"2,c0,b"2,b0,a"2,a0;

ideal SJO = std(JO);
ideal SpiJO = std(pi(J0));
reduce(SpiJ0,8J0); // dies ergibt O U
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5.1 Eine irreduzible Teilmenge von V' (Jy)

Hilfssatz 5.7. Es gibt genau eine 2—dimensionale irreduzible Komponente Viy C
V(Jo) C AS.

Beweis. Wir werden V(Jy) C A% in den 3-dimensionalen affinen Raum A3 :=
A3(F3) mit den Koordinaten a, b und ¢ projezieren. Diese Projektion nennen wir
#. Wir werden zeigen, dass das Bild ¢(V (Jy)) C A? eine irreduzible Hyperfliche
V(j) ist, und dass es eine rationale Abbildung 1 von V(j) nach V(Jo) C A8
gibt. Dann ist V(j) birational zu Vj := ¥(V(j)) und das Inverse von ¢ wird
durch ¢ gegeben. Schliefflich argumentieren wir dafiir, dass V{ die einzige zwei-
dimensionale irreduzible Komponente von V(Jy) ist.

Wir zerlegen die Projektion in fiinf Schritte ¢ = ¢5 0 ¢4 0 ¢p3 0 2 0 ¢ als
V(Jo) 2 (a,b,c,d, ao,bo,co,do) (a,b,c,d,ag, by, co) = % (a,b,c,ag,bg, o) i
¢4 ®5
(a,b,c,a0,bp) = (a,b,c,ag) = (a,b,c).

Um die Bilder von ¢; zu finden, berechnen wir die folgenden Ideale:

Ji = JNFsa,b, e, d,ag, by, col,
Jy = JNFsla,b,c,ap,by,col,
Js = JNTFya,b,c,ap, b,

Jy = JNFya,b,c a),

Js = JnNFa,b,c.

ring S = 2, (d40,d,c0,b0,a0,b,c,a), dp;
ideal JO = imap(Rt,JO);

ideal J1 = eliminate(J0,d0);

ideal J2 = eliminate(J1,d);

ideal J3 = eliminate(J2,c0);

ideal J4 = eliminate(J3,b0);

ideal J5 = eliminate(J4,a0);

Weiter berechnen wir die Grobnerbasis jedes Zwischenideals J; beziiglich der
Produkt-Termordnung, bei der die ersten ¢+1 Variablen lexikographisch 1p und
die restlichen graduiert revers lexikographisch dp geordnet sind. Wiinschenswert
wére es, eine Basis von Jy beziiglich der lexikographischen Termordnung zu
finden, aber das scheitert an der Rechenzeit. Die Methode mit der Produkt—
Termordnung spart Rechenzeit und liefert dasselbe Ergebnis.
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ring SO = 2,(d0,d,c0,b0,a0,b,c,a), (1p(1),dp(7));
ideal JO = std(imap (S,J0));
size(JO); JO;

Das Ideal Jy hat 334 Erzeugende Jy[1], ..., Jy[334], die ersten 333 enthalten die
Variable dy nicht und J[334] ist linear in dy mit dem Koeffizient 1.

JO[334]=d0+a0"3*a"~2+b0*a0~2+a0*b~2+cO*c~2+cO*c*xa+alO*c*a+al*a~2+
dxc+b*xc+d*xa

Damit ist J; = (Jo[1],...,Jo[333]) und die Mengen V (Jy) und V(J;) sind bi-
regulir, da fiir jeden Punkt von V'(Jy) ein dy eindeutig mit Hilfe von .Jy[334]
bestimmt werden kann. Also existiert eine zu ¢, inverse regulére Abbildung

1/)1 : V(Jl) — V(J())

Weiter suchen wir eine Grobnerbasis von Jj.

ring S1 = 2,(d0,d,c0,b0,a0,b,c,a), (1p(2),dp(6));
ideal J1 = std(imap (S,J1));
size(J1); Ji;

Ji hat 211 Erzeugende, Ji[1],. .., J1[210] enthalten kein d und .J;[211] ist linear
in d mit dem Koeffizient 1.

J1[211]=d+b0*a0”~2*a"~3+al0*a”~5+cO*a0*b*c*a+a0”2xbxckxa+a0 2*b*a”2+
c0*a0~2*c+a0”"3*c+cO*b~2*xc+a0*b~2*c+b0~2*al0*a+a0” 3*xa+
cO*c™2*xa+cO*xc*a”2+al0*c*xa”2+al0*a”3+b0*xa0*xb+b~3+b*c*a+
bO*c+cO*a+b0*a

Also Jy = (J1[1],...,J1[210]) und wie im vorherigen Fall sind V' (J1) und V' (J2)
biregular mit
e V(Jo) — V(J1).

Dasselbe Verfahren benutzen wir weiter.

ring S2 = 2,(d0,d,c0,b0,a0,b,c,a), (1p(3),dp(5));
ideal J2 = std(imap (S,J2));
size(J2); J2;

Die Basis von J, hat 135 Elemente, 134 von denen enthalten kein ¢y und J2[135]
ist linear in cp mit dem Koeffizient 1.
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J2[135]=c0+a0~2xbxc*xa~4+a0”~3*c~2*a"2+a0"3*a~4+al0*c*a”~5+al*a"6+
bO*a0*b*cxa~2+a0”2*%b*xc*xa~2+b~3*c*xa~2+b0*a0*b*a”~3+b*xc*xa”~4+
b*a~5+b0*a0~2xc~2+a0*b~2*xc~2+a0" 3*c*xa+b0*xb~2*c*xa+a0”~3*a"2+
bO*b~2*a”2+a0*b"2*a”~2+b0*c*a”~3+al0*c*a”3+b0*a~4+al0*a~4+
bO*a0*xb*xc+b~3*c+b0~2*xb*a+al0”2xb*a+bxc~2*%a+b0~2%xa0+b0*b~ 2+
bO*c~2+a0*c”2+b0*c*a+b0*a”2+b*c.

Damit ist J3 = (J3[1],..., J2[134]) und wie vorher sind V(J3) und V(J4) bire-
gulédr mit

wg : V(Jg) — V(.]Q)

Fiir die Grobnerbasis von J3 berechnen wir:

ring 83 = 2,(d0,d,c0,b0,a0,b,c,a), (1p(4),dp(4));
ideal J3 = std(imap (S,J3));
size(J3); J3;

Die Basis von Js hat 85 Elemente, J3[l],...,J3[57] enthalten kein by,
J3[58], ..., J3[84] sind linear in by und in J3[85] tritt b3 auf. Hier haben die
Variablen by immer einen polynomialen Koeffizient, zum Beispiel:

J3[58]=(a0*a"~3+a0*c+al*a)*b0 +a0~2*a~5+a0*b*c”2*%a~2+b"2*c”2*a+
a0~ 2*%c*xa"2+a0”"2*xa"~3+b"2*a~3+c " 2*%a~3+a"5+b " 2*c+b" 2*a+
c”"2xat+c*a”2+c+a

Wir bezeichnen die Koeffizienten von by in J3[58],. .., J3[84] mit (ss, ..., Os4.
Dann gibt es eine reguldre Abbildung

Yy V(J) \V(Bss, ..., 0) — V(J3),

die links-invers zu ¢y ist, also ¥4¢4 = Id, denn fiir ein (a,b,c,a9) € V(Jy) \
V(Bss8,---,0s84) gibt es ein i mit F;(a,b,c,ag) # 0 und wir kénnen damit den
Wert by eindeutig aus J3[i] bestimmen. Tatséchlich gilt auch (a,b,c, ag,by) €
V(J3), da ¢4 eine Projektion, also surjektiv ist. Insgesamt ist also V' (J4) \
V(Bs8,--.,0s84) durch 14 biregulidr zu seinem Bild in V(J3). Die Ausnahme-
menge V(0ss, ..., 3s4) hat die Dimension 1.

Es gilt: Jy = (J3[1],..., J3[57]). Wir berechnen die neue Basis von Jy:

ring S4 = 2,(d0,d,c0,b0,a0,b,c,a), (1p(5),dp(3));
ideal J4 = std(imap (S,J4));
size(J4); J4;
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Die Basis von J4 hat 147 Elemente, J4[1] enthélt kein ag, J4[2],. .., J4[80] sind
linear in ag und in J4[81],...,J4[147] treten hohere Potenzen von ag auf. Wir
bezeichnen die Koeffizienten von ag in Jy4[2], ..., J4[80] mit g, ..., agp. Analog
zum obigen Fall gibt es eine regulére Abbildung

¢5 : V(J5) \ V(ag, e ,Ozg()) — V(J4),

die links-invers zu ¢5 ist, und somit V' (J5) \ V(ao, ..., agp) biregulir zu seinem
Bild in V(J4).

Wir erhalten, dass J; = (J4[1]), wobei Jy[1] ein Polynom in Variablen a,b und
¢ ist. Wir nennen dieses Polynom j.

j(a, e, b) _ (0,8012 +a6014 +a4012)b12 4 (CL14CIO +a13cll +a12610 +a11611 +CL10614 +CLIOCI2 4

alOCIO +a9015 +a9011 +a8012 +a8010 +a7cl5 +a7013 +a7cll +a5013)b10 + (aISCQ +a14012 +
a1408 +al3cl3 +a12010 +a1208 +allcl3 +a1109+a10016+a10010 +a1008+a9017+a9013+a9011 +
CL8C12 +a8C8 +CL7C15 +a6614+a6C12 +CL4C12 +a2614)b8+(a22C6+a21C7+CL20C8+a20C6 +a1969+
alSCS +al7c7+a16010 +a1608 +a1606 +a1567+a14cl4+a14012 +a14010 +a1408+a1406+a13015 +
CL13CQ +a12016 +CL12C14 +a12012 +CL12C10 +CL12C8 +CL12C6 +a11C17 +CL11C11 +allcg +CL11C7 +CL10C16+
alocl4+agcl5+a9013+a808+a806+a709+a5015 +a4cl4 +a4012 +a4clo +a3015 +a3013)b6+
(CL24C4+CL21C5 +CL20C8 +CL20C4+CL19C9 +CL19C5 +CL18C12 +CL18C10 +CL18CG +CL17C13 +a1769+a16cl2 4
alGCS + a15013 + al5cll + a1507 + a14016 + a14CIO + a1406 +a13017 + alSCll +a1309 + a1307 +
CL13C5 + a12cl4 +CL12C12 + a12C4 +a11C11 + allc7 +(111C5 +CL10C16 + al()cl2 +CL10C10 +(110C6 +
agcl7+agcll+agc7+a8012+a808+a804+a7013+a7cu+a7cg+a6016+a6010+a606+a5cl7+
CL5C15 +a5013 +CL5C11 +a4cl2 +a2010 +C12)b4+ ((122C10 +CL22C2 +a21011 +CL21C7+CL19C11 +CL19C9+
algc7 +a18014 +a18010 +a1802 +al7cl5 +a1709 +a16012 +a16010 +a1608 +al5cl5 +al4clo +
a1406+a1402 +a13011 +a1309+a1307+a12014+a11013 +auc7+alocl4+a1006+amc2 +a9013+
CL8C10 +CL8C8 +a7611 +a7C9 +a6c10 +a5c15 +a5c13 +a4012 +a3015 +a3013 +a2014 +a2C10)b2 +
(a2408 + a24 + a22010 + a2202 + 1120012 + alSCl4 + alSCIO + a1802 + alGCS + a16C4 + a14cl4 +
CL14C10 +CL14CG +a1402 +a10010 +a10C6 +a10C2 +a8C4 +(18 +a6014 +a408 +a2014 +a2010 +CS)
Wir werden zeigen, dass V' (J5) irreduzibel ist. Dann erhalten wir eine rationale

Abbildung
v :V(J5) --» V(Jo)

induziert durch die Komposition der reguldren Abbildungen ¢ o --- o 5. Da
die 1); links—invers zu ¢ sind, ist V'(J5) birational zu seinem Bild

Vo :==9(V(J5))

mit Inversem ¢. Insbesondere ist V} eine irreduzible zweidimensionale Kompo-
nente von V' (Jy).

Hilfssatz 5.8. V(J5) ist irreduzibel in A3.
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Beweis. Das Ideal J5 = (j(a, b, c)) wird von einem Element erzeugt.
Wir zeigen, dass j(a, c,b) absolut irreduzibel ist, d.h. irreduzibel in Fa[a, c, b].

Zuerst zeigen wir, dass j(a,c,b) keinen nichttrivialen Faktor aus Fsa,c] hat.
Seien A1, ..., A2 € Fala, | die Koeffizienten von j(a, ¢, b) beziiglich b.

Angenommen, es gibt ein irreduzibles Polynom p(a,c), das A1,..., A2 teilt.
Dann wire (A1, ..., A\12) in dem Ideal (p(a, c)) enthalten und damit V' (p(a,c)) C
V(A1,...,A\12). Wir berechnen V(Aq, ..., A\12) mit SINGULAR:

poly j = J5[1];
ideal C = coeffs(j,b);
facstd(C);
[1]:
_[1]=a
_[2]=c
[2]:
_[1]=a+1
_[2]=c

Wir sehen, dass V(A1,...,A\12) = V(a,c) UV (a+ 1,¢) = {(0,0),(—1,0)} nur
aus zwei Punkten besteht, insbesondere hat V(A1,...,\12) die Dimension 0.
Das ist ein Widerspruch, weil V(p(a,c)) in A? die Dimension 1 hat. Damit hat
j(a, c,b) keinen nichttrivialen Faktor aus Fs|a, c].

Angenommen, j(a,c,b) ist reduzibel, also es existieren Polynome
p(a,c,b),q(a,c,b) € Fala,c,b], die nicht aus Fsla, ¢] sind, so dass

jla,e,b) =pla,c,b)g(a,c,b).
Wir substituieren a mit 1 und b mit 7 und betrachten das Polynom
ie, %) =ple,L)g(l,¢,2) = A2+ 20+ (P +E+ 4+ +P)ad
+( B4+ et el 4 B+ B+ ezt
+c822 + (c!? + 1) in Fy(e)[x].
Das Polynom j(1,¢, %) ist durch ¢? teilbar, allerdings kann ¢? kein echter Faktor
von j(a, b, c) sein, weil es aus Fa[a, ] ist. Nach [BGGKPP, 3.3] ist das Polynom

Jj(1,e, E)/c2 =24+ (T+ P+ P+ E+ )+ (P + A+ )b+
c
(M4 1S et At + Sa? 4 (A0 + )

irreduzibel in Fa[c, z], also auch in Fy(c)[z]. Dann hat entweder p(1,¢, £) oder

q(1,¢,%) den Grad 12 beziiglich z. Daraus folgt, dass entweder p(a,c,b) oder
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q(a,c,b) den Grad 12 beziiglich b hat. Dann ist der andere Faktor aus Fala, c],
was vorher schon ausgeschlossen war.

Also hat j(a, ¢, b) keinen nichttrivialen Faktor in Fa[a, ¢, b] und ist damit absolut
irreduzibel. g

Fortsetzung des Beweises von Hilfssatz 5.7.

Betrachten wir dafiir die Menge
N CV(J5)

auf der die rationale Abbildung 1 nicht regulér ist. Ihr Urbild unter ¢ ist ent-
halten in der Menge

V(Jo) N (V(,B58, .. ,,884) U V(ag, .. ,ago)).

Mit Hilfe des unten stehenden SINGULAR Programmes kann man berechnen,
dass die Dimension dieser Menge 1 ist.

setring(S);

ideal J4 = imap(S84,J4);
ideal Ja0 = 0;
intvec v=0,0,0,0,1,0,0,0;
for (int i=1; i<=size(J4); i=i+1){
if (deg(J4[il,v) == 1){
Ja0 = Ja0, diff(J4[i],a0);
}
}
ideal J3 = imap(83,J3);
ideal Jb0O = 0;
intvec v=0,0,0,1,0,0,0,0;
for (int i=1; i<=size(J3); i=i+1){
if (deg(J3[i],v) == 1){
Jb0 = Jb0, diff(J3[i],b0);
}
}
ideal JaObO=intersect(Ja0,Jb0);
ideal N= JO, JaObo;
dim(std(N));

Folglich stehen die zweidimensionalen Komponenten von V(Jy) und V(Js5)

durch ¢ in Bijektion. Da V' (J5) irreduzibel ist, ist Vj die einzige zweidimen-
sionale Komponente von V (Jy). O
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Bemerkung 5.9. Wahrscheinlich ist Vy = V(Jy), aber das kénnen wir nicht
beweisen, weil die Computerberechnungen zu aufwendig werden.

Lemma 5.10. Vj ist a—invariant.

Beweis. Aus dem Hilfssatz 5.6 wissen wir, dass a(V'(Jy)) C V (Jo) gilt.

Die Abbildung o : A® — A8 ist ein bijektiver Morphismus, also ist a(Vp) irre-
duzibel und hat die Dimension 2. Da Vj die einzige 2-dimensionale Komponente
in V(Jy) ist, gilt a(Vp) = V. O

5.2 Eine nichtsingulire a—invariante Teilmenge von
Vo

Wir werden eine a—invariante Hyperebene V (f) C A® finden so, dass Vo \ V(f)
nichtsinguldr und a—invariant ist.

Ist s ein singuldrer Punkt von Vj, so ist s auch ein singulérer Punkt von V' (Jy).
Da wir V(Jy) besser kennen, suchen wir eine Menge, die die singulédren Punkte
von V' (Jy) enthélt. Dann enthélt sie auch die Singularitdten von Vj.

Um eine Aussage iiber die Singuldren Punkte zu machen, bestimmen wir zuerst
ein neues FErzeugendensystem von Jy, das die Struktur des Ideals versténdlicher
macht. Dabei benutzen wir das Verfahren aus dem Beweis von Hilfssatz 5.7.
Seien

I = JyNTFsa,b,c, d, ag,bo,col,
I, = JyNTFsa,b, e, ag,by,col,
I3y = JoNFala,b,c ag,bo],

Iy = JyNTFsa,b,ag,bol,

L = JyNFsa,b, e ag),

I; = JyNTFsa,b,ag).

Dieses Mal wahlen wir eine andere Eliminationsreihenfolge, weil die Hyperfléche
V(f), die die Singularitéten von V' (Jp) enthélt zusétzlich a—invariant sein soll.
Es bietet sich an, das Polynom f aus Fsa, ag] zu wihlen.

setring(R);

ideal I0 = imap(Rt,JO);
ideal I1 = eliminate(I0,d0);
ideal I2 eliminate(I1,d);
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ideal I3 = eliminate(I2,c0);
ideal I4 eliminate(I3,c);
ideal I5 = eliminate(I4,b0);

Wie im Beweis von Hilfssatz 5.7 berechnen wir eine Grobnerbasis in jedem
Zwischenideal.

ring RO = 2,(d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), (1p(1),dp(7));
ideal I0 = std(imap (R,I0)); I0;
ring R1 = 2,(d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), (1p(2),dp(6));
ideal I1 = std(imap (R,I1)); I1;
ring R2 = 2,(d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), (1p(3),dp(5));
ideal I2 = std(imap (R,I2)); I2;
ring R3 = 2,(d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), (1p(4),dp(4));
ideal I3 = std(imap (R,I3)); I3;
ring R4 = 2,(d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), (1p(5),dp(3));
ideal I4 = std(imap (R,I4)); I4;
ring R5 = 2,(d0,d,c0,c,b0,b,a0,a), (1p(6),dp(2));
ideal I5 = std(imap (R,I5)); I5;

Wir werden gleich beschreiben, wie die Grobnerbasen dieser Ideale aussehen,
um noch weitere interessante Elemente von Jy zu finden, &ndern wir nochmal
die Eliminationsreihenfolge.

setring(R);
ideal I4c = eliminate(I3,b0);

ring R4c = 2,(d40,d,c0,b0,c,b,a0,a), (1p(5),dp(3));
ideal I4c = std(imap (R,I4c)); I4c;

Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

e Das Ideal Iy hat 359 Erzeugende, Iy[l], ..., I[358] enthalten kein dy und
Ip[359] ist linear in dy mit dem Koeffizient 1.

e Das Ideal I; = (Ip[1],..., Io[358]) hat 217 Erzeugende, I1[1],...,I;][216] ent-
halten kein d und I;[217] ist linear in d mit dem Koeffizient 1.

e Das Ideal Iy = (I1[1],...,11[216]) hat 137 Erzeugende, I3[1], ..., I2[136] ent-
halten kein ¢g und 3[137] ist linear in ¢y mit dem Koeffizient 1.

e Das Ideal I3 = (I1[l1],...,12[136]) hat 183 Erzeugende, I3[1],...,I3[161]
enthalten kein ¢, in I3[162],...,I3[178] kommt c¢ linear vor und in
I3[179], ..., I3[183] treten hohere Potenzen von ¢ auf.
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e Das Ideal Iy = (I3[1],...,I3[161]) hat 181 Erzeugende, I4[1] enthélt kein by,
in I4[2],...,14]126] kommt by linear vor und in I4[127],..., I4[181] sind
hohere Potenzen von by.

e Das Ideal Iy, = I3 N Fala, ag,b, ] hat 184 Erzeugende, I4[1] enthilt kein c,
in Iyc[2],...,14[132] kommt ¢ linear vor und in I4.[133], ..., I4.[184] sind
hohere Potenzen von c.

e Das Ideal I5 = (I4[1]) = (I4[1]) wird von einem Element erzeugt, wir nennen
dieses h. Das Polynom h(a,ag,b) hat den Grad 35 und ist im Anhang C
angegeben.

Bemerkung 5.11. Aus den Berechnungen kénnen wir ein neues Erzeugenden-
system von Jy bilden:

Jo=( Ip[359],11[217), I [137), I4c[2], . . ., 14c[132], 14[2], . . . , 14[126], I5[1],
I3[179], ..., I3[183], I4:[133], ..., I4.[184])

=< do + po(a,ao,b,bo,C,CQ,d),
d + pi(a,ag,b,bg,c,co),
co +  pa(a, ao,b,bo, c),
c¢-x1(a,ap,b) + p3i(a,ao,b),

c-x131(a,a0,0)  + p3i31(a,ao,b),
bo - yi(a,a0,b)  + pai(a,ag,b),

bo - y125(a, ao,b) + pai2s(a, a,b),

h(a,ap,b),

Polynome aus Fsla, ag, b, by, ¢] mit hoheren ¢ — Potenzen,
Polynome aus Fs[a, ag, b, bg] mit hoheren by — Potenzen ).

Wir suchen eine Teilmenge von V' (Jy), die die Menge der Singularititen enthélt.
Dafiir definieren wir die folgenden Ideale:

Bezeichnung 5.12. Seien

Ec = <£L‘1,$2,...,l‘131>,
Eyy = (y1,92,...,Y125),
B, - <3h(a, ap,b) Oh(a,ap,b) Oh(a,ay, b)>
' Oa ’ Oag ob ’
E = E.N Ebo N Ey,.
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setring(R);
ideal EbO= I5;
ideal I4 = imap(R4,I4);
intvec v=0,0,0,0,1,0,0,0;
for (int i=1; i<=size(I4); i=i+1){
if (deg(I4[il,v) == 1){
EbO = EbO, diff(I4[i],b0);
}
}
ideal Ec= I5;
ideal T4c = imap(R4c,I4c);
intvec v=0,0,0,1,0,0,0,0;
for (int i=1; i<=size(I4c); i=i+1){
if (deg(I4cl[il,v) == 1){
Ec = Ec, diff(I4cl[i],c);
}
}
ideal Eh = I5,jacob(I5);
ideal E=std(intersect(Ec,Eb0,Eh));

Als Néchstes werden wir zeigen, dass die Singularitéten von V'(Jy) in der Menge
V(E) liegen.

Hilfssatz 5.13. Sei S die Singularitdtenmenge von V (Jy) und E das Ideal aus
5.12. Dann gilt: S C V(E).

Beweis. Die Jacobi-Matrix von Jy hat folgende Gestalt:
1

0
0 01
0 0 0 =zi(a,ap,b)

37131(@, agp, b)

0 0 0

0000 yl(a’ao’b)

0000 Y125(a, ag, b)

000 0 0 Oh(a,a0,b) Oh(a,ap,b) Oh(a,an,b)

da 8a0 ob
... Ableitungen weiterer Erzeugenden ...
Sei s € S. Falls s ¢ V(E;) UV(Ep,)UV(ER,) = V(E), so hat die Jacobi-
Matrix in s mindestens 6 = 8 — dim V' (Jp) linear unabhéngige Zeilen, also s ist
nichtsinguldr. Daraus folgt S C V(E). O
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Bemerkung 5.14. Die Menge Vp \ V(E) ist nicht a—invariant.

Wir werden eine Hyperfliche V' (f) finden, die V (E) enthilt, so dass Vo \V(f) C

Vo \ V(E) nicht nur nichtsingulér, sondern auch a—invariant ist.

Wir suchen das Polynom f in ENFsla, ap]. Da wir nur an der Nullstellenmenge
von f interessiert sind, berechnen wir das Radikalideal von F NFsla, ag]. Dieses
wird von einem nicht a—invarianten Polynom f erzeugt,

Rad(E NTFafa,ag)) = (f)

und setzen
f=rf-7(f),
dabei war 7 definiert durch: a — ag, ag — a’.

Das Polynom f (a,ap) hat den Grad 38, es ist im Anhang C wiedergegeben.
f(a,ap) ist ein Polynom vom Grad 95 in Fsla,ap]. Wir kénnen das nicht im
Anhang angeben, aber man kann es mit dem folgenden SINGULAR Programm
ausrechnen.

LIB"primdec.lib";
ideal F = eliminate(E,b);
ideal RF = radical(F);

map pi = R, 472,d40,c"2,c0,b"2,b0,a"2,a0;
poly f = RF[1]*pi(RF[1]);

Bemerkung 5.15. Es gilt V(E) C V(f), weil

V(E) C V(ENF2[a,a0]) = V(Rad(ENF2[a, ao])) = V(f) S V(f-7(f)) = V (/)

Damit ist Vo \ V/(f) C Vo \ V(E).
Hilfssatz 5.16. Die Menge
U:=V\V(f) CA®

st nicht leer, a—invariant, nichtsinguldr und irreduzibel.

Beweis. Fiir den Beweis von U # () miissen wir zeigen, dass f ¢ Jy ist. Das
berechnen wir mit SINGULAR:

reduce(f,JO);
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Das ergibt nicht 0, also gilt f ¢ Jj.
U ist irreduzibel nach Hilfssatz 5.7, nichtsingulédr nach Hilfssatz 5.13.

Zu zeigen bleibt, dass U a—invariant ist. Da Vy nach Bemerkung 5.10 a—invariant
ist, reicht es die a-Invarianz von A%\ V(f) zu zeigen.

Wir zeigen: Falls v ¢ V(f), so gilt a(v) & V(f). Sei v = (v1,...,v8) € AS\V(f),
also f(v) # 0 und 7(f(v)) # 0. Angenommen, a(v) € V(f). Dannist f(a(v)) =
0 oder 7(f(a(v))) = 0.

Die erste Bedingung 0 = f(a(v)) = n(f(v)) steht im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Die zweite Bedingung ergibt 0 = (f(a(v))) = f(a?(v)) = f(v},...,v3). Da die

Charakteristik des Koeffizientenkorpers 2 ist, gilt f(v%, ...,v3) = f?(v). Daraus
folgt f(v) = 0, was ebenfalls ein Widerspruch ist.

Also gilt a(A®\ V(f)) C A8\ V(f). O

Die Menge U C V/(J) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 5.5. Um die
Abschétzungen der Betti—Zahlen zu vereinfachen, zeigen wir im néchsten Hilfs-
satz, dass U biregulir zu einer Fliche in A3 ist.

Hilfssatz 5.17. Sei h das Polynom aus 5.11 und
W=V (h)\ V(f).

Dann sind W und U = Vo \ V(f) bireguldr iber die Projektion o : U — W.

Beweis. Als Erstes bemerken wir, dass nach Konstruktion
o(Vo) =V (h)

gilt.

Da [, algebraisch abgeschlossen ist, ist die Hyperfliche V (k) C A3 eine Verei-
nigung von 2-dimensionalen Komponenten. In 5.7 haben wir gezeigt, dass Vj
die einzige 2-dimensionale Komponente von V(Jy) ist. Damit ist V' (h) als Bild
von V{ irreduzibel.

Ferner gilt:
c(Vo \V(f)) = V(R \V(f),

weil o1 (V(f) C A3) = V(f) C A8 wegen f € Fsla,ag] ist. Mit den Bezeich-
nungen W und U heifit das
o(U)=W.
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Sei nun v € W. Aus v ¢ V(f) und V(E) C V(f) folgt, dass
v ¢ V(E) = V(a:l, - ,1’131) U V(yl, - ,y125) U V(h)

ist. Dann gibt es mindestens ein x; und mindestens ein y;, so dass x;(v) # 0
und y;(v) # 0. Damit kénnen wir die zu o inverse Abbildung 0 definieren:

w U
6 VIW\V() — V(Jo)\ V(f)
(a,ap,b) —  (a,b,c,d,ag,bo,co,dp)

mit

— p47j(a7a07b)
bO yj(a7a07b) ’
c = p3,i(a,a0,b)

— zi(a,a0,b) ?

Co :p2(a7a07b7b07c)7
d :pl(aaaOab,bO,CaCO),
dO :p0(a7a07b7b0707607d)7

dabei benutzen wir die Bezeichnung aus 5.11. Zu jedem (a,ag,b) aus V(h) \
V(f) existiert mindestens ein (a, b, ¢, d, ag, bg, co, do) € V(Jo)\V(f), weil V(h)\
V(f) die Projektion von V' (Jy) \ V(f) ist. Da by, ¢, co,d,dy durch Briiche von
Polynomen bestimmt werden, sind diese eindeutig. Das definiert eine regulére

Abbildung W — U.

Nach der Konstruktion von ¢ und § gilt 0 0 § = Idyw und é o o = Idy. O

Bemerkung 5.18. Wir fassen nochmal die Konstruktion von U zusammen:

A% 2 VIN\V() =W
| biregulér
A D V() 2 Vo > W\V(E) 2 W\V() =U
a—invariant a—invariant a—invariant
irred. irred. irred.
nichtsing. nichtsing.
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5.3 Eine Abschitzung von |Fix(U,n)]

Hilfssatz 5.19. Fir U aus Hilfssatz 5.16 ist b'(U) < 4482 < 212, wobei
WY U) = dim HL (U, Qy) ist.

Beweis. Nach 5.17 sind U und W biregulér. Da die Struktur von W verstéind-
licher ist, schétzen wir die erste Betti Zahl von W ab.

Sei H := V(A1a + Aaag + A3b) eine Hyperebene in A3.
Nach dem Hyperebenen Schnittsatz von Lefschetz ist die Abbildung

He (W, Qp) — He,(W N H, Q)
fiir eine 2-dimensionale Flidche W injektiv [M80], daraus folgt, dass
b'(W) < b (W N H).

Sei W N H der projektive Abschluss von W N H in H ~ P2. Die Fliche W ist
nach Hilfssatz 5.7 irreduzibel, also ist W N H eine irreduzible Kurve in H ~ A?
und W N H eine irreduzible Kurve in H ~ P2

Dann gilt nach [GL02, 7.4]:
VWNH)<(d-1)(d-2),

wobei d der Grad von W N H C P? ist.

Dafiir miissen wir den Grad von W N H bestimmen. Aus der Konstruktion von

W folgt:

WNH=WnNH=Vh)\V(f))nH=V(h)NH.

Da W N H irreduzibel ist, folgt nach dem Satz von Bezout [Ha77, 1.7.7], dass
degW N H <degV(h)-deg H =35-1= 35 ist, also gilt
V(WNH)<(35—1)(35 —2) = 1122.

Wir wollen b'(W N H) abschétzen. Nach [M89, 9.3] ist die Sequenz
Helt(W7 Q) — Helt(W NH,Q)— Hgt(W\ (WNH),Q)

exakt, also ist

dim H, (W N H,Q;) < dim Hy,(W N H, Q) + dim Hy,(W N H \ (W N H),Q,).

Damit konnen wir die erste Betti—Zahl von W N H abschéatzen als:
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VWNH) < VWWNH) +dmHL(WNH\WnH,Q)
< 1122 +dim HY(WNH\W N H,Q).

Die Menge W N H \ W N H besteht aus endlich vielen Punkten, insbesondere
ist

dim HL(WNH\WNH,Q) <degWNH\WnNH.

Also reicht es, den Grad von W N H\WNH abzuschétzen. Aus der Konstruktion
von W sehen wir, dass

WNH\WNH=WnH)N(V(f)UHx).
Dann folgt mit dem Satz von Bezout:
degWNH\WNH < degWnH - deg(V(f)UHx)
< 35 - (95 +1).
Insgesamt haben wir die Abschétzung:
LL(W) < bYW N H) <1122 + 35 - 96 = 4482.

O

Fiir die Abschitzung der zweiten Betti—Zahl bendtigen wir weitere Hilfssétze.
Hilfssatz 5.20. Fir die Euler—Charakteristik von U gilt: |x(U)| < 2486105.

Beweis. Da U und W biregulér sind, reicht es, wenn wir x (W) abschétzen.
Nach der Definition von W ist

V(h) = (VI V() UV (R)NV(f) =WUV(h,f).
Da die Mengen W und V'(h, f) disjunkt sind, folgt
X(W) = x(V(h)) = x(V(h, [))-
Fiir die Abschidtzung von x(V(h)) und x(V(h,f)) benutzen wir wie in

[BGGKPP] den folgenden Satz.

Hilfssatz 5.21. [ASS88][Ka01] Sei V € AN eine affine Varietit, erzeugt von r
Polynomen vom Grad < d. Dann gilt:

IX(V)| <2"Dn, (1,1 +d,...,1+d),

r+1

wobei Dy r(wo,...,2,) = Y. XW die Summe der homogenen Monome vom
W=N
Grad N mit den Koeffizienten 1 ist.
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In unserem Fall benttigen wir:
D3 1(wo,71) = 23 + 2821 + 202? + 23 und

D3 o(mo, 21, 22) = 23+ 2321 + 2302+ 2023 + 2071 X2+ 03+ 23 + 23w+ 21 23423,

Jetzt konnen wir x(V(h)) und x(V'(h, f)) abschétzen.

x(V(h)) <2 -Ds;(1,35+1) =2-(1+36 + 362+ 36%) = 95978,
x(V(h, f)) <2%-D35(1,95+1,95+1) =4-(1+2-96+3-96%+3-96%)
= 10728196.
Also ist
Ix(W)] < 95978 + 10728196 = 10824174.
O
Hilfssatz 5.22. Es gilt: b*(U) < 10828655 < 224,
Beweis. Ist x(U) <0, dann gilt 1 — b*(U) + b*(U) < 0 und damit
b (U) < bH(U) < 4482 < 212,

Falls x(U) > 0, dann ist b*(U) = —1 + x(U) + b (U) < 10824173 + 4482 =
10828655 < 224, O

Wir bezeichnen mit Fix(M,n) die Menge der Fixpunkte von o auf einer Menge

M.

Hilfssatz 5.23. Ist Fix(VoNV (f),n) = 0, so gilt: | Fix(U,n)| > 1, wenn n > 50
und ungerade.

Beweis. Zuerst zeigen wir: Wenn o keinen nichttrivialen Fixpunkt auf der
Menge Vo NV (f) hat, so ist Fix(U,n) \ Fix(U,n) leer. Das ist eine der Voraus-
setzungen des Satzes 5.5. Wir werden dann den Satz 5.5 auf U anwenden.

Wir bezeichnen mit
Ho={(0:a:b:c:d:ag:bg:co:dy)} CP®
die unendlich ferne Hyperebene in P8. Da
U\U = (Vo N Heo) U (Vo NV (f)),
so ist

Fix(U,n) \ Fix(U,n) = (Fix(Vy,n) N Hy) U (Fix(Vh,n) NV (f)).
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Aus der Voraussetzung Fix(Vo NV (f),n) = 0 folgt, dass Fix(Vo,n) NV (f) = 0.
Behauptung. Die Menge Fix(Vy,n) N Hy ist leer.

Beweis. Betrachten wir zuniichst die Operation von o” = o?™*1 auf AS8:
o®™*(a,b, ¢, d, ag,bo, co, do) = (af" b3" " df",a®" BT T a2,

Die Fixpunkte sind hier gegeben durch die Gleichungen:
a= a%m,b =" c= cgm,d =d2" ap=a ,bp = b2m+1,co = chH,do = d2m+1,

insbesondere werden die Gleichungen

2m

m—+1 m+1 om 2m—+1 n
a:(a2 ) =a’ 2" = g2 =%,

+1
om 2m 2m_2m+1 22m+1 on
ap = (ag ) =g =G =0

und analog fiir b,c und d erfiillt. SchlieBen wir A% in P® durch Einfiihrung
der variable ¢ ab, so enthilt das Verschwindungsideal von Fix(Vj,n) also die
Gleichungen

n __ n n__ n n__ n n__ n
B S I L =L R L
n __ n n__ n n__ n n__ n
T (P B

In Hy ist ¢t = 0, also

n

n n n n n n n
o = = =d = = =" =d =0

und damit

a=b=C:d=CL0=b0=CQZd0=O
in fiiralle ((:a:b:c:d:ag:by:co:dy) € Fix(Vo,n). Also ist Fix(Vy,n) N
H,, = (), womit die Behauptung gezeigt ist.

Wir haben gezeigt, dass Fix(U,n) = Fix(U, n) erfiillt ist. Aus Hilfssatz 5.16 wis-
sen wir, dass die Menge U nicht leer, irreduzibel, nichtsingulér und a—invariant
ist. Damit konnen wir Satz 5.5 anwenden, der besagt, dass

| Fix(U,n)| > 2" — b*(U)2°V* — b2 (U)2/2.

Nach Hilfssatz 5.19 ist b'(U) < 4482, und nach Hilfssatz 5.22 gilt b2(U) <
10828656. Insgesamt ist

| Fix(U,n)| > 2™ — 4482 - 23™/4 — 10828656 - 2"/2.

Durch Einsetzen von n = 51 erhalten wir, dass | Fix(U, 50)| > 1, aus der Mono-
tonie von 2" — 4482 - 237/4 — 10828656 - 2/? folgt, dass | Fix(U,n)| > 1 fiir alle
n > 50. O
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Hilfssatz 5.24. Fir jedes ungerade 3 < n < 50 gibt es x,y € Sz(2"), die
vi(z,y) # 1 und vy (z,y) = va(z,y) erfillen.

Beweis. Fiir n < 50 suchen wir Beispiele fiir (a, b, ¢, d, ag, by, co,dy) € an SO
dass z(a, b, ag, by),y(c,d, co,dp) € Sz(2") sowohl vy (x,y) # 1 als auch vy (z,y) =
1)2(1‘3 y) gllt

Weil nur endlich viele verschiedene n zu betrachten sind, konnen wir die Bei-
spiele fiir z und y mit MAGMA finden.

Da Foyr fiir k|l ein Unterkorper von Fy ist, reicht es, die z und y aus Sz(2P)
fiir Primzahlen 3 < p < 50 zu bestimmen. Man kann diese Werte nicht durch
einfaches Einsetzen finden, weil zum Beispiel im Fall p = 47 ungefihr (247)* ~
10°7 Félle zu testen sind.

Wir versuchen die Losungen systematisch zu erraten. Zum Gliick gab es auch
geniigend von denen. Wir schreiben den Korper Fop als Fo[t]/(r) fiir ein irredu-
zibles Polynom r vom Grad p.

Zuerst withlen wir a € {0, 1,¢,t+ 1,12, 2+ 1,2+, 2+t + 1,13, 3+ 1,3+, 13 +
LB+ 2B+ 2+ 1,8+ 2+, 83 +2+t+1,...} und setzen ag := a®" "
nach Definition von 6(a), dabei ist p = 2m + 1.

Als Néchstes wihlen wir einige Gleichungen aus Jy, die wir in 5.11 berechnet
haben:

do + po(a, ag, b, by, ¢, co, d),

d + pi(a,ag, b, by, c,co),

co + p2(a, ag, b, by, c),
c-z1(a,ag,b) + p31(a,ao,b),
bo - y1(a, ao,b) + pa(a,ao,b),
h(a,ag,b).

Es muss gelten h(a,ag,b) = 0. Da der Grad von h(a, ag,b) beziiglich b gleich 18
ist, gibt es fiir feste a und ag hochstens 18 Moglichkeiten fiir . Die berechnen
wir mit dem MAGMA Befehl

Variety( );

Falls yi(a,ap,b) # 0 und z1(a, agp,b) # 0 gilt, so setzen wir

_ p4,1(a,a0, b)

b - __p31(a,ap,b)
0= ——

und c¢:= .
yl(a’ao’b) xl(a,ao’b)
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Weiter setzen wir:
Co = p?(a)a07ba bO,C), d:= pl(aa aO,ba bO?Ca CO), dO = pO(aa aO,ba bO,Ca COad)'

Falls zuséatzlich
m—+1 m—+1 m-41
bo=0"" co=c2""", dog=d?""

und

2 1

y 2r 2yr = 2%y ey

fiir = z(a, b, ag, bp) und y = y(c, d, co, dp) erfiillt ist, so haben wir einen Punkt
(a,b,c,d,ag, by, co,dy) € Fozm+1 mit

va(z(a,b,ap,by),y(c,d, co,dy)) = vi(x(a,b,ag, by),y(c,d, co,dp)),

Ul(‘r(aa ba ao, bO)a y(c, da €0, dO)) 7£ 1
und z(a, b, ag,by), y(c,d, co,dy) € Sz(2") gefunden. Wir geben die Punkte mit
dieser Eigenschaft aus Fop fiir 3 < p < 50 im Anhang D an.

0

Beweis von Satz 5.1

Hat die Abbildung o™ einen nichttrivialen Fixpunkt auf der Menge Vo NV (f),
dann hat o™ einen nichttrivialen Fixpunkt auf V(J), weil V C V(J) ist. Nach
dem Satz 5.4 gibt es x,y € Sz(2") mit vi(z,y) # 1 und vi(x,y) = va(z,y).
Hat o™ keinen nichttrivialen Fixpunkt auf der Menge Vp NV (f). Dann hat o™
nach Satz 5.23 einen nichttrivialen Fixpunkt auf U C V(J), wenn n > 50. Mit
dem Satz 5.4 folgt das Gleiche fiir n > 50.

Nach Satz 5.24 gibt es fiir 3 < n < 50 Elemente z,y € Sz(2"), die vi(x,y) # 1
und vy (z,y) = ve(x,y) erfiillen. O
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Kapitel 6

Eine Aussage iiber
Engelgruppen

Wir erinnern an den Satz von Zorn:

Satz 6.1 (Zorn). G sei eine endliche Gruppe und die Sequenz e = (e1,ea,...)
definiert durch ey = [z,y] und e, = [en—1,y]. Dann gilt: Es gibt ein k € N so
dass fiir alle x,y € G gilt ex(z,y) =1 < G ist nilpotent.

Definition 6.2. G sei eine Gruppe.

G erfiillt die n—te Engelbedingung, falls e,(x,y) = 1 fir alle z,y € G. Eine
Gruppe, die die n—te Engelbedingung erfiillt, nennen wir n—-Engel Gruppe.

Wir nennen G eine n—-Engel p—Gruppe, wenn G eine p—Gruppe und auch eine
n—Engel Gruppe ist.

Diese Bezeichnung stammt aus der Theorie der Lie-Algebren, benannt nach dem
deutschen Mathematiker Friedrich Engel, der die zum Satz von Zorn analoge
Aussage fiir Lie-Algebren bewies.

Bemerkung 6.3. Ist G eine Gruppe von der Nilpotenzklasse k, ist so gilt nach

der Definition [ zg,z1,...,z; | = 1 fiir alle g, z1,...,2; aus G, insbesondere

auch ex(x,y) = [z,9,y,...,y] = 1 fir alle z,y € G. Damit ist G eine k—Engel
—_—

k
Gruppe.

Nun stellt sich die Frage, inwiefern die ”Umkehrung” gilt, d.h. ob man die
Nilpotenzklasse einer k—Engel Gruppe nach oben abschétzen kann.

Die 1-Engel Gruppen sind Gruppen von der Nilpotenzklasse 1 und
Auflésungslénge 1, also genau die abelschen Gruppen.

Fiir die 2-Engel Gruppen zeigte F. W. Levi den folgenden Satz:
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Satz 6.4. [Le42] Ist G eine 2—Engel Gruppe, dann ist G von der Nilpotenzklasse
hdchstens 3. Hat G zusdtzlich kein Element der Ordnung 3, so ist G hdchstens
von der Nilpotenzklasse 2.

In dieser sowie in den weiteren Abschitzungen wird nicht verlangt, dass die
Gruppen endlich sind.

Fiir die 3-Engel Gruppen ist der folgende Satz von Heineken bekannt:

Satz 6.5. [He61] Sei G eine 3—Engel Gruppe, die kein Element der Ordnungen
2 und 5 hat, dann ist G hochstens von der Nilpotenzklasse 4.

Auf die Einschriankung fiir die Ordnungen der Elemente von G kann nicht
verzichtet werden. Gruenberg zeigte [Gr59], dass eine 3—Engel 2-Gruppe exi-
stiert, die nicht nilpotent ist. Ein weiteres interessantes Resultat stammt von
N. Gupta, und besagt, dass 3-Engel 2-Gruppen auflésbar sind [Gu72|. Fir
3-Engel 5—Gruppen ist dies nicht erfiillt. Bachmut und Mochizuki haben eine
3-Engel 5-Gruppe konstruiert, die nicht auflésbar ist [BM71].

Fiir die 4-Engel Gruppen ist ebenfalls eine Abschétzung bekannt.

Satz 6.6. [Tr95] [HVL0O5] Ist G eine 4-Engel Gruppe, die kein Element der
Ordnungen 2,3 und 5 hat. Dann ist G héchstens von der Nilpotenzklasse 7.

Die Einschrankung fiir die Ordnungen der Elemente von G ist ebenfalls not-
wendig. Nach Satz 6.5 muss man 2-Gruppen und 5—-Gruppen ausschlieffen. Mit
MAGMA kann man auch 4-Engel 3—-Gruppen berechnen, die von der Nilpo-
tenzklasse > 7 sind.

Fiir die 5-Engel Gruppen gibt es noch keine analoge Aussagen.
Wir fassen die Ergebnisse nochmal in einer Tabelle zusammen.

Gruppe ‘ Nilpotenzklasse ‘ Ausnahmefille

1-Engel 1 -

2-Engel <3 -

3-Engel <4 2-Gruppen, 5—Gruppen

4-Engel <7 2-Gruppen, 3—-Gruppen, 5-Gruppen

In diesem Kapitel zeigen wir: Wenn man die Nilpotenzklasse einer k—FEngel
Gruppe abschétzen mochte, muss man fordern, dass die Gruppe kein Element
der Ordnung p fiir alle Primzahlen p < k hat.

Satz 6.7. Sei p eine Primzahl und n € N. Es existiert eine (p + 1)-Engel
p-Gruppe von der Nilpotenzklasse n.

66



Die Nilpotenzklasse n kann also beliebig grofl werden.
Fiir den Beweis werden wir zeigen, dass Gruppen mit bestimmten Eigenschaften

den Satz fiir beliebige n erfiillen.

Lemma 6.8. Seip eine Primzahl und G eine Gruppe, die folgende Eigenschaf-
ten erfullt:

(1) G ist metabelsch (d. h. G hat die Auflésungslinge 2),

(2) exp(G') = p, wobei G' =[G, G,

(3) g°h = hg? fiir alle g € G und h € G*.

Dann ist G eine (p + 1)—Engel p—Gruppe.
Beweis. Wir werden zeigen, dass fiir alle z,y € G die Gleichheit

€p+1(1’, y) =1

gilt. Ist p = 2, dann gilt:

es(r,y) = [2,9,9,9] = [z, v, 9]z, v, y]Y = ([2,y] o, y]¥) " ([, y) o, y]Y)Y
= [z, 9]Vl ) e ) [yl 0] )2 ) 2 (el )Y

2 (3 —2 9

_2[x7y]y - [l’,y”l’,y]y Yy = [l’,y

= [z, yly 22,

Sei nun p eine ungerade Primzahl. Zuerst zeigen wir mit Induktion, dass fiir
ungerade Zahlen n fiir alle z und y aus G

n

_ 1)+l (7
en-l—l(x?y):l_[([wvy]( Y y)(l)
i=0
gilt.
Dabei werden wir die folgenden Eigenschaften benutzen:
(%) Sind a,b € G und z € N, dann gilt (a*)® = (a®).
() (D) + () = () fir 0 <k <n.
(* %) Eine Primzahl p teilt (}) wenn 0 <k < p.
Ist n =1, dann gilt
1

62(x7y) = [xayay] - [[x7y]7y] = [mvy]il[x7y]y - H([xvy]
=0

Dy (),

Fiir den Induktionsschritt berechnen wir
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eny2(?,y) =

- [€n+1($,y),y}
= ent1(,y) 'y tenta (2, y)y

= en+1(x,y)_1en+1(x,y)y

Indélnn. ( ﬁ([x, y](fl)iﬁ—lyi)(?)) -1 ( ﬁ([-’ﬂ, y](fl)i"'lyi)(?))y

=0 i=0
N ) (X GEA N § ((ER A
i=0 i=0
n n+1
=TI O T ()06
1=0 i=1
= [, y]( H([‘T’ y](—l)iyi)(?)) ( H([‘T’ y](—l)iyi)(ifl)) [z, y](—1)n+1yn+1
i=1 i=1
W [z, y]( H([a:, y](_l)iyi)(?)ﬂL(iﬂ)) [z, y](—l)"“y”“
n+1 =
(’2) H ([x, y](,l)iyi)(n;rl)
i=0

Analog beweisen wir, dass

n+2

_1\i i (n+2

ents(r,y) = [ (g0 H ()
=0

Damit koénnen wir das Lemma beweisen. Ist p eine ungerade Primzahl, dann
gilt:

p . .
epri(ey) = [y VO
=0
B e
= [zyl Y Pl yly?
D ey e ly Ty =1
fiir alle z,y € G. O
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Fiir den Beweis von dem Satz 6.7 miissen wir zeigen, dass fiir jedes n € N eine
Gruppe existiert, die die Voraussetzungen des Lemmas 6.8 erfiillt und von der
Nilpotenzklasse n ist.

Es ist klar, dass solche Gruppen existieren, denn wir haben keine Einschrinkung
fiir die Anzahl der Erzeugenden gemacht. N. Gupta zeigte, dass die von n Ele-
menten erzeugte freie metabelsche Gruppe vom exponent p? von der Nilpotenz-
klasse n(p — 1) + (p — 1)? ist [Gu69)], also wachsend mit n.

Wir geben Beispiele von Gruppen an, die von n Elementen erzeugt werden,
von der Nilpotenzklasse n 4+ 1 sind und die Voraussetzungen des Lemmas 6.8
erfiillen.

Definition 6.9. Seien p eine Primzahl, n € N und N :={1,2,3,...,n}.

Wir definieren G,(n) als eine Gruppe, die von den Elementen a1, ..., a, und gr
fiir alle Teilmengen I C N erzeugt wird, mit den Relationen:

ad =1 firi e {1,2,...,n— 1},
2

ah = 1,

g =1 fir alle I C N,

9y = lan,aj] fir j € {1,2,...,n},
g1 = lgnw ] fiiralle I € N mit |7} > 1
und alle k € I,

lai,a;] = 1 firi,j € {1,2,3,...,n — 1},
lg1.9s] = 1 fiir I,J C N,
lgr,ar] = 1 fiir k € 1.

Beispiel 6.10. p =3, n =2, N ={1,2}.

G3(2) = (a1,a2, 9013, 9010y @} =1, 90y, a1l =1, gpy = lag, a1l
ay =1, lgpepa] =1, g2 = l9q3, a2)
{??1} =1, [gpopa] =1, = [az, a1, a2
9aa =1 lgpe9ml =1,

Die Gruppe Gp(n) hat folgende Eigenschaften:
Seien n € N, p Primzahl.

(1) Jedes g € Gp(n) hat eine (bis auf die Reihenfolge der g;,) eindeutige

Darstellung als '

g=a‘as?...a;" ae"gl1 g}tt
fiir Teilmengen Iy,...,1; - N, mit I ¢_ I;, wobei
€1y vy n_1,01,--.,5 €{0,...,p} und e, € {0,...,p?}.
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(2) Die Gruppe Gp(n) hat n Erzeugende {ai,as,as,...,an—1,a,} und
p2n+(g)+(g)+m+(ni1)JF(Z) Elemente.

(3) Es gilt: gn = [an,a1,a2,as,...,an_1,a,] # 1, daher ist Gp(n) mindestens
von der Nilpotenzklasse n + 1.

(4) Die Kommutatoruntergruppe G,(n)! = (901}>- - -» 9{n—1}) ist abelsch, also
ist Gp(n) metabelsch.

(5) exp(Gp(n)') = p.
(6) Es gilt g?h = hg? fiir alle g € Gp(n) und h € Gp(n)'.
Beweis. Es reicht zu zeigen, dass ahgr = grah, fiir alle Teilmengen I C N.
Ist n € I, dann gilt g; = a,, 'gsa,. Daraus folgt, dass
lgr,ab] = g7 ' anPgral = g7 gr = 1,

und damit ahg; = grah.

Ist n ¢ I, so gilt grgruqn) = a,lgra,. Dann ist
lgr,a8] = g7 apPgral, = g7 ' gr(grogmy)? = 1.

Beweis von dem Satz 6.7. Aus den Bemerkungen (4), (5) und (6) sehen wir,
dass die Gruppe Gp(n) die Voraussetzungen des Lemmas 6.8 erfiillt. Also ist
Gp(n) eine (p + 1)-Engel p-Gruppe von der Nilpotenzklasse mindestens n + 1.

0

Mit Hilfe der Gruppen G,(n) kénnen wir einen weiteren Satz beweisen.

Satz 6.11. Sei p eine Primzahl. Dann ezistiert eine unendliche (p + 1)—Engel
p—Gruppe, die nicht nilpotent ist. Fiir alle n € N enthdlt diese Gruppe eine von
n Elementen erzeugte Untergruppe von der Nilpotenzklasse mindestens n + 1.

Beweis. Fiir festes p und alle n € N ist Gjp(n) eine Untergruppe von Gp(n+1).
Wir erhalten eine Kette von Gruppen G,(2) < G,(3) < G,(4) < ...

Sei Gp(00) = limy o Gp(n). Go ist eine unendliche (p + 1)-Engel Gruppe,
die nicht nilpotent ist. Ferner ist die Gruppe G,(oco) metabelsch und nicht

endlich erzeugt. Die Gruppen Gp(n) sind Untergruppen von G,(co) von der
Nilpotenzklasse mindestens n + 1. O
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Anhang A

Programme

A.1 Berechnung der Menge 5

G<x,y>:=FreeGroup(2) ;
x1:=x"-1;
yl:=y~-1;

F3:=[* x, x°-1, y, y™-1, x72, xxy, x*¥y -1, x"-2, x"-1%y, x"-1xy~-1,
y*x, y*x"-1, y~2, y"-1*x, y -1*x"-1, y™-2, x73, x"2%y, x"2%y"-1,
Xky*x, X*¥y*x"-1, x*y~2, x*y -1kx, xxy -1xx"-1, x¥xy -2, x7-3, x"-2%y,
xXT-2%yT-1, yUx, xT-LlkyxxT-1, xT-1kyT2, xT-1kyT-lkx, xT-lkyT-1xx"-1,
xT-1xyT-2, y*x"2, ykxky, yxxxy -1, yxxT-2, yxx"-1xy, y*x"-1xy~-1,
yT2xx, y"2*%x"-1, y~3, y -1*%x"2, x7y, y -lxxxy~-1, y -1xx"-2,
yo-lkx"-1xy, yo-1xx"-1kxy"-1, y -2%x, y -2%x"-1, y -3 *];

S:=[*x *];

for 11 in F3 do

for 12 in F3 do
for 13 in F3 do

Append(~S,<11,12,13>);

end for;

end for;

end for;

for N in [1..#S] do
print SI[N];
end for;

A.2 Berechnung der Dimensionen von V(I), V(1)

R<t,a,b> := PolynomialRing(Rationals(), 3);
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x := Matrix(2, [t,-1,1,0]);
y := Matrix(2, [1,a,b,1+a*b]l);
Id := Matrix(2, [1,0,0,11);

F3:=[* x, x°-1, y, y™-1, x72, xxy, x*¥y -1, x"-2, x"-1%y, x"-1xy~-1,
y*x, y*x"-1, y~2, y"-1*x, y"-1xx"-1, y™-2, x73, x"2%y, x"2%y"-1,
Xkykx, XRyRxT-1, xkyT2, xkyT-lkx, xkyT-1lkxT-1, xxyT-2, x7-3, xT-2%y,
xXT-2%yT-1, yUx, xT-LlkyxxT-1, xT-1kyT2, xT-1kyT-lkx, xT-lkyT-1xx"-1,
xT-1xyT-2, y*x"2, ykxky, yxxky -1, yxxT-2, yxx"-1lxy, y*x"-1xy~-1,
yo2xx, yT2*xx"-1, y~3, y"-1*x"2, x7y, y -lkxxy -1, yT-1xx"-2,
yo-lxx"-1xy, yo-1xx"-1xy~-1, y -2%x, y -2%x"-1, y -3 *];

S:=[x x];

for 11 in F3 do

for 12 in F3 do
for 13 in F3 do

Append(~S,<11,12,13>);

end for;

end for;

end for;

for i in [1..#S] do
f:=S[1i][1];
g:=S[i1[2];
h:=S[i]1[3];
M:= g -1xf"-1xgkx  h™-1xf"-1xh* g”-1xfxgk h”™-1xfxh - f;
N:= £ - Id;
I:=ideal< R |{ M[i1,i2] : il in [1..2], i2 in [1..2]} > ;
I0:=ideal< R |{ N[i1,i2] : il in [1..2], i2 in [1..2]1}> ;
print i, Dimension(I), Dimension(IO);
end for;

A.3 Berechnung von z,y € PSL(3,F3) mit vi(z,y) =
UQ(x7y) und ’Ul(xay) 7é 1

G:=PSL(3,3);
function f(x,y)
return xx*y;

end function;

function g(x,y)

return y*x -1xy~-1;

end function;

function h(x,y)

return x*y*x; // die erste Sequenz

end function;

J:=0;
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N:=0;
C:=ConjugacyClasses(G);
for w in [1..#C] do
x:=C[w] [3];
for y in G do
if (£(x,y) gx,y), £(x,y) "h(x,y)) eq f£(x,y) eq true
and f(x,y) ne G!1 eq true then J:=J+1;
else N:=N+1;
end if;
J,N;
end for;
end for;
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Anhang B
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Anhang C

Polynome

h(a, ao, b) = b atlaB 4510300170130 13 b0l +68ad2a 2 460 al2a 4 b8 aSa O b adB e
Bala’® +b%adlal® +b%ala’® +b0attal® + 60al2at? + b0abatt + 60allatt + b4allat® + bOaba® +
b ala® + b7al%a® + b3at7a? + b adlta + b adat® + bPatPat® + bPalal + b3ada?t + b'2aSa® +
Bal?a® + b alla® +b0aSa'® +65ai0a "0 + b0al?a'® + b2allal® + b 2ata'? + b al?a'? + boatatt +
Brallatt + b*aSa'® + b2ada'® + blata®® + b7 ada” + b3ala” + b2ada® + bTadta® + b3adalt +
bala'l +bad’at +b%adat® +b°adat® +bada® + b8 a2a’ + b aSa’ + b2 aSad +b%atla® +b2ala® +
b a2a'® + 506800 + bal2a'® + b2at e + bSadal? + adta'? + b0a2at + b2aSa'® + bSa2a'® +
b2a8a18+a8a20+b11a8a5+b3aé7a5+b11a5a7+b9a8a7+b3a65a7+b3aé3ag+b5a8a11+b3a(1)1a11+
b3adal®+b2adat +bialbat +8al’ab+ bt adtab +b%aibal +b%ada® +b%ala® +b%att a® +b10%agal O +
BaSa'® +5*al0a 0 +b%al%a 0+ at a0+ bt ada 2+ btaSat +b2adat® +ala 't +b' T adaP +b'Palad +
bgaéla3+b5a(1)5a3+b13a8a5+b11a8a5+b5a(1)3a5+b3a(1)5a5+bga5a7+b5aéla7+ba63a9+bga8an+
bialall +b%adat3 +bada®+b%ala?+bala® +bala® +b%atta® +b%aZat + b agat +0adat +
Badat + b0al2at + b2albat + 6088 + brad?a® + b2alta® + b'2a2a® + b0ada® + b allad +
1942010 + 124010+ al2a "0 +b8a2at? +b0adal? + b2adal? + al0a? +afatt +bra2at® +b2adal® +
aSa'® +b13ada® +b%ada® + b3ad3a® +b%ada” + b5afa” + b2adta” + badda” + b3ada® + biafatt +
bagalt +b3adat® +b%ala®+ b aga? +b12ada® +b%aila® +b%ai?a? +bradta® +baSat + b adat +
B2alta® + 52020 +50adab +b5ada® +b2al0a® + al?a® +b%a2a® +b1aba'® + b2aSat® + allal® +
b2ada'? + b*a2a + aSa'® + agal® + bPadla® + bad’a® + v2ada® + bPada® + b3adta® + badla® +
bada” +b%ala” +b%ada’® +b3ala® +bPadatt +b12aga® +b%aSa? +b8aila’® + btai?a® + b 0%agat +
bﬁaga4 + a(1)4a4 + b6a8a6 + b2a(1)0a6 + b("aéa8 + b4a8a8 + bsagalo + b4aéa10 + b2a8a10 + a8a12 +
b2a2att +b%ada® +b5%adad +bal3a+b3ada® +b%aSa" +b3afa” +badalt +b10 + b2 ag+ b8 ab+bradi +
b0 3a?+b%ada®+baila®+b%ai?a® +adta® +b12at + b adat +b%al’at +ailat +b%aga’ + b aSa S+
b2a§a6 +v8a® + b4aéa8 + b2a8a8 + agalo +bv*al? + aéa12 + b5a(7)a3 + b5a8a5 + b3a(7)a5 + ba8a5 +
bada’” +badja’® +bada' +b2aga® +b%aSa +biada? +b%ala’® +ad?a® +b8asat +biaga’ +b%ala’ +
adab+b*ala®+aSa®+b%a2at® +a2a'? +b°aja® +bada +bBag+biad+b5aga’ + b aSa® +b%ada’+
b2a8a4+a8a4+b4a3a6+a8a6+aéa8+a%a10+ba8a5+b4aéa2+b2a8a2+a§a2+b2aéa4+b2a3a6+
asa®+baja® +brag+ad+b2aga® +bra +asa +a®+bada® +b%ada® +apa’ +adat +ag +ada® +1.

f(a7 aO) — a(1)9a19 +a(})6a22 +a(})5a23 +a(})2a26 +a(1)1a27+aga30 +a%0a17 +a(})9a18 +a(})8a19 +a(})6a21+
CL(1)4CL23 +aé2a25 +a60a27+a8a30+a31a15 +a69a17 +a68a18 +CL(1)7(119 +a65a21 +CL(1)3(123 +aéla25 +
aga30 + a(2)2a13 +a(2)1a14 + a(1)9a16 +a(1)8a17 + a(l)Galg +a(1)5a20 +a(1)2a23 + a8a26 +a(5)a30 +a(1)9a15 +
a(1)7a17+a(1)4a20 +a(1)1a23 +a(1)0a24 +a8a25 +aga26 +aga28 +a(1)9a14 +a(1)6a17+a(1)3a20 +a(1)2a21 +
CL(1)OCL23 +aga25 +a31a11 +a%0a12 +CL(1)6(116 +aé4a18 +CL(1)3(119 +CL(1)2CL2O +a60a22 +CL5(I25 +a8a27+
aéa28 +a(2)2a9 + 04'2)1(110 + a(1)8a13 +a(1)6a15 + a(1)5a16 + a(1)1a20 +a(1)0a21 + a8a22 + aga23 + a5a24 +
a8a26 +aéa27 +a%0a10 +a(1)9a11 +a(1)6a14 +a})4a16 +a(1)3a17 +a(1)1a19 +a8a21 +aga24 +a(5)a25 +
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aéa%JraégaeraéSaM+a(1)3a16+a(1)2a17+aéoa19+a8a20+a§a21+a8a23+a8a24+a8a26+a31a7+
a(1)9a9 —&—a}fa“ +a(1)4a14 —|—a(1)3a15 +a(1)2a16 —|—a(1)1a17 +a(1)0a18 +a(7)a21 +a8a22 +a(2)2a5 +a(2)1a6 +
(1(1)9(18JraégagJra(1)7a1oJra(1)3a14Jra(1)()a17+aga21Jragam+aga24+a(1)9a7+a(1)7agJraésanJra(1)4a12Jr
a(1)3a13+a(1)0a16+a8a17+a5a19+aéa22—|—a8a23+a3a24+a(1)9a6—|—a(1)7a8+a(1)6a9+a(1)5a10+a(1)3a12+
a(1)2a13+a8a16+a(7)a18 +aga19 +a(5)a20 —&—aéam —&—a%am —&—a%a%+a(2)1a3+a(2)0a4+a(1)7a7+a(1)6a8+
a(1)5ag+a(1)3a11+a(1)2a12+a(1)0a14Jr(lgawJr(lgal7+a(2)a22+a(2)2a+a(2)1a2+a(1)8a5JFOL})?aGJr(lésaazsJr
a(1)4a9+a(1)3a10+a(1)2a11+aéoa13+a8a14+aga15—&—agals—l—agals—&—a%am+a30a2+aé7a5+a65a7+
a(l)4a8+a(1)2a10+a(1)1a11 —&—a(l)oau—l—agal?’—l—agaM+a(2)a20+a(2)0a+a(1)8a3+a(1)7a4+a(1)5a6+a(1)3a8+
aéQangaélaeraéOan Jr(18(113+a(7)al4+OLSCL15 +aéa17 +OL%amJragawJraégaQ +(167(13 +a(1)5a5+
a(1)2a8 + aga12 —|—a5a13 + a8a14 —|—a8a15 —|—a3a18 + a(1)5a4 —|—a(1)4a5 + a(l)aa6 —|—a8a13 + a8a14 + aéal‘r’ +
a(l)7a+a(1)5a3—|—a8a9—l—agals—l—aéaM+a(1)6a+a(1)5a2+a(1)4a3+a(1)3a4+a(1)2a5+a(1)1a6+a(1)0a7+a8a8+
agangagan+aéa13+a3a15+aoa16+a65a+aé3a3+aéla5+a8a7+a8am+a8a13+a8a12+a3a13+
aoa14+a63a+a8a5+a8ag+a8a11+aoa13+aéag+a8am—&—agan+aoa12+a8a9+aoa11+aoa9.
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Anhang D

Beispiele fiir + und y in Sz(2P)

fiir 3 < p <50

Mit MP bezeichnen wir das Minimalpolynom.

p=3 MP=t"4+t>+1

p=>5 MP=t"+t*+1

a =

as = 2+t

b = t?

bo = t,

c = 4t

Co = t27

d = t?+1,

do = t+1.

p=7 MP=t"+t+1

a = 3+t

as = P4+t +t,

b = tP+t2+t+1,

bo = O+ +3 4241,
c = tP4+t2+1,

co = O+ +tt+t34+1,
d = t5+t*+3+1,

do = O+ 4+ +t+1

p=13, MP=t¥ +t*+ 3 +t+1

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

t+1,

3 +¢2,

07

07
24t 1,
2 41,
3+ 2+t
3+ ¢.

p=11, MP =t +¢>+1

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

t2 4+t

O TSt Bt
T+ 4+t 4+ 2+t +1,
5+ + 42 +1,

O B tT P+ 1,
84+ 17 + 13+ ¢,

O T P+ 241,
10 4 5 4 ¢t £

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

2 + ¢,
0+ 8 +1% 41,
883+t

A R R A 1 ey

t12+t10+t9+t8+t7+t6+1,
t12+t11+t9+t7+t6+t4+t2+1,

t12+t11 +t10+t9+t8+t7+t5+t4+t3+t2,

t 4+ 18 4+ 42
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p=17, MP=t"4+¢34+1

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

24t +1,
t12+t11+t10+t7+t3+t2+t+1,

t15 +t14 +t11 +t10+t6+t4,
t12+t10+t9+t8+t7+t5+t4+t3,
tls+t12+t10+t9+t4+t3+t2+1,
t16+t14+t10+t9+t7+t6+t4+t3+t+1,
t15+t13+t11+t10+t9+t8+t5+t4+t3,
1 410

p=19, MP=t"" 45 +>+t+1

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

t,

t18+t17+t12+t11+t7+t6+t5+t2+17
t16+t15+t14+t12+t8+t6+t5+t2+t+1,
t18+t16+t15+t12+t11+t10+t9+t8+t6+t2+t+1,
t16+t14+t12+t11 +t10+t8+t7+t6+t4+t3+1,
t18+t17+t16+t5+t4+t2,

t18+t16+t15+t11+t10+t8+t7+t5+1,
t18+t17+t16+t15+t14+t13+t12+t11 +t8+t7+t6+t5+t3+t2+t

p=23, MP=t®4+¢"4+1

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

t,

t22 +t21 +t20+t19+t17+t15+t13+t12 +t10+t7+t5+t4,
t20+t19+t18+t15+t14+t13+t12+t11+t10+t8+t7+t6+t4+t+1,
t21+t19+t18+t17+t14+t13+t9+t8+1,

2521 +t20 +t17+t16+t13+t12+t11 +t10+t6+t5 +t3,
7522_’_14;20_"_14;18_"_7517_’_141_12_’_14;11_"_tl()_’_759_’_141_8_’_14;7_’_)4;6_’_141_5_"_141_27
7522_’_14;21_"_141_19_"_7518_’_141_1(3_’_141_15_"_7514_’_7513_’_141_9_’_141_7_"_14;6_"_754_"_754_17
t17+t15+t14+t9+t7+t6+t4+t3+1.

p=29, MP=1t* +t* 41

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

2 + ¢,

t28+t26+t20+t18+t17+t11+t10+t8+t4+t3+t,
t26+t25+t24+t23+t21+t20+t19+t18+t16+t12+t11+t10+t8+t7+t5+t,
t28+t24+t23+t21+t20+t17+t16+t12+t11 +t10+t7+t5+t3+t2,
t25+t23+t20+t19+t17+t16+t15+t14+t13+t9+t2+1,
t28+t25+t20+t19+t18+t17+t16+t13+t10+t9+t7+t6+t3+t+1,
t27+t25+t23+t21+t20+t19+t18+t17+t16+t13+t12+t10+t8+t6+t4+t3+t+1,
t28+t27+t26+t21+t18+t15+t13+t11+t9+t8+t5+t+1.

p=31, MP=t3+t3+1

a
ao
b
bo
c
Co
d
do

3,

t24+t10+t9+t2+t,

t30+t25+t23+t21 +t20+t18+t17+t16+t15+t14+t13+t11+t9+t8+t4+t3+t,
t30+t29+t24+t23+t21+t20+t17+t11+t9+t8+t7+t4+t3+t2+t,
7527_’_14;24_"_141_20_"_7519_’_141_18_’_14;16_"_7514_’_7512_’_th_"_759_"_758_"_757_"_755_’_754_’_14;37
tBO+t28+t26+t25+t20+t18+t17+t16+t15+t11 +t10+t8+t7+t5+t2,
t29+t28+t27+t26+t23+t22+t16+t15+t14+t13+t7+t6+t3+t2+1,
t29+t28+t25+t24+t23+t21+t20+t17+t14+t10+t8+t7+t4+t2+t+1.
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p=37, MP=t3 "+ +t* + 2 +t2+¢t+1

a
ao

b
bo

Co

do

2
§34++t;)33+t31+t30+t29+t28+t27+t26+t19+t18+t17+t16+t14+t13+
A LB L A N S Ay
t33+t30+t29+t28+t26+t25+t23+t16+t12+t7+t4+t3+t2+1,
t35+t33+t32+t28+t26+t25+t23+t22+t20+t18+t16+t12+t11+t10+
B+t + 5+t + 12+,
t36+t35+t33+t32+t31+t29+t19+t14+t11+t10+t9+t7+t,
t36+t34+t33+t30+t26+t24+t21+t17+t15+t13+t12+t9+t7+t6+t5+t4+1,
t36+t35+t34+t33+t30+t26 +t24+t22 +t21 +t16+t14+t12 +t10+t9+
BT+t 41,
t35+t32+t31+t30+t29+t27+t26+t25+t24+t22+t19+t17+t14+t10+
18+ 8 8% 3 + 2.

p=41, MP =t*' +¢34+1

a
ao

b

bo

Co

do

§é8+t37+t36+t35+t34+t32+t31 +t29+t26+t23+t21+t20+t18+t17+
t15+t14+t13+t12+t11+t10+t7+t6+t4+t3+t2+t,
t38+t34+t32+t28+t27+t26+t23+t22+t21 +t20+t17+t14+t12+t10+
P+t Pt 41,
t39+t38+t36+t35+t34+t32+t30+t29+t27+t26+t24+t23+t22+t18+
t17+t15+t12+t7+t5+t3+t2+1,
t40+t38+t36+t33+t32+t31+t29+t28+t27+t26+t24+t23+t22+t19+
t18+t14+t12+t10+t7+t3+t+1,
7537_’_14;35_,'_141_33_"_7531_’_141_26_’_14;23_"_751’7_’_7515_’_141_14_"_7511_’_751()_’_141_4_’_14;3_"_17
t40+t37+t35+t34+t33+t32+t30+t28+t25+t24+t23+t19+t18+t17+
t11+t10+t9+t6+t5+1,
t40+t39+t37+t32+t26+t23+t20+t19+t14+t13+t11+t10+t7+t3+t2+t+1.

p=43, MP=t® 4+ +t* +3+1

a
ao

b

bo

Co

do

2

§44++t;;114 t40+t38+t37+t34+t33+t32+t31 +t28+t27+t26+t25+t23+
t22+t18+t17+t16+t12+t10+t9+t7+t6+t5+t2+t+1,

t45 +t41 +t40+t39+t35+t33+t31 +t30+t28+t25+t24+t23+t19+t18+
t17+t12+t11+t9+t8+t6+t4+1,

t46+t42+t41 —|—t38+t36+t35—|—t34+t32+t30+t27+t20+t19+t17—|—t16+
Bt B St P41,
t40+t33+t31+t30+t29+t26+t25+t24+t23+t21+t19+t16+t15+t14+
A A L A Y S Ry ey |
t46+t45+t40+t39+t38+t35+t34+t32+t30+t29+t28+t23+t22+t21+
t20+t16+t12+t11+t10+t8+t3+t+1,
t45+t44+t37+t35+t34+t33+t28+t26+t24+t22+t20+t18+t17+t16+
t15+t14+t10+t9+t7+t6+t4+1,
t46+t45+t44+t43+t41+t40+t38+t33+t32+t26+t24+t23+t19+t17+
t16—|—t15+t11+t10+t9+t8+t7+t5+t4+1.
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p=47, MP =t*" 4+ +1

a
ao

b

bo

Co

do

24t +1,

t44+t41 +t40+t38+t37+t34+t33+t32+t31 +t28+t27+t26+t25+t23+
t22+t18+t17+t16+t12+t10+t9+t7+t6+t5+t2+t+1,

t45 +t41 +t40+t39+t35+t33+t31 +t30+t28+t25+t24+t23+t19+t18+
t17+t12+t11+t9+t8+t6+t4+1,

t46+t42+t41 +t38+t36+t35 +t34+t32 +t30+t27+t20+t19+t17+t16+
AR LRy R A
t40+t33+t31+t30+t29+t26+t25+t24+t23+t21 +t19+t16+t15+t14+
0 L BT S+,

t46+t45+t40+t39+t38+t35 +t34+t32 +t30+t29+t28+t23+t22 +t21+
t20+t16+t12+t11+t10+t8+t3+t+1,

t45 +t44+t37+t35+t34+t33+t28+t26+t24+t22+t20+t18+t17+t16+
t15+t14+t10+t9+t7+t6+t4+1,

t46+t45+t44+t43+t41 +t40+t38+t33+t32+t26+t24+t23+t19+t17+
t16+t15+t11 +t10+t9+t8+t7+t5+t4+1.
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