EXPONENTIELLE INTEGRATOREN

Zeitintegrationsverfahren fiir Maxwell-Gleichungen und parabolische Systeme

Inaugural-Dissertation

zur Erlangung des Doktorgrades
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultiit

der Heinrich-Heine-Universitit Diisseldorf
vorgelegt von
Georg Jansing

aus Diisseldorf

Diisseldorf, im Miirz 2015



aus dem Mathematischen Institut
der Heinrich-Heine-Universitat Diisseldorf

Gedruckt mit der Genehmigung der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultit der
Heinrich-Heine-Universitiat Diisseldorf

Referent: Prof. Dr. Achim Schadle
Heinrich-Heine-Universitit Diisseldorf

Korreferentin: Prof. Dr. Marlis Hochbruck
Karlsruher Institut fiir Technologie

Tag der miindlichen Priifung: 30. Marz 2015



ZUSAMMENFASSUNG

Ziel dieser Arbeit ist es, bestimmte numerische Zeitintegrationsverfahren, so genannte exponen-
tielle Integratoren, zu entwickeln, zu analysieren und zu verfeinern. Dabei soll der Fokus auf
zwei Aspekten liegen. Zum einen wollen wir einfache Laser-Plasma-Interaktionen mit hochdich-
ten Plasmen simulieren konnen. Fiir diese treten bei klassischen Zeitintegrationsverfahren durch
den zum Plasma gehorigen groflen Dichteparameter numerische Stabilitdtsprobleme auf. Zum
anderen betrachten wir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen, die aus Ortsdiskretisie-
rungen parabolischer Differentialgleichungen hervorgehen und bei welchen eine Matrix vor der
Zeitableitung auftritt. Fiir solche Gleichungen wollen wir exponentielle Losungsverfahren entwi-
ckeln, die ohne Anwendung von Inversen dieser Matrix auskommen.

Fiir die Simulation der Laser-Plasma-Interaktionen analysieren und modifizieren wir ein in der
Literatur vorgeschlagenes symmetrisches Dreifach-Splitting-Verfahren, in dessen zentraler Kom-
ponente ein exponentieller Integrator enthalten ist. Es wurde auf die spezielle Form der zu l9sen-
den Gleichung zugeschnitten. Von diesem Verfahren ist nicht bekannt, ob es tatsdchlich die durch
numerische Tests motivierten, mutmafllichen Konvergenzeigenschaften besitzt. Wir werden eine
etwas allgemeinere Version des Verfahrens analysieren und ermitteln, wie wir das urspriingliche
Verfahren modifizieren miissen, damit es tatsdchlich die erwartete Konvergenzordnung erhilt.
Auflerdem werden wir zeigen, dass der urspriingliche Vorschlag ebenfalls konvergiert, wenn auch
mit geringerer Ordnung.

Im zweiten Teil der Arbeit wenden wir uns der Zeitintegration ortsdikretisierter parabolischer
Differentialgleichungen zu. Die Massematrix, die dabei vor der Zeitableitung auftritt, wird bei
Verwendung von Krylov-Verfahren fiir die Approximation von Matrixfunktionen fiir exponenti-
elle Integratoren oft formal durch Invertieren behandelt. Dies fiihrt dazu, dass in jedem Krylov-
Schritt ein lineares Gleichungssystem mit dieser Matrix gelost werden muss. Wir kombinieren
Krylov-Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme mit numerischen Konturintegrations-
methoden, wodurch wir auf explizites Losen mit der Massematrix verzichten konnen. Im Ver-
gleich zu klassischen Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen miissen wir anstatt eines einzigen
Krylov-Raumes nun mehrere aufbauen, jeder einzelne Krylov-Schritt ist jedoch giinstiger. Der
Aufbau der Krylov-Réume ldsst sich auf triviale Weise parallelisieren.
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SUMMARY

In this thesis we aim to develop, improve and analyze certain numerical time integration methods,
so called exponential integrators. We focus on two different aspects: Firstly, we want to simulate
simple laser-plasma interactions with overdense plasmas. The large density parameter belonging
to the description of the plasma introduces numerical stability issues in classical time integration
methods. Secondly, we consider systems of ordinary differential equations arising from the spatial
discretizations of parabolic differential equations, where a matrix appears in front of the time
derivative. We will develop exponential integrators that do not rely on solving linear systems
with this matrix for this type of equations.

For the simulation of laser-plasma interactions we analyze and modify a triple splitting method
that was proposed in literature. This method contains an exponential integrator in its central com-
ponent and was specifically designed for the equations that describe those interactions. Besides
numerical tests that indicate a certain order of convergence, rigorous error bounds are unknown.
We will analyze a slightly generalized version of the beforementioned method to identify modifi-
cations to be able to prove the presumed convergence rate. Additionally, we show convergence of
lesser order for the original method and actually see the reduced order in a numerical experiment.

In the second part of this thesis we move to the time integration of spatially discretized parabolic
differential equations. The mass matrix arising in front of the time derivative is often handled for-
mally by invsersion when Krylov methods for approximating the matrix functions in exponential
integrators are used. This leads to the solution of a linear system in each Krylov step with this
matrix. We combine Krylov methods for the solution of systems of linear equations with nume-
rical contour integration methods, where these explicit solutions are not needed anymore. When
compared to classical Krylov methods for matrix functions, we now have to build more Krylov
subspaces, but each single Krylov step is cheaper. It is trivial to parallelize the construction of
those subspaces.






INHALTSVERZEICHNIS

1 Einfiihrung
1.1 Problemstellungund Ziele . . ... ... .. ... . ... ... . .. o L

1.2 Notationen und Vereinbarungen . ... ... ... .. ... . ..............

2 Physikalisches Modell fiir Laser-Plasma-Interaktion
2.1 PhysikalischesModell . . ... ... ... ... .. . o
22 Maxwell-Gleichungen . . ... ... ... ... .. .. ... .. . .
2.3 Gleichungen fiir das Laser-Plasma-Modell . . .. ... ... ... ... .. .. ....
2.4 Modellanwendung: Laser-Reflexion an einer diinnen Folie . . . ... ... ... ...

2.5 Erhaltungsgroflen . . . .. .. ...

3 Splitting-Verfahren fiir Laser-Plasma-Interaktionen mit hochdichten Plasmen
3.1 Ortsdiskretisierung . . . . . . . . ... L
3.2 Numerisches Verfahren . . .. ... ... ... ... . ... ... . . ...
3.3 Numerisches Experiment . .. . ... ... ... ... ... .. .. ... .. ... ...
34 Resonanzen . . . . .. ... ... e

3.5 Vereinfachte numerische Energieerhaltung . . ... ... ... ... ... .......

4 Fehlerabschitzung fiir das Splitting-Verfahren

41 Einfihrung von Filterfunktionen . . . . . ... ... ... ... .. ... .. .. ...
4.2 Zuhilfenahme modulierter Fourier-Entwicklungen . . .. ... ... ... ... ...
43 V xVx-Formulierung . . ... ... ... ... .. .. .. .. . .
4.4 Mehrschrittformulierung des numerischen Verfahrens . . ... ... .. .. .. ...
45 Anfangswerteund Energie . . ... .. ... ... .. ... L o
4.6 Abschitzung fiir das elektrische Feld mit modifizierten Anfangsbedingungen

4.7 Fehler in den Anfangswerten und Stabilitét bei gestorten Anfangswerten . . . . ..
4.8 Abschitzung fiir das elektrische Feld . . ... ... ...... .. ... .. .. ....
49 Abschitzung fiir das magnetische Feld . . . ... ... ... ... ... .. .. ...,
410 Abschitzung furdieImpulse . . .. .. ... ... .. L L o

vii



viii INHALTSVERZEICHNIS

4.11 Vollstandige Fehlerabschatzung fiir das Splitting-Verfahren mit Voraussetzungen

an die Filterfunktionen . . . . . ... ... L Lo L 62
4.12 Wahl der Filterfunktionen und Konvergenzresultate . . .. ... ... ... ..... 64
413 NumerischeTests . . . . .. ... . .. . . 69
5 Masse-Krylov-Verfahren fiir sektorielle Matrixfunktionen 77
5.1 Variation-der-Konstanten-Formel und exponentielle Integratoren . . . . .. ... .. 78
5.2 Schwache Formulierung, Methode der finiten Elemente . . .. ... ... ... ... 80
5.3 Krylov-Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme . . . . . . ... .. ... ... .... 83
5.4 Darstellung sektorieller Operatorfunktionen iiber die Laplace-Transformation . .. 84
5.5 Standard Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen . ... ... ... ... ... .... 86
5.6 Verwendung des Masseskalarproduktes . .. ... ................... 88
5.7 Vermeidung von Losungen von Massesystemen . . . . .. ... ............ 89
5.8 Numerische inverse Laplace-Transformation . . . ... ... .............. 95
5.9 Approximation sektorieller Matrixfunktionen . . ... .. ... ... .. .. .. ... 98
5.10 Kontur-Krylov-Verfahren fiir sektorielle Matrixfunktionen . . . ... ... ... ... 99
510.1 2D-Warmeleitungsgleichung . . . .. ... ... ... ... . 0oL 101

5.10.2 2D-Warmeleitungsgleichung mit Advektion und transparenten Randbe-
dingungen . ... ... ... 102

5.10.3 Eddy-Currents-Modell der Maxwell-Gleichungen in 3D und Vorkonditio-
NICTUNE . . o v v v it e e et e e e e e e e 104
5.10.4 Ausblick: Sobolev-Gleichungenund DAEs . . . ... .. ... ......... 106
6 Fazit und Ausblick 109
A Mathematische Grundlagen 111
A.1 Exponentialfunktion, ¢- und trigonometrische Funktionen . . . ... ... ... ... 111
A.2 Cauchy-Integralformel und Matrixfunktionen . . ... .. ... ............ 113
A3 Laplace-Transformation . . .. ... ... ... .. .. ... .. .. ... . ... 114
A4 Allgemeine Rechenregeln . . . ... ... ... ... ... .. .. ... . .. 115

Literaturverzeichnis 117



KAPITEL 1
EINFUHRUNG

1.1 Problemstellung und Ziele

Ziel dieser Arbeit ist es, bestimmte numerische Zeitintegrationsverfahren, so genannte exponen-
tielle Integratoren, zu entwickeln, zu analysieren und zu verfeinern. Dabei soll der Fokus auf
zwei Aspekten liegen. Zum einen wollen wir einfache Laser-Plasma-Interaktionen mit hochdich-
ten Plasmen simulieren konnen. Fiir diese treten bei klassischen Zeitintegrationsverfahren durch
den zum Plasma gehorigen groflen Dichteparameter numerische Stabilitdtsprobleme auf. Zum
anderen betrachten wir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen, die aus Ortsdiskretisie-
rungen parabolischer Differentialgleichungen hervorgehen und bei welchen eine Matrix vor der
Zeitableitung auftritt. Fiir solche Gleichungen wollen wir exponentielle Losungsverfahren entwi-
ckeln, die ohne Anwendung von Inversen dieser Matrix auskommen.

Fiir die Simulation der Laser-Plasma-Interaktionen analysieren und modifizieren wir ein in der
Literatur vorgeschlagenes symmetrisches Dreifach-Splitting-Verfahren, in dessen zentraler Kom-
ponente ein exponentieller Integrator enthalten ist. Es wurde auf die spezielle Form der zu losen-
den Gleichung zugeschnitten. Von diesem Verfahren ist nicht bekannt, ob es tatsdchlich die durch
numerische Tests motivierten, mutmafilichen Konvergenzeigenschaften besitzt. Wir werden eine
etwas allgemeinere Version des Verfahrens analysieren und ermitteln, wie wir das urspriingliche
Verfahren modifizieren miissen, damit es tatsdchlich die erwartete Konvergenzordnung erhilt.
Auflerdem werden wir zeigen, dass der urspriingliche Vorschlag ebenfalls konvergiert, wenn auch
mit geringerer Ordnung.

Bei der Analyse des Verfahrens werden wir die spezielle Struktur von auftretenden Matrizen aus-
nutzen, die durch Verwendung einer bestimmten Form von Dichteprofil und einer sehr einfachen
Ortsdiskretisierung, dem Yee-Gitter, entsteht. Der Einsatz dieser Ortsdiskretisierung zur Losung
von Maxwell-Gleichungen ist sehr weit verbreitet, da sie sowohl konzeptionell als auch rechne-
risch einfach ist und sich zudem wichtige topologische Eigenschaften der Gleichungen auf die
diskretisierten Gleichungen tibertragen. Da es sich dabei aber um einen Finite-Differenzen-An-
satz handelt, ist dieser nur dann gut einsetzbar, wenn das Rechengebiet eine sehr einfache Form
hat. Auch bereiten filigrane Materialstrukturen groiere Schwierigkeiten.

Eine Alternative zu diesem Ansatz bilden die so genannten Finite-Elemente-Methoden, von denen
einige speziell auf die Maxwell-Gleichungen zugeschnitten sind. Diese sind sehr flexibel in Bezug
auf die Struktur des Rechengebietes. Sie haben aber den Nachteil, dass bei Approximationen ho-
her Ordnung selbst fiir explizite numerische Zeitschrittverfahren tiblicherweise viele Gleichungs-
systeme mit der Massematrix des diskretisierten Systems gelost werden miissen. Vor allem bei der
Verwendung exponentieller Integratoren entsteht dadurch ein betrdchtlicher Mehraufwand.
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Im zweiten Teil der Arbeit werden wir daher Verfahren vorstellen, die ohne die Losung solcher
Gleichungssysteme auskommen. Dabei kombinieren wir Krylov-Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme mit numerischen Konturintegrationsmethoden. Im Vergleich zu klassischen
Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen miissen wir anstatt eines einzigen Krylov-Raumes nun
mehrere aufbauen, jeder einzelne Krylov-Schritt ist jedoch giinstiger. Der Aufbau der Krylov-
Raume lésst sich auf triviale Weise parallelisieren.

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert: Im weiteren Verlauf des ersten Kapitels werden wir zundchst
einige Vereinbarungen und Notationen festlegen, die dem Leser das Studieren des Textes erleich-
tern sollen.

Im zweiten Kapitel wenden wir uns physikalischen Grundlagen von Laser-Plasma-Interaktionen
zu, die durch die Vlasov-Maxwell-Gleichungen beschrieben werden. Zuerst werden wir das phy-
sikalische Modell erldutern, um dann in den folgenden beiden Abschnitten die mathematischen
Gleichungen, die den Laserpuls und das Plasma beschreiben, herzuleiten. Im Anschluss daran
leiten wir einige Erhaltungsgrofien her, die uns spéter helfen werden, das numerische Verfahren
zu analysieren.

In Kapitel 3 werden wir eine erste bekannte Version des exponentiellen Integrators vorstellen,
um die Gleichungen im Kontext hochdichter Plasmen zu 16sen. Nach ersten numerischen Tests
werden wir feststellen, dass sich das Verfahren nicht so verhilt, wie wir es auf den ersten Blick
hétten erwarten konnen. Eine Erklarung dafiir ist relativ schnell gefunden. Trotz vorhandenem
Verstandnis der Probleme fiihren erste Losungsstrategien jedoch noch nicht zum Erfolg.

Dazu werden wir in Kapitel 4 Filterfunktionen in das numerische Schema einfiihren. Die Wahl
derselben ist jedoch a priori nicht klar. Fiir die Analyse des gefilterten Verfahrens werden wir ein
Resultat benutzen, welches mithilfe so genannter modulierter Fourier-Entwicklungen fiir ein ex-
ponentielles Mehrschrittverfahren Konvergenz zeigt. Um dieses Resultat verwenden zu konnen,
bringen wir unser Verfahren in die passende Form und formulieren Voraussetzungen an die Orts-
diskretisierung. Damit erhalten wir eine Abschétzung fiir einen Teil des exponentiellen Integrators
bzw. eine der Teilgleichungen. Um auch Konvergenz in den anderen Grofien der Gleichungen zu
erhalten, miissen wir auf Basis des ersten Resultats weitere Bedingungen an die Filterfunktionen
und die Startwerte stellen und erhalten so eine Analyse fiir das vollstindige Verfahren. Am Ende
haben wir eine Zusammenstellung an Voraussetzungen sowohl an die Diskretisierung als auch an
die Filterfunktionen zusammengetragen. Wir zeigen, dass erstere fiir die Ortsdiskretisierung mit
dem Yee-Gitter erfiillt sind und fiir zweitere tiberhaupt eine Wahl von Filtern existiert, die allen
Bedingungen gerecht wird. Dadurch wird sich die Verbesserung des Verfahrens ergeben.

In Kapitel 5 widmen wir uns den Gleichungen mit Massematrizen. Zu Beginn werden wir die zu
l6senden abstrakten Gleichungen darstellen und erldutern, wie wir die Struktur der diskretisier-
ten Gleichung erhalten. Dann stellen wir exponentielle Integratoren fiir diese Art von Gleichungen
und deren Hauptwerkzeug — die Anwendung von Matrixfunktionen auf Vektoren — dar. Fiir die
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Anwendungen auf Vektoren sind bei hochdimensionalen Systemen mit bestimmten Eigenschaften
der Matrizen Krylov-Verfahren eine sehr beliebte Methode. Fiir diese diskutieren wir die klassi-
sche Einbindung der Massematrizen, mit der dort Gleichungssysteme gelost werden miissen. Im
Anschluss daran leiten wir eine Variante von Krylov-Verfahren her, die ohne diese Losungen von
Gleichungssystemen auskommt. Es stellt sich jedoch heraus, dass diese schlecht konvergiert. Es
gelingt uns aber, auf Basis derselben Ideen und der Hinzunahme eines weiteren Hilfsmittels — nu-
merischer inverser Laplace-Transformation — eine Verbesserung vorzuschlagen. Fiir diese erhalt
man auch theoretische Konvergenzaussagen. Mit der Diskussion einiger numerischer Beispiele
und einem kurzen Ausblick schliefien wir dieses Kapitel und damit den inhaltlichen Teil der Ar-
beit.

Im letzten Kapitel fassen wir die Ergebnisse zusammen. Im Anhang werden wir uns einigen ma-
thematischen Grundlagen zuwenden, die allgemein und lange bekannt, aber fiir diese Arbeit von
Bedeutung sind. Auflerdem stellen wir einige Rechenregeln zusammen, die leicht zu beweisen

sind, aber nicht unbedingt zum Standardstoff gehoren.

Dies ist der richtige Zeitpunkt, um einige Worte an Personen zu richten, die auf eine oder andere

Weise zu dieser Arbeit beigetragen haben.

Beginnen will ich nattirlich mit meinem Betreuer Prof. Dr. Achim Schédle. Vielen Dank fiir unzah-
lige Stunden bei der Jagd auf Formeln und Abschédtzungen und bei der Fehlersuche in Program-
men. All unsere Diskussionen sind von unschitzbarem Wert fiir mich. Aufierdem bin ich fiir den
Riickhalt in einer Zeit, als alles andere davon zu schwimmen schien, dufSerst dankbar.

Mein Dank gilt auch meiner urspriinglichen Betreuerin Prof. Dr. Marlis Hochbruck, die mich fiir
die numerische Mathematik im Allgemeinen und exponentielle Integratoren im speziellen be-
geisterte. Leider trennten sich unsere Wege nach kurzer Zeit. Umso mehr freue ich mich tiber die
Ubernahme der Zweitkorrektur.

Bendanken mochte ich mich weiterhin bei Prof. Dr. Florian Jarre, der mir auch schon lange vor der
offiziellen Ubernahme des Amtes als Mentor mit Rat und Tat zur Seite stand und mir half, auch

in schwierigen Zeiten weiterzumachen und die Motivation wiederzufinden.

Bei Dr. Tobias Tiickmantel, den ich mit meinen Fragen zu den physikalischen Fragestellungen
bestimmt nicht nur einmal fast in den Wahnsinn getrieben habe. Bei Dr. Ludwig Gauckler. Im
Zusammenhang mit seinem Besuch ist der sprichwortliche Knoten geplatzt. Die Diskussionen
rund um die modulierten Fourier-Entwicklungen haben die Wende gebracht. Bei PD Dr. Volker
Grimm, der schon zu Studiumszeiten ein Mentor fiir mich war und dessen Begeisterung mich

immer mitgerissen und dessen Geduld mir sowohl Anreiz als auch Vorbild war.

Bei den Arbeitsgruppen Angewandte Mathematik und Mathematische Optimierung am Mathe-
matischen Institut der Heinrich-Heine Universitdt Diisseldorf. Fiir ein gutes, angenehmes und
produktives Arbeitsklima. Legendéare Grillabende bei Schnee und Minusgraden eingeschlossen!
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Bei unseren Lehrstuhlvertretern, besonders den Doktores Lothar Nannen, Daniel Ruprecht, Tho-
mas Dickopf und Lars Rohe. Wegen der langen Vakanz gab es einige von Euch jungen und aufstre-
benden Wissenschaftlern, die Ihr mich an Eurem Fachwissen teilhaben lieSet und in Eure Freund-
schaft einschlosst.

Bei allen, die diese Arbeit — ob fachlich oder inhaltlich — Korrektur gelesen haben. Ihr alle tragt
mafigeblich zur Qualitédt dieser Arbeit bei!

Zum Schluss, aber bestimmt nicht als letztes, mochte ich mich bei meiner Familie, allen voran na-
turlich meiner Partnerin Yumiko, aber auch Yumikos und meinen Eltern und meinen Geschwis-
tern mit ihren Partnern bedanken. Ohne Eure Unterstiitzung hitte ich die oft sehr harte Zeit nie-
mals durchgestanden! Ihr habt mich wieder aufgebaut, wenn ich voéllig frustriert nach Hause kam,
habt mich ausgehalten, wenn ich ungehalten tiber meine eigene Unzuldnglichkeit war und wart
der unverzichtbare Ausgleich, ohne den ich diese Aufgabe unméglich hitte bewiéltigen konnen.

1.2 Notationen und Vereinbarungen

Einfiihrungen von Namen und Definitionen werden kursiv geschrieben.

Die Raumdimension wird zumeist mit d notiert, das Rechengebiet wird mit 2 C R4 bezeichnet.
Wir gehen davon aus, dass das Gebiet einfach strukturiert ist, etwa polygonal oder mit stiickwei-
ser C''-Berandung.

Vektoren werden mit Vektorpfeilen notiert, also ist a € R eine skalare Grofie und & € R< ein Vek-
tor. Entsprechend verfahren wir mit skalar- bzw. vektorwertigen Abbildungen, etwaa : @ — R,
F:Q — R Die Komponenten eines Vektors werden ohne Pfeil, etwa & = (1, ..., z4), geschrie-
ben. Matrizen werden fett gedruckt, z.B. A € R4>d Mit < -y > bezeichnen wir, soweit nicht anders
erwihnt, das euklidische Skalarprodukt im R? und mit || - || die davon induzierte Norm. Die
komplexe Einheit ist 1 = /1.

Fiir die Divergenz eines Vektorfeldes schreiben wir V - F ,um uns an die Standardnotation in der
Physik zu halten. Das dufsere Einheitsnormalenvektorfeld existiert unter obiger Voraussetzung an
(1 fast tiberall und wir bezeichnen es mit v = v(Z). Der Integralsatz von Gauf3,

/V-ngf—/ (F,v)da, (1.1)
Q [2)9]

ist dann immer erfiillt, solange fiir das Vektorfeld F gilt, dass V - F ¢ L?(92) existiert und eine
Spur v(F) € L?(8Q) besitzt.

In den Kapiteln tiber die Maxwell-Gleichungen befinden wir uns in Raumdimension d = 3. Die
Variable d wird dort nicht verwendet. Die Komponenten des Ortsvektors & = (x,y, z) schreiben
wir dann ohne Indizes. Dort benutzen wir x, ¥y und z an Stelle eines Laufindexes auch zur Indizie-



ABSCHNITT 1.2 - NOTATIONEN UND VEREINBARUNGEN 5

rung. Fiir ortsabhédngige Vektorfelder verwenden wir, falls nicht anders beschrieben

Fy(t,2,y,2)
F:RxQ—R}F=F(tugyz) =Ft7) = Fy(t,xz,y,2) | - (1.2)
Fz(t7x7y7z)

Die Rotation bezeichnen wir mit V x F. Fiir Abbildungen von mehreren Argumenten schreiben
wir fiir die Abbildung, die entsteht, wenn wir eine Komponente festhalten und den Rest variieren
lassen wollen, einen Punkt fiir die noch freien Komponenten, etwa

a:UxV — W, (u,v) — a(u,v), a(u, ) : V— W,v+— a(u,)(v) = a(u,v). (1.3)
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KAPITEL 2
PHYSIKALISCHES MODELL FUR LASER-

PLASMA-INTERAKTION

In diesem Kapitel beschreiben wir die physikalischen Hintergriinde von Laser-Plasma-Interak-
tionen in groben Ziigen, d.h. insoweit es fiir die Problemstellung und das weitere Verstandnis
dieser Arbeit erforderlich ist, und leiten das System von Gleichungen her, das wir numerisch

16sen wollen.

Abschnitt 2.1 behandelt das physikalische Modell, welches den Kontext fiir die Gleichungen lie-
fert. Abschnitt 2.2 fiihrt die Maxwell-Gleichungen ein und 2.3 stellt die fiir diese Arbeit relevan-
ten Teile der Gleichungen des Laser-Plasma-Modells vor. In Abschnitt 2.4 beschreiben wir ein
spezielles Experiment, das uns als Testproblem dienen wird. Der letzte Abschnitt fithrt mit zwei
Erhaltungsgrofien Hilfsmittel ein, die fiir die Analyse des Verfahrens niitzlich sind.

2.1 Physikalisches Modell

Das vorgestellte Konzept zur physikalischen Beschreibung und Losung entstammt [60, 59, 89, 88].
Den besten Uberblick liefert dabei [88].

Bei Laser-Plasma-Interaktionen interessieren wir uns fiir Wechselwirkungen von Laserpulsen, die
durch elektromagnetische Felder beschrieben werden, mit Materie, die durch Einwirkung des
Lasers zu Plasma wird. Die elektromagnetischen Felder werden durch Maxwell-Gleichungen be-
schrieben. Die Teilchen des Plasmas werden durch Bewegungsgleichungen und durch Vlasov-
Gleichungen beschrieben. Alles wird in einem grofsen physikalischen Modell zusammengefasst
und soll numerisch simuliert werden. Die fiir diese Arbeit relevante Klasse von Problemen besteht
aus solchen, bei denen das Plasma eine sehr hohe Dichte p aufweist. Diese macht die numerische
Behandlung der Gleichungen besonders anspruchsvoll und wir wollen uns dieser Situation in
den ersten Kapiteln widmen. Erwdhnenswerte Beispiele fiir solche Probleme sind etwa die ,tar-
get normal sheath acceleration” (TNSA), vgl. [36, 57, 73], oder das Fast-Ignition-Konzept der Trag-
heitsfusion (FI of Inertial Confinement Fusion, ICF) [84]. Dabei treten Dichten bis zu p = 1.000p,.
bei TNSA und sogar bis p = 10.000p. im Fall von FI auf, wobei p. die so genannte kritische Dichte
ist, die von der Laser-Frequenz abhéngt und ab dieser ein Laserpuls vom Plasma reflektiert wird.
Fiir klassische explizite Verfahren erhdlt man aus Stabilitdtsgriinden dichteabhangige Schrittwei-
teneinschrankungen, vgl. etwa [60, 59], fiir die fiir uns relevanten Particle-In-Cell-Codes, kurz
PIC-Codes.

Plasma ist Materie in einem Zustand, bei dem Elektronen und Atomkerne, die normalerweise zu-

sammen ein Atom bilden, von einander geldst sind und sich die Elektronen frei bewegen kénnen.
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Die Atomkerne — von den negativ geladenen Elektronen getrennt — sind positiv geladene Ionen.

Die Anzahl der auftretenden Teilchen ist extrem grofs und es wird schwierig und kostspielig, das
Verhalten jedes einzelnen Teilchens nachzuvollziehen. Interessante Informationen lassen sich al-
lerdings auch schon aus deutlich groberen Daten gewinnen. Wir betrachten daher zwei verschie-
dene Ansitze, die jeweils verschiedene Stirken und Schwéachen haben, um die Datenmenge zu

reduzieren und die Gleichungen handhabbar zu machen.

Zum einen werden so genannte PIC-Teilchen verwendet. Dabei handelt es sich um Makroteilchen,
die eine feste Ausdehnung und Form haben und die eine feste Menge von echten Teilchen zusam-
menfassen. Die in einem Makroteilchen vereinten Teilchen bewegen sich dann alle gemeinsam,
Wechselwirkungen untereinander werden vernachlassigt. Eigenschaften wie Masse oder Impuls
resultieren aus der Summe der entsprechenden Grofien der reprasentierten Teilchen. Um Wech-
selwirkungen von Teilchen dennoch simulieren zu konnen, werden entsprechend viele dieser Ma-
kroteilchen benétigt, deren Interaktion untereinander nicht vernachlassigt wird.

Eine andere Moglichkeit, die Teilchen zu behandeln, ist, sie durch kontinuierliche Teilchendichten
darzustellen und durch Vlasov-Gleichungen zu beschreiben. Metadaten werden abhingig von
der Zeit fiir alle Teilchen, die denselben Ort und dieselbe Geschwindigkeit haben, gesammelt.
Verschiedene weitere Vereinfachungen reduzieren die Datenmenge. In diesem Fall spricht man

von hydrodynamischer Behandlung.

Beide Beschreibungen haben ihre jeweiligen Vor- und Nachteile. Die Behandlung mit PIC-Teilchen
leidet unter numerischer Dispersion und Diffusion. Die hydrodynamische Beschreibung ist star-
ker vereinfacht und kann nicht alle physikalischen Effekte beschreiben, ist dafiir jedoch deut-
lich schneller und in den Situationen, in denen entsprechende Effekte nicht auftreten, genauer.
Es werden dabei Verfahren fiir hyperbolische Differentialgleichungen, wie etwa Fluss-Korrektur-
Verfahren [94] oder numerische Gldtter [82], benttigt, um numerische Instabilititen zu vermeiden.
Die hydrodynamische Beschreibung ist die einzige praktische Moglichkeit, mit hohen Teilchen-
dichten zu rechnen: Entweder wird eine zu grofife Menge an Makroteilchen benétigt, oder die
PIC-Approximation wird dadurch zu ungenau, dass die Makroteilchen zu ,fett” werden. Das be-
deutet dann, dass sie sehr viele echte Teilchen repréasentieren, deren Interaktionen untereinander
vernachldssigt werden. Die Einleitung aus [88] stellt das Fiir und Wider beider Konzepte zusam-
men.

Neue Varianten [60, 89, 88] des Codes VLPL (virtual laser plasma laboratory) [72] verfolgen einen
kombinierten Ansatz, bei dem das Plasma teils als PIC-Makroteilchen, teils kontinuierlich hy-
drodynamisch behandelt wird. Diese Varianten werden mit H-VLPL (hybrid virtual laser plasma
laboratory) bezeichnet.

Um die Idee von hybriden Verfahren zu veranschaulichen, ist in Abbildung 2.1 das Bild einer
Anfangsbedingung einer sehr einfachen PIC-Simulation dargestellt. Es zeigt ein Makroteilchen
mit ansonsten kontinuierlich behandelten Elektronen. Dargestellt sind ein elektrisches Feld E,
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der Impuls pj, und die Dichte p;, der hydrodynamisch behandelten Elektronen, das PIC-Teilchen

und die davon auf die Zellen verteilten Dichteanteile.
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Abbildung 2.1: Einfache PIC-Simulation

In dieser Arbeit analysieren wir einen Teil des H-VLPL-Verfahrens, der speziell entwickelt wur-
de, um Simulationen mit hochdichten Plasmen durchfiihren zu konnen und der in [59, 89, 88]
vorgestellt wird. Die PIC-Teilchen lassen wir aufsen vor.

2.2 Maxwell-Gleichungen

Wir betrachten die Maxwell-Gleichungen, die Wechselwirkungen zwischen elektrischen und ma-
gnetischen Feldern und Einfliisse von aufsen durch Materialien und Strome beschreiben, verglei-
che etwa die einfiihrenden Kapitel aus [66, 6]. Sie sind gegeben durch

D=V xH-—j, (2.1a)
OB =-V xE, (2.1b)
D= EE, (2.1¢)
B =puH (2.1d)

mit den zeitabhingigen Vektorfeldern D, E, B, H, j. In dieser Formulierung sind nur nicht pola-
risierende, magnetisierungsfreie und lineare Materialien zugelassen und wir schranken uns zu-
sdtzlich auf isotropische Materialien, also skalare € und 1, ein. Wir betrachten dabei die folgenden

Feldgrofien:

° E, die elektrische Feldstirke,
e D, die elektrische Flussdichte,
e H, die magnetische Feldstirke und

oL

, die magnetische Flussdichte
mit den ortsabhéngigen und positiven Materialparametern

o ¢, der elektrischen Permittivitat und
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o i, der magnetischen Permeabilitat,

sowie der Stromdichte
J=0E+ ], (22)

Dabei ist o die Leitfahigkeit des Materials und j, der von auflen angelegte Strom. Mit

=V -D (2.3)

2y

bezeichnen wir die elektrische Ladungsdichte. Aus (2.1a) ergibt sich dann

Bi=Vv -aD=v.-(vxH-v.;% v.j (2.4)
Auf dieselbe Weise ergibt sich aus (2.1b)
av-B=v.(-vxE) "o (2.5)

—

Setzen wir nun noch V - B(0,-) = 0, also Divergenzfreiheit zum Startzeitpunkt, voraus, so ergibt
sich daraus, dass das magnetische Feld zu allen Zeiten divergenzfrei ist:

V.-B=0. (2.6)

Die Gleichung (2.1a) wird als das Maxwell-Ampeéresche Gesetz, (2.1c) als das Gesetz von Faraday und
(2.3) und (2.6) als die GaufSschen Gesetze bezeichnet.

Wir eliminieren H = ,u*1§ mit (2.1d) und D = ¢E mit (2.1c) und erhalten damit
OeE=Vxu'B-j (2.7a)

OB =—-VxE. (2.7b)

Wir 1osen die Gleichung auf dem Gebiet 2 mit dem Rand 02 und dem dufieren Normalenvektor-
feld v. Die Randbedingungen seien durch perfekt elektrische Leiter, engl. perfect electric conduc-
tors (PEC), mit

vxE=0 auf 09, (2.8)

oder perfekt magnetische Leiter, engl. perfect magnetic conductors (PMC), mit
vx H=0 auf o9, (2.9)

vgl. wieder [66] oder z.B. [93, Abschnitt 2.1.3], oder periodische Randbedingungen gegeben.
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2.3 Gleichungen fiir das Laser-Plasma-Modell

Wir beschranken uns auf die Angabe der Gleichungen. Eine ausfiihrlichere Herleitung lasst sich

etwa in [88] finden.

Wir verwenden die Maxwell-Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder in CGS-Einheiten.

Nach weiterer Umskalierung wie in [89] erhalten wir

atEZVXE—Qﬂj,
atEZ—VXE:.

Der Faktor 27 vor dem Strom entstand in personlicher Kommunikation [87] durch eine etwas an-
dere Skalierung der Zeit als in [89]. Die Teilchen seien durch ihre Dichten pg fiir die Elektronen
und p; fiir die Ionen reprasentiert. AufSer diesen Teilchen existiert kein weiteres Material, also
€ =¢eg, pp = po und o = 0 in (2.2). Wir verwenden die Annahme, dass sich die Ionen aufgrund
ihrer grofsen Masse und damit grofien Tragheit nicht bewegen. Dadurch erzeugen sie keine Stro-
me. Die Elektronen versehen wir zu Anfang mit demselben Verteilungsprofil wie die Ionen. Das
elektrische Feld wirkt als Kraft auf die Elektronen, sodass sich deren Impuls dndert. Auch das ma-
gnetische Feld wirkt tiber die Lorentz-Kraft auf die Elektronen. Fiir niedrige Geschwindigkeiten ist
diese aber klein und wird daher von uns vernachldssigt. Die Ionen ziehen die Elektronen zum
grofiten Teil wieder auf ihren urspriinglichen Ort zuriick. Dieser Effekt wird als Plasma-Oszillation
bezeichnet. Wir vernachlidssigen alle weitere Bewegung der Elektronen und halten ihren Ort als
das Zentrum dieser lokalen Oszillationen fest, was zu einer zeitlich konstanten Dichte pg fiihrt.
Durch ihre Impulse p erzeugen die Elektronen aber trotzdem Strome, die auf das elektrische Feld
wirken. Nach weiteren Umskalierungen und Vereinfachungen ergibt sich das vollstandige System

OE =V x B — 2mept, (2.10a)
OB =-V xE, (2.10b)
Op = 2meE, (2.10¢)
. P
T=——, (2.10d)
v(P)

v(®) = V1 + (1% (2.10e)

wobei p = pg, p = pg. Die Dichte p ist die Teilchenzahldichte der Elektronen relativ zur kritischen
Dichte p..
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Ein Laserpuls ist durch

2n((z — o) — t])?
208

By = B. = apexp (- ) coster(e — au) ~ ),

(2.11)
E,=E.=B,=B,=0

gegeben. Dieser 10st das System (2.10) im Vakuum, falls also mit p = 0 kein Material vorhanden
ist. Durch die Skalierung des Ortes und der Zeit wird beides in Laserperioden gemessen. Die
Parameter ag und o beschreiben die Amplitude und Breite des Pulses. In Abbildung 2.2 sind die
E,-und die B.-Komponente eines exemplarischen Pulses dargestellt.

Laserpuls

0 10 20 30 40
x in Laserperioden

Abbildung 2.2: Darstellung eines Laserpulses (2.11) im Vakuum. Parameter: o = 50, o9 = 20,
ag = 1

Meistens nahern wir

=1, (2.12)

was bedeutet, dass wir relativistische Effekte vernachldssigen. Wie das Vernachladssigen der Lo-
rentz-Kraft bei kleinen Impulsen und damit niedrigen Geschwindigkeiten ist dies eine gute Ap-
proximation.

24 Modellanwendung: Laser-Reflexion an einer diinnen Folie

Wir verwenden die nun vorgestellte Anwendung als unser Testproblem fiir den Rest dieses Teiles
der Arbeit. Dabei wird ein Laserpuls auf eine diinne Folie geschossen und dieser je nach Dichte
des Materials entweder nur teilweise oder vollstandig reflektiert. Wir gehen davon aus, dass die
auftretenden Impulse des Plasmas klein bleiben und wir somit den relativistischen Faktor wie in
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(2.12) vernachldssigen konnen. Es ergibt sich das System
OE =V x B — 2mepp, (2.13a)
OB =-V xE, (2.13b)
op = 2meE. (2.13¢)
Das Dichteprofil p sei von der Form
. ~ oF, falls ¥ € F,
plt,8) = pl(@) = { (2.14)
0, sonst,

wobei F' das Ortliche Gebiet sei, an dem sich die Folie befindet, und pg die hohe Teilchenzahl-

dichte der Folie. In Abbildung 2.3 zeigen wir eindimensionale Darstellungen eines solchen Re-
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Abbildung 2.3: Losung der Gleichungen (2.13) mit dem Laserpuls aus (2.11) als Startwert. Griin:
py, rot: Ey, blau: B, schwarz: Hintergrunddichte p, der Maximalwert der Dichte
ist auf zwei skaliert. Erste Grafik (¢t = 0): Startwert, zweite Grafik (¢t = 5): Propa-
gation des Pulses im Vakuum, dritte Grafik (¢ = 10): Totalreflexion an der Dich-
tewand, vierte Grafik (¢ = 20): nach der Totalreflexion, fiinfte Grafik (¢ = 12):
Aufprall des Pulses bei einer Dichte p < p. unterhalb der kritischen Dichte, Teil-

reflexion
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flexionsprozesses des Laser-Pulses zu verschiedenen Zeitpunkten, sowohl bei Teil- als auch bei
vollstandiger Reflexion. Die Impulse, die an der Stelle des Startwertes zuriickbleiben, haben keine
physikalische Bedeutung, da die Dichte in diesem Bereich verschwindet.

Fiir das den PIC-Codes zugrundeliegende Stormer-Verlet-Verfahren fiir die elektromagnetischen
Felder ergibt sich in diesem Fall und falls F' = (2, das Plasma also das gesamt Gebiet ausfiillt, die
fur die Stabilitdt des Verfahrens notwendige Bedingung

r< (2.15)

an die Schrittweite, vgl. etwa [33, Beispiel 3.4].

2.5 Erhaltungsgrofien

Unter einem Erhaltungsgesetz verstehen wir eine partielle Differentialgleichung der Form
Owu(t,©) =V - f(u(t,Z)) =0 (2.16)

fur eine geeignete Funktion f. Eines der bekanntesten Beispiele sind die Euler-Gleichungen fiir
inkompressible Fliissigkeiten, vgl. etwa [69]. Fiir uns sind solche Gesetze wichtig, die sich aus der
zu losenden Differentialgleichung herleiten lassen. Dazu suchen wir eine Grofle £ = E(p, E.B ),
tir die

OF =0, furallet>0, also E(t)=E(0), furallet>0 (2.17)

gilt. Dabei darf £ vom Ort abhdngen, muss es aber nicht. Ein solches Gesetz haben wir bereits in
(2.5), der Erhaltung der Divergenz des magnetischen Flusses B, gesehen. Wir wollen nun weitere
Erhaltungsgrofien aus (2.10) herleiten.

Zunéchst wollen wir die klassische Energie des Systems (2.10) ermitteln. Diese ist physikalisch
von zentraler Bedeutung. Fiir den nicht-relativistischen Fall (2.12) ist sie gegeben durch

1 _ .
B(t) = §/QHEH2—|— IB> + o7 4z, (2.18)

denn fiir die zeitliche Ableitung dieses Ausdruckes ergibt sich

E(t) = % /Qz<atﬁ, E) +2(0,B, B) + 2p(0,p,p) A (2.19)
- / (V x B, B — (V x B, B)d + 2rep / (5, B) — (B, ) dz. (2.20)
Q Q

Dabei verschwindet der zweite Summand wegen der Symmetrie des Skalarproduktes. Fiir den
ersten miissen wir den Satz von Gauf (1.1) mit (A.30) auf E x B anwenden. Fiir alle drei Randbe-
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dingungen aus Abschnitt 2.2 verschwindet das Randintegral
/(ExﬁjﬁwZQ (2.21)
o0

Der Vektor E x B wird als Poynting-Vektor bezeichnet. Er reprisentiert die Energieflussdichte der
elektromagnetischen Felder: Durch seine Lange wird das Ausmaf} des Energieflusses dargestellt
und der Vektor zeigt in Richtung des Energietransports.

Wir wollen noch eine weitere Erhaltungsgrofle herleiten, die fiir die spatere Analyse unseres Ver-
fahrens von Bedeutung ist. Sie kommt eher aus der Betrachtungsweise, die Gleichungen fiir das
elektrische Feld E und seine Zeitableitung, die wir fiir den Moment mit F .= atﬁ bezeichnen
wollen, als ein Hamilton-System zu verstehen. Wir beschréanken uns auch hier auf das nichtrelati-
vistische Modell (2.13) mit (2.12) und erhalten

OE = 8,(0,E) = O,F
= 8,(V x B — 2mepp)
= -V x V x E — (2re)?pE

—: —(2me)%W?E + g(E)
—: —O%E + g(E) (2.22)
mit
Qt, 7)) = Q = 2mew = 2me\/p (2.23)
und
g(E)= -V xV xE. (2.24)

Dabei ist g, wie auch die Anwendung von (2, eine lineare Abbildung und wir kénnten dies zu
einem gemeinsamen linearen Operator zusammenfassen. Wir wollen jedoch den vermeintlich

schwieriger zu behandelnden Teil, der vom Dichteterm p herriihrt, gesondert hervorheben.

Um unsere Gleichungen als Hamilton-System auffassen zu konnen, miissen wir gewdahrleisten,
dass —V x V x, aufgefasst als Operator HY*V*(Q) — (L?(2))?, selbstadjungiert ist. Wir fordern
also

!/@¢vax§wjé/¢vaXE§ﬂi (2.25)
Q Q

Der Satz von Gaufs (1.1) liefert uns den Randterm

0= —/ (VXE)x B+Ex(VxB),v)do :/ ((Vx E)xv,B)—{(Vx B)xv,E)da, (2.26)
o9 o9
welcher im Falle periodischer Randbedingungen verschwindet. Nach [43] ist —V x Vx auch

bei PEC- und PMC-Randbedingungen selbstadjungiert. Der Integrand in (2.26) hat keine dem
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Poynting-Vektor E x B in (2.21) dhnliche physikalische Bedeutung.

Wir erhalten das Hamilton-System

o dH - . o o, dH = . =
OF = —(E,0F), 0;(OF)=—-——=(E,OF
; dF( i E), O (OF) dE( )
mit der Hamilton-Funktion

1

HE, F) = SIFI? + 310E)1 - 5 (9(E). E).

In Hamilton-Systemen bleibt die Hamilton-Funktion erhalten, also

OHMH(E(t), B, E(t)) = 0.

(2.27)

(2.28)

(2.29)



KAPITEL 3
SPLITTING-VERFAHREN FUR

LASER-PLASMA-INTERAKTIONEN MIT
HOCHDICHTEN PLASMEN

In diesem Kapitel beschreiben wir das in [89, 59] vorgeschlagene — im Moment zundchst unge-
filterte — numerische Verfahren, um die Gleichungen (2.10) im nichtrelativistischen Fall (2.12) zu
16sen. Fiir dieses Verfahren ist es wesentlich, dass der relativistische Faktor vernachldssigt und
die Dichte konstant gehalten wird. Wir rekapitulieren, dass klassische Fehleranalyse nicht das
geeignete Mittel ist, um dieses Verfahren zu analysieren, da sie das Verhalten des Fehlers, das
wir beobachten, nicht beschreiben kann. In der Literatur ist dhnliches Verhalten von verwandten
Integratoren angewendet auf andere Gleichungen lange bekannt. Durch Einfiihrung von Filter-
funktionen werden solche Verfahren dahingehend verbessert, dass gleichméfsige Fehlerschranken
moglich werden, vgl. etwa [46, 19, 34, 28]. In [89, 59] wurden solche Filter fiir das hier betrachtete
Verfahren eingefiihrt, die Wahl dieser Funktionen ist dort jedoch heuristisch motiviert und es exis-
tiert bisher keine rigorose Fehleranalyse des gefilterten Verfahrens. Um das Konvergenzverhalten
genauer zu verstehen, untersuchen wir, etwa nach dem Vorbild von [34, 28], die physikalische
Energie des Systems und in wieweit das numerische Schema diese erhilt. Nachdem wir gewisse
Resonanzstellen identifizieren konnen, vereinfachen wir die Gleichungen und das Schema und
vergleichen die Energie der numerischen Losung in zwei aufeinanderfolgenden Zeitschritten in
der Hoffnung, dass wir die Resonanzstellen wiederentdecken kénnen. So wollen wir erkennen,
an welchen Stellen im numerischen Schema wir gegebenenfalls welche Filterfunktionen ansetzen

miussen.

3.1 Ortsdiskretisierung

Wir fiithren zunédchst Bezeichungen fiir die ortsdiskretisierten Groien der Gleichungen ein. Dabei
wollen wir uns nicht auf eine spezielle Ortsdiskretisierung festlegen. Um die Notation nicht zu
uberladen, bezeichnen wir die ortsdiskretisierten Vektorfelder weiterhin mit p, E und B. Aus
(2.10) im nichtrelativistischen Fall (2.12) moge sich

OE = CpB — 10%5, (3.1a)
B = —CgE, (3.1b)
op = cE (3.1¢)

17
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ergeben, wobei Cp die ortsdiskretisierte Version des Rotationsoperators sei, der auf das magneti-
sche Feld B angewendet wird, Cg entsprechend die fiir das elektrische Feld E und € die Diskre-
tisierung von ¢,/p mit ¢ := 2me. Die Randbedingungen der kontinuierlichen Gleichungen gehen
dabei unter anderem in die Konstruktion von C g und Cg ein. Die diskretisierten Startwerte seien
als p(to) = po, E(to) = Eo und B(ty) = By gegeben. Wir fassen p, E und B dabei als Vektoren im
CN auf und setzen nur voraus, dass Cp, Cg und € zunichst beliebige Matrizen in CN*N gind.

Wir wollen eine Fehlerabschidtzung fiir diese ortsdiskretisierte Version der Gleichungen finden,

daher verwenden wir zur Fehlermessung in der Theorie die || - || = || - ||2-Norm, benutzen gege-
benenfalls die von dieser induzierte Matrixnorm und lassen den Index in diesem Kontext weg.

Hinweis zur Notation: Wir verwenden hier das Symbol 2 fiir die Frequenzmatrix, um uns an die
Standardliteratur anzupassen. Dieses ist im Gegensatz zum Gebiet (2 fett gedruckt und sollte nicht

verwechselt werden.

3.2 Numerisches Verfahren

Um (3.1) zeitlich zu diskretisieren, benutzen wir ein so genanntes Splitting-Verfahren, wie es in
[89, 59] vorgeschlagen wird. Dabei spalten wir die rechte Seite in drei Teile auf und schreiben

i i i iz P
o |E|=f E =fi E + fo E + f3 E (3.2)
B B B B B
mit
- S
AlIE]||= o |, (3.3a)
| B | ~CpE
- -
LlIE||=]CsB]|, (3.3b)
| B | L0
[ 5] [0 ¢ 7
BIIE||=]-192 0 E (3.3¢)
B I 0| | B
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Da die Dichte p und damit die Matrix 2 zeitlich konstant ist, konnen wir die Gleichungen

P P p(to) D0,
AlE|=f1|E]|], E(ty) = Ej, (3.4)
B B B(ty) = Bq

fiir alle « = 1,2, 3 sehr einfach analytisch 16sen. Die Losung der ersten beiden Gleichungen, mit
fi aus (3.3a) und (3.3b), ist affin und die Gleichung fiir ¢ = 3 mit (3.3c) stellt einen harmonischen
Oszillator dar:

E(t) = EO + (t — to)CBBo,
(3.4) + (3.3¢) (i = 3) = B(t) = By,
. 0 c .
g (t) = exp ((t — 1) e ) % (to)
cos((t — to)S2) (t — to)csine((t — to)N2) Do
—L1Qsin((t — 1)) cos((t —to)S2) Ey |’

Die Matrix €2 in der Losung der dritten Gleichung spielt dabei die Rolle der Frequenz des harmo-
nischen Oszillators.

Fiir die autonome gewohnliche Differentialgleichung ist der exakte Fluss oder einfach nur Fluss ¢;
definiert als die Abbildung, die den Startwert auf die Losung zum Zeitpunkt ¢ abbildet:

dy(t) = f(y(®), v(0)=wo et(yo) = y(t) = y(t; vo). (3.5)

Der Ansatz von Splitting-Verfahren ist es, meist exakte, Fliisse von aufgespalteten Gleichungen
wie (3.4) ineinander zu verschachteln. Dazu bezeichnen wir die Fliisse von (3.4) mit & fiir i = 1,
¢ fir i« = 2 und », fiir ¢« = 3. Wir wahlen gemafs [89, 59] die folgende, symmetrische Variante:
Zuerst machen wir je einen halben Zeitschritt mit den zu (3.3a) und (3.3b) gehorigen Fliissen,
dann einen vollen Zeitschritt mit dem zu (3.3c). Zum Schluss werden die beiden Halbschritte in
umgekehrter Reihenfolge ausgefiihrt, also zuerst der zu (3.3b) und dann zu (3.3a). Damit ergibt

sich der numerische Fluss des Verfahrens zu ¥, = & /5 0 (;/2 0 1y © (;/3 © §; /o und daraus das
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numerische Schema

B, b1= 5, — TCpE, (3.6a)
= B0+ 5C5B, 1 (3.6b)
Dn+1 _ cos(T2) Tesine(T) Dn (3.60)
E;H — %Q sin(7€2)  cos(7€2) E,‘f '
Euri = Ey1 +5C8B,0 (3.6d)
Bpi1 = §n+% ~ ICpEnq1 (3.6e)

zusammen mit den Startwerten py = p(to), Ey = E(to), By =B (to), den Zeitschritten ¢, 1 = t,, +7
und 7, ~ p(t,), E, ~ E(t,) und B, ~ B(t,).
)

Fiir ein numerisches Verfahren y,, ~ y(t,,) zur Losung von (3.5) definieren wir den Fehler zur Zeit
t, als
en =Y(tn) — Yn. (3.7)

Wir sagen, dass ein numerisches Verfahren Konsistenzordnung p [34, Definition I1.1.2] besitzt, falls
der lokale Fehler fiir eine hinreichend glatte rechte Seite f und alle Startwerte y durch

e < CrPH (3.8)

mit einer Konstante C, die nicht von 7 abhédngt, beschrankt ist. Wir sagen entsprechend, dass ein
numerisches Verfahren Konvergenzordnung p besitzt, falls

leall <CTP,  to<tp=tp+nT<T (3.9)

mit einer Konstante C' gleichméflig in ¢y < ¢, < T, die also insbesondere nicht von n oder 7
abhangt, erfiillt ist.

Wir haben das Verfahren (3.6) als symmetrisches Verfahren konstruiert. Nach klassischer Fehler-
analyse wére daher zu erwarten, dass dieses ein Schema mit gerader Konsistenzordnung liefert,
vgl. etwa [34, Theorem I1.3.2]. Da unser System linear ist, die rechte Seite insbesondere Lipschitz-
stetig, ist nach diesem Standpunkt auch die Fehlerfortpflanzung unproblematisch, vgl. z.B. [35,
Lemma 1.7.2] fiir Stabilitdt des expliziten Euler-Verfahrens in diesem Fall. Aus dieser Perspektive
waire fiir den Fehler zu erwarten, dass

15(tn) = Ball < CT%,  ||E(tn) — Eu|| <CT%,  ||B(tn) — By| < C72, (3.10)

gilt. Dies wollen wir nun in einem numerischen Test, dhnlich wie in [59, 89], tiberpriifen.
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3.3 Numerisches Experiment

Um das Verfahren (3.6) numerischen Tests zu unterziehen, verkleinern wir zunéchst den Rechen-
aufwand, indem wir das Problem durch Wahl spezieller Startwerte auf eine Raumrichtung redu-
zieren. Wir werden das Verfahren mit extrem vielen Schrittweiten testen miissen, um eine mog-
lichst gute Auflosung des Verhaltens des Fehlers zu gewéhrleisten. Daher sollte der Zeitaufwand
fiir jeden einzelnen Durchlauf so gering wie moglich sein. Wir beobachteten bereits in dieser ein-

dimensionalen Variante ein interessantes Verhalten.

Wir simulieren die Anwendung aus 2.4 und vereinfachen dazu die Gleichungen aus (2.13). Die
Annahme, um diese auf eine Raumdimension zu reduzieren, ist es, dass alle auftretenden Funk-
tionen und Vektorfelder nur in eine, hier die z-Richtung, variieren. Damit verschwinden alle Orts-
ableitungen in dazu orthogonalen Richtungen und es ergeben sich zwei entkoppelte Siatze von
Gleichungen fiir p,, E, und B, bzw. p,, E. und By:

O E, = 0, By — 2mepp., (3.11a)
OBy = 0, E., (3.11b)
Oip, = 2mek,. (3.11¢)

Der zweite Satz von Gleichungen entsteht durch das Vertauschen der y- und z-Indizes und eine
Vorzeichenumkehrung der beiden Ortsableitungen. Fiir die z-Komponenten ergibt sich

0yB, =0, O E, = —2mwepp,, Ospe = 2mweE,. (3.12)
Wir wahlen fiir die Startwerte B, (0, ) = E,(0, ) = p(0,-) = 0 und erhalten daher
B,=E,=p,=0 (3.13)

als Losung fiir alle Zeiten.

Analog zur allgemeinen Version (2.18) erhalten wir die Energie

1 1
E(t) := 3 / E? + B} + pp?dz + 3 / E} + B? + pp; dz. (3.14)
Q Q

Wir wihlen periodische Randbedingungen. Als Anfangswert wéhlen wir E(to,-) und B(to, -) als
den Laserpuls aus (2.11) und die initialen Impulse als (g, ) = 0. Das Zentrum des Startpulses
legen wir auf zp = 10 und die Breite auf oy = 10 fest. Die Hintergrunddichte p wéhlen wir als
diinne Wand, da sie die diinne Folie reprasentieren soll, auf die der Puls zufliegt und von der er
reflektiert wird. Das Dichteprofil ist in (2.14) gegeben. Wir wahlen die Simulationsbox € = [0, 30]
und F' = [20, 21]. Dies sind die Einstellungen, die wir bereits in Abbildung 2.3 verwendet haben.
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Die Ortsdiskretisierung erfolgt mit finiten Differenzen der Ordnung zwei fiir die Rotationsopera-
toren auf einem zwischen elektrischem und magnetischem Feld um einen halben Ortsschritt ver-
setzten Gitter, der eindimensionalen Version des so genannten Yee-Gitters (vgl. [92]). Dabei handelt
es sich um eine sehr weit verbreitete Diskretisierungsmethode fiir die Feldgrofsen der Maxwell-
Gleichungen, die unter anderem die Basis fiir die Feldloser des VLPL-Codes darstellt und daher
die fiir unsere Analyse kanonische Wahl darstellt. Um nicht interpolieren zu miissen, verwenden
wir fir die Impulse dasselbe Ortsgitter, wie fiir das elektrische Feld. Die Ortsschrittweite bezeich-
nen wir mit » und wéhlen sie als h = %. Die Hintergrunddichte wird punktweise auf dem Gitter
ausgewertet. Die so entstandene ortsdiskretisierte Gleichung ist von der Form (3.1). Die diskrete

Form der Energie (3.14) ist dann durch
1/ = _ 1,
Enit) = 5 (1B + 1B QIR + om0 615

gegeben, da durch die 6rtliche Versetzung der Gitter der Felder fiir die beiden Diskretisierungen

der Rotationsoperatoren Cp = CF gilt.

Abbildung 3.1 auf Seite 28 stellt das Verhalten des Fehlers des numerischen Schemas (3.6) gegen
die Zeitschrittweite 7 dar. Der Fehler wurde dabei gegen eine Referenzldsung, berechnet mit klei-
ner Schrittweite, jeweils in der co-Norm und der Ly-Norm gemessen. Es werden beide Normen
dargestellt, um zu zeigen, dass es sich bei dem dargestellten Verhalten nicht nur um Artefakte
einer ungiinstigen Wahl der Norm handelt.

In der ersten Zeile ist p = 1.000 und in der zweiten Zeile p = 10® gewihlt. Die Plasmadichte ist
also um den Faktor 1.000 beziehungsweise 10% grofler als die kritische Dichte p., ab der der Puls
reflektiert wird.

Nach klassischer Fehleranalyse wére zu erwarten, dass die numerische Fehlerkurve gegen die
Zeitschrittweite in logarithmischer Darstellung unter einer Geraden mit Steigung zwei liegt. Den
Graphen aus Abbildung 3.1 nach zu urteilen, erhalten wir aber Ordnung Null, da es immer wieder
Zeitschrittweiten gibt, bei denen der Fehler in einer festen Groflenordnung ist. Dieses Verhalten
des Fehlers ist bei hochoszillatorischen Differentialgleichungen bekannt und wird als die Ent-
wicklung von Resonanzen bezeichnet. Im Fall der niedrigeren Dichte zeigen sich kleine Bereiche
mit Ausreiflern in der Fehlerkurve. Im Folgenden werden wir versuchen herauszufinden, welche
Schrittweiten zu Resonanzen fithren. Betrachten wir den Fall der hohen Dichte, ist das Verhal-
ten des Fehlers komplizierter und scheint eher dem Zufall unterworfen zu sein. Hier ist es kaum
vorhersehbar, wann eine Schrittweitenwahl einen kleinen Fehler liefert und wann einen etwa auf

dem Niveau des Plateaus.

Zunichst werden wir erldutern, wieso die Erwartung an das Verhalten des Verfahrens nicht voll-
standig zutrifft. Dazu rekapitulieren wir, wie klassische Konvergenzresultate erzielt werden. Dann
werden wir dhnliches Verhalten bei in der Literatur bekannten, verwandten Gleichungen und In-
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tegratoren zum Vorbild nehmen, um das Resonanzverhalten zu erkldren und detailierter zu ver-

stehen.

3.4 Resonanzen

Der klassische Ordungsbegriff bei Einschnittverfahren (3.9) setzt voraus, dass die rechte Seite f
hinreichend glatt ist. Die Konstante C' aus (3.9) hdngt dabei iiblicherweise von Schranken von f
und seinen Ableitungen ab.

Bei Betrachtung der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen aus (3.1) fithren zwei der auftreten-
den Ausdriicke in der rechten Seite moglicherweise zu einer grofien Konstante: die diskretisierten
Rotationsoperatoren Cg und Cg und die Matrix Q2, die die Dichte p enthilt. Der analytische Ro-
tationsoperator ist unbeschrankt, weshalb eine Diskretisierung im Ort daher potentiell eine grofle
Norm haben kann. Wir verwenden jedoch vergleichsweise grobe Ortsauflosungen, wie etwa im
obigen Test mit h = %, sodass das in der Diskretisierung auftretende Quadrat der Inversen der
Gitterweite nicht allzu grofs ist. Die Abhédngigkeit von der Gitterweite l4sst sich nicht eliminieren,
da das Verfahren (3.6) fiir p = 0 dem Stormer-Verlet-Verfahren entspricht, welches in der klassi-
schen Variante fiir die zeitliche Propagation in Kombination mit dem Yee-Gitter benutzt wird, vgl.
[92]. Von diesem ist bekannt, dass der Zeitschritt Stabilitdtsanforderderungen erfiillen muss, die
abhéngig von der Gitterweite sind, vgl. ebenfalls [92]. Kritisch ist dagegen der Dichteterm. Wir
wollen hochdichte Plasmen simulieren kénnen, bei denen die Dichte Werte von p ~ 10° in Teilen
des Gitters annimmt, wéahrend die Felder und Impulse alle eine Groflenordnung von eins haben.
Konkret bedeutet dies, dass die rechte Seite f und seine Ableitungen alle die Dichte als Term
enthalten. Damit findet sich dieser Faktor auch in Normen der Ableitungen bzw. der Lipschitz-
Konstante von f und damit letztendlich auch die Fehlerkonstante C.

Damit widerspricht das Verhalten, welches wir im vorigen Abschnitt beobachtet haben, nicht der
theoretischen Vorhersage. Wir erhalten zwar ein Verfahren der Ordnung zwei, die Fehlerkonstan-
te ist jedoch so grof3, dass die Gerade der theoretischen Fehlerschranke dadurch sehr weit oben
und damit auflerhalb des sichtbaren Bereiches der Graphen aus Abbildung 3.1 liegt. Fiir sehr viel
kleinere Schrittweiten kann man erwarten, dass der Fehler dann tatsidchlich klein wird. Damit ist
der Vorteil des exponentiellen Integrators, den dieser vor klassischen expliziten Verfahren hat,
zundchst wieder hinfillig. Diese unterliegen ebenfalls einer von der Dichte abhédngigen Schritt-
weiteneinschrankung, z.B. (2.15) im Falle von Stormer-Verlet. Wenn wir mit dem Zeitschritt des
exponentiellen Integrators in eine dhnliche Groéfienordnung hinunter gehen miissen, haben wir

also nichts gewonnen.

Die Fehlerkurven in Abbildung 3.1 liegen jedoch aufierhalb der Resonanzbereiche trotzdem unter
einer Referenzkurve fiir Ordnung zwei, die keine grofie Verschiebung nach oben aufweist, was ei-
ner kleinen Fehlerkonstante entsprechen wiirde. Ein solches Verhalten ist in der Literatur bekannt
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und es werden Filterfunktionen eingesetzt, um Resonanzen in den Fehlerkurven zu verhindern,
vgl. etwa [46, 19, 34, 28]. Die Platzierung und Wahl dieser Funktionen ist jedoch in unserem Sche-
ma a priori nicht klar.

Im Folgenden werden wir versuchen ein Verstandnis dafiir zu entwickeln, wie sich die Bereiche
von Schrittweiten verteilen, bei denen der Fehler des Verfahrens Resonanzen zeigt. Darauf auf-
bauend identifizieren wir diese Stellen mit entsprechendem Verhalten in verschieden Erhaltungs-
grofien der Gleichungen und erkennen dabei ein passendes Muster in der Energie. Dann wollen
mit einer Analyse des Verhaltens der Energie iiber einen Zeitschritt des numerischen Verfahrens
eine passende Wahl und Platzierung der Filterfunktionen erkennen.

Eine der wichtigsten dieser Erhaltungsgrofien ist die Divergenz des magnetischen Feldes B. Die
Gleichung (2.6), V- B = 0, ist fundamental fiir die Behandlung von elektromagnetischen Feldern.
Diese ist jedoch in einer Raumdimension immer gewdhrleistet, da wir y- und z-Komponenten
betrachten, die nur in z-Richtung variieren, und die z-Komponente Null gew&hlt wurde.

Die nichste wichtige Erhaltungsgrofie ist die physikalische Energie E, die wir in (3.14) hergeleitet
haben. Zu ihrer Untersuchung haben wir uns wieder der Situation des Beispiels aus Abschnitt 3.3
bedient. Dieses Mal haben wir allerdings nicht die Zeitschrittweite, sondern die maximale Hinter-
grunddichte p variiert. Eine solche Analyse ist in der Literatur tiblich, vgl. etwa [34, XIII.2.5] oder
[28], da sie Hinweise darauf gibt, fiir welche Bereiche von Werten der Dichte es zu Resonanzen
kommen kann. Die Werte der Dichte hangen mit Frequenzen im Sinne des harmonischen Oszil-
lators (3.4) fiir ¢« = 3, mit denen die Losung in der Zeit schwingt, zusammen, daher suchen wir
auf diese Weise nach Resonanzfrequenzen von Algorithmus (3.22). Die Zeitschrittweite ist fest als
7 = 0.02 gewdhlt, die maximale Hintergrunddichte liegt einmal bei etwa 1.000 und einmal bei et-
wa 108. Dabei wurde die Dichte jeweils soweit variiert, dass sich das Produkt aus Zeitschrittweite
und Frequenz, Tcw = 7¢,/p, in einem Intervall der Lange 47 bewegt. Zur Orientierung sind bei
Vielfachen von 2 vertikale Linien eingezeichnet. Die Ergebnisse finden sich in Abbildung 3.2 auf
Seite 29.

Die ersten beiden Zeilen von Abbildung 3.2 zeigen das Verhalten der diskreten Version (3.15) der
Energie (3.14) und deren Fehler. Hier erkennen wir deutliche Ausschlédge, bei denen dieser Fehler

um mehrere Grofsenordnungen wéchst.

In der letzten Zeile dieser Abbildung haben wir zum Vergleich den Fehler der ortsdiskretisierten
Losung aufgetragen. Dieses Mal wurde die Referenzlosung mit dem expm Befehl aus MATLAB be-
stimmt. Hier bestétigt sich, dass der Ortsfehler an genau den Resonanzstellen der Energie, bei den
Vielfachen von 27, ebenfalls Resonanzen entwickelt. Es erscheint also lohnenswert, das Verhalten
des Verfahrens (3.6) im Bezug auf die Energie von (3.14) zu untersuchen und gegebenenfalls Filter-
funktionen einzufithren, um die Resonanzen zu verhindern. Interessant ist, dass die Resonanzen
nur bei Vielfachen von 27, nicht etwa allen Vielfachen von 7 auftreten, wie es beispielsweise in
[34, XIII.2.5] fiir das Fermi-Pasta-Ulam-Problem und die dortigen Integratoren der Fall ist.
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3.5 Vereinfachte numerische Energieerhaltung

Wir untersuchen nun die numerische Erhaltung der Energie (3.14). Dazu wollen wir die Glei-
chungen zunichst etwas tibersichtlicher gestalten. Wir betrachten nur das E./By-Paar und die
p.-Impulse und setzen E, = B, = E, = B, = p, = py = 0. Des Weiteren nehmen wir an, dass
die Dichte p rdumlich konstant ist. Als Néchstes fordern wir periodische Randbedingungen und
fithren formal eine Fourier-Transformation der Feldgrofien durch. Sei etwa

Eu(ta) =Y up(t)e 7, (3.16)
keZ

mit der Grofie |2 des Gebietes in z-Richtung, also der Lange unseres Intervalls. Setzen wir wei-

terhin voraus, dass E, hinreichend glatt ist, etwa >, |ku(t)|? < oo fiir alle ¢, so ergibt sich fiir die

x-Ableitung . .
0,B. =% ﬁk%uk(t)enkzgx = 3 dyug(t)e ™, (3.17)
kEZ kEZ
wobei die di := 1k € 1R rein imaginar sind und den Ortsfrequenzen entsprechen. Die Fourier-
Koeffizienten von B, nennen wir v;, und die fiir p, seien mit p; bezeichnet. Dies ist eine kurze
Notationstiiberladung, die wir aber sogleich wieder auflosen: Wenn wir die Fourier-Reihen fiir £,
und By in (3.11b) einsetzen, ergibt sich

S 0™ = S dpup (0™ T = Gun(t) = deug(t) VheZ.  (3.18)
kEZ keZ

27
Dabei nutzen wir die Tatsache, dass die Wellenfunktionen z — ¢ LR101® ain vollstandiges Ortho-

2

gonalsystem von L.,

(92) bilden, insbesondere also linear unabhingig sind. Damit entkoppeln die
verschiedenen Summanden der Gleichung. Nach dem gleichen Prinzip behandeln wir die ande-
ren Gleichungen (3.11). Betrachten wir nun nur eine einzige dieser Ortsfrequenzen, kénnen wir

den k-Index weglassen und erhalten das gekoppelte skalare System von Gleichungen

Opu(t) = do(t) — cw?p(t), (3.19a)
O(t) = du(t), (3.19Db)
Op(t) = cu(t), (3.19¢)

wie gehabt mit ¢ = 2me. Die Ortsableitung geht also in eine Multiplikation mit der rein imagi-
ndren Zahl d tiber. Wie fiir den eindimensionalen Fall der Maxwell-Gleichungen haben wir keinen
Vorzeichenwechsel vor diesem ,Differentialoperator”. Schreiben wir das System in eine Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung fiir u um, so ergibt sich der Faktor d* € R<( passend zum negativ
semidefiniten —V x Vx-Operator aus der entsprechenden Umschrift von (2.13).
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NI w? ist wieder als grofs angenommen und liefert die Zeitfrequenz. Analog zu (3.14) erhalten
wir die Energie
E(t) = u®)* + [o(t)]* + w?[p(t) |, (3.20)

wobei wir wegen d € 1R die Identitét
Re(1Im(d) (@ + up)) = — Im(d)(Im(@v) + Im(uv)) = 0 (3.21)

benutzen konnen.

Das Dreifach-Splitting (3.6) sieht dann wie folgt aus:

Upyl = Un + & dytin, (3.22a)
ul = u, + %dvvn+%, (3.22b)
pyiﬂ _ COS.(TCW) Tesine(Tow) Dn ’ (3.220)
Uy g —wsin(tew)  cos(Tcw) ub
Upt1 = Uy q + %dvvn+%, (3.22d)
Unt1 = Uy 1 + 5 dytp1- (3.22¢)

Um spiter nachhalten zu kénnen, welchen der Differentialoperatoren wir angewendet haben,
unterscheiden wir diese durch den Index u bzw. v.

Als néchstes setzen wir dieses Schema in die Energie (3.20) ein. Dazu nennen wir die numerische
Energie zum Zeitpunkt ¢,,:
Ep = [un|* + [val* + w?[pn)? (3.23)

und wollen iiberpriifen, wie sich E,,; im Verhiltnis zu E,, verhidlt. Um die Berechnungen tiber-
sichtlich zu halten, lassen wir die Argumente der trigonometrischen Funktionen 7cw weg, da diese
immer dieselben sind. Wir setzen jetzt sukzessive das Schema (3.22) von unten nach oben in die
Energie F),, 1 ein.

Wir haben nach (3.22¢)

7d 7d
Vpg1]® = (U,H; + Tuun+1> (UnJré + Tuun-i-l) (3.24)
T - 72|d,|?
= 03P o T2 Ry Tty ) + TP 325)
_ 2 I I [ T2|du|2 2
= ‘Un—f—%’ — 7 Im(dy) Tm (w11 n—f—%) + 1 |Un1]%, (3.26)

wobei wir wieder wegen d,, € 1R diesmal

Re(vd,u) = Re(v(— 1) Im(d,, )@) = Im(d,) Im(v@) = — Im(d,) Im(u®) (3.27)
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benutzen. Weiterhin erhalten wir mit (3.22d)

7Im(d,)

Im(un+1vn+g) = Im(u;+1vn+%) + 5

V1 . (3.28)

Als néchstes ergibt sich analog zur ersten Rechnung ebenfalls aus (3.22d)

it = i+ 7 Tn(d) (i 5 7) + ot o 2 (3.29)
Die folgenden Terme ergeben sich aus der zweiten Zeile von (3.22¢) zu
]u;H]z = w? sin? \pn\2 — 2w sin cos Re(u, ) + cos? ’umz (3.30a)
und
Im(u;rlm) = wsin Im(vn+%]9_n) + cos Im(ugm) (3.30b)
Jetzt eliminieren wir p,, 11 mithilfe der ersten Zeile von (3.22¢) zu
|Pni1]? = cos® |pu|? + 2resinc cos Re(u, pr) + 72¢? sinc? |u|?. (3.31)
Fahren wir mit (3.22b) fort, erhalten wir
+12 2 7%|dy|? 2
lu, |© = |up|® + 7 Im(d,) Im(unanr%) + 1 ]anr%] ) (3.32a)
Im(ui?%) = Im(unanr%) + ﬂmT(dv) |vn+% 2, (3.32b)
Re(u, Pn) = Re(unPrn) — ﬂmT(dv) Im(vn+%]9_n). (3.32¢)
Die erste Zeile des Schemas, (3.22a), liefert die restlichen GrofSen
147 = enl? = 7 ) ) + 9 2 6.3%)
Im(unm) = Im(u,0p) — TImT(d“)mnF, (3.33b)
Im(vn+%]9_n) = Im(v,py) + ﬂmT(du) Re(unpr). (3.33¢)

Nun miissen wir diese Grofsen sukzessive in die numerische Energie zum Zeitpunkt n + 1 ein-
setzen. Dazu verwenden wir die folgende Farbkodierung, um verschiedenes Auftreten von Koef-
fizienten zusammenzufassen: u, v, u - v, p, u - p und v - p. Die Gréfien konnen jeweils verschiedene
Indizes haben, es tritt aber in jeder Zeile der Rechnung jeweils immer nur ein Index auf. Die Rech-
nung findet sich in (3.34) der Ubersichtlichkeit halber auf einer eigenen Seite, Seite 31.
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p = 1.000

107 g .
8 i : N i
=107t E = |
0.025 0.125 0.025 0.125
100 ¢ 10°
E .
Ti 10_1§ -------- g TE 107 | |/ aae=""" -
0.025 0.125 0.025 0.125
100 E 100
3 =
B o107t N e E ® 10
0.025 0.125 0.025
100 F L aeememmtTT
2 : ;
= 5

1] oo

1Bl

0.025 0.125 0.025 0.125
Zeitschrittweite 7 Zeitschrittweite 7

Abbildung 3.1: Darstellung des absoluten Fehlers der Impulse und der elektrischen und magneti-
schen Felder bei Anwendung von Verfahren (3.6) angewendet auf (3.11) mit dem
Yee-Gitter zur Ortsdiskretisierung in Relation zur Zeitschrittweite 7. Die linken
Abbildungen zeigen jeweils den Fehler in der co-Norm, die rechten entsprechend
in der Ly-Norm. Als Referenz ist gestrichelt eine Kurve fiir Ordnung zwei dar-
gestellt. Erste Zeile: Verhalten des Fehlers fiir eine Dichte von p = 1.000 in der
Dichtewand, zweite Zeile: Verhalten des Fehlers fiir eine Dichte von p = 10% in
der Dichtewand.
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Abbildung 3.2: Darstellung verschiedener Grofien bei Anwendung von Verfahren (3.6) angewen-
det auf (3.11) mit dem Yee-Gitter zur Ortsdiskretisierung fiir feste Zeitschrittweite
7 in Relation zur Frequenz cw und damit zur Dichte p = w?. Die linken Abbildun-
gen zeigen jeweils den Fehler in der co-Norm, die rechten jeweils in der Lo-Norm.
Erste Spalte: Verhalten des Fehlers fiir eine Dichte von p = 1000n. in der Dichte-
wand, zweite Spalte: Verhalten des Fehlers fiir eine Dichte von p = 108n,. in der

Dichtewand.
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Abbildung 3.3: Koeffizienten des Fehlers der Energie (3.20) nach einem Schritt mit dem nume-
rischen Verfahren (3.22), p = 10°, d = 21. Die Zeitschrittweite ist wieder bei
7 = 0.02 festgehalten und w lauft, sodass 7cw im entsprechenden Intervall ver-
lauft.
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Subtrahieren wir nun E,, von E,,_;, um den Fehler in der Energie iiber einen Zeitschritt zu be-
stimmen, verschwinden die Einsen in den Koeffizienten vor |u,|?, |v,|? und |p,|?

in (3.34g).

, grau markiert

Zur Verifikation wurden MAPLE-Plots der kontinuierlichen Formel mit den MATLAB-Codes fiir den
Zeitintegrator verglichen. So ist zumindest sichergestellt, dass die dominierenden Terme tiberein-
stimmen.

T2‘du‘2 2

Der auf den ersten Blick grofite Fehlerterm ist dabei der vor |p,|?, ndmlich =$*=w? sin?(rcw). Der

2 ausgeglichen werden. In der Simulation in 3.3 mit p = 10®

Faktor w? kann dabei nicht von 7
haben wir etwa w ~ 772, sodass ein Faktor der Grélenordnung w tibrig bleibt. Allerdings hat die
Sinusfunktion ihre Maxima bei 7cw = 7/2 + km, k € Z und sogar Nullstellen bei k27, k € N+, bei
denen wir die Resonanzen in Abbildung 3.1 festgestellt haben. Im der linken Grafik von Abbil-
dung 3.3 ist der Verlauf dieses Koeffizienten des Fehlers aufgezeichnet. Der Fehler wachst mit der
Frequenz, hat aber Nullstellen bei den vermuteten Resonanzstellen, die durch einen senkrechten

grauen Strich markiert sind.

Ahnliches gilt auch fiir die Koeffizienten der Mischterme Re(u,,p,,) und Im(v,p,). Diese sind eben-
falls potenziell noch grof3, haben aber Nullstellen an den beobachteten Resonanzstellen.

Die Koeffizienten vor |u,|? und |v,|> und dem letzten Mischterm Im(u,7,) zeigen ein interessan-
teres Verhalten. Das rechte Bild von Abbildung 3.3 zeigt exemplarisch den Verlauf des |u,|?-
Koeffizienten. Die Fiihrungskoeffizienten enthalten alle einen Faktor (1 + cos(7cw)), dessen Betrag
sein Maximum bei Vielfachen von 27 hat, also genau an den Resonanzstellen. Allerdings wachsen
diese nicht mit w. Dies legt den Verdacht nahe, dass die Resonanzen durch die Feldkomponenten
entstehen und diese dann tiber die Zeit durch die Kopplung mit den Impulsen durch die Hinter-
grunddichte verstarkt werden.

Insgesamt zeigt diese lokale Betrachtung des Fehlers in der Energie iiber einen Zeitschritt also
ein anderes Verhalten als die globale iiber die gesamte Simulationszeit. Dies gibt uns einerseits
den Hinweis, dass lokale Betrachtungen allein hier nicht ausreichend sind, andererseits, dass die
Interaktion zwischen den Feldkomponenten Eund g, bzw. hier v und v, mit den Impulsen p'bzw.
p von grofler Bedeutung ist.

Bei dieser Analyse ist uns bewusst geworden, wie nahe unser Integrator mit den Verfahren aus [34,
XIIL.2.5] und [28] verwandt ist. Dadurch wurde der Fokus auf das Umschreiben der Gleichungen
(2.13) in eine Wellengleichung (2.22) und die Hamilton-Funktion (2.28) gelenkt. Es wird sich im
weiteren Verlauf der Arbeit herausstellen, dass dies ein deutlich besserer Zugang zur Analyse
des Zeitintegrators ist. Die Verwandtschaft geht sogar so weit, dass wir unser Verfahren in die
Form aus [34, XIIL.2.5] umschreiben konnen. Die physikalische Laserenergie (2.18), die wir bisher
betrachtet haben, scheint bei der Analyse hingegen nicht hilfreich zu sein.



KAPITEL 4
FEHLERABSCHATZUNG FUR DAS

SPLITTING-VERFAHREN

In diesem Kapitel werden wir eine andere Herangehensweise verwenden, um das Verhalten des
Splitting-Verfahrens (3.6) fiir die Gleichungen (2.13) zu verstehen. Die erfolgreiche Vorgehenswei-
se ist es, dass wir nicht versuchen, die Fehler fiir alle Komponenten gleichzeitig zu analysieren.
Vielmehr werden wir uns zuerst auf das elektrische Feld E konzentrieren. Dieses hat durch die
direkte Interaktion mit den beiden anderen Komponenten eine herausgehobene Stellung. Das ma-
gnetische Feld B und die Impulse 5 wechselwirken nur indirekt iiber E miteinander.

Wir werden die V x V x-Formulierung aus (2.22), (2.24) verwenden, welche als Hamilton-System
mit der Hamilton-Funktion (2.28) zusitzliche Struktur erhilt. Entsprechend werden wir durch
gegenseitiges Einsetzen das magnetische Feld und die Impulse aus dem numerischen Verfahren
eliminieren und eine Mehrschrittformulierung fiir die numerische Losung des elektrischen Feldes
finden.

Es stellt sich heraus, dass in [34, Abschnitt XIII.4.1] fiir eine solche Formulierung bereits eine Feh-
leranalyse existiert, die auf so genannten modulierten Fourier-Entwicklungen basiert. Die Grund-
idee ist dabei, dhnlich wie bei klassischen Fourier-Entwicklungen, oszillatorische Losungen von
Differentialgleichungen in ihre Frequenzen zu zerlegen. Dabei ist es aber erlaubt, dass die Koef-
fizienten in der Zeit auf eine glatte, nicht-oszillatorische Weise variieren. Solche Entwicklungen
konnen sowohl fiir die analytische als auch die numerische Losung hergeleitet werden. Abge-
sehen von hier verwendeten Abschitzungen fiir den Fehler numerischer Verfahren, kann man
diese unter anderem auch verwenden, um das Langzeitverhalten von analytischen [12, 32, 21, 14]
oder numerischen [30, 13] Losungen von Hamilton-Systemen und Wellengleichungen zu verste-
hen. Vor Kurzem wurde in [20] ein Konvergenzresultat fiir die Wellengleichungen mit polyno-
mialer Nichtlinearitdt gezeigt. Dort stammen die hohen Frequenzen aber anders als hier aus der
Ortsdiskretisierung des Differentialoperators. Fiir die nichtlineare Schrodinger-Gleichung kénnen
Erhaltungsresultate fiir die analytischen und im Ort diskretisierten Losungen [22] sowie fiir die
vollstindig diskretisierten Lésungen [23, 18] bewiesen werden. Einen guten Uberblick {iber die
vorhandenen Ergebnisse liefert [31].

Bei der Anwendung modulierter Fourier-Entwicklungen oder allgemeiner im Kontext hochoszil-
latorischer Differentialgleichungen wie etwa in [28] ist es tiblich, so genannte Filterfunktionen zu
benutzen. Diese werden dazu eingesetzt um Resonanzstellen, wie wir sie z.B. in Abbildung 3.2 fin-
den, zu beseitigen. Einen expliziten Einsatz dieser Eigenschaft werden wir spater unter anderem
in (4.7), (4.81) oder zur Abschdtzung von (4.104) sehen.

Wir beginnen damit, in unser Schema (3.6) nach dem Vorbild von [89] bzw. [59] Filterfunktionen
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einzufiihren. Wir legen uns aber zunéchst nicht auf eine spezielle Wahl der Filter fest. Dann zitie-
ren wir den Konvergenzsatz aus [34, XIIL.4.1] und bringen in den folgenden Abschnitten unsere
Gleichungen und das Verfahren Stiick fiir Stiick in die richtige Form, um diesen Satz anwenden
zu koénnen. Dazu miissen wir die GroSen B und j'sowohl aus der analytischen Gleichung als auch
aus dem numerischen Verfahren eliminieren. Wir verwenden tatsdchlich die einfachste Form der
modulierten Fourier-Entwicklungen, bei denen nur eine hohe Frequenz und keine Nebenfrequen-
zen kw, k € Z\ {—1,0, 1}, oder gar mehrere verschiedene, nahe beieinander liegende Frequenzen
auftreten.

Ein Problem, das sich bei der Anwendung des Konvergenzresultates aus [34, XIII.4.1] ergibt, ist,
dass die Startwerte, die dort gefordert sind, nicht zu unseren Gleichungen passen. Wir werden
dies dadurch umgehen, dass wir zuerst die Fehlerabschiatzung des numerischen Verfahrens ge-
gen die analytische Losung mit den fiir unseren Fall falschen Startwerten verwenden. Der Fehler
in den Startwerten ist aber kontrollierbar klein. Mithilfe von Stabilitdtseigenschaften der Losung
zeigen wir dann, dass der Fehler tiber die Zeit auch nicht grofier wird, und erhalten so eine Ab-
schiatzung gegen die ,richtige” analytische Losung, also jene mit den urspriinglichen Anfangs-

werten.

Auf Basis der Konvergenzaussage fiir das elektrische Feld konnen wir daraufhin eine Abschit-
zung zuerst fiir das magnetische Feld aufbauen und danach auch die Impulse abschitzen. Hier
werden wir die Filterungseigenschaften direkt nutzen und dann unter Verwendung einiger trigo-
nometrischer Identitdten das Aufsummieren von Fehlern und damit die Entwicklung von Reso-

nanzen, wie wir sie im vorigen Abschnitt gesehen haben, unterbinden.

Wiéhrend dieser Analyse werden wir immer wieder Bedingungen an die Filterfunktionen aufstel-
len. Dabei ist es jedoch zundchst unklar, ob es {iberhaupt solche gibt, die allen Bedingungen ge-
recht werden. Daher werden wir im Anschluss eine Wahl vorstellen, die tatsdchlich die gewtinsch-
ten Eigenschaften hat. Auflerdem werden wir auch die urspriingliche Wahl aus [89] diskutieren.

Zu guter Letzt werden wir unsere Ergebnisse in einem numerischen Test illustrieren.

4.1 Einfithrung von Filterfunktionen

Der erste Schritt ist die Einfithrung von Filterfunktionen in das numerische Schema. Aufierdem ist
es zweckdienlich, den Parameter ¢ ganz zum Dichteparameter zu verschieben. Wenden wir uns
zunédchst den Filtern zu: Diese fligen wir nach dem Vorbild von [89] bzw. [59] in das numerische
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Schema an allen Stellen ein, die sinnvoll erscheinen. Es ergibt sich das Verfahren

B,H% = B, — T¢5 (5Q) Cp é5 (3Q) E,, (4.1a)
B = En+ 506 (59) Cpop (5Q) B,y 1. (4.1b)
pjljl _ 1008(:7’9) Tesine(T82) Iz’n ’ (410)
E. —=Qsin(72)  cos(7) Ef
Buvt = Eypy + 505 (352) Cn 65 (39) B, 1)
Byt =B,.1 — 505 (392) Crop (392) Enn. (4.1e)

Die Filterfunktionen 1;, ¢; : C — C seien zundchst skalare, ganze Funktionen, die ¢;(R>o) C R,
¢i(R>0) C R, i € {E, B} erfiillen.

Wir gehen zu der Grofse 5 = %ﬁ iber, um ¢ und © besser zusammenfassen zu konnen. Um die
Notation einfach zu halten, dividieren wir die erste Zeile von (4.1c) durch ¢, lassen danach die
neu entstandene Tilde wieder weg und verbergen auch die Argumente der trigonometrischen
und Filterfunkionen. Letztere sind immer 782 bzw. $€2. Aus der ortskontinuierlichen Gleichung
(2.10) im nichtrelativistischen Fall (2.12) ergibt sich die Differentialgleichung

OE =V x B — w?p, (4.2a)
OB =—-V x E, (4.2b)
op=E. (4.2¢)

Entsprechend stellen wir auch die ortsdiskretisierte Version (3.1) um

O,E = CpB — Q%p, (4.3a)
0B = —CgE, (4.3b)
op=E, (4.3¢)

wodurch die explizite Abhédngigkeit der rechten Seite von c eliminiert wird. Obiges Verfahren hat

dann die Form

Ef =E,+yp Cpés-B, 1, (4.4b)
Dnt1 _ cos T sinc D, (4.4¢)
E T —Qsin  cos E+ |’ '

En-l—l = _’;4_1 + %wE : CB¢B : gn—l—%’ (44d)

—

Bpi1 = B,i1— 3¢5 -Cpop- Epi1. (4.4e)
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Um die Multiplikationen nicht mit den Argumenten der Filter zu verwechseln, haben wir einen
Malpunkt eingefiigt — dieser bedeutet kein Skalarprodukt. Wir erhalten wieder ein Splitting-Ver-
fahren der Form

v, = §T/2 o CT/Q ©1Mr o0 C’r/2 0 §T/27

wobei ¢ der numerische Fluss in (4.4a) bzw. (4.4e), ( derjenige aus (4.4b) bzw. (4.4d) und n der des
harmonischen Oszillators aus (4.4c) sei. Dabei sind im Gegensatz zu Abschnitt 3.2 £ und ¢ diesmal
keine exakten Fliisse.

Um insgesamt ein konsistentes Verfahren zu erhalten, miissen auch die numerischen Losungen
der Teilgleichungen (4.3), insbesondere die beiden gestorten Fliisse £ und ¢, konsistent sein. Dazu
benotigen wir die Eigenschaften

Yi(z) — 1, ¢i(z) — 1 fiur z—0, i€{FE, B}. (4.5)

Wir wollen nach wie vor ein symmetrisches Verfahren erhalten. Ein Splitting-Verfahren obiger
Form ist sofort symmetrisch, sobald dies fiir die Teilfliisse &, (; und 7, gilt. Als exakter Fluss von
(3.4) fiir i = 3 bzw. (4.3a) ist der mittlere Term 7, automatisch symmetrisch. Die beiden anderen
numerischen Fliisse sind durch die Einfithrung der Filter nun aber keine exakten Losungen von
Teilgleichungen mehr, wodurch diese Symmetrie nicht mehr direkt folgt. Wahlen wir die Filter als
gerade Funktionen, d.h.

Yi(2) = Yi(—2), ¢i(2) = ¢i(—=2) fur alle zeC, ie{FE,B}, (4.6)

so erhalten wir £, = ¢, bzw. (! = (_, und damit die Symmetrie dieser Fliisse und damit auch
die des Verfahrens (4.4).

Eine erste Wahl fiir eine der Filterfunktionen erhalten wir wie in [89] aus der Forderung, die Diver-
genz des magnetischen Feldes B zu erhalten (2.5). Diese ist eine physikalisch wichtige Eigenschaft
und soll auch von der Zeitdiskretisierung respektiert werden. Aus dem Verfahren ergibt sich fiir
die ortskontinuierlichen Gleichungen, also wenn in (4.4a) und (4.4e) der diskrete Rotationsope-
rator Cg durch den kontinuierlichen V x ersetzt wird und wir E und B wieder als Vektorfelder
auffassen:

— — —

V.-B,=V- By = V-Bn+%V- [1/13' (—VX (¢E'(E"+E"+1)))}

AN g 5 : (Vo ~V % (65 (But Bns))).- 4.7)

Das Argument von g ist im kontinuierlichen Fall 7cw. Da w und die elektrischen Felder beide
ortsabhiingig sind und der zweite Summand fiir beliebige w und E verschwinden soll, muss also
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Yp = const gelten. Mit (4.5) ergibt sich insgesamt
Yp =1 (4.8)

Auf dieselbe Art und Weise zu verhindern, dass das magnetische Feld die Divergenz des elektri-
schen Feldes beeinflusst, vgl. (2.4), ldsst sich nicht mit einer so einfachen Bedingung gewahrleis-
ten. Wir werden spiter sehen, dass eine entsprechende Wahl von 9 unattraktiv ist.

Um unser weiteres Vorgehen besser motivieren zu konnen, geben wir als Néchstes das Resultat
an, mit dem wir arbeiten wollen, um den Fehler des Verfahrens zu kontollieren.

4.2 Zuhilfenahme modulierter Fourier-Entwicklungen

Unser Ziel ist es, fiir die Abschdtzung des elektrischen Feldes ein Resultat zu benutzen, das mithil-
fe modulierter Fourier-Entwicklungen bewiesen wird. Zunéchst zitieren wir dieses aus [34] und
diskutieren dann Stiick fiir Stiick die Voraussetzungen:

Theorem 4.1 (Hairer, Lubich, Wanner, [34, XII1.4.1, Theorem 4.1]). Wir betrachten die numerische

Losung des Systems

O (t) = —Q%x(t) + g(z(t)), z(to) = xo, Owx(ty) = o, (4.9)
wobei
(1) =-VU@) wnd =" " 5> 1 (4.10)
= v “lo gl ‘

und g eine glatte Gradienten-Nichtlinearitiit sei. Die Anfangsbedingungen mogen
%<8tw(0), B,2(0)) + %<Qx(0), Q(0)) < Hy, @&11)
fiir Hy unabhiingig von w, erfiillen. Diese Gleichung mdge mit der Methode
Tpi1 — 2c08(TQ) Ty, + 2n_1 = T2(TR) g(A(TR) ) (4.12)

mit einer Schrittweite T < 1y mit einem hinreichend kleinen 1y, das von w unabhingig ist, geldst werden,
fiir das w0 > co > 0 gilt. Die Filterfunktionen + und ¢ seien dabei gerade, reellwertige Funktionen mit
¥(0) = ¢(0) = 1. Die erste Iterierte x1 werde mittels

x1 = cos(7)zg + 7 sinc(TR) o + %T2¢(Tﬂ)g(¢(79)$o) (4.13)
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bestimmt. Wir bendtigen die folgenden Bedingungen an die Filterfunktionen:

Y(2)| < Cysinc®(32), (4.14a)
lp(2)| < Cof Sinc(%z)|, (4.14b)
[(2)¢(2)| < Cs|sinc(2)]. (4.14c)

fiir z > 0. Dann erhalten wir eine Abschitzung der Ordnung zwei an den Fehler des Verfahrens:
|en — z(ty)|| < CT* fiir t, :=nt <T. (4.15)

Die Konstante C' hingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von T, H,
Schranken an die Ableitungen von g sowie den Konstanten Cy, Cy und Cs.

Falls anstatt von (4.14a) die abgeschwiichte Bedingung
()] < Colsine(32)| (4.16)
erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzordnung auf eins,

|lzn —z(tn)|| < Cr  fiir tn:=nt <T. (4.17)

In diesem Fall ist in den Abhiingigkeiten von C' die Konstante Cy durch Cy zu ersetzen.

Wir werden nun Schritt fiir Schritt zeigen, dass bzw. unter welchen Voraussetzungen die Glei-
chungen (2.13) und das Verfahren (4.4) die Voraussetzungen von Theorem 4.1 erfiillen.

4.3 V x Vx-Formulierung

Der erste Schritt ist es, die Form (4.9) nachzuweisen. Dies haben wir rein formal fiir die urspriing-
liche Form der ortskontinuierlichen Gleichungen in der V x Vx-Formulierung aus (2.22)-(2.24)
bereits erreicht. Der Ubergang 7 zu 1/ dndert dabei nichts. Entsprechend erhalten wir aus dem
ortsdiskretisierten System (4.3)

{ OE(t) = —Q2E(t) + GE(1), (4.18a)
E(to) = Ey, 8:E(to) = CpB(to) — Q*p(to) := Ey, (4.18b)

wobei G := —CpCg und erhalten mit g(ﬁ) := GE die Form (4.9).

Die notigen Voraussetzungen an die Ortsdiskretisierung fassen wir nun zusammen.

Voraussetzung 4.2. Die Ortsdiskretisierung und das Dichteprofil p seien so gewiihlt, dass die Matrix 2,
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die aus der Diskretisierung von c,/p hervorgeht, die Gestalt

0 O -
Q= ~ , W:=c\/pr pr>1, ceRyg (4.19)
0 wld
habe. Die beiden Diskretisierungen des Rotationsoperators, Cp und Cg, seien zueinander transponiert,
also
Cg = C5. (4.20)
Die Matrix
G=-CgCg=x0 (4.21)

sei negativ semidefinit. Die Normen der Matrizen Cp und Cg, seien durch eine gemeinsame Konstante C.,
die unabhingig von w ist, etwa
”CB” <., ”CEH < C., (422)

beschrinkt.

Etwa bei periodischen Randbedingungen erhalten wir (—V x V x E,E) = (E, -V x V x E) =
—||V x E||?, also ist der analytische V x V x-Operator symmetrisch negativ semidefinit. AuSerdem
ist er linear. Es ist daher natiirlich, dies auch von der ortsdiskretisierten Version G zu fordern. Mit
den Schranken (4.22) ist auch

|G| = || - CpCp| < C} =:C, (4.23)

unabhédngig von w beschrankt. Es sei darauf hingewiesen, das die Voraussetzung der Existenz
der Schranken C, bzw. C eine wesentliche Einschrankung in dem Sinne liefert, dass wir keine
von der Ortsschrittweite i unabhdngigen Fehlerabschdtzungen erhalten konnen, solange diese
Konstanten in die Fehlerabschidtzung eingehen. Die Einschrankung an die Struktur von €2 werden

wir zu einem spateren Zeitpunkt diskutieren.

Die Frequenz aus [34] und den verwandten Artikeln, die auch in Theorem 4.1 auftritt, ist hier
durch w = ¢,/pr gegeben. Die trigonometrischen und Filterfunktionen werden auf 72, also den
gleichen Argumenten wie in diesem Kontext ausgewertet.

Da g(ﬁ) = GE linearund G = —C3Cp = —CBC:g mit (4.20) symmetrisch ist, konnen wir
U(E) := —%ETGE definieren, sodass g(E) = —VU(E), (4.24)

womit wir die Potentialstruktur nachgewiesen haben. Nach personlicher Korrespondenz mit ei-
nem der Autoren [61] wird bestitigt, dass dieses g die Glattheitsannahmen von Theorem 4.1 er-
fillt, also insbesondere nicht selbst beschriankt sein muss.

Die entsprechende ortsdiskretisierte Version der iiber die Zeit erhaltenen Hamilton-Funktion er-
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gibt sich zu
H(E, F) = SIFI2 + SIQE|2 - § (B, GE) = JIF|? + JIQEIR + U(E).  (425)

Diese bezeichnen wie wieder mit A, da wir uns von hier ab nur noch auf diese ortsdiskretisierte
Version beziehen.

Mithilfe der Variation-der-Konstanten-Formel erhalten wir die Darstellungen

—

E(t) = cos((t — tQ)E(t') 4 (t — t') sinc((t — t')Q)O,E(t')

(t —t)(1 — &) sinc((t — ) (1 — ONGEW' (1 — &) +t€)dé  (4.26a)

S~

+(t—1)
und

—

OE(t) = —Qsin((t — tQ)E(t') + cos((t — t')Q)QE(t)

(t—1t") / cos((t —t')(1 — )Q)GE' (1 — &) + &) de (4.26b)

der Losungen von (4.18).

4.4 Mehrschrittformulierung des numerischen Verfahrens

Wir wollen nun auf (4.12) hinarbeiten. Auf dem Weg dorthin erhalten wir eine weitere Bedingung
an die Filterfunktionen. Wir beginnen damit, die Verfahrensschritte aus (4.4) ineinander einzuset-
zen, dabei (4.8) auszunutzen und erhalten

Pn+1 = COS P, + Tsinc-E, + 7'2% sinc-Yp - Cpop - By,

3l sinc - Cpoép - Cpép - En, (4.27)
En+1 = —Qsin -p,, + cos E, + T%(COS +1)-¢p-Cpop - B,
—7%(cos +1) - 5 - Cpop - Cpop - By (4.28)
und
Bny1 = By, — 74Crog - <En + En—i—l)- (4.29)

Wir erkennen nun in (4.27) und (4.28), dass wir tatsdchlich ein Verfahren erhalten, welches den zu
) gehorigen Anteil von (4.18) exakt behandelt und den zur Nichtlinearitédt g aus (4.9) bzw. deren
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Darstellung G gehorigen filtert. Allerdings haben wir einen zusétzlichen Filter ¢p zwischen den
beiden Rotationsoperatoren, den Faktoren von G, eingefiihrt, was wir nun beheben, indem wir

¢p=1 (4.30)
fordern. Damit erhalten wir fiir p’und E die Einschrittformulierung

Pn+1 = COS Py, + T sinc En + 7'2% sinc -Yg - Cgén + 7'3% sinc-Yg - Gog - En, (4.31)
Eni1 = —Qsin-p, + cos -Ep, + T%(COS +1) - ¢p - CpB, + 7’2%(008 +1) - ¢p-Gop-E,. (432)
Unser Splitting-Ansatz fiihrt also auf natiirliche Weise bereits den Filter sinc bei den Impulsen
und %(1 + cos) fiir das elektrische Feld ein, selbst wenn wir ¢p = ¢y = 1 wéhlen wiirden. Um
die Mehrschrittformulierung (4.12) zu erhalten, miissen wir nun wie dort auf der linken Seite
einen Vorwirts- und einen Riickwartsschritt des Verfahrens mit Schrittweiten 7 bzw. —7 addieren

und 2 cos E,, subtrahieren. Mit den Symmetrieeigenschaften der Filter und den trigonometrischen
Funktionen erhalten wir daraus die korrekte Form

En_l — 2cos En + En—i—l = Tz%(COS +1) - Yg - Gog - En (4.33)
Wir erhalten also (4.12) mit
Y(z) = 3(cos(2) + Dvg(52), o(2) = dp(32) fiir alle zeC. (4.34)

Fiir Theorem 4.1 bendtigen wir, dass ¢ und ¢ gerade, reellwertige Funktionen mit ¢(0) = ¢(0) = 1
sind. Mit den Bedingungen an die Filter ¢g, ¢ am Anfang von Abschnitt 4.1 sind diese erfiillt.

Die Bedingungen (4.14) lesen sich dann wie folgt:

|(cos(2) + 1)¢pp(z)| < Cysinc?(32), (4.35a)
|¢E(%z)| < (Y| Sinc(%z)|, (4.35b)
(cos(2) + Db (L2)om(be)] < C|sine(z)| (4350)
fir z > 0, die abgeschwéchte Bedingung (4.16) wird zu
|(cos(z) + D)Yp(32)| < Co|sinc(32)| (4.36)

fir z > 0, mit Konstanten Cy, C, C2 und Cs, die unabhingig von w = ¢,/pr sind.

Betrachten wir nun ortskontinuierlich das Update der Divergenz des elektrischen Feldes, so ergibt
sich mit (4.32) nach Ersetzen von Cp und Cg durch V x wie in (4.7)

V:En1 =V (—cwsin-p, + cos-E,) + 5 <V((cos +1) - ¥g),V x (B, — 5V x En)> (4.37)
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Wollen wir passend zu (2.4) verhindern, dass das magnetische Feld Einfluss nimmt, miissen wir
(cos(z) + 1)¥p(2) = const oder umgekehrt ¢p(z) = const/(cos(z) + 1) wahlen. Das hitte aber
zwei ungilinstige Folgen: Zum einem erhalten wir in ¢ Singularititen in (1 + 2k)7, k € Z. Im
Filter ¢y wiren diese zwar hebbar, doch miissen wir fiir die Splitting-Formulierung (4.1) ¢ g direkt
auswerten. Zum anderen wiirden wir mit dieser Wahl den auf natiirliche Weise aus dem Splitting-
Ansatz entstandenen Filter wieder aufheben und den exponentiellen Integrator zu einem klassi-
schen Verfahren zurtickentwickeln.

4.5 Anfangswerte und Energie

Die nédchste Voraussetzung, die wir fiir die Anwendbarkeit von Theorem 4.1 benotigen, ist die
Forderung an die Startwerte (4.13). Wir subtrahieren diesen gewiinschten Startwert von (4.28)
und erhalten mit (4.32) und der Filterfunktion v aus (4.34) den Defekt

El — COS-EO — Tsinc-E;o — 7'2% -Go - EO
= — Qsin Py + cos-Eg + T%(COS +1) - ¢ - CpBy + 7—2%(005 +1) - ¢ - Gog - Eo
— cos-Ey — 7sinc-(CpBy — Q%py) — Tzi(COS +1) - ¢ - Gog - By
=7(%(cos +1) - ¥ — sinc) - CgBo, (4.38)

wobei wir fiir die zweite Gleichung die Identitdt z sinc(z) = sin(z) verwenden. Auf diese Weise
lasst sich (4.13) also nicht erftillen. Daher gehen wir zu den modifizierten Startwerten

EOI = E(] E(]l = X(TQ)CBEO - 92]70 (439)
tber. Fiir diese erhalten wir
Ey' — cos-Ey — tsinc-Ey — 7'2%1/) .G¢-Ey = T(%(COS +1) - ¢p — sinc-x) - CgpBy =0, (4.40)

die zweite Gleichung fiir die Wahl

cos(z) +1 »(2)
x(2) = % sinc(z) E(%Z) a sinc(z) (4.41)
Mit der Forderung
(cos(z) + 1)Yp(32)| < Cafsinc(2)| (4.42)

fir z > 0 mit einer Konstante C; > 0, die unabhéngig von w ist, erreichen wir, dass x, insbe-
sondere auch an den Nullstellen seines Nenners, beschrankt ist. Dies ist eine Verscharfung von
(4.35¢), denn wir fordern die Abschdtzung ohne Zuhilfenahme des Filters ¢ und nach (4.35b)
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muss ¢ beschrénkt sein und damit folgt dann (4.35¢c) aus (4.42). In Abschnitt 4.7 werden wir
weitere Bedingungen diskutieren, damit Ey und Ej’ nahe genug beieinander liegen.

Die Bedingungen an die Filterfunktionen (4.35) sollen vorerst als Voraussetzungen bestehen blei-
ben. Konkrete Wahlen der Filter werden wir in Abschnitt 4.12 diskutieren.

Zum Schluss formulieren wir Forderungen an die Startwerte, die die initiale-Energie-Bedingung
(4.11) gewdhrleisten. Unter der Bedingung, dass

IRE|* < 3 Hy, ICEBo|I? < §(2;)” Ho, 199750 ]|* < 5 Ho (4.43)
mit einem Hj, das unabhingig von w sei, erhalten wir sowohl
HQEY, QE)) + %<Eol, Eo,> < Hy, (4.44)

als auch o
HQEy, QEy) + $(Ey, Eo) < Hy, (4.45)

wobei 0.B.d.A. 2/Cy < 1. Fiir die spéater gewahlten Filterfunktionen erhalten wir mit Cy = 2 sogar
Gleichheit. Damit ist die initiale-Energie-Bedingung (4.11) also fiir beide Paare von Startwerten
erfiillt.

Fiir die weitere Fehleranalyse benotigen wir eine Abschdtzung der Hamilton-Funktion #, ein-
schlielich des Potentials, und eine Abschitzung des elektrischen Feldes E zum Startzeitpunkt —
und damit zu allen Zeiten — unabhéingig von w. Dazu fordern wir

—(GEy, Eo) = |CpEp|* < 2Ho, |Eo|* < Hy (4.46)

mit Hy aus (4.43), unabhdngig von w. Mit der Hamilton-Funktion (4.25) erhalten wir mit der
Schranke an den Startwert des elektrischen Feldes zusitzlich noch eine Aussage dariiber, wie sich
die Losung tiberall dort verhélt, wo die Diagonale von €2 nicht besetzt ist. Die mittlere Annahme
aus (4.43) und die erste aus (4.46) sind als Glattheitsannahmen an die Felder zu verstehen, da Cp
und Cg die Diskretisierungen des Rotationsoperators darstellen. Schliefslich fordern wir fiir den
Startwert des magnetischen Feldes

1Bo|* < Ho (4.47)

und erhalten insgesamt die folgende Erhaltungsaussage.
Lemma 4.3 (Stabilitat von Losungen). Betrachte die analytische Losung der ortsdiskretisierten Maxwell-

Gleichungen in der —V x V x-Formulierung (4.18). Das magnetische Feld sei via (4.3b) gegeben. Es gebe
eine Konstante Hy, sodass die Startwerte (4.43) und (4.46) erfiillen.
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Dann gilt fiir die Hamilton-Funktion aus (4.25)

H(E(t),8,E(t)) <2Hy  und  ||E@)|| < (14 2(T —to))v/Ho fiir to<t<T. (4.48)

Insbesondere ergeben sich

]é)t t ‘ < 24/ Hy,

IQE()| < 2v/Ho fiir to<t<T. (4.49)
und ||CgE(t)|| < 2+/Hy

Falls zusitzlich (4.47) erfiillt ist, erhalten wir weiterhin
IBO)|| < 1 +2(T —to))\/Ho  fiir to<t<T. (4.50)

Beweis. Mit (4.43) erhalten wir nach (4.45), dass & <QE0, QE0> <Eo, E0> < Hy. Der dritte Sum-
mand der Hamilton-Funktion (4.25) ist nach der 1. Bedingung aus (4.46) ebenfalls durch H be-
schrankt. Damit folgt die Abschidtzung an die Hamilton-Funktion zum Startzeitpunkt und damit
auch fiir alle Zeiten. Die Ungleichungen (4.49) sind eine direkte Folgerung daraus, denn die linken
Seiten sind — mit einem Faktor % und einem Quadrat versehen — ein Teil der Hamiltonfunktion.

Die Abschitzung fiir | E(t)| folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung via

(4.46),(4.48)
< VHy+ (t—tp) max \/27-[ E(£))

t
1B(r)] = HEO + [ aBe)ae
§€ to t

to

< (1+2(T - to))V/Ho.

Analog erhalten wir die Abschitzung fiir das magnetische Feld, indem wir den Hauptsatz auf
(4.3b) anwenden und die Abschitzung fiir den Startwert des magnetischen Feldes (4.47) und die
gerade hergeleitete Abschdtzung fiir das elektrische Feld, die erste aus (4.49), benutzen. O

Bemerkung 4.4. Das oben angegebene Lemma ldsst zu, dass die Losung iiber die Zeit wachst. Wir
zeigen, dass diese Abschdtzung auch scharf ist. Der Grund fiir dieses Wachstum ist der nichttri-
viale Kern der Frequenzmatrix €2. Dies fiihrt zu dem vorhergesagten Wachstum, wie das folgende
einfache Beispiel illustriert. Wir betrachten dazu etwa die Gleichung

u'(t) = Au(t), A—[g (1)], u(O)—[OI,

welche die Umformulierung von v”(¢t) = 0, v(0) = 0, v/(0) = 1 in ein System erster Ordnung
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darstellt. Die Matrix A ist nilpotent mit A2 = 0 und wir erhalten

exp(tA)—Id—H/A—[(l) j] = u(t)—[t].

Die Losung wéchst also linear.

Falls die Randbedingungen so gewdhlt sind, dass zusétzlich zur Hamilton-Funktion (4.25) auch
die klassische Energie (2.18) erhalten bleibt und sich dies auf die Ortsdiskretisierung tibertragt,
wird dieses Wachstum sowohl fiir das elektrische als auch das magnetische Feld verhindert. Nach
der Umskalierung p= % p'ergibt sich die diskrete Form der Energie (3.14) zu

BA) = SUEOI + B0 + 1950)]). @51)

Falls diese ebenfalls erhalten ist, also E}, (t) = E},(¢) fiir alle ¢, sind sowohl || E(¢) |2 als auch || B(t)]|2
durch E},(to) beschrankt. Wir wollen uns allerdings nicht auf diesen Fall einschranken.

4.6 Abschitzung fiir das elektrische Feld mit modifizierten Anfangs-
bedingungen

Die Uberlegungen aus den Abschnitten 4.3 bis 4.5 zeigen, unter welchen Bedingungen wir Theo-
rem 4.1 auf die Gleichung mit den modifizierten Startwerten anwenden konnen. Das folgende

Lemma fasst die Ergebnisse dieser Abschnitte zusammen:

Lemma 4.5. Wir betrachten die numerische Losung der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen in der
V x Vx-Formulierung (4.18a) mit dem Verfahren (4.33). Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung
4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 9, To unabhingig von w, und Tw > co > 0. Fiir gegebene EO, EO
und po, die (4.43) erfiillen, seien die Anfangswerte durch (4.39) mit (4.41) gegeben. Der erste Zeitschritt
werde als .

Ey' = cos-Ey + tsinc-Ey + %’7’2(008 +1)-¢Yp-g (ng . EO'> (4.52)

bestimmt. Die numerische Lisung werde mit E,' bezeichnet. Die Filterfunktionen g, ¢ : Rsg — R
seien gerade, reellwertige Funktionen mit 15 (0) = ¢ g(0) = 1 und mogen den Abschitzungen (4.35) und
(4.42) mit Konstanten C1, . .., Cy unabhingig von w gentigen.

Die analytische Lisung werde mit E'(t) bezeichnet. Dann erhalten wir die Abschitzung

—

|E. — E'(ty)| < Cr% fiir  t,:=tg+nr <T. (4.53)

Die Konstante C' hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
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des Zeitintervalls (T — to) sowie den Konstanten Hy, Cy aus (4.23) und C, ..., Cs.

Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-
nung auf eins,
|E, — E'(t,)|| < Cr  fir  t,:=ty+n7 <T. (4.54)

In diesem Fall ist in den Abhiingigkeiten von C' die Konstante Cy durch Cy zu ersetzen.

Beweis. Wir vollziehen die Voraussetzungen von Theorem 4.1 noch einmal in Kurzform nach. Die
V x Vx-Formulierung (4.18a) sichert (4.9) mit g(ﬁ) := GE und (4.19) und liefert die Struktur der
Matrix §2 in (4.10) mit w := ¢,/pr. Nach (4.24) sichert Voraussetzung 4.2 die Potentialstruktur von
g in (4.10). Da das System autonom ist, die Nichtlinearitit also nicht von der Zeit abhdngt, konnen
wir die Zeit um ¢, verschieben. Aus (4.43) erhalten wir nach (4.44) mit (4.42) die Energiebedingung
(4.11) an die modifizierten Anfangswerte. Die Forderungen aus (4.22) an die Ortsdiskretisierung
sichern zudem die Schranke an G (4.23) und damit die Glattheit der Nichtlinearitit g fiir Theorem
4.1. Auch die Zeitschrittweite ist passend zu den Voraussetzungen dieser Aussage gewahlt. Durch
die Wahl von ¥r und ¢ sind nach (4.34) und den Abschdtzungen (4.35) die Voraussetzungen an
die Filter 1) und ¢ erfiillt. Das Mehrschrittverfahren (4.33) und der erste Zeitschritt (4.52) entspre-
chen dem Zeitschrittverfahren (4.12) und (4.13). Damit sind alle Voraussetzungen von Theorem
4.1 erfullt und dessen Anwendung liefert die gewtiinschte Fehlerabschédtzung, wobei die Konstan-
te C' dabei nicht von w, 7, n oder Ableitungen der Losung abhingt, dafiir aber von der Lange des
Zeitintervalls (T —t(), Ho, Schranken an die Ableitungen von g sowie den Konstanten C bzw. Cy,
CQ und Cg.

Die erste Ableitung des oben gewihlten g ist gegeben als Dg = G, also || Dg || = |G| < Cy. Alle
weiteren Ableitungen von g verschwinden, sind also durch Null beschrankt.

N.B.: Die Konstante C hangt nicht von C, ab, denn die einzige Stelle, fiir die wir die Abschitzung
(4.42) explizit benotigen, ist die Abschdtzung an die initiale oszillatorische Energie (4.43). Man
kann also sagen, dass Cy in Hj enthalten ist. O

Wir formulieren diese Aussage nun fiir die urspriinglichen Gleichungen und das urspriingliche
Verfahren.

Korollar 4.6. Wir betrachten die numerische Losung der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen (4.3)
mit dem numerischen Schema (4.4). Die Ortsdiskretisierung, Zeitschrittweite und Filterfunktionen g
und ¢ mogen wie in Lemma 4.5 gewiihlt sein, die beiden iibrigen Filterfunktionen seien (4.8) und (4.30)
entsprechend als p = ¢p = 1. Die Startwerte seien Ey, By und po und mogen (4.43) erfiillen. Mit E’ (t)
bezeichnen wir die analytische Losung von (4.18a) mit den Startwerten

E'(ty) = Ey/, O E'(tg) = Ey,

aus (4.39) mit (4.41).
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Dann erhalten wir die Abschiitzung

|E, — E'(t,)| < CT*  fir  tp:=to+nr <T. (4.55)

Die Konstante C hiingt dabei nicht von w aus (4.19), 7, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von
der Linge des Zeitintervalls (T — to) sowie den Konstanten Hy, Cy aus (4.23) und Cy, ..., Cs.

Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-
nung auf eins,
|E, — E'(t,)| <Cr  fir  t,:=to+nr <T. (4.56)

In diesem Fall ist in den Abhingigkeiten von C' die Konstante C durch Cy zu ersetzen.

Beweis. Wir haben gezeigt, dass das numerische Schema (4.4) mit (4.8) und (4.30) der Mehr-
schrittformulierung (4.33) gentiigt. Durch die Wahl der Startwerte mit (4.39) erhalten wir aus (4.40)
mit der passenden Wahl von x aus (4.41), dass der E-Anteil des Verfahrens (4.4) und der zweite
Startwert des Mehrschrittverfahrens,

E)/ =FE
tibereinstimmen. Da wir auf der exakten Losung starten und damit beide Startwerte fiir die Mehr-

schrittformulierung {ibereinstimmen, sind dann auch alle weiteren Iterierten gleich:

Die Ortsdiskretisierung, Zeitschrittweite und Filterfunktionen sind wie in Lemma 4.5 gewihlt.
Damit diirfen wir dieses anwenden und wir erhalten die Aussage fiir n > 1. Fiir n = 0 ist sie

sowieso erfiillt, da wir auf der exakten Losung starten. O

Bemerkung 4.7. Wir erhalten hier zunédchst eine Fehlerabschdtzung gegen die analytische Losung
mit gestorten Anfangswerten. Fiir eine Abschidtzung gegen die analytische Losung mit den ur-
spriinglichen Anfangswerten miissen wir erreichen, dass die Anfangswerte nahe genug beieinan-
der liegen, und bendtigen die Stabilitdt von analytischen Losungen. Diesem Thema wenden wir
uns im nédchsten Abschnitt zu.

Dariiber hinaus miissen wir den Schritt von der V x V x-Formulierung (4.18) zuriick zur urspriing-
lichen Maxwell-Formulierung (4.3) gehen. Auch dies miissen wir an dieser Stelle noch zurtickstel-
len, da die Storung der Anfangswerte in (4.39) inkompatibel mit der Maxwell-Formulierung ist.
Wir kénnen nur den Anfangswert By direkt mit y multiplizieren, kénnen aber den Rotationsope-
rator Cp und diese matrixwertige Funktion nicht vertauschen. Wir konnen diesen Schritt also erst
auf den ungestorten Anfangswerten vollziehen.
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4.7 Fehler in den Anfangswerten und Stabilitdt bei gestorten Anfangs-

werten

Wir wollen nun den Fehler des numerischen Verfahrens gegen die ,richtige” analytische Losung,
also diejenige mit ungestorten Anfangswerten, finden. Wir nutzen dazu die bereits gewonnenen

Erkenntnisse der vorigen Abschnitte wie folgt aus:

I1En — E(ta)ll < I1En — E'(t)ll + |1 E' (tn) — E(t0)]
< Cr2 4 |E'(tn) — E(t,)]| (Korollar 4.6)
!
< COr2.
Wir suchen also eine von @ unabhingige O(72)-Abschétzung fiir die analytischen Lésungen. Um
dies zu erreichen, miissen wir zunidchst den Fehler im Startwert kontrollieren und werden dazu
die weitere Bedingung aus (4.58) an die Startwerte und die zusitzliche Bedingung (4.57) an die

Filter benotigen. Im Anschluss daran werden wir mithilfe von Stabilitdtseigenschaften zeigen,
dass sich der Fehler nicht zu sehr verstarkt.

Lemma 4.8 (Fehler in den den Startwerten). Fiir gegebene py, .E)o und By bezeichnen wir die Startwerte
fiir (4.18a) aus (4.18b) mit (Eo, Eo) und die aus (4.39) mit (Eg, Eg) Die Storung x aus (4.41) moge (4.42)
geniigen. AufSerdem fordern wir, dass die zusitzliche Abschitzung

|sinc(z) — (z)| = [sinc(z) — 4 (cos(z) + Dp(32)| < C52°|sinc(2)| (4.57)
fiir z > 0 erfiillt ist. Der Startwert fiir das magnetische Feld mdge zusitzlich zu (4.43) der Bedingung

1Q2CBy||?> < Hy (4.58)

geniigen. Die Konstanten Hy aus (4.43), Cy aus (4.42) und C' seien dabei unabhingig von w aus (4.19).

mit einer Konstante C, die nicht von w abhingt, dafiir aber von Hy und Cs.

Dann gilt
Eq
Eq

i
Ly
i
EO

< Cr? (4.59)

-l

Beweis. Da wir EB = EO gewdhlt haben, also AEO = EO — EB = 0, brauchen wir nur die zweiten
Komponenten

AEy := Ey — E}y = CpBy — Q*py — x(7Q)CpBy + Qp,
= (1 - x(92))CpBy
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zu betrachten. Es sei darauf hingewiesen, dass sich hinter der Zahl 1 die Identitdtsmatrix verbirgt.
Um den Faktor 72 aus AE, zu gewinnen, benutzen wir (4.57). Dadurch entsteht der Faktor 0?2,
den wir dann in das magnetische Feld verschieben und mit (4.58) kontrollieren. Wir erhalten mit
den beiden Filterabschidtzungen (4.42) und (4.57)

I1—x(2)] < Cs22.

Definieren wir f(z) := (1 — x(z))/22, so ergibt sich daraus |f(z)| < C; fiir 2 > 0 und f(2)2? =
1 — x(2). Also erhalten wir

IAEo| = || f(r2)7*Q*V x By|| < C57/H (4.60)

nach der obigen Bedingung (4.58) an den Startwert. Insgesamt erhalten wir also

AE, ~ -
2 ||l = VIaBR + 18 &2 < C5v/Hor, o)
AEy
wobei nach Voraussetzung keine der beiden Konstanten von w abhangt. O

Als nichstes stellen wir sicher, dass der Fehler in den Startwerten tiber die Zeit nicht zu sehr
verstarkt wird.

Lemma 4.9 (Stabilitit von Losungen bei gestorten Anfangswerten). Wir betrachten die analytische
Losung der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen in der V x ¥V x-Formulierung (4.18a) mit den Start-
werten )

E(ty) = AEy =0,  8,E(ty) = AE. (4.62)

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2.

Dann gilt
E -
H P E_. (t) <14 (T - to)zHAEo” furalle to <t<T. (4.63)
t
Beweis. Nach (4.21), (4.20) und (4.19) ist die Matrix (G — Q2) =: —B? symmetrisch negativ

semidefinit. Damit ist die Matrix B = UDU? symmetrisch positiv semidefinit mit orthogonalem
UTU = UUT =1d und diagonalem D = diag(A1,...,An), A\ > 0ftirallel <i < N.

Wir schreiben (4.18a) in ein System erster Ordnung mit E(t) := 9,E(t) um und erhalten

A N A T (4.64)
G|V B BT aB | B2 0 |

0 Id]
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Die Losung dieses linearen Systems ist gegeben als

t — to) sinc((t — to)B)Aﬁo

E
5 cos((t — to)B)AE

(1) = exp((t — to)A) m (1) 220 [(

Da wir bei othogonalen Zerlegungen die Matrixfunktion auf der Diagonalmatrix auswerten diir-
fen, vgl. (A.24), erhalten wir mit der Eigenwertzerlegung von B

sinc(tB) = Usinc(tD)UT, cos(tB) = Ucos(tD)UT. (4.65)
Daraus ergibt sich dann fiir die Matrixnormen mit der Orthogonalitdt von U

i < i T < i <1 < <1
| sinc(tB)|| < [|[U]| || sinc(tD)]| |[U H_lg;%\smdt&)!_ ; HCOS(tB)H_1211%\008(75&)!_ ;

=1 =1
(4.66)
indem wir ausnutzen, dass die \; reell sind. Wir erhalten dann wegen ¢t < T’
E \/ ] = g =g
E ®)]| < V(= to)l sinc(tB)[l[[AEo)* + (|| cos(tB)][[| AEo]|)
< V14 (T —to)2|AE|.
O

4.8 Abschidtzung fiir das elektrische Feld

Mit den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt konnen wir nun das Hauptresultat fiir das elek-
trische Feld beweisen.

Satz 4.10 (Fehlerabschadtzung fiir das elektrische Feld). Wir betrachten die numerische Losung der
ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen (4.3) mit dem numerischen Schema (4.4). Die analytische Losung
werde mit F(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 19, To unabhiingig
von w, wobei 7w > ¢o > 0. Die Filterfunktionen Vi, ¢ : R>9 — Rseien gerade, reellwertige Funktionen
mit Yg(0) = ¢r(0) = 1 und mogen den Abschitzungen (4.35), (4.42) und (4.57) geniigen. Die beiden
iibrigen Filterfunktionen seien als p = ¢ = 1 gewihlt. Die Startwerte seien Ey, By und py und mogen
(4.43) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C1, ..., Cs und Hy seien unabhiingig von w.

Dann erhalten wir fiir das elektrische Feld E in der Lisung von (4.3) bzw. (4.4) die Abschiitzung

|E, — E(tn)| <C7>  fiir  tp:=to+nr <T. (4.67)
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Die Konstante C' hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
des Zeitintervalls (T — to) sowie den Konstanten Hy, Cy aus (4.23) und C1, Co, C3 und Cs.

Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-
nung auf eins,
|E, —E(t,)| <Cr  fiir  t,:=tog+nr <T. (4.68)

In diesem Fall ist in den Abhiingigkeiten von C' die Konstante Cy durch Cy zu ersetzen.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass die starken Bedingungen an die Filter erfiillt sind.
Wir teilen den Fehler, wie im letzten Abschnitt, in die beiden Anteile

I1E, = E(ta)ll < |1 Ew = E'(t) ]| + | E'(t0) = Eta)]

auf, wobei E' (t) die analytische Losung von (4.18a) mit den gestorten Startwerten aus (4.39) und
X aus (4.41) bezeichnet. Die Voraussetzungen von Korollar 4.6 sind erfiillt und wir konnen den
ersten Summanden mit

IEy — E'(ta)]| < C7°

kontrollieren, wobei die Konstante C' nicht von &, 7, n oder Ableitungen der Losung abhingt,
daftir aber von (T — ty), Ho, C,, C1,C5 und Cs.

Weiterhin haben wir gezeigt, dass die E-Komponente der Losung von (4.4) der V x V x-Formulie-
rung (4.18a) geniigt. Also sind wir in der Situation der beiden Lemmata des vorigen Abschnitts.
Bezeichnen wir wie vorher mit AEO = Eo - _)’0 =0 und AEO = EO — E6 die Fehler in den Start-
werten zwischen den beiden analytischen Losungen, so ist aufgrund der Linearitdt des Flusses
der Differentialgleichung

AE
AE

(£ — B')(1)
(E — E()

(t),

wobei AE(t),AE(t) die Losung mit den entsprechenden Startwerten sei. Weiterhin haben wir in
den Voraussetzungen des Satzes diejenigen fiir die beiden Lemmata eingebaut und diirfen diese
folgerichtig anwenden. Sie zeigen insgesamt

= . AE L.4.9 5 N
I1E°(t) — E@)| < N O] < V1+(T—t)*AEo|
L.4.8

< V14 (T —t)2Cr? fir tg<t<T

fiir eine von & unabhingige Konstante C, die aber von Hy und C5 abhéngt.

Wir erhalten die gewiinschte Aussage

IE, — Ety)|| < (C+ 1+ (T —t)2C)r*  fiir  th:=to+nr <T (4.69)
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mit C := C + V1+(T - t0)2C~’, welche nicht von @, 7, n oder Ableitungen der Losung abhédngt,
dafiir aber von (T — t(), sowie den Konstanten Hy, C,, C1, Ca, C3 und Cs.

Falls nur die schwache Version der Filterbedingung (4.36) erfiillt ist, benutzen wir den Zusatz von
Korollar 4.6 und erhalten
|E, — E'(t,)|| < C.

Schitzen wir dann

IE'(t) = E(t)] < V/1+ (T — t)207* < /T + (T - t0)2Cror

ab, erhalten wir die Aussage erster Ordnung. O

4.9 Abschitzung fiir das magnetische Feld

Wir wenden uns nun dem magnetischen Feld zu. Mithilfe des Konvergenzresultats fiir das elek-
trische konnen wir auch fiir das magnetische Feld die Konvergenz beweisen. Wir stellen dazu die
folgende weitere Bedingung

| sinc(z) — ¢E(%z)| < Cglz Sin(%z)| (4.70)

fur z > 0 an die Filterfunktionen mit einer Konstante Cs, die nicht von w aus (4.19) abhéngt, auf.

Satz 4.11 (Abschdtzung fiir das magnetische Feld). Wir betrachten die numerische Losung der ortsdis-
kretisierten Maxwell-Gleichungen (4.3) mit dem numerischen Schema (4.4). Die analytische Losung werde
mit j(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 7, 1o unabhiingig
von w, wobei Tw > cy > 0. Die Filterfunktionen ¢ g, ¢ : R>o — R seien gerade, reellwertige Funktionen
mit Yg(0) = ¢p(0) = 1 und mogen den Abschitzungen (4.35), (4.42), (4.57) und (4.70) geniigen. Die
beiden iibrigen Filterfunktionen seien als g = ¢p = 1 gewihlt. Die Startwerte seien Eo, By und D0
und mogen (4.43), (4.46) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C., C4,...,Cs und Hy seien
unabhingig von w.

Dann erhalten wir fiir das magnetische Feld B in der Losung von (4.3) bzw. (4.4) die Abschiitzung

|Bn — B(tn)| < Cr%  fir  t,:=tg+nr <T. (4.71)

Die Konstante C hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
des Zeitintervalls (T —ty), der Fehlerkonstante C'g aus der Fehlerabschiitzung des elektrischen Feldes sowie
den Konstanten C. aus (4.22) und Hy, C1, Co, C3, Cs und Cs.
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Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-
nung auf eins,
|B, — B(ty)| < Cr  fir  t,:=tg+nr <T. (4.72)

In diesem Fall ist in den Abhiingigkeiten von C' die Konstante Cy durch Cy zu ersetzen.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass die starken Bedingungen an die Filter erfiillt sind.
Da die Voraussetzungen von Satz 4.10 erfiillt sind, diirfen wir diesen anwenden und bezeichnen
die Fehlerkonstante mit C'r. Weiterhin sind auch die Voraussetzungen von Lemma 4.3 erfiillt und
dessen Stabilitdtsergebnisse giiltig.

—

Zur Abkiirzung der Notation definieren wir wieder Eo .= CpBy — %5y = O E(to).
Aus (4.3b) und (4.29) ergibt sich die Fehlerrekursion

1
B(tn—f—l) — Bpt1 = B(tn) — B, — %CE <2/ E(tn + TS) ds — (bE(%Q)(En + En+1)> .
0

Wegent, 1 = t, +Tistt, +7s = t, 41+ 7(s— 1) und wir erhalten aus der Darstellung der Losung
der E—Komponente mit der Variation-der-Konstanten-Formel (4.26a)

1 — — —
2/ E(t, +7s)ds — ¢p(5Q)(En + Entt)
0
1 1
= /O E(t, +7s)ds + /0 E(tnt1 +7(s — 1)) ds — ¢p(3Q)(E, + Ent1)
1 . 1 _
= </0 cos(TsQ2) ds — ¢E(%Q)> E(ty) + </0 cos(T(s —1)Q)ds — ¢E(%Q)> E(tp+1)
1 1
+7 </0 ssinc(rsQ) ds 9, E(t,) + /0 (s — 1) sinc(r(s — 1)2) ds 8tﬁ(tn+1)>

1 1
2 2 29—
+7 </0 s I:{(T,s)ds—i—/o (1—ys) In+1(7',s)ds>
+6p(59) ((B(tn) = Ba) + (B(tasn) = Ba))
wobei
1 —
It (r,s):= /0 (1 =¢)sinc(rs(l — £)Q)GE(ty, + 7s€) dE, (4.73a)

1
I (7,8) = /0 (1= &) sinc(r(s — 1)(1 = E)Q)GE (tpg1 + 7(s — 1)) d&. (4.73b)

Die Integrale vor E(ty), E(tns1), O E(t,) und 8, E (t+1) konnen wir mithilfe von (A.18) und (A.19)
bestimmen. Die cosc-Funktion in der ndchsten Gleichung ist in (A.10) definiert. Durch Einsetzen
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der Fehlerrekursion erhalten wir, da wir auf exakten Startwerten starten,

n—1

B(ty) — B, = — %CE > [(SinC(TQ) ¢5(3Q)) E(t) + (sinc(rQ) — ¢5(592)) (tl+1)] (4.74a)
1=0
n—1

T2 - -
— 7CE Z [COSC(TQ)atE(tl) — COSC(TQ)atE(tH_l)] (4.74b)
=0
-3 n—1 1 1
-5 Cr l; { /0 s?I(1,8)ds + /0 (1= 8)*I (7, s) ds] (4.74¢)
n—1
- 2Cu > ou(3) [(Et) - B) + (B(tisa) - Bip)| - (4.74d)
=0

Wir werden jetzt die Terme aus dieser Gleichung zeilenweise abschétzen. Dies fithren wir auf-
grund der Komplexitdt der notwendigen Argumente in umgekehrter Reihenfolge durch. Nach
(4.35b) ist ¢ insbesondere durch Cs und nach (4.22) ist Cg durch C, beschrinkt. Satz 4.10 lie-
fert uns eine Schranke fiir die Differenzen von numerischer und analytischer Losung der E-
Komponente. Insgesamt erhalten wir fiir (4.74d)

< 3C.CCpT*> 2
=0

< C.CoCp(T — to)T2 (4.75)

CEZ(bE 790 [ (E(t) = Et) + (E(tir1) — Elﬂ)}

Fahren wir mit (4.74c) fort. Wegen (A.20) gilt aufgrund der Diagonalstruktur von €2 auch, dass
|| sinc(7€2)|] < 1 beschrdnkt ist. Damit und mit (4.48) aus Lemma 4.3 und der Beschranktheit von
G aus (4.23) erhalten wir fiir die beiden Integrale aus (4.73)

max {[|1;" (7, 8)|, |15, (7, )|} < $C(1+2(T — to))v/Ho.

Dadurch konnen wir in (4.74c) die Integrale und damit auch deren Summe abschitzen. Insgesamt

CEZ [/ s2I7 (T, ) ds—i—/ol(l—s)QIlH(T,s)ds} ‘

< 6cccg(l + 2(T — to))/Ho(T — to)72, (4.76)

erhalten wir

wobei wir durch die Summation iiber alle Zeitschritte wieder eine 7-Potenz verlieren.

Durch die geschickte Aufteilung am Anfang und den Vorzeichenwechsel in (A.19) wird (4.74b)
zu einer Teleskopsumme. Diese fdllt bis auf das erste und letzte Glied zusammen. Wegen (A.20),
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(4.49) und den bereits verwendeten Schranken erhalten wir dann

2 n—1
7éCE z_: [COSC(TQ)atE(tl) - cosc(TQ)atE(tlH)} H

2 .
%CE cosc (7)) (Ey — atE(tn))H

<

<1
2

1
65 . H07'2 = Cc H0T2. (4:77)
Kommen wir zum ersten Summanden (4.74a). Die Idee der Abschdtzung wurde durch [28, Lemma
3] inspiriert, wobei wir anstelle der partiellen Summation hier wieder eine Teleskopsumme erhal-
ten werden. Wir benutzen zundchst noch einmal die Variation-der-Konstanten-Formel (4.26a), um
das E-Feld als

. 1
E(t;) = cos(IrQ) Eq + I7sinc(I7Q) Ey + l27'2/ (1 — &) sinc(lr(1 — )Q)GE(tg + 71¢) dE  (4.78)
0

auszudriicken. So erhalten wir Summen von trigonometrischen Funktionen. Jetzt benutzen wir

trigonometrische Identitdten, um diese kollabieren zu lassen. Wir rechnen zunéichst rein formal.

Es gelten
cos(lz) = sin((1 + 3)2) —sin((l — 3)2)
2] QSin(%z) )
und
Isinc(lz) = _COS((Z + %)Z) —cos((l — %)z)

2zsin(3z)

Die Singularitdten, die entstehen, werden nachher durch die Filter geglattet. Durch Summation

erhalten wir

(sinc(z) — ¢E(52)) <Z cos(lz) + Zcos (Iz) )

SlnC( ) — ¢p(32)

sin(3z) ’

(sinc(2) — ¢r(32)) <lemc lz) + lemc [2) >

sinc(z) — (bE(%z)

zsin(32)

2)

N[

= sin(nz) cos(

(4.79)

- _ ((cos(nz) -1) COS(%Z))

Die trigonometrischen Funktionen vor den Briichen auf den rechten Seiten sind jeweils beschrankt.
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Definieren wir .
sinc(z) — qﬁE(iz)

zisin(32)

Xi(z) ==

I

so erhalten wir aus Voraussetzung (4.70) an den Filter die Abschidtzungen
Xo(2)] < Cslz|  und  xa(2)] < G, (4.80)

die die Singularitdten kontrollieren. Es fehlt nun noch ein letztes Teil fiir die Abschédtzung der
ersten beiden Summanden auf der rechten Seite von (4.78). Dem ersten dieser Summanden fehlt
ein Faktor 7. Diesen erhalten wir mit derselben Idee, die wir auch in (4.60) aus dem Beweis zu
Lemma 4.8 benutzt haben. Diesmal miissen wir allerdings nur eine 7-Potenz gewinnen. Nach
Definition der x-Funktionen erhalten wir xo(z) = zxi(z). Damit konnen wir feiner, als in der
ersten Ungleichung aus (4.80), abschitzen. Es ergibt sich

Ixo(TR) Ey|| = |[x1(TR)TQE|| < Cs74/ % Ho, (4.81)

wobei QFEj mit den Bedingungen (4.43) an die Startwerte kontrolliert wird. Den letzten Summan-
den in (4.78) lassen wir zundchst stehen, den Rest von (4.74a) konnen wir nun abschéatzen:

+ || (sinc(T92) — ¢p(Z€) (lemc (IrQ2) + lemc lTQ)) Ey

=0 =1

n—1

%CE 3 [(sinc(m) — 65(2Q)) E(t) + (sinc(rQ) — 62(39)) E(tlﬂ)]
=0

n—1

(428) ch < (Sinc(TQ) — ng(%Q)) (Z cos(IT82) ; cos(IT2) )

=0

" / 1 —
+||7*CEk Z 12 (sine(79) — ¢p(382)) /O (1 — &) sinc(lm(1 — &)Q)GE(to + 71€) dé

=0

@79 - B
< Coz (|1 sin(nre) cos(3) [ xo(r) Eo|

+ 7| ((cos(n7€2) — 1) cos(52))||I1xa (r) | o |

+ 2| Jn(7)]])
(@381 1
( < ) 5Ce <06 2Ho +2Cs+/2H, + 2\|Jn(7-)\|> 72, (4.82)
4.80
Dabei ist

i / 1 —
In(T) = TZ 12 (sinc(792) — ¢p(59Q)) /0 (1 =¢)sinc(It(1 — &)Q)GE(tg + i) dE, (4.83)

=0
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wobei der an das Summenzeichen angebrachte Strich bedeutet, dass der erste und letzte Sum-

mand mit einem Gewicht von % zu versehen sind.

Fiir die Funktionenen . .
95(2) = sine(z) ~ ¢x (52), i€ {0,1,2}, (4.84)

ZZ

erhalten wir die Beziehungen
20;(z) = Yi—1(2) ie{1,2}, (4.85)
und mit Voraussetzung (4.70) die Abschidtzung
[91(2)| < Cglsin(52)] < C. (4.86)
Weiterhin erhalten wir mit (A.9) die Identitat
Yo (2)I(1 — &) sinc({(1 — &)z) = V1(2)zl(1 — &) sinc(I(1 — &)z) = I1(z) sin(l(1 — &)z). (4.87)
Damit lasst sich in J,, einer der beiden [-Faktoren via

i 1 o
In(T) = TZ ml(TQ)/o sin(iT(1 — §)Q)GE(to + 7I€) dE (4.88)
=0

eliminieren. Von dem verbleibenden Faktor | abgesehen, ist der Term unter der Summe beschrankt.
Damit konnten wir eine O(n)-Abschétzung fiir J,, erhalten und damit eine Fehlerschranke der
Ordnung eins fiir das magnetische Feld. Fiir Konvergenz zweiter Ordnung schitzen wir jedoch
Jn noch einmal mithilfe von (4.70) scharfer ab. Mit dieser Voraussetzung und (A.9) erhalten wir

(A.20)

|sinc(z) — ¢p(3z)| < Cslzsin(32)| = Colz(32)sinc(32)| < 3C62° (4.89)
und damit fiir die in (4.84) definierte Funktion v
[92(2)| < 5Cs. (4.90)

Es gilt

%02(2') cos(l(1 — &)z) = Ja(2)lzsin(l(1 — £)z) 5 Y1 (2)lsin(l(1 — &)z).

Damit konnen wir fiir differenzierbares f mit Ableitung f’ die partielle Integration

1
/0 G1(2)sin((1 — €)2) f (o + 1r€) € =[Da(2) cos(I(1 — €)2) f (o + 7€) [{,

1
—/0 o (2) cos(I(1 — &)2) f'(to + I7E)lT A€
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durchfiihren. Angewandt auf J,, in der Form (4.88) erhalten wir

¢=1

Ju(m) =Y [192(79) cos(Ir(1 — €)Q)GE(to + I7€) o

=0

—r lZ:/ /01 92(7Q) cos(Ir(1 — Q)G Eto + Ir€)lr de,
—0

wodurch der Randterm keinen Faktor [ mehr enthélt und das neue Integral den Faktor 7 hinzu-
gewonnen hat. Die Terme im ersten Summenzeichen sind alle beschrédnkt, diejenigen im zweiten
wegen [T < (T — ty) ebenfalls. Damit kénnen wir .J,, mit (4.90), der Beschranktheit des Kosinus,
den Schranken an G und Ej und Lemma 4.3 gegen

172 (1) < (T = t0)5CsCy(1 + 1 +2(T — to) + 2(T — to))v/Ho

abschétzen. Zusammen mit (4.82) ergibt sich

1
[|(4.74a) < 5Ce (Cm/%Ho +2Csv/2Ho + (T — t0)3C6Cy2(1 + 2(T — to))\/H()) 72

und mit (4.74) und den Abschdtzungen fiir die Terme (4.82), (4.77) und (4.76)

- - 1
”B(tn) — BnH < [5(]0 <C6\/ %Ho + 2Cs\/2Hy + T(T — to)%CGCgQ(l + 2(T — to))\/ Ho) 72

1
+Co/Hor? + ECcCg(l + 2(T — to))(T — to)/Ho + C.C2Cx(T — to)] 2. (4.91)

Alle auftretenden Konstanten sind nach Voraussetzung von w unabhéngig.

Falls nur die schwache Version der Filterbedingung (4.36) erfiillt ist, verwenden wir den Zusatz
aus Satz 4.10 und der Fehlerterm (4.74d) verliert eine Ordnung. Dann miissen wir in den Abschét-
zungen fiir die anderen drei Summanden (4.74a), (4.74b) und (4.74c) je einmal 7 < 79 < (T — tp)
abschitzen und erhalten globale Konvergenz der Ordnung eins. O

Bemerkung 4.12. Fiir die Wahl ¢ 5(z) = sinc(2z) verschwindet die linke Seite der Bedingung (4.70)
und wir konnen Cy = 0 wihlen. Auflerdem verschwindet auch der erste Summand in (4.74),
wodurch sich obiger Beweis drastisch vereinfacht. Allerdings muss dann noch gezeigt werden,
dass dieser Filter alle vorherigen Annahmen an die Filterfunktionen und eine weitere, die im
ndchsten Abschnitt fiir die Impulse aufgestellt wird, erfiillt. Dies ist ohne weitere Probleme mit
den Techniken aus Abschnitt 4.12 moglich. Wir haben diese langere Variante gewéhlt, da diese uns
mehr Freiheiten fiir die Wahl des Filters ldsst. Wir stellen eine Wahl von Filterfunktionen vor, bei

der ¢ nur mit der halben Frequenz schwingen muss, wir aber trotzdem Ordnung zwei erhalten.
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Bemerkung 4.13. In (4.79) konnen wir erkennen, wie die Namen , Resonanz” und , Filterfunkti-
on” entstanden sind. Die Summen auf den linken Seiten kdnnen sich um ungtinstigsten Fall, d.h.,
falls die Argumente der trigonometrischen Funktionen etwa alle Maximalstellen dieser Funktio-
nen sind, zu n aufsummieren, wodurch Resonanzen im Fehler enstehen. Die rechte Seite dieser
Formeln zeigt jeweils, wann dies passiert, nimlich an den Nullstellen von sin(32), also bei ge-
raden Vielfachen von 7 — genau dort, wo wir sie im vorigen Kapitel auch numerisch erkannt
haben. Falls der Filter ¢ = 1 gewdhlt wird, wie es im ungefilterten Verfahren der Fall ist, kann
dies nicht verhindert werden, da sinc(z) — 1 nicht an den richtigen Stellen klein wird. Falls die
Filterfunktion jedoch so gewéhlt ist, dass die beiden Briiche auf den rechten Seiten von (4.79) be-
schriankt bleiben, wird dieses Aufsummieren und damit die Resonanz verhindert. Das Filtern der
Singularitdten bewirken wir also dadurch, dass wir sie zu der Differenz zwischen sinc und der
Filterfunktion verschieben.

4.10 Abschitzung fiir die Impulse

Wenden wir uns nun den Impulsen zu. Mithilfe des Konvergenzresultates fiir das elektrische und
das magnetische Feld konnen wir auch fiir diese Konvergenz beweisen. Wir benotigen dazu die

folgenden weiteren Bedingungen
[YE(2)] < C7 (4.92)

und
|SiHCz(%Z) — sinc(2)pp(52)| < Cs Sin2(%z) (4.93)

fiir z > 0 an die Filterfunktionen mit Konstanten C7 und Cj, die nicht von w aus (4.19) abhdngen.

Satz 4.14 (Abschitzung fiir die Impulse). Wir betrachten die numerische Losung der ortsdiskretisier-
ten Maxwell-Gleichungen (4.3) mit dem numerischen Schema (4.4). Die analytische Losung werde mit
p(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 79, 79 unabhiingig
von w, wobei Tw > ¢y > 0. Die Filterfunktionen 1 g, ¢ : R>9 — R seien gerade, reellwertige Funktionen
mit YE(0) = ¢g(0) = 1 und mogen den Abschitzungen (4.35), (4.42), (4.57), (4.70), (4.92) und (4.93)
geniigen. Die beiden iibrigen Filterfunktionen seien als g = ¢ = 1 gewiihlt. Die Startwerte seien Eq, By
und po und mogen (4.43), (4.46), (4.47) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C,, C1,...,Cg

und Hy seien unabhingig von w.

Dann erhalten wir fiir den Anteil der Impulse p der Losung von (4.3) bzw. (4.4) die Abschiitzung

|5, — pltn)|| < CT?  fiir  t,:=tg+nr <T. (4.94)

Die Konstante C' hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
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des Zeitintervalls (T'—ty), den Fehlerkonstanten Cr und C'p aus den Fehlerabschiitzungen des elektrischen
und des magnetischen Feldes sowie den Konstanten C,. aus (4.22) und Hy, Cy ,Co, Cs und Cs, ..., Cs.

Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-
nung auf eins,
I — p(tn)]| < CT fur tn i =to+nt <T. (4.95)

In diesem Fall ist in den Abhiingigkeiten von C' die Konstante C durch Cy zu ersetzen.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass die starken Bedingungen an die Filter erfiillt sind.
Da wir die Voraussetzungen der Sétze 4.10 und 4.11 erfiillen, diirfen wir diese anwenden. Wir be-
zeichnen die Fehlerkonstanten mit Cr und C'p. Weiterhin erfiillen wir auch die Voraussetzungen
von Lemma 4.3 und kdnnen auf dessen Stabilitdtsergebnisse zurtickgreifen.

Wir benutzen die Darstellung (4.31) der numerischen Losung und den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, angewandt auf (4.3c), sowie die Variation-der-Konstanten-Formel (4.26a)
fur die Darstellung der analytischen Losung und erhalten

1
Ptnt1) — Dny1 =pltn) + 7 </ cos(TsQ) dsE(t,) — sinc(TQ)En>
0

1
+ 7'/ 75 sinc(rsQ) ds &, E (t,,) — cos(T)p,
0

-5 smc(TQ)wE(% )CpB, + 7°I,

= p(tn) + 7sinc(rQ)(E(ty) — E,) + 7°1,
+7 (cosc(TQ)CBg(t ) — 3 sinc(TQ) (3 )C3§n> (4.96a)
— 7202 cosc(TQ)p(t,) — cos(TR)p, (4.96b)

mit (A.18), (A.19) und (4.3a), wobei

I = /O Lo /O (1= €)sinc(rs(1— )G E by +756) dé ds— L sine(r Q)i (30)Gon(5Q) By (4.97)
ist. Fiir (4.96b) benutzen wir (A.15) und erhalten
— 7202 cosc(TQ)p(t,) — cos(T7R) P, = cos(TR)(P(tn) — ) — Pltn), (4.98)
fiir (4.96a) analog mit (A.17)
72 <COSC(TQ)CB§(tn) — Lsine(rQ)yp (30 )cBén)

_T <(sjnc2(%ﬂ)—smc(7’ﬂ)¢}3(§ ))CpB(tn)

+ sine(rQ)¥p (3Q)Cp(B(ty) — én)). (4.99)
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Wir definieren die weitere Hilfsgrofie
Jp =T <sinc(TQ)(E(tn) — ) + 7sinc(rQ)yp(53Q)Cp(B(t,) — Bn) + T2[n> . (4.100)

Mit Beschrénktheit von ¢ (4.92), mit ||E,, || < ||E(tn)||+]|E, — E(ty) |, mit der E-Feld-Abschitzung
in Satz 4.10 und Stabilitdtslemma 4.3 erhalten wir zunichst

L] < (33 4+ 2C7Co) Cy(1 + 2(T — t9))\/ Ho + $C7C,CoCpr? =: O, (4.101)

wobei wir den Faktor 72 < Tg in der Konstante eliminieren konnen. Damit, mit der Beschrianktheit

von sinc, ¥ und Cp und den vorigen beiden Sitzen konnen wir dann
[ Jnll < Cpr? + 7C:C.Cp7* + Cr7° =: Cy7° (4.102)

abschitzen. Wir erhalten dann aus (4.96) mit (4.98) und (4.99) die Fehlerrekursion

n

Pltn) —pn =1 Z cos (TQ) Jp_i_1 + % Z COSl(TQ)(SiHC2(%Q) - Sinc(TQ)Q/)E(%Q))CBg(tn_l_l).
=0 =0
(4.103)

Der erste Summand hat wegen der Abschdtzung von J,, und dem fiithrenden 7 die richtige Ord-
nung. Die Abhédngigkeit von 79 < T — ¢, kann man eliminieren. Fiir den zweiten Summanden
wenden wir noch einmal trigonometrische Identitdten an, denn es gilt

cos™t1(2) — cos™(2)

cos"(z) = “oen?(Ly) ,
und wir erhalten durch die partielle Summation (A.32) mit f; := _cos'(®) g g :=C sB(thi—1
P -2 sin2(lz)
2
n—1
(SiDC2(%Z) — sinc(2)YE(32)) cos' (2)CpB(tp_i—1)

1=0

_ sinc?(52) — sinc(2)yp(52)

B —2sin?(32)

: <Z cos!(2)Cp(B(tn_;) — B(tp_i1—1)) + cos™(z)CpBy — cBé(tn)> . (4.104)
=1

Hier kommt wieder unsere Filterfunktion ins Spiel, denn mit (4.93) erhalten wir
sinc?(32) — sinc(2)p(52)

<lc
—2sin?(32) ~ 28
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und wir diirfen mit Lemma 4.3

n—1
1(4.104) || < 15 <Z ICB(B(tn-1) = Bltn-1-1)]| + Ce [1 + 1+ 2(T — to)] JE)

=0

abschidtzen. Die letzte notige 7-Potenz erhalten wir ein weiteres Mal mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung via

ICH(B(ta) — Bltair))ll = ]cB (f?(tnu) -7 /0 CrB(tn-i1 +7¢)dE ~ B ““l”) H

< 7Cy(1 + 2(T — t9))/ Ho.

Zusammenfassend erhalten wir
[8(ta) — Full < (T — t0)Cr7® + LGS (T — t0)Cy + Co) (1 + 2T — t0)) + Co)v/Hor®  (4.105)

Alle auftretenden Konstanten sind nach Voraussetzung von w unabhéngig.

Falls nur die schwache Version der Filterbedingung (4.36) erfiillt ist, verwenden wir den Zusatz
aus den Satzen 4.10 und 4.11. Dann reduzieren sich in der Norm (4.102) von J,, (4.100) und in
der Norm (4.101) von I,, (4.97) die 7-Potenzen der Beitrdge der Fehler aus dem elektrischen und
dem magnetischen Feld um je eins. Die Ordnungsreduktion des magnetischen Feldes ist nicht
gravierend, da wir vor dem mittleren Summanden von J,, noch einen Vorfaktor 7 ausnutzen kon-
nen. Die Reduktion im elektrischen Feld reduziert die 7-Potenz vor dem ersten Summanden aus
(4.102) und im zweiten Summanden aus (4.101). I, muss nur gegen eine T-unabhingige Konstan-
te abgeschitzt werden, der erste Summand aus (4.102) reduziert jedoch die Abschiatzung von J,,
in (4.102) auf erste Ordnung. O

4.11 Vollstindige Fehlerabschitzung fiir das Splitting-Verfahren mit
Voraussetzungen an die Filterfunktionen

Korollar 4.15 (Fehlerabschatzung mit skalierten Impulsen). Wir betrachten die numerische Losung der
ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen (4.3) mit dem numerischen Schema (4.4). Die analytische Losung
werde mit p(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 19, o unabhiingig
von w, wobei Tw > ¢o > 0. Die Filterfunktionen Vi, i : R>o — Rseien gerade, reellwertige Funktionen
mit Yg(0) = ¢ (0) = 1 und mogen den Abschitzungen (4.35), (4.42), (4.57), (4.70), (4.92) und (4.93)
geniigen. Die beiden iibrigen Filterfunktionen seien als g = ¢ = 1 gewiihlt. Die Startwerte seien Ey, By
und po und mogen (4.43), (4.46), (4.47) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C,, C1,...,Cg
und Hy seien unabhingig von w.
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Dann erhalten wir die Abschiitzung

|5n — Ptn)|| < CT2,  ||En— E(tn)|| < C72,  ||B, — B(t,)|| < C72, fir  t,:=to+nr <T.
(4.106)

Die Konstante C' hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
des Zeitintervalls (T — to)sowie den Konstanten C, aus (4.22) und Hy, Cy, Co, C3 und Cs, ..., Cs.

Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-

nung auf eins,

|5 = (ta)| < C7, |Ew = E(ta)| < C7,  |Bo = B(tu)l| < C7,  fiir by :=to+n7 <T.
(4.107)
In diesem Fall ist in den Abhingigkeiten von C' die Konstante C durch Cy zu ersetzen. O

Da wir obige Fehlerabschdtzung eigentlich fiir das urspriingliche Verfahren (4.1) und die ur-
spriinglichen Gleichungen (2.13) gesucht haben, formulieren wir das Resultat auch fiir diese Vari-
ante. Um zu der besser analysierbaren Formulierung zu gelangen, hatten wir die Impulse p= 1p
umskaliert und den Beweis fiir gefiihrt, wobei wir aus Notationsgriinden auf die Tilde verzichtet
haben. Unter Verwendung des vorigen Korollars und unter Umkehrung dieser Operation erhalten
wir das folgende Korollar.

Korollar 4.16 (Fehlerabschitzung fiir das Splitting-Verfahren). Wir betrachten die numerische Losung
der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen (3.1) mit dem numerischen Schema (4.1). Die analytische
Lisung werde mit j(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 1y, 79 unabhingig
von w, wobei Tw > ¢ > 0. Die Filterfunktionen ¢ g, ¢ : R>g — R seien gerade, reellwertige Funktionen
mit Yp(0) = ¢E(0) = 1 und mogen den Abschitzungen (4.35), (4.42), (4.57), (4.70), (4.92) und (4.93)
geniigen. Die beiden iibrigen Filterfunktionen seien als g = ¢ = 1 gewiihlt. Die Startwerte seien Ey, By
und po und mogen (4.43), (4.46), (4.47) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C,, C1,...,Csg
und Hy seien unabhingig von w.

Dann erhalten wir die Abschitzung
17n — Pltn)|| < C72, ||E, — E(tn)|| < C72, ||B,— B(ty)| < C72,  fir  tp,:=to+nr <T.
(4.108)

Die Konstante C' hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
des Zeitintervalls (T — ty) sowie den Konstanten C. aus (4.22) und Hy, Cy, Cy, Cs und Cs, ..., Cs.

Falls anstatt von (4.35a) die abgeschwiichte Bedingung (4.36) erfiillt ist, reduziert sich die Konvergenzord-
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nung auf eins,

15 — P(ta)l| < C7,  |Ep — E(to)l| < C1, | By — B(ta)|| < C1,  fir  t,:=to+nr <T.
(4.109)
In diesem Fall ist in den Abhiingigkeiten von C' die Konstante Cy durch Cy zu ersetzen. O

Bemerkung 4.17. Die Fehlerkonstanten lassen sich in den Sédtzen 4.10 in (4.69), 4.11 in (4.91) und
4.14 in (4.105) bis auf diejenigen, die aus Theorem 4.1 stammen, nachvollziehen.

Wir erhalten ein quadratisches Wachstum mit der Lange des Zeitintervalls (7' — ty), welches mit
dem linearen Wachstum des elektrischen Feldes (4.48) zusammen mit Aufsummierungsargumen-
ten und dem quadratischen Wachstum des magnetischen Feldes (4.50) aus Lemma 4.3 zusammen-
hédngt. Wenn die Differentialgleichung auch (4.51) erfiillt, ldsst sich dieses Wachstum auf lineares
Wachstum mit (7" — ty) reduzieren.

4.12 Wahl der Filterfunktionen und Konvergenzresultate

Das Konvergenzresultat des vorigen Abschnittes liefert die erhoffte Fehlerschranke unter diversen
Bedingungen an die Filterfunktionen. A priori ist jedoch nicht klar, dass diese iiberhaupt simultan
erfiillbar sind.

In [89] wurde, allerdings ohne Kenntnis der hier gezeigten Theorie und nur auf Basis numerischer
Experimente, die Wahl

Yp(z) = ¢p(z) = sinc(z) und Yp=¢p=1 (4.110)

vorgeschlagen. Es zeigt sich, dass diese Wahl nicht ganz ausreicht, um alle Bedingungen zu erfiil-
len. Stattdessen verwenden wir alternativ die Wahl

Yp(2) = sinc?(z), ¢E(z) = sinc(z) und Y =o¢p = 1. (4.111)

Im Folgenden zeigen wir, dass mit dieser Wahl alle Voraussetzungen erfiillt werden. Zur Uber-
sichtlichkeit fassen wir alle Filtervoraussetzungen aus Korollar 4.16 hier noch einmal zusammen.
Dort wird gefordert, dass die Filterfunktionen yg, ¢r : R>9 — R gerade, reellwertige Funktio-
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nen mit ¢5(0) = ¢ (0) = 1 seien, die die Bedingungen

(cos(2) + 1)¥p(32)| < Cysinc®(3z), (4.35a)
|¢E(%z)| < Oy SiHC(%ZN, (4.35b)
(cos(z) + Dn(b2)bp(22)] < Cslsine(z)], (4350
(cos(2) + 1)Yp(32)| < Caf sine(2)], (4.42)
|sinc(z) — 3 (cos(z) + 1)Yp(52)| < Cs2°|sinc(2)], (4.57)
|sinc(z) — ¢p(32)| < Cglzsin(32)], (4.70)
[VEe(2)| < C7 (4.92)
und

|SiDC2(%Z) — sinc(2)¢p(32)| < Cs Sin2(%z) (4.93)

erfiillen mogen. Falls (4.35a) nicht erfiillbar ist, kann diese durch
|(cos(z) + 1)1/)E(%z)| < C| SiHC(%ZN (4.36)

fiir eine Konvergenz von erster Ordnung ersetzt werden. Die beiden tibrigen Filterfunktionen
seien als g = ¢p = 1 gewdhlt.

Offensichtlich sind die beiden Filterfunktionen g, ¢ sowohl aus (4.110) als auch aus (4.111)
gerade, reellwertig und mit dem richtigen Wert im Ursprung ausgestattet. Auch ¢)p und ¢p sind
korrekt gewdhlt. Wir miissen also die Ungleichungen verifizieren.

In Abschnitt 3.4 haben wir festgestellt, dass die Resonanzen im Fehler schon fiir die Wahl ohne
Filterfunktionen, also ¥ = ¢ = 1, immer bei Vielfachen von 27 auftreten. Fiir andere Verfahren
der Bauart (4.12) treten aber auch bei ungeraden Vielfachen von 7 Resonanzen auf, vgl. etwa
[34, Kapitel XIII] und [28, 30]. Die Anforderungen an die Filter, die sich auf eine Filterung bei
ungeraden Vielfachen von 7 beziehen, sind (4.35c), (4.42) und (4.57), alle anderen haben durch
den Faktor  im Argument eine niedrigere Frequenz. Fiir diese Bedingungen liefert jedoch bereits
der nattirlich auftretende Faktor cos(z) + 1 die Filterung bei den ungeraden Vielfachen, sodass
Resonanzen auch im ungefilterten Verfahren nur bei geraden Vielfachen auftreten.

Wir diskutieren nun das Verhalten der beiden Filterauswahlen (4.110) und (4.111) im Bezug auf

obige Filterabschdtzungen.

Gleich die erste Abschitzung ist fiir (4.110) verletzt, denn die rechte Seite fordert doppelte Null-
stellen an Vielfachen von 27 und ein quadratisches Abklingverhalten fiir = — oco. Um dies zu
veranschaulichen, haben wir in Abbildung 4.1 beide Seiten der Abschiatzung nach einer Multipli-
kation mit (z/2)? dargestellt. Andererseits ist wegen |cos(z) + 1| < 2 die Bedingung (4.36) mit
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Co = 2 erfiillt. Im Gegensatz dazu erfiillt (4.111) die Bedingung (4.35a) fiir die bessere Konver-
genz mit C; = 2. Dieses Verhalten ist, wieder nach Multiplikation mit (2/2)2, in Abbildung 4.2
illustriert.

Die beiden Wahlen (4.110) und (4.111) erfiillen offensichtlich die zweite Bedingung (4.35b) mit
Cy = 1, sogar mit Gleichheit.

Aus der vierten und zweiten Bedingung zusammen erhalten wir die dritte mit C3 = CyC4, sodass
wir diese nicht zu diskutieren brauchen.

Aus

cos(z) +1=2cos*(32) und sinc($2)cos(3z) = sinc(z) (4.112)

erhalten wir wegen der Beschranktheit von cos und sinc, dass die Bedingung (4.42) von beiden
Wahlen (4.110) und (4.111) der Filterfunktionen mit Konstante C; = 2 erfullt ist. Fiir (4.45) hatten
wir angenommen, dass Cy > 2 gelte, wir miissen diese Schranke also nicht weiter vergrofiern. In
den Abbildungen 4.1 bzw. 4.2 sind beide Seiten der Bedingung nach Multiplikation mit z gezeich-
net.

Ebenfalls aus (4.112) folgen

(A.20)
| sinc(z)—1 (cos(z)+1) sinc(32)| = |sine(z)(1—cos(32))| = |SiIlC(Z)%22 cosc(32)] < %z2| sinc(z)|
und mit cg aus (A.14)
(A.20)
| sinc(z) — 3(cos(z) + 1) sinc®(32)| = | sinc(z)(1 — sinc(2))] (A1) |sinc(z)z% cs(z)| < |4 sinc(z)2?).

Damit erfiillen (4.110) und (4.111) die Abschétzung (4.57) mit den Konstanten C5 = % bzw. C5 =
%. In den Abbildungen 4.1 bzw. 4.2 sind beide Seiten der Bedingung nach Multiplikation mit z
gezeichnet.

Fiir z # 0 folgt aus

(A15),(A9) 1

1
sinc(z) — sinc(32) = - (22)%sinc(32) % cose(32)zsin(Lz),
2

dass (4.70) mit Cg = % erfuillt ist, da |cosc| < % Im Ursprung steht auf beiden Seiten der Un-
gleichung Null. In der Abbildung 4.3 sind beide Seiten der Bedingung nach Multiplikation mit z
gezeichnet.

Die Bedingung (4.92) ist aufgrund der Beschranktheit von sinc (A.20) mit C7 = 1 erfiillt.

Fiir z # 0 folgt aus

Sincz(%z) — sinc(z) sinc(32) = Sincz(%z)(l —cos(32)) = Sinz(%z) cosc(32),
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dass (4.93) mit Cg = 1 erfiillt ist, da | cosc | < 3. Im Ursprung steht auf beiden Seiten der Unglei-
chung Null. In der Abbildung 4.3 sind beide Seiten der Bedingung gezeichnet.

==~ |5(cos(z) + 1) sin(52)|

— CoZsin(32) -=-|2(cos(z) + 1)sin(iz)| -~ |sin(z) — (cos(z) + 1) sin(32)|
— - Cysin?(32) —— Cysin(z) — O522| sin(2)|

I I I I I I I I I I 4 I
4 e 2 R 3

,/ \\\ Il n \\ /I/ N // \‘\ ,/ \ 2 |

20 fo A 1H N AT

/ l,,\‘ ; A\\ 1/‘ . \\ ,, \\ ll 1 n
0 /\‘\\’l\\\ TN 0 | N | s 0 RN

0 s 27 3w Ar 0 s 2r 3w 4w 0 s 2r 3w 4w

(4.36), erf. bzw (4.35a), verl. (4.42) (4.57)

Abbildung 4.1: Plots der Abschédtzungen, die den ¢ g-Filter betreffen, fiir die Wahl ¢ = sinc
aus (4.110). Blau-gestrichelt ist jeweils die rechte Seite der Abschidtzung, rot-
durchgezogen die linke Seite der jeweiligen Ungleichung dargestellt. In der ers-
ten Grafik ist zusatzlich noch die rechte Seite der verletzten starken Bedingung
in magenta-strich-punkt eingezeichnet. Die Konstanten sind als Cy = 2, C; = 2,

Cy=2und C5 = % gewdhlt.

Damit haben wir gezeigt:

Satz 4.18 (Wahl der Filterfunktionen). Fiir die Wahl (4.110) gilt, dass die Filterfunktionen g, ¢g :
R>¢ — R gerade, reellwertige Funktionen mit 15(0) = ¢r(0) = 1 sind, die die Bedingungen (4.36)
mit Co = 2, (4.35b) mit Cy = 1, (4.35¢) mit Cy = 2, (4.42) mit Cy = 2, (4.57) mit C5 = %, (4.70) mit
Ce = 1, (4.92) mit C7 = 1 und (4.93) mit Cs = 1 erfiillen. Die beiden iibrigen Filterfunktionen sind als
Yp = ¢p = 1 gewihlt.

Fiir die Wahl (4.111) gilt, dass die Filterfunktionen yg, o : R>o — R gerade, reellwertige Funktionen
mit Y (0) = ¢r(0) = 1 sind, die die Bedingungen (4.35a) mit Cy = 2, (4.35b) mit Cy = 1, (4.35¢) mit
Cy = 2, (4.42) mit Cy = 2, (4.57) mit C5 = ¢, (4.70) mit Cg = 1, (4.92) mit C; = 1 und (4.93) mit
Cs = L effiillen. Die beiden iibrigen Filterfunktionen sind als Y5 = ¢p = 1 gewiihlt. O

Nun kénnen wir die Hauptresultate dieses Kapitels formulieren. Zuerst formulieren wir die Kon-
vergenzaussage fiir das Verfahren aus [89], welches die Wahl (4.110) verwendet.

Theorem 4.19 (Fehlerabschidtzung fiir das Splitting-Verfahren mit urspriinglicher Wahl der Fil-
terfunktionen). Wir betrachten die numerische Losung der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen (3.1)
mit dem numerischen Schema (4.1). Die analytische Losung werde mit p(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < T, 19 unabhiingig
von w, wobei Tw > ¢o > 0. Die Filterfunktionen seien als (4.110) gewihlt. Die Startwerte seien Eo, Eo
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Abbildung 4.2: Plots der Abschitzungen, die den v g-Filter betreffen, fiir die Wahl v = sinc?
aus (4.111). Blau-gestrichelt ist jeweils die rechte Seite der Abschédtzung, rot-
durchgezogen die linke Seite der jeweiligen Ungleichung dargestellt. Die Kon-
stantensind als C; =2, Cy = 2und C5 = % gewdhlt.

und py und mogen (4.43), (4.46), (4.47) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C. und Hy seien
unabhingig von w.

Dann erhalten wir die Abschitzung

1 — Btn)|| < Cr,  ||En — E(tn)|| < C7, || Bn — B(tn)|| < Cr, fir  t,:=to+nr <T.

(4.113)

Die Konstante C' hingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
des Zeitintervalls (T — ty) sowie den Konstanten C.. aus (4.22) und H. O

Mit der neuen Wahl der Filterfunktionen aus (4.111) erhalten wir das folgende verbesserte Kon-

vergenzresultat.

Theorem 4.20 (Fehlerabschidtzung fiir das Splitting-Verfahren mit Filterfunktionen aus (4.111)).
Wir betrachten die numerische Losung der ortsdiskretisierten Maxwell-Gleichungen (3.1) mit dem nume-
rischen Schema (4.1). Die analytische Losung werde mit p(t), E(t), B(t) bezeichnet.

Die Ortsdiskretisierung erfiille Voraussetzung 4.2. Fiir die Zeitschrittweite T gelte T < 79, 19 unabhiingig
von w, wobei Tw > ¢o > 0. Die Filterfunktionen seien als (4.111) gewdhlt. Die Startwerte seien Eo, Eo
und py und mogen (4.43), (4.46), (4.47) und (4.58) erfiillen. Die auftretenden Konstanten C, und Hy seien
unabhingig von w.

Dann erhalten wir die Abschitzung

17 = #ta)| < CT%, ||Ey = E(t)ll < C7%, By = B(ta)| < C7%, fir  ty:=to+nr <T.

(4.114)
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Abbildung 4.3: Plots der Abschitzungen, die den ¢g-Filter betreffen, fiir die Wahl ¢ = sinc.
Blau-gestrichelt ist jeweils die rechte Seite der Abschédtzung, rot-durchgezogen
die linke Seite der jeweiligen Ungleichung dargestellt. Die Konstanten sind als
Ce = i und Cg = % gewdhlt.

Die Konstante C' hiingt dabei nicht von w, T, n oder Ableitungen der Losung ab, dafiir aber von der Linge
des Zeitintervalls (T — to) sowie den Konstanten C. aus (4.22) und H. O

Bemerkung 4.21. In unserer Analyse stellen wir zwei Voraussetzungen an die Frequenzmatrix
Q. Die eine ist die Diagonalstruktur, die, wie auch schon in [34] erwdhnt, nicht wesentlich ist,
solange 2 unitdr diagonalisierbar ist. Dann kann man ohne Einschrankungen zu einer Basis aus
Eigenvektoren iibergehen, ohne die Struktur der Nichtlinearitdt g zu beeinflussen.

Wesentlich ist hingegen die Blockstruktur. Diese gibt vor, dass €2 nur die beiden Eigenwerte Null
und w besitzen darf, wobei die letztere die Oszillationsfrequenz der Losung beschreibt. Wenn die
Matrix mehrere (hohe) Frequenzen besitzt, verkompliziert sich die Theorie, vgl. etwa [34, XIIL.9].
Eine Konvergenztheorie fiir diesen Fall ist bisher unbekannt.

4.13 Numerische Tests

Wir haben jetzt eine theoretische Vorhersage tiber die Konvergenz des Splitting-Verfahrens (4.1)
zur Verftigung. Im Folgenden illustrieren wir diese Vorhersage durch ein numerisches Beispiel.
Dazu untersuchen wir wieder die Situation aus Abschnitt 3.3.

Durch Diskretisierung werden aus den unbeschrankten Differentialoperatoren Matrizen mit end-
licher Norm der Form

Cp = +(diag(0,-1,1) + €,6i7),  Cpg = +(diag(—1,1,0) — éié, 7).

Dabei ist Cp die Diskretisierung des 0,-Operators in der Gleichung fiir die Anderung des E-
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Feldes, C diejenige aus der Gleichung fiir die Anderung des B-Feldes. Sie erfiillen
ICsBIl < 21Bll,  ICeE| < ZIE],
womit wir (4.22) verifiziert haben. Weiterhin ergibt sich

1 2o T L
G = (diag(L, -2, ) +&ei" +éie),

womit G eine symmetrische und aufgrund der Diagonaldominanz und der negativen Diagonal-
eintrdge eine negativ semidefinite Matrix ist, die also die Voraussetzung (4.21) erfiillt. Dadurch,
dass wir den Dichteterm punktweise auf dem Gitter auswerten, wird €2 zu einer Diagonalmatrix.
Nach Umsortierung der Komponenten erhalten wir ohne Einschrankung die Form

10 0
0 c/prpld|’
wie sie in (4.19) gefordert ist.

Mit diesen Daten sind die ortsdiskretisierten Gleichungen durch (3.1) gegeben, wobei die Orts-
diskretisierung die Voraussetzung 4.2 erfiillt. Damit befinden wir uns in derselben Situaltion wie
schon in Abschnitt 3.3.

Die Bedingungen an die Startwerte, die fiir die Konvergenz gefordert sind, sind durch

IEo|* < §Ho ICEBo|* < 5(&;)*Ho, 192%50 1> < 5Ho (4.43)
—(GEjy, Ey) = |[CpEo|* < 2H,, 1|1 < Ho (4.46)
1Boll* < Ho (4.47)

und
1Q*CpBy|* < Hy (4.58)

gegeben, wobei H( unabhiéngig von w = ,/pr sein muss. Die mittlere Bedingung aus (4.43) und
die Bedingungen (4.46) und (4.47) sind dabei unkritisch, da die Startwerte unabhédngig von w sind.
Die Forderung, dass die Grofien in den anderen Bedingungen nach den Multiplikationen mit €2
noch beschriankt sein sollten, bedeutet, dass die Felder in den Bereichen, die zum unteren Block
der Matrix €2 gehoren, entsprechend der Potenz von €2 klein sein miissen.

Analytisch ist dies fiir den Laserpuls aus (2.11) nicht erfiillbar, da der exp-Term zwar sehr schnell,
aber nicht von w abhéngig klein wird. Fiir unsere praktischen Experimente wihlen wir das Zen-
trum zo und die Breite oy des Pulses, sodass die Werte sehr klein sind, und setzen diese auf Null.
Dabei ist der entstandene Fehler so klein, dass er unterhalb der Rechengenauigkeit liegt, also im
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numerischen Rauschen untergeht. Obige Wahlen fiir x5 und oy ermdoglichen dies.

Damit sind alle Bedingungen der Konvergenzaussagen aus den Theoremen 4.19 und 4.20 erfillt.
Wir fiithren die Experimente aus 3.3 noch einmal, diesmal mit den beiden gefilterten Verfahren
(4.110) und (4.111), durch. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

Wir kdnnen erkennen, dass beide gefilterten Varianten des Verfahrens die Situation schon deutlich
verbessern. Im Gegensatz zur ungefilterten Version, die grofse Bereiche hat, in denen sie oberhalb
der Ordnung-2-Kurve liegt, ist die Gefahr, eine ungiinstige Schrittweite zu treffen, bei den bei-
den anderen sehr klein bzw. gar nicht vorhanden. Fiir die hohe Dichte scheint auch fiir (4.110)
eine perfekte Ordnung-2-Kurve zu entstehen. Dies war vermutlich der Grund, dass das eigentlich
schlechtere Konvergenzverhalten des Verfahrens in [89] tibersehen wurde. Im Bild der niedrigeren
Dichte sind die Spitzen im E-Feld aber deutlich zu sehen.

Um erkennen zu konnen, dass auch die anderen beiden Felder — wenn auch kleinere — Ausschldge
haben, und auch, um noch einmal etwas genauer zu iiberpriifen, dass das neue Verfahren keine
Ausreifler aufweist, haben wir den Bereich um den grofiten AusreifSer des Verfahrens mit der Fil-
terwahl aus (4.110) in Abbildung 4.5 noch einmal vergrofiert dargestellt. Hier sind tatséchlich alle
moglichen Schrittweitenwahlen in diesem Bereich, die man tiberhaupt treffen kann, aufgetragen,

wenn man fiir den letzten Zeitschritt die Schrittweite nicht anpassen will. In dieser Situation er-

T—

nto, n € N. Fir 19 < 7 < 7 erfiillten dies also nur endlich viele

gibt sich, nT =T — g, also 7 =

T.

Diesmal haben wir die Kurve fiir das Verfahren (4.110) als diinne Kurve dargestellt, um die Oszil-
lationen der Fehlerkurve besser erkennen zu konnen. Der Fehler dieses Verfahrens scheint sogar
nur unterhalb einer Konstante zu liegen und nicht, wie die Theorie vorhersagt, unterhalb einer
Kurve mit Steigung eins. Dies ist vermutlich ein numerisches Artefakt, bei dem die Schrittweiten
das eigentliche Maximum der Oszillationen nicht treffen.

Unsere Theorie beschriankt sich durch die Strukturannahme an die Matrix €2 sehr, was die Freiheit
der Wahl fiir das Dichteprofil betrifft. In der Matrix ist nur eine einzige hohe Frequenz zugelassen.
Der Hauptgrund dafiir ist, dass wir die Abschdtzung des Fehlers im elektrischen Feld auf Theo-
rem 4.1 stiitzen. Der Rest der hier gezeigten Theorie ldsst sich mit kleinen Anderungen auch etwa
fiir symmetrisches, positiv-semidefinites €2 zeigen.

In [46, 26] gibt es eine Fehlerabschdtzung fiir ein Mehrschrittverfahren der Form (4.12), die genau
diese Eigenschaft der Matrix €2 fordert. Allerdings ist die Wahl der Filterfunktion ¢ in diesem Fall
auf sinc?(32) eingeschrénkt, was wegen des zusitzlichen (cos(z) + 1)-Faktors in (4.33) fiir unser
Verfahren nicht passt. Auflerdem wird von der Nichtlinearitdt g globale Beschranktheit gefor-
dert, was in unserem Fall aufgrund der Linearitit ebenfalls nicht gewdhrleistet werden kann. Um
das erste dieser beiden Probleme zu beheben, miisste der Beweis in [46] genauer untersucht und
angepasst werden. Dies ist vermutlich moglich. Das zweite Problem ldsst sich augenscheinlich

ohne Anderung des Beweises in ,,g muss innerhalb eines Streifens entlang der exakten Losung
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beschréankt bleiben” abschwichen. Auch dies miisste genauer untersucht werden. Diese Analy-
se wire sehr interessant, geht aber tiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus. Weiterhin wird von
der Filterfunktion ¢ gefordert, dass sie Nullstellen bei allen ganzzahligen Vielfachen von 7 aufSer
dem Ursprung hat, wodurch wir die Frequenz des Filters ¢ = sinc(2z) im Vergleich zu (4.111)
verdoppeln. Der zweite Startwert muss, wie ebenfalls in Theorem 4.1, auch (4.13) geniigen, was
wiederum ein Vorgehen wie in den Abschnitten 4.5, 4.6 und 4.7 erforderlich macht.

Wir fiihren einen einfachen numerischen Test mit der Situation wie am Anfang dieses Abschnittes,
aber einem Dichteprofil der Form

PF, falls x € F,
LE(1+ cos((1+ %)ﬂ), falls z € Fj,

K (4.115)
BE(1 + cos((1 + T==F)m), falls x € F,,

)

, sonst

durch, wobei wir die Dichte nun glatter in den Randstiicken F; und F; steigen und abfallen lassen.
Eine Grafik dazu findet sich in Abbildung 4.6. Die Fehlerkurven, die sich in diesem Fall ergeben,
werden in Abbildung 4.7 dargestellt. Wir haben dabei sowohl die Filter aus (4.111) als auch die
durch [46, 26] motivierte Wahl

Yp(z) = sinc?(z), op(z) = sinc(2z) und Yp=¢p=1 (4.116)

getestet.

Das Verfahren zeigt fiir beide Wahlen der Filterfunktionen numerisch die Ordnung zwei. Die
durch die Theorie aus [46, 26] motivierte stirkere Filterung scheint also nicht nétig zu sein oder
unser spezielles Problem hat nicht die Eigenschaft, den entsprechenden Resonanzfall auszuldsen
oder die Auflosung der Schrittweiten reicht nicht aus. In jedem Fall wire es in zukiinftigen For-
schungen interessant zu ermitteln, um welchen dieser Félle es sich handelt.
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Abbildung 4.4: Darstellung des absoluten Fehlers der Impulse und der elektrischen und magneti-
schen Felder in Relation zur Zeitschrittweite 7. Die linken Abbildungen zeigen je-
weils den Fehler in der co-Norm, die rechten jeweils in der Lo-Norm. Als Referenz
ist gestrichelt eine Ordnung-zwei-Kurve dargestellt. Blau, diinn: das ungefilterte
Verfahren (3.6); griin, dick: das mit (4.110) gefilterte Verfahren; rot, mittel: das mit
(4.111) gefilterte Verfahren. Erste Zeile: Verhalten des Fehlers fiir eine Dichte 1.000
in der Dichtewand, zweite Zeile: Verhalten des Fehlers fiir eine Dichte 108 in der
Dichtewand.
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Abbildung 4.5: Vergrofierter Ausschnitt von Abbildung 4.4 ohne das ungefilterte Verfahren (3.6)
fur 7 € [0.12,0.135] und nur fiir die niedrigere Dichte p = 1.000. Griin, diinn: das
mit (4.110) gefilterte Verfahren; rot, mittel: das mit (4.111) gefilterte Verfahren.
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Abbildung 4.6: Dichteprofil der Form (4.115).
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Abbildung 4.7: Darstellung des absoluten Fehlers der Impulse und der elektrischen und magne-
tischen Felder wie in Abbildung 4.4 fiir ein Dichteprofil der Form (4.115). Blau
durchgezogen: ungefiltertes Verfahren; rot gestrichelt, dick: das mit (4.111) gefil-
terte Verfahren; schwarz, diinn: das mit (4.116) gefilterte Verfahren.
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KAPITEL 5
MASSE-KRYLOV-VERFAHREN FUR

SEKTORIELLE MATRIXFUNKTIONEN

In diesem Kapitel wenden wir unseren Fokus von den hochdichten Plasmen ab und starten mit
einem allgemeineren Ansatz. Bisher haben wir unser numerisches Verfahren speziell fiir die gege-
bene Differentialgleichung konstruiert. Der exponentielle Integrator kam durch die exakte Losung
der Gleichung (3.4) mit der rechten Seite (3.3c) ins Spiel.

Jetzt suchen wir approximative Losungen von allgemeinen abstrakten gewohnlichen Differential-
gleichungen der Form:

Opu(t) = Au(t) + g(t, u(t)), to<t<T,

Finde v € C!([ty,T], X), sodass { (5.1)

u(to) = uo

in einem Hilbert-Raum (X, (-, - )). Dabei sei A : D(A) — X ein linearer, abgeschlossener, dicht
definierter Operator auf X, der eine analytische Halbgruppe exp(- A) : R>g — & auf X erzeugt
und g : R>p x X — A hinreichend glatt und integrierbar. Theorie und Voraussetzungen zur
Losbarkeit solcher Gleichungen fiir den linearen Fall finden sich zum Beispiel in [71, 16]. Vom
Operator A werden wir verlangen, dass er zu einer passenden Bilinearform a auf einem Unter-
raum D(A) C V C X assoziiert sei.

Zundchst wollen wir eine allgemeine Losungsformel fiir (5.1) angeben, die als Basis fiir den nu-
merischen Ansatz zur Zeitdiskretisierung dient. Im Weiteren gehen wir dann auf eine Diskretisie-
rungsmoglichkeit fiir den Operator A4, also die Ortsdiskretisierung, ein. Die daraus hervorgehende
gewohnliche Differentialgleichung ist semilinear, wobei vor der Zeitableitung eine Matrix, die so
genannte Massematrix auftritt. Exponentielle Integratoren miissen in jedem Zeitschritt mehrere
lineare Gleichungssysteme mit dieser Matrix 16sen. Ziel dieses Kapitels ist es, Verfahren zu entwi-
ckeln, bei denen auf ebendieses Losen verzichtet werden kann.

Wir werden zwei Moglichkeiten vorstellen, die das gesetzte Ziel erreichen konnen. Dabei 16st der
erste Ansatz zwar das Problem, es zeigt sich jedoch in numerischen Experimenten, dass das Ver-
fahren schlechte Konvergenzeigenschaften besitzt. Ein kurzer Blick auf die Analyse verwandter
Verfahren lasst auch den Grund vermuten. Eine Behebung des Problems liefert der zweite Ansatz.
Von diesem konnen wir auch theoretisch zeigen, dass er konvergiert.

Der Aufbau dieses Kapitels ist wie folgt: Nach der Einfiihrung der allgemeinen Losungsformel
im ersten Abschnitt stellen wir darauf aufbauende exponentielle Runge-Kutta-Verfahren als Re-
prasentanten allgemeiner exponentieller Integratoren in kurzer Form vor. Der wichtigste Baustein
exponentieller Verfahren ist die Anwendung der auftretenden Auswertungen von Matrixfunktio-
nen auf Vektoren. Im zweiten Abschnitt gehen wir auf eine Ortsdiskretisierung mit finiten Ele-

77
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menten ein und stellen Eigenschaften der entstehenden Matrizen dar. Die Matrixfunktionen der

Integratoren miissen auf diesen Matrizen ausgewertet werden.

Die Abschnitte 5.3 bis 5.6 sind der Herleitung von Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen gewid-
met. Der erste dieser Abschnitte stellt die urspriingliche Variante fiir die Losung linearer Glei-
chungssysteme dar. Um Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen herleiten zu kénnen, benotigen
wir fiir letztere noch eine Darstellungsformel tiber ein Kurvenintegral in der komplexen Ebene.
Ublicherweise wird hier die Cauchy-Integralformel verwendet, wir benutzen in Abschnitt 5.4 je-
doch die Laplace-Transformation, die fiir spatere Zwecke dienlicher ist. Mithilfe dieser approxi-
mieren wir im folgenden Abschnitt die Anwendung von Matrixfunktionen auf Vektoren und im
letzten erkldren wir, wie man dabei die Struktur der urspriinglichen Gleichung in das Verfahren

integrieren kann.

Das erste Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen, welches ohne die Losung von Gleichungssys-
temen mit der Massematrix auskommt, kurz masselosungsfreies Krylov-Verfahren, folgt in Ab-
schnitt 5.7. AufSerdem diskutieren wir ein einfaches Beispiel, das uns die Schwéchen dieser Vari-
ante aufzeigt. Eine kurze Betrachtung des Fehlers gibt uns Indizien fiir die Ursache. Um diese zu
umgehen, stellen wir in den Abschnitten 5.8 und 5.9 die Approximation der Matrixfunktionen mit
numerischer inverser Laplace-Transformation vor. Diese nutzen wir im letzten Abschnitt in Kom-
bination mit Krylov-Verfahren, um unser vollstindiges Verfahren zu entwickeln. Wir schliefien
damit ab, auch fiir diesen Ansatz numerische Versuche durchzufiihren.

5.1 Variation-der-Konstanten-Formel und exponentielle Integratoren

Die allgemeine Losung von (5.1) liefert die Variation-der-Konstanten-Formel

t
u(t) = exp((t — to) A)uo + /t exp((t —§)A)g(& u(€))ds,  to<t<T. (5.2)
0

Das Integral ist als Bochner-Integral zu verstehen. Dabei sei darauf hingewiesen, dass diese For-
mel einen allgemeineren Losungsbegriff liefert als (5.1), denn jede Losung von (5.1) lasst sich
durch die Variation-der-Konstanten-Formel ausdriicken, aber letztere liefert auch Losungen, falls
ug € D(A). In diesem Fall redet man von milden Losungen, vgl. etwa [16, VI.7] fiir den Fall, dass g
nur von der Zeit ¢t abhangt.

Diese Formel ist in verschiedenen Versionen unter vielen Namen bekannt, etwa die Variation-
der-Parameter-Formel, das Duhamel-Prinzip oder die Alekseev-Grobner-Formel. Dabei werden unter-
schiedliche Voraussetzungen gemacht. Gemeinsam haben alle offensichtlich die eindeutige Los-
barkeit der linearen Gleichung mit g = 0. Varianten sind etwa ¢(t,u) = Bu, B linear beschrankt,
vgl. [16, II1.3], oder g(t,u) = g(t) nur zeitabhédngig, vgl. [16, IV.7]. Fiir den endlichdimensionalen
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Fall ldsst sich die Formel einfach verifizieren, indem man fiir

@(§) == exp((t — §)A)u(§) (5.3)

den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwendet, vgl. etwa [54].

Numerische Verfahren, die auf dieser Formel aufbauen, versuchen nun einerseits die Anwendung
der Halbgruppe auf Elemente von &, andererseits das Integral zu approximieren. Die gangigste
Variante fiir zweiteres ist die Ndherung mit einer Quadraturformel. Dieser Ansatz liefert so ge-
nannte exponentielle Runge-Kutta-Verfahren [49, 48]. Wir wéhlen die Form aus [56]:

Uni = un, + CiTn¥1 (CiTnA)F(tna un) + T Z Qg (TnA)Dnj7 1<i<s (54&)
=1
Upt+1 = Up + ThP1l (TnA)F(trw un) + Tn Z bz(TnA)Dn27 (54b)

i=1

wobei t,+1 = t, + 7, und
Dy = g(tn + citn, Uni) — g(tn,uy), 1<i<s, F(t,u) = Au + g(t,u). (5.5)

Dabei sind die Koeffizientenfunktionen b; Linearkombinationen der zu Anfang in (A.1) definier-
ten ganzen Funktionen ¢, und a;; von ¢y(c; - ). Diese Funktionen, und damit auch b; und a;;,
konnen genauso, wie die Halbgruppe selbst, auf Elemente von & angewendet werden.

Es gibt noch viele weitere Ansétze, die alle diese gemeinsame Basis haben, auf die wir hier aber
nicht ndher eingehen wollen. Einen sehr guten Uberblick liefert [50]. Die obige Wahl von exponen-
tiellen Runge-Kutta-Verfahren ist fiir uns nicht wesentlich, da sich unsere Konstruktionen direkt
auf andere exponentielle Integratoren verallgemeinern lassen.

Die Auswertung der Exponential- und ¢;-Funktionen auf Operatoren bezeichnen wir als Opera-
torfunktionen. Da wir numerisch rechnen wollen, werden wir in Abschnitt 5.2 die Gleichung (5.1)
auch im Ort diskretisieren und erhalten dann aus den Operatoren Matrizen und sprechen dann
von Matrixfunktionen. Fiir genau diese Anwendung der Matrixfunktionen auf Vektoren werden

wir in diesem Kapitel neue Varianten vorschlagen.

Grundsitzlich lassen sich die Auswertungsmethoden von Matrixfunktionen in zwei Kategorien
einteilen. Die eine bilden so genannte direkte Methoden, bei denen die Matrixfunktion selbst aus-
gewertet wird. Die Anwendung auf einen Vektor ist dann ein einfaches Matrix-Vektor-Produkt.
Zu diesen direkten Methoden zdhlen etwa abgeschnittene Taylor-Entwicklungen, Padé-Appro-
ximationen, vgl. etwa [90] fiir solche an die Exponentialfunktion, Scaling & Squaring-Methoden
[39], der Schur-Parlett-Algorithmus [40, Kapitel 9 und 10], Kontur-Integrationsmethoden [80, 64],
feste polynomielle Approximationen wie Tschebycheff-Polynome [62, Kapitel II1.2] oder Interpo-
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lationsverfahren wie Leja-Punkt-Methoden [10]. Wir haben hier nur einige der moglichen Verfah-
ren aufgezdhlt und davon auch nur wenige Repridsentanten referenziert. Eine vollstandige Liste
tiberschreitet den Rahmen dieser Arbeit. Einen guten Uberblick iiber moderne direkte Methoden
liefern [40, 41].

Die Matrizen aus typischen Diskretisierungen fiir partielle Differentialgleichungen sind, wie im
ndchsten Abschnitt motiviert, grofs und diinn besetzt. Beim Einsatz obiger direkter Methoden tre-
ten dabei zwei Probleme auf. Finerseits sind Matrixfunktionen diinnbesetzter Matrizen in der Re-
gel voll besetzt. Der Speicherbedarf fiir die Matrixfunktionen ist also um ein Vielfaches grofer als
derjenige fiir die diskretisierten Operatoren. Andererseits miissen viele der genannten Algorith-
men etwa auch auf Matrix-Matrix-Produkte zurtickgreifen, lineare Gleichungssysteme der vollen
Dimension 16sen oder andere Operationen auf den vollen Matrizen ausfiihren. Deren Laufzeit
ist quadratisch oder kubisch in der Dimension der Matrizen, was fiir hochdimensionale Systeme
duflerst teuer ist.

Die zweite Kategorie von Verfahren nutzt aus, dass die Matrixfunktion jeweils auf Vektoren ange-
wendet wird, und vermeidet dabei, dass volle Matrizen aufgestellt werden miissen. Der Haupt-
aufwand wird dabei zumeist durch vielfache Matrix-Vektor-Produkte verursacht. Bei diinn be-
setzten Matrizen haben diese meist keine quadratische Laufzeit in der Dimension der Matrix und
es miissen keine vollen Matrizen abspeichert werden. Es gibt in [2] etwa eine Variante der Sca-
ling & Squaring-Methode, die auf das explizite Auswerten der vollen Matrix verzichtet. Den be-
kanntesten und mit Abstand am weitest verbreiteten Vertreter dieser Kategorie bilden die Krylov-
Verfahren, vgl. etwa [76, 45]. Der erste in der Praxis einsetzbare exponentielle Integrator, der auf
der zweitgenannten Arbeit aufbaut, ist der so genannte exp4 aus [47]. Unsere Ansitze bauen da-
bei auf der speziellen Struktur der entstehenden gewohnlichen Differentialgleichung auf, die aus
der ortlichen Diskretisierung der abstrakten Formulierung (5.1) hervorgeht.

5.2 Schwache Formulierung, Methode der finiten Elemente

Wir betrachten den Fall, dass der Raum & ein Funktionenraum und A ein Differentialoperator auf
diesem ist. Darunter fallen auch die Maxwell-Gleichungen (2.10). Fiir unseren Ansatz benétigen
wir jedoch parabolische Gleichungen, bei denen die Anwendung der Halbgruppe die Losung
glattet.

Wir tiberfiihren (5.1) zunédchst in ihre schwache Formulierung. Dazu bilden wir das Skalarprodukt
mit einer passenden Testfunktion. Wir suchen u € C1([ty, T], V), sodass

{ (Ou(t),v) = alw,0) + (gt u(®)v)  Vio<t<T, v (5.6)

(u(to),v) = (ug,v)



ABSCHNITT 5.2 - SCHWACHE FORMULIERUNG, METHODE DER FINITEN ELEMENTE 81

mit einem passenden Unterraum D(A) C V C X gilt. Sei j : V — X eine lineare, beschréankte
Abbildung mit dichtem Bild und die Sesquilinearform a dabei j-elliptisch und beschrankt. Wir
setzen voraus, das A im Sinne von [5, Korollar 5.11], [4, Theorem 4.2] der zu (a,j) assoziierte
Operator ist.

Fiir die Ortsdiskretisierung wahlen wir einen geeigneten endlichdimensionalen Unterraum V}, =
span(¢1,...,¢n) von V, der tiber seine Basis {¢1,...,¢n} gegeben ist. Die Elemente der Basis
bezeichnen wir als Ansatzfunktionen oder shape functions.

Wir verwenden fiir Elemente des grofien Funktionenraumes v € V' keinen Index, fiir Elemente des
Unterraumes v;, € Vj, den Index h und fiir die Koeffizientenvektoren v, € C" einen Vektorpfeil.

Mogliche Wahlen fiir V}, sind zum Beispiel die Funktionenrdume zu finiten Elementen fiir para-
bolische Probleme [8, 7], zu unstetigen finiten Elementen [38] oder etwa zu Nédélec-Elementen
fir die Maxwell-Gleichungen [67, 68, 93]. Nédélec-Elemente sind darauf zugeschnitten, solche
Unstetigkeiten zuzulassen.

Wichtig ist hier nur, dass die Basis {¢1,...,¢n} des diskreten Raumes der Ansatzfunktionen ex-
plizit zur Verfiigung steht, beztiglich derer die Losung u;, in diesem Unterraum dargestellt ist,
etwa

N
un(t) =Y ui(t)di. (5.7)
=1

Um nicht zu viele Indizes zu verwenden, wird bei den Eintrdgen von @, = (v;)YY; auf den Index

h verzichtet. Wir identifizieren

N
vh = 1d(Th) =) vid (5.8)
i=1

miteinander.

Wir verwenden also einen Ansatz der Trennung der Zeit- und Ortsvariablen, welcher in der Lite-
ratur als Linienmethode, engl. method of lines bekannt ist.

Indem wir den Such- und den Testraum in (5.6) von V auf V}, einschrianken, erhalten wir das fol-
gende N = dim(V},)-dimensionale System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

Moy (t) = Adiy(t) + G(t, @n(t)), t > to, My (to) = l{ug). (5.9)
Die beiden Matrizen

A = (a(d, ¢j))£\,7j=1 und M = (<<Z5z‘, ¢j>)£\,[j:1 (5.10)

sind die aus dem Differentialoperator A bzw. aus seiner zugehorigen Sesquilinearform a hervor-
gegangene Steifigkeitsmatrix A und die Gram-Matrix der Basis zum X-Skalarprodukt, genannt
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Massematrix M. In
g [to, T] x TN — CN, (£, ) +— U{g(t,id (1))

gehen die Nichtlinearitidt g der kontinuierlichen Gleichung ein. Die lineare Abbildung ['ist dabei
gegeben als
f: X — (CNav — (<U7¢i>)£\i17

Es gilt ]y, = id~" mit id aus (5.8).

Das natiirliche Skalarprodukt auf C¥ ist dabei gegeben als

(n, Tn) = (Tns Tn)p (5.11)

denn dann ist (i, o) = (id(i),id(%)) ... Beziiglich dieses Skalarproduktes wird id aus (5.8) zu
einer Isometrie, wenn V}, mit der X-Norm versehen wird.

Die Matrix M ist als Gram-Matrix zu einer Basis insbesondere invertierbar. Daher ldsst sich (5.9)
zu
Ouiin(t) = M Ay (1) + MU'G(t @n (1), t>to, (o) =M {uw)  (5.12)

umformen.

Damit haben wir wieder eine Gleichung der Form (5.1), diesmal auf dem endlichdimensionalen
Hilbert-Raum CV. Exponentielle Integratoren, wie etwa die exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren
(5.4), lassen sich also anwenden. Dabei ist zu beachten, dass das Auswerten der rechten Seite oder
das Anwenden des Operators der Gleichung jeweils das Losen eines linearen Gleichungssystems
mit der Massematrix erfordert.

Bei Finite-Elemente-Methoden beginnen wir zur Konstruktion eines Ansatzraumes damit, das
zum Differentialoperator A gehorige ortliche Gebiet in einfache Teilgebiete zu zerlegen, etwa Lini-
enstiicke in einer Raumdimension, Drei- oder Vierecke im zweidimensionalen Fall, Tetraeder oder
verformte Quader in drei Raumdimensionen. Dann definieren wir die Ansatzfunktionen, z.B. als
Polynome, stiickweise auf diesen Teilgebieten und setzen sie dann zu einer globalen Funktion so
zusammen, dass sie hinreichend glatt sind, um in V' zu liegen. Dabei werden die lokalen Ansatz-
funktionen auf einzelnen Elementen so gewdhlt, dass sie auf einem moglichst grofien Teil des Ge-
bietes verschwinden. Dadurch umfassen die Trager der globalen Ansatzfunktionen jeweils immer
nur wenige oder sogar nur einzelne Teilgebiete. Alle Skalarprodukte aus (5.10), bei denen die bei-
den Ansatzfunktionen ¢; und ¢; keinen gemeinsamen Trager besitzen, verschwinden, wodurch
die Steifigkeits- und Massematrizen A und M eine sehr diinne Besetzungsstruktur besitzen.

Um eine gute ortliche Auflosung zu erhalten, wollen wir eine feine Zerlegung des Gebietes, einen
hochdimensionalen Ansatzraum auf den Teilgebieten oder eine Kombination aus beidem erlau-
ben. Dadurch wird die Dimension IV des globalen Ansatzraumes V}, sehr grofs.

Je feiner die Ortsdiskretisierung wird, desto besser werden auch oszillatorische Eigenkomponen-
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ten des Operators in der Matrix A aufgeldst. Dadurch wichst die Konditionszahl von A stark. Die
Massematrix M hat als Darstellung der Norm des Hilbert-Raumes eine deutlich bessere Konditi-
on. Diese kann bei hohem Polynomgrad oder unstrukturierten Gittern aber durchaus auch in der
Grofienordnung von einigen Zehnerpotenzen sein. Dies wirkt sich entsprechend auf die Losung
von Gleichungssystemen mit den beiden Matrizen aus.

Insgesamt werden (5.9) bzw. (5.12) zu einem grofien semilinearen System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen mit diinnbesetzten Matrizen A und M.

5.3 Krylov-Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Die letzte fehlende Komponente, um ein vollstindiges numerisches Verfahren zu formulieren und
(5.1) numerisch 16sen zu konnen, ist die Approximation der Anwendung der Matrixfunktionen
auf Vektoren, ausgehenf von (5.12) etwa o1 (1, M A)M ™1 F(t,,, u,) oder a;j(7,M*A)M~'D,,;.
Dies wollen wir erreichen, ohne explizit Gleichungssysteme mit der Massematrix M 16sen zu
miissen. Unser Ansatz basiert dabei auf Krylov-Verfahren, welche wir zunéchst erldutern. Den Zu-
sammenhang mit Matrixfunktionen klaren wir in Abschnitt 5.5. Da Krylov-Verfahren zur Lésung
linearer Gleichungssysteme lange bekannt und weit verbreitet sind, verweisen wir zur Ubersicht
auf [77] und verzichten in diesem Abschnitt ansonsten weitgehend auf Referenzen.

Wir betrachten zunichst Krylov-Verfahren zur Approximation von Losungen von linearen Glei-
chungssystemen AZ = ¥. Diese konstruieren eine Matrix V,, = [171, oy U ] € CN*m, deren
Spalten eine Orthonormalbasis beztiglich des Euklidischen Skalarproduktes des Krylov-Raumes

K (A, ¥) = span {?7, Av, ... ,Amflﬁ}

bilden. Die Konstruktion erfolgt mittels eines modifizierten Gram-Schmidt-Verfahrens. Wir spre-
chen bei dieser Konstruktion dieser Basis vom Arnoldi-Algorithmus. In letzterem Fall erhélt man
kurze 3-Term-Rekursionen.

Wir nehmen an, dass die Dimension des Krylov-Raumes m im Vergleich zur vollen Dimension
des Systems gering ist, d.h. m < N. Beginnend mit ¢} = ¢/, § = ||U||, wird diese in jedem Schritt
um einen Vektor erweitert. Durch die Orthogonalisierung entsteht eine zweite Matrix,

~ H
Hm—lo m

c C(m+1)><m7 H,, € mem’
o 0 Byt

die Hessenberg-Gestalt besitzt — also eine obere Dreiecksmatrix, bei der auch die erste untere
Nebendiagonale noch besetzt ist, sodass die Krylov-Relation

AV,, =V, H, = Vo Hy + b im@mpi@l mit VIV, =14, (5.13)
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erfiillt ist. Damit gilt
7=pVy,es und H, =VIAV,, (5.14)

—

ist die Projektion von A auf den Krylov-Raum K,,(A, 7). Als Approximation der Losung des
Gleichungssystems Az = ¢ wahlen wir einen Vektor #,, = V,,¥m, ¥m € C™ aus dem Krylov-

—

Raum. Das entsprechende Residuum ist 7, = A%}, — v.

Fiir die Wahl von %), gibt es zwei unterschiedliche Ansitze. Der eine fordert die Minimierung
des Residuums tiber dem Krylov-Raum, was auf das GMRES-Verfahren [78], oder im Fall einer
symmetrischen Matrix A auf das MINRES-Verfahren [70] hinfiihrt. Der andere Ansatz, dem auch
wir folgen wollen, fordert, dass das Residuum orthogonal auf dem Krylov-Raum steht. Damit
erhalten wir das FOM-Verfahren [75] oder im Fall einer symmetrischen, positiv-definiten Matrix
A das cg-Verfahren [37]. In diesem Falle erhalten wir

T = BV H e, (5.15)
Da wir m < N annehmen, ist das Losen des Gleichungssystems mit der Hessenberg-Matrix H,,
glinstig.

Es gibt viele Kriterien, ab wann eine Approximation hinreichend gut ist. Auf diese wollen wir
im Kontext dieser Arbeit nicht weiter eingehen. Wir stellen nun vor, wie sich Krylov-Verfahren
nutzen lassen, um Matrixfunktionen zu approximieren. Die Herleitung basiert {iblicherweise auf
der Cauchy-Integralformel (A.22). Fiir unsere Zwecke ist es jedoch sinnvoller, die Laplace-Trans-
formation (A.25) zugrunde zu legen.

5.4 Darstellungsektorieller Operatorfunktionen iiber die Laplace-Trans-

formation
Eine analytische Abbildung ¥ : D C C — C heif$t sektoriell, falls es Konstanten 6 € (0,7/2),
M > 0,7 € Rund v > 1 gibt, sodass die Abschitzung

[T(N)] < ﬁ fur alle A—v€e; (5.16)

erfuillt ist, wobei Y5 +v C D und
Ys:={z € C]||arg(z)| < m — ¢},

vgl. [64]. Ist fiir eine Funktion ¢ ihre Laplace-Transformierte ¥ mit

Y(t) = L7T](t) = L /F exp(tA)T(N) dA

271
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sektoriell, so diirfen wir die Kurve I' in dieser Formel so wihlen, dass sie positiv ortientiert ist
und das Komplement des Sektors X5 + v umlduft, vgl. [85, 64]. Genauer kann I' als eine einfache
Kurve, parametrisiert durch eine glatte Abbildung 7': R — C so, dass

ReT
lim Im7T(x) = +oo, lim —o (z)

r—>+00 r—> 100 ’x‘

<0 (5.17)

erfiillt ist, gewdhlt werden, fiir die dann Re(z) < —b|z|, fiir z — oo und b > 0 gilt, vgl. [65]. In
Abschnitt 5.8 werden wir auf gute Wahlen fiir diese Kurve eingehen.

Der Operator A heifst sektoriell, falls es Konstanten § € (0,7/2), M > 0 und v € R gibt, sodass der
Sektor X5 + 7 in der Resolventenmenge von A enthalten ist und

|(AId—A)7Y| < firalle \—~eX; (5.18)

A =1
erfiillt ist.

Ist A der zu einer Sesquilinearform a assoziierte Operator und ist a j-elliptisch und sektoriell im
Sinne von [5, Lektion 5], [4, Kapitel 4], so tibertragt sich die Sektorialitit mit demselben Winkel
auf A, vgl. [5, Proposition 5.5] bzw. [4, Theorem 4.3].

Fiir die skalare Version der y;-Funktionen nutzen wir die Darstellung tiber die Laplace-Transfor-
mation aus (A.27) und setzen fiir das Argument nun einen sektoriellen Operator A ein. Es ergibt

sich
or(TA) = L7 ®p(-,7A)] (1) = 21101 / exp(\) P (A, TA)dA, Op(A\,TA) = %(A Id—7A)"".
T
(5.19)
Fiir festes 7 > 0 und sektorielle Operatoren A erhalten wir die Abschédtzung
|Pr(A, TA)|| < Py fuirein v>1 undalle A\—~vy€Xs (5.20)

mit moglicherweise neuen und von 7, A und Ry, := A — /\ik abhangigen Konstanten § € (0,7/2),
M > 0und v € R, vgl. wieder [64]. Insbesondere enthilt das Komplement des Sektors 35 + «y

neben dem Spektrum von A alle Pole von Ry.

Andere Operatorfunktionen, etwa solche, die man fiir exponentielle Mehrschrittverfahren [51]
benotigt, konnen als Linearkombinationen der ¢j-Funktionen ausgedriickt werden. Darstellun-
gen fiir die in [11] hergeleiteten alternativen Mehrschrittverfahren finden sich in [64]. Allgemein
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wollen wir Operatorfunktionen auswerten, die die Gestalt

o(TA) = ! 5 /exp()\)@()\,TA) d\ = L7 [®(e, TA))(1), d(\,7A) = RA)(AId—7A4) 7,
r

21
(5.21)

mit einer rationalen Funktion R : C — C besitzen.

Solche Paare aus Funktion ¢ und Operator A, bei denen die transformierte Funktion ®(-,7A)
sektoriell im Sinne von (5.16) ist, bezeichnen wir als sektorielle Operatorfunktion.

Fiir Matrizen ist eine Abschédtzung der Form (5.18) immer moglich, da ihr Wertebereich beschrankt
ist. Fiir Finite-Elemente-Diskretisierungen hingen diese Konstanten jedoch zunéchst von der Git-
terweite ab. Um fiir diese Art von Matrizen eine Gitterunabhédngige Abschdtzung zu erhalten
verwenden wir zundchst den auf den Raum V}, eingeschrankte Operator A, welcher ebenfalls
sektoriell ist, mit denselben Konstanten v, § und M, wie A, vgl. etwa [63]. Mit der Sektorialitat

von A;, erhalten wir

M
A =1

[(AM — A) " Hu < firalle A—yeX; (5.22)
mit denselben — also gitterunabhédngigen — Konstanten v, 6 und M fiir die Sektorialitatsabschét-
zung des kontinuierlichen Operators A. Paare aus solchen Matrizen zusammen mit einer Funktion

©, so dass

M
[RO)AM = 7A) |y < R firein v >1 undalle \—+y€ 3y, (5.23)
wobei R die rationale Funktion aus der Laplace-Transformierten von ¢ ist, bezeichnen wir als
sektorielle Matrixfunktion.

5.5 Standard Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen

Im Folgenden verwenden wir Krylov-Verfahren, um die Anwendungen von Matrixfunktionen
auf Vektoren auszuwerten, ohne die Matrixfunktionen explizit auszuwerten. Zunichst benutzen
wir das euklidische Skalarprodukt. Dazu verwenden wir die Darstellung aus (5.19) fiir die ¢y,
Funktionen und erhalten eine (gitterabhéngige) Abschitzung der Form (5.18) fiir M~ A in der
euklidischen Norm. Die tiblichere Herleitung tiber die Cauchy-Integralformel (A.22) ist vollkom-

men analog.

Wir setzen A := M~!A, & := M7 und verstecken voriibergehend die Anwendung der Inversen
der Massematrix. Aus (5.21) erhalten wir fiir den diskretisierten Differentialoperator aus (5.12)

2r1

P(TMTAYM ™17 = o(TA)T = L / exp(MROA)AId —7A) @ d. (5.24)
r
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Unter dem Integral steht nun die Losung eines linearen Gleichungssystems, fiir welches wir ein
Krylov-Verfahren benutzen konnen. Allerdings erhalten wir fiir jedes A und 7 eine andere Losung.
Wie man leicht nachvollziehen kann, gilt

Km(ANd —7A, @) C Ko (A, @) (5.25)

fiir alle A € C und wir konnen fiir alle A denselben Krylov-Raum verwenden. Offensichtlich er-
gibt sich dabei aus (5.13) VZ(A\Idy —7A)V,, = AId,, —7H,,. Bezeichnen wir mit #,,(\,7) =
BV (Ad,, —7H,,) " '€, die Krylov-Naherung, die sich aus der Orthogonalisierung des Residu-

ums ergibt, konnen wir riickwirts einsetzen:
~ 1
O(TA)W ~ 7.3 / exp(AN)R(N) SV, (A 1d —THm)_lél d\ = BV, p(tHy,)e:. (5.26)
T Jp
Der Fehler dieses Verfahrens ist gegeben durch

€m = <,0(7'1~X)w’ — BVe(tHy,)ér

1 -

= s / exp()ROV)[(ATd —7A) '@ — BV,u(AId —rH,,)"L&1] dA,
TiJr

wobei [(AId —7'11)_11[5 —BV,,(A1d —THm)fleﬁ] der Fehler beim Losen der linearen Gleichungs-

systeme ist. Da wir diesen Fehler nicht ausrechnen kénnen, ohne bereits die exakte Losung zu

kennen, ersetzen wir ihn durch das Residuum « — (A Id —T};)Vm()\ Id —7H,,) '€, und erhalten

das verallgemeinerte Residuum

1 A —1 -
Pm =5 = /F exp(\)R(\) [0 — BT —TA)V,,,(A\Id —7H,,,) " '&1] dA

= BThms1,mUms 1600 (TH,, )él (5.27)

unter Ausnutzung der Krylov-Relation (5.13) und der ersten Gleichung aus (5.14).

In Algorithmus 1 ist der vollstandige Arnoldi-Algorithmus fiir Matrixfunktionen angegeben. Das
Auswerten der Matrixfunktion auf der kleinen m x m-Matrix H,,, kann dann mit einem der di-
rekten Verfahren erledigt werden, da der Aufwand aufgrund der geringen Dimension vertretbar

ist.

Wir miissen bei jeder Anwendung von A in Zeile 5, also in jedem Krylov-Schritt, einmal ein linea-
res Gleichungssystem mit der Massematrix 16sen. Fiir symmetrische oder schiefsymmetrische Ma-
trizen A tibertragt sich die entsprechende Struktur auf H,,,, wodurch letztere Matrix Tridiagonal-
gestalt erhdlt. Dadurch reduzieren sich die Zeilen 6 bis 9 auf kurze 3-Term-Rekursionen fiir die Be-
stimmung des Vektors ¥,,41. Es muss also nicht die vollstindige Krylov-Basis gespeichert werden
und die Anzahl benétigter Skalarprodukte wird deutlich reduziert. Das Anwenden von V,, am
Ende kann dann mit Riickwértsrechnen ausgefiihrt werden, vgl. etwa den exp4-Code zum Ver-
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Algorithmus 1 Standard Arnoldi-Algorithmus fiir Matrixfunktionen

1: procedure MATRIXFUNCTIONARNOLDI(E, w, T, Q)
2 B |ul

3 v —w/p

4 form=1,2,... do

5: 17m+1 — gﬂm

6 forj=1,2,...,mdo

7 hjm <= (V) Um1)

8 Um41 = Umt1 — hjmUj
9: end for

10: hm-f—l,m — ”67714-1”

11: Um+1 < 5erl/herl,m

12: end for
13: return SV, o(TH,y,)eq
14: end procedure

fahren aus [47]. Allerdings ist A selbst bei symmetrischer Matrix M und (schief-)symmetrischem
A nur dann (schief-)symmetrisch, wenn die beiden Matrizen kommutieren. Dies ist im Allgemei-
nen und nahezu in allen konkreten Anwendungen nicht der Fall.

5.6 Verwendung des Masseskalarproduktes

Es bleibt zu kldren, wie wir die Massematrix ,richtig” in das Krylov-Verfahren integrieren. Der
erste und vielleicht offensichtlichste Ansatz ist, das Skalarprodukt und die Norm in Algorithmus 1
durch die natiirlichen, zum Funktionenraum V bzw. V}, passenden zu ersetzen. Mit (5.11) ersetzen
wir also die Norm in den Zeilen 2 und 10 durch || - ||m und das Skalarprodukt in Zeile 7 durch
SERPIVE

Der Nachteil der Vektor-2-Norm gegeniiber der L?-Norm ist es, dass alle Fehlerkomponenten
gleich behandelt werden. Ansatzfunktionen hoher Ordnung oder solche, die auf im Verhiltnis
zum restlichen Gitter sehr kleinen Teilgebieten definiert sind, leisten jedoch in der problembezo-
genen L2-Norm nur einen verhiltnismifig kleinen Beitrag zum Gesamtfehler.

Auferdem gewinnt man durch das passende Skalarprodukt wegen (7, AW )u = (U, Aw) die Sym-
metrieeigenschaften von A in der Hessenberg-Matrix H,,, zuriick, wie wir es von Gleichungen
ohne Massematrix kennen. Wie am Ende des vorigen Abschnittes diskutiert, hatten wir diese zu-
ndchst verloren. Da sich in A die Symmetrieeigenschaften des urspriinglichen Differentialope-
rators widerspiegeln, die sich so auf H,,, tibertragen, ist dies vom theoretischen Standpunkt aus
gesehen eine schone Eigenschaft. Weiterhin erhalten wir auch den rechnerischen Vorteil der Er-
sparnis von Rechenzeit und Speicherplatz in Form kurzer 3-Term-Rekursionen wieder zurtick.

Dieses Vorgehen ist mittlerweile in der Literatur verbreitet, vgl. etwa [27, 53, 42] mit Anwendun-



ABSCHNITT 5.7 - VERMEIDUNG VON LOSUNGEN VON MASSESYSTEMEN 89

gen auf rationale Krylov-Verfahren, Maxwell-Gleichungen mit rdumlicher Discontinuous-Galer-
kin-Approximation und fiir Magnus-Integratoren.

Auch in [79] und [58] wurde dieser Ansatz verfolgt. Die klassische Fehleranalyse fiir Krylov-
Verfahren bei Matrixfunktionen aus [76] und [45] kann angewendet werden, die Fehlernorm wird
dabei durch die zum Problem passende L?-Norm ersetzt. [58] integriert die Methode in das ex-
ponentielle Integratorenpaket EXPODE [55, 56] und stellt auch die tibrige Fehlermessung fiir die
Fehlerschitzer auf diese Norm ein.

In [17] wird eine andere Gewichtungsvariante fiir Krylov-Verfahren wie FOM oder GMRES vor-
geschlagen. [29] stellen allerdings dessen Effektivitdt im Vergleich zu vorkonditionierten Krylov-
Varianten in Zweifel. Die dort verwendete Skalierungsmethode stammt jedoch nicht wie hier
aus dem Problem, sondern wird adaptiv aus dem Residuum bestimmt und dndert sich in jedem
Schritt. Die Aussagen aus [29] treffen nicht auf L2-Norm und -Skalarprodukt zu.

Das Verwenden von Massenorm und -skalarprodukt sollte also als die richtige Vorgehensweise bei
Standard Krylov-Verfahren mit Matrixfunktionen angesehen werden. Dieses Vorgehen erreicht
allerdings nicht das Ziel dieses Kapitels, ndmlich das Vermeiden der Losung von linearen Glei-
chungssystemen mit der Massematrix. Diesem Problem widmen wir uns im ndchsten Abschnitt.

5.7 Vermeidung von Losungen von Massesystemen

In diesem Abschnitt werden wir eine Variante des in Algorithmus 1 vorgestellten Krylov-Verfah-
rens fir Matrixfunktionen herleiten, die ohne explizite Losungen von linearen Gleichungssyste-
men mit der Massematrix auskommt. Wenn wir in (5.24) die Inverse von M nicht in A und @

verstecken, konnen wir

1

o(TMTAYM 5 = ﬂ/exp(A)}::(A)(AId —rMIA) T M
T Jr
1
=_— / exp(MRA)(AM — 7A) " t7dA (5.28)
21 T

umstellen. Es ist nun wieder moglich, ein Krylov-Verfahren zu verwenden, um die linearen Glei-

1 zu 16sen. Al-

chungssysteme, dieses Mal mit den verallgemeinerten Resolventen (AM — TA)
lerdings sind im Gegensatz zu (5.25) die Krylov-Rdaume KC,,,(AM — 7A, ¥) und K,,, (A, ¥) im Allge-
meinen nicht ineinander enthalten. Dies ignorieren wir zundchst und benutzen fiir die Projektion
den fest gewdhlten Raum /C,,, (A, ¥). Fiir alle A # 0 erhalten wir keine Krylov-Approximation an
die Losung des Gleichungssystems im klassischen Sinne, sondern lediglich die Losung nach der
Projektion auf einen festen Unterraum. In diesem Kontext ist das Verwenden des Masseskalarpro-
duktes nicht sinnvoll, da wir jetzt A anstelle von M~! A projizieren. Mit dem Standardskalarpro-

dukt tibertragt sich die Struktur von A auf die von H,,.
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Wir fordern, dass das Residuum orthogonal auf dem Krylov-Raum steht, und erhalten die Nahe-
rung
Fm(AT) = BVi(AGy, — THy, )~ 'é (5.29)

an die Losung der linearen Gleichungssysteme mit der Orthogonalprojektion
G, =VimMmv,, (5.30)
von M auf K,,,(A, ¥). Riickwiérts Einsetzen liefert die Ndherung
o(TM'AM 7 ~ BV,,0(rG'H,,)G e (5.31)

fiir die Matrixfunktion mit derselben Idee wie in (5.28). Wir tauschen also das Losen der m + 1
linearen Gleichungssysteme mit der Matrix M, fiir die Bestimmung des Startwertes und bei jeder
Anwendung von A, gegen das deutlich giinstigere Losen von m + 1 linearen Gleichungssystemen
mit der Matrix G,,, und zwar m-mal mit den Spalten von H,,, und einmal mit é; als rechte Seiten.
Unter der realistischen Voraussetzung, dass M nicht nur invertierbar ist, sondern die Null auch
nicht im Wertebereich liegt, gilt dies auch fiir G,, und die Matrix ist damit ebenso invertierbar.

Fiir ein Paar (H,,, G,,), fiir das eine verallgemeinerte Eigenwertzerlegung
H,Wun =G, WmunD. (5.32)

mit einer Diagonalmatrix D,, und einer — ggf. orthogonalen oder unitdren, aber vor allem in-
vertierbaren — Matrix Wy, aus Eigenvektoren existiert, ldsst sich die Matrixfunktion aus (5.31)
mithilfe der Cauchy-Integralformel (A.22) schreiben als

o(tG,H,,) G, = — / O\ AGy, — 7H,,) " HdA
27'(']1 T
1 . -1 11
=5 /F ONWn(Ad —7Dp) "W, 1G LdA
= Wno(TDm )W 1G L (5.33)

Falls man also die Matrixfunktionen auf der kleinen Matrix mit einer Eigenwertzerlegung berech-
net, kann der QR-Algorithmus fiir die Eigenwertbestimmung durch den QZ-Algorithmus [25]
ersetzt werden und es muss zusétzlich nur eine Losung eines Gleichungssystems mit der Matrix
G, berechnet werden.

Der Fehler des Verfahrens ist gegeben als

€m = (p(TMflA)Mflﬁ - BVmSD(TG:anm)G;nlé‘l
1

=5z /F@(A) [(OM — 7A) "% — BV,,(AG,, — 7H,,) & ] d,
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wobei [(AM — TA) 0 — BV, (AGy, — THm)*lé’l] der Fehler ist, der beim Losen des linearen
Gleichungssystems fiir ein beliebiges festes A entsteht. Dabei haben wir auch hier die Cauchy-
Integralformel fiir die Darstellung verwendet. Wir ersetzen diesen unbekannten Fehler wieder

durch das Residuum und erhalten

P = BThms1.mh (TG Hy )Gt e m i + BT(Vi G — MV, o(1G H,, )G H,, G e
(5.34)

Dabei entsteht der zweite Summand dadurch, dass die Matrix M kiunstlich mit V,,, vertauscht
werden muss. Wir haben dabei zwischen M, V,,, und G,,, keine Relation wie (5.13), sondern nur
(5.30), welches der Folgerung (5.14) aus dieser Relation entspricht. Den Faktor

VG — MV, (5.35)

konnen wir als eine Art von Kommutator zwischen der Krylov-Basis und der Massematrix inter-
pretieren und wir konnen ihn als ,Strafe” dafiir ansehen, dass wir die ,falschen” Krylov-Rdume
benutzen, um die verschobenen Gleichungssysteme zu 16sen.

Algorithmus 2 Arnoldi-Algorithmus fiir Matrixfunktionen ohne explizites Losen mit der Masse-
matrix

1: procedure MATRIXFUNCTIONARNOLDI(A, M, v, T, )

2 Be o

3: vy /B
4. g1,1 < <2}1,le>
5: form=1,2,... do
6
7
8
9

17m+1 — AUm

forj=1,2,...,mdo
hjm <Ujv7~)m+1>

: Umt1 ¢ Uma1 — hymv;

10: end for

11: herl,m «— ||5m+1H

12: Um+1 < 77m+1/hm+1,m

13: i)\erl — Muvp41

14: forj=1,2,...,m+1do

15: 9im+1 & Gm+1,j < <vj,@m+1>
16: end for

17 end for
18: return ﬁVmgo(TG;me)G;llel, z.B. mit (5.33)
19: end procedure

Das entstandene Verfahren ist in Algorithmus 2 zusammengefasst. Fiir symmetrische oder schief-
symmetrische Matrizen A tibertragt sich die entsprechende Struktur auf H,,,, wodurch letztere
Matrix Tridiagonalgestalt erhalt. Die Matrix G, erhélt entsprechend die Struktur von M, ist aber
nicht von Hessenberg-Gestalt. Insbesondere muss auch im symmetrischen Fall die Matrix V,,
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(oder MV,,) vollstandig im Speicher gehalten werden.

Falls das Residuum (5.34) in jedem Schritt, oder wie tiblich in immer grofier werdenden Interval-
len, ausgerechnet werden soll, kann zuséatzlich zu V,,, die Matrix M'V,,, gespeichert und entspre-

chend erweitert werden.

Testen wir nun das neue Verfahren mit einem einfachen numerischen Experiment. Als Testglei-

chung wiahlen wir die Warmeleitungsgleichung

Ou(t, T) = a®Au(t, Z) + g(t,u(t,¥)) inQ,
dyu(t,Z) =0 auf 99, (5.36)

zundchst mit Q@ = [0,1] in einer Raumdimension und g(¢,u(t)) = go. Als Startwert benutzen
wir ug(Z) = ug(z) = max {—|z — 3| + 1,0}. Die exakte Losung ist als die Anwendung der ¢;-
Operatorfunktion des A-Operators auf den Startwert gegeben. Zur Ortsdiskretisierung verwen-
den wir lineare finite Elemente auf einer regelméfiigen Unterteilung und erhalten eine gewohn-
liche Differentialgleichung der Form (5.9) mit tridiagonalen Matrizen A und M. Die Ortsschritt-
weite wihlen wir als h = ﬁ und erhalten somit ein System der Dimension N = 151. Die exakte
Losung der ortsdiskretisierten Gleichung fiir zeitlich konstantes g ist durch

a(t) = M {ug) + (t — to)r ((t — to) M A)M ™ (AM " {{ug) + 1(g0))

gegeben. Wir miissen also im Wesentlichen die Matrixfunktion ¢1((t —to)M~! A) auf einen Vektor
der Form M7 anwenden. Da wir uns fiir die Giite der Approximation der Auswertung der
Matrixfunktionen interessieren, berechnen wir nur einen Zeitschritt der Lange 7 = 0, 1.

In Abbildung 5.1 sind Kurven fiir die Fehler der verschiedenen Varianten der Krylov-Verfahren
aufgetragen. Dabei haben wir das Standard Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen, Algorithmus
1, sowohl mit Verwendung des Standard- als auch des Masseskalarproduktes und die neue Vari-
ante ohne Losungen von Massesystemen, Algorithmus 2, verwendet. Der Fehler des letzten Ver-
fahrens liegt dabei — trotz des geringeren Aufwandes — unterhalb des Fehlers der Standardver-
fahren, die ihrerseits fast dieselben Ergebnisse liefern. Auch liegt das verallgemeinerte Residuum
ndher am Approximationsfehler. Erwartungsgemaf ist bei den Standardvarianten das in der Lo-
Norm gemessene Residuum der Version mit dem Masseskalarprodukt ndher am in der Lo-Norm
gemessenen Fehler. Das sehr dhnliche Fehlerverhalten der beiden Standardvarianten ist konnte
dadurch zu erkldren sein, dass die Massematrix nur zwei besetzte Nebendiagonalen besitzt und
die Eintrage entlang der Diagonalen jeweils fast konstant sind. Masse- und Standardskalarpro-
dukt unterscheiden sich daher hauptsachlich durch den Faktor der Ortsschrittweite Ax. Inbeson-
dere liefert das Orthogonalisieren fast dieselben Vektoren.
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Standard Struktur
Fehler 100 R 100 T T T
T
107 [
, 10710
1072 |
| | | | | | | | | |
10-5 | 20 40 60 80100 20 40 60 80100
Massefrei
_ — T —
10 ;s 100 L |
1079 |
10710 [ |
10711 [
| | | | | | | | | |
20 40 60 80 100 20 40 60 80100

Abbildung 5.1: Testproblem (5.36) mit 1D linearen finiten Elementen, ¢ = ¢, 7 = 0.1. Fehler-
messung in der Ly-Norm. z-Achse: Anzahl der Krylov-Schritte, y-Achse: relativer
Fehler. Links: Approximation (5.26) mit Standard- (Standard, blau) und Masses-
kalarprodukt (Struktur, rot) und masselosungsfreie Approximation (5.31) (Mas-
sefrei, griin). Rechts: Fehler (durchgezogen) gegen verallgemeinertes Residuum
(gestrichelt), (5.27) bzw. (5.34) fiir alle drei Varianten.

Nach diesem vielversprechenden Ergebnis wollen wir dasselbe Experiment in zwei Raumdimen-
sionen durchfiihren. In (5.36) wird dabei das Gebiet durch das Einheitsquadrat Q = [0, 1]? ersetzt,
das Ortsgitter bleibt regelméfiig mit einer Gitterweite von h = 4 und damit N = 1681, der Start-
wert ist gewahlt als ug(%) = max {—||Z — [, 1]7|| + 1,0}.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.2 im gleichen Format wie in der eindimensionalen Variante
dargestellt. Dieses Mal verhailt sich das neue Verfahren jedoch deutlich schlechter, als im eindi-
mensionalen Fall. Das Standard-Krylov-Verfahren konvergiert sehr schnell, wohingegen Algo-
rithmus 2 zunédchst sogar noch etwas schneller, aber ab einer Grofsenordnung von etwa 1072 sehr
langsam den Fehler verkleinert. Bei Tests mit groberer Ortsauflosung zeigte sich dhnliches Verhal-
ten. Der Fehler wird erst klein, wenn die Krylov-Raum-Dimension m schon nahe bei der Dimen-
sion des urspriinglichen Gleichungssystems N liegt, und erreicht dann in den wenigen restlichen
Schritten die Maschinengenauigkeit.

Um dieses Verhalten zu bestédtigen, haben wir in Abbildung 5.3 die Fehler der Krylov-Verfah-
ren bei zwei weiteren Ortsdiskretisierungen dargestellt. Zundchst verwenden wir finite Elemente
der Ordnung vier, weiterhin auf dem strukturierten Gitter, dann die selben Elemente auf einem
unstrukturierten Gitter. Die verwendeten Gitter sind ebenfalls dargestellt und verwenden Gitter-
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Standard Struktur
Fehler (G, ‘ ‘ N
1071 :
1078
1073 | 8
107° | 10717 ¢ \ \ J10-17 L | \ww’h'”ﬂ
50 100 150 50 100 150
10-7 I Massefrei
ot T
1077}
10711 | 1078 :
10—13 [
! ! 10_17 L ! ! ]
50 100 150 50 100 150

Abbildung 5.2: Testproblem (5.36) mit 2D linearen finiten Elementen, ¢ = ¢, 7 = 0.1. Fehler-
messung in der Ly-Norm. z-Achse: Anzahl der Krylov-Schritte, y-Achse: relativer
Fehler. Links: Approximation (5.26) mit Standard- (Standard, blau) und Masses-
kalarprodukt (Struktur, rot) und masselosungsfreie Approximation (5.31) (Mas-
sefrei, griin). Rechts: Fehler (durchgezogen) gegen verallgemeinertes Residuum
(gestrichelt), (5.27) bzw. (5.34) fiir alle drei Varianten.

weiten von etwa h = 0.2, sind also grober als das Gitter des letzten Beispieles. Die Ergebnisse sind
sogar noch schlechter.

Hier erkennen wir aber einen — wenn auch kleinen — Unterschied zwischen den Standard Kry-
lov-Varianten mit den beiden verschiedenen Skalarprodukten. Je hoher der Polynomgrad und je
ungleichmafliger die Triangulierung, desto starker weicht die Massematrix von einer Diagonalma-
trix mit konstanten Diagonalen ab und damit die Gewichtung der Freiheitsgrade untereinander
im Masseskalarprodukt.

Fiir die Fehleranalyse von Saad [76] ist die Eigenschaft
p(M A, = V,p(H,,)é1  firalle  p € Py (5.37)

wesentlich. Wenn wir diese in unserem Fall nachzuweisen versuchen, treten in der Differenz bei-
der Seiten dhnliche Kommutatoren wie in (5.35), diesmal zwischen M~! bzw. G,;l und V,,, auf.
Dies ist auf den Verlust der Invarianzeigenschaft (5.25) zuriickzufiihren. Auch eine analoge Aus-
sage zu Lemma 1 aus der Analyse von Hochbruck und Lubich [45], auf der die dortigen Fehlerab-
schdtzungen beruhen, wird ohne diese Invarianz schwierig herzuleiten sein. Die oben gezeigten
numerischen Ergebnisse legen nahe, dass wir auch keinen Ersatz fiir (5.37) bzw. dieses Lemma
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Reguldres Gitter Unstrukturiertes Gitter
T T \ Strukturiertes Gitter

10—t 1071 1
1 -3 1 -3
0 0 oF
10-5 10-5
_1 l
107 10~7 -1 0 1
Unstrukturiertes Gitter
1077 100 1
10711 10711 0
10713 10713
| | 71
50 100 150 50 100 150 —1 0 1

Abbildung 5.3: Testproblem (5.36) mit 2D finiten Elementen der Ordnung vier, ¢ = ¢, 7 = 0.1.
x-Achse: Anzahl der Krylov-Schritte. y-Achse: relativer Fehler in der Approxima-
tion (5.26) mit Standard- (Standard) und Masseskalarprodukt (Struktur) und der
masselosungsfreien Approximation (5.31) (Massefrei), gemessen in der Ly-Norm.
Links: strukturiertes Gitter, Mitte: unstrukturiertes Gitter, rechts: Plot der beiden
Gitter.

werden finden konnen.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir versuchen, das Problem der schlechten Konver-
genz durch eine Verbesserung des Verfahrens zu beheben. Um zu verhindern, dass wir die linea-
ren Gleichungssysteme in den ,falschen” Krylov-Rdumen l6sen, steigen wir auf die ,richtigen”
um, also auf C,,,(AM — 7 A, ¥). Dies ist fiir die tiberabzéhlbar vielen A\ € I" aber nicht moglich. Dies
fithrt uns zu der Idee, die Kurve I' zu diskretisieren und damit zu Verfahren fiir eine numerische —
nicht wie bisher verwendet analytische — inverse Laplace-Transformation, wie sie unter anderem
in [64, 65, 91] vorgeschlagen wird, iiberzugehen. Diese wird in den ndchsten beiden Abschnitten
eingefiihrt. Danach kombinieren wir sie im finalen Abschnitt mit unseren Krylov-Verfahren und
diskutieren einige Beispiele.

5.8 Numerische inverse Laplace-Transformation

Der klassische Ansatz, Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen zu verwenden, benutzt die Dar-
stellung (5.21) zweimal und die Auswertung der Matrixfunktion auf einer projizierten Version
der Matrix bzw. des Operators. Wie wir im letzten Abschnitt herausgearbeitet haben, ist jedoch
nach der Umstellung (5.28) die direkte Auswertung der Matrixfunktionen auf der Projektion nicht
ideal. Als Alternative verwenden wir das Krylov-Verfahren nicht direkt nach der Laplace-Trans-
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formation, sondern kehren diese zuerst numerisch um. Dann kdonnen die dort entstehenden Glei-
chungssysteme mit einem Krylov-Verfahren gelost werden. Dazu fithren wir nun eine numerische

Methode zur Invertierung der Laplace-Transformation ein.

Wir verwenden dabei das Vorgehen aus den Arbeiten [64, 65, 80]. Zunédchst wird eine speziel-
le Kontur I' gewdhlt, deren Verlauf in der komplexen Halbebene sich auf die Konvergenz der
Diskretisierungsmethode auswirkt. [64, 65] wéhlen die Kontur als eine Hyperbel, die durch die
Abbildung

T:R—T, o+ pu(l —sin(a + 12)) + v (5.38)

gegeben ist. Dabei ist ;1 ein Skalierungsparameter und 0 < a < § —  sowie v und § aus der
Abschatzung (5.20) abhidngig vom Operator und der rationalen Funktion R(z). Damit gilt T'(R) C
Ys. In Abbildung 5.4 ist eine solche Kurve zusammen mit den entsprechenden Sektoren fiir den

Operator und die rationale Funktion dargestellt.

A
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Abbildung 5.4: Sektor, in dem das Spektrum von 7A (rot-durchgezogen) enthalten ist, und ein
zweiter Sektor, der zusatzlich die Pole enthdlt (blaue Strichpunkte). Hyperbel
(5.38) in pink-gestrichelt. Rote Punkte symbolisieren das Spektrum von 74, griine
die Pole von R.

Alternativen zu dieser Wahl sind etwa Parabeln [24] oder Talbot-Konturen [85], falls § = 0. [86]
identifizieren die Wahl der Kurve mit einer rationalen Approximation und verwenden eine Best-
Approximation.

Sobald wir eine geeignete Kurve I' durch eine Parametrisierung wie (5.38) zur Hand haben, schnei-

den wir die Kurve ab und benutzen die Trapezregel, um das parametrisierte Integral zu approxi-
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mieren. Dies liefert fiir eine Funktion ¢ und ihre Laplace-Transformierte ¥ mit ¢ () = £ 1[¥](¢)
die Ndherung

K
w(t) & Y wiexp(th)P(N) (5.39)
I=—K

mit der Schrittweite h und

h
w =~ ~T'(1h), N = T(lh), —-K <I<K. (5.40)
T

Die Konvergenz dieser Naherung und die Wahl der Parameter liefert uns Theorem 2.1 aus [64] als
Zusammenfassung der Aussagen aus [65].

Theorem 5.1 (Lépez-Ferndndez, Palencia, Schadle, [64, Theorem 2.1]). Die Laplace-Transformierte
U moge sektoriell mit einem Offnungswinkel § und Exponenten v aus (5.16) sein, und o und d seien so
gewihlt, dass

0<a—d<a+d<g—5 (5.41)

gilt. Fiirtg > 0, A > 1 und K > 1 seien die Parameter

_a(0%) _ 2mdK(1—-0%)
e A YT (542)
mit der Abbildung
a (O, 1) — R,H —— arccosh <m>
und der Minimalstelle
0" = arg min(e exp(zwf((;)_g)) + exp( 72?01)(0)) (5.43)

0€(0,1)

definiert. Dabei sei e die Genauigkeit der Auswertungen der Laplace-Transformierten ¥ und der elementa-
ren Rechenoperationen in (5.39).

Dann gibt es positive Konstanten ¢ und C, sodass der Fehler der Approximation (5.39)

K
Ex(t) =v(t) — > wexp(th)¥(N) (5.44)
I=—K
mit den Quadraturknoten und -gewichten aus (5.40) durch
|Ex(t)] < Ot~ e + exp(—cK)) (5.45)
gleichmiiffig in t € [to, Ato] abgeschiitzt werden kann.

Auflerdem ist der folgende Zusatz verfiigbar, vgl. [64, Zusatz zu Theorem 2.1]: Falls keine zu-
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verldssigen Informationen tiber die Genauigkeit € vorliegen, kénnen wir die Wahl (5.43) nicht
verwenden. In diesem Fall garantiert die Wahl von 6* = 1 — 1/K immer noch die Kontrol-
le von Rundungsfehlern, aber wir erhalten nur eine etwas schwéchere Fehlerabschdtzung wie
O(e + exp(—cK/In(K)).

5.9 Approximation sektorieller Matrixfunktionen

Wir verwenden nun (5.39), um sektorielle Matrixfunktionen zu approximieren. Dazu sei fiir die
Funktionen ¢ die transformierte Funktion ® aus (5.21) gegeben. Fiir einen sektoriellen Operator

A und eine vorgegebene Zeitschrittweite 7 konnen wir dann

K
o(TA)v ~ Z wy exp(A) P (A, TA)v (5.46)
I=—K

ndhern. Fiir die Matrizen (A, M) einer Finite-Elemente-Diskretisierung erhalten wir mit (5.22)
Sektorialitit fiir o(TM~'A)M ™% mit Konstanten unabhéngig von der Ortsdiskretisierung. Mit
Theorem 5.1 erhalten wir exponentielle Konvergenz in der Anzahl K von Quadraturpunkten.

Fiir eine feste Schrittweite 7 ist damit alles getan. Theorem 5.1 gibt uns aber die Freiheit, das
Argument ¢ der Funktion ¢ um die Grofsenordnung A zu variieren. Dies nutzen wir bisher nicht
aus, da wir ¢ an nur einer festen Stelle — fiir ¢ = 1 — auswerten.

Fiir exponentielle Runge-Kutta-Verfahren (5.4) oder auch exponentielle Rosenbrock-Verfahren [52]
oder etwa den exp4 aus [47] missen ¢ (c;TA) fiir verschiedene ¢; € (0,1] ausgewertet werden.
Auflerdem ist im Kontext variabler-Schrittweiten-Implementierungen mit Fehlerschitzern damit
zu rechnen, dass wir nach einem verworfenen Schritt die Schrittweite reduzieren miissen. Dann
miussen dieselben Matrixfunktionen auf dieselben Vektoren, aber mit neuer Schrittweite 7, die
nicht allzuweit von 7 entfernt ist, angewendet werden.

Es wire daher erstrebenswert, den grofsten Aufwand der Approximation (5.39), die Resolventen-
approximation, wiederverwenden zu konnen.

Dabei miissen wir zwei Arten von Matrixfunktionen unterscheiden. Die einfachere von beiden

besteht aus denjenigen fiir die Mehrschrittverfahren aus [11]:
D(t) = p(t;7A) = @t - TA) = L7HD(e, TA) (D). (5:47)

Diese sind, anders als die ¢i-Funktionen (A.1), nicht tiber eine Faltung in einem Intervall der
Léange eins, sondern der Lange ¢ definiert. In diesem Fall ist nichts weiter zu unternehmen. Die
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zweite Art von Matrixfunktionen, die ¢j-Funktionen (A.1), skalieren sich jedoch nach (A.28) als
1 .
V() = @p(tTA) = = L7 [B(e, TA)(1). (5:48)
Hier miissen wir also noch durch den entsprechenden Faktor dividieren und verlieren in der

Fehlerschranke einen Faktor von A¥—1 = Av—1,

Allgemeinere Funktionen ¢, bei denen die rationale Funktion R komplizierter als ein einfaches
inverses Monom ist, kann man nicht mehr direkt skalieren, denn hier ergibt sich aus (5.21) mit

einer Integraltransformation

Q(tTA) = 271]3 /F exp(EN RN (A —7A) PdA = L7V [R(t- o) (e — 7A) | (1)~ (5.49)
Dadurch kann man diese nicht mehr als Laplace-Transformierte von ¢ darstellen, da diese wieder
explizit t-abhdngig ware. Bei den meisten Funktionen ¢ handelt es sich aber, wie z.B. bei den «
und 7-Funktionen der Mehrschrittverfahren aus [51] und auch den meisten anderen Matrixfunk-
tionen im Kontext von exponentiellen Integratoren, um eine Faltung der Exponentialfunktion mit
einem Polynom. Dann ldsst sich ¢ als Linearkombination der y,-Funktionen — entweder auf dem
Intervall [0, 1] oder auf [0, ] wie in [11] — schreiben. Deshalb kann die Auswertung solcher Matrix-
funktionen auf die Auswertung der ¢-Funktionen zuriickgefiihrt werden.

Um verschiedene Matrixfunktionen mit denselben Resolventen auswerten zu konnen, miissen
wir lediglich die rationale Funktion austauschen und auf den Quadraturpunkten neu auswerten.
Dabei ist zu beachten, dass wir den Sektor ¥5, um den die durch 7" aus (5.38) parametrisierte Kur-
ve I herumlduft, so groff wihlen, dass die Pole aller auftretenden rationalen Funktionen darin
enthalten sind. Dadurch verschlechtern wir moglicherweise geringfiigig die Fehlerkonstanten ei-
niger der Funktionen, die mit einem kleineren Sektor auskommen. Es ist aber zu erwarten, dass

der Fehlerterm, der zum grofiten Sektor gehort, den Gesamtfehler dominiert.

Diese Eigenschaft wird uns sehr niitzlich sein, denn wir werden wieder alle Produkte aus Matrix-
funktionen mit demselben Vektor simultan ausrechnen kénnen.

510 Kontur-Krylov-Verfahren fiir sektorielle Matrixfunktionen

Wir benutzen nun die Approximation (5.46), um die Anwendung sektorieller Matrixfunktionen
auf Vektoren zu approximieren. Anwendungen der verallgemeinerten Resolventen (AM — 7A) !
werden mit einem Krylov-Verfahren, etwa FOM oder GMRES, approximiert. In Algorithmus 3 ist

das Verfahren fiir Linearkombinationen von ¢j-Funktionen zusammengefasst.

Der teuerste Anteil von Algorithmus 3, die Losung der Gleichungssysteme in den Krylov-Rdumen,
lasst sich auf triviale Weise, ohne Kommunikation zwischen den Prozessen, parallelisieren. Falls
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Algorithmus 3 Kontur-Krylov-Verfahren fiir sektorielle Matrixfunktionen

1: procedure MATRIXFUNCTIONCONTOURKRYLOV(A, M, v, 7, ¢;, a;;, K, 6, 7y, c, d)
2: // Approximiere r; ~ Z] o0 Gijpi(ciTM™ TAM9,1<i<s

3 // K Anzahl der Quadraturpunkte

4: // 0, aus (5.18)

5: //~ >0, falls a;; # 0 fiir ein j > 0, damit der Pol von 1/\* im Sektor liegt

6 // a,dmit(5.41)

7 to < min; ¢;, A < max; ¢; [ty

8

9

0"+ 1— 4
: Bestimme A und p aus (5.42)
10: Berechne Quadraturknoten \; und -gewichte w; aus (5.40)
11: if Aund M reell then
12: wy 2w, —K <1< -1
13: entferne A\, w;, [ > 1
14: end if

15: T‘Z'(—O,ti<—ci/t0,1§i§8
16: for all (\;, w;) do // parallel

17: Approximiere z; ~ (\M — 7A4)'v mit einem Krylov-Verfahren
18: forj=1,...,pdo

19: i < T + ajjw e)((f(;f ;‘l)wl

20: end for

21: end for

22: returmnr;, 1 <i<s

23: end procedure
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jeder der Krylov-Prozesse auf einem eigenen Prozessor lduft, ist der zeitliche Aufwand domi-
niert durch das Aufstellen eines einzigen Krylov-Raumes und wir sind somit in der gleichen Si-
tuation, wie bei klassischen Krylov-Verfahren fiir Matrixfunktionen. Dabei ist im Fall des neuen
Algorithmus 3 jeder einzelne Krylov-Schritt deutlich giinstiger, da wir kein lineares Gleichungs-

system 16sen miissen.

Die ¢,-Funktionen gehen nur iiber die rationale Funktion R(\) = 1/\* aus (5.19) in Zeile 19 ein.
Um Algorithmus 3 fiir andere Matrixfunktionen zu verwenden, kann diese Funktion durch die
entsprechende aus (5.21) ersetzt werden. Dabei ist auf die korrekte Skalierung mit ¢; zu achten.

Fiir reelle Matrizen A und M wird in der Abfrage in Zeile 11 die Anzahl der Krylov-Raume auf et-
wa die Héflte reduziert, vgl. [64]. Fiir reell-symmetrische Matrizen A und M sind die Resolventen
komplex-symmetrisch, hierfiir lassen sich ebenfalls Lanczos-artige 3-Term-Rekursionen konstru-
ieren, vgl. z.B. [9]. Fiir hermitesche oder schief-hermitesche Matrizen geht die Struktur verloren.

Wir verwenden die sichere Parameterwahl aus dem Zusatz von Theorem 5.1, da wir die Genau-

igkeit der Krylov-Approximationen nicht kennen.

Algorithmus 3 verzichtet nicht nur auf die Losung mit linearen Gleichungssystemen mit der Mas-
sematrix, sondern wir konnen ihn insbesondere auch fiir nicht-invertierbare Matrizen M anwen-
den. Auch Eigenschaften wie positive Definitheit oder Symmetrie werden nicht benétigt.

Bei der Wahl der verwendeten Krylov-Verfahren ist man bis auf die Voraussetzung, dass sie mit
gegebenenfalls durch die Verschiebung mit einem komplexen Vielfachen der Massematrix ge-
dnderten Symmetrieeigenschaften der verallgemeinerten Resolventen umgehen kénnen miissen,
frei. Auierdem konnen Vorkonditionierungsmethoden, z.B. [77, Kapitel 9], eingesetzt werden,
was in den klassischen Krylov-Varianten fiir Matrixfunktionen nicht so ohne Weiteres méglich ist.

Zum Abschluss wollen wir einige numerische Beispiele vorstellen. Bei allen getesteten Beispielen
haben wir die Wahl v = 0, « = 0,7 und d = 0, 6 verwendet. Alle anderen Parameter ergeben sich
aus Theorem 5.1 unter Verwendung des Zusatzes fiir die sichere Wahl von 6*.

5.10.1 2D-Wairmeleitungsgleichung

Beginnen wollen wir mit dem Testbeispiel fiir das Krylov-Verfahren ohne die Losung von Masse-
Systemen, Gleichung (5.36). Wir wiahlen dieselbe Ortsdiskretisierung wie in der letzten Variante
von Abschnitt 5.7: finite Elemente vierter Ordnung auf einem unstrukturierten Gitter auf dem
Einheitsquadrat, vgl. Abbildung 5.3. Als Krylov-Verfahren verwenden wir FOM. Die Ergebnisse
finden sich in Abbildung 5.5.

Wir stellen fest, dass dhnlich, wie im Fall des masselosungsfreien Krylov-Verfahrens, Algorith-
mus 2, der Fehler des neuen Verfahrens ebenfalls zu stagnieren scheint. In diesem Fall ist dies
jedoch darauf zuriickzufiihren, dass wir die ebenfalls eingezeichnete Genauigkeit der Kontur-
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2D-Diffusionsgleichung, K = 12

| | |
20 40 60 80 100 120 140

Abbildung 5.5: Testproblem (5.36) mit 2D finiten Elementen der Ordnung vier, ¢ = ¢;, 7 = 0,1,
7 =0,a =0,7und d = 0,6. z-Achse: Anzahl der Krylov-Schritte. y-Achse:
relativer Fehler in der Ly-Norm. Rot, durchgezogen: Fehler der klassischen Ap-
proximation (5.26) mit Masseskalarprodukt gemessen gegen die exakte Losung
des ortsdiskretisierten Systems; blau, gestrichelt: Fehler der Kontur gegen selbige;
blau, durchgezogen: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens 3 gegen selbige; blau,
gepunktet: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens gegen die Konturlésung.

Approximation (5.39) erreicht haben. Eine Vergroflerung des Parameters K, der Anzahl von Qua-
draturpunkten auf der Kurve I', verschiebt das Plateau nach unten. Dies illustrieren wir im néchs-
ten Beispiel.

5.10.2 2D-Wairmeleitungsgleichung mit Advektion und transparenten Randbedin-
gungen

Um unser Testproblem etwas interessanter zu gestalten, fithren wir einen Advektionsterm ein.
Auflerdem wollen wir die Gleichung nun auf dem ganzen R? 15sen.

du(t, @) = a’Au(t, @) + b Vu(t,7), inR2t > t,
u(t, ) = 0, 1] — oo, (5.50)
u(to, f) = UQ(f)

Die Nichtlinearitét setzen wir dieses Mal auf Null. Wir miissen also die Exponentialfunktion an-
statt von ¢; auswerten und anwenden. Als Startwert benutzen wir eine Gaufs-Verteilung. Die



ABSCHNITT 5.10 - KONTUR-KRYLOV-VERFAHREN FUR SEKTORIELLE MATRIXFUNKTIONEN 103

analytische, also raumlich und zeitlich exakte, Losung ist dann gegeben als

1

S 1 2 2
u(t,m) = Z exXp <—M |:($1 - tbl) + (,Ig - tb2) ]> 5 (551)
vgl. [74]. Zur Ortsdiskretisierung wahlen wir eine Finite-Elemente-Approximation der Ordnung
vier auf [—4, 4]? zusammen mit transparenten Randbedingungen [74]. Die Parameter fiir die Rand-
bedingungen sind auf s = —5 und N¢ = 3 gesetzt. Das verwendete Gitter ist unstrukturiert und

hat eine Maschenweite von etwa h = 0, 1.

Mithilfe der analytischen Losung konnen wir die Genauigkeit der ortlichen Approximation be-

stimmen.

Wir wahlen a = 0.5, b = [1,5;1,5]7. Als Krylov-Verfahren verwenden wir FOM. Die Ergebnisse
fiir drei verschiedene Werte der Anzahl der Quadraturpunkte K finden sich in Abbildung 5.6.

100 T T 100 T T 100 T T
1072 | 102 1072 |
1074 1074 10~4 :
10~6 1076 1076 =
| | | | | |
50 100 150 50 100 150 50 100 150

Abbildung 5.6: Testproblem (5.50) mit 2D finiten Elementen der Ordnung vier und transparenten
Randbedingungen, ¢ = exp, 7 = 0,1, v = 0, @« = 0,7 und d = 0,6. z-Achse:
Anzahl der Krylov-Schritte. y-Achse: relativer Fehler in der Ly-Norm. Rot, durch-
gezogen: Fehler der klassischen Approximation (5.26) mit Masseskalarprodukt
gemessen gegen die exakte Losung; blau, gestrichelt: Fehler der Kontur gegen
selbige; blau, durchgezogen: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens, Algorithmus
3, gegen selbige; blau, gepunktet: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens gegen
die Konturlosung; griin, durchgezogen: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens mit
ILU-Vorkonditionierung gegen die exakte Losung (nur rechts); schwarz, Strich-
punkte: Fehler der Ortsdiskretisierung.

Algorithmus 3 konvergiert jeweils bis zur moglichen Genauigkeit der Konturapproximation und
jeweis in weniger Schritten, als das klassische Krylov-Verfahren zur entsprechenden Genauigkeit.
Allerdings ist zu vermuten, dass dies bei weiterer Erh6hung von K nicht mehr der Fall sein wird,
da sich der Fehler zwischen Kontur und Kontur-Krylov fiir alle K in etwa gleich verhilt und
abflacht. Die Fehler von Quadratur- und Krylov-Verfahren konnen hier als mehr oder weniger
unabhingig voneinander angesehen werden und einzeln unter gewiinschte Toleranzen gedriickt
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werden.

Soll der Fehler der Krylov-Approximation schneller reduziert werden, konnen z.B. Vorkonditio-
nierungstechniken eingesetzt werden. Bei einer einfachen unvollstindigen LR-Zerlegung (ILU)
mit einer Abschneidetoleranz von 10~ sind die Krylov-Approximationen nach ein bis zwei Schrit-
ten schon kleiner, als der Quadraturfehler. Wir haben dies nur fiir X' = 18 in die Grafik eingezeich-
net, um diese tibersichtlich zu halten. Fiir die beiden anderen Werte ist das Verhalten qualitativ
dasselbe. Im ndchsten Beispiel werden wir uns diesem Thema etwas ausfiihrlicher widmen.

Die exponentielle Konvergenz der Kontur-Approximation ist gut zu erkennen: Das Hinzufiigen
einer festen Anzahl von Quadraturpunkten verkleinert den Fehler jeweils um etwa eine Zehner-
potenz.

5.10.3 Eddy-Currents-Modell der Maxwell-Gleichungen in 3D und Vorkonditionie-
rung

Als ndchstes wollen wir uns den Maxwell-Gleichungen widmen, die im ersten Teil der Arbeit eine
zentrale Rolle spielen. Da diese jedoch hyperbolisch sind, verwenden wir ein Wirbelstrommodell,
auch Eddy-Currents-Modell genannt, [3], bei dem Verschiebungsstrome vernachladssigt werden
und welches, passend zu diesem Kontext, parabolisch ist. In der V x V x-Formulierung erhalten

wir
OH(t,7) =V xVxHtZ)+Vxjtid inQ,
(Vx H)x7=0 auf 012, (5.52)
H(to, %) = Ho(%)

mit Q = [—1, 1]3, einem dufSeren Strom j, den wir auf Null setzen. Die Materialparameter sind als

e = i = 1 gewdhlt. Als Startwert wihlen wir
. 9 2., 2 .2
Hy(%) = - exp (—m> —T1 — T3 (5.53)

mit o = 5 und wy = 0.05, vgl. [44].

Zur Ortsdiskretisierung verwenden wir H VX—reguléire finite Elemente [93] der Ordnung vier auf
einem Tetraedergitter, das von Netgen [81] mit einer maximalen Gitterweite von h = 0.2 gene-
riert wurde. Das resultierende System gewohnlicher Differentialgleichungen hat eine Dimension
von N = 147.640. Als Krylov-Verfahren verwenden wir FOM. Zur Vorkonditionierung verwen-
den wir eine unvollstandige LR-Zerlegung mit einer absoluten Abschneidetoleranz von 10~2. Die
Faktoren verbrauchen dabei zwischen 40% und 52% des Speichers der jeweiligen verallgemeiner-
ten Resolventen. Die Ergebnisse fiir die Anzahl der Quadraturpunkte K = [4, 6, 8] finden sich in
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Abbildung 5.7.
K =4 K=6 K=8
100 : \1\‘ 100 : \1\‘ 100 : N
1072 % 10-2 % 7 10-2 % %
107 ’ ’ 1073 * 77777777777777777 f 10-3 f 7
10~ ’ * 10~ * f 104 — 77777777777777777 :
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Abbildung 5.7: Testproblem (5.52) mit 3D H " *-konformen finiten Elementen der Ordnung vier
und transparenten Randbedingungen, ¢ = exp, 7 = 0,1, 7 = 0, a = 0,7 und
d = 0, 6. x-Achse: Anzahl der Krylov-Schritte. y-Achse: relativer Fehler in der L,-
Norm. Rot, durchgezogen: Fehler der klassischen Approximation (5.26) mit Mas-
seskalarprodukt gemessen gegen die exakte Losung des ortsdiskretisierten Sys-
tems; blau, gestrichelt: Fehler der Kontur gegen selbige; blau, durchgezogen: Feh-
ler des Kontur-Krylov-Verfahrens, Algorithmus 3, gegen selbige; blau, gepunktet:
Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens gegen die Konturlosung; griin, durchgezo-
gen: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens mit ILU-Vorkonditionierung gegen die
exakte Losung.

Auferdem haben wir in Abbildung 5.8 fiir K = 6 verschiedene einfache Vorkonditionierer mit-
einander verglichen.

Abbildung 5.7 zeigt uns, dass sowohl das klassische Krylov-Verfahren, als auch das nicht vor-
konditionierte Kontur-Verfahren in den ersten 50 Schritten den Fehler nur um eine knappe Zeh-
nerpotenz reduziert. Der Bereich, in dem das klassische Krylov-Verfahren schnell konvergiert,
beginnt erst deutlich nach Dimension 50. Das vorkonditionierte Verfahren zeigt — bei recht gerin-
gem Mehraufwand an Speicher — jedoch eine deutlich verbesserte Konvergenz. Hier gewinnen
wir alle 10 bis 15 Schritte eine weitere Zehnerpotenz und erhalten damit dhnlich gute Konver-

genzeigenschaften, wie die reine Konturapproximation.

In Abbildung 5.8 zeigt der Vergleich der Vorkonditionierungsmethoden, dass es sich auch durch-
aus lohnt, mit sehr einfachen Methoden zu arbeiten. Die Verwendung der Diagonale zur Vorkon-
ditionierung verdoppelt die Konvergenzgeschwindigkeit im Bezug auf das unvorkonditionierte
Verfahren, die Verwendung des unteren Dreiecksblocks konvergiert bereits etwa halb so schnell,
wie die ILU-Variante.
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Abbildung 5.8: Gleiche Daten, wie in Abbildung 5.7. Zusétzlich: violett: Fehler des Kontur-
Krylov-Verfahrens mit diagonaler Vorkonditionierung gegen exakte Losung; tiir-
kis: Fehler des Kontur-Krylov-Verfahrens mit unterem Dreiecksblock als Vorkon-
ditionierung gegen selbige.

5.10.4 Ausblick: Sobolev-Gleichungen und DAEs

Zum Abschluss wollen wir einen kurzen Ausblick geben, in welche moglichen Richtungen sich
das neue Verfahren weiterentwickeln lassen konnte. Wir konnen es ohne algorithmische Abande-
rungen auf Gleichungen der Form

Mowu(t) = Au(t) + g(t, u(t)), to <t <T,
finde u € Cl([to,TLX)a sodass { K ( ) ( ) g( ( )) 0
u(to) = o,

bzw. deren Diskretisierungen anwenden, wobei M ebenfalls ein Differentialoperator ist, solange
das Problem parabolisch bleibt. Die verallgemeinerten Resolventen miissen auflerhalb eines Sek-
tors in der linken Halbebene {iberall definiert sein und entsprechend abfallen. In diesem Fall wiir-
de die klassische Krylov-Variante, Algorithmus 1, in jedem Krylov-Schritt ein lineares Gleichungs-
system mit dem zweiten Differentialoperator 16sen miissen, was sehr teuer ist. Hier konnen wir
nicht damit rechnen, mit wenigen Schritten des cg-Verfahrens auszukommen. In Algorithmus 3
miissen dafiir Gleichungssysteme von um einen anderen Differentialoperator verschobenen Dif-
ferentialoperator gelost werden. Es bleibt zu untersuchen, welche der Varianten, gegebenenfalls
auch unter welchen Bedingungen, die bessere ist.

Auch wenn wir fiir die Herleitung eine invertierbare Matrix M benétigt haben, wird diese Eigen-
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schaft in Algorithmus 3 nicht mehr verwendet. Wir konnen das Verfahren also rein formal auch
auf solche Gleichungen anwenden, bei denen die Massematrix singulér ist. Damit sind wir der
Losung von differential-algebraischen Gleichungen (DAEs) einen Schritt ndher gekommen. Von
der theoretischen Seite her haben wir allerdings im Moment keine Konvergenzaussagen fiir diese
zur Verfiigung.

In [83] findet sich Theorie fiir Sobolev-Gleichungen. Diese beinhaltet auch inhomogene Gleichun-

gen der Form
Maju(t) = Au(t) + £(0),

bei der M ein nicht-invertierbarer Operator sein darf. Beispiel 5.1.1 aus diesem Werk behandelt
den Matrixfall und das dort folgende Theorem 5.1.2 liefert eine der Cauchy-Integralformel, kom-
biniert mit der Variation-der-Konstanten-Formel, dhnliche Darstellung der Losung. Immer wieder
werden dort Darstellungen mit verallgemeinerten Resolventen verwendet. Im Operatorfall konn-
te es eine wichtige Voraussetzung sein, dass A (M, p)-sektoriell ist.

Solche Darstellungen konnten als Ansatz dienen, um Algorithmus 3 im Fall von Operatoren oder

nicht-invertierbaren Matrizen zu analysieren.
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KAPITEL 6
FAZIT UND AUSBLICK

Wir haben erfolgreich das Verfahren aus [89] analysiert und verbessert. Dabei konnten wir mit
einer rigorosen Fehleranalyse des urspriinglichen Verfahrens zeigen, dass es mit erster Ordnung
konvergiert, und eine Verbesserung vorschlagen, um die eigentlich erwartete Konvergenz zweiter

Ordnung zu gewdihrleisten.

Wir haben das numerische Schema dazu als Mehrschrittverfahren fiir die Komponente, die zum
elektrischen Feld gehort, umformuliert und benutzen eine Aussage, die tiber modulierte Fouri-
er-Entwicklungen bewiesen wird. Dadurch wird eine Anpassung der Startwerte notwendig und
die Storung mit einfacher Stabilitdtsanalyse kontrolliert. Die Fehlerabschédtzung fiir die anderen
Komponenten gelingt unter anderem mit Techniken, wie sie z.B. in [28] zu finden sind. Numeri-
sche Tests illustrieren die Resultate.

Bei der Analyse nutzten wir aus, dass im Wesentlichen nur eine hohe zeitliche Frequenz in der
Losung auftritt, die sich aus einer speziellen Wahl des Dichteprofils ergibt. Dies war notwendig,
um ein Konvergenzresultat aus [34] nutzen zu konnen. Offen ist im Moment jedoch, ob nicht
auch mehrere hohe Frequenzen zugelassen werden konnten. Der ndchste Schritt ware, die Analyse
aus [46] anzupassen, fiir welche nur allgemeine symmetrische, positv-semidefinite Matrizen 2
vorausgesetzt werden. Das Verfahren dort passt allerdings nicht ganz, da der feste Filter 1) = sinc?
gefordert ist, bei uns jedoch ¢ = %(1 + cos) - sinc? auftritt. Ein numerischer Test ldsst vermuten,

dass es sich lohnt, in Richtung [46] weiterzuarbeiten.

Im zweiten Teil der Arbeit haben wir ein neues Verfahren vorgeschlagen, mit dem wir die An-
wendung von Matrixfunktionen auf Vektoren approximieren konnen. Dabei haben wir Ideen aus
Krylov-Verfahren mit denen von Konturintegrationsmethoden vereint. Die Kombination aus der
Fehleranalyse fiir die auf der Konturintegration basierende inverse Laplace-Transformation mit
solcher fiir klassische Krylov-Verfahren liefert Konvergenz fiir das gesamte Verfahren. Offen ist
im Moment noch eine Fehleranalyse fiir die Konvergenz der Krylov-Verfahren, die gleichmafSig
in der Anzahl der Quadraturpunkte ist. Die numerischen Resultate geben Anlass zur Annahme,
dass diese gelingen konnte.

Die Verwendung von Vorkonditionierung der fiir die Losung auftretenden linearen Gleichungs-
systeme wurde untersucht und zeigte eine deutliche Verbesserung der Ergebnisse. Somit konnen
z.B. auch geometrische oder algebraische Mehrgitterverfahren zur Konvergenzbeschleunigung
verwendet werden. Generell konnen nun auch andere bekannte Techniken, wie etwa die Verwen-
dung des letzten Zeitschrittes als Startndherung, fiir die Beschleunigung der Krylov-Verfahren
eingesetzt werden, was bei klassischen Varianten fiir Matrixfunktionen oft schwierig ist. Eine
Kopplung der Zielgenauigkeit e fiir die inverse Laplace-Transformation mit Fehlerschétzern fiir
Krylov-Verfahren wiare ebenfalls interessant. Dies konnte sich jedoch als schwierig herausstellen,

109
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da die Wahl der Quadraturpunkte von e abhéngt.

Vom rein technischen Standpunkt aus gesehen ist auch die Behandlung von differential-algebrai-
schen Systemen und Sobolev-Gleichungen moglich. Eine Analyse fiir einen solchen Fall ist bisher

nicht vorhanden und kénnte ein interessantes Ziel weiterer Untersuchungen darstellen.



APPENDIX A
MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

In Anhang stellen wir einige Grundlagen vor. Die Aussagen sind lange bekannt oder einfach nach-
zuvollziehen, daher verzichten wir auf Beweise.

A.1 Exponentialfunktion, ¢- und trigonometrische Funktionen

Im Zusammenhang mit exponentiellen Integratoren treten die so genannten ¢-Funktionen auf, die
eng mit der Exponentialfunktion zusammenhéangen. Wir wollen diese hier einfithren und einige
Eigenschaften nachweisen. Wir definieren diese als Faltung skalierter Monome mit der Exponen-
tialfunktion:

1 é-k—l
o) = [ el =095 e k21 ()= o) (A1)

Um zu kldren, wann und wie sich diese Funktionen auf Operatoren anwenden lassen, miissen wir
einige Grundlagen der Halbgruppentheorie zur Verfiigung haben. Darauf gehen wir in Abschnitt
5.1 ein. Im Matrixfall konnen wir die Potenzreihenentwicklung oder Cauchy-Integralformel (A.22)
verwenden, um das Matrixexponential zu erkldren, und konnen dann das Integral auswerten. Es
gilt die Rekursionsformel

pra(s) = OO s g2, (A2)
die zu i
or(z) = wo(2) — %l 10 (Pl( )2 _ eXp(Z)Z_kzl:l_ l_’ k>0,2#0 (A.3)

fiihrt. Die ¢i-Funktionen haben die Potenzreihenentwicklung

Zl
or(z) == E ik also vr(0) = % (A.4)
1>0 )

Der Konvergenzradius ist co und damit sind die ¢,-Funktionen ganze Funktionen. Die Unstetig-
keit von (A.2) in z = 0 ist also hebbar. Die Rekursionsformel geben wir auch zusétzlich in der fiir

alle z anwendbaren Form
2pr41(2) = or(2) — ©r(0), k>0 (A.5)

an. Diese hat den Vorteil, dass sie, im Gegensatz zu (A.2), auch mit singuldren Matrizen oder
Operatoren als Argument anwendbar ist.

Fiir die trigonometrischen Funktionen sin und cos, die eng mit der Exponentialfunktion zusam-
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menhédngen, konnen wir dhnliche Funktionen definieren. Wir beschranken uns hier auf einige
Spezialfélle. Allgemeinere Definitionen fiir beliebige Monome wie in (A.1) sind analog moglich.
Die bekannteste und fiir uns wichtigste dieser Funktionen ist die sinc-Funktion, manchmal auch

si-Funktion genannt. Sie ist gegeben als

1
sinc(z) := /0 cos((1 —¢)z)d¢ (A.6)

=) - falls 2 0, A7)
1, sonst. '

Es ist zu beachten, dass diese Funktion auch oft mit einem um = skalierten Argument definiert
wird. Die Standard-Implementierung aus MATLAB etwa verwendet diese. Da sin und 1/z ungerade
sind, ist sinc gerade. Aus der Potenzreihe der Sinusfunktion ergibt sich direkt

2l

sinc(z) = ;(—1)lm (A.8)

mit Konvergenzradius oo. Auch diese Funktion ist eine ganze Funktion und die Unstetigkeit (A.7)
ist hebbar. Dartiber hinaus geben wir auch die fiir alle z — und damit auch fiir allgemeine Matrizen

— verwendbare Version
zsine(z) = sin(z) VzeC (A.9)

von (A.7) an. Die ndchsthohere, ebenfalls gerade ganze Funktion bezeichnen wir als

1
cosc(z) = / cos((1 —¢&)z)&d¢ (A.10)
0
1—cos(z) fall 0
_ 22 I alls z 7& I (All)
%, sonst
mit der Potenzreihe .
_ 1y Z
cosc(z) = ;( 1) Ok (A.12)

Wir gehen noch einen Schritt weiter und definieren die ndchsthohere Funktion

Iosine(z) - falls 2 # 0
22 ) )
c3(z) = L ot (A.13)
6’
mit der Potenzreihe .
z
c3(z) = Z(—l)lm- (A.14)

>0
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Fiir alle z € C gelten die Identitdten

22 cosc(z) = 1 — cos(2), (A.15)
22 c3(2) = 1 — sine(z), (A.16)
cosc(2z) = %sincz(z), (A.17)
1 1
/ cos(éz)dE = / cos((€ —1)z) d§ = sinc(z), (A.18)
0 0

und
1 1 1
/ Esinc(éz)dE = —/ (€ —1)sinc((§ —1)z)dE = / (1 =¢)sinc((1 — €)z)d€ = cosc(z) (A.19)
0 0 0
und die Abschidtzungen

|sinc(z)| < 1, | cose(2)| < & les(2)] < 3 VzeR. (A.20)

A.2 Cauchy-Integralformel und Matrixfunktionen

Exponentielle Integratoren zeichnen sich dadurch aus, dass wir die Exponentialfunktion, die im
vorigen Abschnitt definierten ¢ -Funktionen und die damit verwandten trigonometrischen Funk-
tionen auf Operatoren bzw. deren endlichdimensionale Diskretisierungen auswerten, um gewisse
lineare Anteile der zu l6senden Differentialgleichung exakt zu bestimmen. Uber Halbgruppen-
theorie werden wir im Operatorfall herausfinden, was dies zu bedeuten hat. Im Matrix-Fall spre-
chen wir von einer Matrixfunktion. Fiir diesen gibt es eine alternative Definition, die mit dem halb-
gruppentheoretischen Ansatz zusammenfallt. Er basiert auf der Cauchy-Integralformel, welche
wir hier angeben, vgl etwa [1]:

Sei D C C ein Gebiet und ¢ : D — C holomorph. Sei I" eine geschlossene Kurve in D und n(T', 2)
die Windungszahl von I' um z € D. Dann gilt

n(T, 2)p(z) = ! / £ dA VzeD\T. (A.21)
r

21 Jp A—z
Wir benutzen diese Formel, um zu erkldren, was wir unter Anwendung einer Matrixfunktion auf
einen Vektor verstehen wollen, vgl. etwa [15]. Es gilt

o(A)y = — /F (NI —A) vd) = 210 /F SOVR(, A)v dA (A22)

o1 1
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tiir eine positiv orientierte Kurve I', die den Wertebereich der Matrix

F(A) =

{mHAx

sy

v # 0} (A.23)

so umschlie8t, dass n(I", p) = 1 fiir alle p € F(A) ist. Jeder Punkt des Wertebereichs wird also
genau einmal von I umlaufen. Da o(A)!C F(A), trifft T' C p(A)? nirgends einen Eigenwert und
die Resolvente ist fiir alle A € I" definiert.

Falls p(2) = > 15 ;2! analytisch mit Konvergenzradius r ist, kann man alternativ auch

p(A) =) aAl =" X 'D'X = X (D)X (A.24)
>0 1>0

definieren. Wegen ||A!|| < ||A||" fiir eine submultiplikative Matrixnorm konvergiert diese Reihe,
solange |A|| < r in einer beliebigen submultiplikativen Matrixnorm, da im Endlichdimensionalen
alle Normen équivalent sind. Die mittlere Gleichung gilt dabei, falls A = X "'DX eine Zerlegung
der Matrix ist. Die letzte Gleichung gilt nur, solange auch | D|| < r.

A.3 Laplace-Transformation
Die Laplace-Transformation L ist ein linearer Operator, der gegeben ist als

Lom fro Lf] = F = ()\ — /OOO exp(—A2) f(2) dz) , (A.25)

wobei A so gewdhlt sei, dass das Integral existiert. Die Menge aller solcher Punkte A heifst Kon-
vergenzbereich von f bzw. F. Die Inverse £~ ! dazu ist gegeben iiber das so genannte Bromuwich-
Integral als

LYV=Frs Y F=f= <z — / exp(2A)F(\) d)\> (A.26)
2r1 Jr

T

mit einer Kurve I', die eine Parallele zur imaginédren Achse ist und durch den Konvergenzbereich
von f bzw. F verlduft. Fiir die p-Funktionen (A.1) erhalten wir die Darstellung

on(z) = £ [E[exp(z oL [ ((k‘&;” (1) = £ [ﬁ] (1), (A27)

tir z € C, vgl. [64, (3.10),(3.11)], wobei die Faltung in (A.1) durch Laplace-Transformation zu einer
Multiplikation wird. Die Darstellung (A.27) gilt, ohne den Zwischenschritt, auch fiir die Exponen-
tialfunktion ¢y. Wir konnen das Argument skalieren, indem wir eine einfache Umskalierung der

o(A) = {X € C| AId —A ist nicht Invertierbar } bezeichnet das Spektrum von A

1
2p(A) = C\ o(A) bezeichnet die Resolventenmenge von A
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Kurve vornehmen, und erhalten

} t). (A.28)

A4 Allgemeine Rechenregeln

Zum Abschluss tragen wir einige einfache Rechenregeln zusammen. Fiir F' € C?(R3, R?) gilt

—

V.V xF=0 (A.29)
Fiir F = E x Egilt
V.F=(VxB,E)-(VxE,B). (A.30)
Fiir ¥ € CY(R? R) und V € C?(R? R?) erhalten wir dann

V- (IVxV)=(VEVXV)+T(V-VxV)=(VIVxV). (A.31)
=0

Partielle Summation

n—1 n—1

D frer =g =Y filgi1 = 90) + fagn1 — fog-1. (A.32)
1=0

=0
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