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In den Hauptkapiteln 3 und 4 der vorliegenden Arbeit werden vornehmlich Ergeb-
nisse dargestellt, Gber die, wenigstens in ihren Grundzlgen, durch die oben genannten
Veroffentlichungen (Kapitel 3 in [27] und Kapitel 4 in [28]) bereits Mitteilung gemacht
wurde. Keinen Niederschlag dabei fanden jedoch jene Teile der genannten Arbeiten, zu
denen ein direkter Beitrag meinerseits nicht vorliegt; so ist insbesondere Section V in
[28] meinen geschatzten Kollegen, den Drs. Zazunov et Kundu zuzurechnen und nicht
meiner Feder, ahnlich wie die Berechnung der Energiedispersion fiir die Randzustande
(siehe Fig. 3 in [27]) nicht von mir stammt, sondern von Dr. de Martino.

Hingegen erfuhr die Darstellung jener Passagen, an denen ich durch Aufstellung des
Modells und dessen mathematische Ausrechnung meinen wenn auch bescheidenen
Beitrag beizusteuern in der Lage war, noch eine gewisse Erweiterung: Es handelt sich
dabei einerseits um Einzelheiten, die, obgleich sie zum Zeitpunkt der Veroffentlichung
bereits vorlagen [Abschnitt 3.6.2 oder Beispiel 1) in 4.2 bzw. 4.3], dort aus Platzgrinden
keine Berucksichtigung mehr finden konnten; andererseits wurden hingegen die
Abschnitte 3.3.2 in Verbindung mit 3.4.1 und 3.4.2 sowie 3.7 in Kapitel 3, desweiteren in
Kapitel 4 der Abschnitt 4.6 und der grofdte Teil (zweites und letztes Drittel) von 4.7 neu
erstellt.
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Abstract

Subsequent to an introduction (in Chapter 1) and presentation of the basic
facts (in Chapter 2), this work — besides conclusion and appendix (Chapters 5 resp.
6) consists of two major parts dealing with the magnetoelectronic properties of
graphene, an allotrope of carbon in two dimensions: Whereas the main part (Chap-
ter 3) considers monolayer graphene in the presence of strongly enhanced intrinsic
and Rashba-type spin-orbit-couplings, including, besides real magnetic fields, the
pseudo fields induced by strain, and concentrates on at least piecewise constant
situations, the other, minor, part (Chapter 4) is devoted to magnetic impurities
of low or none at all spatial extent, but disregarding, for simplicity, the spin and
its interactions. For purpose of comparison, here, the two layer graphene is also
considered.

The main findings are as follows: In Chapter 3, the Hamiltonian for the just-
above mentioned situation has been set up, and the resulting fourth order differen-
tial equation could be solved. The energy levels for a homogeneous, i.e. infinitely
extended graphene sheet are given in terms of a fourth order algebraic equation,
and are then compared to various simpler and already known cases, e.g. the Rashba
case and the pure Landau levels. Especially their deviation from the latter ones lifts
their previously prevailing four-fold degeneracy and therefore gives rise for different
transitions — transitions between states belonging to the same Landau level in rat-
her high, but nonetheless experimentally unaccessible fields, as well as transitions
in lower fields (well below one tesla) between states which belong to different Lan-
dau levels — both manifesting themselves, and therefore being measurable, in the
resulting spin alignment. Upon that, a phase transition between two similar, yet
different Quantum-Spin-Hall states (with opposing spin flow at their boundaries) is
predicted for just the point where Zeeman and intrinsic coupling are equally strong.

In addition to that, cases of only piecewise constant situations are considered,
and thereby the distributions of particle density, spin, and current are locally pin-
ned and therefore being made accessible for measurements, e.g. by spin-polarized
scanning tunneling microscopy. Finally, with a multi-region setup, an outlook is
given to some sort of construction kit, which will enable further investigation on
various of these waveguides.

Chapter 4, on the other hand, disregards the spin and its interactions (because
of their very unimportance in that regard) and develops a scattering theory, and
the various cross sections, for scatterers both with and without a net magnetic flux.
In addition, the latter case is then compared to the Schrodinger and the case of
two layer graphene. Whereas both of them, because of their parabolic dispersion,
give the same results for magnetic impurities, as one layer graphene does for the
corresponding electric disturbances, the calculated cross sections for the magne-
tic scatterers, e.g. dipoles, in monolayer graphene are unprecedented. Besides the
dipoles, the homogeneous disc (with a net magnetic flux) should be of practical
importance, too.






Zusammenfassung

Auf eine Einfithrung (Kapitel 1) und die Darstellung der entsprechenden Grund-
lagen (in Kapitel 2) folgend, enthélt diese Arbeit neben Schlussfolgerung und An-
hang (Kapitel 5 bzw. 6) zwei wesentliche Teile, die sich mit den magnetoelek-
tronischen Eigenschaften des Graphen, einer zweidimensionalen Modifikation des
Kohlenstoffs befassen: Wihrend der Hauptteil (Kapitel 3), der sich auf wenigstens
stiickweise konstante Situationen konzentriert, einlagiges Graphen in Gegenwart
stark erhohter Spin-Bahn-Wechselwirkungen (intrinsischer Art und vom Rashba-
Typ) unter Einschluss sowohl echter wie auch pseudomagnetischer Felder unter-
sucht, die von Verzerrungen stammen, ist der zweite, kleinere, Teil (Kapitel 4) ma-
gnetischen Verunreinigungen gewidmet, die von geringer bis gar keiner rdumlichen
Erstreckung sind — der Einfachheit halber ohne Beachtung des Spins und seiner
Wechselwirkungen. Zu Vergleichszwecken wird hier auch das zweilagige Graphen
betrachtet.

Die Hauptergebnisse sind wie folgt: Im Kapitel 3 wurde der Hamilton-Operator
fiir die soeben erwihnte Situation aufgestellt und die sich ergebende Differentialglei-
chung vierter Ordnung gelost. Die Energieniveaus fiir eine homogene, d.h. unendlich
ausgedehnte Graphenschicht werden in Form einer algebraischen Gleichung vierter
Ordnung angegeben und mit diversen einfacheren sowie bereits bekannten Fillen
verglichen, bspw. dem Rashba-Fall und den reinen Landau-Niveaus. Insbesondere
ihre Abweichung von den Letzteren hebt die zuvor herrschende, vierfache Entar-
tung auf und bietet somit Anlass fiir verschiedene Ubergiinge — sowohl Ubergiinge
zwischen Zustdnden, die demselben Landau-Niveau angehoren, in recht hohen, je-
doch keineswegs experimentell unzuginglichen Feldstiirken als auch Uberginge in
niedrigeren Feldern (deutlich unterhalb von 1 Tesla) zwischen Zustanden zu unter-
schiedlichen Niveaus welche sich beide in der Spinausrichtung zeigen und dadurch
messbar werden. Dariiberhinaus wird ein Phaseniibergang zwischen zwei einander
dhnelnden und doch verschiedenen Quanten-Spin-Hall-Zustinden vorausgesagt (mit
entgegengesetztem Spinfluss an den Probenréndern) gerade fiir jenen Punkt, an dem
die intrinsische und die Zeeman-Koppelung von gleicher Stirke sind.

Zusétzlich wurden Félle mit nur stiickweise konstanten Gegebenheiten erfasst,
wodurch die Verteilungen von Teilchendichte, -spin und -strom rdumlich festgelegt
und damit einer Messung etwa mittels spinpolarisierter Rastertunnelmikroskopie
zuginglich gemacht werden. Abschliefsend wird iiber ein Szenario mit sehr vielen
Bereichen ein Ausblick auf eine Art Baukasten dargetan, der eine weitere Untersu-
chung verschiedener dieser Wellenleiter mdéglich machen wird.

Kapitel 4 dagegen vernachldssigt den Spin und seine Wechselwirkungen (die
in dieser Hinsicht génzlich unerheblich sind) und entwickelt eine Streutheorie ein-
schlieflich der verschiedenen Streuquerschnitte fiir Streuer sowohl mit wie ohne
magnetischen Nettofluss. Zusétzlich wird der letztgenannte Fall dann mit dem zwei-
lagigen Graphen und dem Schrodinger-Fall verglichen. Wéhrend beide, ihrer qua-
dratischen Dispersion wegen, fiir magnetische Verunreinigungen dieselben Resultate
zeitigen wie das einlagige Graphen den entsprechenden elektrischen Storstellen ge-
geniiber, besitzen die berechneten Querschnitte fiir magnetische Streuzentren, etwa
Dipole, im Letztgenannten keine Prédzedenz. Neben den Dipolen sollte auch die
homogen magnetisierte Scheibe (mit Nettofluss) von praktischer Bedeutung sein.
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KAPITEL 1

Einfiihrung

Im Jahre 2004 [1] erfolgte die ebenso unverhoffte wie andererseits vielleicht
auch langst iiberfillige Entdeckung — oder besser gesagt: Isolation — von Graphen,
einatomarer Schichten des Kohlenstoffs in einem hexagonalen Gitter. Denn wihrend
auf der einen Seite theoretische Uberlegungen [2, 3| gegen deren freie Existenz zu
sprechen schienen, wurden sie doch seit der Mitte des 20. Jahrhunderts (beginnend
mit [4]) ausgiebig von verschiedenen Theoretikern genutzt, um beispielsweise und
insbesondere die Bandstruktur des Graphits zu ergriinden, der sich aus derartigen
Schichten zusammensetzt.

Im Folgejahr, also schon 2005, gelang es zwei getrennt voneinander arbeitenden
Gruppen ([5] und [6]), an einzelnen dieser Schichten [ILG = einlagiges Graphen)]
einen besonderen (halbzahligen) Quanten-Hall-Effekt (QHE) nachzuweisen, worauf
alsbald der Boom in der Graphenforschung begann.

Auch rund ein Jahrzehnt nach seiner Entdeckung ist die Faszination, die von
diesem Material ausgeht, nach wie vor ungebrochen. Diese zeigte sich (auch fiir die
Offentlichkeit) an der recht bald darauf erfolgten Verleihung des Nobelpreises an
Andre Geim und Konstantin Novoselov im Jahre 2010 und ist, so darf man fiiglich
vermuten, bedingt durch das Zusammentreten einer Fiille [7] theoretischer Aspekte,
die nur dem Graphen zueigen sind, mit einer ebensolchen Mannigfaltigkeit hier zu
erwartender Anwendungsmoglichkeiten, wobei diese einander nicht blof ergénzen,
sondern teilweise auch wechselseitig bedingen. Anlésslich eines Vortrags [8] zdhlen
die beiden Preistriiger aus der Uberfiille seiner besonderen Eigenschaften neben
einigen anderen und in umgekehrter Anordnung — die folgenden auf, bei denen das
Graphen der eindeutige Rekordhalter ist, doch will ich mich dabei auf diejenigen
Merkmale beschrénken, die mit dem Thema dieser Arbeit in einem gewissen, noch
erkennbaren Zusammenhange stehen. Graphen besitzt

(1) die léngste mittlere freie Weglinge im Bereich von Mikrometern,

(2) in den praktisch masselosen Dirac-Weyl-Quasi-Teilchen die leichtesten iiber-
haupt moglichen Ladungstriger,

(3) eine minimale elektrische Leitfdhigkeit sogar noch bei deren nomineller
Abwesenheit,

(4) die hochste intrinsische Tragerbeweglichkeit (etwa 100 mal héher als in
Silizium),

(5) die hochste Stromdichte bei Zimmertemperatur (etwa um den gleichen
Faktor grofer als bei Kupfer) und

(6) eine Warmeleitfahigkeit, die sogar die des Diamanten iibertrifft, sowie

(7) die fiir einen Kristall stiarkste Dehnungsfiahigkeit von bis zu 20 % im elas-
tischen Bereich.
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All diese Charakteristika priadestinieren das Graphen geradewegs dazu, Ausgangs-
punkt und Basismaterial einer neuen Halbleiterelektronik zu werden, da langfristig
fortgesetzte Miniaturisierungstendenzen [9] die klassischen dreidimensionalen (3D)
Materialien wie Silizium und Galliumarsenid notgedrungen bereits in absehbarer
Zeit an ihre Grenzen werden stofen lassen. Fiir das Graphen sprechen neben all
den oben aufgefiihrten Punkten, die es im Hinblick auf Leistungsbedarf, Kiihlung
und Verarbeitungsgeschwindigkeit optimal erscheinen lassen, auch noch seine denk-
bar geringsten Abmessungen, handelt es sich doch um einatomare, also lediglich
zweidimensionale (2D) Schichten, bestehend aus den (eventuell neben Bornitrid
BN) kleinstmdglichen Atomen, die dafiir iiberhaupt in Frage kommen. Der ihm
fehlenden Energieliicke wegen scheint aber dem Graphen der direkte Weg dort-
hin versperrt zu sein, bleibt ihm doch, da auch elektrostatische Barrieren durch das
Klein-Tunneln [10, 11, 12] wirkungsvoll vereitelt werden, zunéchst die Moglichkeit
versagt, den Stromfluss vom FElement her zu unterbrechen. Mehrere Aus-, vielleicht
auch Umwege bieten sich an, werden diskutiert und ausgiebig untersucht:

(1) Durch das Zurechtschneiden zu einem Streifen, einem sogenannten ,na-
noribbon“, tut sich, den Grundprinzipien der Quantenmechanik geméf,
eine zu seiner Breite naherungsweise umgekehrt proportionale [13] Ener-
gieliicke auf.

(2) Durch die gegenseitige Wechselwirkung der Schichten untereinander kommt
es in mehrlagigem, insbesondere bereits in zweilagigem Graphen (2LG) 7zu
einem ganz geringfiigigen Bandiiberlapp [14]. Dieser kann aber durch ein
von aufsen angelegtes elektrisches Feld, welches auf die einzelnen Schichten
unterschiedlich durchgreift und damit deren Symmetrie bricht, nicht blofs
aufgehoben, sondern in eine sogar steuerbare Liicke umgewandelt werden
[15, 16, 17].

(3) Auch durch Adsorbate, insbesondere schwere Adatome, die jedoch im
Gegensatz 7zu einer zweiten (durchgingigen) Graphenschicht lediglich Be-
deckungsgrade im Prozentbereich bedeuten und aufserdem noch lokale
Differenzierungen vorzunehmen gestatten, wird {iber die mit ihnen ein-
hergehenden und unter Umsténden drastisch verstirkten [18] Spin-Bahn-
Kopplungen (deren es zwei verschiedene gibt) ebenfalls eine Energieliicke
eroffnet.

(4) Im Gegensatz zu elektrostatischen Potentialen erlauben Magnetfelder [19]
einen wirksamen Einschluss der Ladungstréger im Graphen bzw. einem
definiert begrenzten Teilbereich desselben.

Ob und, wenn ja, welcher dieser Ansétze sich als ein technisch gangbarer und dann
auch 6konomisch sinnvoller Weg beschreiten ldsst, oder ob es sich dagegen als not-
wendig erweisen wird, vom chemisch unverdnderten Graphen als Grundmaterial
abzugehen [20, 21] und weitere Elemente in dasselbe einzubauen, ist beim gegen-
wartigen Stande des Forschungsgebietes noch iiberhaupt nicht abzusehen. Erst die
Zukunft wird ermoglichen, die jeweiligen Vor- und Nachteile zu erkennen, um auf
dieser Grundlage dann eine gezielte Entscheidung herbeifiihren zu kénnen.

Es mag nun einer personlichen Préferenz geschuldet sein, wenn mir unter Ver-
meidung sowohl der Zerstiickelung der Schicht als auch des Aufeinandertiirmens
zweier (oder gar mehrerer) solcher Schichten — denn Letzteres opfert viele ihrer
anderen schonen Eigenschaften, und vom Graphen bleibt nur Wenig mehr als blof
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dessen Chiralitét erhalten — ein Vorgehen ndher am Fundament des urspriinglich-
einlagigen Graphen erscheint, das sich auf die beiden letztgenannten Punkte der
obigen Liste stiitzt und sie gegebenenfalls sogar sinnreich miteinander kombiniert.

Auch dass es, wie gesagt, noch vollig unklar ist, ob dies der Weg der Zukunft
sein wird, ist hier zunichst von minderer Bedeutung, tut es doch der intellektuellen
Faszination und Herausforderung, die von dieser Thematik fiir den rein forschen-
den Wissenschaftler ausgeht, keinen Abbruch, da es trotzdem [oder auch gerade
deswegen| von einem schier intellektuellen Standpunkt aus wissenswert erscheint,
die aufgefithrten Effekte in Kombination und darum ihrer Wechselbeziehung zuein-
ander in Aktion zu sehen und zu untersuchen. Auch vom Aspekt der theoretischen
Grundlagen her ist sie interessant, und zwar insofern, als die diesbeziiglichen Glei-
chungen nichtlinear sind und ihre Kombination demzufolge nicht-trivial. Explizit
gesagt handelt es sich dabei um die beiden Formen der Spin-Bahn-Wechselwirkung,
namlich die intrinsische und die Rashba-Kopplung (siehe dazu Abschnitt 2.5), sowie
ein von aufien anzulegendes Magnetfeld.

Neben der selbstversténdlich vorliegenden Untersuchung all dieser Effekte im
Einzelnen wurden zuweilen auch deren zwei in Kombination betrachtet, so bei-
spielsweise das Zusammenwirken beider Spin-Bahn-Kopplungen in [22] und [23],
jedoch ohne ein (die Transmission behinderndes) Magnetfeld. Andererseits wurde,
so in [24] und [25], beim Vorliegen magnetischer Felder zwar die Rashba-Kopplung
(aber eben nur diese und nicht auch gleichermaften die intrinsische) mit in Rechnung
gestellt.

Die Kombination aller drei Effekte sowie mechanischer Verzerrungen, die ein
(pseudo)magnetisches Feld zu imitieren in der Lage sind, wird der Inhalt des Ka-
pitels 3 sein.

Wie sich, als diese Arbeit begonnen wurde, herausstellte, gab es, was die Streu-
ung an magnetischen Storstellen anbelangt, keine vergleichbare mir bekannte Ar-
beit, wie sie etwa Novikov beispielgebend mit [26] fiir das analoge Problem der
elektrischen Storstellen im Graphen geleistet hat. Auch diese Unterlassung soll hier
nachgeholt werden und bildet den Inhalt des Kapitels 4.

Die hier dargestellten Ergebnisse wurden bereits in verknappter Form und ih-
rem Wesen nach, wenngleich auch nicht in allen Grundaussagen, in den Verdffent-
lichungen [27] und [28] mitgeteilt. Die vorliegende Arbeit selbst gliedert sich wie
folgt:

Nach einer Einfiihrung in die dazu notwendigen Grundlagen (Kapitel 2) stellen
die beiden dann folgenden Hauptkapitel (Kapitel 3 und 4) die neu hinzugewonnenen
Erkenntnisse dar. Kapitel 5 bietet eine nicht nur riickblickende Zusammenfassung.
Einige mathematische Einzelheiten wurden der leichteren Lesbarkeit halber in einen
Anhang ausgelagert.






KAPITEL 2

Graphen — die Grundlagen

2.1. Allgemeines und Kristallstruktur

Kohlenstoff (C), das leichteste Element der vierten Hauptgruppe, ist als solches
natiirlich vierwertig — und doch ist diese Aussage in Wahrheit weitaus weniger trivi-
al, als sie auf den ersten Blick erscheinen mag. Bezeichnet man mit hochgestellten
Ziffern die Besetzung der in der iiblichen Nomenklatur (n und [ als Haupt- und
Nebenquantenzahl, letztere durch die Buchstaben s, p, d, f, etc. fiir [ = 0, 1, 2, 3,
... kodiert) angegebenen Atomorbitale, so gilt nimlich fiir die Elektronenstruktur
des Kohlenstoffs, wenn dieser sich im Grundzustand befindet: 1s22s22p2. Somit ist
das 2s-Niveau ebenso vollstindig gefiillt (,abgeséttigt) wie das 1s-Niveau, und es
koénnten sich — den beiden p-Zustédnden entsprechend — nur zwei Bindungen ausbil-
den. Um aber das Vorliegen solcher Verbindungen wie Methan (CH,) u.a. erklarbar
werden zu lassen, ist der folgende Mechanismus heranzuziehen:

Eines der beiden 2s-Elektronen geht in das 2p-Niveau iiber, sodass Letzteres mit
drei Elektronen genau halb gefiillt ist und geméfs der Hundschen Regel die Zustéinde
P> Py und p, in je einfacher Besetzung enthilt. Die dazu notwendige, nicht allzu
hohe Promotionsenergie — im H-Atom sind die 2s- und 2p-Zusténde energetisch
entartet — wird letzten Endes durch die zusétzlichen Bindungen wieder hereingeholt
(denn nicht alle Atome bilden ihre Bindungen zur gleichen Zeit aus). Allerdings
muss zuvor noch eine Vermischung (,Hybridisierung®) des einen s- und der drei p-
Orbitale zu vier so genannten sp3-Hybridorbitalen stattgefunden haben, andernfalls
die Tatsache unerklérlich bliebe, dass beim Methan alle vier Bindungen vollkommen
gleichartig sind. Diese weisen in die Ecken eines reguléren Tetraeders, schlieflen
somit Winkel von jeweils arccos (—1/3) = 109°28’ ein und ermdglichen folglich auch
eine rdumliche Vernetzung der Kohlenstoffatome untereinander. Wendet man dieses
Konzept der sp3-Hybridisierung auf den Kohlenstoff als Element an, so gelangt
man zur Diamantstruktur. Da dessen Bindungen nur sehr schwer aufzubrechen
sind, handelt es sich beim Diamanten nicht bloff um eine der hirtesten Substanzen
iiberhaupt, sondern auch um einen dufserst guten Isolator.

Wenn an der Hybridisierung, was durchaus vorkommt, neben dem s-Elektron
nur eines oder auch zwei der vorhandenen drei p-Elektronen beteiligt sind, spricht
man entsprechend von sp- bzw. sp2-Hybridisierung, und die restlichen p-Elektronen
bilden ihre Bindungen aus diesen, noch unverinderten Zustéinden hervorgehend aus,
und zwar je nach den gegebenen Moglichkeiten zu anderen Atomen (oft Wasserstoff)
als auch zu den bereits miteinander verkniipften C-Atomen. Im letzteren Falle ent-
stehen also Mehrfachbindungen, und man unterscheidet dabei — analog zur Nomen-
klatur der Atomorbitale — zwischen den aus den p-Zustinden durch Uberlappung
und Delokalisierung hervorgehenden n-Orbitalen einerseits und dem Grundgeriist

11
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der o-Orbitale andererseits, das aus den sp-, sp2- respektive sp3-Hybridzustinden
entstanden ist.

So kommt es bei der sp-Hybridisierung als dem sozusagen anderen Extrem
beim Azetylen-Molekiil (Ethin) zu einer Dreifachbindung. Da auf diese Art jedoch
lediglich gewissermafien eindimensionale Gebilde (Kettenmolekiile) hervorgebracht
werden konnen, sei dies lediglich der Vollsténdigkeit halber erwdhnt und hier nicht
weiter ausgefiihrt.

Von ungleich grofierer Relevanz hingegen ist im vorliegenden Zusammenhange
die sp2-Hybridisierung, bei der das Grundgeriist der o-Bindungen in einer Ebene
liegt, so dass der Bindungswinkel exakt 120° betrigt und sich ein hexagonales Git-
ter auszubilden vermag. Beim Kohlenstoff ist dieses Honigwabengitter in zweierlei
Form verwirklicht, und zwar einmal als Einzelschicht, wenn die senkrecht zur Gitter-
ebene ausgerichteten p,-Orbitale mangels anderer Bindungspartner miteinander zu
iiberlappen gendtigt sind, wodurch diese letztlich eine Delokalisierung iiber das ge-
samte Gitter erfahren. Dies stellt das inzwischen recht berithmt gewordene Graphen
dar, welches seinerseits — in verschiedener Weise iibereinandergestapelt — dann ein
klassisches Material aufbaut, namlich das Mineral Graphit. Hierbei bleiben, da zwi-
schen den Schichten lediglich die vergleichsweise schwachen van-der-Waals-Krifte
zur Wirkung gelangen, sowohl der Charakter der Schichten als auch die in ihnen
herrschenden Bindungsverhéltnisse im Wesentlichen erhalten.

Desweiteren denkbar ist noch die Mdglichkeit, dass die p,-Orbitale, anstatt
sich gegenseitig zu iiberlappen, eine Bindung mit anderen, vorzugsweise einwerti-
gen Atomen eingingen. Dieser Fall wird jedoch, soweit mir bekannt, nicht reali-
siert, und zwar deshalb nicht, weil dann wieder vier, wenn auch unterschiedliche
Bindungspartner vorligen, sodass die sp3-Hybridisierung die energetisch giinstigere
Alternative darstellt. Deren stark unsymmetrische Orbitale erlauben némlich einen
riumlich gréferen Uberlapp als die andernfalls noch verbleibenden p _-Orbitale, die
dazu nur mit jeweils ihrer Hélfte beizusteuern in der Lage wéren. Die zuvor ebene
Anordnung der Kohlenstoff-Kohlenstoff-Bindungen wird dadurch selbstredend ver-
eitelt, und bei der vollstindig mit Wasserstoff abgeséttigten Variante des Graphen,
dem, wie es scheint, tatséchlich existenten (siehe [20]) Graphan, liegt demgemafs
eine gewinkelte Struktur vor. In [21] werden dafiir zwei alternative Mdglichkeiten
genannt; [29] gibt neben weiteren fiir die wahrscheinlichste unter ihnen einen Win-
kel von 107°20’ zwischen der C-H- und den C-C-Bindungen an.

Beim oben bereits erwihnten Graphen, auf das im Folgenden fokussiert werden

é
soll, betrigt der Abstand benachbarter Kohlenstoffatome a = ‘5]- ’ = 142 pm, sodass

sich seine Gitterkonstante (siche Abb. 2.1) auf d = |a; 3| = v/3a = 246 pm beliuft.
Einen Anhaltspunkt fiir die Dicke des Graphen liefert der Abstand der Schichten im
Graphit von ¢ = 335 pm, wobei der angegeben Wert, in zweierlei Hinsicht mit Vor-
sicht zu geniefsen ist: Erstens kann eine gegenseitige Beeinflussung der Schichten,
beispielsweise eine Kontraktion, keineswegs ausgeschlossen werden, und zweitens
beinhaltet eine derartige Angabe eine grundsétzliche Problematik insofern, als die
Schichtdicke durch die Ausdehnung der Atomorbitale gegeben ist, welche bekannt-
lich keinen scharfen Rand aufweisen (die um fast fiinf Grofenordnungen kleineren
Kernradien sind demgegeniiber vollig zu vernachléssigen).
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ABBILDUNG 2.1. Direktes und reziprokes Gitter des Graphen: a)
Hexagonales Honigwabengitter aus Kohlenstoffatomen. §; mit j =
1, 2, 3 bezeichnet die zu den néchsten Nachbarn weisenden Vekto-
ren, @i und @b hingegen die Basisvektoren des Gitters. Man beachte
die durch farbliche Kennzeichnung hervorgehobenen beiden Unter-
gitter der A- und B-Atome. b) Ebenfalls hexagonale Brillouin-Zone
mit den Basisvektoren des reziproken Gitters b_1> = ?,)—Z . (1,\/3)

und b2 = 2—” (1 —\/§) Die Dirac-Punkte liegen auf den Ecken
des Sechsecks Auch hier gibt es zwei nichtiquivalente Punkte,
namlich K und K’. Die restlichen Eckpunkte (Rotation um je-
weils £120°) ergeben sich durch die angrenzenden Zonen und kén-
nen durch (Linearkombinationen aus) b_1> und b_2> erreicht werden.
Entnommen aus [7].

2.2. Dispersionsrelation und Hamilton-Operator

Da das Geriist der o-Elektronen im Graphen sehr stark ist in [30] wird ein
Elastizitdtsmodul von 1 TPa angegeben —, sind diese fiir die elektronischen Eigen-
schaften von geringerer Bedeutung als die noch verbleibenden p ,-Elektronen. Diese
untersuchte Philip Russell Wallace in seiner klassischen Arbeit [4] aus dem Jah-
re 1947, ausgehend von ihrer festen Bindung an das jeweilige C-Atom. Unter der
bei diesem als Tight-Binding-Methode bezeichneten Verfahren iiblichen Vernachlés-
sigung simtlicher Uberlappungsintegrale sowie bei Beriicksichtigung der Wechsel-
wirkungsenergien lediglich zwischen néchsten (¢) und iibernichsten Nachbarn ()
kommt er dabei zu folgendem Ergebnis fiir die Dispersionsrelation der n-Elektronen
in einer einzelnen Schicht:

(2.1) Ei 4t /34 f ?

mit

(2.2) 7 () =2cos (VBhya) +4cos (;\/gk‘ya> cos (3@)
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(die Schreibweise wurde geringfiigig angepasst und der Nullpunkt der Energiezih-
lung in das Fermi-Niveau gelegt). Zu dieser Beziehung gelangt man, wenn man die
Eigenwerte des Hamilton-Operators bestimmt, der, nach entsprechender Fourier-
transformation in den Wellenzahlvektorraum und bezogen auf die Atomzustéinde
der Gitterpldtze A und B als Basis, wie folgt lautet:

hit hio
2.3 H =
(23) ( ha1  has >

Hierin sind die Nebendiagonalelemente
(2.4)

3 .
his = h3, = —j;t-exp (—1?5_;) = —t [exp (ikya) + 2 exp (—;kl.a> - COoS (?kwt)]

den Wechselwirkungen benachbarter Atome zugeordnet, die durch die Vektoren

(2.5) s = %~(1,i\/§)

%
(2.6) sowie 3 = —a-(1,0)
erreicht werden, und beschreiben einen Ubergang von A nach B oder umgekehrt;

%
es gilt |hio| =t (/3 + f <k ) Die Hauptdiagonalelemente

6 3
(2.7)  hi1 = hoo = th/ - exp <71?@) =—t. 22 cos (?@) =—t.f (?)
j=1

Jj=1
hingegen beziehen sich auf einen Wechsel des Elektrons von einem Atom zu einem
seiner 7iberndchsten Nachbarn, erreichbar durch einen der folgenden sechs Vektoren

(2.8) s = ba-by = (3,4V5)

(2.9) @ = 0 — 0 = —/3a-(0,1)
(210) a4,576 = —a1,2’3

und beschreiben folglich Uberginge innerhalb ein- und desselben Gitters.
Die Formeln (2.1) und (2.2) geben also die Energie der Elektronen F in Abhén-

gigkeit von ihrem 2D-Wellenzahlvektor k = (k,, k,) an, und zwar gilt das untere
Vorzeichen fiir die Elektronen des Valenzbandes, das obere dagegen fiir die Elektro-
nen im Leitungsband (ihrer hoheren Energie wegen werden letztere zuweilen auch
als n*-Elektronen bezeichnet). Bei undotiertem Graphen treffen sich beide Binder

bei £ = 0 in den Dirac-Punkten K = 27 . (1, 1) und K/ = 27 . (1,=L). N
el = 0 in den Dirac-Punkten =5 73 un =5 ' 5) ur
diese beiden sind zueinander nicht dquivalent, wihrend alle anderen durch reziproke

Gittervektoren erreichbar sind. Demzufolge wiére

(2.11) K—-R="" 01
3v/3a
eine gleichwertige (alternative) Auswahl.

Da das p,-Orbital mit nur einem Elektron lediglich halb gefiillt ist, gilt Entspre-
chendes auch fiir die aus ihm hervorgehenden beiden n-Bénder, was wegen deren
Symmetrie dazu fiihrt, dass das untere (Valenz-)Band vollstandig gefiillt ist, wéh-
rend das obere (Leitungs-)Band vollkommen leer bleibt. Somit ist (undotiertes)



2.2. DISPERSIONSRELATION UND HAMILTON-OPERATOR 15

Graphen ein Halbleiter ohne Energieliicke, bei welchem die Anregungen mit — auch
infinitesimal — kleiner Energie in der Ndhe der erwidhnten K-Punkte liegen. Folglich
bietet sich eine Entwicklung der Energiedispersion (2.1) in deren Nihe, also nach

(2.12) K=K+7

bzw.

(2.13) F=K -7
mit

(2.14) 71 <|R| = ’;?

an. Das Ergebnis (bis zur zweiten Ordnung einschliefilich) lautet

(2.15) By (q) =3t hvop - || — g (6t' £t -sin (364)) o - | 7|
mit dem Winkel

(2.16) 4 = arctan Iy

qz
der Bewegung im Impulsraum und der Fermi-Geschwindigkeit

3ta 1

2.17 =~ .
(217) YT 9n T s00 ¢
(h ist das durch 2n dividierte Planck’sche Wirkungsquantum und ¢ die Lichtge-
schwindigkeit).

In erster Nidherung ergibt sich also eine lineare Energiebeziehung

(2.18) Ey (q) = thvp - 4],

an der auch das Hinzutreten der sechs iibernéchsten Nachbarn mit ihrer jeweiligen
Wechselwirkungsenergie ¢’ nichts Wesentliches mehr zu dndern vermag, da lediglich
der beliebig wihlbare Energienullpunkt (das Fermi-Niveau) um den Wert 3t ver-
schoben wird. Auch die Einbeziehung weiterer Nachbaratome, so kann fiiglich ange-
nommen werden, mit ihren nochmals schwiicheren Wechselwirkungen wird an (2.18)
endlich keine Anderung zustandebringen. In diesem Bereich hiingt also das Ergeb-
nis der Bandstrukturberechnung weniger von der Anzahl einbezogener Parameter
ab, ebensowenig wie vom aufgebotenen Grade an Genauigkeit — ja, wahrscheinlich
nicht einmal von der Methode selbst  als vielmehr allein von der (hier gewisser-
mafen vorgegebenen) Geometrie des hexagonalen Gitters, und somit letztlich von
der Fihigkeit des Kohlenstoffs zu einer sp2-Hybrisierung.

Folglich kann, zumal alle ausgefiihrten Experimente damit in Einklang stehen,
konstatiert werden, dass die lineare Beziehung (2.18) im Bereiche kleiner Energien,
denn die Bedingung (2.14) ist dquivalent zu

(2.19) |EB| < t,

den tatséchlichen Sachverhalt korrekt wiedergibt. Erst bei hdheren Energien bzw.
Quasiimpulsen ¢ geht, da der dritte (vorletzte) Term in (2.15) stets negativ ist,
durch Wechselwirkung mit den {ibernéchsten Nachbaratomen in zweiter Ordnung
die Symmetrie beziiglich +F verloren. Zugleich beginnt auch die Isotropie zu ver-
schwinden, denn mit dem vierten Term, also bedingt durch die direkten Nachbarn,
tritt auch eine Abhéngigkeit von der Richtung (2.16) auf, welche als ,trigonales
Warping* bezeichnet wird. Da der Energieparameter ¢ in (2.19) mit rund 3 eV [31]
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sehr grof ist — dieser Umstand ermdglicht unter anderem die Messung des Quanten-
Hall-Effektes bei Raumtemperatur [32] —, konnen, falls entsprechend hohe Energien
nicht zur Verfiigung stehen, die zuletzt angesprochenen Effekte aus der Betrachtung
ausgenommen werden, sodass die lineare bzw. linearisierte Dispersionsbeziehung
(2.18) fiir das Folgende vollauf geniigt.

Damit werden die Elektronen im Graphen zu masselosen Quasiteilchen, wel-
che einem linearen Energie-Impuls-Zusammenhange folgen, wie er von ultrarela-
tivistischen Partikeln, beispielsweise den Photonen E(?) =c- |?| her geldufig
ist — nur dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit entsprechend (2.17) deutlich her-
unterskaliert worden ist. Ein solches Verhalten der Teilchen (und bei negativem
Energie-Vorzeichen auch der Antiteilchen, also der Lochzustiande im Valenzband)
wird, wenn ihr Spin %h betrigt, in der relativistischen Quantenmechanik durch die
Dirac-Gleichung beschrieben. Der zugehtrige Hamilton-Operator lautet fiir ein frei-
es Teilchen der Masse m mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ und dem Impulsoperator
7 = —ihV in der Schrédinger-Form

(2.20) HP =ca -7 + 8- me?
und wirkt auf eine grundsitzlich vierkomponentige Wellenfunktion. W&hlt man

die Dirac-Matrizen beispielsweise in Standarddarstellung aq = < % 0 ) und

I 0
=0 -1
sammengefassten Pauli-Matrizen bezeichnet, so ergibt sich, dass fiir den Fall m =0
die beiden unteren Komponenten der Wellenfunktion als identisch mit den beiden
oberen gewihlt werden kénnen und es somit letztlich nur einer lediglich zweikom-
ponentigen Wellenfunktion bedarf. Diese beiden Komponenten beziehen sich aller-
dings im Falle des Graphen nicht, wie sonst iiblich, auf den (physikalischen) Spin des
Teilchens als seine beiden Zustandsmdglichkeiten, sondern vielmehr auf die beiden
Untergitter der nichtiquivalenten [sieche Abb. 2.1a] Atome A und B, denen es im
urspriinglichen Orbitale zuzuordnen war. Da der reale Spin des Elektrons bzw. des
aus ihm hervorgehenden Quasiteilchens — er kommt erst spéter auf mehr indirekte
Art wieder ins Spiel  von wesentlich geringerer Relevanz ist als diese Zuordnung
zu den Untergittern, fithrt man analog zur Kernphysik das Konzept des Pseudo-
spins zur Unterscheidung der Untergitter A und B ein. Von nun an bezeichne o
stets den Pseudospin, und mit der herunterskalierten Geschwindigkeit (2.17) lautet
der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen in der Nihe des K-Punktes — wegen seiner
Masselosigkeit wird es auch als Dirac-Weyl-Teilchen bezeichnet mithin

(2.21) HE =vp@ - = —ihopd -V = —ihwg (0,0, + 0,0,) .

(Bei einer Beschrankung auf die Ebene des Graphen entfillt natiirlich die z-Kom-
ponente des Impulsoperators und damit auch die zugehorige Spinmatrix.)

, wobei I die 2D-Einheitsmatrix und & die formal als Vektor zu-

Der Hamilton-Operator (2.21) bezieht sich, das deutet der obere Index an, nur
auf den einen der beiden K-Punkte. Was kann iiber den anderen Punkt, also K’,
ausgesagt werden? Da die linearisierte Energiedispersion (2.18) nur vom Betrage
des Wellenzahlvektors 7 abhéngt, erscheint die Wahl des mit ihm verbundenen
Vorzeichens in (2.13) zunichst miifig, wenn auch im Sinne einer Definition statt-
haft. Unter Zugrundelegung der K-Punkte in der alternativen Darstellung (2.11)
erkennt man aber bei Betrachtung der aus lauter Kosinus-Termen bestehenden und
daher geraden Funktion (2.2), dass die Wahl der Vorzeichen in (2.12) und (2.13)
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gegensitzlich zu treffen ist, damit 7 als Abweichung sowohl von K als auch von
K’ in beiden Fillen zum selben Ergebnis fithrt und damit den gleichen Sachverhalt
beschreibt. Die Tatsache, dass 7 einen Vorzeichenwechsel erleidet, wenn man von
K nach K’ geht, bedeutet mithin, dass beide durch eine Inversion verbunden sind:
Jedoch handelt es sich, da in diesem Falle auch die Untergitter A und B gegeneinan-
der vertauscht wiirden, um keine Raumspiegelung, sondern um eine Umkehrung der
Zeit, die in den K’-Punkten sozusagen riickwérts lauft. Bekanntlich wird die Zeit-
umkehr durch eine komplexe Konjugation bewerkstelligt; da o, reell, o, hingegen
rein imagindr ist, ergibt sich fiir K’

(2.22) HE = +ihwp (0,0, — 0,0,) .

Bei niedrigen Energien kann man beide K-Punkte und die sie umschliefsenden
Dirac-Kegel — diese ergeben sich anschaulich, wenn man die Dispersion (2.18) mit
der Energie als dritter Achse iiber ¢ aus (2.12) bzw. (2.13) auftriigt — getrennt be-
trachten, denn obwohl beide zur selben Energie E = 0 gehoren, sind sie doch durch
eine betréachtliche Barriere (der Grofenordnung t) getrennt. Eine Streuung von K
nach K’ (oder umgekehrt) findet somit mangels ausreichender Energie im Allge-
meinen nicht statt. Um diese Sichtweise mit Bezug auf die beiden K-Punkte, die ja
im reziproken Raume definiert sind, zu ergénzen, sei gesagt, dass im Vergleich zur
Gitterkonstanten hinreichend glatte Potentiale in der Fourier-Transformierten kei-
ne Komponenten bei geniigend grofsen Wellenzahlvektoren besitzen, um eine solche
Streuung zu ermoglichen. Als Bedingung mag

(2.23) A >y >a

angegeben werden, wobei die Linge, auf der das Potential sich dndert, wie folgt

definiert sei: [y := ‘VVV(Q)

(die spater der rechnerischen Vereinfachung halber

oft angenommenen Rechteckpotentiale lassen sich in dieser Form nicht wirklich
realisieren). A\p = 3—’; bezeichnet die Fermiwellenléinge. Diese ist um so grofer,
je kleiner der Fermi-Wellenzahlvektor g, also je geringer die Abweichung vom
Neutralitdtspunkt ist, denn letztlich stellt gr die Grenze der Auffiillung des Lei-
tungsbandes mit Teilchen (bzw. des Valenzbandes mit Lochern) dar. Damit wird
auch eine Vielteilchen-Wechselwirkung immer weniger wahrscheinlich, und gleich-
zeitig steigt mit abnehmendem ¢ obendrein noch die Exaktheit der Linearisierung
(2.18) weiter an, womit die Symmetrie zwischen Leitungs- und Valenzband eine
gewissermafien eingebaute ist. Ohne die Beriicksichtigung subtilerer Effekte wie der
Spin-Bahn-Kopplung (siehe dazu Abschnitt 2.5) ist auch die fehlende Energieliicke,
die mit m = 0 korrespondiert, keine zuféllige, wie dies bei Halbleitern, insbesondere
terndren und quaterndren Verbindungshalbleitern genau eingestellter Zusammen-
setzung gelegentlich vorkommen kann, sondern zwangsldufig und damit exakt Null.

Insgesamt l&sst sich also zusammenfassend festhalten, dass bei nicht allzu hohen
Energien lediglich die Bereiche in der Ndhe der beiden K-Punkte, also die Dirac-
Kegel (2.18) relevant sind, und diese werden durch zwei entkoppelte, relativistische
Dirac-Weyl-Hamilton-Operatoren masseloser Quasiteilchen mit Pauli-Matrizen im
2D-Pseudospin-Raum o = (02, 0y) beschrieben, bei denen es sich um gleichwerti-
ge, wenn auch nicht identische Kopien [(2.21) bzw. (2.22)] handelt. Wegen der sie
verbindenden Zeitumkehrsymmetrie ist es, wenn diese sonst nicht gebrochen wird,
in der Regel ausreichend, nur einen dieser Kegel — vom Leitungsband aus gesehen
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handelt es sich um Téler (,valleys”) — zu betrachten und den anderen durch eine
Symmetriebeziehung zu erledigen.

Neben diese so bezeichnete Valley-Entartung tritt oft noch jene durch den (ech-
ten) Spin hinzu — wenigstens solange, wie Spin-Bahn-Kopplung und Zeeman-Effekt
nicht in Betracht gezogen werden , und durch die jeweils doppelte Besetzung der
Zustédnde ergibt sich ein Gesamt-Entartungsfaktor 4, wie er fiir den QHE im Gra-
phen charakteristisch ist ([5] und [6]). In diesem Falle spielen in der Wellenfunktion
lediglich die beiden Untergitter noch eine Rolle, und statt der eigentlich ben&tigten
acht Komponenten geniigt ein 2er-Spinor. So lautet beispielsweise die (normierte)
Losung zum Operator (2.21) fiir freie Quasiteilchen in der Impulsdarstellung

1 exp [—19 ] )
2.24 UE ()= — . 37dl )
(2:24) £ = g5 (S
wobei das obere Vorzeichen (plus) fiir die Teilchen (im engeren Sinne) und das
untere (minus) fiir die Lochzusténde gilt und damit als Energie-, aber auch als La-
dungsvorzeichen etikettiert werden kann. Dessen formale Umpolung wird ersichtlich
durch die Matrix o, bewirkt, die in Anwendung auf (2.24) zu

(2.25) oWy = -V

flihrt und fiir beide K-Punkte gleichermafsen gilt. Gleichzeitiges Anwenden auf den
Hamilton-Operator (2.21) [bzw. (2.22)] fithrt zu

(2.26) o,Hyo, = —Hy,

was sich kurz als Antikommutator-Relation [Ho,o.], = 0 schreiben lésst. Die als
Ladungskonjugation bezeichnete Transformation [(2.25) und (2.26)] ist als mathe-
matischer Ausdruck einer perfekten Symmetrie zwischen Elektronen- und Lochzu-
stdnden anzusehen, wie er bei iiblichen Halbleitern nicht vorhanden ist: Wéhrend
im Graphen der Vorfaktor in (2.18) fiir beide Biinder vom selben Betrage ist, der
Anstieg der Energie mit dem Wellenzahlvektor also in stets gleicher Weise erfolgt,
ist bei den anderen Halbleitermaterialien die Bandkriimmung in den Kanten des
Valenz- und des Leitungsbandes und damit die sie beschreibende effektive Masse in
den beiden Bandern nicht blof voneinander verschieden, sondern gemeinhin auch
noch anisotrop. Im Graphen treten also nicht nur — wie sonst {iblich — Elektronen-
und Lochzustédnde als voneinander getrennte Realisationen auf, sondern durch die
in den Hamilton-Operator gleichsam implementierte Symmetrie sind diese einander
vollig dquivalent und iiber die unitére Transformation (2.25) im Dirac-Spinor (2.24)
sogar miteinander verschrinkt.

Es soll noch angemerkt werden, dass, wie aus (2.24) leicht entnehmbar ist, eine
volle Drehung um 360° einen Vorzeichenwechsel der gesamten Wellenfunktion zur
Folge hat, was einer zusiitzlichen Phase m (auch als § bezeichnet) entspricht. In [6]
wird dieser Wert der sogenannten Berry-Phase als (ein) Indiz fiir die in der N&he
des Dirac-Punktes verschwindende Masse der Quasiteilchen gewertet.

2.3. Chiralitat und Klein-Tunneln

Ergénzend zu den bereits dargelegten Symmetriebetrachtungen soll noch eine
weitere Symmetrieoperation geschildert werden, die zwar zunichst weniger offen-
sichtlich als die bisher betrachteten erscheinen mag, dafiir jedoch eine Verstind-
nismoglichkeit erdffnet fiir das auch im Zusammenhang mit dem Graphen, und
zwar dort in besonderer Schirfe auftretende Klein-Tunneln. In Analogie zum Fall
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masseloser Teilchen mit dem Spin %, als deren Verkorperung in wenigstens erster
Niherung die Neutrinos angesehen werden konnen (vgl. [33]), werde, nahegelegt
durch die Form des Hamilton-Operators (2.21), der folgende Operator fiir die He-
lizitdt als Projektion des Pseudospins auf die Impulsrichtung definiert:

(227)  hy = %? =0, cosbfp + oy sinfy = ( oxp Be?] eXp [8207] )

Bei dessen Anwendung auf den Spinor (2.24) ergeben sich zufolge E7\Pi{ (7) =
+U¥ (¢) die beiden Eigenwerte +1 fiir Elektronen- bzw. Lochzustinde; im ande-
ren K-Punkt ist die Zuordnung aufgrund der Zeitumkehr (—? statt ?) genau um-
gekehrt. Dies bedeutet, dass die Helizitit nur in der Nihe jeweils eines K-Punktes,
also fiir kleine Energien, eine gute Quantenzahl darstellt.

In Analogie zum (realen) Spin eines Teilchens und seiner anschaulichen Deutung
als dessen Rotation, durch die sich bei gleichzeitigem Fortschreiten in Bewegungs-
richtung eine Links- oder Rechtsschraube ergibt, spricht man auch von der Spiralitét
bzw. Chiralitdt, und zwar sowohl fiir die Erscheinung selbst als auch in Bezug auf
deren Eigenwerte. (Zuweilen wird, den Werten der Spinprojektion entsprechend,
auch ein zusitzlicher Faktor 1 in die Definition miteingefiigt.)

2
Unter Zugrundelegung der linearisierten Dispersion (2.18), die einen Wechsel

von K nach K’ ausschliefit, ist die Helizitat auch eine recht streng verwirklichte Er-
haltungsgréfe, denn ein Umklappen des Pseudospins bedeutet letzten Endes einen
Ubergang zwischen den beiden Untergittern A und B, den ein Stérpotential jedoch
nur dann auszulésen vermag, wenn es in der Lage ist, auf beide in unterschiedlicher
Weise einzuwirken. Dazu aber miisste die Lingenskala, auf der sich dieses Potential
verdnderte, von der gleichen Gréfienordnung sein wie der Abstand der Atome a im

Gitter, und die Bedingung (2.23) wére dann verletzt.

Um den eingangs erwihnten Zusammenhang der Helizitdt mit dem Klein-
Tunneln zu erhellen, soll Letzteres zunéchst eine etwas ausfiihrlichere Darlegung
erfahren.

Vom Standpunkte der klassischen Mechanik aus betrachtet erscheint bereits der
gewohnliche Tunneleffekt insofern unversténdlich, als dass sich hierbei ein Teilchen,
zumindest voriibergehend, in einem Raumbereiche aufzuhalten und diesen zu durch-
queren vermag, in welchem seine Gesamtenergie die rein potentielle unterschreitet.
Durch die Betrachtungsweise aus dem Blickwinkel der Quantenmechanik mit ihren
zahlreichen, auch praktisch nutz- oder beobachtbaren Anwendungsbeispielen wie
Feldemission oder Alphazerfall — und nicht zuletzt auch dauernde Gewohnung —
erscheint dieser géngige Tunneleffekt als mittlerweile vertraut. Ein Paradoxon, das
heifst ein scheinbarer Widerspruch, tritt nur dann auf, wenn man sich einengend
auf die klassische Mechanik als Verstandnisgrundlage beschriankt und Aspekte der
Wellenmechanik aufser Acht lasst. Durch Gewohnung ebenfalls vertraut erscheint
auch der Aspekt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen derartigen Vorgang im All-
gemeinen doch recht klein ist und mit zunehmender Hohe und / oder Breite des zu
durchtunnelnden Potentialwalles exponentiell noch weiter abnimmt.

Unter dieser Pramisse miissen die Ergebnisse einer von Oskar Klein im Jah-
re 1929 verdffentlichten und anschlieffend viel und zum Teil kontrovers diskutier-
ten Arbeit [10] in der Tat paradox erscheinen, behauptet doch Klein nichts we-
niger, als dass Elektronen einen Potentialsprung gerade dann besonders gut, im
Extremfall sogar mit am Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit, zu iiberwinden
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vermbgen, wenn dieser besonders hoch ist. Trotz zahlreicher Verfeinerungen und
ergénzender Betrachtungen durch die im Laufe nachfolgender Jahrzehnte erweiter-
ten Standpunkte hat sich an der Grundaussage, dass ndmlich der Potentialsprung
eU > 2m.c* ~ 1 MeV eine gewisse Mindesththe (der angegebene Wert bezieht sich
auf Elektronen, deren Ladung und Ruhmasse mit e bzw. m. bezeichnet werde)
aufweisen muss, um ein effektives Tunneln zu veranlassen, ebensowenig etwas geén-
dert wie an ihrer Deutung: Bei der angenommenen Hohe der Barriere wird sich das
Teilchen unterhalb derselben im Energiekontinuum negativer Zustinde befinden,
welche als ,,erlaubte Zustédnde seine Ausbreitung ebenso gestatten wie die Zustén-
de mit positiver Energie. Trotzdem handelt es sich aus Griinden der Stetigkeit (vgl.
[84]) nicht um Lochzusténde, sondern immer noch um die eines Teilchens, wenn
auch mit einer ,negativen Frequenz* (Zeitabhingigkeit). Hier kiindigt sich  bei
geeignetem Potentialverlauf — die Moglichkeit der Paarerzeugung an, und eine Ein-
teilchenbeschreibung wird dann mehr und mehr inadéquat. Paradox erscheint dieser
Sachverhalt auch hier wiederum nur dann, wenn die Realitéit mit einer reduzierten
Beschreibung erfasst werden soll, welche kiinstlich einen Teil der Wirklichkeit aus-
blendet. In der klassischen Mechanik waren das die Welleneigenschaften geméfs der
Quantenmechanik, und im Zusammenhang mit der Einteilchenbeschreibung sind es
hier die durch die Relativitdtstheorie geforderten Zustinde negativer Energie; in
beiden Fillen wird also ein bestimmter Dualismus ignoriert.

Beriiglich des Potentialverlaufs ersetzte Fritz Sauter [35] den abrupten Anstieg
durch einen linearen (Rampe statt Stufe) und gelangt durch eine Grenzbetrach-
tung wieder zu dem Ergebnis eU > 2m,c?, aber auch zu der Schlussfolgerung, dass
der Potentialanstieg auf einer vergleichsweise kurzen Lingenskala von der Gro-
Renordnung der reduzierten Compton-Wellenlénge mipc zu erfolgen hat, damit die
Tunnelwahrscheinlichkeit eben nicht exponentiell absinkt, wie es mit der sonstigen

Erfahrung (und dem anderen Grenzfall) konform ginge. Die sich hierbei ergebende
2.3
kritische Feldstirke ist allerdings enorm hoch und liegt bei etwa "¢ ~ 10'® V /m,

was experimentelle Realisierungen jedenfalls vorldufig vereiteln diiref’ze. Superschwe-
re Kerne mit Kernladungszahlen Z > 137 bieten sich allerdings als hypothetischer
Ausweg an.

Beim (idealen) Graphen ist nun die Situation durch zwei Umsténde besonders
interessant: Zum einen ist die Energieliicke genau Null, so dass, um den Wechsel
eines Teilchens in das negative Energiekontinuum zu bewerkstelligen, ein nahe-
zu beliebig niedriges (positives) Potential dazu ausreicht — es geniigt vollauf, dass
Letzteres die kinetische Energie {ibersteigt; ein hoheres Potential ist aber dem Tun-
neleffekt keineswegs abtriglich. Zum anderen kommt noch der chirale Charakter
der Dirac-Weyl-Teilchen, der sich im Vorhandensein der &-Matrix in (2.21) nie-
derschliagt, und die damit verbundene Erhaltung der Helizitit nicht blof unter-
streichend (im Sinne einer besseren theoretischen Verstéindlichkeit) sondern sogar
zwingend hinzu. Um diese letzte Behauptung zu illustrieren, sei auf die Untersu-
chung einer rechteckigen Barriere der Hohe Vj verwiesen, die in [11] angestellt wird.
Unter der Voraussetzung |Vp| > |E| ergibt sich fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit T'
in Abhéngigkeit vom Einfallswinkel ¢, der Barrierenbreite D und der Komponen-
te des Wellenzahlvektors ¢, (alles auf die x-Richtung bezogen; quer dazu sei die
Barriere ohne Begrenzung)

cos? ¢

2.28 T=
(2.28) 1 —cos? (¢, D) -sin ¢
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Hieraus lassen sich zwei Schlussfolgerungen ziehen, die ihre Giiltigkeit auch ohne
die oben gemachte, vereinfachende Ndherung hoher Potentiale beibehalten, nimlich
iiber diejenigen Moglichkeiten, wann die Barriere mit 7" = 1 vollkommen durchléssig
wird: Es sind dies erstens eine Art Resonanzbedingung

(2.29) @D =7N

mit einer ganzen Zahl N halber Wellenléngen, die auf die (Breite der) Barriere pas-
sen miissen — wegen der darin implizit enthaltenen Richtungsabhingigkeit geht das
allerdings nur bei ganz bestimmten Winkeln, die auch von den konkreten Werten
der iibrigen Parameter abhingen. Die zweite Moglichkeit besteht dagegen immer
in gleicher Weise, ndmlich fiir ¢ = 0, d.h. senkrechten Einfall, und zeigt die Verbin-
dung zur Helizitdtserhaltung besonders deutlich auf. In diesem Falle ndmlich gibt
es keine Impulskomponente entlang der Grenze, die erhalten bleiben koénnte, und
eine Reflexion wiirde eine vollstdndige Richtungsumkehr und damit einen Wechsel
der Helizitét bedeuten. Da dieser mangels geeigneter Streuzentren aber nicht statt-
zufinden vermag, muss sich das Teilchen weiter in seiner urspriinglichen Richtung
fortbewegen.

Besonders interessant in dieser Hinsicht ist der ebenfalls in [11] angestellte
Vergleich zu einem {iblichen Halbleiter, der keine Bandliicke, aber eben auch keine
chiralen Ladungstriger aufweist: Letztere durchtunneln die Barriere auch bei senk-
rechtem Einfall nur dann mit Sicherheit, wenn zusdtzlich die Resonanzbedingung
(2.29) erfiillt ist. Durch diese Gegeniiberstellung wird offenbar, dass fiir das unge-
hinderte Tunneln der Teilchen als ausreichendes Kriterium nicht allein die fehlende
Energieliicke geniigt, sondern zusétzlich ihre Chiralitdt in der Rolle einer Erhal-
tungsgrofe die unabdingbare Voraussetzung ist.

Die Tatsache, dass die Dirac-Weyl-Teilchen im Graphen sowohl beliebig hohe
als auch beliebig ausgedehnte Potentialbarrieren zu durchtunneln in der Lage sind,
eroffnet einerseits einen interessanten Zugang zum experimentellen Nachweis des
Klein-Paradoxons siehe zum Beispiel [12] , gibt aber andererseits auch Anlass
zur Besorgnis, was seine Verwendung als Material in zukiinftigen Bauelementen der
Halbleiterelektronik anbelangt. Diese wiren ndmlich, wenn sich keine andere Abhil-
fe finden liefse, um eine unerwiinschte Bewegung der Ladungstriger abzuschniiren,
stets mit einem entsprechenden Leckstrome behaftet. Von seiner Grofenordnung
her durch den Quantenwiderstand Rg bestimmt (selbst im Dirac-Punkt mit seiner
minimalen Leitfihigkeit ergibt sich fiir den aus vielen Proben [5] ermittelten Wert
des spezifischen Widerstandes p,q. = %RQ = 6,45 k) wiirde die damit verbun-
dene Stromwiirme, falls sie dem Element denn iiberhaupt zutréglich wére, doch fiir
erhebliche thermische und 6konomische Probleme Anlass bieten.

Es soll deshalb in den nachfolgenden Abschnitten dieses Kapitels versucht wer-
den, diejenigen Methoden zu betrachten, die, ohne die im einfithrenden Kapitel
aufgestellten Limitierungen zu umgehen, geeignet erscheinen, die Bewegung der La-
dungstréiger auf die jeweils dafiir vorgesehenen Bereiche zu begrenzen. Wihrend im
unmittelbar folgenden Abschnitt 2.4 der Einfluss eines echten Magnetfeldes studiert
wird, beziehen sich die Untersuchungen des das Kapitel abschliefenden Abschnit-
tes 2.7 auf den Einfluss sogenannter Pseudo-Magnetfelder, die, in ihrer Wirkung
den echten Magnetfeldern nicht undhnlich, aber im Gegensatz zu diesen nicht aus
elektrischen Stromen, sondern aus mechanischen Verzerrungen resultieren. Die da-
zwischenliegenden Abschnitte 2.5 und 2.6 sind hingegen den Erscheinungen und
Méglichkeiten der Spin-Bahn-Kopplung gewidmet.
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2.4. Die Wirkung magnetischer Felder

Die Idee, einen Einschluss geladener Teilchen mittels magnetischer Felder zu
verstichen, die diese iiber die Lorentz-Kraft gem&f den klassischen Vorstellungen auf
eine Kreisbahn zwingt, ist naheliegend, erscheint jedoch im Lichte der beim Klein-
Paradoxon mit den elektrischen Feldern gemachten Erfahrungen nicht als unbedingt
zwangslaufig. Auch die beim QHE vorliegenden diskreten Energieniveaus als Aus-
druck gebundener Zustinde wirken hier lediglich auf den ersten Blick {iberzeugend,
wird doch gerade ihr Auftreten in einer haufig gebrauchten Veranschaulichung [ 36]
mittels Randkanélen erklart, die, von Kontakt zu Kontakt fortschreitend, letztlich
die ganze Probe umschliefien.

Um hier Klarheit zu gewinnen, sei zunéchst die Wirkung eines durch sein Vek-
torpotential X beschriebenen Magnetfeldes § =V x X untersucht, das an der
Ladung —e des Teilchens angreift; bekanntlich beriicksichtigt man dies durch ei-
ne auch als minimale Kopplung bezeichnete Substitution des Teilchenimpulses ?
durch

(2.30) ?%?‘I‘%'Z

Noch bevor diese in den Hamilton-Operator implementiert wird, soll mit einer ein-
fachen Uberlegung gezeigt werden, wie sich bereits hieraus die Moglichkeit einer
wirksamen magnetischen Barriere herausschélt. Betrachten wir also mit [19] einen
Bereich der Breite D, wieder wie zuvor in x-Richtung gemessen und in y-Richtung
unendlich ausgedehnt, diesmal aber mit einem Magnetfeld der Stirke B behaftet,
das in z-Richtung zeigt, also senkrecht zur Schicht steht. Im Sinne der Substitution
(2.30) ergeben sich die y-Komponenten die anderen werden hier nicht ben&tigt
— des verallgemeinerten Impulses unmittelbar vor (ungestrichene) und nach der
Barriere (gestrichene Grofen) zu

P, hksing = p,—eBD/2c
P, hksing’ = pj +eBD/2c.

Hierin bezeichnen ¢ und ¢’ die jeweilige Ausbreitungsrichtung des Teilchens; und
iiber k, den (invarianten) Betrag des Wellenzahlvektors, ist die vom Magnetfeld un-
beeinflusste Energie F = vphk festgelegt!. Dies ist insbesondere die Fermi-Energie,
fiir eingeschossene Teilchen kann sie aber auch hoher sein. Die symmetrische Auf-
teilung des vom Vektorpotential stammenden Beitrags ist naheliegend, auf das Er-
gebnis jedoch ebenso ohne Auswirkung wie die Bezeichnung der Koordinaten fiir
die Grenzen der Barriere. Hingegen wire es nicht zweckméfig, die Eichung des Vek-
torpotentials so vorzunehmen, dass seine Ortsabhingigkeit ganz oder teilweise auf
die y-Koordinate umgewalzt wird. Abgesehen davon, dass sich durch ein A4, (y) # 0
(bzw. # const.) unlésbare Stetigkeitsprobleme ergédben, wiirde eine derartige Wahl
auch nicht dem Sachverhalt gerecht, dass sich in der y-Richtung nichts tut. Eben
dieser Umstand bedeutet aber, dass p, eine zyklische Koordinate ist und demzufolge
erhalten bleibt: p, = p;.

(2.31)

LIn dieser Arbeit erfahren die Buchstaben p, k und ¢ eine im Grunde genommen wesensgleiche
Verwendung. Lediglich subtilere Bedeutungsunterschiede sollen durch sie eine gewisse Differenzie-
rung erfahren. So wird zum Beispiel ¢ an Stelle von k benutzt, wenn die Verschiebung zu den
Fermi-Punkten [in Abschnitt 2.2 und dann wieder in Abschnitt 2.7] oder sonst ein komplizierterer
Zusammenhang |wie in Formel (3.71)] hervorgehoben werden sollen. Dagegen wird durch p stirker
der Impulsaspekt in den Vordergrund geriickt. Letztere Unterscheidung zu k£ wird aber durch die
spdtere Setzung i := 1 auch bereits wieder verwischt.
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Ungeachtet dessen, wie die Wellenfunktion innerhalb der Barriere selbst aus-
sieht (diese findet sich in [19] als dortige Gleichung 10), folgt daraus die Bedingung
fiir die Durchléssigkeit der Barriere zu

eBD
chk
Die rechte Begrenzung wurde dabei als die gréfitmdogliche Differenz zweier vorzei-
chenbehafteter Sinuswerte angefiigt; die linke (statt 2) hingegen ergibt sich bei
der gewdhlten Geometrie und Polaritdt des Magnetfeldes aus der fiir Elektronen
zustdndigen Linken-Hand-Regel, derzufolge die Ablenkung derselben nur in einer
Linkskurve geschehen und somit der Winkel lediglich grofer werden kann. In ei-
nem klassischen Bilde gesprochen wirft also die Barriere all diejenigen Teilchen
zuriick, deren Energie E < % bezogen auf die Breite der Barriere und das dort
herrschende Magnetfeld nicht groff genug ist, sie zu iiberwinden. Um aber weitere
Einzelheiten, im obigen Beispiel etwa die Tunnelwahrscheinlichkeiten fiir die ,,er-
laubten* Richtungen zu bestimmen, bedarf es eines quantenmechanischen Ansatzes,
und dieser beruht darauf, dass die Substitution (2.30) im chiralen Dirac-Hamilton-
Operator (2.21) ausgefiihrt wird, womit sich dann der Operator

(2.32) 0< =sing’ —sing < 2.

(2.33) Hy =vp o - (—ihv - % : Z)

ergibt, der, wie ausdriicklich betont sei, immer noch auf eine zweikomponentige
Wellenfunktion

(2.34) U= ( :11]/2 )

anzuwenden ist. Aufer im Sonderfall £ = 0 sind in der Eigenwertgleichung
(2.35) HyV=FE ¥

beide Komponenten miteinander verkoppelt, was sich aber durch nochmalige An-
wendung von (2.33) auf Letztere beiseite schieben lésst.
Schreibt man nimlich H%\Il = E? . ¥ wie folgt aus:

9 . e 2 eh o
(2.36) vF-[(mv+c~Z) +C-0Z-Bz]\IIE v,

so erkennt man, dass beide Komponenten aus (2.34) einer Schrédinger-dhnlichen
Differentialgleichung unterliegen und sich dabei nur durch das Vorzeichen des letz-
ten, Zeeman-artigen Termes auf der linken Seite unterscheiden, der als Potential
gedeutet werden kann. Die Bezeichnung ,,Zeeman- artig” wurde gew#hlt, um darauf
hinzuweisen, dass sein Ursprung nicht wie gewohnt im echten Spin der Teilchen
zu suchen ist, sondern den Funktionen W, und ¥p gemiis im Pseudospin der Un-
tergitter liegt. Der (echte) Spin hingegen wurde bis jetzt génzlich vernachlissigt,
und dass dies, energetisch gesehen, wenigstens in erster Ndherung auch vertretbar
erscheint, erhellt sich aus der numerischen Abschitzung am Ende dieses Abschnitts.

In diesem Zusammenhang erklirt sich auch die Bezeichnung orbitales Magnet-
feld fiir die Komponente B, in besagtem Term der Gl. (2.36), da damit eine andere
Wirkung des Feldes auf die Elektronen, als sie (formal auch iiber dessen Vektor-
potential) in ihrer Bahnbewegung zu beeinflussen, nicht mehr gegeben ist. Da sich
diese zwangslaufig auf die x-y-Ebene des Graphen beschriankt, bleiben weitere Kom-
ponenten des Magnetfeldes, sollte dieses nicht senkrecht zu jenem orientiert sein,
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folglich ohne Einfluss; mathematisch korrespondiert dies damit, dass in der -
Matrix — und demzufolge auch im Nabla-Operator sowie im Vektorpotential Z -
der Gleichung (2.33) lediglich die Komponenten fiir 2 und y verstanden sind.

Als der Schrédinger-Gleichung @hnlich wurde die G1.(2.36) deshalb bezeichnet,
weil sie zwar in ihrer Struktur an diese gemahnt, jedoch das Quadrat der Energie E
enthélt statt dieser selbst. Damit geht einher, dass ihre Losungen — ganz im Sinne
der Relativitdtstheorie — symmetrisch zu E' = 0 mit beiderlei Vorzeichen auftreten.

Sowohl zur Veranschaulichung des soeben Gesagten als auch vor allem ihrer
grundlegenden Wichtigkeit selbst wegen seien hier die relativistischen Landau-
Niveaus behandelt, die beim QHE im Graphen [5, 6] von ausschlaggebender Be-
deutung sind. Betrachtet werde also die Situation, dass ein nunmehr rdumlich (und
zeitlich) konstantes Magnetfeld der Stérke B auf eine im Prinzip unbegrenzte Gra-
phenschicht einwirkt. Da somit eine das Phinomen beherrschende Lingenskala
durch rein duflerlich-geometrische Vorgaben nun nicht mehr in Erscheinung tritt,
kann hier und im Folgenden allein die sich aus Dimensionsbetrachtungen ergebende
magnetische Linge

| he

noch von Bedeutung sein. Zusammen mit der Fermi-Geschwindigkeit (2.17) ergeben
sich auch eine Skala fiir die Frequenz

VR eB
= —_— = /U . 77
iz 7V ke

die an die Stelle der Zyklotronfrequenz

(238) wo

eB

MeC

(2.39) We =

massiver Ladungstriger tritt, und, was noch wichtiger ist, eine Skala fiir die Ener-

gie fwy = vp - MTB. Mit der (in gewisser Weise willkiirlichen) Landau-Eichung

X (z,y) = B - (—y,0) fiir das Vektorpotential, die natiirlich so gewahlt ist, dass sie
V x = B - e, erfiillt, verschwindet — wie beabsichtigt — aus der Aufgabenstel-
lung jegliche Abhéingigkeit von z, sodass eben dieses x als zyklische Koordinate zu
betrachten ist, deren konjugierter Impuls hk, mithin eine Konstante der Bewegung
darstellt. Derselben wird im Ansatz

(2.40) U (z,y) = exp (ikyx) - D (y)

durch den iiblichen Exponentialfaktor Rechnung getragen, sodass sich (2.36) in eine
gewohnliche Differentialgleichung transformiert, die nur noch von y abhingt und
an den (eindimensionalen) harmonischen Oszillator erinnert. Halt man hingegen an
der Art der Darstellung nach GI1.(2.35) mit dem Operator (2.33) fest, so ergibt sich
zunéchst

(2.41) th‘(lB’(szran)y/lB ZB-(kx—((?y)_y/lB )q)(y)—EAI’(y).

Mittels einer Variablentransformation auf die dimensionslose Koordinate & := y/lp—
k.lp (sodass O¢ = lp - 0y ist) ldsst sich dies auf

(2.42) —M0'<€Oa£ 52‘95)@(5):19-@(5)
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verkiirzen und schliefllich, indem man bosonische Leiteroperatoren

(2.43) b = %(&r@s)
(2.44) b= %(5—35)

einfiihrt, die die Kommutatorrelation [b,b"] = 1 erfiillen, in die kompakte Form

(2.45) et (L0 )o@ -E-2

bringen, deren Losung die bekannten Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators
Uy () mit N=0,1,2, 3,... und I als der mafigeblichen Lingenskala sind:

Un-1(§) )
2.46 D (&) =
(2.46) (©) ( FUN (§)
Hierbei ist ¥_; := 0 zu verstehen, sodass das Vorzeichen bei ¥, in der unteren
Zeile von (2.46) als willkiirlicher Faktor bedeutungslos wird und die Energie F =0
(mit N = 0) keine hohere Entartung erfihrt als die anderen Zusténde, die mit

,minus®“ Teilchen (E > 0), mit ,,plus” hingegen Lochern (E < 0) zuzuordnen sind.
Die Energien selbst ergeben sich zu

(2.47) E = +V2N - hiwg Eivp-\/@.

Aufgrund der in ihm enthaltenen Wurzel kénnte dies Ergebnis auf den ersten Blick
dazu verleiten, zu meinen, dass der Einfluss eines Magnetfeldes im Vergleich zum
nichtrelativistischen Schrodinger-Fall [vergleiche dazu (2.39) mit (2.38)] nur ,ge-
bremst* wirksam wiirde. Neben der Gréfienordnung erreichbarer Magnetfelder sind
dabei aber auch die Werte der an dem Effekt beteiligten Vorfaktoren in Rechnung
stellen. Fiir B = 8 T (und N = 1) ergibt sich aus (2.47) eine Energie von 0,1
eV, was rund 1200 K entspricht und nebenbei bemerkt sogar erlaubt, den QHE
bei Zimmertemperatur nachzuweisen (in [32] wurden dazu allerdings Felder um
die 30 Tesla angewandt). Hingegen liefert der Schrodinger-Fall hw, = fr‘f]i nur 0,9

meV entsprechend 11 K. Mit dem Landé-Faktor des Elektrons g. ~ 2 und dem

Bohrschen Magneton pup = 27";50 liefert, die Aufspaltung durch den Zeeman-Effekt
getip B ~ Z%i iibrigens genau das gleiche Ergebnis. Der prozentuale Fehler, den
man bei Vernachliissigung des Letzteren begeht, wird dabei mit abnehmender Feld-

stiarke sogar noch geringer.

Diesen Abschnitt beschliefend sei noch darauf hingewiesen, dass die weiter oben
dargestellten Uberlegungen, die Zahl der Komponenten in der Wellenfunktion be-
treffend, durch die Peierls-Substitution (2.30) ihre Giiltigkeit keineswegs verlieren.
Im Gegenteil behalten sie diese auch dann noch bei, wenn man ihr die ergénzende
Substitution £ — E + eU an die Seite stellt, die elektrostatische oder sonstige,
nicht unbedingt an die Ladung —e des Teilchens koppelnde Skalarpotentiale mit
einbezieht. Dies ergibt sich augenfillig aus der Form des als Vorbild dienenden
Dirac-Operators (2.20), in dem lediglich die Masse m iiber die Matrix 8 ein ande-
res Verhalten der unteren Komponenten gegeniiber den oberen zu bewirken in der
Lage wire. Somit konnen alle Erscheinungen, die sich lediglich auf den Pseudospin
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beziehen, auch bei Vorhandensein elektromagnetischer Felder durch zweikomponen-
tige Wellenfunktionen erfasst werden. Anders wird dies erst, wenn, wie im néichsten
Abschnitt, weitere Freiheitsgrade mit ins Spiel gelangen.

2.5. Die Spin-Bahn-Kopplung

Bekanntlich — siehe Lehrbiicher der Quantenmechanik, zum Beispiel [33] oder
[84] — ergeben sich aus der relativistischen Dirac-Gleichung im Grenzfall kleiner
Geschwindigkeiten v (im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢) gewisse Korrekturen
gegeniiber der nichtrelativistischen Schrédinger-Gleichung, nimlich in erster Nihe-
rung die Energie — 77 - ? eines magnetischen Dipols 77 im duReren Magnetfelde
(Pauli-Gleichung) sowie in zweiter Niiherung (v/c)? auch ohne fiukeres Magnetfeld
drei weitere Terme, und zwar sind dies die Folgenden:

(1) Die nur fiir s-Elektronen relevante Kontaktwechselwirkung nach Darwin:

Ze? - wh?
W= T s
! 2m2c? )
(2) Der zweite Term Wy = — E=V)% — 2 beriicksichtigt die relativis-

tische Massenverdnderung, die schon Sommerfeld in Betracht zog, als er
das Bohrsche Atommodell auf elliptische Bahnen verallgemeinerte.
(3) Der dritte Zusatzterm, die hier vor allem interessierende Spin-Bahn-Wech-

selwirkung
(2.48) Wy — Wl%z VY x P]- 9
(2.49) = 4;;;2 : [E x 7} 7

(2.50) _ Wl%z (i%‘:) 7.3

soll an dieser Stelle etwas genauer betrachtet werden. Bei beliebigem elektrostati-

schem Potential V' = V (77) ergibt sich zunichst die allgemeine Form (2.48) mit

dem Operator fiir den Gesamtspin ? = g . ?, wobei & die bekannten Pauli-Spin-

Matrizen umfasst; mit der elektrischen Feldstérke ﬁ = +% - VV weiters die Form

(2.49), auf die im Verlaufe dieses Abschnittes noch zuriickgegriffen wird, und schliefs-

lich bei Zentralkraften (also kugelsymmetrischen, insbesondere Coulomb-Feldern)
-

wegen des dabei giiltigen Zusammenhanges VV (r) = - - %—‘T/ die spezielle Form

(2.50), die nunmehr beide Drehgnpulsarten, nédmlich den Spin als Eigendrehimpuls
sowie den Bahndrehimpuls L = 7 x 7 miteinander verquickt.
Die Notwendigkeit einer solchen Spin-Bahn-Kopplung in Form eines Skalarpro-
duktes

(2.51) Ws=A-L.8

ergibt sich — bis auf den Vorfaktor — auch formal aus einer Symmetrieiiberlegung
(Paritéitsbetrachtung), ldsst doch eine Raumspiegelung das Vorzeichen desselben
unverindert. Denn, um es anders auszudriicken: das zu diesem &dquivalente Spat-
produkt aus dem axialen Vektor ? und den beiden polaren Vektoren 7 und ?
ist bei einer Raumspiegelung invariant und kann damit ungleich Null sein. Uber
den Wert des Vorfaktors A und ob dieser im konkreten Falle iiberhaupt von Null
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| Pauli-Matrix | Bedeutung | dritte Komponente [ +1 | -1 |
=

S Spin Sz T4
K Untergitter 0 A | B
T Valley T, K | K’

TABELLE 2.1. Die verschiedenen Pauli-Matrizen und ihr jeweiliger Bezug

verschieden ist, vermag die bloffe Symmetriebetrachtung naturgeméf ebensowenig
auszusagen wie iiber eine eventuell vorliegende, moglicherweise auch komplizierte
Ortsabhéngigkeit desselben. Nach entsprechender raumlicher Mittelung kann diese
aber gegebenenfalls unbeachtet bleiben und somit A als Konstante angesehen wer-
den. Im Sinne rechentechnischer Vereinfachung kann diese Haltung auch dadurch
eine zusitzliche Legitimation erfahren, dass es sich bei W3 um einen Korrekturterm
handelt, der nur einen vergleichsweise kleinen Beitrag liefert.

Die hier vom theoretischen Standpunkt aus dargelegte Spin-Bahn-Kopplung
hat durchaus Auswirkungen auf die Bandermodelle, genauer gesagt das jeweilige
Valenzband der konventionellen Elementhalbleiter Silizium und insbesondere Ger-
manium, was bereits seit Langerem bekannt ist und demgeméf seinen Niederschlag
auch in den Lehrbiichern der Festkorperphysik fand, siehe zum Beispiel [37] und
[38]. Letzteres gibt folgende Werte an: Ag; = 0,044 eV und Ag. = 0,29 eV. Hin-
gegen werden fiir Kohlenstoff mit seiner geringeren Kernladungszahl Z = 6 und
einem dementsprechend deutlich schwécheren Kernpotential nur wesentlich kleine-
re Aufspaltungen erwartet, die, setzt man die Tendenz fort, in der Gréfenordnung
von A¢ = 10 meV liegen sollten. Tatséchlich gibt [39] sogar 13 meV an, wobei es —
auch im Sinne angemessener Vergleichbarkeit zu beachten gilt, dass dieser Wert
ebenso wie die zuvor zitierten Zahlen fiir dreidimensionale Materialien (hier also:
Diamant) mafsgebend ist.

Wie dieser Wert auf das 2D-Material skaliert und wie er unter geeigneten Um-
stdnden auch recht drastisch erhoht werden kann, soll im néchsten Abschnitt dar-
gelegt werden. Denn um die Auswirkungen der Spin-Bahn-Kopplung zu verstehen,
und warum ihre eventuelle Erh6hung von wissenschaftlichem Interesse und gegebe-
nenfalls sogar vom praktischen Standpunkte aus recht wiinschenswert sein kénnte,
ist es zunéchst zweckmifig, zuvor eine Klassifikation in Bezug darauf vorzunehmen,
unter welchen Bedingungen und in welcher Form sie aufzutreten vermag. Aus Sym-
metrieiiberlegungen, wie sie von Kane und Mele in [40] durchgefiihrt wurden, ergibt
sich ndmlich, dass fiir eine derartige Wechselwirkung genau zwei Moglichkeiten be-
stehen. Um diese darzulegen, sei zuvorderst die Nomenklatur vorangestellt, die im
Folgenden Verwendung findet: es beziehe sich S weiterhin auf den (echten) Spin
des Elektrons, o wie zuvor auf den sogenannten Pseudospin, der die Untergitter
voneinander unterscheidet, und 7 grenzt endlich die beiden K-Punkte gegenein-
10
0o -1 )’
die Eigenwerte +1 und 1 besitzt, ergibt sich die in der Tabelle 2.1 aufgefiihrte
Zuordnung.

ander ab. Da die dritte Komponente all’ dieser Vektoren, die Matrix

Unter Beriicksichtigung beider K-Punkte lautet der Hamilton-Operator fiir die
freie Graphenschicht, also ohne Ankopplung duferer Felder und auch noch ohne die
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Einbeziehung der Spin-Bahn-Wechselwirkung wie folgt:
(2.52) Hy = —ihwp (037,05 + 0,0y)

Dieser unterscheidet sich vom Operator fiir einen einzelnen K-Punkt (2.21) durch
ein zusétzlich eingefiigtes 7., welches im Falle des anderen Punktes K’ einen Vorzei-
chenwechsel des ersten Termes [vergleiche dazu (2.22) mit (2.21)] bewirkt, welcher
genau der bereits erwdhnten Zeitumkehrsymmetrie entspricht, die zwischen K und
K’ herrscht.

Welche Moglichkeiten bestehen nun im Hinblick auf die einzuhaltenden Sym-
metrien fiir eine eventuelle Spin-Bahn-Kopplung?

Bei vorhandener Spiegelsymmetrie beziiglich der Graphenebene (also ohne et-
waiges Substrat und natiirlich auch ohne ein von aufen angelegtes elektrisches Feld)
kann ein Zusatzterm, der die Spin-Bahn-Wechselwirkung beschreiben soll und im-
stande ist, die ohne Spin bei ¢ = 0 vorliegende Entartung aufzuheben, laut [40]
nur die folgende Form aufweisen:

(2.53) Hso = A-0,7,58,

Dieser wird, da er ohne dufferen Einfluss vorhanden, also sozusagen dem Material
zueigen ist, als intrinsischer Effekt bezeichnet und fiihrt auf eine Liicke der Grofe
2A im Energiespektrum mit der Dispersion

(2.54) E(7)=+\(hwrq)’ + A

(anstatt 2.18). Indem diese an die relativistische Beziehung

(2.55) E(7) =+\/(cP)” + (me2)?

gemahnt, die aus der Dirac-Theorie folgt, kann man formal sagen, dass die Spin-
Bahn-Wechselwirkung den zuvor masselosen Quasiteilchen, als welche die Elektro-
nen im (idealen) Graphen anzusehen sind, wieder so etwas wie eine wenn auch nur
geringe Masse verleiht. Dies ist aber eher als eine etwas saloppe Ausdrucksweise da-
fiir zu verstehen, dass sich formal #hnliche Dispersionsrelationen ergeben, als dass
die fiir diesen Umstand verantwortlichen Ursachen die gleichen wéren. Denn anders
als im Hamilton-Operator (2.20), der der Dispersion (2.55) zugrunde liegt, koppelt
die hier in Rede stehende Masse m. = A/v% nicht an die Matrix 3 an, und auch
der Umrechnungsfaktor ist nicht das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit ¢, sondern
jenes der in (2.17) definierten Fermi-Geschwindigkeit vp.

Dass in (2.53) alle drei Vorzeichen-Faktoren zusammentreten miissen, erhellt
sich wie folgt: Ohne auch nur einen einzigen der genannten Faktoren ergibt sich
ein stets gleiches Vorzeichen fiir A, also eine konstante (und damit triviale) Ver-
schiebung um diesen Wert. Der Spin als solcher hat ohne Magnetfeld [tiber dessen
Wirkung siehe Ende des vorigen Abschnitts] zunéchst keinen Einfluss auf die Ener-
gieniveaus und trigt tiber die Statistik (Entartungsgrad zwei) lediglich zu ihrer
verdoppelten Zdhlung bei. Die beiden anderen Faktoren brechen jeweils mindestens
eine, wenn nicht gar mehrere der zu beachtenden Symmetrien, und zwar o, die
Paritit der Untergitter (s.0.), 7, hingegen diese und zusitzlich noch die Zeitum-
kehrsymmetrie. Kombiniert man beide zu 0,7, , so verbleibt lediglich die Brechung
der Letzteren, die vermittels riickwérts laufender Spins (Faktor s.) schlieflich auch
noch ausgehebelt werden kann.
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Fehlt die Spiegelsymmetrie beziiglich der Graphenebene, z.B. durch ein senk-
recht zu dieser (also in z-Richtung) angelegtes Feld ﬁ = &2 - E |dessen Stéirke nicht
mit der in gleicher Weise bezeichneten Energie zu verwechseln ist], so kann aus
analogen Uberlegungen die Form des in diesem Falle noch hinzutretenden Termes
(2.56) erschlossen werden. Durch Umgruppierung des Spatproduktes aus (2.49) in
der folgenden Weise [E X ?} Y= [? X ?] es-E= [pxSy — DySz] E ergibt sich
ndmlich die prinzipielle Form des nach Emmanuel Rashba benannten Effektes als
proportional zum Ausdruck in der eckigen Klammer; vergleiche dazu auch dessen
Veroffentlichungen, beispielsweise [41] oder [24]. Wieder sollen analog zu (2.53) le-
diglich die diversen Spinmatrizen explizit aufgefiihrt und alle anderen Einfliisse —
zum Beispiel die elektrische Feldstirke E., welchen Ursprunges sie auch immer sein
mdge — summarisch in einer Konstanten zusammengefasst werden, weshalb an Stelle
des Impulsoperators lediglich die dessen Komponenten begleitenden Spinmatrizen
0,T; bzw. o, wie in (2.52) aufscheinen; folglich ist

1

(2.56) Hgi = 5)\ (O2T8y — 0ySg) -

Die Differentialoperatoren d, und 9, selbst, die die rdumliche Variation abtasten,
und zwar handelt es sich hierbei um die mikroskopische Variation der Wellenfunk-
tion, erscheinen hingegen nicht, da hier wieder eine entsprechende Mittelung vorge-
nommen werden kann, wie sie oben im Zusammenhang mit (2.51) bereits geschil-
dert wurde. Eine rdumlich langsamere Verdnderung, beispielsweise durch bewusst
verinderliche Dotierung auf mesoskopischer Lingenskala kann hingegen durch ent-
sprechend wechselnde Werte fiir A (zum Beispiel Stufenfunktion) erfasst werden.
Ubrigens wird der Vorfaktor % bei A nicht von allen Autoren geteilt, er erweist sich
jedoch hier als zweckméfig; siehe Gleichung (3.16).

Wie aus (2.56) ersichtlich ist, folgt aus dem Rashba-Term die Moglichkeit eines
Spin-Umklapps auf Kosten des Untergitter-Pseudospins, wodurch sich die Zusténde
in gewisser Weise vermischen und die Energieliicke vermindert oder sogar génzlich
aufgehoben wird. Fiir A < 2A bleibt sie als solche zunéchst noch bestehen und
wird lediglich in ihrer Grofe auf 2A — A reduziert. Offensichtlich schliefit sie sich fiir
A = 2A zur Ginze, sodass ein Phaseniibergang auftritt. Solche Phaseniiberginge
sind deswegen besonders interessant, da hier nicht einfach ein Ubergang von einem
Halbleiter mit vorhandener zu einem solchen mit verschwindender Bandliicke statt-
findet, bei geniigend tiefer Temperatur also von einem Isolator zu einem (schlech-
ten) Leiter, sondern zwischen Phasen, die als topologische bezeichnet werden, da
hier weniger die konkrete geometrische Gestalt ihrer in zwei Dimensionen zu se-
henden ,,Oberfliche” von Bedeutung ist als vielmehr deren innerer Zusammenhang.
In Analogie zum QHE wird der topologische Isolator auch als im Quanten-Spin-
Hall-Zustand (QSH-Zustand) befindlich bezeichnet, denn wie bei diesem erfolgt ein
Transport durch Randkanile chiraler bzw. helikaler Natur. Im Unterschied zum
QHE liegt jedoch kein dufseres Magnetfeld und somit auch keine Brechung der Zeit-
umkehrinvarianz vor, und es findet auch kein Ladungstransport statt. Zur Erfiillung
der Zeitumkehrsymmetrie miissen némlich zwei Strome, und zwar von genau glei-
cher Stérke, in den beiden entgegengesetzten Richtungen gewihrleistet sein, sodass
sich die von ihnen transportierten Ladungen exakt kompensieren. Fiir den ebenfalls
von Elektronen getragenen Spin gilt dies indessen nicht, da seine Drehrichtung bei
entgegengesetzter Laufrichtung des Elektrons ebenfalls umzukehren ist, um deren
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einheitliche Chiralitét zu verbiirgen. Auf diese Weise kommt es zu einem Spintrans-
port ohne gleichzeitigen Transport von Ladung, und dieser ist sogar robust in dem
Sinne, dass ihm etwaige Stérungen nichts anzuhaben vermdégen. Besser gesagt, kon-
nen solche gar nicht vorkommen, da die entsprechenden Streuzustinde schlichtweg
fehlen; die bereits besetzten Zustinde sind also durch die vorhandene Symmetrie
geschiitzt. Jedoch wird durch den Rashba-Term die Zeitumkehrsymmetrie dhnlich
wie beim QHE gebrochen, und es kommt, seine geniigende Stérke vorausgesetzt, zu
einem entsprechenden Ubergang aus der QSH-Phase heraus.

Da die Manipulation (das Umklappen) eines Spins mit weitaus geringerem
Energieaufwande durchgefiihrt zu werden vermag als das Ausléschen (also die Kom-
pensation) einer Ladung, ergeben sich hier zukunftstrichtige Weiterentwicklungs-
moglichkeiten elektronischer Bauelemente in Richtung Spintronik. Aus den gemach-
ten Darlegungen ergibt sich, dass es nicht blofs wissenschaftlich interessant, sondern
hochstwahrscheinlich auch technologisch dufserst wiinschenswert wire, die beiden
Parameter A und A\ — wenn mdoglich, jeden fiir sich — drastisch zu erhthen. Wel-
che Methoden sich dazu anbieten, soll in dem nun folgenden Abschnitt geschildert
werden.

2.6. Die Spin-Bahn-Kopplung im Graphen und ihre Erh6hung

Wie bereits erwihnt, kann der Kohlenstoff selbst, seiner Kernladungszahl von
7 = 6 geschuldet, iiber eine lediglich ziemlich geringe Spin-Bahn-Kopplung verfii-
gen; so werden etwa in [42] fiir das Einzelatom 32,35 cm ™1, also Ay = 4,0 meV
genannt. Die in der Literatur fiir (unbehandeltes) Graphen angefiihrten Daten lie-
gen demgeméf wenngleich sie auch mit gewissen, zum Teil sogar recht deutlichen
Streuungen behaftet, sind — absolut gesehen allesamt sehr niedrig.

Werte fiir Graphit, wie sie zum Beispiel aus der Anpassung der berechneten
Bandstruktur [43] an Messungen der diamagnetischen Suszeptibilitiat gewonnen
wurden, sind hier nicht unmittelbar zielfithrend, da sie auf der Wechselwirkung
(vieler) aufeinander liegender Schichten basieren, zeigen jedoch andererseits auch
die Grofenordnung auf, die, wenigstens bei vollstindiger Bedeckung, bereits mit
Atomen geringer Kernladungszahl erreichbar ist. Der von McClure in [43] genannte
Wert A = 25 meV kann somit auch als Richtschnur fiir die Moglichkeiten angesehen
werden, die bei Bedeckungsgraden um 10 % durch Atome geniigend hoher Kernla-
dungszahlen zu realisieren wiren. Um den Mechanismus ihrer Wirkung zu erfassen
und damit auch die Grofe der mit ihrer Hilfe erzielten Effekte wiirdigen zu koénnen,
muss zunéchst einmal verstanden werden, warum die im (idealen) Graphen vorhan-
dene Spin-Bahn-Kopplung eine solch geringe ist, dass ihre Messbarkeit keineswegs
als eine selbstverstidndliche vorauszusetzen ist.

Die in der Literatur fiir Graphen genannten Daten zerfallen in zwei Gruppen:
Einerseits werden fiir A Werte in der Gréfsenordnung weniger peV angegeben, so
zum Beispiel 6,5 peV in [44] oder sogar nur 0,57 peV in [45]. Letzteres wiirde be-
deuten, dass sich die Spin-Bahn-Kopplung erst bei Temperaturen im Milli-Kelvin-
Bereich auszuwirken begénne. Auch Yugui Yao et al. [46] sowie Daniel Huertas-
Hernando et al. [47] gelangen in ihren jeweiligen Arbeiten auf ziemlich genau 1
neV. Andererseits finden sich aber auch im Vergleich dazu deutlich héhere Anga-
ben um 0,1 meV. Eben diese Gréfenordnung erhalten Kane und Mele [40], indem

sie, ausgehend von (2.50), die Konstante A in (2.51) recht grob zu A = g;zi?; ~
95 peV £ 1,1 K abschiitzen. Selbst bei Zutreffen dieses lediglich als Anhaltspunkt
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anzusehenden Wertes (was seinem experimentellen Nachweise sicherlich sehr for-
derlich wére) ist er doch fiir praktische Anwendungen immer noch um rund zwei
Grofsenordnungen zu niedrig.

Gmitra et al. [48] scheint mit A = 12 peV (ohne Gitterverzerrung) eine Mittel-
stellung einzunehmen und sich damit wieder an [44] anzunihern. Als Grund fiir die
Diskrepanz zu den Arbeiten [45], [46] und [47] wird angegeben (und durch nume-
rischen Vergleich erhirtet), dass dort die zwar schwache, ihres Ausschlag gebenden
Effektes wegen aber nicht zu vernachléssigende Besetzung der héheren, insbeson-
dere der d-Zustédnde des Graphen keine Beriicksichtigung fand.

Alles in allem bleibt festzuhalten, dass sdmtliche von den verschiedenen Auto-
ren angegebenen Werte fiir A deutlich niedriger liegen als die obige Angabe A,
fiir das Einzelatom, die sich auf die offene Schale der p-Elektronen bezog. Deren
Drehimpulse werden aber durch die im Gitter des Graphen ausgebildeten Bindun-
gen gewissermafen ausgeloscht, sodass Ay, in Letzterem keine (direkte) Giiltigkeit
mehr zu beanspruchen berechtigt ist. Zwar hat das abgesehen von seinem Uberlapp
zu den Nachbaratomen unverénderte p -Orbital noch immer den Drehimpuls | =1,
jedoch ist dessen in der Ebene des Graphen allein mafsgebliche Projektion auf die
dazu senkrechte Achse, ndmlich die magnetische Quantenzahl m; = 0, und damit
ist es — fiir sich allein betrachtet — in Bezug auf die Spin-Bahn-Kopplung ebenso
wirkungslos wie die an den o-Bindungen (I = 0) beteiligten sp2?-Elektronen. Eine
solche kann sich nur durch die Wechselwirkung der n- und o-Elektronen ergeben,
welche ihrer Kleinheit wegen mit der Stérungstheorie erfassbar ist. Da sich aber die
von den néichsten Nachbarn ausgehenden Effekte erster Ordnung aufgrund der (vom
Einzelatom aus gesehen) trigonalen Symmetrie gegenseitig kompensieren, kommt
besagte Storung erst in zweiter Ordnung Stoérungstheorie zum Tragen, wodurch
die geringe Grofe der bereits oben zitierten Ergebnisse verstdndlich wird. So ergab
beispielsweise die Berechnung in [46] fiir A die folgende Formel:

2| Eas] 9
2.57 = -A
( ) gtgpg at

Darin steht Fa, = —8,868 eV fiir die auf s, = 0 bezogene Energie des 2s-Zustandes
und ¢ fiir die Wechselwirkung der durch den Index bezeichneten Bindungen, hier
also tspe = +5,580 €V. Die Werte sind aus [31] entnommen und ergeben A ~ 1
neV. [45] liefert prinzipiell (bis auf einen zusitzlichen Faktor %) dasselbe Ergebnis,
benutzt dabei aber 6 meV fiir A,;. Ebenfalls ausgehend vom Modell der festen
Bindung (und unter scheinbar selbstverstandlicher Beschrénkung auf die n- und o-
Binder) gewinnt [47] unter Einbeziehung weiterer Parameter (tss6 und tp,s) sowie
einem gegeniiber [46] etwas verdnderten Datensatz ein numerisch fast identisches
Ergebnis A ~ 10 mK (1 peV).

Zwei Ausnahmen von der obigen Argumentation, die einen Effekt gleichwohl be-
reits in erster storungstheoretischer Ordnung beziiglich A,; wirksam werden lassen
kénnen, sollen nicht verschwiegen werden: Zum Einen kénnen d- und gegebenen-
falls auch f- sowie héhere Orbitale, letztere allerdings mit geringerer Konsequenz,
Drehimpulsprojektionen m; # 0 besitzen. Wenn nun die p ,-Elektronen anstatt mit
den o-Bindungen mit den d,.- und d,.-Zustidnden iiberlappen, — bei den anderen
d-Zustinden ist entweder m; = 0 (bei d.2) oder aber der Uberlapp verschwindet
aus Symmetriegriinden (bei dg, und d,2_,2) — so stellt sich ein Effekt erster Ord-
nung proportional zu A, ein, von dem [48] konstatiert, dass dieser dominierend
und fiir ,mehr als 96 % des dort fiir A gefundenen Gesamtresultates verantwortlich
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sei. Zum Anderen wurde, um den Effekt in erster Ordnung zum Verschwinden zu
bringen, vorausgesetzt, dass jedes Atom von seinen (nfchsten) Nachbarn in einer
perfekt symmetrischen Weise umgeben sein sollte; diese Symmetrie bricht jedoch
bei geeigneter Verzerrung, insbesondere bei einer Kriimmung der Graphenschicht
zusammen. Mutatis mutandis gilt Entsprechendes auch fiir das Anlegen eines elek-
trischen Feldes senkrecht zur Schicht, weshalb beides zum Rashba-Effekt (2.56)
Anlass gibt, welcher beziiglich A,; von erster Ordnung ist und dem ich mich als
Néchstes zuzuwenden gedenke.

Einige der bereits genannten Arbeiten berechnen neben dem intrinsischen auch
diesen Effekt und bestétigen damit die beiden in [40] aufgrund blofer Symme-
trietiberlegungen aufgezeigten Moglichkeiten (2.53) und (2.56); aukerdem wird mit
der Bestimmung der Konstanten auch die Stirke der jeweiligen Kopplung fixiert.
[45] berechnet den auf das elektrische Feld E zuriickgehenden Anteil der Rashba-
Konstanten zu

20 el

Ayt .
3tspa‘ at

(2.58) %ME) =

Dabei entstammt 2y dem Matrixelement des Stark-Effektes, den das Feld auf das
jeweilige Kohlenstoff-Atom ausiibt; es ist seiner Ausdehnung in z-Richtung propor-
tional und wird mit 186 pm angegeben. Mit einer Feldstdrke £ = 50V / 300nm,
welche der Oxidschicht des Substrates gerade noch zutraglich ist, vgl. [49], ergibt
sich ein Effekt von 7,4 peV, laut [47] mit seiner etwas verfeinerten, jedoch prinzi-
piell gleichartigen Berechnungsmethode 6,0 peV. Da der Rashba-Effekt nicht nur
der Grofe A, sondern ebenso einer ,dufieren” Ursache hier der aus technologi-
schen Griinden begrenzten Feldstérke, gleich anschliefsend hingegen der Kriimmung
— direkt proportional ist, ergibt sich insgesamt gesehen wieder ein Effekt zweiter
Ordnung, der, wenn er auftritt, von vergleichbarer Gréfenordnung sein wird wie der
intrinsische. Wie némlich in [47] ausgefithrt wird, bestehen fiir den Rashba-Effekt
gemaf der Art, wie die Symmetriebrechung beziiglich der Graphen-Ebene bewerk-
stelligt wird, und den jeweils damit einhergehend verinderten Kopplungsschemata
der beteiligten Atom- bzw. Molekiilorbitale zwei Moglichkeiten, die sich in (2.56) in
gleicher Weise auswirken, sodass dort A = A(F) £ XX zu setzen ist. Zu dem bereits
erwihnten Effekt (2.58) des elektrischen Feldes tritt also gegebenenfalls noch jener
einer Kriimmung der Graphen-Schicht hinzu, der sich laut [47] zu

1 t —t a a
2.59 “AK) 35 e e (@ @) A
( ) 2 ' |E23| R1 + R2 ¢

ergibt. Dabei sind Ry und Rs die Kriimmungsradien in zwei zueinander senkrechten
Richtungen (beispielsweise der x-und der y-Richtung) und die Proportionalitit zu
tppo — tppr weist auf die sich durch eine zunehmende Kriimmung allméhlich &n-
dernden Bindungsverhéltnisse hin. Da jedwede Graphen-Schicht niemals vollkom-
men glatt ist, sondern in Abhéngigkeit von Substrat und Herstellungsmethode eine
stets mehr oder minder starke, als ,,Crumpling” bezeichnete Welligkeit aufweist,
siehe [50], wird in der vorstehend angefiihrten Arbeit [47] die Schlussfolgerung
gezogen, dass durch die stets vorhandene Kriuselung im Graphen  sogenannte
,ripples — auch ohne duferen (und gewollten) Einfluss ein Rashba-Effekt von rund
20 peV vorliegen miisse. Tendenziell dhnliche Aussagen (dort iiber ,miniripples®)
macht auch [48].
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Fast ausnahmslos liegen sidmtliche genannten Werte im Sub-Kelvin-Bereich.
Auf die Frage, wie denn die Spin-Bahn-Kopplungen im Graphen eine betrichtli-
che Erhohung ihrer Stirke zu erfahren in der Lage sind, liefern die Formeln (2.57)
bis (2.59) bereits die entscheidenden Fingerzeige. Wenn aus Griinden praktischer
Handhabbarkeit von einer duferlich induzierten Kriimmung des Graphen im Wei-
teren abgesehen werden soll, so stehen noch zwei Wege offen: Zum Einen kann {iber
die Erhohung der elektrischen Feldstéirke der Rashba-Effekt (und nur dieser) ge-
steigert werden; in diesem Zusammenhang ist darauf hinzuweisen, dass das dazu
dienende elektrische Feld nicht unbedingt ein durch metallisch-leitfdhige Elektro-
den von aufsen angelegtes (und damit iiber relativ grofe Raumbereiche homogenes)
sein muss, sondern auch durch Atome auf oder unter der Graphen-Schicht erzeugt
werden kann. Diese bewirken, bedingt durch ihre vom Kohlenstoff abweichende
Elektronegativitit, eine Ladungsverschiebung und damit einhergehend ein elektri-
sches Feld, durch das es im Graphen, lokal begrenzt, zu einem interatomaren Stark-
Effekt kommt. Betreffs der Grofenordnung der beteiligten Felder kann konstatiert
werden, dass die atomar bedingten Felder jene, die von aufsen angelegt werden kon-
nen, nicht nur ortlich, sondern auch in ihrer summarischen Wirkung zu erreichen,
ja unter geeigneten Umsténden sogar noch zu iibertreffen in der Lage sind. Dies
erhellt sich daraus, dass, um die Wirkung des Substrates oder von (insbesondere
unfreiwilligen) Adsorbaten zu kompensieren, im Allgemeinen eine Gegenspannung
angelegt werden muss, die aber in bestimmten, vom praktischen [49]| Standpunkte
dann als ungiinstig einzustufenden Féllen die Durchschlagsfestigkeit des Substra-
tes, besser gesagt der dieses abschliefenden Oxidschicht, iibersteigt. [48] sieht Felder
von 1 V/nm als typisch fiir Graphen auf Substrat und dadurch bewirkte Rashba-
Auspaltungen von 10 peV als realistisch an. Zum Anderen wire eine Erhthung von
A, wiinschenswert, da sich eine solche auf beide Effekte, den intrinsischen und den
Rashba-Effekt auswirkte. Bezogen auf den zuerst genannten ist dies sogar die al-
leinige Moglichkeit — durch die quadratische Abhéangigkeit in (2.57) allerdings auch
eine besonders wirksame. Diesem Zwecke dienend werden Atome héherer Kernla-
dungszahl ins Spiel gebracht, durch die dann ein gewisser Nachbarschaftseffekt zum
Tragen kommt: Ein Elektron aus dem Graphen tunnelt in das schwere Atom hin-
ein, erfihrt dort eine deutlich erhdhte Spin-Bahn-Wechselwirkung, gegebenenfalls
auch einen Spinumklapp, und kehrt danach wieder in die Graphenschicht zuriick
[18]. Da die ansonsten perfekten Eigenschaften des Graphen, insbesondere seine
hohe Trigerbeweglichkeit — [51] gibt 20 m?2/Vsec an — nicht geopfert werden sollen,
scheidet ein direkter Einbau der Fremdatome, falls ein solcher chemisch iiberhaupt
méglich sein sollte, in die Graphenschicht natiirlich aus. Somit ergeben sich zwei
Moglichkeiten, die Zusatzatome, die auch ein elektrisches Feld erzeugen kénnen,
unterzubringen, ndmlich auf der Graphenschicht und darunter. Letzteres meint von
der Substratseite her und kann sich entweder auf die Wirkung des Substrates selbst
beziehen oder aber auf zwischen dieses und die Graphen-Schicht eingeschobene, so-
genannte interkalierte Substanzen. All diese Moglichkeiten wurden theoretisch wie
auch experimentell untersucht.

Um mit der Wirkung des Substrates zu beginnen, sei die Arbeit von Li et al.
[52] genannt, die ihre Untersuchungen mittels der Dichtefunktionaltheorie (DFT)
gestalten und im Wesentlichen zu folgenden Ergebnissen gelangen: Obschon eine
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(geringfiigige) Gitterverzerrung unter Umsténden einer Erhdhung der Spin-Bahn-
Wechselwirkung durchaus dienlich sein kann, muss das Graphen doch auf das me-
tallische Substrat ,passen”, da sich ansonsten kein stabiles System auszubilden
vermag. Neben dieser blof geometrischen Anpassung muss auch noch eine ener-
getische erfiillt sein, und zwar eine solche zwischen den d-Béndern des Metalls und
den 2p,-Niveaus des Kohlenstoffs, durch deren wechselseitige Hybridisierung der
Spin-Bahn-Effekt Gelegenheit erhilt, ins Graphen gewissermafen einzusickern. Im
Zusammenwirken beider Faktoren ergibt sich, dass trotz der unbestreitbaren Rol-
le der Kernladungszahl nicht der Grundsatz ausgesprochen werden kann, dass je
hoher diese sei, auch die Effekte der Spin-Bahn-Kopplung um so héher ausfallen
miissten. Im Einzelnen wird in [52] festgestellt, dass der Rashba-Effekt auf Gold
als Substrat sehr stark ausgeprégt ist, wihrend er sich fiir Silber und Nickel mit
stabiler Geometrie der darauf befindlichen Graphenschicht doch recht bescheiden
ausnimmt. Im Falle des Goldsubstrates werden im Dirac-Punkte 5 meV fiir die
Aufspaltung durch den intrinsischen Effekt genannt; fiir andere Punkte (und beide
Effekte) Werte bis zu etwa 100 meV. In einer experimentellen Arbeit untersuchen
Varykhalov et al. [53] Graphen auf einer Nickel-111-Oberfliche mit einer interka-
lierten einatomaren Goldschicht, also das System: Graphen/Au/Ni(111), von dem
sie behaupten, es kiime einer freistehenden (idealen) Graphenschicht durch Selbst-
organisationseffekte niher, als dies bei jeder anderen zuvor angewandten substrat-
basierten Priparationsmethode je der Fall gewesen sei. Mittels spin- und winkelauf-
geloster Photoelektronenspektroskopie gelangen sie zu dem Ergebnis einer grofien
und von k unabhéngigen Aufspaltung vom Rashba-Typ, die sich auf 13 + 3 meV
belduft.

Was die Wirkung schwerer Adatome auf der Oberseite der Graphenschicht an-
belangt, so unternimmt neben einigen anderen, in die gleiche Richtung weisenden
Arbeiten [54, 55] wohl Weeks et al. [18] die diesbeziiglich tiefgreifendste Unter-
suchung, der es insbesondere darum zu tun ist, die Herbeifiihrung eines QSH-
Zustandes zu ermoglichen. Aus diesem Grunde werden Adatome, die ein magneti-
sches Moment besitzen, gemieden, und auch der Rashba-Effekt soll mdéglichst wenig
zum Tragen kommen. Der favorisierten hohen Kernladungszahl entsprechend wer-
den ausschlieflich (stabile) Elemente der fiinften und sechsten Zeile des Perioden-
systems durchmustert, und zwar in Zeile 5: Indium, Zinn, Antimon, Tellur und Jod
(Z =49 ... 53) sowie in Zeile 6: Lanthan (Z = 57), Hafnium (Z = 72), Platin,
Gold, Quecksilber, Thallium, Blei und Wismut (Z = 78 ... 83). Dabei werden drei
verschiedene mdgliche Positionen der Adatome in Betracht gezogen, ndmlich un-
mittelbar iiber einem Kohlenstoffatom, oberhalb einer C-C-Bindung und in einer
Mulde, die sich aus sechs C-Atomen bildet. Letztere erlaubt auch eine Wechselwir-
kung iiberndchster Nachbarn, die besonders dem intrinsischen Effekt zugutekommt,.
Da die Zusatzatome ihrer Grofe wegen jedoch nicht bis in das Zentrum eines sol-
chen Sechseckes vorzuriicken vermdégen, sondern iiber diesem zu liegen kommen,
ist die Symmetrie in Bezug auf die Graphen-Ebene gebrochen, und es tritt zusétz-
lich auch ein Rashba-Effekt auf. Fiir jene beiden Elemente, die am Ende den Sieg
davontragen, wird dieser jedoch als ,junschidlich“ im Sinne der Fragestellung be-
kundet. Sich auf Symmetrieargumente stiitzend werden die Berechnungen fiir die
oben aufgelisteten Elemente mittels DFT durchgefiihrt, und im Endergebnis ergibt
sich fiir ein 4 x 4-Ubergitter, also bei einer 6,25%igen Bedeckung des Graphen eine
Energieliicke 2A von 7 meV fiir Indium; fiir Thallium sind es sogar 21 meV. Zur
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Kontrolle wurden beide Werte mit einer Tight-Binding-Simulation verifiziert. Was
die experimentell eher schwierig zu erreichende periodische Bedeckung anbelangt,
so ist diese laut [18] nicht unbedingt erforderlich, sondern prinzipiell kann auch eine
zufillige Verteilung der Adatome Verwendung finden.

Der Ausschluss bestimmter Elemente als Adatome, insbesondere jener, die ein
magnetisches Moment tragen, konnte Skepsis hervorrufen beziiglich der Frage, ob
nicht diese eventuell einen noch stirkeren Effekt hervorzurufen in der Lage sind,
doch wird in [55] zumindest fiir Eisen (mit Z = 26; wiederum im 4 x 4-Ubergitter)
ein Wert 2A = 5,5 meV gefolgert.

Im Lichte der vorhergehenden Ausfiithrungen mag zunéichst unerwartet erschei-
nen, dass eine markante Erhchung der Spin-Bahn-Wechselwirkung im Graphen auch
mit Wasserstoff als dem leichtesten aller Elemente zu erzielen ist. Hierbei ist freilich
zu beachten, dass nun nicht mehr, wie in den zuvor geschilderten Féllen, Physisorp-
tion vorliegt, sondern eine Chemisorption mit deutlich vernehmbaren Anderungen
der Bindungsverhiltnisse eintritt. Da eine vierte Bindung geschaffen werden muss,
geniigt nun nicht mehr die sp2-Hybridisierung, sondern an ihre Stelle tritt — verbun-
den mit einer starken, aber lokalen Gitterverzerrung eine sp3-Hybridisierung wie
beim Diamanten, dessen Spin-Bahn-Kopplung nunmehr mafistabsetzend wirksam
wird. [56] berechnet A in Abhéngigkeit vom Wasserstoffbedeckungsgrad; fiir voll-
stidndige Bedeckung — hierbei liegt mithin Graphan vor — ergibt sich als Maximum
das einer anschaulichen Deutung zugéngliche Ergebnis A = % -Ac ~ 7,5 meV: Nur
drei von vier Bindungen fithren zu Kohlenstoffatomen. Bei sehr schwacher, lediglich
im Promillebereich liegender Bedeckung wurde laut [57] jedoch bereits A = 2,5 +
0,2 meV gemessen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels sollen nunmehr jene Verzerrungen be-
trachtet werden, die zwar von an sich geringerer Stéirke, dafiir aber auf ein grofieres
Gebiet, verteilt sind.

2.7. Mechanische Verzerrungen und Pseudo-Vektorpotential

Bereits mehrfach wurde in mehr oder minder direkter Weise die Tatsache ange-
sprochen, dass zur Beschreibung der Quasiteilchen im Graphen von der Quanten-
mechanik in ihrer relativistischen Form Gebrauch zu machen ist. Die Spin-Bahn-
Wechselwirkung ist ein genuin relativistischer Effekt, und A gibt den Teilchen for-
mal eine Masse; eine Raumkriimmung wird durch sie jedoch nicht hervorgerufen.
Allerdings gilt es zu beachten, dass die Dirac-Weyl-Teilchen des Graphen nicht im
»freien” Raume existieren, sondern gewissermafsen auf einem materiellen und noch
dazu zweidimensionalen Substrate leben. Das Wort ,,Substrat® soll hier ausnahms-
weise nicht die zur mechanischen Stabilisierung dienende Unterlage des Graphen,
sondern dieses selbst bezeichnen; freistehendes Graphen ist hiermit selbstverstind-
lich eingeschlossen. Und dieses Substrat kann Verdnderungen erfahren iiber eine
von aufien initiierte Verzerrung oder Kriimmung, wobei letzteres Untersuchungen
zur Elektrodynamik in (zweidimensional) gekriimmten Rdumen moglich macht.

So wie der Nabla-Operator, der den Impuls bestimmt, die Wellenfunktion ab-
tastet, besser gesagt deren rdumliche Verdnderung, so tut er das auch in Bezug
auf das Substrat und die dort obwaltenden Lage- und insbesondere Abstandsén-
derungen zwischen den Kohlenstoffatomen, da diese sich, wenigstens indirekt, auf
die zugehorige Wellenfunktion auszuwirken geeignet sind. Bedingt durch die damit
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einhergehenden Versinderungen der Energieniveaus und Uberlappungsintegrale er-
geben sich im Hamilton-Operator Zusatzterme, welche in ihrer Form exakt an jene
Substitution gemahnen, die bei Einbeziehung eines elektromagnetischen Feldes dort
vorzunehmen ist.

Die folgende Herleitung kleidet diese mehr heuristische Sichtweise in eine mathe-
matisch-exakte Form: In Folge der mechanischen Verzerrungen erfahren die Wech-
selwirkungsparameter ¢t und t’ geringfiigige, jedoch ortsabhingige Verianderungen,
welche durch die Ersetzungen t — ¢ + 5t(7) und analog fiir ¢’ erfasst werden,
die man in (2.4) und (2.7) vorzunehmen hat. Dadurch ergibt sich im Hamilton-
Operator (2.3) ein Zusatzterm 0H mit einer zu diesem analogen Struktur. Da hier
nur die K-Punkte (einschl. K’) und deren Umgebungen interessieren, wird in den
Nebendiagonalelementen

3
(2.60) Shia = 83y = =3 5t - exp (—i K 5_;)

j=1

— —
sogleich k = ? gesetzt. Eigentlich miisste es k& = f(} + ¢ sein, siehe (2.12),
aber wegen g, ya < 1 [vergleiche (2.14)] ergében sich zusammen mit den bereits
kleinen ¢t; (zusétzlich) blofs Terme, die klein von insgesamt zweiter Ordnung und

deshalb wegzulassen sind. Der Index in §¢; stimmt hier mit jenem in 5—; iiberein und
bezeichnet auf diese Weise dasjenige Nachbaratom, zu dem hin sich der Parameter ¢
um das entsprechende dt; gedndert hat. Der Stern steht wie iiblich fiir die komplexe
Konjugation; eine solche ist auch dann (zusétzlich) auszufithren, wenn man zu dem
anderen K-Punkt iibergeht [siehe (2.13) mit ¢ = 0 und (2.11)]. Es ergibt sich

e

(2.61) Ohag = 0h3y = — - (A —i- A7),

c

Das soeben eingefiihrte Vektorpotential ist dabei durch

e —t e APS 1. (5t1 + 5t2) — Ots
2.62 — AP = — . z = 2
( ) C C < AZS ) ( § . ((Stl — 5t2)

gegeben und verschwindet, wie man unschwer erkennt, identisch, sofern der Wech-
selwirkungsparameter ¢ lediglich eine konstante Verminderung (oder Erh6hung) er-
fahrt, ansonsten aber keine Ortsabhingigkeit enthélt. (Ein entsprechend globaler
Effekt spielt natiirlich fiir ¢ # 0 iiber die Fermi-Geschwindigkeit (2.17) hinein;
insgesamt ist dieser aber, da ¢ klein ist, wieder von zweiter Ordnung.) Der an sich
willkiirliche Faktor ¢ wurde in (2.61) und (2.62) lediglich eingefiigt, um die Analogie
zur Peierls-Substitution hervorzuheben. Im Gegensatz zum sonst iiblichen Anlass
handelt es sich aber bei dem Feld, das durch das Vektorpotential (2.62) beschrieben
wird, nicht um ein echtes Magnetfeld und ist als solches auch nicht experimentell
— etwa durch Neutronenbeugung — nachweisbar; als sogenanntes Pseudomagnetfeld
wirkt es sich ndmlich nicht auf den echten, sondern allein auf den Pseudospin aus.
Anders als beim echten Magnetfeld, bei dem duflere Stréme umzupolen wéren, liegt
hier auch keine Verletzung der Zeitumkehrinvarianz vor. Wie es einer statischen Si-
tuation zu entsprechen hat, sind hier beide Zeitrichtungen in ihrer Bedeutung vollig
deckungsgleich, was allerdings erst dann zum Vorschein tritt, wenn beide K-Punkte
als miteinander verbundene Entitit betrachtet werden.
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Eine entsprechende Rechnung fiir die Hauptdiagonalelemente ergibt

6 \/g 6 )
(2.63) Shyy = 5 - > ot} iy > (=1) 6t
j=1 j=1

Do =

wobei der Imaginirteil verschwindet, da die in ihm enthaltenen Summanden 6t}
paarweise auf der gleichen Linie liegen; siehe (2.10). Bei einer als kontinuierlich an-
genommenen und im Vergleich zur Gitterkonstanten d langsam dahinschreitenden
Variation 5t;- sind diese im Rahmen einer bei der vorliegenden N&dherung ausrei-
chenden Genauigkeit als identisch anzusehen, also 0t 5 5 = 6t} 5 3. Aus gleichem
Grunde vereinfacht sich auch der Realteil, und (2.63) wird zu

3
(2.64) Shiy = 0hag = 0t; = Vo,

j=1

sodass insgesamt

K _ Vot (A =i AR C.5.an
(2.65) 0H _< e (A Y. ar) Voo =1 Vpor+ -7 A

gilt.

Schliefslich soll noch der Zusammenhang mit einer (statischen) Verzerrung her-
gestellt werden, denn bislang wurden ja nur die durch sie bewirkten Anderungen
der Energieparameter ¢ und ¢ betrachtet. Vergleicht man zu diesem Zwecke die
Ersetzung t — t + 6t (77) mit einer Taylor-Entwicklung nach dem nunmehr verén-
derlichen Abstand der Atome a, welcher bei geniigend kleinen Auslenkungen ein
Abbrechen nach dem ersten Gliede gestattet, so ist zunéchst 6t; = % - duj; mit der
Abstandsinderung

5
(2.66) buy =L [k (B) - b (R + ;)]

Diese wird durch die Verschiebungen w4 und uz der Atome auf den Gitterplitzen
A und B aus ihren Ideallagen R; bzw. ]?; + 9, (hier 0.B.d.A. vom Atom A aus
gezéhlt) festgelegt; dabei wird durch den Vorfaktor die Projektion auf die Solllage
der Verbindungslinie ausgewihlt, da lediglich Lingendnderungen als relevant, die
Winkeldnderungen dagegen als nachrangig betrachtet werden.

Im Sinne der Kontinuumsn#herung, bei der die Verzerrung W nicht mehr blok
denjenigen Orten zugeordnet wird, an denen sich auch tatsichlich Atome befin-
den, sondern als nunmehr stetige Grofe aufzufassen ist, die grundsétzlich iiberall
in der Ebene des Graphen definiert zu werden vermag, kann die Differenz in (2.66)

%
durch @4 — up = k- (6;V) W ersetzt werden [58], wobei x =~ 0,369 ein dimen-

sionsloser Parameter ist. Mit dem ebenfalls dimensionslosen Griineisen-Parameter

8= —311’3; ~ 2...3 — er ist positiv, da mit zunehmender Bindungslinge der Uber-

lapp der Wellenfunktionen geringer wird — folgt fiir die dadurch bedingte Anderung
der Wechselwirkungsenergie

(2.67) 5t = _sbt e (6_j>v) .

a2
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Im Einzelnen liest sich dies als 6t; 5 = —i/ﬁﬁt~ (um + 2\/§“xy + 3uyy) und dt3 =
—K Pt - Ugy, so dass schlussendlich

e

(2.68) Z AP = %I{Bt- < Ugy — Uyy )

C _QUmy

wird |58, 59]. Man beachte die ungleichartige Abhangigkeit von den Koordinaten
2 und y, welche einer entsprechenden Anisotropie des Graphen-Gitters (siche Abb.
2.1) geschuldet ist. Durchschneidet man dieses ndmlich entlang der y-Achse, so ent-
stehen Zickzack-Kanten, sogenannte ,,zigzag-edges®; erfolgt hingegen die Teilung in
Richtung der x-Achse, so kommt es zu sesselartigen ,,armchair-edges“. Eben diese
Anisotropie schligt sich in der unterschiedlichen (richtungsspezifischen) Zuordnung
der beiden Komponenten der Scherung ;. — uy, und 2ug, zu jenen des Vektorpo-
tentials (2.68) nieder; dabei sind die Komponenten des Verzerrungstensors in der
Schreibweise x,y, 2z = x1 23 durch

1 <8ui Ou,  Ouy 3ul>

(2.69) ik = ory | Ox;  Ox; O
gegeben. Auch wenn das letzte (dritte) Glied seiner relativen Kleinheit wegen [60]
oft fortgelassen wird, so zeigt sich doch in ihm iiber die Erfassung der damit einher-
gehenden Hohendnderung auch bereits ein Einfluss der Kriimmung der Graphen-
schicht, sodass die formell-strukturale Ahnlichkeit des einschliigigen Ergebnisses in
[61] durchaus verstdndlich ist. Da selbiges jedoch im Folgenden keine Anwendung
finden wird, sei indessen blof eine Tatsache angemerkt, die sich auf eine Faltung des
Graphen bezieht, wie sie bei seiner Herstellung mittels der Klebebandmethode (me-
chanische Exfoliation) zuweilen vorkommt. Bedingt durch die van-der-Waals’schen
Anziehungskrifte zwischen den iibereinandergelegten Teilen der Graphenschicht
und begrenzt, durch deren elastomechanische Eigenschaften ergibt sich laut [62]
fiir die Faltung ein natiirlicher Biegeradius R ~ 7 A und eine Verzerrung Uyy VOI
einem Promille; hierbei wird angenommen, dass der Knick entlang der x-Richtung
zu liegen kommt. Wihrend aus Symmetriegriinden A, = 0 ist, setzt sich A, aus
zwel Anteilen zusammen: A, = (1,6 +7,2) - 107347 = 8,8-10"m~!. Neben den
kleineren, durch die Verzerrung im engeren Sinne selbst verursachten tritt ein zwei-
ter, weitaus groferer Betrag, der auf der Hybridisierung der n- und o-Orbitale fuft,
welche durch die Kriimmung nunmehr doch erméglicht wird.

Eine analoge Uberlegung wie bei (2.67), jetzt aber bezogen auf die iiberniichsten
Nachbarn, fiihrt zu
(2.70) Vot = 0t + 8ty + 0ty = gp + (U + Uyy) -
Statt zur Scherung ist das Skalarpotential also der Dilatation (oder Kontraktion)
proportional, wobei die Proportionalititskonstante gp zumeist mit 16 eV beziffert
wird (siehe [63], [64] und dortige Referenzen). [58] schétzt (aus der Bandbreite)
grob gp = 20 ... 30 €V ab. Hingegen kommt eine numerische Berechnung [65] auf
der Grundlage der DFT, moglicherweise bedingt durch Abschirmeffekte elektrosta-
tischer Natur, lediglich zu gp = 3,5 eV.

3 7



KAPITEL 3

Gleichzeitiger Einfluss beider
Spin-Bahn-Kopplungen, von Magnetfeldern und
Verzerrungen

3.1. Zielstellung, allgemeiner Hamilton-Operator und Symmetrien

In dem hier vorliegenden Kapitel soll ausfiihrlich untersucht werden, wie sich
das Zusammenspiel all der in den Abschnitten 2.4 bis 2.7 des vorigen Kapitels
getrennt dargelegten Effekte, ndmlich sowohl mechanische Verzerrungen beschrei-
bender Pseudo- als auch echter Magnetfelder einerseits sowie beider Arten der Spin-
Bahn-Kopplung andererseits, erfassen und gestalten l&sst.

Der Leitgedanke dabei ist zunéchst, dass, bedingt durch die experimentellen
Gegebenheiten, diese Grofsen nicht beliebig einzeln und getrennt voneinander zu
kontrollieren sein werden. So werden zum Beispiel Magnetfelder, die nicht blofs ho-
mogen (wenngleich dabei unter Umsténden sehr stark) sein sollen, sondern in defi-
nierter Weise auf mesoskopischer Lingenskala verdnderlich, durch das Aufdampfen
entsprechender Schichten realisiert. Die in ihnen enthaltenen Atome werden aber
durch den Kontakt, in den sie dadurch mit dem Graphen gebracht werden, auf dieses
dann auch Spin-Bahn-Kopplungen auszuiiben nicht unterlassen kénnen. Prinzipiell
gilt dies selbst dann noch, wenn durch erh6hten Abstand mittels einer Schutzlack-
schicht wie Polymethylmethacrylat (PMMA) die genannten Effekte in ihrer Stirke
gemindert werden koénnen. Dass mechanische Verformungen andererseits sowohl
skalare als auch Vektorpotentiale hervorzurufen in der Lage sind, wurde bereits in
Abschnitt 2.7 dargelegt.

Vom theoretischen Standpunkt aus betrachtet ist die gleichzeitige Untersuchung
all dieser Einflussgréfsen in ihrem Zusammenwirken keineswegs trivial, da sich ihre
Effekte mitnichten in blofs additiver Weise einfach iiberlagern lassen. Seine Ursache
hat dieses Verhalten in der Nichtlinearitdt der zugrunde gelegten bzw. sich ergeben-
den Gleichungen; Anhaltspunkte dafiir als auch einen Vorgeschmack darauf bieten
bereits (2.54) und (2.47).

Unter Zusammenfassung des bei Beriicksichtigung beider K-Punkte grund-
legenden Hamilton-Operators (2.52), der Einbeziehung von echten und Pseudo-
Magnetfeldern tiber die Peierls-Substitution (2.30), also (2.33) und (2.65) einschliefs-
lich beliebiger Potentiale V), des Zeeman-Terms

(3.1) HZ :sz Sy

mit b = %ge,uB sowie beider Arten der Spin-Bahn-Kopplung (2.53) und (2.56)
ergibt sich

39
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(32)  Haug = 0u(7:(pe+Az) +A2) 0y (py + Ay + 2 AD°) + ...
1
+vaot + sz -S, + A- 0,T:S, + 5)\ ’ (O-QCTZS,U - (J'ny) :

Dies ist der Hamilton-Operator in seiner allgemeinsten Form, der all die in Tab. 2.1
des vorigen Kapitels aufgefiihrten Freiheitsgrade erfasst und demzufolge auf eine 22
= 8-komponentige Wellenfunktion

Vark
VprK
YAk

. VB K
(3.3) U = W
Vprkr
\IIA\LK’
VpiK

anzuwenden ist. Im Hinblick darauf ist das Produkt mehrerer Pauli-Matrizen, die
sich auf verschiedene Objekte beziehen, nicht in der {iblichen Weise zu verstehen,
sondern als direktes Produkt aufzufassen, welches auch als Kronecker-Produkt ge-
laufig ist. Gedanklich (oder in der konkreten Rechnung) sind, um Konsistenz zu
erzielen, bei jenen Termen, die weniger als drei derartige Matrizen enthalten (al-
so auch beim letzten), die entsprechenden Einheitsmatrizen einzufiigen. Auferdem
wurde von der Setzung /i := vp := ¢ := 1 Gebrauch gemacht.

Falls, wie es im Folgenden vorgesehen ist, lediglich nicht explizit von der Zeit
abhéngige Situationen betrachtet werden sollen, ermdglicht die dann vorliegende
Zeitumkehrsymmetrie jedoch eine betrichtliche Vereinfachung.

Die Zeitumkehr selbst wird durch den Operator

(3.4) T = 74is,C

bewerkstelligt, der die damit einhergehende Vertauschung der beiden Téler K und
K’ iiber die Matrix 7, erfasst. Neben der komplexen Konjugation C miissen auch
die Spins umgekehrt werden. Dies geschieht jedoch nicht {iber eine entsprechende
Matrix s;, sondern, um bei doppelter Anwendung auf Teilchen mit dem Spin 3,
wie es sein muss, den Faktor —1 herauszubringen, iiber die (reelle) Matrix is,. Bei

Anwendung des Zeitumkehr-Operators (3.4) von links auf die Gleichung
(3.5) (H-—E)¥ =0

ergibt sich das unmittelbar einleuchtende Ergebnis, dass nicht nur die Bewegungs-
richtung jener Teilchen umzukehren ist, die sich im Graphen selbst, befinden, dass
also der Tmpuls der Quasiteilchen 7 einen Vorzeichenwechsel erfihrt, sondern dass
ein Gleiches auch fiir diejenigen Elektronen zu ergehen hat, die das duflere Feld
B=vxA4 erzeugen: Uber 7 (H — E)¥ = (THT ' — E) TV = 0 folgt néimlich
die Transformation

(3.6) THauy (?72,&) T'' = Huy (—7, —Z, _Bz)

und damit die erste Zeile in der unten stehenden Gleichung (3.9).

Es ist aufschlussreich, sich zu vergegenwirtigen, dass ein Wechsel der K-Punkte
untereinander nicht nur durch eine zeitliche, sondern auch durch eine rdumliche
Inversion angestrengt werden kann. Unmittelbar ersichtlich ist dies ist aus (2.11).
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Da eine Raumspiegelung jedoch nicht bloft auf das reziproke Gitter Bezug nimmt,
sondern selbstversténdlich auch das direkte Gitter betrifft, ist sie (sieche dazu Abb.
2.1) gleichermafen auch mit einem Wechsel der Atome A und B verbunden; der
entsprechende Operator lautet also

(3.7) T = r,io, .

Die Wahl der Matrix 4oy, die jenen bewirkt, geschieht dabei aus formal vollig glei-
chem Anlass wie oben in (3.4), jedoch mit durchaus unterschiedlicher Ursache:
Wiéhrend der reale Spin, der in klassischer Deutung (insoweit eine solche iiber-
haupt als angemessen empfunden werden kann) einer echten Drehung entspricht,
die im zeitlichen Verlaufe stattfindet, kann etwas Derartiges iiber den Pseudospin,
der sich auf die Atome A und B bezieht, welche gemeinsam und in ihrer Gesamtheit
aufgefasst das starre Grundgitter des Graphen bilden, iiberhaupt nicht in Betracht
gezogen werden. In dem einen Fall handelt es sich also um die Spinoreigenschaft
des Elektrons als solchem selbst, in dem anderen Fall hingegen um eine zusétzliche
Eigenschaft (die Berry-Phase), welche es als Quasiteilchen aus seiner Umgebung
(dem Graphen mit zweiatomarer Basis) erst gewinnt.

Durch die Inversion der Graphenschicht erfihrt Selbige, wie gewiinscht, das
Magnetfeld sozusagen von der anderen Seite her; jedoch wiirde eine Raumspiegelung
auch die dort obwaltenden elastischen Verformungen und das damit einhergehende
Vektorpotential A.pS> yumklappen®, sodass dieses (und nur dieses) ausgleichshalber
umzupolen ist. Es ergibt sich denn auch

(3.8) THay (A7) T = Houy (- A7)
und folglich {iber die untere Zeile der folgenden Beziehung
\I’AT +\I’A¢ -
(') — [ ¥nt _ +¥p Ny
(3.9) wl = Ty ( 7,4, Bz)
Vg, ) —VUpt )
+\IJBT
| (o
i = _ AP
(3.10) U,
U4y )

die zweite, mithin sogar noch einfachere Moglichkeit, aus der Losung fiir den K-
Punkt jene fiir den anderen Punkt K’ zu generieren. Der Index K, der hier jeweils
noch summarisch angefiigt wurde, kann also im Folgenden fortgelassen werden, und
es geniigt die Betrachtung eines Vierer-Spinors

\IIAT

\I/B¢
3.11 U =
(3.11) W,

\I/B¢

als Wellenfunktion. Deren Komponenten miissen, wie sich aus dem Vergleich der
beiden rechten Seiten von (3.9) und (3.10) ergibt, die wichtigen Relationen

g (-7, -B. - A, —A?’)
o (—?, ~B. - X,—,ﬁp)

(3.12) T,

(3.13) U,
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erfiillen.

3.2. Der Modell-Hamiltonian und seine Lésungen

Aus Griinden rechentechnischer Beherrschbarkeit soll im Folgenden lediglich
der einfachstmogliche Fall, der (3.2) realisiert, behandelt werden, und das ist zu-
néchst ein ginzlich homogener Bereich mit konstanten Parametern. Spéter konnen
dann mehrere derartige Bereiche, die in der x-Richtung immer noch unbegrenzt sein
sollen, mit in y-Richtung verdnderlichen, jedoch abschnittsweise konstanten Para-
metern aneinandergesetzt werden. Es werden also die ,Dotierungen“ A, A und na-
tiirlich auch b = const vorausgesetzt, ebenso wie die Verzerrungen, von denen schon
jetzt angenommen werden soll, dass sich auch bei ihnen in der x-Richtung nichts
tut, sodass also ugs = Uyy = 0 und nur uy, =: ug = const ist. Damit wird aus (2.68)
und (2.70) schlicht AP® = f%nﬁtﬂuo =: —Ap, Ags =0 und Vpor = gp -ug =: Vp mit
den Konstanten A und V. Die gewiinschte Verzerrung der Graphenschicht kann im
Vorhinein durch ein entsprechendes Hohenprofil des Untergrundes oder nachtréglich
noch verdnderlich durch dessen lokale Erwidrmung sowie bequemer, préiziser und
auch schneller steuerbar — durch den piezoelektrischen Effekt betétigt werden. Fiir
die theoretische Behandlung auch komplizierterer Verzerrungsprofile geniigt im All-
gemeinen die Betrachtung stiickweise konstanter Bereiche, an deren Grenzen zwar
o-funktionsartige Spitzen des Vektorpotentials entstehen, die sich aber — dhnlich
wie bei der Methode der Greensfunktionen — zu glatteren und damit realistischeren
Verlaufen {iberlagern lassen, vgl. dazu auch [66]; dies gilt natiirlich nicht, wenn wie
in [67] durch die mechanische Verzerrung gerade ein konstantes Pseudo-Magnetfeld
erzielt werden soll. Das echte Magnetfeld wird hingegen, wie es der Realitéit eher
entspricht, auch in der hier vorliegenden Arbeit zumindest abschnittsweise konstant
sein. Dies lédsst sich, wenn x als Koordinate ginzlich vermieden werden soll, sehr
einfach durch die Landau-Eichung

(3.14) X:(ﬁz ):Bz.<y°"0_y>

fiir dessen Vektorpotential erreichen. Dabei wurden die Konstanten yg;, die nicht
unbedingt mit den Bereichsgrenzen iibereinzustimmen brauchen, eingefiigt, um bei
einer spiteren Aneinanderfiigung verschiedener Bereiche sonst eintretende Unste-
tigkeiten zu vermeiden. Da also die Koordinate z in (3.2) nicht mehr vorkommt,
mithin zyklische Variable ist, ist der kanonisch konjugierte Impuls p, = hk, = k,
eine Erhaltungsgrofe; hingegen bleibt p, = —id, ein echter Operator. Somit wird
(3.2), alles Vorgenannte in sich aufnehmend, durch die Setzung 7, = +1 auf den
Punkt K spezifiziert und damit auf den Vierer-Spinor (3.11) wirkend, zu

(3.15) HSOAS:,BZ = 0 (k‘L + B, - (y()i — y) — Ao) - idyay + ...

+Vo+bBZ-sZ+A~aZsz+g-(? x3), .

Der an diesem, im Folgenden zugrunde gelegten Hamilton-Operator angebrachte
Index soll darauf hinweisen, dass hier sowohl ein Magnetfeld in z-Richtung (Zusatz
,,B*) als auch Spin-Bahn-Kopplungen (beiderlei Art) sowie mechanische Verzerrun-
gen (,SOAS“ = Spin Orbit And Strain) miteinbezogen wurden. Will man diesen in

Matrixform schreiben, so gilt es, das im vorigen Abschnitt iiber die Matrizenmul-
tiplikation Dargelegte zu beachten — nunmehr selbstredend ohne die Einbeziehung
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der Matrix 7. Exemplarisch sei dies hier fiir den letzten Term in (3.15) vorgefiihrt

0 0 0 O

A LA o0 4o

(3]‘6) 5 (? X s )z - 5 ' (sty - Uysiﬂ) =X 0 —i 0 0
0 0 0 O

da sich hieraus explizit ersehen lisst, dass bei Anwendung auf den Spinor (3.11)
lediglich dessen mittlere Komponenten durch \ verkoppelt werden, nicht jedoch die
beiden duferen. Die restlichen Operatorbestandteile von (3.15) verkniipfen hinge-
gen nur Komponenten gleichen Spins, siehe (3.18). Somit ergibt sich, dass der in
den Abschnitten 2.5 und 2.6 ausfiihrlich besprochene Spinumklapp im K-Punkt
allein zwischen den Zustinden A ] und Bt stattfindet (selbstverstédndlich in beiden
Richtungen) und mithin der Gesamtspin, der sich additiv aus echtem und Pseu-
dospin zusammensetzt, erhalten bleibt. Auch dies ist mithin ein Grund, nicht blof
in rein formaler Analogie vom Pseudo-Spin des Untergitters zu sprechen, sondern
ihm dariiber hinaus auch eine physikalische Realitdt zuzubilligen, wenngleich es zu
beriicksichtigen gilt, dass Letzterem, wie bereits oben erldutert, doch einige etwas
andere Eigenschaften zuzuschreiben sind.

Im Einklang damit steht, dass, wie die direkte Rechnung bestétigt, indem man
im letzten Term aus (3.2) 7, = —1 setzt, sich das Umklappen der Spins im an-
deren K-Punkt lediglich zwischen den zuvor unbeteiligten Zustinden AT und B
abzuspielen vermag, da in K’ mit seinem formal umgekehrten Zeitverlauf zwar die
Zuordnung der Spinrichtungen vertauscht zu denken ist, nicht jedoch die Zuordnung
der Atome selbst zu ihren Untergittern.

Setzt man in (3.15) B, = +B > 0 und bedient sich der Abkiirzung
(3.17) K =k + B-yo — Ao

(B bezeichnet von nun ab immer den Betrag des Feldes unabhéngig von seiner
tatsichlichen Polung), so schreibt sich die Grundgleichung (3.5), die auf den nun
von z nicht mehr abhéngigen Spinor (3.11) wirkt, folgendermafsen:

(3.18)

Vo—E+A+bB K-B-y—0, 0 0
K-B-y+d, V,—E—A+bB +iX 0
0 —i Vo—E—-A—bB K-B-y—0,
0 0 K-B-y+d, Vo—E+A-bB

Durch Multiplikation mit dem Faktor —1/v/2B sowie die Substitution
K
(319) 7= V2B - <y — B)

(sodass 0, = V2B - 0, ist) schreibt sich dies kompakt als

- n+o, 0 0 Wt (n)
ln—o, v —iA 0 gt (1)

3.20 21— n T+ ~ Bt —0.
(3.20) 0 +iA I R Way(n)
0 0 =0, - gy (1)
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Hierbei wurde von folgenden Abkiirzungen Gebrauch gemacht: A := —2— sowie

V2B
E—Vo—bB+A
V2B
E—Vo+bB+A
V2B

Durch Einsetzen der ersten in die zweite und analog der letzten in die vorletzte
Gleichung dieses Systems folgt:

(3.21) IA/'T:‘: =

(3.22) IA/l:t =

1 1 s

(3.23) (334t 3) W () = +ismrwa (o)
1 1 s

(3.24) (=GP +m—3) W) = ~ik7 o (o

2 2 2 2
Dabei wurde v44 vy = W =ypundv v = % =1

B
zusammengefasst. Insgesamt ist also die Differentialgleichung vierter Ordnung

29) (02— =g ) (= {+un ) Wy ) = A251 0 o)
zu 16sen. Bekanntlich wird (siehe etwa [68]) die einfacherere Gleichung zweiter Ord-
nung (8% — %772 +p+ %) ® (n) = 0 durch die vier parabolischen Zylinderfunktionen
@ (n) =Dy (n), Dp(—=n), D_(p41) (in), D_(p41) (—in) geldst, von denen jedoch nur
zwei voneinander linear unabhéngig sind.

Welche Auswahl man auch immer trifft, um (3.25) zu befriedigen, muss der

Index p die Gleichung

(3.26) (n=p)(ny—p—1)=Appv

erfiillen. Da auferdem auch noch D, (—n) = (=1)" - D,, (n) fiir n € Ny ist, und
Ahnliches fiir die beiden Funktionen mit den imaginéiren Argumenten gilt, werden
hier die Ansétze Vpy (1) = v4— - Dy () und ¥py () = Up— - D_(p41) (—in) gewéhlt,
und man gelangt als Losung der Gleichung (3.20) zu den Endresultaten

—p- D,_1(n)
reell . VT7 ' Dp (n>
(3.27) Vioadin () = =) p, ()
% “Dp 1 ()
—i - D_p (—in)
. Vi— D_py1y (—in)
(3.28) oAl () = D) D (—in)
TP D (49) (—in)

Da der Index p als Losung der quadratischen Gleichung (3.26) jedoch jeweils zweier
Werte

1 1 ~ o~
(3.29) p=pt = 3 (rr4+v, —1)£ \/4 (vy —vy + 1) + A2 7,

fahig ist, sind das, wie es bei einer Gleichung vierter Ordnung ja der Fall sein muss,
auch insgesamt vier Losungen. Schreibt man diese in Form einer Matrix, die spéter



3.3. HOMOGENER BEREICH: DIE ERLAUBTEN ENERGIEN UND ZUSTANDE 45
benétigt wird, auf, so lautet sie folglich
(3.30)
_ 1yp™ yp~ i + i -
Qsoas+s (1) = (WL () WS, () WESELT, () WSS, ) ).
wobei sich das Argument nach (3.19) transformiert.

Fiir den Fall einer Richtungsumkehr des Magnetfeldes, also B, = —B < 0,
folgen die entsprechenden Lésungen

% Dyi1(n)
reell VT p)
(3.31) VESasp () = r D)
Vr— 'D;D (n)
p- Dy (77)
Uy — 1
4 TA;;()fij ; D_(p12) (in)
(3:32) VGois 5 () = T Do) ()
VT— D_(p11) (in)
—i+D_y (in)

sofort aus den Relationen (3.12) und (3.13). Sie ergeben sich natiirlich auch aus
der direkten Rechnung. Einzelheiten dazu und weitere Erlduterungen finden sich
im Anhang. Aus mathematischer Hinsicht ist somit der Aufgabenstellung Geniige
getan, und ich kann mich nunmehr der physikalischen Deutung zuwenden. Beginnen
soll diese mit einer Betrachtung des homogenen Bereiches.

3.3. Homogener Bereich: die erlaubten Energien und Zustéinde

Um die vorstehend erhaltenen Ergebnisse, die zun&chst mehr rechentechnischer
Art zu sein scheinen, schrittweise einer physikalischen Ausdeutung zuzufithren, wer-
de in diesem Abschnitt ein homogener Bereich betrachtet, an dessen formal im
Unendlichen liegenden Grenzen die Wellenfunktionen (3.27) oder (3.28) zu ver-
schwinden haben. Fiir die in (3.27) enthaltenen Zylinderfunktionen D, () wegen
der Definition (3.19) geht mit y auch 1 — 400 —ist dies nur dann der Fall, wenn ihr
Index p € Ny, also eine natiirliche Zahl einschliefslich Null ist. Die Funktionen mit
imagindrem Argument D_ ) (—in) in (3.28) gehen zwar fiir p € N ebenfalls gegen
Null, jedoch nicht schnell genug, um quadratintegrabel und damit normierbar zu
sein. Somit miissen letztere verworfen werden, und es verbleiben fiir den unendlich
ausgedehnten homogenen Bereich lediglich die Funktionen (3.27) mit p =1, 2,3, ...
. Wegen ihres fiir n € Ny giiltigen Zusammenhanges mit den Hermite-Polynomen
H,, reduzieren sich die beteiligten Zylinderfunktionen

(3.33) Dy (n) = \/12—” - exp (—jﬁ) - H, <\}§n>

zu den von der Losung des harmonischen Oszillators her bekannten Ausdriicken, und
die Funktionen (3.27) lassen sich durch Voranstellen eines Faktors N, normieren.
Dieser berechnet sich tiber

+oo
(3.34) [ Da) D) - dn = V27 0
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9 —1/2
~ - +1
p+u%+<VTAp> -<1+p~2 ) p!} .
vi_

Anders als in Kapitel 2 (siehe Gleichung (2.46) in Abschnitt 2.4) ist aber die
Beziehung des Index mit der Energie, {iber die noch im Einzelnen zu berichten
sein wird, im Allgemeinen deutlich komplizierter als im dort betrachteten Falle.
Schreibt man nédmlich die Beziehung (3.26), die der Index p zu erfiillen hat, auf die
urspriinglichen Grofen um, indem man die dabei vorgenommen Abkiirzungen (also
(3.21) usw.) wieder einfiigt, so erhélt man die grundlegende Beziehung
(3.36)

(EfVObe)27A2prB}-{(EfVoerB)Z7A272(p+1)B} :)\2~{(E7V07A)27(bB)2 :

fiir n,m € Ny zu

(3.35) N, = {\/% :

die die Abhéangigkeit der Energie vom Magnetfelde und den anderen hier vorkom-
menden Groken angibt.

Es sei hier auf einen Wechsel in der Sichtweise aufmerksam gemacht: Im vo-
rigen Abschnitt wurden jeder Energie E iiber die quadratische Gleichung (3.29)
[deutlicher zu sehen fiir b = 0 aus (6.18) im Anhang] zwei verschiedene, im Allge-
meinen nicht-ganzzahlige Werte p zugeordnet, die, in die beiden Funktionen (3.27)
und (3.28) — letztere wurde hier verworfen — eingesetzt, insgesamt vier verschiedene
Zusténde als Realisierungen eben dieser Energie ergaben. Hier hingegen liefert jeder
vorzugebende Wert des Parameters p  der Randbedingungen wegen wurde er auf
die natiirlichen Zahlen N beschrinkt — als Losung der biquadratischen Gleichung
(3.36) ebenso viele, ndmlich vier Energieeigenwerte E. Da der dieser Gleichung zu
Grunde liegende Hamilton-Operator (3.15) bzw. die daraus folgende Matrix (3.20)
hermitesch ist [man beachte, dass (%77 + 877)+ = %n — Oy gilt], sind diese séimtlich
reell und im Allgemeinen auch voneinander verschieden.

Jedoch biifit bei ,,geschickter Wahl der beteiligten Parameter, insbesondere
dann, wenn, wie es im Folgenden geschehen soll, einige derselben gleich Null ge-
setzt werden, der letzte Teil der soeben gemachten Aussage seine Giiltigkeit ein,
und es kommt zu entsprechenden Entartungen. Zieht man noch die beiden Téler
der Dispersionsrelation in Betracht, also die beiden Punkte K und K’, so ist jede
Energie ohnehin zweifach entartet. Der Punkt K’, dessen Schicksal nach Abschnitt
3.1 geméf diesem nicht weiter verfolgt wurde, und der bei nicht zu grofsen Energien
vom Punkt K energetisch entkoppelt ist, besitzt ja eine vom Letztgenannten nur
unwesentlich verschiedene Wellenfunktion: Laut (3.10) handelt es sich lediglich um
eine wechselseitige Vertauschung der Komponenten mit gelegentlichem Vorzeichen-
wechsel sowie, falls auch eine mechanische Verzerrung vorliegt, zusétzlich noch um
eine simple Verschiebung der Ortsabhéngigkeit. All dies veréndert jedoch weder die
Form der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung noch den Wert der ihr zugehorigen
Energie.

Wenn eingangs dieses Abschnittes gesagt wurde, dass der Index der in (3.27)
aufscheinenden Zylinderfunktionen D), (1) ein ganzzahlig-natiirlicher (einschlieflich
Null) sein miisse, so bedarf dies angesichts der Tatsache, dass der in Rede stehende
Index dort in Wirklichkeit in dreierlei Gestalt auftritt, ndmlich als p + 1, p und
p—1, einer besonderen Klidrung. Um némlich die Frage zu entscheiden, welcher Wert
denn nun tatséchlich als sein niedrigst moglicher zu gelten hat, setzt man zunéchst
probeweise p = 0 in die Wellenfunktion (3.27) ein. Auch ohne besondere Festsetzung
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dariiber, was man eigentlich unter D_; (1) zu verstehen habe, verschwindet dieser
Term des Faktors p = 0 wegen aus der obersten Komponente, und es wird

0
vr— - Do (n)
(3.37) o) =No-| = p

2Dy (n)

(Aufer dem in seinem Werte angegebenen Index p wurden hier alle anderen Be-
zeichnungen als fiir diesen Abschnitt selbstverstédndlich angenommen und deshalb
ebenso wie in dem folgenden fortgelassen.) Da definitionsgemaf vy = vy - 4 ist,
enthalten alle Komponenten den Ausdruck 74_ als einen Faktor, der selbstversténd-
lich nicht Null sein darf, ansonsten die Wellenfunktion (3.37) identisch verschwénde.
Formal l&sst er sich natiirlich mit dem Vorfaktor Ny, der auch fiir p = 0 mit der all-
gemeinen Formel (3.35) berechnet werden kann und diesen dann ebenfalls enthilt,
herauskiirzen. Wichtiger ist jedoch, dass der Faktor E—V,—bB— A # 0, der wegen
der Definition (3.21) der Ungleichung 74— # 0 entspricht, aus der Energiegleichung
(3.36) herausgekiirzt wird. Diese vereinfacht sich dann zu

(3.38)

(E—Vy—bB+A)-|(E—-Vy+bB)?—A2—2B| =X .(E—-Vy—A+bB),

also einer Gleichung dritten Grades, welche aufzeigt, dass der Zustand (3.37) nur mit
lediglich drei Energiewerten zu realisieren ist, und zwar jenen, die (3.38) als Lisung
zukommen. Die Energie £ = Vj + bB + A ist — von einer zufilligen Entartung
abgesehen — mit (3.37) nicht kompatibel.

In der einfachen Betrachtung des Kapitels 2, Abschnitt 2.4, die den Spin nicht
in Erwdgung zog, wurde bereits festgestellt, dass der Grundzustand durch einen
Zweier-Spinor zu beschreiben ist, dessen obere Komponente identisch verschwin-
det, wihrend die untere dies nicht tut. In der hier notwendigen Verallgemeinerung
auf Vierer-Spinore kénnte dies zweierlei bedeuten, ndmlich einerseits: nur die obers-
te Komponente ist gleich Null, oder andererseits: nur die unterste Komponente ist
von Null verschieden. Der erstgenannte Fall liegt gerade beim Zustand (3.37) mit
p = 0 vor; der Letztgenannte ergibt sich, wenn man in der Darstellung (3.27) der
allgemeinen Losung den Index der Zylinderfunktion in der untersten Komponente
gleich Null setzt, also gleich demjenigen Werte, der nach der anfinglichen Uberle-
gung als niedrigster dafiir {iberhaupt in Frage kommt, und die iibrigen Funktionen,
die allesamt niedrigere Indices tragen, vollig ausldscht. Damit ergibt sich

0 ( ) 0
1 0 _exp(—g7°) | 0
(3.39) U_1(n) = o 0 = | o
Do (n) 1
Ohne Knoten aufzuweisen ist diese bereits normierte Funktion mit p = —1 zweifel-

los der Grundzustand. Naturgem&f kommt diesem auch nur eine einzige Energie,
namlich

(3.40) E=Vy+A—bB

zu; dies erkennt man unmittelbar durch Einsetzen in (3.20) am Verschwinden des
Koeffizienten v _ .
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Obzwar es durchaus festgehalten zu werden verdient, dass die Indices p = —1
und p = 0 zusammengenommen ebenso viele, ndmlich wvier Zustinde liefern, wie
dies jeder der folgenden Werte p € N fiir sich alleine tut, erhellt sich daraus noch
nicht deren endgiiltige Einteilung. Einen ersten Hinweis auf dieselbe erh&lt man
bereits aus der Tatsache, dass die soeben gemachte Feststellung iiber (3.39) als
den Grundzustand der Teilchen mit der Energie (3.40) selbstverstindlich nur auf
die Teilchen im engeren Sinne zu beziehen ist, wihrend sich, den relativistischen
Gegebenheiten entsprechend, das Spektrum der Locher ebenso unbegrenzt ins ener-
getisch Negative zu erstrecken bestrebt sein wird wie jenes der Teilchen ins positiv
Unendliche — wenigstens solange, wie man bereit ist, von den tatséchlichen, durch
die Kohlenstoffatome bestimmten Gegebenheiten im Graphen abzusehen.

Bemerkenswert, in diesem Zusammenhang ist aufserdem, dass einer der drei
Zustéinde (3.37) mit zunehmender Feldstirke, insbesondere fiir B > \?, ziemlich
flach verlduft und damit (3.40) dhnelt. Die erste Klammer von (3.38) muss namlich
bei unbegrenzt anwachsender eckiger Klammer auf derselben und kleinem Faktor
A2 auf der anderen Seite dieser Gleichung sehr nahe bei Null liegen, sodass

(3.41) E=Vy+bB-A+0(})

ist.

Jeder der vorstehend aufgefiihrten Punkte rechtfertigt eine detailliertere Un-
tersuchung der Energiebeziehung (3.36); insgesamt gesehen wird diese sogar uner-
l4sslich.

Wie eingangs dieses Abschnittes gesagt wurde, soll in diesem ein homogener
Bereich betrachtet werden, der sich durch konstante Parameter Ay, Vp, A, A und
b auszeichnet. Dies schliefst natiirlich nicht die Mdglichkeit aus, dass der eine oder
andere, eventuell auch mehrere der genannten Werte konstant gleich Null sind,
wodurch sich gewisse, zum Teil sogar recht betréchtliche Vereinfachungen ergeben.

Bevor nun die entsprechenden Sonderfille im Einzelnen abgehandelt werden,
sollen noch zwei allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt werden: Erstens bewirkt,
wie sich bereits aus (3.15) ergibt, das konstante Potential Vj nur eine simple Ver-
schiebung des Energienullpunktes und wird daher im Folgenden fortgelassen. Es
wird gewissermafien genau so in E absorbiert wie Ag in k, (siehe 3.17), nur dass
die beiden zuletzt genannten Grofen ohnehin keinen Einfluss auf die Energie ha-
ben. Denn angesichts der Tatsache, dass die Dirac-Weyl-Teilchen im Magnetfeld
einer dauernden Ablenkung unterliegen, verliert k, auch anschaulich seinen Zu-
sammenhang mit der sich dabei nicht dndernden Energie und ist daher keine gute
Quantenzahl mehr.

Die zweite Uberlegung bezieht sich auf die Frage einer moglichen Symmetrie der
durch (3.36) gegebenen Energiewerte, das heift darauf, ob zu der Energie +E eines
Teilchenzustandes automatisch auch die Energie —F eines Antiteilchenzustandes
gehort und umgekehrt. Da soeben V) = 0 gesetzt wurde, ist der Bezugspunkt
der Energiezdhlung und folglich die Symmetrieachse natiirlich £ = 0. Sogenannte
Nullmoden, also Zustinde, die unabhéngig von B stets die Energie EF = 0 ausweisen,
sind als solche grundsétzlich nur in den Féllen a) und c) méglich (siehe dazu weiter
unten). In allen anderen Fillen kann E = 0, wenn iiberhaupt, nur als Ausnahme mit
ganz bestimmten Werten der magnetischen Feldstdrke B realisiert werden. (Die —
zumindest rechnerisch triviale Anpassung des Parameters Vj scheidet nach dessen
Nullsetzung natiirlich aus.)
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3.3.1. Vierfache Fallunterscheidung

Zum Zwecke der bereits angekiindigten Untersuchung der einzelnen Fille wer-
den nun die verbleibenden Parameter, ndmlich b des Zeeman-Effektes sowie A und
A der Spin-Bahn-Kopplung, zunéchst alle gleich Null gesetzt, um sie dann, einen
nach dem anderen, wieder einzuschalten. Von den sich dabei prinzipiell ergeben-
den acht Moglichkeiten miissen nicht alle getrennt behandelt werden, sondern es
konnen, da in (3.36) die Terme bB und A, in der Gesamtschau gesehen, in recht
dhnlicher Weise auftreten [siche dazu auch (3.21) und (3.22)] zweimal drei Flle
zusammen erfasst werden. Somit handelt es sich also insgesamt noch um vier Félle,
und zwar sind dies die folgenden:

Fall a) Die einfachste Moglichkeit, ndmlich die wohlbekannten Landau-Niveaus
liefert b = A = X\ = 0. Aus (3.36) folgt dann sofort E? = 2pB bzw. E? =2 (p+ 1) B.
Der Grundzustand E = 0 kann also sowohl mit p = 0 als auch mit p = —1 realisiert
werden. Wihrend p = —1 jedoch nur den Grundzustand liefert es passt lediglich
in die zweite Form —, kann der Wert p = 0 in beide Formeln eingesetzt werden und
liefert dann auch den ersten Anregungszustand (der Teilchen bzw. den der Licher).

Zwecks einheitlicher Schreibweise und besserer Vergleichbarkeit mit (2.47) setzt
man zweckméfigerweise

1
(3.42) N:p+§(1—sz),

dann ist (wie zuvor)
(3.43) E=+V2N-B.

Dabei entstammt der Term p + % der hier mdoglichen Abbildung auf den harmo-
nischen Oszillator incl. Nullpunktsenergie; siehe [34|. Den Zusammenhang mit der
Spinquantenzahl s, = £1 (siehe Tabelle 2.1) und die richtige Zuordnung entnimmt
man am besten unmittelbar aus der Gleichung (3.26) mit A = 0. Allerdings darf
aus (3.42) nicht der Fehlschluss gezogen werden, dass der reale Spin irgendeinen
direkten Einfluss habe, denn der echte Zeeman-Term, der ohnehin nur schwach
ausgeprigt ist, wurde ja fiir den betrachteten Fall gerade gleich Null gesetzt. Hier
ist vielmehr der Pseudospin (mit seinem Zeeman-artigen Term o,B) am Werke;
dies wurde bereits im Zusammenhang mit der Gleichung (2.36) in Abschnitt 2.4
erklart und findet seine entsprechende Erhértung hier wie folgt: Betrachtet man
die Indices in den Zylinderfunktionen der Wellenfunktion (3.27) [wegen A = 0 sind
korrekter Weise stattdessen die Funktionen (6.8) und (6.10) des Anhangs zu benut-
zen]|, so findet sich bei Anwendung der Schreibweise (3.42) analog zu (2.46) in den
A-Komponenten stets N —1 als Index, in den B-Komponenten hingegen immer der
Index N.

Von der Quantenzahl N ausgehend sind also die Zusténde (3.43) mit Ausnahme
von N = 0 aufgrund des Spins allesamt zweifach entartet, da jeder Zustand N # 0
sowohl mit N = p € N und s, =7 als auch mit p = N —1 und s, =] realisiert wird.
Da auferdem noch die Entartung in den beiden Tilern K und K’ — mit dem Uber-
gang von der achtkomponentigen Wellenfunktion (3.3) auf die vierkomponentige
(3.11) wurde nur noch eines derselben betrachtet — hinzutritt, sind alle Zustinde
(3.43) je vierfach entartet. Im Ergebnis gilt dies auch fiir den Zustand N = 0, al-
so fiir die Nullmode, zu der alle anderen Energien symmetrisch angeordnet sind.
Obwohl hier beide Vorzeichen in (3.43) zum selben Resultat E = 0 fithren, weist
auch dieser Zustand keine insgesamt hohere Entartung auf, da, wie im néchsten
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Abschnitt noch auszufithren sein wird, allein bei diesem eine strenge Verkopplung
von Spin und Valley vorliegt, wie sie bei den anderen Zusténden in dieser Form
nicht gegeben ist.

Diese an sich bekannten Feststellungen — sie werden u.a. durch den QHE [5, 6]
bestitigt  sollten hier nochmals getroffen werden, um in den folgenden, kompli-
zierteren Féllen als Vergleich und Richtschnur dienen zu kénnen.

Fall b) Es sei A = 0, aber (A,b) # 0, also mindestens einer der beiden Para-
meter A oder b ungleich Null. Wegen A = 0 entkoppelt (3.36) immer noch, und die
zulédssigen Energien ergeben sich bei Verwendung der Schreibweise (3.42) zu

(3.44) E=bB-s,+\/A2+2N-B.

Man erkennt, dass die Zusatzterme bB und A in durchaus unterschiedlicher Weise
zu (3.43) hinzutreten: Wihrend die Kopplung A des Spins pythagoriisch und damit
unabhéngig von dessen Ausrichtung in die Energie hineingeht, wird der Zeeman-
Term algebraisch hinzugefiigt und mit einem von der Spineinstellung abhéngigen
Vorzeichen erfasst. Fiir den feldfreien Fall B = 0 verbleibt nur die Aufspaltung
+A nach Kane und Mele [40]. Die Spinentartung ist fiir b # 0 aufgehoben, und
damit sind auch schon alle derartigen Fille erschopft, denn fiir A # 0 sind die Spins
miteinander verkoppelt. Fiir b # 0 muss fiir den Ubergang F ~ —F nicht nur das
Vorzeichen vor der Wurzel, sondern auch die Richtung des Spins (oder diejenige
des Magnetfeldes) umgekehrt werden. Das tiber die Valleyentartung Gesagte bleibt
nach wie vor, also auch in den folgenden Fillen bestehen — und zwar inclusive des
caveat beziiglich jener Zusténde, die aus der Nullmode hervorgehen.

Fall ¢) Nun sei allein A # 0, wihrend der Einfachheit halber A = b = 0 sein
moge. Aus (3.36) ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir £? [sic| mit der Losung

2
(3.45) E*=(2p+1)B+ %/\2 + \/<B + ;v) +2pB - )2

Von Emmanuel I. Rashba wurde diese Gleichung bereits in [24] angegeben; sie wird
hier als Sonderfall reproduziert. Um sie entsprechend einzuordnen, sollen auch hier
wieder einige ergiinzende Erlduterungen angefiigt werden: Fiir p > 1 ist die Wurzel
stets kleiner als die Summe der ihr vorangestellten Terme, und es ergeben sich fiir £
vier Losungen, zwei positive und zwei negative, mit perfekter Symmetrie beziiglich
E =0. Fiir p=—1 und p = 0, wenn die Wurzel den restlichen Termen gleich wird,
treten derartige Nullmoden auch tatséchlich auf. Vorsicht ist jedoch geboten, damit
keine scheinbaren zu den echten Losungen hinzutreten; insgesamt miissen sich, wie
oben, deren wieder vier ergeben.

Eine sorgfiltige Analyse liefert folgendes Bild: Fiir p = —1 ist nur ein Zustand
mit der Energie £ = 0 (vgl. 3.40) und der Wellenfunktion (3.39) moglich. Fiir p = 0
ergibt sich eine weitere Nullmode [zur Energie vgl. (3.41)] mit der Wellenfunktion

0
810 U v sl I
—ZA . D1 (7’])

Zwei weitere Zustande mit von Null verschiedener Energie £ = ++1/2B + A2 ergeben
sich leicht aus (3.37) und entsprechen dem ersten Landau-Niveau der Elektronen
bzw. Locher.
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Fall d) ist der komplizierteste und interessanteste zugleich, stellt er doch mit
A # 0 und (A,b) # 0 die simultane Verallgemeinerung der einfacheren Landau-
Niveaus aus Fall a) in Richtung der beiden Félle b) und c) gleichzeitig und damit
in ihrer gegenseitigen Beeinflussung dar. Es werden hier also die Rashba-Kopplung
und mindestens eine weitere Wechselwirkung des Spins, ndmlich entweder seine in-
trinsische Kopplung oder aber diejenige mit einem dufseren Magnetfelde, also der
(echte) Zeeman-Term, im allgemeinen jedoch beide, betrachtet. Leider ldsst sich
nun allerdings die Energie nicht mehr in derart einfacher Weise wie in den zuvor
behandelten Fillen aus der Formel (3.36) extrahieren. Wenngleich auch die Auflg-
sung einer quartischen Gleichung bekanntlich noch prinzipiell machbar sein sollte,
so muten die im vorliegenden Falle sich dabei ergebenden Ausdriicke doch derma-
fen linglich und kompliziert an, dass eine sinnvolle Information ihnen entnehmen
zu wollen so gut wie vergeblich erscheint. Aus diesem Grunde wird an vorliegender
Stelle auf eine Wiedergabe derselben verzichtet. Stattdessen sollen einige nume-
rische Berechnungen in Form graphischer Darstellungen [siehe Abb. 3.1 bis 3.5]
prasentiert werden.

Lediglich fiir B = 0, also den Startpunkt der Verldufe in Abb. 3.1, kann (3.36)
einfach gelost werden: fiir die Ordinaten ergibt sich £ = +X— A sowie (als doppelte
Losung) E = A. Natiirlich sind dies genau jene Werte, die uns in Abschnitt 3.5,
wo der feldfreie Fall eine gesonderte Betrachtung erfahren wird, als Intervallgren-
zen wiederbegegnen werden — Grenzen der Energieintervalle (3.80) deshalb, weil
dort gy, wegen B = 0 wieder eine gute Quantenzahl wird und die Energie (3.72)
mitbestimmt, und auch k, ein Gleiches tut, anstatt iiber (3.17) und (3.19) nur die
rdumliche Lage der Wellenfunktionen zu verschieben.

3.3.2. Ubergiinge im Hoch- und Niedrigfeldbereich

Es erscheint angebracht, an dieser Stelle jene Werte zu nennen und sie kurz
zu rechtfertigen, die fiir die soeben erwéhnten Parameter A und X\ im Rest dieses
Kapitels fast ausschliefliche Verwendung finden sollen. Zwar ist es, um ihre Wir-
kung moglichst deutlich hervortreten zu lassen, wiinschenswert, diese so grofs als
moglich zu wihlen; dabei soll die Wahl jedoch nicht unrealistisch erfolgen, sondern
im Einklang stehen mit den Ergebnissen anderer Forscher, wie sie in Abschnitt 2.6
dargelegt wurden. Unter diesen Gesichtspunkten kann folgendes Wertepaar sowohl
als zweckméfig wie auch sinnvoll erachtet werden:

(3.47) A=13meV & A=3meV

A = 13 meV wurde unmittelbar aus der experimentellen Arbeit [53] entnommen;
auch Rashba benutzt ihn unter Berufung auf diese Autoren in seinem weiter oben
angefithrten Artikel [24]. Der auf eine glatte Zahl abgerundete Wert A = 3 meV
lehnt sich an die theoretische Voraussage 2A = 7 meV fiir adsorbiertes Indium in
[18] an und kann durch eine etwas geringere Bedeckung auch entsprechend ein-
gestellt werden. Fiir Thallium ergébe sich laut [18] sogar eine Aufspaltung von
21 meV, sodass (mit einer entsprechenden Erhéhung bzw. Erniedrigung des Bede-
ckungsgrades) neben den Standardwerten (3.47) auch eine vertauschte Zuordnung
derselben, also A = 13 meV und A = 3 meV, als realistisch erreichbar erscheint.
Eine derartige Reversion der Parameterwerte ist, wie in Abschnitt 2.5 ausgefiihrt,
erforderlich, um bei B = 0 in den isolierenden (normalen) QSH-Zustand mit vor-
handener Energieliicke zuriickzukehren, und soll bei entsprechender Gelegenheit zu-
weilen auch hier zu Zwecken des Vergleiches vorgenommen werden. Wenn aber nicht
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ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — und selbstverstédndlich auch von jenen Be-
reichen abgesehen, in denen iiberhaupt keine Spin-Bahn-Kopplung vorhanden sein
soll — gelten also stets die Standardparameter (3.47).

Fiir die Kopplungskonstante b des Zeeman-Termes wurde, wenn diese nicht
wie in Abschnitt 3.6 und 3.7 eine génzliche Vernachléssigung erfahren soll, immer
der tatséichliche Wert b = Lg.pup mit g. = 2,00232 und pp = 9,27401 - 10724 J/1
verwendet.

Es folgt eine Beschreibung der numerischen Ergebnisse respektive ihrer graphi-
schen Darstellungen. Wie bereits erwéhnt, starten die Verldufe der Kurven E vs.
B in Abb. 3.1 nicht mehr mit E = 0, sondern bei £\ — A und A, um sich dann,
dank einer verminderten Kriimmung, denjenigen Landau-Niveaus anzunédhern, zu
welchen sie sich bei Nullsetzung der Parameter A, A und b wieder zuriickentwickeln
wiirden. Zwecks Vergleich und Bezugnahme auf die letzteren wurde die in Abb. 3.1
erstmalig benutzte und dort erliuterte Nomenklatur eingefiihrt.

Im Niedrigfeldbereich — damit seien Feldstdrken unterhalb von einem Tesla
bezeichnet — sind die durch die verschiedenen Wechselwirkungen bedingten Auf-
spaltungen der Niveaus N = 0 und N = 1 unverkennbar. (Zum System der Niveaus
N = 2 sind auch noch die Zusténde 27 und 2~ hinzuzunehmen, die, zur Quanten-
zahl p = 2 gehorig, der Ubersichtlichkeit halber hier bereits nicht mehr eingezeichnet
wurden.)

Bei groferen Feldstirken, also im Hochfeldbereich — experimentell sind hier
durchaus Werte bis zu 20 ... 30 T erreichbar — ndhert sich der Verlauf der Energie-
niveaus (3.36) den liegenden Parabelésten der reinen Landau-Niveaus (3.43) sehr
stark an. Einer Abbildung, die sich nicht blof auf einen einzelnen und dabei entspre-
chend vergrofserten Ausschnitt beschrénken wollte, liefsen sich des notwendigerweise
stark zusammengestauchten Energiemafsstabes auf der Ordinatenachse wegen die
Unterschiede kaum noch entnehmen, und einer solchen wird deshalb hier auch wei-
ter kein Platz eingerdumt. Als sinnvoller wird stattdessen eine Darstellung erachtet,
die diese Unterschiede direkt aufzeigt, und wie sich der entsprechenden Abbildung
3.2 unschwer entnehmen ldsst, liegen selbige im Bereich weniger meV. Desweiteren
wird unmittelbar evident, dass es (zumindest bei der hier verwendeten Parame-
terwahl) unrichtig wére, zu sagen, die Anniherung an die Landau-Niveaus erfolge
asymptotisch. Im Gegenteil: bei Feldern in der Gréfenordnung Beq ~ 10 ... 15 T
(die genauen Werte sind in Tab. 3.1 ausgewiesen) werden die Energien der Landau-
Niveaus erreicht, um anschliefend, das heifst bei weiterer Erhohung des Feldes,
wieder davon abzuweichen — diesmal in der anderen Richtung. Schon hier sei vor-
weggenommen, dass der Grund fiir ein derartiges Uberkreuzen der Landau-Niveaus
im Zeeman-Terme zu verorten ist (weiter unten dazu mehr).

Diese Uberkreuzungen' kénnten als von rein akademischem Interesse angese-
hen werden, bedeuten sie doch lediglich, dass bei einer ganz bestimmten, genau

IDije beiden weiteren Uberkreuzungen (oberer und unterer Kreuzungspunkt) mit AE # 0
bei rund 13 Tesla (es handelt sich um zwei leicht unterschiedliche Werte, nimlich 13,044 T fiir
1+ mit 17+ sowie 13,140 T fiir 0tT mit 27) sind ochne Belang, bedeuten sie doch nur, dass zwei
weit voneinander entfernt verlaufende Niveaus (siehe Abb. 3.3), die auch sonst wenig miteinander
gemein haben, da sie zu Landau-Niveaus mit unterschiedlichem N gehoren, sich bei der Annéhe-
rung an das ihnen zuzuordnende Landau-Niveau in einem jeweils gleichen energetischen Abstand
von demselben befinden. Dabei ist es sogar so, dass dem einen der beiden aufgespaltenen Niveaus
die Uberkreuzung noch bevorsteht, withrend sie das andere bereits vollzogen hat und sich schon
wieder von seinem Landau-Niveau entfernt.
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ABBILDUNG 3.1. Die Energieniveaus (3.36) mit p <1 und V5 =0
in Abhéngigkeit von der magnetischen Feldstirke B im Niedrig-
feldbereich. Zusétzlich sind unbunt diejenigen ,reinen” Landau-
Niveaus (3.43) mit N = 0,1,2 eingezeichnet, in welche sie bei
fehlender Kopplung b = A = X\ = 0 iibergehen. Dabei wurde die
folgende Bezeichnungsweise verwendet, von der auch im Haupttext
Gebrauch gemacht wird: p(V%). Zuniichst wird der Wert von p an-
gegeben; nur wird dieser, falls er gleich —1 ist, im Sinne der {iber
die Anzahl der Zusténde gemachten Ausfiihrungen und zur Verein-
heitlichung der Schreibweise ebenfalls als ,,0“ aufgezahlt. Der hoch-
gestellte Index mit einfachem oder doppeltem Vorzeichen (V'Z)
nummeriert dann die zu einem gemeinsamen p gehdrigen Zustin-
de in der Reihenfolge abnehmender Energie durch: ++, 4+, —, ——.
Dies erlaubt eine Zuordnung sowohl zu den Energien bei B = 0
[beim hier gewihlten Parametersatz (3.47) startet ,,++” bei A — A,
»——" dagegen bei —\ — A, das einfache Vorzeichen beiderlei Art
hingegen bei A] als auch zu den reinen Landau-Niveaus LLN, in
die die Energien (3.36) einmiinden, wenn besagte Parameter ver-
schwinden: Die Art des Vorzeichens stimmt mit jenem in (3.43)
iiberein; falls es sich um ein verdoppeltes Vorzeichen handelt, gilt
N = p+ 1, ansonsten ist N = p.
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ABBILDUNG 3.2. Abweichung der Energie der Zustinde 071, 1T,
17 und 27 von ihrem jeweiligen Landau-Niveau (LL1 bzw. LL2)
in Abhéngigkeit vom Magnetfeld; Gleichheit mit diesen liegt fiir die
in der Tabelle 3.1 genannten Werte vor. Fiir B..; = 11,44 T und
Bera = 14,66 T [siehe Tabelle 3.2 — diese Werte liegen nicht bei
AFE = 0] erfolgt hingegen ein jeweils paarweises Zusammentreffen
untereinander; vgl. dazu auch Abb. 3.4.

spezifizierbaren Feldstirke eines der (zahlreichen) Niveaus eine Energie annimmt,
wie sie ihm auch dann zukime, wiren die diversen Kopplungen des Spins erst gar
nicht vorhanden. Spannender sind hingegen jene Punkte in der Abbildung sind
das linker und rechter Eckpunkt der sich durch die Kurven ergebenden Raute —, in
denen die Abweichung der Energie zweier demselben Landau-Niveau zuzuordnen-
den Zustinde dieselbe ist, signalisiert dies doch letzten Endes, dass sie zwar nicht
ihrem gemeinsamen Landau-Niveau, dafiir aber untereinander energiegleich, mithin
also entartet sind. Tab. 3.2 weist die entsprechenden Daten der Kreuzungs- bzw.
Entartungspunkte aus. Abb. 3.3 zeigt, wie wenig sich die betreffenden Zustédnde
auch jenseits dieser Punkte in ihrer Energie voneinander unterscheiden; die Diffe-
renzen selbst verdeutlicht Abb. 3.4. Es soll nicht unerwéhnt bleiben, dass fiir den
Fall vertauschter Parameterwerte die Feldstirken B.,, bei denen diese Entartungen
auftreten, um eine volle Gréfsenordnung niedriger ausfallen, siehe Tab. 3.3.
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ABBILDUNG 3.3. Verlauf der Energie-Niveaus 07, 17, 17" und
2% nach Gleichung (3.36) in Abhéngigkeit vom Magnetfeld.

AE [meV]

— N=1

ABBILDUNG 3.4. Grofse bzw. Kleinheit der Aufspaltungen: Ener-
giedifferenzen AEN_1 = E1+ — Eg++ und AEN_9 = Eo+ — Ei++
der in Abb. 3.3 gezeigten Zusténde in ihrer Abhingigkeit vom Ma-
gnetfeld.
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| Zustand [ By / Tesla [ E / meV |

0+ 11,848 124,80
1+ 11,019 120,36
1++ 14,907 197,97
2+ 14,405 194,61

TABELLE 3.1. Aquivalente Feldstiirken im Hochfeldbereich: Wer-
te derjenigen Feldstérken B.,, bei denen Losungen der Gleichung
(3.36) mit den reinen Landau-Niveaus (3.43) iibereinstimmen, und
die dazu gehérigen Energien F.

‘ Ubergang ‘ B, / Tesla ‘ E / meV ‘
0t mit 17 (VN =1) 11,442 122,68
IFF mit 2F (N =2) | 14,659 196,34

TABELLE 3.2. Uberkreuzungen im Hochfeldbereich: Werte derje-
nigen Feldstirken B.., bei denen zwei Losungen der Gleichung
(3.36) zusammenfallen, und die dazu gehorigen Energien E.

’ Ubergang ‘ B, / Tesla ‘ E | meV ‘
0FF mit It (N=1)] 1,002 38,55
I mit 27 (N = 2) 1,589 65,93

TABELLE 3.3. Uberkreuzungen bei invertiertem Parametersatz:
Wie Tabelle 3.2, aber mit vertauschten Parametern fiir die Spin-
Bahn-Kopplung. Es ergeben sich sehr viel niedrigere Feldstérken.

Absolut bemerkenswert ist jedoch, dass in beiden Féllen (und auch mit weite-
ren, probehalber angenommenen Parametersitzen) fiir b = 0 keine derartige Uber-
kreuzung auftrat: auch bei noch so hoher Feldstirke gab es weder eine Ubereinstim-
mung mit dem Landau-Niveau noch irgendeine Gleichheit (Entartung) der zusam-
mengehdrigen Niveaus untereinander. Dies erweist den Zeeman-Effekt als ursich-
lich fiir das vorstehend beschriebene Verhalten der Energie in Abhéingigkeit von der
Stdrke des Magnetfeldes: Der Zeeman-Term (3.1) ist wesentlich, um die durch die
verschiedenen Spin-Bahn-Kopplungen herbeigefiihrten Verschiebungen der Energie
kompensatorisch wieder zuriickzutreiben. Da in ihn die magnetische Feldstirke B
jedoch linear hineingeht, wihrend sonst eine Proportionalitéit zur Wurzel derselben
besteht — siehe in den Fillen a) bis ¢) die Formeln (3.43), (3.44) [mit b = 0] und
(3.45) —, kommt es bei weiterem Zuwachs der Feldstérke zu der bereits geschilderten
Uberkompensation der energetischen Effekte.

Diese Zusammenhénge, jedenfalls in vergleichend-heuristischer Weise zu erfas-
sen, gestattet bereits die vorstehend genannte, gegeniiber dem vollstandigen Aus-
druck (3.36) in mathematischer Hinsicht deutlich einfachere Formel (3.44): Ohne
den Zeeman-Term liegt die durch sie gegebene Energie (betragsmafig) stets hoher
als der Wert (3.43) des entsprechenden reinen Landau-Niveaus und ndhert sich die-
sem fiir B — oo blofs asymptotisch an. Mit dem Zeeman-Term aber ist fiir eine



3.3. HOMOGENER BEREICH: DIE ERLAUBTEN ENERGIEN UND ZUSTANDE 57

E [meV]

0 —
N O++
20k i
C | | | | | | ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
B [Tesla]

ABBILDUNG 3.5. Ahnlich wie Abb. 3.1, jedoch sind jene Zustinde
durch Strichdicke und Farbwahl hervorgehoben, auf die im Text
Bezug genommen wird. Das dortselbst erlduterte Durchlaufen der
Folge 37 —— 07+ —— 2T fiir das Fermi-Niveau bleibt auch dann
bestehen, wenn weitere, der Ubersichtlichkeit halber hier nicht ein-
gezeichnete Niveaus in die Betrachtung mit einbezogen werden.

bestimmte Feldstérke (und bei einer bestimmten Einstellung des Spins) eine Kom-
pensation mdglich. Die soeben in der Paranthese gemachte Einschrinkung wird
aber bei einer Verkopplung der Spins obsolet — bei A # 0 gibt es [abgesehen vom
Grundzustande (3.39)] keine definierte Spineinstellung mehr. Die jetzt ,,vermisch-
ten” Zusténde konnen beide, bei jeweils einer etwas anderen Feldstérke, energetisch
mit dem reinen Landau-Niveau zusammenfallen. Und, bedenkt man den kompletten
Sachverhalt noch weiter, so auch miteinander.

Im Niedrigfeldbereich treten ebenfalls energetische Entartungen auf, siehe Abb.
3.5. Allerdings sind diese von anderer Art als diejenigen, iiber die bis jetzt berichtet
wurde, handelt es sich doch jeweils um die Uberkreuzungen zweier Niveaus, die
nicht zu einem gemeinsamen Landau-Niveau korrespondieren. Durch die bereits
oben erwéhnte Verschiebung der Startpunkte durch A und A sowie die unterschied-
liche Kriimmung der Kurven in ihrem anfianglichen, noch recht stark gebogenen Teil
kommt es in diesem Bereich zu einer ziemlich grofien Zahl von Schnittpunkten, also
energetischen Entartungen, von denen einige in Tab. 3.4 aufgefiihrt sind. Deutlich
unterstrichen werden soll die Tatsache, dass fiir das Zustandekommen der Entartun-
gen im vorliegenden Fall allein die Spin-Bahn-Wechselwirkungen verantwortlich zu
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entartete Zustidnde ‘ By, / Tesla ‘ E / meV ‘

37 und 0 0,0865 15,379
0t+ und 2+ 0,1881 19,491
1+ und 3* 0,3584 34,452

TABELLE 3.4. Ubergéinge im Niedrigfeld: Feldstirken By, bei
denen energetische Entartungen auftreten (es wurden nur die
Teilchen-Zustinde mit £ > 0 und den niedrigsten Indizes aufge-
fithrt). Die betreffenden Zustande korrespondieren jeweils zu ver-
schiedenen Landau-Niveaus.

‘ entartete Zustinde ‘ By, / Tesla ‘ E / meV ‘

37 und 07+ 0,0866 15,385
0FF und 2F 0,1886 19,517
1+ und 37 0,3600 34,528

TABELLE 3.5. Entartungen bei fehlendem Zeeman-Term: Wie Ta-
belle 3.4, aber fiir b = 0. Die Werte sind einander sehr &hnlich.

machen sind, wihrend dem Zeeman-Effekt keine wesentlich-urséchliche Beteiligung
zukommt. Auf die relative Kleinheit des Zeeman-Termes (3.1) und seine Vernach-
ldssigbarkeit insbesondere bei abnehmendem Felde wurde bereits in Abschnitt 2.4
hingewiesen. Diese Uberlegungen werden nun, bei einem Vergleich der Tabellen 3.4
und 3.5, erhértet.

Interessant und instruktiv ist es, in Abb. 3.5 den Verlauf der Energie in Ab-
héngigkeit vom Magnetfelde zu verfolgen, wie er sich etwa unter folgender Voraus-
setzung ergibt: Die Anzahldichte der Elektronen sei, beispielsweise iiber eine ent-
sprechende Gatespannung, so eingestellt, dass bei infinitesimal kleiner Feldstirke
alle Niveaus bis einschlieflich zum 3%7-Niveau (letzteres nicht unbedingt vollstin-
dig) besetzt seien, wihrend (bei geniigend tiefer Temperatur) die htheren siamtlich
leer zu bleiben haben. Das Fermi-Niveau liegt bei B = 0 also noch bei 3 meV. Es
muss aber bei zunehmender Stérke des Feldes, dem Verlauf der Kurve E (B) fiir
das Niveau 371 folgend, allmihlich ansteigen. Dieses wird sich aber bei By.1 = 86,5
mT in das dann tiefer zu liegen kommende, bislang unbesetzt gebliebene Niveau
0** entleeren. Ein weiterer Ubergang, diesmal vom Niveau 07+ zum Niveau 27,
findet bei By = 188,1 mT statt. Da das letztgenannte Niveau laut Annahme aber
zuvor ebenfalls bereits besetzt war, tut sich, wenn man von einer anfinglich voll-
stindigen Besetzung des 37-Niveaus ausgeht, hier scheinbar gar nicht viel: Es wird
lediglich ein Zustand durch einen anderen mit seiner jeweilig spezifischen Verteilung
von Spin und Dichte in seiner Rolle als héchst-besetztes und damit Fermi-Niveau
abgeltst. Den integralen Eigenschaften diirfte dies, wenn iiberhaupt, nicht allzu viel
ausmachen: es kommt lediglich zu einer geringfiigigen Anderung im Energieanstieg.

Zu einer ginzlich anderen Schlussfolgerung wird man jedoch gelangen, wenn
von einer anfinglich nur teilweisen, wenn auch nicht allzu geringen Besetzung des
3*t-Niveaus auszugehen ist. In diesem Falle nimlich wird sich der Ubergang bei
beiden Feldern, By.; und By2, in einer Verdnderung der gesamten Spineinstellung,
iiber alle Niveaus hinweg summiert, niederschlagen; siche Abb. 3.8.
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Der thematischen Ordnung halber (und um einen bereits recht langen Abschnitt
nicht noch weiter auszudehnen) wurde bislang bewusst jeglicher Zusammenhang
mit dem Spin auf das N&tigste beschrinkt. Diese Unterlassung soll nun nachgeholt
werden.

3.4. Spinverteilung, Randzustinde und Phaseniibergang

Die Spinverteilung entlang der y-Richtung ? (y) = ¥t <§) ¥ mit dem zu-

gehdrigen Operator § = (s, 5,,5.) des (echten) Spins ist bei gegebener Wellen-
funktion, fiir p > 0 also (3.27), aus dieser natiirlich leicht zu berechnen. Fiir die
Komponenten in der Graphen-Ebene ergibt sich

(3.48) S, (y)=0

und

349 S, =N Dy () + 2= Dy ()] D, ().
wobei sich Letzteres bei Vernachlissigung des Zeeman-Terms zu

(3.50) Sy (y) = N7 - == - D} (n)

vereinfacht; in beiden Féllen liefert die y-Komponente ebenso wie die x-Komponente
keinen Netto-Beitrag zum Spin: S7°% = S9¢° = 0.

Nur senkrecht zur Ebene des Graphen, also in z-Richtung, ergibt sich vermittels
(3.51)

5. ()= L2 [pQ D)+ (ﬁ% - (45 p)) TAUN G e (77)]

auch integriert {iber die (unendliche Ausdehnung der) y-Achse ein Gesamteffekt:

2
L pr - (U52) (15

2
11—

(3.52) s1 = 2 ;
52 vt —p +1
p+i2+ (1) - (14 2)

2
1—

Vom Betrage her ist dieser selbstverstindlich niemals grofer als % und erreicht

diesen Eckwert auch nur in den folgenden, leicht nachvollziehbaren Féllen:

(1) S9¢° = :I:% bei A = 0. Bei fehlender Rashba-Kopplung zwischen den Spins
vermdogen sich dieselben vollstédndig auszurichten. Bei entsprechend unter-
schiedlicher Energie (3.44) sind beide Vorzeichen (Einstellungen) mdglich;
siehe (6.8) und (6.10) im Anhang.

(2) Als Grenzwert S9¢° +— —% fiir B + oo bei vorhandenem Zeeman-Terme.
In diesem Falle wird die Spinausrichtung bei geniigend starkem Felde prak-
tisch erzwungen. Tatséchlich realisierbar ist dies nur, wenn die anderen
Parameter (A und \) nicht zu grofs sind.

(3) Im Grundzustande (3.39) ist 59 = —1. Da dieser hier wegen p = —1
jedoch noch nicht miterfasst wurde, erfolgt seine Behandlung erst etwas
weiter unten.

In ganz dhnlicher Weise kann auch die (zweidimensionale) Stromdichte 7 =UtTw
bestimmt werden, wofiir der Operator o = (02,0y) bendtigt wird, der aus den
Pauli-Matrizen fiir die Untergitter A /B besteht. Hierbei ist aber zu beachten, dass
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die Vektoren 5 und o (abgesehen von ihrer Dimension) gemif der im Hamilton-
Operator (3.15) vorliegenden Reihenfolge der Matrizen und im Einklang mit dem
daran gekniipften Hinweis einerseits von links, andererseits jedoch von rechts mit der
2x2-Einheitsmatrix zu multiplizieren sind. Einsetzen der Wellenfunktionen (3.27)
ergibt

R U E e (e <n)} D, (n)
v —

und

(3.54) Jy (y) = 0.

Wieder ist der Gesamteffekt innerhalb der Ebene gleich Null: JJ°* = J9¢ = 0.

Zu Vergleichszwecken niitzlich ist natiirlich auch die Kenntnis der Wahrschein-
lichkeitsdichte p (z,7) = | (2, y)|*. Man kann ansonsten nimlich nicht entscheiden,
ob sich an einer bestimmten Stelle die beiden Spinrichtungen, wenn sie dort etwa
gleich stark, aber eben doch stark besetzt sind, einander (fast) kompensieren, oder
ob, schlicht gesagt, an dieser Stelle einfach keine Spins vorhanden sind; sieche Abb.
3.7. Auch diese Grofke hingt nur von y bzw. {iber (3.19) von 1 ab und ergibt sich
7u

(3.55)
2 2
ply) = Nj[pm,%l (n) + <v% + (”T - p) ) D% (n) + (”Agp) Dy (n)] .

Die von Null verschiedenen Komponenten, ndmlich p(y), Sy (y), S: (y) und
J: (y) sind in ihrem Verlaufe beispielhaft in Abb. 3.6 dargestellt. Dass einige, und
zwar die hier nicht dargestellten Komponenten S, und .J, iiberall zu verschwinden
haben, erkennt man bereits aus einer Symmetrieiiberlegung:

Da sich in x-Richtung nichts tut — und damit bleibt die jetzige Uberlegung und
das mit ihr verbundene Ergebnis auch noch im {ibernichsten Abschnitt 3.6 bestehen
— kann eine Spiegelung an der yz-Ebene vorgenommen werden, ohne dass es dadurch
zu irgendeiner Verdnderung im Sachverhalt kiime. Bei dieser Transformation des du-
feren Koordinatensystems wird der Ortsvektor 7 = (r,y,2) — (—x,y, z) abgebil-
det. Entsprechendes gilt auch fiir die polare Stromdichte J = (J,, Jy) — (—Jz, Jy).
Hingegen transformieren sich die beiden axialen Vektoren = (5:,9y,5:) —
(S, =Sy, —5-) und B= (0,0, B) ~ (0,0, —B) in anderer Weise. Eine mit der Aus-
gangslage {ibereinstimmende Situation B, > 0 herbeizufiihren, gelingt anschlieffend
mittels einer Zeitumkehr, sodass letztlich nur J, und S, einen Vorzeichenwechsel
erfahren und deshalb identisch zu verschwinden haben.

Die anderen Komponenten kénnen von Null verschieden sein — miissen es aber
nicht, wie sich sogleich erweisen wird. Denn auch unter Beriicksichtigung der im
vorigen Abschnitt angegebenen Moglichkeit, fiir den Fall p = 0 Kiirzungen im
Ausdruck (3.37) [mit (3.35); ganz analog auch in (3.52)] vorzunehmen, gelten die
oben angegebenen Formeln [(3.49) bis (3.53) und (3.55)] nur fiir p > 0, mithin also
fiir alle Zustdnde mit Ausnahme des Grundzustandes (3.39), welchem deshalb hier
eine gesonderte Behandlung zuteil werden soll. Bei ihm sind neben den durch die
Symmetrie erzwungenen auch noch weitere Komponenten gleich Null, und zwar gilt
Jo = Jy =0und S, =5, = 0, das heifst, dass sich innerhalb der Ebene, was den
Spin und die Stromdichte anbelangt, iiberhaupt nichts abspielt und nur senkrecht
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ABBILDUNG 3.6. Wahrscheinlichkeitsdichte p sowie die von Null
verschiedenen Komponenten des Stromes und der Spinausrichtung
fiir den Zustand 1. Im Niedrigfeld von B = 0,2 T ergibt sich
aus (3.36) mit p = 1 als (hochste) Energie E = 27,3 meV. Dieser
Zustand liegt geniigend fern von allen eventuell vorhandenen Kreu-
zungspunkten. Dafiir spricht neben Abb. 3.5 vor Allem die Tatsa-
che, dass Gleichung (3.29) mit den angegebenen Werten fiir p nur
eine ganzzahlige Losung liefert (der andere Wert wére p = 3,6).
Man erkennt sowohl die achssymmetrischen Verldufe von p und S,
die (hier) negativ miteinander korrelieren, als auch die sich in ihrer
Summe iiber verschiedene Werte der Ortskoordinate 1 gegenseitig
aufhebenden, da punktsymmetrischen Verldufe von J, und S,. Fiir
Letztere wird die soeben benannte Symmetrieeigenschaft fiir den
Fall b = 0 aus (3.50) besonders deutlich; bei derart niedrigen Fel-
dern wie dem hier betrachteten sind die durch die entsprechende
Vernachléssigung bedingten Unterschiede ohnehin kaum vernehm-
bar.

dazu eine Spinkomponente existiert, deren ridumliche Verteilung, ebenso wie die der
Dichte, einer Gaufsschen Glockenkurve gehorcht:

_ 1 exp(—37?) 1
3.56 SPr="l()=—-. .= 27/ —.
(3.56) =3 or 5 P W)
Die hierbei gegebene vollsténdige Ausrichtung des Spins, S9¢° = —%, erweist sich

als dem energiedrmsten Zustande angemessen.

Wie bereits im letzten Abschnitt angedeutet, sind in diesem Zustande die dis-
kreten Grofen Valley, Pseudo- und (echter) Spin in einer Weise miteinander ver-
kniipft, die nur wenige, ganz bestimmte Kombinationen zulésst, und zwar sind dies,



62 3. GLEICHZEITIGER EINFLUSS BEIDER ...

wie man (3.39) in Verbindung mit (3.10) leicht entnimmt, die beiden folgenden:
KB/ und K'A]. Wihrend die einheitliche Ausrichtung des echten Spins | entgegen
der Feldrichtung (zumindest beim Vorliegen des Zeeman-Termes) energetisch ver-
stdndlich ist, kommt es zu einer eigenartigen Polarisation der Atome A und B im
Sinne einer Beschrinkung auf jeweils eines der beiden Téler K und K’. Dies kann
als Ausdruck des Zusammenhanges zwischen dem direkten und dem indirekten Git-
ter in Abb. 2.1 angesehen werden; dreht man namlich dort das rechte Teilbild (und
nur dieses) um +90° (entgegen dem Uhrzeigersinn), so kommen dadurch jene Té-
ler bzw. Atome auf dquivalente Positionen zu liegen, die im Grundzustande nicht
miteinander korrespondieren. (Bei Drehung im Uhrzeigersinne fallen die — fiir ei-
ne bestimmte Spinausrichtung — kombinierbaren Atome und Téler dann natiirlich
zusammen. )

Es wurde bereits dargelegt, dass im hier betrachteten allgemeinen Fall d) we-
gen der Form der Wellenfunktion streng genommen nur (3.39) [mit insgesamt zwei-
facher Entartung] als wirklicher Grundzustand apostrophiert zu werden vermag;
durch die im Moment erfolgende Betrachtung der Freiheitsgrade Spin, Valley und
Pseudospin erfihrt diese Haltung ihre Bekriftigung. Die soeben fiir (3.39) festge-
stellte Beschrankung auf nur zwei der moglichen Kombinationen verliert namlich bei
(3.27) vollkommen ihre Giiltigkeit, wihrend (3.37) insofern eine Zwischenstellung
einnimmt, als dort immerhin schon sechs der acht Kombinationen auftreten und
lediglich die Félle KA1 und K'B? ausgeschlossen werden. Im Sinne der Uberlegung
mit den gedrehten Gittern kommt es auch hier wieder zu einem entsprechenden
Zusammenfallen, anders als zuvor gilt aber die damit einhergehende Vermeidung
nur noch fiir eine Spinrichtung,.

Interessant ist es, hier einen Vergleich mit dem reinen Rashba-Fall [Fall ¢)] an-
zustrengen, bei dem neben (3.39) dann noch eine weitere Nullmode, namlich (3.46)
existiert, welche (im K-Punkt) die Zustdnde B1 und BJ als besetzt ausweist. Es soll
betont werden, dass die oben nur fiir den Grundzustand (3.39) getroffene Aussage,
A-Atome seien vollstindig K'- und B-Atome vollstindig K-polarisiert, bei entspre-
chender Formulierung, also ohne Bezug auf den Spin, auch im Hinblick auf (3.46)
nicht an Giiltigkeit verliert. Die Spinbeimischung erklirt sich natiirlich durch die
hier vorhandene Rashba-Kopplung A, sie bleibt aber, da eine Wechselwirkung mit
dem dufieren Felde iiber den Zeeman-Term (3.1) nun nicht gegeben ist, energetisch
folgenlos. Die zuletzt gemachte Bemerkung erlaubt es auch, die zundchst unerwar-
tete Tatsache zu akzeptieren, dass mit zunehmendem Felde B die Besetzung von
Bt auf Kosten von Bl anwichst. Begreifen freilich kann man sie erst durch die
folgende Uberlegung, bei der in einer korrespondenzmiifigen Betrachtung [gemeint
ist hier, welche Zusténde miteinander korrespondieren| b allmihlich (adiabatisch)
eingeschaltet wird. Diese zeigt, dass sich die Zustande (3.39) und (3.46), obwohl
beide aus F = 0 hervorgehen, dabei in durchaus verschiedener Richtung weiterent-
wickeln. Wahrend (3.39) nur die abwiérts gerichtete Spinkomponente aufweist und
durch den Zeeman-Term, sobald dieser eingeschaltet wird, eine Verminderung in
seiner Energie (3.40) erfahrt, gilt fiir den Zustand (3.46) das Gegenteil. In Letzt-
genanntem ist niimlich auch die Komponente Spin 1 vertreten [fiir B > A% was
bei den hier gewdhlten Parametern schon bei deutlich weniger als einem Tesla zu-
verlissig der Fall ist, sogar im Ubergewicht], sodass beim Ubergang auf (3.37) mit
zunehmendem Felde keine Energieabsenkung erfolgt, sondern eine -erh6hung; siehe
(3.41).
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ABBILDUNG 3.7. Darstellung analog zu Abb. 3.6, jedoch fiir einen
Kreuzungspunkt: fiir B2 = 188,1 mT (siehe Tabelle 3.4 und Abb.
3.5) ergeben sich zwei Zustéinde, ndmlich 07F (gestrichelt) und
2% (ausgezogen). Bemerkenswert ist, dass bei Letzterem S, ein
durchgéngiges und recht breites Minimum besitzt, wihrend p dort
nur einen schmalen Dip aufweist. Also sind bis || < 0,7 zwar
Spins vorhanden, jedoch entgegengesetzt zueinander ausgerichtet,
sodass die Wahrscheinlichkeitsdichte, von 7 = 0 ausgehend, schon
sehr bald zunimmt, ohne dass sich das jedoch, eben auf Grund der
gegenseitigen Kompensation, beim Spin S, sogleich bemerkbar zu
machen vermdochte.

Es soll noch vermerkt werden, dass bei der hier gemachten Voraussetzung iiber
die Stirke des Feldes fiir denjenigen der drei Zusténde (3.37), zu dem sich (3.46)
bei Vorhandensein auch der anderen Kopplungen entwickelt — das ist genau jener,
dem die genannte Energie (3.41) zukommt —, fast nur die Kombinationen KB1 und
K’A? vorliegen, die im Grundzustande fehlten. Bei den anderen zu p = 0 gehorigen
Zusténden (3.37) mit starker von Null verschiedener Energie — anderen Ortes wur-
den sie als 07 und 0™~ bezeichnet ist das nicht der Fall; hier sind (bei geniigend
hohem Felde) die Spin |-Komponenten als Majoritét vertreten, und mittels (3.42)
erfolgt die Zuordnung zu N = 1. Ab p > 1 treten dann alle Kombinationen auf,
selbstversténdlich in jeweils unterschiedlich wechselnder Gewichtung.
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ABBILDUNG 3.8. Energie und Spin in Abhingigkeit vom Magnet-
felde im Niedrigfeldbereich: Bei der im Text gemachten Annahme
iiber die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Elektronen werden
die Niveaus 07+, 27 und 3T unterschiedlich stark besetzt sein,
und zwar in einer je nach dem anliegenden Magnetfelde zweimal
abwechselnden Weise. Die diesbeziiglichen Kurven fiir die Ener-
gien sind schon in der Abb. 3.5 enthalten und auch dort bereits
hervorgehoben worden, nun aber wurden sie, ihrer Rolle entspre-
chend, anders zusammengesetzt: Nicht mehr wie zuvor nach ihrer
Zugehorigkeit zu einem bestimmten Quantenzustande, sondern in
der verdnderlichen Reihenfolge einer stets grofer werdenden Ener-
gie. Dabei sind nun die Niveaus 37 —— 07" —— 2T in eben
dieser Reihenfolge nacheinander jeweils halb besetzt und deter-
minieren so die Fermi-Energie. Die Ubergéinge bei den Feldstéirken
By = 86,5 mT und By = 188,1 mT ziehen iiber die verdnderte
Besetzung der Niveaus auch eine dementsprechend deutliche Ver-
anderung bei den Gewichten der Spinanteile (3.52) nach sich, die
sich in der Summe (3.57) fiir den Gesamtspin auswirkt: Das jeweils
gepunktete Niveau (oberhalb der Fermi-Energie Er) ist leer geblie-
ben, das gestrichelte (bei Fr) halb und das ausgezogene (unterhalb
derselben) ganz besetzt. Waren nun die beiden Letztgenannten von
einer stets einheitlichen und dabei vollstindigen Ausrichtung der
Spins geprégt, so ergibe sich fiir deren Summe mithin ein maxima-
ler Wert von £150%. Der tatséchliche Verlauf ist der Kurve S, 5, zu
entnehmen und sollte als Magnetisierung einer entsprechend pré-
parierten Probe messbar sein; derartig scharfe Ubergiinge wie die
hier gezeigten werden natiirlich nur bei geniigend tiefen Tempera-
turen (etwas unterhalb von 1K) nachzuweisen sein.
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3.4.1. Ubergiinge unter Beteiligung von Zustinden verschiedener Her-
kunft

Im vorangegangenen Abschnitt 3.3 wurde bereits mehrfach das Auftreten ener-
getischer Entartungen thematisiert, zuletzt im Zusammenhang mit Abb. 3.5. Diese
sollen hier nochmals, und zwar diesmal vom Standpunkte der Spin- und anderer
Verteilungen aus, besprochen werden.

Analog zu Abb. 3.6 zeigt Abb. 3.7 die von Null verschiedenen Verldufe der
Spinkomponenten sowie der Wahrscheinlichkeits- und Stromdichten fiir die beiden
mit By = 188,1 mT und E = 19,491 meV [siehe Tab. 3.4] vertraglichen Zusténde;
man erkennt, dass, von allen feineren Einzelheiten abgesehen, ihr Hauptunterschied
darin besteht, dass einmal, niimlich fiir den Zustand 2% eine positive, fiir den Zu-
stand 07" aber eine negative Korrelation zwischen p (y) und S, (y) besteht. Wendet
man das Augenmerk von p (y) bzw. von der Wellenfunktion ab, so kann man, wenn
auch in einer etwas vergrobernden Weise, durchaus von einem Umklappen des Spins
(auch in Bezug auf die y-Komponente S, (y)) sprechen. Deutlicher noch wird dies
beim Verfolg der gestrichelten Kurve in Abb. 3.8, die den Gesamtspin S9°° in Ab-
héngigkeit von der Feldstirke B fiir das Fermi-Niveau angibt. Interessant ist auch
das Verhalten der Spinsumme

(3.57) S.x(B)= > n(E;,B)- S (E;,B)

E;<Ep

in Abhéngigkeit von B, wobei n die jeweilige Besetzung der Niveaus angibt. De
facto wurde — der Darstellung entsprechend — nur ein Zustand unterhalb Er in die
Summation miteinbezogen; an der Hohe der Spriinge éndert dies jedoch nichts. Bei
Annahme eines halbvollen Fermi-Niveaus erfolgt ein endlicher Sprung bei beiden
Feldern By,.; und Byqo. Den Verlauf der Kurve (3.57) in Abb. 3.8 versteht man am
ehesten, wenn man bedenkt, dass der Zustand 07T, der als einziger ein negatives
59 in sie miteinzubringen in der Lage ist, erst leer, dann halb- und schliefslich
ganz gefiillt ist.

3.4.2. Uberginge zwischen Zustinden zum urspriinglich gleichen Landau-
Niveau

Drastischer noch als im soeben besprochenen Falle fllt die kontrastierende Wir-
kung bei den Hochfeld-Ubergiingen ins Auge: Wihrend die Anderung der Energie-
zunahme angesichts der ohnehin gekriimmten Kurve in Abb. 3.9 kaum noch auszu-
machen ist ihre Steigung mindert sich in unmittelbarer Nahe von B.,.; = 11,44 T
nur um etwa 3,1% —, erfolgt ein fast vollkommenes Umschlagen des Spins, siehe
auch Abb. 3.10. Letztere verdeutlicht iiberdies, wie gering die Unterschiede der
beiden energetisch miteinander entarteten Zustidnde beziiglich Wahrscheinlichkeits-
und Stromdichte schlussendlich ausfallen, wihrend demgegeniiber die Spineinstel-
lungen, insbesondere was deren z-Komponenten anbelangt, zueinander fast perfekt
spiegelbildlich verlaufen. Begriindet liegt dies darin, dass — anders als zuvor — nun
beide Zustédnde zum gleichen Landau-Niveau [hier N = 1 mit positiver Energie]
korrespondieren, und sich diesem im Hochfelde bereits insoweit angenédhert haben,
dass {iberhaupt nur noch die (fast entgegengesetzte) Spinausrichtung einen irgend-
wie bemerkbaren Unterschied mit ins Spiel hineinzubringen vermag.

Diesbeziigliche Entartung wurde zwar in Abschnitt 2.4 [und dann wieder in
Abschnitt 3.3, Fall a)] angenommen, doch der Zeeman-Term (3.1) bewirkt nun einen
geringen, grofenordnungsméfig 1 meV betragenden Unterschied der Energien, der
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ABBILDUNG 3.9. Spinumkehr bei B..; = 11,44 T durch einen
Wechsel der Niveaus von 17 mnach 07T (innerhalb desselben
Landau-Niveaus mit N = 1; sieche Abb. 3.3). Wird durch dufere
Umstéinde die Elektronendichte so gewdhlt, dass das jeweils obere
Niveau leer bleibt und das andere vollstindig gefiillt ist, so kommt
es bei stetiger Energiezunahme zu einem abrupten und fast hun-
dertprozentigen Spinumklapp. Eine Halb-Besetzung ist, anders als
in Abb. 3.8, hier nicht vonnéten, da jetzt lediglich ein Ubergang
betrachtet wird.

beim angegebenen Felde B..; — 11,44 T gerade ausreicht, um jenen durch die
beiden Spin-Bahn-Kopplungen hervorgerufenen exakt zu kompensieren. Ein ganz
dhnlicher und aus diesem Grunde hier nicht dargestellter Verlauf wie in Abb. 3.9
ergibt sich auch fiir N = 2 mit B..o = 14,66 T [siehe Tab. 3.2].

3.4.3. QSH-Phaseniibergang

Die abrupten Spriinge, die bei einer Zunahme des Feldes in Abb. 3.8 oder
Abb. 3.9 in der Spinmagnetisierung zu sehen sind, kénnen durchaus als Zeichen
eines Phaseniiberganges interpretiert werden, der sich in der Spineinstellung ma-
nifestiert. Von fundamentalerer Art und womdoglich noch groferer Bedeutung ist
hingegen jener Ubergang, der dann eintritt, wenn die magnetische Feldstiirke B die
Bedingung

(3.58) bB = A

erfiillt. Er zeigt sich, wie bereits die vorigen, zunfichst wieder als energetische Ent-
artung, ist aber allein dadurch schon interessanter als jene, dass sich nunmehr iiber-
einstimmende Niveaus mit E = 0 ergeben oder besser gesagt zuriickbilden, siehe
Gleichung (3.40) und (3.41). Letztere gilt fiir diesen Fall exakt, wie man (3.38),
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ABBILDUNG 3.10. Ahnlich wie Abb. 3.7, jedoch fiir einen Kreu-
zungspunkt im Hochfeld (siehe Abb. 3.3) bei B.q = 11,44 T;
die beteiligten Zustéinde gehéren zu N = 1 und sind 0T (aus-
gezogen) bzw. 11 (gestrichelt). Ahnlich wie dort kann die Kor-
relation zwischen p und S, je nach Zustand wieder eine positive
oder negative sein, doch findet hier, wihrend die Verteilungen der
Wahrscheinlichkeits- und Stromdichte nur eine kaum noch merk-
liche Verdnderung erfahren, wegen des im Hochfelde nun so viel
stirkeren Einflusses des Zeeman-Effektes leicht ein Ubergang mit
einem fast kompletten Umklappen der Spineinstellungen statt (sie-
he auch Abb. 3.9).

aus der sie hergeleitet wurde, leicht entnehmen kann. Durch zwei unterschiedli-
che Zusténde, ndmlich den einen (einzigen) mit p = —1 sowie einen weiteren (von
dreien) mit p = 0 ergibt sich zusammen mit den K’-Punkten, die in Abschnitt
3.1 aufgrund ihrer Symmetrie, also der Ubersichtlichkeit halber, voriibergehend
herausgenommen wurden, wieder die volle vierfache Entartung des Null-Niveaus.
Dies entspricht ganz genau dem elementaren Fall, der in Abschnitt 2.4 betrachtet
wurde [Gleichung (2.47) mit N = 0], und das, obwohl inzwischen drei zusétzli-
che Wechselwirkungen, der Zeeman-Effekt und die beiden Spin-Bahn-Kopplungen,
hinzugetreten sind.

Weitere Informationen und Aufschliisse iiber die hier vorliegenden Nullmoden
ergeben sich aus der Betrachtung ihrer Wellenfunktionen, und zwar sind dies einmal
(3.39) sowie andererseits (3.37), die sich fiir (3.58) und E = 0 zu (3.46) vereinfacht.
Bemerkenswerterweise handelt es sich dabei um genau die gleichen Wellenfunktio-
nen, die auch im reinen Rashba-Fall [Fall c)] des vorigen Abschnittes (fiir £ = 0)
auftraten, sodass fiiglich von einer vollstindigen Kompensation der beiden anderen
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Effekte, bB und A, gesprochen werden kann. Dass die Funktion (3.46) hier keine an-
dere Energie ausweist als die Funktion (3.39), obwohl doch ein Teil des Spins gegen
die Wirkung des Magnetfeldes umzuklappen ist, erklirt sich wie folgt: Bei gleichem
o, (hier gleich —1 wegen Atom B) verdndert der echte Spin s, = +1 sowohl das
Vorzeichen des Zeeman-Terms (3.1) als auch dasjenige der intrinsischen Kopplung
(2.53). Und im Falle der Bedingung (3.58) hebt sich eben beides exakt auf, sodass
mithin nur noch A iiberlebt. (Ohne diese letztgenannte Kopplung ergibe sich aus
(3.46) einfach (6.8) mit p = 0, so dass dann wieder zwei véllig nach Spins getrennte
Funktionen vorldgen.)

Was die A-Atome anbelangt, so erfahren diese ihre Besetzung im Tale K', und
wie sich aus (3.10) ergibt, treten dadurch insgesamt die folgenden vier Kombina-
tionen auf: KBT, KB|, K’A1, K’A|. Die Entartung wird also einmal durch den
(echten) Spin und zum anderen wahlweise entweder durch das Atom (den Pseudo-
spin) oder durch das Tal gegeben; da aber letztere gekoppelt sind, diirfen sie nicht
beide und damit doppelt gezidhlt werden.

Weder die Funktion (3.39) noch die Funktion (3.46) gestatten einen Transport
von Teilchen (und damit auch nicht von Ladung oder Spin), da bei beiden lediglich
die B-, nicht aber auch die A-Atome besetzt sind. Denn eine Wechselwirkung iiber-
néchster Nachbarn wurde in diesem Kapitel von der Betrachtung ausgenommen;
sie wiirde ja erst durch den Term ¢ in (2.1) bewerkstelligt, der aber in (2.17) und
damit (3.15), wo vp := 1 gesetzt wurde, nicht mit eingeht. Auch ein Uberwechseln
zu den K’-Punkten, wo zwar die A-Atome (aber eben nicht die B-Atome) besetzt
sind, kommt aus energetischen Griinden nicht in Frage.

Welche Anderung erfahren nun diese Verhiltnisse, wenn das Magnetfeld B jetzt
so gewdhlt wird, dass es nicht mehr der Bedingung (3.58) geniigt?

Da die Funktion (3.39) ihre Form einer Gauk-Glocke stets beibehilt — sie er-
fahrt blof iiber (3.19) eine mit B verinderte Skalierung , muss hier nur noch der
Fall p = 0, also (3.37) untersucht werden. Der mit diesem Zustand verbundene Teil-
chentransport ldsst sich zwar aus (3.53) [und (3.54)| herauslesen, jedoch gewinnen
die Formeln an Klarheit, wenn in (3.37), wie dort bereits angedeutet, einige Kiir-
zungen mit dem Normierungsfaktor Ny [siehe (3.35)] vorgenommen werden. Unter
Ausnutzung von (3.26) und fiir p = 0 wird

0
L~ (1 —wvy)- Do (n)
(3.59) Yo (1) = No- iAﬂf_ - Dy (Z)
—iA - Dy (n)
mit

(3.60) No = {var-[(1-w)*+ (3 +1) - 2]}

Der Grenziibergang, der fiir

—1/2

(361) B'—)BA = A/bé;T_F,VT,lFZL_,I/i}—)O
wieder in die Funktion (3.46) zuriickfiihrt, ist hierbei unverkennbar. Die Teilchen-
stromdichte fiir £ = 0 wird dann
—~2
(3.62) JP=Y (y) = =2No " - A*w,— - Do (1) D1 (n)

und erleidet bei B 2 B einen Vorzeichenwechsel. Gleiches gilt auch fiir den Spin-

transport J5=(e=0) (y) = —% g0 (y), der hier zum Teilchenstrome proportional
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ist, denn aufgrund des Fehlens von A1 kann nur der andere Spin, der auch energe-
tisch giinstig ausgerichtet ist, von Atom zu Atom weitergereicht werden. Dieselbe
Schlussfolgerung ergibt sich {ibrigens auch fiir den anderen K-Punkt, dem die Kom-
ponente BT ermangelt.

Allgemein kann der Transport des Spins, insbesondere seiner auf die z-Richtung
projizierten Komponente %sz, formal durch

(3.63) 75 gt (? : %) v

erfasst werden. In Anwendung auf (3.27) ergibt sich eine ganz &hnliche Formel
wie (3.53) fiir den Teilchentransport: nur das Vorzeichen in der Mitte der eckigen
Klammer &ndert sich von plus nach minus, aufserdem entféllt der Vorfaktor 2. Ein
Spintransport in y-Richtung findet analog zu (3.54) auch nicht statt.

Wenn oben gesagt wurde, dass in den Transportgréfsen JJEPZO) und JfZ(pZO)
beim Ubergang von B < Ba nach B > Ba wegen des in ihnen enthaltenen und in
(3.22) definierten Koeffizienten 7 _ ein Vorzeichenwechsel stattfindet, so bezog sich
das strenggenommen auf einen festen Wert der reduzierten Koordinate 7. Durch das
sich dabei verdndernde Magnetfeld verschiebt sich nun aber wegen (3.19) die tat-
séchliche Koordinate y, wenn auch nur in einer unendlich ausgedehnten und dabei
vOllig homogenen Schicht. Will man hingegen einen ortsfesten, auf ein bestimmtes
Atom bezogenen Standpunkt y = const einnehmen, so konnte zwar argumentiert
werden, dass man dieses y ja so wihlen konne, dass 1 und damit auch D; im
betrachteten oder zu betrachtenden Intervall der Feldstérke eben noch keinen Vor-
zeichenwechsel erleidet (Dg ist immer positiv). Wenngleich die Stromdichten unter
dieser Voraussetzung ihr Vorzeichen zwar nur im Punkte B = Ba #ndern, so tun
sie dies in Bezug auf ihren Wert als solchen, und sei es auch nur innerhalb entspre-
chend eng gezogener Grenzen, hingegen dauernd. Aufierdem muss natiirlich, und
das macht die Problematik einer solchen Argumentationsfithrung in jeder Hinsicht
deutlich, der Koordinatennullpunkt in einer unendlich ausgedehnten Ebene ein voll-
kommen beliebig wihlbarer sein. Man kommt also, um die Bedeutung des in Rede
stehenden Vorzeichenwechsels bei B 2 Ba richtig zu erfassen, nicht umhin, einen
Nullpunkt fiir die Koordinate y auch physisch-greifbar festzulegen. Denn dass bei
bB = A ein echter Effekt auftritt, den der besagte Vorzeichenwechsel wenigstens als
Hinweis und in der geschilderten Weise auch als dessen Vorbote ankiindigt, steht
ja durch die Nullmoden und die energetische Entartung, die mit ihnen verbunden
ist, ginzlich aufser Zweifel.

Im Folgenden werde deshalb eine Halbebene y > 0 betrachtet, das heifst eine
Graphenschicht mit einem einzigen Rande, der exakt bei y = 0 verlaufe. Da eine
derartig atomar scharfe Begrenzung der Schicht anders als in einem spéteren Ab-
schnitt (Abschnitt 3.6) handelt es sich nicht blof um die Grenze eines Magnetfeldes
oder einer Dotierung in einem an sich unbegrenzten Graphen-Film — in einem Kon-
tinuumsmodell, wie es hier zu Grunde liegt, eigentlich keine adiquat-quantitative
Beschreibung mehr erfahren kann, soll, bevor eine solche wenigstens versucht wird,
deshalb das folgende intuitive und mehr anschauliche Bild iiber die bei getrennter
Einwirkung der Einzeleffekte sich ergebenden (und bereits von anderer Seite aus-
giebig untersuchten) Randzusténde als eine Art Richtschnur fiir das Kommende
vorangestellt werden:
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Bekanntlich [36] fithrt das Einschalten eines Magnetfeldes senkrecht zu einer
(endlichen) Graphenschicht, die sonst keine mit dem Spin in Zusammenhang ste-
henden Wechselwirkungen (b = A = A\ = 0) ausweist, an ihren Begrenzungen zu
Randstromen. Indem sie in bestimmter Richtung fliefen, sind diese in der Lage,
einen Transport von Ladung zu bewerkstelligen, dessen Richtungssinn sich aus der
Linken- bzw. Rechten-Hand-Regel ergibt. Man spricht deshalb auch von den Elek-
tronen bzw. allgemeiner den Quasiteilchen als einer chiralen Fermi-Fliissigkeit; es
muss aber darauf hingewiesen werden, dass dieser und dhnliche Begriffe hier anders
benutzt werden als in Abschnitt 2.3, wo sie sich auf den Pseudospin bezogen.

Der echte Spin, zunfchst ohne jeden Belang, gewinnt einen solchen erst bei
Beriicksichtigung des Zeeman-Terms, der zu einer Energieaufspaltung fithrt. Im
Probeninneren sind bei entsprechender Anzahldichte der Elektronen, das heifst bei
Ladungsneutralitit, nur die Niveaus mit £ < 0 besetzt; fiir die vormalige Nullmode
ergibt sich dabei eine Energieabsenkung von F = 0 auf F = —bDB, siehe (3.44) mit
A = 0 und N = 0. Bedingt durch eine unterschiedliche Dispersion der Zustinde
am Probenrande — ihre Betrachtung kann hier nur eine allgemein-qualitative sein;
genauere Einzelheiten finden sich in [69] sowie in [70] , die auf der Langenskala [ p
[siehe (2.37)] erfolgt, ergeben sich dort jedoch Rechts- und Linksldufer mit entge-
gengesetzter Spinausrichtung. Hierbei erhilt gewissermafsen jedes einzelne Teilchen
seine eigene Chiralitéit. Die unterschiedliche Besetzung beider Laufrichtungen, die
das Magnetfeld (im Verein mit einer von aufen einstellbaren Elektronendichte)
erzwingt, ermoglicht somit einen Stromtransport, der eine Erklirung des Quanten-
Hall-Effektes auch bei einer Einbeziehung des Spins {iber die Randzusténde erlaubt.
Wegen seiner Halbzahligkeit, gemeint ist die durchgingige Verschiebung der Stu-
fen um ihre halbe Hohe gegeniiber dem Nullpunkt, die auf der Aufspaltung des
Nullniveaus basiert, wird dieser auch als anomal bezeichnet (QAH = ,quantum
anomalous Hall*). Eine etwa vorhandene Rashba-Kopplung A\ # 0 bewirkt dabei —
nicht nur im Probeninnern, sieche dazu oben — eine Mischung und Verkopplung der
beiden Spin-Zusténde.

Ein in Anbetracht der vollig anderen Ausgangslage am Ende verbliiffend dhn-
liches Gesamtbild ergibt sich, wenn in einer zeitinvarianten Situation, also oh-
ne dukeres Magnetfeld (und zunéchst auch ohne \) die intrinsische Kopplung A
eingeschaltet wird. Zwar verschwindet, erwihnter Zeitinvarianz wegen, der Netto-
Stromtransport identisch, doch schlieft dies nicht die Moglichkeit entgegengesetz-
ter, gleich grofer Teilstrome aus, und wie in [40] gezeigt wird, sind diese tatsachlich
vorhanden. Ohne dass Ladung transportiert wiirde, kommt es zu einer Fortleitung
der Spins, denn beide Teilstrome tragen, bedingt durch A als Kopplung von Spin-
und Bahnbewegung und ganz im Sinne der zeitlichen Invarianz, auch einander ent-
gegengesetzte Spins. Ganz entsprechend wird in [71] ein solches Verhalten als heli-
kaler oder QSH-Zustand bezeichnet (QSH = ,quantum spin Hall“).

Dass A wiederum iiber eine Verkopplung der Spins effektiv eine Verkleinerung
der Liicke von 2A auf 2A — X\ bewirkt, wurde bereits am Ende von Abschnitt
2.5 erwihnt; siehe dazu auch (3.80) im folgenden Abschnitt. In einer gemischten
Situation, in der alle drei Effekte (bB, A und \) miteinander wetteifern, fallt A
also gewissermafsen aus der Konkurrenz heraus. Welcher der beiden dann noch
verbleibenden Effekte schlussendlich {iberwiegt, wird iiber deren energetische Stéirke
entschieden; fiir (3.58) besteht hier offensichtlich ein Gleichgewicht.
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Wie bereits angekiindigt — und den dabei gemachten Vorbehalten, die Verwen-
dung des Kontinuummodelles betreffend, zum Trotz — sollen nun die Zustdnde am
Rande der unendlichen Halbebene y > 0 einer wenigstens in Ansétzen rechnerischen
Behandlung unterworfen werden.

Es ist zunéchst festzustellen, dass die Konvergenz der Wellenfunktionen jetzt
nur noch fiir 7 &« y — +00 zu fordern ist, denn bei endlichem Argument 7, wie es
sich fiir y = 0 aus (3.19) ergibt, bereiten die Zylinderfunktionen keinerlei Proble-
me. Wihrend die Funktionen (3.28) mit ihren imaginiren Argumenten weiterhin
zu verwerfen sind, konvergieren die Funktionen (3.27) nunmehr fiir jedes beliebige,
auch insbesondere nicht-ganzzahlige p. Dies erméglicht den Randzusténden, we-
nigstens auf einer Breite von der Grofenordnung der magnetischen Lingenskala [,
Energien einzunehmen, die tief im Inneren verboten wiren. Wahrend dort ndmlich
nur die diskreten Werte der dispersionslosen Beziehung (3.26) mit ganzzahligem
Index p aufzutreten vermogen, erlaubt die am Rande der Schicht herrschende Di-
spersion an dieser Stelle ein Energiekontinuum und damit zusétzliche Losungen,
die den Randbedingungen anzupassen sind. Legt man zu diesem Behufe in Abb.
2.1 die Linie y = 0, mithin die x-Achse, als Grenze so, dass sie auf Atome trifft
jede andere Festlegung wére physikalisch ohne Aussage —, dann erkennt man, dass
die derartig ge- oder betroffenen Atome nebeneinander liegende Zweiergruppen AB
bilden, die, da sie alsbald eine nicht nur vom Rest des Gitterverbandes abgeloste,
sondern auch voneinander getrennte Behandlung erfahren werden, in chemischer
Ausdrucksweise als Dimere anzusprechen sind. Deren Gesamtwellenfunktion, die
sich als Linearkombination aus Atomorbitalen (LCAO = ,linear combination of
atomic orbitals®) ergibt, muss ndmlich nach Mafgabe der Randbedingung iden-
tisch verschwinden. Da es sich bei den beiden Atomen auf den Gitterplitzen A und
B um letztlich gleichartige (Kohlenstoff-) Atome handelt, kommen dafiir infolgedes-
sen nur die Kombinationen W4 + Wp in Frage, von denen eine gleich Null gesetzt
wird. W&hlt man dazu diejenige mit dem unteren Vorzeichen, so ergibt sich fiir den
Punkt K, welcher der groferen Deutlichkeit halber wieder als Index hinzugefiigt
werde, die Bedingung

(3.64) \I/KAT:\I/KBT & \IIKAJ(:\I/KBl.

Dabei ist diese Wahl ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, handelt es sich doch
um einen im Sinne der hier anzustellenden Betrachtungen ganz unerheblichen Pha-
senfaktor +1, der, wie man (3.10) entnimmt, dariiber hinaus auch noch mit dem
K-Punkt wechselt. Nutzt man die letztgenannte Beziehung und die aus ihr fiir den
Fall einer verzerrungsfreien Schicht sich unmittelbar ergebende Gleichheit Vg py =
U ks 4+ (sowie entsprechend fiir den anderen Spin) fiir eine im Sinne der K-Punkte
,gemischte” Darstellung aus, so lasst sich die Bedingung (3.64) auch wie folgt schrei-
ben:

(3.65) Ugar =Vxrar & Vga, =VYgray -

Je nach Standpunkt kann man also sagen, dass die Randbedingung sowohl die T&-
ler eines Atoms [hier] als auch bezogen auf das gleiche Tal [siehe (3.64)] die beiden
Atome, also den Pseudospin, miteinander verkoppelt. Die Verwandtschaft beider
Standpunkte und ihre damit einhergehende, in gewissem Sinne wechselseitige Aus-
tauschbarkeit deutete sich bereits oben bei der Abz&hlung der vierfachen Entartung
an und beruht letzten Endes auf der geometrischen Gleichartigkeit, das heiftt der
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hexagonalen Struktur beider Gitter, des direkten und des reziproken (siehe Abb.
2.1), mit ihren jeweils zwei nichtiquivalenten Eckpunkten.

Hingegen werden die beiden Einstellmoglichkeiten des echten Spins nicht durch
die Randbedingung, sondern nach wie vor erst iiber die Rashba-Kopplung mitein-
ander verkniipft. Ohne selbige ergéiben sich bei Anwendung der Bedingung (3.64)
auf die Wellenfunktion (3.27) zwei Gleichungen, ndmlich

p A0 ~
(3.66) Dy (o) = T *Dy—1 (o) ¥~y - D1 (1)
(3.67) Dpt1(m) = v Dy (o),

die sich aufser in der Verschiebung des Index p +— p+1, also der an sich belanglosen
Zahlung, nur in der Ersetzung 744 — v _ voneinander unterscheiden, also durch das
unterschiedliche Vorzeichen sowohl der intrinsischen als auch der Zeeman-Kopplung,
wie es vom Hamilton-Operator (3.15) her auch erwartet werden konnte. Die Spin-
entartung ist damit aufgehoben; beide Gleichungen sind voneinander verschieden.
Da die beiden Spineinstellungen s, aber noch nicht iber A miteinander verkoppelt
worden sind, miissen auch nicht beide Gleichungen simultan erfiillt werden jede
fiir sich liefert bereits eine magliche Dispersionsbeziehung Ey_ (k).

Erst beim Einschalten von A wird dies obligatorisch, und die unter Beachtung
von (3.26) zu erhaltende Losung beschrénkt sich auf die ihnen gemeinsamen Schnitt-
punkte, ergibt also einen diskreten Satz von nur wenigen Wertepaaren (k,, F). Oben
gemachter Vorbehalte wegen wurden diese hier jedoch nicht bestimmt. Vielmehr
lasst sich auch ohne Einbeziehung numerischer Unsicherheiten, die dabei unum-
ganglich entstiinden, das Grundsétzliche der Erscheinung wie folgt beleuchten:

Unter Beachtung, dass die Komponenten von (3.27) entweder rein reell (fiir
Spin 1) oder aber rein imaginar (fiir Spin |) sind, erhalt man, wenn man mit (3.64)
in (3.63) hineingeht:

2 2
(3.68) Joe =W — |0y

Formal stimmt diese Grofe (fiir vy = 1) mit jener fiir die Einstellung des Spins
iiberein (durch zwei jeweils gleiche Komponenten, deren Index (A/B) von daher
fortgelassen werden konnte, entfillt der Faktor 3). Hier handelt es sich aber um
dessen Transport am Rande der Probe und im Punkte K. Dieser wird im Allgemei-
nen von Null verschieden sein. Nur durch die Anpassung eines weiteren Parame-
ters, beispielsweise A, experimentell leichter realisierbar aber iiber die Anderung
der Feldstirke B, vermag ein entsprechender Abgleich zu erfolgen, welcher den
Phaseniibergang ankiindigt.
Hingegen kann der Ladungs- und Teilchentransport

(3.69) Jr=2" (I\IJTI2 + I\MZ)

am Rande nicht zum Verschwinden gebracht werden, da ansonsten die Wellenfunk-
tion in all ihren Komponenten {ibereinstimmend gleich Null zu sein hitte, was
bedeuten wiirde, dass dort gar kein Zustand vorhanden wére und der Rand - im
Gegensatz zur Annahme — entsprechend enger gezogen werden miisste.

Im Probeninneren war eine Richtungsumkehr beim Strome selbst (3.62) vorhin
auch nur deshalb mdglich, weil sich die Betrachtung auf die Nullmoden beschriank-
te, und sich bei den mit E = 0 vertriglichen Zustinden entweder die eine (bei
p = 0) oder sogar beide (bei p = —1) Spin-Komponenten als intransportabel er-
wiesen, sodass auch der Teilchen-Strom dann nicht mehr von beiden Komponenten
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gemeinsam getragen werden konnte bzw. musste. Ein Verschwinden der Wellen-
funktion ging damit aber nicht einher, da die Bedingung (3.64) im Innern einer
unbegrenzten Probe nicht erfiillt zu werden brauchte, und jene Komponente des
Spins, die zwar grundsétzlich vorhanden war, aber einen Strom nicht zu tragen
vermochte, doch bei der Besetzung des Atoms B auftrat. Fiir andere Zustinde mit
p # 0,—1 ist der Strom aber gleichwohl zweikomponentig, vergleiche hierzu die
oben geschilderte Abwandlung der Formel (3.53). Fiir die Randzusténde tun sich
entsprechende Moglichkeiten mit E # 0 trotz der einengenden Forderung (3.64)
andererseits dadurch wiederum leichter auf, als dass bei ihnen die Beschrinkung
auf ein ganzzahliges p in (3.26) entfallt.

Es soll noch kurz auf eine andere Randbedingung eingegangen werden, und
zwar jene, die sich bei Betrachtung einer Halbebene z > 0 ergibt; in Abb. 2.1 ist
das eine Zickzack-Kante, auf der zum Beispiel die A-Atome ,,genullt werden, das
heifst, in den Wellenfunktionen (3.27) verschwinden bei x = 0 die erste und die
dritte Komponente; dabei ist natiirlich die Definition der Koordinate 7 in (3.19)
und die Eichung (3.14) von y auf x zu revidieren. Die gestellte Forderung bedingt
jedoch zwangslaufig auch noch das Verschwinden einer weiteren Komponente, und
zwar zunichst rein formal entweder das der zweiten aufgrund der gleichen Zylinder-
funktion oder aber des Vorfaktors wegen das der vierten Komponente, sodass am
Rande zwar eine vollstindige Polarisation des Spins erzwungen wird, ein Transport
von Teilchen oder Spin entlang diesem jedoch unterbunden wird.

Dies ist auch anschaulich verstindlich, da die A-Atome auf der Grenze x = 0
von jenen Partner-Atomen B, die links derselben liegen, abgetrennt wurden, und
auch nach innen hin nur noch mit jeweils einem einzigen der B-Atome in Verbin-
dung stehen. Da die besagte Bindung dariiber hinaus auch noch in x-Richtung, also
genau senkrecht zum Rande verlduft, kann durch sie eine Beeinflussung der Trans-
portvorginge in der néchst weiter innen liegenden Kette ABABA, entlang derer
eine Verschiebung von Teilchen aufs Ganze gesehen natiirlich nur in y-Richtung
stattzufinden vermag, wenigstens in einer direkten Weise nicht mehr eintreten. Le-
diglich {iber die Verschiebung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten an den einzelnen
Atomen, die vom Rande ausgehend ihren Ursprung nimmt, ist ein allerdings eher in-
direkt zu denkender Einfluss nicht ganz auszuschliefen, der aber auch dann nur von
quantitativer, nicht aber qualitativer Art sein wird. Falls hingegen die B-Atome auf
der Grenze liegen und deshalb zu nullen sind, so ergibt sich die gleiche Schlussfolge-
rung zwar weniger direkt, im Endergebnis jedoch in einer sogar noch drastischeren
Form, da als Rand — und gewissermafien zur Untitigkeit verurteilt — statt einer
halben nun eine volle AB-Kette fungieren wird.

Wollte man sich angesichts dessen nicht zu der etwas angestrengten Behaup-
tung versteigen, es gébe bei dieser Randbedingung keinerlei Einfluss auf das Innere

oder gar umgekehrt, dieser sei so grofs, dass auch dort blof noch die Nullmoden
auftriten — so bleibt nichts anderes iibrig als zu konzedieren, dass eine angemessen
quantitative Behandlung der Grenze x = 0 allein mit einer mehr mikroskopischen
Betrachtung, als sie hier zugrunde liegt, gelingen kénnte. Dies ergibt sich, zumin-
dest fiir den hier zuerst betrachten Fall der Grenzbedingung, wo die A-Atome bei
x = 0 zu liegen kamen, schon daraus, dass diese mit nunmehr nur einer Bindung
gleichsam ,,in der Luft” hingen, und zweifellos werden diese ,,dangling bonds* eine
gegenseitige Absittigung und, damit verbunden, die Oberfliche auch eine entspre-
chende Rekonstruktion erfahren. Auch wenn hierbei keine zusitzliche Verzerrung
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entstiinde — bislang wurde eine solche stets als gar nicht vorhanden vorausgesetzt
—, kann im Gegensatz zur ,armchair“-Grenze die Beziehung (3.10) nicht fiir eine
Aussage iiber die Wellenfunktion im Tale K’ herangezogen werden, da die Grenze
z = 0 eine Anwendbarkeit des Operators (3.7) vereitelt, da dieser auf der jetzt nicht
mehr gegebenen Vertauschbarkeit der Atome A und B beruht und jene [(3.10)] erst
nach sich zieht.

Eingedenk dieser Einschrankungen zeigt eine sorgfiltige Untersuchung im Rah-
men der Kontinuumsniherung, welche der hier vorliegenden Arbeit zugrundeliegt
und den eine mikroskopische Beschreibung bei Weitem sprengen wiirde, dass die
Matrix-Gleichung (3.20) fiir das Tal K mit der Randbedingung bei # = 0 auch unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dass eine dort verschwindende Wellenfunktion an
gleicher Stelle durchaus eine von Null verschiedene Ableitung aufzuweisen vermag,
letztlich nur mit der Funktion (3.39) erfiillt werden kann, denn die anderenfalls sich
ergebende Forderung D, (n9) = pD,_1 (n9) = 0 ist fiir p # 0 tiberbestimmt, und
auch fiir p = 0 [siehe (3.37)] besitzt Dy (19) keine (endliche) Nullstelle. Diese im
Allgemeinen, also fiir B = Ba giiltige Aussage bekréftigt demzufolge die bereits
oben angedeutete Vorstellung, mit der bei x = 0 vorliegenden Randbedingung seien
allein nur die Nullmoden [die Funktion (3.39) entwickelt sich ja aus einer solchen
bzw. wieder in eine solche zuriick| vertraglich, erfihrt aber fiir B = Ba insofern eine
Ausnahme oder vielmehr Erweiterung, als nun, bei einer ganz bestimmten Feldstér-
ke, neben (3.39) auch noch die (dann ebenfalls exakte) Nullmode (3.46) hinzutritt.
Zwar ergeben sich in allen hier als zuléssig erkannten Fillen bei beliebigem B am
Rande der Probe (wenigstens im Kontinuumsmodell) weder Spin- noch Stromfluss,
und damit auch keine Moglichkeit, iiber die Art des Phaseniiberganges irgendei-
ne Aussage zu machen, dafiir jedoch eindeutig iiber die Feldstérke, bei der dieser
eintritt.

In organischer Zusammenschau alles bisher Gesagten entsteht nun aus den bis
jetzt vorliegenden Mosaiksteinchen das folgende Bild:

(1) Bei Erfiillung der Bedingung (3.58), also bei B = B findet ein Phasen-
iibergang statt.

(2) Bei vorhandenem Teilchenstrome ist dieser von einer Richtungsumkehr
des Spinstromes am Probenrande gekennzeichnet und kann gegebenenfalls
iber diesen experimentell auch nachgewiesen werden.

(3) Dain beiden Fillen, fiir B < Ba und B > Ba, ein von Null verschiedener
Spinstrom, wenn auch in unterschiedlicher Richtung fliefst, handelt es sich
nicht um zwei grundsétzlich verschiedenartige, sondern vielmehr um zwei
einander dhnelnde Phasen, und zwar sind dies, eben der Spinstréme wegen,
zwei QSH-(dhnliche) Phasen. Die Moglichkeit einer (verallgemeinerten)
QSH-Phase auch bei Brechung der Zeitumkehrinvarianz durch ein dufseres
Magnetfeld wurde in [72] nachgewiesen.

Insgesamt kann festgehalten werden, dass bei einer allméhlichen Erhchung der Feld-
stirke B ein Ubergang zwischen zwei QSH-(ihnlichen) Phasen stattfindet, und zwar
liegt bei schwachem Felde B < Ba der echte QSH-Zustand mit seinen helikalen, also
spingefilterten Randzustidnden vor, wihrend sich bei hoheren Feldstirken B > Ba
unter Richtungsumkehr des Spinstromes eine zweite, QSH-dhnliche Phase ausbildet,
die ebenfalls spingefilterte Randzusténde aufweist.
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3.5. Hamilton-Operator ohne Magnetfeld

In den beiden noch folgenden Abschnitten sollen Bereiche verschiedener Art
aneinandergesetzt werden, darunter auch solche ohne Magnetfeld. Es ist daher er-
forderlich, die Ausdriicke fiir die unter diesen Bedingungen giiltigen Wellenfunktio-
nen aufzusuchen, denn die Transformation (3.19) versagt jetzt. Einfacher als ein
Grenziibergang, bei dem sowohl Argument als auch Index der Zylinderfunktionen
in den Ausdriicken (3.27), (3.28) etc. in einer {iber (3.29) und (3.19) verkoppelten
Weise gegen Unendlich zu gehen hitten, ist eine Neubetrachtung des Hamilton-
Operators. Statt (3.18) ergibt sich unter Beachtung von (3.17) fiir den Fall B =0
nunmehr

(3.70)
VE]*E‘FA kfoo—ay 0 0 \IJAT(y)
kI—Ao—i-ay V()—E—A +iA 0 \I}BT(y)
0 )\ Vo E— A ky—Ag— 9, Va(y) |~
0 0 k‘m—Ao-i-ay Vo—E+ A \I/Bi(y)

Macht man nun &hnlich wie zuvor schon fiir die x-Richtung jetzt auch fiir die
Abhéngigkeit von y  eine solche liegt ja anders als in (3.14) auch formal nun
nicht mehr vor — den Ansatz eines Faktors exp (+igy oy) in der Wellenfunktion,
so verwandelt Letzterer den Operator 0, — +iq, . Das doppelte Vorzeichen wur-
de gewihlt, um beide Laufrichtungen der Welle erfassen zu kénnen, obwohl in der
folgenden Gleichung unter g, o, sofern diese Grofe iiberhaupt reell ist, stets die posi-
tive Wurzel verstanden sein soll; der Index « wird spéter erklédrt. Eine nicht-triviale
Losung des Gleichungssystems (3.70) ist bekanntermafen nur beim Verschwinden
seiner Koeffizientendeterminante moglich, was

(BT dya = V(B — Vo) — (ks — Ag)* — A2 —aX- (E — Vy — A)

bedeutet, beziechungsweise nach der Energie E aufgeldst:

(872)  Bat (ke aya) = Vo + aM/2+ 1/ (ke — 40)° + @20 + (A — a)/2)?

Das doppelte Vorzeichen vor der Wurzel, das zuséitzlich (neben «) auch als Index
an die Energie I/ angefiigt wurde, dabei aber nicht mit jenem von ¢, , zu verwech-
seln ist, realisiert [ganz analog zu Gleichung (3.44)] die Unterscheidung zwischen
Teilchen- und Lochzusténden — beziehungsweise solchen, die daraus hervorgehen;
vergleiche dazu Abschnitt 2.3 und die dort angegebene Literaturstelle [34]. Letztere
Behauptung erhellt sich sofort, indem man V) = Ag = A = X\ = 0 setzt und mit
Formel (2.18) vergleicht.

Ohne die hier unwesentliche Abhéngigkeit von z lauten die normierten Wellen-
funktionen im SOAS-Bereich damit wie folgt:

V1464 - exp (Fib,)
1 . 1-—

613 WL W) = gew i) | Vol g

—ai /14 04 - exp (Fib,)

Hierbei wurden die Abkiirzungen 6, := Ef%j\a/)?/Q und w, = \/ﬁgz = \/EF‘Z)‘f&faA
sowie {iber tan 6, = kqiilu der Winkel 6, [analog zu (2.16)] eingefiihrt, sodass

ke — Ag £
(3.74) exp (£i0,) = 080y £ isin0, = w, - 2 0= e

E—V,—A
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ist. Der auch als Index benutzte Vorzeichenfaktor av = 41 ist dabei im Zusammen-
hange mit dem (realen) Spin zu sehen; allerdings bedeutet er nicht eine bestimmte
Einstellung desselben, sondern gibt vielmehr an, wie die beiden mdglichen — und
dabei gleichzeitig vorhandenen — Stellungen des Spins miteinander zu iiberlagern
sind. Dies deutet sich bereits aus der Tatsache an, dass er stets in Verbindung mit
der Kopplung A auftritt, insbesondere in (3.72), es wird klarer beim Vergleich von
(3.73) mit den Indices im allgemeinen Spinor (3.11) und ist schlieflich nicht mehr
zu iibersehen, wenn man zu dem Fall fehlender Kopplung A = 0 iibergeht:

Im Normal- oder Nullbereich (im Folgenden kurz als ,,N-Bereich* apostrophiert)
seien samtliche Parameter Vy = Ag = A = A = 0 und selbstverstidndlich auch das
Magnetfeld B = 0. Dann wird aus (3.73)

exp (Fig)
(3.75) WED (y) = L exp (Hikyy) - o
—ai - exp (Lig)
Hierbei ist natiirlich tan ¢ = Z—i, sodass exp (+i¢) = % gilt. Da die Spins nun,

wie bereits gesagt, entkoppelt sind, kénnen stattdessen auch die beiden aufgetrenn-
ten Linearkombinationen

exp (Fig)

(£ky) v 1 ) 1

(3.76) V' (y) = 7 exp (tikyy) - 0

0

und

0

+k, 1 ) 0

(3.77) \IISV,L ) (y) = 7 exp (+ikyy) - 1
exp (+i6)

Verwendung finden. Die entsprechenden 2-Matrizen finden sich im Anhang.

Es ist bemerkenswert, dass im SOAS-Bereich eine Verkleinerung der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Teilchen (und der Antiteilchen) gegeniiber jener, die im
N-Bereiche vorliegt und durch (2.17) gegeben ist, eintritt. Dies folgt sowohl aus

der Dispersionsrelation (3.72) iiber vy, = gTE und vy, = agE als auch aus
-

der Wellenfunktion (3.73) iiber die allgemeine Formel fiir die Teilchenstromdichte
7 =yt (UF7) U; der Deutlichkeit halber wurde der zuvor gleich Eins gesetzte

Faktor vr wieder eingefiigt. Auf beiden Wegen ergibt sich

(3.78) s o < cos O, >

+siné,,

mit der effektiven Fermi-Geschwindigkeit

(3.79) v‘}ffa =op-/1—062.

Anders als die bereits im Abschnitt 2.7 angedeutete Moglichkeit einer Verdnderung
der Fermi-Geschwindigkeit, wie sie etwa durch mechanische Verzerrungen bewirkt
werden konnte, die durch geringfiigig modifizierten Uberlapp den Parameter ¢ in
(2.17) beeinflussen  was sich aber lediglich im Promill- oder allenfalls Prozentbe-
reiche abzuspielen vermag —, ist die effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit (3.79) je
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nach Wahl der Parameter gegeniiber der in (2.17) definierten Fermi-Geschwindigkeit
v deutlich bis drastisch verringert, dabei stark von der Energie abhingig und kann
sogar, wenigstens fiir bestimmte Werte derselben, gleich Null werden.

Wie aus der Lichtoptik bekannt und analog zur Teilchenoptik, die u.a. die
Bewegung von Elektronen in Raumbereichen beschreibt, in denen, wie das etwa
in Elektronenmikroskopen der Fall ist, ein unterschiedliches Potential vorliegt, tritt
beim Ubergang eines Teilchens oder einer Welle in ein Medium mit versinderter Aus-
breitungsgeschwindigkeit eine Ablenkung (Brechung) auf — beziehungsweise, wenn
ein solcher nicht mdglich sein sollte, eine Totalreflexion. Es kann namlich sein, dass
die Ausbreitung im SOAS-Bereiche, zumindest wenn dieser beliebig ausgedehnt ist,
gar nicht statthaft sein wird, und zwar dann, wenn ¢, , imaginér ist; nach (3.71)
ist dies unter allen Umsténden (also fiir alle k,) dann der Fall, wenn die Energie E
im Intervall

(3.80) [min {Vy + A; Vo + aX — A} .omax {V + A; Vo + al — A}]

liegt. An den Grenzen dieses Bereichs wird d, = £1 und (3.79) verschwindet.
Auferhalb desselben ist |d,| < 1 und damit w, ebenso wie ¢, o reell. Demzu-

folge kann die Abtrennung des Realteils in (3.74) leicht vorgenommen werden, und

sie ergibt unmittelbar

coslo,  ky— Ao

we  E-Vy—A
(der Tmaginarteil liefert demgegeniiber nichts Neues). Da die rechte Seite nicht von

« abhéngt, gilt diese Gleichung fiir beide Werte des genannten Parameters, sodass
letztlich

(3.81)

(3.82) cos 04 :cosﬁ_ :E-COS(Z)N—AO
wy w_ E-Vy—A

ist, wobei noch k; = E - cos ¢ eingesetzt wurde. Der angefiigte Index N soll in
diesem Zusammenhange darauf hinweisen, dass mit dem Winkel ¢ die Ausbrei-
tungsrichtung im N-Bereich gemeint ist. Neben der Gesamtenergie FE ist ja die
Impulskomponente k, eine Invariante der Bewegung, wenn nach wie vor angenom-
men wird, dass eine Anderung welcher Art auch immer nur in der y-Richtung
stattfinden kann, wihrend die Homogenitét in der x-Richtung grundsétzlich unan-
getastet bleiben soll. Je nachdem, fiir wie viele Werte von « die Gleichung (3.81)
bzw. (3.82) erfiillbar ist, kommt es zu einer Energieliicke, zur Polarisation oder zur
Doppelbrechung; siehe Anhang.

Das Faktum einer Anderung von Richtung und/oder Geschwindigkeit ist na-
tiirlich insoweit ein wichtiger Umstand, als es ihn zu beriicksichtigen gilt, wenn man
(wie in Abschnitt 3.7) Transmissionen aus SOAS-Gebieten heraus oder durch solche
hindurch berechnen will.

3.6. Lineare magnetische Strukturen: Wellenleiter

Es ist zu konzedieren, dass die Présentation der Abbn. 3.6, 3.7 und 3.10 in Ab-
schnitt 3.4 nicht ohne einen gewissen inneren Vorbehalt geschah. Denn wie kann in
einer duferlich in x- und y-Richtung vollig homogenen Situation eine Abhéngigkeit
messbarer Gréfsen von der Koordinate y auftauchen?

Letztlich ergibt sich dies als ein Artefakt der Landau-Eichung (3.14). Selbst
wenn man diese mit ihren Implikationen als gegeben hin- und die Befiillung des
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gewiinschten Energieniveaus mit nur einem Elektron annimmt, so erscheint dessen
Verweilen, eine homogene Situation vorausgesetzt, wihrend der erforderlichen Dau-
er der Messung — und unbeeinflusst durch diese — an demselben Orte yo; nur schwer
vorstellbar. Bekanntlich [36] sind die Landau-Niveaus hochgradig entartet. Ohne
Beriicksichtigung von Spin- und Valley-Freiheitsgraden ergibt sich eine makroskopi-
sche Entartung g4 = ®/®( proportional zur Fliache A der Probe aus dem Verhlt-
nis des Gesamtflusses ® = B - A zum elementaren Flussquantum ®, = 2whc/e, so
dass folglich die Linearabmessungen eines solchen Zustandes durch die magnetische
Liange (2.37) gegeben sind. In der dimensionslosen Variable 7 [Gleichung (3.19)] be-
deutet dies einen Abstand der Grofenordnung Eins bis zum jeweils benachbarten
Zustand. Im entsprechend verschobenen Zusammenwirken vieler solcher Zusténde
(und im Verein mit der Unschérferelation) erfolgt eine Ausmittelung der Gréfen
Sy und J,; die Integration geschieht dabei gewissermafen automatisch.

Wihrend also in der homogenen Situation S9¢° als messbare Grofe, zum Bei-
spiel in Abhéngigkeit von B (sieche Abb. 3.8) iiberlebt, ist seine rdumliche Vertei-
lung, ebenso wie diejenige von Sy, J, und p nicht feststellbar. Ja, man kann sagen,
dass eine solche iiberhaupt nicht existiert. Anders wird dies, wenn die Homogenitit
aufgegeben und Randbedingungen eingefiihrt werden, die den Zustand auf einen
bestimmten Ort oder Bereich festnageln; gegeniiber Abb. 3.6 werden dabei natiir-
lich Verdinderungen eintreten, die sich, von den Randbereichen ausgehend, auch auf
das Innere der Verteilungen auszuwirken befdhigt sind.

Genau dies soll jetzt geschehen, und zwar sollen drei verschiedene Konfigura-
tionen betrachtet werden, die, nur in y-Richtung verénderlich und damit gegebe-
nenfalls dorthin als Barrieren wirkend, unter geeigneten Umsténden in x-Richtung
als Wellenleiter [73] fungieren kénnen. Ihnen allen gemeinsam ist, dass ein mittlerer
Bereich y € [—L;+L], in welchem die beiden Spin-Bahn-Kopplungen sowie even-
tuell noch eine mechanische Verzerrung wirksam sein sollen, von halbunendlichen
Bereichen umschlossen wird, in denen die einzige Einwirkung, der die Graphen-
schicht ausgesetzt ist, durch ein von aufien angelegtes Magnetfeld gegeben sei. Je
nach dessen Polung ergeben sich unterschiedliche Fille:

e Konfiguration I — der antiparallele Fall, in symbolischer Schreibweise: +B
/SOAS / —B,dh. B, = +Bfiiry < —L und B, = —B fiir y > +L sowie
B, = 0 dazwischen.

e Konfiguration II — paralleler Fall, in symbolischer Schreibweise: +B /
SOAS / +B, also B, = +B fiir y < —L und y > +L (und wieder B, =0
dazwischen).

e Konfiguration IIT — symmetrischer Fall mit Gegenfeld im mittleren Be-
reich, in symbolischer Schreibweise also: +B / SOAS—B / +B. Wieder
ist B, = +B fiir y < —L und y > +L, aber B, = —B dazwischen.

Der letzte Fall wurde gewihlt, damit auch eine Konfiguration untersucht wird, bei
der (im mittleren Bereich) all’ jene Einflussgrofen zusammentreten, wie sie auch in
der homogenen Situation des Abschnittes 3.3 betrachtet wurden; nur vom Zeeman-
Effekte soll dabei abgesehen werden. Die letztgenannte Einschrinkung gilt allge-
mein (fiir alle Bereiche) in diesem und dem nichsten Abschnitt und griindet sich
auf die Kleinheit des Effektes, etwa 0,01 meV bei der hier gewéhlten Feldstirke B
= 0,2 T (vergleiche dazu auch Tab. 3.4 mit Tab. 3.5, insbesondere deren Eintrige
in der jeweils vorletzten Zeile). Die (halbe) Breite des mittleren Bereiches wurde
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an die magnetische Linge angepasst: L = g := 1/v/B = 57,4 nm. Die dort herr-
schende Spin-Bahn-Kopplung werde (aufser im Einschub der Abb. 3.12) durch die
beiden Standard-Parameter (3.47) gegeben, und die mechanische Verzerrung, die
(vgl. Abschnitt 2.7) ein Promill betragen soll, fiihrt, wenn sie denn eingeschaltet
wird, zu Ag =1,6-10"m~! und V5 — 20 meV.

Es werden nun die drei Konfigurationen im Einzelnen besprochen.

3.6.1. Konfiguration I: Antiparalleler Fall

Zur Beschreibung der hier vorgesehenen Magnetfeld-Konfiguration ist das (ste-
tige) Vektorpotential

L+y fir y<-L
(3.83) A (y)=—-B-< 0 7y e [-Ly+1L]
I — y 9 y > +L

geeignet. Als Wellenfunktionen finden Verwendung: im Mittelbereich (ohne Magnet-
feld) die Funktionen (3.73), und fiir die magnetisierten Aufenbereiche (ohne SOAS)
konnen prinzipiell die Funktionen (2.46) aus Kapitel 2 herangezogen werden. Es gilt
aber zu bedenken, dass erstens der dort enthaltene Index wegen der durchbrochenen
Homogenitét kein unbedingt ganzzahliger mehr sein muss, und dass zweitens eine
Erweiterung auf Viererspinoren stattzufinden hat, die den echten Spin miteinbe-
zieht. In diesem Sinne fillt die Wahl auf die folgenden Funktionen, die im Anhang
niedergeschrieben sind: Im Bereich y < —L die Funktion (6.14) [anstelle von (6.12),
welche fiir y ~ 7 — —oo divergiert] mit ihrem Gegenstiick fiir Spin | sowie im
Bereich y > +L entsprechend die Funktion (6.15) und deren Pendant. Weitab vom
Ubergangsgebiet |y| > L verschwinden diese allesamt. Die im mittleren Bereiche
selbst auftretenden Funktionen (3.73) [insgesamt ebenfalls vier| sind in der Matrix
(6.22) zusammengefasst.

Die Phasenfaktoren exp (ik,x) fiir die Abhéingigkeit von z sind hier nicht auf-
geschrieben worden, da sie beim Aneinanderfiigen der Wellenfunktionen ohnehin
herausfallen (dies gilt entlang jeder Parallelen zur x-Achse). Es geht namlich jetzt
darum, die Koeffizienten c; g der Wellenfunktionen so zu bestimmen, dass die-
se an den Grenzen y = =£L stetig aneinanderstofen. Da die Dirac-Gleichung nur
von erster Ordnung auch in Bezug auf den Ort ist, muss hier, anders als bei der
Schrédinger-Gleichung, lediglich die Stetigkeit der Funktionen selbst, nicht aber
ihrer ersten Ableitungen gefordert werden.

Die durch die Linearisierung beziiglich des Ortsoperators verminderte Ordnung
wird bekanntlich durch eine hohere Zahl an Komponenten erkauft, sodass die An-
zahl der insgesamt zu erfiillenden Bedingungen letztlich dieselbe ist. Das sich auf
diese Weise ergebende Gleichungssystem sei einmal hierher gesetzt:
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Dy 0 e 0+ e'f+
Dy 0 w w
cr e 0 tea- D = G- T +cq - + ..
1 *Z’U‘)+ *ZU}*
0 Dy —jetf+ ie— 10+
e—io- ei0-
n w_ n w_
Cs - . ¢ .
5 Tw_ 6 LW _
Z'eiﬂ, Z'efie,
(3.84) und
e—i0+ eif+ e—i0-
w4 1 w4 w—
c . . + c . . +c5Q)— - . + ...
3Q+ —iw, 1Q7 —iw, 5Q i
_i619+ _Z'e—19+ 2‘619,
ew* D() 0
1 w_ D1 0
+cgQ)_ - . = c +c
6Q v 7 0 8 Do
e~ 0~ 0 D,

Neben bereits bekannten Abkiirzungen wurden zusétzlich noch die folgenden ein-

gefiihrt: Do := Dy, (ngr) und Dy := g - Dyyy_1 (1gy) mit v := \/% und vy =2 =
E2

55 als Index sowie 7y, := \/2/B -k, als Argument, aukerdem der Phasenfaktor
ro ‘= exp (Qiqy,ozL)'

Eine Normierung der Wellenfunktionen insbesondere in den Aufsenbereichen
eriibrigt sich, da eine solche durch die Koeffizienten ¢; ohnehin aufgefangen wiir-
de. Als Bedingung fiir die (nicht-triviale) Losbarkeit des obigen Gleichungssystems
erweist sich schliefilich das Verschwinden der Determinante einer Matrix aus 4 x4
Elementen, ndmlich:

(3.85)

(l)oe_wJr - Dl’LU+) Q+ (DoeiaJr — Dywy (Doe_ie’ — Dlw_) Q_
QJr (Dle_i9+ — D0w+ (Dlei9+ — DOU)Jr Q, (Dle_w— — Dow,)
D16i9+ — D()U)Jr Q+ D16_w+ — Doer (*Dlew_ -+ Dow,) Q_
Q+ D06i0+ — Dywy Doeiw+ — Dywy Q_ (—Doelef + Dlw,)

Diese enthilt, schliisselt man die Abkiirzungen auf, neben den konstanten Grofen L,
B, Ap, Vo, A und A nur noch die beiden Variablen k, und E, deren Zusammenhang,
mithin die Dispersionsrelation F (k,) numerisch auszuwerten ist. Dies geschah (fiir
die am niedrigsten liegenden Teilchenzustidnde) mit Hilfe des Programms Mathe-
matica, Version 7, und die Ergebnisse wurden, einschlieflich diverser Sonderfille,
bei denen bestimmte Grofen gleich Null gesetzt wurden, in die Abbn. 3.11 und
3.12 eingezeichnet. Grundsétzlich ist festzustellen, dass sich fiir geniigend negative
k. wieder die Landau-Niveaus (3.43) ergeben, wihrend sich nach einem eventuellen
Minimum fiir grofie (positive) k, eine annihernd lineare Dispersion einstellt. Dieses
fiir beide Laufrichtungen so unterschiedliche Verhalten kann nicht nur analytisch-
formal als Grenzwert (siche Anhang) hergeleitet, sondern auch, wenigstens auf qua-
litativer Ebene, in einem klassisch-anschaulichen Bilde verstanden werden, welches
schon in Abschnitt 2.4 Verwendung fand.
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ABBILDUNG 3.11. Dispersionsbeziehungen E (k,) fiir den Fall an-
tiparalleler Magnetfelder in den beiden Aukenbereichen (Konfigu-
ration I) ohne Vorhandensein einer mechanischen Verzerrung fiir
die Zustinde geringster positiver Energie. Die ausgezogenen Kur-
ven gelten bei Vorliegen einer Spin-Bahn-Kopplung mit den Stan-
dardwerten (3.47), die gestrichelten hingegen dann, wenn auch die-
se ausgeschaltet wird und der mittlere Bezirk damit zu einem N-
Bereich mutiert. Durch die Farbwahl wurden die Zustéinde (sowohl
fiir die gestrichelten als auch die ausgezogenen Kurven und in ei-
ner bis Abb. 3.16 einheitlichen Weise) derart sortiert, dass sie leicht
denjenigen Landau-Niveaus zugeordnet werden kénnen, aus denen
sie sich entwickeln und in die sie von Abb. 3.13 ab (bei Konf. I und
IIT) auch wieder einmiinden. Es ist davon auszugehen, dass nicht
nur, wie es hier der Fall ist, die dem Niveau N = 1 zugeordneten
Zustinde, sondern (analog zu Abb. 3.12) auch jene, die zu N = 2
und N = 3 gehdren, bereits fiir —2 < k, - lp < 0 in jeweils vier Ni-
veaus mit unterscheidbarer Energie aufspalten. Bei bzw. von der
numerischen Ldsung wurden diese jedoch nicht erfasst, mutmaf-
lich wegen ihrer Nihe zu benachbarten, insbesondere unmittelbar
darunter sich befindenden Energieniveaus, die in der Berechnung
eventuell Anlass zu Instabilititen gegeben haben kdnnen. Durch
den Bezug auf die magnetische Linge [p wird die Darstellung be-
ziiglich beider Achsen dimensionslos; auf der Abszisse entspricht
eine Einheit 1,74 - 10"m~" und auf der Ordinate 11,47 meV.
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ABBILDUNG 3.12. Analog zu Abb. 3.11, aber mit zusétzlicher Be-
riicksichtigung einer mechanischen Verzerrung. Wie zuvor findet
bei den gestrichelten Kurven allein diese, nicht jedoch auch die
Spin-Bahn-Kopplung ihre Beachtung. Uberdies wurden auch noch
jene Zusténde wiedergegeben, die aus dem Niveau N = 0 ent-
springen; fiir die gegebenen Parameter wird dabei eine interessante
3+41-Struktur sichtbar. Dagegen wurde im Einschub der invertier-
te Parametersatz (also A = 3 meV und A = 13 meV) zu Grunde
gelegt. Auffallig hierbei ist nicht nur die grundsétzlich geringere
Aufspaltung zueinander gehoriger Niveaus (man beachte den glei-
chen Mafistab der Energieachse; der Ubersichtlichkeit halber wur-
de fiir N = 2 nur das niedrigste Niveau dargestellt, und auch die
gestrichelten Kurven fiir den Fall fehlender Spin-Bahn-Kopplung
wurden fortgelassen es sind natiirlich dieselben wie im Haupt-
teil der Abbildung). Der erhhte Wert von A vereitelt auch, dass
sich ein Mitglied der urspriinglichen Nullmode von den anderen
absondert, um fiir geniigend grofe k, gegen unbegrenzt megative
Energien zu laufen. Ohne die Verzerrung bildet sich ein prinzipiell
gleichartiges Bild aus.

Hierbei werden die Teilchenzustidnde mit £ > 0 und k, < 0 als nach links lau-
fende Elektronen betrachtet, auf die die Linke-Hand-Regel anzuwenden ist. Gleich-
giiltig, ob die Bewegung der Teilchen mit y > +L oder y < —L startet, ergibt sich,
dass sdmtliche Elektronen durch die auf sie einwirkende Lorentz-Kraft nur noch
tiefer in ihren jeweiligen Bereich hineingetrieben werden, wo sie blofs ein homogenes
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Feld (von einheitlicher, wenn auch beliebiger Polung) erfahren — eine Situation, die
der Betrachtung in Abschnitt 2.4 zu Grunde lag und dort auf die Landau-Niveaus
(2.47) fiihrte.

Fiir k£, > 0 hingegen werden die Teilchen aus ,,jhrem* Bereich herausgedréingt,
durchfliegen den mittleren Bereich auf gerader Bahn eine Streuung findet den
Annahmen zufolge dabei nicht statt —, um dann in den anderen Aufenbereich ein-
zudringen, wo sich (bei vertauschter Polaritéit) das ndmliche Spiel zu wiederholen
beginnt. Insgesamt erfolgt also eine Bewegung entlang einer Schlangenlinie, die,
indem sie nicht in sich zuriicklduft, einer freien Bewegung dhnelt, wobei sich jene
Phasen richtungsmifig kompensieren, die das Teilchen in den einander entgegen-
gesetzt magnetisierten Bereichen zubringt.

Indessen sollen auch die Grenzen einer solchen Sichtweise nicht verschwiegen
werden, die nur das jeweilige Magnetfeld am Orte eines eindeutig lokalisierbaren
Teilchens in Betracht zieht, ergibe sich doch solcherart bei k, = 0 ein abrupter
Ubergang von den Landau-Niveaus zu der linearen Dispersion bei k, > 0. Denn fiir
Teilchen, die aus dem Bereich y € [—L;+L] starten, fithrt jede, auch eine infinite-
simal kleine Komponente k, # 0 iiber kurz oder lang in einen der Randbereiche
ly| > L hinein, sodass die obige Uberlegung nur dann keine Giiltigkeit mehr zu be-
anspruchen vermdochte, wenn sich ein Teilchen finden liefe, das sich exakt parallel
zur x-Achse bewegte. Selbst wenn man diese Moglichkeit der geringen Wahrschein-
lichkeit ihres Auftretens wegen nicht ohnehin vernachléssigen wollte, so wiirde sie
doch nur insofern etwas prinzipiell Neues zu liefern imstande sein, als dass sich
die mit ihr verbundene lineare Dispersion dann auch in den Bereich k, < 0 hinein
fortsetzen miisste; allerdings handelte es sich hierbei um eine instabile Situation.

Ein tatsdchliches Verstindnis erschliefst sich erst durch die Quantenmechanik
und die ihr inhérente Nichtlokalitdt, derzufolge die in den Aufenbereichen herr-
schenden Magnetfelder auch dann auf ein Teilchen einzuwirken vermdégen, wenn
es sich dort gar nicht aufhiilt. Das dadurch gegebene Uberlappen wird vielleicht
bei einer vereinfachten Betrachtung ohne den Spin am besten verdeutlicht. Selbst-
verstindlich kénnen die entsprechenden Resultate, die in die Abbn. 3.11 und 3.12
gestrichelt eingezeichnet wurden, einfach durch das Nullsetzen der diesbeziiglichen
Parameter in der numerischen Rechnung erzielt werden. Es ist aber auch eine ana-
lytische Vereinfachung moglich, und zwar folgt aus A =A=0= 0, =0 = w, = 1,
dass (3.81) in cosf = "’EE%{Z" tibergeht und Qn — Qo := exp (2igy oL) mit gy 0 =

\/(E —Vo)? = (ks — Ag)? statt (3.71). Damit vereinfacht sich die Bedingung der
verschwindenden Determinante auf

(Doe™™ —D1) Qo (Doe™ — Dy) > =
(3.86) det ( Qo (Die® — Do) (Dye® —Dy) ) =9

was letztlich

(3.87) Qoe"+1_ Dy

QO + 610 DO
impliziert. Die Vorzeichen sind gekoppelt, und so gibt es durch die verschiedenen
Linearkombinationen, die symmetrische und die antisymmetrische, eine Aufspal-
tung in jeweils zwei auch energetisch unterschiedene Zusténde; nur im Grenzfall
k; +— —oo sind die Landau-Niveaus zweifach (bzw. mit Beriicksichtigung des Spins
eben vierfach) entartet.
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Wie ein Vergleich der ausgezogenen mit den gestrichelten Kurven erweist, be-
dingt dies den Lowenanteil der Aufspaltung. Hinzu kommen jedoch, insbesondere
bei steigendem k,, noch weitere, wenn auch kleinere Aufspaltungen, die durch den
Einfluss des Spins und seiner Wechselwirkungen, also A und \ verursacht werden.
Wie der Einschub in Abb. 3.12 deutlich macht, ist die intrinsische Kopplung A, die
nur die Energie eines Spins entsprechend seiner Einstellung verschiebt, dafiir von
geringerer Bedeutung und Wichtigkeit als die Rashba-Wechselwirkung A, die die
Kopplung beider Einstellungen vermittelt. Aus diesem Grunde wird der vertausch-
te Parametersatz, bei dem A gegeniiber A bevorzugt ist, fiir den Rest dieses Kapitels
verworfen und nur noch von den Standardwerten (3.47) Gebrauch gemacht.

3.6.2. Konfiguration II: Paralleler Fall
Die Umpolung des Magnetfeldes im Bereich y > +L bei der Konfiguration IT
erfordert ein gegeniiber (3.83) etwas anderes Vektorpotential

y+ L fir y<-L
(3.88) A, (y)=—B-¢ 0 7oye[-Ly+L) .
y—L 7 y>+L

Die ansonsten recht dhnlich verlaufende Kalkulation wird in den Anhang verlegt,
sodass hier gleich die Ergebnisse, die in den Abbn. 3.13 und 3.14 dargestellt sind,
mitgeteilt werden kdnnen. Einen ersten Schritt zu ihrem Versténdnis liefert wieder
die klassische Betrachtung, die folgendes Bild ergibt: Fiir k, > 0 werden die Elek-
tronen, wenn sie sich nicht ohnehin schon dort befinden, in den Bereich y > +1L
hineingetrieben, wihrend sich die Teilchen mit £, < 0in y < —L ansammeln. In bei-
den Fillen befinden sie sich am Ende in einem Bereich homogener Magnetisierung
B, = +B und besetzen demzufolge, unabhéngig von ihrer urspriinglich angenom-
menen Flugrichtung, die zugehorigen Landau-Niveaus (3.43); anschaulich erfolgt
dabei eine Bewegung auf einem Gyrationskreis, der entgegen dem Uhrzeigersinne
durchlaufen wird.

Da die ablenkende Lorentzkraft bekanntlich der Geschwindigkeit des Teilchens
proportional ist, besteht jedoch, insbesondere fiir nicht zu grofe |k, |, auch die Mog-
lichkeit, dass die Bewegung der dann nur geringen Bahnkriimmung wegen sich nicht
auf einen der beiden Aufenbezirke beschrinkt, sondern, iiber den mittleren Bereich
auf gerader Bahn hinwegziehend, zwischen eben diesen beiden hin- und herpendelt.
Da das Teilchen dabei im Durchschnitt ein geringeres B-Feld durch- und erfihrt,
als wenn es sich in den Aufsenbereichen allein aufhielte, ist seine Energie, der Formel
(3.43) zufolge, entsprechend verringert.

Dadurch, dass das Magnetfeld nun in den beiden Aufenbezirken die gleiche
Polaritét besitzt, findet im spinlosen Fall auch keine Aufspaltung der Energie statt,
sondern lediglich eine Verringerung derselben, denn durch die v6llige Ubereinstim-
mung der Verhiltnisse fiir y > +L und y < —L gibt es hier schlichtweg keine
Moglichkeit mehr zu einer antisymmetrischen Kombination.

Da besagte Verringerung aber mit kleiner werdendem |k, | stetig vonstatten
geht, fiihrt sie im Dispersionsverlaufe bei k, = 0 zu einem Minimum und ins-
besondere in dessen Umgebung zu einer Kriimmung, die einer effektiven Masse
m* = (82E/8k325)_1 entspricht. Dass dem an sich masselosen Dirac-Weyl-Teilchen
hier — bildlich gesprochen — eine derartige Masse der GréRenordnung m* ~ 1073.m,,
[siehe Tabelle 3.6] angeheftet wird, trigt der Tatsache Rechnung, dass es im Mit-
telbereich |y| < L gewissermafen festgehalten wird, denn um diesen verlassen und
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ABBILDUNG 3.13. Energiedispersion fiir den Fall paralleler Felder
in den Aufenbezirken (Konfiguration II) mit Spin-Bahn-Kopplung
(ausgezogene Kurven), jedoch ohne mechanische Verzerrung. Noch
ist der Kurvenverlauf symmetrisch; dies gilt natiirlich auch fiir die
zum Vergleich gestrichelt eingezeichneten Kurven ohne Spin-Bahn-
Kopplung. Die durch einen Stern markierten Zustinde finden in
Abb. 3.19 (fiir N = 2) und Abb. 3.20 (fiir N = 1) ihre ortsaufge-
16ste Darstellung.

(geniigend tief) in die Aufsenbereiche vordringen zu konnen, muss es wieder auf die
Energie (3.43) des Landau-Niveaus angehoben werden. Die zunehmende Verbrei-
terung der Téler, die zu immer hoheren Landau-Niveaus gehdren, kann dabei so
verstanden werden, dass die grofere Energie, die dem Elektron im jeweiligen Mi-
nimum bereits zukommt, zu einer Stabilisierung der Bahnbewegung fiihrt, da es,
um aus seiner Bahn herausgeworfen zu werden, einer um so groferen Lorentzkraft
bedarf.

Die hier implizit vorgenommene begriffliche Gleich- oder besser Ersetzung der
Geschwindigkeitskomponente v, = hk,/m* durch jene des Wellenzahlvektors k,
entstammt dabei natiirlich einem vollig klassischen Bilde, welches seine zu erwar-
tende Begrenzung selbstverstdndlich dadurch erfihrt, dass das lediglich im Au-
fenbereich vorhandene Feld B, = +B nur und genau dann auf ein sich inner-
halb des Intervalls [—L; 4+ L] bewegendes Teilchen einzuwirken vermag, wenn dieses
den Quantengesetzen unterworfen wird. Naturgeméf ist eine derartige Einwirkung
durch die obige Setzung L = [ besonders begiinstigt.
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ABBILDUNG 3.14. Wie Abb. 3.13, jedoch mit Beriicksichtigung
der mechanischen Verzerrung (also analog zu Abb. 3.12). Die nun
fehlende Symmetrie beziiglich k, = 0 ist augenféllig. Die ortsauf-
geloste Darstellung der beiden durch Sternchen bezeichneten Zu-
stédnde erfolgt spater in Abb. 3.17.

Durch die beiden Spin-Bahn-Kopplungen A und A erfahren die in Abb. 3.13
gestrichelt eingezeichneten Dispersionsverldufe eine Aufspaltung und Modifikation.
Wiéhrend sich bei den hoheren Niveaus (ab N = 3) gewissermafen eine Feinstruk-
tur abzuzeichnen beginnt, ist das recht breit aufgespaltene N = 1-Niveau insofern
besonderes interessant, als es hier in unmittelbarer Ndhe von k, = 0 zu einer Beriih-
rung, genau genommen sogar zu einer ganz geringfiigigen Uberlappung der beiden
Béander kommt. Da sich zum Zwecke dieser Wiedervereinigung das energetisch tiefer
liegende Band nach oben kriimmt, tritt hier, und zwar ohne dass ein Lochzustand
E < 0 vorldge, eine negative effektive Masse auf, siche Tabelle 3.6.

Die obige, bewusst anschaulich gehaltene Erklarung iiber die Ablenkung der
Elektronen im Magnetfeld erweist sich bei einer Drehung des Koordinatensystems
um 180° (um die z-Achse) als unabhéngig vom Vorzeichen der x-Richtung. Sofern
diese Symmetrie nicht durch andere Einfliisse, wie etwa eine mechanische Verzer-
rung (oder einen Polarititswechsel des Feldes wie bei Konfiguration I) durchbrochen
wird, muss also eine beziiglich des Vorzeichens von k, symmetrische Dispersion vor-
liegen. Abb. 3.13 und analog auch Abb. 3.15 weisen die Giiltigkeit der Beziehung
E (—ky) = E (+kg) aus.
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Zustand: | m*/10~%m, |
erstes Landau-Niveau ohne Spin-Bahn-Kopplung 1,9
erstes Landau-Niveau mit Kopplung, oberes Band 1,0
erstes Landau-Niveau mit Kopplung, unteres Band —0,42
zweites Landau-Niveau, wieder ohne Kopplung 11,2

TABELLE 3.6. Effektive Massen einiger niedrig liegender Zustinde
in der Nihe von k, = 0 fiir den parallelen Fall (Konfiguration II)
ohne mechanische Verzerrung: Aus der Bandkriimmung, d.h. dem
Koeffizienten a in der dimensionslosen Darstellung y = yo+a-2% der
Abb. 3.13 folgt m* = p-m./a mit der Abkiirzung u := m =
1,009 - 1073.

Anders wird dies, wenn nun (siehe Abb. 3.14) die mechanische Verzerrung im
mittleren Bereich y € [—L;+L] eingeschaltet wird. Durch das mit ihr verbunde-
ne Vektorpotential Ay # 0 werden die dort geltenden Wellenfunktionen (3.73) auf
Grund der Verschiebung k, — k, — Ag in (3.71) nicht mehr symmetrisch zu k, =0
sein, sondern — bei gleichem Betrage — auch von dessen Vorzeichen abhéngen. Da-
bei handelt es sich nicht blof um einen mehr oder minder belanglosen Phasen-
faktor, denn wegen (3.74) andert sich die (prinzipiell messbare) Laufrichtung der
Welle und somit auch die Richtung des Teilchentransportes (3.78). Auferdem be-
sitzen die pseudomagnetischen Felder, die sich durch Ableitung des im Innern von
[-L;+L] konstanten Vektorpotentials ergeben, an dessen Rindern, wo sie allein
auftreten, eine entgegengesetzte Polaritdt und wirken deshalb mit dem dort begin-
nenden echten Magnetfeld B, = +B in unterschiedlicher Weise zusammen. Wenn
man von der fehlenden bzw. vorhandenen Symmetrie einmal absieht, so ist die Ahn-
lichkeit, die sich aus einem Vergleich der Abbn. 3.14 und 3.15 ergibt, insbesondere
fiir k, > 0 geradezu verbliiffend, wurde doch zum einen im Innenbereich ein kon-
stantes Pseudo-Vektorpotential —Ap, zum anderen aber ein dort konstantes echtes
Feld B, = —B vorausgesetzt. Die zugehorige Feldkonfiguration wird sogleich im
nun folgenden Teilabschnitt besprochen.

3.6.3. Konfiguration III: Symmetrischer Fall mit Gegenfeld

Um ein Magnetfeld mit in den drei Bereichen symmetrisch abwechselnden Po-
laritdten zu beschreiben, also B, = +B fiir |y| > L und B, = —B dazwischen,
findet das Vektorpotential

y+2L fir y<-—L
(3.89) Az (y)=-B-{ —vy Toyel-Li+L]
y—2L 7 y>+L

Verwendung. Hinsichtlich der Berechnung dieser Konfiguration IIT sei wieder auf
den Anhang verwiesen; die Ergebnisse sind in den Abbn. 3.15 und 3.16 dargestellt.
Es sind darin drei wesentliche Bestandteile zu erkennen, deren Vorhandensein nach
den durch die bereits besprochenen Fille gewonnenen Einsichten entweder ohne
Weiteres versténdlich, zum Teil sogar unumggnglich erwartet, oder doch wenigstens
in gleich gearteter Denkrichtung nachvollziehbar ist. Dabei handelt es sich erstens
fiir geniigend grofte |k,| wieder um die bereits bekannten Landau-Niveaus, die bei
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einer Bewegung innerhalb nur eines Raumbereiches auftreten und hier keiner weite-
ren Erklirung mehr bediirfen. Zweitens treten fiir einen Bereich kleiner |k, |, der sich
mit zunehmender Energie (Stabilisierung; siehe oben) jedoch verbreitert, wiederum
recht flach verlaufende, gegeniiber ihrem Landau-Niveau abgesenkte Teilstiicke auf,
die aus einer Bewegung resultieren, welche abermals (wie schon bei Konfiguration
II) alle drei Raumbereiche umfasst. Weil |k,| dabei noch nicht grof genug ist, um
das Teilchen bereits im mittleren, begrenzten Bereich eine Ablenkung erfahren zu
lassen, die dort zu einer Richtungsumkehr fithrt, werden lediglich die (sehr) grofen
Kreisbahnen, die sich ohne die zwischen [—L;+L] vorliegende Umpolung ergében,
etwas eingedellt. Nicht zu verkennen ist dabei eine gewisse Bevorzugung oder doch
zumindest Anndherung an jene Energien, die auch den Landau-Niveaus fiir die
homogenen Bereiche zukommen.

Anders als bei den zuvor besprochenen Konfigurationen I und II grenzen nun
jedoch Bereiche entgegengesetzter Polaritit unmittelbar aneinander, wodurch den
Teilchen eine weitere Bewegungsmdoglichkeit eréffnet wird, und zwar um die beiden
Grenzen y = +L herum, entlang derer sich aus Kreissegmenten zusammengesetz-
te Schlangenbahnen auszubilden vermdgen. Da die x-Richtung als rdumlich unbe-
grenzt angenommen wurde, handelt es sich um eine freie Bewegung mit beliebiger
(ungequantelter) Energie; andererseits wird aber den Teilchen dadurch, dass sie in
den Grenzbereichen y ~ +L festgehalten werden — und zwar fiir geringe Energien
besonders wirksam —, wieder eine effektive Masse beigeordnet. Somit ergibt sich
als augenfilliges, drittes Merkmal in den abgebildeten Dispersionsbeziehungen ein
parabolischer Verlauf F (k) — E (0) ~ k2. Durch das allméhlich-schrittweise Herab-
steigen der Energien von den Landau-Niveaus herab deuten sich in dessen Innerem
noch weitere Parabeln an.

Ein zwar, wie erwéihnt, nicht von der Symmetrie, jedoch zweifellos von den drei
genannten Hauptbestandteilen her dhnliches Bild wie Abb. 3.15 lag bereits mit Abb.
3.14 vor. Um die Ahnlichkeiten, aber auch die Unterschiede beider Abbildungen ver-
stehen und einordnen zu kénnen, ist es zunéchst notwendig, sich klarzumachen, dass
ein Abschreiten der Grenzen y = £+ in Konfiguration III entlang der erwihnten
Schlangenlinien nicht in jeder, sondern jeweils nur in einer Richtung mdglich ist:
Teilchen mit E > 0 (,,Elektronen*) kénnen bei y = +L nur nach links (k, < 0), bei
y = —L hingegen nur nach rechts (k, > 0) laufen. Solange aber beide Grenzbereiche
y ~ £ L ansonsten vollig gleichberechtigt sind, &ndert dies nichts an der Symmetrie
E (—k;) = E (+k,) der Dispersionen in Abb. 3.15.

Genau diese Gleichartigkeit wird aber durch die mechanische Verzerrung im
Zwischenbereich [—L; +L] bzw. durch das sie beschreibende Vektorpotential A ge-
brochen, und zwar nicht erst in Abb. 3.16, sondern auch schon in Abb. 3.14. Es
wurde bereits darauf hingewiesen, dass das durch dessen Ableitung entstehende
pseudomagnetische Feld, welches in der hier gemachten Idealisierung aus zwei o-
funktionalen Spitzen besteht, an beiden Grenzen von unterschiedlicher Polaritét
ist, und zwar bildet sich eine positive Spitze bei y = —L und eine negative bei
y = +L, die jedoch, was auf den ersten Blick erstaunen mag, in ihrer grundsitz-
lichen Wirkung letztlich so verschieden gar nicht sind: ergeben sie doch in beiden
Féllen fiir Teilchen positiver Energie Reflexionen an den Grenzen y = +L und da-
mit abermals die Mdglichkeit von Schlangenbahnen in einem wenn auch vielleicht
etwas erweiterten Sinne. Zwar wird, der unterschiedlichen Polaritit zufolge, in dem
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ABBILDUNG 3.15. Energiedispersion fiir den Fall paralleler Fel-
der in den Aufenbezirken plus Gegenfeld im Mittelbereich (Kon-
figuration III) ohne mechanische Verzerrung; wieder ist der Kur-
venverlauf symmetrisch. Zu Vergleichszwecken sind abermals die
gestrichelten Kurven ohne die Spin-Bahn-Kopplung eingezeichnet;
fiir diesen letzten Fall wird in [73] die Existenz eines Null-Niveaus
bestétigt. Mit Spin-Bahn-Kopplung gelten die ausgezogenen Kur-
ven. Die Nullmode erfihrt durch sie eine geringfiigige Aufspaltung
AFE = 0,034 bei k, = 0, die nicht symmetrisch zu F = 0 liegt
und eine Halbwertsbreite von Ak, ~ 0,45 aufweist. Beziiglich der
ortsaufgelosten Darstellung der markierten Zustinde sieche Abb.
3.18.

einen Falle (fiir k, < 0 bei y > +L) der Drehsinn der Elektronenbewegung um-
gekehrt, in dem anderen (k; > 0 bei y < —L) dagegen nicht, und das, weil die
Kriimmung proportional zur Stirke auch des Pseudo-Feldes ist, auf sehr engem, in
der hier vorliegenden Idealisierung sogar unendlich kleinem Raume, doch werden,
und das ist entscheidend, der nun drastisch verschiedenen Kriimmungsradien we-
gen in beiden Fillen geschlossene Bahnen vereitelt und damit wieder solche Bewe-
gungsformen moglich, die den schon vorstehend erwdhnten Schlangenbahnen nicht
undhnlich sind, nur dass sie eben nicht mehr aus Teilstiicken beiderlei Vorzeichens
der Kriimmung bestehen, sondern durch Knicke aneinandergefiigt sind.

Da die Stérke des hier in Rechnung gesetzten pseudomagnetischen Feldes derje-
nigen des echten in etwa gleichkommt in dimensionslosen Grofen ist Ag-lp = 0,92,
nur eben konzentriert auf die Grenzen y = £L des mittleren Bereiches statt verteilt
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ABBILDUNG 3.16. Wie Abb. 3.15, jedoch wieder unter Beriick-
sichtigung der mechanischen Verzerrung analog zu Abb. 3.14. Das
vorliegende Bild nimmt eine Zwischenstellung beziiglich der bei-
den soeben Genannten ein. Die Symmetrie zu k, = 0 ist auch hier
wieder gestort.

auf diesen —, ist auch seine Wirkung, aufs Ganze gesehen, in etwa vergleichbar. So
bestehen denn auch die Unterschiede in den Abbn. 3.15 und 3.14 mehr in einer Ver-
schiebung, und zwar um etwa eine Einheit, die durch die Ersetzung k, +— k, — Ag in
den Wellenfunktionen des mittleren Bereiches bedingt ist, als in einer Verformung,
wenngleich eine solche ebenfalls unverkennbar ist. Letztere ist natiirlich darin be-
griindet, dass auch unter Annahme einer gleichen Wirkung von echtem und Pseu-
domagnetfeld bezogen auf den Punkt K bei y = —L nur ein Uberschwinger, bei
y = +L jedoch ein Polaritidtswechsel vorliegt.

In Abb. 3.16 schlieklich treten nun beide Einfliisse, das echte und das pseudo-
magnetische Feld, im Mittelbereich der Anordnung zusammen; in gewissem Sinne
ist sie folglich als die Uberlagerung der Abbn. 3.14 und 3.15 anzusehen. Anderer-
seits kann aber auch durchaus von einer Konkurrenzsituation gesprochen werden,
denn wihrend die mechanische Verzerrung auf den Dispersionsverlauf ebenfalls ei-
ne Verzerrung ausiibt, sorgt demgegeniiber das B-Feld fiir eine Stabilisierung der
Parabeln bzw. der ihnen &hnelnden Bereiche. Spétestens in dieser letztgenannten
Abbildung wird namlich deutlich, dass es sich nicht um eine — bzw. einige wenige —
zusammenhdngende Parabeln handelt, die zusétzlich zu den Landau-Niveaus und
von diesen ginzlich unbeeinflusst auftriten, sondern dass sie, und zwar stiickweise,
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Teil einer jeden Dispersionsbeziehung sind, die sich aus dem jeweiligen Landau-
Niveau herausentwickelt und fiir geniigend langsame Teilchen mit kleinem k., die,
betrachtet man sie klassisch, auf stabilen Bahnen in der Mitte zu verweilen in der
Lage sind, eine Absenkung ihrer Energie bedeutet. Zuvor, insbesondere in der Abb.
3.15, wurde dies bereits durch eine entsprechende Farbgebung kenntlich gemacht;
desgleichen analog auch in den Abbn. 3.13 und 3.14, wobei in den beiden letz-
ten beziiglich des in Gedanken unwillkiirlich vorgenommenen Zusammenfiigens der
Teilstiicke zu Parabeln, was den Einfluss der mechanischen Verzerrung anbelangt,
eine eher umgekehrte Tendenz besteht.

Dass in all diesen Féllen wieder eine Aufspaltung durch die beiden Spin-Bahn-
Kopplungen erfolgt, wird an dieser Stelle kaum noch einer Erwidhnung bediirfen.
Hingegen soll am Rande noch vermerkt werden, dass, wenn bei den zur Linie y =0
symmetrischen Konfiguration II oder III die Parameter Vo = A = 0 gesetzt werden,
die Energie £ F (k;) stets spiegelbildlich zur Abszisse verlduft.

Die folgenden, raumlich aufgelosten Bilder bestéitigen, erweitern und préazisie-
ren die im Vorstehenden entwickelten Vorstellungen. Wenngleich sie auch nicht die
Bahn eines einzelnen Teilchens verfolgen — quantenmechanisch gibt es eine solche
gar nicht, weshalb von entsprechenden Darstellungen abgesehen wurde —, zeigen
sie doch sehr wohl, wo und mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in den ver-
schiedenen Konfigurationen und Zusténden unterschiedlicher Energie, Laufrichtung
und Wellenzahl sich aufzuhalten vermag. Hierzu sollen lediglich drei, dafiir jedoch
typische Fille aufgezeigt werden.

Zum Ersten die Beschrinkung auf im Wesentlichen den Mittelbereich y €
[-L;+L] in Abb. 3.17; diese Zustande liegen jeweils auf einer Parabel, siche Abb.
3.14, stellen also laufende Wellen dar. Zweitens die Konzentration (bei etwa gleicher
Gesamtbreite) um eine der beiden Grenzen herum, wie sie Abb. 3.18 darbringt; auch
hier zeichnen laufende Wellen verantwortlich. Drittens und andererseits aber eine
deutlich breitere Verteilung, bedingt durch einen recht flachen Verlauf der Energie-
dispersion, hier gezeigt in Abb. 3.19 fiir zwei Minima derselben (sieche Abb. 3.13,
rot markiert. Mehr noch als k, = 0 selbst bedeutet die Steigung v, = g—li =0, die
die verschwindende Gruppengeschwindigkeit in x-Richtung anzeigt, siehe [73] und
[74], das Vorliegen einer stehenden Welle; allerdings fallen hier beide Bedingungen
zusammen).

Die durch ihren ausgeprigten Mangel an Symmetrie im Vergleich zu den vori-
gen besonders hervorstechende Abb. 3.20 stellt dazu bereits einen Ubergang dar:
Zwar bevolkern die ihr zugrundeliegenden Zustéinde einen Abschnitt der Dispersi-
onsbeziehung, sieche Abb. 3.13, der bereits deutlich einer sich entwickelnden Parabel
zu dhneln beginnt, andererseits aber noch immer vom zugehorigen Landau-Niveau
beeinflusst wird, seinen Zusammenhang mit diesem also noch nicht vollends verlo-
ren hat. Demgemafs zeigen sich in der Verteilung beide dementsprechenden Anteile,
versténdlicherweise dominiert allerdings von der im Mittelbereich ihre stérkste Aus-
priagung erfahrenden laufenden Welle.

Wie bereits angekiindigt, wurde in die zuletzt behandelten Abbildungen, damit
sie nicht nur das zuvor besprochene anschauliche Bild von der Bewegung der La-
dungstriger zu untermauern, sondern dieses auch noch weiter auszubauen geeignet
sind, als zusétzliche Information die Verteilung ihrer Spinausrichtungen eingefiigt.
Auch diese ist, wie sdmtliche dort vorgestellten Grofen, jetzt als solche prinzipiell
messbar, da sie — anders als im Abschnitt 3.3 und 3.4 — durch die Bereichsgrenzen
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ABBILDUNG 3.17. Ortsaufgeloste Darstellung der in Abb. 3.14
markierten Zustinde mit k, = 3,26 (ausgezogen) und k, = 4,06
(gestrichelt) bei ' = 1,20. (Die Groke I wurde auch hier, wie
meist schon zuvor bei derartigen Angaben, wieder unterdriickt.)
Wie bereits in fritheren Abbildungen (Abb. 3.6, Abb. 3.7 und Abb.
3.10) werden neben der Wahrscheinlichkeitsdichte p nur jene Kom-
ponenten des Stromes J, und der Spineinstellung S, und S, wie-
dergegeben, die nicht ohnehin aus Symmetriegriinden identisch zu
verschwinden haben. Der besseren Vergleichbarkeit halber aller-
dings wurde hier wie auch im Folgenden (bis Abb. 3.20 einschlief-
lich) eine Normierung auf das jeweilige Stromdichtemaximum vor-
genommen. Sédmtliche betrachteten Grofen weisen auferhalb des
mittleren Bereiches [—L;+L] nur recht geringe und alsbald auch
sehr schnell (exponentiell) abfallende Werte aus.

gewissermafien festgepinnt wird. Unter diesem Gesichtspunkt erscheint die bereits
ins Treffen gefithrte Abb. 3.19 als besonders interessant, weil sich hier, mehr noch
als bei Abb. 3.18 und Abb. 3.20, bei dhnlicher Dichte-Verteilung zweier Zustinde
mit beinah identischer Aufteilung ihrer Stréme durch eine nur unwesentliche Ener-
gieerhhung (1,1 meV) ein fast exaktes Umklappen ihrer Spineinstellungen ergibt.

3.7. Transmission von Ladungstrigern iiber die Grenzen hinweg

In der Bildunterschrift zu Abb. 3.17 (und dies gilt auch fiir die nachfolgen-
den Abbildungen bis einschlieflich Abb. 3.20) wurde nochmals darauf hingewiesen,
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ABBILDUNG 3.18. Ortsaufgeloste Darstellung der in Abb. 3.15
markierten Zustinde mit k, = 1,22 (ausgezogen) und k, = 1,72
(gestrichelt) bei £ = 1,20. Die Maxima liegen jetzt etwa auf oder
zumindest nahe der Grenze y = —L.

dass, wie bereits in Abschnitt 3.4 gezeigt wurde, aus Symmetriegriinden gewis-
se Komponenten der Spinausrichtung und des Stromes iiberall und zwingend zu
verschwinden héitten. Im Mittelbereich, wére dieser allein vorhanden und iiberdies
nicht (wie etwa in Konfiguration III geschehen) zusétzlich magnetisiert worden,
ist zwar eine Stromdichte auch in y-Richtung durchaus denkbar, insofern sie mit
den dort vorhandenen Wellenfunktionen es handelt sich um die laufenden Wellen
(3.75) bzw. (3.73) — nicht nur leicht in Einklang zu bringen gewesen wire, sondern,
wie es scheint, fast unvermeidlich aufzutreten hétte, siche Gleichung (3.78). J,, # 0
wird hier offensichtlich nur durch die Rahmenbedingungen, sprich die daran an-
grenzenden Bezirke vereitelt, indem durch eine gleich starke Beteiligung von nach
rechts und ebenso nach links laufenden Wellen [Indices plus oder minus bei ¢, o und
ky in (3.73) bzw. (3.75)] eine Kompensation erzwungen wird, und die numerischen
Ergebnisse bestitigen dies. Wie auch anschaulich [und ohne eine formale Herlei-
tung, wie sie etwa auf (3.54) fithrt; beachte hierzu aber auch die unmittelbar im
Anschluss daran gegebenen, nicht nummerierten Formeln fiir die Gesamtwerte] ein-
zusehen ist, vermogen die halbseitig unendlich ausgedehnten Aufenbereiche (aufer
in ihren Randbezirken, siehe dazu den Schluss des Abschnittes 3.4) einen Strom in
vorgegebener Richtung, welche es auch immer sein mag, nicht zu tragen, da bereits
jedes noch so kleine Magnetfeld die ihn etwa darstellenden Ladungstriger alsbald
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ABBILDUNG 3.19. Eine im Vergleich zum mittleren Bereich etwa
dreimal breitere Verteilung liefern die in Abb. 3.13 rot markierten
Zustande (bei k, = 0) mit £ = 1,456 (ausgezogen) bzw. E = 1,552
(gestrichelt).

ablenkt und sich nur im Kreise zu bewegen daraufthin veranlasst. Aus Kontinuitéts-
griinden vermag also, da die magnetisierten Bereiche ihn nicht nachzuliefern in der
Lage sind, bei Betrachtung lediglich stationérer Zustédnde auch in den SOAS- und
Normalbereichen kein Strom von y = —L nach y = +L oder umgekehrt zu fliefsen.
Anderenfalls wiirden sich die Ladungstriger an den Bereichsgrenzen ansammeln,
oder aber die Homogenitét in x-Richtung wére in Frage gestellt.

Naturgemif gelten diese Uberlegungen lediglich fiir unendlich breite Streifen.
Anders ist dies fiir realistische und somit auch in x-Richtung endlich-begrenzte
Geometrien: hier werden die Strome, die entlang z fliefen, an den Réndern parallel
zu y geschlossen.

Will man also einen Stromtransport auch iiber die Grenzen hinweg, das heift:
quer zu ihnen ermoglichen, so diirfen die dann als Reservoire anzusehenden Aufsen-
bereiche, wenn diese nach wie vor als halbunendlich angenommen werden, keinem
auferen Magnetfelde ausgesetzt sein. (Der Einfachheit halber soll hier keine weitere
Grenze, insbesondere kein etwaiger Ubergang Graphen/Metall betrachtet oder ein-
gefiihrt werden.) Dass unter dieser Voraussetzung und bei geeigneten Bedingungen
nun ein Stromfluss moglich wird — und dann auch tatsdchlich eintritt —, wider-
spricht nicht dem zuvor (in Abschnitt 3.4) gebrachten Symmetrie-Argument. Denn
ein von aufen in die zu betrachtende Anordnung eingeschossenes oder sonstwie,
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ABBILDUNG 3.20. Eine dhnliche Ausdehnung weisen auch die in
Abb. 3.13 schwarz markierten Zustinde mit k, = 0,53 (ausgezo-
gen) bzw. k, = 1,40 (gestrichelt) bei £ = 1,20 aus, wenngleich
allerdings ohne jegliche Symmetrie zur Linie y = 0.

beispielsweise durch eine Differenz der elektrochemischen Potentiale, in diese hin-
eingeleitetes Teilchen unterliegt nicht mehr der bislang als giiltig vorausgesetzten
Zeitumkehrinvarianz. Damit aber wird diese ge- und die obige Beweiskette zerbro-
chen. Allerdings kann man, wenn das Teilchen nunmehr von der anderen Seite, und
zwar wegen der dort oben auferdem noch vorgenommenen Spiegelung an der yz-
Ebene, unter dem komplementiren Winkel 7 — ¢ einfillt, zumindest sagen, dass der
Leitwert fiir beide Richtungen der gleiche sein muss.

So, wie in der Elektrotechnik bei der Berechnung etwa von Kettenleitern die
Matrizen der entsprechenden Vierpole (siehe Vierpoltheorie) hintereinandergeschal-
tet werden, kann dies auch mit den Matrizen, wie sie hier [etwa in (3.30); weitere
Beispiele finden sich im Anhang| gegeben sind, geschehen, wenn in diese die Be-
dingungen, das heifit die Stérke der Wechselwirkungen und Felder sowie die zu-
gehorigen Grenzen y; eingefiigt werden. Letztlich ist dies zur Génze als Ausdruck
einer blof mathematisch-kompakteren Umformung gréferer und gegeniiber (3.84)
lediglich quantitativ erweiterten Gleichungssysteme zu betrachten.

Im hier vorliegenden Zusammenhang wird sie als Transfer-Matrix-Methode
(TMM) bezeichnet und fand beispielsweise in [22] Verwendung.

Aus der Vielzahl der sich nun auftuenden Moglichkeiten soll exemplarisch hier
blofs eine Abfolge betrachtet werden, bei der zwischen zwei als Reservoire dienende
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Normalbereiche ein noch mehrfach weiter unterteilter SOAS-Bereich der Gesamt-
breite 10L einschoben wurde, welcher zwei entgegengesetzt magnetisierte Bereiche
SOAS=EB enthalt. Es ist also
e Konfiguration IV: N / SOAS / SOAS+B / SOAS / SOAS—B / SOAS /
N.

Mit dem Vektorpotential

0 fir y< —-3L

3L+y 7 -3L<y<-L
(3.90) A, (y)=—-B-{ 2L 7 —L<y<+L

3L—y 7 L<y<3L

0 7 y>3L

und zwei weiteren Grenzen bei y; = £5L (ohne Magnetfeldinderung) ergibt sich
also die Matrizen-Kette

M = Q3 (=5L) Qsoas (=5L) - Qgbas (—3L) - Qsoas+n (—3L) - ...
(3.91) Qsoasip (—L) - Qsoas (L) - Qsbag (+L) - Qsoas—p (+L) - ...
Q56455 BL) - Qsoas (BL) - Qgoas (5L) - O (5L).
Zu beachten ist hierbei, dass im mittleren SOAS-Bereich (zwischen y3 = —L und

ys4 = +L) auch ohne B-Feld wegen des dort bereits aufgesammelten (konstanten)
Vektorpotentials —2BL die Komponente k, des Wellenzahlvektors ganz &hnlich,
wie dies auch zuvor schon durch die mechanische Verzerrung — Ay geschah, eine
entsprechend weitergehende Verschiebung zu erfahren hat. Dies gilt vor allem in
(3.71) und damit, wenigstens indirekt, fiir fast alle Formeln des betreffenden Ab-
schnittes 3.5.

Bei vorgegebenen Anteilen cos¢ und siné der Einstellung einfallender Spins —
¢ = 0 entspricht s, =1 und § = § steht fiir s, =| lassen sich aus dem linearen
Gleichungssystem

cos§ 128

T o . 0

(3.92) sing |~ M )
Ty 0

die vier noch fehlenden Koeffizienten der Reflexion 74 und r| und der Transmissi-
on ty und ¢; berechnen; eine Reflexion aus dem letzten Bereich (Kontakt) findet
nicht statt bzw. ist gegebenenfalls zu unterbinden. Durch Betragsquadratbildung
ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten der zugehoérigen Prozesse zu R,,, = \mf und
Riown = |r¢|2 mit Rges = Rup + Raown als dem Gesamtwert fiir die Reflexion und
ganz entsprechend fiir die Transmissionen 7' ; wegen der Wahrscheinlichkeitserhal-
tung gilt ganz selbstversténdlich Rges +Tyes = 1. Bei der numerischen Berechnung
wurden dieselben Werte zu Grunde gelegt wie im letzten Abschnitt, also B = 0, 2T,
b = 0 und die Standardparameter (3.47).

Wie die Abb. 3.21 ausweist, setzt eine merkliche Transmission erst ab etwa 23
meV ein. Dies liegt natiirlich an der ansonsten nicht gegebenen Uberwindbarkeit
des / der B-Felder und lésst sich, sieht man von einer gewissen, auch unterhalb
dieser Schwelle noch vorhandenen, aufier in ihrer unmittelbaren Ndhe aber nur
ganz geringfiigigen Tunnelwahrscheinlichkeit ab, wie in Abschnitt 2.4 geschildert
auch klassisch-anschaulich verstehen: Mit der Dispersion (2.18), der magnetischen
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ABBILDUNG 3.21. Reflexions- und Transmissionskoeffizienten, so-
wohl gesamt als auch nach Spineinstellungen aufgeldst, fiir die als
Konfig. IV bezeichnete Struktur in Abhangigkeit von der Energie

der in y-Richtung (¢ = 7) und mit s, =1 einfallenden Teilchen.

Lange (2.37) und dem Gleichgewicht von Zentrifugal- und Lorentzkraft wird der

Radius der (halben) Kreisbahn ry = l;BTf welcher, um die magnetisierten (M-)
Bereiche sicher zu durchqueren, deren Breite 2L = 2l unvermeidlich iibersteigen
muss. Somit also muss die Energie F > 2 £ 22,95 meV mindestens das Doppelte
desjenigen Werts betragen, welcher in den Abbn. 3.11ff. bereits als Einheit fiir deren
Ordinatenachsen diente.

Der weitere Verlauf mit seinen resonanzartigen Strukturen ist demgegeniiber,
vor Allem auf quantitativer Ebene, nicht mehr derart unschwer zu erkliren, da
es nun gilt, die Uberlagerung mehrerer und zum Teil recht komplizierter Effekte
in ihrer Gesamtheit zu beriicksichtigen. Einerseits ndmlich ist die Resonanzbedin-
gung der nicht-magnetischen Bereiche — ihre direkte Durchquerung ergibe energe-
tische Abstéinde von AE = 5 £ 18,0 meV — zumindest fiir den mittleren unter
ihnen nicht mehr zutreffend, denn dieser wird ja, je nach Stéirke der im benachbar-
ten Bereiche zuvor erfolgten Ablenkung, nunmehr schrig durchlaufen und damit
der geometrische Abstand effektiv vergrofert und der energetische verkleinert. Au-
ferdem aber werden andererseits auch die energetischen Resonanzen (Niveaus) in
den M-Bereichen selbst durch deren endliche Breite gegeniiber (3.36) wirkungs-
voll verdndert. Insgesamt ergibt sich letztlich und durch die Anschlussbedingungen

vermittelt ein mit den Konfigurationen I bis IIT des vorigen Abschnittes in etwa
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ABBILDUNG 3.22. Richtungsabhingigkeit der Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten bei £ = 50 meV. Die farbliche Zuord-
nung ist dieselbe wie in Abb. 3.21. Der duferste (obere) Halbkreis
bezeichnet R = 1 und damit Totalreflexion.

vergleichbares Bild mit laufenden und stehenden Wellen; nur mit dem Unterschied,
dass Erstgenannten jetzt wegen der nur noch endlichen Breite der magnetischen
Bereiche auch die Mdoglichkeit zukommt, diese zu durchqueren, ihre Grenzen zu
iiberschreiten und sich damit schlussendlich auch in y-Richtung zu bewegen. Die
unterschiedlich langen Wege, die dabei — energie- und winkelabhéngig — in den der
Spin-Bahn-Kopplung unterworfenen Gebieten zu durchlaufen sind, erkldren auch
die mannigfachen Wechsel in der Spineinstellung. Besonders augenfillig wird dieser
an den Kurven fiir die Reflexion, weil hier — zumindest unterhalb der Schwelle —
beide Grofen (R, und Rgoyr,) zueinander gegenlaufig sind.

Komplementir dazu und in gewisser Weise ergiinzend zeigt Abb. 3.22 den glei-
chen Sachverhalt von einem anderen Blickwinkel aus, ndmlich fiir verschiedene Ein-
schussrichtungen des einfallenden Teilchens. Selbst fiir die gemessen an der Schwelle
bereits recht hohe Energie F = 50 meV iiberwiegt die Transmission gegeniiber der
Reflexion doch nur in einem recht engen Bereiche von etwa 4+10° um die y-Achse
herum (mit weiter steigender Energie verbreitert sich dieser natiirlich). Auch hier
kommt es wieder zu unterschiedlich langen Wegen: Mit ein wenig Vorhalt nach
rechts geschossen verkiirzt sich entsprechend der Polung der Felder der Weg des
Teilchens im mittleren der SOAS-Bereiche, wodurch ihm — und zwar nicht nur
dort, denn insgesamt verlduft sein Weg , gerader” und damit kiirzer — weitaus we-
niger Gelegenheit zu einem Spinumklapp geboten wird, als wenn es im Gegenteil
unter gleichem Winkel von der y-Richtung abweichend nach links eingeschossen
wiirde, wo ein deutlich ldngerer Weg den Umklapp nun als viel wahrscheinlicher
erscheinen ldsst. Derartige Oszillationen der Spineinstellung treten auch bei der
Reflexion auf, welche bei starkeren Abweichungen von der y-Richtung (¢ = 90°)
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dominiert, und der es dann, wenn diese geniigend grofs werden, bestimmt ist, in
wenigstens partieller Reminiszenz an den magnetischen Einschluss zu gemahnen
und in eine Totalreflexion einzumiinden, die linker Hand am ersten, rechter Hand
dagegen am zweiten, hinteren M-Bereiche vonstatten geht (die obige Herleitung der
energetischen Grenze bezog sich lediglich auf einen unmittelbar senkrechten Einfall
des Teilchens).

Wihrend die Reflexion (wie bei einem Spiegel) in die Richtung des komplemen-
tiren Winkels m — ¢ erfolgt, dndert die Transmission durch die hier gleich starken,
einander kompensierenden Felder die Ausbreitungsrichtung nicht, und es kommt am
Ende nur zu einer gewissen Parallelverschiebung; der Winkel aber bleibt. Doch auch
bei beliebig anderer Wahl der beteiligten Felder und ihrer Abfolge gilt, dass, wenn
iiberhaupt eine Transmission zustandekommt, die Richtung, in der das letztendlich
geschieht — also der Ausfallswinkel —, wie bei der Brechung eines Lichtstrahls in
ein anderes Medium eine eindeutige Funktion des Einfallswinkels ist. Hierbei wur-
de natiirlich vorausgesetzt, dass die Scheibe (oder eine Abfolge solcher Scheiben)
grokflichig und damit von geniigender Ausdehnung quer zum Strahle ist. Das wird
im néchsten Kapitel, wo die betrachteten Strukturen in sdmtlichen Dimensionen
allseitig eng begrenzte oder sogar punktformige sein werden, anders.






KAPITEL 4

Streuung an magnetischen Storstellen

4.1. Streuamplitude und -querschnitte in 1. Bornscher Niherung

In diesem Kapitel soll der Einfluss solcher Streuer untersucht werden, die, wie
der Dipol, zumindest in der Idealisierung als punktférmig anzusehen sind oder deren
Ausdehnung, wenigstens im Vergleich zu dem Abstande, wo die Streuwelle gemes-
sen wird, eine blofs geringe ist. Das Auftreten von Mehrfachstreuungen wird da-
mit entsprechend unwahrscheinlich, und zur Beschreibung geniigt folglich die erste
Bornsche Ndherung. Vom Spin und all seinen Wechselwirkungen soll in diesem Zu-
sammenhange ginzlich abgesehen werden.

Betrachtet wird also wieder der Hamilton-Operator (2.33), der, diesmal in die
Form

zerlegt, eine bis auf die Storstelle reine, also undotierte Graphenschicht beschreibt.
Die Losung des zum ungestorten Anteil

(4.2) Hy=—id -V

gehorigen Problems

(4.3) (Hy— E)¥® =0

wird als bereits bekannt vorausgesetzt; es handelt sich um die einlaufende Welle
(4.4) TO =g, exp (iPT)

mit dem Spinor

(4.5) Up = \% ( iex;(wp) ) '

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde gegeniiber (2.24) die (globale) Phase
gedndert und, der Ortsdarstellung entsprechend, der Exponentialfaktor fiir die ge-
radlinige Ausbreitung mit dem Wellenzahlvektor 7/ hinzugefiigt. Dieser bestimmt
iiber
(4.6) 6, = arctan Py

Pz
[siehe (2.16)] nicht nur die Richtung der Ausbreitung, sondern iiber E = £p auch
die Energie des betreffenden Zustandes [vgl. (2.18); wie schon im vorigen Kapi-
tel wurden die ansonsten stéindig auftauchenden Konstanten /i := vp = £ =1
gesetzt]. Deren Vorzeichen korrespondiert dabei mit jenem im Spinor (4.5), unter-
scheidet also Teilchen von Antiteilchen und tritt in dieser Bedeutung [aufer in (4.8)]
im Folgenden noch 6fter auf.

101
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Der Operator

(4.7) Hy=7 A= (A+ ‘B)

erfasst die magnetische Stérung iiber deren Vektorpotential A= (Az, Ay) = (A, Ay).
Seine Komponenten werden sowohl in kartesischer als auch polarer Darstellung dem
Charakter einer Ortlich begrenzten Storung entsprechend als rdumlich geniigend
schnell abklingend vorausgesetzt und, bedingt durch das Auftreten der o-Matrizen,
in den beiden komplexen Linearkombination

(4.8) Ay = A, 1Ay = (A, £iAy) - exp (Fi¢)

zusammengefasst. Mit dem sich aus oben genanntem Grunde auf die erste Ordnung
beschrinkenden Ansatz

(4.9) o= g® 4 g®

geht man in die allgemeine Gleichung (H — E) ¥ = 0 hinein und erhalt mit (4.3)
und unter Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung die Bedingung

(4.10) (Hy — E)¥W = — [, w0,

die die gesuchte Korrektur W) erfiillen muss.
In Analogie zum Vorgehen bei (2.35) ergibt sich durch Anwendung des Ope-
rators (Hy + E) von links auf die vorstehende Gleichung eine Diagonalisierung des

dabei auf ihrer linken Seite aufscheinenden Operators Hi — E? = —V? — E?| dessen
Inverse

— —1
(4.11) Gy (k) - {1& — (p=i0)?

im Raume der Wellenzahlvektoren sogleich hingeschrieben werden kann. Dabei be-
deutet +i0 [hier gilt das oben iiber das Vorzeichen der Energie Gesagte] die symbo-
lische Einfiigung eines Konvergenzparameters, der nach Ausfithrung der Integration
sogleich wieder nach Null gesetzt wird. Um nédmlich die Greensche Funktion Gg
fiir die Berechnung der Korrektur

(412) WO (7) = — //d27’ Gp (7 =7 (Ho (7") + E) Hy (7)) ¥ (77)

dienstbar machen zu kénnen, muss noch ihre Riicktransformation in den realen
Raum vorgenommen werden, woraus sich

€xXp Zk?) i) 1 exp (ipr)
(413) Gg(7 // @n)? g i) :I:4 Hy' (pr) — :I:2 i

ergibt. Mittels Anwendung des Residuensatzes in der Cauchy’schen Integralformel
erweist sie sich als proportional zur Hankel-Funktion erster Art und von nullter
Ordnung. Eine Verwechselung ihres Symbols Hél) (pr) mit irgendeinem Hamilton-
Operator ist indessen ausgeschlossen, da betrachteter grofer Absténde wegen (siehe
Abb. 4.1b) von ihr im Folgenden lediglich das asymptotische Verhalten fiir pr >
1 benotigt wird. In gleicher Denkungsart zeigt sich, wie bei der Anwendung der
Greenschen Funktionen Gg in (4.12) vorzugehen ist, die ja gegeniiber (4.13) noch
der Ersetzung 7 ~— 7 — 7/ harrt:
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y
P
i/
/S T-
P *—\\l'\
7"/ Y
/dStr X

ABBILDUNG 4.1. Elementarer Streuvorgang. a) Zur Kinematik:
Die urspriingliche Welle trifft, mit Wellenzahlvektor ? unter dem
Winkel 0,, einfallend, auf einen im Ursprunge befindlichen Streuer.
Dieser ist hier iibertrieben groft dargestellt, um seine Ausrichtung
zu verdeutlichen; falls er nicht ohnehin isotrop sein sollte, wird sie
durch den Winkel « gekennzeichnet. Nach erfolgter Streuung da
diese elastisch ist, gilt |7’| = |7/| = p — breitet sich die neue (ge-
streute) Welle mit 7’ in Richtung 0, aus. Der Streuwinkel ist also
0 = 0, — 0, und der Streuvektor ? = ?’ — ? Dessen Betrag
ist ¢ = 2p- |sin (6/2)|, und er steht senkrecht zur Winkelhalbieren-
den WH zwischen ? und ?’, welche mit der x-Achse den Winkel
Y =06,+6/2 = (0, +06,) einschlieft. b) Zur Geometrie der
Streuung: Die gestreute Welle werde in einem Punkt P mit Orts-
vektor 7 betrachtet, zu dem hin sie von verschiedenen Punkten 7
des Streuers aus gelangen kann. Dessen angenommener Kleinheit
wegen (seine grofte Ausdehnung vom Ursprunge aus betrage dsy,)
gilt | 7’| < dser < | 7] = r und niiherungsweise 7 || 7. Somit ist

in erster Niherung |7 — 7/| ~ |7\ — %/ll

Wie die Abb. 4.1 darlegt, gilt niherungsweise p-|7 — 7’| = pr — 7' 7. Wih-
rend der letzte (kleinere) Term bei dem im Nenner stehenden Wurzelausdruck arg-
los vernachlissigt werden kann, gilt dies im phasenempfindlichen Exponentialterm
hingegen keineswegs, tritt doch der Besagte dort zu einem ganz &hnlichen, iiber
die einlaufende (ungestorte) Wellenfunktion ¥(®) (77/) bereits vorhandenen hinzu.
Durch eine partielle Integration kénnen beide miteinander vereinigt werden; Vor-
aussetzung fiir dieses Vorgehen ist allerdings, dass das Vektorpotential A am Rande
der Schicht gentigend schnell abklingt, und zwar schneller als % Potentiale mit ei-
nem zu % proportionalen Anteil kénnen somit weder mit der partiellen, und wegen
des zu F proportionalen Terms auch nicht mit einer direkten Integration erledigt
werden; siche dazu aber die Abschnitte 4.4 bis 4.6.

Unter der gemachten Voraussetzung allerdings wird der in Hj, enthaltene bzw.
mit ihm identische Operator —i o - V- vermittels der genannten Methode einfach
auf die links von ihm stehende Niherung fiir die Green-Funktion G (7 — 7)
umgewilzt, wodurch statt seiner alsbald P entsteht. Insgesamt bewirkt dies
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iiber die Ersetzung
(4.14)
(Ho + E) Hypup — (0P 4+ E) Haypup = p- [A_ - exp (i6,) + Ay - exp (—iby)] - up

zweierlei: Zum FEinen koénnen, wie gesagt, im Anschluss daran die beiden Exponen-
tialausdriicke zu exp(—i??’) vereinigt werden, und zum Anderen hat sich der
Spinor u, gegeniiber (4.5) in die neue (und beliebige) Richtung 6, gedreht.

Fiigt man alles zusammen, so ergibt sich schlussendlich, dass sich die Streuwelle
in der Form
Q)

—r

(4.15) o = 4 - Uy - exp (ipr)

schreiben ldsst, die sich als Kreiswelle nunmehr in alle Richtungen auszubreiten
vermag. Der Wurzelnenner spiegelt die damit unweigerlich einhergehende Intensi-
titsabnahme wieder; richtungsabhéingige Unterschiede in der Intensitit und Phase
werden dagegen von der Streuamplitude

(4.16) B = —\/g cexp (—i0/2) - A(0)

erfasst. Die hierin enthaltene Grofe g(@) — zwecks Symmetrisierung wurde aus ihr
ein Phasenfaktor exp (—i6/2) herausgezogen — héngt eng mit der Fourier-Transfor-
mierten des Vektorpotentials A zusammen und wird in (4.20) weiter untersucht.

Hat man diese erst einmal gefunden, so ergeben sich leicht der differentielle
Streuquerschnitt

dA 2 P |2

4.1 @y - r. ’ .
(4.17) S =lrr o) =L i)
und daraus durch Integration der totale Streuquerschnitt

27

2

(4.18) Aot = / |fB (9)’ do

0

sowie der Transportquerschnitt

(4.19) Mg = 2/% £2(0)]” - sin? (6/2) df .
0

In Letzterem ist der Umstand beriicksichtigt, dass die Vorwirtsstreuung fiir die
Transporteigenschaften, insbesondere fiir die elektrische Leitfdhigkeit, keine Rolle
spielt und deshalb durch einen zusitzlichen Faktor (1 — cosf) = 2-sin® (/2) in der
Berechnung zu unterdriicken ist. Der Zweidimensionalitdt des Problems entspre-
chend haben all diese ,,Querschnitte” (4.17) bis (4.19) die Dimension einer Lénge
[m]. Da der Begriff der Streuliinge aber bereits anderweitig besetzt ist, sollen weiter-
hin die konventionellen Begriffsbildungen Verwendung finden; allenfalls der Begriff
»Streubreite wire der Situation angemessen.

Die Grofe
(4.20) A9) = %//d27~exp(—i?7) [AZ -exp (iX) + Ay - exp (—i%)]

kann sowohl in polaren als auch in kartesischen Koordinaten untersucht werden. Tut
man Letzteres, so zeigt sich [Abb. 4.1] iiber ¢, = —¢sin¥ und ¢, = +¢gcos X, dass
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.> ~ ~
sie die Projektion der Fourier-Transformierten des Vektorpotentials A, = (Agc, Ay)

mit den Komponenten

(4.21) i, - // P27 - exp (—iqT) - Ay (7))
und analog fiir ny auf die Richtung der Winkelhalbierenden ¥ ist; es gilt namlich
(4.22) A:Zogzgw~cos§]+gy~sin2.
In Polarkoordinaten wird hingegen (4.20) {iber
-0
(4.23) q7 = qrcos (Gpr + T g~ ¢> = grsin (¢ — %)
zu
(4.24)

2(0) = % // rdrdg-exp (—igr - sin (¢ — X))-[(A, +iAy) - exp (i (¢ — X)) + (A, —iAy) -exp (—i (¢ — X))].

Im Falle eines rotationssymmetrischen Feldes entfillt in den Komponenten des Vek-
torpotentials (A,, As) die azimutale Abhéngigkeit, sodass die Integration iiber den
Winkel ¢, die zu einer Bessel-Funktion (erster Ordnung) fiihrt, vorweggenommen
werden kann; es wird dadurch

(o]

(4.25) A(0) = 2mi - /=o Ag (r) - Ji(gr) - rdr .

Ein eventuell vorhandenes A, (r) muss hierbei ohne Einfluss auf die physikalischen
Ergebnisse bleiben, da B, = (V X X) 1.(9, (rAy) — 0sA,) ist. So kann bei

Rotationssymmetrie stets

z

(4.26) Ag=As(r) und A, =0
mit
(4.27) B, = %fb (rds)

gewihlt werden.

Andererseits darf eine Eichtransformation
(4.28) A A=A vy

mit einer (fast) beliebigen ortsabhiingigen Skalarfunktion f die physikalisch mess-
baren Grofen, also (4.17) bis (4.19) und in gewisser Weise (bei Interferenzerschei-
nungen) auch (4.16) nicht verdndern. Wie sich zeigen lésst (siehe Anhang), ist diese
Eichinvarianz bereits unter sehr schwachen Bedingungen erfiillt, die allgemein an-
gegeben werden konnen. So gilt zum Beispiel in kartesischen Koordinaten

(4.29) i f(x,) =0

und desgleichen fiir y. In Polarkoordinaten miissen neben der selbstverstindlichen
Eindeutigkeit beziiglich des Winkels, also

(4.30) f(r¢+2m)=f(r¢)
noch die beiden Grenzwerte
(4.31) lim [r-f(r,¢)]=0

r—0,00
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gelten. Letztlich handelt es sich also immer um Bedingungen der Eindeutigkeit,
Stetigkeit und Endlichkeit,.

Bevor das Problem des %—Potentials in Angriff genommen wird, sollen die bis

jetzt erhaltenen Formeln zunichst bei einigen Beispielen Anwendung finden.

4.2. Beispiele fiir Potentiale ohne %—Anteil

In diesem Abschnitt werden die Streuquerschnitte (4.17) bis (4.19) geeigneter
Vektorpotentiale ohne %—Anteil berechnet, und zwar insbesondere fiir den eventuell
auch praktisch wichtigen Fall eines magnetischen Dipols in verschiedenen Orientie-
rungen. Begonnen werden soll jedoch mit einem fiir diese Zwecke eigens konstruier-
ten Musterbeispiel, das sich ohne Schwierigkeiten sowohl mathematischer als auch
konzeptioneller Art miihelos berechnen lasst:

1) Das eher fiktive Vektorpotential

1
(4.32) Ay = 530 -1 -exp (—r°/R?)
vermeidet jegliche Ursprungssingularitét und beschreibt ein parabolisches Feldprofil
(4.33) B.(r)= By (1—1°/R?) -exp (—1*/R?),

dessen Stérke mit zunehmendem Abstande vom Mittelpunkt jedoch gaufférmig
abgeschwiicht wird. Sein Gesamtfluss durch die Ebene des Graphen

(4.34) q)gesz/Bz-dA:27r~/ B, (r) - rdr
0

verschwindet identisch. Uber (4.25) wird

~ i 1
(4.35) A= ZZW(]BOR4 - exp <4q2R2) ,
sodass
dA 3 4
(4.36) 0 (71'R2BO)2 . % -sin? (6/2) - exp (—QpQR2 sin? (9/2))
und schliefilich
1
(4.37) Apor = (WR2B0)2 : gp3R4 L F @ 2; —2p2R2>
und
(4.38) Ay = (7TR2BO)2 - 3;0334 R 5.3, —2p*R?
16 277

ist; dabei bezeichnet | F die konfluente hypergeometrische Funktion.

Abb. 4.2 veranschaulicht die Ergebnisse. Genau wie in all den noch folgenden
Abbildungen sei auch hier die Richtung des einfallenden Teilchenstrahles zu ¢, = 0
angenommen. Eine unmittelbare Vorwirtsstreuung in dieselbe Richtung 6§ = 0 fin-
det nicht statt. Diese Aussage ist aber nicht so zu verstehen, als ob es iiberhaupt
keine vorwirts fliegenden Teilchen mehr gébe; denn selbstverstéindlich existiert im-
mer noch der urspriinglich einlaufende Strahl (4.4). Jedoch kann sich kein Teilchen
noch in seiner uranfinglichen Richtung fortbewegen, nachdem es mit der ausge-
dehnten Struktur (4.33) in Wechselwirkung trat. Denkbar wire dies allenfalls iiber
eine Mehrfachstreuung, die aber als zu unwahrscheinlich, um ins Gewicht zu fallen,
ausgeschlossen wurde.



4.2. BEISPIELE FUR POTENTIALE OHNE %-ANTEIL 107
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ABBILDUNG 4.2. Integrierte (links) und differentielle (rechts)
Querschnitte bei der Streuung am Vektorpotential (4.32). Die Auf-

tragung iiber Ay = (7rR2B0)2 R erlaubt eine universelle Darstel-
lung, die nur noch von pR als einzigem Parameter abhéngt. Im Po-
lardiagramm wird die Richtungsabhéngigkeit fiir drei verschiedene
repriasentative Werte aufgezeigt; der Hilfskreis dient als Orientie-
rung und bezeichnet die Stéirke % = 0,01 - Ag. Wihrend sich die
Riickstreuung in einer nicht-monotonen Weise entwickelt, nimmt
die Vorwirtsstreuung immer mehr zu.

Versteht man hingegen unter einer Vorwirtsstreuung auch und vor Allem ei-
ne solche innerhalb kleiner, aber endlicher Winkel, so ist festzustellen, dass die
Streuung in einen Bereich um [0| < 7 mit zunehmender Durchschlagskraft, sprich
Impulse der Teilchen immer stirker wird. Da vom Transportquerschnitt jedoch nur
die Streuung mit groferer Ablenkung in einem nennenswerten Mafl erfasst wird,
nimmt dieser nach Durchlaufen eines steilen Maximums bei pR ~ 1 wieder ab, um
sich dann fiir geniigend groe Werte pR > 1 allméihlich dem Grenzwert Null zu
nihern. Dagegen féllt der totale Querschnitt A, der sdmtliche Stofe ungeachtet
ihrer ablenkenden Wirkung in Rechnung stellt, kaum ab und strebt nach Durch-
laufen eines nur schwach ausgeprigten Maximums sehr bald gegen einen endlichen
Séttigungswert mit A7, /Ao = 15-5= =~ 0,025.

2) Transversaler Dipol: Ein in die Graphenebene eingebetteter Dipol mit dem
Dipolmoment m, (senkrecht zu dieser) hat das Vektorpotential

my
Es wird
(4.40) A=2mi-m.
und folglich
(4.41) Z—g =2mm? - p

sowie

(4.42) Ator = Ay = (27m2)? - p .
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Es ist zu konzedieren, dass das Potential (4.39) auf diese direkte Weise eigentlich
gar nicht hitte behandelt werden diirfen, da Selbiges bei der im Zusammenhang
mit (4.14) geschilderten partiellen Integration an deren unterer Grenze zu stark
divergiert. Stattdessen ist ein Konvergenzparameter einzufiigen, der nach erfolgter
Integration wieder zu Null wird. Bei entsprechend geschickter Wahl passt sich dieser
aber nahtlos in das physikalische Bild ein, das heifst, er kann, muss aber nicht Null
gesetzt werden, beschreibt doch
(4.43) Ap= 2T
einen Dipol gleicher Stirke, der sich in einer Hohe h iiber der Graphenebene be-
findet. Zum Zwecke einer unterschiedlichen Nomenklatur werde dieser hier als per-
pendikularer Dipol bezeichnet. Da fiir ihn

(4.44) A =27i-m, - exp(—hq)
gilt, werden seine Streuquerschnitte
A

(4.45) 2—9 =27m? - p-exp (—4hp - |sin (0/2)|)
und
(4.46) Avor = (2rm.)2 - p- Fy (hp)
sowie
(4.47) Ay = (2rm2)? - 2p - Fy (hp) .
Die iiber

~ 2 [ t"exp (—4tx)dt
4.48 E(z) =2 | 2P0 %
(4.48) W=7 s

definierten Funktionen finden im Anhang ihre ndhere Erlauterung. Aus dieser (oder
der obigen Definition) geht hervor, dass fiir kleine Héhen h, fiir die hp < 1 gilt, als
Grenzwerte fiir die integralen Querschnitte wieder die (auch miteinander tiberein-
stimmenden) Ergebnisse (4.42) des transversalen Dipols herauskommen; auch die
differentiellen Querschnitte (4.45) und (4.41) werden dann einander gleich.

3) Paralleler Dipol: Der Dipol — seine Stirke werde jetzt mit m bezeichnet —
liege wieder in der Hohe h iiber der Graphenebene, aber nunmehr parallel zu dieser,
und zwar so, dass sein Nordpol um den Winkel « (nach links) gegen die y-Achse
verdreht ist, siche Abb. 4.1. Es gilt also fiir das Dipolmoment (in der x-y-Ebene)

(4.49) = ( EZ ) =my - ( ISE;Z )

und fiir das Vektorpotential in Polarkoordinaten

A, myh cos (a — @)
(4.50) (A ):3-< . B )
& N=rays sin (o — @)
Das Auftreten zweier Komponenten und insbesondere ihre auch azimutale Abhén-
gigkeit vereitelt eine weitere Nutzung der Formel (4.25); stattdessen ist auf die
Kombination

m”h

(4.51) A tiAy = 3 -exp (+i(a —¢))

N
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der allgemeinere Ausdruck (4.24) anzuwenden. Dabei ergibt sich

(4.52)

~ o J -rd

A =2mmhcos (¥ — a) / M
0 \/r2 + h2

und der differentielle Querschnitt

= 2mmy - cos (0/2 + 0, — a) - exp (—hq),

A
0= 27rmﬁ p-cos® (0/2+0, —a)-exp (—4hp - |sin (6/2)])

erhélt eine Winkelabhéngigkeit, die aufer bei senkrechtem Einfall 6, = « nicht
mehr symmetrisch zu § = 0 ist. Auch die integralen Querschnitte

(454) Ay = (27my)° - p- {ﬁQ (hp) + (ﬁo (hp) — 2F, (hp)) - cos? (6, — a)}
und
(4.55) Ay = (27rm”)2 - 2p - {ﬁ4 (hp) + (ﬁz (hp) — 2F, (hp)) -cos (6, — oz)}

héngen verstidndlicherweise von der Ausrichtung des Dipols in Bezug auf das ein-
laufende Teilchen ab. Allerdings verschwindet fiir hp < 1 die Winkelabhéngigkeit
des totalen Querschnitts (4.54) und zeigt sich erst wieder mit zunehmendem Pa-
rameter hp; beim Transportquerschnitt (4.55) ist sie dagegen stets vorhanden. Bei
isotroper Verteilung vieler solcher, zur Ebene paralleler Streuer mit « € [0;27]
ergeben sich, wenn iiber diese gemittelt wird, fiir alle drei Streuquerschnitte die
gleichen funktionalen Abhéngigkeiten von hp, jedoch sind die Werte hier nur halb
so grok wie zuvor beim perpendikularen Dipol [siehe (4.45) bis (4.47)]. Fiir den
totalen Streuquerschnitt Ay gilt diese Halbierung wegen der dann verlorengegan-
genen Richtungsabhingigkeit fiir hp < 1 sogar bei beliebiger Ausrichtung « eines
einzelnen Streuers.
Mittels einer geeigneten Eichtransformation

(4.56) f(r,¢):%~ (1742’%2) -cos (¢ — ),

die die Bedingungen (4.30) und (4.31) erfiillt, kann A, = 0 identisch zum Ver-
schwinden gebracht werden; anders als in den vorigen Beispielen wird aber der zur
Ebene parallele Dipol gemifi seiner Anisotropie nicht mehr {iber ein blof von r
abhingiges Potential, sondern iiber

(4.53)

m r2 1 .
4.57 A =— | ——— - —
(457) o(r) =" <m3 ~)sino—a)
beschrieben. Die Differenz in der Klammer sorgt dafiir, dass dieses im Unendlichen
schnell genug (wie 1/73) abfillt, und man erhilt genau dieselben Ergebnisse wie
zuvor mit dem oben angegebenen zweikomponentigen Potential (4.50).

Abb. 4.3 stellt alle fiir den Dipol relevanten Ergebnisse zusammen. Thr kann,
ebenso wie einem Vergleich der Formeln (4.53) mit (4.45), entnommen werden,
dass, eine gleiche Stérke m| = m. der Dipole vorausgesetzt, die Streuung an einem
parallelen Dipol gleich welcher Ausrichtung stets eine geringere sein wird als an
einem perpendikularen, dessen Kontur gemeint ist der differentielle Querschnitt
% dargestellt im Polardiagramm — somit fiir die parallelen Dipole als Einhiillende
fungiert. Bei dem in der Abbildung gew#hlten Wert des Parameters besitzt unter
den Letztgenannten derjenige, der auf den einlaufenden Strahl hin ausgerichtet ist



110

4. STREUUNG AN MAGNETISCHEN STORSTELLEN

Atot/ Ao

0.15

0.1

0.05

0.1

0.075

0.025

ABBILDUNG 4.3. Totale (oben), Transport- (unten) und — daselbst
im Einschub — differentielle Querschnitte bei der Streuung an Di-
polen verschiedener Orientierung, siehe Legende. Bei vorgegebener
Ausrichtung ergeben sich wieder universelle Funktionen des Para-
meters hp; die Auftragung erfolgt dabei iber Ag = (27r7m)2 /h mit
i = z,||. Im Polardiagramm wurde um der Differenzierung willen
mit hp = 0,25 ein Wert gewéhlt, der bereits nahe am jeweiligen
Maximum der dann stark unterschiedlichen Transportquerschnitte
liegt; der Hilfskreis befindet sich bei % = 0,03 - Ap. Dort weitere
Streudiagramme fiir iber « = 90° hinausgehende Winkel einzu-
zeichnen, ist hierbei nicht erforderlich und wiirde blof die Zeich-
nung iiberladen, denn die entsprechenden Diagramme kiimen iiber
die Ersetzung o — 180° — o & 0 — —0 in (4.53) lediglich spiegel-
bildlich zur x-Achse zu liegen. Bei stetiger Verdnderung des Win-
kels a, das heifst der Ausrichtung des zur Ebene parallelen Dipols,
wird somit die Kontur, in die der zu ihr perpendikulare streut, am
Ende komplett ausgefiillt. Als Mittelwert einer isotropen Vertei-
lung paralleler Dipole ergibt sich in den integrierten Querschnitten
folglich nur der halbe Wert: die Kurvenverldufe sind dieselben wie
bei einer 45°-Ausrichtung.



4.2. BEISPIELE FUR POTENTIALE OHNE %—ANTEIL 111

(v = 90°), die zwar insgesamt gesehen kleinste Wahrscheinlichkeit fiir eine Streu-
ung iiberhaupt, jedoch auch die grofte — und zwar nicht nur relativ, sondern auch
absolut betrachtet — fiir eine Riickstreuung; fiir # = 7 kommt er dabei dem perpen-
dikularen gar an Wirkung gleich. Somit kommt eben dieser Ausrichtung zwar der
kleinste totale, andererseits hingegen, wenigstens bis hp < 0,997, auch der grokte
Transportquerschnitt des parallelen Dipols zu.

Fiir hp > 1 sinkt die Wahrscheinlichkeit einer Wechselwirkung ohnehin stark
(exponentiell) ab — es sei denn bei ausgesprochener Vorwirtsstreuung [0] < hip.
Wihrend sich folglich die Transportquerschnitte dann dem Grenzwert Null anné-
hern, tendieren die totalen Querschnitte, diese auch erfassend, gegen einen jeweils
konstanten Wert, und zwar beim perpendikularen Dipol gegen AL, /Ag = % Beim
parallelen Dipol verkleinert sich dieser Wert noch um einen Faktor cos? a, der von
dessen Ausrichtung abhéngt. Fiir = 0° — in beiden Féllen liegt der Dipol senk-
recht zum einfallenden Strahl n&hern sich beide Verlaufe einander an; die Stofe
sind dann aber kaum noch ablenkend.

Grundsitzlich ist der Verlauf der integrierten Querschnitte wie folgt zu verste-
hen: Bei einer Streuung in den verfiigharen zweidimensionalen Phasenraum hinein
ergibt sich, den Grundprinzipien der Quantenmechanik geméfs, fiir die Amplitude
ein Faktor p?/2, der sich infolge kreisformiger Ausbreitung der gestreuten Welle und,
damit verbunden, aus Dimensionsgriinden zu p'/? vermindert. Dieser erscheint denn
auch ganz folgerichtig in (4.16), und die Intensitéit der Letztgenannten ist, solange
keine weiteren Effekte hinzutreten, proportional zu p.

Wird ein an sich strukturloser Dipol (4.39) als das konzeptionell einfachste
aller felderzeugenden Gebilde in die Graphenschicht mithineingebettet und kann,
selbst als punktférmig zu betrachten, von daher eine Lingenskala auch iiber seinen
Daseins- oder Wirkungsort mitnichten etablieren, so ist fiir diesen Fall das Ergebnis
damit auch schon festgelegt, siehe (4.41) bzw. (4.42).

Fiir Dipole aber, die sich iber, also jenseits dieser Schicht befinden, ist dies
anders: Uber den Abstand k > 0, den sie von derselben haben, kommt eine Lingen-
skala mit ins Spiel, an der sich die de-Broglie-Wellenlénge A\yp = 2?” des einfallenden
Teilchens messen lassen muss. Solange dieses h noch klein ist, also hp < 1, werden
die Ergebnisse — wie bereits oben ausgefiihrt — wenigstens fiir den perpendikularen
Dipol nur unmerklich modifiziert. Beim parallelen Dipol gibt es, je nach seiner
Ausrichtung, eine mehr oder minder starke Verringerung der Querschnitte; indessen
bleibt auch hier die Proportionalitit zu p noch ungebrochen. Dies gilt aber, wie
nochmals betont werden soll, nur fiir im Verhéltnis zur Wellenlinge A\;p kleine
Absténde h des Dipols. Wird hingegen hp = 1, also h mit A\yp vergleichbar, so liegt
damit zwar auch ein Einfluss auf die Stirke der Streuung vor; dieser wurde aber
bereits in den Abbildungen durch die Auftragung iiber Ay ~ 1/h erfasst und ist
somit vom gegenwértigen Blickwinkel aus ohne Belang:

Hier von Interesse ist vielmehr, dass auch die Struktur des Feldes (nicht die des
Streuers selbst) und des zugehorigen Vektorpotentials {iber h mitbestimmt wird.
Wenn also nun, wie vorausgesetzt, dessen effektive Ausdehnung mit der de-Broglie-
Wellenlénge des Inzidenzteilchens vergleichbar wird, so kommt es beim Abtasten
durch Letzteres zu Interferenzen, und zwar, da die Wellenlinge nun, gegebenen-
falls auch mehrfach, in die Feldverteilung hineinpasst, vor allem zu destruktiven.
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Dadurch wird, spatestens bei hp ~ 1, der Anstieg der Wirkungsquerschnitte nach-
haltig abgebremst, und die Streuwahrscheinlichkeit nimmt auf keinen Fall mehr
weiter zu.

Bei Potential- und Feldverteilungen, die, auch idealiter nicht, von einem Punkt
aus zu erzeugen sind, kommt es mathematisch gesehen weniger darauf an, welche
Potenzen von r das Vektorpotential iiberhaupt mitbringt, als vielmehr, wo diese zur
Wirkung gelangen, also im Fern- oder Nahbereich. Im Zusammenspiel der verschie-
denen Lingenskalen ist eine grundsétzliche und fiir alle Félle giiltige Aussage iiber
die p-Abhéngigkeit der Querschnitte somit nicht zu treffen; dies ist nur moglich,
wenn, wie in (4.83), durch das Potential eine solche Skala eben nicht hinzugefiigt
wird.

Dagegen sorgt beispielsweise der Exponentialfaktor in (4.32) fiir eine Beschrén-
kung des Potentials im Wesentlichen auf » < R. Unter der hier gemachten Annahme
pR < 1 wird damit auf jeden Fall gr < 1, und in (4.25) gilt fiir die Besselfunktion
J1(qr) = %qr. Die Amplitude bringt folglich einen zusétzlichen Faktor p ins Spiel,
und die Wirkungsquerschnitte [(4.36) bis (4.38)] werden allesamt proportional zu
p>. Selbstverstiindlich kommt es auch hier, wenn pR > 1 wird, wieder zu destrukti-
ven Interferenzen und damit zu einer Abbremsung der Wirkungsquerschnitte resp.
ihres Anstiegs.

Es ist noch anzumerken, dass die im Beispiel 1 bei Gleichung (4.34) gemachte
Aussage tiber das Verschwinden des magnetischen Flusses auf Grund der in sich
geschlossenen und bei unbegrenzter Graphenschicht diese stets in beiden Richtun-
gen durchstoftenden Feldlinien auch fiir die danach betrachteten Dipolfelder eine
ausnahmslose Giiltigkeit besitzt. Allerdings laufen die Feldlinien beim Dipol in
demselben und dort stark gebiindelt zuriick, sodass dieser, wenn er — wie beim
transversalen Dipol — innerhalb der Graphenschicht liegt, daselbst eine Singularitit
bewirkt. Im iibernéchsten Abschnitt (Abschnitt 4.4) wird die Singularitét bei r =0
demgegeniiber noch verschérft.

4.3. Zweilagiges Graphen und der Schrédinger-Fall

Es ist lehrreich, die in den beiden vorangegangenen Abschnitten durchgefiihrten
Betrachtungen auch fiir zweilagiges Graphen (2LG) anzustellen. Fiir dieses wird
(bspw. in [75], [76] und [77]) der Hamilton-Operator

. 2
(4.58) Pl < 0 Femim) )
2m* \ (pe +ipy) 0

angegeben, der die quadratische Dispersion eines mit der effektiven Masse m* be-
hafteten Ladungstrigers mit seiner schon vom einlagigen Graphen her bekannten
Chiralitit verkniipft. Um in Selbigem die Peierls-Substitution (2.30) leichter aus-
fithren zu konnen, ist es zweckméfig, in Analogie zu den Potentialen (4.8) auch die
Impulse

(4.59) P+ = pr T ipy

als komplexe Linearkombinationen einzufithren. Aus den entsprechenden Eigenzu-
stinden (4.4) lassen sie sich formal durch Anwendung der Operatoren

(4.60) po——i0, & py——ids
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gewinnen; dabei gehoren die Differentialoperatoren

(4.61) 0.=0,—10y & Oz=0,+10,
zu den komplexen Koordinaten
(4.62) z=1@+iy) & z=1(x—1iy) .

Der in Anwesenheit eines magnetischen Vektorpotentials Z zustédndige Hamilton-
Operator

1 0 (p-+A)° >
4.63 H=—.
(465) 2m* < (P4 + Ay)? 0
zerlegt sich geméifs (4.1) in
—1 0 0?2

(4.64) Hoy = Gyl < 82 0 )
und

i 0 0. A_+A_0,
(4.65) HM_Qm*.( A, + A0 0 )

In Letzterem wurden die beziiglich des Vektorpotentials quadratischen Glieder A%
vernachléssigt, da diese einer Mehrfachstreuung entsprichen, die jedoch in der hier
vorgenommenen ersten Born-Approximation bewusst unberiicksichtigt geblieben
ist. Sie jetzt, allerdings nur teilweise, wieder miteinzubeziehen, wire nicht nur in-
konsequent, sondern wiirde als Folge davon sogar die Eichinvarianz (4.28) zerstoren.

Die Losung zum ungestorten Operator (4.64) ist wieder die (ein)laufende Welle
(4.4), und der (ihre freie Bewegung beschreibende) Exponentialfaktor wird iiber
(4.59) und (4.62) zu exp (i 7)) = exp (i (p_z+ p,Z)). Um hier Konsistenz zu
schaffen, muss jedoch der Spinor

(4.66) Up = % ( exp (12i9,,) )

anstelle von (4.5) Verwendung finden. Dieser weist in seiner unteren Komponente
kein doppeltes Vorzeichen mehr auf — die Eintrige wurden durch das Hinzutreten
der zweiten Graphenschicht gewissermafien quadriert — und ist damit fiir Teilchen-
und Lochzusténde vollkommen identisch. Thre Unterscheidung, also die Untertei-
lung in Leitungs- und Valenzbénder, verlduft stattdessen {iber das Vorzeichen der
effektiven Masse m*, die in den Hamilton-Operatoren, so auch in (4.64) auftritt.
Dessen Eigenwerte sind unter Beachtung, dass pip_ = p3 + p) = 17 = p? ist,
einfach

p2

~2mr

Im Stéroperator (4.65) wirken die Differentialoperatoren 0, und dz auf alles
rechts von ihnen Stehende, insbesondere auch auf die ihnen in (4.12) noch folgen-
de Wellenfunktion W), Fiir die Streuwelle selbst ergibt sich mittels der hierzu

geeigneten Green-Funktion
m*\ > (1)
( D ) -Hy " (pr)

& e (I 7) _
(4.68) Gg (?) = // (277)2 . (2m*)72' {]{4 —(p=+ iO)ﬂ -

(4.67)

DN | .
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mit ihrem asymptotischen Verhalten

2 .

m* exp (ipr)

4.69 Gp (7))~ + C——_—=

09 M)
nach (bei manchen Termen bis zu drei Mal) wiederholt ausgefiihrten partiellen
Integrationen schlieklich wieder die allgemeine Form (4.15) mit der Streuamplitude

(4.70) 1B (6) = @ -exp (—if) - cos (8/2) - A(6) .

Diese unterscheidet sich vom fritheren Ergebnis (4.16) fiir das einlagige Graphen
aufer in der Phase vor Allem durch das Hinzutreten des Faktors cos(6/2), der
die Streuquerschnitte vermindert, in ihrer Richtungsabhingigkeit modifiziert, und
insbesondere auch die Riickstreuung 6 = 7 génzlich unterbindet.

Welche Auswirkungen dies im Einzelnen hat, mége sogleich an den Beispielen
des vorigen Abschnitts demonstriert werden, die nun allesamt dazu ein weiteres Mal
durchlaufen werden. Bevor dies jedoch geschieht, sei noch darauf hingewiesen, dass
auch im Schrédinger-Fall mit seiner quadratischen Dispersion (4.67), aber eben oh-
ne Chiralitit, genau dieselben Querschnitte wie fiir das 2LG herauskommen. Denn
wie sich [siehe Anhang] leicht zeigen l4sst, gilt fiir die Streuamplitude unter den ge-
machten Prémissen (abgesehen von der in diesem Zusammenhang vollig belanglosen
Phase) ein ansonsten vollkommen gleichartiger Ausdruck

(4.71) 1B (6) = —\/g.cos (6/2)-A(0) .

Durch das Einfiigen des zusitzlichen Faktors cos? (6/2) in den differentiellen
Querschnitt

(4.72) = 1POF =L w0/ [A0)|

[an Stelle von (4.17)] sind nun also die integralen Querschnitte (4.18) und (4.19)
aufs Neue zu berechnen. Bei dem Vektorpotential (4.32) des ersten Beispiels wird
dadurch

1 3 3 5
4.73) Ay = (TR2Bo)” - =pPRY- | Py 2:2: —2p°R? ) — 21y [ 2:3; —2p?R?
8 2 4 2

und
3 5 5 7
(4.74) Ay = (7TR2B())2 . EpBR‘l- [1F1 <2; 3; —2p2R2) — élFl <2;4; —2p2R2>}

Man erkennt die jeweils durch den zweiten Term [in der eckigen Klammer| beschrie-
bene Reduktion besagter Querschnitte gegeniiber (4.37) bzw. (4.38), die durchaus
nicht unbetrichtlich ist: fiir kleine Werte des Parameters hp < 1 betrigt sie 75
bzw. 83 Prozent; das Maximum im Transportquerschnitt vermindert sich um rund
71 Prozent. Siehe dazu die Abb. 4.4.

Auch bei den Dipolen treten durch die quadratische Dispersion Herabminderun-
gen auf, die in der gleichen Gréfsenordnung liegen. So ergibt sich beim transversalen

Dipol statt (4.42) nurmehr
2 P

(475) Atot = (27rmz) . 5
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ABBILDUNG 4.4. Wie Abb. 4.2, jedoch fiir 2LG. Deutlich er-
kennbar im Polardiagramm (rechts) ist die Unterdriickung der
Riickstreuung. Dadurch wird das Maximum im Transportquer-
schnitt nicht nur von pR = 1,005 auf pR = 1,272 verschoben,
sondern fillt auch merklich geringer aus. Beim totalen Querschnitt
entfillt es sogar ganz.
und
(4.76) Apr = (27m)? - P

4
Bei den Dipolen mit A > 0 hingegen muss in den integralen Querschnitten {iberall
dort, wo die Funktion (4.48) auftrat, die Ersetzung F, (hp) — Fy, (hp) — Fya (hp)
vorgenommen werden, die sich aus cos? (0/2) = 1 —sin? (6/2) und der Erliuterung
im Anhang leicht ergibt. Auf diese Weise zeitigt der perpendikulare Dipol Resultate

(4.77) Agor = (27m2)? - p- [ﬁo (hp) — Fy (hp)}
und
(4.78) Ay = (27m2)2 - 2p - [ﬁQ (hp) — Fy (hp)} :

die formal mit jenen eines longitudinalen Dipols gleicher Stirke im Dirac-Weyl-Fall
[siehe (4.54) und (4.55)] {ibereinstimmen, wenn dieser senkrecht zum einfallenden
Teilchenstrahle (« = 6,,) ausgerichtet, ist.

Fiir den longitudinalen Dipol selbst bekommt man mit
(4.79)

Nuor = (2mmy) - [ (P (hp) = P (hp)) + (Fo (hp) = 3F2 (hp) + 24 (h)) - cos® (6, — )|
und
(4.80)

2 7 7 7 7 7 2
Ay = (27rm‘|) -2p- [(F4 (hp) — Fp (hp)) + (F2 (hp) — 3Fy (hp) + 2F% (hp)) - cos” (0, — a)}
im Schrédinger-Fall und beim 2L G Ergebnisse, die die Winkelabhéngigkeit fiir klei-

ne Parameterwerte, anders als zuvor, jetzt beim totalen statt beim Transportquer-
schnitt ausweisen, gilt doch einerseits

(4.81) AP — (27rm‘|)2 : g (14 2cos? (0, — @) ;
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ABBILDUNG 4.5. Wie Abb. 4.3, jedoch fiir 2LG; siehe Text.

andererseits hingegen ist

2
(4.82) A?f,}(l = (27Tm”) .

o013

unabhingig von des Dipols Ausrichtung.

Abb. 4.5 zeigt die Ergebnisse. Die Unterdriickung der Riickstreuung durch die
verdnderte Dispersion ist abermals unverkennbar, und wiederum verringern sich
folglich die Transportquerschnitte, insbesondere auch deren Maxima.

Hierbei soll noch folgende Besonderheit verzeichnet werden: Da die Unter-
driickung der Riickstreuung beim parallelen Dipol dann am stirksten ins Gewicht
fallt, wenn seine Ausrichtung o = 90° betrigt, wo diese auch am stirksten ausge-
prigt war, ist sein Transportquerschnitt von Anfang an der kleinste, und es bedarf
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nicht mehr der vorwértsschiebenden Wirkung grofer Impulse p, um die beim einla-
gigen Graphen erst dann aufscheinende Reihenfolge zu etablieren; eine Umkehr bei
hp = 0,997 wie in Abb. 4.3 findet demnach also nicht statt.

Die bereits ohnehin geringen Transportquerschnitte nehmen fiir hAp > 1 weiter
ab; die Grenzwerte der totalen Querschnitte (fiir hp — oo) sind jedoch dieselben
wie zuvor beim 1LG. In entsprechender Form (pR +— o0) gilt dies — vergleiche dazu
Abb. 4.4 mit Abb. 4.2 auch fiir das Potential (4.32). Eine gegebene Struktur
als Streuer vorausgesetzt, scheint die Dispersion der Energie, wenn Letztere nur
gentiigend hoch ist, folglich an Bedeutung zu verlieren.

Zusammenfassend lésst sich bei einem Vergleich der drei differentiellen Streu-
querschnitte, die sich in erster Born-N&herung ergaben, ndmlich (4.16), (4.70) und
(4.71), feststellen, dass sie allesamt den ihnen gemeinsamen Phasenraumfaktor
\/p/2m enthalten sowie die Grofe 2(0), welche die Einzelheiten des jeweils streu-
enden Potentials mit ins Spiel bringt. Aus ihr wird bei der Symmetrisierung und be-
dingt durch das Auftreten der Spinoren (4.5) bzw. (4.66) ein Phasenfaktor exp (—iN6/2)
mit N als der Anzahl der chiralen Schichten herausgezogen, der ganz im Einklang
mit jener Berry-Phase steht, die bereits im Abschnitt 2.2 Erwihnung fand. Denn
auch fiir die gestreute Welle muss sich bei der vollen Drehung einer (einlagigen) Gra-
phenschicht eine zusétzliche Phase 7 ergeben; beim 2LG sind es dann entsprechend
2.

Hingegen erfolgt die Herausbildung des Faktors cos (6/2), der die Riickstreuung
unterdriickt, nur iiber die quadratische Dispersion der sich bewegenden Ladungs-
triger. Deren Verhalten steht damit in einem merkwiirdigen Kontrast zu jenem an
(ausgedehnten) elektrischen Barrieren, wie es in Abschnitt 2.3 geschildert wurde
und wo die Riickstreuung im einlagigen Graphen, bedingt durch dessen Chirali-
tét, grundsatzlich [also nicht nur bei zufélliger Erfiilllung einer Resonanzbedingung
(2.29)] unterbunden wurde. Wegen der Erhaltung der Helizitit der Ladungstriager
wurde deren Richtungsumkehr dort ndmlich aus Griinden der Zeitumkehrinvari-
anz vereitelt, die nun aber durch Einbeziehung magnetischer Felder gebrochen ist.
Dies kann in gewisser Weise als Reminiszenz an die These angesehen werden, dass
ein wirksamer Trigereinschluss letztlich nicht mit elektrischen, sondern nur iiber
magnetische Felder zu machen ist.

Letztere lassen die Riickstreuung zwar zu, diese muss aber, je nach Dispersion,
nicht zwingend vorhanden sein. Hierin scheint ein echter Vorteil des eigentlichen
(einlagigen) Graphen zu liegen.

Nach diesem Abstecher in die Welt der mit dem Graphen verwandten bzw.
mit thm mdglicherweise konkurrierenden Materialien sei der beispielhafte Rund-
gang durch die Magnetfeldkonfigurationen wenigstens fiir den Teil zu Ende, dem
nur ein verschwindender Nettofluss ®4.s = 0 zukommt. Mit jenen Feldern hinge-
gen, die iiber einen derartigen, von Null verschiedenen Fluss verfiigen, befassen
sich die drei nun folgenden Abschnitte. Deren erster sei einer besonders extremen,
gewissermafsen auf die Spitze getriebenen Situation gewidmet.

4.4. Ein Potential ohne Feld? Das Flussschlauch-Problem

Auf den ersten Blick kénnte man meinen, dass dem bislang (im Abschnitt 4.1
wegen der Unmoglichkeit einer partiellen Integration) verworfenen Potential
ap

4. _ar
(4.83) Ap=—
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gar kein Feld zukdme, scheint doch eben dies aus (4.27) bei ihrer recht oberflich-
lichen Betrachtung zu folgen. Genannte Formel gilt indessen, da sich sonst ein
unbestimmter Ausdruck der Form % ergébe, nicht fiir r = 0, und tatséichlich er-
gibt sich eine Delta-Funktion fiir B, mit oy als einem Mafs fiir dessen Stirke. Wie
aus (4.34) weiter folgt und dabei geniigt es, ein beliebig kleines R > 0 als obere
Integrationsgrenze anzunehmen —, betrégt der gesamte Fluss

(484) (I)ges =27 afp )

was sich durch Wiedereinfiigen der ansonsten unterdriickten Konstanten ¢ und %
Al

(485) (Pges =&y aF

umschreiben ldsst. Somit stellt sich ar als die Anzahl elementarer Flussquanten
&y = 27rhc/e = 4,13567 - 10715 Vsec heraus, die die Schicht bei r = 0 durchdringen
— eine Situation, die mithin als Flussschlauch oder auch als Solenoid bezeichnet
wird, und die hier zunichst untersucht werden soll.

Durch die Kombination der Formeln (4.27) und (4.34), auf die bereits Bezug
genommen wurde, zeigt sich iiberdies, dass, wie vorweggreifend schon hier Erwéih-
nung finden soll, jedes im Unendlichen verschwindende Feld (und nur ein solches
kann ja einem lokal begrenzten Storer iiberhaupt zukommen) mit einem von Null
verschiedenen Fluss (4.84) auch iiber einen derartigen zu % proportionalen Anteil
verfiigt. Hierbei wird natiirlich vorausgesetzt, dass die zuriicklaufenden Feldlinien,
um sich zu schlieffen, die Graphenschicht kein zweites Mal und dann in umgekehrter
Richtung durchstofsen. Die besagte Schicht wird also, wenn auch zur Vermeidung
von Randeffekten als zwar immer noch geniigend grof, aber eben nicht mehr als
unendlich grofs vorausgesetzt; sie ist jedenfalls kleiner als die typische Abmessung
der in Rede stehenden, vollstindigen Feldkonfiguration. Die angedeutete Verall-
gemeinerung befreit den hier vorliegenden Abschnitt folglich auch vom etwaigen
Verdacht einer rein akademischen Betrachtung, sondern erweist ihn vielmehr als
einen notwendig-vorbereitenden Schritt auf dem Wege zur Untersuchung weiterer
Konfigurationen, die im Anschluss daran stattfinden soll.

In nichtrelativistischer Sichtweise wurde die besagte Problemstellung bereits
im Jahre 1959 von Yakir Aharonov und David Bohm angegangen, die mit ihrer
bahnbrechenden Arbeit [78] nichts weniger als die theoretischen Grundlagen jener
beiden Effekte schufen, die spéter nach ihnen benannt werden sollten. Thre Lsung
erfuhr sie dort fiir den Schrédinger-Fall, also ohne die Verwendung von Spinoren.

Durch Hinzufiigung der unteren Spinorkomponente nebst einigen kleineren An-
passungen, die hauptsichlich dazu dienen, Kongruenz zu den vorangehenden Ab-
schnitten zu schaffen, konnen die Ergebnisse auf den relativistischen Fall, der hier
betrachtet werden soll, nahtlos iibertragen werden:

Unter Beachtung, dass fiir r» # 0 stets B, = 0 ist, ergibt sich ausgehend von
Gleichung (2.36), die dem Potential (4.83) entsprechend in Polarkoordinaten hin-
geschrieben wird, mit £ = £p und bei schon geldufiger Setzung der Konstanten

[l :=vp := ¢ := 1] eine partielle Differentialgleichung, die mit dem Ansatz
(4.86) VY (1, ¢) = exp (ime) - f (1)

fiir die obere Komponente der Wellenfunktion leicht 16sbar ist. Den Winkelanteil
bildet, mit einer beliebigen ganzen Zahl m € Z, der giingige Exponentialfaktor
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exp (im¢), wahrend die Radialfunktion f,, (r) durch eine in der Physik wohlbe-
kannte Differentialgleichung festgelegt wird:

(m+a)

1 2
(4.87) 9+ ~0r +p* - fm(r) =0

r2
Als deren Losungen haben zwar prinzipiell simtliche Zylinderfunktionen zu gelten,
doch kommen hier nur die Besselfunktionen erster Gattung in Frage — und auch
da nur solche mit einem positivem Index. Bei gleicher Schlussfolgerung héngt aber
die dafiir zu gebende Begriindung entscheidend davon ab, ob dieser Index eine gan-
ze Zahl ist oder etwa nicht. Im ersten Fall ergiibe sich ndmlich fiir n € Z wegen
J_n (pr) = (=1)" - J,, (pr) ohnehin keine neue, linear unabhingige Losung mehr,
sodass man schon zu den Besselfunktionen zweiter Gattung, also den Neumann-
Funktionen Zuflucht nehmen miisste, die jedoch fiir r — 0 zu stark divergierten, als
dass sie einer sinnvoll-normierbaren Lésung entspréchen. Die bei negativen, nicht-
ganzzahligen Indizes im Ursprung auftretende, schwichere Divergenz der Bessel-
funktionen erster Gattung ist zwar im Sinne ihrer Normierbarkeit durchaus hin-
nehmbar, doch gilt es demgegeniiber zu bedenken, dass das magnetische Feld, wie
oben ausgefiihrt, dort ebenfalls seine Singularitéit aufweist und damit die Wellen-
funktionen aus dem Ursprunge férmlich herausdringt.

Klassisch-anschaulich kann dies durch den magnetischen Druck beschrieben
werden, der sich aus einer ansonsten dort stattfindenden Energieerhthung ergé-
be. Moglich ist natiirlich auch eine mehr formal-analytische, quantenmechanische
Begriindung, bei der das Feld in einem voriibergehend endlichen Bereich R > 0
mit anschliefendem Grenziibergang betrachtet wird. Auch hier kommt es zu einer
Verdringung, sodass letztlich nur

(4.88) fm (r) = Jjmal (pr)

als Losung verbleibt.

Da « von nun an selbst als Index (und ebenso hiufig auch als Exponent) auf-
tritt, wurde dessen Index, wie bereits in Gleichung (4.87) geschehen, selbst wieder-
um fortgelassen. Eine Verwechselung mit dem ebenso bezeichneten Winkel friitherer
Abschnitte, der die Ausrichtung eines Dipols angab, kann indessen dadurch doch
nicht eintreten, da nunmehr nur noch rotationssymmetrische Beispiele behandelt
werden sollen. Neben dieser blof notationstechnisch erscheinenden Vereinfachung
existiert aber ein tiefer liegender, echt physikalisch motivierter Grund dafiir, hier
eine derartige Unterscheidung vorzunehmen, die indes erst spéter, in Gleichung
(4.92) und vollends durch die Abschnitte 4.5 und 4.6 klar werden wird und damit
zusammenhéngt, dass durch Wahl eines anderen m in Gleichung (4.86) bzw. (4.87)
stets eine Verschiebung der Grofse ap um eine ganze Zahl ermdglicht wird.

Mit einem zu (4.86) vollig analogen Ansatz
(4:89) W (r.6) = Fiexp (i (m +1)6) - gun (1)

fiir die untere Komponente der Wellenfunktion, der neben dem Energie-Vorzeichen
auch noch den bequemen Faktor i enthélt und im Exponenten auch die Chiralitét
bereits explizit beriicksichtigt, bestimmt sich deren Radialanteil aus (2.33) bis (2.35)

iiber g (1) = [m+a - apr] Fn () 70

pr

(4'90) Im (T) =0m - J|m+o¢|+5m (p?") .
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Hier ist der zusitzliche Vorzeichenfaktor §,, := 20y (m+«) — 1 = =£1 einge-
fiihrt worden, der mit dem Energie-Vorzeichen nichts zu tun hat. Er wird iiber die
Heaviside-Sprungfunktion definiert und unterscheidet sich von der Festlegung iiber
sgn (m + «) nur dadurch, dass sich auf diese Weise fiir §,, auch dann der Wert +1
ergibt, wenn das Argument verschwindet.

Dies zusammenfassend lautet folglich die spinorielle Lésung

1 exp (ime) - Jjmal (pr) )
491 U, (r,9) = —- . . e
( ) m (7,9) NG < 00y, - exp (i (m + 1) @) - Jjmtal+s,, (PT)
zu einem bestimmten m, das jedoch (aus Z) vollig frei gewéhlt sein mag. Der Theorie
linearer Differentialgleichungen zufolge fungieren als Losungen aber nicht nur diese
selbst, sondern auch alle Linearkombinationen

[e. o]
(492) v (Tv ¢) = Z Cm - Uy (Tv ¢) )
m=—o0
die mit beliebigen komplexen Koeffizienten c,, € C aus ihnen gebildet zu werden
vermogen. Fiir die zunéchst vielleicht etwas willkiirlich anmutende Festlegung

(4.93) e = (=)™ (=)™ ez

sprechen jedoch zwei gewichtige Griinde:
Zum Einen erkennt man sogleich, dass eine Verschiebung von « um eine ganze
Zahl p € Z, also o — a — i, aufler einem Phasenfaktor

(4.94) (=1)" - exp (ing)

der sich durch simple Umnummerierung fast von selbst ergibt und bei einem ein-
zelnen Streuer ohnehin nicht von Belang ist, mithin an den physikalischen Ergeb-
nissen nichts dndert. Dies gilt insbesondere dann, wenn vermittels p = m = [ap]
(die eckige oder Gaufkklammer bezeichnet ,,das grofte Ganze von) iiber

(4.95) a=ap —m

eine Beschrinkung von « auf das Intervall [0; 1] vorgenommen wurde.

Zweitens aber, und das ist von entscheidender Wichtigkeit, erlaubt die soeben
getroffene Wahl der Koeffizienten im asymptotischen Verhalten der sich auf diese
Weise ergebenden Wellenfunktion (4.92) eine Aufteilung in eine einlaufende und
in eine gestreute Welle vorzunehmen, die ganz im Sinne der hier zu behandelnden
Streuproblematik liegt, ergibt sich doch, dass in diesem Falle

(4.96) U (r,¢) = T (r,¢) := T (r, ¢) + T (1, ¢)

mit

(4.97) O (1 p) = % : < :I:ll ) -exp (—im|a|) - exp (—iag) - exp (ipr cos @)
und

(4.98)

1 ( 1 >.(:Fl)-exp(—i(ﬁl—|—1/2)¢) sin (rar)

Streu _ : -exp (ipr
0= (b N sin (972)] P (7"

fiir grofe r wird.

Dass in der einlaufenden Welle (4.97) ihres vorletzten Faktors wegen fiir o ¢ Z
die Phase nicht mehr eindeutig bestimmt ist, mag zwar unschoén erscheinen, ist
aber unter dem aktuellen Aspekt keineswegs gravierend, denn es braucht, was diese



4.4. EIN POTENTIAL OHNE FELD? DAS FLUSSSCHLAUCH-PROBLEM 121

anbelangt, ja nur ein schmales Biindel betrachtet zu werden, und somit ist jener
Teil der Wellenfunktion (mitsamt seiner Phase) lediglich links vom Streuer, &u-
Rerstenfalls also fiir ¢ € [%, 3{} von Interesse. Die angesprochene Problematik ist
bekannt; nachdem sie bereits in [78] ihre erste Erwahnung fand, wurde sie im An-
schluss daran des Ofteren wieder aufgegriffen und — vor Allem in [79] — ausfiihrlich
diskutiert. Hier moge es geniigen zu betonen, dass der besagte Mangel, besser eine
Unzulanglichkeit, lediglich in der asymptotischen Abspaltung (4.97) auftritt, nicht
hingegen in der eigentlichen Wellenfunktion [(4.92) mit (4.91) und (4.93)] selbst zu

finden ist.

Was nun den anderen Teil der Aufspaltung, also die Streuwelle (4.98) anbe-
trifft, so ist natiirlich klar, dass eine solche fiir ap = 0 iiberhaupt nicht aufzutreten
vermag. Erstaunlich ist hingegen, dass dem fiir jede ganze Zahl ap € Z von Fluss-
quanten ebenfalls so ist — eine Art Resonanzbedingung, auf die noch mehrfach
zuriickzukommen sein wird.

Aus einem Vergleich mit (4.15) als der allgemeinsten Darstellung der sich in
alle Richtungen ausbreitenden Streuwelle liest man (unter allfilliger Umbenennung
des Azimutwinkels) sogleich die Streuamplitude

 —l-exp(—i(m+1/2)0) sin(ra)
(4.99) 11 8)= Nom Tsn (072)

ab. Es soll hier, nicht nur durch den fehlenden Index B, sondern auch mit den
unmittelbar folgenden Worten betont werden, dass dies Ergebnis keine Bornsche
Naherung darstellt, sondern ein ganz und gar exaktes ist, denn zu dessen Her-
leitung wurde keine Storungsreihe betrachtet, deren Anfang (4.9) hier etwa iiber
(4.10) hitte berechnet werden miissen, sondern lediglich am Ende, der Definition
eines Streuvorganges und seiner typischen Messanordnung entsprechend, das asym-
ptotische Verhalten einer exakten Losung [(4.92) mit (4.93) und (4.91)] fiir grofe
Entfernungen pr > 1 ausgewertet wurde.

Fiir ein ap, das von vornherein im Intervall [0; 1] liegt, ergibt sich, dass (wie
man mit m = 0 sofort sieht) der Phasenfaktor genau jener ist, der einlagigem Gra-
phen von Rechts wegen stets zukommt; vergleiche hierzu (4.16) und die Diskussion
am Ende des vorigen Abschnittes. Doch auch wenn ap auferhalb des genannten
Bereiches liegt, ergibt sich zusammen mit dem periodischen Vorzeichenwechsel von
sin (wa) iiber die bereits erwdhnte Verschiebung (4.95) nur ein Phasenfaktor (4.94),
sodass in den physikalischen Eigenschaften nicht blof das ganzzahlige « selbst, son-
dern auch dessen Hinzufiigung zu einem bereits vorhandenen, gebrochenen, géinzlich
ohne Auswirkung bleibt. Umgekehrt kann also «, was den Flussschlauch-Anteil be-
trifft, stets und 0.B.d.A. in diesem Bereich gew#hlt werden. Davon wird in den
beiden nachfolgenden Abschnitten noch Gebrauch gemacht werden.

Auf jeden Fall ergibt sich der differentielle Streuquerschnitt zu

(4.100) dA 1 [sin(m)r

d6 ~ 2mp |sin(6/2)

Dass dieser fiir  +— 0 divergiert, ist allerdings kein Alleinstellungsmerkmal
der Quantenmechanik, denn bekanntlich ergibt sich ein solches Verhalten auch bei
der klassischen Herleitung der Rutherford-Streuung am Coulomb-Felde eines Atom-
kerns, wenn Letzterer als punktférmig betrachtet wird.
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Der physikalisch wichtigere Transportquerschnitt hingegen konvergiert; er be-
rechnet sich iiber (4.19) und ergibt sich zu

2
(4.101) Ay = > sin? (1a) .

Seine Zunahme mit kleiner werdendem p ist auch klassisch gesehen vdllig ver-
standlich, da langsamere Teilchen von einem (hier strukturlosen) Magnetfelde nun-
mal leichter abzulenken sind.

4.5. Potentiale mit einem %-Anteil

Wie hier nochmals ausdriicklich betont werden soll, stellen die im letzten Ab-
schnitt gefundenen Wellenfunktionen (4.91) bzw. (4.92) die ezakten Losungen zum
Hamilton-Operator

(4.102) Hy=73 - (—iV + O‘TF : e_;)

dar und kénnen folglich dazu benutzt werden, um in einer wiederum analog zu den
Gleichungen (4.9) und (4.10) durchzufiihrenden Stérungsrechnung Verwendung zu
finden. Auf diese Weise ergibt sich dann die Streuung am nunmehr noch verblei-
benden Restpotential

(4.103) AV (1) = Ay (r) - O‘TF
mit
(4.104) ap = rl»ggo (r-Ag(r)).

Der Index F wurde hier wieder hinzugesetzt, um deutlich zu machen, dass AE,)R)
vollstandig von seinem Flussschlauch-Anteil zu befreien ist; eine etwa vorhandene
radiale Komponente A, bleibt dagegen unverdndert. Im Stéroperator HJ(V][%) sind
alsdann die entsprechend reduzierten Potentiale zu verwenden, ansonsten wird er
vollig analog zu dem fritheren [Gleichung (4.7)] aufgebaut.

Da die Losungen zum ungestorten Operator (4.102), also die Wellenfunktionen
[(4.92) mit (4.93) und (4.91)], im Vergleich zu den ebenen Wellen (4.4) des Ab-
schnitts 4.1 von erhohter Kompliziertheit sind, soll die Berechnung der gesuchten
Korrektur in erster Born-Approximation nun in einer formal etwas anderen Weise
vonstatten gehen: Die Stérwelle

(4.105) v (7) = - // CT -Gy (7,7 Hy (78O (7)

folgt aus der niedrigsten Ordnung der Lippmann-Schwinger-Gleichung, und in der
zugehorigen Green-Funktion

(4.106) Ge (7,7 = /Oo k. Z‘I’mEi

0 2 m,+

(7) - Wha (7))
(k) — (E + i0)

ist {iber alle Drehimpulse m und iiber beide Energie-Vorzeichen zu summieren; ein
diesbeziiglicher Index wurde an die Funktionen (4.91) zusétzlich angebracht. Man
beachte auch die Reihenfolge, mit der sie und ihre Adjungierten dort in Erscheinung
treten und die allein geeignet ist, aus dem vorgegebenen Spinor ¥(®) einen neuen
zu generieren und diesen dann in eine beliebig andere Richtung weisen zu lassen.
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Was die Energien des Nenners anbelangt, so ist E (k) = k > 0 und E = +p.
Wie man bereits unschwer auch an der schon durchgefiihrten Integration iiber den
Azimutwinkel des Wellenzahlvektors ? erkennt, wurde hierbei natiirlich wieder eine
vollkommen isotrope Energiedispersion [siehe (2.18)] angenommen.

Leider ist die Auswertung der Summation iiber m mittels des aus [68] zu ent-
nehmenden Additionstheorems

(4.107)

—+o0

> exp (imb) - S (pr) - S (pr) =exp (—iv (0 —7) /2) - S, (qr) ¥V vEL

m=—0o0

hier nicht mdglich, da dieses nur dann gilt, wenn beide in der Summe auftretenden
Besselfunktionen stets ganzzahlige Indizes tragen; fiir diesen Sonderfall aber wird
uns (4.107) schon recht bald sehr gute Dienste leisten. Infolgedessen ist zunéchst
die Integration iiber k durchzufiihren.

Wie dies geschieht, wird in dem Anhang, der zu diesem Abschnitt gehort, ge-
schildert, und zwar der Vollstindigkeit und besseren Ubersichtlichkeit halber sowohl
fiir den Schrodinger- als auch fiir den Dirac-Weyl-Fall. Fiir Letzteren, auf den hier
allein fokussiert werden soll, lautet die Asymptotik der gesuchten Green-Funktion

I A D] G B

(4'108) : ( J|m+a| (p’l’ ) Fidm Y (72'925/) ' J|m+a|+6m (p’l“/) ) .

Eingesetzt in (4.105) und mit der Stérung Hj(j’), wie sie bereits erldutert wurde,
ergibt sich schlieflich fiir die Streuung der Wellen ein Ergebnis der Form (4.15), wie
es der sich in alle Richtungen ausbreitenden Streuwelle gar nicht anders zukommen
kann und aus dem man dann die Streuamplitude

O O) = 5 V/F X exp (imd) - (1) (=) " [T rdrdg - exp (i (= m) 6) -

m,p
|:6u : (Ar - iA¢)(R) : J\;HraH»zSM (pT’) ' J|m+a| (pT) — O - (Ar + iA¢)(R) : Jlu+a\ (p?") : J\m+o¢\+6m (p?")

in ihrer allgemeinsten Form (allerdings noch ohne den Anteil des Flussschlauches)
herausliest. Bei der von nun an gemachten Beschrénkung auf isotrope Verhéltnisse
(4.26) lasst sich diese wie folgt zusammenfassen:

(4.109)

fl(gRo) 1/ Zexp (ip0)-( )“H”Jro‘| Ou /0 27rrdr-A((i)R) (1) Jptal @7) I jptal+s, (PT)

Fiir den Spezialfall o = 0 ist, wie hier bemerkt werden soll, eine weitere Verein-
fachung leicht moglich und ergibt dann iiber das Additionstheorem (4.107) wieder
die bereits frither (im Abschnitt 4.1) auf anderem Wege hergeleitete Formel (4.16).
Damit erweist sich im Ubrigen auch die Gleichwertigkeit beider Ansitze (4.12) und
(4.105) mit ihren jeweiligen Green-Funktionen (4.13) bzw. (4.106).

Fiir ap # 0 wird von der Verschiebung (4.95) in das Intervall [0; 1] Gebrauch
gemacht, was im Folgenden stets vorausgesetzt werde. Dadurch erleichtert sich die
Aufspaltung der Summe iiber p in (4.109) in zwei Teilsummen, von denen eine noch
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einer Umnummerierung unterworfen wird. Uber die wie folgt definierten Teilsum-
men

. 1
(4.110) Sa, (p,a,0):=p- goexp <z <,u+ 2) 9) - AR
p>

mit den Elementen

@uy = [ AP ) S () Ty ()
0
ldsst sich die Streuamplitude alsdann in der Form
(4.112)
R —1-exp(—if/2 .
7 ) = =R oxp (—imal) - S, (,6) — S, (.~ 0]

darstellen. Dabei konnen die A%, die selbst nicht von 6 abhéngen, als Entwicklungs-
koeffizienten einer komplexen Fourier-Reihe betrachtet werden, die dem Potential
entsprechend zu berechnen und fiir Selbiges charakteristisch ist.

So ist es beispielsweise moglich, falls @ = 0 ist — zwei Beispiele anderer Art
finden sich dazu im n#chsten Abschnitt — und die Verhéltnisse natiirlich weiterhin
isotrop, die bereits gefundene Grofe (4.25) vermittels (4.107) mit v =1 in

(4.113) A(0) =exp (i0/2) - > exp (ipf) - Al_,

HEZL

umzuschreiben, woraus sich der Transportquerschnitt sodann zu

(4114) A0 = p- 3o AG (Af - G ) =2 oAl (Af - AT )+ p (49)

HEZ u>0

ergibt. Die letzte Umformung geschah unter Beachtung von A," = —Ag_l und
wird spiter von Nutzen sein.

Indessen gilt es, fiir ein (gegebenenfalls entsprechend verschobenes) « # 0 zu
beachten, dass aufer der hier in erster Ndherung fiir das Restpotential (4.103) be-
rechneten Streuwelle (4.105) auch die exakte Losung [(4.92) mit (4.93) und (4.91)]
bzw. deren Asymptotik (4.96) einen am Flussschlauch (4.83) selbst gestreuten An-
teil (4.98) aufweist. Fiigt man die beiden Amplituden [(4.112) und (4.99)], die den
genannten Anteilen zukommen, zusammen, so erhilt man — bis auf einen unwesent-
lichen Phasenfaktor der Form (4.94), siehe oben die gesamte Streuamplitude

fﬁgeS) ) = f»(,R) 0) + f1 (0) = —1~eXp—(—i9/2) .

V2mp
(4.115) : {exp (—im|a]) - [Sa, (P, 0) = Sa, (p,—a, =0)] + %} '

Der Auffassung vom schwichsten Gliede einer Kette zufolge ist dies, obwohl der
letzte Term hier ein exakter ist, in Summe doch ,nur” die erste Bornsche Niherung.

Aus ihr berechnet sich {iber eine Betragsquadratbildung der (fiir 6 — 0 diver-
gierende) differentielle Streuquerschnitt

(4.116)
dA , sin (7o) ?
@ — 27Tp - |exp (_7/77 |a|) ! [SA</> (p,a,e) - SA¢ (p7 —Q, _0)} + |sin (0/2)‘
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und iiber (4.19) durch Integration der Transportquerschnitt

Ay = p- Z{Ag (An — ABTY) 4 A" (A’ia—A‘fgl)}JrAgA‘ia ¥

n=>0

2
(4.117) +2- (A% + A%,) -sin® (ra) + i sin? (1) .

Selbstversténdlich wird fiir fehlendes Restpotential A;R) (r) = 0 daraus wieder
(4.101). Andererseits ergibt sich auch fiir a = 0 ebenfalls ein bereits frither erhalte-
nes Ergebnis, ndmlich (4.114). Jedoch verdndern sich dessen Glieder fiir o # 0, und
auflerdem tritt der vorletzte Summand als Interferenzterm hinzu. Dieser beschreibt
die gleichzeitige, kombinierte Streuung an Schlauch und Restpotential.

Diesen Abschnitt beschlieffend soll nicht unerwéhnt bleiben, dass es sogar zwei
Moglichkeiten gibt, den Wert Null fiir « zu erzielen, obwohl ap selbst davon ver-
schieden ist: Zum Einen wird bei der allméhlich-stetigen Erhohung des Flusses
(4.84) [beispielsweise iiber die Feldstirke, das heifit Flussdichte; oder aber die von
dieser erfiillte Fléche] in den Streuquerschnitten [z.B. (4.101) und geméfs (4.95)
auch in (4.117)] ganz offensichtlich eine periodische Oszillation eintreten, eben der
schon vorstehend erwéhnte Resonanzeffekt. Zum Anderen jedoch kann eine Kom-
pensation oder wenigstens Neutralisation des Fluss-Anteils bei beliebiger Stérke des
Restpotentials (die im Allgemeinen auch iiber ap bestimmt wird) auch durch einen
zusétzlichen (dufseren) Gegen-Fluss vorgenommen werden. Dabei braucht diese kei-
neswegs vollstindig zu sein; vielmehr geniigt es vollauf, durch das Extra-Solenoid
den nicht-ganzzahligen Anteil zum Verschwinden zu bringen — gegebenenfalls durch
eine entsprechende Erhéhung auf eine ganze Zahl.

Doch ganz gleichgiiltig, welche der soeben aufgezéhlten Moglichkeiten zur Rea-
lisierung der Bedingung o« = 0 nun letztlich herangezogen wurde, ist in sdmtlichen
Fallen eine geschlossene Berechnung, die dann wieder iiber die Formel (4.25) gang-
bar wird, selbstversténdlich einfacher und deshalb vorzuziehen. Davon wird bei den
beiden Beispielen, die im folgenden Abschnitt noch zu besprechen sein werden, bei
passender Gelegenheit dann auch Gebrauch gemacht.

4.6. Zwei Beispiele

Im Gegensatz zu der ihm ansonsten nicht unihnlichen Feldverteilung (4.33)
weist das reine Gaufprofil

(4.118) B. (r) = By - exp (—1°/R?),

das hier als Erstes untersucht werden soll, keinen Polarititswechsel auf. Damit
verfiigt es iiber einen Nettofluss (4.84) mit

1

(4.119) ap = 5BOR?,

und sein Vektorpotential ist

(4.120) Ay (r) = 22 1= exp (—r%/R2)] .
r

Aus dem ganz offensichtlichen Restpotential

(4.121) AEbR) (r)= 7C¥7F ~exp (—r?/R?)
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ergeben sich die Elemente
(4.122)

A = _2mow QR
“ p TIpt+a+2)

zur Berechnung des Transportquerschnittes (4.117). Man beachte den Unterschied
zwischen ap, das hier nur noch die Starke des Restpotentials bezeichnet und da-
mit unverdndert bleiben muss, wihrend demgegeniiber « eine Verschiebung in das
Intervall [0; 1[ erleidet.

Fiir ein dadurch verschwindendes (oder auch kompensiertes, siehe oben) « fiihrt

2

~ 1
(4.123) A(0) = —2mi- 2L {1 — exp <4q2R2>}
q
iber (4.16) und (4.19) zu
(4.124)
a=0 (2770‘F)2 L 50 L oono 2 2 2 2
A= (p) :T- 1—2exp —5P R -1y 2P R +exp(—p R ) -Io(p R ) ,

worin [y die modifizierte Besselfunktion erster Gattung und von nullter Ordnung
bezeichnet. Diese Formel mag als Stiitzpunkt und Kontrolle der numerischen Be-
rechnung von Nutzen sein; siche Abb. 4.6, linkes Teilbild.

Allerdings soll eine solche nicht nur an diesem, sondern vor Allem auch an dem
néchsten, praktisch leichter zu realisierenden und daher wichtigeren Beispiel einer
homogen magnetisierten Kreis-Scheibe vom Radius R durchgefiihrt werden. Die
Feldverteilung

N By >0 fiir r<R
(4.125) B, (r)= { 0 sonst

besitzt ersichtlich denselben Nettofluss wie jene des vorherigen Beispiels. Somit gilt
also wieder (4.119), und aus dem Restpotential

ap RZ—TQ

(4.126) AV (r) = LA e (R-)

folgen die Elemente
2rap (pR/Q)Q(’hLaH)

Al = .
@ p T(+a+2) T(p+a+3)

3
(4.127) oF3 (u+a+1,u+a+;u+o¢+2,u+a+3,2(u+a+1);—p2R2).

2
Fiir den Sonderfall o = 0 ergibt die Berechnung iiber
(4.128) A(0) = —2mi- %F - (Jo (qR) + Jz (qR) — 1)

den zwar etwas kompliziert anmutenden, auf die Reihe (4.117) bezogen aber ver-
gleichsweise harmlosen Ausdruck
(4.129)

_ 2nap)’ 13
2 ) = O L2 (3 o)+ R} 428 (5.

Auch diese Ergebnisse finden ihre Darstellung in der bereits genannten Abb. 4.6.

31,2, 3; —4p2R2>} .

3
ptatlutatSiptat2,2(p+a+1);-p’R?

)
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ABBILDUNG 4.6. Entwicklung des Transportquerschnittes bis zur
maximalen Streuwirkung des Flussschlauchanteils bei ap = 2,5
ausgehend von ihrem voélligen Fehlen bei ap = 2,0, gezeigt fiir
das Gaufiprofil (4.118) [linkes Teilbild] als auch fiir die abrupt be-
grenzte Scheibe (4.125) [rechts]. Unterschiede und Gemeinsamkei-
ten werden im Text erliutert. Fiir a = 0 ist die Ubereinstimmung
der nur in diesem Falle giiltigen Formeln (4.124) bzw. (4.129) mit
den Ergebnissen des allgemeinen Ausdrucks (4.117) in beiden Fél-
len eine iiberragende.

Instruktiv ist es, die Ubereinstimmungen, aber auch Unterschiede zu betrach-
ten, die sich in den beiden Teilbildern dort auftun: Bei fehlendem Flussschlauch-
Anteil, also fiir @ = 0, ergibt sich ebenso wie bei dem durch seine flichenhafte
Ausdehnung und die Rotationssymmetrie mit den beiden hier betrachteten Fillen
verwandten Potential (4.32) fiir pR < 1 wieder eine Proportionalitiit zu p® — die-
se ist auch aus (4.124) und (4.129) herauszulesen — im Transportquerschnitt mit
anschliefendem Maximum und nachfolgendem Abfall. Fiir o # 0 entwickelt sich
geméfs dem Anteil (4.101) in (4.117) die Streuung am Flussschlauch, die fiir p — 0
divergiert. Jedoch wird auch die Streuung am jeweiligen Restpotential (4.121) bzw.
(4.126) durch den Vorfaktor ap immer stirker. Auferdem verdndert sich Letzteres
dergestalt, dass sein Maximum eben nicht nur stirker ausfillt, sondern auch bereits
bei stets geringeren Werten des Parameters pR eintritt, es also, bildlich gesprochen,
zu dem durch den Flussschlauchanteil bedingten Pol bei p = 0 heriibergezogen wird.
Zusatzlich entwickelt und vergréfiert sich im Zwischenbereich auch noch der Inter-
ferenzterm.

Was nun die Lage des relativen Maximums anbelangt, so ergibt sich aus einem
Vergleich der Felder (4.118) und (4.125), dass, wihrend das Feld im zweiten Falle
bei r = R abrupt endet, dies bei der zuerst genannten Konfiguration nicht der Fall
ist. Zumindest effektiv gesehen besitzt diese somit ein groferes R. (Wie sich ein
solches Reg zweckmifig definieren liefe, braucht hier nicht erdrtert zu werden.)
Aufgetragen iiber dasselbe R jedoch wird der Kurvenverlauf im ersten Fall entspre-
chend zusammengestaucht und das Maximum demgeméfs schon friiher erreicht: fiir
ar = 2,0 bereits bei pR = 1,89 statt bei pR = 2, 54.
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Beschrinkt man den Vergleich auf diesen Fall, bei dem o« = 0 ist, so kann auch
das Feld (4.33) in diesen miteinbezogen werden. Durch den Faktor r im Potential
(4.32) [bei (4.126) versagt das ndmliche Argument durch die Heaviside’sche Sprung-
funktion] ist das effektive R nochmals etwas grofer, sodass nunmehr pR = 1 die
Lage des Maximums im Transportquerschnitt bestimmt; siche Abb. 4.2.

Als ein weiterer, wenn auch nicht sogleich augenfilliger Unterschied in den
Abb. 4.6 ist zu vermerken, dass der Abfall nach dem Maximum im linken Teilbilde
glatt verlduft, wiahrend rechts noch eine Struktur enthalten ist. Auch diese erklirt
sich durch die abrupte Feldédnderung bei r = R: Das einfallende Teilchen vermag
namlich, wenn seine de-Broglie-Wellenlinge \;p geniigend klein ist (praktisch etwa
ab pR 2 4), die mit (4.125) verbundene Kante abzutasten; auf diese Fourier-Aspekte
wurde ja bereits in Abschnitt 4.1 hingewiesen.

Moglicherweise erst auf den zweiten Blick enthiillt sich, dass jene Struktur nur in
den Fillen deutlich ausgeprigt ist, in denen die Streuung am Flussschlauch-Anteil
entweder gar nicht vorhanden (ap = 2,0) oder aber eine nur geringe (ap = 2,2)
ist. Ndhert sich Letztere (mit ap = 2,4) hingegen dem Maximum oder erreicht es
(bei ap = 2,5) sogar, so verliert die besagte Struktur mehr und mehr von ihrer
Auspragung; es ist gewissermafien so, als ob der Flussschlauch-Anteil, indem er nach
aufen hinausgreift, die Wogen zu gliatten versuchte. Denn selbst strukturlos und
damit bar jeder Langenskala reicht sein Potential (4.83), wenn es denn {iberhaupt
[siehe (4.101)] zu einer Wirkung gelangt, ja beliebig weit. Dies erweist die Realitét
von ap und seiner Periodizitit, den dieser Anteil auch in Feldverteilungen hat, die
eine Singularitdt von der Art, wie sie in Abschnitt 4.4 zunéchst vorausgesetzt wurde,
gar nicht aufweisen. In diesem Zusammenhang bedarf es wohl keiner besonderen
Erwdhnung mehr, dass es sich bei der in Rede stehenden Struktur des Ausldufers
nicht um eine direkte Folge des Anteils (4.101) in (4.117) handelt, denn dieser ist

u % proportional und deshalb bei pR 2 4 lingst abgeklungen.

4.7. Riickschauender Vergleich, Voraussetzungen und Folgerungen

Im vorliegenden Kapitel, das mit diesem Abschnitt seinen Abschluss finden
soll, wurden verschiedene Streuer untersucht. Dabei traten unterschiedliche Abhéin-
gigkeiten vom Impuls p des einlaufenden Teilchens in den Wirkungsquerschnitten
zutage, und zwar zumindest bei kleinen Werten (also fiir pR < 1 bzw. hp < 1)
desselben die Folgenden, die hier noch einmal zusammengestellt sein mogen: Bei
den kreisformigen Anordnungen des ersten Beispiels in Abschnitt 4.2 und, ldsst
man einmal fiir den Fall, dass a = 0 ist, die Wirkung des Flussschlauches aufer Be-
tracht, dann auch in den beiden letzten Beispielen ergaben sich Proportionalitdten
7u p°, bei den Dipolen (in verschiedener Orientierung) zu p selbst, und beim Fluss
bzw. Flussschlauchanteil waren die Wirkungsquerschnitte proportional zu %

Letzteres — iibrigens ein exaktes Ergebnis und keine Ndherung — korrespondiert
mit der klassischen Vorstellung von der Ablenkung in einem konstantem Felde,
als dessen Verdichtung fiir R +— 0 man den Schlauch ja anzusehen vermag. Das
Kréftegleichgewicht zwischen Lorent7 und Zentrifugalkraft liefert dann mit dem
Bahnradius r fiir die Krummung 2= :ffj ~ 1

Doch anders als bei einem kla@qlq(’hen Tell(‘hen erfolgt die Ablenkung hier nicht
in eine bestimmte Richtung, also je nach Stofparameter [das heifit dem Abstand, in
dem das einfallende Teilchen, ohne eine Wechselwirkung zu erleiden, am Zentrum
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des Streuers vorbeiliefe] unter einem bestimmten Winkel 6 — ja, sie hingt nicht ein-
mal von der Polaritit des streuenden Feldes ab. Denn alle Querschnitte, seien sie
nun integraler oder eben vor Allem auch differentieller Natur, hingen vom Quadrat
der Feldstirke By oder des Dipolmomentes m; ab, und auch beim Flussschlauch ist
das Vorzeichen von a ohne Belang [siehe (4.100) und (4.101)]. Anders als in Ka-
pitel 3 muss hier unbedingt dem Wellencharakter des Inzidenzteilchens Beachtung
geschenkt werden aus quantenmechanischer Sicht gibt es keinen Stofparameter.
In Abschnitt 3.7 des letzten Kapitels war dies ohne Bedeutung, da die Hindernis-
se dort nur in Form (eindimensional) unendlich ausgedehnter Grenzen auftraten.
Diese liefen die Breite des Wellenpaketes belanglos erscheinen, denn wenn {iberall
dasselbe passiert, ist Letztere zu vernachlidssigen. Hier hingegen ist beispielsweise
nicht entscheidbar, ob ein Teilchen etwa rechts am Streuer vorbeilduft und dabei
(dadurch) nach links abgelenkt wird, oder ob es gleich dorthineilt.

Aus dem soeben Gesagten ergibt sich, dass, wie es auch tatsdchlich der Fall
war, in allen der hier als Streuer betrachteten Fille mit Ausnahme des parallelen
Dipols (und auch dort immerhin fiir &« = 0" und 90°) stets eine Symmetrie +6 der
differentiellen Streuquerschnitte vorgelegen haben musste  darunter auch solche
Streuer, die die genannte Symmetrie zwar nicht schon kraft ihrer eigenen Geometrie
oder durch ihre Ausrichtung zum Strahle zu brechen vermochten, wohl aber durch
ihre Polaritét, insbesondere also der parallele Dipol mit o = 0° ebenso wie, durch
die Polung des Feldes, das Potential (4.32) und natiirlich der Fluss (4.83) mit seinen
Erweiterungen (4.118) und (4.125).

Was passiert nun bei einer Umpolung der gerade genannten Felder, zu denen
gegebenenfalls auch noch der transversale Dipol (4.39) zu rechnen wére?

Es ist anschaulich unmittelbar evident, dass gleichbedeutend mit dem Uber-
gange By — —Bj oder arp — —ap auch die Graphenschicht selbst herumgedreht
werden kénnte, und zwar, damit sich sonst nichts dndert, bei einer durch die x-Achse
vorgegebenen Einstrahlrichtung um 180° und um eben diese. Die physikalisch mess-
baren Ergebnisse miissen dann genau die gleichen sein, wie man zum Beispiel leicht
fiir alle von dieser Formel erfassten Fille aus dem gemeinsamen Vorzeichenwechsel
von « und 6 in (4.116) erkennt.

Fiir die Wellenfunktionen selbst hingegen kann und wird dies anders sein, denn
die eingebaute Drehung, die Chiralitit des Graphen, wirkt sich nun, bei dessen
verdnderter Lage, in entgegengesetztem Sinne aus — zumindest dann, wenn man
die Betrachtung auf nur einen der beiden K-Punkte beschriankt. Anders als bei der
Inversion (3.7) in Abschnitt 3.1 werden ndmlich nun, wie Abb. 2.1 unschwer zu
entnehmen ist, lediglich die beiden K-Punkte miteinander vertauscht, wihrend die
Atome A und B auf den ihnen angestammten Plitzen verbleiben. Auf die Wellen-
funktionen (3.3) wirkt also, da der echte (physikalische) Spin im hier vorliegenden
Kapitel keine Erfassung fand — vergleiche dazu die in der Tabelle 2.1 aufgefiihrten
Grofsen — demnach nur die Matrix 7,. Ein Faktor i, der die Spinoreigenschaften
bei der Drehung beriicksichtigt, kann eingeschoben werden, muss es aber nicht, da
die Wellenfunktionen fiir die Punkte K und K’, zwischen denen ein (beispielsweise
durch Streuung bewirkter) Ubergang ohnehin ausgeschlossen wurde, lediglich eine
voneinander getrennte Betrachtung erfuhren. Das heifst im Ergebnis: die hier fiir
K berechneten Wellenfunktionen, etwa (4.15), gelten dann fiir den Punkt K’ und
umgekehrt.
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Den obigen Gedanken weiterverfolgend und in Kombination mit der Verschie-
bung (4.95) gesehen, der die Grofe av um ganzzahlige Werte, insbesondere um den
Wert 1, unterworfen werden kann, gelangt man zur Aquivalenz der Ergebnisse fiir
den Flussschlauch bei der Ersetzung

(4.130) a—=—az2l-a.

Unter Beachtung der Tatsache, dass ap selbst, ohne dass es verschoben werden
konnte, auch die Stirke eines etwaigen Restpotentials angibt, 1dsst sich die Sym-
metrie (4.130) auch auf jene Beispiele anwenden, die in Abb. 4.6 ihre Darstellung
fanden. Setzt man die dort begonnene Reihe ndmlich in Gedanken mit den Werten
ap =2,6, ap = 2,8 und ap = 3,0 fort, so kommt durch sie nichts qualitativ Neues
mehr hinzu: Zwar wichst, wie bereits erwéhnt dieses Faktors wegen, das relative
Maximum in seiner Hohe weiter an, verschiebt sich dabei aber jetzt nach rechts,
um wieder zu jenen Werten pR auf der Abszissenachse zuriickzufinden, die es schon
vorher bei ap = 2,4, arp = 2,2 und ap = 2,0 innehatte. Hierbei verschlechtert sich
allerdings die numerische Konvergenz.

Selbstverstindlich gehort zu einer jeden Ndherung, und eine solche stellen die
in den Abschnitten 4.1, 4.3 und 4.5 in erster Born-Approximation hergeleiteten
Streuamplituden und -querschnitte fraglos dar, auch eine Angabe dariiber, wann
ihre Anwendung statthaft ist. Wenigstens im Nachhinein und bevor dieses Kapitel
endgiiltig abgeschlossen wird, sollen hier noch die Voraussetzungen, unter denen
die benutzte Storungstheorie Giiltigkeit besitzt, dargelegt und an den vorliegenden
Beispielen erortert werden.

Will man der in (4.9) mit ¥(") abgebrochenen Reihe zwecks Steigerung ihrer
Genauigkeit ein weiteres Glied W(?) hinzufiigen, so ist dieses analog zu (4.12) zu
berechnen, nur dass jetzt alle Operatoren, die dort auf U() einwirken, je zwei Mal
zur Anwendung kommen — der Abwechslung halber unter Beteiligung einer weiteren
Ortskoordinate 7", iiber die dann auch zu integrieren ist. Als wichtige Bedingung
dafiir, dass ¥(?) und damit erst recht auch alle weiteren Glieder ¥(">2) gegen W(1)
von vernachléssigbarer Kleinheit sind, ergibt sich

(4.131) pA(9) < 1

zumindest fiir pR < 1. Denn der unterschiedlichen Asymptotik der Hankel-Funktion
H(()l) fiir kleine bzw. grofse Argumente geschuldet ist fiir Letztere, also pR > 1, die
rechte Seite der Ungleichung durch /pR zu ersetzen. Dabei bezeichnet R die ty-
pische Ausdehnung des streuenden Potentials und somit neben der bereits bisher,
etwa in (4.32) so benannten Grofe selbst, beispielsweise auch die Hohe h der Dipole.
Durch Quadratur und unter allfilliger Beachtung der gerade aufgezeigten Fallun-
terscheidung folgt hieraus sogleich

pA; <1 fir pR<1
(4.132) bzw.
A< R fir pR>1.
Beim zuerst genannten Beispiel bleibt Letztere zwar noch ohne nennenswerte
Konsequenzen: die Unterschiede es handelt sich lediglich um leicht verdnderte Po-
tenzen bei pR — sind allenfalls von gradueller, jedoch nicht, von prinzipieller Art, und

in der nachfolgenden Darstellung wird zunéchst nicht weiter auf sie eingegangen.
Beim Dipol ist dies jedoch anders.
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Mit A; ist zunéichst und eigentlich der differentielle Querschnitt (4.17) gemeint;
aus Bequemlichkeits- oder Zweckmifigkeitsgriinden — vor Allem, um bei der Ab-
schiitzung die sonst noch vorhandene Winkelabhingigkeit zu eliminieren — kann
jedoch stattdessen auch von einem der beiden integrierten Querschnitte Gebrauch
gemacht werden.

Die genannte Bedingung soll nun auf die Beispiele des Abschnitts 4.2 Anwen-
dung finden; bei Aufbringung der felderzeugenden Gebilde auf 2LG [siehe Abschnitt
4.3] ergeben sich genau dieselben Folgerungen.

Im ersten Beispiel mit dem Potential (4.32) lautet die Bedingung, mit der man
immer auf der sicheren Seite liegt,

(4.133) TR?By - (pR)* < 1,

und welche auch stets erfiillbar ist: entweder durch geniigend kleine Werte des Pa-
rameters pR oder aber fiir geniigend schwache Fliisse, die sich hier, innerhalb und
auferhalb von R kompensieren und jeweils den e-ten Teil von mR?By betragen. Um
iibrigens die Flussdichte By in der SI-Einheit Tesla einsetzen zu koénnen, ist hier
(und anderen Orts) die Ersetzung By + § - By vorzunehmen. So ergibt sich bei-
spielsweise, wenn der gesamte in Abb. 4.2 (oder Abb. 4.4) gezeigte Bereich korrekte
und damit (fast) exakt giiltige Resultate darstellen soll, fiir das bereits recht hohe,
weil experimentell auf so kleinem Raume keineswegs leicht zu realisierende Feld mit
einer Flussdichte von By = 20 mT die Forderung, dass R < 20 nm sein sollte —
eine Bedingung, die durchaus zu erfiillen ist. Weniger rigorose Abschitzungen, die
entweder auf das Maximum des Transportquerschnittes [1. Fall in (4.132)] oder auf
den Grenzwert des totalen Querschnittes [2. Fall dortselbst] Bezug nehmen, liefern
fiir die obere Vergleichsgrenze deutlich héhere Werte von rund 250 nm.

Was nun die Dipole anbetrifft, so ist es kaum mdoglich, die bei ihnen zum Zwecke
der Giiltigkeit der ersten Born’schen Niherung zu erfiillenden Bedingungen nicht
einzuhalten. Denn wie man zunéchst, und zwar am einfachsten beim transversalen
Dipol, zu erkennen vermag, ist hier

(4.134) 21m; - p < 1

zu fordern; in wenngleich weniger strenger Form oder doch als Grenzfall folgt dies,
von den differentiellen Querschnitten ausgehend, ebenso fiir den perpendikularen
wie auch fiir den parallelen Dipol. Mit A > 0 gilt fiir die beiden Letztgenannten je-
doch noch eine weitere Bedingung, die sich — winkelunabhingig — aus den integralen
Querschnitten erschliefst. Je nachdem, ob man dazu (analog dem ersten Beispiel)
den totalen oder den Transportquerschnitt heranzieht — bei der Fallunterscheidung
und in den Formeln (4.132) ist dort ,,h* statt ,, R zu lesen , ergibt sich 2, 5m; < h
bzw.

(4.135) m; < h .

Fiir Einzelatome resp. -molekiile, deren magnetisches Moment sich in der Grofen-
ordnung eines Bohr’schen Magnetons bewegt,

(4.136) mi ~ lug = 9,27401 - 1072*Am? £ 1,41 - 10~ "°m

(zur Umrechnung ist hier nicht nur mit dem Faktor g, sondern auch noch mit der
durch 47 dividierten magnetischen Feldkonstante 2 = 10*71%?1 zu multiplizieren)
ist besagte Bedingung ersichtlich jenseits jeder praktischen Relevanz. Gleiches gilt
auch fiir die vorige Bedingung (4.134), verlangt doch Selbige blof, dass p < 74 keV
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einzuhalten ist, was aber angesichts (2.19) mit ¢ ~ 3eV keinerlei weitere Einschrin-
kung mehr bedeutet. Bei Clustern oder — besser noch — nadelférmigen Whiskern
mag dies anders aussehen; jedoch sind selbst fiir m; = 1000 - up immer noch beide
Bedingungen auf das Hervorragendste erfiillt.

Deutlich schwieriger dagegen wird die Sachlage bei den Potentialen mit einem
%—Anteil. Keineswegs liegt das an dem auch in (4.116) aufscheinenden und fiir 6 — 0
(ebenso wie auch fiir p — 0) divergierenden Anteil (4.100) fiir die Streuung am
Flussschlauche selbst, da es sich bei diesem, wie gesagt, um ein exaktes Resultat
handelt. Um besagten Anteil, sofern er fiir ap ¢ 7Z vorhanden ist, aus der zu
bestimmenden Bedingung fiir die Ndherung tunlichst auszublenden, ist also lediglich
noch das jeweilig vorhandene Restpotential in Betracht zu ziehen.

Alternativ dazu kann man, um seinen Einfluss wenigstens nicht allzu stark
zum Tragen kommen zu lassen, auch die Transportquerschnitte betrachten; dann
gilt vergrobernd wieder (4.132) mit A; = Ay, welche aber in Abb. 4.6 (auch un-
ter geflissentlicher Auferachtlassung des vom Flussschlauch dominierten Bereichs
pR < 0,5) nicht erfiillt ist. Hatten dort statt der tatsidchlich benutzten ap-Werte
die entsprechenden, um jeweils zwei Einheiten verminderten Grofen Verwendung
gefunden, so sihe die Sache ganz anders aus: Um den Faktor a% herunterskaliert
wire die Streuung am Restpotential fiir ap = 0,2 und ap = 0,4 geniigend klein
gewesen, wobei der letztgenannte Wert bereits als Grenze anzusehen ist, sodass
ap = 0,5 zwar noch qualitativ richtige, in ihrer Genauigkeit aber bereits zweifel-
hafte Resultate erbrichte. (Fiir ap = 0 ergébe sich selbstredend iiberhaupt keine
Streuung.)

Der ersten Moglichkeit folgend, die ein Wenig genauer ist, ergibt sich hinge-
gen, dass die Elemente (4.111) die Bedingung pA# < 1 fiir « = =+ [ap]| und alle
w € Ny erfiillen miissen. Wie man (4.122) bzw. (4.127) entnimmt, heift das, dass
in den beiden Beispielen, die der Abb. 4.6 zu Grunde liegen, entweder pR < 1
oder aber ap < 1 sein muss. Die genannte Abbildung ist also auch von diesem
Standpunkt aus, und zwar in derselben Differenzierung wie vorhin, mit gewissen
Vorbehalten zu geniefen. Obwohl jedoch die Kurven ab pR 2 1 fiir beide Parame-
tersitze grundsétzlich, das heifit bis auf den Mafsstab, im Prinzip gleich aussehen,
war es mir neben dem Fall eines ganzzahligen ap # 0 auch darum zu tun, den bei
etwa pR ~ 0,5 einsetzenden Ubergang von der Streuung am Flussschlauch zu jener
am Restpotential etwas deutlicher hervortreten zu lassen.

Erginzend soll hier schliefflich auch noch eine Abschéitzung der Widerstands-
zunahme vorgenommen werden, die, durch die Streuer bedingt, unter den soeben
dargelegten Bedingungen der Stérungstheorie zu erwarten ist. Bekanntlich gilt fiir
die spezifische Leitfihigkeit o eines Systems in zwei Dimensionen (fiir den Fall dreier
Dimensionen siehe [80])

62
(4.137) g = —— 'k?Fle
mh

mit der mittleren freien Weglinge le = [nimyp - Atr}_l, die neben dem Transport-
querschnitt auch noch durch die Anzahldichte n;,, jener Streuer festgelegt wird,
welche diesen aufweisen. Ersetzt man weiters den Fermi-Wellenzahlvektor kr durch
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den Impuls p der eingeschossenen Teilchen, so wird schlieflich die durch die magne-
tischen [oder sonstigen| Streuer bewirkte Zunahme des spezifischen Widerstandes

(4.138) Apimp = ”—f Mamp - Rer

€ p

Diese ist dann zu beziehen auf die auch am Neutralititspunkt noch verbleibende
endliche und somit minimale Leitfihigkeit des reinen Materials. Rein heuristisch
und von der Gréfenordnung her ldsst sich Letztere leicht anhand eines intuitiv-
anschaulichen Arguments verstehen, das ebenfalls von Nevill F. Mott stammt und
demzufolge die mittlere freie Weglinge [, nicht kleiner sein kann als die Fermi-
Wellenlinge Ap, da eine zunichst hypothetisch angenommene stirkere Lokalisie-
rung durch destruktive Interferenzen sogleich wieder verlorenginge. Empirisch (sie-
he etwa: [5], [6], [75]) zeigt sich, dass der maximale spezifische Widerstand reiner
Proben pmar = 1/omin = %RQ ~ 6,45 k) etwa gleich einem Viertel des Quanten-
widerstandes Rq := 2;’—? = 25,813 kQ ist.

Setzt man fiir das Verhéltnis beider, ndmlich
(4.139) BPimp _ 2imp iy Lo

pmam p

die Messbarkeitsgrenze mit einem Promill an (auf den genauen Wert kommt es da-
bei, unter Anderem auf Grund der Trennbarkeit von anderen Effekten und insbeson-
dere auch wegen der Grundsatzlichkeit des Argumentes nicht an), so erkennt man,
dass, bezogen auf die Beispiele ohne Flussschlauchanteil, zumindest unter den oben
dargelegten Voraussetzungen der ersten Born-Approximation, htchstwahrscheinlich
aber auch sonst eine solche Messbarkeit iiberhaupt nicht gegeben ist. Selbst unter
den hierfiir optimalen Bedingungen ergébe sich ndmlich bei den oben angegebenen
Parametern By = 20 mT und R = 20 nm (und damit p = 33 meV) fiir das Poten-
tial (4.32) ein massiver Uberlapp der einzelnen Scheibchen, da ihre auf die Fliche
bezogene Anzahldichte 7, > 2,25 - 10%m~2 {ibersteigen miisste. Auch fiir ato-
mare Dipole mit ihrer kleineren Ausdehnung ist die Messbarkeitsbedingung (4.139)
schlichtweg unerfiillbar, da sich nunmehr sogar n;,,, > 1,8 - 102>m~2 ergibe.

Es miissen also zum Nachweis andere und mehr spezifische Methoden heran-
gezogen werden, die bereits auf einen einzelnen Streuer zu reagieren und dessen
Charakteristika zu registrieren in der Lage sind. Insbesondere rastertunnelmikro-
skopische Messungen (STM = scanning tunneling microscopy) erscheinen hierzu
geeignet.

Im Umkehrschlusse folgt daraus, dass unbeabsichtigte Kontaminationen mit
magnetischen Storstellen  bei diesen kdnnen geschlossene Feldlinien und damit
ap = 0 vorausgesetzt werden, denn das Umgekehrte diirfte nicht so einfach zu
realisieren sein, als dass es ungewollt geschéhe —, was ihren Einfluss auf die (globa-
le) Leitfdhigkeit einer Probe anbelangt, insgesamt zu vernachléssigen sind, zumal
durch konkurrierende Effekte, vor Allem ionisierte Storstellen des Substrates und
eine kaum vermeidbare Krduselung der Graphenschicht selbst, eine weitaus stirkere
Anderung ihres Widerstands hervorgerufen wird.







KAPITEL 5

Zusammenfassende Diskussion und Ausblick

Da mit dem letzten Abschnitt des gerade zuriickliegenden Kapitels bereits ein
solcher, dieses zumindest ansatzweise zusammenfassenden Charakters dargeboten
wurde, kann ich mich, bezogen auf dieses, hier etwas knapper fassen und mehr
auf Kapitel 3, welches nicht nur vom seinem Umfange her als der Hauptteil dieser
Arbeit anzusehen ist, verlegen. Trotzdem soll auch Kapitel 4, dieses wenigstens in
groben Umrissen zusammenfassend, hier skizziert werden:

Zunichst wurde (in Abschnitt 4.1, und zwar ohne Beriicksichtigung eines Spins
und seiner Wechselwirkungen) die allgemeine Streutheorie fiir solche Stérstellen im
Graphen entwickelt, deren Feldlinien, ihrer geschlossenen Natur zufolge, bereits in-
nerhalb desselben in sich selbst zuriicklaufen und deshalb auch noch keinen Anlass
bieten, einen magnetischen Netto-Fluss mit in Betracht zu ziehen; die Eichinvari-
anz der so erhaltenen Formeln (4.16) bis (4.19) wurde nachgewiesen. Diese wurden
sodann (in Abschnitt 4.2) auf diverse Streuer, insbesondere auch Dipole in un-
terschiedlicher Lage angewendet. A priori klar ist, dass mit zunehmender Hohe h
derselben — wenn die Streuer weiter weg sind vom Geschehen — ihre sdmtlichen
Streuquerschnitte kleiner werden miissen, doch ist der Einfluss des Impulses p bzw.
des Parameters hp subtiler, insofern als in Abhéngigkeit von diesem ein Maximum
des Transportquerschnitts bei etwa hp ~ 1 durchlaufen wird. Dies bedeutet folglich,
dass der Energiebereich £ = p ~ 1/h, in dem jedweder Dipol (vorgegebener Stérke)
sich am effektivsten auf die elektrische Leitung und andere Transportphinomene
auszuwirken befédhigt ist, umgekehrt proportional zu seiner Héhe iiber der Graphen-
schicht sein wird. Dies gilt prinzipiell ganz genauso auch fiir den Schrodinger-Fall
und das 2LG. Zu Vergleichszwecken wurden nédmlich (in Abschnitt 4.3) die entspre-
chenden Berechnungen auch fiir diese Fille durchgefiihrt, Unterschiede und deren
Ursachen dabei diskutiert. Wie sich herausstellte, entsprechen die dann erhalten
Querschnitte genau jenen, die sich, basierend auf [26] fiir elektrische Dipole (und
andere Streuer) im 1LG ergében. Die im Abschnitt 4.2 angegebenen Ergebnisse fiir
die magnetischen Dipole stellen aber gerade mit ihrer im 1LG nicht mehr unter-
driickten Riickstreuung [vergleiche hierzu die Formeln (4.70) und (4.16) oder die
Polardiagramme in den Abbn. 4.5 und 4.3] demgegeniiber etwas prinzipiell Neues
dar. Letztlich besteht die zugrundeliegende Ursache darin, dass im Falle elektri-
scher (elektrostatischer) Storstellen wegen der dann vorhandenen Zeitumkehrinva-
rianz die Ladungstriger (zumindest, wenn diese masselos sind; siehe diesbeziiglich
auch Abschnitt 2.3) nicht zuriickgestreut werden kénnen, wohingegen im Falle ma-
gnetischer Streuer, die die Zeitumkehrinvarianz brechen, eine solche Riickstreuung
durchaus auftreten kann, je nach Dispersion (1LG, 2L.G, Schrddinger) aber nicht
muss.

Durch die Betrachtung des Flussschlauchproblems (in Abschnitt 4.4) wurde
sodann der Weg freigemacht fiir die in Abschnitt 4.5 erfolgende Behandlung auch
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solcher Probleme, deren Potential iiber einen derartigen, zu % proportionalen An-
teil verfiigt, welcher durch einen von Null verschiedenen Gesamtfluss bedingt wird.
Abschnitt 4.6 bringt dafiir zwei konkrete Beispiele; insbesondere die abrupt be-
grenzte Kreisscheibe diirfte von praktischer Relevanz sein. Auf die Moglichkeit einer
messenden Uberpriifung mittels STM wurde schon (in Abschnitt 4.7) hingewiesen.
Dort wurden auch die Grenzen der Niherungen betrachtet, die ohne einen Fluss-
schlauchanteil wohl folgenlos bleiben diirften, ebenso wie die Auswirkungen auf
den Widerstand einer Graphenschicht, insbesondere, was Kontaminationen durch
unbeabsichtigte Streuer anbetrifft.

Die in Kapitel 4 iiber das Vektorpotential echter Magnetfelder insgesamt ge-
machten Aussagen gelten auch fiir eine durch Versetzung oder Fehlstellen bewirkte
Verzerrung, die durch ein entsprechendes Pseudopotential beschrieben werden kann.
Dabei ist die komplexe Konjugation zu beachten, die beim anderen K-Punkt K’
nach Abschnitt 2.7 erforderlich wird, jedoch bewirkt die formale Zeitumkehr, die
damit einhergeht, iiber eine Umpolung der Potentiale letztlich (siehe dazu wieder
Abschnitt 4.7) keine Anderung in den sich ergebenden Streuquerschnitten.

Im zentralen Kapitel 3 dieser Arbeit wurden, vom Hamilton-Operator (3.2) in
seiner allgemeinsten Form ausgehend, zunéchst (in Abschnitt 3.1) jene Symmetrien
betrachtet und erfasst, die die Losungen bei Vorliegen aller hier in Frage kommenden
Wechselwirkungen, das heiftt insbesondere echter und pseudomagnetischer Felder,
dem Zeeman-Terme sowie beider Arten der Spin-Bahn-Kopplung, notwendig zu
erfiillen haben. Sodann wurde eine Beschrinkung auf abschnittsweise konstante
Bedingungen, die, wenn Letztere geniigend fein abgestuft werden, als Ndherung
auch fiir kompliziertere Fille stets machbar und statthaft sein sollte, sowie eine
bei niedrigen Energien vollig gerechtfertigte Entkopplung der beiden K-Punkte
voneinander vorgenommen. Auch in dieser, vom rechentechnischen Standpunkte her
bereits geniigend vereinfachten Form handelt es sich bei dem zugehorigen Hamilton-
Operator (3.15) immerhin um ein in physikalischer Hinsicht gegeniiber Kapitel 4,
insbesondere durch die nun erfolgte Einbeziehung des echten (physikalischen) Spins
und seiner Wechselwirkungen doch betrichtlich verfeinertes Modell.

Die sich aus ihm ergebende Differentialgleichung vierter Ordnung (3.25) lasst
sich trotzdem in geschlossener Form 16sen, und die beiden Losungstypen wurden
in Abschnitt 3.2 angegeben. Eine derselben (3.28) wurde zwar in Abschnitt 3.3
als unvereinbar mit den Randbedingungen eines beliebig ausgedehnten homoge-
nen Bereiches verworfen, war aber spéter noch — bei anderen Bedingungen — von
Nutzen. Aus der zu stellenden Bedingung (3.29) wurden dagegen die mit der zwei-
ten Wellenfunktion (3.27) vertriglichen Energien (3.36) extrahiert; siche Abb. 3.1.
Die nun erfolgten Verschiebungen und dadurch bedingten Aufspaltungen gegeniiber
den reinen Landau-Niveaus (3.43) sollten zur Aufhebung entsprechender Entartun-
gen im Quanten-Hall-Effekte fithren, kénnten aber mdglicherweise nur schwierig
nachzuweisen sein, treten sie doch lediglich bei kleinen Feldern vernehmlich in Er-
scheinung, wo der QHE selbst, bedingt durch seine Vielzahl von Plateaus, sie dann
allerdings weniger gut aufzulosen gestattet. Mit grofer werdendem Felde hingegen
werden die Aufspaltungen, die durch den Einfluss der Spin-Bahn-Kopplungen be-
dingt sind, nicht nur relativ gesehen kleiner, sondern auch absolut, und erst bei
nochmals hoheren Feldstérken (iiber 10 Tesla, siche Abb. 3.4) erfolgt wieder eine
Zunahme, die indessen dann jedoch allein auf den Zeeman-Effekt zuriickzufiihren
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ist. Dagegen miissten sich die aufgehobenen Entartungen im Schubnikow-de-Haas-
Effekt und seinen Osrillationen durchaus zeigen, und auch ein Nachweis mit Hilfe
kapazitatsspektroskopischer Methoden sollte denkbar sein.

Durch die Betrachtung etlicher Sonderfille, insbesondere des Rashba-Falles so-
wie die Entwicklung der Nullmoden konnten Aufschliisse {iber die Zugehorigkeiten
(Zuordnungen zu den urspriinglichen Landau-Niveaus) und damit auch iiber die
Entartungsgrade dieser Niveaus gewonnen werden. Gerade durch den Spin, welcher
hierbei eine wichtige Rolle spielt und in Abschnitt 3.4 deshalb einer eingehenden Be-
trachtung unterzogen wurde, sollten sich Mdglichkeiten zur Messbarmachung und
des experimentellen Nachweises auftun. Wie ndmlich die beiden letztgenannten Ab-
schnitte (Abschnitt 3.3 und vor Allem Abschnitt 3.4) in detaillierter Weise dartun,
sind, wenn man sie unter diesem Oberbegriff zu subsumieren bereit ist, drei Arten
von Phaseniibergéngen vorherzusagen:

e Im Niedrigfeldbereich kommt es durch die Aufspaltungen, die durch die
beiden Spin-Bahn-Kopplungen bedingt sind, bei gewissen Ubergangsfeld-
stirken By, zur Moglichkeit des Uberkreuzens von Niveaus, die urspriing-
lich werschiedenen Landau-Niveaus zugeordnet waren.

e Im Hochfeldbereich geschieht etwas dhnliches bei den kritischen Feldstér-
ken B.,. mit jenen Niveaus, die einem gemeinsamen Landau-Niveau an-
gehorten. (Durch entsprechende Parameterwahl kann der Wert von B,
in einen weniger hohen und damit experimentell leichter zuginglichen Be-
reich verlegt werden, siche dazu Tabelle 3.3.)

In beiden Féllen (siehe Abb. 3.8 und Abb. 3.9) kommt es unter geeigneten Bedingun-
gen zu einem deutlichen Umschlagen der Spinausrichtung im jeweils hochsten (ganz
oder teilweise) besetzten Niveau, welches mittels spinpolarisierter Rastertunnelmi-
kroskopie (SP-STM = spin-polarized STM) nachzuweisen wire. Auch beziiglich der
summarischen Spinausrichtung (3.57), also der iiber den gesamten Bereich einer bis
jetzt vollig einheitlichen Probe integrierten und iiber all ihre besetzten Binder auf-
summierten Spins (ihrer z-Komponenten), welche sich nach aufen hin als deren
Magnetisierung bemerkbar zu machen imstande ist, steht in diversen magnetoopti-
schen Methoden (z.B. MOKE — magnetooptischer Kerr-Effekt) ein Messmittel zur
Verfiigung.

e Bei BA = A/b (zum Zwecke der experimentellen Erreichbarkeit muss
A gegeniiber den beiden hier benutzten Werten deutlich herunterskaliert
werden) kommt es zu einem Phaseniibergang von fundamentalerer Art.
Seiner Wichtigkeit gem#f und der Tatsache entsprechend, dass er nicht
von selbst verstidndlich ist, sei es gestattet, ihm hier noch einige weitere
erlduternde Worte zu widmen:

Falls man allein aus dem Blickwinkel der zusammen- bzw. einander entgegenwir-
kenden Energien und naiv nach dem Majorititsprinzip hétte entscheiden wollen,
welcher Art die beiden Phasen, zwischen denen er sich abspielt, denn wohl seien,
so wire die folgende Argumentation eine ganz und gar naheliegende gewesen: Fiir
B < Ba wire die Situation zumindest in etwa noch vergleichbar mit jener, die
bereits (mit B = 0) im feldfreien Falle vorlag, sodass sich immer noch ein, wenn
auch in gewisser Weise verallgemeinerter, QSH-Zustand einzustellen hitte. Dass
dieser auch bei B # 0 und folglich fehlender Zeitumkehrsymmetrie maglich ist,
wurde in [72] nachgewiesen; denn die Zeitumkehrinvarianz schiitzt zwar den QSH-
Zustand, ist aber fiir ihn keineswegs eine zwingend notwendige Voraussetzung. Fiir
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bB > A wire dagegen das qualitativ gleiche Ergebnis wie bei A = 0, somit also
eine QAH-Phase zu erwarten.

Wihrend die soeben ein Wenig leichtfertig gezogene Schlussfolgerung auf den
ersten Blick von der gerade erwihnten Arbeit [72] bestitigt zu werden scheint, in-
dem diese einen derartigen Phaseniibergang QSH — QAH unter bestimmten Um-
stinden tatsdchlich ausweist, zeigt ihre genauere Durchsicht, dass sie dies Ergebnis
nur von einem anderen und dabei leicht einschrinkenden Modell ausgehend erhélt:
Neben den beiden Spin-Bahn-Kopplungen A und A wird dort zwar ein weiterer, zu
s, proportionaler Term in Rechnung gestellt. Dieser als Austauschfeld (,exchange
field“) bezeichnete Term verhélt sich also in Bezug auf den Spin ganz analog wie
der Zeeman-Term (3.1), doch wird die orbitale Wirkung eines entsprechenden Ma-
gnetfeldes dabei génzlich aufser Acht gelassen. Durch die Betrachtung topologischer
Grofen zeigen die Autoren dann, dass besagter Ubergang QSH — QAH genau
dann eintritt, wenn bB und/oder A - gegebenenfalls beide in threm Zusammenwir-
ken oder eben auch einzeln — eine geniigende (kritische) Grofe erreichen: fiir A =0
ist dies bB = A und fiir bB = 0, wie bekannt (siche Abschnitt 2.5), A = A.

Durch die Einbeziehung des orbitalen Feldes iiber die Peierls-Substitution (2.30)
in (3.15) ergab sich hier jedoch ein etwas anderes Ergebnis, ndmlich insofern, als
dass der Ubergang zwischen zwei (wenn auch verschiedenen) QSH-Phasen stattfin-
det. Verbunden damit sei die Warnung ausgesprochen, dass man wegen der tief im
Relativistischen griindenden und deshalb doch ziemlich ungewohnten Eigenschaf-
ten des Graphen nicht, wie es einer voreilig forsch-naiven Haltung wohl entspriche,
die Einzeleffekte bloff summarisch zu addieren brauchte, um das einer komplex zu-
sammengesetzten Situation angemessene Gesamtbild zu erhalten. Insofern ist auch
die im Zusammenhang mit der Bedingung (3.58) gemachte Bemerkung, \ falle ge-
wissermafen aus der energetischen Konkurrenz heraus, lediglich, wie wohl aus dem
Kontext zu entnehmen sein diirfte, auf die Lage des Phaseniiberganges gemiinzt,
nicht aber auf seine Art bezogen.

Der Phaseniibergang selbst kann ebenso wie in den beiden anderen vorgenann-
ten Féllen wiederum durch eine simple Erhéhung bzw. Verdnderung der magne-
tischen Feldstirke B ausgelost oder auch gesteuert werden. Aufgrund der Rich-
tungsumkehr des Spinstromes am Probenrande gesellt sich nun aber zu den bereits
geschilderten Nachweismethoden, insbesondere der spinpolarisierten STM, noch ei-
ne weitere, die durch Transportexperimente dhnlich wie beim QHE gegeben ist.
Indem ein Teilchen- bzw. Ladungsstrom durch einen Paarkontakt getrieben wird,
ruft dieser in einem zweiten einen Strom von Spins hervor, der seine Richtung dann
in Abhingigkeit von der Stdrke des angelegten Magnetfeldes dndert. [40] zeigt die
prinzipielle Anordnung auf, wihrend [81] mit seinen experimentellen Einzelheiten
den Weg zur Realisierung einer derartigen Vierpunktmessung weist.

Weitere, wenn auch vielleicht nicht ganz so spektakuldre Moglichkeiten, Mes-
sungen an den hier behandelten Systemen vorzunehmen, ergeben sich aus den Ver-
teilungen der Teilchendichten, -stréme und Spineinstellungen, wie sie im Zusam-
menhang mit den beiden zuerst genannten Ubergiingen berechnet wurden; siehe
dazu die Abbn. 3.7 und 3.10. Dass solche in einer Situation, die ansonsten vollig
homogen ist, nicht (dauerhaft) festzulegen sein diirften, wurde bereits im Haupttext
eingerdumt. Und auch ein Ausweg wurde gewiesen: Indem namlich (in Abschnitt
3.5 und der Ubersicht halber) die an sich bereits bekannten Wellenfunktionen fiir
Bereiche, in denen kein Magnetfeld vorliegt, nochmals zusammengestellt wurden,
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konnten dann, in Abschnitt 3.6, lineare magnetische Strukturen, das heifit solche
Anordnungen, bei denen das Magnetfeld entlang der y-Richtung in vorgegebener
Weise wechselt, untersucht, diskutiert und gedeutet werden — Letzteres in einer
geradezu erstaunlich klassischen Weise.

Fiir drei verschiedene Konfigurationen wurden mit und ohne Beriicksichtigung
der Spin-Bahn-Wechselwirkung bzw. mechanischer Verzerrungen die Dispersions-
beziehungen berechnet. Da eine Ausbreitung der Teilchen bzw. der ihnen zuge-
ordneten Materiewellen — hier lediglich in x-, aber nicht in y-Richtung mdglich ist,
konnten diese als Wellenleiter fungieren. Je nach deren konkreter Ausgestaltung
ergeben sich dabei Moglichkeiten, die Ausbreitung beziiglich einer Raumrichtung,
einer bestimmten Spineinstellung oder eines gewissen Energiebereichs zu fordern
oder auch zu unterdriicken. So kommt etwa bei Konfiguration I mit ihren antipar-
allelen Feldern in den Aufenbereichen — zumindest fiir nicht zu kleine |k,| — eine
Ausbreitung der Teilchenzusténde (i.e.S.) nur in positiver x-Richtung in Frage.

Eine Blockade bestimmter Energien oder eines bestimmten Spins ergibt sich
dagegen in Konfiguration II mit ihren nunmehr parallelen Feldern: Man betrachte
etwa die (wenn auch nur geringe) Energieliicke bei E = 1,43 in Abb. 3.13 zwi-
schen den Zustdnden fiir N = 1 und N = 2. Andererseits ist bei £ = 1,50 nur
eine der beiden Kombinationen und damit eine bevorzugte Spineinstellung zur
Ausbreitung geeignet. Desweiteren zeigt Abb. 3.19 fiir die beiden im Sinne des
Stromtransportes stationdren Zustinde, die den in Abb. 3.13 durch Sternchen rot
markierten Minima zukommen, bei fast identischer Verteilung der Stromdichten
ein sehr deutliches Umschlagen der Spins. Dabei ist hervorzuheben, dass durch
die rdumliche Trennung der hier einander kompensierenden positiven und nega-
tiven Stromdichten J, (fiir entgegengesetzt gelagerte Fille siehe die Abbn. 3.17
oder 3.18) keinerlei elastische Riickstreuungen zu erwarten sind. Zumindest diirften
diese sehr stark unterdriickt sein, denn trotz dazwischen gar nicht oder doch nur
geringfiigig abflauender Teilchendichte betrigt ihr gegenseitiger Abstand, gemessen
an den zugehorigen Maxima, auf der magnetischen Lingenskala 5 jedes Mal rund
eine Einheit. Da die in Rede stehenden Verteilungen, fiir die die drei letztgenannten
Darstellungen die charaktertypischen Beispiele abgeben, durch das Vorhandensein
verschiedener Bereiche nunmehr ihre rdumliche Lokalisierung erfuhren, kénnen an
ihnen auch ortsaufgeloste Messungen vorgenommen werden.

Konfiguration IV (in Abschnitt 3.7) erlaubt schlieflich auch die Transmission
senkrecht zu ihren Grenzen. Herausgegriffen wurde sie gewissermaifsen exemplarisch
aus einem Baukasten, der, wenn bei ihm zusétzlich auch noch die Breite der Strei-
fen, die Stérke der jeweils herrschenden Magnetfelder und nicht zuletzt auch die der
dort vorliegenden Dotierungen einer geniigend fein abgestuften und im Grenzfalle
stetigen Verdnderung unterworfen werden, es gestattet, Vieles zusammenzusetzen
und zumindest in y-Richtung schier beliebige Profile zu entwerfen. Auf diese Wei-
se sollte nicht nur eine  neben der Energie insbesondere vom Spin abhingige
Ausbreitung im Sinne einer Filterung durch die Anordnung, sondern auch eine ge-
zielte Beeinflussung und Manipulation desselben (unter Anderem im Hinblick auf
spintronische Anwendungen) als realisierbar erscheinen.






KAPITEL 6

Erginzender Anhang

Um der leichteren Lesbarkeit willen wurden einige Ergénzungen, inshesondere
auch solche mehr rechentechnischer Art, sowie Herleitungen, die fiir das Versténdnis
des Haupttextes nicht zwingend erforderlich sind, diesem aber zweifellos dienlich
sein werden, in die nun folgenden Anhénge verlagert.

6.1. Erginzungen zu Abschnitt 3.2

Die vollstédndige Berechnung aller Komponenten einer Spinor-Wellenfunktion,
zum Beispiel (3.27) aus dem Gleichungssystem (3.20) erfordert — neben einem ge-
eigneten Ansatz die Verwendung der Rekursionsbeziehungen (siehe [68]):

1
(61) (30-) Do) = Dpato)
1
(62) (30+0) Do) = »Dpr ()
Die Operatoren %17 + 0, =: a und %17 — 0, = a’ konnen deshalb in Analogie

zu (2.43f) als Leiteroperatoren angesehen werden, welche die Kommutatorrelation
[a,a™] = 1 erfiillen. Entsprechende Beziehungen fiir die anderen Argumente von D,
verschafft man sich leicht aus (6.1) und (6.2).

Um die umgekehrte Polung des Magnetfeldes B, = —B in die Kalkulation
miteinzubringen, ist in (3.17) und (3.18) die Ersetzung B +— —B vorzunehmen,
und statt (3.19) ist nun

(6.3) n:=V2B- (y + g)
als Variable zu benutzen. De facto werden hierdurch die Vorzeichen von Ay und
k. in ihrer Wirkung ausgetauscht, was letztlich erst die Erfiillung der Relationen
(3.12) und (3.13) beim Ubergang von (3.27) und (3.28) nach (3.31) und (3.32)
gewéihrleistet.

In (3.20) ist %7] durch —%77 zu ersetzen, also a — —a™ und a* — —a zu
transformieren, sowie die Spinindizes 1 und | bei den Elementen v der Matrix zu
vertauschen. Letztlich ergibt sich, dass die Gleichung (3.25) nunmehr fiir ¥4, (1)
statt fiir Upq (n) gilt. Mit bis auf den Spinindex des Koeffizienten identischen An-
sétzen fiir Upy (n) = vy - Dy (n) und ¥p4y (n) = v, - D_(,41) (—in) ergibt sich

Dy (1)
, v — Dy (n)
(reell) . vy p
6.4 \\ = —i(v, —p—
(6.4) soas—p (M) =l . p ()

—i(vy—p—1
(XDTP_ . Dp_1 (n)

141
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und
—i(p+1) - D_(ps2) (—in)
vy D_(pir) (i)
6.5 glimag)’ = | —itu-p-
(6.5) soas—p (n) —i—p=1) (p+1) (—=11)
=) p_ (—in)

Avy_

Diese Formen fanden Verwendung in den numerischen Berechnungen und unter-

scheiden sich von (3.31) und (3.32) nur durch den zuséitzlich eingefiigten Faktor
i
dem ein Vorzeichenwechsel der dufieren Komponenten von (6.5) vorgenommen, um
dem gegeniiber (3.32) verdnderten Argument in den Zylinderfunktionen Rechnung
zu tragen, die sich wegen ihres um eine Einheit abweichenden Index anders transfor-
mieren als die den beiden mittleren Komponenten gemeinsame Funktion D_, ).

. Dabei wurde von der Beziehung (3.26) Gebrauch gemacht und aufser-

Fiir nicht-ganzzahlige Werte des Index p ¢ Z sind nun auch die beiden Zylinder-
funktionen D), (n) und D), (—n) linear unabhéngig voneinander, und unter Verzicht
auf die imagindren Argumente kann statt (3.28) die Wellenfunktion

p-Dp_1(=n)
— Dy (—n)
(reell—alt) o . vy p
(66) \I/SOAS‘FB (Tl) - (_Z(IJ+)_I)) . Dp (717)
; Vﬁz,p *Dpy1 (—n)

—Dpi1(—n)
vy - Dy (=)
(reell—alt) . . vy p
(6.7) =Vsoas—p (M) = *Z(VLXP*I) - D, (—n)
(v 1
i(vy—p—1)p -Dy_1 (=)

Al/¢

benutzt werden. Die Verwendung dieser beiden alternativen Formen mag unter
gewissen Umstinden fiir die Praxis vorteilhafter sein; siehe weiter unten in den
Ergidnzungen zu Abschnitt 3.6.

Zuletzt soll noch der Fall fehlender Rashba-Wechselwirkung erdrtert werden.
Fiir A = A = 0 entkoppeln die beiden Spinrichtungen in (3.20) und man gewinnt
die entsprechenden Wellenfunktionen entweder durch direkte Rechnung die Glei-
chungen (3.23) und (3.24) werden dann homogen — oder dadurch, dass man die
als Losung vorhandenen Wellenfunktionen (3.27f) folgender Uberlegung unterwirft:
Fiir A = 0 muss in (3.26) eine der beiden Klammern auf der linken Seite identisch
verschwinden. Ist dies die erste, also p = 14, so verschwinden damit auch die bei-
den unteren Komponenten in den Wellenfunktionen (3.27) und (3.28). Aus formaler
Sicht geht dies véllig in Ordnung, wenn man in (3.26) durch A (nicht A2) dividiert
und dann den Grenziibergang A — 0 bei festem Wert p durchfithrt. Man erhélt
dann

reell; A =0 vr_ - D
(6.8) \IIfS‘OASJrB)T( )= T b ()
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und
—i-D_p (—in)
imag;A= v - D_ —1
(69) v = [ P
0

(Die Bezeichnung ,,SOAS* als Index wurde beibehalten, da die intrinsische trotz
fehlender Rashba-Wechselwirkung noch immer eine Spin-Bahn-Kopplung darstellt.)
Andererseits werden durch Multiplikation der Wellenfunktionen mit A deren obere
Komponenten zum Verschwinden gebracht und durch das Fortlassen gemeinsamer
Faktoren wird nun fiir p = v, — 1 aus (3.27) und (3.28)

0
(reell;A=0) 0
6.10 \J = ~
(6.10) soasts.y (1) 7,_-D,(n)
—Dpia ()
und
0
imag;A=0 0
(6.11) WG (n) =

V= Dpyny (in)
i(p+1) D_(pio) (—in)

Durch die an den Wellenfunktionen (6.8) bis (6.11) angebrachten Indizes 1 und |
fiir die Spins soll deren sich fiir A — 0 vollziechende Entkopplung nochmals betont
werden. Da der dabei auftretende Index p jeweils nur noch eines einzigen Wertes
— dieser wurde oben angegeben — fihig ist, sind dies insgesamt, wie es sein muss,
auch genau vier Wellenfunktionen und nicht etwa mehr, als es im Vorhinein waren.
Anzumerken bleibt noch, dass fir A = A =b =V, = Ay = 0 im homogenen Fall
unbegrenzter Ausdehnung des Abschnitts 3.3 wegen der dann verlangten Ganzzah-
ligkeit der Indizes v = n € Ny und des dabei giiltigen Zusammenhangs (3.33) (die
Kennzeichnung des Spins entfallt, da wegen b = 0 dieser hier keine Auswirkung
mehr hat) die von Null verschiedenen Komponenten der Wellenfunktionen (6.8)
mit p =n € Ny fiir s, =1 bzw. (6.10) mit p+ 1 = n € Ny fiir s, =] die fritheren
Ergebnisse (2.46) mit (2.47) aus Kapitel 2 (dort wurde £ = %n als Variable be-
nutzt) genau reproduzieren. So wird fiir den Normalbereich, wenn auf diesen noch
ein Magnetfeld einwirkt, aus (6.8)

—v0 - Dyy1(n)
reell D,
(6.12) Wil () = o (1)
0
mit den Abkiirzungen vy 1= \/% und vy := ¢ und aus (6.9) [unter Hinzunahme
eines Faktors ¢ &hnliche Freiheiten seien auch im Folgenden erlaubt]
D*VU (_7;77)

ima iy - D_ v —1

(613) W) () = | 0 Pty (200)

0
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oder alternativ dazu verwendbar
reell—al Dv( -
(6.14) WG () = (=)
0

Bei negativer Polung des Feldes B, = —B ganz &hnlich

Dy, (n)
ree o Dl, _
(6.15) et ) = | o P 01
0
und
_ZDO : Df(u0+1) (_ZT])
ima Dfl, —1
(6.16) ) ) = o =)
0
bzw.
DVO (_77)
reell—alt *AV’ . Dy — -
(6.17) N R I
0

Die Umpolung der Spineinstellung erfolgt einfach durch Vertauschung der beiden
oberen Komponenten als Gruppe (also ein ,Durchrutschen® derselben) mit den
beiden unteren.

Somit lassen sich fiir alle relevanten Fille mit Magnetfeld die Matrizen (2 analog
zu (3.30) leicht aufschreiben. Alle anderen Parameter (aufier B) koénnen bei Bedarf
problemlos gleich Null gesetzt werden; ndtigenfalls ist mit einer (oder mehreren)
der im Nenner stehenden Grofen v, zu erweitern. Eine gegebenenfalls erforderliche
Umpolung des B-Feldes ist, falls man nicht anderweitig iiber geeignete Lsungen
verfiigt, vermittels (3.12f) leicht vorzunehmen. In den das Kapitel 3 beschliefenden
Abschnitten 3.6 und 3.7 wurde, wie dort ndher ausgefiihrt ist, fiir die numerischen
Berechnungen b = 0 gesetzt. Dadurch vereinfacht sich (3.29) zu
(6.18)

und die Matrix (3.30) schreibt sich explizit wie folgt:
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—p* - Dy 1 (n) —p~ - Dp-—1(n)
v Dy (n) v_ Dy (n)
9] = —i(v— —i(v—p~
s5045+B (Y) ( ( &;’ ) Dyt (n) ( ( /5;) ) D,- (1)
o Dy () =2 Dy i1 (n)
_ -1 D—p‘*’ (7”7) _ —i- D—p— (77%77)
Vo D) (i) v_ Dy (=in)
6.19 —i(v— . —i(v—p— )
( ) ( +)(( /}rp ; D_(p+41) (—in) ( )((Ap ; D_p-11) (—in)
v— —+1 . v—p~ 41 .
pAr/,p D_(p+42) (—in) pAr/p D_(p-42) (=in)
Bei umgekehrter Polung des Magnetfeldes ist stattdessen
NDp++1 () NDp*—&- ()
v_ - Dpt (n) v_ Dy~ (n)
0 _ = —i(v—p"—1 —i(v—p —1
soAs—B (Y) +( K’+ )'D+(7l) ( K’ ) Dpf (n)
—i(v—pT—1 —i(v—p —1
il o M 28 o e “Dp+ 1 (n) S o Jr -1 ()
—i(pT + 1) D_(pt 4oy (—in) —i(p™ + 1) D_ 12y (—in)
Vo D_(pt11y (—in) v D_(p41) (—in)
6.20 —i(v— —1 —i(v— —1
( ) M D_(p+11) (—in) M D_ ( 7+1)( in)
(V—p+—1 D . v—p —1
a5 Dop+ (—in) A —p- (—in)

Zu beachten ist, dass die Variable 7 in beiden Fillen unterschiedlich definiert wird,

da nimlich gilt

(6.21)

B,
77=\/2~|le-(y—ym—B2

z

(kg — A0)> .

6.2. Ergidnzungen zu Abschnitt 3.5

Ohne Magnetfeld gilt

(6.22)
exp (—i64) exp (i604) exp (—i0_)  exp(if_)
_+ W w4 w-— w— .
2soas (y) = —fwy —wy iw_ iw_ Do (y)
—iexp (i) —iexp(—ify) dexp(if-) iexp(—if-)

mit der Abkiirzung

€xXp (iQy,ay)

(6.23) N, (y) = NN
in der Diagonalmatrix
N (+y)
620 Do) = MO
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im Normalbereich hingegen

exp (—i¢) exp (ip) 0 0
1 1 1 0 0 Dy (y)

(6.25) Qn(y) = | o 0 1 1 \Eing

0 0 exp (i¢) exp (—ig)
mit

exp (ikyy) .
(6.26) Dy (y) := P i) exp (ikyy)
exp (—ikyy)

Die im Hauptteil geforderte Normierung auf die Geschwindigkeit wurde in beiden
Fillen vorgenommen.

Einige Worte betreffend Doppelbrechung, Polarisation und Energieliicke: Wie
man aus dem ,Brechungsgesetz” (Gleichung 3.82) unschwer erkennt, kann eine Dop-
pelbrechung beim Ubergang in den SOAS-Bereich hinein lediglich dann eintreten,
wenn die vorgegebene Energie E auferhalb beider durch (3.80) definierten Intervalle
liegt, das heifit, dass sich die Wellen (bzw. Teilchen) aufgrund ihrer unterschiedli-
chen ,Polarisation” o dann in zwei verschiedenen Richtungen weiterbewegen.

Falls die Energie in eines (und nur eines) der beiden Intervalle fallt, die sich fiir
«a = £1 ergeben, so wird der Zustand mit dem zugehdrigen «, zumindest nach genii-
gender Eindringtiefe, allm#hlich verldschen miissen und sich nur der andere wirklich
in den SOAS-Bereich hinein auszubreiten vermdégen. Indem die jeweils andere Pola-
risation blockiert wird, bleibt fiir einen ganzen Energiebereich nur eine bestimmte
Polarisation iibrig, die allerdings, wie bereits oben erldutert, nicht dahingehend zu
verstehen ist, dass es sich um eine festgelegte Einstellung des Spins handeln wiirde,
sondern lediglich um eine bestimmte Uberlagerung der beiden vorhandenen (und
realisierten) Mdglichkeiten.

Ein Ubertritt in einen — geniigend breiten — SOAS-Bereich wird lediglich dann
in jedem Falle vereitelt, wenn die Energie des betreffenden Teilchenzustandes von
beiden Intervallen (3.80) umfasst wird. Dies ist allerdings nur mdoglich unter der
Bedingung A > \/2; dann umschliefien die Intervalle einander mit gemeinsamer
(rechter) Grenze Vi + A. Das enger gezogene Intervall geht dabei von Vj + A — A
bis Vo 4+ A, stellt also mit seiner Breite 2A — X\ genau jene Energieliicke (siehe Ab-
schnitt 2.5) dar, innerhalb derer, von schwicher werdenden, evaneszenten Wellen
abgesehen, keine Ausbreitung mehr erfolgen kann. Die stets gegenwirtige Moglich-
keit E' = Vy + A selbst (mit vi{fa = 0 fiir beide oo = £1) ist dabei natiirlich als ein
Grenzfall anzusehen, der fiir jedes beliebige A Giiltigkeit besitzt.

6.3. Erginzungen zu Abschnitt 3.6

Die Konfigurationen IT und III lassen sich ganz entsprechend, wie fiir die erste
im Hauptteil geschehen, nach demselben Verfahren durchrechnen. Gegeniiber Konf.
T ist bei Konf. IT auch fiir den Bereich y > L die Wellenfunktion bei positivem
Magnetfelde, zwecks Konvergenz also (6.12) zusammen mit ihrem Spin-|-Partner,
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zu benutzen. In der sich dadurch ergebenden 4 x4-Matrix
(6.27)
(Doe™+ — Dywy)  Qy (Doe™™ — Dywy) (Doe™~ — Dyw_)
Q+ (l)()eii‘gJr 4+ D1w+) (Doei9+ —+ D1U)+) Q_ (Do@iw* =+ Dlw_)
(DleieJr — D0w+) Q+ (131671'6+ - Do’w_;,_)
)

Q+ (=D1e"+ — Dyw,) (=D1e™ %+ — Dow,. Q- (D1e"- + Dow_)

deren Determinante, um die Dispersionsrelation F (k) zu erhalten, ebenfalls ver-
schwinden muss, sind als Argumente der Zylinderfunktionen in der zweiten und
vierten Zeile die entsprechenden negativen Werte —ny,. zu nehmen, was durch
Uberstreichungen kenntlich gemacht wurde, also Do := D, (—7,.) und D; :=
Vo - Dyy—1 (—ngr). Ohne Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung reduziert
sich die Bedingungsgleichung auf die Determinante

(Doe™™ = D1) Qo (Doe — D) > —
(6.28) det < Qo (Doe™® +D1)  (Doc® +Dy) ) ="

Die Betrachtung der Grenzwerte k, o< 74, — oo ist nicht ganz einfach. Sie
soll aber und zwar der Einfachheit halber fiir den spinlosen Fall — wenigstens
angedeutet werden. Durch Auflésen der Determinantengleichung (6.28) zu
(6.29)

(Q3DoD1 + D1Dy) ¢ =(Q4D1Do + DoD1) ¢~ +(Qf = 1)-(DoDo — D1D1) =0

erkennt man, dass die Zylinderfunktionen stets als Zweier-Produkte mit Argumen-
ten entgegengesetzten Vorzeichens auftreten. Dabei verschwinden die Produkte mit
gleichen Indices, also DgDg und DD wie 1/n,,; die gemischten Produkte hinge-
gen, je nachdem welcher Grenzfall betrachtet wird, entweder wie 1/7]; oder aber
sie gehen gegen einen konstanten, das heifit von 7y, unabhéngigen Wert:

(6.30) lim DoDy = lim Dy Dy = Y270
Ngr—+00 Ngrt—>—00 F (1 — l/o)

Damit auch dieser verschwindet, die Gleichung (6.29) also identisch erfiillt wird,
muss g = N € Nj sein; dies ergibt gerade die Energien der Landau-Niveaus.
Denn in den Aufenbereichen, wo die Zylinderfunktionen und vy als deren Index
allein auftreten, ist Vy = Ag = A = 0; eine Abweichung kénnte allenfalls noch der
Zeeman-Term [siehe (3.21f)] bewirken, der jedoch vernachldssigt wurde. Praktisch
werden die Landau-Niveaus (3.43) schon ab |k, - Ig| 2 1 4 v erreicht.

Fiir den antiparallelen Fall T ist hingegen zu beriicksichtigen, dass der Quotient
D, /Dy in (3.87) sich fiir beide Grenziibergénge k; o 19, +— £o0 vollig verschieden
verhdlt: Fiir 7y, — +oo geht er unabhingig von 1y immer gegen Null, sodass
beliebige Energien méglich sind. Es muss nur eine Art Resonanzbedingung 2q, 0L+
0 = mk mit einer ganzen Zahl k € Z erfiillt sein; in fithrender Ordnung muss
also E? ~ k2 iibereinstimmen. Andererseits geht D;/Dy fiir 1y, — —oo nur dann
gegen Null, wenn wieder vy = N € Ny ist. Man beachte, dass bei beschrinkter
Energie (3.43) und unbegrenzt nach unten wachsendem k, die Gréfen ¢, ¢ und 6
rein imaginir werden.

Der symmetrische Fall (Konfiguration III) soll hier allgemeiner als im Haupt-
teil behandelt werden, und zwar insofern, als dass die magnetische Feldstérke nicht
iiberall vom gleichen Betrage zu sein hat, sondern im mittleren Bereich bei entge-
gengesetzter Polung — von beliebiger Stirke By, =: fB sein kann, was durch einen

(—Dlt’im* + Dow— Q- (—D167i9* + Dow_

(ﬁle*w* + Eow_
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dimensionslosen Faktor § erfasst werde. Statt (3.89) ist dann das Vektorpotential

y+(1+p)L fir y<-—L
(6.31) A:(y)=-B-§ —By " yel-Li+L]
y—(1+B8L 7 y>+L

zu benutzen und an Wellenfunktionen die folgende Auswahl: in den Aufenberei-
chen wieder die Funktionen (6.14) und (6.12) mit dem Argument n = n,p =
V2B - (y—yi — %’), wobei fiir y < —L die Konstante y; = — (1 + ) L [in (6.14)],
fiir y > +L hingegen y3 = + (1 + £) L [in (6.12)] zu wihlen ist, und im mittleren
Bereich die vier Funktionen der Matrix Qgoas—p (y), siehe Gleichung (6.20), mit
dem Argument n =n_gp := /268 - (y — A"ngk“). Aufgrund der verschieden star-
ken Magnetfelder sind an den beiden Bereichsgrenzen insgesamt vier verschiedene
Werte fiir 7 auseinanderzuhalten, die in die Stetigkeitsbedingungen eingehen, und
ZWar ng + = —V2B- (%” + BL) und ng 11, :=n-gp (y = £L). Mit den Abkiirzun-
gen DI := D, (—np,—1) und D¥ :== 0y -D,,_1 (—np,—1) sowie Dy =Dy, (nB.+1)

und 5{ = U - Dyy—1 (nB,4+1) ergibt sich die Dispersion E (k;) im Prinzip aus
folgender Determinantengleichung:

U_D{ - Dy+ (11,—1.) = D§ - Dy 41 (n,-1)
pT DY - Dy 1 (ng,—1) = V-Dg - Dp+ (ng,—1)
5—51T Dp+ (g,4+1) + EOT *Dp+11 (ng,+L)
p*Dy - Dy 1 (4p.+1) + 7-Dy - Dy (15, 41)
U_DY - D_gpt i1y (=ing,—1) + i (p" +1) Df - D_(p+ 42) (—ing,~1)
DY - D_pi (=ing, 1) +0-Dg - D_p+ 11y (—ing,—L)

7Dy D) (=ims. 1) =i (0" +1) Dy - D_gyosay (~im 1)
Dy - D_pi (=ing,+r) —i-Dy - D_ (e 41) (—ing,+L)

(6.32) det

Der Ubersichtlichkeit halber wurden die zweite und vierte Spalte nicht ausgeschrie-
ben. Genau wie in Gleichung (6.20) selbst muss hier lediglich die Ersetzung p* +— p~
vorgenommen werden.

Leider scheint die Berechnung in Mathematica (Version 7) insofern nicht ganz
unproblematisch zu sein, als in den mit ihrer Hilfe sich ergebenden Losungen fiir
ein Tmaginirteil der Grékenordnung 10~2 mit enthalten ist, der einer physikalischen
Grundlage (zerfallende Zusténde) vollkommen entbehrt. Deshalb wird von der im
Zusammenhang mit den Gleichungen (6.6) und (6.7) angedeuteten Moglichkeit, Ge-
brauch gemacht, und es ergibt sich stattdessen

v_D{ Dy (ng—1) — D§ - Dy 1 (np,-1)

(v —Tzf —1)[ptDT - Dp;fl (ng,—1) = V-D§ - Dyt (ng,—1)]
v_Dy - Dp+ (77/3,+L:)F+ Dy - Dy 41 (ns,+1) .

(v—pt-1) [erDl Dy —1 (g, +1) +V-Dy - D+ (nﬂHrL)}
VDY - Dy+ (=115,-1) + Dg + Dy 41 (=13,-L)

(p* +1- v) [ptDT - Dyt (=np,-1) +7-D§ - Dy (—np.-1)]
D—Dl : D;D+ (_Wﬁ,+TL) - DO : Dp++1 (_nﬁ,+L)T

(7 +1=) [p* D} - Dy 1 (~np2) = 7-Dy - Dy (=mp41))|

det
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Allerdings sind, wie dort bereits angedeutet, die Funktionen D, (£n) fiir ganz-
zahligen Index nicht mehr linear unabhéngig voneinander, sodass sich waagrechte
(Landau-dhnliche) Niveaus als Artefakte ergeben, die in die Darstellungen der nu-
merischen Ergebnisse selbstverstidndlich nicht miteinfliefsen diirfen und deshalb aus
den Datensétzen extrahiert wurden.
Die angegebene Methodik kann aber, da auf diesem Wege auch die Reproduk-
tion der einfacheren Dispersionsrelation fiir den spinlosen Fall [73] ebenso sicher
gelingt wie in den Fillen I und II, wo man sich dieses Kniffes nicht zu bedienen
braucht, als wenn auch etwas mithsam, so doch unbedingt zuverlissig erachtet wer-
den. Denn ohne Beriicksichtigung des Spins und seiner Wechselwirkungen sowie fiir
£ =1 und auch ohne die Einbeziehung einer mechanischen Verzerrung folgt
(6.33)
( Dzzzo (_77—) —I/0D3071 (_77—) DVO (_n—)DVo (77—)+V0DV0—1 (_n—)Dvo—l (77—) )
Dyy (=14) Doy (n+) + 10 Dyy—1 (=11) Dyy—1 (0+) D2 (=ny) — D2, 1 (—n4)
als die zur Bestimmung von F (k,) makgebliche Matrix, deren Determinante natiir-
lich wieder zu verschwinden hat. Hierbei fand die Bezeichnung n := V2B- (L + %)
Verwendung; auferdem ist (6.17) statt (6.16) eingeflossen.

6.4. Ergidnzungen zu Abschnitt 4.1

In Polarkoordinaten lautet die Eichtransformation (4.28) wie folgt:

of
.34 -
(6.34) A — A+ o
1 of
(6.35) A¢ — A¢ + ; . 87¢

Dadurch ergéiibe sich im Ausdruck (4.24) ein Zusatzterm

//rdrdgb-exp(—iqr-sin(gb— ) - Kgfi) - cos (¢ — 2)} -

_//drdqs-exp(—iqr-sin(¢—z))- Kgf;) -sin (¢ — Z)}

/0 " £ (1 6) - exp (—igr -sin (6 — £)) - cos (¢ — ) db — ...

AA

- /0 1 (rn6) - exp (—igr -sin (¢ — ) - sin (¢ — £)]2" dr,

der unter den angegebenen Bedingungen (4.30) und (4.31) aber identisch verschwin-
det, wie man nach den hier mittels partieller Integration vorgenommenen Umfor-
mungen sogleich erkennt, bei denen sich die verbleibenden, also noch zu integrie-
renden Terme gegenseitig wegheben.

Auch in kartesischen Koordinaten kann der Beweis in ganz dhnlicher Art gefiihrt
werden.

Unter vollkommen analogen Voraussetzungen, ndmlich Eindeutigkeit des Win-
kels

(636) f (T» ¢) : 9(7’, ¢) : A¢ (T7 ¢) = f (T»¢ + 27—‘—) : Q(Ta(b + 27T) : Ali) (T5¢ + 27'(')

sowie Verschwinden der beiden Grenzwerte

(6.37) Jdim (- f(r0)- g (1 0)- A (r.9) = 0
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ldsst sich zeigen, dass

(6.38) /0/¢ rdrde - f (r,¢) - ( X(T,¢)+Z(T7¢)V)'g(7’a¢)=

| /qb rdrdg- A (r.0) - (f (r.6) Vg (1, 6) — g (r,6) V£ (r.6))
r=0 =0
gilt. Diese Umformung wird spéter (in den Ergénzungen zu Abschnitt 4.5) benétigt.

6.5. Erginzungen zu Abschnitt 4.2

Im genannten und dem nachfolgenden Abschnitt werden des Ofteren Integrale
der Form - - fOQW sin™ (6/2) - exp (—4x - sin (6/2)) - df bendtigt, welche vermittels
der Substitution sin (0/2) = t in (4.48) iibergehen. Sie lassen sich allesamt {iber
hypergeometrische Funktionen ausdriicken; fiir die niedrigsten (geraden) Indizes,
die hier geniigen, ist

(6.39) F (z) = 1F (; ; 1;4x >—i$‘1F2 (1;2,2;41‘2>

(6.40) ﬁg (z) = %-1}7’ (2 ; 2;4x ) - gx«ng (2;;72;4I2>
(6.41) Fy(z) = 2'1F2 <5 ! , 354w ) - %x 1y (3;37;;4x2>
(6.42) Fy(z) = 1%~1F <; ; 4: 4z >;§8x \Fy (4;2,3;41:2).

Es sind aber auch andere Darstellungen moglich, zum Beispiel iiber die modifizierten
Bessel- und Struvefunktionen

(6.43) Io (4z) — Lo (42) = Fy(x)

(6.44) I (42) — Ly (4z) = 4x.{ﬁ0 (z) — (x)}

(6.45) I (4z) — Lo (47) = @{ﬁo (z) — 25 (z) + F) (x)}
etc.

6.6. Erginzungen zu Abschnitt 4.3

In ganz dhnlicher Weise wie die Streuung in erster Born-Niherung fiir ein- bzw.
zweilagiges Graphen bereits in den Abschnitten 4.1 und 4.3 betrachtet wurde, lisst
sich Selbige als Vergleichsstandard auch fiir den Schrédinger-Fall behandeln. Nach
Ausfiihrung der Peierls-Substitution (2.30) und mit dem Operator 7 = —iV fiir
den Impuls erfolgt die Zerlegung des Hamilton-Operators

1 2
m*.?

(6.46)
geméfs (4.1) in

(6.47) Hy =

und

(6.43) Hy = % ~ (VZ + Xv) .
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Die in Z quadratischen Terme sind (aus dem gleichen Grunde wie zuvor) wieder
fortgelassen worden, und auch die Nabla-Operatoren beziehen sich auf alles jeweils
hinter ihnen Stehende.

Es ist zu beachten, dass im Schrodinger-Fall die Wellenfunktion kein Spinor
mehr ist; statt (4.4) fungieren also einfach die laufenden Wellen ¥(®) = exp (z??)
als die bekannten Eigenlosungen zu (6.47) mit der Energie (4.67). Aus demselben
Grunde kann auch die Anwendung des Operators (Hp + E) auf den Ausdruck (4.10)
entfallen, die der Diagonalisierung dessen linker Seite diente, und die Streuwelle
berechnet sich aus

(6.49) v (7) = — //d27’ G (7 = 7)) Hy (7)) 00 (7).

Bis auf den Faktor 2m*, der sich hinterher wieder herauskiirzt, ist die Green-
Funktion mit (4.11) bzw. (4.13) identisch, und nach einer partiellen Integration,
die nur den ersten Teil in (6.48) betrifft, wird die Streuamplitude zu

li .—>
(6.50) £2(0) = _\/g. (#'+7) A

2p

Unschwer erkennt man beggits jetzt, dass auch sie wieder durch die Projektion der
Fourier-Transformierten A, auf die Richtung der Winkelhalbierenden ¥ in Abb.
4.1a gegeben ist. Mittels einfacher Beziehungen fiir die Impulse

_ cos b, ;L cos 0,y
(6.51) 7= ( sin 6, ) & P'=p ( sind, )’
die der genannten Abbildung ohne Weiteres entnommen werden kénnen, sowie den
bekannten Additionstheoremen fiir die Winkelfunktionen folgt

(6.52) (F'+7) - Ay = 2 - cos (0/2) - A (0)

und damit fiir die Streuamplitude wieder die bereits im Haupttext als Gleichung
(4.71) angegebene Form.

6.7. Erginzungen zu Abschnitt 4.5

In diesem ergiinzenden Abschnitt soll dargelegt werden, wie die Green-Funktion
(4.106) auszuwerten ist, und zwar, der besseren Ubersichtlichkeit halber, zunéchst
fiir den Schrédinger-Fall.

Anders als im Haupttext geschildert, benétigt dieser zu seiner Berechnung nur
eines der beiden Energie-Vorzeichen es sei hier das positive, welches einer eben-
solchen Masse m* > 0 entspricht. Uber die Schreibweise |m*| wurde aber die andere
Moglichkeit im Weiteren bereits vorausschauend beriicksichtigt.

Da als Wellenfunktionen hierbei natiirlich nur die oberen Komponenten (und
zwar ohne den Normierungsfaktor 1//2) von (4.91) fungieren, wird
(6.53)

Gp (7. 7') =2|m"|- /OO kdk ‘ZGXP (im (¢ — @) - Jjm+al (k;’) “Jimgal (r') _
0o 27 k2 — (p +10)

Dem Ziele dienend, am Ende der Berechnung einen Faktor exp (ipr) zu erhalten,
wie er der gestreuten, also auslaufenden Welle stets zukommt, ist es geboten, die
erste der beiden hier auftretenden Besselfunktionen J gemafs

(6.54) T, (kr) = % (H (br) + 1P (k)
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zu zerlegen. Jede der beiden (neuen) Hankel-Funktionen H®? bestimmt wegen
r > 1’ (siehe Abb. 4.1b) iiber ihr im Vergleich zur verbliebenen Besselfunktion
groferes Argument auch das Konvergenzverhalten des gesamten Integranden im
Unendlichen. Ahnlich wie bei (4.13) wird ndmlich jetzt wieder eine Auswertung
des Integrals vermittels des Cauchy’schen Integralsatzes vorgenommen. Der Weg
wird dabei jeweils iiber einen Viertelkreis und die zugehdrigen halbunendlichen
Achsenabschnitte gefiihrt allerdings fiir die beiden Hankel-Funktionen in bewusst
unterschiedlicher Weise, und zwar fiir diejenige erster Art im ersten Quadranten,
also mit einem positivem Imagindr- und ebensolchem Realteil, wihrend es fiir die
Hankel-Funktion zweiter Art der Xierte Quadrant sein soll mit seinem negativen
Imaginéranteil; wegen H1(72) (kr)} = Hg,l) (kr) kompensieren die beiden senkrech-
ten Abschnitte dann einander. Auferdem bleibt bei der hier durch die Kausalitéit
[fiir £ > 0 in (4.67)] vorgeschriebenen Wahl des Konvergenzparameters [+:0 in

(6.53)] der untere Viertelkreis vollkommen leer, sodass im Ergebnis fiir die Green-
Funktion

(6.55)  Gp (7.7 :gwm*|~zexp (im (&= ¢") - H) . (7) - Tjmsal (1)

m

nunmehr die Hankel-Funktion erster Art allein noch enthalten ist. Mit ihrer Asym-
ptotik

)n+1 exp (ipr)

(6.56) HLY (pr) = 2 (~ NELT

fiir groke r nihert sich
(6.57)

B (7.7 = [m jpsz]j 2 exp (im (6= ) i ()

Zusammen mit dem Stéroperator (6.48) kann iiber (4.105) die Streuwelle be-
rechnet werden, die dann — selbstverstidndlich bis auf den jetzt entbehrlichen Spinor
u,  von der Form (4.15) ist. Dabei wird die Streuamplitude durch den etwas léing-
lichen Ausdruck

+i 0o o
S im) - (—1)* (—q)mraltintel / /
N m,#exp (im0) - (—1)" (=) - ¢=0rdrd¢

658 [oxp(—img) - Jumsa (07)] {VA<_R3 n Wv} [exp (i10) - g (pr)]

Fe) =

gegeben, der iiber (6.38), da die dort angegebenen Voraussetzungen fiir realisti-
sche Potentiale [also zum Beispiel fiir (4.43), fiir (4.39) hingegen erst nach einem
entsprechenden Grenziibergang)| erfiillt sind, so umgeformt werden kann, dass die
Nabla-Operatoren nicht mehr auf das Restpotential wirken und im isotropen Fall
(4.26), der hier vor Allem betrachtet wird, auch effektiv nicht mehr auf die Bessel-
funktionen. Damit ergibt sich

(6.59)

1) = \/7 Zzu exp (ipd) - (— 1)"*"‘*‘*'-2m-/0 ALY () T2 (o) - dr
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Fiir o = 0 wird daraus, was als Kontrolle und Bestétigung anzusehen ist, iiber
das nach Differentiation % anwendbare Additionstheorem (4.107) fiir die Zylin-
derfunktionen wieder genau die bereits bekannte Form (4.71) der Streuamplitude

erreicht.

Im Dirac-Weyl-Fall verlduft die Auswertung des Integrals in der Green-Funktion
(4.106) ganz analog, nur miissen jetzt, wie schon im Haupttext und im dortigen
Zusammenhange geschildert, beide Energievorzeichen Beriicksichtigung finden. Die
sich dadurch ergebenden, einander entsprechenden Terme auf den gemeinsamen
Nenner zu bringen, ist mdglich, aber nicht unabdingbar. In jedem Fall erhilt man
als Ergebnis fiir die Green-Funktion

g

\ xip exp (imd) - H, ., () |
G (7,7 = 4 ; ( +i0m - exp (i (m+1)¢) - Hl(ml)+a|+5m (pr)

( exp (—img’) - J\m+a\ (pr') Fidm - exp (—i(m+1)¢') - J\m+a\+6m (pr') ) .
Deren asymptotisches Verhalten wurde bereits im Hauptteil genannt, siehe (4.108),
und im Anschluss daran verwendet.
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