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Einleitung

In vielen Situationen in den Naturwissenschaften, insbesondere in der Physik und
der Chemie, 143t sich einem System eine Energie, eine charakteristische Grofle,
zuschreiben. Eine solche Energie ist eine einzige Zahl, die den Zustand des -
moglicherweise sehr komplexen - Systems partiell beschreibt. Ein fundamentales
Naturgesetz besagt, dafl jedes System dazu tendiert, die zugehorige Energie zu
minimieren. Daher sind Zustéinde minimaler Energie in den Naturwissenschaften
von groflem Interesse.

Mathematisch 148t sich die Energie eines Systems héufig durch Variations-
integrale beschreiben. Genauer modelliert man die verschiedenen Zustédnde des
Systems durch Funktionen u, aus denen man die zugehorige Energie .Z[u; ()]
durch einen Integrationsprozefl erhilt. Konkret untersuchen wir in dieser Arbeit
den wichtigen Modellfall autonomer Variationsintegrale erster Ordnung

Flu; 0] = / f(Du(z))dr fiir O € Og und differenzierbare u : O — R”.
o

Dabei seien die Dimensionen n, N € IN und eine beschrénkte, offene und nicht-
leere Teilmenge €2 von R™ in dieser Arbeit stets fixiert und Ogq bezeichne das
System aller nichtleeren offenen Teilmengen von 2. Der Integrand f ist eine glat-
te Funktion M — R, wobei M den Raum der (IV x n)-Matrizen bezeichnet.

Die Zustande minimaler Energie entsprechen den Funktionen w, die bzgl. vor-
gegebener Randwerte Minimalstellen von % [—; )] sind. Derartige Funktionen
nennen wir Losungen des zu .% gehorigen Variationsproblems oder Minimierer
von 7.

Im Jahr 1900 stellte D. HILBERT eine Liste von 23 offenen Problemen aus
allen Bereichen der Mathematik vor. Diese Probleme haben die Mathematik des
zwanzigsten Jahrhunderts stark gepréagt. Bei der Erlduterung seines 20. Problems
formulierte HILBERT die Frage

-], ob nicht jedes regulire Variationsproblem eine Lisung be-
sitzt, sobald hinsichtlich der gegebenen Grenzbedingungen gewisse An-
nahmen [...] erfillt sind und notigenfalls der Begriff der Losung eine
sinngemdjSe Erweiterung erfihrt.” (D. HILBERT, [Hi])

Das 19. Problem trigt die Uberschrift
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vV EINLEITUNG

,Sind die Losungen requldrer Variationsprobleme stets notwendig
analytisch?’ (D. HILBERT, [Hi])

Dies sind im wesentlichen die klassischen Fragen nach der Existenz und den
Regularititseigenschaften von Minimierern, die dltesten und grundlegendsten
Fragen der Variationsrechnung.

Die Frage nach der Existenz von Minimierern bildet dabei natiirlich die Grund-
lage fiir alle weiteren Fragen.

Die Regularitétsfrage beschéftigt sich mit dem Nachweis, dafl jeder Minimierer
automatisch gewissen Glattheitseigenschaften, wie beispielsweise Stetigkeit und
Differenzierbarkeit, geniigt. Solche Eigenschaften sind eine prinzipielle Voraus-
setzung fiir einen numerischen Zugang zur Berechnung von Minimierern. Deswei-
teren beinhalten sie auch eine Information iiber Eigenschaften des modellierten
Systems.

Unzédhlige Autoren haben sich in den letzten 100 Jahren mit diesen Fragen
beschiftigt (vgl. beispielsweise [Bi], [Bu], [D2], [Gia], [Giu] und [Mi] fiir weitere
Referenzen) und es hat sich herausgestellt, dal HILBERTs Grundfragen zu vage
formuliert sind, um eine konkrete Antwort zu erlauben. Nur unter verschiedenen
Zusatzvoraussetzungen lassen sich Existenz- und Regularitéitsséitze beweisen (vgl.
Kapitel 1). Auch heute verbleiben jedoch noch Situationen, in denen ungeklart
ist, welche Existenz- und Regularititssitze gelten (vgl. Kapitel 2 und 3).

Ein fundamentales Hilfsmittel ist ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen
eines Minimierers, das dem Ableitungskriterium der klassischen Extremalrech-
nung entspricht: Die Ableitung des Funktionals .# kann als Differentialoperator
verstanden werden und jeder Minimierer u von % erfiillt eine schwache Formu-
lierung des zugehorigen homogenen Systems

div, Df(Du(x)) =0

von N Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dieses System heifit das Euler-
Lagrange-System von .% (vgl. Satz 0.3). Im Falle n = 1 handelt es sich um ein
System von gewohnlichen Differentialgleichungen, wéhrend im Falle n > 2 par-
tielle Differentialgleichungen vorliegen. Die in diesen beiden Fillen auftretenden
Probleme sind daher von ganz verschiedener Art. Wir betreiben hier nur mehr-
dimensionale Variationsrechnung, d.h. wir werden im folgenden immer n > 2
annehmen.

Wir gehen jetzt kurz auf einige bekannte Existenz- und Regularitétsergebnisse
ein; eine ausfiihrlichere Darstellung findet man in Kapitel 1. Wie oben bereits
erwahnt, miissen wir zunédchst weitere Voraussetzungen machen: Klassische Hy-
pothesen sind, daf§ f strikt konvex ist und wéchst wie die p-te Potenz, d.h.

Y| AP < f(A) <T(1+ |AP) fir alle A € M (0.1)

mit Konstanten 0 < v < T' < co und einem Wachstumsexponenten 1 < p < oo.
Unter derartigen Voraussetzungen ist bekannt, daf§ es zu vorgegebenen Rand-
werten stets einen eindeutig bestimmten Minimierer gibt. Diese Existenzaussage
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beweist man mit einer naheliegenden Methode, der sogenannten direkten Metho-
de der Variationsrechnung. Auflerdem ist der Minimierer glatt, genauer beliebig
oft klassisch differenzierbar, auf einer offenen Teilmenge von €2, deren Komple-
ment Dimension kleiner als n — 2 hat. Es handelt sich hier um einen sogenannten
partiellen Regularitdtssatz, der Singularititen des Minimierers in einer kleinen
Ausnahmemenge zuldfit. Im Falle N > 2 zeigen Beispiele, daf solche Singula-
ritdten in der Tat auftreten kénnen. Das Regularitétsresultat liegt tiefer als der
Existenzsatz; es sind verschiedene technisch aufwendige Beweismethoden ent-
wickelt worden. Der entscheidende Schritt besteht dabei stets in der Herleitung
gewisser Integralabschétzungen, die es erlauben, auf Holder-Stetigkeit der ersten
Ableitungen des Minimierers zu schlielen.

In seiner beriihmten Arbeit [Mo] zeigte C. B. MORREY 1952, daf sich die Exi-
stenz von Minimierern auch noch beweisen 148t, wenn man die Konvexitét von f
abschwicht zu einer dort neu eingefithrten Bedingung, der sogenannten Quasi-
konvexitét (Definition 1.12). Diese Bedingung, obwohl in ihrer Natur technisch
und schwer zugénglich, erwies sich in den folgenden Jahrzehnten als fundamen-
tal, sowohl fiir theoretische Belange wie Unterhalbstetigkeits- und Existenzsétze
(vgl. z.B. [Mo]) als auch fiir Anwendungen der Variationsrechnung in der Elasti-
zitatstheorie (vgl. z.B. [Bal] und [Ba2]). Viele Arbeiten haben sich seitdem mit
dem Quasikonvexitéatsbegriff beschéftigt, dennoch verbleiben in diesem Zusam-
menhang immer noch fundamentale offene Fragen. L. C. EVANS zeigte 1986 in
[Ev], dafl Quasikonvexitit nicht nur in der Existenztheorie sondern auch in der
Regularitétstheorie eine sinnvolle Voraussetzung ist, die es erlaubt, Glattheit von
Minimierern auflerhalb einer -Z"-Nullmenge zu zeigen.

Auch in anderer Richtung wurden die obigen Hypothesen verallgemeinert. Aus-
gehend von mehreren Arbeiten von P. MARCELLINI aus den 90er Jahren wurden
die sogenannten (p, q)-Wachstumsbedingungen eingefiihrt, die erlauben, dafl
das Wachstum von f zwischen zwei Potenzen liegt, also

Y| AP < f(A) <T(1+ |A]9) fir alle A € M (0.2)

mit Konstanten 0 < v < I' < oo und zwei Wachstumsexponenten 1 < p <
q < 00. Solche Wachstumsbedingungen treten in verschiedenen Anwendungen,
besonders bei der Modellierung anisotroper Systeme, auf. Ein bekanntes Beispiel
ist die Theorie elektrorheologischer Fliissigkeiten (vgl. [R], [AM2]). Fiir konvexe
f ist die Erweiterung der Existenztheorie auf diesen Fall trivial. Die Erweiterung
der Regularititstheorie dagegen ist in etlichen Arbeiten, zunéchst im skalaren Fall
N =1, spéter auch im allgemeinen vektorwertigen Fall (vgl. z.B. [PS], [BF1]),
untersucht worden; sie gelingt unter gewissen Einschrankungen an den Abstand
von p und q.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Fragestellung, ob auch beide oben be-
schriebenen Verallgemeinerungen zugleich noch den Beweis von Existenz- und
Regularitétssétzen zulassen. Wir untersuchen also Minimierer von Variationsin-
tegralen %, deren Integrand f quasikonvex ist und (0.2) geniigt.
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VI EINLEITUNG

Typische Beispiele solcher Integranden, die auch in der Elastizitatstheorie von
Interesse sind (vgl. [Bal], [Ba2|, [Mar2]), sind gegeben durch

F(A) = |A]P + h(det A)

» fir Ae M (0.3)
f(A) := (1+|A]*)2 + h(det A)
mit n = N und einem konvexen h : R — R, das wichst wie die I-te Potenz.

Die erste Schwierigkeit liegt darin, dafl ein Existenzbeweis mit der direkten
Methode auf sequentieller Unterhalbstetigkeit von % [—; )] bzgl. der schwachen
Topologie des Sobolevraums W?(Q; RY) beruht, wihrend der Unterhalbstetig-
keitssatz aus [AF1] diese Eigenschaft nur mit dem Exponenten ¢ anstelle von p
garantiert. Fiir konvexe f tritt dieses Problem nicht auf, da die zugehorigen Unter-
halbstetigkeitssitze nicht an die Wachstumsexponenten gekoppelt sind. In [FMal]
und [Kri] wurde gezeigt, dafl .%#[—; Q)] auch fiir quasikonvexe f unter ¢ < —"=p
noch unterhalbstetig ist bzgl. schwacher WP-Konvergenz von W14-Funktionen;
wir stellen dieses Resultat in Kapitel 2 dar (Satz 2.2). Aus diesem Satz 148t sich
eine Existenzaussage (Satz 2.4) ableiten, die jedoch unvollstindig erscheint.

Insbesondere sind keine auf diesem Resultat aufbauenden Regularitétsaussa-
gen bekannt. Dies ist ein naheliegendes, doch bisher ungeltstes Problem in der
Regularitétstheorie fiir Minimierer, das auch in der Einleitung von [AM1] erwihnt
wird. Wir verfolgen in dieser Arbeit zwei Ansétze, die zu einer verbesserten FExi-
stenztheorie und einer dazu passenden Regularitatstheorie fithren und diese Liicke
weitgehend schlieflen:

Der erste Ansatz beruht auf der Beobachtung, daf die in [FMal] entwickel-
ten Methoden fiir ¢ < —“5p unter Voraussetzung eines in [BM] eingefiihrten
verschirften Quasikonvexitéitsbegriffs auch den Beweis sequentieller schwacher
Unterhalbstetigkeit auf WP(; RY) erlauben (Satz 2.12). Dies fiihrt sofort zu
einer vollstidndigen Existenztheorie (Satz 2.13). Das erste Hauptresultat dieser
Arbeit ist ein auf dieser Situation aufbauendes partielles Regularititsresultat
(Hauptsatz 2.16) fiir ¢ < p—i—%. Es handelt sich um das erste Regularitatsresultat,
das quasikonvexe Integranden mit (p,q)-Wachstum, beispielsweise die zweiten
Integranden in (0.3) mit p > n, erfafit.

Der Schliissel zum Beweis von Hauptsatz 2.16 ist der Beweis einer neuarti-
gen Cacciopoli-Ungleichung (Lemma 2.15), auf deren rechter Seite zusétzliche
Storterme auftreten. Anschliefend lassen sich im wesentlichen Standardmetho-
den der Regularitétstheorie anwenden, um Exzess-Abschitzungen und partielle
Cle-Regularitiit herzuleiten: Wir verwenden dazu im Rahmen dieser Arbeit die
in [DSt] und Nachfolgearbeiten entwickelte Methode der .A-harmonischen Ap-
proximation. Die wesentlichen neuen Ideen in diesem Regularitédtsbeweis beste-
hen in der Verwendung der (auch in [FMal] benutzten) Glattungsoperatoren des
Lemmas 6.12 zur Konstruktion geeigneter Testfunktionen fiir den Beweis der
Cacciopoli-Ungleichung und in der Behandlung der oben erwidhnten Storterme.
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Der zweite Ansatz benutzt das relaxierte Funktional

— P I w, € WEI(O; RN) n Whe(O; RY),
Foklu; O] = inf < liminf .Z [uy; O] : w, — u schwach in W2(O; RN) (- (0.4)

k—o00 oo

das in [FMal] eingefiihrt wurde. Die Verwendung derartiger Funktionale in der
Variationsrechnung hat eine lange Tradition: Da .%[—; O] unterhalbstetig ist bzgl.
der in (0.4) auftretenden Konvergenz, kann .% als das gréBte bzgl. eben die-
ser Konvergenz unterhalbstetige Funktional interpretiert werden, das auf W,
Funktionen nie grofer ist als das urspriingliche Funktional .%#. Somit kann man
Pk als eine alternative Moglichkeit verstehen, das Funktional # von Wi
Funktionen auf allgemeine WW1P-Funktionen so fortzusetzen, dafl die Unterhalb-
stetigkeitseigenschaft erhalten bleibt. Es handelt sich bei dieser Fortsetzung um
eine Variante der klassischen Lebesgue-Serrin-Erweiterung, die u.a. auf [Sel] und
[Se2] zuriickgeht.

Mit simplen Argumenten 18t sich einsehen, dafi .Z,[—; (2] sogar sequentiell
schwach unterhalbstetig auf W1P(Q; RY) ist (Satz 2.23; gilt selbst, wenn f nicht
quasikonvex ist). Dies fiihrt sofort zu einem Existenzsatz fiir Minimierer von %
(Satz 2.28).

Das Funktional %, ist allerdings zunéchst nur ein abstraktes Objekt und
schwer handhabbar. Daher sind Darstellungssétze fiir .%o, von Interesse: In [FMall
wurde gezeigt, daf sich . fiir ¢ < —p wie ein Radon-Maf} im zweiten Argu-
ment verhélt (Satz 2.33) und auf W!4-Funktionen sogar wie ein Integral (Lem-
ma 2.38). Einen schwierigerer Integraldarstellungssatz wurde in [BFM] bewiesen
(Satz 2.40). Diese Sitze machen einerseits die Betrachtung von .Z als Fortset-
zung von .Z erst sinnvoll, andererseits erlauben sie auch den Beweis des zweiten
Hauptresultats dieser Arbeit (Hauptsatz 2.45), eines partiellen Regularitéitsresul-
tats fiir .Zo-Minimierer unter ¢ < p+%. Dieses Ergebnis erfat auch den Fall
p <nin (0.3).

Der Beweis benutzt alle zuvor erwdhnten Methoden und Resultate; im Ver-
gleich zum Beweis von Hauptsatz 2.16 treten zusétzliche technische Schwierig-
keiten auf, die groftenteils daher kommen, dafl % sich nicht komplett durch
ein Integral beschreiben 1a8t. Dariiber hinaus enthélt der Regularitdtsbeweis
die folgenden neuen Ideen: Erstens folgt aus den Integraldarstellungssétzen, dafl
Fok-Minimierer dem Euler-Lagrange-System des urspriinglichen Funktionals .#
geniigen (Lemma 2.43). Dies erlaubt uns, mit iiblichen linearen Vergleichssyste-
men zu arbeiten. Zweitens impliziert die Unterhalbstetigkeitseigenschaft von %
eine abstrakte Variante der verscharften Quasikonvexititsbedingung aus dem er-
sten Ansatz (Lemma 2.44). Diese erlaubt zusammen mit den Darstellungssitzen
den Beweis derselben neuen Cacciopoli-Ungleichung, die schon beim ersten An-
satz verwendet wurde.
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VIII EINLEITUNG

Wir fassen jetzt noch einmal die grundlegenden Annahmen dieser Arbeit zusam-
men und konkretisieren fundamentale Begriffe:
Fiir den Rest der Arbeit gelten die folgenden Grundannahmen:

Annahme 0.1.

Stets seien n, N € N, n > 2, Q ein beschrinkte, offene und nichtleere
Teilmenge von R"™ und f: M — R eine von unten beschrdinkte und stetige
Funktion. Das zu f gehorige Variationsfunktional F sei durch

Flu; 0] := / f(Du)dz  fir O € Og und u € W51 (O; RY) (0.5)
)

gegeben.

Somit existiert % [u; O] stets in | — 0o, 00].

Bei allen folgenden Ergebnissen konzentrieren wir uns auf den Fall N > 2. Zwar
gelten alle diese Ergebnisse auch im skalaren Fall N = 1, doch lassen sich dann mit
geringerem Aufwand stirkere Ergebnisse beweisen (vgl. z.B. [Bi], [Gia], [Giu]).
Wir bemerken fiir N = 1 insbesondere, daf} sich Quasikonvexitit zu Konvexitéit
reduziert, und, dafl sich Regularitdt von Minimierern auf ganz €2 und nicht nur
partielle Regularitdt beweisen 1483t.

Der Begriff des Minimierers ist nur sinnvoll, wenn man sich auf Funktionen be-
schrénkt, die gewissen vorgegebenen Randbedingungen geniigen. Hier betrachten
wir stets Minimierer von .# bei Dirichlet-Randbedingungen, die also .%[—; Q]
minimieren unter allen Funktionen mit gleichen Werten auf dem Rand von 2:

Definition 0.2 (Minimierer). Seien p > 1 und u € WHP(Q; RY).
w heifst ein WYP-Minimierer von F auf Q genau dann, wenn f(Du) € L'(Q)
und

/ f(Du)dx < / f(Du+ Dy)dz  fiir alle o € Wy P (Q; RY)
Q 0

gelten. Im folgenden Text werden wir solche u kurz als Minimierer von % auf
Q oder F -minimierend auf € bezeichnen, wobei der zugehdrige Exponent stets p
heiffen wird.

Die wichtigste Verbindung zu nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen er-
gibt sich durch das bereits erwédhnte notwendige Kriterium fiir Minimierer, das
Euler-Lagrange-System von .% . Unter schwachen Voraussetzungen 148t sich dieses
Kriterium folgendermafien konkretisieren:

Satz 0.3 (Euler-Lagrange-System). f € CL, (M) geniige

lim sup [DF(A)]

—_— < X0
Al—oo  |A]77E

VIII
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fiir ein q € [1,00[ und u € WHP(; RY) sei ein Minimierer von F mit ¢ — 1 <
p € [1,00], dann geniigt u der folgenden schwachen Formulierung des partiellen
Divergenzform-Systems div D f(Du) = 0 auf
/ Df(Du) Dpdr =0  fir alle p € 2(Q;RY) (0.6)
Q
Beweis. Sei ¢ € 2(Q; RY) fixiert. Die Funktion

]R—>]R,tH/f(Du—|—th0)dx
Q

nimmt ein Minimum in 0 an. Die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema besagt

d

— /f(Du+th0)dm:0.

dt|,_o Ja

Unter Verwendung der oberen Schranke fiir die Ableitung D f koénnen wir die
Differentiation unter dem Integral ausfiihren und erhalten mit der Kettenregel
die dquivalente Gleichung

/ Df(Du) Dy dx = 0.
Q

Dies zeigt die Behauptung. O

Insbesondere im Hinblick auf die Regularitétseigenschaften von Minimierern wird
das System (0.6) im folgenden ein wichtiges Hilfsmittel sein.

AbschlieBend bemerken wir an dieser Stelle, dafl etliche der spéter beschriebenen
Ergebnisse fiir wesentlich allgemeinere als die hier behandelten Funktionale des
Typs (0.5) bekannt sind. Die Hauptresultate dieser Arbeit sind jedoch selbst in
diesem einfachen Modellfall zuvor nicht bewiesen worden. Die Behandlung allge-
meinerer Funktionale ist von Interesse, doch lassen sich nicht alle verwendeten
Methoden ohne weiteres iibertragen; man vergleiche dazu auch Kapitel 3.

IX



X EINLEITUNG

Diese Arbeit ist folgendermafien gegliedert:

In Kapitel 1 beschreiben wir den Stand der Forschung im Bezug auf Existenz-
und Regularitéitssitze fiir Minimierer. Unter anderem betrachten wir die beiden
oben beschriebenen Verallgemeinerungen, Quasikonvexitiat und (p, ¢)-Wachstum,
jedoch nicht beide zugleich.

In Kapitel 2 konzentrieren wir uns auf die Grundsituation dieser Arbeit, Va-
riationsfunktionale mit quasikonvexen Integranden und mit (p, ¢)-Wachstum im
Sinne von (0.2). Wir geben bekannte Ergebnisse (insbesondere aus [BM], [FMal]
und [BFM]) an und erldutern einige illustrative Beweise. Dariiber hinaus disku-
tieren wir Beispiele quasikonvexer Integranden mit (0.2) und stellen die neuen
Ergebnisse der Arbeit dar. Die zentralen Resultate sind die Existenzséitze 2.13
und 2.28 und die zugehdrigen Regularitétssiatze 2.16 und 2.45

Kapitel 3 beschreibt kurz einige ungeloste Fragen, die am Rande dieser Arbeit
auftreten.

Kapitel 4 enthilt den Beweis von Hauptsatz 2.16 inklusive der Cacciopoli-
Ungleichung und weiterer vorbereitender Lemmata.

Kapitel 5 beinhaltet mehrere Lemmata, die zum Beweis von Hauptsatz 2.45
fiithren.

In Kapitel 6 schliellich findet man technische Resultate, die in den vorausge-
henden Beweisen benétigt wurden.

Eine Ubersicht iiber die im folgenden Text verwendeten Notationen findet man
am Ende dieser Arbeit.
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Kapitel 1

Stand der Forschung

1.1 Konvexe Integranden mit p-Wachstum

Wir diskutieren zunéchst die wohlbekannten Sétze iiber Existenz, Eindeutigkeit
und Regularitdt von Minimierern im simpelsten Fall der mehrdimensionalen Va-
riationsrechnung. Die sog. isotropen, Standard- oder p-Wachstumsbedingungen
an f bestehen aus der Wachstumsbedingung
f(A) <T(1+AP) fir alle A € M (1.1)
und der Koerzivitdtsbedingung
flA) >v|AP —¢c  furalle Ae M (1.2)
mit Konstanten I',v € R+, ¢ € R und einem Wachstumsexponenten 1 < p <

oo. Wichtige Beispiele von Integranden, die diesen Bedingungen geniigen, sind
die p-Energiedichte

1
ey M — R, A— —|APP
p
und ihre nichtdegenerierte Variante
1 -
ep1 M —R,A— 5(1+ AER
Unter (1.2) gilt fiir am Rand glatte O € Og und u € W5 (2 RY)
F ;0] < oo = uec WH(O; RY), (1.3)

daher macht es Sinn, .# nur auf WP-Funktionen betrachten.

1



2 KAPITEL 1. Stand der Forschung

1.1.1 Unterhalbstetigkeit und Existenzséitze

Zu geeignet vorgegebenen Randwerten gibt es bei konvexem f stets einen Mini-
mierer:

Satz 1.1 (Existenz). [ sei konvex und geniige (1.2) mit p > 1. Dann gibt
es zu jedem ug € WHP(;RY) mit Flug; Q] < oo einen Minimierer u € ug +
Wol’p(Q; RY) von .Z auf Q. Ist f sogar strikt konvez, so ist u durch ugy eindeutig
bestimmt.

Diesen Existenzsatz beweist man mit der direkten Methode der Variationsrech-
nung, einer Verallgemeinerung des Extremalsatzes:

Satz 1.2 (Direkte Methode der Variationsrechnung). (X, 7) sei ein topolo-
gischer Raum und F : X —|—o00, 00| eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(I) F ist sequentiell T-unterhalbstetig, d.h. fir jede Folge (xy)ken in X
qgilt:
7y — xin X = F(z) <liminf F(zy)

k—o00 k—o00

(1) F ist sequentiell T-koerziv, d.h. fir jede Folge (x)kew n X gilt:

sup F'(zg) < 00 = (x)ken Subkonvergiert bzgl. T
keN

(III) FEs gilt F # oc.
Dann gibt es eine Minimalstelle von F' in X mit endlichem Funktionswert.

Beweis. Sei (zx)rew eine Minimalfolge fiir F' in X. Geméf (II) besitzt (zx)ren
eine 7-konvergente Teilfolge; ihr Grenzwert sei x. Geméaf (I) folgt:

F(z) < lim F(xy) = ing < 00

k—o0
Dies zeigt die Behauptung. O

Um Satz 1.1 mit Satz 1.2 zu beweisen, mufl man auf uy + Wol’p(Q;]RN) eine
Topologie finden, bzgl. der .7 [—; Q] sowohl sequentiell unterhalbstetig als auch
sequentiell koerziv ist. Wir werden sehen, daf die schwache W 1P-Topologie beiden
Anforderungen geniigt.

Wir wenden uns zunéchst den Unterhalbstetigkeitseigenschaften von .7 [—; )] zu:

Bemerkung 1.3. Gemdff dem Lemma von Fatou ist F[—;)] stark (d.h. bzgl.
der Normtopologie) unterhalbstetig auf Wli’kl(Q; RY).

Ein klassischer Satz der Variationsrechnung garantiert allgemeiner sequentielle
schwache Unterhalbstetigkeit von .%:
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Satz 1.4 (Unterhalbstetigkeit). f sei konvex, dann ist F[—; )] sequentiell
schwach unterhalbstetig auf W5 (Q; RN).

Der Beweis benutzt folgende funktionalanalytische Konsequenz des Satzes von
Hahn-Banach:

Lemma 1.5 (von Mazur). Sei E ein normierter Raum und xy, — x schwach

k—o0

in E. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein m € N und ay,as, ..., 0, € Rso mit
> o =1 und

o — zm;ajxj”E <e.

Man kann folglich x in der Norm wvon E durch Konvexkombinationen der xy
approximaieren.

Fiir einen Beweis des Lemmas vergleiche man [Y, Chapter V.1, Theorem 2.

Bemerkung 1.6. Fine Umformulierung des Lemmas lautet:
Sei K eine konvere Teilmenge eines normierten Raumes E, dann gilt:

K abgeschlossen in ' <= K schwach folgenabgeschlossen in E

1. Beweis von Satz 1.4. Sei u;, — u schwach in I/Vlikl(Q7 RY) und zuniéichst O €

k—o0

Kq (d.h. O € Og und O CcC Q) fixiert. Wir setzen M := liminfy_ ., F[uy; O] €
| — 00, 0¢]. Sei nun € > 0 gegeben, durch Teilfolgeniibergang 148t sich

sup Flug; O] < M + ¢ (1.4)
kelN

erreichen. Bemerkung 1.3 und Lemma 1.5 erméglichen uns, ein m € IN und
. m
aq, Qa, ..., 0 € Rso mit ijlaj =1 und

Flu; 0] < .7 [Zajuj;O +e

Jj=1

zu finden. Mit der Konvexitét von f und (1.4) sehen wir
Flu;0) < M + 2¢
und mit € Y\, 0 folgt
Flu; 0] < ligigfﬂ[uk; 0] < lilgriicgff[uk; Q].
Ausschopfen von 2 mit solchen O € K¢ fithrt auf
Flu; Q] < ligirgf Fug; Q)

und die Behauptung ist bewiesen. O
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2. Beweis von Satz 1.4. Sei O € Kq fixiert. Nach Bemerkung 1.3 ist F[—; O]
stark unterhalbstetig auf W11(O; RY). Aquivalent ist, da der Epigraph

N(F[—;0)) = {(u,t) € W (O;RY) xR : F[u;0] <t}

(stark) abgeschlossen ist in W11(O;RY) x R bzgl. der Produktnorm. Geméif
Bemerkung 1.6 ist (% [—; O]) auch folgenabgeschlossen bzgl. der schwachen To-
pologie von WH(O; RY) x R. Man iiberlegt sich leicht, daf8 diese schwache To-
pologie die Produkttopologie der schwachen Topologie von W1(O; RY) und der
Standardtopologie von R ist; daher ergibt sich, dafl .#[—; O] sequentiell schwach
unterhalbstetig ist auf W11(O;RY). Die Behauptung folgt jetzt genau wie im
ersten Beweis durch Ausschopfen von Q mit O € Kq. O

Bemerkung 1.7. In Verallgemeinerung von Bemerkung 1.6 gilt fir eine konvexe
Teilmenge K eines normierten Raumes E (vgl. [DSch, Chapter V.3, Theorem
13]):

K abgeschlossen in £ <= K schwach abgeschlossen in E

Damit lafit sich zeigen, dafs in der Situation von Satz 1.4 sogar schwache Unter-
halbstetigkeit gilt.

Der Nachweis der Koerzivitit verldauft folgendermaflen:

Lemma 1.8. Es sei ug € W'YP(Q; RY) und f geniige (1.2) fiir ein p > 1. Dann
ist F|—; Q] sequentiell koerziv auf ug+Wy P (; RY), versehen mit der schwachen
WLr_Topologie.

Beweis. Sei (ug)ren eine Folge in ug 4+ WyP(Q; RY) mit sup,p F[ug; Q] < oo,
dann folgt aus (1.2) sofort sup,cp || Duk||p:0 < 0o. Mit der Poincaré-Ungleichung
bei Nullrandwerten sieht man, daf3 (uy)gen beschriinkt bleibt in W1P(Q; RY) und
der Auswahlsatz fiir reflexive Rdume zeigt, dafl (uy)renw subkonvergiert bzgl. der
schwachen Topologie von W'?(Q; RN). Da ug + W, ?(Q; RY) schwach folgenab-
geschlossen ist, liegt auch der Grenzwert in ug + W, ?(Q; RY). O

Beweis von Satz 1.1. Wir zeigen zunéchst die Existenz eines Minimierers: Dazu
wenden wir Satz 1.2 auf ug + VVO1 P(Q; RY), versehen mit der schwachen W 1P-
Topologie, und % [—; Q] an. Es bleiben nur die Voraussetzungen des Satzes nach-
zupriifen: Geméf Satz 1.4 und Lemma 1.8 sind (I) und (II) erfiillt. Die Voraus-
setzung F [ug; Q] < oo schliefllich garantiert (IIT).

Der Eindeutigkeitsteil des Satzes folgt aus der Tatsache, dafi .%#[—; Q] strikt kon-
vex ist. U

Somit sind die Existenz- und Eindeutigkeitsfrage zufriedenstellend beantwortet,
es verbleibt das Regularitatsproblem.
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1.1.2 Partielle Regularitét

Es gibt etliche Resultate, die unter schwachen Voraussetzungen Hoélder- oder
Lipschitz-Regularitéit von u oder vergleichbare Regularitéitseigenschaften garan-
tieren; wir beschrinken uns jedoch in der folgenden Darstellung auf Ergebnisse,
die mindestens Stetigkeit von Du beinhalten. Diese liegt jedoch i.a. nicht auf ganz
Q) vor. Daher macht es Sinn, €2 folgendermafien zu zerlegen:

Definition 1.9 (Regulire und singuléire Menge). Seiu € L., (Q; RY), dann
heifst

Reg(u) := {x € Q : Es gibt ein o € Rsg mit u‘Ug(x) € Cl(U;L(x);]RN).}
die reguldre Menge von u und
Sing(u) := 2\ Reg(u)
die singuldre Menge von u.

Die Aufgaben der Regularitéitstheorie sind nun, die Regularititseigenschaften von
u auf Reg(u) genauer zu untersuchen und die Grofie von Sing(u) einzuschrénken.
Sing(u) = ) 148t sich dabei nur im skalaren Fall N = 1 zeigen. Im allgemeinen
Fall, den wir hier untersuchen, gilt nur partielle Regularitdt, d.h. Regularitét
auBlerhalb einer Z"-Nullmenge.

Um derartige Regularitdtsaussagen zu erhalten, benttigt man eine quantitative
nichtdegenerierte Version der strikten Konvexitdat von f, die sich an der nichtde-
generierten Energiedichte e, ; orientiert:

f e G (M)

s 1.5
D?*f(A)(B,B) > M1+ |A»)= |B|* fiiralle A,Be M (15)

mit einer Konstanten A € R~,. Wir halten fest, dafi (1.5) die Koerzivitatsbedin-
gung (1.2) impliziert. Es gilt folgender Satz:

Satz 1.10 (Partielle Regularitit). f genige (1.1) und (1.5) fir ein p > 1
und u € WHP(Q; RY) sei ein Minimierer von . auf . Dann ist Reg(u) € Oq,
u € Ch¥(Reg(u); RN) fiir jedes o €]0, 1[ und £"(Sing(u)) = 0.

Zum Beweis des Regularitétssatzes lassen sich verschiedene Beweismethoden der
Regularitétstheorie verwenden: Die indirekte Blow-Up-Methode, ein direkter Zu-
gang, basierend auf hoherer Integrabilitdt des Minimierers und die Technik der
A-harmonischen Approximation. Alle drei Methoden beinhalten als ersten funda-
mentalen Schritt den Beweis einer sog. Cacciopoli- oder umgekehrten Poincaré-

Ungleichung der Form
2 -
dz < const][ <u(x) ¢ Am)
0

][U§/2($0>
)

2

dxr (1.6)

[Nl

Vi(Du— A) 1%

Ug (zo)
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fiir den Minimierer u. Dabei sind eine offene Kugel Uj' (7o) C ©2, A € M und
¢ € RY beliebig und die Funktionen V% sind in Definition 6.1 erklirt. Diese
Ungleichung verwendet man anschlieBend, um durch Vergleich mit einem linearen
System Abschétzungen fiir das Verhalten des sog. Exzesses

2

Vi(Du—A)| dx

(I)p(ua X, 0, A) ::][

Ug (o)

bei o \, 0 zu erhalten. Diese Abschiatzungen implizieren dann partielle Holder-
Stetigkeit von Du.

In [EG1] wurde eine Variante der Blow-Up-Methode eingefiihrt, die keinerlei
Cacciopoli-Ungleichung verwendet, und es ermoglicht, nur mit direkten Vergleichs-
argumenten Exzess-Abschatzungen herzuleiten. Auch diese Methode 148t sich hier
anwenden.

Alle obigen Methoden zeigen iiber die Gréfle der singuldren Menge zunéchst nur
Z"(Sing(u)) = 0. Unter der zusétzlichen Wachstumsbedingung

ID*f(A)] < AL+ |AP)2  firalle Ac M

mit Konstante A € R+, 148t sich jedoch mit der sog. Differenzenquotientenme-
thode globale hohere Differenzierbarkeit

VE(Du) € WA, M)  baw.  we WaMEPHQRY) (1.7)

einsehen. Standardargumente fithren dann zur Abschétzung dim . (Sing(u)) <
n — 2 fiir die Hausdorff-Dimension von Sing(u). Nebenbei erhilt man hier mit der
Sobolev-Einbettung globale hchere Integrierbarkeit von Du:

Vg(D )€ L{;kQ (Q; M) bzw. u € VV;’I{%(Q;RN) fir n > 2

Vi(D ﬂ Ly, (Q; M) bzw. u € ﬂ WL (€ RY) fir n =2
s€[1,00] s€[1,00]

(1.8)

Besitzt f hohere Ableitungen, so 1483t sich auch hchere Regularitét des Minimie-
rers beweisen:

Korollar 1.11 (H6here Regularitét). Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von
Satz 1.10 sei f € C5. (M), dann gilt u € CL5.(Reg(u)).

Beweisskizze. Wir skizzieren nun einen Beweis des Korollars, der in der hiesigen
Situation etwas komplizierter als notwendig ist, sich dafiir aber spéter problemlos
auf allgemeinere Situationen {ibertragen 1af3t:

w erfiillt die schwache Formulierung (0.6) des Euler-Lagrange-Systems von .%.
GeméB der partiellen C’llof -Startregularitidt aus Satz 1.10 und (1.5) gentigt dieses
System lokal auf Reg(u) gewissen Beschrianktheits- und Elliptizitdtsbedingungen,

6
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die es erlauben, die Differenzenquotientenmethode wie in [Giu, Proposition 8.1,
Remark 8.2] zu verwenden, um héhere Differenzierbarkeit u € W32 (Reg(u); RY)
zu zeigen. Unter erneuter Verwendung der Euler-Gleichung erhalten wir fiir alle
ke{l,....,n}

/Q.A(x)(Dﬁku(x), Dy(z))dx =0 fiir alle ¢ € 2(Q; RY) (1.9)

mit
A(z) := D*f(Du(z)) € Bilg(M).

Somit sind auch die dyu schwache Losungen eines linearen elliptischen partiellen
Differentialgleichungssystems mit Holder-stetigen Koeffizienten auf Reg(u) und
wir konnen die sog. Riesz-Schauder-Theorie [Giu, Theorem 10.12] auf das Sys-
tem (1.9) anwenden, um Ddyu € Cll(Reg(u); M) zu erhalten. Also ist u €
CE¥(Reg(u); RY). Dies bedeutet auch hohere Regularitét der Koeffizientenmatrix
A. Daher 148t sich die Riesz-Schauder-Theorie iterieren und wir erhalten induktiv
u € CF5 (Reg(u); RY). O

Somit ist auch die Regularitétsfrage fiir konvexe f mit p-Wachstum weitgehend
beantwortet.

Verschiedene Probleme haben in den letzten Jahrzehnten das Interesse auf In-
tegranden gelenkt, die obige Bedingungen nicht erfiillen. Wir beschreiben daher
nun einige Verallgemeinerungen der obigen Sétze:

1.2 Quasikonvexe Integranden mit p-Wachstum

In [Mo] wurde folgende Verallgemeinerung des Konvexitétsbegriffs eingefiihrt:

Definition 1.12 (Quasikonvexitit). f heifit quasikonver, wenn fir alle A € M
und alle o € (U™, RY) gilt:

f(A+Dg)de > f(A) (1.10)

Un
Dabei bezeichnet U™ = Up'(0) die offene Einheitskugel in R™.

Die Ungleichung (1.10) iibertrigt sich auf alle A € M, O € Kgr» und ¢ €
Wy °(O; RY) in folgender Form:

][Of(A L Dy)dr > f(A)

GeméB der Jensenschen Ungleichung ist Quasikonvexitét eine Abschwéichung des
Konvexitatsbegriffs; im vektorwertigen Fall N > 2 handelt es sich um eine echte
Abschwéchung, wihrend im skalaren Fall N = 1 Konvexitat und Quasikonvexitét
dquivalent sind (vgl. Satz 1.20).
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1.2.1 Polykonvexitit und Beispiele

Wir geben zunéchst eine reichhaltige Klasse von Beispielen quasikonvexer Funk-
tionen an, ehe wir auf Existenz und Regularitéit eingehen:

Definition 1.13 (Polykonvexitit). Fir A€ M und k € {1,2,...,min{n, N}}
sei adj, A € RY™) das Tupel aller k-Minoren der Matriz A, wobei (k) € N die
Anzahl der k-Minoren bezeichnet. Wir vereinbaren die Konventionen 1(0) := 1
und adj, A := 1 € R. Weiter seien V(k) := Efzow(j),

Adj(A) == (1, A,adj, A, adj; A ..., adj, A) € RY®),
U := U(min{n, N}) und

Ad.] (A) = Ad.]mln{n,N} (A) S IR’\II

f heifit polykonvex vom Rang k, wenn es eine konvexe Funktion g : R¥Y®) —
R gibt mit
f(A) = g(Adj,(A)) fir alle A e M

und polykonvex, wenn es polykonvexr vom Rang min{n, N} ist.

Trivialerweise sind konvexe f auch polykonvex. Der entscheidende Zusammen-
hang zwischen den neuen Konvexitatsbegriffen wird im folgenden Satz formuliert:

Satz 1.14. Ist f polykonvex, so ist f auch quasikonvex.
Der Beweis des Satzes beruht auf folgendem Lemma:

Lemma 1.15. Seien A € M und ¢ € 2(;RY), dann gilt:
][ Adj(A+ Dy)dx = Adj(A) in RY
Q

Das Lemma l&8t sich mit Induktion, partieller Integration und elementaren Eigen-
schaften von Determinanten beweisen oder alternativ mit dem Gauflschen Satz
und dem Differentialformenkalkiil. Der Beweis wird z.B. in [D2, Chapter 4.3.2,
Theorem 3.2] und [Giu, S. 146] ausgefiihrt.

Beweis von Satz 1.14. Sei f polykonvex und ¢ : RY — R konvex mit f = goAdj,
dann erhalten wir aus der Jensenschen Ungleichung und Lemma 1.15 fiir alle
A€ Mund ¢ € 2(U™;RY):

f(A+Dg)ds = { g(Adj(A+ Dp)do

un un

> (f Aditas D)) = aladica) =

Also ist f quasikonvex. O
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Somit lassen sich fiir p > 2 viele explizite Beispiele nicht konvexer, aber qua-
sikonvexer Funktionen mit p-Wachstum angeben. Typische Beispiele im Falle
p > n = N, die auch in der Elastizitatstheorie von Interesse sind, sind A +—
ep(A) + | det Al und A — e,1(A) + /1 + | det A2 Fiir 1 < p < 2 gibt es offen-
sichtlich keine polykonvexen Beispiele dieser Art, es wurden jedoch in [Sv] einige
weniger explizite Beispiele nicht konvexer, aber quasikonvexer Funktionen mit
Wachstumsexponent 1 < p < 2 konstruiert (vgl. auch [Zh]).

1.2.2 Unterhalbstetigkeit und Existenzséitze

Die enorme Bedeutung des Quasikonvexitéatsbegriffs fiir die direkte Methode der
Variationsrechnung liegt darin, dafl Quasikonvexitéit in vielen Situationen eine
hinreichende und notwendige Bedingung fiir sequentielle schwache Unter-
halbstetigkeit ist. Konvexitit dagegen ist hinreichend (vgl. Satz 1.4), jedoch fiir
N > 2 nicht notwendig.

Erste Sitze iiber die Aquivalenz von Quasikonvexitit und sequentieller schwa-
cher Unterhalbstetigkeit wurden bereits in [Mo] und [Me] gezeigt. Nur unter der
Voraussetzung (1.1) gilt folgender jiingerer Satz:

Satz 1.16 (Unterhalbstetigkeit, [AF1], [Marl]).
f geniige (1.1) fiir ein p > 1, dann gilt:

f quasikonvex
— F[—; Q] sequentiell schwach unterhalbstetig auf W5 (Q; RY)

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis, da wir spéter — zumindest fiir p >
1 — allgemeinere Resultate beweisen werden (vgl. Satz 2.2, Satz 2.11, Lemma 2.44
und Lemma 5.12). Kombiniert man Satz 1.16 mit Lemma 1.8 und der direkten
Methode Satz 1.2, so folgt sofort:

Satz 1.17 (Existenz). f sei quasikonvex und gentige (1.1) und (1.2) fir ein
p > 1, dann gibt es zu jedem uy € WIP(Q;RY) einen Minimierer u € ug +
Wy P(Q;RN) von .F auf Q.

Eindeutigkeit des Minimierers kann man in der quasikonvexen Situation aller-
dings i.a. nicht erwarten.

Wir betonen, dafl man — im Gegensatz zur konvexen Situation der Sétze 1.1 und
1.4 — in den Sétzen 1.16 und 1.17 i.a. nicht auf (1.1) verzichten kann. Wir werden
dies spéiter an Beispielen belegen; vergleiche (2.12), Satz 2.11 und [BM].

9
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1.2.3 Partielle Regularitét
Unter Voraussetzung strikter nichtdegenerierter Quasikonvexitét (siehe Definition
6.1 fiir V,?)

2
dx (1.11)

[SIiS)

VD)
fiir alle A € M und ¢ € 2(U™; RY) mit einer Konstanten A\ € R+ gilt folgender
Regularitétssatz:

Satz 1.18 (Partielle Regularitiit, [Ev], [AF2], [CFM]). f € C2, (M) geniige
(1.1) und (1.11) fir ein p > 1 und u € WHP(; RY) sei ein Minimierer von F
auf Q. Dann ist Reg(u) € O, u € CLl(Reg(u); RN) fir jedes a €]0,1] und
Z"(Sing(u)) = 0.

F(A+ Dyp)dz > f(A) + )\][

un un

Alle zuvor aufgefiihrten Beweismethoden funktionieren auch hier: Die Cacciopoli-
Ungleichung (1.6) fiir diese Situation und der Satz fiir p > 2 wurden zuerst in
[Ev] unter Verwendung der Blow-Up-Methode und unter der gegeniiber (1.1)
etwas stérkeren Voraussetzung

ID*f(A)] < AL+ |AP)=  firalle Ac M

gezeigt. Diese Voraussetzung wurde dann in [AF2] eliminiert und der Fall 1 <
p < 2 wurde erstmals in [CFM] behandelt. Beide Arbeiten verwenden die in
[EG1] eingefiihrte Variante der Blow-Up-Methode ohne Cacciopoli-Ungleichung,
die auch in [EG1] schon auf den quasikonvexen Fall angewandt wurde. Wir geben
weitere Referenzen fiir die verschiedenen Beweismethoden an: Verschiedene Va-
rianten und Verallgemeinerungen des Satzes wurden in [GM2] unter Verwendung
direkter Methoden, basierend auf umgekehrten Holder-Ungleichungen und dem
Gehring-Lemma, in [FH1], [AF3] und [CM] mittels Blow-Up und in [DK] und
[DGK] unter Einsatz .A-harmonischer Approximation bewiesen.

Bei allen Methoden ist der Vergleich mit einem linearen elliptischen System fun-
damental. Im konvexen Fall folgte die Elliptizitdt dieses Systems direkt aus der
quantitativen Version der Konvexitét von f. Wir skizzieren nun noch, wie man ei-
ne geeignete Elliptizititsbedingung auch im quasikonvexen Fall nachweist. Dazu
bendtigen wir zunéchst einen weiteren Begriff:

Definition 1.19 (Rang-1-Konvexitit). f heifft Rang-1-konvex, wenn fir
alle A, B € M mit Rang B <1 gilt:

R — R,t+— f(A+1tB) ist konvex.
Satz 1.20. Ist f quasikonvex, so ist f auch Rang-1-konvex.

Einen einfachen Beweis findet man in [Giu, Proposition 5.2]. Fiir eine stérkere
Version des Satzes verweisen wir auf [D2, Chapter 4.1.1.1, Theorem 1.1].

10



1.2. Quasikonvexe Integranden mit p-Wachstum 11

Lemma 1.21 (Legendre-Hadamard-Bedingung). f € CZ, (M) geniige (1.11),
dann gilt fir alle A, B € M mit Rang B < 1:

D2f(A)(B,B) > 2\(1+|A]») "2 | B2 (1.12)
Beweis. Seien A € M und zuniichst auch ¢ € 2(U™; RY) fixiert. Die Funktion
R— Rt ][U [£(A+1Dg) ~ £(4) ~ A1+ AP + |tDg]) T tDl?] d
besitzt ein Minimum in 0. Durch zweimaliges Differenzieren an dieser Stelle folgt:
f (DD D) 271+ 14R) D] da 2 0
un
Somit ist die quadratische Funktion

M — R, B — D2f(A)(B, B) — 2\(1 + |A]>)"% |B|?

quasikonvex und geméfl Satz 1.20 auch Rang-1-konvex. Dies impliziert die Be-
hauptung. O

Die Bedeutung einer solchen Legendre-Hadamard-Bedingung fiir die Theorie der
linearen Vergleichssysteme liegt in der folgenden Ungleichung:

Satz 1.22 (Ggrdingsche Ungleichung der L?-Theorie). Sei A ein linearer
homogener partieller Differentialoperator zweiter Ordnung in Divergenzform fir
Funktionen Q — RN. Wir fassen A als Funktion Q — Bilg(M) auf. A geniige
der gleichmdf$igen Legendre-Hadamard-Bedingung

A(x)(B,B) > M\|BI*  fiir alle x € Q und B € M mit Rang B < 1

mit Elliptizititskonstante A € Rso. Ist A gleichmdfiig stetig auf €2, so gibt es
Konstanten A € Rg und p € R, so daf fiir alle w € Wy (Q; RN) gilt:

/QA(w)(Dw(x), Duw(x)) dz > X|Dwl[5q — pllw|l3q

Dabei bezeichnet || — ||, die LP-Norm auf €.

Beweisidee. Wir beweisen die Ungleichung im Falle eines Differentialoperators
mit konstanten Koeffizienten, also fiir konstantes A. Dazu setzen wir w durch 0 zu
o,B\a,B=1,....N

einer W?-Funktion auf ganz R” fort und stellen A als Multimatrix (ag}" )72,

dar. Mit (—) notieren wir die Fouriertransformation auf R". Mit dem Satz von

11



12 KAPITEL 1. Stand der Forschung

Plancherel bzw. der Parsevalschen Gleichung und elementaren Eigenschaften der
Fouriertransformation erhalten wir:

n N
/A(Dw,Dw) dx = Re Z Z agf/ 0w, 0;wg dx
Q R™

i.j=1a,6=1

n N
—Re Y Y A /R T (€605 (€) de

1,7=1 a,f=1

= [ AT Re@(€)ET) + AOm(@(E)ET ImD(€)€")] de
= )‘/]Rn [|1Re(@(€)ET | + [Tm(w())ETP] dé = A/}Rn 1D(E)ET|? de

n N n N
:)\ZZ/M |ﬁ§i@(§)|2d§:/\22/m |8iwa|2dx:)\/Q|Dw|2dx

i=1 a=1 =1 a=1

Dies ist die Behauptung (mit A =\ und i = 0). Der Beweis des allgemeinen
Falls erfolgt nun mit Zerlegung der Eins auf €2 und Einfrieren der Koeffizienten-
funktionen von A, vgl. beispielsweise [Giu, Theorem 10.1]. O

Globale hohere Differenzierbarkeit von Minimierern w und eine (nichttriviale)
Abschitzung fiir dim s (Sing(u)) sind in der quasikonvexen Situation bisher nicht
bewiesen worden. Auch globale hohere Integrierbarkeit betreffend ist nur Du €
LPHo0(Q; RY) mit einer kleinen Konstanten d; > 0 aus dem Gehring-Lemma
bekannt, also wesentlich weniger als im konvexen Fall. Kiirzlich wurde jedoch fiir
p > 2 und solche Minimierer u, die per Voraussetzung schon in Wli’lfo(Q;]RN )
liegen, in [KM] die Abschétzung dim - (Sing(u)) < n gezeigt.

Hohere Regularitdt von Minimierern beweist man i.w. wie im konvexen Fall:

Korollar 1.23 (Hohere Regularitit). Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von
Satz 1.18 sei f € C5.(M), dann gilt u € C5.(Reg(u)).

Beweisskizze. Wir folgen dem Beweis von Korollar 1.11: Genau wie dort lafit
sich die Differenzenquotientenmethode lokal auf Reg(u) auf das Euler-Lagrange-
System (0.6) von # anwenden und zeigt u € W.’(Reg(u)). Dabei lidft sich
allerdings die Elliptizitat (1.12) der Gleichung nicht mehr direkt ausnutzen wie
zuvor (1.5), sondern nur unter Verwendung von Satz 1.22; die in Satz 1.22 vor-
ausgesetzte gleichméfige Stetigkeit erhélt man lokal auf Reg(u) aus der C’llof -
Startregularitéit des Satzes 1.18. Der restliche Beweis bleibt unveréndert. O

12



1.3. Nichtquasikonvexe Integranden mit p-Wachstum 13

1.3 Nichtquasikonvexe Integranden mit
p-Wachstum
Wir gehen jetzt kurz auf nichtquasikonvexe Integranden ein, da wir die im fol-

genden entwickelten Methoden spéter noch benotigen werden.

1.3.1 Die quasikonvexe Hiille

Ist f nicht quasikonvex, so kann man keine schwache Unterhalbstetigkeitseigen-
schaft von .# und keine Existenzséitze fiir .%#-Minimierer erwarten, daher ersetzt
man f durch einen quasikonvexen Integranden:

Definition 1.24 (Quasikonvexe Hiille). Die quasikonvexe Hiille QQf von
f ist die grifite quasikonvere Funktion M — R, die nirgends gréfier als f ist,
also

Qf(A) :=sup{g(A4) : g: M — R quasikonver mit g < f auf M} fur A € M.

Das zugehorige Funktional ist gegeben durch

QF[u; 0] := /OQf(Du) dx €] — 00,00 (1.13)

fiir O € Og und u € W,5H(O; RY).

Bemerkung 1.25. Fir alle A € M und O € Kgn gilt:

Qf(A) = inf {][of(AJngp) de : € @(O;RN)}

Fiir einen Beweis der Bemerkung verweisen wir auf [D2, Chapter 5.1.1.2, Theorem
1.1]. Dort findet man auch weitere Eigenschaften der quasikonvexen Hiille.

Satz 1.26 (Existenz). f geniige (1.1) und (1.2) fir ein p > 1, dann gibt es zu
jedem ug € WHP(Q; RY) einen Q.7 -Minimierer u € ug + Wy (RN auf Q.

Beweis. Gentigt f (1.1) und (1.2), so folgt aus der Definition von @ f sofort, daf
@ f denselben Wachstumsbedingungen geniigt. Daher konnen wir Satz 1.17 auf
Q).# anwenden. 0

1.3.2 Relaxation

Es verbleibt das Problem, einen Zusammenhang zwischen dem Minimieren von
ZF und QF herzustellen. Dazu fithren wir fiir p € [1,00[, O € Og und u €

13



14 KAPITEL 1. Stand der Forschung

Wr(O; RYN) die relaxierten Funktionale

ZP[u; O] := inf {lim inf F[uy; O] : up — u schwach in W'?(O; ]RN)}

k—oo k—oo

FL(u; O] == inf {lim inf Z[ug; O] : up —u — 0 schwach in W, (O; ]RN)}

k—o0 k—o0
ein. Wir werden diese Definitionen spéter verallgemeinern (Definition 2.17).

Satz 1.27 (Relaxation, [AF1], [D1]). f geniige (1.1) mit p > 1, dann ist
QF [~ = Fr[— ] = FF[— 9

das grifte sequentielle schwach unterhalbstetige Funktional WP(Q; RY) — R,
das nirgendwo grifler als F|—; ] ist.

In [AF1] wird zuniichst eine Wh*-Version dieses Satzes bewiesen, aus der die
hier angegebene Aussage folgt. Die wesentlichen Argumente eines Beweises im
WhP-Kontext findet man in [Bu], auch wenn die Behauptung dort nicht als ei-
gensténdige Aussage formuliert wird. Eine Variante des Satzes findet man aufer-
dem in [D1] und [D2, Chapter 5.2.1.1, Theorem 2.1].

Korollar 1.28. f geniige (1.1), dann gilt fiir jedes ug € WP(Q; RN):

inf QF[—: Q] = inf Fl— 9
ug+Wy P (GRN) uo+Wo P(GRN)

Beweis. ,,<“ gilt trivial. Gem#f Satz 1.27 reicht es, ,, >* mit J?é’ anstelle von Q.%
zu zeigen. Dies folgt sofort aus der Definition von .Z}. O

Bemerkung 1.29. In der Situation von Satz 1.26 besagt Korollar 1.28, daf$ der
Q-F -Minimierer u folgende Minimierereigenschaft bzgl. F besitzt:

QF u; Q] = inf F[—; Q]

u0+W01’p(Q;]RN)

In gewisser Weise haben wir somit das Minimierungsproblem fiir .% gelost.

1.4 Konvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Etwa seit Mitte der 80er Jahre werden auch Variationsfunktionale untersucht, die
nur verallgemeinerten Wachstumsbedingungen, sog. anisotropen oder Nichtstan-
dardwachstumsbedingungen, geniigen. Wir konzentrieren uns im folgenden auf
(p, q)-Wachstumsbedingungen an den Integranden f, bestehend aus der Wachs-
tumsbedingung

f(A) <T(1+]A]Y fir alle A e M (1.14)

14



1.4. Konvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum 15

und der Koerzivitdtsbedingung
f(A) > 4]|APP — ¢ fir alle A € M (1.15)

mit Konstanten I', v € R+, ¢ € R und zwei Wachstumsexponenten 1 < p <
q < oo. Die wesentliche Schwierigkeit im Umgang mit solchen Wachstumsbedin-
gungen liegt darin, dafl man bei Abschétzungen nach oben und nach unten ganz
verschiedene Terme erhélt. Dies unterscheidet die (p, ¢)-Wachstumsbedingungen
von allen anderen anisotropen Wachstumsbedingungen. Typische Beispiele von
Integranden, die (1.14) und (1.15) geniigen, sind z.B. A — e,;(A) + |Spur A|?
sowie A > e,(A) +[det A|* (mit n =N und 1 <a < 1),

Der Existenzsatz 1.1 wurde so formuliert, dafl er neben Konvexitéit von f nur die
Koerzivitatsbedingung (1.15) voraussetzt. Daher beantwortet er auch fiir konvexe
Integranden mit (p, ¢)-Wachstum die Fragen nach der Existenz und der Eindeu-
tigkeit von Minimierern.

1.4.1 Partielle Regularitit

In der Regularitdtstheorie allerdings treten unter (p, ¢)-Wachstumsbedingungen
zusétzliche Schwierigkeiten auf. Man bendétigt Techniken, die es erlauben, die
Liicke zwischen p und ¢ zu iiberbriicken: Zuerst wurde dies im skalaren Fall N =
1 unter Verwendung der Moserschen Iterationstechnik und dhnlicher Methoden
durchgefiihrt. Derartige Techniken lassen sich jedoch nicht auf den allgemeineren
vektorwertigen Fall, den wir hier behandeln, {ibertragen.

Unter der Konvexitéatsbedingung

f e G (M)

1.16
D?f(A)(B,B) > M1+ |A*) 2 |B|> firalle A,B€ M (1.16)

wurde mit den Glattungsoperatoren aus Lemma 6.12 der erste Regularititssatz
im vektorwertigen Fall bewiesen:

Satz 1.30 (Partielle Regularitét, [PS]). f geniige (1.14) und (1.16) mit

1<p§q<min{p+1,Lp}
n—1

und u € WHP(Q; RY) sei ein Minimierer von .Z auf . Dann ist Reg(u) € Ogq,
u € Cllof(Reg(u); RY) fiir jedes o €]0, 1] und £™(Sing(u)) = 0.

Zum Beweis wurde in [PS] die Blow-Up-Methode ohne Cacciopoli-Ungleichung
fiir den Exzess

2

V2(Du—A)| dx

D, (u, xo, 0, A) ::][
Uz (o)

15



16 KAPITEL 1. Stand der Forschung

verwendet. Wir werden spéter eine Cacciopoli-Ungleichung zeigen, die ebenfalls
einen Beweis dieses Satzes erlaubt (mit Blow-Up oder .A-harmonischer Approxi-
mation).

Setzt man zusétzlich die Wachstumsbedingung

DX f(A)| < AL+ |AP) T firalle Ae M (1.17)
mit Konstante A € R voraus, so ist folgende Verbesserung bekannt:

Satz 1.31 (Partielle Regularitit, [BF1]). f geniige (1.16) und (1.17) mit

2
lep<q< 2y (1.18)
n
und v € WHP(Q; RY) sei ein Minimierer von .F auf Q. Dann ist Reg(u) € Oq,
u € Ch(Reg(u); RN) fiir jedes o €]0, 1[ und £ (Sing(u)) = 0.

Zum Beweis verwendet man zunéchst die Differenzenquotientenmethode. Man
erhélt die Resultate (1.7) und (1.8) aus dem isotropen Fall; insbesondere bedeutet
dies wegen (1.18)

ue Wi RY) (1.19)

mit einer zugehorigen Abschétzung, die es erlaubt, die Liicke zwischen p und
q zu iiberbriicken. Nun wird in [BF1] die Blow-Up-Methode ohne Cacciopoli-
Ungleichung fiir den Exzess

2

D, (u, o, 0, A) ::][ Vi(Du—A)| da

Ug(xo)

verwendet. Die verbesserte Bedingung (1.18) an die Exponenten erhélt man u.a.
durch die Verwendung des Exzesses ®, anstelle von ®,. Wir bemerken, dafl die
Verwendung von &, erst durch das Resultat (1.19) ermoglicht wird.

In der Situation von Satz 1.31 erhilt man aus (1.7), der zu (1.19) gehorigen
Abschétzung und Standardargumenten die Schranke dim - (Sing(u)) < n — 2
(vgl. Abschnitt 1.1.2). Jedoch wurde dieses Resultat bisher in der Literatur nicht
explizit formuliert.

Ist partielle C2-Regularitéit gezeigt, so werden die Wachstumsbedingungen an f
und seine Ableitungen lokal auf Reg(u) irrelevant, und hohere Regularitéit folgt
genau wie im isotropen Fall:

Korollar 1.32 (H6here Regularitiit). f genige den Voraussetzungen von Satz
1.80 oder Satz 1.31. Zusdtzlich sei f € CL5.(M), dann gilt u € C25.(Reg(u)).

16



Kapitel 2

Quasikonvexe Integranden mit
(p, @)-Wachstum

Annahme 2.1. Von nun an seien stets Exponenten 1 < p < q < oo fiziert.

Es stellt sich nun die Frage nach Existenz- und Regularitétsséitzen unter all-
gemeineren Voraussetzungen, die sowohl die Sétze des Abschnitts 1.2 als auch
des Abschnitts 1.4 als Spezialfélle enthalten. Wir betrachten dazu quasikonvexe
Integranden mit (p, ¢)-Wachstum; konkret handelt es sich um folgende Voraus-
setzungen an f:

(f1) g-Wachstum:
Es gelte
f(A) <T(1+|A[]7)

fiir alle A € M mit einer Schranke I' € R+,.

(f2) p-Koerzivitit:
Es gelte
f(A) Z AP ¢

fiir alle A € M mit einer Koerzivititskonstanten v € R~ und
einer Schranke ¢ € R.

(f3) Quasikonvexitit:
f sei quasikonvex, d.h.

f(A+ Dg)dz > f(A)
Un
fiir alle A € M und ¢ € 2(U™; RY).
Wesentlich fiir Existenzbeweise mit der direkten Methode ist sequentielle schwa-

che Unterhalbstetigkeit von .Z[—; Q] auf W1P(Q; RY), dem Sobolev-Raum, der
zum Exponenten p in der Koerzivititsbedingung pafit. Aus Satz 1.16 ergeben

17



18 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

sich aber nur Unterhalbstetigkeitsaussagen auf W4, da dieser Satz an die Wachs-
tumsbedingung gekniipft ist. Im Gegensatz zum konvexen Fall stellen also im qua-
sikonvexen Fall (p, ¢)-Wachstumsbedingungen schon in der Existenztheorie eine
Schwierigkeit dar. Folgendes Unterhalbstetigkeitsresultat, das auf den Glattungs-
operatoren aus Lemma 6.12 beruht, ist allerdings bekannt:

Satz 2.2 (Unterhalbstetigkeit, [FMal], [Kri]). f geniige (f1) und (f3) mit
q < 7%, dann gelten fiir u € Whp(Q; RN):

U € Wl’q(Q; ]RN),

up — u schwach in W5 (Q; RY)

k—o00

} — Fu;Q] < lilgninfﬁ[uk;ﬁ]

und

up, € WEI(Q RN n Whe(Q; RY),

up — u schwach in W5P(Q; RY)

} — Fu; Q] < liminf Flug; Q]

o k—o0

Eine etwas schwéchere Version des Satzes unter der stérkeren Voraussetzung
q < min{"THp,p+1} wurde bereits in [Mar2] bewiesen; im wesentlichen wurde
dort nur die Sobolev-Einbettung verwendet, um die Liicke zwischen p und ¢ zu
schliefen. Mit einer Verfeinerung der Methode aus [Mar2] 148t sich unter einer
zusétzlichen technischen Voraussetzung an f Satz 2.2 auch unter der Bedingung
q < p+ 1 an die Exponenten beweisen; man vergleiche [FMar] fiir ¢ < p+ 1 und
[Mal2] fiir den Grenzfall ¢ = p + 1.

Auch fiir polykonvexe Integranden f ohne explizite Wachstumsbedingungen sind
die Unterhalbstetigkeitseigenschaften von % ausfiihrlich untersucht worden: Im
wesentlichen wurde die Unterhalbstetigkeitseigenschaft aus Satz 2.2 fiir g =n =
N und p > n —1 in [DM] gezeigt (zuvor bereits in [Mar2] fiir p > 2-). Fiir

n+1
verschiedene Verallgemeinerungen, beispielsweise auf den Grenzfall p = n — 1,

verweisen wir auf [CD], [DS], [FLM], [FH3], [Ga] und [Mall].

Da sowohl das Resultat des Satzes 2.2 als auch die in [FMal] verwendeten Tech-
niken fundamental fiir das Folgende sind, fithren wir den Beweis aus [FMal] hier
aus:

Lemma 2.3. f geniige (f1) und (f3), dann gilt fir alle A € M, O € Kgn und
p € Wy (O;RY):

][Of(A+ D) de > f(4)

Beweis. Fiir ¢ € 2(0;RY) gilt die Behauptung gemif Abschnitt 1.2. Wegen
(f1) 148t sie sich mit einem simplen Approximationsargument auf allgemeine
© € W, (O; RN) iibertragen. O

18
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Beweis von Satz 2.2. Wir beginnen mit dem Beweis der ersten Aussage. Dazu
nehmen wir o.E. an, da§ f > 0 auf M gilt und limy_ .. % [uy; Q] existiert und
endlich ist. Wir gehen in zwei Schritten vor:

Schritt 1. Sei Q@ = U™ und u(x) = Az fir £"-fast-alle z € U mit einem A € M.
Mit dem Satz von Rellich erhalten wir nach Teilfolgeniibergang

1
|k — ullpr < p fiir alle £ € IN. (2.1)

1—
wihlen ji € {1,2,...,k} so, daB fiir r, := 7+ (ji — 1)%" und s == r + jip 7"

gilt:
1
/ Wi dx S —/ Wi dx (22)
Usy\Bry k Ju.B,

Als néchstes wihlen wir Radien r, < 7 < § < s wie in Lemma 6.14 bzgl.

Ek(t> I:/ wkdx
Ut

und eine Abschneidefunktion 7, € Z(U) mit np = 1 auf Uz, sptn, C Us, und
0<m <1, |Vl < §szk auf U. Jetzt definieren wir mit dem Operator aus
Lemma 6.12:

p
Sei nun r €]0,1[ und s := =L, Wir setzen wy, := |Duy[P + [Dul? + (klu’“i;u') und

or = Tr sl (ur — w)] € Wy (U; RY)
Es gilt (beachte (6.19)):

p

’D[nk(uk —u)]| < const(p)wy (2.3)

GeméB Lemma 2.3 kénnen wir die Quasikonvexitét (f3) mit den ¢ testen.
Zusammen mit (6.8), (f1), (6.16), (2.3), (6.19), (6.18) und (2.2) erhalten wir:

Flu; U] = 27(U)f(4) < / F(A+ Dgy) d
< Flug U] —|—C0nst(q)F/ (1+ |A]7 + | Dgyl?) da
U\Bs,
/ |Dg0k|qu+(1—r)]
ng\Bfk

B q

F [ug; U] + const(n, p, ¢, AT | (s, — )" " </ Wi dx) +(1-r)
Usi \Bry,

IA
Y

[ug; U] + const(n, g, A)T

IA

q

1—7)" " »
< Zlug; U] + const(n, p,q, A)T % (/ W d:c) +(1- 7’)]
Us\ B

e (n—1) %

(2.4)

19



20 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Aus supyy || Dug v < oo und (2.1) folgt

sup/ wi dr < 00.
keN JUN\B,

Aufgrund der Voraussetzung ¢ < % erhalten wir also durch Grenziibergang
k — oo in (2.4):

/ f(Du)dx < hm f(Dug) dx + const(n, p,q, A)T'(1 —r)
U

Mit r 1 ergibt sich die Behauptung.

Schritt 2. Jetzt behandeln wir den allgemeinen Fall: Mit dem Auswahlsatz fiir die
schwache x-Konvergenz erreichen wir durch Teilfolgeniibergang, dafl die Folgen

(f(Duk) .gn‘ﬂ)kem und <|Duk|p : Z”‘Q)kem bzgl. der schwachen x-Topologie

auf RM(Q2) gegen endliche (nichtnegative) Radon-Mafle ;1 und v konvergieren.
Auflerdem konnen wir geméf dem Rellichschen Satz uy, o stark in L (2; RY)

annehmen. Nun betrachten wir ein zy € {2 mit (vgl. Definition 6.31 und Satz 6.32)

dp
T (rg) < 00 (2.5)
dv
T (rg) < 00 (2.6)
lim u(2) — tiay - — Du(o) (z — 20)| da = 0. (2.7)

e\o € Ug($0)

Dabei haben wir die Abkiirzung uy, . := f U (o) ¥ dx verwendet. Bekanntlich sind
(2.5) und (2.6) fiir L"-fast-alle zy €  erfiillt (vgl. Satz 6.31) und (2.7) gilt
geméfl der Poincaré-Ungleichung fiir jeden Lebesgue-Punkt xy von Du. Daher
erfiilllen Z"-fast-alle r, € 2 diese Bedingungen. Weiter wéhlen wir eine Folge
von g; € Ry mit limy oo 6, = 0, B, (z) C 2, (S, (x)) = 0 und v(S,,(x)) = 0.
Als néchstes blasen wir die uy bei xy und u(zg) auf:

vga(x) = (o + Zx> — Umos firx e U
!

Die vy liegen in Wh4(U; RY) und aus (2.5) folgt:

au WU ()
T ) = i

= lim lim f(Duy) dx = hm llm][ f(Duvg,)dx (2.8)
U

l—o0 k—oo U., (zo) l—o0 k—oo
€l
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Ahnliche Rechnungen zeigen unter Verwendung von (2.6) und (2.7)

n dv
lir?okhm | Dvg || pr = £ (U)dgn (x9) < 00 (2.9)
und
llim klim |vks — wollro =0 (2.10)

mit der linearen Funktion ug(z) := Du(zg)z. Mit Diagonal- und Teilfolgenargu-
menten 148t sich ausgehend von (2.8), (2.9), (2.10) und der Poincaré-Ungleichung
leicht einsehen, daf es eine Folge (vy,)rew in WH4(U; RY) gibt mit

_ N : Lpirr. N
d,,%" l}Ln;o][ f(Dug)d und = o schwach in WHP(U; R™).

Gemaf Schritt 1 erhalten wir daraus sofort:

dp B
o) = f(Du)do = f(Dulan)

Somit haben wir 7 _gm > f(Du) Z"-fast-iiberall auf ) gezeigt. Jetzt konnen wir
mit der schwachen x-Konvergenz der f(Duy) - % Satz 6.32 und der vorigen
Ungleichung schlieflen:

n
I

lim Z[uy; Q] = lim [f(Duk) .$"|Q] Q) > u(Q) > /Q%dx > Fu; Q)

k—o0 k—oo

Dies ist die Behauptung.
Die zweite Aussage folgt durch Approximation von €2 mit Mengen O € Kq. O

Dieser Satz erlaubt den Beweis des folgenden Existenzsatzes:

Satz 2.4. f geniige (f1), (f2) und (f3) mit ¢ < -5, dann gibt es zu jedem
uy € WH(Q; RN ein u € ug + Wy P (4 RN) mit

Flu; Q] < Flv; Q] fiir alle v € W (QRY) N [ug + Wy P(;RY)] .

Beweis. Die Behauptung folgt mit einer Variante von Satz 1.2 und Lemma 1.8
aus Satz 2.2. O

Aus Lemma 6.18 folgt W.5/(Q; RY) N [u0+W01’p(Q;]RN)} # 0 fir alle ug €
WEP(Q; RY). Somit besitzen die u aus Satz 2.4 eine eingeschriinkte Minimie-
rereigenschaft.

Es sind jedoch keine Regularitéitssitze bekannt, die sich auf diese eingeschrank-
ten Minimierer anwenden lassen. Wir verfolgen nun zwei Ansétze, die zu einer
verbesserten Existenztheorie und einer Regularitétstheorie unter (f1), (£2) und

(f3) fithren:
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22 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

2.1 Starkere Voraussetzungen:
WlP.Quasikonvexitiit

Die folgende Verschirfung des Quasikonvexitatsbegriffs wurde in [BM] eingefiihrt.

Definition 2.5 (W'*-Quasikonvexitiit). Sei s € [1, 00].
f heift Whs-quasikonvex, wenn fir alle A € M und alle p € W, *(U™; RYN)
qgilt:

 J(A+Dg)dr > [(4)

Dieser Begriff hat dhnliche Eigenschaften wie der Quasikonvexitétsbegriff aus
Abschnitt 1.2. WH*°-Quasikonvexitiit entspricht diesem zuvor eingefiihrten Qua-
sikonvexitatsbegriff. Aulerdem bemerken wir:

Lemma 2.6 ([BM]). f geniige (f1), dann gilt fir alle s € [q, 00]:

[ Whiquasikonver <= f W *-quasikonver <= f quasikonvex
Beweis. Dies ist eine Umformulierung von Lemma 2.3. O
Lemma 2.7 ([BM]). f geniige (f2), dann gilt fir alle s € [1,p):

f Whquasikonver < f W'*-quasikonver <= f W'P-quasikonvez

Beweis. Unter Verwendung von Eigenschaften des Spuroperators iiberlegt man
sich Wy (U™ RN)\ Wy (U™, RN) = Wy (U™ RN) \ WhP(U™; RN) Fiir alle A €
M und ¢ € Wy (U™ RY) \ Wh2(U™; RY) gilt aber gemiB (1.3)

f(A+ Dy) dx = cc. O
Un

Die vorausgehenden Lemmata zeigen insbesondere, daf§ fiir Integranden mit Stan-
dardwachstum alle Quasikonvexitétsbegriffe zusammenfallen.

Wir interessieren uns unter (p,q)-Wachstumsbedingungen besonders fiir W1?-
Quasikonvexitét mit dem Exponenten p aus (f2):

(f3’) WhP-Quasikonvexitéit:
f sei WlP_quasikonvex, d.h.

f(A+ De)dr > f(A)

Un

fiir alle A € M und o € W,* (U™ RY).
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2.1. Stéirkere Voraussetzungen: W P-Quasikonvexitiit 23

2.1.1 Polykonvexe Beispiele

Um Beispiele von Integranden mit (f3’) zu erhalten, klassifizieren wir zunéchst
die polykonvexen f genauer:

Satz 2.8. f sei polykonver vom Rang k € {1,2,... min{n, N}} und p > k.
Dann ist f WP-quasikonve.

Beweis. Mit einem einfachen Approximationsargument erhdlt man aus Lemma
1.15:

][ Adj, (A + D) dr = Adj,(A)  in RY®
U

fir alle A € M und ¢ € VVO1 ’k(U :RY). Somit zeigt das Argument aus dem Beweis
von Satz 1.14 auch hier die Behauptung. O

Dies zeigt, dafl vom Rang k polykonvexe f auch (f3’) geniigen, falls p > k gilt.
Typische Beispiele solcher Integranden mit(f1), (f2) und (f3’) sind

A ey(A) + h(det A)
und
A e,1(A) + h(det A) (2.11)
mit NV = n < p, > 1 und einem konvexen h : R — Rx>( mit
h(d) < T,(1+|d|*) fiir d € R.

Wir werden im aktuellen Abschnitt 2.1 eine Existenztheorie, die derartige Inte-
granden erfafit, und eine zugehorige Regularitétstheorie, die zumindest das zwei-
te Beispiel fiir glatte h abdeckt, entwickeln. Wir betonen, dafl unser Interesse an
diesen Beispielen hauptséichlich dem Fall p < an gilt, da sie andernfalls Stan-
dardwachstumsbedingungen geniigen.

Ist dagegen p < k, so werden vom Rang k polykonvexe f im allgemeinen (f3”)
nicht erfiillen, wie der néchste Satz zeigt:

Satz 2.9. Sei k € {2,3,...,min{n, N}} und f = f + goadj, mit g : R*® — R
konvex. Weiter sei p < k und

If(A) <T,(1+|AP)  firale Aec M

mit einer Konstanten I'), € R~q. Auflerdem sei eine der beiden folgenden Zusatz-
voraussetzungen erfillt:

(1) Es gilt n = k.

(II) Es gibt Konstanten q < kk—jl und I'y € Rso mit

g(D) <T,(1+|D|¥)  fir alle D € RY®.
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24 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Ist nun f WYP-quasikonvez, so ist g konstant.

Der Fall N = n = k wurde bereits in [BM, Theorem 4.5.(II)] bewiesen. Unter
(IT) ist das Resultat neu; wir skizzieren einen Beweis in Anhang A. Naheliegend
ist nun:

Vermutung 2.10. Die Folgerung von Satz 2.9 gilt auch ohne eine der beiden
Zusatzvoraussetzungen.

Insbesondere geniigen geméafl Satz 2.9

A ey(A) + h(det A)
und
A—e,1(A)+ h(det A)
mit p<n=N,a>1und
einer konvexen, nicht-konstanten Funktion i : R — R>o mit

h(d) <T,(1+|d*)  fir d € R.

(2.12)

zwar (f1), (f2) und (£3), jedoch nicht (f£3’), und werden daher von der Theorie
des aktuellen Abschnitts nicht erfait. Wir werden jedoch in Abschnitt 2.2 Sétze
beweisen, die auch dieses und &@hnliche Beispiele einschlieflen.

Von besonderer Bedeutung (vgl. [Bal], [Ba2], [Mar2]) ist der Fall « = 1, den wir
auch in Anhang B noch betrachten werden.

2.1.2 Unterhalbstetigkeit und Existenzséitze

Einen Hinweis auf die Bedeutung der Voraussetzung (f3’) in der Existenztheorie
gibt folgender Satz:

Satz 2.11 (Notwendiges Kriterium fiir Unterhalbstetigkeit, [BM]).
Sei F[—; Q] sequentiell schwach unterhalbstetig auf W1P(Q; RY), dann gendigt f
der WYP-Quasikonverititsbedingung (f3°).

Wir verzichten hier auf einen Beweis, werden aber spéter eine allgemeinere Aus-
sage (Lemma 5.12) zeigen. Also ist die W'P-Quasikonvexititsbedingung an f
notwendig fiir Unterhalbstetigkeit von % [—;2].

Ob diese Bedingung auch hinreichend ist, ist (meines Wissens) nicht komplett
geklart; in [BM] wurde dies vermutet. Wir zeigen, daf diese Vermutung zumindest
unter gewissen Wachstumseinschrinkungen zutrifft:

Satz 2.12 (Unterhalbstetigkeit). f geniige (f1) und (f3°) mit ¢ < 7%,
dann gilt:

up — u schwach in WH(Q;RY) —= Flu; Q] < lién inf .7 [uy; Q]

k—o0
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2.1. Stéirkere Voraussetzungen: W P-Quasikonvexitiit 25

Beweis. Wir argumentieren genau wie im Beweis von Satz 2.2: Zwar sind die
Funktionen, mit denen die Quasikonvexitéit von f dort getestet wird jetzt nur
noch in WP statt W4, doch erlaubt die W!P-Quasikonvexitit von f ja gerade
solche Testfunktionen. O

Satz 2.13 (Existenz von Minimierern). f genige (f1), (f2) und (f3°)
mit ¢ < TE dann gibt es zu jedem ug € W'P(Q; RN) mit F[ug; Q] < oo einen
Minimierer u € ug + Wy P(Q; RY) von F auf Q.

Beweis. Dies folgt aus Satz 1.2, Satz 2.12 und Lemma 1.8. U

Der Vollstandigkeit halber halten wir noch fest, dafl unter einer weitergehenden,
extrem technischen Verschiarfung des Quasikonvexitétsbegriffs sogar auf Wachs-
tumsbedingungen verzichtet werden kann:

(f3”) abgeschlossene W 1P-Quasikonvexitét:
f sei abgeschlossen W1P-quasikonvex, d.h. die Jensensche Un-

gleichung
/ fdv > f (/ Adl/(A))
M M

gelte fiir alle homogenen W1P-Young-Mafie v auf M.

Satz 2.14 (Existenz ohne Wachstumsbedingung, [Pe2]). Die Aussagen
der Sdtze 2.12 und 2.13 bleiben auch ohne die Wachstumsbedingung (f 1) richtig,
wenn man statt (f3°) starker (f37) voraussetzt.

Fiir weitere Details zur Bedingung (f3”) konsultiere man [Pel] und [Pe2].

2.1.3 Partielle Regularitat

Wir beschreiben nun eine Regularitétstheorie fiir #-Minimierer, die auf der zuvor
dargestellten Existenztheorie und der WP-Quasikonvexitit (£3°) fuBt:

Wie zuvor benétigen wir auch hier im Regularitétsbeweis eine strikte Version der
Quasikonvexitdt von f. Sie lautet:

(f3’s) strikte WHP-Quasikonvexitiit:
f sei strikt nichtdegeneriert W1P-quasikonvex, d.h.

2

dx

y4
2

V\/W(DSO)

fir alle A € M und ¢ € VVO1 P(U™ RY) mit einer Konvexitéits-
konstanten A € R+.

F(A+ D) di 2 J(A) +2f

un un
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26 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Obwohl Regularitdtsmethoden ohne Cacciopoli-Ungleichung bei konvexen Inte-
granden mit (p,q)-Wachstum sehr erfolgreich angewendet wurden, sehe ich im
quasikonvexen Fall z.Z. (aus sehr technischen Griinden) keine Moglichkeit, eine
solche Methode zu verwenden. Daher ist folgende neue Variante einer Cacciopoli-
Ungleichung mit Stérterm der Schliissel zu einem neuen Regularititsresultat:

Lemma 2.15 (Cacciopoli-Ungleichung). Fssei2 <p < g < p+% oderp < 2,
q< 2ty fe C (M) geniige (f1) und (f8’s) und u € WHP(Q; RYN) sei ein

2n
Minimierer von F auf Q. Dann gilt fir alle ( € RN, A € M und jede Kugel

U;L (l‘o) C Q:
][ V5 (Dv)|? da
Ugya(@0)

2
< const | h ][ Vs (E) dr | + ][
Ug(xo) 0 Ug(xo)

Dabei ist h(t) ==t +t» und v(z) == u(z) —  — Az — o).

V3 (Dv)

) »
dx

Einen Beweis fithren wir in Abschnitt 4.1. Unter Verwendung dieses Lemmas 148t
sich ein Regularitéitssatz beweisen, der zur Situation des Existenzsatzes 2.13 pafit:

Hauptsatz 2.16 (Partielle Regularitét). Es sei2 < p < ¢ < p++ oderp < 2,
q < #Hp, fe CL (M) geniige (£1) und (£3’s) und u € WHP(Q; RY) sei ein
Minimierer von .F auf Q. Dann ist Reg(u) € Oq, u € CLY(Reg(u); RN) fiir
jedes a €]0, 1[ und £™(Sing(u)) = 0.

Wir geben in Kapitel 4 einen Beweis mittels A-harmonischer Approximation.
Auch ein Beweis mittels Blow-Up ist moglich.

Wir werden in Bemerkung 4.7 zeigen, daf§ Konvexitdt von f es ermdoglicht, in
diesen Beweisen die schwéchere Voraussetzung ¢ < min {p+ 1, #p} fiir die
Exponenten anzunehmen. Dies bedeutet, dafl unsere Methoden auch einen Beweis
von Satz 1.30 erlauben.

Insbesondere erfafit der Regularitiatssatz 2.16 die zweiten Integranden in (2.11)
fiir glatte h und o < 2 + n—12 Wir vergleichen dies mit den bekannten Ergebnissen
fiir diese wichtigen Beispielintegranden. Im Fall a < 2 von Standardwachstums-
bedingungen greift bereits Satz 1.18. Im Fall 2 < o < £ + # dagegen sind solche
Integranden in der Regularitétstheorie bisher nicht behandelt worden. Allerdings
sind einige partielle C*-Regularititsresultate fiir polykonvexe Integranden mit
Standardwachstum in den Minoren bekannt. Diese erfassen die Integranden (2.11)
in einem vollig anderen Fall, ndmlich im Fall &« = p > n— 1. Derartige Ergebnisse
findet man u.a. in [FH2|, [EM], [Gu] und [Ha4]. Einige weitere spezielle Regula-
ritdtsaussagen fiir dhnliche polykonvexe Integranden, die sich nur eingeschrankt
vergleichen lassen, wurden beispielsweise in [FR] und [Pa] bewiesen.
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2.2. Schwécherer Minimiererbegriff: Relaxierte Funktionale 27

2.2 Schwicherer Minimiererbegrift:
Relaxierte Funktionale

Wie oben demonstriert gibt es interessante Beispiele von quasikonvexen Inte-
granden, die der W1P-Quasikonvexititsbedingung des vorigen Abschnitts nicht
geniigen. Fiir diese Integranden ist % [—; ()] i.a. nicht sequentiell schwach unter-
halbstetig auf WH?(Q; RY). Daher geht man zu relaxierten Funktionalen iiber,
die diese Unterhalbstetigkeitseigenschaft besitzen und den Beweis verbesserter
Existenzsétze erlauben:

2.2.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

Motiviert durch die in der Einleitung schon erlduterte Idee der Lebesgue-Serrin-
Erweiterung relaxiert man .# beziiglich der Unterhalbstetigkeitseigenschaft aus
Satz 2.2. Unter (p, ¢)-Wachstumsbedingungen wurde diese Vorgehensweise bereits
in [Mar2] und [FMal] untersucht.

Definition 2.17. Fiir O € Oq und u € WYP(O; RY) definieren wir:

k—o0

— ) o U € Wl’q(O;]RN),
Fap[u; O] ;= inf < im inf F [uy; O] : we — u schwach in W(0; RY)
k—o0
s P u, € Wil (O;RY) N WHP(O; RY),
Tk lu; O] = inf {hgggfﬁ[uk; 0] : up — u schwach in WHP(O; RY)
1,9 RN 1,p RN
D1, . . . . . UkGVVlOk(O,]R )mW (O’R )7
FPu; O] = inf {ll}ggfﬁ[uk,O] oy —u — 0 schwach in WEP(O; RY)

k—o0

Die Indizes ¥P werden wir im folgenden meist weglassen; dann sind stets die
fizierten Exponenten der Annahme 2.1 gemeint, also die Wachstumsexponenten
von f.

Mit der Konvention .#? = .ZP? verallgemeinert dies die Definitionen des Ab-
schnitts 1.3.

Bemerkung 2.18. Eine Folge, wie sie in der Definition von Z[u; O] auftritt,
mufs es i.a. nicht geben. In diesem Falle setzen wir Z [u; O] := oco. Ist allerdings
der Rand von O glatt, so zeigen W1P-Fortsetzung und Glittung, daf dieser Fall
nicht auftreten kann.

Folgen wie in der Definition von F|u; O] und Fy[u; O] gibt es dagegen immer,
wie man mit der Glattungstechnik aus Lemma 6.18 einsehen kann.

Direkt aus den Definitionen erhalten wir:
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28 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Bemerkung 2.19. o
Ist f >0 auf M, so sind % und P, monoton nichtfallend im zweiten Argument
bzgl. der Inklusionsordnung auf Ogq.

Bemerkung 2.20. Seien O € Oq und u € WHP(O; RY), dann gilt:
Froklu; O] < min{ F[u; O], Folu; O]}
Ist auferdem f > 0 auf M und O € Oq mit O CC O so gilt:
Z ;0] < Frox|u; O]
Durch Vergleich mit der konstanten Folge (u)gen sehen wir aulerdem:

Bemerkung 2.21. Sei O € Oq. Fiir u € WH(O; RY) gilt
Fu; 0] < Flu; O]
und fir u € WHI(O; RY) N WL»(0; RN) noch
Frok[u; O] < Folu; O] < Fu; O]

Satz 1.27 besagt, dafl im Falle p = ¢ unter (f1) stets Z = % gilt. Ob dies
auch fiir p < ¢ richtig bleibt, ist nicht bekannt. In einem speziellen Fall werden
wir dies allerdings in Lemma 5.7 beweisen.

Das néchste Lemma wird in den folgenden Beweisen gelegentlich niitzlich sein:

Lemma 2.22. f geniige (f2).

Die Infima in den Definitionen von Fu[u; O] und Folu; O] sind tatsichlich Mi-
nima und werden auf einer Folge angenommen.

Dasselbe gilt auch fiir Z[u; O], wenn es diberhaupt eine Folge mit den in der

Definition geforderten Eigenschaften gibt, also insbesondere, wenn F |u; O] < oc.

Beweis. Wir geben nur den Beweis fiir 7, die anderen gehen analog. Wir konnen
0.E. Zlu;0] < oo annehmen, dann finden wir zu jedem [ € IN eine Folge
WL (O; RYN) 3 ul — u schwach in WhP(O; RY) mit

lim F[ul; O] < Fu; O] + %

k—o0

Wir nehmen fiir die Mittelwerte o.E. an, daf§ (u})o = uo fiir alle k,1 € N gilt.
Geméfl dem Satz von Rellich kénnen wir zu jedem [ € N ein k(l) € IN wihlen
mit ]

||u§c(l) = tl[po, < 1 (2.13)
fiir Oy :={z € O : dist(z,00) > })} und

_ 2
F [ui; 0] < Flu; O] + 7.
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2.2. Schwécherer Minimiererbegriff: Relaxierte Funktionale 29

Aus (f2) erhalten wir sup;cy ||Du§€(l)||p;o < 00. Mit der Poincaré-Ungleichung
bei Mittelwert Null und dem Auswahlsatz folgt, dafl die Ufrg(z) bei | — oo schwach

in W'?(O;R") konvergieren. Gemif3 (2.13) kann ihr Grenzwert nur u sein. Es
folgt die Behauptung. O

2.2.2 Unterhalbstetigkeit und Existenzséitze

Lemma 2.23 (Unterhalbstetigkeit). f genige (f2). Dann sind @—; Q] und
Frox|—; Q] sequentiell schwach unterhalbstetig auf WP (Q; RY) und Fo[—; Q] auf
uo + WP (RN fiir jedes ug € WP(Q; RN).

Beweis. Der Beweis dhnelt dem Beweis von Lemma 2.22. Wir fiihren ihn fiir
Frok aus: Sei u! — u schwach in WHP(Q; RY) mit sup,cy Frok[u'; Q] < oo. Mit

[—o0

Lemma 2.22 finden wir zu jedem [ € IN eine Folge (ul)ren in W54(Q; RY) N
WEP(Q; RY) mit ul h— ul schwach in WHP(Q;RY) und limy, o F[ul; Q] =
Fok|ut; Q. GemiB dem Rellichschen Satz finden wir zu jedem [ € N ein k() € IN
mit

! l 1
”Uk(l) — Uy, < 5

l
fiir Q.= {z € Q : dist(2,09) > 1)} und

1
y[ufyg(l), Q] S e%ok[ul; Q] + 7

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 2.22 konnen wir mit (f2) auf ufw) o
schwach in W'?(Q; R") schlieBen. Mit der Vergleichsfolge (uj )iew erhalten wir
aus Definition 2.17:

Frokl; Q] < liminf F[ug; Q] < li inf Fronlul:

|—o0

Dies zeigt die Behauptung. O

Lemma 2.24. f geniige (f2). Dann sind F[—; ), Proc|—; Q] und Fo[—; Q) se-
quentiell koerziv aufu0+W01’p(Q; RY), versehen mit der schwachen W1P-Topologie.

Beweis. Aus (f2) entnimmt man sofort, dafl % in folgendem Sinne p-koerziv
ist:

Prox|w; Q] > 'y/ |Dw|? dz — c£"(92) fiir alle w € WHP(Q; RY)
0

Gemif Bemerkung 2.20 geniigen .Z[—; Q] und .%y[—; )] derselben Bedingung.
Nun folgt die Behauptung aus der Poincaré-Ungleichung bei Nullrandwerten und
dem Auswahlsatz fiir reflexive Raume. O
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30 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Bevor wir den zugehorigen Existenzsatz angeben, prézisieren wir zunédchst den
Begriff des .#-Minimierers:

Definition 2.25 (Abstraktes Funktional). Sei W'P(Og; RY) := {(u,O) :
O € Oq,u € W'?(O;R")}. Fin abstraktes Funktional auf W'P(Oq;RY)
nennen wir eine Abbildung & : WIP(Oq;RY) —] — oo, 00] mit S|u;0] >
—c™(0) fiir alle (u, O) € WP(0Ogq; RY) und ein c € R.

F, F, P und F, sind Beispiele abstrakter Funktionale auf W?(0gq; RY). Die
untere Schranke c erhilt man dabei aus der unteren Schranke fiir f. Sie wird uns
im folgenden erlauben, .# > 0 auf W'?(0Ogq; R") anzunehmen.

Definition 2.26 (Abstraktes Integral). Als ein abstraktes Integral auf
WhP(Oq; RYN) bezeichnen wir ein abstraktes Funktional %, so dap fiir jedes O €
Oq und u € WH(O; RYN) mit Z[u; 0] < oo stets S [u;—] durch ein endliches
signiertes Radon-MafS auf O reprdsentiert werden kann. Dieses Radon-Mafs ist
dann stets eindeutig bestimmt.

Trivialerweise ist .# ein abstraktes Integral auf W1P(Qq; RY), auBerdem werden
wir sehen, dafl .# . ein abstraktes Integral ist (Bemerkung 2.35).

Definition 2.27 (Minimierer). Sei .# ein abstraktes Integral auf W1P(Qq; RY)
und u € WP(Q; RY).
u heifst ein Minimierer von % auf €0 oder & -minimierend auf €0 genau dann,
wenn F|u; Q] < oo und

Fu; Q) < Fu+ ¢; Q] fir alle o € WyP(Q; RY)
gelten.

Satz 2.28 (Existenz). f geniige (f2), dann gibt es zu jedem ug € WHP(; RY)
mit Frox[uo; Q] < oo einen Minimierer u € ug + Wol’p(Q; RY) von Fox auf .

Beweis. Die Behauptung folgt mit Satz 1.2 aus Lemma 2.23 und Lemma 2.24. [

Diesselben Argumente zeigen auch Existenzsitze fiir .# und Z:

Bemerkung 2.29. f geniige (f2), dann gibt es zu jedem ug € W'P(Q; RN) mit
F ug; Q] < 00 ein u € ug + Wy P(Q;RN) mit

Fu; Q) < F; Q) fir alle v € ug + Wy P(Q;RM).
Ein analoges Resultat gilt fir Z,.
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2.2. Schwécherer Minimiererbegriff: Relaxierte Funktionale 31

2.2.3 Mafldarstellung
Wir beschreiben Darstellungsresultate fiir Z und %, aus [FMall:

Definition 2.30 ([FMal]). Sei . : Oq — [0, 00| eine Mengenfunktion.
Fiir ein (duferes) Maf$ pn : 2 (Q) — [0, 00| auf Q vereinbaren wir:

w reprasentiert .7 (stark) <= o, = S

Weiter definieren wir fiir ein (duferes) Maf p : 2(2) — [0, 00] auf Q:
w reprisentiert # schwach <= p(0) <.7(0) < u(0) fiir alle O € Og

Dabei bezeichnet O den Abschluf$ von O in R™.

Satz 2.31 (Maﬁdarstellung fiir Z, [FMal]). Sei f > 0 auf M. Aufer-
dem geniige f (f1) mit ¢ < 2. Dann gibt es zu jedem u € WIP(Q; RYN) mit

Fu; Q] < 0o ein Radon- Maj? uug auf Q, das F|u; —] schwach reprisentiert.

Der Beweis in [FMal] benutzt u.a. eine allgemeinere Version der Glattungsope-
ratoren des Lemmas 6.12. p, wird mit Hilfe des schwachen x-Limes der Mafe
f(Duy)lo- 2" |5 in RM (Q) bei k — oo konstruiert. Dabei ist (uy,)ren eine Folge,
auf der das Infimum in der Definition von .Z fiir eine Regularisierung von %
angenommen wird. Diese Argumente zeigen auflerdem:

Bemerkung 2.32. In Satz 2.31 lift sich zusitzlich p,.q(Q) = F[u; Q)] erreichen.
Besser ist die Situation bei F:

Satz 2.33 (Maﬁdarstellung fﬁr Foks [FMal]). Sei f > 0 auf M. Aufer-
dem geniige f (f1) mit ¢ < 2. Dann gibt es zu jedem u € WIP(Q; RYN) mit

Frox|u; Q] < 0o genau ein endlzches Radon-Mafi N, auf Q, das Fgfu; —| re-
prasentiert.

Zum Beweis wurde in [FMal], aufbauend auf den Argumenten aus dem Beweis
von Satz 2.31, eine weitere Konstruktion mit Glattungsoperatoren verwendet.

Bemerkung 2.34 ([FMal]). Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.31 erfillt.
Fiir die Mafle aus den Sdtzen 2.31 und Satz 2.33 gilt dann:

)\u = ,uu,Q|Q
Beweis. Seien O, 05 € Oq mit O; CC Os, dann gilt geméafl Bemerkung 2.20:
Au(0O1) < prusn(O01) < Au(O2)
Daraus erhélt man problemlos die Behauptung. O

Bemerkung 2.35. f geniige (f1) mit ¢ < 5. Aus Satz 2.33 folgt, daf Frok
ein abstraktes Integral ist.
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32 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

2.2.4 Integraldarstellung

Wir suchen nun nach einer Integraldarstellung fiir .# und .%o. Es liegt nahe,
einen Zusammenhang zur quasikonvexen Hiille ).%# zu vermuten.

Eine untere Schranke erhalten wir sofort aus den Unterhalbstetigkeitseigenschaf-
ten von Q.%:

Korollar 2.36 ([FMal]). f geniige (f1) mit ¢ < =, dann gilt fir O € Oq
und u € WH(O; RYN):
QF [u; 0] < Froklu; O]

Beweis. Die Ungleichung folgt problemlos aus Satz 2.2. O

Auf Whe-Funktionen liefert der Relaxationssatz aus Abschnitt 1.3 auch eine obere
Schranke:

Lemma 2.37. f geniige (£1), dann gelten fiir O € Oq und u € WP(O; RN):
u € WH(O;RY) = QF[u; 0] > max{.Zu; O], Folu; O]}
u € Wil(O;RY), F[u; 0] < 00 = QF[u; 0] > Folu; O]
u€ WhI(O;RY), ¢ < 22 = QF[u;0] > Fiox[u; O]

n
n—1

Die erste Aussage dieses Lemmas stammt i.w. aus [FMal].

Beweis. Wir nehmen o.E. f > 0 auf M an.
Sei zuniichst v € WH9(O; RY), dann erhalten wir aus Satz 1.27

QF[u; O] = Fi[u; O].
Offensichtlich gilt auflerdem
ZJu; 0] > max{.Z [u; O], Zo[u; O]}

und es folgt die erste Behauptung.
Sei jetzt u € I/Vhl)f(O;]liN) N WLP(O; RN) mit Fu;0] < oco. Zu gegebenem
e € Ry wihlen wir ein O € Ko mit fO\O f(Du) dx < e. Fortsetzung jeder Folge
in der Definition von %y[u; O] durch die Werte von u zeigt

Folu; O] < Folu; O] + ¢.
Zusammen mit dem schon bewiesenen Teil erhalten wir

Folu; O] < QF[u; O] + ¢

und Grenziibergang € N\, 0 zeigt die zweite Behauptung.
Zuletzt sei u € WHY(O; RN) n W(O; RN) und ¢ < — dann folgt aus dem
ersten Teil und Bemerkung 2.20

QF[u; 0] > Fioi[u; O]

fiir jedes O € Ko. Ausschopfen von O mit solchen O’s zeigt unter Verwendung
von Satz 2.33 die dritte Behauptung. O
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Korollar 2.38 ([FMal]). f geniige (f1) mit ¢ < =, dann gilt fir O € Oq
und v € WH(O; RY) stets:

QZ[u; 0] = F[u; O] = Froi[u; O] = Fo[u; O]
Ist nur u € Wod(O; RN) N W(O; RN), so gilt noch
QF [u; O] = Fiox[u; O).
Beweis. Man kombiniere Bemerkung 2.20, Korollar 2.36 und Lemma 2.37. [

Bemerkung 2.39. f geniige (f1) und (f2) mit ¢ < ;5. Der F,-Minimierer
u aus Satz 2.28 hat auch die folgende Minimierereigenschaft bzgl. Q.% :

QF ;) < QF[v;Q  fir allev € Wil(QRY) N [u+ Wy P(Q;RY)]
Geniigt [ auch (f38), so ist dies gerade die Minimierereigenschaft aus Satz 2.4.
Beweis. Satz 2.28, Korollar 2.36 und Korollar 2.38. 0

Auf WhHi-Funktionen ist das Verhalten der relaxierten Funktionale mit Korollar
2.38 vollstandig gekldrt. Als néchstes untersuchen wir eine weitergehende Be-
schreibung;:

Satz 2.40 (Absolutstetiger Anteil von %, [BFM]). Sei f > 0 auf M.
Weiter geniige f (f1) mit ¢ < 2, es sei u € WHP(QRY) mit Profu; Q) < oo

n—1’

und X\, sei das Radon-Maf$ aus Satz 2.33. Dann ist der absolutstetige Anteil von

Ay bzgl. L7, gerade
Qf(Du) - gn‘ﬂ’
d.h. A\
dg:Q = Qf(Du) L -fast-iiberall auf €.

Der in [BFM] gegebene Beweis ist aufwendig und benutzt die vorausgehenden
Resultate, insbesondere Korollar 2.36.

Satz 2.40 beschreibt den absolutstetigen Anteil der relaxierten Funktionale auf
allgemeinen W'P-Funktionen. Eine Beschreibung des singuliren Anteils ist bisher
nicht bekannt. Anhand eines Beispiels untersuchen wir dieses Verhalten genauer
in Anhang B.

Als letztes halten wir fest, daB sich in einem einfachen Fall .Z, %, und .%, doch
vollstandig durch Q.% beschreiben lassen:

Satz 2.41 ([FMal]). f geniige (f1) und Qf sei konvex, dann gilt fiir alle O €
Oq und u € WHP(O; RYN) stets:

QF [u; 0] < Foilu; O]

Lifst sich u als WYP-Funktion auf ganz R™ fortsetzen, so gilt sogar:
QZF[u; O] = Fror|u; O] = Folu; O] = Fu; O]
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34 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Beweisskizze. Aus Satz 1.4 erhalten wir sofort
QF [u; O] < Fox[u; O]. (2.14)

Daher kénnen wir zum Beweis der restlichen Behauptungen o.E. Q.%[u; O] < oo
annehmen. Zunéchst setzen wir auflerdem voraus, daf§ f und somit auch Qf (f2)
geniigen. Seien u. € C*°(O;RY) die iiblichen Glittungen von u. Da Qf konvex
ist, 148t sich mit der Jensenschen Ungleichung schliefen, dafl

lim sup QF [u.; O] < Q-F [u; O]
e\0

gilt. Gemé&fl Satz 1.27 kénnen wir zu jedem 0 < ¢ < 1 eine Folge von u.; €

ue + Wy (O; RN) wiihlen mit u, U schwach in W14(O; RY) und

—00

lim F[ucy; O] = QF [ug; O].

k—o0

Mit der Koerzivitiatsbedingung (f2) 1Bt sich eine Diagonalfolge u. () auswihlen
mit

Ue k(c) 8\40 U schwach in W'?(O; R")
F (e o(2); O] £ QF [ue; O] + € fir 0 <e < 1.

Es folgt
max{.7 [u; O], Zy[u; O]} < Q.F[u; 0. (2.15)

Als néchstes zeigen wir, da8 (2.15) auch ohne die zusétzliche Voraussetzung (f2)
richtig bleibt. Dazu setzen wir fiir 6 € R, mit e, aus Definition 6.9:

fo=f+de,:M—R

Mit Q.%° bezeichen wir das zum Integranden Q(f°) gehorige Funktional. Da f°
(f2) geniigt, erhalten wir aus dem bereits Bewiesenen

max{.Z [u; O], Zo[u; O]} < QF°[u;0]. (2.16)
Aus Bemerkung 1.25 erhalten wir auflerdem fiir alle §, M € R und A € M:

Qf°(A) < inf {][ f(A+Dy)dz : ¢ € Q(U;JRN),mgx|D<p| < M}+§(|A|+M)p
U

Jetzt fithren wir zuerst den Grenziibergang 0 ™\, 0 und dann M — oo durch. Wir
erhalten unter erneuter Verwendung von Bemerkung 1.25:

limsup Qf°(A) < Qf(A)
5\0
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Da Qf° > Qf auf M trivial gilt, folgt:

Qf° m; Qf punktweise auf IM

Mit monotoner oder dominierter Konvergenz sehen wir sofort
lim QF°[u; 0] = QF [u; O]

und zusammen mit (2.16) erhalten wir (2.15) auch im allgemeinen Fall. Kombi-
nieren wir dies mit (2.14) und Bemerkung 2.20, so bekommen wir die Behaup-
tung. ]

Dies bedeutet, dafl sich Existenz- und Regularititssiatze fiir Minimierer von %
fiir konvexe f im wesentlichen auf die Sétze des Kapitels 1.4 reduzieren. Nahe
liegt:

Vermutung 2.42. Eine Variante von Satz 2.41 bleibt giiltig, wenn Q f nur WhHP-
quasikonvex statt konvex ist.

Ein Beweis der Vermutung wiirde implizieren, daf§ die Ergebnisse des Kapitels
2.2 fiir WlP-quasikonvexe f im wesentlichen mit denen des Kapitels 2.1 iiber-
einstimmen. Insbesondere wire dann Hauptsatz 2.16 zumindest unter (f2) ein
Spezialfall von Hauptsatz 2.45.

2.2.5 Partielle Regularitit

Die folgenden neuartigen Ergebnisse dieser Arbeit beschéftigen sich mit der Regu-
laritdt der Minimierer aus Satz 2.28. Die Idee, Regularitétstheorie fiir Minimierer
solcher relaxierter Funktionale zu betreiben, findet sich auch in [ELM]. Allerdings
wird dort hohere Integrabilitiat von Minimierern im Zusammenhang mit nichtau-
tonomen, konvexen Integranden und dem Lavrentiev-Phdnomen untersucht und
die dort verwendeten Methoden unterscheiden sich stark von den hier benutzten.
Wir geben zuniichst einen Uberblick iiber unsere unsere Methoden und Resultate:
Im folgenden setzen wir (f1), (f2) und die folgende strikte Version von (f3)
voraus:

s) strikte p-Quasikonvexitét:
£3s) strikte p-Quasik it
f sei strikt nichtdegeneriert p-quasikonvex, d.h.

2

dx

Vet Pe)

fiir alle A € M und ¢ € 2(U"; RY) mit einer Konvexititskon-
stanten A € R+,.

F(A+ D) di 2 J(A) +2f

un un
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36 KAPITEL 2. Quasikonvexe Integranden mit (p, q)-Wachstum

Ein wichtiges Hilfsmittel im Regularitdtsbeweis ist das Euler-Lagrange-System
von .%. Wir beobachten zunichst, da auch %, -Minimierer diesem System
gentigen:

Lemma 2.43 (Euler-Gleichung). f € CL, (M) geniige (f1), (f2) und (£3)
mit ¢ < min {%,p -+ 1} und u € WHP(Q; RY) sei ein Minimierer von F auf

Q. Dann gilt:
/ Df(Du)Dpdx =0 fiir alle p € 2(Q; RY)
Q

Dieses Resultat beruht i.w. auf den Sétzen 2.33 und 2.40 und darauf, dafl in der
Herleitung der Euler-Gleichung nur Differenzen von .- Termen auftreten, deren
singulére Anteile sich aufheben. Wir fithren die Details in Abschnitt 5.1 aus.
Der néchste Schritt ist der Beweis einer Cacciopoli-Ungleichung. Dazu zeigen wir,
motiviert durch Satz 2.11 und Lemma 2.23, in Abschnitt 5.3 zuerst:

Lemma 2.44. f geniige (f1) und (f2) mit q < %, dann ist Fr in folgendem
abstrakten Sinne WP-quasikonvex: Fiir jedes O € Oq, jedes A € M und jedes
© € W P(O;RY) gilt:

Frok[ua + ;0] > Figilua; O]
mit der linearen Funktion ua(x) := Ax.

Diese W1P-Quasikonvexititsbedingung erlaubt uns, #hnlich wie im Beweis von
Lemma 2.15 zu argumentieren. Die Argumentation wird allerdings dadurch ver-
kompliziert, dal wir nicht %, als Lebsgue-Integral darstellen kénnen, sondern
nur seinen absolutstetigen Anteil im Sinne von Satz 2.40. Sphéren miissen bzgl.
der zu o gehorigen Mafle i.a. keine Nullmengen sein; dies fiihrt zu technischen
Problemen bei der Wahl von Radien. Wir bewiiltigen diese Probleme in Abschnitt
5.2, erneut unter Verwendung der Glattungsoperatoren aus Lemma 6.12. Schlie3-
lich werden wir die Cacciopoli-Ungleichung in Abschnitt 5.3 beweisen; es folgt
mit denselben Techniken wie zuvor:

Hauptsatz 2.45 (Partielle Regularitét). Fssei2 <p <g < p—i—% oderp < 2,
q<#Hp, feCE (M) geniige (f1), (f2) und (f3s) und u € WP(;RY) sei
ein Minimierer von P auf Q. Dann ist Reg(u) € Oq, u € CL(Reg(u); RY)

fiir jedes o €]0, 1] und £™(Sing(u)) = 0.

Wir deuten den Beweis in Abschnitt 5 an.

Wichtige Beispiele, die Satz 2.45 erfafit, sind die zweiten Integranden in (2.12)
mit glattem h. Fiir einen Vergleich von Satz 2.45 mit den bekannten Regularitéts-
resultaten fiir polykonvexe Integranden anhand dieser Beispiele verweisen wir auf
die Diskussion nach Hauptsatz 2.16.

Zuletzt halten wir fest, dafl sich Hauptsatz 2.45 unter gewissen Voraussetzungen
auch auch Minimierer des urspriinglichen Funktionals . anwenden 1a8t:

36



2.2. Schwécherer Minimiererbegriff: Relaxierte Funktionale 37

Bemerkung 2.46. Unter denselben Voraussetzungen an f gelten die Folgerungen
von Hauptsatz 2.45 auch fiir einen Minimierer u € WYP(Q; RN) von .F auf Q,
falls dieser Minimierer der Gleichung

Fu; Q) = Fok|u; Q) (2.17)
gentgt.

Beweis. Ist (2.17) erfiillt, so ist geméfl Korollar 2.36 u auch ein .%),-Minimierer
und wir kénnen Hauptsatz 2.45 anwenden. O

Einige Bedingungen, die (2.17) implizieren, sind in Korollar 2.38, Satz 2.41 und
Vermutung 2.42 enthalten.
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Kapitel 3

Offene Probleme

Wir erwihnen eine Reihe von (nach meinem gegenwiértigen Kenntnisstand) offe-
nen Problemen, die mit den zuvor geschilderten Ergebnissen zusammenhéngen.
Die folgende Auflistung enthélt Fragen von unterschiedlicher Bedeutung und ver-
schiedenem Schwierigkeitsgrad:

e Die W1P_-Quasikonvexitit polykonvexer Funktionen:

Die in Abschnitt 2.1 vorgestellten Existenz- und Regularitétssiatze beruhen
auf W1P-Quasikonvexitiit des Integranden. Viele wichtige Beispiele von In-
tegranden sind jedoch polykonvex. Dies lenkt das Interesse auf Kriterien, die
entscheiden, ob ein gegebener polykonvexer Integrand mit (p, ¢)-Wachstum
WP_quasikonvex ist oder nicht. Wir haben in Abschnitt 2.1 mit den Sétzen
2.8 und 2.9 zwei solche Kriterien vorgestellt. Diese Sitze geben allerdings
noch keine zufriedenstellende Antwort auf die obige Fragestellung; eine ge-
naue Klassifikation der W1P-Quasikonvexititseigenschaften polykonvexer
Funktionen ist bisher nicht bekannt. Ein Schritt in diese Richtung wére ein
Beweis von Vermutung 2.10.

e Die Hausdorff-Dimension der singulidren Menge:

Ist partielle Regularitéit auflerhalb einer .Z"-Nullmenge gezeigt, so gehort
es zu den wichtigsten Aufgaben der Regularitiatstheorie, darauf aufbau-
ende Abschétzungen fiir die Grofle, meist die Hausdorff-Dimension, der
singuldren Menge zu beweisen. Dennoch ist fiir quasikonvexe Integran-
den, selbst in der Standardsituation des Abschnitts 1.2, keine nichttriviale
Abschéitzung dieser Art bekannt. Dies ist eins der groflen offenen Probleme
in der Variationsrechnung. Wie oben bereits erwdhnt, wurde fiir p > 2 und
Minimierer, die a priori Lipschitz-stetig sind, ein erstes Resultat in [KM]
erzielt. Es stellt sich die Frage, ob sich dieses Resultat auch auf den Fall
p < 2 oder auf die (p, ¢)-Wachstumsbedingungen des Abschnitts 2 iibertra-
gen laft.
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e Welche Bedingungen an p und q sind scharf?

Unter (p, q)-Wachstumsbedingungen treten sowohl in der Existenztheorie
als auch in der Regularitédtstheorie Voraussetzungen der Form ¢ < ¢(n,p)
mit einer Konstanten ¢(n, p) > p auf. Typischerweise ist lim,, .., ¢(n, p) = p.

Die in Kapitel 2 dieser Arbeit beschriebene Existenztheorie benutzt die
Bedingung ¢ < -"5p. Verschiedene Beispiele in der Literatur zeigen, daf
diese Bedingung zumindest in speziellen Situationen nicht verbessert wer-
den kann.

n+2

Beziiglich der Bedingungen ¢ < min {p +1, %p} und ¢ < “=p aus der Re-

gularitatstheorie des Kapitels 1.4 und der Bedingung ¢ < min {p+%, %p}
aus der Regularitéatstheorie des Kapitels 2 dieser Arbeit sind meines Wissens
keinerlei Beispiele bekannt, die demonstrieren, dafl die Regularitétssétze oh-
ne diese Voraussetzungen nicht mehr gelten. Weil hier so viele verschiedene
Bedingungen an die Exponenten auftreten, wéren jedoch Beispiele, die die

Optimalitédt dieser Bedingungen untermauern, von Interesse.

W ld4.Integrabilitéit:

In der konvexen Situation des Satzes 1.31 gilt fiir .#-Minimierer u stets
u € I/Vlif(Q;]RN ). Dieses Resultat beruht jedoch wie vorne erlautert auf
der Differenzenquotientenmethode und ist in der quasikonvexen Situation
des Abschnitts 2 nicht bekannt. Kénnte man diese W14-Integrabilitiit auch
im quasikonvexen Fall beweisen, so wiirde sie vermutlich zu einer stark
vereinfachten und verbesserten Regularitétstheorie fithren.

Wie verhiilt sich %, fiir W1P-quasikonvexe Integranden?

Die Untersuchung relaxierter Funktionale wie .Z erscheint nur sinnvoll,
wenn % selbst nicht sequentiell schwach unterhalbstetig in W1P(Q; RY)
ist und Existenzbeweise fiir .%#-Minimierer daran scheitern. Daher sollte
Tk = F gelten, wenn % selbst diese Unterhalbstetigkeitseigenschaft auf-
weist, wenn also der Integrand f W P-quasikonvex ist. Dies haben wir be-
reits in Vermutung 2.42 formuliert und fiir konvexe f in Satz 2.41 bewie-
sen. Zumindest sollte sich auch im allgemeineren W P-quasikonvexen Fall
irgendeine Beziehung zwischen den Minimierern von %, und .# herstel-
len lassen. In diesem Zusammenhang sind explizite Beispiele von Interesse;
man vgl. mit dem néchsten Punkt.

Was ist eigentlich %, 7

In Anhang B erhalten wir fiir spezielle polykonvexe Integranden eine recht
explizite Darstellung von %[m —] fiir eine WP-Funktion u, die i.a. nicht
in WEI(QRY) liegt. Allerdings umfaBt diese Beispielklasse nur sehr we-
nige Funktionen f und u. Weitere Beispiele, insbesondere auch mit W %P-
quasikonvexen Integranden, sind meines Wissens zur Zeit nicht bekannt,
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wéren jedoch hilfreich um einen tieferen Einblick in die Eigenschaften von
Flok ZU gewinnen.

Degeneriertes und singuléires Verhalten:

Das wichtige Beispiel der p-Energiedichte
1
e, M —R,A— §\A|p

wird zwar von der Existenztheorie, jedoch nicht von der Regularitétstheorie
des Abschnitts 1.1 erfalt, da die Konvexitdt von e, nahe dem Ursprung
degeneriert im Sinne von D?e,(0m) = Opig vy fiir p > 2. Fiir p < 2 besitzt
D?e, sogar eine Singularitit im Ursprung. Dies hat zur Einfiihrung der
allgemeineren Wachstumsbedingungen

fe CIQOk(IM)
ID2f(A)] < A(p® + |AP)T (3.1)
D*f(A)(B, B) > (i + |A]>) "= | B]?

mit einer zusétzlichen Konstanten p € R>o gefiihrt. Fiir g > 0 reduzieren
sich diese Bedingungen im wesentlichen zu den oben behandelten nicht-
degenerierten p-Wachstumsbedingungen, die dem Fall 4 = 1 entsprechen.
Dagegen 1483t der Fall i = 0 andere Integranden wie beispielsweise e, zu.
Unter (3.1) fiir p > 2 und der Strukturbedingung

f(A) = g(|A]%) fiir alle A € M (3.2)

mit einem g : [0, co[— R wurde in [U] ein fundamentaler C1*-Regularitéts-
satz auf ganz  bewiesen, der den Fall der p-Energie umfafit (vgl. auch
[GM1] und [AF4], [Hal] fiir p < 2). Ein zentraler Punkt dabei ist, dafl
(3.2) die Anwendung von Techniken aus dem skalaren Fall erlaubt (Moser-
Iteration). Allerdings erreicht man nicht jedes o €]0, 1[ wie im nichtdegene-
rierten Fall, sondern nur eine Konstante a(n, N, p) €]0, 1[. Der exakte Wert
des optimalen Holderexponenten « ist nicht bekannt.

Sind allgemeiner zwei Skalarprodukte, eines auf R" und eines auf RY, gege-
ben, so 18t sich (3.2) durch die analoge Bedingung mit der zum induzier-
ten Skalarprodukt auf IM gehorigen Norm ersetzen. Ob der Regularitatssatz
auch noch gilt, wenn man ein beliebiges Skalarprodukt auf IM zulaft ist ein
tiefes und weit offenes Problem.

In [DM2] wurde mit der p-harmonischen Approximationstechnik aus [DM1]
gezeigt, daBl sich (3.2) zu einer asymptotischen Bedingung nahe Oy ab-
schwéchen 1a8t, die noch den Beweis partieller Regularitit zulafit. Dieser
Zugang erfafit auch quasikonvexe Integranden.
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Auch die obigen (p, q)-Wachstumsbedingungen besitzen degenerierte Vari-
anten. Zwar sind Degeneration und (p, ¢)-Wachstum nur schwach gekop-
pelt, da sich Degenration in der Ndhe und (p, ¢)-Wachstum weit weg von
O abspielt, doch sind viele Fragen iiber Integranden mit (p, ¢)-Wachstum
im degenerierten Fall noch unbeantwortet. Insbesondere ist unklar, wel-
ches die richtigen Bedingungen an die Exponenten p und ¢ sind, und, ob
alle Regularitdtsmethoden auch im degenerierten Fall problemlos funktio-
nieren. Einige Resultate in dieser Richtung findet man in [C] und [Bi]; sie
basieren auf (3.2). Unter einer nur asymptotischen Bedingung nahe Oy ist
keine Regularitdat bekannt.

x- und u-Abhingigkeit:

Es stellt sich die Frage, welche der obigen Existenz- und Regularitétsséitze
sich unter natiirlichen Voraussetzungen auf allgemeinere Funktionale erster
Ordnung

Fu; O] ::/Of(a:,u(:c),Du(x))dx

mit Integranden f : Q x RY x M — R iibertragen lassen. Diese Frage ist
fiir Integranden mit p-Wachstum weitgehend beantwortet. Fiir Integranden
mit (p, ¢)-Wachstum dagegen ist die Regularititsfrage selbst fiir konvexe
Integranden, die zwar von x, jedoch nicht von v abhédngen, nur unvollstandig
beantwortet worden; fiir weitere Details verweisen wir auf [CGM], [ELM]
und [BF2]. Es verbleiben hier, sowohl die Existenz als auch die Regularitét
von Minimierern betreffend, etliche offene Fragen.

Quasimonotone Systeme

Wir wenden die Methoden dieser Arbeit in Anhang C auf quasimonotone
Systeme partieller Differentialgleichungen mit (p,q)-Wachstum an; aller-
dings sind die in diesem Kontext erzielten Resultate bisher noch unvoll-
stdndig. Auch die Frage nach der Existenz von schwachen Losungen solcher
Systeme ist bisher noch ungeklart. Fiir weitere Details vgl. man Anhang C.
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Kapitel 4

Beweis von Hauptsatz 2.16

Stets seien die Annahmen 0.1 und 2.1 erfiillt.

Wir halten zuerst einige niitzliche Eigenschaften Rang-1-konvexer und quasikon-
vexer Funktionen fest:

Definition 4.1. f heifit separat konvex, wenn es eine Orthogonalbasis ey, es,
., enny von M gibt, so dafl fiir jedes A € M und jedes k € {1,2,...,nN} gilt:

R — R,t— f(A+tey) ist konver.
Trivialerweise sind Rang-1-konvexe Funktionen auch separat konvex.

Lemma 4.2. f sei separat konvex, dann ist f lokal Lipschitz-stetig auf M.
Geniigt [ zusdtzlich (f1), so gilt:

|f(A)—f(B)| < const(n, N,q)T(1+|A|" ' +|B|* 1) |A-B] fir alle A,B e M
Ist auferdem noch f € CL, (M), so folgt:
|IDf(A)| < const(n, N,q)T'(14|A]71) fiir alle A e M

Das Lemma ist implizit in [Marl] enthalten. Der elementare Beweis beruht auf
den Monotonieeigenschaften der Differenzenquotienten konvexer Funktionen in
einer Variablen, vgl. [D2, Chapter 2.2.1.2, Theorem 2.3] und [Giu, Lemma 5.2].

Bemerkung 4.3. Insbesondere haben auch quasikonvere und Rang-1-konveze f
die Eigenschaften aus Lemma 4.2.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei

Ay = sup |D*f. (4.1)
M

Bhpryo

Das néchste Lemma erlaubt uns anstelle einer expliziten g-Wachstumsbedingung
fiir die zweite Ableitung von f nur die lokalen Schranken A,; zu verwenden.
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44 KAPITEL 4. Beweis von Hauptsatz 2.16

Lemma 4.4 ([AF2]). f € C2, (M) geniige (f1) und (f3) und es seien A, B €
M mit |A| < M + 1. Dann gelten:

|f(A+ B) — f(A) — Df(A)B| < const(n, N,q,T, M, Ay)|VE(B)?
|IDf(A+ B) — Df(A)| < const(n, N,q,T', M, Ay) VI H(B)]

Die hier auftretenden Funktionen V% und V9~ sind in Definition 6.1 erklirt.

Beweis. Aus Lemma 4.2 und Bemerkung 4.3 entnehmen wir
|Df(C)| < const(n, N, q)I'(1+|C|91) fir alle C € M
Sei jetzt |B| > 1, dann folgt:
|IDf(A+B)—Df(A)| < const(n, N,q, M)T'|B|9" < const(n, N, q, M)T|V?(B)|
Fiir |B| < 1 dagegen erhalten wir:

[Df(A+ B) = Df(A)]

1
/ D?*f(A+tB)dt B| < Ay|B| < const(q)Ay |V H(B)]
0

Somit ist die zweite Ungleichung bewiesen. Die erste Ungleichung erhélt man
durch Integration der zweiten oder mit einem analogen Argument. O

4.1 Die Cacciopoli-Ungleichung

Wir beweisen nun Lemma 2.15. Zunéchst prézisieren wir dazu die Formulierung
des Lemmas:

Lemma 4.5 (Cacciopoli-Ungleichung). Es sei 2 <p < ¢ < p+% oder p < 2,
q < 2y Auperdem sei M € R, f € C (M) geniige (f1) und (f3’s) und
w e WH(U2 (20); RY) sei F -manimierend auf U} (o). Dann gilt fir alle ¢ € RY
und A € M mit |[A] < M +1:

][ \V5(Dv)|? da
Ugya(@o)

2
<c |h ][ (E) dr | + ][
Uo(z0) 0 Uo(z0)

Dabei ist c1(n, N,p,q, U A\, M, Ap) € Rag eine Konstante, h(t) == t + tr und
v(z) :=u(xr) — (— Az — x0).

(VS|

v

Vg(Dv)}2 dx) ; (4.2)
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4.1. Die Cacciopoli-Ungleichung 45

Beweis von Lemma 4.5 fiir p > 2. O.E. sei xg = 0, weiter seien  <r < s < o.

Wir setzen
v |P
=(t) ::/ {|Dv\p—|— ‘— } dx
U, s—r

und finden r < 7 < § < s mit den Eigenschaften aus Lemma 6.14. Jetzt wéahlen
wir eine Abschneidefunktion n € Z(U,) mit n = 1 auf einer Umgebung von
Bi, sptn C Us und 0 < n < 1, |Vn| < 22 auf U,. Mit dem in Lemma 6.12
konstruierten Operator setzen wir:

Cemif (6.8) ist ¢ € WP (Us; RY) mit ¢ = v auf Uz und
Du— A= Dv=Dyp+ Dy auf U,.

Wir finden mit (f3’s):

)\/ V5 (Dv)|? da
Us
2
<)\/ |V AR (Dp)|* dx

< [ A+ o) - N

Nl’@

= [ 110u=Dv) = su)de+ [ 11(D0) - f(Du- D) ds

5

+ / F(A+ DY) — f(A) da
U,

5

Mit der %#-Minimalitiat von v und Lemma 4.4 erhalten wir daraus:

V2 (Dv)|? da

Ur

S/u [/01 (Df(A) — Df(Du— Tsz)) dr Dy
+ 1A+ Du) ~ F(A) = D)D) do

1
<const(n, V.. I\ M, A) | [ | vt De = rDw)|ar vl + VD)
Us 0
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46 KAPITEL 4. Beweis von Hauptsatz 2.16

Mit ¢ = 0 auf U; gemé$ (6.8), (6.3) und (6.4) folgt:

VE(Dv)|* da
Ur
< const(n, N, q,I', A\, M, Ap) [/
Us\Br

=: const(n, N,q,I'; \, M, Ap)[(1) + (11)]

ViDe)Pde+ [ v oo)Delds

Us\B;

(4.3)

Wir fithren jetzt die Abkiirzung

2
U= / dx
Us\Br

ein. Mit Bemerkung 6.3, (6.12), (6.16) (benutzt ¢ < —<p), (6.19) und (6.18)
sehen wir:

S—T

‘V%(Dv))z + )Vg ( Y )

(1) < const(q) [/U\B_ | Dy|* da + /U~\B_ |D1/J|qu}

< const(n.p.q)| [ DI ol da
Us\Br

- <sup e LGS n)vnpdx)

te]r, g

s—7r)" | su 7@_%)17” —n)vl||P dx
e ><t€]§§[ Pl ]|d>

< const(n, p,q) | ¥+ (s —1)" <(8 — )" sup

SAS)

hSESY
| I— |

< const(n, p, q) (4.4)

A

Zuletzt behandeln wir nun mit ¢ < p+1, ¢ < p+%, der Holderschen Ungleichung
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4.1. Die Cacciopoli-Ungleichung A7

und &hnlichen Abschétzungen den Term (11):

(1) < const(q)/ (|DvHDw| + |Dv\q’1|Dz/1\) dx

U;\B:x

2 2
< const(q) </ |Dv|2dx) </ |D@Z)|2dx)
Us\Bs Us\Bs
g=1 ptl—g
+ ( / |Dv\pd:c) ( / | Dap|vi=a daz) ]
Us\B7 Us\B7

Ut (s — )" (ﬁ) ] (4.5)

Zusammen ergeben die Abschitzungen (4.3), (4.4) und (4.5):

< const(n, p, q)

vitor ()

mit einer Konstanten ca(n, N, p, q, I, A\, M, Ayr) € Rog. Jetzt addiert man auf bei-
den Seiten cy fUT |V%(Dv)|? dz und dividiert anschlieBend durch 1+c,. So schlieft
man:

VE(Do)|* do < ¢
Ur

V(Do) |* dz
Ur
Ca 4 2
< / |V2(Dw)] d$+/ dz
1+ C2 Ju, U,

“8‘”"((8—1@”/% (%)

Das Iterationslemma 6.19 und Division durch " liefern uns nun:

()
S—7T

2

[Nl

)V%(Dv)

.y

s

][ V2 (Do)|? d
UQ/2

< const(n, N,p,q, T, \, M, Ap)

F () ae (£, s+ (2)

Dies ist die Behauptung. O

]V%(Dv)

Beweis von Lemma 4.5 fir p < 2. Wir verwenden die Bezeichungen aus dem
Fall p > 2 bis auf die folgende Abénderung;:

=() =/U |v5<Dv>|2+’vs< v )
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48 KAPITEL 4. Beweis von Hauptsatz 2.16

Wir erhalten genau wie zuvor:

5 2
)\/UT\V\/W(DU)\ dx

1
Sconst(n,qu,F,M,AM)/ [/ V(Do — 7DY)|dr |DY| + V(DY) | da
Us 0

Mit |A] < M + 1 und Lemma 6.4 folgt:

V5 (Dv)|? da

Ur

< const(n, N,p,q, ', \, M, Ap)

/ V(DY) do
U;s\ By

; e (4.6)
[ @ Do+ DUy (Do + DYDY do
Us\ By

= COHSJC(TL, N7p7 q, FJ )\7 M7 AM)[([) + (II)]
Mit Bemerkung 6.6 erhalten wir fiir (/):

9a—p

(1) < L+ |[VE(DY)]?) 7 [VE(DY)de
Us\Bs

< const(p, q) /U~\B~ V3 (D) ? da —i—/ |Vg(D1/1)\2P_q dr| (4.7)

Us\Bsx

J/

-~

= (I11)

Den zweiten Term in (4.7) konnen wir mit (6.20), (6.15) (benutzt ¢ < —"<p),
(6.19) und (6.18) folgendermafien behandeln:

(I11) < const(n, p, q) / (7o [VE D10~ mp])F])

Ug\B,,:
R . :
< const(n,p,q)(§ —7)"| sup ————— [V2(D[(1 —n)v])|"dx
te]F, 3] -r Ui\ Br
s _ Ml-n p %
o ED [ o — g as
te]7,s] S T t Us\Bs¢

< const(n, p, q)(s — r)"_(”_l)% ( sup

gconst(n,pﬂ)(‘s_r)n( . )E

(s—r)"
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Der erste Term in (4.7) 148t sich mit (6.20) und (6.11) &hnlich, aber etwas leichter
durch ¥ abschétzen. Also gilt

(I) < const(n, p,q) G

\If+(s—r)"< v )] (4.8)

Fiir den Term (/1) sehen wir mit Bemerkung 6.6 unter mehrfacher Verwendung
der Youngschen Ungleichung:

(1) < Const(nq)[/ (14| Dof? + [Dy[%)*=" (|Dv| + | Dy|)| DY| da
Us\Br
+/ (1 + | Dv[? + | Dy|?) P22
Us\Bsx

(|Dof* + [DyI*) 7" (| D] + | D|)| DY dw]

< const(p, q) / |V§(Dv)|2dx+/ \V%(D¢)|2d:c
Ug\B;

U;\B:x

e[ whoeF e | \v’5<Dv>|%—1\v’5<Dw>|dx]
Us\Bx Us\Br

N J/ N J/

-~ -~

= (I11) = (IV)

Die ersten beiden Terme in der letzten Ungleichung lassen sich problemlos durch
const(n, p, q) ¥ kontrollieren und der Term (//7) wurde bereits behandelt; man
vergleiche dazu weiter oben. Die Holdersche Ungleichung liefert wegen ¢ < %p fiir
den Term (IV):

24—p 3p—2g
(IV)§</ \V’S(Dv)|2dx) ’ (/ |v5<D¢>\si+zqu) ’
U§\B7: Ug\B,:

Der erste Faktor auf der rechten Seite der vorigen Ungleichung la8t sich wieder

20—
durch ¥ % abschétzen, den zweiten kann man unter Verwendung von ¢ < %p
und ¢ < Z2p genau wie (I117) behandeln. Wir erhalten:

2n

(IV) < const(n, p, q)(s — r)" ( 4 )Z

(s—r)"

Also

(IT) < const(n, p, q) (5—r)"

\Il+(3—r)”( v )] (4.9)
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50 KAPITEL 4. Beweis von Hauptsatz 2.16

und (4.6), (4.8) und (4.9) zusammen bedeuten:

|V§(Dv)\2 dx < const(n, N,p,q, T, A\, M, Ay)
U

v (G :Pm")zl

Nun verlauft der restliche Beweis genau wie im Falle p > 2. O

Bemerkung 4.6. Die Beweise zeigen, daf$ (4.2) im Falle ¢ = p auch ohne den
zweiten Summanden auf der rechten Seite gilt. Fir q > p werden wir spdter
sehen, dafl dieser Term in geeigneter Weise beliebig klein wird. Dies rechtfertigt
den Namen ,,Cacciopoli-Ungleichung® (vgl. (1.6)).

Bemerkung 4.7. Ist statt (f3’s) [ konvex mit (f3s), insbesondere, wenn
D2f(A)(B,B) > M1+ |AP)"= |B]2  fir alle A,B €M

gilt, so zeigt die folgende Variante der obigen Beweise die Ungleichung (4.2) auch

unter der schwicheren Bedingung q < - an die Erponenten. Diese Variante

der Cacciopoli-Ungleichung erlaubt den Beweis (einer geringfiigigen Verallgemei-
nerung) des Regularititssatzes aus [PS].

Beweis. Die Konvexitdt von f erlaubt es uns, zundchst aus (f3s) auf (f3’s)
zu schlieffen: Dazu nehmen wir o.E. f > 0 auf M an. Weiter seien A € M
und ¢ € W, P(U™ RY) mit Jo f(A+ Dyp)dzx < oo. Wir setzen ¢ durch 0 auf
ganz R™ fort. Damit erhalten wir fiir Glittungen . € 2(U;,.; RY) von ¢ unter
Verwendung von (f3s), der Jensenschen Ungleichung und Standardargumenten
fiir Glattungen:

FALMUn) + A / (1+ |AP + |Dg.]?) 2| D[ da
U

< fM+D%Mx§/

U1+g U1+s

F(A+ Dy)lde < / f(A+ D) dz

Ui42e
Wegen . ¢ stark in I/Vli’lf(]R”; RY) folgt durch Grenziibergang ¢ \, 0 in der
vorausgehenden Ungleichung;:

F(A) + A / (14 |AP + |Dgl>)'% | Dgf*dr < / f(A+ Dg)da

Dies zeigt, dal f (f3’s) gentigt.
Wir folgen nun den Bezeichnungen und den Argumenten im Beweis von Lemma
4.5, fithren aber zusétzlich folgende Abkiirzungen ein:

@ = Trzn] € Wol’p(Ug; ]RN)

w = T5 ;v
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4.1. Die Cacciopoli-Ungleichung o1

Dann gilt:
w=p+y auf U,

Ahnlich wie zuvor erhalten wir mit (£3’s):

5 2
)\/UF|V\/W(DU)| dx

< [ 174+ D) - s ds
Us
— [ 4+ Dg) = fDudo+ [ [f(Dw) - f(Du- Dy da
Uz\Br Us
s [ 1A Do) - p)]ds
Us\Bs
Aus der Konvexitéat von f entnehmen wir:
f(Du) > f(A)+ Df(A)Dv auf U,

Die beiden letzten Ungleichungen ergeben zusammen mit der Minimierereigen-
schaft von u und v — w € Wy *(Us \ By RN):

A WimmpoPae s [ 14+ D)~ 1(4) — DiA) D s
s [ 1A D) - pa)ds
Us\Bs
= [, A+ DE) — 1(4) = DrA) Dulds
s [ A D) - p s
U;\B:x
= [, WA+ D)~ 5(4) — DrA)DG dr
# [ 1A+ DY) = F(A) = DFA) Dy s
Mit Lemma 4.4 und |[A| < M + 1 folgt:

V5 (Do)|? du
U’r

< const(n, N,p,q, T, \, M, Apr) l/
Us\Br
= ConSt(nv N7p7Qa F7 )\a M7 AM)[(]) + (]]>]

V(D)2 dx + / V#(Dg)| da
Us\ By

o1



52 KAPITEL 4. Beweis von Hauptsatz 2.16

Der Term (/) ist nun derselbe wie in den Beweisen des Lemmas 4.5 und kann
genau wie dort abgeschétzt werden, der Term (/1) allerdings ist besser als dort
und laBt sich nun ganz analog zu (1) abschétzen, nur unter der Bedingung ¢ < %
an die Exponenten. O

4.2 Approximative A-Harmonizitit

Nach der Herleitung einer Cacciopoli-Ungleichung besteht ein weiterer funda-
mentaler Beweisschritt bei der Methode der A-harmonischen Approximation im
Nachweis, dafl der Minimierer ein lineares Vergleichssystem approximativ 16st.
Dieser Schritt benutzt Stetigkeitseigenschaften von D?f.

Bemerkung 4.8. Sei f € C2, (M), dann gibt es zu jedem M € Rsq einen
Stetigkeitsmodul vy : Rsg — Rso mit lim o var(w) = 0, so daf$ fir A,B € M
qgilt:
A< M+ 1Bl < M+2 = |D*f(A) - D*f(B)| < vm(|A - BI*) (4.10)
vy kann so gewdhlt werden, daf$ folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(I) vy ist nichtfallend.

(I1) v3, ist konkav.

(IIT) v3,(w) > w gilt fiir alle w € Rxg.
Definition 4.9 (Exzess). Fiiru € WhP(U}(x0); RY) und A € M setzen wir:

@, (u, xo, 0, A) ::][
Uz (o)

Lemma 4.10 (Approximative A-Harmonizitit). Fs sei ¢ < p+ 1, f €
CE (M) geniige (f1) und (f3) und u € WHP(UP(x0); RY) sei eine schwache
Losung der Euler-Gleichung

2
VE(Du—A)| dx

/ Df(Du) Dodx =0 fir alle ¢ € 2(Uy (x); RY) (4.11)
Ug (zo)

von F auf U} (xo). Dann gilt fir alle M € Rso, alle A € M mit [A| < M + 1
und alle o € P(U} (x0); RY):

][ D?f(A)(Du — A, Dp) dx
Ug(zo)

< COHSt(TM NvPaQa F7 Ma AM) V (I)p VM(qu) sup |DS0|
Up (o)

Dabei wurde ®,(u, o, 0, A) mit ®,, abgekiirzt.
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4.2. Approximative A-Harmonizitét 53

Beweis. O.E. seien x¢9 = 0 und supy, |Dy| = 1. Wir setzen v(z) := u(z) — Az
und finden mit (4.11):

D?f(A)(Dv, Dy) dx

U,

< ][U }D?f(A)(Dv, Dy) + Df(A)Dy — Df(Du)Dy|dz (4.12)

Wir schétzen nun den Integranden in der letzten Zeile weiter ab: Auf {z € U, :
|Dv| < 1} erhalten wir mit Bemerkung 4.8:

D*[(A)(Dv, Dg) + Df(4) Dy — Df(Du) Ds|
</ 1
< vy (| Do|?)| D] (4.13)

< const(p)var (}v%(pv)f) VE (Do)

D2f(A) — D*f(A + tDv)’ dt |Dv|

Auf {x € U, : |Dv| > 1} dagegen zeigt Lemma 4.4:

D*f(A)(Dv, D) + Df(A)Dg ~ Df(Du) Dy|
< Ay|Dv| + const(n, N, q, T, M, Ap) |V (Do)
< const(n, N, q,T', M, A ;)| Do|meta1.1} (4.14)
< const(n, N,p,q, ', M, Ay) ’Vg(Dv)’2
(4.12), (4.13) und (4.14) zeigen gemeinsam mit der Eigenschaft (III) aus Bemer-
kung 4.8:

D?f(A)(Dv, Dy) dx

< COIlSt(n, N7p7 g, FJ M7 AM)][

e (‘vi(Dv)f) ‘Vg(Dv)‘ dz

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Jensen nebst der Konkavitét
von v}, 1aBt sich daraus auf

D?*f(A)(Dv, Dy) dx

U,

< const(n, N,p,q, I, M, Apr)\/Pp vas (D))

schlielen. Der Beweis ist vollstandig. O

Weitere Referenzen zur A-harmonischen Approximationsmethode und &hnlichen
Lemmata findet man in Abschnitt 6.5.
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54 KAPITEL 4. Beweis von Hauptsatz 2.16

4.3 Exzess-Abschitzungen
Definition 4.11 (Exzess). Fiiru € W' (U} (z0); RY) setzen wir

(I)p(ua o, Q) = q)p(ua Lo, O, (Du)xo,g)
mit der Abkiirzung (Du)y,,, = fUn(m)Du dz.

Wir leiten nun Abschétzungen fiir das Verhalten des Exzesses @, (u, x¢, 0) bei 0 \
0 her. Die Beweise folgen dabei weitgehend bekannten Methoden (vgl. Abschnitt
6.5 fiir Referenzen). Insbesondere werden Kleinheitsannahmen an den Exzess ®,
gemacht. Neu ist in diesem Abschnitt die Behandlung der Stoérterme auf der
rechten Seite der Cacciopoli-Ungleichung (4.2): Diese sind jedoch im wesentlichen
von der Form (<I>p)% und stellen sich somit unter diesen Kleinheitsannahmen als
besser als ®, selbst heraus. Wir formalisieren nun diese Idee:

Lemma 4.12 (Monotonieeigenschaft). Fir u € W' (Ul (xz0); RY) und r €
10, o] gilt:

@, (u, o, 1) < const(p) (g)n D, (u, zo, 0) (4.15)

Beweis. O.E. sei zop = 0. Aus Lemma 6.8 erhalten wir:

][U ‘V%(Du — (Du),) ’ dx < const(p)][U ‘Vg(Du — (Du),) ’ dx
Zusammen mit

][U [VE(Du— (Du),)| dr < (f)"][U VE(Du— (Du),)| dr
ergibt sich die Behauptung. O

Wir erinnern an Lemma 1.21:

Lemma 4.13 (Legendre-Hadamard-Bedingung).
[ € CE (M) geniige (f3s), dann gilt fiir alle A, B € M mit Rang B < 1:

D*f(A)(B, B) = 2A(1 + |A])"7 | BJ?

Als néchstes beweisen wir mit A-harmonischer Approximation eine sog. ,excess
improvement “- Abschétzung;:

Proposition 4.14. Es seien 2 <p < ¢q < p+% oderp <2,q< 2’5—:1]9, M € Ry,
a €]0,1[, f € CF (M) geniige (f1) und (f3’s) und u € W'P(UP(xo); RY) sei
F -minimierend auf U} (xo). Dann gibt es ein eo(n, N, p,q, I, A\, M, Ay, vag, ) €
R~o und ein O(n, N,p,q, T, X\, M, Ay, ) €]0, 1], so daf§ die Kleinheitsbedingungen

D, (u, z9, 0) < €9 und |(Dw) g0l < M (4.16)
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4.3. Exzess-Abschédtzungen 95

die Abschdtzung
q)p(ua Zo, 9@) S QQQq)p(ua Zo, Q)

implizieren.

Beweis. O.E. sei zy = 0, auflerdem sei A := (Du), mit |A] < M. Die ersten
beide Argumente von @, werden wir in diesem Beweis weglassen, sie sind immer
als u und 0 zu verstehen. Ist nun ®,(p) = 0, so ist Du konstant auf U, und die
Behauptung ist trivial. Sei also jetzt ®,(0) # 0. Zudem sei

und

1
2

/ Ug|v%<Dw>|2dx]

Wir werden nun w A-harmonisch approximieren mit
A= D*f(A).

Aus (4.1) folgt
Al < Ay

Geméaf Lemma 4.13 gilt aulerdem
A(B,B) > \y|B|*  fiir alle B € M mit Rang B < 1
mit
)2 fir p > 2
M 2(1+M2)p7_2)\ fir p <2

und gemafl Lemma 4.10

|][ A(Dw, Dy) dx
Ue

< scavp (P,(0)) sup | Dy fiir alle € 2(U,; RY)
UQ

mit einem c3(n, N, p,q,T', M, Ay) € Rsp. Fiir ein € € Ry, das erst spéter fest-
gelegt wird, sei nun 6(n, N, p, Ay, Ay, €) die Konstante aus Lemma 6.24. Unter
den zusétzlichen Kleinheitsannahmen

csvpr (P,(0)) <0 (4.17)
s=4/P,(0) <1 (4.18)
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148t sich nun die V-Version des A-harmonischen Approximationslemmas, Lemma
6.24, anwenden. Das Lemma sichert die Existenz einer A-harmonischen Funktion
h € Wh2(U,; RY) mit
sup |Dh| 4 osup |D*h| < const(n, N, p, Aar, Anr)
Ug/2 Ug/2
2 (4.19)

][ Vi <w — Sh) dr < s%e.
Ugy2 0

Sei nun 6 €]0, %] fixiert. Der Satz von Taylor mit der Lagrange-Abschéitzung
liefert:

sup [(x) — h(0) — Dh(0)2] < (200)? sup | D?h|

1
$EU269 2 UQ/Q
< const(n, N, p, Ayr, Apr) 620

(6.2), (6.4), (4.19) und die letzte Ungleichung ermoglichen nun die weitere Abschétzung:

fUQQQ

2

dx

(VS|

V

(w(a:) . sh(QOH)Q— th<0>:¢)

2
< Const(nyp) lgnmax{2,p}][ Vg (w —Qsh) ’ s
UQ

+][U299 Ve <Sh(x) — h(0) — Dh(O):p)

200
< const(n, N, p, Anr, Ayr) [9’"’“"{2’1’}525 + \Vg(05)|2]
< const(n, N, p, Ay, Apr) [0_"_max{2’p}325 + 0232}

2
dx]

Jetzt setzen wir e := #nt2+max{2Zp} ynd sehen mit den Definitionen von w und s:

fUQQQ

Aus (4.19) entnehmen wir

2

dx

VS|

Vv

(u(:p) — Ax — s(h(0) + Dh(O)x))
2600

< const(n, N, p, M, Aur) 0B, (o) (4.20)

|sDR(0)|* < cs®,(0) (4.21)
mit einer Konstanten cyq(n, N,p, Ay, Apyr) € Rsp und schliefen mit (6.2) und

26
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(4.18):

][ V% (Du — A — sDh(0))|? dx
U20Q

< const(p) [(20)_"][U \VE(Du— A dx + |V§(8Dh(0))|2]
< const(n, N,p, Ay, Ay )07 "@,(0) (4.22)

Als néchstes kombiniert man (4.20) und (4.22) mit der Cacciopoli-Ungleichung
(4.2) (mit ¢ = sh(0) und A + sDh(0) anstelle von A), um zu schlieBen:

][ V5 (Du — (A+ sDh(0)))|* dz:
Ugo
< const(n, N.p, ¢, T, A, M, Ayy) [ 020, (0) + 07 @, (0)7 + 07730, ()| (4.23)

Dabei ist die Voraussetzung |A+ sDh(0)| < M + 1 aus Lemma 4.5 erfiillt gemé&s
(4.21) in Verbindung mit der zusétzlichen Kleinheitsannahme

ca®,(0) < 1. (4.24)
Im Falle ¢ > p erhalten wir mit den Kleinheitsannahmen (4.18),
075D, (0) 7 < 6 (4.25)

und 0 < 1:

][ [V (Du — (A + sDh(0)))|*dz < const(n, N, p,q, T, \, M, Ap;) 6°®,(0)
Uso

Im Falle ¢ = p dagegen ist die letzte Ungleichung auch ohne weitere Annahmen
offensichtlich, da der letzte Term auf der rechten Seite von (4.23) geméfl Bemer-
kung 4.6 nicht auftritt. Mit der Mittelwerteigenschaft aus Lemma 6.8 148t sich
die vorausgehende Ungleichung umschreiben in

][ |V%(Du — (Du)gg)|2 dzx < const(n, N,p,q, T, \, M, Ay) QQ(IDI,(Q).
U,

Dies bedeutet:
D,(f0) < c560°®,(0) (4.26)

fiir eine Konstante c5(n, N, p,q, ' A\, M, Ap;) € R~g. Abschliefend wéhlt man nun
0 €]0, %] hinreichend klein, so daf

cs0* < 9% (4.27)

o7
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gilt. Somit hédngen #,  und € nur von n, N, p, q, I', A, M, Ajp; und o ab. Nun 148t
sich ey nur abhédngig von n, N, p, q, I', A\, M, Ay, v, 0, s, t und 6 so wihlen,
daf die Kleinheitsbedingungen (4.17), (4.18), (4.24) und (4.25) aus dem ersten
Teil der Voraussetzung (4.16) folgen. Zwecks spéterer Verwendung nehmen wir
aulerdem an, daf3

g0 < O™(1 — 0%)? (%)2 (4.28)

im Falle p > 2 und

2n
07 (1—6°)? (M\?
€0 S min {1, (2—+p) (7) } (429)
o5t

P

im Falle p < 2 gelten. Eliminiert man abhéngige Groflen, so folgt die behaup-
tete Abhéngigkeit von gp. Unter Beriicksichtigung von (4.26) und (4.27) ist die
Proposition somit vollsténdig bewiesen. O

Iteration von Proposition 4.14 fithrt zu einer sog. ,excess decay“- Abschitzung:

Lemma 4.15. Es seien 2 < p < g < p+% oder p < 2, q < 275:1]9, M € Ry,
a €]0,1[, f e CE (M) geniige (f1) und (f3’s) und u € WHP(Uy (x0); RY) sei
F -minimierend auf U} (o). Dann gibt es ein cg(n, N,p, q, ', \, M, Apr, o) € R,

so daf$ die Kleinheitsbedingungen

M
D, (u, o, 0) < €9 und |(D)zg.0] < 5 (4.30)

mit der Konstanten ¢ aus Proposition 4.14 die Wachstumsbedingung

r

2c
D, (u,x0,7) < Cg (—) P, (u, xg, 0) fir alle r €]0, o]
0

implizieren.
Beweis. O.E. sei zg = 0 und ®,(p) # 0. Wir zeigen durch Induktion nach j € Ny:

0,(070) < 6%9,(o) (431)
q)p(ﬁjg) < &g und |(Du)gio| < M

Dabei ist 6 die Konstante aus Proposition 4.14. Der Induktionsanfang fiir j = 0
ist klar gem#f den Kleinheitsbedingungen (4.30). Also zum Induktionsschluf:
Seien (4.31) und (4.32) erfiillt fur alle j € {1,2,...,{}. Geméf der Induktions-
voraussetzung (4.32) kénnen wir Proposition 4.14 auf der Kugel Uy, anwenden:
Zusammen mit den Induktionsvoraussetzungen (4.31) und (4.32) nebst 6 < 1

erhalten wir:
©, (0" 0) < 6*®,(6'0) < 0**FVD,(0) < o (4.33)

o8
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Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzungen (4.31) und (4.32) und von
(4.28) finden wir im Falle p > 2:

[(Du)gir, — (Du),|

N

7=0 l l = (4.34)
n o3 62 M
sezz;\/@p <oty \/ SRS
]: =

Als néichstes werden wir nun ein zu (4.34) analoges Argument fiir p < 2 angeben:
Dazu bemerken wir zunéchst, dafl aus (4.29) und (4.32) ®,(670) < 1 fiir alle j €
{1,2,...,1} folgt. AuBerdem sieht man mit der Fallunterscheidung |A| < / >1
leicht, daf3

A <25 VB + VE)P| fiiralle A€ M

gilt. Damit erhalten wir:

MMwa%|<Zf |Du — (D) da

9J+1

[ <][U _ ‘V%(Du - (Du)ejg)‘de>

l
2% Y [t @0t 0T e, er] <20y \Jo,000)

j=0 Jj=0

S

Die Forderung (4.29) wurde gerade so gewihlt, dafl sich genau wie zuvor im Falle
p > 2 jetzt auch im Falle p < 2 auf

(Du)gis, — (Du),| < (4.35)

SIS

schlieflen 1a8t.
Wir kehren nun zum allgemeinen Fall zuriick. Aus (4.34) bzw. (4.35) entnehmen
wir mit dem zweiten Teil von (4.30):

(Du)giss,| < M (4.36)

29
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(4.33) und (4.36) enthalten alle Induktionsbehauptungen, daher ist die Induktion
abgeschlossen.

Nun fixiert man ein j € Ny mit 7o < r < 679 und bekommt unter Verwendung
von (4.15) und (4.31) mit

8, < constp) (22) &, 0%)

< const(p)6** ", (o)

2c
< const(p)o " (1) (0

die Behauptung. O

4.4 Partielle Regularitit

Da wir lokale Regularititseigenschaften untersuchen, greift unsere Theorie nicht
nur fiir Minimierer, sondern sogar fiir lokale Minimierer im Sinne der folgenden
Definition:

Definition 4.16 (lokale Minimierer). Seiu € W,5(Q; RN). u heifit ein lokaler
Minimierer von F auf Q oder lokal % -minimierend auf €2 genau dann, wenn es
zu jedem x € € eine Umgebung von x in Q gibt, auf der u & -minimierend ist.

Ausgehend von Lemma 4.15 zeigen Standardargumente (vgl. [Ev] und [CFM]),
basierend auf Campanatos klassischer Integral-Charakterisierung der Holder-Ste-
tigkeit, die folgende Verallgemeinerung von Hauptsatz 2.16:

Satz 4.17 (Partielle Regularitiit). Es sei 2 < p < ¢ < p++ oder p < 2,
g < 2y fe CE (M) geniige (1) und (£3’s) und u € WP(QRN) sei ein
lokaler Minimierer von F auf Q. Dann ist Reg(u) € Oq, u € Clf(Reg(u); RY)
fiir jedes o €]0, 1] und £™(Sing(u)) = 0.
Genauer ist dabei Sing(u) = 3 U 3y mit

¥ = {:UO € Q : liminf ®,(u, xg, 0) > 0}
o\0

Yo = {xo € Q = limsup |[(Du)s,,0 = oo}
o\

Bemerkung 4.18. FEine Analyse des Beweises von Satz 4.17 zeigt:

(I) Zu jedem o €]0,1[ und xy € Reg(u) gibt es ein 0 € Rsg, so daff Du auf
UM(xo) Hélder-stetig ist mit Ezponent o und einer nur vonn, N, p, q, T,
A, M o= 1+ 2limsup o |(D)agel, Anr, var und o abhingigen Holder-
Konstanten.
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4.4. Partielle Regularitét 61

(1) Die Voraussetzung (f 3’s) lifit sich zu folgender Variante abschwéchen, die
eine gewisse Degeneration der Elliptizitit bei oo erlaubt:

Zu jedem M € R~ gebe es ein Ay € Rsg mit

2

[N

V\/W(DSO)

fiir alle A € M mit |A] < M +1 und alle o € Wy (U™ RN).

f(A+ Dy)dz > f(A) + AM][

un Un

[NIiS)

Y )
Insbesondere kann daher in der Voraussetzung (f 8’s) der Term V\/W(Dgo)
durch V(D) ersetzt werden.

Mit den in Abschnitt 1 beschriebenen Methoden erhélt man problemlos:

Korollar 4.19 (Hohere Regularitit). Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von
Satz 4.17 sei f € C5. (M), dann folgt u € CL5.(Reg(u)). O
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Kapitel 5

Beweis von Hauptsatz 2.45

Stets seien die Annahmen 0.1 und 2.1 erfiillt.

Auch in diesem Abschnitt verwenden wir die Abkiirzung

Ay = sup |D*f|. (5.1)

BJVI+2

5.1 Die Euler-Gleichung

Lemma 5.1. f € CL, (M) geniige (f2) und der Wachstumsbedingung

. |IDf(A)]
lim su
|A\Hoop |Ala~t

(5.2)

mit ¢ < min {-"%,p+1}. Es seien O € Oq, u € W'P(O; RY) mit Fok[u; O] <
0o und ¢ € Wi =3 (0; RY), dann gilt:

Tl + ;0] — Pl O] = / Qf(Du+ Dy) — Qf(Du)] da

o
Beweis. O.E. sei f > 0 auf M. Aus (5.2) folgt insbesondere (f1). Seien A,
und \, die Radon-MaBle aus Satz 2.33, die Fo[u + ¢; —]|O und P |u; _”o

.. . . 1 . .
reprisentieren. AuBerdem seien uy € Wi 3l(O;RY) mit up — u schwach in
k—o0

WP (O; RY) und limy, .o F [ug; O] = Fioi[u; O] (Lemma 2.22) und O D A € Oq
mit A\, (OA N O) = 0. Dann folgt limy_, o F [ug; A] = A\y(A) und wir erhalten:

At (A) = Ay (A) < liminf <97[uk + @; A] — Fuy; A])

k—o0

1
:liminf// Df(DukthDgo)dthoda:S/thgodx
aJo A

k—o00

Dabei haben wir benutzt, dafl fol D f(Dug+tDy) dt beschrankt ist in Lt (O;RY)
geméf der Wachstumsbedingung (5.2) und h; bezeichnet den schwachen Grenz-
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64 KAPITEL 5. Beweis von Hauptsatz 2.45

wert einer Teilfolge. Aulerdem haben wir verwendet, dal ¢ in Wl’ﬁ(O; RY)
liegt. Wir bemerken hier noch kurz, daB Zo[u + ¢; O] < 0o mit A = O aus der
letzten Gleichung folgt. Dies rechtfertigt nachtréglich die Anwendung von Satz
2.33 auf u + . Mit den Regularitétseigenschaften von A, und A, 148t sich auf

Auto(A) = Ay (A) < / hiDpdx  fur alle £"-mefibaren Teilmengen A von O
A

schlieflen. Ganz dhnliche Argumente zeigen

Au(A) = Aro(A) < / hoDpdx  fir alle Z"-mefbaren Teilmengen A von O
A

mit einem hy € L77(0; RY). Dies bedeutet, da$ das signierte Radon-Maf At —
Ay absolutstetig ist bzgl. Z”|O. Mit Satz 2.40 und Satz 6.29 erhalten wir

Merol ) = A(A) = / (Qf(Du + Do) — Qf(Du)] da

A

fiir alle Z"-mefibaren Teilmengen A von O, insbesondere fiir A = O. 0

Der Minimiererbegriff fiir abstrakte Integrale iibertréigt sich i.a. nicht auf Teil-
mengen, daher verwenden wir folgende leichte Abschwéchung:

Definition 5.2 (schwache Minimierer).

Sei  ein abstraktes Integral auf WP(Oq; RN) und u € WP(Q; RY).

u heifit ein schwacher Minimierer von % auf ) oder schwach % -minimierend
auf Q genau dann, wenn & |u; Q] < oo und

Iu; Q) < Fu+ ¢; Q] fir alle ¢ € Wkllg)f(Q; R™)
gelten.

Definition 5.3 (lokale Minimierer).

Sei I ein abstraktes Integral auf WP(0g; RN) und u € W,5P(Q; RN).

u heifst ein lokaler Minimzierer von % auf ) oder lokal % -minimierend auf
Q genau dann, wenn es zu jedem x € ) eine Umgebung von x in 0 gibt, auf der
u schwach & -minimierend ist.

Es 148t sich leicht einsehen, dafl diese Definition fiir .¢ = .% mit Definition 4.16
zusammenfallt.
Mit der Mafldarstellung aus der Definition abstrakter Integrale erhalten wir:

Bemerkung 5.4.
Sei S ein abstraktes Integral auf WHP(Oq; RY) und uw € WIP(Q; RY). Dann gilt:

u F-minimierend auf Q0 = u schwach & -minimierend auf €
= u schwach & -minimierend auf jedem O € Oq
= u lokal & -minimierend auf )
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Wir beweisen jetzt in Verallgemeinerung von Lemma 2.43:

Lemma 5.5 (Euler-Gleichung). f € CL, (M) geniige (f1), (f2) und (f3)
mit ¢ < min {2 p+ 1} und u € WEP(Q;RN) sei ein lokaler Fo,-Minimierer
auf Q. Dann erfillt u die Euler-Gleichung

/ Df(Du)Dpdx =0 fiir alle p € 2(Q; RY)
Q

von F auf ).

Beweis. Sei x € Q und O € K eine Umgebung von x in €2, auf der u schwach
Fro-minimierend ist. Sei weiter ¢ € 2(0; RY). Dann gelten .#, [u; O] < oo und

Frok|u; O] < Frok[u + tp; O] fir alle ¢ € R.
Geméf Lemma 4.2 und Bemerkung 4.3 ist (5.2) erfiillt; daher zeigt Lemma 5.1,

daf
R—R,t— / f(Du +tDy) dz
o

ein absolutes Minimum bei 0 annimmt. Durch Differenzieren an der Stelle 0 sehen
Wir:

/ Df(Du)Dypdx =0

o

Die Behauptung folgt mit der C'*°-Zerlegung der Eins. O
Bemerkung 5.6. Die Lemmata 5.1 und 5.5 gelten ohne die Voraussetzung (f2).

Beweisskizze. Dies 148t sich einsehen, indem man im Beweis von Lemma 5.1 die
Anwendung von Lemma 2.22 vermeidet. Dazu verwendet man statt der Folge, auf
der das Infimum in Definition 2.17 angenommen wird, Folgen, die dieses Infimum
nur approximieren. 0

Fox-Minimierer erfiillen also die Euler-Gleichung des urspriinglichen Funktionals
. Dies ist ein Schliissel zur Regularitiatstheorie fiir %, .-Minimierer.

5.2 Einige technische Lemmata

Lemma 5.7. f geniige (f1) und (f2) mit ¢ < =&, U sei eine offene Kugel in

n—1’

R"™ und u € WHP(U; RY) geniige der Randregularititsbedingung

limsup e "

/ |Dul? dx < oo (5.3)
e\o {zeU : dist(z,0U)<e}
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66 KAPITEL 5. Beweis von Hauptsatz 2.45

mit einem 7 €]nLE 1] Ist nun Fo[u; U] < oo, so gibt es eine Folge wy, €

WH(U;RY) N [u+ Wol’p(U;]RNﬂ mit wy, — u schwach in WP(U; RY) und

k—o0

Frok[u; Ul = lim F|wy; U].

k—o0

Dies bedeutet o o
Frok|u; U] = Folu; U] = Flu; Ul (5.4)

Beweis. O.E. sei f > 0 auf M und U die Kugel U, mit Mittelpunkt 0 und Radius
s. Gem# Lemma 2.22 gibt es eine Folge uy € W5/ (Uy; RY) mit uj, — u schwach

k—oo
in WhP(Ug; RY) und

Frox|u; Us] = lim Fluy,; Uy).

k—o0
(Duy)gew ist beschrankt in LP(Uy; M), daher konnen wir geméafi dem Auswahlsatz
fiir die schwache *-Konvergenz und dem Satz von Rellich durch Teilfolgeniiber-
gang |Duy|? - L™ ﬁ p schwach-x in RM (Uy) und uy, o u stark in LP(Uy; RY)
erreichen mit einem nichtnegativen Radon-Mafl p auf Us. Wir zeigen zunéchst
die folgende

Zwischenbehauptung. Zu jedem vorgegebenen 6 €0, s[ gibt es ein v €
WU RN) mit v —u € Wy P(Us; RY), |lv — ulpy,_, < 6 und

f(Dv)dz < ProJu; U] + 6. (5.5)

Us

Dazu betrachten wir Radien § < r < R < S < R; 2 die wir spéater fixieren
werden, und setzen

mit dem Operator aus Lemma 6.12. Dann gelten geméf (6.8) und (6.9):
U=1u auf Ugr

i€ u+ Wy (Us RY)

Weiter definieren wir

uk—ﬂp

S—R

Ek(t) = |Duk|p +
Ut

de  furt € [r, s

und finden Radien R < Ry, < S, < S mit den Eigenschaften aus Lemma 6.14 bzgl.
Zk. Als néchstes wihlen wir eine Abschneidefunktion 7, € 2(Us) mit 0 <, < 1,
V| < Skzék auf Us, np = 1 auf Ui, und spt 7, C Ug, . Erneut mit dem Operator
aus Lemma 6.12 konstruieren wir

Vg = Nk (Ték,gkuk) + (1 - nk) (TR’“’S’“{L)

66
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mit (vgl. (6.8))

U = Uy auf URk
v =1 auf US\ng
Ty, 5, (uk — @)

|Duy| < |DTp, 5 uk| + [DTq g 1l + 2
Sk — Ri

auf Us.

Wir verwenden diese Beobachtungen zusammen mit (f1) und (6.12) aus Lemma
6.12 in der folgenden Abschétzung:

/ [f(Dvy) — f(Dug)] do < T/ (1 4+ |Duvgl?) dx

s US\BRk

< T f”(Us\Br)+/ \Da|qu+/ | Dug|? d
U\Br Us, \Bp,

< const(n, q)l’

£"(U,\ B,) +/ \Da|? dx
Th, 5, (ur — )

US\BR (56)
+/ <\DT~ & u|? + ~
Us, \Bg, e Sk — Ry

q) dx]
=: const(n, )T [.Z" (U, \ B,) + (1) + (11)]

Aus (6.16), (6.15), Lemma 6.14, Lemma 6.25 und (6.13) erhalten wir fiir (I7):

(1)
_ P »
< COHSt(TL,p, q)(S— R)n—n% |:/ <|Duk|p+ U — U ) dl’:|
Us\Br S—R
P (P »
n—nl U —u w—u ’
< t S—R)" " Duy|? d
< const(n, p, ¢)( ) [/Us\BR <| ugl? + S + SR ) :p}
< const(n,p, q)(S — R)" "
p »
U (\Duk\u 22 4 |Duf + |Dﬂ\p) dfﬁ}
Us\Br S—R
< const(n,p, q)(S — R)" "
/ (\Duk|p+ S u‘ ) d:c+/ | Dul” dx
Us\Br S—R Uzs—-r\Br
(5.7)
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Mit (6.17) aus Bemerkung 6.13 sehen wir fiir (I):

(1)

=P(+) _ =P =p _ =P »
n—(n—7)4 — (t) — R) (8 — (t)
< t — P _—~7 7 B S
= Cons (n7p7 q, T)<S 7”) [tes}lg:,)s[ (t _ R)q— + tes}lg,)s[ (S _ t)T
(5.8)
Dabei ist
=EP(t) .= [ |DulPdx fir t € [r, s].

U

Aus der Randregularitéitsbedingung (5.3) und dem Extremalsatz erhalten wir

=P (s) — =P (¢
=ls) = =(1) < sup (s — t)_T/ | Du|? dx < const(p, T,s, Du) (5.9)
sl (=07 T ejos UAB

Als néchstes fixieren wir die Radien: Zunéchst wéhlen wir r €]3, s[ so gro, daf§
gelten:

s—r<4§ (5.10)
(s—r)" "5 <6 (5.11)
LU\ B,) <6 (5.12)

Sei weiter
ER(t) == u(Uy) fir ¢ € [r, s]

und N sei die Menge aller Stellen in |r, s[, an denen entweder Z* oder = nicht
differenzierbar ist. Dann ist N eine #!- Nullmenge. Aus Lemma 6.15 erhalten
wir ein R €]£2, s[\NV mit

EP(t) — EP(R EP(s) — EP(552
sup R()§4 (5) - 2) (5.13)
te]R,s| - S — =5
Mit (5.9) folgt
=p(t) — =P
sup =) — SR < const(p, 7, s, Du). (5.14)

te]R,s| (t—R)™

Man beachte insbesondere, dafl die Konstante in der vorigen Abschétzung nicht

von r abhdngt. Als néichstes fixieren wir S €]R, R; 2[ so nahe an R, daf} gelten:
o[ 1 z
S—R)" "y | —— u(Bs\Ug)| <3 5.15
(5= R | s\ )| < (5.15)
| 1 ’
(S — R)" "1y 7/ |DulPdz| <0 (5.16)
S—R Uss—r\Br
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5.2. Einige technische Lemmata 69

Die beiden vorigen Bedingungen lassen sich erreichen, da wir R ¢ N gewiéhlt
haben. Damit sind alle Radien fixiert und wir kénnen abschliefend £ € IN aus-
reichend grofl wihlen, dafl gelten:

[, — ullp, <0 (5.17)

F(Duy) d < Filu; U] + 0 (5.18)
US

q 1
(S— R)nf(nfl)g |:7/
S =R Jua\sg

(5.20)

U — U

S—R

bl
dx} <6 (5.19)

Nun kombinieren wir die Ungleichungen (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), (5.11), (5.12),
(5.14), (5.15), (5.16), (5.18), (5.19) und (5.20). Wir erhalten

(D) de < Fro[u; U] + ¢76

mit einer Konstanten c;(n,p,q, 7,1, s, Du) € Rxq. Falls notig ersetzen wir nun §
durch c% und erhalten (5.5) fir vj,. GemaB (5.10) und (5.17) gilt ||vp —ul[po,_, <6
und auch die restlichen Eigenschaften aus der Zwischenbehauptung verifiziert
man fiir v, problemlos. Somit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

Es folgt der Beweis des Lemmas: Geméafl der Zwischenbehauptung finden wir eine
Folge wy, € Wh9(Uy; RY) mit wy, — u € WP (Ug; RN),

1
lox = wllpw,_, <+ (5.21)
k

und .
f(Dwk) dx < %ok[u; Us] + E

Us
Aus der Koerzivitiatsbedingung (f2) entnehmen wir, dafi (Dwy)ren beschrénkt
ist in LP(U,; RY), daher konnen wir gemif der Poincaré-Ungleichung nach Teil-
folgeniibergang annehmen, dafl (wy)ren schwach in WhP(U,; RY) konvergiert.
Der schwache Grenzwert kann geméf (5.21) nur w sein. Damit ist das Lemma
bewiesen. O

Lemma 5.8. f geniige (f1) und (f2) mit ¢ < %, U € Kq sei eine Kugel und
u € WP(Q\ U;RN) geniige der Randregularititsbedingung

limsup e |Dul? dx < oo (5.22)

eN\0 /{er:O<dist(x,U)<a}
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70 KAPITEL 5. Beweis von Hauptsatz 2.45

mit einem 7 €[t L 1]. Ist Frglu; 2\ U] < oo, so0 gibt es eine Folge wy, €
WEI(Q\ T; RN) mit wy, —u schwach in WH(Q\ U; RY) und

— 00

Froxlu; Q\ U] = lim Flwg; Q\ U,

so daf$ die wy auf OU die Randwerte von u annehmen.

Der Beweis verlauft ganz analog dem Beweis des Lemmas 5.7. Eine Analyse des
Beweises zeigt sogar:

Bemerkung 5.9. In der Situation des Lemmas 5.8 laft sich zusdtzlich erreichen,
dafi wy, € WH(O\ U; RY) fiir jedes O € Kq gilt.

Lemma 5.10. f genige (f1) und (f2) mit ¢ < 2, U € Kq sei eine Kugel

n—1’

und u € WHP(Q; RN) gendige der Randregularititsbedingung

lim sup 57/ | Du|P dz < oo. (5.23)
eN\0 {zeQ: dist(z,0U)<e}
mit einem T €lnL L, 1]. Dann gilt:
Froklw; Q] = Prorc[u; U] + Frox[u; @\ U] (5.24)

Beweis. ,>“ folgt elementar aus der Definition von Z. Fiir ,,<“ nehmen wir
o.E. an, daf§ die rechte Seite von (5.24) endlich ist. Somit folgt ,<“ aus den
Lemmata 5.7 und 5.8 nebst Bemerkung 5.9 durch Aneinandersetzen der dort
konstruierten Folgen mittels Spursétzen. O

Bemerkung 5.11. Die Gleichung (5.4) in Lemma 5.7, eine entsprechende Va-
riante von Lemma 5.8 und Lemma 5.10 gelten auch ohne (f2).

Beweisskizze. Analog zu Bemerkung 5.6 148t sich die Verwendung von Lem-
ma 2.22 vermeiden. Auflerdem benotigt man im Beweis von Lemma 5.7 eine
Abschétzung fiir st | Dvg|P dz. Die dabei auftretenden Terme lassen sich dhnlich,
aber wesentlich leichter als die Terme in (5.6) behandeln. O

5.3 Die Cacciopoli-Ungleichung

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.11 auf abstrakte Inte-
grale. Auch sein Beweis orientiert sich am Beweis von Satz 2.11, ist aber technisch
aufwendiger.

Lemma 5.12. Sei .# cin abstraktes Integral auf W1P(Ogq;RN) mit folgenden
Eigenschaften:
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5.3. Die Cacciopoli-Ungleichung 71

(1) # hdingt nicht von der unabhdingigen Variablen x ab, d.h. fir ro € R",
O € Oq mit 7o+ O C Q und u € WIP(O; RY) gilt

Fu; O] = Fu; o + O]
mit u(x) := u(x — x).

(II) # hingt nicht von der abhingigen Variablen w ab, d.h. fir O € Oq, u €
WP(O; RY) und c € RN gilt

Fu; 0] = Fu+ ¢; 0.

(III) 7 skaliert wie ein Integral der ersten Ableitung, d.h. fir r € Rsg, O € Ogq
mit 2O C Q und u € WP(O; RY) gilt

r

I 0] = 1.5 [u 10]

u(rzx) ‘

(IV) Fiir jedes O € Ogq ist I[—,0] sequentiell schwach unterhalbstetig auf
WhP(O; RY).

mit u(x) ==

Dann ist & in folgendem abstrakten Sinne W1P-quasikonvez: Fiir jedes O € Oq,
jedes A € M und jedes ¢ € Wklﬁﬁ(O; RY) gilt:

Fua+¢;0] > Fuy; O]
mit der linearen Funktion us(zx) := Ax.

Beweis. O.E. sei & > 0 auf W1P(Oq; RY). Mit Hilfe der Eigenschaften (I) und
(III) kénnen wir .# auf

WP (Kgn; RY) := {(u,0) : O € Kgn,u € W"(O; RN)}

so fortsetzen, dafl entsprechende Varianten von (I)-(IV) und der Mafdarstellung
giiltig bleiben. Wir fiihren die Details dieser Rechnungen hier nicht weiter aus.
Sei nun A € M. Aus (I), (II) und (III) entnehmen wir fiir y € R", r € R+ und
jede nichtleere, offene und beschrénkte Teilmenge O von R™:

I ua; 0] = Flua;xo + O] (5.25)
S O] = s {UA; %o} (5.26)

Ist nun Sua; O] < oo, so sei po das Radon-MaB auf O, das Flua; ]|, re-
prisentiert. Wohlbekannte Argumente aus der Mafitheorie zeigen ausgehend von

71



72 KAPITEL 5. Beweis von Hauptsatz 2.45

(5.25), (5.26) und den Regularitétseigenschaften von pp, daf puo =r - £"|  fiir
ein r € R gelten muf.

Ist dagegen & [ua; O] = oo, so 1aBt sich elementar S [u; —
sehen und wir setzen pp = oo - .,2”"‘0.

AuBerdem seien O € O p» und ¢ € Wl(llg)f(O;]RN ). Wir setzen ¢ durch Null
auf ]0,1[* und dann )0, 1[*-periodisch auf ganz R" zu ¢ € W,5P(R™; RY) fort
und definieren u € W57 (R™; RV) durch u(z) == Ax + p(z). Weiter definieren wir
u, € WEP(R™ RN als ug(x) = ( ) Aus Lemma 6.35 entnehmen wir u, — u4

k—oo
schwach in W1P(]0, 1[% RY) und gemaB (IV) folgt:

o

J|, = oo auf Ogq ein-

I [UAQ J0, 1["} < lim inf .7 [uk; 10, 1[@

Mit v bezeichnen wir im Falle .#[u;]0, k["] < co das Radon-Maf auf ]0, k[, das
S u; —] ‘]0 K repriasentiert, und im Falle .#[u; 0, k["] = oo das Maf} oo - £"
Es folgt mit (III), (I) und der Periodizitit:

ok

f[uk;]o, 1["} = k*"f[u;]oa k[n}
= k= [u(spt(@) + . [1:10. Kot (D)
=k [1/ (spt(@)) + o (10, k["\spt(@))}

— k" [V(Spt(@) + Hjoul ({ U 1D - 1[} \Spt(@)]

01,62, in=1 j=1

( O o)

01,82, s in=17=1

=k [u, ﬁ lij,4; — ]
7j=1

i1,i200m0, zn_l
_ y[ 10,
Also gilt
f[uA;]O, 1["] < f[u,](), 1["}

Mit dhnlichen Argumenten wie zuvor, basierend auf der Mafldarstellung, folgern
wir daraus:

Iua; O] < Fua+ 9,0]

Mittels (I) und (III) 148t sich die letzte Ungleichung auf jedes O € Kgn iibertra-
gen. U
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5.3. Die Cacciopoli-Ungleichung 73

Bemerkung 5.13. Lemma 2.44 ist ein Spezialfall von Lemma 5.12, denn unter
den Voraussetzungen von Lemma 2.44 ist Fiox ein abstraktes Integral (Bemerkung
2.35) und geniigt den Voraussetzungen (1), (II), (III) und (IV): Die Eigenschaften
(1), (1I) und (III) ibertragen sich dabei problemlos von F auf Fiox und (1V) ist
gemdfS Lemma 2.23 erfiillt.

Lemma 5.14 (Cacciopoli-Ungleichung). Fssei2 <p < g < p+% oderp < 2,
q< 2’;:1]), auferdem M € R, [ € C2.(M) geniige (f1), (f2) und (f3s) und
we WHP(U2 (20); RY) sei ein schwacher Minimierer von Py auf U} (o). Dann

gilt fiir alle ¢ e RN, A€ M mit |A| < M + 1:
][ V5 (Dv)|? da
Ugya(@0)

2
Us(z0) 0 Us(z0)

Dabei ist cg(n,p,q,v, T, A\, M, Apy) € Rsg eine Konstante, h(t) = t + tv und
v(z) == u(r) —  — Alx — x0).

NS

1% V3 (Dv) i d:c) ' (5.27)

Beweis. Wir beschréanken uns auf den Fall p > 2, der Fall p < 2 148t sich mit den
im Beweis von Lemmga 4.5 entwickelten Argumenten &hnlich behandeln. O.E.
sefen o = 0 und 2°7 \ < c13y mit der Konstanten c;3 aus Lemma 6.10. Wir
setzen zunéchst (vgl. Definition 6.9)

A "

g(A) = f(A) — C—em(A) fir A e M.

13
Aus (f3s), Lemma 6.10, (f1) und (f2) entnehmen wir, dal g quasikonvex ist
mit

p—2 p—2
277 )\ 2%\
(fy — ) |A]P — ¢ — <g(A) <T(1+|AY fir A € M.

C13 C13

Zur Vereinfachung nehmen wir im folgenden o.E. g > 0 auf M an. Wir definieren
fir O € Og und w € W'*(O; R”) die Funktionale

4 |w; O] ::/Og(Dw) dx

_ e wy, € Wil (O; RY) N Wh2(O; RY),
Gox|w; O] := inf ¢ liminf G [wy; O] : wy — w schwach in W2(0; RN)

k—o00 PR

Mit Lemma 2.22 finden wir eine Folge wy, € W,5(O;RN) N WH2(O; RN) mit
wy — w schwach in WH(O; RY) und limy,_.o Z [wi; O] = P [w; O]. Gemis

k—o0
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74 KAPITEL 5. Beweis von Hauptsatz 2.45

der Definition von % und der schwachen Unterhalbstetigkeit konvexer Funktio-

nale folgt damit:

_ A

Gl 0] < Fronlw: O] — 2 / e 1(Dw) dx (5.28)
o

C13

Als néchstes weisen wir nach, da %, den Voraussetzungen von Lemma 5.12
geniigt: Simple Argumente zeigen, dal ¢ und als Folge auch % abstrakte Funk-
tionale sind, die den Voraussetzungen (I), (II) und (III) geniigen. Gemaf Satz 2.33
ist G\ ein abstraktes Integral und gemif Lemma 2.23 ist auch (IV) erfiillt. Al-
so geniigt %o, der abstrakten W P-Quasikonvexititsbedingung aus Lemma 5.12.
Wir wihlen nun 7, s, Z, 7 und s wie im Beweis von Lemma 4.5. Allerdings ver-
wenden wir zur Wahl von 7 und § Lemma 6.15 anstelle von Lemma 6.14 und
konnen so zusétzlich 7,5 ¢ N und strikte Ungleichungen zwischen den Radi-
en erreichen, wobei N die #!-Nullmenge der Nichtdifferenzierbarkeitsstellen von
t = [y, |DulP dx bezeichnet. Weiter wihlen wir 7, ¢ und ¢ wie im Beweis von
Lemma 4.5. Dann gilt

0 € WP (Us; RN) Wﬁl;f(UQ;]RN).

Aus den Abschétzungen des Lemmas 6.12 zusammen mit ¢ < p+% und den
Wahlen von 7 und 5 (vgl. auch den Beweis von Lemma 4.5) erhalten wir

W € Whii=a (U RY) € W (U RY).

Aus der Wahl § ¢ N mit Lemma 6.15 entnehmen wir

) 1
limsup —

/ | Du|? dx < oco.
eNO0 € J{zeQ:dist(z,0Us)<e}

Als Konsequenz aus (6.14) geniigen mit v auch v und 7j ;v dieser Bedingung
und wegen ¢ = v — T; ;v nahe OU; auch ¢ und u — ¢. Insbesondere geniigen
alle diese Funktionen auch (5.23) mit 7 = 1 bzgl. der Kugel U;. Wir kombinieren
nun die WP-Quasikonvexititsbedingung aus Lemma 5.12, die Additivititseigen-
schaft aus Lemma 5.10, Korollar 2.38 und (5.28):

ok[ta + @3 Uy] — Gio[ua; Uy
fok|ua + ¢; Us| + %[UA; U, \ Bs] — %[UA; U,
1Ok[u,4 —+ ©; Ug] —+ g[UA; UQ \ Bg] — g[UA; UQ]
A A
lok[tua + ¢; Us] — —/ ep1(A+ Do) dx —/ f(A)dx + — ep1(A)dx
13 Ju; Us 13 Ju;
(5.29)

0<

K

I
K

I
K

<

N

Da u schwach .Zg-minimierend ist auf U,, gilt Z[u; U, < co und

%ok[u; UQ] S %ok[u - ¥ UQ]
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5.4. Partielle Regularitét 75

Somit erlaubt uns Lemma 5.10 auf

Forlu: Us] < Tl — 01 U3 = / F(A+ DY) de < oo
Us

zu schlieen. Dabei haben wir noch Lemma 2.38 bem{czt, um die Integraldarstel-
lung der rechten Seite zu erhalten. Wegen ¢ € WhsFi=q (Us; RY) konnen wir mit
Lemma 5.1 auf

Tl — 0 Us] — Folu: Us] = /R[f(Du—D@/))—f(Du)} du

mit der Abkiirzung R := U; \ B; schlieflen. Dabei ist die Voraussetzung (5.2) von
Lemma 5.1 gemé$ (f1), Lemma 4.2 und Bemerkung 4.3 erfiillt. Wir erinnern an

Du— A= Dv=Dyp+ Dy auf U,.

Mit (5.29), Lemma 6.10 und den letzten drei (Un-)Gleichungen bekommen wir:

/qu }Vg(Dv)f dz

< const(p, \) (%ok ua+ ;U / f(A )

= const(p, \) (%[ — 3 Us] = Fror[u; U] + Frok[u; Us) — Fro[u — @; U]

" / (A + D) — f(A) d:c)

s

< const(p, \) ( [ 0w Dv) - 0w do+ | (744 Do) - 1) dx)
(5.30)

Ausgehend von (5.30) gelangt man nun genau wie im Beweis des Lemmas 4.5 zur
Behauptung. O

5.4 Partielle Regularitat

Lemma 5.5 ermdglicht die Anwendung von Lemma 4.10 auf schwache .-
Minimierer. Ausgehend von den Lemmata 4.10 und 5.14 lassen sich nun auch fiir
schwache .Z ,.-Minimierer genau wie in Abschnitt 4.3 die Exzess-Abschéatzungen
aus Proposition 4.14 und Lemma 4.15 beweisen. Wir erhalten mit Campanatos
Integral-Charakterisierung der Holder-Stetigkeit einen zum Existenzsatz 2.28 pas-
senden partiellen Regularitédtssatz, der hier etwas allgemeiner fomuliert wird als
Hauptsatz 2.45:
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76 KAPITEL 5. Beweis von Hauptsatz 2.45

Satz 5.15 (Partielle Regularitit). Es sei 2 < p < ¢ < p+= oder p < 2,
q < %p, f genige (f1), (f2) und (f3s) und u sei ein lokaler Minimierer
von Frox. Dann ist Reg(u) € Og, u € CL(Reg(u); RN) fir jedes o €]0, 1] und
Z"(Sing(u)) = 0.

Genauer ist dabei Sing(u) = 3 U 3y mit

Y= {:po € Q : liminf ®,(u, xg, 0) > 0}
o\0

Yo = {xo € Q = limsup |[(Du)y, o = oo}.
N0

O

Bemerkung 5.16. Bemerkung 4.18 gilt in der Situation von Hauptsatz 5.15
analog. Allerdings hdngt die Holder-Konstante in Teil (I) zusdtzlich von v ab
und Teil (II) fihrt zu geringen Verdnderungen im Beweis. Wir skizzieren diese
Verdnderungen:

Beweisskizze. Wir deuten an, wie der Beweis der Caccipoli-Ungleichung Lemma
5.14 unter der abgeschwichten Quasikonvexitétsvoraussetzung verlauft:
Wir definieren dhnlich wie zuvor

gu(A) == f(A) — —e,1(A) fir Ae M

C13

mit den zugehorigen Funktionalen 4, Q% und (9 )10k- Dann ist gy zwar nicht
mehr quasikonvex, doch zeigt Bemerkung 1.25 zumindest noch

v = Qg auf B%H.
Dies erlaubt zuammen mit Korollar 2.38 fiir A € M mit |A| < M + 1 den Schluf
%[UA; —| = Q9ulua; —] = Gurlua; -]
Unter Verwendung dieser Gleichheit verlduft der restliche Beweis wie zuvor. [
Wie iiblich erhalten wir unter Verwendung der Euler-Gleichung des Lemmas 5.5:

Korollar 5.17 (Hohere Regularitit). Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von
Satz 5.15 sei f € C5.(M), dann folgt u € C5.(Reg(u)). O

Bemerkung 5.18. Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.33 erfillt und A\,
sei das endliche Radon-Maf$ aus Satz 2.33 auf Q. Mit (\,)s bezeichnen wir den
singuldren Anteil von A, bzgl. 7| . Gemdfs Korollar 2.38 und Satz 2.40 liegt der
Trager von (Ay)s in Sing(u). In der Situation von Satz 5.15 erhalten wir somit
aus der Charakterisierung Sing(u) = 31 U Xy auch eine Information iber (A, )s.
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Kapitel 6

Technisches

6.1 Abschéitzungen fiir V,
Sei in diesem Abschnitt stets 1 € Rxo.

Definition 6.1. Sei v € R+, wir definieren

VYoM — M, A (12 + A7 A
Wi M — M, A~ (u+ |A[)7 A,

Dabei sind V,J(0) und W] (0) auch fir p =0 und v <1 als 0 zu verstehen. Wir
setzen V7 := V] und W7 := W}

Wir halten nun etliche Ungleichungen fiir diese Funktionen fest:

Bemerkung 6.2. Seiy € R+, dann gibt es eine Konstante co(y) € Rso mit
V(A < WA < o]V (A)] fir alle A € M.
Bemerkung 6.3. Sei 2 < p < oo, dann gibt es eine Konstante c10(p) € R~ mit
i [VE(A) < w2 AP + |AP < cwlViE(A)P fiir alle A€ M.

Lemma 6.4 ([AF4]). Seil < p < oo, dann gibt es eine Konstante c11(p) € Ry,
so dap fiir alle A, B € M mit u* + |A|* + |BJ* # 0 gilt:

L kWA lA B di
¢ < P
YT @2+ AR+ BR)

< ¢

Den Beweis des Lemmas findet man in [AF4, Lemma 2.1].
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78 KAPITEL 6. Technisches

Lemma 6.5 (Diverse Ungleichungen). Sei 1 < p < oo, dann gibt es eine
Konstante c12(p) € Rsq, so dafs fir alle A, B € M gelten:

VETH A B] < [V (A) + Vi (B)[? (6

ViE (A+ B < enn (IVi (A + VA (B)?) (6.

VP A+ B)| < cin (VPHA) + [VEH(B)) (6

min{f?, 7} [ViZ (A)> < [ViZ (tA)]? < max {2, 7} [V (AP fiirt € R (6
Alle Ungleichungen gelten analog mit W, anstelle von V,,.

Fiir einen Beweis des Lemmas vgl. man [AM2, Lemma 2.3] und [CFM, Lemma
2.1].

Bemerkung 6.6. Sei 1 < p < 2. Fiir alle A, B € M gelten:

(12 + |AP)2 < P+ V2 (A)
;2

(12 + AP +[B)2 < + (0® + |AP + | B") = (|A]* + | B*)

Lemma 6.7. Sei 1 < p < 0o, dann gelten:

2|2
o |V,2| st konver genau dann, wenn p > % oder ;n =0 gilt.
2|2
o |W2| st konves.
o2
o (W2|" ist konvex genau dann, wenn p < 2 oder pn =0 gilt.

Auferdem hdngen }Vm und ’WJ} fiir alle v € R~q nichtfallend von der Fuklidi-
schen Norm ihrer Argumente ab.

Beweis. Fiir t € R+ gelten:

d p=2 p—4
2] = o o) a2+ )

2
p—2 p—6
[(zf +1%)7 tz] = [p(p — D' + (5p — 6)p*t* + 2] (1 + %)

dt?

o
2

Vi
und fiir p > g oder p = 0 konvex ist. Durch Losen quadratischer Ungleichungen
sieht man

radial nichtfallend

ya
Mit der Rotationssymmetrie von V)2 folgt sofort, daf

18
p(p — Dt* + (5p — 6)pt* +2u* > 0 fiir alle t € Rug <= p > T oder u = 0.
2
. Die restlichen Aussa-

g
Vi

Dies zeigt die Behauptung iiber die Konvexitét von

gen des Lemmas weist man analog nach.
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Lemma 6.8. Sei 1 < p < oo und u € WHP(Q; RY), dann gilt fiir alle A € M:
/ V.2 (Du — (Du)o)|? dz < const(p) / V.2 (Du — A)|? dz
Q Q

Beweis. Gemafl Lemma 6.7 ist |W5 |2 konvex und geméiB (6.2) gilt fiir alle By, By €
M:
(Wi (By — Ba)|? < const(p) || Wi (By)J + Wi (B2)

Daher folgt mit der Jensenschen Ungleichung:

W Du - (Duo) o
Q

p
2

< const(p) | WEDu = )P o+ (D)o - AP

< const(p)][ |W§(Du — AP dz
Q

Die Behauptung folgt jetzt aus Lemma 6.2. Im Falle p > }—i oder = 0 funktio-
niert das obige Argument gemifl Lemma 6.7 auch mit V,, anstelle von W,. 0O
6.2 Abschéitzungen fiir ey,
Definition 6.9. Fir 1 <p < oo und 1 € R>o vereinbaren wir:

e ‘MHRAHE( 241415

Y2V Y p /J/ _'_ ‘ | )

€p = €po

Lemma 6.10 (Quasikonvexitit und Wachstum von e, ;). Sei 1 < p < 0.
Fiir alle A€ M, O € Og und ¢ € Wy (O; RYN) gilt

P 2 P 2
0131/ "/’62 (Dyp)| dz g/ [em(A—i—Dgo) — em(A)} dr < 013/ ’V; (Dyp)| dx
o) o o
mit £ := /1 + |A|? und einer Konstanten ci3(p) € Rxo.
Beweis. Es gilt:
[ fenata+ Do) = a()]
o
_ / (e (A+ Dg) — e,1(A) — Deyi (A)Dy| d
9 (6.5)

11
= / / / D?e, (A + stDy) dstdt (Dp, Dp) dx
oJo Jo
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Aus
D%,1(B)(C,C) = (p—2)(1+ |B|*)T |Be C]+ (1+|B]»)7 |C]
schliefen wir aulerdem
const(p)(1 + | B|?)" |C[* < D%,1(B)(C,C) < const(p)(1 + |B[*) = |C[* (6.6)

fir alle B, C' € M. Die Behauptung folgt aus (6.5), (6.6) und Lemma 6.4. O

6.3 Glatten mit variablem Radius

Die folgenden Lemmata sind i.w. Spezialfille entsprechender Resultate in [FMal].
Sie wurden dort bereits zum Beweis der vorne angegebenen Unterhalbstetigkeits-
und Mafidarstellungsresultate verwendet (Sétze 2.2, 2.31 und 2.33). In der Regu-
laritétstheorie von Funktionalen mit (p, ¢)-Wachstum wurde diese Technik eben-
falls schon verwendet und zwar in [PS] zum Beweis von Satz 1.30.

Lemma 6.11 ([FMal]). Seien 0 < o < s und f : U} (x0) — R eine nichtnega-
tive L -mefbare Funktion, dann gilt:

/ / fdrdaA""(z) < const(n)g"_l/ fdx
Sgil(mo) Ue(2) Us+o(20)\Bs—o(x0)

Einen Beweis mit der Kofldchenformel findet man in [FMal, Lemma 2.1].

Lemma 6.12 ([FMal]). Seien 0 < r < s und U (zo) C 2, wir definieren einen
beschrinkten linearen Glattungsoperator

Trgirs : Whi(Q; RN) — LY ]RN)
durch

Tu(x

= ][Unu(:c +J(x)y) dy
(6.7)

N | — ~—

mit ¥(x) ;= = min{|x — x| — r, s — |z — 0|}

fiir u € WHH QG RY) und L™ -fast-alle x € Q.

—~

Im Falle xg = 0 schreiben wir im folgenden T, s statt Ty .. s. Dann gelten fir alle
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6.3. Glatten mit variablem Radius 81

1 <p<q<L5pundalleuwe WH(Q;RY):

Troir st € Wl’p(Q; ]RN)

u="Tyrsu  L"-fast-iberall auf (2\ B (zo)) U U (o) (6.8)
Togirst € u+ WoP (U (o) \ By (0); RY) (6.9)
| DT su| < const(n) Ty, s| Du| L -fast-iiberall auf € (6.10)
HTxo;T,su”p;Ugl(wo)\BZf(xo) < ConSt(nvp)Hqu;Us"(mo)\B?(mo) (6.11)
| DTair st iz o)\ By (z0) < const(n, p)|| Dul|pup @5y o) (6.12)
. r+s
1D Togirstllpugeonse @) < const(n, p)|Dullpug,  @wonspo  firr < o< —

(6.13)

L. r+s
1D Legsrsullpvz @wonpy o) < const(n, p)l| Dullpwp@onss, @) fir —— <0<
(6.14)

[ Tgsr,s g (o) B2 (o)
n_n— [ ét—é é —ét-p (615)
< const(n, p,q)(s — r)E_Tl sup =) = =(r) + sup (s ®)
_te}r,s[ -r telr,s| s—1 i
| DTair st gtz (@o)\ By (o)
won1 | () -Z =(s) —E(t)]" (6.16)
< const(n, p, q)(s — 7")5_71 sup =) —=(r) + sup (s) ®)
_te}r,s[ -r telr,s| s—1t i
Dabei ist
=(t) = ||u||§;Utn(x0) und =(t) = ||Du||§;Utn(x0).

Das Lemma ist eine Variante von [FMal, Lemma 2.2]. Alle Abschitzungen lassen
sich, aufbauend auf Lemma 6.11, genau wie dort beweisen; man vergleiche auch
[PS].

Eine Analyse des Beweises zeigt die folgende Verallgemeinerung von (6.16):

Bemerkung 6.13. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.12 gilt

||DTaco;r,su ||q;U£(x0)\B?(x0)

1
n_n-r =(t) — = = -2 |7
< const(n,p,q,7)(5 — )4 "5 | sup 2= 9 = =)

fiir alle T e}n%, 1].

Zur weiteren Abschétzung der Terme auf der rechten Seite von (6.15) und (6.16)
dient folgendes Lemma:

81



82 KAPITEL 6. Technisches

Lemma 6.14. Seien —oo <1 < s < 0o und Z : [r,s] — R eine stetige, nichtfal-
lende Funktion, dann gibt es 7 € [r, 22] und § € [=£22, 5] mit

:(ti =(r) < 5 =(s) — E(r)
T s—r . I
— — — — fir alle t €|7, §|. 6.18
=(0)=2) 4= =50 I7. 4l (6.18)
—1 - s—r
Insbesondere ist -
3 < r<s—r. (6.19)

Der Beweis ist elementar; er wird in [FMal| ausgefiihrt.
Wir benétigen die folgende Verfeinerung des Lemmas, die es erlaubt 7 und §
auflerhalb einer Nullmenge zu wéhlen:

Lemma 6.15. Seien —co < r < s < oo, Z: [r,s] — R eine absolutstetige, nicht-
fallende Funktion und N eine £'-Nullmenge in R, dann gibt es 7 €]r, %[\N
und § €]™2 s\N mit

fir alle t €]7, s]

_ s—r
2(5)—2(t) _ E(s)—Z
(82 (t) <4 () — =(r) fir alle t € [r, 3.
s—1t §—T
Insbesondere ist
s—r

<S—Tr<Ss—T.
3 S—Tr<s—r
Beweis. Wir nehmen 0.E. Z(s) > Z(r) an. Sei 4 : [r,s] — Rt — (t,Z(t)) die
Graphenabbildung von = und N := (N N [r,s]) C R*. Aus der Absolutstetig-
keit von = entnehmen wir (beispielsweise mit einem elementaren Uberdeckung-

sargument) 1 (N) = 0. Sei weiter m := 45=0) ¢ R . dann ist auch die

S—Tr

orthogonale Projektion von N auf die Gerade (_ )]R eine ! Nullmenge Dies

erlaubt uns ein y € |=(s) — m2ZF, Z(r) — mr| derart zu wihlen, daB e} (7

nicht in dieser Projektion liegt, also so, daB N den Graph der linearen Funk-
tion I, : R — R,t — mt + y nicht schneidet. Insbesondere ist I, (r) < =(r) und

l,(352) > =(s), daher existiert

ri:=min{t € [r,s] : | > Z auf [t,s]}

und liegt in |r, 22[. Aus Stetigkeitsgriinden ist [, () = Z(), folglich gilt fiir alle

t €|r, s]:
=) - =) (LM -4LF) _
t—r - t—r
Dies zeigt die Behauptungen iiber 7, analog findet man s. O
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6.3. Glatten mit variablem Radius 83

Das Zusammenspiel des Glattungsoperators mit den Funktionen V), aus Abschnitt
6.1 regelt das folgende Lemma:

Lemma 6.16. Seien 1 < p <2, p € R>o, 0 <r < s, Ul(zg) C Q und u €
WhP(Q; RY), dann gilt

V)

Y2
2

VM (DTaﬁo;r,su) ’ S ConSt<n7p>Tx0;7",S Uvﬂg (Du)

P] L -fast-iiberall auf €

(6.20)
mit dem Operator Ty, s aus Lemma 6.12.

Beweis. O.E. sei y = 0. Es reicht nach Lemma 6.2, die Behauptung mit W,

anstelle von V,, nachzuweisen. Geméfi Lemma 6.7 ist |W,§\% nichtfallend und
konvex. Daher erhalten wir mit (6.10), (6.7) und der Jensenschen Ungleichung:

]

Die Behauptung folgt. O

2
o
2

2 2 ,
’WE(DTT,SU) " < const(n, p) |W2 (T,s|Dul)|” < const(n, p)T;., UWE(Du)

Bemerkung 6.17. Wir geben nun noch einen abstrakteren, aber weniger expli-
ziten Zugang zu den Lemmata 6.12 und 6.14 an: Sei uw € W1P(U™ RY), dann ist
die Spur von w auf der Sphire S*=1 in WIP(SP=LRN) fiir £ -fast-alle r €]0,1].
Andererseits ist fiir r €]0,1] das Bild des Spuroperators auf Wh4(U™ RY) gerade
Wlfé’q(Sﬁfl; RY). Die Sobolev-Einbettung W1P(SP=1 RYN) — Wlf%’q(Sﬁhl; RY)
gilt aber gerade unter der Bedingung q < . Daher gibt es dann fiir L -fast-alle
r €]0,1] eine WH4(U™, RN)-Funktion, die auf ST~ dieselbe Spur hat wie u.

Dies ist ein Indiz dafiir, daf8 die Abschétzungen des Lemmas 6.12 fiir ¢ > %
nicht gelten.
Zuletzt glatten wir in dhnlicher Weise auf beliebigen Bereichen in R™:

Lemma 6.18. Seien 1 < p < 0o, O € Kgn und u € WHP(O; RY). Weiter seien
1
¥:0 — Rseg,z— 5 dist(x, 00)

und 0 < n € (U™ RYN) ein glittender Kern mit fU” n(y)dy = 1. Dann liegen
die Glattungen

w0 =R [ et @y = i [ (jﬁ‘(g) uly) dy

in Wi (O; RN) N (u 4 W,y P(O; RN)) und es gilt:

Uy — U stark in W5 (O; RY)
e\.0
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84 KAPITEL 6. Technisches

Der Beweis der Konvergenzaussage benutzt dieselben Argumente wie der Beweis
der analogen Aussage fiir die {iblichen Gléttungen, erfordert allerdings geringfiigig
mehr Rechenaufwand. u. € u+W,"(; RN) zeigt man durch Approximation von
u, mit den Funktionen

T . n(y)u(z 4+ e max{¥(z)—0,0}y) dy

bei § \ 0.

6.4 Ein Iterationslemma

Eine Variante des bekannten Iterationslemmas [Gia, Chapter V, Lemma 3.1] wur-
de in [CFM, Lemma 2.7] angegeben. Wir verwenden eine allgemeinere Variante,
die sich ganz analog elementar beweisen 1&8t:

Lemma 6.19 (Iterationslemma). Seien p € [1,00[, p € Rxo, K1, k2,3 € R,
0<R<S <oo,ve LP(UXx);RYN), g : [R,S] — Rso beschrinkt und fir
gewisse G, H, K € Rxg, 0 € [0,1[ und alle R <r < s <5 gelte:

2

dx

(SIS

g(r) <0g(s) +G(s—r)" + H V,

()

n

Ugl(:vo) S—7T

+ K(s—r)™ </
Ug(mo)

G(S—R)™ +H
Ug(:vo)

p v
+K(S — R)™ </ V.2 ( )
vz | | \S—R

6.5 A-harmonische Approximation

[SIiS]

Vi

(=)

p v
v (S—R)
2 k3
da:) ]

Wir betrachten homogene lineare partielle Differentialoperatoren zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten fiir Funktionen R” >— RY. Diese Operatoren
werden wir stets mit Elementen von Bilg (IM) identifizieren.

Definition 6.20. Sei A € Bilg(IM).
A heifit Rang-1-elliptisch mit Elliptizitdatskonstante A € R~q, wenn fir alle
B €M mit Rang B < 1 gilt:

2 k3
da:)

2

dx

Dann gilt auch

g(R) < const(p, k1, ke, K3, 0)

A(B, B) > \|BJ
A € R+ heifst eine obere Schranke fiir A, wenn |A| < A gilt.
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6.5. A-harmonische Approximation 85

Definition 6.21. Sei A € Bilg(IM).
h € WhH QG RN) heift (schwach) A-harmonisch auf Q, wenn

/ A(Dh,Dp)dx =0 fiir alle ¢ € 2(;RY)
0

gilt.

Ist A das Euklidische Skalarprodukt e auf M, so sind die A-harmonischen Funk-
tionen gerade die klassischen R¥-wertigen (schwach) harmonischen Funktionen;
dies motiviert diese Terminologie.

A-harmonische Funktionen sind niitzliche Vergleichsfunktionen in der Regula-
ritdtstheorie, da sie C5-regulér sind:

Lemma 6.22. Sei A € Bilg(M) Rang-1-elliptisch mit FElliptizititskonstante A
und oberer Schranke A und h € WHH(UP(xo); RY) A-harmonisch auf Uj(x),
dann gilt h € C5 (U} (x0); RY) nebst der Standardabschitzung

sup |Dh|+ o sup |D?*h| < const(n, N,/\,A)][ |Dh| dz.
Ugya(@o) Ugya(o) Ug (z0)

Die Regularitétstheorie fiir W12-Losungen linearer Systeme mit konstanten Ko-
effizienten ist klassisch, doch betrachten wir hier Wh1-Losungen. Daher ist ein
Beweis von Lemma 6.22 erst in neuerer Literatur zu finden; wir verweisen auf
[DGK, Lemma 5] und [CFM, Proposition 2.10].

Die Beweismethode der A-harmonischen Approximation basiert auf dem folgen-
den Lemma:

Lemma 6.23 (A-harmonische Approximation, [DSt]). Seien 0 < A < A <
oo und € € Rsq gegeben, dann existiert ein §(n, N, X\, A, e) € R~o mit folgender
FEigenschaft:

Ist A € Bilg(IM) Rang-1-elliptisch mit Elliptizititskonstante X und oberer Schran-
ke A und ist u € WU} (20); RY) mat

][ |Dul|*dx < 1
Ug(mo)

approzimativ A-harmonisch auf U} (zo) im Sinne von

<6 sup |Dy| fir alle ¢ € D(U} (z0); RY),
Ug(mo)

][ A(Du, Dy) dx
Uz (zo)

so gibt es eine A-harmonische Funktion h € Wh2(U7 (x0); RY) mat

][ |Dh|* dx < 1,
Uz (o)
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86 KAPITEL 6. Technisches

die u in L*(U}(20); RN) approzimiert im Sinne von

9_2][ lu — h|*dr < e.
Up (o)

Den Spezialfall A = e des Lemmas, also den Fall des Laplace-Operators, findet
man in [Si]. Der allgemeine Fall wurde in [DSt] mit einem einfachem Wider-
spruchsargument bewiesen.

Zur Anwendung des Lemmas in der Regularitétstheorie verweisen wir beispiels-
weise auf [DGG], [DG], [DGK], [DGSt], [DK], [DM1], [DM2] und [DSt].

Die oben angegebene Form des Lemmas 148t sich allerdings nur fiir Wachstums-
exponenten p > 2 anwenden, im Falle 1 < p < 2 bendtigt man eine Variante des
Lemmas, die auch fiir p > 2 niitzlich ist:

Lemma 6.24 (V-Version, [DGK]). Seien 1 < p < 00, 0 < A < A < o0
und ¢ € R~g gegeben, dann existiert ein 6(n, N,p, \, A,e) € R~o mit folgender
Eigenschaft:

Ist s €]0,1] und A € Bilg(M) Rang-1-elliptisch mit Elliptizititskonstante A und
oberer Schranke A und ist u € W'P(U} (z0); RY) mat

][ \VE(Du)>dx < s° (6.21)
Ug (o)
approzimativ A-harmonisch auf U} (xo) im Sinne von

< sd sup |Dy| fiir alle ¢ € D(U} (20); RY),
Ug(xo)

][ A(Du, Dy) dx
Ug($0)

so gibt es eine A-harmonische Funktion h € CP5 (U2 (x0); RY) mat

sup |Dh|+o sup |D?*h| < const(n, N,p,\,A),

Ugya(®o) Ugya(®o)
die u approximiert im Sinne von

2
][ (U_Sh)‘ dr < s%e.
Uy (@o) 0

In [DGK, Lemma 6] (vgl. auch [DM2, Lemma 4]) wurde eine stérkere Version des
Lemmas fiir 1 < p < 2 bewiesen; der Beweis ist wesentlich aufwendiger als der
Beweis von Lemma 6.23. Unsere Version folgt fiir p < 2 sofort aus [DGK, Lemma
6] und Lemma 6.22. Fiir p > 2 ist diese Version des Lemmas neu; wir geben hier
einen einfachen Beweis an:

[SIiS)

v
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6.5. A-harmonische Approximation 87

Beweis von Lemma 6.2/ fiir p > 2. Geméif$ einem einfachen Skalierungsargument
konnen wir zp = 0 und ¢ = 1 annehmen. Sei zunédchst d(n, N, A\, A, ¢) die Kon-
stante aus Lemma 6.23 und s, A, u wie oben, dann erfiillt w := %

][ |Dw|* < 1
U

< dsup|Dy| fiir alle o € 2(U; RY).
U

und

’][ A(Dw, Dy) dx
U

Daher zeigt Lemma 6.23 die Existenz eines A-harmonischen h € W12(U; R")

mit
][ |Dh|*dx <1
U
und
][ |w — h|*dz < e.
U
Wir kénnen o.E. (w — h);;2 = 0 annehmen (ansonsten ersetzen wir h durch

h+ (w — h)y/2 und € durch 2"*%). Zusammen mit Lemma 6.22 folgt

sup | Dh| + sup |D*h| < const(n, N, p, A\, A).

Uiz Uiz

Sei jetzt p* ein nur von n und p abhédngiger Exponent gréfler als p, fiir den die
Sobolev-Einbettung W? «— LP" gilt. Es gibt ein ¢t € [0, 1] mit i =Lt 4 z%’
daher kénnen wir mit der LP-Interpolationsungleichung, der Sobolev-Poincaré-
Ungleichung bei Mittelwert Null und (6.21) abschétzen:

tp

][ |u — sh|P dz
Uiz
1-t& =
< ][ |u — sh|?* dx ][ lu — sh|P" dx
Uy/o Ui/

t
< const(n, p)(s%e)17V3 ][ | Dul? dx + Sp][ |Dh|P dx
Uijo Ui/

< const(n, N,p, A, A)(s%)1 793 (s? + P)!
< const(n, N, p, A, A)ng(l*t)%

Man beachte, dafl mit w — h auch u — sh den Mittelwert 0 besitzt auf U, /5. Dies
erst ermoglicht die obige Anwendung der Sobolev-Poincaré-Ungleichung. Eine
geeignete Ersetzung von ¢ liefert die Behauptung. O
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6.6 Eine Poincaré-Ungleichung fiir Ringgebiete

Lemma 6.25 (Poincaré-Ungleichung auf Ringen). Seien 1 < p < oo, xy €
R", 0 < R < S < oo und u € WHP(UZ(z0); RY) mit u = 0 £"-fast-iberall auf

UR(zo), dann gilt
p 1 n—1
)
p\R Us (x0)\Br (z0)

/Us(ivo)\BR(ivo)

Beweis. O.E. sei xqg = 0. Gemafl Glattungsargumenten konnen wir aulerdem o.E.
u € C5.(Us) annehmen. Fiir jedes x € Ug erhalten wir mit dem Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung;:
||
= / Du (ti) ot
R jz[ ) ||

Integrieren wir dies iiber Ug \ Bg, so erhalten wir mit der Koflichenformel und
der Hélderschen Ungleichung:

Lol f L o) 5
o ¢ T\
few [ ]o(2);
Jew [

) o]

S e,

Division durch (S — R)? ergibt die Behauptung. O

p

Y dz.

x
I Du(z)—

|z]

T

u(@) = u(z) —u (R—)

|z]

p
d" () do

p
ds" () dt do

x\P n—1
Du(:p)?‘ A" (z) dtdo

Du<x)ﬂp A" () dt

p

Du(:c)i dx

|z]

6.7 Der Lebesguesche Zerlegungssatz

Seien in diesem Abschnitt stets 2 € Kgn, i ein endliches (nichtnegatives) Radon-
Maf auf €2 und v ein endliches signiertes Radon-Mafl auf 2. Wir formulieren in
dieser Situation einige klassische Sétze der allgemeinen Maftheorie:

Definition 6.26. v heifst absolutstetig bzgl. u, i.7. v < u, wenn fir jede
Teilmenge N wvon ) gilt:

p(N)=0 = v(N)=0
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Definition 6.27. v heifit vollstindig singuldr zu pu, 1.Z. v 1L p, wenn es eine
Teilmenge M wvon §2 gibt mit

u(M)=0 und v(Q\ M) =0.
Satz 6.28 (von Radon-Nikodym). Es gilt:
v = v=g-pu firenge L'(Qu)
Dabei ist g p-fast-iberall eindeutig durch v bestimmt.

Satz 6.29 (Lebesguescher Zerlegungssatz). Es gibt eindeutig bestimmte end-
liche signierte Radon-Mafe v, und vy auf 2 mat
V=1V, + Us
Vo < 1
vs L p.

v, heifst absolutstetiger Anteil und v, singuldrer Anteil von v bzgl. p.

Bemerkung 6.30. Ist v nichtnegativ, so sind auch die Mafle v, und vs aus Satz
6.29 nichtnegativ.

Definition 6.31 (Maflableitung). Fir x € § definieren wir

Satz 6.32 (Lebesguescher Differentiationssatz). g—; ist p-fast-iberall wohl-
definiert und endlich und liegt in L'(Q; ). AuBerdem gilt fiir die MafSe aus Satz

6.29:
B dv

_@.

Vg

1

Fiir weiteres verweisen wir auf [El] und [EG2].

6.8 Schwache Konvergenz und Mittelwerte

Definition 6.33. Sei @ ein offener Quader in R™ und E ein endlichdimensiona-
ler R-Vektorraum. u € Li, (R™; F) heifit Q-periodisch, wenn fiir je zwei Ecken
v und w von @ stets gilt:

u(z +v—w) =u(x) fiir £"-fast-alle x € R"
Bemerkung 6.34. Die Definition ist invariant unter Translation von Q).
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90 KAPITEL 6. Technisches

Das néchste Lemma enthélt ein Standardbeispiel einer schwach konvergenten
Folge von Sobolev-Funktionen.

Lemma 6.35.
Seien p € [1,00], Q ein offener Quader in R™ und u € W,5P(R™; RN). Ist Du

Q-periodisch, so gilt fir die u, € WP(R™RN) zu uy(z) := “(Zx) :

U — Uy schwach in W5 (O; RY) (uk kL uy firp = OO)

k—o0 —00

fiir jedes O € Kgn. Dabei ist die lineare Funktion ua gegeben durch uwa(z) := Ax
mit A = fQDu dz.

Einen Beweis findet man z.B. in [BM, Corollary A.2].
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Anhang A

Beweils von Satz 2.9

Wir verallgemeinern den in [BM] fiir den Fall N = n = k gegebenen Beweis:

Beweis von Satz 2.9. Sei zunédchst die Voraussetzung (II) erfillt. Wir fassen den
R" als R* x R"" auf und jedes x € R™ als Paar (zy,72) mit z; € R* und
29 € R *. Seien weiter t, R € Ry,

< I, ‘ OHom]R(]R”_k’,]Rk) )

OHorn]R(]Rk,]RN—’“) ‘ OHom]R(]R"_’“,]RN_k)

mit der Einheitsmatrix I; in Endg(R*) und n € 2(Up.}) eine Abschneidefunk-
tion mit n =1 auf Up ™" und 0 < < 1, |Vp| < 2 auf Uy}, Wir definieren

bl

A=t

u(z) = t <77(x2)|i—1| + (1 — n(z2))z1, O]szk> € RN
1
fiir £ "-fast-alle x € U* x U}"%jr]f. Es liBt sich nun zeigen, daB u € u 4+ W, P (U* x
Up v RY) gilt mit der linearen Funktion ua(z) := Az. Weiter erhélt man

|21 |1 — 22T e

n(w2) + (1 = n(22))Ii Vin(zs) — 21 Vn(zs)

|21 ]3 |21

Du(z) = ¢

OHomR(]R’“,]RN*’“) ‘ OHom]R(]R"*k,]RN*k)
Wegen

|21 |21y, — 22T

det (n(@)

|z [?

st
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92 ANHANG A. Beweis von Satz 2.9

und (wegen g < kk—jl)

/ ladj Du|* da < const(n, N, q)t* [(R+1)"" — R"¥]
URXUR\BR "]

und
adj, Du = Oguk auf U* x Up~*.

Auflerdem sehen wir

1 1
|Du(z)| < const(n, N)tk (1 + ﬁ)
€

und (wegen p < k)

][ | Dul? dz: < const(n, N, p)t+.
UkxUp Y

R+1

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die WP-Quasikonvexitit von f mit
u testen: Wir erhalten mit den obigen Abschitzungen:

f(A) +¢g(t,0,...,0) < ][Uk - [f(Du) + g(adj Du)] dx

n—k
R—H) Q(ORW))

(7))

g(t,0,...,0) < const(n, N, p, Tp,f,g)(l +t%).

< const(n, N, p)Tp(1 + t%) + (

+ const(n, N, ¢)T(1 + t#)

Mit | f(A)| < const(k)[',(1 + ) und R — oo folgt

Dasselbe Argument mit umgekehrtem Vorzeichen in einer Komponente zeigt auch
g(—t,0,...,0) < const(n, N, p, Ty, f,g)(1 + t£).

Da g konvex ist mit p < k, 1aft sich daraus schlieBen, dal g(—,0,...,0) kon-
stant ist. Durch Koordinatenpermutation folgt dasselbe auch fiir die anderen
Argumente von g. Unter erneuter Verwendung der Konvexitiat von g erhalten wir
schlieBlich Konstanz von ¢ auf ganz R¥(*),

Ist die Voraussetzung (I) erfiillt, so wird in obigem Beweis die Abschneidefunk-
tion n tiberfliissig und es gilt adj, Du = Ogux auf ganz U™. Daher funktioniert
eine geringfiigige Modifikation des obigen Beweises dann auch ohne Wachstums-
bedingung fiir g. O
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Anhang B
Ein Beispiel

Wir bestimmen nun in einem einfachen Beispielfall die relaxierten Funktionale
aus Definition 2.17 konkret. Einige Grundideen dieses Beispiels findet man schon
in [Bal], [Ba2], [BM] und [Mar2]. Die wesentlichen Sitze B.1 und B.5 gehen
groftenteils auf [FMal] zuriick, doch wurden dort keine Beweise gegeben. Einige
schwierigere Beweisteile (Behauptung 2 im Beweis von Satz B.1 und Beweis von
Satz B.5) findet man in [AD], wo eine dhnliches Beispiel fiir das Flachenfunktional
mit Methoden aus der geometrischen Mafitheorie ausgearbeitet wurde.

Seien hier stets

l<p<qg=n=NeN, QeKgn (B.1)
und .
u(x) = Tl fir x € Q. (B.2)
T
Dann ist
ue WH(O;RY) n Wl (Q\ {0} RY). (B.3)

Wir betrachten den nach Satz 1.14 quasikonvexen, jedoch nach Satz 2.9 nicht
WP_quasikonvexen Integranden

FA) = AP +|det A  fir Ae M (B.4)

mit (p, q)-Wachstum.

Wir werden sehen, dafi das Verhalten der relaxierten Funktionale Z und Z
stark davon abhéngt, ob die Bedingung ¢ < -, die hier mit p > n — 1
dquivalent ist, erfiillt ist oder nicht.

Eine Variante des hier dargestellten Beispiels ist in [FMar]| enthalten: Dort werden
etwas allgemeinere f und w von dhnlicher Struktur betrachtet, doch wird nur der
Fall p > n — 1 mit der Einheitskugel als Integrationsbereich untersucht.

Da u radial konstant ist, gilt det Du = 0 Z"-fast-iiberall auf €2 und folglich

Flu; 0] = / | Dul? dx < oo fiir alle O € Oq,. (B.5)
o
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94 ANHANG B. Ein Beispiel

Aus Korollar 2.36 kennen wir die untere Schranke
Frox|u; O] > Flu; O] fiir alle O € Oq (B.6)

fiir p > n—1. Aufgrund der speziellen Struktur von f und u bleibt (B.6) jedoch fiir
alle p richtig, wie man mit den Unterhalbstetigkeitseigenschaften der p-Energie
(vgl. Satz 1.4) folgendermafBien einsicht: Fiir jede Folge (ug)rew in Wh7(O; RN)
mit u, — u schwach in WP(O; RY) gilt

k—o0

liminf % [uy; O] > liminf/ | Dug|? dz > / |Du|P do = F[u; O]
o) o)

k—o0 k—o0

und es folgt (B.6).
Aus Bemerkung 2.20 und Lemma 2.37 entnehmen wir unter Beachtung von (B.3)
und (B.5) die obere Schranke:

0¢0 = Flu; 0] < Flu; O]

_ — fiir alle O € Oq (B.7)
0¢0 = Zu;0] < Flu; 0]

Gemif (B.6) und Bemerkung 2.20 tritt in (B.7) sogar stets Gleichheit ein.

Aus (B.6) und (B.7) folgt, dafl jedes Radon-Maf} auf €2, das .# oder %}, schwach

repriasentiert schon von der Form

f(Du) - £ |5+ mdy (B.8)

o
mit m € [0, 00] ist. Im Rest dieses Abschnitts werden wir untersuchen, welche
Werte m annimmt.

Als nichstes werden wir eine obere Schranke fiir .% [u; O] angeben, die fiir alle
O € Oq giiltig ist, selbst wenn 0 € O ist: Wir wihlen eine monotone nichtfallende
Funktion n € C*([0, 00[) mit 0 ¢ sptn und n = 1 auf [1, c0[. Damit definieren
wir ux € C*(0; RY) durch

ur(w) = n(k|z|)u(z).

Es 148t sich leicht nachpriifen, dafl gilt:

/ (|uk —ul? + |Duy, — Du|p> dz
o
0,00 ' | k—oo

< ort / (1 + |Du|p) dr + w kP " maxn'| — 0
OﬁUl/k

Dabei haben wir entscheidend p < n benutzt. Mit dieser Vergleichsfolge erhalten
wir:

Fu; O] §/|Du|l’dx+lil£ninf/ | det Duy| dx
o) — Jo
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Offensichtlich ist u,(O) C U™ und alle nichtkritischen Werte von uj werden mit
Vielfachheit 1 angenommen, daher kénnen wir mit der Transformationsformel
auf [, |det Duy|dz < w, schlieBen. Mit (B.5) erhalten wir die Schranke

Fu; 0] < Flu; O] + w, fir alle O € Og. (B.9)

Wir werden mit den néchsten beiden Sétzen eine recht vollsténdige Beschreibung
von % und %, in den beiden Féllen p > n—1 und p < n — 1 beweisen, die iiber
die Grundeigenschaften (B.6), (B.7) und (B.9) hinausgeht:

Satz B.1. Seien (B.1), (B.2) und (B.4) erfullt mit p > n — 1.

(I) Es gilt Foxu; Q] < oo und das endliche Radon-Mafl A\, aus Satz 2.33, das

Frok[u; —| reprasentiert, st f(Du) - L, + wndol,-

(II) Es gilt F[u;Q)] < oo und ein Radon-Map, das F[u;—| wie in Satz 2.31
schwach reprasentiert, ist f(Du) - £" |5+ wndo|5-

(III) Genauer gilt fir O € Oq:
Ist "1 (UP N OY) = 0 fiir ein € € R, so gilt F[u; O] = Fu; O] + w,,.
Enthdilt OF allerdings eine Umgebung der 0 oder einen offenen Kegel mit
Spitze in 0, so gilt F[u; O] = Fu; O].

Bemerkung B.2. Satz B.1 zeigt:
(1) P stimmt i.a. nicht mit .F iiberein.
(II) Fu; —] kann i.a. nicht stark durch ein Maf reprdsentiert werden.
Beim Beweis von Satz B.1 wird das folgende topologische Lemma niitzlich sein:

Lemma B.3. Seien 0 <e <1, r € Rop und v: B — R" eine stetige Abbildung
mit maxg, |v — u| <e. Dann gilt U _ C v(U").

Fir ¢ = 0 und r = 1 reduziert sich das Lemma i.w. auf den bekannten Satz,
dal S" ! kein Retrakt von B™ ist. Der allgemeine Fall lifit sich durch leichtes
Verschieben der Randwerte und Skalieren darauf zuriickfiihren.

Beweisskizze zu Satz B.1. Sei O € Og. Wir argumentieren in mehreren Schritten:

Behauptung 1. 0€0 = Flu; 0] > Flu; O] + w,

Seien U, C O und u, € WH(O; RY) mit uy, — u schwach in Whr(O; RYN)

und limy,_ o Z [ug; O] = Z|u; O]. Wir kénnen o.E. ug € C5(0; RY) annehmen.
Es a8t sich nun zeigen, daf§ fiir #!-fast-alle r €]0, o[ eine Teilfolge von ug|
schwach in WHP(Sp~1 RY) gegen u|, konvergiert. Fixieren wir nun ein solches
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96 ANHANG B. Ein Beispiel

r. Wegen p > n — 1 folgt starke Konvergenz der zugehorigen Teilfolge (uy,)ien
in C%(S"~1 RY). Daher gibt es zu vorgegebenem e € R+ stets ein ly(r,e) € IN
mit maxg, |uy, — u| < e fiir [ > lp. Fiir ¢ < 1 entnehmen wir aus Lemma B.3
Up—e C ug, (U,). Mit der Transformationsformel sehen wir fiir [ > [

| det Duy,| dx > L (ug,(U,)) > (1 — &) wp.
U,
Folglich gilt

l—o0

lim inf/ | det Duy,| dx > w,
UQ

und wir erhalten:

Flu; 0] = llim F ug,; O]

> lim inf/ | Dug|P dx + lilm inf/ | det Duy, | dx
) - Ju,

k—o0
2/ |Dul|” + w,, = F[u; O] + wy,
o)

Mit Bemerkung 2.20 erhélt man Behauptung 1 durch Ausschépfen von O mit
Mengen O € Kop.

Behauptung 2. o
OCenthilt einen offenen Kegel mit Spitze in 0 = Z[u; O] < F[u; O]

Wir verwenden das Polarkoordinatensystem
Z=(R,Y,0):(Ry)" ' x R — Rsg x S"?x]0, 7],

( (xla---7$n—1) xn)
x| |z, , ArCCos
(1, ... 1) ||

mit der zugehorigen Parametrisierung
X :Rog x S"72x]J0, 7[— (Ryo)" ' X R, (r,y,9) — (rysind, r cosd).

Diese Koordinaten lassen sich auch auf {0}"~' x Ry noch sinnvoll verwenden,
auch wenn y dort nicht mehr eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen nun nach einer
geeigneten Drehung o.E. an, dal O den Kegel I'y, := {© > )} enthilt mit
einem vy €)0, 7[. Es gilt:

u=(Ysin©, cosO)

In Analogie definieren wir nun

ug := (Ysin((fx o R)O), cos((fr o R)O))
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mit den Abschneidefunktionen

L firr <ryg

.10, R, Tk .

Dabei ist (r3)rew eine beliebige Nullfolge in Ro. Wegen Ty, C O 148t sich
zeigen, daf die u,, Lipschitz-stetig sind auf O, insbesondere also in W14(O; RY)
liegen. AuBlerdem ist ux(O) C S™ ! und es gelten folgende Abschétzungen:

(up —u)o X =0 auf {ry < R}
’(Uk—U)OX’SQ auf {0 < R <y}
0 T
J— —_ <_
; ‘87*[(% u)oX]‘_m auf {0 < R <y}
’8_3/ [(Uk_U)OX]’ < const(n) © auf {0 < R < ri}
a%[(uk—U)oX]‘SQ auf {0 < R < 1}

Aus den letzten drei Ungleichungen entnehmen wir

" < const(n) [(%)2 * (Rie)Q ! (%)2

auf {0 < R < ri}. Durch Integration in Polarkoordinaten erhalten wir folglich

’(Duk ~ Du)o X

/ lug — ul? de < 2Pw,ry — 0
o k—o00
und
_ 0 \ _
/O\Duk — Du|P dx < const(n, p) /OHU% [rpkp + <Rsin@) +R P] dx

Tk Yo T
< const(n, p) {TZP + / / P IPYP (sin )" 2P dY) drr - / priop dr]
o Jo 0

p

< const(n, p, Jo)ry — 0.

—00

Daher konvergiert wuy o in W1P(0O; RY) und mit dieser Vergleichsfolge sehen
wir:

Flu; 0] < / |Du|p—|—li]£ninf/ | det Duy| dx
o) - Jo
Wegen ui(O) C S*1ist det Duy = 0 £ -fast-iiberall auf O. Wir erhalten also

Flu:0)] < / Duf? = F[u; O]
0]
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98 ANHANG B. Ein Beispiel

und Behauptung 2 ist nachgewiesen.

Wir beweisen nun die Aussagen des Satzes:
Aus Bemerkung 2.20, (B.5) und (B.9) entnehmen wir Zoi[u; Q] < .Z[u; Q] < .
Sei jetzt A\, das endliche Radon-Maf$ aus Satz 2.33 auf €2. Aus (B 7) und der da-

rauf folgenden Bemerkung erhalten wir A\, (O) = ( f(Du) -2 ) (0) fiir 0 ¢ O,
aus Behauptung 1 folgt A, (O) > <f(Du) L+ wn5o\g) (O) fiir 0 € O und aus

Bemerkung 2.20 und (B.9) bekommen wir A, (O) < <f(Du) LM, wnéo‘ﬂ) (0)

fiir alle O € Ogq. Mit den Regularitéitseigenschaften der beteiligten Radon-Mafle
folgt (I).

(IT) folgt aus (I) und Bemerkung 2.20.

Bleibt (III) zu zeigen: Ist 2"~ 1(U.NO%) = 0, so liefert die ACM-Charakterisie-
rung schwacher Differenzierbarkeit die Gleichheiten W4(O;RY) = W4(O U
Uz; RY) und WP(O; RY) = WH(OUU,; RY). Daher ist % [u; O] = F[u; OUU,]
und der erste Teil von (III) folgt aus (B.9) und Behauptung 1. Der zweite Teil
von (IIT) wurde mit (B.6), (B.7) und Behauptung 2 bereits gezeigt. O

Einen alternativen Beweis von Behauptung 1 im vorausgehenden Beweis findet
man in [FMar|. Wir skizzieren nun unter einen stirkeren Bedingung an p noch
einen dritten Zugang zu Behauptung 1:

Bemerkung B.4. Seien (B.1), (B.2) und (B.4) erfullt mit p > =—~. Es lafst
sich zeigen, daf die in [Bal] eingefiihrte Dzstmbutzonsdetermmante von Du auf
Q das Radon-Maf

Det Du := w,dy o

ist. Sei nun O € Oq. Die Eigenschaften der Distributionsdeterminante garantie-
ren unter Verwendung von p > -2= fir jede Folge (uj)rew in WM (O; RN) mit
up, — u schwach in W?(0; ]RN) stets

k—o0

lim (det Duy) = Det Du im Distributionssinne auf O.

k—o0

Aus der Identitdt
[T —— { [ et s o€ 2. elo < 1} fiir 1 € RM(O)

sieht man, daf$ die Norm von RM(O) unterhalbstetig ist bzgl. Konvergenz im
Distributionssinne, folglich gilt:

Frok[u; O] = Fu; O] + wnbo(0)

Zusammen mit (B.7) und (B.9) folgen die Aussagen (I) und (II) von Satz B.1
firp > 355
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Satz B.5. Seien (B.1), (B.2) und (B.4) erfillt mit1l < p < n—1 und O € Oq.

(1) Ist O enthalten in der Kugel U}, so ist die Abschditzung
Fu; O] < Fu; O] + const(n)o
erfillt.
(II) Istp < n—1, so gilt F[u; 0] < Fu; 0.
(I11) Ist p=n —1, so gibt ein go(n) € R~o, so daf gilt:
By CO = Frox|u; O] > Fu; O]
Bemerkung B.6. Satz B.5 zeigt:

(1) [_m Grenzfall p = n — 1, also ¢ = %, kann i.a. weder Fi[u; —] noch

Flu; —] schwach durch ein Radon-Mafl reprisentiert werden. Dies ergibt
sich unter Beriicksichtigung von (B.8).

(II) Fiirp<n—1 gilt Fu; —] = Fiku; =] = Flu; —] auf Oq.

Beweisskizze zu Satz B.5. Der Beweis von (I) und (II) verlauft dhnlich zum Be-
weis von Behauptung 2 in der Beweisskizze von Satz B.1: Inshesondere verwenden
wir die dort eingefiithrten Koordinaten und die Bezeichnungen 7, und fj.

Seien O C U, und (Vx)rew eine Folge in |0, 7] mit limg_oo ¥ = 7 und mit
limg_ oo Wﬁ%k = 0. Wir setzen I'y, := {© > J;} und definieren weiter:

fiir ¥ < 9y

9
210, 7] — 10, 7|,
gr + [0, 7] — {0, H{ U (r_9) fir d > Iy

T—0p

w = (¥ sinf(fi. 0 B)(gu 0 ©)], cosl(f o R) (g1 )]

AuBlerhalb von I'y, stimmt diese Definition von u; mit der frither gemachten
iiberein. Es gelten wieder u;(O) C S™! und det Duy, = 0 £ -fast-iiberall auf O
und wir bekommen

(up —u)o X =0 auf {r, < R} \ I'y,
’(uk—u)oX’SQ auf {0 < R <rp ULy,
%[(uk—u)oX]‘ =0 auf {r, < R}

wie zuvor. Auflerdem lassen sich die r-Ableitung auf {0 < R < r;} und die y- und
die ¥-Ableitung auBerhalb von I'y, wie frither abschétzen. Zusétzlich erhalten wir
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100 ANHANG B. Ein Beispiel

folgende Ungleichungen:

g[(uk—u)oX] §const(n)7r_@
dy T — U
9 auf I'y,
7r
— — X <
gy [(we —u)e ]‘—w—ﬁk

Integration zeigt wie zuvor [, |u —ul? dx p— 0 und mit den neuen Abschéatzun-
—00
gen

/ | Duy, — Dul? dx
o

Tk Vg Tk
Ty P+ / / r"_l_pﬁp(sin 19)"_2_p d9dr + / PP gy
0

P
/ / ( ﬁ) (sin )"~ *7P dv dr
7% 19
( ) / / n=1P (sin )" Qdﬁdr]
m— '19,19 I

< const(n,p) [rp " 4 P (m = 0)" P 4 0" (m — 0"

< const(n, p)

Durch Grenziibergang k — oo erhalten wir

< t firp=n-—1
lim / | Duy, — Dul? dz const(n)e fiir p=n
k—o0 =0 firp<n—1

Jedenfalls kénnen wir auf Up > u schwach in WP(O; RY) schlieBen und mit
der Vergleichsfolge (ug)ken folgen (I) und (II).

Der Beweis von (III) benétigt ein zusétzliches Lemma.

Lemma B.7 ([AD]). Sein =N € N und u(z) := o fir © € R", dann gibt es
eine Konstante oo(n) € Rso mit folgender Figenschaft: Fir jede Folge (uy)ken
in LY(UZ s RY) N CL (U2 RY) mit uy, — u stark in LY (U2 RYN) gilt stets

0o’ 00’

k—o0

lim inf/ |Adj(Dug)| dz > / |Adj(Du)| dz + w,.
Dabei bezeichnet Adj(A) € RY den Vektor aller Minoren (inklusive des einzigen

0-Minor, der per Definition 1 ist) der Matriz A € M.

Bemerkung B.8. [, |[Adj(Duy)|dx ist das n-dimensionale Hausdor(f-Maf des
Q0
Graphen von uy. [, |[Adj(Du)|dz+w, kann man anschaulich als Maf des Gra-
Q0

phen von u interpretieren.
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Der Beweis von Lemma B.7 in [AD] ist aufwendig und benutzt Argumente aus
der geometrischen Mafitheorie. Wir verzichten hier auf eine genauere Diskussion.

Beweisskizze von Satz B.5 (Fortsetzung). Wir beweisen Teil (III) von Satz B.5.
Seien p = n—1 und g, die Konstante aus Lemma B.7. Sei weiter (uy)ren eine Folge
in Wh(U,,; RY) mit up, — w schwach in W (U, ; RY) und limy, oo ZF [ug; Uy, | =

k—o0
[u; Uy ). Wir nehmen o.E. uj, € CL,(Uy; RY) an. Angenommen es gilt nun
[u; Uy | < Flu; Uy, dann bedeutet dies

lim ( /
k—oo U

Q0

Ugg

| det Duﬂd:c) g/ | Dul|? dx.

U 0
Wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit der p-Energie folgen wy U stark in
WP (U,y; RY) und limy_ o ng | det Dug| dz = 0. Wir schlieflen weiter

0

/U |Adj(Dug)| dx < / |Adj,(Dug)| do +/ | det Duy| dx

s} UQO UQO

— |Adj,(Du)| dx = / |Adj(Du)| dz.
k—o0 Uso Uso

Dies ist ein Widerspruch zu Lemma B.7, also gilt
Flu; Uy] > Flu; Uy (B.10)
Sei nun B,, C O. Man iiberpriift leicht, da8
Foklu; O] > Fu; Uy| + Fror[u; O\ By
gilt. Kombinieren wir dies mit (B.6) und (B.10), so erhalten wir

Frok|u; O] > Fu; O).

Damit ist der Beweis vollsténdig. O
Als letztes geben wir eine partielle Beschreibung von .%[u; —] an:
Korollar B.9. Seien (B.1), (B.2) und (B.4) erfiillt.

(I) (B.6), (B.7) und (B.9) gelten auch mit F, anstelle von Fq.

(1) Ist p > n — 1, so gilt fir O € Og:
0¢0 = Folu;0) = Flu; 0]
0€0 = Flu;0] = F[u; O] + w,
Beweis. Die Argumente, die zu (B.6), (B.7) und (B.9) gefiihrt haben, funktio-

nieren auch mit %, anstelle von .#,. Die letzte Behauptung folgt jetzt aus
Bemerkung 2.20 und Satz B.1. O
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Anhang C

Quasimonotone Systeme

Seien n € Ns9, N € N, 2 € Kg» und @ : M — M stetig. Wir verallgemei-
nern die Regularititstheorie des Abschnitts 4 auf Losungen u € W (Q; RY) der
schwachen Formulierung

/ a(Du) e Dpdr =0 fiir alle p € 2(Q; RY) (C.1)
Q

des nichtlinearen homogenen Divergenzform-Systems div a(Du) = Og~. Das Ana-
logon der Quasikonvexitéitsbedingung ist:

Definition C.1 (Quasimonotonie). a heifit quasimonoton, wenn fir alle A €
M und alle p € D(U™;RYN) gilt:

][ a(A+ Dyp) e Dpdr >0
U?’L

Dieser Begriff hat dhnliche Eigenschaften wie die Quasikonvexitét.

Auflerdem folgt aus Quasimonotonie von D f die Quasikonvexitédt von f. Jedoch
wird (C.1) i.a. keine Variationsstruktur besitzen.

Wir fixieren Wachstumsexponenten 1 < p < q < oo und stellen folgende
Forderungen an a:

(al) g-Wachstum:
Es gelte
la(A)] < T(1+]A]T)

fiir alle A € M mit einer Schranke I' € R+,.

(a2) p-Koerzivitiit:
Es gelte
a(A) o A > A|A"

fiir alle A € IM mit einer Koerzivitdtskonstanten v € R~.
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104 ANHANG C. Quasimonotone Systeme

(a3) Quasimonotonie:
a sei quasimonoton, d.h.

][ a(A+ Dyp)e Dpdr >0
U?’L

fiir alle A € M und alle ¢ € 2(U"; RY) mit einem )\ € R,.

Fiir schwache Losungen quasimonotoner Systeme sind meines Wissens bisher kei-
ne Existenzsédtze bekannt, nicht einmal im Falle p = ¢. Konkret wére hier ein
Existenzsatz von Interesse, der auf den Voraussetzungen (al), (a2) und (a3)
beruht. Verlangt man von a statt Quasimonotonie stirker Monotonie, so gibt es
zumindest im Falle p = ¢ solche Existenzsitze, die auf der Theorie nichtlinea-
rer monotoner Operatoren auf reflexiven Banachrdumen und der sog. Galerkin-
Methode fulen. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie findet man in [Ze].
Eine Verallgemeinerung dieser Existenzsétze scheint jedoch schwierig zu sein und
wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Die Regularitdat schwacher Losungen quasimonotoner Systeme mit p-Wachstum
ist trotz fehlender Existenzsétze bereits behandelt worden; man vergleiche [F],
[Ha2] und [Ha3]. Wir beschrinken uns darauf, die Verallgemeinerung dieser Theo-
rie auf Systeme mit (p, ¢)-Wachstum zu skizzieren, die durch die oben entwickel-
ten Methoden erméglicht wird.

Wir benotigen die folgende verschérfte Quasimonotoniebedingung:

(a3s) strikte p-Quasimonotonie:
a sei strikt nichtdegeneriert p-quasimonoton, d.h.

2

[NIiS)

V\/W(DSO)

fiir alle A € M und alle ¢ € 2(U™; RY) mit einem \ € Ry.

][ a(A+ Dy)e Dodr > )\][
Un

Un

In diesem Abschnitt sei stets

Ay = sup |Dal.
Bl 2

Wir halten fest:

Lemma C.2. a € CL, (M;M) geniige (a1) und es seien A, B € M mit |A| <
M + 1. Dann gilt:

la(A+ B) — a(A)| < const(q,T, M, Ay)|Ve~(B)]

Beweis. Man argumentiert genau wie im Beweis von Lemma 4.4. O
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C.1 Die Cacciopoli-Ungleichung

Lemma C.3 (Cacciopoli-Ungleichung). Es sei2 <p <¢q< p—l—% oder p < 2,
q< 2ty M e Ry, a € CL (M; M) geniige (al) und (a3s) und

2n

ue Wh(Up (zo); RY) (C.2)

erfiille

/ a(Du) e Dpdr =0 fiir alle g € Z(U(zok;RY).  (C.3)
Ug(:vo)

Dann gilt fiir alle ¢ € RY und A € M mit |A| < M + 1:
][ V5 (Dv)|? da
Ugya(®o)

N . \}
§014 h ][ (-) dx -+ ][ dx
Upg(z0) 0 Upg(z0)

Dabei ist c14(n, N,p,q, U, A\, M, Apr) € Rsg eine Konstante, h(t) := t + tr und
v(z) :=u(xr) — (— Az — x9).

[SIiS)

1% V3 (Dv)

Beweis. Wir orientieren uns eng an den Beweisen von Lemma 4.5, verwenden
aber die zusétzliche Bezeichnung

@ = Trslnv] € Wy '(Us; RY).
Mit einem Approximationsargument erhalten wir aus (C.2) und (C.3):
/ a(Du) e Dpdx =0
Kombinieren wir dies mit (a3s) und A + D@ = Du auf Uy, so folgt:
3 2 3) — 7
)\/U; |V\/W(Dv)\ dx < /Ug\B,: [a(A+ D@) — a(Du)] @ D@ dx
Aus Lemma C.2 entnehmen wir die Abschiatzungen
/ [a(A+ Dp) —a(A)] @ Do dx < const(q, ', M, Ayy) / V3(D@)|? da

und

/ [a(A) — a(Du)] ¢ D@ dx < const(q,T", M, AM)/ V& (Dv)||D@| da.
Us\Br

Us\B:x
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Kombinieren wir die letzten drei Ungleichungen, so erhalten wir:

V2 (Do)|? da
U’r

< const(q, ', A\, M, AM)/

U;\Bsx

IVEDR)P|+ Ve (Do)l Dgl| de (C.4)

Im Falle p < 2 benutzen wir jetzt fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von
(C.4) die Ungleichung

2
2

VO (Dv)| < const(q)(1+ [Dol* + |Dg|*) "z (| Dv| + | D)),

die aus Lemma 6.7 folgt. Nun lassen sich die Terme auf der rechten Seite von (C.4)
genau wie die Terme (I) und (/7) in den Beweisen von Lemma 4.5 abschétzen.
Auch der weitere Beweis verlauft genau wie fiir Lemma 4.5. U

C.2 Approximative A-Harmonizitéit

Bemerkung C.4. Seia € CL, (M; M), dann gibt es zu jedem M € Rxq einen
Stetigkeitsmodul vy : Rsg — Rso mit lim\ o v (w) = 0, so daf$ fir A,B € M
qgilt:
A< M+ 1B € M+2 — |Da(4) - Da(B)] < var(|4 - BJ)
vy kann so gewdhlt werden, daf$ folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(I) vy ist nichtfallend.
(II) V3, ist konkav.
(IIT) v3,(w) > w gilt fiir alle w € Rsg.

Lemma C.5 (Approximative A-Harmonizitét). Fs sei ¢ < p+ 1, a €
CL.(M; M) geniige (al) und u € Wl”’(Ug(xo); RY) erfiille

/ a(Du) @ Dodz =0 fiir alle ¢ € D(Up(xo); RY).
Ug(xo)

Dann gilt fir alle M € Ry, alle A € M mit |[A] < M + 1 und alle ¢ €
(U} (x0); RY):

][ Da(A)(Du— A) e Dy dx
Ug(zo)

< const(p, g, T, M, Ay) /B var(®,) sup | Dyl
Ug (o)

Dabei wurde ®,(u, o, 0, A) mit ®,, abgekiirzt.

Beweis. Dies 148t sich genau wie Lemma 4.10 herleiten. O
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C.3 Partielle Regularitét

Lemma C.6 (Legendre-Hadamard-Bedingung). a € Cl, (M;M) geniige
(a3s), dann gilt fir alle A, B € M mit Rang B < 1:

Da(A)B e B > A1+ |A])*= |B|?

Beweis. Seien A € M und zuniichst auch ¢ € 2(U™; RY) fixiert. Die Funktion
Roo — Rot = [old4 D) o Dip = ML+ AP + D) 1l Dgf| da
Un
besitzt ein Minimum in 0. Durch einseitiges Differenzieren in 0 folgt:
][ [Da(A)Dgp o Do — M1+ |A]2) T |Dy|?| dz >0
Un

Jetzt kénnen wir genau wie im Beweis von Lemma 1.21 argumentieren. 0

Ausgehend von den Lemmata C.3, C.5 und C.6 148t sich v genau wie im Beweis
von Proposition 4.14 A-harmonisch approximieren mit der von Da(A) induzier-
ten Bilinearform A auf M. Wir erhalten dieselben Exzess-Abschétzungen wie in
Proposition 4.14 und Lemma 4.15 und es folgt:

Satz C.7 (Partielle Regularitét). Es sei 2 < p < ¢ < p++ oder p < 2,
q< %p, a € CL, . (M; M) geniige (al1) und (a3s) und

u € Wh(Q;RY)
lose (C.1). Dann ist Reg(u) € Oq, u € CLX(Reg(u); RN) fir jedes o €]0,1] und

Z"(Sing(u)) = 0.
Dabei ist wieder Sing(u) = %1 U Xy mit

Y= {:po € Q : liminf ®,(u, xg, 0) > 0}
o\0

Yo = {:po € Q : limsup |[(Du)y,,0| = oo}
oNO

Ist zusdtzlich a € C25.(M; M), so ist auch u € C5 (Reg(u)). O
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Notation

Wir identifizieren (N x n)-Matrizen mit den (bzgl. der kanonischen Basen) zu-
gehorigen linearen Abbildungen R® — RY. Elemente von R" betrachten wir
als Spaltenvektoren, also als (n x 1)-Matrizen. Gradienten sind als Linearfor-
men zu verstehen (vgl. unten). Ist kein Verkniipfungszeichen gesetzt, so ist stets
das Produkt dieser Objekte geméfl der iiblichen Matrizenmultiplikation bzw. die
Komposition oder Anwendung linearer Abbildungen gemeint. Beispielsweise be-
zeichnet 7y das euklidische Skalarprodukt und x¢? das dyadische Produkt fiir
z,y € R" und ¢ € RY. Gelegentlich werden wir auf Homg (R", RY) (vgl. unten)
das Euklidische Skalarprodukt A e B := Spur(AT B) fiir A, B € Homg(R", RY)
verwenden.

Die Bedeutung der Betragsstriche |—| variiert mit dem eingesetzen Argument:
Auf R" und (R")* verwenden wir stets die Euklidische, auf Homg(R™, R") die
vom Skalarprodukt e induzierte Norm. Auf anderen Raumen wie z.B. Bilg (M)
bezeichen wir so die Operatornorm und |f] fiir einen Multiindex § wird in der
folgenden Tabelle definiert.

Integrale sind, falls kein anderes Mafl angegeben ist, stets als Integrale bzgl.
des Lebesgue-Mafles der richtigen Dimension zu verstehen. Wir verwenden das
Zeichen f fiir Mittelwertintegrale.

Weitere Notationen finden sich in der folgenden Tabelle: Dabei sind stets n, N €
N, V' ein R-Vektorraum, A eine Matrix, k € Ny, p € [1,00], p € R>o, 2z € C,
(2 eine offene, ¥ eine beliebige Teilmenge von R", 7o € R", o € Ry, s € R>o,
o,u:Q— RN, n:Q — R Funktionen bzw. Fastfunktionen, x ein nichtnegatives,
v ein signiertes Radon-Maf auf Q, i € {1,2,...,n}, # € N ein Multiindex und
a €0,1].

Bezeichnung Bedeutung

const(. . .) positive Konstante, die nur von ... abhéngt

Homg (R, RY) Raum der (N x n)-Matrizen bzw. der R-linearen Ab-
bildungen R"® — R

Endgr(R") Homg (R", R")
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Bezeichnung Bedeutung

M Hompg (R™, RY)

% Raum der R-Linearformen auf V', Dualraum von V'
Bilg (V) Raum der R-Bilinearformen auf V'

AT Transponierte von A

det A Determinante von A fiir n = N

Spur A Spur von A fiir n =N

Rang A Rang von A

U Lineare Funktion, gegeben durch u,(x) = Ax

L, Einheitsmatrix in Endg (R")

€p p-Energiedichte M — R, A — %|A\p fiir p < o0

Ep i M — R, A — L(u? 4 |A?)% fiir p < oo

Re(z) Realteil von z

Jm(z) Imaginérteil von z

1 imaginére Einheit

1y, Charakteristische Abbildung von ¥

() topologischer Rand von X in R"

) topologischer Abschlufl von ¥ in R”

Ycc Y ist kompakt und ¥ C Q

Oq Menge aller nichtleeren, offenen Teilmengen von €2
Kq Menge aller O € Og mit O CC 2

dist(z, X) inf{|lz —y| : y € ¥}

offene Kugel um xy mit Radius ¢ in R"
abgeschlossene Kugel um xy mit Radius o in R”
Sphére um zy mit Radius ¢ in R”

offene Kugel um 0 mit Radius ¢ in R"”
abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius ¢ in R"
Kugel {Be M : |B| < p}in M

Sphéire um 0 mit Radius o in R”

offene Einheitskugel in R”

abgeschlossene Einheitskugel in R"
Einheitssphére in R™

Z2mum)

f qudz

uy, e(zo)

Up, o

Dirac-Ma8 zur Stelle z auf RY
n-dimensionales Lebesgue-Maf§ auf R”
s-dimensionales Hausdorff-Maf3} auf R"
Hausdorff-Dimension von

signiertes Maf§ mit der p-Dichte n

110



111

Bezeichnung Bedeutung
g—; MaBableitung von v bzgl. u, vgl. Definition 6.31
spt Tréger von ¢, AbschluB von {x € Q : p(z) # 0} in R”
fiir Funktionen ¢
spt Durchschnitt aller spt ¢ mit Reprédsentanten ¢ von ¢
fiir Fastfunktionen ¢
esssupqgn wesentliches Supremum von 7 auf €2
oiu i-te partielle Ableitung von u
8@U 8@1 8@2 c. 8gnu
Vn Gradient (019 &y ... 0.n) € (R™)* von 7
Du totale Ableitung von u
DFy, k-te totale Ableitung von u
div Divergenzoperator
1
el { U [ul? d) fiir p < oo
esssupg|u|  fiir p = oo
8 S b

||u||W’“vP(Q;]RN)
C{Zk(QS ]RN)
CRi (G RY)
CE(Q; RY)
C>(Q; RY)
Z(GRY), O (4 RY)
Cka(Q; RN)
Crd (4 RY)
LP(S; RY)
Lfok(Q; IRN)
WhP(Q; RY)
WiEP(Q; RN)

W (% RY)

1

(Zm\gk ||8BU||§;Q> " fiir p < 00

Z\mgk |05ty fiir p = oo
Raum aller k-fach stetig differenzierbaren Funktionen
Q— RN
0 Ol (% RY)
Raum aller u € Cf (4 RY) mit [|ul|pe.0oray < 00
ﬂzo:o CHQ; RY)
Raum aller v € C*(; RY) mit sptu C
Raum aller u € C*(Q; RY) mit sptu C Q
Raum aller u € C*(Q; RY), deren k-te Ableitungen auf
Q) einer Holder-Bedingung mit Exponent o geniigen
Raum aller u € CF, (2; RY) mit ul, € C*e(O; RN) fiir
alle O € Kq
Raum aller Lebesgue-meBbaren u : Q — RY mit
Jullya < oo
Raum aller Lebesgue-mefbaren u :  — RY mit ul, €
LP(O;RY) fiir alle O € Kq
Raum aller k-fach schwach differenzierbaren u : 2 —
RY mit ||U||Wk,p(Q;RN) < o0
Raum aller k-fach schwach differenzierbaren u : 2 —
RY mit ul, € WHhP(O; RY) fiir alle O € Kq
Normabschlu von 2(Q; RY) in WHP(Q; R) fiir p < oo
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Bezeichnung Bedeutung
W Folgenabschlufl von 2(; RY) in W*>°(Q; RY) bzgl. si-

WP RY)
RM(Q)

Vy Wy, vy, W
o

(I)p

Y(k), U(k), ¥
Reg(u), Sing(u)
n7 N? Q? f7 'g\
b q .
ﬁu f%okv ﬁo
oy Ay

Qf, QF

A

Vnm

multaner Konvergenz schwach-+ und fast-iiberall
Raum aller u € W*?(Q; RY) mit sptu C
Raum aller endlichen signierten Radon-Mafle auf ).
Vgl. Definition 6.1

V] bzw. W/

Vgl. Definitionen 4.9 und 4.11

Vgl. Definition 1.13

Vgl. Definition 1.13

Vgl. Definition 1.9

Vgl. Einleitung, (0.5) und Annahme 0.1

Vgl. Einleitung und Annahme 2.1

Vgl. Definition 2.17

Vgl. Sétze 2.31 und 2.33

Vgl. Definition 1.24

Vgl. (4.1) und (5.1)

Vgl. Bemerkung 4.8

Wird bei einem der obigen Funktionenriume das zweite Argument RY weggelas-
sen, so ist stets N = 1 gemeint.
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