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Vorwort 3

Vorwort

Zu Beginn meiner beruflichen T#tigkeit im Asset-Liability-Management eines grofien deut-
schen Versicherungsunternehmens lernte ich die Markowitz-Optimierung kennen, die mit-
hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms durchgefiihrt wurde. Dieses Optimierungstool
wurde aufgrund seiner Ausrichtung fiir lineare Instrumente im Wesentlichen fiir Aktien-

portfolios eingesetzt.

Die jéhrliche Aufstellung der strategischen Portfolios des Versicherungsunternehmens wird
unter der Fragestellung des Risikokapitalkonsums gesteuert. Zur Berechnung des Risikoka-
pitals wird ein Maf} verwendet, das die Risikoarten Markt- und Kreditrisiko simultan unter
Annahme einer gewissen Korrelation beriicksichtigt. Dadurch ergab sich der Vorschlag ein
Optimierungstool einzusetzen, das den Risikokapitalkonsum der Portfolios entsprechend
dieses RisikomafBes berechnet. Auf Grundlage der Veréffentlichung von Stanislav Uryasev!
zur Optimierung des Conditional-Value-at-Risks wurde ein Verfahren vorgeschlagen, das
es ermoglicht, das gewiinschte Risikomafl zu optimieren. Meine Aufgabe bestand in der

Umsetzung und Weiterentwicklung des Verfahrens in der Programmiersprache MATLAB.

Aufgrund meiner Faszination fiir diese die Betriebswirtschaftslehre, Mathematik und In-
formatik verbindende, praxisorientierte Thematik, schlug ich Herrn Professor Dr. Borner
vor, dieses Optimierungsthema im Rahmen einer Dissertation theoretisch zu vertiefen. Die
vorliegende Arbeit konzentriert sich auf die betriebswirtschaftlichen und mathematischen
Aspekte des Optimierungsmodells mit dem Ziel, in einer umfassenden Darstellung die un-

terschiedlichen Teilaspekte beider Fachrichtungen zu vereinen.

Innerhalb dieser Darstellung wird das Optimierungsmodell nicht isoliert betrachtet, son-
dern als Gesamtkonzept in den Rahmen des Asset-Liability-Managements eines Sachver-
sicherungsunternehmens eingebettet. Aus dieser Einordnung ergeben sich die Anforderun-
gen an eine Optimierung der Strategischen-Asset-Allokation ebenso wie der notwendige
operative Prozess. Anhand eines umfassenden Optimierungsbeispiels wird dieser Prozess
anschaulich nachvollzogen und dem Leser Einblick in die Funktionsweise des Optimierers

gegeben.

! Uryasev [2000].



In das Gesamtkonzept zur Optimierung der Strategischen-Asset-Allokation flielen einige
bekannte wirtschaftswissenschaftliche Konzepte wie das Capital-Asset-Pricing-Model oder
das Black-Litterman-Verfahren ein. Die mathematischen Schwerpunkte der Dissertation
liegen in der Ausarbeitung des oben genannten Artikels von Stanislav Uryasev und dem
darauf basierenden mathematischen Aufbau des Verfahrens und seiner Nebenbedingun-
gen. Getrieben wurde die Einbindung der unterschiedlichen Nebenbedingungen stets von
konkreten betriebswirtschaftlichen Fragestellungen, die sich aus der Praxis ergaben. Die
Entwicklung erfolgte zunéchst in Formeln auf Papier gefolgt von einer anschliefenden Pro-

grammierung in MATLAB.

Die Zielsetzung dieser Arbeit ist die Erlduterung des theoretischen Konzepts des Opti-
mierungsverfahrens sowie die Vermittlung seiner praktischen Anwendbarkeit in Form von
konkreten Implementierungsvorschlédgen. Dabei wird der Versuch gewagt, die Balance zwi-
schen betriebswirtschaftlicher Konzeptionalisierung und einer sich daran orientierenden

mathematischen Modellbildung herzustellen.

Mein personlicher Dank richtet sich an meinen Betreuer Herrn Professor Dr. Christoph
J. Bérner, der mir vertrauensvoll die Mdglichkeit zur Promotion im Bereich der Wirt-
schaftswissenschaften gegeben hat. Seine Begleitung meiner Arbeit an der Dissertation in
Form von regelmdfsigen fachspezifischen Gesprdchen war stets gewinnbringend.

Herrn Professor Dr. Albrecht F. Michler danke ich herzlich fir die bereitwillige Ubernahme

des Zweitgutachtens trotz seiner vielfdiltigen Verpflichtungen.

Dartiber hinaus mdochte ich mich bei allen anderen bedanken, die mich wdhrend meiner
Promotion fachlich begleitet haben. Dazu gehdren wu. a. mein Vorgesetzter Herr Dr. Ingo
Kraus, der mir im Rahmen meiner beruflichen Tdtigkeit die technische Entwicklung des
Modells ermdglichte, sowie meine Arbeitskollegen Herr Dr. Ulrich Moosbrugger und Herr
Dr. Oleksandr Khomenko, deren fachliche Anmerkungen in gemeinsamen Diskussionen
bereichernd waren. Ohne die Korrekturen von Herrn Alexander Finke befinden sich ei-
ne Vielzahl weiterer Rechtschreibfehler in dieser Arbeit. Fir den personlichen Beistand

wdihrend der gesamten Promotionszeit gehdort meiner Familie ein besonderer Dank.

Diisseldorf im Oktober 2014 Manuel Herbst
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Einleitung

Die Suche nach einem optimalen Portfolio ist die zentrale Frage der Portfoliotheorie. Als
Begriinder der modernen Portfoliotheorie gilt der Okonom Harry Markowitz, der fiir seine
Arbeiten 1990 den Nobelpreis erhielt. 1952 verdtffentlichte er seine Arbeit zur Portfoliose-
lektion und sorgte durch die Quantifizierung des Diversifikationseffektes sowie den Begriff

des effizienten Portfolios fiir ein neues Versténdnis von Kapitalanlagestrategien.

Unter dem Begriff der Strategischen-Asset-Allokation versteht man die Biindelung von
Kapitalanlagestrategien in Form einer optimalen Aufteilung des zur Verfiigung stehenden
Kapitals auf verschiedene Anlageklassen.? Die Granularitit der Einteilung von Wertpa-
pieren in Anlageklassen kann sehr unterschiedlich ausfallen. So kann es sich bei dieser bei-
spielsweise um grobe Kategorien wie Aktien, Anleihen etc. oder um feinere Einteilungen
wie Aktienklassen aufgeteilt nach Léndern und Anleiheklassen gegliedert nach Regionen
und Laufzeitbereichen (z. B. Staatsanleihen Europa der Laufzeiten 1-3 Jahre) handeln. Die
Gesamtheit aller Anlage- bzw. Assetklassen wird als Anlage- oder Allokationsuniversum

bezeichnet.

Im Rahmen der Strategischen-Asset-Allokation muss sich ein Versicherungsunternehmen
unterschiedlichen Herausforderungen stellen. Die Aufteilung der Assets sollte sich an der
Passivseite der Unternehmensbilanz orientieren, um zukiinftige Zahlungsverpflichtungen
gegeniiber den Kunden bedienen zu konnen. Zusétzlich erhofft sich der Aktionér eine

bestmogliche Verzinsung seines eingesetzten Kapitals.

Die damit verbundene Steuerung von Aktiva und Passiva ist die Kernaufgabe des Asset-

Liability-Managements, das den iibergeordneten Kontext zur Asset-Allokation bildet.

In der Literatur wird der Begriff der Strategischen-Asset-Allokation ebenfalls fiir den Findungsprozess einer
optimalen Kapitalallokation verwendet.

13



14

Passend zu einem sequentiellen Asset-Liability-Management-Ansatz, dessen Grundlage die
zu einem bestimmten Stichtag festgehaltenen Passiva darstellen, wird in der vorliegenden
Arbeit ein Modell préasentiert, das die Assets gegeniiber einer statischen Passivseite opti-
miert. Eine von den Aktiva dynamisch abhédngende Passivseite, wie sie im Lebensversiche-
rungsgeschift besteht, wird in diesem Optimierungsmodell nicht erfasst. Daher beschréinkt

sich die Arbeit auf die Optimierung im Sachversicherungsumfeld.

Die dieser Arbeit zugrunde liegende Fragestellung umfasst die Konstruktion eines Op-
timierungsprogramms, das unter Beachtung der vielfiltigen Rahmenbedingungen einer
Strategischen-Asset-Allokation die bestmogliche Kapitalallokation liefert. Es sollen viele
unterschiedliche Zusammenhinge (Diversifizierungseffekte, Zusammenspiel verschiedener
Risikoarten, rechtliche Vorgaben, Transaktionskosten, Absicherungskonzepte etc.) in Form
von komplexen Nebenbedingungen fiir ein grofies Anlageuniversum beriicksichtigt werden,
die mithilfe der klassischen Markowitz-Optimierung nicht erfassbar wéren.

Als Ergebnis wird ein in sich geschlossenes Optimierungsmodell vorgestellt, das die bereits
genannten Anforderungen sowie weiterfithrende Fragestellungen einbezieht. Ein solches
Modell kann zu einem unverzichtbaren Impulsgeber fiir die Erstellung einer Strategischen-

Asset-Allokation werden.

Im ersten Kapitel werden die fiir diese Arbeit relevanten Risikomafle eingefiihrt. Zu Beginn
werden die Mafie anhand der Einteilung von Albrecht [2004] in zwei Typen eingeteilt, bevor
die mathematische Definition vorgestellt wird. Dieser folgt das zentrale Axiomensystem fiir
Risikomafle, das betriebswirtschaftliche Anforderungen an die Risikomafie mathematisch
zusammenfasst und unter dem Begriff der Kohdrenz bekannt ist. Auf dieser Grundlage
werden die Risikomafle Volatilitéit, Value-at-Risk und Conditional-Value-at-Risk eingefiihrt
und ihre Vor- und Nachteile besprochen. Die Priifung auf Kohérenz zeigt, dass lediglich der

Conditional-Value-at-Risk im Fall einer stetigen Verteilung die geforderten Axiome erfiillt.

Die Einfithrung der Risikomafle bildet die Grundlage fiir die im zweiten Kapitel vorge-
stellten Methoden zur Portfoliooptimierung. Zunéchst wird der klassische Ansatz von
Markowitz vorgestellt. Die ausfiihrliche Darstellung der Markowitz-Optimierung dient der
Einfiihrung in die Thematik und schafft eine Basis fiir die zweite Optimierungsmetho-
de (Optimierung des Conditional-Value-at-Risks) sowie fiir das auf dieser Methode auf-

bauende dritte Kapitel. Markowitz fithrt prigende wirtschaftsmathematische Begriffe wie
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das Minimum-Varianz-Portfolio oder Effizienz und Diversifikation ein, die in der weite-
ren Arbeit eine wichtige Rolle spielen. Anschlieflend wird die Methodik der Conditional-
Value-at-Risk-Optimierung nach Uryasev [2000] eingefiihrt. Dieses schwierige Unterfan-
gen gelingt Uryasev durch die Konstruktion einer Ersatzfunktion, deren Ableitung der des
Conditional-Value-at-Risks gleicht. In Ermangelung eines ausgefithrten Beweises dieser be-
deutsamen Gleichheit im Artikel von Uryasev [2000], wird ein solcher Beweis in Abschnitt

2.2.1 explizit vorgefiihrt.

Die Optimierungsmethode von Uryasev ermoglicht die insbesondere fiir Versicherungsun-
ternehmen vorteilhafte Optimierung mithilfe von Szenarien, die in der Regel zur Risi-
ko(kapital)berechnung verwendet werden. Der Optimierungsansatz wird detailliert erldu-
tert und bildet die Grundlage fiir das in dieser Arbeit vorgestellte Optimierungsmodell.
Das Optimierungsproblem wird in Abschnitt 2.2.3 als sogenanntes lineares Optimierungs-
programm formuliert, das im nichsten Kapitel sukzessiv erweitert wird. Der letzte Absatz

des zweiten Kapitels gibt eine mathematische Einfiihrung in die Erstellung von Szenarien.

Das dritte Kapitel beschreibt das auf eine Strategische-Asset-Allokation zugeschnittene
Optimierungsmodell, das betriebswirtschaftlich und mathematisch auf dem linearen Opti-
mierungsprogramm aus Kapitel 2 aufbaut. Zur Einfiihrung des Modells werden Anforde-
rungen an eine Strategische-Asset-Allokation im Rahmen des Asset-Liability-Managements
diskutiert. Hierbei wird ein moglicher operativer Prozess zur Optimierung vorgeschlagen.
Die weiteren Abschnitte beschiftigen sich mit der Zusammenstellung des Modells aus
verschiedenen Bausteinen, die sich aus den besprochenen Anforderungen ergeben. Dabei
wird das zu optimierende Risikomafl (Asset-Liability-Mismatch-Risiko) eingefiihrt, das
aufsichtsrechtliche Anforderungen umsetzt. Es bildet, neben der Einbeziehung der Passiv-
seite in die Optimierung und den Renditen, die Basis des Optimierungsprogramms. Aus
der Theorie des Capital-Asset-Pricing-Modells wird die Idee des Marktportfolios aufge-
griffen, um aus diesem mittels einer Riickwértsoptimierung (Gleichgewichts-)Renditen zu

gewinnen.

Auf dieser Grundlage werden weitere Bausteine in Form von Nebenbedingungen einbezo-
gen. Diese sogenannten Module dienen der Umsetzung von Vorgaben und Anforderungen

verschiedenster Art. Sie werden in Abschnitt 3.10 vorgestellt.

Nach der theoretischen Einfithrung folgt im vierten Kapitel eine umfangreiche Beispielopti-

mierung, in welcher der Optimierungsprozess durchlaufen wird und die einzelnen Bausteine
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des Modells analysiert werden. Dabei werden die Auswirkungen einzelner Nebenbedingun-
gen auf die Ergebnisse interpretiert, um auf diese Weise ein Gefiihl fiir die Funktionsweise

des Optimierungsprogramms zu vermitteln.

Das fiinfte Kapitel verschafft dem Leser einen Uberblick iiber die in der Arbeit gewonnenen
Erkenntnisse und zeigt ihre Implikationen auf. Es folgt eine kritische Auseinandersetzung
mit dem Optimierungsmodell. Nach einem Ausblick auf mogliche Erweiterungen des Mo-

dells schlieflt die Arbeit mit einem Fazit.



Kapitel 1

Risikomafle

Die Betrachtung und Messung von Risiken zielt in der Regel auf die Auswahl von ei-
ner aus mehreren Handlungsalternativen ab, d. h. auf das Treffen einer Entscheidung. In
der Entscheidungstheorie wird grundsétzlich differenziert, ob Entscheidungen unter Si-
cherheit oder unter Unsicherheit getroffen werden. Bei Entscheidungen unter Sicherheit
liegt ein deterministisches Entscheidungsmodell vor, das bedeutet, dass die eintretenden
Umweltzusténde bekannt sind. Bei den fiir diese Arbeit relevanten Entscheidungen unter
Unsicherheit unterscheidet man dariiber hinaus zwischen Entscheidungen unter Risiko, bei
denen ein stochastisches Modell zugrunde liegt, und Entscheidungen unter Ungewissheit,
bei denen zwar die moglichen Zustéinde bekannt sind, nicht jedoch deren Eintrittswahr-

scheinlichkeiten.

Trifftt man Entscheidungen unter Risiko, so ist es sinnvoll, die Alternativen anhand ih-
res Risikogehalts mithilfe einer (binédren) Risikoordnungsrelation >g zu ordnen. Dadurch
lassen sich Aussagen folgender Art treffen:

Sind A;, As zwei Handlungsalternativen mit der Relation A; > A, gegeben, so birgt Ay

mindestens genau so viel (oder mehr) Risiko wie Ag.!

Risikomafle sind ein Hilfsmittel zur Quantifizierung einer solchen Risikoordnungsrelation
auf der Grundlage eines unterstellten wahrscheinlichkeitstheoretischen Modells. Fiir ein

Risikomafl R sollte gelten:

Ay >p Ay & R(X4,) > R(Xa,), (1.1)

! Vgl. z.B. Albrecht [2004], Seite 6.

17
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wobei X 4,, X 4, diejenigen Zufallsvariablen sind, welche die (in der Regel in Geldeinheiten
bewerteten) Konsequenzen der Handlungsalternativen A; und Ay darstellen.
Durch die Quantifizierung ihres Risikogehalts mithilfe eines Risikomafles erhalten die Al-

ternativen eine numerische Ordnung.

Unabhéngig von einer Ordnung der Alternativen geméf ihres Risikogehalts kann die Ord-
nung geméf der Priferenzen des Entscheiders sein. Diese wird durch eine Priferenzordnung
>p gegeben, welche die Einstellung des Entscheiders zu den Konsequenzen der Alterna-
tiven widerspiegelt.? Letztendlich fiihrt diese zu einer Priferenzfunktion ®, durch welche
die verschiedenen Priferenzen des Entscheiders abgebildet werden. Zu diesen Préferenzen
gehort beispielsweise die Risikopréaferenz, die Aufschluss iiber den Grad der Risikoaversion
des Entscheiders gibt. In mathematischen Modellen hat der Entscheider hiufig die Mog-
lichkeit, seine Risikopréiferenz durch einen Parameter anzugeben, z. B. den Parameter 7

im Rahmen der allgemeinen Portfolio-Selektion nach Markowitz in Kapitel 2.1.4.

Aus den verschiedenen Priferenzen des Entscheiders resultieren unterschiedliche Ziele. Das
fithrt in der Regel zu einem sogenannten Zielkonflikt. Dies bedeutet, dass keine Alternative
existiert, die beziiglich aller Préiferenzen am Besten abschneidet, d.h., es existiert keine
allgemein optimale Alternative.® Im Rahmen dieser Arbeit wird dem Entscheider eine

grundsétzliche Risikoaversion unterstellt.

Dieses erste Kapitel der Arbeit stellt eine Einfiihrung in die Thematik der Risikomafle
dar. Im ersten Abschnitt findet eine Unterteilung der Risikomafle in die zwei Gruppen
Typus I und Typus II statt. Nach einer mathematischen Definition von Risikomaflen folgt
die Betrachtung des Axiomensystems fiir kohdrente Risikomafle nach Artzner, Delbaen,
Eber und Heath?, welches betriebswirtschaftlich sinnvolle Anforderungen an Risikomafe
umfasst. AnschlieBend werden die drei relevanten Risikomafle (Volatilitéit, Value-at-Risk

und Conditional-Value-at-Risk) fiir die weitere Arbeit vorgestellt.

2 Vgl. Eisenfiihr et al. [2010], Abschnitt 2.5.1, Satz 1 folgende.
3 Zur Vertiefung siche bei Eisenfiihr et al. [2010], Kapitel 2.5 sowie Kapitel 3.
1 Artzner et al. [1999].
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1.1 Typisierung von Risikomaflen

Risikomafle dienen der Ordnung von Alternativen entsprechend ihres Risikogehalts. Albrecht

unterscheidet Risikomafle anhand ihrer Darstellung des Risikos in zwei Typen:®

I Risiko als Ausmafl der moglichen Abweichungen von einer ZielgréBe (Typus 1) und
IT Risiko als notwendiges (Risiko-)Kapital, bzw. notwendige Pramie (Typus 2).

Hinter dem Typus II stehen die sogenannten lageabhdngigen Risikomafe, die von der Hohe
des Erwartungswerts abhéngig sind. Die lageabhéngigen Risikomafle lassen sich durch die

Zentrierung der Zufallsvariable in lageunabhingige RisikomafBe umformulieren®.

Zum Typus der lageunabhiéingigen Risikomafie (Typus I) gehort als bekanntester Vertreter
die Standardabweichung, welche die Volatilitdt misst. Diese wird in Kapitel 1.4 vorgestellt.
Die lageunabhéngigen Mafle werden in der Literatur (z.B. bei Hull [2010]) auch als mo-
mentbasierte Risikomafie bezeichnet. Sie messen die Abweichungen von einer erwarteten
ZielgroBe (in der Regel dem Erwartungswert) in beide Richtungen. Das bedeutet, dass
diese Mafle Abweichungen von der Zielgréfle neutral behandeln, d. h., es spielt keine Rolle,
ob es sich um eine positive (z.B. ein Gewinn) oder eine negative (z.B. Verlust) Verfeh-
lung der ZielgroBe handelt. Mit anderen Worten wird eine Uber- oder Unterschreitung des
Erwartungswerts gleichermaflen bestraft. Daher werden die Risikomafle des Typus I auch
als zweiseitige Risitkomafle bezeichnet.

Wird Risiko geméfl des Typus II als bereitzustellendes Risikokapital aufgefasst, so spricht
man von einer einseitigen Risikomessung. Ein einseitiges Risikomafl misst nur die aus Sicht
des Entscheiders negative Entwicklung und dient ihm zur Einschitzung potenzieller Ver-

luste.

Am Ende fithrt die Risikomessung zu einer Bewertung moéglicher Chancen im Verhéltnis
zu den damit verbundenen Risiken, denn jede mogliche Chance ist mit einem gewissen
Risiko verbunden, das es abzuwiigen gilt. Mit der Betrachtung von Ertrag als Chance und
Volatilitdt als Risiko liefert Harry Markowitz im Rahmen seiner Portfolioselektion (Kapitel
2.1) ein klassisches Modell dazu.

5 Albrecht [2004], Seite 8.
® Hierzu berechnet man anstelle des RisikomaBes von X das RisikomaB von X — E[X].
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1.2 Mathematische Definition von Risikomafien

Nach der betriebswirtschaftlichen Einfiihrung der Risikomafe folgt die abstrakte mathema-
tische Defintion des Risikomafes, die insbesondere fiir die Definition des Kohérenzbegriffs

bendétigt wird.

Sei dazu (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer o-Algebra A und einem Wahr-
scheinlichkeitsmal P. Mp(92, R¥) bezeichne den Raum der (A, B)-messbaren Abbildun-
gen, d. h. der R¥-wertigen Zufallsvariablen X : (92, 4) — (R¥, B), wr— X (w).

Kriele und Wolf [2012] definieren ein Risikomafl folgendermafien:

Definition 1.1 (Risikomaf)
FEin Risikomaf3 ist eine Abbildung

p: M(Qa]R') _>]R'7X '_>p(X)7

wobei M(Q,R) C Mp(Q,R) ein (von p abhingiger) geeigneter Vektorunterraum ist.”

Die Autoren Kriele und Wolf vermerken, dass populédre Risikomafle nur auf Teilrdumen
von Mp(,R) definiert sind, sodass die Einschrinkung des Mafles nicht nur notwendig

ist, sondern auch von dem jeweiligen Risikomafl abhiingt.®

1.3 Kohirente Risikomafle

Die Autoren Artzner, Delbaen, Eber und Heath verdffentlichten im Juli 1999 das Paper
,Coherent Measures of Risk“”, indem sie vier Axiome vorstellen, die eine sinnvolle inter-
pretatorische Grundlage fiir Risikomafle darstellen sollen. Erfiillt ein Risikomaf alle vier
Axiome, so bezeichnen es die Autoren als kohdrent. Der Begriff der ,,Kohédrenz“ leitet sich
aus dem Lateinischen cohaerentia (Zusammenhang) bzw. cohaereo ,einen Zusammenhang
haben* ab. Zunichst werden die vier mathematischen Axiome, die nach Artzner et al.
[1999] fiir ein kohiirentes Risikomafl verlangt werden, vorgestellt.!® Anschliefend erfolgt

eine betriebswirtschaftliche Interpretation der Axiome im Kontext der Portfoliotheorie.

7 Kriele und Wolf [2012], Seite 19, Definition 2.1.

8 Kriele und Wolf [2012], Seite 20, Anmerkung 2.1.

9 Artzner et al. [1999].

10Vergleiche dazu Artzner et al. [1999], Seite 209 und 210.
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Definition 1.2 (Kohérenz)

Sei X € M(Q, R*) eine Zufallsvariable und p ein Risikomafs gemdp Definition (1.1) in-
nerhalb des Kontexts des vorherigen Abschnitts 1.2 (Mathematische Definition von Ri-
sikomafSen). Fin Risikomafs, das die folgenden vier Aziome erfillt, bezeichnet man als

kohdirent:

e Axiom T (Translationsinvarianz)
Fiir alle Skalare A € R gilt: p(X + X) = p(X) — A

o Axiom S (Subadditivitdt)
Fiir k Zufallsvariablen X; € Mp(Q, R*) miti=1,..,k gilt die Bedingung:

k k

P(Z Xi)

i=1 =

IN

p(Xi).
1

e Axiom PH (Positive Homogenitit)
Fiir Skalare X > 0 gilt: p(AX) = Ap(X).

e Axiom M (Monotonie)
Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y € Mp(Q, R¥) mit der Eigenschaft X <Y folgt:
p(Y) < p(X).

Die vier Axiome beschreiben in mathematischer Sprache betriebswirtschaftliche Anforde-
rungen an die Messung von Risiken. Fiigt man einem beliebigen (riskanten) Portfolio X
sicheres Kapital A hinzu, so verringert sich der aus dem Portfolio X resultierende Risiko-

kapitalbedarf p(X) genau um den Betrag A\ (Axiom der Translationsinvarianz).

Das Axiom der Subadditivitdt spiegelt den Diversifikationsgedanken eines Investors wi-
der: Von der Zusammenfithrung verschiedener Portfolios X7, .., X erhofft sich der In-
vestor Diversifikationseffekte, sodass das Risiko des zusammengesetzten Gesamtportfolios
p(Zle X;) gegeniiber der Summe der Risiken der einzelnen Portfolios Ele p(X;) kleiner

oder schlimmstenfalls gleich grof} ist.

Das Axiom der positiven Homogenitéit bedeutet: Wird ein Portfolio um einen Faktor A
skaliert (und nicht in seinem Zusammensetzungsverhiltnis verindert), so wird sein Risiko

um denselben Faktor skaliert.
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Etwas schwieriger zu interpretieren ist das Axiom der Monotonie. Gilt fiir zwei Zufallsva-
riablen X,Y , dass X <Y ist, so bedeutet dies in der Portfoliodenkweise, dass fiir jedes
mogliche Portfolio w, € X ein jedes Portfolio w, € Y einen hoheren (besseren) Wert
aufweist und somit weniger riskant sein sollte. Hull formuliert dies betriebswirtschaftlich
préazise: ,Wenn ein Portfolio (X) fiir jeden Umweltzustand (w, € X)) ein schlechteres Re-
sultat liefert als ein anderes (Portfolio Y'), so soll auch sein Risikomaf$l (p(Y) < p(X))
groBer sein.« 1

Die vier Kohédrenzaxiome stellen eine betriebswirtschaftlich sinnvolle Grundlage fiir Ri-
sikomafle dar. Allerdings erfiillen viele Risikomafie diese Kriterien nicht. Im Folgenden
werden die fiir diese Arbeit relevanten Risikomafle vorgestellt und auf Kohérenz gepriift.

Begonnen wird mit der Standardabweichung als Volatilitdtsmafl, welches Einzug in die

Portfoliotheorie nach Markowitz (Kapitel 2.1) findet.

1.4 Volatilitiat (als Mafl des Typus I)

Betrachtet man Risiko als Abweichung von einer Erwartung, so bietet die Standardabwei-
chung als zweiseitiges Risikomaf} eine Moglichkeit dieses Risiko zu messen.

Formuliert man die Standardabweichung

o(X) = +E[X? - F?[X] = /Var(X)

als Risikomafl gemafl Definition 1.1, so erhélt sie folgende verallgemeinerte Gestalt:

Definition 1.3 (Standardabweichung als Risikomaf)
Zu gegebenen Parametern a und b aus R definiert die Standardabweichung o(X) durch

pa,b:M(Q7R) HR,X’%CLE[X]—FZ)O'(X)

ein Risitkomafs. Fir die Wahl a =0 und b =1 erhdlt man pp1(X) = o(X).

Um Festzustellen, ob es sich bei der Volatilitdt um ein kohédrentes Risikomafl handelt,
werden die einzelnen Kohérenzaxiome iiberpriift. Die Wahl der Variablen erfolgt dabei

entsprechend der Definition des Kohirenzbegriffs'2.

"'Vgl. Hull [2010], Seite 193, [1.].
12 Definition 1.2.
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e Axiom T ist nicht erfiillt, denn
o(X+X) =Var(X + ) = /Var(X) # o(X) — \.

e Axiom S ist erfiillt, denn
fiir Varianzen gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fiir Kovarianzen, d. h.
|Cov(X,Y)|> < Cov(X,X)-Cou(Y,Y),

bzw. umformuliert

Cov(X,Y) < \/Var(X)y/Var(Y).

Fiir die Standardabweichung gilt

o X+Y)=\/Var(X +Y) = /Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Setzt man die Ungleichung ein, erhélt man die Subadditivitét

cX+Y) < \/Var(X) +Var(Y) +2(v/Var(X)y/Var(Y))

= JVar(X) + Var(¥))2 = o(X) + o(Y).

e Axiom PH ist erfiillt, denn
oc(AX) = /Var(AX) = /A2Var(X) = \\/Var(X) = Ao (X).

e Axiom M ist nicht erfiillt, denn

sowohl fiir X <Y als auch X + A > Y gilt Var(X + \) = Var(X) < Var(Y).

Es ldsst sich also festhalten, dass die Standardabweichung als Risikomaf3 nicht kohérent ist,
da sie nicht translationsinvariant ist und dariiber hinaus das Axiom der Monotonie verletzt.
Die fehlende Translationsinvarianz verdeutlicht, dass eine Interpretation der Ergebnisse als
Risikokapital nicht sinnvoll ist, da das Hinzufiigen (oder Wegnehmen) von sicherem Kapital
keinen Einfluss auf die Quantifizierung des in einem Portfolio enthaltenen Risikos hat.

Weiterhin wird im Kontext wirtschaftlicher Fragestellungen der Begriff des Risikos in der
Regel mit einer unerwinschten Abweichung verwendet, sodass die Abweichung lediglich
in eine Richtung betrachtet werden soll. Auch in diesem Fall ist die Standardabweichung

als zweiseitiges Risikomafl kein geeignetes Mafl, da sie alle Abweichungen gleichermafien
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beriicksichtigt. Kriele und Wolf'? schlagen fiir die Messung von Verlusten die Darstellung

einer einseitigen Standardabweichung vor:

oy = /E[max(0, X — E[X])]2.

Trotz gewisser Nachteile ist die Standardabweichung als Volatilitdt nach wie vor eins der
wichtigsten und beliebtesten Risikomafle. Lange bevor Ende der 1990er Jahre der Begriff
der Kohérenz gepriagt wurde, fand die Volatilitéit in den 1950er Jahren Einzug in die Port-

foliotheorie nach Markowitz, welche in Kapitel 2.1 besprochen wird.

1.5 Value-at-Risk (als Maf3 des Typus II)

Historisch gesehen hat die Investmentbank J.P. Morgan den Value-at-Risk durch die Ver-
Offentlichung ihres Value-at-Risk-Modells 1994 zu einem weltweit verbreiteten Risikomafl
gemacht. Um der Forderung des damaligen Vorstandsvorsitzenden (Dennis Weathersto-
ne) nach einer einfachen Ubersicht iiber das Gesamtexposure des Unternehmens nachzu-
kommen, wurde der Value-at-Risk in Anlehnung an die Portfoliotheorie von Markowitz
entwickelt.'4

Die Stérke des Value-at-Risks liegt darin, ein Abbild des Gesamtrisikos eines Exposures in
einer einzelnen Kennzahl zu schaffen. Hull beschreibt den Value-at-Risk durch die folgende,
allgemein gern getétigte Aussage:

SIch bin zu p Prozent sicher, dass wir im Zeitraum von t Tagen nicht mehr als © = VaR
Dollar verlieren werden.“

Der Value-at-Risk wird also in Abhéngigkeit von einem Konfidenzniveau, welches im Fol-
genden als &« = 1 — p notiert wird, sowie einer Zeitperiode T" berechnet. W&hrend man
mit o das Konfidenzniveau bezeichnet, nennt man p = (1 — «) auch Sicherheitsniveau.
Formuliert man obigen Satz im Sinn des Solvenzgedankens, so lautet er:

Die Héhe des Value-at-Risks entspricht genau dem FEigenkapital, welches ein Unternehmen
innerhalb einer Periode T mindestens vorhalten muss, um mit einer Wahrscheinlichkeit

von (1 — «) nicht verzehrt zu werden.

Mathematisch geniigt der Value-at-Risk der folgenden Definition.

13 Kriele und Wolf [2012], Abschnitt 2.2.1.1, letzter Satz.
14ygl. Hull [2010], Seite 188 f.
15 Hull [2010], Seite 189 Mitte.
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Definition 1.4 (Value-at-Risk)
Sei Fx die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X € Mpg(Q, R*) und a € (0,1) ein

gegebenes Konfidenzniveau. Dann ist der Value-at-Risk durch
Po: M(QR) — R, X — inf{z € R: Fx(z) > a} (1.2)

definiert.'® Schreibe VaR(_o)(X) = inf{z € R : Fx(x) > a}.

Bemerkung 1.5

Artzner et al. [1999] beschreiben den Value-at-Risk als das Risikokapital, das ein Portfo-
lio gem#f der jeweiligen Value-at-Risk Berechnung bendtigt, und betonen dies mit ihrer
Vorzeichenwahl:

Sei o € (0,1) ein gegebenes Konfidenzniveau, R ein Referenzinstrument und P das Wahr-

scheinlichkeitsmafl von X. Dann ist der Value-at-Risk definiert als
VaR(1_q)(X) = —inf{z|P[X < zR] > a}.'"

Letztendlich hiangt das Vorzeichen von der Definition der Zufallsvariablen oder des Risi-
komafles ab und wird in der Literatur unterschiedlich gehandhabt. Bei der Verwendung
von Definition 1.4 wird davon ausgegangen, dass die Verteilung der Zufallsvariablen eine
Verlustverteilung ist, sodass der Value-at-Risk positive Ergebnisse liefert. Dann gilt: Je

hoher der Value-at-Risk ausfillt, desto grofler ist der potentielle Verlust.

Die folgende Aufzihlung fasst einige wichtige Eigenschaften des Value-at-Risks zusammen:

(1) Der Value-at-Risk gehort zu den QuantilsrisikomaBen, da er geméf obiger Definition

das (1 — a)-Quantil, d. h. das negative Quantil, der Verteilung von X darstellt.

(2) Es gibt Félle in denen der Value-at-Risk fiir bestimmte (groBe) o negativ ist, sodass

der negative Wert des ,Verlust-RisikomafBes“ folglich einem Gewinn entspriiche.!®

(3) TIst die Verteilungsfunktion von X invertierbar, so gilt: VaRa(X) = Fy'(a).

16ygl. Kriele und Wolf [2012], Seite 22, Definition 2.2.
1"Vgl. Artzner et al. [1999], Definition 3.3.
18ygl. Kriele und Wolf [2012], Seite 22, Anmerkung 2.2.
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Als Risikomaf ist der Value-at-Risk von zentraler Bedeutung fiir die wertorientierte Ri-
sikosteuerung im Zusammenhang mit Eigenkapitalvorschriften. So wurde er im Rahmen
von ,Solvency II“ als Risikomaf festgelegt. Das sogenannte Solvency Capital Requirement
(SCR)

SCR = VaR,(X) — E[X]

zentriert den VaR, wodurch sich ein lageunabhéngiges Maf§ ergibt. Als a-Quantil wurde
der Wert 0,05 festgelegt, aus dem sich ein Sicherheitsniveau von 99,5% ergibt. Man spricht
vom VaR99.5.

Der Value-at-Risk weist als Risikomafl neben seinen zahlreichen positiven Eigenschaften

zwei entscheidende Méngel auf:

(1) Der Value-at-Risk ist im Allgemeinen kein kohérentes Risikomafl nach Definition 1.2,

wie die Priifung der Axiome zeigt.
e Axiom T ist erfiillt, denn

VaR(X + ) = —inf{z e RIP[X + )\ <z]>a}
= —inf{lz e R|IP[X <z — )\ >a}
= —inflz +AeR|IPX <z+X—-)A >a}
= —inf{z e RIP[X <z|>a}—A

= VaR(X) — A.
e Axiom PH ist erfiillt, denn

VaR(AX) = —inf{z € R|PAX <z] > a}
— _inf{z e RIPIX < %x] > a)
1
= —inf{lz € R|P[X < )xxa:] > a}
= —\inf{z € R|P[X <z]| > a}

= AVaR(X).
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e Axiom M ist erfiillt, denn zu X <Y ist die Ungleichung Fx(z) < Fy(z) dquiva-
lent, sodass die Menge {z € R | Fy(z) > a} eine Teilmenge von
{z € R | Fx(z) > a} ist. Daraus folgt

VaR(X) = —inf{x € R|Fy(z) > a} < —inf{z € R|Fx(z) > a} = VaR(Y).!?

e Axiom S ist jedoch nicht erfiillt, wie das folgende Gegenbeispiel beweist.

Man betrachte zwei Optionen auf zwei unterschiedliche, unabhdngige Aktien (Un-
derlyings). Sei O; eine Option auf Aktie A; und sei Oz Option auf Aktie Ay. Die
(Verlust-)Verteilungen haben folgende Gestalt:

Or e 0, mit Wahrscheinlichkeit 0,91
71 2100, mit Wahrscheinlichkeit 0,09.
0 e 0, mit Wahrscheinlichkeit 0,91
71 —100,  mit Wahrscheinlichkeit 0,09,

Die Berechnung der Value-at-Risks zu o = 0,1 ergibt
VaRgge,(01) = inf{zx € R: P[O; <z] > 0,1} =0

sowie

VaRggo, (02) = inf{z € R : P[Oy < z] > 0,1} = 0.
Betrachtet man anschliefend die Summe O; 4+ O2, so ergibt sich analog

0, mit Wahrscheinlichkeit (0,91)% = 0, 8281
01+ 02 := ¢ —100, mit Wahrscheinlichkeit 2 - (0,09 - 0.91) = 0, 1638
—200, mit Wahrscheinlichkeit (0,09)% = 0, 0081,

und ein Value-at-Risk von
VaRggo, (01 + Oz) = inf{x € R : P[O; + O3 < z] > 0,1} = 100,
sodass die Subadditivitdtsbedingung nicht erfiillt ist, denn

VaRgo%(Ol + 02) ﬁ VaRgo%(Ol) + VaRgo%(Oz).

19 Nguyen [2008], Seite 138.
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Damit ist der Value-at-Risk kein kohérentes Risikomafl nach Definition 1.2. Das
bedeutet, dass der Value-at-Risk nicht in der Lage ist den Gedanken der Risi-
kostreuung widerzuspiegeln, da der VaR eines Portfolios gréfer sein kann als die
Summe der VaR-Werte der Einzeltitel. (Der VaR ist ausschliefllich unter Normal-

verteilungsannahme und mit einer Wahl a < 0,5 subadditiv?°.)

(2) Der Value-at-Risk gibt den minimalen Verlust an, mit dem man im «a-Prozent-Fall
rechnen muss. Viel interessanter oder wichtiger wére hiufig die Frage, wie hoch der

tatsdchlich erwartete Verlust im a-Prozent-Fall ausfillt.

Der im néchsten Kapitel 1.7 beschriebene Conditional-Value-at-Risk beantwortet nicht
nur die Frage nach der erwarteten Verlusthche, sondern greift auch die Problematik der
fehlenden Subadditivitit des Value-at-Risks auf.

Zunichst folgt jedoch eine kurze Betrachtung der unterschiedlichen Herangehensweisen an

die praktische Berechnung des Value-at-Risks.

1.6 Ansitze zur Kalkulation des Value-at-Risks

Dieser Abschnitt bietet einen kurzen Uberblick iiber die Methodik der VaR-Berechnung.
Als Gemeinsamkeit der vorgestellten Methoden wird zunéichst das Konfidenzniveau a sowie
der Zeithorizont T' (in der Regel in Tagen) festgelegt. Gingige Werte fiir die Marktrisi-
koberechnung sind beispielsweise ein o von 0,005 oder 0,01, die umgangssprachlich einem
VaR99.5“ bzw. ,VaR99“ entsprechen.?! Als Zeithorizont werden zum Beispiel 501 Tage

verwendet, aus denen genau 500 Szenarien resultieren.??

Cremer [1999] stellt ein 4-Fragen-Konzept zur Berechnung vor, mit dem er den konkreten
Rahmen zur Berechnung des Value-at-Risks festlegt. Sein Fragenkonzept fithrt zu folgenden

Entscheidungen:

(1) Gegenstand der Modellierung - Risikofaktoren oder Risikotreiber?

(2) ModellgroBe (Preise, Renditen) - absolut oder relativ?

20Siche Artzner et al. [1999], Definition 3.3, Remark 1.
21Vgl. Hull [2010], Kapitel 12.
22Vgl. Hull [2010], Seite 298, Abschnitt 12.1.
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(3) Verteilung der Modellgrofien - empirisch oder parametrisch?
(4) Wahl des Kalkulationsverfahrens fiir den Value-at-Risk der Modellgréen?

Der erste Punkt spezifiziert, ob Finanztitel als Risikofaktoren modelliert werden oder ein-
zelne Risikotreiber, die anschliefend anhand einer Bewertungsfunktion zu Faktoren (In-
strumenten) zusammengestellt werden. Risikotreiber kénnen beispielsweise Zinsen, Wih-

rungen, Aktien u. &. sein.

Eine Modellgrole (Zufallsvariable) ist meistens ein Wert, Preis oder eine Rendite und kann
absolut oder relativ angegeben werden. IThre Verteilung wird entweder bereits vorgegeben

und parametrisiert oder aus der Vergangenheit empirisch festgelegt.

Drei sehr verbreitete Verfahren zur Berechnung des Value-at-Risks sind der Varianz-

Kovarianz-Ansatz, der Monte-Carlo-Ansatz sowie die historische Simulation.

e Varianz-Kovarianz- Ansatz

Dieser analytische Ansatz basiert auf der Portfoliotheorie von Markowitz?3 und gibt
eine Normalverteilung als Wahrscheinlichkeitsverteilung vor, d. h., es wird angenom-
men, dass die Verdnderungen der Wertpapiere einer Normalverteilung folgen. Diese
Verdnderungen werden aus historischen Daten (Zeitreihen) zusammengetragen und
anschlieend verwendet, um eine multivariate Normalverteilung zu kalibrieren, d. h.
zur Schétzung des Erwartungsvektors der Renditen p sowie der Kovarianzmatrix
C als Parameter einer mehrdimensionalen Normalverteilung. In einer Kovarianzma-
trix sind insbesondere die Korrelationen zwischen den Finanztiteln enthalten, sodass
mogliche Diversifikationseffekte beriicksichtigt werden. Zur Kalibrierung der Wert-

papiere werden im Wesentlichen zwei Methoden unterschieden.

— Delta-Normal-Methode

Man unterstellt ein lineares Modell fiir die gemeinsame Verteilung (multivariate
Normalverteilung) der Anderungen in den Marktvariablen. Dieser Ansatz funk-
tioniert fiir lineare (symmetrische) Finanzmarktprodukte (Aktien, Anleihen,
Rohstoffe und dhnliche) im Allgemeinen gut. Fiir Optionen und andere unsym-
metrische Finanztitel stellt das Modell nur einen Approximationsversuch dar,

da das Modell das Portfoliogamma nicht beriicksichtigt.?*

23Giche dazu Kapitel 2.1.
24V gl. Hull [2010], Kapitel 12 und 13.
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Das Delta A beschreibt die Sensitivitdt eines Finanzderivats auf Verdnderungen

seines Basiswerts (Underlying) durch die Formel

_ OFinanzderivat

A =

1.3
OBasiswert (1.3)
Der Begriff des unsymmetrischen Finanztitels soll an dieser Stelle das Bild des
nicht proportionalen Gewinn-Verlust-Verhaltens veranschaulichen. Eine Option
ist plotzlich ,im Geld“ oder vollig wertlos, bzw. steigt oder fillt iiberproportio-
nal. Fiir Optionen und andere nicht lineare Produkte eignet sich der Delta-

Gamma-Ansatz besser.

— Delta-Gamma-Ansatz

Der Delta-Gamma-Ansatz beriicksichtigt das ,,Gamma“ eines Portfolios. Dies ist
fiir nichtlineare, unsymmetrische Finanzmarktprodukte essentiell. Das Gamma
berechnet sich als zweite Ableitung in Richtung des Basiswerts und ist ein

SensitivitdtsmaB fiir das Portfoliodelta.

r— 0? Finanzderivat
~ O(Basiswert)?

(1.4)

Je grofler das Gamma ausfillt, desto sensitiver reagiert das Finanzderivat auf

den Basiswert.

e Monte-Carlo-Simulation

Unter dem Begriff ,,Monte-Carlo-Simulation® versteht man verschiedene Verfahren
zur Generierung von Realisationen speziell verteilter Zufallsvariablen, anhand de-
rer man anschlieend den Value-at-Risk berechnen kann. Als Basis werden zunéchst
gleichverteilte Zufallszahlen von einem Generator produziert. Da die speziellen Ver-
teilungen der ModellgréBien als Grundlage fiir die stochastische Simulation genutzt
werden sollen, findet anschliefend eine Transformation der Zufallszahlen in Reali-
sationen einer Zufallsvariablen mit der gewiinschten Zielverteilung statt. Betrachtet
man n Zufallsvariablen gleichzeitig, so bildet jedes n-Tupel mit Realisierungen in der

Zielverteilung ein Szenario.

Diese Methode ist eine der verbreitetsten und wird auch zur Erstellung der Szenarien
fiir die in dieser Arbeit beschriebenen Optimierung verwendet. Eine detailliertere

Beschreibung der Methodik erfolgt in Kapitel 2.2.4 ,Generierung von Szenarien“.
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Sind die Szenarien generiert, wird aus diesen der gewiinschte Quantilswert ausge-
wihlt. Betrachtet man beispielsweise 10.000 Szenarien zur Berechnung des VaR99.5,
so sortiert man die Realisierungen der Grofle nach und sucht den fiinfzig-schlechtesten
Wert heraus, der dem 99.5-Quantil entspricht. Sollte sich in anderen Féllen ein VaR-
Wert aufgrund einer zu geringen Szenarienanzahl (z.B. 500 Szenarien) nicht direkt
bestimmen lassen, kann ein Zwischenwert durch entsprechende Gewichtung von zwei
Szenariowerten ermittelt werden. (Bei 500 Szenarien entspridche der VaR99.5 dem

Wert $(Realisation 497 + Realisation 498).)

e Historische Simulation

Der Begriff der Simulation als solcher ist an dieser Stelle irrefithrend. Das Verfah-
ren blickt zuriick auf historische Zeitreihen und verwendet diese, um eine zukiinftige
Entwicklung zu prognostizieren. Der Value-at-Risk wird dann direkt auf einer gege-
benen Anzahl von Daten ,abgelesen®, sodass das Verfahren ohne Parametrisierung
einer Verteilung auskommt. Das Ablesen beinhaltet eine Sortierung der Datenwer-
te und ein anschlieBendes Heraussuchen des VaR-Werts entsprechend des vorgege-
ben Konfidenzlevels, analog zur Vorgehensweise bei den oben beschriebenen Monte-

Carlo-Szenarien.
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1.7 Conditional-Value-at-Risk (als Maf} des Typus II)

Ein wesentliches Ziel bei der Entwicklung des Value-at-Risks bestand darin, die Risiken
von Portfolios mit einer einzelnen Kennzahl vergleichen zu kénnen. Bei der Betrachtung
der folgenden beiden Verteilungsdichten, die zu demselben VaR-Wert fiihren, wird die
Problematik des Risikomafles deutlich: Der VaR bietet keine Information dariiber, wie
hoch ein moglicher Verlust letztendlich ausfallen kénnte. Auf diese Weise kénnen zwei
vollkommen unterschiedliche Verteilungsdichten, wie in Abbildung 1.1, denselben VaR-
Wert liefern, ohne dass dieser dabei die méglichen Verluste an den Auflienréndern, d. h. die

sogenannten tail events, beriicksichtigt.

Verlust Verlust

1-x%

VaR

Abbildung 1.1: Zwei Verteilungsdichten mit identischem VaR??

An dieser Stelle kommt die Frage auf, mit welcher durchschnittlichen Verlusthohe ein
Investor in gewissen Féllen rechnen muss. Der Conditional-Value-at-Risk (CVaR) ermittelt
den mittleren erwarteten Verlust bei Uberschreitung eines vorgegeben VaR-Werts, der sich

mathematisch mithilfe des folgenden bedingten Erwartungswerts beschreiben l&sst.
CVaR4(X) = E[X|X > VaR,(X)].26 (1.5)

Fiir stetige Verteilungen ist der CVaR identisch mit dem Risikomall Fxpected-Shortfall
(ES), welches als

ESa(X) = — / " VaRo(X)da (1.6)
@ Jo

definiert ist.27

25 Aus Hull [2009], Abbildungen 20.1 und 20.2.
26 Albrecht und Maurer [2008], Seite 892.
2TV gl. Albrecht [2004], Abschnitt 7.2. sowie Acerbi und Tasche [2001], Seite 1498.
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Unter Annahme einer stetigen Verteilungsfunktion wird fiir spétere Zwecke diese Integral-

schreibweise des CVaR verwendet und
1 (07
CVaRa(X) = ESa(X) = ~ / VaRa (X)da (1.7)
0

gesetzt.

Betriebswirtschaftlich ldsst sich formulieren: Der CVaR enthélt zusétzlich zum VaR noch
einen Sicherheitspuffer fiir den durchschnittlich erwarteten Verlust im Falle der Uberschrei-
tung des VaRs. Dieser Sicherheitspuffer wird in der Literatur auch als Fzcess-Reserve
bezeichnet und kann mathematisch als bedingter Erwartungswert E[X — VaR,(X)|X >
VaR, (X)] dargestellt werden®®, sodass sich der CVaR, in die beiden Teile Value-at-Risk

und Excess-Reserve zerlegen lésst:
CVaR,(X) = VaRy(X) + E[X — VaR,(X)|X > VaR,(X)].

Aus dieser Gleichung folgt die wichtige Erkenntnis, dass der CVaR stets grofier oder gleich
dem Value-at-Risk ist:
CVaR,(X) > VaR(X). (1.8)

Abschlielend werden die Axiome der Kohérenz gepriift:

e Axiom T und Axiom PH sind erfiillt, denn aus den Eigenschaften des VaRs folgt

1 (03
CVaRy(cX + ) = a/ VaRq(cX + N)da (1.9)
0
1 (6%
= / VaR, (cX) — Ao (1.10)
@ Jo
1 (¢ 1 (¢
= / cVaRa(X)da—/ Ado (1.11)
@ Jo @ Jo
c [“ 1
= / VaRy (X)da — —aA (1.12)
o Jo «
= c¢-CVaRa(X) -\ (1.13)

e Axiom S ist erfiillt, der Beweis dazu ist allerdings umfangreich.

Bei zugrunde liegender stetiger Verteilung ist der CVaR mit dem Expected-Shortfall

28Vgl. Albrecht und Koryciorz [2003], Seite 2, Folgerung.
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identisch.?? Fiir diesen zeigen Acerbi und Tasche [2001] die Aquivalenz®® von

1 [ 1
CVaR, (X) = ESo(X) = a/o VaRq(X)da = ——B[X -1y < vara(x)}
(1.14)

wobei

X ) { Lix <4}, falls P[X = 2] =0

X < = B a— T

X<w) Lix <o)+ Lix = o) "o, falls PIX = a] > 0.

Fiir die CVaR-Identitit —L E[X - Lix < VaR, (X)}(")] zeigen die Autoren die Subad-
ditivitét, siehe Acerbi und Tasche [2001], Proposition A.1.

o Axiom M ist erfiillt, denn gem&fl der Eigenschaften des VaRs gilt fir X <Y, dass
VaRa(X) = —inf{z € R|Fy(z) > o} < —inf{zx € R|Fx(z) > a} = VaRa(Y).
Daraus folgt

1 [ 1 [
CVaR(X) = — / VaRq(X)da < — / VaRq(Y)da = CVaR(Y).
0 0

Somit ist der CVaR unter der Annahme einer stetigen Verteilung ein kohérentes Risikomafl

nach Definition 1.2.

Bemerkung 1.6

Sowohl der CVaR als auch der Expected-Shortfall gehoéren zur Gruppe der Shortfall-
Risikomafle. Wie der Beweis zeigt, ist der Expected-Shortfall stets ein kohérentes Risi-
komafl. Der CVaR ist dies nur bei stetigen Verteilungen, denn fiir diskrete Verteilungen
unterscheiden sich die beiden Mafle. In der Literatur findet man viele weitere Shortfall-
Risikomafe, die sich oft nur geringfiigig (z. B. in Spezialfillen) unterscheiden. Sehr &hnliche
Mafle lauten Tail-Conditional-Expectation, Tail-Mean oder Worst-Conditional-Expecation
und werden in der Literatur z. B. bei Acerbi und Tasche [2001] erldutert. Desweiteren wird
bei Shortfall-Risikomafen zwischen bedingten Mafen (wie dem CVaR oder dem Expected-
Shortfall) und unbedingten Mafen (z. B. Lower Partial Moments) unterschieden. Letztere
beriicksichtigen keine Uberschreitungswahrscheinlichkeit zu einer definierten Schranke, wie

es beispielsweise beim CVaR in Form eines bestimmten VaR-Werts der Fall ist.

29 Acerbi und Tasche [2001], Korollar 4.3.

30Der Vorzeichenunterschied zwischen Gleichung (3.7) in Verbindung mit der Definition 2.6 (Expected-
Shortfall) aus der Arbeit von Acerbi und Tasche [2001] und der Gleichung 1.14 entsteht durch das ver-
schiedene Vorzeichen innerhalb der Definitionen des VaRs. Das Vorzeichen hat Auswirkung darauf, ob ein
negativer Gewinn oder ein positiver Verlust ausgewiesen wird - der Betrag der VaRs ist identisch.
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Nachdem in diesem Kapitel die wesentlichen Risikomafe fiir die weitere Arbeit vorgestellt
worden sind, werden im n#chsten Kapitel zwei wichtige Optimierungsmethoden erliau-
tert: Die grundlegende Portfolioselektion nach Markowitz und die weiterfithrende CVaR-
Optimierung nach Uryasev, welche wiederum die Basis fiir das dritte Kapitel darstellt.

Im Rahmen der CVaR-Optimierung wird ausgefiihrt, wie der CVaR berechnet und opti-
miert wird. Fiir den VaR wurden bereits in Abschnitt 1.6 Ansétze zur Kalkulation vorge-
stellt, von denen der Ansatz der Monte-Carlo-Simulation zur CVaR-Berechnung aufgegrif-
fen wird. Ein wesentlicher Grund fiir die Verwendung dieser Methode ist die Moglichkeit

der freien Verteilungswahl.



Kapitel 2

Portfoliooptimierung nach

Risikomaflen

Nach der Einfithrung der Risikomafle Volatilitdt sowie VaR und CVaR werden in die-
sem Kapitel zwei Optimierungsansitze prisentiert. Beginnend mit der klassischen Mean-
Variance-Optimierung nach Markowitz (2.1) werden die Prinzipien der Portfoliooptimie-
rung erldutert, welche die Grundlage fiir die weitere Arbeit bilden. Dabei werden zentrale
Begriffe wie Diversifikation und Effizienz, das Minimum-Varianz-Portfolio oder die An-
schauung des Risiko-Return-Diagramms eingefiihrt, die sich spéter auf die Optimierung
des Conditional-Value-at-Risks iibertragen lassen. Die CVaR-Optimierung wird in Ab-
schnitt 2.2.1 nach der Methode von Stanislav Uryasev aus dem Jahr 2000 vorgestellt. Dem
Autor ist es gelungen, die CVaR-Optimierung als lineares Optimierungsproblem zu for-
mulieren, das in Abschnitt 2.2.3 in eine fiir diese Arbeit angepasste Form iiberfiihrt wird.
Das resultierende allgemeine lineare Programm stellt die Ausgangsbasis fiir das im dritten
Kapitel vorgeschlagene szenariobasierte Optimierungsmodell dar. Am Ende des zweiten

Kapitels erhélt der Leser eine Einfithrung in die Thematik der Szenariogenerierung.

2.1 Klassische Portfolioselektion nach Markowitz!

Harry M. Markowitz gilt als einer der Mitbegriinder der modernen Portfoliotheorie und

pragt sie mit seinen Aussagen iiber Portfolioeflizienz und Diversifikation. Die moderne

Portfoliotheorie fult auf zwei wesentlichen Annahmen?:

! In Anlehnung an Albrecht und Maurer [2008] und Spremann [2008].
2 Vgl. Spremann [2008], Seite 59, 1.) und 2.).

36
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A Die Renditen der Anlagen sind Zufallsvariablen3. Sie werden durch die ersten bei-
den Momente, Erwartungswert und Varianz, sowie ihre Korrelationen zueinander

beschrieben. Die Renditen werden als gemeinsam normalverteilt angenommen.*

B Die Priferenzen des Entscheiders (Investor) beziehen sich auf die erwartete Rendite
und deren Volatilitéit (Standardabweichung). Es wird davon ausgegangen, dass der
Entscheider eine vergleichsweise hohe Rendite bei geringer Volatilitét des Portfolios

préaferiert.

Der Entscheider konzentriert sich bei seiner Wahl nur auf die finanziellen Aspekte Ren-
dite und Risiko. Fiir ihn ist eine hohere Volatilitdat gleichbedeutend mit mehr Risiko, so-
dass an dieser Stelle die Standardabweichung® als Risikomafl Verwendung findet. Albrecht
und Maurer bezeichnen diesen Entscheider deshalb auch als ,Erwartungswert-Varianz-
Investor“S.

Der Investor agiert grundsétzlich risikoavers: Weisen zwei Portfolios die gleiche erwartete
Rendite auf, so bevorzugt der Investor das Portfolio mit der geringeren Varianz. Bei identi-
scher Varianz wird er sich fiir das Portfolio mit der hoheren Renditeerwartung entscheiden.
Da sich die Portfoliotheorie auf die beiden Verteilungsparameter konzentriert, spricht man

auch von Mean-Variance-Analysis.

Weitere Rahmenbedingungen der Portfoliotheorie lauten:

e Es wird ein diskretes Einperiodenmodell mit zwei Zeitpunkten £y und ¢; betrachtet.

Dabei stellen die beiden Zeitpunkte Periodenanfang und Periodenende dar.
e Anlagetitel sind beliebig teilbar.
e Transaktionskosten bleiben unberiicksichtigt oder werden als in den Kaufpreisen ent-

halten angenommen.

Fiir eine detailliertere Auseinandersetzung wird das folgende mathematische Setting von
Albrecht und Maurer [2008]” iibernommen.

In diesem Fall wird bewusst ein grofles R verwendet.

Vgl. Spremann [2008], Seite 175, 7.1.3 Dritte Sdule der MPT: Normalverteilung.
Die Standardabweichung gilt als das klassische Investmentrisikomaf.

Albrecht und Maurer [2008], Seite 258, Charakterisierung der Investoren.
Albrecht und Maurer [2008], Seite 261 f.
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Zu zwei Aktien Ap, Ag seien fiir ¢ = 1,2 gegeben:

wi € [0, 1], das Portfoliogewicht der ersten Aktie

R;, die Renditen der beiden Aktien

w; = E[R;] , der jeweilige Erwartungswert der Renditen

0; = o(R;), die Standardabweichung der Renditen

pu = E[R] und 0 = o(R), Erwartungswert und Standardabweichung des Portfolios

p = p(R1, R2) die Korrelation der beiden Aktienrenditen

Aus diesem Setting lassen sich die folgenden Groflen direkt ableiten:
Die Portfoliorendite R des Portfolios aus den beiden Aktien A, Ao betrigt geméfl der
Portfolioeigenschaft®

R =wiRy + (1 —wp)Rs. (2.1)

Die erwartete Portfoliorendite betrigt dementsprechend
p=E[R] = wip + (1 —wi)pz = wi(p1 — p2) + pia. (2.2)
Dann lasst sich die Varianz der Portfoliorendite angeben
0? =Var(R) = wioi + (1 —wy1)?05 + 2p - wi (1 — wy)o109 (2.3)
und der Lésungsraum aller u-o Kombinationen lautet
L ={(p,0) | n=E[R], 0 = /Var(R)}. (2.4)

Bemerkung 2.1

Die Gestalt des Losungsraums I hingt wesentlich von der Korrelation p ab, wie in Abbil-
dung 2.1 (Abschnitt 2.1.2) anschaulich dargestellt wird.

Der Korrelationskoeffizient p liegt in der Regel® im Intervall [0, 1].

,Portfolioeigenschaft: Die Portfoliorendite errechnet sich als gewichtetes arithmetisches Mittel der Renditen
der Komponenten.“ Spremann [2008], Seite 75 unten.

Man kann z.B. auch Kreditaufnahmen betrachten, sodass der Korrelationskoeffizient iiber dem Wert 1
liegt. In dieser Arbeit wird allerdings von der Konvention p € [0, 1] ausgegangen.
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2.1.1 Minimum-Varianz-Portfolio

Das Minimum-Varianz-Portfolio ist innerhalb der Portfoliotheorie von zentraler Bedeu-
tung, da es das risikominimale Portfolio darstellt. Dies bedeutet, es ist das Portfolio mit
der kleinsten Standardabweichung innerhalb des Losungsraums und weist somit das ge-

ringste Risiko unter allen zuléssigen Portfolios auf.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man das Minimum-Varianz-Portfolio sowie dessen
Rendite und Varianz bestimmt. Dies dient der graphischen Darstellung des Lésungsraums,

die im néchsten Abschnitt vorgestellt wird.

Zur Bestimmung des Minimum-Varianz-Portfolios sucht man das Minimum der Varianz
als Funktion des Portfoliogewichts w;. Durch die Verwendung des resultierenden Gewichts
lassen sich anschliefend das Minimum-Varianz-Portfolio sowie dessen Rendite und Varianz
berechnen. Dazu setzt man die Ableitung der Varianzfunktion (2.3) nach w; gleich Null
und 16st diese nach w; auf:

4 =

& 2wi0? —2(1 —wy)o3 + 2po109 — dpwiorog = 0

2
o 05—p0102
~ Wiyyp = 02402 —2po102 (2'5)

Durch Einsetzen des Gewichts wi,;,, in die Gleichungen (2.2) und (2.3) ergibt sich die

entsprechende o-p-Kombination des Minimum-Varianz-Portfolios (onve, invve ).

2
09 — p0102

UMVP = (1 — p2) + p2 (2.6)

2 2
o1+ 05 — 2po102

=\

Zur Erleichterung der weiteren Rechnungen definiere den Nenner des Bruchs als A :=
0% + 05 — 2po109.

Aus der Formel (2.3) fiir die Varianz

o° = w%o%—l—(l—w1)205+2p-w1(1—w1)0102

= wi- (0] + 03 — 2po102) +wi(2po102 — 203) + 05 (2.7)
A
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ergibt sich die Varianz des Minimum-Varianz-Portfolios durch Einsetzen des Gewichts

Wiyyp fUr wy folgendermaflen:

2 2 2 2 2 2
02—00102)2)\+ <02—P01f7

e = (21 P71%2) (29010 — 203) + o

—

(03 + p*oi03 — 2p0103) + (2po105 — 205 — 2p%07 05 + 2p010% )] +03

A
1
= [ ot dotos+2pmed] + o3

2 .
= % — 03 — p*0? + 2po09 + )\}
2 .
o
= 72 - 03 — p*o? 4 2po10y + (0% + 05 — 2poy09)
2 2 .2
o oio
= Zga-) = A% a2, (28)

Dazu betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel 2.2
Betrachtet man den einfachen Fall, dass die beiden Aktien Ay, Ao unkorreliert sind, d. h.
p =0, so vereinfacht sich das Gewicht wy nach Gleichung (2.5) zu

&

= . 2.9
w a%+a§ ( )

Durch Einsetzen von wy in (2.8) erhdlt man die Varianz des Minimum- Varianz-Portfolios.

2 2
2 0—10—2 0102
o = 5, bww. oyyp = —F———. 2.10
Nach (2.2) lautet die erwartete Rendite des Minimum-Varianz-Portfolios
3 o3 o3
— +(1— = . - + po. 2.11
upmve 0_% T 0_% 231 ( O’% + 0% ):u? 0’% + O’% (,U/l UQ) K2 ( )
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2.1.2 Risiko-Rendite-Diagramm: Darstellung des Losungsraums

Zur Veranschaulichung des abstrakten Losungsraums I wird standardméfig ein Risiko-
Rendite-Diagramm genutzt. Jeder Anlagetitel kann in Bezug auf seine erwartete Rendite
und die daraus berechnete Standardabweichung im Koordinatensystem positioniert wer-

den. Dies fithrt allgemein zu einer Darstellung wie sie Abbildung 2.1 zeigt.

Ma
****************************** 0‘ Private Equity / Hedgefonds
|
3 \
) . |
N i -@ Einzelaktien
© I I
e ] Akt}ienfonds}
[¢] | | |
@ \ \ ‘
£ ‘ \ o
g ************** -@ Unterne‘ehmensanlelhqn
\ \
o | I | ‘
Mol @ St?atsanleiqen | |
N
****** * Immobi]ienﬁ‘onds o |
I I I I
o
\ P | | ‘
\ . | ‘ |
] | ‘ ! ‘ 1

\4

Risiko o (]

Abbildung 2.1: Risiko-Rendite-Diagramm fiir ausgewéhlte Assetklassen

Die Darstellung eines Losungsraums beinhaltet neben den einzelnen Risiko/Rendite-Punk-
ten, kurz (o, pu)-Punkte, fiir jeden der Anlagetitel auch alle méglichen Kombinationen
(Portfolios), die sich aus den Einzeltiteln zusammenstellen lassen. Dazu stellt man die
Rendite als Funktion des Risikos dar und plottet diese Funktion anschlieSend in ein ent-
sprechendes Koordinatensystem als Risiko-Rendite-Diagramm. Das Risiko wird auf der
Abszisse (x-Achse), die Rendite auf der Ordinate (y-Achse) abgetragen.

Um den Losungsraum darzustellen, der sich aus Kombination der beiden Anlagetitel Ay, Ao
aus dem vorherigen Abschnitt ergibt, wird die erwartete Rendite p als Funktion der Stan-

dardabweichung o dargestellt. Diese Funktion beschreibt den Rand der Losungsmenge IL.
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Dazu substituiert man das Gewicht w; in der Formel (2.2) fiir die Portfoliorendite mithilfe

der Formel (2.7) fiir die Varianz, die zunéchst nach w; aufgelost werden muss.

02 = WA+ wi(2po109 — 203) 4+ 03 < 0 = Wi + w1 (2p0109 — 203) + 05 — 0. (2.12)

Mittels der allgemeinen Losungsformel fiir Polynome zweiten Grades erhélt man

1 1 1
Wi = o002~ 208) 2\ Gponn ~ 2032 4 L0? o3)
1 511 , ,
= —X(palo'g —05) + X Z(Qpalag —203)2 4+ A\(0? — 03)
1 -
= 3 03 — poioy \/(/)0’102 —03)2 4+ A\o? — 0’%):|
1 r
= 3 03 — poiog £ \/pQO'%O'% + 05 — 2po105 + Ao? — )\a%]
1 r
= 3 03 — poroa +  [03(p%07 + 05 — 2poio2 — (0F + 05 — 2p0109)) + Ao?
A
1 r
= 3 03 — poog £ \/U%(pQ —1)%20% + )\02}. (2.13)

Setzt man wy 1 /5 in Gleichung (2.2) p = wi (1 — p2) + p2 ein, so folgt

1
w(o, p) = X {0’% — poiog \/a%(p2 —1)207 + )\02} (1 — p2) + po. (2.14)

Sehr anschaulich kann man p mithilfe der Erwartung des Minimum-Varianz-Portfolios

(Gleichung 2.6) unvp = %(ag — po1o2) (1 — p2) + pe darstellen:

1
pu(o,p) = pnve £ X\/"%(PQ —1)%0f + Ao? - (1 — pi2)- (2.15)

Eine konkrete Darstellung des Graphen im Fall von zwei Aktien hingt von der Korrelation

p ab. Daraus ergibt sich folgende anschauliche Charakterisierung;:

[ ] p = —]_
Das Minimum-Varianz-Portfolio liegt genau auf der Ordinate, sodass sich das Risiko
vollsténdig diversifizieren lédsst. Der Graph besteht aus den beiden Geraden durch

das Minimum-Varianz-Portfolio und die beiden Aktien(punkte) A;, As.
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o —1<pxl
In der Regel liegt p zwischen —1 und 1 und der Graph bildet den rechten Ast einer
Hyperbel.

e p=1
Im Fall, dass die Korrelation zwischen beiden Aktien genau 1 betrigt, stellt der

Graph eine einfache Gerade durch die beiden Aktien dar.

Zur Visualisierung dieser Zusammenhinge eignet sich die folgende Abbildung'® aus Al-

brecht und Maurer [2008].

LA
/
7 —
/ ===~
/ —""
Uy -~
Aktie 1
MVP
Uz
»
] 01 o

Abbildung 2.2: Effizienzlinie in Abhéngigkeit von der Korrelation p

Der Graph bildet den linken Rand der Lésungsmenge IL, sodass alle moglichen Portfolio-

zusammenstellungen auf dem Rand selber sowie rechts davon liegen.

Da in der Praxis meist ausschliefilich der Fall —1 < p < 1 relevant ist, ist die folgende

Darstellung der Losungsmenge die gebréauchlichste.

10 Albrecht und Maurer [2008], Abb. 6.7.
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H A
251 -7
Aktie 1
MVP
Aktie 2
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%) 04 (o]

Abbildung 2.3: Effizienzlinie fir —1 < p <1

2.1.3 Effizienz & Diversifikation

Zwei weitere zentrale Begriffe der Markowitzschen Theorie lauten Effizienz und Diversifi-
kation. Ihre Definition und Veranschaulichung anhand des Risiko-Rendite-Diagramms sind
fiir diese Arbeit wesentlich.

Der Effizienzbegriff nach Markowitz wird iiber das Portfoliodominanzprinzip eingefiihrt.

Definition 2.3 (Portfoliodominanz)
Ein(e) Portfolio(zusammenstellung) P; € L. mit Rendite pup, und Standardabweichung op,
dominiert ein anderes Portfolio Py € I mit Rendite up, und Standardabweichung op,,

wenn es entweder:

a) ein geringeres Risiko bei mindestens gleich grofier Rendite, d. h.

pp, = pp, und opy < op,,
oder
b) eine hohere Rendite bei gleichem Risiko, d.h. up, > up, und op, = op,,

aufweist.
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Anhand der Portfoliodominanz definiert Markowitz effiziente Portfolios folgendermafien.

Definition 2.4 (Markowitz-Effizienz)
Ein Portfolio Py € I heif§t effizient nach Markowitz, wenn kein Portfolio P € I existiert,

das P; dominiert.

Die effizienten Portfolios liegen auf dem Rand der Lésungsmenge oberhalb des Minimum-
Varianz-Portfolios. Sie bilden den oberen Ast der Hyperbel. Daher wird dieser Teil als

Effizienzlinie bezeichnet.

effiziente Portfolios

MVP ineffiziente Portfolios

Erwartete Rendite u

Risiko o
Abbildung 2.4: Effizienzlinie

Unter (Risiko-)Diversifikation versteht man im Kontext von Kapitalanlageentscheidungen
die Aufteilung des zur Verfiigung stehenden Anlagekapitals auf unterschiedliche, moglichst
wenig korrelierte Investments.!!

Das Ziel des Diversifikationsgedankens nach Markowitz ist es, durch die geschickte Zusam-
menstellung eines Portfolios P aus N Einzeltiteln A;, (1 < ¢ < N), das Gesamtrisiko o (P)

so zu minimieren, dass es kleiner als die Summe aus den Einzelrisiken o(A;) ist.

N
a(P) <) o(A). (2.16)
0

1vgl. Biischgen [2012], Seite 303 ff. und Miihlbradt [2004], Begriff: Diversifikation.
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In welchen Féllen dieser Diversifikationseffekt zu erzielen ist, untersuchen Albrecht und
Maurer [2008] am sogenannten ,Zwei-Aktienfall*, d.h. an einem aus zwei Aktien beste-
henden Portfolio. Angenommen es liegen zwei Aktien mit unterschiedlicher Volatilitét vor,

so bezeichne o; die grofiere der beiden, sodass
g1 > 09

sei. Liegt ein Diversifikationseffekt vor, so ldsst sich dieser im Minimum-Varianz-Portfolio
nachweisen, da dieses Portfolio das geringste Risiko beinhaltet. Daher seien w1, p, w2,y p
die Gewichte des Minimum-Varianz-Portfolios. Ist eins der beiden Gewichte gleich 1, so
liegt, kein Diversifikationseffekt vor, da vollsténdig in die Aktie mit dem kleineren Risiko
investiert wird (und in die andere Aktie folglich 0%). Anschaulich muss mindestens ein
Portfolio links von allen Aktienpunkten liegen.

Fiir den Fall, dass beide Gewichte echt kleiner 1 sind, also 0 < w1,yp, W2yvpe < 1, lautet
das erste Gewicht des Minimum-Varianz-Portfolios gem&f der Formel (2.5)

2
. 05 — pPO102
Winyp = h\ :

Ist w1yyp echt grofer Null, so bedeutet das

2
o5 — po109
O<%®O<U%—p0102
2
o o9
ep< —2 ==,
o109 O]

Also bleibt abschlieflend festzuhalten:

Bemerkung 2.5
Die Erzielung eines Risikodiversifikationseffekts ist im Zwei-Titel-Fall stets moglich, wenn

die Relation p < 22 gilt.
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2.1.4 Markowitz - allgemeiner Fall

Dieses Kapitel dient der Verallgemeinerung des Zwei-Titel-Falls auf eine Vielzahl von n
Titeln. Der Abschnitt orientiert sich an der (wesentlich detaillierteren) Lektiire von Al-

brecht und Maurer [2008], Kapitel 6.3.2.3 sowie Anhang 6A.2.

Betrachtet man Portfolios aus n-Titeln mit n Renditen zusammengefasst als Spaltenvektor
R = (Ry,..,R,)! und n Gewichten als Spaltenvektor w = (wq,..,wy,)!, so gilt fiir die

Portfoliorendite

R(P)=w'-R=) wR;. (2.17)
i=1
Weiterhin ergeben sich

e Erwartungswert der Portfoliorendite
n
pp = E[R] = w' - p =" wipsi, (2.18)
i=1
e Erwartungswert der Portfoliovarianz

n
012, = Var(Ry) = w'Cov(R)w = Z w?o? 4 2 Zwiwjpijamj, (2.19)
i=1 i<j

wobei Cov(R) = Cov(R;, R;) = (0ij)i j=1,.n die Kovarianzmatrix der Renditen ist
und p;; fiir 4,5 = 1,..,n die Korrelation zwischen den Renditen R; und R; zweier

Anlagetitel A;, A; darstellt.

Zur Bestimmung der Effizienzlinie im mehrdimensionalen Fall fiihrt der folgende Ansatz:
Minimiere die Portfoliovarianz unter den Bedingungen, dass die Summe der Portfolio-
gewichte 1 (also 100%) betrégt und die Rendite r erzielt wird. Dieser Sachverhalt wird
mathematisch durch das folgende Optimierungsprogramm widergespiegelt.

1
012, = min §wtCOU(R)w unter (2.20)

N

min o2 = minw'Cov(R)w < min
w p w w

o=, (2.21)

> wi=1 (2.22)
=1
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Dabei ist w!Cov(R)w =: Z(w) die Zielfunktion, die unter Einhaltung der Nebenbedin-
gungen (2.21) und (2.22) minimiert wird. Die zweite Nebenbedingung charakterisiert die
Menge der moglichen Portfolios und fithrt zu der Losungsmenge L = {(p,0p) | w'e =
1 mit w,e € R"}, bzw. kurz I = {w € R" : w'e = 1}, wobei e = (1,..,1)! dem Einheits-
vektor im R" entspricht.

Das Hinzufligen des Faktors % zur Zielfunktion dient der Formulierung des Problems als
quadratisches Optimierungsprogramm und hat keinen Einfluss auf das Optimierungsergeb-
nis. Das Ergebnis der Minimierung ist ein optimales Portfolio, charakterisiert durch den
Gewichtsvektor w* = (wf, .., w}).

n

Dazu seien die folgenden mathematischen Anmerkungen erlaubt.

Bemerkung 2.6

(1) Die Zielfunktion Z(w) = w!Cov(R)w ist stetig in w und besitzt nach dem Satz von
Weierstraf§ genau dann ein globales Minimum, wenn die Losungsmenge kompakt
ist. Dies wird durch die Nebenbedingung (2.22) erfiillt, wenn entweder die Gewichte
beschrinkt sind, z.B. durch eine Nichtnegativitdtsbedingung w; > 0 fiir alle i €
{1,..,n} (also fir Long-only-Portfolios) oder die Kovarianzmatrix positiv definit ist.

Es folgt, dass Z(w) ein globales Minimum besitzt.'?

(2) Besitzt Z(w) ein globales Minimum, so existiert eine optimale Losung, wenn die
Nebenbedingung (2.21) sichergestellt ist. Dies ist der Fall, wenn die geforderte Rendite
r der Gleichung

min p; < r < max f;
1<i<n 1<i<n

genﬁgt.13

(3) Sind alle w; > 0, (fir 1 <i<mn), liegt ein konvexes Optimierungsprogramm vor,

sodass jedes lokale Minimum auch ein globales ist.

Der sich anschlieende Abschnitt 2.1.5 zeigt die Losung des konvexen Optimierungspro-
blems und richtet sich an den mathematisch interessierten Leser. Auch die fiir diese Arbeit
wesentliche Optimierung des Conditional-Value-at-Risks (Kapitel 2.2) ist konvex, sodass
sich die Erkenntnisse iibertragen lassen. Das mathematische Vorgehen besteht aus der
Findung des optimalen Portfoliogewichts w* sowie der Berechnung von Rendite p* und

Risiko ¢* zur Darstellung der Effizienzlinie.

12vgl. Albrecht und Maurer [2008], Seite 328, Argumentation zu Anmerkung 1.
13Vgl. Albrecht und Maurer [2008], Seite 328, Anmerkung 1.
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2.1.5 Losung mithilfe der Lagrangefunktion

Im Rahmen konvexer Optimierungsprobleme ist die sogenannte Lagrangefunktion ein wich-
tiges Losungsinstrument. Jarre und Stoer [2003] motivieren die Lagrangefunktion folgen-

dermafen.1* Sei

inf{f(x) [ fi(z) <0} (2.23)

ein konvexes Optimierungsproblem im R' zu dem
inf{f(z) + A\fi(z) | z € R} (2.24)

ein Hilfsproblem darstellt, wobei der Parameter A die Nebenbedingung f; gewichtet. An-
genommen das Hilfsproblem besitzt fiir jedes A > 0 eine optimale Losung, so ergibt sich
ein sinnvolles Losungsverfahren durch ein sukzessives Vergroflern von A ausgehend von
A = 0. Bei der Betrachtung optimaler Losungen z*(\) in Abhéngigkeit von A sucht man
dasjenige \*, fiir das

fiz® (A7) =0

gilt. Dann 16st 2*(A\*) auch das Ausgangsproblem (2.23). Die Zielfunktion des Hilfspro-
blems bildet die Lagrangefunktion zu (2.23), die zu einem allgemeinen Optimierungspro-

gramm, definiert wird.
Definition 2.7 (Allgemeines Optimierungsprogramm!9)

Sei ein Optimierungsproblem der Form
inf f(z) (2.25)
xeR": filx) <0 firl <i<p,

fix) =0 firp+1<j<m,
mit m Nebenbedingungen'® gegeben. Sei

fi(z) fpr1(2)
L:={zeR"| : <0, : =0} (2.26)

() fm(x)

1 Jarre und Stoer [2003], Abschnitt 8.3, Beispiel.

15ygl. Jarre und Stoer [2003], Seite 224, Optimierungsproblem (8.1.4) sowie Erlduterungen.

'6¥on den m Nebenbedingungen sind die ersten p als Ungleichungen und die restlichen (m—p) als Gleichungen
dargestellt.
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die Léosungsmenge, d.h. die Menge zuldssiger Ldsungen (kurz: zulissige Menge) des

Optimierungsproblems 2.25.

Die insgesamt m Nebenbedingungen von (2.25) werden aufgeteilt in p Ungleichheitsbe-
dingungen (Ungleichungen) und m — p Gleichheitsbedingungen (Gleichungen). Zu diesem

allgemeinen Optimierungsprogramm definiert man die Lagrangefunktion folgendermaflen:

Definition 2.8 (Lagrangefunktion!”)
Sei D :={\ € R" | \; >0 firl < i < m}. Dann wird die Lagrangefunktion L :
R”™ x D — R zum Optimierungsproblem 2.25 durch

L(w,\) = f() + > Aifile) (2.27)
=1

definiert.

Die Menge D definiert die A-Parameter fiir die Nebenbedingungen, welche auch Lagrange-

multiplikatoren genannt werden. Die Frage nach einer optimalen Losung beantwortet der

nachfolgende Satz'® in Verbindung mit folgenden Definitionen'?.

Definition 2.9 (Sattelpunkt?°)
Ein Paar (Z,\) heift Sattelpunkt von L(z,\) auf R™ x D, falls

L(z,)) > L(#,A) > L(Z, \)

fir allex € R™ und A € D.

Definition 2.10 (Konvexes Optimierungsprogramm?!)

Das Optimierungsprogramm 2.25 heifit konvex, wenn die Funktionen
o fi:R"= R fiir 1 <i<p konvex,
o fi :R"=R firp+1<i<m affin

und reellwertige, stetige Funktionen fiir allei € {1,..,m} sind.?? Dann ist auch die Menge

zuldssiger Losungen Il konvex und man spricht von einem konvexen Optimierungsproblem.

1Tygl.
18ygl.
19ygl,
20vgl.
21ygl.
2Vgl.

Jarre und Stoer [2003], Definition 8.3.3. zum Optimierungsproblem (8.1.4).
dazu Jarre und Stoer [2003], Satz 8.3.4 (1) von Karush, Kuhn und Tucker.
Jarre und Stoer [2003], Definition 8.3.3 (1).

Jarre und Stoer [2003], Definition 8.3.3 (2).

Jarre und Stoer [2003], Voraussetzung 8.1.6 (2) und (3).

dazu Jarre und Stoer [2003], Voraussetzung 8.1.6 (2) und (3).
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Beweis. Zu zeigen:

fi(z) fpt1(z)

L:={zeR"| . <0, : =0} (2.28)
fo(@) fm ()
=F(x) =G(x)

ist konvex, wenn F'(z) konvex und G(x) affin sind.
Dazu muss nachgewiesen werden, dass (1—t)z +txs fiir beliebige z1,z2 € R™ und ¢t € [0, 1]

in der Menge I liegt.

F(1—t)zy +txg) < (1—t)F(x1)+_t F(x) <0, (2.29)
—_—— N NN~
>0 <0 20 <o
G((1—=t)ry +tag) =a((1 —t)xy +twe) + b= (1 — t)axy + tazs + b (2.30)
=(1—-t)ary +taxg+ (1 —t)b+th=(1—t)G(x1)+_t G(xz2)=0. (2.31)
>0 =0 20—

Damit gilt (1 — t)x; + tx2 € L und L ist konvex.

Mithilfe dieser beiden Definitionen kann der nachfolgende Satz, der als Teil des Satzes
von Karush, Kuhn und Tucker zur Losung konvexer Optimierungsprogramme bekannt ist,
formuliert werden. Er bildet die Grundlage zur Losung des Markowitzschen Optimierungs-

programms (2.20).

Satz 2.11 (fiir konvexe Optimierungsprobleme??)

Sei ein konvexes Optimierungsprogramm gemdfS Definition 2.10 mit dazugehériger Lagran-
gefunktion gegeben.

Falls (%, 5\) Sattelpunkt der Lagrangefunktion auf R™ x D ist, dann ist T optimal fir das

Optimierungsprogramm (2.25) und es gilt X\ fi(Z) = 0 fiir alle i € {1,..,m}, d. h.

Beweis. Den entsprechenden Beweis dazu findet man bei Jarre und Stoer [2003], Kapitel
8.3, Seite 232. O

23 Jarre und Stoer [2003], Satz 8.3.4 (1).
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Albrecht und Maurer [2008] 16sen anstelle des Optimierungsprogramms (2.20) das folgende

dquivalente Programm

max Z(w) = max 7 E[R)) — %wth, 2 (2.32)
wobei 7 € R”? und L. = {w € R" : w'e = 1} ist. Das heifit, an dieser Stelle wird zur
Verallgemeinerung auf die Long-only-Beschréinkung verzichtet. Der Lagrangemultiplikator
7 > 0 kann als Ausprigung der Risikoaversion des Investors interpretiert werden. Mit
steigendem 7 nimmt das Risiko zu. Die Renditen der einzelnen Instrumente sollen linear
unabhéngig voneinander sein.

Sei die Kovarianzmatrix C' := Cov(R) invertierbar (regulér), dann lautet die Lagrange-

funktion L(w,\) zu dem Optimierungsproblem (2.32)

1
L(w,\) = Tw'y — iwtC’w — Mw'e —1). (2.33)
Minimiere L(w, A) bzgl. w.

 dL(w,\)

I) Ly=——7-—"7-=0 2.34
m o (2.34)
STpu—Cw—Xle=0 (2.35)
sSw=C"lry—C e (2.36)
und
dL(w, \)
II) Ly=———= 2.
() 1y = D (2.37)
s -—wetl=0sve=1ccw=1 (2.38)
Setze aus (I) w = C~trp — C~!he in (II) ein.
(Clrp—C1he) =1 (2.39)
S0 lrp—AefC e =1 (2.40)
_ —14€C

S A= (2.41)

etC—1le

24 Albrecht und Maurer [2008], Seite 327, (6A.4a).
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Daraus erhilt man das optimale Portfoliogewicht in linearer Abhéngigkeit von 7 durch

Einsetzen in (2.36):

. _ L 1—etC iy
w (7') = C 17',UJ — C l(w)e (242)
—C~le 1 etC e
_ o =y, 2.4
etC—1le O (et etC—1le ) (2.43)

Die Darstellung im Risk-Return-Diagramm als Punkt (o7, i) ergibt sich aus:

p(r) = w ()" - p, (2.44)

o*(1)? = w* (1) Cw* (7). (2.45)

Fiir lim, 0 0*(7) = 0*(0) = oyyyp ergibt sich das globale Minimum-Varianz-Portfolio mit
dem Gewicht .
. —C™ e
Wpmyp = etO-1¢’ (246)

sodass sich das optimale Portfoliogewicht w*(7) auch als

e!C e

* — * 'C_l
w*(T) = wyyp + T (1 + O 1e

) (2.47)
schreiben lésst. Fiir 7 > 0 ergeben sich aus diesem Gewichtsvektor alle effizienten Portfo-

lios. Der effiziente Rand ist gegeben durch die Menge

{(ou) : 1= p*(7),0% = 0*(7)2). (2.48)

Bemerkung 2.12

Bedingt durch die Long-only-Bedingung w > 0 treten in der Losung sehr hiufig Gewichte
w; = 0 auf, wihrend ohne diese Bedingung meist alle Anlagetitel in einer Losung vertreten
sind, d. h. w; # 0 fiir viele 3.

Fiir die Menge effizienter Portfolios gilt: Die Forderung nach einer héheren Rendite be-
deutet die Inkaufnahme eines héheren Risikos und damit auch mehr Unsicherheit, diese

Rendite zu erreichen und vice versa.

Das Portfolio mit der hochsten Rendite beinhaltet auch das hochste Risiko und vice versa.
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2.1.6 Kritische Diskussion

Harry Markowitz erhielt 1990 den Nobelpreis fiir seine Verdienste im Bereich der Port-
foliotheorie. Er {ibersetzte den Diversifikationsgedanken in mathematische Formeln. Seine
Modellkonstruktion basiert auf der Annahme eines Aktienportfolios. Fiir andere Anlage-
formen (nicht lineare Wertpapiere) eignet es sich im Allgemeinen nicht, da alle Renditen
des Modells der Normalverteilungsannahme unterliegen. Die Volatilitét ist fiir die meisten
Kapitalanleger ein zentrales Risikomaf}, jedoch aus der Sicht eines investierenden Versi-
cherungsunternehmens riickt es bedingt durch die Entwicklung finanzaufsichtsrechtlicher
Anforderungen in den Schatten des Value-at-Risk-Konzepts. Dieser Anforderung wird in
der vorliegenden Arbeit Rechnung getragen und im néchsten Abschnitt die Optimierung
des Conditional-Value-at-Risks eingefiihrt. Diese bedingt gleichzeitig eine Minimierung des
Value-at-Risks, wie spéter gezeigt wird. Die Gedanken und Erkenntnisse der Markowitz-

optimierung kénnen dabei weitestgehend {ibertragen werden.

Neben diesen zentralen Punkten zeigen Studien zur Markowitz Optimierung, wie sensi-
bel die optimalen Portfolios auf Anderungen der Inputdaten reagieren. Ein wesentlicher
Inputparamter ist der geschitzte Renditevektor y = E[R]. Kleine Anderungen einzelner
Positionen u; verdndern die Ergebnisportfolios mitunter gravierend, d. h., die i-te Position
verschwindet zum Beispiel im Ergebnisportfolio vollstéindig oder sticht innerhalb des op-
timalen Portfolios sehr dominant hervor. Die Autoren Chopra und Ziemba verdffentlichen
1993 den Artikel ,, The Effect of Errors in Means, Variances, and Covariances on Optimal
Portfolio Choice” und schreiben:

,Misspecification of the parameters of the return destribution, however, does make a signi-
ficant difference. Specifically, errors in means are about ten times as important as errors
in variances and covariances.”?

Das bedeutet, dass Verdnderungen oder Fehlschétzungen des Renditevektors deutlich mas-
sivere Auswirkungen auf die Ergebnisse haben (um einen Faktor 10) als Verinderungen
oder Fehler bei den Kovarianzschétzungen. Die Autoren fithren weiter aus, dass mit stei-
gendem Risikoparameter (in diesem Kontext t) auch die Sensibilitdt der Renditen im
Verhiltnis zu Varianz- und Kovarianzdaten steigt. Demnach hat die Kovarianz den ge-
ringsten Einfluss auf die Optimierung. Die Sensitivitdt der Varianzen auf die Kovarianzen
schitzen die Autoren ungefihr auf den Faktor 2. (Diese Faktoren basieren auf einem Ri-

sikotoleranzwert von ¢t = 50).

25 Chopra und Ziemba [1993], Seite 7, 1. und 2. Satz.
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Werden Renditen geschitzt, so ist es im bisherigen Konzept nicht moglich, fiir jeden
einzelnen Finanztitel einen Grad der Schétzgenauigkeit anzugeben. Die Frage nach der
Konfidenz einer Schitzung wird in Abschnitt 3.9.3 im Zusammenhang mit dem Black-

Litterman- Verfahren wieder aufgegriffen.
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2.2 Conditional-Value-at-Risk-Portfolioselektion

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Optimierungsverfahren fiir den Conditional-Value-
at-Risk bildet die Grundlage des im dritten Kapitel ausgearbeiteten Optimierungsmodells.
Das Verfahren basiert auf der Verdffentlichung von Uryasev [2000], die im Folgenden vor-

gestellt wird.

2.2.1 CVaR-Optimierung nach S.Uryasev?

Die meisten Methoden zur Berechnung des VaRs basieren auf linearer Risikoapproximation
und nehmen eine multivariate Normalverteilung der Marktparameter bzw. Underlyings
an. Im vorherigen Kapitel wurden der Value-at-Risk (VaR) sowie der Conditional-Value-
at-Risk (CVaR) eingefiihrt. Trotz der weitaus grofieren Popularitédt des VaRs weist er

gegeniiber dem Conditional-VaR einige eklatante Méngel auf:

e Fehlende Subadditivitét:
Fiihrt man zwei Portfolios zu einem groflen zusammen, ist es moglich, dass das Risiko

des Gesamtportfolios grofer ist, als die Summe aus den Risiken der Einzelportfolios.?”

Der VaR besitzt multiple lokale Extrema.

Er ist als Funktion im Allgemeinen nicht hinreichend glatt fiir eine Optimierung.

Dariiber hinaus ist er nicht konvex.

e Eine (szenariobasierte) Optimierung gestaltet sich daher schwierig.

Im Gegensatz dazu ist der Conditional-VaR fiir stetige Verteilungen sowohl subadditiv
als auch konvex, was fiir die Optimierung einen bedeutenden Vorteil darstellt. Uryasev
[2000] hat bereits gezeigt, dass der Conditional-VaR mithilfe von Linearen Optimierungs-
programmen unter Verwendung nicht glatter Algorithmen optimierbar ist. Dies ermdglicht
die Verwendung grofler Anzahlen an Finanzinstrumenten und Szenarien.

Des Weiteren haben die Autoren Rockafellar und Uryasev [2000] in numerischen Expe-
rimenten nachgewiesen, dass eine Minimierung des Conditional-VaRs nahezu optimale
VaR-Losungen bedingt.?® Die Tatsache, dass eine Minimierung des CVaRs auch eine Mi-

nimierung des VaRs nach sich zieht, folgt aus der Ungleichung

CVaR > VaR.

26 Nach dem Paper von Uryasev [2000].
27 Siehe auch Kapitel 1.5.
28 ygl. Rockafellar und Uryasev [2000].
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Zunéchst wird gezeigt, wie Uryasev den Conditional-VaR und damit gleichzeitig den VaR
minimiert:

Es liege ein Anlageuniversum von n Instrumenten mit (aktuellen) Preisen 1, .., x,, zugrun-
de. Dazu seien w = (wy,..,w,) € R™ ein Vektor mit Portfoliogewichten aus der Menge
moglicher Portfolios W sowie © = (x1,..,xy,) der Preisvektor zu den Portfoliogewichten.
Sei Y = (Y1,..,Y,) € R™ der Zufallsvektor der erwarteten zukiinftigen Preise in der néchs-
ten Periode. An dieser Stelle nimmt Uryasev an, dass die zugrunde liegende Verteilung P
eine Wahrscheinlichkeitsdichte p besitzt. Uryasev weist darauf hin, dass ein analytischer
Ausdruck von p fiir unsere Zwecke nicht notwendig ist.?"

Werden Shortpositionen nicht erlaubt, d. h. w > 0, so erhélt der Losungsraum I die Form
L = {(w1,..,wy) : w1,..,w, >0} CW.

Die Verlustfunktion ist in diesem Fall der erwartete Portfoliopreis in der kommenden

Periode abziiglich des aktuellen Portfoliowerts:
fw,Y) =wY! —wat = w(Y — ).

Sei p die Dichte von Y und sei ¥(w,«) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass f(w,Y’) den

Wert « nicht iiberschreitet.
V(w,a) := P[f(w,Y)<a]= [ L y<aroYdP = dy.
(w,0) 1= Plf(w.Y) £ ol = [ Lis <o) [ o
Dann sind der VaR als
VaRg = inf{a(w, 8) : ¥(w, a(w, 8)) = B} = inf{a(w, B) : P[f(w,Y) < a(w, B)] = B}

und der Conditional-VaR als

1
CVaRg(w) = ——

; / fw,y) p(y)dy
= B St wy)>aw,6)}

definiert.

Es wird also die Verlustfunktion gerade iiber den Bereich integriert, wo sie anschaulich
hinter dem Value-at-Risk a(w, ) liegt, d.h., der Verlust grofer als der Value-at-Risk ist.
Das Integral wird mit dem Faktor (1 — 3)~! gemittelt, da das hinter dem Value-at-Risk

29Vgl. dazu auch Rockafellar und Uryasev [2000].
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liegende Quantil dem Wert (1 — ) entspricht. Die Schwierigkeit der Behandlung dieser
CVaR-Funktion liegt in der darin enthaltenen VaR-Funktion - es sei denn, man verfiigt
iiber eine analytische Représentation des VaRs. Der Kernpunkt der Veroffentlichung von
Uryasev liegt in seiner Idee, eine einfachere Funktion zu suchen, die anstelle der CVaR-

Funktion optimiert werden kann. Als Ergebnis présentiert er in seinem Artikel die Funktion

Fytwo) =ty [ (fly) - @)otway

Fj soll folgende Eigenschaften besitzen:
(1) Die Funktion Fj(w, ) ist konvex in a.
(2) Der VaR ist eines der Minima von Fg(w, «) beziiglich a.

3) Die Minimierung von Fg(w, ) beziiglich a ergibt den Conditional-VaR:
B

CVaR(w) = Fg(w, a(w, B)) = moin Fg(w,a).

In Ermangelung eines Beweises zu dem fiir diese Arbeit zentralen Resultat innerhalb des

Artikels von Uryasev, wird ein solcher im Folgenden eigenstindig durchgefiihrt.

Beweis. (3) Sei eine Folge A,, — 0 mit A,, # 0 gegeben, die in zwei disjunkte Teilfolgen
A,, > 0 (positiver Anteil) und A,, < 0 (negativer Anteil) zerlegt werden kann.

Betrachte den Fall A,, > 0. Die Ableitung von Fz(w, o) nach o lautet

0 1
galatwa) = lim [ Fy(wat Ag) = Fy(w,0)
1
= lim —la+A,
Jim g afo

1_5/ {Fw,y) —a— A, >0} (f(w,y) —a—An)p(y)dy

<a+/1{fw D) —a s 0y (Fw,9) — a)p(y)dy)

IS 1[
- 1— a0 A,

[ L) - ans @) — a = Bu)plw)dy

[ st o= 0 () = @)pl0)dy | =
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Fiir A, > 0 gilt die Gleichung
Liwy) —a-a.>0 = Hfwy —a>0 ~Ho<swy-a<ay (249
Setze A(a) = {0 < f(w,y) — a < A,}, dann folgt weiterhin:
1 ) 1
® = 1+ 1-3 A}}go A, [(/l{f(w,y) —a> 0 (fw,y) —a—Ay)p(y)dy
- [ La@ e ~ a = Ap(w)ds)
[ Lt o> 0y Flww) — @)ola)a]
1 :
= 1+mA}11£OA /]l{fwy—a>0}( n)p(y)dy
- [ La@ )~ a = Apl)ds]

_ 1+/1Uwya>m< Dp(y)dy

+ m Ahgo AL /]lA —a— Ap)p(y)dy,

denn auf der Menge A(a) gilt, dass 0 < f(w,y) — o — A, < A, ist und somit

0 < Jim o [ L () —a - An)pu)dy
<A, auf A(a)

= Ahgo /]lA
- A,lligo /l{f(wvy)—o‘>0}p(y)dy_/]l{{f(w,y)—a—An>0}P(y)dy = 0,

gemifl Gleichung 2.49 und unter Anwendung des Satzes zur majorisierten Konver-

genz3?, aus dem durch die Wahl der konstanten Funktion 1 als Majorante folgt, dass

]l{f(w7y) —a—A, >0} gegen ]]-{f(w7y) — a >0} konvergiert.

30ygl. 2. B. Klenke [2008], Korollar 6.26.
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Daraus ergibt sich fiir die Ableitung von Fg(w, ) nach o

9 1
%Fﬁ(w,a) = 1+1_/8/]]-{f(w,y)—oz>0}(1)P(y)dy
1
= 1-— dPY
1= B Jifwy)>a}
= 1- 5(Pw.Y) > a)
— 1-—(1-P[f(w,Y) <a])
1—g =4
U (w,a)
1w 1
= +m( (w,a) —1).

Der Fall A,, < 0 kann analog dazu betrachtet werden, sodass fiir beide Teilfolgen gilt

0 1
%Fg(w,a) =1+ m(‘l’(w,a) - 1)

und somit auch fiir die ganze Folge A,, — 0.

(2) Setzt man die Ableitung aus (1) gleich Null, so erhélt man als Minimum:

%Fﬁ(w,a) =0

& 1+ Z5(¥(w,a)—1) =0

& ﬁ(l —V(w,a)) =1
< (1-¥(w,a)) =(1-5)
o U(w, a) = 0.

Somit minimiert der VaR gerade die (konvexe) Funktion Fj, denn geméfl vorheriger
Definition gilt: VaRg = inf{a(w, §) : ¥(w, a(w, B)) = B}.

(1) Fg(w, ) ist konvex in a, wenn fiir A € [0,1] und a1, az € R die Ungleichung

Fa(w, (1 = XN)ag + dag) < (1 = AN Fg(w, 1) + AFg(w, az) (2.50)
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erfiillt ist. Fiir die linke Seite der Ungleichung gilt
Fs(w, (1 — Nag + Aa)
— (1= Na1 + M)
+/1{f (w,y) — (1 = Nar — Aaz > 0} (f(w0,9) = (1 = MNar — Aaz)p(y)dy.
Die rechte Seite lasst sich als
(1= AN Fs(w, 1) + AFp(w, az)
= (1-2) [al + 1% / Lif(w,y) > ar} (f(w,y) — al)p(y)dy]
Aoz + 155 [ Mgt ) (F(w9) — a)olo)dy]
= = Nart 775 [ L > (- V(@) -~ a)plw)dy
st 15 [ Lgag) > M) — an)ol)dy

= [(1-Na1 + Aaz]

1
15 / Lifw,y) > ar} (X = N (f(w,y) — 1) + Lipw,y) > an) A (w,y) — a2)p(y)dy
schreiben. Die Funktion Fj(w, o) erfiillt die Ungleichung (2.50), wenn fiir alle y € R
Lif(w,y) — (1 - N — Aaz > 0} (f(w,y) = (1 = Nar — Aag) (2.51)
< l{f(w,y) > al}(l =N (f(w,y) —a1) + ]l{f(w,y) > az})‘(f(way) — az)

gilt. Um (2.51) zu zeigen, betrachte folgende drei Fille:

(a) f(w,y) < o, ao:
Alle Indikatorfunktionen sind gleich Null, sodass die Ungleichung (2.51) trivialer-

weise erfiillt ist.

(b) f(wvy) > Qg
Alle Indikatorfunktionen sind gleich eins, sodass fiir (2.51) folgt:

flw,y) = (1 = Nag — Aaz = (1 = M) (f(w,y) — a1) + AM(f(w,y) — a2).
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(c) a2 < f(w,y) < ag:
In diesem Fall sind ﬂ{f(w,y) >} = 0 und ]l{f(w,y) > as} = 1.

Fiir die dritte Indikatorfunktion ergibt sich die Fallunterscheidung;:
(c1) Falls Tfr(yp, ) — (1= A)as — Aag} = 1 ist, gilt fiir Ungleichung (2.51):
fw,y) = (1= XNar = Aag < A(f(w,y) — az)
<~ f(w7y) - )‘f(wuy) - (1 - )\)0[1 <0

& (1=X) (f(w,y) =) <0.

<0, da a1 <f(w,y).
(c2) Falls Tfr(p, ) — (1= Aoy — Aag) = 0 ist, gilt fiir Ungleichung (2.51):

0<A (f(w,y) —ag).
—_——

>0, da a2 < f(w,y).

Somit ist die Ungleichung (2.51) nachgewiesen, sodass Fz(w, o) die Konvexitdtsbedin-
gung (2.50) erfiillt, d.h. konvex bzgl. « ist.
[l

Verwendet man die Funktion Fg(w, o) fiir die Optimierung des Conditional-VaRs, so er-
hélt man gleichzeitig auch den entsprechenden VaR des optimalen Portfolios. Das Opti-

mierungsproblem dazu lautet

i = min F . 2.52
min CVaR(w) = min Fs(w, ) (2.52)

Ist (w*, a*) eine Losung dieses Problems (2.52), so sind
e F(w*, o) ein optimaler Conditional-VaR,
e w* das risikominimale Portfolio dazu und

e o der dazugehorige VaR, welcher im Allgemeinen nicht optimal ist.

Uryasev zeigt unter recht allgemeinen Bedingungen, dass Fz(w, «) fiir die Optimierung
hinreichend glatt ist. Dariiber hinaus ist Fg(w, ) konvex in w, falls die Verlustfunktion
f(w, ) konvex in w ist. Liegt eine konvexe Losungsmenge I moglicher Portfolios vor, so

liegt ein konvexes (hinreichend glattes) Optimierungsproblem vor.
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Eine Losung konvexer Optimierungsprobleme wurde im Rahmen der Markowitz-Theorie
in Abschnitt 2.1.5 présentiert. Der néichste Abschnitt zeigt die Umsetzung einer szena-
riobasierten Optimierung des Optimierungsproblems (2.52), wie sie im dritten Kapitel

verwendet wird.

2.2.2 Lineare CVaR-Optimierung unter Einsatz von Szenarien?!

In der Praxis verwendet man anstelle der Wahrscheinlichkeitsdichte p in der Regel Sze-
narien als Realisierungen (Sample/Stichprobe) des im vorherigen Abschnitt eingefiihrten
Zufallsvektors Y. Die Griinde hierfiir sind vielfiltig: Beispielsweise fehlt eine analytische
Darstellung der Dichte oder es bestehen unternehmensinterne Konsistenzgriinde, sodass
z. B. bereits vorhandene Szenarien aus einem anderen Modell zur Kennzahlenberechnung
in der Optimierung verwendet werden sollen. Die Verteilungen der einzelnen Zufallsvaria-
blen kénnen anhand historischer Daten geschéitzt und kalibriert werden, um mit ihrer Hilfe
anschliefend die gewiinschte Anzahl an Szenarien zu generieren. Auf die Vorgehensweise

zur Generierung von Szenarien wird in Abschnitt 2.2.4 eingegangen.

Zur Verwendung eines sogenannten Szenario-Sets anstelle der Dichte p(y) im Optimie-
rungsprogramm (2.52) bendtigt man eine diskrete Version der Funktion Fg(w,«). Dazu
seien J Szenarien yi, ..,y als Realisierungen des Zufallsvektors Y gegeben. Diese Reali-
sierungen sind als Preise zu verstehen und kénnten zum Beispiel aus einer Monte-Carlo-
Simulation stammen.

Um die Szenarien anstelle der Dichte p zu verwenden, diskretisiert Uryasev die Funktion
Fg(w, o) zu

J
1

Fyw,0) =+ = S max(f(w,;) — a,0). (253)

71— 5) 2
Zur Anwendung der nachfolgenden linearen Optimierungsmethoden miissen drei Voraus-
setzungen erfiillt sein:
(1) f(w, ) ist linear in w.
(2) f(w, ) ist konvex in w.
(3) Die Losungsmenge I ist konvex.

Aus der zweiten Voraussetzung folgt zusammen mit den Resultaten des vorherigen Ab-

schnitts die Konvexitit von Fj(w, a).

31Vgl. Uryasev [2000], Abschnitt 2.
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Zur Formulierung des Optimierungsproblems als Lineares Programm ersetzt man

max(f(w,y;) — «,0) durch die Schlupfvariable z; mit der Bedingung
zj > f(w,y;) —a mit z; > 0.

Dies ermoglicht das Optimierungsproblem als lineares Programm zu formulieren:

. 1
min(a + Ja=5 ; 2j) (2.54)

w e L

zj > f(w,y;) —amit z; >0und j =1,.., J.

Zur Umsetzung der CVaR-Optimierung wird dieses Optimierungsproblem im folgenden

Abschnitt fiir unsere Zwecke aufbereitet.

2.2.3 Darstellung als allgemeines lineares Programm

Zur spiteren Losung des Optimierungsprogramms (2.54), wird dieses zunéichst in die all-

gemeine lineare Form

t

min c¢'z unter (2.55)

IbA < Ax < ubA

lbx <z < ubzx.

umformuliert. Eine solche Darstellung als allgemeines lineares Programm erméglicht spéater
die Umsetzung der Optimierung mithilfe der Programmiersprache MATLAB32 in Verbin-
dung mit der Optimierungszusatzsoftware mosek?3?.

Mochte man das Programm (2.54) auf die Form (2.55) bringen, so bedeutet dies zum
einen eine Anpassung der Zielfunktion a + ﬁ ijl zj und zum anderen die Unter-
bringung aller anderen (Un-)Gleichungen in der Form [bA < Az < ubA, d.h. mithilfe der

sogenannten Nebenbedingungsmatriz A.

32 MATLAB® ist eine hohere Programmiersprache und interaktive Umgebung fiir nume-
rische Berechnungen, Visualisierung und Programmierung. MATLAB dient zur Daten-
analyse, Algorithmen-Entwicklung und zur Erstellung von Modellen und Anwendungen.®,
http://www.mathworks.de/products/matlab/index.html.

33 http:/ /mosek.com/products/product-overview /mosek /matlab-toolbox/.
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Die Zielfunktion c'z besteht aus dem Koeffizientenvektor ¢ = (cy, .., ¢,,) und dem Zielvektor
x = (21, .., ). Die Zielfunktion soll den Conditional-Value-at-Risk zuriick geben, d. h., es

soll
(%) 'z = CVaR

gelten.

Dazu wird dem Zielvektor eine Position xcvar hinzugefiigt, die den Conditional-Value-at-
Risk widerspiegeln soll; beispielsweise die Position n + 1, d. h. ,11 = xcvar, sodass der

Zielvektor nun = = (x1,x2, .., Tn, Tcvar) lautet. Gleichzeitig wihle ¢ = (0,..,0,1), um die
~——

n
Bedingung () zu erfiillen.

Da anstelle des Conditional-Value-at-Risks die Funktion F, 3 verwendet werden soll, muss
zundchst der Aufbau des Zielvektors x genauer spezifiziert werden, um auf diese Wei-
se die Funktion Fﬂ abbilden zu kénnen. Dazu legt man die Positionen von z fest und
ordnet z.B. die ersten n Positionen den Portfoliogewichten wy, .., w, (fiir n verschiedene
Finanzprodukte) zu, fiigt an Position n+ 1 den Conditional-Value-at-Risk an, gefolgt von
dem Value-at-Risk a = xyar und den J Schlupfvariablen zq, .., z; fiir jedes einzelne der J
Szenarien y1 = (Y11, -+, Y1n), - Y7 = (YJ1,--,Yjn), die im vorherigen Abschnitt eingefiihrt
worden sind. Auf diese Weise erhélt « die folgende Gestalt:

t
x = (Wi, .., Wn, LCVaR, LVaRs 215 -5 2J) -

In der ersten Zeile der Nebenbedingungsmatrix A wird die Zielfunktion des Optimierungs-

programms 2.54 abgebildet und fiir den CVaR die Funktion F, s entsprechend der Gleichung

), (2.56)

J
=1

x = (a+ L
CVaR — J(l — B)

J

eingesetzt, um das Optimierungsprogramm 2.54 zu konstruieren. Setze A\ := ﬁ und

a = VaRg = xv,r. Dann lautet die erste Zeile der Nebenbedingungsmatrix A

wy...w, CVaR VaR 2z...zy
AQzeile)= (0.0 1 1 A

Die Zeilen der Matrix bilden die Koeffizienten des Gleichungssystems ab, das sich durch
die Multiplikation mit dem Zielvektor x ergibt. Daher muss die Reihenfolge der Spalten

der Matrix A exakt mit dem Aufbau des Zielvektors x iibereinstimmen.
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Fiir jede Zeile der Matrix A miissen auerdem eine Untergrenze (lower bound) IbA sowie
eine Obergrenze (upper bound) ubA definiert werden, um dem Format (bA < Az < ubA
gerecht zu werden. Fiir die erste Zeile von A wihle [bA = ubA = 0, um die gewiinschte
Gleichheit in (2.56) zu erlangen. Zur Verdeutlichung des Prinzips rechnet man leicht nach,

dass

0 < A(1.Zeile) -z <0
= Og (OO -1 1 A)\) ‘('UJl,..,wn,$CVaR,$VaR,Zl,-.,ZJ)tgo
= 0- (w1 +..+wp) —TcvaR + TvaR + A21 + .. + Az; =0

J
& Tvar + A D1 Zj = TCVaR

genau der gewiinschten Zielfunktion (2.56) entspricht.

Zur Vervollstindigung des Optimierungsprogramms (2.54) fehlen noch die Ungleichungen
fur die Schlupfvariablen z; > f(w,y;) — xvar sowie die Forderung, dass alle z; > 0 (fiir
1 < j < J) sein sollen. Um die Ungleichungen fiir die Schlupfvariablen darzustellen,
benotigt man zunéchst einmal J Szenarien fiir jedes der n Finanzinstrumente, d.h., zu
einem Finanzinstrument mit dem Gewicht w; betrachtet man J Realisierungen y1;, .., y.7;

der Zufallsvariablen der erwarteten Renditen E[R;].

Am besten lassen sich die Szenarien in Matrixform darstellen.

Anzahl Finanzinstrumente 1 bis n E;?

)

Y11 Y12 Yin C:;;

21 22 2 @

§z:= | PP - (2.57)

=,

D

=

Yy Yi(n-1) Yin g

<

Die Matrix SZ enthélt die Szenarien aller n Finanzprodukte und wird im weiteren Verlauf

als Szenariomatriz bezeichnet.

Sie ldsst sich als Teilmatrix in die Nebenbedingungsmatrix A integrieren. Man kann die
Nebenbedingungen z; > f(w,y;) — xvar zu 0 > f(w,y;) — xvar — 2; umformen und durch

Auffiillen der jeweiligen Szenariozeile abbilden. Dann sieht die Integration der ersten Zeile
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der Szenariomatrix in die Nebenbedingungsmatrix A folgendermaflen aus.

wy...w, CVaR VaR 2z 22...z5
A@zeite) = (yn..ym 0 ~1 1 0.0 ),

Sie bildet die zweite Zeile in der Nebenbedingungsmatrix A. Um die Ungleichungen fiir die
Schlupfvariablen korrekt abzubilden, miissen die Grenzen [bA = —oo und ubA = 0 gewihlt

werden. Es lédsst sich leicht nachrechnen, dass man die geforderte Ungleichung erhélt:

—00 < (yn oy 0 -1 —1 0..-0> (W1, ey Wry TCVARs TVaR, 215 5 27)F <0

= (yriwi + .. + y1nwn) + 0 Tovar — Tvar — 21 +0-22+..4+0- 257 <0
n

= Zyliwi —ZvaR < 21
i—1

entspricht f(w,y1)

Vervollstindigt man auf diese Weise sukzessiv die restlichen Zeilen, so erhélt die Neben-

bedingungsmatrix die Form

wy ... w, CVaR VaR 2z 29 ... 2zJ
0o ... 0 —1 1 A AL A
yir .. Yin 0 -1 -1 0 0.0 O
A= |yn .. y2» 0 -1 0 -1 0.0 0 [. (2.58)
Y oo Yin 0 -1 0 0 0.0 -1

Die dazugehorigen Grenzvektoren [bA und ubA haben die Lange ,,Zeilenanzahl von A“ und

lauten:
Anzahl Szenarien Anzahl Szenarien
IbA=(0 ~oco...—o0 ),  ubA=(0 0...0 ). (2.59)

AnschlieBend miissen noch die Grenzen an den Vektor 2 = (w1, .., Wy, TGVaR, TVaR, 21, - 2.7 )
zusammengefasst werden: Der Conditional-Value-at-Risk zovar sowie die Portfoliogewich-

te w; bleiben unbeschrinkt, d. h., sie diirfen aus dem Intervall [—oo, 0] sein.
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Der Value-at-Risk xv,r sowie die Schlupfvariablen z; sollen grofiergleich Null sein.

Anzahl Finanzinstrumente CVaR  VaR Anzahl Szenarien
— A~ /= —~

Ibr = ( 0 0...0 )Y (2.60)

Anzahl Finanzinstrumente CVaR ~ VaR Anzahl Szenarien
B w5 )

ubr = ( 0. .. 00 00... 00

Eine Forderung w € L, wie sie im Optimierungsprogramm (2.54) formuliert worden ist,
ldsst sich durch Beschrinkungen der Grenzen [bx und ubx an die Gewichte w; bis wy, d. h.

die ersten n-Positionen, umsetzen.

Damit ist das Optimierungsprogramm vollstdndig spezifiziert. Als Optimierungsergebnis

opt pt

erhilt man ein risikominimales Portfolio mit den Gewichten w* = (w{¥,..,wp’") sowie

einen (mit der Funktion F, 3 approximierten) optimalen Conditional-Value-at-Risk a;ocp\t,aR.
Als Nebenprodukt erhélt man mit xyvag auch eine Anndherung an den minimalen Value-

at-Risk.

Im dritten Kapitel wird dieses Optimierungsprogramm zur Portfoliooptimierung einer
Strategischen-Asset-Allokation eines Versicherungsunternehmens genutzt. Es wird durch
Nebenbedingungen sukzessiv erweitert und auf die Bediirfnisse eines Versicherungsunter-

nehmens angepasst.

2.2.4 Generierung von Szenarien mit der Monte-Carlo-Methode?

Dieser letzte Abschnitt des zweiten Kapitels gibt eine kurze Einfithrung in die Vorgehens-
weise der Zufallszahlengenerierung und gewéhrt einen kurzen mathematisch-technischen

Einblick in die Thematik.

Die Verfahren zur Generierung von Szenarien starten mit einem geeigneten Zufallszahlen-
generator, der ,deterministisch Zufallszahlen auf einem vorgegebenen Intervall generiert,
die man als Pseudozufallszahlen bezeichnet. Die angesprochene Deterministik gewéhrleis-
tet bei gleichen Inputparametern die Reproduzierbarkeit der generierten Zufallszahlen®.
Die Reproduzierbarkeit ist ein zentraler Aspekt, da ohne sie keine Nachvollziehbarkeit

der Simulationsprozesse gewihrleistet werden kann. Beispielsweise stelle man sich einen

34 Als Literaturgrundlage zu diesem Kapitel dienen das Vorlesungsskript von Buchholz [2011] sowie das Buch
von Miiller-Gronbach et al. [2012].
35 Daher stammt der Begriff der Pseudozufallszahlen.
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Softwareentwickler vor, der mit der Entwicklung eines Programms betraut ist, in dem Zu-
fallszahlen verwendet werden sollen. Bei der Verwendung ,,echter” Zufallszahlen® hat der
Softwareentwickler keinerlei Moglichkeit seine Ergebnisse wiahrend der Programmierung
fortlaufend zu kontrollieren. Dieser sogenannte Debugging-Prozess3” dient dem Software-
entwickler als stdndige Kontrolle wahrend der Programmierphase und soll die korrekte
Umsetzung des Programmiervorhabens sicherstellen. Idealtypischer Weise sollten die aus
dem Algorithmus gewonnenen Pseudozufallszahlen fiir einen externen Betrachter von ech-

ten Realisierungen der entsprechenden Zufallsvariablen nicht zu unterscheiden sein.

Durch die Programmierung eines deterministischen Algorithmus zur Generierung von
Pseudozufallszahlen wird also zu jedem Zeitpunkt eine Reproduzierbarkeit der Ergebnisse
gewihrleistet. Dies erleichtert auch die Kommunikation fertiger Ergebnisse innerhalb eines

Unternehmens sowie das Reporting nach auflen.

Die Giite einer Simulation hdngt mafigeblich von der Giite der generierten Pseudozufalls-

zahlen ab. Im Wesentlichen besteht die Simulation aus zwei Schritten:

(1) Generierung gleichverteilter Pseudozufallszahlen.

(2) Transformation der Zufallszahlen in die gewiinschte Zielverteilung.

Zur (Pseudo-)Zufallszahlengenerierung gibt es viele unterschiedliche Algorithmen, bei de-
nen jeweils ein Startwert (Initialisierung, seed) s vorgegeben wird, der durch eine Funkti-
on f in einen nachfolgenden Wert so transformiert wird. Daraus entsteht eine Zahlenfolge
(8i)ier mit I = 1,..,n der Linge n. Diese rekursiv definierte Zahlenfolge liefert zu jeder
Initialisierung s; stets dieselbe endliche Zahlenfolge. Gilt fiir zwei Zahlenfolgen (s1;)icr,

(52,)jes, dass ein s1; = sg; ist, so gilt
S1,i+k = S2,j4 fiir alle k € N,

was bedeutet, dass auch alle nachfolgenden Glieder der Zahlenfolge identisch sind.

36 Echte Zufallszahlen konnen aus der Beobachtung physikalischer Abléufe (z. B. dem Prozess des radioaktiven
Zerfalls) oder aus einem einfachen Miinzwurfexperiment gewonnen werden. Jedes Experiment hat einen
anderen, nicht nachvollziehbaren Verlauf. Das Experiment, d. h. die daraus resultierende Stichprobe, kann
lediglich auf wahrscheinlichkeitstheoretische Aspekte iiberpriift werden.

3TEin sogenannter Debugger ist ein softwaretechnisches Hilfsmittel zum Auffinden und Beseitigen von
Fehlern in Softwareprogrammen. Eine der wichtigsten Funktionen des Debuggers ist das Setzen von Halte-
punkten, um an einer beliebigen Stelle des Programms anzuhalten. Ohne Debugger sind gréflere Program-
mierprojekte in der Praxis kaum umsetzbar.
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Beispiel 2.13 (Midsquare Method)

Als Initialwert (seed) so gibt man einen mindestens vierstelligen, ganzzahligen Wert vor,
der aus einer geraden Anzahl von k Ziffern besteht. Dieser wird quadriert und anschlie-
Bend selektiert man aus diesem quadrierten Initialwert die "mittleren k Ziffern”. Sollte das
Quadrat aus einer ungeraden Anzahl Ziffern bestehen, fiige man eine ,0¢ hinten an. Die
selektierten Ziffern bilden die erste Zufallszahl s1, die als Ausgangswert fiir die ndchste
Zufallszahl so dient.

Sei beispielsweise sg = 2345 ein wierstelliger Initialwert, so ist die siebenstellige Zahl
(50)? = 5499025 sein Quadrat. Unter Hinzufiigen einer Null ergibt sich die Zahlenfol-
ge 54990250, deren mittlere vier Stellen die erste Zufallszahl s; = 9902 bilden. Aus
(51)% = 98049604 folgt dann weiter so = 0496. Also

so = 2345 — (50)? = 5499025

51 = 9902 — (51)% = 98049604

sy = 0496 — (52)? = 246016

s3 = 4601 — (s3)? = 21169201

54 = 1692 — (54)% = 2862864
L USw.

Hiufig mochte man Zufallszahlen innerhalb des Intervalls [0, 1] erhalten. Dazu kann man
81,82, .. auf die Dezimalzahlen §1 = 0,9902, o = 0,0496, s3 = 0,4601, sy = 0,1692 usw.
abbilden.

Dieser Pseudozufallszahlengenerator ist zwar anschaulich und leicht verstédndlich, leider je-
doch nicht besonders gut. Zum Testen der Giite solcher Generatoren haben Pierre L’Ecuyer
und Richard Simard im August 2007 eine Testsuite fiir Pseudozufallszahlengeneratoren un-
ter dem Namen ,, TestU01“ aufgesetzt. Der in MATLAB implementierte Mersenne Twister

besteht fast alle vorgeschlagenen Tests.?®

Nach der Generierung einer unabhéngigen Folge gleichverteilter Zufallszahlen werden diese

38Giehe auch: ACM (Association of Computating Machinery) Transactions on Mathematical Software
(TOMS), Volume 33 Issue 4, August 2007.
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durch eine Transformation auf die gewiinschte Zielverteilung F' abgebildet. Hierzu sind die
Verwerfungs- und die Inversionsmethode sicherlich die bekanntesten Methoden. Die Inver-
sionsmethode basiert auf der Erzeugung der inversen Verteilung F'~! zu der gewiinschten
Zielverteilung F'. Anschliefend werden die Pseudozufallszahlen s1, .., s,, eingesetzt und er-

geben die entsprechenden Realisierungen x1, .., x,, der Zielverteilung:
z; = F 1(s;),1 <i<n.

Die Schwierigkeit liegt bei einigen Verteilungen in der Berechnung der Inversen F~!. Ist
eine Verteilungsfunktion nicht in geschlossener Form darstellbar, wie es beispielsweise bei
der Normalverteilung der Fall ist, so ist die Inversionsmethode aufgrund ihres hohen Auf-
wands eher ungeeignet.

Die Verwerfungsmethode ist dagegen schon besser geeignet, jedoch nicht sehr effizient. Fiir

Details zu diesen und weiteren Methoden siehe Miiller-Gronbach et al. [2012].



Kapitel 3

Konzeption, Aufbau und
Implementierung des

Optimierungsmodells

Aufbauend auf der im zweiten Kapitel vorgestellten Optimierungsmethode fiir den Condi-
tional-Value-at-Risk von Uryasev wird im dritten Kapitel das Modell fiir die Optimierung
der Strategischen-Asset-Allokation eines Sachversicherungsunternehmens entwickelt. Da-

zu wird das Optimierungsprogramm 2.55 als Grundlage verwendet und sukzessiv erweitert.

Zu Beginn werden in Abschnitt 3.1 die Grundlagen des Asset-Liability-Managements be-
schrieben, in dessen Rahmen die Asset-Allokation eingeordnet wird. Der zweite Abschnitt
beschreibt die grundsétzlichen Anforderungen, die an eine Strategische-Asset-Allokation
gestellt werden und im Rahmen einer Optimierung Beriicksichtigung finden sollen. Das
Zusammenlaufen der unterschiedlichen Anforderungen aus verschiedenen Bereichen wird
anhand des operativen Prozesses in Abschnitt 3.3 beschrieben.

Die darauf folgenden Abschnitte umfassen die betriebswirtschaftliche und mathematische
Beschreibung des Optimierungsmodells. Zun#chst werden die Grundprinzipien dieser Opti-
mierung vorgestellt: Die Optimierung gegeniiber der Passivseite (3.4), Einfithrung des neu-
en ALM-Risikomafles (3.5) sowie Anforderungen an die dazu benétigten Szenarien (3.6),
der modulare Aufbau des Optimierungsprogramms (3.7) und die Forderung einer Min-
destrendite (3.8), welche die optimalen Portfolios erwirtschaften sollen. Die Generierung
zukiinftig erwarteter Renditen ist dabei ein wichtiges Thema, denn bereits im Rahmen der

Markowitz Optimierung wurde deutlich, wie sensibel Optimierungsergebnisse auf die Ren-

72
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diten reagieren.! Daher wird die Idee zur Findung von Gleichgewichtsrenditen aus einem
Marktportfolio sowie deren spitere Anpassung mithilfe eines Black-Litterman-Ansatzes

ausfiihrlich in Abschnitt 3.9 behandelt.

Anschliefend wird das Optimierungsprogramm schrittweise um weitere Nebenbedingun-
gen gemiB der in in Abschnitt 3.7 eingefiihrten modularen Programmstruktur erweitert.
Neben den einfachen linearen Nebenbedingungen, die in 3.10 formuliert werden, gehtren
vor allem der Einbezug von Transaktionskosten (3.11) und die Absicherung von Fremd-

wahrungsgeschéften (3.13) zu den wesentlichen Bausteinen der Optimierung.

3.1 Asset-Liability-Management

»Asset-Liability-Management (ALM) beinhaltet im Kern die zielgerichtete Koordination
der Steuerung der Aktiva und Passiva, der Abstimmung der Anlageportfolios (Assets) mit
den durch die Versicherungsprodukte induzierten versicherungstechnischen Verpflichtun-

“2 Das ALM verfolgt das Ziel der Finanzstabilisierung durch permanenten

gen (Liabilities).
Abgleich von Assets und Liabilities. Dies beinhaltet auch die Optimierung von vergangenen
sowie zukiinftigen Rendite- und Risikopositionen des Unternehmens.

Die Kapitalanlagen (Aktivseite, Assets) werden entsprechend der Verbindlichkeiten (Pas-

sivseite, Liabilities) gesteuert. In der Literatur werden dazu zwei Ansétze diskutiert:

(1) Sequentieller Ansatz und

(2) Simultaner Ansatz.

Der simultane Ansatz geht von einer gleichzeitigen Dynamik beider Bilanzseiten aus. Dieser
Ansatz wird dem Gedanken gerecht, dass das Asset-Liability-Management einen fortlau-
fenden Prozess darstellt, indem ein sténdiges Austarieren beider Bilanzseiten praktiziert
wird.

Zur Optimierung eignet sich der traditionelle sequentielle ALM-Ansatz deutlich besser,
da er von einer zu einem bestimmten Zeitpunkt (Stichtag) fixierten Passivseite ausgeht.
Auf Grundlage der festgehaltenen Passivseite konnen die Assets mithilfe der Optimierung

bestmoglich an die Verbindlichkeiten angepasst bzw. an diesen ausgerichtet werden.

Vgl. Kapitel 2.1.6.
Springer, Gabler Wirtschaftslexikon, Begriff: ALM, http://wirtschaftslexikon.gabler.de/Definition/asset-
liability-management-alm.html.
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Die Verbindlichkeiten beinhalten simtliche Fremdkapitalposten der Bilanz. Durch Ab-
schluss eines Versicherungsvertrags entsteht ein Anspruch des Kunden gegeniiber der Ver-
sicherung, der aus den Pramienzahlungen des Versicherungsnehmers (VN) gedeckt werden
soll. Die Anspriiche werden in der Bilanz des Versicherungsunternehmens als versiche-
rungstechnische Riickstellung (versicherungstechnisches Fremdkapitel) dargestellt. Diese
Leistungsverpflichtungen bezeichnet man auch als Liabilities. Die Liabilities werden von
Aktuaren durch die Methoden der sogenannten Versicherungstechnik geschétzt. Das Er-
gebnis ist eine Schitzung aller erwarteten Auszahlungen iiber die zukiinftigen Perioden
in Form von Cash-Flows. Auf der Aktivseite werden die Pramieneinnahmen der Versiche-
rung im Zuge der Asset-Allokation so am Kapitalmarkt investiert, dass die passivseitigen

Cash-Flows stets bedient werden konnen.

Dieses Vorgehen fithrt zu der allgemeinen Bilanzstruktur eines Versicherungsunterneh-
mens, die im Gesamtzusammenhang in Abbildung 3.1 grafisch dargestellt wird. Dabei ist

der Begriff des Surplus als ,,Assets - Liabilities* definiert.

Investition Pramien
Kapitalmarkt Versicherung Kollektiv der VN
Rendite Schutz
Interaktion Anspriiche
Bilanz
Surplus
Asset-Allokation Versicherungstechnik/
(strategisch & taktisch) Assets Aktuariat
Liabilities

Asset-Liability-Management

Abbildung 3.1: ALM-Bilanz
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Das Ziel der Optimierung der Asset-Allokation ist eine Optimierung der Assets gegen-
iiber den zu einem Stichtag festgehaltenen Liabilities (sequenzieller Ansatz), d.h. eine
Minimierung des sogenannten Mismatchs zwischen Aktiva und Passiva®. Um eine Ver-
gleichbarkeit zwischen den beiden Bilanzseiten herzustellen, versucht man die abstrakten
Verbindlichkeiten als Investmentportfolio auf Grundlage des zur Optimierung gewéhlten
Asset-Universums darzustellen. Geeignete Verfahren zur Darstellung der Passivseite wer-
den in Kapitel 3.4 besprochen. Ist die Passivseite als Portfolio fixiert, soll zu ihr mithilfe
des Optimierungsalgorithmus ein unter gewissen Rahmenbedingungen optimales Aktiv-
portfolio gefunden werden, d.h. die sogenannte Asset-Allokation. Zu solchen Rahmenbe-

dingungen gehoéren
e gesetzliche Vorschriften (z. B. VVG, VAG, Solvency II, InvG, InvStG etc.),

e Managementvorgaben zur Investmentstrategie (z.B. Strategische Investitionen in
Unternehmen, Investition in spezielle Assetklassen oder Wirtschaftsregionen, Aus-

schluf gewisser Assetklassen aufgrund der Unternehmensphilosophie),

e Investmentziele (Forderung einer Mindestrendite, Auf- oder Abbau bestimmter As-

setklassen),
e Einhaltung von Risikobudgets (bedingt durch Risikokapitalanforderungen)
e Risikoverhalten des Investors und/oder des Managements.

Diese Aspekte werden im Abschnitt 3.2 detailliert vorgestellt.

Bei der Asset-Allokation unterscheidet man zwischen Strategischer- Asset-Allokation (SAA)
und Taktischer-Asset-Allokation (TAA). Wihrend die SAA eine mittel- bis langfristige
Sichtweise auf die Kapitalanlage einnimmt, versucht man innerhalb der TA A mithilfe von
Anpassungen, den sogenannten taktischen Mafinahmen, die Kapitalanlage auf kurzfristige
Kapitalmarkttrends einzustellen. Im Gegensatz dazu verfolgt die SAA das Ziel, iiber lén-
gere Zeitrdume durchschnittlich erwartete Renditen unter Einhaltung gewisser Risikovor-
gaben sowie der Beriicksichtigung der Liabilities zu verdienen. Die TAA baut letztendlich
auf dieser langerfristigen strategischen Kapitalmarktsicht auf und versucht durch leichte
Abweichungen von ihr aktuellen Trends zu folgen. So kdnnte die SAA iiber mehrere Peri-
oden eine konstante Aktienquote von 5% vorgeben, an der sich die TAA orientieren soll. In

gut laufenden Aktienmérkten konnte innerhalb der TAA entschieden werden, diese Quote

3 Alternativ konnte man die Optimierung als Surplus-Maximierung betrachten.
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fiir eine gewisse Zeit um einige Prozentpunkte anzuheben (oder in schlecht laufenden Ak-
tienmérkten vice versa). In der Regel wird bereits zusammen mit der SAA ein Rahmen fiir
die taktischen Abweichungen festgelegt. Eine Vorgabe konnte der TAA eine Abweichung
von der Aktienquote um £3% erlauben. Die Qualitit der TAA wird ex post anhand ihrer
Performance gegeniiber der SAA gemessen, d. h., durch eine TAA sollte ein Renditeiiber-
schuss nach Kosten gegeniiber der SAA erwirtschaftet werden, ansonsten lohnt sie sich

nicht.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Optimierungsprogramm kann grundsétzlich sowohl fiir
eine SAA-Optimierung als auch fiir eine Optimierung der TAA verwendet werden. Die
Unterschiede liegen dabei in den Anforderungen an die jeweilige Optimierung, die sich in
den Inputdaten fiir das Optimierungsprogramm widerspiegeln. Diese Arbeit konzentriert

sich auf die Optimierung einer SAA.

3.2 Anforderungen an die Optimierung einer SAA

An eine Assetallokation werden diverse Forderungen gestellt, die das optimale Ergebnis
stark beeinflussen. Im vorherigen Abschnitt wurden bereits einige Rahmenbedingungen
der Optimierung vorgestellt, die in diesem Abschnitt erginzt und diskutiert werden. In
den folgenden Abschnitten wird die genaue Umsetzung der Forderungen innerhalb des

Optimierungsprogramms erlautert.

Die Optimierung stellt ein Ausbalancieren der Renditeerwartungen der Shareholder (wel-
che bewusst ein Risiko eingehen) gegeniiber den Bestrebungen der Stakeholder dar, die
ein Interesse am gesunden Fortbestand des Versicherungsunternehmens haben (und daher
Risiken vermeiden mochten). Unter den Stakeholdern ist die Gruppe der Versicherungsneh-
mer (Policyholder) sicherlich die relevante. Dariiber hinaus gehoren zu den Stakeholdern
alle anderen Profiteure des Unternehmens (z. B. Beschiftigte, Kommunen etc.). Um die
Anspriiche seiner Stakeholder zu befriedigen, muss das Versicherungsunternehmen immer
in der Lage sein, seine Verbindlichkeiten zu bedienen. Daher ist die Beachtung der Passiv-
seite in der Optimierung eine zentrale Forderung. Realisiert wird dies durch die Darstellung
der Passivseite als investierbares Portfolio?, zu welchem sich Rendite und Risiko berechnen

lassen. Dieses Portfolio kann anschliefend in Relation zu Rendite und Risiko der Aktivseite

4 Siehe Abschnitt 3.4.
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(den Assets) gesetzt werden. Die Zielsetzung lautet dann bei geringst moéglichem Risiko
mit den Aktiva eine Uberrendite gegeniiber der Passivseite zu erwirtschaften. Das heift,
es werden sowohl die Rendite als auch das Risiko der Grofle ,,Aktivportfolio abziiglich
Passivportfolio“ gemessen. Dazu wird ein neues Risikomafl in Abschnitt 3.5 eingefiihrt,
das unter anderem genau diese Anforderung erfiillt. Dieses Risikomaf} vereint die Messung
von Markt- und Kreditrisiko und eignet sich zur Verwendung von Szenarien aus einem in-
ternen Risikobewertungsmodell. Es misst den aufsichtsrechtlich geforderten Value-at-Risk
(99,5% Quantil). Sinnvolle Anforderungen an Markt- und Kreditszenarien werden in 3.6
vorgestellt. Dabei ist die Konsistenz zur Risikomessung des Versicherungsunternehmens
von grofler Bedeutung, da Portfolioallokationen unternehmensinterne Risikobudgetvorga-

ben erfiillen miissen.

Neben dem Risiko ist die Rendite die zweite wichtige Gréfe innerhalb der Portfoliooptimie-
rung. Um eine Angabe zur moglichen Rendite eines Portfolios machen zu kénnen, benttigt
man eine Zukunftsprognose, eine sogenannte Schiatzung der zukiinftigen Renditen des zur
Verfiigung stehenden Allokationsuniversums. Zur Findung solcher Renditen gibt es viele
Verfahren. Ein Ausgewahltes wird ausfiihrlich in Abschnitt 3.9 beschrieben. Dieses Verfah-
ren strebt langfristig orientierte Renditen, die den strategischen Gedanken aufgreifen, an.
Dazu wird die Theorie des Capital-Asset-Pricing-Models® aufgegriffen. Die resultierenden
Gleichgewichtsrenditen konnen durch Einsatz des bekannten Verfahrens von Black und
Litterman (Abschnitt 3.9.3) angepasst werden. Griinde fiir eine solche Anpassung kon-
nen beispielsweise abweichende Meinungen eines Investors fiir einzelne Assetklassen oder
das EinflieBen taktischer Uberlegungen sein. Mittels der Renditeschitzungen ist es dann
moglich eine bestimmte Mindestrendite zu fordern, welche die Investmentziele des Un-
ternehmens widerspiegelt und die ein optimales Portfolio nach Moéglichkeit erwirtschaften
soll. Da die Rendite ebenso wie das Risiko relativ zur Passivseite gemessen wird, bedeutet
eine Renditeforderung von Null, dass die Rendite der Passivseite am Kapitalmarkt ver-
dient werden soll. Eine Renditeforderung gréfer Null bedeutet eine Uberrendite gegeniiber
der Passivseite, die das Versicherungsunternehmen bei Erwirtschaftung verdienen wiirde.
Die Ausgestaltung einer solchen Mindestrenditeanforderung innerhalb des Optimierungs-

algorithmus beschreibt Abschnitt 3.8.

5 Siehe Abschnitt 3.9.1.
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Innerhalb der Renditebetrachtungen gibt es noch eine weitere wichtige Grofle: die Transak-
tionskosten. Als Ausgangspunkt einer Optimierung dient in der Regel das aktuell vorhan-
dene (SAA-)Portfolio. Bei einer Umschichtung zu einem optimierten Portfolio entstehen in
der Regel Transaktionskosten fiir Kauf und Verkauf von Wertpapieren, welche die Rendite
schmélern. Um diese Kosten in der Optimierung zu beriicksichtigen, ist es sinnvoll die
Transaktionskosten in die Mindestrenditeforderung einzubeziehen, sodass der Optimierer
die Rendite letztendlich als ,Rendite nach Transaktionskosten“ berechnet. Dies geschieht
in Abschnitt 3.11.

Zu den bisher genannten Anforderungen kommen die Investmentvorgaben des Investors,
die als lineare Nebenbedingungen eingebunden werden. Zu diesen Vorgaben gehoren Be-
schrinkungen von Assetklassen, Erfiillung von Mindestquoten, Ausschlufl von Assetklassen
aus der Optimierung und die Fixierung fester Quoten (z. B. fiir strategische Beteiligungen).
Dies kann fiir einzelne Assetklassen oder beliebige Gruppen von Assetklassen umgesetzt
werden. Auf diese Weise kann z.B. ein Fremdwéhrungsraum beschrankt werden. Diese
Nebenbedingungen lassen sich leicht in Form von Tabellen darstellen und ermdoglichen
dadurch eine einfache Einbindung in die Optimierung. Sie werden in Abschnitt 3.10 be-

sprochen.

Speziellere Anforderungen, die nicht in einfachen Tabellen darstellbar sind, werden in wei-
teren Nebenbedingungen an die Optimierung untergebracht. Dazu gehoren beispielsweise
die Abbildung von Fonds (Abschnitt 3.12) oder Devisentermingeschéften (Abschnitt 3.13).
Die komplexeren Nebenbedingungen erfordern in den meisten Féllen einigen Programmier-

aufwand.

Die unterschiedlichen Anforderungen und Nebenbedingungen werden im Optimierungspro-
gramm als Module integriert. Die Module fungieren als Programmbausteine, die wahlwei-
se in einer Optimierung verwendet werden konnen. Diese Form der Programmarchitektur
wird als modular bezeichnet und in Abschnitt 3.7 eingefithrt. Wahrend das 3. Kapitel die
Module wirtschaftsmathematisch beschreibt, wird ihre praktische Umsetzung in Kapitel 4

erlautert.

Im nachfolgenden Abschnitt wird der operative Prozess beschrieben, der die Zulieferung

der fiir die Optimierung benétigten Daten verdeutlicht.
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3.3 Operativer Optimierungsprozess

Als SAA-Prozess wird das operative Vorgehen zur Findung eines optimalen strategischen
Portfolios bezeichnet. Dabei kénnte eine sinnvolle Frequenz fiir den Prozess eine jahrliche
Anpassung zu einem festgelegten Stichtag sein. Die Entscheidung iiber das strategische
Portfolio trifft ein Investor oder ein Investmentkomitee. Die Optimierung kann dabei als
wertvolle Entscheidungshilfe dienen. Das Optimierungsergebnis hingt mafigeblich von dem
Zusammenspiel und der Giite der Inputdaten ab, die aus verschiedenen Bereichen des Ver-
sicherungsunternehmens kommen. Die Koordination des Optimierungsprozesses und die

Beschaffung der Inputdaten iibernimmt in der Regel das Investmentkomitee.

Die nachfolgende Grafik gibt eine Ubersicht iiber den Optimierungsprozess sowie iiber die

fir die Optimierung benotigten Daten und deren typische Herkunft.

INPUT

Risikomanagement Assetmanager Research Investor Management Versicherungstechnik
’ Szenarien ‘ ’ Transaktionskosten ‘ ’ Risikopramien ‘ ’ Nebenbedingungen ’ Risikobudgets ‘ ’ Liabilities ‘
’ Aktuelles Portfolio H Investmentziele ‘

- =

' Optimierung'

OUTPUT

Datenbank / Tabelle

’ Portfolios ‘ ’ Kennzahlen ‘

Abbildung 3.2: Optimierungsprozess

Am Anfang des gesamten Investitionsprozesses steht die Festlegung des Anlageuniversums,
welches die Wertpapiere und Assetklassen beinhaltet, in die investiert werden kann. In
die Entscheidung sind in erste Linie das Management (Vorstand), der Investor sowie das

Assetmanagement eingebunden. Wihrend der Investor (oder ein Investmentkomitee) im
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Wesentlichen die strategische Kapitalanlage verantwortet, liegt die Zustéindigkeit des (ggf.
externen) Assetmanagements beim direkten Handel am Markt.

Das Anlageuniversum ist mafigeblich fiir den Optimierungsprozess, da es als Basis fiir
die Generierung der Inputdaten und Festlegung der Optimierungsparameter dient. Daher
konnen die verschiedenen Zulieferer die Inputdaten erst nach der Einigung auf ein Anla-

geuniversum erstellen.

Die Szenarien fiir die offizielle Risikomessung eines Versicherungsunternehmens generiert
das Risikomanagement. Um Konsistenz mit der internen Risikomessung zu gewé&hrleisten,

sollten fiir die Optimierung dieselben Szenarien verwendet werden.

Die Transaktionskosten fiir die einzelnen Wertpapiere und Assetklassen stellt der Asset-
manager zusammen. Das Assetmanagement verantwortet in der Regel auch die taktische
Kapitalanlage (TAA), die als eigener Bereich von der strategischen Kapitalanlage zu tren-
nen ist. Auf diese Weise kann ein Versicherungsunternehmen ein externes Unternehmen

mit dem Management seiner Kapitalanlage betrauen.

Die Generierung von Renditeerwartungen (Risikoprdamien) obliegt einem Researchteam.
Research kann entweder im Unternehmen selber betrieben oder extern (beispielsweise von
dem Assetmanagement) eingekauft werden. Ublicherweise mochte das Investmentkomitee
hierbei seine Belange mit einflielen lassen. Dies geschieht entweder auf direktem Wege
durch Kommunikation mit dem Researchteam oder indirekt durch Anpassung der fertigen

Renditen mit dem Black-Litterman-Verfahren®.

Die Darstellung der Verbindlichkeiten wird von der Versicherungstechnik in Form eines
groflen Auszahlungsprofils erstellt. Dies erfolgt im Wesentlichen durch eine Schitzung der
aus den Versicherungsvertrigen resultierenden erwarteten Zahlungsstrome. Diese Cash-
flows werden anschlieend in ein Investmentportfolio iibersetzt, um der Wertpapierseite
als Benchmark zu dienen. Das Portfolio muss als Bedingung stets die Verbindlichkeit bedie-
nen konnen. Dies bezeichnet man auch als Asset-Liability-Matching. Erfiillt ein Portfolio
diese Anforderung nicht, kann dies unter Umstidnden zur Insolvenz des Unternehmens
fithren. Entsteht eine Liicke zwischen Aktiv- und Passivseite, so bezeichnet man diese als

Asset-Liability- Mismatch.

6 Siehe Abschnitt 3.9.3.
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Das Management des Unternehmens wird iiber die Erfiillung der Verbindlichkeiten hinaus
einen Gewinn erwirtschaften wollen. Dazu gibt es dem Investmentkomitee konkrete Invest-
mentziele vor sowie gewisse Risikobudgets, die nicht iiberschritten werden diirfen. Unter
Verwendung des Risikomafles, das in Abschnitt 3.5 eingefiihrt wird, soll das Risikokapital

innerhalb der Optimierung berechnet und minimiert werden.

Das Investmentkomitee (Investor) stellt das aktuelle Portfolio zur Transaktionskostenbe-
rechnung zusammen und sammelt weitere Nebenbedingungen’, die das neue strategische

Portfolio erfiillen soll.

Sind alle Inputdaten zusammengetragen, kann das Optimierungsprogramm gestartet wer-
den. Der Optimierer liefert ein optimales Portfolio, zu dem anschlieend gewisse Kennzah-
len wie die Rendite, der Verbrauch von Risikokapital oder die Sharpe Ratio des Portfolios
berechnet werden kénnen. Alle Portfolios und Ergebnisse sollten nach der Optimierung
entweder in einer Datenbank gespeichert und organisiert oder als Ergebnistabelle ausge-

geben werden.

3.4 Darstellung der Liabilities als Portfolio

Die Liabilities, die auch als versicherungstechnische Verpflichtungen bezeichnet werden,
stellen die Zahlungsverpflichtungen des Versicherungsunternehmens gegeniiber den Versi-
cherungsnehmern dar. Diese sollen aus den Pramieneinzahlungen sowie deren erwarteter
Verzinsung bedient werden. Fiir die Optimierung bendtigt man eine Darstellung der Lia-
bilities, die mit der Darstellung der Assets vergleichbar ist. Dazu stellt man diese mithilfe
eines sogenannten Matchingverfahrens (Cashflow-Matching) als Investmentportfolio dar.
Dieses Portfolio soll, unter Beriicksichtigung von Zins- und Tilgungseffekten, eine exakte
Deckung der Zahlungsverpflichtungen des Unternehmens ergeben. Durch die vollstédndige
Deckung gibt es keine Wiederanlagepramisse und das Portfolio unterliegt keinem Zinsén-

derungsrisiko.

Die Liabilities des Versicherungsunternechmens werden in Form eines erwarteten Auszah-
lungsprofils (Best-Estimate-Cashflows) von Aktuaren kalkuliert. Dieses Profil beinhaltet

die versicherungstechnische Projektion der Cashflows fiir die kommenden Perioden (i. d. R.

" Fiir weitere Details zu den Nebenbedingungen siehe Abschnitt 3.10.
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in Jahren), basierend auf einer aktuariellen Schitzung. Zur Deckung der Cashflow muss
das Anlageuniversum Instrumente zur Verfiigung stellen, die sich zur Darstellung der Lia-

bilities eignen (z.B. Bonds oder Swaps).

Seien dazu m Instrumente I; mit den Kursen Kj fiir 1 < j < m vorhanden. Definiere
den Zahlungsriickfluss (Tilgung, Kupon) des j-ten Titels in der Periode ¢ als Cash-Return
CRj; fir 1 <t < T und bezeichne die Cashflows der Liabilities als L; fiir 1 <t <T.

Zu jedem Zeitpunkt £ € T muss aus eine ausreichende Liquiditdt zur Begleichung der
Verpflichtungen gewihrleistet sein, d.h., die Summe der Riickfliisse C'R;; muss die Ver-

bindlichkeit L; bedienen konnen.

Neben dieser Bedingung soll der Kaufpreis des Portfolios so gering wie moéglich sein. Dazu
sei aj € Ng fiir j = 1,..,m die Stiickzahl des j-ten Instruments, sodass als Zielfunktion
die Summe Z;n:l a; K; minimiert werden soll. Das fiihrt zu folgendem linearen Optimie-

rungsproblem:

m
min Z a; K; unter (3.1)
i=t

m
ZajCijt > Ly fur 1 <t <7T und a; € Nop.
j=1

Durch die Anforderung der Ganzzahligkeit an die a; gilt in der Regel Z;”Zl a;Cjs > Ly. Fiir
die Darstellung der Passivseite ist die Ganzzahligkeitsbedingung nicht von Wichtigkeit, da
das Portfolio nicht real gekauft wird, sondern als Benchmarkportfolio in der Optimierung

verwendet wird.

Als Ergebnis erhélt man ein Portfolio gegeben durch die Gewichte

a;

2?21 aj’

Uber dieses einfache Cashflow-Matching hinaus, soll das Portfolio auch das Zinséinderungs-
risiko der Passivseite beriicksichtigen. Dazu wird die Duration als Zinssensitivitatskennzahl

iiber den Barwertansatzes eingefiihrt:

Anstelle der konkreten Liabilities oder Cash-Returns betrachtet man zum Zeitpunkt ¢ = 0
eine allgemeine Zahlungsreihe Z; fiir 1 < t < T fiir die kommenden 71" Perioden. Zu

den Zeitpunkten ¢ = 1,..,T seien durch rq,..,rp Zinsen gegeben, demzufolge sich der
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sogenannte Barwert Py der Zahlungsreihe (Z;)1<¢<7 durch

T
Po(ry,rr) = Zi(1+1)7" (3.2)
t=1

ergibt. Dabei bezeichnet man (1 + r;)~* als Diskontierungsfaktor zum Zeitpunkt ¢. Bildet
die Zahlungsreihe ein festverzinsliches Wertpapier ab, so bezeichnet man den Barwert als
den fairen Preis des Wertpapiers.

Zur Betrachung von Sensitivitdtskennzahlen sei vorausgesetzt, dass

e die Zinskurve konstant ist, d.h. r :=r; = .. = rp, und

e cine einmalige Zinsdnderung um Ar (Zins-Shift) zum Zeitpunkt ¢ = 0 stattfindet.

Definition 3.1 (Duration)

Als Zinssensitivitdtsmafe seien

(a) die absolute Duration (dollar duration) als

_on) 1« »
Daps(r) = ==~ _1+T;t-Zt(1+r) (3.3)

(b) sowie die modifizierte Duration (modified duration) als

Dabs (T)

Dmod(r) = Po(?")

definiert.’

Anmerkungen zur Definition:

(1) Die Duration gibt die Auswirkungen einer Zinsverinderung auf den Kurs eines Wert-
papiers an. Je grofler die Duration ist, desto grofler sind die Auswirkungen auf den
Wert.

(2) Die absolute Duration entspricht der Steigung des Barwerts in Zinsrichtung. Aus einer

Zinsverdnderung um Ar, d. h. r,e, = r+Ar, ergibt sich eine absolute Barwertveridnde-

8 Vgl. Albrecht und Maurer [2008], Abschnitt 8.5.2.2.1.
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rung um AP(r) := P(rpey) — P(7), die sich mittels der Duration durch Multiplikation

mit Ar approximieren liasst. Das heift, es gilt in etwa

AP(r) & —Dgps(r) - Ar.

(3) Die Messung der Auswirkung einer Zinsverdnderung auf den Barwert anhand des

Durationskonzepts entspricht mathematisch einer Taylorapproximation ersten Grades.

Barwirt [P(r)]

Barwert

Tangente

> Zins [r]

Abbildung 3.3: Barwertkurve

Anschaulich wird die Verinderung durch das Anlegen einer Tangente an die Barwert-

kurve im Punkt (r|P(r)) approximiert.

Umso weiter man sich von dem urspriinglichen Zinsniveau r entfernt, desto schlechter
wird die Approximation der Barwertkurve durch die Tangente. Der Abstand zwischen
der Tangente und der Barwertkurve entspricht dem Approximationsfehler. Dieser wird

umso grofler, je stirker die Barwertkurve gekriimmt ist.

Die modifizierte Duration gibt die prozentuale Verdnderung des Preises bezogen auf

eine 1%ige Zinsverédnderung an. Das heifit, eine Duration D,,,q(r) = 3 bedeutet, dass
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sich der Barwert des Wertpapiers bei einer Zinsbewegung von +1%, d.h. Ar = 0,01,
um —3% verschlechtert (relative Barwertverinderung). Daraus ergibt sich eine abso-

lute Barwertveréinderung von etwa

AP(r) & —Dpoa(r) - P(r) - Ar.

(5) Fir die Duration eines Portfolios aus Einzeltiteln mit den Gewichten w; fir 1 <i <n

gilt:

Drfwd(r) = Z Wi - Dmod(T7 wi)- (35)
=1

Sei zu jedem der m Instrumente mit Kurs K; die modifizierte Duration durch Dil od ege-
ben. Weiterhin sei Dﬁfo 4 die Duration der Liabilities fiir 1 < ¢ <T'. Das gesuchte Portfolio

soll die Duration der Liabilities bestmoglich treffen, d. h., es soll

m T

> a;Dl = DM mita; € Ny (3.6)
j=1 t=1

gelten. Da dies in der Regel nicht mit Gleichheit erfiillt werden kann, sucht man die

optimale Durationsanpassung mithilfe des folgenden Optimierungsproblems.
m . T
min Z a;D? . — Z D{;{Od unter (3.7)
j=1 t=1

m
> ajCRjy > Ly fir 1<t <T und a; € Ny,
j=1
Als Vorrausetzung zur Losbarkeit des Problems miissen Instrumente vorhanden sein,
die es ermoglichen, die Durationsbedingung zu erfiillen. Das bedeutet, dass die hochs-
te Liability-Duration nicht grofler als die hochste Instrumentenduration und analog die
kleinste Liability-Duration nicht kleiner als die geringste Duration unter den verfiigharen

Instrumenten sein darf, d. h.

max({DX | 1<t <T}) <max({D] ,|1<j<m}), (3.8)

min({DfL, | 1<t <T}) >min({D] , |1 <5 <m}). (3.9)
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Einfaches Durations-Matching-Verfahren

Eine einfache Vorgehensweise bei Verwendung von Instrumenten ohne Kupons (Zero-
Coupons) ist die direkte Zuweisung der Liabilities zu einem solchen Instrument anhand
ihrer Laufzeiten in Verbindung mit einer anschliefenden Durationsanpassung. Dazu geht

man folgendermaflen vor:

(1) Weise jeden Liability-Cashflow LI einem Instrument I; nach den Kriterien Wihrung
[FFX] und Laufzeit [t] zu.

(2) Adjustiere die Duration des Instruments I; mit Cash der entsprechenden W&hrung

[FX] so, dass die Duration des Liability-Cashflows getroffen wird, d. h.

Cash [FX]
mod -

FX
Lt

D%y + (1~ a)D D

mod
wobei a; € [0, 1] ist.

Die zur Verfiigung gestellten Instrumente miissen nicht ,real“ sein, dies bedeutet, sie miis-
sen am Kapitalmarkt nicht liquide oder verfiigbar sein, da sie nur zur Bewertung der
Passivseite dienen.

Zur Veranschaulichung des Verfahrens diene folgendes Beispiel.

Beispiel 3.2

Fiir das Matching- Verfahren stehen auf der Aktivseite folgende Instrumente zur Verfiigung.

Instrumente I; mit D,,,q Laufzeitenzuteilung

EUR-Cash 0,25 Cash
EUR-Zero-Swap 2 t<3,5
EUR-Zero-Swap 5 3,0<5t<7,5
EUR-Zero-Swap 10 7,5 <t<20
EUR-Zero-Swap 30 20 <t

Tabelle 3.1: Cashflow-Matching-Instrumente

In der Spalte Laufzeitenzuteilung wurde festgelegt, welche Liability-Cashflows welchem In-
strument zugeordnet werden.

Seien die Liabilities eines Versicherungsunternehmens in Euro gegeben. Die Zahlungsver-
pflichtungen werden geschitzt zur Jahresmitte ausgezahlt, dadurch ergeben sich die in der
Tabelle 3.2 notierten Zeitpunkte t zum Stichtag 31.12.2014.
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Liability t  Nominal Zuweisung zu mit D,,,q und Laufzeitband
EUR30062015 0,5 100 EUR-Zero-Swap 2 t<3,5
EUR30062016 1,5 10 EUR-Zero-Swap 2 t<3,5
EUR30062017 2,5 12 EUR-Zero-Swap 2 t<3,5
EUR30062018 3,5 9 EUR-Zero-Swap 5 3,6 <t<7,5
EUR30062019 4,5 5 EUR-Zero-Swap 5 3,6<t< 7,5

Tabelle 3.2: Liability-Cashflows

Die Liabilities wurden in der Tabelle 3.2 direkt einem Instrument entsprechend der Lauf-

zeitenzutetlung aus Tabelle 3.1 zugewiesen.

Im zweiten Schritt findet die Durationsanpassung statt. Dazu miissen zundchst die Bar-

werte und Durationen der Liabilities gemdajf§ der entsprechenden Formeln berechnet werden.

Dazu wird ein konstanter Zins von r = 2% angenommen.

Liability t  Zy Plr]  Daps Dimod
EUR30062015 0,5 100 99,01 48,54 0,49
EUR30062016 1,5 10 9,71 14,28 147
EUR30062017 2,5 12 1142 2799 245
EUR30062018 3.5 9 8,40 28,81 3,43
EUR30062019 4,5 5 4,57 20,18 441

Gesamt 133,11 1,05

Tabelle 3.3: Barwerte und Durationen der Liabilities

Die Bedingungen (3.8) und (3.9) sind erfiillt, denn alle Liability-Durationen liegen zwi-
schen der kleinsten (EUR-Cash mit Dg‘;flh von 0,25) und gréfiten Instrumentenduration
(EUR-Zero-Swap mit D,y,oq von 30):

max({DX | 1<t <T})=4,41 <max({D} . |1<j<m}) =30,

min({DX |1 <t<T})=0,49 > min({D’ ,|1<j<m})=0,25.

Die Durationsadjustierung erfolgt unter Verwendung der zur Verfiigung stehenden Cash-

Assetklasse ,EUR-Cash® mit einer Duration von D%‘;fih =0, 25.
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Der relative Cashanteil a; folgt aus der Gleichung aijiod + (1 - aj)Dgl‘;Zh = D7Lntod aus
Schritt (2) durch

Dk Dl
aj = —med—wmod, (3.10)
Dmgtsi B D’n]wd

Die absoluten Investitionsbetrdge fiir Cash und die Instrumente ergeben sich durch Multi-

plikation der relativen Anteile mit dem Barwert P[R)].

t P|r] qufo J Dii oq | Anteil Cash  Anteil Instr .J; Cash Instr.
ajin% (1 —aj)in % | absolut absolut

05 9901 0,49 9 86,27% 13,73% | 8542 13,59

1,5 9,71 1,47 2 30,25% 69,75% 2,94 6,77

25 11,42 245 2 -25,77% 125,77% | -2,94 14,36

35 840 343 5 33,02% 66,98% | 2,77 562

45 457 441 5 12,38% 87.62% | 057 4,01
Gesamt 133,11 1,05 88,76 44,36
Dmod | 0,25 2,65

Tabelle 3.4: Durationsadjustierung

Anschlieflend ldsst sich die modifizierte Duration der Gesamtheit der Instrumente als

Dypoq(Instr.) = ZlP[T] ZDqI?JZ'Od - Plr] * (1 — aj)
j i

1
= gg gy [20(99,01-0,1373+9,71-0,6975 + 11,42 -1,2577)

+5-(8,4-0,6698 + 4,57 - 0,8762)]

= 2,65

bestimmen. Analog ergibt sich fiir die Duration des Gesamt-Cashs exakt die Cash-Duration
Dg‘;‘;h von 0,25. Die Gesamtduration nach dem Cashflow-Mapping errechnet sich dann aus

diesen beiden Teildurationen durch

DCash . Gesamtsumme Cash+ DIt . Gesamtsumme Instr.
Dyod(Portfolio) = —med mod

Gesamtsumme Cash + Gesamtsumme Instr.

_0,25-88,76 + 2,65-44,36_1 05
N 88,76 + 44, 36 T
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Somit entspricht die Gesamtduration nach dem Mapping der Gesamtduration der Liabili-
ties vor dem Mapping aus Tabelle 3.3. Dieses einfache Cashflow-Mapping- Verfahren liefert
als Ergebnis folgendes Portfolio.

Instrument Dfi oq Gewicht Investitionsbetrag
EUR-Cash 0,25 66,68% 88,76
EUR-Zero-Swap 2 26,09% 34,72
EUR-Zero-Swap 5 7,24% 9,63
Gesamt 1,05 100,00% 133,11

Tabelle 3.5: Portfolio der Passivseite

3.5 Darstellung des Asset-Liability-Mismatch-Risikos

Um Markt- und Kreditrisiken simultan in die Optimierung einzubinden, kénnen die beiden

Risiken mithilfe der Korrelationsformel

V/ VaR3 0, + VaR%, cgie +20 - VaRasarke VaRcreai

aneinander gekoppelt werden, wobei p die Korrelation zwischen Markt- und Kreditrisiko
widerspiegelt.

Als weitere Anforderung sollen die Risiken relativ zur Passivseite (den Liabilities) gemessen
werden, sodass man den Markt-Value-at-Risk (kurz: VaRjs) in Relation zum risikoneu-
tralen Portfolio (RNPF) setzt. Der Kredit-Value-at-Risk (kurz: VaR ) bleibt davon unter
der Voraussetzung, dass die Passivseite eines Versicherers im eigentlichen Sinn nicht aus-
fallen kann (sie beinhaltet ein Kreditrisiko von Null), unberiihrt. Daraus ergibt sich das

Risikomaf3

ALMRyag = |/ VaR3, (A — L) + VaR% (4) + 2p VaRas (A — L) VaRic(4),  (3.11)

wobei die Variablen A fiir die Aktivseite (Assets) und L fiir die Passivseite (Liabilities)
stehen.
Aufgrund der im vorherigen Kapitel erlauterten Schwierigkeiten bei der Optimierung des

Value-at-Risks sowie der Erkenntnisse von Uryasev zur CVaR-Optimierung?, wird der VaR

% Vgl. Abschnitt 2.2.1.
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durch den CVaR in der ALMR-Formel 3.11 ersetzt, d. h.

ALMRevar = y/CVaR3, (A — L) + CVaR%(A) + 20 CVaRas(A — L) CVaRgc(4). (3.12)

Im weiteren Verlauf wird dieses auf dem Conditional-Value-at-Risk basierende Risikomaf3
gemafl ALMR-Formel (3.12) verwendet und als Asset-Liability-Mismatch-Risiko (ALMR)
bezeichnet. Statt ALMRcvag wird kurz ALMR notiert.

Um die Gleichung (3.12) innerhalb des Optimierungsprogramms abzubilden, werden weite-
re Komponenten (Variablen) im Zielvektor x benéttigt. Fiihre fiir das ALMR die Variable
raLMr und fiir die Unterteilung in Markt- und Kreditrisiko die Variablen xy,zv und

Toyapk SOWie Ty,pym und zy,px ein.

Dariiber hinaus werden zwei Szenariomatrizen verwendet, eine fiir das Marktrisiko, ge-
nannt SZpsqrke, und eine fiir das Kreditrisiko, die als SZk eqit bezeichnet wird. Beide

Matrizen gleichen dem Aufbau aus Definition (2.57) aus Kapitel 2.

Die Anzahl der Szenarien fiir die Markt- und Kreditrisikomessung darf dabei durchaus
unterschiedlich sein, denn gerade fiir die Messung von Ausfallrisiken, die am Rand der
Verteilung gemessen werden, kann eine grofiere Anzahl an Szenarien sinnvoll sein. Es gibt
allerdings auch Verfahren zur Verbesserung der Giite von Monte-Carlo-Szenarien, sodass
man mit einer geringen Anzahl von Kreditszenarien bereits gute Ergebnisse erzielen kann.

Zu diesen Verfahren gehort z. B. das Importance Sampling Verfahren.!'®

Sei also Jjs die Anzahl der Marktszenarien, die als y{w s y%/[ bezeichnet werden, und Jx
die Anzahl der Kreditszenarien mit der Bezeichnung yf ) yf]{K . So lassen sich die Matrizen

kurz als

S Zntarkt = (Y3 1<ij<inr (3.13)

SZKredit = (yﬁ)lgz,ngK (3.14)

notieren. Dadurch erhilt die Nebenbedingungsmatrix A folgende Gestalt:

10Siehe Miiller-Gronbach et al. [2012], Kapitel 5.
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w1 w, CVaRy CVaRg VaRy VaRg 2z 2 z%[{ 2K K zﬁi{
0 ... 0 1 0 1 0 A A A 0

yit yis 0 1 0 -1 0 0.0 0
a1 Yo, 0 1 0 0 -1 0.0 0
yy Yin 0 0 -1 0 0O 0 00 -1 0 0 0
0 ... 0 0 -1 1 " [ o
iy Yy, 0 -1 1 0 0.0 0
Y3 Yo -1 0 -1 0.0 0
Yra yX 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0.0 -1
(3.15)

Dabei seien A := m und p = 0

1
1-8)-JK’

wobei 8 das vorgegebene Konfidenzniveau

ist. Fine iibersichtlichere Ansicht bietet die Darstellung der Matrix 3.15 als Tabelle 3.6.

Matrix W1 .. Wy CVaR,; | CVaRg | VaR,s | VaRg z{\/[ .. z%{ le .. sz
A (n Sp) (1Sp) (1Sp) | (1Sp) | (ISp) | (Jam Sp) | (Jk Sp)
(1Z) 0..0 -1 0 1 0 AL A 0..0

(JmZ) || [SZmarki] (0) (0) (-1) (0) [—E] [0..0]
(1Z) 0..0 0 -1 0 1 0 [T

(JxZ) || [SZKreait] (0) (0) (0) (-1) [0] [—E]

Tabelle 3.6: Matrix A in Tabellenform

Innerhalb der Tabelle markieren runde ( )-Klammern Spaltenvektoren und eckige []-Klammern
Matrizen. Die Beschriftung der Tabelle gibt neben den Spaltennamen auch die Breite der
Spalten in Klammern ,,(Sp)“, bzw. die Zeilenanzahl in Klammern ,,(Z)¢ an, um die Gro-
Benverhiltnisse wiederzugeben. Die Variable E kennzeichnet stets eine quadratische Ein-

heitsmatrix entsprechend der Grofle des Blocks, in dem sie eingebettet ist.

Analog miissen die Grenzvektoren [bA und ubA entsprechend der neuen Zeilenanzahl der

Nebenbedingungsmatrix angepasst werden.

IbA = (0

ubA = (0 0..

Anzahl Marktszenarien

—0..

.—oo 0

Anzahl Marktszenarien

—~

.0 0

Anzahl Kreditszenarien
—_—N— —_—N—

),

Anzahl Kreditszenarien

0

).

(3.16)

(3.17)
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Dartiber hinaus werden die Grenzen an den erweiterten Zielvektor

— M M K K\t
T = (W1, - Wiy TayvaRM > TOVaRE » TVaRM > TVaRE s 21 5+ 2y 21 > -5 2 )

angepasst:
Anzahl Finanzinstrumente Anzahl Marktzenarien Anzahl Kreditzenarien
—N—— —~N —~ ‘
lbr= ( —o00...— —00—0000 0...0 0...0 )Y
Anzahl Finanzinstrumente Anzahl Marktszenarien Anzahl Kreditszenarien
e e —7— ~— T t

Details zum grundsétzlichen Aufbau der verschiedenen Grenzen wurden in Kapitel 2.2.3

erlautert.

Kehrt man zuriick zu dem Ausgangsproblem der Darstellung der Formel (3.12) fiir das
Asset-Liability-Mismatch-Risiko, so soll die ALMR-Formel

TALMR = \/ xQCVaRM + $%VaRK +2p - TcvaR,, TovaR, Mmithilfe des erweiterten Nebenbe-

dingungssettings'! als Zielfunktion in das neue Optimierungsprogramm integriert werden.

Durch Quadrieren der ALMR-Formel erhilt man mit

2 2 2
TALMR = TCVaRy, T LCVaRx T 2PTCVaRy LCVaRk (3.18)

eine quadratische Zielfunktion. Quadratische Zielfunktionen lassen sich in Verbindung mit
konvexen Optimierungsprogrammen optimieren. Ein einfaches konvex-quadratisches Op-

timierungsprogramm besitzt die Form

min 2'Qx unter (3.19)
IbA < Ax < ubA

Ibr <z < ubx,

wobei () eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix ist.

Um die quadrierte ALMR-Formel als Zielfunktion in der Form x'Qz darzustellen, wihlt

" Dies wurde durch die Erweiterung der Matrix A um Markt- und Kreditrisikoszenarien und die Einfithrung
der entsprechenden neuen Variablen realisiert.
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q11 412

421 422

. Dann ergibt

man & = (ZCvaR,y s LCVaRg ) und Q = [

q11 412

t
(ZCVaR > TCVaRk )
421 422

$'Qr = (mCVaRMwTCVaRK)[

2 2
= QUTCVaR,; T A12TCVaRgx TCVaRy, T 421TCVaRpy TCVaRk + 22TCVaR g

2 2
= qUTCvar,, T (@12 + ¢21)TCOVaRx TCVaR )y, + G22TCvVaR -

Damit 2!Qx = m%LMR gilt, miissen ¢q11 = 1, go2 = 1 und ¢12 + g21 = 2p sein. Daraus

Q:!l p], (3.20)
p 1

resultiert

womit die Zielfunktion entsprechend des Programms (3.19) dargestellt werden kann.

Um konvex-quadratische Optimierungsprobleme wie dieses mit einem effizienten Algorith-
mus zu losen, kann man diese in ein sogenanntes konisches Optimierungsprogramm um-
formulieren, welches eine Verallgemeinerung linearer Optimierungsprogramme darstellt.
Fiir konische Optimierungsprogramme existieren sehr effiziente Losungsalgorithmen, wie
sie beispielsweise von Mosek Aps als Zusatzpaket mosek!? fiir die Software MATLAB zur
Verfiigung gestellt werden.

Zur Nutzung eines effizienten Algorithmus dieser Art, wird das konvex-quadratische Pro-
blem (3.19) in ein konisches Optimierungsprogramm geméifl der folgenden Definition 3.3

umgeschrieben.

Definition 3.3 (Konisches Optimierungsprogramm?!?3)
Sei E ein n-dimensionaler, reellwertiger Vektorraum. Fin allgemeines konisches Programm,

hat die Form

t

min c'x unter

re(b+L)NK,

wobei L C E ein Unterraum, K C E ein nicht-leerer, konvexer und abgeschlossener Kegel

und b,c € E sind.

12 www.mosek.com.
13vgl. Davi [2012], Kapitel 1 sowie Nesterov und Nemirovskii [1994], Kapitel 4.1.1.
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Um zu einer gewohnten Darstellung zu gelangen, kann man den Unterraum £ durch eine
Abbildung A : E — E, wobei dim(E) > dim(E) ist, als

L ={z € E|A(z) = 0}.
spezifizieren. Dann lésst sich das konische Programm in der Form

min c'z unter (3.21)
re K

A(z) = b,

wobei A(b) = b gilt, schreiben.'4

Zur Umformulierung des quadratischen Optimierungsproblems (3.19) in ein konisches Pro-
gramm der Form (3.21) nutzt man aus, dass sich jede positiv semidefinite Matrix via

Cholesky-Zerlegung faktorisieren ldsst, sodass man die Matrix () als
Q = Ft : Fa

notiert, wobei F' den Cholesky-Faktor von @) darstellt, d.h. F' = Cholesky(Q). Dies er-
moglicht die Zielfunktion als

2'Qr = 2'F'Fr = (F2)! Fx =qy'y
=y
zu schreiben, wobei die Substitution y := Fx eine Nebenbedingung darstellt.
Dadurch ldsst sich das Optimierungsprogramm zunéchst als
min TALMR = yt -y unter
lbx < x <wubx und [bA < Ax < ubA
y=Fz

formulieren, wobei F' = Chol(Q) der Cholesky-Faktor ist.

Dazu werden einige wichtige Anmerkungen zusammengefasst.

14ygl. Davi [2012], Kapitel 1.1, erster Abschnitt.
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Bemerkung 3.4

(1) Die Wahl der Darstellung des Optimierungsprogramms erscheint an dieser Stelle viel-
leicht nicht sehr intuitiv und komplizierter als notig. Die Motivation dieser Darstel-
lung liegt in der dadurch ermoglichten praktischen Umsetzung mithilfe des mosek-

Algorithmus.

(2) Auf die Cholesky-Zerlegung einer positiv semidefiniten Matrix wird in dieser Arbeit
nicht weiter eingegangen. Es geniigt an dieser Stelle das Wissen um ihre Existenz
und die Tatsache, dass sich der gesuchte Cholesky-Faktor F' innerhalb der MATLAB-
Software durch den Aufruf des Befehls Chol(Q)) gewinnen lésst. Fiir den 2x2-Fall
lautet die Rechenregel fiir die Cholesky-Zerlegung:

q12
Chol q11 412 _ | vin a1 _ 1 (3.22)
G21  qo2 0 Va2 —aqiy

Fiir die getroffene Wahl von @ nach (3.20) ergibt sich somit

o CholiO) = chol [ | F 7Y 2|1 P
F := Chol(Q) Chl([p 1]) [0 m]. (3.23)

(3) Die Zielfunktion in Vektorschreibweise g - y ist gleichbedeutend mit der Summe y? +
Y5 + ...+ y%. Da man als Zielfunktion das Asset-Liability-Mismatch-Risiko erhalten
mochte, benstigt y nur zwei Komponenten y = (y1,92)?, sodass zapmr = y'y = 42 +y3

ist. Die Komponenten y; und y2 ergeben sich aus dem Produkt

Fope [ fir fi2 ( TCOVaR,y ) _ ( fi1zovary, + f122cvark ) , (3.24)

fa1 fo2 TCVaR g f2120vaR,y, + f22TCVaR

sodass y1 = f117rcvar,, + fl2ocvarg und yo = f2120vaRr,, + f227Cvar, sind.

In Form der Komponentendarstellung mit y; und yo lasst sich nun die Nebenbedingung
Fx =y in der Nebenbedingungsmatrix A unterbringen. Durch Einsetzen der Komponen-
ten des Cholesky-Faktors F' aus (3.23) in die Gleichungen fiir y; und y aus Bemerkung
3.4 (3), folgt y1 = xcvar,, + PTCVar, und yo = ﬂﬂCCVaRK- Umformuliert lauten die
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beiden Gleichungen dann

0 < LCVaR s + P TCVaRg — Y1 < 07 (325)
0 < v 1-— p2 *TCVaRx — Y2 < 0. (326)

Diese beiden Gleichungen werden durch jeweils zwei neue Zeilen und zwei neue Spalten in

die Nebenbedingungsmatrix A integriert. Die resultierende Matrix wird im Folgenden als

AALMR bezeichnet. 15

Matrix || w; .. w, | CVaRy | CVaRk | VaRy | VaRg | 2{7 . 20T | 2f . 28 Y1 2 ALMR
A (n Sp) (1Sp) (1Sp) | (1Sp) | (1Sp) | (Jm Sp) | (Jx Sp) | (1Sp) | (1Sp) | (1Sp)
(1Z) 0.0 1 0 1 0 P 0.0 0 0 0

(JmZ) || [SZnmarkt] (0) (0) (-1) (0) [—E] [0.. 0] (0) (0) (0)
(1Z) 0.0 0 1 0 1 0 [T 0 0 0

(JkZ) || [SZkredit] (0) (0) (0) (-1) [0] [—E] (0) (0) (0)
(1Z) 0.0 1 P 0 0 0 0.0 1 0 0
(17) 0.0 0 V1—p? 0 0 0 0.0 0 -1 0

Tabelle 3.7: Matrix AarmR

Zur Vervollstdndigung des Optimierungsprogramms werden die zu den neuen zwei Zeilen
gehorenden Grenzen der Vektoren [bA und ubA auf den Wert 0 gesetzt, wie es die obigen
Gleichungen (3.25) und (3.26) fordern.

Anzahl Marktszenarien = Anzahl Kreditszenarien

WA=(0 “o0...—0c0c 0 “oo...—0c0 00), (3.27)
Anzahl Marktszenarien = Anzahl Kreditszenarien
— — ¢
ubA = (0 0...0 0 0...0 00)". (3.28)

Fiir die letztendlich noch fehlende Variable xaryr wird lediglich eine leere, d. h. mit Nullen
besetzte Spalte, hinzugefiigt. Diese Variable wird ausschliefflich in der Zielfunktion benétigt
und ist in keiner Nebenbedingung vorhanden. Aus diesem Grund enthilt die Matrix A
keine Eintrage in der ALMR-Spalte.

Der Zielvektor ist damit fiir dieses Optimierungsprogramm vollstéindig und lautet

M _K K ),

_ M
T = (W1, o Wiy TayvaRM > TOVARK » TVaRM > TVaRE s 21 5+ 20y 21 5 -5 2y » Y15 Y25 TALMR

15Die Bezeichnung dient zur Unterscheidung der modularen Erweiterungen in den folgenden Kapiteln. Dies
wird in Kapitel 3.7 erldutert.
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entsprechend der Spaltenbezeichnung in der obigen Matrixtabelle.
Die Begrenzungen lbx /ubz fiir den Zielvektor x werden ebenfalls um drei Positionen erwei-
tert. Die Variablen gy; und g bleiben unbeschrankt, das Asset-Liability-Mismatch-Risiko

zarmr wird auf das Intervall [0, oo] beschriinkt, sodass es stets grofiergleich Null ist.

# Finanzinstrumente # Marktszenarien # Kreditszenarien
—_—— —~ —~ =
lbr= ( —00...—00 —00—0000 0...0 0...0 —00 — o0 0),
# Finanzinstrumente # Marktszenarien # Kreditszenarien
—— —— —— t

Zu guter Letzt fehlt noch die Spezifizierung der Zielfunktion zapmr = 3'y. Zur Umsetzung
bietet mosek verschiedene Konen an, mit deren Hilfe man die Zielfunktion darstellen kann.

Fiir das hier beschriebene Problem eignet sich die Wahl des quadratischen Konus'6

C={zeR iz > [ (a?) fiwke{l, . N}und I C{L,..N}\{k}}. (3.29)
el

Das bedeutet, man kann einzelne Komponenten des Zielvektors = der konischen Neben-
bedingung x, > (/> .c;(x?) zuordnen. Dabei sind z; und die z; aus der Indexmenge
I aus allen Komponenten frei wahlbar, jedoch darf keine Komponente mehrfach inner-
halb des Konus verwendet werden. Dies stellen die beiden Bedingungen k € {1,.., N} und
I C{1,..,N}\ {k} zusammen sicher.

Fiir den hier vorgestellten Fall sieht der recht komplexe Konus relativ einfach aus. Es

werden dafiir die Komponenten xapvmg,y1 und yo des Zielvektors verwendet, sodass man

TALMR > \/ Ui + U3 (3.30)

als Zielfunktion

erhalt.

Dann ist das Optimierungsproblem vollsténdig spezifiziert und lautet

t

min c¢'t = TALMR mit (3.31)

zxeC:={z¢€ RY : 2ALMR > \/y? +y3} unter
IbA < Ax < ubA

Ibx < z < ubz,

16ygl. mosek toolbox documentation, Seite 30 und 31 (http://docs.mosek.com/7.0/toolbox.pdf).



98 Kapitel 3 - Konzeption, Aufbau und Implementierung des Optimierungsmodells

wobei x = (wq, ..,wn,:L‘CVaRM,xCVaRK,xvaRM,xVaRK,z{VI, o z%l,z{(, ..,zﬁi{,yl,yg,xALMR)t
und ¢ = (0,..,0,1) sind. Die Gleichung y = Fx ist nun in der Nebenbedingungsmatrix A
untergebracht.

Als Ergebnis dieses Optimierungsprogramms erhiilt man ein optimales z, genannt z°P!
oder z*. Dieses beinhaltet neben dem minimalen Asset-Liability-Mismatch-Risiko vor al-
lem das optimale Portfolio aus den n verschiedenen Assetklassen, dargestellt durch die
Portfoliogewichte wS", .., wy?*. Das optimale Portfolio w* = (w{?, .., wi") ist stets das
risikominimale Portfolio beziiglich des Asset-Liability-Mismatch-Risikos und unter den ge-
gebenen Nebenbedingungen.

Ziel des Investors ist es allerdings das Risiko gegeniiber der moglichen Rendite zu be-
trachten. Der Investor nimmt ein gewisses Risiko in Kauf, um im Gegenzug die von ihm

erwartete Rendite realisieren zu konnen. Diese erwartete Rendite wird als Renditeanfor-

derung im Abschnitt 3.8 implementiert.

3.6 Anforderungen an Szenarien

Szenarien beschreiben zukiinftige Kapitalmarktzustdnde. In diesem Kapitel werden Mo6g-
lichkeiten zur Erstellung von Szenarien beschrieben, wie sie auch fiir die Beispieloptimie-

rung im vierten Kapitel verwendet worden sind.

Fiir die in dieser Arbeit vorgestellte Optimierung werden einperiodige Szenarien zur Be-
rechnung des ALM-Risikos bendtigt. Dabei werden fiir Marktrisiko und Kreditrisiko ge-
trennte Szenario-Sets verwendet. Auf diese Weise gelingt es, beide Risikoarten sowohl
inhaltlich als auch mathematisch voneinander abzugrenzen. Die inhaltliche Trennung er-
moglicht einen separaten Ausweis der Risiken, um finanzaufsichtsrechtliche Anforderungen
zu erfiillen. Die mathematische Trennung erlaubt die Verwendung spezialisierter Tools fiir

die unterschiedlichen Anforderungen der Risikoarten.

3.6.1 Marktszenarien

Anhand der Szenarien fiir das Marktrisiko soll die zukiinftige Marktdynamik abgebildet
werden. Zunéchst werden die Verteilungen der Risikotreiber sowie deren gemeinsame Ver-
teilung bestimmt und kalibriert. Dies geschieht in der Regel anhand historischer Zeitreihen,

aus denen die Parameter fiir die unterschiedlichen Verteilungen geschétzt werden.
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In Kapitel 1.6 wurden mit der Delta-Normal-Methode und dem Delta-Gamma-Ansatz be-

reits zwei klassische Anséitze zur Modellierung von Instrumenten vorgestellt.

Fiir die Beispieloptimierung wird ein erweiterter Ansatz verfolgt, der im Folgenden qua-
litativ erlautert wird. Basierend auf dem gewéhlten Allokationsuniversum werden die Ri-
sikotreiber fiir die einzelnen Assetklassen identifiziert und analysiert. Diese Analyse lie-
fert fiir jede Assetklasse ihre Zusammensetzung aus einem oder mehreren Risikotreibern
sowie deren Zusammenwirken. Zu jeder Assetklasse wird eine Bewertungsfunktion for-
muliert, die dieses Zusammenspiel als funktionalen Zusammenhang wiedergibt. So kann
eine Bewertungsfunktion fiir US-Dollar Aktien aus einem Risikotreiber ,,USD Aktienindex“
und einem Risikotreiber fiir das Wahrungsrisiko zusammengesetzt sein. Auflerdem ist es
moglich, passend dazu eine implizite Volatilitéit zu modellieren, um die Auswirkung einer
Kursverdnderung der Aktie auf die implizite Volatilitit der dazugehérigen Option (falls

im Allokationsuniversum vorhanden) abzubilden.

Fiir jeden Risikotreiber kann eine separate Verteilung und Kalibrierung bestimmt werden.
Die Risikotreiber werden in Kategorien wie Aktien, Zinsen, Spreads, Inflation, implizite

Volatilitat, Immobilien, Wahrungen u. a. eingeteilt.

Zur Zinsmodellierung betrachtet man Zinsstrukturkurven und modelliert diese auf festge-
legten Stiitzstellen, zwischen denen anschlieflend interpoliert wird. Diese Stiitzstellen sind
gewisse Zeitpunkte (z. B. %, 1, 3, 5, 10, 15, 20 Jahre), die anschliefend eine Zinsstruktur-

kurve ergeben.

In der Abbildung 3.4 sind reale Zinskurven!” fiir die Anlageklassen Staatsanleihen (Deutsch-
land, Europa allgemein, Emerging-Markets) und Unternehmensanleihen (unterteilt nach
Ratings) zum 9. Juni 2014 dargestellt, welche auf den Stiitzstellen 0, 1, ..,9 Jahre sowie der
aggregierten Stiitzstelle ,,10-15 Jahre* abgebildet wurden. Deutlich zu erkennen ist, dass
die deutschen Staatsanleihen zum 9. Juni 2014 die geringste Rendite bieten, daher sollten
sie auch das geringste Risiko beinhalten. Die besten Renditen bringen Unternehmensanlei-
hen des Ratings BBB sowie Emerging Market Anleihen, die vermutlich auch das héchste

Ausfallrisiko beinhalten.

" Dargestellt sind Durchschnittsrenditen per Laufzeit aus Daten der Borse Stuttgart.
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2,5

15

0,5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10-15
——Bundesanleihen ——Euro-Staatsanleihen Corporate Bonds(AA)
——Corporate Bonds(A) ——Corporate Bonds(BBB) ——Emerging Market Bonds

Abbildung 3.4: Zinskurven vom 9. Juni 20148

Versicherungsunternehmen miissen im Rahmen ihrer Offenlegungsverpflichtung gegeniiber
der Finanzdienstleistungsaufsicht die verwendeten risikolosen Zinskurven und Spreadkur-
ven'? separat ausweisen. Als risikoloser Zins werden Kurven von Staatsleihen oder Swap-
Kurven verwendet - je nach Entscheidung des Managements. Als mathematisches Modell
konnen entweder Short- und Forward-Rate-Modelle oder Marktmodelle genutzt werden.

Aktien werden hiufig mit einer geometrischen Brownschen Bewegung modelliert. Die Prei-
se werden als logarithmisch-normalverteilt angenommen, die logarithmierten Renditen sind

dann normalverteilt.

Zusétzlich zu der Modellierung der einzelnen Risikotreiber sollten die Abhéngigkeiten der
Risikotreiber untereinander als Gesamtverteilung modelliert werden. Hierzu wird héufig
eine multivariate Normalverteilung verwendet, sodass man die Abhéngigkeiten in Form
einer Kovarianzmatrix darstellen kann. Dazu sind in der Literatur verschiedene Verfahren
unter dem Namen Varianz-Kovarianz-Ansatz?® zu finden, der durch Markowitz an Popu-

laritét gewonnen hat. Durch den Eingang der Brownschen Bewegung in die Risikotreiber-

8 Quelle: https://www.boerse-stuttgart.de/de/toolsundservices/zinsstrukturkurve/zinsstrukturkurve.html
zum 9. Juni 2014.

19Spreadkurven enthalten den Risikoaufschlag auf den risikolosen Zins.

20Sjehe Kapitel 1.6.
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modelle?! kann man den Einfluss der gemeinsamen Verteilung (und somit der Korrelatio-

nen) aller Risikotreiber nachpriifen.

Nach der Kalibrierung der Verteilungen, kénnen die Simulationen gestartet werden. Fiir
jeden Risikotreiber werden dann geméf der ihm zugedachten Verteilung sowie der Gesamt-
verteilung eine moglichst grofle Anzahl Zufallszahlen generiert, die in einer Szenariomatrix

zusammengefasst werden. Dabei bildet jede Zeile der Matrix ein Szenario.

Anzahl Risikotreiber

< »
< »

Anzahl Szenarios
Risikotreiber Aktien

Risikotreiber Zinsen
Risikotreiber Wahrungen

N /

Abbildung 3.5: Szenariomatrix der Risikotreiber

Zuletzt wird unter Verwendung der Bewertungsfunktionen fiir die Instrumente des Al-
lokationsuniversums aus der Szenariomatrix der Risikotreiber die Szenariomatrix fiir die
Instrumente (SZprqrkt) konstruiert. Diese wird dann, wie in Kapitel 3.5 beschrieben, fiir
die Implementierung im Optimierungsprogramm oder auch fiir das interne Risikomodell

eines Versicherungsunternehmens verwendet.

3.6.2 Kreditszenarien

Unter den Begriff des Kreditrisikos fallen alle Arten von (Riick-)Zahlungsausféllen. Zu der
Bemessung von Kreditrisiken verwendet man ein Zusammenspiel verschiedenster Daten,

die in Abbildung 3.6 zusammengefasst worden sind.

21 Das heiBt, auch bei der Zinsmodellierung geht die Brownsche Bewegung in den erwiihnten Modellen ein.



102 Kapitel 3 - Konzeption, Aufbau und Implementierung des Optimierungsmodells

. Kontrahentendaten
Portfoliodaten <
Instrumentendaten

Ratings & Ubergangsmatrizen, Ausfallwahrscheinlichkeiten
[ Statische Parameter J Recovery Rates

Korrelationen

Spreadkurven
[ Marktdaten J Zeitreihen

Bewertungsparamter (FX Kurse, Zinskurven)

Abbildung 3.6: Ubersicht Kreditrisikodaten

Die Portfoliodaten enthalten alle relevanten Informationen zu den Instrumenten (z.B.
Laufzeit, Kupon, Wihrung) und ihren Emittenten. Zu Letzteren gehoren unter anderem
Rating, Reports oder das Gewicht des systematischen Risikos. Auf den Risikofaktor wird

mithilfe des systematischen Risikos das Kontrahentenrisiko abgebildet.

Die statischen Parameter enthalten sowohl instrumentenspezifische Daten, die berechnet
oder geschiitzt werden miissen (z. B. die Korrelationen), als auch Daten fiir Gruppen von
Instrumenten (z. B. Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Ratings oder Recovery-Rates). Im
Anschlufl an die Erldauertungen zur Abbildung 3.6 wird auf die Vorgehensweise zur Ein-

bindung von Ratings sowie Recovery-Rates eingegangen.

Unter die Marktdaten fallen einerseits Daten fiir die Modellierung der gemeinsamen Vertei-
lung aller Instrumente sowie zur Modellierung von Zinskurven, andererseits Spreadkurven
und Wiahrungskurse oder andere Zeitreihen, die benétigt werden. Die Beschaffung solcher
Daten erfolgt aus einem entsprechenden Datensystem fiir Finanzmarktdaten. Analog zu
den Marktszenarien wird bei den Kreditszenarien eine Kovarianzmatrix aus entsprechen-
den Kapitalmarktdaten berechnet, mit der die gemeinsame Verlustverteilung der Kreditri-
sikotreiber modelliert wird. Sie spiegelt die Abhéngigkeiten der ausfallgefihrdeten Instru-
mente wider. Zinskurven werden mittels mathematischer Modelle (interest rate models)
héufig mit sogenannten Schocks kalibriert. Ein Schock simuliert eine plétzliche (meist ne-
gative) Zinsverdnderung und deren Auswirkungen. Spreadkurven (credit spreads) stellen
den Risikoaufschlag dar, den ein Schuldner fiir die Ausfallgefihrdung seines Wertpapiers
zahlen muss. Auch mangelnde Liquiditdt oder eine negative Marktmeinung tragen zur

Erhohung der Spreads bei, da ein potenzieller Investor das Wertpapier schwieriger veréu-
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Bern kann. Die Credit-Spreads werden als Differenz aus der betrachteten Anleihe und der

jeweiligen risikofreien Zinskurve berechnet.

Ratings und Ubergangsmatrizen

Die Ratings von Emittenten werden von grofien Agenturen wie Standard&Poors, Moodys,

Fitch u.a. veroffentlicht. Die Agenturen teilen die Emittenten in Ratingklassen ein, die

Aufschluss iiber die Bonitdt des Emittenten geben. Die Bezeichnungen der Ratingklassen

unterscheiden sich jedoch bei den einzelnen Agenturen, wie die Abbildung 3.7 zeigt.

S&P

Moodys

Ratingagenturen und Ratingklassen

Credit- Euler
reform Hermes

Fitch

Scope

GBB RATING

Bonitdtseinstufung /
Klassenbeschreibung

A+ Al A+ A+ A+ A+ A+ Gute bis befriedigende Bonitat
3 Angemessene Deckung von Zins
S und Tilgung. Viele gute
- .
S A P A n A n A Investmerlmtat.trlbut.e ab?r auch
g Elemente, die sich bei Veranderung
§ der wirtschaftlichen Lage negativ
£ auswirken kénnen.
A- A3 A- A- A- A- A-
BBB+ Baal BBB+ BBB+ BBB+ BBB+ BBB+ Befriedigende Bonitat
Angemessene Deckung von Zins
und Tilgung aber auch spekulative
BBB Baa2 BBB BBB BBB BBB BBB Charakteristika oder mangelnder
Schutz gegen wirtschaftliche
Veranderungen.
BBB- Baa3 BBB- BBB- BBB- BBB- BBB-
BB+ Bal BB+ BB+ BB+ BB+ BB+ Ausreichende Bonitét
Sehr maRige Deckung von Zins und
BB Ba2 BB BB BB BB BB Tilgung, auch in gutem
wirtschaftlichen Umfeld.
§ BB- Ba3 BB- BB- BB- BB- BB-
® B+ B1 B+ B+ B+ B+ B+ Mangelhafte Bonitat
° . . X
2 o W 2 . 3 B 3 Geringe Slche'rung von Zins und
® Tilgung.
=]
=
[}
Q.
wv

Abbildung 3.7: Ratingklassen verschiedener Agenturen??

22 Giche https://www.boerse-stuttgart.de/de/boersenportal /segmente-und-initiativen /bondm /ratings/.
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Zur Kreditrisikomessung werden Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmt, die angeben,
mit welcher Wahrscheinlichkeit sich die Ratingklasse eines Emittenten und damit seine Bo-
nitéit éndert. Dieses Risiko wird auch als Migrationsrisiko bezeichnet. Aus den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten ergibt sich eine (stochastische) Migrationsmatrix (Ubergangsmatrix),

wie sie in Abbildung 3.8 zu sehen ist.

Sovereign Foreign-Currency Average One-Year Transition Rates (1975-2010)*

(nach Rating)

Ratingsasof |, | , s AA A BBB BB B CY| sp | NR

Jan. 1 CC
AAA 450 97.78 222 000 000 000 000  0.00| 0.00| 0.00
3 AA 267| 337 9363 225 000 037 037 000| 0.00| 0.00
g A 278 | 0.00 3.60 9281 360 000 000 0.00| 0.00| 0.00
K BBB 237| 0.00 000 675 89.03 338 084 0.00| 0.00| 0.00
N BB 203| 0.00 000 000 614 8805 410 1.02| 0.68| 0.00
3 B 264| 0.00 000 000 000 720 8636 341| 189 1.14
ccc/cc 22| 000 000 000 000 000 31.82 31.82|3636| 0.00

*Implied senior debt ratings through 1995; sovereign credit ratings thereafter. Source:
http://creditpro.standardandpoors.com.

Abbildung 3.8: 1-Jahres-Ubergangsmatrix von Standard&Poors

In der abgebildeten Tabelle wurden die neunzehn Ratingklassen aus Abbildung 3.7 zu sie-
ben Klassen zusammengefasst. Die Matrix enthélt die prozentualen Wahrscheinlichkeiten
der Uberginge von den Ratingklassen aus der ersten Spalte in die Ratingklassen in der ers-
ten Zeile. So liegt die Wahrscheinlichkeit innerhalb von einem Jahr von AAA auf AA
herabgestuft zu werden bei 2,22% sowie die Wahrscheinlichkeit von AA nach A abgestuft
zu werden bei 2,25%. Die Wahrscheinlichkeiten gelten fiir einen festgelegten Zeitraum (in
diesem Fall ein Jahr), in dem der Ubergang stattfindet. Im Rahmen der Optimierung wird

ebenfalls ein 1-Jahres-Horizont betrachtet.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Ratings werden anhand von historischen Daten
geschétzt (fiir die Matrix aus Abbildung 3.8 z. B. iiber den Zeitraum von 1975-2010). Dazu
bieten Agenturen wahlweise unterschiedliche Kalibrierungen an. Auf diese Weise kann man
spezielle Ubergangsmatrizen fiir Staatsanleihen, Unternehmensanleihen, Pfandbriefe etc.
in verschiedenen Wahrungsraumen verwenden und diese mit einer individuellen Historie

kalibrieren.

23Giehe  http://www.standardandpoors.com /ratings/articles/en/us/?assetID=1245302231824. SD =
Selective-Default; NR = Not Rated.
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Recovery-Rates

Die sogenannten Recovery-Rates geben Aufschluss iiber die Hohe moglicher Riickzahlun-
gen aus ausgefallenen Kreditpapieren. Die Ausfallwahrscheinlichkeit entnimmt man der
entsprechenden Spalte (SD fiir Selective-Default) der Ubergangsmatrix. Recovery-Rate

und Ausfallwahrscheinlichkeit geben zusammen Aufschluss iiber das Ausfallrisiko.

Kalibrierung und Simulation

Analog zu den Marktszenarien werden Kreditrisikotreiber identifiziert, zu denen anhand
von Zeitreihen die Kovarianzen zueinander berechnet werden. Die Risikotreiber werden
den Instrumenten des Allokationsuniversums zugeordnet. Mithilfe einer Regression kann

der Erkldarungsgehalt der Risikotreiber auf den Emittenten (E) geschétzt werden, z. B.
AFE = - ARisikotreiber + e,

wobei € den Regressionsfehler beschreibt. Dieser wird in der Regel als normalverteilt an-
genommen.

Jedem Emittenten wird eine Migrationsmatrix zugeordnet, aus welcher anhand seines Ra-
tings die entsprechende Zeile mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten ausgewihlt wird. Sie
enthilt ausgehend von dem aktuellen Rating des Emittenten die spezifischen Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten, die auf die kalibrierte Verteilung iibertragen werden kénnen.

AE

Abbildung 3.9: Verteilungsdichte und Ratings
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Dazu setzt man innerhalb der Verteilungsdichte Schwellen fiir die Ratings, sodass die
abgetrennten Flichen den Ubergangswahrscheinlichkeiten der ausgewihlten Matrixzeile
entsprechen, wie beispielhaft in der Abbildung 3.9 dargestellt. Dabei entspricht die Ra-
tingklasse SD dem Ausfall und die dazugehorige Fliche der Ausfallwahrscheinlichkeit.

Nach der Kalibrierung der Verteilungen kénnen die Risikotreiber in Bezug auf Ausfall-
und Migrationsrisiken sowie ihre Fehlerterme e simuliert werden. Anhand der Wertveréin-
derung des Emittenten werden die neuen Ratings der Risikotreiber ermittelt. Anschliefflend
bewertet man die Anleihen mit den entsprechenden aktuellen Ratingkurven (risikofreie
Zinskurven zuziiglich Spreadkurven) und Recovery-Rates. Als Ergebnis erhélt man eine

Matrix, deren Aufbau der Marktrisikomatrix nach Abbildung 3.5 &hnlich ist.

3.7 Modularisierung der Programmstruktur

Unter einer modularen Struktur oder auch Produktarchitektur?* wird im Zusammenhang
mit dieser Arbeit ein Aufbau des Optimierungsprogramms aus Einzelkomponenten (den
Modulen) verstanden, die zur Effizienzsteigerung des Algorithmus den Anforderungen des
Investors entsprechend flexibel eingesetzt werden kénnen. Das bedeutet, wird ein Modul
nicht benétigt, wird es nicht in den Programmablauf integriert, sodass der Optimierungs-
algorithmus keinen unnétigen Programmcode durchlduft. Um dies zu ermoglichen, miissen
die Schnittstellen der einzelnen Module prézise definiert werden. Diese Standardisierung
der Schnittstellen zwischen den Modulen ermdoglicht gleichzeitig eine gewisse Flexibilitat
innerhalb jedes einzelnen Moduls, denn die Verénderungen innerhalb eines Moduls ziehen
keine Anpassung des gesamten Programms nach sich.

Die modulare Produktarchitektur wird durch die direkte Zuordnung jeder Programmkom-
ponente zu ihrer Funktion charakterisiert (sog. 1:1 Zuordnung), d. h., die Module iiberneh-
men jeweils eine konkrete Funktion innerhalb des Optimierungsprogramms. Ist diese klare
Zuordnung nicht gegeben, so spricht man von einer integralen Architektur (m:n Zuordnung
mit m,n € N)?°.

Das hier vorgestellte Optimierungsprogramm besteht aus einer Mischung von integralen

und modularen Komponenten, die man als hybride Produktarchitektur bezeichnet.26

24 Burr [2004] erliutert den Begriff der modularen Produktarchitektur.
25 Vel. Burr [2004], Seite 449 f. sowie Abbildung 1.
26ygl. Burr [2004], Seite 450, Satz 1.
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Dabei fungiert das Optimierungsprogramm (3.31) als Basiskomponente unseres Programms
und stellt eine integrale Komponente dar, die innerhalb des Programmcodes nicht ausgelas-
sen werden darf. Auf ihr aufbauend wird das Programm mit verschiedenen Komponenten
erweitert. Sofern moglich, wird der Versuch unternommen, diese Erweiterungen modular
vorzunehmen, sodass es in der Praxis moglich ist, die Basisversion sowohl mit verschiede-
nen Kombinationen von Modulen als auch stand alone zu verwenden.

Die einzelnen Module werden durch eindeutige Subskripte (oder ggf. auch Indizes) kennt-
lich gemacht. Die Nebenbedingungsmatrix A aus dem vorherigen Kapitel stellt das Basis-
modul (Basismatrix) fiir alle Optimierungen dar. Die Spalten der Matrix entsprechen dem
Aufbau des Vektors x. Die ersten n Spalten stehen fiir die Portfoliogewichte w; (i =1, ..,n).
Diese Spalten werden in fast allen weiteren Modulen ebenfalls belegt. Die folgenden Spal-
ten CVaRy;, CVaRg, VaR;s, VaRg, z{\/[,..,zf};{f, z{(,..,zf](K, Y1, Y2, und ALMR werden
ausschliefllich fiir die Asset-Liability-Mismatch-Risikomessung verwendet und bleiben von
den spéter folgenden Erweiterungsmodulen unberiihrt. Daher werden diese Spalten aus

Griinden der Ubersichtlichkeit zu einem Block aus insgesamt (7 + Jas 4+ Jx) Spalten zu-

sammengefasst.
Matrix w1 .. Wy, CVaRys | CVaRg | VaRy, | VaRg | 2/ . z%f 2K szK Y1 Yo ALMR
A (n Sp) (1Sp) (1Sp) | (1Sp) | (1Sp) | (Jm Sp) | (Jk Sp) | (1Sp) | (1Sp) | (1Sp)
(17) 0.0 1 0 1 0 PP 0.0 0 0
(JmZ) || [SZwmarki] (0) (0) (-1) (0) [—E] [0..0] (0) (0)
(17) 0.0 0 1 0 1 0 T 0 0
(JkZ) || [SZkreait] (0) (0) (0) (-1) [0] =2 (0) (0)
(17) 0.0 1 P 0 0 0 0.0 1 0
(1Z) 0.0 0 V1—p? 0 0 0 0..0 0 -1

Tabelle 3.8: ALMR-Block

Dieser wird als ALMR-Block oder Ay bezeichnet. Auf diese Weise erhilt die Matrix

eine sehr {ibersichtliche Darstellung, in die sich neue Module leicht integrieren lassen:

ALMR-Block

A (7+ Jum + Jx)Sp
| B+JIu+JIk)Z \ \
’ Bsp. neues Modul 1 H ‘ ‘

Matrix w1 .. Wy

(n Sp)

Tabelle 3.9: ALMR-Block in der Nebenbedingungsmatrix A

Neue Module vergroflern die Matrix und werden als Erweiterung unterhalb der letzten

Matrixzeile angefiigt (siehe ,,Bsp. neues Modul 1¢), wodurch sie die Zeilenanzahl der Ne-
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benbedingungsmatrix verlingern. Grundsétzlich kénnen zwei Arten von Modulen unter-
schieden werden: diejenigen, die eine Erweiterung des Zielvektors x zur Folge haben und
solche, die ihn unveréindert lassen.

Werden durch ein Modul Nebenbedingungen ohne Erweiterung des Zielvektors, d. h. ohne
Einfiihrung neuer Variablen, eingefiihrt, so hat dies lediglich Auswirkungen auf die Ne-
benbedingungsmatrix A und ihre Grenzvektoren [bA und ubA. In diesem Fall werden der
Matrix A die fiir das neue Modul erforderlichen Zeilen angefiigt und an entsprechender
Stelle jeweils Positionen innerhalb der Grenzen [bA/ubA ergénzt. Dies wurde bereits bei
dem Zusammenfiigen der Szenariomatrizen SZ); und SZy fiir Markt- und Kreditrisiko zur
Matrix (3.6) vorgefiihrt. Dort wurden ebenfalls entsprechend die Grenzvektoren (IbA/ubA)
erweitert. Der Zielvektor x sowie seine Grenzen [bx und ubz bleiben unveréndert.
Werden dem Zielvektor x durch ein neues Modul Positionen hinzugefiigt, so miissen auch
die Grenzen des Zielvektors lbx/ubz entsprechend ergéinzt werden. Auflerdem wird die
Nebenbedingungsmatrix A um eine Spalte fiir jede zusétzliche Variable im Zielvektor er-
weitert. Dies ist bei der Erweiterung der Matrix in Tabelle (3.6) zu der Matrix in Tabelle
(3.7) in Abschnitt 3.5 geschehen. Zusétzlich werden, wie im obigen Fall, die fiir das Mo-
dul benotigten Zeilen an die Matrix A hinzugefiigt und entsprechende Positionen bei den

Grenzen [bA/ubA ergénzt.

Kennzeichnung von Modulen

Die Module werden durch Subskripte (z.B. Namen oder Abkiirzungen der Module) an
den entsprechenden Vektoren und Matrizen gekennzeichnet. Auf diese Weise lassen sich
die Komponenten am Ende identifizieren und wieder zu einem Ganzen (Nebenbedingungs-

matrix, Grenzvektoren etc.) zusammensetzen.

A = (Amodull, AModu12; ---); DA = (IbAModul; IbAModu12, ---), USW.

Wihrend des Zusammensetzens der verschiedenen Komponenten werden ,leere Matrix-
eintrige (Spalten, Zeilen) durch Nullen ergéinzt, um die verschiedenen Blocke aneinander
anzugleichen. Damit sich in der praktischen Umsetzung (Programmierung) bei diesem
Schritt keine Fehler einschleichen, miissen die Schnittstellen zwischen den Modulen exakt

definiert sein.
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3.8 Forderung einer Mindestrendite

Das Optimierungsprogramm (3.31) liefert ein risikominimales Portfolio im Sinne des Asset-
Liability-Mismatch-Risikomafles. In der Denkweise der Portfoliooptimierung nach Marko-
witz entspricht das gefundene Portfolio einer Art Minimum-Varianz-Portfolio?”. Dieses
optimale Portfolio wird daher als Minimum-ALMR-Portfolio oder allgemeiner als Portfo-
lio minimalen Risikos bezeichnet, d.h., man befindet sich im Scheitelpunkt des (rechten)

Hyperbelastes auf der Effizienzlinie.?®

Renditevorgabe

Umin

-
<
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>

wv

—
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£
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Abbildung 3.10: Effizienzlinie mit Mindestreturnanforderung

Fordert der Investor eine gewisse Rendite, die das optimierte Gesamtportfolio liefern soll,
so wird diese als Minimalrendite pipmin bezeichnet. Dies bedeutet, man wandert von dem
risikominimalen Portfolio auf der Effizienzlinie nach rechts-oben, auf der Suche nach dem
effizienten Portfolio, das die Minimalrendite liefert (und zu der geforderten Rendite das

geringste Risiko beinhaltet). Berechnet man mehrere optimale Portfolios zu unterschied-

2"Im Fall ausschlieBlich normalverteilter Assets entspriche das CVaR-minimale Portfolio dem Markowitz-
optimalen Portfolio.
28Vgl. dazu Abbildung 2.4 und Erlduterungen.
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lichen Mindestrenditen, erhélt man zu jeder Mindestrendite pmin ein Portfolio auf der
Effizienzlinie.
Die Forderung nach einer Mindestrendite pmi, bedeutet, dass die erwartete Portfoliorendite

pp mindestens so grofl wie die Mindestrendite sein soll. Das heif3t, es wird gefordert, dass

np > Hmin- (332)

Dabei wird der Erwartungswert der Portfoliorendite, wie in dem einfithrenden Kapitel
2.1.4 durch Gleichung 2.18 definiert, als

n
pp = B[Rl =w' - p =" wi
=1

berechnet, wobei u; = E[R;] die Renditeerwartungen zu den einzelnen Assetklassen dar-
stellen. Die Generierung von Renditeerwartungen ist von zentraler Bedeutung fiir die ge-
samte Optimierung. Ein Vorschlag zur Erstellung von Renditeschidtzungen wird im néchs-

ten Kapitel vorgestellt.

Implementierung der Mindestrendite in das Optimierungssetting

Zur Integration der Mindestrenditeanforderung in das Optimierungsprogramm (3.31) wird
die Mindestrendite als Nebenbedingung durch Hinzufiigen einer weiteren Zeile innerhalb
der Nebenbedingungsmatrix A implementiert. Dazu wird die Gleichung (3.32) durch die

Summenschreibweise der Portfoliorendite aus Gleichung (2.18) als

n
Hmin < sz‘ui < o0 (3.33)
i=1
Portfoliorendite up
dargestellt.
Als untere Schranke wird die geforderte Mindestrendite pmi, verwendet. Nach oben bleibt

die Rendite pup unbeschriankt, sodass die Vektoren entsprechend ergénzt werden:

Anzahl Marktszenarien = Anzahl Kreditszenarien

WA=(0 “~oco...—0c 0 “00...—00 00 i), (3.34)

Anzahl Marktszenarien  Anzahl Kreditszenarien
—— —_— .
ubA = (0 0...0 0 0...0 00 o). (3.35)
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Der Nebenbedingungsmatrix A wird eine Zeile mit den erwarteten Renditen u; hinzuge-

fiigt, um die Gleichung (3.33) nachzubilden.

Matrix w1 .. Wy CVaR); | CVaRg | VaRy | VaRg z{” . z%ﬂ le . zf,(K Y1 Yo ALMR

A (n Sp) (1Sp) (1Sp) | (1Sp) | (1Sp) | (Jm Sp) | (Jk Sp) | (1Sp) | (1Sp) | (1Sp)
(1Z) 0..0 -1 0 1 0 AL A 0..0 0 0 0
(JmZ) || [SZmarki] (0) (0) (-1) (0) [—E] [0..0] (0) (0) (0)
(17) 0.0 0 -1 0 1 0 Hoee b 0 0 0
(JxZ) || [SZkredit] (0) (0) (0) (-1) [0] [—E] (0) (0) (0)
(1Z) 0..0 1 p 0 0 0 0..0 -1 0 0
(17) 0..0 0 \/1—,02 0 0 0 0..0 0 -1 0
] (1Z) H U1 - \ 0 \ 0 \ 0 \ 0 \ 0 \ 0..0 \ 0 \ 0 \ 0

Tabelle 3.10: Nebenbedingungsmatrix mit Modul ,,Mindestrendite“

Entsprechend des vorherigen Kapitels wird die Matrix in Kurzschreibweise dargestellt.

Matrix wq .. Wy, ALMR-Block
A (n Sp) (7+ Ju + Jk)Sp
ALMR Markt 0..0
-l [SZMark:t]
ALMR Kredit 0..0
- - [SZKredit]
’ Mindestrendite H ni .. fn ‘ 0..0

Tabelle 3.11: Nebenbedingungsmatrix mit Modul ,Mindestrendite* in Blockansicht

Die Nebenbedingung zur Mindestrendite ist ein modularer Baustein, sodass sie auch in
jedes andere Optimierungsprogramm durch Hinzufiigen der Zeile in der Nebenbedingungs-
matrix sowie der entsprechenden oberen und unteren Grenze integriert werden kann. Die

einzelnen Module werden optisch in der Tabelle voneinander getrennt.

3.9 Generierung erwarteter Renditen

Die Generierung bzw. Schéitzung zukiinftig erwarteter Renditen ist ein zentrales The-
ma innerhalb der Portfoliooptimierung, da die aus ihr gewonnenen Risikoprdmien grofien
Einfluss auf die Optimierungsergebnisse haben. Ublicherweise hat jeder Investor seine ei-
gene Vorstellung, wie die Zukunft des Kapitalmarkts aussieht. Leider folgt der Kapital-
markt selten genau dieser Vorstellung. Statt geschitzte Renditen zu verwenden, kdnnte

sich die Optimierung auf eine reine Risikobetrachtung beschréinken, in der man implizit
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die Renditen aller Anlageklassen gleichsetzen wiirde. Jedoch sind die Renditeschétzun-
gen zur Unterscheidung des Ertrags, den eine Anlageform oder Assetklasse moglicherweise
erwirtschaftet, wiinschenswert und ein wichtiges Entscheidungskriterium fiir Investoren.
Leider sind gerade die eingehenden Renditeschétzungen besonders sensible Inputparam-
ter fiir die Optimierung. Chopra und Ziemba [1993] bescheinigen ihnen im Kontext der
Mean-Variance-Optimierung einen zehnfach so starken Einfluss auf die Optimierungser-
gebnisse wie den Schétzungen fiir (Ko-)Varianzen.? In der Literatur findet man zahlrei-
che Vorschlége fiir die Schiatzung von Renditen. Die verschiedenen Verfahren beruhen auf
Schétzungen anhand historischer Daten, Expertenmeinungen sowie analytischer Berech-
nungsverfahren. In diesem Kapitel wird die Idee eines Verfahrens vorgestellt, die an die

Theorie des Capital-Asset-Pricing-Models (CAPM) ankniipft, das zunéchst erliutert wird.

3.9.1 Capital-Asset-Pricing-Model

In Anlehnung an Albrecht und Maurer [2008]3° wird das Capital-Asset-Pricing-Model als
Single-Indexmodell vorgestellt, dessen sogenannter Marktfaktor einen Marktindex dar-
stellt. Ein Marktfaktor ist ,,die zentrale marktbeeinflussende Grofle, der die Renditen und
Risiken der Titel des Marktes treibt“3!. Verwendet man als Faktor einen Marktindex, so
spricht man auch von einem Marktindexmodell. Grundsétzlich sei die Rendite eines linearen

Finanztitels ¢ € {1,..,n} (z.B. einer Aktie) durch
R, =a; +b;Rpr + € (3.36)

beschrieben. Hierbei seien fiir 1 <i¢<n
e RR;, die einperiodige Rendite des Finanaztitels 4,
e Ry, die einperiodige Rendite des Marktindizes (Marktindexportfolio),

e ¢;, das Residuum?®?, welches den durch den Marktindex nicht erklirbaren Teil, d. h.

die Schwankungen um den Marktindex, enthélt. Fiir ¢; gelten folgende Annahmen:

(a) € habe Erwartungswert Ele;] = 0 und Varianz Var[e;] = Ele;
(b) Weiterhin soll gelten: Covle;, Ryrr) = 0 und Covle;, €] =0, @ # j € {1,..,n}.

22Vgl. Chopra und Ziemba [1993], Seite 7, Satz 1.

30ygl. Albrecht und Maurer [2008], Kapitel 6.3.5.4 sowie folgende.

31 Albrecht und Maurer [2008], Seite 295, 2. Absatz, vorletzter Satz.

32Das Residuum wird in der Literatur auch (Regressions-)Fehler, Stérterm (Stérung) oder Fehlerterm ge-
nannt.
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Aus (a) und (b) folgen durch

COU(Ri,RM[) = COU(a+biRMI+€i,RM])

= Cov(a, Ryr) +Cov(biRyrr, Rayrr) + Cov(ei, Ryrr)
=0 =0
= bi . VCLT(RM[)

fiir den sogenannten Betafaktor b;

o Cov(R;, Ryrp)  systematisches Risiko des i-ten Finanztitels
" Var(Ryg) Marktrisiko '

(3.37)

Die Variable a; stellt den Teil der (erwarteten) Rendite des Finanztitels dar, der unab-
hingig von dem Marktindex ist, denn E[R;] = a; + b;E[Rys7] + Ele) @ a; + b;E[R1].
Als Steigungskoeffizient spiegelt b; die Sensitivitdt der Rendite gegeniiber dem Marktindex
wider. Somit lésst sich anhand von b; die Abhéngigkeit der Rendite von dem Marktindex
ablesen. Bildet das Marktindexportfolio die Struktur des gesamten Marktes ab, so spricht
man von dem sogenannten Marktportfolio. Das bedeutet, das Marktportfolio beinhaltet
sdmtliche am Markt verfiigbaren, risikobehafteten Anlagemoglichkeiten mit einer dem Ge-
samtbild des Marktes gerecht werdenden Gewichtung. Dabei wird angenommen, dass sich
der Markt im Gleichgewicht befindet, d. h., am Markt herrscht die Situation, dass das An-
gebot an Investitionen exakt die Nachfrage abdeckt. Man bezeichnet einen solchen Markt
auch als gerdumt. Das Marktportfolio spielt die zentrale Rolle im Capital-Asset-Pricing-
Model (kurz: CAPM). Seine Rendite wird als Rjs notiert.

Wéihrend der Term b; Ry als das systematische Ristko bezeichnet wird, bezeichnet man
den Fehlerterm ¢; als das unsystematische Risiko im CAPM. Letzteres kann in ausreichend
groflen Portfolios wegdiversifiziert werden, mathematisch ausgedriickt durch die oben ge-

nannte Bedingung (a) E[¢;] = 0. Dann lautet die erwartete Rendite

w=FE[R]| =a+bE[Ry]+ Elei] = a+ buas. (3.38)
—— \6./
my; =

Das Modell wird um einen risikolosen33 Zinssatz r¢ (z. B. Zinsen am Geldmarkt) erweitert,

zu welchem unbegrenzte Geldanlage und Geldaufnahme mdoglich sind. Wie in der Portfolio-

33 Risikolos heifit insbesondere, dass das gewihlte Risikoma8 (hier die Varianz) diesem Zins den Wert 0
zuordnet.
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theorie iiblich, sind die Investoren risikoavers und préferieren stets effiziente p-o-Portfolios.
Durch die Hinzunahme der risikofreien Investitionsmoglichkeit verandert sich die Effizienz-
linie, die im Rahmen der Markowitzschen Portfoliotheorie (Kapitel 2.1) eingefiihrt wurde,
mafgeblich. Der Punkt I wird erreicht, wenn der Anteil 8; in das Marktportfolio (M) und
der Anteil (1 — fr) in die risikolose Anlage mit der Verzinsung r; investiert wird. Fiir
Portfolio J wird ein Kredit in Hohe des (/55 — 1)-fachen Investitionsbetrags aufgenommen

und der anschlieBende Gesamtbetrag in das Marktportfolio angelegt.

neue Effizienzlinie

- E[R/]
=3
]
£
f]:, alte Effizienzlinie
o
v E[Ry]
g
o
2
w
- E[R/]
Ty

Biom oM Byom

Abbildung 3.11: Kombinierte Effizienzlinie?*

Durch Mischung des risikobehafteten Marktportfolios M mit der risikolosen Anlage zum

Zins 7y ergibt sich die erwartete Gesamtrendite p = E[R] der Investition aus

p=pBppm+ @ =p5)rp=rs+pB-(upm—7y), (3.39)

wobei 8 den Anteil der risikobehafteten Investition darstellt, sodass der verbleibende Anteil

(1—/3) zum risikolosen Zinssatz angelegt wird. Dies ist die zentrale Gleichung des CAPMs.

34ygl. Hull [2010], Abbildung 1.4.
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Sie besagt, dass die erwartete Rendite des Gesamtportfolios die S-fache Uberrendite des
Marktportfolios zuziiglich des risikolosen Zinssatzes ist.

Die Varianz der Gesamtportfoliorendite betrigt
o* =Var(BRy + (1 — B)ry) = B2o3y. (3.40)

Substituiert man den risikobehafteten Investitionsanteil 8 innerhalb der Gleichung fiir die

o

o7 SO erhalt

erwartete Gesamtrendite p durch Umstellung der Varianzgleichung zu § =

man die im (o, u)-Diagramm dargestellte Geradengleichung als Funktion der Varianz

BM T

plo) =rf+
oM

(3.41)

Diese Gerade wird in der Literatur als Kapitalmarktlinie oder engl. Capital-Market-Line
bezeichnet. Thre Steigung ist auch bekannt als die Sharpe-Ratio, die allgemein fiir ein

Portfolio P als

srp) =" [ff;]z Uty

(3.42)

definiert wird. Es wird also die erwartete Uberrendite (Excess-Return) zur Volatilitit, d. h.
Ertrag zu Risiko, ins Verhéltnis gesetzt. Das Marktportfolio weist die hochste Sharpe-Ratio
unter allen Portfolios auf und bildet somit das optimale3® Portfolio ab. Das bedeutet, dass
alle (rational agierenden) Investoren das Marktportfolio kaufen wiirden, da sie gem#f der
Portfoliotheorie nur nach den Kriterien Rendite versus Risiko entscheiden.?® Das Risi-
koverhalten der Investoren driickt sich in dem Mischungsverhéltnis von risikoloser und
risikobehafteter Anlage in das Marktportfolio aus, d.h., alle optimalen Portfolios liegen

auf der oben beschriebenen Geraden.

Das S gibt demnach das Mafl der Risikoaversion an. Eine vollkommen risikofreie Anlage
ergibt sich durch die Wahl 8 = 0, wihrend ein 8 von 1 eine vollstindige Investition in
das Marktportfolio bedeutet. Im Prinzip ist es auch moglich 8 > 1 zu wéhlen. In diesem
Fall interpretiert man die Situation als Geldaufnahme zum risikolosen Zinssatz (da dann
(1 = B)ry < 0 ist), die zusétzlich in das Marktportfolio investiert wird. Auf diese Weise
ergibt sich in Abbildung 3.9.1 der Geradenabschnitt oberhalb des Marktportfolios.

35 Bezogen auf eine Optimierung ohne weitere Restriktionen.
36 Sjehe Kapitel 2.1.
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Weitere Details, Annahmen und Konklusionen werden zusammengefasst®”:

(1) Den Investoren werden homogene Erwartungen unterstellt. Das bedeutet auch, dass
die Investoren gleiche Schétzer fiir Rendite- und Risikokennzahlen sowie die daraus

resultierenden (Ko-)Varianzen, bzw. Korrelationen verwenden.

(2) Implizit wird analog zur Portfoliotheorie von normalverteilten Renditen aller am Markt

erhéltlichen Finanztitel ausgegangen.

(3) Dariiber hinaus sollen die Fehlerterme e fiir alle Finanztitel unabhéngig voneinander

(und identisch) verteilt sein.

(4) ry wird als risikoloser Zinssatz fiir unbegrenzte Geldanlage sowie Geldaufnahme an-

genommen.
(5) Der Markt ist gerdumt. (Es herrscht Marktgleichgewicht.)

(6) Man bezeichnet die Uberrendite des i-ten Finanztitels (1; —r;) als Risikoprdmie (RP;)

(excess return, risk premium). Die Risikopramie ist laut Gleichung (3.39)
RPZ = Bz . (,u,M — Tf). (3.43)

(7) Das CAPM ist ein Marktmodell®® der Form p = a + bupy mit b= 3, a =rs- (1 — ).

(8) Nach Gleichung (3.37) gilt fiir den Betafaktor 3 = % = p(R,Ry) a?gg)’ wobei

p die Korrelation der Anlage zum Marktportfolio ist.

3.9.2 Generierung von Renditeerwartungen

Ein einfacher Weg aus der Theorie des Capital-Asset-Pricing-Models erwartete Renditen
zu gewinnen, ist die Schétzung des Betafaktors aus Vergangenheitsdaten z. B. mittels Re-
gression. In Verbindung mit der Beobachtung der aktuellen Marktrendite Ry (hier gibt es
ebenfalls eine Reihe von Verfahren) kénnte man die erwartete Rendite eines Finanztitels
oder Portfolios als

~

E[R] =r;+ 8- (Ryv —ry)

schiatzen.

37Vgl. dazu Hull [2010], Kapitel 1.3 ff., sowie Kapitel 6.4.2 ff. aus Albrecht und Maurer [2008].
38 Entsprechend der Ausgangsgleichung (3.36) sowie der Forderung E[e;] = 0.



3.9 Generierung erwarteter Renditen 117

Ein nicht auf historischen Daten beruhender Ansatz ist die Diskontierung erwarteter Ren-
diten aus Analystenschitzungen mithilfe eines Dividendendiskontierungsmodells oder dem
speziellen Residual-Income-Modell nach Ohlson (1995).3? In der Praxis bereitet es jedoch
Schwierigkeiten Einschidtzungen von Analysten fiir das vordefinierte strategische Alloka-
tionsuniversum zu finden und diese in einheitlicher Weise in ein konsistentes Modell ein-
zubinden. Im Rahmen der Betrachtung des CAPMs wurde gezeigt, dass die erwarteten
Renditen der optimalen Portfolios maBgeblich?® von dem Marktportfolio abhéingen. Ver-
bindet man diese Einsicht mit den Erkenntnissen der Markowitzschen Theorie iiber das
Zusammenspiel von optimalen Portfolios und Renditeerwartungen, so ergibt sich eine neue
Moglichkeit zur Renditeschidtzung. Anstelle der direkten Schétzung von Renditen, kann
man diese mittels einer inversen Optimierung aus dem Marktportfolio des strategischen
Allokationsuniversums gewinnen. Doch welche Anforderungen soll das Marktportfolio er-

fiillen?

Das Marktportfolio ist auf dem Anlageuniversum definiert und enthélt sdmtliche darin
enthaltenen Finanztitel sowie Assetklassen. Es soll diesen Markt bestmdglich abgebilden.
Daher geht es bei diesem Ansatz nicht um eine Outperformance des Marktes durch Ren-
diteschétzungen, sondern um ein Abbild des Marktes und seiner Renditen im Zustand
des Marktgleichgewichts. Daher werden die aus dem Verfahren resultierenden erwarteten
Renditen auch als Gleichgewichtsrenditen oder equilibrium returns*' bezeichnet. Grund-
sétzlich wird das Marktportfolio in dieser Arbeit als langfristiges Gleichgewichtsportfolio
verstanden, das zum Gedanken der Strategischen-Asset-Allokation, die im Gegensatz zur
Taktischen-Asset-Allokation in ldngeren Zeitrdumen denkt, passt. Daher soll das Markt-
portfolio iiber mehrere Perioden eine gewisse Konstanz aufweisen, d. h., sich nicht in jeder
Periode grundlegend #ndern. Dadurch entsteht eine gewisse Spannung zwischen exakter

Abbildung des aktuellen Marktes und einer strategisch-langfristigen Marktsicht.

An dieser Stelle wird angenommen, dass das geschétzte Marktportfolio als Gleichgewichts-
portfolio gemé&f des Capital-Asset-Pricing-Models den gerdumten Markt widerspiegelt. Hat
man das Marktportfolio zusammengestellt, so nutzt man die Markowitz-Optimierung in die
umgekehrte Richtung (Inverse Markowitz-Optimierung, Abbildung 3.12) zur Gewinnung

der Gleichgewichtsrenditen aus dem Marktportfolio und einer entsprechenden Kovarianz-

39Vgl. Hagemeister [2010], Seite 1, 3. Absatz.
49 Mapgeblich, da davon ausgegangen wird, dass man das e wegdiversifizieren kann.
41Vgl. Idzorek [2005], Abschnitt 1.1.
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matrix (Cov). Als wesentliche Annahme geht an dieser Stelle ein, dass das Marktportfolio
effizient ist, d.h., als optimales Portfolio w* in die inverse Markowitz-Optimierung Ein-
gang findet. Dementsprechend sollte grofler Wert auf die Qualitdt des Marktportfolios

gelegt werden.

Markowitz-Optimierung

Renditen E[R]
+ — | Optimales Portfolio
Kovarianzmatrix Cov

Inverse Markowitz-Optimierung

Marktportfolio
+ — | Gleichgewichtsrenditen E[R] |
Kovarianzmatrix Cov

Abbildung 3.12: Inverse Markowitz-Optimierung

Um ein solches Marktportfolio aufzustellen, kann man das Allokationsuniversum in ver-
schiedene Gruppen (Teilportfolios) unterteilen, z.B. Aktien, zinssensitive Wertpapiere,
inflationssensitive Wertpapiere, Wihrungen etc., und fiir diese Teilportfolios den Gesamt-
markt untersuchen. Auf diese Weise kénnte man sich bei Aktien an grofien Indizes (z. B.
Betrachtung der MSCI World) orientieren. Bei anderen Gruppen ist dies bereits schwieri-
ger. Bei zinssensitiven Wertpapieren bieten sich Vergleiche von Laufzeitstrukturen anderer
grofler Portfolios (z.B. von Portfoliomanagern) an oder die Ausrichtung an der Duration
der eigenen Passivseite (in erster Linie bei Versicherungen). Folgende Vorschlige kénnen
zu einem Gesamtbild der Marktsituation beitragen und dadurch fiir die Zusammenstellung

eines Marktportfolios sinnvoll sein:

e Analyse von Portfolios anderer Portfoliomanager.

e Einholen von Analystenmeinungen und/oder eigenes Research betreiben, um eine

Marktmeinung zu bilden, die in den Prozess einflieft.

e Betrachtung der Marktkapitalisierung des entsprechenden Marktes (z. B. MSCI World

als Weltmarkt oder EuroStoxx fiir die Eurozone).
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e Fiir zinssensitive Finanztitel (Anleihen) kann man eine Adjustierung der Duration
des Marktportfolios vornehmen. Dadurch kann die Duration des Marktportfolios
an der unternehmenseigenen passivseitigen Duration ausgerichtet werden. Dies ist
insbesondere im Kontext von Versicherungsunternehmen sinnvoll, da die Passivseite

als Benchmark innerhalb der Optimierung verwendet wird.*?

Ist das Marktportfolio zusammengestellt, so erhilt man durch die folgende einfache Glei-

chung®® die impliziten Risikoprimien des Marktportfolios (Marktrisikoprémien).
RPlwy] = X-C - wyy, (3.44)

wobei A der Risikoaversionsfaktor** und C' die Kovarianzmatrix sind. Die Marktrisikopr-
mien beschreiben in erster Linie die Rendite-Verhéltnisse der einzelnen Assets und Asset-
klassen zueinander. Dies sollte man bei einem direkten Vergleich mit anderen Schitzungen
beriicksichtigen, da durch die Wahl von A eine Skalierung vorgenommen wird. Nach der
Definition der Risikopramien (3.43) erhélt man die Gleichgewichtsrenditen durch Addition

des risikolosen Zinses 7y, d. h.
Elwy] =rf+ RPlwy] =15 + ACwp. (3.45)

Ein Vorteil dieses Verfahrens kann die objektive und nachvollziehbare Aufstellung des
Marktportfolios sein, das als strategischer Ausgangspunkt fiir die Optimierung dient. Die
aus dem Prozess resultierenden Renditen sollten stets kritisch hinterfragt werden, da sich
diese auch bei gleichbleibendem Marktportfolio durch den Einfluss einer aktualisierten
Kovarianzmatrix éndern. Eine solche Aktualisierung der Kovarianzen muss zu jedem neu-
en Optimierungsstichtag vorgenommen werden, sofern die Matrix die aktuell am Markt
herrschenden Korrelationen widerspiegeln soll.

Eine Kovarianzmatrix kann aus einem konstanten historischen Zeitraum (z.B. 3/5/10
Jahre) oder einer sich stets vergrofiernden Zeitspanne (z. B. beginnend ab einem bestimm-
ten Jahr) errechnet werden. Auflerdem hat man die Moglichkeit, die zur Berechnung der
Kovarianzen verwendeten Zeitreihen zu gewichten, um so beispielsweise der jiingeren Ver-

gangenheit ein hoheres Gewicht als der weiter entfernten zuzuteilen.

42 AuBerdem bietet die Durationsadjustierung die Moglichkeit, die Zielduration der Aktivseite zu beinflussen.
So konnte man beispielsweise durch eine Durationsverldngerung im Marktportfolio auf eine Verldngerung
der Aktivseite hoffen, die sich in den optimierten Portfolios widerspiegelt.

43Vgl. Idzorek [2005], Gleichung (1).

44 Der Risikoaversionsfaktor A stellt einen reinen Skalierungsfaktor der Risikoprémien dar. In dieser Arbeit
wird auf eine Skalierung verzichtet und A = 1 gesetzt.
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Die Gleichgewichtsrenditen stellen einen guten Ausgangpunkt fiir die Optimierung der
Strategischen-Asset-Allokation dar. In der Praxis tritt haufig der Fall auf, dass der In-
vestor den Renditen einzelner Finanztitel wenig Glauben schenkt und daher gerne in den
Renditegenerierungsprozess manuell ,eingreifen“ moéchte. Ein konsistentes Verfahren fiir
solche Renditeanpassungen bietet das eingangs erwidhnte Modell von Black und Litter-
man. Hiermit lassen sich die fertigen Gleichgewichtsrenditen auch fiir taktische Zwecke

kurzfristig anpassen.

3.9.3 Black-Litterman-Verfahren

Das Black-Litterman-Verfahren bietet die Mo6glichkeit, bereits vorhandene Renditeerwar-
tungen konsistent an eigene Renditeeinschitzungen anzupassen. Im Folgenden wird der
Ansatz nach Idzorek [2005] erlautert.

Das Verfahren bietet dem Investor die Moglichkeit seine Einschétzungen in Form von
absoluten oder relativen Renditeangaben auszudriicken. Zu jeder seiner Einschétzungen
gibt der Investor die eigene Konfidenz zwischen 0% und 100% als Ma8 fiir den Glauben

an die eigene Aussage an. Die Renditeaussagen des Investors haben die folgende Form:

(a) Absolute Aussage: ,Die Assetklasse A wird eine Risikoprédmie von p% erwirtschaften.*

Der Investor tétigt seine Aussage mit einer Konfidenz von ¢%.

(b) Relative Aussage: ,,Die Assetklassen A und B werden x Basispunkte®® mehr Rendite

erwirtschaften als die Assetklasse C.“ Der Investor ist sich zu ¢% sicher.

Auf diese Weise ist es moglich, eine oder mehrere Assetklassen innerhalb des Anlageuni-
versums mit einer eigenen Einschéitzung zu versehen. Eine Bedingung kann nur bei einer
relativen Formulierung (b) mehr als eine Assetklasse beinhalten.

Jede Schitzung j (j = 1,..,k) des Investors enthilt eine Performanceangabe* Qj zu-

sammen mit einer dazugehorigen Konfidenz con f; als Maf} seiner Sicherheit beziiglich der
eigenen Schitzung. Daraus ergeben sich die Vektoren

@1
Q= ( ) und Conf := ( > (3.46)

o con f
Dabei enthilt Q entweder die absoluten oder relativen Angaben des Investors.

con fy

45 Ein Basispunkt entspricht einem Hunderstel Prozentpunkt, d.h. 1bp = 0,01%.
46 Diese entspricht bei einer absoluten Aussage der Risikoprémie fiir ein Asset oder bei einer relativen Aussage,
einer Performanceangabe fiir zwei oder mehrere Assets.
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Einen weiteren Parameter des Black-Litterman-Verfahrens stellt das 7 € IR dar. Der Skalar
7 kann als ein Maf fiir das Vertrauen in die Kovarianzmatrix (und somit auch in das
Marktportfolio) interpretiert werden. Dieser Parameter wird je nach Version des Black-
Litterman-Verfahrens sehr unterschiedlich interpretiert und kalibriert.*” Innerhalb der hier
vorgestellten Version spielt das 7 fiir das Endergebnis allerdings keine Rolle, da es sich am
Ende des Verfahrens herauskiirzt. Daher kann 7 in dieser Version beliebig gewéhlt werden,
z.B.7=1

Die Anpassung der Renditen unter Anwendung des Black-Litterman-Verfahrens erfolgt

durch folgende drei Schritte:

(1) Zu jeder der k Einschitzungen des Investors wird ein 1xn-Positionsvektor P; kon-
struiert, der passend zu den Assetklassen, die Gegenstand seiner Schéitzung sind, an
den entsprechenden Stellen Eintrige enthélt. Dadurch entsteht am Ende eine Matrix
P mit k Zeilen und n Spalten. Zu unterscheiden ist dabei die Vorgehensweise bei (a)

absoluten und (b) relativen Schétzungen.

a) Die absolute Schiitzung beziiglich des i-ten Assets generiert an der Vektorposition
i einen Eintrag mit dem Wert 1. Alle restlichen Eintrige sind gleich Null. Die j-te
Zeile der Matrix P lautet demnach

1, an der Stelle ¢
P; = (3.47)

0, sonst.

b) Die relativen Schitzungen generieren ebenfalls Eintrige an den entsprechenden
Vektorpositionen, jedoch miissen sich diese zu Null addieren. Da hierbei zwei oder
mehr Assets involviert sind, teilt man die verschiedenen Assets in die Gruppen
Outperformer und Underperformer ein. Anschlielend werden die einzelnen Assets
(bzw. Assetklassen) innerhalb dieser beiden Gruppen gewichtet. Die Summe der
Assetgewichte innerhalb der Outperformer muss den Wert 1 ergeben, wihrend die
Summe der Underperformer den Wert (—1) ergeben soll. Fiir die Gewichtung der
Assets innerhalb der Gruppen gibt es unterschiedliche Anséitze. Ein naheliegen-
der Ansatz ist die Gleichgewichtung®® der Assets, d.h., gibt es beispielsweise zwei

Assets, die laut Einschitzung des Investors drei andere Assets outperformen, so

4"Der Autor Jay Walters beschiiftigt sich in seiner Arbeit ,The Factor Tau in the Black-Litterman Model®
ausfiihrlich mit der Problematik des Parameters 7 und seiner Verwendung in unterschiedlichen Versionen
des Black-Litterman-Verfahrens. Sieche Walters [2013].

“Diese wird beispielsweise bei Satchell und Scowcroft [2000] vorgeschlagen.



122 Kapitel 3 - Konzeption, Aufbau und Implementierung des Optimierungsmodells

erhalten die beiden Outperformer das Gewicht 1/2 und die drei Underperformer

jeweils das Gewicht —1/3.

Idzorek [2005] schldgt vor, die Assets innerhalb der jeweiligen Gruppe gemé8 ih-
rer Marktkapitalisierung zu gewichten. Dazu teilt er die Marktkapitalisierung des
einzelnen Assets durch die Gesamtkapitalisierung der Gruppe und erhélt auf diese
Weise ebenfalls Einzelgewichte, deren Summe den Wert 1 (bzw. —1 fiir die Under-

perfomer) ergibt.

Bei beiden Vorgehensweisen werden die Assetgewichte am Ende an die entsprechen-
den Positionen des Vektors P; gesetzt, alle restlichen Positionen sind gleich Null. Die

Matrix P besteht aus den k Zeilenvektoren P;.

(2) Der zweite wesentliche Input ist die Diagonalmatrix 2. Auf ihrer Diagonalen befinden
sich die Fehlervarianzen der Schétzungen, welche die Unsicherheit des Investors wider-
spiegeln. Je kleiner die Konfidenz des Investors ausfillt, desto grofler wird die resultie-
rende Fehlervarianz. So entspricht ein Konfidenzniveau von 100% einer Fehlervarianz
von Null.*® Die Diagonale von Q errechnet sich als Diagonale eines Matrixprodukts.

Es gilt
1—Conf

diag(Y) = diag(T - Conf

- P'CP). (3.48)
(3) Anschliefend wird der neue Risikopriamienvektor durch Einsetzen von P und €2 be-

rechnet.

RPyey = RP[wy]t + 7C - P(tP'CP + Q)" 1(Q! — P'RP[w]Y). (3.49)

Aus den neuen Risikopramien lésst sich auch das dazugehorige (Markt-)Portfolio ge-

winnen.

adj __ ct. RPpey

uif = R (3.50)

Die Abbildung® 3.13 zeigt schematisch den Ablauf des Black-Litterman-Verfahrens und
verdeutlicht die Wirkung der Schéitzungen des Investors auf die Verteilung der Risikopré-

mien vorher (prior) und nachher (posterior).

“9In diesem Fall wiire Q eine Nullmatrix.
50ygl. Idzorek [2005], figure 1.
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Gleichgewichtspramien Schatzungen des Investors Konfidenzen des Investors
RPy Q Conf

A4
Matrix der Fehlervarianzen

Q
A 4 VL Y
Dichte der Verteilung der Gleichgewichtspramien Dichte der Verteilung der Schatzungen
N(RPy,tC) N(Q, )
prior

A 4 A 4
Dichte der Verteilung der neuen Risikopramien

-1
N(RP e, [tC™1 + PQ7IP] )

posterior

Abbildung 3.13: Schema des Black-Litterman-Verfahrens

Nach der Findung der neuen Renditen kann man die implizite Konfidenz der einzelnen
Schitzungen berechnen. Sie gibt an, mit welcher Konfidenz die Schétzungen tatséchlich
innerhalb des Modells integriert worden sind. Mitunter konnen die Abweichungen bedingt
durch den Einfluss der Kovarianzen sehr deutlich ausfallen. Die implizite Konfidenz wird
als Quotient aus der Differenz zwischen neuem Portfolio w%}lj und altem Marktportfolio
wyy im Zéhler sowie der Differenz aus dem theoretischen 100%-Konfidenz-Portfolio wyggy

und dem alten Marktportfolio im Nenner berechnet, d. h.

wadj —wyy
imConf = —M (3.51)

W100% — WM

Die auftretende Abweichung von der in das Verfahren eingehenden Konfidenz zu der am

Ende ermittelten impliziten Konfidenz, ist zwar mathematisch begriindbar, jedoch kei-
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nesfalls intuitiv. Um diese Problematik zu umgehen, kann die vom Investor mitgegebene
Konfidenz durch Umstellung der Gleichung (3.51) direkt als implizite Konfidenz verwendet

werden. Auf diese Weise wird das neue Portfolio folgendermaflen berechnet:

adj

. Wy — WM
imConf =-—M_ "~
W100% — WM
adj .
Y = imConf - (wigoy — warr) + wr

= imConf - (CT'RP[wgoy] — war) + war

= imConf - (C™' [RP[wy]' +7C - P(rP'CP) "1 (Q" — P'RP[wn]")] —war) + war

RP[wyggy] entspricht RPpe. nach Formel (3.49) mit Q = 0.

=imConf - (C™'rC - P(rP'CP) " (Q" — P'RP[wn]")]) + war

= imConf - (P(P'CP)™1(Q' — P'RP[wy]")]) + was.
Anschliefend erhilt man die neuen Risikoprédmien mithilfe der Gleichung (3.44) durch
RP,ey = RP[wS%] = \-C - wi¥.
Bemerkungen

e Die Moglichkeit der direkten Verwendung der impliziten Konfidenzen ist eine gute
Anpassung des Idzorek-Ansatzes und ermoglicht den anschliefenden Nachweis, dass
die vorgegebene Selbsteinschiitzung des Investors (in Form der Konfidenz) auch um-
gesetzt worden ist. Es sei darauf hingewiesen, dass diese Modifikation eine deutliche
Verdnderung der Ergebnisse gegeniiber dem urspriinglichen Idzorek-Verfahren zur
Folge haben kann. Das Auftreten einer massiven Abweichung bedeutet jedoch um-
gekehrt, dass in diesem Fall das Verfahren nach Idzorek die vorgegebene Konfidenz

des Investors deutlich verfehlt.

e Die Wahl von A kann genutzt werden, um die Risikoprédmien zu skalieren. Auf diese
Weise kann die Rendite einer ausgewéhlten Assetklasse stets auf einen bestimmten
Wert festgelegt werden, um eine bessere Vergleichbarkeit mit den Risikopramien der

anderen Assetklassen zu ermoglichen.

e Bei zu groflen oder zu vielen Anpassungen mit dem Black-Litterman-Verfahren ver-

liert man durch die Auswirkungen der Kovarianzen den intuitiven Zugang zu den Er-
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gebnissen. Daher sollte gut iiberlegt werden, an welcher Stelle Anpassungen wirklich

Sinn ergeben und Ergebnisse sollten keinesfalls unbesehen weiterverwendet werden.

3.10 Integration von Nebenbedingungen in die Optimierung

Die Nebenbedingungen fiir die Optimierung kénnen ganz unterschiedlicher Herkunft sein.
Es kann sich um rechtliche Bestimmungen unterschiedlicher Lénder sowie Vorgaben des
Managements oder des Investors handeln. Die meisten Nebenbedingungen lassen sich ohne
groflen Aufwand in Tabellen darstellen, was die Einbindung in den Optimierer unter Ver-
wendung von Tabellenkalkulationsprogrammen ermoglicht. Eine iibersichtliche Form der
Darstellung erleichtert auch die Kommunikation der Nebenbedingungen (z.B. gegeniiber
dem Management).

Die linearen Nebenbedingungen werden in die Varianten ,Nebenbedingungen an einzel-

13

ne Assets (bzw. Assetklassen)“ und ,Nebenbedingungen an Gruppen von Assets (bzw.

Assetklassen)“ unterteilt.

(a) Nebenbedingungen an einzelne Assets (oder Assetklassen)

Diese Restriktionen werden im Optimierungsprogramm als Ungleichung
lbx > x > ubx

in Vektorform dargestellt. Der Vektor [bx enthélt fiir jedes Asset die Investitionsun-
tergrenze, d.h. die Vorgabe des Mindestanteils, den der Optimierer in dieses Asset
investieren soll. Entsprechend enthélt der Vektor ubx die Investitionsobergrenzen fiir
die einzelnen Assets. Durch Festlegung dieser Grenzen lassen sich verschiedene Neben-
bedingungen abbilden. Beispielsweise konnten folgende Nebenbedingungen formuliert
worden sein (Tabelle 3.12):

e Die Automobil-Aktie wird auf ein Gewicht von 5% bezogen auf das Gesamtport-

folio beschrankt.

e Beteiligung 1 stellt eine strategische Beteiligung von 2% dar, die gehalten wer-
den soll. Auch wenn diese Position durch die Optimierung nicht verdndert werden
kann, wird ihr Risiko/Return-Verhalten in den Gesamtzusammenhang der Opti-

mierung mit einbezogen.

e Beteiligung 2 stellt eine strategische Beteiligung dar, die zu mindestens 3% ge-

halten werden soll, nach oben jedoch unbeschrénkt bleibt.
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(b)

Assetklasse ‘ Ibx ‘ ubx ‘
Automobil-Aktie | 0% 5%

Beteiligung 1 2% 2%

Beteiligung 2 3% | 100%

FX-Short -100% | 0%
EUR-Cash 30% | 100%
Derivate 0% 0%

Sonstige 0% | 100%

Tabelle 3.12: Nebenbedingungen an einzelne Assets

e FX Short ist eine Shortposition in einer Fremdwéhrung. Das Thema Wahrungs-

absicherung wird detailliert in Abschnitt 3.13 behandelt.

e Innerhalb der Euro-Cash-Position wird eine Minimalquote von 30% festgelegt,

um eine ausreichende Liquiditéit in der Wihrung zu gewihrleisten.

e Derivate werden in der Optimierung komplett ausgeschlossen. Zur Sperrung einer

Assetklasse werden ihre Unter- und Obergrenze gleich Null gesetzt.

e Fiir alle anderen Assetklassen wird die sogenannte Long-only-Bedingung gefor-

dert, d. h., es werden keine Shortpositionen erlaubt.

Nebenbedingungen an Gruppen von Assets (oder Assetklassen)
Die Restriktionen, die mehr als eine Assetklasse betreffen (Gruppenbedingungen), wer-
den als Modul Ay in der Nebenbedingungsmatrix A untergebracht und erfiillen die
Ungleichung

IbANey > ANeb - @ > ubANep.

Dabei enthélt jede Zeile von Ay die Koeffizienten fiir eine Gruppennebenbedingung
und die Vektoren [bA und ubA die dazugehorigen Unter- und Obergrenzen. Die fol-
gende Abbildung 3.14 zeigt beispielhaft einige Gruppennebenbedingungen in tabella-

rischer Form.

Jede Tabellenzeile beinhaltet eine Nebenbedingung bestehend aus Unter- und Ober-
grenze (IbA/ubA) sowie den Koeffizienten (hier alle 1). Mithilfe der Koeffizienten wer-
den die in die Nebenbedingung involvierten Assetklassen ausgewéhlt. Es werden vier
Assetklassen in den Wahrungsrdumen Euro, Britische Pfund sowie US-Dollar betrach-

tet.
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WahrungsNB A
L

'qumdltatsNB (globali

lle FX
BP

Cash
EUR GBP USD

Anleihen
EUR GBP USD

Aktien
EUR GBP USD

Beteiligungen
EUR GBP USD

|

ANeb

Abbildung 3.14: Gruppennebenbedingungen in tabellarischer Form

Fiir die Einstellung einer Aktienquote von maximal 5% werden alle Assetklassen

H2Aktien“ ausgewahlt und die Grenzen entsprechend festgelegt.

Die zweite Restriktion legt eine Obergrenze von 20% fiir das gesamte Fremdwiih-
rungsexposure fest. Daher erhalten alle Assetklassen, deren Wahrung nicht Euro

ist, den Eintrag 1.

Die Gruppennebenbedingung ,WihrungsNB GBP* legt fest, dass mindestens 5%
und maximal 13% des Gesamtportfolios in Britische Pfund investiert werden
miissen. Erginzend dazu werden in der Gruppenrestriktion fiir US-Dollar als
Unter- und Obergrenze 7% bzw. 15% festgesetzt. Durch diese Wahl bleibt die

Nebenbedingung an das Gesamtfremdwahrungsexposure erfiillbar.

Die globale Liquiditédtsbedingung sichert iiber alle Cash-Positionen eine Liquidi-
tatsquote von mindestens 40% und kann, wie unter (a) fiir die Euro-Cash-Position
gezeigt, durch Liquidititdtsbedingungen an einzelne Cash-Assetklassen ergénzt

werden.

Es gibt Nebenbedingungen, die man sowohl iiber Gruppennebenbedingungen als auch

durch Restriktionen an einzelne Assetklassen formulieren kann. Auf diese Weise kann

die Sperrung der Derivate®! entweder durch Setzen der entsprechenden Grenzen lbx =

ubr = 0 oder durch eine Gruppenbedingung unter Auswahl aller Derivate mit den

Grenzen IbA = ubA = 0 erreicht werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit empfiehlt

es sich, Sperrungen nur auf eine Art vorzunehmen. Dies geschieht am einfachsten {iber

die Gewichtsgrenzen lbx /ubz.

5l Siche (a) Nebenbedingungen an einzelne Assets.
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Die Eintrage der Matrix A py¢p sind nicht auf die Werte 0 oder 1 beschréankt, sodass sich
durch Gruppenrestriktionen auch komplexere Nebenbedingungen abbilden lassen. Ein
Beispiel dafiir ist die Abbildung eines Fonds (Abschnitt 3.12), der aus verschiedenen
Assets oder Assetklassen des Allokationsuniversums besteht. Dabei werden mithilfe
von Koeffizienten Verhiltnisse von Assets zueinander ausgedriickt. Ahnlich verhilt es
sich mit Absicherungen®?, bei denen der Kauf bestimmter Assets an Shortpositionen

fiir den Hedge gekoppelt werden.

Implementierung der Nebenbedingungen in das Optimierungssetting

(a) Die Implementierung der Nebenbedingungen an Einzelassets erfolgt iiber die direkte
Anpassung der Ober- und Untergrenzen fiir die Portfoliogewichte wj fiir i = 1, .., n, welche

die ersten n Positionen innerhalb des Zielvektors x belegen, d.h.

lbx = (Ibxyyy, .., b2y, , ...) (3.52)
ubx = (UbZyy, , .., ULy, , -..). (3.53)
(b) Die Gruppennebenbedingungen werden als Matrixmodul Ay, in die Nebenbedin-

gungsmatrix A integriert. Die Spalten des ALMR-Blocks werden mit Nullen aufgefiillt,

sodass die Matrix A die folgende Gestalt annimmt.

Matrix wqy .. Wy ALMR-Block
A (n Sp) | (7+ Ja + JK)Sp
ALMR Markt 0..0
- - [SZMaTkt]
ALMR Kredit 0..0
-1l - [SZ kredit]
’ Mindestrendite H Bl - ‘ 0..0 ‘
’ GruppenNB H [ANeb] ‘ [0 .. O] ‘

Tabelle 3.13: Nebenbedingungsmatrix mit Modul ,,GruppenNB“

Anschlieflend miissen die Grenzen [bA und ubA um die Beschrinkungen der Gruppenbe-

dingungen lbAnep / ubAney erginzt werden. Diese werden in der korrekten Reihenfolge

®2Sjehe Abschnitt 3.13 iiber Devisentermingeschifte.
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hinten an die Grenzvektoren angefiigt, d. h.

leneu = (lealta leNeb)ta (354)

UbAneu - (UbAalt7 UbANeb)t' (355)

3.11 Einbindung von Transaktionskosten®

Zur mathematischen Beriicksichtigung der Transaktionskosten innerhalb der Optimierung
wird fiir jedes Instrument i der entsprechende Transaktionskostensatz TAK,; bendtigt.
Die einzelnen Kostensétze werden als Transaktionskostenvektor TAK := (TAKjy, .., TAK,,)

zusammengefasst. Weiterhin seien

o w = (wi,..,w,) mit w; € [0,1], Vektor der Portfoliogewichte,

o wSAA = (WAL wSAA) mit wPAA € [0,1], Vektor der Portfoliogewichte des Aus-

gangsportfolios, das hier das SA A-Portfolio ist,
e R=(Ry,..,R,), die Renditen und
e u; = E[R;], der jeweilige Erwartungswert der i-ten Einzelrendite R;,

e 1= E[R] und 0 = o(R), Erwartungswert und Standardabweichung des Portfolios.

Zur Berechnung von Transaktionskosten wird das aktuelle Ausgangsportfolio fiir die Opti-
mierung benotigt. Dies ist im Kontext dieser Arbeit das bereits vorhandene Portfolio der
Strategischen-Asset-Allokation®®, das im Folgenden als SAA-Portfolio mit den Portfolio-

gewichten wiSAA bezeichnet wird, d. h.

SAA SAA SAA
w = (WP, W),
Dann berechnen sich die Transaktionskosten zu einem neuen Portfolio aus dem kompo-
nentenweisen Betrag der Abweichung der (neuen) Portfoliogewichte w zu den Portfolioge-
wichten der SAA:

Relative TAK := |wS** — w|' - TAK .

Der absolute Wert der Transaktionskosten (in Geldeinheiten) ergibt sich durch die Multi-

plikation mit dem Portfoliovolumen.

%3 Vgl. dazu Uryasev et al. [2002], Abschnitt 7.3.
1 Sollte ein solches nicht existieren, kénnen die TAK gegen ein ,,Null-Portfolio“ gemessen werden.
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Die Einbindung der Transaktionskosten in die Optimierung erfolgt direkt innerhalb der

Anforderung an die Mindestrendite.

Z iw; — Z |w; — wZSAA\ - TAK; > Mindestreturn. (3.56)
1<i<n 1<i<n
Portfolio-Return Relative TAK

Auf diese Weise wird garantiert, dass ein vom Investor geforderter Mindestreturn nicht
bereits von den Transaktionskosten aufgezehrt wird. Fiir die mathematische Optimierung
stellt die Betragsfunktion allerdings ein Problem dar, da diese nicht einfach als lineare
Nebenbedingung dargestellt werden kann. Dazu wird der folgende Trick angewandst:

Ziel ist es, die TAK-Nebenbedingung auf die Form bA < Az < ubA zu bringen. Dazu geht
man davon aus, dass fiir jedes einzelne Portfoliogewicht w; entweder ein Zukauf u;r >0

oder ein Verkauf u; > 0 vorgenommen wird, d.h.
uf >0 und u; >0. (3.57)

An dieser Stelle wird die Variable u; bewusst positiv gew#hlt, um spéter die Transakti-
onskosten korrekt berechnen zu kénnen.

Es ergeben sich drei Fille, in die man den Betrag |w; — wiSAA\ aufspalten kann:

(a) Zukauf, d.h. w; > wiSAA, sodass uj = w; — w?AA > 0 und u; =0,
(b) Verkauf, d.h. w; < wZ-SAA, sodass u; = wiSAA —w; >0 und uj =0,

(c) Weder Zu- noch Verkauf, d.h. w; = w$** und w; — wP* = 0, sodass u = u; = 0.

[ 7 [ 7

Aus (a),(b) und (c) ergibt sich zusammenfassend, dass u] € {w; — wP**, 0} und u; €

{wl-SAA —wj, 0} sind, d. h., dass uj und u; jeweils nur diese beiden Werte annehmen. Dann

kann man die Betragsfunktion als Summe von Zuk&ufen und Verkédufen darstellen:

lwi — wP | = uf +uy, (3.58)

wobei u] = max(w; — wr4,0) und u; := max(wPAA — w;, 0) sind.

Um sich der Betragsstriche zu entledigen, ersetzt man u; durch —u;, sodass die folgende

Gleichung Giiltigkeit erlangt.

w; — wHr = uf —ur. (3.59)
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Dann setzt sich die Nebenbedingung fiir die Transaktionskosten aus der Be-

dingung (3.57) und der Gleichung (3.59) zusammen.

+

i

Gleichungen (3.59) und (3.57) sind die beiden Variablen zwar nicht mehr eindeutig be-

Durch das Ersetzen der Maximumbildung in den Definitionen von w; und w; durch die

stimmt, jedoch bleibt die fiir die Optimierung entscheidende Differenz u;" — u;r in Glei-

chung (3.59) identisch. Diese in der Optimierung typische Vorgehensweise wird z. B. bei
Jarre und Stoer [2003] detailliert erldutert®.

Implementierung der TAK-Bedingungen in das Optimierungssetting

+

Bedingung (3.57) kann direkt ibernommen werden. Die Variablen u;", u; dienen als Hilfs-

variablen und werden dem Zielvektor z hinzugefiigt. Dadurch erweitert sich dieser zu

_ M M _K K + o\t
T = (W1, Wiy TEvaRM > TOVARE s TVaRM » TVaRE s 21 5 3 Zdyp> 21 3+ Zfrer Y15 Y25 TALMR, U, 0™ )"

Die Grenzen lbxz und ubz werden um die Bedingungen 0 < u* < oo ergiinzt, d. h.
lbx,+ = lbx,~ =0 und ubz,+ = ubz,- = 0o, (3.60)

und am Ende an die Grenzvektoren lbx/ubx angefiigt:

Ibr = (...,lbxy+, bz, ) und ubx = (..., ubzy+,ubz, )"

Die Gleichung (3.59) wird als

_wSAA

— SAA _ |+
u —u, S w; =

ws UZ- —ui — W;

umformuliert, um zur Darstellung

WM <uf —un —w; < wPhA (3.61)
fiir das Optimierungsprogramm zu gelangen. Aus dieser Gleichung ergibt sich fiir die Ne-
benbedingungsmatrix A ein Block in Form einer Einheitsmatrix F fiir die Portfolioge-
wichtsspalten sowie jeweils ein Spaltenvektor der Lénge n mit den Eintrdgen —1 in der

Spalte ©~ und den Eintrigen 1 in der Spalte u™.

% Vgl. Jarre und Stoer [2003], Seite 14, unten.
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Matrix wy .. Wy ALMR-Block u- u™t
A (nSp) | (74 Jm+ Jk)Sp | (1Sp) | (1Sp)
ALMR Markt 0..0
- - [SZMCL’I"kt]
ALMR Kredit 0..0
-1l - [SZkredit]
’ Mindestrendite H Bl - ‘ 0..0 ] ‘ ‘
| GruppenNB || [Ane) | [0..0] ] ‘ ‘
| TAK (nZ) | [E] | [0 .. 0] ) | (v |

Tabelle 3.14: Nebenbedingungsmatrix mit TAK-Modul

Abschlieflend werden die Grenzen fiir die Matrix A so gesetzt, dass sie der Gleichung (3.61)
gerecht werden, d. h.

leTAK = ubATAK = wSAA. (362)

3.12 Abbildung eines Fonds innerhalb des Assetuniversums

Mochte der Investor einige Assetklassen ausschliefilich in einem vorgegebenen Verhilt-
nis kaufen, so entspricht dies der Bildung eines (Investment-)Fonds. Haufig ist das zur
Optimierung vorgegebene Assetuniversum nicht uneingeschrinkt erweiterbar, sodass der
Investor sogar einen real verfiigharen Fonds innerhalb seines Universums nachbilden méch-
te. Ein moglicher Grund dafiir kann sein, dass gewisse Konzernstandards eine Erweiterung
nicht ermoglichen, z. B. durch feste Vereinbarungen mit dem Assetmanager oder einen zu
hohen Aufwand bei der Erweiterung der Szenarien. Angenommen es steht ein Allokations-
universum von fiinf Assetklassen zur Verfiigung und der Investor méchte die Assetklassen

2, 3 und 5 in einem Fonds mit den folgenden Verhiltnissen integrieren.

Assetklasse | Fondszusammensetzung

1 0%
2 30%
3 20%
4 0%
5 50%
] > \ 100%

Tabelle 3.15: Fondszusammenstellung



3.12 Abbildung eines Fonds innerhalb des Assetuniversums 133

Die einzelnen Verhéltnisse der Assetklassen zueinander miissen nun innerhalb des Optimie-
rers fixiert werden, damit der Optimierungsalgorithmus beim Kauf einer der drei im Fonds
enthaltenen Assetklassen in die anderen beiden Assetklassen im entsprechenden Verhéltnis
mitinvestiert. Die Fixierung der Verh#ltnisse erfolgt paarweise fiir die Portfoliogewichte der
drei Assetklassen. Zur Vereinfachung der Darstellung werden alle Verhéltnisse in Bezug

auf das erste im Fonds verwendete Gewicht wy dargestellt:

(I) we = 3ws (3.63)

)

(IT) wy = gws. (3.64)

Dadurch ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das die Gewichtsverhéltnisse zueinan-
der bestimmt. Um die Investmentgrenzen fiir die Fondszusammenstellung anzugeben, wird
die Gleichung

(I11) Ibp < wy + w3 +ws < ubp (3.65)

hinzugefiigt, wobei lbp und ubp die Ober- und Untergrenze fiir das Investment in den

Fonds darstellen.

Die drei Gleichungen (I), (II) und (I1I) koénnen als mehrzeiliges Modul in die Neben-
bedingungsmatrix eingebaut werden und bilden die einfachste Form der Abbildung eines

Fonds, die als Fonds Version 1 bezeichnet wird.

Implementierung der Version 1 in das Optimierungssetting

Die drei Gleichungen (I), (II) und (/II) kénnen als mehrzeiliges Modul an die Nebenbe-
dingungsmatrix A angefiigt werden, wozu (I) und (I7) als

0,3 0,3
w3 —wy <0 und (II) 0< —ws—w2<0

) 0<
() = 0,2 0,5

notiert werden.

Pro Ungleichung wird eine Zeile eingefiigt, deren Eintréige lediglich in den n Spalten fiir
die Gewichte wy, .., w, Koeflizienten aufweist. Das sich daraus ergebende Modul wird mit
Afpondsy1 bezeichnet. Die Anzahl der Zeilen des Moduls entspricht der Anzahl der im

Fonds enthaltenen Assetklassen und wird in der Tabelle mit |F'| notiert.
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Matrix wy .. Wy ALMR-Block u” u™
A (n Sp) (7+ Jm + Ji)Sp | (1Sp) | (1Sp)

ALMR Markt 0..0 0 0

- - [SZnrarkt) (0) (0)

ALMR Kredit 0..0 0 0

-I- [SZ kredit] (0) (0)
| Mindestrendite I g | 0.0 | 0o | o0 |
’ GruppenNB H [ANeb] ‘ [0 ..0] ’ (0) ‘ (0) ‘
y TAK (n Z) I [ E] \ [0 .. 0] (D) [ @O |
’ Fonds Version 1 (|F| Z) H ‘ ’ \ ‘

)
[AFondsVl] [0 .. 0] (0)

Tabelle 3.16: Nebenbedingungsmatrix A inkl. Fonds Version 1

Betrachtet man nur die Spalten der Gewichte, so ergibt sich fiir obiges Beispiel mit fiinf

Gewichten w; bis ws folgende Darstellung:

’ A-Fonds V1 H w1 ‘ w9 ‘ w3 ‘ Wy ‘ wWs ‘

(I) o[-1]g5]/0]o0
(IT) 0 -1]0]o0]g:
(I10) o1 [1]0]1

Tabelle 3.17: Beispielmodul Fonds Version 1

Mit diesem Prinzip ist jedes Verhiltnis von Assetklassen zueinander abbildbar. Grofler
Nachteil dieser einfachen Darstellung ist die Tatsache, dass in diejenigen Assetklassen, die
in den Fonds einbezogen werden, nicht aulerhalb des Fonds investiert werden kann. Dies
bedeutet, sollte der Optimierer in die Assetklasse Nr. 2 investieren wollen, so ist dies aus-
schlieBlich im Rahmen einer gleichzeitigen Investition in die Assetklassen Nr. 3 und Nr. 5
moglich. Sollte sich eine der Assetklassen Nr. 3 und Nr. 5 als besonders schlecht erweisen,
weil sie beispielsweise viel Risiko beinhaltet oder hohe Transaktionskosten verursacht, so
wird der Optimierer kaum oder gar nicht in den Fonds investieren und folglich auch nicht

einzeln in die ,, gute” Assetklasse Nr. 2.

Der grofie Vorteil dieser Version ist ihre einfache Implementierung, da lediglich entspre-
chende Zeilen an die Nebenbedingungsmatrix A angefiigt werden miissen. Leider hat sie
fiir die Praxis die oben genannten Nachteile, daher wird eine Erweiterung der Version 1

vorgeschlagen.



3.12 Abbildung eines Fonds innerhalb des Assetuniversums 135

Fonds Version 2
Durch eine Erweiterung des obigen Konzepts wird die Problematik der ersten Version auf

Kosten einer komplexeren Version behoben. Als Ziele der Version 2

e soll es moglich sein auch auflerhalb des Fonds in die in ihm enthaltenen Assetklassen

zu investieren,
e und diese Option soll fiir jede Assetklasse separat wihlbar sein.

Zur Losung dieses Problems wird das Hilfsgewicht wg in den Zielvektor x eingefiigt, das
die Funktion einer (Fonds-)Assetklasse iibernimmt. Mit anderen Worten kann die Fondszu-
sammenstellung auf dieses Hilfsgewicht abgebildet werden. In Bezug auf den Beispielfonds

aus Version 1 konnen die Verhéltnisgleichungen nun mithilfe von wp formuliert werden:
0,2wr = wa, 0,3wr = w3 und 0, 5wp = ws. (3.66)

Die Gleichungen geben an, welche Anteile der jeweiligen Assetklassengewichte im Fonds
enthalten sind. So besteht der Fonds zur Hélfte aus Assetklasse Nr. 5, zu % aus Assetklasse
Nr. 2 und zu 30% aus Assetklasse Nr. 3. Durch die Hilfsvariable wg ist eine weitere Glei-

chung hinzugekommen. Dieses Prinzip der Fondsabbildung lasst sich gut verallgemeinern.

Allgemeine Darstellung
Sei ein Fonds durch die einzelnen Fondsanteile f;, i € Ir C {1,..,n}, verschiedener As-
setklassen aus dem vorgegebenen Allokationsuniversum gegeben. Der Fonds besitzt die

Eigenschaft, dass sich die Fondsanteile zu 100 % kumulieren, d. h.
Z Ji=1
i€lp

Dann generiert jeder Fondsanteil f; eine Verhéltnisgleichung zu dem Fondsgewicht wp, die
f,‘ CWE = W; (’l S IF) (367)

lautet. Diese Verallgemeinerung von (3.66) bietet die Moglichkeit, dem Optimierungsalgo-
rithmus zu erlauben, in eine oder mehrere Assetklassen komplett unabhingig vom Fonds
zu investieren. Dazu ersetzt man das ,=“ durch ein ,<“ in der Gleichung (3.67). Dann
werden alle Assetklassen i € Ip, in die ausschlielich innerhalb des Fonds investiert wer-

den darf, mit der Gleichung (3.67) und alle Assetklassen j € I, in die auch auBerhalb des
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Fonds investiert werden darf, mit der Ungleichung
fi-wr <w; jelp (3.68)

dargestellt.®®

Verallgemeinert man anschliefend noch die Gleichung (I17) aus dem vorherigen Abschnitt
durch

(III') 1bp < fi <ubp, (3.69)

i€lp
so erhiilt man ein allgemeines lineares Gleichungssystem fiir die Abbildung eines Fonds
analog zur Version 1.

Die Gleichung (I11") kann auch durch die Forderung
Ib <wp < ub (3.70)

ersetzt werden. Dies spart in der Implementierung eine nicht zwingend notwendige Ma-

trixzeile innerhalb der Nebenbedingungsmatrix A.

Implementierung der Version 2 in das Optimierungssetting

In der Tabelle 3.18 wird das bereits bekannte Fondsbeispiel in der Version 2 dargestellt.
Dazu werden das Modul sowie die Nebenbedingungsmatrix A um die Spalte wp ergénzt.
Der Zielvektor & muss ebenfalls angepasst werden. In den ersten drei Zeilen befinden
sich die Gleichungen nach (3.67), in der letzten Zeile ist beispielhaft Ungleichung (I11")
angefiigt, die in unserem Setting jedoch durch die Bedingung (3.70) ersetzt wird.

’A—FondsVZle‘wg‘wg‘w4‘w5‘wp‘

O]-1]0]o0]o0]o02

0|0 |[-1]0]0]03

0|0 [0]0[-1]05
(11T 0| 1| 1]0][1]0

Tabelle 3.18: Beispielmodul Fonds Version 2

6 Dies ist einer der wesentlichen Kritikpunkte an der Version 1, da bei dieser das Offnen von Assetklassen
nicht ohne Weiteres moglich ist.
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Verallgemeinert man dieses Prinzip, so muss fiir jede im Fonds enthaltene Assetklasse eine
Zeile, in die Matrix eingefiigt werden. Die Anzahl der Zeilen entspricht der Anzahl an
Elementen der Menge I, d.h. der Anzahl an Assetklassen im Fonds.?” Man schreibt fiir

die Anzahl mathematisch kurz |Ip|.

Matrix w1 .. Wy, i ALMR-Block u- ut
A (nSp) | (1Sp) | (7+ Jm + Jx)Sp | (1Sp) | (1Sp)

ALMR Markt 0..0 0 0 0

- - [SZMarkt] (O) (0) (0)

ALMR Kredit 0..0 0 0 0

- - [SZKredzt] (0) (0) (0)
] Mindestrendite H \ 0 \ 0..0 \ 0 \ 0 ‘
! GruppenNB | [ANeb] | () | [0..0] L © | (0 ]
| TAK (n Z) | [E] | (0 | [0..0] ESSEEON
’ Fonds Version 2 (|Ir| Z) H [AFondsv2] ‘ [0 .. 0] ‘ (0) ‘ (0) ‘

Tabelle 3.19: Nebenbedingungsmatrix A inkl. Fonds Version 2

Da dem Zielvektor mit dem Fondsgewicht wg eine neue Komponente zugefiigt wurde,
miissen auch eine Ober- und Untergrenze fiir wg festgelegt werden. Diese entsprechen bei
Verwendung der Forderung (3.70) genau der Investitionsunter- und obergrenze, die der

Investor in den Fonds allokieren mochte, d. h.

Ibz,,, = Mindestinvestition in den Fonds, ubz,,, = Investitionsobergrenze.®®

Die Wahl der Grenzen [bA und ubA richtet sich danach, ob gem#f Gleichung (3.68) fiir die
jeweilige Assetklasse ein Investment auflerhalb des Fonds erlaubt werden soll oder geméf
Ungleichung (3.67) ausschlieflich im Rahmen des Fonds in diese Assetklasse investiert

werden darf.

Zur Verwendung von Gleichung (3.67) fiir eine Assetklasse i € I wird

IbAr := 0 und uwbAp :=0 (3.71)

5" Dies gilt, sofern auf die Verwendung der Gleichung (III’) verzichtet wird. Ansonsten betrigt die Anzahl
‘IF‘ + 1.

8 Fiir den Fall, dass bei der Implementierung jedoch die Gleichung (I1I’) verwendet wird, werden die Grenzen
auf bz, = —oo und ubxr,, = oo gesetzt.
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und fiir die Verwendung von Ungleichung (3.68) fiir eine Assetklasse i € Iy
IbAp := —oo und ubAp :=0 (3.72)

gesetzt, da (3.68) umgeformt —oo < f; - wp — w; < 0 entspricht.

3.13 Abbildung von Devisentermingeschiften

Im Rahmen von Investmententscheidungen kénnen Investitionen in Fremdwahrungen in-
teressante Moglichkeiten bieten. Haufig weisen sie eine geringe Korrelation zu den inldndi-
schen Wertpapieren auf oder bieten in Zeiten geringer Returnerwartungen im eigenen Wéh-
rungsraum bessere Renditechancen. Gleichzeitig wird allerdings auch ein weiteres Risiko
in das Portfolio mit aufgenommen: das Wiahrungsrisiko.?” Ist dem Investor das Wihrungs-
risiko, welches in seinem Portfolio durch die Entwicklung eines Wechselkurses®? entstehen

konnte, zu hoch, so kann er diesem Risiko durch Devisentermingeschdifte entgegenwirken.

Devisentermingeschéfte (DTGs) dienen der Absicherung von Fremdwéhrungsexposure. Sie

zielen auf den Kauf oder Verkauf von Kapital in Fremdwéhrung ab und sind durch das

zeitliche Auseinanderfallen von Verpflichtungs- und Erfiillungsgeschift charakterisiert.5!

62 (Foreign-Exchange-Markets) gehandelt.

6

Sie werden an sogenannten Devisenmérkten
In Anlehnung an die Literatur von Albrecht und Maurer® wird der Mechanismus der De-

visentermingeschéfte vorgestellt.

Mochte ein Investor aus dem Euroraum ein Wertpapier auflerhalb des européischen Wéh-
rungsraums kaufen, so tauscht er entsprechend des Kaufbetrags des Finanztitels, die eigene
Waéihrung in die auslandische Wahrung um. Fremdwahrungen werden im Folgenden als F'X
gekennzeichnet. Verkauft er den erworbenen Fremdwéihrungstitel in der darauffolgenden
Periode, wird der aus dem Verkauf resultierende Betrag zuriick in Euro getauscht. Dadurch

besteht die Rendite des i-ten Finanztitels aus zwei Komponenten, zum einen der Rendite

59 Weitere damit verbundene Risiken kiénnen beispielsweise aus Politik, Kultur oder den Finanzmarkttrans-
aktionen im Ausland resultieren.

50Bin Wechselkurs wird auch als Devisenkassakurs bezeichnet.

61Vgl. Albrecht und Maurer [2008], Abschnitt 13.3.3.1, 2. Satz.

52 Devisenmirkte werden weiter in Devisenterminmirkte (langfristige Geschifte > 3 Tage) und Devisenkas-
samirkte (kurzfristige Geschéfte bis 2 Tage) unterteilt.

63 Albrecht und Maurer [2008], Kapitel 13.3.2 ff.
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des Titels in auslindischer Wihrung (RX) und zum anderen aus der Wihrungsrendite,
die sich durch die Wechselkurse (WK) ergibt.

Gegenwart

Fremdwahrung FX

Geldanlage des FX-Betrags in Euro
FX-Kurs zzgl. Zinsen ¢
bekannt

Geldaufnahme des Betrags B in FX
abzgl. Kreditzinsen 1y

- -1
=B - (1+1ex) =B.(1+TFX)_1.%.(1+7‘€)

Zukunft

Fremdwahrung FX

Rickzahlung von

EUR FX
. -1 . JR—

FX-Kurs unbekannt

Abbildung 3.15: Darstellung eines Devisenforwards

Die Rendite in Euro fiir die i-te Assetklasse lautet dann

K BﬂﬁWKi,tH - KP ﬂXWKi,t
KPEXWK,;, ’

REVR — (3.73)
wobei K szX der Kaufpreis des Finanztitels in Fremdwéhrung zum Zeitpunkt t und W K; ;
der entsprechende Wéhrungskurs Euro/FX ist, der zu dem W#hrungsraum des Finanztitels
gehort.

Durch entsprechendes Umformen ldsst sich RfUR als
RPUR = RfX 4+ RVX 4+ RN - R)"™ ~ R + RI'K (3.74)

schreiben, wobei

RpEUR _ Y WK1 — WK
' KPEX

d RVK =
und R; WK

die Assetklassenrendite in Fremdwéihrung und die Wechselkursrendite in Euro sind.
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Durch Eingehen eines Devisentermingeschiéfts kann sich der Investor gegen den unsicheren
Verlauf des Wechselkurses absichern, d. h., die Wechselkursrendite innerhalb seines Port-
folios beeinflussen. Der Investor bildet eine Shortposition in der Fremdwéahrung, d. h., er
verkauft zu einem festen Termin einen von seinem Fremdwéahrungsinvestment abhéngigen
Fremdwahrungsbetrag und erhilt im Gegenzug einen festen Eurobetrag dafiir. Auf diese
Weise muss er sich keine weiteren Gedanken um den mdoglichen zukiinftigen Wechselkurs
W K; ;41 machen. Im Gegenzug triagt der Investor die Kosten k; fiir das Devisenterminge-
schiéift, die seine Rendite negativ beeinflussen. Dariiber hinaus entsteht fiir den Investor eine
terminliche Abhéingigkeit durch das Eingehen des Termingeschifts, denn zum Zeitpunkt
der Erfiillung wird der Investor unter Umstédnden eine erneute Entscheidung beziiglich des
gekauften Wertpapiers und seiner Absicherung treffen: Sollte sich der Wertpapierkurs nicht
nach seiner Vorstellung entwickelt haben, konnte er auf den Verkauf des Titels verzichten

und ggf. erneut ein Absicherungsgeschéift eingehen.

Die Rendite des FX-Investments lautet in Abhiingigkeit der Absicherungsquote® s; € [0, 1]
RFVR(s)) = REX + RVE 4 RFX . RVE 4 5,(k; — RIVE), (3.75)

was approximativ & Rf X(1- si)RZW K 1 s;k; entspricht. Die Kosten des Devisenforwards

(Forwardprimie) k; konnen mit dem Zinsparititentheorem% berechnet werden.

_1trevr

k; = 3.76
1+rpx ( )

Hierbei sind rgyr und rpx die der Laufzeit des Forwards entsprechenden risikolosen Zins-

sitze im jeweiligen Wahrungsraum.

Fiir eine vollsténdige Absicherungsrate von 100% entspricht die Rendite
REUR(s;) = REX + RFX . RVE 4 |y = REX 4 5k, (3.77)

sodass noch eine Restunsicherheit bzgl. des Wahrungsrisikos durch den Mischterm Rf X

RYE verbleibt, die nach Albrecht/Maurer in der Regel ausreichend gering ausfillt, um sie
zu vernachlissigen.%6

54 Die Absicherungsquote wird auch hedge ratio genannt und liegt zwischen 0% und 100%.
%5 Siehe dazu Albrecht und Maurer [2008], Kapitel 10.3.5 fF.
56Vgl. Albrecht und Maurer [2008], Seite 787, vorletzter Abschnitt, letzter Satz.
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Die Autoren vergleichen die Risiko-Rendite-Profile zwischen vollstdndig ungesicherten

(s; = 0) und gesicherten (s; = 1) FX-Investments.

| | 5i =0 | si=1 ]
Rendite RIX + RIVE RIX + K
Erwartete Rendite E[RI'X] + E[RIVE] E[RIX] + E[k/]
Varianz Var[RFX] + Var[RVE] + 2Cov[RFX, RVE] Var[RIX]

Tabelle 3.20: Risiko-Rendite-Profile von FX-Investments

Die Annahme, dass die Fordwardpréamie k; einen anndhernd unverzerrten Schétzer fiir die
erwartete Wechselkursrendite darstellt, also k; ~ E[R!V¥] 67 bildet die Grundlage der
theoretischen Argumentation fiir den Einsatz dieser Instrumente und fiithrt bei Abwesen-
heit einer taktischen Wahrungseinschéitzung in der Regel zu einem systematisch besseren

Rendite-Risiko-Profil gesicherter Investitionen gegeniiber ungesicherter.5®

An dieser Stelle wird sich auf die Darstellung der Absicherung im Kontext der Portfolio-
Optimierung beschrankt. Dazu werden zwei gidngige Varianten vorgestellt. Zum einen die
einfache Absicherung durch eine vom Investor festgelegte Absicherungsquote s; (Naives
Wihrungs-Hedging), anhand derer die Portfoliogewichte optimiert werden, sowie die Vari-
ante des optimalen Wihrungs-Hedgings, bei der im Rahmen der Optimierung gleichzeitig
auch die optimale Absicherungsquote s; ermittelt wird.%”

Ganz allgemein wird der Devisenforward durch eine Short- und eine Longposition ab-
gebildet. Dabei ist das zu sichernde Fremdwé&hrungsvolumen die Shortposition und die
Longposition ist derselbe Betrag als ,,Cash® in der eigenen Wi#hrung (z. B. Euro-Cash).

Seien also

° fu}: X <0, die Shortposition des zu sichernden Fremdwihrungsvolumens’ der k-ten

Fremdwéhrung und

° UEUR > 0, die Gegenposition in Euro-Cash,

57Vgl. Albrecht und Maurer [2008], Seite 789, 1. Aschnitt, Satz 2.

68 Zur Vertiefung der Pro/Kontra-Diskussion, siche Albrecht und Maurer [2008], Seite 789.
%9Vgl. Albrecht und Maurer [2008], Seite 788 unten sowie Seite 789 oben.

Die Abkiirzung FX steht fiir Foreign Exchange (Devisen).
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so sollen sich die beiden Betrige gegenseitig aufheben™, d.h., es wird gefordert, dass

viX 4 ofUR = 0. (3.78)
Das Fremdwé&hrungsvolumen v,f X setzt sich in der Regel aus mehreren Assetklassen-
Positionen zusammen. Wire die k-te Fremdwéhrung beispielsweise US-Dollar, so kénn-
te das vorgegebene Assetuniversum die Assetklassen Aktien, Staatsanleihen, Immobilien
und Covered Bonds in US-Dollar enthalten. Es soll dem Investor moglich sein zu jeder
Fremdwihrung eine separate Quote fiir die Wahrungsabsicherung vorzugeben.
Allgemein sei I,fX C {1,..,n} die Indexmenge aller Assetklassen i in der k-ten Wihrung
innerhalb des vorgegebenen Assetuniversums. Zur Darstellung eines einfachen Wahrungs-
Hedges bestimmt der Investor zu jeder Wahrung k eine Absicherungsquote si zwischen
0% und 100%, d. h.

0<s, <1

Dann betrigt das Fremdwéahrungsvolumen, das der Investor in der k-ten Wahrung absi-

chern mochte

Dementsprechend lautet die einzugehende Shortposition zur Absicherung der k-ten Wih-
rung FX
vl X = g, Z w; < 0. (3.79)

ielFX
Die eingegangene Shortposition wird zur Betrachtung des Kaufzeitpunkts durch die Ge-

genposition in Euro aufgehoben. Daher gilt fiir die Euro-Longposition nach Forderung
(3.78) und Gleichung (3.79):

vEUR — X — Z siw; > 0. (3.80)

ielf'X
Der Gesamtbetrag der Euro-Longpositionen iiber alle & Wahrungen lautet

EUR — Z WEUR >
k

wobei fiir diejenigen Wihrungen, zu denen keine Absicherung existiert, vkEUR = 0 gilt. Die

™ Dies ist nur zum Zeitpunkt des Kaufs der Fall.
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EUR gollte in einer separaten (zusitzlichen) Assetklasse ,,Euro-Cash fiir

Gesamtposition v
Absicherung®, die als sogenannte Cash-Leg-Position™ bezeichnet wird, zusammengefasst
werden.

Die Gesamtposition aller Shortpositionen fiir die k& Fremdwéhrungen wird durch

UFX:—ZU,I;X:—Z Z siw; <0 (3.81)
k

2 ieIf X

abgebildet.

Abschliefilend kann man die Forderung (3.78) iiber alle Wiahrungen formulieren:

pPUR L X — 0 mit VR >0 und o™X <0. (3.82)

Implementierung in das Optimierungssetting

Die Implementierung der Absicherung mit Devisenforwards erfolgt durch Einbindung der

EUR orfasst wird, sowie

Gleichung (3.82) fiir das Gesamtabsicherungsvolumen, das mit v
einer Gleichung (3.79) fiir jede der k Fremdw#hrungen, zu denen Absicherungen vorgesehen
sind.

Es werden zusétzliche Cash-Assetklassen fiir die Absicherungen eingefiihrt, die als Cash-
Leg-Positionen fiir die jeweilige Wahrung bezeichnet werden. Sei wggR das Gewicht der
EUR-Cash-Leg-Position innerhalb der Assetklassen {1,..,n}, das der Longposition v*U
entspricht, d. h.

wEYE = vPUR mit wEYE > 0. (3.83)

Ebenso sollten Cash-Leg-Positionen fiir die £ Fremdwahrungen zur Verfiigung stehen, wel-
che den Shortpositionen v,f X entsprechen. Das Gewicht des Cash-Legs der k-ten Wihrung

lautet

wh; =X mit wk, <o0. (3.84)

Zur Implementierung in das Optimierungsprogramm werden zu den Gewichten wggR und

wlé ; die entsprechenden Grenzen

wEY? =0 und wbwlEV" = 0o sowie (3.85)

lbwk; = —oo und wbwk; =0 (3.86)

™ Als Cash-Leg-Position wird in dieser Arbeit die entsprechende Geldseite einer aus zwei (Geld-)Positionen
kombinierten Option bezeichnet.
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hinzugefiigt. Dann schreibe (3.82) als

0<wiy "+ w, <0 (3.87)
k

und (3.79) als

0§wé‘L+ Z siw; < 0 mit s; :=
0<i<n

{ Sk, 1€ I,fX und w; #wéL (3.88)

0, sonst.

Sowohl die Grenzen zu (3.87) als auch zu (3.88) sind [bA = ubA = 0.
Ist Iprg = { k| sy # 0 } die Menge aller Wihrungen k, zu denen eine Absicherungsquote
existiert, so besteht das DTG-Modul aus (|Iprg| + 1) Gleichungen.

Beispiel 3.5

Zur Veranschaulichung des Moduls wird die folgende Situation betrachtet. Ein Investor gibt
fiir die zwet Fremdwdhrungen USD und GBP Sicherungsquoten von 30% und 80% vor. In
der Tabelle sind in den Spalten verschiedene Assetklassen der Wihrungen USD, GBP und
EUR zu finden. In der ersten Zeile ist die Gleichung (3.87) notiert, in den darauffolgenden
beiden Zeilen die Gleichung (3.88) jeweils fiir die Wihrungen USD und GBP.

GBP USD

I Tl T N I s T

B8] o [ o | o Jo.o] 1 | 1 | 1 Jo.o] 0o [ 0 [0.0]
388) | 0,3 0 0 [0.0] © 1 0 [0.0] 0,3 | 0,3 [0.0
388) ] 0 0,8 0 [00] © 0 1 J0.0] 0 0 ]0.0

Tabelle 3.21: Beispielmodul fiir das Naive Wahrungs-Hedging

Die Grenzen an die Nebenbedingungsmatriz A lauten IbApra = ubApra = 0 fir jede der

drei angefiigten Zeilen.

Optimales-Wihrungs-Hedging

Bisher ist mit den obigen Formeln eine recht simple Absicherung implementiert: der Inves-
tor gibt eine feste Absicherungsquote vor und der Optimierungsalgorithmus entscheidet, ob
sich eine Investition in Verbindung mit diesem Absicherungsniveau lohnt. Durch den Ein-
satz des Optimalen-Wahrungs-Hedgings besteht die Moglichkeit den Optimierer iiber die

Absicherung entscheiden zu lassen, sodass dieser im Optimierungsergebnis die optimalen
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Absicherungsquoten direkt mitliefert. Zu diesem Zweck wird dem Optimierungsalgorith-
mus offen gelassen, ob er die Shortpositionen in (3.79) als Wéhrungs-Hedge nutzt oder

darauf verzichtet. Dazu wird die Gleichung (3.79) durch die Ungleichung

- Z w; (vEX <0) (3.89)

ielf'X

fiir die k-te Shortposition ersetzt. Die Ungleichung erlaubt dem Optimierer bis zu 100%">
des k-ten Fremdwihrungsvolumens abzusichern. Die vom Optimierer tatsidchlich gew&hlte
Absicherungsquote der k-ten Fremdwihrung ergibt sich aus dem Optimierungsergebnis als
Quotient des in der Cash-Assetklasse der Fremdwahrung k allokierten Betrags und dem

Gesamtinvestment in der k-ten Fremdwéahrung. Als Formel bedeutet dies

FX
Uk

SR

Sk € [0,1]. (3.90)
Beispiel 3.6

Der Investor des wvorherigen Beispiels 3.5 beschliefst nun den Optimierer fiir die erste
Fremdwdhrung USD den optimalen Wihrungs-Hedge finden zu lassen. Zu diesem Zweck
wird die Zeile fiir die Festlequng der ersten Fremdwdhrungs-Cash-Klasse angepasst: die
Sicherungsquote s1 = 0,3 wird durch die Zahl 1 ersetzt und die Grenze ubAprg wird auf

oo gesetzt, sodass die Gleichung (3.89) folgende Form erhilt:

0<ofX + w; < o0o. 3.91
k

ielfX

Die 80%-Absicherung fiir USD aus Beispiel 3.5 wird beibehalten. Dann lautet das DTG-
Modul fiir das Optimale- Wihrungs-Hedging

| [ i P [ wg® [ | . [wep® [wep? [wgp” | o [witlo [wid) | o [wy
|38 o [ o | o Jo.o] 1 | 1 | 1 Jo.o] o [ 0 Jo.0] 0O
(B91) [ 1 0 0 [0.0] © 1 0 [o.0] 1 1 J0.0] 0
388) ] 0 0,8 0 [0.0] © 0 1 Jo.0] © 0 [00] ©

Tabelle 3.22: Beispielmodul fiir Optimales-Wi#hrungs-Hedging

zusammen mit den Grenzen lbAprg = (0,0,0)! und ubAprg = (0,00,0)! 2u den drei

Zeilen der Nebenbedingungsmatriz A.

"100% Absicherungsquote ergeben sich bei Gleichheit in (3.89).



146 Kapitel 3 - Konzeption, Aufbau und Implementierung des Optimierungsmodells

Das DTG-Modul hat im Rahmen der Darstellung in der Nebenbedingungsmatrix A fiir
beide Varianten die gleiche Gestalt:

Matrix wy Wy | wp | whp . wip ALMR-Block u” ut
A (n Sp) (1Sp) (k Sp) (7+ Ju + Jx)Sp | (1Sp) | (1Sp)

ALMR Markt 0.0 [0.0 0 0 0

- l- [SZmarkt] | (0) [0] (0) (0)

ALMR Kredit 0.0 0 0.0 0 0

- l- [SZKredzt] (0) [0] (0) (0)
’ Mindestrendite H “ - ‘ 0 ‘ 0..0 ‘ 0..0 ’ 0 ‘ 0 ‘
| GruppenNB [ [ANebJ HON [0] | [0.. 0] | © | © |
y TAK (n Z) | [E] [ (0 ] [0] \ [0..0] (D | @ ]
| Fonds Version 2 (|Ip| Z) || [AFondsvg] \ [0] \ [0 .. 0] | (0) | (0) ]
| DTG-Modul ([Iprg|+17Z) || [Apre-] | (0) | [-Apre] | [0 .. 0] | (0) | (0) |

Tabelle 3.23: Nebenbedingungsmatrix A inkl. DTG-Modul

Zusitzlich zu den |[Ippg| + 1 Zeilen miissen k Spalten fiir die Cash-Leg-Positionen aller

Wihrungen in die Matrix A eingefiigt werden.™

" Mathematisch reichen bereits |Iprc| Spalten, wobei |Ipra| < k ist, da fiir nicht zur Absicherung freigege-
bene Wiahrungen keine Cash-Legs benotigt werden. Jedoch ist in der Praxis ein Spaltenumbau innerhalb
der Matrix A aufwendig, sodass sinnvoller Weise direkt alle potenziell benétigten Cash-Leg-Positionen
eingebaut werden sollten.



Kapitel 4
Praktische Optimierungsbeispiele

In diesem vierten Kapitel wird die Funktionsweise des im vorherigen Kapitel beschrie-
benen Optimierungsprogramms anhand eines umfangreichen Beispiels vorgefiihrt. Dabei
werden entsprechend des vorgestellten Optimierungsprozesses zunéchst die nétigen Input-
daten fiir die Optimierung aufbereitet. Nach einem Basislauf ohne Restriktionen wird das
Optimierungsprogramm sukzessiv um Nebenbedingungen erweitert, um auf diese Weise

ihre Wirkung auf die Ergebnisportfolios zu analysieren.

4.1 Vorbereitung der Input-Daten

Fiir eine beispielhafte Optimierung wird ein Sachversicherungskonzern bestehend aus ei-
ner deutschen Muttergesellschaft und einem kleinen amerikanischen Tochterunternehmen
betrachtet. Beide Unternehmen lassen ihre Liabilities aktuariell schéitzen, um diese an-

schlieBend mithilfe eines Cashflow-Matching-Verfahrens als Portfolio darzustellen.

Darstellung des risikoneutralen Portfolios

Zur Darstellung der Passivseite stehen die in Tabelle 4.1 dargestellten Instrumente in den
Waihrungen EUR und USD zur Verfiigung. Sowohl fiir die Euro-Liabilities als auch fiir die
US-Dollar-Liabilities wird ein separates Cashflow-Matching durchgefiihrt. Der risikofreie

Zins, der in die Barwertberechnung eingeht, wird mit 1% angenommen.

147
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Instrumente Wihrung Kategorie MDur LZ-Zuteilung

EUR-Cash 0-1 EUR M 0,36 Cash
EUR-Zero-Swap 2Y EUR F 1,99 t<3,5
EUR-Zero-Swap 5Y EUR F 4,95 3,5<t<7,5
EUR-Zero-Swap 10Y EUR F 9,82 7,5 <t<12,5
EUR-Zero-Swap 15Y EUR F 14,67 12,5 <t < 17,5
EUR-Zero-Swap 20Y EUR F 19,52 17,5 <t

USD-Cash 0-1 USD M 0,42 Cash
USD-Zero-Swap 2Y USD F 1,99 t<3,5
USD-Zero-Swap 5Y USD F 4,95 3,6<t<T,5
USD-Zero-Swap 10Y USD F 9,80 7,5<t

Tabelle 4.1: Instrumente zur Darstellung der Passivseite

Die Tabelle 4.2 (auf der niichsten Seite) enthilt in den ersten drei Spalten mit der Uber-
schrift ,Input* die Euro-Liabilities mit ihren Falligkeiten und Nominalen. Dazu werden
die Barwerte P|r| sowie die modifizierten Durationen berechnet, aus denen sich die Bar-

wertsumme von 82.000 Euro sowie eine Gesamtduration von 4,09 ergibt.

Anschlielend werden die einzelnen Liabilities den Euro-Instrumenten aus der Tabelle 4.1
gemif} der Spalte ,LZ-Zuteilung* zugewiesen. Das Cashflow-Matching wird mittels der im
Abschnitt ,Ein einfaches Verfahren“ (Kapitel 3.4) vorgestellten Methodik durchgefiihrt.
Als Ergebnis erhilt man fiir jede Liability die Aufteilung in den Cashanteil und den ver-
bleibenden Investitionsanteil in das ihr zugeordnete Instrument - beides sowohl relativ als
auch absolut in Euro.

Fiir die Euro-Liabilities ergibt sich am Ende die Gesamtduration aus der Multiplikation
von der Cashgesamtduration und der Instrumentengesamtduration mit ihren jeweiligen

prozentualen Anteilen. Sie betrégt
36,59% - 0,36 + 63,41% - 6,25 = 4,09

und entspricht wie gewiinscht der eingehenden Gesamtduration der EUR-Liabilities.

Analog wird das Cashflow-Matching-Verfahren fiir die USD-Liabilities und die entspre-
chenden Instrumente in der Wihrung USD durchgefiihrt (Tabelle 4.3).



INPUT

Liability t Nominal
EUR30062015 0,5 24.353,72
EUR30062016 1,5 16.692,31
EUR30062017 2,5 5.269,33
EUR30062018 3,5 5.689,26
EUR30062019 4,5 8.175,76
EUR30062020 5,5 4.120,32
EUR30062022 7,5 10.352,22
EUR30062025 10,5 2.959,78
EUR30062030 15,5 5.568,72
EUR30062035 20,5 2.357,31

Gesamt

Liability t Nominal
EUR30062015 0,5 3.213,60
EUR30062016 1,5 2.768,02
EUR30062020 5,5 952,92
EUR30062023 8,5 1.276,71

Gesamt

P[r]
24.232,86
16.445,02

5.139,87
5.494,54
7.817,76
3.900,89
9.607,79
2.666,15
4.772,81
1.922,33

82.000

Mdur
0,50
1,49
2,48
3,47
4,46
5,45
7,43

10,40

15,35

20,30
4,09

Zuweisung zu
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate
EUR-Swap-Rate

mit Mdur
1,99
1,99
1,99
4,95
4,95
4,95
9,82
9,82
14,67
19,52

Aufteilung Aufteilung des P[r]

Tabelle 4.2: Cashflow-Matching fiir die EUR-Liabilities

P[r]
3.197,65
2.727,02

902,17
1.173,17
8.000

Mdur
0,50
1,49
5,45
8,42
2,55

Zuweisung zu
USD-Swap-Rate
USD-Swap-Rate
USD-Swap-Rate
USD-Swap-Rate

2Y
2Y
5Y
10y

mit Mdur
1,99
1,99
4,95
9,80

Cash Instrument P[r] Cash P[r] Instrument
91,78% 8,22% 22.240,10 1.992,76
31,04% 68,96% 5.104,21 11.340,81

-29,70% 129,70% -1.526,57 6.666,43
32,42% 67,58% 1.781,15 3.713,38
10,86% 89,14% 849,15 6.968,60

-10,69% 110,69% -417,13 4.318,01
25,34% 74,66% 2.435,06 7.172,72
-6,04% 106,04% -161,13 2.827,28
-4,76% 104,76% -227,19 5.000,00
-4,04% 104,04% -77,67 2.000,00

Gesamt 30.000 52.000
Mdur 0,36 6,25
Anteil Instr 36,59% 63,41%

Aufteilung Aufteilung des P[r]

Cash Instrument P[r] Cash P[r] Instrument
95,23% 4,77% 3.045,02 152,63
32,26% 67,74% 879,64 1.847,37

-10,84% 110,84% -97,83 1.000,00
14,76% 85,24% 173,17 1.000,00
Gesamt 4.000 4.000

Mdur 0,42 4,68

Anteil Instr 50,00% 50,00%

Tabelle 4.3: Cashflow-Matching fiir die USD-Liabilities

udte(T-indu Iop SUNILIOQIOA T'F
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Alle Betriige werden stets in Euro ausgewiesen. Auch hier ergibt die Gesamtduration bei
einem Investitionsbetrag von 8.000 Euro in USD die gewiinschte eingehende Duration von
2,55 durch

50% - 0,42 + 50% - 4,68 = 2, 55.

Als Gesamtergebnis erhilt man das in der Tabelle 4.4 zusammengefasste Portfolio fiir
die Passivseite. Es ergibt sich ein Gesamtinvestitionsbetrag von 90.000 Euro sowie eine
Portfolio-Duration von 3,96, die sich aus den beiden Gesamtdurationen fiir Euro- und

US-Dollar-Liabilities wie folgt berechnet:

82.000 8.000

: 9,55 = 3,96.
90.000 % T 90000 2P0 =39

Instrumente Wéihrung MDUR LZ-Zuteilung absolut %

EUR-Cash 0-1 EUR 0,36 Cash 30.000 33,33%
EUR-Zero-Swap 2Y EUR 1,99 t<3,5 20.000 22,22%
EUR-Zero-Swap 5Y  EUR 495  35<t<T7,5 15000 16,67%
EUR-Zero-Swap 10Y EUR 9,82 7,5 <t < 12,5 10.000 11,11%
EUR-Zero-Swap 15Y  EUR 14,67 12,5<t<17,5 5000  556%
EUR-Zero-Swap 20Y  EUR 19,52 17,5 < t 2.000  2,22%

USD-Cash 0-1 USD 0,42 Cash 4.000 4,44%
USD-Zero-Swap 2Y USD 1,99 t<3,5 2.000 2,22%
USD-Zero-Swap 5Y USD 4,95 3,5<t<7,5 1.000 1,11%
USD-Zero-Swap 10Y USD 9,80 7,5<t 1.000 1,11%

3,96 90.000 100%

Tabelle 4.4: Ergebnis des Cashflow-Matchings

Die Assets des Unternehmens weisen ein Gesamtvolumen von 100.000 Euro auf. Der Sur-
plus berechnet sich als Differenz des Assetvolumens abziiglich des Liabilityvolumens und
betrégt in diesem Beispiel 100.000 Euro - 90.000 Euro = 10.000 Euro. Diese Differenz wird
dem Ergebnis des Cashflow-Matchings als Cash-Auffillung in Euro hinzugefiigt, d. h., die
Position ,,EUR-Cash 0-1“ erhoht sich um die 10.000 Euro von 30.000 Euro auf 40.000 Euro.

Aus dieser Cash-Auffiillung ergibt sich eine veréinderte Portfolioduration von

90.000 n 10.000
100.000 100.000

- 0,36 = 3,60.
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Als Ergebnis erhilt man das in Tabelle 4.5 gezeigte risikoneutrale Portfolio (RNPF) als
Input fiir die Optimierung. Es wird mit einer Returnerwartung von 0,02% iiber dem risiko-
freien Zins' bewertet und dient der Optimierung als Benchmark, so dass es die Nullposition

beziiglich des Asset-Liability-Mismatch-Risikos darstellt.

RNPF

Instrumente Wiahrung MDUR absolut %

EUR-Cash 0-1 EUR 0,36 40.000 40%
EUR-Zero-Swap 2Y EUR 1,99 20.000 20%
EUR-Zero-Swap 5Y EUR 4,95 15.000 15%
EUR-Zero-Swap 10Y EUR 9,82 10.000 10%
EUR-Zero-Swap 15Y EUR 14,67 5.000 5%
EUR-Zero-Swap 20Y EUR 19,52 2.000 2%

USD-Cash 0-1 USD 0,42 4.000 4%
USD-Zero-Swap 2Y USD 1,99 2.000 2%
USD-Zero-Swap 5Y USD 4,95 1.000 1%
USD-Zero-Swap 10Y USD 9,80 1.000 1%

3,60 100.000,00 100%

Tabelle 4.5: Risikoneutrales Portfolio (RNPF)

Allokationsuniversum

Unabhéngig von den Instrumenten zur Bewertung der Passivseite wird fiir die Beispiel-
optimierung ein vereinfachtes Allokationsuniversum bestehend aus Aktien, Staatsanleihen
und Cash verwendet. Fiir den Eurow#dhrungsraum findet man DAX und EURO STOXX
50 (SX5E) als Aktienvertreter, deutsche Staatsanleihen unterschiedlicher Laufzeitbander
als Euro-Core-Vertreter sowie spanische Staatsanleihen mittlerer Laufzeit (Duration 4,97)
als Euro-Non-Core-Vertreter. In der Wihrung US-Dollar sind ebenfalls Staatsanleihen un-
terschiedlicher Laufzeitklassen verfiigbar sowie eine allgemeine Assetklasse fiir US-Aktien.
Dariiber hinaus enthélt das Allokationsuniversum eine Aktienklasse und eine Staatsanlei-
henklasse mittlerer Laufzeit (Duration 3,85) in russischen Rubel als Emerging-Markets-
Vertreter. Ergénzend dazu steht in jeder der drei Wahrungen eine Cash-Assetklasse zur

Verfiigung.

! Dieser wurde mit 1% zur Berechnung des RNPFs angenommen.
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In der folgenden Ubersicht (Tabelle 4.6) iiber das Allokationsuniversum sind unter ande-
rem die modifizierten Durationen, die Transaktionskosten (TAK) und die Risikoprédmien
(RP) fiir die Assetklassen zusammengefasst. Die Transaktionskosten liefert in der Regel
das Assetmanagement. Die Risikoprdmien werden mit dem in Kapitel 3.9 vorgestellten
Verfahren der inversen Optimierung aus einem Marktportfolio hergeleitet. Beispielhaft

wird dies in Anhang 6.1 mit den hier vorgestellten Risikoprdmien durchgefiihrt.

Nr Assetklasse FX Kat. MDur TAK RP
1 DAX EUR Equity 0,00  0,250% 5,43%
2 SX5E EUR Equity 0,00  0,250% 5,78%
3 EM-Aktien RUB Equity 0,00  0,250% 9,35%
4 USD-Aktien USD Equity 0,00 0,250% 5,00%
5 EUR-Cash 0-1 EUR Cash 0,36  0,060% 0,03%
6 RUB-Cash 0-1 RUB Cash 0,25  0,100% 0,24%
7 USD-Cash 0-1 USD  Cash 0,42  0,010% 0,20%
8 Germany 1-3 EUR Bonds 1,80  0,020% 0,29%
9 Germany 3-5 EUR Bonds 3,69 0,030% 0,77%
10 Germany 5-7 EUR Bonds 549  0,030% 1,12%
11 Germany 7-10 EUR Bonds 7,61 0,050% 1,42%
12 Germany 10-30 EUR Bonds 14,22 0,140% 2,53%
13 Spanien (allg.) EUR Bonds 4,97  0,300% 3,46%
14  EM-Government (allg.) RUB Bonds 3,85 0,350% 0,91%
15 USD-Government 1-3  USD  Bonds 1,90 0,010% 0,41%
16 USD-Government 3-5 USD  Bonds 3,87  0,015% 1,09%
17 USD-Government 5-7  USD  Bonds 5,74 0,015% 1,50%
18  USD-Government 7-10 USD Bonds 7,79 0,020% 1,92%
19 USD-Government 10-20 USD Bonds 10,84 0,040% 2,33%

Tabelle 4.6: Allokationsuniversum

SA A-Portfolio

Das Assetmanagement liefert das derzeit bestehende SAA-Portfolio des Versicherungs-
konzerns zum Stichtag der Optimierung (Tabelle 4.7). Es enthiilt auf der Grundlage des
obigen Allokationsuniversums alle Wertpapiere, die der Konzern derzeit hélt. Das SAA-
Portfolio dient als Ausgangsbasis zur Berechnung der TAK. Durch eine Einbindung der
TAK als Nebenbedingung wird das SAA-Portfolio zum Ausgangsportfolio fiir die Optimie-

rung, sodass dadurch eine Abhéngigkeit der Optimierungsergebnisse vom SAA-Portfolio
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entsteht. Es stellt in diesem Fall das zu optimierende Portfolio dar. Eine Optimierung ohne

Berticksichtigung von Transaktionskosten ist vom SAA-Portfolio unabhéngig.

SA A-Portfolio

Nr Assetklasse FX Kat. abolut relativ
1 DAX EUR  Aktien 2000 2,0%
2 SX5E EUR  Aktien 1000 1,0%
3 EM-Aktien RUB  Aktien
4 USD-Aktien USD  Aktien 1000 1,0%
5 EUR-Cash 0-1 EUR Cash 40000 40,0%
6 RUB-Cash 0-1 RUB Cash
7 USD-Cash 0-1 USD Cash 6000 6,0%
8 Germany 1-3 EUR  Bonds 12000 12,0%
9 Germany 3-5 EUR  Bonds 10000 10,0%
10 Germany 5-7 EUR  Bonds 8000 8,0%
11 Germany 7-10 EUR  Bonds 5000 5,0%
12 Germany 10-30 EUR  Bonds 5000 5,0%
13 Spanien (allg.) EUR  Bonds
14 EM-Government (allg.) RUB  Bonds
15 USD-Government 1-3 ~ USD  Bonds 4000 4,0%
16  USD-Government 3-5 USD  Bonds 3000 3,0%
17 USD-Government 5-7  USD  Bonds 2000 2,0%
18  USD-Government 7-10 USD  Bonds 1000 1,0%
19 USD-Government 10-20 USD  Bonds

Gesamt 100.000 100%

Tabelle 4.7: Aktuelles SAA-Portfolio

Mithilfe der Risikoprémien aus Tabelle 4.6 lisst sich eine erwartete Uberrendite des SAA-
Portfolios von 0,7% errechnen. Dies ist eine Uberrendite (Excess-Return) gegeniiber dem
risikoneutralen Portfolio (RNPF) und dem risikofreien Zins. Das bedeutet, fiir die Rendite-
Angaben in dieser Arbeit gilt

Total Return = Excess-Return + Return(RNPF) + risikofr. Zins, (4.1)

wobei der Excess-Return aus den Portfolios mittels der geschitzten Risikoprémien abziig-

lich des RNPF-Returns berechnet wird.

Anhand der Durationen der Assetklassen (aus Tabelle 4.6) ergibt sich fiir das SAA-

Portfolio eine Duration von 2,67.
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Konfidenz des ALM-Risikos

Das Optimierungsprogramm rechnet das Risiko geméfi der Formel (3.12) fiir das Asset-
Liability-Mismatch-Risiko (ALMR) unter Verwendung von Szenarien aus. Dazu wird ein

entsprechendes Konfidenzlevel fiir den CVaR vorgegeben.

Dabei konnte in der Praxis folgendes Problem auftreten: Ziel der Optimierung soll eine
VaR99.5-Optimierung entsprechend einer vorgeschriebenen Risikokapitalberechnung sein.
Der Optimierer optimiert jedoch den Conditional-VaR anstelle des VaRs zu demselben
Konfidenzniveau und stellt sich damit beziiglich des Risikokapitals konservativer, d. h., es
wird ein hoherer Risikokapitalbedarf durch das CVaR basierte ALM-Risikomafl ausgege-
ben, als es mit der VaR-basierten Variante der Fall wire.

Um dieser Problematik entgegen zu wirken, kann das gewiinschte VaR-Konfidenzlevel in
ein dquivalentes CVaR-Konfidenzlevel umgerechnet werden. Auf diese Weise ,,verschiebt

man den CVaR auf den VaR. Diese Umrechnung erfolgt in zwei Schritten:

(1) Zu einem gegebenen Konfidenzniveau o und einer (invertierbaren) Verteilung errechne

den VaR-Wert zu « durch Invertierung, d.h. VaR, = N, (611)(a).

(2) Finde 8, sodass CVaRg = VaR,.

Man beachte: Das umgerechnete Konfidenzlevel hiangt von der gewéhlten Verteilung ab.

Fiir die Wahl einer Standardnormalverteilung N 1) lautet das zu dem VaR99.5 dquiva-
lente CVaR-Konfidenzniveau 5 = 98,7. Die Umrechnung stimmt nur fiir die gewéhlte Ver-
teilung. In der Regel verwendet man unterschiedliche Verteilungen zur Kalibrierung der
Assetklassen (bzw. Risikotreiber), sodass man bei der Konfidenzlevelumrechnung einen
Fehler in Kauf nehmen muss. Die Gréfle dieses Fehlers hdangt von der Unterschiedlich-
keit der jeweiligen Verteilungen ab, sodass die Umrechnung des Konfidenzlevels in einem

solchen Fall nur eine Ndherung an das gewiinschte VaR-Level darstellt.
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4.2 Long-only-Optimierung ohne Nebenbedingungen

In einem ersten Optimierungslauf wird eine Optimierung ohne Nebenbedingungen durch-
gefithrt. Die Optimierung findet zu einem CVaR-Konfidenzniveau von 98,7 statt, welches
bei Standardnormalverteilung einem VaR99.5 entspricht.? Fiir diese und alle folgenden
Optimierungen werden jeweils ein Szenario-Set fiir Marktrisiko und Kreditrisiko zur Be-
rechnung des ALM-Risikos gemé&fl Abschnitt 3.5 verwendet. Zwischen den beiden Risiko-
arten wird eine Korrelation von p = 0,5 angenommen. Die Szenarien sind zentriert, d. h.,
das ALM-Risiko wird als ALMR(X — E[X]) berechnet. Dies ermdglicht eine Vergleichbar-
keit der Risikokapitalbetrige zwischen unterschiedlichen Optimierungen, da man durch

die Zentrierung ein lageunabhéngiges Risikomafl erhélt.

Die Optimierung stellt eine ALM-Risiko-Minimierung unter Forderung von Mindestreturns
dar. Unter Vorgabe von acht Returnanforderungen von 0%, 0,5%, 1%, .. ,3,5% gibt der Op-
timierer acht Ergebnisportfolios P1,..,P8 aus. Gefordert wird, dass alle Portfoliogewichte
grofergleich Null sind, das bedeutet, dass der Optimierer keine Shortpositionen einge-
hen darf.? Transaktionskosten werden zuniichst nicht beriicksichtigt, d.h., sie sind nicht

als Nebenbedingung enthalten und haben daher keinen Einfluss auf die Ergebnisportfolios.

Erlduterungen zur Ausgabe der Ergebnisse

Die Ergebnisse dieses und aller in diesem Kapitel folgenden Optimierungsldufe werden in
einer dreiteiligen Ubersicht, wie sie in Abbildung 4.1 zu sehen ist, zusammengefasst. Die
obere Tabelle der Ubersicht enthilt verschiedene Kennzahlen zu allen acht optimierten
Portfolios sowie zu den in die Optimierung eingehenden Portfolios RNPF (risikoneutrales
Portfolio) und SAA-Portfolio, das (spéter) als Ausgangsbasis zur Transaktionskostenbe-
rechnung dient. In der ersten Zeile ist der fiir die Portfolios geforderte Mindestreturn in
aufsteigender Reihenfolge angegeben. Dies ermdglicht die Verdnderungen der Portfolios
bei steigenden Renditeanforderungen zu betrachten.

In den néchsten drei Zeilen werden verschiedene Return-Kennzahlen ausgewiesen:

e  Excess-Return ohne TAK* ist die Portfolio-Excess-Rendite (ggii. RNPF und risi-
kofreiem Zins) ohne Beriicksichtigung der Transaktionskosten, die ausgehend vom

SAA-Portfolio entstehen wiirden.

2 Fiir nihere Erlduterungen dazu, siehe vorheriger Abschnitt.
3 Dies bedeutet fiir die Grenzen: bz = 0 und ubz = co.
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o  FExcess-Return inkl. TAK®“ berticksichtigt die Transaktionskosten, die in der Zeile
, TAK“ zu finden sind.

e ,Return inkl. RNPF-Return“ entspricht der Grofie ,,Excess-Return inkl. TAK® zu-
ziiglich des Returns des risikoneutralen Portfolios und stellt somit eine Portfolio-

Excess-Rendite gegeniiber dem risikofreien Zins dar.

In der Zeile ,ALM-Risiko* wird das Risiko entsprechend Formel 3.12 in Relation zum ri-
sikoneutralen Portfolio angegeben. Der Return-on-Risk-adjusted-Capital (RoRaC) ist eine
Grofle, die Rendite und Risiko ins Verhéltnis setzt:

Risikoadjustiertes Nettoergebnis  Excess-Return (inkl. TAK)

RoRaC = Risiko B ALM-Risiko

(4.2)

Im Zahler steht die Excess-Rendite gegeniiber der Passivseite. Ebenso befindet sich im
Nenner mit dem ALM-Risiko eine Grofle, die gegeniiber der Passivseite gemessen wird.
Die Portfoliotransaktionskosten werden im Z#hler einbezogen (d. h., von der Risikopramie
des jeweiligen Portfolios abgezogen), um im Zihler ein Nettoergebnis zu erhalten.*

Man erhélt mit dem RoRaC eine Kennzahl, die den Gewinn der Kapitalanlage zu dem
eingesetzten Risikokapital ins Verhéltnis setzt. Je riskanter ein Versicherungsunternehmen
seine Kapitalanlage gestaltet, desto mehr Risikokapital muss es vorhalten. Ein grofierer
RoRaC bedeutet ein besseres Verhéltnis von der erwarteten Rendite zu dem einzugehen-
den Risiko. Sie gleicht in ihrem Wesen als Rendite/Risiko-Kennzahl der Sharpe Ratio®,
die anstelle des ALM-Risikos als Risikogrofie die Volatilitidt verwendet.

Das Diagramm unterhalb der Tabelle veranschaulicht die Gewichtungen der Assetklas-
senkategorien Aktien, Bonds und Cash innerhalb der optimierten Portfolios zueinander.
Unterhalb des Diagramms ist die detaillierte Zusammensetzung der Portfolios aus den

verschiedenen Assetklassen tabellarisch aufgefiihrt.

Es folgt die Betrachtung der Ergebnisse der Long-only-Optimierung ohne Nebenbedingun-
gen und ohne TAK.

Bei einer Optimierung ohne Transaktionskosten konnte im Zidhler auch eine Rendite ohne TAK-
Beriicksichtigung verwendet werden.
5 Siehe Definition der Sharpe Ratios 3.42.
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Kennzahl RNPF  SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
Mindest-Return (gefordert) 0,0% 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 2,5% 3,0% 3,5%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 0,29% 0,47% 0,95% 1,41% 1,86% 2,32% 2,78% 3,25%
Excess-Return inkl. TAK 0,70% 0,27% 0,45% 0,93% 1,39% 1,84% 2,30% 2,76% 3,23%
Excess-Return ohne TAK 0,32% 0,50% 1,00% 1,50% 2,00% 2,50% 3,00% 3,50%
TAK 0,05% 0,05% 0,07% 0,11% 0,16% 0,20% 0,24% 0,27%
ALM-Risko 3,35% 1,27% 1,37% 2,18% 3,29% 4,56% 5,90% 7,32% 8,86%
RoRaC 20,89% 20,99% 32,56% 42,62% 42,21% 40,26% 3891% 37,73% 36,47%
Duration 3,60 2,67 2,00 2,44 3,45 4,34 5,22 6,01 6,78 6,83

100,00% 94,68% 93,54%
90,26% 91,08%

90,00% 84,64%

80,00%

70,00%

60,00%

50,00%

40,00%

27,68%
30,00%
20,00% 15,35%
8,92%
10,00% 3 00% 5,40% 5,32% A —
0,01% 0,48% 1,69% ,04% - -
0,00% o 4,34% 8’00/0 Qoo% ® 0,00%
P1 ) P4 P5 P6 P8
w=@u= Cash  e=@==Bonds e=®== Aktien
Assetklasse FX Kat. P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

DAX EUR  Aktien
SX5E EUR  Aktien 0,08% 0,19% 0,44% 0,56% 0,66%
EM-Aktien RUB  Aktien 0,05% 0,65% 1,12% 1,75% 2,09% 2,70% 5,95%
USD-Aktien USD  Aktien 0,01% 0,43% 1,05% 1,84% 2,40% 2,79% 3,20% 2,32%
EUR-Cash 0-1 EUR Cash 80,87% 75,97% 49,97% 27,68% 5,40%
RUB-Cash 0-1 RUB Cash
USD-Cash 0-1 usD Cash 3,77%
Germany 1-3 EUR  Bonds 14,33% 24,98% 3521% 25,13% 7,79%
Germany 3-5 EUR Bonds
Germany 5-7 EUR Bonds 0,86% 0,22% 2,93%
Germany 7-10 EUR  Bonds 4,12% 4,40% 2,23%
Germany 10-30 EUR  Bonds 6,89% 8,07% 11,06% 12,74% 14,36% 16,91% 19,43% 17,46%
Spanien (allg.) EUR  Bonds 2,95% 12,29% 2217% 32,08% 43,37% 53,82% 61,89%
EM-Government (allg.) RUB  Bonds
USD-Government 1-3 USD Bonds
USD-Government 3-5 UsSD Bonds 4,97% 3,68% 1,00%
USD-Government 5-7 USD Bonds
USD-Government 7-10 USD Bonds 2,25% 0,89%
USD-Government 10-20 USD Bonds 2,10% 3,16% 4,73% 6,64% 8,60% 9,06% 9,57% 11,73%

Abbildung 4.1: Ergebnisse der Optimierung ohne Nebenbedingungen und ohne TAK
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Optimierungsergebnisse

Betrachtet man die grafische Darstellung von links nach rechts in Richtung der steigen-
den Mindestreturnanforderungen, so folgen die Verdnderungen innerhalb der Portfolios
der Intuition: Je hoher die geforderte Rendite ist, umso stérker fillt die Cashquote der
Portfolios zugunsten der risikoreicheren Anlageklassen Bonds und Aktien. Die Bondquote
steigt dabei zunédchst deutlich stérker als die Aktienquote, da die Staatsanleihen weniger
Risiko beinhalten als die Aktien. Im 6. Portfolio (P6) ist die Cashquote auf 0% gesunken,
sodass ab diesem Portfolio die Aktien aufgrund ihrer héheren Risikoprdmie die Bonds aus
den Portfolios verdringen. Im achten Portfolio (P8) betrigt der Aktienanteil circa 9% bei

einer Anleihenquote von 91%.

Eine Analyse der Zusammensetzungen der einzelnen Portfolios zeigt, wie sich die Asset-
klassen untereinander verhalten. Innerhalb der Aktiengruppe liefern die Emerging-Markets
den hochsten Return, beinhalten auf der anderen Seite aber auch ein hohes Risiko. Dennoch
sind sie attraktiv zur Erzielung der geforderten Mindestrendite, sodass der Optimierer sie
unter den Aktien bevorzugt auswihlt. Im Gegensatz dazu bieten die US-Aktien zwar die
geringste Risikopramie unter den Aktien, jedoch diversifizieren sie das Risiko im Portfolio,
sodass sie ebenfalls bevorzugt ausgewéahlt werden. Dagegen scheinen die DAX-Aktien voll-
kommen unattraktiv. Trotz etwas héherer Risikopridmie und der Tatsache, dass sie keine

Waihrungsrisiken beinhalten, werden sie in kein Portfolio aufgenommen.

Das Halten von Cash in den Fremdwéhrungen US-Dollar und Rubel ist in dieser Form
ebenfalls unattraktiv. Hier konnen die Griinde bei dem Wechselkursrisiko liegen, das der
Optimierer aufgrund der geringen Cash-Returns meidet. Stattdessen investiert der Op-
timierer in Staatsanleihen. Dabei bevorzugt er lange Laufzeiten, die bei der zugrunde
liegenden leicht steigenden Zinskurve (normalen Zinsstruktur) mehr Rendite erwirtschaf-
ten. Spanien weist trotz mittlerer Laufzeit die mit Abstand hochste Rendite unter den
Staatsanleihen auf. Betrachtet man die Zusammensetzung der Portfolios P3 bis P5, so
findet man hohe Anteile bei kurzen deutschen Staatsanleihen als Gegenpol zu den spa-
nischen. Die deutschen Staatsanleihen beinhalten unter den Bonds das geringste Risiko.
Durch ldngere Laufzeiten steigt zwar das Zinsrisiko, jedoch ebenso die Risikopramie der
Anleihen des hier verwendeten Allokationsuniversums. Auf diese Weise gelangen Papiere
mit langen Laufzeiten erst bei steigenden Renditeanspriichen verstéirkt in die Portfolios.

Im achten Portfolio P8 sind keine kurzen Laufzeiten mehr zu finden. Auch die mittleren
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Laufzeitbéander sind bis auf die spanischen Anleihen verschwunden. Diese dominieren das

Portfolio P8 mit circa 62%.

Eine Erhohung der Returnanforderungen iiber die 3,5% des achten Portfolios hinaus,
zwingt den Optimierer in stets riskantere Assetklassen. Zur Veranschaulichung dieses Sach-
verhalts werden die Returnanforderungen in einem ergénzenden Optimierungslauf bis zum
Maximalwert von 9,35%, welcher der héchsten erwarteten Rendite innerhalb des Alloka-

tionsuniversums entspricht, angehoben.

Die Tabelle 4.8 zeigt die Auswirkungen einer solchen Anhebung der Renditeforderungen
auf das ALM-Risiko und die RoRaC-Werte. Als Ausgangspunkt wurde das bereits be-
kannte Portfolio P8 verwendet. Die Renditen wurden fiir weitere Portfolios P9 bis P15 in
Prozentschritten bis zum Maximum erhoht. Bei Portfolio P15 entspricht die Renditeanfor-
derung von 9,35% der maximal verfiigharen Risikoprimie innerhalb des Allokationsuniver-
sums und hat eine vollstdndige Investition in die dazugehorige Assetklasse ,,EM-Aktien®
zur Folge. Ab Portfolio P9 steigt das ALM-Risiko mit jedem geforderten Prozentpunkt
Rendite um etwa 10% an und steht am Ende bei fast 60%.

Kennzahl P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15

Returnanforderung | 3,5% 4% 5% 6% ™% 8% 9% 9,35%
ALM-Risiko 8,86% 11,79% 19.,51% 27.97% 36,80% 46,32% 56,31% 59,16%
RoRaC 36,47% 31,55% 24,04% 20,35% 18,17% 16,59% 1544% 15,24%

Tabelle 4.8: Kennzahlen der Portfolios P8 bis P15

Die nachfolgende Abbildung 4.2 verdeutlicht, wie sich die Erh6hung der Rendite auf die
Zusammensetzung der Portfolios auswirkt: Der Optimierer baut die langlaufenden Bonds
aus P8 zugunsten von renditetrichtigen Aktien ab. Durch stark steigende Aktienanteile
erhoht sich auch das ALM-Risiko der Portfolios massiv. Cash spielt in diesen Portfolios

keine Rolle mehr.
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Abbildung 4.2: Darstellung der Anlagegruppen bei hoheren Renditeanforderungen
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Abbildung 4.3: RoRaC-Werte der Portfolios P1 bis P15
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Die Visualisierung der RoRaC-Werte aller fiinfzehn Portfolios liefert das in Abbildung
4.3 dargestellte Diagramm. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Portfolios P3 bis P8
die besten RoRaC-Werte unter den fiinfzehn Portfolios aufweisen, d.h., sie zeigen die
besten Return-Risiko-Verhéltnisse in diesem Optimierungslauf. Daher liegt es nahe, fiir
die weiteren Optimierungen den Bereich um die Portfolios P3 bis P8 zu untersuchen.

Betrachtet man im Vergleich zu den Ergebnisportfolios das aktuelle SA A-Portfolio, so lie-
fert dieses lediglich einen RoRaC von 20,89% (orange Linie). Vergleicht man ALM-Risiko
und Excess-Return des SAA-Portfolios beispielsweise mit Portfolio P3, so wird bei letz-
terem trotz einer um 20 Basispunkte hoheren Renditeerwartung ein deutlich geringeres
ALM-Risiko gemessen. Portfolio P4 weist zwar ein dhnliches Risiko wie das SA A-Portfolio
aus, jedoch fallt der erwartete Return fast doppelt so hoch aus. Demnach liefle sich geméf
der Optimierung eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem aktuellen SA A-Portfolio er-

zielen.

Transaktionskosten wurden in dieser Optimierung nicht beriicksichtigt. Dennoch sind in
der Kennzahlentabelle die TAK, die zwischen dem SAA-Portfolio und den optimierten
Portfolios anfallen wiirden, angegeben. Dies dient insbesondere dem Vergleich mit der fol-

genden TAK-Optimierung.

Trotz ihrer Realitétsferne aufgrund fehlender TAK zeigt diese erste Optimierung, wie sich
die Portfolios mit steigenden Renditeanforderungen ohne Nebenbedingungen verédndern.
Eine erste zentrale Erweiterung der Optimierung ist die Einbindung der Transaktionskos-

tenberechnung in die Bedingung an den Mindestreturn.

4.3 Einbindung von Transaktionskosten

Die Einbindung von Transaktionskosten (TAK) in die Optimierung veréndert die Effizienz-
linie und somit die einzelnen optimalen Portfolios. Es gibt mehrere Moglichkeiten die Opti-
mierung ohne TAK mit einer Optimierung unter Beriicksichtigung der Transaktionskosten
zu vergleichen.

Um die Effekte der Transaktionskostennebenbedingung innerhalb einer Optimierung best-
moglich zu isolieren, wird die Uberrendite ,,Excess-Return inkl. TAK“ der Portfolios P1

bis P8 aus dem Ergebnis der Optimierung ohne TAK als Mindest-Return-Anforderung fiir
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die Transaktionskosten-Optimierung eingesetzt.% Dieses Vorgehen erméglicht eine Analyse
der Verdnderungen der optimalen Portfolios durch die Transaktionskostennebenbedingung,
da die Forderung nach identischen Werten fiir den ,,Excess-Return inkl. TAK*“ insgesamt

dhnliche Kennzahlen bedingt.

Optimierungsergebnisse

In der unteren Tabelle der Ergebnisabbildung 4.4 sind neben der Zusammensetzung der
Portfolios, die Transaktionskosten sowie das Startportfolio (SAA-Portfolio), von dem die
Transaktionskosten ausgehend berechnet werden, aufgefiithrt. Die Transaktionskosten sind
in Basispunkten” (bp) angegeben. Die TAK fiir Aktien liegen einheitlich bei 25bp, bei
Cash und Bonds sind diese dagegen sehr unterschiedlich. Wihrend fiir USD-Cash nur ein
Basispunkt an TAK verlangt wird, liegen die TAK bei RUB-Cash bereits bei 10bp. Auch
bei den Staatsanleihen ist der Handel mit Emerging-Markets am teuersten. Dort werden
TAK in Hohe von 35bp verlangt. Die spanischen Bonds sind im Verhéltnis zu USD- und
EUR-Bonds mit 30bp TAK ebenfalls relativ teuer im Handel.

Betrachtet man im Diagramm das Zusammenspiel der drei Gruppen Cash, Bonds und
Aktien, zeigt sich, dass der Abbau von Cash durch die Transaktionskostenbelastung ver-
langsamt wird. So enthélt Portfolio P6 noch iiber 8% Cash, wihrend bei der TAK-freien
Optimierung in P6 bereits kein Cash mehr im Portfolio vorhanden war. Dafiir ist der
Anteil an Staatsanleihen um circa 9%-Punkte gegeniiber der vorherigen Optimierung ge-
sunken. Diese fehlenden 9%-Punkte kommen im Wesentlichen durch —3%-Punkte Spanien
(allg.) und eine Verschiebung der prozentualen Aufteilung innerhalb der deutschen Staats-
anleihen zustande. Vergleicht man P6 mit dem SAA-Portfolio, so hilt der Optimierer die
Positionen Germany 1-3 und Germany 7-10. Hier lohnt es sich unter Transaktionskos-
tenaspekten nicht mehr, die Papiere gegen andere Laufzeiten oder andere Anlageklassen
einzutauschen, wie es bei der Optimierung ohne TAK der Fall war. (Ohne TAK waren
die kurzen Laufzeiten (Germany 1-3) sowie die langen (Germany 10-30) bevorzugt ausge-
wihlt worden.) Die gleichen Tendenzen lassen sich in abgeschwichter Form auch bei den
USD-Bonds erkennen. Die spanischen Bonds bleiben dominierend, auch wenn sie durch

ihre hohen TAK anteilig etwas zuriickgedridngt werden. Davon profitieren die Aktien, die

Im ersten Optimierungslauf sind die potenziell anfallenden Transaktionskosten fiir die optimierten Portfo-
lios zwar ausgewiesen worden, jedoch nicht in die Optimierung als Nebenbedingung eingeflossen. Das heifit,
sie haben das Optimierungsergebnis nicht beeinflusst.

7 Ein Basispunkt entspricht einem Hunderstel Prozentpunkt, d.h. 1bp = 0,01%.
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Kennzahl RNPF SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Mindest-Return (gefordert) 0,24% 0,45% 0,93% 1,39% 1,84% 2,30% 2,76%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 0,29% 0,47% 0,95% 1,41% 1,86% 2,32% 2,78%
Excess-Return inkl. TAK 0,70% 0,27% 0,45% 0,93% 1,39% 1,84% 2,30% 2,76%
Excess-Return ohne TAK 0,32% 0,50% 0,99% 1,48% 1,98% 2,48% 2,98%
TAK 0,05% 0,05% 0,06% 0,09% 0,14% 0,18% 0,22%
ALM-Risko 3,35% 1,27% 1,36% 2,18% 3,28% 4,54% 5,89% 7,26%
RoRaC 20,89% 20,99% 32,99% 42,71% 42,44% 40,49% 39,06% 37,99%
Duration 3,60 2,67 2,00 2,48 3,47 4,27 5,11 5,99 6,78

100,00% .

92,75% 90,62%

90,00% 84,64%

80,00%

70,00%

60,00%

50,00% 46,09%

40,00%

30,00% 23,78%

20,00% 15,35%

. 9,38%
10,00% 14 135% o
0,01% 0,48% L% — ~~—_ 0,00%
0,00% IS 4,60% 592% — 0,00%
P1 P2 P3 P4 PS5 P6 P7 P8
=@ Cash  e=@u=Bonds  e=@== Aktien
Assetklasse SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

DAX 25 2,00% 0,23% 0,55%
SX5E 25 1,00% 0,18% 0,73% 0,78% 1,00% 1,00%
EM-Aktien 25 0,07% 0,57% 1,06% 1,64% 2,34% 2,81%
USD-Aktien 25 1,00% 0,01% 0,41% 1,00% 1,34% 2,18% 2,35% 2,90%
EUR-Cash 0-1 6 40,00%| 80,87% 71,25% 46,09% 37,40% 23,78% 8,32%
RUB-Cash 0-1 10
USD-Cash 0-1 1 6,00% 3,77%
Germany 1-3 2 12,00% 4,95% 17,59% 12,00% 12,00% 12,00% 5,54%
Germany 3-5 3 10,00%
Germany 5-7 3 8,00% 1,11% 1,76% 4,21% 3,96%
Germany 7-10 5 5,00% 4,12% 4,71% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%
Germany 10-30 14 5,00% 6,89% 7,79% 9,41% 11,25% 13,11% 14,86% 17,38%
Spanien (allg.) 30 2,71% 11,78% 21,26% 30,90% 40,33% 50,82%
EM-Government (allg.) 35
USD-Government 1-3 1 4,00%
USD-Government 3-5 1,5 3,00% 5,03% 2,99% 1,06%
USD-Government 5-7 1,5 2,00%
USD-Government 7-10 2 1,00% 2,25% 0,57% 1,97% 1,00%
USD-Government 10-20 4 2,10% 3,09% 4,82% 5,81% 7,86% 9,36%  10,05%

Abbildung 4.4: Ergebnisse der Optimierung ohne Nebenbedingungen mit TAK

P8
3,23%

3,25%
3,23%
3,49%
0,26%
8,84%
36,53%
6,95

]

0,76%
1,00%
5,88%
1,74%

18,29%
59,56%

12,77%



164 Kapitel 4 - Praktische Optimierungsbeispiele

in Summe etwas stérker vertreten sind als in der vorherigen TAK-freien Optimierung.
Grund hierfiir sind ihre gute Rendite und etwas geringeren TAK gegeniiber den spanischen
Anleihen. Damit tragen sie anstelle der spanischen Bonds zur Erreichung der geforderten
Mindestrenditen bei.

Bedingt durch Diversifikationseffekte sind die européischen Aktien in dieser Optimierung
etwas stirker verteten und auch der DAX wird in den hinteren Portfolios P6 bis P8 vom
Optimierer in kleinen Mengen gekauft.

Das erste Portfolio P1 ist bei beiden Optimierungen das risikominimale Portfolio und daher
in seiner Zusammensetzung identisch. Die Kennzahlen der Portfolios verdndern sich durch
die Transaktionskosteneinbindung wenig. Das ALM-Risiko fillt in den meisten Portfolios
etwas geringer aus. Dies ist eine Folge der Beriicksichtigung der TAK, die durch ihre
Mitoptimierung geringer ausfallen als in der vorherigen Optimierung. Da die Zielgrofie
yExcess-Return inkl. TAK® durch die Renditeanforderungen gleich bleibt, reduziert sich

ebenfalls der ,Excess-Return ohne TAK® aufgrund des einfachen Zusammenhangs
Excess-Return inkl. TAK = Excess-Return ohne TAK — TAK

im gleichen Maf} wie die TAK. Folglich muss der Optimierer weniger Risiko eingehen, um

die geforderten Returns zu erzielen.

In einem zweiten Optimierungslauf unter TAK-Beriicksichtigung wird der ,,Excess-
Return inkl. TAK* mit dem , Excess-Return ohne TAK*“ aus der TAK-freien Optimierung
gleichgesetzt. Dieser Vergleich zeigt die Auswirkung der TAK-Nebenbedingung auf das
ALM-Risiko und damit auf das benétigte Risikokapital. Der Optimierer wird gezwungen
hohere Risiken einzugehen, da er die TAK zusétzlich verdienen muss, sodass die Risiko-
Rendite-Profile der Portfolios aus den genannten beiden Optimierungen nicht miteinander
vergleichbar sind. Betriebswirtschaftlich formuliert beantwortet diese Optimierung dem
Investor die Frage, wie sich seine Risikoposition durch die Notwendigkeit des Hinzuverdie-
nens der TAK gegeniiber seinem Startportfolio (hier das SAA-Portfolio) veréndert.

Die dazugehérigen Ergebnisse in der Abbildung 4.5 zeigen einen Anstieg des ALM-Risikos,
das mit zunehmender Returnanforderung iiberproportional zunimmt. Darunter leiden die
RoRaC-Werte, da die Optimierung in den meisten Portfolios ein schlechteres Verhéltnis
von Rendite zu Risiko liefert. Bei steigender Renditeanforderung werden die Bonds in

lingere Laufzeiten gedriangt, wodurch die Portfoliodurationen steigen.
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Kennzahl RNPF SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Mindest-Return (gefordert) 0,0% 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 2,5% 3,0%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 0,29% 0,52% 1,02% 1,52% 2,02% 2,52% 3,02%
Excess-Return inkl. TAK 0,70% 0,27% 0,50% 1,00% 1,50% 2,00% 2,50% 3,00%
Excess-Return ohne TAK 0,32% 0,55% 1,07% 1,60% 2,15% 2,70% 3,24%
TAK 0,05% 0,05% 0,07% 0,10% 0,15% 0,20% 0,24%
ALM-Risko 3,35% 1,27% 1,42% 2,36% 3,57% 5,01% 6,46% 7,96%
RoRaC 20,89% 20,99% 3523% 42,40% 42,03% 39,94% 38,71% 37,71%
Duration 3,60 2,67 2,00 2,60 3,62 4,47 5,41 6,37 7,11

100,00%

92,19% 92,16%
90,00% 84,64% 87,36%
80,00% 76,98%
68,31%
70,00%
62,32%
60,00%
,53%
50,00%
40,00% 34,18%
31,09%
30,00%
20,00% 15,35%
12,64%
10,00% 6,50% iz;o/./o
0,01% 0,60% 1.97% 1,30% o
0,00% ® 5,07% & ® 0,00%
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
@@= Cash Bonds ~ e==@== Aktien
Assetklasse FX Kat. P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
DAX EUR Aktien 0,31% 0,85%
SX5E EUR Aktien 0,25% 0,67% 1,00% 1,00% 1,00%
EM-Aktien RUB Aktien 0,15% 0,72% 1,25% 1,85% 2,58% 3,22%
USD-Aktien uUsD Aktien 0,01% 0,46% 1,00% 1,58% 2,22% 2,62% 2,77%
EUR-Cash 0-1 EUR Cash 80,87% 68,31% 42,50% 34,18% 17,95% 1,30%
RUB-Cash 0-1 RUB Cash
USD-Cash 0-1 usD Cash 3,77%
Germany 1-3 EUR Bonds 6,75% 19,27% 12,00% 12,00% 12,00%
Germany 3-5 EUR  Bonds
Germany 5-7 EUR Bonds 1,53% 3,34% 5,44% 0,46%
Germany 7-10 EUR Bonds 4,12% 4,41% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%
Germany 10-30 EUR Bonds 6,89% 8,24% 9,96% 11,37% 13,36% 15,61% 19,12%
Spanien (allg.) EUR Bonds 3,54% 12,84% 23,60% 34,07% 44,55% 56,85%
EM-Government (allg.) RUB  Bonds
USD-Government 1-3 USD Bonds
USD-Government 3-5 USD Bonds 4,85% 2,91% 0,71%
USD-Government 5-7 USD Bonds
USD-Government 7-10 USD Bonds 2,25% 0,86% 1,00% 0,82%
USD-Government 10-20 USD Bonds 2,10% 3,31% 4,70% 7,11% 8,40% 9,59% 10,72%

Abbildung 4.5: Ergebnisse der 2. Optimierung ohne Nebenbedingungen mit TAK
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Die Zusammensetzungen der Portfolios P1 bis P8 zeigen einen #hnlichen Verlauf wie bei
der ersten TAK-Optimierung. Sie bewegen sich allerdings ein Stiick weiter oben auf der
(gleichen) Effizienzlinie. In der nachfolgenden Abbildung 4.6 werden die Effizienzlinien fiir
die drei bisher durchgefiihrten Optimierungsléufe gezeigt. Die einzelnen Punkte auf den
Effizienzlinien markieren die Portfolios P1 bis P8 jeweils von links nach rechts. Die Linien

der beiden TAK-Optimierungen liegen iibereinander.

~—— Ohne TAK Mit TAK 1 Mit TAK 2

Q

Q

/ ® sAA
/
/

RNPF
[
0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%

ALM-Risiko

Abbildung 4.6: Effizienzlinien der Optimierungen ohne Nebenbedingungen

Im Ursprung liegt das risikoneutrale Portfolio (RNPF), das die Nullposition sowohl fiir
den Excess-Return (inkl. TAK) als auch fiir das ALM-Risiko darstellt. Das aktuelle SAA-
Portfolio liegt unterhalb aller Effizienzlinien und befindet sich somit in der Menge der
ineffizienten Portfolios. Das Hinzufiigen weiterer wirksamer Nebenbedingungen wird die

Effizienzlinie weiter nach unten beugen, sodass die Losungsmenge I stetig kleiner wird.

11%
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4.4 Optimierung unter Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt wird das Optimierungsbeispiel neben der Transaktionskostenbedin-

gung um weitere Nebenbedingungen erginzt.

1. Optimierung mit Nebenbedingungen

Auf Grundlage der Optimierungsergebnisse aus Abbildung 4.5 beschliefit das Investment-
komitee, dass das Verhiltnis von spanischen Staatsanleihen zu deutschen Staatsanleihen
maximal 1 zu 4 betragen soll. Des Weiteren sollen die Investments in Emerging-Markets
keinesfalls 10% des Portfoliovolumens iiberschreiten. Zum Ausgleich der Einschriankungen
bei spanischen Staatsanleihen und Emerging-Markets soll der Optimierer nicht zu stark
in Aktien ausweichen konnen, sodass die Aktienquote auf 15% begrenzt wird. Aulerdem
hilt die Versicherung eine strategische Beteiligung an einem DAX-Konzern, die einem pro-
zentualen Anteil von 1,5% am Portfolio entspricht. Shortpositionen sollen weiterhin nicht

erlaubt werden.

Nr Assetklasse FX Kat. Ibx ubx

1 DAX EUR Aktien 1,50% 100,00%
2 SX5E EUR Aktien 100,00%
3 EM-Aktien RUB Aktien 100,00%
4 USD-Aktien usD Aktien 100,00%
5 EUR-Cash 0-1 EUR Cash 100,00%
6 RUB-Cash 0-1 RUB Cash 100,00%
7 USD-Cash 0-1 usD Cash 100,00%
8 Germany 1-3 EUR Bonds 100,00%
9 Germany 3-5 EUR Bonds 100,00%
10 Germany 5-7 EUR Bonds 100,00%
11 Germany 7-10 EUR Bonds 100,00%
12 Germany 10-30 EUR Bonds 100,00%
13 Spanien (allg.) EUR Bonds 100,00%
14 EM-Government (allg.) RUB Bonds 100,00%
15 USD-Government 1-3 UsSD Bonds 100,00%
16 USD-Government 3-5 UsD Bonds 100,00%
17 USD-Government 5-7 UsD Bonds 100,00%
18 USD-Government 7-10 uUsSD Bonds 100,00%
19 USD-Government 10-20 UsD Bonds 100,00%

Abbildung 4.7: Nebenbedingungen lbx/ubx

Um diese Restriktionen an den Optimierer zu iibergeben, miissen unterschiedliche Ne-
benbedingungen eingefiigt werden. Die einfachste Anpassung stellt dabei die strategische
Beteiligung dar, da hier lediglich die Untergrenze lbz des DAXgewichts von 0% auf 1,5%

angehoben wird. Alle anderen Positionen der Grenzvektoren [bz/ubx bleiben unveréndert.
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Die verbleibenden drei Anforderungen werden als Gruppennebenbedingungen dargestellt.
Dies geschieht entsprechend der Ausfithrungen in Kapitel 3.10. Fiir jede neue Nebenbe-

dingung wird (mindestens) eine neue Zeile zur Nebenbedingungsmatrix A hinzugefiigt.

e Aktienbegrenzung auf 15%
Hierzu lautet die Gleichung

4
0< D w; < 0,15,
i=1
Summe der Aktiengewichte
wobei die Nummerierung der Gewichte den Nummern der Assetklassen entspricht.
Somit wird fiir alle vier Aktiengewichte (1 DAX, 2 SX5E, 3 EM-Aktien, 4 USD-
Aktien) als Matrixeintrage der Wert 1 (Koeffizienten der w;’s) eingetragen. Die

Grenzen zu der Nebenbedingungszeile lauten (bAne, = 0 und ubApne = 0, 15.

e Begrenzung der Emerging-Markets auf 10%
Analog zu der Aktienrestriktion lautet die Gleichung fiir die Emerging-Markets

0 < w3+ ws +wyg <0,1,

wobei die Assetklassen 3 (EM-Aktien), 6 (RUB-Cash) und 14 (EM-Government) die
Vertreter der Emerging-Markets sind. Die dazugehorigen Grenzen lauten (bApye, = 0
und ubApne, = 0,1.

¢ Relative Einschrinkung spanischer Staatsanleihen
Die Darstellung von Relationen verschiedener Assetklassen zueinander ist nicht im-
mer einfach umzusetzen. Beispiele dafiir sind die Fondsabbildung aus Kapitel 3.12

und die Absicherung mit Devisentermingeschéften (Kapitel 3.13).

Bei der gewiinschten Nebenbedingung sollen die spanischen Staatsanleihen (13 Spa-
nien (allg.)) nicht mehr als ein Viertel der im Portfolio enthaltenen deutschen Staats-
anleihen (Assetklassen Nr. 8, 9, 10, 11, 12) ausmachen, d. h.

1
w13 < 1 sz’-

Spanien (allg.)
Summe deutscher Staatsanleihen
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Wie iiblich muss die lineare Ungleichung in der Form

12

1
—OOSwlg—ZZwZ’SO (4.3)
=8

dargestellt werden.

Da das Optimierungsprogramm eine numerische Zahl als Untergrenze [bA verlangt,

kann entweder das Minimum von min (w3 — ng TW;)

= % genommen oder ein
besonders kleiner Wert, z. B. 1bA = —(10'°), angegeben werden. Die konsequente
Verwendung eines solchen speziell ausgezeichneten Werts bietet den Vorteil der Wie-

dererkennung eines mathematischen “+oo“ innerhalb des Optimierungsprogramms.

Die drei Gruppennebenbedingungen sind in Abbildung 4.8 in tabellarischer Form darge-
stellt.®

Emerging
Markets

-(10710)

Nr Assetklasse FX Kat.

1 DAX EUR Aktien 1
2 SX5E EUR Aktien 1
3 EM-Aktien RUB Aktien 1 1
4 USD-Aktien uUsbD Aktien 1
5 EUR-Cash 0-1 EUR Cash

6 RUB-Cash 0-1 RUB Cash 1

7 USD-Cash 0-1 UsD Cash

8 Germany 1-3 EUR Bonds -0,25

9 Germany 3-5 EUR Bonds -0,25

10 Germany 5-7 EUR Bonds -0,25

11 Germany 7-10 EUR Bonds -0,25

12 Germany 10-30 EUR Bonds -0,25

13 Spanien (allg.) EUR Bonds 1,00

14 EM-Government (allg.) RUB Bonds 1

15 USD-Government 1-3 UsSD Bonds

16 USD-Government 3-5 UsSD Bonds

17 USD-Government 5-7 UsSD Bonds

18 USD-Government 7-10 uUSsD Bonds

19 USD-Government 10-20 usD Bonds

Abbildung 4.8: Gruppennebenbedingungen

8 Die inhaltliche Darstellung gleicht der Darstellung in Tabelle 3.14, wurde jedoch aus Platzgriinden anders
aufgeteilt.
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Optimierungsergebnisse

Bei der Betrachtung der Ergebnisse dieses Optimierungslaufs (Abbildung 4.9 auf der néchs-
ten Seite) zeigt sich, dass die Returnanforderung von 3,5% fiir Portfolio P8 unter den
gegebenen Nebenbedingungen nicht mehr erfiillbar ist, infolgedessen es kein Losungsport-

folio zu dieser Anforderung gibt.

In Portfolio P7 ist, wie im Diagramm ersichtlich, die Obergrenze von 15% fiir Aktienin-
vestments erreicht worden, sodass ein Renditezugewinn durch einen weiteren Aktienaufbau
nicht moglich ist. Ebenso sind die spanischen Anleihen, die unter den Bonds die hochste
Rendite bieten, an ihrer maximalen Grenze von 25%, anteilig an den deutschen Staatsan-
leihen gemessen, angekommen.? (Diese Grenze wird ebenfalls in den Portfolios P3 bis P6
erreicht.)

Auch die Grenze der dritten Gruppennebenbedingung greift in Portfolio P7: Die Auslas-
tung der 10%-Obergrenze fiir Emerging-Markets-Titel wird durch die Assetklasse ,,EM-
Aktien“ erreicht. Eine Zusammenfassung der Auslastung der Gruppenrestriktionen zeigt
die folgende Tabelle 4.9.

GruppenNB ‘ Grenzen ‘ P1 P2 P3 P4 P5 P6 p7
Aktien 1,5% 15% | 1,50% 1,50%  2,76% 517% 9,59% 14,09% 15,00%
EM 0% 10% | 0,00%  0,00% 0,52% 1,90% 4,14% 6,20%  10,00%

Spanien 0% 25% | 0,00% 12,41% 25,00% 25,00% 25,00% 25,00% 25,00%

Tabelle 4.9: Auslastung der Gruppennebenbedingungen

Durch die erzwungene Investition von 1,5% in den DAX aufgrund der strategischen Be-
teiligung, verdndert sich das risikominimale Portfolio P1 und damit auch die Effizienzlinie
gegeniiber der vorherigen Optimierung. Bis einschlieflich Portfolio P6 hélt der Optimierer
diese Untergrenze fiir den DAX ein, in Portfolio P7 wird der DAX-Anteil um 30bp erhoht.
Dies zeigt, dass die strategische Beteiligung zunéchst einmal keine Einschrankung fiir das

Erreichen hoherer Renditen darstellt.

9 Die Summe der deutschen Staatsanleihen betrigt 62,46%, wovon 25% genau den 15,615% spanischer Bonds
in P7 entsprechen.
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Kennzahl RNPF SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Mindest-Return (gefordert) 0,0% 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 2,6% 3,0%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 0,43% 0,52% 1,02% 1,52% 2,02% 2,52% 3,02%
Excess-Return inkl. TAK 0,70% 0,41% 0,50% 1,00% 1,50% 2,00% 2,50% 3,00%
Excess-Return ohne TAK 0,45% 0,55% 1,06% 1,61% 2,12% 2,64% 3,17%
TAK 0,04% 0,05% 0,06% 0,11% 0,12% 0,14% 0,17%
ALM-Risko 3,35% 1,52% 1,59% 2,42% 3,87% 5,83% 8,18% 10,91%
RoRaC 20,89% 26,71% 31,45% 41,32% 38,76% 34,33% 30,55% 27,49%
Duration 3,60 2,67 2,28 2,55 3,74 4,84 6,03 7,21 9,45

100,00%

94,83%
90,41%
90,00% 85,00%
78,92%
80,00% 73,76%
70,00%
60,00% 61,05%
50,00%
40,00%
30,00%
19,58%
20,00% 14,09% 15,00%
10,00%
1,50%
0,00% 0,00% 0,00%
0,00% o o 3
P1 P2 P3 P4 PS5 P6 p7
=== Cash =@ Bonds @ Aktien
Assetklasse FX Kat. P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
DAX EUR  Aktien 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,80%
SX5E EUR  Aktien 0,12% 1,00% 2,82% 2,20%
EM-Aktien RUB  Aktien 0,52% 1,90% 4,14% 6,20% 10,00%
USD-Aktien USD  Aktien 0,74% 1,65% 2,95% 3,57% 1,00%
EUR-Cash 0-1 EUR Cash 77,92% 73,76% 36,19%
RUB-Cash 0-1 RUB Cash
USD-Cash 0-1 usD Cash 1,00%
Germany 1-3 EUR Bonds 0,54% 25,32% 46,55% 26,19% 3,59%
Germany 3-5 EUR  Bonds
Germany 5-7 EUR Bonds 1,48% 7,37% 16,68% 28,92% 7,13%
Germany 7-10 EUR Bonds 4,88% 5,84% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%
Germany 10-30 EUR Bonds 7,28% 7,85% 10,12% 10,57% 18,20% 25,32% 50,33%
Spanien (allg.) EUR  Bonds 1,77% 10,48% 17,37% 16,52% 15,71% 15,62%
EM-Government (allg.) RUB  Bonds
USD-Government 1-3 USD Bonds
USD-Government 3-5 USD Bonds 3,15% 4,53% 3,00% 0,21%
USD-Government 5-7 USD Bonds
USD-Government 7-10 USD Bonds 0,38% 0,04%
USD-Government 10-20 USD Bonds 4,27% 3,84% 5,61% 7,74% 7,82% 7,36% 6,92%

Abbildung 4.9: Ergebnisse der 1. Optimierung mit Nebenbedingungen

P8

3,6%

Keine Losung

]
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Alle acht Portfolios verzeichnen einen Anstieg des ALM-Risikos, der im Wesentlichen auf
das erzwungene DAX-Investment zuriickzufiihren ist.' Dementsprechend sind auch die
RoRaC-Werte gegeniiber der letzten Optimierung gesunken, da die Renditen aufgrund

identischer Anforderungen gleich geblieben sind.

Bei der Betrachtung der Grafik in Abbildung 4.9 fillt der rasante Anstieg der Bonds
zwischen P2 und P4 ins Auge. Dieser ist der Nebenbedingung fiir spanische Anleihen ge-
schuldet, da der Optimierer nun vermehrt in andere Staatsanleihen investieren muss, um
den Renditeanspriichen gerecht zu werden. Insbesondere wird der Optimierer gezwungen,
mindestens viermal so viele deutsche Staatsanleihen zu kaufen, wie er spanische Anleihen
ins Portfolio aufnimmt. Dies fordert bei ansteigender Returnerwartung auch den Zukauf

deutscher Staatsanleihen mit mittleren bis langen Laufzeiten.

2. Optimierung mit Nebenbedingungen

Nach Betrachtung der Optimierungsergebnisse bespricht das Investmentteam, dass fiir die
Steuergrofe ,,Duration” eine allzu grofie Differenz von der Duration des risikoneutralen
Portfolios (RNPF) nicht wiinschenswert ist. Daher wird entschieden, dass eine Duration
von 4 nicht iiberschritten werden soll.

Dariiber hinaus méchte man nicht auf eine gewisse Liquiditét verzichten, um einen etwai-
gen finanziellen Handlungsspielraum zu erhalten. Daher wird eine Gesamtliquiditét von
mindestens 10%, aufgeteilt in 8% EUR-Cash und 2% USD-Cash, beschlossen.

Um die Liquiditdt zu realisieren, werden die entsprechenden Untergrenzen lbx fiir die
Cashpositionen in Euro (5 EUR-Cash) und US-Dollar (7 USD-Cash) angehoben, wie in
der nachfolgenden Abbildung 4.10 zu sehen ist.

10 Djes fillt bereits beim Vergleich der risikominimalen Portfolios P1 der beiden Optimierungsliufe auf.
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\'[¢ Assetklasse

DAX

SX5E

EM-Aktien
USD-Aktien
EUR-Cash 0-1
RUB-Cash 0-1
USD-Cash 0-1
Germany 1-3
Germany 3-5

10 Germany 5-7

11 Germany 7-10

12 Germany 10-30

13 Spanien (allg.)

14 EM-Government (allg.)
15 USD-Government 1-3
16 USD-Government 3-5
17 USD-Government 5-7
18 USD-Government 7-10

O©OoONOOOBRWN-

19 USD-Government 10-20

Abbildung 4.10: Nebenbedingungen lbx/ubx (2. Optimierung mit NB)

FX

EUR
EUR
RUB
usD
EUR
RUB
usD
EUR
EUR
EUR
EUR
EUR
EUR
RUB
usD
usD
usD
usD
usD

Kat.

Aktien
Aktien
Aktien
Aktien
Cash
Cash
Cash
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds

Ibx
1,50%

8,00%

2,00%

ubx

100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%
100,00%

Die Nebenbedingung an die Duration stellt dagegen eine Gruppennebenbedingung dar,

die als lineare Ungleichung formuliert werden muss.

Nr Assetklasse

1 DAX

2 SX5E

3 EM-Aktien

4 USD-Aktien

5 EUR-Cash 0-1

6 RUB-Cash 0-1

7 USD-Cash 0-1

8 Germany 1-3

9 Germany 3-5

10 Germany 5-7

11 Germany 7-10

12 Germany 10-30

13 Spanien (allg.)

14 EM-Government (allg.)
15 USD-Government 1-3
16 USD-Government 3-5
17 USD-Government 5-7
18 USD-Government 7-10
19 USD-Government 10-20

Abbildung 4.11: Gruppennebenbedingungen (2. Optimierung mit NB)

FX

EUR
EUR
RUB
uUsD
EUR
RUB
uUsD
EUR
EUR
EUR
EUR
EUR
EUR
RUB
uUsbD
uUsD
uUsD
uUsbD
uUsD

IbA_Neb
ubA_Neb

Kat.

Aktien
Aktien
Aktien
Aktien
Cash
Cash
Cash
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds
Bonds

-(1070)

-0,25
-0,25
-0,25
-0,25
-0,25

1,00

Emerging
Markets

[EENE R G NEN

Duration

0,36
0,25
0,42
1,80
3,69
5,49
7,61
14,22
4,97
3,85
1,90
3,87
5,74
7,79
10,84
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Geméf der Gleichung 3.5 fiir die Duration eines Portfolios soll gelten
19
0<> wi- Doy <4,
i=1

wobei Dfn oq die modifizierte Duration der i-ten Assetklasse ist. Diese sind in der Tabelle
4.6 des Allokationsuniversums zu finden. Die Durationsbedingung ergénzt die Tabelle der

Gruppennebenbedingungen wie in Abbildung 4.11 gezeigt ist.

Optimierungsergebnisse

Als Ergebnis der Optimierung erhilt man nur noch fiir fiinf Portfolios P1 bis P5 Losun-
gen, wie in Abbildung 4.12 dargestellt. Ab Portfolio P6 sind die Renditeanforderungen
unter den gegebenen Nebenbedingungen nicht mehr erfiillbar. Hierfiir verantwortlich ist

die Durationsschranke!!, die in den Portfolios P4 und P5 bereits greift.

GruppenNB ‘ Grenzen ‘ P1 P2 P3 P4 P5
Aktien 1,5% 15% | 1,50% 1,50%  2,72% 7,05% 13,81%
Emerging-Markets | 0%  10% | 0,00%  0,00%  0,52% 3,44% 7,66%
Spanien 0% 25% | 0,00% 14,19% 25,00% 25,00% 25,00%
Duration 0 4 2,27 2,53 3,74 4,00 4,00

Tabelle 4.10: Auslastung der Gruppennebenbedingungen nach der 2. Optimierung

Die Betrachtung der Auslastungstabelle 4.10 fiir die einzelnen Nebenbedingungen zeigt,
dass die Anteile von Aktien und Emerging-Markets in den fiinf Portfolios weiter gestiegen

t.12

sind. Die obere Grenze wird jedoch bei beiden nicht erreich Die Anteile spanischer An-

leihen bleiben gegeniiber der vorangegangen Optimierung hingegen fast unveréndert.

In der grafischen Darstellung in Abbildung 4.12 erkennt man die Verdnderungen in den
Anlagegruppen bei den Portfolios P4 und P5 als Folge der Liquiditdtsuntergrenze von
10%. Das restliche Bild gleicht dem Verlauf der vorherigen Optimierung.

11 Es konnte nachgewiesen werden, dass das Optimierungsproblem fiir P6 bis P8 auch ohne die Liquiditéits-
anforderungen nicht 16sbar ist.
2 Dies war bei der 1. Optimierung mit Nebenbedingungen auch erst ab Portfolio P6 der Fall.
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Kennzahl RNPF SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Mindest-Return (gefordert) 0,0% 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 2,6% 3,0%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 0,43% 0,52% 1,02% 1,52% 2,02%

Excess-Return inkl. TAK 0,70% 0,40% 0,50% 1,00% 1,50% 2,00% 2 2
Excess-Return ohne TAK 045%  055%  1,08%  159%  210% 32 2
TAK 0,04% 0,05% 0,06% 0,09% 0,10% E; E;
ALM-Risko 3,35% 1,53% 1,57% 2,45% 4,34% 7,13% £ £
RoRaC 20,89% 26,44% 31,79% 40,88% 34,54% 28,03% ¥ 4
Duration 3,60 2,67 2,27 2,53 3,74 4,00 4,00
90,00%
80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%
10,00%
0,00%
P1 ) P3 P4 P5
=== Cash =@ Bonds @ Aktien
Assetklasse FX Kat. P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
DAX EUR  Aktien 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50%
SX5E EUR  Aktien 0,96% 1,00%
EM-Aktien RUB  Aktien 0,52% 3,44% 7,66%
USD-Aktien USD  Aktien 0,69% 1,15% 3,65%
EUR-Cash 0-1 EUR Cash 77,65% 73,42% 34,54% 8,00% 8,00%
RUB-Cash 0-1 RUB Cash
USD-Cash 0-1 usD Cash 2,00% 2,00% 2,00% 2,00% 2,00%
Germany 1-3 EUR Bonds 26,66% 39,36% 21,53%
Germany 3-5 EUR  Bonds 0,53% 10,00%
Germany 5-7 EUR  Bonds 1,39% 9,97% 14,47%
Germany 7-10 EUR Bonds 5,16% 6,27% 5,00% 5,00% 5,00%
Germany 10-30 EUR Bonds 7,26% 797% 10,16% 5,00% 4,08%
Spanien (allg.) EUR Bonds 2,02% 10,80% 14,96% 13,77%
EM-Government (allg.) RUB  Bonds
USD-Government 1-3 USD Bonds
USD-Government 3-5 USD Bonds 1,69% 2,03% 0,27%
USD-Government 5-7 USD Bonds
USD-Government 7-10 USD Bonds 0,72% 1,70% 0,71% 1,00% 1,00%
USD-Government 10-20 USD Bonds 4,02% 3,10% 5,75% 7,12% 6,34%

Abbildung 4.12: Ergebnisse der 2. Optimierung mit Nebenbedingungen

P8
3,6%

Keine Losung

]
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Bei der Analyse der Portfoliozusammensetzungen stellt man fest, dass die Laufzeitenauf-
teilung unter den deutschen Staatsanleihen in den letzten beiden Portfolios gegeniiber den
vorangegangenen Optimierungen gleichméfiiger geworden ist. Durch die Umverteilung aus
den langen Laufzeiten in die mittleren und kiirzeren Laufzeiten wird eine niedrigere Port-
folioduration erreicht. Weiterhin wird auch bei US-Staatsanleihen die Laufzeit 7-10 Jahre
hinzugenommen und der Anteil spanischer Anleihen, deren Duration bei 4,97 liegt, sinkt
insgesamt.

Der Aktienanteil ist dagegen etwas gestiegen. Bei Portfolio P5 haben die Emerging-Markets-
Aktien circa 3%-Punkte und die USD-Aktien etwa 0,7%-Punkte zusétzlich allokiert be-

kommen.

3. Optimierung mit Nebenbedingungen und Devisenabsicherung

In einem dritten Optimierungslauf soll der Einfluss von Wahrungsabsicherungen auf die
Fremdwihrungen US-Dollar und Rubel untersucht werden. Hier wird das Verfahren des
,Optimalen Wahrungs-Hedgings* aus Kapitel 3.13 angewandt. Bei diesem Verfahren ent-
scheidet der Optimierer iiber die Sinnhaftigkeit und Hohe der Absicherungen, d.h., er
bestimmt die optimalen Absicherungsquoten.

Geméfl der im Kapitel 3.13 vorgeschlagenen Implementierung muss das Allokationsuni-
versum um eine Euro-, US-Dollar- und Rubel-Cash-Leg-Position erweitert werden. Diese

Asset-Klassen werden als Derivate-Cash (DCash) kategorisiert.

Nr Assetklasse FX Kat. MDUR TAK RP| Ibx ubx

20 EUR-Cash-Legs EUR Dcash 0,25 0% 0% 0% 100%
21 RUB-Cash-Legs RUB Dcash 0,25 0% 0% | -100% 0%
22 USD-Cash-Legs USD Dcash 0,25 0% 0% | -100% 0%

Tabelle 4.11: Erweiterung des Allokationsuniversums um Derivate-Cash-Klassen

Fiir die Cash-Leg-Positionen miissen die Grenzen lbx und ubx den Angaben in der Tabelle
entsprechend angepasst werden. Diese Grenzen resultieren aus den Ungleichungen (3.83)
wEYE > 0 und (3.84) wEF < 0, wobei FX = RUB oder USD ist.

Die Absicherung wird wie in Beispiel 3.6 durch drei Ungleichungen umgesetzt, die als
Gruppennebenbedingungen dargestellt werden. Fiir die beiden Wahrungsabsicherungen
werden geméfl Optimal-Hedging keine Absicherungsquoten festgelegt, da der Optimierer
diese bestimmt. Daher wird sowohl fiir Rubel als auch fir US-Dollar die Gleichung (3.91)
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verwendet. Fiir Rubel lautet diese

0<wilP+ Y w <o,
icIRUB

IRUB

wobei = {3,6,14} die Indexmenge aller Assetklassen in Rubel ist. Analog wird die

Gleichung fiir US-Dollar formuliert. Als drittes wird die Summengleichung nach (3.87)
0 < wBYE + wBIB 4+ U7P <0

itber alle Cash-Legs benttigt.

Die drei (Un-)Gleichungen zur Wiahrungssicherung werden den bisherigen Gruppenneben-
bedingungen hinzugefiigt. Die Losbarkeit der Gleichungen wird durch die Festlegung der
Grenzen [bx/ubz in Tabelle 4.11 fiir die Derivate-Cash-Assetklassen gewéhrleistet.

Spanien
Anteil
Emerging
Markets
Aktien
Duration
FX-Anteil
DTG USD
Absicherung
DTG RUB
Absicherung

M-I DTG Summe

[N\ -(10~10) 0 0

ubA_Neb 0 0,1 0,15 4 0,3 (10210) | (1010)
Nr  Assetklasse FX Kat.
1 DAX EUR Aktien 1
2 SX5E EUR Aktien 1
3 EM-Aktien RUB Aktien 1 1 1 1
4 USD-Aktien UsD Aktien 1 1 1
5 EUR-Cash 0-1 EUR Cash 0,36
6 RUB-Cash 0-1 RUB Cash 1 0,25 1 1
7 USD-Cash 0-1 UsD Cash 0,42 1 1
8 Germany 1-3 EUR Bonds -0,25 1,80
9 Germany 3-5 EUR Bonds -0,25 3,69
10 Germany 5-7 EUR Bonds -0,25 5,49
1 Germany 7-10 EUR Bonds -0,25 7,61
12 Germany 10-30 EUR Bonds -0,25 14,22
13 Spanien (allg.) EUR Bonds 1,00 4,97
14 EM-Government (allg.) RUB Bonds 1 3,85 1 1
15  USD-Government 1-3 UsD Bonds 1,90 1 1
16 USD-Government 3-5 USD Bonds 3,87 1 1
17 USD-Government 5-7 USD Bonds 5,74 1 1
18 USD-Government 7-10 UsD Bonds 7,79 1 1
19 USD-Government 10-20 USD Bonds 10,84 1 1
20 EUR-Cash-Legs EUR Dcash 1
21 RUB-Cash-Legs RUB Dcash 1 1
22  USD-Cash-Legs uUsD Dcash 1 1

Abbildung 4.13: Gruppennebenbedingungen inkl. Absicherungen (3. Optimierung mit NB)

Zusétzlich zu den Absicherungsbedingungen soll das Fremdwéahrungsexposure nicht mehr

als 30% des Portfoliovolumens ausmachen, sodass eine weitere Nebenbedingung unter dem
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Namen ,,FX-Anteil“ hinzugefiigt wird. Bei dieser werden alle Assetklassen, die nicht in Euro
notieren, ausgewéihlt und in Summe auf 30% begrenzt. Damit ist das Optimierungssetting

vollstandig.

Optimierungsergebnisse

In Abbildung 4.14 sind die Ergebnisse des Optimierungslaufs zusammengefasst.

Die Cash-Leg-Assetklassen wurden in der Portfoliodarstellung unten angefiigt und durch
rote Zahlen dargestellt. Sie tragen nur indirekt zur Zusammensetzung eines Portfolios bei,
da sie sich gemifl Gleichung (3.87) zu Null aufaddieren. Thre Gewichte geben Aufschluss
iiber den Grad der Absicherung, der nach Gleichung (3.90) berechnet wird. Diese Absi-
cherungsquoten sind in der Tabelle 4.12 angegeben.

Im Gegensatz zur USD-Absicherung schlagt der Optimierer fiir die Absicherung der Wh-
rung Rubel stets eine Quote von 100% vor.'3 Bei den US-Dollar-Absicherungen variieren
die Quoten deutlich. So wihlt der Optimierer in Portfolio P2 eine Quote von fast 72%,
hingegen in Portfolio P1 lediglich eine Quote von 16,29%.

GruppenNB | Grenzen | P1 P2 P3 P4 P5
Aktien 5% 15% | 1,50%  1,50%  2,71%  6,92%  13,24%
Emerging-Markets | 0%  10% | 13,29%  0,00% 0,43% 3,92% 8,45%
Spanien 0%  25% | 0,00%  500%  2500%  2500%  25,00%
Duration 0 4 2,28 2,42 3,73 4,00 4,00
FX-Anteil 2% 30% | 23,33%  30,00% 30,00%  30,00%  30,00%
davon USD 10,04%  30,00%  29,57%  26,08%  21,55%
davon RUB 13,29%  0,00%  0,43%  3,92%  8,45%
Absicherung RUB | 0%  100% | 100,00% 0%  100,00% 100,00% 100,00%
Absicherung USD | 0%  100% | 16,29%  71,66% 67,79%  55,82%  37,89%

Tabelle 4.12: Auslastung der Gruppennebenbedingungen der 3. Optimierung inkl. DTGs

Die hohe USD-Absicherungsquote im zweiten Portfolio sichert neben den US-Staatsanleihen
die grofie USD-Cashposition ab. In den vorherigen Optimierungen ohne Absicherungen war
die USD-Cash-Assetklasse fiir den Optimierer unattraktiv. Erst eine Entschiarfung des
Wahrungsrisikos gestaltet diese Position fiir den Optimierer attraktiver. Ebenso verhilt

es sich mit der Rubel-Cash-Position in Portfolio P1.

131n Portfolio P2 wurde nicht in RUB investiert, daher ist die Quote dort 0%.
' Hier ist der USD-Cash-Anteil aus der Liquidititsbedingung mit einbezogen.
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Kennzahl RNPF SAA P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
Mindest-Return (gefordert) 0,0% 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 2,6% 3,0% 3,6%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 0,43% 0,52% 1,02% 1,52% 2,02%

Excess-Return inkl. TAK 0,70% 0,41% 0,50% 1,00% 1,50% 2,00% 2 2 2
Excess-Return ohne TAK 045%  053%  108%  158%  209% 3 2 2
TAK 0,05% 0,03% 0,06% 0,08% 0,09% E; E; E;
ALM-Risko 3,35% 1,53% 1,56% 2,35% 3,93% 6,51% £ < <
RoRaC 20,89% 26,54% 32,14% 42,62% 38,21% 30,72% X 4 X
Duration 3,60 2,67 2,28 2,42 3,73 4,00 4,00
90,00%
83,08%
80,00% 78,31% 76,76%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,19%
20,00%
13,24%
10,00%
. 10,00%
1,50% 6,92%
0,00% Ls
P1 P2 P3 P4 P5
=== Cash w==@==Bonds @ Aktien
Nr Assetklasse FX Kat. P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
1 DAX EUR  Aktien 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50%
2 SX5E EUR  Aktien 0,10% 1,00%
3 EM-Aktien RUB  Aktien 0,43% 3,92% 8,45%
4 USD-Aktien uUsD Aktien 0,78% 1,40% 2,29%
5 EUR-Cash 0-1 EUR Cash 63,02% 55,21% 24,90% 8,00% 8,00%
6 RUB-Cash 0-1 RUB Cash 13,29%
7 USD-Cash 0-1 usD Cash 2,00% 19,98% 2,00% 2,00% 2,00%
8 Germany 1-3 EUR  Bonds 19,68% 30,32% 23,26%
9 Germany 3-5 EUR  Bonds 3,97%
10 Germany 5-7 EUR Bonds 0,66% 8,00% 12,66%
11 Germany 7-10 EUR Bonds 4,87% 5,02% 5,00% 5,00% 5,00%
12 Germany 10-30 EUR Bonds 7,28% 7,64% 9,55% 5,00% 2,70%
13 Spanien (allg.) EUR Bonds 0,63% 8,72% 12,08% 11,90%
14 EM-Government (allg.) RUB  Bonds
15 USD-Government 1-3 USD Bonds 8,97%
16 USD-Government 3-5 USD Bonds 3,82% 6,44% 14,88% 14,30%
17 USD-Government 5-7 USD Bonds
18 USD-Government 7-10 USD Bonds 5,83% 17,26%
19 USD-Government 10-20 USD  Bonds 4,21% 3,58% 2,94% 2,55% 0,00%
20 EUR-Cash-Legs EUR Dcash 14,93% 21,50% 20,48% 18,48% 16,61%
21 RUB-Cash-Legs RUB  Dcash -13,29% 0,00% -0,43% -3,92% -8,45%
22 USD-Cash-Legs USD Dcash -1,63% -21,50% -20,05% -14,56%  -8,17%

Abbildung 4.14: Ergebnisse der 3. Optimierung mit Nebenbedingungen und DTGs
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Innerhalb der Gruppe der US-Staatsanleihen findet eine Verschiebung in die kurzen bis
mittleren Laufzeiten statt. So erreichen 3-5 jihrige US-Bonds in den Portfolios P3 und P4
Gewichte von iiber 14%, ebenso die 7-10 jiahrigen US-Bonds in Portfolio P5.

Mit Ausnahme des ersten Portfolios erreicht der Fremdwéahrungsanteil in allen Portfolios
die vorgegebene 30%-Grenze. Die Aufteilung auf die beiden Fremdwihrungen ist ebenfalls
der Tabelle 4.12 zu entnehmen. Es wird deutlich, dass Investments in US-Dollar attrakti-
ver sind als in den Emerging-Markets-Vertreter Rubel. Dennoch sind die Aktienanteile in
EM-Aktien durch die Absicherungen gegeniiber der vorherigen Optimierung leicht gestie-

gen.

Die Verhéltnisse der drei Assetklassengruppen (Aktien, Bonds, Cash) zueinander haben
sich wenig geéndert. Lediglich bei Portfolio P3 erkennt man einen stédrkeren Einbruch der

Cash-Position in Euro zugunsten von US-Staatsanleihen.
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4.5 Auswertung der Optimierungsergebnisse

Die Investitionsentscheidung eines Versicherungsunternehmens wird mafigeblich von dem
zur Verfiigung stehenden Risikokapital beeinflusst. Angenommen der Investor verfiigt in
diesem Beispiel iiber ein Risikokapitalbudget von 4%. Dies wiirde fiir den Optimierungslauf
ohne DTG-Absicherungen (Abbildung 4.12) bedeuten, dass das zur Verfiigung stehende
Risikokapital fiir die Portfolios P4 mit 4,34% und P5 mit 7,13% ALM-Risiko nicht aus-
reicht. Bei der Optimierung mit DTG-Absicherungen (Abbildung 4.14) liegt das Portfolio
P4 mit 3,93% ALM-Risiko gerade noch unterhalb der Risikobudgetgrenze von 4%.

Betrachtet man die RoRaC-Werte der Portfolios, welche die erwartete Rendite ins Ver-
héltnis zu dem Risikokapitalbedarf setzen, so weist das Portfolio P3 bei beiden Optimie-
rungslédufen (mit und ohne Devisenabsicherungen) den héchsten RoRaC auf und ist somit
das Ergebnisportfolio mit dem besten Rendite-Risiko-Verhéltnis. Dariiber hinaus zeigt es
mit 2,45% (ohne Devisenabsicherungen) einen deutlich niedrigeren Risikokapitalkonsum
als das aktuelle SAA-Portfolio (mit 3,35%) und bietet gleichzeitig eine um 30bp hoéhere
erwartete Rendite von 1,0%. Daher ist zu dem gegebenen Optimierungs-Setting das Port-

folio P3 die naheliegende Wahl fiir einen Investor.

Allerdings gibt es auch andere Kriterien, von denen die Entscheidung des Investors ab-
héngen konnte. Vergleicht man die Duration des SAA-Portfolios mit der des RNPF's, so
zeigt sich eine Durationsliicke zwischen RNPF und SAA-Portfolio in der Gréolenordnung
des Werts 1. Diese wiirde mit einer Umschichtung auf das Portfolio P3 geschlossen wer-
den, sofern das Unternehmen das Ziel der Schliefung der Durationsliicke verfolgt. Es ist
jedoch moglich, dass der Investor die folgende Zinswette eingegangen ist: Bewegt sich das
Versicherungsunternehmen in einem Niedrigzinsumfeld, konnte der Investor auf steigende
Zinsen hoffen. Er wiirde versuchen die Portfolioduration méglichst kurz zu halten, zum
einen, um zum Zeitpunkt des Zinsanstiegs keine Abwertung seines Anleihebestands zu er-
leiden, und zum anderen, um zu einem giinstigeren Zeitpunkt lingerfristige Anleihen mit

gestiegenen Kupons zur SchlieBung der Durationsliicke in sein Portfolio aufzunehmen.

Verfolgt der Investor eine solche Strategie, wire Portfolio P3 aufgrund seiner héheren Du-
ration von +1,06 gegeniiber dem aktuellen SAA-Portfolios keine gute Wahl, sodass er sich
in Richtung Portfolio P2 orientieren miisste. Diese Riickorientierung reduziert jedoch die

Renditeerwartung unter das Niveau des SAA-Portfolios. Bevor eine solche Entscheidung
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getroffen wird, sollte daher sinnvoller Weise ein weiterer Optimierungslauf durchgefiihrt
werden, der den Bereich zwischen den Portfolios P2 und P3 detaillierter abbildet. Dabei
ist eine Optimierung inklusive Devisenabsicherungen von Vorteil, da diese das Verhéltnis
von kleiner Duration zu hoherer Rendite verbessern, wie die letzten Ergebnisse zeigen.
Wiirden die Renditeanforderungen zwischen 0,5% (Renditeanforderung von P2) und 1,0%
(Renditeanforderung von P3) gewéhlt werden, so wiirde man den Teil der Effizienzlinie

zwischen P2 und P3 genauer untersuchen.

Alternativ kann man eine neue Optimierung mit einer Nebenbedingung, welche die Dura-
tion auf einen gewiinschten Bereich oder sogar einen exakten Wert festlegt, durchfiihren.
Unter dieser Fragestellung sucht man eigentlich ein Portfolio, das unter gleichzeitiger Vor-
gabe einer Duration und einem ALM-Risiko die beste erwartete Rendite liefert. In diesem
Fall wiirden als Vorgabewerte die Duration und das Risiko des SAA-Portfolios gewéhlt.
Ebenso gut kénnte man das optimale (returnmaximale) Portfolio unter einer vollsténdi-
gen Ausnutzung des Risikobudgets fordern. Um anstelle der Risikominimierung eine Re-
turnmaximierung durchzufiihren, miisste das Optimierungsproblem umformuliert werden.

Diese Form der Umstellung wird im néchsten Kapitel als mogliche Erweiterung vorgestellt.

Es wird angenommen, dass der Investor auf die oben beschriebene Zinswette verzichtet, da
das Management auf eine Steigerung der Kapitalmarktertrége gegeniiber dem Vorjahr hofft
und daher auch das gegeniiber der SAA erhohte Risikokapitalbudget von 4% genehmigt
hat. Daher fokussiert sich die Entscheidung des Investors auf die Portfolios P3 und P4,
die beide auch deutlich bessere RoRaC-Werte als Portfolio P2 aufweisen.

Neben der Analyse der Kennzahlen kann auch die Zusammensetzung der einzelnen Portfo-
lios zu einer Entscheidung fithren. Zwischen den moglicherweise fiir den Investor relevanten
Portfolios P3 und P4 zeigen sich in der Portfoliozusammensetzung deutliche Unterschiede.
Die Aktienquote steigt zwischen P3 und P4 um mehr als 100%, die Cashquote wird fast
gedrittelt und auch die Anleihequote verdndert sich deutlich. Bedingt durch diese Unter-
schiede erscheint es empfehlenswert, eine detaillierte Optimierung zwischen den relevanten
Portfolios P3 und P4 durchzufiihren. Zu diesem Zweck entscheidet sich der Investor fiir
eine abgesicherte Optimierung gemafl Optimal-Hedging, da er das Wé&hrungsrisiko ins-
besondere bei weiteren Investitionen in US-Staatsanleihen begrenzen mochte. Die sechs
Ergebnisportfolios dieser Detail-Optimierung sind in Abbildung 4.15 zu sehen. Zum Ver-
gleich wurde das derzeitige SAA-Portfolio der unteren Tabelle hinzugefiigt.
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Kennzahl RNPF SAA P3 P3-B P3-C P3-D P3-E P4
Mindest-Return (gefordert) 1,0% 1,1% 1,2% 1,3% 1,4% 1,5%
Return (inkl. RNPF-Return)  0,02% 0,72% 1,02% 1,12% 1,22% 1,32% 1,42% 1,52%
Excess-Return inkl. TAK 0,70% 1,00% 1,10% 1,20% 1,30% 1,40% 1,50%
Excess-Return ohne TAK 1,06% 1,17% 1,28% 1,38% 1,48% 1,58%
TAK 0,06% 0,07% 0,08% 0,08% 0,08% 0,08%
ALM-Risko 3,35% 2,35% 2,56% 2,86% 3,18% 3,51% 3,93%
RoRaC 20,89% 42,62% 42,93% 41,96% 40,83% 39,89% 38,21%
Duration 3,60 2,67 3,73 3,92 4,00 4,00 4,00 4,00

90,00% 85,28% 84,18% 83,08%
82,98%
78,86%
80,00%
70,39%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00% 26,90%
20,00%
10,00% 10,00%
10,00% o 2
2,71% 3,12% 3,71% —
- 9 % 6,92%
0,00% 472% >/82%
P3 P3-8 P3-C P3-D P3-E P4
@@= Cash Bonds =@ Aktien

Nr Assetklasse FX SAA P3 P3-B P3-C P3-D P3-E P4

1 DAX EUR 2% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50% 1,50%

2 SX5E EUR 1% 0,10%

3 EM-Aktien RUB 0,43% 0,62% 1,15% 1,84% 2,83% 3,92%

4 USD-Aktien uUsD 1% 0,78% 1,00% 1,05% 1,38% 1,50% 1,40%

5 EUR-Cash 0-1 EUR 40% 24,90% 16,02% 10,66% 8,00% 8,00% 8,00%

6 RUB-Cash 0-1 RUB

7 USD-Cash 0-1 usD 6% 2,00% 2,00% 2,66% 2,00% 2,00% 2,00%

8 Germany 1-3 EUR 12% 19,68% 27,00% 31,55% 32,30% 30,74% 30,32%

9 Germany 3-5 EUR 10%

10 Germany 5-7 EUR 8% 0,66% 0,41% 0,98% 4,77% 7,66% 8,00%

11 Germany 7-10 EUR 5% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%

12 Germany 10-30 EUR 5% 9,55% 9,57% 8,75% 6,33% 5,00% 5,00%

13 Spanien (allg.) EUR 8,72% 10,50% 11,57% 12,10% 12,10% 12,08%

14 EM-Government (allg.) RUB

15 USD-Government 1-3 usD 4% 8,97% 6,61% 0,98%

16 USD-Government 3-5 usD 3% 14,88% 17,05% 21,65% 20,81% 17,46% 14,30%

17 USD-Government 5-7 uUsD 2%

18 USD-Government 7-10 USD 1% 1,80% 5,83%

19 USD-Government 10-20 UsD 2,94% 2,72% 2,51% 3,97% 4,41% 2,55%

20 EUR-Cash-Legs EUR 20,48% 20,09% 19,51% 19,15% 18,64% 18,48%

21 RUB-Cash-Legs RUB -0,43%  -0,62%  -1,15%  -1,84% -2,83%  -3,92%

22 USD-Cash-Legs usD -20,05% -19,47% -18,36% -17,30% -15,82% -14,56%

Abbildung 4.15: Ergebnisse der 3. Optimierung mit Nebenbedingungen und DTGs zwi-
schen P3 und P4
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Bereits von Portfolio P3 nach Portfolio P3-B verdndern sich die Gewichte merklich. Der
EUR-Cash-Anteil sinkt um fast 9%-Punkte und wandert iiberwiegend in die kurzen deut-
schen Staatsanleihen. Auch spanische Anleihen profitieren vom Cash-Abbau. Bei den US-
Staatsanleihen gehen aus der Assetklasse der kurzen 1-3 jidhrigen Laufzeiten circa 2%-
Punkte in die Assetklasse der 3-5 jihrigen Bonds iiber. Auflerdem werden die auflereu-
ropéaischen Aktien leicht aufgebaut. Dieser Trend setzt sich im Wesentlichen bis Portfolio
P3-D fort, in dem die EUR-Cashquote an ihrer Untergrenze von 8% angelangt ist. Die
Portfolios P3-D bis P4 erwirtschaften den Renditezuwachs iiber ldangere Laufzeiten bei

den Staatsanleihen sowie weitere Aktienzukiufe.

Die Auslastung der Nebenbedingungen ergibt ein dhnliches Bild wie bei der vorherigen Op-
timierung. Die oberen Grenzen werden bei den Investments in spanische Staatsanleihen
sowie in Fremdwahrungen erreicht. Mit wachsender Renditeanforderung findet eine Ver-
schiebung innerhalb der Fremdwihrungen von USD nach RUB statt, die sich hauptséchlich
durch einen Abbau von US-Staatsanleihen zugunsten von EM-Aktien duflert. Dabei sichert
der Optimierer die Wahrung Rubel vollstandig ab, wiahrend die Absicherungsquote von
USD-Investments stetig von 67,79% (P3) auf 55,82% (P4) sinkt.

GruppenNB | Grenzen | P3 P3-B P3-C P3-D P3-E P4
Aktien 2% 15% | 2,11%  3,12%  371%  472%  582%  6,92%
Emerging-Markets | 0% 10% | 043%  0,62%  1,15%  184%  2,.83%  3,92%
Spanien 0% 25% | 2500%  25,00%  25,00%  2500%  25,00%  25,00%
Duration 0 4 3,73 3,92 4,00 4,00 4,00 4,00
FX-Anteil 0% 30% | 30,00%  30,00%  30,00%  30,00%  30,00%  30,00%
davon USD 29,57%  29,38%  28,85%  28,16%  27,17%  26,08%
davon RUB 0.43%  0,62%  1,15%  1,84%  2,83%  3,92%
Absicherung RUB | 0%  100% | 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00%
Absicherung USD | 0% 100% | 67,79%  66,26%  63,65%  61,45%  58,21%  55,82%

Tabelle 4.13: Auslastung der Nebenbedingungen der 3. (abgesicherten) Optimierung zwi-
schen P3 und P4

Nach der Analyse der Ergebnisse konnte sich der Investor zwischen den Portfolios P3 bis
P3-C entscheiden. Sie weisen die besten RoRaC-Werte auf und zeigen bei dieser Kennzahl
eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem aktuellen SA A-Portfolio. Zur Entscheidungs-

findung konnte sich der Investor folgende Gedanken machen:
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Portfolio P3 schliefit am besten die Durationsliicke zum risikoneutralen Portfolio (RNPF),
jedoch mochte der Investor den Cashanteil in Euro weiter reduzieren, um diesen in Wert-
papiere zu investieren. Der Cashanteil von Portfolio P3-C ist eventuell schon zu nah an
der Untergrenze von 8%. Die Cashposition von Portfolio P3-B liefle noch etwas Spielraum
fiir taktische Abweichungen innerhalb der TAA. Auflerdem wiirde eine Position von iiber
10% in spanischen Staatsleihen auf Gegenwehr aus dem Risikomanagement stofien. Den
aktuellen Anteil an USD-Aktien im SA A-Portfolio von einem Prozent méchte der Investor
ungern reduzieren, da das amerikanische Tochterunternehmen auf diese Verdnderung, trotz
des massiven Positionsaufbaus in US-Staatsanleihen, aufgrund personlicher Befindlichkei-
ten mit Unmut reagieren kénnte. Daher entscheidet sich der Investor dafiir, das Portfolio

P3-B als Musterportfolio fiir die neue SAA im Investmentkomitee vorzuschlagen.'®

Im fiinften und letzten Kapitel dieser Arbeit werden die gewonnenen Erkenntnisse zusam-

mengefasst und kritisch gewiirdigt.

5 Alternativ kénnte ein weiterer Optimierungslauf durchgefiihrt werden, der die genannten Entscheidungs-
kriterien als Nebenbedingungen beinhaltet.



Kapitel 5

Ergebnisanalyse, Implikationen
und Ausblick

Dieses abschlieBende fiinfte Kapitel bietet dem Leser im ersten Abschnitt 5.1 einen Uber-
blick iiber das in der Arbeit beschriebene Optimierungsmodell. Es folgt eine kritische
Auseinandersetzung mit dem Modell in Abschnitt 5.2 unter Anbringung von konkreten
Verbesserungsvorschldgen. In Form eines kurzen Ausblicks werden in Abschnitt 5.3 mog-

liche Erweiterungen angedacht, bevor die Arbeit mit einem Fazit schliefit.

5.1 Zusammenfassung

Als Ausgangspunkt fiir das in dieser Arbeit prisentierte einperiodische Optimierungsmo-
dell dient die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Methode von Stanislav Uryasev zur Optimierung
des CVaRs. Die Methode basiert auf der von Uryasev gefundenen Ersatzfunktion Fj, deren
Ableitung der des CVaRs entspricht. Da Uryasev zu dem fiir diese Arbeit entscheidenden
Resultat keinen konkreten Beweis angibt, wird dieser in Kapitel 2.2.1 eigenstédndig durch-
gefiihrt. Zur Verwendung von Szenarien (anstelle einer Dichtefunktion) in der Optimierung
diskretisiert Uryasev die Funktion Fg zu F, i, die als Teil der Zielfunktion fiir das in dieser
Arbeit prisentierte Optimierungsmodell verwendet wird.

Die tatsédchliche Zielfunktion des Optimierungsmodells bildet das in Abschnitt 3.5 einge-
fithrte ALM-Risikomaf}, das sich aus Markt- und Kreditrisiko geméfl der Formel (3.12)

ALMR = \/CVaRM(A—RNPF) + CVaRk (A) + 2p - CVaRy (A-RNPF) CVaR g (A)
berechnet. Davon ausgehend, dass die Passivseite keine Ausfallrisiken beinhaltet, wird nur

186
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das Marktrisiko relativ zur Passivseite gemessen. Aufgrund der guten Eigenschaften koni-
scher Optimierungsprogramme wird das ALM-Risikoma$ in die Zielfunktion eines solchen

umgeformt. Das daraus resultierende Optimierungsproblem (3.31)

min ¢’z = xaLmr mit Konus
z€C:={xeR": zaLmr > \/¥? + y3} unter
b < x < ubx

IbA < Ax < ubA

wird als Basis fiir das Optimierungsmodell verwendet, wobei das ALMR-Risiko durch
VY2 + y3, wie in Abschnitt 3.5 beschrieben, als Konus dargestellt wird.!

Innerhalb dieses Optimierungsprogramms kénnen zwei Arten von Nebenbedingungen ein-
flieen: Zum einen Beschrinkungen an einzelne Assetklassen (bzw. Positionen des Zielvek-
tors x) iiber die Ungleichung lbx < z < ubz, zum anderen Restriktionen an Gruppen von
Assetklassen iiber die Formulierung bestimmter linearer Ungleichungen. Diese sind von
der Form [bA < Ax < ubA und werden in der Nebenbedingungsmatrix A untergebracht.
Durch die Beschrinkungen an den Zielvektor « kénnen Unter- und Obergrenzen fiir die In-
vestitionen in einzelne Assetklassen gesetzt oder Assetklassen sogar ganz gesperrt werden.
Mittels Gruppenrestriktionen lassen sich dagegen komplizierte Nebenbedingungen konstru-
ieren. Darunter fallen neben strukturell einfachen Anwendungen wie die Beschrankung von
Aktien- oder Wahrungsgruppen auch komplexere, wie die Forderung der Mindestrendite,
Berticksichtigung der Transaktionskosten, Verwendung von Wihrungsabsicherungen, Ab-

bildung eines Fonds oder die Beschrinkung der Portfolioduration.

Die zentralen Inputdaten, die zur Optimierung bendttigt werden, sind die Risikoprdmien
fiir die Assetklassen und die in Abschnitt 3.6 beschriebenen Markt- und Kreditszenari-
en. Wihrend die Szenarien haufig bereits im Unternehmen vorhanden sind oder extern
eingekauft werden, miissen die Renditeschéitzungen meistens selbst entwickelt werden. In
Abschnitt 3.9.2 wird ein ausgewiihltes Verfahren zur Gewinnung von Gleichgewichtsren-
diten aus einem Marktportfolio vorgeschlagen. Dieses Verfahren bietet Transparenz und

eine gewisse Objektivitit?. Die in Abschnitt 3.9.3 gezeigte Version des Black-Litterman-

Dabei werden y; und y» so gewihlt, dass \/y? + y2 die Formel des ALM-Risikos (3.12) ergibt.
Die Objektivitédt soll durch die Riickwértsoptimierung aus einem Marktportfolio, das den Markt neutral
abbildet, gewahrt werden.
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Verfahrens bietet dariiber hinaus die Moglichkeit, subjektive Einschéitzungen des Investors

beziiglich einzelner Risikoprédmien in die Gleichgewichtsrenditen einfliefen zu lassen.

Das Optimierungsmodell wird in den Kontext des Asset-Liability-Managements eines Ver-
sicherungsunternehmens geriickt und aus der Sicht eines strategischen Investors betrachtet.
In diesem Zusammenhang wird auch der operative Prozess, der fiir die Optimierung not-
wendig ist, beleuchtet. Das in Kapitel 4 durchgefiihrte Optimierungsbeispiel orientiert sich
an diesem Prozess und vermittelt dem Leser einen Einblick in das Funktionsprinzip des
Optimierungsprogramms und seiner Nebenbedingungen. Neben vielen positiven Aspekten

offenbart das Beispiel auch die Grenzen des Optimierers.

5.2 Kritische Analyse und Verbesserungsmoglichkeiten

Wie bereits das Beispiel zeigte, tritt in der Praxis héufig die Frage nach dem risikominima-
len Portfolio zu einem vorgegebenen Risikobudget auf. Diese Fragestellung ldsst sich mit
dem vorliegenden Optimierungsprogramm nur indirekt durch das Ausprobieren verschie-
dener Returnanforderungen beantworten. Zur direkten Beantwortung dieser Frage fiithrt

eine Umstellung des Optimierungsprogramms zur Returnmaximierung:
max (E[R] - TAK) unter

TALMR < S mit x € C' = {xGRn3$ALMRZ m}
Ibr < x < ubx

IbA < Ax < ubA.

Hierbei wird der Portfolioreturn unter Beriicksichtigung von Transaktionskosten maxi-
miert. Anstelle der Forderung eines Mindestreturns gibt es bei dieser Optimierung eine
Anforderung an das ALM-Risiko, das eine gewiihlte Schranke S nicht {iberschreiten darf.?
Diese Schranke stellt das Risikobudget dar. Die Umstellung des Optimierungsmodus beein-
flusst die Bedingungen an den Return und an das ALM-Risiko, alle anderen Restriktionen
konnen beibehalten werden. Vorsicht ist jedoch beim Aufbau der Nebenbedingungsmatrix

geboten, hier miissen Zeilenanordnung und Zielvektor zueinander passen.

3 Die Anforderung an das ALM-Risiko wird als konische Nebenbedingung implementiert.
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Unabhéngig von der Wahl des Optimierungsmodus ,,Returnmaximierung“ oder ,,ALMR-
Minimierung®“ sollte beachtet werden, dass das Optimierungsprogramm stets ein CVaR-
basiertes Risikomafl beinhaltet. Zur Berechnung des Risikokapitals nach aufsichtsrechtli-
chen Kriterien wird (in Deutschland) jedoch eine VaR-basierte Risikokapitalberechnung
verlangt. Eine Losung ist in diesem Fall die Berechnung des CVaRs mit einem dem VaR99.5
angepassten CVaR-Konfidenzlevel, wie sie in der Beispieloptimierung vorgeschlagen wird,
und einer zusétzlichen Ausgabe des Risikokapitals, gerechnet im Sinne eines VaR99.5-
MaBes. Auf diese Weise optimiert man zwar den CVaR?, erhilt jedoch gleichzeitig eine
Néherung an den optimalen VaR99.5. Man nimmt an dieser Stelle jedoch einen Fehler

durch die Umrechnung der Konfidenzlevel in Kauf.?

Da das Quantil zum Sicherheitslevel von 99,5% sehr weit im Tail der Verteilung liegt, ist ei-
ne bestmogliche Modellierung dieses Bereichs der Verteilung (bzw. eine ausreichend grofle
Anzahl an Szenarien) wichtig. Als Vergleich zu einer Optimierung mit einem sehr grofien
Sicherheitslevel kann es durchaus sinnvoll sein, eine Optimierung zu einem kleineren Level
durchzufiithren (z.B. 90% oder 95%). Auf diese Weise kann anhand der verschiedenen Er-
gebnisse abgeschitzt werden, wie stark die Optimierung vom Tail der Verteilung getrieben

wird.

Bei einer groflen Anzahl an Szenarien kann eine Effizienzsteigerung durch varianzreduzie-
rende Verfahren® (z.B. Importance Sampling) erwirkt werden, die eine Reduzierung der
Szenarienanzahl ermdglicht. Dies fithrt im Rahmen der technischen Umsetzung der Opti-

mierung zu einer Verbesserung der Performance.

Die Qualitdt der Optimierungsergebnisse héngt in erster Linie von der Qualitdt der Szena-
rien und der Renditen ab. Bei der Vorbereitung der Input-Daten ist die Generierung der
Renditen aus verschiedenen Griinden der schwierigste Teil. Da die zukiinftigen Renditen
unbekannt sind, miissen sie auf irgendeine Art und Weise geschitzt werden. Das dazu in
Abschnitt 3.9.2 priisentierte Verfahren der Riickwartsoptimierung soll Objektivitdt und
Transparenz bieten. Die Qualitét der daraus gewonnenen Renditen héngt jedoch von der

Qualitét des aufgestellten Marktportfolios ab. Objektivitit kann nur durch einen transpa-

Bei einem Ziel-VaR zum Sicherheitslevel 99.5 wurde die Umrechnung auf ein &quivalentes CVaR-
Konfidenzlevel in Kapitel 4 vorgefiihrt.

Details dazu wurden im Rahmen der Einfithrung der CVaR-Optimierung in Kapitel 2 und des Beispiels in
Kapitel 4 besprochen.

6 Fiir Details zu varianzreduzierenden Verfahren siehe Miiller-Gronbach et al. [2012], Kapitel 5.
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renten Prozess zur Gewinnung dieses Marktportfolios gewahrleistet werden. Die Erstellung
eines Marktportfolios ist in der Regel mit hohem Aufwand verbunden, da zu diesem Zweck
Research und Analyse zu einem unter Umstdnden umfangreichen Allokationsuniversum,
wie es im Rahmen einer realen Asset-Allokation zur Verfiigung steht, betrieben werden

muss.

Neben dem Marktportfolio ist die Kovarianzmatrix fiir die Riickwértsoptimierung die zwei-
te wesentliche Komponente. Fiir langfristige Renditen kann zur Kalibrierung der Kovari-
anzen ein langer Zeitraum von beispielsweise 10 Jahren gew&hlt oder aber die Ansicht
vertreten werden, dass fiir die Risikopridmien einer einperiodischen Optimierung lediglich

die letzten 3 Jahre Relevanz haben.”

Hat man Renditen aus diesem oder einem anderen Verfahren gewonnen, kénnen diese
mit dem Black-Litterman-Verfahren an die eigenen subjektiven Einschéitzungen angepasst
werden. Dabei wird wiederholt darauf hingewiesen, dass die Optimierungsergebnisse sehr

sensibel auf Verdnderungen der Renditen reagieren.

Einen weiteren wesentlichen Einflussfaktor stellen die Korrelationen zwischen den Asset-
klassen dar, die durch die Kovarianzmatrix in die Szenarien eingehen. Die Kovarianzen fiir
die Szenarien kénnen von der Kovarianzstruktur, die zur Generierung der Renditen verwen-
det wird, vollkommen unabhéngig sein. Aufgrund des Umstands, dass Kovarianzstrukturen
bei einer groflen Anzahl von Assetklassen schwer zu verstehen sind, ist auch ihre Wirkung
auf die Optimierungsergebnisse intransparent. Sie sind mitunter ein Einflussfaktor, der sich

nur schwer erklédren ldsst und somit die Interpretation von Ergebnissen schwierig gestaltet.

Eine weitere mit der Kovarianzstruktur verbundene Problematik ist die Ausgliederung
von einzelnen Investitionsideen aus einem Optimierungslauf. Das Ergebnisportfolio einer
Optimierung ist immer das Resultat einer Gesamtbetrachtung des Optimierungsproblems
unter Beriicksichtigung der Diversifizierungseffekte zwischen den Assetklassen. Filtert man
aus verschiedenen Optimierungen einzelne Ideen heraus und setzt diese in einem neuen,
entsprechend restringierten Optimierungslauf zusammen, so wird das Ergebnisportfolio im
Vergleich zu den vorherigen Portfolios hiufig ineffizient sein. Daher sollten Portfoliozusam-

menstellungen, die durch ein solches Vorgehen entstehen, stets sorgfiltig gepriift werden.

7 Fiir die Beispieloptimierung wurde eine 3-jihrige, gleichgewichtete Historie verwendet.



5.3 Modellerweiterungen - ein Ausblick 191

5.3 Modellerweiterungen - ein Ausblick

Es gibt viele denkbare Erweiterungen des Modells, die sich in das Optimierungsprogramm
einbauen lassen. Eine durchaus sinnvolle Erweiterung ist die Umstellung des Optimierungs-
programms zur Maximierung des Portfolioreturns unter Einhaltung eines Risikobudgets
und wurde bereits im vorherigen Abschnitt 5.2 erldutert. Sie schafft den Vorteil, dass der
Anwender unter Angabe von Risikokapitalvorgaben direkt die dazugehorigen, risikomini-

malen Portfolios erhilt.

Davon ausgehend, dass die Volatilitdt fiir einen klassischen Aktiondr das wichtigste Risi-
komaf ist, wird mit dem ALM-Risiko aus seiner Sicht das falsche Risikomafl optimiert.
Das ALM-Risikomaf} betrachtet der Aktionédr als Mafl des Versicherungskunden, dessen
Interesse der Fortbestand des Versicherungsunternehmens ist. Der Aktionér ist jedoch in
erster Linie an der Rendite seines eingesetzten Kapitals interessiert und schaut auf die
Volatilitéat als Mafl. Ist diese zu hoch, sorgt er sich um seine Rendite oder investiert erst
gar nicht in das dazugehorige Unternehmen.

Um diesem moglichen Interessenkonflikt entgegen zu wirken, kann das Optimierungsmodell
um die Volatilitét als zweites Risikomaf erweitert werden. Auf diese Weise gelingt es, beide
Sichtweisen gleichermaflen in die Optimierung zu integrieren. Technisch kann die Volatilitét
als Nebenbedingung in das bestehende Optimierungsprogramm eingefiigt werden. Dies ist
sowohl bei der ALM-Risikominimierung als auch bei einer Returnmaximierung moglich.

Dann wiirden die beiden Optimierungsprogramme wie folgt lauten:

»2Minimiere das ALM-Risiko unter Forderung eines Mindestreturns und Einhaltung einer
Volatilitatsgrenze (aufgrund einer Kovarianzmatrix)®, bzw.
»Maximiere den Return (inkl. TAK) unter Einhaltung eines ALM-Risikobudgets und

einer Volatilitdtsgrenze®.

Als dritte Moglichkeit wire auch eine Volatilitdtsminimierung unter Einhaltung eines
ALM-Risikos und der Forderung eines Mindestreturns denkbar. Dies wiirde eine Anné-

herung an die Markowitz-Optimierung bedeuten.

Eine weitere sinnvolle Erweiterung ist die Optimierung aus einer Nachsteuersicht. Da die
Besteuerung verschiedener Assetklassen sehr unterschiedlich ausfallen kann, erhélt man
in der Regel ein ganz anderes Optimierungsergebnis als bei einer Optimierung ohne Ein-

bezug von Steuern. Die Berechnung der Steuern pro Assetklasse sollte zusétzlich zu den
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Transaktionskosten in die Berechnung der Renditen einflieen. Dies kann beispielsweise in
Form von Nachsteuerfaktoren der Form (1 — Steuersatz) pro Assetklasse geschehen, die in

einem Nachsteuervektor zusammengefasst werden.

5.4 Fazit

Das in dieser Arbeit vorgestellte Optimierungsverfahren auf Basis der CVaR-Optimierung,
bietet dem Anwender vielfiltige Moglichkeiten zur Portfoliooptimierung. Dies wurde in
Kapitel 3 durch die Vielfalt an einsetzbaren Nebenbedingungen deutlich. Die eingefiihrten
linearen Nebenbedingungen entstanden aus praxisnahen Fragestellungen, sodass sie dem
Modell Realitétsnihe verleihen. Trotz der Ausrichtung auf die Optimierung eines SAA-
Portfolios, ist das Modell vielseitig verwendbar und kann durch kleine Anderungen des
Optimierungsprogramms auch fiir andere Zwecke eingesetzt werden. Beispielsweise ist die
Verwendung des Modells fiir kurzfristige Uberlegungen im Rahmen einer TAA realisierbar,
indem die Gleichgewichtsrenditen mit dem Black-Litterman-Verfahren anhand taktischer

Einschitzungen angepasst werden.

Nicht zuletzt zeigt auch der Ausblick in Abschnitt 5.3 die Wandlungsfiahigkeit des Op-
timierungsprogramms, die es ermoglicht, auf unterschiedliche Fragestellungen Antworten
zu geben. Das Modell liefert dem versierten Anwender Ideen und Anregungen fiir die Ge-
staltung einer Asset-Allokation. Die Beriicksichtigung vieler komplexer Zusammenhéinge
wie der Diversifikation zwischen Assetklassen, das Zusammenspiel von Markt- und Kre-
ditrisiko zur Berechnung von Risikokapital oder die simultane Beachtung komplizierter
Nebenbedingungen sind ohne ein solches Modell kaum vereinbar. Hinzu kommen rechtli-
che Vorgaben, Transaktionskosten oder auch personliche Priferenzen, die durch das Modell
beriicksichtigt werden kénnen. All das vermag die Optimierung zu einem unverzichtbaren

Ratgeber fiir die Erstellung einer Asset-Allokation machen.

In der Praxis ergibt sich nach einer ersten Optimierung aus der Betrachtung der Ergeb-
nisse meistens ein Prozess des Hinzufiigens weiterer Nebenbedingungen. Angestoflen wird
dieser Prozess durch die Nichtumsetzbarkeit eines Ergebnisportfolios, d. h., die Notwendig-
keit die Losungsportfolios weiter einzuschrénken. Die Griinde fiir die Nichtumsetzbarkeit
konnen dabei unterschiedlich sein. Vielleicht ist dem Investor die vom Optimierer vorge-

schlagene Allokation zu extrem, d. h., es werden zu viele Nebenbedingungsgrenzen simultan
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ausgereizt, oder es wurden im Vorhinein bestimmte Aspekte nicht bedacht, die das Opti-
mierungsergebnis hervorbringt. Dieser Prozess gehort zu dem Lernprozess im Umgang mit
dem Optimierer und wurde im Rahmen der Beispieloptimierung durch die verschiedenen,

aufeinander aufbauenden Optimierungsléufe durchlebt.

Die Schwierigkeiten im Umgang mit dem Optimierungsmodell, die sich in der Beispielopti-
mierung gezeigt haben, bzw. zum Teil bereits in den vorherigen Kapiteln erwéhnt wurden,
sind in der kritischen Analyse im Abschnitt 5.2 zusammengefasst. Besondere Sorgfalt gilt
bei der Erstellung und dem Umgang mit den Risikoprdmien und Szenarien, denn die Qua-
litdt der Optimierungsergebnisse hingt von der Qualitdt der Inputs ab. Jedes Ergebnis
sollte kritisch hinterfragt werden - auch oder gerade dann, wenn es den eigenen Erwartun-

gen entspricht.

Dem Leser wird ein praxistaugliches Optimierungsmodell an die Hand gegeben, das sich
mithilfe der im dritten Kapitel gezeigten Implementierungsvorschléige praktisch umset-
zen ldsst. Das Modell kann interessante Impulse fiir eine Asset-Allokation liefern, wenn
Parameter und Inputdaten gut aufeinander abgestimmt sind. Denn letztendlich stellt die
Optimierung eine Empfehlung aufgrund einer in der Modellwelt vereinfachten Realitét dar,
welche die Vorstellungen, Meinungen und Zukunftsprognosen des Anwenders im Rahmen

der Moglichkeiten dieses Modells widerspiegelt.



Kapitel 6

Anhang

6.1 Inverse Optimierung zur Gewinnung von Risikoprimien

Die im Optimierungsbeispiel vorgestellten Risikopramien kénnen geméfl der Methodik aus
Kapitel 3.9.2 aus einem Marktportfolio gewonnen werden. In der folgenden Tabelle 6.1 ist
ein mogliches Marktportfolio angefithrt. Durch Multiplikation mit der Kovarianzmatrix
(Tabelle 6.2) erhélt man zunichst die ,rohen“ Risikopramien. Diese kann man mit einem
beliebigen Faktor skalieren, ohne dadurch Einfluss auf die Ergebnisportfolios zu nehmen.
Hier wurde der Skalierungsfaktor so gewéhlt, dass die Assetklasse der US-Aktien eine
Rendite von 5% ausweist. Eine solche Wahl kénnte der Investor treffen, da er die US-
Aktienrendite besonders gut versteht und hofft, auf diese Weise ein besseres Gefiihl fiir die
Renditeverhiltnisse der verschiedenen Assetklassen zueinander zu bekommen.

Sollte der Investor anschlieflend feststellen, dass einige der Gleichgewichtsrenditen zu stark
von seiner eigenen Vorstellung abweichen, bietet ihm das Black-Litterman-Verfahren (Ka-

pitel 3.9.3) die Moglichkeit auf die Gleichgewichtsrisikoprimien Einfluss zu nehmen.

Zu den hier berechneten Risikoprédmien wird nach der Optimierung noch der risikofreie

Zins (in der Beispieloptimierung 1%) hinzu addiert, um absolute Renditen zu erhalten.

194
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Nr Assetklasse MarktPF RP roh RP skaliert
1 DAX 0,15% 0,08% 5,43%
2 SX5E 0,61% 0,08% 5,78%
3  EM-Aktien 0,31% 0,13% 9,35%
4  USD-Aktien 1,27% 0,07% 5,00%
5 EUR-Cash 0-1 0,00% 0,00% 0,03%
6 RUB-Cash 0-1 0,00% 0,00% 0,24%
7  USD-Cash 0-1 0,00% 0,00% 0,20%
8  Germany 1-3 10,18% 0,00% 0,29%
9  Germany 3-5 12,37% 0,01% 0,77%
10  Germany 5-7 3,86% 0,02% 1,12%
11 Germany 7-10 0,12% 0,02% 1,42%
12 Germany 10-30 0,06% 0,04% 2,53%
13 Spanien (allg.) 4,54% 0,05% 3,46%
14 EM-Government (allg.) 1,22% 0,01% 0,91%
15 USD-Government 1-3 41,58% 0,01% 0,41%
16 USD-Government 3-5 19,77% 0,02% 1,09%
17  USD-Government 5-7 2.83% 0,02% 1,50%
18 USD-Government 7-10 1,08% 0,03% 1,92%
19 USD-Government 10-20 0,05% 0,03% 2,33%

Gesamt 100%

Tabelle 6.1: Inverse Optimierung aus dem Marktportfolio



Kapitel 6 - Anhang

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

© 0~ UAWN -

0,06680  0,05436 0,05664  0,03942  -0,00004  0,00003  0,00003 -0,00069 -0,00157  -0,00246  -0,00314  -0,00297  0,00563  0,00325 -0,00028  -0,00054  -0,00094  -0,00072
0,05436  0,06536 0,05446  0,03902  -0,00003  0,00004  0,00003  -0,00079  -0,00194  -0,00296  -0,00376  -0,00388  0,00904  0,00335  -0,00037  -0,00068  -0,00110  -0,00070
0,05664  0,05446 0,15552 0,04786  -0,00003  0,00011  0,00009  -0,00068 -0,00163  -0,00236  -0,00274  -0,00392  0,00338  0,00460  -0,00011 0,00016  0,00004  0,00079
0,03942  0,03902 0,04786  0,04211  -0,00003  0,00004  0,00003  -0,00051  -0,00118  -0,00171  -0,00207  -0,00213  0,00413  0,00260 -0,00022  -0,00048  -0,00072  -0,00035
-0,00004  -0,00003  -0,00003  -0,00003  0,00000  0,00000  0,00000  0,00000  0,00001 0,00001 0,00001 0,00002  0,00001 0,00001 0,00000  0,00001 0,00001 0,00001
0,00003  0,00003 0,00003  0,00003  0,00003  0,00004  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003 0,00003  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003 0,00003  0,00003  0,00003
0,00003  0,00003 0,00003  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003 0,00003  0,00003  0,00003  0,00003  0,00003 0,00003  0,00003  0,00003
-0,00069  -0,00079  -0,00068  -0,00051 0,00000  0,00000  0,00000  0,00009  0,00015  0,00020 0,00023  0,00030  -0,00017  -0,00003  0,00003 0,00007  0,00010  0,00012
-0,00157  -0,00194  -0,00163  -0,00118  0,00001  0,00001  0,00001 0,00015  0,00047  0,00061 0,00073  0,00097  -0,00041  -0,00004  0,00006  0,00016  0,00026  0,00032
-0,00246  -0,00296  -0,00236  -0,00171 0,00001  0,00001  0,00001 0,00020  0,00061 0,00107  0,00125 0,00170  -0,00057  -0,00001 0,00009  0,00023  0,00042  0,00053
-0,00314  -0,00376  -0,00274  -0,00207  0,00001  0,00002  0,00002 0,00023  0,00073  0,00125 0,00205 0,00271  -0,00059  -0,00001 0,00011 0,00029  0,00057  0,00070
-0,00297  -0,00388  -0,00392  -0,00213  0,00002  0,00004  0,00003  0,00030  0,00097  0,00170 0,00271 0,00753  -0,00016  0,00010  0,00017  0,00052 0,00092  0,00130
0,00563  0,00904  0,00338  0,00413  0,00001  0,00000  0,00000 -0,00017  -0,00041  -0,00057  -0,00059  -0,00016  0,01236  0,00090  -0,00016  -0,00020  -0,00026  0,00008
0,00325  0,00335 0,00460  0,00260  0,00001  0,00000  0,00000 -0,00003 -0,00004  -0,00001  -0,00001 0,00010  0,00090  0,00390  -0,00002  -0,00005 -0,00009  -0,00014
-0,00028  -0,00037  -0,00011  -0,00022  0,00000  0,00001  0,00001 0,00003  0,00006  0,00009 0,00011 0,00017  -0,00016  -0,00002  0,00008 0,00011 0,00014  0,00014
-0,00054  -0,00068  0,00016  -0,00048  0,00001  0,00002 0,00002  0,00007  0,00016  0,00023 0,00029  0,00052  -0,00020  -0,00005  0,00011 0,00039  0,00045  0,00050
-0,00094  -0,00110  0,00004  -0,00072  0,00001  0,00002  0,00002  0,00010  0,00026  0,00042 0,00057  0,00092  -0,00026  -0,00009  0,00014  0,00045 0,00093  0,00103
-0,00072  -0,00070  0,00079  -0,00035  0,00001  0,00003  0,00002  0,00012  0,00032  0,00053 0,00070  0,00130  0,00008  -0,00014  0,00014  0,00050  0,00103  0,00193

196

Tabelle 6.2: Kovarianzmatrix zur inversen Optimierung



Literaturverzeichnis

C. Acerbi und D. Tasche. On the coherence of expected shortfall. Journal of Banking and
Finance, 26:1487-1503, 2001.

P. Albrecht. Zur Messung von Finanzrisiken. Mannheimer Manuskripte zu Risikotheorie,
Portfoliomanagement und Versicherungswirtschaft Nr. 143 (erweiterte deutsche Versi-

on), 2004.

P. Albrecht und S. Koryciorz. Bestimmung des Conditional Value-at-Risk (CVaR) bei
Normal- bzw. Lognormalverteilung. Mannheimer Manuskripte zu Risikotheorie, Port-

foliomanagement und Versicherungswirtschaft Nr. 142, 2003.

P. Albrecht und R. Maurer. Investment- und Risikomanagement: Modelle, Methoden,
Anwendungen. Schéffer-Poeschel Verlag, 2008. ISBN 9783791028279.

P. Artzner, F. Delbaen, J. M. Eber, und D. Heath. Coherent measures of risk. Mathematical
Finance, Vol. 9, No. 3., 1999.

C. Bruns und F. Meyer-Bullerdiek. Professionelles Portfoliomanagement: Aufbau, Umset-
zung und Erfolgskontrolle strukturierter Anlagestrategien (iberarbeitete und erweiterte
Auflage). Schiffer-Poeschel, 2013. ISBN 9783791031552.

P. Buchholz. Modellgestiitzte Analyse und Optimierung. Script zur Informatik IV, VL an
der Technischen Universitit Dortmund (13. April 2011), 2011.

W. Burr. Modularisierung als Prinzip der Ressourcenorganisation aus Sicht der 6konomi-
schen Theorie. DBW, H. 4, S. 448-470., 2004.

H.E. Biischgen. Das kleine Borsenlexikon (iberarbeitete und erweiterte Auflage). Verlag:
Schiffer-Poeschel, 23 edition, 2012. ISBN 9783791031125.

197



198 Literaturverzeichnis

K.V. Chopra und W.T. Ziemba. The Effect of Errors in Means, Variances, and Covariances
on Optimal Portfolio Choice. The Journal of Portfolio Management, Winter 1993, Vol.
19, No. 2: pp. 6-11, 1993.

H. Cremer. Value-at-Risk-Konzepte fiir Marktrisiken. Hochschule fiir Bankwirtschaft,
Frankfurt am Main, Arbeitspapier, Nr. 17, ISSN 1436-9753, 1999.

T. Davi. Losung grofler konischer Programme mit Hilfe primal-dualer Methoden. HHU
Diisseldorf, Dissertationsschrift, 2012.

F. Eisenfithr, M. Weber, und T. Langer. Rationales Entscheiden. Springer-Lehrbuch.
Springer, 2010. ISBN 9783642028489.

M.M. Hagemeister. Die Schdtzung erwarteter Renditen in der modernen Kapitalmarkt-
theorie: Implizit erwartete Renditen und ihr Finsatz in Kapitalmarktmodell-Tests und

Portfoliooptimierung. Gabler research. Gabler, 2010. ISBN 9783834984975.

J.C. Hull. Optionen, Futures und andere Derivate. Pearson Studium, 2009. ISBN
9783827372819.

J.C. Hull. Risikomanagement: Banken, Versicherungen und andere Finanzinstitutionen.

Pearson Studium - Economic BWL, 2010. ISBN 9783868940435.

T.M. Idzorek. A step-by-step guide to the Black-Litterman Model. Zephyr Associates Inc.
Working Paper, 2005.

F. Jarre und J. Stoer. Optimierung. Springer-Lehrbuch. Springer-Verlag GmbH, 2003.
ISBN 9783540435754.

T. Jasi¢. Wirksame Verlustbegrenzung durch Portfoliooptimierung mit Hilfe des Con-
ditional Value at Risk (CVaR). Kdln : Bank-Verl. Medien, 25/26 (10.12.), p. 62-67,
2009.

Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2008.

M. Kriele und J. Wolf. Wertorientiertes Risikomanagement von Versicherungsunterneh-
men. Springer-Lehrbuch Masterclass. Springer, 2012. ISBN 9783642258053.

F.W. Miihlbradt. Wirtschaftslexikon: Daten, Fokten und Zusammenhdnge. Cornelsen
Scriptor. Cornelsen Scriptor, 2004. ISBN 9783589220779.



Literaturverzeichnis 199

T. Miiller. Finanzrisiken in der Assekuranz: Moderne Finanz- und Risikokonzepte in der
Versicherungswirtschaft. Studienbiicher Wirtschaftsmathematik. Springer Verlag, 2012.
ISBN 9783834819062.

Th. Miiller-Gronbach, E. Novak, und K. Ritter. Monte Carlo-Algorithmen. Springer-
Lehrbuch Masterclass. Springer, 2012. ISBN 9783540891413.

Y. Nesterov und A. Nemirovskii. Interior Point Polynomial Algorithms in Convex Pro-
gramming. Studies in Applied Mathematics. Society for Industrial and Applied Mathe-
matics, 1994. ISBN 9780898715156.

T. Nguyen. Handbuch der wert- und risikoorientierten Steuerung von Versicherungsun-
ternehmen. Verlag Versicherungswirtschaft, 2008. ISBN 9783899523447.

R.T. Rockafellar und S. Uryasev. Optimization of conditional value-at-risk. Journal of
risk, 2:21-42, 2000.

S. Satchell und A. Scowcroft. Demystification of the Black-Litterman Model: Managing
Quantitative and Traditional Construction. Journal of Asset Management, p. 138-150,
2000.

K. Spremann. Portfoliomanagement. Oldenbourg Wissenschaftsverlag, 2008. ISBN
9783486587791.

S. Uryasev. Conditional Value-at-Risk: Optimization Algorithms and Applications. Fi-
nancial Engineering News, Issue 14, 2000.

S. Uryasev, P. Krokhmal, und J. Palmquist. Portfolio optimization with conditional value-

at-risk objective and constraints. Journal of Risk, 2002.

J.  Walters. The Factor Tau in the Black-Litterman Model. SSRN:
http://ssrn.com/abstract=1701467 or hitp://dx.doi.org/10.2139/ssrn.1701467, 2013.









	Vorwort
	Tabellenverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Symbolverzeichnis
	Einleitung
	Risikomaße
	Typisierung von Risikomaßen
	Mathematische Definition von Risikomaßen
	Kohärente Risikomaße
	Volatilität (als Maß des Typus I)
	Value-at-Risk (als Maß des Typus II)
	Ansätze zur Kalkulation des Value-at-Risks
	Conditional-Value-at-Risk (als Maß des Typus II)

	Portfoliooptimierung nach Risikomaßen
	Klassische Portfolioselektion nach MarkowitzIn Anlehnung an AlbrechtMaurer:2008 und Spremann:2008.
	Minimum-Varianz-Portfolio
	Risiko-Rendite-Diagramm: Darstellung des Lösungsraums
	Effizienz & Diversifikation
	Markowitz - allgemeiner Fall
	Lösung mithilfe der Lagrangefunktion
	Kritische Diskussion

	Conditional-Value-at-Risk-Portfolioselektion
	CVaR-Optimierung nach S.Uryasev
	Lineare CVaR-Optimierung mithilfe von Szenarien
	Darstellung als allgemeines lineares Programm
	Generierung von Szenarien mit der Monte-Carlo-Methode


	Konzeption, Aufbau und Implementierung des Optimierungsmodells
	Asset-Liability-Management
	Anforderungen an die Optimierung einer SAA
	Operativer Optimierungsprozess
	Darstellung der Liabilities als Portfolio
	Darstellung des Asset-Liability-Mismatch-Risikos
	Anforderungen an Szenarien
	Marktszenarien
	Kreditszenarien

	Modularisierung der Programmstruktur
	Forderung einer Mindestrendite
	Generierung erwarteter Renditen
	Capital-Asset-Pricing-Model
	Generierung von Renditeerwartungen
	Black-Litterman-Verfahren

	Integration von Nebenbedingungen in die Optimierung
	Einbindung von Transaktionskosten
	Abbildung eines Fonds innerhalb des Assetuniversums
	Abbildung von Devisentermingeschäften

	Praktische Optimierungsbeispiele
	Vorbereitung der Input-Daten
	Long-only-Optimierung ohne Nebenbedingungen
	Einbindung von Transaktionskosten
	Optimierung unter Nebenbedingungen
	Auswertung der Optimierungsergebnisse

	Ergebnisanalyse, Implikationen und Ausblick
	Zusammenfassung
	Kritische Analyse und Verbesserungsmöglichkeiten
	Modellerweiterungen - ein Ausblick
	Fazit

	Anhang
	Inverse Optimierung zur Gewinnung von Risikoprämien

	Literaturverzeichnis

