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δc

δt
= D

[
δ c

δr
+

1

r

δc

δr

]
− sω

[
r
δc

δr
+ 2c

]

s s
v̄ ρ η

ρ20,w η

s20,
s

=
(1− v̄ ρ20,w)η

(1− v̄ ρ )η

s20,
s
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�
�������	
�� 
&���<����! 6�� ��E����� $���	
�� ��� ������&��� *&�� &(�� &������� ��� �����
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������ 4�*�(&�����$��� ����� ��� "������&����� &(!
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 ���������� ��� ��������� �β�� ���� � ���� �! ��� "	 � �#���$�!

%� ���$��� ��� �� �&
 ��� �����	
� �	�
�� ��� ������ ��� �� 	�
 ������ ��� �� �� 
	������


����� ��� �������������  !��"���� ���
�� ��� 
"�����������
�� #�$	����"��%��� ��&'�� 	�
 ����

("�� ������ %	������
 )"� 
�� ����� *	��! ���


���� �����"����+ 
��� ���� 
�,������ ���%��� �� 
�� -����	�� )"�!����+ ���� ��� -�.��	�

�	
 
�� �����*	�)� 
	��� %��� 
�	�!���� -����� ������%� ���
� ��� /����� )"� *"�%�������"���

�����!�� 
�� 0����!���� /�������� ��� 
���� �	�� �	� ������%� �&�!���� 1��� /��������	�� 	�


��������"� ���%�!��� /�������� ������� ��� !"������� �������+ 	� 
����!!������� #�
"�����"��� %	

����!���+ ��� ���� �	
��	�
 
�� #������!���� 
����� ����� �&�!���� �"!���� 
�� /�������� �� �&�	��

�� 2!����������� ���
+ ���
 ���� ������� /��������"� "
�� ��� 3��
�!! )�����
���� ��� /	�����

�	�� �����!� 
�� �����������!	�� %���� �	'��
�� ���� ������� 4�"�!�����$ �	
� �� �� ���� ��� 
��

4�"��� ����� 	� 2������� �	� ��������  !��"����� ���
�!�+ !���� 
�� $�!$	!����� ���������

�������!�� f/f0 �	� ������%�� /	������ %	� �"!���� 
�� 3	���������%	�� 
	��� 
�� -"�"���

"������� ���
+ $��� f/f0 
����� %	��"�
��� ���
��� 5� ������ 
�� /��������"� 
"����������� 	�

0� ����  !��"���� ���� ��!
��+ 
���" ����$�� 	����!���� 
����� 6��� ����� -����!	��� ��� f/f0�
6��� 
�� ����-���	���� ���������� 
�� 6���+ 
�� 
�� 
�� -"�"��� �� *�����! 7�8 ��������

�	�
�� #� 
�� -���	�� 
�� 4�"�� ���� �� � #�$	����"� ������ 
�� f/f0+ 
� ���� 
�� /����! ��
-"�"��� ��
	%���� 	�
 
�� ("�� 
�� ��&'����  !��"���� %	������
 �	
 
�� ���������������!�

��� f/f0�6��� �	����$�� 9� /	������ ���� 
�� ("�� 
��  !��"���� %	 ����!���+ �	�
�� 
��

�����	
� %	���%!��� ���� ���� 2/�/��!:�� �	��������� ������ /���!
	�� ��8�;�� ����� /��!:��

��������� 
�� (����� 
�� -���
���� �������!� ����� s�6���� 	�
 f/f0�<��������� ��� ����������
������!	�� %	� 3����	�$� � %���� 
�� -"�"��� ��� �+� � 	�
  !��"���� ��� 7+ �+ = 	�
 �� ��

��� ("����������� 
�� 
�� -"�"��� !���� ��� �+7� 	�
 
�� 
��  !��"���� %������� 7 	�
 > �

	������!� )"� �+;� ��� /	�����	�� 
�� ��������%�� ���� �� � #�$	����"� %����+ ��� 
�� �����

������!	��+ ���� ���������	�� 
�� ����!
����  !��"���� %	 �&����� s�6������ ��� ����������
f/f0 ����� ��� %	������
��  !��"�����&'� %	� ���� ���������+ 
��� 
�� ���������������!��
f/f0 �� 
�� �����������!	�� ��&'�� ���
� /	?�!!�� ���+ 
��� 
�� /	�����	�� �� 
����� (�!! �	�

%	 �  !��"����� %������� � 	�
 �� � 
����� ��� /	�����	�� ���� 
�� �����������!	�� !��� 
��

����	�	�� ����+ 
��� �� ���� 	� ���� ���
�!� $&����� ���� %����+ 
��� ���� *"�������"� ���
��

4�"������ ����)"!! ���+ 	� 
�� �������
����  !��"���� �&�!����� ����	 %	 �����$�����������

��� )"������������� -���	���� %������ ������� 
�� 1��@	�� 
�� #�$	����"��%��� �	
 
��  !��

�"�����&'��)�����!	��� 9� #�
"�����"��� ���� 
�� %	� 
�������&�!����� 3����	�$� ����!
����

/�������� %	 ����!���+ �	�
�� �� ("!���
�� �	� -���	���� %	� 3����	�$� �	!! ����������� 1�

�	�
�� �����	
� )"� /β7;��&�	���� �� ����� *"�%�������"��������� %������� � 	�
 ;>� �-


	�����
����� /β7; �	�
� �� )"���$��!��� A�4i ��!&�� 	�
 �	
 1�� ��� %	� <�
�!!�� 
�� -����

%�!!�� ��!�����+ 	� ���� /��������"� ������������
 %	 	����
���$��� 9� 4�"��� ��� �"���

	�
 ���
����� *"�%�������"� �� ����� /93���	
 %	 )��������+ �	�
�� -����!����$� ��� �����
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� �	� ��
�����
��
 ��� �	�

��
��
����	�
�
 �� ������� �� �
������� �
�  �� �! ����� ����	��" #����
����� 	
� 
��

��� $���	�� ��	
���
  �
�  % &" #�� ���	
	���
�� !�
�������' 	
� 
	��� ����	��" #	�

(����	��
��
 
	
� ��� �	� )�*��� 
���	���"

'!����� 	
�� s20,��(���� ��� ����%������� �β���)����"���


s20,� �
���� ��� #���

*���

��%+ ± ��,� &   

-�.� ± ���. &  �

+��% ± ���� & /

&��	����	�'� 0�
 , �
�  � �� �������� 0����
���" #	� !�

�����
 �����
 ���
����
 0����'����"

#	� �123!�

�
��
 ��������
 ��	 4���������������
 0�
  � ���"  % �5" #	� !�

�����
�*
3

�� ����� �
�
������
� ��� �� ��

�
��
 6����
 ���*���� �� �	
� ��
����	�
 0�
 �	
��
��



��% 7# �� ���*����	
��
" #	� &(38*��� �����
 ��	 %�"��� ���" +�"��� ��� ������������" #	�

��
�����
� �������� ���� �	� ��
�3(����	��
�� �� 	� ��
��
 &���	�� 9
������	�
�
 ���� �	� s3
:���� ��� �
�
��
��
�
 7�	������ �� �������
" #�
 �	��������� ��������
 0�
 s3:����
 ��	

0��
��	���
�
 ��
��
����	�
�
 ����� ��
 $�
�*�	��
� 0����
��
�� �	
�	
'��� �β-�37�	������

��������" ���	���
� %",", ��	�� ��������	
�� �	� ��
�3(����	��
��
 ��� ��
��
����	�
�
 ��� ��

�
�  �� �!" ��
 ����
 �������������
 !�

�
��
 '�

��
 �����
�� �	������ s20,�3:���� ���

�	
�	
'�� �β-�37�	������ ��
�	��� �����
 �
	��� ;������ %",�< ��%+ ± ��,� & ���
	���
� ���   

#���

*���
�� -�. ± ���. & ���
	���
� ���  � #���

*���
� �
� +��% ± ���� & ���
	���
� ���

/ #���

*���
�" =�>?��� 7�	������ 
	
� 	
 �	
	��
 !�

�
��
 ���
����
 ��	 ��" � �
�  � & ��3

��'�	������ ���� �	
 )����� '�

 �	�� ������
� ��� ���	
��
 #���
���� 
	��� �
������
 �����
"

)�� �	
� 2����
�
� ��� !�

� �� ��
 ��
�	����
 s20,�3:����
 	
� �	� $�
�	���
� ��� )���

�
���*

	�" �
��
� ��� �)!3!�

�
��
 �� �����
 2�	��
 	
 ��� ��������	�
 �*

� 
	�� �	
� ����

������*�� &���'��� ��� 
	�� ���� �	���
��
 7�	������ 0������
" #	� ��
�����
� 0�
 &(38*���


��
� 9
'����	�
 ��
 �β-� �	����
 =�3�
��@
� �	������ ��� �	� 7�	������ f/f03:���� �
�������

0�
  ��" #	� $�
�	���
� ��
 )������������
� 0�� ����� 	
 7�	������	
���
��
 �	� ���	
���

�
��	�� 	
� 
���	��	�" f/f03:���� '>

�
 �	� �	
�� =�
��	�'�	� 0�
 ��" �� ��
�	��� �����
" �	
�

1
���
���	��
� ��	
���
 �	
�� 	�����
 ��������� �f/f0 A  � �
� �	
�� 
������ ������
 )���
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��������� 	
�
�
 �β���������������� ����� s20,� ��� ���������� f/f0
 ��� ������	
���
���� ��
�������� ��� ����������
��� ��� � ���������� ��� ������ ��� ��� ���
� !
� "���	
���
�
������� ���� ��� s20,�	#��
$������ ���� ��
�� ���� �%��� ��� &������� ���'	(	� )�*	(	
��� '���	(	+
�$���� ��� !β)� ���$�
��$�� 

�
� ��� ����� ��� ��������� !β)�� ��
 !
� ��


���� f/f0	#��
 ��� $
�%�
���� ,��
�����
���� ��� -��������$ ��� &�
�.�
��$�����
� ��� f/f0 ��� ��� ��$������� /0�1 !�� -���� ���
(���%��$	2
������$ ��� ��� (
�.��	3���
���	-�������$ .��� �4� ���� ���������� +
�$����$�56�
%�� .���
��
�� ���� ��� ����

������� s20,�	#��
 %�������
 ������ 

s20,� =

⎡
⎢⎢⎢⎣

(
M ∗ n
π ∗N�

)2

v̄ ∗ 3

4

⎤
⎥⎥⎥⎦

1/3

∗ (1− v̄ ∗ ρ) ∗ (f/f0 ∗ 6 ∗ η)−1

�4� ��� -��������$ ���� ��� &���� ��� !β)� �& 7 ) ��)�� ���� ��� !����
 �� !β)�	&�
�.4
��
���� ��� !��$����	����
��
� �8��� ��� ���
��

 �����9���� :�
���� ��� !β)� �v̄ 7 ;�*0** ���<$��
��� ����
� �ρ� ��� :��.���
�
 �η� ��� #����� %�� �; �= ��$����� $�
�$
 !%%�
���$ � 0 ) �
�



��� +
�$����$�56� ��� !β)� $�$�� ��� s20,� ���� �4� ��� f/f0 ��� �� ��� ��� ��� ��� ������

�5$
���� !����
 �� !β)�	3�����
�� ����� +
�$����� 
��$
 �� ����� ��$�
 ��� ��� ��� ��>���

�5$
���� !����
 %�� ����� f/f0 ��� ��� ?� $�56�� ��� +
�$���� ��
� ���
� ���������� ��
 ���
&�
�.�
��$�����
���$�%�� ���� ����
 �������� � ��� ��� ��
���������� ������ .��� �4� ���
.
����
� +
�$���� ��� ���' ± ;�0� ( 
��$
 ��� !����
 �� !β)�	&�
�.4
�� �������� ) ��� '� �4�
��� +
�$���� ��
 )�* ± ;��* ( �������� �; ��� �� ��� �4� ��� +
�$���� ��
 '��� ± ;��@ (
�������� �' ��� �0 

A�� B�
��������$ ���
���� ���� %�
������ +
�$����� ������ �� �����
�� (����

 !β)�	C5���$��
�� ������
��
����%������ ��� �; ��� �; �& 0 � %�� �; �= ����.
 �� ��� !BA	&�����

�� ��.�%���

��� �����
��6��� (:	C���� �����$��4��
 ��� D�.�%�
��� �� ��� &�����

�� ��


� ��� 3��E4���
��� ��� ,��%� �� $����$ ��� �5$
��� ��

�� !��$���� ��� ����������� +
�$����$�56� �����
�������
� ��� !�E5���$ �� -������ ��� +
�$����� �%����
% ��� ' ( ����� $����$��� F�
������	
���
�� ���� ); ;;; ���� �� ���5��� ���� ��
 3��%�6�� ��� 2�����$.��
 ��� -��
�����$ ���
+
�$����$�56�� �� -������ ��
����
% ��� ' ( ��� ��
$� ��� !�����
��$ ��� ��
�� �����
�%����

� ����� ��� A������ ��� +
�$���������
 %�� $����$�� +
�$������
��
 ��������
 ��	
��� ����� �������
� ����� ���� ���������������� ����
�

��$ �

�� C���� ��� (
4�.� ���� ���
������4����$ ����� $
�%�
�� ��
� �5$
����
 ���
� ����
�
���� D������
����� 4%�� ��� +
�$�����

)�
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�������������� ��� �� ��������� ���� ���� �����!�� ��"�

"��� �������������#��$"��� �� ��"���
 �� ������ 	
��
��� ��� �� ��� �� �� �β�� ����
� � ���������� ��� �� � �����!��"���# $�� ��!������� ��� %��� ����&'�� ���� �� ���������
��� (� $�������) ������ �� ����� s20,� !�!�� f/f0�������!��! ���!����&&�* +�� ��� ��)��& ��
$����,������ ,�� -�� �� ��� ������� $�+������# $�� -��!�./� ����
!� �*0 	 1 �*0 f/f0* ���
2����!��++� &���� ��� ����� ��++����� )��&������� ��� �����
!� ���#

)� ����&���# $�� 	
��
��� ������ +����&� %�����&'�� ���!�������# $�� �����&��/���� ������
 ��&�����&'�� (���� $�������)�� &������� �� ���)�&�� 
�����&��!�� ,�� 	
�����# $���� ������
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D��� =
kB ∗ T

6 ∗ π ∗ η��� ∗ r
&�� "7����7�/ ��!"� :/���� ��%�
#% �3*. � � &/� +�(�'�(/�#���!"% �+� ��� �������� '/��
$��� ��� 	������#��(��!"��#  �% ��� ��'/��%�� &�!"%� ��� ��	 ����!"��% �������

M =
s��� ∗R ∗ T

D��� ∗ (1− v̄ ∗ ρ���)
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