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Einfihrung

Viele Testprobleme der parametrischen und nichtparametrischen Statistik
lassen sich mit Hilfe der reellwertigen statistischen Funktionale formulieren.
In dieser Arbeit werden die Probleme des Testens statistischer Funktionale
im Zweistichprobenkontext betrachtet. Es wird stets vorausgesetzt, dass die
beiden Stichproben stochastisch unabhéngig sind und die Zufallsvariablen in
jeder Stichprobe unabhéngig identisch verteilt sind. Seien P C M (£21,.41)
und Q@ C My (2, A2) zwei nichtleere Mengen von Wahrscheinlichkeitsma-
Ken. Wir betrachten die Familie P ® Q := {P®Q: P € P,Q € Q} von
Produktmaifsen, die das kanonische Modell fiir die Zweistichprobenprobleme
darstellt. Jede Abbildung k : P ® @ — R wird dann als reellwertiges stati-
stisches Funktional bezeichnet. Viele einseitige und zweiseitige Testprobleme
aus der Praxis lassen sich dann in der Form

{PRQeEPRQ:k(PQ) <0} gegen {(PRQePRQ:k(PRQ) >0}
(1)

beziehungsweise

{(PRQePRQ:k(P®Q)=0} gegen {PRQePRQ:k(P®Q)#0}

(2)
darstellen. An einer beliebigen aber fest gewdhlten Stelle Py ® Qg € P ® Q
mit &k (Py ® Qo) = 0 werden diese Testprobleme mit Hilfe der Lo (Py ® Qo)-
differenzierbaren Kurven von Wahrscheinlichkeitsmafen parametrisiert. Wei-
terhin betrachtet man ein an der Stelle Py ® Q¢ differenzierbares statisti-
sches Funktional k¥ : P ® @ — R. Die an der Stelle Py ® Qg differenzier-
baren statistischen Funktionale lassen sich lokal entlang der Lo (Py ® Qo)-
differenzierbaren Kurven linearisieren. Dementsprechend werden die einsei-
tigen und zweiseitigen Testprobleme (1) und (2) lokal an der Stelle Py ® Qo
als lineare Testprobleme in einem Hilbertraum H C Lo (Py ® Qo) aufgefasst.
Mit dem Ubergang zur Asymptotik im Rahmen der modernen Theorie von
Le Cam erhélt man dann die linearen Testprobleme fiir die Limesexperimen-
te. Die geeignete Lokalisierung fiihrt dabei zu den unendlich-dimensionalen
Gauf-Shift Experimenten als Limesexperimente. Die linearen Testprobleme
lassen sich fiir die Gaufs-Shift Experimente optimal 16sen. Man findet al-
so fiir die Limesexperimente die optimalen Tests fiir die gegebenen linea-
ren Testprobleme. Mit Hilfe der Theorie von Le Cam und insbesondere des
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Hauptsatzes der Testtheorie filhrt das zu oberen Schranken fiir die asym-
ptotischen Giitefunktionen der Testfolgen fiir die Testprobleme (1) und (2).
Diese oberen Schranken gelten dann fiir die asymptotischen Giitefunktionen
aller Testfolgen, die einige fiir das jeweilige Testproblem sinnvolle Nebenbe-
dingungen erfiillen. Die Testfolgen, deren asymptotische Giitefunktionen die
obere Schranke erreichen, werden als asymptotisch optimal bezeichnet.

In Kapitel 1 wird an die Lo-differenzierbaren Kurven von Wahrschein-
lichkeitsmafen erinnert. Danach werden die differenzierbaren statistischen
Funktionale und ihre kanonischen Gradienten vorgestellt. Der Tangential-
raum und der Tangentenkegel eines Wahrscheinlichkeitsmafes Py € P be-
ziiglich einer Familie P von Wahrscheinlichkeitsmafien werden eingefiihrt.
Insbesondere wird auf die Struktur der Tangentialrdume und Tangentenke-
gel der Familien von Produktmafen eingegangen. Die Kenntnis dieser Struk-
tur ist der Schliissel zum Testen der differenzierbaren statistischen Funktio-
nale im Zweistichprobenkontext. Als Letztes werden in diesem Kapitel die
Hilfsmittel vorgestellt, die zum asymptotischen Vergleich der verschiedenen
Testfolgen bendtigt werden.

In Kapitel 2 wird zuerst ein Darstellungssatz fiir den kanonischen Gradi-
enten eines an der Stelle Py ® Q¢ differenzierbaren statistischen Funktionals
k:P® Q — R bewiesen. Danach werden die kanonischen Gradienten fiir
einige wichtige Funktionale im Zweistichprobenkontext ausgerechnet. Unter
anderem werden die kanonischen Gradienten fiir das Wilcoxon Funktional
und fiir die von Mises Funktionale berechnet. Anschliefend wird die Diffe-
renzierbarkeit zusammengesetzter statistischer Funktionale untersucht und
mit einigen wichtigen Beispielen begleitet.

Mit n; wird der Umfang der i-ten Stichprobe fiir ¢ = 1,2 bezeichnet.
Der gesamte Stichprobenumfang ist dann n = nj + no. Als Modell fiir die
unabhéngigen Stichproben und die unabhéngig identisch verteilten Zufalls-
variablen in jeder Stichprobe betrachtet man das statistische Experiment

B, = (O @ Q5 AP @ AR {(PM @ Q™ PP, Q€ Q)).

Seien nun (n1),cy und (n2),cy zwei Folgen von natiirlichen Zahlen mit
ny + ng = n fir alle n € N und HILH;O”—i = d fiir ein d € (0,1). In Kapi-
tel 3 wird die Teststatistik 7},, die auf dem kanonischen Gradienten eines an
der Stelle Py ® Q¢ differenzierbaren statistischen Funktionals k£ : PR Q — R
beruht, motiviert und begriindet. Die Zweistichproben-U-Statistik U,,, ,, mit
dem kanonischen Gradienten als Kern besitzt im Vergleich zu den allgemei-
nen U-Statistiken eine besonders einfache Gestalt. Die Teststatistik 7}, erhélt
man dann aus Uy, p, durch T}, := /nUy,, n,. Danach wird an die lokale asym-
ptotische Normalitét (LAN) erinnert. Die lokale asymptotische Normalitét
der Familien von Produktmafien wird untersucht und die zentrale Folge X,
wird vorgestellt. Aufserdem wird die gemeinsame asymptotische Verteilung
der Teststatistik 7,, und der zentralen Folge X,, unter dem Wahrscheinlich-
keitsmaR P)'"' ® Q;? berechnet. In den letzten zwei Abschnitten von Kapitel
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3 werden die einseitigen und zweiseitigen Tests auf Basis der Teststatistik
T,, entwickelt. Die asymptotische Giitefunktion der Testfolgen der einseitigen
und zweiseitigen Tests wird berechnet. Es wird auferdem gezeigt, dass die
Folge der einseitigen Tests eine asymptotische Maximin-a-Testfolge in der
Menge aller asymptotisch Niveau « &hnlichen Testfolgen ist. Der asympto-

tisch optimale relative Stichprobenumfang d = lim “2 wird fiir die Folge
n—oo

der einseitigen Tests bestimmt.

In Kapitel 4 werden die unendlich-dimensionalen Gauf-Shift Experimen-
te mit einem Hilbertraum als Parameterraum vorgestellt. Danach wird die
schwache Konvergenz von Experimenten eingefiihrt. Die lokale asymptoti-
sche Normalitdt wird dann als schwache Konvergenz gegen ein Gaufs-Shift
Experiment verallgemeinert. Mit diesen Mitteln werden einige Ergebnisse
aus [30], [31] und [33] fiir die Folgen der einseitigen Tests im Einstichpro-
benkontext erneut bewiesen. Zusétzlich wird die asymptotische Optimalitit
der Folgen der zweiseitigen Tests unter den analogen Voraussetzungen nach-
gewiesen. Mit Hilfe der Approximation in dem Limesexperiment wird die
asymptotische Optimalitdt der Testfolgen auf Basis des kanonischen Gra-
dienten fiir die einseitigen und zweiseitigen Testprobleme unter schwachen
Voraussetzungen an den Tangentenkegel gezeigt. Anschlieflend wird die ver-
allgemeinerte Theorie der lokalen asymptotischen Normalitét auf die Folgen
der Experimente, die als Modelle fiir die zwei unabhéngigen Stichproben
dienen, iibertragen. Das Problem des Testens statistischer Funktionale im
Zweistichprobenkontext ldsst sich elegant behandeln, indem man das Ska-
larprodukt in dem Tangentialraum wechselt und dann auf die Lésung der
entsprechenden Einstichprobenprobleme zuriickgreift. Die am Anfang des
Kapitels gezeigte Ergebnisse fiir das Testen der differenzierbaren statisti-
schen Funktionale im Einstichprobenkontext lassen sich auf die Situation
der Zweistichproben iibertragen.

Kapitel 5 widmet sich der Anwendung der Theorie des Testens stati-
stischer Funktionale fiir die Zweistichprobenprobleme. Auf die Stirken und
Schwierigkeiten der Anwendung wird hingewiesen. Der Begriff der asym-
ptotischen Aquivalenz der Testfolgen wird eingefiihrt. Anhand der Beispiele
werden die Techniken und Methoden vorgestellt, die bei dem Nachweis der
asymptotischen Aquivalenz der Testfolgen besonders hilfreich und niitzlich
sind. Fiir das Wilcoxon Funktional wird gezeigt, dass der wohl bekannte
Wilcoxon-Rangsummentest bereits der asymptotisch optimale Test ist, falls
man die Nullhypothese auf die ProduktmaRe P? mit dem stetigen Wahr-
scheinlichkeitsmaf P € M; (R, B) einschrénkt. Das Testen der Erwartungs-
werte zweier unabhingigen Stichproben fiihrt zur Betrachtung der Summen
zweier von Mises Funktionale. Das Problem des Testens des Erwartungs-
wertes einer randomisierten Summe kann als Motivation zur Betrachtung
des Produktes zweier von Mises Funktionale dienen. Deswegen werden die
Summe und das Produkt zweier von Mises Funktionale ausfiihrlich behan-



delt. Die letzte Anwendung widmet sich wieder dem Testen des Wilcoxon
Funktionals. Es gibt sehr umfangreiche Literatur zu diesem fiir die Praxis
wichtigen Testproblem, vgl. insbesondere [17], [22], [28], [30], [33] und [55].
Hier wird die allgemeine Fragestellung ohne iiblichen Einschrénkungen der
Nullhypothese betrachtet. Es werden berechenbare asymptotisch optimale
Testfolgen fiir das einseitige und zweiseitige Testproblem hergeleitet. Die
asymptotische Optimalitdt wird mit Hilfe der in dieser Arbeit entwickelten
Theorie und der funktionellen Delta Methode bewiesen. Das besondere Au-
genmerk gilt der Bestimmung des kritischen Wertes. Die entwickelten Tests
beruhen im Unterschied zu dem Wilcoxon-Rangsummentest auf den Verglei-
chen der Realisierungen der reellwertigen Zufallsvariablen.

Mein herzlicher Dank gilt meinem Lehrer Prof. Dr. Arnold Janssen sowohl
fiir viele anregende Gesprache als auch fiir das interessante und herausfor-
dernde Thema und die ausgezeichnete Betreuung. Ein herzlicher Dank ge-
biihrt Herrn Prof. Dr. K. Janfen und Herrn Prof. Dr. F. Liese fiir die Uber-
nahme und Erstellung der weiteren Gutachten. Ich bedanke mich bei den
anderen Mitarbeitern des Mathematischen Instituts der HHU Disseldorf fiir
Ihre Unterstitzung. Mein tiefer Dank gilt meiner Frau, meinen FEltern und
meinen Grofleltern fiir die Liebe, Unterstitzung und Zuneigung, die sie mir
in meinem Leben zuteil werden liefien.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel wird zunéchst die Lo-Differenzierbarkeit der Kurven von
Wahrscheinlichkeitsmaften eingefiihrt. Der Tangentenkegel und der Tangen-
tialraum eines Wahrscheinlichkeitsmafes P € P bzgl. der Familie P werden
vorgestellt. Danach wird der Differentialkalkiil fiir statistische Funktionale
entwickelt. Dabei steht der kanonische Gradient eines statistischen Funk-
tionals im Mittelpunkt. Anschliefsend werden die Tangentenkegel und die
Tangentialrdume der Familien der Produktmafe untersucht. Im letzten Ab-
schnitt werden die Hilfsmittel zum asymptotischen Vergleich der Testfolgen
bereitgestellt.

1.1 Lo-Differenzierbarkeit und Tangentialrdume

Es seien (©2,.A) ein Messraum und M;j (92,.4) die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmafe auf (2,.4). Jede nichtleere Teilmenge P C M;j (©,.A) heift
nichtparametrische Familie von Wahrscheinlichkeitsmafsen.

Definition 1.1 (Dichtequotient)
Seien P,Q € /\_/11 ((l, A) Wahrscheinlichkeitsmafe. Jede messbare Funktion
L: (Q,A) - (Rzo,B ’RZO) mit
P(A) = / LdQ+ P(AN{L = oo})
A
fir alle A € A und Q(L < c0) = 1 heifit ein Dichtequotient von P bzgl. Q.

Bemerkung 1.2
Sei p ein o-endliches Maf auf (Q,.4) mit P,Q < u. Setze fp = % und

fo= %. Dann ist

L:= ;—gl{fQ>0} + Ool{sz07 fp>0} (1.1)

eine Version des Dichtequotienten von P bzgl. Q.
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Bemerkung 1.3

Der Dichtequotient von P bzgl. @ ist (P + Q)-f.i. eindeutig bestimmt (vgl.
[52], Seite 112, Satz 1.110). Deswegen wird die Notation % fiir den Dichte-
quotient von P bzgl. Q) verwendet.

Definition 1.4 (Lo-Differenzierbarkeit)
Es seien ¢ > 0 und P C M (2, A) eine nichtleere Teilmenge. Eine Abbil-
dung (—e,e) — P,t — P, heifit eine Lo (Py)-differenzierbare Kurve in P mit
Tangente g € Lo (), falls fir t — 0 gilt

= o ([t]) (1.2)

1
dP;\ 2
2 —_— —-1] -
La(Po)

P, ({j—;’; :oo}> =0 (). (1.3)

Zu (1.2) und (1.3) sind dquivalent
1 1
5 dp\ 2 5 . iy ?
du d,u g d,u

/ {dPt }d—dﬂ =0 (tz) ) (1.5)

dPy

und

=o(lth) (14

La(p)

und

falls die Familie {P; : |t| < e} durch ein o-endliches Maf p dominiert ist.

Bemerkung 1.5 a) Die Eigenschaft der Lo (Pp)-Differenzierbarkeit ist un-
abhingig von der speziellen Version des Dichtequotienten von P; bzgl.
P.

b) Die Tangente g € Lo (Py) ist Py-f.i. eindeutig bestimmt. Jede Version
von g bezeichnet man deshalb als Tangente an die Ly (Fp)-differenzier-
bare Kurve t — P, in P.

c) Aus der Lo (Pp)-Differenzierbarkeit folgen die L (FPp)-Stetigkeit und
die Ly (Py)-Stetigkeit, d.h. die Giiltigkeit von ‘ g—g - 1HL ) = o(1)
140

1
P, \ 2
<ﬁ> -1

d) Zur Abkiirzung wird es haufig L, (0) anstelle von Ly (Py) geschrieben,
falls aus dem Zusammenhang klar ist, welches Wahrscheinlichkeitsmaf
gemeint ist.

=o(1) fiir t — 0.

und ‘
Lo(Py)




Bemerkung 1.6

In der Literatur findet man gelegentlich die Definition der einseitig Lo(FP)-
differenzierbaren Kurven [0,e) — P, t — P, fiir ein € > 0, vgl. [49]. Es wird
hier auf die Betrachtung der einseitig differenzierbaren Kurven verzichtet,
weil es fiir die Modellbildung in dieser Arbeit nicht erforderlich ist. Eine
einseitig Lo(Pp)-differenzierbare Kurve [0,¢) — P, t — P, ldsst sich aufer-
dem in M; (2, .A) so fortsetzen, dass eine zweiseitig Lo (Pp)-differenzierbare
Kurve (—&,e) = M; (Q,A), t — P, entsteht.

Umfangreiche und ausfiihrliche Informationen zur Ls-Differenzierbarkeit
(auch allgemeiner zur L,-Differenzierbarkeit fiir » > 1) findet man in [52]
und [48].

Bemerkung 1.7 (Tangentenraum)

Sei P € M; (92, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Sei ¢t — P, eine Lo (Fp)-
differenzierbare Kurve mit Tangente g € Ly (FPy) und Py = P. Es gilt dann
JgdPy = 0 (zum Beweis vgl. [52], Satz 1.190 und Hilfssatz 1.178). Der
Vektorraum

Y (p) = {h € Ly(P): /th = 0}

wird deswegen als Tangentenraum bezeichnet. Der Vektorraum Lgo)(P) ist
ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums Ly (P).

Sei P C M (€, A) eine nichtparametrische Familie von Wahrscheinlich-
keitsmafsen.

Satz 1.8 (lineare Transformation)

Sei t — P, eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g. Fir
jedes a € R\ {0} ist dann die Kurve t — Py ebenfalls Lo(Py)-differenzierbar
und zwar mit Tangente ag.

Beweis. Wegen [agdPy = a [gdPy = 0 gilt ag € Lg)) (P) . Die Bedin-
gung (1.2) ist erfiillt, denn es gilt P, <{Cil11)%t = oo}) =0 ((at)2> =o(t?).
Es reicht die Bedingung (1.3) fiir die Kurve ¢t — P,; mit der Tangente ag
nachzuweisen. Mit der Substitution s := at erhdlt man

li g dPat % 1
tgr(l) t dP(] @9
Lo(P)
1
. 2 dP,:\ 2
= Jimldl a((m) ‘1)‘9
Ly (Po)
1
. 2 dP; \ 2
= lallim §<<dP0> _1)_9
Ly (Po)
= 0.



Bemerkung 1.9
Sei P € P beliebig aber fest gewdhlt. Die Kurve R — P,t — P ist offen-
sichtlich L9 (0)-differenzierbar mit der Tangente 0 € Lgo) (P).

Definition 1.10 (Tangentenkegel)

Die Menge der Tangenten eines Wahrscheinlichkeitsmafies P € P bzgl. der
Familie P wird definiert als K(P,P) := {g € Lgo) (P) : es existiert eine
Ly (Py)-differenzierbare Kurve t — P, in P mit Tangente g und Py = P}.

Mit Hilfe von Satz 1.8 und Bemerkung 1.9 sieht man, dass K (P, P) ein
Kegel ist. Die Menge K (P,P) wird deshalb als Tangentenkegel des Wahr-
scheinlichkeitsmafes P bzgl. der Familie P bezeichnet.

Definition 1.11 (Tangentialraum)

Der Lo(P)-Abschluss der linearen Hiille eines Tangentenkegels K (P, P) wird
mit T(P,P) := lin K(P,P) notiert. Man bezeichnet T'(P,P) als Tangential-
raum des Wahrscheinlichkeitsmafles P bzgl. der Familie P.

Der Tangentialraum spiegelt die lokale Struktur eines statistischen Ex-
periments wider. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaft P € P ist der Tangenti-
alraum T'(P,P) ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums Ly (P).

1.2 Differenzierbare statistische Funktionale

Sei P € M (2, A) eine nichtparametrische Familie von Wahrscheinlich-
keitsmafen. Jede Abbildung k : P — R, P +— k(P) wird als statistisches
Funktional bezeichnet. Man interessiert sich fiir die statistischen Funktio-
nale, die sich entlang der Lo-differenzierbaren Kurven differenzieren lassen.
Viele nichtparametrischen Testprobleme lassen sich zum Beispiel mit Hilfe
solcher Funktionale mathematisch exakt formulieren.

Definition 1.12 (differenzierbares statistisches Funktional)

Ein statistisches Funktional k : P — R heiffit differenzierbar an einer Stelle
P € P mit einem Gradienten k = k(P) € Lgo)(P), falls fiir jede Lo (Fp)-
differenzierbare Kurve t — P, in P mit Tangente g und Py = P gilt

tiw (6 (P) ~ k() = [ hgaP, (1.6)

Bemerkung 1.13

Der einseitige Grenzwert in (1.6) stellt keine Einschrankung dar. Es seien k
ein statistisches an einer Stelle P € P differenzierbares Funktional, ¢ — F;
eine Lo (Pp)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g und Py = P.
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Die Kurve t — P_; ist nach Satz 1.8 ebenfalls Lo (Pp)-differenzierbar mit
Tangente —g und Py = P. Fiir die Kurve ¢t — P_; gilt also

tn (k(P-) — k(P) = — [kgap (1.7

nach Definition 1.12. Aus (1.7) ergibt sich

1 . 1
1;%12%(3)—"5(130)) = 1;{{)1@(/% (P-¢) — k (Pp))
— —lim k(o) — k()
= /kgdp. (1.8)

Bemerkung 1.14

Ist ein statistisches Funktional & : P — R differenzierbar an einer Stelle
P € P, so impliziert (1.6) eine Linearisierung von k an der Stelle P entlang
der Lo (Pp)-differenzierbaren Kurven in P mit Py = P.

Bemerkung 1.15
Ist ein statistisches Funktional & : P — R differenzierbar an einer Stelle
P € P, so ist der Gradient von k im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel 1.16
Sei P € P ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit {0} # T(P,P) # Lgo)(P). Sei

k:P — R ein an der Stelle P differenzierbares statistisches Funktional mit
einem Gradienten k € Lgo)(P).

Mit T(P,P)* wird der Orthogonalraum von 7'(P,P) in Lgo) (P) bezeich-
net. Aus LY (P) = T(P,P) & T(P,P)* folgt T(P,P)L # {0} wegen Vor-
aussetzung {0} # T(P,P) # Lgo) (P). Fiir jedes h € T(P,P)* und fiir jede
Ly (Py)-differenzierbare Kurve t — P, in P mit Tangente g und Py = P gilt
dann

liml(k:(Pt)—k(Po))://%gdP:/l%gdP—l—/hgdP:/<l%—|—h)gdP.

tlo t

Hieraus folgt, dass die Funktion k + h fiir jedes h € T(P,P)L ein Gradient
von k an der Stelle P ist.

Satz 1.17 (kanonischer Gradient)

Ein statistisches Funktional k : P — R sei differenzierbar an einer Stelle
P € P. Es existiert ein eindeutiger Gradient k € T(P,P), der die kleinste
Norm innerhalb der Menge aller Gradienten von k an der Stelle P besitzt.
Man bezeichnet k als kanonischen Gradienten von k an der Stelle P.

Beweis. vgl. [29], Seite 185 oder [40], Seite 51, Satz 4.13. [ |
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Bemerkung 1.18

Ist % ein Gradient von k : P — R an der Stelle P € P, so lisst sich der
kanonische Gradient k an der Stelle P als die orthogonale Projektion von
k in den Tangentialraum T'(P,P) berechnen, vgl. [29], Seite 185 oder [41],
Seite 119.

1.3 Lo-Differenzierbarkeit und Tangentialrdume der
Produktmafse

Die Produktmafe spielen bei Zweistichprobenproblemen der Statistik eine
besondere Rolle, weil die beiden Stichproben meistens als stochastisch unab-
héngig angesehen werden. Die Tangentialrdume der Familien der Produkt-
mafse besitzen eine besondere Struktur, die sich als Schliissel zum Testen
der differenzierbaren statistischen Funktionale fiir Zweistichprobenprobleme
erweist. Eine ausfiihrliche Information iiber die Tangentialrdume und Lo-
Differenzierbarkeit der Familien der Produktmafe findet man in [41], [52],
[47] und [40]. Allgemeinere Ergebnisse {iber die Struktur der Tangenten bei
gegebenen Randverteilungen und gemeinsamer Verteilung zweier Zufallsva-
riablen findet man in [34] und [43].

Satz 1.19 (L.-Differenzierbarkeit der Produktmafie)
Sein € N. Es seien (€, A;) Messraume und P; C My (2, A;) nichtparame-

trische Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen fir alle i € {1,...,n}. Die
Familie der Produktmafle wird definiert als P := {@ P:Pc 732}.
i=1

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
n

1. Eine Kurve t — P, = Q P, in P ist Ly(0)-differenzierbar.
i=1

2. Die Kurven t — Piy sind Lo(0)-differenzierbar fir alle i € {1,...,n}.

Fir jedes i € {1,...,n} sei g; die Tangente zu der Kurve t — P;; an der
Stelle 0. Die Abbildung

n
X?:lgi — R, (wl, e ,wn) g Zgi(wi)
=1

ist dann die Tangente zu der Kurve t — P; =

n
1=

P, an der Stelle 0.
1

Beweis. 1. = 2. Sei i € {1,...,n}. Die i-te kanonische Projektion
VI X?:lgi — Qi7 (wl, e ,wn) — W;
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ist eine messbare Abbildung. Die Kurve t — P/ = P, ; ist Lo(0)-differenzierbar
nach [52], Seite 178, Satz 1.193.
2. = 1. Diese Implikation entspricht [52], Seite 176, Satz 1.191. [ |

Bemerkung 1.20
Sei t +— P, eine Ly (F))-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g €

Lgo) (Py). Sei S: (92, A) — (R, B) eine Zufallsvariable. Die Kurve ¢ — P ist
dann Lo (POS )—differenzierbar mit Tangente

h(s) = Ep, (915 =s).
Zum Beweis vergleiche [52], Seite 176, Satz 1.191.
Satz 1.21

Sein € N. Fir jedes i € {1,...,n} sei P; C M (4, A;) eine nichtparame-

trische Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen. Die Familie der Produktmafe
n

P sei definiert wie in Satz 1.19. Fir jedes P = Q) P; € P gilt dann:
i=1
1. Der Tangentenkegel K (P, P) ist die Menge der Abbildungen
n

(Wi, wn) = > gi(w;) mit g; € K(P;, P;) fiir jedes i € {1,...,n}.

i=1

2. Der Tangentialraum T (P, P) ist die Menge der Abbildungen
(Wiy-vywy) = Y gi(wi) mit g; € T(P;, P;) fir jedes i € {1,...,n}.
i=1

Beweis. Es ist leicht zu zeigen, dass die Menge der Abbildungen
n
(Wi, swn) = Y gi(ws)
i=1

mit g; € T'(P;, P;) fiir jedes i € {1,...,n} ein bzgl. der Ly (®]" , P;)-Norm ab-
geschlossener Vektorraum ist. Die erste Aussage ergibt sich dann unmittelbar
aus Satz 1.19. Mit Hilfe von Definition 1.11 folgt die zweite Aussage. |

Bemerkung 1.22
Sei g € T (®! 1 F;,P) eine Tangente. Dann existieren eindeutige Abbildun-

n
gen g; € T (P, P;) fur alle ¢ € {1,...,n} mit g = > g; o m;. Die Existenz
i=1

folgt unmittelbar aus Satz 1.21. Die Eindeutigkeit ist zu zeigen. Es gelte

n n
g=>» giom =Y Giom
i—1 i=1

mit g;,g; € T (P, P;) fir alle ¢ € {1,...,n}. Man erhélt zunéchst

n n 2 n
02/(2%0%—2@0%) d®?1Pz=Z/(gi—§i)2dP¢
i=1 i=1 i=1
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weil T (P;,P;) C Lg)) (P;) fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt. Hieraus folgt ¢; = g;
Pi-fs. firallei € {1,...,n}.

1.4 Asymptotisches Vergleichen der Testfolgen

In der Statistik stellt sich hdufig die Frage, wie man zwei Testfolgen fiir
ein Testproblem vergleichen kann. Es wird zum Beispiel oft gezeigt, dass
zwei Testfolgen die gleiche asymptotische Giite besitzen. Solche Testfolgen
nennt man asymptotisch dquivalent. In diesem Abschnitt werden verschie-
dene Hilfsmittel zur Losung dieser Probleme vorgestellt.

Definition 1.23 (Norm der totalen Variation)
Es seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf einem Messraum (2, A).
Auperdem sei p ein o-endliches Maf auf (2, A) mit P,Q < p. Dann heifit

1 dP dQ
P-q|== [ _% 4
IP-al=g [ |5 - 5| an

die Norm der totalen Variation.

Bemerkung 1.24

Die Norm der totalen Variation ||P — || ist unabhéngig von dem speziellen
dominierenden Maf u. Insbesondere kann das Maf P+ () als dominierendes
Mak gew#hlt werden.

Bemerkung 1.25
Fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafe P, @ auf einem Messraum (€2,.4) gilt

[P = Q| = sup |[P(B) - Q(B)|.
BeA

Zum Beweis vergleiche [52], Seite 136.

Hilfssatz 1.26
Seien Py, Q, € M1 (Qy,, Ay) zwei Folgen von WahrscheinlichkeitsmafSen mit

lim || B, — Qnl| = 0.
n—oo

Sei pn 1 (Qn, Ay) — ([O, 1], B|[071]> eine Testfolge, so dass der Grenzwert
lim Ep, (@) ezistiert. Dann gilt lim Ep, (¢,) = lim Eg, (¢n).

n—oo

Beweis. Sei u, ein o-endliches Mafs mit P,,, Q,, < u,. Dann gilt

dpr, dQn
E n —F n S n—; — ¥n 3 n
Br, (o)~ Bau (o)l < [ |onipt —on 3"
/ dP, dQn
= ©n d— - n
fn  dpn
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[|e i,

diy,  duy
= 2P, — Qy| — 0 fiir n — oo.

Satz 1.27 (asymptotisch dquivalente Testfolgen)
Sei (Pp),,cn eine Folge der Wahrscheinlichkeitsmafe. Es seien (Tin),, oy und
(Ton),cn 2wei Folgen der Teststatistiken, so dass

lim P, ({|Tin — Ton| > €}) =0
n—oo

fiir alle € > 0 gilt. Auferdem seien (Vin),cy Testfolgen fiir i = 1,2 mit

1 >
Pin = Yin Tin = cin
0 <

Es gelte lim c;, = c fiiri = 1,2 und c € R. Die Verteilung PI'*» konvergiere
n—oo

schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf p. Ist 1 ({c}) =0, so folgt
lim Ep, (l1n — @2ul) = 0.
n—oo
Beweis. vgl. [29], Seite 96 oder [53], Seite 58. [ |

Beim Nachweis der asymptotischen Aquivalenz der Testfolgen fiir die
Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen ist der Begriff der Benachbartheit
unverzichtbar.

Definition 1.28

Es seien P, Q, € My (Q,, A,) zwei Folgen von WahrscheinlichkeitsmafSen.
Die Folge (Qn),cn heifit benachbart zu (Pp), cy, wenn fir alle Folgen A, €
A, von Mengen aus nlgr;() P, (A,) = 0 bereits TLILHOIO Qn (4,) = 0 folgt. Die

Benachbartheit von (Qn),cn 2t (Pn), ey wird mit Q, < P, notiert.

Ausfiihrliche Informationen zur Benachbartheit findet man in [46], [17],
[51] und [25]. Die asymptotische Aquivalenz der Testfolgen wird hiufig zu-
erst nur fiir eine Folge (P,),cy von Wahrscheinlichkeitsmaken gezeigt, vgl.
Satz 1.27. Diese Aussage ldsst sich dann unter schwachen Voraussetzungen
auf jede zu (P,),cy benachbarte Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen iiber-
tragen.

Lemma 1.29

Es seien P,,Q, € Mj (Q,, A,) zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben mit Q, < P,,. Auferdem seien (pin), oy 2wei Testfolgen fir i = 1,2 mit
lim Ep, (|1n = p20]) = 0. Dann gilt

lim Eq, (|¢in — @2n|) = 0.
n—oo
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Beweis. Sei € > 0. Aus der Konvergenz lim Ep, (|1, — ¢2n|) = 0 folgt
n—oo
dann lim P, ({|p1n — ¢2on| > €}) = 0. Die Benachbartheit @, <P, impliziert
n—oo
lim @ ({l¢1n — p2n| > €}) = 0.
n—oo
Man erhélt aufserdem die Abschétzung

Eq, (le1n — wanl)
/ 01 = V20| L{jp1, —pon|>c}dQ@n + / 010 — Y20 (o1, —pon|<c}dQn

Qn ({910 — P20 > €}) +Qn ({1 — p2n| < €})
Qn ({lp1n — wan| > €}) +e.

<
<

Somit ergibt sich

hmsupEQn (’90171 - 902n’) < nlgrolan ({’90171 - QOQn‘ > 5}) +e=¢

n—oo

fiir alle € > 0. Hieraus folgt lim Eq, (|¢1n, — @2n]) = 0. ]
n—0o0
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Kapitel 2

Differentiation statistischer
Funktionale fur das
Zweistichprobenproblem

In diesem Abschnitt werden die Differenzierbarkeitseigenschaften statisti-
scher Funktionale fiir das Zweistichprobenproblem untersucht. Die beson-
dere Aufmerksamkeit wird auf die Struktur der Tangentialriume und des
kanonischen Gradienten gerichtet. Es werden leistungsfahige Werkzeuge ent-
wickelt, mit deren Hilfe die Differenzierbarkeit eines statistischen Funktio-
nals und die Gestalt des kanonischen Gradienten bestimmt werden kénnen.
Aufserdem werden die kanonischen Gradienten fiir viele wichtige statistische
Funktionale ausgerechnet.

Es seien (Q1,.41) und (Qg, A2) Messrdume, P C M; (21,.4;1) und Q C
M (Q2, Az) nichtparametrische Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen.

Definition 2.1

Die Familie der Produktmafle PR Q C My (21 ® Qa, A1 ® Az) wird definiert
as P Q:={P®Q: PcP,Qc Q}. Die Abbildungen 71 : Q1 ® Qy —
O, (w1, wz) — w1 und T2 : Q1 @ Qg — Qo (w1,w2) — wy bezeichnen die
kanonischen Projektionen.

Satz 2.2 (Struktur eines kanonischen Gradienten)
Seik : P®@Q — R ein statistisches Funktional, das an einer Stelle Py® Qo €
P ® Q differenzierbar ist. Es seien k € La (Py ® Qo) ein Gradient von k an

der Stelle Py ® Qo und ke L;O) (Po ® Qo) der kanonische Gradient von k an
der Stelle Py ® Qqu. Dann gilt:

1. Die statistischen Funktionale ki : P — R, P — k(P ® Qo) und ka :
Q- R Qw— k(P®Q) sind differenzierbar an der Stelle Py bzw. Q.

2. Die Abbildung ki :wy — J k (w1, ws) dQo(we) ist ein Gradient von k;
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an der Stelle Py und die Abbildung ko wy fk(wl,wg) dPy(wy) st
ein Gradient von ko an der Stelle Q.

3. Die Abbildung %1 Twy — f%(wl,wQ) dQo(w2) ist der kanonische Gradi-
ent von ki an der Stelle Py. Die Abbildung ko : wo — fE (w1,ws) dPy(w1)
ist der kanonische Gradient von ks an der Stelle Qo. Auferdem gilt
k=kyom + kg oms.

Beweis. Sei t — P, ® Qq eine Ly(0)-differenzierbare Kurve in P ® Q mit
Tangente h € Lgo) (Py ® Qo). Nach Satz 1.21 existieren die Tangenten h; €
LY (Py) und hy € LI (Qq) mit h = hy o m + hy o my . Die Kurven ¢
P, und t — @y sind dann Lo (0)-differenzierbar mit Tangenten hy und hs.
Mit erneuter Anwendung von Satz 1.21 erhdlt man, dass die Kurve ¢ —
P, ® Qo ebenfalls Ly (0)-differenzierbar ist und zwar mit Tangente hy o m €
Lgo) (Po® Qo) - Es gilt somit

ltifgl% (k1 (P) — k1 (Ry)) = ltil%l% (k (P ® Qo) — k (Po ® Qo))

_ /hl(wl)k(wl,wg)dP0®Q0 (w1, w2)

= [muten | [ b wmriutin)| arsion

=:k1(w1)

Es bleibt ky € Ly (Py) zu zeigen. Die Jensensche Ungleichung liefert

/ k2dP,

/[/ l%(wl,WQ)on(WQ)rdPo(wl)
//l%(wl,wg)Zon(wz)dpo(wl)

= /k2dpo ® Qo < 00.

IN

Somit sind Teile 1 und 2 dieses Satzes bewiesen.

Der kanonische Gradient k € T'(Fy ® Qo, P ® Q) besitzt nach Satz 1.21
die Darstellung k = g1 om + g2 0me, wobei g1 € T' (FPy, P) und g2 € T (Qo, Q)
nach Bemerkung 1.22 eindeutig sind. Hieraus folgt

ky(w1) :/(91(w1)+g2(w2))dQ0(w2) = g1(w1).

Nach Teil 2 dieses Satzes ist die Funktion El = g1 ein Gradient von ki an
der Stelle Py. Nach Satz 1.17 und Bemerkung 1.18 folgt, dass die Abbildung
k1 = g1 € T (Py,P) bereits der kanonische Gradient von k; an der Stelle P
ist. [ |
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Bemerkung 2.3
Die Abbildung k; in Satz 2.2 ergibt sich als bedingte Erwartung

Ei = EP0®Q0 <E | 7Ti>
fir i = 1,2.

Definition 2.4
FEine nichtparametrische Familie P C M, (Q, A) von Wahrscheinlichkeits-

majen heifit voll, wenn T (P, P) = L;O) (P) fir alle P € P gilt.

Bemerkung 2.5
Sei p ein o-endliches Maf auf (€2,.4). Die Familie

Py:={PeMi(QA):P<pu}
ist voll. Zum Beweis vergleiche Satz 4.5 oder [40], Korollar 4.17.

Beispiel 2.6 (von Mises Funktional)

Seik:P®Q — R P®Q +— [hdP® Q ein statistisches an einer Stelle
Py®Qq differenzierbares Funktional und sei k= h— f hdPy®Qq ein Gradient
von k in Py ® Qg. Dies tritt zum Beispiel dann auf, wenn h eine beschrankte
Funktion ist, vgl. [52], Seite 164, Satz 1.179. Allgemeinere Funktionale mit
h € Ly (Py ® Qo) sind mit Hilfe von Lemma 2.10 zu untersuchen. Nach Satz
2.2 gilt dann

k1 (w1) = /[h (w1, w2) —/h(w1,w2)dP0®Q0 (w1,w2)} dQo (w2)
= /h(wl,wz)on (Wz)—/h(w1,w2)dP0®Qo (w1, w2),

/;?2 (wz) = / [h (wl,WQ) — /h (wl,WQ) dPy ® QQ (wl,wg)] dPy (wl)
= /h(wl,WQ) dP, (wl)—/h(wl,wQ) dPy ® Qg (wl,wg).

_ Sind die Familien P und Q voll, dann folgt ki =k € T(Py,P) und
ky = ko € T (Qo, Q) nach Satz 1.17 und Bemerkung 1.18. Der kanonische
Gradient des Funktionals £ an der Stelle Py ® Qg ergibt sich dann als

k (wr,w2) = /h(w1,w2) dQo (w2) + /h(wl,wz)dpo (w1) = 2k (P ® Qo) -
Anwendung 2.7 (Wilcoxon Funktional)

Es seien (01, A1) = (22, A2) = (R, B) und h := 1(; y)cr?:2>y}- Die Familien
P C M(Q,A;) und Q C M (g, A2) seien voll. Das statistische Funktional
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k:P®Q— [hdP ®Q ist dann differenzierbar an jeder Stelle Py @ Qg €
P ® Q mit dem kanonischen Gradienten

k(z,y) = /1{(m,y)€R2:mzy}dQ0(y) + / L (zy)er2:a>y} AP0 (2)
—2k (Po ® Qo)
= Qo ((—00,7]) + P ([y, +00)) — 2k (Po ® Qo)
Foo(z) +1 = Fp (y) — 2k (P ® Qo)

wobei F', die linksseitige Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsma-
Res P bezeichnet.

Bemerkung 2.8

Es seien n € N und (£2;, A;) Messraume fiir alle ¢ € {1,...,n}. Die Familie
der Produktmafe wird definiert als P = {®!' P, : P, € P;}, wobei P; C
My (4, A;) fiir jedes @ € {1,...,n} eine nichtparametrische Familie von
Wahrscheinlichkeitsmafen ist. Der Satz 2.2 ldsst sich dann analog auf die
statistischen Funktionale k : P — R verallgemeinern.

Beispiel 2.9 (invariante Funktionale)
Seien P, Q € M;(R, B). Die statistischen Funktionale der Form

/<::73®Q—>R,P®Qn—>/h(FQ(x))dP(a;) (2.1)

finden eine breite Anwendung in der Praxis, wobei h eine B-messbare Funkti-
on ist und F die Verteilungsfunktion von () bezeichnet. Insbesondere ist das
Wilcoxon Funktional von diesem Typ fiir A = Idg. Die statistischen Funktio-
nale der Form (2.1) sind invariant unter streng isotonen Transformationen
im folgenden Sinne. Sei T : R — R eine streng isotone Abbildung. Fiir alle
P®Q e P®Q gilt dann

]C(PT®QT) —

Die B-messbare Abbildung A : [0,1] — R sei differenzierbar mit be-
schriankter Ableitung, d.h. ‘h(t)‘ < ¢ fiir alle ¢t € [0, 1] und ein ¢ € (0, 400).
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Hieraus folgt, dass die Abbildung h ebenfalls beschréinkt ist. Es wird nun ge-
zeigt, dass das statistische Funktional k& dann an jeder Stelle Py® Qo € PR Q
differenzierbar ist und die Abbildung

ba) = (@) + [ h(Fay() Lysoo (S)P(S)
k(P9 Q) ~ [ h(Fay(s) Fo, () 4Py (5)

ein Gradient von k an der Stelle Py ® Qg ist.
Sei t — P, ® Q4 eine Lo (0)-differenzierbare Kurve in P ® Q mit Tangente

g€ Lgo) (Py ® Q). Nach Satz 1.19 sind die Kurven ¢ — P, und ¢ — @y eben-

falls Lo (0)-differenzierbar mit Tangenten g € Lgo) (Py) und g2 € Lgo) (Qo)-
Es gilt aufserdem g = g1 o w1 + go o mo. Zuerst erhélt man mit den einfachen
Umformungen

(k (P ® Q) — k (Po® Qo))

h&bxwwﬂﬂx%—/h(R%WDdHﬂ@>

SN S

=~
— —

h(Fo (@) dP(2) ~ [ h(Fig,(a)) P
[ 1o @)ar) - [ 1) ane ).

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich

iy 7 ([ 1 (Fau(e) ano) - [ b (o @) (o))

t—0

d

—+

N\

t=0

= [nFo @) 0 @) dryia)
nach [52], Seite 164, Satz 1.179, weil h eine beschrinkte Funktion ist. Es
bleibt den Grenzwert

jing 7 ([ 1 (Fau(@) drie) - [ 1(Fay (o) an )

t—0

fiir den ersten Summanden zu bestimmen. Sei (¢,),,cy eine beliebige Nullfol-
ge. Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf p mit Py < p und P, < p fiir
alle n € N. Man erhélt dann

1

— ( / h(Fg,, (z)) dP;, (z) — / h(FQO(m))dPtn(x)>

tn

_ / ti (h (Fo, () — h(Fg, (x))) dP,, ()

n
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1

- /E (h (Fg,, (x)) — h(Fg,(z))) dzn

(z)dp(x).

Um den Grenzwertiibergang unter dem Integral zu rechtfertigen, wird der
Integrand

dP;,
dp

1
fa(@) i= = (b (Fqu, () = 1 (Foo(2))) —=(x)
zundchst abgeschitzt. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung er-
hélt man

1

= (h (F,, () = h (Fo, (x)

1

Tt

(Fau, (x) = Fau(x)) h (&)

fiir ein &, € [0, 1]. Es gilt aukerdem

n—oo

d
% / 1(—oo,ar]th

= ‘/l(oo,x]g2 dQo
< /l(oo,m] ‘92‘ dQo
< /|Q2| dQo

lim '% (Fau, () — Fo, (90))'

t=0

nach [52], Seite 164, Satz 1.179. Fiir jedes £ > 0 existiert also ein ng € N, so

dass
1

= (Fq,, (z) — Fg,(x))

§/|92|dQ0+€

fiir alle n > ng gilt. Insgesamt erhélt man fiir alle n > ny die Majorante

D] = | (0 (o, (0) — i (Fay o) S 2)
= | (Fou, (@)~ Foy)) b 60)| %12 @)
< | (P (o) = Fay00)| 272 0) s [ 9)
< (/ |92 on+6> gg[%?i]("’(@ %(fﬂ)

Es gilt auferdem 2= — 2 fijr n — oo in L; (1)-Norm nach Bemerkung
& d d I

1.5, weil die Ly (Py)-Differenzierbarkeit der Kurve ¢t — P, insbesondere die
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Stetigkeit der Abbildung ¢ — ﬁ an der Stelle t = 0 bzgl. der L; (Fp)-Norm
impliziert, vgl. [52], Seite 174. Hleraus folgt

.1 dP,
@) = ( [ 1on) 40+ ) m [ (6)] 20 (2.3
in L; (u)-Norm fiir n — co. Auferdem gilt
/gn(w)du(x) = (/ 92| dQo +€> e (h(i)(- (24)

Mit (2.2), (2.3) und (2.4) erhélt man nach dem Satz von Pratt die Konvergenz

dPy,

i [ fule) =t }(h(FW)) h(Fo, ()

i i [ L i (z)dp(z)
[ o) [1watinmiaon ]di
_ /h(FQO(ww[/l(oox] ¥)dQoly }d

vgl. [9], Seite 258-259. Mit dem Satz von Fubini ergibt sich

/ h (Fou (x) [ / 1 (o) on] dPy(x)
- / [ / h(FQO(x))1(_oo,$](y)92(y)on(y)} dPy(z)
_ / [ / h (Fou(2)) 1p, +Oo)(a:)gg(y)dPo(ﬂc)] dQo(y)
= /gz(y) [/h(FQo(x))1[y,+oo)($)dP0(x)} 4Qo(y)-

Insgesamt erhilt man

}E%%(k (P @ Q1) — k (Py® Qo))
_ / h (Foo (%)) g1 () dPy(z)

+ / [ / I (FQo (9)) 1y 100 ()P0 (s) | 92(y)dQo(y)
_ / (91 (2) + g2 () k(,9)dPy © Qo(x, ),

wobei k(z,y) := h(Fg,(x)) + [ 7 (Fgy(s)) 1y 1e0)(s)dPo(s) ist. Das stati-
stische Funktional £ ist also differenzierbar an der Stelle Py ® Qo mit dem
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Gradienten k = k — Ep,20, (Z:) nach Definition 1.12. Mit dem Satz von
Fubini erh&lt man dann

k() = h(Falx) + / I (Fgy (5)) Ly ey (5)dP0(3)

-/ (h (Fau@)) + [ b (Fay(s) 1[y,+oo)<s>dpo<s>) 4Py & Qolz.y)

— h(Foy(@)+ [ B (Fou(5) Lo (s)ARAS)

- [ nEay(a) dR@) - [ [ 1 (Fay(o) Ly (s)dP(5)dQ0 ()

= h(Foy(@) + / I (Fao (5)) 1y 1.00)(5)APo (5)

k(P 2Q) ~ [ (Fou(s) | [ 1eai@)| Ryt

— h(Fgy(a))+ [ I (Foy(s)) 1y 1o (5)dP0(5)
—k (Po® Qo) - / i (Fay (5)) Fay (s) dPy (s).

Der kanonische Gradient k an der Stelle Py ® Qo ldsst sich mit Satz 2.2
berechnen, falls die Tangentialrdume 7' (FPp, P) und T (Qo, Q) bekannt sind.

Das nachfolgende Lemma liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Dif-
ferenzierbarkeit der von Mises Funktionale, die einen breiten Einzug in die
Theorie der asymptotischen Statistik gefunden hat, vgl. [5], [20], [49] und
[52]. Die Voraussetzungen des Lemmas sind hinreichend schwach und mei-
stens leicht nachzupriifen.

Lemma 2.10
Sei P C My (2, A) eine nichtparametrische Familie von Wahrscheinlichkeits-
mafen. Es seien t — P, eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tan-

gente g € Lgo) (Py) und T : (2, A) — (R, B) eine Statistik mit Ep,(T?) < oco.
Falls limsup Ep, (T?) < oo gilt, so ist die Abbildung t — Ep,(T) rechts-
t|0

seitig differenzierbar an der Stelle 0 und es gilt

@ B (1)  =En(T) (2.5

(vgl. [20], Seite 13, Theorem 7.3. oder [5], Seite 457, Proposition 2).
Beweis. vgl. [49], Seite 167, Lemma 5.21 oder [40], Seite 11, Lemma 2.1. W

Zur Anwendung des obigen Lemmas in der nichtparametrischen Situati-
on braucht man eine mit der Lo-Differenzierbarkeit vertrégliche Metrik auf
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M;i (Q, A), d.h. eine Ly(0)-differenzierbare Kurve ¢t — P, in M (Q,.A) ist
dann bereits stetig an der Stelle 0 bzgl. dieser Metrik. Die Hellingerdistanz
ist eine solche Metrik, die sich fiir die nichtparametrischen Untersuchungen
in der Statistik gut eignet.

Definition 2.11 (Hellingerdistanz)
Seien P und QQ Wahrscheinlichkeitsmafe auf (Q, A) mit P,Q < v fir ein
o-endliches Maf§ v. Dann heifit
2 2
) dv

1
1 dP\? dqQ
d(P,Q) =1 = — | ==
(P.Q) 2/<<du> (du)
Mit Hilfe der Hellingerdistanz kann man die Voraussetzungen von Lem-

die Hellingerdistanz von P und Q.

ma 2.10 fiir die nichtparametrischen Familien von Wahrscheinlichkeitsmafien
formulieren. Im nachfolgenden Satz werden drei dquivalente Moglichkeiten
gegeben, wie man die fiir die Differenzierbarkeit hinreichende Voraussetzung
aus Lemma 2.10 im nichtparametrischen Kontext ausdriicken kann.

=

Satz 2.12 (topologische Aquivalenz)

Es seien P C My (Q,A) eine nichtparametrische Familie von Wahrschein-
lichkeitsmapen und T : (Q, A) — (R, B) eine Statistik mit Ep,(T?) < oo fiir
ein Py € P. Es sind folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Fiir alle Folgen (P,),cy aus P mit lim d(P,, Py) =0 gilt

n—oo

limsup Ep, (T2) < 0.

n—oo
(b) Es ezistiert ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft

sup { Ep (T?): PePmit d(P,Py)< e} < oo.

(c) Es ezistieren ein ¢ > 0 und ein K > 0, so dass
Ep(T?) < K
fiir alle P € P mit d (P, Py) < ¢ gilt.

Beweis. Die Aquivalenz zwischen (b) und (c) ist leicht zu zeigen.
(a) = (b) Angenommen, die Aussage (b) ist falsch. Dann existiert eine
Folge (P,),eny C P mit lim d(P,, B)) =0und lim Ep, (T?) = co. Hieraus
n—oo n—oo

folgt limsup,,_,, Ep, (T?) = co. Dies ist ein Widerspruch zu (a).
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(b) = (a) Sei (Py),,cy eine Folge mit lim d(P,, Py) = 0. Fiir jedes € > 0
n—oo
existiert dann ein ng € N, so dass d (P,, Py) < ¢ fiir alle n > ng gilt. Man
erhilt somit

limsup Ep, (T?) < sup {Ep (T?): PePmit d(P,P)< e} < oo.

n—oo

Es seien k1 : P — R und ky : @ — R statistische Funktionale. Oft
verwendet man die zusammengesetzten statistischen Funktionale von der
Form

PRQ—R, PRQw— f(k (P),k (Q)), (2.6)

wobei f : R? — R eine Abbildung ist. Die Differenzierbarkeit der zusammen-
gesetzten statistischen Funktionale der Form (2.6) wird nun untersucht.

Satz 2.13

Sei k1 : P — R ein statistisches an einer Stelle Py € P differenzierbares
Funktional mit einem Gradienten k; € Lgo) (Po) und dem kanonischen Gradi-
enten ky € T (Po,P). Sei ky : Q — R ebenfalls ein statistisches an einer Stel-
le Qo € Q differenzierbares Funktional mit einem Gradienten ko € Lgo) (Qo)
und dem kanonischen Gradienten ky € T (Qo, Q). Sei U C R? eine offene
Menge mit {k; (P): PP} x{ko(Q): Q€ Q} CU. Sei f: U — R eine
an der Stelle (k1 (Fy) , k2 (Qo)) differenzierbare Funktion. Es bezeichne

)
Cl1 = a_f (x7y)
x (,y)=(k1(Po),k2(Qo))

und

9
Co = 8_ (90, y) .
Y (z,y)=(k1(Po),k2(Qo))

Das statistische Funktional k : P® Q — R, P® Q — f (k1 (P),k2(Q)) ist
dann differenzierbar an der Stelle Py ® Qo und die Abbildung

b x Q= R, (wi,ws) > ciky (w1) + caky (w2)
ist ein Gradient von k an der Stelle Py ® Qq. Die Abbildung

E:Q x Qo — R, (wi,wa) — crky (w1) + ok (w2)
ist der kanonische Gradient von k an der Stelle Py ® Q.

Beweis. Sei t — P; ® Q¢ eine Ly (0)-differenzierbare Kurve in P ® Q mit
Tangente g € Lgo) (Po ® Qo). Nach Satz 1.19 sind die Kurven ¢ — P, in P
und ¢t — @y in Q ebenfalls Ly (0)-differenzierbar mit Tangenten g; € Lgo) (Ro)
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und g2 € Lg)) (Qo). Es gilt aukerdem g = gj0m;+go0me. Nach der Kettenregel
der Differentialrechnung (vgl. [19], Seite 267) erhélt man

d
ak(Pt(th)

t=0

_ af(k1 (Py), k2 (Q1))

t=0

d
Sk (P
dtl(t)

d

%kz (@)
(z,y)=(k1(Po),k2(Qo))

= 01/91/;?1 dPo—i-Cz/ngz dQo

0

(@,y)=(k1(Po),k2(Qo)) t=0

)
+ = f (z,
8yf( Y) i

= /(9107T1 + g2 0 m2) (C1k10W1+02k207T2> dPy ® Qo

- /g/%:dPo®Qo.

Das statistische Funktional k : P ® ©Q — R ist somit differenzierbar an der
Stelle Py ® Qo und die Abbildung k ist ein Gradient von k. Insbesondere
ist die Abbildung k ein Gradient von k an der Stelle Py ® Qo. Nach Satz
1.21 ergibt sich k£ € T(P(] R Qo,P® Q) weil Clkil € T(Po,P) und 02]{32 S

T (Qo, Q) sind. Nach Satz 1.17 und Bemerkung 1.18 erhdlt man nun, dass
die Abbildung k& der kanonische Gradient von k£ an der Stelle Py® Qg ist. W

Beispiel 2.14
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 2.13.

1. Sei f:R%2 — R, (x,5) — = +y. Das statistische Funktional
E:PRQ, PRQ— ki (P)+ k2 (Q)

ist dann differenzierbar an der Stelle ) ® (o mit dem kanonischen
Gradienten k = k:1 om + k:g o my. Die Abbildung k=kiom +kyomy
ist ein Gradient von k an der Stelle Py ® Q.

2. Sei f:R? — R, (z,y) — xy. Das statistische Funktional
E:PRQ, PRQw— ki (P)ke (Q)

ist differenzierbar an der Stelle Py ® Qo mit dem kanonischen Gradi-
enten

%: ko (Qo)%l om + kq (Po)%g o To.

Die Abbildung k= ko (Qo) kiom +ky (Py) ko o9 ist ein Gradient von
k an der Stelle Py ® Q.
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3. Sei f:R? = R,(z,y) — £. Das statistische Funktional

k1 (P)
k2 (Q)

ist differenzierbar an der Stelle Py ® Qo mit dem kanonischen Gradi-
enten

E:P®Q, PRQ—

~ 1 ~ ki1 (Py) ~
k= kiom — i 0)2/<:2071'2.
k2 (QO) k‘Q (Qo)
Die Abbildung k= mkl om — klzl(g?)é ko o o ist ein Gradient von

k an der Stelle Py ® Q.
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Kapitel 3

Testen impliziter Alternativen
im Zweistichprobenkontext

3.1 Zweistichprobenprobleme beim Testen statisti-
scher Funktionale und Teststatistiken

Es seien P C My (1, A1), Q C M (Q9, A3) nichtparametrische Familien
von Wahrscheinlichkeitsmafen und P ® Q :={P®Q: P € P,Q € Q} eine
Familie von Produktmafen. Fiir viele Anwendungen kann die statistische
Aufgabe als ein Testproblem bzgl. eines statistischen Funktionals k : PQQ —
R formuliert werden. Man interessiert sich unter anderem fiir die einseitigen
Testprobleme

H={P®QeP®Q:k(P®Q)=a}

gegen K1 ={PRQeP®Q:k(P®Q)>a}
fiir eine Zahl a € R. Héufig betrachtet man die erweiterte Hypothese

H={PQeP®Q:k(P®Q)<a}
fiir das einseitige Testproblem. Die zweiseitigen Testprobleme
H={PRQeP®Q:k(PRQ)=a}

gegen Ko={P®QeP®Q:k(P®Q)#a}

sind ebenfalls von grofer Bedeutung. Fiir die analogen Einstichprobenpro-
bleme ist es bekannt (vgl. [30], [31] und [33]), dass die Teststatistiken, die
auf dem kanonischen Gradienten beruhen, zu den asymptotisch optimalen
Testfolgen fiihren. Fiir die Zweistichprobenprobleme bietet es sich an, die
Zweistichproben-U-Statistiken mit dem kanonischen Gradienten als Kern zu
betrachten. Umfangreiche Informationen zu den allgemeinen U-Statistiken
und insbesondere auch zu den Zweistichproben-U-Statistiken findet man in
[26], [37], [52] und [54].

27



Ein statistisches Funktional k : P ® QO — R sei differenzierbar an einer
Stelle Py ® Qop € H mit dem kanonischen Gradienten ke Lgo) (Po® Qo) -
Mit n; wird der Umfang der i-ten Stichprobe fiir i = 1, 2 bezeichnet, wobei n
der gesamte Stichprobenumfang ist. Es seien (n1),,cy € N und (n2),,cy € N
zwei Folgen mit ny + ny = n fiir alle n € N und

lim — =d (3.1)
fiir ein d € (0,1) . Fiir jedes n € N sei
E,= Q" x Q2 A" @ A2 {P" Q" :PeP,Q e Q})
ein statistisches Experiment. Man erhélt dann

. ni n2
Unpmg : 2 x Q22— R,
niy no

1 ~
(wl,l, e ,wl,m,wg,l, e ,w27n2) g Z Z k‘ (WLZ',(A}QJ) (32)

nin
1250 50

als die Zweistichproben-U-Statistik fiir das Experiment F, mit dem kano-
nischen Gradienten k als Kern. Diese Statistik ldsst sich wesentlich verein-
fachen, weil der kanonische Gradient k& € Lg)) (Py ® Qo) eine besonders ein-

fache Struktur besitzt. Nach Satz 2.2 existieren ki € Lgo) (Py) und ky €
LY (Qo) mit

E : Ql X Qg — R, (wl,wQ) — 7{;1 (wl) +%2 ((.UQ) .

Fiir die Zweistichproben-U-Statistik Uy, ,, ergibt sich somit

Unl,ng (wl,h o 7w1,n17w2,17 o 7w2,n2)
1 niomy
= DDk (wiiway)
mn2 i34
1 nmona ~
= SN (/ﬁ (wi,i) + k2 (wz,j))
mn2 i3S

1 o~ 1 o~
= — ki (w1;) + — ko (wa 7). 3.3
”%21 1 (w1,) ”2]'21 2 (wa,5) (3.3)

Beispiel 3.1 (Wilcoxon Funktional)

Das Wilcoxon-Funktional &k : P ® Q — [ 1{(;)cr2:0>1dP ® Q(z,y) aus
Anwendung 2.7 ist differenzierbar an jeder Stelle Py ® Qp € P ® Q. Die
Familien P und Q seien voll, vgl. Definition 2.4. Nach Anwendung 2.7 erhélt
man dann den kanonischen Gradienten k an der Stelle Py ® Q¢ als

E(z,9) = Qo ((—o0,2]) + Py ([y, +00)) — 2k (P ® Qo) -

28



Nach Satz 2.2 erhélt man auferdem k1 (z) = Qo ((—00,2])—k (Py ® Qo) und
ko (y) = Py ([y, +00)) —k (Po ® Qo) . Die Statistik Uy, », zu dem kanonischen
Gradienten k an der Stelle Py ® Qg ergibt sich als

Unl,ng (x17---733n17y17---7yn2 = _ZQO —00 mz
1 &
Py ( — 2k (P,
+nzjz1 0 ([y5, +00)) (Po® Qo) -

Beispiel 3.2 (von Mises Funktional)

Das von Mises Funktional k& : P ® Q — [h(wi,w2)dP ® Q (w1,ws) aus
Beispiel 2.6 sei differenzierbar an einer Stelle Py ® Q¢ mit dem kanonischen
Gradienten

k(wi,w2) = /h(wl,wz)on (w2)+/h(w1,w2)dP0 (w1) =2k (Po® Qo) -

Es gilt auferdem ki (wy) = J h (w1, w2) dQo (w2) —k (Py ® Q) und ko (ws) =
[ h(wi,w2) dPy (w1) — k (Py ® Qo) nach Satz 2.2. Die Statistik Uy, n, ergibt
sich dann als

1 «
Uning (W11, Wiy s W21, Woiny) = n—IZ/h(wl,i,wz)on (w2)
i=1

1 &
+n—22/h(w1,w27]’) dP, (wl)
j=1

—2k (Py ® Qo) -

Beispiel 3.3 (invariante Funktionale)

Sei h : [0,1] — R eine differenzierbare Abbildung mit beschrankter Ablei-
tung. Ein invariantes Funktional k: P ® Q — [ h(Fg (x))dP (x) ist dann
differenzierbar an jeder Stelle Py ® Q¢ € P ® Q nach Beispiel 2.9. Die Ab-
bildung

o) = h(Foy(@)+ [ h(Fou(s) iy o0 (5)dP0(5)

“h(Pa Qo) ~ [ I (Fay () Foy (5)dy 5

ist ein Gradient des Funktionals k an der Stelle Py® Q. Es gelte T' (Fy, P) =
LY (Py) und T (Qo, Q) = LI (Qo). Nach Satz 2.2 erhilt man dann

ki(z) = / (z,y) dQo(y)
= h FQO —‘r

f
k(Py® Qo) — /h Fo,(s)) Fo, (s)dPy (s)



= h(Fgy(2)) = k(P @ Qo)

[k drya)

[ 1 Fa @) dPu@) + [ 1 (Fay(9) Lysoo ()iP0(6)
k(P9 Q) ~ [ b (Fau(s) Fo, () 4Py (5

= [ 1By () Ly $)FU(s) ~ [ (o (5)) Foy (5) 4Py 5).

Die von dem kanonischen Gradienten erzeugte Statistik U, », ergibt sich als

ni

Unl,n2 (wlv"wxnuyla"'?y?u) = ! Zh(FQO(xl))
b3 [ b (5) 1400 ()P
k(B Qo) [ (o, (5)) Fay (5)dPy (5.

3.2 Lokale asymptotische Normalitat der Produkt-
experimente

Die lokale asymptotische Normalitat (kurz: LAN) kann man als zentralen
Grenzwertsatz fiir Experimente betrachten, der eine Grundlage fiir die Un-
tersuchungen der lokalen asymptotischen Optimalitdt der Test- und Schéitz-
verfahren bildet. Umfangreiche Informationen zu der lokalen asymptotischen
Normalitat findet man in [46], [25] und [54]|. An dieser Stelle wird kurz an
die Definition der lokalen asymptotischen Normalitét erinnert. Fiir die nicht-
parametrischen Untersuchungen der asymptotischen Optimalitdt in diesem
Abschnitt reicht die eindimensionale Version der LAN aus.

Definition 3.4 (LAN)

Sei B, = (Qn, Ap, {Pn9 : 0 € ©,}) eine Folge von Experimenten mit 0 €
0, C Rund ©, T O fir n — oco. Die Folge E, heifst lokal asymptotisch
normal (LAN), wenn es Folgen von Zufallsvariablen X, : Q, — R und
R, : Qy — [—00,00] gibt, so dass fiir ein o > 0 gilt:

(1) log ZIIZ::‘(: =9X, — 29%6% + R, 4,
() £(X, | Pag) — N (0,0%) firn — oo,
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(3) lim P, o ({|Rns| >€}) =0 fiir alle ¢ > 0 und fir alle ¥ € ©.
Die Zufallsvariablen (X,), oy werden als zentrale Folge bezeichnet.

Bemerkung 3.5

Héufig sind P,y := Pgﬁ 9 Produktmafe, wobei ¥y als globaler Parame-
Vo
ter und 9 als lokaler Parameter bezeichnet werden. Der globale Parameter

Y9 € O wird festgehalten. Der lokale Parameter ¢ kann beliebige Werte
aus {19 eR: Y+ % € @n} annehmen, so dass fiir jedes n € N eine para-

metrische Familie {P” , 100+ L € Gn} von Wahrscheinlichkeitsmafien
790+ﬁ \/’ﬁ
entsteht.

Bemerkung 3.6
Eine Folge E,, = (0, A, { P9 : ¥ € ©,,}) von Experimenten sei LAN. Dann
gilt

Pnﬂg < Pn,O und Pn,O < Pnﬂg.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus dem ersten Lemma, von Le Cam,
vgl. [17], Seite 251, [54], Seite 331 oder [29], Seite 113. |

Bemerkung 3.7

Eine Folge E, = (Qn, An, {Pn9 : ¥ € ©,}) von Experimenten sei LAN. Es
seien (@in),cy zwei Testfolgen fiir ¢ = 1,2 mit 7}1_1)1;() [ le1n — p2n| APy o = 0.
Nach Lemma 1.29 ergibt sich dann

lim |1n — Yon| APy 9 =0

n—oo

fiir alle ¥ € ©.

Beim Testen statistischer Funktionale ist es niitzlich, wenn eine verschérf-
te Version der LAN- Bedmgung zur Verfiigung steht. Dann kann man die
lokale Trenngeschwindigkeit n™ > durch eine Folge t,, mit hm n2t =1 er-

n—

setzen. Man betrachtet dann das asymptotische Verhalten der Experimente
En = (Qn, An, {Pg 1y 9 Do+ tnd € O, })

fiir einen fest gewéhlten globalen Parameter ¥y € ©. Aus diesem Grund wird
eine gleichméfkige LAN-Bedingung angegeben, die in der Literatur ULAN-
Bedingung heifit.

Definition 3.8 (ULAN)

Sei By, = (Qp, Ap, {Pny : U € ©,}) eine LAN-Folge von Ezxperimenten. Die
Folge E,, heifst ULAN, falls fir alle kompakten Mengen K C R und fir alle
e > 0 folgt

lim sup Poo({|Rns|>¢€})=0. (3.4)
=0 Ye KNO,
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Die dquivalente Bedingung an die Restglieder R, » ist die Konvergenz
lim Poo ({|Rug,| > €}) =0 (3.5)
n—oo

fiir alle konvergenten Folgen ¥, — 9 und fiir alle € > 0.

Fiir die Zweistichprobenprobleme braucht man zusétzliche Hilfsmittel,
die die Arbeit mit der LAN fiir die Familien der Produktmafe erleichtern.
Sind zwei Folgen von Experimenten gegeben, so interessiert man sich fiir
die lokalen asymptotischen Eigenschaften der Folge der Experimenten, die
auf Familien der Produktmafe beruhen. Eine umfassende Antwort auf diese
Fragestellung wird in Satz 3.10 gegeben.

Definition 3.9 (Produktexperiment)

Es seien (n1),cny C N und (n2), oy C N zwei Folgen mit ny +ng = n fiir alle

n € Nund lim "2 =d € (0,1). Es seien By, = (Q1n, A1n, {Pno 0 0 € On})
n—oo

und Esy = (Qan, Aon, {Qn 1 ¥ € O,}) zwei Folgen von Ezperimenten. Das
Produktexperiment wird definiert als
E, = (Ql,m X QQ,HQ’ Aly”l ® A27n2’ {Pn1,19 ® Qn2,19 VNS 971}) . (3'6)

Satz 3.10 (LAN von Produktexperimenten)
Die Voraussetzungen aus Definition 3.9 seien erfiillt. Es gelte auflerdem 0 €
O, C R fiir alle n € N und ©,, 1 © fiir n — oo. Die Folge (E;n), .y von
Ezperimenten sei LAN mit X, ,, als zentrale Folge fiir i = 1,2. Dann ist die
Folge (Ey,),cn der Produktezperimente LAN mit
Xn : Ql,n1 X QQJLQ — R,
(Winwans) = Xy (Wing) + Xog (W2,ns)

als zentrale Folge.

Beweis. Nach Definition 3.4 existieren Folgen (R, ), oy und (Enﬂg) , von
ne
Zufallsvariablen fiir jedes ¥ € ©, so dass gilt:

(1) log ZI;::“; = 9X1,—39%0%+ Ry, 9 und log Zlgﬁ’,ﬁ = 19X2,n—%19203+]?2n719,

(2) L(X1n| Pro) — N (0,0%) und £ (Xopn | Qno) — N (0,03) in Vertei-

lung fiir n — oo,

(3) lim Poo({|Ruy| >¢}) = 0 und lim Qg ({\én,ﬂ( >e}) = 0 fir
alle 9 € © und alle ¢ > 0.

Man erhélt zunéchst
dPnl,ﬂ X an,ﬁ
dPn1,0 X Qn2,0

dPn 9 dQn 9
— 1 1, " 2y n
o8 (A2 (1) GO ()

log

(wl,nl ) w27n2)
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dPn 9 dQn Y
— 1 1, n l 2y n
o8 (P2 (1) ) +1og (G222 (00
1
= 19X17n1 (wl,nl) - 5"920% + Rnlﬂ9 (wl,nl)

1 -
+Q9X27n2 (w27n2) - 519203 + Rn2ﬂ9 (w2,n2)
1

= v (Xl,m (wl,m) + X2,n2 (w27n2)) - 5"92 (U% + U%)

+Rn1,’l9 (wl,n1) + Eng,’ﬁ (w2,n2) .

Fiir die Folge (X, ), <y von Zufallsvariablen erhélt man unmittelbar

L(Xy | Prio® Qnmo) = L (lenl | Pnho) * L (X27n2 | Qn2,0)
— N (0,07) * N (0,03)
= N (0,0% + 05)
fir n — oo, weil L (X1, | Pny0) und £ (X2, | @no.0) stochastisch unab-
héngig sind. Fiir jedes € > 0 gilt auferdem

Pn1,0 ® QnQ,O <{‘Rn1719 + Eng,’ﬁ‘ > 6})

€ > €
< P”170 ® Qng,O <{|R"1ﬂ9| > 5}) + Pnl,O ® Qn270 <{‘Rn2,19‘ > 5})
£ = 3
=0 =0
fiir n — oo. Somit ist alles bewiesen. m

Satz 3.11 (ULAN von Produktexperimenten)
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 3.10. Die Folgen F1 , und F>, von

Ezperimenten seien ULAN. Die Folge (Ey), .y der Produktezperimente ist
dann ebenfalls ULAN.

Beweis. Nach Satz 3.10 reicht es die Bedingung (3.5) nachzuweisen. Sei
(Un),en eine Folge mit v, € ©,, fiir alle n € N und 1in[11\I Y, = 9 fir ein
n—

¥ € ©. Man erhalt dann fiir jedes € > 0 die Konvergenz

Pnl,O & Qng,O ({‘Rnl,ﬁn + ﬁng,ﬂn > 5})

< Puo ({IBonl > 5}) + Quao ({| B,

—0 —0

> 3))

fiir n — oo. Die Bedingung (3.5) ist somit erfiillt. |

Definition 3.12
Sei © C R mit (—e,e) C O fiir eine > 0. Ein Experiment E (Q, A, {Py : ¥ € ©})
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heifst Lo (Py)-differenzierbar mit Tangente g € Léo) (FPy), falls die Kurve

¥ — Py Lo (Py)-differenzierbar mit Tangente g € Lgo) (Py) ist.

Die Ls-Differenzierbarkeit eines Experimentes ist eine Glattheitseigen-
schaft. Der folgende Satz von Le Cam verifiziert LAN fiir die geeigneten
Folgen von Lo (0)-differenzierbaren Experimenten und zeigt dabei die zen-
trale Rolle der Tangente an der Stelle 0.

Satz 3.13 (von Le Cam)

Sei E = (Q,A,{Py: 0 € 0O}) ein Lo(0)-differenzierbares Experiment mit

Tangente g € Lg)) (Py) und g # 0. Sei ((Cn,i)1<z'<n> N C R eine Drei-
— ="/ ne

ecksschema von Regressionskoeffizienten mit

(i) 121@'&51 |en,i] — 0 fiir n — oo,

n
(ii) Y ¢t — ¢ >0 fiir n — oo,
=1

1=

n
Sei B, = <Q”, A", {® P, 00 € Gn}> eine Folge von Experimenten mit
i=1

O, C {0 : ci®) € O fiir allei € {1,...,n}}. Dann erfiillt (E,), oy die LAN-
Bedingung und die Folge

n

Xn (Wi,.. . wp) = Z n.ig (wi)

i=1

von Zufallsvariablen ist eine zentrale Folge. Auflerdem gilt
lim [ X2dP} =¢? / G*dP,.
n—oo
Beweis. vgl. [54], Seite 317, Satz 6.130 oder [29], Seite 126, Satz 14.8. W

Satz 3.14
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 3.13. Die Folge (Ey,),, o der Ezperi-
mente aus Satz 3.13 ist dann ULAN.

Beweis. vgl. [29], Seite 138, Beispiel 14.18 oder [54], Seite 317, Satz 6.130.
|

Anwendung 3.15
Seien B = (21, A1,{Py:9 € 0}) und Ey = (Q2,A42,{Qy : ¥ € O}) zwei
L4 (0)-differenzierbare Experimente mit Tangenten g; € Léo) (Py) und g2 €
Lgo) (Qo)- Auberdem gelte g3 # 0 und go # 0. Seien ((cm)

lsisn/eN
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R und <('cvm')1 <i Sn)n C R zwei Dreiecksschemata von Regressionskoeffi-

zienten, die den Bedingungen (i) und (i) aus Satz 3.13 entsprechen. Dann
gilt

n n
nh—{%o E cfm = ¢} > 0und nh_)rrolo E 'cfm =c3 > 0.
i=1 i=1

Die Folgen E1, = <Q§L, A { Pe,9:9€ @n}> und
i=1

n
Es,, = <Q§, 5, { Qz, 00 € @n}> von Experimenten erfiillen die ULAN-
i=1
Bedingung nach Satz 3.13. Seien (n1),,cy C N und (n2),,cy C N zwei Folgen
mit lim %2 =d € (0,1) und ny + nz = n fiir alle n € N. Die Folge E,, der

n—oo

Produktexperimente erfiillt dann nach Satz 3.10 die ULAN-Bedingung mit

ni na
X (Wi15- e, Wing s W2 15, Wony) = Z Cnyigh (wis) + Zgng,iQZ (wa,i)
i=1 i=1
als zentrale Folge. Es gilt auferdem

lim Var pni g gna (Xn) = c / G2dPy + c3 / g2dQo.

n—oo
Die Regressionskoeffizienten kénnen zum Beispiel als
1 4z 1
Cnyii=—7= und Cp,;i=—
v vn > vn

gewihlt werden. Man erhiilt dann ¢? = 1 — d und ¢4 = d. Hieraus folgt

(3.7)

lim Varpmgone (Xp) = (1 —d)/g%dpo +d/g§dQ0.
Die Abbildung g : Q1 x Q9 — R, (w1, w2) — g1 (w1) + g2 (w2) ist die Tangente
zu der Lo(0)-differenzierbaren Kurve ¥ — Py ® Qy an der Stelle 0, vgl. Satz
1.19. Die Tangente g und die Regressionskoeffizienten bestimmen also die
asymptotischen Eigenschaften der Produktexperimente (E},),, -
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3.3 Asymptotisches Verhalten der Teststatistik

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden die lokalen asymptotischen Eigen-
schaften der Teststatistik

T, = \/ﬁUm,n2

analysiert, wobei Uy, p, die von dem kanonischen Gradient k erzeugte Zwei-
stichproben-U-Statistik ist, vgl. (3.2). Mit (3.3) ergibt sich zunéchst

niy <

ni n2
n ~ n ~
Tn (w1,17"'7w17n17w2,17"'7w27n2) = £ E kl (wlai)—*—\?{_; E :kz (WZ,j),
i=1 j=1

N L (3.8)
wobei k : Q1 X Q9 — R, (w1,ws) — k1 (w1) + k2 (we) der kanonische Gradient
eines statistischen Funktionals k : P ® Q@ — R an der Stelle Py ® Qg ist, vgl.
Satz 2.2.

Satz 3.16 (Asymptotisches Verhalten von 7, unter Py ® Q)
Seien (n1),cny C N und (n2),cy C N zwei Folgen mit ny + nz = n fir alle
n € N und lim 22 =d € (0,1). Dann gilt

n—oo

L (T, |P" @ Qn? N(O +
( ‘0 Qp°) — < La(Py)  d

il * 2l

2 >
2
Lo (QO)

)= [ k3dQq sind.

il
"1—d

2 2

L2(Qo

fiir n — oo, wobei HEI‘ : = f%% dPy und H%Q‘

La(Poy

Beweis. Die i-te kanonische Projektion wird mit m; bezeichnet. Nach dem
zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller (vgl. [1], Satz 28.3) erhélt man

unmittelbar die Konvergenz
pm) = (0, —— k2 dpy
0 "1-d

ViR T
Ll -—)> kiom
<”1 Z Len
\/ﬁn2~ n 1 T
L n—2;k20ﬂ'j 02 — N O,E/kngo

i=1
fiir n — oo, weil k€ Lgo) (Py) und ko € Lgo) (Qo) sind. Insgesamt folgt

und

NGE =N NN
LR @ Q) = £| LD Fiom+ 3y Faom| A @ Q
i=1 j=1

1 ~ 1 [~
- N(O,m/kfdPo+E/k§on>
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fir n — oo, weil lim 2 = d € (0,1) nach Voraussetzung gilt und die
n—oo

Verteilungen £ <n£? St kiom; Pé“) und £ (\7{—? > koo M QQQ) sto-

|

chastisch unabhéingig sind.

Zur Anwendung der asymptotischen Testtheorie bleibt noch die gemein-
same asymptotische Verteilung der zentralen Folge

ni n

Xn=) cnigiomi+ Y. Coyifaom (3.9)
i=1 i=n1+1

und der Statistik 7;, zu untersuchen.

Satz 3.17 (gemeinsame asymptotische Verteilung)

Seien (n1),cy C N und (n2),cy C N zwei Folgen mit ny +ny = n und
nh_{& "2 =d € (0,1). Die Regressionskoeffizienten <(Cn7i)1§i§n) e C R und

((Envi)1<z‘<n> N C R der zentralen Folge X,, seien allgemein gewdhlt und
—="="/ne

erfillen die Bedingungen aus Satz 3.13. Auflerdem ezistieren die Grenzwerte

n n
. _1 . _1 ~
lim n~2 E Cpni=a1 und lim n™2 g Cn,i = Q2.
n—00 — n—o00 7
1= 1=

Dann gilt

£((Tn X PP e Qp) — N (0 of o
) n 0 0 0 ) 019 0'%
fiir n — oo. Die Fintrage der Kovarianzmatriz ergeben sich als

1 ~ 1 [~
a%:?d k%dPoJra/k%on,

7=t [atap+d [daq

1 ~ 1 ~
=q1—— | k191 dP, — | kogo dQp.
o12 a1m/ 191 0+a2\/3/ 292 dQo

Beweis. Nach dem Cramér-Wold-Device (vgl. [13], Seite 357) reicht es fiir
alle (A1, \2) € R? zu zeigen, dass

LMTy + XX, [P @ Q) — N (0,M}07 +2X1 \a012 + \303)

fiir n — oo konvergiert. Man erhilt zuerst

i=1

ni n2
n ~ n ~
M, + XX, = M\ ;{—;E klOer\?{—;g kg o Tny 45
j=1

ni n2
+A2 g Cny,i §1 © T + E Cny,j 92 © Tny+j
=1 j=1
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ni
n~
= Z <A1n£k1 oT,; + )\anhi g1 o 7['i>

i—1 1

+ Z <)‘1_k2 O Tpy4j + A2Cny 5 g2 © 7Tn1+J>

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller (vgl. [1], Satz 28.3)
ergibt sich die Konvergenz

ni
L <Z <>\1@/€1 o T + A2y i1 07T¢>

n
i=1 1

fg“> — N (0,0})

und

n2

n-~ -
L Z()\likgowj—i—)\gcm,jgzowj) 82 —>N(O,v%)
= "

fiir n — oo, weil ki, g1 € Lgo) (Py) und ks, g2 € L (QO) sind. Die Varianzen
v? und v3 erhilt man als folgende Grenzwerte:

ni \/ﬁ~
v% = nlLHgO Vaer Z ()\1 n—lkzl o i + A2Cpy i1 © 7ri>

i=1

= nhlgo (Z Var pr <)\1 \7{—?%1 o ; + AaCpy i1 © Wz))
ni
’)’LN
= nlLII;O (Z VaI‘P"1 <)\1 \7{—1_/{?1 o 7TZ‘> + ZV&I‘PSH ()\anmgl o TI'Z')

i=1

n~
+2 Z Covpm <A1n£k1 O T, A2Cny,ig1 © m>>

1

i=1
ni
= )\%Varpo <k‘1) 1111320 <n1> +)\2Varp0 g1) hm (Z;c 1,2)

+2X1 A2Covp, <E1, 91) nhm ( Z Cnyi )

1 1 A
— )\%m/k2 dPO—1—)\201/g%dPo—l—Q)q)\zmal/klgl dFy

und

2 S Vo
vy = nlg]g() Varan Z; <)\1 n—2k2 o + A2Cny,jG2 © 7rj>
j=
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= )\T\/arQ0 (k:g) lim <n2> +)\2VarQ0 92) hm chw

n—oo

n—oo

~ . Vil &
+2X1 A2Cov <l<: , > lim | —=—— Cro.i
1A2 Qo (| F2, 92 \/7172\/71_2; 2,J

1 ~
= X\ k2d A 2d 20 Ay — kogs dQg.
d/ 5 dQo + 202/92 Qo + 12\/3612/ 292 dQo

Insgesamt ergibt sich

ni
= L (Z <)\1\7{_1_k1 O7rz+)\20n1 ig1 Oﬂ'l) ‘Ponl>

i=1
n2

L JZ:; ()\1\7{—?%2 om; + )‘QEng,jQQ o 7['j> ‘QSQ
— N (0,0]) = N (0,v3)
= N(O,v% —i—v%),

fiir n — oo, weil die Verteilungen £ <Zm <)\1£k1 o+ AaCpy i g1 © TI'Z) | Pyt >
und £ (Z ()\1 f]{)g o Tj 4+ AoCny. g2 © 7r]> Q62 > stochastisch unabhéngig

sind. Die Varianz v? + v3 erhilt man als

1 1 ~
2 2 2 2 2
= AN-—— [ kfdPy+ A dPy + 2\ )\ k1g1 dP,
vy + 03 1 —d/ 0t 201/91 0t 12\/Tda1 191 atp
+A7 d/k2 on—i—)\QCQ/ dQ0+2)\1)\2\/_ %292 dQo
= A2 L/Pdp +1/E2dQ
114 150+ o 2 Ao
3 (& [ star+ 3 [ g3aa)
+2AA<aL/’/§ dP+ai/'15 dQ>
1A2 1m 191 alo 2\/3 292 0] -
Somit ist alles bewiesen. [ |

3.4 Asymptotische Eigenschaften der einseitigen Tests

Die Ergebnisse aus Satz 3.17 werden nun zum asymptotisch optimalen Te-
sten der statistischen Funktionale angewandt. Dies erfordert allerdings noch
einige Vorbereitungen.
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Eine Folge E, = (0, An, {Ppny : ¥ € ©,}) von Experimenten sei LAN
mit (X,),cn als zentrale Folge. Man betrachtet die Folge der einseitigen
Testprobleme

Hi,={0e€0,:9<0} gegen K;,={0e€O,:9>0}.

Die gebrauchlichen Tests sind von der Gestalt

1 >
Pn = A Sn = cn o
0 <
die durch die Nebenbedingung
lim Ep, , (pn) = (3.10)

festgelegt sind.

Definition 3.18
Eine Testfolge (¢n),cn heift asymptotisch {0}-a-dhnlich, falls die Bedingung
(3.10) erfillt ist.

Derartige Testfolgen lassen sich mit Hilfe der Theorie von Le Cam ver-
gleichen. Die Vorgehensweise von Le Cam fiihrt dann zu den wichtigen Er-
gebnissen der asymptotischen Testtheorie. Insbesondere kann die asympto-
tische Giitefunktion einer asymptotisch {0}-a-ahnlichen Testfolge berechnet
werden.

Satz 3.19 (asymptotische Giitefunktion)
Sei (on) ey €ine asymptotisch {0}-a-dhnliche Testfolge. Auferdem gelte

csex v~ v((0).( 2 7))

fiir n — oo. Fiir jedes ¥ € © gilt dann

lim Ep, , (pn) = @ <192 - u1a> ,
n—oo 0'1

wobei © die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet und
U _o = P71 (1 —a) das (1 — a)-Quantil von ® ist.

Beweis. vgl. [29], Seite 147, Satz 15.2. oder [17], Chapter 7. [
Fiir die einseitigen Testprobleme
H={PRQRecPQ :k(P®Q)<a}

gegen K1 ={PRQeP®Q:k(P®Q)>a} (3.11)
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wird eine lokale Parametrisierung des Testproblems in Abhéngigkeit von ei-
nem statistischen Funktional k£ : P ® Q — R gesucht.

Ein statistisches Funktional k£ : PR O — R sei differenzierbar an der Stelle
Py ® QQp mit dem kanonischen Gradienten ke Lgo) (P ® Qo) . Aukerdem
gelte

¥

2

L2(Po®Qo)

Sei t — P, ® @y eine Ly (0)-differenzierbare Kurve in P ® Q mit Tangente
g€ Lg)) (Py ® Qo). Ferner gilt g = g1 o w1 + g2 o mo fiir die Tangenten g1 €
L;o) (Py) und g9 € Lg)) (Qo), vgl. Satz 1.19. Eine lokale Parametrisierung des
Testproblems (3.11) erhélt man zum Beispiel durch

HE ={P" ® Q(*} gegen KP = {P’}l ® Q’j?ﬁ} (3.12)

fiir ein ¢t > 0, wobei die Bedingung

k(PL ®QL)_]€(PO®QO)

lim vn vn

— —
n—oo n

>0 (3.13)

N

fiir alle ¢ > 0 vorausgesetzt wird, vgl. [30] und [31]. Die Bedingung (3.13)
impliziert insbesondere

/%gdP0®Qo>0

wegen

/<:<P t
=29
n

)~ k(P Qo)

lim
n—oo

:t/%gdP0®Q0.

1
2
Die Nullhypothese HY, lisst sich ebenfalls erweitern. Sei s — P,®Q, eine wei-

tere Lo(0)-differenzierbare Kurve in P ® Q mit Tangente h € Ly (Py ® Qo).
Aufierdem gelte

k (Pﬁ ®Qﬁ
n

)= k(P Qo)

lim <0 (3.14)

NI

fiir alle s > 0. Die erweiterte Nullhypothese HE® ergibt sich dann als
HP = {P"A ® Q"i} (3.15)
Vn vn
fiir ein s > 0. Sowohl fiir das Testproblem (3.12) als auch fiir das erweiterte
Testproblem

HPS  gegen KP
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eignet sich die Testfolge
by = T, c (3.16)

wobei T, die Teststatistik wie in (3.8) ist. Der kritische Wert

1
1 ~ 1 [~ 2
C = Ul—q (m/k%dpo+g/k§dQ0>

wird unabhéngig von n gewéhlt. Es ist zu beachten, dass

2 ~ ~
= [ K2 dP, + / k2 d 0
L2 (Po®Qo) / ! 0 2 @o 7&

nach Voraussetzung gilt.

Die impliziten Alternativen aus (3.12) und die impliziten Hypothesen
(3.15) lassen sich noch etwas verallgemeinern, indem man die lokalen Pa-
rameter ﬁ durch die geeigneten Nullfolgen (), oy ersetzt, vgl. [30] und
[31]. Die Parametrisierung ist dann durch die lokalen Werte des Funktio-
nals gegeben. Fiir ein ¥ € R\ {0} sei (¢, (0)),,cy eine Nullfolge, welche die

Bedingung

B (Pouo) @ Quawy) = k(P ® Qo) +n 9+ 0 (n %) (3.17)

¥

fiir n — oo erfiillt. Die Folge (Ptn(lg) ® Qtn(ﬁ))nEN der Wahrscheinlichkeits-
mafe wird fiir ¥ > 0 als implizite Alternative und fiir 9 < 0 als implizite
Hypothese bezeichnet. Es sei zusitzlich vorausgesetzt, dass [ kg dPy®Qq # 0
ist. Dann gilt

k(5 — k(P
9 = lim ( tn (9) ®Qtn(19)2 (Py ® Qo)
— lm " (Pr(9) ® Qu(9)) — k(P ® Qo) t (V)

- (/%gdpo(@@o) lim <n%tn (0)). (3.18)
Die Folge

—1
T(0) = b ( [Faame Qo>

erfiillt somit die Bedingung (3.17) nach Konstruktion. Fiir alle 4 € R\ {0}
existiert also eine Nullfolge (t, (¥)),cy, die der Bedingung (3.17) geniigt.
Seien (n1),cny € N und (n2),,cy C N zwei Folgen mit ny + ny = n fiir alle
n € Nund lim 22 =d € (0,1). Die Folge

o= (O x 052, AP @ A, { P2 0 Q2 0 €O, })
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der Produktexperimente ist dann ULAN nach Anwendung 3.15.
Wegen lim ingz; =1 folgt
n—oo

lim || P, @ Q1) — PRty @@ | =0

n—oo

nach [29], Satz 14.17, weil die Folge (E,), oy von Experimenten ULAN ist.
Man erhélt somit

n—oo

lim gondPtle)®Q?fw) = hm /gpn me) ?5(19) (3.19)

fiir jede Testfolge (¢n),, <y nach Hilfssatz 1.26, falls einer der Grenzwerte exi-

stiert. Man sagt, dass alle Testfolgen unter Ptzl( 9 ®QZ?( ) und Ptm( 9 RQ7? 7.(9)

die gleiche asymptotische Giite besitzen. Die asymptotlschen Elgenschaften
der Testfolge (¢,),,cy werden nun mit Hilfe der Theorie von Le Cam unter-
sucht.

Satz 3.20 (asymptotische Giitefunktion)
Seien (n1),cy C N und (n2),cy C N zwei Folgen mit ny + no = n fiir alle
n €N und lim 22 =d € (0,1). Es gelte
n—oo
/ kK dPy® Qo # 0 (3.20)

und

/EgdPo ® Qo # 0.
Auplerdem sei (P, ® Qu,),en eine Folge mit
k(P ®Qr) =k (Py®Qo)+n 29 +0 <n*%>

fiir ein 9 € R\ {0}. Die Testfolge (1n),cn ist dann asymptotisch {0}-a-
ahnlich und es gilt

n 1 7.2 1 7.2 7%
tim [ ondP e = (0 (— [Bdh+- [13dQo) " —wa).

(3.21)
Insbesondere hdlt die Testfolge (), cn asymptotisch das Niveau o fiir 9 < 0
ein.

Beweis. Wegen (3.19) reicht es, den Grenzwert
lim [ 4, dP™ © Q™
fiir

-1
1, (9) =n" 29 </7<§g dPy ® Qo>
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zu berechnen. Die Testfolge (¢n,),,cy ist asymptotisch {0}-a-8hnlich wegen

Im v aRteQpr = lm B e QR (T > o)

- N (0, (%d/%? dPy +$/%§ on>> ((¢, +00))

o (kg SR Py + 5 [ 73 dQ)
a J K dPy + § [ k3 dQo

= Q.

Nach Satz 3.11 und Anwendung 3.15 erhdlt man, dass die Folge der Experi-
mente

B, = (o <op Av e A (P 0@ cveo,))

ULAN ist. Eine zentrale Folge ist dann

ni n2
Xn = E Cny,ig1om; + E Cna,j 92 © Tjtnys
i=1 j=1

wobei die Koeffizienten ¢y, ; und ¢, ; fir alle i € {1,...,n1} und j €

{1,...,na} durch
. B -1
Cpyi=mn"2 </ kgdPy ® Q()) ,

1
Cny,j = n_% (/ kgdPy ® Q0>

gegeben sind. Nach Satz 3.17 ergibt sich die Konvergenz

n1 n2 0 i
e o) = ((o).( 7 %))

fiir n — oco. Als Eintrage der Kovarianzmatrix erhdlt man

1 ~ 1 [~
U%:m/k%dpo+g/k§on,

3=t [dap+d [daq

1 ~ 1 ~
m//ﬁgl APy + azﬁ /k‘292 dQo.
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Die Werte a1 und ao sind nun zu bestimmen. Es gilt zunéchst
ni

_1
ap = lim ng? E Cny i
ni—oo 7
1=

n-2 </Eg dPy ® Q())
nip—oo

= lim n
_ —1
- Ji-d (/kgdP(J@Qo)

==

und

1 2
— 1i 2 ~ .
as = m ny E Cnoa,i
ng—0o0 i—1
1=

~1

1 -

= lim n%n*% </ kg dPy ®Qo>
ny—oo

= x/E(/'/%gdpoe@Qo)_l.

Fiir die Kovarinz 019 ergibt sich dann

1 ~ 1 ~
= —— | k1g1dPy +as——= | kogod
012 a1m/ 191 AR GZ\/E/ 292 dQo

_ /’15191 dPy (/'l%gdPo ® Qo) T /'lézgz dQo (/'/%gdPo ® Qo>1
= (/%gdPo ®Qo>1 (/%191 Py +/%292 on)
1.

Nach Satz 3.19 erhdlt man die asymptotische Giite als
: ni no
nhféo Yn AP Fu) & an(g)

= ¢ (192 - ul_a>
01
1 1 2
= @ <79 (m/kfdPo—i—E/k%on) —ul_a>.

Bemerkung 3.21

Die asymptotische Giitefunktion wird durch d = lim =2, die Normen kavrl‘
n—oo

La(Po)
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der Komponenten des kanonischen Gradienten k und die lo-

und Hkg‘
L2(Qo)

kalen Werte ¢ vollsténdig beschrieben. Es ist bemerkenswert, dass die asym-
ptotische Giitefunktion von der Tangente g € Lo (FPy ® QQp) unabhéngig ist.
Die Lo (0)-differenzierbaren Kurven sind daher als mathematische Konstruk-
tionen anzusehen, die asymptotisch wieder eliminiert werden, vgl. [30] und
[29].

Satz 3.22
Es seien t — P,@Q; eine Lo (0)-differenzierbare Kurve in PQQ mit Tangente
g=0¢€ Ly (Py® Qo) und (¢n),cy eine Testfolge mit

hm ¢n APy ® Q)% = a.

Fiir jede Nullfolge (1), cry mit lim,, oo tpy/n > 0 gilt dann
lim [ ¢, dP™ @ Q2 =
n—oo

Beweis. Die Kurven ¢t — P; in P und ¢t — @Q; in Q sind nach Satz 1.19 und
Bemerkung 1.20 beide Lo (0)-differenzierbar mit Tangenten 0 € Lo (Py) und
0 € Ly (Qop). Wegen lim,, o t/n > 0 erhélt man dann

P @ Q2 - P ©Qp?|| < [P @Qi? - P e Qp?
+]|P @ Qp? — Pyt @ Qp?|
= [lQ2 —Qp?|| + ||P — P

— 0
fiir n — oo nach [46], Seite 386, Theorem 75.8. Nach Hilfssatz 1.26 gilt dann
lim | ¢,dP™ ©Q? = lim / b dPM @ Q1 =
|

Satz 3.23 (asymptotisch unverféilschte Testfolge)

Es gelte [ k*dPy®Qo # 0. Sei Py@Qo = Py®Qo € PR Q. Es seient — P,

Q: und s — P, ® st zwei Lo(0)-differenzierbare Kurven mit Tangenten g €
(0) (Py® Qo) und h € L(O) <ﬁ0 ® éo). Es gelten auferdem die Bedingungen

k (P, ®Qu,) — k(P ® Qo)

lim T >0 (3.22)
n—00 n-z
und B N
(Psn X an) <PO & QO)
lim — <0, (3.23)
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fiir alle Nullfolgen (ty,), cny mit limy, oo t,\/n > 0 und alle Nullfolgen (sy),,cx
mit limy, oo Sp\/n > 0. Die Testfolge (1), oy fir die Testprobleme

Hpe={Pme Q) ggen KI={PMoQP}  (329)
ist dann asymptotisch unverfalscht zum Niveau o.

Beweis. Man setze zuerst
k(P ® Q) —k(Po® Qo)

¥ = lim T
n—00 n-2
_ iy e R (P, @ Q) — k(P ® Qo)
= lim :
n—00 =73 tn
= ¢ / kgdPy ® Qo, (3.25)
wobei t := lim —f2; ist. Unmittelbar aus Voraussetzung (3.22) folgt dann

n—oo 2

Y > 0 und ng dPy # 0. Mit Hilfe von Satz 3.20 erhilt man

lim [ ¥, dPZZLl ® Q?j
n—o0

1 ~ 1 [~ B
= ﬁ<m/k%dPo+g/k§on> —Up_g,

>0

N|—=

> O (—ulfa)

= Q.

Es gelte nun

k (ﬁsn ® @sn) —k (150 ® @o)
-

lim - < 0.
n—oo §
Der Parameter 9 wird durch
_ k (ﬁsn ® @Sn) —k <ﬁ0 ® @o) -
7= lim 1 ZS/kth(J@Qo
1

bestimmt, wobei s := lim s,n?2 ist. Hieraus folgt ¥ < 0und ﬁ%h dPy®Qg#0

n—00

nach Voraussetzung. Nach Satz 3.20 ergibt sich

lim [ ¢,dP;" ® Q>
n—o0

~( 1 ~ 1 [~ -
= ﬁ(m/k%dPo+g/k§on> —Up_g

<0

NI
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= Q.
Sei nun N B B N
Lk (P @ @s,) - k(PoQ) .
i I

Das impliziert [ khdPy®Qo = 0. Ohne Einschrinkung sei [ h2 dPy®Qg # 0,
denn sonst gilt

lim [ ¢,dP;' ® Q%? = «
n—o0
nach Satz 3.22. Sei m € N, so dass IBS,L ® ésn € P ® Q fiir alle n > m gilt.
Es sei wieder s := lim Sn’I’L%. Die Folge ({ﬁs"l ® é?}) ist nach
" ")/ neN\{L,...,m}

n—oo

Anwendung 3.15 ULAN mit der zentralen Folge
ni n2
X, = anhl o7, + anhg O Tjtn,-
i=1 j=1

Nach Satz 3.17 erhalt man

~ ~ 0 o? o
t 71 no 1 12
£ (T, X0)' [P 0 G >HN<< 0>’<m o3 ))
flir n — oo. Es gilt auflerdem

1 [~ 1 [~
of = lim TndP5“®Q82:m/kfdP0+—/k§on>O.

n—o0 d
Fiir die Koeffizienten a1 und as aus Satz 3.17 ergibt sich
1 M

a; = lim n1_5 g s, = lim
n—o0 — n—o00
1=

$nE = V(1 —d)s

§|H|EM|H

und

2
az = lim n, ? E s, = Vds.
i=1

n—oo

Hieraus folgt
1 1
g = —Fa —=a
RV i N
= s /%1h1 dPy + s /%th dQo

kyrhy dPy + kaho dQqg

= s/%hdpoeaQo
= 0.
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Nach Satz 3.19 erhalt man nun

lim [ ¥, dﬁsnl ® @?2 = ¢ 712 —Ul o | =P (~u1a) = .
s 00 n n o1
=0

Definition 3.24
Die Menge F> enthalte alle Folgen (P, ® Qt,),cn, die die folgenden Bedin-
gungen erfillen:

1. Die Nullfolge (tn),cy erfillt lim, .o tp,\/n > 0.

2. Es existieren ein € > 0 und eine Lo (Py ® Qo)-differenzierbare Kurve
fi(—e,6) = P®Q, t— P,®Qy, so dass f (t,) = P, @ Qy, fir alle
n € N gilt.

Definition 3.25
Die Menge K1 aller impliziten Alternativen fir das Testproblem Hy gegen
K ist definiert durch

ICl = {(]Dtn ® Qtn)nEN € fQ : nlingo\/ﬁ(k (Bn ® Qtn) o k(PO ® QO)) = 0} ’

Die Menge Hy aller impliziten Hypothesen fiir das Testproblem Hy gegen K
ist gegeben durch

Hy = {(P © Qu,)en € P2 lim v/ (k (P, © Q1) = k(R © Q) <0}

Bemerkung 3.26

n ~
Die Statistik 7;, setzt sich aus zwei Tellen Y Z ky om; und \F > koom;
i=n1+1
zusammen, die jeweils nur von einer der belden Stichproben abhéngen. Es

stellt sich die Frage, ob eine gewichtete Summe dieser beiden Anteile eine
geeignete Teststatistik fiir das Testproblem H; gegen Ky darstellt. Es wird
hier jedoch gezeigt, dass die Testfolgen auf Basis der gewichteten Summe der
beiden Anteile von T}, im Allgemeinen asymptotisch verfdlscht sind und das
Niveau « asymptotisch nicht einhalten. Seien (a,),cny € R und (by),cn C

R zwei Folgen mit lim a, = a, lim b, = b und a # b. Auferdem seien
n—oo n—oo

[k3dPy # 0 und [ k3dQo # 0. Die Teststatistik S, wird durch

S —an\/_Zklom—i—b Z k:gom
=1

i=ni1+1

49



fiir alle n € N definiert. Als gemeinsame asymptotische Verteilung von S,
und X, erhélt man

2
(s oar) - (D). %))

fiir n — oo. Die Eintridge der Kovarianzmatrix ergeben sich als

1 ~ 1 [~
o} =d’ /k% dP0+b28/k§ dQo,

1-d
= [gar+d [ gaa

-1
o12 = (a/k1g1 dP, +b/k292 on) (/ kg dFy ®Q0> .

Die Testfolge
On = Sh Ul—a U%

ist asymptotisch {0}-a-dhnlich, d.h. es gilt
lim | ¢ndPl" ® QM = a.
n—oo

Die Voraussetzungen aus Satz 3.20 seien erfiillt. Analog wie in Satz 3.20
erhédlt man dann die asymptotische Giitefunktion

lim | ¢, dPZ:Ll ® Q?f
n—00

ki1g1dPy + b [ kygod
_ ol a [kigi dPy+ b [ kaga2 dQo R

[kgdPy® Qo (@ﬁ [#2dpy + 2L [ 72 dQ0)5

wobei

— —
n—oo n

= /%gdPo ®Qonliﬂgon%tn

N

ist. Falls der Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) reichhaltig genug ist, so
existiert eine Tangente g € K (Py ® Qo, P ® Q) mit

/E1g1dpo+/g2g2on Z/EgdP0®Qo >0

und
a/k‘lgl APy + b/k292 dQo < 0,
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wobei g = g1om +goome mit g1 € Lg)) (Pp) und g9 € Lgo) (Qo) nach Satz 1.19
gilt. Es seien t — P; ® Q; eine Lg (0)-differenzierbare Kurve mit Tangente
g und (tn), oy eine Nullfolge mit lim,, .o t,y/7 > 0. Die Folge (¢n),,cy der
Tests ist asymptotisch verfilscht zum Niveau « fiir die implizite Alternative
(P © QF?),cn - Es gilt némlich

tim [ 6,4 © Q)2
n—oo

a legl APy + bf%292 dQo
[ RgdPy @ Qo (a>rly [ B2 dPy+ 7% [ 13.dQo)®

~~

<0

= ¢ |

—Ul—q«

[un

< D(—uj_q)

= O[,

wobei

ﬂ:/%gdp(]@cgo lim n2t, >0

ist. Analog erhédlt man implizite Hypothesen, so dass die Testfolge (¢,,)
das Niveau «a asymptotisch nicht einhélt.

neN

Als Néchstes werden asymptotische Optimalitdtseigenschaften der Test-
folge (¢,),,cn aus (3.16) untersucht. Die Neyman-Pearson Tests spielen dabei
die Rolle der Vergleichsobjekte, weil sie die optimale Giitefunktion besitzen.
Deswegen wird im néchsten Lemma die asymptotische Giitefunktion fiir eine
Folge der Neyman-Pearson Tests berechnet.

Lemma 3.27

Es seien (P[" @ Q?j)neN € K1 eine implizite Alternative und t — P, ® @y
die zugehorige Lo (Py @ Qo)-differenzierbare Kurve in P ® Q mit Tangente
g € Lg)) (Py ® Qo). Die Tangente g besitzt dann die eindeutige Darstellung
g = g1om+goome mit g1 € Lgo) (Py) und g2 € Lgo) (Qo) - Sei (an),en C (0,1)

eine Folge mit lim «, = a. Es bezeichne o, den Neyman-Pearson Test fiir
n—oo

Fy' ®Qqu* gegen P @ Q}? zum Niveau ov,. Die asymptotische Giitefunktion
der Testfolge (¢n),cn ergibt sich dann als

lim SDndPtZ1 ® QZ? =& (to —ui-a),
n—oo

1
wobei t = lim n2t, und o = (1—=d) [gidPy+d [ g5dQo)? sind.

n—oo

o1



Beweis. Der Parameter ¥ wird durch

9 — lim F 0 @ Q) — k(P ® Qo)

1
n—oo n-2

definiert. Nach Voraussetzung gilt dann ¥ > 0. Wie in Satz 3.23 erhilt man

9= t/Eg dPy ® Qo. (3.26)

Die LAN-Eigenschaften der Produktexperimente implizieren

P"1 ®Q 1.,

wobel
ni tn no tn
= Z 591 o + ; 592 O Titn,

und o3 = hm f X2dP ® Qp? sind. Fiir 03 ergibt sich

[t
O’% = hm (192 /91 dP0+ 792 /gg dQ0>

1

= &= /g1 dPy hm nt + m g% dQo JI_)H;onti%
1

= @t2(1—d)/9%dpo+@t2 /gngo
L o 9

= o’ (/ kgdPy ® Q0> - . (3.27)

. dP;"1@Qy? . .
Sei S, := log % + %190% die Teststatistik des Neyman-Pearson

Tests ¢,,. Fiir jedes € > 0 gilt dann

lim P @ QR (|9X, — Su| > ) = lim P/ @ QR (|Ruy| > €)
n—oo n—oo
= 0.

Den Test @, erhdlt man aus dem Neyman-Pearson Test ¢, indem die Test-
statistik S, durch ¥.X,, ersetzt wird. Nach Satz 1.27 gilt dann

lim / lon — Bul AP @ Q12 = 0.
n—oo

Nach Bemerkung 3.7 ergibt sich
lim [ [on — gn|dP! © Q72 =0
n—oo
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Hieraus folgt

i [ G, dry 0 Qp = tim [ o.dpy o Qf -

n—oo

und
lim [ ¢,dP" ® Q}* = lim / ondP]" @ QF?
n—oo

n—oo

Somit reicht es, den Grenzwert lim,,_.oo [ @n dP[:Ll ® QZ? zu bestimmen. Die
gemeinsame asymptotische Verteilung von 9¥.X,, und X,, ergibt sich unmit-
telbar als

0 V203 Yo}
L((9Xn, X)" [Pno) — N(( 0 > ( boi of >>

fiir n — oco. Mit Satz 3.19 erhélt man nun

. ~ 71 ng 190-%

lim [ ¢, dP,' ® Q" P(I—= —ui_q
n—oo

(0] (1902 - ul_a)

= ®(toc —ui—q)
mit Hilfe von (3.26) und (3.27). m

Definition 3.28
Die Menge K+ (Py ® Qop, P ® Q) C K (Py ® Qo, P ® Q) wird definiert durch

K'Y (Ph®Qp,P®Q):= {QGK(P0®Q0,7’®Q)i/g%dP0®Qo>0}-

Satz 3.29 (Maximin-a-Testfolge)
Der Kegel K (Py® Qo, P ® Q) sei konvex. Es gelten die Voraussetzungen
aus Satz 3.23. Dann ist die Testfolge (Vn,),cn aus (3.16) eine asymptotische
Mazimin-o- Testfolge fiir die Folge (Py'* ® Q82)neN der Hypothesen gegen die
impliziten Alternativen (P)'' @ QZf)neN € K1 mit einem fest gewdhlten im-
pliziten Parameter ¢ > 0, d.h. es gilt

inf lim /¢n dP" ® Qi? = H;ax 1}2f lim sup / ¢n dP]" @ Q7

K1 n—oo n—o00
Das Infimum wird iber alle impliziten Alternativen (P]'' ® Q}?)

) tn /neN
it k (P, k (P

n—oo n—§

e Ky

gebildet. Das Mazimum wird tber alle asymptotisch {0}-a-dhnlichen Testfol-
gen gebildet, vgl. Definition 3.18.
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Beweis. Sei (P @ Qr?) cn € K1 eine implizite Alternative. Dann existiert
eine zugehorige Lo(0)-differenzierbare Kurve ¢t — P, ® Q; in P ® Q mit

Tangente g € Lgo) (Py ® Qo) . Die Tangente g besitzt nach Satz 1.19 die
Darstellung g = g1 o m + go 0 T mit g1 € Lgo) (Po) und g9 € Lgo) (Qo)- Wie
in Satz 3.23 ergibt sich

k(P, ® Q) — k(P ® Qo)

n-

Y = lim

n—oo

=t/?<?gdPo®Qo,

[V

wobei t = lim —‘2r ist. Sei (¢n),,cy €ine asymptotisch {0}-a-&hnliche Test-
n—oo n- 2

folge. Es bezeichne ¢,, den Neyman-Pearson Test fiir P ®Qf gegen P{" ®@Q}?
zum Niveau max (a, [ ¢ndPJ @ QS) . Wegen des Neyman-Pearson Lemma
(vgl. [52], Seite 196, Satz 2.7) folgt dann

[onarroqi < [onarn Qi
Nach Lemma 3.27 ergibt sich
1
2
lim [ o dP)! ®@Qp7 = @ (75 ((1 —d) /g% dPy + d/g% on) - u1a>

1
_ o [gl0=DSgtdPo+d[g3dQo)®

[kgdPy @ Qo

Hieraus folgt

lim sup / bn dP]" @ QF?

n—oo

IN

lim [ ¢, dP" ® Q}?

n—oo

(1—d) [ g?dPy +d [ g3 dQo)?
[ kgdPy ® Qo

= & |9

—Ul—q«

Nun wird das Infimum {iber alle impliziten Alternativen (Pgl1 ® QZ?) s

K1, die die Bedingung (3.28) erfiillen, gebildet. Man erhélt dann

neN au

i%f lim sup / ¢n dP" @ QF?

n—oo

(1—d) [ g?dPy +d [ g3 dQo)?

< inf %) = — Ul—q
9K+ (Po®Qo,PRQ) [ kgdPy ® Qo
Die asymptotische Giite
1
1—d 2dPy +d [ g2 dQo)?
o 19(( ) [ gidPy+d [ g3 QO) g (3.29)

[ kgdPy ® Qo
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der Folge der Neyman-Pearson Tests wird mit der asymptotischen Giite

lim [ 4, dP"' ® Q}”
n—oo

1
1 2
= ¢ (19 (?d/kl dP0+d/k2dQ0> —Ul_a>

der Testfolge (), < Verglichen. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
erh&lt man zunéchst

/Egdp(]@Qo
- /(Fkl—i—\/_ )(\/?91—1—\/_92) dPy ® Qo

</ (Fkl + ;E%g>2dpo ® Qo/ (V=g + x/392)2dp0 ® QO>

1 1
/01 ~ 1 [~ P
- (-0 [qar+a [ gaan)” (11 [Fram+ ] [Baa)

Hieraus folgt

=

. _
0<m/k2dpo+d/k2dq20>

1
fgl dP, +df92dQ0)2
[ kgdPy ® Qo

(3.30)

In dieser Ungleichung erhilt man das Gleichheitszeichen, falls auf beiden Sei-
ten das Infimum iiber g € KT (Py ® Qo, P ® Q) gebildet wird. Der Tangen-
tenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) ist bereits ein Vektorraum, weil er nach Voraus-
setzung konvex ist. Der Vektorraum K (P ® Qo, P ® Q) liegt deshalb dicht
in T (Py ® Qo, P ® Q) nach Definition 1.11. Wegen k € T (P ® Qo, P ® Q)
existiert also eine Folge (gn),cny € K (Po ® Qo, P @ Q) mit

lim (E - gn>2 dPy ® Qo = 0.

n—oo

Die Tangente g,, besitzt nach Satz 1.21 die Darstellung g, = g1, 071 +gon0m2
mit g1, € K (Py, P) und g2, € K (Qp, Q). Man erhilt somit

0 = lim (%—gn)QdP()@Qo

n—0o0

= lim (El - gln) i dPy + nh—>n;>10 (E2 - g2n) ’ dQo-

n—0o0

95

1
2



Die Tangente h,, ist durch
1 1
hy, = T g9 o™+ Sgmom

fiir alle n € N definiert. Es gilt h, € K (Po ® Qo, P ® Q) fiir alle n € N nach
Satz 1.21. Wegen [ k?dPy + [ k3 dQo > 0 ergibt sich

= 1 ~ 1 ~
i [hEaReQ = o lim [Fgudr+ ] lin [ Rgdoy
1 7.2 1 7.2
= g/ Fdlhot 5 [ kadQo
> 0.

Hieraus folgt [ hn% dPy ® Qo > 0 und somit h, € KT (Py ® Qo, P ® Q) fiir
hinreichend grofse n € N. Die obere Schranke

1
_ 2 2 2
inf o |9 ((1 d) [gidPy+d [ g5 dQO) .

9eEKT(Po®Qo,PRQ) J kg dPy ® Qo

kann nun exakt berechnet werden. Setze hy,, = 1Tld gin und hg, = é gon- Man
erhéalt einerseits

N

inf P 19((1 —d) [ g2 dPy+d [ g5dQo)

- — Ul_q
9EK+(Py®Qo.PHQ) [kgdP ® Qo !
1
1—d)[h? dPy+d [h2 d 2
< lim @ 79(( )f flvn 0+ f 2n QO) —upg
n—oo f kh,dPy ® Qo
3
= lim & 1 = 1 = —Ul—q
e =3 | gink1 dPo + 5 [ gank2 dQo
1
([ REdPy+ 14 [ R dQo)®
= Q| V= 1 (12 Ul
= J K dPy + 3 [ k3 dQo
= o9 T4 k?1dpo+a k3 dQo —Ul—a |,
andererseits gilt
1
1—-d 2dP,+d [g3d 2
f 19(( ) J 9i +d [ g5dQo) Cu

n ~
geK+(Po®Qo, P Q) [ kgdPy ® Qo

1
1 ~ 1 [~ —3
> <q9 (m/k% dPy + E/k% on> —ul_a>
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wegen der Ungleichung (3.30). Somit ist alles bewiesen. |

Bemerkung 3.30

Die zum Satz 3.29 analoge Aussage fiir die Einstichprobenprobleme findet
man in [30] und [29]. Der wesentliche Unterschied zu [30] besteht darin, dass
sowohl die Testfolgen als auch die impliziten Alternativen bei den Zweistich-
probenproblemen von denen bei Einstichprobenproblemen abweichen.

Bemerkung 3.31 (Optimierung des Parameters d)

Der Parameter d wird meistens durch die praktischen Gegebenheiten be-
stimmt. Man kann sich allerdings die Frage stellen, wie dieser Parameter am
glinstigsten gew#hlt werden kann. Das fiihrt zum Optimierungsproblem fiir
die Funktion

g:(0,1) — R,

1
1 ~ 1 [~ ~3
s - @(0(1—/k%dpo+—/k§dcgo> —u1a>,
— S S

wobei ¥ € R\ {0} ist. Da ® streng isoton ist, reicht es, das Argument
f:(0,1) — R,

1 ~ 1 [~ -
s 19<—/k%dpo+—/k§dcgo> — Ul
1—s S

zu maximieren. Es seien [ E% dPy # 0und [ %g dQo # 0. Man erhalt zunéchst

d 1 1 ~ 1 [~
o (8) = —50h(s) (W/k%dpo— g/kgdC%),

3
1 ~ 1 [~ T2
h(s) = <:/k%dpo+g/k%dQ0>

ist. Nun ist die Gleichung % (s) = 0 zu l6sen. Es ist leicht zu sehen, dass
h(s) > 0 fiir alle s € (0,1) gilt. Man erhélt somit fiir alle s € (0,1) folgende
Aquivalenzen:

d 1 1 ~ 1 ~
. f(8)=0 & —Uh(s) (W/k%dpo—s—z/kgd%) =0

NI

wobel

1 ~ 1 ~
o s° :f%%on
(1-s)? [k2dPy
- S
1—-s




Sei

[ k2dQo B HkQ‘
SR ar [

L2(Qo)

La(Po)
Es gilt p > 0 nach Voraussetzung. Die Lésung

wird wegen % > 0 fiir s € (0,1) verworfen. Aus % = p folgt s = %.
Daher existiert eine eindeutige Losung 4 € (0,1) der Gleichung Lf(s)=0
in dem Intervall (0,1). Fiir eine Optimalitétsaussage muss noch das Vorzei-

chenverhalten der Ableitung % f(s) in dem Intervall (0, 1) untersucht werden.
Fiir s € (0, ﬁ) ergibt sich

B SR SR b= s — —SQL%C[QO
- 2%()(1—3)282/]{16”30( ) fE%dP0>
1 1 1 ~
_lgh(s) 1 i/'];%dpo (s—p+sp)(s+(1—3s)p)

1 1 1 [~
= —519h(s) Q—Q/kfdPo s(1+p)—p|(s+(1—s)p).
—— —_——

~ <p >0
0

<0

= =1 = Pyl s(1+p)— 1—3)p).
WO = b Ty [RaR (304 p | 0 -9
~ >p >0
>0 ~—_———

>0

Das Vorzeichenverhalten der Ableitung f(s) := % f(s) und die Bedeutung
der Stelle ;% werden nun in der nachfolgenden Tabelle dargestellt:

se(0,75) | se(251) =
9 >0 f(s)>0 f(s)<o0 globale Maximumstelle
9 <0 f(s) <0 f(s)>0 globale Minimumstelle
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Der Wert

|72

opt = = —
R C1 A o
LQ(PQ) LQ(QO)

des Parameters d optimiert die asymptotische Giitefunktion (3.21) fiir alle
U € R\{0} gleichméRig. Es ist bemerkenswert, dass dypt an der Stelle Fy®Qo

‘%1‘ ) und H%Q‘

nur von den Werten abhéngt.

La(Po L2(Qo)

3.5 Asymptotische Eigenschaften der zweiseitigen
Tests

Es werden zunéchst die Hilfsmittel vorgestellt, die zur asymptotischen Be-
handlung der zweiseitigen Tests bendtigt werden. Es seien ©,, C R eine
Folge von Mengen mit 0 € O,, fiir alle n € Nund 6,, T © fiir n — oo.
Sei Ep, = (2, An, {Pnp : ¥ € ©,}) eine Folge von Experimenten, die LAN-
Bedingung mit einer zentralen Folge X, erfiillt. Es wird das zweiseitige Test-
problem H = {9 € © : 9 =0} gegen K = {9 € © : ¥ # 0} betrachtet. Die
gebrauchlichen Tests, die auf einer Teststatistik .S,, beruhen, sind dann von
der Gestalt

1 >
on=194 An |Sul = ¢ (3.32)
0 <

mit A\, € [0,1] und ¢, > 0, die durch die Nebenbedingungen

lim Ep, , (¢n) = (3.33)
und
lim Ep, , (¢n) > a (3.34)

festgelegt sind.

Satz 3.32 (asymptotische Giitefunktion)
Eine Testfolge (¢n),cy sei von der Form (3.82) und erfiille die Bedingung
(8.33). Auflerdem sei

L((Sn, Xn)' [Pao) — N (( 8 > ’( 001%2 001%2 ))

fiir n — oo. Fir jedes ¥ € © gilt dann



Beweis. Setze A, = log 3?:"3. Die LAN-Bedingung impliziert

1
A, =9X, — 50203 + Ry.9.

0 0% Yo
9?03 )\ Yoz 9%03

Nach der Voraussetzung ergibt sich nun

L((Sps M) [Pap) — N<<

1
2

fiir n — oo. Man erhilt somit

a = lim Ep,, (pn)
n—oo

= lim (AP0 (1Sn] = en) + Pao (Sn > €n) + Pao (S < —c2))

lim ¢, lim ¢,
- 1-® n—oo + b _ n—oo
o1 o1
lim ¢,
= 2-2¢ | 2== .
o1

Hieraus folgt

lim e = o1y (3.35)
Das dritte Lemma von Le Cam (vgl. [17], Seite 257) liefert

L(Sn| Ppo) — N (79012,0%)
fiir n — co. Mit (3.35) erhélt man die Konvergenz

EPn,ﬂ (‘pn) = )\nPn,ﬁ (’Sn’ - Cn) + Pn,t? (Sn > cn) + Pn,ﬂ (Sn < _Cn)

S, — ey — ¥
_ Anpn,ﬁ(ysny:cnwpn,ﬁ( 12  —¢ "12>

01 01

S, — U -
Py < n—Vo1z _ cn 012)
o1 o1
U s
— P <ﬂ — ul_g> + o (—ﬂ — ul_g>
o1 2 o1 2
fiir n — oo. [ |

Wir kehren nun zu dem zweiseitigen Zweistichprobenproblem
Hy={P®QeP®Q:k(P®Q)=a}

gegen
K)={PRQeP®Q:k(P®Q)#a},
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das beim Testen statistischer Funktionale hdufig auftritt, zuriick. Zur Lésung
dieses Testproblems wird eine geeignete lokale Parametrisierung vorgestellt,
die analog wie in Abschnitt 3.4 begriindet werden kann. Ein statistisches
Funktional k£ : P ® Q — R sei differenzierbar an einer Stelle Py ® Qg € Ho
mit dem kanonischen Gradienten k € Lg)) (Py® Qo) . Aukerdem gelte

/ k*dPy @ Qo # 0. (3.36)

Definition 3.33
Die Menge Ho der impliziten Hypothesen ist definiert durch

Ho = {(Ptn ® Qty)nen € F2 2 lim Vn(k (P, @ Qu,) =k (P @ Qo)) = 0} .
Die Menge Ko der impliziten Alternativen ist gegeben durch

Die Testfolge
Yn = T c (3.37)
eignet sich fiir das zweiseitige Testproblem Hs gegen Ko, wobei
Do (W11y -y Wi, W2,15 e s Woiny) = \7{—? ”211,];1 (wi,i) + \?{—? ”221%2 (w25)
i= j=

die Teststatistik wie in (3.8) ist. Der kritische Wert

1
1 [~ 1 [~ 2
c::ul_% <m/k%dpo+g/kngo>

ist unabhéngig von n. Es ist zu beachten, dass

~112 ~ ~
k = [ K2 dP, +/k2d 0
H ‘LQ(P(@QO) / 1dP 2 dQo #

vorausgesetzt wird.

Satz 3.34
Sei (P, ® Qu,)pen € F2. Der Parameter ¥ sei durch

V= lim vn(k(P, ® Q) — k(P ® Qo))

n—oo
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gegeben. Auferdem seien (n1),cn C N und (n2),cy C N zwei Folgen mit
n1+ng =n fir allen € N und lim 22 =d € (0,1). Dann gilt
n—oo

Y 9
lim [ ¢, dP" @ Q" = <_ - ul_a> + & <—— - ul_a> . (3.38)
n—o00 n n o1 2 o1 2

1
1 ~ 1 [~ 2
o1 = <Td/k%dpo+a/k%on> .

Beweis. Es wird zuerst gezeigt, dass die Folge (1), oy die Bedingung (3.33)
erfiillt. Nach Satz 3.16 ergibt sich

wobes

tim [, AR Q= lim (B © Q5 (T > oh) + B © Q42 (T < —c})
= N (0,0) ((¢,+00)) + N (0,07) ((—00, —¢))
= N(0,02) <<u1_%01,+oo>)
+N (0,02) ((—oo, —ul_%m))

= 1-® <U1,%) + (0] (—U1,%>

= q.
Fiir den Parameter 9 erhalt man

9 = lim va(k(P, ®Q:) —k(Po® Qo))

_ t/?%gdPo@Qo,

wobei t := lim tnn% ist. Sei (P, ® Qt,)pen € K2 UHz mit der zugehdrigen

n—oo
Tangente g € Ly (P ® Q(?) . Angenommen, es gilt [ ¢> dPy®Qo = 0. Nach
Satz 3.22 folgt

lim [ ¢, dP" ® Q}* = lim / Yn dPy" @ Qg =
n—oo n—oo
und die Behauptung (3.38) gilt wegen
19:t/7c’gdpo®@0:o.

Es sei nun f92 dPy ® Qo # 0. Nach Satz 1.19 existieren g € Lgo) (Fy) und

g € Lgo) (Qo) mit g = g1 o7 + go o me. Die Folge (P} ®Q?n2)nEN der
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Wahrscheinlichkeitsmafe ist LAN nach Satz 3.10 mit der zentralen Folge

n1 n
anztngloﬂi+ Z tng2 ©
i—1 P—

und

ni n
0% = nlLHgOVarsz1®ng (Z tngl © T + Z tngo om)

=1 i=n1+1

—  lim £n <ﬂ/g% APy + @/gg dQ0>
n—oo n n
= ¢ ((1—d)/g%dpo+d/g§dcgo>.
Nach Satz 3.17 erhdlt man die Konvergenz
L((T X )t|Pn1®Qn2)—>N 0 O'% g12
7 n 0 0 0 ) 019 O'%
fir n — oo mit

1 ~ 1 ~
=1 —— [ k191 dP, — | k dQ)y.
o12 a1m/ 191 0+a2\/3/ 292 dQo

Fiir die Koeffizienten aq und as ergibt sich

ni 1
1 =
. -3 . ni\2 1
alzhmn12§ t, = lim <—) n2t, =tv1—d
n—oo — n—oo n
1=

und

N

_l 2 n2 1
J— 4 2 J— 4 5 J—
ag—nh_r)rgonQ g tn—nh_r)rgo <_n> nzt, = tVd.
i=1

Hieraus folgt
o12 = t/Elgl dPy +t/E292 dQo = 75/76‘/961130 ® Qo-
Mit Hilfe von Satz 3.32 erhilt man nun

lim ¢ndptn1 & Q;m = & (2 — U,10> + & <—2 — U1a>
n—o00 " " 2

Korollar 3.35
Die Testfolge (¢y,),, o st asymptotisch unverfilscht fiir Ko gegen Ho.
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Beweis. Wegen ¥ = lim /n (k (P, ® Q) — k (Po ® Qo)) reicht es zu zei-

gen, dass die asymptotische Giitefunktion

gZRH(O,l), vﬂn—>®<£—u1_g>+®<—ﬁ—u1_g>

01 01

ihr globales Minimum an der Stelle ¢ = 0 annimmt. Man erhélt zunéchst

d 1 Y 1 0
_— 19 = — _— — o —_ —_—— — &
799 () Jlf <01 U1—5> 01f< p U1—5>,

wobei f(x) = \/%7 exp <—%2) die Lebesgue-Dichte der Standardnormalver-

teilung ist. Es gelten nun folgende Aquivalenzen:

d
@9(79):0

¥ ¥
e (2w () o
01 01
1[0 2+1 9 \
<~ exp 5 o1 u1,% 5 —U—l—ulig =
¥

s
= 2’U,1__—:
2
& 9=

Auferdem gilt g () < 0 fiir ¥ < 0 und g (9) > 0 fiir ¥ > 0. Man erhélt
somit, dass ¥ = 0 die globale Minimumstelle ist. Somit ist alles bewiesen. W

Bemerkung 3.36

In dem néchsten Kapitel wird unter anderem gezeigt, dass (v,),cy unter
schwachen Voraussetzungen an den Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) eine
asymptotisch optimale unverfilschte Testfolge fiir das Testproblem Ko gegen
‘Ho ist.

64



Kapitel 4

Asymptotisch optimales Testen
statistischer Funktionale

4.1 Konvergenz gegen unendlich-dimensionale Gaufs-
Shift Experimente

In diesem Abschnitt werden die fiir weitere Untersuchungen benétigten Kennt-
nisse iiber unendlich-dimensionale Gauf-Shift Experimente bereitgestellt.
Ausfiihrliche Informationen und viele Beispiele zu diesem Thema findet man
in [46], [45], [25] und [24].

Definition 4.1 (Standard-Gaufiprozess)

Es seien (H,(-,-)) ein Hilbertraum und (Q, A, Py) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. Eine lineare Abbildung L : H — Lo (Py) heifit Standard-Gauflprozess,
wenn

£(L ()| Po) = N (0, |11]]°)
fiir alle h € H gilt.

Definition 4.2 (Gaufi-Shift)
Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. FEin Ezperiment E = (Q, A {P,:h € H})
heifit Gauf-Shift auf H, wenn

Lo
22h _ L(h) — =
= (L) - 5 1h]°)

fiir alle h € H gilt, wobei L : H — Lo (Py) ein Standard-Gaufprozess ist.

Der nachfolgende Satz zeigt die Verbindung zwischen dem Hilbertraum
H und der Topologie der Familie {P}, : h € H} von Wahrscheinlichkeitsma-
Ren bzgl. der Hellingerdistanz. Dieser Zusammenhang tibertrdgt sich dann
ebenfalls auf die Norm der totalen Variation.
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Satz 4.3

Sei E = (Q, A, {P,: h € H}) ein Gauf-Shift. Die Hellingerdistanz zwischen
zwei Wahrscheinlichkeitsmafen des Gauf-Shift Erperimentes E ergibt sich
als

1
& (P Pr) = 1= exp (5 I = )
fir alle h1,ho € H.
Beweis. vgl. [46], Seite 346, Remarks 69.8. [ |

Korollar 4.4

Sei (hn)p,eny C H eine konvergente Folge mit lim |h, —h| = 0 fir ein
n—oo

h € H. Dann gilt lim,,_.oc d (Pp, Py,) = 0 und lim,,_.o || P, — Pn|| = 0.

Beweis. Mit Hilfe von Satz 4.3 ergibt sich
1
lim d? (P, P,,) = lim (1 — exp (-- |h1 — h2\|2>> =0.
n—00 n—00 8
Fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafe P,Q € M; (2, A) gilt
& (P,Q) <||P - Q| < v2d(P,Q)
nach [52], Seite 136, Hilfssatz 1.142. Man erhélt somit
0< lim ||Py, — Py|| < lim v2d (P, Py, ) = 0.
n—oo n—oo
|

Sei nun P C M (€2, .A) eine nichtparametrische Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafen. Sei Py € P ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Die lokalen Eigen-
schaften der Familie P an der Stelle Py werden mit Hilfe des Tangentenkegels
K (Py,P) und des Tangentialraums T (P, P) beschrieben. Um die Theorie
der Gauf-Shift Experimente anzuwenden fehlt jedoch die Zuordnung zwi-
schen den Wahrscheinlichkeitsmafen aus P und Tangenten aus T (P, P),
weil im Allgemeinen K (Py,P) # T (Po, P) gilt. Deswegen wird eine semipa-
rametrische Familie P (P) von Wahrscheinlichkeitsmafen konstruiert, die lo-
kal an der Stelle Py den gleichen Tangentialraum 7" (P, P) besitzt. Die Kon-
struktion der Ly(0)-differenzierbaren Kurven entspricht dem Master-Modell
aus [36].

Satz 4.5 (Konstruktion Ly(0)-differenzierbarer Kurven)

Es seien P € M;(Q, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaff und g € Lgo) (P) eine
Tangente. Dann ezistiert eine Lo(0)-differenzierbare Kurve

R - Ml(Q7A)7 t— Ptg

mit der Tangente g und Py = P. Auflerdem gilt Py, < Py fiir alle t € R.
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Beweis. Die Funktion f, := (1 + %tg)2 c(tg)™ mit c(tg) :== [ (1+ %tg)2 dP
ist filir jedes t € R wohldefiniert, weil

1 \? 2
c(tg) = /<1+§tg> dP:1+Z/g2dP21

fiir alle t € R gilt. Man erhilt aufserdem

t/2
= - [ g°dP
=0 2

Durch Py := fiyP wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf definiert, da die Bedin-
gungen fi; > 0 und [ fi,dP =1 fiir alle t € R und g € LY (P) erfiillt sind.
Insbesondere erhdlt man Py = foP = P.

Es ist zu zeigen, dass die Kurve ¢ — P, Lo (Pp)-differenzierbar mit der
Tangente ¢ ist. Die Bedingung (1.3) ist wegen P, < Py fiir alle ¢ € R
erfiillt. Es bleibt also die Bedingung (1.2) nachzuweisen. Wegen g € Ly (F)
gilt P ({g = oc0}) = 0. Fiir alle w € 2\ {g = oo} erhilt man zunéchst

=0.
t=0

d
7 (tg)

lim% (‘1—1—%159@1)' _ 1> _ lim% <1+%tg(w) _ 1> — g ().

t—0 t—0
Hieraus folgt die Konvergenz % (‘1 + %tg| — 1) — g P-fs. fiir t — 0. Mit der

Dreiecksungleichung ||a| — |b|| < |a — b| erhdlt man die Majorante

20Tl —1) < 2 he Ly 1] =g
t 2" ST T2 T

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz ergibt sich nun

2 1
limH— <'1—|——tg‘ —1> -y =0, (4.1)
vgl. [9], Seite 259, Satz 5.3. Es gilt auferdem
._cltg) 2 -1 d _1
e R = et
1 3 d
= —50(159) ’ Ec(tg) .
= 0. (4.2)
Mit (4.1) und (4.2) erhélt man insgesamt
1
2 dPg\ 2
S=2) —1) —g
¢+ \ \an,
La(Po)
2 1
= H— (‘1 + —tg c(tg)*% — 1) —g
t 2 L2(P0)
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% <‘1 + %g‘ - 1) —g> + % (c(tg)—% . 1)
- 1)‘ La(Po)
(ot

c(tg)fé - 1‘

< ctg)?

191l o)

— 0

fiir t — 0. Somit ist alles bewiesen. [ |

Definition 4.6 (semiparametrische Familie)
Die semiparametrische Familie P (Py) wird definiert durch

P(Py) :={Py € My (Q,A): g€ T (Py,P),t R},

wobei t — Py, eine Lo (0)-differenzierbare Kurve mit Tangente g ist. Die
Wahrscheinlichkeitsmafe Piy sind durch den Dichtequotient

—= =14+ =t t
D, ( +5 g> c(tg)

mit c(tg) = [ (1 + %tg)zdPo fiir alle g € T (P, P) und t € R gegeben, vgl.
Satz 4.5.

Bemerkung 4.7
Es gilt

P(P) ={Py € My (Q,A): g €T (R, P)},
weil T (P, P) ein Vektorraum ist.

Im Folgenden wird die schwache Konvergenz von Experimenten kurz vor-
gestellt. Dies fiihrt dann zu der Verallgemeinerung der lokalen asymptoti-
schen Normalitdt, die sich als schwache Konvergenz gegen ein Gauf-Shift
Experiment neu definieren ldsst (vgl. [46], [25] und [24]).

Definition 4.8 (schwache Konvergenz von Experimenten)

Es seien © eine nichtleere Menge und (©y,), oy eine Folge der Teilmen-
gen von © mit ©, T © fir n — oo. Fine Folge von Erperimenten E, =
(Qn, Ap, {Pnn : h € ©,}), n €N konvergiert schwach gegen ein Ezperiment

E — (Q,A’ {Ph . h E ()})’ wenn
Pn7s> E < < h) € Ps)
dPS heZz

dP,
<((72)
danS heZz

fir alle endliche Teilmengen Z C © und fiir jedes s € © gilt.
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Definition 4.9 (LAN)

Es seien H ein Hilbertraum und (H,), oy eine Folge der Teilmengen von H
mit H, 1 H fiir n — oo. Fine Folge E, = (0, Ay, {P, - h € Hy}),n €N
von Ezxperimenten heifit lokal asymptotisch normal, falls sie schwach gegen
ein Gauf-Shift Experiment auf H konvergiert.

Bemerkung 4.10
Die Definition 4.9 ist vertréglich mit der eindimensionalen Version von LAN,
vgl. Definition 3.4.

Satz 4.11 (Hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir LAN)
Eine Folge (Ey),cy von Ezperimenten ist genau dann lokal asymptotisch
normal, wenn der stochastische Prozess

b, 1
Lo () = o (G2 ) + 5 []?

die nachfolgenden Bedingungen erfillt:
1. Bs gilt £(Ln (h)| Pag) — N (0, HhH?) fiir n — oo
2. Fir jedes € > 0, fiir alle a,b € R und fiir alle h1,he € H gilt
lim Py (JaLp (A1) + 0Ly (h2) — Ly (ahy + bha)| > €) = 0.

Beweis. vgl. [46], Seite 409, Theorem 80.2. [
Satz 4.12 _
Fir alle n € N und g € T (Py,P) sei Py := P’ig mit P%g € P(F).

-
Auferdem sei By, = (", A" {P, 4 :9 €T (Fy,P)}). Die Folge (Ey), oy der
Ezperimente ist dann lokal asymptotisch normal.

Beweis. Zum Beweis wird Satz 4.11 angewandt. Nach Satz 3.13 gilt

dP, 1 < L[,
1 =) =—) ;— = P
Og<dpn,o> \/ﬁizlhOﬂ-Z 2/hd 0+ Rk,

wobei lim P, o (|Ry | > €) = 0 fiir jedes € > 0 gilt. Hieraus folgt
n—oo

dp, 1 1 &
Ln (h) :log <F7Z> +§/h2dp(] = %Zhoﬂ'i—{—Rn,h.
S i=1

Man erhélt die schwache Konvergenz
P, n,O)

1 n
L(L P, = £ = .
(Ly, (h)| Pnyo) (\/ﬁ;ﬂhom—i—]{n,h

— N (o,/thP())
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flir n — oo nach dem Zentralen Grenzwertsatz und nach dem Lemma von
Slutsky (vgl. [54], Seite 76). Die Bedingung 1 aus Satz 4.11 ist somit erfiillt.
Es bleibt die Bedingung 2 nachzuweisen. Fiir jedes ¢ > 0, fiir alle a,b € R
und fiir alle hy, hg € T' (P, P) ergibt sich

(hl) + bL (hQ) — L, (ah1 + bh2)| > 6)
aRy b, + bRy hy — Ry ahi+bhs| > €)

no (laL
.0 (

< 0<|aRnh1+bRnh2| > ) +Pno<|Rnah1+bh2| > 2)
€
< <|aRn hl > ) + Pao (|bRn7h2| > Z) + Poo <|Rn,ah1+bh2| > 5)
—
fir n — 0. Somit ist alles bewiesen. [ |

Bemerkung 4.13
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 4.12. Die Folge (E,),cy der Ex-
perimente konvergiert dann schwach gegen ein Gauf-Shift Experiment F.

Das Limesexperiment E = (ﬁ,ﬂ, {Qr:heT (PO,P)}> wird nur von dem

Tangentialraum 7' (P, P) bestimmt. Die spezielle Konstruktion der Ly (Pp)-
differenzierbaren Kurven ¢ — P, in der Familie ﬁ(Po) spielt also keine
Rolle fiir das Limesexperiment F. Insbesondere gibt es keinen Unterschied
zwischen den Lj (Pp)-differenzierbaren Kurven, die in P liegen und deren
Tangenten dann entsprechend im Tangentenkegel K (P, P) enthalten sind,
und den konstruierten Lo (Pp)-differenzierbaren Kurven mit den Tangenten
aus T (P, P). Man kann die Ly (P,)-differenzierbaren Kurven in P (Bp) als
Hilfskonstruktionen betrachten, die asymptotisch wieder eliminiert werden.

4.2 Hauptsatz der asymptotischen Testtheorie und
obere Schranken fiir die asymptotischen Giite-
funktionen

Der folgende Satz stellt ein michtiges Mittel zur Herleitung der oberen
Schranken fiir die asymptotische Giitefunktion dar, vgl. [45] und [46].

Satz 4.14 (Hauptsatz der asymptotischen Testtheorie)

Es seien © eine nichtleere Menge und (©,), .y eine Folge der Teilmen-
gen von © mit ©, T © fir n — oo. Fine Folge von Fxperimenten E, =
(Qn, Ap,{Pyn : h € ©,}), n € N konvergiere schwach gegen ein Limesez-
periment E = (Q, A, {P}, : h € ©}). Auferdem seien H, K C © nichtleere
Teilmengen mit HUK = © und HNK = (. Sei (¢y), oy eine Testfolge fir
das Testproblem H gegen K. Zu jeder Teilfolge (SD”J')]EN existiert ein Test
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fir E, so dass gilt:

lim inf/gonj dPp; n < /godPh fir alleh € K

j—00
und
limsup/gpnj dPn; n > /godPh fiir alleh € H.

J—o0

Beweis. vgl. [45], Seite 87, Satz 11.8. oder [46], Seite 310, Theorem 62.5. W

Korollar 4.15
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 4.14. Es seien

o, (Ey,) = {gp :Q, —[0,1], /SOdPn,h <a firallehe HN @n}
die Menge der Niveau o-Tests fir E, und
D (Ey) = {gp € b, (Ey): /godPn,h >a firalleh € KN @n}

die Menge der unverfilschten Niveau a-Tests fiir E,. Sei (an),cy C (0,1)
eine Folge mit lim o, = «a € (0,1). Dann gilt

n—oo
limsup  sup /cpn dP,p < sup /deh (4.3)
n—00 p€Pq, (En) YED(E)
und
lim sup sup / ondP,p, < sup / Y dPy, (4.4)
n—0o0 SOneq)an,u(En) ¢E<I>a,u(E)

fiir alle h € K.
Beweis. Zuerst wird die Ungleichung (4.3) bewiesen. Sei g € K fest gewéhlt.
Sei (¢"1)j N eine Folge der Tests mit ¢nj S ‘I)ozn]. (En]) und

lim [ ¢pn,; dP,,; g = limsup sup / On dPy 4.
J—00 n—00 Py, (En)

Nach Satz 4.14 existiert ein Test ¢ € ®, (E) mit iminf; .o [ ¢, dPp; p <
| ¢dP, fiir alle h € K und lim SUP; o0 / Gn; APy p > [ ¢dpP, firalleh € H.
Hieraus folgt ¢ € @, (F). Man erhélt somit

lim sup sup / opdP,y = lim qﬁnj dPnﬁg
(En)

n—o0 p,edlq, J—=oe

= liminf / Gn; AP g

J—00

< [oar,

< sup /¢dPg.
)

Yeda (B
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Die Ungleichung (4.4) beweist man analog. [

Liegt ein Gauf-Shift Experiment als Limesexperiment vor, so kann man
fiir einige wichtige Testprobleme die oberen Schranken fiir die asymptotische
Giitefunktion exakt ausrechnen. Es seien H ein Hilbertraum mit der zuge-
horigen Norm ||| : H — Rsg und f : H — R eine lineare Funktion. Sei
E=(Q,A{P,:h € H}) ein Gauk-Shift Experiment. Wir interessieren uns
fiir das einseitige Testproblem

Hi ={heH:f(h)<0} gegen Kl={heH:f(h)>0} (45)
und fiir das zweiseitige Testproblem
Hy={heH:f(h)=0} gegen Ki={heH:f(h)#0}. (4.6)

Definition 4.16
Fin Test ¢ zum Niveau « fir das einseitige Testproblem (4.5) heifit Niveau
a-ihnlich, falls [ @ dPy, = « fiir alle h € H mit f (h) =0 gilt.

Satz 4.17
Sei o ein Niveau c-dhnlicher Test fiir H, gegen K!. Dann gilt

/cdeh <® <% — U1—a> fiir alle h € K{

und
h
/cdeh 2@(%—711_&) fiir allehEH{.
Beweis. vgl. [46], Seite 357, Lemma 71.1. [ |
Satz 4.18
Sei ¢ ein unverfilschter Niveau o-Test fiir HY gegen K. Fiir alle h € H gilt
dann ) )
[ (h [ (h
ngPhS(I><——u1_g + P | - —uj_a .
/ 11 2 171 2
Beweis. vgl. [46], Seite 358, Lemma 71.5. [

Definition 4.19
Eine Folge (¢n),cy der Tests fiir das Testproblem H! gegen K! heifit asym-
ptotisch Niveau a-ahnlich, falls

lim endP,p =«
n—oo

fiir alle h € H mit f (h) =0 gilt.
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Definition 4.20

Es seien H und K zwei nichtleere Teilmengen von H mit H = H+ K. Eine
Folge (¢n),cn der Tests fiir das Testproblem H gegen K heifit asymptotisch
unverfalscht zum Niveau o, falls

lim sup/gpn AP, < « fir alle h € H

n—oo

und

lim inf/gpn dP,, > o fir alle h € K.

n—oo

Bemerkung 4.21
Jede asymptotisch unverfilschte Niveau a-Testfolge fiir H! gegen K| ist
ebenfalls asymptotisch Niveau a-dhnlich (vgl. [46], Seite 429, Definition 82.5).

Satz 4.22
Sei (¢n),en €ine asymptotisch Niveau a-dhnliche Testfolge fiir das Testpro-
blem H{ gegen K{ Dann gilt

h
lim Sup/cpn dP,, < ® (% — ul_a> fiir alle h € K!

und

h
lim inf/cdemh > (% — ul_a> fiir alle h € H!.

Beweis. vgl. [46], Seite 429, Lemma 82.6. [ |

Satz 4.23
Eine Folge (on), ¢y der Tests fiir das Testproblem Hé gegen Ké sei asym-
ptotisch unverfilscht zum Niveau «. Fiir alle h € H gilt dann

i [ vt <o (g )+ (7 —ug)

Beweis. vgl. [46], Seite 431, Lemma 82.12. [ ]

4.3 Asymptotisch optimales Testen statistischer Funk-
tionale bei Einstichprobenproblemen

Es seien (2,.A) ein Messraum, P C M; (€2, A) eine nichtparametrische Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsmafen und &k : P — R ein statistisches Funk-
tional. Sei a € R eine Zahl. Die einseitigen Testprobleme

H3={PeP:k(P)<a} gegen Ks={PeP:k(P)>a} (4.7
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und die zweiseitigen Testprobleme
Hy={PeP:k(P)=a} gegen K,={Pe€P:k(P)#a} (4.8)

sind von grofser Bedeutung, weil viele Testprobleme aus der Praxis sich auf
diese Gestalt bringen lassen. Das statistische Funktional k : P — R sei diffe-
renzierbar an einer Stelle Py € Hy mit k (Py) = a. Der kanonische Gradient

k € LY (Py) des Funktionals k an der Stelle P, erfiille

/ k*dPy # 0. (4.9)

Die Parametrisierung der Testprobleme (4.7) und (4.8) erfolgt dann wie in
Abschnitten 3.4 und 3.5. Die ausfiihrliche Darstellung der Parametrisierung
findet man auferdem in [29], [30] und [31].

4.3.1 Asymptotisch optimale einseitige Tests

Definition 4.24
Die Menge F1 enthalte alle Folgen (P,), oy, die den folgenden Bedingungen
genigen:

1. Die Nullfolge (t,),cn erfillt lim, . t,\/n > 0.

2. Es existieren ein ¢ > 0 und eine Ly (Py)-differenzierbare Kurve f :
(—e,e) = P, t — Py, so dass f (t,) = P,, fir alle n € N gilt.

Definition 4.25
Die Menge K3 der impliziten Alternativen fir das Testproblem (4.7) ist de-
finiert durch

Ks = {(Pg)neN € Fr: lim Vi (k(R,) - k(R)) > o} .

Die Menge Hs der impliziten Hypothesen fir das Testproblem (4.7) ist gege-
ben durch

My = {(P;;)%N € Fi: lim Vi (k(P,)—k(R)) < o} .

Bemerkung 4.26

In Definition 4.25 reicht es wohl, wenn eine Folge (P{;)n oy 10 P liegt. Die
zugehorige Lo (Pp)-differenzierbare Kurve ¢ — P, braucht dann nicht in P
zu liegen. Hier wird jedoch die bewihrte elegante Formulierung mit Hilfe
des Tangentenkegels K (Py, P) gewihlt. Der Tangentenkegel K (P, P) be-
schreibt in diesem Fall die lokalen Eigenschaften der Mengen aller impliziten
Alternativen K3 und aller impliziten Hypothesen Hg. Auf die Verallgemeine-
rung von Definition 4.25 wird deswegen verzichtet. Auferdem ist der Unter-
schied unwesentlich, weil die Familie P in der nichtparametrischen Statistik
meistens nicht genau genug festgelegt ist. Die Modellbildung kann viel mehr
mit Hilfe des Tangentenkegels K (Py, P) geschehen.
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Sei a € (0,1). Fiir das einseitige Testproblem Hgs gegen K3 eignet sich
die asymptotisch {0}-a-dhnliche Testfolge

1 >
= Ly Eom Ul—q HE‘ 4.10
v vn ; ! La(Po) (4.10)
0 <
1
mit Hk‘ = ( J k2 dPo) ® . Ausfiihrliche Informationen iiber diese Test-
La(Po)

folge findet man in [30], [29] und [46].

Satz 4.27
Die Voraussetzung (4.9) sei erfillt. Dann sind folgende Aussagen giiltig:

1. Fiir jede Folge (PtZ)neN € F1 gilt dann

lim [ ¢, dP;! =& H~ U

—Ul—qa | »

L2(Po)

wobei ¥ = lim /n (k(P,,) — k(P)) ist.

n—oo

2. Die Testfolge (on), oy ist asymptotisch unverfalscht zum Niveau o fiir
Hs gegen Ks.
Beweis. vgl. Satz 3.20 und Satz 3.23 oder [30], Theorem 3.1. u

Definition 4.28
Eine Testfolge (Vn),,cn fiir Hs gegen K3 heifit asymptotisch Niveau a-dhnlich,
falls fir alle implizite Hypothesen (PtZ)nEN € Hz mait

lim v/n (k (P,) =k (Py)) =0

n—oo
bereits
lim [ 4, dP; =«
n—oo
gilt.
Satz 4.29
Es gelte

K (Py,P) =T (Py,P). (4.11)

Die Voraussetzung (4.9) sei erfiillt. Die Testfolge (on),cy ist dann asympto-
tisch optimal in der Menge aller Testfolgen fiir Hz gegen K3, die asymptotisch
Niveau a-dhnlich sind.
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Beweis. Es seien (Pt’fl)n ey € Ja eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafken
und ¢ — P; die zugehorige Lo (Pp)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente
h € K (Py,P). Wie in (3.18) erhilt man dann

9= lim vn(k(P,)—k(P)) = t/h%dpo (4.12)

n—oo

mit ¢ = lim (n%tn> . Es gilt auferdem ¢ > 0. Die Testfolge (¢n),cy ist

n—oo
asymptotisch Niveau a-&hnlich, denn aus Bedingung

lim v/ (k (P,) — k () = O
n—oo
folgt limy, .o [ ¢n dP]* = o nach Satz 4.27. Die Folge (PtZ)nEN von Wahr-
scheinlichkeitsmaften ist ULAN nach Satz 3.14. Wegen
1
n- 2t

lim =
n—oo

folgt
lim ’Pt” —pn, ‘ —0
n— 00 n n- 2t
nach [29], Satz 14.17. Man erhilt somit
lim [ ¢pdP? = lim / Y dP" (4.13)
n—oo " n— 00 n- 2t

fiir jede Testfolge (v),cy nach Hilfssatz 1.26, falls einer der Grenzwerte
existiert. N
Die Abbildung f : T (P, P) — R,h — [ hkdP, ist linear und stetig. Es gilt

Hm:(/ﬁﬂﬁézw

Aus (4.12) ergeben sich folgende zwei Aquivalenzen:

Lo(Py)

(P1), ey €Ks & /h’l%dpo > 0,

(Pl),,en € Hs & /h'/%dpo <0.
Sei (1n), ey eine asymptotisch Niveau a-ghnliche Testfolge fiir H3 gegen Ks.
Wegen (4.13), (4.11) und Bemerkung 4.7 erhédlt man dann, dass 1), ein Test
fiir das einseitige Testproblem

Hl ={heT(Py,P): f(h) <0} gegen K!={heT(Py,P):f(h)>0}
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fiir das Experiment F,, = (Q", A", {P,,: h € T (FPy,P)}) aus Satz 4.12 ist.
Beachte, dass an dieser Stelle die Voraussetzung (4.11) eine wichtige Rolle
spielt. Die Folge (E,),cy der Experimente konvergiert schwach gegen ein
Gauf-Shift Experiment F = <§,.Z,{Qh the T(PO,P)}) nach Satz 4.12.

Die Testfolge (), ist somit eine asymptotisch Niveau a-ahnliche Test-
folge fiir das Testproblem H! gegen K!. Nach Satz 4.22 ergibt sich dann

hk dP,
lim sup/¢n dP,, < ® u —Ui_q | fur alle h € K{
.
und
hk dP,
liminf/i/)n aP,, > ® u —Ul_q | fur alle h € H{
.

Falls (Pt’fl)n en € K3 eine implizite Alternative ist, so erhélt man

lim sup / Y, dP{ = limsup / VY dP"
o

= limsup/¢n dP, in
t [ hkdP,
< o LLmhd
[
L2(Po)

= lim [ ¢, dP;.

n—oo

Ist (P7), n € M3 eine implizite Hypothese, so ergibt sich

lim inf / YpdP! = liminf / Yo dP"
v

n—oo n—oo
= liminf/zpn APy, in
n—oo
t [ hkdP,
> g | LLMkdR
|7
Ly (Po)
= lim [ ¢, dP.
n—oo
Somit ist alles bewiesen. [ |
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Die Voraussetzung K (Py, P) =T (Py, P) von Satz 4.29 kann noch abge-
schwécht werden. Der Vektorraum

N ('15 PO,P> = {h €T (P, P): /'l%hdpo - o}

ist das orthogonale Komplement des kanonischen Gradienten k in dem Tan-
gentialraum 7 (Pp,P). Der Vektorraum N (k,PO,P> ist somit ein abge-
schlossener Unterraum des Hilbertraums 7' (P, P) .

Satz 4.30 5

Die Voraussetzung (4.9) sei erfillt. Gilt N <k,P0,73) C K (Py,P), so ist
(0n)pen eine asymptotisch optimale Testfolge in der Menge aller asympto-
tisch Niveau a-dhnlichen Testfolgen fir Hs gegen Ks.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass jede asymptotisch Niveau a-dhnliche Test-
folge (1), ey fiir Hs gegen K3 bereits eine asymptotisch Niveau a-&hnliche
Testfolge fiir das Testproblem H! = {h eT(Py),P): [ hk dPy < O} gegen

K! = {h €T (Py,P): [hkdPy > O} ist. Die Behauptung folgt dann analog
wie im Beweis von Satz 4.29. Sei h € N <%, PO,P) beliebig. Wegen Vor-

aussetzung N (7::, PO,P) C K (Py,P) existiert eine Lo (Pp)-differenzierbare
Kurve ¢ +— P, in P mit der Tangente h. Man erhilt nun

lim [ ¢,dP,;, = lim / YpdP" =«
n—o0 n— o0 vn

fiir jede asymptotisch Niveau a-dhnliche Testfolge (v,),, o fiir H3 gegen K.
Somit ist alles bewiesen. [ |

Die Voraussetzungen aus Satz 4.30 lassen sich weiter abschwichen. Dafiir
braucht man ein Ergebnis aus [50], welches in Satz 4.31 vorgestellt wird.

Satz 4.31

Es seien © eine beliebige nichtleere Menge und E,, = (0, An, {Pny : ¥ € O})
eine Folge von Ezrperimenten, die schwach gegen ein dominiertes Limesez-
periment E = (Q, A, {Py : ¥ € ©}) konvergiert. Sei (¢n),cy eine Folge der
Tests fiir die Experimente (Ey), cy . Die Folge der Giitefunktionen

i@ [0,1], 9 /qbndPn,ﬁ

konvergiere punktweise gegen eine Funktion f : © — [0,1], d.h. fir alle
¥ € O gelte

lim bn dPn,ﬂ = f(ﬁ)
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Dann existiert ein Test ¢ fiir das Limesexperiment E mit der Gitefunktion
[y d-h. [ ¢dPy = f(9) gilt fir alle ¥ € O.

Beweis. vgl. [50], Theorem 7.1. [

Satz 4.32
Die Voraussetzung (4.9) sei erfillt. Es ezistiere eine Teilmenge

D cK(PO,P)mN(%,Po,P>,

die bzgl. der Lo (Py)-Norm dicht in N <%, Py, 73) liegt. Die Testfolge (n),cn
ist dann asymptotisch optimal in der Menge aller asymptotisch Niveau o-
dhnlichen Testfolgen fiir Hs gegen Ks.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass jede asymptotisch Niveau a-dhnliche Test-
folge (V) fiir H3 gegen K3 bereits eine asymptotisch Niveau a-&hnliche
Testfolge fiir das Testproblem H! gegen K! ist. Es muss also gezeigt werden,

dass
lim [ ¥, dP,, =« (4.14)

n—oo

fiir alle h € N <E, PO,P> gilt. Die Bedingung (4.14) ist fiir alle h € D nach
Voraussetzung erfiillt.

Sei g € N (7::, PO,P> \ D beliebig aber fest gewihlt. Nach Voraussetzung
existiert eine konvergente Folge (gm),,cy C D mit

im g = gmll £,y = 0-
Die Folge der Experimente
E,=Q", A" {P,p:heT(P,P)}), neN
konvergiert nach Satz 4.12 schwach gegen ein Gauf-Shift Experiment
E = (ﬁ,ﬁ,{Ph he T(PO,P)}> .
Fiir das Limesexperiment F ergibt sich dann

lim [P, — Pyl =0 (4.15)

nach Korollar 4.4. Im Folgenden zieht man sich auf eine geeignete Folge der
Teilexperimente zuriick. Sei (v, );cy eine Teilfolge mit

lim [ 4y, dP,, 4 = limsup / Y dPy 4.

1—00 n—00
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Sei ©9 = {g,, : m € N} U {g}. Fiir alle 7 € N definiere
EP™® = (i, A" {P,, 5 he©%}).

Die Folge (E{"""),_y der Experimente konvergiert dann schwach gegen das
Limesexperiment

EoswP — (ﬁ,ﬁ, (Py:he @9}) .

Die Familie {P, : h € ©9} der Wahrscheinlichkeitsmafe ist dominiert. Die
Folge

fZQ’SUP 09 — [0, 1] , h— /¢m dPni,h

der Giitefunktionen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f9
09 — [0,1] wegen lim;_.oo [ ¥, APy, g, = My oo [ dPy 4, = « fiir alle
m € N und lim;_, f Yy, APy, g = limsup,, f¢n dp, 4.

Nach Satz 4.31 existiert ein Test °"P fiir das Limesexperiment E9°'P mit
der Giitefunktion

sup .

[ an, = e o
fiir alle h € ©9. Fiir jedes m € N ergibt sich somit
/wsup AP, = 9" (g,,) = )H?o/w"z dP,, 4. = a.
Wegen (4.15) erhilt man nun

VP AP, = lim [ ¢S dP, =a
g m

m—0o0

mit Hilfe von Lemma 1.26. Hieraus folgt

lim sup/z/}n dP, 4 = lim /wm dP,,. 4 = f7°"(g) = /wsup dP,; = a.
n—00 1—00
(4.16)
Sei nun (wnj)jeN eine Teilfolge mit

lim / U, APy, g = liminf / P APy g

Jj—00
Fiir jedes j € N definiere
EIM = (i, A (Pt h € ©9Y).

Die Folge <E]g’inf> - der Experimente konvergiert schwach gegen das do-
je

minierte Limesexperiment 9 = (Q, .Z, {Py:hec06I }) . Die Folge

£ [0.1], 0 [, P
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der Giitefunktionen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f9*f : ©9 —
[0,1] . Nach Satz 4.31 existiert ein Test 1™ fiir das Limesexperiment F9-1f
mit der Giitefunktion f9™. Fiir alle m € N gilt dann

/ p™Mdp, = lim / U, AP, g, =
j—00
Wegen (4.15) und Lemma 1.26 ergibt sich

/ I dP, = lim ™M adpP, = a.

m—00

Man erhilt somit

lim inf / YndPyy = lim / U, APy, g = / Y™ dp, = a. (4.17)

n—oo

Aus (4.16) und (4.17) folgt

lim [ v, dP, 4 =lim sup/¢n dP, 4 = lim inf/¢n AP, 4 = .

n—0oo n—o0

Somit ist alles bewiesen. [ |

Bemerkung 4.33
Ist der Tangentenkegel K (Fy,P) ein Vektorraum, so ist die Voraussetzung

der Existenz einer Menge D C K (Py,P) N N <75, PO,P), die bzgl. der

Ly (Py)-Norm dicht in N (E, PO,P> liegt, bereits erfiillt. Zum Beweis ver-
gleiche Bemerkung 4.41.

4.3.2 Asymptotisch optimale zweiseitige Tests

Zur Behandlung der zweiseitigen Testprobleme

Hy={PeP:k(P)=a} gegen Ky={PeP:k(P)#a} (4.18)

wird zuerst eine geeignete Parametrisierung vorgestellt. Analog zu den ein-
seitigen Testproblemen wird die nachfolgende Definition begriindet:

Definition 4.34
Die Menge K4 der impliziten Alternativen fir das Testproblem (4.18) ist
definiert durch

Ky = {(Pﬁ)neN € Fi: lim Vi (k(P,) — k(R)) # o} .

Die Menge Hy der impliziten Hypothesen fir das Testproblem (4.18) ist ge-
geben durch

My = {(Pg)neN e Fi: lim va(k(B,) — k(P)) = 0} .

n—oo
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Bemerkung 4.35

Definition 4.34 lisst sich analog wie Definition 4.25 verallgemeinern. Aller-
dings treten die gleichen Schwierigkeiten auf und der Vorteil der Verallge-
meinerung ist aus der Sicht der nichtparametrischen Statistik gering, vgl.
Bemerkung 4.26.

Fiir das zweiseitige Testproblem (4.18) sind die Tests

1 >

n -
1
0 <

Pn =

s [F

Lo (Po)

geeignet. Zunéchst wird die asymptotische Giitefunktion der Testfolge (n),,cx
berechnet. Dann werden die Optimalitdtseigenschaften dieser Testfolge unter
verschiedenen Voraussetzungen an den Tangentenkegel K (P, P) untersucht.

Satz 4.36

Sei t — P, eine Lo (Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g = 0 €

Ly (Py). Auferdem sei (¢n),cy eine Testfolge mit lim [ ¢, dPj = a. Fir
n—oo

jede Nullfolge (ty),cry mit limy oo tny/n > 0 gilt dann lim [ ¢, dP' = .
n—oo
Beweis. Nach [46], Seite 386, Theorem 75.8 erhilt man
lim ||P! — Pg|| = 0.
n—oo

Nach Hilfssatz 1.26 gilt dann

n—oo

lim [ ¢,dP! = lim / b AP = .
n—oo
]

Satz 4.37
Die Voraussetzung (4.9) sei erfillt. Fir jede Folge (PtZ)neN € F1 gilt dann

—1 ~
La(Ry) ul%) e <_19 |7

wobei ¥ = lim /n (k(P,,) — k (Pp)) ist.

n—0o0

lim [ ¢, dP" = <79 i

n—o0

-1
L2 (Po) B U1%) ,
(4.19)

Beweis. Es wird zundchst gezeigt, dass die Bedingung (3.33) erfiillt ist. Der
Zentrale Grenzwertsatz impliziert die schwache Konvergenz

1 -~ . 2
c(Gege| ) - i)
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fiir n — oo. Man erhilt somit

k
o)
Lg(P()))

€ JF1 eine beliebige aber fest gewéhlte Folge und g €

1 e~
. n . n Z ) N
nlgrolo (pndpo o nlggopo (\/ﬁ lkOﬂ—Z>UI7§
1=

H

1 n
1 n E— > — (o7
—|—nhmP0 (\/ﬁglkom< Uj_g

= 1—-® <U,1_%> + (0] (—Ul_%>

= Q.

Es seien (P'),
Lgo) (Py) die zugehorige Tangente. Angenommen, es gilt [ g%> dPy = 0. Nach
Satz 4.36 ergibt sich dann
lim [ ¢,dP; = lim / on dPy = o

n—oo

n—0o0

Mit (4.12) erhélt man auferdem

9= lim vn(k(P,) —k(P)) = /%gdpo lim n2t, = 0.

n—oo

Hieraus folgt die Giiltigkeit von (4.19), falls [ g% dPy = 0 ist.
Sei nun [ g?dPy # 0. Die Folge (PtZ)n oy der Wahrscheinlichkeitsmafe ist
dann LAN mit der zentralen Folge

n
X, = Z tng o ;.
i=1

Man erhalt zunéichst

2 _ _ 2 . 2 2012
09 = JLIT;OVMP& (Xn) = ||9”L2(P0) nlglgo nt, =1 H9||L2(P0) )
wobel t = lim,,_ n%tn ist. Mit Hilfe des Cramér-Wold-Device und des

Zentralen Grenzwertsatzes ergibt sich

e((Esremn) |m) =x((0).( 5 7))

fiir n — oo mit 01 = HE‘ . Mit (4.12) erhélt man
Ly (Po)

) 1 n " n
012 = nlglgoCOVPgL <%z;koﬁi,z;fngom>
i= =

= Covp, <%, g) lim n%tn

n—oo

= t/%gdpo

= 9.
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Nach Satz 3.19 folgt nun

. 7012 12
(22 o) v (-T2 _y .
n—o00 o1 2 01 2

lim [ ¢, dP;
~-1
<79 Hk‘ La(Po) B ul__> e < v H ‘ La(Po) B ul_%> )

Korollar 4.38
Die Voraussetzung (4.9) sei erfillt. Die Testfolge (), cy 5t dann asympto-
tisch unverfdlscht zum Niveau « fiir das Testproblem Hy gegen Ky.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 4.37 mit Hilfe von (4.12). |

Satz 4.39
Die Voraussetzung (4.9) sei erfillt. Es gelte K (Py, P) =T (Py, P). Die Test-
folge (¢n),cn ist dann asymptotisch optimal in der Menge aller Testfolgen

fiir das Testproblem Hy4 gegen K4, die zum Niveau o asymptotisch unver-
falscht sind.

Beweis. Betrachte die lineare Funktion f : T (Py,P) — R,h — [khdP,.
Analog zum Beweis von Satz 4.29 zeigt man, dass jede asymptotisch unver-
falschte Niveau o Testfolge (v,), ¢y fiir das Testproblem Hy gegen Ky be-
reits eine asymptotisch unverfilschte Niveau « Testfolge fiir das Testproblem
HY ={heT(Py,P): f(h) =0} gegen K} = {h €T (Py,P): f(h) # 0} ist.
Nach Satz 4.23 ergibt sich

lim sup / Yn dPp

n—oo

f(h)
v < 171 “> e <‘W wg)
</kth0H ‘LQ Po) _ul—%> +¢<—/7§th0 k ;2 0)—u1—%>

fiir alle h € T (Pp,P). Es seien (Pt’jl)n ey € 1 eine Folge von Wahrschein-
lichkeitsmafen und ¢ — P, die zugehorige Lo (FPp)-differenzierbare Kurve in

P mit Tangente h € L (Py). Mit (4.13) und (4.12) erhiilt man nun

lim sup / Uy APy}

n—oo

= limsup / n dP™
Vo

n—oo

= limsup/i/)n dP, in

_ul_g> ) (-t/%hdpo Al
L2 P() 2 Lo

< </kth0H(

—Ul_o

)



=1 It
= ¢ <19 Hk‘ La(Po) ul_%> e <_19 Hk‘ La(Py) ul_%>

= lim [ ¢,dP],

n—oo

wobei t = lim n2t, und ¥ = lim Vn(k(P,) — k(Fy)) sind. Somit ist alles

n—oo n—oo
bewiesen. ]

Die Voraussetzung K (Py,P) = T (Py, P) aus Satz 4.39 kann noch abge-
schwécht werden.

Satz 4.40
Die Voraussetzung (4.9) sei erfiillt. Der Tangentenkegel K (Py, P) liege bzgl.
der Lo (Py)-Norm dicht in T (Py, P). Auflerdem sei vorausgesetzt, dass die

Menge K (Fy, P)NN ('/5 PR, 79) bzgl. der Ly (Py)-Norm dicht in N (E P, P)
liegt. Die Testfolge (pn), ey st dann asymptotisch optimal in der Menge aller

Testfolgen fiir das Testproblem Hy gegen K4, die asymptotisch unverfalscht
zum Niveau o sind.

Beweis. Sei (1), ¢ eine beliebige asymptotisch unverfilschte Testfolge zum
Niveau « fiir das Testproblem H4 gegen 4. Wie im Beweis von Satz 4.39
reicht es zu zeigen, dass die Testfolge (v,),cy dann bereits asymptotisch
unverfilscht zum Niveau « fiir das Testproblem H! gegen K ist. Die Be-
hauptung folgt dann analog wie in Satz 4.39.

An dieser Stelle sei daran erinnert, dass die Folge der Experimente F,, =
(Q", A" {P, 1, : h € T (Py,P)}) nach Satz 4.12 schwach gegen ein Gauf-Shift

Experiment E = (Q,.Z, {Pn:he T(PO,P)}> konvergiert. Sei t — P; eine

Lo (Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g € K (Py,P). Nach Vor-
aussetzung gilt dann

liminf/iﬁndeg = liminf/¢ndP"1 >« (4.20)
n—oo n—oo \/ﬁ
fiir alle g € K (Py,P) N K} und
limsup/wndeg = limsup/i/zndPi <a (4.21)
n—oo n—oo Vn

fiir alle g € K (P, P) N H}, weil die Testfolge (Yn)pen @asymptotisch unver-
falscht zum Niveau « fiir das Testproblem H4 gegen K4 ist.

Sei nun h € K4\ K (Py,P) beliebig. Nach Voraussetzung existiert dann
eine Folge (hm),eny C K (P, P) mit

i A = |z, gy = 0.
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Wegen [ hkdPy # 0 existiert ein mg € N, so dass i hmk dPy # 0 fiir
alle m > mg gilt. Deswegen wird es ohne Einschrinkung angenommen,
dass [ h,kdPy # 0 fiir alle m € N gilt. Diese Annahme ist #quivalent
zu (him)men C K (Po, P) N KL. Fiir das Gauk-Shift Experiment E ergibt sich

lim ||P, — Py, || =0
m—0o0

nach Korollar 4.4. Sei nun € > 0 beliebig aber fest gew#hlt. Dann existiert
ein k € N mit

[1Ph = P | <

N ™

Sei (T/fn j)j cy €ine Teilfolge, so dass

liminf/i/)ndPn,h = lim /¢ndenj,h (4.22)
n—00 j—o00
gilt und der Grenzwert
lim /¢ndenj7hk (4.23)
Jj—00

existiert. Die Existenz einer Teilfolge mit (4.22) und (4.23) ist folgenderma-
fen gesichert. Wahle zunéchst eine Teilfolge (¢n),,cn» N C N von (¢n),,cn s
so dass die Bedingung (4.22) erfiillt ist. Danach wihle eine weitere Teilfolge
(T,Z)nj)j o der Folge (¢),,¢ v, so dass der Grenzwert (4.23) existiert. Die erste

Bedingung (4.22) bleibt dabei erfiillt, weil alle Teilfolgen der Folge (1n),,cn
die Bedingung (4.22) ebenfalls erfiillen.

Die Folge E]h’a = (Q”J’,A”J', {Pnj,h, Pnj,hk}) der Experimente konver-
giert schwach gegen das Limesexperiment B¢ = <Q,.A, {Pp, Phk}> . Nach

Satz 4.31 existiert dann ein Test ¢ fiir das Experiment E"¢, so dass

ti [ n,dP, 0= [var,

Jj—oo
und

gelten. Einerseits erhélt man

/ bdp,, = Jim / YA P,y > limin / UndP, 1, > a, (4.24)

andererseits gilt

'/¢M%—/¢Mm
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Die Ungleichung (4.25) wird nun genau analysiert. Es sei zuerst angenom-
men, dass [ dP, > [ dP,, gilt. Man erhilt dann unmittelbar

n—0o0

liminf/zpndPn,h = lim /wndenﬁh = /deh > /zdehk > q.
j—00

Es gelte nun [ dP,, > [ dP,. Aus Ungleichung (4.25) ergibt sich dann

Jvan, - [var <

N /dehk < /¢dPh+s.

Hieraus folgt
/wdph-i-z’f > /Ibdphk >,

vgl. (4.24). Man erhilt somit [ ¢ dP, > «, weil € > 0 beliebig klein gewihlt
werden kann. Insgesamt ergibt sich

n—oo

liminf/i/)ndPn,h = lim /¢ndenj,h = /Q,Z)dPh >«
j—00

fiir alle h € KJ.
Sei nun h € HL\ K (Py, P) beliebig aber fest gewiihlt. Nach Voraussetzung

existiert eine Folge (hm),,cy C K (Po, P) NN (E, PO,P> mit
i [A = |z, gy = 0.
Es gilt insbesondere (hy,),,cny C K (Po, P) N Hi. Sei € > 0 beliebig aber fest

gewdhlt. Wegen lim0 | P, — P, || = 0 existiert ein k € Nmit ||P, — Pp,[| < §.
m—

Sei nun (T/Jn j)j cy €ine Teilfolge, so dass

n—oo

lim Sup/i/)ndPn,h = lim /¢ndenj7h
j—o0

gilt und der Grenzwert

hm /T/Jnjdpnj,hk

J—0

existiert. Nach Satz 4.31 existiert ein Test 1 fiir das Experiment E"¢ =
(Q,A, {Ph7 Phk}> mit

ti [, dP0 = [,

j—00
und

lim / Gy AP oy = / W dPy, .

J—00
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Es gilt aufserdem

[warn, =t [,dr, 0, <tmsw [v.dP, <a

n—oo

wegen hy € K (Py,P) N HL, vgl. (4.21). Analog wie in (4.25) ergibt sich
dePh — fq/}dPhk{ <e. Wire [¢dP, < [ dP,,, so wiirde man

limsup/zpndPn,h = lim /wndenﬁh = /deh < /dehk <a.
n—oo j—00

unmittelbar erhalten. Angenommen, es gilt [ dP, > [ dP,,. Es ergibt
sich dann

/dehga—i—/dehkgs—i—a.

Hieraus folgt [ dP, < a, weil £ > 0 beliebig klein gewihlt werden kann.
Insgesamt erhilt man

limsup/i/zndeh = lim /wndenj,h = /deh <«
J—00

n—0o0

fiir alle h € HY. Die Testfolge (1), ist also asymptotisch unverfilscht zum
Niveau « fiir das Testproblem Hé gegen Ké Somit ist alles bewiesen. |

Bemerkung 4.41
Die Voraussetzungen aus Satz 4.40 bzgl. des Tangentenkegels K (P, P) sind
erfiillt, falls K (Pp,P) ein Vektorraum ist.

Ist der Tangentenkegel K (P, P) ein Vektorraum, so liegt er dicht in dem
Tangentialraum T (P, P) bzgl. der Ly (FPy)-Norm nach Definition 1.11. Es
bleibt zu zeigen, dass die Menge

W =K (P, P) 0 N (k. B, P)

bzgl. der Lo (Py)-Norm dicht in N (E PO,P) liegt. Die Menge W ist ein
Vektorraum, weil die Menge N <%, Py, 73) und der Tangentenkegel K (P, P)

jeweils Vektorrdume sind. Sei h € N <E, PO,P> beliebig aber fest gewahlt.
Dann existiert eine Folge (hy,), oy in K (P, P) mit

Tim ([~ bl ) = 0. (4.26)
Wegen [ hk dPy = 0 erhélt man insbesondere
lim [ hn,kdPy = 0. (4.27)
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Besitzt die Folge (hy),cy €ine weitere Teilfolge, die in dem Vektorraum W
enthalten ist, so ist die Behauptung bereits bewiesen. Es sei also angenom-
men, dass h, ¢ W fiir schlieflich alle n € N gilt. Ohne Einschrénkung sei
hi ¢ W, das bedeutet [ hikdP, # 0. Fiir jedes n € N definiere

Man erhalt ﬁn € W fiir alle n € N, weil K (P, P) ein Vektorraum ist und

. ~ ~ honk dP,
/hndeo — /hndeo —/hldeog =0
[ hak dPy

fiir alle n € N gilt. Fiir die Folge (?Ln) . erhilt man mit Hilfe von (4.26)
ne
und (4.27) die Konvergenz

- kdP,
‘hn—h‘ - ‘ gy By
La(Po) fhlki dP, La(Po)
hok dPy
< |lhn — hHLg(Po) + hlfhw
f 1 0 Lo (Py)
[ hnk dP,
= ||hn—h + ||k —
=Bl + sy | £

— 0

fiir n — oo. Somit ist alles bewiesen.

Bemerkung 4.42
Der Tangentenkegel K (P, P) ist genau dann ein Vektorraum, wenn er kon-
vex ist.

4.4 Asymptotisch optimales Testen statistischer Funk-
tionale bei Zweistichprobenproblemen

In diesem Abschnitt kehren wir zu den Zweistichprobenproblemen beim Te-
sten statistischer Funktionale zuriick, vgl. Abschnitt 3.1. Im Folgenden seien
(1) pen und (n2),,cy zwei Folgen mit 1111350 " =de(0,1) und ny +nz2 =n
fiir alle n € N. Dabei bezeichnet n; den Umfang der i-ten Stichprobe fiir
1 = 1,2. Ein statistisches Funktional k£ : P ® Q@ — R sei differenzierbar an
einer Stelle Py ® Qp mit dem kanonischen Gradienten ke Lgo) (Po ® Qo).
Nach Satz 2.2 existieren dann eindeutige k| € Lgo) (Py) und ky € Lgo) (Qo)
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mit k = El om + Eg o mo. Es wird weiterhin immer vorausgesetzt, dass die
Bedingung
[

(4.28)
L2(Po®Qo)
erfiillt ist. Fiir das einseitige Testproblem wurde eine lokale Parametrisie-
rung an der Stelle Py ® Qo entwickelt, die sich aus der Mengen der lokalen
impliziten Alternativen K und der lokalen impliziten Hypothesen 1 zusam-
mensetzt, vgl. Definition 3.25. Fiir das zweiseitige Testproblem findet man
in Abschnitt 3.5 eine lokale Parametrisierung in Py ® @, die entsprechend
aus der lokalen impliziten Alternativen Xy und aus der lokalen impliziten
Hypothesen Hs besteht.

Um die Optimalitatseigenschaften der in Abschnitten 3.4 und 3.5 vorge-
stellten Testfolgen nachzuweisen, bendtigt man einige Vorbereitungen. Zuerst
wird ein neues Skalarprodukt auf dem Tangentialraum 7' (Py ® Qo, P ® Q)
eingefiihrt.

Satz 4.43
Die Abbildung

<'7'>d : T(P0®QO7P® Q)2 - R
(grom +g2om,hyom +hyom) — (1 —d)/glhldpo +d/92h2on
ist ein Skalarprodukt zum Parameter d € (0, 1), wobei g1, h1 € T (Py, P) und
g2,h2 € T (Qo, Q) sind.

Beweis. Die Abbildung (-,-), ist wohl definiert, weil die Darstellung g =
grom + geom mit g € T(FPy,P) und g2 € T (Qop, Q) fiir jedes g €
T (Py ® Qo, P ® Q) nach Bemerkung 1.22 eindeutig ist.

Die Symmetrie (h,g),; = (g, h), ist fiir alle h,g € T (Py ® Qo, P ® Q) leicht
zu sehen. Es seien nun h,f € T (Py® Qo, P ® Q) und r,s € R beliebig.
Dann existieren eindeutige hq, fi € T (Py,P) und ha, fo € T (Qp, Q) mit
h=hiom + hyomy und f = f1 om + fo o M. Man erhélt zunéchst

(rh+sf,9)y = (1—d)/(T‘hl+Sf1)91dpo+d/(7“h2+8f2)92dQ0

— r((1—d)/hlgldpo+d/h292dQ0>

+s <(1 —d)/f1g1 dPo+d/f292on>
= r{h,g)qg+s(f,9)q-

Es ist somit gezeigt, dass (-,-), eine symmetrische bilineare Abbildung ist.
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Es gilt aufserdem

(9:9)a =0
& (1—d)/9%dPo+d/g§on=0
& /g%dP():O und /g%onzO

g1=0 PFyfis. und ¢go=0 Qo-fs.
g=0 PFy® Qy-f.s.

T 0

Die von dem Skalarprodukt (-, -), erzeugte Norm wird mit

g : T (Po® Qo,P® Q) — Rxo, g 1/(9,9)4
bezeichnet.

Korollar 4.44
Der Tangentialraum T (Py ® Qo, P ® Q) ist ein Hilbertraum bzgl. des Ska-
larproduktes (-,-),.

Beweis. Sei gy € T (Py® Qo, P ® Q) beliebig. Dann existiert eine Folge
(9n)nen in T (Py ® Qo, P ® Q) mit

111320 190 = 9nll Lo (Pye0) = O-

Fiir jedes n € Ny besitzt die Tangente g, die eindeutige Darstellung g, =
gn10M1 + gnoomy mit gn1 € T (Po, P) und gne € T (Qp, Q). Man erhélt somit

. 2 . 2 . 2
0= lim {lg0 = 9nllz,(reqe) = 10 901 = gn1llz,(my+ 0 llg02 = gn2llz, () -

. . 2 . 2
Hieraus folgt nh—{%o llgor — 9n1||L2(P0) = 0 und nh_)rgo llgo2 — 9112HL2(P0) = 0. Es
ergibt sich nun
. 2
lim [[go — gnlly
n—oo

= lim (9o — 9n, 90 — 9n)q
n—oo

= lim ((1 —d) / (901 — gn1)* dPy + d/ (902 — gn2)” on>

n—oo

. 2 . 2
= (L=d) lim {go1 = gn1ll7,(py) +d 1im g0z = gn2llz, )
= 0.
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Der Hilbertraum 7' (Py ® Qo, P ® Q) bzgl. des Skalarproduktes (-, -) ; wird
zur Abkiirzung mit Hy bezeichnet.

Sei g € T (Py® Qo, P ® Q) beliebig aber fest gewdhlt. Fiir die Kon-
struktion einer Lo (Py ® Qp)-differenzierbaren Kurve in P ® Q mit Tangen-
te g lasst sich das Master-Modell aus [36] verwenden, vgl. also Satz 4.5.
Die Tangente g besitzt die eindeutige Darstellung ¢ = g1 o m + g2 0 o
mit g1 € T (Py,P) und g2 € T (Qo, Q). Nach Satz 4.5 existieren dann eine
Ly (Py)-differenzierbare Kurve ¢t — P; in M1 (£4,.41) mit Tangente ¢g; und
eine Ly (Qq)-differenzierbare Kurve t — Q¢ in M (22, A2) mit Tangente go.
Die Kurve t — P, ® Q¢ ist Lo (Py ® Qp)-differenzierbar mit Tangente g nach
Satz 1.19. Fiir jedes g € T (Py ® Qp, P ® Q) und alle n € N definiert man
ein Wahrscheinlichkeitsmaf P, ;, durch

Pnyg = Pni ® Qni’
vn Vn

wobel t — P, ® @ eine Ly (Py ® Qq)-differenzierbare Kurve mit Tangente g
ist. Es wird nun die Folge

Egn= (0" x Q2 AN @ A2 {Py: g €T (Py®Qo,P® Q)})

der statistischen Experimente betrachtet, die der Modellbildung durch impli-
zite Alternativen und Hypothesen bei Zweistichprobenproblemen entspricht.
Auferdem sei

E; = (Q,A, {Ph che Hd})

ein Gauk-Shift Experiment bzgl. des Hilbertraums H,.

Satz 4.45
Die Folge (Edvn)neN der Ezperimente konvergiert schwach gegen ein Gauf-
Shift Experiment E4 und ist somit lokal asymptotisch normal.

Beweis. Es reicht die zwei Voraussetzungen von Satz 4.11 nachzuweisen.
Sei g € T (Py ® Qp, P ® Q) beliebig. Die Tangente g besitzt die eindeutige
Darstellung g = g1 o 1 + g2 o m2. Man berechnet zunéchst

) 1 ni n
nliIgo Varpmo <% <Z; girom;+ Z g2 © Wz))
1=

i=ni+1
— - [gtar+d [ g
= llgllz-
Nach Satz 3.10 und Anwendung 3.15 ergibt sich

| APy, 1 ny . n 1H H2+R
o) = — o T; om; | — =
5\ ) ~vm \ et 2 gomi) = glllit Fuy

i=ni1+1
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wobei lim P, o (|Rpq| > €) = 0 fiir jedes € > 0 gilt. Hieraus folgt
n—oo

dP, 1 1 (& -
Ly (g) =log <ﬁ> t5 lgllz = 7 <Z gromi+ > gao 77@') + Ry p
s i=1

i=ni+1
Pn,O)
2
— N (0,1912)

flir n — oo nach dem Zentralen Grenzwertsatz und nach dem Lemma von
Slutsky. Die 1. Bedingung von Satz 4.11 ist somit erfiillt. Die 2. Bedingung
von Satz 4.11 ldsst sich genauso nachweisen wie im Beweis von Satz 4.12. W

Man erhilt somit die schwache Konvergenz

1 ni n
L(Ln(9)| Pno) = L(ﬁ (Z%OWML > 92O7Ti>+Rn,h
i=1

i=ni1+1

Es wird nun die bzgl. der Ls (Py ® Qo)-Norm stetige lineare Funktion
[T(Rh®Q,P®Q) — R
g - [ekiRoa

betrachtet. Sei g = g1 o T + go 0 T Mit g1 € Lgo) (Py) und g5 € Lgo) (Qo)-
Fiir die Funktion f findet man leicht die Darstellung

flg) = /(910771+9207f2)(7510771+75207r2>dPo®Q0

= /91%1 dPy +/92E2 dQo

1 ~ 1~
dkl om + Ekz 0772>

= <9107r1+920772,
1 d

= (oF) . (4.20)

wobei k = 171(1751 om+§7<:é oy ist. Die Funktion f: T (Py ® Qo, P ® Q) — R
lasst sich also als Skalarprodukt (-, -) ; mit k darstellen. Man erhilt auferdem

2 ~ ~
918 = i, = =5 [ ar+ 3 [ B,
Die schwache Konvergenz der Folge (Eq), oy der Experimente gegen das
Gauf-Shift Experiment FE; und die Darstellung (4.29) der linearen Funktion
f ermdglichen eine elegante Behandlung der Zweistichprobenprobleme beim
Testen statistischer Funktionale. Analog wie in Abschnitt 4.3 ldsst sich die
asymptotische Optimalitdt der in Kapitel 3 entwickelten Testfolgen fiir die
einseitigen und zweiseitigen Zweistichprobenprobleme nachweisen.
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4.4.1 Asymptotisch optimale einseitige Tests
Die Testfolge

o= 3 T i
0 <
mit " "
1
n ~ n ~
Tn:£Zklom—|—£ Z ko o m;
™Mo "2
eignet sich fiir das Testproblem H; gegen i, vgl. Abschnitt 3.4. Unter

den schwachen Voraussetzungen an den Tangentenkegel K (Py ® Qp, P ® Q)
lésst sich die asymptotische Optimalitét der Testfolge (¢y,), oy nachweisen.

Definition 4.46
Eine Testfolge (¢n),,cn fiir Hy gegen Ky heifit asymptotisch Niveau a-dhnlich,
falls

lim [ ¥, dP"" ® Q) = «
n—oo

fiir alle impliziten Hypothesen (P[:f ® Q?j) € Hi mit

neN
lim v/ (k (P, @ Qr,) — k (P ® Qo)) =0
gilt.

Satz 4.47

Es gelte K (Py® Qo,P® Q) = T (Py® Qo,P® Q). Die Testfolge (1n),cn
ist dann asymptotisch optimal innerhalb der Menge aller asymptotisch Ni-
veau a-dhnlichen Testfolgen fiir Hy gegen KCy.

Beweis. Sei (¢n), oy eine asymptotisch Niveau a-éhnliche Testfolge fiir H;
gegen Kp. Analog wie im Beweis von Satz 4.29 zeigt man, dass (¢n),cy
bereits eine asymptotisch Niveau a-ahnliche Testfolge fiir das Testproblem

Hi={heT(Py®QyP®Q): f(h) <0}

gegen
Kl ={heT(Py®Qo,P®Q): f(h) >0}

ist. Nach Satz 4.22 ergibt sich
h
limsup/gpn dP,, < ® (M _ Ula)

fir alle h €¢ K { und

liminf/gon AP, > ® <f(h) ul_a>

=09 £l
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fiir alle h € H. Sei (P ® Q}?), cn € K1 eine implizite Alternative mit der

zugehorigen Tangente h € T (Py ® Qo, P ® Q). Auerdem sei t = lim n%tn.

Man erhalt dann n—00
limsup/@n dPtT ®Q?n2 = limSup/gpn APy n
. (f(th) ) u)
£l
. t [ hkdPy ® Qo o

1
(g SR ary+ 4 [ K3 dQo)®
= lim [ ¢, dPM ® Q.

Fiir eine implizite Hypothese (P! ® QZf)neN

Tangente h € T (Py ® Qo, P ® Q) ergibt sich

€ H; mit der zugehdrigen

lim inf / endP" @ Q}? = liminf / ©n APy 41,

n—0o0 n—o0

th
> 0 (f( ) —u1a>
1£1l4
t [ hkdP,
_ 3 / 0 ® Qo e
ot ot 2
(S B Ry +3 [ 73 Qo)
= lim [ ¢, dP" © Q.
Somit ist alles bewiesen. [ |

Satz 4.48
Bs gelte N (k,Po ® Qo, P ® Q) C K (Py®Qo,P® Q). Die Folge (th),cn

der Tests ist dann asymptotisch optimal in der Menge aller asymptotisch
Niveau a-ahnlichen Testfolgen fiir Hi gegen KCq.

Beweis. vgl. Beweis von Satz 4.30. |

Satz 4.49 ~
Liegt die Menge N (k:, Py® Qo,P® Q) NK (Py® Qo, P® Q) dicht in dem

Vektorraum N (7;:, Py®Qy,P® Q> bzgl. der Lo (Py ® Qo)-Norm, so ist die

Testfolge (1n),cn asymptotisch optimal innerhalb der Menge aller asympto-
tisch Niveau a-dhnlichen Testfolgen fiir Hy gegen Ky.

Beweis. vgl. Beweis von Satz 4.32. |
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Bemerkung 4.50
Ist der Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) ein Vektorraum, so ist die Vo-

raussetzung, dass die Menge N (E, Py® Qo P® Q) NK(Py®QoP®Q)

dicht in dem Vektorraum N (E, Py®Qy,P® Q) liegt, bereits erfiillt (vgl.

Bemerkung 4.41). Der Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) ist seinerseits ge-
nau dann ein Vektorraum, wenn die Tangentenkegel K (Py,P) und K (Qg, Q)
beide Vektorrdume sind.

Bemerkung 4.51
Im Allgemeinen liegt die Menge N (k:, Py® Qo P® Q) NK (Py ® Qo, P ® Q)

bzgl. der Lo (Py ® Qp)-Norm dicht in N <E, Py®Qo,P® Q) genau dann,
wenn die Menge N <E1,P0,73) N K (Py,P) bzgl. der Ly (Fy)-Norm dicht in
N (%1, PO,P) und die Menge N ('/52, Qo, Q) N K (Qo, Q) bzgl. der Ly (Qo)-
Norm dicht in N <%2, Qo, Q) liegen.

4.4.2 Asymptotisch optimale zweiseitige Tests
Fiir das zweiseitige Testproblem Ho gegen Ko eignet sich die Testfolge

1 >

Yy = ‘Tn‘ ui-¢
<

H, -

die in Abschnitt 3.5 entwickelt wurde. Analog zum Abschnitt 4.3.2 wird nun
gezeigt, dass die Testfolge (¢,),cy unter den schwachen Voraussetzungen
an den Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) innerhalb der Menge aller zum
Niveau « asymptotisch unverfilschten Testfolgen fiir das Testproblem Ho
gegen o optimal ist.

Satz 4.52

Es gelte K (Py® Qo,P® Q) = T (Py® Qo, P ® Q). Die Testfolge (V) cn
ist dann asymptotisch optimal innerhalb der Menge aller zum Niveau o asym-
ptotisch unverfdlschten Testfolgen fir das Testproblem Ha gegen Ks.

Beweis. Eine Testfolge (yn),cy fiir Ha gegen Ko sei asymptotisch unver-
falscht zum Niveau «. Analog wie im Beweis von Satz 4.29 zeigt man, dass
(©n)pen dann bereits eine zum Niveau o asymptotisch unverfélschte Test-
folge fiir das Testproblem

Hy={heT(Py®Qo,P®Q): f(h) =0}

gegen
Ki={heT(Py®Qo,P®Q): f(h)+0}
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ist. Nach Satz 4.23 erhalt man zunéachst

limsup/gon AP, < ® (f(h) u1£2x> —i—CI)( r(n) U a)

- - — U1
n—o0 1/ 1l 1/l :

fiir alle h € K} und

o £ (h) ) ( £ () )
1 f ndPypn > P —" —uj_e O —"——C —Uui_a
%E%/@ ez Qmu tes )T T, T

fiir alle h € Hj. Sei (P! @ Q?), _ € K2 eine implizite Alternative mit der
zugehorigen Tangente h € T (Py ® Qp, P ® Q) . Aufierdem sei t = lim n%tn.

n—od
Nach Satz 3.34 ergibt sich

n—oo n—oo

(o —es) o ()

= lim [ ¢, dP @ Q.
n—0o0

lim sup / ondP" @ Q? = limsup / ©n APy 41,

Fiir eine implizite Hypothese (P! @ QZf)n ey € Mo mit der zugehdrigen

Tangente h € T (Py ® Qp, P ® Q) erhélt man

liminf/gpn dP" ® Qy? = liminf/gpn aP,

n—oo n—oo

o) e ()

= lim [ dP @ QP
n—oo

Somit ist alles bewiesen. [ |

Satz 4.53
Der Tangentenkegel K (Py® Qo, P ® Q) liege bzgl. der Lo (Py ® Qo)-Norm
dicht in dem Tangentialraum T (Py ® Qo, P ® Q). Die Menge

K (P Qo,P© Q)N (R, Py, P)

liege bzgl. der Lo (Py ® Qo)-Norm dicht in N <75, P, 79) . Die Testfolge (¢n),cn
ist dann asymptotisch optimal innerhalb der Menge aller zum Niveau o asym-
ptotisch unverfdlschten Testfolgen fir das Testproblem Hsy gegen K.

Beweis. vgl. Beweis von Satz 4.40. |
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Bemerkung 4.54
Die Voraussetzungen von Satz 4.53 sind erfiillt, falls der Tangentenkegel
K (Py® Qo, P ® Q) ein Vektorraum ist (vgl. Bemerkung 4.41).

Bemerkung 4.55

Im Allgemeinen erfiillt der Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q) die Voraus-
setzungen von Satz 4.53 genau dann, wenn die Tangentenkegel K (P, P)
und K (Qq, Q) die Voraussetzungen von Satz 4.40 erfiillen.

98



Kapitel 5

Anwendungen und Beispiele

In diesem Kapitel werden die Anwendungen der Theorie des Testens sta-
tistischer Funktionale fiir die Zweistichprobenprobleme dargestellt. Es wer-
den einige praxisrelevante Beispiele vorgestellt und ausfiihrlich erklirt. Auf
die Vorteile und die Schwierigkeiten der Anwendung im nichtparametrischen
Kontext wird hingewiesen.

Seien P C M (Q1,A1) und Q@ C M; (Q2,.A2) zwel nichtparametri-
sche Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen. Es seien (n1),.y € N und
(n2)en C N zwei Folgen mit ny +ny = n fiir alle n € N und lim,, . °2 = d
fiir ein d € (0,1) . Mit n; wird der Umfang der i-ten Stichprobe fiir i = 1,2
bezeichnet. Der gesamte Stichprobenumfang ist dann n = n; + ng. Sei
i QP ® Q57 — QU Qy, (wi,...,wy) — w; die i-te kanonische Projek-
tion.

Aufierdem wird die Bezeichnung X := m; fir i € {1,...,n;} und Y; :=
Titn, fur ¢ € {1,...,no} verwendet. Die Zufallsvariablen X3,..., X,, und
Yi,...,Y,, sind stochastisch unabhéngig bzgl. P™ ® Q"2 auf Q}' ® Q52. Die
Zufallsvariablen Xi,...,X,, sind identisch verteilt geméf P fiir ein P € P,
denn es gilt £ (X;| P™ @ Q™) = P fiir alle i € {1,...,n;}. Die Zufallsvaria-
blen Y7, ...,Y,, sind identisch verteilt geméh @ € Q, weil L (Y;| P™ ® Q"2) =
Q fir alle j € {1,...,na} gilt. Die erste Stichprobe wird durch die Zufallsva-
riablen Xi,...,X,, modelliert und die Zufallsvariablen Yi,...,Y,, entspre-
chen der zweiten Stichprobe.

Seien k£ : P ® Q@ — R ein statistisches Funktional und a € R eine Zahl.
Wir beschéftigen uns weiter mit dem einseitigen Testproblem

H={PRQeP®Q:k(P®Q)<a}
gegen K1 ={P®QeP®Q:k(P®Q)>a} (5.1)

und dem zweiseitigen Testproblem
Hy={PRQeP®Q:k(PRQ)=a}
gegen Ko={PRQePR®QA:k(PR®Q)Fa}. (5.2)
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Es wird stets vorausgesetzt, dass das statistische Funktional £ : P ® Q@ — R
an jeder Stelle Py ® Qo € Ha differenzierbar ist und der kanonische Gradient
k=Fk(Py® Qo) an jeder Stelle Py ® Qo € Hy die Voraussetzung

i
erfiillt. Nach Satz 2.2 und Bemerkung 1.22 besitzt der kanonische Gradient
k: die eindeutige Darstellung k = ky o 1 + kz o 9 mit k1 € T (Py,P) und
k2 er (QO, )

Die Testfolgen (3.16) und (3.37), die in Kapitel 3 entwickelt worden sind,
losen die Testprobleme (5.1) und (5.2) lokal fiir ein fest gewdhltes Wahr-
scheinlichkeitsmaf Py ® Qo € Hs. Die Testfolge (3.16) ist zur Erinnerung
durch

0 5.3
L2(Po®Qo) 7 ( )

1 >
Qoln - Tn 01 (54)
0 <
mit dem kritischen Wert
1 1 2
€1 = Ul_q (m /k% dPy + E/k% on) (5.5)

gegeben, wobei

T, ZkloX—i— ZkQOY
=1

die Teststatistik (3.8) ist. Die Testfolge (3.37) ist durch

1 >

Yon = |Tn| C2 (56)
0 <

mit dem kritischen Wert

1
1 ~ 1 [~ p
Cy = uj_sg (m//ﬁ dPy + E/k:% on> (5.7)

definiert. In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass die Testfolgen (3.16) und (3.37) un-
ter der schwachen Voraussetzungen an den Tangentenkegel K (Py ® Qo, P ® Q)
asymptotisch optimal an der Stelle Py ® (g sind, vgl. Satz 4.49 und Satz
4.53. Wir kénnen stets annehmen, dass die Voraussetzungen von Satz 4.49
und Satz 4.53 erfiillt sind. Aus der Sicht der nichtparametrischen Statistik
ist diese Annahme berechtigt, vgl. die Bemerkungen 4.50, 4.51, 4.54 und
4.55. Die Testfolgen (3.16) und (3.37) sind dann asymptotisch optimal an
der Stelle Py ® Q9. Das Wahrscheinlichkeitsmaifs Py ® Q¢ wird in diesem Fall
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als Fufpunkt bezeichnet und kann als unbekannter Parameter angesehen
werden.

Zur Ausfithrung der Tests aus (3.16) und (3.37) ist es allerdings nicht
erforderlich, das Wahrscheinlichkeitsmak Py ® ()¢ zu kennen, sondern man

braucht nur die Abbildungen %1, Eg zu bestimmen und die Werte H%l

Lo (Po)

und HEQ‘ 12O zu schitzen. Die Abbildungen El € T(Py,P) und Eg IS
2 0

T (Qo, Q) héngen im Allgemeinen von dem Wahrscheinlichkeitsmaf Py ® Qg
ab. Da die Tangentialrdume 7' (Py,P) und T (Qo, Q) in der nichtparametri-
schen Statistik in der Regel unendlichdimensional sind, konnen die Abbildun-
gen ky und ko als unbekannte unendlichdimensionale Parameter angesehen
werden. Falls die Abbildungen k; und ks eine besonders giinstige Gestalt
besitzen, so kann die Teststatistik 7;, anhand der Realisierungen von Zu-
fallsvariablen Xi,...,X,, und Yi,...,Y,, ausgewertet werden. In manchen
Féllen findet man eine Teststatistik fn, die anhand der Realisierungen von
Zufallsvariablen X1,...,X,, und Y7,...,Y,, berechenbar ist und die Bedin-

gung

lim £(T,| P ® Qr?) = lim L (fn
n—oo n—oo

Ponl ® Q82>

erfiillt, d.h. die Teststatistiken 7;, und fn besitzen die gleiche asymptoti-
sche Verteilung unter Py ® Q?. Auferdem braucht man ausreichend gute

Schétzer fiir die unbekannte Werte HEl und H%g‘ . Sind diese
Lz (Po) L2(Qo)
Voraussetzungen erfiillt, so kann man die Testfolgen (3.16) und (3.37) mit

der Teststatistik 7;, oder fn und geschatzten Werten HE‘ , ‘ EQ‘
La(Po) L2(Qo)

ausfithren. Dabei erhdlt man eine Testfolge, die asymptotisch dquivalent zu
der Testfolge (3.16) bzw. (3.37) fiir das Testproblem (5.1) bzw. (5.2) ist.

Definition 5.1 (lokale asymptotische Aquivalenz)

Sei Py ® Qo € Hy beliebig aber fest gewdhlt. Zwei Testfolgen (o), cn und
(©n)pen heifien lokal asymptotisch dquivalent fiir das Testproblem (5.1) bzw.
(5.2) an der Stelle Py @ Qo, falls

lim [ gndP)! ® Qp? = lim_ / PndP)t @ Q2

n—0o0

fiir jede Folge (P © Qp?), € Fa von Wahrscheinlichkeitsmafen gilt.

Bemerkung 5.2

Sind zwei Testfolgen (%),,cry und (¢n),cn lokal asymptotisch dquivalent an
einer Stelle Py ® Qg € Ho, so besitzen sie die gleiche asymptotische Giite-
funktion entlang der impliziten Alternativen und Hypothesen an der Stelle
Py ® Qo € Hj. Insbesondere ist die Testfolge (&, ),y lokal asymptotisch
optimal an der Stelle Py® @y € Hs in einer Menge W der Testfolgen, falls die
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Testfolge (¢n),cn in der Menge ¥ der Testfolgen lokal asymptotisch optimal
an der Stelle Py ® Qg € Hy ist.

Definition 5.3 (asymptotische Aquivalenz)

Zwei Testfolgen (Pn),eny und (on),cn heifen asymptotisch dquivalent fiir
das Testproblem (5.1) bzw. (5.2), falls sie an jeder Stelle Py @ Qo € Hy lokal
asymptotisch dquivalent fir das Testproblem (5.1) bzw. (5.2) sind.

Beispiel 5.4 (Summe zweier von Mises Funktionale)

Seien k1 : P - R, P — [ fidP und ky : Q = R, Q — [ f2dQ zwei von
Mises Funktionale. Fiir jedes Py € P existiere ein € > 0 und ein K > 0, so
dass 0 < [ f2dP < K fiir alle P € P mit d (P, P) < ¢ gilt. Nach Lemma
2.10 und Satz 2.12 ist das statistische Funktional k; differenzierbar an jeder
Stelle Py € P mit der Abbildung f; — Ep, (f1) als Gradient. Auferdem sei
fi— Ep, (fl) S T(PO,P) fiir alle Py € P. Die Abbildung f; — Ep, (fl) ist
dann der kanonische Gradient von k; an der Stelle Py € P. Das statistische
Funktional k- erfiille die analogen Voraussetzungen, so dass ko an jeder Stelle
Qo € Q differenzierbar mit dem kanonischen Gradienten f — Eq, (f2) ist.
Nach Beispiel 2.14 ist das statistische Funktional

E:PRQ—-R, PRQw— ki (P)+k(Q)
differenzierbar mit dem kanonischen Gradienten
k:Qix Q= R, (wi,ws) = f1(wi) — Ep, (f1) + fa (w2) — Eq, (f2)

an jeder Stelle Py ® Qg € P. Man erhélt insbesondere %1 = fi—Ep, (f1) und
ko = fa — Eqg, (f2). Sei nun Py ® Qo € Ha, das bedeutet

k(P0®Q0) :EPO (f1)+EQO (fz) =a

Fiir die Teststatistik 7}, ergibt sich dann
T, = */—ZkloX +£Zk¢20Y
i=1
= Zﬁ 0 X+ Zh oY; — /n(Ep, (f1) + Eq, (f2))
= ZfloX—}— ZfQOY Vna.

Es bezeichne f,, =
seien

1, fioX; und an = 2, f2 0 Y;. Auferdem

m n_2

ni

Z (fioX; —?m)z

i=1

1
n1—1

on (f1)2 =
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und
-

5o (f2)? = S (f20Yi—Tan)

no — 1
2 i—1

die kanonischen Schétzer fiir Varp, (f1) und Varg, (f2). Die Testfolge ($1n),,cx
wird definiert durch

1 >
{5111 = Tn /C\l,n (58)
0 <
mit dem kritischen Wert
1
N n . n 2
Clipn = Ul—« <_Un (f1)2 + —op (f2)2> . (59)
ny %)

Die Testfolgen (5.4) und (5.8) sind asymptotisch dquivalent fiir das einseitige
Testproblem (5.1). Zum Beweis betrachte ein beliebiges aber fest gewihltes
Wabhrscheinlichkeitsmaft Py® Qo € Ha. Die Testfolgen (5.4) und (5.8) werden
zundchst folgendermaflen dquivalent umgeformt:

1 > 1 >
{5111 = T, — /C\l,n 0 und Pin = T, —c 0 .
0 < 0 <

Die beiden Testfolgen (5.4) und (5.8) bestehen aus den nicht randomisierten
Tests. Nach Lemma 1.29 und Bemerkung 3.7 reicht es

lim |g/51n—g01n|dpgll®@g2 =0

n—oo

nachzuweisen. Nach Lemma 1.27 geniigt es zu zeigen, dass

lim P @ Qg ({|cin—cil| >€}) =0

n—oo
fiir alle € > 0 gilt. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen ergibt sich
die fast sichere Konvergenz &, (f1)*> — Varp, (f1) und 6, (f2)* — Varg, (f2)

fiir n — oo, weil f1 € Lo (Py) und fy € Lo (Qp) nach Voraussetzung sind. Es
gilt auferdem

/Ef dPy = Varp, (751> = Varp, (f1 — Ep, (f1)) = Varp, (f1),

/%% dQo = Varg, (%2> = Varg, (f2 — Eq, (f2)) = Varg, (f2) -

Hieraus folgt die fast sichere Konvergenz
1 1 1 1
n .. 2 N 22 72 72 2
—0n —0n —— [ kidPy+ = | k3d 1
(o 2on(r?) = (125 [Ram+ g [Baq)” G0
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fiir n — oo. Fiir alle € > 0 erhélt man insbesondere
lim Py ® Qg ({|cin — a1l >€}) =0.
n—oo

Die Testfolge ($an) fiir das zweiseitige Problem (5.2) wird definiert

neN
durch
1 >
Dop = | T, Com (5.11)
0 <
mit dem kritischen Wert
1
=N n . n . 2
Co = u1-s <n—10n (f)*+ g0 (f2)2> : (5.12)

Mit (5.10) ergibt sich lim,, oo Py @ Q42 ({|€2,n — 2| > €}) = 0 fiir alle

e > 0. Nach Lemma 1.27, Lemma 1.29 und Bemerkung 3.7 folgt nun analog,
dass die Testfolgen (5.6) und (5.11) fiir das zweiseitige Testproblem (5.2)
asymptotisch dquivalent sind.

Anwendung 5.5 (Testen der Erwartungswerte)

Es gelten die Voraussetzungen aus Beispiel 5.4. Auferdem seien (Q;,.4;) =
(Q9, A2) = (R, B) und f; = — fo = Idg. Fiir die Testprobleme (5.1) und (5.2)
erhdlt man dann

H, = {Ep (IdR) — EQ (IdR) < a} gegen K= {Ep (IdR) — EQ (IdR) > a}

(5.13)
und
Hy ={Ep (Idr) — Eg (Idr) = a} gegen Ky = {Ep (Idr) — Eq (Idr) # a},
(5.14)

wobei {Ep (Idr) — Eq (Idr) < a} die kurze Schreibweise fiir
{P@QGP@Q:EP(I(].R) —EQ(IdR) Ea}
ist. Es bezeichne X,, = 1 Mo X;und YV, = L Y2, Y. Die Testfolge

ni n2

(P1n) pen fiir das einseitige Testproblem (5.13) ist durch die Teststatistik
\/ﬁ ni \/ﬁ n2 - .
und den kritischen Wert

—~ n o n o 2
Clvn = Ul—a _Ulyn + _0-2,11
ni

gegeben, wobei

ni

R 1 — R _
O'inz m_lizl(Xi—Xm)2 und U%m: izl(Yi—YnQ)?
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sind. Die Testfolge (P2n ),y fiir das zweiseitige Testproblem (5.14) ist eben-
falls durch die Teststatistik 7}, und den kritischen Wert

~ n o n _o 2
Con =Ul_2 | —01,+ —0CO
5 ny 1n no 2,n

festgelegt. Es ist zu beachten, dass diese Testfolgen das Niveau « nur asym-
ptotisch einhalten. Fiir den endlichen Stichprobenumfang gibt es bereits fiir
zwel parametrische Familien P := {N (M,a2) ‘peR, 0% € (0, —i—oo)} und
Q := P der Normalverteilungen nur triviale exakte Niveau o-Tests fiir das
Testproblem (5.1) bzw. (5.2), vgl. Behrens-Fisher Testproblem, [22], Seite
304.

Anwendung 5.6 (Testen von Verteilungsfunktionen)

Es gelten die Voraussetzungen aus Beispiel 5.4. Es seien (Q1,.41) = (Q9, 4s) =
(R,B) und f1 = —f2 = 1(_ 4 fiir ein ¢ € R. Die Verteilungsfunktion eines
Wahrscheinlichkeitsmafes P € M (R, B) wird mit Fp bezeichnet. Fiir die
Testprobleme (5.1) und (5.2) ergibt sich

H, ={Fp(q) — Fg(q) <a} gegen K1 = {Fp(q) — Fo (¢) > a} (5.15)
und

Hy = {Fp(q) — Fq (q) = a} gegen K> = {Fp(q) — Fgo(q) #a}. (5.16)
Als Teststatistik erhélt man dann

:n—lz:l( ooq] _n—Qzl 7q] \/ﬁa.
=1 =1

Der Test @1, fiir das einseitige Testproblem (5.15) ist durch den kritischen
Wert €1, = U1_q <n£18%n + 7:;8% n) gegeben, wobei

2

Uln:nl_l L(—oo,q (X _n_lzl(ooq]

=1

und
2

L(—ooq (Y) — n—QZh oog] (]

i=1
sind. Der Test o, fiir das zweiseitige Testproblem (5.16) wird durch den
kritischen Wert ¢3,, = uj_q <n—"13%7n + 7203 n) festgelegt.
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Beispiel 5.7 (Wilcoxon Test)

Sei (21, A1) = (22, A2) = (R, B). Es wird vorausgesetzt, dass die nichtpa-
rametrischen Familien P € M; (R, B) und Q € M; (R, B) nur die stetigen
Wahrscheinlichkeitsmafie enthalten. Es bezeichne £ : P® Q@ - R, P® @ —
J1 {(w,y)eR2:z>y} AP ® @ das Wilcoxon Funktional. Fiir jedes stetiges Wahr-
scheinlichkeitsma® P € M; (R, B) gilt k (P ® P) = 3. Anstelle der Testpro-
bleme (5.1) und (5.2) betrachtet man héufig das einseitige Testproblem mit
der verkleinerten Hypothese

H@:{P@QGP@@Q: k(P®Q)=%undP=Q}

gegen K7 und das zweiseitige Testproblem H, gegen Ky. Wir beschrinken
uns auf das einseitige Testproblem H, gegen K. Das zweiseitige Testproblem
Hjy gegen Ky kann analog behandelt werden. Das Wilcoxon Funktional ist
differenzierbar an jeder Stelle Py ® Qg € P ® Q und die Abbildung

k(Po© Qo) : R* = R, (w,y) — Qo ([, +00)) + Po (=00, y]) — 2k (Po © Qo)

ist ein Gradient von k an der Stelle Py ® Qo, vgl. Anwendung 2.7. Es
wird auRerdem vorausgesetzt, dass k (Po ® Qo) bereits der kanonische Gra-
dient von k an jeder Stelle Py ® Qo €~ﬁ2 ist, d.h. es gilt k(P ® Qo) €
T (Py® Qo,P® Q) fiir alle Py ® Qo € Hy. Sei nun Py ® Qo € Hy beliebig
aber fest gewdhlt. Fiir die Teststatistik 7;, erhélt man nach Beispiel 3.1

T = Y03 Qo (00, Xil) + LS R (%, +o0)) 21k (B & Qo)
=1 =1

=1
Ve VT
= n_IZFQo (Xi)—n—zzFPo (Y5)
=1 =1

Unter der Hypothese H, gilt die Gleichheit Fp, = Fg, nach Vorausset-
zung. Die Verteilungsfunktion Fp, stellt einen unbekannten unendlichdi-
mensionalen Parameter dar. Durch den Ubergang zu den Ringen wird die-
ser Parameter eliminiert, vgl. [17], [30], [28] und [33]. Sei (Z1,...,Z,) =
(X1,..., X0, Y1,...,Y,,) die gesamte Stichprobe. Mit R, = (R 1,...,Rnn)
werden die gemeinsamen Rénge von Zufallsvariablen (Z1,...,Z,) bezeich-
net. Die unbekannte Verteilungsfunktion Fp, = F, wird durch die empiri-
sche Verteilungsfunktion



ersetzt. Die lineare Rangstatistik T,, wird durch

~

1 ni 1 n
" nl\/ﬁ ZZ:; e ng\/ﬁ . Z "d

Jj=14n1
definiert. Es gilt

~\ 2 ~\ 2
lim [ (T, - T,) dP)’ @ Qp = lim / (7w~ T) ary =0
n—oo

n—oo

nach [29], Satz 9.3 oder [17], Section 6.1. Hieraus folgt

lim Py @ Qp (|1 - 7,
n—oo

>5):0

fiir alle € > 0. Sei S,, die symmetrische Gruppe, d.h. die Gruppe aller Per-

mutationen auf der Menge {1,...,n}. Sei nun
1 >
(ﬁln = 77\11 T, El,n(a) (517)
0

<
der Rangtest zum Niveau «, wobei ¢; ,(«) das (1 —«)-Quantil der Verteilung
der Statistik

1 ni 1 n
— R, 71— ) — —— ]
Sn— R, nlﬁ;m) nzﬁ,z ()

J=14+n1

unter der Gleichverteilung auf der symmetrischen Gruppe S, ist. Man erhélt
die stochastische Konvergenz

lim Py ® Qg2 ([cin(e) —c1l >€) =0

n—oo
fiir alle € > 0 nach [29], Satz 11.1 und Lemma 11.3, vgl. ebenfalls [28] und
[30]. Nach Satz 11.1 aus [29] folgt auferdem
lim By @ Q3 ({P1n € (0,0)}) = lim B0 Qg ({1 =aa@)}) =o.

Nach Lemma 1.29 und Bemerkung 3.7 ergibt sich nun, dass die Testfolgen
(5.17) und (5.4) an jeder Stelle Py ® Qo € H> lokal asymptotisch dquivalent
sind. Die Teststatistik 7}, 1dsst sich folgendermafen dquivalent umformen:

~

1 nq 1 n
T e 2/ — R,
" ’I’Ll\/ﬁ ZZ:; e ’I’LQ\/E . Z "d

J=14+n1

1 & 1 (nn+1) &
= = Rni_ - an
nl\/ﬁzzl ’ nz\/ﬁ ( 2 zzl ’

- (rt ) s D,

i=1
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Durch die dquivalente Transformation erhilt man

1

(ﬁln = ﬁn Z?:ll Rn,i
0

¢in(a)

NIV

fiir geeignete ¥, und ¢; ,(«). Der kritische Wert ¢; ,, () lésst sich auferdem
als der (1 — a)-Quantil der Verteilung der Statistik

ny
Sp = R,m— ZTF(’L)
i=1

unter der Gleichverteilung auf der symmetrischen Gruppe S,, bestimmen.
Der Test @1, ist also der iibliche Zweistichproben-Wilcoxon-Test. Es gibt
studentisierte Versionen des Wilcoxon-Tests, die unter der allgemeinen Null-
hypothese Hy = {PRQeP®Q: k(P®Q) = %} als Permutationstests
ausgefiithrt werden, vgl. [17], [28] und [30].

Es bezeichne P(N) die Potenzmenge von N. Seien P C M; (R, B) und
Q C M; (N,P(N)) zwei Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen. Man be-
trachte die randomisierte Summe

Y1
S=>"X;.
i=1

Es gilt dann E(S) = E (X)) E (Y1) = Ep (Idr) Eg (Idy). Die einseitigen
und zweiseitigen Testprobleme fiir das statistische Funktional £ : P ® Q —
R, P® Q — Ep (Idr) Eq (Idy) motivieren das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 5.8 (Produkt zweier von Mises Funktionale)

Seien k1 : P - R, P — [fidPund ks : Q = R, Q — [ fodQ zwei von
Mises Funktionale. Die Voraussetzungen aus Beispiel 5.4 seien erfiillt. Das
Funktional k7 ist dann differenzierbar an jeder Stelle Py € P mit dem kano-
nischen Gradienten f; — Ep, (f1) und das Funktional kg ist differenzierbar
an jeder Stelle Q)9 € Q mit dem kanonischen Gradienten f; — Eg, (f2). Nach
Beispiel 2.14 ist das statistische Funktional

k:P2Q—R, PRQ— ki (P)k(Q)

differenzierbar an jeder Stelle Py ® QQp € P ® Q mit dem kanonischen Gra-
dienten

k:(wi,we2) = B, (f2) (fi (w1) — Ep, (f1)) + Ep, (1) (f2 (w2) — Eg, (f2)) -

Hieraus folgt k1 = Eq, (f2) (fi — Ep, (f1)) und k2 = Ep, (f1) (f2 — Eq, (f2))-
Die Testprobleme (5.1) und (5.2) fiir a # 0 werden betrachtet. Es bezeichne
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wieder f1, = 7= Y% fro Xjund fo,, = ;=312 faoYi. Sei Py ® Qo € Hy
beliebig aber fest gewahlt Dann gilt a = k(Py ® Qo) = Ep, (1) Eq, (f2)-
Fiir die Teststatistik 7}, erhidlt man nun

T = LU Eoy (52 (1 (X) — B, (1)
=1
V—f Z Er, (f1) (f2 (Y:) — Eoy (f2))
= FEg, f2 Z f1(X \/EEPO (fl) Eq, (fZ)

+Ep, (f1) Z f2 (Yi) = VnEp, (f1) Eq, (f2)

= \/EEQO (fz) fl,n + \/EEPO (f1)72,n - 2\/50'
Die Werte Ep, (f1) und Eg, (f2) sind unbekannt und werden durch f ,, und

72,71 geschétzt. Die Teststatistik Tn mit geschétzten Erwartungswerten ist

durch R o
T =vnfinfon—Vna

definiert. Die Teststatistik fn 148t sich auch mit Hilfe der kanonischen Zwei-
stichproben-U-Statistik fiir das statistische Funktional k£ herleiten. Die Zu-
fallsvariable X1Y] ist ein erwartungstreuer Schatzer fiir k. Fiir die Zweistich-
proben-U-Statistik mit der Abbildung ¢ : (x,y) — xy als Kern erhélt man
dann

ny no 1 ng o
e = (3 (155 Tt

Die asymptotische Verteilung der Teststatistik T, lisst sich mit Delta Me-
thode bestimmen, vgl. [51], Seite 26, Theorem 3.1 oder [54], Seite 107, Satz
5.107 (Crameér). Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen ergibt sich die
fast sichere Konvergenz (f ., fa,,) — (Ep, (f1),EqQ, (f2)) fiir n — oo. Mit
Cramér-Wold-Device zeigt man die schwache Konvergenz

e(vil(5) - (Rl ) eaw)

—~ N << 8 ) ,< 1—1dVa(1;p0 ) éVargo (f2) >>

fiir n — oo. Die Abbildung H; : R?2 — R, (x,y) — =y ist differenzierbar in

R? mit der Jacobi-Matrix
_ )
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Mit Delta Methode erhélt man fiir n — oo die schwache Konvergenz
(T Py o Q)
= L (\/ﬁfl,nfln - \/EEPO (fl) EQO (f2)| POn1 ® QSQ)
= L(vVn(Hi (fin fon) — Hi(Ep, (f1). Eq, (f2))| Po* @ Qp?)

= V(0. B (72? {gVarn, () + En () JVarg, (£2)

1—-d

1 ~ 1 [~
= N<0,Td/k%dPo+3/k:§on>.

Die Testfolgen

1 >
DO1p = T, cl (5.18)
0 <
und
1 >
Pon = T, Co (5.19)
0 <

erfiillen dann die Bedingung lim, .« [ @in dPy"' ® Q¢ = « fiir i = 1,2.
Die kritischen Werte ¢; und ¢ sind in (5.5) und (5.7) definiert. Es wird
nun bewiesen, dass die Testfolgen (5.18) und (5.4) bzw. (5.19) und (5.6)
lokal asymptotisch &quivalent fiir das Testproblem (5.1) bzw. (5.2) an der
Stelle Py® Qg sind. Sei t — P, ® Q; eine Ly (Py ® Qp)-differenzierbare Kurve
in P ® Q mit Tangente g € L (Py® Qo). Sei [¢2dPy ® Qo # 0 ohne
Einschrankung, sonst folgt die Behauptung nach Satz 3.22. Die Tangente g
besitzt nach Satz 1.19 die Darstellung g = g1 oy + g2 0 T mit gq € Lgo) (R)

und g2 € Lgo) (Qo). Sei

A, = % (;gl (Xi) +;g2 (Yi)) :

Die asymptotische Giitefunktion der Testfolgen (5.4) und (5.6) entlang der
impliziten Alternativen und Hypothesen (P"' ® Q7?) ey € F2 ist eindeutig
bestimmt durch die gemeinsame asymptotische Verteilung

Tim £ (T M) B © Q3)

von T,, und A,,. Die asymptotische Giitefunktion der Testfolgen (5.18) und
(5.19) entlang der impliziten Alternativen und Hypothesen (P! ® Q}?) en €
Fy ist ebenfalls eindeutig bestimmt durch die gemeinsame asymptotische
Verteilung

lim £ ( (fn An)

n—oo

Ponl ® QgQ)
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von T\n und A,,, vgl. Abschnitte 3.4 und 3.5, insbesondere Satz 3.19 und Satz
3.32. Es reicht also

lim £ ((Th, Ay)| P ® Q) :nlggoc((fn,zxn)

n—0o0

PP eQp)  (5.20)

nachzuweisen. Nach Satz 3.17 erhalt man

. T, n o oz ) 0 of o1
g )|mear) =~ ((0)-(7, %)) o

wobei
o2 = 1 [i2ap,+ 1 k2 dQ
1 1—d 1 0 d 2 0
1

B, (o) Varg, (1) + 5Br, (f1)? Varg, (/2).

1—d
o3 =(1- d)/g% dPy +d/g§ dQo = (1 — d) Varp, (g1) + dVarg, (92),

o12 = /EQ dPy ® Qo = Eq, (f2) Covp, (f1,91) + Ep, (f1) Covg, (f2,92)

sind. Die asymptotische Verteilung von <Tn, An) unter Pyt ® Qp? wird mit
Delta Methode bestimmt. Es bezeichne

L 1 12
Y, = fl,nafZ,n,EZgl (Xi)’EZLq? (Y;) :
=1 i=1

Es gilt dann
E (Yn) - (EPO (fl) 7EQ0 (fQ) 7070) .

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen ergibt sich die fast sichere
Konvergenz Y,, — (Ep, (f1),Eq, (f2),0,0) fir n — oco. Mit Cramér-Wold-
Device erhélt man die schwache Konvergenz

lim £ (vn (Y, —E(Ya))| P ©Qp?) =N (0,%).

n—oo

Die Kovarianzmatrix X ergibt sich als

1Tld\/alrpo (f1) 0 Covp, (f1,91) 0
Y = 0 évarQo (f2) 0 Covq, (f2,92)
Covr, (f1,91) 0 (1 —d)Varp, (g1) 0
0 Covq, (f2, 92) 0 dVarg, (g2)

Die Abbildung Hj : R* — R?, (21, 20, 73, 24) — (2120, 23 + 4) ist differen-
zierbar in R* mit der Jacobi-Matrix

zo x1 0 O
JH2 ($1,$2,$3,$4) = < > ! > .

0 0 11
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Sei B := JHy ((Ep, (f1),Eq, (f2),0,0)). Nach Delta Methode ergibt sich
die schwache Konvergenz

Jim £ (T A ) | P @ Q32)

= lim £ (Vi (H (Ya) = Ha (B (Ya)| B © Qp?)

= N (0, BEB).
2
Man erhilt aukerdem BY.B! = ( 51 00122 ), vgl. (5.21). Die Gleichheit
12 2

(5.20) ist somit bewiesen. Die Werte ¢; und ¢y sind unbekannt und miissen
geschiitzt werden. Die Schitzer fy,,, fa,, On ( f1)? und G, (f2)? seien wie
in Beispiel 5.4 definiert. Die geschétzten kritischen Werte ¢; 5, und ¢3,, sind
definiert durch

~ n o= 124 no—= 2.4
Clipn = Ul—q <n_1 (fZ,n) On (f1)2 + n_2 (fl,n) On (f2)2>
und )
N N = 2.~ N = \2.. 2
Cljn = U1—2 (71_1 (f2,n) On (fl)2 + n—2 (fl,n) On (f2)2>
Nach Lemma 1.27, Lemma 1.29 und Bemerkung 3.7 sind die Testfolgen

1 > 1 >

S/’Bln = Tn /C\l n und {52” = Tn C2.n
0 < 0 <

)

asymptotisch dquivalent zu den Testfolgen ©1,, und o, fiir das Testproblem
(5.1) bzw. (5.2), weil ¢, — ¢1 und ¢, — ¢ fiir n — oo fast sicher konver-
gieren, vgl. Beispiel 5.4. Die Testfolge ©1, ist also asymptotisch dquivalent
zu der Testfolge (5.4) fiir das Testproblem (5.1) und die Testfolge pa, ist
asymptotisch dquivalent zu der Testfolge (5.6) fiir das Testproblem (5.2).

Anwendung 5.9 (Testen des Wilcoxon Funktionals)

In dieser Anwendung kehren wir zu dem Wilcoxon Funktional £ : P ® Q —
R,PRQwr— [ L (a,y)er2:a>y}dP @ Q zuriick. Es gilt k(P ® Q) = [ FodP.
Sei (21, A41) = (Q2,A2) = (R, B). Im Gegensatz zu Beispiel 5.7 wird nicht
vorausgesetzt, dass die nichtparametrischen Familien P € M;j (R, B) und
Q C Mj (R,B) nur stetige Wahrscheinlichkeitsmafe enthalten. Es werden
das einseitige Testproblem

le{P@)QeP@Q:k(P@Q)S%}

gegen
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Klz{P®Q€P®Q:k(P®Q)>%} (5.22)

und das zweiseitige Testproblem

H2={P®Q€73®Q:k(P®Q):%}
gegen

IQ:{P@Q@P@Q:k(P@Q);é%} (5.23)

betrachtet. Aus der Anwendung 2.7 ist es bereits bekannt, dass das Wilcoxon
Funktional an jeder Stelle Py ® Q¢ € P ® Q differenzierbar ist und die
Abbildung

E(Py® Qo) : R2 = R, (z,y) — Qo ((—o0,z]) + Py ([y, +00)) — 2k (Py ® Qo)

ein Gradient von k an der Stelle Py ® Qo ist. Es wird vorausgesetzt, dass
k (Py ® Qo) der kanonische Gradient von k an jeder Stelle Py ® Qo € Ho ist,
d.h. es gilt k(Py® Qo) € T (Py® Qo, P ® Q) fiir alle Py ® Qo € Ha. Diese
Voraussetzung besagt, dass das Modell hinreichend grof ist. Sei nun Py ®
Qo € H> beliebig aber fest gewdhlt. Nach Beispiel 3.1 liegt die Teststatistik

ZQ —00, Xi) +—ZP0 +00)) = 2v/nk (Py ® Qo)
=1

den asymptotisch optimalen Testfolgen (5.4) und (5.6) zugrunde. Wegen
k (Py® Qo) = % erhilt man unter Hy

T, ZQ —00, Xj]) —|——ZP0 ([Yj,+)) — v/n.
=1

7=1

Im Folgenden wird eine adaptive Methode vorgestellt, mit der die unbekann-
ten Fukpunkte Py und @ eliminiert werden kénnen. Die Werte Qg ((—o0, X;])
und Py ([Y},400)), die in die Teststatistik 7}, hineingehen, sind unbekannt
und miissen geschitzt werden. Fiir ¢ € R wird Q ((—o0,t]) durch

1 &
e Z 1(7007151 (Y
n2 i3

geschétzt. Der Wert Py ([s, +00)) wird fiir s € R durch

1 &
— Y 1, (X
n1; [s,4-00) (Xi)
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geschétzt. Man erhilt somit die neue Teststatistik

~ \/ﬁ n2 1 ni
T, = Z Zl< w0 (V) =D =D 1y o0 (X0) =V
i=1 "2 "2 oMo
ni n9

= ’I’Ll’I’LQZZl( 00,X] \/_

i=1 j=1

Weiterhin wird die Teststatistik Tn = =T, betrachtet. Es bezeichne

nl,Po Z (- OOt]

die empirische Verteilungsfunktion von Py und

l\.DI»—A

Fr,Qo(t) 7”L2 Z 1w t]

die empirische Verteilungsfunktion von (). Mit diesen Bezeichnungen erhélt
man

ny n2

Tn = mnzZZl ~o0, ;] (Y] f

i=1 j=1
1
= \/E/FW%QOd]Fnl,PO - 5\/5

— \/ﬁ </Fn27QOdFm7p0 — /FQOdP0> .

Die asymptotische Verteilung von 7}, unter Py ® Qu? wird nun untersucht.

Lemma 5.10
Fiir alle ¢ > 0 gilt

. n1 n9
Jm 1@ Qg

>5):O.

Beweis. Es gilt

vn (/ Frs.00dFn, . Py — /FQOdP(])

= \/ﬁ/(]FﬂQ,QO _FQO)dPO _\/ﬁ/(]Fnl,Po _FPQ)_dQO+Rn

mit

Tim P @ QR (Rl > €) =0 (5.24)
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fiir alle € > 0 nach der starken Version der funktionellen Delta Methode,

vgl. [51], Seite 299, Example 20.11. Mit (IF,,, p, — Fp,) _

wird die linksseitig

stetige Version der Abbildung ¢ — F,, p (t) — Fp,(t) bezeichnet. Mit den

dquivalenten Umformungen erhdlt man

Jn / (Fupo — Fry)_ dQo

= ﬁ/(nille(oo,t] (Xz)—Po((—OOat])> dQo(t)

= \/ﬁ/ (%21(00@ (Xi) —Po((—oovt))> dQo (1)

— nﬁfi (/ Lo (X3) dQo (t) —/Po((—OO,t))on (t)>

- nﬁf ; (/ L(x, 100) (1) dQo (1) = 1+ Kk (Py ® QO)>
= % Zl: (Qo ((X;,+00)) — 1+ k (Py @ Qo))
=1

— _\?{_? i (Qo ((—00, Xi]) — k (Po® Qo))

i=1

wobei

[rxman® = [([1cw@anw) i

= / 1{(J:,t)ER2:J:<y}dP0 ® Qo

= 1- /1{(J:,t)€R2:a:Zy}dP0 ® Qo

= 1-k(Py®Qo)

gilt. Analog ergibt sich

\/ﬁ/ (Fm,Qo - FQO)
= LS [ (1 (%) = Fay (0) R 0)

J=1

_ Viys (/1[%%0) (t) dPy (1) — /FQO (t) dPy (t)>

= N (P ([Y),+00)) — k(P @ Qo)) -

115



Insgesamt erhilt man

\/ﬁ/ (Fm,Qo - FQo)dPO - \/ﬁ/(Fm,Po - FPO)— dQo

= Z PO j,—f—OO) <P0®Q0))
j=1
+n_1”‘ Z (Qo ((—00, X3]) — k (Po ® Qo))

_ ZQ o, X)) +—ZP0 %)) — 2k (Py ® Qo)
i=1 J=1
= T,.

Hieraus folgt

T, = /Fnz,QodFm,Po _/FQodFPo

= \/ﬁ/(Fano_FQo)dPO_\/ﬁ/(FnLPo — Fp,)_dQo + Ry
= Tn+ Rx. (5.25)
Aus (5.24) und (5.25) folgt die Behauptung

n —

lim P} @ Q3 (|7,
n—od

):0
fiir alle € > 0. [ |

Man kann bei den asymptotisch optimalen Testfolgen (5.4) und (5.6) die
Teststatistik 7}, durch fn ersetzen. Dabei erhdlt man die Testfolgen, die zu
der asymptotisch optimalen Testfolgen (5.4) und (5.6) fiir das entsprechende
Testproblem asymptotisch dquivalent sind.

Zur Berechnung des kritischen Wertes fiir die Tests (5.4) und (5.6) braucht
man die asymptotische Varianz

lin Var s pe (Ta) = Jim Varppiaope (Th)

n—oo

Mit Beispiel 2.7 und Satz 3.16 ergibt sich
nh_)rrgo Varpnl ©QL2 (Tn)

2
= m (/ 1{(zy)er2:2>1dQo(y) — k (Po @ Qo)> dPy (z)

2
+é / (/ Y@ yerzazyydPo(z) — k(P @ QO)) Qo)
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wobei d = lim =2 ist. Die Werte
n—oo

2
wy = / </ Y@ yerrazydQo(y) — k (P ® QO)) 4Py ()

und 2
wy = / (/ 1{(x,y)eR2:mzy}dP0($) — k(P ® QO)) dQo (y)

sind unbekannt und miissen geschitzt werden. Es reicht die konsistenten
und erwartungstreuen Schétzer w;, und s, fiir w; und wsy zu finden. Die
Testfolgen mit den geschéitzten Werten von w; und wy sind dann asympto-
tisch dquivalent zu den Testfolgen mit den exakten Werten von w; und ws,
vgl. Beispiel 5.4 zum Beweis. Dieses Schétzproblem wird nun in einer ver-
allgemeinerten Form gelost, die eine Anwendung beim Testen der von Mises
Funktionale ermdglicht, vgl. Beispiel 2.6.

Lemma 5.11
Sei P®Q € P® Q beliebig aber fest gewdhlt. Sei h: (21 x Q9, A1 ® Ag) —
(R, B) eine Zufallsvariable mit [ h*dP @ Q < oo und [hdP ® Q = 0. Die
Zufallsvariable

ny nz2 n2

1
Sp=—r— 3 SN (X Vi) R (XY
ning (TLQ — 1) p ( k) ( J)
k#3j

ist dann ein erwartungstreuer und konsistenter Schatzer fir den Wert

/</h(m,y) Q@ (y)>2dP (x). (5.26)

Beweis. Die Zufallsvariable S, ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir den
Wert (5.26), denn es gilt

Epniggna (Sn)

nyp n2 n2

- mZZZ/h(xi,yk)h(xi,yj)dP®Q2 (i, Y V5)

i=1 j=1 k=1
k#j

ny nz2 n2

= mzzz/(/h(x,y>dQ<y>>2dP<x>

i=1 j=1 k=1

= /(/h(x,y)dQ(y)>2dP(x)

nach dem Satz von Fubini. Es wird nun gezeigt, dass der Schétzer S, fiir den
Wert (5.26) konsistent ist. Es reicht zu zeigen, dass

lim Varpn1®Qn2 (Sn) =0 (527)
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gilt. Es seien

I, ={@,j,k):ie{l,....,n1} und j,k € {1,...,n2} und k # j}

die Indexmenge und
zn = ning (ng — 1)

die Anzahl der Elemente von I,,. Es bezeichne f; = h (X;,Y)) h (X;,Y;) fur
ein s = (i,7,k) € I,. Man erhélt zunéchst

Varpn1 RE™2 (Sn)

1
= Varpn1®Q"2 (Z_ Z fs>

n SEIn

= ZVarpn1®Qn2 (fs)+ = Z Z Covprniggna (fs, ft) -

n sely n seln teln\{s}

Fiir die Summe der Varianzen ergibt sich somit

1 1
—2 Z Varpn1®Q”2 (fs) = Z—Varpm(g)QM (f(17172)) - 0

n SEIn

flir n — oo, weil

Varpmggre (fa,12) = /(h($1,y1)h($1,y2))2 dP @ Q* (x1,y1,72)

- /</h(w1,y1)2dQ(y1)>2dP(:v1)
< /(/h<x1,y1>4dc2 <y1>) 4P (a1)

= / h*dP @ Q
< o0 (5.28)

nach Voraussetzung gilt. Es bleibt die Summe

ZLQZ Z Covpriggre (fs, ft) (5.29)

" seln tel,\{s}

der Kovarianzen zu betrachten. Mit der Abschétzung (5.28) erhélt man

1
(Covimqn (fo fOl < (Varp g (1) Varmmisgra (f)F < [ HdPoQ < oc.

(5.30)
Es bezeichne s = (s1, 892, s3) und ¢t = (t1,t2,t3). Es gilt

Covpmiggne (fs, ft) =0,
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falls sy # ty fiir alle k € {1,2, 3} sind. Insgesamt gibt es also mindestens
ng (ng —1)ny (ng —2) (ng —3) (n1 — 1) = 2z, (n2 — 2) (ng — 3) (ng — 1)

verschiedene Kovarianzen Cov priggna (fs, f¢) in der Summe (5.29), die gleich
Null sind. Man erhélt somit die Abschétzung

Z% Z Z COVPn1®Qn2 (fs,ft)

" seln tel,\{s}

< %(zn(zn—l)—zn(n2—2)(n2—3)(n1—1))/h4dP®Q

z
1
= Z—(zn—l—(ng—Q)(ng—3)(n1—1))/h4dP®Q
_ nz(nz—1)%1—(%2—2)(%2—3)(7”—1)—1/h4dP®Q
no (712 — 1) ni
— 0
fiir n — oo. Somit ist die Konvergenz (5.27) gezeigt. [

Beispiel 5.12
Speziell fiir das Wilcoxon Funktional mit h = 1y, ,)er2:a>y) — % erhdlt man
den erwartungstreuen und konsistenten Schétzer

R 1 ni n2 no 1 1
ot S o) o

i=1 j=1 k=1

o~

fiir wy. Analog ergibt sich der erwartungstreue und konsistente Schitzer
w =

1 n2 mni1 ni 1 1
= iy vy — = 1 L= =
2,n nin(m—l);;;< {X;<Yi} 2><{X,€§Yz} 2>

k#j

flir wo. Insgesamt erhélt man die asymptotisch optimale Folge

1 >
1
Pin = Ty Ul -« (nﬂlﬂ}l,n + %@2,n) ’
0 <
der einseitigen Tests fiir das Testproblem (5.22) und die asymptotisch opti-
male Folge

@Zn =

0 <

der zweiseitigen Tests fiir das Testproblem (5.23).

119



120



Anhang

Symbol o

Symbol o fiir Folgen

Es seien (ap),,cy und (b,),, oy zwei Folgen von reellen Zahlen.
Das Symbol a,, € o(b,) bedeutet, dass lim 7= = 0 ist.
n—oo "

Symbol o fiir Funktionen

Es seien M ein metrischer Raum und f,g : M — R zwei Abbildungen. Das

Symbol f € o(g) fiir £ — x in M bedeutet dann, dass lim % =0 gilt.

T—T0

121



122



Literaturverzeichnis

[1]

5]

[6]

7]

8]

[9]
[10]

[11]

[12]
[13]

Bauer, H., (1991). “ Wahrscheinlichkeitstheorie”, 4. Auflage, Walter de
Gruyter.

Bauer, H. (1990). “Maf- und Integrationstheorie”, Walter de Gruyter.

Baringhaus, L., Franz, C., (2004). “On a new multivariate two-sample
test”, Journal of Multivariate Analysis 88, 190-206.

Beyersmann, J., Janssen, A., Mayer, C.-D., (2004). “Efficient rank tests
for semiparametric competing risk models”, Metrika 60, 73-91.

Bickel, P., Klaassen, C.A.J., Ritov, Y., Wellner, J.A. (1993). “Efficient
and Adaptive Estimation for Semiparametric Models”, Johns Hopkins
Series of Mathematical Sciences. Johns Hopkins University Press, Bal-
timore.

Bolthausen, E., Perkins, E., van der Vaart, A. (2002). “Lectures on Pro-
bability Theory and Statistics. Ecole d’eté de probabilités de Saint-Flour
XXIX 7, Saint-Flour, France, Juli 8-24, 1999, Springer.

Bronstein, I.N., Semendjajew, K.A. (1991). “Taschenbuch der Mathe-
matik”, 25. Auflage, Verlag Harri Deutsch.

Deshpande, V.J., Sengupta, D. (1995). “ Testing the hypothesis of pro-
portional hazards in two populations”, Biometrika, 82, 2, 251-61.

Elstrodt, J. (2002). “Maf- und Integrationstheorie”, 3. Auflage, Springer.

Ferger, D., (2000). “Optimal Tests for the General Two-Sample Pro-
blem”, Journal of Multivariate Analysis 74, 1-35.

Ferger, D., (2004). “Mazimal asymptotic power and efficiency of two-
sample tests based on generalized U-Statistics”, Metrika 60, 33-57.

Good, P., (1994). “Permutation Tests”, Springer-Verlag.

Gaénssler, P., Stute, W., (1977). “ Wahrscheinlichkeitstheorie”, Springer-
Verlag.

123



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

Gill, R. D., (1989). “Non- and Semi-parametric Mazimum Likelihood
Estimators and the von Mises Method (Part 1)”, Scand J Statist, 16,
97-128.

Gill, R. D., van der Vaart, A.W., (1993). “Non- and Semi-parametric
Mazimum Likelihood Estimators and the von Mises Method (Part 2)7,
Scand J Statist, 20, 271-288.

Groeneboom, P., Wellner, J.A. (1992). “Information Bounds and Non-
parametric Mazimum Likelihood Estimation”, Birkhauser Verlag.

Hajek, J., Sidak, Z., Sen, K. P. (1999) “Theory of rank tests”, Academic
Press.

Heuser, H. (1990). “Lehrbuch der Analysis”, Teil 1, 7. Auflage, B.G.
Teubner.

Heuser, H. (1993). “Lehrbuch der Analysis”, Teil 2, 8. Auflage, B.G.
Teubner.

Ibragimov, I.A., Has'minskii R.Z. (1981). “Statistical Estimation”, Sprin-
ger.

Ledoux, M., Talagrand, M. (1991). “Probability in Banach Spaces”,
Springer.

Lehmann, E.L. (1986). “ Testing Statistical Hypotheses”, Second Edition,
Springer.

Lehmann, E.L. (1983). “Theory of Point Estimation”, John Wiley &
Sons.

Le Cam, L. (1986). “ Asymptotic Methods in Statistical Decision Theory”,
Springer.

Le Cam, L., Yang, G.L. (2000). “ Asymptotics in Statistics: Some Basic
Concepts”, Second Edition, Springer.

Lee, A.J. (1990). “ U-Statistics, Theory and Practice”, Marcel Decker.

Janssen, A., (1991). “ Asymptotically linear and mized normal sequences
of statistical experiments”’, Sankhya: The Indian Journal of Statistics 53,
1-26.

Janssen, A., (1997). “Studentized permutation tests for non-i.i.d. hypo-
theses and the generalized Behrens-Fisher problem”, Statistics & Proba-
bility Letters 36, 9-21.

Janssen, A., (1998). “Zur Asymptotik nichtparametrischer Tests”, Skrip-
ten zur Mathematischen Statistik Nr. 29, Miinster.

124



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]
[43]

[44]

Janssen, A., (1999). “Testing nonparametric statistical functionals with
applications to rank tests”, Journal of Statistical Planning and Inference
81, 71-93, Erratum (2001), 92, 297.

Janssen, A., (1999). “Nonparametric symmetry tests for statistical func-
tionals”, Mathematical Methods of Statistics, Vol. 8, No. 3, 320-343.

Janssen, A., (2000). “Nonparametric bioequivalence tests for statistical
functionals and their efficient power functions”, Statistics & Decisions
18, 49-78.

Janssen, A.; (2000). “Global power functions of goodness of fit tests”,
The Annals of Statistics, Vol. 28, No. 1, 239-253.

Janssen, A., Rahnenfiihrer, J. (2002). “A Hazard-based approach to de-
pendence tests for bivariate censored models”, Mathematical methods of
statistics, Vol. 11, No. 3, 297-322.

Janssen, A., Werft, W., (2004). “A survey about the efficiency of two-
sample survival tests for randomly censored data”, Mitteilungen aus dem
Mathematischen Seminar Giessen, Heft 254, 1-47.

Janssen, A. (2004). “ Asymptotic relative efficiency of tests at the boun-
dary of reqular statistical models”, Journal of Statistical Planning and
Inference 126, 461-477.

Korolyuk, V.S., Borovskikh, Yu.V. (1994). “ Theory of U-statistics”, Klu-
wer Academic Publishers.

Morgenstern, D., (2001). “ Proof of a conjecture by Walter Deuber con-
cerning the distances between points of two types in R?”, Discrete Math.
226, 347-349.

Meise, R., Vogt, D. (1992). “Einfihrung in die Funktionalanalysis”, Ver-
lag Vieweg.

Ostrovski, V., (2004). “Zur Cramér-Rao Ungleichung”, Universitat Diis-
seldorf, Diplomarbeit.

Pfanzagl, J., Wefelmeyer, W., (1985). “ Asymptotic Expansions for Gene-
ral Statistical Models”, Lecture Notes in Statistics, 31, Springer-Verlag.

Pfanzagl, J. (1994). “Parametric Statistical Theorie”, Walter de Gruyter.

Rahnenfiihrer, J., (1999). “Tests auf Unabhangigkeit in bivariaten Ha-
zardmodellen mit zensierten Daten”, dissertation.de, Verlag im Internet.

Romano, P.J., (2005). “Optimal testing of equivalence hypotheses”, The
Annals of Statistics, Vol. 33, No. 3, 1036-1047.

125



[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]
[53]

[54]

[55]

Strasser, H., (1985). “Einfihrung in die lokale asymptotische Theorie
der Statistik”, Bayreuther Mathematische Schriften, Heft 19.

Strasser, H., (1985). “Mathematical Theory of Statistics”, Walter de
Gruyter.

Strasser, H., (1989). “ Tangent vectors for models with independent but
not identically distributed observations”, Statistics & Decisions 7, 127-
152.

Strasser, H., (1998). “ Differentiability of statistical experiments”, Stati-
stics & Decisions, 16, 113-130.

van der Vaart, A.W. (1988). “Statistical Estimation in Large Parameter
Spaces”, CWI Tract, Vol. 44, Center for Mathematics and Computer
Science, Amsterdam.

van der Vaart, A.W. (1991). “An asymptotic representation theorem?”,
International Statistical Review, 59, 1, 97-121.

van der Vaart, A.W. (1998). “Asymptotic Statistics”, Cambridge Uni-
versity Press.

Witting, H., (1985). “Mathematische Statistik I”, B.G. Teubner.

Witting, H., Nélle, G., (1970). “ Angewandte Mathematische Statistik”,
B.G. Teibner.

Witting, H., Miiller-Funk, U., (1995). “Mathematische Statistik II”, B.G.
Teubner.

Xie, J., Priebe, C.E., (2002). “A weighted generalization of the Mann-
Whitney- Wilcozon statistic”, Journal of Statistical Planning and Infe-
rence, 102, 441-466.

126



Die hier vorgelegte Dissertation habe ich eigenstdndig und ohne unerlaubte
Hilfe angefertigt. Die Dissertation wurde in der vorgelegten oder in &hnlicher
Form noch bei keiner anderen Institution eingereicht. Ich habe bisher keine
erfolglosen Promotionsversuche unternommen.

Diisseldorf, den 17.02.2006
Vladimir Ostrovski.

127



