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Einleitung 1

1 Einleitung

Menschliche Erythrozyten sind kernlose bikonkave Scheiben, deren
Durchmesser beim Gesunden um einen mittleren Wert von 7,5 pm
annahernd normalverteilt sind’. Die Dicke der Zellen am Rande betragt

etwa 2 pm.

Fur ihre Hauptaufgabe, den Gastransport, sind die roten Blutkérperchen
durch ihr hohes Oberflachen-VolumenVerhaltnis glinstig geformt und
kénnen sich zudem bei der Kapillarpassage stark deformieren, was die
Mikroperfusion erst erméglicht?>. Veranderungen dieser normalerweise
optimalen morphologischen und funktionellen Eigenschaften sind daher
die pathophysiologische Ursache einiger Krankheiten. Diverse
Erkrankungen fuhren zZu bestimmten Veranderungen der
Erythrozytengrof3e und -gréf3enverteilung, deren Erkennung und richtige
Interpretation zur Diagnostik meist unerlaflich sind. Die Morphologie des
roten Blutbildes, beispielsweise in einem Blutausstrich beurteilt, weist
somit bei einzelnen Krankheiten spezifische Besonderheiten auf. Neben
der durchschnittichen GroRe der roten Blutkdrperchen kann die
Haufigkeitsverteilung der  Erythrozytendurchmesser entscheidende
Hinweise geben (Price-Jones-Kurve). Sie stellt sich normalerweise
annéhernd als Gaul3-Glockenkurve mit einem Gipfel bei 7,5 um dar. Es ist
von besonderer Bedeutung, sowohl die mittleren Durchmesser als auch
die GrolRenverteilung der Erythrozyten zu bestimmen, da hieraus

differentialdiagnostische Uberlegungen abgeleitet werden kénnen.

Vor allem die Klassifizierungen einzelner Andmieformen seien hier
genannt. Bei den Anamien kommt es zu charakteristischen
Verénderungen der Erythrozytenmorphologie. Liegt die Spannbreite der
Erythrozytendurchmesser zwischen 6,8 und 7,3 um, spricht man von
normozytaren Zellen. Kleinere Zellen werden als mikro- (<6,8 um) und

groRere als makrozytar (> 8,5 um) bezeichnet®.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung von Erythrozytendurchmesser und
-dicke beim Gesunden und bei den wichtigsten Anamieformen (Quelle:

Begemann).

Charakteristische Price-Jones-Verteilungen sollen hier zunéchst an zwei
wichtigen Anamien aufgezeigt werden. Die haufigste makrozytare bzw.
megaloblastare Anamie ist die Perniziosa, bei der ein Mangel an Vitamin
B1» zu einer Stérung der Nukleinséuresynthese fiihrt*. Vor allem die Zellen
der Erythropoese sind von dieser Reifungsstérung betroffen, die dazu
fuhrt, dal3 der Durchmesser der einzelnen Erythrozyten zwischen
4 und 14 um liegt, woraus eine starke Basisverbreiterung der Price-Jones-
Verteilung resultiert, deren Gipfel durch das Uberwiegen der Makrozyten

nach rechts verschoben ist®.

Einen weiteren charakteristischen Verlauf der Haufigkeitsverteilung der
Erythrozytendurchmesser zeigt die Kugelzellanamie, die wichtigste
korpuskulare hamolytische Anamie. Hier findet man besonders kleine
Erythrozyten mit einem Durchmesser von 6 um und weniger. Daher ist die
Price-Jones-Kurve stark nach links verschoben. Dem kleinen
Erythrozytendurchmesser entspricht jedoch nicht das Zellvolumen
(Mittleres Corpusculares Volumen [MCV]), welches normal oder sogar
erhoht ist. Dies liegt daran, dal’ die Zelldicke vergroR3ert ist und sich die
Zellen der Kugelform anndhern (Vgl. Abbildung 1). Wird in der
Routinediagnostik etwa nur das MCV beachtet, kbnnen irrefihrende
Schlu3folgerungen entstehen, die man durch die Bestimmung der Price-
Jones-Verteilung vermeiden kann®. Dies zeigt erneut die Bedeutung der
Erfassung der Erythrozytendurchmesser und v.a. auch der

Haufigkeitsverteilung der Erythrozytendurchmesser.
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Abbildung 2: Price-Jones-Verteilungen einer Kugelzellanamie, eines

Gesunden und einer pernizibsen Anamie.

Nach Price-Jones erfolgt die Bestimmung der Erythrozytendurchmesser
mittels mikroskopischer Messung, bei der mindestens 100 Erythrozyten
(besser 500-1000) analysiert werden sollen. Mit Hilfe eines
Objektmikrometers wird zunadchst ein Okularmikrometer, das auf die
Okularzwischenscheibe  aufgelegt  wird, durch  Ausziehen des
Mikroskoptubus so geeicht, dal3 ein Teilstrich des Okularmikrometers
gleich 1 um ist. In einem fixierten und nach Pappenheim (syn. panoptische
Kontrastfarbung, gebréauchlichste Farbung eines Blutausstrichs) gefarbten
Ausstrichpraparat werden jeweils der grof3te und kleinste Durchmesser
einzelner Erythrozyten ausgemessen und der arithmetische Mittelwert
notiert. Nach Einteilung der Zellen in Gruppen von 0,5pum
GroRenunterschied werden nun die prozentualen Haufigkeiten ihres

Vorkommens in Abh&ngigkeit von den Zellgré3en graphisch dargestellt.

Die Technik nach Price-Jones ist auf der einen Seite sehr aufwendig, da
1000 Zellen ausgemessen werden sollten. Dies kann aber immer noch
nicht als statistisch reprasentativ angesehen werden. Zudem wird die
optische Messung durch die Auflosung des Mikroskops (im optimalen

Falle 1 /2) begrenzt. Es ist auch zu berucksichtigen, daR es durch die
Fixation zu einer Erythrozytenschrumpfung kommt und asymmetrische

Zellen schwierig einzuordnen sind. Auf der anderen Seite bietet die

Technik nach Price-Jones allerdings die Moglichkeit, jede Zelle einzeln zu
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betrachten, um daraus schlie3lich eine Gesamtaussage Uber die

Erythrozytenpopulation zu formulieren.

Ein verwandtes Verfahren nutzt die Photographien mikroskopischer Bilder.
Unter einem Mikrophotogerat werden zwei Gesichtsfelder eines dinnen
Blutausstriches 1000-fach vergrof3ert photographiert, so daf3 etwa 100
Erythrozyten abgebildet sind. Mit Hilfe einer auf 0,1 mm geeichten
MeRlupe konnen nun die Durchmesser jedes einzelnen Erythrozyten
gemessen werden. Die Summe der MelRwerte, dividiert durch die Zahl der
gemessenen Erythrozyten, ergibt den mittleren Durchmesser. Als Variante
zu diesem Verfahren kann man das mikroskopische Bild einer Blutprobe
auch in einer Neubauer-Zahlkammer, wie sie sonst zur
Erythrozytenzéahlung verwendet wird, mit ihren genau definierten
Zahlfeldern als Eichungsmal3stab anfertigen, wobei auf die hier sonst
verwendete Hayem’'sche Losung (Verdinnungsflissigkeit bei der

Erythrozytenzahlung, die durch ihren hohen Gehalt an SO7 -lonen die

negative Ladung der Erythrozyten erhoht und dadurch die Agglutination
und ungleichmaRige Verteilung auf der Zahlflache verhindert.) verzichtet
werden sollte. Diese Lo6sung fuhrt namlich aufgrund ihrer Hyperosmolaritat

zu Schrumpfungen der Zellen.

Die  mikroskopische Price-Jones-Technik wurde aufgrund ihrer
Aufwendigkeit weitestgehend durch die Bestimmung der
Erythrozytenverteilungsbreite (red cell distribution width [RDW]) abgelost,
einem Variationskoeffizient, der als Maf} fir die Anisozytose der
Erythrozyten bestimmt wird. In Zellzahlautomaten, die Histogramme von
Blutkorperchen erstellen kénnen, werden auf dem MCV basierend die
Volumina von ca. 100 000 Erythrozyten ermittelt. Der RDW wird in [%]
angegeben und besagt, welcher Prozentsatz der Erythrozyten vom
mittleren MCV abweicht.

Das derzeit am haufigsten angewandte Verfahren zur
Erythrozytengréf3enbestimmung ist die Impedanzmessung in
elektronischen Z&hlautomaten. Dieses sog. Coulter-MeRprinzip’ bestimmt
Grof3e und Anzahl von Zellen, die in einer elektrisch leitfahigen Flussigkeit

suspendiert sind. Diese Zellsuspension wird durch eine kapillare Offnung
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gesogen. Dabei bewirkt jede Zelle eine kurze Widerstandserhéhung in
einem elektrischen Feld zwischen der inneren und der &ul3eren
Melelektrode. Die Amplitude des jeweils gemessenen Impulses ist
proportional zum Volumen der gemessenen Zelle®. Als Ergebnis wird ein
Histogramm  ausgegeben, das die PartikelgroBe gegen die

Volumenkonzentration [fl] darstellt.
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Abbildung 3: Schematischer Aufbau eines Blutkdrperchenzéahlers mit

Impedanzmessung (Quelle: Dérner).

An dieser Stelle sei erneut darauf hingewiesen, dal3 in den zuvor
erwahnten elektronischen Zahlgeraten die Volumina und nicht die
Durchmesser der Zellen bestimmt werden und einige potentielle
Fehlerquellen existieren’. So miissen die Daten mitgezahlter Leukozyten
eliminiert werden. Aullerdem arbeiten diese Gerate teilweise mit
hypoosmolaren Ldsungen, die Spharozyten erzeugen. Auch das
unterschiedliche osmotische Verhalten des Blutes muld berucksichtigt
werden. Pathologische Veranderungen der Membraneigenschaften der

Erythrozyten kdnnen ebenfals zu Mel3fehlern fuhren.

Die ersten Versuche, die Beugung von Licht in der Labordiagnostik
einzusetzen, gehen auf Experimente von Thomas Young aus dem Jahre
1813 zuriick®®. Young gelang es unter Verwendung von Sonnenlicht, den
mittleren Durchmesser von Erythrozyten in einem Blutausstrich durch

Messung der GroRe der entstehenden Beugungsringe annahernd zu
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bestimmen. Ein weiteres geschichtliches Verfahren zur Bestimmung des
Erythrozytendurchmessers ist das Erythrozytometer (nach Bock)!!. Es
benutzt ebenfalls Beugung zur Bestimmung des Durchmessers und reicht
als grobe Orientierung aus. Zwei parallel laufende, durch runde Offnungen
in einer Deckplatte erzeugte Lichtstrahlen aus einer gewohnlichen
Gluhlampe, werden auf einen Blutausstrich gesandt. Auf einer
Mattscheibe erscheinen diese als runde Farbhofe, die sich durch
Verschieben eines Rohres vergrof3ern oder verkleinern lassen. Berthren

sie sich eben, so laf3t sich an einer in jr geeichten Skala der jeweilige

Erythrozytendurchmesser ablesen.

Eine moderne Methode zur Bestimmung der Geometrie von Erythrozyten
in waldriger Suspension ist die Laserdiffraktoskopie. Nach der Grundidee,
die Gestalt von Erythrozyten anhand ihrer Beugungsbilder zu beurteilen,

12,1314 ynd Morris*® diese

stellten die Arbeitsgruppen Bessis und Mohandas
Methode =zur Messung der Erythrozytenflexibilitat vor. Weitere
Verbesserungen des MeRsystems wurden durch Hardemann et al.*® und

der Arbeitsgruppe von Bayer'’18:19.20.21

vorgeschlagen. Ein Laserstrahl mit
der Wellenlange 633 nm wird in die Rotationsachse eines Viskosimeters
gesandt, das im wesentlichen aus drei Zylindern (Vgl. Abbildung 4)
besteht. In einen schmalen MeRRspalt (0,5 mm), der sich zwischen dem
mittleren und dem &uf3eren, feststehenden Zylindern befindet, wird die
verdunnte Blutprobe eingebracht (Hamatokrit ca. 1%). Der mittlere
Zylinder wird durch einen Gleichstrommotor mit definierten
Geschwindigkeiten angetrieben, so dal3 die Erythrozyten innerhalb des
Spaltes Schubspannungen ausgesetzt und gedehnt werden. Es erfolgt
eine elipsoide Verformung der Zellen, die eine Verformung des runden in
ein elipsoides Beugungsbild zur Folge hat. Das auf dem Schirm sichtbare
Beugungsbild wird von einer CCD-Kamera unter einem feststehenden
Winkel aufgezeichnet und an einen Computer Gbermittelt. Mit Hilfe eines
speziell entwickelten Programms kann die Form des Beugungsbildes

analysiert und quantifiziert werden.



Einleitung 7

Abbildung 4: Schematischer Aufbau des Probenzylinders und des Schirms
mit entstehendem Beugungsbild. 1= Laser, 2 = Lichtschranke zur

Positionssteuerung, 3 = EinlaB flur Spulflissigkeit, 4 = innerer Zylinder,

geflllt mit Triton X-100 (Phase-matching), mit Umlenkspiegel, 5= mittlerer
Zylinder, gefillt mit Triton X-100 (Phase-matching), 6 = Ein- bzw. Auslaf fur
Blutproben, 7 = &auBerer Zylinder mit der Dextran-Blut-Suspension,
8 = Mel3spalt (0,5mm), zwischen mittlerem wund &auBerem Zylinder,

9 = Frasung fur den Antriebsriemen.

Neben der Erythrozytenflexibilitdt laRt sich durch Auswertung des
Beugungsbildes bei Kenntnis der Wellenléange, des Abstandes des Lasers
zu den Beugern und dem ersten Minimum im Beugungsbild hochpréazise
der mittlere Durchmesser der sich im vom Laser durchstrahlten Volumen
befindenden Erythrozyten (ca. 200.000 Zellen) bestimmen. Eine Aussage

Uber die GréRenverteilung ist jedoch nicht mdglich.

Es stellt sich die Frage, wie die Information Uuber die
Durchmesserverteilung der Erythrozyten aus dem Beugungsbild gezogen
werden kann. In der vorliegenden Arbeit soll daher geprift werden, ob und
inwieweit die Beugung von monochromatischem Licht als Verfahren zur
Bestimmung der Durchmesserverteilung einer Erythrozytenpopulation
geeignet ist. Dieser Ansatz liegt nahe, da uns heute aufgrund der
Lasertechnologie  monochromatisches Licht in einem  breiten

Wellenlangenbereich zur Verfligung steht.
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2 Grundlagen der Fourier-Optik

In diesem Kapitel werden zunéchst allgemeine physikalische und
mathematische Grundlagen systematisch dargestellt, um schlie3lich die
Vorgange der Beugung und der Fourier-Optik erlautern zu konnen. Uber
die mathematische Herleitung der Fourier-Transformation hinaus stellt
deren Anwendung auf die Beugung an kreisféormigen Objekten einen
Schwerpunkt dieser Arbeit dar. Eine Aufstellung der Fourier-Gesetze

schlief3t das Kapitel ab.

2.1 Lichtals Welle

In der Geschichte der Optik haben Wissenschatftler, um die in ihrer Umwelt
beobachteten Vorgénge verstehen und erklaren zu kdénnen, verschiedene
Modelle aufgestellt. Da haufig spekulative Hypothesen formuliert worden
waren, versuchte Sir Isaac Newton (1642-1727) auf direkte
Beobachtungen aufbauend, die wirkliche Natur des Lichtes zu ergriinden.
Seine beiden Theorien lauteten: War Licht korpuskular, d.h. ein Strom von
Teilchen? Oder war es eine Welle in einem alles durchdringendem
Medium, dem Ather? Wahrend Newton zunachst darauf bedacht war,
beide Theorien zu erfassen, neigte er spater doch mehr zu der
Korpuskeltheorie. Christian Huygens (1629-1695) baute hingegen zur
selben Zeit seine Wellentheorie aus, die im Folgenden dieser Arbeit
angewandt wird. Huygens erkannte beispielsweise, dal3 Licht beim Eintritt
in dichtere Medien erheblich langsamer wird. Er war auf3erdem in der
Lage, Reflexions- und Brechungsgesetze herzuleiten. Erst im Jahr 1801
nahm die Optik wieder neuen Aufschwung mit Thomas Young (1773-
1829), der das Interferenzprinzip einfiihrte, ein Uberlagerungsprinzip fir
Wellen.

In der Natur gibt es zahlreiche Beispiele fiir Wellenbewegungen. Befestigt
man ein Seil an einer Wand und bewegt das freie Ende mit einer Hand auf
und ab, so entsteht eine fortschreitende Welle. Ebenso sind Schallwellen
oder Kreiswellen (z.B. beim Wurf eines Steines ins Wasser entstehend)

Beispiele fur Wellenformen.
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Da die in den weiteren Kapiteln folgenden Betrachtungen der
Beugungseffekte durch das Wellenmodell anschaulich erlautert werden

kénnen, betrachtet man zuerst allgemein eine Welle.

Eine Wellenbewegung ist ein Vorgang, bei dem sich eine physikalische
GroRRe periodisch als Funktion der Zeit und des Ortes &ndert. Es handelt
sich bei diesem Vorgang um die Ausbreitung einer Anregung in einem
kontinuierlichen Medium. Bei Transversalwellen erfolgt die Schwingung,
die der  Wellenbewegung zugrunde liegt, senkrecht  zur
Ausbreitungsrichtung der Welle (z.B. bei elektromagnetischen Wellen). Bei
longitudinalen Wellen finden die Schwingungen in Ausbreitungsrichtung

statt. Ein bekanntes Beispiel sind die Schallwellen.

Es soll auf einige allgemeine Eigenschaften der Wellen kurz eingegangen
werden. Daher betrachtet man die einfachste Wellenform, in der die Form
der Welle eine Sinus- oder Kosinuskurve ist. Man bezeichnet sie als

harmonische Welle. Die sich verdndernde Groéf3e nennt man Auslenkung
w(Xx,t), wobei x der Ort und t die Zeit sind.

Eine eindimensionale harmonische Welle ist folgendermal3en definiert:

w(x,t) = A:cos(wt - kx - a) [2.1-1]

Hierbei ist w=2p ¥ =2p T ' die Kreisfrequenz. f steht hier fir die
Frequenz, T ist die Periode der Welle und a die Phase, welche eine
Verschiebung der Welle auf der x-Achse bewirkt, wobei sich die
Wellenform nicht andert. A stellt die Amplitude dar, wahrend k =2p ¥ ™*

als Wellenzahl bezeichnet wird und eine positive Konstante ist.

Setzt man die Kreisfrequenz w und die Wellenzahl k ein, so gilt die
allgemeine Gleichung einer harmonischen Welle?*:

D 2P - al [21-2]

w(X,t) = Axcosg—
el | @

Halt man entweder x oder t konstant, fiihrt dies zu einer kosinusférmigen
Auslenkung. So ist die Welle in Raum und Zeit periodisch. Es ergibt sich

bei fester Zeit t=0 und einer Phase a =0 die Abhangigkeit
w(x,0) = Axcos(2p ¥ ' xx), welche graphisch folgendes Bild liefert:
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Abbildung 5: Bild einer harmonischen Welle bei fester Zeit. Es ist die

Wellenlange | eingezeichnet. Den maximalen yAchsen-Wert nennt man

die Amplitude.

Die raumliche Periode bezeichnet man als die Wellenlange | . Die Einheit
von | ist Meter, wobei Licht im sichtbaren Bereich Wellenlangen von
40030°m bis 800X0 °m hat. Anstelle von 10°m kann man auch nm
schreiben. Bei festem Ort x =0 und einer Phase a =0 erhélt man
vollkommen analog die Gleichung w(0,t) = A xcos(2p 3T " xt), mit der man
die zeitliche Periode T untersuchen kann. Sie ist die Zeit, die eine
vollstandige Welle bendétigt, um an einem ruhenden Beobachter

vorbeizulaufen.

Abbildung 6: Eine harmonische Welle bei festem Ort. T stellt die zeitliche

Periode dar.

Die Darstellung der Wellen mit Hilfe komplexer Zahlen bietet im Vergleich
zu der mit Sinus- und Kosinusfunktionen eine alternative Beschreibung,
mit der mathematisch einfacher zu arbeiten ist, da die trigonometrische

Handhabung bei schwierigeren Ausdriicken sonst recht umstandlich wird.

Die komplexe Zahl z hat die Form
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Z=X+iy, [2.1-3]

wobei i =+/- 1 ist. Der reelle und der imaginare Teil von z sind jeweils x
und y, wobei sowohl x als auch y selbst reelle Zahlen sind. Dies ist

graphisch im Argand-Diagramm der Abbildung 7 dargestellt. Mit
Polarkoordinaten (r,q) erhalt man x =r:cosq und y =r:sinq .

imaginmar

4 (x +iy)
g lossaammmnanv g :

: = reell
X
Abbildung 7: Argand-Diagramm.

Jede komplexe Zahl z kann als die Summe eines Realteils Re(z) und

eines Imaginarteils Im (z) dargestellt werden,
z =Re(z)+i:lm(z). [2.1-4]

Aus der polaren Form, in der Re(z)=r:cosq und Im(z)=r:sinq sind,

folgt, dal® jeder der beiden Anteile gewéhlt werden kann, um eine
harmonische Welle zu beschreiben. Es ist jedoch Ublich, den Realteil zu

wahlen, wobei eine harmonische Welle beschrieben wird als
W (x,t) =Re|A s tea) [2.1-5]

Die komplexe Darstellung der harmonischen Welle geschieht daher

allgemein wie folgt:

W, (X, 1) = A tvkea) [2.1-6 ]

In den folgenden Kapiteln wird auf diese komplexe Schreibweise der
Wellen noch haufiger zurlckgegriffen werden, um
Beugungserscheinungen berechnen zu kénnen. Erst beim Schlu3resultat
wird der Realteil gebildet und zwar nur dann, wenn eine reale Welle

dargestellt werden soll.
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Als eine Form der harmonischen Wellen sei hier auch die ebene Welle
genannt. Die ebene Welle ist ein einfaches Beispiel einer
dreidimensionalen Welle. Beobachtet man ebene Wellen zu einer
bestimmten Zeit, so stellen alle Flachen gleicher Phase jeweils ebene
Wellenfronten dar, die senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen. Die

mathematische Definition einer ebenen Welle folgt in Kapitel 2.2.

— AR -
Verschiebung in
die k-Richtung

Abbildung 8: Wellenfronten fir eine harmonische ebene Welle (Quelle:
Hecht, Abb. 2.13, S.23).
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2.2 Beugung am Spalt als Elementarwellenmodell

Das Phanomen der Beugung laf3t sich anhand von Wellen erklaren, die in
Wechselwirkung mit einem Hindernis treten®>. Hierbei ist es priméar nicht
von Interesse, ob es sich um Licht-, Wasser- oder Schallwellen handelt,
da man die Erscheinungen bei allen Formen von Wellen findet?*. Unter
optischer Beugung versteht man die Abweichung der Lichtausbreitung von
den Gesetzen der geometrischen Optik, die immer dann auftritt, wenn die
freie Ausbreitung der Wellen durch Objekte ge&ndert wird®®. Hinter den
Beugungsobjekten treten Lichtstrahlen auf, die in der Richtung von dem

einfallenden Licht abweichen.

auslaufende Welle

A(r,t,x)é

Hindernis
-b/2 0 X b/2

einlaufende Welle

Abbildung 9: Elementarwellenmodell zur Erklarung der Beugung am Spalt
der Breite b [-b/2,b/2]. Man betrachtet zwei Wellenziige von 0 und X

ausgehend.

Man schaut sich beispielsweise eine ebene Welle an, die auf eine Barriere
trifft, in der sich ein Spalt befindet. Der Spalt habe die Breite b. Jeder
Punkt dieses Spaltes kann nach dem Huygens’schen Prinzip als Quelle
sekundarer, kugelférmiger Elementarwellen angesehen werden. Hinter
dem Spalt breiten sich diese Elementarwellen in alle Richtungen aus und
uberlagern sich in Phase und Amplitude. In Richtung des Winkels q zur
Senkrechten sieht man dann eine aus der Summe der einzelnen
Kugelwellen  zusammengesetzte  Welle. Unter  Fraunhofer‘'schen
Bedingungen (Vgl. Kapitel 2.3) dberlagert sich die vom Punkt x
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ausgesandte Welle mit der vom Ort 0 in einem weit entfernten
Beobachtungspunkt. Ist der Beobachtungsschirm unendlich weit von der
Offnung entfernt, so ist die Fraunhofer‘'sche Bedingung erfillt. Fur kleine

Spaltbreiten kann man dies bei sichtbarem Licht allerdings auch durch

ausreichend gro3e Abstande realisieren (Vgl. [ 2.3-2 ]).

Die Amplitude einer ebenen Welle, die vom Punkt O in Richtung r ausgeht,
ist:
A(r,t,0) = A, xe ) [2.2-1]

Ausgehend mit gleicher Phase ist die Welle vom Ort x allerdings ein Stick,
namlich x:sing, weiter gelaufen. Fir den Phasenunterschied beider
Wellen ist das Verhéltnis dieser Strecke zur Wellenlange
(x:sing)/l =x:k:sing malRgebend, wobei die Wellenzahl k =2p /| ist.

w =2p /T bezeichnet die Kreisfrequenz.

Vom Ort x kommend ist die Amplitude einer um x:k:sing in der Phase

verschobenen Welle gegeben durch:
A(r,t,q, X) - Ao >ei>(w>t— kxr - k»sinq) = A(r,t’o)>ei>(-k>9<>sinq) [22_2 ]

Wahlt man Uber der Spaltbreite N Punkte als Ausgangsorte einer
einzelnen Welle, so erhalt man die Amplitude am weit entfernten Schirm
als Summe von N Wellen n =12,...,N , wobei jede eine individuelle Phase
tragt:
A(r,t,g)= § A(r,t0)se 7= [2.2-3]
n=L2,...N
Weil der Spalt kontinuierlich ist, kann die Summation durch das

entsprechende Integral ersetzt werden:

1 P2 R 1 b2
A(r,t,q) =5 O A(r,t,0)>e ***Mdy = A(r,t,O)xEX Ce e Mdx

= A(r,t0):A@Q) [2.2-4]

Der Faktor 1/b dient der Normierung. Integriert man nun den vom Spalt

abhangigen Anteil
1 P2 iAsOS 1 isoxsing /2
A = T x A e i >9(>squx — e i X»sinq , 22_5
@=5%0 omsnae . [228]
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so erhalt man mit Hilfe der Euler'schen Beziehung e =cosj +isinj ,

aus der folgt e'* - e* =2x>sinj , das Ergebnis:

A ei>kx3>sinq i e—i>kxt2)—>sinq
@ =5 osing
sin(k 0/ >sin
b AQ)= ( A %) [2.2-6 ]
q b ,
k Axsmq

Dies ist die in Richtung q abgestrahlte Amplitude. Das Quadrat des

Betrags der Amplitude liefert die in Richtung q abgestrahlte Intensitat:

2
mm%mmm
k >% xsing

[2.2-7 ]

, Ssi
@) =|A@)| =&
e

Mehrere Wellen kénnen sich gegenseitig verstarken oder abschwéchen.
Stellt man sich vor, dal3 zwei Wellenbewegungen mit gleicher Wellenlange
von zwei Quellen ausgehen, so addieren sich die Schwingungen in jedem
Raumpunkt nach dem Superpositionsprinzip. Sind die Wellen in Phase,
Wellenberge und Wellentéler treten also zur gleichen Zeit auf, so
interferieren die beiden Wellen und ergeben eine Welle, bei der sich die
Amplituden der einzelnen Wellen addieren, wobei die Wellenlange gleich
bleibt. Man spricht von konstruktiver Interferenz. Sind die beiden Wellen
jedoch auB3er Phase, ein Wellenberg trifft auf ein Wellental, so I6schen
sich die Wellen gegenseitig aus. Man spricht von destruktiver Interferenz.
Ganz allgemein kann man diese Uberlegung fir jeden Punkt im
Interferenzfeld anstellen. In jedem Raumpunkt addieren sich die
Schwingungen und verstarken oder schwéchen sich je nach Phasenlage.
So entstent bei der Beugung am Spalt ein charakteristisches

Beugungsmuster mit seinen Minima und Maxima (Vgl. Abbildung 10).
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2 o b
b b b

Abbildung 10: Intensitatsverteilung bei der Beugung am Spalt (Vgl. [ 2.2-7 ].

I(q) ist minimal, wenn der in [ 2.2-7 ] enthaltene Zahler gleich Null ist:

sin(k %xsinq) =0 [2.2-8]
k % xsing =n > (Vielfache von p) [22-9]
2p Ccing = N s
Dak=|— ,folgt b:sing=n:I . [2.2-10]

Das erste Minimum (n=1), d.h. die Mitte des ersten dunklen

Interferenzstreifens, erhalt man dann fir sing :IE ,das zweite (n=2) fur

sing :% und das dritte (n=3) fur sinqg =%.

() wird maximal, wenn sin(k %xsinq):l. Dafur mufd der Ausdruck

k % xsing ungeradzahlige Vielfache von % liefern. Also schreibt man:
k »% >sing = (2n +1) % [2.2-11]
Daraus folgt: sing = 2n+1 ><|B [2.2-12 ]

Das erste Maximum (n=1) erhalt man fur
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. 3l
sing = — 2.2-13
q 0 [ ]

und das zweite bei n=2 fur sing =%.
Fiur kleine Winkel erhalt man das Zentralmaximum O-ter Ordnung, denn
._sinz, _

Izlgg(?) =1.

Aus der Formel [2.2-7] ergibt sich letztlich auch, dal3 sich die
Beugungsbildausdehnungen reziprok zu denen des Objekts verhalten. Ein
breiter Spalt liefert also eine schmale Beugungsfigur. Umgekehrt
vergroRRert sich das Beugungsbild bei Verkleinerung der Vorlage. Da kein
Licht verloren geht, andert sich die Helligkeit des Beugungsbildes

entsprechend seiner Grol3e.
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2.3 Fraunhofer’'sche Bedingung

In den vorherigen Darstellungen kam Beugung unter Fraunhofer'schen
Bedingungen schon vor. Nun soll Uberprift werden, ab wann man sie
beobachtet. Mit Hilfe der Formel [2.2-13 ] kann man berechnen, welche
Bedingung fir die Fraunhofer'sche Beugung (auch Fernfeldbeugung
genannt) erfullt sein muf. Sie gilt fir groBe Entfernungen von der

beugenden Ebene. Es sei eine Entfernung |, gegeben, oberhalb der die
erste Ordnung zu erkennen ist. Unterhalb |, kommt es zu

Uberlagerungen der Ordnungen, daher existiert dort (ohne eine Linse)
keine reine Beugungsfigur.

0. Ordnung

1. Ordnung

Abbildung 11: Skizze zur Erklarung der Fraunhofer'schen Bedingung.

Aus der Zeichnung folgt, daf3
l, xsing =b. [2.3-1]

Formel [ 2.2-13 ] gibt den Winkel an, bei dem die erste Ordnung erscheint.
Setzt man diese Formel in [2.3-1] ein, so erhalt man eine Gleichung flr
den Ubergang vom Nahfeld in den reinen Beugungsbereich. Ab dieser
Entfernung tritt die erste Ordnung aus dem Schattenri3 des Objekts, der in

etwa die Breite der 0. Ordnung anzeigt.
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| _2b?
]

[2.3-2]

Ab dieser Lange |, ist die Fraunhofer'sche Bedingung erfullt. Bei einem 1

mm groBen Objekt und Verwendung sichtbaren Lichtes muf3 der
Beobachtungsschirm also mindestens 2 m entfernt sein, um Beugung im
Fernfeld ohne eine Linse beobachten zu konnen. Bei Erythrozyten als
Beuger und Verwendung eines Lasers (633 nm) ist die Fraunhofer'sche

Bedingung schon ab 0,06 mm erfullt.

2.4 Mathematik der Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation ist eine Form der Frequenzanalyse?. Sie wird
angewandt, um Vorgénge in Hinblick auf ihre Frequenzgehalte zu
untersuchen.

Eine periodische Funktion f(x) laRt sich mit einer Fourier-Reihe

darstellen:

¥ ¥

f(x) = %+é A,, cos(mkx) + & B,, sin(mkx) [2.4-1]
m=1 m=1

Wobei k =2p /I ist. Die Fourier-Koeffizienten A, und B, berechnen sich

als:

gc‘j(x)cos(mkx) dx

[2.4-2 ]

I\)

—:‘j (x)sin(mkx) dx

Soll eine nicht-periodische Funktion f(x) durch periodische Funktionen
dargestellt werden, so beschreibt man die Nicht-Periodizitdt von f(x)

durch eine Periode | =¥ . Die Fourier-Reihe geht dabei in ein Fourier-
Integral Uber, das eine Linearkombination unendlich vieler harmonischer
Beitrage ist:

¥

f(x) :pig(‘)b\(k)cos(kx)dk +c‘j3(k)cos(kx)dk8 [24-3]
& 0 a
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Die Fourier'schen Kosinus- und Sinus-Koeffizienten A(k) und

B(k) berechnen sich als:

A(k) = +z‘j(x)cos(kx)dx

N [2.4-4]

B(k) = +Zé‘j(x)sin(kx)dx

-¥
Auf diese Weise vergleicht man die tatsachliche Frequenz - hier die
Funktion f(x) - mit allen Frequenzen (hier: O bis ¥ ). Entspricht die
ausgewahlte Funktion der tatsachlichen Funktion f(x), so liefert das
Integral einen Wert ungleich Null. Dieser Wert stellt die Amplitude der
Frequenz dar. Mit Hilfe der Euler'schen Beziehung e'* =cosj +isin;

und einigen anderen Umformungen kann man die obigen Integrale auch

komplex schreiben:

— iﬂi Bk ¢4 _
f(x) = 2 _g(k)e dk [2.4-5]
Hierbei ist
Fk) = +(‘j(x)e‘*”‘dx [2.4-6 ]

die Fourier-Transformierte von f(x). Fir die Kosinus- bzw. Sinus-
Koeffizienten A(k) und B(k) besteht zu der Fourier-Transformierten F(k)
der Zusammenhang: F(k) = A(k)+i:B(k), d.h. A(k) und B(k) sind Real-
und Imaginarteil von F(k). |F(k)| ist das Amplitudenspektrum. Weil F(k)
die Transformierte von f(x) ist, wird f(x) selbst die inverse Fourier-

Transformation von F(k) genannt.
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2.5 Fourier-Transformation einer Rechteckfunktion

Die Fourier-Transformation einer eindimensionalen Rechteckfunktion soll

hier als Beispiel dienen, mit dem die Beugung am Spalt beschrieben
werden kann.

:Ofurx<-E :J D
2
) T
r(x):IDfur-E£x£b1/
) 2|
) T
Tofur x >— I >
f b bbb X
2 2

Abbildung 12: Das mathematische Modell fiir einen Spalt mit der Breite b
und ,Durchlassigkeit” D.

Die Fourier-Transformation der Dichte entspricht der Integration der Dichte

des Objekts tber den Ortsraum:

b/2

Fk)= O r(x)e™dx = ¢p=e"*dx [2.5-1]
Ortsraum -b/2
Daraus folgt:
b .. b
. N i ko -ik=U
F(k)—.—[ X ]b,§=—ée *-e 7 [2.5-2]
X g a

Mit Hilfe des Terms
e - e =cosj +ixsinj - cos(-j )-ixsin(-j )=2xxsinj [2.5-3]
berechnet man somit:

Dssin(K/ »b
F(k) = M [2.5-4 ]
A

Der Imaginarteil entféllt, da der Spalt symmetrisch um die Null gelegt

wurde. Quadriert man nun die Amplitude F(k), so erhélt man die
Intensitat:

€D >sin( / x0) U

I(k)y=6——22 [25-5]

ZA
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Wahlt man D :% und statt k den Ausdruck k :sinqg, so erhalt man:

Z 2
€sin(k 0/ xsinq)U
PO s S
§ Khpsina

[2.5-6 ]

Man erkennt, dall die Formel des Intensitatsverlaufs der Fourier-
Transformation eines Spaltes (Vgl. [2.5-6 ]) das gleiche Ergebnis liefert
wie die ebenen, monochromatischen Wellen, die auf ein Hindernis mit
einem Spalt treffen (Vgl. [2.2-7 ]). Daraus folgt, da? Beugung unter
Fraunhofer‘'schen Bedingungen, d.h. wenn sich Lichtquelle und Schirm in
einem unendlichen Abstand von dem beugenden Objekt befinden, durch
die Fourier-Transformation beschreibbar ist?’. Im Nachfolgenden kann
demnach die Betrachtung der Elementarwellen aul3er Acht gelassen
werden. Das Beugungsbild unter Fraunhofer'schen Bedingungen ist die
Fourier-Transformation des Ortshildes. Von nun an werden
Beugungserscheinungen daher in dieser Arbeit durch Fourier-Analyse

ausgedruckt.

2.6 Beugung an kreisformigen Offnungen

Die Beugung an einer kreisformigen Offnung (mit dem Radius R) unter
Verwendung monochromatischen Lichtes liefert ein Bild, das aus einem
zentralen, hellen, kreisféormigen  Scheibchen besteht, welches
abwechselnd von dunklen und hellen Ringen umgeben ist. Die
Abh&ngigkeit der gebeugten Intensitdt vom Richtungswinkel kann durch
die Fourier-Transformation berechnet werden. Fir Beugungsvorgange
z.B. an einer Lochblende muf die bisher beschriebene eindimensionale
Fourier-Transformation auf die Zweidimensionalitat ausgedehnt werden.
Eine zweidimensionale Transformation erfolgt, indem man jeweils einmal
Uber die beiden Dimensionen transformiert (Vgl. Kapitel 3.2). Die
Definition einer solchen Lochblenden-Matrix weist innerhalb der

kreisformigen Blendend6ffnung den Wert 1 und auf3erhalb die Null zu.

Das Ergebnis der zweidimensionalen Transformation liefert ein
berechnetes Beugungsbild, bei dem folgende Abh&ngigkeit der Intensitat

des Bildes vom Richtungswinkel q besteht:
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Jg ~ Jf(zl—pR sinq)/(zl—pRsinq)2 [2.6-1]

Hierbei bedeutet J, die Besselfunktion erster Ordnung. Die Winkel
9,,9,,95... , fur die minimale Intensitaten auftreten, ergeben sich aus den

tabellierten Nullstellen der Besselfunktion:

sing, :O,61OIE;sinq2 :J,116|E;sinq3 21619%... [2.6-2 ]

Dazwischen liegen die Maxima (die hellen Ringe) bei den Winkeln:

sing, :O,819|E;sinq2 21346%;sinq3 :l850|E... [2.6-3]

Diese beiden Formeln [2.6-2] und [2.6-3] entsprechen den
Gleichungen [2.2-10] und [2.2-12] fUr den Spalt und sind analog

aufgebaut.

Die Beugungserscheinung sieht also so aus, dal3 man statt eines
Lichtpunktes, wie es die geometrische Abbildung fordern wirde, eine helle

Kreisflache vom Radius r, =0,61 /R erhalt, deren Intensitat vom
Maximum bei r =0 bis zum Wert 0 bei r =r, abnimmt. Dann folgt der
erste dunkle Ring fur r =r,, dann ein heller Ring, der von den Radien r,
und r, =1116l /R begrenzt wird. Bei r =r, liegt der zweite dunkle Ring

usw.

Abbildung 13: Beugungsbild bei der Beugung an einer kreisformigen

Offnung.

Die zum Beugungsmuster gehdrende Funktion lautet:
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I(x) = EZJ;(X)E [2.6-4 ]

Dies ist die normierte Intensitat, deren erste Nullstelle bei x =3,832 (Vgl.

Winkelschreibweise in [2.6-2 ]) liegt. Im ersten Maximum sind 84% der
Gesamtflache der Funktion enthalten. Das kreisférmige Hauptmaximum

nennt man auch das Airyscheibchen.

| 0.5]

LF
=

1}

S04
7.02

—-B.42
7.1

—5.14
LE3
163

Abbildung 14: Graph der Funktion [2.6-4 ] (nach Hecht). Man spricht von

der normierten Intensitat.

Diese Funktion muf3 man sich auf Grund der axialen Symmetrie um die

Intensitatsachse rotiert vorstellen:

Abbildung 15: Intensitatsverteilung, die bei Fraunhofer'scher Beugung an
einem kreisrunden Loch entsteht (Das zentrale Maximum ist nicht

vollstandig dargestellt.).
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Beugungserscheinungen an kreisformigen Offnungen konnen ebenso auf
kreisformige Gegenstande Ubertragen werden. Dieses Phanomen
beschreibt das Babinet'sche Theorem. Es besagt, dal3 komplementare
Schirme (d.h. Schirme, bei denen Offnungen und undurchsichtige Partien
vertauscht sind) auferhalb des Bereichs der geometrischroptischen
Abbildung (d.h. auf’erhalb des Priméarstrahls) die gleichen
Beugungserscheinungen liefern. Scheiben ergeben also die gleichen

Beugungsfiguren wie gleich groRe Offnungen.

Auf dem Schirm kann nur der Winkel und die Intensitéat |A|2 =1 beobachtet

werden, so dal3 dort keine Information Uber die Phase zu finden ist. Die
Translation des Objekts andert nur die Phase zwischen den Wellen, so

daf sich das Beugungsbild selbst nicht verandert.

Bei grol3er werdender Zahl von Beugern kann der zentrale helle Fleck so
hell werden, daR das Beugungsbild durch die Uberstrahlungseffekte

schwer zu beurteilen wird.

2.7 Fourier-Gesetze

Die allgemeinen Beziehungen der Fourier-Transformation lassen sich zum
einen in optischen Versuchen physikalisch deuten, zum anderen liefern
sie einige Regeln, die als Hilfsmittel fur Berechnungen dienen und zum
Verstandnis der Fourier-Spektren verschiedener Beugungsstrukturen

beitragen kénnen.

Beugt man, in einem optischen Experiment durchgefihrt, zwei Strukturen
gleichzeitig, so ist diese Fourier-Transformation die Uberlagerung der

Transformierte n der Einzelverteilungen.

Man spricht hier von der Linearitat der Fourier-Transformation®®:

FIE.(xy)+E,(x,Y)| (v,,v,) =

[2.7-1]
FIE.u] vovy ) +F[E, (6 y)] v,y )
Der Verschiebungssatz der Fourier-Transformation
FIE(x+Dx,y +Dy)|(v,,v,) =
[2.7-2]

e O [T
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besagt dagegen, dafl’ bei einer Verschiebung der beugenden Struktur in x
und y-Richtung um Dx bzw. Dy nur eine lineare Phasenverschiebung
hinzugefiigt wird. Das Beugungsbild, d.h. die Intensitat des

Amplitudenspektrums, andert sich bei einer Verschiebung der beugenden
Struktur nicht.

Ersetzt man beispielsweise einen einzigen kreisféormigen Beuger durch
eine grof3e Anzahl gleicher Beuger in regelloser Anordnung, so erhalt man
nahezu die gleiche Beugungsfigur wie mit dem einzelnen Gegenstand. Die
Figuren aller Scheiben addieren sich praktisch ohne gegenseitige
Beeinflussung, da der Gangunterschied aller Kombinationen verschieden
ist. Daher Uberlagern sich Maxima und Minima der zusatzlichen Streifen.
Wenn N zufallig verteilte Beuger von monochromatischem Licht beleuchtet
werden, so ist die FluRdichteverteilung allerdings N mal so hell (Vgl. [ 3.3-
13]). Zusatzlich wird im Zentrum ein heller Fleck auftreten, fir den die
FluRdichte N?> mal so groR wie die von einem einzelnen Beuger

kommende ist.

Eine weitere Regel stellt der Ahnlichkeitssatz der Fourier-Transformation

dar:

1

F[E(ax,by)](v,.v, ) :W

FEcyIC2)  [27-3]

Eine VergroRerung der Beugungsstruktur (z.B. eine Verbreiterung eines
Spaltes oder hier die VergroRerung des Kreisradius) hat in der Fourier-
Ebene eine entsprechende Verkleinerung des Beugungsmusters zur
Folge. Ebenso vergrofRert sich das Beugungsmuster bei Verkleinerung der

Vorlage. Diesen Sachverhalt hat bereits Formel [ 2.2-7 ] aufgezeigt.

Die Darstellung und Uberprifung der Fourier-Gesetze wird im

experimentellen Vorgehen der Arbeit noch eine wichtige Rolle spielen.
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3 Grundlagen zur Analyse der Gr6Renverteilung

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen entwickelt, die
die Grundlage einer computergestitzten Analyse bilden sollen, um die

GroRenverteilung der Beuger aus dem Beugungsbild zu bestimmen?®°,

3.1 FFT-Algorithmus

Als FFT bezeichnet man die sogenannte Fast-Fourier-Transformation. Es

handelt sich um die Implementation eines schnellen Algorithmus zur

Berechnung der Fourier-Transformation durch den Computer.

Analog zu [2.4-6] kann man die Fourier-Transformation auch diskret

ausdrucken und mit F, abkirzen:

N-1 _
= Q f e [3.1-1]

k=0
Die inverse diskrete Fourier-Transformation, mit der die f, -Werte wieder
aus den N F, -Werten bestimmt werden kdnnen, ist wie folgt gegeben:
iNé -2pxkn/N [31_2 ]
N %
Man erkennt hierbei, daf3 sich die inverse diskrete Fourier-Transformation
nur in dem Vorfaktor 1/N sowie dem Vorzeichen des Exponenten von der

diskreten Fourier-Transformation [3.1-1 ] unterscheidet. Dadurch kann ein
Algorithmus, der fur die diskrete Fourier-Transformation entwickelt wurde,
auch gleichzeitig, wenn das Vorzeichen des Exponenten und der
Skalierungsfaktor angepalRt werden, die inverse diskrete Fourier-

Transformation berechnen.
Mit Hilfe der Abklrzung
W =N [3.1-3]

kann die diskrete Fourier-Transformation wie folgt geschrieben werden:

N-1
=AW, [3.1-4 ]

=0

=
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Man erkennt, daf3 fur die Berechnung einer Komponente F, der diskreten

Fourier-Transformation N Multiplikationen und N Additionen nétig sind.

Da auch noch N Komponenten F, berechnet werden mussen, zeigt sich,

daR eine diskrete Berechnung nach [3.1-1]in |O(N?)| ablaufen wirde.

Vor allem in Hinblick auf die zweidimensionale Fourier-Transformation ist
dies kein befriedigendes Ergebnis, da ein quadratischer Anstieg der

Laufzeit besonders bei groRen N stark ins Gewicht schlagt.

Abhilfe schafft hier das Prinzip Divide-And-Conquer (Teile und herrsche),
bei dem man ein Problem immer wieder in identische kleinere Probleme
aufteilt, bis es schlieRlich eine triviale Losung gibt. AnschlieRend wird
durch Zusammensetzen der Teilprobleme das ursprungliche Problem
gelést. Danielson und Lanczos zeigten 1942 eine der einfachsten
Ableitungen des FFT-Algorithmus auf. Herzstlick dieser Ableitung ist die
Aussage, dald die diskrete Fourier-Transformation der Lange N sich als
Summe von zwei diskreten Fourier-Transformationen jeweils der Lange

N/2 beschreiben laRt. Die eine Fourier-Transformation der Lange N/2

setzt sich aus den Punkten mit geradem Index der N-Originalpunkte
zusammen, die andere aus den Punkten mit ungeradem Index. Die

Aufteilung der FT in zwei Teilprobleme |af3t sich folgendermalf3en zeigen:
N-1
F = é e2>p>k>k>n/N xfk
" k=0
Na

2 3!
— 2p kx2k )/N 2p%n§2k+1)/N
- a € Xf2k + a. € >qc2|<+1
k=0

k=0 [3.1-5]
ﬂ_l N ﬁ-l

_ 3 e2>p>s>n>k/E Xka W ng 2phnk /- "ka
k=0 k=0

=F°+W"F? mitw © e?®*/N

F.> bezeichnet dabei die n-te Komponente der Fourier-Transformation der
Lange N/2, die aus den Werten mit geradem (even) Index der N-
Originaldaten gebildet wurde; F. ist dementsprechend die Fourier-
Transformation der Laénge N/2, die aus den Werten mit ungeradem (odd)

Index gebildet wird. Das positive an dem Danielson-Lanczos Verfahren ist,
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dall man es rekursiv anwenden kann. Allerdings kommt hierbei die einzige
Beschrankung der FFT gegenuber der diskreten FT ins Spiel: Die Anzahl
N der diskreten Werte mul3 eine Potenz von 2 sein. Diese Beschrankung
ist keine gravierende, da es einige Mdglichkeiten gibt, dieses Problem zu
relativieren. Eine davon ist, die fehlenden Daten bis zur nchsten Potenz

von 2 symmetrisch um das Signal mit Nullen aufzufillen.

Da nun das Problem der Berechnung von F, auf die Bestimmung von F.;
und F’ reduziert wurde, kann das gleiche Verfahren auf F° angewendet

werden, wodurch man die Fourier-Transformation F° und F.° der Lange
N/4 bestimmen muf. Dies filhrt man weiter bis die diskrete Fourier-

Transformation eines Wertes bestimmt werden muf3. Die diskrete Fourier-
Transformation der Lange 1 ist genau die identische Abbildung. Es

existiert also fur jeden Wert f, eine log,(N) lange Folge von e’s und o’s

der rekursiv erhaltenen 1-Punkt FFT:

Fneoeeoeooe ®oeo0e — fk fur ein bestimmtes k [31-6 ]

Nun mufd man noch feststellen, welche Folge der e’s und o’s in dieser
Gleichung zu welchem k gehort. Kehrt man die Abfolge der e’s und 0’s in
der Gleichung um und setzt e=0 und o0=1, so erhalt man die binare

Darstellung von k . Damit laf3t sich nun der FFT-Algorithmus formulieren:

Zuerst werden die N Originaldaten f, so sortiert, dal3 sie der oben

besprochenen Bit-Spiegelung entsprechen. Kombiniert man nun
benachbarte Paare von Werten, so erhalt man die 2-Punkte-
Transformation, und kombiniert man wieder benachbarte Paare von
Paaren, so erhalt man die 4-Punkte-Transformation. Dies wird fortgefihrt,
bis schlie3lich die Kombination der ersten und zweiten Halfte der Daten
zur finalen Transformation, zur N -Punkte FFT fihrt. Jede Kombination

bendtigt N Rechenschritte, und es werden log,(N) Kombinationen zur

Berechnung der FFT durchgefuhrt, woraus sich eine Laufzeit des FFT-

Algorithmus in [O(N ¥og,(N))| ergibt. Vergleicht man die Berechnung einer

Fourier-Transformation von nur 1024 Punkten, so wirde der Algorithmus
mit der quadratischen Laufzeit schon etwa 100-mal langer dauern als der
FFT-Algorithmus.
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3.2 2D-FFT

Da nun eine effektive Methode aufgezeigt wurde, mit deren Hilfe sich die
eindimensionale FFT berechnen lat, kann analog hierzu die

zweidimensionale diskrete FT formuliert werden. Sei f(k,k,) mit
ky,k,T Ny und N,N,T Ny, O£k, £N, -1, 0£k, £N, - 1 eine komplexe

Funktion, so kann man wie folgt ihre zweidimensionale diskrete FT

angeben:

_ 8 T ik, N, 2k,
F(nlinz) =ad ae€ € f(k11k2) [3-2‘1 ]
k,=0 k=0
Die inverse zweidimensionale diskrete Fourier-Transformation ergibt sich
ebenso analog zur eindimensionalen diskreten FT durch Anderung der
Vorzeichen der i’s und einer Skalierung mit dem Faktor 1/(N, XN, ):
Ny-1 N;-1 ) _
1 é. é e—2>p>pk2>nz/N2e-2>p>(>kl>ﬂl/N1F(n1’n2) [3.2_2 ]

1 >N 2 n,=0 n=0

fkyk,) =

In Gleichung [3.2-1] erkennt man, daR man die Exponentialfunktion

2p ¥k, %, /N

e 2 aus der Summe uber die k; herausziehen kann. Dadurch wird

ersichtlich, daR man die zweidimensionale diskrete FT einfach dadurch

berechnen kann, dal3 man zuerst die FFT bezuglich k, berechnet und
danach aus diesen Daten die FFT bezuglich der k, bestimmt - oder

umgekehrt. Mit anderen Worten bedeutet dies:

Wenn man die Originaldaten f(k;,k,) in N, Spalten und N, Zeilen

organisiert, so erhalt man die 2D-FFT dieser Daten, wenn man zuerst jede
Spalte durch ihre FFT ersetzt und in den so erhaltenen Daten jede Zeile
durch ihre FFT ersetzt. Die einzige Einschrankung ist wie bei der 1D-FFT,

dal N, und N, eine Potenz von 2 sein mussen.

3.3 Beugung mehrerer gleichgrof3er Beuger

Stellt man ein mathematisches Modell einer Lochblende mit dem Radius

a auf, so sieht dieses folgendermal3en aus:
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1 1 fir rfa
E(r.q)=Eq(r) mit r(r)=j
1 O sonst

[3.3-1]

Deren Fourier-Transformation ist durch die Besselfunktion J, gegeben,

und soll durch F_ abgekuirzt werden.

FIE]n.f)

[3.3-2]

F[E](Wx,ny)=%~ll(2p1/n§ +nja)=F (,n,) [3.3-3]
n

X +ny

Uber den Verschiebungssatz [2.7-2 ] der Fourier-Transformation laRt sich

die Fourier-Transformierte einer Lochblende am Ort (x;,y;) beschreiben.

FIEX+X,,y +y )0 n,) = "™ E[E(x,y)Ih,Nn,)
[3.3-4]
_ 2>p*>dJF (n y,a)

Wobei
d, =d;(0,n,)=n,X;+n,y, [3.3-5]
gilt. Aufgrund der Linearitat der Fourier-Transformation [2.7-1 ] kann man

die Fourier-Transformierte von N zufallig an den Orten (x;,y;) verteilten
Lochblenden ebenfalls angeben.
FIEIN.f)=F (,a)e™ +e™ +  +e* |
=F_(,a)[cos(2pd,) +...+cos(2pd, ) [3.3-6 ]
+iXsin(2pd,) +... +sin(2pdy))]

Die beobachtete Intensitat im Beugungsbild entspricht bekanntlich dem

Betragsquadrat der Fourier-Transformation.

, Sl gu
IFIE]( f )| =F_(,a)’ & cos(2pd, )— +§a sin(2pd, ) u [3.3-7]

j=1

Das Quadrat der Kosinus-Summe |aRt sich folgendermafl3en umformen:

éa cos(2pd, ): —ga cos(2pd, ) a cos(2pd, )_ [3.3-8]

j=1 (%] j=1 =1
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= a cos(2pd,)cos(2pd;) + a cos(2pd,)cos(2pd;) +...

=1 =

N
+ é_ cos(2pd,)cos(2pd;)

j=1

I
Qo=
PR

cos(2pd )cos(2pd, )u

1

®

=1

[s>-4

=a cos (2pd )+a a cos(2pd;)cos(2pd, )

j=1 j=1 ktj

y YY1
= 4 cos?(2pd,)+3 & E[cos,(zp(ol (- d.)+cos(2p(d, +d,)] [339]
j=1

j=lk*j

Ebenso 143t sich das Quadrat der Sinus-Summe aus [ 3.3-7 ] umformen.

a sin(2pd, )— = é‘a sin(2pd; ) asm(Zpd )— [3.3-10 ]

j=1

QJ°Z

N
é sin(2pd)sin(2pd, )

k=1

.ﬂ

0=

=a sin (2pd )+ a a sin( 2pd; )sin( 2pd, )

=1 j=1ktj
y !
= 4 sin’(2pd,) +4 & =[cos(2p(d, - d,)) - cos(2p(d, +d,))] [3.3-11]
iz =1kt j

Mit den Ergebnissen aus Gleichungen [3.3-9 ] und [3.3-11 ] I&R3t sich die

Intensitatsverteilung des Beugungsbildes wie folgt angeben:

2 27
u
FIEInf) =F.0.a) acos(2pd )— +a§sm(2pd) U [3.3-12]
% o TG
i
¢ u
=F (n,a)2| a &os®(2pd,) +sin*(2pd,)u
1§ i :
f N

yoy1¢ Ll
+a aagzcos(Zp(d d ))+cos(2p(d +d,))- cos(2p(d +d ))
<]

0

é U
é
=F (n,a)’&N + a a cos(2p(d; - d ))u [3.3-13]
€ j=1K ]
é durch zirkulére Mittelung » 0 é
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Dies ist das berechnete Beugungsbild von N Beugern mit einem Radius
a, die zufallig verteilt sind. Die Doppelsumme in dieser Gleichung [3.3-
13] verursacht ein starkes Rauschen in den berechneten
Beugungsbildern. Es kann durch eine zirkulare Mittelung Uber das
Beugungsbild nahezu komplett unterdriickt werden. Daher wurde in dem
Programm die Funktion der zirkularen Mittelung integriert, bei der das
Beugungsbild zirkular analysiert (vom Mittelpunkt aus in 360°) und
anschlieend gemittelt wird. Nach der Mittelung ist der radiale

Intensitatsverlauf des Beugungsbildes durch das N-fache des

Intensitatsverlaufes des einzelnen Beugers (F, (n,a)’) gegeben.

3.4 Beugung mehrerer verschieden grol3er Beuger

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dafl3 sich das Beugungsbild vieler
Beuger einer GrolBe aus dem N -fachen des Beugungsbildes eines
Beugers plus einem statistischen Rauschen zusammensetzt. Was aber
mit Beugern unterschiedlicher GroRe geschieht, soll in diesem Abschnitt

untersucht werden. Dazu betrachtet man N, Lochblenden mit einem
Radius a;, und M verschiedenen Radien (s =1---,M). Die Lochblenden
befinden sich dabei an den zufallig verteilten Orten (xjs,yf) mit

j=1---,N,. Fur die Fourier-Transformierte ergibt sich aufgrund ihrer

Linearitdt und des Verschiebungssatzes folgender Zusammenhang:

éyl 2% m,ll‘ﬂ (f«"gz 2>p>i>dj2l:J
F[E]hf):ﬁ(n,aa)gae l;\|+FL(nyaz)§ae u
ej=1 u éja 0]
el 2p%d M u
++F 0.a)8a e g [34-1]
ej=1 1]

M N
o] o°

=a F.h,a,)a [cos(2pdf)+i ><sin(2pdjs)]
s=1

=1

Fur das Betragsquadrat der Intensitat folgt dann:
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2

|F[E](n f)° F (n,a, )a cos(2pd; )—

s=1 J—l

[34-2]
2
+BF 023 sm<2pd5)-
s=1 j=1

Das Quadrat der Summe Uber die Kosinusterme |af3t sich weiterhin wie
folgt umformen (F, ist hier die Abkirzung fir F_(n,a,)):

2

a% F.(n,a )a cos(2pd )_ [3.4-3]
=1 =1

e ,u o2

a & . a cos(2pd;)cos(2pd;) +F, F, @ cos(2pd,)cos(2pd;)
=1€ ja j=1

4 1 M u
+F,F. a cos(2pd,)cos(2pd;” )
j=1 G
+ g gF F g‘lcos(Zpdz)cos(Zpdl)+F2 2 cos(2pd?)cos(2pd?
€ a, o, K i 2 A pd, p j)
k=1 @ j=1 =1

’\‘I)M 2 M l:l
F., @ €os(2pd;)cos(2pd;” )y
j=1 a

Nu & Ny
+-+Q &, F., 4 cos(2pdl)cos(2pd}) +F, F, a cos(2pd}' )cos(2pd?)
k=1 @ i=1 i=1

Ny U
+--+F. § cos(2pd!")cos(2pd" )
=1 .

= F2 é d cos(2pd )cos(Zpd )+ F a2 af cos(2pd )cos(2pd )

k=1 j=1 k=l j=1
NM NM

- +F? a a cos(2pd,” )cos(2pd )
k =1j=1

N1 N, N1 N
+2F, F, & & cos(2pdy)cos(2pd?)+---+2F, F, & @ cos(2pd;)cos(2pd")

k=1 j=1 k=1 j=1
¥ o o7 g

+2F, F, a a cos(2pd?)cos(2pd’) +--- +2F, F, § @ cos(2pd?)cos(2pd!”)
k=1 j=1 k=1 j=1

N
+.-+2F, F.a 3 cos(2pd," *)cos(2pd!")

k=1 j=1
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= a F a cos (2pd5)+ a Fas a a cos(2pd;’)cos(2pd; )

s=1 j=1 s=1 j=1ktj
[3.4-4]
VY Ne N
+2a aF.F.aa cos(2pd; )cos(2pd,)
s=1t=s+l ° j=1 k=1
Analog folgt fur das Quadrat der Summe uber die Sinusterme:
2
oY
a F.(n,a, )a S|n(2pd )— [3.4-5]
s=1 j=1
y ¥ ¥ ooy
=4 F2@ sin?(2pd?)+3 F2 @ & sin(2pd?)sin(2pdy)
s=1 j=1 s=l j=1 k* j
| o [3.4-6 ]
M; N N
+ Za a F. F. a asm(2pd )sin(2pd;)
s=lt=s+1 j=1 k=1

Setzt man diese beiden Zwischenergebnisse [3.4-4 ] und [3.4-6 ] in den
Ausdruck fur die Intensitat des Beugungsbildes [ 3.4-2 ] ein, so erhalt man

folgenden Zusammenhang:
FEInt)

M N
= 4 F g cos?(2pd?) +sin®(2pd?)

as

s=1 j=1 M
¥y % o
+a Fazs a a cos(2pd’)cos(2pdy;) +sin(2pd?)sin(2pdy)
s=1 j=lktj
51§ % o
+2a aF.F.aa cos(Zpd )ycos(2pd, )+S|n(2pd )sin(2pd;)
s=1lt=s+1 j=1k=1
g
=a RN,
s=1
¥y % &
+A F28 & =lcos(2p(@? - d)) +cos(2p (d +4))
s=1 j=lktj
+cos(2p(d? - df)) - cos(2p (d* +d2))]
bty o o' 1
+238 & F.F, 8 & leos2n(d; - a1 + cos(2p(a +a)
s=1lt=s+1 j=1k=1

+cos(2p(d; - dy))- cos(2p(d + dﬁ))]
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M M Ns Ns
=aF2 N, +3 F2 4 & cos(2p(d; - dy))
s=1 s=l jA ke j

[3.4-7 ]
N N
[e) o

M-1 M
+23 aF.F, cos(2p(d? - d))
s=1lt=s+1 ° j=1 k=1

Auch hier verschwinden die Summen uber die Kosinusterme, wenn man
die beobachtete Intensitdt der Beugungsbilder zirkular mittelt, d.h. das
gesamte Beugungsbild kreisférmig analysiert und anschlieRend mittelt.

Far die zirkular gemittelte Intensitat I(,a,,---,a,,) gilt damit genahert

folgender Zusammenhang:

M
10,8y, ay) » a F.0,8,)% XN, [3.4-8 ]

s=1

Ist der gemittelte Intensitatsverlauf bekannt, gilt es die Anzahl N, der
Beuger der jeweiligen Grof3e a, zu bestimmen. Dies kann durch eine

Regression geschehen.

3.5 Regression

Man versucht bei einer Regression einen Satz von Punkten (X,,y,) mit
i=12,---,N durch ein Modell mit M anzupassenden Parametern

anzunédhern. Dieses Modell beschreibt einen funktionalen Zusammenhang

zwischen den gemessenen unabhangigen und den abhangigen Variablen.
y(X) =y(X;Cy, -, Cy ) [3.5-1]
Die Parameter c,,---,c,, missen nun optimiert werden, um den Verlauf der

Daten (X;,y,) gut zu beschreiben. Eine gebrauchliche Mdglichkeit hierzu

ist die Minimierung des Fehlerquadrates, auch als least-squares-fit*
bekannt:

N
minimiere Uber ¢;,-+,Cy : & [y - Y(Xi:Cy s [3.5-2]
i=1

Der Hintergrund dieser Gleichung laRt sich tber folgende Uberlegung
beschreiben: Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein gewisser

MelRwert y, im Intervall Dy uber die Gleichung [3.5-1] erhalten wird.
Dabei hangt die Wahrscheinlichkeit, da® der Wert y, tber [3.5-1 ] aus X,
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hervorgeht, stark von den Parametern c,---,c,, ab. Wahlt man die
Parameter c,,---,c,, immer besser, so steigt auch die Wahrscheinlichkeit,
dal® der Wert y, (im Intervall Dy) aus x; hervorgeht. Ebenso sinkt die
Wahrscheinlichkeit, wenn man die Parameter c,,---,c,, so wéhlt, dal3 ein

schlechter Fit der Funktion [ 3.5-1 ] entsteht.

Man kann die Parameter c,,---,c,, also dadurch optimieren, daf3 man die
Wahrscheinlichkeit, da3 die MelRwerte y, (mit i=1---,N) auftreten,
maximiert. Wenn man nun annimmt, dal jeder MefRwert y, einen

unabhéngigen zufalligen Melfehler hat, und dieser Melfehler einer

Normalverteilung (Gaulverteilung) mit der Standardabweichung s, um
den wahren Wert y(X;) genugt, so kann die Wahrscheinlichkeit W , mit
der die MelRwerte Yy, auftreten, leicht angegeben werden. Die

Wabhrscheinlichkeit W des Datensatzes entspricht dann dem Produkt der

Wahrscheinlichkeiten jedes einzelnen Punktes:

[3.5-3 ]

(%} € 1ay, - y(x,)0 !
WpQiexpe —gi' —z U
i=1f 8 2 S (%)

Eine Maximierung von [3.5-3 ] entspricht ebenfalls einer Maximierung des

Logarithmus von [3.5-3] oder einer Minimierung des negativen

Logarithmus.
€ | e 1aEy.-y(x.)t')2“J Pu
- InéD jexpe =& =T Dy yuU [3.5-4]
€=1f @ 2§ Si gf Ya
e a
e ey y(x)sw
= - Inépy" >exp &g - 1% y(x,)i w [3.5-5]
8 gi:l 2 S| a HH
el - v(x.))?u
8= Si s

Da s;,N und Dy Konstanten sind, ist eine Minimierung von [3.5-6]

aquivalent zu einer Minimierung des Fehlerquadrates in [3.5-2 ]. Man
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kann also eine Chi-Quadrat-Funktion definieren, deren Minimierung der

Bestimmung der Parameter c,,---,c,, entspricht.
N @y el
C2 :ag—z [35-7]

Bei einer Minimierung von c¢? muR die Ableitung von c? nach den

Parametern c, verschwinden.

_ga@’i'Y(Xi)@ﬂy(Xii“'Ck“')Q it =1... _
o_gg s é o : mitk =1--,M  [3.5-8]

So erhédlt man einen Satz von M nichtlinearen Gleichungen um die M

Parameter c, zu bestimmen.

3.6 Lineare Regression
Bis jetzt wurden noch keine Einschrankungen fur die Regressionsfunktion
y(x;c,,---,Cy) gemacht. Eine Einschrankung, die eine erhebliche

Vereinfachung des Gleichungssystems [3.5-8 ] mit sich zieht, ist die
lineare Regression. Dabei wird die Regressionsfunktion in der folgenden
Form definiert:

y(x)=a ¢ fi(x) [3.6-1]

k=1
Die Funktionen f,(x) kénnen dabei ohne Probleme nicht linear in x sein

und werden als Basisfunktionen bezeichnet. Die Linearitat der Regression
bezieht sich dabei nur auf das Ilineare Auftreten der

Regressionskoeffizienten c¢,. Haufig werden als Basisfunktionen die

Potenzen von x verwendet (f (x)=x"“"), ebenso kénnten aber auch

Kosinus- und Sinus-Funktionen als Basisfunktionen dienen (z.B.
f (x) =cos((k - 1)x)).

Wichtig ist nur, dal3 sich die Basisfunktionen in ihrem Verlauf

charakteristisch voneinander unterscheiden.
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Am besten sind dazu orthogonale Basisfunktionen geeignet. Mit dem
Regressionsansatz [3.6-1 ] laRt sich dann die c ?-Funktion definieren, die
es zu minimieren gilt.

2

e ¥ o)
z g)’i - é Ckfk(xi)f
c?= = N 3.6-2
ia:1G S, - [ ]
Q —_—
e a

2

Um die Funktion c ZU minimieren, existieren nun verschiedene

Techniken, wobei auf die wichtigsten beiden eingegangen werden soll.

Zum einen existiert die Losung Uber das sog. Normalgleichungs-System.
Das Minimum von c? tritt auf, wenn die Ableitung von c¢? nach allen M

Koeffizienten verschwindet. Setzt man den Ansatz von [3.6-1] in

Gleichung [ 3.5-8 ], so erhadlt man M lineare Gleichungen:

y 16 4 v .
0=a &, -acf(x)i(x) mitk =1--,M  [3.6-3]
25 & =2 0

Diese Gleichung [3.6-3] bezeichnet man als das Normalgleichungs-
System des Regressionsproblems. Dieses Gleichungssystem kann Uber
bestimmte Standard-Verfahren wie Gaul3-Jordan-Elimination oder

Dreieckszerlegung gelost werden.

Leider sind die Verfahren der GaulR-Jordan-Elimination oder
Dreieckszerlegung nur auf reguléare Gleichungssysteme anwendbar. In der
Realitat hat man es aber haufig mit Gleichungssystemen zu tun, die als
singular bezeichnet werden. Da bei diesen Systemen die oben
angesprochenen Verfahren zur LOsung versagen oder ein falsches
Ergebnis liefern, bietet ein weiteres Verfahren einen Ausweg. Man
bezeichnet es als Singularwertzerlegung (SVD; Singular Value
Decomposition)?°. Dies ist heutzutage das Standard-Verfahren zur Lésung
von linearen Regressionsproblemen und wird auch im Programm dieser
Arbeit verwendet. Es liefert zwar nicht die exakte Losung, stellt aber das
beste Ergebnis im Sinne der Minimierung des Fehlerquadrates und der

Ldsung fur die Regression dar.
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3.7 Bestimmung der Grof3enverteilung

Vergleicht man den Ansatz der linearen Regression [3.6-1] mit dem
Ergebnis der Uberlagerung von radialsymmetrischen Beugern
verschiedener GréfRe [ 3.4-8 ], so erkennt man, dal3 beide die gleiche
Struktur besitzen. Man kann also mittels der linearen Regression
versuchen, die GréRenverteilung der Beuger aus einem Beugungsbild zu

bestimmen. Dazu verwendet man als Basisfunktion die radiale
Intensitatsverteilung |FL(n,aS)|2 eines einzelnen Beugers mit den
verschiedenen Radien a,. Die weiteren Ausfuhrungen hierzu folgen im

Kapitel Ergebnisse der Computersimulation.
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4 Ergebnisse der Computersimulation

Das verwendete Computerprogramm?? ist in der Sprache Delphi fiir einen
PC mit Windows 98 als Betriebssystem programmiert und ermoglicht die
Simulation von Beugungsbildern, wie sie in der Fourier-Optik auftreten.
Das Verhalten der Beugungsbilder wird untersucht, wenn man Gro6li3e,
Anzahl und Position der Beuger verandert. Im zweiten Teil des Kapitels
werden die Ergebnisse des Verfahrens dargestellt, mit dem aus einem
simulierten Beugungsbild mittels linearer Regression die GroRenverteilung
der Beuger bestimmt werden kann. Schlie3lich wird noch ein verbessertes

Erythrozytenmodell entwickelt.

4.1 Simulation von Beugungsbildern

Da es sich bei Erythrozyten normalerweise um kreisformige Zellen
handelt, kann man sie ndherungsweise als Kreisscheiben darstellen. Die
typischen Oberflacheneigenschaften der bikonkaven Zellen mussen
zunéachst abstrahiert betrachtet werden. Wird ein verduiinnter Tropfen Blut
auf einen Objekttrager gebracht, sind das Resultat weitgehend
kreisformige, zuféllig verteilte Erythrozyten, die sich fast ohne
Uberlagerung in einer horizontalen Ebene orientieren. Nahert man einen
Erythrozyten numerisch durch einen gefillten Kreis an, entspricht dies
einer undurchsichtigen Scheibe als beugende Struktur. Ebenso kdnnte
man sich auch vorstellen, die Kreisflaiche lie3e das einfallende Licht
hindurch, wobei der umliegende Bereich lichtundurchlassig ware. Dies
entspricht einer Invertierung des Bildes. Beide Modelle liefern wie bereits
besprochen die gleichen Ergebnisse (Vgl. Babinet'sches Theorem, Kapitel
2.6).

Das folgende Bild zigt einen idealisierten Erythrozyten als kreisférmige,
optisch homogene, zweidimensionale Struktur. Dieser befindet sich in
einem quadratischen Bildausschnitt, was eine Bedingung der
mathematischen Fast-Fourier-Transformation ist (2" :2" Punkte). Daneben

sieht man das dazugehdérige berechnete Beugungsbild.
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Abbildung 16: Originalbild und Beugungsbild eines Beugers mit dem Radius

a=20 in einem quadratischen Bildausschnitt.

Zuerst muld Uberprift werden, ob die Annahme beziglich der Invertierung
des Originalbildes zutrifft. Dazu wird ein Beuger mit einem Radius a =20
Pixel verwendet (Vgl. Abbildung 16). Die FFT-GroR3e liegt bei 1024 x 1024
Punkten. In dem Beugungsbild - wie auch in allen folgenden - wurde zur

besseren Darstellung der feinen Strukturen der Logarithmus der Intensitat
dargestellt, da das Betragsquadrat der Intensitat der FFT |F(nx,ny)|2 tber
mehrere Zehnerpotenzen schwankt. Im Vergleich zu Abbildung 16 ist in

Abbildung 17 dasselbe Quellbild - nur invertiert (als Lochblende mit dem

Radius a =20 Pixel) - mit seinem resultierenden Beugungsbild dargestellt.

Abbildung 17: Originalbild und Beugungsbild einer Lochblende mit dem
Radius a=20 Pixel.

Auf den ersten Blick wirkt das Beugungsbild heller, obwohl die Strukturen

in beiden Beugungsbildern gleich erscheinen. Eine Erklarung hierfur ist
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die, dall bei der Kreisscheibe mehr Licht ungebeugt als bei der

Lochblende transmittiert wird. Diese Intensitat schlagt sich in der

Komponente der (hier so bezeichneten) Nullfrequenz n, =0 nieder.

Vergleicht man die Intensitatsverlaufe der beiden Beugungsbilder jeweils
in einem horizontalen Schnitt durch den Mittelpunkt, so erkennt man, dai3
diese sich nur in einem Wert im Zentrum des Beugungsbildes

unterscheiden.

Man kann das Beugungsbild der Kreisscheibe also durch das der

Lochblende annahern, wenn man die Nullfrequenz n, =0 auf3er acht laft.
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Abbildung 18: Verlauf der Intensitat des Beugungsbildes der Kreisscheibe

und der Lochblende.

Zusatzlich fallt bei den Beugungsbildern auf, dal’3 sie nur in der inneren
Halfte dem erwarteten Verlauf der Besselfunktion entsprechen. Zum Rand
hin treten selbstahnliche Figuren auf, die durch numerische Effekte der
diskreten Fourier-Transformation und die quadratische Wahl der
Datengrundlage  hervorgerufen werden. Dies fallt auch beim
Intensitatsverlauf in Abbildung 18 auf, da der Intensitatsverlauf zum Rand
hin nicht immer der Besselfunktion entspricht. Diesen Effekt kann man
aber durch zirkulares Mitteln um den Mittelpunkt etwas unterdriicken. Die

Beugungsbilder sind sowohl in der Horizontalen als auch in der Vertikalen
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spiegelsymmetrisch. Daher werden fur die Darstellung nur die Werte vom
Mittelpunkt bis zum Rand gewahlt. In Abbildung 19 sind einmal der

Intensitatsverlauf far n, =0,n, 3 0 als Querschnitt und einmal zirkular

gemittelt dargestellt.
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Abbildung 19: Vergleich der Intensitaten eines horizontalen Schnittes durch
das Beugungsbild einer Kreisscheibe mit dem Radius a=20 Pixel und eines

zirkular gemittelten Verlaufes der Intensitat.

Zusatzlich kann durch zirkulare Mittelung auch der Effekt des
Untergrundrauschens bei statistisch verteilten Beugern unterdrtickt
werden. In Abbildung 20 und Abbildung 21 sind zwei Quell- und
Beugungsbilder von 50 bzw. 100 statistisch verteilten Beugern dargestellt.
Man erkennt, dal die Beugungsbilder stark verrauscht sind. Dieses
Rauschen entsteht durch die Uberlagerung von Phasenthermen, die durch
den Verschiebungssatz (Vgl. [2.7-2]) der komplexen Fourier-
Transformation hervorgerufen werden. Dal3 hierbei eine Stérung durch
Rauschen und nicht durch eine Struktur entsteht, liegt daran, daf} die
Beuger im Quellbild zuféllig verteilt sind. Waren die Beuger regelmallig
angeordnet, so entstiinde durch diese Regelmaligkeit ein zusatzlicher
Frequenzeffekt. Das starke Rauschen macht sich auch bei einem

Querschnitt entlang der n, -Achse des Beugungsbildes bemerkbar.



Ergebnisse der Computersimulation

45

Intensitat

Abbildung 20: Quellbild und Beugungsbild von 50 statistisch verteilten

Beugern mit Radius a=20 Pixel.
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Abbildung 21: Quellbild und Beugungsbild von

Beugern mit Radius a=20 Pixel.
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Abbildung 22: Intensitatsverlaufe bei 50 statistisch verteilten Beugern (links)

und 100 statistisch verteilten Beugern (rechts), Radien jeweils a=20 Pixel.
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In Abbildung 22 ist links der Querschnitt durch das Beugungsbild von 50
statistisch verteilten Beugern und rechts von 100 Beugern dargestellt.

Zusatzlich werden auch die zirkular gemittelten Werte aufgetragen.

Es laf3t sich gut erkennen, dald man durch die Methode der zirkularen
Mittelung aus den verrauschten Beugungsbildern mehrerer gleichgroRRer
Beuger wieder den charakteristischen Intensitatsverlauf  der
Beugungsobjekte  erhalten kann. Im  Folgenden werden die

Intensitatsverlaufe daher immer zirkular gemittelt dargestelit.

Nun soll der Einflu3 der Position eines einzelnen Beugers im Quellbild auf
das berechnete Beugungsbild untersucht werden. Es zeigt sich, dal3 alle
Positionen eines Beugers der gleichen Grolle zu dem gleichen
Beugungsbild fihren, wie es in Abbildung 16 und in Abbildung 23
dargestellt ist. Der Verschiebungssatz (Vgl. [2.7-2]) der Fourier-
Transformation kann also leicht verifiziert werden.

Abbildung 23: Originalbild und Beugungsbild eines verschobenen Beugers

mit dem Radius a=20.

Als nachstes soll der EinfluR der BeugergroRe auf die Form des
Beugungsbildes untersucht werden. Hierzu werden jeweils eine Fourier-
Transformation einer Kreisscheibe mit dem Radius a=20 und a=22 Pixel
berechnet. Zur Orientierung bei der Interpretation des Beugungsbildes
kann man gut das erste Minimum verwenden. Vergleicht man die beiden
zirkular gemittelten Transformationen, so erkennt man, dal3 der Beuger
von 22 Pixel Radius wie erwartet ein kleineres erstes Minimum der FFT

liefert als der von 20 Pixel Radius. Hier bestatigt der Versuch einen
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weiteren Grundsatz der Fourier-Transformation, namlich den o.g.
Ahnlichkeitssatz (Vgl. [2.7-3]). Demnach hat eine VergroRerung der
Beugungsstruktur in der Fourier-Ebene eine entsprechende Verkleinerung
des Beugungsmusters zur Folge. Umgekehrt vergré3ert sich das
Beugungsmuster bei Verkleinerung der Vorlage.
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Abbildung 24: Vergleich der Beugungsbilder zweier kreisformiger Beuger

unterschiedlicher GréRRe.

In Abbildung 25 ist der zirkular gemittelte Intensitatsverlauf eines Beugers
mit variablem Radius r dargestellt. Hier wurde der Radius der einzelnen
Beuger immer verdoppelt (r¢=a:r, a=2). Anhand der Lage der Minima

kann man erkennen, daR das Beugungsbild mit 1/a skaliert wird, was aber

noch naher untersucht werden soll.

Im nachsten Schritt wird daher die mathematische Abhangigkeit des
ersten Minimums von verschiedenen Beugerradien ermittelt. In dem FFT-
Programm werden Beuger von 4 bis 40 Pixel Radius erzeugt und
transformiert. Das erste Minimum wird nun in der Datenmatrix manuell
ermittelt und in der folgenden Grafik dargestellt. Da Computer mit
guadratischen Pixels arbeiten, sind die Ergebnisse der Beuger kleiner als
4 Pixel Radius hier nicht verwertbar, denn der so erzeugte Beuger nahert

sich mit kleiner werdendem Radius immer mehr einem Quadrat an (r=1)
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und entfernt sich von der Kreisform (r=¥). Daher sind nur Radien ab 4

Pixel erfal3t worden. Die Bildgrof3e betragt erneut 1024 mal 1024 Pixel.
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Abbildung 25: Zirkular gemittelter Intensitatsverlauf eines Beugers mit

variablem Radius r.
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Abbildung 26: Position des ersten Minimums der FFT in Abh&ngigkeit des

Beugerradius.
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Jetzt kann man eine mathematische Abhéangigkeit formulieren. Bei 1024
mal 1024 Pixel BildgroRe wird fur die Hyperbel die folgende Formel

empirisch aufgestellt.

Position1. Minimum = 622 . [41-1]
Beugerradius

Die berechneten Positionen erhélt man dann in der Einheit Pixel vom
Mittelpunkt entfernt. Das Experiment zeigt hier eine vergleichbare
Gesetzmaligkeit wie Formel [2.6-2 ] auf. Entsprechend der Abbildung 26

wird die Annahme beziglich einer 1/a-Skalierung also bestétigt und

erklart den hyperbolischen Kurvenverlauf.

Die Linearitat (Vgl. [2.7-1]) der Fourier-Transformation kann
experimentell in dem FFT-Programm evaluiert werden, indem man
zundchst mehrere Beuger gleicher Groé3e in einem Bild erzeugt, dieses
dann transformiert und das Ergebnis mit dem eines einzelnen Beugers
dieser Grol3e vergleicht. Durch eine grofl3ere Anzahl der Beuger wird die
Kurve des Intensitatsverlaufes nach oben verschoben. In Abbildung 27
sind die zirkular gemittelten Intensitatsverlaufe unterschiedlicher Anzahlen

von Beugern gleicher Grol3e dargestelit.
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Abbildung 27: Zirkular gemittelte Intensitatsverlaufe unterschiedlicher

Anzahlen von Beugern mit dem Radius a=20.
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Deutlich erkennt man bei einer Verzehnfachung der Anzahl von Beugern
eine konstante Verschiebung in der logarithmischen Auftragung der Kurve,
ohne daf3 sich die Positionen der Minima und Maxima &ndern. Durch die
gleichzeitige Beugung mehrerer Kreisscheiben kommt es zu einer
Intensitatszunahme, was fur die Linearitdt der Fourier-Transformation

spricht.

4.2 Bestimmung der GroéRRenverteilung

Zur Berechnung der Beugungsbilder durch die 2D-FFT werden im
folgenden Bilder der Grofe 1024 x 1024 Pixel verwendet. Um die
Basisfunktionen zu bestimmen, werden zunachst die Beugungsbilder von

Lochblenden mit einem Radius a,=101112,---,40 Pixels berechnet. Aus

diesen Beugungsbildern wird dann mittels zirkularer Mittelung die
Intensitatsverteilungen F _(n,a,) mit n =0,12,---511 und a,=101112,---,40

bestimmt. Als Design-Matrix der linearen Regression ergibt sich dann:

%:L(Vl’al)z FL(Vl’a2)2 FL(Vl’aM)z 9
A :gFL(sz’ai)z FL(Vz;az)z FL(VZZ’aM)Z : [4.2-1]
éFL(VN’ai)Z FL(VN’a2)2 FL(VN’aM)ZB

Ebenso ergibt sich durch zirkulare Mittelung die beobachtete Intensitat

|F(n)|2 aus dem Beugungsbild mit der unbekannten GrdélRenverteilung.

Damit ergibt sich fur den Losungsvektor b und den Koeffizientenvektor ¢:

&) ¢ N, 0
2 - -

b :g|F(n.2 )| = c= gN:az - [4.2-2]
¢ ol 1
o) 5 ., 5

Nun kann man eine lineare Regression durchfiihren, um den
Koeffizientenvektor ¢ und damit die relative Anzahl der Beuger mit dem
Radius a, zu bestimmen. Es empfiehlt sich hierbei allerdings, als
Datengrundlage nur die MeRRwerte mit n > 200 Pixels zu verwenden. Dies

liegt daran, dafld sich bei der linearen Regression die Basisfunktionen

signifikant von einander unterscheiden miuissen. Vergleicht man die
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Verlaufe zweier Funktionen F_(n,a,), bei denen sich der Radius a, nur

um einen Pixel unterscheidet (z. B. 10 und 11 Pixel), so erkennt man, dal3
erst ab n =200 Pixel ein signifikanter Unterschied zwischen den beiden

Funktionen entsteht. Es steht ein Minimum einem Maximum gegenuber.
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Abbildung 28: Verlaufe der zirkular gemittelten Intensitdten bei einer

Lochblende mit einem Radius von 10 bzw. 11 Pixels.

Zur Verdeutlichung sind in Abbildung 29 die Quellverteilung und die
GroRRenverteilung, die Uber die Regression aus dem Beugungsbild
bestimmt wurde, dargestellt. Die Regression wurde dabei tber die Punkte
n =200---500 Pixel durchgeflhrt.

T T N T T T T [ T T T W T TN T T T T T N T Y T 1 N T T T N T TN T T N N T O N T T T T S T T O O O T T B 1
1004 M Quellverteilung [ 1004 Regressionsverteilung [
v=200...500
80 o 80 -
60 - 604 -
z z
S 40 L g 40 |
N N
c c
< <
204 - 204 -
0 0 ]_I'l —, — | m ol
T e er— e
-20 +r—T1r "1 rr T T T -20 +r—T1r-rrrr-"rrrr-rrrrrrrrr
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Radius in Pixel Radius in Pixel

Abbildung 29: Links ist die Quellverteilung und rechts die durch Regression
bestimmte Verteilung dargestellt. Die Regression wurde Uber die Punkte

n =200---500 Pixel durchgefihrt.
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Zum Vergleich sind in Abbildung 30 zwei Ergebnisse der Regressionen
dargestellt, die tber einen groReren Wertebereich durchgefihrt werden.
Links werden fast alle Punkte ( =1---500 Pixel) als Grundlage fur die

Regression verwendet, rechts sind es die Punkte n =100---500 Pixel.

Man erkennt hier einen Nachteil der Bestimmung der GroRenverteilung
mittels linearer Regression. Als Losung sind namlich auch negative

Koeffizienten N, maoglich, was in der Realitat nicht moglich ist. Abhilfe

konnte ein Regressionsansatz mit quadratischen Koeffizienten nZ =N,

schaffen. Allerdings ist dann ein Verfahren flir eine nichtlineare

Regression nétig.

Im folgenden wird aber das Verfahren der linearen Regression angewandt
und gezeigt, dal3 man bei Begrenzung des Parameterbereichs fur n auf
etwa 200 bis 500 Pixel recht akzeptable Ergebnisse erhalten kann (Vgl.
Abbildung 29).
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Abbildung 30: Links ist die GréRenverteilung, die mittels Regression tber die
Punkte n =1.-.500 Pixel ermittelt wurde, und rechts die, die Uber die Punkte
n =100---500 Pixel ermittelt wurde, dargestellt. Man erhédlt deutlich

schlechtere Ergebnisse als Uber die Punkte n =200---500 Pixel (Vgl.
Abbildung 29).

4.2.1 Variation des Mittelwertes der Gréf3enverteilung

Es soll zunachst gezeigt werden, wie sich eine Variation des Mittelwertes
der GroRRenverteilung auf die Regression auswirkt. Die Form der
GroRRenverteilung bleibt hierbei unverdndert. Zur Evaluation des
Ergebnisses wird der mittlere Fehler als die mittlere absolute Abweichung

der regressierten Gro3enverteilung von der Quellverteilung definiert. Der
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normierte mittlere Fehler erhalt man, indem man das Integral tber die
durch die Regression bestimmte Grol3enverteilung auf die Gesamtzahl der

Beuger der Quellverteilung normiert.

In den folgenden Abbildungen sind die Ergebnisse dargestellt. In jeder
Abbildung ist oben iinks die Quellverteilung dargestellt. Oben rechts ist die
zirkular gemittelte Intensitatsverteilung des Beugungsbildes dargestellt,
die in die Regression eingeht. Unten links ist das Ergebnis einer einzelnen
Regression, die Uber den Wertebereich n =200 ® 500 Pixel bestimmt
wurde, zu sehen. Unten rechts sieht man das gemittelte Ergebnis
mehrerer Regressionen. Durch die Mittelung soll das numerische
Rauschen der regressierten Verteilungen in einem gewissen Malie
unterdrickt werden. Der Wertebereich der einzelnen Regressionen wird
hierbei von n =180 ® 500 Pixel, n =181® 500 Pixel, bis n =220 ® 500

Pixel variiert.
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Abbildung 32: Verteilung 2.
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Abbildung 33: Verteilung 3.
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Abbildung 34: Verteilung 4.
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Abbildung 35: Verteilung 5.
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Man erkennt, da3 die Position der Quellverteilung keinen signifikanten
Einfluld auf die Qualitat der Regression hat. Lediglich eine leichte

Verbesserung ist bei den Regressionen von Kkleinen Beugern zu

beobachten.
einzelne Regression gemittelte Regression
mittl. Fehler | norm. Fehler | mittl. Fehler | norm. Fehler

Verteilung 1 2,45 2,36 2,18 2,10
Verteilung 2 2,17 2,14 1,73 1,60
Verteilung 3 1,82 1,67 1,88 1,75
Verteilung 4 1,39 1,33 1,32 1,12
Verteilung 5 1,12 1,00 1,14 1,06

Tabelle 1: Angabe des mittleren und des normierten mittleren Fehlers der
verschiedenen Regressionen. Der Fehler ist in Anzahl der Beuger

angegeben.

4.2.2 Variation der Breite der Gro3enverteilung

Als nachster Schritt wird der Einflul3 der Breite der Quellverteilung auf die
Qualitat der Regression untersucht. In Abbildung 36 bis Abbildung 41 sind
die Ergebnisse der Regressionen bei verschieden breiten
Quellverteilungen dargestellt. Es sind wie im vorherigen Abschnitt links
oben die Quellverteilung, rechts oben die gemittelte Intensitatsverteilung
des Beugungsbildes, links unten das Ergebnis einer einzelnen Regression
und rechts unten das Ergebnis bei einer Mittelung Uber mehrere
Regressionen dargestellt. Die einzelne Regression wird erneut tber den
Wertebereich n =200 ® 500 Pixel bestimmt, die gemittelte Regression
diesmal Gber den Wertebereich n =200---240 ® 500 bestimmt. In Tabelle
2 sind der mittlere und normierte mittlere Fehler der Regressionen
aufgefuhrt. Zusatzlich sind noch die absolute Breite der Quellverteilung

und die Anzahl der Beuger in der Quellverteilung angegeben.
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einz. Regression gem. Regression
Breite | Anz. | mit. Fehler | nor. Fehler | mit. Fehler | nor. Fehler

Vert. 6 1 200 2,11 1,02 2,02 0,91
Vert. 7 3 230 3,01 2,39 2,96 2,40
Vert. 8 7 204 2,74 2,42 2,14 1,88
Vert. 9 11 228 2,88 2,78 1,95 1,85
Vert. 10 15 227 2,84 2,90 1,92 1,91
Vert. 11 21 217 2,69 2,79 2,30 2,28

Tabelle 2: Angaben zu den einzelnen Quellverteilungen und die

dazugehorigen Fehlerberechnungen.

Die Ergebnisse der Verteilungen 6 bis 11 zeigen, dal3 die Mittelung uber
mehrere Regressionen meist zu besseren Ergebnissen fuhrt als die
einzelne Regression. Ebenso féllt auf, dal? mit zunehmender Breite der
Quellverteilung die Qualitat der Regression abnimmt. Betrachtet man die
berechneten Fehler der Regressionen, so ist diese Erkenntnis allerdings
nicht sofort offensichtlich, da sich beispielsweise der mittlere Fehler der
gemittelten Regression immer im Bereich von ungefahr zwei bis drei
Beugern bewegt. Da aber mit zunehmender Breite der Quellverteilung
auch ihre Hohe abnimmt (die Anzahl der Beuger im Quellbild ist begrenzt,
da sonst nicht alle Beuger ohne Uberlappung in das Quellbild passen),
bleibt zwar der absolute Fehler in etwa konstant, der relative Fehler nimmt

aber mit wachsender Breite der Quellverteilung zu.

Betrachtet man die zirkular gemittelten Intensitatsverlaufe der einzelnen
Quellverteilungen, so wird dieser Zusammenhang ebenfalls deutlich. Mit
zunehmender Breite der Ausgangsverteilung verschmieren die
charakteristischen Minima und Maxima immer starker, und man erhéalt eine

fast monoton abfallende Kurve (vgl. rechts oben in Abbildung 41).

4.2.3 Verschiedene Quellverteilungen

Nun werden einige ungewohnliche Quellverteilungen dargestellt. Die
Abbildungen zeigen wie auch in den beiden vorherigen Abschnitten die
Quellverteilung, die zirkular gemittelte Intensitatsverteilung sowie die
Ergebnisse einer einzelnen und der gemittelten Regression. Die einzelne
Regression wird wieder Uber die Werte n =200® 500 Pixel, die
gemittelte Regression tber n =200---240 ® 500 Pixel bestimmt.
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einzelne Regression gemittelte Regression
mittl. Fehler | norm. Fehler | mittl. Fehler | norm. Fehler
Verteilung 12 2,74 2,57 2,20 1,91
Verteilung 13 2,37 2,64 1,99 2,06
Verteilung 14 2,46 2,47 2,32 2,33
Verteilung 15 1,70 1,73 1,77 1,76
Verteilung 16 3,03 2,84 2,98 2,88
Verteilung 17 2,56 2,67 1,97 1,91

Tabelle 3: Angabe des mittleren und des normierten Fehlers der
verschiedenen Regressionen. Der Fehler ist in Anzahl der Beuger

angegeben.

Die hier aufgezeigten Verteilungen, welche fir menschliche Erythrozyten
ungewohnlich waéren, zeigen exemplarisch, dal3 man mit einem
zufriedenstellenden Ergebnis aus der Intensitatsverteilung des
Beugungsbildes  mittels  Regression wieder die urspringliche
Quellverteilung ermitteln kann. Die berechneten Fehler (vgl. Tabelle 3)

liegen weitestgehend im Bereich von zwei bis drei Beugern.

4.3 Verbessertes Erythrozytenmodell

In den vorherigen Untersuchungen ist der Erythrozyt als undurchsichtige
Kreisscheibe dargestellt. Es handelt sich somit nur um ein vereinfachtes
Modell zur Untersuchung der Beugungseigenschaften an kreisrunden
Scheiben.

Wie man in Abbildung 1 erkennt, zeichnet sich die Zelle allerdings durch
eine spezielle Oberflachencharakteristik aus. Diese Eigenschaften der
roten Blutkdrperchen beeinflussen die Transmission des Lichtes. Die
Zellen besitzen, we in Kapitel 1 dargestellt, durch ihre unterschiedliche
Dicke einen dunkleren Rand. Dies soll nun durch zwei Funktionen, eine fur

den Innenbereich und eine fur den Rand, umgesetzt werden.

In Abbildung 48 ist der Verlauf der Helligkeit (schwarz=0, wei3=1) der

beiden Funktionen Colorl(r) und Color2(r) dargestellt. Die Funktion

Color(r) fur deninneren Bereich O £r £1,,,,,, lautet:

er 0o .
ColorX(r) =InColor - giz XInColor - MidColor) [4.3-1]
M

idPos @
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Far den AulRenbereich 1y, £1 £1, gilt flr Color2(r):

-olg?
Color2(r) =OutColor +§r_p|+ YMidColor - OutColor) [4.3-2 ]
- Py

Uber die Parameter a,,a,, e UNA P =(r, - Nyigpos )/ 2 kann so die Form

der Kurve verandert werden.

Helligkeit
Weiss =1 —
-~ [n Color
- Mid Color
Out Color
Schwarz =0 I : T r

TMidPos p fa

Colorl(r) : Color2(r)

Abbildung 48: Schematischer Verlauf des Modells der Farbung des
Erythrozyten (Quelle: Harting).

Es kdonnen nun also Quellbilder produziert werden, die der naturlichen
Form und Beschaffenheit der Erythrozyten naherkommen. In Abbildung 49

ist ein Quellbild dargestellt, in dem alle Grof3en von Beugern (r, =10---40

Pixel) vorkommen.

Im Folgenden soll bei dem verbesserten Erythrozytenmodell geprift
werden, ob die Regressionen der berechneten Beugungsbilder ebenso
wie beim bisherigen Kreisscheibenmodell zuverlassige Angaben lber die

Quellverteilung liefern.

Vergleicht man die Beugungsbilder einer schwarzen Kreisscheibe und
diesem Erythrozytenmodell, so erkennt man, daf} sie sich sehr stark
ahneln. In Abbildung 50 sind die zirkular gemittelten Intensitatsverlaufe der
beiden Beugungsbilder dargestellt. Vom Verlauf her sind beide Kurven
fast gleich aber etwas verschoben. Es dirfte also kein Problem sein, auch

diese Beugungsbilder mit denselben Basisfunktionen zu regressieren.
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Abbildung 49: Quellbild mit allen moglichen GréRen des verbesserten
Erythrozytenmodells (Radien 10 bis 40 Pixel).
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Abbildung 50: Zirkular gemittelter Intensitatsverlauf des Beugungsbildes
einer Kreisscheibe mit einem Radius von 25 Hxel und des verbesserten

Erythrozytenmodells gleicher Grof3e.
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In  den folgenden Abbildungen sind die Ergebnisse einiger
Quellverteilungen, die mit dem Erythrozytenmodell erstellt werden,

dargestellt. Die Parameter werden dabei auf

a, =2 a, =15 Nigres = 0:95:T, (433 ]
InColor = 0,85 MidColor = 0,7 OutColor =0,6
festgelegt. Die einzelne Regression wird wieder Uuber die Werte
n =200 ® 500 Pixel, die gemittelte Regression Uuber die Werte
n =200---240 ® 400 Pixel bestimmt. Zuerst werden in den folgenden
Abbildungen die Position und schlie3lich die Breite der Quellverteilung
variiert.

Der mittlere und der normierte mittlere Fehler sind in Tabelle 4 aufgefinhrt.
Die Qualitat der Regression nimmt auch hier mit zunehmender Breite der
Verteilung ab. Es féllt weiterhin auf, dal3 der mittlere Fehler sehr viel
grofRer ist als bei den vorherigen Regressionen. Dies liegt daran, dal3 der
Intensitatsverlauf der Beugungsbilder des Erythrozytenmodells gegentiber

der Kreisscheibe verschoben ist (Vgl. Abbildung 50).
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Abbildung 51: Verteilung 18.
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einzelne Regression gemittelte Regression
mittl. Fehler | norm. Fehler | mittl. Fehler | norm. Fehler
Verteilung 18 4,59 1,55 4,56 1,16
Verteilung 19 4,62 2,96 4,53 1,45
Verteilung 20 2,40 2,25 2,36 1,77
Verteilung 21 4,00 1,81 3,99 1,73
Verteilung 22 7,16 2,89 7,16 2,64

Tabelle 4: Angabe des mittleren und des normierten mittleren Fehlers der
verschiedenen Regressionen. Der Fehler ist in Anzahl der Beuger

angegeben.

Die generierten Beugungsbilder weisen eine recht hohe Ahnlichkeit mit
natirlichen  Erythrozyten auf. Die Versuche des verbesserten
Erythrozytenmodells zeigen, daf die zugrunde liegenden
Quellverteilungen - trotz der hoheren berechneten Fehler - aus den
Beugungsbildern mittels Regression recht zuverlassig bestimmt werden

kdnnen.
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5 Diskussion und Ausblick

Die mechanischen Eigenschaften der Erythrozyten sind sowohl fur den
Wissenschatftler als auch fur den in der Klinik tatigen Mediziner von
Bedeutung, da es bei einer Reihe von Krankheiten zu einer
eingeschrankten Verformbarkeit der roten Blutkérperchen kommt (z.B.
hereditare Spharozytose, Sichelzellanamie). Bei neueren Untersuchungen
zur Erythrozytenflexibilitdt hat sich die Laserdiffraktoskopie als ein
besonders geeignetes Verfahren bewahrt. Das Diffraktoskop erlaubt es
aber vielmehr auch, Beugungsphdnomene an den roten Blutkorperchen in
mehrfacher Hinsicht zu beobachten. Neben der Ermittlung der
Erythrozytengeometrie, wenn die Zellen mechanischem Strel ausgesetzt
werden, und der Bestimmung des mittleren Durchmessers stellt sich die
Frage, ob mit einem solchen oder &hnlichen Versuchsaufbau auch
Aussagen Uber die Durchmesserverteilung der Erythrozyten getroffen

werden kdnnen.

Neben den meisten elektronischen Zahlgeraten, die die Volumina und
nicht die Durchmesser bestimmen, existieren zwar bereits Gerate (z.B.
Hersteller Fritsch, Gerat Analysette 22), die die Beugung des Lichtes zur
PartikelgrofRe nbestimmung nutzen, sie werden jedoch meist in der
pharmazeutischen Industrie eingesetzt und nutzen Medien, die die
Zellbeschaffenheit teilweise verandern. Weitere Methoden zur Ermittlung
der GréRenverteilung sind beispielsweise auch die Holographie® und das

«3435  Diese fanden in der

sogenannte ,dynamic light scattering
vorliegenden Arbeit jedoch keine Anwendung. Als Referenzmethode gilt
nach jetzigem Stand der Forschung nach wie vor die mikroskopische
PartikelgroRenbestimmung, da sie von allen Methoden die genauesten

t36

Melergebnisse liefert®®. Wie bereits in der Einleitung besprochen ist diese

Methode auch diejenige, die am meisten zeitintensiv ist.

Zahlreiche Autoren beschreiben die PartikelgroRenbestimmung mittels

37.38,39 quf der

Laserbeugung daher als eine prézise und schnelle Methode
auch die Untersuchungen dieser Arbeit beruhen. Denn ebenso wie in den

angegebenen Quellen konnen unter Fraunhofer'schen Bedingungen
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PartikelgroRen generell sehr genau bestimmt werden. Zudem ist diese

Methode wesentlich weniger zeitintensiv als die mikroskopische Messung.

Erste Uberlegungen filhrten zu der Annahme, daR eine Analyse des
ersten Minimums im Beugungsbild genaue Ergebnisse Uuber die
GroRRenverteilung erbringen kénnte. Dies jedoch erwies sich aufgrund
begrenzt enthaltener Information als unzureichend (Vgl. Abbildung 56),

weil ein grof3erer Bereich des Bildes ausgenutzt werden sollte.

Abbildung 56: Beispiel eines entstehenden Beugungsbildes einer Blutprobe.

Daher nutzt das hier Anwendung findende Verfahren einen grof3en Teil
des fur die Quellverteilung charakteristischen Intensitatsverlaufes des
Beugungsmusters, so daR durch die lineare Regression genauere
Ergebnisse erzielt werden. Denn wie in Kapitel 4 gezeigt, wird meist Uber
den Bereich von n =200 ® 500 Pixel gerechnet und somit der Grol3teil

des Beugungsbildes genutzt.

Entscheidend fur die Weiterentwicklung des in dieser Arbeit
beschriebenen Ansatzes zur Bestimmung der Durchmesserverteilung
mittels Laserbeugung ist die Tatsache, dall die Bestimmung der
ursprunglichen Quellverteilung aus dem Beugungsbild durch lineare
Regression im Computermodell moglich ist. Das verwendete
Computermodell ist in der Lage, die theoretischen Zusammenhange
aufzuzeigen und Beugungsbilder zu generieren, die anschliel3end Fourier-

transformiert werden. Mittels linearer Regression kann also aus dem
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erzeugten Beugungsbild die ursprungliche Quellverteilung bestimmt

werden.

Diese Simulation der Beugungsbilder zeigt, dal3 die physikalischen
Gesetze im Sinne des Verschiebungssatzes, des Ahnlichkeitssatzes und
der Linearitdt der Fourier-Transformation nachvollzogen und verifiziert
werden konnen (Vgl. Kapitel 2.7). Verschiedene Quellverteilungen unter
Variation von Mittelwert, Breite und Form koénnen mit zufriedenstellenden

Ergebnissen aus den Beugungsbildern bestimmt werden.

Als gro3tes Problem des jetzigen Forschungsstandes erweist sich der
unvermeidbare Verlust des Phasenterms (Vgl. Kapitel 2), der bei der
Aufnahme des Beugungsbildes und anschliel3ender Auswertung auftritt,
womit sich bereits vor Durchfilhrung dieser Arbeit zahlreiche Autoren
beschéftigt haben®®*142, Daher muR ein mathematischer Weg gefunden
werden, um genigend Informationen aus dem Beugungsbild zu erhalten.
Zur Optimierung des Modells wurde eine zirkulare Mittelung des
Beugungsbildes durchgefihrt (Vgl. Kapitel 3.3), wodurch das starke
Rauschen nahezu vollstdndig unterdrickt werden kann. Bei der
Bestimmung der Quellverteilung wird dartiber hinaus eine Mittelung tber
mehrere Regressionen durchgefihrt, wodurch die Qualitat der Ergebnisse
gesteigert wird. Die mathematischen  Berechnungen konnten
moglicherweise  weiter verbessert werden, indem quadratische
Koeffizienten im Regressionsansatz Verwendung fanden. Hierdurch
konnten negative Koeffizienten in der mathematisch ermittelten
zugrundeliegenden Quellverteilung verhindert werden, wodurch das
numerische Rauschen etwas unterdriickt werden kann. Zur Realisierung
dieses Losungsansatzes sind jedoch nichtlineare Verfahren erforderlich,
die sich von einem Startwert aus iterativ der Lésung immer mehr

annahern.

Neben den gerade beschriebenen mathematischen Verbesserungen
wurde auch das zunachst vereinfachte Erythrozytenmodell in Form von
homogenen Kreisscheiben im Sinne der wahren Erythrozytenmorphologie
optimiert. Dieses in Kapitel 4.3 beschriebene verbesserte Modell liefert

gute Resultate unter bereits sehr realistischen Bedingungen. Diese
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Ergebnisse zeigen, dal’ in einem Beugungsbild genigend Informationen
enthalten sind, um die GrolRenverteilung der zugrundeliegenden

Erythrozyten zu ermitteln.

Somit wird in dieser Arbeit Uber die bereits existierenden Moglichkeiten
hinaus ein neuer Weg aufgezeigt, wie mit einem zunachst einfachen
Versuchsaufbau (und spater eventuell als Erweiterung des Diffraktoskops)
Ruckschlisse aus einem Beugungsbild auf die zugrunde liegende
GrolRenverteilung der Erythrozyten durch lineare Regression gezogen
werden koénnten. Da die Untersuchung der Erythrozytenflexibilitat hier
nicht von Interesse ist, kann man zur Bestimmung der Durchmesser und
deren Verteilung auf die Zylinderrotation des Diffraktoskops verzichten.
Erythrozyten im ungescherten Zustand erzeugen ein kreisférmiges
Beugungsbild. Das Diffraktoskop dient in diesem Falle, in dem die roten
Blutkdrperchen keiner Schubspannung ausgesetzt werden, als eine
Vorrichtung, die es ermdglicht, ein Beugungsbild von den nicht
ausgerichteten, zufallig angeordneten Zellen zu erzeugen. Statistisch
gesehen befinden sich die Erythrozyten durch die fehlende Orientierung in
einer Kugelform. Es wird bei stillstehendem Rotationszylinder also
lediglich ein Beugungsbild einer verdinnten Blutprobe, die sich in einem
schmalen Spalt befindet, erzeugt. Daher erscheint es sinnvoll, einen
neuen, vereinfachten Modellaufbau zu schaffen, um einige Aspekte genau
betrachten zu konnen. Ein solcher einfacher Versuchsaufbau kénnte etwa

wie folgt aussehen.

Eine mit physiologischer Kochsalzlosung verdiinnte Blutprobe wird
zunéachst auf einen Objekttrager aufgebracht und mit einem Deckglaschen
versehen. Ein Laserstrahl (633 nm) wird auf den Objekttrdger mit der
verdinnten Blutprobe gesandt, wobei das entstehende Beugungsbild auf
einem Schirm aufgefangen wird. Eine Digitalkamera nimmt dieses Bild
unter einem feststehenden Winkel auf. Die Weiterverarbeitung und

Analyse dieses digitalen Bildes erfolgt dann am Computer.
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Abbildung  57: Schematischer  neuer  Modellaufbau. 1 = Laser,
2 = Objekttrager mit verdinnter Blutprobe, 3 = Schirm mit entstehendem

Beugungsbild, 4 = Digitalkamera.

In der praktischen Umsetzung besitzt der vereinfachte Versuchsaufbau
mehrere Vorteile: Einerseits werden unter Verwendung des einfacheren,
minimalistischen Aufbaus die optischen Phdnomene des Diffraktoskops
zunéchst fur ein besseres Verstandnis der Vorgange und, um Stérfaktoren
wie beispielsweise verschiedene optische Medien zu eliminieren,
vereinfacht. Andererseits gehen grundsatzlich im Lichtweg sehr viele rote
Blutkdrperchen gleichzeitig in die Messung ein, so dal3 eine automatische
Bestimmung sehr vieler Zellen auf einmal erfolgt, was eine erhebliche
Erleichterung zur Price-Jones-Technik darstellt. Des weiteren hat die
isotone Kochsalzlosung als Verdunnungsmedium keine signifikante
Anderung der Zellbeschaffenheit zur Folge. AuRerdem handelt es sich um
einen preisgunstigen Aufbau zur Bestimmung der Durchmesserverteilung
der Erythrozyten. Das Abdecken der Probe mit dem Deckglaschen fuhrt
zu einer horizontalen Ausrichtung der Zellen. So werden diese vom
Laserstrahl in ihren maximalen Ausdehnungen getroffen. Es entsteht ein
Beugungsbild, das nicht durch zahlreiche seitlich getroffene Zellen
verfalscht wird, sondern hauptsachlich durch korrekt angeordnete
Erythrozyten gebildet wird (Vgl. Abbildung 58).
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Abbildung 58: Mikroskopische Kontrolle der Anordnung der Erythrozyten
unter dem Deckglaschen bei geeigneter Verdinnung. Die Zellen sind

weitestgehend horizontal liegend orientiert.

Letztlich kann neben der im klinischen Alltag Giberwiegenden Bestimmung
des mittleren Erythrozytenvolumens eine einfache Mdglichkeit geschaffen
werden, nun auch den  mittleren Durchmesser und die

Durchmesserverteilung von Erythrozyten zu bestimmen.

Trotz der oben genannten Vorteile befindet sich die Bestimmung der
GrolRenverteilung mittels des hier vorgestellten Verfahrens noch am

Anfang ihrer Entwicklung.

Somit mussen bei der praktischen Umsetzung des Ldsungsansatzes
mittels linearer Regression weitere Parameter bedacht, verandert und
miteinbezogen werden, die zur Losung der oben genannten Probleme
fuhren koénnen. Die Aufnahme der Beugungsbilder hat sich als
problematisch erwiesen, da die Intensitit in dem interessanten
Randbereich wesentlich schwéacher ist als in dem hellen Zentrum. Dies
fuhrt dazu, dafd trotz theoretisch korrekter Belichtung des Randbereichs
die starke Uberbelichtung der Bildmitte eine Auswertung der Bereiche
geringerer Intensitat immens erschwert und somit eine Interpretation des
Beugungsbildes nur bedingt mdoglich ist. Abbildung 56 zeigt eine
angefertigte  Aufnahme unter Verwendung des vereinfachten

Versuchsaufbaus. Man erkennt deutlich, dal3 die Aufnahmequalitat vor



Diskussion und Ausblick 77

allem in den Randbereichen, die bei dem in dieser Arbeit genutzten
Verfahren von besonderem Interesse sind, nicht der Auflosung entspricht,

die man bei den berechneten Beugungsbildern im Computermodell erhalt.

Die vollendete praktische Umsetzung des Losungsansatzes, mittels
linearer Regression unter Verwendung eines geeigneten Versuchsaufbaus
die Erythrozytendurchmesserverteilung aus dem Beugungsbild zu
bestimmen, mulR Gegenstand sich an diese Arbeit anschlielender

Forschungen werden.

Im Modell wurde aber gezeigt, wie die im Beugungsbild enthaltene
Information zur Bestimmung der zugrunde liegenden Verteilung der

Erythrozytendurchmesser genutzt werden kann.
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6 Zusammenfassung

Die Bestimmungen des mittleren Erythrozytendurchmessers und der
Durchmesserverteilung sind zur Diagnostik diverser Erkrankungen von
besonderem Interesse und haufig unerla3lich. Nach heutigem Stand der
Wissenschaft gilt die mikroskopische Messung der
Erythrozytendurchmesser immer noch als Goldstandard, wenn es um die
Genauigkeit der Ergebnisse geht. In der klinischen Anwendung werden
jedoch meist die Zellvolumina mittels des Impedanzmeflverfahrens
bestimmt. Da die mikroskopische Messung sehr zeitaufwendig ist und
immer noch kein zufriedenstellend schnelles MelRverfahren zur
Bestimmung der Durchmesserverteilung existiert, wird in dieser Arbeit
untersucht, ob mit Hilfe der Laserbeugung prinzipiell eine Bestimmung der

Durchmesserverteilung der Erythrozyten moglich ist.

Um die Umsetzbarkeit dieses Ansatzes zu prifen, wird zunachst ein
Computermodell entwickelt, in dem verschiedene Quellverteilungen von
Erythrozytenpopulationen generiert werden, aus denen mittels Fourier-
Transformation das Beugungsbild berechnet wird. Ein Loésungsansatz, der
mit Hilfe von linearer Regression die zugrunde liegende Quellverteilung

aus dem Beugungsbild berechnet, kann so verifiziert werden.

Es wurde gezeigt, dal} die im Beugungsbild enthaltene Information trotz
Verlust des Phasenterms zur Bestimmung der zugrunde liegenden
Durchmesserverteilung der Erythrozyten durch lineare Regression im
Computermodell ausreicht. Mit Hilfe eines einfachen Versuchaufbaus
konnte kinftig neben dem mittleren Durchmesser auch die
Verteilungskurve der Durchmesser der roten Blutkdrperchen ermittelt
werden. Vorraussetzung ist die Ausblendung des zentralen
Beugungsbildes in etwa bis zum zweiten Maximum und die genaue

Detektion des Randbereiches, dessen Intensitat etwa 1/250 der Intensitat

des Zentrums betréagt. Dies konnte mit Hilfe hochauflosender und zugleich

hochsensitiver Digitalkameras erfolgen.

Die experimentelle Uberprifung des hier dargestellten Verfahrens muR

Gegenstand weiterer Forschung sein.
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Zusammenfassung (Abstract)

Die Bestimmungen des mittleren Erythrozytendurchmessers und der
Durchmesserverteilung sind zur Diagnostik diverser Erkrankungen von
besonderem Interesse und haufig unerlalich. Nach heutigem Stand der
Wissenschatft gilt die mikroskopische Messung der Erythrozytendurchmesser
immer noch als Goldstandard, wenn es um die Genauigkeit der Ergebnisse geht.
In der klinischen Anwendung werden jedoch meist die Zellvolumina mittels des
Impedanzmel3verfahrens bestimmt. Da die mikroskopische Messung sehr
zeitaufwendig ist und immer noch kein zufriedenstellend schnelles Mel3verfahren
zur Bestimmung der Durchmesserverteilung existiert, wird in dieser Arbeit
untersucht, ob mit Hilfe der Laserbeugung prinzipiell eine Bestimmung der
Durchmesserverteilung der Erythrozyten maglich ist.

Um die Umsetzbarkeit dieses Ansatzes zu prufen, wird zundchst ein
Computermodell entwickelt, in dem verschiedene Quellverteilungen von
Erythrozytenpopulationen generiert werden, aus denen mittels Fourier-
Transformation das Beugungsbild berechnet wird. Ein Losungsansatz, der mit
Hilfe von linearer Regression die zugrunde liegende Quellverteilung aus dem
Beugungsbild berechnet, kann so verifiziert werden.

Es wurde gezeigt, dal3 die im Beugungsbild enthaltene Information trotz Verlust
des Phasenterms zur Bestimmung der zugrunde liegenden
Durchmesserverteilung der Erythrozyten durch lineare Regression im
Computermodell ausreicht. Mit Hilfe eines einfachen Versuchaufbaus konnte
kunftig neben dem mittleren Durchmesser auch die Verteilungskurve der
Durchmesser der roten Blutkérperchen ermittelt werden. Vorraussetzung ist die

Ausblendung des zentralen Beugungsbildes in etwa bis zum zweiten Maximum
und die genaue Detektion des Randbereiches, dessen Intensitat etwa 1/250 der
Intensitdt des Zentrums betrdgt. Dies konnte mit Hilfe hochauflésender und

zugleich hochsensitiver Digitalkameras erfolgen.

Die experimentelle Uberprifung des hier dargestellten Verfahrens muf
Gegenstand weiterer Forschung sein.



