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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der asymptotischen Giite von Schétzern
T, : Q" — R fiir Funktionale x : P — R auf nichtparametrischen Familien von
Wahrscheinlichkeitsmafken P. Betrachtet werden Schétzer T, zum Stichprobenum-
fang n, die fiir n — oo eine Verteilungskonvergenz aufweisen in Form von

V(T — #(Ry)) ——= Y ~ L

n—oo

unter festem, aber beliebigem Py € P und zudem eine Regularitétsbedingung erfiil-
len. Ist die Varianz der Grenzverteilung minimal, so heifit der Schétzer asymptotisch
effizient. Ziel der Arbeit ist es, fiir einen gegebenen Schitzer T, die asymptotische
Effizienz nachzuweisen. Zur Anndherung an dieses Problem werden in den Kapiteln
eins und zwei zunichst Lo-differenzierbare parametrische Teilmodelle mit Tangen-
te g betrachtet. Ist x differenzierbar, so setzt sich die Verteilung L fiir regulére
Schétzer auf diesen Teilmodellen nach dem Faltungssatz von Hajek-Le Cam aus dem
Faltungsprodukt einer Normalverteilung N'(0,02) und eines weiteren Wahrschein-
lichkeitsmafies v zusammen. 02 = ”/(17120)2 mit der Fisher-Information Iy = f g*dPy
hé&ngt hierbei nur von den lokalen Eigenschaften des speziellen Teilmodells, genauer
der Tangente g in Py, und der Ableitung des Funktionals, nicht aber vom Schétzer
T,, ab. Die Varianz ist somit dann minimal, wenn v verschwindet, und o2 bildet eine
untere Schranke. Da die parametrischen Teilmodelle im nichtparametrischen Modell
P enthalten sind, lasst sich dieses Konzept in Kapitel drei auf den nichtparametri-
schen Fall erweitern, indem eine grofte Anzahl solcher Modelle bzw. Tangenten g aus
dem Tangentialraum T'(Pp,P) mit entsprechenden Teilmodellen, die g als Tangen-
te besitzen, gleichzeitig betrachtet wird. Im Laufe dieser Arbeit wird dabei gezeigt,
dass es bereits ausreicht eine dichte Teilmenge des Tangentialraums und zugehdrige
Teilmodelle heranzuziehen, was eine erhebliche Vereinfachung darstellt, um fiir gege-
bene Schitzer die asymptotische Effizienz nachzuweisen. So kann in Kapitel vier in
grofser Allgemeinheit die asymptotische Effizienz von L-Statistiken, den kanonischen
Schétzern der L-Funktionale, nachgewiesen werden. In Kapitel fiinf kann mit diesen
Methoden zudem die asymptotische Effizienz von Schétzern spezieller Funktionale
aus der Survival Analysis und insbesondere erneut sehr schnell jene des bekann-
ten Nelson-Aalen- und Kaplan-Meier-Schétzers sowohl fiir unzensierte als auch fiir

rechtszensierte Daten gezeigt werden.






Abstract

The present thesis deals with the asymptotic quality of estimators T3, : Q" — R for
functionals x : P — R on nonparametric families of probability measures P. Treated
are estimators T,, for sample size n, that show convergence in distribution in the

form of
V(Tp — 6(Py)) —2—Y ~ L

n—o0
under fixed, but arbitrary Py € P and meet some regularity condition. If the variance
of the limit distribution is minimal, the estimator is called asymptotically efficient.
To approach this problem in chapter one and two first Lo-differentiable parametric
submodels with tangent g are considered. If k is differentiable, for regular estimators
on these submodels the distribution L is composed by the convolution of a normal
distribution N(0,0?) and another probability measure v. Here 02 = '4([7120)2 with
the Fisher-Information Iy = [ g*dPy only depends on the local characteristics of the
special submodel, more precisely on the tangent g in Py, and on the derivative of
the functional, but not on the estimator 7. Therefore, the variance is minimal, if v
vanishes, and o2 provides a lower bound. Since the parametric submodels are con-
tained in the nonparametric model P, in chapter three this concept can be extended
to the nonparametric case by simultaneously taking a big amount of such submodels
respectively tangents g from the tangent space T'(Py, P) with corresponding submo-
dels, which have tangent g, into account. In the course of the thesis it will be shown,
that it suffices to use a dense subset of the tangent space and corresponding sub-
models, which provides a significant simplification for proving asymptotic efficiency.
This way, in chapter four the asymptotic efficiency of L-statistics, the canonical esti-
mators for L-functionals, can be proved in big generality. Moreover, in chapter five
the asymptotic efficiency of estimators for special functionals from the Survival Ana-
lysis, especially of the well-known Nelson-Aalen- und Kaplan-Meier-Estimator for

both uncensored and right censored data can be shown very fast by these methods.
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Einleitung

Seien x1,...,z, Beobachtungen eines n-fach unabhéngig wiederholten Experiments,
also n Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen X7, ..., X, : ' — € mit unbekannter
Verteilung P € P aus einer Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien P auf €. Je mehr
iiber diese Verteilung bekannt ist, desto kleiner ist die Menge der in Frage kommen-
den Verteilungen P. In dieser Arbeit betrachten wir Fille, in denen von vornherein
nur sehr wenig iiber die Verteilung bekannt ist, so dass P eine nichtparametrische Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsmafen darstellt. Das heifst P € P ist nicht durch einen
Parameter ¥ € R* k € N identifizierbar. Ist beispielsweise iiberhaupt nichts iiber P

bekannt, so ergibt sich P erst einmal als Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafse.

Ein statistisches Funktional ist eine Abbildung x : P — R. Sei nun x ein solches
Funktional. Anhand der vorliegenden Beobachtungen soll dieses Funktional geschétzt
werden. Ist T}, : " — R ein Schétzer fiir , so stellt sich die Frage nach der Giite
desselben. In dieser Arbeit sollen Kriterien fiir ein optimales asymptotisches Verhal-
ten des Schétzers, also fiir ein optimales Verhalten bei gegen unendlich wachsendem
Stichprobenumfang n, hergeleitet werden. Zeigt ein Schitzer ein noch niher zu spe-
zifizierendes optimales Grenzverhalten, so ist dies nicht unmittelbar auf einen finiten
Stichprobenumfang n zu iibertragen, es bietet aber dennoch einen Anhaltspunkt fiir
die in der Praxis auftretende finite Situation, um den Schéitzer bei festem n einem

anderen vorzuziehen.

Wias ist nun das optimale asymptotische Verhalten eines solchen Schétzers? Zunéachst
einmal setzen wir eine Verteilungskonvergenz voraus. So soll T}, normiert und zen-
triert am Funktional unter Py fiir alle Py € P in Verteilung gegen eine Zufallsvariable

Y konvergieren in Form von

V(T — 5(Py)) —— Y ~ L.

n—oo



Diese Voraussetzung erscheint sinnvoll, wenn wir einen asymptotisch besten Schét-
zer finden wollen. Fiir den Fall, dass diese Bedingung nicht vorausgesetzt wird, siehe
beispielsweise Pfanzagl [32]. Wiinschenswert fiir einen solchen Schétzer wire, dass
der Erwartungswert der Grenzvariablen E(Y) = 0 betrégt, der Schétzer also in ge-
wissem Sinne (und mit einer gewissen Rate) “asymptotisch erwartungstreu” ist, und
die Varianz Var(Y') unter allen zugelassenen Schitzern minimal ist, was zumindest
in der Grenzverteilung interpretierbar ist als eine moglichst geringe erwartete Abwei-
chung vom zu schitzenden Wert des Funktionals. Zugelassen werden hier aber nicht
alle Schétzer, die obige Verteilungskonvergenz aufweisen mit F(Y') = 0, sondern wir
fordern zusétzlich die Regularitdt der Schétzer, das heifit eine Verteilungskonvergenz
auch unter Alternativen. Ziel ist es nun, fiir solche Schétzer eine asymptotische untere
Schranke fiir die Varianz Var(Y"), die sogenannte Informationsschranke, herzuleiten.
Haben wir eine solche Schranke ermittelt und finden einen reguldren Schétzer, der
diese Schranke annimmt, so ist er in diesem Sinne offenbar asymptotisch optimal.

Wir sprechen dann von asymptotischer Effizienz.

Fixieren wir einen Fufpunkt Py € P, so nennen wir eine einparametrische Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafen {Py : ¢ € ©} C P,0 C R, die durch Py verlauft,
also 0 € ©, auch Kurve (lokal) in P. Da diese parametrischen Modelle also im nicht-
parametrischen Modell P als Teilmodelle enthalten sind, besteht das Konzept nun
darin, zunéchst untere Schranken fiir die Varianz der Grenzverteilung L in den Teil-
modellen zu finden und hieraus anschliefsend eine fiir das gesamte Modell P zu bilden.
Dabei betrachten wir hier nur die in Kapitel eins definierten von Le Cam eingefiihr-
ten Lo-differenzierbaren Kurven in P mit Tangente g € Lo(F). Viele Eigenschaften
dieser Kurven héngen nur von dieser Tangente ab, was zum Tangentialraum, dem
Abschluss der linearen Hiille der Menge aller Tangenten, iiberleitet. Dieser Tangen-
tialraum bildet einen Hilbertraum, der fiir unsere Untersuchungen eine schéne wohl
verstandene Struktur bietet. Zudem wird in Kapitel eins das volle Modell eingefiihrt,

das Standard-nichtparametrische Modell, das dieser Arbeit zugrunde liegt.

In Kapitel zwei untersuchen wir nun also Lo-differenzierbare einparametrische Kur-
ven und folgen den Arbeiten von Le Cam [27] und Hajek [13].
Es werden zunéchst einige Aspekte der Le Cam’schen Theorie der lokalen asym-

ptotischen Normalitét wiederholt und an unsere Zwecke angepasst. Mit Hilfe dieser



Theorie liefert der Hajek-Le Cam-Faltungssatz fiir solche Lo-differenzierbaren Kur-
ven unter der zusdtzlichen Bedingung der Regularitdt des Schétzers, das heifsit einer
Verteilungskonvergenz auch unter Alternativen, das zentrale Hilfsmittel, um eine
untere Schranke fiir die Varianz unserer Grenzverteilung L zu finden. Dieser Satz be-
sagt, dass die Grenzverteilung sich aus dem Faltungsprodukt einer Normalverteilung
N(0,0?) und eines weiteren Wahrscheinlichkeitsmafes zusammensetzt, Y sich also
als Summe Y = Z + W aus einer normalverteilten Zufallsvariablen Z ~ N(0,c?)
und einer von Z stochastisch unabhiingigen Zufallsvariablen W schreiben lisst. o
ist dabei gegeben durch die Tangente g und die Ableitung des Funktionals x und
entspricht der Cramér-Rao-Schranke
o2 = K (Po)?
Io

mit der Fisher-Information Iy = [ g*dPy. Der Faltungssatz liefert allerdings mehr
als nur eine asymptotische Cramér-Rao-Schranke, da er auch die optimale Gestalt
der Grenzverteilung angibt. So ist Var(Y) = Var(Z) + Var(W) nun minimal, falls
W verschwindet. Die optimale Grenzverteilung in diesem Sinne ergibt sich also zu
N(0,0?) und o2 bildet die gesuchte untere Schranke. Besitzt ein Schiitzer T;, diese
Grenzverteilung und nimmt die Schranke somit an, dann nennen wir ihn asympto-

tisch effizient.

Kapitel drei enthilt sowohl die Riickfithrung auf die Nichtparametrik als auch eine
nihere Betrachtung der Funktionale. Dabei folgen wir den Arbeiten von Pfanzagl,
Wefelmeyer [30], [31], Strasser [35] sowie Van der Vaart [36] bzw. [37], Bickel, Klaasen,
Ritov, Wellner (von nun an abgekiirzt durch BKRW) [7] und Janssen [15], [16],
[19]. Eine gute Einfiihrung in das Thema und eine hilfreiche Zusammenfassung der
gerade fiir diese Arbeit wichtigen Aspekte bietet auch die Dissertation von Vladimir
Ostrovski [29].

Ziel ist es hier, den Faltungsatz aus Kapitel zwei auf das nichtparametrische Modell
zu erweitern. Zunichst erweitern wir die Differenzierbarkeit des Funktionals x auf den
nichtparametrischen Fall, indem wir die Differenzierbarkeit von x : © — R entlang
einparametrischer Kurven {Py : ¥ € ©} fordern. Die Ableitung des Funktionals ist
dann darstellbar als inneres Produkt aus der jeweiligen Tangente und dem eindeutig
bestimmten kanonischen Gradienten % des Funktionals, das heifst

. K(Py) — k() / _
lim ——— % = dPb,.
550 9 g Ao



Eine zentrale Bedeutung gewinnt hier der Begriff der dichten Differenzierbarkeit.
Ein Funktional heifft dicht differenzierbar, wenn eine dichte Teilmenge des Tan-
gentialraums existiert, so dass es zu jeder Tangente in dieser Teilmenge eine Lo-
differenzierbare Kurve lokal in P gibt, entlang derer das Funktional differenzierbar
ist. Auch in diesem Fall ist % eindeutig bestimmt und wir kénnen zeigen, dass die
dichte Differenzierbarkeit bereits ausreicht, um eine maximale untere Schranke fiir
Var(Y) zu erhalten. Diese ergibt sich dann aus der quadratischen Norm des kanoni-
schen Gradienten ||%||?. Gilt fiir einen Schitzer T}, eines Funktionals s im nichtpara-

metrischen Modell also die Verteilungskonvergenz
D -
V(T = 5(Ro)) —— Y ~ N(0,[|7]]%),
n—oo

so ist er asymptotisch effizient. Setzen wir die Voraussetzungen noch weiter herab
und fordern nur eine Differenzierbarkeit des Funktionals beziiglich einer beliebigen
Teilmenge des Tangentialraums, so erhalten wir immer noch eine untere Schranke fiir
Var(Y). Nimmt ein Schitzer T,, (asymptotisch, zentriert und normiert) diese an, so
ist der Schitzer bereits asymptotisch effizient und es gibt offensichtlich keine griofiere
Schranke.

Zudem beleuchten wir in diesem Kapitel den Zusammenhang von asymptotischer
Effizienz und asymptotischer Linearitat. Ein Schitzer T, heifft asymptotisch linear

in y, wenn er die Darstellung
1 n
T, — k(Fy)) = — E X))+ R
V(T — &(Py)) \/ﬁiZIX( i) + Rn

fiir eine Einflussfunktion x € L2(FPp) und einen asymptotisch vernachlédssigbaren
Restterm R, besitzt. Ist der Schitzer asymptotisch linear im kanonischen Gradi-
enten £ des Funktionals, so ist er asymptotisch effizient. Umgekehrt impliziert die

asymptotische Effizienz des Schétzers eine solche Entwicklung von T,,.

In den beiden folgenden Kapiteln wird die Theorie aus den ersten drei Kapiteln auf
spezielle Situationen angewendet. In Kapitel vier beschéftigen wir uns mit der Klasse
der L-Funktionale. An dieser Stelle sei auch die wertvolle Vorarbeit von Felix von
Miiller erwdhnt, die er in seiner Diplomarbeit [38] auf diesem Gebiet geleistet hat.
Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf P mit der inversen Verteilungsfunktion F~! sind

L-Funktionale Funktionale der Form



zur Bewertungsfunktion h und Gewichtungsmafs v. Wir besprechen zunéchst gewisse
Eigenschaften dieser Funktionale, betrachten einige Beispiele und ihre kanonischen
Schétzer. Ist die Gewichtung v ein diskretes Maf, so sprechen wir vom diskreten
L-Funktional. Da der diskrete Fall in der Literatur bereits ausfiihrlich behandelt ist,
vgl. beispielsweise ausfiihrlich von Miiller [38], S.46 ff., und die Theorie, insbesondere
die neuen Ansétze aus Kapitel drei hier kaum oder nur triviale Anwendung finden, le-
gen wir besonderes Augenmerk auf den stetigen Fall mit stetiger Gewichtung v. Hier
kénnen wir mit Hilfe der Theorie aus Kapitel drei die dichte Differenzierbarkeit des
Funktionals auf speziellen (ausreichend grofsen) Familien von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben unter gewissen Voraussetzungen zeigen und somit die optimale Grenzverteilung
eines Schétzers im Sinne der asymptotischen Effizienz ermitteln. Da die kanonischen
Schétzer der L-Funktionale dieses Kriterium erfiillen, haben wir in diesem Fall den

Nachweis der asymptotischen Effizienz dieser Schétzer erbracht.

In Kapitel fiinf widmen wir uns Funktionalen im Rahmen des Survival Analysis. Nach
einer kurzen Einfiihrung in die wichtigsten Begriffe und Zusammenfassung relevan-
ter bekannter Resultate, leiten wir auch ein Modell fiir rechtszensierte Daten her,
vgl. hierzu ausfiihrlich beispielsweise Janssen, Werft [20], und fithren die Standard-
Schétzer fiir Survivalfunktion und kumulative Hazardfunktion, den Kaplan-Meier-
und Nelson-Aalen-Schétzer, ein. Die Hazard-Funktionale, mit denen wir uns anschlie-

fend befassen, haben die Form

w(P) :_/hdA_/ldep

fiir eine messbare reellwertige Funktion h, wobei F' die zu P zugehorige Vertei-
lungsfunktion bezeichne. Da diese Funktionale iiber das Hazardmafs A definiert sind,
beweisen wir einen Satz, der fiir eine gegebene Tangente g eine Lo-differenzierbare
Kurve mit Tangente g liefert, die durch einen Dichtequotienten des Hazardmafies ge-
geben ist und in dieser Form eine im Folgenden einfach zu behandelnde Struktur hat.
Mit Hilfe dieser Kurven konnen wir eine Differenzierbarkeit des Hazard-Funktionals
sowohl im unzensierten als auch im rechtszensierten Fall zeigen und erhalten somit
in beiden Féllen eine untere Schranke fiir die Varianz der Grenzverteilung eines re-
guléren Schétzers fiir dieses Funktional.

Ein Spezialfall des Hazard-Funktionals ist die kumulative Hazardfunktion. Ihr Stan-
dard-Schétzer, der Nelson-Aalen-Schétzer, nimmt die so hergeleitete Schranke an,

wodurch wir auf diesem Wege erneut die asymptotische Effizienz des Nelson-Aalen-



Schétzers beweisen kénnen. Auch die asymptotische Effizienz des Kaplan-Meier-
Schétzers fiir die Survivalfunktion konnen wir in diesem Zuge mit Hilfe einer Ketten-
regel erneut verifizieren, da die Survivalfunktion sich als Funktion der kumulativen

Hazardfunktion darstellen lasst.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Motivation

In dieser Arbeit behandeln wir Funktionale x : P — R auf nichtparametrischen Fa-
milien von Wahrscheinlichkeitsmafen P. Da solche Familien die parametrischen Mo-
delle als Teilmodelle enthalten, fiithrt uns dies fiir einen beliebigen Fufpunkt Py € P
zuriick auf die Untersuchung parametrischer Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen
P1={Py: ¥ €O} mit © CR,0 € O, sogenannten Kurven (lokal) in P, die durch
P, verlaufen.

Wir wollen uns nun damit beschéftigen, asymptotisch beste Schétzer fiir k im Sinne
einer asymptotisch moglichst kleinen Streuung um das zu schitzende Funktional zu
finden. Fiir eine solche parametrische Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen Py C P

liefert die Cramér-Rao-Ungleichung

/P 2
' (Po)* < Varp,(T)
Iy

unter gewissen Voraussetzungen eine untere Schranke fiir die Varianz eines erwar-
tungstreuen Schitzers T : Q — R in Py, wobei «’ die Ableitung der Abbildung
¥ — K(Py) und Iy die Fisher-Information in Py bezeichnet. Ist T}, : Q" — R ei-
ne erwartungstreue Schitzfolge zum Stichprobenumfang n, so hat die Cramér-Rao-

Ungleichung die Form
R/( P0)2
Iy
Eine Schétzfolge T, heilt daher Fisher-effizient in Py, falls die Varianz Varpp (v/nTy,)

fiir n — oo gegen diese Schranke konvergiert.

< Varpgl(\/ﬁTn).



Grundlagen 8

Da im nichtparametrischen Modell P mit Sicherheit nicht effizienter geschétzt wer-
den kann als in jedem einzelnen parametrischen Teilmodell, ist eine Schranke fiir
den nichtparametrischen Fall damit durch das Supremum iiber die Cramér-Rao-
Schranken einer mdéglichst grofen Anzahl geeigneter Teilmodelle motiviert. Der Be-
griff der asymptotischen Effizienz, um den sich diese Arbeit dreht, wird allerdings weit
mehr enthalten als lediglich eine asymptotische Cramér-Rao-Schranke. Asymptotisch
effizient wird ein Schéitzer sein, wenn er eine optimale Grenzverteilung besitzt. Das
prinzipielle Vorgehen bleibt jedoch dasselbe: Wir betrachten Kriterien fiir optimale
Schétzer in parametrischen Teilmodellen und fiihren diese zusammen zu einem Krite-
rium fiir einen optimalen (asymptotisch effizienten) Schétzer im nichtparametrischen
Modell P.

Im parametrischen Fall setzt man klassischerweise die Li-Differenzierbarkeit des Mo-
dells voraus. Im nichtparametrischen Fall beschrinken wir uns auf die Analyse der
von Le Cam eingefiihrten Lo-differenzierbaren Kurven, die in diesem Kapitel definiert
werden. Solche Kurven sind ausgezeichnet durch eine Tangente g € La(Fy) und viele
Eigenschaften hingen nicht von der genauen Gestalt der Kurve, sondern nur von der
Tangente g ab. Somit erhalten wir eine Einbettung unserer Modelle oder genauer
ihrer Tangenten in den Hilbertraum Lo(FP) und konnen seine Struktur nutzen, um

die Gestalt des nichtparametrischen Modells P zu verstehen.

1.2 Lo-Differenzierbare Kurven und Tangentialraume

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen und Py, € P. Sei © C R. Wir
sagen, dass eine Kurve 9 — Py lokal in P liegt, falls es ein € > 0 gibt, so dass
Py,4t € P fur alle |t| < e gilt. Die Kurve heifit Ly (Py,)-differenzierbar, wenn simpel
formuliert der Differenzenquotient der Wurzel des Dichtequotienten von Py beziiglich

einem dominierenden Maf in Lo konvergiert.

Definition 1.1 (Ls-Differenzierbarkeit)

Seir P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen. Eine durch p dominierte Kur-
ve ¥ — Py in P heifit Lo-differenzierbar in Vg (kurz Lo(Py,)-differenzierbar) mit
Tangente (oder auch score function) g € La(Py,), falls gilt:

2 ((dPy, 1 \?  (dPy\*\  (dPy\®
t du du g du




Grundlagen 9

Lemma 1.2 (Konsequenzen)

a) g ist Py,-f.s. eindeutig.
b) Aus der La-Differenzierbarkeit in Py, folgt die Li-Differenzierbarkeit in Py, also

H 1 <dPﬁ0+t dP%) _dPy,

t B du

— 0
du du

Li(p) t—0

und die Ly-Stetigkeit in Py,, das heifst

0.

dPy,++ dPy,
dp du

Ly (p) =0

Insbesondere folgt hieraus die schwache Konvergenz

P, — Py..
Do+t t—0 Yo

c) Sei f : Q — R messbar und beschrankt. Dann gilt im Falle der L1 (Py,)-Differenzierbarkeit

d
dﬂ/fdpﬂwm) —/fgdPﬂO'

d) Fiir eine Tangente g gilt
/gdpﬂo =0.

LY(Py,) :=={g € Lo : /gdpgo =0}

Daher wird der Raum

als Tangentenraum bezeichnet.

e) Firxz eR gilt

Pyyse((—00,2]) = Poy(—00,2]) + 1 / gdPy, + oft)

(700755]

gleichmapig in x.
Beweis.

a) Aus der Lo-Konvergenz folgt die stochastische Konvergenz und die Grenzfunktion

ist P-f.s. eindeutig.



Grundlagen 10

b) Zum Beweis der L;-Differenzierbarkeit siche Witting [41], S.175, Satz 1.190. Die
L-Stetigkeit ist dann trivialerweise notwendig. Sei nun f : R — R stetig und
beschrankt mit |f| < ¢ € R. Dann folgt

dPp, dP,
‘ / J dPyq1s — / J dPy,| < / £ ’ e L
/ ‘dPﬁoth B dpﬁo dy 0
t—0
und damit die schwache Konvergenz.
c) Sei |f| < c. Dann gilt
1
([ raros— [ rar) - [ raar,
dPﬁ(H_t dPﬁO dP'gO
- - d
/ d ’( ( dp I dn :
<CH1(dﬂﬂo+t_C”’%>_ dPy, .
t du du du Li(u) 10

d) Aus c) folgt

d d
0= @1‘19:190 = dﬂ/ldpgwﬂo = /gdPgO.

e) Setze in ¢) f = 1(_y 4. Dann folgt

1
Z / dPﬂo-i—t / dPﬁO = / g dPﬁO + 0(1)

—00,z] (—o0,z] (—o0,]
1
&— / dPy,++ = n / dPy, + / gdPy, + o(1)
(—o0,x] (—o0,z] (—o0,x]
54 / dPgOth = / dpﬁo +1 / g dpﬁo + O(t).
(—o0,x] (—o0,z] (—o0,z]

Die Gleichmabigkeit folgt sofort aus der Gleichméfigkeit der Abschiatzung in c).

Bemerkung 1.3 (praktische Berechnung der score function)

Da die Grenzfunktion bei fast sicherer bzw. L,-Konvergenz fast sicher eindeutig ist
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und die Grenzfunktionen somit fast sicher iibereinstimmen, folgt unter Li- bzw.
Lo-Differenzierbarkeit mit score function g aus einer angenommenen punktweisen

Konvergenz

1 (dPy, s  dPy, _dPy,
t—0

t du du dup -’
dass § bereits die score function ¢ ist. Also ist gdgzo die formale Ableitung des
Dichtequotienten % in ¥ = 9y und g lasst sich fiir deo () > 0 durch

-1
358 G oo = (Gr@) o T =g

berechnen, falls der Dichtequotient differenzierbar ist. Im Sinne der Py,-stochastischen
Konvergenz existiert die Ableitung unter Li- bzw. Lo-Differenzierbarkeit immer, da

aus der L,-Konvergenz die stochastische Konvergenz folgt.

Da wir in dieser Arbeit Eigenschaften von P fiir alle Fulpunkte P € P untersuchen
wollen, ersetzen wir 99 von nun an durch 0 und betrachten beliebige, aber feste

Fufpunkte Py € P, was uns die Notation erleichtert.

Satz 1.4 (lineare Transformation, vgl. Ostrovski [29], S.7, Satz 1.8)

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen und 9 — Py eine durch p domi-
nierte Lo(Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g. Dann ist die Kurve ¥ —
Py fiir alle X € R ebenfalls Lo(Py)-differenzierbar mit der Tangente A\g € LY(F).

Beweis. Fiir A = 0ist ¢ — Py offensichtlich Lo(Py)-differenzierbar mit der Tangente
)\g =0e€ Lg(Po)
Sei nun A # 0. Dann gilt mit s := A\t

e frapy N2 [dRy\ 2 dPy\ 2
limf|-[(—==] —(— —Ag | —
t—0 || ¢ du du dp
La(p)
1 1 1
Ctim || 2 (D) () L ()
50 At du du g dp
La(p)
2 ((dP,\? [dP)\? dPy\ 2
=1lim |A| [|Z ) (22) ) -9 (=2 = 0.
50 S du dp du
La ()
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Definition 1.5 (Tangentenkegel und Tangentialraum)
Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen und Py € P. Die Menge aller

Tangenten an Py in P im Sinne von Definition 1.1 wird definiert als
K(Py,P) :={g € LY(Py) : 3 Lao(Py)-differenzierbare Kurve in P mit Tangente g}.

Aus Satz 1.4 folgt, dass K(FPy, P) ein Kegel ist. Daher wird K (Py,P) als Tangenten-
kegel bezeichnet. Der Lo(Py)-Abschluss der linearen Hiille des Tangentenkegels wird

als Tangentialraum bezeichnet und mit
T(Py,P) :=lin K(Py, P)
notiert.

Bemerkung 1.6

Der Raum Ly (P) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (f, g) := [ fgdPp, vgl.
etwa Bauer [4], S.99, Bemerkung 1, und nach Lemma A.9 ist jeder abgeschlossene
Unterraum eines Hilbertraums selbst ein Hilbertraum. T'(Pp,P) ist per Definition

abgeschlossen und somit ebenfalls ein Hilbertraum. Seien g,, € LY(Pp) mit

gn ———9 in La(Fy).

n

Dann folgt

HQTZHLQ(Po) o ”gHLQ(PO)’

also g € LY(Py) und LY(Py) ist abgeschlossen. Also ist auch LY(Pp) ein Hilbertraum.

1.3 Das volle Modell

Sei M(R,B(R)) die Menge aller Verteilungen auf (R, B(R)).
Die Sétze, Lemmata etc. sind in dieser Arbeit weitestgehend allgemein gehalten fiir
allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume (2, P). Mit dem vollen Modell bezeichnen wir
jedoch stets folgende Teilmenge von M(RR, B(R)). Definiere

P besitzt eine Verteilungsfunktion F € C!
P*:=¢{ Pe M(R,B(R)) | mit Dichte f = F' > 0 XM-f.ii. auf dem . (1.1)

zusammenhdngenden Trager von P
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Bemerkung 1.7

Da P* nur stetige Verteilungen mit streng monoton steigenden Verteilungsfunktionen
F umfasst, ist die inverse Verteilungsfunktion F~!, vgl. Definition A.1, die Umkehr-
abbildung von F, das heifit es gilt F o F~' = F~1 o F = id. Zudem ist F'~! gemif

Lemma A.4 stetig und differenzierbar.

Das volle Modell umfasst also nicht alle Wahrscheinlichkeitsmafe auf R, es ist aber

vollstédndig in dem Sinne, dass der Tangentialraum maximal ist.

Lemma 1.8
Es gilt T(Py, P*) = LY(Py).

Fiir den Beweis beno6tigen wir zuvor noch ein weiteres Lemma.

Lemma 1.9

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen und Py € P. Die Menge
D* = D*(P) :={g € LY(Py) : Ic € R mit |g| < ¢}
der beschrinkten Funktionen in Lo(Py) mit Ep,(g) = 0 liegt dicht in LY(P).

Beweis. Sei g € L(FPy) und gy, := glyjg/<p) fiir n € Nund hy, := gn— [ glgigj<ny dPo.
Dann ist h, eine Folge in D*, denn fiir alle n gilt [ h, dPy = 0, also h,, € L3(F),
und h,, ist beschrinkt.
Ferner gilt g, —9 Py-f.s. und nach dem Satz von der dominierten Konvergenz
I 9141g1<n} dPo — J9dPy = 0 wegen |gl{jgj<ny| < |g| und g € L1 (Fy). Also gilt
h, —— g Py-f.s. und

n—00

ol = [s1 s = [ cns 85| <1ol = [ Iolar € Lot

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt hy,, — ¢ in Lao(Pp). |

Beweis. (von Lemma 1.8)

Zur Beweisidee vgl. BKRW [7], S.52.

T(Py,P*) C LY(Py) ist trivial, da LI(Py) abgeschlossen ist.

Zeige jetzt D* C T(Py, P*). Denn D* liegt nach Lemma 1.9 dicht in LY(P) und da
T(P,, P*) per Definition abgeschlossen ist, folgt dann T'(Py, P*) = LY(P,). Sei also

g € D*  |g| < c. Konstruiere nun eine Exponentialfamilie in P* mit score function
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(Tangente) g. Dazu definiere fiir |¥| < 0

o) = < / exp(9g) dP0> o

Nach Konstruktion gilt [ fy(z)dz = 1 und fy > 0, also ist durch diese Exponen-
tialfamilie eine Kurve in P* gegeben. Nach BKRW [7], S.14, Beispiel 1, ist eine

Exponentialfamilie Ly (Pp)-differenzierbar. Nun gilt wegen

‘exp Jg) ‘ |gexp(¥g)| < cexp(dc)

mit Lemma A.12

dC;C (¥) = dc; < / exp(dg) dPo) B

-2
=— </ exp(dg) dP()) % /exp(ﬁg) dPy = —C(0)? / % exp(vg) dPy
——C(0)* [ gexplog)dPs = ~C0PC)! [ gexplogC(o)dry

= —C(9) /gqu;1 = —C(9)Ep,(g)-

Geméf Bemerkung 1.3 ergibt sich als score function

2108 fy )0 = =5 (9g(x) + 1o C(9) + 1og fo(x))} =0

Mooy L @WCDY L (ZCWO)ER(9)
‘(9(” W) M‘g(”( @) )w:o

=g(z) — Epy(9) = g(z).

Somit ist eine Lo(Fp)-differenzierbare Kurve in P* mit Tangente g gefunden. Also
gilt g € K(Py, P*) C T(Py,P*) und die Behauptung ist gezeigt. [ ]
Bemerkung 1.10

a) Aus dem Beweis folgt, dass K (P, P*) dicht in T'(Py, P*) liegt, K(FPp, P*) also

bereits linear abgeschlossen ist.

b) Fiir das volle Modell P = P* ist D* also eine dichte Teilmenge des Tangential-
raums T'(Pp, P*).
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Letztere Bemerkung sei noch einmal hervorgehoben. Da wir im weiteren Verlauf der
Arbeit bestimmte Eigenschaften nur fiir eine solche dichte Teilmenge nachweisen
miissen, wie wir in Kapitel 2.2 sehen werden, wird es je nach vorliegender Problem-
stellung einfacher, je kleiner diese dichte Teilmenge gew&hlt wird. Aus diesem Grund

bestimmen wir noch eine weitere, kleinere dichte Teilmenge D** C T'(Py, P*).

Lemma 1.11
Sei P* das volle Modell (1.1). Py € P* besitze den zusammenhdngenden Triger
Qo C R. Dann liegt die Menge

D** .= D*(P*)N { g € LY(Py)

JA C Qo, A = [a1, az] kompakt mit
al,ageflo und g(x) = 0Vx € A° '

der beschrinkten Tangenten mit kompaktem Trager, der vollstandig im Inneren des

Trigers von Py liegt, dicht in LY(Py) = T(Py, P*).

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 1.9.

Sei g € LY(Py). Da Qy C R zusammenhiingend ist, gibt es a,b € R mit Qo = [a, b],
Qp = (—00,b], Qp = [a,0) oder Qy = R.

Je nach Gestalt von g definieren wir Folgen a,,b, € R,n € N. Ist 2y nach unten
offen, so setze a, := —n, und ist {2y nach unten offen, so setze b, := n. Andernfalls

1

setze a, = a—{—% bzw. by :=b— 3

Definiere nun A,, := [ay, b,] und
gn = gla,l{g<ny — /91{|g|<n} dFy.
An

Dann ist g, eine Folge in D** mit g, —9 Pp-f.s. und es gilt
n oo

lgnl = {914, 1{1g|<n} _/gl{|g<n} dPy| < |9|+/|9|dPo € La(Po).

n

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt ||gn — 91|, (p,) — 0. [
n—oo

Bemerkung 1.12
Da fiir den kompakten Triger A = [a1,a2] von g € D** gilt a1,a2 € (020, gilt
0 < Fo(ar) < Fo(x) < Fo(ag) < 1 fiir alle z € A.
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Wir konstruieren nun fiir das volle Modell P = P* noch zu jedem g € D* (und damit
auch zu jedem g € D** C D*(P*)) eine Lo-differenzierbare Kurve, die g gerade als
Tangente besitzt.

Lemma 1.13 (vgl. Strasser [35], S.385)

Zu g € D* gibt es ein 6 > 0, so dass fir |9 < § eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve

lokal in P* mit Tangente gy = 14'5;1’@ gegeben ist durch fgy := dd? = (14 dg)fo mit

fo:= %. Insbesondere ist die Kurve Lo(Py)-differenzierbar mit Tangente gy = g.

Beweis. Sei |g| < c. Nun gibt es ein 6 > 0, so dass 1+ 9g > 0 und somit fy > 0 fiir
|¥] < 0 gilt. Weiterhin gilt

/fqg(:n)d:v:/l—I—ﬁgdsz1+19/gdP0:1

und fy ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte und ¥ — Py eine Kurve in P*.
Nun gilt

o VFo = 2 A+ 09) s = —2/Fo = 90V

do V77T aw VT Trog Y TV

also punktweise Konvergenz des Differenzenquotienten. Weiter gilt nach Lemma A.13

Wy +z— V| <zl

fiir y + 2 > § und y > ;. Daher gilt mit |g| < c

2 (V= V)| = |2 (VIF 0T 0 - V5 08) Vo
S’?tg\/%

< 2c fo S LQ(X\)

fiir t und § ausreichend klein und [¢¥| < ¢. Hieraus folgt nach dem Satz von der

dominierten Konvergenz die Lo-Konvergenz, also

(%) - (5)) - (%)
N A A SAWD)

und somit die Lo-Differenzierbarkeit in Py mit Tangente gy. |

=0
La(X)

1im
t—0




Kapitel 2

Lokale asymptotische Normalitat

und der Faltungssatz

In Abschnitt 2.1 sollen die wichtigsten Resultate der LAN-Theorie (lokale asympto-
tische Normalitat) von Le Cam kurz zusammengefasst werden. Dabei werden einige
bekannte Sétze und Definitionen an unsere Zwecke angepasst und teilweise fiir Spe-
zialfille vereinfacht. Den Grundstein fiir die hier behandelte Theorie legte Le Cam
bereits 1960 in seinen Arbeiten [26], die er 1986 [27] noch einmal zusammenfasste.
In Abschnitt 2.2 fithren wir den Faltungssatz von Hajek-Le Cam [13] ein, der unser
zentrales Hilfsmittel darstellt, um ein Kriterium fiir die asymptotische Effizienz eines

Schéitzers herzuleiten.

2.1 Lokale asymptotische Normalitat

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem Schétzen von Funktionalen in nichtpa-
rametrischen Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen P. Diese Untersuchung fiihrt
uns zurilick auf die parametrischen Teilmodelle. Wir betrachten daher Zufallsvaria-
blen Xj,...,X,, die unabhéngig identisch nach Py € P; = {Py : ¥ € O} mit
© C R,0 € © auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (9, 4, Py) verteilt sind. Wir
haben also eine Beobachtung des Produktmakes Pj auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2", A", Py) vorliegen. Man nennt (2", A", {Pg : ¢ € ©}) auch statisti-
sches Experiment, wobei {Py : 9 € O} gerade ein einparametrisches Teilmodell
von P" := {P™ : P € P} darstellt. In diesem Experiment wollen wir das asympto-

tische Verhalten eines Schétzers fiir ein Funktional x(Py) untersuchen. Dabei folgen

17
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wir nun dem Ansatz von Le Cam [26]. Dazu parametrisieren wir zunéchst um und

betrachten fiir grofe n die lokale Familie
{P,y:=P% :9€cR}.
/n

Wegen 0 € ) gilt P,y € Py fiir n ausreichend grof. Man bezeichnet dann 9 als
lokalen Parameter und P, y als lokale Alternative. Der Ansatz von Le Cam beruht

nun darauf die Konvergenz des Experiments
E, = Q" A" {P,9 : 9 € R}) (2.1)

im Sinne der schwachen Konvergenz von Experimenten zu untersuchen. Ohne auf die-
sen Begriff hier ndher einzugehen - in der Tat werden wir uns mit der Defintion der
schwachen Konvergenz von Experimenten gar nicht ndher befassen, sondern ledig-
lich die Konvergenz der zugehdrigen Likelihoodprozesse betrachten - zeigt sich, dass
das Experiment F,, unter gewissen Voraussetzungen schwach gegen den sogenannten

eindimensionalen Gaufi-Shift
G = (R,B,{N(c*9,5%) : 9 € R})

fiir ein 02 > 0 konvergiert. Ist dies der Fall, so approximieren wir in einem nichsten
Schritt einen Schétzer T,, fiir k(Py) durch einen Schitzer T' im Limesexperiment G
und konnen diesen auf Optimalitit untersuchen.

Wegen

dN(o?9,0%), . 1 (x — 0219)?
dA (=) = wo? P <_ 202 >

gilt fiir den Log-Likelihoodprozess des Gaufs-Shifts

dN (029, 0%)
dN (0, 02)

Lokale asymptotische Normalitét liegt nun vor, wenn der Log-Likelihoodprozess des

log (x) =20 — %19202.

Ausgangsexperiments asymptotisch die Gestalt des Gauf-Shifts besitzt.

Definition 2.1 (LAN)

Das Experiment E,, (2.1) heifit lokal asymptotisch normal (LAN), wenn es Folgen
von Zufallsvariablen Z, : Q" — R, R,y : Q" — [—00,00] und ein a® > 0 gibt, so
dass gilt

AP,y
AP0

1
log =97, — 519202 + Ry
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mit
L(Zn|Pno) —— N(0,0?)

und

Py
R,y —=50 VI9eR.
n—oo

0722, heift dann eine zentrale Folge.

Eine hinreichende Bedingung fiir LAN ist die ebenfalls von Le Cam eingefiihrte Lo-

Differenzierbarkeit, sieche Definition 1.1.

Satz 2.2 (Le Cam)
Sei Py = {Py : 9 € ©}, © C R,0 € O eine Ly-differenzierbare Kurve in ¥ = 0 mit
der Tangente g € LY(Py). Dann erfiillt E,, (2.1) die LAN-Bedingung mit

o?=1I)= /g2 dPy
und der zentralen Folge
1 n
-2
0 Zn (X1 ey Tp) = —=—5 Zg(zl)
Vno P

Das heifit es gilt

iPoo (X1, ey Tp) = \/ﬁ;g(xz) — 219 0“+ Ry y.

log

Beweis. Siehe Strasser [35], S.386, Theorem 75.8. [ |

Wir kennen damit also bereits das Grenzverhalten der zu unseren einparametri-
schen Teilmodellen zugehorigen Experimente oder genauer das Grenzverhalten der
Log-Likelihoodprozesse unter P, o. Wie eingangs erwéhnt widmen wir uns nun Sta-
tistiken in solchen Ausgangsexperimenten, also Statistiken unter Alternativen und
betrachten deren Grenzverhalten unter P, y. Dazu fiihren wir zunéchst das Konzept

der Benachbartheit ein.

Definition 2.3

Seien P, Qn,n € N Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (Qp,An). (Qn)n
heift zu (P,), benachbart, in Zeichen Qn < P,, wenn fir alle Folgen A, € A, mit
P,(Ay) — 0 auch Qn(Ay) — 0 gilt.
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Es folgt die Wiederholung zweier wichtiger Lemmata von Le Cam iiber benachbarte
Wahrscheinlichkeitsmafie. Sie stehen in ihrer urspriinglichen Form bereits in Le Cam
[26] und wurden als separate Lemmata von Hajek und Sidék [14] verwendet, um die
asymptotische Giite von Rangtests zu vergleichen, und wurden so als Lemmata von

Le Cam bekannt.

Lemma 2.4 (erstes Lemma von Le Cam)
Seien P, Qn,n € N Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (Q,, A,) und P,Q
Wahrscheinlichkeitsmafe auf (Q,.A) mit

E(log ar, \P) — E(log dP\P) =

schwach. Dann sind dquivalent:

Qn <Py,

Q << P und

/exp(:v) dp(z) = 1.
Beweis. Siehe Hajek, Sidak [14], S.251. |
Beispiel 2.5
Sei B, = (2", A", {P, ¢ : ¥ € R}) das Experiment (2.1) mit einer Lo-differenzierbaren
Kurve Py = {Py: 9 € 0O}, © CR,0€ O in ¥ = 0.

Nach Satz 2.2 erfiillt E, die LAN-Bedingung, der Log-Likelihoodprozess besitzt
asymptotisch die des Gaufs-Shifts. Setze also

Q :=N(c?9,0?), P:=N(0,0%).

Dann gilt
dq 9202

192 2
1 zﬁ(logdPP> N( 5 %0 2).

LAN impliziert nun gerade

dP, 190 9 9\ _
£<1° Pro n0>m/\f< o )—/“

und
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schwach.

Sei X ~ N (p,0%) normalverteilt mit u € R, 02 > 0. Dann gilt

E(eX) = /e‘r dN (i, 0?)(z) = V;T?/exp(x) exp (—W) dx

22 —2x(p+ 02) + (u + 0?)? —u2—2,u02—04+,u2> I

1
T V202 /exp <_ 202

1 (z— (u+a?))? _—2ua2 — ot P
= exp 502 exp |~ 5 | do

s
= eX — ] .
p(pt

Also ist E(eX) = 1 #quivalent zu p = —%2. Daher gilt

/ exp(z) dpn () = 1

und nach Lemma 2.4 folgt P, 9 < Py 0.

Das dritte Lemma von Le Cam ist in seiner allgemeinen Form giiltig fiir benach-
barte Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafen. Da wir uns in dieser Arbeit auf Folgen
der Form P, y beschrinken, fiir die die Benachbartheitsbedingung P, y < P, o nach

Beispiel 2.5 erfiillt ist, formulieren wir eine vereinfachte Version des Lemmas.

Lemma 2.6 (drittes Lemma von Le Cam)
Seien Sy 1 (U, An) — (R, B) Statistiken und Qg ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf

R X [—o00, 00| mit
dP,
L <<Sn,10g dPn:i) \Pn,0> — Qy

c (<Sn,log Zi :109 ) yPn,ﬁ> - Q)

schwach fir ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ Qfy << Qg mit
dQ’y
dQy

schwach. Dann gilt

(z,y) = exp(y).

Weiterhin gilt
L (Sn|Pn,19) — L19

fur ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 Ly definiert durch
Lo(A) = [ 1a(@)exp(u) dQo(a.y) = [ 1a(e) dQy(a.v)
fiir alle A € B.
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Beweis. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis einer allgemeineren Version des ersten Teils
vgl. Hajek, Sidak [14], S.257.

Es folgt sofort, dass Ly ein Wahrscheinlichkeitsmafs definiert. Die Konvergenz der
Randverteilung £ (Sy,|P, ) gegen Ly folgt ebenfalls unmittelbar aus dem ersten Teil:
Sei f: R — R stetig und beschrdnkt. Dann gilt

[ 1@ e S.1Pu) @) = [ ) (108 ) 1P ) )

—— [ f(@) dQ (. y) = / F(x) exply) dQa(z, ) = / f(x) dLy(2).

n—oo
|
Korollar 2.7
Seien Sy, : (U, An) — (R, B) Statistiken mit
dP, 9 0 2
L ((Sn,log > | Py, 0> ), o7 0122
ap, -3 o12 03
schwach. Dann gilt
L (Sn|Pn719) — N(Ulg, O'%)
schwach.
Beweis. Siehe Janssen [19], S.145, Lemma 15.1. [

Mit Hilfe des dritten Lemmas von Le Cam konnen wir jetzt eine Statistik unter
Alternativen bzw. einen Schéitzer im Ausgangsexperiment FE, asymptotisch durch

eine Statistik im Limesexperiment ersetzen.

Satz 2.8

Sei Py = {Py : 9 € ©}, © C R,0 € O eine Ly-differenzierbare Kurve in 9 = 0
mit der Tangente g € LY(Py) und o* == [ g*>dPy. Sei Sy, : (U, An) — (R, B) eine
Statistik, die fiir alle 9 € R unter P,y = P"y 1in Verteilung konvergiere. Dann gibt

T
es eine Statistik S = S(Xy) mit Xy ~ N(9,072) im Limesezperiment, sodass gilt

unter P, y fiir alle 9 € R.
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Beweis. Vgl. auch Van der Vaart [37], S.98, Theorem 7.10.
Nach Satz 2.2 erfiillt P; die LAN-Bedingung mit der zentralen Folge

- RN
o %Y, = Zg(:vl)
i=1

Vno? &
mit
Y, % Y ~ N(0,0?)

unter P, o, also gilt

dpnﬂ D 7920'2
1 "7 Y _
8 UPng noeo v 2

unter P, o.
Nach Voraussetzung konvergiert auch S,, in Verteilung unter P, . Aus der Vertei-
lungskonvergenz folgt Straffheit der Randverteilungen und man sieht leicht, dass

hieraus auch die gemeinsame Straftheit von (Sn, log Zl;:’i) folgt. Mit dem Satz von

Prohorov, vgl. Billingsley [6], S.37, Theorem 6.1, folgt damit die Verteilungskonver-

genz

P, ,
L((Snlog—22) P o) — Qo = PN
dPn,O ’ n—o00

entlang Teilfolgen von {n} fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf Qo mit der Randverteilung
2.2

L(A) = LYY — T,

Nach Lemma 2.6 gibt es nun ein Wahrscheinlichkeitsmafs Ly definiert durch

’(920'2 ’
L) = [ 1a@)exn(s) dQu(e) = [ 1a@)exp (95— 5 ) aps
fiir alle A € B mit
AC(Sn‘Pn,ﬂ) N ? L19
entlang der entsprechenden Teilfolgen. Da S,, nach Voraussetzung fiir alle ¢ € R unter
P,y unabhéngig von der Wahl der speziellen Teilfolge in Verteilung konvergiert, ist
Ly eindeutig.
Gesucht ist eine Statistik S, so dass S(Xy) nach Ly verteilt ist.

Wir konstruieren zunéchst eine messbare Abbildung 7" auf R x (0, 1) mit
(T(Y,0),Y) 2 (5,Y)

fiir eine von Y stochastisch unabhéngige gleichverteilte Zufallsvariable U ~ X‘|(0,1)-

Fiir beliebiges, aber festes y € R sei

F(zxly) == P(S" < z|]Y =y)
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die Verteilungsfunktion von P5'IY=y und
Q(uly) = F~*(uly)
die zugehorige inverse Verteilungsfunktion. Nach Satz A.5 gilt
T(y,U) := Q(Uly) ~ PT=v
PYfs.. Wegen der Unabhiingigkeit von Y und U folgt

P((T(Y,U),Y) € Ax B) = / PTEOIY=y(A)dPY (y) = / PT@WU)(A) dPY (y)
B B

= [P P () = P(S.Y) € A x B,
B

fiir alle Borel-messbaren Mengen A, B € B, also die gewiinschte Gleichheit der Ver-
teilungen (T(V,U),Y) 2 (5, Y).

Sei jetzt Xy ~ N(9,0?) ebenfalls unabhingig von U.

Dann ist 02Xy ~ N(0,02) = PY und es gilt

P(T(02X07U)7J2X0) — P(T(Y7U)7Y) — P(Slvy)

Mit dem Satz von Fubini gilt nun aufgrund der Unabhéngigkeit von Xy und U fiir
alle ¥ € R:

P(T(02X,,U) € A) = / P(T(0%,U) € A)dPX0 ()

~ [rrenn e A>\/§ exp (_@—;9)(7) da
- /P(T(U2x, U) € A)exp (190293 - 1922”2> \/iexp <_x2202> dx

_ / / 14(T(0%e, u)) AP (u) exp (190290 - 792202) dPX0(z)

¥20?
= /1A(T(02x,u))exp (00233— 5 > dPXoU) (g )

202
= /1A(T(02X0,U))exp (1902X0 - ) dP

2 2
= [1at@)exm (95— 5 ) apreae e,y
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1920'2 ’
= [ateress (95 - 5 ) P ay) = Lot

fiir alle A € A und die Behauptung ist erfiillt fiir S(Xy) := T(0?Xy,U). [

2.2 Der Faltungssatz

Im parametrischen Fall heifit eine Schéitzfolge T, Fisher-effizient in Py, falls die Va-
rianz Varpy (/nT,) fiir n — oo gegen die Cramér-Rao-Schranke konvergiert. Wie
das folgende Beispiel zeigen wird, reicht es jedoch nicht aus, punktweise Konvergenz

gegen diese Schranke fiir alle Py € P zu fordern.

Beispiel 2.9 (Hodges Estimator)
Betrachte das Experiment {R,B(R),P} mit P = {Py = N(¢,1) : ¥ € R} und
dem zu schétzenden Funktional k() = ¢. Bekanntlich ist der gleichmé&fig beste

erwartungstreue Schétzer fiir © gegeben durch

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

VT, —9) —2— Z ~ N(0,1)

n—oo
und die Cramér-Rao-Schranke 1 wird auch im Limes angenommen.

Definiere nun
Sn = Tnl{lTn‘Zn71/4}.
Dann gilt fiir ¥ # 0

Py(Sn # Tn) = Py(|Tu| < n™*) = Py(IT0 = 0)
—_——

=0
= Py(—n"V* < T,, < n7V%
= Py(—n'* —9y/n < /n(T,, —9) < n*/* —9/n)
= Py(vn(Ty = 9) <n'* —9v/n) = Py(Vi(T, = 0) < —n'/* — 0 /).

Fiir 9 > 0 gilt +n'/* — 9/n — —oo und fiir ¥ < 0 gilt +n'/* — 9\/n — oo fiir

n — 00. In beiden Féllen folgt mit Lemma A.7

Py(v/n(Sn —9) # Vn(Tn — V) = Py(Sp # Tn) —— 0.

n—oo
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Insbesondere folgt damit die stochastische Konvergenz

Vn(Sp —9) — vVn(T, —9) —— 0

n—oo
und mit der allgemeinen Version des Lemmas von Slutsky, vgl. Klenke [24], S.243,
Satz 13.18,
(S, —¥) —2— Z ~ N(0,1).
n—oo

Sy, verhélt sich also fiir ¢ # 0 asymptotisch genauso wie T,,.

Fiir 9 = 0 gilt jedoch wiederum nach Lemma A.7
Py(S, = 0) = Py (T < n~'/4)
=F (—n1/4 < /nT, < n1/4>

=R <\/ﬁTn < n1/4> - P <\/ﬁTn < —n1/4) —s1-0=1,

n—oo
was sehr viel stérker ist als Verteilungskonvergenz gegen N (0, 1). Die Varianz konver-
giert hier gegen 0 und S,, unterbietet somit die Cramér-Rao-Schranke. Diese scheinba-
re Verbesserung von 7;, geschieht jedoch auf Kosten des Verhaltens in der Umgebung
von 0 fiir festes n, vgl. hierzu Van der Vaart [37], S.110. Dieses Phédnomen nennt man

auch Supereffizienz.

Schon in den parametrischen (Teil-)Modellen kénnen die Cramér-Rao-Schranken also
und damit auch ihr Supremum asymptotisch unterboten werden. Es stellt sich hier
nun also die Frage, in welcher Klasse von Schétzern sich dennoch ein bester Schétzer
finden lésst, oder anders formuliert, welche (nicht allzu einschrinkende) Bedingung
an die Schéitzer gestellt werden muss, um Supereffizienz auszuschliefsen. Im parame-
trischen Fall ist die Antwort bekannt. Das Beispiel des in 0 supereffizienten Hodges
Estimators zeigt, dass es nicht ausreicht das Grenzverhalten von Schitzern lokal fiir
jedes P € P zu betrachten, sondern fiir das entsprechende Teilmodell verschiedene
Parameter gleichzeitig betrachtet werden miissen. Dies fiihrt zum Begriff der Regu-

laritét.

Definition 2.10
Seit Py ={Py:9€0©},06CR,0¢€ é, eine parametrische in Py Lo-differenzierbare
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen mit Tangente g, sei k : P; — R ein in Py dif-

ferenzierbares Funktional und sei T, : Q" — R eine Schdtzfolge fiir k. Dann heif§st T,
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requldr in Py, falls es fiir alle 9 € © ein von ¥ unabhdngiges Wahrscheinlichkeitsmay3
L gibt mit
c (\/ﬁ (Tn — (p)) P ) N
vn vn
1

Das Grenzverhalten soll sich also unter lokalen Alternativen, die mit der Rate 7n

schwach fiir n — oo.

gegen 0 konvergieren, nicht dndern. Im parametrischen Fall werden wir sehen, dass
diese Bedingung ausreicht, um Supereffizienz auszuschliefsen, also gerade in der Klas-

se der reguldren Schitzer ein asymptotisch bester gefunden werden kann.

Um dies zu zeigen, benotigen wir zuvor noch ein Hilfslemma zu Normalverteilungs-
modellen bei finitem Stichprobenumfang. Fiir mehrdimensionale Normalverteilungs-
modelle vgl. Van der Vaart [37], Proposition 8.4, S.113.
Sei

Py=N(9,6%),9c©®CR

fiir ein 02 > 0, X ~ Py und sei T = T(X) ein Schitzer in diesem Modell fiir
k(Py) = a¥,a € R.

Lemma 2.11
Ist die Verteilung
L(T —av|Py) =L

unabhdingig von ¥ € ©, dann besitzt L = P die Darstellung
L=N(0,a*0?) v
fuir ein Wahrscheinlichkeitsmaf v.

Beweis. Siehe Van der Vaart [37], S.113. [

Ein solcher Schitzer T" wird auch “dquivariant in Verteilung” genannt. Das einfachste
Beispiel hierfiir ist der gleichméfig beste erwartungstreue (UMVU) Schatzer T' = aX.
Die Verteilung von T unter Py ist hier trivialerweise N'(0,a?0?) fiir alle 9. Ein in
Verteilung dquivarianter Schétzer ist also verteilt wie die Summe aus aX und einer

davon unabhéngigen Zufallsvariablen.
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Mit Hilfe dieses Lemmas und der LAN-Theorie, kbnnen wir nun eine Version des
Faltungssatzes von Hajek-Le Cam beweisen, vgl. Van der Vaart [37|, Theorem 8.8,
S.115.

Satz 2.12 (Faltungssatz)

Sei Py = {Py : U € O} eine parametrische in Py € Py La-differenzierbare Familie von
Wahrscheinlichkeitsmaflen mit Tangente g, sei k : P — R ein in Py differenzierbares
Funktional mit Ableitung k' (Py) und sei T,, : Q" — R eine requldre Schitzfolge fir
mit Grenzverteilung L. Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ v mit

/ 2
LzN(O,H(fO) )*y,
0

wobes Iy := fg2 dPy die Fisher-Information in Py bezeichnet.

Beweis. Wir schreiben

Sp ::\/ﬁ(Tn—m(Po)):\/ﬁ<Tn—n<Pa )) +\/ﬁ<m <Pﬁ> —H(Po)>

Vn Vv

Da T, reguldr ist, konvergiert der erste Summand unter P,y = P, in Verteilung
gegen eine Zufallsvariable mit der Verteilung L. Der zweite Summgnd konvergiert
aufgrund der Differenzierbarkeit des Funktionals gegen 9x/(Pp). Insgesamt gilt daher
nach Slutsky

Sh — Z + 9K (Py)

in Verteilung unter P, y mit Z ~ L.
Nach Satz 2.8 gibt es somit eine Statistik S = S(X) mit

D)Pn,ﬁ

Sp —— S(X)

fiir ein X ~ N(9,072), also
S — 9K (Py) ~ L.

Da L unabhéngig ist von 9, ist S somit dquivariant in Verteilung und nach Lemma
2.11 folgt die Behauptung fiir ¥ = 0. |

’ 2
Somit bildet % in dieser Klasse von Schitzern eine untere Schranke fiir die

Varianz der Grenzverteilung, denn es gilt Var(L) = '4(17};0)2 + Var(v). Kann also ein

regulérer Schitzer gefunden werden mit

/ 2
L(v/(Ty — 6(P)|Ro) — N <o, n (;ZO) ) ,
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das heifst mit v = €g, so ist er in diesem (Teil-)Modell der Beste in der Klasse der

reguléren Schétzer.



Kapitel 3

Asymptotische Effizienz

3.1 Asymptotische Effizienz fiir Funktionale

Nachdem wir im zweiten Kapitel die parametrischen Teilmodelle gemé&f der Theorie
von Le Cam untersucht haben, kommen wir nun zuriick zu unserer nichtparame-
trischen Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen P und legen unser Augenmerk in
diesem Kapitel zusétzlich vermehrt auf die zu schitzenden Funktionale x : P — R,
wobei wir den Arbeiten von Pfanzagl und Wefelmeyer 30|, [30], Strasser [35], Van
der Vaart [37], BKRW [7] und Janssen [15], [16], [19] folgen.

Dabei untersuchen wir einen Schétzer zunéichst auf asymptotische Effizienz lokal in
einem festen Fufspunkt Py € P und nennen ihn anschlieffend asymptotisch effizient,

wenn er diese Eigenschaft lokal fiir alle Py € P erfiillt.

Die einparametrischen Kurven sind im nichtparametrischen Modell P nach wie vor
enthalten. Ein Funktional k ist im nichtparametrischen Modell offensichtlich ,schwe-
rer zu schitzen als in jeder einzelnen Kurve, da mehr Verteilungen in Frage kommen.
Daher liefert jede Lo-differenzierbare Kurve, entlang derer x differenzierbar ist, eine
untere Schranke fiir die ,Varianz® der Grenzverteilung reguldrer Schitzer (falls diese

existiert).

Zunichst erweitern wir den Begriff der Differenzierbarkeit des Funktionals x auf den
nichtparametrischen Fall.
Definition 3.1 (differenzierbares Funktional)

Sei P eine nichtparametrische Familie wvon Wahrscheinlichkeitsmaflen. Ein

30
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Funktional k : P — R heiffit differenzierbar in Py € P mit einem Gradienten
k € LY(Py), falls fiir jede Lo(Py)-differenzierbare Kurve ¥ w Py lokal in P mit
Tangente g gilt:

1%1%”"(39);@ - //'@gdPO. (3.1)

Dieser klassische Differenzierbarkeitsbegriff lasst sich fiir unsere Zwecke noch stark
vereinfachen. Wir werden sehen, dass es vollkommen ausreicht, zu jeder Tangente
nur eine Kurve zu finden, die (3.1) erfiillt und bendtigen nicht einmal alle Tangenten

des Tangentialraums.

Definition 3.2 (dicht differenzierbares Funktional)

Sei P eine mnichtparametrische Familie wvon Wahrscheinlichkeitsmaflen. Ein
Funktional k : P — R heifit dicht differenzierbar in Py € P mit einem Gradienten
k € LY(Py), falls es eine konveze dichte Teilmenge D C T(Py,P) gibt, fiir die gilt:
Fiir alle g € D ezistiert eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve O — Py in P mit Tan-
gente g, fir die (3.1) erfillt ist.

Im Allgemeinen ist & € L§(P) nicht eindeutig. So ist wegen g € T(P,P) auch
f + h fiir alle h € T(Py, P)* ein Gradient, wobei T(Py,P)* den Orthogonalraum
von T(Py, P) in LY(Py) bezeichnet, denn es gilt

/(I'E—Fh)gdPO:/l%;gdPo-f-/hgdPo:/I-'dipo.

Es existiert jedoch bereits im Fall der dichten Differenzierbarkeit ein eindeutig be-

stimmter kanonischer Gradient & € T'(Fp, P).

Satz 3.3 (kanonischer Gradient)
In der Situation wvon Definition 3.2 existiert ein eindeutiger Gradient
k € T(Py,P). Dieser wird als kanonischer Gradient bezeichnet und besitzt in der

Menge aller Gradienten die kleinste Norm.

Beweis. Jeder Gradient £ liefert eine eindeutige stetige Linearform
U:DCT(Py,P)—R,g— //%gdPo.

Nach Werner [40], S.48, Satz I1.1.5 ist ¥ durch seine Werte auf der dichten Teilmenge
D C T(Py,P) auch auf T'(Pp, P) bereits eindeutig bestimmt.
Nach dem Satz von Frechét-Riesz, siehe Satz A.11, gibt es daher genau ein Element
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7 € T(Py, P) mit
U(g) = /ﬁgdpo Vg €T(P,P).

Sei nun & € LY(Py) ein weiterer Gradient. Dann erhélt man & durch die orthogonale
Projektion p : LY(Py) — T(Py,P) von i auf T(Py,P), denn per Definition der
orthogonalen Projektion gilt

(i — plk), 9} = / (s — p(k))g dPy = 0

o [rgar = [pgar,
fiir alle g € T(Py, P). Mit dem Satz des Pythagoras, vgl. Werner [40], S.223, folgt
&1 = [l = p(R)” + [lp(R)IP > [Ip(R)I* = 17
und & besitzt die kleinste Norm. |

Bemerkung 3.4

a) Typischerweise ist &z # 0. Ansonsten sind im Folgenden A (0, ||[|?)-Normalverteilungen
als Einpunktverteilungen in 0 zu verstehen.

b) Die Existenz der dichten Teilmenge D C T'(Py,P) mit D C K(FP,P) impliziert
T(Py,P) = K(Py,P).

c¢) Im Beweis wurde gezeigt, dass man den kanonischen Gradienten & aus einem belie-
bigen Gradienten # € LY(Py) durch die orthogonale Projektion auf T'(Py, P) erhilt.

Gilt T(Py, P) = LY(Py) wie gemif Lemma 1.8 fiir P = P*, so ist & € LY(Py) bereits

eindeutig bestimmt und die Projektion entfillt.

Beispiel 3.5

Sei P = P* das volle Modell, Py € Pund h € Ly(Fp). Ist fiir alle Lo(Pp)-differenzierbaren
Kurven ¢ — Py die Abbildung ¥ — th dPy stetig in 0, so ist das Funktional
k(P) = [ hdP nach Janssen [19], Beispiel 18.2, S.168, differenzierbar im klassischen
Sinn mit dem Gradienten £ = h. Dies ist auch bereits der kanonische Gradient,

% = h, da nach Lemma 1.8 fiir das volle Modell T'(Py, P) = LY(Py) gilt.

Schon bei einem solch einfachen Beispiel wird nun deutlich werden, dass die dichte
Differenzierbarkeit eine starke Vereinfachung darstellt.

Sei D = D* C T(Py,P) die dichte Teilmenge der beschrinkten Tangenten aus Lem-
ma 1.9. Zu g € D wihle die La(FPy)-differenzierbare Kurve 9 — Py aus Lemma 1.13
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mit % =1+ dg. Dann gilt

5 <o) () = 5 ([ nary [nary)

1
:ﬂ/h(l—kﬁg—l)dPO:/hgdPo

und k ist dicht differenzierbar beziiglich D mit dem kanonischen Gradienten h.

Korollar 3.6 (Kettenregel)

Sei h : R — R eine differenzierbare Funktion mit Ableitung h' und k : P — R
ein in Py € P beziiglich D dicht differenzierbares Funktional mit dem kanonischen
Gradienten K. Dann ist das Funktional v := h o k ebenfalls in Py € P beziiglich D

dicht differenzierbar mit dem kanonischen Gradienten
i =h(k(P))&.

Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Kettenregel fiir Funktionen R — R.
Sei g € A. Dann gibt es eine Lo(Fp)-differenzierbare Kurve 9 — Py in P mit Tangente
g und

d -
@”(Pﬁ)lﬂzo = /’fg dB.
Mit der Kettenregel folgt

(%L(Pﬁ)wzo = h/(/i(Po))//%g dP,.

Als néchstes erweitern wir analog den Begriff der Regularitét auf die nichtparame-

trische Situation.

Definition 3.7

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen, sei x ein in Py beziiglich D C
T(Py,P) dicht differenzierbares Funktional und sei T,, : Q" — R eine Schdtzfolge fiir
k. Dann heifit T, D-requldr in Py, falls es ein Wahrscheinlichkeitsmafl L gibt, fiir
das gilt: Fiir alle g € D existiert eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve © — P, 9 — Py
m P mit Tangente g, so dass fiir alle ¥ € © gilt:

(e (o))

schwach fiir n — oo.
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Ist £ nun dicht differenzierbar mit kanonischem Gradienten &, so gilt nach dem

Faltungssatz 2.12 fiir alle Tangenten g € D, g # 0, mit zugehorigen Kurven ¢ — Py:

pa 2
L:/\/(O, <H79>P0) * U,

(9,9)p

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert zudem

~ 92 oo
o < R = n = 11
Gleichheit gilt hier, wenn £ und g linear abhéngig sind. Der Ausdruck wird somit
maximiert fiir g = & € T'(FPp, P). Fiir den Spezialfall & € D und dass T,, D-regular ist,
ist daher unmittelbar klar, dass ||%||? in einem solchen nichtparametrischen Modell
eine untere Schranke fiir die Varianz der Grenzverteilung L eines solchen Schétzers
T, bildet. Die zugehorige Kurve an g = k ist in diesem Fall das am schwersten zu
schitzende Teilmodell, auch least favorable submodel genannt. Es ist jedoch nicht

notwendig, dass K bereits in D liegt und durch ein Teilmodell erreichbar ist.

Satz 3.8

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen, sei x ein in Py beziglich D C
T(Po,P) dicht differenzierbares Funktional mit kanonischem Gradienten & # 0 und
sei Ty, : Q" — R eine in Py D-requldre Schatzfolge. Dann gibt es ein Wahrschein-

lichkeitsmafl v mit
L(Vn(T, — 5(Py))|Po) — N (0, ||&])?) * v (3.2)
schwach fiir n — oo.

Beweis. Wihle g, € D mit ||k — giml/z,(p) —— 0. Dann gibt es zugehorige
m—o0

Lo-differenzierbare Kurven ¢ +— Pém)

keitsmall L mit

mit Tangenten g, und ein Wahrscheinlich-

e (v (m-n (D)) I(RE)) oo

n—oo
schwach fiir alle m. Mit dem Faltungssatz 2.12 folgt
~ 2
L=N <0, AR gm) > % U
(9m: gm)
fiir alle m. Weiterhin gilt
(gl | (R’

(Gms Gm) m—oo (R, F)
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Nun gilt nach dem Eindeutigkeitssatz fiir die Fouriertransformierte

E(y) = (N (0 @) . m) (y) =N (om) W) )

(Gms Gm) (gm> gm)

und wegen

N <OW> (y) = exp <_1Wy2>

(gms Gm) 2 (Gms Gm)
L) = N0 TR
oy &P 2”"5” y* | =N (0, [|&[*)(y)
gibt es eine Funktion 7 mit
Upp —— .
Nach dem Stetigkeitssatz fiir Fouriertransformierte existiert daher ein Wahrschein-

lichkeitsmafl v mit

Up —— U
m—00

schwach. Insgesamt folgt damit
L=N(0,]&?) *v.
[

|%||? bildet also auch in diesem Fall eine untere Schranke fiir die asymptotische Va-
rianz Var(L) eines reguldren Schétzers, falls diese existiert. Diese Schranke nennen
wir auch Informationsschranke, da sie die grofstmdogliche Schranke darstellt, die wir
allein aus Informationen tiber das Modell erhalten kénnen. Im einparametrischen Fall

und fiir k(Py) = ¥ ist sie das Inverse der Fisher-Information.

Ein Schétzer T, besitzt somit die optimale Grenzverteilung, wenn v verschwindet,

das heifst wenn gilt v = €. In diesem Fall nennen wir 7,, asymptotisch effizient.

Definition 3.9

a) Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen, sei k ein in Py € P beziiglich
D C T(Py,P) dicht differenzierbares Funktional mit kanonischem Gradienten &
und sei T, : Q" — R eine in Py D-requldre Schétzfolge. Dann heifit T,, asympto-
tisch effizient im Fuflpunkt Py, wenn gilt

VAT, = k(o)) ~= Z ~ N (0, 7]°)

unter Py.
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b) Gilt (a) fiir alle Py € P, so nennen wir T,, asymptotisch effizient.

Es sei darauf hingewiesen, dass die asymptotische Effizienz in (a) ein lokales Kon-
zept in einem festen Fufipunkt P, ist und sowohl die dichte Teilmenge D als auch
der kanonische Gradient < von Py abhéngen. Fiir die asymptotische Effizienz muss
es also fur jedes Py € P eine solche dichte Teilmenge Dp, C T'(Py, P) geben, beziig-
lich derer s dicht differenzierbar ist mit einem kanonischen Gradienten ~p, und Tj,
muss unter allen Py obige Verteilungskonvergenz zeigen mit der von Fy abhingigen

Varianz ||fp, [|%, der Grenzverteilung Lp,.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch spezielle Teilmodelle unseres

nichtparametrischen Modells.

Definition 3.10

Sei P eine nichtparametrische Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen. Sei A C T'(Py, P)
ein linearer Teilraum. Ein Funktional k : P — R heifit differenzierbar beziglich A in
Py mit einem Gradienten fs € LY(Py), falls fiir alle g € A eine Lo(Py)-differenzierbare
Kurve 9 — Py in P mit Tangente g existiert, die (3.1) erfillt.

Sei nun A C T eine solche Teilmenge, beziiglich derer x differenzierbar sei. Dann
bildet A C T(Py,P) einen Teilhilbertraum und nach dem Satz von Fischer-Riesz
gibt es einen Gradienten &’ € A mit (k,g) = (&', g) fiir alle g € A, der unter allen
Gradienten die kleinste Norm besitzt, vgl. Satz 3.3.

Beispielsweise kann mit A = T'(Py, P’) der Tangentialraum eines Teilmodells P’ C P
mit dem kanonischen Gradienten &' € T'(FPy, P’) sein. In diesem Fall erhalten wir iiber
%' mit Satz 3.8 eine untere Schranke fiir die asymptotische Varianz eines A-reguliren
Schiitzers im Teilmodell P/, wobei wir A-Regularitiit analog zu Definition 3.7 be-
ziiglich der dichten Teilmenge A C T'(Py,P’) verstehen, also Regularitit fiir Kurven
mit Tangente g € A fordern. Diese Schranke ist kleiner oder gleich der Schranke des
gesamten Modells P, da die Projektion normverkiirzend wirkt. Heuristisch folgt dies
bereits aus der Tatsache, dass in einem grofseren Modell nicht besser geschitzt wer-
den kann als in einem Teilmodell P’. Nimmt ein A-regulirer Schitzer die Schranke
|&||? an, so ist er asymptotisch effizient fiir das Teilmodell P’.

Existiert ein kanonischer Gradient & € T'(Fy, P) fiir das gesamte Modell (ist s also
zumindest dicht differenzierbar), so ist &’ die orthogonale Projektion von & auf A.

Ist der kanonische Gradient £ fiir xjp bereits im Abschluss A von A enthalten, das
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heifit = = &', so ergibt sich die Informationsschranke in dem gesamten Modell P an
der Stelle Py bereits durch die Betrachtung von Kurven mit Tangenten in A.
Es sei darauf hingewiesen, dass zur Berechnung von < aber die dichte Differenzier-

barkeit von & : P — R erforderlich ist.

3.2 Asymptotische Linearitat

Dieser Abschnitt beruht auf der Arbeit von Pfanzagl, Wefelmeyer [30]. Es soll ein Zu-
sammenhang zwischen asymptotischer Effizienz und asymptotischer Linearitat herge-
stellt werden. Die asymptotische Normalitdt unserer asymptotisch effizienten Schit-
zer mit der entsprechenden Varianz impliziert eine Entwicklung um den kanonischen

Gradienten und umgekehrt.

Definition 3.11 (asymptotische Linearitét)

Sei P eine mnichtparametrische Familie wvon Wahrscheinlichkeitsmaflen, seien
X1, ..., X5, unabhdngig identisch nach Py € P verteilt und sei T, eine Schditzerfolge
fir ein statistisches Funktional k : P — R. Dann st T,, asymptotisch linear in Py
mit der Einflussfunktion x € La(Po) mit Ep,(x) =0, falls gilt

V(T = K(R)) IZX i) +opy (1).

Ein Schétzer ist nun genau dann asymptotisch effizient, wenn er im kanonischen

Gradienten asymptotisch linear ist.

Satz 3.12 (vgl. Van der Vaart [37], Lemma 25.23, S.367)
Seten X1, ..., X, unabhdngig identisch nach Py € P verteilt. Sei k : P — R differen-
zierbar in Py mit dem kanonischen Gradienten k und T, eine Schdtzerfolge fir k.

Ist T,, asymptotisch linear in Py mit Einflussfunktion K, das heifit wenn gilt

V(T — K(Py)) IZ i) +or (1), (3.3)

dann ist T,, asymptotisch effizient in Py.

Beweis. Die asymptotische Normalitat folgt sofort mit dem zentralen Grenzwert-

satz, denn es gilt

E(&(X;)) = /deO =0, Var(i(X;)) = /&2 dPy < 00
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und zusammen mit dem Lemma von Slutsky folgt

L (\}ﬁin(xo —— N <o,/k2 dPg) .

Die Informationsschranke wird also angenommen.
Zu zeigen bleibt die Regularitit von T,,. Sei dazu ¥ — Py eine Lo(Py)-differenzierbare
Kurve in P mit Tangente g. Nach Satz 2.2 gilt

dP,
logH d]%ﬁ i) fZg /g dPy + op,(1).

Definiere jetzt die zweidimensionale Zufallsvariable

S, = (Ynl,Yng) = (\F(T — /ﬁJ(P() logH dPU\f( z))

und die fithrenden linearen Terme

S;L:( 7’217 n2 (\/‘Z \/}ZQ /g dPO)

Wir bestimmen nun mit Hilfe des mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatzes die
Grenzverteilung von S/,. Nach dem allgemeinen Lemma von Slutsky entspricht diese
wegen der stochastischen Konvergenz S,, — S/, — 0 der Grenzverteilung von .S,
Da die X; i.i.d. sind, gilt

T}LH;QCOU(Y LY)s) = nhanoloE (( Z/% ) <\/ﬁ Zg(Xi) - ;/92 dP()))
_ 1~ 1 1 i
= lim E (nzf‘&(Xi)g(Xi)> + 7n <—2/92 dPo> ZE('@(XQ)

— BE(X)g(x0) = [ RgdR = ¥/(P).

Nach dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz und dem mehrdimensionalen
Lemma von Slutsky, vgl. Witting, Miiller-Funk [42], S.76, Korollar 5.84, gilt nun
wegen [ gdPy =0 und f92 dPy < o0

n 0 f’%2 dPy H/(PO)
) ()

Mit dem dritten Lemma von Le Cam, bzw. genauer nach Korollar 2.7, folgt

LIVA(T, = KEDIPY ) sy NP, [ 7y



Asymptotische Effizienz 39

schwach. Weiterhin gilt

V(Tn — 6(Pyy m)) = V(T — 6(Po) — (k(Py ) m) — K(Fo)))
=vVn(Tn — £(Po)) — Vn(s(Py ) 5) — £(Fo))

und wegen der Differenzierbarkeit von s

VAP ) = 5(Po) —— & (B).

Daher folgt mit dem Lemma von Slutsky

V(T = 5Py ) 225 2= (Fy) ~ N(O, [ & dR)

n—oo

und 7T, ist regulér. [ |

Bemerkung 3.13

a) Wegen (3.3) heifst der kanonische Gradient % auch effiziente Einflussfunktion.
(3.3) ist sogar notwendig fiir die asymptotische Effizienz, vgl. Van der Vaart [37],
Lemma 25.23.

b) Im Rahmen der asymptotischen Theorie erwartungstreuer Schitzer mit existie-
renden Varianzen wurde die asymptotische Linearitat im Zusammenhang mit der

Fisher-Effizienz von Schétzern in Janssen [15] diskutiert.

Satz 3.12 liefert keinen konstruktiven Vorschlag fiir einen asymptotisch effizienten
Schéitzer, da /& im Allgemeinen vom Fufspunkt Py abhéngt und der Restterm op, (1)
fiir jeden Fufspunkt ein anderer sein kann. Vielmehr liefert der Satz eine Entwicklung
eines asymptotisch effizienten Schéitzers und eine weitere Moglichkeit die asympto-
tische Effizienz fiir einen gegebenen Schéitzer nachzuweisen. Ist in speziellen Fillen
der kanonische Gradient unabhéngig von Py, so ist die Gestalt des asymptotischen

Schéitzers trivial.

Beispiel 3.14 (Fortsetzung Beispiel 3.5)

Sei P = P* das volle Modell, Py € P und h € Ly(Pp) und x(P) = [hdP. Sei
D = D* C T(Fy, P) die dichte Teilmenge der beschréinkten Tangenten aus Lemma
1.9.

Gemifs Beispiel 3.5 ist & dicht differenzierbar beziiglich D mit dem kanonischen

Gradienten h.
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Seien X1,..., X, ii.d. Zufallsvariablen mit Verteilung PX' = P,. Der kanonische

Schétzer fiir k ist die empirische Version des Funktionals
n
T (X1, Xn) = > W(X5).
i=1

T, ist asymptotisch effizient nach Satz 3.12, da der Schétzer (3.3) erfiillt, also asym-

ptotisch linear in & = h ist. Der Restterm op, (1) verschwindet hier.



Kapitel 4

Asymptotische Effizienz von
L-Schatzern

In diesem Kapitel soll die Theorie aus Kapitel drei nun explizit auf die Klasse der
L-Funktionale angewendet werden. Fiir diese grofe Klasse von Funktionalen, in die
beispielsweise der Median, aber auch der Erwartungswert hineinfallen, diskutieren
wir die dichte Differenzierbarkeit, ermitteln die kanonischen Gradienten und bestim-
men hiermit eine Informationsschranke.

In Spezialfdllen wurde die Differenzierbarkeit von L-Funktionalen bereits diskutiert.
Verwiesen wird auf die Arbeiten zur Frechet-Differenzierbarkeit von Boos [8] und
Pfanzagl, Wefelmeyer [31], S.147, Lemma 5.4.3, und von Beutner, Zihle [5] fiir ein
modifiziertes Konzept der Hadamard-Differenzierbarkeit. Beide Konzepte ersetzen
nicht die dichte Differenzierbarkeit, sondern kénnen etwa verwendet werden, um bei-
spielsweise mit der Delta-Methode die zugehorigen L-Statistiken auf asymptotische
Normalitat zu untersuchen.

Wir weisen diese und die Regularitit der L-Statistiken als kanonische Schétzer der
L-Funktionale hier mit Hilfe eines Satzes von Shorack, Wellner [34] nach und bestim-
men in diesem Zusammenhang die asymptotische Varianz. Da diese mit der Infor-
mationsschranke iibereinstimmt, erbringen wir so den Nachweis der asymptotischen
Effizienz dieser L-Schéatzer. Dabei betrachten wir hier hauptsachlich L-Funktionale
mit stetigen Gewichten. Fiir diskrete Gewichtungen siehe beispielsweise austfiihrlich
von Miiller [38], S.46 ff.

41
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4.1 L-Funktionale und ihre kanonischen Schatzer

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien. Da L-Funktionale iiber die inverse
Verteilungsfunktion definiert sind, ergibt sich iiber die empirischen Quantile sofort

ein kanonischer Schatzer.

Definition 4.1 (L-Funktional und L-Schétzer)
v sei ein endliches Maf auf ((0,1),B(0,1)), h eine reellwertige messbare Funktion
auf R und P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen, so dass fir alle P € P
und zugehirigen Verteilungsfunktionen F mit Inversen F~1 gilt:
1
/|h(F_1(u))|du(u) < . (41)
0
Dann heifit das durch
1
K(P) = / h(F () (u)
0
definierte Funktional k : P — R L-Funktional zur Bewertungsfunktion h und Ge-
dv

wichtung v. Ist v absolut stetig mit N-Dichte b = o so gilt

W(P) = / h(F= (u))b(w) ds. (4.2)

Seien nun Xi, ..., X, reelle i.i.d. Zufallsvariablen mit der unbekannten Verteilung P.
Ersetzt man im L-Funktional die inverse Verteilungsfunktion F~' durch das empiri-

sche Quantil Fn_l, vgl. Definition A.3, so ergibt sich der L-Schdtzer

fin = Rn( X1, .y Xp) == /h( 21 (u))d(u) (4.3)
0

als kanonischer Schatzer des L-Funktionals.

m
Fiir eine diskrete Gewichtung v = ) ciey, mit ¢; > 0,u; € (0,1) erhdlt man ein

L-Funktional mit diskreten Gewichter_L, kurz diskretes L-Funktional,
m
K(P) =Y cih(F ! (uy))
i=1

mit dem zugehirigen kanonischen L-Schdtzer

m

fon = > cih(Fy ! (ug). (4.4)

i=1
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Im Spezialfall m = 1 ist k ein (bewertetes) Quantil und &, ein (bewertetes) empiri-

sches Quantil.

Es bezeichne ab jetzt X;.,, die i-te Orderstatistik der nach der unbekannten Verteilung
P verteilten reellen Zufallsvariablen Xy, ..., X,,. Da das empirische Quantil Fn_ I per
Definition auf (%, %] konstant gleich X, ist, 1ldsst sich der kanonische L-Schétzer
auch als L-Statistik, also als Linearkombination von (bewerteten) Orderstatistiken,

darstellen.

Bemerkung 4.2 (L-Schétzer als L-Statistiken)
Sei u € (0,1). Dann gilt fiir das empirische Quantil

ZXml

= Z Xin1(i—1,(nu)
i1

i=1
Dementsprechend lasst sich der L-Schitzer (4.4) auf folgende Weise als L-Statistik

schreiben:
m
ﬁn—ZCz Z WX frai]n)

Ist die Gewichtung v hingegen absolut stetig mit X-Dichte b, so ist der kanonische
L-Schétzer (4.3) darstellbar als L-Statistik der Form

L n
fon = / h(E7 (w))dv(u) = Z / W Xi)b(u) du
0

S A(Xi)bys mit by = / b(u) du. (4.5)

=1 i—1

S

Bemerkung 4.3 (gemittelte und approximative Gewichte)
Die hier gewédhlte Definition der kanonischen L-Schéitzer &)’ := k&, wird aufgrund
obiger Darstellung auch L-Statistik mit gemittelten Gewichten genannt. Da nach Satz

A5 ein L-Funktional mit stetiger Verteilungsfunktion F' auch geschrieben werden

/1 a ) du = / Wz iP(z), (4.6)
0

kann als
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bietet sich als alternative Definition des kanonischen L-Schétzers auch
RS = / h(x)b(F,(z)) dP(z)

an, wobei P die zur empirischen Verteilungsfunktion F, zugehorige diskrete Vertei-
lung bezeichne. Im Unterschied zu Bemerkung 4.2 ergibt sich in anderer Darstellung
die L-Statistik mit approximativen Gewichten

n

— [ h@(Fn())d (Z ;sxm<x>>

i=1

x>
3 e

S (X )b(F (X)) = — S (Xl ()

1
n
i=1 i=1

Man beachte, dass &))" und A% im Normalfall nicht iibereinstimmen, da F}, nicht stetig
ist und (4.6) fiir F = F}, nicht erfiillt ist, weil in dem Fall b nicht mit bo F o F~!
iibereinstimmen muss. Fiir h € Ly(P) und b € La(Xo1)) gilt jedoch immerhin

vgl. Witting, Miiller-Funk [42], S.610.

Beispiel 4.4
Wichtige Beispiele fiir L-Funktionale sind fiir diskretes v

1
der Median k(P)=F! (2> ,

1 1
die Quartilsmitte k(P) = 3 (F—l (4) + 1 <i>> 7

1 4 1
das Gastwirthfunktional — x(P) = %F‘l <4> + —F1 <> 43 <3>

und fiir absolut stetiges v mit A-Dichte b = j—;

1
der Erwartungswert k(P) —/ Fl(u) du = /iddP,
0
1

l1—a
das a-getrimmte Mittel k(P) = 3 / F~Y(u) du,

1 1
und Funktionale der Form k(P) = / (F~Y(w))? du = / 2P dP(z).
0 0
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Es stellt sich nun die Frage, wie gut der kanonische L-Schétzer ist bzw. ob er in
gewisser Hinsicht optimal ist oder ob es einen besseren gibt. Dazu ist zunéchst zu
klaren, was in diesem Zusammenhang als optimal angesehen wird. In dieser Arbeit
wird die Frage nach der asymptotischen Effizienz gestellt, also das Grenzverhalten der
L-Statistiken auf Optimalitét hin untersucht. Eine vollkommen andere Fragestellung
ist die nach der Konsistenz, der in dieser Arbeit zwar nicht weiter nachgegangen
werden soll, aber zumindest fiir das empirische Quantil wird sie spiter zum Nachweis

der asymptotischen Linearitét verwendet und soll daher hier kurz angefiihrt werden.

Satz 4.5 (starke Konsistenz des empirischen Quantils)
Seien Xj;,j € N reelle i.4.d. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F und sei
u € S(F~1). Dann gilt fiir %” =u+o(1)

Xjom —— FYu) P— fs.

n—o0

Insbesondere gilt fiir das empirische u-Quantil

A~

E7 N u) —— F~Yu) P—fs.

n
n—00

Beweis. Siehe Witting, Miiller-Funk [42], S. 576, Satz 7.108. [

Ziel ist es nun, die asymptotische Effizienz dieser Schitzer nachzuweisen. Gemaf
Kapitel eins muss dazu das Funktional x dicht differenzierbar sein und der Schétzer

kn eine gewisse Regularitiat aufweisen.

4.2 Die kanonischen Gradienten der L-Funktionale

Wir betrachten im Folgenden das volle Modell P* (1.1) aus Kapitel 1.3 mit der Zu-
1

satzbedingung (4.1), das L-Funktional x(P) = [ h(F~*(u))b(u) du mit X-Dichte b
0

(4.2) und die dichte Teilmenge D := D** C T'(Py, P*) der beschrénkten Tangenten

mit kompaktem Tréger, der vollstdndig im Inneren des Tragers von Py € P* liegt,

aus Lemma 1.11.

In einem ersten Schritt zeigen wir jetzt die Differenzierbarkeit des Quantils F~1(u)
fir w € (0,1).

Lemma 4.6

Sei ¥ — Py eine in Py Li-differenzierbare Kurve in P* mit Tangente g € Li(p).
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Seien xy,xg € R mit 9y — xo fiir ¥ — 0. Dann gilt

o

lim £2(70) — Folzs) _ /gdPO.

9¥—0 %
—0o0
Beweis. Es gilt
g
Fﬁ(xﬂ) - FO(:Cﬂ) . / gdP()
)
) Ty Ty zo
=I5 /dpﬂ dPo — /gdPo+/gdPo/gdPo
dPy dP dP, 7 i
() 0 0
= — — — ) —g—d dPy — dP,
/19<du du) gd,u M+/g 0 /g ’
dPy dP dP, y 7
/‘ (19_0> gJ du + /gdPo—/gdPO — 0.
dp du 90

Satz 4.7 (Differenzierbarkeit des Quantils)
Sei Py € P* und x(P) = F~1(u) ein Quantil-Funktional fiir v € (0,1). Dann ist k

differenzierbar in Py und besitzt den kanonischen Gradienten
1
F(z) = ————(u—1u(Fo(x))). (4.7)
folFy )"
Beweis. Setze zy := F; ' (u).
Sei ¥ + Py eine in Py Lo-differenzierbare Kurve in P* mit Tangente g € LY(Py).
Dann gilt
H(Pﬁ) — /i(P()) _ Ty — 0
v 9
_Fy (Fo(xg) — w0 Fo(wg) — Fy(z)
Fo(xﬁ) — Fﬁ(.’Eﬂ) 19
By H(Folae)) — Fy H(w)  Folzg) — Fy(z)
Fo(xy) —u 9 ’
Da Fj ! stetig ist und Fy — Fy auf S(Fp), gilt xy — xp fir ¥ — 0. Mit Lemma
4.6 folgt

Zo

. Fy(zg) — Fo(wy) /
Jm, 9 9dr.

—00
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Da xy — x fiir ¥ — 0 und Fj stetig ist, gilt auch Fy(xzy) — Fo(xg) = u. Auferdem

ist Fyy ! stetig differenzierbar in u und zusammen gilt

Fy ' (Fo(w)) = Fy ' (u) RNV 1
; Fo(xﬂ)fuo oo o (W) = fo(Fyt(w))
Insgesamt folgt
. K(Py) — K(Po) _ 1 _ !
BT REmw) Z gt

1
- /_fo(Fb_l(u))l(_OOwo] (2)g(x) dPy(x).

Die Funktion
1 1
l(z) = —————1(coon] () = —————
)= = Ty ) = T R W)

ist allerdings noch nicht der kanonische Gradient, da sie nicht in LY(P,) liegt. Dieser

L(o,q (Fo(x))

ergibt sich aus der Zentrierung. Es gilt
1
En(D) = [ 1 (Fole)) dPo(o)
° folFy ()

1 /dX U
S —" 01) = ~ 7 o=l
fo(Fy ) [ TN By ()
und folglich ist der kanonische Gradient durch

R =l(x 4 = ! U — T
@) = 10) + et = oty (4 loa(Fo(@)

gegeben. |

Korollar 4.8
Sei h differenzierbar in Fy *(u) mit Ableitung h' und k(P) = h(F~'(u)). Dann gilt
nach der Kettenregel

SEHES om0 = W(Fy ) [ R(@g(o) dPo(a)

fur & aus Satz 4.7 und das Funktional x besitzt den kanonischen Gradienten

3 (u — 1o (Fo(x)))- (4.8)
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Bemerkung 4.9

Statt in Py kann analog auch die Ableitung des Funktionals in einem beliebigen

Punkt Py entlang einer Lo(Py)-differenzierbaren Kurve ¥ — Py mit Tangente gy

bestimmt werden und man erhalt
d

2 MEy (W) = W(Fy (w)

o
Fo(Fy " (w)

Betrachten wir nun wieder unser L-Funktional mit stetigen Gewichten. Wir zeigen

/ (1 — L0y (F ()90 (&) dPy ().

zunéchst die Differenzierbarkeit des L-Funktionals in X‘|(0,1)-

Satz 4.10 (dichte Differenzierbarkeit in ¢ 1))

Sei Py = )?\|(071) die Gleichverteilung auf (0,1). Sei h differenzierbar mit Ableitung
1. Sind auferdem

a) h beschrankt und b = j—; stetig differenzierbar mit beschrinkter Ableitung b oder
b) h' und b beschrinkt,

dann ist k dicht differenzierbar in Py beziiglich der Menge D und besitzt dort den

kanonischen Gradienten
1
Fa(w) = [ ()~ 1(0(a)) b da
0

Beweis. Sei g € D. Zu zeigen ist nun die Differenzierbarkeit des Funktionals entlang
den entsprechenden Lo(P)-differenzierbaren Kurven ¢ +— Py aus Lemma 1.13 fiir

|9 < 0. Sei also g beschriankt, etwas |g| < ¢ € R und

dPy dPy
— = = (149g)1 =: f3.
aF ~ Mo (1+99)10,1) = fo
a) Es gilt
xT x
Fy(z) = / dPy = Fy(x) +19/gdP0.
—00 0

Sei A C (0,1) der kompakte Tréger von g, also g(z) = 0 Vax € A°.
Weiter gilt

K(Py) =

o _

B(Fy (1))b(u) du = / h(2)b(Fy(x)) dPy ()

1
/ h(a)b(Fo(2))(1 + Dg(x)) da
0
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_ / h(@)b(Fy(2)) (1 + () dz + / h(2)b(Fy () da.

A Ac

Wir betrachten zunéchst den ersten Summanden. Es gilt

d

()b Fo(sc)+19/gdpo (1 +9g(x))
0

= (o) {V(Fo@) | [9dry | (14 0g0) + bEs@)g(2)
0
Da h, b’ und Fy und somit auch b o Fy stetig sind und stetige Funktionen auf kom-
pakten Mengen beschréankt sind, sind h und b o Fy beschrinkt auf A.

Ebenso sind die Faktoren fgdPo’ < [|g/dPy < cund |1+ 99| < 1+ dc beschriinkt.
0

Also darf nach Lemma A.12 beim ersten Integral Differentiation und Integration ver-
tauscht werden.
Wir betrachten nun den zweiten Summanden. Es gilt

Lh@) | Fofa) + 0 / gdPy | = h(@)V (Fy(x)) / gdPy.
0

0

x
Nun sind neben [ g dP, nach Voraussetzung auch h und b’ beschrinkt und es darf
0

auch unter dem zweiten Integral differenziert werden.

Insgesamt darf beim gesamten Funktional also Differentiation und Integration ver-
trauscht werden. Das heifit x ist differenzierbar entlang dieser Kurve und mit parti-
eller Integration und dem Satz von Fubini erhalten wir

1
% /h(Fﬁl(u))b(u) du
0 19=0
1

dy

I
o

2@ | Folw) +0 [ gdry | (14 dg(@)jpcodo
0

x

1
_ / nx) | V() / gdPy+b(@)g(z) | do
0
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x 1 x
— {h(@b(z) / o(y) dy] - / W (2)b(x) / oly) dy dx
0 0 0

Analog zu Satz 4.7 ist | noch nicht der kanonische Gradient, sondern muss noch

zentriert werden. Nach Fubini gilt

1 1
B0 = [ [ - w)iuba) dudy
0 0

u

_ /1 W (w)b(w) / dy du /1 Y (w)b(u)u du
0 0 0

und der kanonische Gradient ergibt sich zu

1 1
Fa(z) = / B ()10 ()b(os) i — / Y (u)b(u) du
0 0

1
= [ W) 100 )) b
0
b) Da A’ und b als beschrinkt gegeben sind, sei |h'| < ¢p, b < ¢, und ¢; := ¢pcp. Da
g beschrankt ist und |¢] < 4, gilt fiir 0 ausreichend klein auferdem 1+ dg > ¢y fiir
ein cp > 0. Sei Fy die Verteilungsfunktion von Py. Nach Bemerkung 4.9 und mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt dann

d -1
e )

- h’(F;(u»m / (1 — 100y (Fo()))go () APy () b(us)

\ [ = 10aEs@gata) apuo

C?m ( [ w=10u <F,9<ac>>>2cuwx))é ( Iz dpﬁ)

N
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N |=

:m </ (u =10 (¥)* CDN(OJ)(?J))é (/ @fzg)?(l +59) dPO)

1 % 1
2 2
:m (/ u? — 2ul(0,u)(y) + L0, (¥) dy) </ : —|g—199 dPQ)

0

1
1 2
<611/u2_2u2+u</92dpo>
C2

<oo da geLa(Py)

fir

1
/o (/ QdP)Q
c=c g dPy | €R.

Auf (0,1) ist \/u(l —u) <1, also gilt

‘ d (4.9)

o ()| < L

= Ve fo(Fyt(u)

Weiterhin gilt wie oben fiir 4 ausreichend klein

fo=14+9g > co.
Somit gilt

d , -3
)] < e e L)

Also ist k ist differenzierbar entlang dieser Kurve, es kann jetzt Integration und
Differentiation vertauscht werden und nach Bemerkung 4.9 und dem Satz von Fubini

gilt

1
i Poo = g ([ et an)
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b (u)(u — L(0,4] (2))b(u) du g(x) dPy(x).

I
—
o —

R1(x)

Liegt nun dichte Differenzierbarkeit des Funktionals in )?\|(071) beziiglich D vor, so
ibertragt sie sich in folgender Weise bereits auf einen beliebigen Fufpunkt Py € P*:

Satz 4.11
Ist k in Qo = )?\|(071) beziiglich der Menge D und den entsprechenden Kurven aus
Lemma 1.18 dicht differenzierbar, dann ist x auch in jedem beliebigen Py € P* mit

Verteilungsfunktion Fy dicht differenzierbar mit dem kanonischen Gradienten

[en]

R(x)

1
_ [ M) o
N / fO(Fg_l(u))( Lo,u) (Fo(z))) b(u) du.

Beweis. Sei D = D(Qo,P*) C T(Qo,P*) wie in Lemma 1.13 a), g € D, also g
beschrankt, und ¥ — @Qy die entsprechende Lo (Qo)-differenzierbare Kurve auf (0, 1)
mit Tangente g : (0,1) — R aus Lemma 1.13 b), die gegeben ist durch

dQy  dQ
dei = T; = (1+99)1,1)-

Sei nun Py € P* beliebig mit Verteilungsfunktion Fy. Betrachte jetzt die Kurve
—1
9 Py = Qho .
Diese besitzt gerade den Fulipunkt
Fit

Q= Now)™ =Ry

und ist Lo-differenzierbar in Py mit der Tangente g o Fp, denn es gilt

-l
Q) _dQy .
Fl T dQ C
ono 0
und somit
P\ 2
dQﬂ“

—1] —goFyp

ngO_l Lo (Q(I:O_l )

S
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— 0.
9—0
L2(Qo)

|2 (4@,

|7 \\dao !
Da D dicht in T'(Qq, P*) (bzgl. L2(Qo)) liegt, liegt die Menge {go Fy : g € D} dicht
in T'(Py, P*) (bzgl. La(P)), denn ist g € T(Py, P*) = LY(F), dann gilt

/goFO_1 d)}\|(0y1) = /gdpo =0,

also g o Fy' € T(Qo,P*) = L3 (M 0,1)) und es gibt eine Folge g, in D mit

gn — Go Fy ' in Ly(Qp). Nun gilt
o

n—

1/2
gm0 Fo = Gl acm) = ( [ oo g)?dpo)

1/2
= </ (gn —go Fo_l)2 d)}\|(071)) m) 0.

Zu zeigen bleibt nun die Differenzierbarkeit des Funktionals entlang der Kurven

¥ +— Py. Zunichst gilt

F‘l
dPy _ dQy° _ dQy
dPO ng ! dQO

[0) FO = (1 + ﬁg)l(o’l) o FO.

Sei zudem Fy die zu Py zugehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt

—1

Fy(z) := Py((—o0,2]) = Q40 ((—o00,2]) = Qu([0, Fo()])

und somit

1
K(Py) = K(Qg‘;l) = /h(Fﬁ_l(u))b(u) du = /h(x)b(Fﬁ(x)) dPy(x)
0
= /h(l’)b(Qﬂ([Q Fo(2)]))(1 4+ 9g(Fo(2)))10,1)(Fo(z)) dPo(x)

1 1
/h )6(Qu ([0, ul)) (1 + Vg (u)) du = /h(Fo1(“))b(Qﬂ([0au]))dQﬂ(U)-
0 0

Sei Gy die zugehorige Verteilungsfunktion von )y. Dann gilt nach Voraussetzung

d

1
a9 | Ma)b(Go(2)) dQy(2)19=0 = C;/h (u) duyy_g
0
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:/ L(@)g(x) dQo(x j/lh ) — 10,0 (%)) b(we) du g(x) dv.
0 0

Mit dem Satz von Fubini folgt jetzt

1
58P oo = 25 | [ BT @Gt Qo)
0

1 1
_ [ HE@) [ dz b(u) d
[ 0/( (0.0 (2))9(x) dar b(u)
1
W (Ey (u
K foEFZ_l D [ (= 0 Fo()g(Fata)) dPy(o) bla) du
1
B (F(u
:/O/W(“— L0, (Fo(2)))b(u) dug(Fo(x)) dPo(x)
und die Behauptung ist gezeigt. u

Aus der dichten Differenzierbarkeit der L-Funktionale und ihren kanonischen Gra-
dienten K erhalten wir geméaft Satz 3.8 eine untere Schranke fiir die Varianz der
Grenzverteilung L eines reguléren Schétzers T, fiir das L-Funktional x mit

L(vVn(T, — k(Py))|Py) — L

n—oo

schwach. Ein zentraler Grenzwertsatzes fiir Dreiecksschemata von L-Statistiken von
Shorack, Wellner [34] liefert diese Konvergenz auch unter Alternativen, also insbe-
sondere die Regularitdt dieser kanonischen Schétzer, und die entsprechende asym-
ptotische Varianz, siehe Satz A.14. Durch einen Vergleich mit unserer Informations-

schranke kénnen wir so die asymptotische Effizienz der L-Schétzer nachweisen.
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Satz 4.12 (Asymptotische Effizienz von L-Schétzern)

Sei P* das volle Modell (1.1), k ein L-Funktional mit absolut stetiger Gewichtung und
X-Dichte b (4.2) und zu beliebigem Py € P* sei D := D* C T(Py, P*) die dichte
Teilmenge der beschrinkten Tangenten mat kompaktem Trager, der vollstindig im

Inneren des Trdagers von Py € P* liegt, aus Lemma 1.11. Sei

S\H

Z Xin)bni  mit by :=n /b( ) du

die zu k zugehorige L-Statistik (4.5). Sind dann die Voraussetzungen von Satz 4.10
und Satz A.1] erfiillt, insbesondere seien h' und b beschrinkt, dann ist T, ein asym-

ptotisch effizienter Schdtzer fiir .

Beweis. Sei Py € P* beliebig. Nach Satz 4.10 ist s dicht differenzierbar in )?\(071)

beziiglich D und nach Satz 4.11 somit auch in Fy mit dem kanonischen Gradienten

! -1 u
o) = [ S = 1, Py (o)) b i

Wir berechnen zunéchst die Informationsschranke. Es gilt

W (ET (u 2
[wan=[([ P = 0 (Fufo)) b)) Ry

_ [ E ) (Fy () B
_/ /o /o Fo(Fy () o(Fy T(uz)) 112~ 110l (FO2) ~ 2l 0 (F0(2))

1(0,u1] (F0(2)) L(0,u) (Fo(2))) b(u1)b(u2) dur dug dPo(x)

'(Fy M (wa)W (Fy  (ug))
/ / fo(Fy X 1 O(Fo_l(uz)) b(u1)b(uz2)

/U1U2 — 11 (0,u5) (Fo(@)) — u21(0,0,] (F0()) + 1(0,u nus) (F0 (%)) Py (@) duy dus

B 1 rl h,(Fgl(ul))h,(Fgl(UQ)) . .
_/o /o fo(Fo_l(ul))fo(FJl(m))b( 1)b(t2)

/U1U2 - ull(o’w](x) - u21(0’ul](x) + 1(0,u1/\u2} ((IJ) dx\|(071)(1‘) du1 dUQ

_ (Fy Y)W (Fy ug))
= / / fO(Fg_l(Ul))fo(F%_l(UQ)) b(U1)b(u2)(u1u2 — U U — UgUL + UL A u2) duy dus
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// z i Fo(y)b(Fo(2))(Fo(y) A Fo(z) — Foly)Fo(z)) dPy(y) dPy(2)

//Mfﬂ Foly))b(Fol=))(Foly) A Fo(z) — Foly)Fol2)) dy d=.

Sei nun g € D und ¢ +— Py eine beliebige Lo(Fy)-differenzierbare Kurve lokal in P*
mit Tangente g.
Sei zudem X,;,1 < i < n ein Dreiecksschema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen

mit Verteilung X,,; ~ Ps und zugehoriger Verteilungsfunktion F s .
Vn Vvn

n J— —_
Setze jetzt J,(t) := > bnil(ifl 1](t) und Fy;, Fo, Fnl7 Ghri, Kn(s,t), gn, tn und
i=1 n

n

02 wie in Satz A.14.

Dann gilt F,; = F 19 und folglich auch F,, = F » und FT_L ' F 791 und somit G,; =
Vn Vn
n
Fo oF ' =id, K,(s,t) = sA\t— LS Gri(s)Gri(t) = snt—st =T(s,t) = K(s,t)
vn Vn i=1
und g, = ho F,}.
Vn

Weiterhin gilt

N NG
und
1 1
72 = [ [ G 00(b0) dou(s) da0)
0 0
=//HWJ@WGJUW@WUMMF()M (1)
Vo o vr o

= [ [H@H T, (). F g (DbE ()b () dyd:

mit

[(s,t) :==sAt— st.

Aus der schwachen Konvergenz Py — Py, vgl. Lemma 1.2 b), folgt mit dem
Vn n—00

Satz von Helly-Bray, da Fy stetig ist, die Konvergenz von F'y — Fy. Da b und
Vi n—0o

h' beschrénkt sind, folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz:

Jm a2 = [ [l WDy (1), F (DHE g 0)HF g (2) dydz
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= [ [ H@H O E W, B E)EE) dy dz = o > 0.
Mit Satz A.14 folgt nun

n D

On n— 00 Z~ N(07 1)
und mit dem Satz von Slutsky folgt
V(T — K(Po ) = 2 /n(T — k(Py ) —2— 6Z ~ N(0,02).
NG On vn'l nm—oo

Also ist der L-Schéitzer T,, regulir beziiglich der dichten Teilmenge D C T'(Py, P*),
insbesondere asymptotisch normal und wir stellen fest, dass ||&|> = o2 gilt. Somit
nimmt 7}, die Informationsschranke an und ist geméf Satz 3.8 asymptotisch effizient.

|

Bemerkung 4.13
Die L-Statistiken mit gemittelten Gewichten b,; kdnnen bei der Betrachtung des

Grenzverhaltens durch die L-Statistiken mit approximativen Gewichten

1 & i
20— 2N 0 R( X)) mit b8, = b~
= o LX) mict = (1)

n

ersetzt werden. Denn nach Bemerkung 4.3 gilt dann

und damit auch

Vn(ky, — %) —— 0 stochastisch

n—oo
und mit dem Satz von Slutsky folgt die Aquivalenz

Vilfin — K(P)) —— Z & V/n(i8 — K(P)) —— Z.

n—oo n—oo



Kapitel 5

Asymptotische Effizienz in der

Survival Analysis

In diesem Kapitel betrachten wir als weitere Anwendung der Theorie aus Kapitel
eins bis drei Funktionale in der Survival Analysis und ihre Schétzer. Wir wieder-
holen dabei zunichst einige Grundbegriffe und Konzepte der Survival Analysis und
leiten auch ein bekanntes Modell fiir rechtszensierte Daten her, das auf Gill [11] zu-
riickgeht, siehe auch Andersen, Borgan, Gill, Keiding [2]|, von nun an durch ABGK
abgekiirzt, sowie Klein, Moeschberger [3]. Anschliefend befassen wir uns mit der
Differenzierbarkeit bestimmter Funktionale in diesem Zusammenhang sowohl im un-
zensierten als auch im rechtszensierten Fall. Mit Hilfe unserer Konzepte konnen wir
auch fiir solche Funktionale Informationsschranken ableiten. Wichtige Beispiele stel-
len die Survivalfunktion und die kumulative Hazardfunktion dar, die gemeinhin durch
den Kaplan-Meier-Schéitzer respektive den Nelson-Aalen-Schitzer geschitzt werden.
Auf diese Weise konnen wir hier erneut die asymptotische Effizienz dieser beiden

Schétzer explizit nachweisen.

5.1 Grundbegriffe und bekannte Resultate der Survival
Analysis

Im Folgenden sei X die Zeit bis zu einem bestimmten Ereignis (Uberlebenszeit) mit

stetiger Verteilung P. Sei F die stetige Verteilungsfunktion von X. Dann bezeichnet

S(z):=1—-F(x)

o8
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die Survivalfunktion.
Zur Motivation besitze P die Lebesguedichte f. Die Hazardrate A wird definiert duch

>
AD) = tim P(X € [t,tz MIX > 1)
%

das heifft A ist die Rate, mit der das relevante Ereignis zum Zeitpunkt ¢ stattfindet
unter der Bedingung, dass es bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht stattgefunden hat.
Hazardraten brauchen jedoch nicht zu existieren.

Allgemein, also unabhingig von der Existenz von Dichten und Hazardraten lisst sich

aber durch
dA 1

dF S
das unbeschrankte Hazardmafl A definieren. Im Falle der Existenz von Dichten und

Hazardraten gilt dann

_dh _ f
A_d»_s'

Die kumulative Hazardfunktion ist gegeben durch

bzw. umgekehrt
S(z) = exp(—A(z)).

Betrachten wir nun erneut (einparametrige) Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen
{Py : ¥ € ©}, so heift
dAy dPyl—Fy
d\y dPy1—Fy
der Hazardratenquotient von Py beziiglich Fy.
Auf Seiten der Wahrscheinlichkeitsmaifse bzw. Dichten haben wir fiir Li- bzw. Lo-

differenzierbare Kurven ¢ — Py Ableitungen der Dichtequotienten (Tangenten) vor-

liegen. Auf Seiten der Hazards bezeichnen wir die Ableitungen der Hazardratenquo-

_ddhy L 1
7T A0 dhg jg—g 9209 \ X

entsprechend als Hazardratenableitungen.

tienten

Fiir diese gilt nach Janssen [17]|, Lemma 2.1 fiir eine Lo-differenzierbare Kurve mit
Tangente g in Py und zugehorigen Hazardmafen Ay

1 [(dAy
79<dAO—1>—>’Y—R(9)
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Py-stochastisch fiir ¥ — 0 und auf (—o0, a] fiir Fy(a) < 1 zumindest auch in L (Fp)
mit
[ee]

R(9)(e) = g(a) ~ [ 9Py

R (5.1)

x
Der Operator R : LY(Py) — La2(P) bildet also eine Tangente auf die zugehdrige
Hazardratenableitung ab. Janssen [17],[19], Efron, Johnstone [10] bzw. Ritov, Wellner
[33] haben gezeigt, dass R eine Hilbertraumisometrie ist mit der Umkehrabbildung

T

L)) =)~ [ 12 P

—00
Das heiRt R ist linear, bijektiv und erhélt das Skalarprodukt auf LY(Py).
Dariiber hinaus gilt fiir g, ¢,y € La(Pp):

/L(V) dPy =0,
R(L(y)) =~ Po-fs.,

L(R(g)) = g — E(9),

(v, R(9)) = (L(7), g), falls die Integrale fiir |7| und |g| endlich sind und

(R(9),R(¢") = (9 — E(9),4' — E(¢)), (5.2)

vgl. Janssen [17], Lemma 2.2, S.357.
Der Operator R stellt somit ein niitzliches Instrument dar, um von Tangenten zu
Hazardratenableitungen iiberzugehen und umgekehrt, worauf wir in Abschnitt 5.4

zuriickgreifen werden.

Beispiel 5.1 (proportionales Hazardratenmodell)
Sei Y ~ exp(1) standard-exponentialverteilt und X := exp(—9)Y, ¥ € R, Py = PX.
Dann gilt

Fy(x) := Py(X < z) = P(Y <exp(¥)z) = 1 — exp(—z exp(?))1(0,00)(z) und

fo(z) = exp(—z exp(V)) exp(V)1(0,00) (€)-

Die Kurve ist eine Exponentialfamilie in der Statistik 7'(x) = —x und somit La(Fp)-

differenzierbar mit der Tangente
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Die Hazardrate

No(e) = 1250 — exp(0)

ist hier konstant, man spricht von einem proportionalen Hazardratenmodell. Es er-

gibt sich die Hazardratenableitung

d d
—1og(Ag) =0 = 5309=0 = 1.

dv dd
Nach (5.1) ergibt sich ebenso
& 1

R(Q)(ﬂﬁ)zl—x—/ (1_y)dP0(y)l—7Fo(z)

T

1

m =1—z+xzexp(—x)exp(z) =1

=1l-z- /00(1 —y)exp(—y) dy

Im Folgenden bezeichne bei gegebenen Wahrscheinlichkeitsmafsen P, Py, Py stets A, Ag, Ay

bzw. A, Ag, Ay die entsprechend zugehorigen Hazardmafe bzw. Hazardraten.

5.2 Rechtszensierte Daten

Sei T eine Uberlebenszeit (bzw. Zeit bis zu einem bestimmten Ereignis). In der Praxis
koénnen wir Realisierungen der Uberlebenszeit oft nicht direkt beobachten, sondern
T ist zufillig zensiert. Sei C' eine von T stochastisch unabhéngige Zufallsvariable

(Zensierung). Dann ist oft nur die Zufallsvariable (X, A) mit
X = min(T, C), A= 1{T§C}

beobachtbar. Das heifst wir konnen die Zeit beobachten, zu der das Objekt aus der
Studie ausféllt und gleichzeitig, ob dies durch Zensierung oder Tod (bzw. Eintritt
des Ereignisses) stattgefunden hat, wissen aber im Falle einer Zensierung nicht, wie
lange das Obejekt ohne Zensierung iiberlebt hétte (bzw. die Zeit bis zum Ereignis
ohne Zensierung).

In der Praxis tritt dieser Fall etwa auf, wenn Patienten eine Studie vorzeitig verlassen

oder die Studie vorbei ist, bevor alle Ereignisse eingetreten sind.

Sei P = P* (1.1) die Menge der fiir die Uberlebenszeit T in Frage kommenden
Verteilungen PT und PY € P eine unbekannte, aber feste Verteilung der Zensie-

rungsvariablen. Sei

Q = {£((X,A)|PT @ PY) : PT € P}



Asymptotische Effizienz in der Survival Analysis 62

das Modell der Verteilungen der beobachtbaren Zufallsvariablen (X, A).
Q € Q ist eindeutig bestimmt durch die Subverteilungen

Q((—o0,z] x {1}) =P(X <2,A=1)=P(T <z,T<C)

xT

//dPC b)dPT(a) = /1—chPT

—0o0 a

Q((—o0,z] x {0}) =P(X <2,A=0)=P(C<zT>C)

//dPT ) dPC (b) = /1—FTdPC
—o0 b

wobei Fr, Fo die Verteilungsfunktionen von PT bzw. PC bezeichnen.
Seien fp := %,fo = % die zugehorigen Dichten. Fiir z € R,§ € {0,1} ergibt
sich

xT

Q((—o0, 2] x {0}) —5/1—FCdPT (1—5)/1—FTdPC

—0o0

_ /( o 5(1— Fo(y) fr(y) + (1= 8)(1 — Fr(y)) foly) du © #(y, 5),

wobei # das Z&hlmaf auf {0,1} bezeichne. Also besitzt @) die Dichte

dudg 7 (0.8) = (1 = Fe(y) frl) + (1 = 8)(1 ~ Pr()) fe(w),

vgl. z.B. Van der Vaart [36], S.104, oder Janssen, Werft [20], S.12.

Fiir h € L1(Q) und A € B gilt somit

/ h(z,0)dQ(x,d)
Ax{0,1}

-/ /A W, 6)6(1 — Fo(@)) fr(x) + hiz, 8)(1 - §)(1 — Fr(x)) fo(x) du ® #(z, 6)

:/h(x, 1)(1—Fc(x))dPT(a:)+/ h(z,0)(1 — Fr(z)) dPC (). (5.3)
A A

Sei nun Py € P, Qo = L((X,A)|Py ® PY).
Fiir eine Lo(P)-differenzierbare Kurve ¢ +— Py lokal in P mit der Tangente
g € K(Py,P) ist die Kurve

V= Qg = L((X,A)|Py @ P°)
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lokal in @ ebenfalls Lo-differenzierbar mit der Tangente

g(@,0) == dg(x) + (1 = d)R(g)(x)

fir
o

R(g) =g~ R(o) = [ 9dPy—ps.

Dies folgt beispielsweise aus Van der Vaart [36], S.107, oder Janssen [17], Lemma 2,
[18], S.358.

So wie durch R : LY(Py) — L2(P) eine Isometrie mit Umkehrfunktion L auf dem
Tangentialraum von Py € P gegeben ist, so existiert auch auf L(Qq) eine Isometrie

gegeben durch

R(g)(x,0) = dR(g)(x)

mit der Umkehrfunktion

L(3)(x,6) = 6L(7)(x) — (1 = 8)L(y)(x) = §7(z) — L(7)(x)

fir
X

L) =y -1 = [ {7 dm

—0o0

Analog zu (5.2) gilt fiir 4,9 € La2(Qo):

(7, R(9)) = (L(%),3), (5.4)

falls eine der beiden Seiten fiir |7, |g| existiert, vgl. Janssen [18|, Theorem 3.1.

5.3 Kaplan-Meier- und Nelson-Aalen-Schatzer

Wir fithren nun noch zwei bekannte Schétzer der wichtigsten Gréfen in der Survi-
val Analysis ein, wobei wir uns zunéchst allgemein halten und Bindungen der X;
zulassen. Werden die X; iiber einen stetigen Zeitraum beobachtet und sind die Ver-
teilungsfunktionen Fy stetig, so treten (PX-fast-sicher) keine Bindungen auf und die
Schétzer lassen sich leicht vereinfacht darstellen.

Seien X7, ..., X,, unabhiingig identisch nach PX verteilt und s; Realisierungen von
X;, 1 <i < n. Seien t; < tg < ... < t,,, die verschiedenen Zeitpunkte, zu denen

Ereignisse eintreten, also angeordnete Realisierungen von X; mit A; = 1, und sei §;
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die Anzahl der Ereignisse zum Zeitpunkt ¢;. Sei aufserdem Y; die Anzahl der Objekte
unter Risiko zum Zeitpunkt ¢;, das heifit

Y= 1y, 00(X))
j=1
also die Anzahl der Objekte, die den Zeitpunkt ¢; erleben.

Der Standard-Schétzer fiir die Survivalfunktion S(t) = 1 — Fp(t) unter (moglicher-
weise) rechtszensierten Daten ist der nach seinen Schopfern benannte und bereits

1958 eingefithrte Kaplan-Meier-Schétzer [23] oder auch Produkt-Limit-Schétzer

. 1 t<t
S war(t) i= L , 5.5
,KM() tl;[t(l_%) o<t ( )

vgl. Klein, Moeschberger [3], S.84. Er ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir S(t),
vgl. Johansen [22].
Wegen

A(t) = —log S(¢) (5.6)

kann der Produkt-Limit-Schitzer auch zur Schitzung der kumulativen Hazardfunk-

tion verwendet werden. Es ergibt sich der Schatzer
An(t) = —1log Sy ke (t).

Da (5.6) jedoch nur im stetigen Fall, also fiir stetige Verteilungsfunktionen F' bzw.
Survivalfunktionen S erfiillt ist und die empirische Version gn K M offensichtlich nicht
stetig ist, basiert der Standard-Schétzer fiir die kumulative Hazardfunktion jedoch
nicht auf dem Kaplan-Meier-Schétzer. Dieser Standard-Schétzer, der Nelson-Aalen-
Schéitzer, wurde zum ersten Mal 1972 von Nelson [28] vorgeschlagen und 1978 von
Aalen |1] wiederentdeckt und iiber Zahlprozesse bzw. Produktintegration neu her-
geleitet, vgl. auch Gill, Johansen [12]. Er zeigt ein besseres Verhalten bei kleinen
Stichprobenumfiangen n und hat folgende Gestalt:

- 0 t <t
ApNa(t) == 5
5 Z 71 ’ < )
e Y; tl < t
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vgl. Klein, Moeschberger [3], S.86.
Via
S5(t) = exp(—A(t))
kann natiirlich umgekehrt auch die Survivalfunktion alternativ zum Produkt-Limit-

Schétzer geschétzt werden durch

N ~

Sn = eXP(—An,NA (t))a

wobei man den selben Fehler begeht wie oben beschrieben.

Da das in diesem Kapitel betrachtete volle Modell nur stetige Verteilungsfunktionen
Fx umfasst, hier also keine Bindungen auftreten, gibt es PX-fast sicher n verschie-
dene Zeitpunkte ¢; <ty < ... <ty und 9; € {0, 1} gibt lediglich an, ob die jeweiligen
Daten zensiert sind oder nicht. Die Anzahl der Objekte unter Risiko vereinfacht sich

zu

Y;‘ = Z 1[ti,oo)(Xj) =n-—1 + 1.
7j=1

Sind die Daten unszensiert, so gilt §; = 1 fiir alle ¢ und die Schétzer nehmen eine

noch einfachere Gestalt an.

5.4 Hazard-Funktionale

Wir betrachten im Folgenden erneut das volle Modell P := P* (1.1), einen beliebigen
Fupunkt Py € P und die dichte Teilmenge D := D** C T'(Py, P*) der beschriankten
Tangenten mit kompaktem Tréger, der vollstdndig im Inneren des Trégers von Fy

liegt, aus Lemma 1.11.

Sei h : Q — R eine reellwertige messbare Funktion mit

/yhdA<oo

fiir alle P € P und zugehorigen Hazardmafen A und Verteilungsfunktionen F'.

Dann definiert

w(P) ::/hdA:/ldeP (5.8)

ein einfaches Hazard-Funktional.
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Einen Schétzer fiir k erhalten wir, indem wir die Verteilungsfunktion durch die empi-
rische Verteilungsfunktion und das Integral durch das arithmetische Mittel ersetzen.
Verwenden wir anstelle der Verteilungsfunktion F'(x) ihre linksstetige Version F'(z—),

so ergibt sich mit F’n(Xm—) = % der Schitzer

n

1 h(X;) 1 h(X WX
==y — Y 2N~ T en) 5.9
n;l—Fn(Xi—) Z1—Fn(X Zn—z—i—l (5.9)

i=1

als empirische Version des Funktionals (5.8).

Bemerkung 5.2

K ist durch .
k(P) = I_Ldp /h(F—l(u))

0

als L-Funktional darstellbar. Allerdings ist hier weder b(u) = 12— noch b'(u) = ﬁ

beschrankt, so dass Satz 4.11 nur unter zusitzlichen Voraussetzungen anwendbar ist.

du

1—u

Wir wollen die dichte Differenzierbarkeit daher speziell fiir Hazard-Funktionale in
grofster Allgemeinheit auf andere Weise zeigen. Hierzu konstruieren wir fiir Tangenten
g € D zunéchst neue Kurven 9 — Py mit Tangente g, die implizit durch ihren Hazar-
dratenquotienten ‘;AT”Z gegeben sind und dadurch im Rahmen der Hazard-Funktionale
einfacher zu handhaben sein werden. Gemaft Abschnitt 5.1 erhalten wir aus der L1-
Differenzierbarkeit einer Kurve ¢ +— Py eine Differenzierbarkeit des Hazardraten-
quotienten. Wir wollen nun keinesfalls auf Seiten der Hazards die Differenzierbarkeit
von Modellen {Ay : ¥ € ©} studieren, da dies aufgrund der Unbeschrénktheit der
Hazardmafie einige Probleme mit sich bringt. Stattdessen wollen wir den Operator
R nutzen, um zu den Tangenten iiberzugehen. Daher stellt sich uns nun die Frage,
welche Bedingungen wir an den Hazardratenquotienten stellen miissen, um die Lo-
Differenzierbarkeit der Kurve ¥ — Py zu erhalten. Die Antwort auf diese Frage wird
hier allerdings nicht in dieser Allgemeinheit benétigt, sondern es soll lediglich fiir
spezielle gegebene Hazardratenquotienten die Lo-Differenzierbarkeit der zugehorigen

Kurve gezeigt und die Tangente angegeben werden.

Satz 5.3
Sei Py € P und Ao das zugehdrige Hazardmaf. Sei g € D. Dann gibt es ein § > 0

so dass fir |9 < 6 durch

dAy
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eine Lo(Py)-differenzierbare Kurve 9 — Py in P mit Tangente g definiert wird. Diese
1st explizit gegeben durch
dPy
dTDO(:E) = (1+9R(g)(x)) exp(I(g(z) — R(g)(x)))-
Beweis. Sei |g| < ¢1, ¢1 € R.
Trivialerweise gilt 1 — Fy > 0 FPp-f.s. und somit Fp-f.s.

o

o(e) = Rlo)@)| = | [ 9P —ps

T

T 1 1 Fo(x)
< [ |gldr < _
—/’9’ TR = "1-R@

und

[R(9) < lgl + 19 — R(g)| < c1 + &1 = 21

Wir zeigen nun zunéchst, dass durch den Hazardquotienten filATg = 1+ JR(g) fiir
betraglich ausreichend kleine ¥ iiberhaupt eine Kurve lokal in P gegeben ist, also

Wahrscheinlichkeitsmafe Py € P definiert werden. Es gilt

t t t
dA
Aﬁ(t) = / diAz dAg = / 1+ 19R(g) dAy = A()(t) + 19 / R(g) dAy

und

Fy(t) =1 —exp(—Ay(t)) =1 — exp (Ao(t) - / R(g) dAo)

=1—exp (—Ao(t) + I(L(R(g))(t) — R(g)(1)))
=1 —exp (log(1 — Fy(t)) + (g(t) — R(9)(t)))
=1— (1 - Fo(t)) exp (J(g(t) — R(g)()))

und die Kurve ist gegeben durch

dPy, . dAy, 1— Fy(x)
a2 = ane YT Ry

= (1+JR(g)(x)) exp(d(g(x) — R(g)(x)))

Nun gilt

(e}

lim g(t) — R(g)(t) = lim /gdPol_lFO(t):/gdPo:O

t——o0 t——o0
t
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und somit

1t_l;]ﬂ]rloo Fy(t) =1—exp(0) =0

und da g — R(g) beschrankt ist
tllglo Fy(t) =1.

Fiir 9| ausreichend klein gilt auferdem % > 0 und folglich ist Py ein Wahrschein-
lichkeitsmafs mit Verteilungsfunktion Fy.

Zu zeigen bleibt die Lo(FPp)-Differenzierbarkeit dieser Kurve mit Tangente g.

Wir bestimmen zuerst die Tangente, das heifft wir bilden die Ableitung des Dich-
tequotienten und erhalten somit die stochastische Konvergenz des entsprechenden

Differenzenquotienten. Es gilt

d dby
d9 dPy 19—

=R(g) exp(¥(g — R(9)))j9=0 + (1 + IR(g)) exp(¥(g — R(9)))(g — R(9))9=0
=R(9)+9—R(g9) =9

Es folgt der Nachweis der Lo(Fp)-Differenzierbarkeit. Setze

-1
o) = ( [ exwlota - RN dr) <
und definiere eine Kurve {Qy : [ < §} durch

‘ﬁg = C(d) exp(¥(g — R(g))).

Dann ist ¥ — @y eine Exponentialfamilie und daher nach BKRW [7], S.14, Beispiel
1, Lo(Py)-differenzierbar, d.h. es gilt

2

2 (Ve (S0~ k) ~1) 0 R+ Enlre)  G0)

in La(Pp).
Weiter gilt

2 ((dR'?\ |\ _
9 dP, o

— -1/2 _
= 2,/C(0) exp <g (g — R(g))> (C(ﬁ)—lﬁ\/m 1 . C(9)~1/2 1)

(cwr 2 VTF IR VE@ e (5 (0 - Rta)) - 1)

SR\

v 9
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C()exp (5 (9— R(9)) — L

2
+ 0

(5.11)

Aufgrund der Beschrénktheit von g — R(g) sind auch /C(0) sowie C(9)~"/? und
ebenso exp (% (g — R(g))) beschrinkt fiir [J] < 4.
Aufserdem gilt

1+9R(g) -1 14+9R(g)—1 1 B R(g)
0 B 0 VI+0R() +1 /T+9R(g)+1

und auch dieser Bruch ist beschrankt fiir || < 0, da R(g) beschrinkt ist.

Zuletzt gilt

2L C(0)2 = En (R(g))

C)1?-1

2
)

fiir ¥ — 0 unabhingig von x € .
Zusammen mit (5.10) folgt die La(Fp)-Konvergenz des gesamten Ausdrucks (5.11)
und somit die Lo(Pp)-Differenzierbarkeit von ¢ — Py. [

Beispiel 5.4 (Fortsetzung von Beispiel 5.1)
Sei Py = exp(1) die Standard-Exponentialverteilung mit der Dichte

fo(z) = exp(=2)1j0,00) ()

und g(z) :==1—x.
Dann ist g € L(Py) eine Tangente mit R(g) = 1.
Definiere nun eine Kurve ¥ — Py durch ‘;AT‘; =1+9YR(g) =1+ 9. Dann gilt

dPy

a5, (@ = (L4 9)exp(¥(g(x) — R(g)(2)))

=1+ exp(¥(l—x—1)) = (1+9)exp(—vz)

und

dPy

fo(z) = d—PO(a;)fo(x) = (1 + 9) exp(—vz) exp(—m)l[o,oo) (x)

= (14 9) exp(—(1 4 9)x)1[,00)(@)-
Es ergibt sich also die Familie der Exponentialverteilungen Py = exp(l + ¢) zum

Parameter 1 4 9. Diese ist als Exponentialfamilie in der Statistik 7'(z) = —z wie in
Beispiel 5.1 Lo-differenzierbar in ¢ = 0 mit der Tangente T'(z)—Eo(T') = z—1 = g(x).
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Mit Hilfe dieser Kurven kénnen wir jetzt die dichte Differenzierbarkeit des Hazard-

funktionals zeigen und den kanonischen Gradienten berechnen.

Satz 5.5
Das Hazardfunktional k (5.8) ist dicht differenzierbar in Py beziiglich D mit dem

kanonischen Gradienten

%zL(lf%>eLﬂ%y

Beweis. Sei g € D. Nach Lemma 5.3 ist durch fleTg = 1+ 9YR(g), |V < 0 eine

Lo(Py)-differenzierbare Kurve mit der Tangente g gegeben. Es folgt
K(Pﬂ) - K,(Po) _ fhdAﬁ — fhdA()

0, 0,
h(14+9R — hdA
:f (1+ 1(99)) Oz/hR(g)dAo
h
= R(g)dP,
/ 1— R (9) dPy
(4.5) h
=" [ L dP,
/ <1—E)g 0
und die Behauptung ist gezeigt. |

Beispiel 5.6 (Nelson-Aalen-Schétzer fiir unzensierte Daten)
Fiir h = 1(_o 4, t € R mit Fp(t) <1, ergibt sich das Funktional
t
K(P) = / dA = A(t)
—00
als kumulative Hazardfunktion an der Stelle ¢.

Nach Satz 5.5 ist k dicht differenzierbar und der kanonische Gradient dieses Funk-

tionals ergibt sich zu

G S WY 1C) B S L¢) BE
K(x)_L<1—Fo>()_1—Fo(:E) /1—F0(y)1_F0(y)dP(y)
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U@ (=67~ (= 1)) ~ e (=5 1)

e 0) ~ Lo (0) gk

Fiir diese spezielle Wahl von h ist k(P) = A(t) = —log(1—F(t)) sogar differenzierbar
im klassischen Sinn, das heift (3.1) gilt fiir fiir jede Lo(Fp)-differenzierbare Kurve
¥ +— Py mit Tangente g € LI(Pp) . Denn fiir jede solche Kurve gilt

t

d d 1 d
@K/(Pﬁ)\ﬂzo = @ — log(l — Fﬂ(t)) = 1_7170(1:)@ / quS‘

00 |9=0

gar (14 250

8\m

t
1
1— Folt) /g 0
— 00

t
Fo(t)
P e | P
= / gdPy 1= Fn(t) FO /g /( (—o00,t] 1 Fo(t) (t,oo)) gdPy

—00 t

und es ergibt sich auf diese Weise derselbe kanonische Gradient &.

Eine untere Schranke fiir die Varianz der Grenzverteilung eines reguldren Schitzers

fiir die kumulative Hazardfunktion ist nun gem&f Kapitel eins gegeben durch

Fy(t)? R
/K, dPO—/dP0+/ l—Fo dPo— ()+1—0F0(t)_1—0F0(t).

Seien t; < to < ... < t, geordnete Realisierungen der sortierten Uberlebenszeiten
X1y -y Xnip und

Y, = Zl[t“oo )=n—1+1

die Anzahl der Objekte unter RlSlkO zum Zeitpunkt ¢;.
Der Schétzer (5.9) ergibt sich fiir unser A dann zu

An(t):; n72+1 _tz<:tl

und entspricht dem Nelson-Aalen-Schétzer (5.7) fiir unzensierte Daten. Dieser ist

regulér und asymptotisch normal mit der asymptotischen Varianz

K / 1 1= Fy(t)
: M =1"mw = R0’
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vgl. ABGK |[2], S.626, bzw. Theorem IV.1.2, S.191.
Der Nelson-Aalen-Schétzer nimmt also die Schranke fiir die asymptotische Varianz

an und ist somit asymptotisch effizient.

5.5 Hazard-Funktionale fiir rechtszensierte Daten

Auch unter Rechtzensierung sei

k(PT) = /hdAT

nach wie vor die zu schitzende Grofe. Sie bildet zunédchst aber kein Funktional
unseres Modells Q sondern ein Funktional von P e ‘P, dessen Realisierungen nicht
mehr unmittelbar beobachtbar sind. Wir konnen daher nur Funktionale x : @ — R
behandeln und miissen das Hazardfunktional umformulieren.

Da T und C unabhéingig sind, gilt
1—Fx(z)=Pmin(7,C) > x)=P(T > z,C >z) = (1 - Fr(z))(1 — Fe(x)).

Mit (5.3) ergibt sich fiir h(x,d) = oh(x)

. Oh(x) B Oh(x)
@ = [ TR e - [ R ey e 61

—/&T)()dPT( ) = /hdAT.

als das gesuchte Funktional.

Fiir Beobachtungen X = (Xjy,..., X,,) sei d;(X) der Antirang von 4, also der Index

der i-ten kleinsten Beobachtung, vgl. etwa Janssen [19], S.2. Dann ist

A 1 die Daten Xj.,, sind nicht zensiert
di(X) — .
) 0 sonst

Analog zu (5.9) ergibt sich ein Schitzer fiir (5.12) durch

) — n—1+1

3\'—‘

Z

Sei Py € P,Qo = L((X,A)|Py® PY). Sei D C T(Py,P) wie in Abschnitt 5.4 die

dichte Teilmenge der beschrinkten Tangenten mit kompaktem Triger, der vollstandig
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im Inneren des Trégers von Py liegt.
Da fiir eine Lo(Fp)-differenzierbare Kurve ¥ — Py lokal in P mit der Tangente
g € K(Py,P) die Kurve

I Qo = L((X,A)|Py @ PY)
lokal in Q ebenfalls Lo-differenzierbar mit der Tangente

9(x,0) := dg(x) + (1 — 0)R(g)(x)
ist, definiere
D:={j:g9€ D} CT(QoQ).

Satz 5.7
Das Hazardfunktional

K@) = [ A QG0) = [ han,

aus (5.12) ist differenzierbar in Qo beziglich D mit dem kanonischen Gradienten
f(x,0) = L (§) (z,0) € D mit
- Oh(z)
0) = ——.

Beweis. Sei j € D,j =69+ (1—0)R(g),9 € D.

Dann ist die Kurve ¥ — Py, gegeben durch ZAT“; =1+ 9YR(g) nach Lemma 5.3 Lo-
differenzierbar mit Tangente g und 9 — @y somit Ls-differenzierbar mit Tangente
g, wobei Ay = Ay 1 die kumulative Hazardfunktion von Py = (PT)y bezeichne.

Fiir diese gilt dann mit (5.4)

5 (6(@0) = r(@0) = 5 ([ s~ [nas)

:119/h(1+79R(g)—1)d/\0Z/hR(g)dAOZ/1 :

— 1o

|

R(g) dPo

_ dh(x) i )
a / (1 - Fy(x)(1 — FC(I))R(Q)( ) dQo(x,9)

_ / ng)(x) dQo(x, )
h

X ()

1—
Oh(z)

_ / wé(g)(:ﬁ, 8) dQo(x, )
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:/i(@ (2, 8)§(x) dQo(x, ).
n

Nach Satz 3.8 bildet ||%||? eine Informationsschranke von & auf Q und nimmt die
asymptotische Varianz eines reguldren Schéitzers diese an, so ist er asymptotisch

effizient.

Korollar 5.8
Sei Qo € Q beliebig und K, K un(Lﬁ wie in Satz 5.7. Sei T, ein in Qo reguldrer
Schitzer beziglich D C D mit & € D und

LV = K(P) Py)) ot N(0,0).

2 h(m)
2 [ mmpa R e

Bei Gleichheit ist T, asymptotisch effizient fiir k.

Dann gilt

Beweis. Mit (5.3) und der Isometrieeigenschaft von L gilt

[#aq= [ <E (%) <m,5>)2 4Qo (o)

@0 Fol) ha)
-/ (1 Fx(2))? wn) = [ 1~ Fo(0)2(1 — Fo(@))

Die Behauptung folgt damit sofort aus Satz 3.8. |

dPy(x).

Beispiel 5.9 (Nelson-Aalen-Schétzer fiir rechtszensierte Daten)
Wie in Beispiel 5.6 ergibt sich fiir h = 1(_ 4,t € R mit Fy(t) < 1 das Hazardfunk-

tional
t

k(PXA)) = / dAr = Ap(t),

—0o0

also die kumulative Hazardfunktion. Nach Satz 5.7 ist dieses Funktional fiir

01 (—o0,f)()
(2. 6) = :
zumindest beziiglich D differenzierbar mit dem kanonischen Gradienten
A(2.6) = L.(3) (2,6) = —Cod@) / Loodw) dPy(y).
1 — Fx(x) (1—Fx(y)(1 - Foly))

—0o0
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In Beispiel 5.6 haben wir den kanonischen Gradienten weiter ausgerechnet und die
Norm direkt bestimmt. Hier fiihrt dieser Weg zu einer langen Rechnung, daher nut-
zen wir diesmal die Isometrie-Eigenschaft von L aus bzw. wenden Korollar 5.8 an.

Demnach gilt

t

Lo 1 i
7= [ G mmra e e

—0o0

Seien t; < ty < ... < t, geordnete Realisierungen der sortierten zensierten Uberle-
benszeiten X1.p, ..., Xpm und 0; € {0, 1} die zugehorigen Realisierungen von Ag,(x)-
0; = 0 bedeutet also, dass das i-te fritheste Ereignis aus einer Zensierung resultiert.

Sei zudem

n
Y; = Z 100 (Xj) =n—i+1
j=1

die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢; unter Risiko stehenden Objekte.
Dann lésst sich der Schétzer (5.13) schreiben als

R " h(in)Adl(X) 51
W0=3 TR =y

i=1 t; <t

und entspricht dem Nelson-Aalen-Schétzer A, y(t) (5.7) fiir rechtszensierte Daten.
Aus ABGK |[2], Theorem IV.1.2 bzw. Beispiel IV.1.6, folgt die asymptotische Nor-

malitat des Nelson-Aalen-Schatzers
L(vn(Ana(t) — A(t))|Qo) — N(0,0°(t))

(schwache Konvergenz der Mafe) mit

t t

2 _ A(w) " 1
7T / (1= Fo(u)(1 — Fe(u)) = / (1= Fo(x))*(1 — Fo(x))

—0o0 —0o0

dPy(z) = |||,

Ay 4 nimmt die Schranke also asymptotisch an und ist nach ABGK [2], S5.626, zudem
regulédr. Somit ist der Nelson-Aalen-Schétzer fiir rechtszensierte Daten asymptotisch

effizient.

Bemerkung 5.10
Die asymptotische Effizienz des Nelson-Aalen-Schétzers ist wohlbekannt, vgl. ABGK
[2], S.624 ff.
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Wie in Abschnitt 5.3 schon erwdhnt stand vor der Entwicklung des Nelson-Aalen-
Schétzers historisch der Kaplan-Meier-Schitzer als Maximum-Likelihood-Schétzer
fiir die Survivalfunktion. Eine asymptotische Optimalitit dieses Schétzers wurde zum
ersten Mal von Wellner betrachtet und in diesem Zuge die asymptotische Effizienz
desselben bewiesen, vgl. Wellner [39], S.597, Theorem 1. Wir kénnen dieses Ergebnis

nun als weiteres Anwendungsbeispiel auch mit unseren Methoden verifizieren.

Beispiel 5.11 (Kaplan-Meier-Schéatzer)
Auch wenn der Kaplan-Meier-Schéitzer wie in Abschnitt 5.3 erldutert nicht auf dem
Nelson-Aalen-Schitzer basiert oder umgekehrt, ldsst sich der zu schétzende Wert

S(t) aber dennoch wegen
S(t) = exp(—Ao(1))

als Funktional

rs(Q) = exp(—r(Q)) = S(t) (5.14)

schreiben mit s aus (5.12) fiir h = 1(_o -
Nach Satz 5.7 ist « differenzierbar in Qq beziiglich D mit dem kanonischen Gradienten
_ - Oh(x) =
=L ——— D.
R(z,9) <1 - FX(x)> (x,0) €
Weiterhin gilt

% eXP(=T)in(@p) = — xP(-A(t)) = =5(?)

fir h = 1(—oo,t]-
Nach der Kettenregel, Korollar 3.6, ist xks(Q) (5.14) nun differenzierbar in @y be-
ziiglich D mit dem kanonischen Gradienten
Fo(2,8) = —S(t)L <m> (,8) € D.
Eine untere Schranke fiir die asymptotische Varianz eines reguldren Schitzers ist
somit gegeben durch
t

- 1
[ #ao=50? | gy e ="

—00

Der Kaplan-Meier-Schitzer S, rpr(t) (5.5) ist gemé® Breslow, Crowley [9], Theorem
5, vgl. auch Wellner [39], S.597, regulér und

N

Vn(Sn g (t) — S(t))
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konvergiert in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz o2. Somit ist der Kaplan-Meier-Schitzer ein asymptotisch effizi-

enter Schéitzer fiir die Survivalfunktion.



Anhang

A.1 Verteilungsfunktionen

Definition A.1 (inverse Verteilungsfunktion)
Sei F(y) := P(X <vy) eine Verteilungsfunktion. Dann heifit

F71:(0,1) - R, F~Yu) ;= inf{y € R: F(y) > u} fiir u € (0,1)
die inverse Verteilungsfunktion von F.

Definition A.2 (empirische Verteilungsfunktion)

Seien X1, ..., Xy, 1.1.d. Zufallsvariablen und x4, ..., x, Realisierungen. Dann heifst
1 n
T = (21,00, Tn) = F(y) = - Z Loy (@i)
i=1

die empirische Verteilungsfunktion zur Realisierung x1, ..., Tp.

Die empirische Verteilungsfunktion ordnet also jeder Realisierung = = (x1,...,2,)
die diskrete Verteilung zu, die in jedem Punkt xi,...,z, die Wahrscheinlichkeit %

besitzt. Hieraus ergibt sich die folgende Definition der empirischen Quantilfunktion.

Definition A.3 (empirisches Quantil)

Seien X1, ..., Xn t.1.d. Zufallsvariablen und x4, ..., x, Realisierungen. Dann heif§t

T1n firu=20
z = (21, xn) = F7 (u) =4 n
Z xznl(ﬂ L](u) fir uw >0
i=1 non

die empirische Quantilfunktion zur Realisierung 1, ..., Ty.

Lemma A.4 (Ableitung der Inversen)
Sei F~1 die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion F : I — R. Ist F

78
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in yo € I differenzierbar mit f(yo) == F'(yo) = 0, so ist F~' in 2o = f(yo)

differenzierbar mit
1y I 1
) = ) T )

Beweis. Siehe Konigsberger [25], S.143. |

Satz A.5

Sei F' eine Verteilungsfunktion mit zugehoriger Verteilung P.

a) Sei F~1 die inverse Verteilungsfunktion zu F. Dann gilt

-1
P=MNon)" -
b) Ist F stetig, so folgt
PT = (N01))-

Beweis. Siehe Witting [41], S.215, Hilfssatz 2.29. [

Lemma A.6

Seien Fy,, F Verteilungsfunktionen mit Inversen F;', F~1. Dann sind dquivalent

F,(z) —— F(x)Va € S(F)

n—s00
und

E N u) — F Y (uw)Vu e S(F71H N (0,1).
Beweis. Siehe Witting, Miiller-Funk [42], S.71, Satz 5.76. [
Lemma A.7

Seien X, X reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F, bzw. F und

X, —— X n Verteilung.

n—oo

a) Seien ¢, € R mit ¢, — ¢ € R und F stetig in c. Dann gilt

F,(cn) — F(c).

n—oo
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b) Seien ¢, € R mit ¢,, — oo. Dann gilt

und

Beweis. a) Nach dem Lemma von Slutsky gilt

D
Xp,—c, — X —c.

n—oo

Da F stetig in c ist, ist t — P(X —c¢ < t) stetig in 0 und mit dem Satz von Helly-Bray
folgt

Fo(ch) =P(Xn<cy)=P(Xp,—¢, <0 ——= P(X —¢c<0)=P(X <c¢)=Fl(e).

n—0o0

b) Nach Witting, Miiller-Funk [42|, S.56, Satz 5.51, folgt aus X, % X, dass F,
straff ist, das heifft Ve > 03 k > 0 mit

sup(l — Fp(z)) <e Ve >k (A.17)
und
sup F(z) <e Vz < —k. (A.18)

Sei nun £ > 0 beliebig und & > 0 so, dass (A.17) gilt. Da ¢, — oo gibt es ein
ng € N mit ¢, > k fiir alle n > ng. Weil F,, fiir alle n monoton wachsend ist, folgt
1 — Fo(cn) <1— F,(k) fiir alle n > ng und somit auch

sup (1 — Fy(cp)) < sup (1 — F,,(k)) <e.

n>no n>ngo

Es gibt also fiir alle ¢ > 0 ein ng € N mit 1 — F,,(¢,,) < ¢ fiir alle n > ng, also gilt
(A.15). Analog zeige (A.16) mit (A.18). [

A.2 Hilbertraumtheorie

Definition A.8 (Hilbertraum)
FEin vollstandiger, normierter Vektorraum (H, || - ||) dber einem Korper K mit Ska-

larprodukt (-,-) und Norm ||x| := \/{(x,z) fir alle x € H heifit Hilbertraum.
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Lemma A.9

Jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraums ist selbst ein Hilbertraum.

Definition A.10 (Dualraum)
Sei H ein Hilbertraum. Dann heifit der Raum H' := L(H,K) der linearen Abbildun-

gen von H auf den zugehdrigen Grundkorper K der Dualraum von H.

Satz A.11 (Darstellungssatz von Frechét-Riesz)
Sei H ein Hilbertraum und H' der zugehérige Dualraum. Zu W € H' existiert genau

einy € H mit V(z) = (z,y) fir alle x € H und es gilt ||¥| = ||y|.

Beweis. Siche Werner [40], S.226, Theorem V.3.6. |

A.3 Analytische Hilfsmittel

Lemma A.12 (Differentiations-Lemma)
Sei I ein nicht ausgeartetes (das heifit weder leeres noch einpunktiges) Intervall in R

und f: I x Q — R eine Funktion mit folgenden Figenschaften:
a) w— f(z,w) ist p-integrierbar fir alle x € I;

b) x — f(z,w) ist auf I differenzierbar fir alle w € Q; die Ableitung werde mit

I (x,w) bezeichnet;
c) es ezistiert eine p-integrierbare Funktion h > 0 auf Q mit
| (z, w)| < h(w)
fir alle w € Q und alle x € I.

Dann ist die auf I definierte Funktion
pla) = [ fow)due)

differenzierbar und fir alle x € I ist w — f'(x,w) p-integrierbar und es gilt
da) = [ @0)due)

fiir alle x € 1.

Beweis. Siehe Bauer [4], S.102, Lemma 16.2. |
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Lemma A.13
Seien y,z € R mit y > i und y+ z > i. Dann gilt

[Vy+z— iyl <2l

Beweis. Bemerke zuerst, dass f(z) := y/z,x > 0, konkav ist, also die Steigung
%\/5 monoton fallt, und dass gilt

—Vr=——<1e2/z>12>
X

a
[\
S
o |

1. Fall: z>0
Wegen y > i wéchst /2 fiir y < x <y + z langsamer als linear und es folgt

VY+2z<\y+z
und somit
Wy+z—Vyl=Vy+tz—-Vi<Vy+z—y==z

2. Fall: z <0
Wegen y + z > i wichst /z fiir y + z < z < y langsamer als linear und es folgt

VY +2z>\y+z

und somit

VIF2 =Vl = Vi VI T2 < Vi (Vi) = =2 = [zl

|
A.4 Grenzwertsatze
Satz A.14 (Shorack/Wellner)
Sei Xn1, -y Xnn, 1 € N ein Dreiecksschema zeilenweise unabhdngiger Zufallsvariablen
n

mit stetigen Verteilungsfunktionen F,;. Sei F,, = % > Fip, F;l die zugehdrige in-
i=1

verse Verteilungsfunktion, Gp; := m-oF;1 und K, (s, t) := s/\tf% > Gri(s)Gri(t).
i=1
Seien cp; € R feste scores und Jp(t) == > Cnil (i1 i](t) mit Jy(t) — J(t) fir
i=1 n 'n o0

n
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eine Funktion J : (0,1) — R. Sei h eine feste Bewertungsfunktion und g, := hoﬁgl.
Die zu betrachtende L-Statistik sei nun definiert durch

1
T, = E Z Cnih(Xi:n)a
=1

eine natirliche Zentrierungskonstante durch

1
Mn(fjn) = gn(t)Jn(t> dt,
/

1
po 1= 10 (0) = [ (00
0
und
1 1
7= [ [ K507 dgns) dgat).
0 0

Weiterhin seien folgende Voraussetzungen erfillt:
1. (a) |J| < B und |J,| < B auf (0,1)
mit B(t) := Mt=% (1 — )72 fiir feste M,b1,by € R, by V by < 1.
(b) h = hy — ha mit hy, ha monoton steigend, linksstetig und |h; of;1| < D mit
D(t) := Mt~ (1 — t)~% fiir feste 0 < dy,ds < 1.

2. Knp(s,t) —— K(s,t) fir alle 0 < s,t <1.

n—o0

3. liminf, o 02 > 0.

Dann gilt

Vil =pm) D, 4 N(0,1).

On n—00

Beweis. Siehe Shorack, Wellner [34], S.823, Korollar 25.5.1. |



Anhang 84

A.5 Landau-Symbole

Definition A.15 (o und O)

a)

b)

Folgen:
Seien an, by, n € N zwei Folgen in R. Dann ist a, € o(by), falls gilt

das heiffit in Worten ,a, konvergiert schneller gegen 0 als by “

an € O(by,) bedeutet, dass gilt

fiir ein t € (0,00). Die Kurzschreibweise ¢, = ¢, + o(by,) bedeutet, dass ¢, dar-

stellbar ist als ¢, = én, + apn, mit ay, € o(by).

Funktionen:
Seien f,g : R — R zwei reellwertige Funktionen auf R. Dann ist f € o(g) fir
x— a €R, falls gilt

flz) _

lim —= =0,
z—a g(x)

das heifit in Worten ,, f konvergiert schneller gegen O als g“. Die Kurzschreibweise
h(z) = h(z) + o(g) fir x — a bedeutet dementsprechend, dass h darstellbar ist
als h(x) = h(z) + f(z) mit f € o(g) fir © — a. Der Wert a € R ist oft aus dem

Zusammenhang klar und wird nicht explizit angegeben.



Symbolverzeichnis

N(p,0?)
S(F)
K(Py,P)
T(Py,P)
-~

D

D

Z&hlmaf

Skalarprodukt

verteilt nach

Maximum von z und y, Minimum von x und y
obere Gaufsklammer von x

Konvergenz in Verteilung

stochastische Konvergenz

Indikatorfunktion der Menge A

Borelsche o-Algebra

Menge der differenzierbaren Funktionen

Identitat z — x

Lebesgue-Maf

Normalverteilung mit Erwartungswert ¢ und Varianz o2
Menge der Stetigkeitsstellen von F

Tangentenkegel (siehe S.12)

Tangentialraum (siehe S.12)

volles Modell (siehe S.12)

Teilmenge der beschriankten Tangenten (siehe S.13)
Teilmenge der beschrankten Tangenten mit kompaktem Tré-
ger (siehe S.15)
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Abkurzungsverzeichnis

bzgl.
bzw.
CSU
f.s.
f.ii.
iid.
vgl.

beziiglich

beziehungsweise
Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fast sicher

fast iiberall

unabhéngig identisch verteilt

vergleiche
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