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Einleitung

In den 50er Jahren warf Schwartz die Frage auf, fiir welche offenen Mengen 2 C R™ und
welche p € Clzy, ..., z,] der lineare, partielle Differentialoperator p(D) : C*°(Q) — C*(Q)
bzw. p(D) : D'(Q2) — D'(Q2) eine stetige, lineare Rechtsinverse besitzt; das ist eine stetige,
lineare Abbildung R fiir die

p(D)R(g) =g fiir alle g € C™(Q) bzw. alle g € D'(Q).

Grothendieck bewies (siehe [40]), dass elliptische Differentialoperatoren fiir n > 2 keine
stetige, lineare Rechtsinverse besitzen; weitere negative Antworten von Cohoon und D.
Vogt finden sich in [14], [15], [41] und [42].

In [28], [29] und [33] I6sten R. Meise, B. A. Taylor und D. Vogt das von L. Schwartz gestellte
Problem. Fiir offene, konvexe Mengen 2 C R"™ und p € C[z, ..., z,] charakterisierten sie
unter anderem diejenigen p(D) : C°(Q) — C*(Q) (bzw. D'(Q2) statt C*°(2)), welche eine
stetige, lineare Rechtsinverse haben, durch eine Phragmén-Lindelof-Bedingung PL(€2, log)
(siche 1.7) an die Varietédt V(p).

Weiterhin verallgemeinerten sie ihre Ergebnisse in [30] auf Raume von ultradifferenzierbaren
Funktionen &) (), £.1(€2) und zugehdrigen Ultradistributionen Dj ) (©2) und Dj,, (€2), wie
sie in Braun, Meise, Taylor [11] (und hier in 1.3, 1.4) als Verallgemeinerung der Gevrey-

Klassen eingefiihrt werden.
V.P. Palamodov betrachtete lineare Differentialgleichungssyteme mit konstanten Koeffizi-
enten, also fiir eine s; x s-Matrix p mit Werten in Clzy, ..., 2,]
p(D)f =g fir f € C®(Q)° und g € C*(Q)** (bzw. D'(Q) statt C=(Q)), (1)
p(D) muss offenbar nicht mehr surjektiv sein, aber fiir offenes, konvexes € gilt nach [37]
Chapter VII, §7, No. 1, Def.1 und No.3, Corollary 2
p(D)C*(Q)* = Kern(py (D) : C®(2)°* — C*(Q)*) (bzw. D'(Q) statt C>(22)),  (2)
wenn man sy € N und p; als sy x s;-Matrix mit Eintrdgen in C[zq,. .., z,] so wihlt, dass
Pt Clzy, ..., 2, = Kern(p' : Clzy, ..., 20)" — Clzy, ..., 2]%). (3)

Palamodov gelang in [36] die Charakterisierung der Operatoren mit einer stetigen, linearen
Rechtsinversen auf Bild p(D) im Fall der C*°-Funktionen und der Schwartzschen Distribu-
tionen durch Phragmén-Lindelof-Bedingungen PL(€2, log) an die zur Matrix p assoziierten
Varietéten V (P,) (siehe 1.5 und Kapitel 8).

In einem allgemeineren Rahmen erabeiteten P. Domariski und D. Vogt in [16] (Example
3.3 und Theorem 5.2) und [17] (Theorem 1 und Theorem 3) fiir Systeme wie (1) eine dqui-
valente Bedingung zur Existenz von stetigen, linearen Rechtsinversen, welche dort , strikte
Graduiertheit® bzw. , Striktheit“ genannt wird. Diese Bedingung fordert, dass zu jedem
vorgegebenen Kompaktum K in ), ein weiteres Kompaktum K’ existiert, so dass jede
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vi EINLEITUNG

Nulllésung auf K’ auf jedes grofere Kompaktum K” in Q so fortsetzbar ist, dass sie auf K
unverdndert bleibt (vergleiche mit 2.2). Fiir offene Mengen 2 C R™ untersuchte D. Vogt in
[43] unter anderem Systeme von C'*°(Q2)-Funktionen. Er gab in [43] 7.4(2) eine ,,duale Cha-
rakterisierung” fiir die Existenz von stetigen, linearen Rechtsinversen an, die fiir konvexes
Q) zu den von Palamodov gefundenen PL-Bedingungen an assoziierte Varietéiten dquiva-
lent ist. Liegt eine Differentialgleichung und eine offene Menge €2 vor, entspricht die ,,duale
Charakterisierung” der Bedingung ,,p-Konvexitit mit Schranken” aus [29] Lemma 2.5, die
dquivalent ist zur Existenz von stetigen, linearen Rechtsinversen.

In der vorliegenden Arbeit wird Palamodovs Ergebnis von C'*(§2) auf die Raume £¢,(12),
€y () und von D'(€2) auf Dy, (), DY, () (siehe 1.12, 1.13) iibertragen. Auch die Bedin-
gung PL(, log) verallgemeinert sich zu einer von w abhéngigen Bedingung PL(€2, w). Wir
gehen dhnlich wie Palamodov in [36] vor, jedoch ersetzen wir grofiere Teile der von Pala-
modov verwendeten homologischen Algebra (freie Auflésung, Spalten, Stratifikation sowie
Garben) hier durch fiir Analytiker zugénglichere Argumente. Desweiteren bestimmen wir
die assoziierten Primideale P, (siche 1.5) fiir viele Félle in Kapitel 8 konkret. Eine wich-
tige Rolle im Beweis fiir Systeme nehmen die Noether-Operatoren ein, die hier nicht wie
in Palamodov’s Buch [37], sondern geméf Hansen [20] benutzt werden. Viele technische
Kniffe in Bezug auf Gewichtsfunktionen sind aus Meise, Taylor, Vogt [27], [30] und [31]
iibernommen; im Umgang mit Phragmén-Lindel6f-Bedingungen waren Meise, Taylor, Vogt
[32] und [34] hilfreich.

Fiir den Fall einer Differentialgleichung ist seit langem bekannt, dass p(D) auf C*(Q),
D'(2) bzw. den ultradifferenzierbaren Funktionen und Ultradistributionen auf konvexem
Q) surjektiv ist. Im Roumieu-Fall ist jedoch der Operator p(D) : £y (2) — Ery () im
allgemeinen nicht surjektiv. Piccinini zeigte 1971 nach einer Vermutung von Cattabriga
und De Giorgi, dass der Operator der Wirmeleitungsgleichung auf den reell-analytischen
Funktionen in R?, welche £,y (R?) fiir w(t) := ¢ entsprechen, nicht surjektiv ist.

Im Jahr 1973 charakterisierte Hérmander [22] die surjektiven, partiellen Differentialopera-
toren auf den reell-analytischen Funktionen auf einem konvexen Gebiet in R™ durch Be-
dingungen, die er wegen der Ahnlichkeit zu einem klassichen Satz als Phragmén-Lindel6f-
Bedingungen bezeichnete. Andreotti und Nacinovich [1] tibertrugen Hérmanders Ergebnis
auf Systeme von Differentialgleichungen auf reell-analytischen Funktionen. Cattabriga und
Zampieri zeigten, dass fiir die Gevrey-Klassen I'*(2), welche vom Typ E,3(£2) sind, die
Surjektivitédt eines Operators vom Exponenten d (bzw. vom Gewicht w) abhéngen kann.

Braun, Meise und Vogt [12] gaben fiir 2 = R” und dann Braun [8] fiir jede offene, kon-
vexe Menge (2 eine Charakterisierung fiir die surjektiven Differentialoperatoren auf nicht
quasianalytischen Roumieu-Klassen £, (€2) durch (PL).,(€2) (siehe 1.7 und [8] 4.1.2) an.
Ebenfalls fiir nicht quasianalytische Roumieu-Klassen gelang Langenbruch [26] die Charak-
terisierung der surjektiven Operatoren p(D) auf £,y (€2) fiir alle offenen Mengen 2 C R"
durch eine Bedingung, die die Existenz von geeigneten Fundamentallésungen von p(D) for-
dert. SchlieBlich zeigte Rosner [39] fiir offenes und konvexes (2, dass Brauns Ergebnis auch
fiir quasianalytische Roumieu-Klassen richtig ist.

In der vorliegenden Arbeit wird Rosners Ergebnis auf Systeme von Differentialgleichungen
tibertragen (siehe 1.15). Wir erhalten, dass fiir jede Gewichtsfunktion w genau dann

P(D)Ey(2)° = Kern(pi(D) : Eruy ()™ — Ery (1))
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gilt, wenn die Phragmén-Lindeléf-Bedingung (PL),;(£2) fiir alle zu p assoziierten Va-
rietdten V(P,) (siehe 1.5) erfiillt ist.

Die Arbeit ist so aufgebaut, dass die oben beschriebenen drei Hauptsétze 1.12, 1.13 und
1.15 im ersten Kapitel vorangestellt werden.

Die ersten beiden Hauptsidtze werden durch das Erabeiten von dquivalenten Bedingungen
in den Kapiteln zwei bis sechs bewiesen.

Im Einzelnen sehen wir dabei in Kapitel 2 mit der Theorie des projektiven Funktors ein,
dass die Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinversen fiir p(D) (wie in [29] Lemma 2.1)
dquivalent zu einer ,, Fortsetzbarkeits“-Bedingung ist, welche besagt, dass man Nulllésungen
von p(D) auf einem Kompaktum K’ zu Nulllosungen auf grosseren Kompakta K” mittels
eines stetigen, linearen Operators fortsetzen kann, so dass sie auf einem vorgegebenen klei-
neren Kompaktum K unverdndert bleiben. Dass diese , Fortsetzbarkeits“-Bedingung auch
hinreichend fiir die Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinversen ist, wird wie in [36]
mit Hilfe des Satzes von Palamodov und dem Verschwinden von proj' fiir ein geeignetes
Spektrum von Vektorrdumen gezeigt.

P. Domaiiski und D. Vogt erarbeiteten in [16] (Example 3.3 und Theorem 5.2) und [17]
(Theorem 1 und Theorem 3) ebenfalls eine dquivalente Bedingung zur Existenz von stetigen,
linearen Rechtsinversen, welche dort ,strikte Graduiertheit® beziehungsweise ,,Striktheit®
genannt wird. Diese Bedingung fordert auch, dafl eine , Fortsetzung“ wie in der obigen
,Fortsetzbarkeits“-bedingung moglich ist; jedoch muf3 diese ,,Fortsetzung® nicht durch einen
stetigen Operator geschehen.

Im folgenden betrachte man den Kern von p(D) auf K CC Q. Dabei bedeutet diese Schreib-
weise, dass K konvex, kompakt mit nichtleerem Inneren ist. Man erhélt in Kapitel 3 mittels
Dualisierung und Fourier-Laplace-Transformation

(Kern(p(D) : £y (K)* = Ew)(K)™)) = Eu)(K)"*/p'(=D)Ewy (K)™
= A (K)*/p' Aw) (K)™,

wobei A, (K) ganze Funktionen mit bestimmten Wachstumseigenschaften sind. Dies gilt
entsprechend auch fiir .,y (K), D, (K) und Dy, (K). Im Fall der ultradifferenzierbaren
Funktionen &, (K) und &£,y (K) induziert ein Differentialoperator mit Polynomkoeflizien-

ten NV, ein sogenannter Noetheroperator zu p, einen Isomorphismus
A (K)* [p" Ay (K)* =2 Hy(K)  (entsprechend fiir den Fall £ (K)),

wobei H(,)(K) (siehe 4.19) bestimmte holomorphe Funktionen auf den zu p assoziierten
Varietéiten sind, die lokal als Bild des Noetheroperators N geschrieben werden kénnen. Im
Fall der Ultradistributionen D(,,(€2) und Dy, (2) findet man nicht wie im vorigen Fall
Isomorphismen, wenn die Gewichtsfunktion nicht stark (siehe 1.2) ist. Durch schlechtere
Abschétzungen gegen plurisubharmonische Funktionen (siehe 4.32) erhdlt man hier nur
Aquivalenz der Spektren (AL (K)* /D" ALy (K)™ ) kcca und (H{,)(K))kcco (entsprechend
fiir den Fall D%w}(K )). Insgesamt folgt, dass die , Fortsetzbarkeits“-Bedingung aus Kapitel
2 dquivalent ist zu folgender Bedingung (vergleiche mit 4.20)
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Zu jedem K CC §, existiert ein K’ CC  mit K' O K, so dass fiir alle
K" cC Q mit K” D K’ eine stetige, lineare Fortsetzung b der Inklusion

H(w)(K) — H(w)(K/)

auf H,)(K") existiert (entsprechend fiir £.1(€2), D, (©2) und D}, (2)).

In Kapitel 5 ermoglichen die schwachen Phragmén-Lindel6f-Bedingungen die Konstrukti-
on der besagten Operatoren b. Dabei wird die Nuklearitét der Réume H(,, (/) von ho-
lomorphen Funktionen auf Varietdten zusammen mit den schwachen Phragmén-Lindelof-
Bedingungen benutzt, um eine Inklusion als nuklear zu identifizieren und damit eine stetige,
lineare Fortsetzung by (bzw. b;) zu finden (siehe 5.3, 5.4). SchlieBlich konstruiert man b aus

dieser Fortsetzung mittels Integration in Rdumen von holomorphen Funktionen auf Va-
rietiten (siehe 5.11, 5.12).

Existieren Operatoren b zwischen Rdumen von holomorphen Funktionen auf den zu p asso-
ziierten Varietédten wie in Kapitel 4, dann wird in Kapitel 6 mit Hilfe dieser Operatoren und
der speziellen Eigenschaften des Noetheroperators N aus 6.1 gezeigt, dass diese Varietdten
die Phragmén-Lindel6f-Bedingungen erfiillen.

In Kapitel 7 wird der dritte Hauptsatz 1.15 unter Riickgriff auf Ergebnisse der vorherigen
Kapitel mit der Theorie des proj-Funktors bewiesen. Dazu wird wie bei Roesner [39] die
dquivalente Bedingung (P3)* (siehe 7.6) aus [45] 3.10 benutzt.

Im achten Kapitel zeigen wir zunéchst, dass die assoziierten Varietéiten einer reguléren,
quadratischen Matrix gerade die Nullstellenmengen aller irreduziblen Faktoren von det p
sind (siehe 8.5). Da diese Varietiten 1-codimensional sind, kann man im Fall = R? nach
einem in [10] beschriebenen Algorithmus entscheiden, ob das quadratische System eine
stetige, lineare Rechtsinverse besitzt.

Desweiteren gibt es zu jeder Menge von irreduziblen Varietédten eine Matrix p, die genau
diese als assoziierte Varietédten hat. Fiir unterbestimmte Systeme 143t sich zeigen, dass eine
Rechtsinverse existiert, wenn nur der grofite gemeinsame Teiler aller m-Minoren von p als
Differentialoperator eine Rechtsinverse auf £)(€2) (bzw. D{,(Q), Ewy(w) oder Dy, (2))
besitzt. Wir erhalten daraus, dass der Operator einer Gleichung mit s Unbekannten

Z a(D)fi=yg

i=1
genau dann eine stetige, lineare Rechtsinverse hat, wenn ggT(ay,...,a,)(D) eine hat.
Schliefllich wenden wir die gewonnen Erkenntnisse zur Untersuchung einiger konkreten Ope-
ratoren aus Physik und Mathematik an.

An dieser Stelle mochte ich mich recht herzlich bei Prof. Dr. Meise fiir das interessante und
herausfordernde Thema und die ausgezeichnete Betreuung bedanken.



KAPITEL 1

Formulierung der Hauptséitze

1.1. Bezeichnungen. Fiir n € N;n > 2 seien P := C[zy,..., z,] und Q C R" offen. Wir

setzen fiir z € C"
n 3
|2] = (ZIZA?)
i=1
=1

K CC () bedeute, dass K eine nichtleere, kompakte Teilmenge von €2 ist. Wir definieren
C*(Q) :={f:Q — C| f ist beliebig oft differenzierbar }
D(Q) :={f € C*(R") | Supp(f) kompakt in 2}
D(K) :={f € C*(R") | Supp(f) C K},

wobei Supp(f) := {z € R? | f(z) # 0}. C*(2) wird mit der Topologie der gleichméBigen
Konvergenz von f und allen seinen Ableitungen auf den kompakten Teilmengen von €2 zu
einem Fréchetraum. Fiir die genaue Konstruktion, die zugehorige Metrik beziehungsweise
ein zugehoriges Halbnormensystem sei auf [35] 5.18(4) verwiesen. Man bezeichnet einen
Fréchetraum, welcher ein Schwartzraum (siche [35] Definition vor 24.17) beziehungsweise
ein nuklearer Raum (siehe [35] §28) ist, als (FS)-Raum beziehungsweise (FN)-Raum und
dessen Dualraum (versehen mit der starken Topologie) mit (DFS)-Raum beziehungsweise

(DFN )-Raum.

Die folgenden Definitionen sind aus [11] 1.1, 1.3, 3.1 und 4.1 {ibernommen, wobei hier
w(0) > 0 ist. In [11] wird w|p,1j = 0 gefordert. Eine Abdnderung der Werte von w in [0, 1]
bewirkt keine Verdnderung der spéter definierten ultradifferenzierbaren Funktionen und
Ultradistributionen in 1.3 und 1.4; daher ist dies zuléssig.

1.2. Definition. Fiir eine stetige, monoton wachsende Funktion w : [0, co[—]0, co| definie-
ren wir die Bedingungen

(o) Es gibt ein C' > 1, so dass fiir alle t > 0:  w(2t) < C(1 4+ w(t)),

0o w(t)
| Tre At < oo,

log(1+t) = o(w(t)), d.h. lim;_, logw(ﬁt) =0

w1 [0, 00[— [0, 00[, p,(t) :=w(e') ist konvex.

(t) =0(t),dh. Je, d >0, Vt >d: w(t) <ct

s gibt ein K > 0 mit foowyt dt < Kw(y) + K fiir alle y > 0.

1




2 1. FORMULIERUNG DER HAUPTSATZE

w heifit Gewichtsfunktion, wenn die Bedingungen («), (7v), (§) und () erfiillt sind. Eine
Gewichtsfunktion w heifit nicht quasianalytisch, falls () erfiillt ist. Ansonsten heifit sie
quasianalytisch. Eine Gewichtsfunktion heifit stark, falls (o) erfiillt ist. Offenbar ist jede
starke Gewichtsfunktion nicht quasianalytisch.

Fiir 2 € C" schreiben wir kurz w(z) fiir w(} 7_, [2]). Zu ¢, aus () definieren wir die
Young-Konjugierte ¢f : [0, 00[— R durch
Po(y) = sup(zy — pu(w))

x>0
1.3. Definition. Sei w eine Gewichtsfunktion und €2 C R" offen. Wir definierten fiir K’ CC
Qmit K=K # 0 und A > 0, wenn f € C°(K) (siehe [35] 5.16(6)):
“or (lel
Prcw(f) = sup | [ (z)[e e
a€Np
TeEK
Wir setzen
Ew)(K) :={f € CF(K) |Vm € N: pgmu(f) < oo},

wobei die Halbnormen (pg mo)men die Topologie induzieren. Der Raum
Ewy(I) = {f € CF(K) | Im e N: pg 1 ,(f) < oo}
sei versehen mit der induktiven Limestopologie. Ferner definieren wir:
Ew(Q) ={feC™Q) | VK CCQVm e N: pgm.(f) < oo}
und
£ () ={feC™Q) | VK CcCQ,ImeN: pK%M(f) < o0}

Die Topologie von &,)(£2) wird durch die Halbnormen pg ., gegeben, wobei K in €2 kom-
pakt und m € N. Man erhilt die Topologie von & (€2), indem zunéchst der induktiven
Limes iiber m € N, und dann der projektiven Limes iiber alle Kompakta K in 2 gebildet
wird. Die Elemente von E£(,y(Q2) heiflen w-ultradifferenzierbare Funktionen vom Roumieu-
Typ auf €2, die Elemente von £,(€2) nennt man w-ultradifferenzierbare Funktionen vom
Beurling-Typ auf 2.

1.4. Definition. Sei w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion.

(a) Fiir A > 0, n € Nund K CC R” definieren wir den Banachraum

R”

Dyu(K) = { f e D(K)

e i= [ @)@ ax(z) < oo}

wobei f(z) := [, f(y)e ¥ dA"(y), = € R", die Fouriertransformierte von f ist.
(b) Wir setzen
Dy (K) == indy—o Dy (K), D) (K) := projy_.e Daw(K)

und versehen den ersten Raum mit der induktiven Limestopologie und den zweiten mit der
projektiven Limestopologie.

(c) Fiir eine offene Menge Q2 C R™ definieren wir ferner

D{w} () :=indgccq D{w} (K), D(w) (Q) :=1indgccq D(w) (K)
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Beide Rdume tragen die zugehorigen induktiven Limestopologien. Die Elemente des ersten
Raums nennt man Testfunktionen vom Roumieu-Typ, die Elemente des zweiten heiflen
Testfunktionen vom Beurling-Typ. Die Elemente von D}, (Q2) (bzw. D, (€2)) heilen w-

Ultradistributionen vom Roumieu-Typ (bzw. Beurling-Typ). Wir werden auch D{,(K) fiir
kompaktes K C 2 betrachten. Man versieht diese Dualrdume mit der starken Topologie.

1.5. Definition und Bemerkung. Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem noether-
schen Ring B. Fiir z € M sei

Amnz = {be B | bz = 0}.
Die Menge der zu M assoziierten Primideale sei definiert als
Assp(M) := {Annz C B |z € M, Annz ist Primideal}.

Die Menge Assg(M) ist endlich nach [7] chap. IV, §1, no.4, corollaire de théoréeme 2,
weil M ein endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen Ring B ist. Ferner gilt nach
[7] chap. TV, §1, no.1, corollaire 1,

Assg(M)=0 < M ={0}.

Fiir eine s; x s-Matrix p in P heilen die Elemente von Assp (P*/p'P*!) die zu p asso-
ziterten Primideale.

In Kapitel 8 bestimmen wir fiir wichtige Beispiele die assoziierten Primideale.
1.6. Definition. Sei G C C offen, u : G — [—00, 00 heiit subharmonisch, falls

(1) Fiir alle « € R: f~!([—00, a|) ist offen (f halbstetig von oben),
(2) Fiir jedes K C G kompakt und fiir jede stetige Funktion h : K — R, welche
harmonisch in K ist, mit v < h auf 0K gilt u < h auf K.

Sei G C C" offen, v : G — [—00, 00| heifit plurisubharmonisch, falls

(1) Fiir alle « € R: f~!([—00, ) ist offen (f halbstetig von oben),
(2) Fiir jedes z,w € C" ist die Funktion 7 — v(z 4+ 7w) subharmonisch in dem Teil
von C, in dem sie definiert ist.

Eine algebraische Varietdat W in C" heifit irreduzibel, falls ein Primideal () C P existiert
mit W =V(Q) :={z€C"|Vg €@ :g(z) =0} Im weiteren werden wir nur irreduziblen
Varietédten sprechen, da alle auftretenden Varietéiten algebraisch sind.

Eine von oben halbstetige Funktion u : W — [—00, 00| heifit plurisubharmonisch auf W,
falls fiir alle reguléren Punkte z € W die Funktion

uo f:U — [—00,00]

plurisubharmonisch auf U ist, fiir eine Karte f : U — W von z auf einer offenen Menge
U C C*. Dadie Klasse der plurisubharmonischen Funktionen invariant unter biholomorphen
Abbildungen ist, hédngt diese Definition nicht von der Wahl der speziellen Karte ab und
stimmt fiir W = C" mit der obigen Definition {iberein. Wir setzen daher

PSHW) :={u: W — [—00,00[ | u ist plurisubharmonisch auf W'}.
Die holomorphen Funktionen auf W sind gegeben durch
HW):={f: W — C|VYw e W,3U > w offen, F' holomorph auf U : F|yrw = fluvnw}
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(Nach [20] 3.14, lassen sich diese zu ganzen Funktionen auf C™ fortsetzen)

1.7. Definition.
Das Stiitzfunktional eines Kompaktums K C €2 definieren wir durch

hi(y) := sup (z,y) fir alle y € R".

zeK
Eine irreduzible Varietdt W erfiillt die Phragmén-Lindel6f-Bedingung PL(€2, w), falls:
Fiir jedes K CcC € gibt es ein K’ CC €, so dass fiir alle K” cC Q ein r > 0
existiert, so dass fiir alle w € PSH(W):
(a) und (b) = (¢

wobei

(@) VzeW: wu(z)<h

(b) VzeW: wu(z) <hgo(Imz),

(c) YVzeW: wu(z)<h

Die schwéchere Bedingung WPL(€2,w) wird definiert, indem man (a) ersetzt durch
(ap) V2zeW: wu(z) < hg(Imz)+ O(1),

Die Bedingungen APL(€2,w) und AWPL(Q2, w) sind so definiert, dass obige Aussagen nur
fiir alle u von der Form u = log|f|, f € H(C") gelten miissen. Fiir eine nicht quasianalyti-
sche Gewichtsfunktion w setzen wir

S, = {0

Weiterhin sagen wir, W erfiillt die Bedingung PL(€2, {w}), wenn

t
o nicht quasianalytische Gewichtsfunktion in o(w), d.h. 1tlirn % = O} .
—00 W

Fiir jedes K CC € gibt es ein K’ CC €2, so dass fiir alle K" CC Qeino € S,
existiert, so dass fir alle w € PSH(W):

(@) und (8) = (v)

wobei

() VzeW: u(z) <hg(Imz)+ o(w(z)),
(B) YVzeW: wu(z) <hgr(Imz),
(v) VzeW: wu(z) <hg(Imz)+o(2).

APL(Q,{w}) ist fiir W erfiillt, wenn PL(Q, {w}) fiir alle v von der Form log|f| mit
f € H(C™) gilt. Fiir ein Kompaktum K CC R" sei

PSHW,w,K) :={ue PSH(W) |¥d>0: sup |u(z)| — hx(Imz) — dw(z) < oo},
zeW
A(W,w,K) = {f € HOW) | log|f| € PSH(W,w, K)}.
Wir definieren die Bedingung (PL)y,}(£2) durch

Fiir jedes K CC € gibt es 6 > 0 und @) CC €, so dass fiir alle ¢ > 0 und
L ccC Q Zahlen n, ¢ > 0 existieren, so dass fur alle u € PSH(V,w, K):

(@) und (8) = (v)

wobel
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() VzeV: wu(z) <hg(Imz)+dw(z),
(8) VzeV: u(z) < hy(Imz) +nw(z),
(v) VzeV: wu(z) <hg(Imz)+cw(z) + c.

V geniigt (APL),}(£2), falls (PL),;(£2) fiir alle u = log | f| mit f € A(V,w, K) erfiillt ist.

1.8. Bemerkung. Man darf die Bedingung PL(Q,w) (bzw. APL(Q,w)) (a) statt auf V'
auch auf C" fordern und dabei zu Funktionen v € PSH(C") iibergehen. Dies wird nach
dem Theorem 2.3 in [32] und in der Bemerkung nach Definition 2.5 in [34] festgestellt.

1.9. Bemerkung. Aufgrund von [32] Theorem 6.2 sind PL(€2,w) und APL(Q,w) &dqui-
valent. Ferner sind PL(2,w) und WPL(2,w) #dquivalent nach [34] Proposition 2.8 a.).
Ersetzt man im Beweis von [34] Proposition 6.2 (1) = (3) u durch log |f|, f € H(V'), dann
folgt aus APL(Q2, {w}) die Bedingung APL(Q, k) fiir ein k € S,. Also gilt PL(Q, k)
und damit nach [34] Proposition 6.2 auch PL(,{w}). Folglich sind PL(£2,{w}) und
APL(Q, {w}) dquivalent.

1.10. Bemerkung. Braun zeigt in [8] 4.2.2 fiir jedes offene und konvexe © C R™ und
jede nicht quasianalytische Gewichtsfunktion w (siehe 1.2) unter Benutzung von [32] 5.1,
dass die Bedingungen (APL),3(€2) und (PL) () fiir eine n-1 dimensionale algebraische
Varietét dquivalent sind. Zunéchst geht nur w = O(¢) in diesen Beweis ein, weshalb wir diese
Aquivalenz auch fiir alle Gewichtsfunktionen erhalten. Schlielich gilt der benutzte Satz [32]
5.1 fiir beliebige algebraische Varietdten und der Beweis [8] 4.2.2 148t sich analog auf eine
beliebige algebraische Varietét verallgemeinern. Also sind (APL)(€Q) und (PL)1(€2)
dquivalent.

1.11. Definition. Sei p eine s; x s-Matrix mit Eintrigen in P und D := (i:2-,...,i:2).

Oz’ ) Oz
Sei X einer der Rdume aus 1.3 oder 1.4. Eine stetige, lineare Rechtsinverse zu

p(D): X — X°1, p(D)u;:(ipi’j(i%,..-,i%)%)i:l 51

SN Oy D) i
auf Bild p(D) ist eine stetige, lineare Abbildung R : Bild p(iz%, ..., iz%-) — X* mit
p(D) o R = Idgjap(p) -

1.12. Hauptsatz. Sei () # Q CcC R" oﬁen und konvez, p eine s1 X s-Matriz mit Eintrdagen
in Clz, ..., 2, und D = (i-2 Forr '8 ). Mit den Bezeichungen aus Definition 1.5 sei

Assp(P?/p'P*') = (Py)y=1..v und V(P,):={2€C"|Vqge P, :q(z) =0}
Dann sind fiir jede nicht quasmnalyszche Gewichtsfunktion w dquivalent:
Me,  pD): Ew)(Q)* — Ew)(Q2)™ hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D)
(DD@) p(D) : D, (0)* — D,y ()™ hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D)
(IT) Vy=1,...,' : V(P,) erfillt APL(2,w) (bzw. PL(2,w) oder WPL(Q2,w))
(IMw  Vy=1,....T : V(P,) erfillt AWPL(Q,w).

.....

BEMERKUNG. In den folgenden Kapiteln werden diese Aquivalenzen schrittweise bewiesen.
Fiir eine Aufzihlung der bendtigten Sdtze siehe Korollar 6.11. Es werden dquivalente Be-
dingungen (IV)r, (V)r, (VDr und (VIDg fir F = Eu) und F' = D), definiert (siehe

Definition 2.2, 8.5 und 4.20). In Kapitel 2 wird die Aquivalenz von (I)F 2u (V)g gezeigt.
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Die Aquivalenz von (Vg zu (VI)g wird in Kapitel 3 und die Aquivalenz von (VI)g zu
(VII)g in Kapitel 4 gezeigt. In Kapitel 5 folgern wir (VID)g fir F' = &) und F = DEM)
aus (ID)w. (II) folgt in Kapitel 6 aus (VII)g, beziehungsweise (VH)D@)' Dann ist der

Hauptsatz bewiesen, da offenbar (II)w aus (II) folgt. In Kapitel 8 wird darauf eingegangen,
wie man in wichtigen Fdllen die assoziierten Primideale (Py) =1, einer Polynommatriz
erhdlt und welche Folgerungen sich fir die Fxistenz einer stetigen, linearen Rechtsinverse
fir p(D) ziehen lassen.

1.13. Hauptsatz. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes 1.12 sind fir jede nicht
quasianalytische Gewichtsfunktion w dquivalent:

Me, pD) : Ey () — Ey (1) hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D)
(I>Df{w} p(D) : Dy ()" — Dy ()™ hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D)
(III)  Vy=1,....,I' : V(P,) erfillt APL(Q, {w}) (bzw. PL(€2, {w})) .

BEMERKUNG. Dieser zweite Haupsatz wird parallel zum ersten bewiesen. Die bendtigten
Sdtze sind in 6.12 zitiert. In Kapitel 5 und 6 tritt dabei (III) and die Stelle der Bedingungen
(IT) und (IT)w des ersten Haupsates 1.12.

1.14. Bezeichnung. Sei p die s; x s-Matrix in P aus dem Hauptsatz 1.12 . Der Kern
der Matrixmultiplikation p* : Pt — P* (als P-Modul) ist nach [19] Definition 2.1.27 und
Proposition 2.1.29 endlich erzeugt. Also gibt es ein s € N und eine s, X s;-Matrix p; mit
Eintragen in P, so dass

piP* = Kernp'. (4)

Dies impliziert, dass
pi(D) o p(D) = (p1 - p)(D) = (»" - p1)"(D) = 0. (5)

1.15. Hauptsatz. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes 1.12 sind mit den Bezeich-
nungen aus 1.14 fir jede Gewichtsfunktion w dquivalent:

(A) p(D)Ey(2)* = Kern(p1 (D) : iy (Q2)° — Ey (2)*2)
(B) Vy=1,...,': V(P,) erfillt (APL){4(Q) (bzw. (PL){4(€2)) .

BEMERKUNG. Dieser dritte Hauptsatz wird in Kapitel 7 im Satz 7.6 bewiesen.

1.16. Korollar. Mit den Bezeichnungen der Hauptsdtze 1.12 und 1.13 sind dquivalent:

<a> ( )5@}
b) (U,
(c) 3k € Sy: (De,,
(d) 3k € Su: (D)p D]

")
Ferner qilt fiir jede nicht quasianalytische Gewichtsfunktion o mit o > w:
(I)g(w) = <I>5(a)
Dies gilt auch, wenn man ()¢, (und entsprechend (I)g,,) durch (I)Déw)’ (De,,, oder (I)Dr{w}

ersetzt. Weiterhin gilt im Fall der Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinversen fiir p(D)
und F' = 5(w), DZw)? g{w} und 'Df{w}

p(D)F(Q)* = Kern(py(D) : F(Q)™ — F()*)
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fiir die in 1.14 erklirte Polynommatriz p;.

BEWEIS. Die erste Aquivalenz folgt aus den Hauptsétzen 1.12 und 1.13 zusammen mit
[34] Proposition 6.2 . Die zweite Aussage gilt nach [34] Corollary 2.9 . Die letzte Identitét
folgt aus 2.21. O






KAPITEL 2

Aquivalenz zu einer ,,Fortsetzbarkeits“-Bedingung

In diesem Kapitel ist w stets eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion im Sinne von 1.2
und 2 C R" offen und konvex.

Notwendigkeit der ,,Fortsetzbarkeits“-Bedingung (IV)p

2.1. Bezeichnungen. Wir wihlen eine Folge (K;);eny kompakter, konvexer Mengen in R"
mit nichtleerem Inneren und folgenden Eigenschaften:

(1) Ui K = 2 o
(2) Fiir jedes i € N gelte: K; C K;41,

Wir definieren fiir p aus dem Hauptsatz 1.12
Kern; (Ey) := Kern(p(D) : £ (K) — Ewy(K5G)*)
Kern,(Dy,,) := Kern(p(D) : D, (K;)* — D, (K:)™)
Kernl(D{w}) Kern(p(D) : %w}(Ki)s — D{w}(KZ-) )
Kern;(Ey) = Kern(p(D) : €y (Ki)* — Equy (K:)™),
wobei in der letzten Definition w auch eine Gewichtsfunktion sein darf (wird erst in den

Kapiteln 3 und 4 im Hinblick auf Kapitel 7 benétigt). Die Einschrénkung von K auf K
heife fiir ' = &, Dzw), Erwy bzw. D’{w} und r € N

v F(K) — F(K), = (fx

J

Ki)k=1 ..... T

(dabei ist im Distributionsfall die Einschrankung auf D,)(K;) bzw. Dy, (K;) gemeint).
Ferner definiert man fiir zwei lokalkonvexe Radume X, Y den Vektorraum

L(X,Y):={p: X =Y | pist linear und stetig}.
2.2. Definition. Fiir F' = &, Dzw), Eqwy bzw. D%w} und j > i setzt man tg = (L§|Kernj(p))/
und definiert folgende Bedingungen:
IV)r VieN,3j >i,Vk > j,3e € L(Kern;(F), Kerng(F)) : t}, 0 € = ¢} |Kem, (r)
(Vg Vi€ N,3j >i,Vk > j,3b € L(Kerny(F), Kern;(F)) : both =t
Die Bedingung (IV)g besagt, man kann Nulllésungen von p(D) auf K; mit einem stetigem

Operator so zu Nulllosungen auf K, , fortsetzen“, dass sie auf K; unverédndert bleiben.

Im folgenden soll gezeigt werden, dass &,)(K) fiir jedes konvexe Kompaktum K C R"
mit nichtleerem Inneren nuklear ist. Dazu passen wir im folgenden den Beweis von [25]
Proposition 2.4. an.
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2.3. Definition. Seien F und F' Banachrdume und T : E — F eine lineare Abbildung. T’
heiit nuklear, falls es Folgen (¢;)jen in B’ und (d;)jen in F' mit

D el lldslle < oo (6)
jEN
gibt, so dass
T(z) = ch(:c)dj fiir alle x € E.
jEN
2.4. Lemma. Sei K C R" kompakt und konvex mit nichtleerem Inneren. Mit den Bezeich-
nungen aus 1.3 st fiir ¢ >0

Ew)(K,q) :={f € CF(K) | prgw(f) < oo}

ein Banachraum. Ferner gibt es zu jedem q > 0 ein m > q, so dass die Inklusion

(g(w) (K7 m)a pK,m,w) — (g(w) (Ka q) ) pK,q,w)

nuklear ist.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt leicht mit der Vollstdndigkeit von C'*°(K) und punkt-
weiser Betrachtung einer beliebigen Cauchy-Folge in (£ (K, q), pr,qw)- Fiir ¢, aus 1.2
kann man nach 1.2(a) wegen €™ < 2(2¢%) ein L > 1 mit ¢, (z + 1) < L(1 + ¢, (x)) fiir
alle z > 0 finden. Daher kann man nach [11] 1.4 Lemma yy > 0 zu L wihlen, sodass fiir
% > yo und 7 := gL nach [11]1.4 (mit y = ‘%') gilt:

e () (3 ()
] <a(vx (1) +1).

Da die linke Seite fiir T < Yo beschrénkt ist, gilt diese Gleichung fiir alle o € Nf}, wenn

wir eine Konstante ¢ > 0 zur rechten Seite addieren. Hieraus folgt mit der Konvexitit von
©* (siehe [11] 1.3) fiir alle o € Nj

1 1 1 1\ & konvex 1
2r 2 r 2 r T r

o n+1
Sq(soi, (%) —|—L) — a4+ rel <—r )+c.

Um die zweite Aussage fiir m := 2r zu beweisen, reicht es nach [38] 3.2.3 und Theorem in
3.2 nachzuweisen, dass es eine Folge von Linearformen (aj)ren in £y (K, m)" gibt mit

Z larlle,(my <00 und  Vf € Eu)(K,m): prgw(f) < Z |ar(f)]-
keN keN

Zunéchst gibt es nach [25] Lemma 2.3, da K als konvexes Kompaktum regulér ist, sowie
[38] 3.2.3 und der Proposition nach 3.2.5 eine Folge (v;) ey in C"H(K) mit

Y lollonsigy < oo und Vg€ CHE) < lgllom) < D lvi(9)]- (8)

jeN JEN
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Fiir o € Nj und j € N definiere a, ; : £y (K, m) — C durch
Gy (f) = 0y (F)e 190D,
Dann gilt fiir f € £, (K, m):
a0 ()] = fos (£ 17D

o
< [lvj]

_Q‘Pz(T)

Cn+1 ||f ||Cn+1 6

- lo]+ |a\

S ij||C"+I(K)’pK,2T,w(f> Sup 62 L‘DW( 2r ) ( )
0<k<n+1

(7)

< llvillonsr ey prme(fe

Aus dieser Abschétzung folgt, dass a,,; € £, (K, m) und

D llanlleuemy < e et () (Zr\wcnwa) S el <o,

aeNg JEN aeNg
jGN

, ol (l+n—-1)...(l+1) (l+n—1)"1
weil Z e —Z 1) e < Z—(n—l)! e < 0.
aeNY 1eNg 1eNg

SchlieBlich gilt nach Wahl von (v;);ey fiir f € Ewy(K,m):

ctqLrel (E) o=lal

Ia\

Praw(f) = sup || F@lcuoe™™ 23 S o)D) = 37 Jag (),

aeNgy aeNy jeN a€eNg
jeN

was zu zeigen blieb. O

2.5. Lemma. Sei K C R" kompakt und konvex mit nichtleerem Inneren. Dann ist £ (K)
ein nuklearer Fréchetraum.

= (w) (K, . .
BEWEIS. Fiir jedes ¢ > 0 ist &) (K) @ q), versehen mit der Norm p ., ein lokaler
Banachraum von &,)(K) . Sei ¢ > 0, dann gibt es nach Lemma 2.4 ein m > ¢, so dass
die Inklusion () (K, m),prmw) — (Ew)(K,q), Pk q0) nuklear ist. Damit ist auch die

Einschrénkung auf den lokalen Banachraum &, (K )'S(“’)(K’m) — (Ew) (K, q), Pr,gw) nuklear,
insbesondere quasinuklear nach [38] Proposition nach 3.2.5 . Nach [38] 3.2.3 und 3.2.4 ist
o) (
( K) (w)

dann auch &, e Ew (K )g(”)(K’q) quasinuklear und damit nuklear nach [38]
Theorem in 3.2 . Also ist & (K) nach [35] 28.4 nuklear. O

2.6. Satz. Es gilt fir F' = &, Dgw), Ery baw. Df{w} (siehe Definition 2.2):

BEWEIS. D, (K;) ist nach [11] 3.6(2) und &,)(K;) nach Lemma 2.5 (FN)-Raum. Auf-
grund von [35] 28.7(1) sind auch &£, (K;)° und D y(K;)® nukleare Fréchetréume. Der ab-
geschlossene Unterraum Kern;(E.) C £y (K;)* (s1ehe 2.1) ist nuklearer Fréchetraum, also
reflexiv, was aus [35] 28.5., 23.23 und 24.24 (a),(b) folgt. Genauso folgt, dass Kern,(Dy,,)

reflexiv ist, da D ,(K;) nach [11] 3.6(1) ein (FN)-Raum ist. Dj ,(K;)* ist nach obiger
Argumentation und 28.5. (DFS)-Raum. Damit ist auch der abgeschlossene Unterraum
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Kern;(D(,,) (DFS)-Raum nach [35] §26 Aufgabe 4)a) , insbesondere also reflexiv. Eben-

so folgt die Reflexivitdt von Kern;(Eq,y) aus der Tatsache, dass &, (K;) nach [39] 1.16
(DFS)-Raum ist. Daher folgt die Behauptung durch Dualisierung. O

2.7. Satz. Es gilt mit den Bezeichungen aus Hauptsatz 1.12 und Definition 2.2:
(I)f(w) = (IV>8<W> :

BEWEIS. Seii € N gegeben und R eine nach Voraussetzung existierende stetige, lineare
Rechtsinverse zu p(D). Dann existieren aufgrund der Stetigkeit von R und 1.3 ein j > i,
m € N und ¢ > 0, so dass fiir alle h € p(D)E(2)* (siehe 1.3):

max preaw(R(D),) < ¢ max pre, .. () )
r= s = S1

..........

o

Ist x € Dy(Kj), 0 < x <1 mit x|k, , =1, dann sind nach [11] 4.4

X(@) fr(2)r=1,s T €K

Q: ) (Kj)” = ()", Q(f) =a— {0 reQ\K;

und
B Ew)(K)® — Ew (), [ (QUf) — R(p(D)Q(S)))

linear und stetig mit p(D) o £ = 0. Es gilt fiir f € Kern;(&() nach Wahl von x:

PPN, =p(D)fli, s =0 & RG(D)Q(S)

Fiir jedes k > j ist demnach fiir e : Kern;(£)) — K (f) = E(f)|k,:

Ew)
u(e(f) =e(N)lk, = QU = flk, = 5(f).

Kk, =0.

—

ernk(g(w)), e

2.8. Satz. Es gilt mit den Bezeichungen aus Hauptsatz 1.13 und Definition 2.2:
(DS{W} = (IV>5{W}‘

BEWEIS. Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.3 und 1.7 ist (px1,0)kcca, ves, nach
[30] 3.2. ein Fundamentalsystem von Halbnormen fiir £¢,,(£2). Daher erhalt man fiir eine
nicht quasianalytische Gewichtsfunktion 7 € S, aus der Existenz einer stetigen, linearen
Rechtsinversen R fiir p(D), dass fiir jedes ¢ € N ein j > 1, eine weitere nicht quasianalytische
Gewichtsfunktion o € S, und ¢ > 0 existieren, so dass

TI:nlaXSpKi,LT<R(h)T) <c l:max pK]-—Ll,o(hl)' (10)

,,,,, 1,...,81

Der Rest des Beweises verlduft analog zu 2.7, wobei wir statt (9) die Abschétzung (10)
verwenden. ]

Um den entsprechenden Sachverhalt fiir F' = Dzw) bzw. Df{w} zu zeigen, beweisen wir :

2.9. Lemma. Sei K C Q kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren und (K;);en nach 2.1
gewdhlt, dann gilt:

(a) Es gibt eine beschrinkte Menge B C D,)(K) mit span B = D, (K).
(b) Ist C C D.(2) beschrinkt, dann gibt es einm € N mit C' C Dy, (Ky,) beschrinkt.
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(c) Ist C' C Dyy(Q2) beschrinkt, dann gibt es ein m € N mit C C Dy (k) be-
schrinkt.
(d) Es gibt eine beschrinkte Menge B C D,y (K), so dass fir jede Funktion ¢ €

o

Dy (K) eine Folge (1n)nen in span B existiert, welche in D,y (2) gegen 1 kon-
vergiert.

BEWEIS. zu (a): Nach [11] 3.6(2) ist D (K) ein nuklearer Fréchetraum und damit
nach [35] Corollar 29.9 isomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum eines seperablen
Fréchetraumes. Nach [35] 4.7(1) ist somit auch D, (k) separabel. Man wihle eine in
D, (k) dichte Folge (fi)ken, fixiere ein abzéhlbares Fundamentalsystem von Halbnormen
(pj)jen fiir Dy (K) und setze

B = (Mefr)ken mit A = (max{rgggcpn(fk), 1)t >o0.

Dann ist die lineare Hiille von B offenbar dicht in Dy, (K). B ist auch beschriankt, denn
firn e Nund k > n:

Pr(Aifr) = Meon(fi) < 1

zu (b): Nach [11] 5.6, 3.6(2) und [35] 28.8(2) ist D(,(12) reflexiv und nuklear. Also liegt
nach [35] 28.5 und 24.19 die beschrinkte Menge C' in einer absolutkonvexen, kompakten
Menge M C Dy,)(£2). Nach 23.14 ist span M versehen mit dem Minkowski-Funktional ||.|[5s
(siche [35] 6.7) ein Banachraum. Wegen der Beschrinktheit von M, sowie [35] 24.10(3)
und 24.13 ist die Inklusion span M — D, (Q2) = ind,—, D, (K,) stetig. Aus dem Grothen-
dieckschen Faktorisierungssatz [35] 24.33 mit F' := (span M, ||.|[x), Fr := Dy (k) und
den Einbettungen in F := D(,(€2) als Abbildungen folgt, dass es ein m € N gibt, so dass
die Inklusion (span M, ||.|[s) — D) (K) stetig ist. Hieraus folgt, dass C' C D (Ky,)
beschrénkt ist.

zu (c): Dies folgt, da nach [11] 5.6 Dy, (€2) (DFN)-Raum ist, aus [35] 25.20 und 25.19(2).
zu (d): Mit den Bezeichnungen aus 1.4 ist die Menge

B := {f € Dy (K) ‘ I fll1w = /Rn | fle“d\™ < 1}

beschrénkt in Dy, (K). Sei 7 > w nicht quasianalytische Gewichtsfunktion mit w = o(7)
(existiert nach 4.22). Sei ¢ € D{w}(f() und K; := Suppe C K, dann gilt ¢ € Dy (Ky).
Nach [11] 3.8 existiert eine Folge (¢ )nen in Dy (K) mit lim, oo ¥y, = 9 in Dy (K),
also auch in Dy, (). Fiir festes n € N ist ¥, € Dy,y(K), weshalb nach [11] 3.4(1)(c) und
w = o(1) Konstanten C, D, ¢ > 0 existieren, so dass fiir alle z € C"

]@(zﬂ < Cexplhg(Imz) —er(2)) < Dexp(hg(Imz) — (n + 2)w(2)).
Deshalb ist ||¢y,||1.» < 0o nach 1.2 (). Damit gilt ¢,, € span B, was zu zeigen blieb. O
2.10. Satz. FEs gilt mit den Bezeichungen aus Hauptsatz 1.12 und Definition 2.2:

<I)D2w) = (IV)DEw) .
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BEWEIS. Sei i € N gegeben. Die nach Lemma 2.9 (a) zu K; gewéhlte Menge B ist
natiirlich auch beschrénkt in D(,)(£2), weshalb folgende Halbnorm auf Dj, (2)* stetig ist:

l9lls == max sup |g,(o)].
r=1,..., S peB

Die Stetigkeit der nach (I)DE , existierenden stetigen, linearen Rechtsinversen R zu p(D)

impliziert, dass es ¢ > 0 und fiir m = 1,..., sy beschréinkte Mengen C,,, C D(,,)(2) gibt, so
dass fiir alle h € p(D)D{,(2)*:

IR(R)|[5 < e max sup [y (1)) (11)
""" 51 peCm

Nach Lemma 2.9 (b) gibt es j > i, sodass

C:= U Cp C Dy (Kj-1) beschrénkt ist. (12)
m=1

o

Sei x € D)(K;), 0 < x <1 mit x =1 auf K;_4. Die Abbildung

Q : DEW)(KJ)S — DE (Q)S, T — (XTT)TZI ..... s

w)

ist linear und stetig, denn D\ (K;) — D, (€2), S+ xS, ist die Transponierte des stetigen
Operators D,y (2) — Dy(K;), ¢ — xp. Fiir festes k > j ist die Einschréankung |, :
D))" = D, (Kk)*, T = (T;|p, (k) Jr=1,....s linear und stetig und somit ist auch folgende
lineare Abbildung stetig:

E Dy (K;)* — Dy (Ky)',  E(T) :=[Q(T) — R(p(D)Q(T))]|x,

mit p(D)o E = 0.Wir setzen e := E|Kemj(pzw)) : Kern;(Dy,)) — Kerny (D), dann gilt nach
der Wahl von x fiir T" € Kern;(D{,,):

p(D)Q(T)|KJ_1 = p(D)T|Kj_1 - 07
was mit (11), (12) und der Wahl von B nun R(p(D)Q(T))|k, = 0 impliziert. Also gilt

K; — Q(T)|Kz =T

2.11. Satz. FEs gilt mit den Bezeichungen aus Hauptsatz 1.13 und Definition 2.2:

(I)DI{W} = (IV)'DZ{W}.

BEWEIS. Der Beweis verlauft analog zu dem von 2.10, wobei man hier B aus 2.9 (d) fiir
K = K, wahlt und 2.9(c) statt (b) benutzt. Man erhélt auch R(p(D)Q(f))|s = 0, woraus

mit 2.9(d), folgt, dass schon R(p(D)Q([))lk;,, = 0 ist. Wegen K; C K41, folgt dann wie
in 2.10 die Behauptung. U
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Hinlénglichkeit der ,,Fortsetzbarkeits“-Bedingung (/V)g

Um die Riickrichtungen der Satze 2.7, 2.8, 2.10 und 2.11 zeigen zu koénnen, brauchen wir
noch einige Vorbereitungen.

2.12. Definition. Ein projektives Spektrum von Vektorrdumen ist definiert als eine Folge
X = (Xi, ¢, )ien von Vektorrdumen und linearen Abbildungen ¢/, : X;11 — X;.
Es wird ! := Idy, und fiir m > i : i/, = [[75' ] 41 gesetzt. Ferner definiert man die

m 7 7
Abbildung
o HX - HX27 xz ieN — ( 7Zi_y_lxi—i—l - xi)i€N~
1€N €N
proj und proj' von Spektren von Vektorriumen sind dann so definiert:

proj(X) :=Kerno und proj'(X) := ([,cy X:)/Bildo.

Sind zusitzlich Teilrdume U; C X; mit o}, (Uiy1) C U; gegeben, so ist (Us, ¢! v, )ien
ebenfalls ein projektives (Teil-) Spektrum.

2.13. Definition. Ein projektives Spektrum X = (X, il )ien von lokalkonvexen Vek-
torrdumen heifit reduziert, falls die kanonischen Projektionen 7y, : proj(X;)ien — Xy, k € N
dichtes Bild haben.

2.14. Definition. Seien X := (X;, !, )ieny und Y := (Y}, jL, ; )ien projektive Spektren, dann
heiflt eine Folge @ := (go};(l) : Xis) — Yi)ien von linearen Abbildungen ein Morphismus zwi-
schen den projektiven Spektren X und ) genau dann, wenn eine Folge (k(i));en natiirlicher
Zahlen existiert, die monoton wachsend und unbeschrankt ist, so dass fiir alle © € N gilt:

Pr() © Lk;gilﬂ) = Jit+1 © SOkJ(r,-IH)- (13)

Fiir einen weiteren Morphismus zwischen projektiven Spektren \If Y — Zmit ¥ =
(¥ (iy)ien wird die Verkniipfung mit ® definiert als W o @ := (wl gpk )))ZGN Eine Sequenz
von projektiven Spektren

x2ytz
heifit exakt in Y genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Vi € N,3m > 1(i) : ¢ 0 ) © @ty = 0.
(2) Ym € N,3i € N mit m < [(z) : jl(Z)Kern w;@ C Bild Plem)-

Eine allgemeine Sequenz von projektiven Spektren heifit exakt, wenn sie an jeder Stelle
exakt ist.

2.15. Bemerkung. Der Satz von Palamodov besagt, dass zu jeder exakten Sequenz von
projektiven Spektren

0—-x2y%Lz o
eine exakte Sequenz

0 — proj(X) p%) proj()) p%) proj(Z) 5 projl(X) — projl(y) — projl(Z) —0

existiert, wobei fiir f € proj(&): proj(®)(f) := (¢}(,n) (fe(m)))men. Fiir eine Definition von
0* und der weiteren Abbildungen sei auf [44] Corollary 3.1.5. verwiesen.
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2.16. Definition. Fiir den Rest des Kapitels sei p; aus Bezeichnung 1.14 gemeint und fiir
F= g(w), 'DEw), g{w} bzw. Df{w}:
Xr :=Kern(p1(D) : F(Q)** — F(Q)*).

Mit den Bezeichnungen aus 2.1 definieren wir

F(r) = (L(Xp, F(K:)"), vig)ien mit vi(9) =t 00
ein projektives Spektrum und wir setzen F := F(1). Wegen Kern,(F) C F(K;)® kann man
die Raume L(Xp, Kern;(F)) als Teilrdume von L(Xp, F(K;)®) auffassen. Diese bilden ein
projektives Teilspektrum

K = (L(XF, Kern;(F)), Vf+1\L(XF,Kernm(F)))ieN

von F(s). Genauso ist

Q := (Kern[py (D) : L(Xp, F(K;)*') — L(Xp, F(K;)*)])ien
ein projektives Teilspektrum von F(s;).

2.17. Bemerkung. Es gilt fiir € N und F = &), Dzw), Erwy bzw. D’{w}:
proj(F(r)) = L(XF, F(Q)").

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass
F(Q) = proj(F(K;))ien  als lokalkonvexe Rdume.
Im Fall F' = &, bzw. &,y folgt dies direkt aus den Definitionen in 1.3.

Im Fall F' = D, ist die Transponierte D, (2) — D, (K;) der Inklusion D(,)(K;) —
D) (£2) linear und stetig. Die zugehérige Abbildung ¢ : D{(€2) — projiey Dy, (K;) ist li-
near und stetig. Um zu zeigen, dass auch ¢! stetig ist, beachte zunichst, dass die Mengen
Up == {T € D, () | sup,ep [T(p)] < 1} mit B C Dy,)(€2) beschrénkt eine Nullumge-
bungsbasis von D, (€2) bilden. Nach Lemma 2.9 (b) gibt es zu B C D,)(£2) beschrénkt
ein m € N, so dass B C Dy,)(K,,) beschrénkt ist. Daher ist Vg := {T' € D{,,(Kn) |
supgep [T(¢)| < 1} Nullumgebung und wegen der Stetigkeit von 7, : projey Dy, (Ki) —
Dy, () ist auch 7, 1(Vp) = ¢¥(Up) Nullumgebung in proj;cy D, (k). Demnach ist auch
! stetig, was zu zeigen blieb.

Im Fall F' = D}, folgt dies so wie fiir F' = D/, nur dass man in Lemma 2.9 (c) statt (b)
benutzt. Also ist die Zwischenbehauptung gezeigt. Hiermit folgt, dass

®:proj F — L(Xp, F'(2), @((fi)ien) =2 — (fi())ien

ein Vektorraumisomorphismus von proj F und L(Xp, F(2)) ist. Weil L(Xp, F(Q)") =
L(Xp, F(S2))" ist, bleibt zu zeigen, dass

proj(F(r)) = (proj F'. (14
Ist fi € L(Xp, F(K;)") und f; ;(z) fiir € X die j-te Komponente von f;(z) € F(K;)", so

1st

1€N €N



HINLANGLICHKEIT DER ,FORTSETZBARKEITS“-BEDINGUNG (IV)p 17

ein Vektorraumisomorphismus. Der nach Definition 2.12 zugehoérige Endomorphismus von

[Liew L(Xp, F(K;)") ist
or((fi)ien) = (L§+1 o fix1 — fi)ien = ((L§+1 o fiy1j — fig)j=1,..r)ien
und entspricht via obigem Isomorphismus der Abbildung
(o) [((fig)ien)j=t,] = (41 © fivry = fijlien)j=1,.r
Dies zeigt nach Definition 2.12: proj(F(r)) = (proj F)". O

Das folgende Lemma besagt grob, dass man fiir F' = £, Déw)’ Eqwy bzw. Df{w} eine stetige,
lineare Abbildung zwischen den Sequenzen

(D)

0 — Kern,(F) — F(K;)* ™= F(K;)* — 0

findet, welche bis auf den Verlust einer Stufe eine Rechtsinverse fiir p(D) ist.

2.18. Lemma. Zu F' = &, D w), Ery bzw. D{ y und jedem i € N gibl es eine stetige,

lineare Abbildung q; : F (K1) — F(K;)*, so dass mit den Bezeichnungen von Definition
2.1 und Bezeichung 1.14:

p(D)oq(f) = L§+1<f) fiir alle f € Kern(py (D) @ F(Kiy1)™ — F(Ki1)™).

Der Beweis dieses Lemmas erfolgt erst in 5.20, da die dazu notwendigen Begriffe erst in den
kommenden Kapiteln eingefiihrt werden.

2.19. Lemma. Scien F' = &), DE@) Ery bzw. Df{w}, sowie p; und p wie in Bezeichung
1.14. Mit den Bezeichnungen aus 2.16 gilt

proj @ = Kern(pi (D) : L(Xp, F(Q)*) — L(Xr, F(Q)™)); (15)
wobei fir ¢ € L(Xp, F()*) : p1(D)y := p1(D) o ¢. Ferner ist die folgende Sequenz von
Spektren exakt im Sinne von Definition 2.14:

0— K — F(s)" oo,
wobei fir f = (fi)ien € F(s): p(D)((fi)ien) := (p(D)[i)ien-
BEWEIS. Man macht sich
proj @ = Kern(p: (D) : proj(F(s1)) — proj(F(sz)))
klar, indem man fiir (f;);en € proj(F(s1)) beachtet:
Vie N: f; € Kern(p1(D) : L(Xp, F(K;)*) — L(XF, F(K;)*))

< pi(D)((fi)ien) = (p1(D) fi)ien = 0.

Dann folgt (15) mittels Bemerkung 2.17. Fiir jedes ¢ € N ist die Sequenz

0 — L(Xp, Kerny(F)) — L(Xp, F(K;)*) "5

"B Kern(p (D) : L(Xp, F(K;)™) — L(Xp, F(K;)®))
an den ersten zwei Stellen exakt, da fiir p € L(Xp, F(K;)*®):
p(D)op=0 <& ¢e L(Xp Kern(F)).
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Nach Definition 2.14 ist also
0—K— F(s ) Q — 0

an den ersten zwei Stellen exakt. Um die Exaktheit dieser Sequenz an der dritten Stelle
nachzuweisen, reicht es nach Definition 2.14 zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € N:

Vi (Kern(py (D) « L(Xp, F(Ki1)™) — L(Xp, F(Ki11)™)]) € p(D)L(Xp, F(K;)*). (16)
Sei also ¢ € L(Xp, F(K;+1)®) mit p1(D) o ¢ = 0, dann wihle gemé Lemma 2.18 ¢; €

L(F(K;+1)™, F(K;)?) und setze ¢ := ¢; 0 p € L(Xp, F(K;)*). Wegen ¢(x) € Kern(p;(D) :
F(K;1) — F(K;41)%) fir alle 2 € Xp, gilt dann:

2.18 i
(P(D)Y)(x) = p(D)(a:(e(x))) = tip0(x) = (V9) ().
Damit folgt (16). O
2.20. Satz. Es gilt mit den Bezeichungen aus Hauptsatz 1.12, 1.13 und Definition 2.2 fiir

F= S(W), 5{w} bzw. D{ }

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, dass fiir ' = &, D w), Erwy bzw. D{ )

IV)g = proj'K=0. (17)

Wir wahlen jy := 1 und fiir £ € N induktiv jp > jr_1 zu i := jr_; gemaB (IV)p. Aus [44]
Definition 3.1.6 und Proposition 3.1.7. folgt proj' K 2 proj*(L(Xr, Kern;, (F)))xen, wobei
Vp P L]k , © p die verbindenden Abbildungen des Spektrums auf der rechten Seite

sind. Nach Definition 2.12 folgt also (17), wenn wir zeigen:
Vfe H L(Xp,Kern;, (F)),3g € H L(Xp,Kern;, (F)),Ym € N: vy Gmi1 — Gm = fm-

keN keN
Nach Wahl von (ji)ren gilt:

Vk € N,Je; ! € L(Kern;, (F), Kern;, ,, (F)) mit L]k Poeptt = J’“ + " |Kern;, (7))

was fiir m > 2 und ¢ € L(Xp, Kern; , (F')) impliziert, dass

Umpi(en o) = v (). (18)
Wir setzen ef = Id, ef" := [[/Z Jem ;H fir m > k und definieren fir m € N und
f € Hien L(Xp, Kern;, (F)):
m—1
B := Z ep' o fr € L(Xp,Kern,, (F))
k=1

9m = UZ—i-l(herl) - fm € L(XF’ Kernjm (F)>

Dann ist fir m > 2:

m m—1
_ _ (18) _
U W gy = B) = > vpiemter fe = > on el o = v ()
k=1 k=1

Da v~ ! linear ist, folgt, dass v !(g,,) = v (h,,). Damit gilt fiir alle m € N:

vm+1(gm+1) —9m = v?n’b-;-l(hm—l—l) —Jm = fma
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was zum Beweis von (17) zu zeigen war. Wendet man nun auf die exakte Sequenz von Lemma
2.19 den Satz von Palamodov (siche Bemerkung 2.15) an, erhélt man unter Beachtung von
(17) eine exakte Sequenz

0 — proj K — proj F(s) PB) proj @ — 0.
Dies impliziert fiir ' = &,y bzw. Dzw)

proj @ = p(D) proj F(s) = p(D)L(Xr, F(2)°). (19
Betrachte die Inklusion j € L(Xpg, F/(2)°'), also j(z) := x fir v € Xp. Wegen p1(D)j =
p1(D)oj = 0ist nach (15) j € proj Q. Es gibt nach (19) eine Abbildung R € L(Xp, F(Q)*
mit

~—

j=pD)R=p(D)o R. (20)
Hieraus folgt Xp C p(D)F(Q)*. Aus (5) folgt p(D)F(Q)* C Xp, also ist Xp = p(D)F(2)*.
Somit ist R nach (20) eine stetige, lineare Rechtsinverse zu p(D). Also ist (I)g erfiillt. O

2.21. Bemerkung. Zusammen mit 2.7, 2.8, 2.10 und 2.11 folgt aus 2.20 die Aquivalenz von
(g und (IV)g fiir F' = 5(w),5{w},DE ) und Df{w}. Aus dem Beweis von 2.20 folgt ferner,
dass im Fall der Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinversen fiir p(D) gilt

p(D)F(Q)° = Kern(p; (D) : F(Q)™ — F(02)%).

w






KAPITEL 3

Aquivalenz zu (VI)p mittels Fourier-Laplace-Transformation

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass Kern;(F)" (fiir F' = &), D, Eqwy bzw. DY) — die
Dualrdume der Kerne von p(D) — mittels Fourier-Laplace-Transformation isomorph sind zu
Quotienten von Réumen von holomorphen Funktionen mit besonderen Wachstumseigen-
schaften. Aus Hormanders Buch [23] 1.7 iibernehmen wir die folgenden Definitionen:

3.1. Definition. Die Fouriertransformierte einer Funktion f € L;(R™) ist definiert als

fl@):= [ fly)e 0 ar(y).
R"L
Die schnell fallenden Funktionen auf R™ sind definiert als
SR™") ={h e C°[R") | Vk € Ny : gx(h) < o0},

wobei gx(h) = SUp|4 <k, pern |h(@)(2)|(1 + |z|?)*/? als Halbnormensystem die Topologie in-
duzieren. Die duale Abbildung von

S(R") — S(R™), hw—h
ist die Fouriertransformation auf den temperierten Distributionen”: §'(R") — S'(R"). Sie
stimmt auf L, (R™) C S’(R™) mit der obigen Definition der Fouriertransformation iiberein.

3.2. Definition und Bemerkung. Die Fourier-Laplace- Transformierte einer Distribution
T in &)(R™)" ist (siehe [11] 7.1) definiert durch:

F(T)(z) :=T(x — e ") fiir » € C".

Fir j € {1,...,n} priift man leicht nach, dass mit D := i(a%l, ce %)
0
F(5-T) =imF(T) = VgeP:Flg(=D)T) = F(T), (21)
J

3.3. Definition und Bemerkung. Seien w eine Gewichtsfunktion (sieche 1.2) und K C R"
kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren. Fiir f € H(C")", r € N und ¢ € R definiert man
(siehe 1.7)

1Fll kg = sup |f(z)] e~ huelmaraet), (22)

zeCnr
Dann sind die Raume

Aw) (K, q) = {f € H(C") [ | [l x40 < 00}

Banachraume (beachte: Eine Cauchy-Folge in A (K, ¢) konvergiert in H(C"); leicht folgt
dann die Konvergenz in A(,)(K,¢)). Mit den Inklusionen als verbindenden Abbildungen
setzen wir

A({]w}(K) 1= Projyen Aw) (K, —1).

q

21
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Nach [39] 2.19 ist F o )y — wobei tx : Ey(R™) — Ey(K), f+— f|lk — ein linearer topo-
logischer Isomorphismus von &,y (K)" nach A?w}(K ), welches nach [39] 1.16 ein Fréchet-
Schwartz-Raum ist. Ist w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion so definieren wir

Ay (K) := indgen Aw) (K, —q),
A(()w)(K) i= Projyen Aw) (K, q)
Aty (K) = indgen A (K, 2).
Ist o : E(R™) — Eu)(K), f — flk , so ist nach [27] 3.6 Proposition die Abbildung

F o 0k ein linearer topologischer Isomorphismus von &, (/)" (mit der starken Topologie)
und A, (K). A(()w)(K ) ist Fréchetraum unter dem Halbnormensystem (|| f|| & q.w)qen,- Nach
[11] 3.5(1) ist D (K) mittels Fourier-Laplace-Transformation F isomorph zu .A?w)(K )
als lokalkonvexer Raum. Dy, (K) ist nach [11] 3.5(1) und 3.6(1) mittels Fourier-Laplace-
Transformation F isomorph zu Ay (K) und ein (DFN)-Raum.

Wir halten also fest:

F 0 0x(Ew)(K)) = Aw) (K),

F(Duy(K)) = A, (K),

F (D (K)) = Ay (K), (23)
F ol (Ery(K)) = A{w}(K)'

Dabei haben wir die ersten drei Identitdten nur fiir nicht quasianalytische Gewichtsfunk-
tionen (siehe 1.2) gezeigt.

3.4. Lemma. Sei p die s X sy-Matrixz in P aus dem Hauptsatz 1.12 und ¢ € N. Mit den
Bezeichnungen aus 2.1 gilt:

Kern; (€)' = A (KG)"/pt A (K;)*
Kernz( )' > A[() (K;)* /PtAO (K;)*
Kern;(Dl,y)" = Agy (Ki)*/pt Ay (K;)*

Kernz(g{w})' = A{w}( 7,) /ptA{w}( z) !

Dabei zeigen wir die ersten drev Identitdten nur fir nicht quasinanalytische Gewichtsfunk-
tionen (siche 1.2).

BEWEIS. Sei F' = &), D, (wy bzw. D},,. Die zur Inklusion j : Kern;(F') — F(K;)°
transponierte Abbildung j' : F(K;)”® — Kern;(F')’ ist nach dem Satz von Hahn-Banach
[35] 22.12 a) surjektiv. Man rechnet leicht nach, dass p'(—D) : F(K;)*' — F(K;)”* die
Transponierte von p(D) : F(K;)®* — F(K;)*" ist. Nun gilt wegen [35] 23.31, der Reflexivitét
von F(K;) (siehe Beweis von 2.6) und dem Bipolarensatz [35] 22.13:

Kemn j' = (Bild j)° = Kern,(F)° = ((5(—D)F(K\)*")')° = #F(—D)F(K)™.  (24)
Kern,(G) und G(K;)* sind fir G = &, bzw. D}, (FS)-Réume (siche Beweis von Satz

2.6) und damit sind Kern;(G)" und G(K ) (DFS) Raume also nach [35] 25.20 insbeson-
dere (LF)-Réaume. Nach dem Beweis von Satz 2.6 ist Dzw)(Ki)S (DFS)-Raum und mit 3.3

folgt, dass &1 (K;) (DFS)-Raum ist. Kern;(G) und G(K;)* sind mithin fir G = D,
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bzw. £,y (DFS)-Riume (siehe [35] §26 Ubungsaufg. (4)). Also sind Kern;(G)’ und G(K;)"
Fréchetraume. Daher folgt unter Verwendung des Satzes von der offenen Abbildung fiir
Fréchetriume bzw. (LF)-Raume (siehe [35] 8.5. bzw. [35] 24.30, 24.29, 24.28 und 24.8,
sowie 24.15 und 24.16):

Kern;(F) = F(K;)* /p'(— D) E(K,)". (25)

Die Fourier-Laplace-Transformation wandelt Differentiation in Multiplikation mit Mono-
men um, wie in (21) bemerkt. Daher gilt, wenn im folgenden F* die komponentenweise
Anwendung der Fourier-Laplace-Transformation sein soll, wegen (23)

(F 0 0 )* (0" (= D)€y (Ki)™) = p' Ay (K:)™
F* (0" (= D)D) (Ki)™) = p' Af, (K)™
F* (0 (= D) Dy (Ki)™) = p' Ay (K3)™
(F 0 k)" (P (= D)y (K)™) = p' ALy ()™,

dabei gelten die ersten drei Identitdten nur fiir nicht quasianalytische Gewichtsfunktionen
(siche 1.2). Hieraus folgt mit (25) und (23) die Behauptung. O

3.5. Definition. Seien w eine Gewichtsfunktion und (K;);en aus 2.1. Wir setzen

A(w)(K) fiir F' = g(w)
(K) fir F =D/

AL V(K) = . @),
(@) {w}(K) fir F' = &y
Ay (K)  fir F =D},

und
QFi = A@)(Kz‘)s/ptAa)(Kz‘)sl~
Wir definieren fiir ¢ < j die kanonische Abbildung:
Qi — Qry, TS + pl AL (1)) o= f + pL AL ()
und die Bedingung
(VI)p VieN,3j >i,Vk > j,3B € L(Qrx, Qry) :
Bo Tf = Tij

3.6. Satz. Mit den Bezeichungen aus Definition 2.2 qilt fir jede nicht quasianalytische
Gewichtsfunktion w und F' = &, D S{W} bzw. D{ }

(V)F & (VDg

BEWEIS. Nach (25) ist
Vit Ewy(K;)" /Pt (= D)E oy (K;)"™ — Kern; (€)',

VZ(T +pt(_D)g(w)(K ),81) = T|Kerni(8<w))
ein Isomorphismus lokalkonvexer Réume. Die Fouriertransformation (F o g%, )° zwischen
Ew) (K3)® /Pt (= D) &y (1)t und A (K;)* /pt Ay (I;)* st ebenfalls Isomorphismus. ITm

S
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Fall I = &, reicht es somit zu zeigen, dass fiir jedes i € N das Diagramm (mit den
Bezeichnungen aus 2.2 und 2.1)

it

Kern; (€)' — Kern; 1(Ewy)’
I/Z‘T Vi+1T
o+
Ew)(K)" [P (=D)Ew) (Ki)*r —— Eu)(Ki1)"* /P (= D)Ew) (Kiv1)™!
(fo@;(gsl (fog;%)sl

ritl

A (Ki)* [pP Ay (K) —— Ay (Ki1)* [pP Ay (K1)

kommutiert, wobei ot (T +pt(— D) (K;)51) := Toily +p'(—D)Ew)(Kiv1)s'. Der obere
Teil des Diagramms kommutiert, denn fiir 7' € &, (K;)”* und f € Kern;;1 (&) ist:

(Wi (T + pH(=D)Ewy(Ki) ™)) (f) = Tlicemy(e o) (b1 (f))
= vip1(T o iy + P (=D)Ewy (Kir1)™)(f)
= vipa (o] (T + PH=D)Ew)(K:)""))(f)-

Der untere Teil kommutiert, denn fiir T € £ (£;)" ist:

(F 0 0, ) (07T + pH(=D)Ey (K)"*1))

= (Fody,, ) (T otiy + p(=D)Ewy(Kit1)™)
F(Tj 0 ti1 © 0ki41)) =1, + DA (Kig1)®
= (F(T} 0 0K.))j=1.....s + P'Ap) (Kis1)™
T (F 0 0, )*(T + p (= D)y (Ki)™)).

Alsoist (V)g, & (VI)g,, gezeigt. Man zeigt (Ve , & (VI)g,, genauso.
Im Fall F'=Dj,, ist nach Lemma 3.4

Vit Dy (Ki)*/p' (= D) Dy (Ki)™ — Kerny (D),

vi(f + p'(=D)Dw) (K3)*) := f‘Kerni(DEw))

ein Isomorphismus lokalkonvexer Raume. Mittels Fouriertransformation F* ist der lokal-
konvexe Raum Dy, (K;)*/p'(— D)D) (K;)*" isomorph zu AL (K;)*/p" A,y (K;)™ nach dem
Beweis von 3.4. Dann reichts es wie im anderen Fall zu zeigen, dass das folgende Diagramm
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kommutiert:
¢t
Kern; (D))’ e Kerny1(D{,))’
Vi T Vit1 T
i+1

o

@) (K:)* /P (= D)D) (K;)* —— Do) (Kis1)*/p'(—=D) Doy (Ki1)™

- ~|

i+

A?w)(Ki)s/ptA?w)(Ki)sl — A(()w( Ki1)® /pA ( K1),

wobei hier o™ (f + p'(—D)Dy(K;)*') := f + p'(—D)D(w)(Kis1)**. Der obere Teil des
Diagramms kommutiert, denn fiir f € D,)(K;)* und T' € Kern;1(D(,)) ist:

ti" (vi(f + ' (=D) Dy (Ki) " )NT) = flicem, (o, (ti11(T))
= Vip1(f + P/ (=D) D) (K1) )(T)
— via (o (f + P DD (K ™)),
Der untere Teil kommutiert, denn fiir f € Dy, (K;)*® ist:
F (o7 (f + ' (=D) Doy (Ki))) = F*(f + p'(= D)D) (Kis1)™)
= fs(f) + PLAG) (Ki)*

=7 HF(f + P (=D)Diy (Ki)™)).
Also ist (V)pr D, (VI) ., gezeigt. Man zeigt (V )

(VI)Dr , genauso. O






KAPITEL 4

Aquivalenz von (VI)g zu (VII)g

In diesem Kapitel mochten wir die Aussage (VI)g aus 3.5 von Quotienten von Réum-
en holomorpher Funktionen mit Hilfe von Isomorphie bzw. Aquivalenz von Spektren auf
Réume von holomorphen Funktionen auf Varietiten (siche 4.18) iibertragen. Ein wesentli-
ches Hilfsmittel hierfiir wird der Noetheroperator (XN, VV)S:1 zu p'P5! sein, ein besonderer
Differentialoperator mit Polynomkoeffizienten, fiir den folgende Sequenz exakt ist:
r
¢ t N, V,)T_
pr 2opa 2o S T (v

v=1
Im Fall der ultradifferenzierbaren Funktionen erhélt man hieraus mit Hilfe von [20] 3.11,
3.12 und 3.14 eine exakte Sequenz

Ay (K)* B Ay (K)* 5 Ay (K)* 2 Hiy (K) — 0

(bzw. A({)w}, H({)w} statt A, H(.)), die einem dann den gewiinschten Isomorphismus liefert.
Im Fall der Ultradistributionen ist dies, wenn w keine starke Gewichtsfunktionen (siehe 1.2)
ist, nicht so einfach moglich. Da die Gewichtsfunktionen, mit denen A?w) und Ay, definiert
werden, nicht plurisubharmonisch sind, miissen wir bei den Abschétzungen von K zu K+ B
{ibergehen, wobei B eine Nullumgebung ist. So werden wir eine Aquivalenz der in 3.5 und
4.20 beschriebenen Spektren erreichen.

Im folgenden sei w immer eine Gewichtsfunktion (siehe 1.2).

Differentialoperatoren mit Polynomkoeffizienten
4.1. Definition. Fiir einen Differentialoperator T" = 37, pa0* € P[%,...,%] sei
gradT" der Grad von 7" als Polynom iiber P, also gleich m, falls p, # 0 fiir ein o € Njj mit
la| =m. Ist i = 1,...,n, so wird fiir die linearen Monome z; € P der Kommutator mit T’
definiert durch
ad(zz)T = TZZ' — Z,L'T.

Er ist P-linear in 7" und fiir 4,5 = 1,...,n, ist ad(z;) ad(z;)T = ad(z;) ad(z;)T. Daher ist
fir o € Njj folgende Definition sinnvoll:

ad(2)°T = (ﬁad(zi)ai>T.

» mit Bintrigen in P[zZ, ..., 52| den

.....

..... s

=
Il
—

Grad mittels

.....
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und den Kommutator durch

ad(z;)C = Cz — z,C = (ad(2)¢jk)j=1,...r- (26)
k=1,...;s
4.2. Bemerkung. Fiir jeden Differentialoperator 7' € 77[8%1, ce %] und o € Njj mit

laf == >0, o > gradT gilt:
ad(z)*T = 0.

BeEWwEIs. Es reicht die Aussage fiir |o| = grad T + 1 zu zeigen. Wir wenden eine Ord-
nungsinduktion nach grad T" an. Fiir grad T" = 0 ist die Aussage trivial. Fiir den Induktions-
schritt sei nun T € 73[8%1, ce %] gegeben und |a| = grad T'+ 1. Da ad(z;) P-linear ist, ist
ad(z)®* auch P-linear; ferner verschwinden die Terme niedrigerer Ordnung bei Anwendung
von ad(z)® nach Induktionsvoraussetzung. Ohne Einschriankung sei also

n aﬂi
T=0:= H @2 wobei # € Nj mit |5 = grad 7.

=1

Seit=1,...,n mit o; # 0 fixiert. Nach der Leibniz-Formel ist

ad(z)T(.) =T(z-.) —zT(.) = Z <ﬂ> O (2)0° 7 () +0°(2:)0°(.) — %T(.),
TeNG T
0<r<3
wobei ,, . “ fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion stehe. Die Ordnung von ad(z;)T

ist hochstens |3| —1 = grad T'— 1, weil sich die letzten beiden Summanden zu Null addieren.
Nach Induktionsvoraussetzung verschwindet also ad(z;)7" bei Anwendung von ad(z)*
wegen |a — e;| = grad T. Damit ist die Bemerkung gezeigt. O

4.3. Lemma (Spezielle Produktregel). Sei U C C" offen. Fir h € H(C™) gilt die Formel:
h(@) N
T(hg) = ?(ad(z) T)g
aeNg

fir alle T € P|
U bezeichnet.

8%1, c %] und g € H(U), wobei H(U) die holomorphen Funktionen auf

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass die Summe auf der rechten Seite nach der Be-
merkung 4.2 immer endlich ist. Die obenstehende Formel 148t sich fiir h =1und h = z; € P
leicht verifizieren:

T(zi9) = zTg+Tzg—2Tg=zTg+ ad(z)Tg.

Gilt die obige Formel fiir hy, hy € H(C™) und alle T' € 77[8%1, ce %] und g € H(U), dann
gilt sie auch fiir hy + hy. Wegen ad(2)°T € P[a%l, ce %] und der Leibniz-Regel gilt die
Formel dann auch fiir A := hihy, denn

T(hg) = T(hi(hag))

h(ﬁ) h(ﬁ) h(T)
- ¥ ﬁ(ad(z)ﬁT)(hgg) - ﬁ > - ad(2) (ad(2) T)g

BENG BeNg 77 reNg
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al KPR h@)

= 2 G (AETTg = 3 o (ad() T
a,B,TeNT o ) a€eNg '

B+T=a

Demnach gilt die Formel fiir alle h € P. Da P in H(C") dicht ist und die rechte Summe
endlich, ist die Formel nun richtig fiir alle h € H(C"), wenn man die Stetigkeit von 7" auf

H(C™) beachtet. O
4.4. Korollar (Produktregel). Die Produktregel in Lemma 4.3 gilt nach (26) auch dann,
wenn T eine | X k-Matriz (k,l € N) in P[%,...,%] und g € H(U)® ist, wobei dann

hg = (hgj)jzl ..... k fUT' h € H(Cn)

Noetheroperatoren

4.5. Definition. Seien [,k € N, C eine [ x k-Matrix mit Eintrdgen in 77[8%1, e %] und
W C C" eine irreduzible Varietét (siehe 1.7). Wir definieren

IW):={geP|YweW:gw)=0}
(C,W) :P* — (P/I(W)), q~ Cq+I(W),

Offenbar ist
Kern(C,W) = {f e P* | Cf e I(W)'}
und ein C-Modul, im allgemeinen jedoch kein P-Modul.

4.6. Definition (Primére Noetheroperatoren). Fiir I,k € N sei C eine | x k-Matrix mit
Eintréagen in 73[8%1, e %] und W C C" eine irreduzible Varietét (siehe 1.7). Gibt es fiir
jedes r = 1,...,n eine [ x [-Matrix @, in {0, 1} mit hochstens einer 1 in jeder Zeile, so dass

mit der Bezeichnung aus Definition 4.5
(ad(z,)C, W) = (Q.C, W), (27)

dann nennen wir (C, W) einen primdren Noetheroperator auf P* mit zugehérigem Modul
Kern(C, W). Kern(C, W) ist ein P-Modul, da (27) impliziert, dass Kern(C, W) abgeschlos-
sen ist unter Multiplikation mit Monomen. Dabei ist zu beachten, dass

Vg € Kern(C, W) : (C,W)zq = (ad(2,)C, W)g + (2C, W)g = (Q,.C,W)g +0 = 0.

4.7. Bemerkung. Diese Definition von priméren Noetheroperatoren ist aus Hansen [20]
1.2 und 1.22, iibernommen mit dem Unterschied, dass die dort definierte Menge von Zeilen-
operatoren hier zu Matrizen zusammengefafit werden. Hansen fordert, dass zu jeder Zeile
¢; (i=1,...,1) von C eine weitere Zeile ¢;;,y (j(2,7) € {1,...,1}) in C existiert, so dass

(ad(zr)ci, W) = (¢, W). (28)
Ist Qr := (Okjir))ik=1,...n> 50 it ¢(;r) = (@QrC);. Daher entspricht Hansens Bedingung (28)

der obigen Bedingung (27), wenn man fordert, dass @, genau eine 1 in jeder Zeile hat.
Betrachten wir den Fall einer Zeile ¢; mit (ad(z,)c;, W) = 0. Nach (28) miisste es dann
weitere Zeile in C' geben mit (¢, W) = 0. Da es unnoétig ist, eine Zeile in C' zu fordern
die faktisch =0 ist, erlauben wir, dass @), Nullzeilen (hier in der i-ten Zeile) haben darf.

Daher die Forderung in 4.6, dass @), hoechstens eine 1 in jeder Zeile hat.
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4.8. Bemerkung. (a) Fiir einen Differentialoperator T € P[-Z- B ...,%] und eine Va-
rietdt W C C" gilt (T, W) = 0 (siehe 4.5) genau dann, wenn 7' € I(W)[az R 2] Die

Hinlénglichkeit von (7, W) =0 81eht man ein, indem man sich klar macht, dass der Wert des

Koeffizienten von 9% := aaaal 8 <+ des Operators T" an der Stelle w € W dem Ausdruck
21

;' T(ﬁ( - w”)ai>

1=

Z=w

entspricht.

b) Ist B eine Matrix in P[-Z, ..., 2], so folgt aus (B, W) = 0 nach dem Gezeigten, dass
Bz Ozn

B eine Matrix mit Eintrégen in (W)[ BoTr e 821] ist. Daher kann man statt (27) auch
fordern:

ad(z,)C — @,C hat nur Eintréige in I(W)[:2, ..., 52]. (29)

Z1 ? Ozp,

4.9. Bemerkung. Aus (29) folgt induktiv, dass fiir einen priméren Noetheroperator (C, W)
wie in Definition 4.6 und jedes o € Ny eine konstante [ x [-Matrix (), in C existiert, so dass
ad(2)*C' — Q.C

0 o) ]

eine Matrix mit Eintragen in I(W)[-=

5o 3o 1St Fiir den Induktionsschlufl beachte man,
dass

ad(z;) ad(2)°C — Qu@,C = ad(2))(ad(2)*C — QuC) + ad(2)QuC — Qu@;C
= ad(z)(ad(2)"C — QuC) + Qulad(z)C — Q,C)

wieder eine Matrix in ](W)[a%l, ce %] ist.

4.10. Definition. Ein endliches Tupel C := (C;, W;);=1
auf P* heifit Noetheroperator auf P*. C ordnet man

= von primédren Noetheroperatoren

.....

Mc = ﬂ Kern(C’i, Wz)

i=1
als zugehdorigen P-Modul zu. Ferner sei mit der Bezeichnung in (26)

gradC := max grad C;.

77777

4.11. Beispiel. Sei p € P\ C quadratfrei, also p = Hvzl r @y mat irreduziblen, paarweise

-----

teilerfremden Elementen q,. Dann gilt fir (1,V(qy)) : P — P/¢,P, g +— g+ q,P:

r r
pP = ()P =[] Kern(1,V(q,)).
=1

=1

Es folgt, dass (1,V(gy))y=1,..r ein Noetheroperator fiir pP ist.

.....

Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels auf ein beliebiges Polynome in p € P\ C mit
Primfaktorzerlegung p = [[._; ¢y steht in [20] 1.5 (i). Wenn n € C" ein Vektor ist, auf

.....



NOETHEROPERATOREN 31

dem der Hauptteil von p nicht verschwindet, erhélt als Noetheroperator fiir pP

1

n, grad
e v

(n,grad)™ "

4.12. Beispiel. Die Matriz p* aus Hauptsatz 1.12 mit Eintrdigen in P ist primdrer Noethe-
roperator mit irreduzibler Varietit W := C" zu Kernp' = p!P%2 (siehe 1.14), denn (27)
ist erfiillt, da jeder Eintrag von pt als Differentialoperator den Grad 0 hat und daher nach
Bemerkung 4.2 die Kommutatoren verschwinden.

Im folgenden wird die schwierigere Aufgabe in Angriff genommen, einen Noetheroperator
mit zugehorigem Modul p!P*t zu finden. Es gibt Beispiele, die zeigen, dass fiir diese Aufga-
be wirklich Differentialoperatoren mit Polynomkoeffizienten gebraucht werden (siehe [20]
1.5(iii)).

4.13. Definition. Sei W ein endlich erzeugter Modul iiber einem noetherschen Ring B.
Eine reduzierte Lasker-Noether-Zerleqgung eines Untermoduls M in W sind Untermoduln

(Wy)r=1,...r von W und Primideale (@;),—1.. g in B, welche folgende Bedingungen erfiillen:
R
(1) (W, =M,
7’;1
2 (\W:#M, Vj=1,.. R,
=

(3) Assp(W/W,) ={Q,}, Vr=1,...,R. (Assp definiert in 1.5)
Diese Zerlegung existiert nach [7] chap. IV, §2, no.3, Théoreme 1 und prop. 4, und es gilt
Assg(W/M) ={Q, | r=1,...,R}.

Aus [20] zweiter Beweis von 1.10 iibernehmen wir die folgende Definition:

4.14. Definition. Ein Untermodul L von P* heifit primdr, wenn fiir alle f € P* g € P mit
gf € L folgt: f € L oder es gibt ein m € N mit ¢™P* C L.

4.15. Definition und Bemerkung. Nach Definition 4.13 gibt es zu B = P, W = P?,

-----

BEWEIS. Sei f € P*\M, und g € P mit gf € M,. Es gilt also f + M, # 0 und
gf + M, = 0; das bedeutet, dass der Endomorphismus v — gv auf P*/M., nicht injektiv ist.
Nach Wahl von M., gilt Assp(P?®/M.,) = P,. Daher ist wegen [7] chap.IV, §2, no.1, Prop. 1,
die Abbildung v — gv fast nilpotent, was nilpotent impliziert, weil P*/M., endlich erzeugt
ist. Also gibt es ein m € N mit

g"(P’/M,) =0 <& ¢"P°C M,.
Daher ist M., primér. (l
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4.16. Definition. Sei Assp(P*/p"P*) = (P,),=1...r wie im Haupsatz 1.12. Im Fall p'P*1 £
P ist Assp(P*/p'P*) # () nach 1.5, dann setze V., := V(P,) fiir v =1,...,T. Ist hingegen
p'Pst = P dann ist Assp(P*5/p'P5) = 0; in diesem Fall definiere V; := {0} und I" := 1.
4.17. Lemma. Seien (V,) =1, r die Varietiten aus Definition 4.16.

Im Fall p'P5t = P* ist N := (N1, V1) := (0,{0}) ein Noetheroperator auf P* mit zugehdiri-
gem Modul P* = p'Pst,

Im Fall p'P%* # P* kann man einen Noetheroperator N := (N,,V,)y=1_.r auf P* finden
mat

r
(1) p'Pr = ﬂ Kern(N,, V),

v=1
(2) Vy=1,...,T:p'P* C m Kern(N,,V,),
p=1,..I
HEY
(3) Vy=1,....,T: p'P" CKern(N,,V;) N (] Kern(N,,V,),
pn=1,...,I"
HFEY
wobei Ny definiert ist durch
ad(Zl)]V7
N, = :
ad(z,) N,

Ferner definiere |, als die Anzahl der Zeilen der Matriz N. (N, ist also |, x s-Matriz.)

BEWEIS. Man priift leicht die Aussage fiir den Fall p'P** = P*. Im anderen Fall be-
nutzen wir [20] 1.23, wo gezeigt wird, dass ein Modul L C P*® genau dann primér ist,
wenn es einen priméren Noetherschen Operator auf P gibt, dessen zugehoriger Modul
L ist. Somit existieren nach 4.15 primére Noetheroperatoren (N,, W, ) =1 p auf P° mit

.....

M, = Kern(N,,W,), wobei N, eine Matrix in P[%,...,%] und W, eine irreduzible
Varietét in C" ist. Nach dem Beweis von [20] 1.23 ist
I(W,) =Rad(M,) :={g€P|ImeN:g"P*C M} (30)

P* /M., ist endlich erzeugter Modul mit Assp(P*/M,) = {P,} nach 4.15 und 4.13(3). Daher
besagt [7] chap. IV, §2, no.1, proposition 1, dass P, genau die Elemente p aus P enthilt,
fiir die die Abbildung m — pm auf P° /M., nilpotent ist. Zusammen mit (30) gilt

P, = {geP|3ImeN:g¢g"(P°/M,) =0}

= {geP|ImeN:¢"P* C M,}

= I(W,).
Also ist fir jedes vy = 1,...,I' : W, = V(I(W,)) = V(P,) = V, mit den Bezeichnungen
aus Definition 4.16. Die Bedingungen (1) und (2) sind erfiillt nach 4.15 und Definition 4.13
(1) und (2). Um induktiv die Bedingungen in (3) zu erfiillen, sei 6 € {1,...,I'} und die
Bedingung (3) fiir v € {1,...,6 — 1} erfiillt. Um die Bedingung (3) auch fiir v = § zu
erfiillen, beachte man, dass (Ns, V) ebenfalls ein primérer Noetheroperator auf P* ist, da
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firr,i=1,...,n:
(ad(z,) ad(z;))Ns, W) = (ad(z;) ad(z,)Ns, W) = (ad(z;)@Q,Ns, W) = (Q, ad(z;) N5, W).
Da (Ns, Vs) die Bedingung (27) erfiillt, ist
Kern(Nj, Vs) € Kern(Ny, Vy). (31)

.....

Fiir Y; := Kern(Ng, Vs) N (M= 1 T Kern(N,, V,)) gilt also

r
PP = ﬂ Kern(N,,V,) C Y;.
pn=1
Ist (3) fiir v = ¢ nicht erfiillt, so ist p'P** = Y;. Daher bleibt (1) und wegen (31) auch
(2) und (3) fiir v < § erfiillt, wenn man N; durch Ny ersetzt. Solange (3) fiir v = d nicht

erfiillt ist, kann man induktiv weiter N durch Nj ersetzen unter Erhaltung von (1), (2)
und (3) fiir v < 4. Dieser Proze kommt zu einem Ende, denn nach Bemerkung 4.2 ist

nach endlich vielen Schritten Ny = 0 und (3) fiir v = ¢ folgt in diesem Fall aus (2). Also
sind schliefllich (1), (2) und die Bedingung (3) fiir v < ¢ erfiillt und mit Induktion folgt die
Behauptung. 0

Die Riume H,)(K), H{, (K), H],,(K) und H,(K)

4.18. Definition. Wir definieren mit den Bezeichnungen aus 4.17 fiir K CC R” mit K # ()
und g € R :

Xicqw = {(Fy: V4 = C)mir || Fligw < 00},

.....

wobel

|F| k. qw = m%x sup | F, (2 )|e_hK(Imz)+W(2’)‘

_zV7

die Norm des Raumes Xk, sei. Fiir F' € Xk, erkldren wir folgende Bedingung
r
Vz € U Vy, 3U Umgeb. von z, G € H(U)*,Vy=1,....T: F\|urv, = (N,G)|orv,  (32)

Der Unterraum der Funktionen in Xg 4., die diese Bedingung erfiillen, sei definiert als
Hw (K, q) :={9 € Xk | g erfiillt (32)}.
und ebenfalls mit der Norm |. |k 4, versehen.
4.19. Definition. Fiir kompaktes K C R", K # () definieren wir
H<w>( ) := indgen Hw) (K, —q)
() (K) = projey Hew (K. q)
{w}(K) = Projyen Hiw) (K, —2)
Hiwy () = indgen Mo (K 2).
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mit den Inklusionen als verbindende Abbildungen. Die induktiven Limestopologien existie-
ren nach [35] 24.6, da die Norm

|||f||| = m%x sup |f7(z)| e—hK(Imz)—ew(z>
=1 zev,

auf H)(K) = Uyen Hw) (K, —q) (bzw. Hy,y(K)) eine lokalkonvexe Topologie induziert,
unter der die Inklusionen H (K, —q) — Hw)(K) (bzw. H,) (K, %) — Hyuy(K)) stetig
werden.

4.20. Definition. Seien (K;);cy die Kompakta aus 2.1. Wir definieren mit den Bezeichnun-
gen aus 4.19 fiir + < j die kanonische Abbildung

al : Hw (Ki) = Hw)(K;), dl(f):=f

und die Bedingungen
(VIL)e,, VieN,3j>iVk > j,3be L(Hw)(Ki), Hw(K;)) :
bo af = ag
(VID)p, Vi€ N,3j>i,Vk>j,3be L(H{) (Kk), Hiy (K5)) -
bo aﬂ?—l?w)(Ki) = aﬂH?w)(Ki)'
(VIDg,, VieN,3j>i,Vk>j,3be L(Hy,(Ky), Hi,y(K;)) :
bo aﬂngu}(m) = aﬂngu}(m)-

(VIDp, Vi €N, 3j>i,Vk > j,3b € L(Hpy(Ky), Hp (K;))

N .
bo a; |H{u}(Ki) = af |H{u}(K¢)'
Plurisubharmonische Gewichtsfunktionen

4.21. Lemma. Ist K C R" kompakt, K # (), so ist fiir jedes ¢ > 0
2z hg(Imz) +quw(z) fir alle z € C"

plurisubharmonaisch.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass
w:C" >R, w(z)=w (Z \zl|> plurisubharmonisch ist. (33)
i=1

Dies zeigen wir nach Definition 1.6 und fixieren dazu z, w € C". Die Funktion 7 —
log(]z; + Tw;|) ist subharmonisch auf C fiir ¢ = 1,...,n. Also ist nach [21] 1.6.8 auch
7 — log(>_r_, |z + Tw;|) subharmonisch auf C. Schliefllich ist ¢,, (siehe 1.2) konvex und
wachsend, weshalb nach [21] 1.6.7

T — Yy (log (Z |z + TU)Z'l)) subharmonisch auf C ist.

k=1
Also ist (33) gezeigt.
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Fir ¢ € R" ist z +— (£, 2) holomorph auf C* und v — Imov harmonisch auf C (ins-
besondere subharmonisch). Daher ist wiederum nach [21] Theorem 2.6.4 die Abbildung
2+ (£, Im z) = Im (&, z), plurisubharmonisch. Somit ist

hx(Im z) = sup (£, Im 2)
¢eK
als Supremum plurisubharmonischer Funktionen plurisubharmoisch, weil z +— hg(Im 2)
auch stetig ist. Insgesamt folgt also die Behauptung, da ¢ > 0. U

Die Funktion in Lemma 4.21 ist im allgemeinen fiir ¢ < 0 keine plurisubharmonische Funk-
tion. Ferner gibt es nur fiir den Fall, dass w eine starke Gewichtsfunktion (siehe 1.2) ist, eine
Abschétzung der Form —w(z) < v(z) < —Cw(z) mit einer Konstante C' €]0, 1[ und einer
plurisubharmonischen Funktion v auf C". Dies wird im folgenden zu einer unterschiedlichen
Behandlung der Fille F' = &), £y und F = D] ) Df{w} fithren, denn bei der spéteren
Anwendung des globalen Divisions- und Interpolationssatzes in Hansen ([20] 3.11, 3.12,
3.14) benétigen wir plurisubharmonische Funktionen mit geeigneten Abschéatzungen.

Folgendes Lemma ist eine Anpassung von [4] Lemma 4.4 mit Hilfe von [11] Lemma 1.6:

4.22. Lemma. Sei w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion im Sinne von 1.2 und
h : [0, 00[— [0, 00[ mit lim;_, :8 = 0. Dann gibt es eine nicht quasianalytische Gewichts-

funktion o mit

BEWEIS. Wir wihlen induktiv eine Folge (x,,)nen in [0, 0o mit 1 = 0 und den folgenden
Eigenschaften fiir alle n € N:

foo w(t) < L
Tn 1—&-1&2 — n3’

(_)>2’” (z;) 1<i<n-—1,
() h(z) > n*w(z) fir alle x > z,.

Wir definieren dann o : [0, co[—]0, oo durch

n

o(z) :=nw(z) — Zw(mz) fir alle z € [z, Tpia|

i=1

Offenbar ist o stetig und erfiillt 1.2 (§). Fiir n > 2 und x € [z, z,,41] gilt nach (iii):

o(z) = <n -3 Z(éi))> w(z) > (n -y 22‘—") w(@) > (n—2uw(z),  (34)

=1

also ist E g — fiir ¥ € [z, Tpy1[ und n > 2. Hiermit ist lim; % = 0 und o erfiillt

1.2 (7). Aus (iv) und der Definition von o folgt:

1
o(x) <nw(x) < —h(x) firallez > x,,
n
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also ist limy_.oo 29 = 0. Aus (i) und der Definition von o folgt:

h(t)
00 Tn+1 o0
[ ey
0

n=1
weshalb ¢ 1.2 (3) erfiillt. Um zu zeigen, dass ¢ 1.2 («) erfiillt, bemerke zunéchst, dass
L := sup,>,, w(2r)/w(r) < oo, da 1.2 (a) fiir w gilt. Nach (i7) muss fiir > x3 einer der
folgenden zwei Fille vorliegen:

[e.9]

nw(t) =1
T dtﬁ;nﬁ < 00,

Tn

o Fall 1 : x, < x < 2x < x,41: Dann folgt aus (34)

(34) n

(22) = 7{2) = n(w(20) — (@) < (L~ V(o) € (L~ 1)a(z)
e Fall 2: 2, < & < Tpy1 < 20 < Ty : Dann ist
0(21) — o(x) = (n -+ De(20) — () — w(ns)
< (n-+ Dw(22) — (n 4+ wlr) < ;(L o)
Also geniigt o auch 1.2 (a), was zu zeigen blieb, 0

Isomorphie von A, (K)*/ptAw)(K)* zu H)(K)

4.23. Lemma. Sei (N,,V,) =1, .1 der Noetheroperator aus 4.17, wobei N, eine l, X s-
Matriz in P[Bz ey %] und (Vy)y=1,..r die irreduziblen Varietiten aus 4. 16 sind. K CR”

set kompakt und konvexr mit m’chtleerem Inneren. Fir jedes r € R und ¢ > 0 st

.....

N+ Aw) (K, 7)" = H (K, 750 dNy — o) - f s (N, flv, )31
wohldefiniert und stetig (grad N definert in 4.10). Ferner sind die linearen Abbildungen
N A () = oK), (3l o
Nl e+ ALy (K) = HL (), f = (Nl )y
Nl e+ Ay (K)' = HO (), F o (N flys s
Nlapy )+ App(K)* = Hiop (K), f = (Nyflv, Jy=1,.r

wohldefiniert und stetig.

BEWEIS. Ohne Einschrankung sei I' = 1.

(i) Sei g > 0 fixiert. Aus [11] 1.2. erhalten wir fiir alle z, v € C" mit der Konstante C' > 1
aus 1.2 («) (die zweite Gleichung erhdlt man durch = := z + v, y := —v und Auflsen):

w(z+v) < O(1+w(z) +w)) (35)

—w(z+wv) < —éw(z) + 14 w(v).



ISOMORPHIE VON A(w)(K)S/ptA(w)(K)Sl 7ZU H(W)(K) 37

Fir f € Awy(K,q) gilt nach der Cauchyschen Integralformel mit z € C" und U := {v €
Cr|Vk=1,...,n: |v| =1}

0 ! o f©
32], ( ) (271'2)" U azj Hk:l(zk — ék) 1
L / L f(6)
= - n d&y ... d&,,
< sup|f(z+w)|
velU
< sup (|f(z+v) |~ (Im(z+0) g (o) ehK(Im(z+v))7qw(z+v))
velU
(35) - —
< | fllxq sup (e K ( mv)+qw(v)+q) phic(m )= &w(z)
vel

Also ist % DA (K, q) — Aw) (K, &) stetig. Wiederholt man diese Abschétzung, wobei
man ¢q durch —gq ersetzt und in (35) die erste Gleichung benutzt, erhdlt man:

0

Also ist 6%]_ s Ay (K, —q) = A (K, —Cq) stetig. Insgesamt ist fiir alle r € R die partielle
Ableitung

(ehK(Im v)+qu(v)+Cq) ehK (Im 2)4+Cqw(z)

<...< ||f||K,—q,w sup
velU

0 .
_ A(w) (K’ ’}") RN A(w)(K, C’— slgn(T)T)
0,2]-

stetig.

(ii) Sei r € R und ¢ > 0 beliebig, dann gibt es nach 1.2 () ein ¢5 > 0, so dass fiir alle
t>0:log(l+1t) <cs+ow(t). Also ist fiir alle z € C* und 5 € {1,...,n}:

|Z]f(Z) |e—hK(Im z2)+(r—o0)w(z) < |f(z)|e—hK(Imz)+(r—5)w(z)+log(1+2?:1 |zi])
< ec(g‘f(z)‘e—hK(Imz)—l—rw(z).
Durch Ubergang zum Supremum erhilt man die Stetigkeit von
zj:‘A(w)(Kar)H‘A(W)(K’T—é)? fHZ]f
(iii) Aus (i) und (ii) folgt mit Definition 4.1, dass fiir 7 € P[zZ,...,-2] und & > 0

9z1° ) %
beliebig die Abbildung T : A, (K, r) — A, (K, C~sien)ead@y _ /) gtetig ist.
(iv)  Aus (iii) folgt mit Definition 4.1 fiir jedes € > 0 die Stetigkeit von
Ni: Ay (K, 1) — Ay (K, C s erad Ny, gyl

(v) Die komponentenweise Einschrinkung einer Funktion f € A, (K, q)" fir ¢ € R sei
definiert durch o(f) := (f|v;)i=1,..1,- Dann ist

0 A(w)(K’ Q)ll - XKq,w’ [ Q(f)

stetig, wobei man beachtet, dass X 4. auf H,,) (K, q) die Topologie induziert. Daher folgt
aus (iv), dass

Nyt A (K, )" — Hy (K, O~ amad Ny gy (36)

stetig ist, womit die erste Behauptung gezeigt ist.
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(vi) Aus den Stetigkeitsabschétzungen der Normen in (36) fiir » > 0 erhdlt man die
Stetigkeit von N : A((]w)(K ) — H?w)(K ). Analog erhilt man aus diesen Abschétzungen fiir
r=—e=—=m e N die Stetigkeit von Ny : Ay (K)* = HY (). Nio Ay (K,71)° —
H ) (K) ist stetig nach Definition des induktiven Limes [35] vor 24.6 fiir jedes r < 0. Damit
ist nach [35] 24.7 auch N; : A(,)(K)® — H.,)(K) stetig. Ebenso folgt aus der Stetigkeit von
Nyt Ay (K, r)* — Hny (K) fiir jedes r > 0 die Stetigkeit von Ny @ Agy (K)® — Hy (K),
was noch zu zeigen war. O

Im folgenden geht es darum, mit Hilfe der Exaktheit der Sequenz (siehe 4.17)

r
¢ Nv Vy
por 2 por 2 pe R T vy
y=1
die Exaktheit der Sequenz lokalkonvexer Rédume

N

A(w)( >82 A(w ( )81 p_> A(w)<K)s - H(w)(K> —0
herzuleiten.

4.24. Lemma. Sei K C R" kompakt und konvex mit nichtleerem Inneren. Mit den Bezeich-
nungen aus 1.2, 1.14 und 4.23 qilt: Es gibt ein m > 0, so dass fiir alle ¢ > 0 ein Cy > 0
existiert und es fir alle f € Aw)(K,—q)* NKern N ein v € (.oqAw) (K, —Cq—¢e)* gibt
mit p'v = f und

()| < Coll fllx,-q gl (Im 2)+Cgu(z)+mlog(2+]2%) fiir alle z € C"
Insbesondere gibt es zu jedem 6 > 0 ein Cy5 > 0, so dass fir alle f und v wie oben gilt:
IVl k ~ca-s0 < Cosll fll g
Ferner gilt
Kern(N : A (K)" = H)(K)) = p'Aw)(K)"
Kern(p' : Aw)(K)™ — Aw)(K)*) = piAw) (K)™.
BEWEIS. (i)  Weil nach Bezeichnung 4.17 p'P*! fiir jedes v = 1, ..., enthalten ist in

Kern(N,,, V,), gilt nach 4.5 fiir j =1,...,s; und e; := (0;)i=1,.. 5

Nop'(ej) € I(Vw)l7 = Ny (€i)lv, = 0.

Nach Bemerkung 4.9 kann man fiir jedes o € Nj} eine konstante [, x [,-Matrix @), finden,
so dass

ad(2)* Ny = Qq,alV;
eine Matrix in [(%)[8%1, Ce %] ist. Dies impliziert, dass
(ad(2)" Ny = QyaN5)p'(e5) € 1(V)",
also ist auch (ad(z)*N,)p'(e;)|v, = 0. Fir f € H(C ")51 gilt nach Korollar 4.4:

N, (0 )l = (ijp )] ZZ L (ad(s (2)°N)pt(e)lv, = 0. (37)

j=1 aeNp

Man erhalt also insbesondere
p' Ay (K)* C Kern N.
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(i)  Um die andere Inklusion zu zeigen benutzen wir [20] 3.11 (Globaler Divisionssatz),
welcher fiir unseren Fall (C™ als pseudokonvexes Gebiet) und mit Noetheroperatoren in
Matrixform so lautet:

Sei C = (Cy, W;)i=1...r ein Noetheroperator auf P*, dessen zugehoriger P-
Modul Mg C P¥ erzeugt ist von Pi, ..., P, € M. Sei 9 eine plurisubharmo-
nische Funktion auf C". Dann gibt es zu jedem f € H(C")* mit

Ciflw,=0 firalei=1,...,R

ein v € H(C")! mit

l
f=> P
j=1

und

sup [v(z)]e ") < sup |f(2)]e ). (38)
zeCn zeCn

Hierbei ist m > 0 eine von v und f unabhéngige Konstante und

Uy 2 — sup Y(z+v) +mlog <2+Z|zi\2> , zeCm™

lv]<m i=1

Wir fixieren ¢ > 0. Die Funktion v : z — hg(Im z) + qw(z) ist plurisubharmonisch auf C"
nach Lemma 4.21. Sei f € A (K, —q)® mit N, f|y, =0 fiir alle y = 1,...,I". Wir wenden

den zitierten globalen Divisionssatz auf f an mit N' = (N,, V,)y=1,..,r als Noetheroperator

und My = p'P* (siehe Bezeichung 4.17 (1) und Definition 4.10), welcher erzeugt ist von
p'(e1),...,p'(es ). Dann gibt es ein Tupel v € H(C™)® mit

f= Z vip'(e;) = p'(v), (39)

welches (38) erfiillt. Fiir z,v € C™ ist wegen w(z+v) < C(14+w(z) +w(v)) (siche [11] 1.2):

(z+v) = hr(lm(z +0)) + qu(z +v) (40)
< hg(Imz) + Cqw(z) + hx(Imv) + Cqw(v) + Cq.

Nach 1.2 () gibt es fiir jedes 6 > 0 eine Konstante ds > 0 mit

log (HZW) < log (2(1+(Z!zz~\)2)> <log 2 (HZ\%!)

i=1 i=1

i=1

" )
—log2+2log [ 1 1] <10g2+ £ d
0g2+ og( —|—Z|z!>_og —|—mw(z)—|— 5
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Zusammen mit (40) findet man durch Supremumsbildung iiber {v € C" | |v| < m} Kon-
stanten C, und D, s > 0, so dass

m(z) = sup ¥(z +v) +mlog <2+ Z \21]2)

|v|<m i—1

< hg(Imz) + Cquw(z) + mlog (2 + Z |Zz|2) + log(C,) (41)
i=1
< hg(Imz) 4+ (Cqg+ 0)w(z) + Dys.
Daher folgt nach (38) die erste Abschidtzung und es gilt mit einer von f unabhingigen
Konstanten C 5 > 0:

[Vl ~cq-60 < Cosll fll g (42)
Die rechte Seite ist endlich wegen f € A,)(K, —¢)*NKern N. Damit ist v € A (K, —Cq—
9)** und es gilt fur alle ¢ € N:

Kern N N A(w)(K, —q)° C ptA(w)(K, —Cq—6)°. (43)

Durch Vereinigung iiber alle ¢ € N folgt nach Definition von A (K):
Kern N C p' A, (K)*™,
womit zusammen mit (i) die erste behauptete Identitéit gezeigt ist.

(iii) Um die letzte Identitéit zu zeigen, bemerken wir, dass die fiir alle f € H(C")*2 zu (37)
analoge Aussage

S2 (@)
Ph) = (ijpl €)= 3 L) =0

j=1 aeNy
aufgrund von ad(z2)*p' = 0 fiir @ # 0 und der Wahl von p; in 1.14 gilt. Die andere In-
klusion Kern(p® : Aw)(K)™ — Aw(K)®) C piAw)(K)* zeigt man genauso wie in Teil
(ii), indem man N durch p’ und p' durch p! ersetzt. Denn in dem Beweis wurde nur be-
nutzt, dass (N, V,),=1,r ein Noetheroperator fiir p*P** ist; und nach 4.12 ist (p’, C") ein
Noetheroperator fiir p}P*. O

4.25. Lemma. Seien K C R™ kompakt und konvex mit nichtleerem Inneren, N die Abbil-
dung aus Lemma 4.23 und pt die s X si-Matriz aus 1.12. Es gibt einr > 0, so dass fiir alle
q >0 ein dy > 0 existiert und es fiir alle h € H) (K, —q) ein f € (.og Aw) (K, —Cq—¢)*
gibt mit Nf = h und

1£(2)] < dylh|k —qu €I AFTCaE+rI8H) i glle 2 € C™
Insbesondere gibt es zu jedem 6 > 0 ein dys > 0, so dass fir alle h und f wie oben gilt:
Hf”K,—Cq—tiw < dq,5|h|K,—q7w'

Insbesondere gilt

BEWEIS. Wir werden [20] 3.14 zusammen mit [20] 3.12 (Globaler Interpolationssatz)
anwenden. Fiir unseren Fall (C" als pseudokonvexes Gebiet) und mit Noetheroperatoren in
Matrixform besagen diese Sétze zusammen:
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sche Funktion auf C". Seien stetige Funktionen k., : V, — Ch, v =1,... T,

gegeben. Es gebe ferner eine offene Uberdeckung (Uj)jen von C" und f; €
H(Uj)s mit

N, filv,ou;, = hyly, fiiralley =1,...,'und j € {1,...,s}.
Dann gibt es ein f € H(C")® mit
Ny flv, = hy firalley=1,...,T

und

sup | (2) %) < max sup [h (=)~ (44)
zeCn =1 zev,

Hierbei ist » > 0 eine von ¢ und f unabhingige Konstante und
2z — sup ¥(z 4+ v) + rlog <2+Z ]zi\2> , zeC".
[v]<r i=1

Fiir festes ¢ > 0 sei b = (hy)y=1
Hw) (K, —q) in 4.18:

Vz € Cn,HUZ S z offen ,fz € H(UZ>S,V’Y =1,...,I": Nvfz|UzﬂV7 = h7|UzﬂV,y7

r € H(w)(K, —q). Dann gilt nach Definition von

.....

(Ist z € C™\ ngl V., so wéhlt man U, C C"\ UE:I V.). Man kann die offene Uberdeckung

(U.)secn von C" reduzieren auf eine abzihlbare offene Uberdeckung (U.,);en von C. (Fiir
jedes z wéhle man einen Polyzylinder in U, mit rationalem Radius und Mittelpunkt mit
nur rationalem Real- und Imaginérteil in allen Koordinaten, der z enthélt.) Wir wahlen
¥(2) == hx(Im z) + qw(z) (siehe 4.21) mit ¢ > 0 und wenden den zitierten Satz an. Dabei

erhalten wir zu h eine Funktion f € H(C")®, welche (44) erfiillt, so dass

N, flv, = hy und damit  N(f) = h. (45)
Aus (44) folgt analog zum Beweis von (42) die erste Abschatzung und
1 llxe,~cg-s0 < dyslh]K g (46)
mit einer von h unabhéingigen Konstanten d,; > 0. Also gilt
Hw (K, —q) C N(Aw)(K,-Cq —0)*). (47)
Durch Vereinigung iiber alle ¢ € N folgt dann H(,)(K) C N(Aw)(K)?®), wonach wegen
Lemma 4.23 die zweite Behauptung gezeigt ist. U

4.26. Lemma. Sei K C R" kompakt und konvex mit nichtleerem Inneren, dann ist fiir jedes
q > 0 der Raum H (K, —q) (siehe 4.18) ein Banachraum.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 fixiert. Ist (h;);en eine Cauchy-Folge in H (K, —¢), so kann man
durch Ubergang zu einer Teilfolge erreichen, dass

[e.e]
D e = byl g < 0.

j=1
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Wir setzen hy := 0. Nach Lemma 4.25 existieren fiir jedes j € N, Funktionen f; €
A(w)(K, —Cq - 1)8 mit N(fj) = hj+1 - hj und

o (o)
S illk—ca1wo < dgn Y 1hjer = il —gu < 00,
j=0 j=0

Die Reihe ) f; ist als Cauchy-Folge konvergent im Banachraum A, (K, —Cq — 1)® gegen
f=22000 f5 Bsgilt fir h:= N(f) € H) (K, —C#*N(=Cqg—1) — 1)
k k k .
s =3 (e = ) = SO N(E) = (31 ) =3 N
=0 =0 j=0

wobei die Konvergenz nach Lemma 4.23 in H (K, —C**N(—Cq — 1) — 1) erfolgt. Insbe-
sondere konvergiert (h;), punktweise fiir jedes v = 1,...,T" gegen h,. Nach der Cauchy-
Eigenschaft von (hy)ren, existiert zu jedem € > 0 ein M, so dass fiir alle v = 1,...,T,
zeVyund j > M

[7(2) = (hy)y ()] = Jim (i), (2) = (Ry),(2)]

< lim [y =yl gt I < gehrlimItas (48

daher ist dann
Ak g < 105l g0 + B = hyl K g0 < 00
Damit ist h € H,)(K, —¢) und nach (48) erfolgt die Konvergenz auch in H (K, —¢). O

4.27. Satz. Sei w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion. Es gilt fir jedes K C )
kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren, dass

A (K)° /D" A (K)* = He) (K)
Ferner gilt mit den Bezeichnungen aus 3.5 und 4.20:

VD), & (VIDg,.
BEWEIS. H(.(K) ist nach Definition und Lemma 4.26 als induktives Spektrum von

Banachrdumen ein (LF)-Raum. Lemma 4.23, 4.24 und 4.25 implizieren, dass die lineare
Abbildung

N 2 Aw) (K) /P A () — He) (K)
eine stetige Bijektion ist. Somit ist diese Abbildung nach dem Satz von der offenen Ab-
bildung fiir (LF)-Raume ([35] 24.30, 24.29, 24.28 und 24.8, sowie 24.15 und 24.16) auch
ein Isomorphismus lokalkonvexer Rdume. Mit den Definitionen in 3.5 und 4.20 kommutiert
offenbar das Diagramm

i+1

Aoy () [P A ()~ Ay (Ki1)* /P Ay (K1)

! !

i1
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Hieraus folgt leicht die Behauptung, denn ist E; = A, (/K;)°/p'A w)( ;)1 und nach
(VI)g,, B : Ex — Ej gegeben, dann wihle b := N|g, o B o (N|g,)~!. Ist andererseits
b nach (VII)g , gegeben, so wihle B := (N|g,)~' o bo N|g,. O

Isomorphie von A}, (K)*/p' Ay, (K)* zu H,(K)
Wir zeigen auch hier wie in 4.24 und 4.25, dass die Sequenz lokalkonvexer Réume

Al (K )2 2 A{w}( )" = A{w}( ) H{w}( )—0
exakt ist. Die Idee hierzu stammt aus [12] 2.4 Proposition.

4.28. Lemma. Seien N aus 4.23 und K C R"™ konvex, kompakt mit nichtleerem Inneren,
dann gilt mit den Bezeichnungen aus 3.3 und 4.19:

(i) Kern(N : A?w}(K)S — H{w}( ) = A{w}( )
(if) Kern(p' : AOW}(K)SI - -’4 {w} ( )*) = p1A{w}( )2
(iii) (A{w}( )*) = H?w}(K)

Ferner gilt: Ist M C H?w}(K) beschrankt, so existiert eine Gewichtsfunktion o in o(w), so
dass M C H) (K, —1) beschrinkt ist.

BEWEIS. zu (i):
77 klar nach (37).
7C’: Sel f € A{w}(K)S mit N f = 0, dann gilt fiir alle 2 € C* und m € N:

[f(z) e D=5 < | £l o

Mit einer Konstante C,,, > 0 gilt daher fiir ¢ > 0, wenn log := max{log, 0}:

w(z)

g(t) = sup logH(|f()]extm) < Y0 4 o (19)

llzlli<t m

Dividiert man durch w(t) und bildet den Grenzwert ¢ — oo, so folgt: lim, ., % = 0. Der

Satz [11] 1.7 148t sich analog fiir alle Gewichtsfunktionen beweisen, denn im Beweis von
[11] 1.7 geht 1.2 () nicht ein, sondern iibertragt sich schlicht mit [11] 1.7(ii) auf o. Also
gibt es eine Gewichtsfunktion o mit
t t

lim olt) = lim 9(t) =0, (50)

t—o0 w(t) t—o0 O'(t)
Es existiert wegen der Monotonie von g ein A > 1, so dass fiir t > 0: o(t) > g(t) — log(A),
weshalb fiir z € C” folgt:

—hrg(Imz)  Def. v
(e o oo

—hx(Im z)—0o(2)
’f(z)’e S @Q(Hzﬂl)

Also ist f € A)(K,—1)° C A (K)® mit Nf = 0. Nach 4.24 existiert ein v € A (K)™
mit p'v = f, insbesondere gibt es ein ¢ > 0 mit v € A, (K, —¢)*'. Zu jedem m € N gibt
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es nach (50) ein D,,, > 0, so dass fiir t > D,,, : w(t) > gmo(t). Daher folgt nun fir z € C"
mit ||z]|1 > Dy

(2)|e eI 52 < () eI~ < ly]| Ly, < 00

Also gilt v € Ay, (K)* mit p'v = f, was (i) zeigt.

zu (ii):
Dies folgt wieder wie (i), nur dass man die zweite Identitét in 4.24 statt der ersten benutzt
(und p*, N durch pt, p' ersetzt).

zu (iii):
Da N : A?w}(K)s — H({)w}(K) nach 4.23 wohldefiniert ist, bleibt zu zeigen H({)w}(K) C
N(A?w}(K)S). Sei dazu h € H?w}(K). Dann gilt fiir alle z € C* und m € N:

i [ (2) e 0= < g
y=

Der weitere Beweis verlduft analog zu Teil (i): Man definiere g aus (49) nun so

g(t) = Sup log (max|h ( >|e—hK(Imz))
llzlli <t =1

und erhélt wie oben o mit den Eigenschaften (50). Aus h € H ) (K, —1) C H)(K) erhilt
man diesmal mit 4.25 ein f € A (K, —C —1)°* mit Nf = h, und es stellt sich wieder mit
(50) heraus, dass f € A7, (K)*.

Die letze Aussage des Lemmas folgt wie in (iii), indem man M C H?w}(K ) beschrankt,
statt einem beliebigen h € H?w}(K ) betrachtet und

g(t) :== sup log (max|h (2 )‘e—h}((lmz))
llzll1<t, heM

setzt. O

4.29. Korollar. Die Abbildung N aus 4.23 induziert einen Isomorphismus lokalkonvezer
Rdume:

AQy (K /LAY L (K 2= HY 4 (K).

BEWEIS. pt.A{w}( )°! ist abgeschlossen nach 4.28 und der Stetigkeit von N (siehe 4.23).
Aus 4.28 folgt dann mit dem Banachschen Isomorphiesatz die Behauptung, da .A({Jw}(K ) und
H{w}( ) nach 3.3, 4.19 und 4.26 Fréchetriume sind. O

4.30. Lemma. Flir jedes i € N sind die Riume Kern;(Ep.y)" und H?w}(Ki) isomorph als
lokalkonvere Rdume. Weiterhin kommutiert mit den Bezeichnungen aus 2.1, 2.2, 3.5 und
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4.20 das Diagramm

41
Kern; (€)' A, Kern; 1 (Ery)
Vi Vit1
Eqwy(K3)" [p (= D)y ()™ Ewy (Kip1)" /P (= D)€y (Kiga)™
Fs Fs
D it
A{w}( i) /P A{w}( )% R A{w}( Kiw)*/p" A?w}(KHl)Sl
N N

a0 .

Hiy (K5) o, Hy (K1),

wobei F* bzw. N die von der Fourier-Laplace- Transformation bzw. vom Noetheroperator
aus 4.23 induzierten Isomorphismen (siehe 4.29) sind. (H{w}( ) (@t ien ist ferner ein
reduziertes Spektrum aus (DFS)-Riumen (siehe Definition 2.13).

BEWEIS. Die Isomorphie folgt, da v;, F* und N aus dem Diagramm Isomorphismen
sind (siehe Beweis von 3.4 und 4.29). Der obere Teil des Diagramms kommutiert nach dem
Beweis von 3.6. Der untere Teil kommutiert, denn fir f € A {w}( ;)° ist:

N (T 4+ P AT (K)™)) = N(T) = ai (N(T + pl AT, (K,))).

Um die letze Aussage zu zeigen, beachte, dass nach dem Gezeigten Isomorphismen ¢; und
eine Abbildung ¢ existieren, so dass das Diagramm

(¢5,)
Kern; (€)' s (projj_, Kerng(Eqwy))’

@il ¢

kommutiert. Aus der Injektivitdt von ¢; und der Inklusion ’H?w}(Ki) — indg_, H?w}(K k)
folgt die Injektivitdt von (%, )’. Damit hat die kanonische Projektion :3 dichtes Bild,
weshalb das Spektrum (Kern;(Eq,y)’, ") ;en nach 2.13 reduziert und nach dem Beweis von
2.6 (DFS)-Spektrum ist. Also ist nach dem kommutativen Diagramm in der obigen Aussage
auch (H?w}(Ki)', (ai™));ien reduziertes (DFS)-Spektrum. O

(2

4.31. Satz. Sei w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion. Mit der Bezeichnung aus
3.5 und 4.20 gilt:

(VI) & (VII)

€y Elwy

BEWEIS. Dies zeigt man mit 4.30 genauso wie 4.27. U
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Aquivalenz von (AR (15)* [P AL (K)* )ien z (HY, ) (FG))ien

Hier lassen sich im allgemeinen scheinbar nicht wie im vorangegangenen Fall [somorphismen
finden, wenn es sich nicht um starke Gewichtsfunktionen (siche 1.2) handelt. Als Ersatz
werden wir stetige, lineare Abbildungen R; benutzen, fiir die das Diagramm

il

A (E) oA (K s A (Kit) PP AL (Ki)

= v

i+1
a;

HO, (K & g, H (Kis)

(w)Amre (w)\Fhitl
kommutiert. Diese 'Aquivalenz’ der Spektren (A?w)(Ki)s/ptA?w)(Ki)sl)ieN und (H,,) (K3))ien
impliziert, dass die Bedingung (VI)D@) (siche 3.5) zu (VII)DEw) (siehe 4.20) aquivalent ist.
Die Idee hierzu stammt aus [31] Lemma 3.6 bis Lemma 3.8. Das anschlielende Lemma
erlaubt uns die Gewichte fiir die Definition der Raume A{,(K) bzw. Ay, (K) gegen eine
plurisubharmonische Funktion u abzuschétzen. Allerdings zu dem Preis von einem Term

0| Im z|, was in den Abschétzungen eine Verdickung des Kompaktums K um eine kleine
Nullumgebung nach sich zieht.

4.32. Lemma. Zu jeder nicht quasianalytischen Gewichtsfunktion o und jedem § > 0 gibt
es ein ¢ > 1 und eine plurisubharmonische Funktion u auf C", so dass

—co(z) <u(z) <o0|Imz| —o(z) fir alle z € C".

BEwEIS. Fiir jede Gewichtsfunktion w folgt aus [9] Proposition 5 nach einer trivialen
Abschétzung, dass mit einer Konstanten D > 0 und einer subharmonische Funktion @ auf
C fir alle v € C

—Dw(v) < u(v) < |[Imov| —w(v).
Aus [11] 1.2 folgt, dass es eine Zahl d > 1 gibt, so dass fur alle z € C"

w(z) =w (Z |zi|> <d (1 + Zw(|zi|)> .

Hieraus folgt

Zﬂ(zi) 1< Z | Tm 2| — (1 + Zw(zi)) < n|Imz| - ‘”E;) (51)

1> DS wy B (p LY
>t~ 12 DYt - S 2 (D +w<o)) (=)

Wihlt man w := %o, dann folgt durch Multiplikation von (51) mit ¢ die Aussage mit

c:=—d(Dn+ ﬁ) und u(z) == S(30 a@(z) — 1) fiir z € C™. O

3|

4.33. Lemma. Sei K C ) kompakt, konver mit nichtleerem Inneren, o eine nicht quasi-
analytische Gewichtsfunktion, ¢ > 0 und B, := {x € R" | ||z||o < €}.
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(i) Dann gibt es D > 1 und d > 0, so dass fiir jedes f € H(C")* mit N(f) =0 und
|f(2)] < ehxm==oG) - fir gile » € C"
ein v € H(C™)5' existiert mit p'v = f und
lv(2)| < Dehrrpm2)=doz) g glle » € C™
(ii) Ebenso gibt es D' > 1 und d' > 0, so dass fir jedes g € H(K,1) (siehe 4.18) mit
g, (2)] < Mxm==0E) - fir glley =1,...,T und z € V,,
ein f € H(C")* existert mit N f = g und
|f(2)] < D'elrrse(ma=dolz) g gile » € C™.
BEWEIS. Zu (i): Sei f wie in der Voraussetzung gegeben. Nach 4.32 gibt es zu § := 55
einu € PSH(C") und ¢ > 1, so dass insbesondere fiir alle z € C™:
F(2)] < hrtimaysetuts), (52)

Wir wenden den im Beweis von Lemma 4.24 Teil (ii) zitierten Satz [20] 3.11 (Globaler
Divisionssatz) an, und erhalten zunéchst zum Operator N die Konstante m, welche un-
abhéngig von der plurisubharmonischen Funktion ¢ und f ist. Ferner gibt es mit ¢ (z) :=
hi(Im z) + ¢ 'u(z) fir 2 € C" ein v € H(C")** mit p'v = f, welches (38) erfiillt. Aufgrund
von (41) (hier fiir ¢! statt ¢ und w statt w) gilt fiir 2 € C"

Vm(2) < he(Im2) + (Cemr + Du(z) 4 Cer.

+1

Daher ist nach (38):

(52)
|(z) e MeIm = (EHDUE—Cot < |y (2)|e™m) < |f(2)]e¥® < 1

Man beachte
C (4.32) C C
_(? + Du(z) > —(C+1)0|Imz| + (E + 1Do(z) = —¢|Im z| + (z + 1)o(z),
die Wahl von 4§ und
hK(Irn 2) +¢e|Imz| = hgyp, (Im 2), (53)
dann erhélt man (i) mit D := e% und d := (€ + 1).

(3

ol em u €

Zu (ii): Sei g wie in der Voraussetzung gegeben. Nach 4.32 gibt es zu § :=
PSH(C") und ¢ > 1, so dass insbesondere

lg,(2)] < ehma)+e7u) - fijr alle y = 1,...,T und 2 € V. (54)

Wir wenden den im Beweis von Lemma 4.25 zitierten Globalen Interpolationssatz an, und
erhalten ein r» > 0, welches unabhéngig von der plurisubharmonischen Funktion v ist. Mit
¥(z) := hxg(Imz2) + ¢ tu(z), z € C", erhalten wir ein f € H(C")®* mit Nf = g, wobei hier
nach (44) und (41) (hier fiir ¢! statt ¢, u statt w und r statt m):

[F()|etm I ERDOCos < |£(2)]e") < mix|gy ()] < 1
’Y:

4.32
Man beachte wieder —(< + 1)u ( ) > —(C+1)§|Imz|[+ (£ +1)0(z), die Wahl von § sowie
(53) und erhélt (ii) mit D = Cot und d = (£ +1). O
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4.34. Lemma. Seien w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion, K C ) eine kompak-
te, konvex Menge mit nichtleerem Inneren und B, := {x € R" | ||z||o < €} fiire > 0. Dann
gilt

Kern N\A?w>(K)S C ptA?w)(K + B.)".
Ferner gibt es zu jeder beschrdnkten Menge B C H?w)(K) eine beschrinkte Menge M C
A?w)(K + B.)%, so dass fiir alle g € B ein f € M existiert mit Nf = g.

BEWEIS. (i) Sei f € A?w)(K)s mit Nf = 0. Wir wihlen a > 0, so dass w(t) —
log || fll ., 1)s > 1 fiir alle ¢ > o und setzen hlj o =1 und fiir ¢ > a:
h(t) := —sup{log|f(2)| — hx(Imz) | z € C", ||z||, = t}.
Fiir alle m € N und z € C" gilt |f(2)]|e~hxmz)+mw(z) < [ £1la, (7¢m)s» somit st
Sup log [ f(2)] = hx(Im z) < —mw(t) +log || flla xmys- (55)
zeCm ||z||1=t
Fiir m = 1 sieht man, dass aufgrund der Wahl von a: h > 1. Ferner folgt aus (55), dass fiir
allem e Nund ¢ > «
1 log [l fllag,wmy S w(t)
mh(t) ~ h(t)
(t)

Wegen lim; o0 h(t) > limg oo w(t) — log || f]| 4., (x,1)s = 00 muss limy . ;‘:(—; = 0 sein. Da-
her gibt es nach 4.22 eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion o mit lim; % =
limy oo % = 0. Insbesondere gibt es ein L > 1, sodass fiir alle t > 0: o(t) < h(t) + L. Es
gilt fiir alle z € C™:

|f(2)| = ehicma)Hog 1) |=huc(m2) o hic(tma)=h(al}1) < phic(mz)—o()+L

— I

h(t) = mw(t) —log || fll ac,.m):

also gibt es nach Lemma 4.33 (i) Konstanten D, d sowie ein v € H(C")*' mit p'v = f und
lv(2)| < Delr+e (mz)=do(2)+L vy, e Cn,

und somit

Ist m € N und ||z||; hinreichend gro8, so ist nach Wahl von o: ‘;8 < X
—0(z) < —mw(z). Daher gilt v € A?w)(K + B.)*t. Also ist

Kern N\A?w>(K)S C ptA?w)(K + B.)".

(ii) Sei B C H(()w)(K) beschrénkt. Dann ist fiir jedes m € N: Cy, := sup,cp |9|k,mw < 00.
Wir wihlen hier o > 0, so dass w(t) —logCy > 1 fiir alle t > a. Es sei hljgq) = 1 und fiir
t> o

h(t) := —sup{log|g,(2)| —hx(Im2) | g€ B,y =1,....T', z € V,, [lz[lh = t}.
Fiirallem € N,y =1,...,T und z € V, gilt |g,(2)|e hxm2)+mez) < ¢ und daher
sup  log|gy(2)| — hx(Imz) < —mw(t) + log C,,. (56)

z€C™ ||z|l1=t¢
Fiir m = 1 sieht man, dass aufgrund der Wahl von a: h > 1. Ferner folgt aus (56), dass fiir
allem e N
1 . log C,,
m  mh(t) — h(t)

V

h(t) > mw(t) —logC,, <
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Wegen limy_. h(t) > limy o w(t) — log C; = oo muss lim,_. %

nach 4.22 eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion ¢ mit lim;_, ., % = lim;_, % =0.

Insbesondere gibt es ein L' > 1, sodass fiir alle t > 0: o(t) < h(t) + L'. Es gilt fiir alle
vy=1,...,'und z € V:

= 0 sein. Daher gibt es

lg,(2)] = ehic(Im2)+loglgy ()| ~hx (Im2) < Ghx(Im2)=h(lzl1) < Ghx(mz)—o(z)+L

Also gibt es nach Lemma 4.33 (ii) Konstanten D', d’ sowie ein f € H(C")* mit Nf = ¢
und
|f(2)] < D'ehrrpe(ma)=do@+L" v, o Cn, (57)

Fiir jedes m € N folgt wie in (i) —o(z) < —mw(z) fiir ||2z||; hinreichend gross und damit,
dass f € AJ, (K + B)* ist. Die Menge M aller Funktionen in A7 (K + Bc)*, welche die
Abschétzung (57) erfiillen, ist eine beschrinkte Menge in A?w)(K + B.)® und erfiillt die
geforderte Bedingung. O
Die anschliefende Bemerkung wird im zweiten Teil von Kapitel 5 gebraucht:
4.35. Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von 4.34 gilt

Kern(p' : AL, (K)™ — A, (K)*) C plAL, (K + B.)™.

Um dies zu zeigen, mache man sich zunédchst klar, dass im Beweis von 4.33(i) nur benutzt
wurde, dass (N,),—1,.r ein Noetheroperator fiir p'P* ist. Da (p’, C") ein Noetheroperator
fiir p! P52 ist, kann man 4.33(i) fiir p, pt statt N, p' formulieren und damit wie im Beweis
von 4.34(i) die Inklusion beweisen.

4.36. Lemma. Seien w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion, (K;)ien aus 2.1. Fiir
jedes konvexe Kompaktum K in R™ mit nichtleerem Inneren sei

N+ ALy (K)* [p AL ()™ — Hiy (K),  f +p A, (K)™ — Nf.
Dann gibt es zu jedem i € N ein R; € L(H(()w)(Ki), A(()w)(Kiﬂ)s/ptA(()w)(KiH)Sl) mit
RiN(f + pP AL (Ki)*) = [+ pPAY (K1)
NRi(g) =g
fir alle f € A?w)(Ki)s und g € H?w)(Ki).

BEWEIS. Sei ¢ € N fixiert, @Q; := A?w)(Ki)S/W und € > 0 so gewéhlt, dass
K; + Bo. C Ky fiir Be := {x € R" | [[z]|oc < e}, Wir definieren U; := A{,(K; + B:)* N
N‘l(H?w)(Ki)) und
N : Ui/ Kern Ny, — H{, (K5),
N(f+KernN|y,) := Nf.
Die zweite Aussage in Lemma 4.34 besagt, dass N surjektiv ist. Da N nach Konstruktion
injektiv ist, gibt es eine Umkehrabbildung 7" := N . Ferner definieren wir

J: Ui/KernN|Ui - Qi+17
J(f + Kern Nly,) := f + pLAQ (Kiv1)™
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Diese lineare Abbildung ist wohldefiniert nach der ersten Aussage in Lemma 4.34 mit K :=
K;+ B.,da K; +2B. C K;;. Wir setzen

Ri:=joT: H(()w)(Ki) — Qiy1
Dann ist R; linear und es gilt fiir f € A(()w)(Ki)s c U

Ri(N(f + P AL (Km)) = §(T(N ) = j(f + Kern Nlu,) = f + pP AT, (Ko1)o

Sei g € H?w)(KZ-) beliebig, dann gibt es F' € A(,)(K; + B.)® mit T'(g) = F + Kern N|y, und
es gilt:

N(Ri(9)) = N(j(T(9)) = NF = N(T'(g)) = g.
Also bleibt nur noch die Stetigkeit von R; zu zeigen. Sei dazu B C H?w)(Ki) beschréankt.
Dann wihlen wir geméf Lemma 4.34 M C A?w)(Ki—i-Bg)s beschrénkt. Sei nun h eine stetige
Halbnorm auf @);,1, dann gibt es eine stetige Halbnorm ¢ auf A?w)(KiH)S, so dass fiir alle

[ € A((]w)(Ki—i-l)s:

Wf+ 0 AL (K)™) < inf _q(f+0) (58)

Uept.A?m) (K¢+1)51

Da M auch in A (K;y1)® beschrinkt ist, ist D := supyep g(f) < oo. Sei nun Ri(g) €
R;(B) beliebig, dann gibt es nach Wahl von M ein f € M mit Nf = g. Es gibt ein
I e A?w)(Ki + B.)* mit T(9) = F + Kern N|y,. Wegen NF = N(T(g9)) = g = Nf

folgt F'— f € Kern|a (k45 C PPAY,(Kir1)* nach Lemma 4.34. Also ist Ri(g) =
F +ptA(()w)(Ki+1)sl =f +ptA?w)(Ki+1)Sl und somit gilt nach (58):

Quotientenhalbnorm

h(Ri(g)) = h(f + p' AL, (Kit1)*) < o(f) <D

Da h eine beliebige Halbnorm auf @Q;,, war, zeigt dies, dass R;(B) beschriankt in Q41 ist.
Da H?w)(Ki) ein metrischer Raum, also nach [35] 24.13 bornologisch ist, folgt hiermit nach
[35] 24.10 (3) die Stetigkeit von R;. O

4.37. Satz. Seiw eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion. Mit den Bezeichnungen aus
3.5 und 4.20 gilt:

(VI)DQW) = (VII)IDEM)

BeEwErs. Im folgenden schreiben wir der Ubersichtlichkeit halber a! statt af]H? RESE
Fir i € N sei @Q; := A?w)(Ki)S/ptA?w)(Ki)sl, dann gilt mit den Bezeichnungen aus den
Definitionen 3.5 und 4.20 und Lemma 4.36:

R; o0 N|Qi—1 = Tii—l (59)

1
N Qi © Rio1=a;_y,

Es folgt
N

i i
Qi ©Tio1 = a;_1 © No,_,

i i+l
Rioa;  =R;oN|g,0oRi_1=7""0R;_1,



AQUIVALENZ VON (A{,(K:)*/ptA? ) (Ki)*t)ien ZU (H{,)(K:))ien 51

was schliellich impliziert, dass
Nlg, o7 = aj o Nlg, (60)
Ry o af = Ti’f:rll o R;.

Sei nun (VI)DEM erfillt und ¢/ € N beliebig vorgegeben. Dann wéhlen wir geméaf (VI)DEW)

jzui:=14 41 und setzen j' := j. Ist k' > j’, dann setzen wir k := k' + 1 > j und wihlen
B € L(Qg, Q;) geméB (VI)DEW' Wir definieren

b:=Nlg, 0 Bo Ry : Hi,(Kp) — H,(Kj),
dann gilt nach (60) und (59):
boak = N|g, 0 BoRyio0al~]
= Nlq, oBotloR;,_,
= Nlg, 07 o Ri_y

Also folgt <VH>DEW)' Sei nun (VII)DEW) vorausgesetzt und i € N beliebig vorgegeben. Dann
wahlen wir geméif (VH)DZW) jzui:=14 und setzen j := j+ 1. Ist & > j', dann setzen wir
k:=k">jund wihlen b € L(H{, (Ky), H(, (X)) gemaB (VH)D@)' Wir definieren
B:=RjoboN|g, : Qv — Qj,
dann gilt nach (60) und (59):
Borth =RjoboNlg, o7F
= Rjoboal o N|g,
=Rjo a{ o Nlg,

_J+1
=if o Rio N

Qi
S
Also folgt (VI)D@)' Hiermit ist die Aquivalenz von (VDD@) Al (VII)DEM) gezeigt. O

Wir halten noch fiir das folgende Kapitel fest:

4.38. Lemma. Seien w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion und K C R™ kom-
pakt und konvexr mit nichtleerem Inneren, dann ist H (K, q) (siehe 4.18) fir ¢ > 0 ein
Banachraum. Ferner ist Hyy(K) ein (DFS)-Raum.

BEwEIs. Wir kénnen die gleiche Argumentation wie im Beweis von Lemma 4.26 an-
wenden, wenn wir statt dem dort zitierten Lemma 4.25 folgende noch zu zeigende Aussage
benutzen:

3¢, D' > 0,Yh € M) (K, q),3f € Awy(K + B., ) : (61)
Nf=h wd |[fllgrp.qw < D'|hlkgw
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wobei hier € > 0, so gewahlt ist, dass K + B. C 2. Um diese Aussage zu zeigen, sei
h € H) (K, q) beliebig, 0 := qw und g := \hl% Wir wenden Lemma 4.33 (ii) an und

erhalten F' € H(C")® mit
NF =g und [|F(2)|< D' el (Im(z)=d'o(z)

Fir f := Flh|lk1, = F|h|kqw gilt dann (61), wobei ¢’ := d'q und D’ unabhéngig von h
sind. Um zu zeigen, dass H,}(K) = ind,—. H(.) (K, +) ein (DFS)-Raum ist, reichts es wegen
[35] 25.20 nachzuweisen, dass fiir jedes n € N die Inklusion H,) (K, 1) — H,) (K
kompakt ist (siehe [35] Definition vor 15.1). Sei dazu

U:={g9€Hw(K,2) | lglxr, <1}

und (g, )men eine Folge in U. Ohne Einschriankung sei I' = 1 und [y = 1 ( ansonsten gehe
man im folgenden fiir jede Varietéit und jede Komponente zu konvergentenTeilfolgen iiber
). Nach 4.33 (ii) gibt es (fin)men in Aw) (K + B, %)5 beschrénkt mit N f,, = ¢,,. Daher
wird durch G,,, := N f,,,, m € N; eine beschrénkte Folge in H(C") definiert. Nach dem Satz
von Montel konvergiert eine Teilfolge (G, Jken gleichmifig auf jedem Kompaktum gegen
eine Funktion G € H(C"). Fiir z € V; gilt

1
’n_Jrl)

(G = lim [g, (2)] < ehma==2,
Ist € > 0 beliebig vorgegeben, gilt daher

w(z w(z)
Gms (2) = G(2)] < |gmy (2) — G (2) e rm AT ghacm2) =55 40 (7 -

3=

)

_w(z) _ w(2) w(z)
S QBhK(Imz) n+1l n(n+l) S EehK(Imz)_n+1

wenn z € V1 \ @Q und @ C C" kompakt und hinreichend grof§ gewihlt ist. Ferner folgt aus
der gleichméfligen Konvergenz von (G, Jken auf @ gegen G, dass es ein N gibt, so dass fiir
alle k > N:

e—hK(Im z)+ w(z)

sup [gm, (2) — G(2)| w1 <e
ze@NVy
Da Hy (K, —=7) C XK%’W ein Banachraum ist, konvergiert (g, )ren gegen G|y, in
Hw) (K, 7), was zu zeigen war. O

Aquivalenz von (Agy (]5)7 /Dt Ay (1) *1 )ien 20 (Hiwy (K5) )ien

Wie im vorherigen Abschnitt konstruieren wir hier stetige, lineare Abbildungen R;, fiir die
das Diagramm

7_7.'+1

A (IG)° /P Apy (KG)5 —— Ay (K1) /pt Ay (K™

2 gl

altt |H{w} (K;)

Hiwy (K3) — Hwy (Kita)

kommutiert, um die Aussage zu zeigen.
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4.39. Lemma. Seien w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion, K C ) eine kompak-
te, konvex Menge mit nichtleerem Inneren und B, := {x € R" | ||z||o < €} fiire > 0. Dann
gilt

Kern N|a,, ) C p' Ay (K + Bo)™

Kernp'|a,, 1 C plAwy (K + B:)™.

Ferner gibt es zu jedem q > 0 und jeder beschrinkten Menge B C H.,)(K,q), eine be-
schrankte Menge M C A,y (K + B.)®, so dass fir alle g € B ein f € M existiert mit

Nf=g.

BEWEIS. (i) Sei f € Apy(K)*\ {0} mit Nf = 0. Dann gibt es ¢ > 0, so dass fiir alle
zeC™
|f(2)| < 6hK(Imz)fqu;(z)
1l kg —
Also folgt mit 4.33 (i), dass ein d > 0 und v € A, (K + B.,dq)** existiert mit p'v = f. Die
Inklusion folgt nun wegen A (K + B.,dq)** C Agy (K + B.)*'. Die zweite Inklusion folgt
analog zu 4.35.

(i) Wir diirfen annehmen, dass B die Einheitskugel des Banachraums H (X, ¢) ist. Nach
4.33 (ii) gilt fiir

M= {f € HC")" | | fllx+B.aqw < D'}
B C N(M). Ferner ist M beschrankt in A, (K + B., d'q)*, also auch in Ay, (K +B.)*. O

4.40. Lemma. Seien w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion, (K;);en aus 2.1. Fir
jedes kompakte, konvere K C R™ mit nichtleerem Inneren sei

N : A{w}(K)s/ptA{w}(K)sl — H{w}(K), f —l—pt.A{w}(K)sl — Nf
Dann gibt es zu jedem i € N ein R; € L(H oy (), Agwy (Kiv1)® /Pt Ay (Kig1)5) mit
RiN(f + p' Ay (K3)51) = f 4 pt Ay (Kig1)*
NRi(g) =y
fiir alle f € Apy(KG)* und g € Hiwy (K5).

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von 4.36. Man benutzt 4.39 statt 4.34
und zeigt beim Stetigkeitsbeweis fiir jedes ¢ > 0 die Stetigkeit von

Rilp, (ki) * Hiw) (K @) = Aoy (Ki1)*/p Aoy (Kig)™,
woraus mit [35] 24.7 die Stetigkeit von R; auf Hy.(K;) folgt. O

4.41. Satz. Sei w nicht quasianalytische Gewichtsfunktion. Mit den Bezeichnungen aus 3.5
und 4.20 gilt:
(VI)D'{W} <~ (VII)’D’{M}

BEWEIS. Dies zeigt man mit 4.40 genauso wie 4.37. U






KAPITEL 5

Hinldnglichkeit der PL-Bedingungen und ein Beweisnachtrag

Hinlénglichkeit der PL-Bedingungen in (/])y und (I11)

Hier zeigen wir, wie aus den schwachen PL-Bedingungen (II)w im Hauptsatz 1.12 die
zur Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinversen dquivalenten Aussagen (VII)g, und
(VH)D@) (siehe 4.20) folgen. Analog wird (III) in Haupsatz 1.13 die Bedingung (VII)g,
und (VII)DI{M} implizieren. Falls nichts anderes gefordert wird, soll w eine nicht quasiana-

lytische Gewichtsfunktion (siehe 1.2) sein.

5.1. Bemerkung. Sei T : E — F nuklear wie in Definition 2.3, so ist auch die transponierte
Abbildung 7" : F' — E' nuklear. Denn fiir ¢ € F/ und z € F ist

T'()() = 6(T() = 3 es(ayitdy) = (3 ds(w)e ) (a),

jeN jeN
wobei d; € F' C F”. (6) ist erfiillt, da die kanonische Einbettung F' — F"” isometrisch ist.

5.2. Lemma. Sei K C R" kompakt, konvexr mit nichtleerem Inneren und d € N. Dann gibt
esemr €N, r>d, sodass die Finbettung

a_y: Huwy (K, —=d) = Hwy (K, —r), f=f

nuklear ist.

BEWEIS. £ (K)° ist (FN)-Raum nach 2.5. A, (K)® = &) (K)" ist somit (DFN)-
Raum, insbesondere ein (DFS)-Raum. Also ist nach [35] §26, Ubungsaufgabe (4)(b)

(A (K)* /0P Ay ()Y 22 (pl Ay (K)™) C (A (K)?)

als abgeschlossener Unterraum eines (FN)-Raums ein (FN)-Raum. Folglich ist nach 4.27
Hw) (K) = Aw) (K)*/pt A (K)* ein (DFN)-Raum. Wir setzen £ := H,)(K)". Nach [35]
245 (a) ist £ = proj,ey Ex mit Banachrdumen Ej, so dass die Abbildung ¢, : £ — Ej
ein dichtliegendes Bild hat. Dabei kénnen die Rdume Ej (k € N) mit den Normen ||.|x
so gewahlt werden, dass fiir ein wachsendes Fundamentalsystem (py)ren von Halbnormen
auf F gilt: pr(z) = ||ue(x)||x fiir alle z € F und & € N. Da E ein (FN)-Raum ist, kann
man wegen [35] 28.4(4) 0.B.d.A annehmen, dass ¢}, : Eypi1 — Ej nuklear ist. Damit ist
auch (uf, ;)" nuklear nach Lemma 5.1. Sei f € E’, so gilt fiir ein £ € N, ¢ > 0 und alle
x € E: |f(z)] < ¢ pr(x). Dann wird durch g(u(x)) := f(z) fiir © € E eine wohldefinierte
Abbildung g auf ¢, (E) definiert fiir die

|9(w(2))| = | f(2)| < ¢ pr(z) = c [Ju(@)  fir alle v € E.
55
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Wegen 1 (E) = E) 148t sich g nach [35] 22.19 fortsetzen zu einer stetigen, linearen Abbil-
dung G auf E; mit f = G o, = (1)'(G) C () E},. Dies zeigt, dass

@) E,.=E'

keN

Aus 1, (F) = Ej, folgt nach [35] 23.31, dass (¢x)’ injektiv ist. Deswegen kann man nach [35]
24.34 (2) wieder 0.B.d.A annehmen, dass (1) : E;, — E’ ein Einbettungsspektrum ist,
dessen induzierte Topologie mit der von E’ iibereinstimmt. Da E' = indgen H ) (K, —q)

ein weiteres Einbettungsspektrum aus Fréchetrdumen ist, folgt die Behauptung mit der
Aquivalenz von (LF)-Einbettungsspektren in [35] 24.35 und [35] 28.3(c). O

Die schwachen Phragmén-Lindel6f-Bedingungen werden in folgendem Lemma benutzt, um
einen stetigen Operator by zu erhalten, mit dem dann in Lemma 5.11 der Operator b aus
(VIDg fiir F'= &), D), Ewy bzw. Dy, konstruiert werden kann.

5.3. Lemma. FEs gelte (II)w fir die Varietiten aus dem Hauptsatz 1.12 und sei K C
Q kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren. Dann gibt es K' C Q kompakt, konvex mit
K' D K, so dass fir jedes Kompaktum L C Q mit L O K' eine Konstante r > 0 und
bo € L(Hw)(L,0), Hw)(K', —r)) existieren mit by(g) = g fiir alle g € H.y(K,0).

BEWEIS. Fiir ein (spéter definiertes) » > 0 sollen in dem folgenden Diagramm alle
Abbildungen bis auf by fiir kanonische Einbettungen stehen:

-

Hioy (K", —d) — H(K', —7)

] [ES

Hy(K,0) —— Hw(L,0),

dann ist zu zeigen, dass eine stetige, lineare Abbildung by : H () (L, 0) — H ) (K', —r), mit
bol ., (x0) = a_y o v existiert. Fiir vy = 1,...,I" erhilt man aus AWPL(, w) fiir V, (siche

=1,...

konvex mit K’ D K. Zu L D K’ kompakt in 2 und definieren wir
U:={9 € Hw(L,0)||9]lr0w < 1} NH)(K,0) (siche Definition 4.18).

Da jedes g € U in H,)(L) = N(Aw)(L))® (siehe 4.25) ist, ist jede Komponente von g,
Einschriankung einer ganzen Funktion und damit eine zuléssige Funktion fiir die Bedingung
AWPL(Q,w). Fir g € U erfilllen die Komponenten von g, (b) in AWPL(Q,w) (mit
K" = L) wegen |g|ro0. < 1 und (ao) in der Bedingung AWPL(Q,w) fiir V., wegen g €
Hw) (K, 0). Aufgrund der vorausgesetzten Giiltigkeit von (II)w gilt fiir die j-te Komponente
von g, (j =1,...,1,) die zugehorige Aussage (c¢) in AWPL(Q, w) fiir V, und r, ;. Demnach
folgt aus dieser komponentenweisen Betrachtung fiir d := maxgz1 maxé-”zl ., dass ¢(U) in
Hw)(K', —d) durch 1 beschrénkt ist. Ist 77, die von H.(L,0) induzierte Topologie, dann
ist die Inklusion

L (H(w)(K7O)7TL) HH(w)(Kla_d)a g—4g,

auf U, der Einheitskugel des Definitionsbereichs, beschrankt, also stetig. Nach Lemma 5.2
ist a_}, nuklear, also gibt es nach Definition 2.3 Linearformen (c;) en in H) (K’ —d)" und
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Elemente (d;);en in H.)(K', —r), welche (6) erfiillen, so dass
a_l(x) = ch(x)dj fiir alle x € H ) (K', —d).
jeN

Demnach ist

a_oux)= Z cjou(x)d; fir alle x € (H,)(K,0),7z),

jeN

wobei ¢; ot stetig ist auf (H (. (K, 0), 77). Daher lassen sich die Funktionale c; o« nach Hahn-
Banach (siehe [35] 6.9) zu stetigen und linearen Funktionalen C; € H(.(L,0)" fortsetzen

unter Erhaltung der zugehorigen Operatornorm, also ||C;|| = ||¢; o¢||. Unter Beachtung von
(6) in Definition 2.3 und ||¢; o ¢|| < ||¢;|| [|¢]| definiert

bo(x) == Cj(x)d; fiir alle z € H,)(L,0)
JjEN

die gewiinschte stetige, lineare Fortsetzung von a_}; o ¢ auf H,,(L,0). U

Der vorangegangene Beweis zeigt, dass die schwachen Phragmén-Lindel6f-Bedingungen
(IT)w gebraucht werden, damit fiir ein bestimmtes d die Inklusion

L (H(w)<Ka 0)7 TL) — H(w)(Kla _d)
stetig ist.

5.4. Lemma. Es gelte (I1I) fiir die Varietdten aus dem Hauptsatz 1.13 und sei K C §) kom-
pakt, konvex mit nichtleerem Inneren. Dann gibt es K' C Q kompakt, konvex mit K’ D K, so
dass fir jedes Kompaktum L C Q mit L > K' eine Abbildung by € L(H.)(L, 0),H?w}( )
existiert mit by(g) = g fiir g € H. (K, 0).

BEWEIS. Fiir ein (spéter definiertes) o € S, sollen in dem folgenden Diagramm mit r
zu d = 1 aus 5.2 alle Abbildungen bis auf b; fiir kanonische Einbettungen stehen:

Hio) (K, —1) == Ho (K", —r) —— HO, (K")

T 3by

M (K,0) —— Hy(L,0),

dann ist zu zeigen, dass eine stetige, lineare Abbildung b, : H.(L,0) — H({)w} (K"), mit
bil#,,(x0) = aZj o existiert. Fiir jedes v = 1,..., " erhilt man aus AWPL(Q, {w}) fiir V,

=1,...,

mit K’ D K. Zu L D K’ kompakt in €2 und definieren wir
U:={9 € Hw(L,0)||g]r00 <1} NH)(K,0) (siehe Definition 4.18) .

Da jedes g € U in H)(L) = N(Aw)(L)®) (siehe 4.25) ist, ist jede Komponente von g,
Einschréankung einer ganzen Funktion und damit eine zuléssige Funktion fiir die Bedingung
AWPL(Q,{w}). Fiir g € U erfiillen die Komponenten von g, (3) in AWPL(€2, {w}) (mit
K" = L) wegen |g|r0. < 1. () in der Bedingung AWPL(Q, {w}) fiir V, gilt wegen g €
Hw) (K, 0). Aufgrund der vorausgesetzten Giiltigkeit von (ITI) gilt fiir die j-te Komponente
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von g, (j =1,...,1,) die zugehorige Aussage (v) in AWPL(Q, {w}) fiir V, und o, ; € S,,.
Nach [11] 1.9 gibt es 0 € S, mit 0,; < o firalley =1,....,T'und j = 1,...,[,. Es
folgt, dass «(U) in Hs)(K’, —1) durch 1 beschrénkt ist. Ist 7, die von H,)(L,0) induzierte
Topologie, dann ist die Inklusion

L (H(w)<K7 0)7TL) - H(w)(K/7 _1>> g—49g,

auf U, der Einheitskugel des Definitionsbereichs, beschrinkt, also stetig. Wie im Beweis
von Lemma 5.3 folgt aus der Stetigkeit von ¢, der Nuklearitdt von a_j (siche 5.2) und der
Stetigkeit der Einbettung H ) (K', —r) — H?w}(K') (beachte ¢ = o(w)) die Existenz von
by mit den gewiinschten Eigenschaften. 0

5.5. Bezeichnung. Nach Bemerkung 4.9 existiert zu jedem N, (y = 1,...,T") (siehe Be-
zeichnung 4.17) und « € N eine konstante [, x [,-Matrix mit Eintrégen in C, welche mit
(@, bezeichnet sein soll, so dass die I, x s-Matrix

ad(z)*N, — Q.o N, nur Eintrége in I(Vﬁ,)[a%l, ce %] hat. (62)
Dabei kann
Q0 = 1d,, (63)
gewéhlt werden, wobei Id;, die Einheitsmatrix ist.
5.6. Definition. Fir x € R” und f € H(C") setzt man

T.f(2) = f(z —x) fir alle z € C".

Wir definieren im folgenden eine Art Gléttungsoperator my ,. Seine wesentliche Eigenschaft
steht in (66).

5.7. Lemma. Seien W, B C R" konvere Kompakta mit nichtleerem Inneren, x € R™ und
fe A((]w)(Ba). Mit den Bezeichnungen aus 5.5 wird fiir jedes ¢ € R durch

0“(T,
myq s Hiwy(W,q) — H?w)(W +B), mya(g) = ( Z (7=1) Q%agv)

al
aeNg
|| <grad N,

ein stetiger Operator definiert. Fiir jedes v € R existieren von x unabhingige Konstanten c,,
¢, >0, so dass fiir jedes y € R" und g € H\(W,q) mit [x,y] := { Az +(1-=N)y | A€ [0,1]}
qgilt

12 (9wt B < Colglwge €, (64)
sign(v)
|mf,a: (g) — Mgy (g) |W+B,q+v,w S C, |g|W7q,w gél[%};} 60 ) vle) ||fL’ - y“OO (65)

BEWEIS. Sei g € H,)(W,q) C H)(W). Wir weisen zunéchst die Bedingung (32) fir
my g nach. Nach Lemma 4.25 existiert eine holomorphe Funktion G € A (W)?, so dass

N,Gly, = gyly, firalley=1,...,T.
Nach (62) ist fiir jedes o € Nj
(ad(z)an - Q’Y,OCN’Y)G|VW = 07
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also gilt nach Korollar 4.4 und Lemma 4.2 fiir alle y =1,...,I":
(7. f)
Nmnow, = Y T8

aeNy
|or| <grad N

- Z (Txf>Qv ocN G|Vv

aeNy
|or| <grad N,

= (mpaNG) v,
= (mf,:cg)ﬂvw
Hiermit ist (32) nachgewiesen, insbesondere ist
NG = N((7.)G). (66)
Zunéchst zeigen wir, dass fiir z € C" mit C' > 1 aus 1.2 («) folgt
vw(z) < Clolw(z — x) + Clo| + C58 @y (z). (67)

Ist v > 0, dann gilt nach [11] Lemma 1.2: w(z) < C(1 + w(z — ) + w(z)), woraus nach
Multiplikation mit v = |v| (67) folgt. Ist hingegen v < 0, dann gilt w(z) < C(1 + w(z —
2) +w(z)) und somit

w(z) > C'w() -1 -w(x—2)>Cw() - C - Cw(z — 1),
woraus wieder mit Multiplikation mit v = —|v| (67) folgt. Fiir jedes a € N} folgt aus dem

Beweis von Lemma 4.23 Abschnitt (i), dass 0% f € Al (B) ist. Daher gibt es eine Konstante
Caw > 0, so dass fiir z € C" und = € R" gilt

(ad ()" N, )Gl

0°(ra f)(2)] = [0°f (2 = )| < cqpeemA=CIlem)] (68)
Nach Definition 4.18 ist fir vy =1,..., ' und z € V4:
9+(2)] < 19lwoe ehw (Imz)—qu(z) 69
v 0,

Nach Konstruktion von my,g und (68) sowie (69) gibt es eine Konstante d, > 0, welche
von g und x unabhéngig ist, so dass fiir alle z € V, :

(68),(69)
(mpeghy(2) S dy (OG0

< d, |g|qu ohw+ 5 (Im 2)+ow(2) ~Clojw(z—2)—(g+v)w(2)

67 4
D e gl Wm0+ )

Damit ist (64) mit ¢, := d,e“I’! bewiesen.

Um die zweite Ungleichung zu zeigen, beachte, dass fiir « € Ny nach dem Abschétzungssatz
eine Konstanten D, C, > 0 existieren, so dass

[z =) = [z —y)| < Da max [fF9(z =& ||z -yl

-----

Ee[ﬂc,y]

(68)

< Ca max ehB(ImZ)*Clv‘W(Z*O Hx _ yHoo (70)
£€[z,y]

(67)

< O efl max ehplme)—ww@+CT R Ouw(©) |14
£€z,y]
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Daher gibt es eine von z, y und g unabhéngige Konstante ¢, > 0, so dass zusammen mit
(69) folgt:

o f) — 7,7z
(mgag—mpoh ()l = | Y2 BB, )
aENDP ’
|a\§gra3pr
(70)’(69) sign(v
< C;(ehB(Imz)fvw(z) max €7 ( Mw(&)Hx _ yHoo)
£€lzy]

(|g|Wq wehw(lmz)—qw(z))
< ¢, |glw, Letwrsmz)—(atv)wz) 5y eCSign(v)W(E)HIE — Ylloo-
- B éefz.y]

Hieraus folgt (65). O

Fiir den zweiten Teil dieses Kapitels benotigen wir folgendes zu 5.7 analoge Lemma:

5.8. Lemma. Seien W, B C R" kompakt und konvex mit nichtleerem Inneren, f € .A(()w)(B)
und x € R™. Dann wird fir ¢ € R und r € N durch

UFE A(w)(vvu Q)T - A((]w)(W + Byv nf,m(Q) =i f(Z - I)Q(Z)

eine stetige, lineare Abbildung definiert. Fiir jedes v € R™ gibt es von x unabhdngige Kon-
stanten c, und c,,, so dass fir alle y € R™ und jedes g € A (W, q)":

sign(v)
||nf,$(g)||W+B,q+v7w S CngquweC &0V yw(z)

In10(9) = npy(Dllw+grvew < 6 I9llwgw max e

Csign(v) 4, (f) | |
€efz,y]

T — Yoo

BEWEIS. Es gelten weiterhin (68) und (70), welche hier nur fiir « = 0 benotigt werden,
sowie folgende zu (69) analoge Aussage

lg(2)] < Hg"wq,wehw(lmz)f‘w(z) fiir alle z € C™.

Genauso wie in Lemma 5.7 mittels (68), (69) und (70) die zwei Stetigkeitsabschitzun-
gen bewiesen wurden, zeigt man hier die behaupteten Abschétzungen, wobei |. |, und
||\ wtB.g+vw durch || . ||wgw und || . ||w+Bg+vw 20 ersetzen sind.

5.9. Lemma. Sei B C R" kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren und F € .A?w)(B),
dann gilt fir jedes z € C" :

aii / Fz — ) d\"(z) = / aaziF(z — ) d\(a), (71)

und

/n F(x)d\'(x) = /n F(x + z)d\"(z). (72)

BEWEIS. Aus w(z) < O(1 + w(x — w) + w(w)) (siehe [11] 1.2) fiir alle w € C™ und
r € R" folgt

—Cn+Nw(w—12) < —(n+w(z) +C(n+ 1)(1 +w(w)) (73)
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Fiir v € C mit |v| < 1 sei y(¢) := to fiir t € [0,1] und ¢ := ||F||5.cmi1 2P, Es folgt
wegen 9E € AL, (B) (siehe 4.23 (i)

Y0P — o+ ew) — Fz — a:))‘ L [oF

(z —x + ew) dw‘

v v 5 0%
< sup (z — x4+ e;1v)
Ir|<1] 9%
< ‘ OF sup ehB(Im(z—}—ei’rv))—C(n-‘,—l)w(z—i—ei’rv—x)
0z B,C(n+1)w ITI<1
(73)g‘§1 CehB(Imz)—(n+1)w(m) sup 6C(n+1)(1+w(z+eig))'

lel<1

Nach 1.2 () gilt log(1 +¢) < w(t) + D fiir ein D > 0 und alle ¢ > 0; daher ist die rechte
Seite der Ungleichung in z iiber R" integrierbar. Nach dem Lebesgueschen Grenzwertsatz
folgt (71). Das erste Integral in (72) existiert, da F' € A(()w)(B) C Aw)(B,n+1). Nach dem
Transformationssatz und dem Cauchyschen Integralsatz gilt fiir r > 0:

/ Fa) () = / F(a -+ Re(z)) dX"(x)
_ /R lim (/ F(z + Re(2) + ex(t + i Tm(z1))) dt

—1 T—00
n—1 —r

Im 21
+/ F(z + Re(z) + e (—r +it)) dt
0

0
+/ F(xz 4+ Re(z) —i—el(r—i-it))dt) dxy ... dx,
I

m 2z

= /n F(z + Re(z) + e1iIm(z1)) d\"(2),

wegen
sup |F(x + Re(z) +e1(r +it))| < sup dehslter)-wletRe@)tal+in)
t€[0,Im z1] te[0,Im z1]
fir r — oo und r — —oo. Induktiv folgt so (72). O

5.10. Bemerkung. Ist B C R" kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren, so gibt es f €

AL, (B) mit
/ PN =1,

BEWEIS. Zunichst gibt es nach 6.6 F' € A7 (B) mit ' > 0 auf R" und F' > 0 auf einer
Nullumbebung in R™. Da F? € A(()w)(ZB) ist, ist F?|gn nach 5.9 integrierbar. Daher erhilt
man f durch Normierung von F'. U

Man erhélt aus Lemma 5.3 by : H)(L,0) — H,)(K', —r) als stetige, lineare Fortsetzung
der Inklusion H.)(K,0) — H(K', —r) (wobei L D K’ O K geeignet). Aus dieser erhalten
wir mit den Glattungen m, und Integration iiber x zu geeigneten Kompakta @ C K C K"
einen stetigen Operator b : H.)(K") — H,)(K'), welcher eine Fortsetzung der Inklusion
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Hw)(Q) — Hw)(K') ist. Ferner wird die Einschrénkung b|H<() (K H?w)(K”) — H?w)(K’)
auch stetig werden, so dass diese Abbildung b die geforderten Bedingungen in (VII)g(w) und
(VII)DEW) (siche 4.20) bei geeigneter Wahl der Kompakta erfiillen wird.

5.11. Lemma. Sei (II)w (siehe 1.12) erfillt und Q C Q kompakt, konvex mit nichtleerem
Inneren. Dann wdhle

o K C Q kompakt, konvex mit () C K

o K' C Q kompakt gemaf$ 5.3 zu K

o K" C Q kompakt, konver mit K' C K"

e 0<e< min{dist”.Hoo(Q, R™ \ f(), diStH-”oo (K”, R \ Q)}

o 2u K, K', L := K"+ B. die Abbildung by € L(H.)(L,0), Hw)(K', =) gemdif§ 5.3
o [ €AY (B:) mit [p, fPd\" = 1.

(1) Setzt man fir g € Hy(K") und v =1,...,T

b(g) : Vy — €0, blg),(2) = / (1.0 (bo(m27.29)))a (2) dN(2),

dann ist fir alle ¢ € R und jedes § > 0 mit ¢ == C 258 0g —§ —
b‘H(w)(K”,q) : H(w) (K//, q) — H(w) (K/ —|— BE, ql)

stetig.
(ii) Fiir g € H)(Q) ist b(g) = g.
BEWEIS. Zu (i): Man erhélt wegen C' > 1 durch Unterscheidung der Fille ¢ < 0 und
q>0:
Ny = Csign(c—“ig“<4)q—5)((]—2sign(q)q — &) —C~ sian(a) g (), (74)

Fir g € Hy (K", q) ist nach (64) mit W =K', g=—r v=¢ +rbazw. W = K" v=—q
wegen L = K" 4+ B (schreibe | |k, statt | |k q0):

(64) sign(q’+7) (
Mg (bo(my29)) |k B.g < Cqrtr Do(mp0g) g —pe”™ " @)
< Coir Ch, |mf7zg|L70€CSign<QI+r) (¢'+r)w(z) (75)
(64),qg" Wahl
< Cq'+r Cbo C—q |g|K”,q€nqw(x)
1.2(2(74) Cq'+r Cbo C—q |g|K”,qei(n+1) log(1+2is ‘fbi‘)‘i’D’

wobei die Konstanten D, cy4,, ¢, und Cp, von g und x unabhéngige Konstanten sind.
Ferner ist fir m € N und z, y € [—m, m]™ nach (64) und (65) wieder mit obigen Wahlen
fir W, ¢ und v:

12 (bo(ms2(9))) = Mgy (bo(msy(9)) K480
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< Nmpe = mpy)(bo(mya(9)|kr 80 + 117y (bo((mya = mpy)(9) k4B

< G (Coplmya(9)]L0) max LGN || — ]|
o Cr (Caol(mg = ) (g)],0)e 0 400
L Cuealgling ma o€y
+ Cqar Coo g l9lKr 4 Erél[i}y(] PO (¢ r)eo(y) — O (D quo(€) Iz =yl
< diglglrrgllr =yl (76)

mit einer von g und x, y unabhéngigen Konstanen d,, ,, da =, y € [-m, m|". Sei

hx(Q) = mf,m<b0(mf,xg>)a
dann ist nach der Definition in (i) (aus (75) folgt die Integrierbarkeit)

o) = 00) herecr = ([ elorax)

Wir zeigen b(g) € H) (K’ + B:, '), indem wir beweisen, dass mit ¢4, := —m + 2am:

[ hatgyix(a) @t o (g)dX" ()
n m—0oo [,m’m}n
. k n
® lim lim Py, oty (@A H [t@ o Lii m] . (77)
Mmook =l ETET - - "N

wobei die Konvergenz beziiglich | |g/4 5. 4w erfolgt. Da H (K’ + B, ¢') nach 4.26 und 4.38
Banachraum ist, folgt dann b(g) € H.)(K' + B., ¢'). Die Identitét (a) folgt aus (75), denn

mit einer Konstanten d, > 0 gilt:
/ hae(9),(2)dA\" (z)| < dqehK’+Bs(ImZ)_q/W(Z)‘g|KU / d—x (78)
R\ [—m,m]n T S\ g (1 [J22][1)7

Nach Division durch ex/+z:(m2)=4'“(2) ynd Supremumsbildung erhélt man:

/ halg)dA" (x)
R7\[—m,m|™

Um (b) zu zeigen, beachte man [—m, m|" = UZ =l I, [t@ St ] fiir m € N und
seendn T m’ T Em

==00.

K'+Be,q'

> . Be91(2) ~ Rty oty (9N ()

_ ?,m T’m
J1yejn=1 JZ 1m ]

,m

hyer Imz2)—q'w(z E n | |
< dmge st (I 2) =4 )|9|K”7q sup || — yl|oo A ( [tjilzl,m7tj;§,m]>

— n . .
Wffy[”:& rreerin=1

2
S d hK/JrBE(Imz |g|K” ;n(Qm)
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Dividiert man wiederum durch e"x’+5.(m2)—=¢'w(2) yn{ bildet das Supremum iiber C”, dann
folgt fiir K — oo die Aussage (b). Also haben wir (77) gezeigt und insbesondere auch, dass
b(Hw)(K",q)) C Hw)(K'+ Be,q') ist. Die Stetigkeit von b folgt aus der Abschétzung (78),
wenn man R™ \ [-m,m]" durch R" ersetzt, was insgesamt (i) zeigt.
Um (ii) zu zeigen, sei g € H(,)(Q). Dann ist g € H.)(Q,q) fiir ein ¢ € R, also my,g C
H?w)(Q + B.) C H?w)(K) C H(w) (¥, 0). Daher folgt nach Lemma 5.3 fiir alle z € R, wenn
G € Aw)(Q)® mit NG = g nach 4.25, dass
(66) (66) (66)

Mya(bo(Msag)) = mpa(mseg) = mpaN(mf)G = N(mf)'G = mypag,  (79)
Wegen f? € A{,(2B:) ist nach Beweis von Lemma 4.23 Abschnitt (i), 0°f* € A{,(2B:)
fir jedes v € Nj. Wegen (79) gilt dann fiir v =1,...,I' und z € V:

bo)(x) = /owamwwwm
. aa Tl‘fZ n
& > [ ) Q0
aeNy "
\a|<gradNA,
(71) 0°(Jgn f(z — 2)*d\"(z))
a€eNg
|o|<grad N
Wahl von f, (72) (63)
= Qy09+(2) = 94(2),
was (ii) beweist. 0

5.12. Lemma. Sei (IIT) (siehe 1.13) erfillt und Q C Q kompakt, konvexr mit nichtleerem
Inneren. Dann wdhle

o K C Q kompakt, konvex mit () C K

o K' C Q kompakt gemaf$ 5.4 zu K

o K" C Q kompakt, konver mit K' C K"

e 0 <e< min{dist”.Hoo(Q, R™ \ f(), diStH-”oo (K”, R \ Q))}

o 2u K, K', L:= K"+ B. die Abbildung by € L(H(.)(L,0), H{,,(K")) gemdf 5.4
o fe A?w)(BE) mit [g, f2dN" = 1.

(1) Setzt man fir g € Hy(K") und v =1,...,T

bghs : Vo = € Wgh()i= [ (mpalbilmgag)) () a3 (o)
dann ist fir alle ¢ € R und jedes § > 0 mit ¢ := C~2582(0)g — 2§
b: Hw (K", q) = Hw) (K + B, q)
stetag.
(ii) Fiir g € H)(Q) ist b(g) = g.
BEWEIS. Der Beweis verlauft analog zu dem von 5.11, mit dem Unterschied, das hier

by € L(H ) (L,0),projo, .o Hew)(K',—p)) statt by € L(Hw)(L,0), Hy(K', —7))
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zur Konstruktion von b benutzt wird. Daher verbessert sich zu gegebenem ¢ € R und 6 > 0
q/ _ C—Qsign(q)q —5—r 71 q/ _ C«—Qsign(q)q —95.
U

Fiir den zweiten Teil dieses Kapitels brauchen wir ein analog zu 5.11 definiertes Integral:
5.13. Lemma. Seien W C R"™ kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren und g € R. Ist ¢ >
0, B :={z e R" | [z < ¢}, f € A}, (B:) und p € L(Aw)(W + B, 0)°, A ,,(W + B.)™),
so definieren wir fir g € Awy(W,q)° (ng, aus 5.8 mit B := B.)

r(g)lz] == /n nra(p(ns2(9)))[21dN" (x) = . f(z = 2)p(f(. — x)(9))[2]dA" (x).

Fiir jedes § > 0 und ¢/ :== C~25820 g — 25 4st
A, Aw (W 0)" = Aw) (W +2B:,¢)™ (80)
stetig.

BEWEIS. Man beweist dies analog wie 5.12 und 5.11, wobei man my, durch ny, ersetzt
und dabei statt den Abschitzungen aus Lemma 5.7 diejenigen aus Lemma 5.8 benutzt.
Ferner ersetzt man b; € L(H(w)(K’,O),H?w}(K’)) durch die Funktion ¢ € L(Aw,)(W +

B.,0)*, .A?w}(W + B.)°'). Statt der Ungleichung (75) erhélt man

an,x(‘P(nf,z(g)))||W+2357q’7w < Cq’-HCsOC—q||9||Vl/,q,we_(n—~_1)log(H_Z?Z1 [+

und statt der Ungleichung (76) erhélt man eine Konstante d,,, ,, so dass fiir z, y € [-m, m|™

In5.2(P(ns2(9)) = npa(e(npy( @D Iwi2s.0w < digllgllwawllz = ylloo:

Hiermit zeigt man nun wie im Beweis von 5.11 zu (77) und (78) analoge Aussagen und
damit die Stetigkeit von

7“|A<w)(w7q)s : A(w)(W, q)s — A(w)(W +2B., q/)sl.

5.14. Satz. FEs gilt mit den Bezeichnungen aus 1.12 und 4.20:

(MDw = (VIDg, uwnd (VI .

BEWEIS. Sei i € N gegeben und Q) := K;. Zu Q seien K, K’ gemif Lemma 5.11 und
¢’ > 0mit Q+ B, C K gewahlt und j > ¢ mit K' + B C Kj. Fiir k > j setzen wir
K" := K}. Wir verkleinern ¢’ zu ¢ > 0, welches nach 4.11 geeignet gewiahlt werden kann.
Dann ist nach Lemma 5.11 (i) fiir jedes ¢ € R und ¢’ := C~2%8"@g—1 —r die dort definierte
Abbildung

Ol (i) * Hiw) (Bks @) = Hio) (K + Bz, ¢') = Hewy (K5, 4) (81)
stetig. Da auch die Inklusion H,)(Kj,q') — H) (k) stetig ist, folgt mit [35] 24.7 die
Stetigkeit von

b: H(w)(Kk) — H(w)(Kj).
Die Stetigkeit von bl (x,) in (81) zeigt nach Wahl von ¢', dass auch

blyo () Hiwy (Ki) — Hy (K;)
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stetig ist. SchlieBlich gilt nach Lemma 5.11 (i) fiir jedes g € H(,) (/) = Hw)(Q):

b(ai(9)) = blg) = g = al(9).
Daher sind (VII)g, und <VII)DEw) erfiillt. O
5.15. Satz. FEs gilt mit den Bezeichnungen aus 1.13 und 4.20:

(I1) = (VID)g,, wnd (VIDp, .

BEWEIS. Sei i € N gegeben und @ := K;. Zu Q seien K, K’ gemif Lemma 5.12 und
¢ > 0mit @+ B, C K gewahlt und j > ¢ mit K' + B C K;. Fiir kK > j setzen wir
K" := K}. Wir verkleinern ¢’ zu € > 0, welches nach 4.11 geeignet gewiahlt werden kann.
Dann ist nach Lemma 5.12 (i) fiir jedes ¢ € R, § > 0 und ¢ := C~258"@ ¢ — 2§ die dort
definierte Abbildung

Dl (Kia) * Hiw) Bk, @) — o) (K + Be, ¢') — Hw) (K5, q')

stetig. Betrachtet man fiir ¢ := —20 := —% und m € N diese Stetigkeitsabschétzungen, so
folgt die Stetigkeit von

b|ng}(Kk) D H (Kk) = Hia (K;)

Fiir jedes ¢ > 0 und 20 < C2q ist blw, (xp.q) * Hiw)(Kr @) — Hw)(Kj, ¢') — Hwy(K;)
stetig. Daher ist nach [35] 24.7

blrty i)+ Hiwy (k) — Hiwy (K;)
stetig. Schliefllich gilt nach Lemma 5.12 (i) fiir jedes g € H)(K;) = Hw)(Q):

b(ak(g)) = b(g) = g = al(g).

Wegen Hy.y (K;) C H?w}(Ki) C H(w)(K;) sind daher (VII)g, . und (VII)D/M erfilllt. O

€Ly

Nachtrag des Beweises von Lemma 2.19

Um den Beweis von Lemma 2.18 zu fiihren, ben6tigen wir noch einige Vorbereitungen.

5.16. Lemma. Seien w eine Gewichtsfunktion und K C R™ kompakt, konvex mit nichtlee-
rem Inneren, dann gilt:

Kern(p1(D) : Epuy (K)™ — Euy(K)™) = p(D) &gy (K)?

Beweis. Nach 4.28 (ii) gilt:
Kemn(p' : A,y (K)™ — Ap, (K)*) = piAp, (K)™.
Mittels Fourier-Laplace-Transformation (siehe 3.3) erhélt man
Kern(pt(—D) D€y (K)* — g{w}(K)ls) = p'i(—D)g{w} (K)™2.

Mit dem Bipolarensatz [35] 22.13 und zweimaliger Anwendung von [35] 23.31 folgt unter
Beachtung von p(D) = p'(—D):

P(D)Euy(K)* = (p(D)Equwy(K)*)°)° = (Kern[p'(—=D) : Ery (K)"*' — Euy (K)™])°
= (p1(=D)(Euy(K)')?)° = Kern[p (D) : gy (K)™ — Ey(K)*=]. (82)
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(i) von 4.28 besagt, dass
pt./élow}(_l()s1 = Kern(N : .A?w}(K)S — H({)w}(K)).

Da N stetig ist (siehe 4.23) folgt die Abgeschlossenheit von pt.A?w}(K )** und damit mittels
Fourier-Laplace-Transformation die von p'(—D)E,y (K)*'. Nun ist ) (K)" ein reflexiver
Fréchetraum (siehe 3.3), daher folgt die Abgeschlossenheit von p(D)E,(K)* aus der von
p'(—D)Epy (K)** mit Hilfe des Satzes vom abgeschlossenen Wertebereich fiir Fréchetrdume
(siche [35] 26.3(1)(3)). Also impliziert (82) die Behauptung. O

5.17. Lemma. Sei K C R" kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren. Mit den Bezeich-
nungen aus 1.14 und B, := {x € R" | |z| < e} gilt fiir F = &y, Déw)’ Ery bzw. D:[w}:

Kern(py (D) : F(K + B.)*" — F(K + B.)™) C p(D)F(K)?,

wobei ,, C" nach Einschrankung auf K zu verstehen ist.

BEWEIS. Lemma 4.24 besagt unter anderem, dass
Kern(p' : Ay (K)* — Aw)(K)®) = plAw) (K)* C plAw) (K + B.)™

und nach 4.35 und 4.39 ist

Kern(p' : AQy(K)* — A (K)*) C pl AL, (K + B.)*

Kern(pt : A{w}(K)Sl — A{w}(K)s) C pﬁA{w}(K + B.)™.
Mittels Fourier-Laplace-Transformation folgt somit aus (23) und (21) fiir F' = &), Dy,
bzw. Df{w}.

Kern(p'(=D) : (F(K))™ — (F(K)')*) C py(=D)(F(K + B.)')*.

Mit dem Bipolarensatz [35] 22.13 und zweimaliger Anwendung von [35] 23.31 folgt unter
Beachtung von p(D)" = p'(—D):

P(D)F(K)* = ((p(D)F(K)*)°)° = (Kern[p'(=D) : (F(K))" — (F(K))])°
D (pi(=D)(F(K + B.)')*)° = Kern(pi(D) : F(K + B.)™) — F(K + B.)™.
Im Fall F' = &y, folgt die Aussage aus 5.16. O

5.18. Definition und Bemerkung. Sei X C R" kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren
sowie t < 0, dann definieren wir

By (K, t) = {f € HC") | |l = (Jou [f(2)Perelima2) 4 (2)) 2 < oo},
wobei 1 das Lebesguemafl auf C* = R?". Das Skalarprodukt

(fog) = [ f(z)g(z)e 2xmaT2C) gy (2)  fiir f,g € By(K,t)
(Cn

induziert die Norm ||| . |||k unter der B,y (K,t) zum Hilbertraum wird. Ferner sind fiir
jedes 6 > 0 die Einbettungen

.A(U_,)(K, t+0) — B(w)(K, t) — A(w)(K, Ct)
(mit C' aus 1.2) stetig.
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BEWEIS. Fiir f, g € B (K,t) sieht man | (f,g)| < oo, indem man das Integrations-
gebiet in die Bereiche, wo |f| < |g| und |f| > |g| ist, aufteilt. Untersuche zunéchst die
Stetigkeit der Einbettungen. Sei f € A,)(K,t + d), dann gibt es D > 0 mit

|Hf|||%(,t,w — /(c |f(Z> |26—2hK(Im z)+(2t+26)w(z)e—26w(z) d,u(z)

1.2(v) 0
T / e~ rD BT DD gy (),

und damit ist die erste Einbettung stetig. Nach der Mittelwertseigenschaft fiir holomorphe
Funktionen ist fir g € H(C™), z € C* und U := {w € C" | |w| < 1}:

1
902 = / 9z + w) dp(w).

Daher gilt fiir f € By, (K, t) und ¢o := (inf,er e_ZhK(Imw)”Ct(H“(w)))_1 wegen [11] 1.2:

P = |y [ e 0 dutw)
Co
u(U)
< %/ F(2 + w)| e 2brm(Hu) 120K b)) (1) 2o (m9)—2Cta(:)

U

/ |f(Z + w)|2€—2hK(Imw)+2Ct(1+w(w)) d,u(w)
U

t<0
< o / |f(Z + w)‘26—2hK(Im(z+w))+2tw(z+w) du(w)62hK(Imz)_2th(Z)
w(U) Ju
Co 2 2h i (Im 2)—2Ctw(z)
< K
— M(U) |Hf”|K,t,we
Nach Wurzelziehen folgt hieraus: || f||k ctw < (ﬁ)% Il flll&.tw; also ist auch die zweite

Einbettung stetig. Um die Vollstandigkeit von B, (K, t) zu zeigen, sei (f;);en eine Cauchy-
Folge in B, (K, t). Aufgrund der zweiten stetigen Einbettung konvergiert diese Folge in
Ay (K, Ct) — insbesondere punktweise — gegen eine Funktion f € A, (K, Ct). Da Ly(u) ein
Hilbertraum ist, konvergiert die Ly(u)-Cauchyfolge g; : z + fj(2)e hxm2)+w(2) gegen eine
Funktion g € Ly(11). Wegen der Bemerkung nach [35] 13.5 gibt es eine Teilfolge von (g;);en,
welche pi-fast iiberall gegen ¢ punktweise konvergiert. Daher muss g = fefx(m)+() ) fast
iiberall gelten und damit

J—00 J—00

1(f; = e MmO iy =195 = glliagy == 0 = lllfi = fllxew = 0.
U

5.19. Lemma. Sei K C R" kompakt, konvex mit nichtleerem Inneren und p aus 1.12, dann
gibt es eine stetige, lineare Abbildung ¢ : Aw)(K,0)° — A?w}(K)sl mit

ple(p'h) =p'h  fiir alle h € A7) (K)™.

BEWEIS. Sei § > 0 beliebig und ¢’ := m

gibt es eine Konstante ds > 0 und eine Zuordnung

Kern N N A(w)(K, —05/)5 -=> A(w)(K, —C% — 5/)51,

. Nach der letzen Aussage in Lemma 4.24
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welche jedem f € Kern NN A, (K, —C¥')® ein v € A, (K, —C?¢' —§')* zuordnet, so dass
p'lv = f und

V& —c25 -5 < ds| fll c,— 0" - (83)
Aufgrund der Stetigkeit der Einbettungen in 5.18 sind Qo := Kern N N By, (K, —¢")* und

Q1 = Kernp' N B, (K, —(2 + C?)d")* abgeschlossene Unterrdume von Hilbertriumen.
Daher gibt es orthogonale Projektionen

o € L(Bw) (K, —0")", By (K, —¢")*) auf Qg

USRS L(B(w) (K7 _(2 + 02)5,)817 B(w)<Ka _<2 + 02>6/)51) auf 621L

Wir definieren ¢ als Verkniipfung folgender Abbildungen (siehe 5.18) und der obigen Zu-
ordnung;:

(Vo .A(w)(K, 0)5 — B(w)(K, —5/)5 @) QO —
— Kern N N A (K, —C4")* --» Ay (K, —C?*§ — §)* —
s B(w)(K, —(2 + 02)5/)51 LN QlL s A(w)(K, —5)51.

¢ ist wohldefiniert, denn ist f € A (K,0)* und g1, g2 € A (K, —(1 + C?)d')**, welche
p'g; = mo(f) und die Abschétzung (83) fiir i = 1, 2 erfiillen, dann folgt aus g; — g» € Kern p',
dass m1(g1) — m(92) = m1(g1 — ¢g2) = 0. Die Stetigkeit von ¢ folgt aus der Stetigkeit der
orthogonalen Projektionen und der Einbettungen (siehe 5.18) sowie (83). Um die Linearitét
nachzuweisen, seien f1, fo € A (K,0)%, A € C, sowie g1, g2, 9, h € Ay (K, —(1+ C*)d")*,
welche p'g; = wo(fi), p'g = wo(f1 + f2), p'h = me(Af1) und jeweils (83) erfiillen. Dann
impliziert g; + g2 — g, Ag1 — h € Kernp', dass m1(g1 + g2 — g) = 0 = m(Ag; — h). Nach
Definition von ¢ folgt nun die Linearitdt von ¢ so:

p(f1+ f2) = m(g) = m(91) + mlg2) = ¢(f1) + o(f2)
p(Af1) = mi(h) = Ami(g1) = Ap(f).
Um die behauptete Identitit zu zeigen, sei h € ./4l(()w)(f(')$1 und zu f := p'h € A?w)(K)S C
A (K,0)% sel g € Ay (K, —(1+ C?)d")* mit p'g = mo(f) gewdhlt, so dass (83) erfiillt
ist. Wegen f € pt./él?w)(K)s1 C Kern N (siehe Lemma 4.24) ist p'g = mo(f) = f. Ferner ist
mi(g—m(g)) = m(g)—7i(g9) =0, also g—mi(g) € Kernm = Kernp'NB, (K, —(2+C?)d).

Da ¢ wohldefiniert ist, gilt nach Wahl von g, dass 71(g) = ¢(f) ist, und somit folgt aus
dem bisher gezeigten:

p'h=f=p'g=p"((g-m(9)+m(g) =p'mg) =pe(f) =pe@ph).
0

5.20. Bemerkung. Wir wollen nun das Lemma 2.18 beweisen, dessen Aussage so lautete:

nF =&y, Déw), Erwy bzw. D%w} und jedem i € N gibt es eine stetige, lineare Abbildung
¢ : F(K;41)® — F(K;)®, so dass mit den Bezeichnungen von Definition 2.1 und Bezeichung
1.14:

p(D)oq(f) = L§+1(f) fir alle f € Kern(pi(D) : F(Ki11)™ — F(Ki11)™).



70 5. HINLANGLICHKEIT DER PL-BEDINGUNGEN UND EIN BEWEISNACHTRAG

BEWEIS. Zu ¢ € N wéhle ¢ > 0, so dass K; + 3B. C K;1, dann folgt aus Lemma 5.17
fiir Q := K; + 2B.:

Kern(pi (D) : F(Ki11)™ — F(Ki11)”)|g C Kern(pi (D) : F(Q + B:)™) — F(Q + B:)™|q
C p(D)F(Q)*

Ist v : F(Q)™ — F(K;)* die Einschrinkung von @) auf K;, so reicht es aufgrund der
Stetigkeit von p(D) und F(K;41)*" — F(Q)*, f+— flg zu zeigen, dass

Jg; € L(F(Q)™, F(K:)*) = p(D)gip(D) = vop(D)  auf F(Q)°.
Aquivalent dazu ist wegen der Reflexivitit der Réume (siche Beweis von Satz 2.6)
30 € LUF(K)), (FQ))") : #'(~D)p'(~D) = F(~D)i’  anf (F(K.))™.

Die Fouriertransformation liefert einen Isomorphismus von F'(K;)" und Af;)(Ki) (siehe 3.5
und (23)) und F(T o) = F(T) fiir jedes T € F(K;)" (beachte Definition 3.2 und 3.1).

Daher ist die letzte Aussage unter Beachtung von (21) wiederum dquivalent zu:
Ir; € L(A(Fw)(Ki)S,Aa)(Q)SI) : plriplg =plg  fiir alle g € Aa)(Ki)Sl. (84)

Um r; zu konstruieren sei f € A?w)(Bg) mit

fAdam = 1. (85)

R

p sei gemaf Lemma 5.19 zu K := K, + B. gewéhlt. Dann definieren wir wie in Lemma 5.13
mit W = K; fiir z € C" und g € A(.,)(K;)®

r(g)lz] = - [z =) o(f(. = 2)g)(2) dN"(x).

Fiir jedes ¢ € R, § > 0 und ¢ := C~2%#@y — § ist nach 5.13
lag s+ Aw (Ki 0)° = Aw (@, ¢)"
stetig. Also sind (analog zum Beweis von 4.23 (vi))

A ( )
(K Ay ()T = Ay (Q)

T’A?u)

T|A({’w}

(K;)® * A?w}( )
g,y Ay () — Ag
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stetig. Ist g € A(,)(K;)®, dann gilt f(.—x)g € A?w)(KmLBa)S (siche Lemma 5.8) und somit
ist nach 5.19

prip'g)(z) = P(») Rnf(z—:r)w(f(-—ﬂf)ptg)(@ d\"(z)

= flz = 2)(p'ep'(f(. = 2)9))(2) dA" ()

RTL

= . flz=2)(P'(f(. = 2)9))(2) d\"(2)
= | -2 d(@) o))
A (1) ().
Damit ist (84) mit

ri=T im Fall F' = &,
ri= T|A?w)(K¢)S im Fall I =D,
= T|A({)w}(Ki)s im Fall F' = &,
T =T A, () im Fall ' = Dj,,.

bewiesen, was zu zeigen blieb. U






KAPITEL 6

Notwendigkeit der PL-Bedingungen

Notwendigkeit der PL-Bedingungen im Fall F' = &) und F = &,

6.1. Lemma. Seien (N, V) =1
ezistieren Vektoren (hy)=1

..... r und (1y)y=1,...r wie in Lemma 4.17. Im Fall p*P** # P*
r i P?, so dass

77777

(1) Vy,u=1,...., ' mity#p: Nyh,ly, =0,

(2) Vy=1,....,T": Nyhylv, #0,

(3) Vy=1,....I'Vfe HC") : N,(fhy)|v, = f[(Nyhy)lv, .
BeEwEIs. Nach Bemerkung 4.17(3) gibt es fiir jedes vy = 1,...,T ein

h, € (Kern(ﬂﬁ,,%) N < ﬂ Kelrm(]\fl“\/M)>)\pt7;s1

p=1,...I'
KAy
Aus h, € (u=1,..r Kern(N,, V,) folgt die Bedingung (1). Wegen Bemerkung 4.17 (1) kann
HFEY

h., nicht in Kern(N,, V,) liegen, woraus die Bedingung (2) folgt. h, € Kern(ﬁv, V) impli-
ziert firi = 1,...,n : ad(2;) Nyhy |y, = 0. Damit folgt nach Bezeichnung 5.5 fiir v € Nj\ {0},
wenn j € {1,...,n} mit o; # O:

ad(2)*Nyhy|v, = ad(z;) ad(2)*”“ Nyhylv, = Qya-e; ad(z;)Nyhyly, =0
und damit nach Korollar 4.4

O fle) N
Nv(fhv)hfy - T(thv)hfw + Z F(ad(2> Nw)h'y|Vy = f(NwhvﬂVw-
' aeNp\{0}
Also ist auch Bedingung (3) erfiillt. O

6.2. Lemma. Seien w eine Gewichtsfunktion, K C  kompakt, konvexr mit nichtleerem
Inneren, V. C C" eine irreduzible, algebraische Varietat (siehe 1.7), U C H(C"), und d,
q>0. Istw e P mit wly # 0 und gilt

VEUzeV: [[(2u(:)] < detwimtet)
so gibt es ein ¢ > 0, so dass mit C' aus 1.2 gilt:
VieUzeV: |f(2)] < ehx(ma)+HCHDgwz)+e
Insbesondere gibt es r > 0, so dass:
VIEUZEV:  |f(z)] < chulimanets),

73
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Ist w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion und ist 0 < e < 1, so folgt mit B, :=
{z e R" | ||z]|0o < €} aus

VieUzeV: |f(x)w(z) < dehxm)=aw)
die Fxistenz von ¢ > 0, so dass gilt
VieUzeV: |f(2)| < ehK+BE(Imz)+E'

BewEIs. Wir benotigen den globalen Interpolationssatz [20] 3.12, welcher so lautet :

Sei C = (C,,W,),=1...r ein Noetheroperator auf P* ¢ eine plurisubharmo-
nische Funktion auf C*. Dann gibt es zu jedem F' € H(C")* ein G € H(C")*

mit
(C.F —C.G)|lw, =0 furaller=1,... R
und
sup |G(2)| e ¥ < max  sup |C.F(z)|e ¥, (86)
z€Cn r=L...R ew,

Hierbei ist m > 0 eine von ¥ und f unabhéngige Konstante und

Ym + 2z — sup Y(z+w) + mlog (2 + Z ]z,\2> auf C".

|w|<m i=1

Hier wenden wir diesen Satz auf den priméren Noetheroperator C := (w, V') auf P und
¥z — hg(Imz) + qw(z) auf C" (beachte Lemma 4.21) an und finden G € H(C") mit
w(f —G)|y = 0. Es gibt wegen 1.2(7) eine Konstante D > 0 mit

n n 2
log <2+Z|Zi|2> <log | 2 <1+Z]2i|>
i=1 =1

- q
=log2+ 21 1 i <log2 4+ — D
0g2+ 0g< +;|Z!> <log2+ —w(z) +
Nach (40) und (86) finde eine von f unabhingige Konstante d’ > 0, so dass insbesondere
fir z € V:

Voraussetzung

\G(z)l e~ (Im2)—(C+1)gqw(z)—d’ < sup ]w(v)f(v)] e ¥ <
veV

= log|G(2)] < hx(Imz)+ (C+ 1)qw(z) +d +logd

Zunéchst erfiillt also G|y die geforderte Abschéitzung mit ¢ := d’ 4 logd . Nun ist wegen
w(f —G)ly = 0auch f — Gly\vw) = 0. Daw ¢ I(V) und V irreduzible Varietat ist, ist
VAV (w) dicht in V' und damit ist aufgrund der Stetigkeit von f — G auch (f — G)|y = 0.
Also gilt die behauptete Abschitzung auch fiir f. Die zweite Aussage folgt leicht wegen

w(0) > 0, wenn man r := (C' + 1)q + Sy setzt.

In der letzten Aussage ist w nicht quasianalytische Gewichtsfunktion, also folgt aus 4.32,
dass zu jedem 6 > 0, ein 0 < ¢ < 1 und eine plurisubharmonische Funktion u auf C"
existiert, sodass

—0(2) <u(z) <0|Imz| — do(z) fir alle z € C". (87)
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L .
Wir wahlen zu § := oo

VieUzeV: |[f(z)w(z)| < deli(Im2)+u(z),

und ¢ := qw nach (87) u und ¢, dann gilt

Also gibt es nach der schon gezeigten ersten Aussage ein ¢ > 0 mit

vf c U,Z cVv: |f<2)‘ < ehK(Imz)+(C+1)u(z)+c (8§7) ehK(Imz)Jrs\Imz|7c’(C+1)qw(z)+c

woraus wegen w > 0 und €| Im z| = hp_(Im z) die letzte Behauptung folgt. O
6.3. Satz. Fir die in Definition 4.20 und im Hauptsatz 1.12 erkldrten Bedingungen gilt:
(VIDg,, = (1)
BEWEIS. O.B.d.A. sei p'P% # P da sonst nach 1.5 Assp(P*/p'P*) = 0 und (II) als
leere Aussage trivialerweise erfiillt ist. Sei v = 1,...,T fixiert und h, € P° geméfl Lemma
6.1 gewéhlt. Um APL(€,w) fiir V, zu zeigen, sei K C € kompakt. Dann existiert ein ¢ € N

mit K C K;. Wir wiihlen j > i gemaB (VII)g ) und setzen K’ := Kj. Ist K" C 2 kompakt
und ohne Einschrinkung K” D K’, dann sei k € N mit K" C Kj. Wir definieren

U:={fe€ H(C")| f erfiillt (a) und (b) aus APL(Q,w)}.

Fir f € U setzen wir
R(f) = N(fhy) = (Nu(fhy)
Mit Hilfe von Korollar 4.4 und Bezeichnung 5.5 folgt fiir p # :

fle 6.1(1) 6.1(3)
R(f)u = Z ?Qu,aNuh'y’Vu =0 und  R(f)y = Ny(fhy)lv, =

a€eNg

f(N'Yh'Y)‘V'y'

Wenn d definiert ist als das Maximum der Grade der Polynome (N,h,); € P (i =1,...,1,),
dann gibt es Cy, Dy > 0, so dass mit (a) in APL(Q,w) folgt:

2(7)

d
n 1
1 ()N (2) oo < e Om s, (1+§j|zi|) <" CoelmaHer )ty
i=1

Damit ist nach (88): R(U) C H.)(K) C Hw)(K;). Aus (b) in APL(£2,w) folgt fiir z € V,:

d
" 1.2(y)
1FEINoha (2o < e, (1 +2 W) S O
i=1

Damit ist R(U) beschrankt in H (K", —d), also auch in H,(K"). Folglich ist wegen der

Stetigkeit von b aus (VII)g

R(U) = a](R(U)) = b(af (R(U)) = b(R(U)) (90)
beschrénkt in H ) (K;) = H)(K'). Im Beweis von Lemma 5.2 wurde H,,(K’) als (DFN)-
Raum erkannt. Daher liegt R(U) nach [35] 28.5, 25.20 und 25.19(2) fiir ein ¢ > 0 in

Hw)(K', —¢) und ist dort beschrankt. Also gibt es eine von f € U unabhéngige Konstante
D > 1, so dass fiir alle z € V, wegen (88) gilt

1£ (2) (N ha ) (2) oo < D ehacrimatacts), (91)
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Nach Lemma 6.1 (2) gibt es ein i € {1,...,1,} mit w := (N,h, )|y, # 0, also ist fiir alle
z eV
\f(z)w(z)\ < DehK/(Imz)Jrqw(z).

Nach Lemma 6.2 erfiillt f (c¢) in APL(2,w) mit einer von f unabhéngigen Konstanten
r>0.Da~vy=1,... I beliebig war, ist fiir jedes V;, APL(2, w) und folglich (IT) gezeigt. [

6.4. Satz. Fir die in Definition 4.20 und im Hauptsatz 1.13 erkldirten Bedingungen gilt:

(VIDe,, = (III).

BEWEIS. O.B.d.A. sei p'P*t # P*, da sonst nach 1.5 Assp(P*/p!P*) = () und (IIT) als
leere Aussage trivialerweise erfiillt ist. Sei v = 1,...,T fixiert und h, € P°* geméfl Lemma
6.1 gewéhlt. Um APL(€2, {w}) fir V, zu zeigen, sei K C  kompakt. Dann existiert ein
i € Nmit K C K;. Wir wahlen j > i geméfl (VII)g, und setzen K’ := Kj. Ist K" C
kompakt und ohne Einschrankung K” D K’ dann sei k > j mit K” C Kj. Wir definieren

U:={f e H(C")| f erfiillt (o) und (F) aus APL(Q,{w})}.

Wenn d definiert ist als das Maximum der Grade der Polynome (N h,); € P (i =1,...,1,),
dann gibt es fir jedes 0 > 0 Konstanten Csr, Ds > 0, so dass mit (a) in APL( {w})
folgt:

=1

d
n 1.2(7)
£ (2) Ny (2)||oe < ehK(Imz)Mw(z)C&f (1 +§ :|Zz|> < Csy ol (Im 2)+20w(2)+ D

Damit ist nach (83): R(U) C H{w}( ) C H{w}( ). Aus (8) in APL(Q, {w}) folgt fur
0 > 0 und z € V, mit einer Konstanten Cy > 0

1.2(y

(™
1/ (2) Nyl (2) || 0 < el () (1 + Z il ) < CpelwrIm2)+ow(z)+Ds

Damit ist R(U) fiir jedes ¢ > 0 beschréankt in H,) (K", —0), also auch in H{w}(K”) C
Hf{)w}(Kk). Folglich ist wegen der Stetigkeit von b aus (VII)g, ,
R(U) = a}(R(U)) = b(a; (R(U)) = b(R(U))
beschréankt in H {w}( )=H {w}( ’). Nach der letzen Aussage in 4.28 ist R(U) beschrinkt

in H(K',—1) fiir ein 0 € S, (siche 1.7). Also gibt es eine von f € U unabhingige
Konstante D > 1, so dass fiir z € V,, wegen (88)

1F () (Vo) (2) oo < D elacr ot (92)

Wegen Lemma 6.1 (2) gibt es ein ¢ € {1,...,l,} mit w := (Nyh,);|ly, # 0. Nach 6.2 -
angewandt auf dieses w - folgt aus (92), dass

’f(Z)’ < ehK/(Imz)—&-ra(z)‘

Also erfillt f (v) in APL(£2, {w}) fiir V, und ¢’ := r0 € S, (r und o sind von f € U
unabhéngig). Da v = 1,..., [ beliebig war, ist (III) gezeigt. O
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Notwendigkeit der PL-Bedingungen im Fall F' = Dzw) und F = Df{w}

6.5. Definition. Fiir £ € N sei

Uy := {z cCn ‘ Izl =Y |zl < k} .
k=1

6.6. Lemma. Seien w eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion und W C R"™ eine
kompakte Nullumgebung. Dann gibt es F' € A(()w)(W) mit F > 0 auf R" und F > 0 auf
einer kompakten Nullumgebung U C Uy NR™ in R™. Zu jedem k € N g¢ibt es ferner ein Fj
in A(()w)(W) ohne Nullstelle in Uy.

BEwEIS. Wir wihlen € > 0, so dass By, := [—2¢,2¢]" C W. Nach [11] 2.6 Corollary
gibt es ein H € D,)(B:) \ {0}. Dann gilt Re H # 0 oder Im H # 0, ohne Einschrénkung
sei Re H # 0. Es ist Re H € D,)(B:) nach [11] 3.4(2)(b).

eFall 1: Re H ist nicht ungerade

h(z) = (ReH(z) + Re H(—x))? fir # € R" definiert eine Funktion in D, (B:) \ {0}
wegen [11] 4.4, 3.4(2)(b), sowie Supp(z — Re H(z) + Re H(—x)) C B.. h ist gerade und
nichtnegativ, daher ist fiir y € R™ wegen 3.1 und 3.2

h(x) cos (Z xiyi> d\"(z) e R

f(h) (O) 0#£h nicgtnegativ / hd)\" > 0 (93)

F(h)(y) = h(y) "= /

n

n

Nun gilt 0 # h* h € D)(Bz) C Dy(W), und damit ist F = F(h x h) = F(h)?
in A(Ow)(W) \ {0} nach (23). Ferner ist /' > 0 auf R” und F' > 0 auf einer kompakten
Nullumgebung U C U; N R™ in R™ aufgrund von (93).

elall 2: Re H ist ungerade
Dann definieren wir i := (Re H)? und argumentieren sonst genauso.
Es gibt nun ein m € N, so dass F' keine Nullstelle in U1 hat. Ferner kann man leicht mit
Induktion wegen [11] 1.2 zeigen, dass fiir alle v € C™:
w(rv) < O H(r —1) +rw(v)) fiir aller € N

Hieraus folgt fiir k € N, v := = und r := mk:
L= mk) + C1(z) < mikw (=7 ). 94
(1 — mk) + w(z) < mhw mk) (94)
Daher gilt fiir die Funktion F(2) := F(-%), 2 € C" und jedes ¢ > 0:

Im 2

'Z z
Fe2)| = [F (o) | S I e 5070t

(94),km>1
hw (Im 2)— - (1—mk+C1—mk (2
< HFHW,q,we w (Im 2) —L-( (2))

Folglich ist Fj, € A(()w)(W). Da F' ohne Nullstelle in U1 war, hat Fj, keine Nullstelle in
Us. " O
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6.7. Lemma. Sei W C R" eine kompakte Nullumgebung mit W = —W wund fir jede
beschrinkte Menge G C A (W) sei eine Zahl C(G) € R gegeben. Dann gibt es o € S,
(siehe 1.7), so dass fir alle z € C":

J(z):= inf inf(C(G)—1loglg(2)]) < hw(Imz)+ o(z).

GCA{W} (W) ge
G beschrinkt

BEWEIS. Sei
— I
Q(z) = J(2) = hw (Im 2) fir z € C".
w(z)
Dann ist die Aussage des Lemmas dquivalent zu
|l‘im Q(z) =0, (95)

denn ist dies erfiillt, so existiert nach [11] 1.7 ein geeignetes o € S,. Wir fiithren einen
Widerspruchsbeweis und nehmen daher an, (95) gilt nicht. Dann gibt es ¢ > 0 und eine
Folge (z;)ken mit folgenden Eigenschaften fir alle £ € N

(i) [|z1]]1 > 2 und w(z) > 1,

(i) [lzksalle > 2z + 2,

(iii) Q(zx) > 0, also J(zx) — hy (Im zx) > ow(zy).
Insbesondere ist wegen limy_ ., w(z;) = 0o

(J(zx) — hw(Im 2x) ) ey unbeschrénkt. (96)

Wir definieren
—(J(z1) — hw(Imzy)) fir 0 <t < 2|z
—5(J(z) — hw(Imzi)) fiir 2|21 |l1 <t < 2|21, B> 2

=N

a:[0,00[— R, t|—>{

dann ist a aufgrund der Wahl von (z)ren nach oben beschrankt durch —p/2. Seit > 2|z |1,
dann gibt es genau ein k£ € N mit 2||z;_1]|1 <t < 2||2||:. Nach Wahl von a und (zj)gen gilt
dann

alt) = 5 (J() — huw(Im 24)) < —Zo(z)
= — 60wzl +w(llzell)) + §
< —%w@”zkﬂl) +§ < -2+ g (97)

Wir wihlen F' € A[()w)(W) mit F' > 0 auf R” und F' > 0 auf einer kompakten Nullumgebung
U cC UyNR" in R" geméf Lemma 6.6. Fiir v € R™ definieren wir die Funktionen

g :C"—=C, gu(2):= / edllz=lID P2 4 iv — ) dA™(x).

Wegen e < e792 kann man wie im Beweis von (71) zeigen, dass g, holomorph ist. Fiir
v, x € R" und z € C" folgt aus [11] 1.2, dass
wiz)=w(l(z+iw—2)+(z—iv)) <C(1+w(z+iwv—2a)+wx—iv))
= w(z+iv—12)> -1+ C 'w(z) —w(x —iv) (98)
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Es gilt fiir z € C™ und eine Konstante D > 0

(=) S PO Pl [0 ) o

Rn

(97)498) ehW(U—’—Im(Z))HFH{/VL / 6—%W(Hx—ivﬂl)+§+%w(m—iv)—éw(7;)+% d)\n(l’)
> 2w

R

(1.2<)(7) ||F||WL ehW(v)"’%""% 6hW(Imz)—égw(z)/ 6—(n+1)log(l—&—H;L’—ile)—i—Dd/\n(:E)
> W .

n

Wegen ||z — iv||; > ||z||; gibt es D > 0 mit |[e™""®)g, |,

Lrw S [ Fl|w, & o D, weshalb
G:={e "Wy |veR"} (99)

in A (W, g&2), also auch in Ay (W) beschrénkt ist. Fiir x € U C Us, k € N (siehe 6.6)
gilt nach Wahl von (zj)gen mit zo :=0

ll2x(1>2
lze = 2lly < lzells + 2l < 20zl
2k = 2llv = [lz&lly = llzlls > [lz&lln =2 = 2l[z5-a ] (100)

Wir setzen ¢ := A"(U) inf ey F'(y) > 0, dann gilt wegen F' > 0 auf R™:

G—Tm 2 (25) > / e“(”H“mz’“Hl)F(Re 2k — 1) d\" ()
Rezp—U

> inf F(y)/ ellzx=2[1) d)\n(l’)
U

yeU
(120) inf F(y)/ efé(J(zk)fhW(Imzk)) d)\n<33')
U

yelU

> ¢ 6_%(J(Zk)_hw(lmzk))'

Somit ist nach (99) mit v := — Im z:

J(z) < O(G) —logle " EImang 1o (z)

< v C(G) + hy (Im z;,) — log ¢ + %(J(Zk) — hw (Im 2;,)).

Also ist w < C(G) — logec fiir alle k € N und damit (J(zx) — hw (Im 2x) ) ken
beschriankt, was einen Widerspruch zu (96) darstellt. Folglich ist die anfangliche Annahme
widerlegt und damit das Lemma bewiesen. O

6.8. Lemma. Se: W C R" eine kompakte Nullumgebung mit W = —W wund fiir jede
beschrinkte Menge G C A?w)(W) eine Zahl C(G) € R gegeben. Dann gibt es eine Konstante
r >0, so dass fir alle z € C":

I(z):= inf inf(C(G)—loglg(z)]) < hw(Imz) +rw(z).
GcA?W)(W) geG
G beschrankt

BEWEIS. Angenommen, die Aussage des Lemmas gilt nicht. Wir setzen fiir z € C”

Q2) = I(2) —wlzz/)(lm 2)

)
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dann gilt:
sup Q(z) = oc. (101)

2€Cn
Zu jedem k € N gibt es nach Lemma 6.6 ein Fj, in A?w)(W) ohne Nullstelle in U}, (siehe
6.5). Deshalb ist I < C({F;}) — log|Fk| nach oben beschrinkt auf U. Also gilt

s, = sup Q(z) < oc.
zeUy

Demnach gibt es z; € C"\U; mit Q(z1) > s; und wir wihlen induktiv z;y, € C™\Usy mit
[zriall > 2|zkll1 + 2, so dass Q(z41) > max(Q(zx), skr1). Wegen w(z) < w(zp41) und
Q(zx) < Q(zk+1) ist die Folge (I (zx)—hw (Im 2x))reny monoton wachsend. Wegen Q(z;) > si
ist sie ferner unbeschrankt und es gilt

I(zr) — hw(Im zg) > spw(zg). (102)
Wir definieren

_1 _ ..
a: 0,00/ R, trs{ 2U(1) = hw(lmz)) fir0 <t <2l
—5(I(zk) — hw(Im zp,))  fiir 2||zp—q ||y <t < 2|z, k> 2

dann ist @ monoton fallend. Ferner ist fir ¢ > 0, & > 2 und 2||zx_1]1 <t < 2||2x||1 nach
[11] 1.2 Lemma:

at) +a(t) <~ Fuolz) + gzl <~ Euz) + Calt+wllzdh) + ()

Sk
< - — .
< <2C’q 5 )w(zk) + Cq
Wegen limy,_, s = oo (siehe (101)) gilt also
Vge N,3d, > 0,Vt > d, : a(t) < —qu(t). (103)
Wir definieren fiir ¢ > 0 und v € R™:

Cq(U) = / ea(Hac—iv||1)+qw(x—iv)d)\n(I).

s gilt fir [[oy > dysnsr, da 2 — vl > ol > dypnia:
(103) . . w(z)<w(z+i(—v))
Cq<U) < / e(qunfl)w(xfw)eqw(xfw) d)\n(x) < / e(fnfl)w(x) d/\n(.fC), (104)

also ist Cy(v) < oo nach 1.2 (7). Ist [jv]j1 < dyint1 so folgt wegen w(z —iv) < C(14+w(z)+
w(v)) (siehe [11] 1.2) und der Monotonie von a

Cy(v) < / e2lell) (Crtau@+as(o) gyn( ) < Cr+a(denin) / el () gxn () (105)

n

wobei das letze Integral aufgrund von (103) und 1.2 () existiert. Also gibt es nach (104)
und (105) eine von v unabhéngige Konstante D, mit

Cy(v) < D, fiir alle v € R" und ¢ > 0. (106)
Wir wihlen F' € A[()w)(W) mit F' > 0 auf R” und F' > 0 auf einer kompakten Nullumgebung
U cC Uy;NR" in R" geméfl Lemma 6.6. Dann definiere fiir v € R™ die Funktionen

g :C"—=C, gu(2):= / edle=lD Py 4 jy — 2) dA™ ().
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Wegen ¢ < %% kann man wie im Beweis von (71) zeigen, dass g, holomorph ist. Demnach
gilt fiir z € C™:

Bl < Oy, [l e o)

(9§8) ehw(v+Im(Z))+q€—C1qw(2)||FHqu/ calllz=ivly) pgw(z—iv) d)\”(a:)
Rn

(1%6) HFHqu Dq ehw(v)+q ehW(Im z)e—C’*lqw(z)'

Also ist He‘hW(”)gva% <||F|lw,gw Dqe? und damit ist

G:={e™Wg |veR"} (107)

in A?w)(W) beschrinkt. Wir setzen ¢ := \"(U) inf e F'(y) > 0, dann gilt wegen F > 0 auf
R™ und der Monotonie von a fiir alle k£ € N:

9tz (26) > / elletiimzl) p(Re 2, — 2) dA™ ()
Rezp,—U

> inf F(y)/ ealzx=sll) gm ()
U

yeU
(120) inf F(y)/ efé(l(zk)fhw(lmzk)) d)\n<l’)
yeU U
> Ce—%(f(zk)—hw(lm%))'
Somit ist nach (107) mit v := — Im 2:
I(z) < C(G) — log ’e_hW(_ImZ’“)g_ Imzk(zk)‘
W=—W 1
< C(G)+ hw(Imz) — logc+ =(I(z) — hw (Im 2)).

2

Also ist w < C(G) — loge fiir alle £ € N und damit (I(zx) — hw (Im 2) ) en
beschrankt im Widerspruch zu (102). Folglich ist die anfingliche Annahme widerlegt und
damit das Lemma bewiesen. U

6.9. Satz. Fir die in Definition 4.20 und im Hauptsatz 1.13 erklirten Bedingungen gilt:
(VII)D/{W} = (III).

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei p'P*! # P*  denn sonst ist Assp(P*/p'P*') = () nach
1.5 und (III) als leere Aussage trivialerweise erfiillt. Sei v = 1,...,T" fixiert und h, € P?
geméf Lemma 6.1 gewéhlt. Um APL(€2, {w}) fiir V, zu zeigen, sei K C Q kompakt und
g” > 0, so dass K + B.» noch in € liegt. Dann existiert ein ¢ € N mit K + B.» C K;. Wir
wéhlen j > i geméf (VII)D/{W} und ¢’ > 0, so dass K’ := K; + By C . Sei K" C Q
kompakt und ohne Einschrankung K” O K’. Schliefllich sei 0 < ¢ < min{e’,£"}, so dass
K"+ B, Cc Qund k > j mit K" + B, C K. Wir definieren

U:={fe HV,)| f erfillt (o) und (5) aus APL(Q,{w})}

und fiir G C Ay, (B:) beschrinkt:

G-U={gh,f|9€G.f€U}.
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Da Ay, (B;) nach 3.3 ein (DFS)-Raum ist, gibt es aufgrund von [35] 25.20, 25.19(2) ein
q > 0, so dass G C A,)(B:, q) beschrénkt. Es existiert also ¢ > 0, so dass fiir alle g € G
und z € C™:

log |g(2)] < ¢+ hp (Imz) — qu(z). (108)
Wenn d definiert ist als das Maximum der Grade der Polynome (N,h,); € P (i =1,...,1,),

dann gibt es Cy, D > 0, so dass wegen (o) in APL(Q, {w}) fiir f € U ein D; > 0 existiert,
so dass fiir alle g € G und z € V:

log | ()| < hc(Im ) + Zw(z) + Dy

n 1.2(7) ¢
N7y (2) |0 < log Co + dlog [ 14 |z SEV@+R (109)

i=1
weshalb

log |R(gf)y()ew &

log H(ngvhv)(z) oo

< loglf(2)] +1loglg(2)] +log([[(Ny/1)(2) l0)
(108),(109)
< hK+BE(ImZ)+(g—q+%>w(z)—|—c+Df+D.

Da die anderen Komponenten von R(G-U) nach (88) verschwinden, ist R(G-U) C H ) (K +
B.,%) C Hiuy(K;). Nach der Bedingung () von APL($2, {w}) gilt analog fiir z € V.

(88)

log [R(gf)y()lee = logll(gf Nyhy)(2) oo
(108),(109) q
hgnip. (Imz) 4+ <—q + §> w(z)+c+ D.
Da die rechte Seite nicht von f und g abhingt, ist R(G-U) in H (K" + B-, %) und damit

auch in Hy.y (K;) beschriankt. Wie in (90) folgt, dass R(G - U) nach (VII)D:M in Hyy (K;)
beschrénkt ist. Da H ) (K;) = indgen H(w) (K, %) nach 4.38 ein (DFS)-Raum ist, ist nach
[35] 25.20, 25.19(2) R(G - U) in H,)(Kj;,0) fiir ein 6 > 0 beschréankt. Also gibt es M > 0,
so dass fiir alle f € U, g € G, und z € V, nach (88)
19 Nyhy(2) |0 < M iy (Tm=)=0()

Nach Lemma 6.1 (2) gibt es ein i € {1,...,[,} mit w := (N,h,);|v, # 0. Es folgt fiir alle
heG-Uund z €V,

|h(Z>w(Z>| S Meth(Imz)—éw(z)
Hieraus folgt mit der letzen Aussage aus Lemma 6.2, dass eine nur von G' (und U, was hier
jedoch fest ist) abhéingige Konstante C'(G) > 0 existiert, so dass fiir alle f € U und g € G-

9(2)F(2)] < P soe0m 9+

woraus
log | f(2)] = hx;+p.(Im 2) < C(G) — log |g(2)|
folgt. Da G C Ay (B:) beschriankt und g € G beliebig waren, folgt:
log |£(2)] — iy, (Im2) < inf_ inf (C(G) — log|g(2)]).

GCA(y(Be) 9€G
G beschrankt
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Hieraus folgt nach Lemma 6.7 fiir W = B,, dass eine nicht quasianalytische Gewichtsfunk-
tion o € S, (unabhéngig von f € U) existiert, so dass fiir alle f € U und z € V,
log|f(2)| < hg,+p.(Im2) + hp.(Imz) + 0(2) = hg:(Im 2) + 0(2).
Somit ist die Bedingung (v) in APL(Q,{w}) erfiillt. Da v = 1,...,T" beliebig war, folgt
somit (IIT). O
6.10. Satz. Fir die in Definition 4.20 und im Hauptsatz 1.12 erklirten Bedingungen gilt:
(VH)DEM) = (II).

BEWEIS. Ohne Einschriinkung sei p'P*' # P*  denn sonst ist Assp(P*/p'P*!) = () nach
1.5 und (II) als leere Aussage trivialerweise erfiillt. Sei v = 1,..., I fixiert und h, € P?
geméf Lemma 6.1 gewdhlt. Um APL(Q,w) fiir V, zu zeigen, sei K C Q kompakt und
g” > 0, so dass K + B.» noch in ) liegt. Dann existiert ein i € N mit K + B.» C K;. Wahle
J > i gemaf <VII)D@) und €' > 0, so dass K' := K; + By C €. Sei K" C 2 kompakt und

ohne Einschrankung K” D K'. SchlieBllich sei 0 < ¢ < min{¢’,&"}, so dass K" + B. C Q
und k£ > j mit K" + B, C Kj. Wir definieren
U:={fe HV,)| f erfiillt (a) und (b) aus APL(Q2,w)}
und fiir G C A(()w)(BE) beschrénkt:
G-U={gh.flgeG feU}.
Zu jedem g > 0 gibt es ein ¢, > 0, so dass fiir alle g € G und z € C™:
log|g(2)| < ¢q + hp.(Im 2) — qu(z). (110)

Wenn d definiert ist als das Maximum der Grade der Polynome (N h,); € P (i =1,...,1,),
dann gibt es Cp, D > 0, so dass mit (a) in APL(Q,w) fir f e U, g€ G, ¢>0und z €V,
folgt:

0g|RGf)s(2)e = log (gf Nyho)(2)]oe

< log|f(2)] +log|g(z)| + log Co + dlog (HZI%I)
i=1
1.2(y),(110)
< his+p (Imz) 4+ (d+ c¢f — gJw(z) + (¢q +log Cy + D).
Da die anderen Komponenten von R(G-U) nach (88) verschwinden, ist R(G-U) C H?w)(K +
B.) C H?w)(Ki). Nach der Bedingung (b) von APL(2,w) gilt analog fiir z € V/:

og|[RGf)s(2)ee = log (9f Nyh)(2)]ne

1.2(7),(110)
hirip (Imz) 4+ (d — q) logw(z) + ¢, +1log Cy + D.

Da die rechte Seite nicht von f und g abhéngt, ist R(G - U) in H?w)(K” + B.) und damit
auch in H?w)(Kk) beschrankt. Wie in (90) folgt, dass R(G - U) nach <VH)DEW) in H?w)(Kj)

beschrankt ist. Insbesondere gibt es eine Konstante M > 0, so dass wegen (88) fiir alle
felU geGundz eV,

1 Nyhy (2)]] 0o < M e (Im 2) —w(z)
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Nach Lemma 6.1 (2) gibt es ein i € {1,...,[,} mit w := (N,h, )|y, # 0. Es folgt fiir alle
he G -Uund z €V,

|h(Z)UJ(Z)| < Meth(Imz)—w(z)
Hieraus folgt mit der letzen Aussage aus Lemma 6.2, dass eine nur von G (und U, was hier
jedoch fest ist) abhéngige Konstante C(G) > 0 existiert, so dass fiir alle f € U, g € G-
9(2)1(2)] < e mrel©)
woraus
log[f(2)| = hi,+p.(Im2) < C(G) — log|g(2)|
folgt. Da G C .A(()w)(BE) beschrinkt und g € G beliebig waren, folgt:

1 —hgep (Imz) < inf  inf(C(G) 1 .
og |f(2)| KJ+Bs(mZ)—ch§)(B€);2G< (G) —loglg(2)])
G beschrénkt

Hieraus folgt nach Lemma 6.8 fiir W = B, mit einer Konstanten r > 0:

log |f(2)] < hg;4p.(Im2) + hp (Im 2) + rw(z) < hg(Im 2) + rw(z).
Somit ist die Bedingung (c) in APL(Q, w) erfiillt. Day = 1,...,T beliebig war, folgt somit
(IT). O

6.11. Korollar. Mit den Sitzen 2.7, 2.10, 2.20, 2.6, 3.6, 4.27, 4.87, 5.14, 6.8 und 6.10 ist
der Hauptsatz 1.12 nun bewiesen, da (II) offensichtlich (II)w impliziert.

6.12. Korollar. Mit den Sditzen 2.8, 2.11, 2.20, 2.6, 3.6, 4.31, 4.41, 5.15, 6.4 und 6.9 ist
der Hauptsatz 1.13 nun bewiesen.



KAPITEL 7

Surjektivitit von p(D) auf Kernp(D) im Roumieu-Fall

In diesem Kapitel betrachten wir fiir eine Gewichtsfunktion w (siehe 1.2) die ultradifferen-
zierbaren Funktionen vom Roumieu-Typ &1 (£2)* auf einer offenen, konvexen Menge €2 in
R™. Hier arbeiten wir eine Bedingung fiir die Surjektivitit von p(D) auf Kernp;(D) fiir
2 C R™ offen und konvex aus. Dies Idee zu diesem Vorgehen stammt aus [12] und [39]. In
diesem Kapitel sei w stets eine Gewichtsfunktion und 2 C R" offen und konvex.

7.1. Definition. Fiir » € N definieren wir ein projektives Spektrum mittels der kompakten
Ausschopfung (K;);en aus 2.1 durch

5&}(7”) = <g{w}(Ki)r)i€N, S{Qw} = 8{%}(1),

mit den kanonischen Einschriankungen von Funktionen als verbindende Abbildungen. Ferner
sei (2, w) als Unterspektrum von 8&}(5) definiert durch

K(Q,w) := (Kern[p(D) : €1y (K;)" — Erup (K5) ] )ien = (Kern;(Eqwy))ien
und
K(Q,w) = (Kern[pi (D) : Eguy ()™ — Euy (55)*2])ien
7.2. Bemerkung. Fiir r € N gilt:
proj 5&}(7") =&y (), proj’ 5{%}(7“) =0, und
proj K(Q,w)1 = Kern(pi (D) : gy (2)* — Ery (£2)%2).
BEWEIS. Sei X := (X, !, ,)ien €in projektives Spektrum und o, : [[,c X7 — [y X7
or(x) == (b (241) — ;). Dann gilt
Kerno, = (Kernoy)” und  Bildo, = (Bildoy)",

weshalb aus 2.12 proj’ (X[ );en = (proj’ X)" fiir j = 0,1 folgt. Nach [39] 3.3 und 3.25 folgen
also die ersten zwei Identitéten. Da IC(€2,w); ein Unterspektrum von Eﬁ)}(sl) ist, folgt mit
der ersten Identitédt proj K(Q,w); C Ey ()%, Fiir f € ) (Q)* gilt pi(D)f = 0, genau
dann, wenn fiir alle i € N: p;(D) f|x, = 0. Also gilt auch die dritte Identitét. O

7.3. Satz. Es gilt mit den Bezeichnungen aus 1.15 und 7.1:
(A) & proj' K(Q,w) = 0.

BEWEIS. Mit den Bezeichnungen aus 7.1 betrachten wir die folgende Sequenz projekti-
ver Spektren
0 — K(Q,w) — E2,(s) "5 K(Q,w)1 — 0,

85
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wobei p(D)(fi)ien := (p(D) fi)ien. Aufgrund der Wahl von KC(€2,w) ist diese Sequenz nach
2.14 exakt an den ersten zwei Stellen. Wegen 5.16 ist die Sequenz auch an der dritten Stelle
exakt. Nach dem Satz von Palamodov 2.15 und 7.2 ist die folgende Sequenz exakt

0 — proj K(Qw) = Erp()" ™ (Kernlpi (D) : €y (@) — Egy ()*]) —

— proj* (K(,w)) — 0.
Also gilt (A) in 1.15 genau dann, wenn proj' (K(,w)) = 0. O
7.4. Korollar. Es gilt mit den Bezeichnungen von 7.1, 4.18 und 4.20

proj' K w)=0 < projl(H({)w}(Ki)/, (az+1|H?w}(Ki)>/)ieN =0

BEWEIS. Zunéchst beachte man, dass die nach 4.30 isomorphen Réume H ( ;) und
Kern;(Eq.y)" als Fréchet-Schwartzrdume (siche Beweis von 2.6) reflexiv sind. Mlt 4 30 folgt,

dass t! = (4 U1 Kemi g (6,,)) Zur Inklusion a§+1|H? (K0) korrespondiert. Also sind die Spek-
tren (H{w}( ) (a +1‘H?w} k) )ien und K(2,w) im Sinne von [44] 3.1.6 dquivalent. Die
Behauptung folgt aus [44] 3.1.7. O

7.5. Lemma. Seien (N,,V,),—1_.r der Noetheroperator aus 4.17 fir p und p"P* # P*.
Fiir festesy =1,...,T und 0 > 0, gibt es w € P mit wly, # 0,
VzeV,: fw(z)lle < e,

=150

mat nichtleerem Inneren.

BEWEIS. Wihle h., € P* aus 6.1, dann gilt fiir v := N,h, € Ph, dass vly, # 0. Da v ein
Tupel aus Polynomen ist, gibt es d > 0 und m € N, so dass zu jedem ¢ > 0 eine Konstante
d, > 0 existiert mit

n 1.2(y)
VzeV,: [[u(2)]le < demiosttimlzl) <7 g o) (111)

Sei f € A(V,,w,K) und F € H(C") Fortsetzung von f (existiert nach [20] 3.14 mit
(A, V) :=(Id,V;)), dann gilt nach 6.1:
423
N(Fhy) 2 (N, Fhylv,)p=t,..r = (fN,h) M)H:1 ,,,,, = ((f)0r)yt,r € HYy (K)

nach (111) und Definition 4.18 und 4.19. Daher hat w := 2 die geforderten Eigenschaften.
U

7.6. Satz. Hier wird der dritte Hauptsatz 1.15 bewiesen.

BEWwWEIS. Nach Satz 7.3 und Korollar 7.4 gilt
(A) & proj (H{,(K;) )ien =0
Sei (Kj)jen die kompakte Ausschépfung aus 2.1 und |.||;» die Normen ||, 1, auf
H{, (K;). Aus [13] Corollary 11 (bzw. [45] 3.10) folgt, da (MY, (/) )ien nach 4 30 re-
duziertes (DFS)-Spektrum ist:
proj' (Hy,(Ki))ien =0 & (P3)’

wobel
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(P2)* Fiir jedes n € N existieren N, k € N, so dass es fiir alle m, ¢ € N Zahlen
M €N, S > 0 existieren, so dass fiir alle f € H{w}( )

£ llk.q < Smax{]| fllmar [ fllnn}

Daher reicht es nach 7.3 und 7.4 zu zeigen, dass (B) aus 1.15 und (P2)* dquivalent sind.
Zunichst soll p"Pst £ P* sein, denn ansonsten gilt nach 1.5 (P,)=1,..r = 0 und nach 4.17
N = 0, also insbesondere Hf{)w}(Kn) = 0 und die Aussage ist erfullt Ohne Einschrénkung

sei der Ubersichtlichkeit halber T' = 1, I; = 1, ansonsten miissen die folgenden Argumente
fiir jede vorkommende Varietdt und jede vorkommende Komponente einer Funktion in
H({)w}(Kn) angewendet werden. Wir setzen V' := V.

V erfiillt (APL)(©2) = (P2)*:

Sei n € N gegeben. Zu K := K, gibt es § > 0 und @ CC K gemifB (APL)(€2). Wir
wéhlen N, k£ € N mit % < 6§ und Q C Kj. Sind dann m, q¢ € N, so existieren zu ¢ := é
und L := K,, einn > 0 und ¢ > 0. Es sei M € N mit 1 < pund S := e° Nun sei
fe H oy (Kn) beliebig und A := max{|| f{[m,ar, [ fllnn}- Ohne Einschrankung sei )\ €]0, oo,
sonst 1st nichts zu zeigen. Es gilt A™'f € A(V,w, K,,) nach Definition von H{w}( K,) und
unseren Annahmen. Ferner implizieren ||A7' f|l, v <1 und AL f|lma < 1 fiir alle z € V:

€

](\? < hg(Imz) 4 dw(z),
w(z
M

log |\ f(2)] < h, (Tm 2) +

~—

log (N1 f(2)] < hk,, (Im 2) +

< hr(Im z) + nw(z),

Da V' die Bedingung (APL).,(2) erfiillt, folgt fiir alle z € V
w(2)

log A" f(2)| < hg(Im2) + ew(2) + ¢ < hy, (Im 2) + - te

also auch

P75 < e masc{| v 111}
fiir alle z € V. Daher gilt (P2)*.
(P2)" = V erfiillt (APL)1(£2) :

Ist K CC 2 gegeben, so wihle n € N mit K C K, und N, k € N nach (P2)*. Wir setzen

= 77 und Q := K. Seien € > 0 und L CC (2 gegeben. Wir wihlen ¢ € N mit é < &
(C aus 1.2) und m mit L C K,, und finden M € N, S > 0 nach (P)*. Nun sei w € P
aus Lemma 7.5 mit ¢ := min{5y, 577 }- Sei c aus 6.2 angewandt mit U = H(V), K = Kj,

d = S. SchlieBlich setze n := dann gilt fur f € A(V,w, K), welches («) und

9= o5 2M’
(B) in (APL),}(£2) erfiillt, und alle z € V'
7.5 .
log | f(2)w(2)|] < hg(Imz) 4+ dw(z) + ow(z) < hi, (Im z) + ~ (2)
1

log £ (2)u(2)| < hu(Im 2) + 1(z) + 00(2) < b, (1m2) + o (2)
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Nach Lemma 7.5 ist f-w € H?w}(Kn), also gilt nun || fw||m s, || fw|lnn < 1. Folglich gilt
nach (Pg)* fiir alle z € V

log | f(2)w(2)| < hig, (Im 2) + écL)(Z) +log(5) < hig, (Im 2) + w(2) +log(9)

3
C+1
Die Anwendung von Lemma 6.2 mit den oben gewéhlten Groflen liefert:

log |f(2)| < hi,(Im2) + cw(2) + ¢ = ho(Im 2) + ew(z) + ¢

Also folgt (v) in (APL),1(£2), was zu beweisen war. O



KAPITEL 8

Assoziierte Primideale

In diesem Kapitel geht es um die Beschreibung der assoziierten Primideale (P,) =1
den Hauptsétzen 1.12, 1.13 und 1.15 in wichtigen Féllen. Fiir eine quadratische Polynom-
matrix p in P = Clzy, . . ., 2,,] mit nichtverschwindender Determinante wird sich zeigen, dass
die assoziierten Primideale gerade die Ideale sind, die von den irreduziblen Teilern von det p
erzeugt sind. Dies fiihrt zu der Folgerung, dass die Matrix p(D) genau dann eine stetige, li-
neare Rechtsinverse besitzt, wenn det p(D) eine besitzt. Wir zeigen weiterhin, dass zu jeder
Menge von Primidealen eine Matrix existiert, welche genau diese Primideale als assoziierte
Primideale besitzt. Es konnen also im allgemeinen beliebige assoziierte Varietéiten in den
Hauptséatzen 1.12, 1.13 und 1.15 auftreten, insbesondere auch von verschiedener Dimension.
Es folgt ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinversen
fiir unterbestimmte Systeme, das besagt, dass es fiir eine m x s Matrix p mit m < s von
vollem Rang hinreichend ist, dass der ggT aller m-Minoren eine stetige, lineare Rechtsin-
verse auf £(2) besitzt. Dies Kriterium ist fiir m = 1 sogar notwendig. Wir behandeln
kurz noch singulédre 2 x 2-Matrizen und gehen dann zu konkreten Beispieloperatoren z.B.
aus der Physik iiber. Wir formulieren die Aussagen fiir &£, (€2); nach den Hauptsatzen 1.12
und 1.13 kann man diese auch mit Di(€2), E} () bzw. DY, (€2) formulieren.

Regulire quadratische Systeme

8.1. Definition. P := C|z,. .., z,] seien die Polynome in n Variablen mit komplexwertigen
Koeffizienten.

8.2. Lemma. Ist Q) C R" offen und konvexr und p eine s X s-Matrix in P mit detp # 0,
s0 ist p(D) : Ew)(2)° — Ew)()® surjektiv. Insbesondere ist fir m < s und jede m x s
Matriz ¢ € P mit vollem Rang q(D) : E.)(Q)° — Ewy ()™ surjektiv. Gleiches, gilt wenn
man &) () durch Dy () ersetzt.

BEWEIS. Nach der Cramerschen Regel gilt fiir die adjungierte Matrix

dass

D Paa = detp - Es,  (Es ist die s x s-Einheitsmatrix).
Der Operator (detp- Eg)(D) : £.)(2)° — Ew)(Q)*, [ — ((detp)(D) fi)i=1,..s ist surjektiv,
denn det p(D) : () — Ew)(2) ist (weil Q offen und konvex) surjektiv nach [5] 2.6(4)
und Teil (b) der Bemerkung vor 2.2. Also ist auch der Operator p(D) o pyq(D) und damit
p(D) 1 Ew) ()" — &) (R2)* surjektiv. Ebenso argumentiert man im Fall Dy, (), da der
Operator det p(D) : D, (€2) — Dy, (€2) surjektiv ist nach [18] 3.10, 4.9 und der Bemerkung

(w)
vor 2.11. ]

89
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8.3. Bemerkung. Es gilt fiir jede m x s-Matrix p in P mit M := P*/p'P™ und z € P*:
Annp(z 4+ p'P™) ={g € P | gz € p"P"} C P.

Die Annulatoren, welche zugleich Primideale sind, bilden dann die Menge der assoziierten
Primideale Assp(M).

8.4. Definition. Sei B ein kommutativer Ring, () C B ein Primideal und N ein B-Modul,
dann wird auf der Menge {7 | # € N, b € B\Q} durch

—n~—= & dee B\Q: c(byx; — bixg) = 0.

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation ist ein
B-Modul und heifle Ng, in Zeichen:

NQ::{%’JJGN, beB\Q}/N.

8.5. Satz. Seien p eine s x s-Matriz in P mit detp # 0 und detp = A[[,_,

1=

..... g mit
A € C\{0}, I € Ny, irreduziblen, paarweise teilerfremden Elementen q; (i =1,...,1) aus P
und r; € N. Dann gilt

Assp(P*/p'P*) ={qP |i=1,...,1}.

BEWEIS. Offenbar 148t sich detp wie oben angegeben zerlegen. Es sei M := P*/p'Ps

.....

und k-ten Spalte aus p hervorgeht (fiir s = 1: py; := 1). Dann gilt nach der Cramerschen
Regel, wenn E die s X s Einheitsmatrix ist:

Pt (p")eq = detp' - E, = detp - E,. (112)

Um die Aussage Assp(M) C {¢;P | i=1,...,1} zu beweisen, sei Ann(v + p'P*) € Assp(M)
beliebig und I := Ann(v + p'P*). Aus (112) folgt (det p)v € p'P*, und damit detp € I. Da
I ein Primideal ist, gilt fiir ein j € {1,...,1}: ¢; € I, also ¢;P C 1.

Annahme: [ # ¢;P.

Dann existiert ein g € \qﬂ?. Nach Wahl von I und 8.3 gibt es also Elemente w,, wy € P?
mit ¢;v = p'wy und gv = p'w,. Wegen detp’ = detp # 0 ist die P(g)-lineare Abbildung
pt o Pioy — Ploy injektiv (P ist der Quotientenkorper von P), also ist pt: PS — P
injektiv. Aus p'(gw;) = ggjv = p'(gws) folgt somit, dass gw; = gjws. g; ist irreduzibel,
somit auch prim (P ist faktorieller Ring) und teilt g nicht. Also teilt ¢; alle Komponenten
von w; und es gibt folglich ein w € P* mit w; = qw. Aus ¢ju = plw; = g;p'w, folgt
v € p'P* und damit I = P im Widerspruch dazu, dass I ein Primideal ist. Dies widerlegt
obige Annahme, also ist / = ¢;P.

Es folgt Assp(M) C {¢P |i=1,...1}. Seinun j =1,...,! fixiert und I := ¢;P. Dann ist
detp’ = detp = A[[,_; ;¢;" in P; nicht invertierbar (denn es existieren keine Elemente
a € P, c € P\g;P mit adetp’ = ¢). Also kann p' : P§ — P; nicht bijektiv sein (sonst wire
1 = det(p'(p')~1) = (det p)(det(p')~1)). Da p' auf P; wegen detp’ # 0 injektiv ist, muss
also p'P; # P; gelten. M; = P;/p'Ps (via TP s & 4 piPs) impliziert:

I € Supp M :={Q C P | Q ist Primideal, Mg # 0}.
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I enthélt somit ein Element von Assp(M) C {¢P | i = 1,...1} nach [7] chap IV, §1,
Proposition 7, (ii). Da die Polynome ¢; (i = 1,...,1) paarweise teilerfremd sind, kann dies
Element nur ¢;P sein. Daher gilt ¢;P € Assp(M). Also ist

ASSP(M) = {(]Z,P | 1= 1, .. l}
U

8.6. Korollar. Im Fuall s = 1 besagt Satz 8.5 zusammen mit dem Hauptsatz 1.12, dass
p(D) @ Ew(Q) — Ew(Q) genau dann eine stetige lineare Rechtsinverse auf £ () be-
sitzt, wenn die Varietditen aller irreduziblen Teiler von p eine PL-Bedingung erfiillen. Ist
s > 2, so hat nach diesem Satz p(D) : £u)(2)° — Ew () genau dann eine stetige li-
neare Rechtsinverse auf £,)(2)* (siehe Lemma 8.2), wenn die Varietiten aller irreduziblen
Teiler von det p eine PL-Bedingung erfillen. Dies ist aber nach voriger Uberlequng dqui-
valent dazu, dass (detp)(D) : Ew)(Q) — Ewy(Y) eine stetige, lineare Rechtsinverse auf
Ew)(Q) besitzt. Fir s x s-Matrizen p in P mit nichtverschwindender Determinate hat
also p(D) : Ew(Q)* — Ewu)()° eine stetige, lineare Rechtsinverse genau dann, wenn
(detp)(D) : Ew)(2) — Ew(Q) eine besitzt. Man kann sogar die Rechtsinverse fiir p(D)
aus der von det p(D) konstruieren. Ist nimlich R : £\ (Q) — £ (Q) eine stetige, lineare
Rechtsinverse zu det p(D), so ist analog zu (112):

p(D) o paa(D) = det p(D) o E
Also ist pa(D) o (R - Ey) eine stetige, lineare Rechtsinverse zu p(D) auf £ (Q)*, weil
p(D) 0 pad(D) o (R - Es) = (det p(D) Es)(R - E;) = (det p(D) o R)Es = Idg () -

Moégliche assoziierte Varietéiten

Jede endliche Menge von vorgegebenen irreduziblen Varietédten kann als Menge der zu
einer Matrix p assoziierten Varietédten vorkommen. Um dies zu zeigen, benotigen wir noch
folgendes Lemma:

8.7. Lemma. FEs seien paarweise verschiedene Primideale (Py),=1
qgilt

r C P gegeben. Dann

.....

Assp(PY/(Pyx ... x Pr))={P,|y=1,...,T}

BEWwEIs. Sei I C {1,...,I'}, dann gilt
ﬂP,- €e{P;|jel} oder ﬂPZ- ist kein Primideal, (113)
iel iel
denn nehmen wir an, die erste Aussage gilt nicht, dann gibt es fiir jedes 7 € I ein ¢; €
P\ ﬂbi# P;; nun ist Hjelqj € Nie; P und gq; € N, P fiir jedes j € I, weshalb (N, P
kein Primideal sein kann. Sei a € P' beliebig, dann setze I := {i € {1,...,T} | a; & P;}.
Es gilt fiir ¢ € P

qg-a€e P x...xPr & qa; € P firallei el
ge P, firalleiel & qEﬂPi

il

P; Primideal
=
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Also ist Annp(a + (Py X ... x Pr)) = (\,c; s und daher gleich einem P; (j € I) oder nach
(113) kein Primideal. Folglich ist

ASSp(PF/(Pl X .00 X Pp)) =

= {Annp(a+ (P, x ... x Pr)) |a € P, Annp(a+ (P, x ... x Pr)) Primideal}
c{P|y=1,....T'}

Andererseits ist nach obiger Aquivalenzkette fiir a := (3;,)i=1..1 € P':

Annp(a+(P1><...><Pp)):P.

A
Also gilt auch

Assp(PY/(Pyx ... x Pr)) D {P,|y=1,...,T}
und damit folgt die Behauptung. U

8.8. Beispiel. Seien paarweise verschiedene Primideale (P, ) =1, r und fir diese Erzeuger
Uym, M = 1,...,n, gegeben, also P, = Y"""_ a,,,P. Dann definieren wir N := 25:1 Ty
und p := (Pi~)i=1,. Ni=1,..r folgendermafen: Fir v € {1,...,'} setzen wir p;, == Gy m,

wenn i = m + 23;11 n, mit m € {1,...,ny}, und sonst p;, = 0. p hat also folgende Gestalt

(mit Nullen aufzufiillen)

aii

al’nl
21

aQ,ng

ar

ar nr
Dann gilt
Assp(PY /p'PY)={P, |y=1,...,T}.

BEWEIS. Offenbar ist p!PY = P, x ... x Pr, daher folgt mit Lemma 8.7
Assp(PY/p'PYN) = Assp(PY/(PLx ... x Pr)) ={P,|v=1,...,T}.

Unterbestimmte Systeme mit vollem Rang

Als néchstes formulieren wir ein hinreichendes Kriterium, wann fiir eine m x s-Matrix p
in P mit m < s und vollem Rang, der Operator p(D) : £.)(Q)* — £)(2)™ eine stetige,
lineare Rechtsinverse auf £,y (£2)™ (beachte 8.2) besitzt. Und zwar stellt sich heraus, dass es
geniigt, wenn der grofite gemeinsame Teiler der Determinanten aller m x m-Untermatrizen
von p als Differentialoperator eine stetige, lineare Rechtsinverse besitzt.
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8.9. Lemma. Seien m, s € N mit m < s und p = (a;;)i=1,..m eine Matriz in P. Ist M

.....

7j=1,...;s
eine m X m-Untermatriz von p mit det M # 0, dann gilt

Assp(P?/p'P™) C {(0)} U Assp(P™/M*P™).

BEWEIS. Fiir M wie in der Voraussetzung gibt es r € {1,...,s}™" mit 1 < r; < ry <
o<1y < s,s0dass M = (a@?ﬂj)lgmgm. Sei Py der Quotientenkorper von P. Wir zeigen
nun:

-----

p'P™ = (p"P) N {y € P* | (r,)j=1...m € M'P™} (114)

-----

Mtx = (yT‘j>j=1 ..... m = <Z ai,T’jZi> = Mtz
=1 :

Da die Abbildung M? : Py — Po) wegen det M # 0 injektiv ist, folgt z = x € P™ und
somit y = p'z € p!P™. Also ist (114) gezeigt.
Sei Annp(u + p'P™) € Assp(P*/p'P™) beliebig (u € P*).
oFall 1: u ¢ p"P(p,
Dann ist auch fir alle g € P\ {0}: gu ¢ p'P D p"Pn. Nach Bemerkung 8.3 folgt
Annp(u + p'P™) = (0).
ekall 2: u € ptP(’g)
Fiir g € P gilt nach (114):
guePP" & glu)jm,.,

Daher gilt nach Bemerkung 8.3:

.....

denn nach Wahl war Annp(u 4 p*P™) ein Primideal. O

8.10. Lemma. C" erfiillt fiir jede nicht quasianalytische Gewichtsfunktion w und jede Menge
Q C R™ offen und konvez die Bedingung PL(Q,w) aus 1.7.

BEWEIS. Nach [34] Theorem 3.3 (4) reicht es zu zeigen, dass fiir jedes K C € kompakt,
konvex eine kompakte, konvexe Menge K’ C Q existiert, so dass fiir jede Funktion u €

PSH(C") (siehe 1.6) gilt: (a) und (b) = (c), wobei
(a) VzeC": wu(z) <hg(Imz)+1
(b) Ve e R":  wu(x) <0
() VzeC": wu(z) < hg(Imz)
Ist K C € kompakt, konvex gegeben — ohne Einschriankung mit 0 € K — dann wéhlen wir

K':= K. Sei u € PSH(C™), so dass (a) und (b) erfiillt sind. Es reicht (¢) auf C" \ R" zu
zeigen. Sei zgp € C™ \ R" fixiert, dann gilt hx(Im z) # 0 und die Funktion

f:C—[—o00,00], [f(N):=u(Rezo+ AImz)
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ist nach Definition der plurisubharmonischen Funktionen subharmonisch auf C. Ferner lau-
tet das klassische Phragmén-Lindelof-Theorem, wofiir ein Beweis in [31] Theorem 4.1 steht,
so: Fiir jede plurisubharmonische Funktion v : C — [—o00, 00, welche (a) und (/) erfiillt,
gilt auch (), wobei

() VzeC: wv(z) <|z]|+o0o(z])
(B) Ve eR: wv(z)<0
(7)) VzeC: v(z) <|Imz|

Aufgrund von (a) gilt fir A € C wegen Im(AIm zg) = Im(A) Im 2:
FA) =u(Rezg+ AIm zp) < hr(Im(A\) Im zp) + 1 = | Im(A\) |hx (Im 2) + 1.
Daher erfiillt v := m () und ebenfalls (), da (b) fiir u gilt. Wir erhalten (7), also
FA) < |ImAlhg(Im 29) = hg(Im(AIm zp)).

Setzt man nun A := 4, so erhélt man u(zy) < hx(Im z), also folgt (¢). Dies war zu zeigen.
U

8.11. Korollar. Seien m, s € N mit m < s, p = (a;)i=1,..m eine Matriz in P mit vollem
Rang, und I
g = ggT{det M | M ist m x m-Untermatriz von p, det M # 0}.
Dann gilt:
Assp(P?/p"P™) C {(0)} U {qP | q ist irreduzibler Teiler von g}.
Ferner hat p(D) : £y (Q)° — Ew)(Q)™ eine stetige, lineare Rechtsinverse auf ()™,
wenn g(D) : Ew)(Q) = Ew)(Q) eine stetige, lineare Rechtsinverse auf () besitzt.
BEWEIS. Ist M eine m x m-Untermatrix von p mit det M # 0, so gilt nach Satz 8.5
Assp(P™/M'P™) = {¢P | q ist irreduzibler Teiler von det M}.
Daher gilt

ﬂ{ASSP(Pm/Mth) | M eine m x m-Untermatrix von p mit det M # 0}

= {qP | q ist irreduzibler Teiler von det M, fiir jede m x m-Untermatrix M von p}
= {¢P | ¢ ist irreduzibler Teiler von g}

Die behauptete Inklusion folgt durch Durchschnittbildung in der Inklusionsaussage in Satz
8.9. Hat nun g(D) eine stetige, lineare Rechtsinverse, so erfiillen nach 1.12 alle Primideale
qP, wobei q ein Teiler von g ist, eine Phragmén-Lindel6f Bedingung. Nach 8.10 erfiillt auch
C™ = V/(0) eine. Also hat nach dem Hauptsatz 1.12 und der gezeigten Inklusion auch p(D)
eine stetige, lineare Rechtsinverse. U

Ist m = 1, liegt also nur eine Gleichung vor, so ist es auch notwendig, dass der in Korollar

8.11 definierte ggT eine stetige, lineare Rechtsinverse besitzt.

8.12. Satz. Seien ay,...as € P nicht alle =0, g := ggT{ay,...,as}, sowie
p:=(ay,...,as).

Dann hat der Differentialoperator p(D) : £uy(2)° — Ewy(Q) genau dann eine stetige,
lineare Rechtsinverse, wenn g(D) : E,)(2) — £ () eine besitzt.
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BEWEIS. Fiir b; := %, 1=1,...,s betrachte
b(D) := (bi(D),...,bs(D)) : Ew)(2)* = Ewy ().
Hat p(D) : £.)(Q)* — &) () eine stetige, lineare Rechtsinverse ¢ : £,)(2) — £y (Q2)°
(dh. p(D) o =1dg, (@), so gilt
g(D)o (b(D)ow)=p(D)op= Idg(w)(Q) .

Also ist (b(D) o @) : Ew)() — Ew)() eine stetige, lineare Rechtsinverse fiir g(D). Hat
g(D) hingegen eine stetige, lineare Rechtsinverse, so besagt Korollar 8.11, dass auch p(D)
eine besitzt. O

Einspaltenmatrizen und singulédre 2 x 2-Matrizen

Fiir 2 x 2-Matrizen p mit det p # 0, ist nach 8.6 det p mafigebend dafiir, ob p(D) eine stetige,
lineare Rechtsinverse hat. Fiir 2 x 2-Matrizen p mit det p = 0, ist der Einspaltenoperator aus
den grofiten gemeinsamen Teilern der Zeilen entscheidend fiir die Existenz einer stetigen,
linearen Rechtsinversen.

8.13. Bezeichnung. Seien ay,...,a,, € P, dann setzen wir
I(ay, ... ay) = {Z)”ai 1=1,....m,\ € 73} cP
i=1
8.14. Bemerkung. Seien aq,...,a,, € P und
a1
a2
pi=
am

Dann gibt es nach 4.13 zu [ := I(ay,...,a,) primére Ideale (siehe 4.14) (1,),=
Primideale (Q,)=1

.....

r
(1) ﬂ L=1,
y=1

I
2 (YL, #I, Vj=1,..T,
y=1

Y#j
(3) Assp(P/1,) ={Q,}, Vy=1,...,T.
(4) Assp(P/I) = {Q, | 7 = 1,...T}.
Also ist
Assp(P/p'P™) ={Qy | v=1,...T}.

Die hier erwéhnte Primérzerlegung eines Ideals kann von Computeralgebraprogrammen
(z.B. Singular) berechnet werden.

8.15. Lemma. Sei
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eine Matriz in P\ {0} mit detp = ad — be = 0. Wir setzen a' := wtan € P (wobei

ggT(a,b) der grifite gemeinsame Teiler von a und b ist). Dann gilt mit der Bezeichnung
aus 8.13

Assp(P?/p'P?) = {(0)} U{Ann(f + I(a,c)) | f € a'P, Ann(f + I(a,c)) ist Primideal}

a c
T::pt:(b d)'

Nach Voraussetzung gilt ad = bc = d = % € P. Somit gilt:

2 Aa + pc 2 u 2
TP {()\b+ )GP )\ueP} {(U>e7>

BEwWEIS. Wir setzen

ue l(a,c), av = bu} (115)

Um
Assp(P?/TP?) C {(0)} U{Annp(f + I(a,c)) | f € a'P, Annp(f + I(a,c)) ist Primideal}
(116)
7Zu zeigen, sei
Annp <(z) + TPQ) € Assp(P?/TP?)
beliebig (insbesondere ist dieser Annulator ein Primideal).
eFall 1: av # bu
In diesem Fall ist fiir alle g € P\ {0} auch a(gv) # b(gu) und nach (115):
u 2
g (v) ¢ TP-.
Also ist Annp <( ) + T732) = (0).
oball 2: av = bu
In diesem Fall ist P 5 v = %u = ggT(a a L. Da a' und ggT—() wegen a,b # 0 teilerfremd

sind, folgt u € a’P. Fiir g € P ist nach (115)
9 (Z) TP & guel(ac).
Also erhélt man nach Definition der Annulatoren
Annp ((Z) + T732> = Annp(u + I(a,c)),

und der linke Annulator war ein Primideal. Damit ist (116) gezeigt. Nun zeigen wir
Assp(P?/TP?) > {(0)} U{Annp(f + I(a,c)) | f € a'P, Annp(f + I(a,c)) ist Primideal}.

(117)
Es gibt wegen a, b # 0 offenbar (u,v) € P? mit av # bu. Nach dem eben behandelten Fall
1 ist dann

Annp ((5) + TP2) = (0) € Assp(P?/TP?),
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Sei wiederum a = a' ggT(a,b) und f € a'P gewihlt, so dass Annp(f + I(a,c)) Primideal

ist. Dann setze h = 2f = gngZab € P. Es gilt dann fir ¢ € P immer a(gh) = b(gf),

sowie

g € Annp(f + I(a,c)) A gf € I(a,c) &) L(J(£)€T732

Also ist nach Definition des Annulators
Annp(f + I(a,c)) = Annp <(ifz) + T732> :

Da die linke Menge ein Primideal war, folgt nun (117). O
8.16. Satz. Seien a,b,c,d € P\ {0} und

_fa b
P=\¢ a
mit detp = ad — be = 0. Fir g := ggT(a,b) und h := ggT(c,d) gilt

Assp(P?/p'P?) = {(0)} U Assp(P/1(g, h)).

Also hat p(D) : E)(Q)?* — Ew)(Q)? genau dann eine stetige, lineare Rechtsinverse auf
Bildp(D), falls der Operator

<z8£)15wﬂ9)—*&wﬂbz

eine stetige, lineare Rechtsinverse auf seinem Bild hat.

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn I1(g,h) = P ist.

BEWEIS. Man setze o’ := ggT(a 5 und b = ggT—(b) Dann gilt
b b
ad=be = d=-= —/C = JreP:c=adr
a a

Hieraus folgt d = % = b'r und somit gilt r = ggT(c,d) = h. Also ist
_(dg Vg
p“(wh vh)

Annp(r + I(g,h)) = Annp(a'r + I(a,c)),

Fiir jedes r € P ist

denn fiir jedes ¢ € P ist
qr € I(g,h) & qad'rel(dg,dh)=1(a,c).
Also gilt
Assp(P?/p'P?) *2 {(0)} U {Annp(f + I(a,c)) | f € a'P, Annp(f + I(a,c)) ist Primideal}
={(0)} U{Annp(r + I(g,h)) | r € P, Annp(r + I(g, h)) ist Primideal}
={(0)} UAssp(P/I(g,h)).
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Konkrete Beispiele

8.17. Definition und Bemerkung. Ein Polynom ¢ € P\ {0} vom Grad m € N heifit
elliptisch, falls der Hauptteil ¢,, (die Monome m-ten Grades) in R™ \ {0} kein Nullstelle
hat. Ist Q@ C R"™ offen und konvex, so hat ¢,,(D) keine stetige, lineare Rechtsinverse auf
C*°(Q) aufgrund von [40] Theorem C.1 . Daher erfillt V}, := V(g,) nach [29] 4.5 und
Definition 2.8 nicht PL(Q2) := PL(€2,log). Also geniigt V' := V(¢) nach [34] 4.1 nicht
PL(2,w). Nach [30] 5.4. und Definition 2.11 hat ¢(D) : £.)(Q2) — £ () keine stetige,
lineare Rechtsinverse auf &,)(£2).

Das erste Beispiel wird in [36] angesprochen:

8.18. Beispiel. Wir betrachten fiir s =2 (und Q C R? konvex und offen) den Differential-
operator

D) s (@ — €@, 9(D) (1) = (B_ - a‘) ,

ou ov
v B_y + %
dessen Kern bis auf die Identifizierung von R? mit C einen Unterraum der holomorphen
Funktionen auf 0 bildet. Dann st
S O
e (y v )

und somit detp = —(z* + y?). Dieses Polynom ist nach 8.17 elliptisch; also hat q(D) :
Ew(Q) = Ew(Q) keine stetige, lineare Rechtsinverse auf £.(2). Nach Korollar 8.6 hat
p(D) keine stetige, lineare Rechtsinverse auf £, (2)?

Fiir das folgende Beispiel brauchen wir noch diese Definition:

8.19. Definition (hyperbolische Polynome). Ist p € P, so heiBt p hyperbolisch, wenn ein
6 € R"\ {0} und 7 € R existieren, so dass

VeeR" 7<7: plr+itd) #0

8.20. Bemerkung. Ist p € P\ {0} hyperbolisch, so folgt aus [24] 12.5.1. und der Definition
in [30] 4.1, dass p auch (w)-hyperbolisch ist. Mit [30] Proposition 4.4 (1), Definition 2.11
und [34] 2.11 folgt, dass p(D) : ) (R") — £y (R") eine stetige, lineare Rechtsinverse auf
Ew)(R™) hat.

Aus der Weyl-Gleichung fiir die Wellenfunktion eines Neutrino-Antineutrino-Paars in der
Quatentheorie stammt folgender Differentialoperator:

8.21. Beispiel. Gegeben sei

mit

S
I

1 t+x+z —1y
1y t+x—2)"



KONKRETE BEISPIELE 99

Dann ist det p = —(t +x)? + 22 + 3. Dieses Polynom ist hyperbolisch bzgl. (0,0,0,1) (siehe
8.19), denn fir 7 < 0 und (x,y, z,t) € R* gilt:

0=detp(r,y,2,t+it)=—(t+az+it) >+ 22 +y* = —(t+2)* + 22 +y* + 72 = 2i7(t + o)
=t+2=0

und somit 0 = 22 +y?+72 mit Widerspruch zu 7 # 0. Also hat p(D) : Ey(R*)? — E)(R*)?
eine stetige, lineare Rechtsinverse auf £\ (R*) nach 8.20.

8.22. Beispiel. Folgendes Beispiel stammt aus der Bildverarbeitung (Denoising):

& . 90 9
o= (7 )

0z 9y (9y)?

Man beachte, dass detp(D) = 0 ist. Der Operator p(D) : Ew)(Q)* — Ew)(Q)? hat eine
stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D).

BEWEIS. Mit den Bezeichnungen aus 8.16 ist a = —2%, b=c= —ay, d = —y?>, g =1z
und h = y. Nach 8.16 ist also

Assp(P?/p"P?) = {(0)} U Assp(P/I(z,y)) = {(0)} U {I(z,y)}.

Nach dem Hauptsatz 1.12 hat wegen V(0) = C" und V(I(x,y)) = {0}, p(D) eine stetige,
lineare Rechtsinverse auf Bild p(D). Man kann sogar eine stetige, lineare Rechtsinverse fiir
diesen Fall angeben. Sind (g1, g2) € Bild p(D), so rechnet man leicht nach, dass

R(g1,¢2)(z,y) := <fox (fox g1(t,y)dt 3— foy QQ(O,t)dt> dm’) vy €R,

eine stetige, lineare Rechtsinverse fiir p(D) definiert. Dabei beachte man, dass %—9; = %. 0
8.23. Beispiel. Es sei P = Clx,y, z|, dann ist die Matriz
o+ a2y? 1222 4222
p= (w6 _ x2y4 4.2 y4z2)
singulir. p(D) : E)(2)* — Ew)(Q)? hat keine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D).

BEWEIS. Mit den Bezeichnungen aus 8.16 ist a = z* + 22y, b = 2222 + %22, ¢ =
28 — 22yt d =222 —y'2? g=2+y? und h = 2* — y* = (2* — y?)g. Nach 8.16 ist
Assp(P?/p'P?) = {(0)} U Assp(P/1(g, h)) = {(0)} U Assp(P/gP)
={(0), (z + iy)P, (z — iy) P},

denn gP = (z+iy)PN(x—iy)P ist offenbar eine Primiirzerlegung von gP. Da V (z+iy) NR3
von niedrigerer Dimension ist als V(z + iy), erfiillt diese Varietét nach [34] 3.11, 3.13 und
4.1 nicht PL(R3,w). Damit erfiillt V(z + iy) nach [34] 2.11 auch nicht PL(2,w), woraus
nach dem Hauptsatz 1.12 die Behauptung folgt. U

8.24. Beispiel. Es sei P = Clx,y, z|, dann hat der von der Matriz

(2?2 0 z? —y?
b= 0 22 4 22 :1:2+y2
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induzierte Differentialoperator eine stetige, lineare Rechtsinverse auf E,)(Q)?. Jede 2 x 2-
Untermatriz von p induziert jedoch einen Diffenrentialoperator, der keine stetige, lineare
Rechtsinverse besitzt.

BEWEIS. Die 2 x 2 Untermatrizen von p sind

2 — 22 0
Mz = ( 0 22+ 22 )
22— 22 g2 g2
M1,3 32( 0 x2+52 )
0 1'2 _ y2
M2,3 = (m2 4 g2 g2 +y2 .

Da die Determinanrten

det M, 5 = (2° — 22)(2* + 2%),

det Ml,g = (.%'2 — 22)(1’2 + y2),

det My = —(2* — y*)(2* + 2°).
jeweils einen elliptischen Anteil besitzen (siehe 8.17), haben M 5(D), M; 3(D) und M 3(D)
nach 8.6 keine stetige, lineare Rechtsinverse. Andererseits gilt

ggT(det Ml’g, det Ml,g, det M2’3) = 1,
also hat p(D) nach 8.11 eine stetige, lineare Rechtsinverse auf £, (). O
8.25. Definition. Sei

0 —2 v x
r=i'|z 0 —z|, di=ilz,y,2), g=i"|y|, q=—-(*+y*+2?
-y 0 z

und rot := r(D), div := d(D), grad := g(D) sowie A := ¢(D) = d(D) o g(D) (wobei
D =il 2 8))

8.26. Beispiel. (i) rot : £)(Q)* — &u)(Q)? hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf
Bild rot

(1) div : ) (Q)? — Ew)(Q) hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf £, ()

(i) grad : ) (Q) — Ew)(Q)? hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild grad

(iv) grad o div : ) (2)® — E)(Q)? hat eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild grad
(v) A+ Eu)() — Ewy(Q) hat keine stetige, lineare Rechtsinverse auf &) (€2).

Obwohl A = divograd, impliziert hier, die Existenz von stetigen, linearen Rechtsinversen
fiir div und grad nicht, dass A eine auf () besitzt. Der Grund dafiir ist, dass die
stetige, lineare Rechtsinverse fir grad nur auf Bild grad C &) (Q)® definiert ist.

BEWEIS. zu (i): Hierzu mochte ich beweisen, dass Assp(P3/r'P3) = {(0)} ist, wobei
hier P = C[z,y, z]. Wir zeigen zunéchst

r'P? = {u € P* | xuy + yuy + zuz = 0} (118)

,, " Gilt, da (z,y,2) - rt = 0.
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., D" Sei u € P? mit
Tuy + yug + zug = 0. (119)

Da wu; (bzw. ug) kein Monom aus C[z] (bzw. C[y]) enthalten darf, muss u; € I(y, z) und
us € I(x,z) sein. Also gibt es g; € Clz,y], h; € Clx,y, 2] fiir i = 1,2, so dass

up =yg1+ zhi,  ux = g2 + zho. (120)
Nach (119) ist
0 =2(yg + 2h1) + y(2g2 + 2ha) + 205 = (g1 + g2)ay + (Thy + yha +us)z = g1 =—ga

Wir setzen v' := i(—hg, hy, —g1) = i(—ha, hy, g2), dann gilt

—1
rv=1 zhyo+xg2 | =u, denn wug (119) —(zuy + yus) (129 —xhy — yho.
z

Also ist (118) gezeigt.
Sei nun zur Bestimmung von Assp(P?/r'P?) ein w € P? gegeben.
Fall 1: w € r'P3
dann ist Annp(w + rP3) = P kein Primideal.
Fall 2: w € P3\ r'P?
dann gilt nach (118) fiir alle A € P\ {0}: 2 w; + y ws + 2 ws # 0, also ist dw ¢ r'P3.
Demnach ist
Annp(w + r'P?) = (0).
Da rt : P3 — P3 nicht surjektiv ist, gilt
Assp(P?/r'P?) = {(0)}.

Damit ist die einzige zu rot assoziierte Varietit V' (0) = C?, welche nach nach 8.10 PL(€2, w)
erfiillt. Der Hauptsatz 1.12 impliziert, dass rot eine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild rot
hat.

(ii) folgt nach 8.12, da ggT (i 'x,i ty,i 'z) = 1.
(iii) folgt nach 8.7, da nach diesem Satz Assp(P/g'P?) = I(x,y,2) und V(I(x,y, z)) = {0}.

(iv) div besitzt eine stetige, lineare Rechtsinverse Rg;, auf &£, (€2) und grad eine stetige,

lineare Rechtsinverse Ryaq auf Bild grad. Raiy © Rgraq ist eine stetige, lineare Rechtsinverse
fiir grad o div auf Bild grad = Bild grad o div.

(v) Dies folgt nach 8.17, da ¢ ein elliptisches Polynom ist. O



102 8. ASSOZIIERTE PRIMIDEALE

8.27. Beispiel (Maxwell Gleichungen). Sei Q C R* offen und konvex. Mit den Bezeichnun-
gen aus 8.25 sei fir B, E € £,)(Q)* und Konstanten o, 3, v > 0:

d
tB=aF —F
ro o —l—ﬁdt

d
tE=—B
100) o
divB =0
div B = .

Dieses Gleichungssystem (Mazwell Gleichungen) ist dquivalent zu p(D) (g) = es (e =
(08,i)i=1,...8) mit

0 —z y —(ai+ () 0 0

z 0 —z 0 —(ai + Bt) 0

-y x 0 0 0 —(ai + Bt)

.-t 0 0 0 -z y

P==0 1o —t o0 z 0 —x

0o 0 -t —y T 0

x Yy oz 0 0 0

0 0 0 y

|

Der Operator p(D) : E)(Q)° — Eu)(Q)® (D := i(
Rechtsinverse auf Bild p(D).

o 9 0 : ; /
) By Bed &» hat keine stetige, lineare

Q

T

BEWEIS. Zunéchst definieren wir

ri=a*+y? 4+ 2%+ Bt* + it und

1 0
v
z 0
e
:
0 —3
0 1
Ol’i+5t O
(1) Zeige:
Kern(p' : Pl — Ply) = KPPy (P() Quotientenkérper von P) (121)

Man rechnet leicht nach, dass p' vollen Rang hat, also ist p’ : 77(80) — 73(60) surjektiv und

damit hat der Kern dieser Abbildung Dimension zwei. Aufgrund von p'K = 0 folgt, dass
der Kern von den Spalten von K aufgespannt wird.

(2) Zeige:
Annp(te; +p'P¥) =71 - P. (122)
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Zunéchst gilt fiir
0
2t
—yt
—(2? + «it + Bt?)
—yx
—zT
0
0

p'1h = te;. Daher folgt r(te;) € p'P%, also r-P C Ann(te; +p'P®). Um die andere Inklusion
zu zeigen, sei ¢ € Ann(tey + p'P®) beliebig. Also gibt es ein v € P® mit p'v = gte; = Lp'h.
Nach (1) gibt es also ¢, d € P(g) mit

1 0

v 0

2 0

q 0 h
0 %

0 1

ai+pft 0

8

Aus der ersten und siebten Zeile folgt ¢, d € P. Die achte Gleichung impliziert («i + Gt)c =
v, also gibt es w € P mit ¢ = wx. Die zweite Gleichung besagt nun vy = 12t + wy, daher
ist gzt = (ve — wy)r. Da r irreduzibel ist und nicht zt¢ teilt, teilt r das Polynom ¢. Also ist
q € r- P und damit (122) gezeigt.

(3) Da r irreduzibel ist, gilt 7 - P € Assp(P°/p'P?) aufgrund von (2). Also ist V(r) eine
zu p assoziierte Varietidt. Andererseits ist nach 8.17 r elliptisch und V' (r) erfiillt daher fiir
kein w die Bedingung PL(2, w). Nach Hauptsatz 1.12 hat also p(D) : ()% — ) ()®
keine stetige, lineare Rechtsinverse auf Bild p(D). O
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Kurzfassung

Auf einer offenen Menge 2 im R™ seien wie in Braun, Meise, Taylor [11] Rdume von
ultradifferenzierbaren Funktionen & (Q2) und £g,;(Q) € C*(2) und Ultradistributionen
Dy, (€2) und D, (€2) D D'() erklért. Gegeben sei ein lineares Differentialgleichungssystem
mit konstanten Koeffizienten aus s; Gleichungen und s variablen Funktionen, das durch eine
s1 X s-Matrix p mit Werten in C[zy,...,2,] und D := z'(a%l, c %) so dargestellt werden
kann:

p(D)f =g fir fe&u(Q)" und g € £ (Q2)*. (122)
Hier und im folgenden betrachten wir statt £.)(€2) auch £} (), Dy, (2) oder D}, (); in
jedem Fall soll w dabei eine nicht quasianalytische Gewichtsfunktion (siehe 1.2) sein.
Wir untersuchen, wann es eine stetige, lineare Abbildung R : p(D)E&,)(Q)* — &) (Q2)* gibt
mit

p(D)R(g) =g, fiir alle g € p(D)E&,)(Q)°.

Und zwar gibt es eine solche stetige, lineare Rechtsinverse R genau dann (siehe 1.12
und 1.13), wenn alle Nullstellenmengen (V' (P,)) =1, r der zu p assoziierten Primideale
(Py)y=1,..r (siehe 1.5) die Phragmén-Lindel6f-Bedingung PL(€2, w) (siehe 1.7) erfiillen. Im
achten Kapitel bestimmen wir fiir wichtige Fille diese assoziierten Primideale.

Die oben vorgestellte Charakteriserung der Existenz von stetigen linearen Rechtsinversen
wird vom zweiten bis sechten Kapitel (dhnlich wie in Palamodov [36]) schrittweise durch
dquivalente Bedingungen hergeleitet. Dazu wenden wir den projektiven Funktor, Dualitéts-
theorie, Fouriertransformation und die Theorie des Noetheroperators aus Hansen [20] an.

Die Surjektivitét einer Differentialgleichung p(D) : £} () — €} (€2) ist selbst fiir konve-
xes () im Gegensatz zum Fall von £, (€2) und D{,(€?) im allgemeinen nicht gegeben. Ein
Beispiel hierfiir liefern die reell analytischen Funktionen auf R", die £ (R") fiir w(t) :=1¢
entsprechen. Fiir ein System wie in (8) untersucht man stattdessen, wann fiir eine beliebige
Gewichtsfunktion w (siche 1.2)

p(D)Ewy () = Kern(pi(D) : £y ()" — €1y (2)%)
gilt, wobei so € N und p; als s3 X s;-Matrix mit Eintragen in C|zy, ..., 2, so gewéhlt sind,
dass
PiClz1, ..., 2, = Kern(p' : Clz1, ..., 24" — Clzy, ..., 24)°).
Dies ist genau dann der Fall (siehe 1.15), wenn alle Varietéaten (V (P,))=1
Lindelof-Bedingung (PL) () (siehe 1.5) erfiillen.

Im siebten Kapitel wird dies mit Hilfe der Theorie des projektiven Funktors und Resultaten
aus dem dritten und vierten Kapitel bewiesen.

r die Phragmén-

,,,,,

Die vorliegende Dissertation baut auf Ergebnissen von Braun, Meise, Taylor, Vogt ([28],
(29], [33], [30], [12] und [8]), Palamodov [36], Hansen [20] und Résner [39] auf.



