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Einleitung

Einem universellen Prinzip der Physik zufolge strebt nahezu jedes physikalische System
einen Zustand minimaler Energie an. Da die in der Natur auftretenden Systeme stets
begrenzt sind, ist es fiir das Verstédndnis der dort beobachteten Phanomene unerlésslich,
das Verhalten am Rand eines Systems in die Uberlegungen mit einzubeziehen. Tatsiich-
lich sind die Randwerte demselben Prinzip der Energieminimierung unterworfen, so
dass sie sich innerhalb eines vorgegebenen Rahmens frei bewegen werden, bis sie einen
energetisch moglichst giinstigen Zustand eingenommen haben. Ein besonders leicht zu
visualisierendes Beispiel ist ein Seifenfilm, der in einer gebogenen Drahtkonstruktion
eingespannt ist. Der Film wird sich frei ldngs des Drahtes bewegen, bis er den Zu-
stand minimaler Energie, in diesem Fall kleinster Flédche, eingenommen hat. Ein solches
Ph&nomen hat man vor Augen, wenn man sogenannte freie Randbedingungen betrach-
tet. Diese Form der Randwerte sind die natiirlichsten Bedingungen, die man bei einem
physikalisch oder geometrisch motivierten Minimierungsproblem stellen kann.

Die mathematische Modellierung physikalischer Systeme wie oben erfolgt mithilfe
von Abbildungen u : M — N zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten M und N.
Die oben angedeutete freie Randbedingung entspricht der Forderung, dass die Randwer-
te u(OM) in einer Untermannigfaltigkeit I' C N liegen. Unter der Energie einer solchen
Abbildung versteht man das Integral E(u) := [, |Du|*du. Der natiirliche Funktionen-
raum, auf dem dieses Funktional definiert ist, ist der Sobolev-Raum H'(M,N). Daher
werden nur Abbildungen u aus diesem Raum in die Betrachtung einbezogen.

In diesem Modell interessiert man sich nun fiir diejenigen Abbildungen, die die
Energie in der Klasse der Abbildungen mit der gleichen Randbedingung u(dM) C T
minimieren. Einem Standardverfahren der Variationsrechnung folgend, betrachtet man
fiir t € (—e,e) Variationen u; € HY(M,N) des Energieminimierers u = ug, wobei
man fiir jede Abbildung u; die besagte freie Randbedingung verlangt. Hierfiir gilt dann
%E(ut)‘ o = 0, falls diese Ableitung existiert. Abbildungen u, die diese Eigenschaft
fiir eine gewisse Klasse von Variationen erfiillen, werden stationdre harmonische Abbil-
dungen mit freier Randbedingung genannt. Stationdre harmonische Abbildungen stellen
also eine Verallgemeinerung von energieminimierenden Abbildungen dar. Solche allge-
meineren Abbildungen sind etwa in der Physik interessant, weil nicht jeder stabile
Zustand eines Systems notwendigerweise eine absolute Minimumstelle der Energie dar-
stellt. Es kommen auch lokale Minima vor, bei denen ein System zwar nicht den ener-
getisch giinstigsten Zustand annimmt, aber jede Verkleinerung der Energie zunichst
einen grofen Energieaufwand notig macht. Durch stationére harmonische Abbildungen
werden auch solche Fille abgedeckt.
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Die Frage, der sich die vorliegende Arbeit widmet, ist die nach der Regularitéit von
stationdren harmonischen Abbildungen. Sogar energieminimierende Abbildungen sind
im Allgemeinen nicht auf dem gesamten Definitionsbereich stetig. Das einfachste Ge-
genbeispiel ist die Retraktion u : B® — S" ! u(z) = ‘ﬁ—' fir n > 3 ([Li2]). Daher
kann man hochstens noch erwarten, die Gréfle der Singularitdtenmenge beschréanken
zu koénnen. Im Folgenden wird kurz zusammengefasst, welche Resultate hierzu beim

Verfassen dieser Dissertation bereits vorlagen.

Fiir jede stationire harmonische Abbildung v € H'(M,N) von einer Mannigfal-
tigkeit M ohne Rand in eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit A/ verschwindet
das (n — 2)-dimensionale Maf} der Singularititenmenge, in Formeln H" 2 (sing(u)) = 0.
Hierbei bezeichnet n € IN>o die Dimension der Ausgangsmannigfaltigkeit M. Dieses
Resultat wurde von Schoen und Uhlenbeck in [SU] fir Energieminimierer bewiesen und
konnte erst mehr als ein Jahrzehnt spéter von Bethuel in dem Artikel [B] auf den Fall
stationérer harmonischer Abbildungen verallgemeinert werden. Beide Arbeiten treffen
allerdings keine Aussagen iiber die Singularititen in Randpunkten. Unter einer freien
Randbedingung wurde die entsprechende Aussage am Rand bisher nur im Spezialfall
einer energieminimierenden Abbildung bewiesen, und zwar sowohl in [DS1] als auch mit
einer ginzlich anderen Herangehensweise in [HL]. Fiir allgemeine stationdre harmoni-
sche Abbildungen mit freier Randbedingung konnte das Resultat bisher nicht bewiesen
werden. Diese Liicke schlieit das Theorem 3.1 der vorliegenden Arbeit.

Fiir energieminimierende Abbildungen lassen sich iiber das oben beschriebene Regu-
laritdtsresultat hinausgehende Eigenschaften zeigen. Die Hausdorff-Dimension der Sin-
gularitdtenmenge ist ndmlich in diesem Fall hochstens n—3. Dieser Satz ist im Fall eines
leeren Randes in der bereits zitierten Arbeit [SU] von Schoen und Uhlenbeck enthalten,
im Fall einer freien Randbedingung wurde der Beweis unabhéingig voneinander in [DS2]
und [HL] gefiihrt. Fiir stationire harmonische Abbildungen erweist sich das Problem
als hirter. Der Grund hierfiir ist die fehlende Kompaktheit in der H'-Normtopologie
von Folgen stationirer harmonischer Abbildungen u; € H'(M,N) mit beschrinkter
Energie sup; E(u;) < oo. Die Dimensionsabschitzung der Singularititenmenge einer
energieminimierenden Abbildung benutzt ndmlich das Dimensionsreduktionsverfahren
von Federer und beruht daher wesentlich auf der Existenz von Tangentenabbildungen,
die wiederum energieminimierend sind. Fiir stationdre harmonische Abbildungen kann
man aber wegen der fehlenden Kompaktheitseigenschaft im Allgemeinen keine star-
ke Konvergenz gegen die Tangentenabbildungen nachweisen, so dass nach aktuellem
Kenntnisstand nicht gewéhrleistet ist, dass die Tangentenabbildung die Stationaritéit
von der Ausgangsabbildung erbt. Daher ist das Dimensionsreduktionsverfahren im all-
gemeinen Fall nicht anwendbar. Unter gewissen Einschrinkungen an die Zielmannig-
faltigkeit A\ ldsst sich das Problem aber beheben. Zu diesem Zweck konnte F.H. Lin in
[Li] diejenigen Mannigfaltigkeiten A/ charakterisieren, fiir die besagte Kompaktheitsei-
genschaft stationsirer harmonischer Abbildungen aus H'(M,N) gilt. Es handelt sich
nédmlich genau um diejenigen Mannigfaltigkeiten, fiir die keine nichtkonstante, glatte,
harmonische Abbildung S? — N existiert. Mit dieser Voraussetzung an den Bildbereich
ldsst sich dann fiir stationére harmonische Abbildungen » im Fall OM = @ sogar die
Dimensionsreduktion dim(sing(u)) < n —4 beweisen. Die im Vergleich zu oben verbes-
serte Abschéitzung resultiert dabei aus der Nichtexistenz nichtkonstanter harmonischer
2-Sphédren und war fiir Energieminimierer in solche spezielle Bildmannigfaltigkeiten
ebenfalls aus [SU] bekannt. Im Fall eines freien Randes scheiterte die Dimensionsre-
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duktion bisher schon daran, dass die partielle Regularitiit H" 2 (sing(u)) = 0 in diesem
Fall unbekannt war.

Die vorliegende Arbeit hat es sich zur Aufgabe gemacht, die Regularitétstheorie
stationédrer harmonischer Abbildungen mit freier Randbedingung, die bisher kaum ent-
wickelt war, auf denselben Stand zu bringen, der im Fall eines leeren Randes bereits
erreicht war. Das gesteckte Ziel konnte tatséchlich mit den Theoremen 3.1 und 5.5
vollsténdig erreicht werden. Das wesentliche Argument fiir den Beweis des erstgenann-
ten Theorems ist eine Spiegelungskonstruktion. Dazu kann man sich zunéchst durch
Lokalisieren auf den Fall beschréinken, dass die stationdre harmonische Abbildung u auf
einer Halbkugel B;” C R"™! x R definiert ist und auf dem Randabschnitt B} x {0}
eine freie Randbedingung erfiillt. Diese Abbildung méchte man nun durch geodétische
Spiegelung an der Untermannigfaltigkeit I' C A, die die Randwerte trigt, zu einer Ab-
bildung der Vollkugel fortsetzen, so dass man eine mit dem inneren Fall vergleichbare
Situation vorliegen hat. Das grundlegende Problem hierbei ist, dass die Funktionswerte
der Abbildung w von vornherein nicht in der Ndhe der Stiitzmannigfaltigkeit I' liegen
miissen. Ist aber ein Funktionswert sehr weit von dieser entfernt, so wird es im Allge-
meinen nicht moglich sein, zu diesem in sinnvoller Weise einen néchsten Punkt auf I'
zu definieren. Somit wire die geodétische Spiegelung der Funktionswerte nicht moglich.
Ein Schliisselergebnis dieser Arbeit ist daher der bisher unbekannte Satz 2.1, der unter
der Voraussetzung von hinreichend kleiner Energie sicherstellt, dass die Werte von w
wie gewiinscht in einer kleinen Umgebung von I' liegen. Diese Tatsache macht mit der
Spiegelungskonstruktion einen neuen und sehr natiirlichen Zugang zu dem Problem
einer freien Randbedingung moglich. Tatséchlich lédsst sich mit Kenntnis dieses Ergeb-
nisses im Fall eines Energieminimierers auch der bereits genannte Beweis aus [DS1]
wesentlich kiirzer und durchsichtiger fassen.

Da die geodétische Spiegelung an der Stiitzmannigfaltigkeit I' im Allgemeinen kei-
ne Isometrie ist, ist es nicht sinnvoll, fiir die gespiegelten Funktionswerte die gegebene
Metrik auf A zugrundezulegen. Um die vorhandene Struktur der stationiren harmo-
nischen Abbildung auszunutzen, wird stattdessen die durch die Spiegelungsabbildung
transportierte Metrik verwendet. Es werden also auf der oberen und auf der unteren
Halbkugel unterschiedliche Metriken betrachtet. Anders aufgefasst misst man auf dem
Tangentialraum T,y N mit einem von x € B; abhéngigen Skalarprodukt h(z), was
einer H'-Metrik h auf u* T N entspricht. Unter Ausnutzung der Symmetrie der durch
Spiegelung fortgesetzten Abbildung u leitet man fiir diese eine Differentialgleichung der
folgenden Form her.

Du -, V'Wdu =0 (%)
By
fiir alle lings u tangentialen Vektorfelder V € L* N H'(By,TN) mit kompaktem
Triger in B;. Hierbei sind das Skalarprodukt /-, / und der Zusammenhang V" durch
das Skalarproduktfeld h induziert. Fiir Einzelheiten vergleiche man Abschnitt 2.2. Die
obige Differentialgleichung hat eine dhnliche Struktur wie die Differentialgleichung fiir
Harmonizitat (1.10).

Die weitere Vorgehensweise besteht nun in der Anpassung des tiefliegenden Be-
weises aus [B] auf die allgemeinere Differentialgleichung (x). Es zeigt sich, dass sich
dies in groBer Allgemeinheit fiir H'-Skalarproduktfelder h wie oben bewerkstelligen
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lasst. Der erste Schritt hierfiir ist die Konstruktion eines geeigneten Bezugssystems
ei(r) € Ty N fir 1 < i < dimN. Dies erreicht man durch Minimieren des Funk-
tionals >, [ |V"e;|2dL", wobei der Zusammenhang V" und das Skalarproduktfeld h
wie in der besagten Differentialgleichung gegeben sind. Die Eulergleichung dieses Mi-
nimierers, die div(V"e; - e;) =0 fir 1 <4,j < dimN lautet, geht an wesentlicher
Stelle in den Beweis ein, um zu zeigen, dass gewisse kritische Terme im Hardy-Raum
Hq(R™) liegen. Der Ubergang zu Basisvektorfeldern, die diese Eulergleichung erfiillen,
entspricht einer Coulomb-Eichung des Zusammenhanges V”. In Verbindung mit har-
monischen Abbildungen wurde dieses Verfahren erstmals in [H] benutzt.

Der verbleibende, tiefliegenste Teil des Beweises des partiellen Regularitétssatzes
benutzt eine Hodge-de Rham-Zerlegung und die Hardy-BMO-Ungleichung, die eine
Konsequenz der berithmten Dualitdt des Hardy-Raumes und des Raumes BMO nach
Fefferman und Stein ist. Der Raum BMO kommt hier ins Spiel, weil jede stationére
harmonische Abbildung v € H'(B;]", N') mit freier Randbedingung auf B} ! x {0} eine
lokale BMO-Bedingung der Form

sup ][ |u — up . |dL" < 00
By (x)

zeBt,, 0<p<1/2

1/2

erfiillt, wobei wu, , := JCB;(x)“ dL™ gesetzt ist. Diese Figenschaft ist eine Folgerung aus
der Energiemonotonie von stationdren harmonischen Abbildungen (vgl. Satz 1.10).

Um das angesprochene Verfahren zur Dimensionsreduktion der Singularitéitenmen-
ge am freien Rand durchfiihren zu kénnen, muss man zunéchst das Problem der Kom-
paktheit von Folgen stationirer harmonischer Abbildungen u; € H'(B;", ) mit freier
Randbedingung u;( B} x {0}) C T und beschriinkter Energie sup; E(u;) < oo 1dsen.
Im inneren Fall wurde dies von F.H. Lin in [Li] erreicht, falls die Zielmannigfaltigkeit
N keine nichtkonstanten harmonischen S? trigt. Im Fall einer freien Randbedingung
muss man zuséitzlich zu dieser Bedingung noch voraussetzen, dass A keine nichtkon-
stanten harmonischen Halbsphéren v : $2 — A mit freier Randbedingung v(952) C T
zuléisst. Innerhalb dieser Einleitung sei der Einfachheit halber angenommen, dass fiir
jede der Abbildungen u; die Euklidische Metrik zugrundegelegt ist. Mithilfe des oben
diskutierten partiellen Regularitéitssatzes ldasst sich herleiten, dass diejenigen Punkte
des Definitionsbereiches, an denen keine Konvergenz in der H'-Norm gegeben ist, ge-
nau die der Energiekonzentrationsmenge

pPN\0  i—o00

{a: € B :liminflim inpr”/+ | Du; |2dL™ > 50}
By (z)

o (

sind, falls g > 0 hinreichend klein gewihlt ist. Zur Analyse dieser Menge lassen
sich Ergebnisse der geometrischen Maf3theorie anwenden. Hierzu beobachtet man, dass
fiir eine Grenzabbildung v € H'(Bj,N) die Konvergenz u; — u in der H'-Norm
dquivalent mit der MaBlkonvergenz L£"L|Du;|?> — L"L|Du|? bei i — oo ist. Hierbei
sind mit der Schreibweise £"L|Du;|? die mit den Energiedichten |Du;|? gewichteten
Lebesgue-Mafe gemeint. Falls die Konvergenz in H' nicht gilt, besitzt das Grenzmaf
p:= w-lim; o, £ L |Du;|? einen singuliiren Anteil v, der nicht zum Lebesgue-Maf} ab-
solutstetig ist. Der Triger dieses sogenannten Defektmafes v ist die Energiekonzentrati-
onsmenge. Zur Analyse Letzterer kann man sich daher auf die Untersuchung des Mafles



p beschrinken, in dem alle Informationen iiber diese Menge kodiert sind. Falls dieses
Maf} einen singuldren Anteil besitzt, sichert ein allgemeiner mafitheoretischer Satz die
Existenz eines (n — 2)-flachen Tangentenmafes der Form CH" 2LV mit einem (n — 2)-
dimensionalen Unterraum V' C R"™ und einer Konstanten 0 < C' < oco. Dies entspricht
dem Fall, dass die Energiekonzentrationsmenge ein linearer Unterraum ist. Existiert
also eine Folge stationérer harmonischer Abbildungen mit freier Randbedingung, deren
Energiekonzentrationsmenge nichttrivial ist, so gibt es auch eine Folge u; € H 1(Bfr ,N)
solcher Abbildungen, fiir die diese Menge dem Unterraum R"~2 x {0} C R" entspricht.
Einer ausgefeilten Konstruktion aus [Li] folgend, bldst man die Abbildungen w; um
Punkte p; aus der Nihe der Energiekonzentrationsmenge R™ 2 x {0} auf und geht zum
Grenzwert i — oo iiber. Dabei ist grofie Sorgfalt geboten, da zu grofie Ndhe der Punk-
te p; zur Energiekonzentrationsmenge die Energie der skalierten Abbildungen zu grof3
werden ldsst, so dass sich keine Konvergenz einstellt, und auf der anderen Seite eine zu
grofle Entfernung von besagter Menge die Energie in der Grenze verschwinden lésst, was
in einer konstanten Grenzabbildung resultiert. Stellt man aber alle Parameter richtig
ein, so erhilt man entweder eine harmonische Abbildung ¢ : R™ — N oder eine harmo-
nische Abbildung @ : R*™! x R>o — A mit freier Randbedingung ¢(R"~! x {0}) C T,
und in beiden Fillen ist die Grenzabbildung nichtkonstant und von endlicher Energie.
Mithilfe der linearen Struktur der Energiekonzentrationsmenge R™"2 x {0} lisst sich
bei sorgfiltiger Konstruktion auflerdem erreichen, dass die Abbildung ¢ lings dieses
Unterraumes konstant ist. Daher liefert © entweder eine nichtkonstante harmonische
Abbildung v : S — N oder eine nichtkonstante harmonische Abbildung v : Si - N
mit freier Randbedingung v(952) C T'. Beides widerspricht den erwihnten Voraus-
setzungen an die Bildmannigfaltigkeit A/. Fiir solche Mannigfaltigkeiten miissen daher
alle Energiekonzentrationsmengen trivial sein, so dass alle der eingangs beschriebenen
Folgen eine in H' konvergente Teilfolge besitzen.

Diese Kompaktheitseigenschaft ermoglicht die Anwendung des bekannten Dimen-
sionsreduktionsverfahrens von Federer auf die Singularitdtenmenge am freien Rand,
falls die Zielmannigfaltigkeit N keine nichttrivialen harmonischen 2-Sphéren oder 2-
Halbsphéren mit freier Randbedingung trégt. In diesem Fall ist die Dimension der
Singularitdtenmenge einer stationdren harmonischen Abbildung mit freier Randbedin-
gung hochstens n — 4. Falls dariiber hinaus auch keine héherdimensionalen nichtkon-
stanten harmonischen Sphéren oder Halbsphéren mit freier Randbedingung existieren,
ldsst sich diese Abschitzung noch verbessern. Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten, auf de-
nen solche Sphiren und Halbsphéren nicht existieren, werden in Abschnitt 5.3 gegeben.

Alle bisher am freien Rand diskutierten Fragen lassen sich auch unter anderen
Randbedingungen stellen. Die am h&ufigsten betrachteten Randwerte, die allerdings
aus geometrischer Sicht weniger natiirlich sind als die freien Randwerte, werden feste
oder Dirichlet- Randwerte genannt. Dabei verlangt man fiir eine vorgegebene Randab-
bildung g € C?(OM,N), dass die stationiire harmonische Abbildung u auf dem Rand
mit dieser iibereinstimmt, dass also u|gas = gloam gilt. Zwischen freien und festen Rand-
werten kann man sich aber noch ein breites Spektrum allgemeinerer Randbedingungen
vorstellen, bei denen fiir jedes x € M eine Stiitzmannigfaltigkeit T'(x) C N gegeben
ist und man u(z) € I'(x) fir v € 9M verlangt. Solche Randwerte enthalten im Fall von
einpunktigen Mannigfaltigkeiten I'(x) = {g(z)} die Dirichlet-Randwerte und in dem
Fall, dass I'(z) vom Parameter = unabhéngig ist, die freien Randbedingungen. Durch
Analyse dieser grofleren Klasse von Randproblemen erhélt man unter anderem einheit-
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liche Beweise fiir freie und fiir Dirichlet-Randwerte, die bisher immer getrennt vonein-
ander abgehandelt werden mussten. Dariiber hinaus konnte fiir stationére harmonische
Abbildungen mit Dirichlet-Randwerten ein neues Resultat zur vollen Randregularitét
solcher Abbildungen formuliert werden.

Bei stationdren harmonischen Abbildungen mit allgemeinen Randwerten wie oben
ist es vor allem problematisch, eine Energiemonotonieformel herzuleiten, wie sie am
freien Rand gilt. Eine solche Formel geht an zentralen Punkten in alle Beweise der vor-
liegenden Arbeit ein. Tatséchlich ist fiir wie iiblich definierte stationére harmonische
Abbildungen mit Dirichlet-Randwerten keine Energiemonotonie bekannt. Dies ist dar-
in begriindet, dass bei der Definition solcher Abbildungen nur Variationen als zuléssig
erklirt werden, die kompakten Tréager im Inneren des Definitionsbereiches besitzen.
Ausgehend von dieser gingigen Definition kann man nur wenige Aussagen iiber das
Randverhalten der Abbildung erwarten, weshalb diese Begriffsbildung nicht sehr sinn-
voll erscheint. Die vorliegende Arbeit wihlt eine natiirlichere Herangehensweise und
ldsst fiir stationdre harmonische Abbildungen mit fester oder allgemeiner Randbedin-
gung eine groflere Klasse von Variationen zu. Dieser Schritt wird auch dadurch legiti-
miert, dass alle diese Variationen fiir Abbildungen zuléssig sind, die das Energiefunk-
tional in der Klasse von Abbildungen der gleichen Randbedingung minimieren, also fiir
Abbildungen, die den Prototypen fiir stationdre harmonische Abbildungen darstellen.
Mit dem derart gefassten Begriff von allgemeinen Randbedingungen im Zusammenhang
mit stationéiren harmonischen Abbildungen ist es dann in Satz 6.9 moglich, fiir solche
eine Energiemonotonieformel herzuleiten. Ist diese erst einmal bewiesen, lassen sich al-
le am freien Rand durchgefiihrten Argumente relativ problemlos verallgemeinern. So
konnten alle bei freier Randbedingung erzielten Resultate auf den allgemeinen Randfall
u(z) € I'(x) fir z € OM erweitert werden.

Von besonderem Interesse hierbei sind die Dirichlet-Randbedingungen. Es stellt sich
heraus, dass sich fiir im obigen Sinne stationéire harmonische Abbildungen mit Dirichlet-
Randwerten stirkere Aussagen treffen lassen, als dies unter einer freien Randbedingung
moglich ist. Der Grund hierfiir ist, dass es auf keiner Riemannschen Mannigfaltigkeit
N nichtkonstante harmonische Halbsphiiren v : Sﬂr — N fiir | € N>o gibt, fiir die
v| oS\, konstant ist. Solche Halbsphéren iibernehmen hier die Rolle der harmonischen
Halbsphéren mit freier Randbedingung, die man am freien Rand ausschlieBen musste,
um hohere Regularitét zu garantieren. Da sie hier von Natur aus nicht existieren, kann
man im Fall von Dirichlet-Randbedingungen in einer sehr allgemeinen Situation star-
ke Regularitdtsaussagen herleiten. Genauer ist jede stationdre harmonische Abbildung
mit Dirichlet-Randwerten in einer vollen Randumgebung glatt, wenn nur die Zielman-
nigfaltigkeit A keine nichtkonstanten harmonischen S? trégt, man vergleiche Theorem
6.27. Ein dhnliches Resultat war bisher nur fiir den Spezialfall von Energieminimierern
aus [SU2| bekannt.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert.

Das erste Kapitel stellt bekannte Eigenschaften von stationiren harmonischen Ab-
bildungen zusammen.

Im zweiten Kapitel wird das oben erwdhnte Schliisselergebnis dieser Arbeit bewie-
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sen, das die Fortsetzung einer stationiren harmonischen Abbildung durch geodétische
Spiegelung ermdoglicht. Diese Konstruktion und die resultierende Differentialgleichung
(*) fiir die fortgesetzte Abbildung werden hier ausfiihrlich erldutert.

Mit der Vorarbeit des vorangehenden Kapitels ist es im dritten Kapitel moglich,
das partielle Regularitiitsresultat H"2(sing(u)) = 0 fiir stationiire harmonische Abbil-
dungen u mit freier Randbedingung zu beweisen, indem die Methoden aus [B] auf eine
sehr viel groflere Klasse von Problemen verallgemeinert werden.

Das vierte Kapitel widmet sich dem Beweis eines Kompaktheitssatzes fiir Folgen
stationédrer harmonischer Abbildungen mit freier Randbedingung in spezielle Zielman-
nigfaltigkeiten.

Im folgenden fiinften Kapitel wird dieses Resultat genutzt, um mithilfe des Di-
mensionsreduktionsverfahrens von Federer optimale Dimensionsabschéitzungen fiir die
Singularitdtenmenge der Abbildungen aus Kapitel vier zu erhalten.

Das sechste und letzte Kapitel behandelt schlieflich alle am freien Rand betrachte-
ten Themen unter allgemeineren Randbedingungen und vereinheitlicht so die Theorie
von freien und von Dirichlet-Randbedingungen. Fiir stationére harmonische Abbildun-
gen mit letzteren Randwerten wird auflerdem das angesprochene Ergebnis zur vollen
Randregularitdt hergeleitet.

Die wichtigsten in dieser Arbeit benutzten Notationen sind zur Verbesserung der
Lesbarkeit in einem Symbolverzeichnis zusammengestellt.

Mein herzlicher Dank gilt meinem Lehrer Prof. Dr. Klaus Steffen sowohl fiir viele
anregende Gespriéche, die ich als sehr hilfreich empfunden habe, als auch fiir das in-
tensive Studium des Manuskriptes, womit er ebenso sein Interesse fiir meine Arbeit
bekundete. Die ihm eigene Begeisterung fiir Mathematik hat mein Studium vom ersten
Tag an entscheidend geprégt.

Dariiber hinaus danke ich der Diisseldorf Entrepreneurs Foundation fiir die Ermégli-
chung eines einjédhrigen Auslandsaufenthaltes, der mich in fachlicher, aber auch in
personlicher Hinsicht sehr vorangebracht hat. In diesem Zusammenhang bedanke ich
mich ebenso bei dem Courant Institute of Mathematical Sciences in New York, insbe-
sondere bei Prof. Fanghua Lin, fiir die mir erwiesene Gastfreundschaft im Rahmen der
Anfertigung dieser Dissertation. Die dort verbrachte Zeit wird mir immer in unvergess-
licher Erinnerung bleiben.
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Kapitel 1

Einfiihrung in die Theorie
harmonischer Abbildungen

1.1 Das Energiefunktional

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit Abbildungen u : M — N zwischen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten M und N. Dabei ist M eine glatte, kompakte Mannigfaltigkeit mit
nichtleerem Rand der Dimension n > 2 und N eine glatte, kompakte Mannigfaltig-
keit ohne Rand. Da die in dieser Arbeit bewiesenen Regularitdtsaussagen von u lokale
Eigenschaften sind, kann man sich auf die Betrachtung eines Kartenbereiches von M
beschrénken, also annehmen, dass u auf einem glatten, beschrénkten Gebiet 2 C R
definiert ist. Damit ist hier und in der gesamten Arbeit gemeint, dass €2 beziiglich der
Relativtopologie von R} offen ist, so dass die Menge 2 N OR"} im Allgemeinen nicht
leer ist. Weiter werden im Folgenden die Abkiirzungen

RY = {y= i, ..,yn) €R" 1y, > 0},
Bi(z) = {y=@Wi,...,yn) ER": |z —y| <7, yn >0}

benutzt und auch B;" := B;F(0) sowie B"*(x) := B;f (x) notiert.

Auf N kann man nicht wie auf M lokalisieren, da die betrachteten Abbildungen nicht
von vorneherein stetig sind, also ihr Bild nicht in einem Kartenbereich liegen muss.
Der Einfachheit halber kann man aber annehmen, dass N C RY fiir ein N € N
ist und dass die Metrik auf A" der von der Euklidischen Metrik auf RY induzierten
Metrik entspricht. Diese Annahme ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, weil laut
dem Einbettungssatz von Nash eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit immer
isometrisch in einen Euklidischen Raum eingebettet werden kann.

Auf Q C R werden fiir 0 < @ < 1 Riemannsche Metriken v € Ch*(Q,R™ @ R™)
betrachtet, die mit Konstanten G > 1 und G’ > 0 die folgenden Eigenschaften erfiillen:

||9Hcl,a(§) <G sowie (1.1)
Gl < Y vapla)ee” <Gl (1.2)
a,f=1

fir alle 2 € Q und & = (¢1,...,6") € R™. Diese Voraussetzungen sind wegen der
Kompaktheit von Q fiir jede C'»*Metrik mit geeigneten Konstanten G > 1 und G’ > 0
erfiillt. Es stellt sich heraus, dass es sinnvoll ist, eine Voraussetzung an die Struktur

1
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von v am Rand zu stellen. Man kann von der Riemannschen Metrik fordern, dass
Yin = 0 aufﬁﬁ@Rﬁ_ firallel1<i<n-1 (1.3)

gilt, denn eine hinreichend kleine Randumgebung auf einer Mannigfaltigkeit M lésst
sich immer so parametrisieren, dass die Koordinatenlinien orthogonal auf OM auftref-
fen. Allerdings muss man auf M eine C*%Metrik voraussetzen, damit v in solchen
Koordinaten von der Klasse C* ist. Die Eigenschaft (1.3) von y wird hauptsichlich
fiir das Spiegelungsargument in Abschnitt 2.2 benutzt, erleichtert aber auch die No-
tation bei der Betrachtung von Halbellipsoiden wie in Abschnitt 1.3. Die Menge von
Metriken wie oben wird in dieser Arbeit mit

Mg 1= Ma(Q) := {y € OV*(QR™ @ R™) : v erfiillt (1.1) bis (1.3)}

notiert. Diese Menge hingt natiirlich auch von der Wahl der Konstanten G’ > 0 ab, aber

zur besseren Lesbarkeit wird das Subskript G’ unterdriickt. Die Menge der Metriken

aus M, die auBerdem noch fiir I € N>; und 0 < o < 1 in der Klasse C** liegen, wird
. anla . -

mit M2 bezeichnet.

Das von einer Riemannschen Metrik v € Me(Q?) induzierte Riemannsche Maf§ auf

ist

[y = LML/~ mit /y(z) = \/det(7as(2)) fiir z € Q,
wobei L" das n-dimensionale Lebesgue-Maf ist und allgemein fiir ein Borel-Maf} pu auf

R™ und eine Borel-messbare Abbildung f : R"™ — [0,00) das gewichtete Mafl uL f
definiert ist als

uL f(A) = / fdu  fiir alle Borelmengen A C R™.
A

Ist f = 1 die charakteristische Funktion einer Borelmenge B C R", so schreibt man

auch
uLB(A) == puLlp(A) = u(BNA).

Die Bedingung (1.2) liefert
G—nLn < [y < Gnﬁn’

in diesem Sinne ist das Riemannsche Mafl zum Lebesgue-Maf§ dquivalent.

Als punktweise Norm der totalen Ableitung Du(z) € Hom(R",R") einer Abbildung
w:Q— N C RY im Punkt z € Q benutzt man die Hilbert-Schmidt-Norm, die definiert
ist durch |L\§($) := Spur(L*L) fiir alle L € Hom(R"”, RY). Die Adjungierte L* ist dabei
beziiglich des Skalarproduktes v(z) auf R™ und des Euklidischen Skalarproduktes '’
auf R zu bilden. Das bedeutet mit der Standardbasis (éa)i<a<n von R

LRy = 3 7*()Lea) - Lep),
a,B=1

wobei (Y*#(1)) 4,5 die inverse Matrix zur Koeffizientenmatrix (ya5(7))a,s der Riemann-
schen Metrik bezeichne. Das zugehorige Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt ist analog fiir
K,L € Hom(R",RY) definiert als

K -z L= Spur(K*L) = Z P (2)K (eq) - L(es)-
a,B=1
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Ist v die Euklidische Metrik auf €2, so werden die Subskripte 7 auch weggelassen.
Bedingung (1.2) stellt sicher, dass die Normen |- |, und |- | dquivalent sind im Sinne
von

G 'L| < |Llyw) < GIL| fiir alle L € Hom(R™,R").

Mit diesen Definitionen kann man nun das Energiefunktional einfithren, das der Be-
griffsbildung der harmonischen Abbildungen zugrundeliegt. Es ist definiert als

E(u) := Ey(u) := /Q |Du|3du7 fiir u € HY(Q,N). (1.4)

Die Koordinatendarstellung des Energieintegrals ist

E(u) = / Z VP Pou - Dgun/ydL™.

Q a,B=1
Der Funktionenraum, auf dem die Energie definiert und endlich ist, ist der Sobolevraum
HYQN) = {uec HY(QRY) : u(z) € N fiir L -fast alle z € Q}.

Daher werden im Folgenden nur noch Abbildungen v € H*(2, V) betrachtet.

1.2 Harmonische Abbildungen mit freier Randbedingung

Man interessiert sich fiir Minimierer des Energiefunktionals oder allgemeiner fiir Ab-
bildungen u € H' (2, NV), die im Sinne der Variationsrechnung stationiir beziiglich des
Energieintegrals sind. Das bedeutet

%Ev(ut) » =0 (1.5)
fiir eine gewisse Klasse von Variationen u; von u, die ug = wu erfiillen. Dies fithrt auf
den Begriff der harmonischen Abbildungen. Minimiert man E unter allen Abbildungen
mit einer freien Randbedingung uw(QNORT) C T fiir eine Untermannigfaltigkeit I' C N,
so ist fiir die Minimierer u die Gleichung (1.5) mit Variationen wu; erfiillt, die dieselbe
Randbedingung erfiillen. Dabei ist die Bedingung (2 N 0R’) C I' im Sinne der Spur
H"!-fast {iberall zu verstehen, wenn H™ fiir m € IN das m-dimensionale Hausdorff-

Maf bezeichnet. Obige Uberlegung fithrt zur folgenden

Definition 1.1 (Schwach harmonische Abbildung mit freier Randbedingung).
Sei I' C N eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit N C RN
und 2 C R ein Gebiet mit einer Riemannschen Metrik v € Mg(Q?). Eine Abbildung
u € H'(Q,N) heifit beziiglich der Metrik ~ schwach harmonisch zur freien Randbedin-
gung w(QNORY) C T, wenn die Gleichung (1.5) fir alle C*-Variationen u, € H'(Q,N)
mit den folgenden Eigenschaften erfillt ist. Es gelte uy = u, es gebe eine kompak-
te Menge K C £ mit Ut’Q\K = u]Q\K fiir alle t und es gelte die Randbedingung
w (2N ORY) C I'. Auferdem gebe es W € L*(Q,R) und eine Konstante C' mit

%Dut(:v) < Wi(z) firallexeQ, t e (—¢,¢) (1.6)
und % < C firalle te (—¢,¢). (1.7)
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Bemerkung 1.2. Die Forderungen (1.6) und (1.7) sind dadurch motiviert, dass fiir
Variationen u; wie in obiger Definition und N' ¢ RN gilt

d 8ut

0
ﬁE(ut) = 2/QDu “y (%Dutd,uv:Q/QDu oy DE dj, (1.8)

also lautet (1.5) mit dem Variationsvektorfeld V := % -0

/ Du -, DVdp, = 0.
Q

In dem Fall, dass u glatt ist, ist die Giiltigkeit dieser Gleichung fiir alle hier erfassten
Vektorfelder V' dquivalent zur Harmonizitiat von u.

Die beiden Bedingungen (1.6) und (1.7) sind aber doch sehr einschrénkend. In der Tat
stellte es sich heraus, dass die Begriffsbildung der schwach harmonischen Abbildung
zumindest vom Standpunkt der Regularititstheorie die falsche ist. Denn in [R] kon-
struierte Riviere eine schwach harmonische Abbildung B? — 52, die iiberall unstetig
ist. Folglich kann man aufler im Fall n = 2 keinerlei Regularitéitsaussagen fiir schwach
harmonische Abbildungen machen. Der nahe liegende Ausweg ist, eine groflere Klas-
se von Variationen zuzulassen, wie es weiter unten bei der Definition der stationiren
harmonischen Abbildungen getan wird.

Zum Nachweis der schwachen Harmonizitét benutzt man meist nicht obige Definition,
sondern das folgende Kriterium.

Lemma 1.3 (Differentialgleichung fiir Harmonizitét bei freier Randbedin-
gung). Sei N' C RYN ecine kompakte, isometrisch eingebettete Untermannigfaltigkeit
sowie I' C N eine Untermannigfaltigkeit hiervon. Eine Abbildung v € H'(Q,N) ist
genau dann schwach harmonisch zur freien Randbedingung u(2NORY) C I', wenn die
Differentialgleichung

/ Du -y DVdu, =0 (1.9)
Q

fiir alle lings u tangentialen Vektorfelder V€ L N H(Q,RYN) mit kompaktem Triger
in §) gilt, die die Randbedingung V(z) € Ty I fiir L -fast alle x € QNOR™ erfiillen.
Die Formulierung ’lings u tangential’ bedeutet dabei V (z) € Tu(x)./\/' fiir L™-fast alle
x € Q. Wenn man V statt als ein RN-wertiges Vektorfeld als einen Schnitt in u* TN
auffasst, bedeutet obige Gleichung

/ Du -, VNV, =0, (1.10)
Q

wobei VN der Levi-Civita-Zusammenhang auf N ist.

Beweis. Sei zuniichst v € H'(Q, N) eine Abbildung, die die Differentialgleichung (1.9)
fiir alle Testvektorfelder V' wie im Lemma erfiillt und wu; eine Variation wie in De-
finition 1.1. Das zugehorige Variationsvektorfeld V' := % 1o erfiillt die Vorausset-
zungen aus dem Lemma. Mit der Rechnung (1.8) folgt %Ey(ut)‘ 1—o = 0, also ist u
schwach harmonisch. Sei umgekehrt eine zur freien Randbedingung schwach harmo-
nische Abbildung u € H' (2, N) gegeben sowie ein Vektorfeld V wie im Lemma. Sei
7 die auf einer Umgebung von N in RY definierte nichste-Punkt-Retraktion auf

N. Die Variation @; := mar(u + tV) erfiillt alle Voraussetzungen aus Definition 1.1 fiir
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W := C(|Du|+|DV|)|V|+C|DV| mit Ausnahme der Randbedingung. Gesucht sind nun
Vektorfelder U; € LN H(Q, RY) mit %‘tzo = 0 = Uy, fur die u; := mpy (u+tV +Uy)
alle Anforderungen aus Definition 1.1 erfiillt. Zur Konstruktion dieser Vektorfelder sei
I's die 6-Umgebung von I' in RY und fiir hinreichend kleines § > 0 sei 7p : I's — T
die nichste-Punkt-Retraktion. Mit der Notation 771% := 7r — id zerlegt man nun auf
uH(T5)

u = ul +ut :zﬂ'pou—wﬁou

sowie V. = V' 4VLt.=(Drpou)V — (Drfou)V.

Aufgrund der Randbedingungen von u und V' besitzt diese Zerlegung in allen Rand-
punkten z € QN IR die Eigenschaften u*(z) = 0 = V(). Mit einer Abschneide-
funktion ¢ € Cp7, (L, [0, 1]), die ¢ = 1 auf I'5/y erfiillt, setzt man nun

Up(x) == C(u(z)) np (uT(x) + tVT(:B))

fiir |t| << 1 und alle z € Q. Hierfiir berechnet man wegen 7 o mp = 0

U, = (Cou)(Drgou" )V =0

ot |,_
auf dem gesamten Definitionsbereich Q. Die durch u; := mar(u + tV + U;) definierten
Variationen erfiillen dann % o = V. Daauf QNIRY gilt u = w' und V =V sowie

Cou =1, erfiillt u; auf dieser Menge die Randbedingung
up = ma(u+tV + T (u+tV)) = mp(u+tV) € T.

Daher erfiillt u; alle Voraussetzungen aus der Definition 1.1 und nach (1.8) ist

1 d
/DU oy DVd/.LfY = 5 %E’Y(Ut) . = 0.
t=

Die Gleichung (1.10) ist deshalb #quivalent zu (1.9), weil im vorliegenden Fall, dass
N eine isometrisch in RY eingebettete Untermannigfaltigkeit ist, der Levi-Civita-
Zusammenhang die Form II(u(z)) o D hat, wenn II(u(z)) : RY — Ty, N die or-
thogonale Projektion ist. d

Wie bereits angedeutet wird nun ein stérkerer Begriff von Harmonizitat eingefiihrt,
bei dem mehr Variationen als bisher zugelassen werden. Es stellt sich heraus, dass es
ausreicht, Variationen im Definitionsbereich hinzuzunehmen.

Definition 1.4 (Stationire harmonische Abbildung mit freier Randbedin-
gung). Fine Abbildung u € H'(Q, ) heifst stationir mit freier Randbedingung, wenn
%Ev(“t)’t:o = 0 fiir alle Variationen der Form u; := u o ¢y gilt. Hierbei sollen die
Abbildungen ¢y @ Q — Q eine differenzierbare 1-Parameter-Familie von C°°-Diffeo-
morphismen bilden, fiir die auch % von der Klasse C*° ist. Weiter sollen sie ¢¢ = idq
und ¢i|o\x = idg\ g fir eine kompakte Menge K C Q erfiillen sowie die Randbedingung
¢:(Q2NORY) C QN ORY.

FEine schwach harmonische Abbildung zur freien Randbedingung uw(Q N ORY) C T, die
stationdr mit freier Randbedingung ist, bezeichnet man als stationdr harmonisch zur
freien Randbedingung u(2NORY) C I
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Bemerkung 1.5. Die wichtigste Folgerung aus der Stationaritét ist die Energiemono-
tonie, siehe Satz 1.10. In der Tat wird in dieser Arbeit die Stationaritéit nur noch an
einer anderen Stelle benutzt, ndmlich auf Seite 57 im Beweis des Kompaktheitssatzes
4.14.

Bemerkung 1.6. Die am Anfang dieses Abschnittes erwidhnten energieminimierenden
Abbildungen mit freier Randbedingung sind insbesondere auch stationér harmonisch,
da die Variationen u o ¢, aus der Definition zuldssige Vergleichsabbildungen sind.

Bemerkung 1.7. Eine glatte Abbildung v € C%(Q, ), die schwach harmonisch zur
freien Randbedingung «(2 N ORY) C I ist, heilt harmonisch zu dieser freien Rand-
bedingung. Glatte harmonische Abbildungen sind automatisch stationér harmonisch,
weil die Variationsvektorfelder V' := %(u o qﬁt)‘ o = Du %@‘ +o die Voraussetzungen
aus Lemma 1.3 erfiillen, so dass gilt %Eq,(u o (bt)‘t:O =2 [ Du-, DVdu, = 0.

Lemma 1.8 (Differentialgleichung fiir Stationaritiit). Sei N' C RY eine isome-
trisch eingebettete kompakte Untermannigfaltigkeit und v € M (L) eine Riemannsche
Metrik auf dem Gebiet Q C R} . Eine Abbildung u € HY(Q,N) ist genau dann stationdr
zur freien Randbedingung, wenn fir alle Testvektorfelder £ € C°,(Q,R™), fir die die

kpt
Randbedingung £(Q N ORY) C ORY. gilt, die Gleichung
OE (u, &) := /Q [2(DuV?¢) -, Du — |Du|2div,£] dp, = 0 (1.11)

erfiillt ist. Hierbei ist VS die kovariante Ableitung auf (Q,7), div,¢ = %&Aﬂ{a)

die Riemannsche Divergenz, - das durch vy und das Euklidische Skalarprodukt auf RY
festgelegte Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt auf Hom(R™, RY) und | - |, die hierdurch in-
duzierte Norm. In Koordinatendarstellung lautet die Gleichung

0E,(u,&) = / {2’yaﬁ8au - Opudgt” — 7B - Opu 0, +w- €| duy =0, (1.12)

Q

wobei die Norm von w(z) € R™ fiir x € Q durch C(n, Q)| D7|loo|Du(x)|? beschrinkt
ist. Die Funktion || - ||s bezeichnet hier und im Folgenden die L*°-Norm.

Beweis. Die verwendeten Beweistechniken stammen aus [KGB]. Dort wird allerdings
nicht der Fall einer freien Randbedingung abgedeckt. Sei v € H'(Q,N) und ¢; wie
in Definition 1.4. Dann besitzt £ := %(ﬁt‘ o die Eigenschaften aus dem Lemma. Zu

berechnen ist %E7 (uo ) } +—o- Dazu sieht man zunéchst mit einer Parametertransfor-
mation

E,(uo ¢;)
N /nyaﬂ[(auu © ¢t)aa¢f] ’ [(&/U o ¢t)aﬁ¢ty]\ﬁd£n

N /Q(v"‘ﬁ o ¢y )[0,u(Badl 0 ¢, )] - [D,u(Dpdf 0 ¢; )]\ 7 0 ¢; 'det(Dg; )dL"
= /Qf(t,x)dm(x). (1.13)

Man kann nun unter dem Integral nach ¢ differenzieren, denn da bei der Berechnung
von % f(t,z) nur C'-Terme abgeleitet werden, ist % f(t,z) auf dem kompakten Triger
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durch C|Du|? majorisiert, unabhingig von t € (—¢,¢).

Um die weitere Rechnung iibersichtlicher zu gestalten, werden fiir ein festes x € {2 von
erster Ordnung FEuklidische Koordinaten mit Zentrum in diesem Punkt eingefiihrt, d.h.
es wird v,5(x) = 64 und Oyyap(z) = 0 fiir alle 1 < «, 3, v < n angenommen. Damit
und mit ¢y = idg berechnet man

0
PTRACED Du(x) - (Dyu(w)dan)

t=0

0
=2 2 (a0} 0 07 ()

t=0

+0qu(x) - Oqu(z) gt(detD¢t_1(:c))

t=0

0

Dabei ist nach Kettenregel
a +0da0h(x) O (6;) (@)
ot NG A T

0
U L) X

= 0ntM(). (1.14)

(aa(ﬁtu © ¢t_1(33))

t=0 t=0

Im Folgenden seien die (m — 1) x (m — 1)-Minoren einer Matrix (z3)q,3 abgekiirzt
als ad,y (zag) = (=1)FVdet(z0g)apu,sLy- Fir alle fixierten 1 < p,v < n berechnet
man damit nach Laplaceschem Entwicklungssatz det(zqg) = xadu (xas) + Terme
unabhéngig von x,,. Daher ist %det(azaﬁ) = aduu(2qp) und unter Benutzung von

pnv
ad,, (id) = 0., schlieft man mit der Kettenregel

0 0
g Do _ (Do) Lo, (¢
8t(det by )t:O ad, (D )ata (¢ ) o
0 —1\v
al/ &((}St ) 0
= —=0,&, (1.15)
wobei bei der letzten Gleichheit benutzt wurde, dass
0,,1 0 1, 0 0
= — = — L —oY = — 1.1
0 8t(¢t o ¢t) o 8t¢t t:0+ 9 (9 )at(bt Y 8t¢t t:0+§ (1.16)
Zusammen erhélt man
DSt = 208 (@)u(a) - Guuw) — |Dula) PdivE(a).
t=0

Da im Punkt x von erster Ordnung Euklidische Koordinaten vorliegen, bedeutet dies

%f(t,x) dei A ... Ndz, (1.17)
t=0

_ <2(Du(a:)VQ§(g:)) ., Du(x) — \Du(x)\idmg(m))ﬁ(m)dm Ao Adzg.

Durch Riicktransformieren auf beliebige Koordinaten erhélt man (1.17) fiir alle x € Q,
da der Ausdruck invariant unter Koordinatentransformationen ist. Damit ist gezeigt

0 0
0 :A &f(t,l‘)

&EW(U o @)

dl"(z) = 0B, (u,§).
t=0
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Demzufolge ist jede Abbildung u € H*(Q, N), die O0FE,(u,&) = 0 fir alle Testvektorfel-
der ¢ wie im Lemma erfiillt, stationdr mit freier Randbedingung. Sei umgekehrt eine
zum freien Rand stationire Abbildung u € H* (2, ') gegeben sowie ein & € Cont (2, R™)
mit {(QNORY) C ORY. Dann erfiillt die durch ¢;(x) := x+t£(x) definierte Familie von
Diffeomorphismen die Voraussetzungen der Definition 1.4 fiir hinreichend kleine Werte
von |t], also gilt OE,(u,§) = %Ey(u o d)t)‘t:O =0.
Fiir die Aquivalenz der Gleichungen (1.11) und (1.12) benutzt man
1 1
div. g = —0, f)/gy = &JSJ + 7€V8V Y= augu +0 D"Y 0 5 )
Y ﬁ(f) 7 val (1Dl [€)
(Ve &) = 9p8” + T € = 95 + O (| D[l é])

mit den Christoffelsymbolen T'y/; auf (€2,v), wobei die O-Terme nur noch von den Kon-
stanten n und G abhéngen. 0

Um fiir glatte harmonische Abbildungen eine Differentialgleichung im klassischen Sinne
herzuleiten, wird der Laplace-Beltrami-Operator A, zu einer Riemannschen Metrik ~
eingefiihrt als der Operator, der

/ Dy -y Dpdpy = —/ Ay - pdps, fur alle ¥, ¢ € C’,?zt(Q,]RN)
Q Q

erfiillt, also Ay = %8a(\ﬁfyaﬁ 031). Insbesondere ist im Fall der Euklidischen Metrik
A, 5 = A der komponentenweise angewandte Laplaceoperator aus der klassischen

Analysis.

Lemma 1.9. Auf Q sei eine Riemannsche CY%-Metrik v mit der Eigenschaft (1.3)
gegeben. Eine Abbildung u € C?*(Q\ OR%,N) N CHQ,N) ist genau dann harmonisch
zur freien Randbedingung u(2NORY) C I', wenn gilt

Ayu LN auf Q\ORY und 2= LT auf QN OR. (1.18)
Die erste Bedingung ist dabei dquivalent zu
Asu =PI o u)(Bau, Jpu) auf Q\ OR"} (1.19)

mit der zweiten Fundamentalform II von N' C RN. Die Differentialgleichung (1.19)
ist auch fiir schwach harmonische Abbildungen u € HY(Q,N) im Distributionssinne
erfillt.

Beweis. Nach Definition des Laplace-Beltrami-Operators gilt fiir alle V € C*°(Q, RY)
mit kompaktem Tréger in (2

1 0
/ Du - DVdp, = —/ Aju-Vdp, — / B Vﬁd’H"il. (1.20)
Q Q onor? Ynn OTn

Hierbei wurde benutzt, dass v die Bedingung (1.3) erfiillt und —e,, dulerer Normalen-
vektor an 2 N OR" ist. Ein kleines technisches Problem ist, dass das erste Integral der
rechten Seite von vornherein nicht unbedingt definiert sein muss. Dies folgt erst, nach-
dem man (1.19) zeigen konnte. Fiir den Moment wird das Integral daher als Grenzwert
lim\ o er Aju - Vdu., aufgefasst, wobei . := QN (R"! x (g,00)) sei. Die Existenz
dieses Grenzwertes sieht man ein, indem man die Gleichung (1.20) mit dem Gebiet Q).
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anstelle von ) benutzt.
Mit einem Approximationsargument sieht man, dass (1.20) auch fiir alle Vektorfelder
V e L*®N HY(Q,RY) mit kompaktem Triiger in 2 gilt, wenn man im Randintegral die
Spur von V einsetzt. Laut Lemma 1.3 ist die Harmonizitdt von u zur freien Randbedin-
gung nun dquivalent dazu, dass der Term in (1.20) fiir alle V' wie oben verschwindet, die
auBerdem V() € Ty, N fiir L -fast alle z € Q und V(x) € Ty, T fiir £ -fast alle
r € QN IRY erfiillen. Durch geeignete Wahlen von V' sieht man, dass dies dquivalent
zu Ayu(x) L Ty N fiir z € Q\ ORY und %(w) L Ty I fiir z € QN ORY ist.
Fiir die Herleitung der Differentialgleichung benutzt man, dass die zweite Fundamen-
talform von N' C RY fiir y € M und v,w € T, N definiert ist durch die orthogonale
Zerlegung

0 W (y) = VW (y) + I (y) (v, w)

fiir ein zu NV tangentiales Vektorfeld W € C1(N,RY) mit W (y) = w. Fiir eine detaillier-
tere Ausfiihrung vergleiche man [KN], Kap. VIL.3, S. 10, 13. Fiir ein léngs u tangentiales
Vektorfeld W € C1(2\ OR", R") bedeutet obige Gleichung

W = VW + (I o u)(dgu, W)

fir 1 < a < n. Setzt man in diese Gleichung W, := \ﬁyaﬁa@u ein, so folgt fiir
den orthogonalen Anteil des Laplace-Beltrami-Operators einer beliebigen Abbildung
u € C?(0\ OR,N)

(Ayu)t = J= (I o u)(au, Wa) = v (I o u)(Dau, D)
und damit die Gleichung (1.19). Die Distributionsformulierung der letzten Gleichung
ist mit der Zerlegung W = W' + W+ in den zu N tangentialen und den orthogonalen
Anteil

/ Du - DWdpy = / Du -, DW "dpu, + / NP (IT 0 u)(Dau, Dgu) - Whdp.,
Q Q Q

fiir alle Vektorfelder W € L* N H'(Q,RY) mit kompaktem Triger. Mit einem Ap-
proximationsargument sieht man, dass die letzte Gleichung allgemeiner fiir beliebige
Abbildungen u € H'(Q,N) erfiillt ist. Ist u auBerdem schwach harmonisch, so ver-
schwindet das erste Integral auf der rechten Seite. Im zweiten Integral kann man W=
auch durch W ersetzen, da II nach Definition orthogonal auf N steht. Das beweist die
letzte Behauptung des Lemmas. O

1.3 Energiemonotonie und Folgerungen

Der Hauptgrund, warum es niitzlich ist, den Begriff einer schwach harmonischen Abbil-
dung zu dem einer stationédren harmonischen Abbildung zu verschérfen, ist der, dass fiir
stationdre Abbildungen eine Energiemonotonieformel wie im folgenden Satz gilt. Diese
Energiemonotonie spielt eine tragende Rolle in der gesamten vorliegenden Arbeit.

Satz 1.10 (Energiemonotonie). Der Punkt z € R!! und der Radius R > 0 seien so
gewdihlt, dass entweder B}, (z) = Br(z) C R} eine Vollkugel ist oder z € OR"., so dass
B} (2) eine Halbkugel ist. Es liege eine Riemannsche Metrik v € M (B (2)) zugrunde,
die im Mittelpunkt Euklidisch ist, also v,5(2) = 6ap fiir 1 < a, f < n erfillt. Dann gibt
es Konstanten 0 < x = C'(n, G)||D¥||coc und D = D(n, R, G, ||Dv|le0) > 1, so dass jede
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stationdre Abbildung uw € H'(B}(2),N), im Fall z € OR". mit freier Randbedingung,
die folgende Figenschaft besitzt. Die skalierte Energie

SE(p) := expp2_”/ |Du|3d,uAY (1.21)
By (2)

ist monoton nichtfallend in 0 < p < R und genauer gilt fir0 < o < p < R

ou|?
SE(p) — SE(0) > = X2 | | dpy, (1.22)
CREHONO o
wobei Ti(x) := o] r(x) := |z — 2| und | - | die Euklidische Norm auf RN bezeichnet.

Bemerkung 1.11. Die Bedingung v,3(2) = 6. kann man immer mit einer affinen
Transformation erreichen. Dafiir wihlt man zu einer beliebigen Metrik v € M (£2) eine
Basistransformation 7' € GL(R™) mit T%(v,3(2))T = (dap) und setzt

T.(z)=T)(z):=2z+T(x—2) firzeR" (1.23)

Im Fall z € QN ORY} kann man wegen der Voraussetzung (1.3) an 7 die Basistrans-
formation T so wihlen, dass T(0R") C OR'} und T,(R%) C R? gilt. Ist eine zur
Metrik v stationdire Abbildung v € H(Q, N) mit freier Randbedingung gegeben, so
ist @ :=u o T stationdr mit freier Randbedingung auf €2 := T, Q) C R} beziiglich der
transformierten Metrik 4 := T~. Das ist der Fall, weil fiir jede zuldssige Variation u;
von % die Variation uy := @iy o T, ! zuléissig fiir u ist mit Es (@) = E,(ut). Da 7 die
Voraussetzungen des Satzes erfiillt, gilt fiir o also die Energiemonotonieformel. Daher
erfiillt © mit der Konstanten y zur Metrik 4 wie in obigem Satz die Energiemonoto-
nie auf Halbellipsoiden Ef(2) = E)T(2) = T.Bf(z) C RY} bzw. auf Vollellipsoiden
E,(z) = E}(z) := T-B,(z). Diese Aussage ist genauer im folgenden Korollar festgehal-
ten.

Korollar 1.12. Auf Q C R% liege eine beliebige Metrik v € M(Q) vor. Hierfiir
gibt es eine Konstante 0 < x = C'(n,G)||D¥|co, so dass jede stationdre Abbildung
u € HYQ,N) mit freier Randbedingung die zwei folgenden Monotonieeigenschaften
erfillt. Im Randfall z € QN ORY ist die skalierte Energie auf Halbellipsoiden

eXp p2—n /
Ef(

P

|Du|3du7 (1.24)
2)

monoton in p > 0, solange p klein genug ist, um E[‘f(z) C Q sicherzustellen. Analog ist
im inneren Fall, also z € Q\ OR'}, der gleiche Ausdruck mit Vollellipsoiden

expr_”/ |Du],2yduV (1.25)
z

Ep(
monoton in p > 0, soweit E,(z) C Q erfillt ist.

Beweis des Satzes. Der Beweis orientiert sich an [Sim2, §2.4]. Da dort weder der Fall
einer freien Randbedingung noch der Fall einer allgemeinen Riemannschen Metrik ~
behandelt wird, wird der Beweis hier ausgefithrt. Man benutzt die Differentialgleichung
fiir Stationaritét (1.12) mit Testvektorfeldern £(z) := x — 2 fiir € B;f(z). Dabei ist
wesentlich, dass diese Vektorfelder im Fall z € 0R"} die Randbedingung {(0R’}) C R’}
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erfiillen. Im inneren Fall z € Q \ OR"} und Bgr(z) C R’} ist diese Bedingung leer. Da
¢ auf dem iibrigen Teil des Randes, also auf S (z) := S,(z) N R, nicht verschwindet,
treten Randterme auf, und zwar

/+ (27(1”88@“ ~Opudpgy — Vaﬁaau -0gun 4w - &)\/ydL"
B (2)
= [ st o D)

Genauer erhilt man diese Gleichung, indem man die Differentialgleichung (1.12) mit
den zuléssigen Testvektorfeldern &(x) := ¢ (x)(z—z) benutzt, wobei man mit geeigneten
Abschneidefunktionen ¢ € Cps.(B;f(2),[0,1]) die charakteristische Funktion 1 B (»)
approximiert.

Da auf S;F(z) gilt £ = ri, erhiilt man

e

r

= / N 2r(v*? = 6°F)0qu - Dyuiigi, + 2rdgu - dyuiigii, — r|Dul2]y/ydH" .
S7(z)

2
2 ]Du\,yd,u,y +/B+ w - dpiy

7 (2

Hier und nur hier geht nun die Voraussetzung an die Metrik v ein, im Punkt z Euklidisch
zu sein. Daher gilt nimlich fiir z € S;f(z) die Abschitzung [Y*%(z) — dug| < 7| D7Y||co-
AuBerdem schiitzt man gemi Lemma 1.8 ab [w| < C,||D7||oo|Dul2. Damit erhéilt man
aus obiger Gleichung mit einer Konstanten C, := C|| D7

2

9 d n—1
T/si(z) ori| V1T

< (2_")/B+<

DUV 5 e / D (126)

+C T2/
¥ 5

T

= (1+C,r 2—n/ Dul?d —|—7“/
( ,7><( ) [, (uta+r [

r

C,||D 2—-n)C
i wl D700 - (2-n)Cy 7“/ |Du|2dp,y .
1+ C'YT 1+ C'YT B} (2) v
Die Konstante x wird nun als der Term in den eckigen Klammern fiir den Wert r = 0

festgelegt sowie D := 1+ C, R gesetzt. Multiplizieren obiger Gleichung mit eXrrl=n /D
fithrt auf

2
7€xrr2—n /
D St (2)

< eXM(2— n)rl_”/ ]Du\?yd,u7 + eX’”r2_”/
B (2) Chs

T

ou

D 2
Z)] 1L\7d,m,—i-7“/+

r

|Dul?\/ydH" !
(2)

|Dul?\/ydH" !
2)

Ou ? n—1
o= | VAdH

|Dul? \/ydH" !
(2)

+Xexrr2_”/ ]Du\%d,uA,
B (2)

— i eer,Q—n/
d’f' Bt

r

( )|DU|3dlM] :
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Integrieren von o bis p liefert die Behauptung. U

Eine wichtige Folgerung aus der Energiemonotonie ist das folgende

Korollar 1.13. Die Abbildung u € H* (B;,N) sei stationdr mit freier Randbedingung
und erfille fiir ein eg > 0 die Energieabschdtzung

20 [ Dufd, <=0,
By
wobei eine Riemannsche Metrik v € smG(B;) vorliege. Dann gilt
sup p2_”/ |Du|%al,u7 < Ce¢g
zEBf,p§2—|r| B;r(m)
mit einer Konstanten C' = C(n, G, ||DY||s0)-

Beweis. Zunichst sieht man an der Definition von E,j(x), dass

B+

p/G(':U) CE;(z) C B;'G(:c), (1.27)

weil die Wurzeln der Eigenwerte von v(z) wegen Bedingung (1.2) im Intervall [G~!, G]
liegen. Sei nun z € B NOR" und p < 1/G?, so dass B (z) C E;'G(ac) C ET/G(Q:) C BY
gilt. Mit der Energiemonotonie (1.24) folgt

an/
B+

P

Dufdi, < w5 [ Duid,
(@) Bl ()

X/C G2A(n—2) /
E+

1/G

IN

|Du\3d,uy < X/GGAn=2)gn=2,
)

(z

Fiir 1/G? < p < 2 — |z] gilt auch ohne die Stationaritiit von u die Abschitzung
p2n/+( | \Duﬁdﬂv < p27n2n72€0 < G2(n72)2n7260.
p \T

Demnach gilt die Behauptung im Randfall z € Bfr N OR’, wenn man als Konstante
den Wert C,gpng := eX/CG2(n=2)9n=2 w5hlt. Sei nun = = (' xy) € Bf' mit x, > 0. Der
Fall z,,/G? < p < 1/(1 + G?) lisst sich auf den Randfall zuriickfiihren, da dann

2 [ ek, < [ |Duldpty < Cranal1 + G*)" e, (1.28)
By (x) Bt ., (2,0)

+pG2

Falls 1/(1 + G?) < p < 2 — || ist, gilt die Behauptung ohnehin wegen
P / . |Dul2dp, < p*7"2" g < (14 G*)" 722" ey (1.29)
B, ()

Zuletzt ist die Situation fiir p < x,/G? zu betrachten. Hierfiir gilt die Schachtelung
By(z) C Epg(r) C By, q(x) C By, (z) C By . Daher kann man mit der Energiemo-
notonie im Inneren, vgl. (1.25), diesen Fall wie folgt auf den schon behandelten Fall
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p > 1, /G? zuriickfithren.

) I e R L
() E,q(x)
< Xen/OGRI R / | Dul3dp,
E:cn/G(x)
< 00Dz [ DufZdp,

< 6X/GG2(n72)Crand(1 + GQ)n72EO)

wobei in der letzten Abschéitzung (1.28) und (1.29) benutzt wurden. Damit ist das
Korollar auch im letzten Fall bewiesen. O

Das Korollar liefert unter anderem mit der Poincaré-Ungleichung, dass jede stationére
Abbildung u € H'(B5, N) wie im Korollar eine lokale BMO-Bedingung der Form

1/2
sup ][ |u —up|dCL" < C sup [pZ”/ |Du\3d,u7] < 083/2
B,(z)CB;  Bp() B,(z)CBf By(z)

erfiillt, wobei die Abkiirzung u,, = JCB,,(:E)U dL™ benutzt wurde und fiir eine Borel-
menge A C R™ und eine Borel-messbare Funktion f auf A das Durchschnittsintegral
als f, fdL™ := ﬁ%(@ J4 fdL™ definiert ist, falls 0 < £"(A) < co. Fiir die Definition
des Raumes BMO(R"™) vergleiche man Abschnitt 3.3. Obige Eigenschaft ist wegen des
folgenden Lemmas interessant.

Lemma 1.14 ([B], Lm A.1). Seiu € L'(B,(z0), RY) eine Abbildung mit

m(zo,r) == sup ][ U — up,|dL" < o0,
By(x)CBr(x0) Bp(x)

Weiter sei ¢ € Cpo,(Br(w0), [0, 1]) eine Abschneidefunktion mit ¢ =1 auf B, 2(zo) und
|DC||oo < 4/7. Dann gilt fiir u ::fBr(xo)u acr

((u—1u) € BMO(R"™) mit I1¢(uw —u)|lBmo < Cm(zo,T),

wobei die Konstante C' nur von n und N abhingt.

1.4 Bekannte Regularitidtsaussagen

Im Allgemeinen kann man auch fiir stationédr harmonische Abbildungen keine Holder-
stetigkeit zeigen. Ein Gegenbeispiel ist die Abbildung u : B® — S" ! u(x) = ﬁ,
die fiir n > 3 energieminimierend in der Klasse der H'-Abbildungen mit den gleichen
Randwerten und damit insbesondere eine stationéire harmonische Abbildung ist. Fiir
einen einfachen Beweis hiervon vergleiche man [Li2]. Es gibt im Inneren aber bereits
das folgende fundamentale Resultat. Es charakterisiert die Punkte, an denen Holder-
stetigkeit und damit hohere Regularitdt gemafl untenstehendem Satz 1.17 gilt. Der
Beweis wurde fiir den Fall der Euklidischen Metrik in [B] gefiihrt. Der Satz ist auch ein
Spezialfall von Satz 3.4 der vorliegenden Arbeit.
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Theorem 1.15 (kleine-Energie Regularititssatz). Sei N eine kompakte Man-
nigfaltigkeit und n € Wso. Auf B sei eine Riemannsche Metrik v € Mqg(B1) ge-
geben. Dann gibt es ein g9 = eo(n, G, ||D7||co,N) > 0, so dass fiir jede Abbildung
u € HY(B1,N), die beziiglich der Metrik ~ stationdr harmonisch ist, aus der Bedin-
gung

/ |DulZdp, < g9 (1.30)
B

die Hdlderstetigkeit von u auf By folgt mit einem geeignet zu wdhlenden Holder-
Exponenten oo = a(n, G, || Dyl/so, N) € (0,1), sowie die Abschitzung

lullcoa(s, ) < C = Cn, G, || Dyl N).

Bemerkung 1.16. Satz 3.4 zeigt sogar noch allgemeiner, dass das Theorem fiir nur
schwach harmonische Abbildungen gilt, wenn man die Voraussetzung (1.30) durch

sup p%“/ﬁ | DulZdpy, < &0
By(z)CBy /2 By ()

ersetzt. Wegen Korollar 1.13 ist dies eine schwichere Voraussetzung als (1.30), falls
gp > 0 hierin geeignet kleiner gew#hlt wird.

Aus der Holderstetigkeit folgt die hohere Regularitéit mithilfe klassischer Ergebnisse
aus der Theorie elliptischer Differentialgleichungen. Genauer gilt der folgende

Satz 1.17. Sei fiir ein 0 < a < 1 eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit N der
Klasse C*The und eine abgeschlossene C*T1-Untermannigfaltigkeit T C N gegeben.
Auf dem in R} relativ offenen, beschrinkten Gebiet 0 C R} liege eine Riemannsche
Metrik v € DﬁkG_l’a(Q) zugrunde. Dann gibt es ein €9 = eo(n, G,I',N'), so dass alle
schwach harmonischen Abbildungen u € C%* N HY(Q,N) mit freier Randbedingung
w(QNoRY) CT, die
sup ,02_"/ \Duﬁdufy < €p
B (z)cQ By (x)

erfiillen, von der Klasse C*® sind und die C**-Norm auf jeder kompakten Teilmenge
B C Q) beschrinkt ist durch

”uHCkvO‘(B) <C= C(H“||C°""7a7 Q.G, ”'YHC’“*LWI‘,Na diSt(B, o0 \ aR:L-))

Beweis. Zunichst ist die C1*-Regularitit zu zeigen, danach folgt der Satz aus der
Schauder-Theorie fiir lineare elliptische Differentialgleichungen. Fiir den ersten Teil
benutzt man den

Satz 1.18. Sei Q C R ein beschrinktes Gebiet. Betrachtet wird eine Differentialglei-
chung der Form

/ " Q- 9, WdL" = / £(-,u, Du) - WdL" (1.31)
Q Q

fiir alle W € L* N HY(Q,RN) mit kompaktem Triger in Q. Hierbei sollen die Funktio-
nen a*’ : d - R yndf:Qx]RN x (R™ @ RN) — RN fiir alle x € Q, y € RN sowie
alle £ € R™ und € € R™ @ RN die folgenden Bedingungen erfiillen.

(i) la"(z)| < M, (ii) a"(2)&& > NEP und (i6d) |f(z,y,€)] < A1+ €%
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mit Konstanten M, A > 0 und A > 0. Dann gibt es eine Konstante €9 = eo(M, \, A),
so dass jede Losung u € CO N HY(Q,RY) von (1.31) mit

sup p2”/ |Du|?dL™ < &g (1.32)
BP(:U)CQ Bp(x)

von der Klasse C1® ist und auf jeder kompakten Teilmenge B C Q die Abschitzung
Hu”cl,a(B) <C= C(HuHCOva o, Q, M A, diSt(Bv aQ))
erfillt.

Beweis. Zunichst folgert man aus [G1], Thm. VI.1.3, dass u fiir jedes 8 € (0,1) in
C%8 (0, RYN) liegt. Auf hinreichend kleinen Kugeln B,(y) C € kann man nimlich wegen
der Holderstetigkeit von u die Voraussetzung 2Asupp (,y [u—u(y)| < A erfiillen. Wegen
Annahme (1.32) gilt die Aussage des besagten Satzes VI.1.3 auf ganz € laut Bemerkung
1.1 (S.172) in [G1]. Daher sind die Voraussetzungen von [G1], Thm. VI.1.5 erfiillt, was
die gewiinschten Resultate liefert. O

Der Satz liefert die C1*-Regularitiit stetiger schwach harmonischer Abbildungen im In-
neren, da u im schwachen Sinne die Differentialgleichung (1.19) erfiillt. Im Inneren folgt
die Ch*-Regularitit iibrigens auch ohne die Voraussetzung von (1.32) mit der Theorie
von Ladyzhenskaya und Ural’tseva, vgl. [LU, §6], da im inneren Fall die Koeffizienten
aM aus der Differentialgleichung (1.31) sogar differenzierbar sind. Fiir den Beweis der
Randregularitit setzt man die Abbildung durch Spiegelung iiber I' fort und zeigt, dass
die fortgesetzte Abbildung eine Differentialgleichung der Form (1.31) erfiillt. Diese Vor-
gehensweise wird in [GJ], §4, angedeutet und im Abschnitt 2.3 der vorliegenden Arbeit
ausgefiihrt.

Nun, da die C1*-Regularitéit gezeigt ist, hat man den Fall einer linearen elliptischen
Differentialgleichung mit holderstetiger Inhomogenitét vorliegen. Daher kann man die
hohere Regularitit aus dem folgenden Resultat der Schauder-Theorie schlielen.

Satz 1.19. Fir ein k > 2 und 0 < a < 1 sei das Gebiet @ C R} beschrinkt und
trage eine Riemannsche Metrik v € Wéﬁl’a(ﬂ). Die Abbildung v € CY*(Q,R) erfiille
Av € CH29(QR), wobei der Ausdruck Ayv hier im schwachen Sinne zu verstehen
ist. Im Fall QN ORY # O sei auferdem eine der Randbedingungen

v=0 auf QN ORY}  oder ;;:0 auf QN OR'}

erfiillt. Dann ist v € CH*(Q,R) und die zugehirige Norm ist auf jeder kompakten
Teilmenge B C § beschrdankt durch

[vlleracs) < Clllvlleo + Ayl ch-2.0)

mit einer Konstanten C = C(a, Q, G, ||V cr-1.a, dist(B, 002 \ ORY)).

Der Satz ist ein Spezialfall der Ergebnisse in [ADN, Thm 7.3] oder [Mor, §6.3]. Fiir
den Fall eines leeren Randes oder von Dirichlet-Randbedingungen vergleiche man auch
[GT, Kap. 6].
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Auf das vorliegende Problem wendet man den Satz wie folgt an. Hat man bereits
u € CF=Lo(Q, RN) fiir k > 2 gezeigt, so erfiillt u laut (1.18) und (1.19) die Differential-
gleichung

Asu =PI o u)(Du, Dgu) € CF22(Q,N)

und die Randbedingung 77 9u | T auf QN OR’ . Im Folgenden wird notiert L := dim A\
sowie [ := dimI. Nach Voraussetzung g1bt es fiir yo € w(Q@NORY) C I' und ein
hinreichend kleines § > 0 einen C**1*-Diffeomorphismus ¢ : BS — T'N Bs(yo) und
C*-Orthonormalbasisvektorfelder n;(y) € T;‘F C TyN fir y € T N Bs(yo) und
1 < j < L —1 Da die Stetigkeit von u vorausgesetzt ist, kann man annehmen, dass
Bild(u) C Bjs(yo) gilt. Daher stellt die folgende Funktion eine C*“-Parametrisierung
einer Umgebung von Bild(u) C A dar.

By x BFTL N, ®(a,ty,...,tr) —eXp¢ Zt”%

Die Abbildung @ := ®~ o : Q — RF erfiillt wie u die Eigenschaft A i € C*~22(Q)
sowie die Randbedingung 8‘% 1L R x {0} auf QN OR", denn es gilt @~ (") = BL x {0}
und die Karte ®~! erhilt Orthogonalitit auf I'. Fiir 1 < 4 < [ erfiillen die Komponenten
u' daher auf QN IR die Neumannrandbedingung 5 ot _ =0, wihrend fir [+1<i< L

wegen u(2 N JR’) C T die Dirichletbedingung = 0 auf QNORY erfiillt ist. Deshalb
folgt mit Satz 1.19 die C**-Regularitét von % und somit auch von v = ® o % mit den
behaupteten Abschéitzungen. O

Im néchsten Kapitel wird noch folgende Gradientenabschitzung benétigt, die auf [Sch]
zuriickgeht.

Satz 1.20. Sei Q C R™ ein Gebiet mit einer Metrik v € Ma(Q) und N eine kompakte
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es ein € = &(n, G, || DY||co, N) > 0, so dass
fiir jede beziiglich v harmonische Abbildung u € C*(Q,N), die

p> sup / | Dul dpuy < €0
By(2)CQ J B, (x)

mit einem €9 < € erfillt, die Abschdtzung

OV

[Pu(z)| < dist(x, 09Q)

fiir alle x € Q

gilt. Hierbei hingt die Konstante C nur von n, G, ||D7||c und N ab.

Beweis. Theorem 2.2 aus [Sch], angewandt auf der Kugel Bg(x), liefert die Abschétzung
\Du(z)2 < CR" / Duldy, < CR
BR(J?)

und damit die Behauptung, falls R := dist(z, 0Q2) gewéhlt ist. O

Das folgende Hebbarkeitsresultat geht an mehreren Stellen entscheidend in die vorlie-
gende Arbeit ein.
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Lemma 1.21. Auf dem Gebiet Q C RY liege eine Metrik v € Ma(Q) zugrunde, N
sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und T' C N eine Untermannigfaltigkeit hiervon.
Die Abbildung uw € H(Q,N)NC*Q\ I, N) sei harmonisch zur freien Randbedingung
uw((2\ X)NORY) C I auferhalb einer in  relativ abgeschlossenen Ausnahmemenge
¥ C Q mit H" 2(X) < co. Dann ist u beziiglich der Metrik ~y schwach harmonisch auf
ganz 0 mit freier Randbedingung u(2NORY) C I

Beweis. Sei V€ L>® N H'(Q, TN) ein beliebiges, lings u tangentiales Vektorfeld mit
kompaktem Triger K C (2, das die Randbedingung V'(z) € Ty I fiir L7 fast alle
z € QNORY erfiille. Wegen H" 2(XN K) < oo hat ¥NK verschwindende 2-Kapazitét,
vgl. [EG, §4.7.2]. Daher gibt es fiir i € IN Abschneidefunktionen ¢; € H'(R™, [0,1]) mit

YNK Cint{x € Q: (i(z) =1}, (1.33)
fiir die bei ¢ — oo die Konvergenz

/ ID¢G|?dL™ — 0 und G — 0 L"-fast iiberall auf R™
Rn

erfiillt ist. Die zweite Konvergenz folgt dabei nach einem Teilfolgeniibergang aus der
ersten. Wegen (1.33) sind W; := (1 — ¢;)V zuléissige Testvektorfelder fiir die auf Q2 \ 3
harmonische Abbildung u. Gem&fl Lemma 1.3 ist also fiir alle i € IN

0= /Du oy VNVVZ-d,uV = /(1 — G)Du - VNVdu7 — /Du v (DG @ V)dpy. (1.34)

Das letzte Integral verschwindet bei ¢ — co wegen

1/2 1/2
<Vl | [ 1DuBas| | [1D6Ed| —o

Wegen dominierter Konvergenz folgt damit aus (1.34), indem man i — oo streben lésst,

' / Du - (DG ® V)dp,

‘/DuWVNVWW:O

fiir alle zuldssigen Testvektorfelder V. 0






Kapitel 2

Das Spiegelungsargument

2.1 Eingrenzung des Bildbereiches

Der im folgenden Kapitel gefithrte Beweis der Randregularitéit stationdrer harmonischer
Abbildungen mit freier Randbedingung w(©2NOR’}) C I' beruht auf einem Spiegelungs-
prinzip, bei dem die Abbildung durch Spiegelung an der Untermannigfaltigkeit I" auf
eine Vollkugel B; fortgesetzt wird. Dabei besteht das Problem, dass die Funktionswerte
u(x) wegen fehlender Stetigkeit weit entfernt von I' liegen konnen, so dass die néichste-
Punkt-Retraktion auf I' in u(x) moglicherweise nicht wohldefiniert ist, in welchem Fall
man nicht sinnvoll einen Spiegelungspunkt zu u(x) angeben kann. Dieses Problem wird
durch das folgende Lemma behoben, das bisher unbekannt war und eine neue und
vergleichsweise einfache Herangehensweise an das Regularitétsproblem bei einer freien
Randbedingung ermdglicht.

Satz 2.1. Sei N eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und T' C N eine Unter-
mannigfaltigkeit hiervon. Auf By sei eine Riemannsche Metrik v € M (By ) gegeben.
Dann gibt es ein & = E(n, G, || D7Y]|c0, N') > 0, so dass fiir alle stationiren harmonischen
Abbildungen v € H'(B5,N') mit freier Randbedingung uw(By NOR™Y) C T, die

92-1 /B+ |Dul?dp, < e

2

fiir ein eq < € erfiillen, gilt

dist(u(z),T) < Cv/e, fiir alle v € B;r/z

mit einer Konstanten C = C(n, G, || Dvl/o, N).

Die Menge der Abbildungen v mit den Eigenschaften wie im Satz wird im Folgenden
mit 9., = He, (G, T, N') bezeichnet.

Der Satz gilt noch mit wesentlich schwécheren Voraussetzungen, ndmlich in der folgen-
den Form.

Satz 2.2. Es seien N C RY eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und T' C N
eine Teilmenge hiervon. Die Abbildung u € HY(By,N) N CYB; \ OR™,N) erfiille
u(Bf NORY) C T und fiir Konstanten eg > 0 und Ko > 0 sowohl

sup pzn/ |Dul?dL™ < &g
Bf (z)cB; B (x)

10
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als auch die Gradientenabschditzung

Koveg

D <
|Du(z)] < dist(x, ORT})

fiir alle x € By . (2.1)

Dann gilt mit einer Konstanten C' = C(n, Ky)

dist(u(z),T) < C\/e, fir alle x € B;r/?
Bemerkung 2.3. Der Satz (2.1) ist ein Spezialfall von Satz (2.2), da aus den Vor-
aussetzungen die C'-Regularitit von u mittels der Siitze (1.15) und (1.17) und die
beiden Abschétzungen bei geeigneter Wahl von ¢y mit Korollar (1.13) und Satz (1.20)
folgen. Dartiber hinaus sagt Satz (2.2) aber unter anderem noch aus, dass Satz (2.1)
giiltig bleibt, wenn man statt stationérer harmonischer Abbildungen allgemeiner fiir
ein p > 2 stationdre p-harmonische Abbildungen mit homogener Zielmannigfaltigkeit
N betrachtet. Fiir solche Abbildungen ist unter der Voraussetzung von kleiner p-Energie
namlich C!'-Regularitit bewiesen, man vergleiche [TW]. Ebenso gilt eine Monotonie-
formel fiir die p-Energie und eine Gradientenabschétzung wie in (2.1), s. [DF], Korollar
2.6 und Theorem 2.1. Analoge Regularitédtsaussagen sind fiir stationére p-harmonische
Abbildungen mit allgemeinen Zielmannigfaltigkeiten nicht bekannt.

Beweis von Satz 2.2. Mit C werden in diesem Beweis nur Konstanten bezeichnet,
die ausschliefllich von n und Ky abhédngen. Zu einem Punkt xg € BY/Q \ OR"} sei
R := idist(zo, OR") und z; der Punkt in OR" mit |zo — 21| = dist(zo, OR") = 3R. Es

wird definiert @ := {5+ (z1) ¥ und w(z) = u(x) —u fir x € Bag(xp). Zunichst wird die

5R
Abschétzung |w(zg)| < Civ/g, fiir eine geeignete Konstante C7 = C1(n, Ko) gezeigt.
Die Vorgehensweise hierfiir ist eine Weiterentwicklung der Technik aus [Mol, Lm. 6].

Sei G, die Fundamentallosung des Laplaceoperators mit Singularitét in xg, also

1 2-n ..
nE—nyamy [P0 — @l firn > 2
G () o= | PEIOE

5= log |z — | fir n = 2,
wobei a(n) := L™(B}) das Volumen der Einheitskugel ist. In beiden Féllen ist also
|DGy, ()| < C(n)|zo — 2™ fiir alle z € R™

Man wihlt eine Abschneidefunktion ¢ € Cp,(B2r(20), [0, 1]) mit ¢ = 1 auf Br(zo) und
|D¢|lc < CR™!. Die Greensche Darstellungsformel liefert fiir alle v € C]?pt<BQ r(x0),R)
die Gleichheit v(zg) = [ GpAvdL™ = — [ 00Gyy v dL™. Wegen ((x) = 1 gilt daher

o (o) ?
- / DaGao Oa(lw]2C?)
Bag(zo)
< c DGyl - D] % + C DGy [l D]
Bagr(zo) Bayr(x0)\Br(xo0)
< Clwl / DGy || Dl + CR™ / Jwl?
Bar(zo Bor(z0)\Br(xo0)

= TI+1I,
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wobei im letzten Schritt die Abschitzungen |DGy,(x)| < Clzo — x|~ < CR'™™ fiir
x € Bagr(xo) \ Br(zo) sowie |D¢| < CR™! nach Definition von ¢ benutzt wurden. Nun
folgert man aus der Gradientenabschétzung (2.1) wegen dist(xg, ORY}) = 3R

Kov/e
IS0l [ DGl < Oyl

2r(20)
weil fB2R(fE0) |zo — x|*7"dL"(z) = CR ist. In dieser Abschiitzung gilt
[wlloo < [w(@o)| + CRI|Dwlloe < |w(zo)| + CVEo.
Auflerdem folgt mit der Poincaré-Ungleichung auf Halbkugeln fiir w = u — @ wegen

Bar(w0) C Byp(z1) C Bf

11 < C’R_”/

B;_R(wl)

w2 < CRQ_"/ \Dul? < Ceo.
B;_R(xl)

Damit ist gezeigt |w(zo)[*> < Cv/Eq|w(wo)| + Ceo < L|w(wo)|? + Cey, also
[u(zo) — al* = [w(zo)|* < Creg

fiir eine Konstante C; = C1(n, Ko). Nachzuweisen ist nun nur noch dist(z,I") < Cav/€,
fir Cy = Cy(n). Hierfiir sei definiert d(y) := dist(y,I") fiir y € N, wobei dist der
Euklidische Abstand auf RY sei. Die Funktion d ist Lipschitz mit Dehnungsschranke 1.
Nun integriert man die Ungleichung dist(u, ') < d(u(z)) + |u(x) — @| und erhélt

dist(a,T) < ][ doudLr +][ lu(z) — aldL"(z)
B;—R(l'l)

B;_R($1)
1/2
R*™™ / |Du2d£"]
B;R(zl)

nach der Poincaré-Ungleichung wegen dou = 0 auf Bsr(x1) NOR" . Da Lip(d) = 1 gilt,
ist |D(d o u)| < |Dul, also

1/2
+C

IN

C

R2”/ |D(d ou)|>dL™
B;R(xl)

1/2
dist(a,I') < C RZ"/ |Du]2] < Cv/ey,
B;R(am)

womit das Lemma bewiesen ist. OJ

2.2 Fortsetzung auf die Vollkugel

In diesem Abschnitt besitze die Abbildung u stets die Eigenschaften aus Satz (2.1),
das heifit u € H.,(G, T, N). Besagter Satz liefert fiir jedes 6 > 0 die fiir die Spiegelung
bendstigte Eigenschaft u(Bf/z) C Us :={x e N : dist" (#,T) < 6}, wenn & klein genug
ist. Hierbei ist mit dist" der Riemannsche Abstand auf A° gemeint. Man kann § > 0 so
verkleinern, dass fiir jedes y € Us der nichste Punkt 7(y) € I eindeutig definiert und
mit y durch eine eindeutige kiirzeste Geodétische verbunden ist. Auf einer solchen Um-

gebung Us von I' wird nun die geodétische Spiegelung o an der Untermannigfaltigkeit
I' definiert durch

0 :Us — Us, y = expr(y)(v) = expr,(—v),
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wobei v € Tﬂ(y)/\/’ eindeutig durch die Bedingung definiert ist, dass die Geodétische
[0,1] 3 t > expy(, (tv) die kiirzeste Verbindung von 7(y) nach y ist. Die Spiegelungs-
abbildung ¢ ist fiir hinreichend kleine § > 0 ein Diffeomorphismus auf Us und

o'o(f:idU(;.

Wihlt man ¢ so klein, dass u(Bfr/Q) C Us gilt, so kann man u durch Spiegelung an

I' auf die ganze Kugel By, fortsetzen. Hierzu wird fiir z = (', x,) € By /2 definiert

x* = (2/,—x,) sowie B, := (B;)* fiir die unteren Halbkugeln vom Radius r > 0

notiert. Mit diesen Schreibweisen lautet die Fortsetzung von v € H 1(B;rm,/\f )

o(u(z*)) firze Blf/2 (2.2)

u(x) fiir x € B
1/2°

Die so definierte Abbildung u liegt im Sobolev-Raum H'(B )5, N), da u!BJr/ und u|B_/
1/2 1/2

H'-Abbildungen in A sind und auf B, 2 NORY die gleichen Randwerte haben. Sei g
die von der Euklidischen Metrik von R” induzierte Metrik auf T N. Die fortgesetzte
Abbildung u wird nun nicht mehr mit g gemessen, sondern mit dem Skalarproduktfeld
h ldangs wu, definiert durch

B g(u(x)) fir x € B;_/Q
hw) = { o*g(u(z)) firz € B, (2:3)

Dabei ist fiir y € Us C N und v,w € T,N definiert

o g(y) (v, w) := g(o(y))(Da(y)v, Do(y)w).

Die Metrik v = (7o) wird fiir z € Bl_/2 fortgesetzt durch

_ vaple®) firl<oa,f<n—lodera=p3=n
Vo () = { —Yap(x*) fir a =n+# [ oder a #n = 0. (24)

Weil v die Bedingung (1.3) erfiillt, stellt diese Definition eine stetige Fortsetzung von
v dar. Fiir z € By, sind die Eigenwerte von v(z) dieselben wie die von ~y(z*). Daher

ist die fortgesetzte Metrik v auch auf Bl_/2 positiv definit und es gilt \/y(x) = \/v(a*).
Im Folgenden wird abgekiirzt

Y(x) := Do (u(x)).
Fiir 79 € By N ORY gilt wegen u(xg) € I’

S(z0) = Do(u(xo)) = Tr(u(zo)) — T (u(x0))
= olIp(u(zo)) — Id(ulo)), (2.5)

wobei IIr(y) und II (y) fiir y € I’ die orthogonalen Projektionen von T, N auf T, T
bzw. auf Tj I' ¢ Ty N sind und Id(y) die Identitét auf T, N. Denn wegen o|, = id
gilt Do(y)v = v fir v € T, ' und fiir v L T,I' gilt o(exp,(tv)) = exp,(—tv), also

Do (y)v = %‘t:o exp, (—tv) = —v. Weiter gilt wegen o = o~!

S(2)~! = Do(u(z))"' = Do(o(u(z))) = Do(u(z*)) = S(z). (2.6)
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Die kovariante Ableitung eines lings u zu N tangentialen H'-Vektorfeldes V wird
dementsprechend fiir £"-fast alle x € By, definiert als

VNV (z) falls = € By,

Z(x*)VN(E(x)V(x)) falls z € B

Hom(R"™, Ty N) > ViV (z) = {
1/27

wenn V& der Levi-Civita-Zusammenhang auf A ist. Der Grund fiir diese Spiegelungs-
konstruktion ist das folgende

Lemma 2.4. FEine Abbildung u € $., sei wie in (2.2) durch Spiegelung zu einer Ab-
bildung u € Hl(Bl/z,J\/’) fortgesetzt. Ebenso sei vy € 93?@(3{?2) wie in (2.4) auf By

fortgesetzt, h wie in (2.3) und V" wie oben definiert. Dann gilt fiir jedes beschrink-
te Vektorfeld V € Hl(Bl/g,TN) mit kompaktem Triger im Inneren von By, und
V(x) € Ty N fiir L-fast alle v € By,

Dul V"Vdu, =0, (2.7)
By /o
wobei f; das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt zum Skalarproduktfeld h auf TN und zur
Riemannschen Metrik v auf By /o bezeichnet. Die Gleichung (2.7) bedeutet also
/ Du -, VNVdpu, + / SDu-, VN(2V)dp, = 0.
B, /2

Beweis. Das Vektorfeld V' wird in den beziiglich der Spiegelung o equivarianten und
den antiequivarianten Anteil zerlegt: V' =V, + V,, wobei fiir x € B/, definiert ist

Viw) = Vi) + @)V,
Vo) = S[Via) 5@V ()]
Wegen %(2)%(z*) = Id(u(z*)) nach (2.6) gilt
Ve) = S@)Vele)  wd Va(e®) = B()Vala) (28)

Nach Definition von V, und (2.5) gilt fiir 79 € By, N ORY

Vileo) = 5[V (w0) + S(eo)V (wo)]
= Hp(u(xo))V(Io) S Tu(xo)l“.

Daher ist Ve‘ g+ ein zuléssiges Variationsvektorfeld fiir u zur freien Randbedingung
1/2

/
uw(QNORY) C T, so dass

Du " V"V.dp, = /B . Du, VN V.dp, = 0. (2.9)
1/2

+
B1/2
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Weiter berechnet man mit der Definition von A und V" und unter Beriicksichtigung
der Equivarianz (2.8) von V

Du -l V"V.dyp,
By
= /_ SDu-, VN(2V,)du,

1/2

= [ Dlula) ) YV Weladis 2)
By

= Du(x™) () VNVe(x*)dufy(x) nach Definition (2.4) von ~
By,

= Du -, VNV,dp, = 0. (2.10)

+
Z31/2

Mit der gleichen Rechnung folgt wegen der Antiequivarianz (2.8) von V

Biy

Du " V"V, dpu, = —/+ Du -, VN Vodp, = — / . Dul v"Wadp,,
131/2 131/2

also

Du ! V'"Vodpiy = 0. (2.11)
By 2

Aus (2.9), (2.10) und (2.11) folgt die Behauptung. O

2.3 Nachtrag zu Abschnitt 1.4

Fiir den Beweis von Satz 1.17 ist noch der Schluss von der Holderstetigkeit einer stati-
oniiren harmonischen Abbildung auf die C'**-Regularitit am freien Rand nachzuliefern.
Hierfiir benutzt man das in Abschnitt 2.2 erlduterte Spiegelungsverfahren, um eine sta-
tiondre harmonische Abbildung v € C%* N H 1(Bl+/2,/\f ) mit freier Randbedingung zu
einer Abbildung u € C%* N Hl(Bl/Q,N) fortzusetzen. Dazu benétigt man in diesem
Fall nicht Lemma 2.1, weil man wegen der Hélderstetigkeit von u und der Randbedin-
gung u(B;/, NORY}) C I' annehmen kann, dass die Funktionswerte von u nahe an T’
liegen. Das folgende Lemma liefert dann zusammen mit Satz 1.18 die C'*Regularitiit
auch am freien Rand.

Lemma 2.5. Die Voraussetzungen von Lemma 2.4 seien gegeben mit einem auf BT/Q

stetigen u € 9, so dass auch die wie im vorangehenden Abschnitt durch Spiegelung
fortgesetzte Abbildung u € Hl(Bl/z,N) stetig ist. Falls p > 0 so klein gewdhlt ist,
dass w(B,(xg)) kompakten Abschluss in einem Kartenbereich von N hat, erfillt u die
folgende Differentialgleichung in Koordinatendarstellung. Fir alle beschrdnkten, ldngs
u tangentialen Vektorfelder V€ HY(B,(xo), TN), die kompakten Triger im Inneren
von B,(x) haben, ist

/ VPPl D5V /AL = / fi(-, u, Du)VidL™,
By(zo By (o)
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wobei die Komponenten u' und V' beziglich der lokalen Koordinaten auf N gebildet
sind. Die Funktionen f; : By(zo) x u(B,(20)) x (R™ @ RN) — R erfiillen dabei fiir
1<i<dimN

|fi(a, u(w), Du(x))| < C|Du(x)|?

mit einer Konstanten C, die nur von n,G,I',N' und den Koordinaten auf w(B,(x))
abhdngt.

Beweis. Es seien X; fiir 1 < i < dim N lokale Koordinatenvektorfelder auf einer Um-
gebung von u(B,(x0)) in . Die Christoffelsymbole Hgj zu V" sind fiir 1 < 3 < n und
1 < j,k <dimN definiert durch die Glei‘chungen VZ,@ (Xpou) = Hﬁi (X o u). Es folgt
fur alle x € B,(x¢) die P:bschéitzung |Hﬁi(x)| < C|Du(m)|.~Sei nun V = Vi(X; o u) wie
im Lemma und hierzu V = VJ(X; o u) definiert durch V7 := h¥V* wobei (h¥) die
inverse Matrix zu (hij) sei. Dann gilt nach der Produktregel fiir den Zusammenhang
V", die sich aus der Produktregel fiir vV ableitet,
VIV = 05VI(Xj 0 w) + VIV (Xi o u) = (95V7 + VFH) (X o ).

Damit lautet die Gleichung (2.7) fiir das Vektorfeld V
0 = / hi P 0au (T VY /L
= / hijy*P 0w 85V \/ydL™ + / hijy*? O’ Hyl V*\/ydL",
also folgt wegen VI = KV bzw. hijf/j = V' die Differentialgleichung
/ VPPl D5V /ydL"
= / VB Bghi; WV d L™ — / hijy*? O’ Hyf WV /yd.L”
=: /fl(~,u,Du)VldL”,

und | (-, u, Dw)| < C|Dwu||Dh|+C|Du||H| < C|Dwul?, wobei C nur von den genannten
Groflen abhéngt. O






Kapitel 3

Holderstetigkeit am freien Rand

3.1 Das Ergebnis

Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Resultates.

Theorem 3.1. Sei N eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit sowie T C N ei-
ne abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Fir n € N>o sei auf der n-dimensionalen
Halbkugel B; eine Riemannsche Metrik v € Sﬁg(B;) gegeben. Dann gibt es eine Kon-
stante go = £o(n, G, || DYoo, T, N) > 0, so dass fiir jede Abbildung u € H (B, N), die
beziiglich der Metrik vy stationdr harmonisch zur freien Randbedingung u(B;ﬁaRﬁ) cT
ist, aus der Bedingung

92-n /B+ ‘l)u’?/dlu7 < ep (3.1)
2

die Hélderstetigkeit von u auf Bf/4 folgt mit einem geeignet zu wdihlenden Hdélder-
Ezponenten o = a(n, G, || DYoo, T, N) € (0,1) und weiter

lullco s,y < €= O, G [1DV]loo, I, N).-
Der Satz 1.17 liefert dann fiir ein k& > 2 die C**-Regularitit von u auf B;“/4 und
Abschiitzungen der C**-Norm etwa auf BT/S.

Bemerkung 3.2. Aus Satz 3.4 und Lemma 2.4 folgt die Aussage des Theorems sogar
allgemeiner fiir nur schwach harmonische Abbildungen, wenn die Voraussetzung (3.1)
zu

sup  p> " / | Dul2d, < &0
Bf (z)cB; Bj (z)

verscharft wird.

Mit einem Standard-Uberdeckungsargument folgt wie in [SU, Cor. 2.7] fiir jede Sobolev-
Abbildung u € HY(B;,N)

H" 2 ({x € B : lim inf r2n /B+( | |Dul2dpy > 60}) =0. (3-2)

Daraus folgt aus den Theoremen 3.1 und 1.15 durch Umskalieren das

D 1vd
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Korollar 3.3. Seien N, T', n und v wie im Theorem sowie u € H' (B, N) stationdr
harmonisch zur freien Randbedingung u(Bfr NORY) C I'. Dann gilt

H" 2 (sing(u)) = 0,
wobei sing(u) := By \ {ZE € B :u € C** auf einer Umgebung von ac} sei.

Der Beweis von Satz 3.1 beruht auf der Tatsache, dass die durch Spiegelung fortgesetzte
Abbildung u eine Differentialgleichung der Form (2.7) erfiillt. Genauer werden nur die
folgenden Voraussetzungen an die Daten ~, h und V" benétigt.

Die Riemannsche Metrik v € C%!(B; /2, R™ @ R™) erfiillt fiir Konstanten G > 1 und
L > 0 sowie fiir alle € By und £ € R"

G722 < Z Yap()E%€% < G%€)? sowie Lip(y) < L. (3.3)
a,f=1

Das Skalarproduktfeld h = (hy;) ist eine H'-Metrik auf w* TN, die fiir alle 2 € By 5
und v € Ty, N die Eigenschaften

dim A/
H?P < Y hyg(x)v'v! < H*o> sowie sup, ; |Dhij(x)| < Ki(1+ |Du(x)|)
i,j=1
(3.4)
besitzt, mit Konstanten H > 1 und K; > 0. Zuletzt ist V" ein Zusammenhang auf
w* TN, der fiir alle C'-Schnitte V in TN und alle € By /5 erfiillt

VAV o u)(2)] < K2||VIler (1 + [Du(z))) (3.5)

mit einer Konstanten K > 0. Die Konstanten H, K7 und K> hiingen dabei nur von
den Daten n,T" und A ab. In den letzten beiden Abschiitzungen kann man den Faktor
1+ |Dwl sogar durch | Du| ersetzen. Die oberen Schranken werden nur deshalb allgemei-
ner gehalten, weil dies in Kapitel 6 bei der Behandlung von allgemeinen Randwerten
benétigt wird.

Der Zusammenhang V" ist dariiber hinaus metrisch beziiglich des Skalarproduktfeldes
h, das heift fiir je zwei ldngs u tangentiale Vektorfelder V, W € Hl(Bl/Q, TN) gilt

DV, W) =V, W + V., VW (3.6)

f/Q entspricht sie der Gleichheit

DV -W)=VVNV.W + V. VNW, die erfiillt ist, da der Levi-Civita-Zusammenhang
VN metrisch beziiglich der Riemannschen Metrik auf A ist. Auf Bf/z gilt dagegen

Diese Bedingung rechnet man wie folgt nach. Auf B

D(V-,W) = D(SV - W) = VV(ZV) - SW + V- VVEW)

und damit die Behauptung.

Unter diesen allgemeineren Voraussetzungen gilt

Satz 3.4. Sei N C RN eine kompakte Mannigfaltigkeit, Ko > 0 sowie G, L, H, K1, K
und n Konstanten wie oben. Dann gibt es ein €9 > 0, nur abhdngig von den Daten
G,L,H, Ky, K1,Ko,n und N, so dass Folgendes gilt: Seien eine Metrik ~, ein Ska-
larproduktfeld h, ein Zusammenhang V und eine Abbildung v € H' (B?/Q,N) gegeben
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wie in (3.8) bis (3.6), wobei V" durch V und w durch u ersetzt seien. Weiter sei eine
Funktion F : Byjs x N x (R™ @ TN) — TN gegeben, die F(x,y,§) € Ty N sowie

|F(z,y,)| < Ko(1+ |€])  fiir alle x € Byj2, y € N und EER™ QTN (3.7)

erfillt. Unter diesen Voraussetzungen geniige die Abbildung u der Differentialgleichung

Du Vv, :/ F(-,u,Du) -, VdL" (3.8)

By )2 By /2

fiir beliebige lings u tangentiale Vektorfelder V€ LN Hl(Bl/Q, TN) mit kompaktem
Triger im Inneren von By o und u besitze kleine skalierte Energien in der Form

wp / |Duf2dp, < eo. (3.9)
B,(z)CBy B, ()

Dann ist u € C’l’o‘(Bl/4) mit einem Hoélderexponenten o > 0 und beschrdinkten Normen
H@”CM(BUQ + |UHCL"‘(31/S) < C, wobei o und C' nur von denselben Daten abhingen
wie €g.

Der Satz enthilt die Satze 1.15 und 3.1 als Spezialfille mit F' = 0 wegen Lemma
1.3, Korollar 1.13 und Lemma 2.4. Dariiberhinaus impliziert er auch entsprechende
Aussagen unter wesentlich allgemeineren Randbedingungen, vgl. Theorem 6.15. Damit
deckt obiger Satz das Regularitédtsproblem fiir stationéire harmonische Abbildungen
sowohl an inneren Punkten als auch an Randpunkten mit einer freien Randbedingung,
Dirichlet-Randwerten oder noch allgemeiner gefassten Randwerten ab.

Das Hauptproblem beim Beweis ist das Herleiten der Holderstetigkeit. Dies wird in den
folgenden Abschnitten dieses Kapitels ausgefiihrt. Ist die Holderstetigkeit erst einmal
bewiesen, so folgt die behauptete C1*“-Regularitiit wie folgt. Die Rechnung aus Lemma
2.5 bringt die Differentialgleichung (3.8) in lokalen Koordinaten auf u(B,(xo)), p << 1,
auf die Form

/ YPOutdgVi\ydL" = / fi(-,u, Du)VidLr,
By (o) By (o)

wobei die Funktionen f; : B,(zg) x u(B,(zo)) X (R™ ® TN) — R die Abschitzungen
fi(z,u(z), Du(z)) < C(1+ |Du(x)*) fiir alle x € B,(z0) (3.10)

erfiillen. Die Konstante C' héngt dabei nur von den Daten G, L, H, Ko, K1, K2,n und
N ab. Daher liefert Satz 1.18 die C“-Regularitit mit der behaupteten Abschitzung
der C**-Norm.

Die Voraussetzung (3.7) im Satz ldsst sich nicht zu quadratischem Wachstum der Funk-
tion F' im Stil von (3.10) abschwéchen, weil fiir solche Funktionen F' der Beweis der
Holderstetigkeit zusammenbricht. Genauer liefle sich der Term in untenstehender Un-
gleichung (3.32) nur durch Cp"~! abschiitzen, was eine GréSenordnung zu schlecht ist.

3.2 Konstruktion von optimalen Basisvektorfeldern

Dieser Abschnitt folgt der Arbeit [H], wobei einige Anderungen zur Anpassung an die
allgemeineren Voraussetzungen nétig sind. Man kann wie in [H] o.E. annehmen, dass auf
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N C RY globale glatte Basisvektorfelder existieren, denn sonst kann man zum Norma-
lenbiindel TN iibergehen, dessen Tangentialbiindel trivial ist. T-N versieht man mit
der Produktmetrik h = (hj;) x (6;;) beziiglich der Zerlegung Ty(T+N) = Ty N & Ty N
fiir v € Tj N. AuBerdem geht man zu dem Zusammenhang V := V x D auf T(T+ N
iiber mit der komponentenweisen Ableitung D auf den Fasern Tj N. Dann erfiillt
eine Abbildung u : By — N C TL N genau dann die Differentialgleichung (3.8)
als Abbildung nach N, wenn sie als Abbildung nach TL./\/ die gleiche Differential-
gleichung mit h und % erfiillt. Dabei erfiillen A und V genau wie h und V die Vor-
aussetzungen (3.4) bis (3.6). Da Bild(u) C N in einer kompakten Menge liegt, exi-
stieren in einer Umgebung von Bild(u) ¢ N C T+ N glatte Basisvektorfelder mit
endlicher C'-Norm. Man hat also o.E. fiir 1 < j < k := dim A globale orthonormale
C'-Basisvektorfelder €;(y) € Ty N mit [|&;]|c1(ny < C(N). Aus der Basis &;(u(z)) kon-
struiert man fiir x € By /o mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren

H'-Basisvektorfelder é;(z) € Ty, N, die fiir die Skalarprodukte h(z) orthonormal
sind. Wegen der Voraussetzungen (3.4) und (3.5) an h und V ist

sup |Vé;(x)| < C(1+[Du(x)|) fiir alle x € By 9 (3.11)
1<j<k

mit einer Konstanten C = C(n, H, K1, Ko, ).

3.2.1 Ein Minimierer fiir das Funktional F

Fiir ein spéter zu wihlendes p € (0,1/2) betrachtet man die Situation auf der Kugel
B,. Wie man spiter sicht, ist es ausreichend, den Fall einer Euklidischen Metrik auf
B, zu betrachten. Fiir R = (R;;) € H'(B,, O(k)) wird definiert e := R;;é; sowie

R R
-y / IVeR2 = 3 [VeR|2, .
i VB i

wobei || - ||, die Hilbert-Schmidt-Norm zum Skalarproduktfeld h auf N' und zur Eukli-
dischen Metrik auf B, ist. Wie in [H] wird ein Minimierer von F gesucht.

Lemma 3.5. F besitzt einen Minimierer R® € HY(B,, O(k)).
Beweis. Sei R™ = (R]}) € HY(B,,0(k)) fiir m € N eine Minimalfolge, also

lim F(R™) =mz:= inf F.
il P =mr = o

Fiir 1 <14 < k gilt mit der abkiirzenden Schreibweise e} Rme] nach der Produktregel
fir V
Ve = V(RZZ éj) =¢€;® DRm RmVeJ (3.12)

Integrieren iiber B, liefert, da die é; beziiglich h orthonormal sind:
k
>iiIDRGIG2 = & © DR |7z,
< 2/VEjlIZay, + 2V (R €)1y,
< C+2F(R™ <C,

da F(R™) — mg beli m — oo, wobei die Konstanten hier im Gegensatz zur iibrigen
Arbeit von Du abhéngen, nicht aber von m € IN. Weil aulerdem wegen R™(z) € O(k)
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fir alle x € B, die L?-Norm von R™ unabhingig von m beschrinkt ist, folgt die
Abschitzung sup,, |[R™||;1 < C. Also kann man nach Ubergang zu einer Teilfolge fiir
ein R® € HY(B,,0(k)) schwache Konvergenz R™ — R’ in H'(B,,0(k)) annehmen
und nach dem Satz von Rellich R™ — R? in L?. Wegen F(R™) — mz < F(R°) folgt
mit der Schreibweise e} Rme] fir m € INg

0 > lim F(R™) - F(R°

m—0o0

k

=y (n}iinoo Ve 13, — ||V€?H%2,h>
=1
k

= > (Jim_ [V(e" = D)3z, +2 lim (Ver', Ved)rz - 2Vel 22 ,)

¢ m—o00
=1

k
23" (lim Li(R™) ~ Li(R")), (3.13)
=1

Y

wobei L;(R™) := (Vel", Ve) 12, definiert ist. Es wird nun gezeigt, dass nach Ubergang
zu einer Teilfolge L;(R™) — L;(R") konvergiert bei m — oo. Dazu berechnet man mit
der Produktregel (3.12)

Li(R™) = (¢; ® DR}, Ve)) 2, + (R}VE;, Vel ) 12 . (3.14)

7,]7

Bezeichnet man den ersten Summanden mit L;;(R™), so ist Li;(R) ein stetiges lineares
Funktional in R € H'(B,, R***), da

1Lij(R)| < ClDRij|| 2| Vel |2 < ClIR -
Wegen schwacher Konvergenz R™ — RY in H' gilt daher bei m — oo
Lij(R™) — Lij(R). (3.15)
Weiter gilt nach Ubergang zu einer Teilfolge Rl — RO fast iiberall und
|R[IVé; - Vel| < C|R}IVE;|[Ve)| < C(1+ |Dul)|Ve)| € LY,
also folgt mit dominierter Konvergenz aus (3.14) und (3.15) bei m — oc:

— Z [ 4 (R%) + Véj,Ve?)L;h] = Li(R").

7j=1
Daher besagt (3.13)

F(R%) = lim F(R™)= inf F,
m—00 H'(Bp,0(k))

d.h. R? ist der gesuchte Minimierer. O
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3.2.2 Eulergleichung fiir F

Lemma 3.6. Ist R° € H'(B,,0(k)) ein Minimierer von F und sind fir 1 < i < k
die zugehorigen Basisvektorfelder e; := R%éj, so erfiillen diese im schwachen Sinne die

Eulergleichung
d*(Vei-ne;) =0 auf R firl <i,j <k, (3.16)

wenn man Ve; - ej durch die Null-1-Form auf ganz R™ fortsetzt. Ferner gilt

k
Z/ |Des2dL™ < c/ (1+ | Du)dcr, (3.17)
i=1" Bp By

wobei e; als ein RN-wertiges Vektorfeld aufgefasst ist. Die Konstante C hingt dabei nur
von n, H, K1, Ko und N ab.

Beweis. Sei A € C*°(B,,s0(k)) mit so(k) = T;O(k) = {A € R¥**: A" = —A}. Mit
der niichste-Punkt-Retraktion p auf die Untermannigfaltigkeit O(k) C R*** werden fiir
|t| << 1 Vergleichsabbildungen definiert als R' = (Rf;) := p(I +tA) € C>®(B,,0(k)).
Hierfiir gilt R = I und %Rt‘tzo = Dp(I)A = A, da Dp(I) die orthogonale Projektion
auf TrO(k) = so(k) ist. Wegen der Minimalitétseigenschaft der Basisfelder e; gilt

Z [, 19 R
=03
le; ® Djo + RijejH% nach der Produktregel fiir V
t=0

_ Z/ 9

= /B, Otl
d )

= 2Z/B R)Vej {ej®atDRt vej}
i=1"Pr t=0

k
= 22/ Vei-n {ej ® DAy + AijVe,}
; B

dt

9 Lt
+8tR

k k
= 2/ Z Vei ‘h (€j & DAZ']') + Z AijVCi ‘h Vej
B

p \ig=1 ij=1

Da die Matrizen (A;;j(x)) € so(k) antisymmetrisch sind, verschwindet der zweite Sum-
mand unter dem letzten Integral. Damit fithrt obige Rechnung auf

0= Z . Vei *h ej), (3.18)

t,j=1
wobei /-’ das Euklidische Skalarprodukt auf R™* bezeichnet. Weiter sieht man mit der
Vertriglichkeit von V und h laut Bedingung (3.6)
Vei ‘h ej = D(ei ‘h €j) — €; 'h Vej = —Vej ‘h €,

da die Basis e; orthonormal beziiglich A ist. Da Ve; - e; also antisymmetrisch in ¢, j
ist, gilt (3.18) auch fiir symmetrische Matrixfunktionen A = (A;;), also fiir beliebige
A € C*®(B,, RF*k). Damit ist (3.18) dquivalent zu

D¢ - (Ve; -pej) =0 fiir alle ¢ € C*°(B,,R) und 1 <i,j < k.
B.D
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Da ¢ hierbei keinen kompakten Tréger in B, haben muss, ist (3.16) gezeigt. Fiir den
Beweis von (3.17) sieht man zunéchst mit der Minimierungseigenschaft der e;

k k
S [ velk <X [ Ivalk<c [ a+ by, (319
i=1"Bp i=1"Bp Bp

Die letzte Ungleichung gilt dabei wegen Abschétzung (3.11) und Voraussetzung (3.4)
mit einer Konstanten C' = C(n, H, K1, K2, N'). Nun stellt man e; beziiglich der Cl-
Basisvektorfelder €;(y) € Ty N dar als e; = r](€; o u) mit Koeffizientenfunktionen
rg € HY(B, /2, R). Nach Definition von ¢é; als h-Orthonormalisierung der Basisfelder
éiouist ||l < C(H,N). Weiter sei J(z) : TymN — RY die Inklusion. Unter
Verwendung der Produktregeln fiir D und V folgt

ID(Je;) — JVe;| = |rID(J&jou) —rl JV(&; ou)|

k
< C(H,N)D ID(Jéjou) — JV(& ou)| < C(1+ |Dul) (3.20)
Jj=1

mit C = C(H, K2,N') nach Voraussetzung (3.5). Die Abschétzungen (3.19) und (3.20)
liefern die Behauptung (3.17) wegen der Ungleichung (1 + |Du|)? < 2(1+ |Dul?). O

3.3 Hardy-Raum und BMO

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des Hardy-Raumes und des Raumes
BMO zusammengestellt, die in der vorliegenden Arbeit benétigt werden. Fiir eine de-
tailliertere Behandlung des Themas vergleiche man etwa [St2] oder [S].

Der Raum BMO(R") ist definiert als der Raum der Funktionen g € Lj , (R") mit

lollsyo ==  sup ][ 19— groldL™ < oo,
r>0,2€R™J B, (x)

wobel gy, = fBr(x) gdL™ ist und f das Durchschnittsintegral bezeichnet. Die Funkti-
on || - |lmo bildet eine Halbnorm auf dem Raum BMO(R"™). Dieser Raum spielt im
folgenden Abschnitt eine zentrale Rolle wegen

Lemma 3.7. Sei u eine Abbildung wie in Satz 3.4. Fir eine Kugel B,(z) C By
sei eine Abschneidefunktion ¢ € Ciy(By(x),[0,1]) gewdhlt mit ¢ =1 auf B,jo(z) und
|IDC||loc < 4/p. Dann ist mit u ::pr(x)u acr

((u— @) € BMO(R™)

und

IC(u—@)leMo <C sup ][ fu — gyl < Celf?,
Bs(y)CBp(z)J Bs(y)

wobei die Konstante C' nur von n und N abhingt.

Beweis. Wegen Voraussetzung (3.9) gilt

sup ][ |u — ugy|dL™ < 05(1)/2,
Bs(y)CB1/27 Bs(y)

daher folgt die Behauptung aus Lemma 1.14. O
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Nun wird der Hardy-Raum H,(R") definiert. Dazu wéhlt man eine glatte Funktion
¢ € C°(R™) mit Triger in By sowie [¢dL" = 1 und setzt ¢p(x) := ¢(z/r) fiir alle
x € R™ Fiir eine Funktion f € L'(R") und = € R" sei

F*(@) = sup
r>0

/ @) (@ — v)dL(y).

Der Hardy-Raum H, (R™) ist definiert als die Menge der L!-Funktionen f mit endlicher
Hardy-Norm

I Fll# = 1] < oo.
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von ¢, vgl. [St2, §III.1]. Ein berithmtes

Resultat von Fefferman und Stein ([F'S]) liefert die Dualitét (H,(R™))* = BMO(R™).
Das ist der tiefer liegende Grund fiir die Ungleichung

‘ / fgdLl"
Rn

fiir alle f € Hqo(R™) und ¢ € BMO(R™). Diese Ungleichung lésst sich allerdings auch
elementarer beweisen. Sie ist ndmlich eine einfache Folgerung aus der atomaren Zerle-
gung von Hardy-Funktionen, wie etwa in [St2, §IV.1.2] ausgefiihrt.

In der vorliegenden Arbeit spielen Hardy-Funktionen der folgenden Form eine zentrale

Rolle.

< C|lflImallgliBmo (3.21)

Lemma 3.8 ([CLMS]). Seien f € HY(R™ R) und A € L*(R™,R™) gegeben mit
d*A = 0 im Distributionssinne. Dann ist (Df,A) € Hq(R™) mit der Schranke

KD, Ml < CIIDF L2l 2,

wobei (-,-) das Euklidische Skalarprodukt auf R™ bezeichnet.

3.4 Eine Rate fiir den Energieabfall

Der Kern des Beweises von Satz 3.4 und damit von Satz 3.1 liegt in dem folgenden

Satz 3.9. Fir hinreichend kleine Werte von eg > 0 gilt fiir alle w € H'(By 9, N) mit
den Eigenschaften aus Satz 3.4

Tl_"/ |DuldL™ < Cr®  fiir alle v € Byjy und 0 <r < 1/2 — |z]. (3.22)
Br(x)

Die Wahl der Konstanten €, C und a € (0,1) héingt dabei nur von den Daten G, L, H,
Ko, K1, Ko,n und N ab.

Mit einem bekannten Lemma von Morrey folgt aus dem Satz u € Co’a(Bl/4), s. z.B.
[G1], Thm 1.1 (S.64) oder [G2], S.43. Da die Konstante C' in (3.22) nur von den ge-
nannten Daten abhingt, gilt auch ||U”CO,a(Bl/4) < C(G,L,H,Ky, Ky,Ks,n,N). Die
Cl®-Regularitit folgt wie in der Bemerkung nach Satz 3.4, so dass dieser hiermit be-
wiesen ist.

Beweis. Die Beweistechnik geht auf [B] zuriick. Die hier gewé#hlte Darstellung lehnt
sich allerdings stérker an die in [Mo2] an, da diese ein wenig transparenter ist.
In folgenden Beweis bezeichnet der Buchstabe C' nur Konstanten, die héchstens von
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den im Satz aufgezéhlten Daten abhéngen. Zunéchst wird ein xg € By 4 fest gewihlt
und die Behauptung (3.22) fiir den Fall bewiesen, dass die Metrik im Punkt x = zg
Euklidisch ist, dass also fiir alle 1 < «, 3 < n gilt y45(20) = dag. Fiir 9 wie oben und
0 <r<1/2—|xo| sei definiert

M, (r) = sup pl_"/ |Du|dL™.
Bp (y)CBr(IU) Bp (y)

Das Ziel ist der Beweis der Existenz eines 6 < 1, so dass fiir alle r < 1/2 — |z¢| gilt
1
M, (0r) < §Mu(7“) +Cr.

Dazu wird nun eine Kugel B,(y) C B,(zo) betrachtet. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise wird y = 0 angenommen. Auf B, wird ein h-Orthonormalbasisfeld e; lings u
mit den Eigenschaften (3.16) und (3.17) zugrundegelegt, wie es in Abschnitt 3.2 kon-
struiert wurde. Weiter sei eine Abschneidefunktion ¢ € Cp7,(B), [0,1]) wie in Lemma
3.7 gewdhlt, sie erfiille also ¢ = 1 auf B, 5 und || D¢l < 4/p. Mit den Schreibweisen
Uy 1= pru und @ := ((u — u,) besagt Lemma 3.7 dann @& € BMO(R") mit

[allBmo < CMy(r). (3.23)
Die Komponenten der Ableitung von 4 werden fiir 1 <[ < k abgekiirzt als
wp ‘= Du ‘h €] = Du - fl,

wenn definiert ist f; := (hi;)e;. Hierfiir gilt f; € H' mit
IDfill72s,) < C/B (1 + |Dul?)dLC",
P

da die gleiche Abschitzung fiir die ¢; gilt und wegen Voraussetzung (3.4). Mit Eigen-
schaft (3.9) von u bedeutet das

ID fill72(p,) < Cp" 2e0 + Cp™. (3.24)

Fiir die auBerhalb B, durch Null fortgesetzte 1-Form w; € L*(R™, R™) existiert eine
Hodge-de Rham-Zerlegung der Form

wy=do;+ B;, d*B;=0 (3.25)

mit einer Funktion oy € H'(R™, R) und einer 1-Form B; € L*(R", R"™). Zur Konstruk-
tion dieser Zerlegung setzt man «a; := d*A " wy, so dass d* (w; —doy) = d*w;— Aoy = 0.
Fiir eine detailliertere Ausfithrung vergleiche man [IM, §6]. Die Zerlegung (3.25) ist
L?-orthogonal, da der GauBsche Satz mit der Bezeichnung 7i(z) := /|2 liefert

< liminf
R—o0

‘/dal . Bldﬁn

/ o (By; ity
O0BRr

lin inf lauBillz1o8) =0,

A

da [ lauBill 1o dLN (R) = [l Bl 12 (mny < 00
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Abschitzung von B

Die Orthogonalitit der Zerlegung (3.25) ergibt mit dem Euklidischen Skalarprodukt
(-,-) auf R™

B2, = /n<Bl,wl>d,c":/n<Bl,Da.fl>dc"

= —/ (Df, By) - adLl" wegen d*B; =0

ClI{D fi, By)llmallallBpo

wegen der Hardy-BMO-Ungleichung (3.21). Lemma 3.8 und Abschétzung (3.23) fithren
auf

IN

1Bl 72 < CID fill 2, 1Bull 2 Mu(r),

was wegen Eigenschaft (3.24) von f; besagt || By 2 < Cp™/?~1 1/2 M, (r) + Cp™/?, also

1/2
pl—"/ BldL" < ,ﬂ—n/ B2dct| < el (r) + Cp. (3.26)
B, B,
Abschitzung von Dq;
Zur Abschétzung von doy zerlegt man oy = of + o}, wobei of € Hl(Bp/z,lR) die
Funktion ist mit
Aa) =0 auf B,/ und o) = oy auf 0B, /> im Spursinn.

Fir all =y — a? gilt dann im Spursinn

O‘HaBI,/Q 0 und Aa} = Aqy auf B,/

Abschitzung von Dozil
Die Funktion v € H 1(Bp /2, R) sei definiert als die Losung zu

D()zl1
|Day |

Ay =d* ( ) und Y =0 auf 0B,/, im Spursinn. (3.27)

1
Hierbei ist | Dall‘ an Stellen 2 € B,/s mit Daj(x) = 0 als Null zu interpretieren. Die

Existenz der Losung folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz auf dem Hilbert-Raum
Hj(B,/2,R). Mit der so gewihlten Funktion ¢ folgt nun

f o = o ()
:/ Di - Doj = / Di - Dy,

Da At die Divergenz der durch Eins beschrinkten Funktion f :=
LP-Theorie, siche z.B. [G2], Abschnitt 4.3:

Dozl1
\Dall|

ist, liefert

HD’(;Z}HL2(BP/2) < C||f”L2(Bp/2) < Cp'fl/27 (329)
||D1/J”Ln+1(]3p/2) < CHf”L"H(Bp/Q) < Cpn/(n+1),



3.4. Eine Rate fiir den Energieabfall 37

wobei die Konstanten jeweils nur von n abhiéngen. Wegen der Poincaré-Ungleichung
zum Exponenten n+ 1 und der stetigen Einbettung W1m+1 < L folgt aus der letzten
Abschétzung

p/ | D[

By)2

< Cp DY prri (s, ) < Cp- (3.30)

1/(n41)
1¥llL=(B,,,) < C ]

Die Unabhéngigkeit der Konstanten von p sieht man dabei in der ersten Ungleichung
mit einem Skalierungsargument.
Wegen Da; = w; — By und d*B; = 0 im schwachen Sinne gilt fiir alle ¢ € H&(Bp/g, R)

/ DOél-D’l/J = / wl-sz:/ (Du‘hel)-Dz/J
Bp/2 Bp/2 B2

= / Du -y, (61 ® D¢)
By/2

= [ DuwVe)- [ Duavey (31
By/2

By/2

wegen der Produktregel fiir V. Nun benutzt man die Lipschitzbedingung an ~ aus (3.3),
um fiir € B, C By(x0) zu erhalten |y,g(x) — dag| < Lr. Damit folgt fiir das erste
Integral in der letzten Zeile

/ Du -, V(he)dL™ < / Du b V(yer)dp, + Cr||Dull 2, ) ID (e | 25, .-
B2 B2
Da u die Differentialgleichung (3.8) erfiillt, ist der erste Summand abgeschétzt durch

| Dl Veydn, < el [ (14 Duly )i, < Co (3.32)
p/2

By/a

wobei das Ergebnis (3.30) und ||DUHL2(BP/2) < Cp™2~1 benutzt wurde, vgl. (3.9). Im
zweiten Summanden gilt wegen (3.29), (3.30) und (3.17)

ID(en)l 2 < 1Yol Deill 2(s,) + ClIDYIlL2 < Cp™2, (3.33)

also folgt insgesamt

/ Du -, V(the)dL™ < Crp"~ L.
B,/2

Hiermit liefern (3.28) und (3.31)

/ Daj| <
B, /2

Da e; eine h-Orthonormalbasis ist und nach Definition von f,, gilt hierbei

/ (Du -, Ve )| + Crp™ ™t (3.34)

B,/2

k k
Du -, Ve, = Z(Du, Vel hem) hem = Z (Du,Vep - em) fm,

m=1 m=1
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daher wird (3.34) zu

k
LS
By/2

(Du,Vey - em) - Y fm| + Crp™!

p/2

o

3
I

+Crpvt (3.35)

I
M=

/ (D(¢fm),Vez ‘h €m> -
B

p/2

m=1

wegen d*(Vep - emy) = 0. Aus demselben Grund ist gemé Lemma 3.8 die Funktion
&= (D(Wfm), Ve -h em) € Ho(R™), wenn man sich die Funktion 1 f,,, aulerhalb von
B, /5 durch Null fortgesetzt denkt. Analog zu (3.33), nun unter Verwendung von (3.24),

leitet man die Abschitzung |[D(¢f)| 2 < Cp™? her. Lemma 3.8 liefert dann die
Abschétzung

_1.1/2
1Bl < CUD( )l z2s, o IDetlliags, 2y < Co™leb + Cpm.
Unter Verwendung der Hardy-BMO-Ungleichung und (3.23) folgt damit aus (3.35)

Pt / |Da}| < Cef/* M, (r) + Cr. (3.36)

p/2

Abschitzung von Da?
Wegen o; = a? + ozll und doy = w; — By gilt auf B/,
|Daf| < [Daj| +|Day| < |Dag| + C|Dul + |B|
und deshalb nach (3.26), (3.36) und der Definition von M, (r)
plon / DAl < CMy(r) + Cr. (3.37)
B2

Da der Gradient Va? ebenso wie a? eine harmonische Funktion ist, folgt aus der Mit-
telwertformel fiir jedes 0 < 6 < 1/2

60" [ 1Dafl<cpm [ Dadl. (3.39)
Bo, By2

Diese Abschétzung ist offensichtlich fiir € > 1/4 mit C' = 4™. Im Fall 0 < 6 < 1/4 erhilt
man fiir € By, mit der Mittelwertformel |Daf(z)| < pr/4(I)|Da?\ < 2"pr/2|Da?\.
(3.37) und (3.38) liefern schlieBlich

(Bp)" /B IDal| < COM,(r) + Cr. (3.39)

0p

Beweis von Satz 3.9

Nach Definition von w; = da? + dozll + By gilt auf B/,

k
[Dul < C Y (IDaf| + |Daf| + |Bi)),
=1
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also nach (3.26), (3.36) und (3.39):

k

(0p)'" / Du| < cpr)”(/ D] + / Do} | + / |Bl|)
Ba, = By B, B

1 P p

N

IN

Co (9 +glnel/ 2) My (r) + CO ",

wobei die Konstanten Cy und C nur von L, H, Ky, K1, K2,n und N abhiingen. Wihlt
man nun 0 := 1/(4Cp) und 5(1)/2 < 0"1/(4Cy), so erhilt man

1
09" [ 1Dul < 5M0) + Cr

Op

Da fiir jede Kugel By,(y) C Byr(x0) gilt B,(y) C B(x0), folgt sogar
1
M, (0r) < §Mu(7“) +Cr. (3.40)

Hieraus folgt durch ein Standardverfahren der Regularitdtstheorie fiir ein geeignetes
0 < o < 1 und alle Radien 0 < r < 1/2 — |zo| die Wachstumsrate M, (r) < Cr®,
wie etwa in [GT, Lm 8.23] ausgefithrt. Damit ist die Behauptung des Satzes fiir den
Fall y45(70) = dap bewiesen. Den allgemeinen Fall z € By, kann man auf diesen mit
einer Basistransformation 7T, wie in Bemerkung 1.11 zuriickfiihren, deren Eigenwerte
im Intervall [G~!, G] liegen. Obige Argumentation, angewandt auf die transformierte
Abbildung v := u o T}, liefert mit E,(z) = T, B,(x)

7‘1_”/ |DuldL™ < C(n, G)rl_”/ |Dv|dL™ < Cr®
Er () By (x)

fiir alle » > 0 mit B,(z) C Tngl/Q, also mit E,(z) C By /. Damit erhélt man fiir alle
0 <r < 1/4G* wegen B,(z) C E;g(x) C Byjo

rl_"/ |Du|dL™ < 7“1_”/ |DuldL™ < G LCOr®
BT‘(I) Erg(l‘)
und damit die Behauptung des Satzes. Fiir 1/4G? < r < 1/2 — |z gilt diese ohnehin,

da dann
pl=n / |DuldL™ < Cell* < Cel/*(4G%)re.
By ()






Kapitel 4

Kompaktheit stationirer
harmonischer Abbildungen

4.1 Defektmafl und starke Konvergenz harmonischer Ab-
bildungen

Die Vorgehensweise in diesem Abschnitt orientiert sich an der Arbeit [Li]. Ab jetzt wird
fiir ein beschréinktes Gebiet Q C R’ die Bezeichnung $,(Q2) = HA(Q, G, T, N) fiir die
Menge der Abbildungen v € H' (€2, V) benutzt, die beziiglich einer Metrik v € Mg (Q)
stationér harmonisch mit freier Randbedingung v(2NJR") C I sind und die Energie-
abschétzung rg "E,(v) < A erfiillen, wobei rq := diam(Q)/2. Fiir eine fixierte Metrik
v € M () sei H](Q) = H)(Q,T,N) die Teilmenge der Abbildungen, die obige Eigen-
schaften beziiglich der gegebenen Metrik  erfiillen.

In diesem Kapitel werden Folgen u; € $}'(By) zu Metriken v; € M (By) fiir i € N
betrachtet. Wegen der Bedingung 22_"E%. (u;) < A fiir alle ¢ € N sind die Normen
lui|| g beschrénkt. Daher kann man durch Teilfolgeniibergang immer fiir ein geeig-
netes u € HY(BJ,N') schwache Konvergenz u; — u in H'(B5,N') bei i — oo errei-
chen. Zum Beweis dieser Behauptung benutzt man zunéchst, dass der Hilbert-Raum
H 1(B; ,RY) lokal schwach folgenkompakt ist, um schwache Konvergenz einer Teilfolge
gegen eine Grenzabbildung v € H 1(B;r ,RY) zu erhalten. Nach dem Satz von Rellich
kann man hierfiir u; — u in L?>-Norm annehmen, woraus wiederum fiir eine Teilfolge
der u; Konvergenz L"-f.i. folgt. Damit ist sichergestellt, dass auch die Grenzabbil-
dung in H 1(B;r ,N) liegt, und die Behauptung ist bewiesen. Mit der Kompaktheit des
Spuroperators H(By,RY) — L2(Bf N OR%,RY) schlieft man auBerdem, dass die
Grenzabbildung genau wie die Abbildungen u; die Randbedingung u(B5 N OoR%Y) CT
erfiillt.

Fiir die Regularitétstheorie wird jedoch die starke Konvergenz u; — u in der H'-Norm
bendtigt. Ein Grund hierfiir ist, dass man bei gegenwirtigem Kenntnisstand nicht si-
cherstellen kann, dass bei nur schwacher Konvergenz die Grenzabbildung wieder stati-
ondr harmonisch ist.

Fiir die Untersuchung des Konvergenzproblems ben6tigt man zunéchst den Begriff der
schwachen Magkonvergenz auf dem Raum R (M) der Radon-Mafle auf einer abgeschlos-
senen Menge M C R"™. Hierbei handelt es sich um die offen-reguldren Mafle auf M, die
auf allen kompakten Teilmengen K C M endlich sind. Man notiert fiir p;, u € R(M)

i — o in R(M) beii — oo oder w-lim p; = p,

1— 00

A1
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falls fiir jedes f € C’,gpt(M, R) gilt

/fduiﬁ/fdu bei i — oo.

Die benétigten Eigenschaften dieser Konvergenzart sind im folgenden Lemma zusam-
mengestellt.

Lemma 4.1 (Eigenschaften der schwachen MafBlkonvergenz). Flir eine abge-
schlossene Menge M C R™ seien p; € R(M) fiir i € IN.

(i) Fir alle kompakten Mengen K C M gelte sup; p;(K) < oo. Dann gibt es eine
Teilfolge {i;}jen, so dass w-lim; . pi; € R(M) existiert.
(ii) Es gelte p; — p bei i — oo mit einem Maf§ u € R(M). Dann gilt fiir jede
beschrdinkte Borel-Menge A C ()
p(A°) < liminf p;(A°) < limsup p;(A) < p(A).

1—00 i—00

Hierbei seien A° und A das Innere bzw. der Abschluss der Menge A relativ zu M.
Obige Aussage impliziert insbesondere

p(A) = lim p;(A),  falls p(9A) = 0.

Fiir den Beweis wird auf [M], Thm. 1.23 und Thm. 1.24, verwiesen. Der Zusammenhang
der schwachen Maflkonvergenz mit der starken Konvergenz von Sobolev-Abbildungen
ist der folgende:

Lemma 4.2 (MafBkonvergenz und starke H'-Konvergenz). Seien G,A < oo
und i,y € ,‘m(;(B;) Riemannsche Metriken mit ~v; — v gleichmdf$ig bei i — oo. Die
Abbildungen u;,u € HY(By ,N) sollen eine gemeinsame Energieschranke E.,(u;) < A
besitzen sowrie die Konvergenz u; — u in Hl(B;r,N) und uw; — w in der L*-Norm
erfillen. Unter diesen Voraussetzungen sind dquivalent

(i) wi — u in der H'-Norm auf B
g : =+
(i) iy LD, = oy IDul? in R(BY).

Beweis. Sei zunéchst (i) erfiillt. Fir ein beliebiges f € CO(ET, R) gilt

) [ 1w di, = [ 51DuBdi| < sl /B IDwi i ~ DufZ ] de — 0
1

wegen der gleichméfigen Konvergenz +; — < und der Voraussetzung u; — wu in der

H'-Norm.

Ist umgekehrt (ii) gegeben, so folgt mit f = 15+ wegen der gleichméfligen Konvergenz
1

~i — v zunéichst fBl+ |Dui\%d,uﬂ/ — fo |Du\,2yd,u7, also

/B+ | Du; — Du|,2yd,u,y

1

= / (\Dulﬁ — \Duﬁ) dpiy — 2/ (Du; — Du) - Dudp, — 0,
Bf

+ 1—00
B/

wenn man die schwache Konvergenz u; — wu beriicksichtigt. O
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Im Allgemeinen gilt allerdings fiir u; € H}(By ) mit u; — u € H(By ,N)
w-lim g, |_|Dui|gi = [ty |_|Du\§ +ve R(E;r) (4.1)
1—00

mit dem sogenannten Defektmaf$ v. Die Existenz des Grenzwertes kann man fiir Ab-
bildungen u; € H} (By) laut Lemma 4.1(i) immer durch einen Teilfolgeniibergang er-
reichen, da E,,(u;) < 2"2A beschriinkt ist. Fiir die Menge dieser Grenzwerte wird die
Notation Ra ¢ (Q) = Ra,¢(Q, T, N) eingefiihrt wie folgt, falls Q& C R eine beschrénkte
Menge ist.

%A@'(Q) = {W—lim My I_’D’U,Z‘?yl S R(ﬁ) Yi € aﬁg<ﬂ), U; € ﬁX’(Q, F,N)} . (4.2)

Das folgende Lemma zeigt den ersten Zusammenhang des Defektmafles Z/I_E—li_ mit der
Energiekonzentrationsmenge

1— 00

S =6({ui}) = {x € Ef s lim i(l)lfliminfp2"/+ |Dui|,2ﬁdu%. > 60} ,
PN\ B} (z)

wobei g¢ nicht gréfer als in den Theoremen 1.15 und 3.1 gewahlt sei.

Lemma 4.3. Fir Abbildungen u; € 9 (By), die u; = u € HY(BS,N) bei i — oo
erfillen, gilt mit dem durch (4.1) gegebenen Defektmafl v

spt(yl_Ef) Using(u) C &,
wobei die singuldre Menge von u definiert ist als
sing(u) := Ef \ {a: € Ef cu € % aquf einer Umgebung von w} .

Dariiber hinaus ist & eine abgeschlossene Menge und es gilt die Konvergenz u; — u in
C2,. (B \ &,N) bei i — oo.

Beweis. Zu x € E;r \ & wihlt man nach Definition von & ein 0 < p < 1 mit

lim inf p2"/ \Dui|,2ﬁdu%. < g9.
By (v)

1—00

Im Fall z ¢ ORY kann man p auBerdem so klein wihlen, dass B () = By(r) C R}
gilt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge erfiillen alle u; auf der Kugel B; (z) im Fall

x € OR!} die Voraussetzungen von Theorem 3.1 und im anderen Fall die von Theorem
1.15. Die Theoreme und der Satz 1.17 liefern dann u; € C’27"(B;F/16(:c)) und

Hui\|02,a(B+/16(w)) < C unabhingig von i. (4.3)
P

Der Satz von Arzéla-Ascoli garantiert nach nochmaligem Teilfolgeniibergang bei i — oo

die Konvergenz u; — w in der CZ(B;;lﬁ(x))—Norm. Das liefert 1/|_B:;/16(ac) = 0 und

damit spt(yl_ﬁf) C6,daze Ef \ & beliebig war. Wegen u € CQ’O‘(B;“/w(a:),./\/') fiir

x € Ef \ & gilt weiter sing(u) C &. An der Abschitzung (4.3) und der Definition von

S liest man auflerdem B;r/w(:n) C By \ & ab, also ist & abgeschlossen. O
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Mit g := w-lim; o0 iy, L\Dulﬁi liefert Lemma 4.1(ii) fiir alle € By" und alle bis auf
abzihlbar viele p <2 — |z|

u(B; (x)) = lim Dusl, dso, (4.4)
z)

weil wegen M(F;) < 272 fiir alle bis auf abzéihlbar viele p die Menge S (z) eine p-
Nullmenge ist. Damit schlieft man aus der Definition von & sowie der Linksstetigkeit
von p pQ_”,u(B;)Ir (x)) die folgende Charakterisierung der Energiekonzentrationsmen-
ge fiir x € Eir

r€B —= lim\iélf p2_nu(B;(x)) > €p. (4.5)
p

Insbesondere ist die Menge & schon durch das MaB p € Ra g(By) festgelegt. Daher
wird im Folgenden oft notiert

Y, =6= {x € Ef : lilgl\%lf pQ*",u(B:,r(a?)) > Eo} . (4.6)

AuBerdem folgt aus der Energiemonotonie der stationéren Abbildungen u; gemifl Ko-
rollar 1.13 mit A statt &g

sup  p*"u(By (x)) < CA (4.7)
:cEET,p<1

mit C = C(n, G, sup; || D7i|ls). Die Gleichung (4.7) und die Definition (4.6) von ¥,
liefern mit einem Uberdeckungsargument das folgende

Lemma 4.4 (Struktur der Defektmafle). Es gibt positive Konstanten C, und C*,
nur abhingend von den Daten n, G, ||D¥|loo, I und N, so dass fiir jedes Maf} der Form
o= fiyL ]Du|,2y + v € Rag(BY) mit dem zugehérigen Defektmaf v gilt

C,H' LY, <vLB <C*H' 2L,

Bemerkung 4.5. Die Aussage des Lemmas ist nach dem Satz von Radon-Nikodym
dquivalent zu der Strukturaussage I/I_ET = GH"2LY, fiir das DefektmaB, wobei
§ : 3, — [0,00) eine Borel-messbare Funktion ist, die C;, < 6 < C* erfiillt. Diese
Darstellung von v wird im Folgenden allerdings nicht bené&tigt.

Beweis. Sei A C ¥, Borel-messbar und Ujen By, (7;) D A eine Kugeliiberdeckung von
A mit x; € ET und r; < 1 fiir alle j € IN. Dann folgt wegen A C R} aus (4.7)

p(A) < 3B () < CAY i,

J

also pu(A) < C*H™2(A) fiir ein geeignetes C*. Fiir die umgekehrte Abschitzung wihlt
man zu jedem & > 0 eine geeignete Familie von disjunkten Kugeln {Brj ()} jen mit
Mittelpunkten z; € A und Radien r; < 6, so dass fiir alle j € IN

P (1)) 2 <0/ (48)

erfiillt ist. Nach Definition der Menge ¥, D A iiberdecken die Kugeln mit obiger Ei-
genschaft die Menge A. Ein elementares Uberdeckungsargument, vgl. [Sim1, Thm.
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3.3], liefert daher disjunkte Kugeln {B;,(z;)}jen mit der Eigenschaft (4.8), so dass
A C U3, By, () gilt. Sei nun A5 == {z € By : dist(x, A) < 6} die 5-Umgebung von
A. Dann gilt wegen der Eigenschaft (4.8)

> o< 2ty u(B () < 265 u(As) < oo (4.9)
j J

Da die Kugeln Bs,,(z;) die Menge A iiberdecken, folgt fiir hinreichend kleine Werte
von § >0
H"2(A) < 2a(n —2) Y (5r;)" 2,
J
wobei a(n — 2) = L7 2(B?%) ist. Mit der Abschitzung (4.9) folgt daher

p(A) = lim u(As) > Ta(n —2) 75 HH(A) = OH(A).

Insgesamt ist also gezeigt
C/H" 2L, <puLy, <C*H" LY,

Dies impliziert insbesondere H" %(X,) < oo, also erst recht £*(%,) = 0. Aus der

Definition von v und spt(v) C 3, geméfl Lemma 4.3 folgt I/I_E;r = pL ¥, und damit
die Behauptung. O

Eine wichtige Folgerung aus den beiden vorhergehenden Lemmata ist der folgende
Sachverhalt, der im Fall eines leeren Randes bereits in [TW, Thm. 4] bewiesen wurde.

Korollar 4.6. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit N sei kompakt, T C N eine abge-
schlossene Untermannigfaltigkeit hiervon und Q C Rl ein beschrinktes Gebiet. Auf Q)
seien Metriken ~y;,v € Ma(Q) gegeben mit v; — v in C* bei i — oco. Die Abbildun-
gen u; € HY(Q,N) seien stationdr harmonisch beziiglich ~; mit freier Randbedingung
uw;(XNRY) C T und fir ein u € H' (Q,N) gelte schwache Konvergenz u; — w in H'.
Dann ist u schwach harmonisch beziiglich vy zur freien Randbedingung u(Q2NORY) C T'.

Beweis. Laut Lemma 4.3 gilt u;,u € C2%(Q\ X,N) und w; — u in CZ,(Q\ T, N)
bei i — oo fiir eine abgeschlossene Menge ¥, die laut Lemma 4.4 endliches H"~2-Ma8
besitzt. Aquivalent zur Harmonizitit und der freien Randbedingung der u; auf Q\ X ist
geméB Lemma 1.9 Ay u; L N auf (2\ X))\ ORY und gg; L T auf (2\ X)NORY. Wegen
der C?-Konvergenz hat die Grenzabbildung u dieselben Eigenschaften mit der Metrik
7, so dass u auf Q\ ¥ harmonisch mit freier Randbedingung w((Q2\ X) NOR") C I ist,
und zwar beziiglich der Metrik . Das Hebbarkeitslemma 1.21 liefert dann die schwache

Harmonizitdt mit der behaupteten Randbedingung auf ganz €. O

Lemma 4.7 (Defektmafl und starke H 1-Konvergenz). Gegeben seien Abbildun-
gen u; € H)(By) und u € HY (B, N') mit u; — u in HY(By ,N) sowie u; — u in der
L?-Norm, wobei die Riemannschen Metriken ~; € sz(B;) gleichmdfig auf E; gegen
eine Grenzmetrik ~v € smG(B;) konvergieren sollen. Weiter liege bei i — oo Mafs-
konvergenz fi-, |_|Dui\3i —p= /L,YI_|Du|% +vin R(E;) vor. Dann gelten die beiden
folgenden Aussagen.

(i) ui — u in der H'-Norm auf By impliziert H" 2 (Bf' N Eu) = 0 bzw. dquivalent

ul_Bfr =0.

(ii) Aus H"2(3,) =0 oder 1/|_B71+ = 0 folgt u; — u in der H'-Norm auf By .
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Beweis. Aus der Konvergenz u; — « in der H'-Norm auf Bl+ folgt gemél Lemma 4.2
fiir jede Funktion f € Cgpt(Bf ,R), die durch Null stetig auf P;— fortgesetzt wurde,

[ fdn=tim [ 51Dl di, = [ 51DuBdi, (4.10)

also v B = 0. Sei umgekehrt 1/|_§1+ =0und f € CO(ET, [0,00)). Dann gilt, da S;"
eine £"-Nullmenge ist, u(S;) = v(S]") = 0. Wie in Lemma 4.1(ii) folgt mit Approxi-
mation von f1 BF durch stetige Funktionen

[ gdn= [ gip<timint [ fiDufdpr, <timswp [ D dus, < [ pan
B} B; Bj B; B

1— 00

also

i [ A\Dul i, = [ sdu= [ Dudn.
11— 00 B1

Durch Zerlegung einer beliebigen Funktion f € CO(ET, R) in ihren positiven und ne-
gativen Anteil folgt die letzte Gleichheit auch fiir solche f. Lemma 4.2 liefert dann die
starke Konvergenz u; — u auf Bf . O

4.2 Existenz (n— 2)-flacher Tangentenmafle

Im Folgenden werden Radon-Mafle ;1 € R(Q) fiir eine Menge 2 C R"™ durch triviale

Fortsetzung, also durch Setzen von p(R™\ Q) := 0, als MaBe in R(R") aufgefasst. Es
werden die folgenden Begriffe benttigt.

Definition 4.8. Sei u € R(R"™) ein Radon-Maf und a € R™.

(i) Fiir v > 0 sei das Maf§ piar € R(R™) definiert durch piq.(A) == r*""pu(a + rA)
fiir alle Borel-Mengen A C R™.

(it) Ein Maf$ der Form v = w-lim;_o flar;, € R(R™) fiir eine Folge r; \, 0 heifit
Tangentenmafl von p an der Stelle a. Die Menge aller solcher Tangentenmafe
wird mit Tan(p, a) bezeichnet.

Die Menge %fftG(R:i) bezeichne in Analogie zur Definition (4.2) das System von Maflen
der Form p = w-lim; oo pty, L|Dugl?, € R(R'), wobei fiir i € IN auf beschréinkten
Gebieten €; C ;11 C R’ mit U;€; = R’} die folgenden Daten gegeben seien: Es seien
u; € H)(;), wobei die Riemannschen Metriken v; € Mi(£;) auf allen kompakten
Teilmengen K C R’} in der C'-Norm gegen eine konstante Metrik konvergieren sollen.
Das Superskript c¢st der Menge bezieht sich auf diese konstante Grenzmetrik.

Da der innere Fall bereits in [Li] behandelt wurde, werden hier nur Tangentenmafe in
Randpunkten betrachtet.

Lemma 4.9. Sei i € Ra(By ). Dann besitzt yu in allen Punkten a € £, N ORT nur
nichttriviale Tangentenmafe und

Tan(u,a) € RFG(RY).
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Beweis. Wegen p € Ry ¢(By) gibt es Riemannsche Metriken v; € Mg (B;) und Ab-
bildungen u; € H} (By ), so dass

p= w-lim i, L |Duz]3Z
1—00

Sei nun a € ¥, NORY. Fiir jede Folge r; ™\, 0 existiert laut Lemma 4.1(i) nach Teilfol-
geniibergang der Grenzwert
¥ = w-lim g, € Tan(p, a) C Ra,a(RY),
Jj—00
denn geméf Abschitzung (4.7) gilt pia,, (Bf) = r?_"u(B,j;R(a)) < CAR™2 fiir alle
R >0, falls j grof§ genug gewihlt ist, so dass r; R < 1 erfiillt ist. Die Mafle y4,, haben
wegen der Darstellung von u die Form

— ; - o2
Ha,r; = W-lim o5, L | Dij3,,

mit 3;5(x) = vi(a + rjz) und 4;;(z) = wi(a + rjz) fir alle z € BfL/T.- Mit einem
J

Diagonalfolgenargument sieht man nach Ubergang zu einer Teilfolge von {j}

: S
Y= W'hm M, L ’Dull‘:y” :
i—00

Hierbei sind 7;; € Em(;(Bf'/r,) sowie w;; € .?_)7\“'(31"/7”,). AuBlerdem gilt nach Definition
der 4;; die Abschétzung ||D7iillco < 7i||D7illoo — 0 bei i — o0, also konvergieren die
Metriken 7; nach nochmaligem Teilfolgeniibergang auf allen kompakten Teilmengen

K C R in C! gegen eine konstante Metrik. Das Maf} t ist nicht das Nullma8, da
wegen a € X, gilt @Z)(Ei) > liminf,,\ o r?*”,u(B;’;(a)) > €p. O

Das wesentliche Beweismittel in diesem Abschnitt ist das folgende Resultat der Geo-
metrischen Maf3theorie.

Satz 4.10 ([M, Thm. 14.18]). Seien m < n natirliche Zahlen und v € R(R")
ein Radon-Maf mit der Eigenschaft, dass der Grenzwert lim,~ o7~ "v(By(a)) an v-fast
allen Punkten a € R™ existiert sowie positiv und endlich ist. Dann besitzt v an v-fast
allen Punkten a € R™ ein m-flaches Tangentenmafs, d.h. es gibt einen m-dimensionalen
Unterraum V C R™ und eine Konstante 0 < C < oo mit CH™LV € Tan(v, a).

Da in [Li] unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Zielmannigfaltigkeit A fiir alle
Mafe p € Ra,¢(BS, T, N) die Eigenschaft H"%(3,, \ R"}) = 0 bewiesen wurde, wird
dies im Folgenden vorausgesetzt. Die bendtigte Bedingung an A ist dabei laut [Li],
dass keine nichtkonstante, glatte harmonische Abbildung S? — A existieren darf.

Satz 4.11 (Existenz (n— 2)-flacher Tangentenmafle). Sei u € Ry g(By) mit
H"2(2, NORY) > 0. Dann gibt es fir H"2-fast alle a € X, N IR} einen (n — 2)-
dimensionalen Unterraum V C OR!} und eine Konstante 0 < C' < oo, so dass

CH" 2LV € Tan(u, a).

Beweis. Die direkte Anwendung von Satz 4.10 ist problematisch, falls die Metriken
~; nicht auf E; gleichméflig gegen die Euklidische Metrik konvergieren, weil dann die
Monotonieformel fiir stationéire Abbildungen nur auf Ellipsoiden, aber nicht auf Kugeln
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gilt. Dieses Problem wird durch Ubergang zu einem Tangentenmaf gelost.
Fiir H" 2-fast alle a € £, N OR gilt

limsup r? "H" ?(B,(a) N Z, NORY) > 2> "a(n — 2), (4.11)
™\,0
vgl. [F, 2.10.19(2)] oder [Siml, Bem. 3.7]. Laut [M, Thm. 14.16] gilt auflerdem fiir
H"2-fast alle a € ¥, N OR". und alle 1) € Tan(u, a)

Tan(v,b) C Tan(u,a) fiir alle b € spt(v)). (4.12)

Im Folgenden sei a € ¥, N OR! mit den Eigenschaften (4.11) und (4.12) gew&hlt und
r; \, 0 eine Folge, fiir die der Limes superior in (4.11) angenommen wird. Lemma 4.9

liefert nach Ubergang zu einer Teilfolge ein Tangentenmaf v := w-limj o0 fla,r; Mmit
0 # ¢ € Tan(pu,a) C D‘ifftG(Rﬁ) Demnach hat ¢ die Form

. 2
¥ = w-lim puy, L[ D3,
11— 00

mit v; € M () und u; € HA (), wobei U;Q; = R} ist und die v; auf kompakten
Mengen bei ¢ — oo gleichméflig gegen eine konstante Metrik konvergieren. Im Folgenden
wird 7; — (0ap) gleichméBig auf kompakten Mengen vorausgesetzt, da dies immer durch
eine affin lineare Transformation zu erreichen ist. Unter dieser Annahme kann man die
Transformationen 77" aus Bemerkung 1.11 fiir x € €; so wihlen, dass man auf allen
kompakten Mengen gleichmiiflige Konvergenz T,)' — idgn bei i — oo erhilt. Wegen
der Energiemonotonie der stationdren harmonischen Abbildungen u; laut Korollar 1.12
sind die Terme

ip ,2—n 12
ot [ Dl du,
T B (x)

fiir alle z € Ef monoton in p, falls p hinreichend klein ist. Genauer muss p so klein
gewihlt werden, dass im Fall z ¢ OR% gilt T;' B (x) = T, By(x) C Q;, wihrend im
Fall z € OR lediglich T3 B (x) C € erfiillt sein muss. Wegen || D7illoc — 0 kénnen
die Konstanten y; laut Korollar 1.12 so gewdhlt werden, dass x; — 0 bei ¢ — o0
gilt. Zusammen mit der Konvergenz T," — id liefert Lemma 4.1(ii), da die folgende
Funktion linksstetig von p abhéngt:

p— p2*”zp(Bj(x)) ist monoton fiir alle x € ET, falls p > 0 klein genug ist. (4.13)
Daher existiert die (n — 2)-dimensionale Dichte

0" (¢, x) = lim P2 (B (2)) i z € By

und ist endlich. Fiir alle z € ¥, gilt insbesondere nach Definition (4.6) dieser Men-
ge O™ 2(sp,x) > 9. Die Strukturaussage aus Lemma 4.4, angewandt auf das Maf

z/JLE;r € Ra¢(By), liefert fiir ein Maf v € R(Ef) und Konstanten C,,C* > 0
WLBy =L'L|Dul?+v, C/H' 2L, <v<CH2LY,,

wobei u = w-lim; .o u; € H'(B5, ). Nun soll H" (X, N OR%) > 0 gezeigt werden.

Hierfiir benutzt man Lemma 4.1(ii), um herzuleiten

Y(B1NORY) > limsup pa,, (B NORY) = lim sup 7‘27”,u(Br]. (a) NORTY)

J—o0 j—oo

> Cylimsup r?_”H”*Q(BTj ()N, NORY) >0

J—00
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wegen der Strukturaussage fiir p aus Lemma 4.4, Eigenschaft (4.11) von a und der
Wahl der Folge {r;}. Obige Abschitzung liefert die gewiinschte Aussage

H"2(2y NORY) > (C*)'w(B1 NORY) = (C*) " 1p(B1 NORY) > 0.

Weil £"L|Dul? absolutstetig zum Lebesguemaf ist, verschwindet fiir H"2-fast alle
b€ B, die (n — 2)-dimensionale Dichte ©"2(£"L|Du|?,b) = 0, vgl. [FZ, S. 152]. Fiir
H"2-fast alle b € PIL gilt also ©"2(v,b) = O™ 2(3,b) < oo. Fiir b € ¥y, ist dieser
Term nach unten durch g9 abgeschétzt, das bedeutet

0" 2(1,b) = O™ 2(1),b) > ey fiir v-fast alle b € B .

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 4.10 fiir das Mal vLOR"} € R(Ef) C R(R™)

erfiillt, daher gibt es fiir v-fast alle Punkte b € E;r NOR" ein (n — 2)-flaches Tangen-
tenmafl w = w-lim;_ v, € Tan(v,b) C R(R'}) fiir eine geeignete Folge p; “\, 0. Das
bedeutet w = CH" 2LV fiir einen (n — 2)-dimensionalen Unterraum V C R™ und eine
Konstante 0 < C' < co. Wegen V' C spt(w) C R’} kann nur V' C OR"} gelten. Wahlt

man b € Ef N ORT so, dass ©" (v, b) = O™ 2(3), b) erfiillt ist, so gilt fiir alle bis auf
abzéhlbar viele R > 0

@(Bj) = lim g "w(Bf p6)) = lim gt "0(B] (0),
woraus wegen v, ,, < Uy, ,, folgt @ = w-limy_, 9, € Tan(zp, b). Mit Eigenschaft (4.12)
folgt die Behauptung
w = CH" 2LV € Tan(y,b) C Tan(u, a).
O

Es soll nicht unerwihnt bleiben, dass die tiefliegenden Rektifizierbarkeitsaussagen aus
[P] das folgende Ergebnis implizieren.

Proposition 4.12. Fiir jedes u € Ra g(By) ist ¥, eine (n— 2)-rektifizierbare Menge.
Beweis. Laut Lemma 4.4 hat /LI_ET fiir ein v € Mg(B]), ein u € HY(B;, N) und ein
Ma8l v € R(Ef) die Form

pLBY = pyL|Dul? +v, CH'2LE, <v < C*H'ALE,.

Wegen V(E;r \ X,) = 0 ist die Aussage der Proposition &dquivalent damit, dass v ein
(n — 2)-rektifizierbares Maf ist. Im Folgenden seien die Mafle 4 und v durch triviales
Fortsetzen als Mafle auf R™ aufgefasst. Wie in (4.13) folgt

p— pz_"u(Eg (z)) ist monoton fiir alle x € Ef und hinreichend kleine p > 0.

Sei xg € ¥, beliebig. Es wird v(z9) = (do3) angenommen, da dies durch eine affin
lineare Transformation zu erreichen ist. Zu jedem e > 0 lisst sich dann p(g) > 0 so klein
wihlen, dass auf U, := B,(z¢) die Eigenwerte von ~ im Intervall [(14¢)72, (1 +¢)?]
liegen. Daher gilt mit g. := 1 + ¢ fiir alle x € U, und alle p < 1 die Schachtelung

EZ/gs () C By(x) C Ejg. (), weshalb fiir 2 € ¥, N U, gilt
eo < limsup p* "u(By(x)) < lim p* (B, () (4.14)

p\.0 PN\O

< liminf p> "u(B = 22 lim inf p2 " (B .
< lminf " " u(Byge(2)) = 2" liminf o (B, (@)
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Wie im Beweis von Satz 4.11 folgt fiir H"~2-fast alle x € U, aus [FZ, S. 152]
lim p2_”/ |Du|%dp, = 0. (4.15)
PNO By (z) (.

Aus (4.14) und (4.15) folgt fiir H"-fast alle z € ¥, N Uz, d.h. fiir v-fast alle z € U.

g0 < limsup p>"w(B,(z)) < ¢>" 2 liminf p> "v(B,(z)).
P\.0 JAN

Damit sind fiir ein hinreichend kleines € > 0 die Voraussetzungen von [P, Kor. 5.4] fiir
das Maf} v U, erfiillt, und es folgt die Rektifizierbarkeit von v U.. Da der Mittelpunkt
rg € ¥y, von Ue = B, (.)(x0) beliebig gewiihlt war, folgt die Proposition. O

4.3 Der Kompaktheitssatz

In diesem Abschnitt wird fiir die Kompaktheit von Folgen in £ A(B;r ,G,T', N) beziiglich
der H!'-Normtopologie eine notwendige und hinreichende Bedingung in Termen der
Daten I' und NV entwickelt.

Bezeichnung 4.13. Sei N eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, T C N eine Unter-
mannigfaltigkeit hiervon sowie A C N eine abgeschlossene Teilmenge. Fiir | € N>g
sei auf der l-dimensionalen Sphire S C R die vom Euklidischen Skalarprodukt des
R induzierte Metrik zugrundegelegt. Es werden folgende Sprechweisen verwendet.

(i) Man sagt, die Menge A trigt keine nichttrivialen, harmonischen S!, wenn jede
glatte harmonische Abbildung v : S' — A C N konstant ist.

(i) Analog spricht man davon, dass A keine nichttrivialen, harmonischen Si mit
freiem Rand I" trigt, wenn es keine nichtkonstante, glatte harmonische Abbildung
v:SY — ACWN gibt, die die Randbedingungen v(0S%) C I' sowie Op41v(z) LT
fiir alle v € 853_ erfillt.

(11i) Allgemeiner sagt man, dass die Menge A keine nichttrivialen, am Rand glatten,
stationdren harmonischen Si mit freiem Rand I trdigt, wenn es keine nichtkon-
stante, stationdre harmonische Abbildung v € Hl(SiL,N) zur freien Randbedin-
gqung v(@Sﬁ) C T' gibt, die Bild(v) C A erfillt und in einer vollen Umgebung von
8Sﬂr glatt ist.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels lautet hiermit folgendermafien.

Theorem 4.14 (Kompaktheit stationéirer harmonischer Abbildungen). Gege-
ben seien Konstanten A > 0, G > 1, eine kompakte, glatte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit N sowie eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit T C N. Weiter seien fiir
i € N Abbildungen w; € Hr(By,G,T,N) gegeben. Falls die Menge A := U;Bild(w;)
weder nichttriviale harmonische S? noch nichttriviale harmonische SJQr mit freiem Rand
T trigt, besitzt {w;} eine in der H'-Norm auf Bfr konvergente Teilfolge.

Fiir Beispiele von Mannigfaltigkeiten " und I' C N, fiir die die Voraussetzungen des
Theorems erfiillt sind, wird auf Abschnitt 5.3 verwiesen.
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Bemerkung 4.15. Die Version des Theorems im inneren Fall stammt aus der Ar-
beit [Li]. In diesem Fall geniigt es vorauszusetzen, dass U;Bild(w;) keine nichttrivia-
len harmonischen S? trigt, um fiir die Folge stationiirer harmonischer Abbildungen
w; € HY(Ba, N') mit E(w;) < A fiir alle i € N die Existenz einer in der H!-Norm auf
Bfr konvergenten Teilfolge zu garantieren. Die Bedingung iiber die Nichtexistenz von
Halbsphéren entfillt hier.

Bemerkung 4.16. Die Voraussetzungen des Theorems sind im folgenden Sinne auch
notwendig fiir die Kompaktheit der Menge der stationdren harmonischen Abbildun-
gen: Falls eine Menge A C N eine nichttriviale harmonische S? trigt, gibt es fiir
jedes n € IN>o eine Folge von stationdren, da glatten harmonischen Abbildungen
w; : R* — A C N, die keine in der H'(B;, RY)-Norm konvergente Teilfolge besitzt. In
diesem Fall kann die Konvergenz also an einem inneren Punkt scheitern. Falls dagegen
A eine nichttriviale harmonische Si mit freiem Rand I' trigt, kann man ein Gegen-
beispiel konstruieren, bei dem an einem Randpunkt ein Konvergenzproblem auftritt.
Genauer gibt es dann fiir jedes n € IN>o eine Folge von glatten, also stationéren har-
monischen Abbildungen w; : R} — A C N mit freier Randbedingung w;(OR"}) C T,
die keine beziiglich der H'(B;", RY)-Norm konvergente Teilfolge hat.

Fiir die Konstruktion der Gegenbeispiele geht man wie folgt vor. Angenommen, es gibt
eine nichtkonstante harmonische Abbildung w : Si — A C N mit freier Randbedin-
gung w(@Si) C T, also 3w L T' auf 85’3_. Mittels stereographischer Projektion kann
man w als eine harmonische Abbildung IR%L — A C N auffassen, die einer freien Rand-
bedingung dw L I' auf R? geniigt. Fiir eine Folge A; \, 0 setzt man w;(z) := w(z/\;)
fur z € Ri, um harmonische Abbildungen mit der gleichen freien Randbedingung wie
w zu erhalten. Damit gilt fiir alle f € C° (ET, R)

/fwaich?:/f(x)AiQwa|2(x/Ai)dc2(x)A_—>\Ocof(0),

weil 2 — \; 2| Dw|?(z/);) bis auf eine Konstante Cy > 0 die Eigenschaften eines glitten-
den Kerns hat. Obige Gleichung entspricht der Maflkonvergenz

£2 I_‘Dwi‘Q — 0050 (4.16)

mit dem Dirac-Mafl §p mit Masse im Nullpunkt. Nach Lemma 4.7(i) gibt es also kei-
ne stark konvergente Teilfolge von {w;}. In héheren Dimensionen n > 2 erhélt man
Gegenbeispiele durch Hinzufiigen redundanter Variablen, also durch die Definition

W;(r) == wi(Tp—1,2,) fir v = (21,...,2,) € R},

Diese Abbildungen sind ebenfalls harmonisch mit freier Randbedingung 9,w; L T' auf
OR” und wie bei der Folge {w;} tritt auch fir keine Teilfolge von {w;} starke Konver-
genz ein.

In dem Fall, dass eine nichtkonstante harmonische Abbildung w : S — A C N exi-
stiert, geht man analog vor. Man fasst w als Abbildung R? — A C N auf und definiert
w;(x) := w(x/)\;) fiir eine beliebige Nullfolge ;. Wie oben sieht man £2L | Dw;|? — Cydo
mit einer Konstanten Cy > 0 und daher keine starke Konvergenz fiir eine Teilfolge von
{w;}. Durch Setzen von w;(x) := w;(xp_1,zy) fir x = (z1,...,2,) € R™ erhélt man
Gegenbeispiele auch fiir alle n > 2.

Beweis des Theorems. Die fiir die Abbildungen w; € 5§A(B§r ) zugrundegelegten Me-
triken seien g; € M (By ). Angenommen, die Aussage des Theorems gilt nicht. Dann
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besitzt das MaB p := w-lim;_.oo i, |_|Dwi|§i € R c(By) laut Lemma 4.7 eine nicht-
triviale singuldre Menge, also H"%(%,) > 0. In [Li, Lm 3.1] wurde bereits der innere
Fall behandelt mit dem Ergebnis H"2(X,,\ dR") = 0, weil keine nichttrivialen harmo-
nischen S? existieren. Da also H" (X, N IR") > 0 gilt, existiert laut Satz 4.11 nach
Anwendung einer geeigneten Drehung ein Tangentenmafl der Form

Y= CoH" 2L(R"2 x {0}) € Tan(u, a)

fiir ein @ € 3, NOR’} und eine Konstante 0 < Cp < co. Lemma 4.9 liefert Metriken
vi € Ma(BS") und Abbildungen u; € ' (By), wobei s; — 00 bei i — 00, so dass

CoH" 2L (R x {0}) = ¢ = w-lim s, | Duif2, € R(RT).

Dabei konvergieren die Metriken +; nach einer affin linearen Transformation in Cllok-
gegen die Euklidische Metrik. Aus dem Beweis von Lemma 4.9 sieht man, dass die u;
durch Umskalieren aus den w; hervorgehen, daher gilt

U Bild(w) ] Bild(w).

1€IN 1€IN

Aufgrund der Form des Mafles ¥ kann man die Vermutung anstellen, dass die u; lings
R"2 x {0} niherungsweise konstant sind. Tatséchlich gilt

n—2

)
Beweis. Sei z € R"~2 x {0}. Die Metriken ~; konvergieren auf By (2) in C* gegen die
Euklidische Metrik. Insbesondere kann man die Transformationen Tzi := T2 aus Be-
merkung 1.11 so wiihlen, dass bei i — oo Konvergenz 7! — idg» gewihrleistet ist. Die
transformierten Metriken ¥; := T2*~; erfiillen 7;(2) = (643). Die entsprechend transfor-
mierten Abbildungen seien u; := w; o T. Hierfiir gilt dann die Energiemonotonieformel
aus Satz 1.10 mit Konstanten D > 0 und 0 < x; < C'(n,G)||Dvillcc — 0. Mit den
Bezeichnungen r(z) := |z — z| und 7i(x) := =7 gilt daher fiir alle 0 <o < p <5 und
hinreichend groflie i € IN

Behauptung 1.
2

dL" — 0 bel 1 — oo.

8uz~
ox k

2

2
dﬂ’yi

D Jp}e)\Bf(2)

< e [ Dudus - ot [ D dus,
B (2) B¥ (2)

ip 2—n 2 o _2—n 2
= eXifp / | D5, dpy; — eXi%a / | D5, dpy,
TiBf (2) TiBJ ()

— PTU(BS(2) = o T"(B(2) = 0

1—00

ou;
on

exiTTQ—n

nach Lemma 4.1(ii), wobei iy, L|Du;|2, — ¢ sowie T? — id und x; — 0 bei i — oo
benutzt wurde. Die Konvergenz gilt dabei ohne Ausnahme fiir alle 0 < 0 < p < 5, da
Y(Sf(2)) = 0=1(S; (2)) fiir alle solche p, o gilt. Es folgt

2

Ui e —4 0 bei i — oo, (4.17)

on

2

/ .
By (2)\B5 (=)
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Weiter schliefit man aus der Monotonieformel fiir o <1

2 d; |?
— Xt | 22 dps, < eX"(’a2_”/ |Daig|2. dys,
D Jpt oi| 7 Brz)
< eX"/ |Dﬂi|%id,u% < eXiC.
By (2)
Wegen y; — 0 ist also fiir 0 <1
A, |? di; |
0_”/ r? | ——| dus, §/ r2 2 dps, < C
B 0] T Ui oi| 7
unabhéngig von ¢ abgeschétzt. Dies impliziert
;|
2 i
dps, 0 4.18
/Bi(z) r oi H; (r—\x>) ( )

gleichméBig fiir ¢ € IN. Die Kombination von (4.17) und (4.18) liefert mit der Transfor-
mation T%(z) = z + T;(z — 2)

12

Wegen T¢ — id und T; — id bei i — oo sowie wegen der Beschriinktheit von || Du;]| 2
folgt fiir alle 0 < p <5

1— 00

| D) (o= 2)Pdn,(a) — 0. (119
B, (2)

Wegen

()

‘ Ou; < |Dui(x) - x| + |Dui(z) - (x — eg)|

oxy,

liefert die Gleichheit (4.19) die Behauptung, indem man sie einmal mit z = 0 und p = 4
und ein weiteres Mal mit z = e; und p = 5 benutzt. O

Zum Beweis des Theorems werden nun mit einem Aufblasargument harmonische 2-
Sphéren bzw. 2-Halbsphéren konstruiert. Dazu betrachtet man um spéter zu wihlende
Punkte p; ’aufgeblasene’ Versionen der w;:

vi(y) == ui(p; + 0:y) mit p; € BQ*Q X B%Jr und d; \, 0,

und zeigt, dass deren Grenzwert lings ¥, = R" 2 x {0} konstant ist und dass man
nach Weglassen der (n — 2) redundanten Variablen harmonische S? oder S2 erhiilt.
Die Stiitzpunkte p; werden in den zu X, tangentialen und den orthogonalen Anteil
zerlegt als p; =: (X1, X§) € R"2 x Ri. Im Folgenden wird fiir gewisse n-dimensionale
affine Halbrdume die Notation

H; = {(2/,2,) € R !X R:z, > —p}/d;}
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verwendet, wobei p' fiir ¢ € IN die n-te Koordinate von p; bezeichne. Da die u; auf
B 3(Xi)x B¥T(X?) € By ?x B3" C By definiert sind, wenn man i € IN hinreichend
grof3 wihlt, ist dann

vt B2 x B, NH; — Bild(w,),

falls R; := 1/§; — oo ist. Wie die Abbildungen werden auch die zugrundeliegenden
Metriken umskaliert zu 7;(y) := 7i(p; + d;y). Wegen u; € Ha(BZ) und Korollar 1.13 ist
fiir alle S > 0 und hinreichend grofle Werte von i € IN

S§2n |Dvs|2 dpu, = (56:)°~ | D2, dpiy, < CA. (4.20)
BENH, Bgs, (pi)

Wahl der X{

Die behauptete Konstanz der Grenzabbildungen ldngs der ersten (n — 2) Koordinaten-
richtungen lduft auf Abschitzungen der Funktion

fi(X1) Z/B%

hinaus. Um zu zeigen, dass die L'-Normen der skalierten Abbildungen v; gegen Null
konvergieren, benotigt man Abschitzungen der skalierten L'-Normen von f;. Es stellt
sich heraus, dass dies unabhingig von den Skalen §; moglich ist, was spéter alle Frei-
heiten fiir die Wahl der Skalierungsfaktoren lasst.

8ul
oxy,

(X1, X2)dL?(Xo)  fiir Xy € By 2

Behauptung 2. Die Koordinaten X! € Bg_Q lassen sich so wahlen, dass

(i) sup 7“2”/ fidL"? — 0 bei i — oo und
0<r<1 Br2(X1)

(ii) die Abbildungen u; nahe allen Punkten (X}, Xs) € {X}} x B3 glatt sind.
Eigenschaft (i) bedeutet fiir die v; und alle 0 < R < R; mit der Abkiirzung r; := §; R < 1

-2 2
8’UZ‘

n
R2—n/
By ?xB?, ﬁ]HiZ Oy,

k=1

2—
= E(
‘ /B" 2(x9) ( /B“(Xl

wobei die Transformation y = (x —p;)/d; benutzt wurde sowie die Gleichheit R; = 1/4;.

dcn (4.21)

ous |*
8a;k

1—00

d£2> a2 — 0,

Beweis. Fiir (i) wendet man Behauptung 1 an, um ||f;||;1 — 0 bei i — oo zu er-
halten. Dann benutzt man die schwachen L'-Abschitzungen fiir die Hardy-Littlewood
Maximalfunktion

Mfi(z) = sup 7’2_"/ f;dC™% fir z € RV2,
B *(x)

r>0

wobei die f; auflerhalb von B§_2 durch Null fortgesetzt seien. Besagte Abschitzungen
liefern fiir jedes €; > 0

C
L2 ({x c R 2 s Mfi(x) > 61}) < ;HfiHLl
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mit einer Konstanten C, die nur von n abhéngt, vgl. z.B. [St1, Thm. 1]. Mit der Wahl
von ¢; := 2C/| fill 1 /L7 2(BY %) — 0 bei i — oo folgt

1
£ ({w € By Mfia) > i}) < SL72(B5 ).
Fiir Aussage (ii) folgert man aus dem Regularititssatz 3.3, dass
£ <{x € By~? :fiir ein y, € B3 ist (z,y,) € sing(ui)}) < H"2(sing(u;)) = 0.

Daher kann man stets Xi € By 2 so wihlen, dass M f;(X}) < &; — 0 bei i — oo und
(ii) erfiillt sind. O

‘Wahl von §;

Bei der Wahl der Skalierungsfaktoren ¢; muss man wie in [Li| sehr sorgfiltig vorgehen,
da eine zu grofie Wahl die Energie der skalierten Abbildungen v; wegen der Néhe der
Energiekonzentrationsmenge zu grofl werden liefle, so dass keine Konvergenz eintritt,
und eine zu kleine Wahl die Energie zu klein werden liefle, so dass man als Grenzwert
nur eine konstante Abbildung erhielte. Um die Konvergenz der v; gegen eine harmoni-
sche Abbildung v auf R™ resp. R} zu erreichen, ben6tigt man Kleinheit der Energie
gleichzeitig auf allen Kugeln in diesem Gebiet. All das liefert die folgende Aussage.

Behauptung 3. Nach Ubergang zu einer Teilfolge von {i} ldsst sich eine monotone
Folge 6; \, 0 finden, so dass

&
| D2, dpy, = . (4.22)

. - = -2771
&i(0;) := max o; )

XaeB2T /B;;—%X;')xBEj (Xa)

Der Wert der Konstanten ¢(n) > 2 wird spéter festgelegt.

Beweis. Man kann X! —: X{ € R" 2 bei i — oo annehmen. Fiir ein hinreichend
kleines dp > 0 gilt laut Lemma 4.1(ii) wegen @D(S(;; (X9,0))=0

1— 00

lim 627" / Dl dps, = 65 (B;g (X{’,O)) > €0,
By (X1.0)

da 1 = CoH" 2L (R"? x {0}) ist mit Cy > eo. Wegen By *(X}) x Bit D By (X{,0)
folgt fiir jedes hinreichend kleine 9 > 0 und i > iy(dg)

s@yzar [
By (X{)x B}

2 €0

Auf der anderen Seite ist u; nach Wahl von X} auf B} ?(X}) x Bgi 5 glatt, falls § < 6(7)
klein genug ist. Bezeichnet man mit C; das Maximum von |Du;|?, auf dieser Menge, so
liefert das fiir alle ¢ € IN und 6 < §(7)

£(6) < max 82 "C s, (B 2(X1) x B2 (Xy)) < Cy08% < —2
)< ma L (BI2(X) % BE (X)) 2

Damit erhélt man ausgehend von einem hinreichend kleinen g > 0 ein 77 € IN und
ein 0 < &) < dp mit &, (d0) > £0/2 > eo/c(n) und &;,(8)) < eo/2¢(n). Da &;, wegen
dominierter Konvergenz stetig vom Argument § abhéngt, liefert der Zwischenwertsatz
ein 61 € (8, 00) mit &, (d1) = e9/c(n). Wiederholt man dieses Verfahren, nun mit d;/2
statt dg, so erhélt man sukzessive eine Teilfolge {i;} C IN und eine monotone Folge
d; \. 0, so dass &;;(d;) = eo/c(n) fiir alle j € N gilt. O
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Wahl von Xi € B3t

Mit der oben bewiesenen Aussage kann man nun X} so withlen, dass die Energien der
skalierten Abbildungen auf einer Nullumgebung nach unten beschriankt sind, und so
garantieren, dass die Grenzabbildung nicht konstant wird. Hierzu wihlt man X& als
den Punkt, an dem das Maximum in (4.22) angenommen wird. Es bleibt zu zeigen,

dass tatsiichlich X4 € B%Jr fiir unendlich viele Werte von ¢ gilt. Angenommen, fiir alle
bis auf endlich viele i € IN gilt dies nicht. Dann erhélt man durch Teilfolgeniibergang

Konvergenz p; —: p € By~ 2 x (B3" \ B}). Da die Transformationen 7, gegen die
Identitdt konvergieren, gilt fiir groffe Werte von 14
€0

= 52_”/ |Dug|?. dp, < 5.2_”/ |Du; 2 dyiy,
cm) T Jgaassreg T e e

26, \P

Da fiir hinreichend groie Werte von ¢ gilt §; < 1/4, ist
Eys (p) € Ef)(p) € By x (B3 \ BY ),

und letztere Menge ist eine 1-Nullmenge, ebenso wie ihr Rand. Daher folgt mit der
Energiemonotonie aus der obigen Gleichung der Widerspruch

€0 - _
< ey 2/ |Du;|? dp, < eX/247 2/ | Du;|? dpin,
c(n) Ef () R By ?x(B3T\B2?,,) R

1/4

— 22y (B (BE\ BY)) = 0.

1—00
Hierbei sei die Konstante xy wie in Korollar 1.12 gleichzeitig zu allen Metriken -~;
gewithlt. Aufgrund obiger Argumentation wird im Folgenden X4 € Bf*’ fiir alle ¢ € IN

angenommen.
Behauptung 3 besagt fiir die skalierten Abbildungen nach Wahl der X}

[ 1Duldu, (4.23)
B2 xB2NH;
€0

ma

wobei ]HZ2 durch H; =: R"2 x ]Hl2 definiert ist. Fiir die letzte Gleichung wurde benutzt,
dass unter den Transformationen y = (z — p;)/d; die Mengen BIQ%i NH? den Teilkugeln

B?*(X}) C B3 entsprechen.

= max

2 —
2 2 / 2 | Doilsy, dpi; =
ZGBRZ.HHZ' B?_ XB%(Z)HHZ'

Gleichmiflige Konvergenz der v;

Um Konvergenz auf B{“Q x B? NH; sicherzustellen, der Menge, auf der man Energie-
abschéatzungen nach unten hat, braucht man Kleinheit der Energie auf einer Umgebung
hiervon, also auf Kugeln B 2(A;) x B?(Ay) NH; fiir gewisse a = (A, Ay) € H;. Hierzu
bendtigt man Variationen parallel zur singuldren Menge ¥, = R™"™2 x {0}. Dies ist die
einzige Stelle dieser Arbeit, an der aus der Differentialgleichung fiir Stationaritdt mehr
Information als die Energiemonotonie abgeleitet werden muss. Mit der Schreibweise
y = (Y1,Y2) € R"2 x R? definiert man fiir a € B?zi_—21 X 312%1-—1 N H;

R = [ (D) (- ()R (),

1
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wobei der Integrand als Null zu interpretieren ist, wo er nicht definiert ist, sowie ¢ und
¢ Abschneidefunktionen sind mit
¢ € C(B72,[0,1]), ¢ =1auf By?
und ¢ € C,?;t(B%, [0,1]), ¢ =1 auf Bf/2.

Behauptung 4. Mit hinreichend groflen Werten von ig € N gilt fiir ¢ > ip und alle
Punkte a = (A1, Ag) € Bzfal X B%%'o—l N H;
20 1

260

/Bn2 |Dvi|?]idﬂm < Fi(a) < (4.24)

12 (A1) X B2, (A2)NH, c(n)

Wihlt man c(n) := 2779, so folgt hieraus die C"*-Regularitit der v; auf der Menge
B, = Bg,‘{l X 3123-0—1 N H; mit unabhingig von ¢ beschréinkten Normen
’LO ?

HUZ'HCLO‘(BiO,i) < C = C(n, RiO,G,P,N).

Beweis. Setzt man den Integranden Null, wo er nicht definiert ist, so ist fiir alle Punkte
a = (AI,AQ) = (al, .. .,(In) S BIT%;)Z—I X B%io—l NH;

Fi@) = | (1D V) )Y + Ar)plYa + A2)dL (o),

alsofir 1 <k <n-2

gi (a) = /Rn (I1Dvilz v/mi) () (‘fyi (Y1 + A p(Ya + Ag)dL™(y).

Nun benutzt man die Differentialgleichung fiir Stationaritét (1.12) mit der Testfunktion
E(y) = C(Y1 + A1)p(Ya + Ar)ey, die fir 1 < k < n — 1 zuléssig ist. Obige Gleichung
wird damit zu

or, . 0 .
5at (@ =2 [ (n0uvidin/R) (4) 5 (4 + Ag(¥s + AL () + O (D).

Beim letzten Summanden wurde die Energieabschitzung (4.20) benutzt. Die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung liefert

1/2 1/2

2 2
S I T R A e
By 2xBj, NH; By 2xBY, NH;

+O([[1Dnill )-

oF;
\ oL

Nun benutzt man || Dn;l|ec < 6 ||D7illoc — 0 bei i — oo sowie die Abschétzungen (4.20)
und (4.21), um fiir 1 < k < n — 2 die Konvergenz

OF;
Y — 0 gleichmiBig auf B;;O?_I x Bp, 1 NH; (4.25)

Oa,, i—oo

zu erhalten. Nach (4.23) gilt fur alle ¢ > 9 und Ay € B%%Z_O N H? die Abschiitzung
F;(0,Ay) < %, daher liefert die gleichméfige Konvergenz der partiellen Ableitungen

(4.25) sogar

2
Fi(a) < =% firallea € By, x B}, NH;.
10 7

c(n)
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Damit ist Aussage (4.24) bewiesen. Diese impliziert

2
/ ‘D”i‘?ﬁdﬂm < =
Bl/g(a)ﬂ]Hi C(n)

fiir alle a € B}Z){l X Blg%io—l N H;. Falls ¢(n) > 2-2"2 gewihlt ist, kann man den
Regularititssatz 3.1 auf allen Kugeln Bl/Q(a) N H; mit a € B}?{;Q_l X 312%—1 N OH;
anwenden, um C1®-Regularitiit mit von 7 unabhingigen Normabschitzungen auf den
kleineren Kugeln By 35(a) NH; zu erhalten. Weiter benutzt man fiir ¢(n) > 2-32"72 den
inneren Regularitétssatz 1.15 auf Kugeln B 32(a) C H; fiir a € B%;]Q_I X BlQ?iO—l NH;
mit dist(a, OH;) > 1/32, der C1*-Regularitit und die entsprechenden Abschitzungen
auf den Kugeln B 956(a) liefert. O

Mit den C1®-Abschiitzungen aus der Behauptung 4 hat man Konvergenz der v; in
C' gesichert. Nun unterscheidet man zwei Félle. Entweder bleibt p?/§; bei i — oo
beschrankt oder nicht, in welchem Fall man p}'/6; — oo bei i — oo annehmen kann.
Dann sind die v; auf jeder Kugel Bg mit S > 0 definiert, falls i > i¢(S) gro genug ist,
und Behauptung 4 liefert Abschétzungen

|villcre(pg) < € unabhéngig von i > ig(S5).

Der Satz von Arzéla-Ascoli liefert ein & € CH*(R™, \), so dass nach Auswahl einer

Teilfolge die Konvergenz
v — v in Cllok(Rn,N)

bei i — oo gilt. Die Gleichung (4.21) liefert durch Grenziibergang
n—2/
k=1"1&"
also ist 0 lings R"™? x {0} konstant und v := 0|goyxr2 : R* — N ist harmonisch
beziiglich der Euklidischen Metrik. Wegen

/ Do%dL" = =2 >0
B ?xB? c(n)

laut (4.23) ist die Abbildung v nicht konstant und wegen (4.20) hat sie endliche Energie,
denn fiir alle R > 0 ist

2

00\ aen — o,

Oy,

1
/ |Dv|?dL? = RH/ |Do|2dL™ < CA. (4.26)
B a(n —2) B ?x B2,

%
Mit Theorie linearer Differentialgleichungen, etwa mit Satz 1.19, folgt C°°-Regularitét
fiir die harmonische Abbildung v : R? — N. Mittels stereographischer Projektion kann
man v daher als glatte, nichtkonstante harmonische Abbildung S?\ {e;} — N mit
endlicher Energie auffassen. Auch als Abbildung der Sphére ist v dabei harmonisch, da
im Zweidimensionalen die Harmonizitdt unter konformen Parametertransformationen
erhalten bleibt, weil das Energiefunktional in diesem Fall unter solchen Transforma-
tionen invariant ist. Lemma 1.21 zeigt, dass die fortgesetzte Abbildung v : S — N
eine schwach harmonische Abbildung ist, die nach Bemerkung 1.16 auch im Punkt e;
glatt ist. Die Existenz einer solchen 2-Sphére widerspricht den Voraussetzungen des
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Theorems, da Bild(v) nach Konstruktion im Abschluss von U;Bild(w;) liegt.
Im anderen Fall, dass p}'/d; < C beschrinkt ist, definiert man

p} p}
Ui(y) = vi <y - (;en> , sowie 7i(y) = 7; <y - (;en> :
? 7

so dass die Abbildungen o; fiir jedes S > 0 und hinreichend grofle i > ig(S) auf B;r
definiert sind. Hierbei ist zu beachten, dass wegen pl'/d; < C' fiir grofie S gilt

BY™? x BfT(0,p}/8;) C BE,
was wesentlich fiir die untere Abschéitzung der Energie

i €0
| D3| dug, > / |Dvi2 dpy, = —— >0 (4.27)
/Bé T e, T eln)

mithilfe von (4.23) ist. Weiter geht man analog zum oben behandelten Fall vor. Zunéchst
folgert man aus den Abschétzungen || ;]| cre(BY) < C geméB Behauptung 4 die Existenz

einer Grenzabbildung & € CH*(R", ), so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge

bei i — oo gilt. Wegen der unteren Schranke (4.27) der Energie ist ¢ nicht konstant,

wegen ,
n— N
> / g” 2 dc" =0
k=1 /RE 1Ok

aber konstant lings R" 2, so dass v := 0| {0}xR2 R? — N eine harmonische Ab-

bildung mit freier Randbedingung v(0R2) C T, bzw. dquivalent mit dpv(z) L T fiir
alle x € aRi definiert. Satz 1.19 garantiert, dass v von der Klasse C* ist. Genau
wie in (4.26) sieht man auch, dass v endliche Energie hat. Die gewonnene Abbil-
dung kann man wie oben durch stereographische Projektion als harmonische Abbil-
dung v : S% \ {e1} — N auffassen, die die freie Randbedingung dsv(z) L T fiir
z € 052 \ {e1} erfiillt. Auch als Abbildung von S% ist v laut Lemma 1.21 schwach
harmonisch mit freiem Rand I', woraus mit Bemerkung 3.2 die Glattheit im Punkt eg
folgt. Diese Konstruktion ist ein Widerspruch zur vorausgesetzten Nichtexistenz har-
monischer Halbsphéren, da Bild(v) im Abschluss von U;Bild(w;) liegt. O






Kapitel 5

Dimensionsreduktion der
Singularititenmenge

5.1 Das Dimensionsreduktionsprinzip nach Federer

Das von Federer entwickelte Verfahren zur Dimensionsreduktion beruht auf der Ana-
lyse von Tangentenabbildungen, die analog zu den Tangentenmaflen aus Definition 4.8
definiert sind. Hier werden nur Tangentenabbildungen in Randpunkten a € 2N R’}
betrachtet.

Definition 5.1. Sei Q C R} ein Gebiet, u € H*(Q,RY) sowie M C Q eine Teilmenge.

(i) Fir alle a € QNORY und r > 0 sei definiert M, :== 1(M —a) C R und

Ugr : Qap — RN mit Ugr (Y) == ula +1y).

(ii) Eine Tangentenabbildung an u im Punkt a € QNORY ist eine Abbildung der Form
s-lim; o0 Ugr; € Hl(]R’j_,IRN) fiir eine Folge r; "\, 0 bei i — oo. Mit dem starken
Grenzwert ist hier Konvergenz in Hllok(lR’}r, RYN) gemeint.

Das genannte Verfahren von Federer wurde bereits in [SU] in einer dhnlichen Situation
angewandt, ndmlich in der Regularitéitstheorie energieminimierender Abbildungen. In
der fiir den Randfall interessanten Form ist es in folgendem Satz festgehalten.

Satz 5.2 (Federers Dimensionsreduktionsprinzip). Firn, N € N sei eine Fami-
lie von Abbildungen $ C UgH'(Q,RYN) gegeben, wobei sich die Vereinigung tiber alle
relativ R offenen Gebiete Q C R} erstrecken soll. Zu jeder Abbildung u € §) sei ei-
ne abgeschlossene Menge O0-sing(u) C OR'} ausgezeichnet. Fir diese Daten werden die
folgenden FEigenschaften vorausgesetzt.

H.1 (Abgeschlossenheit unter Skalierung) Aus v € $ folgt u,, € $ fir alle
a € O-sing(u) N B und 0 <r < 1—al.

H.2 (Existenz homogener Tangentenabbildungen) Gegeben seien u € §) und ein
Punkt a € 0-sing(u) N Bf'. Dann gibt es zu jeder Folge r; \, 0 eine Teilfolge r;,,
so dass die Tangentenabbildung v := s-limy_. Ua,r;, € ) existiert und auflerdem
homogen vom Grad Null ist, also vo\ = v fiir alle A > 0 erfiillt.

A1
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H.3 (Eigenschaften der singuliren Menge)

(a) Jede konstante Funktion u € $) erfillt 0-sing(u) = @.
(b) Fiir alleu € §, a € d-sing(u)NB]” und 0 < r < 1—|a| gilt der Zusammenhang
0-sing(uq,r) = (0-sing(u)), -

(c) Seien u;,u € H mit u; — u in HI(BT_H;,IRN) bei i — oo fir ein 6 > 0. Dann

gilt fiir jedes € > 0 und hinreichend grofie i > iy(€)
O-sing(uw;) N B C {x € By : dist(x, d-sing(u)) < &}.
Sei d € IN die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft
H-dim(9-sing(u) N B") < d  fiir alle u € $,

wobei H-dim die Hausdorff-Dimension bezeichne. Dann ist d < n — 1 und falls es ein
u € § mit O-sing(u) # @ gibt, dann gibt es auch eine Abbildung v € $), deren singulire
Menge L := 0-sing(v) ein d-dimensionaler Unterraum ist und die die Eigenschaft

vy =0 firallebe L und A >0

besitzt. Im Fall d = 0 ist dariber hinaus fir alle w € 9 und p < 1 die Singularititen-
menge 0-sing(u) N B, endlich.

Fiir den Beweis wird auf [Sim1, Thm. A.4] verwiesen. Dort wird eine andere Konver-
genzart zugrundegelegt, aber der Beweis lisst sich sofort auf den hier vorliegenden Fall
der H'-Normkonvergenz iibertragen. Aus dem Beweis in [Sim1] geht auch hervor, dass
es ausreicht, Tangentenabbildungen um Punkte a € 0-sing(u) C OR"} zu betrachten.

5.2 Optimale Regularititsaussagen fiir harmonische Ab-
bildungen

Uber den inneren Teil sing(u) \ OR'} der Singularitdtenmenge ist das folgende Regula-
ritétsresultat bereits bekannt.

Satz 5.3 ([Li]). Gegeben seien eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit N, ein
Gebiet Ef C Q C RY, auf dem eine Riemannsche CY-Metrik zugrundeliegt, sowie
eink € N mit 2 <k <n—1. Die Abbildung u € Hl(Q,N) sei stationdr harmonisch
auf Q \ ORY und der Abschluss von Bild(u) trage fir kein I € IN mit 2 <1 < k eine
nichttriviale harmonische S'. Dann gilt

H-dim (sing(u) N B \ OR}) <n—Fk —2.

Im Fall k = n — 2 besitzt die Menge sing(u) N Bf héchstens in OR!} Hdufungspunkte.
Im Fall k =n — 1 ist u auf B \ OR" von der Klasse C*“.

Nun bleibt noch die Menge der Randsingularitéten zu betrachten. Dazu wird der Satz
aus dem vorhergehenden Abschnitt fiir eine abgeschlossene Menge A C AN auf die
folgende Familie von Abbildungen angewandt.

Y = {vennQ) | F;r C Q relativ offenes Gebiet C R, Bild(v) C A}.
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Fiir Abbildungen u € 5’)/“\‘ wird als singulidre Menge die Menge der Randsingularitéten
0-sing(u) := sing(u) N OR’} betrachtet, wobei hier

sing(u) == Q\ {z € Q:u e C**(UNQ) fiir eine Umgebung U von z} (5.1)

gesetzt sei, wenn €2 der Definitionsbereich von u ist. Beim folgenden Nachweis, dass die
Familie ﬁﬁ die Voraussetzungen aus Satz 5.2 erfiillt, geht als entscheidendes Werkzeug
der Kompaktheitssatz 4.14 ein.

Lemma 5.4. Sei N eine glatte, kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand,
' € N eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit und A C N eine abgeschlossene
Teilmenge. Falls A keine nichttrivialen harmonischen S? und keine nichttrivialen har-
monischen Si mit freiem Rand T trdgt, erfillt $ = ﬁﬁ mit der wie oben definierten
Menge 0-sing der Randsingularititen die Bedingungen H.1 bis H.3.

Beweis. Bedingung H.1 ist erfiillt, weil fiir eine Abbildung u € $H,(Q2) die skalierte
Abbildung ug,, € HA(Qq,r) ist und auBerdem Bild(u,,) = Bild(u) C A gilt. Seien nun
u € ﬁf\‘, a € Bf NORY und eine Folge r; ™\, 0 gegeben. Zum Nachweis von H.2 benutzt
man den Kompaktheitssatz 4.14, um fiir eine Teilfolge A\;, := r;, und ein v € Hl(Ri, N)
Konvergenz u, », — v in H, llok(Ri, RN ) bei k — oo zu erhalten. Die Abbildungen u, y,
liegen dabei in $)*(£2,,, ) mit den Metriken 4 := 74,1, An dieser Stelle benutzt man
nun wesentlich, dass starke Normkonvergenz gewéhrleistet ist, um sicherzustellen, dass
die Grenzabbildung v beziiglich der Grenzmetrik 1 := C'-1limj_,oo vy stationir har-
monisch mit freier Randbedingung I' ist. Die schwache Harmonizitét folgt dabei mit
Korollar 4.6 auch schon bei schwacher Konvergenz, aber um fiir die Grenzabbildung die
Differentialgleichung fiir Stationaritéit herzuleiten, bendtigt man Konvergenz in H}.,.
Auf diese Weise folgt v € H](R?), also v € $%. Der Einfachheit halber wird ange-
nommen, dass die zugrundeliegende Metrik v € M(Q) im Punkt a € B N R}
Euklidisch ist, da dies mit der affinen Transformation T, erreicht werden kann. Unter
dieser Voraussetzung gilt geméfl Satz 1.10 mit den Konstanten D,y wie im Satz und

den Notationen r(x) := |x — a| sowie 7i(z) := [z—a]

9 2

D /B a)

xrr2—n

u
on

(&

dpy, < expr_"/ \Du]gyaluW < CA
By (a)

fiir alle hinreichend kleinen p > 0. Es folgt, dass r>~" ‘%}2 auf einer Umgebung von a

integrierbar ist, weshalb man fiir alle R > 0 schliefit

2
ly[>" iy, (y) = / "
/B; ’ BY n(a)

bei A\px — 0. Dies impliziert % = 0 auf R, also vg = v fiir alle A > 0. Diese
Eigenschaft bleibt auch unter der Transformation (7, )~! erhalten, so dass Eigenschaft
H.2 nachgewiesen ist.

Die Bedingungen H.3(a) und (b) sind sofort an der Definition der Menge 0-sing(u)
abzulesen. Falls H.3(c) nicht erfiillt ist, gibt es u;,u € Sﬁﬁ und ein € > 0, so dass bei
i — oo Konvergenz u; — u in H}, (B} 6 RY) gilt und fiir unendlich viele i € IN

2

ou Ay, — 0

o

Oug .
o (y)

O-sing(u;) N B ¢ {x € B} : dist(x, -sing(u)) < e} =: U, (5.2)
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erfiillt ist. Die fiir die Abbildungen u; und u zugrundegelegten Metriken seien ~y; resp.
. Die Eigenschaft (5.2) liefert nach Teilfolgeniibergang eine Folge singulédrer Punkte
z; € O-sing(u;) N B \ Ue, die gegen einen Punkt z € 9R7 \ O-sing(u) konvergiert.
Da z kein singuldrer Punkt ist, bleibt |Du|g auf einer Umgebung von x € Ef NoRY
beschrénkt, daher ist fiir alle hinreichend kleinen Radien r € (0, d)

2—n 2
r | Dul|dp, < 0.
/B;*m T

Wegen der Konvergenz x; — x bei i — oo ist fiir hinreichend grofle i > ip(r) insbeson-
dere x; € B:r/g(x) gewihrleistet, also liefert der Regularitétssatz 3.1 wegen z; € sing(u;)
den Widerspruch

2—n 2 . 2—n 2
r |Dul5dpy = lim r / | Du; |5 dpiy, > 0.
/B;"(:p) v i—00 B (z) Ly Y
Damit ist die letzte Eigenschaft H.3(c) gezeigt. O

Die Randaussage des folgenden Regularitdtssatzes ist laut vorangehendem Lemma ein
Spezialfall von Satz 5.2.

Theorem 5.5. Sei N eine glatte, kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand,
I' C N eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit hiervon und Q C R ein Gebiet mit
Ef C Q. Dariiber hinaus sei k € IN mit 2 < k < n — 1 gegeben sowie ein Holderez-
ponent 0 < o < 1. Die Abbildung v € H'(Q,N) sei stationdr harmonisch zur freien
Randbedingung uw(Q N ORY) C T beziiglich einer Riemannschen Cche-Metrik auf Q. Es
gelten folgende Regularititsaussagen.

(i) Falls der Abschluss von Bild(u) weder nichttriviale harmonische S* noch fiir ir-
gendein 2 <1 < k nichttriviale, am Rand glatte, stationdre harmonische Sﬂ_ mit
freiem Rand I trdgt, so gilt

H-dim (sing(u) NOR} N B ) <n—k—2

und fiir k = n—2 ist die Menge sing(u)NOR?NB;" endlich. Im Fall k = n—1 liefert
obige Dimensionsabschitzung die C*®-Regularitit von u in einer Umgebung von
OR™ N B .

(i4) Trigt der Abschluss von Bild(u) fiir 2 <1 < k weder nichttriviale harmonische S'
noch nichttriviale harmonische Sﬁ_ mit freiem Rand T, so ist

H-dim (sing(u) N Bf") <n—k—2.

Im Fall k = n — 2 ist sing(u) N By endlich und fir k = n — 1 ist u auf B von
der Klasse C*.

Beweis. Sei A := Bild(u). Zunéchst wird die Aussage (i) bewiesen. Laut Lemma 5.4
erfiillt 55/‘? die Voraussetzungen fiir das Dimensionsreduktionsverfahren von Federer aus
Satz 5.2. Die Zahl d € IN sei wie dort als die kleinste natiirliche Zahl definiert, fiir die

H-dim (0-sing(w) N Bf) < d fiir alle w € 9y
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erfiillt ist. Falls nicht alle Singularititenmengen 0-sing(u) fiir u € $4 leer sind, erhilt
man aus dem Satz eine Abbildung v € $%, fiir die L := d-sing(v) ein d-dimensionaler
Unterraum ist und die

vpr=v fiirallebe L und A >0 (5.3)

erfiillt. Da die Singularitdtenmenge von v einen d-dimensionalen Unterraum enthélt,
folgt aus dem Regularitétssatz 3.3, dass d < n — 3 sein muss. Nun wird gezeigt, dass
man v so wihlen kann, dass

ve HRY), wobein e Ma(RY) die Euklidische Metrik ist.

Diese Behauptung kann man tatséchlich im Beweis von Satz 5.2 aus der Konstruktion
von v als eine Tangentenabbildung ablesen. Man kann obige Eigenschaft aber auch
direkt aus der radialen Konstanz vy = v schlieBen. Wegen v € ) (Q) fiir Q C R”. ist
némlich v = vg ) € ﬁXO’A(QOA) fiir alle A > 0. Lasst man A \, 0 streben, so sieht man
v e HY(RY) mit der Metrik 7 = limy\ o 70\ € M (R’ ). Die Metrik 7 ist konstant, da
IDNlloc < Al[D¥|loc — 0 bei A X\, 0 gilt. Durch eine lineare Parametertransformation
kann man also erreichen, dass 1 die Euklidische Metrik ist.

Da L C R” ist, kann man durch eine Drehung, die den Definitionsbereich R} in sich
iiberfithrt, L = R? x {0} erreichen. Wegen Translationsinvarianz v,; = v fiir alle
be L =R x {0} definiert

0= U‘{O}xRi_d RS ACN

eine stationiire harmonische Abbildung mit freier Randbedingung v(R" =4~ x {0}) C T.
Da R? x {0} die Randsingularititenmenge von v ist, folgt d-sing(¥) = {0}. AuBerdem
ist v genau wie v radial konstant, d.h. 99y = v fiir alle A > 0. Daher erhilt man mit

e . gn—d—1
w.—v‘si_d_l.SJr —ACN

eine in einer Randumgebung glatte Abbildung, die nicht konstant ist, weil ¥ im Null-
punkt singuldr ist. Man kann zeigen, dass w stationdr harmonisch zur freien Rand-
bedingung w(aSﬁ_d_l) C I ist. Ist diese Behauptung verifiziert, so widerspricht die
Existenz von w den Voraussetzungen des Satzes, wenn n — k — 1 < d < n — 3 ist, und
die Dimensionsabschétzung aus (i) folgt.

Zu zeigen ist noch, dass w stationdr harmonisch mit freier Randbedingung ist. Die
schwache Harmonizitdt von w sieht man, wenn man die schwache Differentialgleichung
(1.19) mit der Metrik v beziiglich Polarkoordinaten aufschreibt und %ﬁ’ = 0 benutzt.
Da w in einer Randumgebung glatt ist, bleibt die Stationaritdt nur noch im Inneren zu
zeigen. Sei dazu fiir m := n —d — 1 ein beliebiges glattes, zu S™" tangentiales Vektorfeld
¢ € C=(ST, R™*) mit kompaktem Tréiger in ST\ dST" gegeben. Mit einer Abschnei-
defunktion ¢ € Oy, (Rx0,[0,1]) sei fiir z € R gesetzt £(x) = ¢(|z])& (), wobei
&u(x) = f(ﬁ) sei. Hierfiir gilt € € COO(RTH, R™*1) und £ hat kompakten Triiger in
IPJ]FH'1 \ 8RT+1. Daher ist £ im Sinne von Lemma 1.8 ein zuliissiges Testvektorfeld fiir
die stationdre harmonische Abbildung @, so dass

0=0E(%,€) :/

m-+1
R+

[Q(D@DE ) - Dis — | Di|div €| dLm T, (5.4)
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da auf ]RTJrl die Euklidische Metrik zugrundeliegt. Hierbei berechnet man in x € RTH

Do) DE(x) Diw) = ¢/(2)DE()E.(x) - (@) + () Do(x) DE (2) - D)
— ¢(|a|) Di(x) Dé. () - Di(a)

wegen der radialen Konstanz von v und weiter

z
]

weil &, tangential zu ST ist. Damit wird (5.4) zu

divé(e) = ¢ (Je]) 7 - &) + o(|2]) div&n(z) = p(|z]) div &u(2),

0:/ . o(|-]) [2(DBDE,) - DT — | Do|divE,] dC™ !
R

fiir alle p € C’,f;t(]R>0, [0,1]). Lésst man nun etwa ¢ — 1) konvergieren, so folgt

wegen der radialen Konstanz von ¢ und &, sowie wegen 7| sm=w und &, | sm = ¢

OE(w, &) = / [2(DwDg) - Dw — |Dw[*div€] dH™ = 0.
st

Gemifl Lemma 1.8 bedeutet dies nach Wahl der Vektorfelder £ die Stationaritéit von w
auf ST\ 0S7'. In einer Randumgebung ist w glatt harmonisch. Wegen der Randbedin-
gung Opp1w L I' auf OS™, die aus der entsprechenden Eigenschaft von v resultiert, ist
w laut Lemma 1.9 stationér harmonisch auf S zur freien Randbedingung w(9S7") C I
Damit ist der letzte Baustein zum Beweis der Dimensionsabschétzung in Situation (i)
erbracht.

Zur Herleitung der Endlichkeitsaussage in Punkt (i) sei nun dp > 0 so klein gewihlt,
dass Bf a5, C S gewdhrleistet ist. Im Fall K = n — 2 ist d < 0, der letzten Aussage
des Satzes 5.2 zufolge ist die Singularitdtenmenge J-sing(u) N B;r . mit 7 =1+ dg also
endlich. Anwenden dieses Ergebnisses auf die skalierte Abbildung ug, liefert die letzte
Behauptung aus Teil (i) des Theorems.

Unter den Voraussetzungen von (ii) liefert die innere Regularititsaussage aus Satz 5.3
die Dimensionsabschéitzung

H-dim (sing(v) N Bf \ OR}) <n—Fk—2. (5.5)

Fir2<IlI<kseinunve H 1(5’@,./\/' ) stationédr harmonisch mit freier Randbedingung
v(dS;") C T, erfiille Bild(v) C A und sei in einer Randumgebung glatt. Da die Dimensi-
on des Definitionsbereiches von v gleich [ < k ist, liefert Anwendung von (5.5) auf v die
Glattheit von v auf ganz Sl+. Den Voraussetzungen aus (ii) zufolge ist v also konstant.
Aus diesem Grund implizieren die Bedingungen aus (ii) diejenigen aus (i). Die bereits
bewiesene Aussage aus Punkt (i) zusammen mit (5.5) liefert daher die behauptete Di-
mensionsabschéitzung.

Nun zu dem Fall & = n—2 in (ii). Falls sing(u) N Bf” nicht endlich ist, lisst der Satz 5.5
zusammen mit der Aussage (i) nur noch den Fall zu, dass Punkte p; € sing(u) \ OR.
gegen einen Randpunkt p € sing(u) N OR'} konvergieren. Mit den Skalierungsfaktoren
Ai = 2|p; — p| \, 0 ist fiir jedes i € IN der Punkt

1 )
T = )\—(pz —p) € sing(up »,) N Sfr/Q.

)
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Wie in Lemma 5.4 gezeigt, konvergiert eine Teilfolge von u,, ), gegen eine homogene
Tangentenabbildung v € Sﬁf mit vgy = v fiir alle A > 0. Weiter ldsst sich durch
Ubergang zu einer Teilfolge fiir ein = € Sfr/z
Im vorliegenden Fall k = n — 2 wurde bereits bewiesen, dass H-dim(sing(v) N Bf") <0
gilt. Da nun v radial konstant ist, muss sing(v) C {0} gelten. Insbesondere ist |Dv|? in

einer Umgebung von z € Sfr/Q beschrankt. Daher gilt fiir alle hinreichend kleinen p > 0

die Konvergenz x; — x bei i — oo erreichen.

p2"/ |Dv|2dL™ < .
By (v)

Im Fall z ¢ OR’; sei dabei p > 0 so klein gewihlt, dass B, (z) = B,(r) C R} gilt. Fiir
die Abbildungen w; := u, , mit den zugrundeliegenden Metriken ~; := «, 5, gilt laut
einem der Regularitétssitze 1.15 und 3.1 wegen x; € sing(u;)

p2_n/ \Dui|2d,u%. > €0,
By (x)

falls ¢ € IN so grofy gew#hlt ist, dass z; € B[f/g(:):) gilt. Die letzten beiden Ungleichungen

stehen im Widerspruch, da Konvergenz u; — v in der H'-Norm bei i — oo gilt. Dies
zeigt die letzte Behauptung des Theorems. O

Bemerkung 5.6. Die Abschiitzung der Dimension der Singularitdtenmenge aus Theo-
rem 5.5(ii) ist unter der dort vorausgesetzten Nichtexistenz von nichttrivialen harmo-
nischen Sphéren und Halbsphéren optimal. Denn wenn es fiir ein k& > 2 auf einer
Teilmenge A C N eine nichtkonstante harmonische Abbildung ¢ : S¥*1 — A C N gibt,
dann definiert

W:RM2 S AcC N, a(x) = d(z/|x),

eine stationédre harmonische Abbildung beziiglich der Euklidischen Metrik mit Singula-
ritdtenmenge sing(@) = {0}. Da die Dimension des Definitionsbereiches hier n = k + 2
ist, gilt also

H-dim(sing(u)) =n — k — 2.

Die Tatsache, dass @ tatséchlich stationdr harmonisch ist, wird unten gezeigt. Gibt es
dagegen eine nichttriviale harmonische Abbildung v : Sﬁfl — A C N mit freiem Rand
I, so definiert man eine stationére harmonische Abbildung u mit freier Randbedingung
u((?]R’fﬁQ) C T" analog durch

u:REZ 5 AC N, () :=v(z/|z]).

Auch in diesem Fall gilt sing(u) = {0}, also H-dim(sing(u)) = n — k — 2, da hier
n =k + 2 ist.

Nun zum Nachweis, dass 4 und u stationdr harmonisch sind. Hier wird nur der Beweis
fiir u dargestellt, da im Fall von @ die analoge Argumentation zum Ziel fithrt. Wenn
man die Differentialgleichung fiir Harmonizitét (1.19) beziiglich der Metrik in Polar-
koordinaten umschreibt, sieht man, dass wegen % = 0 die Harmonizitit von u auf

IR{“':r2 \ {0} &dquivalent zur Harmonizitit von v = u| g1 auf Sf_“ ist. Die freie Rand-
+

bedingung Okiou L T' auf OIRTQ \ {0} folgt sofort aus der freien Randbedingung von
v, die Ogqov L T auf 85_’?1 besagt. Also ist u auf IR’_?+2 \ {0} glatt harmonisch mit der
erwiahnten freien Randbedingung. Mit Lemma 1.21 sieht man, dass u sogar auf ganz
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R%*? schwach harmonisch mit freier Randbedingung u(ORY™?) C T ist.

Im Folgenden sei wie oben n := k + 2 > 4 die Dimension des Definitionsbereiches und
N sei isometrisch in einen Euklidischen Raum RY eingebettet. Fiir den Nachweis der
Stationaritdt von u auf ganz R’} sei ein beliebiges Testvektorfeld § € C,f;t(l[{’}r,R”)
mit der Randbedingung {(OR”}) C OR!} gegeben. Hierfiir berechnet sich laut (1.11) die
innere Variation beziiglich der Euklidischen Metrik als

OE(u,§) = il\r% - [28au-8,,u8a§ — Oat - Oqu 0,/€ }dC

= lim 2000 - Opuiin€” — Oau - Dou i, & ]dH™ !

eN\0 S€+
+ lim (200 - Oyuiin€” — Oqu - Oqu i, &’ |dH" !
N0 Jarn\ B,
—lim 200(0at - D)€" — 0y (Dau - Oqu)€”]dH" !
t [ 20 € - )]
= I+II—-1II (5.6)
nach dem Gaufischen Satz mit dem dufleren Normalenvektor 7i(x) := —ﬁ fir z € ST

und 7i(x) := —e, fiir € ORY} \ B.. Das Integral 111 in obiger Gleichung verschwindet,
da

200 (0au - 0yu)” — 0, (0att - Oqu)§” = 200,041 - Oyu” = 2Au - Ocu = 0,

denn geméf Lemma 1.9 ist Au L N auf R \ {0}. Das zweite Randintegral IT in (5.6)
verschwindet auch. Hierfiir beobachtet man zunéchst, dass wegen 77 = —e,, auf OR'} \ B
gilt
Oatt - Oyunin&” = —Opu - Ogu = 0,
denn fiir x € IR’} \ {0} ist wegen der freien Randbedingung dpu(z) L Ty T und
auferdem gilt Jzu(w) € Ty, [, da {(OR]) C IR erfiillt ist. Aus demselben Grund
ist auf OR"} \ B
1,8" = —en - § = 0.

Damit ist 11 = 0 gezeigt. Zuletzt siecht man im ersten Randintegral I aus (5.6), dass auf

S+ nach Definition von u gilt d,u i, = —g—;f = 0. Damit vereinfacht sich die Gleichung
(5.6) zu
x
E = i Du(z)” = - &(x)dH™
IE(u, ) /o [ Du()] ] §(x)dH" (x)
= 1im6“_3/ [Du(y)? y - £(ey)dH" " (y) = 0,
e\0 Sf—
denn unter der Transformation = = ey ist |Du(z)| = e~ Du(y)| wegen der radialen

Konstanz u(x) = u(y) von u. Damit ist die Differentialgleichung fiir Stationaritit (1.11)
auf R’ erfiillt und die Behauptung ist gezeigt.

5.3 Zur Nichtexistenz harmonischer Sphiren und Halb-
sphiren

Im folgenden Lemma wird eine Bedingung eingefiihrt, die die Existenz von nichttrivialen
harmonischen S und Sﬂr mit freiem Rand I' ausschliefit. Ein solches Kriterium wurde
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in [CL, Def. 5.1] mit der spezielleren Voraussetzung Vk(p) € T, Ty fiir alle p € To
anstelle von (5.7) eingefiihrt, wobei V den Gradienten bezeichne.

Lemma 5.7. Gegeben sei eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit N, eine Unter-
mannigfaltigkeit T' C N und eine abgeschlossene Teilmenge A je N. Weiter bezeichne
7 N — N die universelle Uberlagerung, Aw=r “1(A) und Fo sei eine Zusammen-
hangskomponente von ©(T ) Aqu gebe es eine definit konvexe Funktion k : A R,
so dass in allen Punkten p € I‘o NA die Bedingung

Vk(p)-v >0 fir allev e Tpﬁﬂ Tj To (5.7)

erfillt sei. Hierbei bezeichne Vk(p) den Gradienten von k und Tpf/l\ den Tangentialkegel
an A im Punkt p. Unter diesen Voraussetzungen trigt A fir kein I € N>y eine nicht-
triviale harmonische S oder eine nichttriviale harmonische Sﬁ_ mit freiem Rand T'.
Allgemeiner ist dann jede glatte harmonische Abbildung v : M — A C N mit frei-
er Randbedingung u(OM) C T' konstant, wenn M eine kompakte, einfach zusam-
menhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zusammenhdngendem, eventuell lee-
rem Rand ist.

Beweis. Die Mannigfaltigkeit M habe die Dimension n € IN. Weil M einfach zusam-
menhingend ist, lasst sich die Abbildung u aus dem Satz zu @ : M — A C N liften. Da
auflerdem u(0OM) zusammenhéngend ist, ldsst sich die geliftete Abbildung so wihlen,
dass sie wie u harmonisch mit der freien Randbedingung @(90M) C Ty und g—li 1 T auf

OM ist. Hierbei sei auf N die durch 7 zuriickgeholte Metrik zugrundegelegt und v, be-
zeichne den inneren Einheitsnormalenvektor auf 9 M beziiglich der Metrik ~y. Zunéchst
wird gezeigt, dass die Verkettung ko4 : M — R eine subharmonische Funktion ist.
Dazu bendttigt man eine Kettenregel fiir den Laplaceoperator. Man sieht fiir alle langs
4 parallelen Vektorfelder V' auf N

Ba(Ovk 0 @) = (VNDk 0 @) (0att, V) + (Dk 0 ) VA V.

Diese Gleichung vollzieht man am einfachsten nach, indem man an festen Punkten
z € M und 4(z) € N von erster Ordnung Euklidische Koordinaten einfiihrt, in denen
dann die kovariante Ableitung der gewohnlichen Richtungsableitung entspricht. Die
obige Kettenregel wird mit V := \ﬁvo‘ﬁ Jpt angewandt, um auf M \ OM zu erhalten

N 1 a .
Ay(kou) = ﬁaa (\ﬁv ﬁaaﬂak o u)

BN DL o AN(A 5 A L ox By o
= (VY DEkou)(0at, 0gt) + (Dk o @) ﬁvea (ﬁ'y 85u)
= Spur, (VNDk o 4)(Di ® Dit) + (Dk o ) (Ayi) T >0, (5.8)

denn da @ harmonisch ist, verschwindet der tangentiale Anteil (A,ﬂl)—r des Laplace-

Operators, und da k konvex ist, ist (VNDk o 4)(Di ® D) positiv semidefinit. Damit
ist nachgewiesen, dass h := k o 4 tatséchlich eine subharmonische Funktion auf M ist.
AuBerdem implizieren die freie Randbedingung a"y 1L T auf M und die Vorausset-
zungen an die Funktion k die folgende Randbedingung an h.

on = (Dko oa = (Vkod)- o >0 auf OM.

Vo, vy vy

81/7
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Wegen dieser Randbedingung ist h sogar harmonisch, denn nach Gauflschem Satz ist
mit dem inneren Einheitsnormalenvektor v, an OM, der hier beziiglich der Metrik ~
gebildet sei,

/Ahduw_— 8V\rcm"l<o
v

Damit wird Gleichung (5.8) zu
0= A,h = Spur (VVDk o @)(Dit @ D) auf M\ OM.

Da die Bilinearform VNDk auf Bild(a) positiv definit ist, folgt aus dieser Gleichheit
Du = 0 auf M. Demzufolge ist & und damit auch u = 7 o @ konstant. Dies beweist
die letzte Aussage des Satzes. Weil insbesondere S! und Si die Voraussetzungen an die
Mannigfaltigkeit M erfiillen, folgen die {ibrigen Behauptungen. O

Die Anwendung dieses Kriteriums liefert den folgenden

Satz 5.8. Sei N eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit nichtpositiver Schnitt-
kriimmung, T' C N eine Untermannigfaltigkeit und A C N eine abgeschlossene Teil-
menge. In den folgenden Fillen trigt A fiir kein | € N>q eine nichttriviale harmonische
St oder eine nichttriviale harmonische Si mit freiem Rand T.

(i) In dem Fall, dass T total geoditisch ist und A =N,

(i1) falls T = OG und A = N\ G fiir ein glattes, geoditisch sternférmiges Gebiet
G C N. Geoditisch sternformig soll dabei bedeuten, dass es einen Sternpunkt
po € G gibt, so dass G = exp,, (U) das Bild einer sternformigen Nullumgebung U
ist, auf der die geoditische Exponentialabbildung exp,, injektiv ist.

(iii) In dem Fall, dass T C OB und A =N\ B, wobei B eine Normalkugel in N ist.

Allgemeiner gibt es in allen Fdllen keine nichtkonstante glatte harmonische Abbildung
u: M — A C N mit freier Randbedingung uw(OM) C T fiir eine kompakte, einfach
zusammenhdngende Mannigfaltigkeit M mit zusammenhdngendem, maglicherweise lee-
rem Rand.

Beweis. Sei m: N — N die universelle Uberlagerung. Auf N sei die durch zuriickge-
holte Metrik zugrundegelegt. Da die Mannigfaltigkeit N eine einfach zusammenh&ngen-
de Mannlgfaltlgkelt nichtpositiver Schnittkriitmmung ist, ist fiir einen beliebigen Punkt
po € N die Funktion k(y) := d?(y, po) strikt konvex auf N, wenn d den Riemannschen
Abstand auf A bezeichnet. Der Beweis hiervon benutzt die Rauchschen Vergleichssétze
fiir Jacobi-Felder und wird etwa in [J, Lm. 8.7.2] gefiihrt. Fiir die Rauchschen Ver-
gleichssiitze vergleiche man auch [CE, Thm. 1.28, 1.29]. Den Gradienten von k berech-
net man in einem von pg verschiedenen Punkt p € N als

VEk(p) = 2rc,(r) mit r := d(p,po) >0, (5.9)

wenn ¢, die nach Bogenlénge parametrisierte Geodétische ist, die pp mit p verbindet.
Diese Geodétische ist eindeutig, weil N eine einfach zusammenh#ngende Mannigfal-
tigkeit nichtpositiver Schnittkriimmung ist und daher nach dem Satz von Hadamard-
Cartan die Exponentialabbildung ein globaler Diffeomorphismus ist, vgl. [GHL, 3.87].
Fiir den Beweis der Behauptung (5.9) benutzt man, dass ¢, nach Gauischem Lemma
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die Riemannsche Sphére vom Radius 7, auf der k den konstanten Wert r2 hat, senk-
recht schneidet. Daher gilt fiir alle Vektoren v € T, N mit v L ¢,(r) die Gleichheit
Vk(p) - v = 9yk(p) = 0. Hieraus folgt (5.9), wenn man k(c,(t)) = ¢ fiir alle t > 0
benutzt.

Ist die Untermannigfaltigkeit I' nun total geoditisch, so ist auch eine beliebige Zu-
sammenhangskomponente L'y von 7 1( ) C N total geodétisch. Wihlt man fiir die
Definition von k einen Punkt py € Fo, so verlduft fir jedes p € Fg die verbindende
Geoditische ¢, in der Untermannigfaltigkeit To. Aus (5.9) folgt

Vk(p) € Tp fo fiir alle p € fo.

Daher sind die Bedingungen von Lemma 5.7 fiir die Funktion £ : N >R erfiillt, so
dass im Fall (i) die Behauptung folgt.

Nun liege die Situation von Unterpunkt (ii) vor. Da das Gebiet G geoditisch stern-
formig, also insbesondere einfach zusammenhingend ist, zerfallt 7=1(G) C N in Zusam-
menhangskomponenten, von denen jede zu G isometrisch ist. Jede solche Zusammen-
hangskomponente G(] ist also wieder geodétisch sternférmig mit einem Sternpunkt py.
Die Untermannigfaltigkeit Lo := 0Gy ist eine Zusammenhangskomponente von 7~ 1(T').
AuBerdem sei definiert A := 71(A4). Um zu zeigen, dass die Funktion k(y) := d2(y, po)
die Voraussetzungen von Lemma 5.7 erfiillt, sei nun p € fo N /T ¢p die nach Bo-
genlénge parametrisierte geodétische Verbindung von po mit p sowie r := = d(p,po)- Da
Go geoditisch sternformig ist, gilt cp(t) € G fiir alle t € [0,7), so dass

—d(r) € Ty Go. (5.10)

Da es sich bei @0 um ein glattes Gebiet handelt, ist Tpgo ein Halbraum. Da nach
Voraussetzung A C N\ Go und I'y = 9Gy gilt, ist jeder Vektor v € T, AN Tj 'y ein
duflerer Normalenvektor an das Gebiet CAJO. Daher folgt

VE(p) v =2rc,(r)-v>0 laut (5.10).

Also lédsst sich Lemma 5.7 anwenden, was die zweite Aussage beweist.

Bei Punkt (iii) liegt eine Normalkugel B = exp,, (Br(0)) vor, wobei pg € A" und R > 0
so gewihlt sind, dass exp,, auf Br(0) injektiv ist. Da B demnach einfach zusam-
menhéngend ist, ist jede Zusammenhangskomponente By von 7T_1(B) N isometrisch
zu B, also eine Normalkugel in N um einen Mittelpunkt po € 71 (p ) Mit T sei die-
jenige Zusammenhangskomponente von 7~ 1(I") bezeichnet, die in 0By liegt, und es sei
A = 77 1(A) gesetzt. Wie oben wihlt man als konvexe Funktion k(y) := d2(y, po) fiir
y € N. Der Gradient dieser Funktion berechnet sich wie in (5.9), so dass nach Gauf-
schem Lemma Vk(p) fiir alle p € Ty ein _duferer Normalenvektor an By in pE OB ist.
Wegen AcCN \ BO gilt fiir alle v € T), A die gewiinschte Eigenschaft Vk(p) - v > 0, so
dass Lemma 5.7 die letzte Behauptung des Satzes liefert. O

Der Satz 5.8 ergibt zusammen mit Theorem 5.5 die folgende Aussage.

Korollar 5.9. Sei Q C Rl ein glattes Gebiet mit einer CYHe-Metrik ~. Unter den
Voraussetzungen des Satzes 5.8 ist jede beziiglich v stationdre harmonische Abbildung
u € HY(Q,N) mit freier Randbedingung u(QNORT) C T und u(2) C A von der Klasse
c?e,
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Der Punkt (i) von Satz 5.8 schliefit insbesondere den Fall ein, dass I' eine einpunktige
Untermannigfaltigkeit ist, so dass in diesem Fall die Konstanz aller harmonischer Ab-
bildungen Sﬂr — N folgt, die auf 85’5r konstant sind. Dieser Satz gilt fiir [ > 3 laut
[KW] und fiir [ = 2 laut [Le] tatséchlich schon ohne die Voraussetzung, dass N nicht-
positive Schnittkriimmung trégt. In noch allgemeinerer Form wird dieses Resultat im
folgenden Satz bewiesen, der in der vorliegenden Arbeit vor allem bei der Betrachtung
von Dirichlet-Randwerten von Bedeutung ist, vgl. Theorem 6.27.

Satz 5.10. Sei N eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und | € N>o. Dann ist jede
stationdre harmonische Abbildung u € HI(SL,N), die in einer Umgebung von 85&
von der Klasse C*° ist und konstante Randwerte u|asl+ besitzt, schon auf ganz Sﬂr

konstant.

Beweis. Im Fall [ = 2 ist die Abbildung u laut Theorem 3.1 auch in inneren Punkten
glatt, also glatt harmonisch auf ganz Si. Dabher liefert die Arbeit [Le] die Konstanz von
u. Im Fall [ > 3 folgt der Beweis der Vorgehensweise aus [SU2, Lm. 2.5], worin ein etwas
schwiicheres Ergebnis hergeleitet wird. Die mit der Standardmetrik versehene Sphire S*
ldsst sich mithilfe stereographischer Projektion mit dem Raum R! identifizieren, wenn
man auf diesem die Metrik (ya5(z)) = 4(1+ |2]?) 2(dap) zugrundelegt. Die Halbsphire
Sﬁ_ entspricht dabei der Einheitskugel By C R!. Sei also eine stationire harmonische
Abbildung u € H'(B1,N') gegeben, die fiir ein ¢ > 0 auf By \ Bj_. glatt ist und
konstante Randwerte u|g, = ¢ € N besitzt. Fiir A > 1 und = € B; definiert man hierzu
eine Variation durch

wo ¢x(x) fiir [z] < A 7!
uy(z) == 5.11
A(@) {c fiir A\7! < |z] < 1, (5:11)
wobel ¢)(z) := Az sei. Diese Variation erfiillt u; = w, daher liefert der Beweis von

Lemma 1.8 fiir £ := %@’A = id die Gleichheit

d

—F
d)\+ 'Y(u>\)

= aE"/(ua E)a
A=1

wobei ﬁ die rechtsseitige Ableitung bezeichnet. Nun wihlt man eine Abschneidefunk-

tion ¢ € C*(By,[0,1]) mit spt(¢) C By \ Bi_- und ¢ = 1 auf By \ Bi_c/2. Wegen der
Linearitit der Funktion & — 0F. (u, &) gilt

O (u, &) = OB, (u, (1 = €)€) + OB, (u, (£)

und der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet wegen der Stationaritit von
u, da (1 — ()¢ kompakten Triager in By hat. Laut (1.12) gilt daher mit einer Funktion
w, die |w(z)| < C|Du(x)|? fiir alle x € By erfiillt,

d
mEy(UA) i = 6E’y(“:§§)
= [ [0 0,00(0") = 10 950 0,(6E") + (- €] s
1
> /S [27“58au B uisCe” — 4P Oau - gu ﬁyggﬂ JydH - ¢ | Dul2dL!

spt(¢)
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nach Gauflschem Satz, wobei 7i(z) := x der duflere Normalenvektor in 2 € Sy sei. Wegen
Yaps(x) = 0ap, ((x) =1 und &(z) = 7i(z) fir z € S; wird die letzte Ungleichung zu

d ou|?
— E(uy > / 2|=—| —|Dul*|aH" - C Dul?dct
W ~( )A:1 31[ 77 \ Il Spt(ol |
Ou|? -1 2 15l
= —| aH" - |Dul?dL!,
sy |01 spt(¢)

u

da wegen ulg, = c auf S! die Gleichheit |Du| = ‘g—ﬁ‘ gilt. Lisst man nun £'(spt(¢))
gegen Null streben, so erhélt man

d

EEW(’U’)\)

> 0.
A=1

Andererseits berechnet man mit der Definition von uy und der Metrik ~

B 2 -2
Byw) = [ NDuBan ) = [ 0 () IDu)Pac)
1/x 1

Differenzieren unter dem Integral fiithrt auf

s TR TP

A=1

Hieraus folgt |Du|? = 0, also die behauptete Konstanz von w. Ul






Kapitel 6

Allgemeine Randbedingungen

6.1 Das Konzept der allgemeinen Randbedingung

Die bisher behandelten freien Randbedingungen u(£2 N 0R’}) C T lassen sich noch
allgemeiner fassen, ndmlich in der Form u(x) € I'(x) fiir alle x € QN ORY, wobei
I'(z) C N eine C**-Schar von Untermannigfaltigkeiten ist. Dieser Begriff wird unten
préziser gefasst. Wie schon bisher ist dabei das Gebiet {2 C R} als offen in der Relativ-
topologie von R’ zu verstehen. Die betrachtete Klasse von Randbedingungen umfasst
sowohl die freien Randbedingungen in dem Fall, dass I'(z) nicht vom Parameter x
abhéngt, als auch die Dirichlet-Randbedingungen U|QﬂaR7+l = g fiir eine vorgegebene
Abbildung g € C?*(Q2 N OR",N'), was dem Fall von einpunktigen Mannigfaltigkeiten
I'(x) = {g(x)} entspricht. Die Behandlung von solchen allgemeinen Randbedingungen
hat unter anderem den Vorteil, dass sich freie und Dirichlet-Randbedingungen mit den-
selben Beweismethoden behandeln lassen, so dass man eine einheitliche Theorie erhélt.
In obiger Ausfithrung ist noch die Klasse der betrachteten Scharen von Untermannig-
faltigkeiten zu spezifizieren. Hierzu werden zunéchst die folgenden Sprechweisen ein-
gefiihrt.

Bezeichnung 6.1. Sei I' = (F($))16508R1 eine Schar von kompakten Untermannig-
faltigkeiten einer Riemannschen Mannigfaltigkeit N .

(i) Zu einer Mannigfaltigkeit T'(x) und 6 > 0 sei Us(T'(x)) C N die 6-Umgebung der
Mannigfaltigkeit T'(x) beziiglich des Riemannschen Abstandes auf N .

(i) Mit den ndchste-Punkt-Retraktionen mp(yy auf I'(z) sei definiert
1 _
or := 7 5uP {6>0] Tr() : Us(D(x)) — D(x) existiert fiir alle x € QN ORY. }

(iii) Die Schar von Untermannigfaltigkeiten (I'(z)) heiffe schwach stetig, falls ép > 0
gilt und es zu jedem xo € QN IR ein p > 0 gibt, so dass T'(z) C Us.((xo)) gilt,
falls © € Dy(xo) := By(zo) NQNOR'Y. Der Radius pyy = pyy (L) > 0 bezeichne in
diesem Fall das halbe Supremum der Radien p mit obiger Figenschaft.

(iv) Fir eine im Sinne von (i) schwach stetige Schar I' wird definiert
Tzg * DpZO (.’L’o) X U(Sp (F(l'O)) - N, Txo (.T,y) = T (x) (y)
Nun liisst sich der Begriff einer C*®-Schar von Mannigfaltigkeiten prizisieren.

lvd =4
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Definition 6.2 (Allgemeine Randwerte). Es seien eine Riemannsche Mannigfal-
tigkeit N, ein beschrinktes Gebiet Q@ C R sowie k € N>p und 0 < o < 1 gegeben.
FEine in obigem Sinne schwach stetige Schar I’ = (F(x))xeﬁmalRi von kompakten Cr+1o.

Untermannigfaltigkeiten T'(z) C N, die alle von derselben Dimension | € Ny sind, wird
als allgemeine Randwerte der Klasse C*® bezeichnet, falls fiir alle o € QN ORY gilt

ey € CF(D,. (2) x Us.(D(x0)), N).

Pzq
Die C*®- Norm* der Schar von Untermannigfaltigkeiten wird definiert als

[Tllgq == max |lmg[lgra-
2o €QN R:L_

Auperdem sei fiir C*“-Randwerte definiert

U= max  {[[ Dy lloos HD;BDyﬂ'moHoo} und || := max HDgﬂ'xo”om
.ToEQﬁaRi onQﬁ@Ri

wobei D, und D, die totalen Ableitungen von m,, nach dem ersten bzw. zweiten Argu-
ment bezeichnen sollen.

Das System der allgemeinen Randwerte I der Klasse C*“ wie oben, deren Norm fiir
ein K >0 durch |[|[T|l,, < K beschrinkt ist, wird mit A () = Ak (2, N) bezeichnet.

Die Teilmenge der C*®-Randwerte T' mit 1Tl o < K wird mit .Al;(’a(Q) = .A];(’O‘(Q,N)
notiert.

In Anlehnung an Lemma 1.3 wird nun der Begriff von schwacher Harmonizitdt mit
einer allgemeinen Randbedingung definiert.

Definition 6.3 (Schwach harmonische Abbildung mit allgemeiner Randbe-
dingung). Sei N'C RV eine kompakte, isometrisch eingebettete Untermannigfaltigkeit
und hierauf T € Ak (Q) allgemeine Randwerte. Eine Abbildung u € H'(Q,N) heifle
schwach harmonisch zur allgemeinen Randbedingung u(z) € I'(z) fir x € QN OR",
wenn die Differentialgleichung

/ Du - DVdp, =0
Q

fiir alle lings u tangentialen Vektorfelder V€ L N H(Q,RYN) mit kompaktem Trager
in Q0 gilt, die die Randbedingung V(z) € Ty '(x) fir L -fast alle z € QN OR™
erfiillen. Wenn man 'V statt als ein RN-wertiges Vektorfeld als einen Schnitt in u* TN
auffasst, bedeutet obige Gleichung

/ Du -, VNVdu, = 0.
Q

Wie in Bemerkung 1.2 ausgefiihrt, ist dieser Begriff von Harmonizitét zu schwach fiir
die Regularitatstheorie. Um Aussagen iiber Regularitéit herleiten zu kénnen, muss man
mehr Variationen zulassen. Es ist natiirlich, alle Variationen mit der gleichen Randbe-
dingung als zuléssig zu erklaren.
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Definition 6.4 (Stationire harmonische Abbildung mit allgemeiner Randbe-
dingung). Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet Q C R, auf dem eine Riemannsche
Metrik v € Mq(Q) vorliege, sowie eine Riemannsche Mannigfaltigkeit N' C RN und ei-
ne Schar von Untermannigfaltigkeiten T' € Ak (). Eine Abbildung u € H' (2, N) heife
stationdr harmonisch zur allgemeinen Randbedingung u(z) € I'(z) fir x € QN ORY,
falls

EE =0

dt ’Y(ut) o -
fiir alle Variationen uy € HY(Q,N) mit ug = w erfillt ist, fir die t — E,(u;) diffe-
renzierbar ist, die einen kompakten Trager K C  haben, d.h. ui|o\x = ulq\k fir alle
t € (—¢,¢), und die den Randbedingungen w(x) € I'(z) fir L '-fast alle x € QN OR"

gentigen.

Bemerkung 6.5. Die beiden vorangehenden Definitionen enthalten als Spezialfall
Dirichlet-Randbedingungen der Form u’QmaR’i = g fiir eine gegebene Randabbildung

g € C?2*(Q N OR%,N). Ublicherweise werden bei der Definition einer stationir har-
monischen Abbildung mit Dirichlet-Randbedingung schwéchere Forderungen gestellt,
insbesondere miissen alle zuldssigen Variationen kompakten Tréger in der offenen Men-
ge Q\ OR" haben. Man erhilt also keinerlei Informationen iiber Variationen auf dem
Rand. Legt man diese Definition zugrunde, so kann man auch keine Aussagen iiber das
Verhalten der Abbildung am Rand erwarten. Tatsédchlich ist fiir solche Abbildungen
keine Energiemonotonieformel in Randpunkten wie in Satz 6.9 bekannt. Eine solche
Formel ldsst sich nur beweisen, wenn man die Klasse der zuldssigen Variationen wie
oben vergroflert. Dies wird auch dadurch gerechtfertigt, dass die in der Definition be-
schriebenen Variationen fiir Abbildungen u zulédssig sind, die das Energiefunktional in
der Klasse von Abbildungen mit der gleichen allgemeinen Randbedingung minimieren.
Solche Abbildungen stellen den Prototypen einer stationéiren harmonischen Abbildung
mit allgemeiner Randbedingung dar, weshalb es natiirlich ist, Variationen wie oben
auch fiir stationédre harmonische Abbildungen zuzulassen.

Bemerkung 6.6. Im Fall einer freien Randbedingung, also falls T'(z) = T’y C N fiir al-
le x € QN ORY gilt, stellt die letzte Definition stérkere Bedingungen als die Definition
1.4 einer stationdren harmonischen Abbildung mit freier Randbedingung. Zugunsten
einer natiirlicheren Formulierung der Definition 6.4 werden aber dennoch alle dort auf-
gefithrten Variationen zugelassen, obwohl tatséchlich nur schwache Harmonizitit und
Variationen wie im Beweis von Lemma 6.8 benotigt werden. Die dort verwendeten Va-
riationen sind im Spezialfall einer freien Randbedingung auch gemifi Definition 1.4
zuléssig.

Es bleibt nachzuweisen, dass die Definition 6.4 bereits schwache Harmonizitdt impli-
ziert.

Lemma 6.7. Mit den Daten aus den beiden vorhergehenden Definitionen sind alle
stationdren harmonischen Abbildungen u € HY(Q,N) zur allgemeinen Randbedingung
u(xz) € I(x) fir alle x € QN ORY auch schwach harmonisch zu dieser allgemeinen
Randbedingung.

Beweis. Wie in Definition 6.3 sei ein Vektorfeld V € L N H' (2, RY) mit kompaktem
Tréger in 2 gegeben, das lings u tangential ist und die Bedingung V' (z) € Ty, I'(z) fiir
L7 -fast alle Randpunkte = € QNORY erfiillt. Hierzu ist nun eine Variation u; mit den
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Eigenschaften aus Definition 6.4 zu konstruieren. Zu oy € QN IRY sei p = p(zg) > 0
so gewihlt, dass fiir alle € B,(xo) N QN IR gilt T'(x) C Uy, j2(T'(20)). Mithilfe einer
Zerlegung der Eins kann man sich auf den Fall beschréinken, dass spt(V) C B;f (xo) fiir
ein g € QN IR gilt, denn fiir Vektorfelder V' mit kompaktem Tréger in Q2 \ OR"
ist bereits uy := mar(u + tV') eine zuldssige Variation, wobei my die néchste-Punkt-
Retraktion auf A bezeichnet. Nun verliduft der Beweis analog zu dem von Lemma
1.3. Im Folgenden wird fiir alle 2 € B (z0) N Q mit 7y : Usp(T(x0)) — T(2') die
néchste-Punkt-Retraktion auf I'(z’) bezeichnet, wobei (z1,...,z,) = (z1,...,2n-1,0)
gesetzt sei. Aulerdem wird abgekiirzt er(m) i= Tp(y) — id. Hiermit zerlegt man nun fiir
diejenigen z € Q, die u(x) € Us.(I'(x)) erfiillen,

u(@) = () +ut (@) = ) (@) — T (u()
sowie  V(z) = V(z)+Vi(z):= D7y gy (u(x))V () — DTrlf(x) (u(x))V(x).

Hierbei ist zu beachten, dass die Randbedingungen an v und V die Gleichheiten u = u "

und V = VT auf Q N OR" garantieren. Nun sei fiir Punkte z € Q, fiir die u' ()
definiert ist, wy(z) := mpr(u' (z) + tV ' (z)) gesetzt, wobei mxr wie oben ist. Mit einer
Abschneidefunktion ¢ € Cpp, (Us.(I'(20)), [0, 1]), die ¢ = 1 auf Us. jo(I'(20)) erfiillt, sei
fiir alle x € Q und |t| << 1 definiert

Ur(x) := C(u(x)) Ty (wi(z).
Die Ableitung dieses Vektorfeldes berechnet sich fiir alle x € € als

%(95) o C(u(@)) Dy (u' (2))V T (2) =0,

weil 771%(36) o mp(y) = 0 ist. Daher haben mit 4 := ma(u +tV) die Variationen
ut(x) = ma (e (z) + Ug(z))  fiir € B (29) N Q

die Anfangsvektorfelder %} —o = V. In allen Randpunkten 2 € B (z9) N Q N IR}
gilt u(x) € I'(x) C Us./2(T(wo)) sowie wy(w) = @¢(x). Daher erfiillen die Abbildungen

uy fiir hinreichend kleine Werte von |¢| die Randbedingung

us(w) = 7 ((2) + 7 (@(2)) ) = mre (i(a)) € D).
Dariiber hinaus erfiillt die Variation u, fiir [t| << 1 die Abschitzungen

QD’LLt

5 C(1+||V]lso)(1 + |Du| 4+ |DV|) € L?

Ouy
ot
mit nur von I' und N abhiingenden Konstanten, da ; und U; Schranken derselben
Form besitzen. Daher berechnet man wie in (1.8) die Ableitung

CA+[[Vlloo) <00

sowie

Ouy

0 t
aEw(ut) = 2/QDu D 5 djy < 00,

so dass die Variation w; alle Voraussetzungen aus Definition 6.4 erfiillt. Es folgt

10
/{;DU y DleU/fy = 5 aE«,(Ut) =0

t=0

und damit die schwache Harmonizitat von u. O
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Fiir wie oben definierte stationire harmonische Abbildungen lisst sich nun néherungs-
weise die Differentialgleichung fiir Stationaritit aus Lemma 1.8 beweisen.

Lemma 6.8 (Differentialgleichung fiir Stationaritit unter allgemeiner Rand-
bedingung). Seien N' C RY eine isometrisch eingebettete Untermannigfaltigkeit sowie
' € A () allgemeine Randwerte mit dp > &g fir ein §o > 0. Weiter sei v € Mg(Q)
eine Riemannsche Metrik auf einem beschrinkten Gebiet Q C R'. Die Abbildung
u € HY(Q,N) sei stationdr harmonisch zu der allgemeinen Randbedingung u(z) € T'(x)
fir x € QN ORY. Dann gilt fir alle Testvektorfelder § € C,S;t(Q, R™), die die Randbe-
dingung £(Q N ORY) C IR erfiillen,

|0E,, (u,&)| = ‘ /Q [2(DuV?) -y Du — | Duldiv,£] dp,

< (C1DE]oe + Calléllso) /

spt(§

|Du|d£"+03||£||oo/ \Duldc”  (6.1)
) spt(€)

mit den gleichen Notationen wie in Lemma 1.8 und Konstanten Cy = Cy(n,G,N)|T|1,
Cy = CY(n,G, K,N)(|T|? + |T|2) und C3 = C4(n,G,d, K,N)|T|1. In Koordinatendar-
stellung hat die linke Seite der Ungleichung die Form

0FE,(u,§) = /Q [2'7°‘ﬁ0au - Oyudp€” — 7B - 0pu 0" +w - 5] dp,

wobei die Norm von w(z) € R™ fir x € Q durch C(n,G)||DYl||oo|Du(z)|* beschrinkt
15t.

Beweis. Fiir 61 € (0,6r], zo € QN ORY und hinreichend kleine Werte von p € (0, py,]
gilt

[(2") C Us, (D(wg)) fiir alle z € B,(xp). (6.2)
Hierbei seien dr und pg, wie in Bezeichnung 6.1 gewéhlt und zu x = (z1,...,2,) € R"
sei definiert 2’ := (x1,...,2,—1,0). Zu der gegebenen Schar I" von Untermannigfaltigkei-

ten sei d1 = 61(dp, ) € (0,9r] so klein gewéhlt, dass alle néichste-Punkt-Retraktionen

Tr(z) : Uzs, (T'(z0)) — T'(2’)  fiir alle 2 € B,(xo) sowie
TN U2E51 N) =N

existieren, wobei U2%1 (N) die 26;-Umgebung von A/ im umgebenden Euklidischen Raum
bezeichne. Geméifl der Voraussetzungen an I' ist dann wie in Definition 6.2 die Funktion
(z,y) — 7z (y) von der Klasse C? auf B,(zo) X Uss, (I'(20)) mit durch K beschrénkter
C?-Norm.

Zunéichst wird das Lemma fiir Testvektorfelder £ bewiesen, fiir die zusétzlich zu den
im Lemma geforderten Eigenschaften noch spt(§{) C B,(xg) fiir ein p > 0 mit der
Eigenschaft (6.2) gewihrleistet ist. Das Vektorfeld ¢ definiert eine Variation des Defini-
tionsbereiches durch ¢;(z) := x+t£(x). Fiir hinreichend kleine Werte von |¢| handelt es
sich hierbei um einen Diffeomorphismus auf €2. Wegen £(Q2N0R) C ORY} erfiillt ¢; die
Randbedingung ¢;(2 N 0R’}) C 2N IR’} . Da die Variation u o ¢; nicht die verlangten
allgemeinen Randbedingungen erfiillt, bendtigt man eine Transformation auf N, die
diese Randbedingung herstellt. Hierfiir wird mit 7T1J:(x) i= Tp(y) — id definiert

v Bp(-r()) X Bp(x(]) XN — N; \I/(x,:i',p) = TN (p+ C(p)ﬂf‘_(x)(ﬁr(i)(p))) ’
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wobei ¢ € C*°(N,[0,1]) eine Abschneidefunktion mit ¢ = 0 auf N\ Uss, (I'(z0)) und
mit ¢ = 1 auf Us, (I'(z0)) sei, die auBerdem || D¢||lo < C6; " erfiille. Die so definierte
Abbildung besitzt die Eigenschaften
U(z,z,-) =idy fiir alle z € B,(z0)
und ¥(z,z,1(2)) C T'(x) fiir alle z,Z € By(xg) NORY.

Damit wird nun als Variation von u| B,(zo) definiert
ug(z) == W (2, ¢(x), uo ¢p(x)) fiir z € By(zo).

Diese Variation erfiillt die verlangten Randbedingungen. Die schwache Ableitung be-
rechnet sich fiir € B,(x¢) als

Duy(z) = Di1¥(x,¢i(z),uo ¢i(x)) + DoV (z, pr(x),u o ¢p(x))Dpy(x)
+D3¥ (z, ¢1(2), u o ¢r(x)) Du(¢i(z)) De (),

wenn D1, Do und D3 die totalen Ableitungen von ¥ nach den Argumenten x,  bzw.
p bezeichnen. Mit der Transformation ¢, ! ergibt sich die Energie der Variationen als

Ey (u)
B / D6 ) + D267 w)Dguo o7t + Ds®(67 - w)Du Dy o 67|

yopy t
\/ 7o b det(Doy t)dL"
- / F(ty)dL (). (6.3)

Zur Ableitung dieses Terms nach ¢ darf man unter dem Integral differenzieren, da
% f(t,y) durch C|Du|?* majorisiert ist. Daher ist E.(u¢) nach t differenzierbar, so dass
uz alle in der Definition 6.4 geforderten Eigenschaften besitzt. Fiir die Berechnung der
Ableitung von f in einem festen Punkt y € € legt man zweckméfBigerweise Koordinaten
zugrunde, die in diesem Punkt von erster Ordnung Euklidisch sind, so dass 743(y) = dap
und Dy,p(y) = 0 fiir alle 1 < «,3 < n gilt. Unter dieser Annahme macht es beim
Differenzieren im Punkt y keinen Unterschied, ob eine allgemeine Metrik v oder die
Fuklidische Metrik vorliegt. Wie im Beweis von Lemma 1.8, genauer den Gleichungen
(1.14) bis (1.16), berechnet man wegen %th‘t:o =¢

0 -1 0 -1
= = _ — (D =D
sowie 9 det(De; 1) = —div&.
ot o

Weiter lautet in (6.3) der Term innerhalb der Betragsstriche fiir ¢ = 0 an der Stelle y

Dy (y,y,u(y)) + D2¥(y,y,u(y)) + D3V (y, y,u(y)) Du(y) = D [¥(y,y,u(y))] = Du(y).

Damit erhélt man im Punkt y wegen Dv(y) =0
0
af(ta y) 0
= 2Du(y) - [-D?¥(y,y,u(y))é(y) — DiD2¥(y, y,u(y)E(y) + DoV (y, y, u(y)) DE(y)

—D1D3%(y, y, u(y))(E(y), Duly)) + D3¥(y,y, u(y)) Du(y) DE(y)]
—|Du|2divﬁ(y), (6.4)
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wobei sich zwei der vorkommenden Summanden wegen der oben aufgefithrten Eigen-
schaften von W schreiben lassen als

DY (y,y, u(y)) + D3¥(y,y, u(y))Du(y) = D[¥(y,y,u(y))] — Dr¥(y,y,uly))
— Duly)+0(Th), (6.5)
wobei O(|T'1) < C(N)|T'|;. Nun benétigt man Abschétzungen der Ableitungen von .

Unter Verwendung von |Dymp,)(y)| < K fiir alle © € B,(zo) berechnet man mit der
Definition von ¥

1D}l < CN)(ITIE +1T]2),  [[D1D2¥|oe < C(K, N)|T|
sowie  ||D1D3¥||s < C(61, K,N)|T|;. (6.6)

Benutzt man nun (6.5), um zwei der Summanden aus (6.4) umzuschreiben und wendet
auf die restlichen Terme von (6.4) die Abschétzungen (6.6) an, so fiithrt dies auf

SH(ty) = 2Duly) Duly)DEly) ~ [DuPdive(y)

t=0

+ Dul [|€]locO (IT[F + [Tl2) + [Dul | DEO(T|1)
+ Duf?||€[lcO(IT ).

Durch Ricktransformieren auf allgemeine Koordinaten erhidlt man mit der gleichen
Argumentation wie in Lemma 1.8

0

EE’Y(ut)

= / [2Du -, (DuVe) — |Du|§div7£] dfir
t=0

1010 (T2 + [Tl2) + | DEO(T )] / Dul
spt(§)

HellOr) [P
spt(§)
wobei die O-Terme nun zusétzlich von G abhédngen. Damit ist die erste Behauptung des
Satzes im Fall spt(§) C B,(xo) bewiesen. Den allgemeinen Fall fithrt man auf diesen
mit einer differenzierbaren Zerlegung der Eins zuriick. Die Koordinatendarstellung von
O0F,(u,&) wurde bereits in Lemma 1.8 gezeigt. O

6.2 Verallgemeinerte Energiemonotonieformel am Rand

Im Fall der allgemeinen Randbedingung gilt die Energiemonotonie in der folgenden
Form.

Satz 6.9 (Energiemonotonie unter allgemeiner Randbedingung). Gegeben sei-
en eine isometrisch eingebettete Mannigfaltigkeit N' C RN und fiir z € ORY und R >0
allgemeine Randwerte I' € Ag (B3 (2)) mit |L|1,|T|s < K’ und dr > 0o fiir Konstanten
K > K' >0 und & > 0. Auf B},(2) liege eine Riemannsche Metrik v € Ma(B(2))
mit der Figenschaft v,5(2) = dap fir 1 < o, 8 < n zugrunde. Dann gibt es Konstan-
ten 0 < x = x(n,G, ||DY]|co, R, 00, K, K/, N') mit x — 0 bei K',||D7y|lcc — 0 sowie
Konstanten D = D(n, R, G, |Dv||s) = 1 und C > 0, abhiingig von den gleichen Da-
ten wie x, so dass fiir jede stationdre harmonische Abbildung u € Hl(BE(z),./\/') mat
allgemeiner Randbedingung u(x) € T'(x) fiir x € Bf(2) N OR". die Terme

SE(p)i= g [

By

. |Dul2dpi, + Cp[T|y + Cp*|Ts
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monoton nichtfallend in 0 < p < R sind. Genauer gilt fir 0 <o < p < R

2

2 ou
SE(p) — SE(o) > / X2 | | dpy,
D Jppenss@ o
wobei fi(x) = ‘i:;, r(x) == |r — z| und | - | die Buklidische Norm auf R bezeichnet.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis der Energiemonotonie am freien Rand
in Satz 1.10, wobei diesmal das Lemma 6.8 anstelle des Lemmas 1.8 heranzuziehen ist.
Auch hier benutzt man das Testvektorfeld £(z) := x — z auf einer Halbkugel B;f(z)
und fithrt dieselbe Rechnung wie fiir Satz 1.10 durch. Im vorliegenden Fall muss man
lediglich zusétzlich die folgenden Korrekturterme aus Lemma 1.8 beriicksichtigen.

(C1IDEloe + Call€l|oc) /

spt(&

|Duyd£"+03||§|yoo/ | Dul?dL™
) spt(€)

< (01+C27“)/

N |Du\dcn+03r/ | Du|?dL™
B (2)

B} (z)

1 1
< 2 n
C’Fr/;‘—(z) |Du]7du7 + 2(01 + Cor) /r(z) Tdﬁ )

wobei bei der letzten Abschitzung die Youngsche Ungleichung |Du| < ir|Dul* + 5
benutzt wurde. Die Konstante Cr = Cr(n,G, R, 0y, K, K',N) erfiillt Cr — 0, wenn
man |1, |2 < K’ — 0 streben lisst, weil die Konstanten C bis C5 dieselbe Eigen-
schaft besitzen. Der letzte Summand in obiger Ungleichung berechnet sich mit einer
Konstanten Cy = Cy(n, G, R, K,N) als

C(n)(Cr+ Cor)r™ 1 = C(n) [C|T]1 + Co(IT[; + [Tl2)r] r
< Co(|T|1 + 2r[To)r" L,

wobei |I'|; < K und r < R abgeschétzt wurde. Unter Beriicksichtigung dieser Terme
erhélt man wie in (1.26) die Ungleichung

2r /
S (2)

< 2—n/ Dul?d —I-r/
@ [ 1Dy [
HCMDAw + O [

r

au ? n—1
5| VI

| Dul\/AdH" ™ + Cyr? /
z) S

r

| Dul?\/ydH" !
(2)

=) | Duf2dpuey + Co(|T|y + 2r[T]o)r™
z

= (1+Cm)|(2- n)/ | Dul2dp, + 7‘/ | Dul?\/ydH" !
B} (2) S (2)

Cull DAl +Cr (2= m)C,
1+Cyr 1+ Cyr

} r / |Du|3dm> + Co(|T[1 + 2r|T]2)r" .
Bl (z)

Nun werden die gesuchten Konstanten festgesetzt als D := 1 + C, R, C = xR /D
und x als der Term in eckigen Klammern fiir den Wert r = 0. Wegen der Form der
Konstanten C, = C||Dv|| laut Beweis von Satz 1.10 hat x die behauptete Eigenschaft.
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Multiplizieren der Ungleichung mit eX"r!="/D liefert

zex’rTZ—n /
D S/ (2)

< eX(2-— n)rl_"/ |Du|3du7 + ex”r2_"/
B (2) St

T

2
VAdH

du
ait

o [Py
o /B+( | |Du|%du7 + 6(|F|1 +2r|T[2)

d _
= — |eXTp2 Dul?d r 20191 .
o le T /Bm)\ ulydpy + C(r|T1 + 77|T2)

Der Satz folgt durch Integrieren von o bis p. O

Wie in Bemerkung 1.11 behandelt man den Fall einer allgemeinen Metrik v € Mg
durch eine Parametertransformation 77, die die Bedingung v(z) = (da) herstellt. Wie
am freien Rand folgt so die folgende Energiemonotonie-Eigenschaft auf Halbellipsoiden
E;‘(z) = TZB;—(Z).

Korollar 6.10. Gegeben sei eine isometrisch eingebettete Mannigfaltigkeit N C RY
und allgemeine Randwerte I' € A (Q) mit |U|1,|T)e < K’ sowie dp > dg fiir Konstanten
K > K" > 0 und 69 > 0. Auf dem beschrinkten Gebiet Q C R liege eine beliebige
Metrik v € M () vor. Hierfir gibt es Konstanten , C >0, nur abhdingend von den
Daten n,Q, G, || D70, 00, K, K" und N, so dass jede stationdre harmonische Abbildung
u € HY(Q,N) mit allgemeiner Randbedingung u(x) € I'(z) fiir x € QNOR'Y die folgende
Monotonieeigenschaft am Rand erfillt. Fir z € QN OR! ist die skalierte Energie auf
wie oben definierten Halbellipsoiden

eXPp*" / . |Dul?dps, + Cp|T|1 + Cp?|T)2 (6.7)

P

monoton i p > 0, solange p klein genug ist, um E;r(z) C Q sicherzustellen. Die
Konstante x kann auflerdem so gewdihlt werden, dass x — 0 gilt, falls K" und || D7|0o
gegen Null streben.

Analog zu Korollar 1.13 erhilt man auch das folgende Resultat.

Korollar 6.11. Seien N und T’ wie im vorangehenden Korollar mit Q = B;. Weiter
sei v € Ma(BY) eine Riemannsche Metrik und uw € HY(By,N') stationdr harmonisch
zu vy mit allgemeiner Randbedingung u(x) € I'(x) fir x € By N ORY . Fiir ein g9 > 0
seien die Abschdtzungen

2o [ Dud<a  wd AP 0

2

gegeben. Dann gibt es eine Konstante C = C(n, G, || D7Y||cco, 60, K,N), so dass

sup p2”/ |Du\3du7 < Ceyp.
xerL,p§2f\x| B;,L(x)
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Bemerkung 6.12. Die zweite Ungleichung in (6.8) ldsst sich immer erreichen, indem
man sich auf die Betrachtung kleiner Kugeln B;r C 2 beschrankt, bei denen p > 0 so
klein gewshlt ist, dass p|['|1 + p?|T'|2 < o erfiillt ist. Nach Umskalieren auf By durch
Setzen von @(z) := u(pz/2) und I'(z) := T'(px/2) fiir z € B3 gilt dann die gewiinschte
Abschétzung fiir r. Dabeli ist zu beachten, dass die zu I' bestimmten Konstanten x und
C aus Satz 6.9 auch fiir T' zuliissig sind, da sie nur von oberen Schranken fiir ||| koo
IT|; und |T'|5 sowie von ép abhéngen und dp durch Umskalieren nicht verindert wird.

Beweis des Korollars. Fiir einen Randpunkt x € Bfr NORY und p < 1/G? gilt die

Schachtelung B (z) C E: (v) C B} /G( x) C By . Mit der Energiemonotonie (6.7) folgt

2 [ Dudu, < eof [ DuBan,
By (z) E+(

e 2)/ IDuﬁduw@G‘lIFIl+5G_2|F|2
El gl

< eX/GGAn—2)on— 250+0G*150

Fiir 1/G? < p < 2 — |z| sicht man die behauptete Abschéitzung wie in Korollar 1.13 so-
fort, ohne die Stationaritdt von u benutzen zu miissen. Den Fall eines inneren Punktes
x = (2/,z,) € Bf mit 2, >0 und x,,/G? < p < 1/(1 + G?) fithrt man mit derselben
Argumentation wie in besagtem Korollar auf den Randfall zuriick. Fiir p < x,/G?
benutzt man wie dort die innere Monotonieformel, so dass keine Anpassung an die
Randsituation notwendig ist. Zuletzt gilt die Behauptung fiir 1/(1 + G?) < p <2 — |z|
ohnehin fiir beliebige Sobolev-Abbildungen. O

6.3 Eine flexiblere Spiegelungskonstruktion

Bevor man ein Spiegelungsverfahren wie am freien Rand durchfithren kann, muss man
auch hier zunéchst einmal sicherstellen, dass die Funktionswerte in der Ndhe der Man-
nigfaltigkeit liegen, an der gespiegelt werden soll. Dies leistet der folgende

Satz 6.13. Sei N eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und auf BS+ sei eine
Riemannsche Metrik v € Smg(B;r) gegeben. Weiter seien K > 0 und dg > 0 vorgegebene
Konstanten. Dann gibt es eine Zahl € = £(n, G, || D] 0, 00, K, N') > 0, so dass fiir alle
Randwerte I € AK(B;) mit ot > 0y und alle stationdren harmonischen Abbildungen
u € HY(By,N) zur allgemeinen Randbedingung u(z) € I'(z) fir alle x € By NORY,
die auflerdem

22—"/+ Dudp, <o sowie  2T|y + 22T < e (6.9)
B3 ()
fiir ein eg < € erfillen, dass fir alle solche Abbildungen gilt

dist(u(z), () < Cvey  fiir alle z = (2", 2,) € B;r/z und ' = (2”,0)

mit einer Konstanten C, die nur von den Daten n, G, | Dv||c und N abhingt.
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Beweis. Aus Voraussetzung (6.9) folgt mit Korollar 6.11 die Kleinheit aller skalierten
Energien
sup ,02_"/ |Du|?dL™ < Cey.
B} (z)cBf Bf (x)

Da fiir u im Inneren auflerdem die Gradientenabschétzung aus Satz 1.20 gilt, erfiillt «
die Voraussetzungen des Satzes 2.2. Der zweite Teil der Annahme (6.9) stellt sicher, dass
die Mannigfaltigkeiten T'(z’) fiir alle z € BT/Q in der g9-Umgebung U, (T'(0)) liegen.
Dabher ist es ausreichend, dist (u(z), U, (I'(0))) < Cy/e, fur alle z € BIF/Q herzuleiten.
Dies folgt aus Satz 2.2, wenn man fiir die dort gegebene Teilmenge I" die Umgebung
Ue,(I'(0)) einsetzt. O

Die folgende Vorgehensweise ist weitgehend analog zu Abschnitt 2.2. Wie bisher sei
2 = (x1,...,2Tn-1,0) gesetzt, falls x = (x1,...,2,). Zunichst wird zu den Randwer-
ten ' € AK(B;r/z) eine Zahl 0 < 4f < dr gewihlt, so dass fiir alle x € Bl+/2 auf den
Umgebungen U, := Us: (D'(z')) die geoditischen Spiegelungen an den Mannigfaltigkei-
ten I'(2’) sinnvoll definiert sind. Dafiir sei zunéchst d; € (0,dr) so klein gewéhlt, dass
fiir jedes z € Bfr/Q alle Punkte y € U, mit ihrem néchsten Punkt 7mp(y) € T'(2)
durch eine eindeutige Geodétische verbunden sind. Mit einer solchen Wahl von 4y lasst
sich die geodétische Spiegelung an der Mannigfaltigkeit I'(z’) auf der Umgebung U,
definieren als

0z Uy = Uz, y= eXpﬂ-z(y)(U) = eXpﬂ'I(y)(_’U)?

wobei 7, = () gesetzt ist. Nun wird die Zahl 61 € (0,6r) falls n6tig noch so
weit verkleinert, dass die Spiegelungen o, fiir alle xz € BT/Q Diffeomorphismen auf U,

sind und o, ! = o, erfiillen. W&hlt man den Parameter ¢y aus dem vorangegangenen
Satz in Abhéingigkeit von 7 klein genug, so erfiillt eine Abbildung u wie in diesem
Satz in allen Punkten z € B, die Bedingung u(z) € U,. Aus diesem Grund kann
man die Abbildung durch die folgende Spiegelungskonstruktion zu einer Abbildung
u € H'(By 9, N) fortsetzen.

ulz) = {u(aﬁ) fir x € BIL/Q

ox(u(z®)) firze By

(6.10)

Hierbei ist wie bisher fiir einen Punkt 2 = (2", z,,) der Spiegelpunkt als z* = (2", —z,,)
definiert. Ist g die durch das Euklidische Skalarprodukt auf RY induzierte Metrik auf
N, so wird fiir die gespiegelte Abbildung das Skalarproduktfeld

{g(u(a:)) fir x € B;r/2

h(z) = (6.11)

*

org(u(x)) firze B
zugrundegelegt. Dabei ist fiir y € U, C N und v,w € TyN definiert

029(y) (v, w) = g(02(y))(Dox(y)v, Dox(y)w).
Die Metrik v = (7a3) € img(Bf/z) wird genau wie in Abschnitt 2.2 fiir z € By, stetig

fortgesetzt durch

(6.12)

Yop(z*)  firl<a,f<n—lodera=F=n
Vap(2) ;:{ ’

—Yap(z*) fir o =n # [ oder a #n = f.
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Im Folgenden wird abgekiirzt

Y(z) := Dog(u(x)).

Wie in (2.5) zeigt man fiir zg € By /o N IR wegen u(xg) € I'(zo)

(x0) = () (w(0)) — H#(xo)(’u(ﬂﬁo)) = 2l p (4 (w(wo)) — Id(u(20)), (6.13)
wobei mit p(,q)(y) und Hf:(xo
auf T I'(x9) C Ty N bezeichnet seien und Id(y) die Identitéit auf T, N sei. Auch hier

folgt aus o, = o, !

)(y) die orthogonalen Projektionen auf T, I'(zg) bzw.

S Y(2) = Dog(w(z)) ! = Doy(os(u(z))) = Dog(u(z*)) = S(z*). (6.14)

Daher wird die kovariante Ableitung eines lings u zu A tangentialen H'-Vektorfeldes
V' analog wie in Abschnitt 2.2 definiert als

VNV (z) fiir x € BIF/2 (6.15)

f)(:):*)VN(f](x)V(w)) fir & € By .

VV(z) = {

Lemma 6.14. Die Daten N, T', v und u seien wie in Satz 6.13 gewdihlt mit einem
hinreichend kleinen g > 0, dessen Wahl nur von n, G, ||Dv||c, einer unteren Schranke
fiir 8%, K und N abhingt. Insbesondere sei also u € H'(B5,N') stationdr harmonisch
zur allgemeinen Randbedingung u(z) € I'(z) fir v € Bf NOR" und es gelte die Unglei-
chung (6.9). Die Abbildung u € Hl(Bl/Q,N) sei die Fortsetzung von u gemdf (6.10).

Ebenso sei vy € Smg(Bf'/Q) wie in (6.12) auf Byy fortgesetzt sowie h und Vh wie in
(6.11) bzw. in (6.15) definiert. Fiir jedes lings u tangentiale, beschrinkte Vektorfeld
Ve Hl(Bl/g, TN) mit kompaktem Triger im Inneren von By gilt dann

Dul %thM:/ F(-,u, Du) - VdL", (6.16)
Biys B1/2

und die Funktion F erfillt die Abschitzung |F(-,uw, Du)| < C(1 4 |Du|) mit einer
Konstanten C = C(n, G, ||D¥| 0o, K,N') > 0. In Gleichung (6.16) wurde die Notation
2 verwendet fiir das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt zum Skalarproduktfeld h auf TN

und zur Riemannschen Metrik v auf Byo. Die Gleichung bedeutet also
Du - VNVdp, + / SDu - VN (SV)du, = / F(-,u,Du) - VdL".
BT/Q B1_/2 Bl_/2

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 2.4. Das Vektorfeld V wird
in den beziiglich der Spiegelungen o, equivarianten und den antiequivarianten Anteil
zerlegt als V = V. + Vj, falls fiir z € By, definiert ist

[V(z) + S(")V ("),

NN

[V (z) = S(z*)V (2")].

Unter Verwendung von %(z)%(2*) = Id(u(z*)) laut (6.14) folgt

Vo(z*) = S(@)Ve(z)  und  V(a*) = —S(2)Vy(z). (6.17)
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Nach Definition von V, und (6.13) gilt fiir o € B/, N IR’} die Randbedingung

Vewo) = 5[V(wo) + S(ao)V(xo)]

= Hp(zg) (w(20))V (20) € Tu(z)L'(20)-

Demzufolge ist Ve‘ g+ ein zuldssiges Variationsvektorfeld fiir u zur allgemeinen Rand-
1/2

bedingung u(z) € T'(z) fiir x € B}, N OR™. Mit Definition 6.3 folgt

1/2

. Dudy V"Vedpy = /+ Du -, VNVodpu, = 0. (6.18)
131/2 131/2

Weiter berechnet man mit der Definition von A und V"

Du - V"Vodp, = /B  SDu-, VN (SV.)dp,
/DO'I NS
{D[Uw(u(x))] 0 (U(x))} Ay V7 [B()Ve(@)ldpy (), (6.19)

By,

A
Do,

wobei =72 (y) die totale Ableitung von o, (y) nach der Variablen = bezeichnet. Hierbei
sieht man mit partieller Integration

_/_ (%Zx ou> VNSV dp, = /_ Fla, u(x), Du(x)) - V()dL"(x)
1/2 1/2

mit einer Funktion F, die fiir eine Konstante C' = C(n, G, || D7|| 00, K, N') die verlangte

Abschitzung F(x, u(z), Du(z)) < C(14|Dul) erfiillt. Die bei der partiellen Integration

auftretenden Randterme auf BI/Q N OR" verschwinden, weil ggz = 0 gilt. Damit wird

(6.19) unter Beriicksichtigung der Equivarianz (6.17) von V. zu

1/2

Du ! %hVedM—/_ F(-,u, Du) - VodL"
Bl/2

By

= Dlu(a)] - (a) Y [Ve(2")dpy ()

By,
= - Du(x™) (v VN%(w*)duv(x) nach Definition (6.12) von ~y
1/2
= Du -, VNV,dp, = 0. (6.20)
B,

Mit der gleichen Rechnung folgt, indem man nun anstelle der Equivarianz von V. die

Antiequivarianz (6.17) von V, ausnutzt,
Du ! %hvadm—/ F(-,u, Du) - VodC"

Bf/z B1/2

= - Du -, VNVodp, = — /B+ Du ! V"V,dp,,
1/2

Bf/Q
also
Du ! V"V, dy, :/ F(-,u, Du) - VodL". (6.21)

Wegen (6.18), (6.20) und (6.21) folgt die Behauptung. O
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6.4 Randregularitit bei kleiner Energie

Nun lasst sich das Theorem 3.1 auf den Fall allgemeiner Randwerte ausweiten.

Theorem 6.15. Es seien eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit N und eine
Riemannsche Metrik v € Ma(BYT) fir n € Nso gegeben, sowie Konstanten K > 0
und 8o > 0. Dann gibt es ein €9 = o(n, G, [|DY]|c0, 00, K,N) > 0, so dass fiir alle
Randwerte T € Ay (BY), fiir die O > 0o gewdhlt werden kann, und jede Abbildung
U € HI(B;,./\/'), die beztiglich der Metrik ~ stationdr harmonisch zu der allgemeinen
Randbedingung u(z) € T'(x) fir x € By NORY ist, aus den Bedingungen

22n/+ ]Duﬁd;w <eo und 2|71 + 22|12 < & (6.22)
B2

die CY-Regularitit von u auf B;’/4 folgt mit einem geeignet zu wdhlenden Holder-
Ezponenten a = a(n, G, || DY/, K,N') € (0,1). Fiir die Holdernorm gilt dariber hin-
aus die Abschitzung

HUHCO’O‘(BILM) + ||u”ClvOf(B1+/8) < C= C(nv Gv HD’Y”CXM K7N)

Beweis. Zunichst setzt man die Abbildung u wie vor Lemma 6.14 durch Spiegelung zu
einer Abbildung u € H'(B; /2, N) fort. Man rechnet nach, dass das Skalarproduktfeld h

und der Zusammenhang V" aus Lemma 6.14 die Eigenschaften (3.4) bis (3.6) erfiillen,
und zwar mit Konstanten, die nur von n, K und A abhiingen. Besagtes Lemma liefert
fiir u eine Differentialgleichung der Form, wie sie in Satz 3.4 verlangt ist. Zuletzt besitzt
u gemif Korollar 6.11 kleine skalierte Energien

sup pg_"/ |Du|3/d,ufy < Cey
Bp(z)CBy/2 By(z)

mit einer Konstanten C' = C(n, G, || D7||0o, 00, K, N), so dass die fortgesetzte Abbildung
fiir hinreichend kleine Werte von ¢y > 0 alle Voraussetzungen des Satzes 3.4 erfiillt,
welcher die gewiinschten Aussagen impliziert. O

Lemma 6.16 (Natiirliche Randbedingung). Auf Q C R’} sei eine Riemannsche
Cl-“_Metrik v mit der Eigenschaft (1.3) gegeben und T' € A (Q) seien allgemeine
Randwerte auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit N'. Unter diesen Voraussetzungen
sei die Abbildung u € C*(Q\ OR%,N) N CY(Q,N) beziiglich «v harmonisch zur allge-
meinen Randbedingung u(x) € I'(x) fir x € QN ORY. Dann erfillt sie die natiirliche

Randbedingung
ou

a—xn(x) L Ty L(x)  firz € QNORY. (6.23)
Beweis. Sei V € L® N HY(Q,RY) ein lings u tangentiales Vektorfeld mit kompaktem
Tréiger in ©, das fiir £"!-fast alle z € QN IR’ die Randbedingung V () € T, I'(2)
erfiille. Nach Definition 6.3 ist V' also ein zuldssiges Testvektorfeld fiir die harmonische
Abbildung » mit allgemeiner Randbedingung. Nach Definition des Laplace-Beltrami-
Operators folgt daher unter Verwendung der Eigenschaft (1.3) von ~

o

0= / Du - DVdp, = —/ Ay -V, — / —— V. ydH"
Q Q Qnor? Ynn OTn
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Laut Lemma 1.9 gilt Ayu L N auf Q\ OR”, daher verschwindet das erste Integral der
rechten Seite, mit dem Resultat

1
/ N T
Q

NOR"} Tnn Oxy,

Da man V beliebig mit der Randbedingung V'(x) € T, ;) I'(x) wihlen kann, ist obige
Gleichheit dquivalent zu 2% (z) L Ty, T'(2) fiir alle € QN ORY.

OTn

O]

Die hohere Regularitidt von schwach harmonischen Abbildungen mit allgemeiner Rand-
bedingung folgt wieder aus der klassischen Schauder-Theorie linearer Differentialglei-
chungen. Genauer gilt der

Satz 6.17. Fir einen Hélder-Exponenten o € (0,1) und ein k € N>y liege auf dem
beschrinkten Gebiet 2 C R} eine Riemannsche Metrik v € Dﬁ]é_l’a(ﬁ) zugrunde.
Weiter seien eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit N C RN der Klasse C*
und allgemeine Randwerte I € A];(’O‘(Q) gegeben. Dann sind alle beziiglich v schwach
harmonischen Abbildungen u € C1%(Q, N') mit allgemeiner Randbedingung u(z) € T'(x)
fiir v € QN ORY von der Klasse C*®. Dariiber hinaus sind die C**-Normen auf jeder

kompakten Teilmenge B C ) abgeschdtzt durch
[ullgramy < C = Cllullcrea, @, 2, G, [[V] gr-1.0, K, N, dist(B, 92\ ORTY)).

Beweis. In inneren Punkten ist die behauptete Regularitit eine Konsequenz des Satzes
1.17. Daher miissen hier nur noch Randpunkte xo € QNIR!} betrachtet werden. Wegen
der vorausgesetzten C*“-Abhingigkeit von u(x) und I'(z) vom Parameter z kann man
einen Radius p € (0, pz,) so klein wihlen, dass u(B/ (z0)) C Us.(T'(20)) gilt sowie
['(z) C Us(T(x0)) fiir alle z € By (x0) NOR'}. Falls mp ;) die néchste-Punkt-Retraktion
auf I'(z') bezeichnet, ist die Abbildung B (x0) x Us.(T'(20)) > (,y) — 7p(z)(y) von
der Klasse C*® mit durch K beschrinkter C*®-Norm. Nun sei angenommen, dass fiir
ein I € IN mit 2 < I < k bereits u € C""1%(Q,N) gezeigt ist und dass [ullci-1.0(m)
fiir B := B (xo) nur von den im Satz genannten Daten abhingt. Mit der Abbildung

Tr#(x) := id —7p(,) zerlegt man fir x € B

u(®) = @) (u(2)) + T (u(z)) =t u' (2) + v ().

Als Niichstes wird Ayu' € C!=2%(B, N) gezeigt. Weil u nach Annahme von der Klasse
C'=1 und die Metrik v sogar von der Klasse C*~1@ ist, sieht man zunichst

1
Aju = 7(9&(\@7&53%) = 18 9,05u + C'=2*Terme. (6.24)

7

Dieselbe Formel gilt auch fiir u' statt u. Die Norm der C*~2“-Terme hingt dabei nur
von ||ullgi-1.a, ||Y||ck-1.a, 7, G und K ab. Da die niichste-Punkt-Retraktionen von der
Klasse C*® c Cb* sind und u € C'=1%(Q, ) gilt, berechnet man

7 0a05u" = 7P 0adp(mr( (u(x)))
= 70‘5D7rp(x) (u(x))0adsu(z) + C'~3* Terme. (6.25)
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Hier hiéingt die Norm der C'~2%-Terme nur von ||u||ci-1.., G und K ab. Die letzten
beiden Gleichungen (6.24) und (6.25) ergeben zusammen

AyuT = Drpiy (u(z))Ayu(x) + C'>*Terme.

Da u die Differentialgleichung A u = y**(II o u)(9yu, dgu) € C'=2* erfiillt, folgt die
Behauptung A u’ € C=2%(B,R"Y), wobei die Norm ||A7UTH0172,(1(B) hochstens von
den im Satz genannten Daten abhingt. Dasselbe gilt nach Definition von u+ = u —u '
auch fiir AWUJ‘. Diese Abbildung erfiillt dariiberhinaus noch fiir x € B N OR"} die

Randbedingung

ut(z) = 7TrL(;p) (u(z)) =0,

da u die allgemeine Randbedingung u(x) € I'(x) erfillt. Daher impliziert Satz 1.19
ut € Cb* mit den entsprechenden Normabschitzungen. Weil u laut Lemma 6.16 in

Punkten z € 2N IR’ der natiirlichen Randbedingung 887“"(95) 1 T'(z) geniigt, erfiillt
u' fiir z € BN OR" die Randbedingung

’U,T
T @) = g [ (u(@)] = Ty (@) 5™ () = 0.

Hierbei wurde %WF(@ (y) = 0 fiir y € I'(x) verwendet und Iy, (y) : Ty N — T, T'(x)
bezeichnet die orthogonale Projektion. Satz 1.19 liefert nun auch die C»*-Regularitit
inklusive Normabschitzungen fiir u " . Sukzessive leitet man so u € C**(Q, ) her. [

Die beiden vorangegangenen Sétze 6.15 und 6.17 liefern die folgende Version des Ko-
rollars 3.3 im Fall einer allgemeinen Randbedingung.

Korollar 6.18. Die Daten N,T',n und v seien wie in Theorem 6.15 gegeben. Dann
erfillt die singuldre Menge einer stationdren harmonischen Abbildung u € HI(B?+,N)
zur allgemeinen Randbedingung u(z) € I'(z) fir alle x € Bf N OR"}

H"2(sing(u)) = 0.

Beweis. Fiir alle singuldren Punkte = € sing(u) wird die Eigenschaft

lim inf 727" Dul?dpu, > 6.26
R /Bim [Dulydiin 2 <o 620
gezeigt. Falls dies fiir ein « € sing(u) nicht gilt, kann man ein r > 0 so klein wiéhlen,
dass

rZ_n/ |Duf5dpy < g9 und 7T + 722 < &g
B (x)

erfiillt ist. Nach Umskalieren liegt also der Fall von Theorem 6.15 oder, im inneren
Fall, von Theorem 1.15 vor. Zusammen mit den Satzen 1.17 und 6.17 liefern diese den
Widerspruch z ¢ sing(u). Wegen der Eigenschaft (6.26) der singulidren Punkte folgt die
Behauptung aus (3.2). O
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6.5 Ubertragung des Kompaktheitssatzes auf den allge-
meinen Randfall

Dieser Abschnitt behandelt die in Kapitel 4 behandelte Problematik der Konvergenz
von stationédren harmonischen Abbildungen im Fall von allgemeinen Randbedingungen.
Hierzu wird zunéchst ein geeigneter Konvergenzbegriff fiir eine Folge von allgemeinen
Randwerten benétigt.

Definition 6.19. Fir allgemeine Randwerte I';,T' € Ag () wird notiert

I, AT bei i — oo oder  A-limT; =T,

71— 00

falls fiir jedes feste x € QNORYY die Konvergenz I'(z) = Cl-lim; .ooI'i(z) gilt. Letzteres
soll bedeuten, dass fiir hinreichend grofie Werte von i € IN gilt I';(x) C Us.(I'(x)) sowie

. 1 ..
7T1"i(x)|U6F(F(w)) — ﬂ'p(x)|U6F(F(x)) in C*(Us.(T(2)),N) bei i — occ.

Diese Konvergenzart wird im Folgenden auch mit I';(x) <, ['(z) bei i — oo notiert.

Bemerkung 6.20. Die folgende Uberlegung zeigt, dass dieser Konvergenzbegriff fiir
Randwerte der geeignete ist. Gegeben seien allgemeine Randwerte I';, ' € Ag (2), die

die Konvergenz I'; T bei i — oo erfiillen, sowie Abbildungen u;,u € C*(Q, N), fiir
die u; — u in C*' gilt. Dann folgt aus der natiirlichen Randbedingung g;‘:b (x) L I'i(z)
fir z € QN ORY und alle i@ € IN die natiirliche Randbedingung der Grenzabbildung
%(m) 1 I'(z) fiir x € QNORY. Zum Beweis dieser Behauptung benutzt man, dass an

Punkten y € I';(x) die orthogonale Projektion auf T, I';(z) die Form

Ir, (o) (y) = D, (o) (y) : Ty N — Ty Ti(z)

besitzt. Das Entsprechende gilt mit I'(z) anstelle von I';(x). Damit folgt wegen der
Voraussetzung I'(z) = C'-lim;_oI';(z) fiir alle z € QN OR7 die Konvergenz

?= It (Ui(m))gﬁ(:ﬂ) = Dmpy) (m(ﬂ)aag; (z)
— D) (“(x))aagi(x) = Hr() (U(x))aai(:r)

und damit die behauptete natiirliche Randbedingung fiir w.

In diesem Abschnitt werden nun Folgen von Abbildungen aus der folgenden Menge
betrachtet. Die Klasse HA x(Q2) = 9, x (2, G, N) sei das System der stationédren har-
monischen Abbildungen v € H'(Q, ) zur allgemeinen Randbedingung u(z) € T'(x)
fir 2 € QN IRYL, die r3 "E,(u) < A fiir rg := diam(Q)/2 erfiillen. Hierbei liege
eine Riemannsche Metrik v € Ma(2) zugrunde und T' € Ag(Q) seien allgemeine
Randwerte auf der Mannigfaltigkeit A/. Im Folgenden werden auch die Schreibweisen
ﬁX,K(Q) = 5X,K(Qv/\/)7 HAr(Q) = Har(2,G,N) sowie 557\,F(Q) = 551,1“(97/\/’) fiir
diejenigen Teilmengen von 9, i (£2) verwendet, bei der die Metrik v € Mg () oder die
Randwerte I' € Ag (£2) oder beide festgelegt sind.
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6.5.1 Defektmafl und starke Konvergenz

Auch hier wird zur Analyse des Konvergenzverhaltens von Folgen u; € $HA x(€2) das
Konzept der Malkonvergenz von Radon-Maflen herangezogen. Die betrachteten Mafle
sind die von der Form

w-lim g1, L | D)2, € R(Q) mit v; € Me(Q2) und u; € H'p (2, N),

wobei I'; € Ag(Q) allgemeine Randbedingungen auf N seien, fiir die der Grenzwert
A-lim; 0T € A () existiert. Die Menge der Mafle mit diesen Eigenschaften wird mit
Ra.cx () = R x(Q,N) bezeichnet. Der fiir diese Arbeit interessante Fall ist der,
dass die Randwerte I'; gegen eine konstante Mannigfaltigkeit I' C N konvergieren, da
dies beim Ubergang zu einer Tangentenabbildung passiert. Falls man starke Konvergenz
gegen die Tangentenabbildung nachweisen kann, ist diese dann stationfr harmonisch
zur freien Randbedingung (2 N ORY) C I, vgl. Lemma, 6.26(i).

Fiir ein MaB u € R ¢ x(By) sei die singulére Menge ¥, C Ef wie in (4.6) definiert
als

Sy = { € B} it 2B (0) 2 20 |

Die Konstante g9 > 0 sei dabei nicht gréfler als in den Theoremen 1.15 und 6.15
gewéhlt. Man erhélt den folgenden Zusammenhang mit der Konvergenz von stationdren
harmonischen Abbildungen.

Lemma 6.21. Gegeben seien Metriken ~v;,y € QJTg(B;) und allgemeine Randwerte
[T € Ag(BY), fiir die bei i — oo Konvergenz v; — v in Ct und T; 4T erfillt
sei. Die Abbildungen u; € ﬁXi’Fi(B;') sollen gegen eine Abbildung u € H(BS,N)
konvergieren, und zwar im Sinne u; — u schwach in H(By,N) sowie u; — u in der
L?-Norm. Auferdem gelte bei i — oo die Mafkonvergenz

o LIDu 2, = = iy L[Dul? + v € Ry c.x0(BS)-
Dann gibt es Konstanten C,,C* > 0, so dass
C,H' LY, <vLB <CH'2LY,

und es gilt Konvergenz u; — u in C'IQOk(Bfr \ X, N). Auflerdem impliziert jede der
untenstehenden Aussagen die jeweils Folgende.

(i) H"%(X,) = 0 oder dquivalent VLEIF =0
(ii) w; — w in der H'-Norm auf By
(iii) H"%(Bf NX,) =0 oder dquivalent v B{" =

Der Beweis benutzt die gleiche Argumentation wie im freien Randfall in Abschnitt 4.1.
In diesem Abschnitt werden von den Eigenschaften der stationéren harmonischen Ab-
bildungen u; lediglich auf hinreichend kleinen Kugeln ein kleine-Energie-Regularitéts-
satz wie in Theorem 3.1 benétigt, der in Form von Theorem 6.15 auch bei allgemeinen
Randbedingungen vorliegt, sowie die Beschréanktheit der skalierten Energien, genauer

sup pzn/+ \Duiﬁidu% < C unabhingig von 1,
xegf,p<l By (z)

was hier aus Korollar 6.11 folgt. Der Fall allgemeiner Randbedingungen verlangt also
keine neuen Beweisideen und wird daher nicht gesondert behandelt.
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6.5.2 Analyse der Tangentenmafle

Lemma 6.22. Zu einem Maf p1 € Ry x(By) sei ¢ € Tan(u,a) C R(RY) ein
Tangentenmaf in einem Punkt a € Bf N ORY . Dann hat 4 die Form

¥ = welim i, L | D3,

fir Metriken v; € Ma(BY), allgemeine Randwerte T; € Ax(Bf) und u; € 9} (BY).
Bei i — oo gilt hierbei s; — oo und auf allen kompakten Teilmengen von R"™ konver-
gieren die Metriken ~; nach einer affin linearen Basistransformation in C! gegen die
FEuklidische Metrik. Ebenso gilt die Konvergenz T'; A, Ty gegen die konstante Man-
nigfaltigkeit T := Cl—liijoofj(a) C N, falls fj eine das Maf$ ;i wie in Lemma 6.21
definierende Folge allgemeiner Randwerte ist. Dariiberhinaus gilt

p— p2_"w(B;r(ac)) ist monoton fir alle x € ET, falls p > 0 klein genug ist. (6.27)

Beweis. Ein Tangentenmaf} ) € Tan(y, a) ist mit einer geeigneten Nullfolge r; \, 0 ein
schwacher Grenzwert der Form v = W—limT].\o Ha,r;- Flr das Maf p gilt nach Definition
der Menge i)‘iAG,K(B;')
p = w-lim 5, L| Dt |3,
1—00

fiir Metriken 7; € 9Mq(By ) und Abbildungen 1; € ﬁj\if‘ (By), wobei fiir die allgemeinen

Randwerte I'; € AK(BSr ) der Grenzwert [ = Alim; o L; € .AK(B;r ) existiert. Wie
im Beweis von Lemma 4.9 sieht man mit einem Diagonalfolgenargument, dass nach
Teilfolgeniibergang die Konvergenz

oy LIDu2, = in R(RY)
gilt, wobei notiert wurde v;(z) := J;(a + mz) und u;(z) := w;(a + rz) fir z € Bf/r,.
Bezeichnet man analog T';(2') := fi(a + riz’), so gilt v, € img(B;r/r_), I; € AK(BIF/T,)
sowie u; € )’ FZ_(Bf/r_). An der Definition der Objekte liest man ab

ID7illso < 73| DAilloc — 0 und  [Tily + |Dyla < Cry|Tily + Cr2[Tila — 0 (6.28)

bei ¢ — oo. Daher konvergiert +; nach einem Teilfolgeniibergang auf allen kompakten
Teilmengen von R’} in C ! gegen eine konstante Metrik, nach einer affin linearen Trans-
formation gegen die Euklidische, und die Randbedingungen erfiillen A-lim;I'; = f(a)
fiir den konstanten Randwert I'(a) C N, da gilt

I:(0) = Ty(a) <5 T(a) beii — oo.

Seien nun die Konstanten y; und C wie in Korollar 6.10 zu den Metriken ~; und
den Randwerten I'; gewéhlt. Die Konstante C ldsst sich dabei gleichzeitig zu allen
~i, I'; bestimmen und die Werte y; lassen sich wegen (6.28) so wihlen, dass x; — 0
konvergiert, falls ¢ — oo. Hierfiir sind nun geméif§ des erwéhnten Korollars die Terme

eXiP pn /T'Y'BJr( ) |Dui]gﬁdu% + Cp|Ti|1 + Cp?|Ty|z  monoton in p << 1
' By (

fiir alle x € Ef. Da die Metriken v; bei ¢ — oo gegen die Euklidische Metrik konver-
gieren, lassen sich die Transformationen T;" so wihlen, dass T;)" — id gleichmiflig auf
allen kompakten Mengen gilt. Daher folgt mit Lemma 4.1(ii) die Behauptung (6.27).

O



94 KAPITEL 6. Allgemeine Randbedingungen

Neben allgemeiner Ergebnisse der Geometrischen Mafitheorie aus [M] war die Mono-
tonieeigenschaft (6.27) der Tangentenmafle die wesentliche Zutat fiir den Beweis von
Satz 4.11. Tatsédchlich lédsst sich im Fall allgemeiner Randbedingungen der Beweis dieses
Satzes ab der Gleichung (4.13) wortlich {ibernehmen, wobei nun lediglich die Struktur-
aussage aus obigem Lemma 6.21 die Rolle von Lemma 4.4 {ibernimmt. Damit erh&lt
man auch unter diesen allgemeineren Voraussetzungen den

Satz 6.23. Gegeben sei ein Maf 1 € Ry ¢ i (By) mit H""2(X, N ORY) > 0. Dann
existiert fir H"2-fast alle Punkte a € ¥, NOR'Y ein (n —2)-dimensionaler Unterraum
V C ORY, so dass fiir eine Konstante C' > 0 gilt

CH" 2LV € Tan(u, a).

6.5.3 Kompaktheit bei allgemeiner Randbedingung
Im vorliegenden Fall gilt der Kompaktheitssatz 4.14 in der folgenden Form.

Theorem 6.24. Zu Konstanten A > 0, G > 1 und K > 0 seien stationdre harmonische
Abbildungen w; € SﬁAf,(B;r,G,N) in eine kompakte, glatte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit N gegeben. Die allgemeinen Randwerte I'; € Ak (Q) sollen bei i — oo im Sinne
von Ty 4 T gegen ein T € Ag () konvergieren. Die Menge U;Bild(w;) trage weder
nichttriviale harmonische S? noch fiir irgendein x € Ef N IR nichttriviale harmoni-
sche S% mit freiem Rand T'(z). Dann lisst sich eine Teilfolge von {w;} auswihlen, die
in der H'-Norm auf Bf konvergiert.

Beweisskizze. Der Beweis verlduft zum grofiten Teil analog zum Beweis von Theorem
4.14, daher werden hier nur kurz die wenigen Punkte diskutiert, an denen eine leichte
Anpassung an den hier zu behandelnden allgemeineren Fall notig ist.
Falls die Aussage des Theorems fiir die Folge w; € 55% x mit g; € Sﬁg(B; ) und allge-
meinen Randwerten wie im Theorem nicht gilt, wird wie schon im Beweis zu 4.14 ein
Tangentenmaf} von

pi= w-lim g, L|Dwi|?, € R,k (BF)

betrachtet. Der Artikel [Li] liefert wegen der vorausgesetzten Nichtexistenz nichtkon-
stanter harmonischer S? das Ergebnis H" ?(3, \ 0R") = 0. Da auf der anderen Seite
die fehlende Kompaktheit der Folge w; laut Lemma 6.21 impliziert H""2(X,) > 0,
also H"2(X, N OR") > 0, liefert Satz 6.23 in einem Punkt a € ¥, N OR™ nach einer
Drehung die Existenz eines flachen Tangentenmafes

Y = CoH" 2L(R" 2 x {0}) € Tan(u,a)

mit einer Konstanten 0 < Cy < oo. Als Tangentenmaf eines Mafles aus Rj g, K(B;r )
hat es geméafl Lemma 6.22 die Gestalt

CoH" ?L(R"? x {0}) = ¢ = w-lim 1, L | D2, in R(RT).

Hierbei sind die Abbildungen wu; € ﬁXﬁFi (B{") stationdr harmonisch zu allgemeinen
Randbedingungen T'; € Ag(Bj) beziiglich Riemannscher Metriken ~; € Mq(BY),
wobei s; — oo bei i — oo gilt. Aus der Konstruktion der u; durch Umskalieren der
Abbildungen w; folgt U;Bild(u;) C U;Bild(w;). Nach Lemma 6.22 gilt aulerdem bei

i — oo fiir die konstante Mannigfaltigkeit Ty := T'(a) € N Konvergenz T; A1y
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und die Metriken ~; konvergieren o.E. auf allen kompakten Mengen in C! gegen die
Euklidische Metrik. Bei i — oo streben also alle GroBen |T;|1, |Tile, [|Dvillo gegen
Null. In dieser Situation lassen sich laut Satz 6.9 Konstanten Xi,@- — 0 und affine
Transformationen 77" — id bei i — oo wihlen, so dass die Energiemonotonieformel

2

2
d,uﬁz (6.29)

D JB}()\BE(2)

< eirp?n / | D3, dpps, — €X%0° 7" / |Du;3, dpis, + Cilp — o)
B O

A(u; o TY)
on

exﬂ"rQ*n

fir alle 0 < 0 < p <5, z € OR} und hinreichend grofie i € IN erfiillt ist. Hierbei

seien v/, := T.""(y;) die transformierten Metriken und wie bisher r(z) := |z — 2| so-
wie 7i(x) = 7= Bis auf den Korrekturterm Ci(p — o) ist diese Formel identisch zu

der im freien Randfall, da auch in der vorliegenden Situation x; — 0 konvergiert. Der
Korrekturterm verschwindet beim Grenziibergang i — oo, weil I'; gegen eine konstante
Mannigfaltigkeit konvergiert, daher stellt dieser Term keine zusétzliche Schwierigkeit
dar. In allen Situationen, in denen die genaue Energiemonotonieformel (6.29) im Be-
weis von Theorem 4.14 benutzt wird, strebt der besagte Korrekturterm gegen Null, so
dass die Behauptungen 1 bis 3 aus dem Beweis auch unter den hier vorliegenden allge-
meineren Voraussetzungen gelten. Tatséchlich wird aufler der Energiemonotonieformel
nur noch die Regularitdtsaussage aus Korollar 3.3 benotigt, die mit Korollar 6.18 auch
im allgemeinen Randfall vorliegt. Daher kann man auch hier die Existenz von Punkten
pi = (Xi,X%) € 3372 X B%J“ und Skalierungsfaktoren d; \, 0 bei i — oo zeigen, so dass
die skalierten Abbildungen

vi(y) == ui(pi + 6y)  fiir y € B ? x B NH;

mit R; := 1/§; — oo die folgenden Eigenschaften erfiillen. Die v; sind stationér har-
monisch auf dem Definitionsbereich mit allgemeiner Randbedingung v;(y) € H;(y) fiir
Yy € B%:Q X B%%i N OH; zur Metrik 7;, falls definiert ist

Hi(y) :=Ti(pi +6iy) sowie  ni(y) = vi(pi + diy)

fir y € B, * x B} N H,. Hierfiir gilt

71— 00

|Hi|1, |Hil]2 — 0 und Cl-limn; = dea ® dx,
71— 00 o

da dasselbe fiir I'; bzw. v; erfiillt ist. Wie in den Behauptungen 2 und 3 aus dem Beweis
von Theorem 4.14 erhélt man die folgenden Eigenschaften der Abbildungen v;.

n—2 12
RQ_n/ Z Ov: d." — 0 fir alle 0 < R < R; (6.30)
BE_QXB%iQ]Hi k=1 ayk e

sowie fiir eine spéter geeignet zu bestimmende Konstante ¢(n) > 2

2
/n2 |Dv1’7hd:u’m
Bl *xB?nH;
€0

= max | Dv; \zh dpiy, = oy

. 6.31
€53, (2 /Bf‘g x B2 ()N H; (n) (6.31)
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Nach Definition der v; und Korollar 6.11 gilt fiir alle S > 0 und hinreichend grofle
Werte von ¢ € IN

s /BWH | Dol dpy, = (S6:)°7" /B 1D dpy, < Cmax{A, K} (632)
S 1

S68; (Pz)

Als Letztes ist nun noch das Aquivalent zu Behauptung 4 aus dem Beweis von Theo-
rem 4.14 zu beweisen, in der mehr Information aus der Differentialgleichung fiir Sta-
tionaritét ausgenutzt wurde als die Energiemonotonieformel. Diese Behauptung soll im
vorliegenden Fall im Detail bewiesen werden. Sie lautet

Behauptung 4.a Fiir hinreichend grofle Werte von ¢ > i¢ gilt in allen Punkten
a € Bgﬁ_l X 312%1-0—1 N H; die Abschéitzung

2
/ Dol dpy, < 2.
Bl/2(a)ﬁHi C(n)

Mit der Wahl von ¢(n) := 25"~? und einem eventuell vergréBerten i € IN folgt fiir
i > ip die C*-Regularitit aller v; auf Bg;f_l X 312%71 N H; mit unabhéngig von i

beschrinkten C1¢-Normen.

Beweis. Es seien Abschneidefunktionen

¢€Cpy(Br72,[0,1])  mit ¢ =1 auf By

und ¢ € C,‘C’;t(Bf, [0,1]) mit ¢ = 1 auf Bf/Q

gew#hlt. Wie am freien Rand wird fiir a = (A1, 43) € Bzﬂ_l X BIQ?_O_1 N H; definiert
’LO ?

Ry = [, (Dol i) (o= )R (),

1

wobei der Integrand auflerhalb seines Definitionsbereiches durch Null fortgesetzt sei.
Fiir 1 < k < n — 2 berechnen sich die partiellen Ableitungen als

gi (a) = /IR" (Iszlfhﬁ) (ZU)%;(YI + A1)e(Ya + Ag)dL"(y).

Nun wendet man die Version der Differentialgleichung fiir Stationaritét unter einer
allgemeinen Randbedingung an, die in Lemma 6.8 bereitgestellt wurde. Mit dem Test-
vektorfeld &(y) := ((Y1 + A1)p(Ya + Ag)e, erhiilt man aus dieser Differentialgleichung

OF;
9a. (a)‘ (6.33)
af aC n
< 2 (m aa’vianvz‘\/m) (y)fayﬁ (Y1 4+ A1) Yz + A2)dL" (y)| + C|| Dnilloo

HCLAIDE oo + o€l ) / |DvjdC”

B 2x B2 NH
Ry, Rioﬂ i

+C5€] / Duif2dcr
By *xB% NH;

Rig
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mit Konstanten 0171' = CHHZh, CQ’Z' = Cé(|HZ|% + |HZ|2) und Cg,i = Cé‘HZh, die alle
bei i — oo verschwinden, weil hierbei |H; |1, |H;|2 — 0 konvergiert. Da auflerdem wegen
(6.32) gilt

1/2

|DuidL™ < CR}* / |Du;|?dc™| < CRY,

/n2 2 . n—2 2 .
BRiO XBRiO NH; BRZ,0 ><BR%_0 NH;

muss man in (6.33) bei i — oo nur noch das erste Integral beriicksichtigen. Man erhalt

. ||9F;
lim
1—00 8@,4 00
1/2 1/2
. 2 2
< ‘hr&C / . | Dvil;,, dpn, / . |0k ;| “dpi, =0
11— n— . n— .
By 2x B}, NH; By 2x B}, NH;

wegen (6.30) und (6.32). Da also fir 1 < x < n — 2 die Ableitungen gTFi auf der
Menge Bg;f_l X B%io_l NH; gleichmifBig gegen Null konvergieren und wegen (6.31) die
Abschitzung F;(0, Ag) < % fiir alle As € B}%Z_O N H; gilt, folgt
2
/ ]Dvi|727idum < Fi(a) < Z0 firallea € BE % x BIQ{Z_ _1 NH;.
By j2(a)NTH; c(n) © 0

Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung. Um nun den Regularitétssatz 6.15 anwenden
zu konnen, wahlt man ig € IN so grof3, dass fiir alle 7 > iy gilt

1 1
—|H;|1 + ~|Hi|2 < eo.
2 4

Wihlt man aufilerdem den Wert der Konstanten c(n) > 2 - 2772, so sind die Voraus-
setzungen des besagten Satzes auf allen Kugeln Bj/5(a) N H; um Randpunkte a €
Bﬁ;z_l X BlQ%iofl N OH; gegeben. Der Satz garantiert, dass die v; auf den kleineren
Kugeln By /35(a) N H; von der Klasse C1® sind mit gleichgradig abgeschiitzten Ch-
Normen. Wihlt man ¢(n) > 2- 32772, so sind die Voraussetzungen des inneren Regula-
ritétssatzes 1.15 und des Satzes 1.17 auf den Kugeln By 35(a) C H; um innere Punkte
a € B}%;f_l X 312%71 N H; mit Randabstand dist(a,0H;) > 1/32 gegeben. Man folgert
die C1@-Regularitiit mit den verlangten Abschitzungen in Umgebungen der Punkte a.

O

Um nun die Existenz harmonischer Sphéren oder Halbsphéren herzuleiten, unterschei-
det man wieder zwei Félle. Zunidchst wird der Fall betrachtet, dass p}'/d; < C un-
abhéngig von ¢ € IN beschrénkt ist. Hierbei sei mit p! die n-te Koordinate von p;
bezeichnet. Es sei definiert

5 () e Py =) e 2 () e v}
bi(y) =vi (y—Sen ), Mi(y):=mi(y—-en| und Hi(y):=H; y— Zen).
0; 0; 0
Diese Objekte sind fiir jedes S > 0 auf Bg definiert, falls i > ip(.5) grofl genug gewihlt
ist, und ¥; ist stationdr harmonisch zur allgemeinen Randbedingung o;(y) € H;(y) fiir
Yy € B;r NOR! beziiglich der Metrik 7;. Fiir groie S gilt wegen der Beschrénktheit von
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p}/d; die Inklusion B}2 x Bf*(0,p?/8;) C B& und daher fiir hinreichend groBe Werte
von i > ig(.S)

/B; | D2, dp, > /B?_QXBmHi | Dvs|? i, = o > 0. (6.34)
Die Normabschéitzungen aus Behauptung 4a liefern
|0:llc1.e < C  unabhiingig von i > ig(.S),
so dass eine Grenzabbildung & € C1*(R") existiert, fiir die nach Teilfolgeniibergang
3 — 9 in Oy (R, N)

gilt. Die Randwerte erfiillen fiir den konstanten Randwert I'y C N die Konvergenz
ﬁi A, Iy bei i — oo, weil die Randbedingungen lT;TZ Umskalierungen der I'; sind, fiir
welche die Konvergenz T'; A, Ty sowie |T]1, [Ti]2 — 0 bei i — oo gilt. Da auerdem 7);
auf kompakten Mengen in C! gegen die Euklidische Metrik konvergiert, ist & harmonisch
zur freien Randbedingung 9(0R!) C I'g beziiglich der Euklidischen Metrik. Die freie
Randbedingung sieht man daran, dass die natiirliche Randbedingung 9,0;(y) L flz(y)
firy € Bgf NOR!} laut Bemerkung 6.20 nach Grenziibergang zu 0,0 L I'g auf OR"} wird,
was zu der behaupteten freien Randbedingung dquivalent ist. Gleichung (6.34) hat zur
Konsequenz, dass die Abbildung ¢ nicht konstant ist, aber wegen (6.30) ist sie konstant
lings R"~2 x {0}. Daher definiert v := 9| {0}xR2 R% — N eine nichtkonstante harmo-

nische Abbildung mit freier Randbedingung U(@]R%_) C I'y. Da diese Abbildung wegen
(6.32) endliche Energie besitzt, ldsst sie sich laut Lemma 1.21 zu einer nichtkonstanten
harmonischen Abbildung v : S;r — N mit freiem Rand I'y fortsetzen. Dies steht im
Widerspruch zu den Voraussetzungen des Theorems, da nach Konstruktion die Werte
von v im Abschluss von U;Bild(u;) C U;Bild(w;) liegen.

Im zweiten zu betrachtenden Fall ist p[’ /d; bei i — oo unbeschrénkt, so dass nach einem
Teilfolgeniibergang p}'/é; — oo konvergiert. In diesem Fall ist v; auf beliebig grofien Ku-
geln Bg mit S > 0 definiert, falls ¢ in Abhéngigkeit von S grof3 genug gewéhlt ist. Die
Randbedingung spielt auf diesen Kugeln keine Rolle mehr, so dass keine Anpassung an
den allgemeinen Randfall nétig ist. Wie im Beweis von Theorem 4.14 konstruiert man
daher im Widerspruch zur Annahme eine nichtkonstante harmonische S2. Damit ist
Theorem 6.24 bewiesen. O

6.6 Dimensionsreduktion und volle Randregularitit

Mit der im vorangegangenen Abschnitt gezeigten Kompaktheitseigenschaft lasst sich
jetzt das Problem der Dimensionsreduktion der Singularititenmenge unter einer allge-
meinen Randbedingung auf den bereits behandelten Fall einer freien Randbedingung
zuriickfithren.

Theorem 6.25. Gegeben seien ein Gebiet Ef C Q C R, eine glatte, kompakte
Riemannsche Mannigfaltigkeit N und hierauf allgemeine Randwerte T' € A (Q2). Wei-
ter seit k € IN mit 2 < k < n — 1 sowie ein Holderexponent 0 < a < 1 gegeben.
Die Abbildung uw € H'(Q,N') sei stationdr harmonisch zur allgemeinen Randbedingung
u(z) € T(z) fir x € QN IR} beziiglich einer Riemannschen CY*-Metrik auf ). Es
gelten die folgenden beiden Aussagen.
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(i) Der Abschluss von Bild(u) trage weder eine nichttriviale harmonische S? noch fiir
irgendein 2 < I < k und irgendein x € Ef NORY eine nichttriviale, am Rand
glatte, stationdre harmonische Sﬂ_ mit freiem Rand T'(x). Dann gilt

H-dim (sing(u) NOR} N B ) <n—k—2.

Im Fall k = n — 2 ist die Menge sing(u) N ORY} N B sogar endlich und fiir
k = n—1 liefert obige Dimensionsabschitzung die C*%-Regularitit von u in einer
Umgebung von OR'} N B

(ii) Trigt der Abschluss von Bild(u) sogar fir 2 <1 < k keine nichttrivialen harmo-
nischen S' und fiir kein x € E;r N ORY eine nichttriviale harmonische Sﬂ_ mat
freiem Rand T'(x), so gilt

H-dim (sing(u) N Bf") <n—k —2.

Falls die Voraussetzungen mit k = n — 2 gegeben sind, ist die singulire Menge
sing(u) N By endlich, und fir k =n — 1 ist u € C>%(B],N).

Wie schon frither wird fiir alle u € H*(Q, N) notiert d-sing(u) := sing(u) N IR, wobei
sing(u) wie in (5.1) definiert ist. Das letzte benotigte Mittel zum Beweis des Theorems
ist das

Lemma 6.26. Die Objekte Q, N, T' und u seien gegeben wie im Theorem und die
zugrundegelegte Metrik sei v € Mg(Q). Fir ein a € ET NOR" und eine geeignete
Folge r; \, 0 bei i — oo sei v := s-lim;_.oc Uq,r; €ine Tangentenabbildung im Punkt a
an die Abbildung w. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Die Tangentenabbildung v ist stationdr harmonisch mit freier Randbedingung
v(ORY) C I'(a) beziiglich der konstanten Metrik v(a).

(i) Die Tangentenabbildung ist homogen vom Grad Null, d.h. fir alle X > 0 gilt
Vo, \ = V.

(#i) Fiir alle e > 0 gibt es ein ig = ig(€), so dass

d-sing(uq,r,) N By C {z € By : dist(z, 0-sing(v)) <e}  fir alle i > io.

Beweis. Zunichst wird die Aussage (i) hergeleitet. Fiir die skalierten Randwerte und
Metriken gilt auf allen Kugeln BE mit beliebig groflen Radien R > 0

AlimT,,, =T(a) und Cllim~,,, =v(a). (6.35)
1— 00

1—00

Laut Lemma 6.21 liegen die Abbildungen u,,, und deren Grenzwert v fiir hinreichend
groBe i > ig(R) in C**(B} \ £, N) fiir eine relativ abgeschlossene Menge ¥ C B, mit
H"%(X) < oo, und es gilt sogar u,,, — v in CZ, (B} \X,N) bei i — co. Daher erfiillen
die uq,,; eine natiirliche Randbedingung geméfl Lemma 6.16. Genauer gilt

auazri
Oxy,

Ay, Ugr; LN auf (BL\X)\OR'} und (z) L Tqp(2) fiir z € (BE\X)NORY.
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Wegen der Konvergenz u,,,, — v in C?, (B \ X, N) und (6.35) wird dies im Grenzwert
zu

v ((BL\Z)NORY) CI'(a) und

Aygpv LN auf (BL\X)\OR"  sowie
7@ (B \ %) ORY 2 T(a) auf (Bf\T)NIRY,
wobei fiir die natiirliche Randbedingung die Bemerkung 6.20 herangezogen wurde. Nach
Lemma 1.9 ist v demzufolge auf BE \ ¥ glatt harmonisch zur freien Randbedingung
v((BE\Z)NOR") C I'(a). Mit Lemma 1.21 sieht man, dass v sogar auf ganz Bj, schwach
harmonisch mit freier Randbedingung I'(a) ist, wobei R > 0 beliebig gew#hlt werden
kann. Fiir den Nachweis der Stationaritit von v benétigt man die vorausgesetzte H'-
Normkonvergenz u, ,, — v bei ¢ — oco. Die Abbildung v erfiillt die Differentialgleichung
fiir Stationaritét, weil fiir die u,,, die Differentialgleichungen (6.1) gelten und die dort
auftretenden Korrekturterme wegen |[T'qr,|1,|Tarl2 — 0 bel i — oo verschwinden.

Somit ist v auch stationdr mit freier Randbedingung.
Nun zum Nachweis der Homogenitét (ii). Wegen der Energiemonotonieformel aus Satz
6.9 gilt fiir hinreichend kleine Radien p > 0

2 Ou?
_ X7 p2=n 71_{ d/h < eXPan/ |D’U,’,2Ydluﬂy + Cp <C,
D Jsj () on B} (a)
wobei r(z) := |z — al, fi(x) := i—q; und die Konstante x > 0 wie in Satz 6.9 zu der

zugrundeliegenden Metrik v € M () gewihlt sei. Obige Gleichung garantiert, dass
r2_”\%|2 lokal bei a integrierbar ist. Daher gilt mit der Abkiirzung v; := 7, fir alle
R > 0 und hinreichend grofie Werte von ¢

2—n 2—n
y dpiy (y =/ r
/| N =f

Dies impliziert g—ﬁ = 0 und damit Behauptung (ii).

Falls die Aussage (iii) nicht gilt, gibt es nach Ubergang zu einer Teilfolge zu jedem i € IN
einen Punkt z; € 0-sing(ug,,;) N Bfr, so dass g := lim; x; € OR'} \ 0-sing(v) existiert.
Da also v in einer Umgebung von xg von der Klasse C ist, gilt fiir hinreichend kleine
p>0

2
8ua7ri

2
5 W dpry — 0.

i

2—n 2
p / | Dv|% oyl (a) < €0-
B

Andererseits ist z; € B (x), falls i > ig(p) hinreichend grof8 gewihlt ist. Also gilt

/8
sing(ug,r;) N B:/S(ZE()) # O und der Regularitétssatz 6.15 liefert den Widerspruch

g0 < lim pQ"/ |Dug,rl2, . dity,.,. = p2”/ | D[ 4y dft(a) < €0-
i— B;r(xo) @i lYa,ry T Yar; B;L(xo) ¥(a)“F(a)

O]

Beweis des Theorems. Satz 5.3 liefert bereits die Dimensionsabschitzungen fiir die
innere Singularitdtenmenge sing(u) N Bf \ OR", so dass hier nur noch die Menge der
Randsingularititen 0-sing(u) = sing(u) N OR'} betrachtet werden muss. Angenommen,
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in einem der Fille (i) oder (i) gelte H®(9-sing(u) N B;") > 0 fiir ein s > n —k —2. Laut
[F, 2.10.17(3)] gibt es ein a € d-sing(u) N B} und eine Folge r; \, 0 bei i — oo mit

lim H*(Br,(a) N 0-sing(u))
7 \0 a(s)r?

> 1. (6.36)

Hierbei ist a(s) := I'(3)*/I'(§ + 1) fiir beliebige s > 0 eine Interpolation der Werte
a(n) = L"(B}). In dem wie oben gewé#hlten Punkt a betrachtet man die Tangentenab-
bildung v := s-lim;_,o Uqr,. Dieser Grenzwert in H llok,(]R?r,/\/‘ ) existiert laut Theorem

6.24 nach Ubergang zu einer Teilfolge von {r;}, da Bild(u) keine harmonischen S? und
keine harmonischen S% mit freiem Rand I'(z) fiir ein = € Ef N ORY trigt. Gemaf
Lemma 6.26(i) ist v stationdr harmonisch zur freien Randbedingung v(0R"}) C I'(a).
Das Theorem 5.5 impliziert daher H*(9-sing(v) N Ef) = 0 sowohl im Fall (i) als auch
in (ii), so dass eine endliche Kugeliiberdeckung

m m

U By, (z;) D 0-sing(v) ﬂ?f mit ij <1

j=1 j=1
existiert. Fiir hinreichend groie i € IN liefert Lemma 6.26(iii)

O-sing(uqr) N B C U By, (z5), (6.37)
j=1

so dass fiir alle hinreichend groflen Werte von ¢ gilt
7 *H*(By,(a) N O-sing(u)) = H* (B N 0-sing(ua.r,)) < Z:Oz((s*),oj’j < afs).
j=1

Dies widerspricht der Wahl des Punktes a und der Folge r; geméf (6.36), so dass
H*(0-sing(u) N ByY) = 0 fiir alle s > n — k — 2 gezeigt ist. Unter Beriicksichtigung von
Satz 5.3 folgen damit die Dimensionsabschitzungen der Unterpunkte (i) und (ii).

Zuletzt ist noch der Fall k = n — 2 zu diskutieren. Auch hierbei ist wegen Satz 5.3 nur
noch der Fall auszuschlieflen, dass sing(u) einen Haufungspunkt a € J-sing(u) OET im
Rand besitzt. Unter dieser Annahme gibt es Punkte p; € sing(u), so dass bei i — oo
gilt \; := 2|p; — a| — 0. Bei Betrachtung der Randsingularitéiten in Punkt (i) nimmt
man zusétzlich an, dass alle p; € OR"} liegen. Die Folge \; ist so gewéhlt, dass gilt

X = )\i(pZ —a) € sing(ug, ;) N ST/Q fiir alle 7 € IN. (6.38)
(2

Nach Ubergang zu einer Teilfolge existiert der starke Grenzwert v := s-lim;_o ug »,- Als
Tangentenabbildung ist v laut Lemma 6.26(i) stationédr harmonisch zur freien Rand-
bedingung v(0R’) C I'(a) beziiglich einer konstanten Metrik, o.E. der Euklidischen.
Demnach ist d-sing(v) N B]” gemiB Theorem 5.5 eine endliche Menge. Gelten sogar
die Voraussetzungen aus (i), so ist auch sing(v) N B endlich. Da v nach Lemma
6.26(iii) radial konstant ist, muss 0-sing(v) C {0} und bei (ii) sogar sing(v) C {0}
gelten, denn sonst wiirde J-sing(v) bzw. sing(v) einen Ursprungsstrahl enthalten. Nach
Teilfolgeniibergang existiert der Grenzwert = := lim; x; € Sfr/Q, bei Fall (i) gilt sogar
x € 532 N OR! . Wegen obiger Aussagen iiber 0-sing(v) bzw. sing(v) ist sowohl bei (i)
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als auch bei (ii) die Energiedichte |Dv|? in einer Umgebung von z beschriinkt, weshalb
fiir hinreichend kleine Werte von p > 0 gilt

pQ—”/ |Du|?dL™ < «. (6.39)
Bjf (2)

Im Fall 2 ¢ OR" sei auBerdem p > 0 so klein gewihlt, dass B (z) = B,(z) C R}
gilt. Nun sei u; := uq ), gesetzt und die jeweils zugrundeliegenden Metriken seien mit
Vi := Ya,\; bezeichnet. Da fiir hinreichend grofie Werte von 7 € IN gilt x; € B:/S(x), also

sing(u;) N Blj/s(x) # O, liefert einer der Regularitatssiatze 1.15 und 6.15

2 [ 1w, > e
By ()

fiir groBe Werte von ¢ im Widerspruch zu (6.39). Damit folgen die Endlichkeitsaussagen
aus den Unterpunkten (i) und (ii). O

Fin besonders interessanter Spezialfall des Theorems 6.25 ist der Fall von Dirichlet-
Randwerten I'(z) = {g(z)} fiir eine gegebene Randabbildung g € C**(Q2 N OR™, N).
Fiir diesen Fall existieren die im Theorem genannten Halbsphéren auf keiner Mannig-
faltigkeit N laut Satz 5.10. Aus diesem Grund ldsst sich nun in einem sehr allgemei-
nen Fall die volle Randregularitéit stationdrer harmonischer Abbildungen mit Dirichlet-
Randwerten formulieren. Eine solche Aussage war bisher nur fiir energieminimierende
Abbildungen mit Dirichlet-Randbedingung aus [SU2] bekannt. Das folgende Theorem
liefert erstmals volle Randregularitidt unter Voraussetzungen alleine an die erste Varia-
tion der Energie.

Theorem 6.27 (Volle Randregularitit unter Dirichlet-Randbedingungen).
Gegeben sei eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit N und ein beschrinktes, rela-
tiv R offenes Gebiet ET C Q C RY, auf dem eine CYe-Metrik zugrundeliege. Es seien
Randwerte g € C**(Q N OR",N) gegeben. Unter diesen Voraussetzungen sei die Ab-
bildung u € HY(Q,N') stationdr harmonisch zur Dirichlet-Randbedingung u(x) = g(z)
fir x € QN ORY im Sinne von Definition 6.4. Falls der Abschluss von Bild(u) keine
nichttriviale harmonische S? trigt, ist u in einer vollen Umgebung von Bfr NORY von
der Klasse C%°.
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Zusammenfassung

Das Energiefunktional E(u) := [, [Dul|*du fiir Sobolev-Abbildungen u € H'(M,N)
zwischen kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten M und N nimmt seit langem
einen besonderen Stellenwert in der Variationsrechnung ein. Bei der Betrachtung einer
freien Randbedingung beschriinkt man sich auf Abbildungen v € H'(M,N), die die
Nebenbedingung u(OM) C T fiir eine fixierte Untermannigfaltigkeit I' C N erfiillen.
Fiir Abbildungen u, die die Energie in dieser Klasse von Abbildungen minimieren,
verschwindet die erste Variation der Energie, also %E (ut)‘ 1—o = 0, fiir geeignete Va-
riationen u; € HY(M,N) von u = ug, die die Randbedingung u;(0M) C T erfiillen.
Allgemeiner spricht man von stationiren harmonischen Abbildungen u € H'(M,N)
zur freien Randbedingung u(OM) C T', wenn die erste Variation der Energie fiir Varia-
tionen u; von u = ug wie oben verschwindet.

Obwohl fiir stationire harmonische Abbildungen u € H'(M,N) die Regularitiits-
theorie im Inneren M\ OM weit entwickelt ist, gibt es unter einer freien Randbedingung
wenige Aussagen zur Stetigkeit am Rand M, worin das hirteste Problem beim Nach-
weis von C2-Regularitit besteht. Die vorgelegte Arbeit schlieit diese Liicke mit den
beiden folgenden Resultaten. Fiir die Menge sing(u) der irreguliren Punkte konnte
zuniichst partielle Regularitit H" 2(sing(u)) = 0 fiir n = dim M hergeleitet werden.
Dariiber hinaus konnte dieses Ergebnis fiir spezielle Zielmannigfaltigkeiten N zu der
Dimensionsabschitzung dim(sing(u)) < n — 4 verbessert werden. Dazu muss man von
der Mannigfaltigkeit N fordern, dass sie weder nichtkonstante harmonische 2-Sphéren
v : §2 — N noch nichtkonstante harmonische 2-Halbsphéren v : S_% — N zur freien
Randbedingung v(952) C I zuléisst. Diese beiden Ergebnisse bringen die Regularitéits-
theorie am freien Rand auf den Stand, der im Inneren bereits erreicht war.

Der Schliissel zum Beweis des partiellen Regularititssatzes ist eine Spiegelungs-
konstruktion, bei der die Abbildung u mit der Randbedingung u(0M) C T lokal durch
geodatische Spiegelung an der Untermannigfaltigkeit I" iiber den Rand M hinaus fort-
gesetzt wird. Ein Teil von OM liegt dann im Inneren des Definitionsbereiches der fortge-
setzten Abbildung, so dass Methoden aus dem inneren Fall angewendet werden kénnen.
Die Erkenntnis, dass sich diese Konstruktion durchfiihren ldsst, ermoglicht eine neue
und sehr natiirliche Herangehensweise an das Problem einer freien Randbedingung.
Mithilfe dieses Verfahrens konnen auch bereits vorhandene Beweise fiir energiemini-
mierende Abbildungen mit freien Randbedingungen wesentlich vereinfacht werden.

Der Beweis der besagten Dimensionsabschétzung beruht auf einem Kompaktheits-
satz, der auch fiir sich betrachtet von Interesse ist und im vorliegenden Randfall bisher
unbekannt war. Er besagt, dass unter obigen Forderungen an N jede Folge stationiirer
harmonischer Abbildungen u; € H'(M,N) zur freien Randbedingung u;(OM) C T,
fiir die E(u;) beschrinkt ist, eine in der H'-Norm konvergente Teilfolge besitzt. Die
besagten Bedingungen an N sind auch notwendig fiir obige Kompaktheitseigenschaft.

Die fiir die freie Randbedingung entwickelten Methoden lassen sich tatséchlich noch
auf eine wesentlich groflere Klasse von Randbedingungen anwenden. Besonderes In-
teresse verdienen hierbei die Dirichlet-Randwerte, bei denen fiir eine Randabbildung
g € C2%(OM, N) gefordert ist, dass u € H' (M, N') auf OM mit dieser iibereinstimmt.
Fiir stationdre harmonische Abbildungen u mit solchen Randwerten konnte in der vor-
gelegten Arbeit erstmals ein Ergebnis zur vollen Randregularitét unter Voraussetzungen
lediglich an die erste Variation der Energie bewiesen werden. Bisher war ein derartiges
Resultat nur fiir energieminimierende Abbildungen bekannt.



