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Einleitung

Fliissigkristalle sind stabférmige Molekiile, deren Enden nicht unterschieden wer-
den konnen. Die Ausrichtung dieser Stdbe wird als Abbildung u des Behélters
B C R3, in dem sie sich befinden, in den reellen projektiven Raum P?(R) be-
schrieben. Stabile Ausrichtungen v minimieren die Deformationsenergie E(u), die
im einfachsten Fall durch E(u) = 3 [, |Dul? gegeben ist, unter gewissen Neben-
bedingungen.

Fiir den Mathematiker liegt es nahe, anstelle des dreidimensionalen ,,Behél-
ters® ein beschrinktes C™-Gebiet U C R™ und anstelle von P?*(R) eine belie-
bige geschlossene n-dimensionale Riemannsche C°°-Mannigfaltigkeit N zu be-
trachten, die nach einem (tiefliegenden) Satz von Nash isometrisch als kompakte
Untermannigfaltigkeit in einen hochdimensionalen Euklidischen Raum R¥ einge-
bettet ist. Das entsprechende Variationsproblem ist nun, die Dirichlet-Energie
E(u) = 3 [, |Du|* von Abbildungen u : U — N unter vorgegebenen C*-
Randwerten ¢|y; : OU — N zu minimieren. Da man sich glatte Minimierer
wiinscht, mufl man dafiir sorgen, daf} es iiberhaupt glatte Abbildungen v : U — N
mit diesen Randwerten gibt und verlangt daher, da8 schon ¢ € C=(U, N) ist.
Weil sich Existenz von Energieminimierern in C2° (U,N) aber im allgemeinen
nicht nachweisen 148t, betrachtet man als Klasse der zulédssigen Abbildungen den
Sobolev-Raum

H{(UN)={uec H(UR")|u—¢ e Hy(UR"),u(z) € N fiir fast alle z € U},

wobei H(U,R¥) der iibliche Sobolev-Hilbert-Raum der quadratintegrierbaren
R¥-wertigen Funktionen mit quadratintegrierbaren Distributionsableitungen ist.
Da H, é(U, N) eine beziiglich der schwachen Topologie abgeschlossene Teilmenge
von HY(U,R*) ist, und da das Energiefunktional schwach unterhalbstetig ist, also
bei schwacher Konvergenz u, — u in H (U, N) gilt E(u) < liminf, .. E(uy),
liefert die direkte Methode der Variationsrechnung Existenz von Energieminimie-
rern in H}(U,N). Diese sind schwache Losungen der Euler-Gleichungen, welche
im einfachsten Fall N' = S™ die Form Au = —|Du|*u haben. Nicht notwendig
energieminimierende Losungen der Euler-Gleichungen heiflen (schwach) harmo-
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nische Abbildungen von U nach N .

Die Regularitétstheorie fiir elliptische partielle Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung zeigt, daf jede stetige harmonische Abbildung automatisch glatt ist,
allerdings sagt sie nichts dariiber aus, ob harmonische Abbildungen stetig sind.
Tatséchlich hat Riviere in [Riv95] zu jeder glatten, nicht konstanten Randabbil-
dung ¢ : §* — S? eine iiberall unstetige harmonische Abbildung u € H(B*, S?)
konstruiert. Energiemimimierer hingegen sind glatt bis auf eventuelle Singula-
ritdten in einer Ausnahmemenge sing v CC U mit Hausdorff-Dimension < m — 3
([SU82|, [SU83]). Mehr Regularitét kann man im allgemeinen nicht erwarten,
denn Hardt und Lin zeigen in [HL86], dafl es in jeder Dimension m > 3 ein glat-
tes, beschriinktes, konvexes Gebiet U C R™ und eine Abbildung ¢ € C*(U, S?)
gibt, so da8 H™ ?(singu) > 0 ist fiir jeden Energieminimierer u € H}(U,S?),
und so dafl auflerdem gilt

ettt P S ekl P v
Es ist kein Zufall, da8 die Zielmannigfaltigkeit N hier die Sphére S? ist, denn ist
ma(N) = 0, so liegt C(U, S?) beziiglich der Normtopologie dicht in H(U, S?)
([Bet91]) und eine solche Energieliicke tritt nicht auf. Nun mochte man wissen,
wie groB diese Energieliicke ist und ob das Infimum auf der rechten Seite von (1)
angenommen wird. Das Problem hierbei ist, dafl schwache Haufungswerte einer
Minimalfolge in CSO(U ,S?) im allgemeinen nicht wieder glatt sind. Cgo((_] ,S%)
liegt sogar schwach folgendicht im Sobolev-Raum H}(U, S?) ([PR]). Deshalb be-
trachtet man die relaxierte Energie

Flu) = mf{hﬂi{}f E(un) | un € CX(U, 5%, up — u}
von u. Da sie schwach unterhalbstetig ist, gibt es F-Minimierer in H é(U ,5?), und
es gilt
min _ F(u)= inf E(u).

ueH(U,5?) ueCx (U,52)
Daher kann man sich der Antwort auf die Frage, ob inf,com @ s2) E(u) ange-
nommen wird, ndhern, indem man F-Minimierer auf Regularitéit untersucht. Die
Idee ist, die relaxierte Energie durch ein Funktional F’ darzustellen, das aufler der
Energie auch in sinnvoller Weise das Vorhandensein von Singularitdten beriick-
sichtigt. Kann man zeigen, daf§ F'-Minimierer schwach harmonisch sind, so besteht
die Hoffnung, dafl sich wie bei Energieminimierern zumindest partielle Regula-
ritat zeigen laf3t.

Um eine solche Darstellung von F zu erreichen, werden die Singularitdten
von u € H(U,S?) in einem (m — 3)-dimensionalen Strom auf R™ kodiert, dem
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Singularititenstrom S, (Definition 4.2). Ein k-Strom auf R™ ist eine stetige Li-
nearform auf der Menge der glatten k-Formen mit kompaktem Triger auf R™.
Ein einfaches Beispiel ist die Integration iiber eine orientierte k-dimensionale
C'-Untermannigfaltigkeit endlichen MaBes. Allgemeiner betrachtet man rektifi-
zierbare k-Strome ganzer Vielfachheit, die im wesentlichen der Integration iiber
eine Vereinigung von abzdhlbar vielen Mannigfaltigkeiten entsprechen. Im ein-
fachsten Fall einer Sobolev-Abbildung mit ,,wenigen* Singularitdten - damit ist
gemeint, dafl singu in der Vereinigung von endlich vielen kompakten C!-Un-
termannigfaltigkeiten von U enthalten ist - entspricht S, der Integration iiber
diese Mannigfaltigkeiten, die mit geeigneten Orientierungen und Vielfachheiten
versehen sind. Fiir jedes u € H}(U, 5?) ist S, Rand eines rektifizierbaren (m —2)-
Stromes L auf R™ mit ganzer Vielfachheit und endlicher Masse (Satz 6.1, vgl.
auch [Pak02]). Das Infimum der Massen der rektifizierbaren Strome ganzer Viel-
fachheit mit Rand S, ist also endlich und wird mit m;(S,) bezeichnet. L&t man
stattdessen alle (m —2)-Strome mit Rand S, zu, so wird das Infimum mit m,(.S,)
bezeichnet. In beiden Fillen gibt es einen Masse-minimierenden Strom L mit
M(L) = m;(S,) bzw. M (L) = m,(S,). Dieser heifit eine Minimalverbindung zu
Su; m;(S,) bzw. m,(S,) nennt man dementsprechend Masse einer Minimalver-
bindung zu S,.

In Dimension m = 3 (siche Kapitel 2) ist bekannt, daf} die relaxierte Energie
durch das Funktional
F(u) := E(u) + 47 L(u)

dargestellt wird, wobei L(u) = m;(S,) = m,(S,) (vgl. Bemerkung 3.7) die Mini-
malverbindung des Singularitétenstroms von w ist. Insbesondere gilt also
min _ F(u)=  inf  E(u).
ueHL(U,52) ueCx(U,5?%)

Mit Hilfe dieser Darstellung kann man zeigen, dafl jeder F-Minimierer schwach
harmonisch ([BBC90]) und auBerhalb einer Ausnahmemenge singu C U von
hochstens endlichem 1-dimensionalen Hausdorff-Mafl glatt ist ([GMS89]). Dies
beantwortet zwar nicht die Frage, ob inf,ece i s2) E(u) angenommen wird, ist
aber ein Schritt in die gewiinschte Richtung.

Der Beweis von F = F' im dreidimensionalen Fall hdngt entscheidend da-
von ab, daf hier m,(S,) = m;(S,) gilt (vgl. Bemerkung 3.7): Um F(u) > F(u)
zu zeigen, benottigt man einerseits die Stetigkeit von F'; diese folgt daraus, dafl
u +— m,(S,) in beliebiger Dimension stetig ist (Bemerkung 3.8). Andererseits
benétigt man die Tatsache, dal man die Singularitéten aus R,-Abbildungen -
das sind Abbildungen v € H (U, S?) mit ,wenigen® Singularitéiten (vgl. Defini-

tion 4.1) - unter Energieaufwand < 47 m;(S,) + = entfernen kann; auch dies ist
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in beliebiger Dimension richtig ([Pak02], [PR], vgl. auch Satz 4.4). F(u) < F(u)
ist einfach eine Konsequenz der schwachen Unterhalbstetigkeit von F'.

In hoheren Dimensionen m > 4 hingegen stimmt m,.(.S, ) nicht unbedingt mit
m;(.S,,) iberein. Definiert man F"(u) := E(u) + 47 m,(S,), so erhélt man zwar
ein beziiglich der Normtopologie stetiges und beziiglich der schwachen Topologie
unterhalbstetiges Funktional, so dafl " < F genauso folgt wie im dreidimensio-
nalen Fall, aber F" ist im allgemeinen zu klein: Pakzad hat in [Pak02] gezeigt,
da man U C R* und die Randabbildung ¢ so vorgeben kann, daf

min _ F"(u) < inf  E(u)
ueHL(U,52) ueCP (U,52)

gilt; F" ist also im allgemeinen nicht die relaxierte Energie. Definiert man hinge-
gen F(u) := E(u)+4m m;(S,), so erhélt man wieder ein beziiglich der schwachen
Topologie unterhalbstetiges Funktional (Satz 6.3, vgl. auch [Pak02]), so daf gilt
F < F. Pakzad vermutet, da3 F' die relaxierte Energie ist, kann dies aber nicht
zeigen, da nicht bekannt ist, ob u — 47w m;(S,) stetig beziiglich der Normtopolo-
gie ist.

Obwohl wir weiterhin nicht wissen, ob u +— 47 m;(S,) stetig beziiglich der
Normtopologie ist, beweisen wir in dieser Arbeit, dafi F'(u) = F(u) fiir eine sehr
grofle Klasse von Abbildungen u € HS})(U, S?) richtig ist, ndmlich fiir alle die w,
deren singulidre Menge sing u Lebesgue-Mafl Null hat (Satz 7.2). Dabei benotigen
wir keinerlei Randregularitit von w, das heiffit singwu darf durchaus den gesam-
ten Rand von U enthalten. Satz 7.2 folgt unmittelbar aus unserem Approxima-
tionssatz Satz 7.1, der eine entscheidende Verbesserung eines Approximationssat-
zes von Bethuel darstellt (Satz 4.1): Es ist uns gelungen zu beweisen, daf jedes
u € HL(U,S5%) mit £L™(singu) = 0 in der Normtopologie durch R,-Abbildungen
approximiert werden kann, ohne dafl F' springt. Dies kompensiert die unbekannte
Stetigkeit von F, so daB F(u) = F(u) fir u € HJ(U,S?) mit L™(singu) = 0
genauso gezeigt werden kann wie im dreidimensionalen Fall. Mit Hilfe von Satz
7.2 kénnen wir die Grofle der Energieliicke in Termen der Massen von Minimal-
verbindungen zu E- und F-Minimierern abschétzen (Korollar 7.1).

In Kapitel 8 schlieBlich beweisen wir, da§ £™(singu) = 0 fiir jeden F-Mini-
mierer u € H(U,S?) gilt. Genauer zeigen wir, da$ H™ *(singu N U) < oo ist
(Satz 8.1). Dazu fixieren wir eine Minimalverbindung L zu S, und zeigen, daf§
fiir 0 <r <round B,,(z) C U die ,skalierte F-Energie*

1

r2m L (r) = (5 /BT(Z) |Dul? + 47TM(L|_BT(Z)))
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monoton nichtfallend in r ist (Satz 8.3). Mit Hilfe dieser Monotonieformel se-
hen wir, daB LiBr(z) = 0 ist, wenn f.(r) < 4« ("T’l)m_2 H™2(B,(2)) gilt
(Satz 8.4). Da jeder F-Minimierer schwach harmonisch ist (Satz 6.4), kénnen
wir dann auf B:(z) auf Evans’ e-Regularitéitssatz (sieche Satz 8.2) zuriickgrei-
fen und erhalten unseren F-e-Regularititssatz Satz 8.5: Es gibt ein € > 0, so
daB u € C®(Br(2),5%) ist, wenn 7> ™ f.(r) < ¢ gilt. Weil nun die Energie-
dichte jeder Sobolev-Abbildung H™ 2-fast iiberall Null ist und die Dichte jedes
rektifizierbaren (m — 2)-Stromes ganzer Vielfachheit aulerhalb einer Menge mit
endlichem H™ 2-Maf} verschwindet, folgt H™ 2(singuNU) < oo.

Also gilt F'(u) = F(u) fiir jeden F-Minimierer u und wegen F' < F folgt, daf
u genau dann ein F-Minimierer ist, wenn w ein F-Minimierer ist. Insbesondere
gilt

min _ F(u)= min F(u)= inf FE(u)
weH} (U,5?) ueHL(U,S?) ueC(U,5?)

(Satz 8.6). Die Regularitédtstheorie fir F-Minimierer in Kapitel 8 zeigt somit,
daB in beliebiger Dimension gilt: Jeder Minimierer u € H(U, S?) der relaxier-
ten Energie ist schwach harmonisch und glatt aulerhalb einer Ausnahmemenge
singu C U mit H™ %(singu N U) < oco. Mit anderen Worten: Alles, was bisher
iiber F-Minimierer in Dimension m = 3 bekannt war, konnten wir auch fiir be-
liebige Dimensionen m > 4 beweisen.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 1 werden Grundlagen iiber harmonische Abbildungen bis hin zur
Energieliicke bereitgestellt.

In Kapitel 2 gehen wir auf den dreidimensionalen Fall ein, der Ausgangspunkt
unserer Uberlegungen ist.

In Kapitel 3 stellen wir alle fiir uns relevanten Fakten {iber Strome zusammen.

In Kapitel 4 gehen wir auf die Approximierbarkeit von Sobolev-Abbildungen
durch Abbildungen mit ,wenigen* Singularitéten ein. Wir benétigen eine Versi-
on von Bethuels Approximationssatz, die so in der Literatur nicht zu finden ist,
aber unmittelbar aus dem in [Bet91] bzw. [HL] gefithrten Beweis folgt. Damit
man auch ohne Lektiire jener Artikel einsehen kann, dafl die von uns angegebe-
ne Version gilt, skizzieren wir die dort durchgefithrte Konstruktion der approxi-
mierenden Abbildungen. AuBlerdem erkléren wir den Singularitétenstrom S, zu
u € H;(U7 S?%). Da unsere Definition etwas von der aus der Literatur bekannten
abweicht, sind wir auch hier relativ ausfiihrlich.
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In Kapitel 5 gehen wir auf Graphenstrome ein, die fiir das Verstdndnis des
Singularitétenstroms S, wesentlich sind. Alles hier gesagte ist aus der Literatur
bekannt, wenn auch zum Teil gut versteckt; deshalb geben wir auch hier einige
Beweise an.

In Kapitel 6 wird das Funktional F' in Dimension m > 4 eingefiihrt. Dies
ist im wesentlichen schon in [Pak02] geschehen. Allerdings tauchen dort einige
Ungenauigkeiten auf, die wir jetzt beheben.

In den Kapiteln 7 und 8 stellen wir unsere schon oben beschriebenen neuen
Ergebnisse im Fall m > 4 dar.

In Kapitel 9 fassen wir unsere Ergebnisse noch einmal kurz zusammen und

weisen auf einige offene Probleme zur Energieliicke und zur relaxierten Energie
hin.

An dieser Stelle méchte ich meinem Lehrer Prof. Dr. Klaus Steffen herzlich
fiir die Betreuung dieser Arbeit und die intesive Lektiire des Manuskriptes dan-
ken. AuBerdem gilt mein Dank Dr. Andreas Gastel fiir sein stets offenes Ohr fiir
mathematische Probleme und fiir zahlreiche Literaturtips.
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Kapitel 1

Die Energieliicke

Sei U C R™ ein (C*°-)glattes, beschrinktes Gebiet und N eine C*-glatte ge-
schlossene (d.h. kompakt ohne Rand) n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R,

Definition 1.1. Der Sobolev-Raum H'(U, N) ist definiert durch
HYU,N) = {u € H (U,R") | u(z) € N fiir fast alle x € U},

wobei H'(U,RR¥) der iibliche Sobolev-Hilbert-Raum der quadratintegrierbaren
R*-wertigen Funktionen auf U mit quadratintegrierbaren Distributionsableitun-
gen erster Ordnung ist.

Bemerkung 1.1. Da L*-konvergente Folgen fast iiberall konvergente Teilfolgen be-
sitzen und A kompakt (also abgeschlossen) in R” ist, ist H'(U, N) eine beziiglich
der schwachen Topologie abgeschlossene Teilmenge von H*(U, R¥). Wir erinnern
daran, daf8 schwache Konvergenz in H'(U, R¥) dadurch charakterisiert ist, dafl

u, — u (schwach) in H'
genau dann, wenn
u, — u (stark) in L* und Du, — Du (schwach) in L

Dies liegt daran, dafl in einem Hilbert-Raum jede schwach konvergente Folge
beschriinkt ist, jede in H! beschrinkte Menge nach dem Satz von Rellich re-
lativkompakt in L? ist und jede relativkompakte Teilmenge von L? eine in L?
konvergente Teilfolge besitzt.

Bemerkung 1.2. Man beachte, dafl H'(U,N') im Gegensatz zu H' (U, R*) kein
linearer Raum ist: Addition von Funktionen und deren Multiplikation mit Kon-
stanten fithren aus H'(U, ') heraus.



2 KAPITEL 1. Die Energieliicke

Definition 1.2. Die Dirichlet-Energie von u € H' (U, N) ist definiert durch

E(u) ::%/[J\DUIQd,Cm.

Bemerkung 1.3. Um die Notation zu vereinfachen, werden wir oft auf die Angabe
des MaBles unter dem Integral verzichten. Dann ist immer Integration bzgl. des
Lebesgue-Mafles gemeint.

Definition 1.3. Fiir p € C*(0U, N) ist
H (U N):={ue H(UN)| uly, = in L?}.

Bemerkung 1.4. H;(U7 N) ist eventuell leer; ¢ kann zwar immer zu einem u €
H'(U,R*) fortgesetzt werden, aber nicht unbedingt zu v € HL(U,N). Ist z.B.
U = B™ die offene Einheitskugel in R™,m > 3, und N' = S? C R? die Stan-
dardsphére, so kann jede glatte Randabbildung ¢ durch u(x) := <p(|i—|) zu einem

u € HL(U,S?) fortgesetzt werden; im Fall m = 2 dagegen ist dies keine Fortset-
zung endlicher Energie und es ist sogar sogar H (U, S?) = (). Auch ist keineswegs
klar, daf8 H (U, N) stetige Abbildungen enthélt. In Dimension m = 3 zum Bei-
spiel ist H (U, S?) # 0 dquivalent zu dege = 0. Deshalb werden wir immer
voraussetzen, dafl ¢ € C°(U,N), also Einschrinkung auf U einer C'*°-Funktion
auf einer Umgebung von U in R™ ist, und fiir H., (U, N) abkiirzend H}(U, N

90|0U
schreiben. Dann ist natiirlich

H(UN) = {u € HX(U,N) [u— o € HY(U,R)}.

Bemerkung 1.5. H)(U,N) ist schwach abgeschlossen in H'(U,R¥). Ist namlich

1 R 1 k

HYU,N) 3 up — u € H'(U,R),

so ist nach Bemerkung 1.1 schon v € H'(U, N). Da die Spurabbildung

T: H'(UR") — L*(0U,R")

u = ulgy

linear und stetig ist, folgt ¢ = wu,|y N ulyy, also u € HL(U,N).

Lemma 1.1. Das Energiefunktional ist schwach unterhalbstetig, das heif$t fiir
jede in HY(U,N') schwach konvergente Folge u,, — u gilt

E(u) < liminf E(u,).

n—oo
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Bewezs.

/!Dun|2——/ Dul? = /|Dun Duf? + / (Du,, — Du), Du >

_/ (Du,, — Du), Du >"">% 0,
U

wenn u, — w in H', also Du, — Du in L?. Dabei bezeichnet < .,. > das
Skalarprodukt in Hom(R™, R™). O

Satz 1.1 (Existenzsatz). Ist HL(U,N) # 0, so existieren Energieminimierer
in H(U,N), das heift Abbildungen u € H (U,N), so daf8 E(u) < E(v) fir alle
Vergleichsabbildungen v € H(U,N'). Energieminimierer sind schwache Losungen
der Fuler-Gleichungen

Au = — Spur A, (Du, Du), (1.1)

das heift fiir jedes 1 € C (U) ist

/ < Du, D >= —/ Spur A, (Du, Du) - 9.
U U

Dabei bezeichnet < ... > das Skalarprodukt in Hom(R™ R™) und ,-“ das Skalar-
produkt in R*. A,(.,.) : T,N x T,N — (T,N)* ist die zweite Fundamentalform
von N, in der die Kriimmung von N kodiert ist. Ist N = S™, so hat (1.1) die
Form

Au = —|Dul*u. (1.2)

Definition 1.4. Jede (nicht notwendig energieminimierende) schwache Losung
von (1.1) heifit (schwach) harmonische Abbildung von U nach N.

Beweis. Fiir derartige Existenzaussagen hat sich die direkte Methode der Varia-
tionsrechnung bewéhrt: Wir betrachten eine Minimalfolge w,, € Hi)(U, N), also
eine Folge mit der Eigenschaft

E(u,) == inf E(u).
() == it B0

Wegen Kompaktheit von N ist diese Energie-beschrinkte Folge auch beschrinkt
in H S},(U , ), besitzt also eine schwach konvergente Teilfolge, deren Grenzwert u
nach Bemerkung 1.5 in H;(U, N) liegt. Lemma 1.1 zeigt, dal u ein Energiemini-
mierer ist. Zu ¢ € O (U, R*) betrachten wir Variationen

Up = H(U + t¢)7
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wobei II die néichste-Punkt-Retraktion einer Umgebung von N auf N ist. Da u
die Energie minimiert, gilt

4
dt

1
5/ | Duy|? = 0. (1.3)
t=0 U

Fiir geniigend kleines t ist
|Duy| = |DII(u + ty)(Du + tDY)| < C|Du + tDy|,
0
5 Du| < Clo|Du+ D] + |y
und
9 2 0 2
5/ Putl” < 2 Dwe|| 5 Due| < Cly||Du+ ¢DY[" + C|DY|| Du + tDy|.

Letzteres rechtfertigt Differentiation unter dem Integral in (1.3). Mit P, :=
D11, € Hom(R*, T,N') berechnen wir

1
Lo < Duy, Duy >=< Du, D 9 up >=< Du, D(P(u))y) + P(u)Dy >
2 0t|, ot|,

=< Du, DP(u)Duy) > + < Du, Dy >
= Spur(Du) DP(u) Dup+ < Du, D) >
= Spur A, (Du, Du) - p+ < Du, Dyp > .

Mit (1.3) folgt

/ < Du, Dy >= —/ Spur A, (Du, Du) - .
U U

Ist N = 5", so ist A,(v,w) = |v|Jw|y und wir erhalten (1.2). O

Satz 1.2 (Regularititssatz). Jede stetige Lésung u € C(U,N) von (1.1) ist
glatt (das heifit u € C=(U,S?)).

Beweis. Siehe z.B. [GT83], Kapitel 6 und 8, oder [Jos98|. O

Bemerkung 1.6. Die Regularitédtstheorie fiir elliptische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung sagt nichts dariiber aus, ob harmonische Abbildungen stetig
sind, denn Du kommt in der Inhomogenitdt von (1.1) quadratisch vor und 2
ist gerade der , kritische Exponent“, ab dem Stetigkeit der Losungen nicht mehr
gefolgert werden kann. Tatséchlich hat Riviere in [Riv95] eine iiberall unsteti-
ge harmonische Abbildung u € H(B?,S?) konstruiert. Fiir Energieminimierer
kann man jedoch deutlich bessere Regularititsaussagen machen, wie folgender
Satz von Schoen und Uhlenbeck aus [SU82] und [SU83] zeigt:
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Definition 1.5. Die singulire Menge singu von u € H(U,N) ist das Komple-
ment in U der groBten relativ offenen Teilmenge V' von U, so dafl v auf V' L™-fast
iiberall mit einer stetigen Funktion iibereinstimmt.

Satz 1.3 (Regularititssatz fiir Energieminimierer). Jeder Energieminimie-
reru € Hi(U, N) ist bis auf eventuelle Singularititen in einer kleinen Ausnahme-
menge singu C U glatt. Genauer gilt: singuNoU = @ und dim” (sing u) < m — 3,
wobei dim™ die Hausdorff-Dimension ist.

Bemerkung 1.7. Simon hat bewiesen, dafl der hochstdimensionale Anteil von
sing u rektifizierbar ist (siehe [Sim96]). Ist ' = S?, so gilt sogar folgende stirke-
re Aussage: singu = K U UZQ:1 Y.;, wobei jedes ¥; eine eingebettete (m — 3)-
dimensionale Ct*-Mannigfaltigkeit ist und K C U eine kompakte Menge ist mit
dim™(K) < m — 4. Der Beweis hierfiir ist in [Sim92] skizziert, der Preprint [Sim]
mit dem vollstdndigen Beweis war uns allerdings nicht zugénglich.

Mehr Regularitéit kann man fiir Energieminimierer nicht erwarten, wie folgen-
der Satz von Hardt und Lin ([HL86)) zeigt:

Definition 1.6. Sei U C R™ ein C'*°-glattes, beschranktes Gebiet. Dann sei
O;o((_]v 5% :={ueC>U,S5? | gy = ¢lov}

Satz 1.4 (Energieliicke). Fir jedes m > 3 gibt es ein glattes, beschrinktes,
konvexes Gebiet U C R™ und ein ¢ € C*(U,S?), so daff H™3(singu) > 0 ist
fiir jeden Energieminimierer u € Hé(U, S?), und so daf auferdem gilt

min _ E(u) < inf  E(u).
u€HL(U,52) ueC (U,52)

Dieses Phdnomen wird Energieliicke genannt.

Bemerkung 1.8. Es ist kein Zufall, da hier A" = S? ist, denn S? ist das einfachste
Beispiel einer Mannigfaltigkeit mit mo(N') # 0, und ein Satz von Bethuel besagt,
daB C(U,N) (stark) dicht in H}(U, S?) liegt, wenn 7y(N) = 0 (siche [Bet91];
dieser Artikel enthélt allerdings Fehler, wenn man statt U C R™ eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit M betrachtet. Eine korrigierte Version von Bethuels Satz
in diesem Fall ist in [HL] zu finden).

Natiirlich mochte man jetzt wissen, wie grof3 die Energieliicke aus Satz 1.4
ist, und ob inf,ccx (@ 52) £(u) angenommen wird. Das Problem hierbei ist, daf

schwache Haufungswerte einer Minimalfolge {u,} C C° (U, S?) im allgemeinen
nicht wieder in C*(U, 5?) liegen.
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Definition 1.7. Die relavierte Energie von u € HJ(U,S?) ist definiert durch

F(u) = inf{liminf E(uy,) | u, € CF(U,S5%), up, = u},
falls u schwacher Grenzwert einer Folge u, € CX(U, S?) ist, anderenfalls setzt
man

F(u) := oc.

WEeil die Energie schwach unterhalbstetig ist, gilt dies auch fiir F, weshalb
infuem sz F (u) angenommen wird und trivialerweise

min  F(u) = inf E(u 1.4
ueHL(U,S?) ( ) ueCP(U,5?) ( ) ( )

gilt. Daher kann man sich der Antwort auf die Frage, ob inf,cce(,52) E (u) an-
genommen wird, ndhern, indem man F-Minimierer auf Regularitdt untersucht.
Jedoch ist zunéchst vollig unklar, wie man dabei vorgehen soll. Im Fall m = 3
sind schon grofie Fortschritte gemacht worden, die wir im néchsten Kapitel dar-
stellen wollen. Unsere neuen Beitréige in dieser Arbeit beziehen sich auf den Fall
m > 4.



Kapitel 2

Die Situation fiir m = 3

In diesem Kapitel sei immer U C R? ein beschriinktes, C*°-glattes Gebiet und
o € C=(U,S?).

Definition 2.1. Der Indez ind, v im Punkt p einer auf einer punktierten Umge-
bung von p € R? stetigen Abbildung u nach S? ist der von 0 < € < 1 unabhiingige
Abbildungsgrad von S% 3 w — u(p + ew) € S% Die Vielfachheit von p ist der
Betrag dieses Indizes.

Definition 2.2. ([BCL86]) Ist u € HL(U,S?) stetig auf U bis auf endlich vie-
le Punktsingularititen in U, so ist die Masse einer Minimalverbindung von w

definiert als .

L(u) :=min » d(p;i, nog), (2.1)

oES) i1
wobei py,...,pr € U die Singularititen mit positivem Index (mit Vielfachheiten
aufgezahlt) und nq, ...,n; € U die Singularitéten mit negativem Index von u sind;
Si. ist die Menge aller Permutationen von {1, ..., k} und d der innere Abstand in

U, also das Infimum der Lingen aller verbindenden Streckenziige in U.

Natiirlich ist L(u) = 0 fiir alle u € Cy,(U, S?) und auch fiir alle u € HX(U, 5%),
die stetig sind bis auf endlich viele Singularitdten mit Index 0. Die Bedeutung
von L ist folgende:

Satz 2.1. Zu jedem u € H;(U, S?) , welches glatt ist bis auf endlich viele Punkt-
singularititen, gibt es eine Folge {u,} C C*(U,S?) mit u, — u und

E(u,) < E(u) + 47 L(u) + %

Beweisskizze. Der Beweis ist als ,, The basic construction for removing a pair of
singularities” in [Bet90] zu finden und verlauft wie folgt:

7
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Zunéchst habe u nur zwei Singularititen p und n
mit Index %1, deren Verbindungsstrecke [p,n] in
U liege. Zu jedem m € N sei K,, C U eine (kleine)

Quaderumgebung von [p, n], so dafl K,;, D K41 D p Wnm
..und K,, === [p,n] im Hausdorff-Abstand. K, D |
wiederum wird wie im Bild ersichtlich in Wiirfel w
Wi unterteilt. wulyy,,  hat Abbildungsgrad —1. Km =5

Auf einer kleinen Kreisscheibe D auf dem im Bild 4
oberen Rand von W,,, 1 wird u so veréndert, dafl die TW
neue Abbildung v, : 9W,,; — S? Abbildungsgrad " m

0 hat, und so daB [, |Dv,|* < 87 + €. v, wird

dann radial konstant auf ganz W, ; fortgesetzt.

Dieses Verfahren wird nun nacheinander auf W, » bis W,, ,,, angewendet. Die da-
raus resultierende Abbildung v,, : K,, — S? stimmt auf 0K, mit u iiberein, und
cine relativ komplizierte Rechnung zeigt, daB limy, o0 5 [}, |Dvn|* < 47lp —nl.
Setzt man nun u,, := v, auf K,,, u,, := u auf U\ K,,, so erhilt man nach Ap-
proximation durch C'*°-Abbildungen und geeigneter Auswahl einer Teilfolge die
Behauptung. Im allgemeinen Fall betrachtet man eine Folge von verbindenden
Streckenziigen Ly, deren Léngen gegen L(u) konvergieren, und wendet (auf leicht
modifizierte Art, da die Singularitéiten von u ja nicht mehr zwangslaufig Index
+1 haben), das obige Verfahren auf jede der Strecken jedes Ly an. O]

Bemerkung 2.1 (und Definition). Fir L gilt folgende Integralmaximumdarstel-
lung (siehe [BBCI0]):

t = s ([wsndo= [ atelre), 2.2

l[dalloo <1

wobel w eine beliebige Volumenform auf S? mit |, 2w = L ist. Da die rechte Seite
von (2.2) fiir jedes u € H(U, S?) endlich ist, benutzen wir (2.2) als Definition
der Masse einer Minimalverbindung von u € H(U, S®). (2.2) zeigt ferner, daf L
stetig beziiglich der Normtopologie auf H ;(U ,S?) ist.

Satz 2.2. ([BZ88]) Jedes u € HJ(U,S?) kann in der Normtopologie durch Ab-
bildungen in Hé(U, S?), welche glatt sind bis auf héchstens endlich viele Singula-
ritdten, die alle in U liegen, approrimiert werden.

Bemerkung 2.2. Zusammen mit einem Diagonalfolgenargument zeigen Satz 2.1
und Satz 2.2, daB C°(U, 5?) schwach folgendicht in H}(U, S?) liegt. Also ist die
relaxierte Energie F(u) fiir jedes u € H(U, S?) endlich.

Definiert man nun
F(u) := E(u) + 47 L(u),
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so erhélt man ein beziiglich der Normtopologie stetiges Funktional auf H i(a S?),
welches neben der Dirichlet-Energie auch noch in sinnvoller Weise Beitriage even-
tueller Singularitidten zur ,, Gesamtenergie®“ beriicksichtigt. Folgender Satz stammt
aus [BBC90).

Satz 2.3. infucmiw.s?) F(u) wird angenommen und es gilt
F=F auf Hy(U,5%). (2.3)
Da minyepyv,s2) F(u) = infycom @ s2) E(u) gilt (siehe (1.4)), folgt insbesondere

min  F(u) = inf  FE(u). 2.4

ueHL(U,52) ( ) ueCx(U,5?) ( ) ( )

Beweis. Fir die Existenz von F-Minimierern ist nur schwache Unterhalbstetig-

keit von F' zu zeigen (vgl. mit dem Beweis von Satz 1.1): Sei w eine glatte 2-Form

auf R3, so daB 4w auf S? die Standard-Volumenform ist und 47|w| < 1 iiberall
auf R3, und sei « eine glatte Funktion auf U mit ||da/|s < 1. Dann ist

Qa(u) := E(u) + /U47r(u*w) A do (2.5)

eine nichtnegative stetige quadratische Form auf H'(U,R3): Zu z € U wiihle eine
Orthonormalbasis e1, ez, €3 von R?, so daB ey, e5 € ker(da(x)). Fiir fast alle x € U
erhdlt man

| < (w*'w) Ada)(x),e1 Neg Aesz > |
=| < w(u(x)), 0e,u(z) A deyu(x) > || < da(x),e3 > |

< L0 u(@)|0u(@)] -1 < | Du(a)P.
47 8

Also ist der Integrand des zweiten Intergrals in (2.5) punktweise nicht kleiner als
das Negative des Integranden des ersten Integrals F(u), d.h. Q,(u) ist nichtne-
gativ. Folglich ist @, schwach unterhalbstetig: Dazu schreibe Q,(u) = B (u, u)
mit einer stetigen, symmetrischen Bilinearform B, auf H'(U,R?); dann gilt fiir
Uy — w:
liTILn ilgf Qal(tn) — Qu(u) = liv}Ln %)I.}f(Ba(un — U, Uy, — u) + 2By (u, u, — u)) > 0.

Fiir u € HJ(U, S?) ist aber F(u) = supjgq..<1 Qa(u) + const(y), also ist auch F
schwach unterhalbstetig auf H}(U, S?).

»<“1n (2.3) folgt sofort aus der schwachen Unterhalbstetigkeit von F' und der Tat-
sache, daB fiir u, € CX (U, S?) gilt E(uy,) = F(uy); fir ,>* wird u € H}(U, 5?)
gemafd Satz 2.2 durch u, mit nur endlich vielen Singularitéten, die alle in U lie-

n—oo

gen, approximiert, wobei F'(u,) —— F'(u) gilt, da F stetig ist; dann werden die
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Singularitéiten der u, mit Hilfe von Satz 2.1 unter Energicaufwand < 47 L(u,,)+ =
entfernt. Mit Hilfe eines Diagonalfolgenargumentes erhilt man so eine Folge
{vn} C CX(U,5?) mit v, — u und

F(u) < liminf E(v,) <liminf(E(u,) + 47L(u,)) = F(u).

n—oo n—oo

O
Mit Hilfe der Darstellung (2.3) der relaxierten Energie konnte gezeigt werden:

Satz 2.4. Jeder F-Minimierer ist schwach harmonisch ([BBC90]) und glatt bis
auf eine abgeschlossene Ausnahmemenge singu C U mit H'(singu N U) < oo

([GMS89)).

Allerdings ist nicht bekannt, ob diese Regularitidtssaussage optimal ist, bzw.
ob F-Minimierer iiberhaupt Singularitdten haben koénnen. Mit anderen Worten:
Es ist nicht klar, ob infungO(U,S2) E(u) im allgemeinen durch eine Abbildung
ue Cxp (U, S?) realisiert wird oder nicht. Ubrigens ist auch nicht bekannt, ob
C’;O(U ,S?) {iberhaupt immer eine harmonische Abbildung enthilt; da jeder F-
Minimierer schwach harmonisch ist, hitte man eine solche gefunden, wenn man
zeigen konnte, daB inf, e 52) £ (u) realisiert wird.

Nun steht die Frage im Raum, ob es auch in hoheren Dimensionen m > 4 ein
geeignetes Funktional F gibt, so dafl ein zu (2.3) oder zumindest zu (2.4) analoges
Resultat gilt. Hierauf bezieht sich unser Beitrag in dieser Arbeit. Bevor wir unsere
Ergebnisse dazu darstellen kénnen, benotigen wir einige Vorbereitungen, die in
den Kapiteln 3 bis 5 gegeben werden.



Kapitel 3

Strome

In diesem Abschnitt tragen wir alle fiir uns relevanten Fakten iiber Strime zu-
sammen. Details konnen zum Beispiel in [Fed69] nachgelesen werden, leichter
verstandlich sind jedoch [Sim83], [GMS98a] und [GMS98b].

Sei U C R™ offen und 0 < k < m. Mit D¥(U) bezeichnen wir die Menge
aller C*°-k-Formen mit kompaktem Tréager in U, welche wie iiblich mit folgender
Topologie ausgestattet sein soll:

w' = E widz® — w = E wadz®™

acl(k,m) acl(k,m)

genau dann, wenn es eine kompakte Teilmenge K C U gibt, so dafl

sptw?, C K fiir alle @ € I(k,m) und fiir alle ¢ und
lim; ., DPw! = DPw, fiir alle a € I(k,m) und fiir jeden Multiindex 3.

Dabei ist I(k,m) die Menge aller Multiindizes (aq,...,a) mit 1 < ag < ... <
ar < mund dz® = dz® A ... A\ dx®.

Definition 3.1. Dy (U) sei der Dualraum von D*(U) beziiglich dieser Topologie,
die Elemente von Dy (U) heiBen (k-)Strome auf U.

Ein einfaches Beispiel fiir einen k-Strom auf U ist die Integration von k-
Formen iiber eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von U von

lokal endlichem k-dimesionalen Hausdorff-Maf} (z.B. M relativ abgeschlossen in
U). Dieser Strom wird mit [M] bezeichnet und ist definiert durch

[M](a) = /M a

11
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Definition 3.2. M C R™ heifit abzdihlbar k-rektifizierbar, wenn es paarweise
disjunkte eingebettete k-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeiten A, NVs,... und
und ein Menge Ny C R™ mit H*(N) = 0 gibt, so dafl

M CA&)UGM.
i=1

Ist M abzihlbar k-rektifizierbar und H*-meBbar mit H*(M) < oo, so heifit M
k-rektifizierbar.

Bemerkung 3.1. Ist M abzihlbar k-rektifizierbar und H*-mefbar, so ist
M= MoU|JM;,
i=1

wobei H¥(Mg) = 0 ist und jedes M; eine Borel-Teilmenge von N ist. Ist aufler-
dem H*(M) < oo, so gilt

HE (M) = ZH’“(MZ-).

Bemerkung 3.2. Eine H*-meBbare, abzihlbar k-rektifizierbare Menge M besitzt
in H*-fast jedem Punkt x € M einen ,approximativen Tangentialraum* T, M,
nimlich den Tangentialraum T,N; der C'-Mannigfaltigkeit A;, wenn z € N;.
Uber M kann man genauso integrieren wie iiber C''-Mannigfaltigkeiten, und es
gelten dieselben Rechenregeln, insbesondere Fliachen- und Koflichenformel. Gra-
dient, Jacobische etc. im Punkt x € M einer auf einer Umgebung von M defi-
nierten Lipschitz-Abbildung f definiert man einfach als Gradient, Jacobische etc.
von f beziiglich V;, wenn z € N; ist (siehe z.B. [GMS98a|, [Sim&3]).

Definition 3.3. Sei U C R™ offen. M = MyU;o, M; C NoUUo  N; C U
sei abzdhlbar k-rektifizierbar und H*-meBbar; die N seien wie in Definition 3.2.
6 : M — Ny sei H¥-meBbar und lokal H*-summierbar; ¢ : M — AR™ sei
HE-meBbar, so daBl £(z) € T, M und ||£(x)|| = 1 fiir fast alle z € M. Dann ist
durch

T(M,0,&)(w) = Z/ Q(x) < w(z),&(x) > dH¥(2) firw € DYU)  (3.1)

ein Strom 7(M, 0,&) € Di(U) gegeben. Ein Strom dieser Form heifit rektifizier-
barer k-Strom ganzer Vielfachheit, kurz rektifizierbarer k-Strom; die Menge der
rektifizierbaren k-Strome auf U sei mit Ry (U) bezeichnet.



KAPITEL 3. Strome 13

Bemerkung 3.3. Ohne Einschrankung werden wir annehmen, dafl 6| M, Konstant
ist fiir jedes i und setzen 0; := 0], .

Definition 3.4. Die Einschrdinkung TLA eines rektifizierbaren k-Stroms T =
T(M,0,§) € Ri(U) auf eine Borel-Menge A C U ist der rektifizierbare k-Strom
T A =17MNAD0,, &) € Re(U). Der Rand 0T € Dy_1(U) eines Stromes
T € Dy (U) ist der (k — 1)-Strom, der definiert ist durch

OT(w) := T(dw) fiir alle w € D*(U).
Die Masse von T ist definiert durch
M(T) = sup{T'(w) |w € D*(U), ||lw]ls < 1},
wobei die Komassennorm ||w||o von w € D¥(U) definiert ist durch

|w]|oo := supsup{< w(x),& > | & einfaches k-Vektorfeld auf R™ mit || = 1};
zeU

ist V' C U offen, so ist die Masse von T in V definiert als
My (T) = sup{T(w) |w € D*(U),sptw C V, |[|w]le < 1}.

Bemerkung 3.4. Die Masse ist als verallgemeinertes Volumen zu verstehen, denn
fiir eine orientierte k-dimensionale abgeschlossene C!'-Mannigfaltigkeit M C U
ist M([M]) = HF(M). Fiir einen rektifizierbaren k-Strom 7(M,0,¢) € Ry(U)
gilt

M(r(M,0,8)) = HFLOM) =D 0;H" (M
=1
Dabei ist H"L6 das Radon-Maf, welches gegeben ist durch H*L0(A) = [, OdH".
0 sei dabei auf U\.M durch 0 fortgesetzt.

Satz 3.1. Sei T = 7(M,0,¢&) € R (U) ein rektifizierbarer k-Strom mit M(T) <
o0o. Dann gilt

M(TLB,(z))

lim —————~2 = 0 fiir H*-fast alle x € U\M und 3.2
P 9 (B, (1) ' 32
lim M(T' B, (v)) > 1 fiir H*-fast alle x € M. (3.3)

"5 HE(B,(x))

Beweis. Dies ist eine Konsequenz des Differenziationssatzes fiir Radon-Mafle von
Radon-Nikodym ([GMS98a], 1.1.5, theorem 3 und [GMS98a], 1.1.4 theorem 1
(ii)): Es gilt
k
lim M(T.B,(z)) _ imH LO(B,(z))
r=0 HMBy(x)) =0 HMDB(x))
HF-fast iiberall. O

=0
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Definition 3.5. Eine Folge von k-Stromen T, auf U konvergiert gegen den k-
Strom T auf U, T,, — T, genau dann wenn M(T — T,) — 0, T, konvergiert
schwach gegen T, T,, — T, genau dann wenn fiir alle Formen w € D*(U) gilt:
T, (w) — T(w).

Bemerkung 3.5. Offenbar ist die Masse schwach unterhalbstetig, das heifit es gilt
M(T) < liminf, .. M(T,) fiir alle Dy(U) 3T, = T € Dx(U).

In D (U) gilt folgender (nicht besonders tiefliegende) Kompaktheitssatz (siche
z.B. [GMS98a] oder [Sim83]):

Satz 3.2. Sei {T,,} € Dr(U) eine Folge von Strémen, die sup, My (T,) < oo
erfullt fir alle offenen Teilmengen V- CC U. Dann gibt es eine Teifolge {T,} und
einen Strom T € Dy(U), so daf$ T,y — T. Wegen schwacher Unterhalbstetigkeit
der Masse ist natiirlich
Mv(T> § lim inf MV<Tn’)
Im— 00

fiir alle offenen Teilmengen V CC U.

Sind alle T, k-rektifizierbar, so hiatte man gerne, dafl auch der schwache Grenz-
wert T wieder ein rektifizierbarer k-Strom ist. Im allgemeinen ist dies allerdings
falsch, wie folgendes Beispiel zeigt (siche [GMS98a], Seite 145): Seien

T, =n [[(0, %)ﬂ € Ry(R).

Natiirlich ist M (7,,) = 1 fiir alle n, also gibt es nach Satz 3.2 ein T € D;(R), so
daB T;, = T'. Wegen

3=

T (a) = n/ < a(x);e; > dr == < a(0);e; >= dper(a)
0

fir alle a € DY(R) ist T = dpeq, das heifit, der Triger des Grenzstromes T' # 0
ist eine O-dimensionale Menge. Daher ist 7' nicht rektifizierbar und erst recht
T ¢ R1(R). Das Problem hierbei ist, da§ M (97,,) = 2n — oo konvergiert. Unter
der Zusatzbedingung, dafl auch die Randmassen beschriankt bleiben, gilt ndmlich

das folgende tiefliegende ,closure theorem® von Federer und Fleming: ([Fed69]
4.2.16)

Satz 3.3. Zu k > 1 sei {I,,} € Ry(U) eine Folge von Integralstromen, die
sup, { My (T,) + My (9T,)} < oo erfillt fir alle offenen Teilmengen V CC U.
Dann gibt es eine Teifolge {T,,} und einen Strom T € Ry(U), so daff T,y — T.
Da dann auch 0T, — 0T gilt, folgt wegen schwacher Unterhalbstetigkeit der
Masse auflerdem

My (T) + My (9T) < lim inf{ My (T,/) + My (9T ) }

fir alle offenen Teilmengen V CC U.
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Mit Hilfe dieses ,,closure theorem® kann folgender, ebefalls sehr tiefliegende
Rektifizierbarkeitssatz bewiesen werden:

Satz 3.4. Sei k > 1. Fir T € Ri(U) mit M(9T) < oo ist automatisch auch
oT € Rk_l(U)

Definition 3.6. Sei S € Ri(R™) ein k-rektifizierbarer Strom, welcher Rand eines
Stromes T € Ry41(R™) mit M(T) < oo ist. Dann heifit

m;(S) :=inf{M(T)|T € Ry+1(R™),0T = S}

Masse einer (geometrischen) Minimalverbindung zu S. Mit Hilfe von Satz 3.3
sehen wir, dal es einen (nicht notwendig eindeutigen) minimierenden Strom
To € Ri+1(R™) gibt mit 0Ty = S und M(Tp) = m,(S). Tp nennen wir eine
(geometrische) Minimalverbindung von S (mit ganzer Vielfachheit); das ist die
Bedeutung des Subskripts ,,i“ fiir ,,integer*.

m,(S) := inf{M(T) | T € Dys1(R™),dT = S}

heift Masse einer reellen Minimalverbindung von S € Dy (R™). Wie oben gibt
es, wenn m,(s) < oo, einen minimierenden Strom Tj, der auch eine reelle Mini-
malverbindung von S genannt wird.

Bemerkung 3.6. Es gilt
T
m,(S) = inf{M(T) |T € Rkt 1 (R™), 0T = 1S} < my(S)

(siche z.B. [GMS98b], Kapitel 1.3.4, Korollar 2), das heifit, man braucht nur
Verbindungen der Form (3.1) zu betrachten, wobei jetzt 6; € Q bzw. 6; € R
zugelassen ist; daher der Name reelle Minimalverbindung.

Bemerkung 3.7. Natiirlich ist m,.(S) < m;(S) fiir jeden rektifizierbaren k-Strom
S € Ri(R™), wobei ,,<“ tatséchlich vorkommt: Es gibt sogar eine Kurve endlicher
Liange I' C RY, so daBl m,([I']) < m;([[']) ist. Dies wurde erstmals von Young
in [You63] bewiesen, weitere Beispiele sind in [Mor84] und [Whi84] zu finden. Ist
allerdings S € Ri(R™) mit k = 0 oder k > m — 2, so ist m,(S) = m;(S), wie
Federer in [Fed74] gezeigt hat.

Bemerkung 3.8. Ist S € Di(R™) mit m,(S5) < 0o, so gilt

m,(S) = sup  S().
peD*(R™)
lldilloo <1

Dies folgt im wesentlichen aus dem Satz von Hahn-Banach (vgl. [Fed69] 4.1.12).
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Kapitel 4

RX(U, S%)-Abbildungen und
Minimalverbindungen

Wie immer sei U C R™ ein beschriinktes, C*®-glattes Gebiet und p € C*°(U, 5?).
Der Raum H'(U, S?) ist deutlich komplizierter als der ,gewdhnliche® Sobolev-
Raum H'(U,R3): Zwar kann jedes v € H'(U,S?) in der Normtopologie durch
eine Folge u, € C=(U,R?) N H'(U,R?) approximiert werden, jedoch liegen die
U, im allgemeinen nicht in C=(U,S?). Aber jedes u € HJ(U, S?) ist (starker)
Grenzwert einer Folge von ,,nicht sehr singuldren“ u,, € H;(U, S?):

Definition 4.1.

RO(U,S%) :={ue HL(U,5%) |ue C(U\M,S*), M = U._;M; mit
(m — 3)-dimensionalen, zusammenhéngenden, kompakten

berandeten C'-Untermannigfaltigkeiten M; von U},

RY(U,S?) :=={ue HL(U,S*) |uec C®(U\M,S5*), M= UL, M; mit
(m — 3)-dimensionalen, zusammenhéngenden, kompakten

berandeten C'-Untermannigfaltigkeiten M; von U}.

Satz 4.1. Rg(U, S?) und RX(U, S?) liegen beziiglich der Normtopologie dicht in
H;(U, S?).

Beweisskizze. Der vollstiandige Beweis ist in [Bet91] zu finden, in iibersichtliche-
rer Form auch in [HL]. Fiir glatte beschrinkte Gebiete U C R? ist der Satz
schon aus [BZ88] bekannt. Wir wollen hier kurz Bethuels Konstruktion der ap-
proximierenden Abbildungen w, € R) (U, S?) und o, € RY (U, S?) skizzieren: Es
wird von einer , Wiirfel“zerlegung von U ausgegangen, so daf u|, € H'(C, S?)
ist fiir jede k-Zelle C' der Zerlegung, k = 0,..,m. Alle folgenden Zerlegungen

17
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werden jeweils so vorgenommen, da wieder u|, € H'(C,S?) fiir jede k-Zelle
C, k =0,.,m. AuBerdem mufl eine bestimmte Bedingung an die Energie von
u auf jedem k-Skelett der Zerlegung erfiillt sein. Zuerst wird jeder Wiirfel der
Anfangszerlegung in (n+ 1)™ kleine Wiirfel Q; zerlegt. Die Rénder dieser kleinen
Wiirfel werden noch feiner unterteilt. Auf den 1-Zellen dieser Randzerlegung ist
u nach dem Sobolev-Einbettungssatz stetig, hier wahlt man u,, := u. Nun wird
u, radial konstant auf die 2-Zellen der Randzerlegung fortgesetzt, das Resultat
wird in der H'-Normtopologie durch stetige Abbildungen approximiert, die auf
dem 1-Skelett mit u iibereinstimmen. Daf dies moglich ist, kann in [Bet91] bzw.
in [HL] nachgelesen werden. Durch sukzessive radial konstante Fortsetzung erhélt
man nun u,, auf dem gesamten (m — 1)-Skelett der Wiirfelzerlegung. War u schon
stetig auf einer (m — 1)-Zelle, so kann man dort natiirlich w, = « wéhlen. Nun
muf} u, noch auf den m-Zellen definiert werden. Dazu werden die @); in ,gute”
und ,,schlechte® Wiirfel eingeteilt, jenachdem, ob die Energie von u auf ihren k-
Skeletten, 1 < k < m, eine gewisse Schranke {ibersteigt oder nicht. Da es relativ
wenige ,,schlechte® Wiirfel gibt, kann man @ einfach radial konstant auf ihr Inne-
res fortsetzen. Von den ,,guten” Wiirfeln gibt es aber sehr viele, deshalb mufl man
hier sorgféltiger vorgehen: Jeder ,gute” Wiirfel wird so fein unterteilt, dafl die
Ostzillation von u auf jeder so entstandenen 1-Zelle sehr klein ist. Man kann dann
ulgr (Q' st das 1-Skelett) so zu v € H'(Q, S?) auf ganz Q fortsetzen, daf v(C)
fiir jede m-Zelle C' in einer kleinen Kugel in S? enthalten ist. v kann dann durch
stetige Abbildungen approximiert werden, ohne auf dem 1-Skelett veréindert zu
werden (siehe [Bet91], [HL]). Da die so erhaltene Approximation nicht mit den an-
deren Wiirfeln zusammenpaft, wird sie auf einen konzentrischen Teilwiirfel @ von
Q@ ,zusammengedriickt“. Dies ist Un|@- Jetzt muB} u,, nur noch auf Q\@ definiert

werden. Dazu sei II : Q\CNQ — 0@ die Zentralprojektion beziiglich des Wiirfel-
mittelpunktes von ) von Q\@ auf 9Q. Auf dem Urbild IT71(C) einer 1-Zelle der
Randzerlegung (die man gebraucht hatte, um u,, auf dem (m — 1)-Skelett zu defi-
nieren) setzt man u,, := u,olIl. Somit ist u,, auf dem 2-Skelett von Q\@ definiert.
Durch sukzessive radial konstante Fortsetzung erhélt man wu,, auf ganz Q\@ und
somit auf ganz U. u,, ist stetig bis auf eine Ausnahmemenge der Dimension m — 3.
Nun werden diese Singularitdten ins Innere von U gedriickt, indem man wu,, er-
setzt durch eine Abbildung w,,, welche in einer e-Umgebung von QU konstant ist
in Richtungen senkrecht zu 0U und auflerhalb einer 2e-Umgebung von OU mit
uy, iibereinstimmt. Es ist w, € R (U, S?). Mit Hilfe eines Glittungsargumentes
erhélt man schliellich eine Abbildung w, € R;O(U, S?) mit singw, = singw,.
Eine komplizierte Rechnung zeigt, dafl bei ,richtiger® Wahl der Zerlegungen und
n — oo dann w,, — u konvergiert in H! und w0, — u ebenfalls in H*. O

Obige Konstruktion der approximierenden Abbildungen zeigt, dafl auch fol-
gender Satz gilt, der eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielen wird:
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Satz 4.2. Sei W relativ offen in U und V C U sei eine Umgebung von U\W in
U, so daf gilt dist(OW NU,0V NU) > 0. Dann gilt

(i) Zuu, v € HL(U,S?) mit ul,, = v|,, L™-fast iberall gibt es Folgen {uy,} und
{vn} € RX(U,S?), so daf u, — u, v, — v und Un|grw = Vnlpnw £7-fast
tiberall fir alle n.

(i) Ist uw € H(U,S?) stetig auf V, so gibt es eine Folge {u,} C R)(U,S?), so
daf un, — w in H (U, S?) und |y = ulg\y fir alle n. Ferner gibt es
eine Folge {u,} C RY(U,S*) mit sing i, = singu, und [;(|tn, — un|* +
|Dii,, — Du,[*) < L.

Beweis. Man wéhlt einfach die anféngliche ,, Wiirfel“zerlegung von U so fein, dafl
fiir jede Zelle C' jeder Dimension gilt:

CNOW =0 oder CNIV = 0.

Zusétzlich mufl natiirlich die Bedingung aus [Bet91] erfiillt bleiben, daf§ u €
HY(C,5?) fiir jede k-Zelle C', k = 0,...,m. Bethuels Konstruktion ohne das
Gléttungsargument liefert dann die Behauptung fiir R)-Abbildungen; in (i) muf
dabei W duch eine relativ offene Menge W C U ersetzt werden, deren Abschlufl

in W enthalten ist. Dann bleibt noch geniigend Platz fiir das Glattungsargument,
so dafl die Behauptung fiir RZ*-Abbildungen folgt. [

Der Rest dieses Kapitels beschiftigt sich mit dem Problem, inwieweit RZ°-
Abbildungen durch glatte approximiert werden kénnen.

Definition 4.2. Zu u € H(U,S?) sei der Singularititenstrom S, € Dy,_3(R™)
definiert durch

Su(a) == /Uu*w Ndo — /BU ¢*wAa fir alle a € D™?(R™),

wobei w eine 2-Form auf S* mit [, w = 1 ist.

Bemerkung 4.1. S, ist unabhéngig von der gewéhlten Volumenform w. Denn ist
47wy die Standard-Volumenform auf S2, so ist d(wy — w) = 0, daher wy —w = d3
fiir eine 1-Form (3 auf S?, die glatt mit kompaktem Triiger auf R? fortgesetzt sei.
Dann ist

/u*wo/\da—/u*w/\da—/ gp*wo/\a—i—/ Y'w A«
U U ou oU

:/Uu*(dﬁ)/\da—/ o (dB) A a.

ou
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Fiir glatte w ist d(u*(df) A a) = u*(df) A da und daher

/ u*(dfB) N da — / ©*(dB) N a = 0;

U U

fiir u € HJ(U,S?) folgt dies durch Approximation in H'(U,R*) durch eine Folge
u, € CX(U,R%).

Bemerkung 4.2. Es gilt spt.S, C singu. Ist ndmlich u stetig auf einer offenen
Kugel B CC U, und ist spt @ C B, so sieht man mit Hilfe von Approximation von
u|p durch u,, € C*(B, 5?) und d(ujw) = ujdw = 0, also uiwAda = d(ujwAa),
daB [, u*w Ado = 0 gilt. Ist u stetig auf einer relativ offenen Umgebung B eines
Randpunktes x € OU und ist u eine stetige Fortsetzung von w auf eine offene
Umgebung B ¢ R™ von B, S0 folgt genauso fU ww A da = fU Ww A da =
Jou ¢*w A o fiir o mit spto C B.

Ist u € RY(U,S?) mit singu C (J;_; M; (M; wie oben), so kann jeder der
singuldren Mannigfaltigkeiten M; wie folgt ein Index zugeordnet werden (siehe
[Pak01]):

Definition 4.3. Sei v € RY (U, S?) mit singu C U, M; cC U und M; wie
oben. Fiir ¢ > 1 sei M; durch ein stetiges (m — 3)-Vektorfeld &; orientiert. Zu
a € M; sei N, der 3-dimensionale affine Unterraum durch a orthogonal zu &;(a).
Fiir gentigend kleines § > 0 betrachten wir die Kugel M, s := Bs(a) N N,, die
orientiert sei durch den 3-Vektor m,, so dafl < dzy(a)A...Adzp,(a),&(a) Amg >=
(—1)™ ist. Sei ¥,5 := OM, . Dann ist der Limes der Grade von u auf 3, s, also
der Integrale fzm u*w, bei § N\, 0 unabhéngig von a € M;. Dieser Limes heif}t
Index von u auf M; und wird mit indq,u bezeichnet.

Definition 4.4. Ist v € RY (U, S?) und M wie in Definition 4.1, so heifit y € S°
requldrer Wert von u, wenn y ein regulérer Wert von u|U\ g ist. Das heifit, fiir alle
x € (Ul o)~ (y) hat Duly, o, maximalen Rang, oder es ist (ul; )~ (y) = 0.

Bemerkung 4.3. Ein Satz von Sard besagt, da8 H?-fast jedes y € S? reguliirer
Wert von u € R¥(U, S?) ist, und die Menge der reguliren Werte ist H>-fast
bestimmt durch u (unabhéngig von der Wahl von M). Ist y ein reguldrer Wert
von u, so ist (uly ) Hy) eine (m — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
U\M, also lokal in U\ M Vereinigung von endlich vielen (m — 2)-dimensionalen
zusammenhéngenden Flachenstiicken.

Definition 4.5. Fiir jeden reguliren Wert y € S von u € RY (U, S?) sei TY €
D,n—2(R™) definiert durch

1= (w01 )
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wobei D(u) das zu u*w duale Vektorfeld ist, welches durch
< D(u)(x), ¥ > wgm = uw'w(x) AY YU € A" *(R™)

definiert ist. Dabei ist wrpm die Standardvolumenform auf R und w ist die Stan-
dardvolumenform auf S2.

Bemerkung 4.4. Fiir fast jeden reguldren Wert y von u € R¥ (U, S?) gilt T;' €
Rm—2(R™) mit sptT; C U: In [Pak01], Lemma 1 wird gezeigt, daB8 D(u)(z)
tangential zur Mannigfaltigkeit u~!(y) ist fiir jeden reguliren Wert y = u(x),
und daB fast tiberall auf U gilt |D(u)| = £|Jul, wobei Ju = y/det(DuDu*) die
Jacobische von w ist. Auflerdem ist M(T}') < oo fiir fast jeden reguliren Wert
y € S2. Dies sieht man wie folgt mit Hilfe der Koflichenformel:

1
M(Ty“)dy:// dH™2dH?(y) = /|Ju|< /|Du|2
52 52 Ju=1(y)

Die Rechnung zeigt auflerdem, dafi es eine Menge mit positivem H?-Mafi von
reguliren Werten y € S? gibt, so daB T € Rp—o(R™) mit M(TY) < =E(u).

Satz 4.3. Seiu € RY(U,S?). Fir fast jeden reguliren Wert y € S* von u ist
T} € Rin—2(R™) und es gilt

s | D)
01y = 5ut (“”'W’ mww) (4.1)

wobei D(p|,;) das zu (¢|yy) w duale Vektorfeld ist, welches durch
< D(@)y) (@), 0 > wp, = (plyy) ' w@) AV YU e A" 3(E,) (4.2)

definiert ist. Dabei ist wg, die Standardvolumenform auf dem Tangentialraum
E, = T,(0U) und w die Standardvolumenform auf S?. Es ist S, € R,_3(R™) fiir
jedes u € RY(U,S?) und es gilt (mit M; und & wie in Definition 4.3)

l

Su = ZT(MZ,lndMZU,&)

i=1
Beweis. Der Beweis wird in [Pak01] gefithrt und verlduft wie folgt:
L. OT} ist eine ,flache Kette".

2. Mit Hilfe von Konstanzsatz ([Fed69] 4.1.31 bzw. [GMS98a] 5.3.1 Theorem
3) und Verschwindungssatz ([Fed69] 4.1.21) wird gezeigt, da8 9T} von der

Form
M’L: 752 _'_ <<90|8U) (y)717 ’D(QD|8U)|>

ist.
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3. Mit Hilfe der ,slicing theory* wird gezeigt, dafl r; = ind aq,u ist fiir fast alle
reguliren Werte y € S? von u.

4. Mit Hilfe der Koflichenformel werden jetzt sowohl (4.1) als auch (4.2) be-
wiesen.

O

Bemerkung 4.5. Satz 4.3 zeigt, daB 1)) =T € Ry, —2(R™) gilt mit O(T,) —T7) = Su
fiir fast alle reguliren Werte y € S? von u € R (U, S 2). Mit einer Rechnung wie
in Bemerkung 4.4 sieht man, daf§ man y € S? auflerdem so wihlen kann, daf
M(T! —T¢) < 1=(E(u) + E(p)). Es ist also

1
mi(S.) < 1-(E(w) + B(p))
T
fiir jedes u € RY (U, S?).
Folgender Satz aus [Pak02], der in allgemeinerer Form in [PR] bewiesen wird,
bringt die Masse einer geometrischen Minimalverbindung m;(.S,) zu S, mit der
Approximierbarkeit von R (U, 5*)-Abbildungen durch glatte Abbildungen in Zu-

sammenhang:

Satz 4.4. Sei U C R™ ein beschrinktes, C*®-glattes Gebiet und ¢ € C*°(U,S?).
Dann, gibt es zu jedem u € RY(U, S?) eine Folge {u,} C CX(U, S?) mit u, — u
und u, — u fast iberall, so dafS gilt

E(u,) < E(u) + 4mm;(S,) + %

Die Konstruktion der approximierenden Abbildungen u,, ist eine Anpassung
der Konstruktion im Beweis von Satz 2.1. Mit Hilfe eines Diagonalfolgenargu-
mentes folgt aus Satz 4.1 und Satz 4.4:

Satz 4.5. C*(U,S?) liegt schwach folgendicht in H}(U, S?).
Bemerkung 4.6. Aus Satz 4.5 folgt, dafl die relaxierte Energie

F(u) = inf{liminf E(u,) |u, € C’;O(U, S, u, — u}

n—oo

fiir alle u € H}(U, S?) endlich ist.



Kapitel 5

Graphenstrome

Sei U C R™ ein beschrinktes, C'*°-glattes Gebiet. Ein spezielles Beispiel fiir einen
Integralstrom G,, € R,,(R™?) mit spt G, C U x S? ist die Integration iiber den
Graphen

Gu = {(z,u(z)) € U x S*}

von u € C*°(U, S?). Mit
(id x u)(x) := (x,u(x))

ist fiir alle 3 € D™(R™*3)

G.(6) = [ B= [ sy

Da A, D(id X u) = A,,(id x Du) ein Polynom vom Grad < rang(Du) < 2 in Du
ist, ist letzteres auch fiir u € H*(U, S?) endlich.

Definition 5.1. Der Graphenstrom G, € D,,(R™"3) zu u € H'(U, 5?) ist defi-
niert durch

G.(B) == /U(id X u)*g fir alle g € D™(R™).

Satz 5.1. Der Graphenstrom G, zu uw € HY(U,S?) ist ein rektifizierbarer m-
Strom auf R™™3, G, € R (R™3), und es gilt

M(G) < (1+ %)cm(m + mE(u).

Beweis. (Siehe auch [GMS98a], [GMS98b].) DaB G, € R,,(R™"3) ist, folgt aus ei-
nem , Lusin-artigen“ Approximationssatz (sieche [EG92] Kapitel 6.6.3): Auf meB-
baren Mengen A, C U mit L™(U\A4,) > 0 stimmt v mit C'-Funktionen
v, : U — R3iiberein. Dann gilt G € R (R™3) und M(Gu—Gvn‘An) 270,

nla,

23
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Daher ist auch G, € R,,(R™"3). Fiir die Massenabschétzung berechnet man fiir
die kanonische Basis e = e; A ... A e, von A,,R™ die Euklidische Norm

A D(d x u)e| = (1 - Z |Oul* + Z |0;u A 8ju]2) :
i=1

1<i<j<m

Fiir 8 € D™(R™?) mit ||3]| <1 gilt daher

| < Bz, u(z)), A D(d % u)(z)e > | < 1+Z D)+ D |Oula)Adu()]

1<i<j<m
m 1 & m
< — Z ) 2 < e 2
< (1 )+ 3OO < 1+ F+ D)),
woraus M(G,) < (14 F)L™U) +mE(u) folgt. O

Lemma 5.1. Konvergiert u,, — u in H (U, S?), so gilt G,, — G.,.

Beweis. (Siehe auch [GMS98a], [GMS98b].) Fiir 8 € D™(R™3) und die kanoni-
sche Basis e = e¢; A ... A e,, von A,,R™ berechnen wir

1Gu(B) — G (B)] < / | < B(id w u) — B(id x un):; A(id 5 Du)e > |
U
+/ | < Bid 5 uy): Ay (id 5 Du)e — A(id x Dup)e > |, (5.1)
U
Es gilt

| < Blid  w) = Blid % up): An(id % Du)e > | < 2]Bllw(L+ (1 + [Duf?),

und nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert 3o (id 6 u,) — 3o (id x u)
fast tiberall. Da dieses Argument auf jede Teilfolge von o (id X u,) angewendet
werden kann, gilt

/ | < B(id % u) — B(id ® w,): Ap(id } Due > | =% 0.
U

Fiir das zweite Integral in (5.1) berechnen wir

| < B(id X u,(2)); Ay (id x Du(z))e — Ay, (id X Duy,(x))e > |
<|1Bllso | A (id X Du(z))e — Ay (id )X Dy, (2))e]

<[15loe (Z |Oitin(2) = Bu(@)] + Y |Oun(w) A Djun(2) — Dyulz) A aJ'U(CC)I)

1<i<j<m

<[1Blloe(v/m| Dun(x) — Du()| + m(|Duy(x)| + | Du(x)])| Dun () — Du(z)|).
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Daher ist

/ | < B(id X u,); Ay (id X Du)e — A, (id x Duy,)e > |
U

< [|Blloe (VL™ (U)

n—o0

+ m(||Duy |2 + ||Du||p2) || Du — Duy ||z —— 0.

M=

[
Satz 5.2. Sei p € C*(U, S?) und sei u € H\(U, S®). Dann gilt
(1) O(Gu — Gy) = Sy % [[52]]
(ii) Konvergiert u, — u in H', dann gilt S,, — S,.

Beweis. (i)(Vergleiche [Pak02], Beweis von Proposition 3.1.) Seien mgm : R™"3 —
R™ und mgs : R™™3 — R3 die Projektionen auf R™ bzw. R3. Dann ist fiir o €
D™3(R™) und w € D*(R?)

Su(oz)/ w:/u*w/\da—/ Y'w A«
52 U ou

= /(id X u)" (Tgmda A Thsw) — / (id X @)* (mpmda A TRsw)
U U

= Gyu(d(mpma) A Tpsw) — Gy(d(Tpma) A TRsw)

= 0G,(Tgm A TRsw) — OG o, (TRrm e A\ TRsw).

AuBerdem ist (G, — G,)(Thma A Thsw) = 0 fiir alle w € DY(R?) und o €
DM HR™), wenn [ = 0, 1, 3. Dies folgt, da nach dem Satz von Stokes 9(G.,, —
G,) = 0 ist fiir u, € C*°(U,R?), und da bei u,, — u in der H'-Norm

Gu, (d(Tgma A Thsw)) — Gy (d(Tpma A TRsw))

konvergiert, wenn [ = 0, 1 ist, wihrend G, (d(mgma A Thsw)) = 0 ist fiir [ = 3 und
u € HY(U, S%). Das bedeutet gerade

NG, — G,) =S, x [57] (5.2)
(vgl. [Fed69] 4.1.8). (ii) folgt mit Hilfe von Lemma 5.1 aus (i). O

Bemerkung 5.1. Konvergiert u,, nur schwach gegen u, so konvergiert GG, im allge-
meinen nicht schwach gegen GG,,: Denn sonst gilte auch 0G,, — 0G,, also wegen
Satz 5.2 (i) Sy, — Sy. Da C*(U,S?) nach Satz 4.5 schwach dicht in H}(U, S?)
liegt und fiir u,, € CX(U, S?) gilt Sy, = 0, wire S, = 0 fiir alle u € H(U, 5?).
Aber ist zum Beispiel U = B? die dreidimensionale offene Einheitskugel, ¢ =
const und u € CX(U\{£4e1},5?), so ist nach Satz 4.3 S, € Ro(R?), und fiir alle
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a € D'(R?) = O, (R?) ist S, (@) = a(Fe1) — a(—3e1) # 0 im allgemeinen.
Aber da nach Satz 5.1 gilt

M(G,,) <C(L™U) + E(u,)) < K

fiir eine Konstante K unabhéngig von n, wenn C*(U, 5%) 3 u,, — u € HL(U,S?),
gibt es nach Satz 3.3 ein T € R,,(R™"?) mit (T — G,) = 0, so daB (nach
Ubergang zu einer Teilfolge) G, — T konvergiert. In [GMS98a] und [GMS98b]
wird gezeigt, daBl T eine besondere Struktur hat, ndmlich T' = G, — L x [S?] fiir
ein L € Rp,_o(R™):

Definition 5.2. Ein Integralstrom 7' € R,,(U x R?) mit sptT C U x S? und
OT = 0, der die Form T' = G, (U x R?) — L x [S?] hat fiir ein v € H'(U, S*) und
ein L € R,,—2(U) mit M (L) < oo, heiit kartesischer Strom (Siehe [GMS98a] und
[GMS98b], insbesondere [GMS98b] Abschnitt 5.2.3, Theorem 1.). Die Menge der
kartesischen Stréme wird mit cart®! (U, S?) bezeichnet.

OT = 0 ist hier natiirlich zu S, U = 0L aquivalent (wenn S,.U als Strom in
Dn—3(U) aufgefaBt wird), da 9(S x T') = (05) x T'£ S x (97T) ist (vgl. [Fed69]
4.1.8). Da nach dem Satz von Stokes fiir u € C*(U,S?) auf der orientierten
Mannigfaltigkeit G, gilt 0G,L(U x R3) =0 , ist G,L(U x R?) = G,.(U x R?) —
0 x [S?] € cart®> (U, S?) fiir glatte u : U — S?. Fiir kartesische Strome gilt
folgender Kompaktheitssatz ([GMS98a], Abschnitt 5.5.2, Theorem 6 zusammen
mit [GMS98b] Abschnitt 5.2.3, Theorem 1):

Satz 5.3. Sei {T,,} C cart®>' (U, S?) mit T,, = G,,.(U x R?) — L, x [S?] fir
u, € HY (U, S5%) und L,, € R,,—2(U) wie oben und mit

sup,, M(T,,) < sup,(M(G,,) + 4nM(L,)) < oo
sup,, fU(|un|2 + |Dun|?) < oo.
Wenn T, = T in R, (U x R3) und u, — v in H*(U, S?) konvergieren, dann ist

T € cart®> (U, S?) und T = G,.(U x R3) — L x [S?] fiir ein L € R,_o(U) mit
M(L) < c.

Fiir u, € CX(U,5?) mit u, — u € H(U,5?) gilt also G, (U x R?) —
GuL(U x R3) — L x [S?] mit L # 0, wenn S, # 0.



Kapitel 6

Definition von F' in Dimension
m >4

Sei ab jetzt immer U C R™ ein beschriinktes C*°-Gebiet und ¢ € C=(U, S?). Wir
kommen nun auf die Fragen am Ende von Kapitel 2 zuriick: Gibt es in hoheren
Dimensionen m > 4 ein zu

F(u) = E(u) + 47 L(u)
analoges Funktional, das die relaxierte Energie
Flu) = inf{hﬂg}fE(u”) |un, € CX(U,5%),u — u}
darstellt oder zumindest

min _ F(u)= inf  FE(u)
ueHL(U,S?) ueCP(U,52)

erfiillt? Bemerkung 2.1 zusammen mit den Bemerkungen 3.7 und 3.8 besagen,
daB fiir U C R* und u € RY (U, S?) tatsichlich F(u) = F(u) gilt, wenn L(u) :=
m,(S,) = my(S,) definiert wird. Fiir m > 4, U C R™ und v € RY(U,S?)
stimmt m;(S,) aber nicht unbedingt mit m,(.S,) iiberein. Definiert man F"(u) :=
E(u) 4+ 47 m,(S,), so erhdlt man zwar wegen Bemerkung 3.8 ein beziiglich der
Normtopologie stetiges und beziiglich der schwachen Topologie unterhalbstetiges
Funktional, so dafl F" < F genauso folgt wie im dreidimensionalen Fall, auch
macht die Approximation von u € H;(U, S?) durch RZ-Abbildungen keine Pro-
bleme, da F" stetig ist, aber man kann den Energieaufwand beim Entfernen von
Singularitéten aus RZ-Abbildungen nur durch 47 m;(S,) + ¢ kontrollieren (siche
Satz 4.4) und nicht durch den eventuell kleineren Wert 47 m,(S,) + €. Pakzad
hat in [Pak02] gezeigt, daf§ F" tatséchlich im allgemeinen zu klein ist: Man kann
nimlich U C R* und die Randabbildung ¢ so vorgeben, daf gilt

min _ F"(u) < inf  E(u);
u€HL(U,S?) ueCr (U,52)

27
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F" ist also zumindest in Dimension m = 4 nicht die relaxierte Energie.

In Hinblick auf Satz 4.4 schliagt Pakzad vor, m; anstelle von m, zur Defini-
tion von F' heranzuziehen, und vermutet, da E(u) + 47 m;(S,) tatséchlich die
relaxierte Energie F(u) ist. Der erste Schritt ist, zu zeigen, da m;(S,) fir alle
u € H}(U,S%) Sinn macht.

Satz 6.1. Fir jedes u € H)(U,S%) gibt es ein L € Ry o(R™) mit M(L) <
L(E(u) + E(¢)) und OL = S,,.

ir

Beweis. Wir approximieren u in der H'-Norm durch eine Folge u,, € RY(U, S?).
Es sei L, € R,,—2(R™) eine Minimalverbindung zu S,, . Dann ist

T, = Gy, — G, — L, x [S?] € Rpn(R™)

mit
M(T,) < 2+ m)L"(U) + (m+ 1)(E(un) + E(p))

nach Satz 5.1 und Bemerkung 4.5. Nach Satz 5.2 (i) gilt auflerdem 07, = 0 fiir alle
n. Daher gibt es nach Satz 3.3 einen rektifizierbaren Strom 7' € R,,,(R™"?) mit
OT = 0, so daB nach Ubergang zu einer Teilfolge T}, = G, — G, — L, x [S?] = T
konvergiert. Wegen starker Konvergenz w,, — u konvergiert nach Lemma 5.1 auch
Gy, — G,. Daher gibt es ein L € R,,,_o(R™), so dal L,, — L konvergiert. Da die
Masse schwach unterhalbstetig ist, hat man unter Verwendung von Bemerkung
4.5

M(L) <liminf M(L,) <

1
n— o0 Y

(E(u) + E(p)),
und wegen 0T = 0 ist
OL x [S?] = 0(G., — G,) = S, x [S7]
nach Satz 5.2 (i), also OL = S,. O

Bemerkung 6.1. Im wesentlichen ist Satz 6.1 mit anderem Beweis schon in [Pak02]
zu finden, allerdings wird dort nicht sicher gestellt, dal 0L = S, auch dann gilt,
wenn die Strome als Strome auf ganz R aufgefafit werden.

Definition 6.1. Mit Hilfe von Satz 6.1 ist
m;(S,) :=inf{M(L)| L € R,,—o(R™),0L = S, }
fiir jedes u € HJ(U,S?) sinnvoll definiert und endlich. Wir setzen fiir u €

H(U,S?)
F(u) := E(u) + 47 m;(S,).
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Satz 6.2. Fir jedes u € HJ(U,S?) gibt es einen minimierenden Strom L €
Rom—2(R™) mit OL = S, und

M(L) = m;(Sy) < —(E(u) + E()). (6.1)

5]~

Beweis. Sei {L,} eine Minimalfolge fiir m;(S,), das heift, es sei L,, € R,,—2(R™)
mit 0L, = Sy, so daB M(L,) % m;(S,). Wir setzen

—~

T, =G, — G, — L, x [S?].
Dann ist T}, € R,,,(R™3) mit 9T;, = 0 und
M(T,) <24+ m)L™(U) 4+ (m+1)(E(u) + E(p)).

Daher gibt es einen rektifizierbaren Strom 7' € R,,(R™*3), so daf nach Uber-
gang zu einer Teilfolge T,, — T konvergiert. Daher konvergiert auch L, schwach
gegen einen rektifizierbaren Strom L € R,,_o(R™) mit 0L = S,. Mit schwacher
Unterhalbstetigkeit der Masse folgt M (L) = m;(S,). O

Satz 6.3. F' ist schwach unterhalbstetig.

Beweis. (vgl. [Pak02]) Sei u,, — u in HL(U,S%) und L, € Ry _»(R™) sei eine
Minimalverbindung zu S,,,. Dann ist T}, := G,, — L, x [S?] € R,(R™"3) mit
o(T, — G,) =0 und

M(T, = Gy) < 2+ m)L™(U) + (m + 1)(E(un) + E(p)) < K

fiir eine Konstante K unabhéngig von n. Nach Satz 3.3 gibt es einen rektifizier-
baren Strom 7' € R,,(R™*?), so daB T,, = T und 9(T — G,,) = 0. Nach Satz 5.3
ist

T (U xR?) = GL(UxR®) — L x [§7]
fiir ein L € Ro_o(U). Da TL((R™\U) x R3) = 0 ist, gilt also
T=0G,—Lx[S%.
Hier ist L € R,,—2(R™) mit

L(a):= lim L lim T((1 — n)Thma A T
(@) = lim Lpa) + lim T((1—n)mgme A masw)

fir a € D"*(R™), wobei n € Cg5 (R™) ist mit sptn CC U, und wobei w €
D?(R3) so ist, daBl w auf S? die Standardvolumenform ist. Es konvergiert also

G, — Ln x [S?] = G, — L x [S?],
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d.h. zu e > 0 und 3 € D™(R™*3) gibt es ein Ng. > 0, so daB fiir alle n > Ng_
gilt
Ly x [S*](B) = L x [S*](B) > Gu,(B) — Gu(B) —&.

Daher gilt fiir alle « € D™ 2(R™) und n > Nﬂﬁmamﬂ%wva (w wie oben)

E(u,) — E(u) + 47 (L, () — L(«))
=FE(u,) — E(u) + Ly, x [S?](Thma A Thsw) — L X [S*](7hma A Thaw)
>E(up) — E(u) + Gy, (Tgma A Tpsw) — Gy (Tpma A Trsw) — €.

Fiir @ € D™ 2(R™) mit |af|e < 1 setzen wir
Qaol(u) = E(u) + Gu(mpma A Tpsw) = E(u) + / aANu'w (6.2)
U

und wéhlen zu L£™-fast jedem x € U eine Orthonormalbasis e = e; A ... A e, von
AnR™ so daB ey AeaAej, Ao Ne;,, € ker(a(x)) ist, wenn 3 < iy < ... <o < .
Dann ist

| < (a ANu'w)(z);e > |
1
=|<az);es .. ANem > || <w(u(z)); Oe,u(x) A Deyu(x) > | < §|Du|2.
Der Integrand des zweiten Integrals in (6.2) ist also punktweise nicht kleiner als
das Negative des Integranden des ersten Integrals F(u) in (6.2), d.h. @, ist nicht-

negativ. Schreibt man Q,(u) = B, (u,u) mit einer symmetrischen Bilinearform
B auf H'(U,R?), so sieht man

E(u,) — E(u) +47(L,(a) — L(«)) > Ba(tn, uy) — Bo(u,u) — ¢

= B, (up — u, uy, —u) — 2By (u, u, —u) — e > —2e,
wenn n grofl genug ist. Daraus folgt

liminf E(u,) — E(u) — 4n(M(L,) — M(L)) > 0,

n—oo -
also

F(u) = E(u) + 47 m;(S,) < E(u) +47M (L)
<liminf E(u,) + 47 M(L,) = liminf F(u,),

n—oo n—oo

d.h. F' ist schwach unterhalbstetig. O
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Mit der direkten Methode der Variationsrechnung folgt aus Satz 6.3, dafl
infyep1(v,s2) F'(u) angenommen wird, und da F'(u) = E(u) ist fiir u € Ce(U, S?),
gilt genauso wie im dreidimensionalen Fall

Fu) < F(u) VYue H;(U, S%) (6.3)
und insbesondere
min _ F(u) < inf  E(u). (6.4)
ueHL(U,52) ueCg (U,5?)

Ebenfalls wie im dreidimensionalen Fall gilt
Satz 6.4. Jeder F'-Minimierer ist schwach harmonisch.

Beweis. Zu v € HL(U,5%) und ¢ € Cg5 (U, R?) betrachten wir Variationen

v(x) + ti(x)
|v(z) + tb()]

Fiir geniigend kleine |t| (nur abhéngig von 1, nicht von v) ist v, € H}(U, S?) mit
sing vy = singv. Wir behaupten, daf fiir [¢| < 1 sogar gilt

v(x) =

Svt - Sv‘ (65)

Ist v € RY (U, S?), so ist dies klar. v € HJ(U, S?) approximieren wir in der H'-
Norm durch eine Folge {v,} € RY(U,S?). Natiirlich gilt dann auch fiir [t| <1

/(!(vn)t — |2+ |D(vy); — Dug|?) 222 0.
U

Mit Hilfe von Satz 5.2 (ii) sehen wir, da8 fiir alle a € D™ 3(R™) gilt:
190(0) = Su,(@)] < 15(0) — 5o, (@)] + [, () = 53, ()] =0

also ist (6.5) fiir jedes v € HJ(U,S?) richtig. Ist u € HJ(U,S*) nun ein F-
Minimierer, so gilt fiir alle |[{] < 1

E(u) + 47 m;(S,) < E(uy) + 47 m;(Sy,),

wegen (6.5) also F(u) < E(u;) fur alle |{| < 1 und daher (da E bzgl. Variationen
der betrachteten Art bei ¢ = 0 differenzierbar ist)

d
2 Buw) =0
dt o (ut) )

das heifit, u ist schwach harmonisch (sieche Beweis von Satz 1.1). O
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Pakzad vermutet, da3 F' die relaxierte Energie ist, kann dies aber nicht zeigen,
da nicht bekannt ist, ob F' bzw. u — m;(S,) stetig beziiglich der Normtopolo-
gie auf H (U, S?) ist, und da deshalb das R’-Approximationsargument aus dem
dreidimensionalen Fall versagt. Die Frage, ob in (6.3) oder wenigstens in (6.4) die
umgekehrte Ungleichung ,,>* richtig ist, bleibt also in [Pak02] offen.

In den néchsten beiden Kapiteln geben wir die Antwort fiir (6.4): Es gilt

uelg,l(llrfl,SQ) F(u) = Cgol(%f,s2) E(u). (6.6)
Dabei gehen wir folgendermaflen vor: In Kapitel 7 zeigen wir, dafl jedes u €
H (U, 8%) mit L™ (singu) = 0 durch R¥-Abbildungen approximiert werden kann,
ohne dafl F' springt (Satz 7.1). Daraus folgt mit Hilfe von Satz 4.4, dafl >
in (6.3) fur alle diese w richtig ist. In Kapitel 8 zeigen wir dann, daf§ jeder
F-Minimierer die Regularititsbedingung in unserem Approximationssatz, also
L™(sing u) = 0 erfiillt, wodurch (6.6) bewiesen ist.



Kapitel 7

Ein Approximationssatz

Wie immer sei U C R™ ein beschriinktes C*-Gebiet und ¢ € C>(U, S?). Folgen-
de Verbesserung von Bethuels Approximationssatz (Satz 4.2) wird uns erlauben,
das RZ-Approximationsargument aus dem dreidimensionalen Fall (siehe Beweis
von Satz 2.3, (2.3) , ,>*) fiir Abbildungen v € H(U, S?) mit L™ (singu) = 0
auch im Fall m > 3 durchzufiihren, obwohl wir dann nicht wissen, ob F' stetig
ist.

Satz 7.1. Seiu € HL(U,S?) mit L™(singu) = 0. Dann gibt es eine Folge u, €
RX(U,S?), so daf up, — w in der H'-Norm und |F(u) — F(uy)| — 0 konvergiert.

Bemerkung 7.1. Es wird tatséchlich keinerlei Randregularitit vorausgesezt, OU C
sing u ist also durchaus erlaubt.

Um Satz 7.1 aus Satz 4.2 zu folgern, miissen wir die Differenz der Massen
von Minimalverbindungen der Singularitdtenstréme zweier Sobolevabbildungen
u und v durch ihre Energien kontrollieren. Zunéchst zeigen wir, dafl dies fiir u
und v € RY(U, S?) moglich ist:

Lemma 7.1. Sei W relativ offen in U mit L™(OW) = 0, und seien u und

v € RY(U,S?), so dap gilt ulgnw = vlg\w L£"-fast dberall. Dann gibt es einen
rektifizierbaren (m — 2)-Strom L € R,,—o(R™) mit OL = S, — S, und

87rM(L)§/ \Du]2+/ | Du|?.
w w

Beweis. Nach Satz 4.3 gilt fiir fast jeden reguliren Wert y € S? (also fiir fast
jedesy € 5%) L, =Ty — T, € Ryp—(R™) mit 9L, = S, — S, Da uly = vl

33
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ist, gilt

M(L,)dH?(y) = /52 M (T —T7) dH*(y)

< / ( / IH" / de—2> H ()
$2 \J (ulp) ' @) (V)" )
/(Ju+Jv </ | Du|? + /|Dvy2).
w

Daher gibt es einen reguldren Wert y von v und von v, so dafl gilt
8rM(L / | Dul? + / | D%,

Mit Hilfe von Satz 4.2 (i) konnen wir eine &hnliche Abschétzung fiir v und
v € HL(U,S?) zeigen:

82

]

Lemma 7.2. Sei W relativ offen in U mit L™(OW) = 0, und V sei eine Um-
gebung von U\W in U, so daf8 gilt dist(OW NU,0V NU) > 0. Dann gibt es zu
gegebenen u und v € H;(U, S?), die auf V' L™-fast iiberall iibereinstimmen, einen
rektifizierbaren (m — 2)-Strom L € R,,—o(R™) mit OL = S, — S, und

SWM(L)S/ |Duy2+/ | Dof?.
w w

Beweis. Wir approximieren v und v geméf Satz 4.2 (i) durch Folgen {u,} und
{vn} € RP(U,S?), so daB Unlpnw = Unlpny L£7-fast iiberall fiir alle n, und so
daB u, — u, v, — v konvergiert in H)(U, S?). Nach Lemma 7.1 gibt es zu jedem
nein L, € R,;,—2(R™) mit OL,, = S,,, — S,, und

8TM(L /\DunP /|Dvn|2 (7.1)

Sei Ty, := G, — Gy, — Ly, x [S?]. Dann ist T,, € R,,(R™3) mit 97T, = 0 gemiB
Satz 5.2 (i), und wegen Satz 5.1, (7.1) und starker Konvergenz u, — u und
v, — v ist

< M(G,,) + M(G,,) +47rM(L,)
< 24+m)L™U)+ (m+2)(E(u) + E(v)).
Nach Satz 3.3 gibt es daher ein 7' € R,,,(R™*3) mit T = 0, so dafi nach Ubergang

zu einer Teilfolge T,, — T konvergiert. Wegen starker Konvergenz w,, — u und
v, — v konvergieren nach Lemma 5.1 auch G,,, — G, und G,, — G,. Daher
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gibt es ein L € R,,—2(R™), so da8 L,, — L konvergiert. Da die Masse schwach
unterhalbstetig ist, hat man unter Verwendung von (7.1)

n—oo n—oo

- / Duf? + / Do,
w %%

OL x [S?] = 0(Gy — Gy) = (Su — S,) x [S7],

8nM(L) < 8rliminf M (L,,) < liminf (/ | Du, |* + / |Dvn|2>

und wegen 0T = 0 ist

also 0L = S, — S,. O

Beweis von Satz 7.1. Da singu eine abgeschlossene Teilmenge von U ist mit
L™ (singu) = 0, gibt es zu jedem n > 0 eine relativ offene Menge W, C U
mit L™(0W,,) = 0, so daB L™(W,,) < < ist und

singu C ... C Wyp1 C Wypy CW,, C ... C Wi

Sei V,, := U\W,,. V,.42 ist eine Umgebung von U\W, ;1 = V,,;; und u ist stetig
auf V,, 4. Daher liefert Satz 4.2 (ii) Folgen u, € R (U, S?) und 4, € Rg(U, S?),
so daf3

1
ﬁn|vn+1 = “’VnH und /U(|7ln —ul|* + | Dii,, — Dul?) < e (7.2)

/(|an — uy|* + | D, — Duy,|*) <
U

und singu,, = sing4,, also S, = S, fiir alle n. Nach Lemma 7.2 gibt es zu
jedem n einen Strom L, € R,,_o(R™) mit 0L, = S, — Sz, = Sy — Sy, und

87rM(Ln)§/ |Du|2—|—/ | D, |*

g/ |Du|2+2</ |Du|2+/ |D€Ln—Du|2>
2
§3/ |Dul? + =
- n

nach (7.2). Daher ist

2 n—oo
8| my(S,) — mi(S., )| < 8TM(L,) < 3/ Duf 4 2 5=

n

Zusammen mit £™(W,) — 0 und starker Konvergenz w, — u folgt |F(u) —

n—oo

F(u)] 2= 0. O
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Satz 7.2. Fir jedes u € H}(U,S%) mit L™ (singu) = 0 ist F(u) die relavierte
Energie von u, das heifst es gilt

F(u) = F(u).

Beweis. Da ,<* fiir alle u € H}(U, S?) richtig ist (siehe Kapitel 6, (6.3)), zeigen
wir ,,>“: Nach Satz 7.1 gibt es fiir jedes n € N ein u,, € R;O(U, S?), so daB

1 1
|F(u) — F(u,)| < - und /(|u—un|2—|—\Du—Dun|2) < (7.3)
U

Nach Satz 4.4 kénnen die Singularititen der u, € R (U, S?) unter Energieauf-
wand < 47 m;(S,,, ) + ¢ entfernt werden, das heifit zu jedem u,, gibt es eine Folge
CSO(U, S%) 3 vpp — up bei k — oo mit E(v,y) < F(u,) + % Setze v, = Up g,
mit k, > n so groB, daBl | < A\, vnk, — Un > | < % ist fiir + = 1,...,n, wobei
A1, Ag, ... eine dichte Teilmenge der Einheitskugel von H'(U,R?) ist. Dann folgt

v, — u und

1
E(vy) < F(uy) + - (7.4)
(7.3) und (7.4) ergeben zusammen

F(u) < liminf E(v,) < F(u).

n—~o0

O

Wir konnen nun die Grole der Energieliicke in Termen der Massen von Mi-
nimalverbindungen zu den Singularitdtenstromen von FE- und F-Minimierern
abschétzen:

Korollar 7.1. Sei ur € HL(U,S?) ein F-Minimierer und up € H}(U,S?) sei
ein Energieminimierer. Dann gilt

A7 m;(Sy,) < uecéon(g,s% E(u) — ue;rél(l&y) E(u) < 4mm;(Su,).

Dabei gilt in der ersten Ungleichung Gleichheit genau dann, wenn uz die Energie
mainimiert; Gleichheit in der zweiten Ungleichung gilt genau dann, wenn ug ein
F-Minimierer ist.

Beweis. Nach (1.4) ist inf,cox(p,s2) E(u) = mingenyv,s2) F(u) und nach (6.3)
ist /' < F. Daher gilt

inf  Eu)— min Eu) = —E
vt 5o (u) et (u) = F(ur) — E(up)
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und Gleichheit gilt genau dann, wenn E(uz) = E(ug), denn dann ist uz ein
Energieminimierer und aus Satz 1.3 und Satz 7.2 folgt, daBl F(ur) = F(ur).
Andererseits ist F(ug) = F(ug) nach Satz 1.3 und Satz 7.2. Daher gilt

inf  FE(u)— min  Eu) =F(ur) — E(ug)

ueCx(U,5?) ueHL(U,5?)
= Flur) — F(ug) + F(ug) — E(ug)
= F(ugr) — F(ug) + 47 m;(Sy,)
S 47T mi(SuE)J
und Gleichheit gilt genau dann, wenn ug ein F-Minimierer ist. [

Bemerkung 7.2. Im dreidimensionalen Fall weifl man, daf ein Energieminimierer
kein F-Minimierer sein kann ([BBC90]). In Korollar 7.1 gilt dann also niemals
»=. Dazu wird die Darstellung F = F' der relaxierten Energie benotigt und die
Tatsache, dafl Energieminimierer hochstens endlich viele Singularitéiten besitzen,
die alle im Inneren von U liegen. Simons Regularititssatz fiir Energieminimierer
(Bemerkung 1.7) und unser Resultat aus Kapitel 8 , dafl jeder F-Minimierer u
auch ein F-Minimierer ist, und daff dann gilt F(u) = F'(u), scheinen es moglich zu
machen, diesen Beweis auf den allgemeinen Fall m > 4 zu iibertragen. Alternativ
konnte man ein Produktargument heranziehen.
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Kapitel 8

Regularitatstheorie fiir
F-Minimierer

Wie immer sei U C R™ ein beschrinktes C*°-Gebiet, und es sei p € C*(U, 5?).
In Kapitel 7 haben wir gesehen, dal F(u) zumindest fiir solche u € HJ (U, S?)
mit £ (singu) = 0 mit der relaxierten Energie F(u) iibereinstimmt. Nun werden
wir zeigen, dafl diese Regularitédtsbedingung von jedem F'-Minimierer erfiillt wird.

Genauer beweisen wir folgenden partiellen Regularitétssatz, der fiir m = 3 schon
aus [GMS98b] (Kapitel 4.2.9 Theorem 1) bekannt ist:

Satz 8.1. Seiu € H)(U,S?) ein F-Minimierer. Dann ist H™*(singunU) < oo
und u ist C®-glatt auf U\ sing u.

Wir werden auf folgenden Satz von Evans (siche [Eva91]) zuriickgreifen. (Eine
Version mit allgemeiner kompakter Zielmannigfaltigkeit A findet sich in [Bet93]).

Satz 8.2 (e-Regularititssatz). Sei B C R™ eine offene Kugel in R™. Dann
gibt es ein e > 0, so daf fiir jedes schwach harmonische u € H*(B, S?), welches
fir alle z € B und alle r < s mit Bs(z) C B die Energie-Monotonieformel

7’2_m/ | Du|?dx < sz_m/ | Du|?*dx
By (2) Bs(z)

erfillt, gilt: Ist B,(z) C B und

r2m/ |Dul? < ¢,
B, (z)

dann ist u C*-glatt auf B (2). Aus Skalierungsgrinden hingt € nicht vom Radius
von B ab.

Eine Energie-Monotonieformel wie in diesem Satz gilt beispielsweise fiir Ener-
gieminimierer oder allgemeiner fiir stationdr harmonische Abbildungen. Das sind

39



40 KAPITEL 8. Regularitétstheorie fiir F-Minimierer

schwach harmonische Abbildungen v € H'(U, S?), deren Energie zusiitzlich stati-
ondr beziiglich Variationen im Definitionsbereich ist, das heif3t fiir differenzierbar
von ¢ abhingige Diffeomorphismenscharen W, : U — U mit Wy ;o = id|py 5 filr
alle ¢t und ein Kompaktum K CC U und ¥y = id ist

d

dt s

Dies kann man fiir F-Minimierer nicht auf ganz U erwarten. Als Ersatz fixieren

E(uo¥; ') =0.

wir eine Minimalverbindung L von S, die ja nach Satz 6.2 existiert, und nutzen
die Stationaritdt von E(u) 4+ 4wM (L) beziiglich Variationen im Definitionsbe-
reich, um eine etwas andere Monotonieformel fiir F-Minimierer herzuleiten. Fiir
m = 3 wurde dies schon in [GMS98b] durchgefiihrt, wobei nur die geometrischen
Eigenschaften der Minimalverbindung, nicht aber die im Fall m > 4 unbekann-
te stetige Abhéangigkeit ihrer Masse von u benutzt wurden. Daher konnen wir
dghnlich vorgehen wie dort:

Lemma 8.1 (Variationsgleichung fiir F-Minimierer). Sei u € H(U,S?)
ein F-Minimierer mit Minimalverbindung L = 7(L£,0,() € Rpu—2(R™) zu S,.
Dann ist fir jedes 1 € Cg (U, R™)

1
/ <§|Du|2 Spur Dv— < Du, DuDy >) + 47r/ 0 Spur, Dy dH™ % = 0,
U c

wobei (Spur, D) (z) = Spur((id\Tzc)* Diﬂ(a:)\Tzﬁ) die Spur von D¢($)‘TI£ ge-
folgt von der orthogonalen Projektion auf T, L ist.

Beweis. Sei Vy(x) := x + ti(x), wobei t > 0 so klein sei, dal ¥, : U — U ein
Diffeomorphismus ist. Da u ein F-Minimierer ist, gilt

E(u)+4rM (L) = E(u) + 47 m;(S,) < E(v) + 4mm,(S,) < E(v) + 4rM (L)

fiir alle v € HL(U,5%) und alle (nicht notwendig minimierenden) Stréme L €
Roin—2(R™) mit OL = S,. Daher ist, sofern die Ableitung bei ¢ = 0 existiert (was
die folgenden Rechnungen auch zeigen),

d
= (B(uo W, ") + 47 M (V4 L)) =0, (8.1)
t=0
wobei W, , L :=7(U,(L),0 0 ¥, !, % o ;1) ist. Wir berechnen

_ 1 _ _
E(uo V¥, 1):§/U|(Du)o\IIt1D\Ift1\2
1
:5/ |Du((DW;1)oW,)|*det DV,
U

0oV, tdH™ 2 = / 0J, U, dH™ 2,
L

M(VyuL) = /

Wi (L)
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wobei (J¥:)(z) == \/det(D\IJt(x)]Txﬁ)*(D\Ilt(:r)|Tx£) ist fiir H™ 2-fast alle x €
L. Wegen

DV, = id +t D1,
DU oW, = (Dyy) ™t =id —tDy + O(t?),
det Dy = 1+t Spur Dy + O(t?),
JeW;, =1+ tSpur, Dy + O(t?)

liefert (8.1)
1
/ <§|Du|2 Spur Di¢p— < Du, DuD >) + 47r/ 0 Spur, Dy dH™ 2 = 0.
U c

]

Satz 8.3 (Monotonieformel). Seiu € H (U, S?) ein F-Minimierer mit Mini-
malverbindung L = 7(L,0,() € Ry—2(R™) zu S,. Ist B,,(2) C U, so existiert fir
L'-fast alle r €)0, [ die Ableitung

— = Dul?* + 47 M(L.B
dr (r (2 /Br(z)‘ ul" + ArM{L T(z))))
und es gilt

d [, 1
-m Du|* + 4w M (LLB,
dr (T (2 /Br(z)’ 8 ML <Z>>>>
d ?
T2—m / @ +47‘r/ |Vé|29de_2 207 (82)
dr By (2) Br(2)NL

or
wobei v(x) = s ist, und wobei fir H™2-fast alle x (nédmlich fir alle die z,

in denen L einen approzimativen Tangentialraum besitzt) vi(z) die Komponente
von v(z) orthogonal zu T, L ist, also

ve(@) = v(e) = ) (w(x) - Cal2))Cal@),

a=1

wenn die ¢; orthonormal sind mit (1 N ... A\ (o = (. Auflerdem ist

1
T2—m (_/ |l)u|2 + 47TM(L|—B7‘(Z)))
2 JB.(2)

monoton nichtfallend auf ]0,7o].
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Bemerkung 8.1. Es ist im allgemeinen

1

5/ . |Dul® + 4n M (LLB,(2)) # F(ul g, .)-

Dazu sei z.B. U = B3, ¢ = const und u € C’OO(U\{:tlel} S?) mit indy,, u =
1

5€1] eine Minimalverbindung zu S,, aber es gilt

1 =—ind_y,, u. Dann ist [—3e1,

mi(Su%BS) = o # M(LLiB3).

Beweis der Monotonieformel. Ohne Einschrankung sei z = 0. Sei ¢(z) := xn(|z|),
wobei 1 : [0,7] — [0,1] fiir 0 < r < ry eine glatte Abschneidefunktion sei mit
n(0) = 1 und n(r) = 0. Wir berechnen

Dip(x) = n(|]) id(z) +
Spur Dijp(x) = m(|x]) + |z|n'(|z]),

< Du(z), Du(x)Dy(z) > = |Du(z)[*n(|z|) + 77/|<:|;|E’) < Du(z), Du(z)x @ x >

auz auz
= [Dua)Pa(lal) + Z T (@) g (@

7, g,

= |Du()*n(|z]) + |2l (|=])

o)

Y

und

Spurg Di() = 3 Cul@) D))

— (m — 2pu(al) + T DS S nnsla

a=1 1ij

m—2

= (m — 2)n(J]) + el (J2]) Y (Gal2) - v(2))?

= (m = 2)n(|z]) + |20’ (|2]) — [aln' (|2]) [v(2)z

Mit Lemma 8.1 erhalten wir

% 5 | Du(z)*((m — 2)n(|2]) + [2ln'(|2]))dz

’ 2

+47T/m<< 2)ip(|al) + |l (|]))8(x)dH™ ()

ou, |? _
a—(az) dx+47r/ |7’ (|2]) |v(z ‘ O(z)dH™ ?(z).
r BrNL

||n' (|])
B,
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Bei n — 1jp,) in geeigneter Form ergibt dies

| d1 d
(2—m)—/ |Du|2—|—r——/ Dul? + (2 — m)Ax M(LLB,) + r- -4z M(L.B,)
2 /B, dr 2 dr

_d

oul?

B, 87“

d
+ r—47r/ vz |2 0dH™ 2.
dr B,NL £

Die hier auftretenden Ableitungen sind Ableitungen monotoner Funktionen, die
L!-fast iiberall auf 0, o[ existieren. Es folgt also (8.2). Zu zeigen bleibt, daf}
r2=™ f(r) monoton nichtfallend auf ]0, ro| ist, wobei

1

fr) =5 /r(z) \Dul? + 4 M(L_B.(2)).

f ist positiv und monoton nichtfallend in r. Wir zerlegen f = f, + fs, wobei f,
der absolutstetige und f, der rein singulidre Anteil von f sei. Dann sind sowohl
fa als auch f, monoton nichtfallend, und fiir ro > r > s > 0 gilt

P27 f(r) — 87 f(s)
=127 fo(r) = 87" fa(s) + 72 fo(r) — 87T fu(s)
127 fo(r) — 82T fa(s) + (P27 = 57T fu(s)
(

<

a

- dip P f(0) + () dp
" d 2 m d 27m
= [ G o) + )
grp d 5
Z/ d_p 2 fa )‘l’fs( )d_ 2 )dp

T
d p( f(p))dp >
nach (8.2) und wegen dd p>~™ < 0 im vorletzten Schritt. O

Satz 8.4. Sei u € H;(U, S?) ein F-Minimierer mit Minimalverbindung L €
Rim—2(R™) zu S, und sei n € N. Dann gilt: Ist B,(z) C U und ist

1 1 m—2
p2-m (5/ | Dul? + 47TM(L|_BT(Z))) <Arm (n ) Qip—2,
r(2)

n

s0 gilt L_Bz (2) = 0. Dabei ist ey, o := H™*(B™?) das Volumen der (m — 2)-
dimensionalen Einheitskugel.

Beweis. Angenommen, es gilt Li Bz (z) # 0. Dann gibt es nach Satz 3.1 (3.3) ein
z € Br(z), so dafl
hn%a P> " M(LLB,(z)) > 1.
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Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein = > p > 0, so daf}

1
ATy — 6 < p*™ (5/ |Dul? + 47TM(L|_Bp(x))> .
Bﬂ(x)

Nach Satz 8.3 ist also

1\ (1
ATy — 6 < 127™ (1 — —) —/
n 2 B(lf%)r

1 2—m 1
< (n ) r2-m (_/ ’Du‘z + 47TM<L|—BT<Z))) :
n 2 /B2

Bei 6 \, 0 erhélt man

| | Dul* + 4WM(LLB(1711)T($))>

(z

1 2—m 1
ATy, o < <n - ) p2om (5/ | Dul? + 47TM(L|_BT(Z))> < ATy o
B (2)

nach der Voraussetzung. Dies ist ein Widerspruch, also gilt L. B- (2) = 0. [

Satz 8.5 (F-c-Regularitétssatz). Sei w € H(U,S) ein F-Minimierer,
B.(z) C U und n € N. Dann gibt es ein € > 0 (unabhdngig von u), so daff
qgilt: Ist

1
p2-m (_/ ’DUP —|—47TM<LLBT<Z))) <ég,
2 B, (z)

so ist u € C*(Br (z),5%).

Beweis. Sei € := min{3¢, (=)™ ?41q,,_»}, wobei € die Zahl aus Satz 8.2 ist.
Dann ist nach Satz 8.4 L.Bx(z) = 0. Nach Satz 8.3 gilt auf B-(z) also die
Monotonieformel aus Satz 8.2. Da u auflerdem nach Satz 6.4 schwach harmonisch
ist, ist u € C®(Br(2),S5?%). O

4n

Bemerkung 8.2. Der Beweis zeigt, daff man in Satz 8.5 die Voraussetzung

1
2 (_/ |Dul® + 47TM(LI—BT(Z>>> <€
2 Br(z)

durch

1 -1 m—2
r2m <§/ | Dul? + 47TM(L|_BT(Z))) < (n > ATy, o
B (z)

n
/ Duf? < &
z(2)

n

und

ersetzen kann.
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Beweis von Satz 8.1. Sei ¢ > 0 wie in Satz 8.5 und L € R,,_2(R™) sei eine
Minimalverbindung zu S,. Dann gilt

1
singuNU C {z eU| limiglfr2_m (5/ | Dul? +47TM(LI_BT<Z))) > 8}
T By (2)

C S1U S,
wobei
Sp = {Z eU| lim'ner_m/ |Dul? > O}
r—0 Br(2)
und
Sy = {z € U | liminf r " M(LLB,(2)) > 0}

ist. Nach Satz 3.1 (3.2) ist H™ 2(S;) < oo, und ein Standard-Uberdeckungsar-
gument zeigt, dafl H™2(S;) = 0 ist fiir jedes u € H'(U, S?): Es gilt

Sic |J U Sn, k),

neN keN

wobel

1 1
S(u,n, k) := {zeU|r2m/ | Dul? 2—fﬁralleO<r<—}.
B(z) n k

Es reicht zu zeigen, daf fiir jede Kugel B,(z) cC U gilt: H™ 2(S(u,n, k) N
B.(z)) = 0. Ohne Einschrinkung sei B,(z) = B™ die m-dimensionale Ein-
heitskugel. Fiir festes 0 < o < 1 wihle eine maximale Menge disjunkter Ku-
geln Bg(z;), 1 < i < l,, mit Mittelpunkten z; € S(u,n, k) N B™. Dann ist
S(u,n, k) N B™ C Ué"zl By(x;) =: U,, und wegen z; € S(u,n, k) N B™ ist

lo
lo_o_m72 < 2m72€fl Z/
=1

Daraus erhalten wir

Dul? < 221 / Dul?. (8.3)
Us

g (z:)

L"(U,) < o*L™(B™)lyo™ % < 02£m(Bm)2m_25_1/ |Dul? =2 0,
und mit (8.3) folgt [,0™ 2 2200, also H™2(S(u,n, k) N B™) = 0, da ja
S(u,n,k) N B™ C U,. Insgesamt ist also H™ 2(singu N U) < oo. Dafl u €
C>=(U\ sing u, S?) ist, folgt aus Satz 1.2, da u schwach harmonisch ist. O

Nun kénnen wir das Energie-Infimum in C°(U, S?) charakterisieren und da-
mit die Frage aus Kapitel 2, ob ein zu (2.4) analoges Resultat in beliebiger Di-
mension gilt, positiv beantworten.
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Satz 8.6. Sei U C R™ ein beschrinktes C*°-Gebiet und ¢ € C*(U, S?). Dann
st u € H;(U, S?) genau dann ein F-Minimierer, wenn u ein F-Minimierer ist.
Insbesondere gilt
min _ F(u)=  inf  E(u).
u€HL(U,S?) ueC®(U,52)

Beweis. Sei v ein F-Minimierer. Natiirlich ist singv C (singv N U) U 9U. Da
L™(OU) = 0 ist und nach Satz 8.1 H™ ?(singvNU) < oo gilt, ist L™ (singv) =0
und daher nach Satz 7.2 F(v) = F(v). Da F(u) < F(u) fir alle u € H.(U,S?)
gilt (siehe (6.3)), und da F'(v) = min,ep1,s2) F(u) ist, folgt

Ist andererseits v ein F-Minimierer und w ein F-Minimierer, so ist F'(w) = F(w)

und
F(w) < F(v) < F(v) < F(w).

Also gilt in jeder dieser Ungleichungen ,,=*“ und v ist ein F-Minimierer.
min _ F(u)= inf FE(u)
u€HL(U,S?) ueCP(U,52)

folgt dann aus (1.4). O



Kapitel 9

Schluflbemerkungen

Wir haben die Energieliicke in beliebiger Dimension m > 3 durch die Massen der
Minimalverbindungen (mit ganzen Vielfachheiten) zu den singuldren Stromen
von F- und F-Minimierern abgeschétzt und wissen genausoviel {iber jeden Mini-
mierer u der relaxierten Energie F wie im dreidimensionalen Fall: u ist schwach
harmonisch und glatt bis auf eine kompakte Ausnahmemenge singu C U mit
H™ 2(singu) < oo. Allerdings bleiben folgende Fragen offen:

Ist F' die relaxierte Energie? Oder gibt es ein glattes beschrinktes Gebiet
U C R™ und ein ¢ € C*(U, S?), so daB ein v € H}(U,S?) existiert mit
F(u) < F(u)? Natiirlich miifite nach unseren Ergebnissen ein solches u
»sehr singular® sein, d.h. es wére L™ (singu) > 0.

Kann man, sofern eine echte Enegieliicke auftritt, zeigen, daf§ kein u €
H ;(U , 5?) existiert, das sowohl die Energie E als auch die relaxierte Energie
F minimiert? Mit Hilfe von Simons Regularitéitsaussage fiir Energiemini-
mierer u € H(U, S?) (siche Bemerkung 1.7) sollte dies dhnlich zu beweisen
sein, wie in [BBC90] im dreidimensionalen Fall durchgefiihrt.

Wie im dreidimensionalen Fall sind folgende Fragen ebenfalls offen:

Ist die Regularitatsaussage fiir F-Minimierer optimal?
Wird inf e oo (i7,52) E (u) angenommen?

Gibt es fiir alle glatten, beschrinkten Gebiete U C R™ und alle ¢ €
C>*(U,S?) eine harmonische Abbildung in C(U, S?), also eine harmo-
nische Abbildung ohne Singularitédten?

Kann man zu vorgegebenem N € N ein glattes, beschréanktes Gebiet U C
R™ und eine Abbildung ¢ € C=(U, S?) finden, so dafl inf,eom (@,52) E(u)—
minyepyw,s2) E(u) > N ist 7

47
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