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Referent:Prof.Dr. K.-H. Spatschek

Koreferent:Prof.Dr. A. Pukhov

TagdermündlichenPrüfung:22.Januar2004
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5.5. EinflußundWichtigkeit derParameterwerte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6. Zusammenfassung 113

A. Bedingte Erwar tungs wer te einer reellen, normal ver teilten Variab le 116

B. Struktur der Korrektur terme der “Optimal Prediction” Methode bei höher -
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1. Einleitung

In dieserArbeit werdenMethodenuntersucht,die zur Reduktionund optimalenVoraussage

derDynamikin komplexenSystemenbenutztwerdenkönnen.UnsereMotivationist die Tatsa-

che,daßein komplexesnichtlinearesSystemin derRegel nie exakt beschriebenwerdenkann.

Zunächstist einesinnvolle Modellbildunggefordert,aberauchvereinfachteModellesindmeist

nochnicht exakt lösbar. DannsindangemessenemathematischeNäherungenerforderlich.Oft

werdenals Modell für physikalischeVorgängeund untergewissenVoraussetzungenSysteme

partiellerDif ferentialgleichungenangesetzt.DiesepartiellenDifferentialgleichungensinddann

dieBewegungsgleichungenderfür dasModell ausgewähltenVariablen.Unter“kollektivenKo-

ordinaten”verstehtman ausgesuchteFreiheitsgrade,auf die dasunendlich-dimensionaleSy-

stem“reduziert” wird undvon denenmanhofft, daßsiefür die DynamikdesSystemsdie rele-

vantensindundseinezeitlicheEntwicklungrichtig beschreiben.JenachdynamischerSituation

bietensich verschiedeneMöglichkeitenan,dieseKoordinatenund dasSystemder relevanten

Differentialgleichungenzu bestimmen.Hier wird auf die detaillierteDarstellungvon Plasch-

ko und Brod verwiesen[42]. Entscheidenddabeiist einerseitsdie Festlegungder Anzahl der

relevantenKoordinaten,d. h. die Dimensiondesdarausfolgendenund zu lösendenSystems

von Differentialgleichungen.Andererseitsist die FragenachdereventuellenBerücksichtigung

der nicht als relevanteingestuftenFreiheitsgradevon großemInteresse:inwiefern kannderen

Einfluß auf die kollektiven Koordinatenin Form von gekoppeltenTermenin denDifferenti-

algleichungenmiteinbezogenwerden?Ein vern̈unftiger Ansatzdabeiist die Mittelung dieses

EinflußesübereinegroßeZahl möglicherKonfigurationen.Diesermöglicht die Bildung eines

in demSinne“universellen”Kopplungstermszwischenun- undber̈ucksichtigtenKoordinaten,

daßernichtvonspezifischenAnfangsbedingungenabḧangt.Die Art derMittelung- obarithme-

tischodervoneinergegebenensystemspezifischenStatistikbestimmt- hängtvombetrachteten

Problemab.
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Einleitung

1.1. Gleic hgewic htsnahe Dynamik

In unmittelbarerNäheeinesGleichgewichtszustandsgibt eineLinearisierungersteAufschlüsse.

Die ZeitentwicklungeinesautonomenphysikalischenSystemsseidurchdie folgendeDifferen-

tialgleichunggegeben:

ẋ � f
�
x ��� x � F � Rn; (1.1)

Betrachtetmandie n KomponentendesVektorsx, hat manein Systemvon n partiellenDif-

ferentialgleichungen.Fixpunkte,auchGleichgewichtszusẗandegenannt,sinddurchdie Bedin-

gung f
�
x � � 0 gegeben.DerenStabilität wird mit der Methodeder Linearisierunguntersucht

[42]. EinebetrachtetekleineStörungdesFixpunktesführt dannaufdasEigenwertproblem�
Jξ � σI � e � 0 �

wobei σ der Eigenwertund e der Eigenvektor ist. J ist die Jacobi-MatrixdesSystems(1.1)

undJξ die Jacobi-Matrixan der Stelleξ � 0. Hier wurdeo. B. d. A. angenommen,ξ � 0 sei

Fixpunkt.Die LösungdiesesEigenwertproblemsführt auf eineKlassifikationder verschiede-

nenFixpunktenachderenEigenwerten.DasVerhaltenund die Strukturvon Lösungenin der

Nähevon Fixpunkten,denenkeine rein imagin̈arenEigenwerteentsprechen,könnenanhand

desTheoremsvonHartman-Grobmanuntersuchtwerden[42, 30]. Dassogenannte“Stabilitäts-

theorem”beweist die asymptotischeStabilität bei Senken und Knoten,derenEigenwertealle

negativeRealteilebesitzen.TretenabersogenanntezentraleEigenwerte
�
ℜσ � 0� auf, verliert

dieLinearisierungsmethodejedochanAussagekraft.Dannkannfür kleine(lokaleTheorie)aber

endlicheAbweichungenvom Gleichgewicht die TheoriederZentrumsmannigfaltigkeit heran-

gezogenwerden.DiesegehtvoneinerVersklavungderstabilenModenaus.

Im folgendenwird dasVorgehenexemplifiziert [42]. Nehmenwir an,daßf einCr-Dif feomor-

phismusist. Mit Hilfe derLinearisierungsmethodewerdenderstabile,bzw. instabileundzen-

trale Eigenraumbestimmt.Es existierennun entsprechendstabile,bzw. instabileMannigfal-

tigkeitenin Form vonCr-Dif feomorphismenundeinezentraleMannigfaltigkeit in Form eines

Cr � 1-Dif feomorphismus,die durchdenFixpunkt gehenund tangentialzu demjeweiligen Ei-
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Gleichgewichtsnahe Dynamik

genraumliegen[30]. Vorausgesetztwird jetzt, der instabileEigenraum,der denEigenwerten

mit positivenRealteilenentspricht,seileer. DasTheoremderzentralenMannigfaltigkeit besagt

nun,daßdasProblem(1.1)sichauf die folgendeFormbringenläßt

u̇ � Au � F
�
u � v� (1.2)

v̇ � Bv � G
�
u � v� (1.3)

Dabeiist
�
u � v� � �

0 � 0� Fixpunkt.Die Amplitudenu1 �
	
	
	�� un undv1 ��	
	
	�� vm entsprechendenn

linearmarginalenundm linearstabilenModen  � u1 �
	
	�	�� un � � : u � � v1 �
	�	
	�� vm � : � v� . Demnach

verschwindendieRealteilederEigenwertederMatrix A; dieRealteilederEigenwertevonMa-

trix B sindnegativ. NichtlineareBeiträgewerdendurchN
�
u � v��� M

�
u � v��� Cr auf denrechten

Seitenvon (1.2)und(1.3) repr̈asentiert.EsseiEc dern-dimensionale(verallgemeinerte)soge-

nannte“zentrale”Eigenraumvon A undEs derm-dimensionale(verallgemeinerte)sogenannte

“stabile” Eigenraumvon B. F undG sindCr -Dif feomorphismen.Die zentraleMannigfaltigkeit

Mc kannlokal durchdieFunktion

Mc ��� � u � v��� Rn � v � h
�
u����� mit h

�
0� � 0 undJu

�
h
�
u�
� � u� 0

� 0 (1.4)

beschriebenwerden.

Setztman(1.4) in (1.2)und(1.3)ein,soerḧalt man

u̇ � Au � F
�
u � h � u��� (1.5)

unddann

J
�
h
�
u�
��Au � F

�
u � h � u�
��� � Bh

�
u��� G

�
u � h � u�
� (1.6)

DieseletzteGleichungist einenichtlinearepartielleDif ferentialgleichungzur Berechnungder

Funktionh
�
u� , für derenLösungeinePotenzreiheangesetztwerdenkann.DasfolgendeTheo-

remdrücktdieBedeutungderReduzierung̈uberdieZentrumsmannigfaltigkeitstheorie[11] aus:

ExistierteineUmgebungUc von
�
u � v� � � 0 � 0� aufMc, sodaßjedeTrajektorie, die

in Uc anfängt,Uc auch nie verläßt,dannexistiert eineUmgebungU von
�
u � v� �
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Einleitung�
0 � 0� in ℜn � ℜm, sodaßjedeTrajektorie, die in U anfängt,gegeneineTrajektorie

aufder Zentrumsmannigfaltigkeit konvergiert.

Zur Diskussionder Dynamik reicht dahereineUntersuchungvon (1.5) aus,insbesondereum

dasasymptotischeVerhaltenvon (1.2)und(1.3)herauszufinden.Die FunktionF
�
u � h � u�
� muß

bis zu einer“relevanten”Ordnungentwickelt werden.Normalformenergebensichz.B. in drit-

terOrdnung[42].

Verallgemeinerungenvon (1.2) und (1.3) sind in zwei Richtungenmöglich: Einmal kanndas

endlicheSystemParameterenthalten;zum anderenkann dasSystemunendlich-dimensional

werden.Im Fallevon zus̈atzlichenParameternerweiternwir zu

u̇ � A
�
Λ � u � F

�
u � v� Λ ��� (1.7)

v̇ � B
�
Λ � v � G

�
u � v� Λ ��� (1.8)

Λ̇ � 0 � (1.9)

wobei Λ � �
λ1 �
	�	
	�� λp � p Parameterrepr̈asentiert.Die Zentrumsmannigfaltigkeit wird dann�

n � p� -dimensional.MansprichtanstellevoneinemFixpunktvoneinem“Bifurkationspunkt”,

der für denBifurkationsparameterΛ � Λc vom physikalischenSystemerreichtwird. In die-

semFalle sichernbestimmteTheoremedie KonvergenzderStörungsrechnungin derNähedes

Einsatzspunktesder Instabilität [3]; somit ist für ein kleinesGebietdesParameterraumesdie

LangzeitdynamikvonderZentrumsmannigfaltigkeitstheorierichtig wiedergegeben.Die Unter-

suchungdesVerhaltenseinesidealenzylindrisch eingeschlossenenPlasmasin der Nähedes

Einsatzpunktesder resistivenAustausch-Instabiliẗat kannmit diesemVerfahrenunternommen

werden[5].

Unendlich-dimensionaleSystemekannmanbeispielsweisenacheinerDiskretisierungaufendlich-

dimensionalezurückführen.
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Gleichgewichtsferne(re) Dynamik

1.2. Gleic hgewic htsf erne(re) Dynamik

Entferntmansichweitervom Gleichgewicht, stehenbislang(abgesehenvon numerischenVer-

fahren)keinesystematischenMethodenzurVerfügung.

BedenktmandieTatsache,daßeinnicht-autonomesSystemderDimensionp aufeinautonomes

SystemderDimensionp � 1 zurückgef̈uhrtwerdenkann,gehtesalsodarum,einSystemparti-

ellerDif ferentialgleichungenderForm(1.1)zu lösen.DasnahliegendsteVerfahrenzurLösung

einessolchenSystemsberuhtauffinitenDifferenzen;allerdingserforderteseinesehrlangeRe-

chenzeit.Sogenannte“ Reduktionsverfahren”bietengegen̈uberdieserdirektenIntegrationdes

SystemsgewisseVorteile.

Prinzipiellwerdenschwerpunktm̈aßig� kollektiveKoordinaten� endlicheBasissysteme

– GalerkinApproximation

– KarhunenLoeveModen

– WaveletBasis

eingesetzt.Diesgeschiehtmeistadhoc.

SolcheineReduktionvonSystemenpartiellerDif ferentialgleichungenaufniedrig-dimensionale

SystemegewöhnlicherDif ferentialgleichungenbestehtmeistensin einerEntwicklungderLösung

nacheinembestimmtenausgesuchtenFunktionensatz(Moden)undin demAbschneidendieser

EntwicklungnachendlichvielenModen[24].

Die gesuchteLösungwird alsunendlicheSummeüberalle Modenins Ausgangssystemeinge-

setztundnacheinerProjektionaufdenSatzderadjungiertenModenbekommtmanein äquiva-

lentesSystemunendlichvielergewöhnlicherDif ferentialgleichungenfür diezeitlicheEntwick-
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Einleitung

lungderAmplitudenderModen.

Die Galerkin-Approximationbestehtdanndarin,ausdieserunendlichenMengedie Galerkin-

basis,d. h. endlichviele Modenauszuzeichnenundalle anderengleichNull zu setzen.Meist

bietensichalsunmittelbarzug̈anglicheModendie EigenmodendeslinearenOperatorsdesSy-

stemsan.Die BeschreibungdesSystemswird alsoauf dieselinearenModenundderenWech-

selwirkungbeschr̈ankt;ausdieserTatsachefolgt, daßdieDynamikvonSystemen,beidenenim

nichtlinearenBereichvieleModenrelevantsind,voneinemGalerkin-Verfahrenwahrscheinlich

nicht zufriedenstellendwiedergegebenwird [3].

Handeltessichbei denausgesuchtenModenumFourier-Moden,hatmandenSpezialfall einer

abgeschnittenenSpektraldarstellung.

Der Schl̈usselpunktin der Methodeist alsodasAussuchender für die zeitlicheDynamik des

Systems“relevanten”Moden.DiesentsprichtderphysikalischenFragestellung,in welchenMo-

densichdie meisteEnergie desSystemskonzentriert.Jegrößerdie Galerkinbasis,destoeher

konvergiert die Lösungdessogewonnenenendlich-dimensionalenSystemsvon gewöhnlichen

Differentialgleichungengegendie tats̈achlichephysikalischeLösung,aberdestohöherist auch

der Rechenaufwand.Deswegeneignensich Systeme,die grunds̈atzlichdurchviele Eigenmo-

densimuliertwerdenmüssen(cf. ProblemderhydrodynamischenTurbulenz,beiderderganze

Inertialbereichüberviele Größordnungenvon Wellenl̈angen,d. h. überviele Fourier-Moden

modelliertwird), wenigerfür diesesVerfahren.

Die Güte einergegebenenGalerkin-Basiskanndurchein sogenanntesdynamisches“Siebe”-

Verfahrenbestimmtwerden[3].

Die Karhunen-Loeve-Methode,auch“properorthogonaldecomposition”genannt,ist ein Ver-

fahren,mit demsystematischnachdemoptimalenSatzvon Ansatzmodenfür eineGalerkin-

Projektiongesuchtwird [24, 46]. Wegen der großennötigen Rechnerkapazitätenwurde die
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Gleichgewichtsferne(re) Dynamik

Methode,wenn auchfrüher bekannt,erst seit relativ kurzer Zeit auf konkretephysikalische

Problemeangewandt,darunterauf die Modellierungund Simulationdessogenannten“L-H-

Übergangs”im Tokamak[6], woraufwir im letztenTeil dieserArbeit zurückkommenwerden.

Für eineDarstellungdesVerfahrenswird auf die Arbeit von Eickermann[24] verwiesen.Kurz

kannmansagen,daßderwesentlicheSchrittderMethodein derBestimmungderEigenwerte

undEigenvektoreneinerreellensymmetrischenMatrix besteht.Mathematischist abgesichert,

daßdie Karhunen-Loeve-Modendie optimaleBasisfür eineGalerkin-Approximationbilden

undzwarfür denParametersatz,für densieausdernumerischenSimulationgewonnenwurden.

In derPraxisist dieMethodealsonursinnvoll anwendbar, wennmandavonausgehenkann,daß

sichdie gleichenFunktionenauchbei einemanderenParametersatzalsEntwicklungsfunktio-

neneignen.Allerdingsgibt eshier wie auchim Falle desGalerkin-Verfahrenskein Kriterium,

mit demsichabscḧatzenläßt,wievieleModennötig sind,umdie DynamikdesSystemsrichtig

zuapproximieren.Diesist einegroßeEinschr̈ankungdieserbeidenMethoden.

Sogenannte“Wavelets”schließlichentsprechendemWunschnacheinerkombiniertenZeit- und

Frequenzbeschreibung.Sie könnenähnlichwie bei Galerkin-und Karhunen-Loeve-Verfahren

alsBasisfunktionenzur Diskretisierungvon partiellenDifferentialgleichungenbenutztundals

eineErweiterungder Fourier-Analysisangesehenwerden[39]. Die Untersuchungeinesphy-

sikalischenProblemsmittels Waveletsbietetabergegen̈ubereinerEntwicklungnachFourier-

ModendenVorteil, daßsienicht-station̈areProzessebesserbeschreibenkann,derenphysikali-

scheBedeutung(zeitlichbegrenzteÜbergänge,AnlaufphasenvonSignalen,etc.)oft wichtig ist.

Mit anderenWortengehtim Vergleichzu derFourier-Analysebei derWavelets-Beschreibung

die InformationüberdiezeitlicheLokalisierungeinerbestimmtenFrequenzanregungnichtver-

loren.ZudembesitzenFourier-AnalysenfolgendeNachteile:bez̈uglichStörungensindsiesehr

instabil, die Addition eineszus̈atzlichenTermskleiner Amplitude zu einer linearenSuperpo-

nierungvon Sinuswellenwird dasgesamteSignal kaum ver̈andern,dessenFourierspektrum

abersehr[1]; bei UnstetigkeiteneinesSignalskonvergiert seineFourier-Reiheschlechtund

7



Einleitung

denFourier-Koeffizientenist nicht anzusehen,wo sich die Sprungstellebefindet[9]. Deshalb

wurdedie Wavelets-Beschreibungalseineunterverschiedenensogenannten“Zeit-Frequenz”-

Darstellungenentwickelt, denendie “gefensterte”Fourier-Transformationauch geḧort. Die

Wavelet-Modenkann man also als Filter auffassen,die von einer sowohl im Raum(oder in

derZeit) wie auchin derFrequenzlokal begrenztenFunktiondargestelltwerden.DieseLoka-

lisierungkannals“maßgeschneidert”in demSinnebezeichnetwerden,daßkurzlebigeDetails

derLösungwie Sprungstellenoderausgepr̈agteSpitzengenaulokalisierbarsind,währendlang-

zeitlicheEigenschaftennaturgem̈aßin kleineremMaßstab,sprichwenigergenaulokalisiertbe-

schriebenwerden[9]. In derPraxismußzuersteinsogenanntes“Mutter”-Waveletin Formeiner

Funktionx �� ψ
�
x� gewählt werden.Die zur Analysevon Signalenf verwendetendilatierten

undverschobenenKopiendesMutter-Waveletssinddanndie Funktionen[9]

ψa � b : R � C � t �� 1�a � 1 2ψ
� t � b

a
�

a undb sinddabeirespektivederSkalen-undderVerschiebungsparameter. Die Wavelet-Trans-

formierteW f
�
a � b� desSignalsf

�
x� ist danndurch

f
�
x���� W f

�
a � b� �"! ∞� ∞

ψa � b � x� f � x� dx

gegeben.Analogzu der Fourier-Transformationsprichtmanvon kontinuierlichenunddiskre-

tenWavelet-Transformationen;auchkanndasuntersuchteSignalwie bei derFourier-Synthese

alsLinearkombinationder Waveletbasisfunktionendargestellt,bzw. zurückgewonnenwerden.

Allerdingssinddabeidie Basisfunktionennicht mehrandauerndeOszillationen,sondernphy-

sikalischeinfachernachvollziehbarezeitlich lokalisierteFunktionen[39]. Als besondererVor-

teil der Wavelet-Methodemußdie Tatsacheerwähnt werden,daßsie im Gegensatzzur “ge-

fensterten”Fourier-Transformation,die von konstanterBandbreiteist, mit konstanterrelativer

Bandbreitearbeitet,deshalbbei großenFrequenzen,d. h. bei kleinenSkalen,sehreffizient ist,

weshalbsiezur Untersuchungvon Singulariẗatenin physikalischenSignalenbesondersgeeig-

net ist [1]. Interessantist außerdemdie gutenumerischeStabilität der Methode,die ausdem

lokalenCharakterfolgt. DieseMethodeeignetsichalsozur Beschreibungvon physikalischen

8



“Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung

Problemen,die durchzeitlich lokalisierteVer̈anderungencharakterisiertsind.Als typischeAn-

wendungsbeispielebietensich turbulenteSystemean, derenEigenschaftenauf einer kurzen

Zeitskalavariieren,bzw. dissipative Systeme,da die WaveletsdenrealenabklingendenAnre-

gungeneherentsprechen[39]. DabeibieteteineWavelet-Analysislokal einelineareZerlegung

in relevanteModen,vorausgesetztdie Nichtlineariẗat desSystemsist nicht zu groß.Weitere

Detailsund insbesonderemöglicheAnwendungenauf die UntersuchungdesL-H-Übergangs

in toroidaleingeschlossenenPlasmen,aufdenwir im letztenTeil dieserArbeit zurückkommen

werden,sindin [39] nachzulesen.

1.3. “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung

MangelndenumerischeAuflösungsorgt oft dafür, daßdie Zeitentwicklungeinesdynamischen

Systemsin geschlossenerForm nichtmöglich ist. Diesist insbesonderederFall, wennin kom-

plexenSystemennur ein paarvon vielenFreiheitsgradenber̈ucksichtigtwerdenkönnen.Dies

kann verschiedeneGründehaben:entwederzwingt die eingeschr̈ankteKapaziẗat der zur Si-

mulationeingesetztenComputer, die vielen Freiheitsgradeauf ein paar, wie manhofft “aus-

schlaggebende”zu reduzieren;oderessind nur die Anfangsbedingungenein paarkollektiver

Variablenbekannt,auchwennim Prinzipalle Freiheitsgradezug̈anglichwären[19].

Die “Optimal Prediction”Methodeversucht,diesenMangelanAuflösungin dernumerischen

Simulationder dynamischenZeitentwicklungdurchdie AusnutzungeinerstatistischenInfor-

mationüberdasSystemauszugleichen.

DieseMethodewurdein verschiedenenArbeitenvon Chorin,Kupferman,KastundLevy ent-

wickelt [16, 18, 17].

Zuerstwird dasPrinzipderMethodein AnlehnunganeineArbeit vonChorinetal. erläutert,in

derdieseMethodeaufHamiltonschepartielleDif ferentialgleichungenangewandtwird [19].

Untersuchtwird eingegebenesCauchy-Problem:#$&% ut
� R

�
x � u � ux � uxx �
'
'
'(�

u
�
x � 0� � u0

�
x� (1.10)

9
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für eineFunktionu
�
x� in einemp-dimensionalenRaum.Dabei ist R

�
x � u � ux � uxx �
'
'�')� eineim

allgemeinennichtlineareFunktionvonu � u
�
x � t � undseinenRaumableitungen.

Wir nehmenan,daßwir nicht in derLagesind,dasProblemin geschlossenerForm zu lösen,

entwedermangelsausreichenderRechnerkapazitäten,oderweil mansichaufbestimmteEigen-

schaftenderLösungbeschr̈ankenmöchteundsiedafür nicht in allenDetailskennenbraucht.

Vorausgesetztwird zus̈atzlich,daßeinebestimmtestatistischeInformationüberdasSystembe-

kannt ist, beispielsweisein der Form einesexplizit gegebenenMaßesµ (sogenanntes“prior

measure” bei Chorinet al.). Esist unsalsomöglich,einenSatzvonvielenAnfangsdaten(typi-

scheGrößenordnung:102 � 103) zu produzieren,die einerbestimmtenStatistikgehorchen.Ihr

Mittelwert zur Zeit t � 0 ist unmittelbarbekannt.Gesuchtwird jetzt derenMittelwert zu einer

weiterenZeit t * 0. Prinzipiell folgt erausderMittelungdereinzelnintegriertenAnfangswerte

desurspr̈unglichenEnsembles.Dennochist dieseIntegrationin der Praxiszu aufwendigund

dahernicht durchf̈uhrbar. Wie kanndie statistischeVerteilung,derder SatzderAnfangsdaten

zur Zeit t � 0 aberweiterhinzu einersp̈aterenZeit t * 0 gehorcht,genutztwerden,um den

Mittelwert + u * für jedeZeit t * 0 zufinden?

Die Anfangsdatenwerdengem̈aßeinerWahrscheinlichkeitsverteilungbestimmt,die durchdas

invarianteMaßµ gegebenist. “Invariant”bedeutetdabei,daßwennmaneinenbestimmtenSatz

von Anfangsdatengem̈aß den Bewegungsgleichungenintegriert, dannerfüllen für t * 0 die

DatendiegleicheVerteilung.Im FalleeinesHamiltonschenSystemsbietetsichdaskanonische

Maßan;die entsprechendeWahrscheinlichkeitsdichteist gegebendurch:

f
�
u� � 1

Z
e�-,/. u0T

Dabeiist T dieTemperaturundbestimmtdieVarianzderDichte.Im folgendenwird hierT � 1

gesetzt.Der Einflußvon verschiedenenWertenvon T auf die Aussagekraftder “Optimal Pre-

diction” Methodewurdebereitsuntersucht[19].

VorausgesetztseizurZeit t � 0 einbestimmterSatzvonsogenannten“kollektivenKoordinaten”

10
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Vα bekannt,die gegebensinddurch:

Vα
� �

gα � u� �1! gα
�
x� u � x � 0� dx (1.11)

Dabei kann man die Funktionengα als “Filter” auffassen.Werdenbeispielsweisegα
�
x� �

δ
�
x � xα � ausgewählt, dannsind die Vα die von der Funktion u

�
x� an den Stellenxα ange-

nommenenWerte.

Entscheidenddabeiist derfolgendePunkt:mansetztvoraus,daßim PrinzipdasSystemwohl in

geschlossenerFormgelöstwerdenkönnte,d. h.daßalleDatenim Prinzipzug̈anglichsind.Dies

bedeutet,daßmanfreie Wahl der kollektivenKoordinatenhat. In der Praxisbestehteinerder

HauptschrittederMethodealsodarin,diefür daszuuntersuchendeProblemambestengeeigne-

tengα zufinden.Insofernwird derAnwendungsbereichderMethodeaberaucheingeschr̈ankt:

wenna priori nur bestimmtekollektive Koordinatenzug̈anglichsind,wie eszum Beispiel in

geophysikalischenAnwendungenderFall ist [19], dannmußdasRisiko eingegangenwerden,

daßdiesenicht unbedingtallein ausschlaggebendfür die weiteredynamischeEntwicklungdes

Systemssind;die “Optimal Prediction”MethodewürdedannanAussagekraftverlieren.

Die Auswahl der “richtigen” Filterfunktionenund damit der kollektiven Koordinatenist al-

so ein wichtigesKriterium für denErfolg der Methode.Wennaußerdemdie Anzahl und die

AuswahlderkollektivenKoordinaten,dienötig sind,umunsereLösungausreichendzucharak-

terisieren,in derZeit ver̈anderlichsind,dannhatdasfür denErfolg der “Optimal Prediction”

MethodeerheblicheKonsequenzen,die am BeispieldesKollapsesim Falle der nichtlinearen

Schr̈odinger-Gleichungweiteruntenerörtertwerden.

WärenurderAnfangssatz(1.11)vonkollektivenKoordinatenbekannt,undwürdemanvonder

statistischenVerteilungkeinenGebrauchmachen,dannwäremanauf üblicheRegressionsme-

thodenangewiesen[41]: dabeiwird überallemöglichenLösungengemittelt,diederinvarianten

Wahrscheinlichkeitsverteilunggehorchen,undgleichzeitigdie Bedingung(1.11)zur Zeit t � 0

erfüllen.DieseMittelungerfolgt für jedenx; darausfolgt derMittelwert

v
�
x� � E  u � x� �V1 ��'
'
'�� VN �2�

11
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d. h. derErwartungswertderFunktionu
�
x� , seiendieV1 �
'�'
'�� VN zurZeit t � 0 bekannt.

DasinvarianteMaßµ kannaberbenutztwerden,wennmanbedenkt,daßesauf denRaumder

Funktionenu, die die Anfangsbedingungenerfüllen, ein sogenanntes“bedingtes”Maß µV in-

duziert,dasabernicht mehrinvariantist. Für t * 0 sinddie Lösungenu
�
x � t � von (1.10)durch

dasMaßµV
�
t � bedingt,dabeisindim allgemeinenVα

�
t �43� Vα

�
0� undgα

�
x � t �43� gα

�
x � 0� .

DieGrundideeder“Optimal Prediction”Methodekannin derfolgendenGleichungausgedr̈uckt

werden:

µV
�
t � � µV 5 t 6 �

d. h. dasbedingteMaßµV
�
t � zurZeit t wird approximiertdurchdasinvarianteMaß,bedingtzur

Zeit t durcheinenSatzvon neuenkollektivenKoordinaten

Vα
�
t � � �

gα
�
t ��� u � t �
� � ! gα

�
x � t � u � x � t � dx 	 (1.12)

Dabeiwerdenim allgemeinenFall die gα
�
x � t � von denFiltern zur Zeit t � 0 verschiedensein.

DerenAnzahl und die affine Form der somit bestimmtenkollektivenKoordinatensollenaber

gleichbleiben.

Wie funktioniert alsodie “Optimal Prediction”Methode?Die Zeitentwicklungdesbedingten

MaßesµV kannmit Hilfe derBewegungsgleichung(1.10)für die Zeit t � � �
t � ∆t � bestimmt

werden.Daßnurein infinitesimalerZeitschrittmöglich ist, rührtdaher, daßfür größereSchritte

dasbedingteMaß nicht mehrduchdasinvariantebedingtdurchdie anf̈anglichenkollektiven

Koordinatenausgedr̈uckt werdenkann.Dieskannmanformalschreibenals:

t � � t � ∆t � µV
�
t � � � µV

�
t � ∆t �

Gleichzeitigwird versucht,für die Zeit t � ∆t neuepassendeaffine Bedingungenzu finden,die

ausgehendvom invariantenµ dasgleichebedingteMaßliefern:

t � � t � ∆t � µ
�
überneueKonditionengα undVα � � � µV 5 t 7 ∆t 6
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“Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung

DasGrundprinzipder “Optimal Prediction”Methodebestehtdarin, diesezwei auf verschie-

denenWegenbestimmtenMaßegleichzustellen;somiterḧalt manBewegungsgleichungenfür

die BedingungenVα. In derPraxisgelangtmandazuübereineMomentengleichung;Momente

desbedingtenMaßeszur Zeit t � ∆t, die überRegressionvon denaltenMomentenzur Zeit t

gerechnetwerden,werdendenMomenten,dievominvariantenMaßbedingtdurchneuekollek-

tiveKoordinatenherr̈uhren,gleichgesetzt.

Wir beschr̈anken uns im folgendenauf die Berechnungvon Momenten1. Ordnung;wie das

Verfahrenbei MomentenhöhererOrdnungaussehenwürde,wurdevon Chorinet al. erläutert

[19].

Wir gehenzuerstdavon aus,wie in [19], daßN kollektive KoordinatenVα durch die inne-

ren Produkte
�
gα � u� gegebensind. Wir betrachtennur den 1. Moment,also den Mittelwert+ � gα � u��* V

� � gα �
+ u * V � . Gleichzeitigwird alseinzigerParameterpro BedingungderWert

Vα modifiziert.

Esmußgelten:

d
dt

Vα
� + � gα � ut �/* V

� + � gα � R� u�
��* V
� � gα �
+ R

�
u�8* V �

Die Gleichungalso,die der“Optimal Prediction”Methodezugrundeliegt, ist folgende:

d
dt

Vα
� � gα �
+ R

�
u��* V ��� α � 1 ��'
'
'�� N (1.13)

Dieseskannhier auchwiederalsderErwartungswertdesinnerenProduktesvon gα undu bei

gegebenenkollektivenVariablenVα aufgefaßtwerden:

d
dt

Vα
� E  � gα � R� u�
� �V1 �
'
'
'�� VN �9� α � 1 �
'�'
'�� N

Man ersetztalsodie Funktionu
�
t � durchihrenbedingtenMittelwert + u * 0

V , seiendie kollek-

tivenKoordinatenVα
�
0� gegeben.

WenndieVα zur Zeit t bekanntsind,dannkannmanmittelseinerRegression,nachdemoben

schonerwähntenVerfahren,denMittelwert für jedenx finden.Dabeiist dieWahlvonunterein-

anderorthogonalenKernfunktionenvon Vorteil, da sie die Anzahl der nichtverschwindenden
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Termein derEntwicklungreduziert[19].

Falls aberdie zeitliche Entwicklung,die von der Bewegungsgleichung(1.10) herr̈uhrt, eine

ergodischebez̈uglich desinvariantenMaßesist, geht asymptotischdasbedingteMaß in das

invarianteüberundderEinflußderAnfangsbedingungenundderkollektivenKoordinatenver-

schwindet[19]. Es ist alsozu erwarten,daßdie 0. Ordnungder “Optimal Prediction”nur für

kurzeZeitenguteErgebnisseliefert; diesstehtim Einklangmit derTatsache,daßbei der Be-

rechnungder bedingtenErwartungswertefür diesekurzenZeiten thermischesGleichgewicht

derunaufgel̈ostenSkalenvorausgesetztwerdenkann[12].

Untersuchtwurdeschon,wanndasebengeschilderteVerfahrenerfolgsversprechendist [19]:

dabeispieltdie AuswahlderKernfunktionengα einegroßeRolle. Ist dasAnfangswertproblem

tats̈achlichein lineares,sprich die Bewegungsgleichungist durch ut
� L

�
u� gegeben,wobei

L ein linearerOperatorist, dannsind die Gleichungen(1.13)exakt und keineApproximation

mehr, sobalddiegα EigenfunktionendesadjungiertenOperatorsL†. Diesist weiterhinderFall,

wennder von dengα aufgespannteRaumunterut � L† � 0 invariant ist. Die “Optimal Pre-

diction” wird alsodannguteErgebnisseliefern, wenndie gα einenRaumaufspannen,der fast

invariantunterdemvonL† induziertenFlußist [31].

Eine ähnlicheAussagekann man bei nichtlinearenProblementreffen: sei der von den gα

aufgespannteRaumder “aufgel̈oste” Teil unsererLösung,dannliefert die “Optimal Predic-

tion” Methode0. OrdnungeineguteApproximationfür die zeitlicheEntwicklungdiesesTeils

der Lösung,die denEinfluß der nicht-aufgel̈ostenFreiheitsgradeber̈ucksichtigt,solangekein

wesentlicherEnergie- und Informationsaustauschzwischendemaufgel̈ostenund demunauf-

gelöstenTeil der Lösungstattfindet[19, 40, 54]. Findetdieserdochstatt,dannsind a priori

zus̈atzlichesogenannte“memory”-Termenötig [13, 14, 15].

Auf demGebietderReduktionvonkomplexenSystemenpartiellerDif ferentialgleichungensind
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schonähnlicheAnsätzeverfolgt worden.Immer ging esdabeidarum,denEinfluß der nicht-

aufgel̈ostenFreiheitsgradeaufdie Dynamikderaufgel̈ostenFreiheitsgradezuber̈ucksichtigen.

Bei physikalischenProzessen,derendynamischeGleichungenLösungenhervorbringen,die

sich überweiteLängen-undZeitskalenerstrecken,undbei denenempirischeBeobachtungen

eineSkaleninvarianzerwiesenhaben,sobaldsich ein bestimmterParametereinemkritischen

Wert nähert,kanndieseFraktaliẗat dazuausgenutztwerden,übersogenannte“fraktale Inter-

polation” für kleineSkalenein skaleninvariantesFeldzu konstruieren,dessenEinfluß auf die

großen,aufgel̈ostenSkalendannanalytischuntersuchtwird [45]. DiesesVerfahrenwurdean

der “forced” Burgers-Gleichunguntersucht;der Vorteil dieserMethodeliegt darin, daßdas

kleinskaligeinvarianteFeldnicht explizit bekanntseinmuß,dadie “fraktale Interpolation”es

ermöglicht,seinenEinflußaufdiegroßenSkalendirektzuuntersuchen.Die kleinenSkalensind

danndenaufgel̈ostenuntergeordnetund“versklavt”, die soerzeugteSimulationber̈ucksichtigt

diesekleinskaligenFluktuationen.

EinestochastischeAnwort auf dasProblemwurdevon Vaillant angef̈uhrt: damitwurdenüber

einestochastischeTeilchenmethodestatistischeLösungeneinerMcKean-Vlasov-Gleichungmit

zufälligerAnfangsbedingungberechnet,wobeidieWichtungskoeffizientenaus“nonparametric

estimators” einerRegressionsfunktionfolgen.Die KonvergenzdieserMethodein Abhängigkeit

derAnzahldersimuliertenTeilchenunddesZeitdiskretisierungsschrittswurdeuntersucht[49].

Die “Optimal Prediction”Methode,wennsieaufeinHamiltonschesSystemangewandtwird, ist

auchmit densogenannten“Renormierungsmethoden”verwandt,die die DimensioneinesSy-

stemsreduzieren,indemüberungewollte Skalenintegriert wird [34, 10, 43]. Der vollständige

HamiltoniandesSystemsstehtnämlichim gleichenVerḧaltniszumHamiltoniandesreduzierten

Systems,wie derHamiltonianzu seinerrenomiertenForm in Renormierungsgruppentransfor-

mationen.Diesesmachtmansichzunutze,indemmaneine“kleinzellige” Monte-CarloMetho-

de der Renormierungsgruppezur rekursiven Berechnungder bedingtenErwartungswerteein-

setzt[12]. DieswurdeandemFall einerAnordnungvon Ising-Spinsgepr̈uft, bei derdie stren-

geWechselwirkung ohneSkalenseparation“vorsichtige”MethodenderReduzierungerfordert.

15



Einleitung

DastypischeAnwendungsgebietsolcherRenormierungsmethodenist die Simulationturbulen-

terStröme;dasAusintegrierenderungewolltenFreiheitsgradeist dabeiwegendernichtlinearen

Skaleninterferenznicht trivial [33]. DennochkonntennichtlokaleTheorienentwickelt werden,

bei denenkeineVoraussetzung̈uberdie statistischeVerteilungderkleinenSkalena priori ge-

machtwerdenmuß[33].

Schließlichweist die “Optimal Prediction” MethodegewisseParallelenmit dem Feynman-

Kleinert-NäherungsansatzbeiderapproximativenBerechnungvonPfadintegralenauf [37, 28].

Dabeiwird anStelledestats̈achlichenPotentialsein effektives,klassichesPotentialbestimmt,

daseineoptimaleMajorantefür dasexaktedarstellt.Darausfolgt eineeffektive Zustandssum-

me; die physikalischenErwartungswertewerdendannmit Hilfe dieserApproximationenaus-

gerechnet.Die BestimmungdeseffektivenPotentialsist dasPendantzurweiteruntenbeschrie-

benenPartitiondesHamiltoniansdesphysikalischenSystems,diebeider“Optimal Prediction”

MethodediebesteGaußscheApproximationfür denexaktenHamiltonianliefert. Allerdingsist

im UnterschiedzumFeynman-Kleinert-Ansatz,dera priori nur denHamiltoniandesSystems

ber̈ucksichtigt,ein wichtiger Punktder “Optimal Prediction”Methodedie Einbeziehungdes

EinflußesderanfangsbekanntenkollektivenKoordinaten.

1.4. Ziel der Arbeit

In dieserArbeit wird die Anwendbarkeit der ebenpräsentierten“Optimal Prediction” Me-

thodeauf verschiedenewichtige physikalischePḧanomeneuntersucht,die beispielsweiseaus

Gründeneingeschr̈ankterRechnerkapazitätenkeinegeschlosseneBeschreibung zulassen.Ins-

besonderedie Güte der Methodesoll mit derjenigenanderergängigerReduktionsverfahren

verglichenwerden,wobei im wesentlichendie Galerkin-Approximation,die Benutzungeiner

Karhunen-Loeve-Basisunddie Zentrumsmannigfaltigkeitsreduktionin Betrachtgezogenwer-

den.

DasGalerkin-wie auchdasKarhunen-Loeve-Verfahrenunddie“Optimal Prediction”in 0.Ord-
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nunghabengemeinsam,daßdie gesuchteLösungauf denvon einemSatzvon ausgesuchten

Moden(denkollektivenKoordinaten)aufgespanntenRaumprojiziert wird. Sie unterscheiden

sichaberin derArt dieserProjektion.

Die “Optimal Prediction”Methodeversuchtin 0.Ordnung,zus̈atzlichzudenanfangsbekannten

WertenderkollektivenKoordinaten,von derKenntniseinerbestimmten,vomSystemerfüllten

statistischenVerteilungderLösungenGebrauchzu machen.Dabeiwird derEinflußderunauf-

gelöstenModen in der Projektioninsofernber̈ucksichtigt,als die Amplituden dieserModen

in denBewegungsgleichungendurchihre bedingtenErwartungswertebez̈uglichdesbekannten

gegebenenMaßesµ ersetztwerden,seiendie Anfangswerteder kollektiven Koordinatenbe-

kannt.Wir erhoffenunsvonder“Optimal Prediction”MethodeVerbesserungengegen̈uberden

Galerkin-und Karhunen-Loeve-Approximationen,die diesestatistischeInformationüberdas

Systemnichtbeachten.

Im erstenTeil derArbeit wendenwir unsHamiltonschenSystemenzu.

In Paragraph 2 wird in einemerstenSchritt die nichtlineareund insbesonderedie quintisch

nichtlineareSchr̈odinger-Gleichungmit derebenpräsentierten“Optimal Prediction”Methode

0. Ordnunguntersucht.Der Anreiz dabeiist die Universaliẗat dieserGleichung,die in weiten

Bereichender Physik (Plasmaphysik,nichtlineareOptik, etc.) auftritt. Über eineDiskretisie-

runggelangtmanvon der partiellenauf gewöhnlicheDifferentialgleichungen.Dabeiwird die

großeBedeutungder Wahl der kollektiven Koordinatenund derenAnzahl klar. Es stellt sich

heraus,daßdavon sowohl bei quintischerals auchbei kubischerNichtlineariẗat dasGelingen

derMethodebei derApproximationderDynamikdesSystemsabḧangt.Bei ungünstigerWahl

derkollektivenKoordinatenkanndie Anwendungder“Optimal Prediction”Methodesogarzu

deutlichschlechterenErgebnissenführen,alsdenjenigeneinesGalerkin-Verfahrens.Somitwird

die Bestimmunga priori derrelevantenFreiheitsgradefür die Dynamikdeszuuntersuchenden

SystemseinegrundlegendeFrage,die esvor AnwendungderMethodezu lösengilt.

In Paragraph 3 wird dasHamiltonscheSystemder diskretensogenannten“self-trapping”-

Gleichungbetrachtet.DiesesModell wird in verschiedenenKontexten der Untersuchungder
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PhysikderMaterieundderphysikalischenChemieangef̈uhrt.Dabeisiehtman,daßdie0. Ord-

nungder“Optimal Prediction”zur BeschreibungderDynamiknicht ausreichtundauf weitere

sogenannte“memory”-Termeerweitertwerdenmuß.Mathematischein derLiteraturveröffent-

lichte Herleitungenwerdenaufgegriffen und an unserModell angepaßt,bzw. modifiziert,um

einequalitativ guteBeschreibungfür die zeitlicheEntwicklungdesphysikalischenSystemszu

bekommen.Esstellt sichheraus,daßnicht die vollständigeZeitentwicklungderMethodenot-

wendigist, sonderndaßdieersteOrdnungin derZeit, die“linearizedmemory”-Approximation,

schonguteErgebnisseliefert.

Im zweiten Teil dieserArbeit gehenwir von der Überlegung aus,daßein unterbestimmtes

HamiltonschesSystemsich im Mittel wie ein dissipativesSystemverḧalt, um die “Optimal

Prediction”in Hinblick auf ihre AnwendungaufdissipativeSystemezuuntersuchen.

Dabeiist entscheidend,daßwir nichtmehrstatistischeAussagenmachen,sonderneinzelneAn-

fangswertproblemeangehen.

In Paragraph 4 werdenzun̈achstdie Güte der “finite-time memory”-Approximationund ihr

Vorteil in der Beschreibung der Dynamik auf längerenZeitskalengegen̈uberder “linearized

memory”-ApproximationanhandeineseinfachenzweidimensionalenModellsmit einerDissi-

pationgezeigt.Diesesanalytischexakt lösbareModell eignetsich ganzbesondersfür diesen

Beweis,dadieEntwicklungdesSystemsbekanntist.

In Paragraph 5 wird dasphysikalischeProblemtoroidal eingeschlossenerPlasmenbehan-

delt. Dabeiknüpfenwir an bestimmte,schonentwickelte Modelle an, die daraufzielen,den

für die FusionsforschungwichtigenL-H-Übergang(von der “ low confinement”- zu der “high

confinement”- Mode) und die eventuelleInstabilität der H-Mode und anschließendeEntste-

hungvon sogenanntenELMs zu beschreiben.DieseModelle bestehenauseinemSystemvon

drei gekoppeltenDifferentialgleichungenfür die ausphysikalischenErwägungenals relevant

bezeichnetenModen.Wir erhoffen unsvon der “Optimal Prediction”MethodeVerbesserun-

gengegen̈ubereinerReduktionüberdieZentrumsmannigfaltigkeitstheorie.DasAnwendender

Methodebringt zwar deutlichgenauerequalitative Ergebnisse,dennochstellt sichheraus,daß
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eshiermit auchnicht möglich ist, die Entstehungder ELMs nachzuvollziehen.Zudemzeigt

sich,daßdie hervorragendenErgebnissedesmathematischenModellsvon Paragraph4 auf die

AnwesenheiteinereinzigenDämpfungzurückzuf̈uhrensind.In demFall mehrerermiteinander

konkurrierenderDämpfungen,wie esderFall beiunsererModellierungdesL-H-Übergangsist,

kommtmanzu derSchlußfolgerung,daßauchhier gesichertwerdenmuß,daßdie kollektiven

Koordinatenwirklich die “relevanten”desSystemssind.D. h., damiteineReduktionüberdie

“Optimal Prediction”gelingt,ist esnotwendig,dieammeistenged̈ampfteModezueliminieren,

unddiejenigemit niedrigererDämpfungsratealskollektiveKoordinatemit hinzuzuziehen.

Die Arbeit wird durcheineZusammenfassungin Paragraph 6 abgeschlossen.
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Teil I.

Hamiltonsc he Systeme

2. Schr öding ersche Systeme

Die “Optimal Prediction”0. Ordnungwurdeschonvon Chorin et al. auf die komplexe linea-

re Schr̈odinger-Gleichung ıut
� � uxx � m2u angewandt[17, 18, 16]. Die kollektiven

Koordinatenwurdendurch innereProduktevon u mit GaußschenFilterfunktionengebildet.

VerglichenwurdendieErgebnissezurZeit t * 0 der“Optimal Prediction”Methode0. Ordnung

für einenSatzvon A : 1 Anfangsbedingungenmit demMittelwert zum gleichenZeitpunkt

der A integriertenLösungen.DieseIntegrationkann beispielsweiseso durchgef̈uhrt werden,

daßzuersteineRegressiondie mittlere Lösungzur Zeit t � 0 liefert, derenZeitentwicklung

dannmit Hilfe der GreenschenFunktion bestimmtwird. Dabei soll angemerktwerden,daß

diesnur möglich ist, daim Falle eineslinearenProblemsdie Zeitintegrationunddie Mittelung

kommutieren[17]. BeobachtetwurdeeineguteÜbereinstimmungzwischendenErgebnissen

der Integrationundder “Optimal Prediction”Methode,die zudemdeutlichwenigerSpeicher-

platzben̈otigt [18]. DarüberhinauswurdederEinflußderWahl dergaußschenFilterfunktionen

untersucht:diebestenErgebnisseliefernBerechnungenmit Filterfunktionen,derenStandardab-

weichunggleichdemfür dieVariablex benutztenDiskretisierungsschrittist; wird dieStandard-

abweichungkleineralsderDiskretisierungsschritt,dannweichendie Ergebnisseder“Optimal

Prediction”schnellervon denjenigenderIntegrationab[17].

Die stochastischeKonvergenzder “Optimal Prediction” Methodegegen die “richtige”, inte-

grierteLösungwurdevonHald amBeispielderKlein-Gordon-Gleichunggezeigt[31].

AnhandderMethodekönnenauchreduzierteModellezurBeschreibungderDynamikvonAto-

meninnerhalbeinesMolekülsentwickelt werden;dabeispielendie im allgemeinennichtlinea-

renWechselwirkungenderAtomeuntereinandereinegroßeRolle [35].
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Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

Wir interessierenunsnun für die folgendekomplexe eindimensionaleelliptischenichtlineare

Schr̈odinger-Gleichung:

ıut
� � uxx � A �u � pu p ; 2 (2.1)

aufdemx-Intervall  0 � 2π � mit periodischenRandbedingungen,bekanntemAnfangswertu
�
x � 0�

undentwederattraktiver (A + 0) oderrepulsiver (A * 0) Nichtlineariẗat.

Dabeiist p � 2σ � σ ; 1 beliebig.

DieseGleichungist einSpezialfall derallgemeinenfolgendenSchr̈odinger-Gleichung

ıut
� � ∇2u � A �u � pu p ; 2 � (2.2)

wobei∇2 derd-dimensionaleLaplace-Operatorist.

Der Name“nichtlineareSchr̈odinger-Gleichung”(NLSG) beruhtauf einerformalenAnalogie

mit der Schr̈odinger-Gleichungder Quantenmechanik;dort ist die Zeitentwicklungder Wel-

lenfunktion ψ durch ıh̄ψt
� Hψ gegeben.Setztman dannfür den Hamilton-OperatorH �� h̄2

2m∇2 � V ein,wo V dasPotentialist, bekommtman:

ıh̄ψt
�=< � h̄2

2m
∇2 � V > ψ � (2.3)

d. h.

ıh̄ψt
� � h̄2

2m
∆ψ � Vψ � (2.4)

∆ ist dabeider Laplace-Operator, der im eindimensionalenFall gleich der zweitenAbleitung

nachderRaumkoordinatex ist; ist V ein nichtlinearesWechselwirkungspotential,erkenntman

eineformaleAnalogiezu derbetrachtetenGleichung(2.1),die die Bezeichnung“nichtlineare

Schr̈odinger-Gleichung”rechtfertigt.

DieExistenzunddieEindeutigkeiteinerLösungeinessolchennichtlinearenSchr̈odinger-Anfangs-

wertproblems(2.2)sindeinewichtigemathematischeFrage;dieglobaleExistenzeinerLösung
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kannfür p + 4? d gezeigtwerden,mansprichtvon“subkritischen”Fällen,währendfür p � 4? d
(“kritischer” Fall) und p * 4? d (“superkritischeFälle”) die globaleExistenzim allgemeinen

nichtbewiesenwerdenkann.Wir werdengleichsehen,daßdieseBezeichnungenmit dermögli-

chenEntstehungvon SingulariẗatenderLösungeinhergehen.

Die Bewegungsgleichung(2.1) ist derfolgendenIntegraldarstellung̈aquivalent

u
�
t � � U

�
t � u � x � 0��� ı

� � A� ! t

0
U
�
t � t @A� �u � t @)� � pu

�
t @A� dt @B� (2.5)

wobeiU
�
t � derSchr̈odinger-Operatoreıt∆ ist, undgibt die zeitlicheEntwicklungeinesHamil-

tonschenSystemswieder, bei demdie kanonischkonjugiertenKoordinatenu undπ � iu C sind.

Die entsprechendeHamiltonscheDichteist gegebendurchD  u � uC � � � ux
� 2 � A

2
p � 2

�u � p7 2 (2.6)

und die Bewegungsgleichung(2.1) ist zu denHamiltonschenBewegungsgleichungen̈aquiva-

lent:

ut
� δ

D  u � π �
δπ

� uCt � � δ
D  u � π �

δu
�

wobei

ut
� δ

D  u � uC �
δuC δuC

δπ� � � ı � δD  u � uC��
δuC

Für eineeingehendeUntersuchungdernichtlinearenSchr̈odinger-Gleichung,unteranderemde-

renLagrange’schenundHamiltonschenFormalismuswird aufdasWerkvonSulemundSulem

verwiesen[48].

Im Falle einer attraktiven Nichtlineariẗat und unter der Bedingung,daßu � 0 für � x � � ∞,

besitztdie Gleichung(2.1) spezielleLösungen,die als “station̈ar”, “gebunden”oderals “Soli-

tonlösungen”bezeichnetwerden,derForm u
�
x � t � � v

�
x� eıλ2t mit demzeitunabḧangigenProfil

v
�
x� . Die Bezeichung“station̈ar” beziehtsichdabeiauf die darausresultierendeZeitinvarianz
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Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

derWellenintensiẗat [48].

DasInteresseanderNLSGwird vonderenuniversellemCharakterhervorgerufen;beispielswei-

seliefert sie die kanonischeBeschreibung von Wasserwellenan der Oberfl̈acheeinesidealen

Fluids, von Plasmawellen,oderin der Optik von der Dynamik der Einhüllendeneinerquasi-

monochromatischenebenenWelle εψeı 5 k E x � wt 6 mit kleiner (ε F 1) aberfiniter Amplitude,die

sichin einemschwachnichtlineardispersivenMediumbeivernachl̈assigterDissipationausbrei-

tet [48]. Für kurzeZeitenundkleineAusbreitungsdistanzenist dieDynamiklinear, kumulative

nichtlineareWechselwirkungenhabenaberfür großeZeit- undLängenskaleneinesignifikante

ModulationderWellenamplitudezur Folge.Die NLSG drückt denEffekt auf der linearenDi-

spersionsrelationdermit der Modulationdicker werdendenSpektrallinienunddernichtlinea-

ren Resonanzenaus[48]. Eine klassischeUntersuchungsmethodeist dabeieineMultiskalen-

Analysis,beiderdiekomplexeAmplitudedesWellentr̈agersnichtmehralskonstantangesehen

werdenkann.Dabeiwird dieGleichungaufdieneuenlangsamenVariablenT � εt undX � εx

umgeschriebenunddie ResonanzendurchLösungsbedingungeneliminiert.Einewichtigephy-

sikalischeAnwendungist die AusbreitungeinesLaserstrahlsin einemnichtlinearenMedium,

bei demderBrechungsindex linearmit derWellenintensiẗatvariiert (Kerr-Effekt).

Die kubischnichtlineareSchr̈odinger-Gleichung,diemanerḧalt, wennmanin (2.1) p � 2 setzt,

besitztexakteLösungenderForm ψ � ψ0eıγ Gψ0 G 2t . Die Untersuchungder linearenStabilität ei-

nersolchenLösungbez̈uglich infinitesimalenStörungenderAmplitudeundderPhaseführt zu

dersogenannten“Modulations-” oderBenjamin-Feir-Instabilität: bei attraktiverNichtlineariẗat

sindStörungenmit Wellenzahlκ, sodaßκ2 + 2γ �ψ0
� 2, linear instabil,währendStörungenmit

großerWellenzahlüberdie Dispersionstabilisiertwerden.Die nichtlineareEntwicklungder

ModulationsinstabiliẗatkannzueinemWellenkollapsführen,aufdenwir in höhererDimension

gleichzurückkommenwerden[48].

Die Anwendungder“Optimal Prediction”Methodeauf eineSchr̈odinger-Gleichungmit kubi-

scherNichtlineariẗatwurdeim EindimensionalenvonChorinetal. ausgehendvonderfolgenden
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etwasabgewandeltenGleichunguntersucht:

ıut
� � uxx � 1

4 H 3 �u � 2u � uC 3 I � (2.7)

für eine komplexe Variableu
�
x� � q

�
x�J� ıp

�
x� auf dem x-Intervall  0 � 2π � mit periodischen

Randbedingungen[19]. Für diesenFall (p � 2, d � 1, alsop + 4? d) ist die Existenzeinerein-

deutigenglobalenLösungfür jedeAnfangsbedingunggegeben.

Die gewähltenkollektivenKoordinatenwarendabeieinSatzvonvier “f ast”-Fourier-ModenVα

(im SinneeinerdiskretenFourier-Transformation)zur Zeit t � 0, der auf die vier kleinsten,

d. h. die zur Zeit t � 0 für die Beschreibung der großenSkalenwichtigsten“f ast”-Fourier-

Koeffizientenbeschr̈anktwurde.

DiesespezielleWahl der Filterfunktionenermöglicht einendirektenVergleich zwischender

“Optimal Prediction”Methodeund einerpseudo-spektralenMethodezur Integrationdesun-

terdeterminiertenSystems;dar̈uberhinauserlaubtsie quantitative Aussagen.Chorin et al. ka-

men zu dem Schluß,daßdie “Optimal Prediction” MethodeeinenwesentlichenFortschritt

gegen̈uber einer Galerkin-Approximationbietet; die Zeitentwicklungder vier ersten“f ast”-

Fourier-KoeffizientenwurdesehrgutwiedergegebenunddiesichdarausergebendeRegression

[41] lieferte zus̈atzlich zum erstenMoment + ui * V aucheinesehrguteApproximationfür

die zweiten + �
ui � 2 * V und dritten + �ui

� 2ui * V Momente,im Gegensatzzu demGalerkin-

Verfahren[19].

Wir interessierenunsnun für dengrunds̈atzlich anderenFall eineseindimensionalen(d � 1)

Problemsmit attraktiverNichtlineariẗatderOrdnungp � 4:

ıut
� � uxx � A � u � 4u (2.8)

Das untersuchtex-Intervall bleibt  0 � 2π � und wir gehenvon periodischenRandbedingungen

aus.

Im Unterschiedzum Fall der eindimensionalenkubischnichtlinearenSchr̈odinger-Gleichung
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Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

ist bei dieserNichtlineariẗat nicht mehrgarantiert,daßeinebeliebigeAnfangsverteilungsta-

bil bleibt. Tats̈achlichhabenwir nun p � 4? d. Wir befindenuns in demsogenannten“kriti-

schen”Fall und,wie obenschonerwähnt,ist der Beweis der globalenExistenzeinerLösung

für einegegebeneAnfangsbedingungausdemSobolev-Raumnichtmöglich.Wennkeinphysi-

kalischerProzeß(z. B. Dissipation)derNichtlineariẗat entgegenkommt,dominiertdieseletzte

gegen̈uberderDispersionundje nachAnfangsbedingungkanneineSingulariẗat,einsogenann-

ter “Kollaps”derWellenfunktionstattfinden:zusammenmit einerKonzentrationderVerteilung

im Ortsraumtritt ein Anwachsender Amplitude ein, dasals “blow-up” bezeichnetwird [48].

DieserProzeßentsprichteinemEnergietransfervon den großenzu den kleinen Skalen,wo

Dissipationstattfindet,und wurdefür einensolchenFall einerperiodischeneindimensionalen

Schr̈odinger-Gleichungmit quintischerNichtlineariẗatschonnumerischnachgewiesen(cf. [48]

undZitatehierin).

Wichtige physikalischeAnwendungendiesesPḧanomenssind beispielsweisein der Plasma-

physikderEnergietransferzu Teilchenüberden“Langmuir”-Kollapsoderin dernichtlinearen

Optik die SelbstfokussierungvonLichtpulsenin nichtlinearendispersivenMedien.

EskonntevonZakharov schonin den1970erJahrengezeigtwerden,daßsichim Eindimensio-

nalenfür denkritischenFall p � 4, wie auchfür superkritischeRegimesp * 4 einefokussie-

rendeSingulariẗat in endlicherZeit entwickeln kann[53].

Mathematischkann der “Blow-up” wie folgt definiert werden:betrachtenwir den Sobolev-

RaumderFunktionenf, derenNorm K f K W1 L 2 endlichist ( + ∞), wobei K f K W1 L 2 alsK f K W1 L 2 �NM K f K 22 �OK ∇ f K 22 P 1
2

gegebenist. K f K 22 ist die üblicheL2-Norm: K f K 22 �NMRQ dx � f � x� � 2 P 1
2 .

Dann existierenLösungenu
�
x � 0� desSobolev-Raumsund eine von der Anfangsbedingung

abḧangigeKonstantetc
�
u
�
x � 0��� mit 0 + tc + ∞, sodaß

lim
t S tc

K u K W1 L 2 � ∞

Äquivalent ist dabeidie Aussage,daßlimt S tc K ∇u K W1 L 2 � ∞, da K u K 22 ein konstantesBewe-

gungsintegraldernichtlinearenSchr̈odinger-Gleichungist.
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Die untersuchteGleichung(2.8) geḧort zu denModellen,bei denenp ; 4? d unddeshalbdie

globaleExistenzeiner Lösungnicht bewiesenwerdenkann. Interessantist die Frage,ob es

für dieseFälle dennochmöglich ist, ausreichendeBedingungenfür einen“Kollaps” zu finden.

Und tats̈achlichkonntevon Zakharov, Vlasov et al. [53, 50] anhanddessogenannten“Virial-

Theorems”dieExistenzeinesKollapsesfür bestimmteAnfangswertproblemebewiesenwerden.

DiesesTheorem,dessenHerleitungin [48, 47] nachzulesenist, ist auchals“Varianz-Identiẗat”

bekanntundgegebendurch

d2V
dt2 T 8H � 4

4 � pd
p � 2

! �u � p7 2dΓ (2.9)

mit denschonbenutztenNotationenp undd undderVarianz:V : �"Q �u � 2 � x � 2dΓ. Dabeiist mit

derIntegrationüberΓ die Integrationüberdenganzend-dimensionalenRaumgemeint.

SchließlichbenenntfolgendesTheoremdiegesuchtenausreichendenBedingungenfür denKol-

laps,allerdingskeinedetaillierteStrukturderdannauftretendenSingulariẗat:

Seip ; 4? d vorausgesetzt.u
�
x � 0� seieineAnfangsbedingungmit endlicherVarianz

V
�
0� , die eineder folgendenBedingungenerfüllt:� H

�
u
�
x � 0����+ 0,� H

�
u
�
x � 0��� � 0 undIm

� Q x ' � uC ∇u� dΓ ��+ 0,� H
�
u
�
x � 0����* 0 undIm

� Q x ' � uC ∇u� dΓ ��+ � 4 U H
�
u�VK xu K 22,

dannwird sich in endlicherVerlaufszeiteineSingulariẗat ausbilden[48, 47].

Umgekehrt liefert die Methodeder (quasi-)selbsẗahnlichenLösungeneine Beschreibung der

dynamischenStrukturdes“Blow-up”, allerdingsohneAngabevonKriterien für einenKollaps.

Kommenwir nunzuderzuuntersuchendenGleichung(2.8)zurück; seiA � � 1 festgelegt.

Der direkteIntegrationsweg einersolchenGleichungist der folgende:dasIntervall in x wird
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Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

in n Punktendiskretisiert,dieDif ferentialoperatorenwerdendurchDifferenzquotientenersetzt.

Die sogewonnenenn gewöhnlichenDifferentialgleichungen

ı
∂uk

∂t
� � uk � 1 � 2uk � uk7 1

h2 � � � 1� �uk
� 4uk � (2.10)

wobei h der Diskretisierungsschrittist, werdenmittels einesRunge-Kutta-Verfahrens4. Ord-

nungmit adaptiverSchrittweitensteuerungnumerischintegriert.

Problematischist aberdie Tatsache,daßdie zu einerqualitativ gutenBeschreibungoft nötige

Diskretisierungmeistensnumerischsehraufwendbarist. Die Beschr̈ankungauf die Integrati-

on wenigerODEshätteabereinenInformationsverlustzur Folge.Somit ist manauf einegute

Reduktionsmethodeangewiesen;wir befindenunsaufdemtypischenmöglichenAnwendungs-

gebietder “Optimal Prediction”undwollen versuchen,denMangelanAuflösungdurchstati-

stischeInformationzukompensieren.

Zerteilenwir jetzt die komplexeVariableu nachReal-undImagin̈arteil u � q � ı p, dannerge-

bensichaus(2.8)zweiBewegungsgleichungenfür q und p:#$ % qt
� � pxx � � � 1�W' � q2 � p2 � 2p

pt
� qxx � � � 1�J' � q2 � p2 � 2q �

DemdiskretisiertenSystem(2.10)entsprichtnunfolgendesSystemfür dieqi und pi :#$ % ∂qk
∂t
� � pk X 1 � 2pk 7 pk Y 1

h2 � � � 1�J' � q2
k � p2

k � 2pk

∂pk
∂t
� qk X 1 � 2qk 7 qk Y 1

h2 � � � 1�W' � q2
k � p2

k � 2qk �
derenZeitentwicklungnungesuchtwird.

q undp könnenalszueinanderkanonischkonjugierteKoordinatenzumfolgendenHamiltonian

aufgefaßtwerden:

H
�
q � p� � 1

2
! 2π

0

< � q2
x � p2

x ��� � � 1� 1
3

�
q2 � p2 � 3 > dT (2.11)

Nehmenwir mal an,das“prior measure” seidasvom HamiltoniankanonischinduzierteMaß

µ, dessenDichtedurch

f
�
u� � 1

Z
e�[Z\5 u6
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gegebenist. ÜbereineMonte-Carlo-SimulationundspezielleinenMetropolis-Algorithmus[8]

sindwir in derLage,einenSatzvon vielenAnfangsdatenzu bestimmen,die nachdeminvari-

antenMaßµ verteilt sind,undgleichzeitigdie folgendenBedingungenzurZeit t � 0 erfüllen:

N

∑
i � 1

gα
�
xi � ui

�
x� � Vα α � 1 ��'
'
']� N + n �

mit anfangsbekanntenFilterfunktionengα
�
x� . Typischerweisemußmanmit derMonte-Carlo-

Simulationein EnsemblederGrößenordnungvon mindestens102 � 103 Anfangsbedingungen

würfeln, damitdie Aussagensinnvoll sind,dennderFehlerbei einerMonte-Carlo-Simulation

einesEnsemblesderGrößeNe ist proportionalzu 1^
Ne

[8, 2].

Nehmenwir an,der Diskretisierungsschrittin x sei: xi
� i ' h � i ' 2π

n , mit n � 32 Stützstellen

und essei unsnur möglich, N � 4 Freiheitsgradestattdie zur vollständigenAuflösungnöti-

genn � 32 zu ber̈ucksichtigen.Mit diesenanfangsbekanntenN � 4 kollektivenKoordinaten

ist aberdasCauchy-Problem,dasausderDiskretisierungvon (2.8) folgt, unterbestimmt.Folgt

mander in der Einleitungdargestellten“Optimal Prediction”Methode,so soll die Gleichung

(1.13)dieZeitentwicklungderkollektivenKoordinatenVα liefern.

Nun müssenwir die Filterfunktionengα
�
x� wählen.Entscheidetman sich für eine diskrete

Fourier-Transformation,wird der Satzder n � 32 Gleichungen(2.10) über die Funktionen

gki
� 1

ne� ıKkxi , mit Kk
� � n? 2 � k, auf ein äquivalentesSystemvon 32 gekoppeltenDifferen-

tialgleichungenfür die n sogewonnenenFk
� ∑n

i � 1gkiui � 1 T k T n transformiert.Erforderlich

für einegeschlosseneBeschreibungwärehier auchdie Lösungder32 Gleichungenfür die Fk.

Allerdings beschr̈ankt mansich auf daszur Zeit t � 0 bekannte,unterbestimmteSystemvon

N � 4 kollektivenKoordinaten:

Vα
� n

∑
i � 1

gαiui � mit gαi
�
x� � 1

n
e5_� ıKαxi 6 � wobei Kα

� � N
2
� 1 ��'
'
' N

2
(2.12)

Dabeisind

Vα
� Fn 2 � N  27 α � für α � 1 ��	
	
	]� N (2.13)

undmit ui ist derWertderkomplexenFunktionu anderStellexi gemeint.
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Alle anderen

Fµ mit µ T n
2 � N

2
und µ ; n

2
� N

2
� 1 � (2.14)

die zur geschlossenenLösungdes(2.10)äquivalentenSystemsnötig wären,bleibenunber̈uck-

sichtigt.

Wir “würfeln” nunmit Hilfe einerMonte-Carlo-SimulationeinenSatzderGrößenordnung104

von Anfangsdaten,die zur Zeit t � 0 dieseFourier-Koeffizientenaufweisen.Wir wollen über

die “Optimal Prediction”MethodederenweitereEntwicklungbestimmen,damit anhandder

WerteVα
�
t * 0� eineRegressionAussagen̈uberdie Funktionenqi

�
t ��� pi

�
t � zu sp̈aterenZeiten

machenkann.

2.1. Gaußsc hes Maß

Die exakteanalytischeBerechnungvon denErwartungswerten
�
g �
+ R

�
u�8* V � auf derrechten

Seitevon (1.13)kannunterUmsẗandenein langwierigerProzeßseinundstellt die Fragenach

einemmöglichen,etwas vereinfachendenNäherungsverfahren.Der von Chorin et al. einge-

schlageneWeg bestehtdarin [19], die gegebeneVerteilungübereineStörungstheorieauf eine

GaußscheVerteilungzurückzuf̈uhren.DannsindnämlichdiegesuchtenbedingtenErwartungs-

wertebekannt.Wir präsentierenim folgendendie dazunötigenErgebnissefür einekomplexe

Variableu; solltedie Variableu reell sein,stehenunsdannähnlicheTheoremezur Verfügung,

die im Anhangangef̈uhrt werden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte,daßdienormalverteilteZufallsvariableu � � u1 �
'
'
'�� un � � � q1 �
ıp1 �
'
'
'�� qn � ıpn � sichin demZustand

�
s1 �
'
'�'�� sn � r1 ��'
'
' rn � befindet,ist gegebendurch:

P
�
s1 + q1 T s1 � ds1 �
'
'
'�� sn + qn T sn � dsn � r1 + p1 T r1 � dr1 �
'
'
']� rn + pn T rn � drn � �� 1
Z

e
� � 1

2 5 z �Az̀a6 � dz1 '
'�' dzn �
wobeizi

� si � ır i unddzi
� dsidr i sind.
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Gaußsches Maß

Die Matrix A ist dabeihermitsch,positiv definitundihre InverseA � 1 ist dieMatrix derKovari-

anzen,derenElementedurch:

a � 1
i j
� Cov � ui � uC j �cbd+ uiuC j * � + ui *e+ uC j *

gegebensind.

DerVektorb hängtmit denErwartungswertenvon u überdie folgendeBeziehungzusammen:

A � 1b � + u *
Die Verteilungist somitdurchdie Angabedern Mittelwerteundder 1

2n
�
n � 1� unabḧangigen

Werte der Kovarianzmatrixvollkommenbestimmt.Alle gesuchtenErwartungswertekönnen

alsodurchdieseParameterausgedr̈ucktundanhandvondendrei folgendenLemmataberechnet

werden,derenBeweisein [17] nachzulesensind.� Lemma1: Der “bedingte”Erwartungswertvon ui ist eineaffineFunktionderkollektiven

KoordinatenVα: + ui * V
� qiαVα (2.15)

wobeidie Elementeqiα dern � N Matrix Q durch

Q � � CG† � � GCG† � � 1

gegebensind.

C ist die n � n Matrix derkomplexenKovarianzen:

Ci j
� + uiuC j * � 1

π

n

∑
k� 1

eık 5 xi � x j 6
4
h2sin2hk

2 � m2
0

(2.16)

Die bedingtenErwartungswertesindalsolinear in denVα undunabḧangigvon Multipli-

kationsfaktorenin denKovarianzen.� Lemma2: Die “bedingte”Kovarianzmatrixlautet:

Cov � ui � uC j � V � + uiuC j * V � + ui * V + uC j * V� C � � CG† � � GCG† � � 1 � GC �]� i j (2.17)
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Die bedingtenKovarianzensindalsonurvondenFilterfunktionengα abḧangigundnicht

vondenkollektivenKoordinatenVα.

SchließlicherlaubtdasWick’scheTheorem,denErwartungswerteinesProduktesüber

folgendeFormelzuberechnen:

� Lemma3:

+ P1

∏
p1 � 1

�
uip1 � + uip1

* V � P2

∏
p2 � 1

�
uCip2

� + uCip2
* V �8* V

�#$&% 0 P1 � P2 ungerade

∑allePermutationenCov � ui1 � uCi2 � V '
'
' Cov � uiP1 Y P2 X 1 � uCiP1 Y P2
� V P gerade

(2.18)

DasWick’scheTheoremermöglicht, jedenMittelwert derForm + up
i uC lj * V alsFunktionvon

ausschließlich+ u2
i * V und + uiuC j * V auszudr̈ucken[13].

2.2. Nicht-Gaußsc hes Maß

Ist aberµ
�
u� kein GaußschesMaß, dannbem̈uht maneineStörungstheorie[27, 43, 36, 19],

die die Regressionbez̈uglich desnicht-GaußschenMaßesauf einebez̈uglich einesGaußschen

Maßeszurückführt.Dafür wird derHamiltonianin einenGaußschenAnteil
D 0 undeinennicht-

GaußschenAnteil
D 1 partitioniert: D � D 0 � D 1 (2.19)

Damit geht einekanonischePartitionierungdesMaßesµ in einenGaußschenAnteil µ0 und

einennicht-GaußschenAnteil einher.

32



Nicht-Gaußsches Maß

Der bedingteErwartungswertbez̈uglich desvollständigenMaßesµ einesFunktionalsf � u� ist

definiertals: +gfh* V
� 1

Z
! f � u� dµV (2.20)

Erwartungswertebez̈uglich desGaußschenMaßesµ0 sindentsprechendgegebendurch:+ifj* 0
V
� 1

Z0

! f � u� dµ0
V

DabeisindZ undZ0 die jeweiligenZustandssummen.

Benutztmannundie folgendeFaktorisierung

e�kZ � e�[Z 0
∞

∑
k � 0

� � 1� k
k!

� D 1 � k �
dannkannmandie Integrationauf der rechtenSeitevon (2.20)auf eineIntegrationüberdµ0

V ,

undsomitaufeineausf̈uhrbareIntegrationüberein GaußschesMaßumschreiben:! f � u� dµV
� ∞

∑
k� 0

� � 1� k
k!

! )f � u� � D 1 � k � dµ0
V

Auf derrechtenSeiteerkenntman,bisauf denFaktorZ0, dieDefinitionvon + � D 1 � k fj* 0
V :+gfl* V

� ∞

∑
k � 0

� � 1� k
k!

Z0

Z
+ � D 1 � k fj* 0

V

NunkanndasVerḧaltnisbeiderZustandssummenexplizit berechnetwerden:< Z0

Z
> � 1 � Q dµVQ dµ0

V

� ∞

∑
k� 0

� � 1� k
k!

+ � D 1 � k * 0
V

Schließlicherḧalt manfür denErwartungswert+mfn* V bez̈uglich desurspr̈unglichennicht-

GaußschenMaßes: +ofl* V
� ∑∞

k� 0
5_� 16 k

k! + � D 1 � k fj* 0
V

∑∞
k� 0

5_� 16 k
k! + � D 1 � k * 0

V

undsomitfür diegesuchtenErwartungswertederGleichung(1.13):�
gα ��+ R

�
u��* V � � ∑∞

k� 0
5_� 16 k

k!
M gα ��+ R

�
u� � D 1 � k * 0

V P
∑∞

k � 0
5_� 16 k

k! + � D 1 � k * 0
V

(2.21)
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Somitist gezeigt,daßmanbeiUntersuchungeinesHamiltonschenProblemsmit nicht-Gaußschem

HamiltoniandieBerechnungmittelseinerStörungstheorieaufdenGaußschenFall zurückführen

kann,nachdemmandiePartitionierung(2.19)durchgef̈uhrthat.

Die Mittelung auf derrechtenSeitevon (1.13)bez̈uglich dernormalenWahrscheinlichkeit
D 0

im Sinnederin (2.19)angef̈uhrtenPartition liefert außerdemdie0. Ordnungin dieserEntwick-

lung [19]. Auf siewerdenwir unsin dieserArbeit beschr̈anken.

2.3. Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

Der Hamiltonian(2.41)ist nicht GaußscherForm,deswegenist einePartitionierungnötig, wie

siein demvorigenAbschnittdargestelltwurde:D � D 0 � D 1 � (2.22)

mit demGaußschenAnteil

H0 � 1
2
! 2π

0

M � ux
� 2 � m2

0
�u � 2 � bP dx (2.23)

unddemnicht-GaußchenAnteil

H1 � 1
2
! 2π

0

< � � 1� 1
3
�u � 6 � m2

0
�u � 2 � b> dx (2.24)

GesuchtsindnunWertevonm0 undb, diegarantieren,daß
D 1 � q � p� eineStörungzumSystem

mit Hamiltonian
D 0 � q � p� darstellt,so daßdasMaß µ, die von

D
definiert und von denVα

bedingtwird, sich von demvon denselbenVα bedingtenMaß µ0 nur um einekleine Störung

unterscheidet.

EssindvonChorinetal. zweiMöglichkeitenpräsentiertworden,diein diesemSinneoptimalen

Wertefür m0 undb zu bestimmen[19]: entwederleitet manzuerstm0 ausderBedingungher,

daßdieVarianz + � D 1 � 2 * 0 alsFunktionvonm0 minimiertwird. Dannfolgt aus + D 1 * 0 � 0

schließlichb. OdereswerdenmittelseinerMonte-Carlo-SimulationdieKorrelationsfunktionen
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall+ uiuC j * bez̈uglichdesMaßesµberechnet,unddannm0 ausderForderungbestimmt,daßdasso

induzierteµ0 ambestendieseKorrelationsfunktionenapproximiert,indemdermittlerequadra-

tischeUnterschiedzwischendenbeidenminimiert wird. DiesesletzteVerfahrenminimiert den

UnterschiedzwischendemvollständigenMaß und seinemquadratischenAnteil, währenddie

vorigeMethodenurdieerstenEntwicklungstermeminimiert;beidelieferndiegleicheoptimale

WahlderWertem0 undb [19]. Wir wendenzurBestimmungvonm0 undb dieersteMethodean.

2.3.1. Bestimm ung von m0 und b

Der nicht-GaußscheAnteil desHamiltonians,ausgedr̈uckt in denVariablenp undq, siehtfol-

gendermaßenaus:

H1 � q � p� � 1
2
! 2π

0

< � � 1� 1
3

�
q2 � p2 � 3 � m2

0
�
q2 � p2 � > dT �

wasnachdemAusmultiplizierenergibt:

H1 � q � p� � 1
2
! 2π

0

< � � 1� 1
3

�
q6 � 3q4p2 � 3q2p4 � p6 � � m2

0
�
q2 � p2 � > dT

Quadriertergibt dieseGleichung:

H1 � q � p� 2 � 1
4
! 2π

0 p � 1
3 q q6 � x�[� 3q4 � x� p2 � x��� 3q2 � x� p4 � x��� p6 � x��r � m2

0
M q2 � x�[� p2 � x� Pts dxu ! 2π

0 p � 1
3 q q6 � z��� 3q4 � z� p2 � z�[� 3q2 � z� p4 � z��� p6 � z� r � m2

0
M q2 � z�[� p2 � z� P�s dz

Die Varianzist alsogegebendurch:+ H1 � q � p� 2 * � 1
4
! 2π

0
dx ! 2π

0
dz�+ � � 1� 2

9 q q6 � x�[� 3q4 � x� p2 � x�[� 3q2 � x� p4 � x��� p6 � x� r uu q � q6 � z��� 3q4 � z� p2 � z�[� 3q2 � z� p4 � z��� p6 � z��rv*� 2
� � 1�
3

m2
0 + q q6 � x�[� 3q4 � x� p2 � x�[� 3q2 � x� p4 � x��� p6 � x��r M q2 � z��� p2 � z� P *� m4

0 + M q2 � x��� p2 � x� P M q2 � z�[� p2 � z� P *e�
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Dabeisoll angemerktwerden,daßwir derLesbarkeit wegenin diesemAbschnittauf denEx-

ponenten0 in demErwartungswert+1'w* 0 verzichten.

Die ForderungnachdemMinimierenderVarianzalsFunktionvonm0 erfordetdieBerechnung

derfolgendenTerme:x
: � + q q6 � x�[� 3q4 � x� p2 � x�[� 3q2 � x� p4 � x�[� p6 � x��r q � q6 � z�[� 3q4 � z� p2 � z�[� 3q2 � z� p4 � z�[� p6 � z��r\*y�z

: � + q q6 � x��� 3q4 � x� p2 � x�[� 3q2 � x� p4 � x�[� p6 � x� r M q2 � z�[� p2 � z� P *y�
und {

: � + M q2 � x��� p2 � x� P M q2 � z�[� p2 � z� P *
Bestimmungvon

{
Wendenwir unszuerstdemdrittenTermzu:{ � + M q2 � x�[� p2 � x� P M q2 � z�[� p2 � z� P *{ � 2 + p2 � x� p2 � z��*i� 2 + q2 � x� p2 � z��*
Daq und p bez̈uglich einesGaußschenMaßesunkorreliertsind,folgt:{ � 2 + p2 � x� p2 � z��*i� 2 + p2 * 2

AusdemWick’schenTheoremfolgt dann:{ � 2 M + p2 * 2 � 2 + p
�
x� p � z��* 2 P � 2 + p2 * 2 �

wasschließlichfür

{
ergibt: { � 4 + p2 * 2 � 4 + p

�
x� p � z�8* 2 (2.25)

Bestimmungvon
z

NachdemAusmultiplizierenundunterBerücksichtigungvon:+ q6 � x� p2 � z�8* � + p6 � x� q2 � z��*
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall+ q4 � x� q2 � z� p2 � z�8* � + q2 � x� p4 � z� p2 � z��*� + p2 *e+ p4 � x� p2 � z�/*+ q4 � x� p2 � x� p2 � z��* � + q2 � x� q2 � z� p4 � x�/*� + p4 *y+ p2 � x� p2 � z��*e�
daq und p völlig unabḧangigundgleichwertigbetrachtetwerden,erḧalt manfür

zz � 2 + p6 � x� p2 � z��*i� 2 + p6 *e+ p2 *� 6 + p2 *y+ p4 � x� p2 � z��*o� 6 + p4 *e+ p2 � x� p2 � z�8* (2.26)

DasWick’scheTheoremermöglicht unsjetzt,die ErwartungswertevonProduktenzuvereinfa-

chen,bzw. zuberechnen: + p6 * � 15 + p2 * 3 �+ p4 * � 3 + p2 * 2 �+ p2 � x� p2 � z��* � + p2 * 2 � 2 + p
�
x� p � z�8* 2 �+ p4 � x� p2 � z��* � 3 + p2 * 3 � 6 + p2 *e+ p

�
x� p � z�8* 2 �+ p6 � x� p2 � z�/* � 15 + p2 * 4 � 30 + p2 * 2 + p
�
x� p � z�8* 2 	

SetztmannundieseErgebnissein (2.26)ein,dannerḧalt man:z � 2 M 15 + p2 * 4 � 30 + p2 * 2 + p
�
x� p � z�8* 2 P� 2 M 15 + p2 * 3 P + p2 *� 6 + p2 * M 3 + p2 * 3 � 6 + p2 *e+ p

�
x� p � z��* 2 P� 6 M 3 + p2 * 2 P M + p2 * 2 � 2 + p

�
x� p � z�8* 2 P

undschließlich: z � 96 + p2 * 4 � 132 + p2 * 2 + p
�
x� p � z�8* 2 (2.27)

37



Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

Bestimmungvon
x

Die Bestimmungvon
x

erfolgt jetzt gleichermaßen;ber̈ucksichtigtwerdenmüssendie folgen-

denGleichungen: + q6 � x� q4 � z� p2 � z��* � + q2 � x� p4 � x� p6 � z��*� + p6 � x� q2 � z� p4 � z��*� + q4 � x� p2 � x� q6 � z�/*� + p2 *e+ p6 � x� p4 � z��*e�+ q6 � x� q2 � z� p4 � z��* � + q4 � x� p2 � x� p6 � z��*� + q2 � x� p4 � x� q6 � z�/*� + p6 � x� q4 � z� p2 � z��*� + p4 *e+ p6 � x� p2 � z��*e�+ q4 � x� p2 � x� q4 � z� p2 � z��* � + q2 � x� p4 � x� q2 � z� p4 � z�8*� + q2 � x� q2 � z��*e+ p4 � x� p4 � z��*� + p4 � x� p4 � z��*e+ p2 � x� p2 � z��*
und + q4 � x� p2 � x� q2 � z� p4 � z��* � + q2 � x� p4 � x� q4 � z� p2 � z��*� M + p4 � x� p2 � z��* P 2
Man gelangtzu folgendemAusdruck:x � 2 + p6 � x� p6 � z��*o� 2 q + p6 *|r 2� 12 + p2 *y+ p6 � x� p4 � z��*o� 12 + p4 *e+ p6 � x� p2 � z�8*� 18 + p4 � x� p4 � z��*e+ p2 � x� p2 � z�/*� 18 M + p4 � x� p2 � z�/* P 2 (2.28)
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

DasWick’scheTheoremliefert Vereinfachungen:+ p6 * � 15 + p2 * 3 � (2.29)q + p6 * r 2 � 225 + p2 * 6 �+ p4 * � 3 + p2 * 2 � (2.30)+ p6 � x� p2 � z�8* � 15 + p2 * 4 � 30 + p2 * 2 + p
�
x� p � z�8* 2 �+ p6 � x� p4 � z��* � 45 + p2 * 5 � 180 + p2 * 3 + p

�
x� p � z��* 2 � 360 + p2 * � + p

�
x� p � z�/*}� 4 �+ p6 � x� p6 � z��* � 225 + p2 * 6 � 1350 + p2 * 4 � + p

�
x� p � z�/*}� 2� 5400 + p2 * 2 � + p

�
x� p � z��*}� 4 � 10800

� + p
�
x� p � z�8*}� 6 �

undschließlich+ p4 � x� p4 � z��* � 9 + p2 * 4 � 36 + p2 * 2 + p
�
x� p � z��* 2 � 72 + p

�
x� p � z�/* 4

Setzenwir dieseErgebnissein (2.28)ein, folgt:x � 2304 + p2 * 6 � 7560 + p2 * 4 + p
�
x� p � z��* 2� 18360 + p2 * 2 + p

�
x� p � z��* 4 � 24192 + p

�
x� p � z�8* 6 (2.31)

Nunkönnenwir dasMinimum derVarianz + M H1 P 2 * alsFunktionvon m0 bestimmen.+ M H1 P 2 * � 1
4
! 2π

0
dx ! 2π

0
dz < 1

9
x � 2

3
m2

0
z � m4

0

{ >
Setzenwir nundieebenin (2.31),(2.27)und(2.25)berechnetenAusdr̈uckefür

x
,
z

und

{
ein,

bekommtman:+ M H1 P 2 * �  256π2 + p2 * 6 � 210 + p2 * 4 !4! dxdz + p
�
x� p � z�8* 2� 510 + p2 * 2 !c! dxdz + p

�
x� p � z��* 4 � 672!c! dxdz + p

�
x� p � z�8* 6 �� 64m2

0π2 + p2 * 4 � 22m2
0 + p2 * 2 !c! dxdz + p

�
x� p � z��* 2� 4m4

0π2 + p2 * 2 � m4
0
!4! dxdz + p

�
x� p � z�8* 2
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Dabeiwurdedie Tasacheausgenutzt,daß + p2 * unabḧangigvon derOrtsvariablex oderz ist,

undsichdeshalbeinfachausintegrierenläßt: Q 2π
0 dx Q 2π

0 dz + p2 * k � 4π2 + p2 * k � mitkbeliebig.

SeinundasfolgendeIntegraldefiniert:

Im
�
q� : � ! 2π

0
dx ! 2π

0
dz
� + p

�
x� p � z�8*}� 2q

Mit diesemIntegral läßtsich + M H1 P 2 * etwasübersichtlicherschreiben:+ M H1 P 2 * � ~ 256π2 + p2 * 6 � 210 + p2 * 4 Im
�
1��� 510 + p2 * 2 Im

�
2�[� 672Im

�
3�]�� m2

0 H 64π2 + p2 * 4 � 22 + p2 * 2 Im
�
1� I� m4

0 H 4π2 + p2 * 2 � Im
�
1� I �

Zur numerischenBerechnungvon + M H1 P 2 * alsFunktionvonm0 brauchenwir nundieWerte

derIntegraleIm
�
q� . EineanalytischeBerechnungmit Hilfe einerRekursionliefert:

Im
�
q� � 1�

2πm2
0 � 2q

2q

∑
l � 0

Cl
2q
�
2m2

0 � l Il
mit

Il �
#���$ ���% 4π2 für l � 0

0 für l � 1

2π2

2l X 1 ∑ 7 ∞
k1 ��� ∞ � k1 �� 0

1
k2

1 7 m2
0
	_	�	_	 ∑ 7 ∞

kl X 1 ��� ∞ � kl X 1 �� 0
1

k2
l X 1 7 m2

0

15 k1 7��&�&�&� 7 kl X 1 6 2 7 m2
0

für l ; 2

Somithatmanalsodie Varianz + M H1 P 2 * auf einemit m0 parametrisierteFunktionvon den

Autokorrelationen: + p2 * � + q2 * � 1
2π

7 ∞

∑
k��� ∞

1

k2 � m2
0

unddenKorrelationen: + p
�
x� p � z��* � 1

2π

7 ∞

∑
k ��� ∞

eık 5 x � z6
k2 � m2

0

	
umgeschrieben.

DieseFunktionkannbez̈uglichm0 minimiert werden;darausergibt sichder“optimale” Wert

m0
� 1 	 703
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

Darausfolgt für b:+ H1 � q � p��* � 0 ����! 2π

0
+ < � � 1�

3

�
q2 � p2 � 3 � m2

0
�
q2 � p2 � � b> * dx � 0 �

b � 1
2π
! 2π

0
+ < � 1

3

�
q6 � 3q4p2 � 3q2p4 � p6 � � m2

0
�
q2 � p2 � > *e�

b � 1
2π
! 2π

0

< � 1
3

�
2 + q6 *i� 6 + q4 *e+ q2 *�� � 2m2

0 + q2 * > *e�+ q4 * und + q6 * werdennachdenGleichungen(2.29)und(2.30)umgeschrieben:

b � 1
2π
! 2π

0

< � 1
3

�
2 ' 15 + q2 * 3 � 6 ' 3 + q2 * 2 + q2 *�� � 2m2

0 + q2 *}>1*e�
b � 1

2π
! 2π

0

M � 16 + q2 * 3 � 2m2
0 + q2 * P �

undschließlicherḧalt man:

b � � M 16 + q2 * 3 � 2m2
0 + q2 * P �

worausfür denWert m0
� 1 	 703,

b � � 1 	 957

folgt.

Somithabenwir die Partition desurspr̈unglichenHamiltonians(2.41) in derForm, die in den

Gleichungen(2.22),(2.23)und(2.24)gegebenist, mit dem“optimalen”SatzvonParametern#$&% m0
� 1 	 703�

b � � 1 	 957
(2.32)

bestimmt.“Optimal” meint hier, wie am EndedesvorigenAbschnitteserklärt, daßfür diese

WahlvonParameterndermittlerequadratischeUnterschiedzwischendemreellenHamiltonian

undseinerGaußschenApproximationbis zur dritten Ordnungminimiert ist. Wir könnenalso

nun die Erwartungswerteauf der rechtenSeitevon (1.13) in 0. Ordnungberechnen,indem

wir siedenErwartungswertenbez̈uglich desGaußschenHamiltonians(2.23)gleichstellenund

darausdie von der “Optimal Prediction” vorhergesagteZeitentwicklungunsererkollektiven

Koordinatenfolgern.
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2.3.2. Zeitentwic klung der Vα

Die ZeitentwicklungderkollektivenKoordinatenist durch

ı
dVα
dt

� n

∑
k� 1

gαk + � uk � 1 � 2uk � uk7 1

h2 � � � 1� �uk
� 4uk * 0

V (2.33)

gegeben.

In die rechteSeitedieserGleichungsetztmanfür ui , ui
� n∑N

β � 1gCkβVβ, ein. NachdemAus-

multiplizierenundAufsummierenfolgt für denerstenTerm:

1
h2gαk + uk � 1 � 2uk � uk7 1 * 0

V
� 4

h2sin2 < Kαh
2
> Vα (2.34)

DenzweitenTermberechnetman,indemmanzuerstmit Hilfe desWick’schenTheoremsden

bedingtenErwartungswertdesProduktes+ u3
kuC 2k * 0

V umschreibt:+ u3
kuC 2k * 0

V
� + uk * 3

V + uCk * 2
V � 6 + uk * 2

V + uCk * V Cov � uk � uCk � V � 6 + uk * V Cov � uk � uCk � 2V
(2.35)

Dabeiist auf derrechtenSeitedieserGleichungderExponent0 derLesbarkeit wegenwegge-

lassenworden.Dennochsindalle bedingtenErwartungwerte,bzw. Kovarianzenbez̈uglich des

GaußschenMaßesµ0 zuverstehen.

Aus (2.17)undderTatsache,daßGG† � 1
nIN folgt:

Cov � uk � uCk � 0
V
� C � nG†GC� ii � c (2.36)

Man erḧalt schließlich

gαk + u3
kuC 2k * 0

V
� � � ı � 6c2 � � 1� δα � β ' Vβ � 6c

� � 1� � � ı � ∑
β � γ � δδα � β � γ 7 δ VβV Cγ Vδ� � � 1� � � ı � ∑

β � γ � δ � λ � µδα � β 7 γ 7 δ � λ � µ VβVγVδV Cλ V Cµ
(2.37)

wobeihier die EinsteinscheSummenkonventionverwendetwurde.

Setzenwir dieErgebnisse(2.34)und(2.37)in (2.33)ein,folgt für diezeitlicheEntwicklungder
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

Fourier-Koeffizienten:

dVα
dt

� � ı p 4
h2sin2Kαh

2 s ' Vα � � � 1� � � ı � ∑
β � γ � δ � λ � µδα � β 7 γ 7 δ � λ � µ VβVγVδV Cλ V Cµ� 6c

� � 1� � � ı � ∑
β � γ � δδα � β � γ 7 δ VβV Cγ Vδ � � � ı � 6c2 � � 1�J' Vα (2.38)

An dieserGleichungwird klar, wasderVorteil der“Optimal Prediction”Methodeist: die zwei

erstenTermenaufderrechtenSeiteentsprecheneinerGalerkin-Approximation,beidernur die

N Fourier-Koeffizientenber̈ucksichtigtunddie Amplitudenaller anderenFourier-Moden Vµ ,

N + µ T n gewöhnlichgleichNull gesetztwürden;die zwei letztenTermesindaberKorrek-

turen,parametrisiertdurchc, die überm0 KenntnissëuberhöhereOrdnungenim Hamiltonian

undüberdie
�
n � N � unber̈ucksichtigtenFourier-Modenmiteinbeziehen.Verallgemeinerndist

die StrukturderKorrekturtermeinteressant,die die “Optimal Prediction”Methodefür einebe-

liebigePotenzderNichtlineariẗat in derGleichung(2.1) liefert. Siewird im Anhangangef̈uhrt.

DerParameterc
�
N � ist eineabnehmendeFunktionvonN:

c � 1
π

n

∑
k� 1

1
4
h2 sin2 M kh

2 P � m2
0
� 1

π

N

∑
α � 1

1
4
h2 sin2 q Kαh

2 r � m2
0

; (2.39)

für N � n , c � 0 und die “Optimal Prediction” Methodewird zur gel̈aufigenGalerkin-

Approximation[19].

Es ist zu beachten,daßdie Parameterm0 und b, die die Partition desHamiltoniansfestlegen,

nur vom Intervall abḧangigsind,auf demdie Bewegungsgleichunguntersuchtwird, undnicht

von der Anzahl der Stützpunktebei der Diskretisierung.Der Parameterc desKorrekturterms

hängtabervonderArt dieserDiskretisierungab.

Numerischwurde nun zuerstmit einer einzigenAnfangsverteilungsimuliert. Dies kann als

Grenzfall einerMonte-Carlo-Simulationangesehenwerden,bei der alle “gewürfelten” Konfi-

gurationenverworfenwerden,undeineeinzige,undzwar die Anfangskonfiguration,beibehal-

tenwird.
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Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

In denAbbildungen(2.2)und(2.1)einerseits,und(2.3)und(2.4)andererseits,wird dieZeitent-

wicklung desReal-unddesImagin̈arteilsderzwei erstenbeibehaltenenkollektivenKoordina-

tenV1 undV2 dargestellt.Die verschiedenenKurven,diemanfür jededieserEntwicklungenaus

derIntegrationdesgeschlossenenSystems,einemGalerkin-Verfahren,undausderVorhersage

der“Optimal Prediction”erḧalt, werdenmiteinanderverglichen.
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Abbildung 2.1: Zeitentwicklung des Realteils von V1: die verschiedenen Kurven sind jeweils über eine numerische Integra-

tion, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf

die vier Vα, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-

Approximation ist schlecht, während die “Optimal Prediction” Methode gute qualitative Ergebnisse liefert,

allerdings nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

An diesenAbbildungenwird klar, daßdie “Optimal Prediction”Methodeauchbei einerquin-

tischenNichtlineariẗat sehrguteErgebnissefür die Zeitentwicklungderrelevantenkollektiven

Koordinatenliefert, insbesonderedeutlichbessereals ein Galerkin-Verfahren,daskeinenGe-

brauchvon derTatsachemacht,daßdie unber̈ucksichtigenKoordinateneinerbestimmtenvor-

gegebenenStatistikgehorchen.
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Abbildung 2.2: Zeitentwicklung des Realteils von V2: die verschiedenen Kurven sind jeweils über eine numerische Integra-

tion, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf

die vier Vα, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-

Approximation ist schlecht, während die “Optimal Prediction” Methode sehr gute Übereinstimmung mit der

integrierten Kurve liefert, allerdings auch nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

DerqualitativeVerlaufvonRe
�
V1 � , Im

�
V1 � undIm

�
V2 � ist gutwiedergegebenunddie Überein-

stimmungist bei Re
�
V2 � sogarperfekt;allerdingssinddieseErgebnissenur sogut, wennoder

solange,biskein Kollapseintritt.

Wir habenobenschonerwähnt,daßnämlich,wenndochein sogenannter“Blow-up” derAm-

plitudestattfindet,sichdie Energie von dengroßskaligenFourier-Modenmit �n? 2 � k � klein -

unserenkollektivenKoordinatenVα - aufdiekleinenSkalenmit �n? 2 � k � größerverteilt.

Mit anderenWorten wird der Verlauf der Amplitude im Ortsraumsteiler und es sind mehr

Fourier-Modennötig, um dasSystemzu beschreiben.Dieswird anderAbbildung(2.5) deut-

lich: da wird der Realteil von V2
� F16 mit demjenigenvon F9 verglichen,wobei angemerkt

werdensoll, daßF9 hier alsBeispielherausgegriffen wordenist, aberähnlicheErgebnissemit

denanderenunber̈ucksichtigtenFourier-Modendarstellbarsind,die auf die gleicheZeitskala
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Abbildung 2.3: Zeitentwicklung des Imaginärteils von V1: die verschiedenen Kurven sind jeweils über eine numerische Inte-

gration, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf

die vier Vα, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-

Approximation ist schlecht, während die “Optimal Prediction” Methode gute qualitative Ergebnisse liefert,

allerdings nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

hinweisen.SolangeF9 unbedeutendundgegen̈uberV2, d. h. gegen̈uberdenkollektivenKoor-

dinatenvernachl̈aßigbarist, sind die von der “Optimal Prediction”MethodegeliefertenVor-

aussagensehrgut; sobaldaberdie Bedeutungder unber̈ucksichtigtenModennicht mehrver-

nachl̈aßigtwerdenkann,weil die Amplitudeim Ortsraumsteil anwächst,ist esnicht mehrder

Fall. Somitliefert auchdie “Optimal Prediction”Methodea contrario eineuntereAbscḧatzung

für die Zeit desKollaps:solangesie guteErgebnisseliefert, kanndie Amplitude desSignals

nochnicht kollabierthaben.

Bis zu der Zeit tc � 2 	 7 eignensichalsodie gewähltenkollektivenKoordinatensehrgut: sie

gebentats̈achlichdasgroßskaligeVerhaltendesSystemswieder. Für t * tc allerdingssindsie

nicht mehrunbedingtallein ausschlaggebendfür dasVerhaltendesSystems,bzw. sind mehr

Fourier-Koeffizientennötig.
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Abbildung 2.4: Zeitentwicklung des Imaginärteils von V2: die verschiedenen Kurven sind jeweils über eine numerische Inte-

gration, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf

die vier Vα, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-

Approximation ist schlecht, während die “Optimal Prediction” Methode gute qualitative Ergebnisse liefert,

allerdings nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

Erwähnenswertist zudemdie Tatsache,daß dieseErgebnisseauch bei einer Monte-Carlo-

SimulationüberhundertAnfangsbedingungenwiederholtundbesẗatigtwordensind,wennauch

die ÜbereinstimmungzwischendenErgebnissender Integrationunddenjenigender “Optimal

Prediction”nicht sogut ist, wie im Fall einereinzelnenTrajektorie.Dennochist dasdynami-

scheVerhaltenso, besserals mit einemGalerkin-Verfahren,qualitativ sehrgut approximiert,

unddie ebengemachtenSchlußfolgerungenbehaltenihre Gültigkeit.

Dieslegt dieVermutungnahe,daßdie“Optimal Prediction”MethodenurdannguteErgebnisse

liefert, wenn� die gewähltenkollektiven KoordinatendasgroßskaligeVerhaltendesSystemsrichtig

wiedergeben
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Abbildung 2.5: Vergleich der Zeitentwicklung des Realteils von V2 � F16 und F9: es ist deutlich zu erkennen, daß solange

t � tc, mit tc � 2� 7, F9 gegenüber V2 vernachläßigt werden kann; für t � tc allerdings werden die “kleinen”

Skalen um so wichtiger und können nicht mehr unberücksichtigt bleiben.� undsichdie Anzahlderzu diesergroßskaligenBeschreibungnötigenKoordinatennicht

mit derZeit ändert.

Dieseswichtige Ergebnisstellt einewesentlicheEinschr̈ankungdesAnwendungsgebietsder

“Optimal Prediction”Methodedar.

Gleichzeitigwirft eseinneuesLicht aufdievonChorinetal. unteranderemin [19] präsentierten

ErgebnissederAnwendungderMethodeauf diekubischnichtlineareSchr̈odinger-Gleichung.

Tats̈achlichist die Frageinteressant,ob nun die “Optimal Prediction”,angewandtauf die ku-

bischnichtlineareSchr̈odinger-Gleichung,immerguteErgebnisseliefert, oderob derenErfolg

etwavonderFestlegungderkollektivenKoordinatenabḧangt.

Wir wollennunim nächstenAbschnittversuchen,dieseFragezubeantworten.
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Einfluß der Anfangsverteilung: Untersuchung der kubisch nichtlinearen Schrödinger Gleichung

2.4. Einfluß der Anfangsver teilung: Unter suc hung der kubisc h nic htlinearen

Schr öding er Gleic hung

Die Interpretationder Ergebnisseder Anwendungder “Optimal Prediction”auf die quintisch

nichtlineareSchr̈odinger-Gleichunglegt die Vermutungnahe,daßdasGelingendieserMetho-

de, also ihre Vervendbarkeit starkvon der mittlerenAnfangsverteilungund der Wahl der als

“relevant” eingestuftenkollektivenKoordinatenabḧangt.

DieseVermutungprüfen wir nun anhandvon zwei Beispielenmit deutlichvoneinanderver-

schiedenenmittlerenAnfangsverteilungen.

Dabeigehenwir von derkubischnichtlinearenSchr̈odinger-Gleichung

ıut
� � uxx � � � 2� �u � 2u � (2.40)

für eine komplexe Variableu
�
x� � q

�
x�J� ıp

�
x� auf dem x-Intervall  0 � 2π � mit periodischen

Randbedingungenaus[19].

DieseGleichunglegt überdenzugeḧorigenHamiltonian

H
�
q � p� � 1

2
! 2π

0

< � q2
x � p2

x ��� � � 2� 1
3

�
q2 � p2 � 2 > dT (2.41)

die zugrundeliegendeStatistikfest.Für einengegebenenHamiltonianist auchdessengewähl-

te ApproximationdurcheinenGaußschenHamiltoniannachder Partition (2.19) fest und un-

abḧangigvon der spezifischenuntersuchtenAnfangsverteilung.Jenachdem,wie die kollekti-

venKoordinatengewählt unddie Monte-Carlo-Simulationdurchgef̈uhrt werden,könnenaber

die verschiedenenmöglichenmittleren Anfangsverteilungen,die zu einemsolchenProblem

geḧoren,ziemlichunterschiedlichvoneinanderausfallen.

Zuerstwird die Gleichung(2.40)mit dengleichenStützstellenwie vorhin diskretisiertunddas

dazugeḧorigeSystemvon32Differentialgleichungen̈ubereinediskreteFourier-Transformation

auf ein Systemvon 32 Gleichungenfür die Fk gebracht.Dabeiübernehmenwir die Notationen

dervorigenAbschnitte.

StattdasvollständigeSystemgeschlossenzu lösen,beschr̈anken wir unshier auchauf die 4
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Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

kollektivenKoordinatenV1 �
'
'�' V4: #������$ ������% V1
� Fn 2 � N  27 1 �

V2
� Fn 2 � N  27 2 �

V3
� Fn 2 � N  27 3 �

V4
� Fn 2 � N  27 4 	 (2.42)

Die BestimmungderderGleichung(1.13)entsprechendenZeitentwicklungderkollektivenKo-

ordinatenerfolgt ähnlichwie bei derquintischnichtlinearenSchr̈odinger-Gleichungundwird

hier nicht weiterausgef̈uhrt.Die Berechnungen,die zursogenannten“optimalen” Partition des

Hamiltoniansführen,werdenim Anhangdargestellt.Schließlicherḧalt man für die Zeitent-

wicklung derVα folgendeGleichung:

ı
dVα
dt

� 4
h2sin2 < Kαh

2
> Vα � � � 2� ∑

β � γ � εδα � β � γ 7 εVβV Cγ Vε � 2
� � 2� cVα (2.43)

Hier erkenntman,wie amBeispielderSchr̈odinger-Gleichungmit Lineariẗat p � 4,diezweier-

stenTermeaufderrechtenSeitedieserGleichungalsdenGalerkin-Beitrag,währendderletzte

Termdie von c parametrisierteKorrekturdarstellt.Dabeiist c die in (2.39)definierteFunktion

vonN.

UnserezweiBeispieleunterscheidensichnundurchdieBedeutungderfestgehaltenenFourier-

Koeffizientenund die Form der mittlerenAnfangsverteilung,die ausder Monte-Carlo-Simu-

lation resultiert.

Untersuchenwir in einemerstenSchrittdie ausdenfolgendenWertenihrer Fourier-Modenim

Fourier-RaumbestimmteKonfiguration:die vier komplexenkollektivenKoordinatenseien#������$ ������% V1
� F15

� � 0 	 01� � 0 	 01�
V2
� F16

� � � 0 	 1 � 0 	 1�
V3
� F17

� � 0 	 41� � 0 	 41�
V4
� F18

� � 0 	 21� � 0 	 21��	 (2.44)
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Die WertederanderenFourier-Koeffizientenwerdenzwar nicht festgehalten,dennochseienin

derMonte-Carlo-Simulationdie Wertevon F14 undV19 derGrößenordnung10� 1 unddiejeni-

genalleranderenKoeffizientenderGrößenordnung10� 6 oderkleinerangesetzt.

NacheinerMonte-Carlo-Simulation̈uber100 Anfangskonfigurationenzeichnetsich die mitt-

lereAnfangsverteilungdurchfolgendeEigenschaftaus:die kollektivenKoordinatenhabendie

ebenin (2.44)dargestelltenWerte;die KoeffizientenF14 undF19 nehmendie Werte#$ % F14
� �

0 	 1678� 0 	 321�
F19

� � � 0 	 147� 0 	 213��� (2.45)

an.Alle anderenFourier-KoeffizientenhabenWertederGrößenordnung10� 6 oderkleinerund

sinddamitdeutlichkleiner.

Interessantist dabei,sich denBeitragder kollektivenKoordinatenzu der gesamtenmittleren

Anfangsverteilunganzuschauen.SetztmanalleFourier-KoeffizientengleichNull außerdievier

kollektivenKoordinatenundführtdieRücktransformationui
� ∑n

k� 1 eıKkxiVk aus,siehtman,daß

dievier niedrigstenFourier-KoeffizientenzusammendasgroßskaligeVerhaltendesSystemsgut

wiedergeben,und sich somit gut als “kollektive Koordinaten”im Sinneder in der Einleitung

dieserArbeit gegebenenDefinition eignen.DerenAnteil anderGesamtverteilungwird in den

Abbildungen(2.6)und(2.7)dargestellt.

Undtats̈achlichliefert die0.Ordnung“Optimal Prediction”in diesemFallesehrguteErgebnis-

sefür dieZeitentwicklungderkollektivenVariablenV2 � V3 undV4, ähnlichdenErgebnissenvon

Chorinetal. in [19], wie andenAbbildungen(2.8)und(2.9)ersichtlichist.Die Symbolestellen

die mittlerenWertedar, die ausderIntegrationdereinzelnenhundertAnfangsbedingungender

Monte-Carlo-Simulationfolgen;die Voraussagender “Optimal Prediction”Methodestimmen

sehrgutmit denjenigenderIntegrationüberein,währendsichdieGalerkin-Approximationteil-

weiseschonnachsehrkurzenZeitenalsfehlerhafterweist.

WasV1 angeht,ist dasErgebnisallerdingsschlecht:sowohl die Galerkin-Approximation,als

auchdie “Optimal Prediction”Methodeliefern keineguteVoraussagefür die weitereZeitent-

wicklung; dieswird auf die Tatsachezurückgef̈uhrt, daßV1, bzw. F15, keinegute“kollektive”

51



Hamiltonsche Systeme: Schrödingersche Systeme

Abbildung 2.6: Anteil der vier kollektiven Koordinaten an dem Realteil q der Anfangsverteilung: die dicke durchgezogene

Kurve ist das Ergebnis der kompletten diskreten Fourier-Transformation, während die dünne gestrichelte

Kurve den Anteil der vier kollektiven Koordinaten darstellt.

Abbildung 2.7: Anteil der vier kollektiven Koordinaten an dem Imaginärteil p der Anfangsverteilung: die dicke durchgezogene

Kurve ist das Ergebnis der kompletten diskreten Fourier-Transformation, während die dünne gestrichelte

Kurve den Anteil der vier kollektiven Koordinaten darstellt.
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Abbildung 2.8: Zeitentwicklung vom Realteil von V2, V3 und V4; die Symbole sind das Ergebnis der Integration über hundert

Anfangskonfigurationen; sie stimmen sehr gut mit den Ergebnissen der “Optimal Prediction” Methode (dünne

Linien) überein, während die Galerkin-Approximation (dickere Linien) teilweise sehr fehlerhaft ist.

Koordinatedarstellt,dadie BeiträgevonV2, V3 undV4, sowie diejenigenvon F14 undF19, die

dazunoch unber̈ucksichtigtbleiben,deutlich größersind. In einemsolchenFall versagtdie

“Optimal Prediction”Methodeundist nichtbesser, alseinGalerkin-Verfahren.Daßletzteresin

demFalleschlechteErgebnisseproduziert,ist klar, wennmanbedenkt,daßdie im Vergleichzu

V1 wichtigenWertevon F14 undF19 dabeieinfachgleichNull gesetztwerden.

Die Vermutung,nachderdie“Optimal Prediction”Methodein 0.OrdnungnurdannguteErgeb-

nisseliefern kann,wenndie kollektivenKoordinatenauchdiejenigensind,die dasgroßskalige

VerhaltendesdynamischenSystemswiedergeben,oderandersausgedr̈uckt,wennderGroßteil

derEnergiedesSystemssichin denausgesuchtenModenkonzentriert,wird vonunseremzwei-

tenBeispielbekr̈aftigt.

Wäre allerdingsdie Energie desSystemsgrößtenteilsausschließlichin den vier kollektiven
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Abbildung 2.9: Zeitentwicklung vom Imaginärteil von V2, V3 und V4; die Symbole sind das Ergebnis der Integration über hun-

dert Anfangskonfigurationen; sie stimmen sehr gut mit den Ergebnissen der “Optimal Prediction” Methode

(dünne Linien) überein, während die Galerkin-Approximation (dickere Linien) teilweise sehr fehlerhaft ist.

Koordinatenkonzentriert,wäreein Galerkin-Verfahrenbei derVoraussagederenweitererZeit-

entwicklungnaẗurlich sehrerfolgreichundderVorteil der“Optimal Prediction”nichteinsichtig.

Somitsollen,damitdieseletzteMethodesinnvoll eingesetztwerdenkannundtats̈achlicheFort-

schrittegegen̈ubergängigenMethodenliefert, erstenswenigeModenreichen,um dasSystem

zu charakterisieren,zweitensallerdingseinigedavon, hier beispielhaftF14 und F19 unber̈uck-

sichtigtbleiben,sodaßderenEinflußüberdenvomParameterc abḧangigenZusatztermaufder

rechtenSeitederGleichung(2.43)erfaßtwird.

In unseremzweitenBeispieluntersuchenwir einemittlere Anfangsbedingung,zu derenBe-

schreibungwir wissen,daßviele ModenFk nötig sind.Diesgeschieht,indemwir alsAnfangs-

konfigurationfür unsereMonte-CarloSimulationeine im OrtsraumsolitonartigeLösungan-
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Einfluß der Anfangsverteilung: Untersuchung der kubisch nichtlinearen Schrödinger Gleichung

setzen.Über die obenbeschriebeneDiskretisierungund anschliessendeBildung der Moden-

koeffizientenFk gelangtmanwiederzu demunterbestimmtenSystem,wennmanvon denzur

geschlossenenenBeschreibungnötigen32 Fk nur die vier Vα beibeḧalt. Diesewerdennunwie

vorhin fixiert, währendeineMonte-CarloSimulation100 Anfangsverteilungenmit denselben

kollektivenKoordinatenzur Zeit t � 0 liefert. Da aberdiesevier Modenvöllig unzureichend

sind,umdasgroßskaligeVerhaltendesSystemszubeschreiben,erwartenwir nunschlechteVor-

aussagender “Optimal Prediction”Methode.Dasist tats̈achlichderFall, wie nunbeispielhaft

andemRealteilvonV2 deutlichwird (cf. dazuAbbildung(2.10)).Bei denanderenkollektiven

KoordinatenV1, V3 undV4 ist dasErgebnisvergleichbar. An derAbbildung(2.10)wird klar, daß

Abbildung 2.10: Zeitentwicklung vom Realteil von V2; sowohl das Galerkin-Verfahren, wie auch die “Optimal Prediction” Me-

thode liefern keine gute Voraussage. Zudem zeichnet sich eine deutliche Verschlechterung der Ergebnisse

der “Optimal Prediction” gegenüber einem gängigen Galerkin-Verfahren ab, das rigoros nach den vier kol-

lektiven Koordinaten abschneidet.

die “Optimal Prediction”Methodenichtnur die weitereZeitentwicklungderkollektivenKoor-

dinatennicht richtig beschreibt,sondernsogardeutlichschlechtereErgebnissealseinGalerkin-
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Verfahrenliefert.Dieskannmanverstehen,indemmansichdieGleichung(2.43)in Erinnerung

ruft. Der einzigeUnterschiedzwischenderGalerkin-Approximationundder“Optimal Predic-

tion” Methodebestehtin demvonc abḧangigenZusatzterm,von demerwartetwird, daßer die

Rückwirkungder unber̈ucksichtigtenModenauf die kollektiven Koordinatenausdr̈uckt. Der

Parameterc ist in (2.36)definiertund,wie ausdemLemma(A.6) einsichtig,unabḧangigvon

denspeziellenAnfangswertenVα
�
t � 0� derkollektivenKoordinatenundalleinevonderMatrix

G, d. h. vondenFilterfunktionengα
�
x� abḧangig.Mit diesenFilterfunktionenaberwird festge-

legt, welcheundvor allenDingenauchwieviele spezielleModen(wennauchihr spezifischer

Wert keineRolle spielt)erwartunsgem̈aßfür dieweiteredynamischeEntwicklungdesSystems

ausschlaggebendsind.Da in unseremFalle die Einschr̈ankungauf die vier beibehaltenenMo-

dendieserErwartungnichtgerechtwird, induziertder“c-Term” der“Optimal Prediction”sogar

einenFehler, derdafür verantwortlich ist, daßdasGalerkin-Verfahrenin diesemFalle bessere

Ergebnisseliefert. VermutlichwürdeeineAnwendungder “Optimal Prediction”Methodemit

“besseren”,unsererVerteilungeherentsprechendenkollektivenKoordinaten,als denFourier-

Moden,bessereErgebnisseliefern.

An diesenzwei Beispielenwird die Bedeutungder Anfangsverteilungfür dasGelingender

“Optimal Prediction”Methodeklar.

In ZusammenfassungderErgebnissederAnwendungderMethodeim vorigenAbschnittaufdie

quintischundin diesemAbschnittaufdiekubischnichtlineareSchr̈odinger-Gleichungkommen

wir zu dem Schluß,daßfolgendeBedingungenerfüllt werdenmüssen,damit die “Optimal

Prediction”sinnvoll eingesetztwerdenkannundguteErgebnisseliefert:� die EnergiedesSystemsmußsichhaupts̈achlichin wenigenModenkonzentrieren,� die kollektivenKoordinatenmüssenunterdiesenenergiereichenModenausgesuchtwer-

den,� die bestenErgebnisseliefert die “Optimal Prediction”Methode,und vor allen Dingen
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besserealseinGalerkin-Verfahren,wennnurwenigeenergiereicheModenunber̈ucksich-

tigt bleiben,derenEinflußauf diekollektivenKoordinatenaberüberden“c-Zusatzterm”

einbezogenwird,� die Zahlunddie NaturderenergiereichenModenmußin derZeit konstantbleiben.

Dieseletzte Bedingungist der Aussagëaquivalent,daßsobaldein Energietransferzwischen

denber̈ucksichtigtenunddenunber̈ucksichtigtenModenim Laufe der Zeit stattfindet,wie es

derFall beikollabierendenLösungendernichtlinearenSchr̈odinger-Gleichungist, dieMethode

der“Optimal Prediction”ihremNamennicht gerechtwird undungeeignetist.
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3. Diskretes Modell

In diesemParagraphenwollen wir nundie Möglichkeit derAnwendungder “Optimal Predic-

tion” Methodeauf dasHamiltonscheSystemder sogenanntendiskreten“self-trapping” Glei-

chung(DST) untersuchen[26], die in derBeschreibungderPhysikderkondensiertenMaterie

oft vorkommt.

Der sogenannte“self-trapping” (zu deutsch:“selbst-einfangend”)Charakterbasiertauf dem

Zusammenspielvon zwei verschiedenenProzessen;einerseitsbewirkt die Lokalisierungeines

IntegralsderBewegung(Energie)strukturelleVer̈anderungenihrerUmgebung;andererseitsre-

duzierendiesestrukturellenVer̈anderungendie Energie desIntegralsder Bewegungund ver-

meidensomit ihreDispersion.

Die DSTmodellierteinSystemvongekoppeltenklassischenoderquantenmechanischenanhar-

monischenOszillatoren[25] undlautet:< ı
d
dt � w0 > A � γD

� �A � 2 � A � εMA � 0 (3.1)

Dabei ist A der n-dimensionaleVektor der komplexen Modenamplitudender n miteinander

wechselwirkendenanharmonischenFreiheitsgrade[25].

Die DiagonalmatrixD

D
� �A � 2 � � �������� �A1

� 2 	�	
	 0�A2
� 2 	�	
	

. . .

0 	
	
	 �An
� 2
�t������� (3.2)

modelliert denanharmonischenCharakterder Oszillatoren;die Matrix M wird als reell und

symmetrischangenommenund entḧalt die linearendispersiven Wechselwirkungstermezwi-

schendenn Freiheitsgraden.

Für ε � 0 undγ 3� 0 stelltdieGleichung(3.1)einSystemvonnichtmiteinanderwechselwirken-

denanharmonischenOszillatorendar, währendaus(3.1) für γ � 0 undε 3� 0 dasModell eines
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einfachenSystemsvon miteinandergekoppeltenlinearenOszillatorenfolgt [25].

EskönnenverschiedenephysikalischeMotivationenfür die Untersuchungder DST angef̈uhrt

werden:� erstensvermuteteDavydov in den 1970erJahren,daß die DST den “selbsteingefan-

genen”Charaktervon VibrationenbestimmterPeptidgruppenentlangder α-Spiraleei-

nesProteinsin Wechselwirkung mit niederfrequentenPhononenbeschreibt[21, 20]. Bei

diesemSystemhandeltessichum eineExziton-Phononen-Wechselwirkung, derenMo-

dellierungunterbestimmtenVoraussetzungen(adiabatischeApproximationfür die opti-

schenPhononenundausschließlichWechselwirkungenmit dennächstenNachbarn)auf

die DST führt. Die ElementedesVektorsA sind in diesemFalle die Quantenzahlen

der sogenanntenDavydov-Moden [25] und die Elementeder Matrix M Dipol-Dipol-

Wechselwirkungsenergien. ExperimentelleBesẗatigung dafür lieferten sp̈ater Untersu-

chungenanKristallenanhandvon Infrarot-AbsorptionundRaman-Streuung[26].

Eine Untersuchungder durchdie quantisierteDST beschriebenenlokalisiertenVibrati-

onsnergie in kleinenpolyatomarenMolekülenfindetsichin [4].� zweitensliefert dieDST ein klassischesModell für bestimmteAspektederdynamischen

Wechselwirkung anharmonischerModenin kleinenMolekülenwie Wasser, Ammoniak,

MethanoderBenzol.Die Elementevon A sind danndie komplexen Amplitudeneiner

bestimmtenmolekularenBindung;ist die komplexeModedurchdie klassischenKoordi-

naten
�
q � p� beschrieben,dannsind die Ak durchAk

� �
pk � ıw0qk �
?�� 2 gegeben.Eine

EntwicklungdesHamiltoniansdesSystemsin Potenzenvon Ak führt bei Vernachl̈aßi-

gungaller nichtlinearerTermebis auf die Selbstwechselwirkungstermeder Form �Ak
� 4

dannaufdieDST. InsbesonderewerdendabeiTermederFormA4
k undAC 4k vernachl̈aßigt,

waseineweitereErhaltungsgr̈oßedesSystems(dieuntendefinierteZahlN) ergibt. γ stellt

dabeidie AufweichungdieserBindungenbei AusdehnungendarundεM die elektroma-

gnetischenundmechanischenKopplungenzwischendiesenBindungen[25, 26].
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� weitereBeispielevon solchem“self-trapping”sinddie BewegungeinesElektronsin ei-

nemKristallgitter- daslokalisierteElektronpolarisiertdenKristall, währenddieserletzte

dieEnergiedesElektronsmindert-,elektromagnetischeEnergiein einemPlasmaoderdie

Lichtenergie in eineroptischenGlasfaser[26].

AusderunitärenTransformationA � Ae� ıw0t folgt die StandardformderDST:

ıȦ � γD
� �A � 2 � A � εMA � 0 (3.3)

Da jederkonstanteDiagonaltermin M in w0 miteinbezogenwerdenkann, ist esvern̈unftig,

zu vermuten,daß,wenndie ModengleicheUmgebung haben,die Diagonalelementevon M

effektiv gleichNull gesetztwerdenkönnen[25]. Dazukommt,daßdaslineareSystem,dasaus

(3.1)mit γ � 0 undε 3� 0 folgt, schonvonAnderson(cf.[26] undZitatehierin)mit demErgebnis

untersuchtwurde,daßlokalisierteZusẗandedannauftreten,wenndieDiagonalelementevonM

größersind,alsdergrößtedernichtdiagonalenElemente.Wir wollenunsim folgendenaberauf

lokalisierteZusẗandekonzentrieren,die von derWirkung derNichtlineariẗat herr̈uhren.Daher

werdenalle DiagonalelementevonM gleichNull gesetzt[26].

Für einedetaillierteUntersuchungder DST wird auf [26] verwiesen.Wir weisenhier nur auf

wichtige Ergebnissehin. Lösungenvon (3.1) besitzenzwei Erhaltunsgr̈oßen:die sogenannte

“Zahl” N � ∑n
i � 1

�Ai
� 2 unddie Energie

H � w0N � 1
2

γ
n

∑
i � 1

�Ai
� 4 � ε ∑

i �� j

mi jACi A j

Üblicherweisewird N � 1 durchSkalierungvonA undγ erzielt.

WichtigeLösungenvon (3.3)sinddie sogenanntenstation̈arenLösungen,die mit

A
�
t � � φeıwt �

definiertwerdenkönnen,wobei φ ein n-dimensionaler, zeitunabḧangigerVektor ist; für diese

Lösungenist �Ai
�
t � � 2 zeitunabḧangig.VondiesenLösungenerwartetman,daßsiebeiWechsel-

wirkungendesSystemsmit elektromagnetischenWellenwichtig sind[25, 26]. Zudemerfüllen
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dieseLösungendie nichtlineareEigenwertgleichung:� wφ � γD
� � φ � 2 � φ � εMφ � 0

Für γ : 1 kannderε-Termvernachl̈assigtwerden,dieLösungenerfüllenwφi
� γ � φi

� 2φi , woraus

für reelleγ-Werte φi
� 0 ����U w? γ folgt. DieseLösungenwerdenin [25, 26] untersucht.

Im folgendenwollen wir nundie DST im Spezialfall eines10-dimensionalenVektorsA � R10

untersuchen.

Inwiefern könnenspezielleKomponentendiesesVektorsals kollektive Koordinatenfür das

SystemausgesuchtwerdenundderenZeitentwicklungdurchdie“Optimal Prediction”Methode

wiedergegebenwerden?

Die Matrix M definierenwir nunmit

M �
��������������������

0 1 0 0 	
	�	
1 0 1? 2 0 	
	�	
0 1? 2 0 1 0 	
	
	
0 0 1 0 1? 2 0

0 0 0 1? 2 0 1

0 0 0 0 1 0 1 0 	�	
		
	
	 	
	
	
1 0 0 0 	
	�	 1 0

� �������������������
(3.4)

DieseForm derDispersionsmatrixstehtfür Wechselwirkungenausschließlichmit dennächst-

liegendenStrukturen.Außerdemsinddie Rückkoppelungder3. und4. Strukturenjeweils mit

denanderennur halbsostarkwie ihre Wechselwirkunguntereinander.

Wärenalle Elementeder Nebendiagonalengleich Eins,erhieltemanausder Gleichung(3.3)

unddersodefiniertenDispersioneinediskreteForm dernichtlinearenSchr̈odinger-Gleichung

mit periodischenRandbedingungen.UnsereWahl zielt aberauf die Untersuchungeinesphysi-

kalischenSystems,bei demdie größtenAnregungenin denmittlerendrittenundviertenKom-

ponentenstecktundalle anderenals “Störungen”,als “Rauschen”betrachtetwerdenkönnen;
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0. Ordnung “Optimal Prediction”

dieserzieltman,indemdie numerischenAnfangswertefür dieseWahrscheinlichkeitsamplitu-

denAi � i 3� 3 � 4 vonkleinererGrößenordnunggewähltwerden.Im folgendenbezeichnenwir die

AmplitudenA3 undA4, diewir alskollektiveKoordinatenaussuchenwerden,als“Hauptampli-

tuden”,um sievon denanderen“rauschenden”Amplitudenhervorzuheben.

Die ZerlegungderkomplexenKomponentenAi desVektorsA in Real-undImagin̈arteileqi � pi

führt auf folgendeDifferentialgleichungen:

Für i � 1 � 6 �
	
	
	]� 10: #$&% q̇i
� ∂H

∂pi

� � γ pi
�
q2

i � p2
i � � ε

�
pi 7 1 � pi � 1 �

ṗi
� � ∂H

∂qi

� γ qi
�
q2

i � p2
i ��� ε

�
qi 7 1 � qi � 1 �

Für i � 2:
#$ % q̇2

� � γ p2
�
q2

2 � p2
2 � � 1

2ε
�
2p1 � p3 �

ṗ2
� γ q2

�
q2

2 � p2
2 �[� 1

2ε
�
2q1 � q3 �

Für i � 5:
#$ % q̇5

� � γ p5
�
q2

5 � p2
5 � � 1

2ε
�
2p6 � p4 �

ṗ5
� γ q5

�
q2

5 � p2
5 �[� 1

2ε
�
2q6 � q4 �

Und schließlichlauten die Differentialgleichungenfür die “Hauptamplituden”
�
q3 � p3 � und�

q4 � p4 � : #������$ ������% q̇3
� � γ p3

�
q2

3 � p2
3 � � εp4 � 1

2εp2

q̇4
� � γ p4

�
q2

4 � p2
4 � � εp3 � 1

2εp5

ṗ3
� � γ q3

�
q2

3 � p2
3 ��� εq4 � 1

2εq2

ṗ4
� � γ q4

�
q2

4 � p2
4 ��� εq3 � 1

2εq5

(3.5)

3.1. 0. Ordnung “Optimal Prediction”

Die HamiltonscheStrukturdiesesSystemsist bekannt;derHamiltonianist durch

H � 1
2 � � 1

2
γ

10

∑
i � 1

�
q2

i � p2
i � 2 � � ε

�
p3p4 � q3q4 � � 1

2
ε

10

∑
k � 1 � k �� 3 � k �� 4

 pk
�
pk7 1 � pk � 1 �[� qk

�
qk7 1 � qk � 1 �]�

(3.6)
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gegebenund wir nehmenvon der Verteilungder möglichenLösungenan, daßsie die vom

HamiltoniankanonischinduzierteStatistikerfüllt. Somit ist das“prior” Maßµ festgelegt, das

für dieDurchführungder“Optimal Prediction”nötig ist.Wir folgenjetztderenin derEinleitung

dargestelltenPrinzip,indemwir alskollektiveKoordinatendie“Hauptamplituden”
�
q3 � p3 � und�

q4 � p4 � wählen;die SchlußfolgerungendesletztenParagraphenlegennahe,daßdieseWahl

wahrscheinlicheineguteist, wenndieseAmplitudentats̈achlichdasgroßskaligeVerhaltendes

Systemswiedergeben.Dafür wird folgenderSatzV anAnfangsbedingungenfür diekollektiven

Koordinatenfestgelegt
#������$ ������% q3

� � 0 	 1
q4
� 0 	 24

p3
� � 0 	 87

p4
� 0 	 12

(3.7)

für t � 0 undε � γ � 1. ÜbereineMonte-Carlo-Simulationwird ein Satzvon 100Anfangsbe-

dingungenbestimmt,dienachderWahrscheinlichkeitsdichtef
�
µ� verteiltwerden,undzurZeit

t � 0 dieseWertefür
�
q3 � p3 � und

�
q4 � p4 � annehmen.Dabeiwerdendie anderenAmplituden

bewußt eineGrößenordnungkleiner angesetzt;so wird der TatsacheRechnunggetragen,daß

dieseals“Rauschen”betrachtetwerdensollen.

Ein einfachesGalerkin-Verfahrenwürdedarinbestehen,alle AmplitudengleichNull zu setzen

undnurdieHauptamplitudenzubehalten;dasurspr̈unglicheSystem(3.5)vonDifferentialglei-

chungenfür q3 � p3 � q4 � p4 wird auf folgendesumgeschrieben:#������$ ������% q̇3
� � γ p3

�
q2

3 � p2
3 � � εp4

q̇4
� � γ p4

�
q2

4 � p2
4 � � εp3

ṗ3
� � γ q3

�
q2

3 � p2
3 �[� εq4

ṗ4
� � γ q4

�
q2

4 � p2
4 �[� εq3

(3.8)

Wegender bei diesemVerfahrenkomplettenVernachl̈aßigungder Kopplungstermezwischen

denHauptamplitudenunddenanderenkannaberdieseMethodekeineguteVorhersageliefern.

Esgehtschließlichdarum,dieseKopplungstermeambestenzu approximierenundzu ber̈uck-

sichtigen,auchwenndieZeitentwicklungderjeweiligenq2 � p2 � q5 � p5 nichtnumerischbewertet
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0. Ordnung “Optimal Prediction”

wird.

Aus (3.5) und der Anwendungder der “Optimal Prediction” zugrundeliegendenGleichung

(1.13)wissenwir, daßdie Kopplungstermeq3 � p3 � q4undp4, die aufderrechtenSeitevon (3.5)

stehen,derenbedingtenErwartungswertenbei demgegebenenSatzan Anfangsbedingungen

(3.7)gleichgestelltwerdensollen.Gesuchtsindnunin derTerminologievon “Optimal Predic-

tion” die Mittelwerte + q3 * V �
+ p3 * V ��+ q4 * V �
+ p4 * V für einesp̈atereZeit t * 0.

Nun ist der HamiltonianunseresSystemsnicht GaußscherForm; manwäredeshalbauf eine

PartitionierungdesHamiltoniansnachder im vorigenParagraphendargestelltenMethodean-

gewiesen.Die gesuchtenErwartungswerteergebensichdannausderStörungsrechnung(2.21).

AusderTatsache,daßCov � pi � p j � 0 � 0 undCov � qi � q j � 0 � 0 sind,undmit Hilfe derLemmata

(2.15) und (2.16) folgt aber, daßdie entsprechendenbedingtenErwartungswertegleich Null

sind.D. h. eineBeschr̈ankungauf die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”Methode,wie sie

bis jetztgemachtwordenist, würdeerstmalkeinenzus̈atzlichenTerm,daherauchkeineBesse-

runggegen̈ubereinemGalerkin-Verfahrenbringen.

Dennochversuchenwir in eineretwasver̈andertenForm der0. Ordnungdie Kopplungsterme

zu ber̈ucksichtigen,indemwir für siederenausder Monte-CarloSimulationsichergebenden

Mittelwert zur Zeit t � 0 einsetzen.D. h. wir versuchendasSystem(3.5) durchfolgendeszu

approximieren:
#������$ ������% q̇3

� � γ p3
�
q2

3 � p2
3 � � εp4 � 1

2 ε + p2 * t � 0

q̇4
� � γ p4

�
q2

4 � p2
4 � � εp3 � 1

2 ε + p5 * t � 0

ṗ3
� � γ q3

�
q2

3 � p2
3 �[� εq4 � 1

2 ε + q2 * t � 0

ṗ4
� � γ q4

�
q2

4 � p2
4 �[� εq3 � 1

2 ε + q5 * t � 0

(3.9)

Die IntegrationdieserGleichungenbringtbessereErgebnissealseineGalerkin-Integration.Die

ersteEntwicklungwird teilweisesehrgutapproximiert,bisderKopplungstermsichzusehrvon

seinemWert zur Zeit t � 0 entfernt.Stellvertretendhierfür sei die Entwicklungvon p4 in der

Abbildung(3.1)dargestellt.
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Abbildung 3.1: Zeitentwicklung von p4: hier werden die Ergebnisse aus der Integration, aus einem Galerkin-Verfahren und

aus der 0. Ordnung der “Optimal Prediction” mit Modellierung des Anfangsrauschens nach (3.9) verglichen;

solange der Kopplungsterm sich nicht zu sehr von seinem Wert zur Zeit t � 0 entfernt, liefert die “Optimal

Prediction” gute Ergebnisse, insbesondere bessere, als ein Abschneiden mit einem Galerkin-Verfahren.

3.2. Höhere Zeitentwic klung en der “Optimal Prediction”

Die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”Methode,die wir bisherpräsentierthaben,erzeugt

ein SystemgewöhnlicherDif ferentialgleichungen:essinddie BewegungsgleichungendesSat-

zesgewählterkollektiver Koordinaten;derenzeitlicheEntwicklungist allerdingsnur für eine

kurzeZeit richtig wiedergegeben,die von derAnzahlundderWahl derkollektivenKoordina-

ten und der Varianzder Anfangsdaten,i. e. der Temperaturabḧangig ist [13, 19, 15, 14]. Es

ist zwar die “optimale” Voraussagein dieserOrdnungfür Markov’scheApproximationen[32],

dennochwird dabeidasAbklingenmit derZeit desEinflußesderAnfangsdatenaufdiegesamte

VerteilungderLösungennicht ber̈ucksichtigt.Andersausgedr̈uckt: bei ergodischenSystemen

spielennachgewisserZeit die AnfangsdatenkeineRolle mehr, unddieserTatsacheträgtdie 0.

OrdnungnichtRechnung[19]. In AnlehnungandenMori-Zwanzig-Formalismus,derseineAn-
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Höhere Zeitentwicklungen der “Optimal Prediction”

wendungbeinichtgleichgewichtigenstatistischenSystemenfindet,wurdevonChorinetal. eine

verallgemeinerteLangevin-Gleichungentwickelt, die einennicht-Markov’schen,sogenannten

“memory”-TermbeinhaltetunddamitdienächstḧohereOrdnungder“Optimal Prediction”Me-

thodedarstellt.DasMori-Zwanzig-Verfahrenverbindetdie Entwicklungvon makroskopischen

Variablenmit dermikroskopischenDynamik;dasPendantzu denmakroskopischenVariablen

sind bei Chorin et al. die kollektiven KoordinatendesunterbestimmtenSystems[13]. Diese

Herleitungwird nunfür eineBewegungsgleichung

dϕ
dt
� R

�
ϕ
�
t �
��� ϕ

�
0� � x (3.10)

im PhasenraumΓ dargestelltunderläutert.DabeisindRundϕ n-dimensionaleVektoren.Unser

Ziel bleibt die Berechnungvon Mittelwertenfür ϕi � t � für 1 � i � m, mit m � n. DieseMit-

telwertesollen ja Funktionenϕ̂ � t � ausschließlichder aufgel̈ostenVariablenx̂ sein,d. h. man

suchtderenProjektionenaufdenRaumderFunktionenvonx1  
¡�¡
¡�  xm. Esist bewiesen,daßdie

besteProjektiondafür diejenigeist, die in denvorigenAbschnittenbenutztwurdeundsichauf

die bedingtenErwartungswertestützt: sie ist die besteApproximationvon einerFunktionder

gesamtenn Variablenx mit einerFunktionnur vondenm erstenVariablenx̂; sieminimiert den

mittlerenquadratischenAbstandzwischenbeiden[14, 13].AllerdingssindauchandereProjek-

tionenwie die lineareProjektionunddie “finite-rank” Projektiongel̈aufig.

JederAnfangsbedingungx entsprichteineTrajektorieϕ � t �J¢ ϕ � x   t � . Die Entwicklungeinerbe-

liebigenPhasenvariableu ist durchdensogenannten“Entwicklungsoperator”St unddie Glei-

chung � Stu� � x��¢ u � ϕ � x   t �
� gegeben[15]. DasDifferenzierendieserGleichungliefert dann:

∂
∂t � Stu� � x��¢ ∑

i
Ri � ϕ � x   t �
� ∂u

∂ϕi
� ϕ � x   t ���-¢ LStu � x�   (3.11)

wobeiderLiouville-OperatordurchL ¢ ∑i Ri � ϕ � ∂
∂ϕt

gegebenist. Gewöhnlichschreibtmanfür

St : St ¢ etL [14].

Betrachtenwir jetzt den Spezialfall, in dem die Phasenvariableu � ϕ � t �
� eine der kollektiven

Koordinatenϕ j � x   t �8¢ etLx j ist. DasMori-Zwanzig-Verfahrenbestehtnun darin [40, 54], die
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Hamiltonsche Systeme: Diskretes Modell

ZeitableitungRj � ϕ � x   t �
��¢ etLLxj in einenaufdenRaumderFunktionenϕ̂ � t � projiziertenAn-

teil unddendazuorthogonalenAnteil aufzuspalten:

∂
∂t

etLx j ¢ etLLxj ¢ etLPLxj £ etLQLxj   (3.12)

wobeiP einederobengenanntenProjektionenist undQ ¢ I ¤ P. DerersteTermist eineFunk-

tion vonu undkanngeschriebenwerdenalsetLPLxj ¢¦¥ � ϕ̂ � x   t ��� mit ¥ j � x̂� : ¢ � PRj � � x̂� [15].

DerzweiteTermrührtvondersogenannten“orthogonalen”Dynamikher[15, 14, 13] undkann

mit Hilfe derDyson-Formelumformuliertwerdenin:

etQLQLxj £¨§ t

0
e© t ª s« LPLesQLQLxjds  (3.13)

sodaßmanaus(3.11)undmit denDefinitionenFj � x   t �¬¢ etQLQLxj undK j � x̂   t �¬¢ PLFj � x   t �
schließlichdieverallgemeinerteLangevin-Gleichung

∂
∂t

etLx j ¢ etL ¥ j � x̂   t � £§ t

0
e© t ª s« LK j � x̂   s� ds £ Fj � x   t � (3.14)

erḧalt [15], oderin eineretwasanderenForm:

∂
∂t

ϕ j � x   t ��¢®¥ j � ϕ̂ � x   t �
� £ § t

0
K j � ϕ̂ � x   t ¤ s�   s� ds £ Fj � x   t ��¯ (3.15)

Den erstenTerm dieserGleichungerkennenwir als die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”

Methode.Er entsprichtder rechtenSeiteder Gleichung(1.13),währenddie zwei letztenTer-

medensogenannten“memory”-Termausmachen[15, 13,14]: derzweiteTermhängtvon den

Wertenvon u zwischendenZeiten0 undt ab;derletzteTermhatkeineKomponentenaufdem

RaumderFunktionenvon x̂, erkannalsRauschen,bzw. Zufallstermangesehenwerden,dessen

Statistikdurchdie Anfangsdatenbestimmtwird. Daßder “memory”-Termvon demRauschen

abḧangt,entsprichtdemsogenannten“Fluktuations-Dissipationstheorem”derstatistischenPhy-

sik [15], dessen̈ublicheForm ausderspeziellenWahl derlinearenProjektionfür P folgt. Eine

UntersuchungdesZusammenhangsder “Optimal Prediction”Methodemit demFluktuations-

Dissipationstheoremund die darausfolgendeApproximationeinesunterbestimmtenSystems
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Höhere Zeitentwicklungen der “Optimal Prediction”

durcheinestochastischeDifferentialgleichungkannin [2] nachgelesenwerden,wo diesaufdie

gemitteltenEuler-Gleichungenim Zweidimensionalenangewandtwurde.

DurchProjektionerḧalt mandanndiegesuchteFunktion:

∂
∂t

Pϕ j � x   t �°¢ P¥ j � ϕ̂ � x   t �
� £ § t

0
PKj � ϕ̂ � x   t ¤ s�   s� ds (3.16)

Hier wurdealsostattderBewegungsgleichungfür die Komponenteϕ j � t �
dϕ j

dt
¢ Rj � ϕ � t �
�   (3.17)

diedirektaus(3.10)folgt, ihreProjektionPϕ j � x   t � aufdenRaumderFunktionderaufgel̈osten

Koordinatenx̂ betrachtet,unddie rechteSeiteP � Rj � ϕ � t �
�
� danndurcheineFunktionvon x̂ ap-

proximiert.

Falls für P die auf bedingtenErwartungswertenbasierteProjektionangesetztwird, dannbe-

kommtmangenaudenMittelwert ϕ̂ � x   t � bedingtdurchdie anf̈anglichenWertederkollektiven

Koordinaten,d. h. dieoptimaleApproximation.

Esist interessantanzumerken,daßdieGleichungen(3.15)und(3.16)exaktunddemurspr̈ung-

lichenProblem(3.10)völlig äquivalentsind; in derPraxiskönnensieaberseltenexakt gelöst

werden,manist aufApproximationenangewiesen[15].

DieerstemöglicheApproximationkanndarinbestehen,denbedingtenErwartungswertE ± ϕ j � x   t �³² x́̂ ,

die optimaleProjektion,durcheine“finite-rank” ProjektionderForm

E ± ϕ j � x   t �³² x́̂�¢ ∑
ν
� ϕ j � t �   hν � hν � x̂��µ ∑

ν
cν

j � t � hν � x̂� (3.18)

mit der bekannten,orthonormalenFunktionenbasis� hν � x̂��� ν ¶ I zu ersetzen.Dabei ist auf die

ProblemedermöglicherweiseschwachenKonvergenzeinersolchenSummezuachten(cf. [15]

undZitatedarin).

WenndurcheineMonte-Carlo-SimulationundanschliessendeIntegrationeinesgroßenSatzes

vonAnfangsdatendieKoeffizientencν
j � t � für jedeZeit t berechnetwordensind,dannkannman

für einspezifischesProblemdenErwartungswertE ± ϕ j � x   t �³² x́̂ durchdierechteSeitederobigen
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Hamiltonsche Systeme: Diskretes Modell

Gleichungapproximieren,in derdie cν
j � t � nunbekanntsind,undfür die Argumentex̂ derBa-

sisfunktionendiespezifischenWertedesbetrachtetenProblemseingesetztwerden.

Die Berechnungdes“memory”-Termsauf der rechtenSeitevon (3.16)kannSchwierigkeiten

bereiten;in denwenigstenFällenist sieexaktmöglich,d. h. wennderbedingteErwartungswert

exaktberechnetwerdenkann;dannist tats̈achlichabereineVerbesserungderzeitlichenVoraus-

sagederDynamikdesSystemsim Vergleichzur0. Ordnungder“Optimal Prediction”Methode

zu beobachten[13]. Meistensmußaberbei der Berechnungvon K j � x̂   t � eineApproximation

gemachtwerden;für einedetaillierteDarstellungwird auf [15] verwiesen.Zusammenfassend

kannmansagen,daßjedeKomponenteFj � x   t � desRauschens̈ubereineVolterra-Gleichungbe-

stimmtwird undnachderobenbeschriebenen“finite-rank”-Projektionprojiziert wird. Daraus

folgt für K j � x̂   s� :
K j � x̂   s��¢ PLFJ � x   s��¢ ∑

ν
aν

j � s� hν � x̂�   (3.19)

wobei die aν
j � s� die Korrelationenaν

j � s�/¢ � LFj � s�   hν � sind. Duch dasEinsetzendiesesletz-

ten Ergebnissesin die Volterra-Gleichungfür FJ � x   t � folgt letztendlichwiedereineVolterra-

Gleichungfür aµ
j � s� derForm

aµ
j � s��¢ f µ

j � t �J¤ § t

0
∑
ν · I � s� gνµ � t ¤ s� ds (3.20)

mit f µ
j � t ��¢ � LetLFj � 0�   hµ � und gνµ � t �8¢ � LetLhν   hµ � . Hier könnendie Funktionen f µ

j � t � und

gνµ � t � übereineMonte-Carlo-Simulationbestimmtwerden;anschliessendist dannder“memo-

ry”-Termdurch(3.19)gegeben.ÜberdiezweiErgebnisse(3.18)und(3.20)habenChorinetal.

ein “allgemeinesGer̈ust” entwickelt, dasesermöglicht, sobaldeineMonte-Carlo-Simulation

durchgef̈uhrt worden ist, dann für jedesspezifischesProblemeine optimaleApproximation

zu liefern, derenKoeffizienten unabḧangig von den spezifischenAnfangsbedingungensind

[15, 14].

Der hier hergeleitete“memory”-Term wird im folgendenmit “finite-time memory” Term be-

zeichnet,um ihn von seinerlinearisiertenForm (“linearizedmemory”-Term), die bei Chorin

et al. “short-memory”-Approximationgenanntwird, zu unterscheiden.Nun werdenwir sehen,
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“Linearized memory” Approximation

daßdieMiteinbeziehungdieses“linearizedmemory”-TermseinedeutlicheVerbesserungin der

UntersuchungunseresModellsfür einezehndimensionalediskreteDSTbringt.

3.3. “Lineariz ed memor y” Appr oximation

Wir interessierenunsalsofür denzus̈atzlichen“finite-time memory”-Term,deneineweitere

Ordnungder “Optimal Prediction”Methodemit sich bringt. Dabeibeschr̈anken wir unsauf

die in [15] dargestellte“linearized memory”-Approximation.Der Integranddes“finite-time

memory”-TermsaufderrechtenSeitederverallgemeinertenLangevin-Gleichung(3.16)§ t

0
K j � ϕ̂ � x   t ¤ s�   s� ds

wird dafür in eineTaylor-Reiheum denWert s ¢ 0 entwickelt. Dabeiwird nur derersteTerm

behalten: § t

0
K j � ϕ̂ � x   t �   0� ds ¢ t ¸ j � ϕ̂ � x   t �
�   (3.21)

mit ¸ j � x��¢ PLQLxj ¯
Schreibenwir

φ � t �-µ Pφ̂ � x   t �  
bekommenwir dannalsApproximationfür die Gleichung(3.16)dieged̈ampfteGleichung¹º&» dφ © t «

dt ¢¼¥ � φ � t �
� £ t ¸ � φ � t �
�
φ � 0��¢ x̂   (3.22)

die linearin t ist: die “linearizedmemory”-Approximation.

Wendenwir nundiesesSchemaaufunserdiskretesModell an,ergibt sichfür dieersteOrdnung

desIntegrandenK j � ϕ̂ � x   t ¤ s�   s� für die verschiedenenkollektivenKoordinatenq3   q4   p3   p4:
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4 q3¸ q4 ¢¾¤ ε2

4 q4¸ p3 ¢¿¤ ε2

4 p3¸ p4 ¢¿¤ ε2

4 p4

Darausfolgen für denFall, daßnur die 0. Ordnung“Optimal Prediction”ber̈ucksichtigtwird,

die ged̈ampftenGleichungen:¹½½½½½½º ½½½½½½» q̇3 ¢¾¤ γ p3 � q2
3 £ p2

3 �J¤ εp4 £ t � ª ε2

4 q3 �
q̇4 ¢¾¤ γ p4 � q2

4 £ p2
4 �J¤ εp3 £ t � ª ε2

4 q4 �
ṗ3 ¢ £ γ q3 � q2

3 £ p2
3 � £ εq4 £ t � ª ε2

4 p3 �
ṗ4 ¢ £ γ q4 � q2

4 £ p2
4 � £ εq3 £ t � ª ε2

4 p4 � (3.23)

DadieBeiträge� q2 À   � p2 À   � q5 À und � p5 À gemitteltbez̈uglicheinesGaußschenMaßes

Null ergeben,undnurdieseersteOrdnungber̈ucksichtigtwurde,entsprichtderersteTeil dieser

Gleichungen,derMarkov’scheTerm ¥ � φ � t ��� von (3.22),allerdingsexakt demGalerkin-Term

derGleichungen(3.8); ihm wurdenunein in t linearerDämpfungstermhinzuaddiert.

ZuerstwurdederFall einesverschwindendenAnfangsrauschensbetrachtet;die Integrationdes

Gleichungssystems(3.23)wurdedurchgef̈uhrt,wobeider“linearizedmemory”-Termnurbiszu

einerheuristischbestimmtenZeit t1 ber̈ucksichtigtwurde,wasdemAbklingenseinesBeitrags

in derZeit Rechnungträgt;derIntegrand§ t

0
K j � ϕ̂ � x   t ¤ s�   s� ds

wurdeauf § t Á 1 Â 55

0
K j � ϕ̂ � x   t ¤ s�   s� ds

trunkiert.Am BeispieldersogewonnenenzeitlichenEntwicklungvon p3 (Abbildung3.2)wird

klar, daßdasTrunkierendesIntegrandeneineVerbesserungbez̈uglich einereinfachen“linea-

rizedmemory”Approximationliefert. Dasqualitative VerhaltenderLösungwird soübereine
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“Linearized memory” Approximation

längereZeit approximiert.Die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”fällt im Falle verschwin-

dendenRauschensmit demGalerkin-Verfahrenzusammenundtauchtdeswegennichtgesondert

auf.
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Abbildung 3.2: Zeitentwicklung von p3: Vergleich zwischen der Integration (dicke durchgezogene Kurve), dem Galerkin-

Verfahren (feine gestrichelte Kurve), der “linearized memory” Approximation der “Optimal Prediction” 0. Ord-

nung (gepunktete Kurve) und schließlich der “linearized memory”-Approximation mit trunkiertem Integranden

(Symbole). Diese letzte Kurve bringt die besseren qualitativen Ergebnisse und aproximiert recht gut die aus

der Integration erhaltene Kurve.

Eine “Mischform” der “Optimal Prediction” Methodewurde nun im Falle nichtverschwin-

dendenAnfangsrauschensimplementiert,indemderEinflußderAnfangsbedingungeninsofern

ber̈ucksichtigtwird, daßmanfür eineZeit t � t1 zus̈atzlichzum“linearizedmemory”-Termdie

obigeApproximation � qi À µd� qi À t Á 0   � pi À µd� pi À t Á 0   i ¢ 2   5 für die Kopplungsterme

einsetzt,unddannfür t Ä t1 dieseKopplungstermeeinfachgleichNull setzt,entsprechendder0.

OrdnungderstörungstheoretischenEntwicklungdesMarkov’schenTerms.Diesist einevertret-

bareApproximation,insofernderEinflußderAnfangsdatenmit derZeit abklingt [15, 14, 19].

Der “linearizedmemory”-Termwurdenur für eineZeit t � t2   t2 À t1 ber̈ucksichtigt;diesspie-
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gelt die Tatsachewider, daßdie ersteOrdnungin derEntwicklungdes“finite-time memory”-

Termnur für die ersteZeit ausschlaggebendist. Ein solchesheuristichesAbschneidendesIn-

tegranden,um derRelaxationdesSystemsin seinGleichgewichtszustandzu entsprechen,hat

schonbei derUntersuchungderkubischnichtlinearenSchr̈odinger-GleichungguteErgebnisse

geliefert [13]. Für sp̈atereZeitenist ein bedeutenderEinfluß der höherenTermezu erwarten.

Insofernerwartetman,daßdie GütedernunsoimplementiertenVersionder“Optimal Predic-

tion” Methodein derZeit begrenztist. Die Zeitent1   t2 werdenhier auchheuristischdurchdie

WiedergabedesqualitativenreellenVerhaltensbegründet.

Für t � 0 ¯ 5 ¹½½½½½½º ½½½½½½» q̇3 ¢¿¤ γ p3 � q2
3 £ p2

3 �W¤ εp4 ¤ 1
2 ε � p2 À t Á 0 £ t � ª ε2

4 q3 �
q̇4 ¢¿¤ γ p4 � q2

4 £ p2
4 �W¤ εp3 ¤ 1

2 ε � p5 À t Á 0 £ t � ª ε2

4 q4 �
ṗ3 ¢ £ γ q3 � q2

3 £ p2
3 � £ εq4 £ 1

2 ε � q2 À t Á 0 £ t � ª ε2

4 p3 �
ṗ4 ¢ £ γ q4 � q2

4 £ p2
4 � £ εq3 £ 1

2 ε � q5 À t Á 0 £ t � ª ε2

4 p4 �
Für t � 2 ¯ 0 ¹½½½½½½º ½½½½½½» q̇3 ¢¾¤ γ p3 � q2

3 £ p2
3 �J¤ εp4 £ t � ª ε2

4 q3 �
q̇4 ¢¾¤ γ p4 � q2

4 £ p2
4 �J¤ εp3 £ t � ª ε2

4 q4 �
ṗ3 ¢ £ γ q3 � q2

3 £ p2
3 � £ εq4 £ t � ª ε2

4 p3 �
ṗ4 ¢ £ γ q4 � q2

4 £ p2
4 � £ εq3 £ t � ª ε2

4 p4 �
Für t À 2 ¯ 0 ¹½½½½½½º ½½½½½½» q̇3 ¢¾¤ γ p3 � q2

3 £ p2
3 �J¤ εp4

q̇4 ¢¾¤ γ p4 � q2
4 £ p2

4 �J¤ εp3

ṗ3 ¢ £ γ q3 � q2
3 £ p2

3 � £ εq4

ṗ4 ¢ £ γ q4 � q2
4 £ p2

4 � £ εq3

Im Falle nichtverschwindendenRauschensliefert dieseImplementierungfür kurzeZeitensehr

guteErgbnisse;im Gegenteilzu der0. Ordnungder“Optimal Prediction”,die den“finite-time

memory”-Termgarnicht ber̈ucktichtigt,liefert sieeinesehrgutequalitative Übereinstimmung

mit der gemitteltenintegriertenTrajektorie,wie an denAbbildungen(3.3) und (3.4) zu beob-

achtenist.
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DasbetrachteteModell der DST, dessenHamiltoniandurch(3.6) gegebenist, ist ein konser-

vativesSystem,in demeine“effektive” DämpfungderHauptamplituden- unsererkollektiven

Koordinaten-,verursachtdurchdie Nebenamplituden,auftritt. Wir habennungesehen,daßfür

ein solchesphysikalischesSystemdie “Optimal Prediction”Methode,wennsie bis zum “li-

nearizedmemory”-Termber̈ucksichtigtwird, einesehrguteApproximationfür dasqualitative

VerhaltendesSystemsliefert. DabeisinddieRechnungenundApproximationen,diezudiesem

Ergebnisführen,einfachundben̈otigennicht die volle Berechnungdes“finite-time memory”-

Terms.

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 1 2 3 4 5

qÅ 3

t

Abbildung 3.3: Zeitentwicklung von q3: Vergleich zwischen der Integration (dicke durchgezogene Kurve), der “Optimal Pre-

diction” 0. Ordnung mit Modellierung des Anfangsrauschens (feine gestrichelte Kurve) und der “linearized

memory” Approximation mit trunkiertem Integranden (Symbole). Eindeutig gibt dieses letzte Verfahren das

qualitative Verhalten des Systems am besten wieder.
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Abbildung 3.4: Zeitentwicklung von p4: Vergleich zwischen der Integration (dicke durchgezogene Kurve), der “Optimal Pre-

diction” 0. Ordnung mit Modellierung des Anfangsrauschens (feine gestrichelte Kurve) und der “linearized

memory” Approximation mit trunkiertem Integranden (Symbole). Eindeutig gibt dieses letzte Verfahren das

qualitative Verhalten des Systems am besten wieder.
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Teil II.

Nicht-Hamiltonsc he dissipative

Systeme

Im erstenTeil dieserArbeit habenwir HamiltonscheSystemederDimensionn untersucht(falls

n ¢ ∞ ist, dannführt eineDiskretisierungdesProblemsauf ein endlich-dimensionalesSystem

zurück), derenDynamik durch ein Systemvon n gewöhnlichenDifferentialgleichungenge-

gebenist. Diesesind die Bewegungsgleichungender n Freiheitsgrade,die zur geschlossenen

BeschreibungdesSystemsnötig sind.Allerdingswurdeangenommen,daßunsunmöglichwar,

die n Gleichungenzu implementieren,und daßzur Zeit t ¢ 0 nur N � n Anfangsdatenzur

Verfügungstehen,die als“kollektiveKoordinaten”bezeichnetwerdenkönnen.Insofernist das

Systemunterbestimmt.

Vorausgesetztwurdedie Kenntniseinerzus̈atzlichenstatistischenInformationüberdiesesSy-

stemin FormeinesinvariantenMaßes,für dasmanbeiHamiltonschenSystemendaskanonisch

induzierteMaßansetzenkann.

Eswurdeuntersucht,inwieferndie “Optimal Prediction”Methode,dievonChorinetal. in ver-

schiedenenSchrittenentwickelt wurde[16, 18, 17, 19, 13, 14, 15, 2], die gemitteltezeitliche

EntwicklungderkollektivenKoordinatenwiedergibt. DabeiwurdealsReferenzdie gemittelte

Trajektoriegenommen,diemanausderIntegrationeinesEnsemblesvongrößenordnungsm̈aßig

A µ 103 möglichenAnfangsdatenbekommt,dieeineMonte-Carlo-Simulationliefert.

DerentscheidendeAusgangspunktdabeiwardie Überlegung,daßeinunterbestimmteskonser-

vativesSystemsichim Mittel wie eindissipativesSystemverḧalt [2]. SowurdenParallelenzwi-

schender“Optimal Prediction”MethodeunddenMethoden,insbesonderedemMori-Zwanzig-

Formalismus,derstatistischenPhysikhervorgehoben[13, 15, 14].

Ausgehendvon denvielversprechendenErgebnissender Methode,wennsie auf konservative

77



Nicht-Hamiltonsche dissipative Systeme

Systemeim SinnederebenbeschriebenenMittelungangewandtwird, werdenwir nununtersu-

chen,obmandie MethodeauchbeidissipativenSystemenanwendenkann.

Hier wird ausdr̈ucklichdaraufhingewiesen,daßnichtmehrübereinenEnsemblegemitteltwird,

sonderndaßmansichnunfür einzelneTrajektorieninnerhalbeinesdissipativenSystemsinter-

essierenwird.

In einemerstenSchrittwerdenwir ein einfaches,zweidimensionalesdissipatives,mathemati-

schesModell mit einerged̈ampftenVariablenachderAnwendbarkeit der“Optimal Prediction”

Methodeuntersuchen.Insbesonderewird dabeidieGütederim letztenParagraphendefinierten

“finite-time memory”-Approximationgezeigt.Ein solchesdissipativesSystembietetdenVor-

teil, daßdasAbklingverhaltenderged̈ampftenVariablebekanntist unddasSystemsomitexakt

lösbarist.

Dennochwird dieSituationbeimehrerenmiteinandergekoppeltenDämpfungenkomplizierter,

wie wir in einemzweitenSchrittbeidemphysikalischenProblemdesL-H-Übergangsin toroi-

dal eingeschlossenenFusionsplasmensehenwerden.
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4. Demonstration der Güte des “finite-time memor y”-T erms an

einem einfac hen mathematisc hen Modell

Betrachtenwir erstmaldasfolgende,zweidimensionaleSystem:¹º&» ẋ ¢¿¤ xy

ẏ ¢¿¤ y £ x2
(4.1)

Die zwei Freiheitsgradex und y werdenbeideged̈ampft und die Gesamtenergie desSystems

H ¢ x2 £ y2 nimmtmit derZeit ab:

d
dt

H ¢ d
dt � x2 £ y2 �¢ � 2ẋx £ 2ẏy�¢ � 2x � ¤ xy� £ 2y � ¤ y £ x2 �
�¢¾¤ 2y2 � 0

Eshandeltsichalsoum ein dissipativesSystem.SolcheSystemezeichnensich im Gegensatz

zu HamiltonschenSystemendadurchaus,daßdasPhasenraumvolumenkeineKonstanteder

Bewegungmehrist; im Gegenteilkontrahiertesmit fortschreitenderZeit. Dies führt zu einer

Bewegungauf einerFlächevon niedrigererDimensionalsderurspr̈unglichePhasenraum.Die

Bewegungwird alsonichtmehrvonkanonischenGleichungenbeschrieben,sondernallgemein

von einemSystemvon DifferentialgleichungenersterOrdnung[38]. Die AnzahldieserDif fe-

rentialgleichungengibt die DimensiondesPhasenraumswieder; in unseremFalle also ist er

zweidimensional.

BetrachtetmannundiezweiteGleichung;eshandeltsichumeineinhomogeneDifferentialglei-

chung1. Ordnungfür dieVariabley. IhreLösungsetztsichausderLösungderhomogenenund

einerspeziellenLösungderinhomogenenGleichungzusammen.

Die homogeneGleichungẏ ¢Æ¤ y hatdie Lösungy ¢ y0eª t , die wir untenin der Anwendung

der“Optimal Prediction”Methodewiedererkennenwerden.Addiert manhierzueinespezielle
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Dissipative Systeme: Güte des “finite-time memory”-Terms

LösungderinhomogenenGleichung,bekommtman:

y ¢ y0eª t £ eª t § t

0
dsesx � s� 2

Darausfolgt, daßdasGleichungssystemauchgeschriebenwerdenkannals:

ẋ ¢¿¤ x Ç y0eª t £ eª t § t

0
dsesx � s� 2 È

4.1. Reduktion über die Zentrumsmannigfaltigkeitstheorie

DasSystembesitztdenFixpunkt � x ¢ 0   y ¢ 0� .
UntersuchtmandessenStabilität mit derLinearisierungsmethode[42], zeigtsich,daßein sol-

chesGleichungssystem̈uberdie Zentrumsmannigfaltigkeitstheoriereduziertwerdenkann.Die

Stabilität desFixpunkteswird nämlichdurchdie folgendeEigenwertgleichungbestimmt:� Jξ ¤ σI � e ¢ 0  
wobeiσ derEigenwertundederEigenvektorsind.J ist dieJacobi-MatrixdesSystems,d. h.

J ¢ÊÉË ¤ y ¤ x

2x ¤ 1 ÌÍ
undJξ die Jacobi-MatrixanderStelle � x ¢ 0   y ¢ 0� .
Die Eigenwertesindξ ¢ 0 undξ ¢m¤ 1. Der instabileEigenraumdesFixpunktesist leerunddie

Berechnungder Eigenvektorenzeigt,daßder zentraleEigenraumdie x-Achseund derstabile

Eigenraumdie y-Achsesind.Die zentraleMannigfaltigkeit gehtdurchdenFixpunkt � 0   0� und

liegt tangentialzumzentralenEigenraum,d. h. zurx-Achse[42].

EshandeltsichumeinenDiffeomorphismus:

Mc : y ¢ y � x� mit y � 0�¬¢ yx � 0��¢ 0  
für denmanalsApproximationeinPolynomderForm∑nAnxn ansetzenkannundinsbesondere

in niedrigsterOrdnung:

y ¢ A0x0 £ A1x1 £ A2x2O � x3 �  
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Anwendung der “Optimal Prediction” Methode

wobeimit O � x3 � bedeutet,daßPolynomedesGrades3 undhöherenvernachl̈aßigtwerden.

NachEinsetzenin dasGleichungssystemundunterBerücksichtigungderBedingungen¹º » y � 0��¢ 0 ¢ � A0 ¢ 0

yx � 0��¢ 0 ¢ � A1 ¢ 0

folgt y ¢ A2x2; mankannannehmen:A2 ¢ 1. Man bekommt für die ersteGleichungẋ ¢Î¤ xy

desSystems(4.1)dieApproximationy µ x2. DurchdieZentrumsmannigfaltigkeitstheoriewird

alsodasurspr̈unglicheZweigleichungssystemauf folgendeGleichungfür x reduziert:

ẋ µ¾¤ x3 (4.2)

Gegen̈uber(4.1)wurdedie OrdnungderDif ferentialgleichungum einsreduziert.Nun liegt ein

Fixpunktbeix ¢ 0 vor: derAttraktordesurspr̈unglichenSystems[38].

4.2. Anwendung der “Optimal Prediction” Methode

Wendenwir unsjetzt der“Optimal Prediction”Methodezu.Die Untersuchungerfolgt ähnlich

denArbeitenvonChorinetal. [14] undbesonders[15]; unserGleichungssystemwird anderen

Terminologieangepaßt.Seiϕ derzweidimensionaleVektor

ϕ ¢ÏÉË x

y ÌÍ  
undseidie EntwicklungdesdynamischenSystemsgegebendurch:¹½½½º ½½½» d

dt ϕ � t ��¢ R� ϕ � t �
�
ϕ � 0��¢ ÉË x0

y0 ÌÍ
Dabeisindx0 undy0 die AnfangswerteundR� ϕ � t �
� derzweidimensionaleVektor Ð ª xyª yÑ x2 Ò .
Ziel ist dieReduzierungdesobigenGleichungssystemsaufeineeinzigeGleichungfürx; x spielt

alsoin derTerminologievon “Optimal Prediction”die Rolle dereinzigzug̈anglichenkollekti-

venVariable.Somitist dasSystemunterbestimmt.Wir betrachtenalsodieBewegungsgleichung

81



Dissipative Systeme: Güte des “finite-time memory”-Terms

für die aufgel̈osteVariablex in Anlehnungan die Gleichung(3.16).In 0. Ordnungliefert die

“Optimal Prediction”MethodedenMarkov’schenTerm:¥n¢ etLPLx  (4.3)

wobeiL derLiouville’ schelineareDifferentialoperator

L ¢¾¤ xy
∂
∂x £o� ¤ y £ x2 � ∂

∂y

undP derProjektionsoperatoraufdenRaumderFunktionenausschließlichvonx sind.

Speziellnimmt in unseremFall derMarkov’scheTermfolgendeGestaltan:

PLx ¢ P � ¤ xy�¬¢¾¤ x � y À
DieserTermentsprichtder0.OrdnungderLösungy ¢ y0eª t derhomogenenGleichungẏ ¢"¤ y.

Unter � y À verstehtmannunnicht mehrdenErwartungswertvon y bez̈uglich einergewissen

Wahrscheinlichkeitsdichte,seix gegeben,sonderneinfachdenAnfangswertderVariabley, also� y À ¢ y0.

Der “finite-time memory”-Termwird durchdie allgemeineFormelbestimmt:§ t

0
e© t ª s« LK � s  x� ds

wobeiK j � s  x� wie im Abschnitt(3.2)definiertist:

K � s  x��¢ PLF � s  x��¢ PLesQLQLx

In einemerstenSchrittbestimmenwir diesogenannte“linearizedmemory”-Approximation,die

im Paragraphen(3.3) im allgemeinenFall abgeleitetwurde.

Die Anwendungder erstenzwei Operatorenauf der rechtenSeiteder vorangegangenenGlei-

chungliefert

QLx ¢ � 1 ¤ P� Lx ¢¾¤ � 1 ¤ P� xy ¢¾¤ xy £ xy0  
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Anwendung der “Optimal Prediction” Methode

anschließendwird derOperatorPL angewandt:

PL ±Ó¤ xy £ xy0 ´ ¢ Pxy2 ¤ P � ¤ y £ x2 � x £ P � ¤ xyy0 �¢ x � y2 � 0 £ xy0 ¤ x3 ¤ xy2
0¢ x �
� y2 � 0 ¤ y2

0 � £ xy0 ¤ x3 ¯
Darausfolgt die “Optimal Prediction” für die kollektive Variablex (im Sinnevon relevanter

Variable)in der“linearizedmemory”-ApproximationundbeiBerücksichtigungeinereinzelnen

Trajektorie( � y2 � 0 ¢ y2
0):

ẋ ¢¾¤ x ± y0 ¤ y0t ´Ô¤ x3t

Wir erkennendie t-LineariẗatderGleichung(3.22).Man kanndieseGleichungauchumschrei-

benin

ẋ ¢¾¤ xy0 � 1 ¤ t �J¤ x3t (4.4)

Die Abbildung (4.1) zeigt denVergleich zwischender direktenIntegrationvon x ausgehend

vom urspr̈unglichenSystemund der “linearized memory”-Approximation.Daran ist gut zu

erkennen,daßdie“linearizedmemory”-Approximationfür kurzeZeitenguteErgebnisseliefert;

allerdingsmußsiein derZeit begrenztsein,wasanderAbbildungbesẗatigt wird, dasieeinem

approximiertenIntegrandenentspricht,wie er ausdemAbschneidender Entwicklung in der

FormderGleichung(3.21)folgt. Für sp̈atereZeitenerwartenwir einenIntegrandenderForm:

eª LsK j � s  x�  
bei demdie s-Abhängigkeit nicht vernachl̈aßigtwird.

Der lineareTermin t ist deswegenzuersetzendurcheineallgemeinereFunktionvon t:

f � t ��¢ 1 ¤ eª t  
vondernur derersteTermbei der“linearizedmemory”-Approximationbehaltenwird; i. e.der

“finite-time memory”-Termwird dadurch§ t

0
dse© t ª s« LK j � s  x��µÎÕ xy0 ¤ x3 Ö f � t �
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Abbildung 4.1: Vergleich für die Zeitentwicklung für x zwischen der direkten Integration und der “linearized memory”-

Approximation

Undschließlichsiehtdie reduzierteGleichungfür x folgendermaßenaus:

ẋ µ¾¤ xy0 Ø 1 ¤ f � t �ÚÙ�¤ x3 f � t �  
oder, wennmanfür f � t � denAusdruck � 1 ¤ eª t � einsetzt:

ẋ µ¿¤ xy0eª t ¤ x3 � 1 ¤ eª t � (4.5)

An dieserletztenGleichungwird klar, wasderUnterschiedzwischender“Optimal Prediction”

MethodeundderReduktionüberdie Zentrumsmannigfaltigkeit ist. Für t Û ∞ liefern siezwar

asymptotischdiegleichenAusdr̈ucke,dannist nämlichin derGleichung(4.5)

eª t Û ∞ und ẋ µ¿¤ x3 (4.6)

Man erkenntdasErgebnisausderZentrumsmannigfaltigkeitsreduktion(ZMR) derGleichung

(4.2),die in derAbbildung(4.2)wiedergegebenist. Allerdingsbietetdie “Optimal Prediction”
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Anwendung der “Optimal Prediction” Methode

Methodeim Unterschiedzu dieserReduktiondengroßenVorteil, daßsie die Anfangsbedin-

gungenin derForm desTermsy0eª t mitber̈ucksichtigt;wie im erstenTeil dieserArbeit schon

erwähnt,findetmanhier wiederdasAbklingen desEinflußesder Anfangsbedingungin Form

einermit der Zeit abnehmendenExponentialfunktion.Und tats̈achlichwird an derAbbildung

(4.3) deutlich,daßdie “Optimal Prediction”Methodeüberdie ganzeZeitskalaperfektmit der

integriertenKurve übereinstimmt.Die beidenKurven sind praktischnicht auseinanderzuhal-

ten,währenddieZentrumsmannigfaltigkeitsreduktionanfangsnichtdenEffekt derspezifischen

Anfangsdatenmiteinbeziehtunddahererstfür großeZeitskalenguteÜbereinstimmungmit der

Integrationliefert.

Bei einemProblemderForm(4.1)eignetsichalsodie“Optimal Prediction”Methodehervorra-

gend,umdieZeitentwicklungderdominierendenKoordinatevorherzusagen.Allerdingswerden

wir andemGegenbeispieldesL-H-Übergangsim folgendenAbschnittsehen,daßdieMethode

hier deswegensogut funktioniert,damaneineeinzigeged̈ampfteModehat,unddieseelimi-

niert wird; darausfolgt eineguteVorhersagefür die dominierendeMode,wasabernicht mehr

zwangsl̈aufigderFall ist, wennbeispielsweisezweiModengleichzeitigged̈ampftwerden.
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Abbildung 4.2: Globaler Vergleich für die Zeitentwicklung von x zwischen der direkten Integration, der ZMR und der “finite-

time memory” Approximation der “Optimal Prediction” Methode: die drei Kurven sind asymptotisch nicht aus-

einanderzuhalten.
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Abbildung 4.3: Vergleich für die Zeitentwicklung von x für kleine Zeitskalen zwischen der direkten Integration (Symbole), der

ZMR (gepunktete Kurve) und der “Optimal Prediction” Methode mit “finite time memory” Approximation (feine

gestrichelte Kurve): die Ergebnisse der “Optimal Prediction” sind praktisch mit denjenigen der Integration nicht

auseinanderzuhalten, während die ZMT zwar das qualitative Verhalten von x wiedergibt, dennoch numerisch

schlechtere Ergebnisse liefert.
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5. L-H-Übergang

GegenstandvielerUntersuchungenderFusionsforschungistderEinschlußvonHochtemperatur-

Plasmenin magnetischenFeldern,wie er zum Beispiel in Tokamaksoder Stellaratorenge-

schieht.Er wird in derL-Mode (“low confinement”)durchhoheTeilchen-undEnergieverluste

eingeschr̈ankt,die manauf Fluktuationenaufgrundvon Instabilitätenzurückführt [5] und die

zu Belastungsproblemender Wändeführen[23]. Da einige ausdem Experimentbestimmte

TransportkoeffizientenumGrößenordnungen̈uberdenVorhersagender(neo)klassischenTheo-

rie liegen,sprichtmanvon “anomalemTransport”.Die Energie-Einschlußzeitist dabeirelativ

niedrig.

Im Jahre1982wurdeim Tokamak-ExperimentASDEX (“axisymmetricdivertorexperiment”)

durchstarke Neutralteilchen-Zusatzheizungder spontaneÜbergangin ein neuesEinschluß -

Regimebeobachtet[51], in die sogenannteH-Mode,die eineungef̈ahr doppelteEnergie-Ein-

schlußzeitbei deutlichreduziertemTeilchen-und Wärmetransportermöglicht [5, 3]. Seitdem

konntedie H-Modein weiterenTokamaksundStellaratorenerreichtwerdenundderentschei-

dendeÜbergangvon derL- in die H-Modebei eingeschlossenenHochtemperatur-Plasmenda-

durchunabḧangigvon der experimentellenStrukturbeschriebenwerden[3, 29]: er geḧort zu

densogenanntenBifurkationsproblemen.Dabeiwerden,wennein bestimmterBifurkationspa-

rametereinenkritischenWert überschreitet,einzelnelineareModendesSystemsinstabil und

wachsenan.EsenstehenneueStrukturen.Wichtig wird dabeidieUntersuchungderlinearenIn-

stabilität,derenWechselspielmit nichtlinearerSättigungunddie nichtlineareWechselwirkung

instabilerModenuntereinander. Im Falle desL-H-Übergangshatdie Überschreitungeinesbe-

stimmtenSchwellwertesfür die Heizleistungeinezeitlich verz̈ogerteAnregungeinerradialen

KomponentedeselektrischenFeldeszur Konsequenz;sie wird im BereichdesPlasmarandes

negativer [5]. Über die die Plasmastr̈omungdominierendeÝE ÞOÝB-Drift bewirkt diesesradial

abfallendeFeld eineverschertepoloidaleRotationsbewegung.Die Fluktuationen,die für den

anomalenTransportverantwortlich sind,verschwindengleichzeitigundesentstehtamRande

desPlasmaseineetwa 1cmbreiteTransportbarriere,die durchstarke Dichte-undTemperatur-
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Nicht-Hamiltonsche dissipative Systeme: L-H-Übergang

gradientengekennzeichnetist. Auf einerviel größerenZeitskalaverbessertsichderEinschluß

im InnerendesPlasmas.

Die entscheidendeRolle desradialabfallendenelektrischenFeldeswurdeseitdemgezieltaus-

genutzt,um überedgebiasing, d. h. überErzeugungradialerFelderin derRandschichtmittels

PlasmasondendenH-Zustandzuerreichen[3, 52].

Von großerBedeutungfür denL-H-Übergangist alsodie DynamikdesPlasmasin Randn̈ahe;

die verschiedenentheoretischenModellezielendaraufhin, die experimentellenErgebnissezu

erklären;eswurdenverschiedeneSituationenbeobachtet:knappoberhalbdesSchwellwertes

könnenzumBeispielsogenannteditheringcyclesauftreten,undzwar eineFolgevon periodi-

schenL-H-L Übergängenaufgrundvon Hysterese-Effekte.

WeiterhinwerdenOszillationenwährenddesBetriebsder H-Mode,die edge-localizedmodes

(ELMs), beobachtet,eine weitereBifurkation also,die durch verschiedeneInstabilitätenam

Plasmarandbewirkt wird. Grunds̈atzlichunterscheidetmanzwischendenELMs vomTyp I, bei

denendie Frequenzmit steigenderHeizleistungwächstunddenELMs vom Typ III, bei denen

dasGegenteilderFall ist.WährendderOszillationenvomTyp I befindetsichdasPlasmalänger

im H-Zustand.Der zeitlich gemittelteTransportist dabeigeringeralswährendderOszillatio-

nenvom Typ III, die bis auf vorangegangeneOszillationender Magnetfeldsẗorungsich nicht

vondenobenerwähntenditheringcyclesunterscheiden[5].

Zur BeschreibungdesL-H-ÜbergangswurdenschonverschiedeneModelleentwickelt; für eine

detaillierteAufzählungwird hierauf [5] verwiesen.Bei einerganzenReihevonModellenwur-

deeinequalitativeBeschreibungdesÜbergangsunddessenZusammenhangsmit derAnregung

desradialenelektrischenFeldesmöglich,dennochmußtendabeiadhocAusdr̈uckezuDiffusi-

on, WärmeleitungundTeilchenverlusteneingef̈uhrt werden.WeitereModellegehenvon einer

magnetohydrodynamischenBeschreibungdesPlasmasaus.Der DruckgradientamPlasmarand

führt in Kombinationmit derKrümmungdesMagnetfeldeszuInstabilitäten;darausentwickeln

sichturbulenteFluktuationen,die untergewissenBedingungendie verschertepoloidaleBewe-

gunganregen.
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Modell

Im folgendenwerdenwir an ein bereitsentwickeltesModell anschließen[6], dasdie drei-

dimensionalenresistivenBallooning-Fluktuationenim Tokamakbeschreibt.

5.1. Modell

Die Methode,die in [6] dargestelltwird, ist eineallgemeineMethodezur Untersuchungeines

nichtlinearendynamischenSystemsin derNähedesEinsatzpunkteseinerInstabilität; siekom-

biniert eineZerlegungin eineKarhunen-Loeve-ModenbasisundeineGalerkin-Projektion,um

darausein reduziertesModell von wenigengewöhnlichenDifferentialgleichungenzu bekom-

men.

Wir gehenvoneinemreduziertenmagnetohydrodynamischen(MHD) Modell desPlasmasaus;

dabeiwerdendieresistivenMHD GleichungenunterderAnnahmeber̈ucksichtigt,daßdieFluk-

tuationenapproximativ entlangder magnetischenFeldlinienerfolgen.DasModell ermöglicht

die Beschreibung der resistivenBallooning-Fluktuationen,bzw. der “Ballooning”-Instabilität,

die ausderKombinationdesDruckgradientenmit dertoroidalenKrümmungdermagnetischen

Feldlinienresultiertunddurchihre poloidaleLokalisierunggekennzeichnetist. Als lokalisier-

te Modenwachsendie “Ballooning-Moden”auf der stabilitätsm̈aßigungünstigenAußenseite

desPlasmas[44]. UnterbestimmtenBedingungen(Plasmadruckp ß B2

2µ0
undinversesAspekt-

verḧaltnis a
R ß 1) beschr̈anktsichdasModell auf zwei Feldgleichungenfür die Vortizität- und

Druckfluktuationen,derennormalisierteForm folgendeist:¹º » d
dt ∇

2à φ ¢¿¤ ∇2á φ ¤ Gp £ ν∇4à φ
dp
dt ¢¿¤ ∂φ

∂y £ χ á ∇2á p £ χ à ∇2à p   (5.1)

wobeiφ dasnormalisierteelektrostatischePotentialist [6].

In diesemModell bleibendiamagnetischeEffekte und magnetischeFluktuationenunber̈uck-

sichtigt. Dennochermöglicht eseinenEinblick in die dynamischenGrundprozesseam Plas-

marand,undzwar einequalitative Beschreibungder beobachtetenphysikalischenPḧanomene

unddieErforschungderBifurkationen,diedasSystemim nichtlinearenRegimedurchl̈auft:der

L-H-ÜbergangundderÜbergangzudenELMs könnencharakterisiertwerden.
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DieseBifurkationenwurdenauchin [7] anhandeineszweidimensionalenMHD Modells un-

tersucht,bei dem eine Zentrumsmannigfaltigkeits-Approximationin der Nähe des Einsatz-

punktesder Instabilität und einesogenannte“inertial manifold”-Approximation[30] jenseits

diesesBereichsangewandtwurden.Dabeiwurdegezeigt,daßeineZentrumsmannigfaltigkeit-

Approximationfür eineeinzigemarginaleMode nicht in der Lageist, denL-H-Übergangzu

beschreiben;ausnumerischenSimulationenweißman,daßdafür mehrereModeninstabilwer-

densollen.Deshalbwurdedasurspr̈unglicheModell einereinzigenmarginalenModeerweitert:

derEinflußmehrerer, aberweniger, instabilerModenwurdein Betrachtgezogen.DurchdieEin-

beziehungeineseffektivenHeizungsquelltermskonntezudemdie experimentelleBeobachtung

vonditheringcyclesundEMLs analytischnachvollzogenwerden[7].

Die Variablenφ undp werdenin denpoloidalenundtoroidalenRichtungenFourier-entwickelt;

dietoroidaleKrümmungderFeldlinienbewirkt einelineareKopplungderHarmonischen� m  n�
mit ihrennächstenNachbarn� m â 1   n� , diedieBildungsogenannter“globalerModen”zurFol-

gehat.Eine“globale” Eigenmodeist alsoeineKombinationübereinembreitenradialenGebiet

von mehrerenFourier-Modenmit gleichertoroidalerWellenzahln undverschiedenenpoloida-

len Wellenzahlenm. NumerischeSimulationenermöglichendanndie Suchenachdenzur Be-

schreibungderEntstehungeinesverschertenFlußesgeeignetenKarhunen-Loeve-Eigenwerten

und-Eigenmoden.Die Fourier-Modenwerdendannin dieserEigenmodenbasiszerlegt; ausder

Numerik läßtsichbestimmen,daßdie relevantenModenhierzutrotz dernichtlinearenWech-

selwirkungendie linearenglobalenModensind [6]. Die fünf wichtigstenwerdenzur Bildung

desModellsbeibehalten,undzwardie drei instabilstenglobalenModenφ0   φ1   φ2 unddiezwei

nächsteninstabilenModenφ1̄   φ2̄. Über eineGalerkin-Projektionläßtsichein reduziertesSy-

stembilden:dasPotentialφ wird alsSummeüberdie fünf behaltenenModenangesetzt:

φ ¢ a0φ0 £ a1φ1 £ a1̄φ1̄ £ a2φ2 £ a2̄φ2̄ (5.2)

DurchMultiplikation mit jederModeφi entstehendannGleichungenfür dieAmplitudenai ; aus

derErkenntnisausnumerischenSimulationen,daßdasGewicht derModenmit zunehmender

Modenzahlstarkabnimmt,folgt die Skalierunga0   a1   a1̄ ã ε unda2   a2̄ ã ε2; eineweitereRe-
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duzierungdieserfünf Gleichungenaufdreierfolgtdadurch,daßdasbekannteArgumentausder

Zentrumsmannigfaltigkeitsreduktionbenutztwird, nachdemdie DynamikderstabilenModen

durchdiejenigederdominierendenModenbestimmtwird. Mit anderenWortenwird angenom-

men,daßdieModena2   a2̄ “versklavt” sind.IhreAmplitudenkönnenalsodurchdiejenigender

dominantenModena0   a1   a1̄ ausgedr̈ucktwerden.Esfolgt beiVernachl̈aßigungvonTermender

Ordnungε4 undunterderVoraussetzung,daßdieversklavtenModenschnelldievondendomi-

nierendenModenbedingtenWerteannehmen,ein vereinfachtesSystemvon drei gekoppelten,

gewöhnlichenDifferentialgleichungenfür die Amplituden,dasnacheinfachenUmschreibun-

gen[6] aufdie folgendeFormgebrachtwerdenkann:¹½½½º ½½½» ẋ ¢ γ0 x ¤ γ0 yz

ẏ ¢ γ1 y ¤ x z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3

ż ¢ δ z £ x y ¤ ν1 y2z

(5.3)

Dabeiist x ã φ0, y ã φ1 undz ã φ1̄. Ein möglichertypischerParametersatz,denwir (P1)nennen,

für die KoeffizientendesSystemsist folgender:� P1 � γ0 ¢¿¤ 0 ¯ 1; γ1 ¢ 0 ¯ 03; δ ¢¾¤ 0 ¯ 005; ν1 ¢ 0 ¯ 4; ν2 ¢ 0 ¯ 1; (5.4)

Wir befindenunsalsoin demdissipativenkomplizierterenFall, bei demzwei Variablen,x und

z, gleichzeitigged̈ampftwerden.DiesesSystemsoll in derLagesein,dieWechselwirkungsme-

chanismenderModenuntereinanderin Hinblick aufdieFluktuationsreduktionunddieBildung

einesverschertenFlußeszumodellieren.

Die SuchenacheinerweiterenReduzierungsm̈oglichkeit für dasSystems(5.3)wirft die Frage

auf, ob ein Galerkin-Verfahrenanwendbarist. UnserZiel ist die EliminationderVariablex; d.

h. wir wollen zu einemreduziertenSystemfür die Variableny und z gelangen,von demwir

hoffen,daßesin derLageist, dasphysikalischeSystemundinsbesonderedenL-H-Übergang,

bzw. denÜbergangin die ELMs zubeschreiben.

NunwürdedieAnwendungeinesGalerkin-VerfahrensdasAbschneidenin derEntwicklungder

gesuchtenLösungbei denModeny und z bedeuten;x wird identischgleich Null gesetztund
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nichtweiterber̈ucksichtigt.Esfolgt dasreduzierteSystemin Galerkin-Approximation:

Galerkin-Approximation

¹½½½º ½½½» ẋ ä 0

ẏ ¢ γ1 y ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3

ż ¢ δ z ¤ ν1 y2z

(5.5)

Interessantist der Vergleich diesesletztenSystemsmit demreduziertenSystem,dasmanbe-

kommt,wennmanannimmt,daßdie Variablex nicht mehrdominierendsondern“versklavt”

und der Größenordnungε2 ist. Dann ist nämlich die Anwendungder Zentrumsmannigfaltig-

keitstheoriemöglich: ausder Bedingungẋ ¢ 0, die der Tatsacheentspricht,daßder von den

dominierendenModeny undzbestimmteWert für x schnellerreichtwird, folgt derZusammen-

hangx µ yz. Dasurspr̈unglicheSystem(5.3) reduziertsichmit Hilfe derZentrumsmannigfal-

tigkeitstheoriealsoauf

Zentrumsmannigfaltigkeitstheorie

¹½½½º ½½½» ẋ ¢ yz

ẏ ¢ γ1 y ¤ � 1 £ ν1 � z2y ¤ ν2 y3

ż ¢ δ z £o� 1 ¤ ν1 � y2z

(5.6)

An dem Vergleich zwischenden Systemen(5.5) und (5.6) wird klar, wieso das Galerkin-

Verfahrennicht geeignetist, um denL-H-Übergangzu beschreiben:schautmansichbeispiels-

weisedieGleichungfür dieVariablezan,siehtman,daßmit demobengenanntenParametersatz

(5.4) dasVorzeichenvon demTermy2z auf derrechtenSeitein beidenSystemenunterschied-

lich ist, undseinAbsolutbetragvonverschiedenenGrößenordnungenseinkann.Währendbeim

Galerkin-Verfahren � ¤ ν1 � einnegativesVorzeichenhat,ist bei derZentrumsmannigfaltigkeits-

theorie � 1 ¤ ν1 � À 0. BenutztmaneinenanderenParametersatz,bei demν1 nochkleiner ist,

beispielsweiseν1 ¢ 0 ¯ 1, dannist der UnterschiedzwischenbeidenTermennochgrößer:man

kann sich vergewissern,daßdie Terme ¤ 0 ¯ 1y2z und £ 0 ¯ 9y2z einervöllig anderenDynamik

entsprechen.Von derZMT weißmanaber[22], daßsiedenL-H-Überganggut beschreibt.Es

ist alsozu erwarten,daßein einfachesAbschneidendergesuchtenLösungnachendlichvielen

Moden,wie esbeimGalerkin-Verfahrenüblich ist, für diesesProblemkeinegutenErgebnisse

liefert.
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DasSystem(5.6), dasausder Reduktionüberdie Zentrumsmannigfaltigkeitstheoriefolgt, ist

dem zweidimensionalenAnsatzvon Diamondet al. äquivalent,der im Falle starker Turbu-

lenz aus einer statistischenAnalysis folgt [22]. Dabei wurde angenommen,daß die Bifur-

kation vom L- in den H-Zustandstattfindet,wenn die Turbulenz stark genugist, damit die

Reynolds-SpannungdieDämpfungdes ÝE Þ ÝB-Flußes̈uberwindet.Ein Modell für denÜbergang

untergewissenVoraussetzungenwurdein Form von zweigekoppeltennichtlinearenEnvelope-

Gleichungenfür dasDichtefluktuationsniveauE unddenverschertenFlußU hergeleitet:¹º&» 1
2

dE
dt ¢ γ0E ¤ α1E2 ¤ α2UE

1
2

dU
dt ¢¿¤ µU £ α3UE

(5.7)

Dabeisinddie drei Koeffizientenα1, α2 undα3 nicht unabḧangigvoneinander:die Energieer-

haltungfordertα2 ∝ α3. Die Gleichungssysteme(5.6)und(5.7)sindäquivalent,wasanfolgen-

derVariablentranformationklar wird: E ÛÊå y   U Û å z.

Bei SkalierungderZeit undderVariablenE undU kannmanzeigen,daßdasModell (5.7)nur

von zwei dimensionslosenParameternabḧangt,unterdenenein sogannterKontrollparameter,

γ0, derdie Anwachsrateder Instabilität wiedergibt, zur UntersuchungderBifurkation gewählt

werdenkann[22].

Abgesehenvon der trivialen LösungbesitztdasSystemzwei Fixpunkte,die dem L-, bzw.

H-Zustandentsprechen.Die L-Mode ist für γ0 � α1µæ α3 stabil, währenddie H-Mode für

γ0 À α1µæ α3 stabil ist. Der Übergangvon derL- in die H-Modeerfolgt für γ0 ¢ α1µæ α3, was

bedeutet,daßdieEnergie,die in dasSystemhineingepumptwird, größeralsdieDämpfungsrate

desFlußesist, sodaßEnergie in demverschertenFlußgespeichertwerdenkann.Diesführt zu

einemSchwellkriteriumfür die Heizleistung,dasdenÜbergangmöglichmacht.Die Gleichun-

gendesSystems(5.7) erfüllen dasKolmogorov-Theorem;derenLösungensind entwederein

stabilerFixpunktoderein nichtlinearstabilerGrenzzyklus[22]. Eine lokaleStabilitätsanalyse

bekommt manüberLinearisierungum die zwei FixpunkteL und H. Die Stabilitätsgleichung

besitztzwei Lösungen:die eineentsprichtder Fluktuation,die anderedemFluß.Bei demL-

ZustandentsprechenbeideWurzel ged̈ampftenModenmit Abklingratenγ ¢ç¤ � µ ¤ α3γ0 æ α1 �
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und γ ¢Æ¤ γ0. Bei demH-Zustandundweit vom kritischenPunktsindbeideModenoszillato-

rischundged̈ampft.In derNähedeskritischenPunktesdagegenist dieFrequenzdieserOszilla-

tionengleichNull, dieDämpfungsrateist klein für denFlußundgroßfür dieFluktuationen,der

Übergangist glatt,wasderglattensuperkritischen,experimentellbeobachteten,für die “dithe-

ring Mode” charakteristischenBifurkationentspricht[22].

Daßin derNähedeskritischenPunktesdieDämpfungsratefür denFlußklein undfür dieFluk-

tuationengroß ist, legt die Vermutungnahe,daßdie Fluktuationengegen̈uber dem Fluß als

versklavt betrachtetwerdenkönnen;sokanndasdynamischeModell (5.7) überMittelung über

schnelleFluktuationsmodenauf eine einzigeGleichungreduziertwerden,die dem Landau-

Modell einesPhasen̈ubergangszweiterOrdnungäquivalentist.

Der L-H-Übergangkannalsoalsein Phasen̈ubergangzweiterOrdnungbetrachtetwerden.Der

poloidaleFlußgradientspieltdieRolledesOrdnungsparameters.DieL-Mode,diedurchzufällig

verteilte turbulenteWirbel charakterisiertist, ist der ungeordneteZustand,währenddie H-

Mode,bei derderglobaleverscherteFlußdie zufällige Konvektionüberwindet,dergeordnete

Zustandist. Der Kontrollparameterfür die Bifurkation spieltdie Rolle derTemperaturim Pha-

sen̈ubergang,dasBifurkationskriteriumentsprichtderkritischenTemperatur[22].

Mit demModell (5.7),bzw. (5.6) kannzwar derL-H-Überganggut beschriebenwerden,den-

nochkönnendieInstabilitätdesH-ZustandesunddessenEntwicklungin oszillierendeZusẗande

nicht reproduziertwerden.

Im VergleichzudieserHerangehensweise,derdieZentrumsmannigfaltigkeitstheoriezugrunde-

liegt, wollenwir nunim folgendenuntersuchen,inwieferndasSystem(5.3)weiterhinreduziert

werdenkann,indemdie“Optimal Prediction”Methodeangewandtwird. Wir wollenversuchen,

anhandvonzweikollektivenKoordinaten,undzwaryundz, undderenvonder“OptimalPredic-

tion” vorhergesagtenweiterenZeitentwicklung,dasphysikalischeSystemzu charakterisieren,

in der Hoffnung,daßso eineBeschreibung desL-H-Übergangs,inklusive der Instabilität des

H-ZustandsunddesÜbergangsin dieELMs möglichwird. Die Wahlvony undzalskollektive

Koordinatenbegründenwir a priori damit,daßderParametersatz(P1) unsnahelegt, daßx die
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amweitestenged̈ampfteVariableist undwahrscheinlichfür die dynamischeEntwicklungdes

Systemswenigerrelevant ist; dieseWahl wird a posteriori durchrichtige Approximationder

Dynamikgerechtfertigt.

Wir gehennunwiedervon unseremurspr̈unglichenSystem(5.3)aus,undwerdenzun̈achstdie

FixpunktedesSystemsund die dazugeḧorigen StabilitätskriteriendesL-, bzw. H-Zustandes

angeben;(5.3)besitztzweinichttrivialeFixpunkte,die erfüllen:¹½½½º ½½½» x ¢ yz

z Ð δ £o� 1 ¤ ν1 � y2 Ò ¢ 0

y Ð γ1 ¤ � 1 £ ν1 � z2 ¤ ν2y2 Ò ¢ 0

d. h. ¹½½½º ½½½» x ¢ yz

z ¢ 0 oder y2 ¢ δ
ν1 ª 1

y ¢ 0 oder z2 � 1 £ ν1 ��¢¿¤ ν2y2 £ γ1

Derersteist dersogenannteL-Zustand,bei demkeinverscherterFlußstattfindet:

L-Zustand

¹½½½º ½½½» x ¢ 0

y ¢çè γ1
ν2

z ¢ 0

(5.8)

WennallerdingsdieDissipationuntereinenkritischenWert fällt, sodaß

γ1

ν2 À ¤ δ
1 ¤ ν1

  (5.9)

dannist dieserZustandinstabil;dasSystemgehtüberin denzweitenstation̈arenZustand,in den

sogenanntenH-Zustand,in demein nichtverschwindenderverscherterFlußundein reduziertes

Fluktuationsniveauzubeobachtensind.DerH-Zustandist gegebendurch:

H-Zustand

¹½½½½º ½½½½» x ¢ yz

y ¢ è δ
ν1 ª 1

z ¢çé ν2
1Ñ ν1 ê γ1

ν2
¤ δ

ν1 ª 1 ë (5.10)
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Wiederumkannfür ein UnterschreiteneinesweiterenkritischenWertesderDissipationdieser

Zustandinstabilwerden,undzwarwenn:

2ν2
1

1 £ ν1
Ç γ1

ν2
£ δ

1 ¤ ν1

È À ¤ δ
1 ¤ ν1

(5.11)

DanntretenELMs auf,diedenEnergieeinschlußerschweren[3]. Die Fusionsreaktionenkönnen

dadurchgestopptwerden.Das könnteman in der Praxisvermeiden,indem die Dissipation

möglichstgenauauf dasStabilitätsregimederH-Modeeingestelltwird. Allerdingsbewirkt der

verbesserteTeilcheneinschlußeineAkkumulationverschiedenerVerunreinigungenundAbfall-

produkte,die an die Randschichtabgegebenwerdenmüssen.Dies geschiehtaberim ELMs-

Regime.Daherversuchtdie sogenannte“dynamischeKontrolle” die Vorteile beiderRegimes

auszunutzen:derTokamakfunktioniertin einemParameterbereich,in demdieH-Modeinstabil

gegen̈uberderELMs ist; allerdingssorgt ein geeigneterKontrollmechanismusfür ihre Stabili-

sierung.Sollte die VerunreinigungskonzentrationeinengewissenSchwellwert erreichen,wird

dieserKontrollmechanismuskurzzeitigausgeschaltet.Die Verunreinigungenwerdendannüber

dieELMs nachaußenhin getrieben;derKontrollmechanismuswird dannwiedereingesetztund

die H-Modestellt sicherneutfür einensolchenZyklus wiederein.Dadurchwird die Aufrecht-

erhaltungdesH-Mode-Regimesin derPraxisgewährleistet[3].

Im folgendenwird dasPrinzipder“Optimal Prediction”Methodeangewandt,wobeider“finite-

time memory”,wie er im erstenTeil dieserArbeit dargestelltwurde,miteinbezogenwird. Die

soerzeugtenAussagen,vondenenmanhofft, daßsiedenin derPraxisgewünschtenL-H-Über-

gangunddieeventuelleInstabilitätdesH-Zustandeswiedergeben,werdenmit dennumerischen

Simulationenverglichen,dieausderIntegrationvon(5.3)folgen.Eswurdeschonbesẗatigt [6],

daßdiesenumerischeIntegrationdie experimentellenBefunderichtig approximiert,und inso-

fernein gutesModell für die physikalischenVorgängedarstellt.
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5.2. Modell zur x-Elimination

Wir gehenvomSystem(5.3)aus¹½½½º ½½½» ẋ ¢ γ0 x ¤ γ0 yz

ẏ ¢ γ1 y ¤ x z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3

ż ¢ δ z £ x y ¤ ν1 y2z

und versuchennun, x anhandder “Optimal Prediction” Methodezu eliminieren,und somit

unserSystemauf zwei Dif ferentialgleichungenfür y und z zu reduzieren.Wir gehennun wie

im vorigenAbschnittvor; in 0. Ordnung“Optimal Prediction”drückt sichdie Zeitentwicklung

durcheinenMarkov’schenTermähnlichdemin derGleichung(4.3)aus:¹º&» ẏ ¢ etLPy

ż ¢ etLPz
(5.12)

DerLiouville-OperatorL ist dabei

L ¢ � γ0 x ¤ γ0 yz� ∂
∂x £o� γ1 y ¤ x z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3 � ∂

∂y £o� δ z £ x y ¤ ν1 y2z� ∂
∂z
¯ (5.13)

Esfolgt in 0. Ordnung“Optimal Prediction”:¹º&» ẏ ¢ γ1 y ¤ x0z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3

ż ¢ δ z £ x0y ¤ ν1 y2z

Hier ist wie im vorigenAbschnittaufderrechtenSeitederGleichungkeineMittelungmehrüber

die unaufgel̈osteVariablex, sondernderenAnfangswertx0. Nun ist der“finite-time memory”-

Termdurchdie folgendeallgemeineIntegralformgegeben:§ t

0
e© t ª s« LK j � s  x̂� ds

wobei

K j � s  x̂��¢ PLFj � s  x��¢ PLesQLQLxj
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Als ersteApproximationhierzudienthierwiederdie “linearizedmemory”-Approximation,bei

ders ¢ 0 ist: ¹º&» PLQL y ¢ γ0 yz2 ¤ γ0x0z

PLQL z ¢¿¤ γ0y2z £ γ0x0y
(5.14)

Daherfolgt für die “linearizedmemory”-Approximation:

“linearizedmemory”-

-Approximation

¹º&» ẏ ¢ γ1 y ¤ x0z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3 £ t Ð γ0 yz2 ¤ γ0x0zÒ
ż ¢ δ z £ x0y ¤ ν1 y2z £ t Ð
¤ γ0y2z £ γ0x0yÒ   (5.15)

d. h. ein Systemvon zweiGleichungenfür ẏ   ż, die linearin t sind.

Bei derBerechungdesvollen “finite-time memory”-Termswird die Klammerauf der rechten

Seitevon (5.15)nichtmehrmit t multipliziert, sondernmit

1² γ0 ² � 1 ¤ eª�ì γ0 ì t �  
um dasasymptotischeVerhaltenrichtig wiederzugeben.DerVorfaktor1æí² γ0 ² vor derKlammer

und in derExponentialfunktionfindetseineRechtfertigungin derTatsache,daßx wie ẋ µ γ0x

ged̈ampftwird.

Diesist äquivalentzu folgenderAussage:manersetztin denGleichungenfür ẏ und ż x folgen-

dermaßen

x µ x0eª�ì γ0 ì t £o� 1 ¤ eª�ì γ0 ì t � yz (5.16)

Man erḧalt dannfür die Gleichungder“Optimal Prediction”mit “finite-time memory”¹º » ẏ ¢ γ1 y ¤ x0z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3 £ 1ì γ0 ì � 1 ¤ eª�ì γ0 ì t ��Ð γ0 yz2 ¤ γ0x0zÒ
ż ¢ δ z £ x0y ¤ ν1 y2z £ 1ì γ0 ì � 1 ¤ eª�ì γ0 ì t ��Ð�¤ γ0y2z £ γ0x0yÒ

Da ² γ0 ²�¢¾¤ γ0 folgt die vereinfachteForm:¹º » ẏ ¢ γ1 y ¤ x0z ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3 £i� 1 ¤ eª�ì γ0 ì t � Ð ¤ yz2 £ x0zÒ
ż ¢ δ z £ x0y ¤ ν1 y2z £o� 1 ¤ eª�ì γ0 ì t ��Ð y2z ¤ x0yÒ (5.17)
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oderumgeschrieben:

“Optimal Prediction”

mit “finite-time memory”-Term

¹º&» ẏ ¢ γ1 y ¤ x0zeª�ì γ0 ì t ¤ ν1 z2y ¤ ν2 y3 ¤ yz2 � 1 ¤ eª�ì γ0 ì t �
ż ¢ δ z £ x0yeª�ì γ0 ì t ¤ ν1 y2z £ y2z� 1 ¤ eª�ì γ0 ì t �

(5.18)

An demVergleichzwischendenSystemen(5.3)und(5.18)kannmansichdasPrinzipder“Opti-

malPrediction”Methodenocheinmalklar machen:für kleinet wird x mit seinemAnfangswert

x0 gleichgesetzt;dieserBeitragnimmt abermit fortschreitenderZeit ab und x tendiertgegen

denasymptotischenWertx µ yz. Im UnterschiedzueinerZentrumsmannigfaltigkeitsreduktion,

die für alle Zeitendie Approximationx µ yzdurchf̈uhrt, ber̈ucksichtigtdie “Optimal Predicti-

on” MethodealsoauchdenEinflußderAnfangsbedingungenunddessenAbklingenin derZeit.

Daßdie “Optimal Prediction”asymptotischfür t Û ∞ in dieZentrumsmannigfaltigkeitsmetho-

deübergeht,zeigtgleichzeitigauchihre Einschr̈ankungen:esist zu erwarten,daßdynamische

Bereiche,die voneinerZentrumsmannigfaltigkeitsreduktionangegangenwerdenkönnen,auch

asymptotischmit Hilfe der “Optimal Prediction” Methodebeschriebenwerdenkönnen;Be-

reiche,die aberkeineReduktionüberdie Zentrumsmannigfaltigkeitstheoriezulassen,werden

wahrscheinlichauchnichtgut vonder“Optimal Prediction”Methodevorausgesagt.DieseVer-

mutungwird bei derUntersuchungdesL-H-ÜbergangsunddesÜbergangsvom H-Zustandin

Oszillationenbesẗatigt.

5.3. L-H-Übergang bei ansc hließender Stabilit ät des H-Zustandes

Betrachtenwir dasAusgangssystem(5.3)mit demParametersatz(P2):

γ0 ¢¾¤ 0 ¯ 1; γ1 ¢ 0 ¯ 03; δ ¢¿¤ 0 ¯ 08; ν1 ¢ 0 ¯ 4; ν2 ¢ 0 ¯ 1; (5.19)

Mit diesemParametersatzist der L-Zustandinstabil, denndasInstabilitätskriterium(5.9) ist

erfüllt:
γ1

ν2
µ 0 ¯ 3 À ¤ δ

1 ¤ ν1
µ 0 ¯ 1333 (5.20)
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Das Systemgeht in den H-Zustandüber, dessenStabilität durch folgendesKriterium (5.11)

gezeigtwird:
2ν2

1

1 £ ν1
Ç γ1

ν2
£ δ

1 ¤ ν1

È µ 0 ¯ 038 � ¤ δ
1 ¤ ν1

µ 0 ¯ 1333 (5.21)
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Abbildung 5.1: Zeitentwicklung von y: die Ergebnisse der 0. Ordnung “Optimal Prediction”, der “linearized memory”-

Approximation und der “finite-time memory”-Vorhersage werden mit denjenigen der Integration verglichen;

die 0. Ordnung “Optimal Prediction” Methode ohne Berücksichtigung des “memory”-Terms gibt die Instabilität

des L-Zustandes nicht wieder; die “linearized memory”-Approximation reproduziert zwar diese Instabilität,

dennoch ist nach kurzer Zeit die Vorhersage falsch; die “finite-time memory” Approximation reproduziert den

Anfangs- und Endzustand gut, allerdings entspricht der Übergang selber nicht der Realität.

Die Abbildungen(5.1) und(5.2) stellendie zeitlicheEntwicklungrespektive von y undz dar;

tats̈achlichwird dasLangzeitverhalten,d. h. der Übergangvom L- in denH-Zustandunddes-

senStabilität, von dervollständigen“Optimal Prediction”Methode,alsomit dem“finite-time

memory”-Termwiedergegeben,wasnichtderFall beiderNutzungder0.OrdnungderMethode

oderder“linearizedmemory”-Approximationist.

Die 0. Ordnung“Optimal Prediction”beziehtsich auf die Anfangswerte:der L-Zustandwird

fälschlicherweisealsstabilbeschrieben.
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Abbildung 5.2: Zeitentwicklung von z: die Ergebnisse der 0. Ordnung “Optimal Prediction”, der “linearized memory”-

Approximation und der “finite-time memory”-Vorhersage werden mit denjenigen der Integration verglichen;

die 0. Ordnung “Optimal Prediction” Methode ohne Berücksichtigung des “memory”-Terms gibt die Instabilität

des L-Zustandes nicht wieder; die “linearized memory”-Approximation reproduziert zwar diese Instabilität,

dennoch ist nach kurzer Zeit die Vorhersage falsch; die “finite-time memory” Approximation reproduziert den

Anfangs- und Endzustand gut, allerdings entspricht der Übergang selber nicht der Realität.

Die “linearizedmemory”-Approximationber̈ucksichtigtzwar die weitereZeitentwicklungdes

Systems,dennochnur in ersterOrdnung;mit ihr ist die Aussagemöglich, nachder der L-

Zustandinstabil ist undvomSystemverlassenwird, aberdiesp̈atereZeitentwicklungist falsch

angegeben.

Allein dervolle “finite-time memory”-TermermöglichtdieAussageeinesÜbergangsin denH-

Zustand.DennochsinddessensoberechneterZeitpunktundVerlauffalsch,wasdaraufzurück-

geführt wird, daßfür den Übergangselberdie “Optimal Prediction” Methode,wie auchdie

Zentrumsmannigfaltigkeitsreduktion,nichtbenutztwerdenkönnen.

Ist manalsonurandemLangzeitverhaltendesSystemsin diesemParameterbereichinteressiert,

ist die “Optimal Prediction”Methodesinnvoll, für eineBeschreibungdesÜbergangsselberist

101



Nicht-Hamiltonsche dissipative Systeme: L-H-Übergang

siehierungeeignet.

5.4. L-H-Übergang bei ansc hließender Instabilit ät des H-Zustandes

Betrachtenwir nundasurspr̈unglicheSystem(5.3)mit demParametersatz(P1)� P2 � γ0 ¢¿¤ 0 ¯ 1; γ1 ¢ 0 ¯ 03; δ ¢¾¤ 0 ¯ 005; ν1 ¢ 0 ¯ 4; ν2 ¢ 0 ¯ 1 (5.22)

Der AnfangspunktunseresSystemsentprichtdemL-Zustand.Mit diesemParametersatzist er

instabil,da
γ1

ν2
¢ 0 ¯ 3 À ¤ δ

1 ¤ ν1
µ 0 ¯ 00833; (5.23)

Ausgehendvom L-ZustandgehtalsodasSystemin denH-Zustandüber, derauchinstabil ist,

wie mananderStabilitätsbedingung(5.11)nachpr̈ufenkann:

2ν2
1

1 £ ν1
Ç γ1

ν2
£ δ

1 ¤ ν1

È µ 0 ¯ 0667 À ¤ δ
1 ¤ ν1

µ 0 ¯ 00833; (5.24)

d. h. dasSystemoszilliert nun. Die Bewegungsgleichungen(5.3) wurdenmit Anfangsbedin-

gungenintegriert,dieeineinfinitesimalkleineStörungdesL-Zustandesdarstellen.

Da die 0. Ordnungder “Optimal Prediction” “nur” die Anfangsbedingungenber̈ucksichtigt,

kannsiehier auchnur dasfalscheErgebnisliefern,derL-Zustandwärestabil.Deswegenwird

siehier nicht weiter betrachtet,genausowenig,wie die “linearizedmemory”-Approximation,

vonderim vorigenAbschnittgezeigtwurde,daßsienurdasAnfangsverhaltenunddie Instabi-

lit ät desL-Zustandes,nicht aberdasasymptotischeVerhaltenreproduziert.

Wir konzentrierenunsnun auf die “Optimal Prediction”mit “finite-time memory”. Im vori-

gen Abschnitt hat man gesehen,daßsie im Falle desL-H-Übergangsund bei Stabilität des

H-ZustandesdasasymptotischeVerhaltenrichtig wiedergibt.KanndieseMethodenunauchdie

InstabilitätdesH-ZustandesunddenÜbergangin oszillierendeZusẗandereproduzieren?
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Die Zeitentwicklungfür die Variableny und z ist in denAbbildungen(5.3) und (5.4) zu er-

kennen;die dicke durchgezogeneLinie ist die Integrationskurve; siezeigtdenÜbergangvom

L-ZustandüberdenH-Zustandin Oszillationen,derenFrequenzundAmplitudeüberdiebeob-

achteteZeitskalaals konstantbetrachtetwerdenkönnen.Die dünnegestrichelteKurve ist die

“Optimal Prediction”in “finite-time memory”.Wir sehen,daßdie Instabilität desL-Zustandes

undderÜbergangin oszillierendeZusẗandereproduziertwerden.Die FrequenzundAmplitude

dieserOszillationenstimmenanfangsmit denjenigender Integrationüberein.Übereinegroße

Zeitskala,von der anzumerken ist, daßsie viel größerist, als die entsprechendenErgebnisse,

die für HamiltonscheSystemeim erstenTeil dieserArbeit erzielt wordensind,bis t µ 1300,

kannmansagen,daßdie “Optimal Prediction”dasqualitative VerhaltendesSystemssehrgut

approximiert.DennochsinddieerzeugtenOszillationeneigentlichged̈ampftunddieAmplitude

im Gegenteilzur Integrationnichtkonstant:asymptotischpendeltsichdieLösungder“Optimal

Prediction”aufdenH-Zustandein,dessenInstabilitätalsonichtwiedergegebenwird.

DieserletztePunktentsprichtderTatsache,daßdie “Optimal Prediction”mit dem“finite-time

memory”-Term asymptotischfür großeZeiten t der Zentrumsmannigfaltigkeitsreduktionent-

spricht;d. h. asymptotischkannmanmit ihr nur in der NäheeinesGleichgewichtszustandes

eineguteApproximationerwarten,deraucheineReduktionüberdieZentrumsmannigfaltigkeit

erlaubt.Daherist esnicht verwunderlich,daßdie Oszillationenmit der “Optimal Prediction”

Methodenicht reproduzierbarsind. Mathematischfindet dieseTatsachein folgenderÜberle-

gungihreRechtfertigung:Betrachtenwir dieersteGleichungdesurspr̈unglichenSystems(5.3)

ẋ ¢ γ0x ¤ γ0yz;

eshandeltsichdabeium eineinhomogeneDifferentialgleichung1. Ordnung.Wie im vorigen

Abschnittkönnenwie nun die allgemeineForm der Lösungals Summevon der allgemeinen

LösungderhomogenenGleichung ẋ ¢ γ0x , i. e.

x ¢ x0eγ0t ¢ x0eª�ì γ0 ì t
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Abbildung 5.3: Zeitentwicklung von y: die Ergebnisse der “Optimal Prediction” mit “finite-time memory” (dünne gestrichelte

Kurve) werden mit denjenigen der Integration (dicke durchgezogene Kurve) verglichen; man sieht, daß die

anfänglichen Oszillationen qualitativ sehr gut wiedergegeben werden; deren Frequenz ist bei beiden Kurven

gleich. Dennoch geht die von der “Optimal Prediction” Methode vorhergesagte Kurve mit weiter fortschreiten-

der Zeit in den H-Zustand über, dessen Instabilität von der Methode nicht reproduziert wird.

undeinerspeziellenLösungderinhomogenenGleichung:§ t

0
ds� ¤ γ0yz� � s� eª�ì γ0 ì t Ñðì γ0 ì s (5.25)

angeben.

In derNäheeinesFixpunkteskannmanfolgendeApproximationdurchf̈uhren:

yz µ Konstante 
d. h. dasProduktyz im Integranden(5.25) kann vorgezogenwerden;dasIntegral kann nun

einfachausgef̈uhrt werden: � ¤ γ0yz� eª�ì γ0 ì t § t

0
dseì γ0 ì s  
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Abbildung 5.4: Zeitentwicklung von z: die Ergebnisse der “Optimal Prediction” mit “finite-time memory” (dünne gestrichelte

Kurve) werden mit denjenigen der Integration (dicke durchgezogene Kurve) verglichen; man sieht, daß die

anfänglichen Oszillationen qualitativ sehr gut wiedergegeben werden; deren Frequenz ist bei beiden Kurven

gleich. Dennoch geht die von der “Optimal Prediction” Methode vorhergesagte Kurve mit weiter fortschreiten-

der Zeit in den H-Zustand über, dessen Instabilität von der Methode nicht reproduziert wird.

i. e. � ¤ γ0yz� eª�ì γ0 ì t 1² γ0 ² � 1 ¤ eª�ì γ0 ì t �
Darausfolgt alsLösungfür x:

x ¢ x0eª�ì γ0 ì t ¤ 1² γ0 ² γ0yz� 1 ¤ eª�ì γ0 ì t �
und,daγ0 ¢�¤ñ² γ0 ² schließlich:

x ¢ x0eª�ì γ0 ì t £ yz� 1 ¤ eª�ì γ0 ì t �
Dies ist genauder Ausdruck(5.16), der der “Optimal Prediction” Methodemit “finite-time

memory”-Termzugrundeliegt; mansiehtalso,daßer nur zuläßigist, wenndie Approximation
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yz µ Konstante erlaubtist, die wiederumeinemGleichgewichtszustandoderFixpunktdesur-

spr̈unglichenSystemsentspricht.

5.5. Einfluß und Wichtigkeit der Parameterwer te

DerParameterγ0 hatkeinenEinflußaufdieLageundStabilitätskriterienderL- undH-Zusẗande.

Davon überzeugtmansich,wennmansichdieersteGleichunganschaut:

ẋ ¢ γ0 x ¤ γ0 yz

Die FixpunkteL undH erfüllen nämlich die Bedingungx ¢ yz, der Parameterγ0 spielt dabei

keineRollemehr, weiterhinnicht in denGleichungenfür ẏ undż, undin denStabilitätskriterien,

die mannachLinearisierungum die Fixpunkte,bzw. mit der Methodeder kleinenStörungen

erḧalt.

Dennochliegt der“Optimal Prediction”MethodefolgendesPrinzipzugrunde:dieausgewählten

kollektivenKoordinatensollentats̈achlichauchdiejenigensein,die maßgeblichfür die zeitli-

cheEntwicklung der Dynamik sind. Das VerletzendiesesPrinzipskann zu einemScheitern

derMethodeführen,wie im erstenTeil dieserArbeit anHamiltonschenSystemenim Falle der

quintischundkubischnichtlinearenGleichunggezeigtwordenist. Wennmanaberin derUn-

tersuchungdesSystems(5.3) � y  z� alskollektiveKoordinatenaussucht,undx eliminiert,zaber

dieammeistenged̈ampfteModeist, ist zuerwarten,dassdieMethodein denBereichenversagt,

in denenz tats̈achlichstarkged̈ampftwird. Da ist nämlichdie Approximationx µ yzschlecht,

die derMethodeasymptotischzugrundeliegt. Deshalbist eineVerschlechterungdergeradeer-

zieltenErgebnissezuerwarten,wennγ0 deutlichkleinerim Betragist alsδ, undtats̈achlichdie

z-Modedie amweitestenged̈ampfteist.

Dieseswird nununtersucht,indemmanvom schonbenutztenParametersatz(5.4) die vier Pa-
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rameter ¹½½½½½½º ½½½½½½» γ1 ¢ 0 ¯ 03

δ ¢�¤ 0 ¯ 005

ν1 ¢ 0 ¯ 4
ν2 ¢ 0 ¯ 1  

unver̈andertläßtunddie Brauchbarkeit der“Optimal Prediction”Methodein Hinsichtauf den

L-H-Übergangfür verschiedeneWertevon γ0 untersucht.Aus der vorangegangenenAnalyse

wissenwir, daßderL-Zustandmit diesemParametersatzinstabilist und,daßdasSystemin den

H-ZustandundanschließendwegendessenInstabilität in Oszillationenübergeht.ò Der Fall γ0 ¢¾¤ 0 ¯ 1 wurdeim vorigenAbschnittundanhandderAbbildungen(5.3) und

(5.4)schonbehandelt.In diesemFalle liefertedie“Optimal Prediction”anfangseinesehr

gutequalitativeundsogarquantitativeBeschreibungderDynamikdesSystems.ò Betrachtenwir jetzt γ0 eineGrößenordnungkleiner:γ0 ¢¿¤ 0 ¯ 01

Die Ergebnisseder Abbildungen(5.5) und (5.6) für die Zeitentwicklungvon y und

z zeigeneine etwas schlechtereWiedergabeder Oszillationenim Vergleich zum Fall

γ0 ¢ ¤ 0 ¯ 1; insbesonderestimmtdie Oszillationsfrequenznicht mehrmit derFrequenz

ausderIntegrationüberein.Hier sindγ0 undδ fastdergleichenGrößenordnung:γ0 ¢ 2δ,

d. h. die DämpfungderVariablez ist nur unwesentlichgeringeralsdiejenigederVaria-

ble x. Darausfolgt, daßdie Annahmeeinereinzigenged̈ampftenVariablex, die unserer

Anwendungder “Optimal Prediction”Methodezugrundeliegt, unzul̈assigist. Natürlich

stabilisiertauchhier der H-Zustandfür größeret, und die Oszillationenwerdennicht

reproduziert.ò Wählenwir nunγ0 ¢¿¤ 0 ¯ 001.

Der Vergleich zwischender Integrationund der “Optimal Prediction”Methodefür die

Zeitentwicklungvony undzwird in denAbbildungen(5.7)und(5.8)dargestellt.Tats̈ach-

lich wird die Vermutungbesẗatigt, daßdie “Optimal Prediction”Methodein derVorher-
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Abbildung 5.5: Zeitentwicklung von y für γ0 óõô 0 ö 01: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, während die

dünne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

sagederdynamischenEntwicklungdesSystemsversagt,wennim FallemehrererDämp-

fungensichunterdenkollektivenKoordinatendieammeistenged̈ampfteModebefindet,

undeineMode“eliminiert” wurde,dieeheralsdominantbezeichnetwerdenkönnte.Hier

werdendie Art desÜbergangsunddie Oszillationennicht mehrgut wiedergegeben.Die

Wertefür y und z pendelnsich sehrschnellauf die WertedesH-Zustandesein; da sei-

ne Instabilität grunds̈atzlichvon der Methodenicht erfaßtwerdenkann,wie wir vorhin

gesehenhaben,kannmansagen,daßbei dieserungünstigstenWahl derkollektivenKo-

ordinatenunddengegebenenDämpfungendieeinzigeAussageder“Optimal Prediction”

Methodein derInstabilität desL-Zustandesbesteht,dervon demphysikalischenSystem

verlassenwird; anschließendfindenOszillationenstatt,derenFrequenzund Amplitude

abernicht richtig erfaßtwerden.

108



Einfluß und Wichtigkeit der Parameterwerte

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

zï

t

Integration
Optimal Prediction mit finite-time memory

Abbildung 5.6: Zeitentwicklung von z für γ0 ó÷ô 0 ö 01: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, während die

dünne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

Abschließendkann man sagen,daßγ0 zwar keinenEinfluß auf die Stabilität der jeweiligen

ZusẗandeL undH hat,dennochausschlaggebendfür die Art desL-H-Übergangsist, unddes-

halbfür dieBrauchbarkeit der“Optimal Prediction”Methode.

DasGelingender Methodehängtdavon ab,wie günstigdie kollektivenKoordinatengewählt

wordensind. Beim zweidimensionalenmathematischenModell, dasim vorigenParagraphen

untersuchtwordenist,warendieErgebnissehervorragend,dennmanwarmit nureinerged̈ampf-

tenModekonfrontiert,dieaucheliminiertundgegen̈uberderanderen,einer“kollektivenKoor-

dinate”entsprechend,vernachl̈aßigtwerdenkonnte.

Dennochhabenwir geradegesehen,daßim Falle mehrererDämpfungen,wie beimphysikali-

schenL-H-Übergangin toroidaleingeschlossenenPlasmen,derAuswahlderkollektivenKoor-

dinatengrößereBedeutungzukommt.Damitdie“Optimal Prediction”Methodediedynamische

EntwicklungdesSystemsqualitativ und für kurzeZeitskalensogarquantitativ gut beschreibt,

mußunbedingtdieammeistenged̈ampfteModeeliminiertwerden.Im Fallezweigleichgroßer,
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Abbildung 5.7: Zeitentwicklung von y für γ0 óøô 0 ö 001: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, während die

dünne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

deshalbkonkurrierenderDämpfungeneignetsichdie Methodenicht. JekleinerdasVerḧaltnis² γ0 ²&æí² δ ² bei der UntersuchungdesSystems(5.3) ist, destobesserwird die ZeitskaladesL-H-

Übergangs,die Frequenzund Amplitude der anschließendenOszillationenvon der “Optimal

Prediction”Methodeapproximiert.

Mit anderenWortenmußdie Fragenachdenfür die DynamikdesuntersuchtenSystemsrele-

vantenModenunddie dazugeḧorigeUnterteilungin “dominante”und“versklavte” Modenvor

AnwendungderMethodegekl̈artwerden.

In diesemZusammenhangist dasgleicheAnwendungsgebietder “Optimal Prediction” Me-

thodefestzustellen,wie dasder Zentrumsmannigfaltigkeitsreduktion.Ihr gegen̈uberhat aber

die “Optimal Prediction”MethodedeneindeutigenVorteil derBerücksichtigungdesfür kleine

ZeitenwichtigenEinflußesderAnfangsbedingungen.Die Zentrumsmannigfaltigkeitsreduktion

liefert bei UntersuchungdesL-H-Übergangsnur einen“abrupten”Übergang,derderTatsache

entspricht,daßdieseReduktionsmethodenur in der UmgebungbeiderFixpunkte,d. h. in der

110



Einfluß und Wichtigkeit der Parameterwerte

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

zï

t

Integration
Optimal Prediction mit finite-time memory

Abbildung 5.8: Zeitentwicklung von z für γ0 óøô 0 ö 001: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, während die

dünne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

Umgebung desAnfangs-und Endzustandesgültig ist. Somit sind mit ihr nur asymptotische

Aussagenmöglich,dennochkeineüberdenÜbergangselbst.

Allerdings ist manmit der “Optimal Prediction”Methodewie auchmit derZentrumsmannig-

faltigkeitsreduktion[22] nicht in derLage,asymptotischdie Oszillationen(ELMs) zu reprodu-

zieren,die nachInstabilitätdesH-Zustandesauftreten.
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6. Zusammenfassung

In dieserArbeit wurdedieAnwendbarkeit der“Optimal Prediction”Methodeaufverschiedene

wichtigephysikalischeModelleuntersucht,die beispielsweiseaufgrundeingeschr̈ankterRech-

nerkapaziẗatenkeinegeschlosseneBeschreibung zulassen.DabeiwurdebesondererWert auf

die GütederMethodeim Vergleichzu gängigenReduktionsverfahrenwie demGalerkin-oder

demKarhunen-Loeve-VerfahrenodereinerZentrumsmannigfaltigkeitsreduktiongelegt.

Typischfür dasGalerkin-VerfahrenundseineverbesserteFormderKarhunen-Loeve-Zerlegung

ist die ProjektiondergesuchtenLösungauf einenSatzvon sogenanntenkollektivenKoordina-

ten(Moden).DabeibestehtdieSchwierigkeit darin,sichaufeinebestimmteAnzahlvonModen

festzulegenunddieseauszusuchen.Leidergibt esbei einemgegebenenProblemkein anderes

Kriterium dafür, daßdie ausgesuchtenkollektivenKoordinatentats̈achlichdie relevantensind,

alsdennachtr̈aglichenVergleichdersoerzeugtenDynamikmit numerischenErgebnissender

Integration.

Die “Optimal Prediction”Methodeversuchtin 0. Ordnung,im Gegenteilzu denebengenann-

ten Verfahren,vorab bekanntestatistischeEigenschaftendesphysikalischenSystemsbesser

auszunutzen.Aus derKenntniseinesstatistischeninvariantenMaßesfolgt eineentsprechende

Verteilungder gesuchtenLösungen.Für diesesetztmanaucheineZerteilungin eineModen-

basisan;danur wenigedieserModenaberaufgel̈ostwerdensollen,bzw. können,ersetztman

dieunaufgel̈ostenModenin denBewegungsgleichungendurchihrebedingtenErwartungswerte

bez̈uglichdesbekanntenMaßesµ, seiendieAnfangswertederkollektivenKoordinatenbekannt.

Die Methodebestehtalsoin denzwei wichtigenSchrittender Projektionder Lösungauf den

RaumderkollektivenKoordinatenundderMittelungdesEinflußesderunaufgel̈ostenFreiheits-

gradeaufdie beibehaltenenModen.

DerersteTeil dieserArbeit warderUntersuchungderDynamikin ausgewähltenHamiltonschen

Systemengewidmet.

In Paragraph 2 wurdegezeigt,daßdie Anwendungder “Optimal Prediction”Methodein 0.

Ordnungauf die quintischnichtlineareSchr̈odinger-Gleichunggute Ergebnisseliefert, aller-
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dingsnur bis zum Eintritt des“Blow-up” der Signalamplitude,für densie eineunterezeitli-

cheEinscḧatzungliefert. DieseEinschr̈ankungwurdedaraufzurückgef̈uhrt, daßdie anfangs

gewähltenkollektivenKoordinatenbei einemKollapsdannnicht mehrodernicht mehrallein

für die Dynamikrelevantsind.Bei dieserAnalysewurdeklar, daßdie Festlegunga priori der

für die zeitlicheEntwicklungrelevantenModenausschlaggebendfür dasGelingenderMetho-

deist. Dieswurdebei einerUntersuchungderkubischnichtlinearenSchr̈odinger-Gleichungin

zwei verschiedenenAnfangskonfigurationenbesẗatigt.

Bei der Untersuchungder diskreten“self-trapping”-Gleichungin Paragraph 3 mußtedie 0.

Ordnungder “Optimal Prediction”Methodeauf einenweiterensogenannten“memory”-Term

erweitertwerden,um die qualitative EntwicklungdesSystemswiederzugeben.Es wurdenin

derLiteraturveröffentlichteHerleitungeneingef̈uhrtundanunserProblemangepaßt.Eskonnte

festgestelltwerden,daßdie ersteOrdnungin derZeit, d. h. die “linearizedmemory”-Approxi-

mation,für dieBeschreibungderDynamikausreichendist.

DerzweiteTeil dieserArbeit bescḧaftigtesichmit dissipativenSystemen.Ausschlaggebendda-

bei war, daßnicht mehrgemittelteAussagengemacht,sonderneinzelneAnfangswertprobleme

gelöstwurden.

Zuerstwurdein Paragraph 4 dieGüteder“finite-time memory”-Approximationder“Optimal

Prediction”,einschließlichihresVorteilsgegen̈uberder “linearizedmemory”-Näherunganei-

nemeinfachenzweidimensionalenBeispielmit einereinzigenDämpfungbewiesen.

Dannwurdein Paragraph 5 anbekanntedrei-, bzw. zweidimensionaleModellezur Beschrei-

bungdesfür dieFusionsforschungwichtigenL-H-Übergangsin toroidaleingeschlossenenPlas-

men angekn̈upft: es konntegezeigtwerden,daßdie “Optimal Prediction” Methodedeutlich

bessereErgebnisseerzielt,alseineReduktionüberdieZentrumsmannigfaltigkeitstheorie.Den-

nochkonntenmit der Methodedie experimentellbeobachtetenOszillationender ELMs nicht

nachvollzogenwerden.Zudemwurdegezeigt,daßim Falle mehrerermiteinanderkonkurrie-

renderDämpfungenderWahl derkollektivenKoordinatenbesondereBedeutungzukommt:es

mußdie VariablebeidemVerfahreneliminiert werden,derenDämpfungsrateamgrößtenist.
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InsgesamtkannausdiesenErgebnissengeschlossenwerden,daßsichdie “Optimal Prediction”

gut eignet,um die dynamischeZeitentwicklungdergenanntenModellezu beschreiben.Insbe-

sonderebietetsiegegen̈ubereinerZentrumsmannigfaltigkeitsreduktion,gegendiesieasympto-

tisch für großeZeitentendiert,denVorteil, daßsiedenmit der Zeit abklingendenEinflußder

Anfangskoordinatenber̈ucksichtigt.

DennochbestehtderschwierigsteSchrittundgleichzeitigdiegrößteEinschr̈ankungbeiderAn-

wendungderMethodedarin,die richtigenkollektivenKoordinaten,d. h. die für die Dynamik

desuntersuchtenphysikalischenSystemsrelevantenFreiheitsgradea priori zubestimmen.
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A. Bedingte Erwartungswerte einer reellen, normal verteilten Variable

A. Bedingte Erwar tungs wer te einer reellen, normal ver teilten

Variab le

Wir präsentierenhierdie Theoreme,die zurBerechnungderErwartungswerte� g   � R� u� À V �
aufderrechtenSeitevon(1.13)führen,wennu einereelle,normalverteilteVariableu ¢ � u1  
¡
¡
¡�  un �
ist, derenWahrscheinlichkeitsdichtedurch

P � s1 � u1 � s1 £ ds1  
¡
¡
¡�  sn � un � sn £ dsn ��¢ 1
Z

e� ª 1
2 © sù As«BÑ b ú s� ds1 ¡
¡
¡ dsn

gegebenist.

Die Matrix A ist dabeisymmetrisch,positiv definit und ihre InverseA ª 1 ist die Matrix der

Kovarianzen,derenElementedurch:

a ª 1
i j ¢ Cov Ø ui   u j Ùcäd� uiu j À ¤1� ui À � u j À

gegebensind.

DerVektorb hängtmit denErwartungswertenvon u überdie folgendeBeziehungzusammen:

A ª 1b ¢d� u À
Die Verteilungist somitwie im Falle einerkomplexenVariabledurchdie Angabedern Mittel-

werteundder 1
2n � n £ 1� unabḧangigenWertederKovarianzmatrixvollkommenbestimmt.Die

gesuchtenErwartungswertewerdenhier auchdurchdieseParameterausgedr̈uckt und anhand

vonden3 folgendenLemmataberechnet,derenBeweisein [17] nachzulesensind.ò Lemma1: Der “bedingte”Erwartungswertvon ui ist eineaffineFunktionderkollektiven

KoordinatenVα: � ui À V ¢ qiαVα £ ci   (A.1)

wobeidie Elementeqiα dern Þ N Matrix Q unddesn-Vektorsc gegebensinddurch:

Q ¢ � A ª 1GÑ � � GAª 1GÑ � ª 1 (A.2)

c ¢ A ª 1Ýb ¤ � A ª 1GÑ � � GAª 1GÑ � ª 1 � GAª 1b � (A.3)
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Die bedingtenErwartungswertesindalsolinear in denVα undunabḧangigvon Multipli-

kationsfaktorenin denKovarianzen.ò Lemma2: Die “bedingte”Kovarianzmatrixlautet:

Cov Ø ui   u j Ù V ¢d� uiu j À V ¤1� ui À V � u j À V (A.4)¢Æ±A ª 1 ¤ �
� A ª 1GÑ � � GAª 1GÑ � ª 1 � GAª 1 ��´ i j (A.5)

Die bedingtenKovarianzensindnur vondenFilterfunktionengα abḧangigundnicht von

denkollektivenKoordinatenVα.

Schließlicherlaubteinedirekt vom komplexen auf denreellenFall übertragbareForm

desWick’schenTheorems,denErwartungswerteinesProduktes̈uberfolgendeFormelzu

berechnen:

ò Lemma3:� P

∏
pÁ 1

� uip ¤¦� uip À V � À V ¢ ¹º&» 0 P ungerade

∑allePermutationenCov Ø ui1   ui2 Ù V ¡
¡�¡ Cov Ø uiP û 1   uiP Ù V Pgerade
(A.6)

Somit wird jederMittelwert der Form � up
i ul

j À als Funktionvon ausschließlich� u2
i À und� uiu j À ausgedr̈uckt [13].

Sind die GaußschenZufallsvariablenu aberdurcheinekontinuierlicheVariablex parametri-

siert,dannwerdendieErwartungswerte� u � x� À unddieKovarianzena ª 1 � x   y�W¢d� u � x� u � y� À¤i� u � x� À � u � y� À in einemgeeignetenBereichfür � x   y� definiert.Die Matrix A ª 1 wird zum

Integraloperator, deren“K ern” a ª 1 ¢ a � x   y� gegebenist durch:§ a ª 1 � x   y� a � y  z� dy ¢ δ � x   z�
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A. Bedingte Erwartungswerte einer reellen, normal verteilten Variable

Die Filterfunktionengα � x� sind jetzt auchkontinuierlicheFunktionenvon x, und (A.1) wird

jetzt zu � u � x� À V ¢ü� u � x� Ài£ cβ � x�t±Vβ ¤"� § gβ � y� u � y� dy À ´   (A.7)

mit

cβ � x��¢þý § a ª 1 � x   y� gα � y� dy ÿ mª 1
αβ  

und

mαβ ¢ §¾§ gα � x� a ª 1 � x   y� gβ � y� dxdy

Die Formeln(A.4) und (A.6) werdenentsprechendauf kontinuierlicheVariablenumgeschrie-

ben.
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B. Struktur der Korrektur terme der “Optimal Prediction” Methode

bei höheren Nichtlinearit äten

BetrachtetmaneinenichtlineareSchr̈odinger-Gleichungmit beliebiggroßerPotenzderNicht-

lineariẗat

iut ¢¿¤ uxx £ A ²u ² tu t Ä 4   (B.1)

kannmanallgemeinzeigen,daßdie Form deszweitenTermsderrechtenSeiteder (2.33)ent-

sprechendenGleichungfolgendeist:

gαk � ut Ñ 1
k u� tk À 0

V ¢ Agαk � uk À t Ñ 1 � u�k À t£ B � uk À�� Cov Ø uk   u�k ÙÔ� t£ ∑
q ù p ù s;qÑ pÑ 2sÁ © t Ñ 1«BÑ t

Kq ù p ù s � uk À q � u�k À p � Cov Ø uk   u�k ÙÔ� s   (B.2)

wobeiA, B undKq ù p ù s numerischeKoeffizientensind.DerersteTermliefert die0.Ordnungin c,

d. h. die Galerkin-Approximationin derForm

δα ùβ £ γ £ ¡
¡
¡ £ δ� ��� �
t � 1

¤ ε ¤ ¡�¡
¡ ¤ η� ��� �
t

VβVγ ¡
¡
¡ VδV �ε ¡
¡�¡ V �η ¯
DerzweiteTermliefert diehöchsteOrdnungin c in derForm

ctVα ¯
DerdritteTermschließlichliefert eineSummevonTermenderForm

csδα ùβ £ ¡
¡
¡ £ γ� ��� �
q

¤ δ ¤ ¡
¡
¡ ¤ ε� ��� �
p

Vβ ¡
¡
¡ VγV �δ ¡�¡
¡ V �ε
Die allgemeineForm derüberdie “Optimal Prediction”Methode0. Ordnungbestimmtenzeit-

lichenEntwicklungderkollektivenKoordinaten,die von (1.13)gegebenist, entḧalt alsoum so

mehrKorrekturterme,alsdieNichtlineariẗatderSchr̈odinger-Gleichung(2.1)größererOrdnung

ist.
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C. Bestimmung von m0 und b im Fall p ¢ 2

C. Bestimm ung von m0 und b im Fall p � 2

Für die nichtlineareSchr̈odinger-Gleichung(2.1) mit p ¢ 2 und A ¢ç¤ 2 erḧalt mannachder

PartitionierungdesHamiltoniansfür H1 � q   p� :
H1 � q   p��¢ 1

2 § 2π

0
Ð � q2

x £ p2
x � 2 £ m2

0 � q2 £ p2 � £ bÒ dx  
und

H1 � q   p��¢ ¤ 1
2 § 2π

0
Ð � q2 £ p2 � 2 £ m2

0 � q2 £ p2 �J¤ bÒ dx

Dab aberkeineRollebeiderMittelungspielt,setzenwir erstmalb ¢ 0 für dieBerechnungvon

m0.

Quadriertergibt dieseGleichung:

H1 � q   p� 2 ¢ 1
4 § 2π

0

� Ð q2 � x� £ p2 � x� Ò 2 £ m2
0 Ð q2 � x� £ p2 � x� Ò
	 dx

� § 2π

0

� Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò 2 £ m2
0 Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò 	 dz

Die Varianzist alsogegebendurch:� H1 � q   p� 2 À ¢ 1
4 § 2π

0
dx § 2π

0
dzØ �ÆÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò 2 ¡ Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò 2 À£ 2m2

0 �çÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò 2 ¡ Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò À£ m4
0 �çÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò ¡ Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò À Ù

Seien � ¢d�çÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò 2 ¡ Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò 2 À   (C.1)

und  ¢d�ÎÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò 2 ¡ Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò À (C.2)

und � ¢ü�çÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò ¡ Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò À (C.3)

Die ForderungnachdemMinimierenderVarianzalsFunktionvonm0 erfordetdieBerechnung

von

�
,


und

�
, die mit demWick’schenTheoremerfolgt.
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Bestimm ung von

�
Wendenwir unszuerstdemdrittenTermzu:� ¢d�çÐ q2 � x� £ p2 � x� Ò Ð q2 � z� £ p2 � z� Ò À� ¢ 2 � p2 � x� p2 � z� Ài£ 2 � q2 � x� p2 � z� À
Daq und p bez̈uglich einesGaußschenMaßesunkorreliertsind,folgt:� ¢ 2 � p2 � x� p2 � z� Ài£ 2 � p2 À 2

AusdemWick’schenTheoremfolgt dann:� ¢ 2 Ð � p2 À 2 £ 2 � p � x� p � z� À 2 Ò £ 2 � p2 À 2  
wasschließlichfür

�
ergibt: � ¢ 4 � p2 À 2 £ 4 � p � x� p � z� À 2

Bestimm ung von


NachdemAusmultiplizierenundunterBerücksichtigungvon:� q4 � x� q2 � z� À ¢d� p4 � x� p2 � z� À  � p4 � x� q2 � z� À ¢ü� q4 � x� p2 � z� À  
und � q2 � x� p2 � x� q2 � z� À ¢d� q2 � x� p2 � x� p2 � z� À¢d� p2 À � p2 � x� p2 � z� À  
daq und p völlig unabḧangigundgleichwertigbetrachtetwerden,erḧalt manfür


 ¢ 2 � q4 � x� q2 � z� Ào£ 2 � q4 À � q2 Ài£ 4 � q2 À � q2 � x� q2 � z� À (C.4)
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C. Bestimmung von m0 und b im Fall p ¢ 2

DasWick’scheTheoremermöglicht unsjetzt,die ErwartungswertevonProduktenzuvereinfa-

chen,bzw. zuberechnen: � p4 À ¢ 3 � p2 À 2  � p2 � x� p2 � z� À ¢ü� p2 À 2 £ 2 � p � x� p � z� À 2  � p4 � x� p2 � z� À ¢ 3 � p2 À 3 £ 6 � p2 À � p � x� p � z� À 2  
SetztmannundieseErgebnissein (C.4)ein,dannerḧalt man: ¢ 16 � p2 À 3 £ 20 � p2 À � p � x� p � z� À 2 (C.5)

Bestimm ung von

�
Die Bestimmungvon

�
erfolgt jetzt gleichermaßen;ber̈ucksichtigtwerdenmüssendie folgen-

denGleichungen: � q4 � x� q2 � z� p2 � z� À ¢¿� q2 � x� p2 � x� p4 � z� À¢¿� q2 � x� p2 � x� q4 � z� À¢¿� p4 � x� q2 � z� p2 � z� À¢¿� p2 À � p4 � x� p2 � z� À  � q4 � x� q4 � z� À ¢¿� p4 � x� p4 � z�   (C.6)

und � q4 � x� p4 � z� À ¢¿� p4 � x� q4 � z��¢d� p4 À 2 ¯ (C.7)

Man gelangtzu folgendemAusdruck:� ¢ 2 � q4 � x� q4 � z� Ài£ 2 � q4 À 2 £ 8 � q2 À � q2 � x� q4 � z� Ài£ 4 � q2 � x� q2 � z� À 2 (C.8)

Zus̈atzlich zu den obenschonerwähntenliefert dasWick’scheTheoremfolgendeVereinfa-

chung: � p4 � x� p4 � z� À ¢ 9 � p2 À 4 £ 36 � p2 À 2 � p � x� p � z� À 2 £ 72 � p � x� p � z� À 4
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Setzenwir dieseErgebnissein (C.8)ein, folgt:� ¢ 64 � q2 À 4 £ 136 � q2 À 2 � q � x� q � z� À 2 £ 160 � q � x� q � z� À 4 (C.9)

Bestimm ung des Minim ums der Varianz � Ð H1 Ò 2 À als Funktion von m0� H1 � q   p� 2 À ¢ 1
4 § 2π

0
dx § 2π

0
dzØ � £ 2m2

0

 £ m4
0

� Ù (C.10)

Setzenwir nundieebenberechnetenAusdr̈ucke für

�
,


und

�
ein,bekommtman:�çÐ H1 Ò 2 À ¢ 1

4 § 2π

0
dx § 2π

0
dzØ�� 16 � q2 À 4 £ 34 � q2 À 2 � q � x� q � z� À 2 £ 40 � q � x� q � z� À 4 �£ m2

0 � 8 � q2 À 3 £ 10 � q2 À � q � x� q � z� À 2 �£ m4
0 � � q2 À 2 £ � q � x� q � z� À 2 � Ù

Mit demschonim HauptteildieserArbeit definiertenIntegral

Im � q��¢ § 2π

0
dx § 2π

0
dz � � p � x� p � z� À � 2q

schreibtsich � Ð H1 Ò 2 À etwasübersichtlicher:� Ð H1 Ò 2 À ¢ � 64π2 � p2 À 4 £ 34 � p2 À 2 Im � 1� £ 40 Im � 2� �£ m2
0 � 32π2 � p2 À 3 £ 10 � p2 À Im � 1� �£ m4
0 � 4π2 � p2 À 2 £ Im � 1� �  

da � p2 À unabḧangigvonderOrtsvariablex oderz ist.

Die analytischeBerechnungvon Im � q� mit Hilfe einerRekursionliefert:

Im � q��¢ 1� 2πm2
0 � 2q

2q

∑
l Á 0

Cl
2q � 2m2

0 � l Il
mit

Il ¢ ¹½½½º ½½½» 4π2 für l ¢ 0

0 für l ¢ 1

2π2

2l û 1 ∑ Ñ ∞
k1 Á�ª ∞ ù k1 �Á 0

1
k2

1 Ñ m2
0
¯_¯�¯_¯ ∑ Ñ ∞

kl û 1 Á�ª ∞ ù kl û 1 �Á 0
1

k2
l û 1 Ñ m2

0

1© k1 Ñ�Â&Â&Â&Â Ñ kl û 1 « 2 Ñ m2
0

für l Ä 2
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C. Bestimmung von m0 und b im Fall p ¢ 2

Somithatmanalsodie Varianz � Ð H1 Ò 2 À auf einemit m0 parametrisierteFunktionvon den

Autokorrelationen: � p2 À ¢d� q2 À ¢ 1
2π

Ñ ∞

∑
kÁ�ª ∞

1

k2 £ m2
0

unddenKorrelationen: � p � x� p � z� À ¢ 1
2π

Ñ ∞

∑
k Á�ª ∞

eik © x ª z«
k2 £ m2

0

¯
DieseFunktionkannbez̈uglich m0 minimiert werden;darausergibt sich der “optimale Wert”

m0 ¢ 1 ¯ 016.

Darausfolgt für b:� H1 � q   p� À ¢ 0 ¢ � § 2π

0
�ÎÐ � q2 £ p2 � 2 £ m2

0 � q2 £ p2 �J¤ bÒ À dx ¢ 0  
b ¢ 1

2π § 2π

0
Ð 2 � q4 Ài£ 2 � q2 À 2 £ m2

0 � 2 � q2 À � Ò  � q4 À wird mit demWick’schenTheoremumgeschrieben,esfolgt:

b ¢ 1
2π § 2π

0
Ð 8 � q2 À 2 £ 2m2

0 � q2 À Ò  
undschließlich:

b ¢NÐ 8 � q2 À 2 £ 2m2
0 � q2 À Ò  

Mit m0 ¢ 1 ¯ 016folgt alsob µ 2 ¯ 907.
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letztenJahre.

Herrn Prof. Dr. A. Pukhov sprecheich meinenDankfür die ÜbernahmedesKoreferatsaus.
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MarcusNeuer, AndreasWingen,Götz Lehmannund Kolja Kauderbedanke ich mich für die

sehrguteundfreundlicheArbeitsstimmungunddie sẗandigeBereitschaftzuhelfen.
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