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1. Einleitung

In dieserArbeit werdenMethodenuntersuchtdie zur Reduktionund optimalenVoraussage
derDynamikin komplexenSystemerbenutztwerdenkonnen.UnsereMotivationist die Tatsa-
che,daliein komplexesnichtlinearesSystemin der Regel nie exakt beschriebenverdenkann.
Zunachstist einesinnvolle ModellbildunggefordertaberauchvereinfichteModelle sindmeist
nochnicht exakt ldsbar Dannsind angemessenmathematisch&aherungererforderlich.Oft
werdenals Modell fur physikalischeVorgangeund unter gewissenVoraussetzungeg8ysteme
partiellerDifferentialgleichungeangesetziDiesepartiellenDifferentialgleichungesinddann
die Bewegungsgleichungederfur dasModell ausg&ahltenVariablen Unter“k ollektivenKo-
ordinaten”verstehtman ausgesuchtéreiheitsgradeauf die dasunendlich-dimensional8y-
stem“reduziert” wird undvon denemmanhofft, dal3siefur die DynamikdesSystemdie rele-
vantensindundseinezeitlicheEntwicklungrichtig beschreibenlenachdynamische6ituation
bietensich verschiedendoglichkeitenan, dieseKoordinatenund dasSystemder relevanten
Differentialgleichungezu bestimmenHier wird auf die detaillierte Darstellungvon Plasch-
ko und Brod verwiesen42]. Entscheidendlabeiist einerseitgdie Festlggungder Anzahlder
relevantenKoordinatend. h. die Dimensiondesdarausfolgendenund zu |6senderSystems
von DifferentialgleichungenmAndererseitsst die Fragenachder eventuellenBeriicksichtigung
der nicht als relevant eingestufterreiheitsgraderon grofieminteresseinwiefern kannderen
Einfluf3 auf die kollektiven Koordinatenin Form von gekoppeltenTermenin den Differenti-
algleichungermiteinbezogerwerden?Ein verniinftiger Ansatzdabeiist die Mittelung dieses
EinfluBestuibereinegroReZahl moglicherKonfigurationenDies ermbglicht die Bildung eines
in demSinne“universellen’Kopplungstermgwischenun- und bericksichtigtenKoordinaten,
dalRernichtvonspezifischenfangsbedingungeasblangt.Die Art derMittelung- obarithme-
tischodervon einergegebenersystemspezifischeBtatistikbestimmt- hangtvom betrachteten

Problemah
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1.1. Gleichgewic htsnahe Dynamik

In unmittelbareNaheeinesGleichgavichtszustandgibt eineLinearisierungersteAufschiisse.
Die Zeitentwicklungeinesautonomerphysikalischersystemseidurchdie folgendeDifferen-
tialgleichunggegeben:

x =f(x), x,FeR" (1.1)

Betrachtetmandie n KomponenterdesVektorsx, hat manein Systemvon n partiellenDif-
ferentialgleichungeriixpunkte,auchGleichgavichtszusaindegenanntsind durchdie Bedin-
gungf(x) = 0 gegeben.DerenStabilitat wird mit der Methodeder Linearisierunguntersucht

[42]. Einebetrachtetdleine StbrungdesFixpunktesfiihrt dannauf dasEigenwertproblem
(‘JE —ol )e: 0,

wobei o der Eigenwertund e der Eigervektor ist. J ist die Jacobi-Matrixdes Systemg(1.1)
undJg die Jacobi-Matrixander Stelle = 0. Hier wurdeo. B. d. A. angenommerg = 0O sei
Fixpunkt. Die LosungdiesesEigenwertproblemsihrt auf eine Klassifikationder verschiede-
nen FixpunktenachderenEigenwertenDas Verhaltenund die Strukturvon Losungenn der
Nahevon Fixpunkten,denenkeine rein imagiraren Eigenwerteentsprechenkonnenanhand
desTheoremsson Hartman-Grobmanntersuchtverden[42, 30]. DassogenanntéStabilitats-
theorem”beweist die asymptotischestabilitat bei Senlen und Knoten,derenEigenwertealle
negative RealteilebesitzenTretenabersogenannteentraleEigenwerte([Jo = 0) auf, verliert
die LinearisierungsmethodedochanAussagekraftDannkannfir kleine(lokale Theorie)aber
endlicheAbweichungenvom Gleichgeavicht die Theorieder Zentrumsmannigfitigkeit heran-
gezogemwerden Diesegehtvon einerVersklaszungder stabilenModenaus.

Im folgendenwird dasVorgehenexemplifiziert[42]. Nehmenwir an,daf3f ein C'-Diffeomor-
phismusist. Mit Hilfe derLinearisierungsmethodeerdender stabile,bzw. instabileund zen-
trale Eigenraumbestimmt.Es existierennun entsprechendtabile,bzw. instabile Mannigfal-
tigkeitenin Form von C'-Diffeomorphismenind einezentraleMannigfaltigkeit in Form eines

C'-1-Diffeomorphismusglie durch denFixpunkt gehenund tangentialzu demjeweiligen Ei-
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genraumliegen[30]. Vorausgesetawird jetzt, der instabile Eigenraumder den Eigenwerten
mit positvenRealteilenentsprichtseileer DasTheorenmderzentralerMannigfaltigkeit besagt

nun,daflldasProblem(1.1) sichauf die folgendeForm bringenlafit

u = Au+F(u,v) (1.2)
v = Bv+G(uVv) (1.3)

Dabeiist (u,v) = (0,0) Fixpunkt. Die Amplitudenuy, ..., u, undvs,..., vy entsprechedenn
linear maginalenund m linear stabilenModen|[(uy, ...,uUy) =: U, (V1,...,Vm) := V]. Demnach
verschwinderdie Realteileder Eigenwerteder Matrix A; die Realteileder Eigenwertevon Ma-
trix B sind negativ. NichtlineareBeitragewerdendurchN(u,v), M(u,v) € C" auf denrechten
Seitenvon (1.2) und (1.3) repiasentiertEs sei E¢ der n-dimensionaldverallgemeinerteoge-
nannte‘zentrale” Eigenraunmvon A und E® der mdimensionaldgverallgemeinerteyogenannte
“stabile” Eigenraunvon B. F und G sindC'-DiffeomorphismenDie zentraleMannigfaltigkeit

M¢ kannlokal durchdie Funktion
M® = {(u,v) € R"lv=h(u)}, mit h(0) = 0 undJ,(h(u))|y=0=10 (1.4)

beschrieberverden.

Setztman(1.4)in (1.2) und(1.3)ein,soerkalt man
U= Au+F(u,h(u)) (1.5)

unddann
J(h(u)) [Au+ F (u,h(u))] = Bh(u) + G(u, h(u)) (1.6)

Dieseletzte Gleichungist einenichtlinearepartielle Differentialgleichungur Berechnungler
Funktionh(u), fur derenLdsungeinePotenzreih@ngesetziverdenkann.DasfolgendeTheo-

remdricktdie BedeutunglerReduzierungiberdie Zentrumsmannigfitigkeitstheorig11] aus:

ExistierteineUmgebungU € von(u,v) = (0,0) aufM¢, sodaRjedeTrajektorig die

in U¢ anfangt,U°¢ audh nie verlafit, dannexistiert eine UmgebungU von (u,v) =
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(0,0) in 0" x O™, sodafjedeTrajektorig diein U anfangt,gegeneineTrajektorie

aufder Zentrumsmannigfaltight konvemiert.

Zur Diskussionder Dynamik reicht dahereine Untersuchung/on (1.5) aus,inshesonderem
dasasymptotisch&erhaltervon (1.2) und (1.3) herauszufinderDie FunktionF (u, h(u)) muf3
bis zu einer“relevanten”Ordnungentwickelt werden.Normalformenergebensichz.B. in drit-
ter Ordnung[42].

Verallgemeinerungewon (1.2) und (1.3) sind in zwei Richtungenmoglich: Einmal kanndas
endliche SystemParameterenthalten;zum anderenkann das Systemunendlich-dimensional

werden.m Falle von zusatzlichenParameterrerweiternwir zu

u = AAU+F(u,VvA), (1.7)
v = B(A)V+G(u,v,A), (1.8)
A = 0, (1.9)

wobei A = (A1,...,Ap) p Parameterreptasentiert.Die Zentrumsmannigfitigkeit wird dann
(n+ p)-dimensionalMan sprichtanstellevon einemFixpunktvon einem“Bifurkationspunkt”,
der fir den BifurkationsparameteA = A vom physikalischerSystemerreichtwird. In die-
semFalle sichernbestimmterheoremedie Kornvergenzder Storungsrechnun derNahedes
Einsatzspunkteder Instabilitat [3]; somitist fur ein kleinesGebietdesParameterraumedie
Langzeitdynamik/on der Zentrumsmannigfitigkeitstheorigichtig wiedegegebenDie Unter
suchungdesVerhaltenseinesidealenzylindrisch eingeschlosseneRlasmasn der Nahedes
Einsatzpunktesler resistven Austausch-Instabilit kannmit diesemVerfahrenunternommen
werden[5].
Unendlich-dimensional8ysteme&annmanbeispielsweisaacheinerDiskretisierungaufendlich-

dimensionaleurickfiihren.
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1.2. Gleic hgewic htsf erne(re) Dynamik

Entferntmansichweitervom Gleichgavicht, steherbislang(abgesehemon numerischever
fahren)keinesystematischeMethoderzur Verfugung.

Bedenkimandie Tatsachedaleinnicht-autonomeSystenderDimensionp aufeinautonomes
SystemderDimensionp—+ 1 zuriickgefihrt werdenkann,gehtesalsodarum,ein Systemparti-
eller DifferentialgleichungederForm (1.1) zulosen.Dasnahliegendsteverfahrenzur Losung
einessolchenSystemderuhtauffiniten DifferenzenallerdingserforderteseinesehrlangeRe-
chenzeitSogenannté Reduktionserfahren”bietengegeniberdieserdirektenintegrationdes
SystemgyewisseVorteile.

Prinzipiell werdenschwerpunktraf3ig

e kollektive Koordinaten
e endlicheBasissysteme

— GalerkinApproximation
— KarhunenLoeve Moden

— WaveletBasis

eingesetztDiesgeschiehtneistad hoc

SolcheineReduktiorvon SystemerpartiellerDifferentialgleichungeaufniedrig-dimensionale
SystemeyewvohnlichemDifferentialgleichungebestehtneistensn einerEntwicklungderLdsung
nacheinembestimmterausgesuchteRunktionensat¢gModen)undin demAbschneiderdieser
EntwicklungnachendlichvielenModen[24].

Die gesuchtd.osungwird alsunendlicheSummeliberalle Modenins Ausgangssysteringe-
setztundnacheinerProjektionauf denSatzderadjungierteriModenbekommtmanein aquiva-

lentesSystenmunendlichvielergewodhnlicherDifferentialgleichungefiir die zeitlicheEntwick-
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lung der AmplitudenderModen.

Die Galerkin-Approximatiorbestehtdanndarin, ausdieserunendlichenMiengedie Galerkin-
basis,d. h. endlichviele Modenauszuzeichneand alle anderergleich Null zu setzenMeist
bietensichalsunmittelbarzuganglicheModendie EigenmoderdeslinearenOperatorglesSy-
stemsan.Die BeschreibngdesSystemswird alsoauf dieselinearenModenund derenWech-
selwirkungbeschénkt;ausdieserTatsachdolgt, daf3die Dynamikvon Systemenbeidenenm
nichtlinearerBereichviele Modenrelevantsind,von einemGalerkin-\erfahrenwahrscheinlich
nicht zufriedenstellenaviedegegebenwird [3].

Handeltessichbei denausgesuchteModenum FourierModen,hatmandenSpezialéll einer

abgeschnittene8pektraldarstellung.

Der Schlusselpunkin der Methodeist alsodasAussucherder fur die zeitliche Dynamik des
Systemsrelevanten”Moden.Diesentsprichtderphysikalischerrragestellungn welchenMo-
densich die meisteEnegie desSystemskonzentriertJegroRerdie Galerkinbasisdestoeher
konvergiertdie Losungdesso gevonnenerendlich-dimensionaleBystems/on gevodhnlichen
Differentialgleichungegegendie tatsachlichephysikalischd. 6sung,aberdestohdherist auch
der Rechenaufand.Deswegeneignensich Systemedie grundsitzlich durchviele Eigenmo-
densimuliertwerdenmissen(cf. Problemderhydrodynamischefiurbulenz,beiderderganze
Inertialbereichiiber viele GroRRordnungervon Wellenlangen,d. h. tiberviele FourierModen
modelliertwird), wenigerfur diesesverfahren.

Die Gute einergegebenerGalerkin-Basikanndurch ein sogenanntedynamische$Siebe”-

Verfahrenbestimmtwerden[3].

Die Karhunen-Loge-Methode auch“proper orthogonaldecomposition’genanntjst ein Ver-
fahren,mit demsystematisclnachdem optimalenSatzvon Ansatzmoderfir eine Galerkin-

Projektiongesuchtwird [24, 46]. Wegen der grol3ennotigen Rechnerkapaztenwurde die



Gleichgewichtsferne(re) Dynamik

Methode,wenn auchfriiher bekannt,erstseit relatv kurzer Zeit auf konkretephysikalische
Problemeangevandt, darunterauf die Modellierungund SimulationdessogenanntefiL-H-
Ubelgangs”im Tokamak[6], woraufwir im letztenTeil dieserArbeit zuriickkommenwerden.
Fur eineDarstellungdesVerfahrenswird auf die Arbeit von Eickermann[24] verwiesenKurz
kannmansagendal3derwesentlicheSchritt der Methodein der Bestimmungder Eigenwerte
und EigervektoreneinerreellensymmetrischemMatrix bestehtMathematischst abgesichert,
dalRdie Karhunen-Loge-Modendie optimaleBasisfir eine Galerkin-Approximatiorbilden
undzwarfur denParametersatZjir densieausdernumerischeisimulationgevonnenwurden.
In derPraxisist die Methodealsonur sinnvoll anwendbamwennmandavon ausgehekann,dald
sich die gleichenFunktionenauchbei einemandererParametersatals Entwicklungsfunktio-
neneignen.Allerdings gibt eshier wie auchim Falle desGalerkin-\erfahrenskein Kriterium,
mit demsichabsclatzenlaldt,wieviele Modennotig sind,um die DynamikdesSystemsichtig

zu approximierenDiesist einegrol3eEinschiankungdieserbeidenMethoden.

Sogenannt8/Vavelets”schliel3lichentsprechedemWunschnacheinerkombiniertenZeit- und
Frequenzbeschraibg. Sie konnenahnlichwie bei Galerkin-und Karhunen-Loge-\erfahren
als Basisfunktionerzur Diskretisierungvon partiellenDifferentialgleichungebenutztund als
eine Erweiterungder FourierAnalysisangesehemerden[39]. Die Untersuchunginesphy-
sikalischenProblemsamittels Waveletsbietetabergegeriibereiner EntwicklungnachFourier
ModendenVorteil, dal3sie nicht-statiorireProzessdessebeschreibetkann,derenphysikali-
scheBedeutundzeitlich begrenzteUbegange Anlaufphasewon Signalengtc.)oft wichtig ist.
Mit anderenNortengehtim Vermleich zu der FourierAnalysebei der Wavelets-Beschreiling
die Informationtiberdie zeitlicheLokalisierungeinerbestimmteriFrequenzangungnichtver
loren.ZudembesitzerFourierAnalysenfolgendeNachteile:beziglich Storungensindsie sehr
instabil, die Addition eineszusatzlichenTermskleiner Amplitude zu einerlinearenSuperpo-
nierungvon Sinuswellenwird dasgesamteSignal kaum verandern,dessenFourierspektrum

abersehr[1]; bei Unstetigleiten einesSignalskornvemiert seineFourierReihe schlechtund
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denFourierKoeffizientenist nicht anzusehenyo sich die Sprungstellebefindet[9]. Deshalb
wurdedie Wavelets-Beschreilng als eine unterverschiedenesogenanntefiZeit-Frequenz’-
Darstellungenentwickelt, denendie “gefensterte”’FourierTransformationauch gelort. Die

Wavelet-Modenkann man also als Filter auffassendie von einer sovohl im Raum (oderin

der Zeit) wie auchin der Frequendokal begrenztenFunktiondamgestelltwerden.DieselLoka-

lisierungkannals“maf3geschneidertih demSinnebezeichnetverden,dal3kurzlebigeDetails
derLosungwie SprungstellelmderausgepiigteSpitzengenauokalisierbarsind,wahrendang-
zeitlicheEigenschaftematugengf3in kleineremMalistabsprichwenigergenauokalisiertbe-
schrieberwerden9]. In derPraxismufRzuersteinsogenannte$Viutter’-Waveletin Formeiner
Funktionx — (x) gewahlt werden.Die zur Analysevon Signalenf verwendeterdilatierten

undverschobeneKopiendesMutter-Waveletssind danndie Funktionen 9]

1 t—b
l.IJa’b: R—)C, t'—)Wq.KT)

aundb sinddabeirespektve der Skalen-undderVerschiebingsparametebie Wavelet-Trans-

formierteW f (a, b) desSignalsf (x) ist danndurch

f(x)HWf(a,b):/Zm(x)f(x)dx

gegeben.Analog zu der Fourier Transformatiorsprichtmanvon kontinuierlichenund diskre-
ten Wavelet-TransformationenauchkanndasuntersuchteSignalwie bei der FourierSynthese
als Linearkombinationder Waveletbasisfunktionedagestellt,bzw. zurickgevonnenwerden.
Allerdings sind dabeidie Basisfunktionemicht mehrandauernd®szillationen sondernphy-
sikalischeinfachernachwllziehbarezeitlich lokalisierteFunktionen[39]. Als besondereY¥or-
teil der Wavelet-Methodemul die Tatsacheerwahntwerden,dal3 sie im Gegensatzzur “ge-
fensterten’FourierTransformationdie von konstanteBandbreitast, mit konstanterelativer
Bandbreitearbeitet,deshallbei grolienFrequenzend. h. bei kleinenSkalen,sehreffizient ist,
weshalbsie zur Untersuchungon Singularititenin physikalischerSignalenbesondergieeig-
netist [1]. Interessantst auRerdendie gute numerischeStabilitat der Methode,die ausdem

lokalenCharakterfolgt. DieseMethodeeignetsich alsozur Beschreilnng von physikalischen
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Problemengie durchzeitlich lokalisierteVeranderungemrharakterisiersind. Als typischeAn-

wendungsbeispielbietensich turbulente Systemean, derenEigenschafterauf einer kurzen
Zeitskalavariieren,bzw. dissipatve Systemegda die WaveletsdenrealenabklingenderAnre-

gungereherentsprechefB9]. DabeibieteteineWavelet-Analysidokal einelineareZerlegung
in relevanteModen, vorausgesetztie Nichtlinearitt des Systemsist nicht zu grol3. Weitere
Details und insbesonderendgliche Anwendungerauf die UntersuchunglesL-H-Ubegangs
in toroidaleingeschlossendPlasmenaufdenwir im letztenTeil dieserArbeit zurickkommen

werden sindin [39] nachzulesen.

1.3. “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung

MangelndenumerischeAuflosungsomt oft dafur, daRdie Zeitentwicklungeinesdynamischen
Systemsn geschlossendform nicht moglichist. Diesist insbesonderderFall, wennin kom-
plexen Systememur ein paarvon vielen Freiheitsgradebericksichtigtwerdenkdnnen.Dies
kann verschiedené&rinde haben:entwederzwingt die eingeschiinkte Kapazitt der zur Si-
mulation eingesetzterfComputey die vielen Freiheitsgradeuf ein paar wie man hofft “aus-
schlaggebendezu reduzierenpderessind nur die Anfangsbedingungeeain paarkollektiver
Variablenbekanntauchwennim Prinzipalle Freiheitsgradeuganglichwaren[19].

Die “Optimal Prediction”MethodeversuchtdiesenMangelan Auflosungin dernumerischen
Simulationder dynamischerzeitentwicklungdurchdie Ausnutzungeiner statistischerinfor-
mationuberdasSystemauszugleichen.

DieseMethodewurdein verschiedeneArbeitenvon Chorin, Kupferman Kastund Levy ent-
wickelt[16, 18, 17].

Zuerstwird dasPrinzipderMethodein AnlehnunganeineArbeit von Chorinetal. erlautert,in
derdieseMethodeauf Hamiltonschepartielle Differentialgleichungeangevandtwird [19].

Untersuchtird ein gegebene£auchy-Problem:

U = R(Xa U, Uy, Uxx, * * )
U(X, O) = UO(X)

(1.10)
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fur eine Funktionu(x) in einem p-dimensionalerRaum.Dabeiist R(X, U, U, Uxx, - - -) eineim
allgemeinemichtlineareFunktionvon u = u(x,t) undseinenRaumableitungen.

Wir nehmenan, dawir nichtin derLagesind, dasProblemin geschlossendform zu losen,
entwedemangelsausreichenddRechnerkapaziten,oderweil mansichaufbestimmteEigen-
schafterder Losungbeschanken mochteundsiedafur nichtin allen Detailskennenbraucht.
Vorausgesetzavird zusatzlich,dalReinebestimmtestatistischénformationiiberdasSystenmbe-
kanntist, beispielsweisen der Form einesexplizit gegebenenvial’esu (sogenanntesprior
measue’ beiChorinetal.). Esist unsalsomoglich, einenSatzvon vielen Anfangsdateitypi-
scheGroRenordnungl®? — 10°%) zu produzierengie einerbestimmterStatistikgehorchenlhr
Mittelwert zur Zeit t = 0 ist unmittelbarbekanntGesuchwird jetzt derenMittelwert zu einer
weiterenZeitt > 0. Prinzipiellfolgt er ausderMittelung dereinzelnintegriertenAnfangswerte
desurspiinglichenEnsemblesDennochist dieselntegrationin der Praxiszu aufwendigund
dahernicht durchfuhrbar Wie kanndie statistisché/erteilung,der der Satzder Anfangsdaten
zur Zeit t = 0 aberweiterhin zu einer spaterenZeit t > 0 gehorcht,genutztwerden,um den

Mittelwert < u > fur jedeZeitt > 0 zufinden?

Die Anfangsdatenverdengemal3einerWahrscheinlichkitswverteilungbestimmt,die durchdas
invarianteMal3 p gegebenist. “Invariant” bedeutetiabei,dallwennmaneinenbestimmterSatz
von Anfangsdatergemald den Bewegungsgleichungemtegriert, dannerfullen fur t > 0 die

Datendie gleicheVerteilung.Im Falle einesHamiltonscherSystemdietetsichdaskanonische

Maf3an;die entsprechend@/ahrscheinlichkitsdichteist gegebendurch:

Dabeiist T die Temperatuundbestimmtdie VarianzderDichte.Im folgenderwird hierT = 1
gesetztDer Einflul3 von verschiedenelVertenvon T auf die Aussagekraftier “Optimal Pre-
diction” Methodewurdebereitsuntersuch{19].

Vorausgesetaeizur Zeitt = 0 einbestimmteiSatzvon sogenanntetk ollektivenKoordinaten”

10
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Vy bekanntdie gegebersinddurch:

Ve = (Ga:) = [ Ga(X)u(x,0)cx (1.11)
Dabei kann man die Funktioneng, als “Filter” auffassen.Werden beispielsweiseyy(x) =
O(X — Xq) ausgvahlt, dannsind die V die von der Funktion u(x) an den Stellenxy ange-
nommenenVerte.
Entscheidendabeiist derfolgendePunkt:mansetztvoraus dafRim PrinzipdasSystemwohlin
geschlossendtorm gelostwerdenkonnte,d. h. daf3alle Datenim Prinzipzuganglichsind.Dies
bedeutetdalimanfreie Wahl der kollektiven Koordinaterhat. In der Praxisbestehteinerder
HauptschrittelerMethodealsodarin,die fur daszu untersuchendBroblemambestergeeigne-
tengq zufinden.Insofernwird der Anwendungsbereictier Methodeaberaucheingeschinkt:
wenna priori nur bestimmtekollektive Koordinaterzuganglichsind, wie eszum Beispielin
geophysikalischeAnwendungerder Fall ist [19], dannmulRdasRisiko eingggangenwerden,
daRRdiesenicht unbedingtallein ausschlaggeberfdr die weiteredynamischeentwicklungdes
Systemssind; die “Optimal Prediction’Methodewirdedannan Aussagekrafterlieren.
Die Auswahl der “richtigen” Filterfunktionenund damit der kollektiven Koordinatenist al-
so ein wichtigesKriterium fur den Erfolg der Methode.Wenn aulRerdendie Anzahl und die
AuswahlderkollektivenKoordinatendie notig sind,umunsere_dsungausreichendu charak-
terisierenin der Zeit veranderlichsind, dannhat dasfir denErfolg der “Optimal Prediction”
MethodeerheblicheKonsequenzerdie am BeispieldesKollapsesm Falle der nichtlinearen

SchidingerGleichungweiteruntenerortertwerden.

WarenurderAnfangssat£l.11)vonkollektivenKoordinaterbekanntundwirdemanvonder
statistischeVerteilungkeinenGebrauchmachengdannware manauf tibliche Regressionsme-
thodenangeviesen41]: dabeiwird Uiberalle moglichenLdsungergemittelt,die derinvarianten
Wahrscheinlichkitswerteilunggehorchenyundgleichzeitigdie Bedingung(1.11) zur Zeitt = 0

erfullen. DieseMittelung erfolgt fur jedenx; daraudolgt der Mittelwert

V() = E[u(x)[Va,---, W],
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Einleitung

d. h. derErwartungswerterFunktionu(x), seiendie Vy, - - -,V zur Zeitt = 0 bekannt.

DasinvarianteMal3 u kannaberbenutztwerden,wennmanbedenktdalResauf denRaumder
Funktionenu, die die Anfangsbedingungeerfullen, ein sogenannte%edingtes’Mal3 p, in-
duziert,dasabernicht mehrinvariantist. Fur t > 0 sinddie Losungeru(x,t) von (1.10)durch

dasMal py (t) bedingt,dabeisindim allgemeinen/y(t) # Vi (0) undgq (X,t) # da (X, 0).

Die Grundideeader“Optimal Prediction’Methodekannin derfolgendenGleichungausgedickt

werden:
W(t) = W(t)7
d. h. dasbedingteMalpy, (t) zur Zeitt wird approximiertdurchdasinvarianteMal3,bedingtzur

Zeitt durcheinenSatzvon neuenrkollektivenKoordinaten

Va(t) = (ga(V):u(®) = [ galx u(xt)dx. (1.12)

Dabeiwerdenim allgemeinerfall die g4 (x,t) vondenFiltern zur Zeitt = O verschiedersein.
DerenAnzahlund die affine Form der somit bestimmterkollektiven Koordinatensollenaber
gleichbleiben.

Wie funktioniert alsodie “Optimal Prediction”Methode?Die Zeitentwicklungdesbedingten
MalResy, kannmit Hilfe der Bewegungsgleichungl.10)fur die Zeitt — (t + At) bestimmt
werden.Dal3nureininfinitesimalerZeitschrittmoglichist, ruhrtdahey dal3fur groRereSchritte
dasbedingteMal} nicht mehrduch dasinvariantebedingtdurch die anfanglichenkollektiven

Koordinaterausgedickt werdenkann.Dieskannmanformal schreiberals:
t— t+ AL My (1) — pv (t+At)

Gleichzeitigwird versuchtfur die Zeitt + At neuepassendaffine Bedingungerzu finden,die

ausgehengilom invariantenu dasgleichebedingteMali liefern:

t — t+AL, U (UberneueKonditionergy UundVa) — My (t4at)

12



“Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung

Das Grundprinzipder “Optimal Prediction” Methodebestehtdarin, diesezwei auf verschie-
denenWegenbestimmterMalRegleichzustellensomit erhalt man Bewegungsgleichungefiir

die Bedingungeny. In der PraxisgelangtmandazuiibereineMomentengleichungylomente
desbedingtenMal3eszur Zeit t 4+ At, die UberRegressiornvon denaltenMomentenzur Zeit t

gerechnetverdenwerdendenMomentengdie vominvarianterMal bedingtdurchneuekollek-

tive Koordinaterheriiihren,gleichgesetzt.

Wir beschanken unsim folgendenauf die Berechnungron Momentenl. Ordnung;wie das
Verfahrenbei MomentenhdhererOrdnungaussehemviirde,wurdevon Chorin et al. erlautert
[19].

Wir gehenzuerstdavon aus,wie in [19], daR N kollektive KoordinatenVy durch die inne-
ren Produkte(gq,U) gegebensind. Wir betrachtemur den 1. Moment, also den Mittelwert
< (Qa, U) >v= (gq, < U >y ). Gleichzeitigwird alseinzigerParametepro BedingungderWert
Vq modifiziert.

EsmulRgelten:

%va =< (9o, ) >v=< (gu, R(U)) >v= (gu, < R(U) >v)

Die Gleichungalso,die der“Optimal Prediction”"Methodezugrundeligt, ist folgende:

%Va=(ga,< R(u)>v), a=1,---,N (1.13)

Dieseskannhier auchwiederals der ErwartungswertlesinnerenProduktes/on gy undu bei

gegebenerkollektivenVariablenVy aufgefl3twerden:

d
avcx - E[(gCh R(U))|V]_, T '7VN]7 a= 17' : 'aN

Man ersetztalsodie Funktionu(t) durchihrenbedingterMittelwert < u >, seiendie kollek-
tivenKoordinaterVy (0) gegeben.

Wenndie Vy zur Zeitt bekanntsind, dannkannmanmittels einerRegressionnachdemoben
schonerwahntenVerfahren denMittelwertfir jedenx finden.Dabeiist die Wahl von unterein-

anderorthogonalerKernfunktionervon Vorteil, da sie die Anzahl der nichtverschwindenden
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Termein derEntwicklungreduzierf19].

Falls aberdie zeitliche Entwicklung, die von der Bewegungsgleichung1.10) heriihrt, eine
ergodischebeziglich desinvariantenMal3esist, gehtasymptotischdasbedingteMali in das
invarianteliberundder Einflul3 der Anfangsbedingungemnd der kollektiven Koordinaterver
schwindet{19]. Esist alsozu erwarten,dal3die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”nur fur
kurze Zeitengute Ergebnissdiefert; diesstehtim Einklangmit der Tatsachedal3bei der Be-
rechnungder bedingtenErwartungswertdiir diesekurzenZeitenthermischesleichgevicht

derunaufgebstenSkalenvorausgesetaverdenkann[12].

Untersuchtwurde schon,wann dasebengeschildertéVerfahrenerfolgs\ersprechendast [19]:
dabeispieltdie Auswahl derKernfunktionergy einegrof3eRolle. Ist dasAnfangswertproblem
tatsachlich ein lineares,sprich die Bewegungsgleichungst durchu; = L(u) gegeben,wobei
L ein linearerOperatorist, dannsind die Gleichungen(1.13) exakt und keine Approximation
meht sobalddie g4 EigenfunktionerdesadjungierterOperatord.T. Diesist weiterhinderFall,
wenndervon deng, aufgespannt®aumunteru + LT = 0 invariantist. Die “Optimal Pre-
diction” wird alsodanngute Ergebnissdiefern, wenndie g, einenRaumaufspannenderfast
invariantunterdemvon LT induzierterFluRist [31].

Eine ahnliche Aussagekann man bei nichtlinearenProblementreffen: sei der von den gy
aufgespannt®aumder “aufgeloste” Teil unsererLosung,dannliefert die “Optimal Predic-
tion” Methode0. Ordnungeinegute Approximationfirr die zeitliche EntwicklungdiesesTeils
der Losung,die denEinflu3 der nicht-aufgebstenFreiheitsgradderiicksichtigt,solangekein
wesentlichefEnegie- und Informationsaustausciwischendem aufgebstenund dem unauf-
gelostenTeil der Losungstattfindet[19, 40, 54]. Findetdieserdoch statt,dannsind a priori

zusitzlichesogenanntémemory”-Termenotig [13, 14, 15].

Auf demGebietderReduktionvonkomplexenSystemerpartiellerDifferentialgleichungesind
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“Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung

schonahnlicheAnsatzeverfolgt worden.Immer ging esdabeidarum,den Einfluf3 der nicht-
aufgebstenFreiheitsgradauf die Dynamik deraufgebstenFreiheitsgradeu bericksichtigen.
Bei physikalischenProzessenderendynamischeGleichungenLosungenhenorbringen,die
sich Uberweite Langen-und Zeitskalenerstreclken, und bei denenempirischeBeobachtungen
eine Skaleniwarianzerwiesenhaben,sobaldsich ein bestimmterParametereinemkritischen
Wert nahert,kann dieseFraktalitit dazuausgenutztverden,iiber sogenanntéfraktale Inter-
polation” fur kleine Skalenein skalenivariantesFeld zu konstruierendessertinflul? auf die
grof3en,aufgebstenSkalendannanalytischuntersuchtwird [45]. DiesesVerfahrenwurde an
der “forced” Burgers-Gleichunguntersucht,der Vorteil dieserMethodeliegt darin, dal3 das
kleinskaligeinvarianteFeld nicht explizit bekanntseinmuf3,dadie “fraktale Interpolation”es
ermdglicht,seinerkinfluBaufdie groRerSkalendirektzuuntersucherDie kleinenSkalensind
danndenaufgebstenuntegeordneund“versklait”, die soerzeugteSimulationbericksichtigt
diesekleinskaligenFluktuationen.

Eine stochastischénwort auf dasProblemwurdevon Vaillant angefihrt: damitwurdenuber
einestochastisch@eilchenmethodstatistisché. 0sungereinerMcK ean-Vlaso-Gleichungmit
zufalliger Anfangsbedingungerechnetwobeidie Wichtungsloeffizientenaus“nonpamametric
estimatos’ einerRegressionsfunktiofolgen.Die KonvergenzdieseiMethodein Abhangigleit
derAnzahldersimuliertenTeilchenunddesZeitdiskretisierungsschrittsurdeuntersuch{49].
Die “Optimal Prediction’Methode wennsieaufein HamiltonscheSystemangavandtwird, ist
auchmit densogenanntefiRenormierungsmethodenverwandt,die die DimensioneinesSy-
stemsreduzierenjndemtiberungeavollte Skalenintegriert wird [34, 10, 43]. Der vollstandige
HamiltoniandesSystemstehtnamlichim gleichenVerhaltniszumHamiltoniandesreduzierten
Systemswie der Hamiltonianzu seinerrenomierteri-orm in Renormierungsgruppentransfor
mationenDiesesmachtmansichzunutze jndemmaneine“kleinzellige” Monte-CarloMetho-
de der Renormierungsgruppeur rekursven Berechnungler bedingtenErwartungswertesin-
setzt[12]. DieswurdeandemFall einerAnordnungvon Ising-Spinsgepiift, bei derdie stren-

geWechselirkung ohneSkalenseparatiofvorsichtige’Methodender Reduzierungerfordert.
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DastypischeAnwendungsgebietolcherRenormierungsmethodest die Simulationturbulen-
ter Sttome;dasAusintggrierenderungevollten Freiheitsgradest dabeiwegendernichtlinearen
Skaleninterferennichttrivial [33]. DennochkonntennichtlokaleTheorienentwickelt werden,
bei denenkeineVoraussetzungberdie statistischeVerteilungder kleinenSkalena priori ge-
machtwerdenmuf3[33].

SchlielZlichweist die “Optimal Prediction” Methodegewisse Parallelenmit dem Feynman-
Kleinert-NaherungsansateeiderapproximatvenBerechnungon Pfadintegralenauf[37, 2§].
Dabeiwird an StelledestatsachlichenPotentialsein effektives,klassiches?otentialbestimmt,
daseineoptimaleMajorantefur dasexaktedarstellt.Darausfolgt eineeffektive Zustandssum-
me; die physikalischerErwartungswertaverdendannmit Hilfe dieserApproximationenaus-
gerechnetDie BestimmungleseffektivenPotentialdst dasPendantzur weiteruntenbeschrie-
benerPartition desHamiltoniansdesphysikalischerSystemsdie bei der“*Optimal Prediction”
Methodedie besteGaul3schépproximationfiir denexaktenHamiltonianliefert. Allerdingsist
im Unterschiedzum Feynman-Kleinert-Ansatzjera priori nur denHamiltoniandesSystems
bericksichtigt,ein wichtiger Punktder “Optimal Prediction” Methodedie Einbeziehungdes

EinfluBesderanfangsbekannterkollektivenKoordinaten.

1.4. Ziel der Arbeit

In dieserArbeit wird die Anwendbarleit der ebenprasentierterfOptimal Prediction” Me-
thodeauf verschiedensvichtige physikalischePranomeneuntersuchtdie beispielsweis@us
GrundeneingeschiinkterRechnerkapaztenkeine geschlossenBeschreiling zulassenins-
besonderalie Gute der Methodesoll mit derjenigenanderergangigerReduktionserfahren
verglichenwerden,wobeiim wesentlicherdie Galerkin-Approximationdie Benutzungeiner
Karhunen-Loge-Basisund die Zentrumsmannigfitigkeitsreduktionn Betrachtgezogenwer-
den.

DasGalerkin-wie auchdasKarhunen-Loge-Verfahrenunddie “Optimal Prediction”in 0. Ord-
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nung habengemeinsamgafdie gesuchtd_dsungauf denvon einemSatzvon ausgesuchten
Moden (denkollektiven Koordinaten)aufgespannteRaumprojiziert wird. Sie unterscheiden
sichaberin derArt dieserProjektion.

Die “Optimal Prediction’Methodeversuchin 0. Ordnung zusatzlichzudenanfangsbhekannten
WertenderkollektivenKoordinatenyon der Kenntniseinerbestimmtenyom Systemerfillten
statistischeVerteilungder LosungerGebrauctzu machenDabeiwird der Einflu3 derunauf-
gelbstenModenin der Projektioninsofernberticksichtigt,als die Amplituden dieserModen
in denBewegungsgleichungedurchihre bedingterErwartungswertdeziglich desbekannten
gegebenerMallesp ersetztwerden,seiendie Anfangswerteder kollektiven Koordinatenbe-
kannt.Wir erhofenunsvon der“Optimal Prediction’MethodeVerbesserungegegeriiberden
Galerkin-und Karhunen-Loge-Approximationengie diesestatistischdnformation tiberdas
Systemnichtbeachten.

Im erstenTeil der Arbeit wendernwir unsHamiltonschen Systemenzu.

In Paragraph 2 wird in einemerstenSchritt die nichtlineareund insbesonderéie quintisch
nichtlineareSchibdingerGleichungmit der ebenprasentierteriOptimal Prediction”Methode
0. OrdnunguntersuchtDer Anreiz dabeiist die Universalifit dieserGleichung,die in weiten
Bereichender Physik (PlasmaphysiknichtlineareOptik, etc.) auftritt. Uber eine Diskretisie-
rung gelangtmanvon der partiellenauf gevohnlicheDifferentialgleichungerDabeiwird die
grolReBedeutungder Wahl der kollektiven Koordinatenund derenAnzahl klar. Es stellt sich
herausdalRdavon sowvohl bei quintischerals auchbei kubischerNichtlinearitit dasGelingen
derMethodebei der Approximationder Dynamik desSystemsablhangt.Bei unginstigenWanhl
derkollektivenKoordinaterkanndie Anwendungder “Optimal Prediction”Methodesogarzu
deutlichschlechterergebnissefitihren alsdenjenigereinesGalerkin-\erfahrensSomitwird
die Bestimmunga priori derrelevantenFreiheitsgradéir die Dynamikdeszu untersuchenden
SystemseinegrundlggendeFrage die esvor Anwendungder Methodezu l6sengilt.

In Paragraph 3 wird dasHamiltonscheSystemder diskretensogenannteriself-trapping’-

GleichungbetrachtetDiesesModell wird in verschiedeneiKontexten der Untersuchungler
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PhysikderMaterieundderphysikalischerChemieangeftihrt. Dabeisiehtman,daf3die 0. Ord-
nungder“Optimal Prediction”zur Beschreilnng der Dynamik nicht ausreichund auf weitere
sogenannt&memory”-Termeerweitertwerdenmuf3.Mathematischén derLiteraturveroffent-
lichte Herleitungernwerdenaufgegriffen und an unserModell angepal3tbzw. modifiziert,um
einequalitatv guteBeschreibingfur die zeitlicheEntwicklungdesphysikalischerBystemszu
bekommen.Esstellt sich herausdalRnicht die vollstandigeZeitentwicklungder Methodenot-
wendigist, sonderrdaldie ersteOrdnungin derZeit, die “linearizedmemory”-Approximation,
schonguteErgebnissdiefert.

Im zweiten Teil dieserArbeit gehenwir von der Uberlegung aus, daR ein unterbestimmtes
HamiltonschesSystemsich im Mittel wie ein dissipatves Systemverhalt, um die “Optimal
Prediction”in Hinblick aufihre Anwendungauf dissipative Systemezu untersuchen.
Dabeiist entscheidendjalRwir nichtmehrstatistischéAussagemachensonderreinzelneAn-
fangswertproblemangehen.

In Paragraph 4 werdenzunachstdie Gute der “finite-time memory”-Approximationund ihr
Vorteil in der Beschreibing der Dynamik auf langerenZeitskalengegeriiber der “linearized
memory”-ApproximatioranhandeineseinfachenzweidimensionaleiModells mit einerDissi-
pationgezeigt.Diesesanalytischexakt [osbareModell eignetsich ganzbesondergir diesen
Beweis,dadie EntwicklungdesSystemdekanntist.

In Paragraph 5 wird dasphysikalischeProblemtoroidal eingeschlossend?lasmenbehan-
delt. Dabeiknupfenwir an bestimmte schonentwickelte Modelle an, die daraufzielen,den
fur die Fusionsforschungyichtigen L-H-Ubeigang(von der “low confinemerit zu der“high
confinemerit Mode) und die eventuellelnstabilitat der H-Mode und anschlie3end&ntste-
hungvon sogenannteELMs zu beschreibenDieseModelle besteherauseinemSystemvon
drei geloppeltenDifferentialgleichungemr die ausphysikalischerErwagungenals relevant
bezeichneteModen. Wir erhofen unsvon der “Optimal Prediction” MethodeVerbesserun-
gengegeribereinerReduktioniiberdie ZentrumsmannigfitigkeitstheorieDasAnwendender

Methodebringt zwar deutlichgenauerejualitatve Ergebnissedennochstellt sichherausdal?
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es hiermit auchnicht moglich ist, die Entstehungder ELMs nachzuwllziehen.Zudem zeigt
sich,daRdie henorragendericrgebnissalesmathematischeModellsvon Paragraph auf die

AnwesenheitinereinzigenDampfungzuriickzufihrensind.In demFall mehreremiteinander
konkurrierendeDampfungenwie esderFall beiunsereModellierungdesL-H-Ubegangsst,

kommtmanzu der Schluf3folgerunggdal3auchhier gesichertwverdenmul(3,daf3die kollektiven

Koordinatenwirklich die “relevanten”desSystemssind. D. h., damiteine Reduktioniiberdie

“Optimal Prediction”gelingt,ist esnotwendig die ammeistergecampfteModezu eliminieren,
unddiejenigemit niedrigereDampfungsratalskollektive Koordinatemit hinzuzuziehen.

Die Arbeit wird durcheineZusammerdssungn Paragraph 6 abgeschlossen.
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Hamiltonsc he Systeme

2. Schroding ersche Systeme

Die “Optimal Prediction”0. Ordnungwurde schonvon Chorin et al. auf die komplexe linea-
re SchivdingerGleichung U = —Uyx+ MU angevandt[17, 18, 16]. Die kollektiven
Koordinatenwurdendurch innere Produktevon u mit Gaul3scherkilterfunktionengebildet.
Vemlichenwurdendie Ergebnisseur Zeitt > 0 der“Optimal Prediction”"Methode0. Ordnung
fur einenSatzvon A > 1 Anfangsbedingungemit dem Mittelwert zum gleichenZeitpunkt
der A integriertenLosungenDiese Integration kann beispielsweiseso durchgeiihrt werden,
daRRzuersteine Regressiondie mittlere Losungzur Zeit t = 0O liefert, derenZeitentwicklung
dannmit Hilfe der Greenscherrunktion bestimmtwird. Dabeisoll angemerkiwerden,daf’
diesnur moglichist, daim Falle eineslinearenProblemdie Zeitintegrationund die Mittelung
kommutieren[17]. Beobachtetvurde eine gute Ubereinstimmungwischenden Ergebnissen
derIntegrationund der “Optimal Prediction”Methode,die zudemdeutlichwenigerSpeicher
platzberotigt [18]. Dariberhinausvurdeder Einflufd der Wahl dergaul3schekilterfunktionen
untersuchtdie besterErgebnissdiefern Berechnungemit Filterfunktionen derenStandardab-
weichunggleichdemfir die Variablex benutzterDiskretisierungsschritst; wird die Standard-
abweichundkleinerals der Diskretisierungsschritjannweichendie Ergebnissaler“Optimal
Prediction”schnellervon denjenigerderintegrationab[17].

Die stochastisch&onvergenzder “Optimal Prediction” Methodegegen die “richtige”, inte-
grierteLosungwurdevon Hald am BeispielderKlein-Gordon-Gleichungjezeig31].
AnhandderMethodekdnnenauchreduzierteModelle zur Beschreilningder Dynamikvon Ato-
meninnerhalbeinesMolekils entwickelt werden;dabeispielendie im allgemeinemichtlinea-

renWechselirkungender Atome untereinandeeinegrof3eRolle [35].
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Wir interessiererunsnun fir die folgendekomplexe eindimensionalelliptischenichtlineare

SchibdingerGleichung:

U = —Uxx+ Alu|Pu p>2 (2.1)

aufdemx-Intervall [0, 2r mit periodischerRandbedingungeiekanntenAnfangswerti(x, 0)
undentwedemttraktver (A < 0) oderrepulsver (A > 0) Nichtlineariét.
Dabeiist p= 20, 0 > 1 beliebig.

DieseGleichungist ein Spezialéll derallgemeinerfolgendenSchibdingerGleichung
I =—0%u+AuPu p>2 (2.2)

wobei[? derd-dimensionald_aplace-Operatoist.

Der Name*“nichtlineareSchibdingerGleichung”(NLSG) beruhtauf einerformalenAnalogie
mit der SchivdingerGleichungder Quantenmechanilkgort ist die Zeitentwicklungder Wel-
lenfunktion ¢ durch ihy; = HY gegeben.Setztman dannfir den Hamilton-OperatoHH =

- %DZ +V ein,woV dasPotentialist, bekommtman:

R* >
d.h.
h?
A = —5 AP +V Y, (2.4)

A ist dabeider Laplace-Operatoder im eindimensionalerirall gleich der zweitenAbleitung
nachder Raumloordinatex ist; ist V ein nichtlinearesVechselirkungspotentialerkenntman
eineformale Analogie zu der betrachteter@leichung(2.1), die die Bezeichnundnichtlineare

SchidingerGleichung’rechtfertigt.

Die Existenzunddie Eindeutigleit einerLdsungeinessolchemichtlinearerSchivdingerAnfangs-

wertproblemg?2.2) sindeinewichtige mathematisch&rage;die globaleExistenzeinerLosung
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kannfur p < 4/d gezeigtwerdenmansprichtvon“subkritischen”Fallen,wahrendur p=4/d
(“kritischer” Fall) und p > 4/d (“superkritischeFalle”) die globale Existenzim allgemeinen
nichtbewieserwerdenkann.Wir werdengleichsehendal3dieseBezeichnungemit dermogli-

chenEntstehungon Singularititender Losungeinhegehen.

Die Bewegungsgleichung?2.1) ist derfolgendenintegraldarstellungiquivalent
t
u(t) =U (t)u(x,0) +1(—A) / Ut —t)ut’)|Put)dt, (2.5)
0

wobeiU (t) der SchibdingerOperatore®® ist, und gibt die zeitliche EntwicklungeinesHamil-
tonscherBystemavieder bei demdie kanonischkonjugiertenKoordinateru undt= iu* sind.

Die entsprechenddamiltonscheDichteist gegebendurch
2
Hu,u*] = |uy|? + A———|u|P*+? 2.6
0] = A 2.6)

und die Bewegungsgleichund?2.1) ist zu den HamiltonscherBewegungsgleichungeaquva-

lent:
_oH[um  , 8H[u,Ty
S - ou
wobei
_ &H]u,u’] du*
- du* ot
_ OH [u, u*]
=0

Fur eineeingehendé&ntersuchunglernichtlinearerSchibdingerGleichung unteranderende-
renLagrangeschenundHamiltonscherFormalismuswird auf dasWerk von Sulemund Sulem
verwiesern48].

Im Falle einer attraktiven Nichtlineari&t und unter der Bedingung,daBu — O flr |x| — oo,
besitztdie Gleichung(2.1) spezielleLdsungendie als “statiomar”, “gebunden”oderals “Soli-
tonldsungen’bezeichnewverden,der Formu(x,t) = v(x)e"‘2t mit demzeitunabkngigenProfil

v(x). Die Bezeichund'statiorar” beziehtsich dabeiauf die darausresultierendeeitinvarianz
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derWellenintensiat [48].

DaslInteressenderNLSGwird vonderenuniversellemCharaktehenorgerufenpeispielswei-
seliefert sie die kanonischeBeschreibing von Wasserwelleran der Oberficheeinesidealen
Fluids, von Plasmavellen, oderin der Optik von der Dynamik der Einhiillendeneiner quasi-
monochromatischeabeneriVelle ee K*~W) mijt kleiner (€ < 1) aberfiniter Amplitude, die
sichin einemschwachnichtlineardispersvenMediumbeivernachassigteDissipationausbrei-
tet[48]. Fur kurzeZeitenundkleine Ausbreitungsdistanzdst die Dynamiklinear, kumulatve
nichtlineareWechselirkungenhabenaberfir grol3eZeit- und Langenskalerinesignifikante
Modulationder Wellenamplitudezur Folge. Die NLSG druckt den Effekt auf derlinearenDi-
spersionsrelatioder mit der Modulationdicker werdenderSpektrallinienund der nichtlinea-
ren Resonanzemus[48]. Eine klassischdJntersuchungsmethodst dabeieine Multiskalen-
Analysis,beiderdie komplexe Amplitude desWellentiagersnicht mehralskonstantangesehen
werdenkann.Dabeiwird die Gleichungauf die neuenangsamevariablenT = et und X = ex
umgeschriebennddie ResonanzedurchLosungsbedingungegiiminiert. Einewichtige phy-
sikalischeAnwendungist die AusbreitungeinesLaserstrahlsn einemnichtlinearenMedium,
bei demderBrechungsindelinearmit derWellenintensiatvariiert (Kerr-Effekt).

Die kubischnichtlineareSchibdingerGleichung die manerhalt, wennmanin (2.1) p = 2 setzt,
besitztexakte Losungerder Form § = que'V|4’0|2t. Die UntersuchunglerlinearenStabilitat ei-
nersolchenLdsungbediglich infinitesimalenStorungender Amplitude und der Phasdiihrt zu
dersogenanntefModulations-" oderBenjamin-Feifinstabilitat: bei attraktiver Nichtlineariét
sind Storungenmit Wellenzahlk, sodaRk? < 2y|ypo|?, linearinstabil, wahrendStrungenmit
grolRerWellenzahliber die Dispersionstabilisiertwerden.Die nichtlineareEntwicklung der
Modulationsinstabiliaitkannzu einemWellenlkollapsfiihren,auf denwir in hdhereDimension
gleichzurickkommenwerden[48].

Die Anwendungder“Optimal Prediction”Methodeauf eine SchibdingerGleichungmit kubi-

schemichtlinearitatwurdeim Eindimensionalemon Chorinetal. ausgehendonderfolgenden
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etwasabgevandelterGleichunguntersucht:
1
Ut = —Uyx+ 2 [3\u|2u—|— u*3} , (2.7)

fur eine komplexe Variableu(x) = q(x) + 1p(x) auf dem x-Intervall [0, 21 mit periodischen
Randbedingungef19]. Fur diesenFall (p=2,d = 1, alsop < 4/d) ist die Existenzeinerein-
deutigenglobalenLdsungfir jede Anfangsbedingungegeben.

Die gewahltenkollektivenKoordinaterwarendabeiein Satzvon vier “f ast”-FourierFModenVy
(im SinneeinerdiskretenFourierTransformation)zur Zeit t = 0, der auf die vier kleinsten,
d. h. die zur Zeit t = O fur die Beschreilnng der groRenSkalenwichtigsten“f ast™-Fourier
Koeffizientenbeschénktwurde.

DiesespezielleWahl der Filterfunktionenermbglicht einendirekten Vemleich zwischender
“Optimal Prediction” Methodeund einer pseudo-spektraleNlethodezur Integration desun-
terdeterminierterSystemsgdariberhinauserlaubtsie quantitatve AussagenChorin et al. ka-
men zu dem Schluf3,daR die “Optimal Prediction” Methode einenwesentlichenFortschritt
gegeriber einer Galerkin-Approximationbietet; die Zeitentwicklungder vier ersten“fast’-
FourierKoeffizientenwurdesehrgut wiedegegebenunddie sichdarausmgebenddregression
[41] lieferte zusatzlich zum erstenMoment < u; >y aucheine sehrgute Approximationfir
die zweiten< (u;)? >y unddritten < |u;|?u; >y Momente,im Gegensatzzu dem Galerkin-
Verfahren[19].

Wir interessiereruns nun fir dengrundstzlich andererall eineseindimensionalergd = 1)

Problemanit attraktver NichtlineariétderOrdnungp = 4:

U = —Uky+ Alu|*u (2.8)

Das untersuchtex-Intervall bleibt [0, 21 und wir gehenvon periodischerRandbedingungen
aus.

Im Unterschiedzum Fall der eindimensionalekubischnichtlinearenSchibdingerGleichung
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ist bei dieserNichtlinearitat nicht mehr garantiert,dal3 eine beliebigeAnfangswerteilungsta-
bil bleibt. Tatsachlich habenwir nun p = 4/d. Wir befindenunsin dem sogenanntefikriti-
schen”Fall und,wie obenschonerwahnt,ist der Beweis der globalenExistenzeinerLdsung
fur einegegebeneAnfangsbedingungusdemSobole-Raumnicht moglich. Wennkein physi-
kalischerProzelyz. B. Dissipation)der Nichtlinearitat entggenlommt, dominiertdieseletzte
gegeriberderDispersionundje nachAnfangsbedingunganneineSingularift, ein sogenann-
ter“K ollaps” derWellenfunktionstattfindenzusammemnit einerKonzentratiorderVerteilung
im Ortsraumtritt ein Anwachserder Amplitude ein, dasals “blow-up” bezeichnetvird [48].
Dieser Prozel3entsprichteinem Enegietransfervon den groRenzu den kleinen Skalen,wo
Dissipationstattfindet,und wurdefir einensolchenFall einerperiodischereindimensionalen
SchibdingerGleichungmit quintischemMNichtlinearitat schonnumerischhachgeviesen(cf. [48]
undZitate hierin).

Wichtige physikalischeAnwendungerdiesesPhanomenssind beispielsweisen der Plasma-
physikder Enegietransfeizu Teilchenuiberden“Langmuir’-Kollapsoderin dernichtlinearen
Optik die Selbstfokussierungon Lichtpulsenin nichtlinearerdispersvenMedien.
Eskonntevon Zakhara schonin den1970erJahrergezeigtwerden daf3sichim Eindimensio-
nalenfur denkritischenFall p = 4, wie auchfur superkritischeRegimesp > 4 einefokussie-
rendeSingulariitin endlicherZeit entwickeln kann[53].

Mathematischkann der “Blow-up” wie folgt definiert werden:betrachterwir den Sobole-

RaumderFunktionenf, derenNorm || f ||,y12 endlichist (< ), wobei || f ||\y12 als
2 2\
ez = (IFllz+1Df]12)
1

gegeberist. || |3 ist die tiblicheL2-Norm: || f||5 = (f dX f(x)|?)>.
Dann existieren Losungenu(x,0) des Sobole-Raumsund eine von der Anfangsbedingung
abrangigeKonstante¢(u(x,0)) mit 0 < t; < o, sodal

fim fullyze = e
Aquivalentist dabeidie AussagedaR lim¢_,, ||0u[jyz2 = 0, da||u||3 ein konstanteBewe-

gungsintgral dernichtlinearerSchibdingerGleichungist.

26



Die untersuchtesleichung(2.8) getrt zu denModellen,bei denenp > 4/d und deshalbdie
globale Existenzeiner Losungnicht beviesenwerdenkann. Interessantst die Frage,ob es
fur dieseFalle dennochmoglichist, ausreichend8edingungeriur einen“K ollaps” zu finden.
Und tatsachlichkonntevon Zakharw, Vlasov et al. [53, 50] anhanddessogenanntef\Virial-
Theorems'die ExistenzeinesKollapsedir bestimmteAnfangswertproblemieeviesenwerden.
DiesesTheoremdesserHerleitungin [48, 47] nachzuleserst, ist auchals“Varianz-ldentiat”

bekanntund gegebendurch

dav 4— pd
7 < 8 +4 /\ u|P+adr (2.9)

mit denschonbenutzterNotationenp undd undderVarianz:V := [ |u|?|x|?dl". Dabeiist mit
derintegrationuiberl” die Integrationiiberdenganzerd-dimensionalefRaumgemeint.
Schlief3lichbenenntolgendesTheorendie gesuchterausreichendeBedingungeritir denKol-

laps,allerdingskeinedetaillierteStrukturder dannauftretendersingularit:
Seip > 4/d vorausgsetztu(x, 0) seieineAnfangsbedingungit endlicher Varianz
V(0), die eineder folgenderBedingungnerfullt:

e H(u(x,0)) <0,
e H(u(x,0)) =0undIm(/x- (u*0u)dl) <0,

e H(u(x,0)) > 0undIm(fx- (u*Ou)dr) < —4,/H(u)||xul|3,

dannwird sich in endlicher Verlaufszeitine Singularitt ausbilden[48, 47].

Umagelehrt liefert die Methodeder (quasi-)selbsthnlichenLdsungeneine Beschreiling der

dynamischerstrukturdes“Blow-up”, allerdingsohneAngabevon Kriterien fiir einenKollaps.

Kommenwir nunzuderzu untersuchende@leichung(2.8) zuriick; seiA = —1 festgelgit.

Der direkte Integrationswg einer solchenGleichungist der folgende:dasIntervall in x wird
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Hamiltonsche Systeme: Schrodingersche Systeme

in n Punktendiskretisiertdie DifferentialoperatorewerdendurchDifferenzquotienteprsetzt.

Die sogewonnenem gewohnlichenDifferentialgleichungen

Ou _ Ugk1—2Uk+Ukqt
ot h?

+ (= 1) u|*u, (2.10)

wobeih der Diskretisierungsschritist, werdenmittels einesRunge-Kitta-\erfahrens4. Ord-

nungmit adaptver Schrittweitensteuerungumerischintegriert.

Problematischst aberdie TatsachegalRdie zu einerqualitatv gutenBeschreilnng oft notige

Diskretisierungmeistensnumerischsehraufwendbaiist. Die Beschankungauf die Integrati-

on wenigerODEshatteabereineninformations\erlustzur Folge. Somitist manauf einegute

Reduktionsmethodangeviesen,wir befindenunsauf demtypischenmoglichenAnwendungs-
gebietder “Optimal Prediction”und wollen versuchendenMangelan Auflosungdurchstati-

stischelnformationzu kompensieren.

Zerteilenwir jetzt die komplexe Variableu nachReal-undImagirarteilu = q+ 1 p, dannerge-

bensichaus(2.8) zwei Bewegungsgleichungefiir g und p:

G = —Pxx+ (—1) - (6 +p?)?p
Pt = O — (—1) - (a*+ p)?q,
DemdiskretisierterSystem(2.10) entsprichinunfolgendesSystemfir die g; und p;:

12
{ % N hgk+pk+1 +(=1)- (qE+ pﬁ)zpk

_1—2
% _ Ok—1—20k+Okt1 (_1) . (q§+ pﬁ)qu’

h?2
derenZeitentwicklungnungesuchwird.
g und p kdnnenalszueinandekanonischkonjugierteKoordinatereumfolgendenrHamiltonian

aufgefltwerden:

211
H(a,p) = %/0 ((CI>2<+ pg) + (—1)%(q2+ p2)3> dT (2.11)

Nehmenwir mal an,das" prior measue’ seidasvom HamiltoniankanonischinduzierteMal}
W, dessemichtedurch

f(u)= %e_}[(“)
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gegeberist. UbereineMonte-Carlo-Simulatiomund spezielleinenMetropolis-Algorithmud8]
sindwir in derLage,einenSatzvon vielen Anfangsdaterzu bestimmengdie nachdeminvari-

antenMal3 p verteilt sind,undgleichzeitigdie folgendenBedingungerzur Zeitt = 0 erfullen:
N
Zlga(xi)ui(x):va a=1---,N<n,
i=

mit anfangsbekannterfilterfunktionengy (X). Typischerweisenulmanmit der Monte-Carlo-
Simulationein Ensembleder GroRenordnungon mindestend 0? — 10° Anfangsbedingungen
wurfeln, damitdie Aussagersinnvoll sind,dennder Fehlerbei einerMonte-Carlo-Simulation
einesEnsemblesler Grof3eNg ist proportionalzuﬁ [8, 2].

Nehmenwir an, der Diskretisierungsschritin x sei:x; =i-h=i- ng mit n = 32 Stitzstellen
und es sei unsnur moglich, N = 4 Freiheitsgradestattdie zur vollstandigenAuflosungnoti-
genn = 32 zu bericksichtigenMit diesenanfangsbekannterN = 4 kollektiven Koordinaten
ist aberdasCauchy-Problengasausder Diskretisierungvon (2.8) folgt, unterbestimmtfolgt
mander in der Einleitungdagestellten‘Optimal Prediction”Methode,so soll die Gleichung
(1.13)die ZeitentwicklungderkollektivenKoordinaten/y liefern.

Nun mussenwir die Filterfunktionengy(x) wahlen. Entscheideiman sich fur eine diskrete
FourierTransformationwird der Satzder n = 32 Gleichungen(2.10) tiber die Funktionen
Ok = %e"KkXi, mit Ky = —n/2+k, auf ein aquivalentesSystemvon 32 geloppeltenDifferen-
tialgleichungerfir die n sogevonnener = 511 ; giiui, 1 < k < n transformiert Erforderlich
fur einegeschlossenBeschreibngware hier auchdie Losungder 32 Gleichungerfur die F.
Allerdings beschankt mansich auf daszur Zeit t = 0 bekannteunterbestimmte&Systemvon

N = 4 kollektivenKoordinaten:

+1,---

N
5 (2.12)

N Z

n
1 ,
= i Wi i H = — (_IKGXI) i = —
7 i:§ Qai Ui, mit Qai (X) e , wobei Ka

Dabeisind

Voa=Foonjoras  fUr  a=1...,N (2.13)

undmit u; ist derWertderkomplexenFunktionu ander Stellex; gemeint.
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Alle anderen

, n N n N
< - — — > -4+ = .
Fu mit p< 573 und M> 2+ 5 +1, (2.14)

die zur geschlossenelndsungdes(2.10) aguivalentenSystemsotig waren,bleibenunbefick-
sichtigt.

Wir “wilrfeln” nunmit Hilfe einerMonte-Carlo-SimulatiorinenSatzder GroRenordnund 0*
von Anfangsdatendie zur Zeitt = 0 dieseFourierKoeffizientenaufweisen Wir wollen tiber
die “Optimal Prediction” Methodederenweitere Entwicklung bestimmendamit anhandder
WerteVy (t > 0) eineRegressionAussageruberdie Funktioneng;(t), pi(t) zu spaterenZeiten

macherkann.

2.1. Gauldsches Mal3

Die exakteanalytischeBerechnung/on denErwartungswerterig, < R(u) >y ) aufderrechten
Seitevon (1.13)kannunterUmstndenein langwierigerProzeliseinund stellt die Fragenach
einemmaoglichen, etwas vereinfichenderNaherungserfahren.Der von Chorin et al. einge-
schlagena&Veg bestehidarin[19], die gegebeneéVerteilungibereine Storungstheoriauf eine
GaulBsché&/erteilungzuriickzutihren.Dannsindnamlich die gesuchtemedingterErwartungs-
werte bekanntWir prasentierenm folgendendie dazunotigen Ergebnissdir eine komplexe
Variableu; sollte die Variableu reell sein,steherunsdannahnlicheTheoremezur Verfugung,
dieim Anhangangefihrtwerden.

Die Wahrscheinlichkitsdichtedal3die normalverteilteZufallsvariableu = (ug, - - -, un) = (01 +

IP1, -, 0n+ 1Pn) Sichin demZustand(sy, - -+, Sy, r1, - - - ') befindet st gegebendurch:

P(st <O <s+dsg, -, S < Oh < Sh+dsn,r < pr <ry4drg,--«,rp < pn <rp+drp) =

_ %e(%(z,Azﬂ)le. dz,

wobeiz = s +Irj unddz = dsdr; sind.
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GaufRsches MaR

Die Matrix A ist dabeihermitsch positiv definitundihre InverseA=1 ist die Matrix derKovari-

anzenderenElementedurch:
-1 ok — ok . *
& :Cov{u.,uj} =<UU] > — < U ><Uuj >

gegebersind.

Der Vektorb hangtmit denErwartungswertenon u Uiberdie folgendeBeziehungzusammen:

Alb=<u>

Die Verteilungist somitdurchdie Angabeder n Mittelwerteund der %n(n+ 1) unabtangigen
Werte der Kovarianzmatrixvollkommenbestimmt.Alle gesuchterErwartungswertekonnen
alsodurchdieseParametenusgedicktundanhandsondendreifolgenden_Lemmataberechnet

werdenderenBeweisein [17] nachzulesesind.

e Lemmal: Der“bedingte” Erwartungswert/on u; ist eineaffine Funktionderkollektiven
KoordinaternVy:

< Ui >v=0iaVq (2.15)

wobeidie Elementegiq dern x N Matrix Q durch
Q=(cGh)(eeah)

gegebersind.

Cistdie n x n Matrix derkomplexenKovarianzen:
Cj=<uu; >= i )
ij = iUy, >— — Y G
: T[k:]_ %Slr\zh—zk + n%

Die bedingterErwartungswertesind alsolinearin denVy undunabtangigvon Multipli-

(2.16)

kationsiktorenin denKovarianzen.
e Lemma2: Die “bedingte” KovarianzmatriXautet:

Cov{ui, Uity =< UUj >v — < Ui >y<Uj >y

= [c-(cGN)(eeGh) GO (2.17)
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Die bedingterKovarianzersindalsonurvon denFilterfunktionengy abrangigundnicht

von denkollektivenKoordinaterVy.

Schliel3licherlaubtdasWick’scheTheorem,den ErwartungswertinesProduktesiber

folgendeFormelzu berechnen:

e Lemmas:
Py P,
< |'| (Uipl_ < Ui, >v) |'| (u;"pz— < u;“p2 >y) >y=
p1=1 p=1
0 Pi+P ungerade
(2.18)
Y allerermutationenCOV{ Uiy, Uf, v - - - Cov{Uip, 15, 1, ui*P1+P2 v Pgerade

DasWick’scheTheoremermiglicht, jedenMittelwert der Form < ui'ou’j‘I >y als Funktionvon

ausschlielich ui2 >y und < y; u]—‘ >y auszudicken[13].

2.2. Nicht-GaulRsc hes Maf}

Ist aberp(u) kein GauBsche#al3, dannbeniiht man eine Storungstheorig27, 43, 36, 19,
die die Regressiorbeziglich desnicht-Gaul3sscheMal3esauf einebeziglich einesGauldschen
MaReszuriickfithrt. Dafiir wird derHamiltonianin einenGauRscheAnteil #° undeinennicht-

GaufRscheinteil A1 partitioniert:
H = HO+ H? (2.19)

Damit geht eine kanonischePartitionierungdesMaResy in einen GauRschernteil 1° und

einennicht-GaulRscheAnteil einher
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Nicht-Gauf3sches Mafl

Der bedingteErwartungswerbeaiglich desvollstandigenMaResu einesFunktionals¥ (u) ist

definiertals:
< F>v== [ Fudw (2.20)

Erwartungswertédeziglich desGauRRscheMaReg sindentsprechendegebendurch:

<?>8:%/5f(u)d 0

DabeisindZ undZy die jeweiligenZustandssummen.

Benutztmannundie folgendeFaktorisierung

_ o HO - (_1)k(.{]_[1)k’

dannkannmandie Integrationauf der rechtenSeitevon (2.20) auf einelntegrationUberdW',,

undsomitauf eineaustfihrbarelntegrationtberein Gaul3sscheMalR umschreiben:

00 (_1)k 1\k14,,0
F (u)dpy = F (u)(HH) W)

Auf derrechtenSeiteerkenntman,bis auf denFaktor Zo, die Definitionvon < (H1)kF >9:

2 (-)*Z 1K 0
<Fov=y g <O

Nun kanndasVerhaltnisbeiderZustandssummeexplizit berechnetverden:

(@)—1 Jdw & oo
z Jawy & k' '

SchlieB3licherhalt manfir den Erwartungswert< # >y beziglich desurspiinglichennicht-

Gaul3scheiMalles:

i ot kl < (HYkF >O

o E < (k>
undsomitfr die gesuchterErwartungswerteierGIelchung(l.13):

< F >y=

2o (ga,<R< ) (2 >k>8)

(2.21)
S0 S "< (k>

(Ga, < R(U) >v) =
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SomitistgezeigtdalRmanbeiUntersuchunginesHamiltonscherProblemsnit nicht-GaulR3schem
Hamiltoniandie BerechnungnittelseinerStorungstheori@aufdenGaul3scherall zuriickfihren
kann,nachdenmmandie Partitionierung(2.19)durchgeiihrt hat.

Die Mittelung auf derrechtenSeitevon (1.13)beziglich dernormalenwahrscheinlichkit #°

im Sinnederin (2.19)angefihrtenPartition liefert aul3erdendie 0. Ordnungin dieserEntwick-

lung [19]. Auf siewerdenwir unsin dieserArbeit beschéanken.

2.3. Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

Der Hamiltonian(2.41)ist nicht GauRscheForm, deswgenist einePartitionierungnotig, wie

siein demvorigenAbschnittdaigestelltwurde:
H = HO+ 31, (2.22)
mit demGaul3scheAnteil
HO:%/OZH(\UXF—HT%\U\Z-#—b) dx (2.23)

unddemnicht-GaufRcheinteil

=3 [ (C3luP - P -b) ox (2.24)

Gesuchsind nunWertevon mg undb, die garantierendaR#{*(q, p) eineStbrungzum System
mit Hamiltonian #°(q, p) darstellt,so daRdasMaR p, die von # definiertund von denV

bedingtwird, sich von demvon denselbeny, bedingtenMal’ pp nur um einekleine Storung
unterscheidet.

Essindvon Chorinetal. zweiMoglichkeitenprasentiertvorden die in diesemSinneoptimalen
Wertefur mg undb zu bestimmer[19]: entwedereitet manzuerstmy ausder Bedingungher,

daRdie Varianz< (#*)2 >0 alsFunktionvon mg minimiertwird. Dannfolgt aus< #* >%=0

schlieRlichb. OdereswerdenmittelseinerMonte-Carlo-Simulationlie Korrelationsfunktionen
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

< ujuj > bediglichdesMaResu berechnetinddannmy ausderForderungoestimmtdaiidasso
induzierteyy ambesterdieseKorrelationsfunktionemapproximiertijndemdermittlere quadra-
tischeUnterschiedzwischendenbeidenminimiertwird. DiesedetzteVerfahrenminimiertden
UnterschiedzwischendemvollstandigenMal? und seinemquadratischernteil, wahrenddie
vorige Methodenur die ersterEntwicklungstermeninimiert; beidelieferndie gleicheoptimale

WahlderWertemgy undb [19]. Wir wenderzur Bestimmungsonmg undb die ersteMethodean.

2.3.1. Bestimm ung von mp und b

Der nicht-GauR3schénteil desHamiltonians,ausgedicktin denVariablenp und g, siehtfol-

d, Z/ZT[( (o +p?)° — mp (o’ + pz)) dT
wasnachdemAusmultiplizierenergibt:
a, Z/ZT[( 1) q°+3q*p? + 39°p* + p°) — mB (o + pz)) dT
Quadriertergibt dieseGleichung:

H(q,p)? =7 / "[ X) + 34 () P29 + 32 () P () + (X)) — m (62() + pz(X))] dx
[ (P + 3t @pe) + P+ (@) - b (cP(2) + (@) | ez

Die Varianzist alsogegebendurch:
<HYq,p)*>=7 / / dz{
< O3 (6809 + 3 (O pP(9 + 36200 (0 + 00 ) 4

- (<q6<z> +3¢* @D P(2) + 3PD)P* D + 1)) >

_7,1% < (P09 + 30 P20 + 3PP () + P ) (2D + PP(2) >

+mg < (a(9 +P*(x)) (*(2) + P*(2)) >}

gendermal3eaus:
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Dabeisoll angemerkiverden,dalBwir der Lesbarleit wegenin diesemAbschnittauf denEx-
ponenterD in demErwartungswerk - >0 verzichten.
Die ForderungnachdemMinimierenderVarianzals Funktionvon my erfordetdie Berechnung

derfolgendenTerme:
A=< (@9 + 3 () P29 + 3P (0 + P°() ) ((cP(2) + 30" (2) P*(2) + 32D P (D + P°(D)) >,

B:=< (@°(9) + 30" () P2(¥) + 3P (%) + P°(¥) ) (c(D) + PP(2)) >,
und
C =< (d®(0+p*(¥) (*(2+P*()) >

Bestimmungvon C

Wendenwir unszuerstdemdritten Termzu:
C =< (¥ + p*(¥) (F(2) + P*(2) >

C=2<p*(X)p(2) > +2 < (X p?(2) >

Dag und p beZiglich einesGauf3scheMalResunkorreliertsind,folgt:
C=2<p*(X)p?(2) > +2 < p? >2
Aus demWick’schenTheorenfolgt dann:
C=2(<p?>24+2< p(x)p(2) >2) +2< p* >2,
wasschlie3lichfur ¢ emibt:
C=4<p?>2+4<p(x)p(z) >2 (2.25)

Bestimmungvon B

NachdemAusmultiplizierenund unterBericksichtigungvon:

< °(x)p*(2) >=< P° (X (2) >
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

<q'NF@P*(2 > =<PFXp' 2P (2 >

=< p?>< p*(x)p*(2) >

<q' PP > =< PP pt(x) >

=< p*>< P’ (X)p*(2) >,
daqund p vollig unablangigund gleichwertigbetrachtetverden erhalt manfur B

B = 2<pP(X)p¥(2) > +2< pP>< p?>

+6 < p? >< p*(x)p?(2) > +6 < p* >< p*(X)p*(2) > (2.26)

DasWick’scheTheoremermbglicht unsjetzt, die Erwartungswerteron Produkterzu vereinfa-
chen,bzw. zu berechnen:
<pb>=15<p?®>3
<pt>=3<p’>?
< PPOPA(2) >=< p* >* +2 < p(x)p(2) >7,
< p'x)p?(2) >=3< p* >3 +6 < p* >< p(X)p(2) >3,
2

< pP(¥)p%(2) >=15< p? >* +30< p? >2< p(x)p(2) >2.
SetztmannundieseErgebnissen (2.26)ein, dannerhalt man:
B = 2(15< p*>*4+30< p? >2< p(x)p(2) >?)
+2(15< p?>%) < p? >
+6 < p?> (3< p? >3 +6< p? >< p(x)p(2) >?)

+6(3< p?>?) (< p* >% +2< p(x)p(2) >?)

undschlief3lich:
B=96< p? >*+132< p? >2< p(X)p(2) >2 (2.27)
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Hamiltonsche Systeme: Schrodingersche Systeme

Bestimmungvon 4

Die Bestimmungvon 4 erfolgtjetzt gleichermalRerhericksichtigtwerdenmisserdie folgen-

denGleichungen:

<"X' @2 > =<dX®p'XP2 >
=< PP NP2 p*(2) >
=< q*'(0)p* (X (2) >

=< p?>< pP(X)p*(2) >,

<PNF@p*'2> =<d'XpPPXP(2 >
= < () p*(x)(2) >
= < pP(0)a*(2) p?(2) >

= < p* >< pP(x)p?(2) >,

= < (N (2) >< p*(p*(2) >
= < p'(0)p*(@) >< PP (2) >
und
<q' PP NP2 D) > =< @) >
= (< P'P*D) >)°
Man gelangtzu folgendemAusdruck:
4 = 2<p’(x)pé(2) > +2 << p° >)2
+12< p? >< pP(X)p*(2) > +12 < p* >< p®(x)p?(2) >
+18< p*(0p*(2) >< PP (N P*(2) >
+18(< P9 P(2) >)?
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

DasWick’scheTheorenliefert Vereinfachungen:
<pP>=15<p? >3, (2.29)
(< p® >)2 =225< p? >,
<pt>=3<p?>? (2.30)
< p°(x)p?(2) >=15< p? >* +30< p? >2< p(x)p(2) >2,

< pP(x)p*(2) >=45< p? >° +180< p? >3< p(X)p(2) >? +360< p? > (< p(x)p(2) >)*

Y

<pP)pd(2) > = 225< p?>8+1350< p?>* (< p(X)p(2) >)?
+5400< p? >2 (< p(X)p(2) >)*+10800(< p(x)p(2) >)°,

undschlieflich
< p* (0 p*(2) >=9< p? >* +36 < p? >2< p(X)p(2) >% +72< p(X)p(2) >*
Setzenwir dieseErgebnissen (2.28)ein, folgt:
4 = 2304< p? >%+7560< p? >*< p(x)p(2) >2

+18360< p? >2< p(X)p(2) >* +24192< p(x)p(z) >° (2.31)

Nun konnenwir dasMinimum derVarianz< (Hl)2 > alsFunktionvon ng bestimmen.
2 1 r2n 21 1 2
HY) >= —/ dx/ dz( =4+ =mgB+n
<( ) > 4 Jo 0 (9 +3 +moC

Setzerwir nundie ebenin (2.31),(2.27)und(2.25)berechneteAusdiickefur 4, B undC ein,

belommtman:
< (Hl)2 > = [256m° < p? >% +210< p? >4/ dxdz < p(x)p(2) >2
+510< p? >2 / / dxdz < p(x)p(2) >* +672 / / dxdz < p(x)p(2) >
+64mgTe < p? >* +22mg < p? >2/ dxdz < p(x)p(z) >2

+4mgre < p? >2 +m§// dxdz < p(x)p(2) >2
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Hamiltonsche Systeme: Schrodingersche Systeme

Dabeiwurdedie TasacheusgenutzidalR< p? > unablangigvon derOrts\ariablex oderzist,
undsichdeshalteinfachausintgrierenlalt: (2™ dx [ dz < p? >*= 412 < p? >k, mitk beliebig

Seinundasfolgendelntegral definiert:
2mn 2n 5
In(@) = [~ ax [ dz(< p(p(@) )
Mit diesemintegralla3tsich < (Hl)2 > etwasibersichtlicheschreiben:
< (HY)?> = [256n2< p? >61+210< p? >* I;(1) +510< p? >2 1n(2) +6721m(3)

+m§ [6417 < p? >* +22< p? >2 In(1)]

-+ [412 < p? >2 + Im(1)]

Zur numerischemerechnungon < (Hl)2 > alsFunktionvon mg braucherwir nundie Werte

derintegralel(q). EineanalytischeBerechnungnit Hilfe einerRekursiorliefert:

1 A
Im(a) = (2mR)2 l; CI2q (2mg)'l
mit
AT furl =0

L=< 0 furl =1
furl > 2

218 oo 1 +o0 1 1
FT 2kg=—oo kg0 kf+rr%""zk|71=—°°,k|717éo K2+ (Kot....+ki_1)2+m3

Somithatmanalsodie Varianz< (Hl)2 > auf einemit mp parametrisierté&unktionvon den

Autokorrelationen:
< p2>—<q2>—i +Z°° #
2m | & K2+ mg

unddenKorrelationen:
1 -0 e|k(x—z)

<pX)p(2) >= o kzz_mm-

umgeschrieben.

DieseFunktionkannbeziglich my minimiert werden;darausemgibt sichder“optimale” Wert

mp = 1.703
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

Daraudfolgt fur b:

<H(a,p) >=0=>/02n< ((_—31)(qz+ p?)% — mg(ao® + pz)—b> > dx =0,

L
/O < (—(q6+3q4p2+3q2p4+ p®) — m§(a? + pz)) >,

b:i/zn o> r6<d><@>)-2mE<P>) >
21Jo 3 ’

< g* > und< ¢® > werdennachdenGleichunger(2.29)und (2.30)umgeschrieben:

1 /-1
:ZT/O <?(2-15<q2>3+6-3<q2>2<q2>)—2n%<q2>) >,

1 >3 2
b_ET/O (-16< >3 —2mg < ? >),

undschlieRlicherhalt man:
b=-(16<?>*+2mg < ? >),

worausfur denWertmg = 1.703,
b=-1.957

folgt.
Somithabenwir die Partition desurspiinglichenHamiltonians(2.41)in der Form, die in den

Gleichungen(2.22),(2.23)und(2.24)gegebenist, mit dem“optimalen” Satzvon Parametern

(2.32)
b= -1.957

{ mo = 1.703
bestimmt.“Optimal” meint hier, wie am Endedesvorigen Abschnitteserklart, da3fur diese
Wahl von Parametermdermittlere quadratisch&nterschiedzwischendemreellenHamiltonian
und seinerGaul3schei\pproximationbis zur dritten Ordnungminimiert ist. Wir kbnnenalso
nun die Erwartungswerteauf der rechtenSeitevon (1.13) in 0. Ordnungberechnenjndem
wir siedenErwartungswertemeziglich desGaufRscheiamiltonians(2.23)gleichstellerund
darausdie von der “Optimal Prediction” vorhegesagteZeitentwicklungunsererkollektiven

Koordinaterfolgern.
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Hamiltonsche Systeme: Schrodingersche Systeme

2.3.2. Zeitentwic klung der Vq

Die ZeitentwicklungderkollektivenKoordinatenst durch

dVy N Uk—1 — 2Uk + Ukt 4 0
ot k;%k - h2 + (=D |u"u >y (2.33)

gegeben.
In die rechteSeitedieserGleichungsetztmanfir u;, u = nzgzlgf;BV , ein. NachdemAus-

multiplizierenund Aufsummiererfolgt fir denerstenTerm:
1 4 . Kgh
2 Jark < U1 — 2+ Uk 1 >9= ﬁsmz (%) Vo (2.34)

Den zweitenTerm berechnetman,indemmanzuerstmit Hilfe desWick’schenTheoremsden

bedingterErwartungswertlesProduktes< uu;? >9 umschreibt:

< WU >I=< u >T< U >F +6 < U >3 < U >v Cov{ug, Ui v + 6 < Uk >v Cov{uy, Ui }o

(2.35)
Dabeiist auf derrechtenSeitedieserGleichungder ExponentO der Lesbarleit wegenwegge-
lassernworden.Dennochsind alle bedingterErwartungwertepzw. Kovarianzerbeziglich des
Gaul3scheMalRegyy zu verstehen.

Aus (2.17)undder TatsachedaRGG' = i1y folgt:

Cov{ug, Ui} = [C—nG'GCJi = ¢ (2.36)
Man erhalt schlie3lich
Oak < U2 >0 = (—1) 6% (=1)3up-Vp+6C(~1)(—1) ¥ Bup yis VeV Va
B.y,0
(DD D Bapryrs-a-p VW VI
B,Y,0,A, 1
(2.37)

wobeihier die Einsteinsch&Summenknventionverwendetvurde.

Setzenwir die Ergebniss€2.34)und(2.37)in (2.33)ein, folgt fur die zeitlicheEntwicklungder
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Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

FourierKoeffizienten:

=[SV DD T Sapesa s WY
B.Y,0,A, 1
+6¢(=1)(=1) Y 8up_yssVpVyVa+ (—1)6¢% (~1)-Va (2.38)

B.y.5

An dieserGleichungwird klar, wasderVorteil der“Optimal Prediction”Methodeist: die zwei
erstenTermenauf derrechtenSeiteentsprecherinerGalerkin-Approximationbeidernur die
N FourierKoefizientenberiicksichtigtund die Amplitudenaller andererfFourierModen V,, ,
N < p < n gewodhnlichgleich Null gesetztwirden;die zwei letztenTermesind aberKorrek-
turen,parametrisiertiurchc, die ibermy KenntnissdiberhohereOrdnungerim Hamiltonian
unduberdie (n— N) unbeficksichtigtenFourierModenmiteinbeziehenVerallgemeinerndst
die StrukturderKorrekturtermenteressantglie die “Optimal Prediction”Methodefir einebe-
liebige PotenzderNichtlinearitatin der Gleichung(2.1) liefert. Siewird im Anhangangefihrt.
Der Parametec(N) ist eineabnehmend&unktionvon N:

1 1N 1 _
() T Ty Aot () g

(2.39)

(@]

Il
=
™M =

h

fur N — n, ¢c — 0 und die “Optimal Prediction” Methodewird zur gelaufigen Galerkin-

Approximation[19].

Esist zu beachtendal3die Parametemmy und b, die die Partition desHamiltoniansfestlegen,

nur vom Intervall abrangigsind, auf demdie Bewegungsgleichungintersuchivird, und nicht

von der Anzahl der Stiitzpunktebei der Diskretisierung Der Parameteic desKorrekturterms

hangtabervonderArt dieserDiskretisierungah

Numerischwurde nun zuerstmit einer einzigenAnfangswerteilungsimuliert. Dies kann als
Grenzhll einerMonte-Carlo-Simulatiorangesehemwerden,bei der alle “gewirfelten” Konfi-
gurationenverworfenwerden,und eineeinzige,und zwar die Anfangslonfiguration beibehal-

tenwird.
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Hamiltonsche Systeme: Schrodingersche Systeme

In denAbbildungen(2.2)und(2.1)einerseitsund(2.3)und(2.4)andererseitayird die Zeitent-
wicklung desReal-und desimaginarteilsder zwei erstenbeibehaltenekollektivenKoordina-
tenVy undV;, dalgestellt.Die verschiedeneKurven,die manfir jededieserEntwicklungeraus
derintegrationdesgeschlosseneBystemsginemGalerkin-\érfahren,undausderVorhersage

der“Optimal Prediction”erhalt, werdenmiteinandewemlichen.

0.4 T T T T

Integration

0.3

0.2

01 e
Galerkin

Re(V,)

-0.1

-0.2

-0.3

0.4

.05 1 1 1 1

Abbildung 2.1: Zeitentwicklung des Realteils von Vi: die verschiedenen Kurven sind jeweils tiber eine numerische Integra-

tion, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf
die vier Vg, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-
Approximation ist schlecht, wahrend die “Optimal Prediction” Methode gute qualitative Ergebnisse liefert,

allerdings nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

An diesenAbbildungenwird Kklar, daf3die “Optimal Prediction’Methodeauchbei einerquin-
tischenNichtlinearitt sehrgute Ergebnissdir die Zeitentwicklungder relevantenkollektiven
Koordinatenliefert, insbesonderéeutlichbesserals ein Galerkin-\érfahren,daskeinenGe-
brauchvon der Tatsachanacht,dal3die unbeiicksichtigerKoordinatereinerbestimmtenvor-

gegebenerstatistikgehorchen.

44



Anwendung der “Optimal Prediction” auf den Kollapsfall

0.5 T

04 r
Integration
0.3
0.2

0.1

Re(V,)
o

-0.1
-0.2
-0.3

0.4 - ///Galerkin g

05 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Abbildung 2.2 Zeitentwicklung des Realteils von V,: die verschiedenen Kurven sind jeweils Uiber eine numerische Integra-

tion, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf
die vier Vg, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-
Approximation ist schlecht, wahrend die “Optimal Prediction” Methode sehr gute Ubereinstimmung mit der

integrierten Kurve liefert, allerdings auch nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

Der qualitative Verlaufvon Rg\Vy), Im(V1) undIm(V,) ist gutwiedegegebenunddie Uberein-
stimmungist bei Rg\V,) sogarperfekt;allerdingssind dieseErgebnissenur so gut, wennoder
solangebis kein Kollapseintritt.

Wir habenobenschonerwahnt,dalinamlich, wenndochein sogenanntetBlow-up” der Am-
plitude stattfindetsich die Enegie von dengrof3skaligerFourierModenmit |n/2 — k| klein -
unsererkollektivenKoordinaterVy - aufdie kleinenSkalenmit |n/2 — k| groRerverteilt.

Mit anderenWorten wird der Verlauf der Amplitude im Ortsraumsteiler und es sind mehr
FourierModennotig, um dasSystemzu beschreibenDies wird ander Abbildung (2.5) deut-
lich: dawird der Realteilvon Vo, = F1g mit demjenigenvon Ry verglichen,wobei angemerkt
werdensoll, dalRFg hier als Beispielherausggriffen wordenist, aberahnlicheErgebnissanit

denandererunbeiicksichtigtenFourierModendarstellbarsind, die auf die gleicheZeitskala
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oP'

Im(Vy)
o

Integration - E

G;Ierkin

Abbildung 2.3 Zeitentwicklung des Imaginarteils von Vi: die verschiedenen Kurven sind jeweils tiber eine numerische Inte-

gration, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf
die vier Vg, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-
Approximation ist schlecht, wahrend die “Optimal Prediction” Methode gute qualitative Ergebnisse liefert,

allerdings nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

hinweisen.SolangeFy unbedeutendind gegeriiberV,, d. h. gegeriiberdenkollektiven Koor-
dinatenvernachafigbarist, sind die von der “Optimal Prediction” MethodegeliefertenVor-
aussagesehrgut; sobaldaberdie Bedeutungder unbeficksichtigtenModen nicht mehrver
nachBRigtwerdenkann,weil die Amplitude im Ortsraumsteil anwachst,ist esnicht mehrder
Fall. Somitliefert auchdie “Optimal Prediction”"Methodea contrario eineuntereAbschatzung
fur die Zeit desKollaps: solangesie gute Ergebnissdiefert, kanndie Amplitude desSignals
nochnichtkollabierthaben.

Bis zu der Zeit t. & 2.7 eignensich alsodie gewahltenkollektiven Koordinatensehrgut: sie
gebentatsachlichdasgrof3skaligeverhaltendesSystemswieder Furt > t¢ allerdingssind sie
nicht mehrunbedingtallein ausschlaggebenfdir dasVerhaltendesSystemshzw. sind mehr

FourierKoeffizientennotig.
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. Galerkin

Im(V,)

Integration

Abbildung 2.4: Zeitentwicklung des Imaginarteils von Vz: die verschiedenen Kurven sind jeweils tber eine numerische Inte-

gration, ein Galerkin-Verfahren nach Abschneiden des geschlossenen Systems der Fourier-Koeffizienten auf
die vier Vg, und die Anwendung der “Optimal Prediction” Methode 0. Ordnung erzielt worden. Die Galerkin-
Approximation ist schlecht, wahrend die “Optimal Prediction” Methode gute qualitative Ergebnisse liefert,

allerdings nur bis zu einem gegebenen Zeitpunkt.

Erwahnenswerist zudemdie Tatsachedald diese Ergebnisseauch bei einer Monte-Carlo-
SimulationiiberhundertAnfangsbedingungemiederholtundbestatigtwordensind,wennauch
die Ubereinstimmungwischenden Ergebnisserter Integrationund denjenigerder “Optimal
Prediction”nicht so gutist, wie im Fall einereinzelnenTrajektorie.Dennochist dasdynami-
scheVerhaltenso, bessemals mit einemGalerkin-\erfahren,qualitatv sehrgut approximiert,
unddie ebengemachterschluf3folgerungebehalterihre Gultigkeit.

Dieslegt die Vermutungnahe daf3die “Optimal Prediction”Methodenur dannguteErgebnisse

liefert, wenn

e die gewahltenkollektiven Koordinatendas grof3skaligeVerhaltendes Systemsrichtig

wiedegeben
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0.5 T T T T
Re(V,)=Re(F¢)
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Abbildung 2.5: Vergleich der Zeitentwicklung des Realteils von Vo = Fi und Fg: es ist deutlich zu erkennen, daf3 solange
t <te, mit tc =~ 2.7, Fg gegenuber V, vernachlaligt werden kann; fir t > t; allerdings werden die “kleinen”

Skalen um so wichtiger und kdnnen nicht mehr unbericksichtigt bleiben.

e undsichdie Anzahlderzu diesergroR3skaligerBeschreiling ndtigenKoordinatemicht

mit derZeit andert.

Dieseswichtige Ergebnisstellt eine wesentlicheEinschéankungdes Anwendungsgebietder
“Optimal Prediction”Methodedar.

Gleichzeitigwirft eseinneued.icht aufdievonChorinetal. unteranderemn [19] prasentierten
Ergebnissaler Anwendungder Methodeauf die kubischnichtlineareSchibdingerGleichung.
Tatsachlichist die Frageinteressantpb nun die “Optimal Prediction”,angevandtauf die ku-
bischnichtlineareSchibdingerGleichung,immerguteErgebnissdiefert, oderob derenErfolg
etwavon derFestlggungderkollektivenKoordinaterabrangt.

Wir wollen nunim nachstembschnittversuchengieseFragezu beantvorten.
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2.4. EinfluR der Anfangsver teilung: Untersuchung der kubisc h nichtlinearen

Schréding er Gleic hung

Die Interpretationder Ergebnisseder Anwendungder “Optimal Prediction”auf die quintisch
nichtlineareSchibdingerGleichunglegt die Vermutungnahe dal3dasGelingendieserMetho-
de, alsoihre Vervendbarlkit stark von der mittleren Anfangserteilungund der Wahl der als
“relevant” eingestufterkollektivenKoordinaterabhangt.

DieseVermutungprufen wir nun anhandvon zwei Beispielenmit deutlichvoneinandewer-
schiedenemittlerenAnfangs\erteilungen.

Dabeigehenwir von derkubischnichtlinearenSchibdingerGleichung
Uy = — U+ (—2)|ul?u, (2.40)

fur eine komplexe Variableu(x) = q(x) + 1p(x) auf dem x-Intervall [0, 21] mit periodischen
Randbedingungeaus|[19].

DieseGleichunglegt iberdenzugeldrigenHamiltonian

21
H(g,p) = % /O <(Q>2<+ p3) + (—2)%(q2+ pz)z) dT (2.41)

die zugrundeligendeStatistik fest. Fur einengegebenerHamiltonianist auchdessergevahl-
te ApproximationdurcheinenGauf3schemdamiltoniannachder Partition (2.19) fest und un-
abhangigvon der spezifischeruntersuchternfangswerteilung.Je nachdemwie die kollekti-
ven Koordinatengewahlt und die Monte-Carlo-Simulatiordurchgefihrt werden kdnnenaber
die verschiedenemoglichenmittleren Anfangs\erteilungen,die zu einemsolchenProblem
geloren,ziemlichunterschiedliclvoneinandeausallen.

Zuerstwird die Gleichung(2.40) mit dengleichenStitzstellerwie vorhin diskretisiertunddas
dazugebrigeSystenmvon 32 DifferentialgleichungeiibereinediskreteFourier Transformation
aufein Systemvon 32 Gleichungerfir die i, gebrachtDabeitibernehmemvir die Notationen
dervorigenAbschnitte.

StattdasvollstandigeSystemgeschlosseru |6sen,beschanken wir unshier auchauf die 4
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kollektivenKoordinatervy, - - - V.

V1= Fnj2-nj241s
Vo = Fy/2-Nj2+425 (2.42)
V3 =Fn/2-N/2+3

| Va=Fnj2Nj2ta-

Die BestimmungderderGleichung(1.13)entsprechendeseitentwicklungderkollektivenKo-
ordinatenerfolgt ahnlichwie bei der quintischnichtlinearenSchibdingerGleichungund wird
hier nicht weiterausgefihrt. Die Berechnungertgie zur sogenanntefoptimalen” Partition des
Hamiltoniansfuhren,werdenim Anhangdagestellt. Schlie3licherhalt manfir die Zeitent-
wicklung derVy folgendeGleichung:

dV, 4 Kqh
B 2 (Vo (D) V2D (24
B’yig

Hier erkenntman,wie amBeispielder SchiddingerGleichungmit Linearitt p = 4, die zweier-
stenTermeauf derrechtenSeitedieserGleichungalsdenGalerkin-Beitragwahrendder letzte
Termdie von c parametrisiert&orrekturdarstellt.Dabeiist c die in (2.39)definierteFunktion
vonN.

Unserezwei Beispieleunterscheidesichnundurchdie BedeutunglerfestgehalteneRourier
Koeffizientenund die Form der mittleren Anfangs\erteilung,die ausder Monte-Carlo-Simu-

lation resultiert.

Untersuchenvir in einemerstenSchrittdie ausdenfolgendenwWertenihrer FourierModenim

FourierRaumbestimmteKonfiguration:die vier komplexenkollektivenKoordinaterseien

4

= F15= (0.01, —0.01)
Vo = Fig= (—0.1,0.1)
Vs = Fi7 = (0.41,-0.41)
Vs = Fig = (0.21, -0.21).

(2.44)
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Einflul3 der Anfangsverteilung: Untersuchung der kubisch nichtlinearen Schrodinger Gleichung

Die WertederandererfourierKoeffizientenwerdenzwar nicht festgehaltengdennochseienin
der Monte-Carlo-Simulatiordie Wertevon F14 undVyg der GroRenordnund.0~1 und diejeni-
genallerandererKoefizientender GroRenordnund.0—° oderkleinerangesetzt.

NacheinerMonte-Carlo-Simulatioriiber 100 Anfangslonfigurationereeichnetsich die mitt-
lere AnfangswerteilungdurchfolgendeEigenschaftius:die kollektiven Koordinaterhabendie

ebenin (2.44)dalgestellteWerte;die KoeffizientenF14 und F1g nehmerdie Werte

Fis = (0.16780.321)
Fio= (—0.147,0.213))

(2.45)

an.Alle andererfFourierKoefiizientenhabenwerteder GroRenordnund.0-© oderkleinerund
sinddamitdeutlichkleiner.

Interessantst dabei,sich den Beitrag der kollektiven Koordinatenzu der gesamtermittleren
Anfangserteilunganzuschauersetztmanalle FourierKoeffizientengleichNull aul3erdie vier
kollektivenKoordinaterundfiihrtdie Riicktransformation; = S, KXy aus siehtman,daR
dievier niedrigsterFourierKoefizientenzusammeiwlasgrof3skalige/erhalterdesSystemgut
wiedegeben,und sich somit gut als “k ollektive Koordinaten”im Sinneder in der Einleitung
dieserArbeit gegebenerDefinition eignen.DerenAnteil an der Gesamterteilungwird in den
Abbildungen(2.6) und(2.7) dagestellt.

Undtatsachlichliefert die 0. Ordnung‘Optimal Prediction”in diesemFalle sehrguteErgebnis-
sefir die ZeitentwicklungderkollektivenVariablenVs, V3 undV,, ahnlichdenErgebnissewon
Chorinetal. in [19], wie andenAbbildungen(2.8)und(2.9)ersichtlichist. Die Symbolestellen
die mittlerenWertedar, die ausder IntegrationdereinzelnerhundertAnfangsbedingungetier
Monte-Carlo-Simulatiorolgen; die Voraussageder “Optimal Prediction”Methodestimmen
sehrgutmit denjenigerderIntegrationiibereinwahrendsichdie Galerkin-Approximatiorieil-
weiseschonnachsehrkurzenZeitenalsfehlerhafterweist.

WasV; angeht,st dasErgebnisallerdingsschlecht:sowvohl die Galerkin-Approximationals
auchdie “Optimal Prediction”Methodeliefern keinegute Voraussagélr die weitereZeitent-

wicklung; dieswird auf die Tatsachezuriickgefihrt, daf3Vy, bzw F;5, keinegute“kollektive”
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Abbildung 2.6: Anteil der vier kollektiven Koordinaten an dem Realteil g der Anfangsverteilung: die dicke durchgezogene
Kurve ist das Ergebnis der kompletten diskreten Fourier-Transformation, wahrend die dinne gestrichelte

Kurve den Anteil der vier kollektiven Koordinaten darstellt.

Abbildung 2.7 Anteil der vier kollektiven Koordinaten an dem Imaginarteil p der Anfangsverteilung: die dicke durchgezogene
Kurve ist das Ergebnis der kompletten diskreten Fourier-Transformation, wahrend die diinne gestrichelte

Kurve den Anteil der vier kollektiven Koordinaten darstellt.
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Einflul3 der Anfangsverteilung: Untersuchung der kubisch nichtlinearen Schrodinger Gleichung

Abbildung 2.8: Zeitentwicklung vom Realteil von Vs, V3 und Vg; die Symbole sind das Ergebnis der Integration iber hundert

Anfangskonfigurationen; sie stimmen sehr gut mit den Ergebnissen der “Optimal Prediction” Methode (diinne

Linien) Uberein, wahrend die Galerkin-Approximation (dickere Linien) teilweise sehr fehlerhaft ist.

Koordinatedarstellt,da die Beitragevon V», V3 undV,, sowie diejenigenvon F14 und Fpg, die
dazunoch unbeiicksichtigtbleiben,deutlich grof3ersind. In einemsolchenFall versagtdie
“Optimal Prediction”Methodeundist nichtbesseralsein Galerkin-\érfahren Dal3letzteresn
demFalle schlechteergebnisseroduziertst klar, wennmanbedenktdalldie im Vemleichzu
V1 wichtigenWertevon F14 und F1g dabeieinfachgleich Null gesetziverden.

Die Vermutungnachderdie “Optimal Prediction”"Methodein 0. OrdnungnurdannguteErgeb-
nisseliefern kann,wenndie kollektivenKoordinaterauchdiejenigensind, die dasgro3skalige
VerhaltendesdynamischerSystemswviedegebenpderandersausgedickt, wennder Grol3teil
derEnegie desSystemsichin denausgesuchtellodenkonzentriertwird vonunserenzwei-
ten Beispielbekiaftigt.

Ware allerdingsdie Enegie des Systemsgroftenteilsausschliellictin denvier kollektiven
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Hamiltonsche Systeme: Schrodingersche Systeme

Abbildung 2.9: Zeitentwicklung vom Imaginérteil von V-, V3 und Vy; die Symbole sind das Ergebnis der Integration tber hun-

dert Anfangskonfigurationen; sie stimmen sehr gut mit den Ergebnissen der “Optimal Prediction” Methode

(diinne Linien) uberein, wahrend die Galerkin-Approximation (dickere Linien) teilweise sehr fehlerhaft ist.

Koordinaterkonzentriertwareein Galerkin-\erfahrenbei derVoraussagderenweitererZeit-
entwicklungnaiirlich sehrerfolgreichundderVorteil der“Optimal Prediction”nichteinsichtig.
Somitsollen,damitdieseletzteMethodesinnvoll eingesetziverdenkannundtatsachlicheFort-
schrittegegeriibergangigenMethodenliefert, erstensvenigeModenreichen,um dasSystem
zu charakterisierergweitensallerdingseinige davon, hier beispielhaftF 4 und F1g9 unbefick-
sichtigtbleiben,sodalR3derenEinflul3iiberdenvom Parameter abrangigenZusatzternaufder
rechtenSeiteder Gleichung(2.43)erfal3twird.

In unserenzweitenBeispiel untersuchemwir eine mittlere Anfangsbedingungzu derenBe-
schreilungwir wissen,dal3viele ModenF notig sind. Dies geschiehtindemwir als Anfangs-

konfigurationfir unsereMonte-CarloSimulationeineim OrtsraumsolitonartigeL 6sungan-
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Einflul3 der Anfangsverteilung: Untersuchung der kubisch nichtlinearen Schrodinger Gleichung

setzen.Uber die obenbeschrieben®iskretisierungund anschliessendBildung der Moden-
koeffizientenF gelangtmanwiederzu demunterbestimmtei®ystemwennmanvon denzur
geschlossenend®eschreibing ndtigen32 K¢ nur die vier Vi beibel@lt. Diesewerdennunwie
vorhin fixiert, wahrendeine Monte-CarloSimulation100 Anfangserteilungenmit denselben
kollektiven Koordinatenzur Zeit t = 0 liefert. Da aberdiesevier Modenvollig unzureichend
sind,umdasgrof3skaligé/erhalterdesSystemsubeschreibergrwartenwir nunschlechte/or-
aussagemer“Optimal Prediction”Methode.Dasist tatsachlichder Fall, wie nun beispielhaft
andemRealteilvonV, deutlichwird (cf. dazuAbbildung(2.10)).Bei denandererkollektiven
KoordinaterV/1, V3 undV, ist dasErgebnisvergleichbar An der Abbildung(2.10)wird klar, daf3

Abbildung 2.10: Zeitentwicklung vom Realteil von V»; sowohl das Galerkin-Verfahren, wie auch die “Optimal Prediction” Me-

thode liefern keine gute Voraussage. Zudem zeichnet sich eine deutliche Verschlechterung der Ergebnisse

der “Optimal Prediction” gegenuber einem gangigen Galerkin-Verfahren ab, das rigoros nach den vier kol-

lektiven Koordinaten abschneidet.

die “Optimal Prediction”"Methodenicht nur die weitereZeitentwicklungderkollektivenKoor-

dinatennichtrichtig beschreibtsonderrsogardeutlichschlechter&rgebnissalsein Galerkin-
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Verfahrenliefert. Dieskannmanverstehenindemmansichdie Gleichung(2.43)in Erinnerung
ruft. Der einzigeUnterschiedzwischender Galerkin-Approximatiorund der“Optimal Predic-
tion” Methodebestehin demvon c abhangigenZusatztermyon demerwartetwird, dal3er die
Ruckwirkung der unbeiicksichtigtenModen auf die kollektiven Koordinatenausdiickt. Der
Parameter ist in (2.36) definiertund, wie ausdemLemma(A.6) einsichtig,unablangigvon
denspeziellerAnfangswerteWy (t = 0) derkollektivenKoordinaterundalleinevon derMatrix
G, d. h.vondenFilterfunktionengy (X) abrangig.Mit dieserFilterfunktionenaberwird festge-
legt, welcheund vor allen Dingenauchwieviele spezielleModen (wennauchihr spezifischer
WertkeineRolle spielt) erwartunsgeral3fir die weiteredynamischéentwicklungdesSystems
ausschlaggebergind. Dain unserentalle die Einschéankungauf die vier beibehalteneiMo-
dendieserErwartungnichtgerechwird, induziertder” c-Term” der“Optimal Prediction”sogar
einenFehler der dafur verantwortlich ist, dal3dasGalerkin-\erfahrenin diesemFalle bessere
Ergebnissdiefert. Vermutlichwirde eine Anwendungder “Optimal Prediction”Methodemit
“besseren” unsereiVerteilungeherentsprechendekollektiven Koordinatenals den Fourier

Moden,besserdrgebnissdiefern.

An diesenzwei Beispielenwird die Bedeutungder Anfangswerteilungfir das Gelingender
“Optimal Prediction”Methodeklar.

In ZusammerdssunglerErgebnisselerAnwendungderMethodeim vorigenAbschnittaufdie
quintischundin diesemAbschnittaufdie kubischnichtlineareSchidingerGleichungkommen
wir zu dem Schluf3,dal3 folgende Bedingungererfullt werdenmiissen,damit die “Optimal

Prediction”sinnvoll eingesetztverdenkannund gute Ergebnissdiefert:

¢ die Enegie desSystemsanufR3sichhauptschlichin wenigenModenkonzentrieren,

¢ die kollektivenKoordinatemmiissernunterdiesenenegiereicherModenausgesuchier-

den,

e die bestenErgebnissdiefert die “Optimal Prediction” Methode,und vor allen Dingen
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besseralsein Galerkin-\erfahrenwennnurwenigeenegiereicheModenunbeficksich-
tigt bleiben,derenEinflu3 auf die kollektivenKoordinateraberiiberden®c-Zusatzterm”

einbezogenvird,

e die Zahlunddie NaturderenegiereicherModenmul3in derZeit konstantleiben.

Dieseletzte Bedingungist der Aussageaquialent,dald sobaldein Enegietransferzwischen
denbericksichtigtenund denunbeiicksichtigtenModenim Laufe der Zeit stattfindetwie es
derFall beikollabierenden.dsungerdernichtlinearerSchiddingerGleichungist, die Methode

der“Optimal Prediction”ihrem Namennicht gerechtwird und ungeeigneist.
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3. Diskretes Modell

In diesemParagraphenvollen wir nundie Moglichkeit der Anwendungder “Optimal Predic-
tion” Methodeauf dasHamiltonscheSystemder sogenanntediskreten“self-trapping” Glei-

chung(DST) untersucheii26], die in der Beschreibng der Physikder kondensierteaterie
oft vorkommt.

Der sogenanntéself-trapping” (zu deutsch:“selbst-einngend”)Charakterbasiertauf dem
Zusammenspielon zwei verschiedenerozessereinerseitdbewirkt die Lokalisierungeines
Integralsder Bewegung(Enegie) strukturelleVeranderungeihrer Umgelung;andererseitee-

duzierendiesestrukturellenVeranderungenlie Enegie desintegrals der Bewegungund ver-

meidensomitihre Dispersion.

Die DST modelliertein Systemvon gekoppelterklassischemderquantenmechanischanhar

monischerOszillatoren25] undlautet:

(l%—wo)A+yD(|A|2)A+£MA =0 (3.1)

Dabeiist A der n-dimensionaleVektor der komplexen Modenamplituderder n miteinander
wechselirkenderanharmonischeRreiheitsgrad§25].

Die DiagonalmatrixD

1Aq)? .. 0
‘Az‘z
D(JA[?) = ) (3.2)

0o ... |An|?

modelliertden anharmonischeharakterder Oszillatoren;die Matrix M wird als reell und
symmetrischangenommermund enthalt die linearendispersven Wechselirkungstermezwi-
schendenn Freiheitsgraden.

Fure = 0undy # 0 stelltdie Gleichung(3.1) ein Systemvon nicht miteinandemwechselirken-

denanharmonische®szillatorendar, wahrendaus(3.1) fur y = 0 unde # 0 dasModell eines
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einfachenSystemsson miteinandeigekoppelteninearenOszillatorerfolgt [25].

Es konnenverschiedenghysikalischeMotivationenfir die Untersuchungler DST angefihrt

werden:

60

e erstensvermuteteDavydov in den 1970erJahren,dal3 die DST den “selbsteingedin-

genen”Charaktervon VibrationenbestimmterPeptidgrupperentlangder a-Spiraleei-
nesProteinsin Wechselirkung mit niederfrequentePhononerbeschreibf{21, 20]. Bei
diesemSystemhandeltes sich um eine Exziton-Phononen-¥thselirkung, derenMo-
dellierungunterbestimmteriVoraussetzungefadiabatischépproximationfur die opti-
schenPhononerund ausschlie3lichWechselirkungenmit dennachsterNachbarn)auf
die DST fuhrt. Die Elementedes Vektors A sind in diesemFalle die Quantenzahlen
der sogenanntemavydov-Moden [25] und die Elementeder Matrix M Dipol-Dipol-
Wechselirkungsenegien. ExperimentelleBesttigung dafur lieferten spater Untersu-
chungeranKristallenanhandvon Infrarot-Absorptionrund Raman-Streuunff6].

Eine Untersuchungler durchdie quantisierteDST beschriebenetokalisiertenVibrati-

onsnegiein kleinenpolyatomarerMolekilenfindetsichin [4].

zweitendiefert die DST ein klassische$/lodell fur bestimmteAspektederdynamischen
Wechselvirkung anharmonische¥lodenin kleinenMolekilenwie WasserAmmoniak,
MethanoderBenzol.Die Elementevon A sind danndie komplexen Amplituden einer
bestimmtermolekularerBindung;ist die komplexe Mode durchdie klassischerKoordi-
naten(q, p) beschriebendannsind die A, durch Ay = (px — IWo0Kk) /v/'2 gegeben.Eine
EntwicklungdesHamiltoniansdes Systemsn Potenzenvon A, fuhrt bei Vernach&l3i-
gungaller nichtlinearerTermebis auf die Selbstwechsalirkungstermeder Form |A|*
dannaufdie DST. InsbesondereverdendabeiTermeder Form A} und A;* vernachaBigt,
waseineweitereErhaltungsgbRedesSystemgdie untendefinierteZahlN) ergibt. y stellt
dabeidie AufweichungdieserBindungenbei AusdehnungedarundeM die elektroma-

gnetischerund mechanischeKopplungerewischendiesenBindungen25, 26].



e weitereBeispielevon solchem'self-trapping” sind die BewegungeinesElektronsin ei-
nemKristallgitter - daslokalisierteElektronpolarisiertdenKristall, wahrenddieseretzte
die Enegie desElektronsmindert-,elektromagnetischénegiein einemPlasmabderdie

Lichtenegiein eineroptischerGlasfiser26].

Aus derunitarenTransformatiom’A — Ae~""o! folgt die Standardfornuer DST:
IA+yD(|A]2)A+eMA =0 (3.3)

Da jeder konstanteDiagonaltermin M in wgp miteinbezogerwerdenkann, ist es verninftig,
zu vermuten,dal3,wenndie Moden gleicheUmgelung haben,die Diagonalelementgon M
effektiv gleichNull gesetziverdenkdnnen[25]. Dazukommt,dal3daslineareSystemdasaus
(3.1)mit y= 0 unde # 0 folgt, schorvon Anderson(cf.[26] undZitatehierin) mit demErgebnis
untersuchtvurde,daRlokalisierteZustatndedannauftretenwenndie Diagonalelementeon M
groRRersind,alsdergrofdtedernichtdiagonalerclementeWir wollenunsim folgenderaberauf
lokalisierteZustandekonzentrierendie von der Wirkung der Nichtlineari&t herriihren.Daher
werdenalle Diagonalelementgon M gleichNull gesetz{26].

Fur einedetaillierteUntersuchungler DST wird auf [26] verwiesen Wir weisenhier nur auf
wichtige Ergebnissehin. Losungernvon (3.1) besitzenzwei Erhaltunsgdf3en:die sogenannte
“Zahl” N = ST, |A|? unddie Enegie

1.0 .
H=wol =5y 3 Al e S miAA
i= i#)

Ublicherweisewird N = 1 durchSkalierungvon A undy erzielt.

Wichtige Losungervon (3.3) sinddie sogenanntestatiorarenL dsungengie mit

A(t) = g™,

definiertwerdenkonnen,wobei @ ein n-dimensionalerzeitunablngigerVektor ist; fur diese
Losungerist | A (t)|? zeitunabBngig.Von diesenL vsungererwartetman,daRsie bei Wechsel-

wirkungendesSystemsnit elektromagnetischeWellenwichtig sind[25, 26]. Zudemerfullen
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dieseLosungerdie nichtlineareEigenwertgleichung:

—Wo-+yD(|9/*) 9+ EM@=0

Firy>> 1 kanndere-Termvernachiissigiwerden die Losungererfillenwg = y|@|%@, woraus

fur reelley-Werte ¢ = 0,++/w/y folgt. DieseLdsungerwerdenin [25, 26] untersucht.

Im folgenderwollen wir nundie DSTim Spezialéll eines10-dimensionaleNektorsA € R0
untersuchen.

Inwiefern kdnnenspezielleKomponenterdiesesVektorsals kollektive Koordinatenfur das
SystemausgesuchwerdenundderenZeitentwicklungdurchdie “Optimal Prediction”’Methode
wiedegegebernwerden?

Die Matrix M definierenwir nunmit

(01 0 o
1 0 1/2 0
012 0 1 0
|00 1 0 120 -

00 0 1/2 0 1
O 0 0 O 1 010 ..

\1 0 0 o0 .. 10 )
DieseForm der Dispersionsmatristehtfiir Wechselirkungenausschlief3lichmit dennachst-
liegendenStrukturen Au3erdemsind die Rickkoppelungder 3. und 4. Strukturenjeweils mit
denanderemur halbsostarkwie ihre Wechselirkung untereinander

Warenalle Elementeder Nebendiagonalegleich Eins, erhieltemanausder Gleichung(3.3)
unddersodefiniertenDispersioneinediskreteForm der nichtlinearenSchiddingerGleichung
mit periodischerRandbedingungetJnsereWahl zielt aberauf die Untersuchunginesphysi-
kalischenSystemsbei demdie grofRtenAnregungenin denmittlerendrittenund viertenKom-

ponenterstecktund alle andererals “Storungen”,als “Rauschenbetrachtetverdenkdnnen;
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dieserzieltman,indemdie numerischerAnfangswertdgur dieseWahrscheinlichkitsamplitu-
denA;, i # 3,4 vonkleinererGroRenordnungewvahltwerdenIm folgenderbezeichnenvir die
AmplitudenAz und Ay, die wir alskollektive Koordinateraussuchewerden als“Hauptampli-
tuden”,um sievon denandererirauschendenAmplitudenhenorzuheben.

Die ZerlegungderkomplexenKomponentem; desVektorsA in Real-undImagirarteileq;, p;

fuhrtauffolgendeDifferentialgleichungen:

Furi=1,6,...,10:

G = 3—';, =~y pi(aF + P?) — & (Pir1+ Pi-1)
pi= -3 =yai(af+pP)+& (Gi+1+Gi-1)
Fari=2:
G2 = —Y P2(05 + P3) — 3¢ (2p1 + Pa)
P2 = Y Ga(05 + P3) + 3¢ (201 + )
Furi=5:
G5 = —Y Ps(03+ P3) — 3¢ (2Ps + Pa)
Ps = v ds(aZ + P3) + 3¢ (206 + Ga)
Und schlieBlichlauten die Differentialgleichungeriur die “Hauptamplituden”(qgs, ps) und

(Q4, pa):

b3 = —Y Pa(G5 + P3) —£Pa — 5€P2
Ja=— + — 3¢
< q4 Y Pa(0G+p3) — Ps (3.5)
Ps = +Y 03(0B + P3) + €0a + 580
| Pa=+Y0Qa(cf+ Pg) + 0z + 3805
3.1. 0. Ordnung “Optimal Prediction”
Die HamiltonscheStrukturdiesesSystemsst bekanntderHamiltonianist durch
1 10
== ——V Z oZ + p?)?| —€ (Papa+0stia) — 5€ ; [Pk (Prt-1 + Pr—1) + Ok (O 1 4 Ok—1)]
k=1,KZ3 k4
(3.6)
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gegebenund wir nehmenvon der Verteilung der moglichenLdsungenan, dal3 sie die vom
HamiltoniankanonischinduzierteStatistikerfullt. Somitist das“prior” Mal3 p festgelgt, das
fur die Durchfuhrungder“Optimal Prediction’notig ist. Wir folgenjetztderenin derEinleitung
dagestellterPrinzip,indemwir alskollektive Koordinaterdie “Hauptamplituden’(gs, p3) und
(da, p4) wahlen;die SchluRfolgerungenlesletzten Paragrapheregen nahe,dak dieseWahl
wahrscheinlickeineguteist, wenndieseAmplitudentatsachlichdasgrol3skaligeverhaltendes
SystemsviedegebenDafur wird folgenderSatzV an Anfangsbedingungeiiir die kollektiven
Koordinaterfestgelgt

((z=—0.1
gs=0.24 (3.7)
ps = —0.87

| Pa= 0.12

furt = 0 unde = y= 1. UbereineMonte-Carlo-Simulationvird ein Satzvon 100 Anfangsbe-
dingungerbestimmtdie nachderWahrscheinlichkitsdichtef (1) verteiltwerden,undzur Zeit
t = 0 dieseWertefur (gs, p3) und (gs, ps) annehmenDabeiwerdendie andererAmplituden
bewul3t eine GroRenordnundgleiner angesetztso wird der TatsacheRechnunggetragendald
dieseals“Rauschen’betrachtetverdensollen.

Ein einfachesGalerkin-\eérfahrenwiirdedarin bestehenalle Amplitudengleich Null zu setzen
undnur die Hauptamplituderzu behaltengdasurspiinglicheSystem(3.5) von Differentialglei-

chungerfir gs, ps, ds, p4 Wird auffolgendesumgeschrieben:
(

Gs = —Y P3(Q5+ P3) —&pa
Ga = —Y pa(Qz+ P3) —€ps
Ps = +Y a(a5 + P3) + €0
| Pa=+y 0a(df + PF) +£0a

Wegender bei diesemVerfahrenkomplettenVernaché&Rigungder Kopplungstermewischen

(3.8)

denHauptamplitudemnddenandererkannaberdieseMethodekeineguteVorhersagdiefern.
Esgehtschlie3lichdarum,dieseKopplungstermem besterzu approximiererund zu berick-

sichtigenauchwenndie Zeitentwicklungderjeweiligendy, p2,ds, ps nichtnumerischhewertet
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wird.
Aus (3.5) und der Anwendungder der “Optimal Prediction” zugrundeligendenGleichung
(1.13)wissenwir, dal3die Kopplungstermejs, ps, g4 undp4, die auf derrechtenSeitevon (3.5)
stehen derenbedingtenErwartungswerterbei dem gegebenerSatzan Anfangsbedingungen
(3.7) gleichgestelliverdensollen.Gesuchsind nunin der Terminologievon “Optimal Predic-
tion” die Mittelwerte< gz >v, < p3 >v, < 04 >v, < pa >v fur einespatereZeitt > 0.
Nun ist der HamiltonianunseresSystemsnicht Gaul3scheForm; manware deshalbauf eine
PartitionierungdesHamiltoniansnachder im vorigen ParagraphemaigestelltenMethodean-
gewiesen Die gesuchtertrwartungswert@rgebensichdannausder Storungsrechnun¢.21).
AusderTatsachegaRCov{ pi, pj }° = 0 undCov{gj,q; }° = 0 sind,undmit Hilfe derLemmata
(2.15)und (2.16) folgt aber daf3die entsprechendebedingtenErwartungswertegleich Null
sind.D. h. eineBeschankungauf die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”Methode wie sie
bis jetzt gemachwordenist, wirdeerstmalkeinenzusatzlichenTerm,daherauchkeineBesse-
rung gegernibereinemGalerkin-\erfahrenbringen.
Dennochversucherwir in eineretwasveranderter-orm der 0. Ordnungdie Kopplungsterme
zu bericksichtigenjndemwir fur sie derenausder Monte-CarloSimulationsich egebenden
Mittelwert zur Zeit t = 0 einsetzenD. h. wir versucherdasSystem(3.5) durchfolgendeszu
approximieren:
ds = — Pa(G5+ P3) — %s < P2 >t=0
Ga = —Y Pa(GG + P§) —€P3 — 3€ < P5 >t=0
Ps = +Y 03(03 + P3) +€0a + 5€ < G2 >t=0
| Pa=+YQa(G+ PF) +E€0z+ 3 < G5 >0

Die IntegrationdieserGleichungerbringtbesserd&rgebnissalseineGalerkin-Intgration.Die

(3.9)

ersteEntwicklungwird teilweisesehrgutapproximiertbis derKopplungsternsichzu sehrvon
seinemWert zur Zeit t = 0 entfernt.Stellvertretendhierfur seidie Entwicklungvon p4 in der
Abbildung(3.1) dagestellit.
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15 4

0.5

Pg

\\Qalerkin

Integration
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Abbildung 3.1 Zeitentwicklung von ps: hier werden die Ergebnisse aus der Integration, aus einem Galerkin-Verfahren und

aus der 0. Ordnung der “Optimal Prediction” mit Modellierung des Anfangsrauschens nach (3.9) verglichen;
solange der Kopplungsterm sich nicht zu sehr von seinem Wert zur Zeit t = 0 entfernt, liefert die “Optimal

Prediction” gute Ergebnisse, insbesondere bessere, als ein Abschneiden mit einem Galerkin-Verfahren.

3.2. Hohere Zeitentwic klung en der “Optimal Prediction”

Die 0. Ordnungder “Optimal Prediction” Methode,die wir bisherprasentierthaben,erzeugt
ein SystemgewodhnlicherDifferentialgleichungeressinddie BewegungsgleichungedesSat-
zesgewahlterkollektiver Koordinatenderenzeitliche Entwicklungist allerdingsnur fur eine
kurzeZeit richtig wiedegegeben die von der Anzahlund der Wahl der kollektiven Koordina-
ten und der Varianzder Anfangsdateni, e. der Temperaturabrangigist [13, 19, 15, 14]. Es
ist zwar die “optimale” Voraussagen dieserOrdnungfiir Markov’scheApproximationer{32],
dennochwird dabeidasAbklingenmit derZeit deskinfluResder Anfangsdateraufdie gesamte
Verteilungder Losungemicht beriicksichtigt. Andersausgedickt: bei emgodischerSystemen
spielennachgewisserZeit die AnfangsdatekeineRolle mehr unddieserTatsachdragtdie O.

OrdnungnichtRechnund19]. In AnlehnungandenMori-Zwanzig-FormalismusderseineAn-
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wendungoeinichtgleichg&vichtigenstatistischerBystemeriindet,wurdevon Chorinetal. eine
verallgemeinerté.angesin-Gleichungentwickelt, die einennicht-Markov’schen sogenannten
“memory”-Termbeinhalteunddamitdie nachsttbhereOrdnungder“Optimal Prediction”Me-
thodedarstellt. DasMori-Zwanzig-\érfahrenverbindetdie Entwicklungvon makroslopischen
Variablenmit der mikroskopischerDynamik; dasPendantzu denmakroslopischenvariablen
sind bei Chorin et al. die kollektiven Koordinatendesunterbestimmtersystemg13]. Diese

Herleitungwird nunfir eineBewegungsgleichung

do _
G oROO), 90— (3.10)

im Phasenraurh dagestelltunderlautert.DabeisindR und¢ n-dimensionalé/ektoren.Unser
Ziel bleibt die Berechnungvon Mittelwertenfur ¢;(t) fur 1 <i < m, mit m < n. DieseMit-
telwerte sollenja Funktionend(t) ausschlieRlictder aufgebstenVariablenX sein,d. h. man
suchtderenProjektionerauf denRaumderFunktionervon xy, - - -, Xm. ESist bewiesendal3die
besteProjektiondafur diejenigeist, die in denvorigenAbschnittenbenutztwurdeund sich auf
die bedingtenErwartungswertestiitzt: sie ist die besteApproximationvon einer Funktionder
gesamtem Variablenx mit einerFunktionnur von denm erstenvariablenX; sie minimiertden
mittlerenquadratischeAbstandzwischerbeiden[14, 13]. AllerdingssindauchandereProjek-
tionenwie die lineareProjektionunddie “finite-rank” Projektiongelaufig.
JederAnfangsbedingungentspricheineTrajektoried (t) = ¢(x,t). Die Entwicklungeinerbe-
liebigen Phasewariableu ist durchdensogenanntetfEntwicklungsoperator'S und die Glei-

chung(Su)(x) = u(¢(x,t)) gegeben15]. DasDifferenziererdieserGleichungliefert dann:

S‘u )(X) = zR. (d(x,t)) = LS u(x), (3.11)

6¢.

wobeiderLiouville-OperatordurchL = §; Ri(qa)a%t gegebenist. Gewdhnlichschreibtmanfur
S: g =€l [14].

Betrachtenwir jetzt den Spezialéll, in demdie Phasewariableu(¢(t)) eine der kollektiven
Koordinatenp;(x,t) = e“-x,- ist. DasMori-Zwanzig-\erfahrenbestehtnun darin [40, 54], die
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ZeitableitungR;j (¢(x,t)) = €-Lx; in einenaufdenRaumder Funktionend (t) projiziertenAn-

teil unddendazuorthogonalerAnteil aufzuspalten:
0
Eeﬂxj = &tLx; = é-PLx; + €-QLx;, (3.12)

wobeiP einederobengenannterProjektionenst undQ = | — P. Der ersteTermist eineFunk-
tion vonu undkanngeschriebemverdenalsé-PLx; = R (§(x,t)) mit R;j(X) := (PR)(X) [15].
DerzweiteTermruhrtvondersogenanntetorthogonalenDynamikher[15, 14, 13] undkann

mit Hilfe der Dyson-Formelumformuliertwerdenin:
t
QL + / eI pLeRLQLxds, (3.13)
0

sodaRmanaus(3.11)und mit denDefinitionenF;(x,t) = LQLx; undK; (& t) = PLFj(x,t)

schlie3lichdie verallgemeinertéangevin-Gleichung
t
%e"-xj =R (& 1) + /O et=9LK; (R, s)ds+ Fj (x, 1) (3.14)
erhalt[15], oderin eineretwasanderer-orm:

%q)j(x,t) = Ri(d(x,1)) +/Ot Kj(§(x,t —s),s)ds+ Fj(x,t). (3.15)

Den erstenTerm dieserGleichungerkennenwir als die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”
Methode.Er entsprichtder rechtenSeiteder Gleichung(1.13), wahrenddie zwei letztenTer-
me densogenanntefmemory”’-Termausmachefil5, 13, 14]: derzweite Term hangtvon den
Wertenvon u zwischendenZeitenO undt ab; derletzte TermhatkeineKomponentemuf dem
RaumderFunktionenvon X, er kannalsRauschenhzw. Zufallstermangesehewerdendessen
Statistikdurchdie Anfangsdateestimmtwird. Dal3der“memory”-Termvon demRauschen
abhangt,entsprichlemsogenanntefi-luktuations-DissipationstheorendérstatistischePhy-
sik [15], desserilbliche Form ausder spezielleWahl derlinearenProjektionfur P folgt. Eine
UntersuchunglesZusammenhangder “Optimal Prediction”Methodemit demFluktuations-

Dissipationstheoremind die darausfolgendeApproximationeinesunterbestimmtersystems
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durcheinestochastisch®ifferentialgleichundannin [2] nachgelesewerdenwo diesaufdie

gemitteltenEulerGleichungenm Zweidimensionalemngevandtwurde.

DurchProjektionerhalt mandanndie gesuchtd-unktion:

d t
5POI0CD) = PR (B 0) + | PK;(B(xt—9),5)ds (3.16)
Hier wurdealsostattder Bewegungsgleichungiir die Komponentep (t)
d .
% =Rj((t)), (3.17)

die direktaus(3.10)folgt, ihre ProjektionP¢ j (x,t) auf denRaumderFunktionderaufgebsten
Koordinaterk betrachtetunddie rechteSeiteP(R;(¢(t))) danndurcheineFunktionvon X ap-
proximiert.

Falls fur P die auf bedingtenErwartungswerterbasierteProjektionangesetztvird, dannbe-
kommtmangenaudenMittelwert$(x,t) bedingtdurchdie anfanglichenWertederkollektiven
Koordinatend. h. die optimaleApproximation.

Esistinteressananzumerlken,daf3die Gleichunger(3.15)und(3.16)exakt unddemurspiing-
lichen Problem(3.10) vollig aquivalentsind;in der Praxiskdnnensie aberseltenexakt gelost
werdenmanist auf Approximationerangaviesen[15].

Die erstemoglicheApproximationkanndarinbesteherdenbedingterErwartungswerkE|[¢ (X, t) X,

die optimaleProjektion,durcheine“finite-rank” Projektionder Form
El¢;(x.t)[X] = Z(q), ),hY)hY(X zc (t)h'(R) (3.18)

mit der bekanntenprthonormalerFunktionenbasigh¥(X))yc| zu ersetzenDabeiist auf die
ProblemedermoglicherweiseschwacherKonvergenzeinersolchenSummezu achten(cf. [15]

undZitatedarin).

Wenndurcheine Monte-Carlo-Simulatiorund anschliessendimtegrationeinesgroRenSatzes
von Anfangsdatewlie Koeffizientenc (t) fur jedeZeitt berechnewordensind,dannkannman

fur ein spezifische®roblemdenErwartungswerg ¢ (x,t) [X] durchdie rechteSeitederobigen
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Gleichungapproximierenin derdie c‘j’ (t) nunbekanntsind, undfir die ArgumenteX der Ba-
sisfunktionerdie spezifischeWertedesbetrachtetefroblemsingesetztverden.
Die Berechnungles“memory”-Termsauf der rechtenSeitevon (3.16) kann Schwierigleiten
bereitenjn denwenigsterfFallenist sieexaktmoglich, d. h. wennderbedingteErwartungswert
exaktberechnetverderkann;dannist tatsachlichabereineVerbesserunderzeitlichenVoraus-
sagederDynamikdesSystemsm Vergleichzur0. Ordnungder“Optimal Prediction”"Methode
zu beobachterj13]. Meistensmuf aberbei der Berechnungron K;(X,t) eine Approximation
gemachtwerden;fir einedetaillierteDarstellungwird auf [15] verwiesenZusammerdssend
kannmansagengdafijedeKomponentdj(x,t) desRauschen#bereineVolterra-Gleichundpe-
stimmtwird und nachder obenbeschriebeneffinite-rank”-Projektionprojiziert wird. Daraus
folgt fur K;(X,s):

Kj(%s) = PLR(x,5) = ) af(s)h"(X), (3.19)

v

wobei die af(s) die Korrelationenay(s) = (LFj(s),h") sind. Duch dasEinsetzendiesesletz-
ten Ergebnissesn die Volterra-Gleichundgur F;(x,t) folgt letztendlichwieder eine Volterra-

Gleichungfir a{(s) derForm
t
aki(s) = fl(t) _/o Z € 1(s)g"™(t —s)ds (3.20)

mit f}'(t) = (Le“F;(0),h*) und g“¥(t) = (Lé“h",h¥). Hier konnendie Funktionenf}'(t) und
g"M(t) UbereineMonte-Carlo-Simulatiomestimmiwerden;anschliessenist dannder“memo-
ry”-Termdurch(3.19)gegebenUberdie zwei Ergebniss€3.18)und(3.20)habenChorinetal.
ein “allgemeinesGelust” entwickelt, dases ermbglicht, sobaldeine Monte-Carlo-Simulation
durchgetihrt wordenist, dannfir jedesspezifischedProblemeine optimale Approximation
zu liefern, derenKoeffizienten unablangig von den spezifischerAnfangsbedingungesind
[15, 14)].

Der hier hegeleitete*memory”-Term wird im folgendenmit “finite-time memory” Term be-
zeichnet,um ihn von seinerlinearisiertenForm (“linearized memory”-Term), die bei Chorin

etal. “short-memory”-Approximatiorgenanntvird, zu unterscheiderNun werdenwir sehen,
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daRdie Miteinbeziehunglieseslinearizedmemory”-TermseinedeutlicheVerbesserunm der

UntersuchunginseredModellsfur einezehndimensionaldiskreteDST bringt.

3.3. “Lineariz ed memory” Appr oximation

Wir interessiererunsalsofur denzusatzlichen“finite-time memory”-Term, den eine weitere
Ordnungder “Optimal Prediction” Methodemit sich bringt. Dabeibeschéanken wir uns auf
die in [15] damgestellte“linearized memory”-Approximation.Der Integrand des “finite-time

memory”-Termsauf derrechtenSeitederverallgemeinertehangevin-Gleichung(3.16)

/OtKj(di(x,t—s),s)ds

wird dafur in eine TaylorrReiheum denWert s = 0 entwickelt. Dabeiwird nur derersteTerm

behalten:
K:Kﬂéuﬂxmds:t5ﬂ¢wﬂn, (3.21)
mit
Ry (x) = PLOLX;.
Schreiberwir

() ~ PO(x,t),

bekommenwir dannals Approximationfurr die Gleichung(3.16)die gechmpfteGleichung

delt) _
{ 1 = R (0(0) +S(@H1) 522

0(0) =X,
dielinearin t ist: die “linearizedmemory”-Approximation.
Wenderwir nundiesesSchemaufunserdiskretedModell an,emibt sichfir die ersteOrdnung

deslIntegranderK;(§(x,t —s),s) fur die verschiedenekollektivenKoordinatergs, s, ps, pa:
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Soe = — 703
) Sqp = —%CM
Sps = _%p3
L Spy = _%p4

Darausfolgenfir denFall, da3nur die 0. Ordnung“Optimal Prediction”beticksichtigtwird,
die gechmpftenGleichungen:

Gz = —y pa(a§+ P3) —epa+t(=50g)
=— +p3) —epa+t (£
<0| Y pa(03+ pF) —€ps (42q4) (3.23)
Ps = 4y az(a3+ p3) +€da+t (=5 ps)
| Pa=+Y (@ + Pd) +eds+1 (5 pa)

DadieBeitrage< o >, < p2 >, < gs > und< ps > gemitteltbeziglicheinesGaulischeMalies
Null egebenundnur dieseersteOrdnungbeticksichtigtwurde,entsprichtderersteTeil dieser
Gleichungender Markov'scheTerm R (¢(t)) von (3.22),allerdingsexakt dem Galerkin-Term
derGleichungen(3.8);ihm wurdenuneinin t linearerDampfungsterntiinzuaddiert.

Zuerstwurdeder Fall einesverschwindendeAnfangsrauschersetrachtetgdie Integrationdes
Gleichungssysten(8.23)wurdedurchgeiihrt, wobeider“linearizedmemory”-Termnurbis zu
einerheuristischbestimmterZeit t; berlicksichtigtwurde,wasdemAbklingenseinesBeitrags

in derZeit Rechnungragt; derintegrand

/OtKj(c]i(x,t—s),s)ds

t=1.55
/o Kj(§(x,t —s),s)ds

trunkiert. Am BeispieldersogewvonnenereeitlichenEntwicklungvon ps (Abbildung3.2) wird

wurdeauf

klar, daRdasTrunkierendesintegrandeneine Verbesserungeziglich einereinfachen‘linea-

rized memory” Approximationliefert. Dasqualitatve Verhaltender Losungwird so Ubereine
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langereZeit approximiert.Die 0. Ordnungder “Optimal Prediction”fallt im Falle verschwin-

denderRauschenmit demGalerkin-\érfahrerzusammenindtauchtdeswgennichtgesondert

auf.

P3

0.8 |- VRN .
// A
y

Abbildung 3.2: Zeitentwicklung von ps: Vergleich zwischen der Integration (dicke durchgezogene Kurve), dem Galerkin-

Verfahren (feine gestrichelte Kurve), der “linearized memory” Approximation der “Optimal Prediction” 0. Ord-
nung (gepunktete Kurve) und schlieBlich der “linearized memory”-Approximation mit trunkiertem Integranden
(Symbole). Diese letzte Kurve bringt die besseren qualitativen Ergebnisse und aproximiert recht gut die aus

der Integration erhaltene Kurve.

Eine “Mischform” der “Optimal Prediction” Methodewurde nun im Falle nichtverschwin-

denderAnfangsrauscherimplementiertindemder Einflul3d der Anfangsbedingungensofern

bericksichtigtwird, daBmanfir eineZeitt < t; zusatzlichzum*linearizedmemory”-Termdie

obige Approximation< g >~< ¢ >t=0,< pi >~< pi >t=0,1 = 2,5 fur die Kopplungsterme

einsetztunddannfurt > t; dieseKopplungstermeinfachgleichNull setzt,entsprechenderO.

OrdnungderstorungstheoretischeintwicklungdesMarkov’ schenTerms.Diesist einevertret-

bareApproximation,insofernder Einflu der Anfangsdatemit der Zeit abklingt[15, 14, 19].

Der“linearizedmemory”-Termwurdenurfir eineZeitt < to, to > t1 bericksichtigt;diesspie-
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gelt die Tatsachewider, daf3die ersteOrdnungin der Entwicklungdes*“finite-time memory”-
Termnur fUr die ersteZeit ausschlaggebernist. Ein solchesheuristichesAbschneiderdesin-
tegrandenum der RelaxationdesSystemsan seinGleichgeavichtszustandu entsprecherat
schonbei derUntersuchunglerkubischnichtlinearenSchiodingerGleichunggute Ergebnisse
geliefert[13]. Fur spatereZeitenist ein bedeutendeEinfluld der hdherenTermezu erwarten.
Insofernerwartetman,dafdie Gute der nun soimplementierterVersionder “Optimal Predic-
tion” Methodein der Zeit begrenztist. Die Zeitenty,to werdenhier auchheuristischdurchdie

WiedegabedesqualitatvenreellenVerhaltensegrindet.

,
— —y P3(B+ P3) —Epa— L€ < P2 >teo +t (2 0)
=_ —lecpg g+t (=E

For t<05 9 Vp4(Q4+ p4) EP3—35 Ps >t—0 +1( 42 Qa)

p3—+vqs(q3+ P3) +eda+ 1€ < g >1—0 +1 (T pa)
| Pa=+y Qu(C+ P3) + €03+ 3€ < G5 >t=0 +1 (=5 pa)

dg = —V P3(05+ P3) —€Pa+ (503
- — _ t —€&°
Fir t<20 Ga = —y Pa(d+ PF) —€ps+ t (s
Ps = +Y d3(a5+ p3) +€da+ t (T ps
7)

Ba = +Y Qa(QZ + P2) + €z + t (LE-pa

~— —r e’ S

= —Y P3(c5 + p3) —€pa
=— —¢€
Fiur t>20 ¢ Y Pa(dii+ P2) —£P3
P3 = +Y 0a(03 + p3) +€0a
Pa = +Y da(0 + p3) + €03

(
Im Falle nichtverschwindendeRauschensefert dieselmplementierundiir kurzeZeitensehr
guteErgbnissejm Gegenteilzu der0. Ordnungder“Optimal Prediction”,die den“finite-time
memory”-Termgar nicht beriicktichtigt, liefert sie einesehrgutequalitative Ubereinstimmung
mit der gemitteltenintegriertenTrajektorie,wie an den Abbildungen(3.3) und (3.4) zu beob-

achtenist.
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DasbetrachteteModell der DST, desserHamiltoniandurch (3.6) gegebenist, ist ein konser
vativesSystem,n demeine“effektive” Dampfungder Hauptamplituden unsereikollektiven
Koordinaten-yerursachtlurchdie Nebenamplituderguftritt. Wir habennungesehendal3fur
ein solchesphysikalischesSystemdie “Optimal Prediction” Methode,wenn sie bis zum “li-
nearizedmemory”-Termbericksichtigtwird, einesehrgute Approximationfiir dasqualitative
VerhaltendesSystemdiefert. Dabeisinddie Rechnungemnind Approximationendie zudiesem
Ergebnisfuihren,einfachund berbtigennicht die volle Berechnungles*“finite-time memory”-

Terms.

7/ N
15 PR i
// \\

d3

Abbildung 3.3: Zeitentwicklung von g3: Vergleich zwischen der Integration (dicke durchgezogene Kurve), der “Optimal Pre-

diction” 0. Ordnung mit Modellierung des Anfangsrauschens (feine gestrichelte Kurve) und der “linearized
memory” Approximation mit trunkiertem Integranden (Symbole). Eindeutig gibt dieses letzte Verfahren das

qualitative Verhalten des Systems am besten wieder.
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Pg

Abbildung 3.4: Zzeitentwicklung von ps: Vergleich zwischen der Integration (dicke durchgezogene Kurve), der “Optimal Pre-

diction” 0. Ordnung mit Modellierung des Anfangsrauschens (feine gestrichelte Kurve) und der “linearized
memory” Approximation mit trunkiertem Integranden (Symbole). Eindeutig gibt dieses letzte Verfahren das

qualitative Verhalten des Systems am besten wieder.

76



Teil 1.

Nicht-Hamiltonsc he dissipative

Systeme

Im erstenTell dieserArbeit habenwir HamiltonscheSystemeader Dimensionn untersuch(falls
n = oo ist, dannfuhrt eine DiskretisierungdesProblemsauf ein endlich-dimensionaleSystem
zuriick), derenDynamik durch ein Systemvon n gewohnlichenDifferentialgleichungemge-
gebenist. Diesesind die Bewegungsgleichungeder n Freiheitsgradegie zur geschlossenen
BeschreibnngdesSystemsotig sind. AllerdingswurdeangenommenrgalRunsunmoglich war,
die n Gleichungenzu implementierenund dalRzur Zeitt = 0 nur N < n Anfangsdaterzur
Verfugungstehendie als“k ollektive Koordinaten’bezeichnetverdenkdonnen.Insofernist das
Systemunterbestimmt.

Vorausgesetaturdedie KenntniseinerzusatzlichenstatistischernformationiberdiesesSy-
stemin Form einesinvarianterMalResfur dasmanbei HamiltonscherSystemermaskanonisch
induzierteMal3ansetzerkann.

Eswurdeuntersuchtinwieferndie “Optimal Prediction’Methode die von Chorinetal. in ver
schiedenerschrittenentwickelt wurde[16, 18, 17, 19, 13, 14, 15, 2], die gemitteltezeitliche
EntwicklungderkollektivenKoordinatenwiedegibt. Dabeiwurdeals Referenalie gemittelte
Trajektoriegenommenglie manausderintegrationeinesEnsembleson grof3enordnungsafdig
A ~ 10° moglichenAnfangsdatebekommt, die eineMonte-Carlo-Simulatiotiefert.

Der entscheidendAusgangspunktlabeiwar die Uberlegung,daRein unterbestimmtekonser
vativesSystensichim Mittel wie eindissipatvesSystemverhalt [2]. SowurdenParallelenzwi-
scherder“Optimal Prediction’"MethodeunddenMethodenjnsbesonderdemMori-Zwanzig-
FormalismusderstatistischerPhysikhenorgehoberi13, 15, 14].

Ausgehendron denvielversprechendekrgebnisserder Methode,wenn sie auf konsenative
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Systemam SinnederebenbeschriebeneNittelung angevandtwird, werdenwir nununtersu-
chen,ob mandie MethodeauchbeidissipatvenSystemeranwenderkann.

Hier wird ausdiicklichdaraufhingaviesendal3nichtmehriibereinenEnsemblegemitteltwird,
sondermdalmansichnunfir einzelneTrajektorieninnerhalbeinesdissipatven Systemsnter-
essiererwird.

In einemerstenSchrittwerdenwir ein einfacheszweidimensionaledissipatves,mathemati-
schedMlodell mit einergedcampftenVariablenachder Anwendbarlkit der“Optimal Prediction”
Methodeuntersuchennsbesondereird dabeidie Gutederim letztenParagraphewuefinierten
“finite-time memory”-Approximationgezeigt.Ein solchesdissipatvesSystembietetdenVor-
teil, dalRdasAbklingverhalterdergedampftenVariablebekannist unddasSystensomitexakt
|osbarist.

Dennochwird die Situationbei mehreremiteinandeigekoppeltenrDampfungerkomplizierter
wie wir in einemzweitenSchrittbei demphysikalischerProblemdesL-H-Ubegangsin toroi-

dal eingeschlossendfusionsplasmesehenwerden.
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4. Demonstration der Glte des “finite-time memor y”’-T erms an

einem einfac hen mathematisc hen Modell

Betrachterwir erstmaldasfolgende zweidimensional&ystem:

X= —Xy
(4.1)
y=-y+x
Die zwei Freiheitsgradex und y werdenbeidegedampft und die Gesamtengie desSystems

H = x? +y? nimmt mit der Zeit ab:

d

_d .2
aH —a(x +Y)

= (2XX+ 2yy)
= (2X(—xy) + 2y(—y+x?))
=—-2y°<0

Eshandeltsich alsoum ein dissipatves System.SolcheSystemezeichnensichim Gegensatz
zu HamiltonscherSystemerdadurchaus, dald das Phasenraunolumenkeine Konstanteder

Bewegungmehrist; im Gegenteilkontrahiertesmit fortschreitendeiZeit. Dies fuhrt zu einer
Bewegungauf einerFlachevon niedrigererDimensionals der urspiinglichePhasenraunDie

Bewegungwird alsonicht mehrvon kanonischerGleichungerbeschriebersonderrallgemein
von einemSystemvon DifferentialgleichungerrsterOrdnung[38]. Die AnzahldieserDiffe-

rentialgleichungermgibt die DimensiondesPhasenraumwieder;in unseremFalle alsoist er

zweidimensional.

Betrachtemannundie zweiteGleichung;eshandeltsichum eineinhomogendifferentialglei-
chungl. Ordnungfir die Variabley. Ihre LosungsetztsichausderLdsungderhomogenemnd

einerspeziellerLdsungderinhomogenerGleichungzusammen.

Die homogeneGleichungy = —y hatdie Losungy = ype !, die wir untenin der Anwendung

der“Optimal Prediction”Methodewiedererlennenwerden.Addiert manhierzueinespezielle
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LosungderinhomogenerGleichung bekommtman:
t
y=yoe t+et / dse’x(s)?
0

Darausfolgt, daRdasGleichungssysterauchgeschriebemverdenkannals:

t
X=—X (yoe‘t +et /O dsesx(s)2>

4.1. Reduktion Uber die Zentrumsmannigfaltigkeitstheorie

DasSystembesitztdenFixpunkt(x = 0,y = 0).
Untersuchimandesserttabilitat mit der Linearisierungsmethodd?2], zeigtsich, daf3ein sol-
chesGleichungssysteraberdie Zentrumsmannigfitigkeitstheoriereduziertwerdenkann.Die

Stabilitat desFixpunkteswird namlichdurchdie folgendeEigenwertgleichungpestimmt:
(‘JE —ol )e: 0,

wobeio derEigenwertunde derEigervektorsind.J ist die Jacobi-MatrixdesSystemsd. h.

()

undJ; die Jacobi-Matrixander Stelle(x = 0,y = 0).

Die Eigenwertesindé = O und& = —1. DerinstabileEigenraundesFixpunktesst leerunddie
Berechnungler Eigervektorenzeigt, da3der zentraleEigenraumdie x-Achseund der stabile
Eigenraundie y-Achsesind. Die zentraleMannigfaltigkeit gehtdurchdenFixpunkt (0, 0) und
liegt tangentiakumzentralerEigenraumg. h. zurx-Achse[42].

Eshandeltsichum einenDiffeomorphismus:

ME:iy=y(x) mit  y(0)=yx(0)=0,

fir denmanals Approximationein PolynomderForm ¥ , AnX" ansetzekannundinsbesondere
in niedrigsterOrdnung:
y = A+ Apxt + Apx?0(4),
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wobeimit O(x%) bedeutetdaRPolynomedesGrades3 und htherervernachaRigtwerden.

NachEinsetzerin dasGleichungssysterandunterBericksichtigungder Bedingungen

y(0)=0=Ao=0
y(0)=0=A1=0

folgt y = Aox?; mankannannehmenA, = 1. Man belommtfiir die ersteGleichungx = —xy
desSystemg4.1) die Approximationy = x2. Durchdie Zentrumsmannigfitigkeitstheoriavird

alsodasurspiinglicheZweigleichungssysterauf folgendeGleichungfir x reduziert:
X~ —x3 (4.2)

Gegeriiber(4.1) wurdedie Ordnungder Differentialgleichungim einsreduziert.Nun liegt ein

Fixpunktbeix = 0 vor: derAttraktor desurspiinglichenSystemg38].

4.2. Anwendung der “Optimal Prediction” Methode

Wendenwir unsjetztder“Optimal Prediction”Methodezu. Die Untersuchungprfolgt ahnlich
denArbeitenvon Chorinetal. [14] undbesonder§l5]; unserGleichungssystemwird anderen

Terminologieangepal3tSeid derzweidimensional&/ektor

()

undseidie EntwicklungdesdynamischerSystemsyegebendurch:

G0 =RO®))

¢@=(m)
Yo

Dabeisindxo undyg die Anfangswerteind R(¢(t)) derzweidimensional&/ektor (7;3’(2)
Ziel istdie ReduzierunglesobigenGleichungssystenmaufeineeinzigeGleichungfur x; x spielt
alsoin der Terminologievon “Optimal Prediction”die Rolle der einzig zuganglichenkollekti-

venVariable. Somitist dasSystemunterbestimmtWir betrachteralsodie Bewegungsgleichung
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fur die aufgebsteVariablex in Anlehnungan die Gleichung(3.16).In 0. Ordnungliefert die

“Optimal Prediction”"MethodedenMarkov’schenTerm:
R =eLPLx (4.3)
wobeil derLiouville’ schelineareDifferentialoperator
0 5 0
L=—xy— +(— —
Yoy T (Y +X0)5,

undP derProjektionsoperatauf denRaumder Funktionenausschlie3liclvon x sind.

Speziellnimmtin unserenfall derMarkov’scheTermfolgendeGestaltan:
PLx=P(—xy) = —x<y>

DieserTermentsprichtder0. OrdnungderLdsungy = yoet derhomogenerGleichungy = —v.

Unter < y > verstehtmannunnicht mehrdenErwartungswertvony beziglich einergewissen
Wahrscheinlichkitsdichte seix gegebensonderreinfachdenAnfangswertderVariabley, also
<y >=Yo.

Der “finite-time memory”-Termwird durchdie allgemeind~ormelbestimmt:

t
/ e=9LK (s,x)ds
0
wobeiK;(s,x) wie im Abschnitt(3.2) definiertist:
K(s,X) = PLF(s,x) = PLeQQLx

In einemerstenSchrittbestimmerwir die sogenanntdinearizedmemory”-Approximationdie
im Paragrapheli(3.3)im allgemeinerfall abgeleitetvurde.
Die Anwendungder erstenzwei Operatorerauf der rechtenSeiteder voranggangenerGlei-
chungliefert

QLx= (1—P)Lx= —(1— P)xy= —xy+ Xyo,
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anschlieBenavird derOperatorPL angevandt:

PL—xy+Xyo] = Pxy? — P(—y-+x®)x+ P(—xyy)
= X(Y?)o+Xyo — X° — X5
= X((Y*)o— Y§) +Xyo — X°.

Darausfolgt die “Optimal Prediction”fur die kollektive Variablex (im Sinnevon relevanter
Variable)in der“linearizedmemory”-ApproximatiorundbeiBericksichtigunginereinzelnen
Trajektorie((y?)o = y3):

X = —x[yo — Yot] —
Wir erkennendiet-Linearitatder Gleichung(3.22).Man kanndieseGleichungauchumschrei-
benin

X=—xyo(1—1t) —x3t (4.4)

Die Abbildung (4.1) zeigt den Vergleich zwischender direktenIntegration von x ausgehend
vom urspiinglichenSystemund der “linearized memory”-Approximation.Daranist gut zu
erkennengdaldie “linearizedmemory”-Approximatiorfir kurzeZeitenguteErgebnissdiefert;
allerdingsmuf3siein derZeit begrenztsein,wasander Abbildung besttigt wird, dasieeinem
approximiertenintegrandenentspricht,wie er ausdem Abschneiderder Entwicklungin der

FormderGleichung(3.21)folgt. Fur spatereZeitenerwartenwir einenintegranderder Form:
e "K;(s,x),

bei demdie s-Abhangigleit nicht vernachalRigtwird.

DerlineareTermint ist deswgenzu ersetzerdurcheineallgemeinerd-unktionvont:
fit)y=1—¢",

vondernurderersteTermbeider“linearizedmemory”-Approximatiorbehalterwird; i. e.der

“finite-time memory”-Termwird dadurch

/Ot dse 9K (s,x) ~ {xyo —x°} f(t)
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Abbildung 4.1: Vergleich fur die Zeitentwicklung fir x zwischen der direkten Integration und der “linearized memory”-

Approximation
Und schlief3lichsiehtdie reduzierteGleichungfur x folgendermal3eaus:
X~ —xyo {1— F(t)} X (1),
odet wennmanfir f(t) denAusdruck(1l—e™) einsetzt:
X~ —xype t —x3(1—e™) (4.5)

An dieseretztenGleichungwird klar, wasderUnterschiedzwischender“Optimal Prediction”
Methodeund der Reduktionuiberdie Zentrumsmannigfitigkeit ist. Flir t — oo liefern sie zwar

asymptotiscldie gleichenAusditicke, dannist namlichin der Gleichung(4.5)
el>5w und xx-X (4.6)

Man erkenntdasErgebnisausder ZentrumsmannigfitigkeitsreduktionZMR) der Gleichung
(4.2),die in der Abbildung (4.2) wiedegegebenist. Allerdings bietetdie “Optimal Prediction”
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Methodeim Unterschiedzu dieserReduktionden groRenVorteil, daf3sie die Anfangsbedin-
gungenin der Form desTermsyge™! mitberiicksichtigt;wie im erstenTeil dieserArbeit schon
ernvahnt,findetmanhier wiederdasAbklingen desEinfluResder Anfangsbedingungn Form
einermit der Zeit abnehmendeixponentialfunktionUnd tatsachlichwird an der Abbildung
(4.3) deutlich,dal3die “Optimal Prediction”Methodeliberdie ganzeZeitskalaperfektmit der
integriertenKurve tibereinstimmtDie beidenKurven sind praktischnicht auseinanderzuhal-
ten,wahrenddie Zentrumsmannigfitigkeitsreduktioranfangsnicht denEffekt derspezifischen
Anfangsdatemiteinbeziehunddahererstfiir groReZeitskalenguteUbereinstimmungnit der

Integrationliefert.

Bei einemProblemderForm (4.1) eignetsichalsodie “Optimal Prediction”"Methodehenworra-
gendumdie ZeitentwicklungderdominierendeiKoordinatevorherzusagemllerdingswerden
wir andemGegenbeispietiesL-H-Ubeigangsm folgendenAbschnittsehendaRdie Methode
hier deswgenso gut funktioniert,da maneine einzigegecampfteMode hat, und dieseelimi-

niert wird; daraudolgt eineguteVorhersagdur die dominierendéVMlode, wasabernicht mehr

zwangshufigderFall ist, wennbeispielsweisewei Modengleichzeitiggedampftwerden.
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Abblldung 4.2: Globaler Vergleich fur die Zeitentwicklung von x zwischen der direkten Integration, der ZMR und der “finite-
time memory” Approximation der “Optimal Prediction” Methode: die drei Kurven sind asymptotisch nicht aus-

einanderzuhalten.
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Abbildung 4.3: Vergleich fur die Zeitentwicklung von x fur kleine éeitskalen zwischen der direkten Integration (Symbole), der
ZMR (gepunktete Kurve) und der “Optimal Prediction” Methode mit “finite time memory” Approximation (feine
gestrichelte Kurve): die Ergebnisse der “Optimal Prediction” sind praktisch mit denjenigen der Integration nicht
auseinanderzuhalten, wahrend die ZMT zwar das qualitative Verhalten von x wiedergibt, dennoch numerisch

schlechtere Ergebnisse liefert.
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5. L-H-Ubergang

Gegenstandieler UntersuchungederFusionsforschunigt derEinschlufdyonHochtemperatur
Plasmenin magnetischerieldern,wie er zum Beispiel in Tokamaksoder Stellaratorenge-
schiehtEr wird in derL-Mode (“low confinement”)durchhoheTeilchen-und Enegieverluste
eingeschinkt, die manauf Fluktuationenaufgrundvon Instabilitatenzuriickfuhrt [5] und die
zu Belastungsproblemeder Wandefuhren[23]. Da einige ausdem Experimentbestimmte
Transportkefizientenum Grol3enordnungeitberdenVorhersagener(neo)klassischemheo-
rie liegen,sprichtmanvon “anomalemTransport”.Die Enegie-Einschlul3zeiist dabeirelativ
niedrig.

Im Jahrel982wurdeim Tokamak-ExperimemASDEX (“axisymmetricdivertor experiment”)
durchstarle Neutralteilchen-Zusatzheizurder spontandJbergangin ein neuesEinschluf? -
Regimebeobachtef51], in die sogenanntél-Mode, die eine ungefihr doppelteEnegie-Ein-
schlu3zeitei deutlichreduziertemrTeilchen-und Warmetransporermoglicht [5, 3]. Seitdem
konntedie H-Mode in weiterenTokamaksund Stellaratorererreichtwerdenund der entschei-
dendeUbegangvon derL- in die H-Mode bei eingeschlossendfochtemperatuPlasmerda-
durchunablangigvon der experimentellenStruktur beschriebenverden[3, 29]: er gehbrt zu
densogenannteBifurkationsproblemenDabeiwerden wennein bestimmteBifurkationspa-
rametereinenkritischenWert GiberschreiteteinzelnelineareModen desSystemsanstabil und
wachseran.EsenstehemeueStrukturenWichtig wird dabeidie Untersuchunglerlinearenin-
stabilitat, derenWechselspiemit nichtlinearerSattigungunddie nichtlineareWechselirkung
instabilerModenuntereinandeiim Falle desL-H-Ubegangshatdie Uberschreitunginesbe-
stimmtenSchwellvertesfur die Heizleistungeine zeitlich verzgerteAnregungeinerradialen
KomponentaleselektrischenFeldeszur Konsequenzsie wird im BereichdesPlasmarandes
negativer [5]. Uber die die PlasmastsimungdominierendeE x B-Drift bewirkt diesesradial
abfallendeFeld eineverschertgoloidale Rotationsbevegung. Die Fluktuationendie fur den
anomalenTransportverantwortlich sind, verschwindergleichzeitigund esentstehiam Rande

desPlasmasineetwa 1cmbreite Transportbarrieredie durchstarle Dichte-und Temperatur
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gradientergekennzeichneist. Auf einerviel grol3erenZeitskalaverbessersichder Einschluf3
im InnerendesPlasmas.

Die entscheidendRolle desradial abfallendenelektrischerFeldeswurdeseitdemgezieltaus-
genutzt,um Uberedgebiasing d. h. iberErzeugungadialerFelderin der Randschichmittels
PlasmasondedenH-Zustandzu erreicheri3, 52].

Von groRerBedeutundiir denL-H-Ubemangist alsodie Dynamik desPlasmasn Randréhe;
die verschiedenetheoretischeiodelle zielendaraufhin, die experimentellerErgebnissezu
erklaren;eswurdenverschieden&ituationenbeobachtetknappoberhalbdes Schwelivertes
konnenzum Beispiel sogenanntelithering cyclesauftreten,und zwar eine Folge von periodi-
schenL-H-L Ubegangeraufgrundvon Hysterese-Hékte.
WeiterhinwerdenOszillationenwahrenddesBetriebsder H-Mode, die edge-localizednodes
(ELMs), beobachteteine weitere Bifurkation also, die durch verschiedenénstabilitatenam
Plasmarandewirkt wird. GrundsitzlichunterscheidethanzwischendenELMs vom Typ |, bei
denendie Frequenanit steigendeHeizleistungwachstunddenELMs vom Typ Ill, beidenen
dasGeyenteilderFall ist. WahrendderOszillationenvom Typ | befindetsichdasPlasmdanger
im H-Zustand.Der zeitlich gemittelteTransportist dabeigeringerals wahrendder Oszillatio-
nenvom Typ I, die bis auf voranggangeneOszillationender Magnetfeldsérungsich nicht
von denobenerwahntenditheringcyclesunterscheidefb].

Zur BeschreibingdesL-H-Ubergangswvurdenschonverschieden&lodelleentwiclelt; fur eine
detaillierteAufzahlungwird hier auf[5] verwiesenBei einerganzerReihevon Modellenwur-
deeinequalitative BeschreilnngdesUbeigangsunddesserzusammenhangsit derAnregung
desradialenelektrischer-eldesmoglich, dennochmuf3tendabeiad hoc Ausdiiicke zu Diffusi-
on, Warmeleitungund Teilcherverlusteneingefihrt werden WeitereModelle gehenvon einer
magnetohydrodynamisch@&eschreilnng desPlasmasus.Der Druckgradienam Plasmarand
fuhrtin Kombinationmit derKriimmungdesMagnetfeldegzu Instabilitaten;darausentwickeln
sichturbulenteFluktuationengdie untergewissenBedingungerdie verschertgoloidaleBewe-

gunganregen.
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Im folgendenwerdenwir an ein bereitsentwickeltes Modell anschlie3erj6], dasdie drei-

dimensionalemesistvenBallooning-Fluktuationeim Tokamakbeschreibt.

5.1. Modell

Die Methode die in [6] dagestelltwird, ist eineallgemeineMethodezur Untersuchungeines
nichtlinearerdynamischersystemsn der NahedesEinsatzpunkteginerinstabilitat; sie kom-
biniert eineZerlegungin eineKarhunen-Loge-Modenbasisind eine Galerkin-Projektionum
darausein reduzierteModell von wenigengewvohnlichenDifferentialgleichungezu bekom-
men.

Wir gehenvon einemreduziertermagnetohydrodynamischélHD) Modell desPlasmasus;
dabeiwerdendieresistvenMHD GleichungerunterderAnnahmeberiicksichtigt,dafdie Fluk-
tuationenapproximatv entlangder magnetischetreldlinienerfolgen.DasModell ermbglicht
die Beschreiling der resistven Ballooning-Fluktuationenbzw. der “Ballooning”-Instabilitat,
die ausderKombinationdesDruckgradientemit dertoroidalenKrummungdermagnetischen
Feldlinienresultiertund durchihre poloidaleLokalisierunggekennzeichneist. Als lokalisier
te Modenwachserdie “Ballooning-Moden” auf der stabilitatsna3igunginstigenAul3enseite
desPlasmag44]. UnterbestimmterBedingunger{Plasmadruclp < % undinversesAspekt-
verh‘a‘tltnis% < 1) beschanktsichdasModell auf zwei Feldgleichungefiir die Vortizitat- und

Druckfluktuationenderennormalisierté=orm folgendeist:

§030=-Ofo—Gp+vDig 5.1)
®=—+xOfp+x.02p,

wobei@ dasnormalisierteelektrostatisch@otentialist [6].

In diesemModell bleibendiamagnetisch&ffekte und magnetischd-luktuationenunbefick-

sichtigt. Dennochermbglicht es einen Einblick in die dynamischerGrundprozessam Plas-

marand,und zwar eine qualitatve Beschreiling der beobachtetephysikalischerPhanomene

unddie ErforschungderBifurkationen,die dasSystemm nichtlinearerRegimedurchhuft: der

L-H-Ubegangundder Ubeigangzu denELMs kdnnencharakterisierverden.
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DieseBifurkationenwurdenauchin [7] anhandeineszweidimensionaletHD Modells un-
tersucht,bei dem eine Zentrumsmannigfitigkeits-Approximationin der Nahe des Einsatz-
punktesder Instabilitat und eine sogenanntéinertial manifold”-Approximation[30] jenseits
diesesBereichsangavandtwurden.Dabeiwurdegezeigt,dalReine Zentrumsmannigfitigkeit-
Approximationfiir eine einzigemamginale Mode nicht in der Lageist, denL-H-Ubegangzu
beschreibenausnumerischersimulationenweifldman,daf3dafur mehrereModeninstabilwer-
densollen.DeshalbvurdedasurspiinglicheModell einereinzigenmaiginalenModeerweitert:
derEinfluBmehrererabemweniger instabilerModenwurdein BetrachtgezogenDurchdie Ein-
beziehungeineseffektivenHeizungsquelltermkonntezudemdie experimentelleBeobachtung
vondithering cyclesund EMLs analytischnachwllzogenwerden[7].

Die Variableng und p werdenin denpoloidalenundtoroidalenRichtungerFourierentwickelt;
dietoroidaleKruimmungderFeldlinienbewirkt einelineareKopplungderHarmonischerim, n)
mit ihnrennachsterNachbarnm+ 1, n), die die Bildung sogenannteiglobalerModen” zur Fol-
gehat.Eine“globale” Eigenmodest alsoeineKombinationiibereinembreitenradialenGebiet
von mehrererFourierModenmit gleichertoroidalerWellenzahin undverschiedenepoloida-
len Wellenzahlerm. NumerischeSimulationerermdglichendanndie Suchenachdenzur Be-
schreilung der EntstehungeinesverscherteriFluResgeeigneterKarhunen-Loge-Eigenwerten
und-EigenmodenDie FourierModenwerdendannin dieserEigenmodenbasizerlggt; ausder
Numerik laRtsich bestimmengdalidie relevantenModenhierzutrotz der nichtlinearenwWech-
selirkungendie linearenglobalenModensind [6]. Die funf wichtigstenwerdenzur Bildung
desModellsbeibehaltenundzwar die drei instabilsterglobalenModenqy, @1, @, unddie zwei
nachsterinstabilenModen @, @5. Uber eine Galerkin-ProjektioriaRtsich ein reduziertesSy-

stembilden: dasPotentialp wird als Summelberdie funf behaltenetModenangesetzt:

@= aoGo + 11 + aTP[ + @2 + a5 (5.2)

DurchMultiplikation mit jederMode @ entstehemnlannGleichungerfir die Amplitudena;; aus
der ErkenntnisausnumerischerSimulationendaldasGewicht der Modenmit zunehmender

Modenzahkstarkabnimmt,folgt die Skalierungag, a;, ag ~ € undap, as ~ €2; eineweitereRe-

90



Modell

duzierungdieserfunf GleichungeraufdreierfolgtdadurchdaRdasbekannteArgumentausder
Zentrumsmannigfitigkeitsreduktiorbenutztwird, nachdemdie Dynamik der stabilenModen
durchdiejenigederdominierendemModenbestimmiwird. Mit anderenNortenwird angenom-
men,dal3die Modenay, a; “versklavt” sind.Ihre Amplitudenkdnnenalsodurchdiejenigender
dominanterModenag, a1, aj ausgedicktwerden Esfolgt bei VernachhRigungron Termender
Ordnunge* undunterderVoraussetzunglaRdie versklartenModenschnelldie von dendomi-
nierenderModenbedingtenWerteannehmenein vereinfachtesSystemvon drei gekoppelten,
gewdhnlichenDifferentialgleichungefiir die Amplituden,dasnacheinfachenUmschreilin-

gen[6] aufdie folgendeForm gebrachiverdenkann:

X=YoX—YoYyz
Y=Y1Y—XZ—V1Z2y—V y° (5.3)
7=0z+Xy—V1Yyz

Dabeiistx ~ @, y ~ @1 undz~ @7. EinmoglichertypischerParametersatdenwir (P1)nennen,

fur die KoeffizientendesSystemsst folgender:
(Pr) yo= —0.1; y; = 0.03; 6= —0.005;v; = 0.4; v, = 0.1; (5.4)

Wir befindenunsalsoin demdissipatvenkomplizierterernfFall, bei demzwei Variablenx und
z, gleichzeitiggecampftwerden DiesesSystemsoll in derLagesein,die Wechselirkungsme-
chanismerderModenuntereinandein Hinblick aufdie Fluktuationsreduktiomnddie Bildung

einesverscherterFluReszu modellieren.

Die SuchenacheinerweiterenReduzierungsiiglichkeit fir dasSystemgq5.3) wirft die Frage
auf, ob ein Galerkin-\erfahrenanwendbarst. UnserZiel ist die Eliminationder Variablex; d.

h. wir wollen zu einemreduziertenSystemfur die Variableny und z gelangenyon demwir

hoffen, daResin derLageist, dasphysikalischeSystemundinsbesonderdenL-H-Ubegang,
bzw. denUbeigangin die ELMs zu beschreiben.

Nunwiurdedie AnwendungeinesGalerkin-\erfahrensdlasAbschneidernn derEntwicklungder

gesuchterLdsungbei denModeny und z bedeutenx wird identischgleich Null gesetztund

91



Nicht-Hamiltonsche dissipative Systeme: L-H-Ubergang

nichtweiterbericksichtigt.Esfolgt dasreduzierteSystemin Galerkin-Approximation:
x=0
Galerkin-Approximation V=V1y—V1 ZZy—Vs y° (5.5)
7=0z—Vv1Y%z
Interessantst der Vergleich diesedetztenSystemamit demreduzierterSystem,dasmanbe-
kommt, wennmanannimmt,daf3die Variablex nicht mehrdominierendsondern‘versklast”
und der GroRenordnung? ist. Dannist namlich die Anwendungder Zentrumsmannigfitig-
keitstheoriemoglich: ausder Bedingungx = 0, die der Tatsacheentspricht,dal3der von den
dominierendeModeny undz bestimmtéNertfur x schnellerreichtwird, folgt derZusammen-
hangx =~ yz DasurspiinglicheSystem(5.3) reduziertsich mit Hilfe der Zentrumsmannigfl-

tigkeitstheoriealsoauf

X=yz
Zentrumsmannigfitigkeitstheorie V=v1Y— (14v1) ZZy—vo y® (5.6)

7=08z+(1-v1) ¥’z
An dem Vemleich zwischenden Systemen(5.5) und (5.6) wird klar, wieso das Galerkin-
Verfahrennicht geeigneist, um denL-H-Ubegangzu beschreibenschaumansich beispiels-
weisedie Gleichungdfur die Variablez an,siehtman,dafdmit demobengenannteirarametersatz
(5.4) dasVorzeichervon dem Termy?z auf derrechtenSeitein beidenSystemerunterschied-
lich ist, undseinAbsolutbetragron verschiedene@rofenordnungeseinkann.Wahrendoeim
Galerkin-\erfahren(—v1) ein negativesVorzeicherhat, ist bei derZentrumsmannigfitigkeits-
theorie(1—vj) > 0. BenutztmaneinenanderenParametersatdyei demv; nochkleinerist,
beispielsweis®1 = 0.1, dannist der UnterschiedzwischenbeidenTermennochgrof3er:man
kann sich vergewissern,daRdie Terme —0.1y?z und +0.9y?z einervéllig anderenDynamik
entsprecherVon der ZMT weil manaber[22], daRsie denL-H-Ubeganggut beschreibtEs
ist alsozu erwarten,dalRein einfachesAbschneiderder gesuchterh. 6sungnachendlichvielen
Moden,wie esbeim Galerkin-\erfahrenublichist, fur diesesProblemkeinegutenErgebnisse

liefert.
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Das System(5.6), dasausder Reduktioniberdie Zentrumsmannigfltigkeitstheoriefolgt, ist
dem zweidimensionalerAnsatzvon Diamondet al. aquialent,derim Falle starker Turbu-
lenz aus einer statistischerAnalysis folgt [22]. Dabei wurde angenommengal} die Bifur-
kation vom L- in den H-Zustandstattfindet,wenn die Turbulenz stark genugist, damit die
Reynolds-Spannundie DampfungdesE x B-FluResiberwindetEin Modell fur denUbeigang
untergewissenVoraussetzungenurdein Form von zwei gekoppeltemichtlinearerEnvelope-

Gleichungerfur dasDichtefluktuationsnieauE unddenverscherterdrlul3U hegeleitet:

1€ — \oE — a1E? - apUE 5.7)
T4 = U +a3UE

Dabeisind die drei Koeffizientena, a2 undas nichtunablangigvoneinanderdie Enegieer
haltungforderta, O az. Die Gleichungssystem@.6) und(5.7) sindaquivalent,wasanfolgen-
derVariablentranformatioklar wird: E — ,/y,U — /Z

Bei SkalierungderZeit undderVariablenE undU kannmanzeigendalRdasModell (5.7) nur
von zwei dimensionslosearameterrablangt, unterdenenein sogannteKontrollparameter
Vo, derdie Anwachsrateder Instabilitat wiedegibt, zur Untersuchungler Bifurkation gewahlt
werdenkann[22].

Abgesehenvon der trivialen Losungbesitzt das Systemzwei Fixpunkte,die dem L-, bzw.
H-ZustandentsprechenDie L-Mode ist fur yp < a1p/03 stabil, wahrenddie H-Mode fur
Yo > 01j/03 stabilist. Der Ubeigangvon der L- in die H-Mode erfolgt fiir yo = a1p/a3, was
bedeutetdalidie Enegie, diein dasSystemhineingepumptvird, groReralsdie Dampfungsrate
desFluResist, sodalREnegie in demverscherterluld gespeichenverdenkann.Diesfuhrt zu
einemSchwellkriteriumfur die Heizleistung dasdenUbeigangméglich macht.Die Gleichun-
gendesSystemd5.7) erfullen dasKolmogoros-Theorem;derenLdsungersind entwederein
stabilerFixpunktoderein nichtlinearstabilerGrenzzyklug22]. Eine lokale Stabilitatsanalyse
bekommt man tiber Linearisierungum die zwei FixpunkteL und H. Die Stabilitatsgleichung
besitztzwei Losungendie eine entsprichtder Fluktuation,die anderedem Fluf3. Bei demL-

ZustandentsprechebeideWurzel gechmpftenModenmit Abklingrateny = — (1 — azyo/01)
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undy = —Yp. Bei demH-Zustandund weit vom kritischenPunktsind beideModenoszillato-
rischundgedampft.in derNahedeskritischenPunkteslageenist die FrequenalieserOszilla-
tionengleichNull, die Dampfungsratést klein fur denFlul3undgrol3fur die Fluktuationender
Ubemgangist glatt, wasder glattensuperkritischenexperimentellbeobachteterfjir die “dithe-
ring Mod€’ charakteristischeBifurkation entsprich{22].

Dal3in derNahedeskritischenPunktedie Dampfungsratéir denFlu3klein undfur die Fluk-
tuationengrof3ist, legt die Vermutungnahe,dalRdie Fluktuationengegeriiber dem Fluf} als
versklast betrachtetverdenkonnen;sokanndasdynamischeModell (5.7) UberMittelung tiber
schnelleFluktuationsmoderauf eine einzige Gleichungreduziertwerden,die dem Landau-
Modell einesPhaseiibegangszweiterOrdnungaguvalentist.

Der L-H-Ubemgangkannalsoals ein PhaseiibegangzweiterOrdnungbetrachtetverden.Der
poloidaleFluRgradienspieltdie Rolle desOrdnungsparametemie L-Mode, die durchzufallig
verteilte turbulente Wirbel charakterisierist, ist der ungeordneteZustand,wahrenddie H-
Mode, bei derderglobaleverschertd-lul3 die zufallige Kornvektioniiberwindetder geordnete
Zustandst. Der Kontrollparametefir die Bifurkation spieltdie Rolle der Temperatuim Pha-
serubegang,dasBifurkationskriteriumentsprichiderkritischenTemperatuf22].

Mit demModell (5.7), bzw. (5.6) kannzwar der L-H-Ubeganggut beschriebenverden,den-
nochkdnnendie InstabilitatdesH-Zustandesinddesserentwicklungin oszillierendeZustnde
nichtreproduziertverden.

Im Vergleichzu dieseHerangehensweisderdie Zentrumsmannigitigkeitstheoriezugrunde-
liegt, wollenwir nunim folgendenuntersuchennwieferndasSystem(5.3) weiterhinreduziert
werdenkann,indemdie “Optimal Prediction"Methodeangevandtwird. Wir wollenversuchen,
anhandronzweikollektivenKoordinatenundzwary undz, undderenvonder“Optimal Predic-
tion” vorhegesagtemweiterenZeitentwicklung,dasphysikalischeSystemzu charakterisieren,
in der Hoffnung, daRso eine Beschreibing desL-H-Ubeigangs,inklusive der Instabilitat des
H-ZustandsinddesUbeigangsin die ELMs méglichwird. Die Wahlvony undz alskollektive

Koordinaterbegrindenwir a priori damit, dal3der Parametersaté;) unsnahelgt, dal3x die
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am weitestengecampfte Variableist und wahrscheinlichir die dynamischeEntwicklungdes
Systemswvenigerrelevantist; dieseWahl wird a posteriori durchrichtige Approximationder

Dynamikgerechtfertigt.

Wir gehemunwiedervon unserenurspiinglichenSystem(5.3) aus,undwerdenzurachstdie
Fixpunkte des Systemsund die dazugebrigen StabilitatskriteriendesL-, bzw. H-Zustandes

angeben(5.3) besitztzwei nichttriviale Fixpunkte die erfullen:
X=yz

(3+(1—v1)y?) =0

y(y1— (1+v1)Z2—vzy?) =0

z

d.h.
X=Yyz

z=0 oder y*= 2y

y=0 oder Z(1+vi)=—-Vvy°+y1

Der ersteist dersogenannté-Zustand bei demkein verscherteFIuld stattfindet:

x=0
L-Zustand y=, /\\)/_; (5.8)
z=0

Wennallerdingsdie DissipationuntereinenkritischenWert fallt, sodaf3

Y1 -0
v2 > 1-vq’

(5.9)

dannist dieserZustandnstabil,dasSystengehtiberin denzweitenstatiorarenZustandjn den
sogenanntehl-Zustandjn demein nichtverschwindendeverscherteFlu3undeinreduziertes
Fluktuationsnveauzu beobachtesind. Der H-Zustandst gegebendurch:

X=yz

H-Zustand y=1/v21 (5.10)

7= Vo yn_ 9o
- 1+vi \v2 wvi-1
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Wiederumkannfir ein UnterschreitereinesweiterenkritischenWertesder Dissipationdieser

Zustandnstabilwerdenund zwar wenn:

ZVE Y1 0 -0
— A1
1+vq <v2+ 1—v1) > 1-vq (5-11)

DanntretenELMs auf,die denEnegieeinschlulerschwerefi3]. Die Fusionsreaktionekdnnen
dadurchgestopptwerden.Das konnte man in der Praxisvermeiden,indem die Dissipation
moglichstgenauauf dasStabilitatsrgyime der H-Mode eingestellwird. Allerdingsbewirkt der
verbessert@eilcheneinschlulgineAkkumulationverschiedeneverunreinigungemnd Abfall-
produkte,die an die RandschichabgegebenwerdenmiissenDies geschiehtaberim ELMs-
Regime. Daherversuchtdie sogenanntédynamischeKontrolle” die Vorteile beiderRegimes
auszunutzerder Tokamakfunktioniertin einemParameterbereiclin demdie H-Modeinstabil
gegeriberder ELMs ist; allerdingssomt ein geeigneteKontrolimechanismusir ihre Stabili-
sierung.Sollte die VerunreinigungsénzentratioreinengewissenSchwelivert erreichenwird
dieserKontrollmechanismukurzzeitigausgeschalteDie Verunreinigungemerdendanniiber
die ELMs nachaul3erhin getriebengderKontrollmechanismugird dannwiedereingesetztind
die H-Mode sstellt sicherneutfur einensolchenZyklus wiederein. Dadurchwird die Aufrecht-
erhaltungdesH-Mode-Rgimesin derPraxisgevahrleiste{3].

Im folgendenwird dasPrinzipder“Optimal Prediction”"Methodeangevandt,wobeider“finite-
time memory”,wie erim erstenTeil dieserArbeit dalgestelltwurde, miteinbezogerwird. Die
soerzeugterAussagenyon denermanhofft, dalsiedenin derPraxisgewiinschterL-H-Uber
gangunddie eventuellelnstabilitatdesH-Zustandesviedegebenwerdenmit dennumerischen
Simulationernverglichen,die ausderintegrationvon (5.3) folgen. Eswurdeschonbesttigt[6],
dafRdiesenumerischdntegrationdie experimentellerBefunderichtig approximiert,undinso-

fern ein gutesModell fur die physikalischen/organgedarstellt.
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5.2. Modell zur x-Elimination

Wir gehervom System(5.3) aus

X=YoX—Yoyz
Y=Y1Y—XZ—V1ZZy—Vvy y?
7=0Z+Xy—V1 Yz

und versuchemun, x anhandder “Optimal Prediction” Methodezu eliminieren,und somit
unserSystemauf zwei Differentialgleichungemir y und z zu reduzierenWir gehennunwie
im vorigenAbschnittvor; in 0. Ordnung‘Optimal Prediction”driickt sichdie Zeitentwicklung

durcheinenMarkov’schenTermahnlichdemin derGleichung(4.3) aus:
y=¢bp
Y Y (5.12)
z=¢€lPz

Der Liouville-OperatorL ist dabei

0 0 0
L=(Yox=Yoyz) o +(Y1y—XZ=V1 Zy—V2 ys)@+(6 Z+Xy—Vg yzz)a—z. (5.13)

Esfolgt in 0. Ordnung*Optimal Prediction”:
Yy=VY1Y—X2Z—V1ZZy—Vay?
7=02z+Xgy—V1 y°Z

Hieristwie im vorigenAbschnittaufderrechterSeitederGleichungkeineMittelungmehriber
die unaufgebsteVariablex, sonderrderenAnfangswertg. Nunist der “finite-time memory”-

Termdurchdie folgendeallgemeindntegralformgegeben:

1
/o et=9LK; (s, %)ds

wobei
Kj(s,%) = PLFi(s,x) = PLE?QLX;
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Als ersteApproximationhierzudienthier wiederdie “linearizedmemory”-Approximationpei

ders=0ist:
PLQLY = Yo YZ — YoXoZ
QLY = Yo YZ* —YoXo (5.14)
PLQL z= —Yoy?Z+ YoXoy
Daherfolgt fur die “linearizedmemory”-Approximation:
“linearizedmemory”™- | y=vyiy—Xoz—V1 2y — Vs V3 +t (Vo yZ — VoXoZ) (5.15)
-Approximation Z=382Z+Xoy— V1 Y?Z+t (—Yoy?z-+ YoXoy) , |

d. h. ein Systemvon zwei Gleichungerfiry, z, dielinearin t sind.
Bei der Berechungdesvollen “finite-time memory”-Termswird die Klammerauf derrechten

Seitevon (5.15)nichtmehrmit t multipliziert, sonderrmit

r(1—e e,

um dasasymptotisch&erhalterrichtig wiederzugeberDer Vorfaktor 1/|yo| vor derKlammer
undin der Exponentialfunktiorfindet seineRechtfertigungn der Tatsachegdal3x wie X & yox
gecampftwird.

Diesist aquivalentzu folgenderAussagemanersetzin denGleichungerfur y undz x folgen-
dermal3en

X a2 Xge~ Volt (1—e‘|V0|t)yz (5.16)
Man erhalt dannfr die Gleichungder“Optimal Prediction”mit “finite-time memory”

Y=Y1Y—XZ—V1 Y —V2 Y* + (1 — e ) (yo yZ — voxo2)
2=82+X0y — V1 Y2+ (1 — & o) (—yoy?z+ yoxoy)

Da|yo| = —Yo folgt die vereinfachteForm:

{ Y= V1 Y—XoZ—V1 22— Vo Y3+ (1— e Moty (—yZ + xp2) 5.17)

2= 8 Z+ Xy — V1 Y?z+ (1 — e~ olt) (y2z— xgy)
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oderumgeschrieben:

“Optimal Prediction” { §=y1 y—xoze Molt — vy 2y— v, y3—y2(1— e Mlt)

mit “finite-time memory”-Term | z= & z+ xoye IYolt —v; Y274 y?7(1— e IVolt)

(5.18)

An demVemgleichzwischerdenSystemer5.3)und(5.18)kannmansichdasPrinzipder“Opti-
mal Prediction”Methodenocheinmalklar machenfur kleinet wird x mit seinemAnfangswert
Xo gleichgesetztdieserBeitrag nimmt abermit fortschreitendeZeit ab und x tendiertgegen
denasymptotischeliVertx ~ yz Im Unterschiedu einerZentrumsmannigfltigkeitsreduktion,
die fur alle Zeitendie Approximationx ~ yz durchfihrt, beriicksichtigtdie “Optimal Predicti-
on” MethodealsoauchdenEinfluR der AnfangsbedingungaeimddesserAbklingenin derZeit.
Dal3die “Optimal Prediction”asymptotiscHirt — oo in die Zentrumsmannigfltigkeitsmetho-
de Uibegeht,zeigtgleichzeitigauchihre Einschankungenesist zu erwarten,dalRdynamische
Bereichedie von einerZentrumsmannigfltigkeitsreduktioranggangenverdenkénnen,auch
asymptotischmit Hilfe der “Optimal Prediction” Methodebeschrieberwerdenkdnnen;Be-
reiche,die aberkeine Reduktioniiberdie Zentrumsmannigfitigkeitstheoriezulassenywerden
wahrscheinlicrauchnicht gut von der“Optimal Prediction”’MethodevorausgesagDieseVer-
mutungwird bei der UntersuchunglesL-H-Ubergangsund desUbeigangsvom H-Zustandin

Oszillationenbesttigt.

5.3. L-H-Ubergang bei anschlieRender Stabilit &t des H-Zustandes

Betrachterwir dasAusgangssysterfb.3) mit demParametersati):
Vo= —-0.1; y; =0.03; 0= -0.08;v1 =0.4; v, =0.1; (5.19)

Mit diesemParametersatist der L-Zustandinstabil, denndasInstabilitatskriterium(5.9) ist

erfullt:

i —0
v2 0.3> 1-v;

~0.1333 (5.20)
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Das Systemgehtin den H-Zustandiber desserStabilitat durch folgendesKriterium (5.11)

gezeigtwird:
2v? Y1 o -
1 (=4 ~ 0.038< ~0.1333 (5.21)
1+vi\vy 1-v; -V
0.6 T T T T T T T T T
0. Ordnung Optimal Prediction
05 | .
0.4 — Integration -
§ :1 OP mit finite-time memory
> 03 ‘: n
02 ¢ ]
01 OP mit linearized memory -
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

t

Abbildung 5.1: Zeitentwicklung von y: die Ergebnisse der 0. Ordnung “Optimal Prediction”, der “linearized memory”-

Approximation und der “finite-time memory”-Vorhersage werden mit denjenigen der Integration verglichen;
die 0. Ordnung “Optimal Prediction” Methode ohne Beriicksichtigung des “memory”-Terms gibt die Instabilitat
des L-Zustandes nicht wieder; die “linearized memory”-Approximation reproduziert zwar diese Instabilitat,
dennoch ist nach kurzer Zeit die Vorhersage falsch; die “finite-time memory” Approximation reproduziert den

Anfangs- und Endzustand gut, allerdings entspricht der Ubergang selber nicht der Realitét.

Die Abbildungen(5.1) und (5.2) stellendie zeitliche Entwicklungrespektve vony und z dar;
tatsachlichwird dasLangzeiterhaltend. h. der Ubegangvom L- in denH-Zustandund des-
senStabilitat, von der vollstandigen*Optimal Prediction”Methode,alsomit dem*“finite-time

memory”-TermwiedegegebenwasnichtderFall beiderNutzungder0. OrdnungderMethode
oderder*“linearizedmemory”-Approximatiorist.

Die 0. Ordnung“Optimal Prediction”beziehtsich auf die Anfangswerteder L-Zustandwird

falschlicherweis@als stabilbeschrieben.
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0.2 i _

OP mit finite-time memory

Integration

0.05 | E
“--.....__ OP mit linearized memory
0 0. Ordnung Optimal Prediction
_005 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

t

Abbildung 5.2 Zeitentwicklung von z. die Ergebnisse der 0. Ordnung “Optimal Prediction”, der “linearized memory”-

Approximation und der “finite-time memory”-Vorhersage werden mit denjenigen der Integration verglichen;
die 0. Ordnung “Optimal Prediction” Methode ohne Beriicksichtigung des “memory”-Terms gibt die Instabilitat
des L-Zustandes nicht wieder; die “linearized memory”-Approximation reproduziert zwar diese Instabilitat,
dennoch ist nach kurzer Zeit die Vorhersage falsch; die “finite-time memory” Approximation reproduziert den

Anfangs- und Endzustand gut, allerdings entspricht der Ubergang selber nicht der Realitét.

Die “linearizedmemory”-Approximatiorbeticksichtigtzwar die weitereZeitentwicklungdes
Systemsdennochnur in ersterOrdnung;mit ihr ist die Aussagemoglich, nachder der L-
Zustandnstabilist undvom Systemverlassemwird, aberdie spatereZeitentwicklungist falsch
anggeben.

Allein dervolle “finite-time memory”-Termermdglichtdie AussageeinesUbeigangsin denH-
ZustandDennochsinddessersoberechneteZ eitpunktund Verlauffalsch wasdaraufzuriick-
gefuhrt wird, daRfur den Ubegangselberdie “Optimal Prediction” Methode,wie auchdie
Zentrumsmannigfitigkeitsreduktionnicht benutztwerdenkonnen.
IstmanalsonurandemLangzeiterhalterdesSystemsn diesemParameterbereicimteressiert,

ist die “Optimal Prediction”Methodesinrvoll, fiir eineBeschreibing desUbeigangsselberist
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siehierungeeignet.

5.4. L-H-Ubergang bei anschlieBender Instabilit 4t des H-Zustandes

Betrachterwir nundasurspiinglicheSystem(5.3) mit demParametersat@; )
(P) yo= —0.1; y; = 0.03; 6= —0.005;v; = 0.4; v, = 0.1 (5.22)

Der AnfangspunkunseresSystemsentprichtdemL-Zustand.Mit diesemParametersatist er

instabil,da
Y1 =)
— =0.3
v2 > 1-vq

Ausgehend/om L-ZustandgehtalsodasSystemin denH-Zustandiber derauchinstabilist,

~ 0.00833; (5.23)

wie manander Stabilitatsbedingungb.11) nachpiifenkann:

i (yi, 8
1+vi\vy 1-v;

) ~ 0.0667> ~ 0.00833; (5.24)

1-v¢
d. h. dasSystemoszilliert nun. Die Bewegungsgleichunge(6.3) wurdenmit Anfangsbedin-
gungenintegriert, die eineinfinitesimalkleine StorungdesL-Zustandeslarstellen.

Da die 0. Ordnungder “Optimal Prediction” “nur” die Anfangsbedingungeheticksichtigt,
kannsie hier auchnur dasfalscheErgebnisliefern, der L-Zustandwarestabil. Desweenwird

sie hier nicht weiter betrachtetgenausavenig, wie die “linearizedmemory”-Approximation,
vonderim vorigenAbschnittgezeigtwurde,dal3sie nur dasAnfangswerhaltenunddie Instabi-
litatdesL-Zustandesnicht aberdasasymptotisch&/erhalterreproduziert.

Wir konzentriereruns nun auf die “Optimal Prediction” mit “finite-time memory”. Im vori-

gen Abschnitt hat man gesehendaR sie im Falle desL-H-Ubeigangsund bei Stabilitat des
H-Zustandeslasasymptotisch&erhalterrichtig wiedegibt. KanndieseMethodenunauchdie

Instabilitat desH-Zustandesind denUbeigangin oszillierendeZustandereproduzieren?
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Die Zeitentwicklungfur die Variableny und z ist in den Abbildungen(5.3) und (5.4) zu er
kennendie dicke durchgezogentinie ist die Integrationskure; sie zeigtden Ubeigangvom
L-ZustandiberdenH-Zustandn OszillationenderenFrequenzind Amplitude iberdie beob-
achteteZeitskalaals konstantbetrachtetverdenkdnnen.Die diinnegestrichelteKurve ist die
“Optimal Prediction”in “finite-time memory”. Wir sehendal3die Instabilitat desL-Zustandes
undderUbemgangin oszillierendeZus@ndereproduzieriverden Die Frequenzind Amplitude
dieserOszillationenstimmenanfangsmit denjenigerder Integrationiiberein.Uber einegroRRe
Zeitskala,von deranzumerknist, dal3sie viel grof3erist, als die entsprechendeBrgebnisse,
die fur HamiltonscheSystemeam erstenTeil dieserArbeit erzieltwordensind, bist =~ 1300,
kannmansagengdalidie “Optimal Prediction”dasqualitatve VerhaltendesSystemssehrgut
approximiert Dennochsinddie erzeugterOszillationereigentlichgedampftunddie Amplitude
im Gegenteilzur Integrationnichtkonstantasymptotischpendeltsichdie Losungder“Optimal
Prediction”auf denH-Zustandein, dessernstabilitatalsonicht wiedegegebenwird.
Dieserletzte Punktentsprichtder Tatsachedal3die “Optimal Prediction”’mit dem*“finite-time
memory”-Term asymptotisctfir groBeZeitent der Zentrumsmannigfitigkeitsreduktionent-
spricht; d. h. asymptotisctkannman mit ihr nur in der NaheeinesGleichgevichtszustandes
eineguteApproximationerwarten,deraucheineReduktioniiberdie Zentrumsmannigfitigkeit
erlaubt.Daherist esnicht verwunderlich,daf3die Oszillationenmit der “Optimal Prediction”
Methodenicht reproduzierbasind. MathematiscHindet diese Tatsachen folgenderUberle-

gungihre Rechtfertigung:Betrachtemwir die ersteGleichungdesurspiinglichenSystemg5.3)
X = YoX—YoYZ

eshandeltsich dabeium eineinhomogeneDifferentialgleichundl. Ordnung.Wie im vorigen
Abschnittkonnenwie nun die allgemeineForm der Losungals Summevon der allgemeinen

LosungderhomogenerGleichung x = yox, i. €.

X = XOeVOt — Xoe_|y0|t
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Abbildung 5.3: Zeitentwicklung von y: die Ergebnisse der “Optimal Prediction” mit “finite-time memory” (dinne gestrichelte

Kurve) werden mit denjenigen der Integration (dicke durchgezogene Kurve) verglichen; man sieht, daf? die
anfanglichen Oszillationen qualitativ sehr gut wiedergegeben werden; deren Frequenz ist bei beiden Kurven
gleich. Dennoch geht die von der “Optimal Prediction” Methode vorhergesagte Kurve mit weiter fortschreiten-

der Zeit in den H-Zustand Uber, dessen Instabilitat von der Methode nicht reproduziert wird.
undeinerspeziellen_dsungderinhomogener@leichung:
t t
| as(-yoyd (g)e Mo (5.25)
0

angeben.

In derNaheeinesFixpunkteskannmanfolgendeApproximationdurchiihren:
yz~~ Kongarnte,

d. h. dasProduktyz im Integranden(5.25) kann vorgezogernwerden;dasIntegral kann nun

einfachausgeiihrt werden:
t
(_yoyz) e [Yolt / dSéVO|S’
0
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Abbildung 5.4: zeitentwicklung von z die Ergebnisse der “Optimal Prediction” mit “finite-time memory” (diinne gestrichelte

Kurve) werden mit denjenigen der Integration (dicke durchgezogene Kurve) verglichen; man sieht, daf? die
anfanglichen Oszillationen qualitativ sehr gut wiedergegeben werden; deren Frequenz ist bei beiden Kurven
gleich. Dennoch geht die von der “Optimal Prediction” Methode vorhergesagte Kurve mit weiter fortschreiten-

der Zeit in den H-Zustand Uber, dessen Instabilitat von der Methode nicht reproduziert wird.
1
(_yoyz)e*|y0|t _ (1 _ e*|VO|t)
Yol
Darausfolgt alsLosungfir x:

1

yoyz(1— e—lvOlt)
Yol

X = )(oe_|\/0|t _
und,dayo = —|yo| schlief3lich:
X = )(Oe_|VO|t +yz(1 _ e_|VO|t)

Dies ist genauder Ausdruck (5.16), der der “Optimal Prediction” Methodemit “finite-time

memory”-Term zugrundeligt; mansiehtalso,dalRer nur zulaigist, wenndie Approximation
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Nicht-Hamiltonsche dissipative Systeme: L-H-Ubergang

yz~ Kondante erlaubtist, die wiederumeinemGleichgavichtszustanaderFixpunktdesur-

spiinglichenSystemsentspricht.

5.5. EinfluB und Wichtigkeit der Parameterwer te

DerParameteyyp hatkeinenEinflu3aufdie LageundStabilitatskriterierderL- undH-Zustnde.

Davon uiberzeugtnansich,wennmansichdie ersteGleichunganschaut:
X=Yo X—Yo Yz

Die FixpunkteL undH erfiullen namlich die Bedingungx = yz der Parameteryg spielt dabei
keineRolle mehr weiterhinnichtin denGleichungeriiiry undz, undin denStabilitatskriterien,
die mannachLinearisierungum die Fixpunkte,bzw. mit der Methodeder kleinen Stbrungen
erhalt.

DennocHiegt der“Optimal Prediction’"MethodefolgendesPrinzipzugrundedie ausgevahlten
kollektiven Koordinatensollentatsachlichauchdiejenigensein,die maf3geblicifur die zeitli-
che Entwicklung der Dynamik sind. Das VerletzendiesesPrinzipskann zu einem Scheitern
derMethodefuihren,wie im erstenTeil dieserArbeit an HamiltonscherSystemenm Falle der
quintischund kubischnichtlinearenGleichunggezeigtwordenist. Wennmanaberin der Un-
tersuchunglesSystemg5.3) (y, z) alskollektive Koordinateraussuchtundx eliminiert, z aber
dieammeistergedampfteModeist, ist zu erwarten,dassdie Methodein denBereicherversagt,
in denenz tatsachlichstarkgecampftwird. Daist namlichdie Approximationx & yz schlecht,
die der Methodeasymptotisclzugrundeligt. Deshalbist eineVerschlechterungergeradeer-
zieltenErgebnisseu erwarten,wennyg deutlichkleinerim Betragist alsd, undtatsachlichdie
z-Modedie amweitestergedampfteist.

Dieseswird nununtersuchtindemmanvom schonbenutzterParametersats.4) die vier Pa-
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rameter )
y1 = 0.03
< 6= —0.005
V1= 0.4
L vo =0.1,

urverandertialRtund die Brauchbarkit der“Optimal Prediction”Methodein Hinsichtauf den
L-H-Ubemangfur verschieden&\Verte von yp untersuchtAus der voranggangenerAnalyse
wissenwir, dalRderL-Zustandmit diesemParametersatinstabilist und,dal3dasSystemn den

H-ZustandundanschlieRenavegendessennstabilitatin Oszillationenibegeht.

e Der Fall yo = —0.1 wurdeim vorigen Abschnittund anhandder Abbildungen(5.3) und
(5.4)schonbehandeltln diesentalle liefertedie “Optimal Prediction”anfangseinesehr

gutequalitatve undsogarquantitatve Beschreilming der Dynamik desSystems.

e Betrachterwir jetztyy eineGroRenordnunggleiner:yo = —0.01

Die Ergebnisseder Abbildungen(5.5) und (5.6) fur die Zeitentwicklungvon y und
Z zeigeneine etwas schlechteréWiedegabeder Oszillationenim Vergleich zum Fall
Yo= —0.1; insbesonderstimmtdie Oszillationsfrequennicht mehrmit der Frequenz
ausderIntegrationtiberein Hier sindyp undd fastdergleichenGroRenordnungyg = 29,
d. h. die Dampfungder Variablez ist nur unwesentlichgeringerals diejenigeder Varia-
ble x. Darausfolgt, daf3die AnnahmeeinereinzigengedampftenVariablex, die unserer
Anwendungder “Optimal Prediction”Methodezugrundeligt, unzuBssigist. Natirlich
stabilisiertauchhier der H-Zustandfurr groReret, und die Oszillationenwerdennicht

reproduziert.

e Wahlenwir nunyp = —0.001
Der Vergleich zwischender Integrationund der “Optimal Prediction” Methodefir die
Zeitentwicklungvony undzwird in denAbbildungen(5.7)und(5.8)daigestellt. Tatsach-
lich wird die Vermutungbesttigt, daRdie “Optimal Prediction”Methodein derVorher
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Nicht-Hamiltonsche dissipative Systeme: L-H-Ubergang

0.6 T T T T

T
Integration

Optimal Prediction mit finite-time memory -------
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Abbildung 5.5: Zeitentwicklung von y fiir yo = —0.01: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, wéhrend die

diinne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

sagederdynamischerentwicklungdesSystemsrersagtwennim Falle mehrereDamp-
fungensichunterdenkollektivenKoordinaterdie ammeistengecampfteMode befindet,
undeineMode*“eliminiert” wurde,die eheralsdominantbezeichnewverdenkdnnte. Hier
werdendie Art desUbeigangsund die Oszillationennicht mehrgut wiedegegeben Die
Wertefir y und z pendelnsich sehrschnellauf die Werte desH-Zustande<in; da sei-
ne Instabilitat grundstzlich von der Methodenicht erfal3twerdenkann,wie wir vorhin
geseherhaben kannmansagengdal3bei dieserunginstigsteiWahl der kollektiven Ko-
ordinaterunddengegebenemampfungerdie einzigeAussagealer“Optimal Prediction”
Methodein derlInstabilitat desL-Zustandedestehtdervon demphysikalischerSystem
verlassemnwird; anschlie3endinden Oszillationenstatt,derenFrequenzaund Amplitude

abernichtrichtig erfal3twerden.
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T
Integration
Optimal Rrediction nft finite-timglmemory -f{----
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Abbildung 5.6: Zeitentwicklung von z fiir yop = —0.01: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, wéahrend die

diinne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

Abschlie3endkann man sagen,dalRyy zwar keinen Einflu® auf die Stabilitat der jeweiligen
ZustaindeL undH hat,dennochausschlaggeberfir die Art desL-H-Ubegangsist, und des-
halbfur die Brauchbarkit der“Optimal Prediction”Methode.

Das Gelingender Methodehangtdavon ab, wie gunstigdie kollektiven Koordinatengewvahit
wordensind. Beim zweidimensionalemathematischeModell, dasim vorigen Paragraphen
untersuchwordenist, warendie Ergebnisséenorragendgdennmanwar mit nureinergecampf-
tenModekonfrontiert,die aucheliminiertundgegeriiberderanderenginer‘k ollektivenKoor-
dinate”entsprechendernachalRigtwerdenkonnte.

Dennochhabenwir geradegesehendal3im Falle mehrereDampfungenwie beim physikali-
schenL-H-Ubemgangin toroidaleingeschlossendPlasmengder Auswahl derkollektivenKoor-
dinatengroRereBedeutungukommt.Damitdie “Optimal Prediction’"Methodedie dynamische
EntwicklungdesSystemgualitatv und fur kurze Zeitskalensogarquantitaty gut beschreibt,

muf3unbedingtdie ammeistergedampfteModeeliminiertwerdenlm Fallezweigleichgrol3er
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Abbildung 5.7: Zzeitentwicklung von y fiir yo = —0.001: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, wahrend die

diinne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

deshallbkonkurrierendeDampfungereignetsich die Methodenicht. Jekleiner dasVerhaltnis
IYo|/|8| bei der UntersuchunglesSystemg5.3) ist, destobessemwird die ZeitskaladesL-H-
Ubemgangs,die Frequenaund Amplitude der anschlieRende@®szillationenvon der “Optimal
Prediction”Methodeapproximiert.

Mit anderenNortenmuf3die Fragenachdenfir die Dynamik desuntersuchtersystemgele-
vantenModenunddie dazugebrige Unterteilungin “dominante”und ‘v ersklarte” Modenvor
Anwendungder Methodegeklartwerden.

In diesemZusammenhangst das gleiche Anwendungsgebieder “Optimal Prediction” Me-
thodefestzustellenwie dasder Zentrumsmannigfitigkeitsreduktion.lhr gegeriiber hat aber
die “Optimal Prediction’MethodedeneindeutigerVorteil der Berticksichtigungdesfir kleine
ZeitenwichtigenEinfluResder Anfangsbedingungeie Zentrumsmannigfitigkeitsreduktion
liefert bei UntersuchunglesL-H-Ubeigangsnur einen“abrupten”Ubeigang,der der Tatsache

entsprichtdalRdieseReduktionsmethodeur in der Umgelung beiderFixpunkte,d. h. in der

110
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Abbildung 5.8: Zeitentwicklung von z fiir yp = —0.001: die dicke durchgezogene Kurve folgt aus der Integration, wahrend die

diinne gestrichelte Kurve die Vorhersage der “Optimal Prediction” darstellt.

Umgehung des Anfangs-und Endzustandegliltig ist. Somit sind mit ihr nur asymptotische
Aussagemmdglich, dennoctkeineiiberdenUbeigangselbst.

Allerdingsist manmit der“Optimal Prediction”Methodewie auchmit der Zentrumsmannig-
faltigkeitsreduktior[22] nichtin derLage,asymptotiscldie Oszillationen(ELMs) zu reprodu-

zieren,die nachinstabilitat desH-Zustandeswuftreten.
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6. Zusammenfassung

In dieserArbeit wurdedie Anwendbarlkeit der“Optimal Prediction”Methodeauf verschiedene
wichtige physikalischeModelle untersuchtgdie beispielsweisaufgrundeingeschinkterRech-
nerkapazitenkeine geschlossenBeschreiling zulassenDabeiwurde besonderekVert auf
die Gute derMethodeim Vergleichzu gangigenReduktionserfahrenwie demGalerkin-oder
demKarhunen-Loge-\erfahrenodereinerZentrumsmannigfitigkeitsreduktiorgelegt.
Typischfur dasGalerkin-\erfahrenundseineverbessert€ormderKarhunen-Loge-Zerleggung
ist die Projektiondergesuchter. dsungauf einenSatzvon sogenanntekollektivenKoordina-
ten(Moden).Dabeibestehdie Schwierigleit darin,sichaufeinebestimmteAnzahlvonModen
festzulgenund dieseauszusucher.eider gibt esbei einemgegebenerProblemkein anderes
Kriterium dafur, daf3die ausgesuchtekollektivenKoordinatertatsachlichdie relevantensind,
als dennachtéglichenVemgleich der so erzeugterDynamik mit numerischerkrgebnisserder
Integration.

Die “Optimal Prediction”Methodeversuchtin 0. Ordnung,im Gegenteilzu denebengenann-
ten Verfahren,vorab bekanntestatistischeEigenschafterdes physikalischenSystemsbesser
auszunutzenAus der KenntniseinesstatistischennvariantenMalResfolgt eineentsprechende
Verteilungder gesuchterLosungenFir diesesetztmanaucheine Zerteilungin eineModen-
basisan;danur wenigedieserModenaberaufgebstwerdensollen,bzw. konnen,ersetztman
die unaufgebstenModenin denBewegungsgleichungedurchihre bedingterErwartungswerte
beZiglichdesbekanntemMalleqy, seiendie AnfangswertelerkollektivenKoordinaterbekannt.
Die Methodebestehtalsoin denzwei wichtigen Schrittender Projektionder Losungauf den
RaumderkollektivenKoordinaterundderMittelung desEinfluRBesderunaufgebstenFreiheits-
gradeaufdie beibehalteneModen.

DerersteTeil dieserArbeit warderUntersuchunglerDynamikin ausg&ahltenHamiltonschen
Systememewvidmet.

In Paragraph 2 wurde gezeigt,dal3die Anwendungder “Optimal Prediction”Methodein 0.

Ordnungauf die quintischnichtlineareSchiddingerGleichunggute Ergebnissdiefert, aller
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Zusammenfassung

dings nur bis zum Eintritt des“Blow-up” der Signalamplitudefur densie eine unterezeitli-
che Einschatzungliefert. Diese Einschnkungwurde daraufzuriickgefihrt, daR die anfangs
gewahltenkollektiven Koordinatenbei einemKollapsdannnicht mehrodernicht mehrallein
fur die Dynamikrelevantsind. Bei dieserAnalysewurdeklar, dal3die Festlggunga priori der
fur die zeitliche EntwicklungrelevantenModenausschlaggeberfdr dasGelingender Metho-
deist. DieswurdebeieinerUntersuchunglerkubischnichtlinearenSchiddingerGleichungin
zweiverschiedeneAnfangslonfigurationerbeshtigt.

Bei der Untersuchungler diskreten“self-trapping”-Gleichungn Paragraph 3 muf3tedie 0.
Ordnungder “Optimal Prediction”Methodeauf einenweiterensogenanntefimemory”-Term
erweitertwerden,um die qualitatve Entwicklung desSystemswiederzugebenEs wurdenin
derLiteraturverdffentlichteHerleitungereingefihrtundanunserProblemangepalRtEskonnte
festgestelliverden,dal3die ersteOrdnungin derZeit, d. h. die “linearizedmemory”-Approxi-
mation,fur die Beschreilnng der Dynamikausreichendst.

DerzweiteTeil dieserArbeit besclaftigtesichmit dissipatvenSystemenAusschlaggebenda-
beiwar, daRnicht mehrgemittelteAussagemgemachtsonderreinzelneAnfangswertprobleme
geldstwurden.

Zuerstwurdein Paragraph 4 die Gute der“finite-time memory”-Approximatiorder“Optimal
Prediction”,einschlielichhresVorteils gegeriiberder “linearized memory”-Naherungan ei-
nemeinfachenzweidimensionaleBeispielmit einereinzigenDampfungbewiesen.
Dannwurdein Paragraph 5 anbekanntadrei-, bzw. zweidimensionalé&lodelle zur Beschrei-
bungdesfiir die FusionsforschungichtigenL-H-Ubeigangsn toroidaleingeschlossend®las-
men angekiiipft: es konntegezeigtwerden,dalRdie “Optimal Prediction” Methodedeutlich
besser&rgebnisserzielt,alseineReduktioniiberdie ZentrumsmannigfitigkeitstheorieDen-
nochkonntenmit der Methodedie experimentellbeobachtete®szillationender ELMs nicht
nachwllzogenwerden.Zudemwurde gezeigt,daim Falle mehreremiteinanderkonkurrie-
renderDampfungerder Wahl derkollektiven Koordinaterbesonder&gedeutungzukommt: es

muf3die Variablebei demVerfahreneliminiert werden,derenDampfungsrat@amgrof3tenist.
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InsgesamkannausdiesenErgebnissemeschlossewerden dal3sichdie “Optimal Prediction”
guteignet,um die dynamische&ZeitentwicklungdergenanntemModelle zu beschreibeninsbe-
sonderdietetsiegegerilbereinerZentrumsmannigfitigkeitsreduktiongegendie sieasympto-
tischfur grofl3eZeitentendiert,denVorteil, dal3sie denmit der Zeit abklingenderkinflul? der
Anfangsloordinaterbericksichtigt.
DennochbestehtlerschwierigsteSchrittundgleichzeitigdie gro3teEinschankungbeiderAn-
wendungder Methodedarin, die richtigenkollektiven Koordinatend. h. die fur die Dynamik

desuntersuchtephysikalischerBystemgelevantenFreiheitsgrade priori zu bestimmen.
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A. Bedingte Erwartungswerte einer reellen, normal verteilten Variable

A. Bedingte Erwartungs werte einer reellen, normal verteilten

Variable

Wir prasentiereiier die Theoremegdie zur Berechnungler Erwartungswertgg, < R(u) >y )
aufderrechterSeitevon(1.13)fuhrenwennu einereelle,normalverteilteVariableu = (ug,---,up)
ist, derenWahrscheinlichkitsdichtedurch

1
P(sy < Up < S1+dSp, -+, < Up < Sh+dsy) = Ze(‘%(S’ASHb'S)dsl- - ds,

gegebenist.
Die Matrix A ist dabeisymmetrischpositiv definit und ihre InverseA=! ist die Matrix der

KovarianzenderenElementedurch:
afj1 = Cov{uj,Uj} =< tjuj; > — < U >< Uj >

gegebensind.

Der Vektorb hangtmit denErwartungswertenon u Uiberdie folgendeBeziehungzusammen:
Alb=<u>

Die Verteilungist somitwie im Falle einerkomplexenVariabledurchdie Angabedern Mittel-
werteundder %n(n + 1) unabtangigenWerteder Kovarianzmatrixvollkommenbestimmt.Die
gesuchterErwartungswertaverdenhier auchdurchdieseParameterausgedickt und anhand

von den3 folgendenLemmataberechnetderenBeweisein [17] nachzulesesind.

e Lemmal: Der“bedingte” Erwartungswert/on u; ist eineaffine Funktionderkollektiven
Koordinatenvy:

< Ui >v= GigVa + Gi, (A.1)

wobeidie Elementegq dern x N Matrix Q unddesn-Vektorsc gegebensinddurch:

Q= (AlehH)(Galch) L (A.2)
c=A"1b— (A1G")(GAIGT){(GA 1b) (A.3)
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Die bedingterErwartungswerteind alsolinearin denVy undunabtangigvon Multipli-

kationsaktorenin denKovarianzen.

e Lemma2: Die “bedingte”KovarianzmatriXautet:

Cov{uj,uj}y =< uuj>y — < U >y< Uj >y (A.4)

= [AT = ((A1G")(GAT'GH) " HGA]; (A.5)

Die bedingterKovarianzersind nur von denFilterfunktionengy abhangigundnichtvon

denkollektivenKoordinaterV.

SchlielZlicherlaubteine direkt vom komplexen auf denreellenFall Ubertragbard-orm

desWick’schenTheoremsdenErwartungswereinesProduktediberfolgendeFormelzu

berechnen:
e Lemmas:
P 0 P ungerade
<[] (tip= <Uip>v) >v=
p=1 Y allerermutationenCOV{ Ui, Ui, bv - - - Cov{ Uip_, , Uip }v P gerade

(A.6)

Somitwird jederMittelwert der Form < ufu > als Funktionvon ausschlieBlich< u? > und

< Ujuj > ausgedickt[13].

Sind die Gaul3scherzZufallsvariablenu aberdurch eine kontinuierlicheVariablex parametri-
siert,dannwerdendie Erwartungswerte< u(x) > unddieKovarianzera 1(x,y) =< u(x)u(y) >
— < u(x) >< u(y) > in einemgeeignetemBereichfiir (x,y) definiert.Die Matrix A~* wird zum

Integraloperatarderen‘K ern” a—* = a(x,y) gegebenist durch:

[ ey 2)dy=3(x2
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A. Bedingte Erwartungswerte einer reellen, normal verteilten Variable

Die Filterfunktionengq(x) sind jetzt auchkontinuierlicheFunktionenvon x, und (A.1) wird

jetztzu
< U(X) >v=<u(x) > +cg(X)[Vg— /gB y)dy >], (A.7)
mit
cs(9 = { [ & e y)sa()ay | my
und

o= [ [ sutma s gy

Die Formeln(A.4) und (A.6) werdenentsprechenduf kontinuierlicheVariablenumgeschrie-

ben.
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B. Struktur der Korrektur terme der “Optimal Prediction” Methode

bei hoheren Nichtlinearit aten

BetrachtemaneinenichtlineareSchibdingerGleichungmit beliebiggroRerPotenzder Nicht-
linearitat

iU = —Ug+Aluflu  t>4, (B.1)

kannmanallgemeinzeigen,dal3die Form deszweitenTermsderrechtenSeiteder (2.33) ent-

sprechendefsleichungfolgendeist:

Ok < U >9 = Agak < ug >< ug >t

+B < u > (Cov{ug, ui})!

+ > Kg,ps < Uk >9< Ui >P (Cov{uy, ug})®,(B.2)
0, P, p+2s=(t+1)+t

wobeiA, B undKq p s numerisché&oefiizientensind.DerersteTermliefert die 0. Ordnungn c,
d. h. die Galerkin-Approximatiorin derForm

6Q’B+y++§_g__nVBVVV6VE*V;

>4

-~

~
t+1 t

DerzweiteTermliefert die hochsteOrdnungin ¢ in derForm
V.
Der dritte Termschlief3lichliefert eineSummevon Termender Form

S * *
C a,B+---+y—6—---—£VB"'VVV6 eV
p
q
Die allgemeineForm der iiberdie “Optimal Prediction’Methode0. Ordnungbestimmterzeit-
lichenEntwicklungderkollektivenKoordinatendie von (1.13)gegebenist, enthalt alsoum so
mehrKorrekturtermealsdie NichtlinearitittderSchibdingerGleichung(2.1) grof3erelOrdnung

ist.
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C. Bestimm ung von npund bim Fall p=2

Fur die nichtlineareSchibdingerGleichung(2.1) mit p = 2 und A = —2 erhalt mannachder

PartitionierungdesHamiltoniansfur H(q, p):

H*(a,p) = }/Zn((q2+ P%)?+Mp(c” + p) + b) dx
? 2 0 X X 9

und
21'[
MR =5 [ ((P+ PP+ md(cP+ p) —b) o
Dab aberkeineRolle beiderMittelung spielt,setzerwir erstmalb = O fUr die Berechnungon
mo.
Quadriertergibt dieseGleichung:

an? = 5[ (@00+0200) +m (0 -+ 200) | o
. [( @)+ P°(2)°+ 8 (2(2) + P°(2) |z
Die Varianzist alsogegebendurch:
HY(q,p)?> = % / "o / Tz < (00 + P00 (D) + PPD)” >

+2m3 < (20 + P*(9)°- (P2 + PA(2) >
+mé < (¥(x) + p?(x)) - (4?(2) + P*(2)) >}

Seien
A=< () +pP¥)" (@ +P@)" >, (C.1)
und
B =< (B(x) + pP(¥) " (2 + P2(2) > (C.2)
und
C =< () +p*(X) - (*(2) + P*(2) > (C.3)

Die ForderungnachdemMinimierenderVarianzals Funktionvon my erfordetdie Berechnung

von 4, ‘B und C, die mit demWick’schenTheoremerfolgt.
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Bestimm ung von C

Wendenwir unszuerstdemdritten Termzu:
C =< (¥ + p*(¥) (F(2) + p*(2) >

C=2<p*(X)pX(2) > +2 < (X p?(2) >

Daq und p beZiglich einesGauf3scheMalResunkorreliertsind,folgt:
C=2<p*(X)p?(2) > +2 < p? >2
Aus demWick’schenTheorenfolgt dann:
C=2(<p?>2+2< p(x)p(2) >2) +2 < p? >2,
wasschlie3lichfur ¢ emibt:

C=4<p®>2+4<p(x)p(z) >>

Bestimm ung von ‘B
NachdemAusmultiplizierenund unterBeriicksichtigungvon:
< g (X2 >=< p* (P’ >,

< p* (0P (2) >=< q' (X p*(2) >,

und

<PEPPXG(2) > =< P (X)pA(X)p*(2) >

=< p*>< PP(NPP(D) >,
daq und p vollig unablangigundgleichwertigbetrachtetverden erhalt manfur B

B=2<q' NP2 >+2< P >< P> +4< P >< P(X)(2) > (C.4)
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C. Bestimmung von mp und bim Fall p=2

DasWick’scheTheoremermiglicht unsjetzt, die Erwartungswerteron Produkterzu vereinf-
chen,bzw zuberechnen:
<pt>=3<p?>?
< PP P*(2) >=< p*>* +2 < p(x)p(2) >%,
2

< p*(¥)p*(2) >=3< p* >3 +6 < p* >< p(X)p(2) >,

SetztmannundieseErgebnissen (C.4) ein,dannerhalt man:

B=16< p? >3 +20< p? >< p(X)p(2) >2 (C.5)

Bestimm ung von 4

Die Bestimmungvon 4 erfolgtjetzt gleichermalR3erpericksichtigtwerdenmisserdie folgen-

denGleichungen:
<" NP2 > =<dPXp*Xpi(2) >
= < (X P*(Xa*(2) >
= < p*(0) (2 p*(2) >
=< p*>< p*(x)p*(2) >,
<q*'(xa*(2) >= < p*(x)p*(2), (C.6)
und
< ' 0 p*(2) >= < p*(0a*(2) =< p* >2. (C.7)

Man gelangtzu folgendemAusdruck:
A=2<q*'XNq* (2> +2<q* >2 +8< P >< P (2 > +4 < F(NGP(2 >2 (C.8)

Zusatzlich zu den obenschonerwahntenliefert das Wick’sche TheoremfolgendeVereinfa-
chung:
< p*p*2) >=9< p? >* +36 < p? >2< p(x)p(2) >2 +72 < p(x)p(2) >*

122



Setzernwir dieseErgebnissean (C.8)ein,folgt:

4 =64<?>*+136< ¢ >2< q(x)q(2) >2 +160< q(x)q(2) >* (C.9)

Bestimm ung des Minim ums der Varianz < (Hl)2 > als Funktion von my

1 r2m 21
<H1(q,p)2>:z/o dx/o d2{ 4 + 20 B + i) (C.10)

Setzenwir nundie ebenberechneteAusdriicke fur A4, B und C ein,belkommtman:
1,2 1o [ 24 2.2 2 4
<(HH " > = Z/o dx/O dz{[16 < g° >" +34 < g~ >“< q(X)q(2) >* +40< q(X)q(2) >"]
+mg [8 < ¢? >3 +10< ¢? >< q(x)q(2) >?]
+mg [< ¢ >2 + < q(x)a(2) >?]}
Mit demschonim HauptteildieserArbeit definiertenintegral
2n 21 5
In@) = [~ ax [ dz(< p09p(2) >)*
schreibtsich < (Hl)2 > etwasuibersichtlicher:
< (HY)?> = [64m8< p2>*+34< p?>2 Ip(1) +401m(2)]

+m [32r < p? >3 +10< p? > Im(1)]
+mg [410 < p? >+ In(1)]

da< p? > unablangigvon derOrts\ariablex oderzist.

Die analytischeBerechnungon I,(g) mit Hilfe einerRekursionliefert:

2q
Im(q) = (angﬁ ;) Chq (2m)'l)

mit
472 firl =0
L= 0 furl =1
21 <+ 1 400 1 1 ..
TT Zkym—ooki£0 I4mE " 2K _1=—ook_1£0 KL mg Tt vk pemg [arl =2
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C. Bestimmung von mp und bim Fall p=2

Somithatmanalsodie Varianz< (Hl)2 > auf einemit my parametrisierté&unktionvon den

Autokorrelationen:
<P =< @ =~ v !
Possd>=on 2 e
unddenKorrelationen:
1 -0 eik(x—z)
<PX)P(2) >= - a2
21 k:Zw k2 +m}
DieseFunktionkannbediglich my minimiert werden;darausergibt sich der “optimale Wert”

mp = 1.016.
Daraudfolgt fur b:

21
<H*(a,p) >=0:>/0 < (@ + p?)?+mg(q? + p?) —b) > dx =0,

1 21
b:ﬁ/o 2<g*>+2< P >2+mg2< ¢ >)),
< g* > wird mit demWick’schenTheoremumgeschrieberesfolgt:

_ 1 o 2.2 2
b_ﬁ/o (B<?>2+2mg < ? >),

undschlieRlich:
b= (8<®>*+2mG < o >),

Mit mp = 1.016folgt alsob ~ 2.907.
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