EINPUNKT-ERWEITERUNGEN
VON
WILDEN ERBLICHEN ALGEBREN

Inaugural-Dissertation
zur
Erlangung des Doktorgrades der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultéit
der Heinrich-Heine-Universitat Diisseldorf

vorgelegt von
CHRISTELLE CHESNE
aus Les Lilas (Frankreich)

Diisseldorf
2003



Gedruckt mit der Genehmigung der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultdt der Heinrich-Heine-Universitidt Diisseldorf

1. Referent: Prof. Dr. O. Kerner

2. Referent: Prof. Dr. V. Franjou
3. Referent: Prof. Dr. B. Keller

4. Referent: Prof. Dr. C. M. Ringel

Tag der miindlichen Priifung: 24. November 2003



Inhaltsverzeichnis

Einleitung 1
1 Grundlagen 4
1.1 Kocher und Wegealgebren . . . . . . . ... ... ... ..., 4
1.2 Einige Begriffe aus der Darstellungstheorie . . . . . . . .. .. 6
1.3 Die Modulkategorie einer wilden erblichen Algebra . . . . . . 10
1.4 Einpunkt-Erweiterungen von Algebren . . . . . . ... .. .. 12

2 Der Auslander-Reiten-Kocher einer Einpunkt-Erweiterung 15

2.1 Einpunkt-Erweiterungen von wilden erblichen Algebren . .. 15
2.2 Der Auslander-Reiten-Kécher von H[X(m)] . . . . ... ... 18
2.3 Beweis der Proposition . . . . . . ... ... . 0 oL 20
2.4 Beweis des Theorems . . . . . .. ... ... ... ... .... 23
3 Beispiele 26
3.1 Einpunkt-Erweiterungen der r-Kronecker-Algebra . . . . . . . 26
3.2 Die erweiterte Kronecker-Algebra . . . . . . ... .. ... .. 27
3.3 Kanonische Algebren . . . . . .. ... oL 28

Literaturverzeichnis 30



Einleitung

Die Darstellungstheorie endlich dimensionaler Algebren beschiftigt sich mit
der Untersuchung von Modulkategorien iiber diesen Algebren. Sei k stets
ein algebraisch abgeschlossener Korper und A eine endlich dimensionale k-
Algebra. Wir bezeichnen mit A—mod die Kategorie der endlich erzeugten
A-Moduln. Ein effizienter Ansatz, um diese Kategorie zu beschreiben, ist
die Betrachtung von I'(A4), dem Auslander-Reiten-Kécher von A. Dieser lie-
fert uns eine Visualisierung der Kategorie A—mod/rad*(A—mod), wobei
rad*(A—mod) das Ideal der Morphismen, welche beliebig lange Faktorisie-
rungen besitzen, bezeichnet. Die Auslander-Reiten-Verschiebung 7, indu-
ziert auf I'(A) die Struktur eines Verschiebungskochers. In vielen Spezial-
fallen kann man den Auslander-Reiten-Kocher einer endlich dimensionaler
Algebra gut beschreiben, wie im Beispiel einer erblichen Algebra. (Eine Al-
gebra nennen wir erblich, wenn sie die globale Dimension 0 oder 1 hat.)

Eine hilfreiche Induktionstechnik fiir Algebren sind Einpunkt-Erweiterungen.
Ist A eine endlich dimensionale Basisalgebra und existiert ein einfacher in-
jektiver A-Modul S,,, so kann A als verallgemeinerter oberer Dreiecksmatri-

zenring y
- X
i=(4 ) o

geschrieben werden. Die Algebra A heiBt dann Einpunkt-Erweiterung von
A durch den A-Modul X. Der Matrizenring wird folgendermaflen konstru-
iert: Ist e, ein primitives Idempotent von A so, dass Ae,, die projekti-
ve Uberlagerung von S, ist, dann bildet Ae, ein zweiseitiges Ideal in A.
Die Algebra A wird definiert als A = A/ Ae, = (1 — e,)A(1 — e,) und
X = rad Ae,, ist ein A-Modul. Somit bildet A—mod eine volle exakte Un-
terkategorie von A—mod. Ist M ein unzerlegbarer fl—Modul, so ist entweder
M € A—mod, M ~ S, oder M = (M,,V, ¢) fiir My € A—mod, V € k—mod
und ¢ : V. — Hom, (X, M) eine injektive lineare Abbildung. Gibt es nur
wenige unzerlegbare A-Moduln My mit Hom, (X, My) # 0 und sind zudem
die Dimensionen von den Riumen Hom ,(X, M) klein, so bestehen zum
Beispiel gute Aussichten, die unzerlegbaren A-Moduln, die nicht in A—mod
liegen, beschreiben zu kénnen.



Eine erbliche Algebra H heifit wild, wenn es fiir jede endlich dimensionale
k-Algebra B eine volle exakte Einbettung B—mod — H —mod gibt. In die-
sem Fall ist H auch wild in dem Sinn von [3]. Diese Bezeichnung reflektiert
die Komplexitit der Modulkategorie einer wilden erblichen Algebra.

Sei jetzt H eine wilde erbliche Algebra und X ein nichttrivialer H-Modul.
Die Auslander-Reiten-Struktur von H|[X] kann im Allgemeinen nicht aus der
Struktur von H erhalten werden. Insbesondere ist nicht bekannt, wann der
Auslander-Reiten Kocher von H[X] eine priinjektive Komponente, das heifit
eine Komponente ohne orientierte Zykel, die nur endlich viele 7-Bahnen hat
und deren 7-Bahnen alle einen injektiven Punkt enthalten, besitzt. In Spe-
zialfillen wurde diese Frage aber schon beantwortet.

Sei R # 0 ein regulidrer H-Modul, so dass H[R] eine Kippalgebra vom Typ
Hj ist (d.h. H[R] ist der Endomorphismenring eines Kippmoduls iiber Hy).
Dann ist H[7;; R] auch eine Kippalgebra vom Typ Hj fiir m > 0 nach F. Lu-
kas [13, 5.2.4]. Daraus folgt laut H. Strauss [15, Th. A}, dass der Auslander-
Reiten-Kocher von H[7]'R| eine priinjektive Komponente fiir alle m > 0
besitzt. Die Algebra H|[r;™R] ist hingegen fiir m > 0 keine Kippalgebra.
Nach [13] ist sie aber stiickweise erblich vom Typ Hy, insbesondere sind die
Kategorien H[r;™R]—mod und Hy—mod deriviert dquivalent. S. Lache be-
wies in [12, Th. 2] die Existenz einer priinjektiven Komponente fiir diesen
Fall. Er beschrieb auch alle anderen Komponenten des Auslander-Reiten-
Kochers von H[r;™R]. Mit einem anderen Ansatz zeigten O. Kerner and A.
Skowronski in [10] fiir sehr spezielle Wegealgebren H, dass I'(H[7];'X]) eine
priinjektive Komponente besitzt, wenn m > 0 oder m < 0 ist.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist, dieses Resultat fiir beliebige wilde erbliche
Algebren zu beweisen. Genauer gesagt, wird ein Ergebnis hergeleitet, wel-
ches diese Resultate als Spezialfille enthélt.

Wir zerlegen die Algebra H = Hj X ...x H; in ihre Zusammenhangskompo-
nenten und wéhlen r € {0,...,t} und einen H-Modul X = X; &...® X; so,
dass X; ein H;-Modul ist und dass 757 X1,--- , 75 Xr, 72" Xot1, -+ , 72" X
nichttrivial fiir alle m > 0 sind. Dann betrachten wir:

Xm)=m;X1®..01, X, @17," Xp10... 01, Xy .

Sind alle Hy, ..., H; wild, dann kénnen wir die folgende Aussage formulie-
ren, die unendlich viele Komponenten in I'(H[X (m)]) beschreibt.



Theorem: Sei m > 0 und A die Einpunkt-Erweiterung A = H[X (m)].
Dann gilt:

(a) Der Auslander-Reiten-Kicher von A besitzt genau eine prdinjektive
Komponente. Es ist die prdinjektive Komponente einer wilden Wege-
algebra A.

(b) Jede regulire Komponente in T'(A) induziert eine Komponente vom Typ
Z.A o, im stabilen Auslander-Reiten-Kdcher von A.

(c) Ist N ein regulirer A-Modul, so existiert ein ly € N mit:

7t TéON o~ 'r?'lo N firallel >0 .

Die Anzahl der 7-Bahnen der priinjektiven Komponente von A sind iiber die
kombinatorischen Daten der Kécher der Algebren Hy, ..., H; bestimmt: Fiir
1 <4 < r definieren wir u; als die Anzahl der Isomorphieklassen von priin-
jektiven einfachen H;-Moduln und fiir r + 1 < ¢ < ¢ sei y; die Anzahl der
Isomorphieklassen von priinjektiven oder regulidren einfachen H;-Moduln.
Nach [11] lassen sich diese Zahlen in der Struktur von den Kochern der Al-
gebren Hi, ..., H; direkt ablesen. Dann besitzt die priinjektive Komponente
von I'(H[X (m)]) genau (D  p; + 1) 7-Bahnen.

In dem Fall einer stiickweise erblichen Einpunkt-Erweiterung H|[7j R] er-
laubt dieses Ergebnis, die priinjektive Komponente von dem Auslander-
Reiten-Kocher (deren Existenz schon in [12] bewiesen wurde) fiir |m| > 0
zu beschreiben. Die Aussagen (b) und (c¢) implizieren natiirlich auch, dass
der Auslander-Reiten-Kocher von H[X (m)] unendlich viele reguldre Kom-
ponenten vom Typ ZA besitzt. Das duale Resultat fiir Einpunkt-Coer-
weiterungen folgt direkt aus diesem Theorem. In diesem Fall zeigt man ins-
besondere die Existenz einer priprojektiven Komponente.

Mein herzlicher Dank gilt natiirlich meinem Lehrer Prof. Dr. O. Kerner.
Ohne seine stindige Gespréichsbereitschaft und seine wertvollen Hinweise
hétte diese Arbeit nicht entstehen konnen.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die klassischen Begriffe und Ergebnisse, die fiir
das Verstindnis dieser Arbeit benttigt werden, kurz eingefiihrt. Fiir Details
verweisen wir auf [1], [7] und [14].

Sei k ein algebraisch abgeschlossenener Korper. Alle Algebren, die wir in
dieser Arbeit betrachten, sind endlich dimensionale k-Algebren. Fiir eine Al-
gebra A werden wir unter ” A-Modul” immer einen endlich erzeugten Links-
modul iiber A verstehen. Die Kategorie dieser Moduln wird mit A—mod
bezeichnet.

1.1 Ko6cher und Wegealgebren

Ein Kdcher Q ist ein orientierter Graph. Er besteht aus einer Menge von
Punkten Qg und einer Menge von Pfeilen Q. Jedem Pfeil o werden sein
Startpunkt s(a) und sein Endpunkt e(a) zugeordnet. Der Kocher Q heifit
endlich, wenn Qg und Q; endliche Mengen sind. Fiir zwei Punkte 7, j € Qg
ist ein Weg der Linge r > 1 eine Folge von Pfeilen «. ... a1, mit s(a1) =1,
e(ar) = j und s(ay41) = e(ay) fiir alle ¢ > 1. Zusétzlich gibt es zu jedem
Punkt ¢ den leeren Weg e; (der Lénge 0) von 7 nach 3.

Sei @ ein Kocher. Die Wegealgebra kQ wird als der k-Vektorraum, der die
Wege von Q als Basis hat, definiert und mit folgender Multiplikation verse-
hen: fiir zwei Wege w1 = @, ... a1 und we = fs ... 41 ist das Produkt

Jooypeian B B falls s(a1) = e(Bs)
-0z = { 0 sonst.

Somit bekommt man eine Algebra, die genau dann endlich dimensional ist,
wenn der Kocher endlich ist und keine orientierten Zykel besitzt (das heifit
keine nichtleeren Wege mit gleichem Start- und Endpunkt). Die Algebra £Q
ist genau dann zusammenhingend, wenn der Kocher Q zusammenhingend



ist. Ist Q endlich, so hat kQ das Einselement 1x9 = Ziego e; und ist eine
erbliche Algebra, was bedeutet, dass sie eine (und damit alle) der Bedingun-
gen des folgenden Satzes erfiillt.

Satz 1.1.1 Fiir eine Algebra A sind die folgenden Aussagen dquivalent :
1. Jeder Untermodul eines projektiven A-Moduls ist projektiv.
2. Jeder Faktormodul eines injektiven A-Moduls ist injektiv.
3. Die globale Dimension von A ist 0 oder 1.
4. Fiir alle X,Y € A—mod und alle i > 2 ist Ext’ (X,Y) = 0.

Ab jetzt werden wir nur noch endliche Kécher Q ohne orientierte Zykel be-
trachten und damit nur endlich dimensionale Wegealgebren k£Q.

Die Wegekategorie W(Q) von Q ist die Kategorie, die als Objekte die Punk-
te von @ hat und als Morphismen die Wege in Q. Eine Darstellung von
Q dber k ist ein kovarianter Funktor F' : W(Q) — k—mod, wobei k—mod
die Kategorie der endlich dimensionalen k-Vektordume bezeichnet. Die Dar-
stellungen von Q iiber k£ bilden eine abelsche Kategorie, die wir mit rep;, Q
bezeichnen.

Satz 1.1.2 Fiir einen Kdcher Q sind die Kategorien kQ—mod und rep;, Q
dquivalent.

Sei kQ eine Wegealgebra. Fiir n > 1 definieren wir <kQ" >" als das Ideal,
das von den Wegen der Linge mindestens n erzeugt wird. Das Ideal <k Q™ >
ist nilpotent und stimmt iiberein mit dem Radikal von £Q. Es gilt:

kQ /rad kQ~ [] k.

1€Qo

Eine endlich dimensionale Algebra A, fiir die A/rad A ~ k" gilt (r € IN),
heiflit Basisalgebra. Damit ist jede Wegealgebra eine endlich dimensionale
erbliche Basisalgebra. Da viele Algebren nicht erblich sind, lédsst sich nicht
jede endlich dimensionale Basisalgebra als Wegealgebra darstellen. Der fol-
gende Satz zeigt, welche wichtige Rolle die Klasse der Wegealgebren doch
spielt.

Satz 1.1.3 Sei A eine endlich dimensionale Basisalgebra tiber k und sei
{S1,...,Sn} ein vollstindiges Reprdisentantensystem von einfachen A-Mo-
duln. Wir definieren Q4 als den Kdécher mit Punktemenge {1,...,n} und
mit dim,, Ext’, (S;, S;) Pfeilen von i nach j fir i,j Punkte von Q4.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes zweiseitiges Ideal I C< kQT >2, so
dass A isomorph zu kQa /I ist.



Die Voraussetzung ”Basisalgebra” ist keine Einschrinkung, wenn man die
Modulkategorie untersuchen will. Zu jeder endlich dimensionalen Algebra
A gibt es nimlich eine Basisalgebra A°, so dass A-mod und A°-mod #qui-
valente Kategorien sind. (A und A® heilen dann Morita-siquivalent). Ist A
zusitzlich erblich, dann ist die Basisalgebra A® sogar isomorph zu einer We-
gealgebra (I =0).

Ein hilfreiches Kriterium, um Algebren nach dem Komplexitétsgrad ihrer
Modulkategorie zu klassifizieren, ist der Darstellungstyp. Eine k-Algebra A
heifit darstellungsendlich, wenn es nur endlich viele Isomorphieklassen von
unzerlegbaren A-Moduln gibt. Ansonsten wird sie darstellungsunendlich ge-
nannt und ist nach [3] entweder zahm oder wild. Es reicht uns also, die
Definition einer wilden Algebra anzugeben.

Definition: Sei k<X,Y > die freie Algebra iiber k in zwei nichtkommutie-
renden Unbestimmten. Eine k-Algebra A heifit wild, falls ein endlich erzeug-
ter (A,k <X,Y >)-Bimodul M existiert, der frei als k <X,Y >-Modul ist,
und so dass der Funktor

F = (M ®pxy>—): k<X, Y>—mod - A—mod
Unzerlegbarkeit und Isomorphieklassen respektiert.

Die Begriffe “zahm” und “wild” entsprechen der Erwartung, dass Modulka-
tegorien iiber zahme Algebren sich besser beschreiben lassen. Im Allgemei-
nen ist es schwer, den Darstellungstyp einer gegebenen Algebra zu bestim-
men. Fiir den Speziallfall einer zusammenhéingenden Wegealgebra kQ gilt
aber das Folgende:

kQ ist genau dann darstellungsendlich, wenn Q ein Koécher vom Dynkin-
Typ ist (d.h. von der Form A,,, D,,, Es, E7 oder Eg).

kQ ist genau dann zahm, wenn Q ein Koécher vom Euklidischen Typ ist
(d.h. von der Form A,,, D,,, Es, E7 oder Eg).

kQ ist wild in allen anderen Fillen.

1.2 [Einige Begriffe aus der Darstellungstheorie

Sei A eine endlich dimensionale Algebra iiber einen Koérper k. In diesem
Paragraph werden wir Techniken erldutern, die helfen, die Kategorie der
endlich erzeugten A-Moduln zu beschreiben.

Die Auslander-Reiten-Verschiebung



Fir X,Y € A—mod sei IP(X,Y’) der Untervektorraum von Hom ,(X,Y") der
Homomorphismen, die iiber einen projektiven A-Modul faktorisieren. Dual
dazu definieren wir mit 7(X,Y’) die Morphismen, die iiber einen injektiven
Modul faktorisieren. Damit definieren wir:

e Hom ,(X,Y) als den Faktorraum Hom,(X,Y)/IP(X,Y),
e Hom,(X,Y) als den Faktorraum Hom,(X,Y)/I(X,Y).

So erhalten wir zwei Faktorkategorien von A—mod: A —mod (bzw. A —mod)
hat als Objekte die A-Moduln und als Morphismen zwischen zwei Moduln
X und Y die Elemente aus Hom ,(X,Y) (bzw. Hom,(X,Y)).

Die Auslander-Reiten- Verschiebung fiir A ist der Funktor
74 =DTr: A—mod — A —mod,

wobei D= Hom, (—, k) die Dualitit und Tr die klassische Transposition sind.
Im Sonderfall einer erblichen Algebra A ist Tr isomorph zu dem Funktor
Ext! (—, A). Der Funktor 7, ist eine Aquivalenz von Kategorien mit Inversem

7, =TrD: A—mod — A—mod .

Durch den néichsten Satz bekommen wir ein Hilfsmittel, um die Hom- und
Ext-Riume zwischen Moduln zu vergleichen.

Satz 1.2.1 (Auslander-Reiten-Formel). Fir zwei A-Moduln X undY gilt:
Ext! (X,Y) ~ DHom,(Y,7,X) ~ DHom (7Y, X)

als Bimoduln dber (End,(X),End,(Y)). Wenn A erblich ist, folgt insbeson-
dere:
Ext!(X,Y) ~ D Hom,(Y,7,X) ~ D Hom, (7, Y, X).

Auslander-Reiten-Folgen

Definition: Eine kurze exakte Folge 0 — X —5 Y %5 Z — 0 heift
Auslander-Reiten-Folge (oder fast zerfallende Folge) falls gilt:
e Die Folge zerfiillt nicht.

e Ist M € A—mod und ist ¢ € Hom,(X, M) kein zerfallender Mono-
morphismus, so faktorisiert ¢ iiber f.

e Ist N € A—mod und ist 9 € Hom,(N, Z) kein zerfallender Epimor-
phismus, so faktorisiert 1 iiber g.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, folgt unmittelbar, dass X unzerlegbar
nicht injektiv und Z unzerlegbar nicht projektiv ist.



Satz 1.2.2 Ist Z € A—mod unzerlegbar und nicht projektiv, so gibt es (bis
auf Isomorphie) genau eine Auslander-Reiten-Folge, die in Z endet. Sie hat
die Form

0—>nzZ-Lv-5H2z—0.

Der Mittelterm U dieser Folge ist im Allgemein nicht unzerlegbar. Betrach-
te eine Zerlegung von U = @;_, U; in unzerlegbare Moduln. Wir interes-
sieren uns fiir die Eigenschaften der Teilabbildungen f; : 7,Z — U; und
gi:Uy— Zfuri=1,...,r.

Definition: Seien X, Y unzerlegbare A-Moduln. Ein Homomorphismus
h: X — Y heifit irreduzibel, wenn er nicht zerfillt und wenn fiir jeden A-
Modul M gilt: Sind « € Hom, (X, M) und 8 € Hom,(M,Y) mit f = af,
so ist « ein zerfallender Monomorphismus oder 8 ein zerfallender Epimor-
phismus.

Aus dieser Definition folgt direkt, dass eine irreduzible Abbildung entwe-
der injektiv oder surjektiv ist. Die partiellen Abbidungen f; und g; aus der
obigen Auslander-Reiten-Folge sind irreduzibel. (Es gilt umgekehrt: Jede ir-
reduzible Abbildung zwischen unzerlegbaren A-Moduln kann aus Auslander-
Reiten-Folgen erhalten werden.)

Auslander-Reiten Kécher

Fiir zwei A-Moduln X und Y definieren wir:

Ist U unzerlegbar in A—mod, so enthélt
rad(X,Y) =< f € Hom,(X,Y) | die Menge Hom, (U, X)f Hom,(Y,U)

keinen Automorphismus.

rad?(X,Y) = {f € Hom,(X,Y) | 17 € A—mod, 3 g € rad(X, Z) }

und A € rad(Z,Y) mit f = gh.

Sei Trr (X,Y) = rad(X,Y)/rad?(X,Y). Dieser Begriff hiingt eng mit dem
von irreduziblen Abbildungen zusammen. Betrachte fiir einen unzerlegbaren
und nicht projektiven Modul X die Auslander-Reiten-Folge

S
0—>TAX—>EBU[i—>X—>0,

i=1
wobei die U; unzerlegbar und paarweise nichtisomorph sind. Dann gilt:
o Firallei € {1,...,s} dimy Irr (7, X,U;) = r; = dimy Irr (U;, X),

e Firalle Ve A-ind TIrr(7,X,V)#0 & 3ie{l,...,n}V=U;
< Ir(V,X)#0.



Wir definieren jetzt den Auslander-Reiten-Kdocher T'(A) von A:

e Die Punkte von I'(A) sind die Isomorphieklassen von unzerlegbaren
A-Moduln.

e Fiir zwei unzerlegbare A-Moduln X und Y setzen wir dim, Irr (X,Y")
Pfeile von [X] nach [Y].

Ab jetzt werden wir unzerlegbare A-Moduln und ihre Isomorphieklassen
nicht mehr unterscheiden.

Der Auslander-Reiten-Kocher erlaubt es, einen guten Uberblick iiber die
Modulkategorie zu erlangen. Der Auslander-Reiten-Kocher einer endlich-
dimensionalen Algebra ist immer lokalendlich (d.h. in einem Punkt starten
und enden nur endlich viele Pfeile), aber im Allgemeinen unendlich. Er ist
meistens auch nicht zusammenhingend.

Fiir einen unzerlegbaren A-Modul X nennen wir die Menge {7: X, i € Z}
T4-Bahn von X. Eine Zusammenhangskomponente von I'(A) ohne orientier-
te Zykel, die nur endlich viele 7,-Bahnen enthilt, und deren 7,-Bahnen alle
einen projektiven Modul enthalten, heifit praprojektiv. Analog definiert man
eine prdingektive Komponente. Ein unzerlegbarer Modul X heifit prdprojek-
tiv (bzw. prdinjektiv), falls er zu einer priaprojektiven (bzw. priinjektiven)
Komponente von I'(A) gehort.

Ein A-Modul X, fiir den 77'7,™ X ~ X fiir alle m € Z gilt, heifit reguldr. Re-
guldr nennen wir auch eine Komponente von I'(A), die nur regulire Punkte
enthélt.

Der Auslander-Reiten-Kocher einer beliebigen endlich dimensionalen Alge-
bra enthilt nicht notwendig praprojektive oder priinjektive Komponenten.
Falls die Algebra eine Wegealgebra ist, kann man hingegen die verschiedenen
Komponenten gut beschreiben:

Satz 1.2.3 Sei kQ die Wegealgebra eines endlichen zusammenhdngenden
Kdchers ohne orientierte Zykel.

1. Wenn kQ darstellungsendlich ist, dann besteht I'(kQ) aus genau einer
Zusammenhangskomponente, die endlich, praprojektiv und prdinjektiv
18t.

2. Wenn kQ darstellungsunendlich ist, dann besitzt T'(kQ) genau eine
praprojektive und eine prainjektive Komponente, die jeweils alle prdpro-
jektiven und alle prainjektiven Moduln enthalten. Es gibt unendlich
viele andere Komponenten, die alle reguldr sind.

Die reguldren Komponenten kénnen genauer beschrieben werden. Dazu muss
zuerst unterschieden werden, ob kQ wild oder zahm ist.



1.3 Die Modulkategorie einer wilden erblichen Al-
gebra

Sei H = kQ eine endlich dimensionale wilde Wegealgebra iiber einen zusam-
menhéngenden Kocher Q. Um die Zusammenhangskomponenten von I'(H)
zu beschreiben, brauchen wir die folgenden Bezeichnungen: Fiir A ein (nicht
notwendig endlicher) Kocher und I ein Intervall von Z definieren wir einen
neuen Koécher TA: Die Punktmenge von ITA ist I x Ay, jedem Pfeila : £ — gy
in A und jedem z € I entsprechen in TA die Pfeile:

(z,@) : (2,2) — (2,9)
(z,0) 1 (z,y) — (z+ 1,z) falls z+ 1 € 1.

Wir bezeichnen mit A den unendlichen Kécher ¢ — ¢ —> ¢ —> @ --- |
['(H) besteht ausschliefllich aus den folgenden Komponenten:

e der priprojektiven Komponente P(H) = INQ*, wobei Q* der duale
Kocher zu Q ist (das heiit der Kocher mit umgekehrten Pfeilen),

e der priinjektiven Komponente Z(H) = —INQ*,

e unendlich vielen reguliren Komponenten der Form ZA .

N NN N N N,
NN

I(H)

NN NN N
SN AN A
NN N

Abbildung 1.1: Auslander-Reiten Kécher einer wilden erblichen Algebra

Wir wollen jetzt eine erste Beschreibung von Homomorphismen zwischen
H-Moduln geben. Da H—mod eine Krull-Schmidt Kategorie ist, brauchen
wir nur die Abbildungen zwischen unzerlegbaren Moduln zu betrachten.

Satz 1.3.1 Seien Xp, X, und X; unzerlegbare H-Moduln, X, sei prdpro-
jektiv, X, regulir und X; prdinjektiv. Dann gilt:

10



1. Homy(X;, X;) = Homy(X;, Xp) = Homy (X, X,) =0
2. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein N € IN mait:

(a) dim, Homy (X, 757 X)) > ¢ fir alle m mit |{m| > N,
(b) dim;, Homy (X, 777 X;) > ¢ fir alle m mit m > N,
(c¢) dim, Homy (757 X, X;) > ¢ fir alle m mit |m| > N.

Insbesonders folgt daraus, dass jede Komponente von I'(H) nur endlich viele
nicht aufrichtige Moduln hat.

Satz 1.3.2 Seien X und Y unzerlegbare H-Moduln.
(a) Sind X undY priprojektiv, so gilt:

e Homy(X,Y) #0 = X ist ein Vorginger von'Y in P(H).
eVec>0 INeEN mit dim,Homy(X,77"Y)>c Vm> N.

(b) Dual gilt fir X und Y prdinjektiv:

e Hom,(X,Y)#0 = Y ist ein Nachfolger von X in T(H).
eVe>0 INeEN mit dimyHomy (0 X,Y)>c Vm>N.

Aus diesem Satz folgt, dass praprojektive und priinjektive unzerlegbare Mo-
duln keine Selbsterweiterungen haben kénnen. Fiir regulire Moduln ist die
Situation anders:

Satz 1.3.3 Seien X und Y zwei unzerlegbare regulire H-Moduln. Dann
gilt:

(a) Es existiert N1 € N mit Homy (77X, Y) =0 V m > Nj.

(b) Fiir alle ¢ > 0 ezistiert Ny € N mit dim, Homy (X, 77Y) > ¢ fir alle
m Z NQ.

Morphismen zwischen H-Moduln besitzen starke Faktorisierungseigenschaf-
ten, wie O. Kerner es in [8] zeigte:

Satz 1.3.4 Seien X, ein priprojektiver, X, ein reguldrer und X; ein prdin-
jektiver H-Modul. Fiir einen reguldren Modul R # 0 gilt:

(a) Jeder Homomorphismus X, N X, faktorisiert iiber ;™R fiir m > 0.
(b) Jeder Homomorphismus X, <~ X; faktorisiert iber 7R fiir m > 0.

(¢c) Jeder Homomorphismus X, Ay x; faktorisiert uber Ty R fir |m| > 0.
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Corollar 1.3.5 Seien Xp, X, und X; wie im Satz 1.3.4
(a) Es existieren Monomorphismen X; — 172 X; (j = p,r) fiir m > 0.
(b) Es existieren Epimorphismen ;™ X, — X; (j =r,i) fir m > 0.

L. Unger hat fiir Homomorphismen zwischen bestimmten H-Moduln das
folgende Ergebnis in [16, 1.3] bewiesen:

Satz 1.3.6 Seien X und Y unzerlegbare H-Moduln ohne Selbsterweiterun-
gen, so dass ExtL (X,Y) =0, und sei f € Homy(X,Y)\ {0}.

(a) Wenn f injektiv ist, dann ist der Kern von f unzerlegbar und es gilt:

dim,, Ext! (Kerf, Kerf) = dim;, Homg(X,Y) -1 .

(b) Wenn f surjektiv ist, dann ist der Cokern von f unzerlegbar und es
gilt:

dim, Extl, (Cokerf, Cokerf) = dim, Homg(X,Y) — 1 .

Nach einem Satz von D. Happel und C.M. Ringel [5, 4.1] sind diese beiden
Fillen die Einzigen, die auftreten konnen.
1.4 Einpunkt-Erweiterungen von Algebren

Sei A eine Algebra und sei X ein A-Modul. Die Einpunkt-Erweiterung A[X]
von A durch X ist die Algebra

axi= (5 %)
wobei die Multiplikation in A[X] folgendermaflen definiert wird:
(a m)(a’ m')z(aa’ aa:'+a:/\’>
0 X 0 X 0 AN ’
fir alle a,a’ € A, z,2' € X, A\,\ € k. Einen A[X]-Modul kann man sich

dann als ein Tripel ~
M
V

©

vorstellen, wobei M € A—mod, V € k—mod und ¢ € Hom,(V, Hom (X, M)).
Die A[X]-Modulstruktur wird erhalten durch:

(5 2)(0)=(m)
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Da A eine Faktoralgebra von A[X] ist, bekommen wir eine volle exakte
Einbettung
A—mod — A[X]—mod ,

die auch erweiterungsabgeschlossen ist. Die Kategorie A—mod wird iden-
tifiziert mit der vollen Unterkategorie von A[X]—mod, die als Objekte die

( )
O 0

hat, wobei U € A—mod. Fiir einen A[X]-Modul M sei AM der griofite
Untermodul von M, der als A-Modul aufgefasst werden kann.

Ist M = ( A‘f ) ,s0ist AM = ( A(;I ) . Wir bekommen die exakte Sequenz:
[} 0

0— AM — M — SY — 0,

wobei N = dim; V und S, der einfache injektive A[X]-Modul mit AS, =0
ist. Die unzerlegbaren projektiven A[X]-Moduln sind die unzerlegbaren Pro-
jektiven von A—mod zusammen mit dem zusétzlichen Modul

X
ne(¥)
a—aidy

Daraus folgt, dass die projektive Dimension von einem A-Modul nicht gréfler
in A[X]—mod ist als in A—mod. Das Radikal von P, ist X und seine Ein-
bettung in P, liefert die kurze exakte Sequenz

0—X —P,— S5, —0.

Die Anwendung von dem Funktor Hom 4x(—, S) auf diese Folge liefert das
folgende Lemma:

Lemma 1.4.1 Sei S ein einfacher A-Modul. Es gilt:
Hom, (X, S) ~ Exti[x](Sw,S),
Extl (X, 8) ~ Exti[x](sw,S) .

Gewisse Auslander-Reiten-Folgen in A[X]—mod kénnen aus der Auslander-
Reiten-Struktur von A erhalten werden [14, 2.5]:

Satz 1.4.2 Sei 0 — 7, M i) N %5 M —s 0 eine Auslander-Reiten-

Folge in A—mod. Dann ist ;
ey ()
0— ( Hom, (X, 7, M) ) Hom, (X, 7, M) X;) M—0

die Auslander-Reiten-Folge in A[X|—mod mit Endterm M. Ist insbesondere
Hom,(X,7,M) =0, so gilt:
TAM ~ TA[X]M .

N )((ﬁ)

idx,x)
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Mit dem Modul X kann man auch die Einpunkt- Coerweiterung von A durch
X konstruieren. Es handelt sich um die Algebra

X4 = ( lg Hom,jiX,k) ) _

Die Ergebnisse, die fiir Einpunkt-Erweiterungen gelten, kénnen dualisiert
werden. Es gilt insbesondere:

Satz 1.4.3 Sein: 0 — N — Z — 7, N — 0 eine Auslander-Reiten-
Folge in A—mod.

Wenn Hom, (77 N, X) = 0 gilt, dann ist ) auch eine Auslander-Reiten-Folge
in [X]A—mod.
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Kapitel 2

Der
Auslander-Reiten-Kocher
einer Einpunkt-Erweiterung

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei H = Hy X ... X H; ein
Produkt von endlich dimensionalen zusammenhingenden wilden erblichen
Algebren Hiq,...,H;. Wir konnen o.E. voraussetzen, dass H die Wegealge-
bra eines Kochers Q mit Zusammenhangskomponenten Q;,..., Q; ist. Es
gilt dann: Hy ~ kQ, fiir alle A € {1,...,t}.

Sei X # 0 ein H-Modul. In diesem Kapitel wollen wir die Auslander-
Reiten-Struktur von der Einpunkt-Erweiterung H|[X| untersuchen und spe-
zieller ein Kriterium fiir die Existenz einer priinjektiven Komponente in
dem Auslander-Reiten-Kocher von H[X] beweisen.

2.1 Einpunkt-Erweiterungen von wilden erblichen
Algebren

Wir betrachten die Einpunkt-Erweiterung A=H[X] von H durch einen H-
Modul X. Nach dem Satz 1.1.3 existieren ein Kocher Q4 und ein Ideal
I C<kQT>2, so dass gilt:

A~ EkQy/1I.

Sei {S;, @ Punkt von Q} ein vollstindiges Reprisentantensystem von einfa-
chen H-Moduln. Da A genau einen (bis auf Isomorphie) zusitzlichen ein-
fachen Modul besitzt, enthilt Q4 genau einen zusitzlichen Punkt w. Wir
wollen jetzt die Pfeile von Q4 und die Anzahl der Erzeugenden von I be-
stimmen.
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Sei R = {p1,-..,pn} ein minimales Erzeugendensystem von I als zweiseiti-
gem Ideal, so dass p; fiir jedes s € {1,...,n} eine lineare Kombination von
Wegen ist, die alle denselben Startpunkt und denselben Endpunkt haben.
ps heilt dann Relation in Q4. Fiir 4, j Punkte von Q4 bezeichnet Ng (i, 7)
die Anzahl der Relationen in R mit Anfang ¢ und Ende j und Np(i,j) die
Anzahl der Pfeile von i nach j in Q4. Ein Satz von K. Bongartz [2, 1.1] hilft
uns, diese Zahlen abzuschétzen.

Satz 2.1.1 Seien i,j Punkte von Q4. Dann gilt:
Np(i,j) = dim, Ext}, (S, Si)
Ng(i,5) = dim, Ext4(S;, S;) -

Aus diesem Satz folgt, dass Q ein voller Unterkdcher von Qg4 ist. Da der
zusitzliche einfache Modul S, injektiv ist, enden keine Pfeile in w, das heif}t,
dass w eine Quelle von Q4 ist. Fiir einen Punkt ¢ von Q ist die projektive
Dimension von S; in A—mod und in H—mod identisch, also verschwindet
der Funktor Ext?(S;, —) und in 7 starten keine Relationen. Der Punkt w ist
dann der einzige mogliche Startpunkt fiir Relationen.

Seir € {0,...,t+ 1}. Wir wihlen jetzt X; € Hy—mod, ..., X; € H;—mod
alle nichttrivial, so dass X1,..., X, keine unzerlegbaren H-priprojektiven
Summanden und X,41,...,X; keine unzerlegbaren H-priinjektiven Sum-
manden haben. Sei m € IN. Wir bilden die direkte Summe

X(m)=m3X1®..017 X, @17," Xp1®... 01, Xy .

In jeder Zusammenhangskomponente Q) von Q teilen wir die Punkte in
zwei Mengen auf:

e Fir 1 < X\ < r sei §) die Menge aller Punkte ¢ von Qj, fiir die der
einfache Modul S; préinjektiv ist, und sei 7, die Menge der anderen
Punkten von Q).

e Firr+1< )\ <tseiS) die Menge aller Punkte i von Q), fiir die der
einfache Modul S; priinjektiv oder regulir ist, und sei 7, die Menge
der anderen Punkten von Q).

Wir bezeichnen dann mit S die Vereinigung der Sy und mit 7 die Vereini-
gung der T,. Da einfache injektive und einfache projektive Hy-Moduln fiir
alle A € {1,...,t} existieren, gilt immer |S| > ¢ und |7| > t.

Satz 2.1.2 Sei A=H|[X(m)] die Einpunkt-Erweiterung von H durch X (m)
und seien h,h' € N. Dann existiert Ny € IN, so dass fiir jedes m > Ny gilt:

(a) Der Kicher Q4 enthdlt mindestens h Pfeile von w nach jedem i € S
und keine Pfeile von w nach einem 1 € T.
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(b) Die Relationen von Q4 starten alle in w. Keine enden in S und jeder
Punkt aus T ist Endpunkt von mindestens h' Relationen.

Beweis: (a) Aus dem Lemma 1.4.1 und dem Satz 2.1.1 folgt:
Np(w,i) = dim, Ext} (S, S;) = dim;, Homy (X, S;)

Ng(w,i) = dim;, Ext?(S,,, S;) = dim,, Ext}, (X, S;)

Zu jedem einfachen H-Modul S; gibt es genau ein A € {1,...,t}, so dass S;
ein H)-Modul ist. Wir konnen also das Problem in H)—mod zuriickfithren.
Wir wihlen Ny so, dass fiir alle m > Ny gilt:

1. dimHomy (17, X, ;) > h fir alle A € {1,...,r} und i € Sy

U'. dimHomy, (74" X1, S;) > h fir alle A € {r +1,...,t} und i € Sy.
2. Homy, (177, X, S;j) = 0 fiir alle A € {1,...,7} und j € 7).

2’. Hompy, (14" X, ;) = 0 fiir alle A € {r +1,...,t} und j € 7).

Diese Wahl ist moglich nach den Sitzen tiber Homomorphismen aus dem
Paragraph 1.3. Sei m > Nj. Es gibt dann mindestens h Pfeile von w nach
jedem 7 € Sy und keine von w nach j € T,.

(b) Um die Anzahl von Relationen zu berechnen, benutzen wir die Auslander-
Reiten-Formel (1.2.1):

Ng(w,i) = dim,, ExtL (X, S;) = dim; Homy (S;, 7, X)

Aus den Sitzen 1.3.1 und 1.3.3 folgt dann direkt, dass ein N7 > Ny existiert,
so dass fiir m > Ny gilt

3. dim; Homy, (S;, 757 X)) = 0 fiir alle A € {1,...,7} und i € Sy.
3. dim; Homp, (S5, 77" X)) = 0 fiir alle A € {r +1,...,t} und i € Sy.
4. dim; Homy, (S;, 75,7 X») > b/ fiir alle A € {1,...,7} und j € 7.

4. dim;, Homp, (S;, 757" X) > b/ fiir alle A € {r +1,...,¢} und j € 7.

Dies bedeutet, dass fiir diese Wahl von X (m) die einzigen moglichen Rela-
tionen in Q4 in w starten und in einem Punkt aus 7 enden, und dass es
zwischen w und jedem 7 € 7 mindestens b’ Relationen gibt.
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2.2 Der Auslander-Reiten-Kécher von H|[X(m)]

Wir wihlen wie im Paragraph 2.1 einen H-Modul X (m) der Form
Xm)=m;X10..017 X, 077" Xp 1 D ... 7" X4
Sei p die Anzahl der Elementen von S.

Theorem: Seim > 0 und sei A die Algebra A = H[X(m)]. Dann gilt:

(a) Der Auslander-Reiten-Kdcher von A besitzt genau eine prdinjektive
Komponente. Es ist die prainjektive Komponente einer wilden Wege-
algebra A mit (u + 1) Einfachen.

(b) Der Kicher T'(A) enthdlt auch unendlich viele Komponenten C vom
Typ Z.A o, mit der Eigenschaft:

VMeC JlpeN mit 7'M € A—mod V1> I.

(¢) Ist N ein regulirer A-Modul, so existiert ein ly € N mit
T,lle{’N ~ T[l;LlON fiir alle 1 > 0.
Besitzt fir ein XA € {1,...,t} X, keine unzerlegbaren H-praprojektiven di-
rekten Summanden, so gilt zusdtzlich:
(d) P(H)) ist eine praprojektive Komponente in ['(A).

(e) Der Auslander-Reiten-Kocher von A enthdilt dann auch unendlich viele
requldre Komponenten D vom Typ Z.A ., fir die gilt:

VMeD JilgeN mit 7'M e H-mod V1> l.

(f) Ist N ein reguldrer Hx-Modul, so ezistiert ein ly € IN mit

T;l’TI;lON ~ T;l_lON fir alle 1 > 0.

Wir wollen zuerst eine Zahl N definieren, so dass das Theorem fiir alle
m > N gilt. Sei @; die injektive Hiille von S; in A—mod fiir alle j € 7.
Die injektive Hiille von S; in H—mod ist dann H)(Q);. Die Ergebnisse der
vorherigen Paragraphen liefern uns Ni, ..., N5, die folgende Bedingungen
erfiillen:

e N; € N wird wie im Satz 2.1.2 fiir h = dim, H und b’ = h?+1 gewihlt.

e Sei A € {1,...,t}, so dass X, einen unzerlegbaren H-reguliren direk-
ten Summanden hat. Nach dem Satz 1.3.4 existiert No(\) so dass jeder
Homomorphismus 75, S; — H)\Q; iiber 7 X (bzw. iiber 757" X))
fiir m > Ny und j € T, faktorisiert. Sei No das Maximum dieser Na ().
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e Sei A € {1,...,7}, so dass X, ein priinjektiver H-Modul ist. Dann
existiert nach dem Korollar 1.3.5(a) eine natiirliche Zahl N3(}), so
dass ein Monomorphismus 7, S; — 777, X fiir m > N3(A) und j € 7,
existiert. Sei N3 das Maximum dieser N3(\).

e Sei A € {r+1,...,t}, so dass X, ein priprojektiver H-Modul ist.
Fir j € 7, ist S; auch préprojektiv und 7',“?}A S; ist dann unzerlegbar
projektiv fiir ein s € IN geeignet. Dann existiert nach dem Korollar
1.3.5(b) eine natiirliche Zahl Ny4(A), so dass fiir alle m > N4(A) und
j € T, ein Epimorphismus T,;;”’LSX » — T H AQ;j existiert. Sei Ny
das Maximum dieser Ny()).

o Es existiert N5, so dass TI?)\X/\ (bzw. TI;;"X)\) aufrichtig in Hy—mod
ist fiir alle m > Ns.

Wir wihlen N=max{Ni,..., N5} und m > N. Wir definieren jetzt eine Fak-
toralgebra von A = H[X (m)] und zeigen, dass sie eine priinjektive Kompo-
nente besitzt.

Sei 1y = ) 1, e; eine Zerlegung der Eins von H in eine Summe von paar-
weise orthogonalen Idempotenten, so dass

He;/rad(Hei) ~ S; Vi€ Qy
gilt. Wir betrachten fiir é = ) jer €i die Faktoralgebra
A=A)<é>.

Diese ist eine wilde erbliche Algebra mit (x + 1) Einfachen. Es gilt ndmlich
nach der Wahl von m > Nj:

A ~ kQj,

wobei Q ; der volle Unterkdcher von Q4 mit Punktmenge {w} U S ist. Der
Kocher Q ; ist zusammenhéngend und wild, weil 1 > 1 und weil er minde-
stens h = dim, (H) Pfeile von w nach jedem Punkt aus S enthélt. Er hat w
als einzige Quelle. Also hat der Auslander-Reiten-Kocher von A genau eine

(unendliche) priinjektive Komponente Z(A).

Die Projektion A — A liefert die volle exakte Einbettung

A—mod — A—mod

Wir zeigen jetzt, dass Z(A) auch eine Komponente von I'(A) ist.
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Der einfache injektive Modul S, ist die einzige Senke von Z(A) und der
Endterm folgender Auslander-Reiten-Folge in A—mod:

0— 78 — PQRY — S —0 (&),
1€ES
wobei o; > h die Anzahl der Pfeile w — ¢ ist und Q; die injektive Hiille von
S; in A—mod ist. Da es in Q4 keine Relationen gibt, die in 7 € S enden, ist

Q; auch die injektive Hiille von S; in A—mod. Damit ist die Sequenz £ auch
eine Auslander-Reiten-Folge in A—mod.

Wir nehmen an, dass Z(A) keine Komponente von I'(4) ist. Dann existieren
ein unzerlegbarer Modul U € Z(A), ein unzerlegbarer A-Modul M ¢ A—mod
und eine irreduzible Abbildung in A—mod

M — U oder U — M.

Da £ eine Auslander-Reiten-Folge in A—mod ist, in der alle unzerlegba-
ren injektiven A-Moduln vorkommen, muss die 7,-Bahn von M dann einen
A-injektiven Modul enthalten. Also konnen wir ohne Einschriankung M so
wihlen, dass er unzerlegbar injektiv in A—mod ist. Das heit, dass er iso-
morph zu der A-injektiven Hiille (); von einem einfachen H-Modul S; fiir

jeT.

Es reicht uns dann zu zeigen, dass es keinen unzerlegbaren injektiven A-
Modul @; mit Sockel S; fiir j € T gibt, so dass der Faktormodul @Q;/S;
einen direkten Summand in Z(A) besitzt. Dafiir brauchen wir folgende Pro-
position:

Proposition: Seim > N und sei j € T. Dann gilt:

(A) Der Modul Y; = Q;/S; ist ein Ziegel in A—mod, d.h. End,(Y;) ist
isomorph zu k.

(B) Y; hat Selbsterweiterquen. Wenn Y sich als A-Modul auffassen lasst,
ist er also reguldr in A—mod.

2.3 Beweis der Proposition

Sei j € T. Wir wihlen A € {1,...,t} so, dass j ein Punkt von Q) ist.
(A)Y; ist ein Ziegel fir m > N.

Sei m > N und sei n die kurze exakte Folge 0 — S; — Q; — Y; — 0.
Es reicht zu zeigen, dass der k-Vektorraum Hom,(Qj,Y;) eindimensional
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ist. Dann ist Y; ein Ziegel.

Wir wenden den Funktor Hom,(Q,;, —) auf n an und bekommen die lange
exakte Sequenz:

0 = Hom,(Qj, S;) — Hom,(Qj, Qj) — Hom(Q;,Y;) — Ext},(Q;,S;)
Wir zeigen, dass Ext’,(Q;,S;) = 0 ist. Dann gilt
Hom,(Qj, @;) = Hom,(Q;,Y;) =k ,
und die Behauptung ist bewiesen. Nach der Auslander-Reiten-Formel gilt
Ext}, (Qj,5;) ~ DHom, (7, S}, Q;) -

Weil m > Ni und j € T ist, gilt Hom,(X(m),S;) = 0. Nach dem Satz
1.4.2 ist dann 7,S; ~ 7455;. Wir betrachten also einen Homomorphismus
f € Hom,(15S;,Q;)-

Sj € Hy—mod, also ist 75, S; ~ 745; ein Hy\-Modul. Da H)—mod abge-
schlossen gegen Bilder ist, muss f iiber die Einbettung ¢ : H\Q; — Q;
faktorisieren. Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

i, Sj —D s HW;

Lk

TI;/\SJ' m—— Qj s

wobei f) € Homy, (TI;ASJ',H)\Q]'). Wir zeigen, dass f) iiber den Hy-Modul
T, Xa (bzw. 757" X,) faktorisiert.

Wenn X einen unzerlegbaren H-reguldren Summand hat, gilt es schon nach
der Wahl von m > Ns.

Sei jetzt X préinjektiv in Hy—mod, also 1 < A < r. Der Modul §j ist
regulidr oder priprojektiv in Hy—mod. Weil m gréfler oder gleich Ny ist,
existiert ein Monomorphismus « : 7 S; — TITAX A- Da H)(); ein injekti-
ver H)-Modul ist, faktorisiert dann f) iiber a.

Als Letztes iiberpriifen wir den Fall, in dem X, préiprojektiv in Hy-mod
ist (also A > r 4+ 1). Wir wihlen s € IN so, dass T,‘;;lSj unzerlegbar Hj-
projektiv ist. Es existiert ein Epimorphismus 7 : T§;n+sX x — 1, HNQj.
Der Morphismus 75 f\ € Homy (t5718;, 75 H\Q);) startet in einem projek-
tiven Modul. Er faktorisiert also iiber # und damit faktorisiert f) iiber
Ty € Hompy, (17, S, 7" X))
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In allen drei Fillen erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

m B
Tﬁ)\ X)\ e H,\Qj

o, L

Ty Sj e Q]'
A

Da @; injektiv in A—mod ist, faktorisiert die Abbildung SBe iiber die Ein-
bettung von 7 X (bzw. von 75" X) in P,. Damit faktorisiert f {iber den
A-projektiven Modul F,,. Es gilt dann fiir alle m > N

Ext}(Qj,8;) ~ DHom, (r; Sj,Q;) = 0.
Also ist Y} ein Ziegel in A—mod.
(B) Y; hat Selbsterweiterungen fir m > N.

Sei m > N. Nach Anwendung von Hom, (Y}, —) auf  bekommen wir:
0 = Exty (Y5, Q;) — Bxt} (Y}, ;) — Ext} (Y}, ;) — Ext(V;,Q;) = 0.

Also reicht es zu zeigen, dass Ext? (Y}, S;) # 0. Wir betrachten die kurze
exakte Folge 0:

0 — HY; —Y; — (S,)° — 0,

mit 7z = (dimQ;), = (dimP,); = (dim X (m));. Da m > Ns, ist X (m)
aufrichtig in H—mod, also ist z > 1. Wir wenden Hom,(—, S;) auf 6 an:

0 = Ext} (5,7, S;) — Ext!(Y;,S;) — Extl(HY;,S;) — ...
Ext? (5.7, 8j) — Ext}(Y;, 8;) — Ext}(HY;,S8;) = 0.

Es gilt Ext}(S,,S;) = 0 nach der Wahl von m > Nj. Da HY; sich als
H-Modul auffassen lisst, ist seine projektive Dimension in A—mod wie in
H-mod 0 oder 1, also Ext?(HY}, S;) = 0. Dann gilt

dim, Ext?(Y;,S;) = zdim, Ext%(S,, S;) — dim Ext} (HYj, S;)
+dim,, Ext!, (Y}, S;)
> dim, Ext%(S,,S;) — dim, Ext} (HY}, S;)
Die Dimension von Ext}(HYj, S;) ist eine Konstante von H, sie hingt also
nicht von der Wahl von m ab. Fiir jedes i ist dim, Ext}(S;, S;) < h und

HY; hat Lénge hochstens h, also gilt dim, Ext, (HYj}, S;) < h?. Wir haben
N so gewdhlt, dass

Vm >N dim,Ext3(S,,S;) > h*+ 1.
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Fiir m > N gilt dann: dim, Ext%(Yj, S;j) > 1. Also hat der Modul Y; Selbst-
erweiterungen.

Bemerkung: Falls Y; sich als A-Modul auffassen lisst, ist er also regulir in
A-mod. Insbesondere ist Y; ein Ziegel der Quasilinge < p in A—mod nach
[6, 2.6] und, falls p > 1, sogar der Quasilinge < y — 1 nach [9, 3.3].

2.4 Beweis des Theorems

Seim > N.

(a): Aus der Proposition folgern wir, dass Y; fiir j € T keinen direkten Sum-

mand in Z(A) besitzt. Also ist Z(A) eine Komponente von I'(4). Da sie den

einzigen einfachen injektiven Modul von A—mod enthilt, ist Z(A) damit die
einzige priinjektive Komponente von I'(A).

(b) und (c): Wir betrachten jetzt A als eine iterierte Einpunkt-Coerweiterung
von A. Sei ndmlich j; € T eine Senke von Q4. Dann gilt

k Hom,(Yj,, k)
A= ( 0 1241]1 ) = [¥;,]4A1,

wobei A; die Faktoralgebra A / < e;, > ist. Dieses Verfahren wird wiederholt
mit jo € T Senke von Q4 \ {j1}, usw., bis {j1,...,7s} die ganze Menge T
ergibt. Dann bekommen wir:

A=[¥)... [)As

wobei As ~ A /< ej,...,ej,>= A | <é>= A. Tterierte Anwendungen von
dem Satz 1.4.3 liefern das folgende Lemma.

Lemma 2.4.1 Sei M € A—mod mit Hom,(7; M,Y;) = 0 fir alle j € T.
Dann gilt:
T M ~T7, M.

Sei Z ein regulirer A-Modul. Wir suchen Iy € N, so dass es nur triviale
Morphismen in Hom A(TfiﬂoZ,Yj) fiir alle l > 0 und j € 7 gibt. Aus dem
Lemma 2.4.1 folgt dann Tf{HOZ o~ TfleiOZ fiir alle [ > 0.

Sei j € T. Nach der Proposition wissen wir, dass Y; ein Ziegel ist. Sei 179 der
groBte A-Untermodul von Y;. Jeder Morphismus aus Hom A(Th 2, Y;) fakto-
risiert iiber die Einbettung f’J — Y. Es reicht uns dann zu zeigen, dass es
keine nichttriviale Homomorphismen von T%Z nach f"] fiir [ > 0 gibt.

17j ist ein A-Modul und TfiZ ist reguliir in A—mod. Wir brauchen also nur
zu beweisen, dass Y; keine unzerlegbaren A-préinjektiven Summanden hat.
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In den Speziallfillen Y; = Y; und ¥; = 0 ist es offensichtlich, weil ¥; dann
ein reguldrer A-Modul ist.

Sei also ¥; # 0 kein A-Modul. Er hat keine unzerlegbaren A-injektiven
direkten Summanden, weil injektive A-Moduln auch A-injektiv sind und
weil er in dem nichtinjektiven unzerlegbaren A-Modul Y; enthalten ist. Wir
betrachten die Auslander-Reiten-Folge mit Endterm S,

0— 728 — PQRF — S, —0 (&)
1€S

und wenden darauf den Funktor (Ae;, —) fiir i € S an. Wir bekommen

0 — Hom ,(Ae;, 74S,,) — Hom ,(Ae;, @ Qp") — Homy(Ae;, S,) = 0.
pPES

Also gilt: (dim7;5,); > (dimQ{); = o > h > (dimYj); fiir alle i € S.
Daraus folgt, dass 745, auch kein Summa~nd von Y; ist. Wir konstruieren
fiir jedes 7 € S eine kurze exakte Folge in A—mod

0 — K, — Qi — Sy — 0 (F),

wobei der Epimorphismus eine irreduzible Abbildung aus £ ist. Dann folgt
aus dem Satz 1.3.6, dass K; ein Ziegel ist und dass

dim, Ext, (K;, K;) = dim, Hom,(Q;,S,) —1=a; —1>0.

Also ist K; ein regulirer A-Modul. Wir wenden dann s Mal 7; auf F an und
bekommen Epimorphismen 75Q; — 755, fiir alle 4 € S und s € IN.

Fiir alle ¢« € § wihlen wir eine irreduzible Abbildung ¢; : 745, — @Q; aus &.
Der Sockel von 7485, ist nicht einfach, also kann ¢; nicht injektiv sein. Da
@; irreduzibel ist, muss ¢; also surjektiv sein. Mit der kurzen exakten Folge

0 — R — 748, — Qi — 0 (F),

verfahren wir wie mit F, es liefert uns Epimorphismen Tfi+15w — 75Q); fiir
alle s € S und s € N. Wir bekommen eine unendliche Folge

Lo TS, > TIQi > TS, > ... > 138y, = T4Qi > TaS, -

Sei N ein unzerlegbarer priinjektiver nicht injektiver A-Modul. Er ist iso-
morph zu 73S, oder zu 73Q); fiir s > 1 und 7 € S geeignet, also gibt es einen
Epimorphismus von N nach 74S,. Daraus folgt:

(dim N); > (dim748,); > h > (dim ¥));
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fiir alle 7 € S. Also hat f@ keine unzerlegbare A-priinjektive Summanden.
Es gilt dann:
VjeS 3L eNmit VI>0 Homu(r,'92,Y;)=0.

A

Fir lp =max{l;, j € T} ist (c¢) bewiesen. Da es in I'(A) unendlich viele
reguldre Komponenten vom Typ ZA , gibt, bekommen wir unendlich viele
Komponenten in A—mod, die die Bedingung von (b) erfiillen.

(d), (e) und (f): Sei A € {1,...,t} und sei X ohne unzerlegbare priaprojekti-
ve Summanden. Dann folgt direkt aus dem Satz 1.4.2, dass P(H ) auch eine
Komponente von I'(A) ist, weil X (m) in jeden praprojektiven Hy-Modul nur
trivial abbildet. Sei C eine regulire Komponente von I'(H,) und M € C. Der
Modul X ldsst sich in eine direkte Summe von priinjektiven und reguléren
H)-Moduln zerlegen, also existiert nach den Sitzen 1.3.1 und 1.3.3 eine Zahl
ly, so dass es fiir alle [ > [y keine nichttriviale Morphismen von 7j;7 X (bzw.
7™ X)) nach 7'M gibt. Also gilt nach dem Satz 1.4.2

Tt OM ~ T M VI>0.

Daraus folgt die Behauptung.
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Kapitel 3

Beispiele

3.1 Einpunkt-Erweiterungen der verallgemeiner-
ten Kronecker-Algebra

Sei r > 3 und @, der verallgemeinerte Kronecker-Kécher

[£38
2 — 1
. :
—_—

ar
Dann ist die Wegealgebra H = kQ, wild. Der einfache Modul S; zum Punkt
1 ist projektiv, wihrend Ss injektiv ist. Sei X ein H-Modul ohne priinjektive
Summanden. Fiir 0 # m € IN bilden wir die Erweiterung von H durch
77" X und bekommen die Algebra H|[r;™X] als Wegealgebra des Kochers

mit Relationen
B Qg
w - > 2 - > 1
[ ] . [ ] M o
> e

s Qr

mit s = dim(753™X)a2, wobeiﬂdie Anzahl der Relationen von dem Dimen-
sionsvektor von 77X bestimmt wird. Wir kénnen nach dem Theorem m
grof} genug wihlen, so dass der Auslander-Reiten-Kocher von H[7;™ X] eine
prainjektive Komponente mit zwei 7-Bahnen besitzt. Wenn X keine unzer-
legbare priprojektive direkte Summanden besitzt, dann hat der Auslander-
Reiten-Kocher von H[r;™X] eine priprojektive Komponente, die pripro-
jektive Komponente von H. In dem Fall, in dem X einen unzerlegbaren
priaprojektiven direkten Summanden hat, existiert im Allgemeinen keine
priaprojektive Komponente.

Lemma 3.1.1 Sei X ein H-Modul, der einen unzerlegbaren praprojektiven
direkten Summanden P und einen unzerlegbaren reguliren direkten Sum-
manden R besitzt. Dann hat der Auslander-Reiten-Kdocher von H[ry™X]
keine praprojektive Komponente.

Beweis: Wir wihlen P so, dass keiner seiner Vorgénger ein Summand von
X ist. Wire P eine priaprojektive Komponente von H|[r;™ X], dann miisste
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sie den einzigen einfachen projektiven H[r;™X]-Modul S; und nach dem
Satz 1.4.2 den Anfang von P(H) (d.h. alle Vorgénger von 7;™ P) enthalten.
Deswegen miissten 7;™ P, P,, und 7;™ R auf P sitzen. Der Modul 7;™ R liegt
aber auf einem Zyklus, weil er H-reguldrer Modul ist, also kann er nicht zu
P gehoren. Daraus folgt, dass H[r;™X]| keine priprojektive Komponente
besitzt.

Wenn jetzt X ein priaprojektiver Modul ist, kénnen wir aus [4, 2.6] den
folgenden Satz schlieflen.

Satz 3.1.2 Sei X praprojektiver H-Modul. Wenn alle direkte Summanden
von X auf einem Schnitt liegen, dann hat H[15;™ X eine priprojektive Kom-
ponente mit drei T-Bahnen.

Wenn X die Vorraussetzungen dieses Satzes nicht erfiillt, besitzt dann die
Algebra H[r;™ X] keine priaprojektive Komponente.

Lemma 3.1.3 Sei Y ein unzerlegbarer praprojektiver H-Modul und setze
X =Y @ 1,Y. Dann besitzt H[t;™X| keine priprojektive Komponente fir
alle m > 0.

Beweis: Wenn H[r;™X] eine priprojektive Komponente P besitzt, dann
muss sie den einzigen einfachen projektiven H[7;™X]-Modul S; enthalten.
Die Auslander-Reiten-Struktur von P(H) wird bis 7;™Y durch Einpunkt-
Erweiterung nicht gestort, also sitzt 7Y auf P. Da 7;™Y ein direkter
Summand des Radikals von P, ist, muss dann P, zu P gehoren. Aber dies ist
unmoglich, weil P, auf einem Zyklus liegt. Betrachte nidmlich die Auslander-
Reiten-Sequenz in H[r;™ X]—mod, die in 7;"7'Y endet:

0— TH[TI;MX]T,;’”‘IY —Z —1;"'Y — 0.

Aus dem Satz 1.4.2 kénnen wir folgern, dass TH{zzm X}'r,}m‘lY ein Faktor-
modul von P, ist. Somit bekommen wir den Zyklus

P, — TH[TI;mX]TI;m_IY — Z — ;™'Y — P,

und P, kann nicht priprojektiv sein. Also besitzt H[r;™X]| keine préipro-
jektive Komponente.

3.2 Die erweiterte Kronecker-Algebra

In der erweiterten Kronecker-Algebra, d.h. in der Wegealgebra H = kQ des
Kochers
2 ? 2 E— 2 ’
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betrachten wir den unzerlegbaren reguldren Modul Xy mit dem Dimensions-
vektor (1 2 0). Die ersten Verschobenen von X haben folgende Dimensions-
vektoren:

dim(r;Xo) = (3 2 2)
dim(r;’Xe) = (5 4 0)
dim(r7*Xo) = (15 10 4)

Sei X = 75;*X(. Die orthogonale Kategorie X+ von X ist die volle Unterka-
tegorie von H—mod mit den Objekten:

{Y € A—mod | Homy(X,Y) = 0 = Ext,(X,Y)}
Dann ist M = Py @®7,°P; ein minimaler projektiver Generator von X*. Der
Raum Homp(Ps,7;°P3) hat die Dimension dim(7;°P3)3 = 3, also ist der

Endomorphismenring von M eine wilde erbliche Algebra, die isomorph zu
der Wegealgebra des Kochers

e —— e

ist. Der Modul T' = M & X ist ein Kippmodul in H—mod. Die Kippalgebra
End,(T) lédsst sich zerlegen als

End,(T)

1R

( End, (M) Homy(M,X) )
Homy(X,M)  Endg(X)
( End,a(M) HomHliM,X) )

und ist damit die Einpunkt-Erweiterung von C' = Endy (M) durch den C-
Modul E = Homy (M, X). Die zu T torsionsfreie Klasse enthilt nur end-
lich viele Elemente, somit ist die Verbindungskomponente eine priinjektive
Komponente in I'(C[E]) mit drei 7-Bahnen. Wenn wir den Modul E weit
genug in die 7¢ oder in die 7,-Richtung verschieben, dann besitzt nach
dem Theorem die Einpunkt-Erweiterung C[74 E] hingegen eine priinjektive
Komponente mit zwei 7-Bahnen fiir |m| > 0.

3.3 Kanonische Algebren

Kanonische Algebren sind eine wichtige Klasse von Algebren, die von C.
M. Ringel in [14] eingefithrt wurden. Sei ¢ > 2 und n4,...,n; € N. Wir
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betrachten den Kocher Q(nq, ..., m):

oY

pt) Py

(1)

agl) O‘g) Qng

p Py

)
% k
® /
* Of;t) otV Ony

() S St SN (
by Y2) Pn,—1

Wir bezeichnen mit o(*) den Weg al®) = aﬁ{? ...ags)ags). Sei I das Ideal
von kQ(n1,...,n;), das von den Wegen oV, ..., ol¥) erzeugt wird. Einen
Unterraum J von I nennen wir generisch, wenn gilt:

(a) dim, J =t —2
(b) J schneidet jeden Unterraum < o®), o(8') > trivial.

Die Algebren, die durch den Kocher Q(ny, ..., n;) mit Relationsideal J defi-
niert werden, heiflen kanonische Algebren vom Typ (ni,...,n:). Eine kanoni-
sche Algebra A kann immer als eine Einpunkterweiterung der Wegealgebra
kQ' betrachtet werden, wobei Q' aus Q durch Streichen von w und von
den zugehorigen Pfeilen entsteht. Das Radikal M von dem unzerlegbaren
projektiven Modul P, zum Punkt w ist ein KQ'-Modul, es gilt also

A~ kQ'[M] .
M hat dann den folgenden Dimensionsvektor in kQ’

1 --- 1
dim(M)=1 : : 2
1 --- 1

Umgekehrt gilt nach [13, 4.4], dass jede Einpunkt-Erweiterung von £Q’ mit
einem elementaren Modul F der Dimension dim(M) eine kanonische Alge-
bra ist. Sei E ein elementarer kQ’-Modul. Dann ist Tkg,E auch elementar
und der Auslander-Reiten-Kocher von kQ'[7, 7, E] besitzt fiir [m| > 0 eine
préinjektive Komponente mit (1 —¢ + ) py,;) 7-Bahnen. Da 7,7 E regulér
ist, ist die priprojektive Komponente P(kQ') die priprojektive Komponente
von I'(kQ'[r, ™ E]).

kQ!

29

0



Literaturverzeichnis

[1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

(8]

M. AUSLANDER, I. REITEN UND S. SMAL®. Representation theory of
Artin algebras. Cambridge Studies in Advanced Mathematics, 1994.

K. BONGARTZ. Algebras and quadratic forms. J. Lond. Math., Soc.
IT. Ser. 28 (1983), 461-469.

Yu. A. DROZD. Tame and wild matrix problems. In: Representation
Theory II, Springer Lecture Notes in Math. 832 (1980), 242-258.

D. HApPPEL, I. REITEN UND S. SMAL®. Tilting in abelian categories
and quasitilted algebras. Mem. Am. Math. Soc. 575 (1996).

D. HappEL UND C.M. RINGEL. Tilted algebras. Trans. Amer. Math.
Soc. 274 (1982), 399-443.

M. HoSHINO. Modules without self-extensions and Nakayama’s con-
jecture. Arch. Math. 43 (1984), 493-500.

O. KERNER. Representations of wild quivers. CMS Conf. Proceed.
19 (1996), 65-107.

O. KERNER. Factorisations of morphisms for wild hereditary alge-
bras. In: Representations of algebras. Lect. Notes Pure Appl. Math.
224 (2002), 121-127.

O. KERNER UND F. LUKAS. Regular stones of wild hereditary alge-
bras. J. Pure Appl. Algebra 93, No.1 (1994), 15-31.

O. KERNER UND A. SKOWRONSKI. On the structure of modules over
wild hereditary algebras. Manuscr. Math. 108, No.3 (2002), 369-383.

S. KONIG. Tame and wild socle-projective categories and generalized
Bickstrom orders. Commun. Algebra 18, No.3 (1990), 889-925.

S. LACHE. Stiickweise erbliche Einpunkterweiterungen. Diss. Diissel-
dorf 1997.

F. Lukas. Elementare Moduln iiber wilden erblichen Algebren. Diss.
Diisseldorf 1993.

30



[14] C.M. RINGEL. Tame algebras and integral quadratic forms. Springer
Lecture Notes in Math. 1099 (1984).

[15] H. STRAUSS. On the perpendicular category of a partial tilting mo-
dule. J. Algebra 144, No.1 (1991), 43-66.

[16] L. UNGER. On wild tilted algebras which are squids. Arch. Math. 55
(1990), 542-550.

31



