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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Cliquenweite und der NLC-Weite von ungerichteten
Graphen. Die Cliguenweite wurde 1994 von Courcelle und Olariu in [CO00] eingefithrt und
basiert auf drei Operationen fiir knotenmarkierte Graphen. Die NLC-Weite wurde 1994 von
Wanke in [Wan94c| eingefiihrt und basiert auf lediglich zwei Operationen fiir knotenmarkierte
Graphen. In einem knotenmarkierten Graphen ist jeder Knoten mit einer natiirlichen Zahl
markiert. Die Operationen der Cliquenweite erlauben zwei bereits definierte Graphen G und
J disjunkt zu vereinigen, G@J, in einem bereits definierten Graphen G jeden mit 4 markierten
Knoten mit jedem mit j markierten Knoten zu verbinden, n; ;(G), und alle mit ¢ markierten
Knoten mit j zu markieren, p;,;(G). Bei den Operationen der NLC-Weite ist die disjunkte
Vereinigung mit der Kanteneinfiigeoperation kombiniert. Fiir eine Menge von Markierungs-
paaren S C {1,...,k} x {1,...,k} definiert die Operation G xg J die disjunkte Vereinigung
von G und J, in der anschliefend fiir jedes Paar (7, ) € S alle i-markierten Knoten aus G mit
allen j-markierten Knoten aus J verbunden werden. Die zweite Operation erlaubt die Um-
markierung aller Knoten in einem Schritt. Fiir eine Funktion R : {1,...,k} — {1,...,k} ist
or(@) der knotenmarkierte Graph G, in dem jeder urspriinglich mit ¢ markierte Knoten mit
R(7) markiert ist. Der rekursive Aufbau der Graphen beginnt immer mit einzelnen markier-
ten Knoten e;. Die Cliquenweite bzw. NLC-Weite eines Graphen G ist die minimale Anzahl
von verschiedenen Markierungen, die insgesamt benotigt werden, um G mit den entsprechen-
den Operationen aufzubauen. Einen Ausdruck mit & Knotenmarkierungen gebildet mit den
Operationen fiir die Cliquenweite bzw. mit den Operationen fiir die NLC-Weite nennen wir
einen Cliguenweite k-Ausdruck bzw. NLC-Weite k-Ausdruck. Graphen mit beschrinkter Cli-
quenweite bzw. beschrinkter NLC-Weite besitzen aufgrund ihrer rekursiven Definition iiber
k-Ausdriicke eine natiirliche Baumstruktur.

Einige der interessantesten Ergebnisse dieser Arbeit stehen im Zusammenhang mit der
Baumweite von Graphen. Die Menge der Graphen mit Baumweite hochstens k& wurde 1986
von Robertson und Seymour in [RS86] definiert und ist dquivalent zur Menge der partiellen
k-Bdume [Ros74]. Ein Graph ist ein partieller k-Baum, wenn er ein Teilgraph eines k-Baumes
ist. k-Bdume sind wie folgt rekursiv definiert. Der vollstindige Graph mit & Knoten ist ein
k-Baum. Wird in einem k-Baum ein neuer Knoten eingefiigt und dieser mit allen Knoten
eines vollstindigen Teilgraphen mit £ Knoten verbunden, so ist das Ergebnis wieder ein k-
Baum. Partielle k-Bdume bzw. Graphen mit beschriankter Baumweite besitzen aufgrund ihrer
Definition ebenfalls eine Baumstruktur.

Die Cliquenweite, NLC-Weite bzw. Baumweite einer Graphklasse, d.h. einer Menge von
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2 Kapitel 1. Einleitung

Graphen, ist die kleinste natiirliche Zahl k, so dass jeder Graph der Graphklasse Cliquenweite,
NLC-Weite bzw. Baumweite hochstens k£ hat. Falls kein solches k existiert, so sagen wir, dass
die Graphklasse unbeschrinkte Cliquenweite, unbeschrdinkte NLC-Weite bzw. unbeschrdinkte
Baumweite hat.

Baumstrukturierte Graphen spielen in der Informatik eine wichtige Rolle, da eine unter-
liegende Baumstruktur sehr oft eine systematische und effiziente Analyse der entsprechenden
Graphen erméglicht. Fiir diese effiziente Analyse muss jedoch die Baumstruktur der Graphen
explizit gegeben sein bzw. effizient bestimmt werden kénnen. Die Grundidee besteht aus ei-
ner dynamischen Programmierung, in der alle Teillosungen fiir die Teilgraphen berechnet
werden, die durch Teilbidume der Baumstruktur reprisentiert werden. Die maximale Anzahl
der Teillssungen ist oft unabhéngig von der Gréfle der Teilgraphen. In diesen Fillen kénnen
die entsprechenden Graphenprobleme auf den baumstrukturierten Graphen mit dynamischer
Programmierung Bottom-Up entlang der gegebenen Baumstruktur in linearer Zeit gelost wer-
den.

Nach einem Ergebnis von Courcelle, Makowsky und Rotics in [CMR00] sind fiir alle MSO;-
definierbaren Grapheigenschaften (Eigenschaften, die sich in monadischer Logik zweiter Ord-
nung mit Quantifizierungen iiber Knoten und Knotenmengen formulieren lassen) die An-
zahlen der Teillosungen fiir Teilgraphen, die iiber Teilbdume einer gegebenen Cliquenweite
Baumstruktur definiert werden, endlich. Damit kénnen auf Graphklassen mit beschrénkter
Cliquenweite bei gegebener Baumstruktur alle MSO1-definierbaren Grapheigenschaften, wie
zum Beispiel das Problem [-Farbbarkeit fiir festes [, in linearer Zeit gelést werden.

Courcelle hat 1990 in [Cou90b] gezeigt, dass fiir alle MSOq-definierbaren Grapheigenschaf-
ten (Eigenschaften, die sich in monadischer Logik zweiter Ordnung mit Quantifizierungen
iiber Knoten, Knotenmengen, Kanten und Kantenmengen formulieren lassen) die Anzahlen
der Teillosungen fiir Teilgraphen, die iiber Teilbdume einer Baumweite Baumstruktur definiert
werden, endlich sind. Fiir Graphen mit beschrinkter Baumweite kann eine Baumstruktur nach
einem Ergebnis von Bodlaender [Bod96] in linearer Zeit gefunden werden. Somit konnen auf
Graphklassen mit beschrinkter Baumweite alle MSQs-definierbaren Graphenprobleme, wie
zum Beispiel das Hamilton Kreis Problem, in linearer Zeit gelost werden.

Im Folgenden werden die Ergebnisse dieser Arbeit beschrieben.

In Kapitel 3 untersuchen wir Inklusionsbeziehungen zwischen Graphklassen mit be-
schriankter Cliquenweite, Graphklassen mit beschrankter NLC-Weite und Graphklassen mit
beschriankter Baumweite.

In [Gur98] wurde gezeigt, dass jeder Graph mit Cliquenweite & die NLC-Weite hochstens
k hat und dass jeder Graph mit Cliquenweite k die NLC-Weite hichstens 2k hat. Somit hat
eine Graphklasse beschrinkte NLC-Weite genau dann, wenn sie beschrinkte Cliquenweite
hat.

Corneil und Rotics zeigen in [CRO1], dass jeder Graph mit Baumweite & die Cliquenwei-
te hochstens 3 - 261 und folglich auch NLC-Weite hochstens 3 - 2571 hat. Somit hat jede
Graphklasse mit beschrinkter Baumweite auch beschrinkte Cliquenweite und beschrinkte
NLC-Weite. Da der vollstindige Graph mit n Knoten die NLC-Weite 1, Cliquenweite 2 und
Baumweite n — 1 hat, haben Graphklassen mit beschrinkter Cliquenweite und Graphklassen
mit beschrinkter NLC-Weite im Allgemeinen keine beschrinkte Baumweite. Damit ist der
Begriff der Cliquenweite eine echte Erweiterung gegeniiber der Baumweite.

Wir zeigen in dieser Arbeit, dass jeder Graph mit NLC-Weite hochstens k, der den
vollstdndig bipartiten Graphen K, ,, fiir eine natiirliche Zahl n > 1, nicht als Teilgraphen



enthélt, die Baumweite hochstens 3k(n — 1) — 1 hat.

Unser Ergebnis impliziert unmittelbar die folgenden Charakterisierungen von Graphklas-
sen mit beschrinkter Baumweite. Ein planarer Graph mit Cliquenweite hochstens k£ hat Baum-
weite hochstens 6k — 1, da er keinen K3 3 als Teilgraph enthilt. Ein Graph mit Cliquenweite
hochstens k, in dem alle Knoten einen Grad hochstens d haben, hat Baumweite hichstens
3kd — 1, da er keinen K1 441 als Teilgraph enthélt. Ein Graph mit Cliquenweite hochstens
k, bei dem jeder Teilgraph mit n Knoten hochstens [ - n Kanten hat (G ist [-sparse), hat
Baumweite hochstens 6kl — 1, da er keinen Ko 1 9,41 als Teilgraph enthélt. Hier gilt auch die
umgekehrte Richtung, da jeder Graph mit Baumweite hochstens k& auch k-sparse ist.

In Kapitel 4 wird die Anwendung der modularen Dekomposition auf Graphen mit be-
schriankter NLC-Weite beschrieben. Ein Modul M eines Graphen ist eine Menge von Knoten,
die alle die gleichen Nachbarn auflerhalb von M besitzen. Triviale Module sind Knotenmen-
gen ohne, mit genau einem oder allen Knoten. Ein Graph G ist prim, wenn jedes Modul in G
trivial ist. Die modulare Dekomposition zerlegt die Knotenmenge von G disjunkt in moglichst
viele Module, so dass der Quotientgraph, den man erhilt, wenn die Knoten innerhalb der Mo-
dule zu einem Knoten zusammengefasst werden, prim ist. Die durch die Module induzierten
Teilgraphen werden anschlieend weiter modular zerlegt. Die modulare Dekomposition ist
baumstrukturiert und kann nach einem Ergebnis von Cournier und Habib [CH94] in linearer
Zeit gefunden werden. Das Interessante an der modularen Dekomposition im Zusammenhang
mit der NLC-Weite ist die folgende Beobachtung. Ein Graph G hat genau dann NLC-Weite
hochstens k, wenn alle Quotientgraphen der modularen Dekomposition von G NLC-Weite
hochstens k£ haben. Eine Graphklasse hat somit beschrinkte NLC-Weite, falls die Menge der
primen Quotientgraphen der Graphklasse beschrinkte NLC-Weite hat.

In Kapitel 5 zeigen wir mit den bereits bekannten Quotientgraphen, dass Py-reduzierbare
Graphen, P;-sparse Graphen und Py-tidy Graphen NLC-Weite héchstens 2 haben und dass
auch (g, q —4)-Graphen und (g, g — 3)-Graphen beschrinkte NLC-Weite haben. Diese Graph-
klassen sind iiber die Anzahl der in einem Graphen zulissigen induzierten Wege der Lénge
drei definiert.

Graphen, die keinen induzierten Weg der Léinge drei enthalten, werden Cographen genannt
und kénnen rekursiv definiert werden. Mit Hilfe dieser rekursiven Definition kann man zeigen,
dass die Menge der Graphen mit NLC-Weite 1 und die Menge der Graphen mit Cliquenweite
hochstens 2 genau die Menge der Cographen ist [Wan94c, CO00]. Weiterhin ist aus der Schrift
[GRO0] bekannt, dass distanzerhaltende Graphen Cliquenweite hichstens 3 haben.

Die unbeschrinkte NLC-Weite einer Graphklasse kann man wie folgt durch die Anzahl
der verschiedenen Nachbarschaften der Knoten bei balancierten Partitionen der Knotenmenge
zeigen. Jeder bindre Baum B kann durch Entfernen von genau einer Kante in zwei Biume
geteilt werden, die je mindestens % der Blitter von B enthalten. Durch Anwendung dieser
Eigenschaft auf die Baumstruktur eines NLC-Weite k-Ausdrucks erhalten wir unmittelbar
die folgende notwendige Bedingung fiir Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite. Die Kno-
tenmenge V eines Graphen G = (V, E) mit NLC-Weite k£ kann man immer disjunkt in zwei
Mengen U, W aufteilen, so dass |U| > £|V|, [W| > £|V| und alle Knoten u in U héchstens k
verschiedene Nachbarschaften Ny (u) = {w € W | {u,w} € E} beziiglich der Knoten in W
besitzen. Die Anzahl der Nachbarschaften ist durch & beschrinkt, weil gleichmarkierte Knoten
von allen nachfolgenden Operationen gleich behandelt werden. Mit Hilfe dieser Beobachtung
wurde von verschiedenen Autoren gezeigt, dass Intervallgraphen, chordale Graphen, Permu-
tationsgraphen, Splitgraphen, planare Graphen, Gitter und regulire Graphen unbeschrinkte
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NLC-Weite haben.

Weiterhin geben wir Graphoperationen an, die die NLC-Weite und Cliquenweite von Gra-
phen nur um eine Konstante oder in Abhéngigkeit von &k erhéhen.

Aus [Wan94c] und [COO00] ist bekannt, dass der Komplementgraph eines Graphen mit
NLC-Weite k (Cliquenweite k) die NLC-Weite k (Cliquenweite hochstens 2k) hat. Jeder indu-
zierte Teilgraph eines Graphen mit NLC-Weite k (Cliquenweite k) hat NLC-Weite hochstens
k (Cliquenweite hochstens k). Der Potenzgraph G*? eines Graphen hat die gleiche Knotenmen-
ge wie G und enthilt eine Kante zwischen jedem Knotenpaar, zwischen dem es in G einen
Weg der Linge hochstens d gibt. Wir zeigen, dass der Graph G fiir einen Graphen G mit
NLC-Weite k (Cliquenweite k) die NLC-Weite hichstens & - 2(=D* (Cliquenweite héchstens
k - 24*) hat. Fiigt man in einen Graphen mit NLC-Weite k (Cliquenweite k) eine zusétzliche
Kante ein oder entfernt man eine vorhandene Kante, so hat der entstehende Graph NLC-Weite
hochstens k + 2 (Cliquenweite hochstens &k 4 2). Fiigt man in einen Graphen mit NLC-Weite
k (Cliquenweite k) einen zuséitzlichen Knoten mit einer beliebigen Nachbarschaft ein, so hat
der neue Graph NLC-Weite hochstens 2k (Cliquenweite hochstens 2k + 1).

Abschétzungen fiir die NLC-Weite und Cliquenweite beliebiger Graphen werden von Jo-
hansson in [Joh98] gezeigt. Jeder Graph mit n Knoten hat NLC-Weite hochstens [5] und
Cliquenweite hochstens n — k, falls 28 < n — k. Die exakte Berechnung der NLC-Weite und
der Cliquenweite eines Graphen sind die gréfiten offenen Probleme im Zusammenhang mit
der NLC-Weite und der Cliquenweite.

In Kapitel 6 beschiftigen wir uns mit dem Erkennungsproblem fiir Graphen mit be-
schrinkter Cliquenweite. Fiir das Problem ,,Hat ein gegebener Graph die Cliquenweite (NLC-
Weite) hochstens k7“ sind bisher nur fiir festes k& < 3 bzw. festes k < 2 effiziente Algo-
rithmen bekannt. ,NLC-Weite hochstens 1“ und ,,Cliquenweite hochstens 2“ entsprechen
dem Erkennungsproblem fiir Cographen und sind damit in Linearzeit entscheidbar [CPS84].
,Cliquenweite héchstens 3¢ ist fiir Graphen mit n Knoten und m Kanten in Zeit O(n? - m)
entscheidbar [CHL™00]. Johansson hat in [Joh00] fiir das Problem ,NLC-Weite héchstens
2¢ auf Graphen mit n Knoten einen Algorithmus mit Laufzeit O(n*logn) angegeben. Fiir
k > 4 bzw. k > 3 ist die Komplexitit der Probleme ,,Cliquenweite hochstens k“ bzw. ,NLC-
Weite hochstens £“ noch offen, d.h. weder effizient gelost noch als NP-vollsténdig eingeordnet
worden.

Wir zeigen in dieser Arbeit, dass sich die Cliquenweite eines Graphen fiir Graphen mit be-
schrinkter Baumweite effizient bestimmen ldsst. Insbesondere wird gezeigt, dass die Graphei-
genschaft ,,Cliquenweite héchstens k* fiir jedes feste k die Menge aller I-terminalen Graphen
fiir jedes feste I > 0 in endlich viele Aquivalenzklassen einteilt. Damit ist das Problem ,, Cli-
quenweite hochstens k“ ein sogenanntes erkennbares Problem und lisst sich mit Hilfe einer
Baumstruktur in Linearzeit auf Graphen mit beschrinkter Baumweite 16sen. Ein [-terminaler
Graph ist ein Graph mit [ verschiedenen ausgezeichneten Knoten, die sogenannten Terminale.
Zwei [-terminale Graphen G und H koénnen zu einem Graphen Go H verkniipft werden, indem
man die disjunkte Vereinigung von G und H betrachtet und den i-ten terminalen Knoten von
G mit dem i-ten terminalen Knoten von H, fiir 1 < 4 < [, identifiziert. G und H werden
dquivalent beziiglich der Grapheigenschaft II genannt (G ~p; H), falls fiir alle [-terminalen
Graphen J das Ergebnis fiir IT bei Eingabe von G o J und H o J das gleiche ist.

Wir definieren zu einem k-markierten /-terminalen Graphen G einen Verbindungstyp, der
aus einer Menge von Verbindungsbdumen besteht. Ein Verbindungsbaum fiir G beinhaltet die
wesentlichen Informationen wie der [-terminale Graph G und ein [-terminaler Graph H, so



dass der Graph G o H Cliquenweite hochstens k hat, miteinander verbunden werden. Durch
schrittweises Zusammenfassen von Teilwegen in einer Baumstruktur fiir einen Cliquenweite
k-Ausdruck fir G o H erhalten wir einen Verbindungsbaum fiir G. Wir zeigen, dass zwei k-
markierte [-terminale Graphen beziiglich der Grapheigenschaft II; , Cliquenweite hochstens
k* dquivalent sind, falls sie den gleichen Verbindungstyp haben. Damit kann die Anzahl der
Aquivalenzklassen von ~1r,,1 durch die Anzahl der verschiedenen Verbindungstypen fiir alle
k-markierten [-terminalen Graphen nach oben abgeschitzt werden. Wir zeigen, dass es fiir
jedes feste k& > 1 und jedes feste [ > 0 endlich viele verschiedene Verbindungstypen gibt,
damit hat ~y, ; endlich viele Aquivalenzklassen und unsere Behauptung folgt.

Da jeder Graph mit Baumweite r Cliquenweite hochstens 3 - 27! hat, folgt aus unserem
Ergebnis auch ein Linearzeitalgorithmus um die Cliquenweite eines Graphen mit beschrénkter
Baumweite zu berechnen, indem man ,,Cliquenweite héchstens k“ fiir k = 1,...,3-2" ! testet.

In Kapitel 7 nutzen wir die Baumstruktur von Graphen mit beschrinkter NLC-Weite
und Graphen mit beschrinkter Cliquenweite um NP-schwere Probleme in polynomieller Zeit
zu l6sen.

Wir haben ein Schema, zur Lésung von schweren Graphenproblemen auf rekursiv definier-
ten Graphen entwickelt, mit dem wir eine Vielzahl nicht MSO;-definierbarer Probleme auf
Graphen mit beschrinkter NLC-Weite und Graphen mit beschriankter Cliquenweite effizient
16sen konnen. Die algorithmische Grundidee ist die dynamische Programmierung. Sei II ein
Graphenproblem, das auf einem Graphen G gelost werden soll, der durch einen gegebenen
NLC-Weite k-Ausdruck X definiert ist. Falls es eine Abbildung F' gibt, die jedem NLC-Weite
k-Ausdruck X eine Struktur F'(X) zuordnet, so dass fiir alle NLC-Weite k-Ausdriicke X,Y
(1.) die GroBe von F(X) polynomiell in der Grofie von X beschrinkt ist, (2.) die Losung fiir
IT auf dem durch X definierten Graphen in polynomieller Zeit aus F'(X) berechenbar ist, (3.)
F(e;) in Zeit O(1), F(X xgY) in polynomieller Zeit aus F(X) und F(Y) und F(og(X)) in
polynomieller Zeit aus F'(X) berechenbar sind, dann ist fiir jeden NLC-Weite k-Ausdruck X
die Losung fiir IT auf dem durch X definierten Graphen in polynomieller Zeit aus X berechen-
bar. Dieses Schema funktioniert fiir alle rekursiv definierten Graphenstrukturen, somit auch
fiir Cliquenweite k-Ausdriicke, indem die Operationen @, p;—,; und 7; ; verwendet werden.

Mit Hilfe von Multimengen konnten wir fiir die folgenden NP-schweren, nicht MSO;-
definierbaren Graphenprobleme geeignete Strukturen F(X) fiir k-Ausdriicke X definieren:
Partition in unabhingige Mengen (Knotenfirbung), Partition in Cliquen, Partition in un-
abhingige Mengen mit beschrinkter Grofle, Partition in Cliquen mit beschrinkter Grofe,
[-Coloring, Partition in vollstéindig bipartite Graphen, Partition in Wélder, Partition in per-
fekte Matchings, Minimales maximales Matching, Hamilton Weg, Knotendisjunkte Wege,
Knotengrad beschriankte Teilgraphen, Knotenpartition und Kantenpartition.

Wir speichern uns in der Struktur F(X) Informationen iiber die Markierungen von Teil-
mengen der Knotenmenge des durch einen k-Ausdruck X gegebenen Eingabegraphen. Da wir
voraussetzen, dass k fest ist, das heifit dass &k nicht zu der Eingabe unserer Algorithmen gehort,
haben unsere Algorithmen eine polynomielle Laufzeit, obwohl die Laufzeiten alle exponentiell
in k sind.

Da bisher noch keine effizienten Algorithmen zur Bestimmung eines k- Ausdrucks bekannt
sind, setzen wir bei unseren Losungen voraus, dass mit einem Graphen auch der zugehori-
ge k-Ausdruck mit den Operationen der Cliquenweite oder den Operationen der NLC-Weite
gegeben ist. Fiir distanzerhaltende Graphen kann nach einem Ergebnis von Golumbic und
Rotics in [GRO0] ein 3-Ausdruck in linearer Zeit gefunden werden und somit kann auf distan-
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zerhaltenden Graphen jedes MSO;-definierbare Problem in linearer Zeit und jedes unserer
obigen Probleme in polynomieller Zeit gelost werden.

In Kapitel 8 betrachten wir Graphenprobleme, die fiir Graphenklassen mit beschrinkter
Cliquenweite und Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite NP-vollstdndig sind. Da Co-
graphen und Graphklassen mit beschrinkter Baumweite beschrinkte Cliquenweite und be-
schrinkte NLC-Weite haben, sind die Graphenprobleme, die fiir Cographen und fiir Graph-
klassen mit beschrinkter Baumweite NP-vollstindig sind, auch fiir Graphklassen mit be-
schriankter Cliquenweite und fiir Graphklassen mit beschriankter NLC-Weite NP-vollstandig.
Bisher sind jedoch so gut wie keine Graphenprobleme bekannt, die auf Graphklassen mit be-
schrinkter Cliquenweite und auf Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite NP-vollstindig
sind, aber auf Cographen und Graphklassen mit beschrinkter Baumweite in Polynomzeit
entschieden werden kénnen.

Nishizeki, Vygen und Zhou haben in [NVZ01] gezeigt, dass das Kantendisjunkte Wege Pro-
blem fiir beliebig viele Knotenpaare fiir Graphen mit Baumweite hichstens 2 NP-vollstiandig
ist. Das Kantendisjunkte Wege Problem kann auf einem Graphen G mit einem Algorithmus
fiir das Knotendisjunkte Wege Problem auf dem Linegraphen von G gelést werden. Der Line-
graph eines Graphen G hat einen Knoten fiir jede Kante in G und zwei Knoten sind adjazent,
wenn die entsprechenden Kanten in G adjazent sind. Wir zeigen, dass der Linegraph eines
Graphen mit Baumweite k& die NLC-Weite hochstens k& + 2 und die Cliquenweite hochstens
2k +3 hat, indem wir zu einem Graphen G mit Baumweite k£ einen NLC-Weite k4 2- Ausdruck
bzw. einen Cliquenweite 2k + 3-Ausdruck fiir den Linegraphen von G angeben. Daraus folgt,
dass das Knotendisjunkte Wege Problem auf Graphen mit NLC-Weite hichstens 4 und auf
Graphen mit Cliquenweite hochstens 7 NP-vollstindig ist. Wir zeigen weiterhin, dass das
Knotendisjunkte Wege Problem auf Cographen in linearer Zeit losbar ist. Auf Graphklassen
mit beschrinkter Baumweite ist das Knotendisjunkte Wege Problem ebenfalls in linearer Zeit
l6sbar [Sch94].



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir graphentheoretische Grundbegriffe zusammen, definieren die
Baumweite, NLC-Weite und Cliquenweite von Graphen und die zugehorigen Baumstrukturen.

2.1 Graphen

Ein Graph ist ein Paar G = (Vg, E). Vi ist eine Menge von Knoten und Eg C {{u,v} | u,v €
Vi, u # v} ist eine Menge von Kanten. Wir betrachten in dieser Arbeit ausschlieBlich endliche
Graphen, d.h. Graphen in denen die Knotenmenge Vs endlich ist. Ein Knoten u heifft mit
einer Kante e inzident, wenn u € e gilt. Zwei Kanten heiflen adjazent, falls sie einen Knoten
gemeinsam haben. Zwei Knoten u, v sind adjazent, falls {u,v} € Eg. Die Menge der Nachbarn
{v | {u,v} € Eg} eines Knoten u in einem Graphen G bezeichnen wir als Nachbarschaft von
u bzw. mit Ng(u), oder kurz mit N(u)!. Der Grad degg;(v) eines Knoten v in dem Graphen
G ist die Anzahl der Nachbarn des Knoten v in G. Wenn in einem Graphen jeder Knoten
den Grad k hat, so bezeichnen wir den Graphen als k-reguldr. Sind in einem Graphen je
zwei Knoten adjazent, so nennen wir den Graphen wvollstdndig oder auch eine Cligue. Wir
bezeichnen einen vollstindigen Graphen mit n Knoten mit K,,. Einen Graphen, in dem keine
zwei Knoten adjazent sind, nennen wir vollstindig unzusammenhdngend. Eine Knotenmenge
in einem Graphen, die keine zwei adjazenten Knoten enthiilt, nennen wir unabhdngig.
Bildlich kann man einen Graphen darstellen, indem man seine Knoten als Punkte zeichnet
und zwei dieser Punkte genau dann durch eine Linie verbindet, wenn die entsprechende Kno-
tenmenge eine Kante ist. Abbildung 2.1 zeigt eine Clique mit vier Knoten und eine Clique

mit sechs Knoten.

Abbildung 2.1: Die Clique K4 und die Clique K.

Eine aus Graphen bestehende Menge bezeichnet man als Graphklasse. Es gibt viele spe-
zielle Graphklassen, die durch Einschrinkungen der allgemeinen Graphdefinition entstehen.

'Bei weiteren Bezeichnungen, in denen der Graph als Index angegeben wird, lassen wir den Index weg,
wenn der Bezug klar ist.
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Eine gute Ubersicht iiber bekannte Graphklassen liefert das Buch [BLS99] von Brandstidt,
Le und Spinrad.

Ein Graph J = (Vy, E;) ist ein Teilgraph von G, falls V; eine Teilmenge von Vg ist und E;
eine Teilmenge von Eg ist. J ist ein induzierter Teilgraph von G, falls J ein Teilgraph von G
ist und zusétzlich Ey = {{u,v} € Eq | u,v € V;} gilt. Fiir eine Teilmenge der Knotenmenge
U C Vg eines Graphen G bezeichne G(U) den durch die Knoten in der Menge U induzierten
Teilgraphen von G. Jeder induzierte Teilgraph ist ein Teilgraph, aber nicht umgekehrt. In
Abbildung 2.2 ist ein Graph (links), ein Teilgraph des Graphen (mitte) und ein induzierter
Teilgraph des Graphen (rechts) dargestellt.

<= <1 U

Abbildung 2.2: Ein Graph (links) mit Teilgraph (mitte) und induziertem Teilgraph (rechts)

Ein Graph J = (Vy, Ej) ist ein Minor eines Graphen G = (Vg, Eg), falls J aus G durch
eine Folge von Kantenloschungen, Kantenkontraktionen, d.h. Identifikation zweier adjazen-
ter Knoten, und Loéschen von isolierten Knoten erhalten werden kann. Jeder Teilgraph ei-
nes Graphen G ist somit auch ein Minor von G. Eine Graphklasse £ heifit abgeschlossen
beziiglich Minoren (Teilgraphen, induzierten Teilgraphen), falls fiir jeden Graphen G € L
alle Minoren (Teilgraphen, induzierten Teilgraphen) von G in £ enthalten sind. Zwei Gra-
phen G = (Vg,Eg) und H = (Vy, Eg) heifilen isomorph (G ~ H), wenn es eine Bijektion
b: Vg — Vi gibt, so dass fiir alle u,v € Vg: {u,v} € Eg < {b(u),b(v)} € Ep.

Es sei G eine Graphklasse und H ein Graph. G heifit H-frei, falls kein Graph aus G den
Graphen H als induzierten Teilgraphen enthélt. Fiir ein p-Tupel (Hj, ..., H,) von Graphen
H;, 1 < i < p, heiit eine Graphklasse G (Hi, ..., H,)-frei, falls kein Graph aus G einen der
Graphen H;, 1 < i < p als induzierten Teilgraphen enthilt.

Ein Graph G ist bipartite, falls seine Knotenmenge in zwei disjunkte Mengen Vi und Vs
aufgeteilt werden kann, so dass fiir jede Kante {u,v} in G entweder u € Vi und v € V5 oder
v € V1 und u € Vs gilt. Es gibt also ausschlielich Kanten zwischen V; und V5. Sind je zwei
Knoten aus Vi und V3 in einem bipartiten Graphen adjazent, so nennen wir den Graphen
vollstindig bipartite. Haben die Mengen V; und Vs in einem vollstdndig bipartiten Graphen
die Méchtigkeiten n bzw. m, so bezeichnen wir den Graphen kurz mit K, ,,. Abbildung 2.3
zeigt die vollsténdig bipartiten Graphen K33 und Ky 4.

Abbildung 2.3: Die vollstéindig bipartiten Graphen K3 3 und Ky 4.

Der Komplementgraph G eines Graphen G ist der Graph mit der Knotenmenge Vg in dem
zwei Knoten genau dann adjazent sind wenn sie in G nicht adjazent sind. Einige Autoren
bezeichnen den Komplementgraph eines Graphen G auch mit co-G.

Ein (einfacher) Wey ist ein Graph P, = (V, E) mit Knotenmenge V = {v1,...,v,} und
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einer Kantenmenge E = {{v;,viy1} |1 < i < n—1}, wir schreiben auch kurz P,, = (v1,...,v,).
v1 und v, heilen Anfangs- bzw. Endknoten des Weges. Die Linge eines Weges ist die Anzahl
seiner Kanten. Abbildung 2.4 zeigt einen Weg mit vier Knoten und einen Weg mit fiinf Knoten.
Die Distanz (distg(u,v)) zweier Knoten u,v eines Graphen G ist die Linge des kiirzesten
Weges in G der u und v verbindet. Der Durchmesser eines Graphen ist die maximale Distanz
aller Knotenpaare aus G.

~—eo oo o600 o 0 °

Abbildung 2.4: Der Weg P; und der Weg Ps

Ein Graph G heifit zusammenhdngend, falls es fiir je zwei Knoten u,v des Graphen einen
Weg P (als Teilgraphen) in G gibt, so dass u Anfangsknoten und v Endknoten von P ist.
Falls es nicht zwischen jedem Knotenpaar einen solchen Weg gibt, so heifit der Graph un-
zusammenhdngend. Die zusammenhingenden induzierten Teilgraphen eines Graphen werden
als Zusammenhangskomponenten bezeichnet. Ein Weg in dem Anfangs- und Endknoten durch
eine Kante verbunden werden, nennt man Kreis. Die Ldnge eines Kreises ist die Anzahl seiner
Kanten. Abbildung 2.5 zeigt einen Kreis mit vier Knoten und einen Kreis mit sechs Knoten.
Wir bezeichnen einen Kreis mit n Knoten mit C,.

<

Abbildung 2.5: Der Kreis C4 und der Kreis Cg

Einen kreisfreien Graphen, d.h. ein Graph der keinen Kreis C,, n > 3 als Teilgraphen
enthilt, bezeichnet man als Wald. Ein Graph der zusammenhingend und kreisfrei ist, heifit
Baum. Abbildung 2.6 zeigt einen Baum. Die Knoten mit Grad 1 in einem Baum heiflen Blditter,
die iibrigen Knoten heiflen innere Knoten. Gelegentlich ist es sinnvoll einen speziellen Knoten
des Baumes auszuzeichnen, indem man diesen Knoten Wurzel nennt.

Abbildung 2.6: Ein Baum mit Wurzel w

Zur Veranschaulichung der Baumstruktur von Graphen mit beschrankter Cliquenweite
und Graphen mit beschrankter NLC-Weite betrachten wir gerichtete Bidume, d.h. Bidume
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deren Kanten Richtungen enthalten. Dazu benétigen wir noch die folgenden Begriffe fiir ge-
richtete Graphen.

Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (Vg, Eg). Vi ist eine Menge von Knoten und
E¢ C {(u,v) | u,v € Vg, u # v} ist eine Menge von gerichteten Kanten. Ein einfacher
gerichteter Weg ist ein Graph P = ({v1,...,vn},{(vi,vi41) | 1 < i < n — 1}) mit v; # v;
fir 1 < 4 < j < n, wir schreiben auch kurz P = (vq,...,v,). v1 heiBt Startknoten und
vy, heiflit Endknoten von P. Ein gerichteter Kreis ist ein gerichteter Weg in dem v; = v,
gilt. Ein gerichteter Baum ist ein gerichteter Graph, dessen zugrunde liegender ungerichteter
Graph, den wir erhalten wenn wir die Richtungen der Kanten vernachlissigen, ein Baum
ist. Gerichtete Graphen kann man anschaulich darstellen, indem man die Knoten als Punkte
zeichnet und vom Punkt zu Knoten u zum Punkt zu Knoten v eine Linie mit Pfeil nach v
zeichnet, genau dann wenn das Paar (u,v) eine Kante ist. Wir betrachten gerichtete Biume
mit einem ausgezeichneten Knoten, den wir Wurzel nennen. Es sei T ein gerichteter Baum
mit Wurzel w und 7" der zugrunde liegende ungerichtete Baum. Fiir eine Kante {u,v} in T”
mit disty (u,w) < distyr (v, w) heift der Knoten u Vater von v und der Knoten v Sohn von u
in T. Abbildung 2.7 zeigt einen gerichteten Baum mit Wurzel w.

G

Abbildung 2.7: Ein gerichteter Baum mit Wurzel w. Knoten u ist Vater von Knoten v und
Knoten v ist Sohn von Knoten w.

2.2 Baumweite — TW,

Eine der bekanntesten baumstrukturierten Graphklassen ist die Menge der Graphen mit
Baumweite hdchstens k, fiir eine natiirliche Zahl k. Der Begriff Baumweite wurde 1986 von
Robertson und Seymour in [RS86] eingefiihrt.

Definition 2.2.1 (Baumweite, TW; [RS86]) Es sei G = (Vg,Eg) ein Graph, T =
(Vr, Er) ein Baum und X = {X, | Xy C Vg, u € Vr}. Wir nennen das Paar (X,T)
eine Baumdekomposition fiir G, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind.

1. UuEVTXu =Vg.

2. Fiir jede Kante {wi,ws} € Eg, gibt es einen Knoten u € Vp, so dass wi € X, und
wo € Xy.

3. Fir jeden Knoten w € Vg, ist der Teilgraph von T, der durch die Knoten u € Vp mit
w € X, induziert wird, zusammenhdngend.
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Als Weite einer Baumdekomposition (X = {X, | v € Vr}, T = (Vr, ET)) bezeichnen wir die
Zahl

sl =1
Die Baumweite eines Graphen G (kurz Baumweite(G)) ist die minimale Weite aller magli-
chen Baumdekompositionen fir G. Der Baum T wird Dekompositionsbaum fiir G beziglich
k genannt. Die Baumstruktur der Graphen mit Baumweite k wird durch den zugehdrigen
Dekompositionsbaum gegeben.

Die Menge aller Graphen mit Baumweite hichstens k bezeichnen wir mit TWy. (Die
Abkiirzung TW stammt aus der englischen Bezeichnung treewidth.)

FEine Graphklasse L hat beschriankte Baumweite, falls es eine natirliche Zahl k gibt, so
dass jeder Graph in L Baumweite hdchstens k hat, d.h. es gibt ein k € N, so dass L C TWy.
Falls ein solches k existiert, so ist das minimale k die Baumweite von L, anderenfalls hat L
unbeschrinkte Baumweite.

Abbildung 2.8 zeigt einen Graphen G mit Baumweite 2 und eine Baumdekomposition
(X,T) der Weite 2 fir G. Wilder haben Baumweite 1. Eine Clique mit n Knoten hat Baum-
weite n — 1. Damit hat die Menge aller Cliquen und auch die Menge aller Cographen un-
beschrinkte Baumweite. Graphen mit beschrankter Baumweite sind abgeschlossen beziiglich
induzierten Teilgraphen, Teilgraphen und Minoren.

Die Klasse der Graphen mit Baumweite hichstens k ist dquivalent zur Klasse der partiellen
k-Béaume [Ros74].

Definition 2.2.2 ((partieller) k-Baum) Eine Clique die aus k Knoten besteht ist ein k-
Baum. Verbindet man einen neuen Knoten mit allen Knoten einer Clique der Grdfle k in
einem k-Baum, so erhdlt man wieder einen k-Baum. Fin partieller k-Baum ist ein Teilgraph
eines k-Baumes.

Die nun folgenden Definitionen von Graphen mit beschriankter Cliquenweite und Graphen
mit beschrinkter NLC-Weite resultieren aus einer Reihe von Forschungsarbeiten aus dem
Bereich der Graphersetzungssysteme. In der Theorie der Graphersetzungssysteme [Roz97]
unterscheidet man zwischen Hyperkantenersetzungssystemen (HR-Systemen) und Knotener-
setzungssystemen (NR-Systemen). Der hauptséichliche Unterschied der beiden Modelle besteht
in der Art, in der ein Graph (festgelegt durch die rechte Seite einer Produktion) nach dem
Entfernen einer nichtterminalen Kante bzw. eines nichtterminalen Knoten (spezifiziert durch
die linke Seite einer Produktion) in der Umgebung eingebettet wird. Die Umgebung wird
durch die Knoten bestimmt, die mit der ausgetauschten Kante inzident bzw. mit dem ausge-
tauschten Knoten adjazent waren. In Kantenersetzungssystemen werden bei der Einbettung
bestimmte Knoten des eingesetzten Graphen mit der Umgebung identifiziert, bei den Knote-
nersetzungen dagegen werden neue Kanten zwischen den Knoten des eingesetzten Graphen
und der Umgebung hinzugefiigt. Das Hinzufiigen neuer Kanten wird dabei iiber Knoten-
markierungen kontrolliert. Die Ableitungsbdume spiegeln die Baumstrukturen der Graphen
wieder.

Courcelle zeigte in den Schriften [Cou90a, Cou90b], dass alle MSOgz-definierbaren Ei-
genschaften (MSO;-definierbaren Eigenschaften) auf den Sprachen kontextfreier HR-Systeme
(kontextfreier NR-Systeme) entscheidbar sind. Daraus folgte unmittelbar ein Linearzeit-
Algorithmus fiir jeden Graphen, der mit einem gegebenen HR-System definiert werden kann,
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G - (Vg, Eg)

T = (Vr,Er)

Abbildung 2.8: Ein Graph G = ({a,b,c,d,e, f,g,h,1,5},{{a,b},{b,c},{c,d},{c, e}, {d, e},
{e, 1 Aes Y, {erids {f,}, {hyib, {hag}y {hs 3}, {9, h}, {6 g}}) mit Baumweite 2 und eine da-
zugehorige Baumdekomposition (X, T) der Weite 2. Die Knoten in 7" entsprechen Teilmengen
der Knotenmenge von G. Zum Beispiel besteht die Menge X, zu Knoten w in T aus der
Knotenmenge {e, f,i} C V.

siche auch [LW93, Wan94b]. Voraussetzung ist jedoch die Vorgabe der Ableitungsstruktur.
Es war bekannt, dass fiir jedes HR-System eine Zahl k existiert, so dass alle Graphen in der
Sprache des Systems eine Baumweite hochstens & besitzen. So ergab sich das Ergebnis, dass
alle MSOg2-definierbaren Eigenschaften auf Graphen mit beschrinkter Baumweite in linearer
Zeit entscheidbar sind, siehe Kapitel 6.2. Fiir NR-Systeme war jedoch keine entsprechende
Graphklasse bekannt. Dies fithrte zur Definition der Graphen mit beschrinkter Cliquenweite
in [CO00] bzw. zur Definition der Graphen mit beschrinkter NLC-Weite in [Wan94c].



Kapitel 2.3. Cliquenweite — CW, 13

2.3 Cliquenweite — CW;

Um den Verkniipfungsmechanismus der Cliquenweite zu definieren benétigen wir Graphen,
deren Knoten markiert sind.

Es sei k eine natiirliche Zahl und [k] bezeichne die Menge der ganzen Zahlen {1,...,k}.
Ein k-markierter Graph G = (Vg, Eg,labg) ist ein Graph G = (Vg, Eg) dessen Knoten mit
einer Markierungsabbildung labg : Vi — [k] markiert werden. Ein Graph, der aus genau
einem mit 4 € [k] markierten Knoten besteht, wird im Folgenden mit e; bezeichnet. Ein
k-markierter Graph J = (V, Ej,laby) heiit k-markierter Teilgraph von G, falls Vy C Vg,
Ej C Eg und laby(u) = labg(u) fiir alle u € V. J ist ein k-markierter induzierter Teilgraph,
falls zusétzlich noch E; = {{u,v} € Eg | u,v € V;} gilt. G und J sind isomorph, falls es eine
Bijektion b : Vg — Vj gibt, so dass {u,v} € Eg genau dann wenn {b(u),b(v)} € E; und fir
jeden Knoten u € Vi gilt labg(u) = labs(b(u)).

Der Begriff der Cliguenweite wurde 1994 von Courcelle und Olariu in [CO00] eingefiihrt.
Die zur Definition der Cliquenweite verwendeten Operationen sind bereits 1993 von Courcelle,
Engelfriet und Rozenberg in [CER93, Roz97] zur Beschreibung von kontextfreien Graphspra-
chen mit verschachtelten rekursiven Funktionen eingesetzt worden.

Definition 2.3.1 (Cliquenweite, CWj [COO00]) Die Graphklasse CWjy, ist rekursiv wie
folgt definiert.

1. Der k-markierte Graph e; ist fir i € [k] in CWj.

2. Es seien G = (Vg, Eg, labg) € CWy, und J = (Vy, Ej,laby) € CWy zwei knotendisjunk-
te k-markierte Graphen. Dann ist der k-markierte Graph G & J := (V', E',lab) mit
V' :=VgUVy, E' .= EgUE; und

{ labg(u) falls u € Vg

, -—_
lab(u) = laby(u) falls u € Vy

, YueV’

3. Es seien i,j € [k] zwei verschiedene natiirliche Zahlen und G = (Vg, Eg, labg) € CWj,
ein k-markierter Graph, dann ist

(a) der k-markierte Graph p;—;(G) := (Vg, Eg, lab') mit

labg(u)  falls labg(u) # i

, -—_
labi(u) = { j falls labg(u) =1 ~’ Vu e Vg

i CWy und
(b) der k-markierte Graph n; ;(Q) := (Vg, E', labg) € CW), mit
E':= Eqg U {{u,v} | lab(u) = i, lab(v) = j}

Einen Ausdruck X mit den Operationen e;, @, 1; j, pi; mit i,j € [k], nennen wir Cliquen-
weite k-Ausdruck oder kurz k-Ausdruck. Der Graph der durch einen Ausdruck X definiert
wird, wird mit val(X) bezeichnet. Die Menge CWy, besteht somit aus der Menge aller Graphen
val(X) fir Cliguenweite k-Ausdriicke X .



14 Kapitel 2. Grundlagen

Ein k-markierter Graph G hat Cliquenweite hochstens k, falls G € CWy, d.h. CW), besteht
aus der Menge aller k-markierten Graphen mit Cliquenweite hichstens k. Die Cliquenweite
eines markierten Graphen G (kurz Cliquenweite(G)) ist die kleinste natirliche Zahl k, so dass
G € CWy,. Die Baumstruktur fiir G ist durch die Baumstruktur des Ausdrucks fiir G gegeben.

Die Operation n;; wird auch Kanteneinfiigeoperation, die Operation p;_,; wird Ummar-
kierungsoperation und die Operation @ wird Vereinigungsoperation genannt.

Eine Graphklasse L hat beschrinkte Cliquenweite, falls es eine natiirliche Zahl k gibt, so
dass jeder Graph in L Cliquenweite hochstens k hat, d.h. es gibt ein k € N mit L C CWy.
Falls ein solches k existiert, so ist das minimale k die Cliquenweite von L, sonst hat L
unbeschrinkte Cliquenweite.

Der Cliquenweite 2-Ausdruck
X1 =m2(e1 @ o)

definiert den 2-markierten Graphen G in Abbildung 2.9, der 2-markierte Graph G ist somit
in der Graphklasse CW5 enthalten und hat Cliquenweite 2. Der Cliquenweite 2-Ausdruck

Xo = n1,2((p2—1(n1,2(01 © 02))) D @3)

definiert den 2-markierten Graphen G5 in Abbildung 2.10, der 2-markierte Graph Gs ist
somit aus CWy und hat Cliquenweite 2. Der folgende Cliquenweite 3-Ausdruck beschreibt
den 3-markierten Graphen G3 € CWj3 in Abbildung 2.11.

X3 = p1o2(m2,3(((n1,2(01 © 02)) ® (71,2(01 © 02))) D 03))

B G

s

N

oD
T
Cnad <
Ga
G (o2 L@
1

Abbildung 2.9: X; = mi2(e1 @ e2), Abbildung2.10: X9 =91 2((p2—1(n1,2(e1De2)
G1 = val(X;) und der Cliquenweite 2- )) @ e3), Go = val(X3) und der Cliquenweite

Ausdrucksbaum T fiir X3 2-Ausdrucksbaum T3 fiir X

Ein unmarkierter Graph G = (V, E) hat Cliquenweite héchstens k, falls es eine Mar-
kierung lab : V' — [k] der Knoten von G gibt, so dass der markierte Graph G' = (V, E,lab)
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Cliquenweite hochstens k hat. Die Cliguenweite eines unmarkierten Graphen G = (V, E) (kurz
Cliguenweite(Q)) ist die kleinste natiirliche Zahl k, so dass es eine Markierung lab : V' — [k]
gibt, so dass der markierte Graph (V| E,lab) Cliquenweite héchstens &k hat.

Hat ein markierter Graph G Cliquenweite hochstens k£ und hat G zwei verschieden markier-
te Knoten die mit ¢ bzw. j markiert sind, dann hat p;_,;(G) ebenfalls Cliquenweite hochstens
k. Da eine Ummarkierung die Cliquenweite eines Graphen nicht erhoht, kénnen wir einen
unmarkierten Graphen auch als Graphen betrachten dessen Knoten alle mit 1 markiert sind.
Damit konnen wir den Begriff Graph im Zusammenhang mit der Cliquenweite ohne Konflikte
sowohl fiir markierte und unmarkierte Graphen verwenden. Fiir einen markierten Graphen
G = (V, E,lab) bezeichnen wir mit unlab(G) den zugehorigen unmarkierten Graphen (V, E).
Fiir jeden markierten Graphen G gilt also

Cliquenweite(unlab(G)) < Cliquenweite(G).

Die Graphen unlab(G;) und unlab(G2) haben Cliquenweite 2, da es zu unlab(G;) und
unlab(G2) einen 2-Ausdruck X; bzw. Xy mit zwei Markierungen gibt, jedoch keinen Aufbau
mit einer Markierung. Der Graph unlab(Gs) hat die Cliquenweite 3, da man den unmarkier-
ten Weg mit fiinf Knoten mit drei Markierungen wie mit X3 konstruieren kann, jedoch nicht
mit zwei Markierungen.

Zur Veranschaulichung der Baumstruktur der Graphen mit beschriankter Cliquenwei-
te definieren wir den Cliquenweite k-Ausdrucksbaum. Der Cliquenweite k-Ausdrucksbaum
T = (Vp, Er,labr) zu einem Cliquenweite k-Ausdruck X ist ein gerichteter Baum mit ei-
ner ausgezeichneten Wurzel. Die Knoten von T sind mit den Operationen des zugehdrigen
k-Ausdrucks markiert und die Kanten sind von den Séhnen zu den Vétern gerichtet.

Definition 2.3.2 (Cliquenweite k-Ausdrucksbaum) Der Cliquenweite k-Ausdrucks-
baum T zum k-Ausdruck e; besteht aus genau einem Knoten r (der Wurzel von T) der
mit e; markiert wird. Der Cliquenweite k-Ausdrucksbaum T zu den k-Ausdricken n; ;(X)
und p;—;(X) besteht aus dem Cliqguenweite k-Ausdrucksbaum T' zum Ausdruck X, einem
zusdtzlichen Knoten r (der Wurzel von T) der mit n;; bzw. mit p;—; markiert wird und
einer zusditzlichen gerichteten Kante von der Wurzel von T' zu Knoten r. Der Cliquenweite
k-Ausdrucksbaum T zum k-Ausdruck X1 @& Xo besteht aus der disjunkten Vereinigung der
Cliquenweite k-Ausdrucksbdume Ty und Ty von Xy bzw. Xo, einem zusdtzlichen Knoten r
(der Wurzel von T') der mit @ markiert wird und zwei zusdtzlichen gerichteten Kanten von
den Wurzeln von Ty und To zu Knoten r. Die Wurzel von T} ist der linke Sohn von r und
die Wurzel von Th ist der rechte Sohn von r.

Ein Knoten aus T der mit e;, 1; ;, pi—; bzw. © markiert ist, wird Blatt, Kanteneinfiige-
knoten, Ummarkierungsknoten bzw. Vereinigungsknoten genannt.

Abbildungen 2.9, 2.10 und 2.11 zeigen drei Beispiele fiir Cliquenweite k-Ausdriicke und
dazugehorige Cliquenweite k- Ausdrucksbidume.

Es gibt eine Bijektion zwischen den Blittern des Cliquenweite k-Ausdrucksbaumes 7' fiir
einen Cliquenweite k-Ausdruck X und den Knoten im Graphen val(X). Fiir einen Knoten u
aus dem Ausdrucksbaum 7 sei T'(u) der Teilbaum von 7' der durch den Knoten u und alle
Knoten v, fiir die es einen gerichteten Weg von v nach w in 7' gibt, induziert wird. Der Baum
T'(u) ist ein gerichteter geordneter Baum mit Wurzel u und ist ebenfalls ein Cliquenweite
k-Ausdrucksbaum. Der Teilausdruck X (u), der durch den Baum T'(u) definiert wird, kann
einfach durch einen Inorder Durchlauf von 7T'(u)(durchlaufe T'(u) beginnend an der Wurzel
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Abblldung 2.11: X3 = pl_;2(7]2’3(((7]1,2(.1 D .2)) D (771 2(.1 D .2)) D .3)) G3 = val(X3) und
der Cliquenweite 3-Ausdrucksbaum T3 fiir X3. X (u) = (71,2(e1 D #2)) ® (11,2(e1 D ®2)) ist ein
Teilausdruck von X3, T5(u) ist der Teilbaum von T3 mit Wurzel u und definiert den Graphen
G(Ts,u).

rekursiv, wobei zuerst der linke Teilbaum, dann die Wurzel und dann der rechte Teilbaum
durchlaufen wird) erhalten werden. Die Knoten des Graphen G’ seien die Knoten aus G die
den Blittern aus T'(u) entsprechen. Die Kanten in G' und die Markierungen der Knoten in
G’ sind durch den Ausdruck X (u) definiert. Fiir zwei Knoten u,v aus G’ ist jede Kante {u, v}
aus G’ auch in G enthalten, aber nicht umgekehrt. Zwei Knoten die in G’ gleich markiert
sind, sind auch in G gleichmarkiert, jedoch nicht umgekehrt. Der markierte Graph G’ wird
mit G(T,u) oder kurz mit G(u) bezeichnet, vergleiche Abbildung 2.11. Man kann zu jedem
Cliquenweite k-Ausdruck einen Cliquenweite k-Ausdrucksbaum bestimmen und umgekehrt.
Es ist jedoch bisher noch unbekannt wie schwer es ist, zu einem gegebenen Graphen einen
Cliquenweite k-Ausdruck mit minimalem % zu finden.

2.4 NLC-Weite — NLCy,

Die Graphklasse NLCy der Graphen mit NLC-Weite hochstens k ist von Wanke 1994 in
[Wan94c] definiert. Die Abkiirzung NLC steht fiir den node label controlled Einbettungsme-
chanismus, der urspriinglich fiir Graphgrammatiken definiert wurde.

Definition 2.4.1 (NLC-Weite, NLC; [Wan94c]) Die Graphklasse NLC}, ist rekursiv wie
folgt definiert.

1. Der k-markierte Graph e; ist firi € [k] in NLCj.

2. Es seien G = (Vg, Eg,labg) € NLCy und J = (Vy, Ey,laby) € NLCy zwei knotendis-
junkte k-markierte Graphen und S C [k]? eine Relation, dann ist auch der k-markierte
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Graph G xg J := (V' E',lab/) mit V' :== Vg UV},
E' :=EgUE;U{{u,v} | u € Vg, veVy, (labg(u),labs(v)) € S},

und

lab' (u) :=

{ labg(u)  falls u € Vg Vu eV’

laby(u) fallsu € Vy
in NLGy.

3. Es sei G = (Vg, Eg,labg) € NLCy, ein k-markierter Graph und R : [k] — [k] eine totale
Funktion, dann ist auch der k-markierte Graph or(G) := (Vg, Eg, lab') mit lab' (u) :=
R(lab(u)), Yu € Vg in NLCj.

Einen Ausdruck X mit den Operationen e;, X5, og miti € [k], S C [k]?, R : [k] — [k],
nennen wir NLC-Weite k-Ausdruck oder kurz k-Ausdruck. Der Graph der durch einen k-
Ausdruck X definiert wird, wird mit val(X) bezeichnet. Die Menge NLC), besteht somit aus
der Menge aller Graphen val(X) fir NLC-Weite k-Ausdricke X .

Ein k-markierter Graph G hat NLC-Weite hochstens k, falls G € NLCy, d.h. NLC}, ist
die Menge aller k-markierter Graphen mit NLC-Weite héchstens k. Die NLC-Weite eines
markierten Graphen G (kurz NLC-Weite(G)) ist die kleinste natirliche Zahl k, so dass G €
NLCy. Die Baumstruktur fir G ist durch die Baumstruktur des Ausdrucks fiir G gegeben.

Die Operation og wird Ummarkierungsoperation und die Operation X g wird Vereinigungs-
operation genannt.

Eine Graphklasse L hat beschrinkte NLC-Weite, falls es eine natirliche Zahl k gibt, so
dass jeder Graph in L NLC-Weite hichstens k hat, d.h. es existiert ein k € N mit L C
NLCy. Falls ein solches k existiert, so ist das minimale k die NLC-Weite von L, sonst hat L
unbeschriankte NLC-Weite.

Der NLC-Weite 2-Ausdruck
X1 =1 X{(1,2)} *2

definiert den in Abbildung 2.12 dargestellten 2-markierten Graphen G; = val(X;), der 2-
markierte Graph G ist somit in der Graphklasse NLCs enthalten und hat NLC-Weite 2. Der
NLC-Weite 2-Ausdruck

Xo = (oq(1,1),2,3 (01 X{(1,2)} *2)) X{(1,2)} 2

definiert den 2-markierten Graphen G5 in Abbildung 2.13, der 2-markierte Graph Go ist somit
aus NLC, und hat NLC-Weite 2. Der NLC-Weite 3-Ausdruck

X3 = ((o1 Xq(1,2)} ®2) Xp (1 X{(1,2)} *2)) X{(2,3)} *3

beschreibt den 3-markierten Graphen G3 € NLC3 in Abbildung 2.14.

Ein unmarkierter Graph G = (V, E) hat NLC-Weite hichstens k, falls es eine Markie-
rung lab : V' — [k] der Knoten von G gibt, so dass der markierte Graph G' = (V, E,lab)
NLC-Weite hochstens k hat. Die NLC-Weite eines unmarkierten Graphen G = (V, E) (kurz
NLC-Weite(G)) ist die kleinste natiirliche Zahl k, so dass es eine Abbildung lab : V' — [k]
gibt, so dass (V, E,lab) NLC-Weite hochstens & hat.

Hat ein markierter Graph G NLC-Weite hichstens k£ und hat G zwei verschieden markierte
Knoten die mit ¢ bzw. j markiert sind, dann hat der Graph oy(; ;;(G) ebenfalls NLC-Weite
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Abblldung 2.12: X1 == o X{(LQ)} o9, Abblldung 2.13: X2 = (o{(l,l),(Z,l)}(.l X{(LQ)}
Gi1 = wval(X;) und der NLC-Weite 2- e3)) X((1 9} ®2, G2 = val(X2) und der NLC-
Ausdrucksbaum Tj fir X3 Weite 2-Ausdrucksbaum Ty fiir Xy

hochstens k. Da eine Ummarkierung die NLC-Weite eines Graphen nicht erh6ht, kénnen wir
einen unmarkierten Graphen auch als Graphen betrachten dessen Knoten alle mit 1 markiert
sind. Damit konnen wir den Begriff Graph auch im Zusammenhang mit der NLC-Weite ohne
Konflikte sowohl fiir markierte und unmarkierte Graphen verwenden. Fiir jeden markierten
Graphen G gilt also

NLC-Weite(unlab(G)) < NLC-Weite(G).

Die Graphen unlab(G1) und unlab(G2) in Abbildung 2.12 bzw. 2.13 haben NLC-Weite 1,
da es zu unlab(G;) und unlab(Gs) einen NLC-Weite 1-Ausdruck X/ bzw. X} gibt.

X{ = @1 X{(1,1)} ®1

Xy = (o1 X (1,1} *1) X{(1,1)} *1

Der Graph unlab(G3) in Abbildung 2.14 hat die NLC-Weite 2, da der folgende NLC-Weite
2-Ausdruck einen Weg mit fiinf Knoten definiert.

Xy = (o1 xq(1,2)} *2) X0 (*1 X{(1,2)} 92)) X{(2,1)} 1

Zur Veranschaulichung der Baumstruktur von Graphen mit beschrinkter NLC-Weite
definieren wir den NLC-Weite k-Ausdrucksbaum. Der NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T =
(Vr, Er,labr) zu einem NLC-Weite k-Ausdruck ist ein gerichteter Baum mit einer ausge-
zeichneten Wurzel. Die Knoten von T sind mit den Operationen des k-Ausdrucks markiert
und die Kanten sind von den Vétern zu den Séhnen gerichtet.

Definition 2.4.2 (NLC-Weite k-Ausdrucksbaum) Der NLC-Weite k-Ausdrucksbaum
T zum k-Ausdruck e; besteht aus genau einem Knoten r (der Wurzel von T) der mit e;
markiert wird. Der NLC-Weite k-Ausdrucksbaum 7' zum k-Ausdruck og(G) besteht aus dem
NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T' von G, einem zusdtzlichen Knoten r (der Wurzel von T')

der mit op markiert wird und einer zusdatzlichen gerichteten Kante von r zu der Wurzel von
T'. Der NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T' zum k-Ausdruck G xg J besteht aus der disjunkten
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Vereinigung der NLC-Weite k-Ausdrucksbaume Tg und Ty von G bzw. J, einem zusdtzlichen
Knoten r (der Wurzel von T') der mit Xg markiert wird und zwei zusdtzlichen gerichteten
Kanten von Knoten v zu den Wurzeln von Tg und Ty. Der linke Sohn von r ist die Wurzel
von T und der rechte Sohn von r ist die Wurzel von T'y.

Ein Knoten aus T der mit ®;, og bzw. Xg markiert ist, wird Blatt, Ummarkierungsknoten
bzw. Vereinigungsknoten genannt.

Abbildungen 2.12, 2.13 und 2.14 zeigen jeweils einen NLC-Weite k-Ausdrucksbaum
und den zugehorigen Graphen. Die Richtungen der Kanten in einem NLC-Weite k-
Ausdrucksbaum sind genau entgegengesetzt zu den Richtungen der Kanten eines Cliquen-
weite k-Ausdrucksbaumes definiert. Die Richtungen sind jeweils so gewédhlt um die Beweise
in denen ein Ausdrucksbaum durchlaufen wird moéglichst einfach zu gestalten. Die Richtung
der Kanten im Cliquenweite k-Ausdrucksbaum verwenden wir in Kapitel 6. Die Richtungen
der Kanten eines NLC-Weite k-Ausdrucksbaumes verwenden wir im Kapitel 3.2.

Wenn aus dem Zusammenhang klar wird, ob wir einen Cliquenweite k-Ausdrucksbaum
oder einen NLC-Weite k-Ausdrucksbaum betrachten, schreiben wir auch einfacher k-
Ausdrucksbaum. Wenn zusétzlich noch k aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir
auch kurz Ausdrucksbaum.

G3 T3

T3(u) ooy >

KRR

Abblldung 2.14: X3 = ((01 X{(l 2)} 02) X0 (01 X{(l 2)} ® X{(Q 3)} ®3» G3 = val X3 IlIld der
NLC-Weite 3-Ausdrucksbaum T3 fiir X3. X3(u) = (01 X{(1,2)} ®2) Xp (81 X(1,2)} ®2) ist ein
Teilausdruck von X3 der durch den Teilbaum 73(u) von T3 definiert wird. Gs(u) ist der
3-markierte Graph der durch X3 und T3(u) beschrieben wird.

Es gibt eine Bijektion zwischen den Knoten von G und den Bléttern des NLC-Weite k-
Ausdrucksbaumes T eines NLC-Weite k-Ausdrucks fiir G. Fiir einen Knoten u aus T sei T'(u)
der Teilbaum von T der durch den Knoten u und alle Knoten v, fiir die es einen gerichteten
Weg von u nach v in T gibt, induziert wird. Der Baum 7'(u) ist ein gerichteter geordneter
Baum mit Wurzel u und ist ebenfalls ein NLC-Weite k-Ausdrucksbaum. Der Teilausdruck
X (u) der durch den Baum 7T'(u) definiert wird, kann einfach durch einen Inorder Durchlauf
von T'(u) erhalten werden. Der Ausdruck X (u) beschreibt einen moglicherweise ummarkier-
ten induzierten Teilgraphen G(u) von G. Die Knoten von G(u) sind die Knoten von G die
den Blittern im Teilbaum 7T'(u) entsprechen. Die Kanten von G(u) sind die Kanten von G
fiir die beide Endknoten in G(u) liegen. Die Markierungen der Knoten in G(u) sind iiber
den Ausdruck zu T'(u) definiert. Diese Markierungen sind nicht unbedingt die endgiiltigen
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Markierungen der Knoten im Graphen G, da die Knoten aus G(u) durch die Operationen der
Knoten auf dem Weg von der Wurzel von T zum Vater von u ummarkiert werden kénnen.
In Abbildung 2.14 sind diese Notationen an einem Beispiel erldutert. Man kann aus jedem
NLC-Weite k-Ausdruck einen NLC-Weite k- Ausdrucksbaum konstruieren und umgekehrt. Es
ist bisher jedoch noch nicht effizient moglich aus einem gegebenen Graphen einen zugehérigen
NLC-Weite k-Ausdruck mit minimalem & zu konstruieren.



Kapitel 3

Inklusionen zwischen Graphklassen

In diesem Kapitel werden vorhandene Inklusionen zwischen den in dem vorhergehenden Ka-
pitel definierten Graphklassen beschrieben. Eine Graphklasse hat beschrinkte Cliquenweite,
genau dann wenn sie beschrinkte NLC-Weite hat. Graphklassen mit beschrinkter Baum-
weite haben auch beschrinkte NLC-Weite und beschrinkte Cliquenweite. Graphklassen mit
beschrénkter NLC-Weite haben jedoch nur unter zusétzlichen Voraussetzungen beschrénkte
Baumweite. Wir geben hier solche Bedingungen an und zeigen die entsprechenden Baumwei-
teschranken.

3.1 Inklusionen zwischen den Graphklassen NLC; und CW;,

In [Gur98] und in [Joh98] wurde gezeigt, dass man zu jedem Cliquenweite k-Ausdruck einen
dquivalenten (d.h. die markierten Graphen der beiden Ausdriicke sind isomorph) NLC-Weite
k-Ausdruck angeben kann und zu jedem NLC-Weite k-Ausdruck einen dquivalenten Cliquen-
weite 2k-Ausdruck konstruieren kann. Damit gilt fiir jeden Graphen G

NLC-Weite(G) < Cliquenweite(G) (3.1)
Cliquenweite(G) < 2 .NLC-Weite(G)

und fiir die entsprechenden Graphklassen gilt fiir jede natiirliche Zahl &k

CW, NLC, (3.3)
NLCy, CWyy. (3.4)

Eine Graphklasse hat somit beschrinkte NLC-Weite, genau dann wenn sie beschrinkte Cli-
quenweite hat. Fiir vollstindig unzusammenhéngende Graphen (Graphen mit NLC-Weite 1
und Cliquenweite 1) bzw. fiir vollstindige Graphen (Graphen mit NLC-Weite 1 und Cliquen-
weite 2) werden die beiden Abschédtzungen (3.1) und (3.2) angenommen. Aus (3.3) und (3.4)
folgt eine Inklusionskette.

CW; C NLC; € CW3 C NLC, € CW4 C NLCy € CWg C NLCg.. ..

Die Mengen NLC; und CWj definieren sogar genau die gleichen Mengen von Graphen, wenn
man die Knotenmarkierungen der Graphen vernachlissigt, sieche Theorem 5.2.2. Es sind jedoch
nicht alle Graphklassen CWy, NLCy/, k, k' > 2 beziiglich Inklusionen vergleichbar. Beispiels-
weise sind NLCy und CW3 unvergleichbar. Cs € NLC, aber Cg € CW3 und Py € CW3 aber
Py € NLC,.

21
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3.2 Inklusionen zwischen den Graphklassen NLC;, CW; und
TW,

In den Schriften [Wan94c, CO00, CR01, GMO03] werden Abschétzungen fiir die Cliquenweite
und NLC-Weite von Graphen mit beschrinkter Baumweite angegeben. Die beste bekannte
Abschitzung fiir die Cliquenweite von Graphen mit Baumweite k ist die Schranke von Corneil
und Rotics in [CRO1] welche zeigt, dass Graphen mit Baumweite k& Cliquenweite héchstens
3-2k~1 haben. Da die NLC-Weite eines Graphen stets kleiner oder gleich seiner Cliquenweite
ist, betrigt auch die NLC-Weite von Graphen mit Baumweite k hochstens 3 - 25~1. Fiir einen
beliebigen Graphen G gilt somit

NLC-Weite(G) < Cliquenweite(G) < 3 .2Baumweite(G)—1 (3.5)

und fiir die entsprechenden Graphklassen gelten fiir jede natiirliche Zahl k die folgenden
Inklusionen.

TWk g CW3,2k—1 g NLC3,2k—1 (36)

Daraus folgt, dass jede Menge von Graphen mit beschrinkter Baumweite auch beschrinkte
NLC-Weite und beschrinkte Cliquenweite hat. Somit haben Graphklassen mit unbeschriank-
ter NLC-Weite auch unbeschrinkte Baumweite. Fiir Baume mit Durchmesser mindestens 9
(Graphen mit Baumweite 1, Cliquenweite 3 und NLC-Weite 3) gilt in der Abschétzung (3.5)
die Gleichheit.

Eine Menge von Graphen mit beschriankter NLC-Weite (bzw. beschriankter Cliquenweite)
hat im Allgemeinen keine beschrinkte Baumweite. Beispielsweise hat die Menge aller Cliquen
{K, | n > 1} NLC-Weite 1 (Cliquenweite 2), jedoch unbeschrinkte Baumweite, da die Clique
K, die Baumweite n — 1 hat. Jeder Graph mit n Knoten und Baumweite & hat hochstens
kn— 3k(k+1) Kanten, siehe zum Beispiel [Bod98], und somit eine in der Knotenanzahl lineare
Kantenanzahl.

Unter der zusitzlichen Voraussetzung dass die Graphen keine beliebig grofien vollstindigen
bipartiten Graphen K, ,, als Teilgraphen enthalten, kénnen wir bei beschrinkter NLC-Weite
die folgende Schranke fiir die Baumweite angeben.

Theorem 3.2.1 Es sei G ein Graph mit NLC-Weite k und G enthalte den vollstandigen
bipartiten Graphen K, ,, fir eine natirliche Zahl n > 1, nicht als Teilgraph, dann hat G
Baumweite hdochstens 3k(n — 1) — 1.

Beweis Es sei G = (Vg, Eg) ein Graph mit NLC-Weite k£ der den vollstindig bipartiten
Graphen K, ,, fiir eine natiirliche Zahl n > 1, nicht als Teilgraph enthilt. Zu G gibt es
einen NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T = (Vr,, Er). Zwischen den Knoten aus G und den
Blattern aus Tz gibt es eine Bijektion die wir in diesem Beweis mehrfach verwenden werden.

Wir definieren nun eine Baumdekomposition (¥ = {X,, | v € Vy}, T = (Vp, Er)) mit
Weite hochstens 3k(n — 1) — 1 aus dem NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T zu G.

Der Baum T = (Vr, Er) der Baumdekomposition wird mit Hilfe des NLC-Weite k-Aus-
drucksbaums T fiir G wie folgt definiert.

1. Die Knotenmenge von 7' ist die Knotenmenge von Tg.
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2. Es gibt eine Kante {u,v} in Er genau dann wenn es eine gerichtete Kante von u nach
v in T gibt.

Zur Definition der Mengen X,, der Knoten u aus T fithren wir einige Bezeichnungen ein.
Fiir einen Knoten u aus T und eine Markierung ¢ € [k], sei A(u,t) die Menge aller Knoten
aus G(u) die mit ¢t markiert sind. B(u,t) sei die Menge aller Knoten aus G die nicht in G(u)
enthalten sind, aber in G zu einem Knoten aus A(u,t) adjazent sind, siche Abbildung 3.1.
Alle Knoten aus A(u,t) sind zu allen Knoten aus B(u,t) adjazent, da gleich markierte Knoten
aus G(u) von allen Operationen der Knoten auf dem Weg von der Wurzel von T zum Vater
von u gleichbehandelt werden. Daher hat fiir jedes u aus T und jedes t € [k] entweder die
Menge A(u,t), die Menge B(u,t) oder beide Mengen weniger als n Knoten, sonst enthilt G
den K, , als Teilgraphen, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Nun definieren wir die Mengen X,, C Vi fiir die Knoten u aus 7" in Abhéngigkeit von der
Markierung der Knoten u in 7.

1. Falls der Knoten u mit e;, ¢ € [k], markiert ist, d.h. u ist ein Blatt in Tg:
Dann wird X, als die Menge definiert, die aus dem Knoten aus G besteht der zu dem
Blatt u aus T gehort.

2. Falls der Knoten u mit og, R : [k] — [k], markiert ist:
Es sei v der Sohn von u in Tg. X, wird als die Vereinigung aller Mengen A(v,t) und
B(u,t), t € [k], die weniger als n Knoten enthalten, definiert.

3. Falls der Knoten u mit xg, S C [k]2, markiert ist:

Es seien vp,v9 die beiden Séhne von u in Tg. Dann wird X, als die Vereinigung der
Mengen A(vi,t), A(ve,t) und B(u,t), t € [k], die weniger als n Knoten enthalten,
definiert.

Es bleibt zu zeigen, dass (X, T') eine Baumdekomposition der Weite héchstens 3k(n—1)—1
fir G ist.

1. UUEVTXU = VG

Da jeder Knoten aus G einem Blatt in Tz entspricht, sind alle Knoten aus G schon in
der Vereinigung der Mengen X, fiir die Blidtter u aus 7', enthalten.

2. | Xy| < 3k(n — 1) fiir jedes u € V7.

Dies folgt unmittelbar, da X, entweder nur aus einem Knoten besteht oder die Verei-
nigung von 2k bzw. 3k Mengen der Grofle hochstens n — 1 ist.

3. Fiir jede Kante {w1, w2} aus E¢ gibt es einen Knoten u € Vr, so dass wy, ws € X,.

Es sei {w1,ws} eine Kante aus Eg und u ein Knoten aus T¢, so dass u zwei S6hne v;
und vo hat, wy ein Knoten aus G(v1) und ws ein Knoten aus G(vy) ist. Die Verbindung
zwischen w; und wy, d.h. die Kante {w;,ws} € E¢g, wird in der Operation Xg in
Knoten u eingefiigt. Seien #; und o die Markierungen von w; bzw. we im Graphen
G(v1) bzw. im Graphen G(v9). Falls v; der linke Sohn und v, der rechte Sohn von w ist,
dann ist (¢1,t2) € S. Weiterhin gilt wy € A(vy,t1), wo € A(ve,t2), wo € B(v1,t1) und
wy € B(vg,tq), aufgrund der Definition dieser Mengen.
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o{(171)7(251)’(352)7(472)}

Abbildung 3.1: T ist ein NLC-Weite 2-Ausdrucksbaum fiir den Graphen G. Der Teilbaum
T'(u) definiert den Graphen G(u). A(u,4) besteht aus der Menge aller Knoten aus G(u) die
mit 4 markiert sind. B(u,4) ist die Menge aller Knoten aus G die nicht in G(u) enthalten
sind, aber in G zu einem Knoten aus A(u,4) adjazent sind.

(a) Falls|A(v1,t1)| < nund |A(ve,t2)| < m, dann sind wy und we beide in X, enthalten,
da A(vy,t1) C X, und A(ve,ta) C X,.

(b) Falls |A(v1,t1)| > n und |A(ve,t2)| > n, dann ist der K, ,, ein Teilgraph von G(u),
im Widerspruch zu unserer Annahme.

(c) Wir nehmen an, dass |A(v1,t1)| < n und |A(ve,t2)| > n gilt. Den Fall |A(vy,t1)| >
n und |A(ve,t2)] < m beweist man analog. Falls |A(ve,t2)] > n, dann ist
|B(ve,t2)] < m und B(vg,ty) C X,,, somit ist w; € X,,. Wir betrachten nun
die Knoten im NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T auf dem Weg vom Knoten vy
zum Blatt das zum Knoten we von G gehort. Sei r; dieses Blatt, ;11 sei der
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Vater von r; fiir ¢ > 1 und r, sei der Knoten vy. Sei [; die Markierung des Kno-
tens we im Graphen G(r;) fur i = 1,...,s. Es gilt A(r;,l;) C A(rit1,li+1) und
B(rit1,li+1) € B(ri,l;) fuiri =1,...,s— 1. Es sei j, 1 < j < s, der kleinste Index,
so dass |A(r;,1;)| > n. Dann ist X, die Menge die die beiden Knoten w; und we
enthdlt. Da [A(rj_1,l;—1)| < n, wissen wir, dass A(r;_1,1;-1) C X;, und damit ist
wy € Xy;. Da |A(rj,1l;)| > n, wissen wir dass |B(rj,[;)| < n, B(r;,l;) € X,, und
damit ist auch wy € X,,.

4. Fiir jeden Knoten w € Vi ist der Teilgraph von 7', der durch die Knoten v mit w € X,
induziert wird, zusammenhéngend.

Es sei w ein Knoten aus G und r; sei das Blatt im NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T, das
w entspricht. Sei ;11 der Vater von ry, fiiri = 1,..., h—1, so dass r, die Wurzel von T
ist. Fiir alle diese Knoten 7;, 1 < ¢ < h, wissen wir, dass w ein Knoten aus G(r;) ist und
somit ist w ¢ B(r;,t) fiir jedes ¢ € [k]. Sei l; die Markierung des Knoten w im Graphen
G(r;), fir i = 1,...,h. Falls w € X,,, fiir ein 4 > 1, dann ist w € A(r;—1,l;—1). Daher
induzieren die Knoten r;, mit w € X,,, einen Weg in dem Dekompositionsbaum 7". Wir
nennen die Knoten rq,...,r, den Wurzelpfad des Knotens w in Tg. Man beachte, dass
der Knoten w im Teilgraph G(u), fiir einen Knoten u aus T, enthalten ist, genau dann
wenn u im Wurzelpfad von w in T enthalten ist.

Es sei v ein Knoten aus Vg, —{r1,...,r4}, so dass w € X,,. Da v nicht zum Wurzelpfad
gehort, muss es eine Markierung ¢ € [k] geben, so dass w € B(v,t) und |B(v,t)| < n.
Daher enthélt der Teilgraph G(v) mindestens einen Knoten w' der mit ¢ markiert ist
und der in G zu w adjazent ist. Nun zeigen wir, dass es immer einen Weg in T von
einem Knoten r; mit |A(r;_1,t;—1)| < n des Wurzelpfades des Knotens w in T zum
Knoten v gibt. Daraus folgt, dass der Teilgraph von 7', der durch die Knoten u mit
w € X, induziert wird, zusammenhingend ist.

(a) Falls der Vater von v einer der Knoten r; des Wurzelpfades, mit |A(r;—1,t;-1)| < n
ist, dann ist die Behauptung gezeigt.

(b) Falls der Vater von v einer der Knoten r; des Wurzelpfades, mit |A(r;_1,t;—1)| > n
ist, dann hat der Teilgraph G(r;_1) hochstens n Knoten die mit ¢;_; (die Markie-
rung des Knoten w im Graphen G(r;_1)) markiert sind. Da gleichmarkierte Knoten
gleichbehandelt werden, werden alle diese Knoten in G mit Knoten w’ aus G(v) ver-
bunden. Somit gilt A(r;_1,t;—1) C B(v,t) und damit |B(v,t)| > |A(r;—1,ti—1)| > n,
dies ist ein Widerspruch zu der Annahme dass |B(v,t)| < n.

(c) Falls der Vater v' des Knoten v nicht zum Wurzelpfad {rq,...,r;} gehort, dann
sei t' die Markierung der Knoten aus G(v’) die in G(v) mit ¢ markiert sind. Dann
ist B(v',t') C B(v,t), |B(v',t')| < |B(v,t)| < n und damit B(v',t') C X,. Da w
in B(v',t') enthalten sein muss, gilt w € X,s. Dieses Argument kénnen wir bis hin
zu den Knoten des Wurzelpfades in T wiederholen.

a

Die Schranke fiir die Baumweite aus Theorem 3.2.1 ist fiir ¥ = 1 und n = 2 scharf. Der
vollstdndige Graph mit drei Knoten K3 hat NLC-Weite 1, enthélt den K3 o nicht als Teilgraph
und hat Baumweite 3k(n — 1) —1 = 2.



26

Kapitel 3. Inklusionen zwischen Graphklassen

Ein Graph G = (V, Eg) heifit I-sparse, fiir | € N, falls |Eg| <1-|Vg|. G heifit uniformly
l-sparse falls jeder Teilgraph von G [-sparse ist. Eine Graphklasse G ist uniformly [-sparse,
falls alle Graphen aus G uniformly I-sparse sind [Cou03]. Aus dem Theorem 3.2.1 folgen die
néchsten beiden Korollare.

Korollar 3.2.2 Fs sei G ein Graph mit Cliguenweite (NLC-Weite) hichstens k.

1.

Falls der vollstindige bipartite Graph Ky, 5, fir eine natirliche Zahl n > 1, nicht Teil-
graph von G ist, dann hat G Baumweite hichstens 3k(n — 1) — 1.

Falls G uniformly l-sparse ist, dann hat G Baumweite hochstens 6kl — 1.

Falls es einen Graphen mit n Knoten gibt, der nicht Minor von G ist, dann hat G
Baumuweite hochstens 3k(n — 1) — 1.

. Falls G planar' ist, dann hat G Baumweite hichstens 6k — 1.

Falls jeder Knoten in G den Grad hochstens d hat, dann hat G Baumweite héchstens
3kd — 1.

Bewelis

1.

Aus Abschitzung (3.1) in Kapitel 3.1 (NLC-Weite(G) < Cliquenweite(G)) und Theorem
3.2.1 folgt die Behauptung.

. Falls ein Graph G uniformly [-sparse ist, dann ist der vollstindige bipartite Graph

K911 9141 nicht Teilgraph von G.

. Falls es einen Graphen mit n Knoten gibt, der kein Minor von G ist, dann ist der

vollstindige Graph K, kein Minor von G, damit ist der K, , kein Minor von G und
somit ist der K, ; nicht Teilgraph von G.

Planare Graphen enthalten den K3 3 nicht als Teilgraphen.

. Graphen in denen jeder Knoten den Grad hichstens d hat, enthalten den Ky 441 nicht

als Teilgraphen.

Korollar 3.2.3 Fs sei L eine Graphklasse mit Cliquenweite (NLC-Weite) hochstens k.

1.

Wenn die Menge L' aller bipartiter planarer Teilgraphen, aller Teilgraphen oder al-
ler Minoren deg Graphen in L Cliguenweite hochstens | hat, dann hat L Baumuweite
héchstens 3k([5] — 1) — 1.

2. Falls L beziiglich bipartiten planaren Teilgraphen, Teilgraphen oder Minoren abgeschlos-

sen ist, dann hat £ Baumweite hichstens 3k(|'§-| -1)-1.

Beweis

!Bin Graph heiit planar, wenn er in die Ebene einbettbar ist, d.h. isomorph ist zu einem Graphen in dem
sich zwei Kanten nur in einem Knoten treffen.
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1. Das I xI-Gitter? ist bipartite, planar, hat die Cliquenweite [+1 (sieche [GR00]) und ist ein
Teilgraph des K EARTERE Falls £' Cliquenweite [ hat, so ist das [ x [-Gitter kein Teilgraph
2 L2

eines Graphen aus £ und damit ist der K nicht Teilgraph eines Graphen aus L.

Eafty
2. Folgt aus (1.).

a

Die Korollare 3.2.2 und 3.2.3 kann man nutzen um Mengen von Graphen mit beschrinkter
Baumweite zu charakterisieren. Es sei £ eine Graphklasse mit beschriankter Cliquenweite. Die
Menge £ hat beschrinkte Baumweite, genau dann wenn

1. jeder Graph aus £ den vollstéindig bipartiten Graphen K, , fir ein n > 1 nicht als
Teilgraphen enthilt,

2. L uniformly /-sparse fiir ein [ € N ist,
3. es einen Graphen gibt, der nicht Minor jedes Graphen aus L ist oder

4. die Menge aller bipartiten planaren Teilgraphen, Teilgraphen oder Minoren der Graphen
aus L beschrinkte Cliquenweite hat.

Die Riickrichtungen folgen aus Korollar 3.2.2 (1.), (2.), (3.) und Korollar 3.2.3 (1.).
Die Hinrichtungen folgen aus der folgenden Beobachtung. Wenn ein Graph G' Baumweite
hochstens & hat, dann (1.) enthélt G den vollstandig bipartiten Graphen Kj 1 ;41 nicht als
Teilgraph, (2.) ist G uniformly k-sparse, (3.) ist der vollstindige Graph Kj o kein Minor von
G und (4.) hat jeder bipartite planare Teilgraph, Teilgraph und Minor von G Baumweite
hochstens k£ und damit Cliquenweite hochstens 3 - 28~1, siehe [CRO1].

Die in Theorem 3.2.1 und Korollar 3.2.2 und 3.2.3 gezeigten Ergebnisse stammen aus
einer Reihe von Ergebnissen die aus dem Bereich der Graphersetzungssysteme bekannt sind
[Cou97]. Eine Menge £ von Graphen, die durch ein Knotenersetzungssystem (NR-System)
definiert ist, ist durch ein Hyperkantenersetzungssystem (HR-System) definierbar, genau dann
wenn es eine natiirliche Zahl n > 1 gibt, so dass der K, , nicht Teilgraph eines Graphen
aus L ist [Cou97]. Dieses Ergebnis konnte in Theorem 3.2.1 auf die den Graphgrammatiken
entsprechenden Graphklassen iibertragen werden.

Es konnen jedoch nicht alle Ergebnisse beziiglich Hyperkantenersetzungssystemen und
Knotenersetzungssystemen direkt auf Graphen mit beschrinkter Baumweite und Graphen
mit beschrinkter NLC-Weite iibertragen werden. Courcelle hat in [Cou97] gezeigt, dass eine
Menge £ von Graphen die durch ein Knotenersetzungssystem definiert ist, durch ein Hy-
perkantenersetzungssystem definiert werden kann, genau dann wenn es eine natiirliche Zahl
k gibt, so dass fiir jeden Graphen aus H € L gilt |Egy| < k- |Vg| (L ist k-sparse). Es sei
Gn = K, UK,> der Graph der aus einer Clique mit n Knoten disjunkt vereinigt mit ei-
nem vollstindig unzusammenhingendem Graphen mit n? Knoten besteht. Mann sieht leicht,
dass die Graphklasse {G,, | n € N} 1-sparse ist und NLC-Weite 1 hat, jedoch unbeschrinkte
Baumweite hat. Dieses Ergebnis kann man nur auf Graphen mit beschrinkter NLC-Weite

’Ein n x m-Gitter ist ein Graph mit Knotenmenge {1,...,n} x {1,...,m} und Kantenmenge

H{G@ D), @O =7+ 15 -4l =1}
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iibertragen, wenn man die Bedingung |Eg| < k - |Vg| fiir jeden Teilgraphen der Graphen aus
L voraussetzt (L ist uniformly k-sparse, siehe Korollar 3.2.2).

Wanke hat in [Wan94c] auch eine eingeschrinkte Version der NLC-Weite, die sogenannte
lineare NLC-Weite definiert. Mindestens einer der an einer X g-Operation mit nicht leerem S
beteiligten Graphen besteht hier aus genau einem Knoten. Die daraus resultierenden Graph-
klassen enthalten ebenfalls schon die Menge der Graphen mit beschriankter Baumweite, jedoch
nicht die Menge der Cographen.



Kapitel 4

Modulare Dekomposition

In diesem Kapitel betrachten wir die modulare Dekomposition als eine weitere baumstruktu-
rierte Graphzerlegung. Bei dieser Zerlegung werden Knoten zusammengefasst, die die gleiche
Nachbarschaft im Restgraphen besitzen. In den resultierenden Quotientgraphen haben keine
zwei Knoten die gleiche Nachbarschaft. Wir zeigen, dass ein Graph G genau dann NLC-Weite
hochstens k hat, wenn alle Quotientgraphen von G NLC-Weite hochstens k£ haben.

4.1 Ersetzungsmechnismus in Graphen

Um die modulare Dekomposition auf Graphen mit beschrinkter NLC-Weite anzuwenden,
definieren wir einen Ersetzungsmechanismus in Graphen.

Definition 4.1.1 (Ersetzung in Graphen) Es sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten,
V =A{v1,...,05} und Gy,,...,G,, seien n knotendisjunkte Graphen. Der Graph

G[Gy,,--.,Gy,]

ist der Graph den man erhdlt, indem man in die disjunkte Vereinigung der Graphen
Gyys---, G, fir jede Kante {v;,v;} € E alle Kanten zwischen Vg, und Va,, einfigt.

Ist G = (V, E,lab) ein markierter Graph und sind auch die Graphen Gy,,...,G,, mar-
kiert, so entsprechen die Markierungen der Knoten in G[G,,,...,Gy,] den Markierungen der
Knoten in den Graphen G, ,...,Gy,.

Als Beispiel betrachten wir den unmarkierten Graphen G = (Vg,Eg) mit Vg =
{v1,v2,v3,v4,v5} in Abbildung 4.1, der auch als house bezeichnet wird. Weiterhin seien G

U1 U2
V3 V4

Abbildung 4.1: Der Graph G = (Vg, Eg)

der Graph der aus zwei nicht adjazenten Knoten besteht, G5 sei der Graph der aus zwei

29
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X I
[ ] [ ]
G1 G2 Gs G4 Gs
Abbildung 4.2: Die Graphen G1,G2,Gs, G4, G5
adjazenten Knoten besteht, G3 sei der Weg der Linge zwei, G4 bestehe aus genau einem

Knoten und G5 sei der Weg der Linge drei, siche Abbildung 4.2. Fiir diese Graphen erhilt
man mittels G[G1, Ga, G3,G4,G5] den in Abbildung 4.3 dargestellten Graphen H.

H = (Vy,FEn)

Gs

Abbildung 4.3: Der Graph H entsteht mittels der Graphersetzung H = G[G1, G2, G3, G4, G5]
aus dem Graphen G aus Abbildung 4.1 und den Graphen G1, G2, G3, G4, G5 aus Abbildung
4.2. Die Knotenmengen der Teilgraphen Gy, Go, G3, G4, G5 bilden (starke) Module in H.

Das folgende Theorem liefert einen Zusammenhang zwischen der NLC-Weite (Cliquen-
weite) der eingesetzten Graphen und der NLC-Weite (Cliquenweite) des Ergebnisgraphen bei
der Graphersetzung.

Theorem 4.1.2 Es sei G ein Graph mit n Knoten und Gy, , ..., Gy, seien n knotendisjunkte
Graphen, dann gilt

NLC-Weite(G)

NLC-Weite(G,,)
NLC-Weite(G[Gy, ..., Gy,]) = max

NLC-Weite(G,,)
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und
Cliquenweite(G)

Cliquenweite(Gy, )
Cliguenweite(G[Gy,,...,Gy,]) = max

Cliquenweite(G,,)

Weiterhin kann man einen NLC-Weite (bzw. Cliquenweite) k-Ausdruck fir jeden der Gra-
phen

G, Gy,,...,Gy,

aus einem NLC-Weite (bzw. Cliquenweite) k-Ausdruck fir
G[Gyyy- -, Gy, ]
bestimmen und umgekehrt.

Beweis Es sei G ein Graph mit n Knoten vy,...,v,; Gy, ..., Gy, seien n knotendisjunkte
Graphen und

k := max {NLC-Weite(G), NLC-Weite(Gy, ), ..., NLC-Weite(G,, )}

Dann gibt es zu G einen NLC-Weite k-Ausdrucksbaum 7'. Ebenso existieren zu Gy, , ..., Gy,
jeweils ein NLC-Weite k-Ausdrucksbaum T,,,...,T,, . Die n Blitter in T' entsprechen den
Knoten v1,...,v, aus G. Ersetzt man in T' das mit e;, markierte Blatt zu Knoten v; fiir 1 =
1,...,n durch einen Knoten v, markiert diesen Knoten mit og, R = {(1,;),...,(k,1;)} und
macht die Wurzel von T;,, zum Sohn von v}, so erhélt man einen NLC-Weite k-Ausdrucksbaum
fir G[Gy,,-..,Gy,]. Damit gilt NLC-Weite(G[Gy,, - .., Gy, ]) < k.

Wir nehmen an, dass NLC-Weite(G[Gy,,...,Gy,]) = k1 < k, dann gibt es einen NLC-
Weite k1-Ausdrucksbaum 7T fiir G[Gy,,. .., Gy, ]- Aus T kann man wie folgt einen NLC-Weite
k1-Ausdrucksbaum 7, fiir jeden der Graphen G,,, 7 = 1,...,n gewinnen. T,, ist der induzierte
Teilbaum von 7' der die Blitter von 7', die den Knoten in G, entsprechen und alle Knoten
aus 1" auf den Wegen von diesen Bléttern zur Wurzel von 7" enthélt. Vereinigungsknoten die
nach dieser Auswahl nur noch einen Sohn besitzen, werden durch diesen Sohn ersetzt.

Weiterhin kann man aus T' einen NLC-Weite ki-Ausdrucksbaum 7" fiir G konstruieren,
indem man aus 7" den Teilbaum auswéhlt, der als Blitter zu jedem der Graphen G, ,..., Gy,
genau ein Blatt und alle Wegen dieser n Blitter zur Wurzel von T enthiilt, dabei werden
Vereinigungsknoten mit einem Sohn durch diesen Sohn ersetzt. Somit kann man sowohl die

Graphen G,,,...,G,, als auch den Graphen G mit k; Markierungen konstruieren. Dies ist
ein Widerspruch zur Wahl von k.

Die Aussagen zur Cliquenweite beweist man analog, siche [CMR00]. a
4.2 Module

Ein Modul M in einem Graphen G ist eine Teilmenge der Knotenmenge von G, die alle die
gleichen Nachbarn auflerhalb von M besitzen. Triviale Module sind Knotenmengen ohne, mit
genau einem oder allen Knoten.
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Definition 4.2.1 ((triviales, starkes) Modul, primer Graph) Es sei G = (V,E) ein
Graph. Eine Knotenmenge M C V heifit Modul, falls

Vui,ug € M, Yv eV — M, {uy,v} € E< {uy,v} € E.

Ein Modul M heifit trivial, falls M = 0, |M| = 1 oder M = V. Ein Modul M heif§t stark,
falls fiir jedes Modul My entweder M N My = () gilt oder ein Modul das andere enthdlt, d.h.
M C M oder My C M. FEin Graph G heifit prim, falls jedes Modul in G trivial ist.

Fiir markierte Graphen ist der Begriff Modul analog definiert. In Abbildung 4.3 bilden die
eingekreisten Knotenmengen Module in H. Diese Module sind alle stark, da sie disjunkt sind.
Das Modul das aus der Knotenmenge Vi, besteht ist ein triviales Modul. Die Knotenmengen
Va., Va,, Ve, und Vg, sind nicht triviale Module in H. Der Graph G in Abbildung 4.1 ist prim.
Weitere prime Graphen sind der P> und der P;. Cographen mit mehr als zwei Knoten sind
nach Definition 5.2.1 nicht prim. Mit Hilfe von Modulen kann man jeden Graphen eindeutig
zerlegen. Die Grundlage dafiir liefert das folgende Theorem.

Theorem 4.2.2 ([Gal67, Hab71, HM79, Sum71]) Es sei G ein Graph mit mindestens
zwei Knoten, dann gilt genau eine der folgenden drei Bedingungen.

1. G ist unzusammenhdngend und kann in seine Zusammenhangskomponenten zerlegt wer-
den (parallele Dekomposition)

2. G ist unzusammenhingend und G kann in seine Zusammenhangskomponenten von G
zerlegt werden (serielle Dekomposition) oder

3. G und G sind zusammenhdingend. Es gibt eine Menge Y C V und eine eindeutige
Zerlegung P von V, so dass

(a) [Y[>3,
(b) G(Y) ist ein mazimaler primer Teilgraph von G und
(c) fiir jedes S € P ist S ein Modul und |[SNY|=1.

Zerlegt man einen Graphen nach Theorem 4.2.2, so kann man diese Zerlegung in einer
Baumstruktur darstellen. Der modulare Dekompositionsbaum [GV97, BM83, CH94] eines Gra-
phen G ist ein Baum, den wir mit M D(G) bezeichnen. Die Blitter von M D(G) sind genau
die Knoten von G. Die Menge der Blitter im Teilbaum zu einem inneren Knoten von M D(G)
bilden ein starkes Modul von G. Der Dekompositionsbaum hat entsprechend Theorem 4.2.2
drei Typen von inneren Knoten: parallele (Bedingung 1), serielle (Bedingung 2) und prime
Knoten (Bedingung 3). Die inneren Knoten in M D(G) werden entsprechend mit P, S bzw.
N markiert. Die Menge der Blitter eines primen Knoten entsprechen einem maximalen (nicht
vergréBerbaren) primen Teilgraphen in G. Der Baum M D(G) zu einem Graphen G ist bis auf
Isomorphie eindeutig. Abbildung 4.4 zeigt einen modularen Dekompositionsbaum M D(H)
fiir den Graphen H aus Abbildung 4.3. Die modulare Dekomposition eines Graphen G besteht
aus dem Baum M D(G) und einer Abbildung die jedem inneren Knoten h in M D(G) den
Quotientgraphen G(h) zuordnet.

Enthélt der Dekompositionsbaum M D(G) der modularen Dekomposition eines Graphen
G nur parallele und serielle innere Knoten, so ist G ein Cograph. Der Baum M D(G) wird in
diesem Fall auch Cobaum fiir G genannt. Cographen werden in den Schriften [Ler71, CLSB81,
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N
P S S ° N
° ) J ® () P CC )
MD(H)
) )

Abbildung 4.4: Ein modularer Dekompositionsbaum M D(H) fiir den Graph H aus Abbildung
4.3

CPS85, BLS99] untersucht. Es gibt einen Linearzeit Erkennungsalgorithmus fiir Cographen
von Corneil, Perl und Stewart in [CPS85] der von McConnell und Spinrad in [MS94] und von
Cournier und Habib in [CH94] zu einem Linearzeitalgorithmus zur Bestimmung der modularen
Dekomposition erweitert wurde.

Theorem 4.2.3 ([MS94, CH94|) Die modulare Dekomposition eines Graphen kann in Li-
nearzeit berechnet werden.

4.3 Quotientgraphen

Hier zeigen wir, dass zur Bestimmung der NLC-Weite eines Graphen nur die NLC-Weiten
der wie folgt definierten Quotientgraphen in der modularen Dekomposition des Graphen zu
betrachten sind.

Definition 4.3.1 (Quotientgraph) Es sei h ein innerer Knoten des modularen Dekompo-
sitionsbaumes M D(G) eines Graphen G. Mit M (h) sei das zu h gehirige Modul bezeich-
net, das aus der Menge der Knoten von G besteht, die in den Bldttern des Teilbaumes
von MD(G) mit Wurzel h vorkommen. Es sei {hi,...,h,} die Menge der Séhne von h in
MD(G). Der Graph G(h) = (V(h), E(h)) wird als Quotientgraph des Moduls M (h) bezeich-
net. V(h) = {h1,...,h} und E(h) = {(hi, h;) | Fu,v(u € M(h;) Nv € M(h;) A (u,v) € E)}.

Nach der Definition eines Moduls gilt die folgende Beobachtung. Ist ein Knoten aus M (h;)
zu einem Knoten aus M (h;) adjazent, so ist jeder Knoten aus M (h;) zu jedem Knoten aus
M (h;) adjazent. Aus der Konstruktion von M D(G) folgt unmittelbar das folgende Lemma.

Lemma 4.3.2 FEs sei G ein Graph, h sei ein innerer Knoten des modularen Dekompositions-
baumes M D(G) und L(h) sei die Markierung von h. G(h) sei der Quotientgraph des Moduls
M(h).
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e Falls L(h) = S, so ist der Graph G(h) vollstindig.
e Fulls L(h) = P, so ist der Graph G(h) vollstindig unzusammenhingend.
e Fulls L(h) = N, so ist der Graph G(h) prim.

Das folgende Theorem zeigt, dass man die NLC-Weite eines Graphen mit Hilfe der in der
modularen Dekomposition des Graphen auftretenden Quotientgraphen bestimmen kann.

Theorem 4.3.3 Fiir jeden Graphen G gilt
NLC-Weite(G) = max {NLC-Weite(H) : H ist primer Quotientgraph in M D(G)}.

Beweis Zu einem Graphen G wird mit Hilfe von M D(G) ein Aufbau fiir G mit der Gra-
phersetzung aus Definition 4.1.1 konstruiert. Sei r die Wurzel von M D(G). M D(G) wird
beziiglich r in Sphéren S;, 1 = 0,...,h eingeteilt. Die Sphire S; besteht aus genau den inne-
ren Knoten aus M D(G) die die Distanz i zu 7 in M D(G) haben. Sy besteht also nur aus r.
Initial sei G der Graph der aus genau einem Knoten besteht. Nun wird G fiir jede Sphére S;,
1 =0,1,...,h wie folgt ersetzt. Die Knoten in einer Sphére S; seien hy,...,hy;, dann wird
G durch G[G(h1),...,G(hy,)] ersetzt. Nach dem Durchlaufen aller Sphéren erhalten wir den
Graphen G den wir mittels der Graphersetzung aufbauen wollen.

Da die Quotientgraphen zu inneren Knoten der modularen Dekomposition isomorph zu
einem vollstindigen Graphen (NLC-Weite 1), vollstindig unzusammenhingenden Graphen
(NLC-Weite 1) oder zu einem primen Graphen sind und alle in der angegebenen Konstruktion
ersetzten Graphen Quotientgraphen zu inneren Knoten aus M D(G) sind, folgt die Behaup-
tung aus Theorem 4.1.2. O

Fiir den Graphen H aus Abbildung 4.3 gilt nach Theorem 4.3.3
NLC-Weite(H) = max {NLC-Weite(G5), NLC-Weite(house)} = max {2,2} =2

In Kapitel 5.2.2 wird die NLC-Weite von Graphklassen mit wenigen P, mit Hilfe der
modularen Dekomposition bestimmt. Courcelle, Makowsky und Rotics haben die Aussage
aus Theorem 4.3.3 in [CMRO0] fiir die Cliquenweite gezeigt. Somit kann man sich bei der
Analyse von Graphen beziiglich der NLC-Weite und der Cliquenweite auf prime Graphen
beschrénken.



Kapitel 5

NLC-Weite und Cliquenweite von
Graphen und Graphklassen

In diesem Kapitel bestimmen wir die NLC-Weiten und Cliquenweiten einiger spezieller Gra-
phen und Graphklassen. Weiterhin geben wir Abschitzungen fiir die NLC-Weite und die
Cliquenweite beliebiger Graphen an und untersuchen wie sich die NLC-Weite (Cliquenweite)
eines Graphen beim Anwenden von Graphoperationen verdndert. Die untersuchten Graphen
seien alle unmarkiert, bzw. alle Knoten seien mit 1 markiert.

5.1 NLC-Weite und Cliquenweite von speziellen Graphen

Wir geben in diesem Abschnitt die NLC-Weite und Cliquenweite von Wegen und Kreisen und
deren Komplementen an.

NLC-Weite von Graphen

In der Tabelle 5.2 geben wir in der zweiten Spalte die NLC-Weite von Wegen P,,n=1,...,9
und in der dritten Spalte einen NLC-Weite k-Ausdruck X, fiir P, an. In Tabelle 5.1 sind die
Graphen P und P; und ihre Komplemente dargestellt. Die Graphen Py, Ps, Ps, P7, Pz und
Py haben NLC-Weite > 1, da es keine Cographen sind, siche Theorem 5.2.2. Ein NLC-Weite
2-Ausdruck fiir diese Graphen ist in Tabelle 5.2 angegeben. Den Weg P;y kann man nicht mit
zwei Markierungen konstruieren. Der Py hat NLC-Weite 3 und da Graphen mit beschrinkter
NLC-Weite abgeschlossen beziiglich induzierten Teilgraphen sind (Kapitel 5.4), hat auch jeder
Weg P, mit n > 10 NLC-Weite 3 und kann mit dem folgenden NLC-Weite 3-Ausdruck X,
aufgebaut werden.

X3 = (o1 xq(1,2)) *2) X{(23)} *3
Xn = (01,121,062 Xn-1)) X(@3) ®3, n >4
Der Komplementgraph jedes Weges P, hat aufgrund des Komplementabschlusses der
Graphklassen NLCy, (Kapitel 5.4) die gleiche NLC-Weite wie der Weg P,.

Mit Hilfe der NLC-Weiten der Wege kann man Aussagen iiber den Durchmesser von
Graphen mit NLC-Weite hochstens & machen. Graphen mit NLC-Weite 1 haben alle einen

35
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Py Py~ P
(2,3) oo oo (2,3) oo o o
Ps P; ~house
(2,3) o—eo—9o 900 (23 .<I:I
Cy Cy

oo
(1,2) I:I (1,2) o—o
Cs Cs = Cs
(2,3) ./\:I (2,3) ./\:I
Cs Cs
(2,3) S (2,4) @
gem co-gem

e o o o
(2,3) Q (2,3) °
bull bull ~bull
(2,3) <I:: (2,3) .<I::
chair co-chair
T D
P co-P
(2,3) : (2,3) q
diamond co-diamond

@ ° I °

(1,2) (1,2)

Tabelle 5.1: Spezielle Graphen und deren Komplemente. Die NLC-Weite und die Cliquenweite
der Graphen sind jeweils in Klammern angegeben (NLC-Weite(G),Cliquenweite(G)).

Durchmesser héchstens 2 und Graphen mit NLC-Weite hochstens 2 haben alle einen Durch-
messer hichstens 8. Graphen mit NLC-Weite hochstens k, fiir & > 3 haben beliebig grofie
Durchmesser.
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P 1| X;=e

P2 1 X2 = o X{(l,l)} o

Py | 1] X5= (o1 xp®1) X{1,1)} ®1

Pyl 2| Xy=((o2 X{(2,1)} ®;) Xpe1) X{(1,1)} *1

Ps | 2| X5 = X4 X((2,2)} ®2

Ps | 2| Xo = (o1 X{(1,2)} ®2) X{(2,2)} X4

Pr| 2| X7 = (o1 xqan) (o1 X{a.2)} *2)) X{(2.2)} X4
P | 2| Xg=X4 X{(Q,Q)} Xy

Pg 2 Xg = (X4 Xp X4) X{(2,2)} (D)

Tabelle 5.2: NLC-Weite von Wegen P, und ein k-Ausdruck X, fir P,, n=1,...,9.

Tabelle 5.3 zeigt die NLC-Weite von Kreisen C,, n =1,...,12 und einen NLC-Weite k-
Ausdruck X,. Tabelle 5.1 zeigt die Kreise C4, C5 und Cg und ihre Komplemente. Die Kreise
Cn mit n < 4 haben NLC-Weite 1. 05 und Cs haben NLC-Weite 2. 07, Cg, Cg, 010, 011 und
C12 haben NLC-Weite 3. Kreise C,, mit n > 13 haben NLC-Weite 4 und konnen mit dem
folgenden NLC-Weite 4-Ausdruck X, aufgebaut werden.

Pnil = (O{(lal)5(252)1(352):(453)} (Pn72)) X{(374)} o4, T Z 6

Py = ((o1 X{(1,2)} *2) X{(2,3)} ®3) X{(3,4)} 4
Xn = Pno1 X{(1,2),4,2)} *2

Ci |1]| X1=e

Cy | 1| Xo=e1 Xyq,1)}®

Cz | 1| X3=(e1 Xq(1,1)} '1) X{(1,1)} ®1

Cy | 1] Xg= (o1 %g '1) X{(1,1)} (91 Xg 1)

Cs | 2| X5 = ((o1 xq(1,2)} ®2) Xg(1,1)} (®1 X{(1,2)} ®2)) X{(2,1)} ®1

Co | 2| Xo = (((o1 Xg1,2)) *2) Xp (®1 X{(1,2)} ®2)) X{(1,1)} ®1) X{(2.2)} *2

Cr | 3 | X7 = ((e2xq2,03%1) X {1,031 (*1 X{(1,3)}#3)) X {(2,2),(3,3)} (92X {(2,1)} *1) X{(1,3)} *3)
Cg | 3| Xg = (o2 Xq2,0} *1) X{1,0} (®1 X{(1,3)} *3)) X{(2,2),3,3)} ((*2 X (2,1} *1) X{(1,1)}

(o1 X{(1,3)} °3))

Co | 3| Xo = (o2 Xq2,1)} *1) X{(1,0)} (o1 X{(1,3)} *3)) X{(2,2),3,3)} (((®2 X{(2,1)} *1) X9
(o1 X{(1,3)} *3)) X{(1,1)} *1)

Cio | 3 | X10 = (((e2 X (2,17} ®1) Xp (91 X{(1,3)} ®3)) X{(1,1)} ®1) X{(2,2),3,3)} (((92 X{2,1)}
1) Xp (01 X{(1,3)} ®3)) X{(1,1)} *1)

Ci1 | 3 | Xu1 = ((((e2 x 2,103 ®1) X{(1,1)} (81 X {(1,3)} ®3)) X0 (((®2 X (2,1)} ®1) X (81 X {(1,3)}
3)) X((1,1)} *1)) X{(2,2)} ®2) X{(3,3)} *3

Ciz | 3 | X1z = (((((o2 X g(2,1)} ®1) Xp (®1 X{(1,3)} ®3)) X{(1,1)} ®1) Xo (((®2 X(2,1)} ®1) X
(o1 X{(1,3)} ®3)) X{(1,1)} ®1)) X{(2,2)} ®2) X{(3,3)} *3

Tabelle 5.3: NLC-Weite von Kreisen C,, und ein k-Ausdruck X, fir Cp,, n =1,...,12.
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Da die NLC-Weite eines Graphen gleich der NLC-Weite des zugehorigen Komplement-
graphen ist, siehe Kapitel 5.4, ist die NLC-Weite des C), gleich der NLC-Weite des Kreises
Ch.

Cliquenweiten von Graphen

Tabelle 5.4 zeigt die Cliguenweite von Wegen Py, n = 1,...,5. Der Weg mit zwei bzw. drei
Knoten hat Cliquenweite 2, da er eine Kante bzw. zwei Kanten enthilt und mit Cliquenweite
1 keine Kante erzeugt werden kann. Wege mit vier oder mehr Knoten haben alle Cliquenweite
3 und kénnen mit dem folgenden Cliquenweite 3-Ausdruck konstruiert werden.

Xn = m2,3(p352(0251(Xn—1)) ® e3), n >4

X3 =m23(n12(01 D @) D e3)

Pl Xi=e;

P |2 X2 =n12(e1 D e2)

P3| 2 =M,2((e1 B o1) © e)

P, |3 X4 =n23((n1,2(01 @ 02) © 03) D e3)

Ps | 3| Xs=m3((m,2(01 D e3) & (m1,2(e1 D 02)) D e3)

Tabelle 5.4: Cliquenweite von Wegen P, und ein k-Ausdruck X, fir P,,n=1,...,5.

Tabelle 5.5 zeigt die Cliquenweite von Komplementen von Wegen P,,n=1,...,5. P, und
P, haben Cliquenweite 1, da sie keine Kanten enthalten. P53 hat Cliquenweite 2. Fiir n > 4 hat
der Graph P, Cliquenweite 3 und kann mit dem folgenden Cliquenweite 3-Ausdruck aufgebaut
werden.

Xn = m3(p3—2(p251(Xn—1)) D e3), n >4

X3 =m3((e1 © @)  e3)

P 1] X =e
Py 1|Xo=e e

Py | 2] Xg=ma(e1 Do) Doy

Py | 3| Xa=m23((n2(e1 @ e3) D e3) D e3)

Ps5 | 3| X5 =ma((pasi1(n23(ma(er @ &) ®ni3(e1 @ e3)))) @ @)

Tabelle 5.5: Cliquenweite von Komplementen von Wegen P, und ein k-Ausdruck X, fir P,,
n=1,...,5.

Die Tabelle 5.6 zeigt die Cliquenweite von Kreisen Cp, n = 1,...,6. Kreise mit hochstens
4 Knoten haben Cliquenweite 2. Der C5 und der Cg haben Cliquenweite 3. Fiir n > 7 haben
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Kreise C), Cliquenweite 4. Einen Cliquenweite 4-Ausdruck X, fiir C,, kann man analog zum
NLC-Weite 4-Ausdruck angeben.

Py =mn34(n23(M2(e1 @ 02) @ e3)) D ey)

P, = 1 3((pa—s3(p3—2(Pr-1))) ®e4), n>5
Xn =ma(Py)

Ci 1| X;{=e

Co | 2 X2 = m,2(®1 © e2)

Cz |2 =n12(p21(N12(01 D e2)) @ @)

Cy |2 X4 =n12((e1 Do) D (o2 D 7))

Cs |3 X5 =1 3((p32(n2,3((M 2(01 ® 02)) B (171,3(01 D #3))))) B 3)

Ce | 3 =12,3(93 D (P3-51(11,3(93 B ((N1,2(01 D 02)) @ (171,2(®1 D 92)))))))

Tabelle 5.6: Cliquenweite von Kreisen C; und ein k-Ausdruck X, fir C,, n=1,...,6.

Die Tabelle 5.7 zeigt die Cliquenweite von Komplementen von Kreisen C,,. Die Komple-
mente der Kreise mit héchstens drei Knoten haben Cliquenweite 1. Der C, hat Cliquenweite
2. Cs hat Cliquenweite 3. Fiir n > 6 haben C), Cliquenweite 4. Einen Cliquenweite 4- Ausdruck
X, fiir C,, kann man wie folgt angeben.

Xn = m2,4(pas3(p3s2(ma(Xn-1))) ®es), n>5

Xs=ma(mz((e1 Do) @ e3) D ey)

Cill1|Xi=e

Co|l|Xo=9 Do

C3 |1 Xg= (o1 De1) Do

Cu| 2] Xo=m(e1 ®er) ®nio(er @ ey)

Cs | 3| X5 =m3((p3o2(n2,3((n1,2(01 @ #2)) @ (m13(e1 B #3))))) D e3)

Ce | 4 X(;))=))7)7§,)4)(7]1,3(7]3,4(03 ® o4) @ (p3—2(pasi(ma(mza(nez(m2(((e1 @ e2) @ 03) @
o

Tabelle 5.7: Cliquenweite von Komplementen von Kreisen C), und ein k-Ausdruck X, fiir Cp,,
n=1,...,6.
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Graphklassen

Nun werden Graphklassen daraufhin untersucht, ob sie beschrinkte oder unbeschrinkte NLC-
Weite (Cliquenweite) haben. Eine gute Ubersicht iiber bekannte Graphklassen liefert das Buch
[BLS99] von Brandstidt, Le und Spinrad, dort sind ca. 200 Graphklassen beschrieben, davon
sind bisher nur wenige beziiglich ihrer NLC-Weite eingeordnet worden. An der Universitit
Rostock wurde ein Java Applet entwickelt, mit dem man Inklusionen zwischen Graphklassen
testen kann, siehe [ISG]. In Abbildung 5.1 sind einige Graphklassen beziiglich ihrer Inklusionen
dargestellt.

Nach Kapitel 3.1 hat eine Graphklasse genau dann beschrinkte NLC-Weite hat, wenn sie
beschrinkte Cliquenweite hat. Deshalb braucht man sich insbesondere bei Untersuchungen
beziiglich unbeschrinkter NLC-Weite (unbeschrinkter Cliquenweite) einer Graphklasse nur
auf eines der beiden Modelle Cliquenweite bzw. NLC-Weite zu beschréinken. Bei Graphklassen
mit beschrankter Cliquenweite ist die NLC-Weite hochstens so grofl wie die Cliquenweite.

co-comparability

Abbildung 5.1: Die abgebildete Graphklassenhierarchie stellt Inklusionsbeziehungen zwischen
den als Knoten angegebenen Graphklassen dar. Eine gerichtete Kante von Graphklasse G;
nach Graphklasse Go bedeutet dabei, dass jeder Graph aus der Graphklasse Go auch in der
Graphklasse G; enthalten ist.
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5.2 Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite und Cliquen-
weite
Eine Menge von Graphen G hat beschrinkte NLC-Weite (beschrinkte Cliquenweite), falls es

eine natiirliche Zahl k gibt, so dass jeder Graph aus G NLC-Weite (Cliquenweite) hochstens
k hat. Das minimale k wird als NLC-Weite (Cliquenweite) der Graphklasse bezeichnet.

5.2.1 NLC-Weite und Cliquenweite von Cographen

Die NLC-Weite und die Cliquenweite von Cographen lassen sich mit Hilfe der folgenden
Definition leicht bestimmen.

Definition 5.2.1 (Cograph) Cographen bestehen aus
1. einem einzelnen Knoten,
2. aus der disjunkten Vereinigung zweier Cographen G1, G2 (G1 U Gs) oder

3. aus zwei Cographen G1,G2, die vollstindig miteinander verbunden werden (G1 X Ga).

Beispiele fiir Cographen sind vollstindige Graphen, vollstindig unzusammenhingende
Graphen und vollsténdig bipartite Graphen. Ein Graph ist ein Cograph genau dann wenn
er keinen Pj als induzierten Teilgraphen enthilt, siehe [Ler71]. Mit Hilfe der rekursiven Defi-
nition fiir Cographen kann man jeden Ausdruck mit den Operationen fiir Cographen in einen
NLC-Weite 1-Ausdruck und einen Cliquenweite 2-Ausdruck umformen und umgekehrt. Fiir
eine Graphklasse G sei unlab(G) = {unlab(G) | G € G}.

Theorem 5.2.2 ([Wan94c, CO00])

unlab(NLC) = unlab(CWy) = Cographen

5.2.2 NLC-Weite und Cliquenweite von Graphen mit wenigen P,

Es sind viele Erweiterungen von Cographen definiert worden, indem man die Anzahl der im
Graphen vorkommenden P, beschriankte. Fiir viele dieser Graphklassen sind die primen Quo-
tientgraphen, die in einer modularen Dekomposition auftreten, bekannt. Damit kann man wie
in Kapitel 4 beschrieben die NLC-Weite und die Cliquenweite dieser Graphenklassen iiber die
NLC-Weite bzw. Cliquenweite der primen Quotientgraphen in der modularen Dekomposition
bestimmen.

P;-reduzierbare Graphen

Py-reduzierbare Graphen wurden 1989 von Jamison und Olariu in [JO89] eingefiihrt. Py-
reduzierbare Graphen liefern eine Verallgemeinerung von Cographen und sind Permutations-
graphen, sieche Abbildung 5.1.

Definition 5.2.3 (Ps;-reduzierbare Graphen [JO89]) Ein Graph heifit Pj-reduzierbar,
falls jeder seiner Knoten zu hdchstens einem induzierten Py gehort.
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Lemma 5.2.4 Sei G ein Py-reduzierbarer Graph, dann gilt NLC-Weite(G) < 2.

Beweis In [GV97] wird gezeigt, dass die primen Quotientgraphen in der modularen Dekom-
position von Pj-reduzierbaren Graphen isomorph zu einem P, oder zu einem bull sind. Nach
Theorem 4.3.3 ist die NLC-Weite eines Graphen G gleich dem Maximum der NLC-Weiten
der primen Quotientgraphen in der modularen Dekomposition von G. Da der P, und der bull
NLC-Weite 2 haben, hat jeder Pj-reduzierbare Graph NLC-Weite héchstens 2. O

In [CMROO0] nutzen Courcelle, Makowsky und Rotics ebenfalls die Quotientgraphen der Pj-
reduzierbaren Graphen um zu zeigen, dass Ps-reduzierbare Graphen Cliquenweite héchstens
3 haben. In [GV97] werden neben Pj-reduzierbaren Graphen auch erweitert Pj-redzierbare
Graphen definiert. Ein Graph heifit erweitert Py-reduzierbar, falls jeder seiner Knoten zu
einem induzierten Cy oder hiochstens einem induzierten Py gehort. In [GV97] wurde gezeigt,
dass die primen Quotientgraphen von erweitert Psj-reduzierbaren Graphen isomorph zu einem
Py, zu einem bull oder zu einem Cj sind. Mit Hilfe dieser Quotientgraphen wurde in [CMR00]
gezeigt, dass die Cliquenweite von erweitert Pj-reduzierbaren Graphen hoéchstens 3 ist. Da
Py, bull und Cs NLC-Weite 2 haben, haben erweitert Pj-reduzierbare Graphen NLC-Weite
hochstens 2.

P,-sparse Graphen

Die Klasse der Pj-sparse Graphen wurde 1985 von Hoang in [Hoa85] eingefiihrt. Ps-sparse
Graphen liefern eine Verallgemeinerung von Cographen.

Definition 5.2.5 ((extended) P;-sparse Graphen [Hoa85]) Ein Graph G ist P;-sparse,
falls jede Menge von fiinf Knoten in G hdchstens einen Py in G induziert. Ein Graph G heif§t
extended Pj-sparse, falls jede Menge von &5 Knoten entweder einen Cs in G induziert oder
hochstens einen Py in G induziert.

Um die NLC-Weite von (extended) Pj-sparse Graphen zu bestimmen definiert man Spin-
nen (Spiders), die als Quotientgraphen in der modularen Dekomposition von (extended) Pj-
sparse Graphen auftreten. Spinnen sind spezielle Splitgraphen' und sind folgendermaBen de-
finiert.

Definition 5.2.6 (Spinne) Ein Graph G = (V, E) ist eine Spinne, falls die Knotenmenge V
disjunkt in drei Mengen S, K und R aufgeteilt werden kann, so dass folgende drei Bedingungen
gelten.

(i) S ist eine unabhingige Menge, K induziert eine Clique in G und |S| = |K| > 2.

(ii) |R| < 1. Falls R # 0, so ist der Knoten in R zu allen Knoten aus K adjazent und zu
keinem Knoten aus S adjazent.

(i1i) Es gibt eine Bijektion f zwischen den Knoten aus S und den Knoten aus K, so dass
fir alle Knoten x in S entweder

(a) N(z) = {f(z)} (diinne Spinne) oder
(b) N(z) = K —{f(z)} (dicke Spinne) gilt.

'Ein Graph G ist ein Splitgraph, falls seine Knotenmenge in zwei disjunkte Mengen Vi und Vs aufgeteilt
werden kann, so dass Vi eine Clique in G induziert und V> eine unabhéngige Menge in G ist.
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Das Tripel (S, K, R) heiffit Spinnenpartition fir G.

Dicke Spinnen sind Komplemente diinner Spinnen. Jede so definierte Spinne ist primer
Graph. In der Literatur werden Spinnen auch fiir |R| > 1 definiert, vergleiche [JO92], dann
unterscheidet man zwischen primen Spinnnen (|R| < 1) und Spinnen.

Ein Graph G ist distanzerhaltend, falls in jedem zusammenhingenden induzierten Teil-
graphen H von G die Distanz zweier Knoten in H gleich der Distanz der beiden Knoten in

G ist.

Lemma 5.2.7 Jede diinne Spinne ist distanzerhaltend.

Beweis Es sei G eine diinne Spinne mit einer Spinnenpartition (S,K,R) und G; =
(S1,K1,Ry), mit S; € S, K3 C K und R; C R, sei ein zusammenhéngender induzierter
Teilgraph von G. Es seien z und y zwei Knoten aus G1. Aus der folgenden Tabelle folgt, dass
die Distanz zweier Knoten aus GG in G gleich der Distanz der beiden Knoten in G ist, damit
ist G distanzerhaltend.

xTE yYE

K, K distg(z,y) = 1 = distg, (z,y)

S1 S distg(z,y) = 3 = distg, (z,y)

Ki R distg(z,y) = 1 = distg, (z,y)

S1 Ry distg(z,y) = 2 = distg, (z,y)

S1 Ki | N(z) ={y} distg(z,y) =1=distg,(z,y)
N(z) # {y} distg(z,y) =2 = distg, (z,y)

a

Dicke Spinnen (5, K, R) sind im Allgemeinen nicht distanzerhaltend, wie ein Gegenbeispiel
mit |S| = |K| = 5 zeigt. Courcelle, Makowsky und Rotics haben in [CMRO00] gezeigt, dass
Spinnen Cliquenweite hochstens 4 besitzen. Fiir dicke Spinnen ist diese Schranke scharf, da
dicke Spinnen fiir | S| = |K| = 2 und | S| = |K| = 3 Cliquenweite 3 haben und fiir |S| = |K| > 4
Cliquenweite 4 haben. Fiir diinne Spinnen kann die Abschitzung der Cliquenweite wie folgt
verbessert werden.

Lemma 5.2.8 Es sei G eine diinne Spinne, dann gilt Cliguenweite(G) = 3.

Beweis Da jeder distanzerhaltende Graph Cliquenweite hichstens 3 hat, siehe [GR00], folgt
mit Lemma 5.2.7 bereits, dass die Cliquenweite einer diinnen Spinne hochstens 3 betrigt.

Weiterhin kann man fiir eine diinne Spinne G mit einer zugehdrigen Spinnenpartition
(S,K,R) mit S = {s1,...,8p} und K = {ki,...,k,} wie folgt einen Cliquenweite 3-Ausdruck
angeben. Nach der Definition einer diinnen Spinne gibt es eine Bijektion f : § — K, so dass
fir z € S gilt N(z) = {f(z)}. Wir konnen ohne Einschrinkungen annehmen, dass f(s;) = k;
gilt, d.h. N(s;) = {k;}. Es sei G, 1 < j < n, der Teilgraph von G der durch die Knoten aus
Sj = {s1,...,8;} und K; := {ki1,...,k;} induziert wird. Wir markieren hier die Knoten im
folgenden Cliquenweite 3-Ausdruck X; fiir G; neben der Markierung aus [k] noch mit dem
Knotenindex s; bzw. k;.

X1 :=m2(01,(51) D 2,(k1))
X = p3—2(m2,3(Xj—1 @ m1,3(%1,(5;) © *3,(k)))), J > 2
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Fiir R = 0 definiert der Cliquenweite 3-Ausdruck X,, den Graphen G und falls R = {r}
definiert der Cliquenweite 3-Ausdruck X/, = 7 3(X,, @ e3) den Graphen G.

Da jede diinne Spinne den Pj als induzierten Teilgraphen enthélt, hat jede diinne Spinne
Cliquenweite 3. O

Das folgende Lemma zeigt die NLC-Weite von Spinnen.

Lemma 5.2.9 Es sei G eine Spinne, dann gilt NLC-Weite(G) = 2.

Beweis Es sei G = (V, E) eine Spinne und (S, K, R) eine Spinnenpartition fiir G. Es seien
S ={s1,...,8n}, K ={k1,...,kn}, n > 2und R = {r} oder R = (). Nach Definition 5.2.6
(iii) ist G entweder eine diinne Spinne, fiir die N(s;) = {f(s;)} gilt, oder eine dicke Spinne,
fiir die N(s;) = K—{f(si)},i=1,...,n, gilt. Wir kénnen ohne Einschrinkungen annehmen,
dass f(s;) = k; gilt, d.h. N(s;) = {k;} bzw. N(s;) = K — {k;}.

Wir zeigen nun, dass jede Spinne G NLC-Weite hochstens 2 hat, indem wir einen NLC-
Weite 2-Ausdruck fiir G angeben. Wir betrachten zunichst nur den durch die Mengen S
und K induzierten Teilgraphen von G. In dem aufgebauten markierten Graphen werden die
Knoten aus S mit 1 markiert und die Knoten aus K mit 2 markiert.

1. Falls G eine diinne Spinne ist, d.h. N(s;) = {f(si)} = {ki}, definieren rekursiv die
NLC-Weite 2-Ausdriicke

X1 7= 1 (51) X{(1,2)} *2,(k1)
Xj 1= (o1655) X102} *2.0) X {220} Xj=15 22

Wir beweisen nun induktiv, dass val(X;), j > 2 der Teilgraph von G ist, der durch die
Knoten aus S := {s1,...,s;} und K := {ky,...,k;} induziert wird.

e Induktionsanfang (j = 2): val(Xs) ist ein mit 1-2-2-1 markierter P. Je zwei Knoten
aus K sind adjazent, je zwei Knoten aus S sind nicht adjazent und N (s;) = {k;},
j=1,2.

e Induktionsschritt (j — 1 — j): Gelte die Behauptung fiir val(X,;_1). val(X})
entsteht aus val(X;_1) indem jeder mit 2 markierte Knoten in dem Graph
val(e (s;) X{(1,2)} ®2,(k;)) mit jedem mit 2 markiertem Knoten in val(X; 1) ver-
bunden wird. In val(X}) sind also je zwei Knoten aus S; nicht adjazent, da in S;_;
nach Induktionsannahme je zwei Knoten nicht adjazent sind und s; zu keinem
s € Sj—1 verbunden wird. Je zwei Knoten aus K sind adjazent, da nach Indukti-
onsannahme je zwei Knoten aus K,;_; adjazent sind und k; mit allen Knoten aus
K;_1 verbunden wird. N(s;) = {k;} gilt fiir ¢ < j nach Induktionsannahme und
fiir 1 = j, da s; adjazent zu k; ist.

2. Falls G eine dicke Spinne ist, d.h. N(s;) = K — {f(s;)} = K — {k;}, definieren wir die
NLC-Weite 2-Ausdriicke

Xy = ®1,(s;) X0 ®2,(k1)
Xj = (01,55) X0 ®2,(k;)) X {(1.2),2),22)} Xj-1, 22

Wir beweisen induktiv, dass val(X;), j > 2 der Teilgraph von G ist, der durch die
Knoten aus §; := {s1,...,s;} und K := {ky,...,k;} induziert wird.



Kapitel 5.2. Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite und Cliquenweite 45

e Induktionsanfang (j = 2): val(X3) ist ein mit 1-2-2-1 markierter P;. Je zwei Knoten
aus K sind adjazent, je zwei Knoten aus S sind nicht adjazent und N(s;) = Ky —
{ki},1=1,2.

e Induktionsschritt (j—1 — j): Gelte die Behauptung fiir val(X;_1). val(X;) entsteht
aus val(X;_1) indem man in dem Graphen val(e; () X ® (1)) jeden mit 2,(1),[2]
markierten Knoten mit jedem mit 2,(2),[1] markierten Knoten in val(X;_;) ver-
bindet. In val(X;) sind also je zwei Knoten aus S; nicht adjazent, da in S;_; nach
Induktionsannahme je zwei Knoten nicht adjazent sind und s; zu keinem s € S; 1
verbunden wird. Je zwei Knoten aus K; sind adjazent, da nach Induktionsannahme
je zwei Knoten aus K; 1 adjazent sind und k; mit allen Knoten aus K; 1 verbun-
den wird. N(s;) = K — {k;} gilt fiir ¢ < j nach Induktionsannahme und fiir i = j,
da s; nicht adjazent zu k; ist und s; mit allen k;, 7 < j verbunden wird und k; mit
allen s;, 1 < 7 verbunden wird.

val(X,,) ist also der Teilgraph von G der durch SU K = V — R induziert wird. In val(X,,)
sind alle Knoten aus K mit 2 markiert, damit ist G der Graph val(X, X {22y} ®2,r)), falls
R = {r} bzw. der Graph val(X,,), falls R = {).

Jede Spinne enthilt einen P, als induzierten Teilgraphen, somit hat jede Spinne NLC-
Weite genau 2. O

Damit kann nun gezeigt werden, dass Pj-sparse und extended Pj-sparse Graphen be-
schrinkte NLC-Weite haben.

Lemma 5.2.10 Jeder Py-sparse Graph und jeder extended Py-sparse Graph hat NLC-Weite
hochstens 2.

Beweis Giakoumakis und Vanherpe zeigen in der Schrift [GV97], dass die primen Quotient-
graphen in der modularen Dekomposition fiir Py-sparse Graphen isomorph zu einer Spinne
sind. Da NLC-Weite(Spinne) = 2 folgt aus Theorem 4.3.3 die Behauptung. Fiir extended Py-
sparse Graphen sind die primen Quotientgraphen nach einem Ergebnis in [GV97] isomorph
zu einer Spinne oder zu einem Cj. Aus NLC-Weite(Spinne)=2 und NLC-Weite(C5) = 2 folgt
mit Theorem 4.3.3 die Behauptung. O

In [CMRO00] wurde mit Hilfe der bekannten Quotientgraphen gezeigt, dass P;-sparse Gra-
phen und extended P;-sparse Graphen Cliquenweite héchstens 4 haben.

P,;-tidy Graphen

P4-tidy Graphen wurden 1995 von Rusu eingefithrt. P-tidy Graphen verallgemeinern die
extended Py-sparse Graphen.

Definition 5.2.11 (Ps-tidy Graphen [GRT97]) Es sei G ein Graph und X sei die Kno-
tenmenge eines induzierten Py von G. Ein Knoten v auferhalb von X heifit Partner von X,
falls die Knoten in der Menge X U {v} mindestens zwei Py in G induzieren. G heifit Py-tidy,
falls jeder induzierte Py in G héchstens einen Partner hat.

Lemma 5.2.12 Es sei G ein Py-tidy Graph, dann gilt NLC-Weite(G) < 2.
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Beweis In [GRT97] wird gezeigt, dass die primen Quotientgraphen fiir Py-tidy Gra-
phen isomorph zu einer Spinne, zu einem Cs, zu einem Ps oder zu einem Pjs sind. Da
NLC-Weite(Spinne)= 2, NLC-Weite(C5) = 2, NLC-Weite(Ps) = NLC-Weite(P5) = 2 folgt
die Behauptung mit Theorem 4.3.3. O

In [CMRO00] wurde mit Hilfe der bekannten Quotientgraphen gezeigt, dass Ps-tidy Graphen
Cliquenweite hochstens 4 haben.

(g,t)-Graphen
Babel und Olariu fithren in dem Artikel [BO98] die Klasse der (g, t)-Graphen ein.

Definition 5.2.13 ((¢,t)-Graphen [BO98]) Ein Graph G ist ein (q,t)-Graph, falls jede
Menge von q Knoten aus G hdchstens t disjunkte induzierte Py enthdlt.

Es sei immer g > 4. (4,0)-Graphen entsprechen genau den Cographen und (5, 1)-Graphen
den P4-sparse Graphen. Es werden nun die Félle ¢t = ¢ — 4 und ¢ = ¢ — 3 untersucht.

Lemma 5.2.14 Es sei G ein (q,q — 4)-Graph, dann gilt NLC-Weite(G) < [1].

Beweis Babel und Olariu haben in [BO98] gezeigt, dass die primen Quotientgraphen fiir
(q,q — 4)-Graphen isomorph zu einer Spinne oder zu einem Graphen mit héchstens ¢ Knoten
sind. Da NLC-Weite(Spinne) = 2, NLC-Weite(G) < [4], falls |Vz| < ¢ und g > 4 folgt aus
Theorem 4.3.3 die Behauptung. O

In [CMRO0] wurde nach diesem Schema gezeigt, dass (¢,q — 4)-Graphen Cliquenweite
hochstens g haben. Nun bestimmen wir die NLC-Weite von (g, g — 3)-Graphen.

Lemma 5.2.15 Es sei G ein (¢,q — 3)-Graph mit ¢ > 7, dann gilt NLC-Weite(G) <
max{6, [§]}.

Beweis Die primen Quotientgraphen von (g, g — 3)-Graphen sind nach [Bab98] isomorph zu
einem prim p-tree, einem disc (d.h. ein C}, oder ein C,,), einer Spinne oder zu einem Graphen
mit héchstens ¢ Knoten.

Ein prim p-tree hat NLC-Weite hochstens 6, da er nach [MR99] Cliquenweite héchstens
6 hat. Ein disc hat NLC-Weite hochstens 4. NLC-Weite(G) < [£], falls [Vg| < ¢ und
NLC-Weite(Spinne) = 2. Damit folgt mit Theorem 4.3.3 die Behauptung. |

In [MR99] haben Makowsky und Rotics gezeigt, dass (q,q — 3)-Graphen mit ¢ > 7 Cli-
quenweite héchstens ¢ haben.

5.2.3 Weitere Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite und Cliquenwei-
te

Graphklassen mit Baumweite k& haben, wie bereits in Kapitel 3.2 erwahnt, Cliquenweite
hochstens 3 - 28~!. Damit haben Wiilder (Graphen mit Baumweite 1) NLC-Weite und Cli-
quenweite hochstens 3 und series-parallele Graphen (Graphen mit Baumweite hochstens 2)
NLC-Weite und Cliquenweite hichstens 6.

Golumbic und Rotics zeigen in [GRO0], dass distanzerhaltende Graphen Cliquenweite
hochstens 3 und damit auch NLC-Weite hochstens 3 haben.
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Brandstiddt und andere Autoren untersuchen die Cliquenweite von Graphen die sich durch
verbotene Erweiterungen des P; um einen Knoten (wie zum Beispiel gem, Ps, siehe Tabelle
5.1) ergeben und zeigen, dass (Ps,diamond)-freie Graphen [Bra0Ol], (Ps,co-Ps,co-chair)-freie
Graphen [BMO03], (Ps,co-chair,gem)-freie Graphen [BMO03], (Ps,co-chair,bull)-freie Graphen
[BM03], (chair,co-P,gem)-freie Graphen [BLV03], (bull,chair,co-chair)-freie Graphen [BHLO3],
(Ps,gem)-freie Graphen [BLMO02a], (gem, co-gem)-freie Graphen [BLMO02b], chordale gem-
freie Graphen (distanzerhaltende Graphen) und chordale co-gem-freie Graphen [BLMO02a]
beschriankte Cliquenweite und damit auch beschrinkte NLC-Weite haben. In [BDLMO02] un-
tersuchen Brandstddt und andere die Cliquenweite von (G1, G2, G3)-freien Graphen fiir alle
Erweiterungen G;, 1 < ¢ < 3, des Py um einen Knoten.

5.3 Graphklassen mit unbeschrinkter NLC-Weite und Cli-
quenweite

Eine Menge G von Graphen hat unbeschrinkte NLC-Weite (bzw. unbeschrinkte Cliquenweite)
falls es keine natiirliche Zahl & gibt, so dass jeder Graph aus G NLC-Weite (bzw. Cliquenweite)
hochstens k£ hat.

Wir geben eine notwendige Bedingung fiir Graphen mit NLC-Weite hochstens & an.

Theorem 5.3.1 Sei G = (V, E) ein Graph mit NLC-Weite hichstens k, dann ezistiert eine
balancierte Partition Uy,Uy von V, d.h. es gibt Uy, Us CV, U NUy =0, Uy UU, =V,
U] > 3|V, |U2| > 3|V und es gilt:

IN(U1)| < k und |N(Ug)| < 2"

oder
IN(Uy)| < k und |N(Uy)| < 2%,

wobei N(U1) = {N(u)NUs |u € U1}, N(Uz) = {N(u)NU; | u € Uz} und N(u) = {v | {u,v} €

Beweis Essei G = (V, E) ein Graph mit NLC-Weite hichstens k. In jedem Baum B = (V, E)
gibt es eine Kante e € E, so dass B beim Entfernen dieser Kante (die Endknoten bleiben
erhalten) in genau zwei Biaume zerfillt die je mindestens % und je hochstens % der Blitter
von B enthalten. Somit gibt es auch in jedem NLC-Weite k-Ausdrucksbaum 7T fiir G eine
gerichtete Kante e = (u,v) mit u,v € Vp mit dieser Eigenschaft. Wir wissen nun, dass der
Teilbaum 7'(u) mindestens § - |V| Blitter enthilt, die Knoten aus G entsprechen und dass
die Anzahl der restlichen Blitter in T ebenfalls mindestens § - |V| betréigt. Es sei nun Uy
die Menge der Knoten in G die den Blittern in 7'(u) entsprechen und Us sei die Menge der
Knoten in V' — Uj. Die Knoten u; in G(u) haben héchstens k verschiedene Markierungen.
Somit gibt es hochstens k verschiedene Nachbarschaften Ny, (u1) = {ug € Uy | {u1,us} € Eg}
der Knoten aus U beziiglich der Menge Us, da alle Knoten die in G(u) gleich markiert sind im
weiteren Verlauf der Konstruktion in 7' gleich behandelt werden. Die Knoten aus der Menge
Us haben hochstens 2% verschiedene Nachbarschaften in der Menge U;. Wihlt man Us als die
Menge der Knoten in G die den Bléttern in 7'(u) entsprechen und Uy = V — Uy, so enthilt

man die zweite Aussage analog. O

Die folgende Umkehrung des letzten Theorem ist ein mogliches Hilfsmittel um zu zeigen,
dass eine Graphklasse unbeschrinkte NLC-Weite hat.
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Korollar 5.3.2 Fin Graph G = (V, E) hat NLC-Weite > k, falls fir alle balancierten Par-
tition U1,U2 von V. mit Ul,UQ Q V, U1 N UQ == @, U1 U U2 == V, |U1| Z 04|V|, |U2‘ Z OélV|.‘

|N(U1)| >k und |N(Ug)| >k

Da auch jeder Graph mit Cliquenweite k einen Cliquenweite k-Ausdrucksbaum besitzt,
kann man die letzten beiden Aussagen auch fiir die Cliquenweite zeigen.

Mit Hilfe einer dhnlichen Beobachtung wurde von Golumbic und Rotics in [GRO0] gezeigt,
dass Permutationsgraphen?, Intervallgraphen® (und damit auch chordale* Graphen, da diese
die Menge der Intervallgraphen beinhalten), n X n-Gitter (und somit auch bipartite und
planare Graphen, da jedes Gitter bipartite und planar ist) unbeschrinkte Cliquenweite haben.
Weiterhin haben Makowsky und Rotics in [MR99] gezeigt, dass Splitgraphen (und damit
auch Ps-freie Graphen, da Splitgraphen alle Ps-frei sind), (g,q — 3)-Graphen, 4 < ¢ < 6,
(g,q — 1)-Graphen, g > 4, (6,3)-Graphen und (7,5)-Graphen unbeschrinkte Cliquenweite
haben. Weiterhin haben Linegraphen von Cliquen nach [KR01] und k-regulire Graphen fiir
k > 3 unbeschriankte Cliquenweite.

5.4 Graphoperationen auf Graphen mit beschrinkter NLC-
Weite

Hier werden Graphoperationen betrachtet, die die NLC-Weite und Cliquenweite k eines Gra-
phen um eine Konstante oder in Abhéngigkeit von k erhéhen.

Kantenkomplementbildung

Fiir jeden Graphen G und den dazugehérigen Komplementgraphen G gilt

NLC-Weite(G) = NLC-Weite(G) (5.1)

Man kann einen NLC-Weite k-Ausdruck fiir G wie folgt in einen NLC-Weite k-Ausdruck fiir
G umformen [Wan94c]. _
G ‘ G
ot o
or(H) | or(H)
H1 Xg H2 H1 Xg H2
wobei S = {(i,5) € [k)? | (4,7) € S}, t € [k], H, Hy, Hy € NLCy. Somit sind Graphklassen mit
beschrinkter NLC-Weite abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. Fiir die Cliquenweite
eines Graphen G zeigen Courcelle und Olariu in [CO00]

Cliquenweite(G) < 2 - Cliquenweite(G). (5.2)
Fiir Graphen mit Cliquenweite 1 hat der Komplementgraph Cliquenweite 2. Graphen mit Cli-
quenweite 2 sind Cographen, die abgeschlossen beziiglichen Komplementbildung sind, somit
hat das Komplement eines Graphen mit Cliquenweite 2 die Cliquenweite héchstens 2. Ob die
Schranke (5.2) fiir Graphen mit Cliquenweite & > 3 angenommen wird, ist bisher unbekannt.

’Ein Graph G = (V, E) ist ein Permutationsgraph, wenn es eine Bijektion f : V — {1,...,|V]|} und eine
Permutation 7 gibt, so dass {u,v} € E & f(u) < f(v) und sy > 7).

3Ein Graph heiBt Intervallgraph, wenn seine Knoten durch reelle Intervalle dargestellt werden konnen, so
dass zwei Knoten genau dann adjazent sind, wenn sich die zugehorigen Intervalle schneiden.

4Ein Graph heifit chordal, falls er keine induzierten Kreise der Linge > 4 enthilt.
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Induzierte Teilgraphbildung
Fiir jeden induzierten Teilgraphen H eines Graphen G gilt

NLC-Weite(H) < NLC-Weite(G),

da man aus einem NLC-Weite k-Ausdruck fiir G einfach einen NLC-Weite k-Ausdruck fiir H
gewinnen kann, indem man nur die Knoten aus H betrachtet. Ebenso gilt fiir die Cliquenweite
eines Graphen G und einen beliebigen induzierten Teilgraphen H von G

Cliquenweite(H) < Cliquenweite(G).

Somit sind Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite und Graphklassen mit beschrinkter
Cliquenweite abgeschlossen beziiglich induzierten Teilgraphen, siehe auch [Wan94c, COO00).
Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite sind ebenso wie Graphklassen mit beschriankter
Cliquenweite nicht abgeschlossen beziiglich Teilgraphen im Allgemeinen, da eine Clique mit
n Knoten NLC-Weite 1 (Cliquenweite 2) hat, jedoch nicht jeder Graph in NLC; (bzw. nicht
in CW3) enthalten ist. Damit sind Graphklassen mit beschrinkter Cliquenweite und Graph-
klassen mit beschrinkter NLC-Weite auch nicht beziiglich Minoren abgeschlossen.

Potenz eines Graphen

Definition 5.4.1 (Potenzgraph, G%) Fiir einen Graphen G = (Vg,Eg) und eine natiirli-
che Zahl d bezeichne G den Potenzgraph zu G. G¢ hat die Knotenmenge Vg. Zwei Knoten
sind in G genau dann adjazent, wenn sie in G die Distanz hichstens d haben.

Lemma 5.4.2 Es sei G ein Graph mit NLC-Weite k, dann gilt NLC-Weite(G?) < k - 2*.

Beweis Aus einem NLC-Weite k-Ausdruck X fiir G kann wie folgt ein k - 28-Ausdruck X’
fiir G? konstruiert werden. Jeder Knoten x aus G? wird in X’ mit einem Paar (¢, L) markiert.
t € [k] ist die Markierung des Knotens z im NLC-Weite k-Ausdruck X fiir G und L C [k]
ist die Menge der Markierungen der Nachbarn des Knoten z in G iiber Kanten aus G. Fiir
einem Knoten z in G? bezeichne lab(z) das Paar (t, L) € [k] x 2/ mit dem z markiert ist.

1. Falls X = e, so setze X' = o(;)

2. Falls X = op(Xy), so setze X' = op/(X]), wobei R'((t,L)) = (R(t),{R(t;) | t; € L})
die Ummarkierungsoperation auf G2 ist. X| kann nach (1.) oder (3.) aus X; bestimmt
werden.

3. Falls X = X; xg X, so setze X' = opn(X]) Xg ogy (X3).

Da durch eine x g-Operation Kanten eingefiigt werden, dndert sich die Nachbarschaft
der Knoten die an der xg Operation beteiligt sind und somit miisssen die L Mengen
der Knoten im Graph val(X| xg X)) aktualisiert werden. Da diese Aktualisierung fiir
die Knoten aus Vi, (x1) und fiir die Knoten aus Vi, x3) unterschiedlich ist, wird diese
vor dem Einfiigen der Kanten wie folgt vorgenommen und beeinflusst die Korrektheit
der eingefiigten Kanten nicht.

Fiir alle (a,b) € S und alle z € Viy(x;) mit lab(z) = (a, L), fiir ein L C 2lk] setze
lab(z) = (a, LU {b}) und fiir alle y € Viy(xy) mit lab(y) = (b, L), fiir ein L C 2lk] | setze
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lab(y) = (b, L U {a}). Dies wird durch die Ummarkierungen R/ (a,L) = (a, L U {b}) fiir
alle (a,b) € S und alle L C 20 und RY(b, L) = (b, L U {a}) fiir alle (a,b) € S und alle
LC 2[k] erreicht.

Die Verbindungsrelation X g fiir die beiden Graphen val(X]) und val(X}) wird wie folgt
definiert.

S = {((a,L),(b,L") | (a,b) € S, L,L' C 2k} U
{((z,L), (b, L") | (a,b) € S, z € [k], ac L C 2k 1/ C 2k} u
{((a,L),(y, L") | (a,b) € S, y € [k], be L' C2IK, L C 2T}

val(X') entsteht aus der disjunkten Vereinigung von val(opr(X7)) und val(ogy(X3))
in der fiir jedes Paar ((¢,L),(t',L')) € S’ jeder mit (¢,L) markierte Knoten aus
Va-,l((; ry(X7)) mit jedem mit (#,L') markierten Knoten aus val(ogy(X3)) verbunden
wird.

X{ und X} koénnen nach (1.), (2.) oder (3.) aus X; und X, bestimmt werden.

a

Da sie Abschéitzung aus Theorem 5.4.2 sehr grob ist, wird diese wahrscheinlich nicht
angenommen. Fiir beliebige Potenzen d > 2 ist die NLC-Weite ebenfalls beschrinkt wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.4.3 Es sei G ein Graph mit NLC-Weite k, dann gilt NLC-Weite(G?) < k-2(4-1)*,

Beweisidee Aus dem NLC-Weite k-Ausdruck X fiir G wird ein NLC-Weite k - 2(¢—1k_
Ausdruck X' fiir G¢ konstruiert. Jeder Knoten z in G¢ wird mit einem d-Tupel (¢, L1, ... Lg 1)
markiert. ¢ ist die Markierung des Knotens z im NLC-Weite k-Ausdruck fiir G und L;,
1 <34 <d-—1,ist die Menge der Markierungen der Knoten y in G mit distg(z,y) = i. X’
kann analog zum Beweis von Lemma, 5.4.2 aus X bestimmt werden. O

Eine Analoge Aussagen kann man auch fiir die Cliquenweite zeigen.

Lemma 5.4.4 Es sei G ein Graph mit Cliquenweite k, dann gilt Cliquenweite(G?) < k-2F+1,

Beweis Da NLC-Weite(G) < Cliquenweite(G) = k folgt mit Lemma 5.4.2, dass
NLC-Weite(G?) < k-2* und da Cliquenweite(G) < 2-NLC-Weite(G) folgt Cliquenweite(G?) <
k- 26+, O

Analog zum Beweis des letzten Lemmas folgt aus Lemma 5.4.3 das néchste Lemma.

Lemma 5.4.5 Es sei G ein Graph mit Cliquenweite k, dann gilt Cliquenweite(G¢) < k-2,

Einfiigen und L6schen einer Kante

Die NLC-Weite und die Cliquenweite eines Graphen erhiht sich beim Einfiigen einer Kante
hochstens um 2.
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Lemma 5.4.6 (Kanten einfiigen) FEs sei G = (Vg, Eg) ein Graph mit NLC-Weite k,
z,y € Vg, {z,y} € Eg, dann hat der Graph G' = (Vg, Eg U {z,y}) NLC-Weite hichstens
k+2.

Beweisidee Man kann aus einem NLC-Weite k-Ausdrucksbaum 7 fiir G einen NLC-Weite
k + 2-Ausdrucksbaum fiir G’ konstruieren, indem man die Blitter © und v in T die den
Knoten z bzw. y in G entsprechen mit &k + 1 bzw. mit k¥ + 2 markiert. Auf den Wegen von u
und v zur Wurzel von T" werden die beiden Knoten wie zuvor in T' behandelt. Dazu miissen
Vereinigungsoperationen (d.h. Kanteneinfiigungen) an denen u bzw. v beteiligt waren durch
die entsprechenden Paare erginzt werden. Weiterhin muss in der Vereinigungsoperation in
der sich die beiden Knoten u und v treffen das Paar (k + 1,k + 2) eingefiigt werden. O

Diese Schranke aus dem letzten Lemma wird auch wirklich angenommen. Der Graph G in
Abbildung 5.2 hat NLC-Weite 2, der Graph G’ in Abbildung 5.2 hat NLC-Weite 4 und beide
Graphen unterscheiden sich genau durch die Kante e = {z, y}.

E=D E=

z Yy
G e €

Abbildung 5.2: Der Graph G hat NLC-Weite 2 und der Graph G’ mit der zusétzlichen Kante
e = {z,y} hat NLC-Weite 4.

Wenn man in einem Graphen eine Kante entfernt, so erhoht sich die NLC-Weite des
Graphen ebenfalls hochstens um 2.

Lemma 5.4.7 (Kanten 16schen) FEs sei G = (Vg, Eg) ein Graph mit NLC-Weite k, z,y €
Ve, {z,y} € Eg, dann hat der Graph G' = (Vg, Eq — {z,y}) NLC-Weite héchstens k + 2.

Beweis Man kann wie im Beweis des vorhergehenden Lemmas eine Konstruktion fiir den
Graphen G, der aus G durch Entfernen der Kante {z,y} hervorgeht, angeben.

Oder man kann das Loschen einer Kante durch das Einfiigen einer Kante im Komplement-
graphen zuriickfithren. Sei G der Komplementgraph von G. In G sind die Knoten z und y
dann nicht adjazent und die NLC-Weite von G ist gleich der NLC-Weite von G, also gleich .
Wenn wir in G eine Kante zwischen z und y einfiigen, so erhalten wir einen Graphen G” mit
NLC-Weite hichstens k + 2. Dann bilden wir den Komplementgraphen von G” und erhalten
den Graphen G', der mit Ausnahme der Kante {z,y}, genau die Kanten aus G enthélt mit
NLC-Weite(G') < k + 2. O

Ein analoges Ergebnis gilt auch fiir die Cliquenweite. Man kann wie im Beweis von Lemma
5.4.6 einen Cliquenweite k-Ausdrucksbaum zu einem Cliquenweite (k+ 2)-Ausdrucksbaum fiir
den Graphen mit einer Kante mehr bzw. mit einer Kante weniger modifizieren.
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Einfiigen eines Knotens

Lemma 5.4.8 Figt man in einen Graphen mit NLC-Weite k einen Knoten mit einer belie-
bigen Nachbarschaft ein, so erhdlt man einen Graphen mit NLC-Weite hichstens 2k.

Beweisidee Es sei G ein Graph mit NLC-Weite k£ in den wir einen Knoten z einfiigen
wollen, den so erhaltenen Graphen bezeichnen wir mit G’. Man kann einen NLC-Weite k-
Ausdrucksbaum T fiir G zu einem NLC-Weite 2k-Ausdrucksbaum 7T fiir G’ modifizieren,
indem man die Knoten in G’ die Nachbarn von z werden sollen, wie bisher mit den Markie-
rungen 1,...,k behandelt und die Nichtnachbarn von z mit den Markierungen k£ + 1,...,2k
behandelt wie in T'. In einem letzten Schritt wird der Knoten z mit allen Knoten die eine
Markierung aus [k] besitzen verbunden. O

Wenn man in einen Graphen mit NLC-Weite 1 einen Knoten hinzufiigt, so kann der
resultierende Graph NLC-Weite 2 haben. Der Graph H der aus dem Graphen G in Abbildung
5.2 durch Léschen von Knoten z entsteht, hat NLC-Weite 2. Der Graph G’ in Abbildung 5.2
kann durch Einfiigen eines Knotens in H mit Nachbarschaft Ng(z) U{y} erhalten werden und
hat NLC-Weite 4. Somit wird die Schranke aus Lemma 5.4.8 fiir £ = 1 und k£ = 2 wirklich
angenommen.

Eine Analoge Abschitzung kann man auch fiir die Cliquenweite angeben, man benotigt
hier jedoch noch eine Markierung mehr um im letzten Schritt den einzufiigenden Knoten zu
markieren. Bei dem NLC-Weite Aufbau war dies nicht nétig, da die Kanteneinfiigeoperation
der NLC-Weite Kanten immer zwischen zwei Graphen einfiigt, die Kanteneinfiigeoperation
der Cliquenweite die Kanten jedoch zwischen den angebenen Markierungen in einem Graphen
einfiigt.

Lemma 5.4.9 Figt man in einen Graphen mit Cliquenweite k einen Knoten mit einer be-
liebigen Nachbarschaft ein, so erhdlt man einen Graphen mit Cliguenweite héchstens 2k + 1.

Da Graphen mit beschrinkter NLC-Weite und Graphen mit beschrinkter Cliquenweite
abgeschlossen beziiglich induzierten Teilgraphen sind, kann man beliebig viele Knoten aus
einem Graphen entfernen ohne dass sich die NLC-Weite bzw. die Cliquenweite erhoht.

Komplementierung der Nachbarschaft eines Knotens (Switching)

Wir betrachten hier die in der Literatur als switching bekannte Operation, die in einem
Graphen fiir genau einen Knoten mit Nachbarschaft N(z) alle Kanten von z zu Knoten aus
N(z) entfernt und alle Kanten von z zu Knoten aus V — N(z) einfiigt, siehe [Sei92].

Lemma 5.4.10 Es sei G = (Vg, Eg) ein Graph mit NLC-Weite k, x € Vg, dann hat der

Graph G' = (Vg, Ec — {{z,y} | vy € Vo ANMz,y} € Ec} U{{z,y} | y € Vo A{z,y} & Ec})
NLC-Weite hochstens k + 1.

Beweisidee Aus einer Konstruktion fir G mit k& Markierungen kann man eine Kon-
struktion fiir G mit k + 1 Markierungen angeben. Dazu verindert man den NLC-Weite
k-Ausdrucksbaum T zu G zu einem NLC-Weite k + 1-Ausdrucksbaum zu G’ folgendermafien.
Das Blatt u in T' das dem Knoten z entspricht wird mit k41 markiert. Weiterhin wird auf dem
Weg in T von u zur Wurzel von T jede X g Operation in einem Knoten v in T folgendermafien
modifiziert. Sei v; der linke Sohn von v und v9 der rechte Sohn von v in T'. Ist © im Teilbaum
T'(v1) enthalten, so wird § durch SU{(k+1,1) | (labgy(u),1) € S, | € [k]} ersetzt. labg(y) (u)
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bezeichne dabei die Markierung des Knotens v im Graphen G(v). Ist u im Teilbaum 7'(v9)
enthalten, so wird S entsprechend durch SU{(l,k + 1) | (I,labg(u)) € S, I € [k]} ersetzt.
O

Es sei G der linke Graph in Abbildung 5.3 mit NLC-Weite 1. Komplementiert man die
Nachbarschaft des Knotens z, so erhélt man den Py mit NLC-Weite 2, siche Abbildung 5.3
rechts.

T

AH .
® O O o
G Py

Abbildung 5.3: Komplementiert man die Nachbarschaft des Knotens # im Graphen G mit
NLC-Weite 1, so erhélt man den P, mit NLC-Weite 2.

Betrachtet man das Verhalten der Cliquenweite eines Graphen G beim Komplementieren
der Nachbarschaft eines Knotens in GG, so kann man aufgrund der Kanteneinfiigeoperation
bei der Cliquenweite nicht wie im Beweis von Lemma 5.4.10 mit einer Hilfsmarkierung einen
Cliquenweite Ausdruck fiir den entstehenden Graphen angeben. Man kann jedoch den Knoten
dessen Nachbarschaft man Komplementieren will zuerst aus dem Graphen entfernen und den
Knoten dann mit der neuen Nachbarschaft einfiigen und man erhilt mit Lemma 5.4.9 die
folgende Cliquenweiteabschitzung.

Lemma 5.4.11 Es sei G = (Vg, Eg) ein Graph mit Cliquenweite k, x € Vg, dann hat der

Graph G' = (Vg,Eq — {{z,y} | y € Va AN {z,y} € Eg} U{{z,y} | y € Vo A {z,y} & Eg})
Cliquenweite hochstens 2k + 1.

5.5 Abschitzungen der NLC-Weite und Cliquenweite beliebi-
ger Graphen

In diesem Abschnitt werden obere Schranken fiir die NLC-Weite und die Cliquenweite eines
Graphen G = (V, Eg) mit Hilfe der Knotenanzahl und Kantenanzahl angeben.

Eine Schranke die fiir jeden Graphen anhand der Knotenanzahl oder Kantenanzahl seine
NLC-Weite oder Cliquenweite exakt berechnet kann es nicht geben. Ein Graph mit n Knoten
kann NLC-Weite 1 (Cliquenweite 1) aber auch NLC-Weite [ 5] (Cliquenweite n) haben, ebenso
kann die NLC-Weite (Cliquenweite) bei m Kanten 1 (2) sein, im Allgemeinen jedoch nicht
durch eine Konstante beschriankt werden.

Man kann jeden Graphen G mit |V| vielen Knotenmarkierungen sowohl mit den NLC-
Weite als auch mit den Cliquenweite Operationen aufbauen, indem jeder Knoten eine un-
terschiedliche Markierung erhélt und man die Kanten geméf der vorhandenen Adjazenzen
einfiigt. Ummarkierungsoperationen sind in diesem Aufbau nicht notwendig.

Johansson hat in [Joh98] gezeigt, dass man im diese triviale Schranke im NLC-Weite Mo-
dell halbieren kann, indem man den Graphen G in zwei Graphen der Gréfie [%] bzw. L'V—Za‘J

aufteilt. Diese beiden Graphen konnen beide mit héchstens ['V—QG‘] Markierungen aufgebaut
werden und mittels einer xg Operation zu G verkniipft werden, da man im NLC-Weite Mo-
dell beim Kanteneinfiigen zwischen den Markierungen eines linken und eines rechten Graphen
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unterscheidet. Damit gilt fiir jeden Graphen G

NLC-Weite(G) < [";—GH. (5.3)

Nach Lemma 5.4.6 erhoht sich die NLC-Weite eines Graphen beim Einfiigen einer zusétzlichen
Kante hochstens um 2. Da Graphen mit drei Kanten NLC-Weite hochstens 2 haben, gilt fiir
Graphen mit mindestens drei Kanten die folgende Abschitzung.

NLC-Weite(G) < 2-|Eg| -4 (5.4)

Da die Definition der NLC-Weite die disjunkte Vereinigung (xp) zweier Graphen erlaubt,
kann man sich bei der Bestimmung der NLC-Weite eines Graphen G auf dessen Zusammen-
hangskomponenten ZK(G) beschrinkten und es gilt

NLC-Weite(G) = Gné%g%G)NLC-Weite(Gi) (5.5)
i€

Ein zusammenhéngender Graph mit n Knoten hat mindestens n — 1 Kanten. Damit ist die
Abschétzung (5.4) nie besser als die Abschitzung (5.3). Fiir Graphen mit hochstens sieben
Knoten kann man die Abschitzung 5.3 wie folgt verbessern.

Lemma 5.5.1 Es sei G = (Vg, Eg) ein Graph.

1. |Vg| £ 3 = NLC-Weite(G) =

2. |Vg| =4 = NLC-Weite(Q)

1
1, falls G% Py
2, falls G= Py

3. |Vg| <6 = NLC-Weite(G) < 2
J [Vo| < 7= NLC-Weite(G) < 3

Beweis Eine Ubersicht aller Graphen mit hichstens sechs Knoten findet man zum Beispiel
in [Har69].

1.-3. Alle Graphen mit hochstens vier Knoten, mit Ausnahme des Py, sind Cographen. Fiir
alle Graphen mit h6chstens 6 Knoten gibt es einen NLC-Weite 2-Ausdruck.

4. In jedem Graphen G mit 7 Knoten gibt es immer einen Knoten v mit degg(v) €
{0,1,2,4,5,6}, da nicht alle Knoten den Grad 3 haben kénnen. Da NLC-Weite(G) =
NLC-Weite(G), sieche Kapitel 5.4, gilt, konnen wir annehmen, dass es einen Knoten v
in G gibt mit deg(v) € {0,1,2}, sonst betrachten wir den Komplementgraphen G von

G und zeigen, dass G NLC-Weite hochstens 3 hat.

Es sei G’ der Graph G ohne den Knoten v und der zu v in G inzidenten Kanten. Wir
konnen wie folgt einen NLC-Weite 3-Ausdruck X' fiir G’ angeben und mit diesem einen
NLC-Weite 3-Ausdruck X fiir G angeben.

(a) Falls deg(v) = 0, so gibt es, da G' genau 6 Knoten enthilt, nach (3.) einen
NLC-Weite 2-Ausdruck X' fiir G'.

X = 01,(7}) X0 XI
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(b) Falls degq;(v) = 1, so kann der Graph G’ nach (3.) mit einem NLC-Weite 2-
Ausdruck X" aufgebaut werden. Wir modifizieren X” zu einem NLC-Weite 3-
Ausdruck X', indem wir den Knoten aus G’ der in G' zu v adjazent ist mit der
Markierung 3 versehen, ihn beziiglich der Kanteneinfiigungen wie bisher behandeln,
und die restlichen Knoten in X’ wie im NLC-Weite 2-Ausdruck X” mit Markierung
1 bzw. 2 markieren.

X = o1 () Xq 3y X’

(c) Falls degy(v) = 2, dann seien v1,ve die beiden Knoten aus G' die in G zu v
adjazent sind. Wir teilen V(v in zwei Mengen Vi, Vo mit je drei Knoten auf, so dass
v; € Vi, 1 =1,2. Es seien X7 und Xo ein NLC-Weite 3-Ausdruck fiir den durch V4
bzw. V3 induzierten Teilgraph von G', so dass der Knoten v; in val(Xj;), i = 1,2,
enthalten ist und mit 1 markiert ist und die anderen beiden Knoten in X; mit 2
bzw. 3 markiert sind. Aus X; und X5 kann man mittels einer Vereinigungsoperation
X1 xg X9 einen NLC-Weite 3-Ausdruck X' fiir G' aufbauen.

X = e0) Xqay X

Der Kreis mit sieben Knoten C7 hat die NLC-Weite 3.

a

Fir die Cliquenweite eines Graphen kann man die triviale Schranke der Knotenan-
zahl nicht stark verbessern. Johansson zeigt in [Joh98], dass fiir Graphen mit n Knoten
Cliquenweite(G) < n — k, falls 28 + k < n — k. Das folgende Lemma verbessert diese
Abschitzung.

Lemma 5.5.2 Es sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten.
Cliquenweite(G) < n—k, falls 28 <n —k (5.6)

Beweis Essei G = (V, E) ein Graph und V; UV; sei eine disjunkte Partition der Knotenmenge
V in zwei Mengen der Gréfle n — k bzw. k. Es seien G; und G2 die durch die Mengen V;
bzw. V5 induzierten Teilgraphen von G. Man kann einen Graphen J; € CW,,_; konstruieren
in dem jeder Knoten unterschiedlich mit einer Zahl aus {1,...,n — k} markiert ist, so dass
G1 = unlab(J;) gilt.

Die Knoten aus V; kénnen in héchstens 2% Nachbarschaftsklassen beziiglich der Knoten aus
V5 eingeteilt werden. Zwei Knoten u,v € V; gehoren dabei zur gleichen Nachbarschaftsklasse,
falls u und v die gleichen Nachbarn in der Menge Vo haben. Wir markieren die Knoten in Jj
so um dass jede dieser Nachbarschaftsklassen mit einer Zahl aus {1,...,2*} markiert ist. Dies
ist moglich, falls n — k > 2%.

Nun werden die Knoten aus Go beziiglich ihrer Nachbarschaft in V; in die Konstruktion
aufnommen. Ein beliebiger Knoten v aus Gy wird mit 2°41 markiert. Dies ist moglich, falls
n—k > 2 + 1. Dann wird v mit seiner Nachbarschaft in JJ; verbunden. Nun kénnen wir die
Knoten in J; ummarkieren. Es werden nur noch héchstens 25~1 Markierungen fiir héchstens
2k~1 Nachbarschaftsklassen in J; beziiglich Knoten aus Vo — {v} benétigt. Somit haben wir
2k=1 freie Markierungen von denen wir eine nutzen um den nichsten Knoten aus Gy zu
markieren und diesen mit Knoten aus J; und Knoten aus GG zu verbinden die wir schon in
unsere Konstruktion eingefiigt haben, falls es eine solche Verbindung in G gibt. Nachdem alle
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Knoten aus V5 in dem Cliquenweite Aufbau eingefiigt sind, haben wir einen Graphen J mit
G = unlab(J) konstruiert. O

Aus Schranke (5.6) folgt, dass fiir Graphen mit n > 4 Knoten die Cliquenweite héchstens
n — 1 betréigt, fiir n > 7 ist die Cliquenweite héchstens n — 2, fiir n > 12 ist die Cliquenweite
hochstens n — 3.

Da sich die Cliquenweite eines Graphen beim Einfiigen einer zusdtzlichen Kante um
hochstens 2 erhoht und Graphen mit drei Kanten Cliquenweite hichstens 3 haben, gilt fiir
Graphen mit mindestens drei Kanten die folgende Abschitzung.

Cliquenweite(G) < 2-|Eg|—3 (5.7)

Die Definition der Cliquenweite erlaubt die disjunkte Vereinigung () zweier Graphen. So-
mit kann man sich auch bei der Bestimmung der Cliquenweite eines Graphen G auf dessen
Zusammenhangskomponenten ZK(G) beschrinkten und es gilt

Cliquenweite(G) = ax Cliquenweite(G; 5.8
iquenweite(G) Gig%K(G) iquenweite(G;) (5.8)
Da ein zusammenhingender Graph mit n Knoten mindestens n — 1 Kanten hat, ist die

Abschitzung (5.7) nie besser als die Abschitzung (5.6). Mit Hilfe von Konstruktionen al-
ler moglicher Graphen mit der angegebenen Knotenanzahl findet man folgende Aussagen.

Lemma 5.5.3 Es sei G = (Vg, Eg) ein Graph.
1. |Vg| =1 = Cliqguenweite(G) = 1
2. |Vg| < 3 = Cliguenweite(G) <

, falls G % Py

. . 2
3. |Vi| = 4 = Cliguenweite(G) < 3 falls G~ Py

3, falls G# Cg

5. [Val = 6 = Cliquenueite(G) < { )" s ¢ m G

2

4. |[Vg| <5 = Cliqguenweite(G) < 3

Die Betrachtungen von zufilligen Graphen von Johansson in [Joh98] zeigen, dass die

Schranken fiir die NLC-Weite (5.3) und fiir die Cliquenweite (5.6) eines Graphen im Allge-
meinen optimal sind.

Theorem 5.5.4 (Johansson [Joh98]) Es sei 0 < p < 1, 0 < a < 1 und G(n,p) sei ein
Graph mit n Knoten mit Kantenwahrscheinlichkeit p. Pr[z] bezeichne die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses .
lim Pr[NLC-Weite(G(n,p)) < —] =0
n—00 2
o

lim Pr[Cliqguenweite(G(n,p)) < an] =0
n—oo



Kapitel 6

Cliquenweite von Graphen mit
beschrankter Baumweite

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels geben wir einen Uberblick iiber die bisher bekannten Me-
thoden zur Bestimmung der Cliquenweite und NLC-Weite beliebiger Graphen an. Im zweiten
Abschnitt werden bekannte Ergebnisse iiber das Lésen von Graphenproblemen auf Graphen
mit beschriankter Baumweite angegeben. Im dritten Abschnitt definieren wir eine Normal-
form fiir Cliquenweite k-Ausdriicke. In den folgenden Abschnitten zeigen wir, dass man auf
Graphklassen mit beschrinkter Baumweite fiir jedes feste & in linearer Zeit entscheiden kann,
ob ein gegebener Graph Cliquenweite héchstens k& hat. Aus diesem Ergebnis folgt auch ein
Linearzeitalgorithmus zur Berechnung der Cliquenweite fiir Graphklassen mit beschriankter
Baumweite. Da unser Beweis technisch sehr aufwendig ist, geben wir im vierten Abschnitt
die Grundidee fiir unseren Beweis an.

6.1 Erkennungsprobleme

Das folgende Problem wird als Erkennungsproblem fiir festes k& € N fiir Graphen mit be-
schrinkter NLC-Weite bezeichnet.

Problem 6.1.1 (NLC-Weite hochstens k)
EINGABE: Ein Graph G = (V,E)
FRAGE: NLC-Weite(G) < k?

Fiir kK = 1 und k£ = 2 ist das Problem 6.1.1 effizient gelost. ,,NLC-Weite hochstens 1“ entspricht
dem Erkennungsproblem fiir Cographen und ist in Linearzeit entscheidbar, siehe [CPS84]. Jo-
hansson hat in [Joh00] gezeigt, dass ,NLC-Weite hochstens 2“ auf Graphen mit n Knoten
in Zeit O(n"logn) entscheidbar ist. Die beiden Algorithmen finden sogar einen NLC-Weite
k-Ausdruck, falls der gegebene Graph NLC-Weite hochstens 1 bzw. NLC-Weite hoéchstens 2
hat. Ein k-Ausdruck ist fiir Anwendungen, wie zum Beispiel das Losen von schweren Gra-
phenproblemen auf Graphen mit beschriankter NLC-Weite von Bedeutung, vergleiche Kapitel
7. Fir k > 3 ist die Komplexitdt von Problem 6.1.1 bisher noch offen.

Johansson hat einen Approximationsalgorithmus entwickelt mit dem man einen NLC-
Weite (logn - k)-Ausdruck in der Zeit O(n?**1) fiir Graphen mit NLC-Weite k£ mit n Knoten
bestimmen kann, siehe [Joh01]. Der Approximationsalgorithmus hat fiir festes k eine polyno-

o7
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mielle Laufzeit, liefert aber wie es bei Approximationsalgorithmen iiblich ist nicht immer das
exakte Ergebnis.

Ein NLC-Weite k-Ausdruck, der keine Ummarkierungsoperationen enthélt, kann fiir einen
gegebenen markierten Graphen G = (V, E,lab) in polynomieller Zeit berechnet werden, falls
ein solcher Ausdruck fiir G existiert. Der entsprechende Erkennungsalgorithmus sucht nach
einer moglichen zuletzt angewendeten x g-Operation. Fiir jede Relation S C [k]? wird die
Knotenmenge V systematisch disjunkt in zwei Mengen V; und Vs aufgeteilt. Gestartet wird
mit einer beliebigen einelementigen Menge V;. Anschlieend wird ein Knoten vg aus V5 entfernt
und in V; eingefiigt, falls V; einen Knoten v enthélt mit (lab(v),lab(ve)) € S und {v1,v2} &
E bzw. (lab(v1),lab(vs)) ¢ S und {v1,v2} € E. Wird eine Aufteilung gefunden, so ist G =
Glv; xs G|y, und die Suche kann mit den durch die Knotenmengen Vi und V3 induzierten
Teilgraphen G|y, bzw. G|y, fortgesetzt werden.

Analog definiert man das Erkennungsproblem fiir festes £ € N fiir Graphen mit beschréink-
te Cliquenweite.

Problem 6.1.2 (Cliquenweite hichstens k)
EINGABE: Ein Graph G = (V,E).
FRAGE: Cliquenweite(G) < k?

Fir k = 1, k = 2 und k£ = 3 ist Problem 6.1.2 effizient gelost. Die Menge der Gra-
phen mit Cliquenweite 1 besteht nur aus vollstindig unzusammenhingenden Graphen, womit
, Cliquenweite hochstens 1“ leicht in Linearzeit entscheidbar ist. ,,Cliquenweite hochstens 2¢
ist in Linearzeit entscheidbar, da die Menge der Graphen mit Cliquenweite héchstens 2 gleich
der Menge der Cographen ist, siche [CPS84]. ,,Cliquenweite hochstens 3¢ ist fiir Graphen mit
n Knoten und m Kanten in Zeit O(n? - m) entscheidbar, siehe [CHL*00]. Die Algorithmen
finden auch einen Cliquenweite k- Ausdruck falls der gegebene Graph Cliquenweite héchstens
1, Cliquenweite hochstens 2 bzw. Cliquenweite hichstens 3 hat. Fiir k£ > 4 ist die Komplexitéat
von Problem 6.1.2 noch offen.

Mit dem Approximationsalgorithmus von Johansson [Joh01] fiir das Problem ,, NLC-Weite
hochstens k“ folgt auch fiir die Cliquenweite ein Approximationsalgoritmus. Einen Cliquen-
weite (2logn - k)-Ausdruck kann in Zeit O(n?**1) fiir Graphen mit Cliquenweite k& mit n
Knoten bestimmt werden, siehe [JohO1].

Algorithmen mit exponentieller Laufzeit zum Losen der Probleme 6.1.1 und 6.1.2 kénnen
durch testen aller moglichen Dekompositionen des gegebenen Graphen gefunden werden. Eine
Implementierung ist aber aufgrund der Laufzeit nur fiir Graphen mit hochstens 20 Knoten
praktisch anwendbar.

Falls wir in der Eingabe einen Graphen gegeben haben und das minimale k suchen, so dass
der gegebene Graph NLC-Weite hochstens k bzw. Cliquenweite hichstens k£ hat, so erhalten
wir die folgenden bisher noch nicht effizient gelosten Minimierungsprobleme.

Problem 6.1.3 (NLC-Weite)
EINGABE: Ein Graph G = (V,E)
GESUCHT: miny : NLC-Weite(G) < k
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Problem 6.1.4 (Cliquenweite)
EINGABE: Ein Graph G = (V,E)
GESUCHT: miny : Cliguenweite(G) < k

Da jeder Graph G NLC-Weite hochstens ['V—QG‘] (Cliquenweite hochstens |Vg|) hat, kann

man durch testen von ,,NLC-Weiten hochstens k“, k =1,..., [@] (,,Cliquenweiten héchstens
k“, k=1,...,|Vg|) mit einem exponentiellen Algorithmus, auch fiir das Problem der Berech-
nung der NLC-Weite (Cliquenweite) einen Algorithmus mit exponentieller Laufzeit angeben.

6.2 Ersetzbarkeit von k-markierten /[-terminalen Graphen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Ergebnisse iiber das Losen schwerer Graphenpro-
bleme auf Graphklassen mit beschrinkter Baumweite zusammengefasst.

Die meisten Bottom-Up Algorithmen zur Entscheidung einer Grapheigenschaft II auf ei-
nem baumstrukturierten Graphen G basieren auf der Idee einen Teilgraphen von G durch
einen kleineren sogenannten ersetzbaren Teilgraphen zu ersetzen. Die Ersetzung wird durch
einen Verkniipfungsmechanismus definiert, der fiir verschiedene Graphmodelle unterschied-
lich definiert ist. Der Begriff der Ersetzbarkeit kann fiir jeden Verkniipfungsmechanismus de-
finiert werden. Damit funktionieren die dynamischen Bottom-Up Techniken im Prinzip fiir
alle baumstrukturierten Graphen mehr oder weniger gut. Zur Untersuchung von baumwei-
tebeschrinkten Graphen bendtigen wir sogenannte [-terminale Graphen und eine Operation
die wir mit o bezeichnen, die zwei [-terminale Graphen durch Identifizierung von Knoten
kombiniert. Da wir uns hier hauptséichlich fiir markierte Graphen interessieren, definieren wir
k-markierte [-terminale Graphen. Terminale Graphen werden auch sourced graphs genannt,
vergleiche [ALS91].

Definition 6.2.1 (k-markierter /-terminaler Graph) FEin k-markierter [-terminaler
Graph st ein Tupel
G - (VG, EG, PG, labG),

wobei (Vg, Eg,labg) ein k-markierter Graph und Pg = (x1,...,x;) eine Liste von [ > 0
paarweise verschiedenen Knoten aus Vg ist. Die Knoten in Pg heiflen terminale Knoten oder
kurz Terminale. Knoten z;, 1 < ¢ <[, heiffit i-ter terminaler Knoten von G. Die restlichen
Knoten in Vg — Pg heifien innere Knoten von G.

Es seien H = (Vyg, Eg, Py, labyg) und J = (Vj,Ej, Py, laby) zwei knotendisjunkte k-
markierte [-terminale Graphen, so dass der i-te terminale Knoten aus Py, firi=1,...,1,
die gleiche Markierung hat wie der i-te terminale Knoten aus Pjy. Der Graph

HoJ

entsteht aus der disjunkten Vereinigung der k-markierten Graphen (Vy,Em,laby) und
(Vy,Ey,laby) in der die entsprechenden terminalen Knoten identifiziert werden, d.h., fir
1 =1,...,1 wird der i-te terminale Knoten aus H mit dem i-ten terminalen Knoten aus J
identifiziert und Mehrfachkanten werden geldschi.

Definition 6.2.2 (Ersetzbarkeit von k-markierten /-terminalen Graphen) FEs sei II
eine Grapheigenschaft, d.h., IL : G, — {0,1}, wobei Gy, die Menge aller k-markierter Graphen
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ist. Zwei k-markierte [-terminale Graphen Hy und Ho heiflen ersetzbar beziiglich 11, dies
bezeichnen wir mit Hy ~m; Ho, falls fiir alle k-markierten [-terminalen Graphen J gilt:

II(Hy 0 J) = II(Hy 0 J)

Die Relation ~y; ist eine Aquivalenzrelation. Abbildungen 6.1 und 6.2 zeigen drei 4-
markierte 3-terminale Graphen H;, Hy und J. Die Graphen H; und Hj sind beziiglich der
Grapheigenschaft II : II(G) = G hat einen Hamilton Kreis (zur Problemdefinition vergleiche
Kapitel 7.1), nicht ersetzbar. Der Graph Hj o J besitzt einen Hamilton Kreis und der Graph
Hs5 o J enthélt keinen Hamilton Kreis.

>—01 1 &0
@ D2 2 @ ©
°‘
G—0@3 3 OO
H; J

Abbildung 6.1: Zwei 4-markierte 3-terminale Graphen H;, J und der verkniipfte 4-markierte
Graph H; o J. Die unterstrichenen Zahlen représentieren die Nummerierung der terminalen

Knoten.
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Abbildung 6.2: Zwei 4-markierte 3-terminale Graphen Hs, J und der verkniipfte 4-markierte
Graph Hy o J.

Wir wollen im Weiteren die Grapheigenschaften II betrachten fiir die die Relation ~1y
fiir jedes I > 0 endlich viele Aquivalenzklassen hat.

Definition 6.2.3 (erkennbar) Fine Grapheigenschaft 11 heif§t erkennbar, falls die Relation
~11, fiir jedes 1 >0 einen“ endlichen Index hat, d.h. falls die Relation ~ fiir jede natiirliche
Zahl 1 > 0 endlich viele Aquivalenzklassen hat.

Falls II erkennbar ist, dann ist II fiir festes [ in linearer Zeit fiir alle k-markierten Gra-
phen mit Baumweite hochstens [ mit Hilfe von dynamischer Programmierung entscheidbar,
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vergleiche [Cou90b]. Die Eingabe fiir den Entscheidungsalgorithmus besteht aus einer Baum-
dekomposition (X, T') der Weite [ mit einem binidren Dekompositionsbaum 7' mit ausgezeich-
neter Wurzel. Der Algorithmus berechnet Bottom-Up mit dynamischer Programmierung fiir
jeden Teilbaum von T mit Wurzel u in konstanter Zeit die Aquivalenzklasse des zugehérigen
I-terminalen Graphen aus den Aquivalenzklassen der Teilbdume der zwei Séhne von w.

Die wichtigste Voraussetzung fiir eine Bottom-Up Verarbeitung ist somit die Existenz
der Baumdekomposition. Arnborg, Corneil und Proskurowski zeigten in [ACP87], dass die
Frage, gegeben ein Graph G und eine Zahl k, hat G die Baumweite k, ein NP-vollstindiges
Entscheidungsproblem ist. Fiir konstante Werte von k existieren jedoch polynomielle Algo-
rithmen, die eine Baumdekomposition berechnen, falls es eine solche gibt. Der asymptotisch
schnellste sequentielle Algorithmus fiir die Berechnung einer Baumdekomposition fiir festes &
ist der Linearzeit-Algorithmus von Bodlaender in [Bod96]. Die niedrigste bekannte Komple-
xitédtsklasse, welche die Menge aller Graphen mit Baumweite & fiir festes k& enthalten, die eine
MSO,-definierbare Eigenschaft erfiillen, ist die Komplexitétsklasse LOGCFL, siche [Wan94a.

Das gleiche Schema kann genutzt werden um Graphenprobleme auf Graphen mit be-
schrankter NLC-Weite zu 16sen, siehe Kapitel 7.2. Niheres zur Losung von schweren Gra-
phenproblemem auf Graphklassen mit beschrinkter Baumweite und auf Graphklassen mit
beschriankter NLC-Weite findet man in den Schriften [Arn85, AP89, ALS91, Bod97, Bod9s,
CMRO00, Cou90a, Cou90b, Cou92, EGW01la, KR01, LW93, Wan94c].

Es gibt eine ganze Klasse von erkennbaren Graphenproblemen die man mittels Ausdrucks-
mitteln aus der Logik beschreiben kann. Man unterscheidet die Monadische Logik zweiter Ord-
nung fiir Graphen mit Quantifizierungen iiber Knoten und Knotenmengen, kurz MSO;' und
die ausdrucksstirkere Monadische Logik zweiter Ordnung fiir Graphen mit Quantifizierungen
iiber Knoten, Knotenmengen, Kanten und Kantenmengen, kurz MS0Os. Niheres zur Monadi-
schen Logik fiir Graphen findet man in den Schriften [Cou90a, CM93)]. Es sei IT : G, — {0,1}
eine Grapheigenschaft. Falls es eine Formel mit den Operationen der Monadischen Logik mit
Quantifizierungen gemiss MSO; bzw. MSOs gibt, so dass ein Graph G genau dann II erfiillt,
wenn G die Formel erfiillt, so nennen wir I MSO1-definierbar bzw. MSOs-definierbar.

Die Eigenschaft IT ob ein Graph einen Hamilton Kreis besitzt ist wie folgt MSOo-
definierbar. II(G) & 3E' C Eg : (Vg, E') ist ein Kreis. Ein Graph ist ein Kreis genau dann
wenn der Graph zusammenhéingend ist und jeder Knoten den Grad zwei hat. Zwei Knoten u
und v eines Graphen G sind adjazent (adj(u,v)) genau dann wenn Je € E : u € e Av € e.
deg(u) > k < Juy,...,ux €V :uy # uo,u1 # U3, ..., U1 7# Ug,. .., Uk—1 7 ug A adj(u,ur) A
.o A adj(u, ug). deg(u) = k < deg(u) > k A ~(deg(u) > k + 1). G ist zusammenhingend
VW CVemit 1<|U K| Vg|:F3ueUANTveVg—UANTe€ Emitu€ eundv € e.
|U |<|V |: 3w €V : =(w € U). II ist nicht MSO;-definierbar, siehe Kapitel 7.11.

Theorem 6.2.4 (Courcelle [Cou90b]) Jede MSO,-definierbare Grapheigenschaft ist er-
kennbar.

Die Lo6sungsidee zu Theorem 6.2.4 beruht darauf, dass Teilgraphen, welche durch
Teilbdume des Dekompositionsbaumes des Eingabegraphen definiert sind, sich beziiglich
der zu untersuchenden Eigenschaft in Aquivalenzklassen einteilen lassen. Fiir alle MSOo-
definierbaren Eigenschaften ist die Anzahl der Aquivalenzklassen unabhingig von der Teil-
graphgrofle. Dadurch lassen sich mit Bottom-Up Analysemethoden alle MSOsq-definierbaren
Eigenschaften auf Graphen mit beschrinkter Baumweite in linearer Zeit entscheiden. Zum

'Die Abkiirzung MSO steht fiir Monadic Second Order Logic.
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Beispiel ist das MSOs-definierbare und im allgemeinen NP-vollstdndige Graphenproblem Ha-
miltonkreis in linearer Zeit auf Graphen mit beschrinkter Baumweite 16sbar.

Die Umkehrung von Theorem 6.2.4 gilt jedoch nicht, da nicht jede erkennbare Gra-
pheigenschaft auch MSOs-definierbar ist. Zum Beispiel ist die Menge aller Graphen mit
einer geraden Anzahl paarweise nicht adjazenter Knoten ({Ka, | n € N}) erkennbar, aber
nicht MSO,-definierbar, siche [Cou90b]. Die Aquivalenz zwischen Erkennbarkeit und MSO,-
Definierbarkeit gilt jedoch fiir Graphklassen mit beschrinkter Baumweite, siehe [Lap98].

Erweiterungen der MSO, Logik erlauben sogar die Formulierung von Optimierungs-
problemen die ebenfalls erkennbar sind, genaueres dazu findet man in den Schriften
[ALS91, BPT92, CM93]. Zum Beispiel sind die NP-schweren Probleme ein minimales ma-
ximales Matching in einem Graphen zu finden (siche Kapitel 7.10 zur Problemdefinition)
und einen minimalen ¢-Spanner in einem Graphen zu finden in der erweiterten MSOs Logik
definierbar und somit in linearer Zeit auf Graphen mit beschrinkter Baumweite 16sbar.

6.3 Normalform fiir Cliquenweite k-Ausdriicke

Wir definieren eine Normalform fiir die in Definition 2.3.1 eingefithrten Cliquenweite
k-Ausdriicke. Diese Normalform &ndert die Graphen, die man mittels Cliquenweite k-
Ausdriicken definieren kann nicht, sondern ist nur fiir einige Beweise hilfreich.

Um die Definition der Normalform méglichst einfach zu gestalten nummerieren wir die
Knoten in einem Graphen G = val(X) fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X wie folgt. Falls
G = val(e;), dann ist der einzige Knoten aus G der erste Knoten in G. Es sei G = val(Y; @Y3).
Wenn val(Y;) n Knoten und val(Y3) m Knoten enthélt, dann ist der i-te Knoten von G der
i-te Knoten aus val(Y7), falls ¢ < n und der (i — n)-te Knoten aus val(Y3) falls ¢ > n. Der
i-te Knoten von val(n; j(Y)) und von val(p;—;(Y)) ist der i-te Knoten aus val(Y'). Zwei k-
Ausdriicke X und Y heiflen dquivalent, dies bezeichnen wir mit X = Y, falls die beiden
Graphen val(X) und val(Y") beziiglich der Knotennummerierung isomorph sind, d.h.

1. val(X) und val(Y) haben die gleiche Knotenanzahl n,

2. der i-te Knoten in val(X), 1 < i < n, hat die gleiche Markierung wie der i-te Knoten
in val(Y') und

3. es gibt eine Kante zwischen dem i-ten und dem j-ten Knoten in val(X), 1 < 4,5 < n,
genau dann wenn es eine Kante zwischen dem i-ten und j-ten Knoten in val(Y’) gibt.

Anderenfalls sind X und Y nicht dquivalent, was wir mit X #Z Y bezeichnen.

Wenn zwei k-Ausdriicke X und Y dquivalent sind, dann miissen diese nicht gleich sein.
Sind zwei k-markierte Graphen val(X) und val(Y’), die durch die beiden k-Ausdriicke X und
Y definiert sind, isomorph, dann miissen die Ausdriicke X und Y nicht dquivalent sein, siehe
Tabelle 6.1.

Definition 6.3.1 (Normalform) Die Normalform fir Cliquenweite k-Ausdricke ist wie
folgt definiert.

1. Der k-Ausdruck e, firt € [k], ist in Normalform.

2. Falls Y1 und Yy zwei k-Ausdriicke in Normalform sind, dann ist der k-Ausdruck

Pin—sgn -+ Pir—sin (M, gt (M 1 (V1 @ ¥a) - 0)) )
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X1 =m23((m2(e1 @ e2)) @ e3)

O—0o0—0O

1 2 3
X3 =mn12(e1 D 2)

O—=0O

1 2

X5 = (ni2(e2 Dey)) @ ey

Xo =n1,2(1 ® (n2,3(%2 @ 3)))

O—C0—0O

1 2 3
X4 =1m2(e2 @ 1)

O—=0Q

1 2

X =03® (n12(01 @ 2))

—0 O ® OO0

3 1 2 3

Tabelle 6.1: Die Indizes rechts unter den Knoten der Graphen stellen die Nummerierung
der Knoten beziiglich des k-Ausdrucks dar. Die 3-Ausdriicke X; und X5 sind dquivalent,
da val(X;) und val(X3) die gleiche Knotenanzahl haben, der i-te Knoten in val(X;) hat
die gleiche Markierung wie der i-te Knoten in val(X3), 1 < ¢ < 3, und es gibt eine Kante
zwischen dem i-ten und j-ten Knoten in val(X1), 1 <4,j < 3, genau dann wenn es eine Kante
zwischen dem i-ten und j-ten Knoten in val(X5s) gibt. Die Ausdriicke X; und X5 sind jedoch
nicht gleich.

Die 2-Ausdriicke X3 und X, sind nicht dquivalent, da der erste Knoten aus X3 nicht die
gleiche Markierung hat wie der erste Knoten aus Xy.

Die 2-Ausdriicke X5 und Xg sind nicht dquivalent, da es eine Kante zwischen dem ersten
Knoten aus X5 und dem zweiten Knoten aus X5 in val(X;5) gibt, jedoch gibt es keine Kante
zwischen dem ersten Knoten von Xg und dem zweiten Knoten aus Xg in val(Xg). Die 2-
markierten Graphen val(X5) und val(Xs) sind isomorph.

JUr a1, 415 <y ins Jns 815 315 - - - 2 by s Jpy € [K] in Normalform falls die folgenden Bedingun-
gen erfillt sind.

(a) Fiir jede Kanteneinfiigeoperation M, g, 1< I'<n!, gilt

Mg, (i, g oo gt (Y1 @Ya) - )) E e, g (oot (V1 @ Y2) -+ ),

1 1
ny, 5, (Y1) =1 und 7y g (Y2) = Ya.

(b) Fiir jede Ummarkierungsoperation p; ., 1 <1 <mn, hat der Graph

valpiy_y iy (- Pin—sin (i, g1, (- iyt (V1 ©Y2) -+ ) - ++))
einen Knoten der mit i, markiert ist und einen Knoten der mit j; markiert ist und
i & {J1s- s i1}
(¢) Fiir jedes Paar verschiedener Markierungen i,j € [k] gilt
i. falls der Graph val(Y1) einen mit i markierten Knoten und einen mit j mar-
kierten Knoten enthdlt, dann gilt
Pir—sji (- "Pz‘1—>j1(77i'n,,j;,(' "771"1,3';( Yi © Yo )--))--0)
Z P (- "pi1—>j1(77i;z,,j;,(' g pini(Y1) @ Yo )eer))eer)
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und

ii. falls der Graph val(Ys) einen mit i markierten Knoten und einen mit j mar-
kierten Knoten enthdlt, dann gilt

Py (-~ P (e, g - mig gt (Y1 @ Yo )--))00)

£ P P50, (- Tt Y ® pig(¥a) )ee)) o).
Ist X ein k-Ausdruck in Normalform, so sind die Operationen zwischen zwei Vereinigungsope-
rationen so angeordnet, dass erst alle Kanteneinfiigeoperationen erfolgen und dann die Um-
markierungsoperationen. Kanten werden so frith wie moglich eingefiigt und Knoten werden
so frith wie moglich ummarkiert. Nach Definition 6.3.1(2.(a)) fiigt eine Kanteneinfiigeopera-
tion i, ., mindestens eine Kante zwischen einem Knoten aus val(Y;) und einem Knoten aus
val(Y3) ein, jedoch keine Kanten zwischen zwei Knoten aus val(Y;) oder zwischen zwei Knoten
aus val(Y2). Nach Definition 6.3.1(2.(b)) markiert eine Ummarkierungsoperation p;,_,;, min-
destens einen Knoten mit einer Markierung die schon ein anderer Knoten besitzt. Jede Um-
markierungsoperation verringert somit die Anzahl der Markierungen der Knoten im Graphen.
Kein Knoten wird zwischen zwei Vereinigungsoperationen mehr als einmal ummarkiert. Keine
der Operationen p;,_, ;,_,...,p;; j, markiert einen Knoten mit 4;. Damit ist 4; nicht an den
Ummarkierungsoperationen p;, ,j,_,,...,pi;—j, beteiligt, d.h. ¢ & {¢_1,..., %1, Ji—1,---,J1}
und j; wurde zuvor nicht ummarkiert, d.h. j; & {i;_1,...,41}. Nach Definition 6.3.1(2.(c)) ist
die Anzahl der Markierungen, die von Graphen der Teilausdriicke verwendet werden, stets
minimal.

Man sieht leicht, dass falls der k-Ausdruck p;—,;(Y) in Normalform ist, so ist auch der
k-Ausdruck Y in Normalform. Ist der k-Ausdruck n; 7 (Y') in Normalform ist, so ist auch der
k-Ausdruck Y in Normalform. Ist der k-Ausdruck X @Y in Normalform ist, so sind auch die
k-Ausdriicke X und Y in Normalform.

Theorem 6.3.2 Zu jedem Cliquenweite k-Ausdruck X gibt es einen dquivalenten Cliquen-
weite k-Ausdruck in Normalform.

Beweis Wir zeigen wie ein beliebiger Cliquenweite k-Ausdruck X in einen &quivalenten
Cliquenweite k-Ausdruck in Normalform umgeformt werden kann.

Die folgenden Umformungen kénnen angewendet werden um einen k-Ausdruck X in einen
dquivalenten k-Ausdruck umzuformen in dem keine Kanteneinfiigeoperation direkt auf eine
Ummarkierungsoperation folgt.

Es sei Z = ny j(pi—;(Y')) ein Teilausdruck von X.

1. Falls {i,5} Nn{i,5'} =0, so kann Z durch p;_,;(ny +(Y)) ersetzt werden, da die beiden
Markierungen 7 und j der Ummarkierungsoperation nicht an der Kanteneinfiigeopera-
tion beteiligt sind.

2. Falls i € {i,;'}, dann kénnen wir die Kanteneinfiigeoperation 7, ;; entfernen, da sie
keine Kanten erzeugt.

3. Falls i ¢ {¢',7'} und j € {i,5'}, dann unterscheiden wir die folgenden beiden Fille.
Falls j = ¢’ gilt, so kann Z durch p;—;(n j/(n;,;7(Y))) ersetzt werden und falls j = j'
gilt, so wird Z durch p;_, (9 j»(ny i(Y'))) ersetzt.



Kapitel 6.3. Normalform fiir Cliquenweite k-Ausdriicke 65

Mit Hilfe dieser Umformungsschritte kénnen wir jeden k-Ausdruck X in einen dquivalenten
k-Ausdruck umformen, in dem alle Kanteneinfiigeoperationen und Ummarkierungsoperatio-
nen in der in Definition 6.3.1 geforderten Reihenfolge auftreten.

Nun zeigen wir die Behauptung mit vollstindiger Induktion nach der Anzahl der Vereini-
gungsknoten in X und nach dem Aufbau von X. Die folgenden Umformungen verdndern die
Anzahl der Vereinigungsknoten in den Teilausdriicken nicht.

Es sei
X = pinosiu i (1 g (=i gy (00) ) )
ein k-Ausdruck ohne Vereinigungsoperationen. X ist dquivalent zu dem k-Ausdruck e; mit

j € {jla N 7jnat}'
Nun sei

X =y, (Wi’,_l,jl’,_l (-m g (Y1@Y2) )

!
ein k-Ausdruck, wobei
X =y, gy Comg (@) )

in Normalform sei.

1. Falls val(Y1) nicht alle Kanten zwischen Knoten die mit i, und Knoten die mit jj
markiert sind enthilt, dann formen wir den k-Ausdruck M3, (Y1) in einen dquivalenten

k-Ausdruck Y{ in Normalform um und ersetzen im Ausdruck X den Ausdruck Y; durch
Y]. Die Umformung von i, 4, (Y1) in Normalform ist nach Induktionsannahme méglich.
Die gleiche Umformung koénnen wir auch fiir Yo durchfiihren, falls dies notwendig ist.

2. Falls

e (ni;,_l,j;,_l(' g (Y1 @Ys)ee)) = ni’,_l,jl’,_l(' g (Y1 @Y2) o)

5

dann kénnen wir die Operation M, jt, AUS X entfernen, da diese keine Kanten erzeugt.
In beiden Fillen erhalten wir einen dquivalenten k-Ausdruck in Normalform.

Es sei
X = Pin—jin (= Pir—sjs (i, g1, (- gt (V1 @ Y) --+)) - --)

ein k-Ausdruck, in dem der Teilausdruck
Zo =i, g, (i (Y1 @ Ya) - --)

in Normalform ist.
Falls der Graph val(Y}) einen Knoten enthélt der mit ¢ markiert ist und einen Knoten
enthilt der mit j markiert ist, 4,5 € [k], ¢ # j und

Pir—ji (- Pis—gs (i, g1, (== it gt i © Yo )--))er)
= pilﬁjl("'pi1ﬁj1(ni;,,j;,('"ni'l,ji( PHj(Yl) ®© Yo )---))---),

dann formen wir den Teilausdruck p;—,;(Y1) in einen dquivalenten k-Ausdruck Y] in Normal-
form um und ersetzen im k-Ausdruck X den Teilausdruck Y7 durch Y{. Die Umformung von
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pi—; (Y1) in Normalform ist nach Induktionsannahme mdoglich. Dannach formen wir Zy mit
dem neuen Teilausdruck Y7 in Normalform um, falls dies notwendig ist. Diese Umformung ist
nach der Induktionsannahme und den obigen Umformungen méglich. Die gleiche Umformung
erfolgt fiir Yo, falls dies notwendig ist. Die Umformungsschritte konnen hochstens &k — 1 mal
fir Y; und Y, wiederholt werden, da nach jeder Umformung die Anzahl der Markierungen in
val(Y7) und val(Y3) um eins geringer wird.

Nun berechnen wir fiir jede Markierung [ € [k] die Markierung h(l) in die [ durch die n
Operationen p;, j,, - .-, Pi,—j, in dieser Reihenfolge ummarkiert wird. Die Funktion & : [k] —
[k] kann als gerichteter Graph H = (Vg, Ex) mit Knotenmenge Vi = [k] und Kantenmenge
Exg ={(l,h(l)) | I € [k]} dargestellt werden. Jeder Knoten [ in H hat genau eine auslaufende
gerichtete Kante (I, h(l)).

Zuerst entfernen wir alle gerichteten Kanten (I1,l2) aus H, fiir die der Graph val(Zp)
keinen mit /; markierten Knoten enthilt und alle Kanten (I1,[2) mit {; = 2, da diese Kanten
keine Ummarkierungen von Knoten in val(Zy) reprisentieren. Dann werden alle Kantenpaare
(I1,12), (I2,13) in H betrachtet und wir ersetzen gleichzeitig im Ausdruck Zj alle Markierungen
l; durch ls und Iy durch [y, wir entfernen die Kanten (l1,l2), (l2,l3) aus H und fiigen falls
l1 # l3 eine neue Kante (l1,/3) zu H hinzu. Dazu beachte man, dass Zy in Normalform bleibt,
wenn wir zwei Markierungen vertauschen. Dann betrachten wir alle Kanten (I1,l2) fiir die der
Graph val(Zy) keinen mit I markierten Knoten enthélt. Wir ersetzen im Ausdruck Zj alle
Markierungen /; durch /, und alle Markierungen [, durch /; und entfernen die Kante (l1,12)
aus H.

Mit Hilfe der verbleibenden Kanten in H definieren wir eine neue Ummarkierung fiir die
Knoten in Zy. Wir beginnen mit dem Ausdruck Zy und 16schen schrittweise eine Kante (1, 19)
aus H und wenden die Operation p;,_,;, auf den aktuellen Ausdruck Z; an um einen neuen
Ausdruck Zj11 = pj,1,(Zi) zu erhalten. So erhalten wir einen k-Ausdruck in Normalform
der dquivalent zu unserem urspriinglichen Ausdruck ist. O

Der Beweis von Theorem 6.3.1 nutzt einen Ummarkierungstrick um eine Ummarkierungs-
operation p;,—,,(X) zu vermeiden, falls der Graph val(X) keinen Knoten enthélt, der mit j
markiert ist. Diese Ummarkierung ersetzt im Graph val(X) gleichzeitig jede Markierung i;
durch j; und jede Markierung j; durch ¢;. Den so erhaltenen Ausdruck bezeichnen wir mit
Xiesj- Ist X in Normalform, so ist auch Xj,; in Normalform und p;,—;,(X) = X

6.4 TUberblick

In diesem Abschnitt soll erldutert werden wie der Beweis in den nichsten Abschnitten abliuft.
I, sei die Grapheigenschaft ,,Cliquenweite hochstens k“ und ~p, ; sei die Aquivalenzrelation
die wir in Kapitel 6.2 fiir k-markierte [-terminale Graphen definiert haben. Wir wollen zeigen,
dass ~1y, ; die Menge aller k-markierter /-terminaler Graphen fiir jedes k¥ > 1 und jedes [ > 0
in endlich viele Aquivalenzklassen einteilt. Damit wird unmittelbar folgen, dass die Graphei-
genschaft ,,Cliquenweite hochstens £“ in Linearzeit fiir Graphen mit Baumweite héchstens [
entscheidbar ist.

Wir definieren zu jedem k-markierten [-terminalen Graphen G einen Verbindungstyp,
der aus einer Menge von Verbindungsbdumen besteht. Wir zeigen, dass zwei k-markierte [-
terminale Graphen beziiglich der Grapheigenschaft Cliquenweite hochstens & ersetzbar sind,
falls sie den gleichen Verbindungstyp haben. Damit kann die Anzahl der Aquivalenzklas-
sen von ~py, ; durch die Anzahl der verschiedenen Verbindungstypen fiir alle k-markierten
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[-terminalen Graphen nach oben abgeschitzt werden. Falls es fiir jedes feste £ > 1 und jedes
feste [ > 0 endlich viele verschiedene Verbindungstypen gibt, dann hat ~1, ; endlich viele
Aquivalenzklassen und unsere Behauptung folgt.

Wir beschreiben den Beweis mittels einer vereinfachten Version des Verbindungsbaumes.
Um diesen Baum von dem spéter gebrauchten Verbindungsbaum zu unterscheiden, nennen wir
die einfachere Version starker Verbindungsbaum. H und J seien zwei k-markierte [-terminale
Graphen, so dass der k-markierte Graph G = H o J Cliquenweite hochstens k£ hat, siehe
Abbildung 6.3. X sei ein Cliquenweite k-Ausdruck fiir H o J und T sei der Cliquenweite
k-Ausdrucksbaum, vergleiche Definition 2.3.2, zu X. Der Baum T kann wie folgt in zwei
Teilbdume Ty und T; eingeteilt werden. Der Teilbaum Ty beschreibt den k-markierten Teil-
graphen von H o J der durch die Knoten von H induziert wird. T besteht aus den Blattern
von T, die Knoten aus H entsprechen und allen Knoten von T auf dem Weg dieser Blétter
zur Wurzel von 7. Ty wird auf die gleiche Weise mit Hilfe der Knoten aus J definiert. Jeder
Knoten aus 7' ist in mindestens einem der beiden Teilbdume Ty oder T'; enthalten. Einige
Knoten aus 7T sind in beiden Bdumen Ty und T; enthalten. Zum Beispiel die Wurzel von T
ist sowohl in Ty als auch in T'; enthalten. Die Blitter aus 7' die identifizierten terminalen
Knoten von H und J entsprechen und alle Knoten auf den Wegen von diesen Blittern zur
Wurzel von T sind ebenfalls in beiden Bdumen Ty und Ty enthalten.

Us U1 ug/us

|—

ur
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Abbildung 6.3: Vier 2-markierte 2-terminale Graphen Hy,Hj, J und J' und die 2-markierten
Graphen Hy o J und Hyo J'

Der gemeinsame Teil der beiden Teilbdume Ty und 77y, wir bezeichnen diesen im Folgen-
den mit C, definiert einen starken Verbindungsbaum fiir H. Die Blitter im gemeinsamen Teil
C sind entweder Blitter aus T" oder Vereinigungsknoten. Falls ein Blatt in C' einem Kno-
ten aus H o J entspricht, der durch die Identifizierung der i-ten terminalen Knoten aus H
und J erhalten wurde, dann markieren wir den Knoten in C' mit dem Index i. Es sei u ein
Vereinigungsknoten des k-Ausdrucksbaumes 7" und u; und u, seien der linke bzw. der rechte
Sohn von % in T. Falls v im gemeinsamen Teil C' enthalten ist, aber u; oder u, nicht im
gemeinsamen Teil C' vorkommt, dann fiigen wir in C' einen linken Sohn v; bzw. einen rechten
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Sohn v, ein, so dass wir einen geordneten bindren Baum erhalten in dem jeder Vereinigungs-
knoten einen linken und einen rechten Sohn hat. Falls u; (u,) ein Knoten aus Ty ist aber
nicht in T’y enthalten ist, dann wird das in C eingefiigte Blatt v; (bzw. v,) mit der Menge L
der Markierungen der Knoten im k-markierten Graphen G(T,w;) (bzw. G(T,u,)) markiert.
In Abbildung 6.4 wird ein Beispiel fiir einen solchen eingefiigten Knoten und eine zusitzli-
che Markierung gezeigt. Eine nicht leere Markierungsmenge L C [k] in C bedeutet, dass das
Blatt einen Teilbaum aus Ty und nicht einen Teilbaum aus 7'; reprisentiert. Diese Blitter
werden auch innere Bldtter und die restlichen Blitter werden dufere Bldtter genannt. Die
Bezeichnungen ,,innere“ und ,,duflere“ sollen andeuten, dass das linke Argument H der innere
Graph ist zu dem wir den Verbindungsbaum bestimmen und dass das rechte Argument J der
duBere Graph ist, d.h die Umgebung von H darstellt. Der so entstandene markierte Baum C
wird starker Verbindungsbaum fiir H genannt. Um alle starken Verbindungsbiume fiir H zu
erhalten, miissen wir alle k-markierten /-terminalen Graphen J betrachten fiir die der Graph
H o J Cliquenweite hochstens k hat. Weiterhin miissen alle k-Ausdriicke fiir H o J betrachtet
werden. Die Menge aller starken Verbindungsbidume fiir H ist der starke Verbindungstyp fiir
H.

Nun soll erldutert werden, warum zwei k-markierte /-terminale Graphen H; und Hs mit
dem gleichen starken Verbindungstyp beziiglich der Grapheigenschaft Cliquenweite hochstens
k ersetzbar sind. Der Graph H; o J habe Cliquenweite hochstens k, fiir einen k-markierten
I-terminalen Graphen J. X sei ein Cliquenweite k-Ausdruck fir Hj o J. T sei der k-
Ausdrucksbaum fiir X und Ty, und 7T seien die beiden Teilbdume von T die zu H; bzw. zu
J gehoren. Der gemeinsame Teil von T, und 7y definiert einen starken Verbindungsbaum
C fiur H;. Dieser Baum C ist nach unserer Annahme auch ein starker Verbindungsbaum
fiir Hy. Es muss also mindestens einen k-markierten /-terminalen Graphen J' geben, so dass
H, o J' Cliquenweite hochstens k hat. Es gibt dann einen k-Ausdruck X' fiir Hy o J' zu
dem ein k-Ausdrucksbaum T” gehort, so dass der gemeinsame Teil der beiden Teilbdume T}{2
und 77, den gleichen starken Verbindungsbaum C' fiir H, definieren. Nun kénnen wir im k-
Ausdrucksbaum 7' den Teilbaum Ty, durch den Teilbaum T}, austauschen, siehe Abbildung
6.5. Dies kann durch Ersetzung der Teilbdume, die zu den inneren Blittern gehoren, erfolgen.
T" sei der durch diese Ersetzung entstandene k-Ausdrucksbaum.

Man kann leicht sehen, dass der k-Ausdrucksbaum 7" den k-markierten Graphen Hs o J
beschreibt. Die Knoten aus Hy und J sind in dem k-markierten Graphen der durch 7" definiert
wird genau so markiert wie in den k-markierten Graphen Hs o J' und H; o J. Zwei Knoten
aus Ho oder zwei Knoten aus J sind adjazent, genau dann wenn sie in Hy o J' bzw. in
H; o J adjazent sind. Dies gilt, da die Teilbdume die durch Wege von den beteiligten Blétter
hin zu den Wurzeln in den beiden k-Ausdrucksbiumen 7" und T bzw. in den beiden k-
Ausdrucksbdumen 7" und T" gleich sind.

Die L-Markierungen der inneren Bléitter im starken Verbindungsbaum C ist notwendig
um sicherzustellen, dass T" keine Kante zwischen einem inneren Knoten u; aus Hs der nicht
in J enthalten ist und einem inneren Knoten us aus J der nicht in Hy enthalten ist, erzeugt.
Falls der Graph der durch T"” definiert wird eine solche verbotene Kante enthilt, dann besitzt
auch der Graph HioJ mindestens eine verbotene Kante, da der entsprechende Teilgraph von
H; mindestens einen Knoten mit der gleichen Markierung wie u; in Hy hétte. Falls fiir jeden
k-markierten [-terminalen Graphen J, der Graph H; o J Cliquenweite hochstens &k hat, genau
dann wenn der Graph Hs o J Cliquenweite hochstens k£ hat, dann sind H; und H» beziiglich
der Grapheigenschaft Cliquenweite héchstens k ersetzbar.

Nun betrachten wir die GréBe der starken Verbindungsbidume. Die Gréfie des gemeinsamen
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Abbildung 6.4: Ein Cliquenweite 2-Ausdrucksbaum T fiir den Graphen H; o J und ein Cli-
quenweite 2- Ausdrucksbaum 7" fiir den Graphen Hyo J'. C] ist ein starker Verbindungsbaum
fiir H; und Hy. C5 ist ein starker Verbindungsbaum fiir J und J'.

Teils der beiden Teilbdume Ty und T); kann nicht durch eine Konstante, die nur von k£ und [
abhingt, beschrinkt werden. Die néichsten Abschnitte beschéiftigen sich damit zu zeigen, dass
es fiir jeden k-markierten Graphen H o J mit Cliquenweite héchstens & mindestens einen k-
Ausdrucksbaum 7" gibt, so dass die notwendige Information des gemeinsamen Teils der Bdume
Ty und Tj beschrankt werden kann. Diese Information wird weiterhin baumstrukturiert sein
und wird in den néchsten Abschnitten als Verbindungsbaum definiert.

Wir werden schrittweise zeigen, dass es einen k-Ausdrucksbaum fiir H o J gibt in dem
die Wege im gemeinsamen Teil von Ty und 7; die folgende Form haben. Wir teilen die
Operationen der Knoten in 7" in H-Operationen und J-Operationen ein. Eine H-Operation
markiert einen Knoten aus H um oder fiigt eine zu einem Knoten aus H inzidente Kante ein.
Eine J-Operation behandelt entsprechend Knoten aus J. Einige Knoten aus T sind sowohl
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Abbildung 6.5: Ein Cliquenweite 2-Ausdrucksbaum 7" fiir den Graphen H; o J’, ein Cliquen-
weite 2-Ausdrucksbaum T” fiir den Graphen Hs o J und die 2-markierten Graphen Hq o J'
und Hy o J.

H-Operationen als auch J-Operationen. Im niichsten Abschnitt werden wir zeigen, dass es
immer einen k-Ausdrucksbaum T fiir H o J gibt, so dass im gemeinsamen Teil von Tz und
T; die Anzahl der Wechsel zwischen H-Operationen und J-Operationen entlang eines Weges
von einem Blatt zur Wurzel von T" durch eine Konstante, die nur von k£ und / und nicht von
der Grofle von H oder der Gréfe von J abhingt, beschriankt werden kann. Diese Eigenschaft
ermoglicht es uns eine Verbindungsstruktur beschrinkter Gréfle zu definieren, die wir dann
den Verbindungsbaum fiir H nennen. Die wesentliche Idee besteht darin, dass wir Teilwege
mit Operationen desgleichen Typs durch sogenannte Briickenknoten ersetzen.
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6.5 Bestimmung des Verbindungstyps

Wir nehmen nun an, dass wir einen k-markierten [-terminalen Graphen H = (Vy,Ey,
Py, laby) und einen k-markierten [-terminalen Graphen J = (Vj, E;, P;,laby) gegeben ha-
ben, so dass H und J knotendisjunkt sind und der k-markierte Graph

G = (Vg,Eg,labg) =HolJ

Cliquenweite hochstens & hat.

Wir teilen die Knotenmenge Vg in drei disjunkte Mengen Ug,U;,Up ein, so dass Uy U
UjUUp = Vg. Die Menge Uy = Vg — Ppg enthilt die inneren Knoten von H, Uy = V; — Py
enthalt die inneren Knoten von J und Up enthilt die identifizierten terminalen Knoten aus
H und J. Die Knotenmenge Up enthilt genau [ Knoten, da die [ terminalen Knoten von H
mit den / terminalen Knoten von J identifiziert werden. Der Graph G enthélt keine Kante
zwischen einem Knoten aus Uy und einem Knoten aus Uy, vergleiche Abbildung 6.6.

Abbildung 6.6: Zwei 3-markierte 3-terminale Graphen H und J, der 3-markierte Graph G =
H o J und die Aufteilung der Knotenmenge von G in Uy, Up und Uj.

Es sei T ein Cliquenweite k-Ausdrucksbaum fiir G = H o J. Der Teilbaum Tp von T ist
der Baum der aus den [ Blittern von T besteht, die den Knoten aus Up entsprechen und
allen Wegen dieser Knoten zu der Wurzel von 7', siche Abbildung 6.7. Somit ist die Wurzel
von T auch die Wurzel von Tp. Der Baum Tp ist im Allgemeinen kein Ausdrucksbaum. Falls
H und J keine inneren Knoten besitzten, so ist Tp ein Ausdrucksbaum und 7" und Tp sind
sogar gleich.

Wir wollen zeigen, dass es fiir jedes Paar H, J mindestens einen k-Ausdrucksbaum T fiir G
gibt, so dass Tp eine spezielle Form hat. Diese Form beinhaltet die wesentlichen Informationen
wie die beiden Graphen H und J miteinander verbunden werden. Wir zeigen, dass die Grofle
dieser Verbindungsinformationen nur von k£ und ! abhingt und nicht von der Gréfle von H
oder der Gréfle von J.

Die folgenden vier Abschnitte beginnen jeweils mit einem Lemma welches zeigt, dass wir
jeweils ohne Einschrinkungen einen spezielleren k-Ausdrucksbaum T betrachten kénnen. Die
Einschrinkungen sind als Eigenschaften formuliert die der Baum 7’ erfiillen muss. Die Lemmas
zeigen, dass dies jeweils ohne Beschrinkung der Allgemeinheit méoglich ist.
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Abbildung 6.7: Ein Cliquenweite 3-Ausdrucksbaum 7T fiir den 3-markierten Graphen G aus
Abbildung 6.6 und der Teilbaum T von T.

Einteilung in Wege vom Typ 1, 1.a und 1.0
Lemma 6.5.1 Es gibt immer einen k-Ausdrucksbaum T fiir G, der die folgende Eigenschaft

erfillt.

Eigenschaft 6.5.2 Es sei u; ein Vereinigungsknoten in T, so dass einer seiner Séhne ug
in Tp liegt und der andere Sohn ufy nicht in Tp liegt. Dann gehéren die Knoten in G(ug)
entweder alle zu Uy oder alle zu Uj.
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Beweis Da G(u() keine Knoten aus Up enthilt, sind die Knoten aus G(uy) alle aus Uy UUj.
Falls die Knoten aus G(ug) nicht alle aus Uy oder nicht alle aus Uy sind, dann seien T und
Ty die beiden k-Ausdrucksbdume, die die Teilgraphen von G(uy) die durch die Knoten aus Uy
bzw. durch die Knoten aus U; induziert werden, definieren. Die Bdume Ty und T; kénnen
leicht aus T'(uf) konstruiert werden, indem Teilbdume deren Blitter Knoten aus U; bzw.
Knoten aus Uy entsprechen, aus T'(u) entfernt werden. Ein Vereinigungsknoten in Ty bzw.
T; der nun nur noch einen Sohn hat, kann durch diesen Sohn ersetzt werden. Wir ersetzen
den Teilbaum 7'(uf) durch den Baum T}, fiigen einen neuen Vereinigungsknoten vy zwischen
u1 und ug ein und fiigen eine Kante zwischen vy und der Wurzel von T'; ein. Somit wird die
Wurzel von T'; zum nicht in T enthaltenen Sohn von vg. Der so erhaltene Ausdrucksbaum
definiert denselben Graphen wie der urspriingliche Ausdrucksbaum und u; erfiillt nun Eigen-
schaft 6.5.2. Diese Transformation kann fiir alle Vereinigungsknoten vorgenommen werden die
Eigenschaft 6.5.2 nicht erfiillen, vergleiche dazu Abbildung 6.8. O

% L

Abbildung 6.8: Ein Umformungsschritt aus dem Beweis von Lemma 6.5.1

Es sei X der Cliquenweite k-Ausdruck zu dem Ausdrucksbaum 7' der Eigenschaft 6.5.2
erfiille. Mit Hilfe der Umformungen aus dem Beweis von Theorem 6.3.2 erhélt man einen zu
X &dquivalenten k-Ausdruck in Normalform der auch Eigenschaft 6.5.2 erfiillt, da die Umfor-
mungsschritte zur Erlangung der Normalform nur Ummarkierungs- und Kanteneinfiigeknoten
umordnen und Eigenschaft 6.5.2 fiir T' nicht verdndern. Wir nehmen nun an, dass 7' Eigen-
schaft 6.5.2 erfiillt und dass X in Normalform ist.

Es sei u; ein Vereinigungsknoten in Tp, so dass einer seiner S6hne ugy in Tp liegt und
der andere Sohn wug nicht in Tp liegt. Wir definieren &(u1) := 0 oder &(u1) := 1, falls alle
Knoten aus G(ug) aus Uy sind bzw. falls alle Knoten aus G(ug) aus Uy sind. In allen anderen
Féllen und in den Féllen wo u; kein Vereinigungsknoten ist sei £(u1) undefiniert. Zur besseren
Lesbarkeit schreiben wir im Weiteren stets {(u1) = H anstelle von &(u1) = 0 und &(uq) = J
anstelle von &(u;) = 1. Dies soll nicht bedeuten, dass £(uq) der Graph H oder der Graph
J ist, sondern nur andeuten, dass alle Knoten aus G(uy) aus der Menge Uy bzw. U, sind.
Nach Lemma 6.5.1 kénnen wir annehmen, dass &(uq) fiir alle Vereinigungsknoten uq in Tp,
die genau einen Sohn nicht in 7T» haben, definiert ist.

Der Baum Tp hat ! Blitter und besteht aus hochstens 2/ — 1 maximalen Wegen p =
(u1,---,ug), s > 1, so dass uj ein Vereinigungsknoten in Tp ist, der entweder zwei Séhne in
Tp besitzt oder der nur einen Sohn in Tp besitzt, der ein Blatt ist. Der letzte Knoten ugy von
p ist entweder die Wurzel von Tp oder der Sohn eines Vereinigungsknoten dessen Sthne beide
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in Tp enthalten sind. Alle Graphen G(us) fiir s =1,..., s’ enthalten die gleichen Knoten aus
Up. Wir nennen einen solchen Weg p in Tp 1- Weg oder Weg vom Typ 1. Jeder Knoten aus
Tp der kein Blatt ist, ist in genau einem dieser Wege vom Typ 1 enthalten.

Ein maximaler Teilweg (u1,...,Uy,...,uy) in Tp, so dass u; ein Vereinigungsknoten ist,
ug, . .., u Kanteneinfiigeknoten und w1, ...,uy Ummarkierungsknoten sind, wird Rahmen
von Tp genannt. Jeder Rahmen enthilt héchstens (g) + k Knoten, da es einen Vereinigungs-
knoten u1, hochstens (g) Kanteneinfiigeknoten us, ..., u, und héchstens & — 1 Ummarkie-
rungsknoten u,sy1,...,uy gibt. Abbildung 6.9 zeigt den Aufbau eines Rahmens.

_

Abbildung 6.9: Ein Rahmen beginnt immer mit einem Vereinigungsknoten auf den dann
Kanteneinfiigeknoten und Ummarkierungsknoten folgen.

Der erste Rahmen eines 1-Weges wird Weg vom Typ 1.a genannt. Der restliche Teil eines
1-Weges, falls er nicht leer ist, heiit Weg vom Typ 1.b, sieche Abbildung 6.10. Es gibt in Tp
hochstens 21 — 1 Wege vom Typ 1.a und hochstens 2] — 1 Wege vom Typ 1.b. Jeder 1.a-Weg
hat hochstens (12“) + k Knoten, da er ein Rahmen ist. Fiir jeden Vereinigungsknoten w; in
einem 1.b-Weg gilt entweder £(u1) = H oder &(uy) = J.

Einteilung in Wege vom Typ 2.a und 2.b

Fiir einen Knoten us des k-Ausdrucksbaumes 7', sei Ly (us), Lj(us) und Lp(us) die Men-
ge der Markierungen der Knoten in G(us) die aus der Menge Uy, Uy bzw. Up sind. Die
Schnittmengen

Ly (us) N Ly(us), Lp(us) N Ly(us), Lp(us)NLj(us) und Lp(us) N Ly(us) N Ly(us)
werden im Folgenden durch

Lyns(us), Lpnm(us), Lpns(us) und Lpagngs(us)

abgekiirzt.

Lemma 6.5.3 Es gibt immer einen k-Ausdrucksbaum T fir G, so dass der k-Ausdruck X
in Normalform ist und T die Figenschaften 6.5.2 und 6.5.4 erfillt.

Eigenschaft 6.5.4 FEs sei u, ein Ummarkierungsknoten in Tp, der mit p;_,; markiert ist
und us_1 sei der Sohn von us. Falls i € Lp(us—1), dann ist j € Lp(us—1).
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Abbildung 6.10: Jeder 1-Weg p wird in einen Weg vom Typ 1l.a und einen Weg vom Typ 1.b
unterteilt. Der Weg vom Typ 1.a ist der erste Rahmen in p. Der restliche Teil von p ist der
Weg vom Typ 1.b, der auch leer sein kann.

Beweis Wir beweisen die Behauptung induktiv iiber die H6he von Tp. Wir nehmen an,
dass X ist in Normalform ist und dass 7' die Eigenschaft 6.5.2 erfiillt. Es sei ¢ = (uq,...,
Upry - .., Ug) €in Rahmen in Tp und ug, ' < s < &' sei ein Ummarkierungsknoten der mit p;_, ;
markiert ist. Es sei 1 € Lp(us—1). Weiterhin konnen wir nach Induktionsannahme annehmen,
dass T'(us—1) die Eigenschaft 6.5.4 schon erfiillt.

Falls j ¢ Lp(us—1), dann ersetzen wir im Teilbaum T'(u,) gleichzeitig jede Markierung
1 durch Markierung j und jede Markierung j durch Markierung i. Der Ausdruck zu dem so
erhaltenen Teilbaum 7T'(u,) ist weiterhin in Normalform und 7T'(u,) erfiillt die Eigenschaften

6.5.2 und 6.5.4. Da 7 nicht an den Ummarkierungsoperationenen der Knoten v,/ y1,...,us—1
beteiligt ist, ist der so erhaltene Ausdruck X in Normalform, beschreibt den gleichen Graphen
wie zuvor und 7T'(us) erfiillt die Eigenschaften 6.5.2 und 6.5.4. O

Es sei uz_1 der Sohn eines Ummarkierungsknotens u; in Tp. Nach Lemma 6.5.3 konnen
wir annehmen, dass

Lp(us—1) 2 Lp(us)
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gilt. Falls Lp(us) = Lp(us—1), so gilt fiir die Mengen Lpng(us) und Lpns(us) die umgekehrte
Inklusion, d.h.

Lpau(us—1) €  Lpam(us) und Lpaj(us—1) < Lpas(us),

da eine Ummarkierung eines Knotens mit einer Markierung aus Lpnpg(us—1) oder aus
Lpnj(us—1) auch eine Ummarkierung eines Knotens mit einer Markierung aus Lp(us—1) ist.

Damit konnen wir jeden 1.b-Weg p in Wege vom Typ 2.a und Wege vom Typ 2.b einteilen.
Die 2.a-Wege sind die Rahmen ¢ = (u1,...,u,...,uy) in p fiir die mindestens eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist.

1. Es gibt einen Ummarkierungsknoten ug, r' < s < s, so dass

Lp(us—1) 2 Lp(us), Lpnu(us—1) € Lpam(us) oder Lpnj(us—1) C Lpny(us).

Lpnu(uo) € Lpama(u1) oder Lpnj(ug) € Lpag(ur),

wobei ug der in Tp enthaltene Sohn des Vereinigungsknoten u; ist.
Diese Eigenschaft ist dquivalent zu

Lp(uo) 2 Lp(ug), Lpnr(ug) € Lpnm(usy) oder Lpnj(ug) € Lpng(us),

wobei ug der in Tp enthaltene Sohn des Vereinigungsknoten u; ist.

Die 2.a Wege sind die Rahmen g der 1.b-Wege fiir die sich entweder die Anzahl der Mar-
kierungen in Lp verkleinert oder sich die Anzahl der Markierungen in Lpny oder in Lpny
erhoht. Die 2.b-Wege sind die restlichen Teile der 1.b-Wege. In einem 2.b-Weg p sind alle
Mengen Lp(us) gleich, alle Mengen Lpnp(us) gleich, alle Mengen Lpnj(us) gleich und alle
Mengen Lpngng(us) fiir alle Knoten ug aus p gleich, sogar fiir den in Tp enthaltenen Sohn
ug des ersten Knoten u;. Vergleiche dazu auch Abbildung 6.11.

Fiir einen Rahmen g = (u1,...,u,...,uy) in einem 2.b-Weg sei

Lp(q) = Lp(uy), Lpnu(q) = Lpeng(us),

Lpns(q) = Lpns(us) und  Lpauns(q) = Lraang(us)-
Wir gebrauchen hier ¢ anstelle eines Knotens aus g als Argument um zu betonen, dass die
obigen Mengen fiir alle Knoten aus ¢ und fiir ug (dem in Tp enthaltenen Sohn von ;) gleich
sind. Es ist leicht zu sehen, dass es in jedem 1.5-Weg p hochstens 3k — 1 Wege vom Typ 2.a
und damit h6chstens 3k Wege vom Typ 2.b gibt. Die folgende Tabelle zeigt ein Worst-Case
Beispiel fiir £ = 3. Die j-te Zeile gibt dabei die Markierungen des letzten Knotens u; des j-ten
2.a-Rahmen an.

Beispiel:

Lp(u;) | Leau(u;) | Leag(us)
{1,2,3} | {1} 0
{1,2,3} | {1,2} 1)
{1,2,3} | {1,2,3} 0
{1,2,3} | {1,2,3} {1}
{1,2,3} | {1,2,3} | {1,2}
{1,2,3} | {1,2,3} {1,2,3}
{1,2 | {1,2} {1,2}
{1} {1} {1}

0 I O U W N S,
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Abbildung 6.11: Jeder 1.b-Weg wird in Wege vom Typ 2. und Wege vom Typ 2.b unter-
teilt. Die 2.a-Wege sind die Rahmen ¢ der 1.b-Wege, so dass sich entweder die Anzahl der
Markierungen in Lp verkleinert oder sich die Anzahl der Markierungen in Lpng oder Lpny
erhoht.

Einteilung in Wege vom Typ 3.a und 3.b

Lemma 6.5.5 Es ¢ibt immer einen k-Ausdrucksbaum T fir G, so dass der k-Ausdruck X
zu T in Normalform ist und T die Eigenschaften 6.5.2, 6.5.4 und 6.5.6 erfillt.

Eigenschaft 6.5.6 Es seip ein 2.b-Weg in Tp und ¢ = (u1,...,Up,...,ug) sei ein Rahmen
aus p, so dass us, ' < s < s, ein Ummarkierungsknoten ist, der mit p;_,; markiert ist. Falls
i € Lgng(us—1), dann ist j € Lgny(uy).

Vor dem Beweis von Lemma, 6.5.5 soll betont werden, dass wir zeigen dass j in der Menge
Lyny(u1) und nicht nur in der Menge Lgnj(us—1) enthalten ist.

Beweis Es sei X in Normalform, T' erfiille die Eigenschaften 6.5.2 und 6.5.4 und T'(us—1)
erfiille zusitzlich Eigenschaft 6.5.6 fiir ein s, 7’ < s < s'. Es sei 1 € Lyny(us—1)-
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Falls j € Lp(g), dann folgt aus der Annahme i € Lynj(us—1) und der Ummarkierung
pi—; im Knoten us, dass j € Lpnans(us) = Lrnans(g) und damit j € Lyny(u1).

Falls j ¢ Lp(q) und j & Lyny(u1) gilt, dann ersetzen wir in dem Teilbaum 7 (u,) gleich-
zeitig jede Markierung ¢ durch Markierung j und jede Markierung j durch Markierung i.
Der Ausdruck zu dem so erhaltenen Teilbaum 7'(u,) ist weiterhin in Normalform und 7 (u,)
erfiillt weiterhin die Eigenschaften 6.5.2, 6.5.4 und 6.5.6. Es seien Pitjy - Pi_1—i_y die
Ummarkierungsoperationen der Knoten w,11,...,us—1. Die Markierung ¢ ist nicht an diesen
Ummarkierungen beteiligt, d.h. i & {41,...%-1,J1,---,Ji—1}. Die Markierung j wird durch
diese Ummarkierungen nicht verdndert, d.h. j ¢ {i1,...4; 1} und keine dieser Ummarkie-
rungsoperationen verindert eine Markierung aus Lyny(u,s) zu Markierung j im urspriingli-
chen Ausdruck, da der urspriingliche Ausdrucksbaum T'(u,) die Eigenschaft 6.5.6 erfiillt und
Jj & Lyny(u1). Somit ist der Ausdruck des so erhaltenen Baumes 7T'(us) in Normalform und
T'(us) erfiillt nun die Eigenschaften 6.5.2, 6.5.4 und 6.5.6. O

Fiir einen Knoten us aus Tp und eine Markierung j € [k], sei
fOI‘bP(US,j)

die Menge aller Markierungen ¢ € Lp(us), so dass der Graph G(us) zwei nicht adjazente
Knoten enthilt die mit 4 bzw. j markiert sind. Ist die Menge forbp(us,j) leer, so hat der
Graph G(us) keinen mit j markierten Knoten oder jeder Knoten aus G(us) der mit j markiert
ist ist zu jedem Knoten aus G(us) adjazent, der mit einer Markierung aus Lp(us) markiert
ist. Man beachte, dass die Menge Lp(us) fiir alle Knoten us aus Tp nicht leer ist.

Es sei ¢ = (u1,...,up,...,uy) ein Rahmen aus Tp, so dass u; ein Vereinigungsknoten
ist. ug sei der in Tp enthaltene Sohn von u;. Falls eine der Kanteneinfiigeoperationen .,
1 < 7 < 7' mit 7;; markiert ist, dann ist 7 ¢ forbp(ug,j) und j ¢ forbp(ug, 1), da 7;; sonst
eine verbotene Kante zwischen zwei Knoten aus G(u) einfiigen wiirde.

Es sei us ein Ummarkierungsknoten aus 7p, der mit p;_,; markiert ist. Falls i ¢ Lp(us—1)
dann gilt

forbp(us, j) = forbp(us—_1,j) U forbp(us—_1,1).

In G(uy) ist ein mit 0 € Lp(us_1) markierter Knoten nicht adjazent zu einem mit j markierten
Knoten, genau dann wenn in G(us—1) ein Knoten der mit o € Lp(us—1) markiert ist, nicht
adjazent zu einem mit 7 oder 7 markierten Knoten ist.

Lemma 6.5.7 Der k-Ausdrucksbaum T erfille die FEigenschaften 6.5.2, 6.5.4 und 6.5.6
und der k-Ausdruck X zu T sei in Normalform. Es sei p ein 2.b-Weg aus Tp, q =
(UgyeueyUpry... ug) sei ein Rahmen aus p und ug sei der in Tp enthaltene Sohn von wu;.
Falls ein Knoten ug, v’ < s < s', mit pi—; markiert ist und falls i € Lynj(us—1), dann ist

forbp(ug, i) G forbp(uy,j) und  forbp(uo,j) G forbp(uy, j).

Beweis Da ¢ nicht an den Ummarkierungsoperationen der Knoten w,7y1,...,us—1 beteiligt
ist, ist ¢ auch in der Menge Lyns(u1) enthalten. Nach Eigenschaft 6.5.6 wissen wir, dass
J € Lyny(u1) und damit gilt 4,5 € Lyny(u1). Es sei uj der nicht in T enthaltene Sohn von
u1. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass {(u1) = H gilt. Da 4 und j
beide in Lj(u;) enthalten sind und da die Knoten aus G(ug) alle aus Uy sind, enthélt der
Graph G(ug) mindestens einen Knoten der mit ¢ markiert ist und mindestens einen Knoten
der mit 7 markiert ist.
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Falls die Markierung ¢ oder die Markierung j an einer der Kanteneinfiigeoperationen 7 ;:
der Knoten ug, ..., u, beteiligt ist, dann muss die andere Markierung aus {i’, j'} in Lp(q) —
Lyyy(u1) (anlalog zu den bisherigen Abkiirzungen definieren wir auch hier Lyyj(u1) :=
Ly (ui) U Ly(uy)) enthalten sein, d.h. nicht in Lzys(u1) enthalten sein. Sonst wird eine
verbotene Kante zwischen einem Knoten aus Uy und einem Knoten aus Uj eingefiigt, da
und j beide in Ly (u1) und beide in Lj(u;) enthalten sind. Nach der Normalformeigenschaft
2.(a) fiigt keine Kanteneinfiigeoperation eine neue Kante zwischen zwei Knoten aus G(ug)
oder zwischen zwei Knoten aus G(ug) ein. Somit fiigt jede dieser Kanteneinfiigeoperationen,
an der Markierung ¢ oder j beteiligt ist, eine Kante zwischen einem mit ¢ oder j markiertem
Knoten aus G(u() und einem mit einer Markierung aus Lp(q) — Ly (u1) markiertem Knoten
aus G(ug) ein.

Falls jede Markierung aus forbp(ug, ) auch in forbp(ug, ) enthalten ist, dann wiirde eine
zusétzliche Ummarkierung p;_,;, angewandt auf den Ausdruck der durch den Baum T'(uq)
definiert wird, den Graphen G(ugy ) nicht verdndern. Dies widerspricht unserer Normalformei-
genschaft 2.(c). Falls jede Markierung aus forbp(ug,j) in forbp(ug,i) enthalten ist, dann
wiirde eine zusétzliche Markierung p;_,;, angewandt auf den Ausdruck der durch den Baum
T(ug) definiert wird, den Graphen G(uy) nicht verindern. Auch dies widerspricht unserer
Normalformeigenschaft 2.(c).

Also muss es mindestens eine Markierung in forbp(ug,4) geben, die nicht in forbp(ug, j)
enthalten ist und mindestens eine Markierung in forbp(ug, ) geben, die nicht in forbp(ug, %)
enthalten ist. Da forbp(ug,i) C forbp(us—1,i) und forbp(ug,j) C forbp(us—1,7) gilt, folgt
unsere Behauptung. O

Wir teilen nun jeden 2.b-Weg p in Wege vom Typ 3.a und Wege vom Typ 3.b ein. Die
3.a-Wege sind die Rahmen ¢ = (u1,...,uy,...,uy) aus p fir die

LHQJ(U()) g LHQJ(USI) oder fOI‘bP(uO,j) g fOI‘bp(us/,j)

fiir ein 7 € Lp(ug) U Lyny(up) gilt, wobei ug der in Tp enthaltene Sohn von w; ist.
Die obigen Mengen kénnen ihre Grofe innerhalb eines Rahmens in einem 2.5-Weg wie
folgt dndern.

1. Lyns(ug) € Lyns(ui) und forbp(ug,j) C forbp(ui,j), da ein Vereinigungsknoten die
Mengen Lyny(ug) und forbp(ug, j) nicht verkleinern kann.

2. Lyns(ur—1) = Lyny(uy) und forbp(ug, j) C forbp(u,,j) fir r = 2,...,7', da die Kan-
teneinfiigeoperationen die Markierungen nicht verdndern und keine Kanten zwischen
Knoten aus G(ug) einfiigen. Die Kanteneiniigeoperationen konnen keine Markierungen
aus forbp(ug, j) entfernen, jedoch aus forbp(us, j).

3. Es sei ug, ' < s < ¢’ ein Ummarkierungsknoten der mit p;_,;; markiert ist.

(a) Falls j ¢ Lp(us,l) U LHﬂJ(Usfl), dann gi]t LHnJ(usfl) C LHOJ(’U/S).

(b) Falls j € Lp(us—1) U Lgnys(us—1), dann ist j € Lyns(us—1), da wir einen 2.b-Weg
betrachten. Nach Lemma 6.5.5 ist j' € Lyny(us—1) und damit ist Lyny(us—1) 2

Lgny(us). Nach Lemma 6.5.7 gilt forbp(us,j) = 0, forbp(ug,j) C forbp(us, ;)
und forbp(ug,j’) C forbp(us,j').
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Die Grofle der Mengen forbp(us—1,7) fiir ein j € Lp(us—1)U Lgns(us—1) kann nur im Fall
3.(b) kleiner werden, falls ein j € Lyns(us_1) in ein j' € Lyns(us 1) ummarkiert wird. In
diesem Fall ist forbp(us,j) = 0, da G(us) keinen Knoten enthilt, der mit j markiert ist.

Wir wollen zeigen, dass sich die Anzahl der 3.a-Wege (3.a-Rahmen) durch (k + 1)F+!

beschriinken lisst. Fiir einen Knoten ug sei a(us) = (z0,...,2r) ein Vektor, wobei k' =
|Lp(us)| und 2z, 0 < ¢t < k' die Anzahl der Mengen forbp(us,5), 7 € Lp(us) U Liny(us)
der GroBe ¢ ist. Wir nennen einen Vektor (z,...,%2.) grofer als Vektor (zp,...,zy), dies
bezeichnen wir mit

(205 -+ 250) > (205- -5 280),s
falls es ein ¢, 0 < ¢ < k' gibt, so dass z; > z; und 2}, = 2y, fir ¢ =t +1,...,k". Fiir jeden
3.a-Weg g = (u1,...,up,...,uyg) gilt a(uy) > afug) wobei ug der Sohn von wu; ist, der nicht

in Tp enthalten ist. Damit ist die Anzahl der 3.a-Wege durch (k + 1)¥*! beschrinkt. Diese
Schranke ist jedoch nicht scharf.

Die restlichen Teile eines 2.b-Weges sind die 3.b-Wege, siehe Abbildung 6.12. In einem 3.b-
Weg p sind fiir alle Knoten us aus p und fiir den in Tp enthaltenen Sohn des ersten Knotens
aus p alle Mengen Lyny(us) gleich. Um dieses hervorzuheben definieren wir

Lyuns(q) = Luns(ug)

fir Rahmen ¢ = (u1,...,Up,...,uy) eines 3.b-Weges p. Die Mengen forbp(us,j), fiir j €
Lp(ug) U Lyny(up), miissen nicht fiir alle Knoten us aus p gleich sein. In einem Rahmen
q=(u1,...,Up,...,us) in einem 3.b-Weg p kann es vorkommen, dasses einr, 1 < r < 7/, gibt,
so dass die Menge forbp(u,,j) eine Markierung enthélt, die nicht in forbp(ug,j) enthalten
ist. Wir wissen aber, dass fiir alle s = 7/,..., s’ forbp(ug, j) = forbp(us, j) gilt.

Einteilung in Wege vom Typ 4

Zur Einteilung der 3.b-Wege in Wege vom Typ 4 benétigen wir drei weitere Lemmas. Das
erste Lemma gilt bereits fiir Wege vom Typ 1.b, wir gebrauchen es aber nur fiir Wege vom
Typ 3.b.

Lemma 6.5.8 Es sei (u1,...,Up,...,uy) ein Rahmen in einem 1.b-Weg p, so dass u,, 1 <
r < 1!, ein Kanteneinfigeknoten ist der mit ny j markiert ist. Falls {(u1) = H (€(u) = J),
dann figt die Operation ny j nur Kanten zwischen Knoten aus G(ug) die mit Markierungen
aus Ly (u1) (Lj(u1)) markiert sind und Knoten aus G(ug) die nicht mit Markierungen aus
Lj(u1) (Lg(u1)) markiert sind ein.

Beweis Falls £(u1) = H ({(u1) = J), dann gehoren alle Knoten aus G(up) zu Uy (Uy).
Da 7, ; mindestens eine Kante zwischen einem Knoten aus G(u{) und einem Knoten aus
G(uy) einfiigt und da es keine Kanten zwischen einem Knoten aus Uy und einem Knoten aus
Uy gibt, muss eine der Markierungen aus {#',5'} aus Ly (u1) (Ls(u1)) sein und die andere
Markierung aus {#', '} kann nicht aus Lj(u1) (Lg(u1)) sein. 0

Das nichste Lemma zeigt, dass die Ummarkierungsoperationen in einem Rahmen ¢ =
(UiyeeuyUpty. ., ug) in einem 3.b-Weg mit &(uy) = H (€(u1) = J) nur innere Knoten aus H
(aus J) ummarkieren.

Lemma 6.5.9 Es sei ¢ = (U1,...,Up,...,Uuyg) €in Rahmen eines 3.b-Weges p, so dass us,
' < s <, ein Unmarkierungsknoten ist, der mit p;_,; markiert ist.
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Abbildung 6.12: Jeder 2.b-Weg wird in Wege vom Typ 3.a und Wege vom Typ 3.b unterteilt.

1. Falls £(uy) = H, dann ist i € Ly(us—1) — Lp(q) — Ly(us—1) und j € Lg(us—1).
2. Falls £&(uy) = J, dann ist i € Ly(us—1) — Lp(q) — Ly (us—1) und j € Lj(us—1).

Beweis Da in einem 3.b-Weg p, die Markierungen aus Lp(q) und aus Lyn;(g) nicht ummar-
kiert werden, kann i nur in Ly (us—1)—Lp(q) —Lj(us—1) oder in Lj(us—1)—Lp(q) — L (us—1)
liegen.

Falls i € Ly (us—1) — Lp(q) — Lj(us—1), dann ist j € Ly (us—_1), sonst folgt Lpnm(us) 2
Lpnm(us—1) oder Lynj(us) 2 Luns(us—1)- Beides ist in einem 3.b-Weg nicht moglich. Ande-
rerseits, wenn i € Lj(us—1) — Lp(q) — Ly (us—1) erhalten wir dass j € Lj(us—1), sonst folgt
Lpns(us) 2 Lpag(us—1) oder Lyng(us) 2 Luang(us—1).

Sei ug der Sohn von u; der in Tp liegt. Wir nehmen an, dass £(u;) = H, ¢ € Ly(us—1) —
Lp(q)—Lg(us—1) und j € Lj(us—1) gilt. Dann enthélt G(ug) einen Knoten der mit 7 markiert
ist und einen Knoten der mit j markiert ist.

1. Falls j nicht an den Kanteneinfiigeoperationen der Knoten wuso, . .. ,u, beteiligt ist, dann
kann die Markierung ¢ in G(ug) in j ummarkiert werden ohne dass sich der Graph G(u)
dndert. Dies widerspricht jedoch unserer Normalformeigenschaft 2.(c).
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2. Falls j an den Kanteneinfiigeoperationen der Knoten ug, . . . , u, beteiligt ist, dann ist j in
Lpns(u1) = Lgns(q) = Luns(ug) enthalten und somit ist forbp(ug, ) = forbp(ug, )
und wir kénnen im Graphen G(ug) die Markierung i in j ummarkieren ohne den Graphen
G(ug) zu dndern. Auch dies widerspricht unserer Normalformeigenschaft 2.(c).

Somit gilt 4 € Ly (us—1) — Lp(q) — Ly(us—1) und j € Ly(us—1). Falls £(uy) = J, erhalten
wir i € Lj(us—1) — Lp(q) — Ly (us—1) und j € Lj(us—1). O

Im Beweis des nidchsten Lemmas werden wir Rahmen innerhalb eines Weges vom Typ 3.b
vertauschen. Es sei p ein Weg, der aus zwei aufeinanderfolgenden Rahmen besteht, d.h.

P = (’U,l, ey Upry ey Ughy Ug/ g1y ee ey Upttyo . ,’U,Su),
wobei u; und uy 1 Vereinigungsknoten, usg, ..., u,r und ug4o,...,u» Kanteneinfiigeknoten
und Upr41,..., Uy und g, ..., usr Ummarkierungsknoten sind. Es seien uf und ug die

Sohne von uq, ug sei in Tp enthalten und ug sei der nicht in Tp enthaltene Sohn von ug 1.
Wenn wir die beiden Rahmen in p vertauschen, erhalten wir einen neuen Weg

/
b= (us’-l-la"'au?‘”a'"7us”7u17---au’r’a"'aus’)'

In dem zugehorigen Ausdrucksbaum hat der Vereinigungsknoten uy . die beiden Séhne uj)
und up und der Vereinigungsknoten u; hat die beiden Séhne u{ und ugr. Die Links-Rechts
Ordnung der Séhne von u; und ugyq wird dabei nicht verdndert. Falls uf, der linke Sohn
(rechte Sohn) von w; im urspriinglichen Ausdrucksbaum ist, dann ist uj, der linke Sohn (rechte
Sohn) von u; im neuen Ausdrucksbaum und falls ug der linke Sohn (rechte Sohn) von w1
im urspriinglichen Ausdrucksbaum ist dann ist u; der linke Sohn (rechte Sohn) von uy 41 im
neuen Ausdrucksbaum.

Die Umordnung &ndert den Ausdruck der durch den urspriinglichen Ausdrucksbaum
T(ugr) definiert ist wie folgt, siche dazu Abbildung 6.13. Es seien Xi, X5, X3 die Aus-
driicke die durch die Ausdrucksbdume T'(ug), T'(ug) und T'(ug) definiert werden. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit sei uf, der linke Sohn von u; und wuj der rechte Sohn von

ug+1. Es seien 7, j,,...,7;,,, die Kanteneinfiigeoperationen der Knoten ug,...,u, und
Pivi 1 —jyirs -+ 2 Pig =g seien die Ummarkierungsoperationen der Knoten u,/41,...,uy, €s
seien 7; , IO NIUTERRRE W o die Kanteneinfiigeoperationen der Knoten wugyo,...,u» und
Pigir g1 =1 -+ s Pign—on seien die Ummarkierungsoperationen der Knoten wu,»y1,...,uqr.

Dann ist der urspriingliche Ausdruck der durch T'(ug») definiert ist

pisu—>jsu ( t pirll+1—>j7.l/+1 ("h’,u NN ( t 77i31+2,jsl+2 (Y S X3) Ut )) e )7

wobel
Y = Dy By sy (i (- Wi (X ® X)) --0).
Der Ausdruck des neuen Ausdrucksbaumes T'(uy), den wir nach dem Vertauschen der
beiden Rahmen erhalten, ist

pisl—)jsl ( te pir1+1—>jr/+1 (nirl,jrl(' ** Migygo (Xl S5 Y,) e )) e )’

wobei
YI = pisu—)jsu ( vt pir11+1—>jTl/+1 (niT/l ,j,,.ll ( tt nis/+2,jsl+2 (X2 ® X3) et )) et )
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Abbildung 6.13: Die Teilbdume vor und nach dem Vertauschen zweier Rahmen

Der neue Ausdruck und der urspiingliche Ausdruck miissen nicht dquivalent sein, die Reihen-
folge der Blitter in den Baumen bleibt jedoch unverdndert.

Wir benétigen im Weiteren die folgenden Bezeichnungen. Es sei ug ein Knoten aus 7.
Die Markierungen Lp(us) — Lp(us) — Lj(us) und Lj(us) — Lp(us) — Lg(us) heiBen die
freien Markierungen in G(us). In einem Weg vom Typ 3.b werden nach Lemma 6.5.9 nur freie
Markierungen ummarkiert. Die Knoten aus G(us), die mit freien Markierungen markiert sind,
heiflen freie Knoten aus G(us).

Lemma 6.5.10 FEs gibt immer einen k-Ausdruck X in Normalform, so dass der Baum T die
Eigenschaften 6.5.2, 6.5.4, 6.5.6 und zusdtzlich noch FEigenschaft 6.5.11 erfillt.

Eigenschaft 6.5.11 Jeder 3.b-Weg p kann in hichstens 3-225+1) Wege p' unterteilt werden,
so dass fiir alle Rahmen q = (u1,...,Up,... ,ug) aus p' &(uy) = H oder fir alle Rahmen
q=(Ul, ey Upry...,ug) aus p' E(uy) = J gilt.

Beweis Es seien ¢, ..., q die Rahmen in einem 3.b-Weg p, d.h. p =q1 ® ... ® ¢, wobei die
Operation ® die Hintereinanderschaltung zweier Rahmen beschreibe.
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Fiir einen Rahmen ¢ = (u1,...,uy) aus p sei £(q) = &(u1),
freig(q) = |Lu(us)— Lp(uy) — Ly(uy)l,
frei;(¢9) = |[Ly(us)— Lp(uy) — Lu(uy)|
und
ming (p) = min{freig(q1),...,reig(q} und
miny(p) = min{freij(q1),...,freis(q:)}.

Es seien 11,79, 1 < r; <19 <, so gewdhlt, dass o — 71 maximal ist und entweder

freig(gr,) = ming(p) und  freij(¢r,) = miny(p) oder
freis(gr) = ming(p) und frein(g,,) = ming(p).

Falls ¢;,,...qi,, 1 <41 <12 < ... <1, <t, die Rahmen sind fiir die

frein(gr;, ) = frein(gr;,) = ... = frein(gr,,) = ming (p)

und falls g;,,...qj,, 1 <j1 < jo <...< jm <t, die Rahmen sind fiir die

frei;(gr; ) = freis(gr;,) = ... = freis(gr;,,) = min,(p),

dann ist entweder 1 = 41 und 19 = j,, oder r1 = j; und ro = i,.

Wir teilen den Weg p in drei Teile pyorne, Pmittes Phinten €i1, S0 dass p = Pyorne © Pmitte ©
Phinten- Der Teilweg ppitte beginnt mit dem Rahmen ¢,, und endet mit dem Rahmen g,,, siehe
Abbildung 6.14.

Wenn die Wege pyorne Und phinten Nicht leer sind, so werden sie in der gleichen Weise wie
p unterteilt. Da

ming (pyorne) > miny(p) und ming (Phinten) > ming(p) oder
ming (pyorne) > ming(p) und ming(Phinten) > ming(p),

erhilt man mit dieser Unterteilung héchstens 22(k+1) yiele Wege pmitte-

Wir nehmen an, dass freig(g,,) = ming(p) und dass freis(g,,) = minj(p). Den Fall wo
freiy(gr,) = miny(p) und freig(g,,) = ming(p) gilt, beweist man analog. Dann gilt £(¢,,) = H
und £(gr,) = J. Wir vertauschen die Rahmen im Weg pmitte, S0 dass im neuen Weg g,, der
erste Rahmen ist, dann alle Rahmen ¢ mit £(q) = J folgen und zuletzt die noch verbleibenden
Rahmen ¢ mit £(q) = H. Wenn wir alle Rahmen g aus pmitte, in denen £(q) = J gilt, an den
Anfang schieben, dann werden automatisch die Rahmen g aus ppjtte, in denen £(q) = H gilt
(aufler dem Rahmen g, ), an das Ende von ppiite geschoben. Durch diese Umordnung erhalten
wir héchstens 3 - 22(51) Wege in denen alle Rahmen ¢ die gleichen ¢ (q) Werte gleich haben.

Die Anordnung der Rahmen g, fiir die £(q) = J bzw. £(q) = H gilt, wird dabei nicht
gedndert, d.h. sie ist gleich der Anordnung dieser Rahmen im alten Weg pmitte- Die Anord-
nung der Knoten in einem Rahmen wird bei der Umordnung der Rahmen ebenfalls nicht
verdndert. Um sicherzustellen, dass der so erhaltene Ausdruck dquivalent zu dem urspriingli-
chem Ausdruck ist, markieren wir die freien Markierungen wie folgt um.

Fiir jeden Knoten ug; des neuen Wegs pmitte definieren wir schrittweise eine Bijektion
by, : [k] = [k] um in den Operationen fiir den Graphen G(us) die Markierung b,, (¢) anstatt
der Markierung i zu verwenden. Fiir alle Markierungen ¢ € Lp(us)ULgny(us) wird by, (i) =14
gelten, da diese Markierungen in einem Weg vom Typ 3.b nicht ummarkiert werden.
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freig (q;) P freiz(q;)
O
4 q9 3 DPhinten
g{) §(g9) = J
O
4 q8 2 a
g@ &(gs) = J &gr)=H &g
4 qr 4 5
E(gr) = H &g E(gs) = H &g
9 6 4 q3
O Elge) = élgs) = H O
g g Pmitte
2 g5 2 qs
£(gs) = H (%g g{) &(gs) = J
4 q4 2 4de
g@ &(qr)=J 8%) &(gs) = J
4 q3 3 qa
§lgs) = H C}g g@ Slaa) =7
2 q2 3 q2
() = H (}g €(g2) =H O—0O
4 ql 3 pVOI'Ile
O—0 &lq) =J

Abbildung 6.14: Die Aufteilung eines Weges p in drei Teile pyorne; Pmitte, Phinten, Mit ming (p) =
2, miny(p) =2, r1 =2 und ro = 8.

Die Bijektionen fiir die Knoten aus ¢,, sind die Identitdten. Die weiteren Bijektionen
werden schrittweise in Abhéingigkeit von den Operationen der Knoten auf dem neuen Weg
Pmitte definiert.

Wir betrachten die Knoten us auf dem neuen Weg pmitte in der gegebenen Reihenfolge
und beginnen mit dem Vater des letzten Knotens im Rahmen g,,.

1. Falls us ein Vereinigungsknoten ist, dann seien u),_; und us_; die beiden Séhne von us,
wobei u/,_; nicht in Tp liegt. Die Bijektion b, ist die Bijektion b,, , des Sohnes u,_;.

Dann ersetzen wir im Ausdruck, der durch den Teilbaum T'(u),_,) definiert wird, jede
Markierung ¢ durch b,,(7) und priifen ob es einen Knoten w in G(u._;) gibt der im
urspriinglichen Baum T'(u;) ein freier Knoten war, im neuen Baum T'(us) jedoch nicht
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mehr frei ist.

Falls es einen solchen Knoten w gibt der urspriinglich mit ¢ markiert war und nun mit
by, (i) markiert ist, dann wéhlen wir eine beliebige Markierung j, so dass by, (j) bisher
noch nicht gebraucht wurde, d.h. so dass b, (j) € Lp(us)ULg (us)ULj(us) beziiglich des
bisher aufgebauten Ausdrucks des Baumes T'(u;) gilt. Wir definieren b, (i) := by, (j) und
by, (7) := by, (i) und ersetzten im Ausdrucksbaum 7T'(us_1) gleichzeitig jede Markierung
by, () durch by, (j) und jede Markierung by, (j) durch b, ().

2. Falls u, ein mit 7); ; markierter Kanteneinfiigeknoten ist, dann ist die Bijektion b, gleich
der Bijektion by, , und der Knoten us; wird mit der Operation ny, (;)s,, () markiert.

3. Falls u, ein mit p;_,; markierter Ummarkierungsknoten ist, dann ist die Bijektion b,
gleich der Bijektion b,, , und der Knoten us; wird mit der Operation py, (;)-s,,(5)
markiert.

Fiir den letzten Knoten us des neuen Weges pnitte wird eine zusitzliche Ummarkierung
des durch T'(us) erhaltenen Ausdrucks durchgefiihrt, so dass die freien Knoten in G(us) ge-
nauso markiert sind wie die freien Knoten in dem Graph der durch den letzten Knoten des
urspriinglichen Weges pmitte definiert wurde.

Alle diese Ummarkierungen sind méglich, da fiir alle Knoten u; im ersten Teil von pmigte
freig(us) = ming(p) gilt und fiir alle Knoten us; im zweiten Teil von pmitte freij(us) =
miny(p) gilt. Somit gibt es immer geniigend ungebrauchte Markierungen um die freien Knoten
umzumarkieren. Man beachte, dass die Mengen Lp(us) und Lyns(us) fiir die Knoten des
Weges pmitte gleich bleiben.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der neue Ausdruck dquivalent zum bisherigen Ausdruck
ist. Es sei ¢ = (u1,...,Up,...,uy) ein Rahmen im urspriinglichen Weg pnitte mit £(q) = H.
Der Fall ¢(q) = J verlduft analog und ist sogar einfacher. Der Rahmen ¢ kann durch die
Umordnung an das Ende von ppite verschoben werden. Es seien ug und u{ die beiden S6hne
von u1, wobei ug in Tp enthalten sei. Der Knoten vy ist auch im neuen Ausdrucksbaum ein
Sohn von u1, da die S6hne der Vereinigungsknoten die nicht in Tp liegen durch die Umordnung
der Rahmen nicht verdndert werden.

Wir betrachten eine Kanteneinfiigeoperation 7; ; eines Knoten u,, 1 < 7 < ¢/, im Rahmen
g im urspriinglichen Ausdrucksbaum. Nach Lemma 6.5.8 wissen wir, dass diese Kanteneinfiige-
operation 7; ; des Knoten u, nur Kanten zwischen Knoten aus G(ug) und Knoten aus G(uo)
einfiigt. Weiterhin wissen wir, dass eine der Markierungen i, j in der Menge Ly (u1) enthalten
ist und die andere Markierung nicht in der Menge L;(u;) enthalten ist. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit nehmen wir an, dass j € Ly (u;1) und ¢ & Lj(uq).

Die Umordnung der Rahmen éndert die Reihenfolge der Blitter im Ausdrucksbaum nicht,
vergleiche Abbildung 6.13. Weiterhin wird die Ordnung der Rahmen g im Weg ppitte mit glei-
chen £(g) nicht veréndert. Da 7; ; nur Kanten zwischen Knoten aus Uy und Knoten aus
Uy U Up einfiigt, werden alle diese Kanten auch durch die entsprechende Kanteneinfiigeope-
ration 7, (i)b,,(;) 1M neuen Ausdrucksbaum eingefiigt.

Wir nehmen nun an, dass die Kanteneinfiigeoperation 7y, (;)4,,(j) im neuen Ausdruck
eine Kante einfiigt, die im Graphen der durch den urspriinglichen Ausdruck definiert wurde
nicht enthalten ist. Dann muss einer der Knoten dieser Kante in U; liegen. Dieser Knoten
kann nur mit b,, (j) markiert sein, da ¢ ¢ Lj(u) fiir den Knoten u; aus dem urspriinglichen
Ausdrucksbaum und nach unserer Ummarkierung gilt auch by, (i) ¢ Lj(u1) fiir den Knoten
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u1 des neuen Ausdrucksbaumes. Es gilt nun b, (j) € Luns(u1), by, (i) € Lp(ui) und by, (7) ¢
forbp (us, by, (j)), fir Knoten u; aus dem neuen Ausdrucksbaum. Da alle Mengen Lp(us) fir
alle Knoten us aus pmigte gleich sind, alle Mengen Lyny(us) fiir alle Knoten us aus pmitte
gleich sind und da alle Mengen forbp(us,j) fir alle Knoten us aus pmite gleich sind und
da diese Markierungen durch unsere Ummarkierungsprozedur nicht verdndert wurden wissen
wir, dass alle Kanten die durch ny, ()s,,(j) erzeugt werden auch im Graph, der durch den
urspriinglichen Ausdruck definiert wird, enthalten sind. Dies widerspricht unserer Annahme.

Somit sind der urspriingliche und der neue Ausdruck dquivalent. Beachte, dass die Nor-
malformeigenschaft und die Eigenschaften 6.5.2, 6.5.4 und 6.5.6 durch die Umordnung der
Rahmen nicht verletzt werden. O

Mit Lemma 6.5.10 kénnen wir jeden 3.5-Weg in 3 - 22+ Wege vom Typ 4 unterteilen.
Die Wege vom Typ 4 sind die Teile der Wege pmitte in denen fiir alle Rahmen ¢ die Werte
&(q) gleich sind.

Der Verbindungstyp von H

Wir haben die Wege in Tp nun folgendermaflen unterteilt. Es gibt
1. hochstens 21 — 1 Wege vom Typ 1.a,
2. hochstens (21 — 1) - (3k — 1) Wege vom Typ 2.a,
3. hochstens (20 — 1) - 3k - (k + 1)¥*1 Wege vom Typ 3.a und
4. hochstens (21 — 1) - 3k - (k + 1)k+1 . 3. 22(:+1) Wege vom Typ 4.

Jeder Knoten aus Tp der kein Blatt ist, ist in genau einem dieser Wege vom Typ 1l.a, 2.a,
3.a oder 4 enthalten. Die Wege vom Typ 1l.a, 2.a und 3.a haben héchstens (’2“) + k Knoten, da
diese Wege Rahmen sind. Fiir alle Rahmen ¢ = (u,...,uy) in einem Weg vom Typ 4 sind so-
wohl alle £(u1) Werte gleich und auch alle Mengen forbp(ug, j) fiir alle j € Lp(q) U Luns(p)
gleich. Fiir einen Knoten ug aus Tp sei Lp(ug) die Menge der terminalen Markierungen,
Ly (us) die Menge der inneren Markierungen und L j(us) die Menge der dufleren Markierun-
gen fiir den Knoten ug.

Wir ersetzen nun jeden 4-Weg p = (u1,...,uy) aus Tp, der aus mehr als einem Rahmen
besteht, durch einen sogenannten Brickenknoten v. Es sei uy der Sohn von uy der in Tp
enthalten ist und uy; der Vater von ug in Tp. Der Weg p = (ug, U1, - - -, Uy, Ug 1) Wird
durch den Weg (ug, v, us 1) ersetzt. Der Knoten v wird ein innerer Briickenknoten genannt,
falls £(u1) = H und ein duferer Briickenknoten genannt, falls £(u;) = J. Jeder Briickenkno-
ten représentiert einen 4-Weg. In einer weiteren Ersetzung konnen die Knoten wup und ugy 41
Briickenknoten sein. An jedem Briickenknoten speichern wir die ob es sich um einen inneren
oder einen dufleren Briickenknoten handelt, weiterhin speichern wir die Menge der terminalen
Markierungen Lp(ug ), die Menge der inneren Markierungen Ly (uy ), die Menge der dufieren
Markierungen L ;(ugy) und alle Paare (forbp(uy,j), ), fiir alle j € Lp(ug) U Ly (uy).

Ein Vereinigungsknoten u; wird ein innerer Vereinigungsknoten genannt, falls £(u1) = H
und ein duferer Vereinigungsknoten genannt, falls £(u;) = J. An jedem Vereinigungskno-
ten us in Tp fiir den &(uy) definiert ist, speichern wir ob u, ein innerer oder ein duflerer
Vereinigungsknoten ist.
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An jedem Knoten u; in Tp der kein Briickenknoten ist speichern wir die Cliquenweite
Operation, die Menge aller terminalen Markierungen Lp(us), die Menge aller inneren Markie-
rungen Ly (us), die Menge aller dufieren Markierungen L j(us) und alle Paare (forbp(uy, j), j)
fiir alle j € Lp(us) U Lgns(us)- Falls ein Blatt us aus Tp einem Knoten aus G entspricht
der durch die Identifizierung des i-ten terminalen Knotens aus H mit dem i-ten terminalen
Knotens aus J hervorgeht, so markieren wir das Blatt ug zusétzlich mit dem Index ¢. Der so
erhaltene Baum C wird ein Verbindungsbaum fiir den k-markierten /-terminalen Graphen H
genannt.

Die Menge aller paarweise verschiedenen Verbindungsbdume fiir H beziiglich aller k-
markierter [-terminaler Graphen J wird der Verbindungstyp fir H genannt. Zwei Verbin-
dungsbiume C;, Co fiir H heiflen dquivalent, falls es eine Bijektion b zwischen den Knoten
aus C und den Knoten aus C gibt, so dass

1. der Knoten us_1 ein Sohn (linker Sohn, rechter Sohn) von Knoten u, in C; ist, genau
dann wenn b(us_1) ein Sohn (linker Sohn, rechter Sohn) von Knoten b(u;) in Cy ist,

2. der Knoten ug aus C ein duflerer oder innerer Vereinigungsknoten ist, genau dann wenn
der Knoten b(us) aus Cy ein duflerer bzw. innerer Vereinigungsknoten ist,

3. der Knoten u; aus C] ein duflerer oder innerer Briickenknoten ist, genau dann wenn der
Knoten b(us) aus Cy ein duflerer bzw. innerer Briickenknoten ist,

4. der Knoten u; aus Cq und der Knoten b(ug) aus Cy die gleichen terminalen Markie-
rungsmengen, die gleichen inneren Markierungsmengen und die gleichen dufleren Mar-
kierungsmengen und die gleichen Paare (forbp(ug,7),7) und die gleiche Cliquenweite-
operation speichern,

5. der Knoten us aus Cy und der Knoten b(us) aus C2 denselben Index speichern, falls u;
und b(us) Blitter sind, die durch die Identifizierung zweier terminaler Knoten entstan-
den sind.

Die beiden Begriffe Verbindungsbaum und Verbindungstyp sind stets beziiglich der Gra-
pheigenschaft Cliquenweite héchstens k definiert. Wir lassen diesen Zusatz zur besseren Les-
barkeit gelegentlich weg.

6.6 Ergebnis

Aus dem néchsten Theorem wird unmittelbar die Hauptaussage dieses Kapitels folgen.

Theorem 6.6.1 Wenn zwei k-markierte l-terminale Graphen den gleichen Verbindungs-
typ beziiglich der Grapheigenschaft Cliguenweite hdochstens k haben, dann sind die Graphen
beziiglich der Grapheigenschaft Cliquenweite hochstens k ersetzbar.

Beweis Es seien Hy und H, zwei k-markierte [-terminale Graphen die den gleichen Verbin-
dungstyp haben. Es sei J ein k-markierter [-terminaler Graph, so dass H; o J Cliquenweite
hochstens k hat. Wir werden zeigen, dass der Graph HyoJ ebenfalls Cliquenweite héchstens &
hat. Dies zeigt, dass H; und Hs beziiglich der Eigenschaft Cliquenweite hochstens k ersetzbar
sind.
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Es sei T ein k-Ausdrucksbaum fiir H; o J der einen Verbindungsbaum C' definiert. Es
sei T1 p der Teilbaum von T7 der durch die Blitter in T3, die den identifizierten terminalen
Knoten aus H; und J entsprechen, und allen Knoten auf den Wegen von diesen Blitter zur
Wurzel von T induziert wird.

Da Hi und Hj den gleichen Verbindungstyp haben, ist C' auch ein Verbindungsbaum fiir
H, beziiglich eines k-markierten I-terminalen Graphen J'. Es sei T” ein k-Ausdrucksbaum fiir
den k-markierten Graphen Hy o J'. T' definiert den gleichen Verbindungsbaum C'. Es sei T}
der Teilbaum von 7" der durch die Blitter von T" die zu identifizierten terminalen Knoten
von Hy und J’ gehoren und allen Wegen dieser Bléitter zur Wurzel von 7" induziert wird.

Da T1 und T den gleichen Verbindungsbaum C definieren, gibt es Bijektion zwischen den
Knoten in T, 7" und C. Fiir einen Knoten u aus C schreiben wir nun «¢ um anzudeuten, dass
u ein Knoten aus C ist. Ist v der entsprechende Knoten in T} schreiben wir u”! anstatt v. Der
entsprechende Knoten in 7" wird analog mit uT" bezeichnet. Die gleiche Notation gebrauchen
wir auch fiir Rahmen und Wege.

Wir wollen einen neuen k-Ausdrucksbaum 75 aus T; und 71" konstruieren, so dass T den

Graphen HyoJ definiert. Dazu beginnen wir mit einer Kopie 77 des Ausdrucksbaumes T1. 7] p

sei beziiglich 7] definiert genau wie wir 77 p beziiglich T3 definiert haben. Es sei uf ein innerer

.. T Ty . . . .o
Vereinigungsknoten und u,' der Sohn von ;! der nicht im Baum T  liegt und es sei uf der
)

Sohn von ulT' der nicht im Baum 77 liegt. Nach unserer Notation ist es nun klar aus welchen

Biumen die Knoten sind. Fiir jeden solchen Knoten u§ ersetzten wir in der Kopie von 77 die

Teilbdume T} (uOT{) durch die Teilbidume T"(ud"). Es sei u€ ein innerer Briickenknoten, p’1 sei
der entsprechende 4-Weg in 7] und pT' sei der entsprechende 4-Weg in T”. Fiir jeden solchen
Knoten ersetzen wir in unserer bisherigen Kopie 77 von T} den 4-Weg p’ durch den 4-Weg
pT". Bei dieser Ersetzung werden auch alle Teilbdume der S6hne der Vereinigungsknoten von
p™ und p”’, die nicht in T| p bzw. nicht in Tp enthalten sind, betrachtet. Den so erhaltenen
Baum bezeichnen wir mit T5. Es ist klar, dass T5 ein k-Ausdrucksbaum ist.

Es bleibt zu zeigen, dass der k-Ausdrucksbaum 75 den Graphen Hs o J definiert. Es sei
T5 p der Teilbaum von 75 der durch die Blitter von T3, die identifizierte terminale Knoten
aus Hy und J darstellen, und allen Wegen von diesen Knoten zur Wurzel von 75 induziert
wird.

Zuerst zeigen wir, dass die Knoten im k-markierten Graph Hj o J genauso markiert sind
wie in dem k-markierten Graph der durch den k-Ausdrucksbaum T3 beschrieben wird. Es
gibt eine Bijektion zwischen den Knoten aus Hs o J und den Knoten des Graphen der durch
Ty beschrieben wird, da T aus den Biumen T; und T konstruiert wurde, die die Graphen
J bzw. H, definieren. Es seien T3 g, und T3 ; die Teilbdume von T3 die durch die Blétter
der Knoten aus Hy bzw. Knoten aus J und allen Wegen von diesen Blattern zur Wurzel der
Biume induziert werden. Die Knoten aus Hy sind im Graph Hj o J genauso markiert wie in
dem Graphen der durch den k-Ausdrucksbaum 75 beschrieben wird, da die Knoten nur durch
Operationen aus T3 i, ummarkiert werden, die nicht zu &dufleren 4-Wegen aus T3 p gehoren.
(In diesem Zusammenhang bedeutet innerer 4-Weg dass der Weg aus T; bzw. T" kopiert
wurde.) Das gleiche gilt fiir die Knoten aus J, da diese Knoten nur durch Operationen aus
T ; ummarkiert werden, die nicht zu inneren 4-Wegen aus 15 p gehoren.

Nun werden wir zeigen, dass alle Kanten aus HyoJ auch im Graphen der durch den Baum
T, definiert wird, enthalten sind. Es seien T}Iz und 77 ; die Teilbdume von 7" bzw. von T, die
durch die Blitter aus dem Graphen Hy bzw. aus dem Graphen J und durch alle Wege von
diesen Blittern zur Wurzel des Baumes 7" bzw. T}, induziert werden. Es sei e eine Kante aus
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Hyo0J. Sind beide Endknoten von e aus Hs oder beide Endknoten aus J, so wird e durch eine
Kanteneinfiigeoperation u!" bzw. ul®, die auch im Baum T}, bzw. im Baum Tj ; enthalten
ist, erzeugt. Aus dem Aufbau von T3 folgt nun, dass der Knoten u2 in T enthalten ist und
die entsprechende Kante auch in dem durch den Baum 75 definierten Graphen enthalten ist.
Somit sind alle Kanten aus Hs o J in dem Graphen der durch 75 definiert wird enthalten.

Der interessantere Teil besteht darin zu zeigen, dass jede Kanteneinfiigeoperation aus 75
keine Kante erzeugt, die nicht in Hs o J enthalten ist. Eine Kanteneinfiigeoperation u2 aus
T die nicht zu T3 p gehort erzeugt nur Kanten die auch in Hy o J enthalten sind, da der
entsprechende Teilbaum T, (ul2) entweder vollstindig aus 7" oder vollstéindig aus dem Baum
T kopiert wurde.

Wir nehmen nun an, dass die Kanteneinfiigeoperation im Knoten u!2 auch zum Baum T p
gehort. Es sei n; ; die Kanteneinfiigeoperation des Knotens ul2. Falls u2 nicht aus einem 4-
Weg aus T3 p, der aus mehr als einem Rahmen besteht, stammt dann ist uzz auch in C
enthalten. Dann gibt es auch eine entsprechende Kanteneinfiigeoperation im Knoten u!! bzw.
uf' im Baum T; bzw. im Baum 7”, die wie der Knoten «!? in T» markiert ist. Diese gleiche
Markierung garantiert uns, dass die Kanteneinfiigeoperation 7; ; eine neue Kante zwischen
einem Knoten der mit 4 markiert ist und einem Knoten der mit j markiert ist erzeugt, wenn
sie mindestens eine solche Kante in T oder in T” erzeugt.

Falls u5T2 aus einem 4-Weg p'? stammt, der auch in T, p enthalten ist und aus mehr als
einem Rahmen besteht, dann sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p’2 aus T’ kopiert,
d.h. p™ ist ein innerer 4-Weg mit £(¢™2) = H, fiir alle Rahmen ¢’ in p’2. Es sei u der
entsprechende innere Briickenknoten fiir p” und es sei ©'¢ der Sohn von u¢ in C. Der Knoten
«'C kann ein Briickenknoten oder ein gewthnlicher Knoten sein. Falls u/C kein Briickenknoten
ist dann sichert uns die gleiche Markierung von w7 und w7, dass 7;,; eine neue Kante
zwischen einem Knoten der mit ¢ markiert ist und einem Knoten der mit j markiert ist, falls
mindestens eine solche Kante in T” erzeugt wird.

Falls /¢ ein Briickenknoten ist, dann sei v”2 der letzte Knoten des Weges in T5 der in C
durch den Knoten 4/¢ ersetzt wurde. Falls u/C ein innerer (dufierer) Briickenknoten ist, dann
sichert uns die gleiche Markierung der Knoten v”> und v”" (bzw. v™*), dass 7;,; eine neue
Kante zwischen einem Knoten der mit 1 markiert ist und einem Knoten der mit 7 markiert
ist erzeugt, falls mindestens eine solche Kante in 7" erzeugt wird. Somit ist jede Kante im
Graphen der durch 75 definiert wird auch in dem Graphen Hs o J enthalten und umgekehrt.

O

Aus Theorem 6.6.1 und der Tatsache, dass es nur endlich viele Verbindungstypen fiir
feste natiirliche Zahlen [ und k gibt folgt, dass die Aquivalenzrelation ~, ; endlich viele
Aquivalenzklassen hat, wobei II; die Grapheigenschaft ,, Cliquenweite hochstens & ist.

Korollar 6.6.2 Fir jedes feste k gibt es einen Linearzeitalgorithmus um Cliquenweite
hochstens k auf Graphen mit beschrinker Baumweite zu entscheiden.

Da die Cliquenweite eines Graphen mit Baumweite ! hochstens 3 - 27! betrigt, siche
[CRO1], gibt es einen Algorithmus der die Cliquenweite eines Graphen mit beschrinkter Baum-
weite minimiert.

Korollar 6.6.3 Es gibt einen Linearzeitalgorithmus der die Cliguenweite eines Graphen mit
beschrinkter Baumuweite berechnet.



Kapitel 6.6. Ergebnis 91

Aus dem gezeigten Ergebnis kann jedoch nicht gefolgert werden, dass die erkennbare Gra-
pheigenschaft , Cliquenweite hichstens k¢ auch MSO,-definierbar ist. Die Aquivalenz zwi-
schen erkennbaren Grapheigenschaften und MSOs-definierbaren Grapheigenschaften gilt nur
fiir spezielle Graphklassen, wie zum Beispiel fiir Graphklassen mit beschrinkter Baumweite
[Lap98], jedoch nicht fiir alle Graphklassen.

Es ist bisher offen, ob man auch die NLC-Weite eines Graphen fiir Graphen mit beschrank-
ter Baumweite effizient berechnen kann. Will man analog zu dem Beweis dieses Kapitels zei-
gen, dass die Grapheigenschaft IT), ,NLC-Weite hochstens k¢ die Menge aller k-markierten
I-terminalen Graphen beziiglich der Aquivalenzrelation I in endlich viele Aquivalenzklas-
sen einteilt und einen NLC-Weite k-Ausdruck X anstelle eines Cliquenweite k-Ausdrucks
verwendet, ist es nicht immer moglich den NLC-Weite k-Ausdrucksbaum zu X so zu modifi-
zieren, dass Eigenschaft 6.5.2 erfiillt ist. Zum Beispiel kann man im NLC-Weite 1-Ausdruck

X = o1 ) Xq,1)} (1,0) X{(1,1)} *1,))

die beiden Knoten v € Uy und v € Uy nur mit Hilfe einer Hilfsmarkierung nacheinander an
den Knoten p € Up anfiigen. Das hier gezeigte Ergebnis kann auch fiir die NLC-Weite gelten,
der Beweis muss aber anders gefithrt werden.
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Kapitel 7

Effiziente Algorithmen fiir
NP-schwere Graphenprobleme

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels geben wir einige Begriffe zur Laufzeit von Algorithmen an.
Im zweiten Abschnitt definieren wir die Ersetzbarkeit von markierten Graphen und damit eine
ganze Klasse von effizient 16sbaren Problemen auf Graphen mit beschrinkter Cliquenweite. Im
dritten Abschnitt beschreiben wir ein Schema zur effizienten Lésung von Graphenproblemen
auf rekursiv definierten Graphen. In den folgenden Abschnitten verwenden wir dieses Schema
um effiziente Losungen fiir zwolf NP-schwere Graphenprobleme auf Graphen mit beschriankter
Cliquenweite anzugeben.

7.1 Algorithmen

Um ein Problem mit Hilfe eines Computers zu l6sen benétigt man einen Algorithmus, d.h. ein
allgemeines Berechnungsverfahren das zu einer Eingabe die Losung des Problems bestimmt.
Algorithmen werden in der Informatik beziiglich ihrer Laufzeit klassifiziert. Praktisch an-
wendbar sind die Algorithmen A zu denen es ein Polynom p gibt, so dass A fiir alle Eingaben
der Grofie n nach hochstens p(n) Schritten das Ergebnis liefert. Solche Algorithmen arbei-
ten in Polynomzeit, bzw. heiflen polynomiell oder effizient. Die Menge aller Probleme die in
polynomieller Zeit gelést werden kénnen bezeichnen wir wie iiblich mit P. Zum Beispiel das
Problem eine gegebene Menge von Zahlen zu sortieren liegt in P, es gibt Sortieralgorithmen
die n Zahlen in O(n -logn) Schritten sortieren. Falls das Polynom den Grad eins hat, so heifit
der Algorithmus auch Linearzeit Algorithmus. Eine weitere wichtige Komplexitéitsklasse in
der Informatik ist die Klasse NP, eine Abkiirzung fiir nichtdeterministisch Polynomzeit. Ein
nichtdeterministischer Algorithmus hat im Gegensatz zu einem deterministischen Algorith-
mus in einem gewissen Zustand die Moglichkeit in verschiedene Folgezustinde tiberzugehen.
Die Menge aller Probleme, die in polynomieller Zeit mit einem nichtdeterministischen Al-
gorithmus gelost werden konnen, bezeichnen wir wie iiblich mit NP. Nichtdeterministische
Algorithmen sind nur aus theoretischer Sicht interessant, da es keine Computer gibt, die die-
se berechnen. Es ist offensichtlich, dass P C NP gilt, ob jedoch P eine echte Teilmenge von
NP ist, ist bis heute eines der wichtigsten offenen Probleme der Informatik. Die schwierig-
sten Probleme der Klasse NP fasst man in der Klasse der NP-vollstindigen Probleme NPC
zusammen. Ein Problem II ist NP-vollstindig, wenn es in NP liegt und jedes andere Pro-
blem aus NP auf II in polynomieller Zeit reduzierbar ist (die letzte Eigenschaft bezeichnet
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Tabelle 7.1: Groetschel fand 1977 die kiirzeste Rundreise fiir 120 Stidte im heutigen West-
deutschland (links), siehe [G677]. Applegate, Bixby, Chvdtal und Cook fanden 2001 die
kiirzeste Rundreise fiir 15112 Stidte in Deutschland (rechts), siehe [ABCCO01].

man auch als NP-schwer). Ist ein Problem aus der Klasse NPC, so gibt es vermutlich keinen
polynomiellen Algorithmus der das Problem auf einem wirklichen Rechner 16st. Nidheres zur
NP-Vollstandigkeit findet man zum Beispiel in dem Buch [Pap94].

Ein klassisches Graphenproblem ist das Problem des Handlungsreisenden (Traveling Sa-
lesman Problem, kurz TSP genannt). Ein Vertreter mochte zum Besuch seiner Kunden seine
Rundreise moglichst effizient organisieren. Stellt man sich die zu besuchenden Stidte als
Knoten eines Graphen vor und nimmt als Lénge der Kanten zwischen zwei Knoten die Ver-
bindungsdauer um zwischen den zugehorigen Stddten zu reisen, so gibt es mindestens eine
Rundreise durch alle Stidte, bei der keine Stadt mehrfach besucht wird und bei der die Ge-
samtdauer der Reise minimiert wird. Ein Hamilton Kreis in einem Graphen G ist ein Kreis
in G, der alle Knoten von G genau einmal durchlduft. Damit kann das Traveling Salesman
Problem folgendermaflen definiert werden. Gegeben ist ein vollstindiger Graph G = (V, E)
wobei jeder Kante e € FE positive Kosten k(e) zugeordnet sind. Gesucht ist ein Hamilton
Kreis C in G mit minimalen Kosten .. k(e). Da G vollstindig ist, gibt es auf jeden
Fall einen Hamilton Kreis und man muss sich darauf konzentrieren einen Hamilton Kreis mit
minimalen Kosten zu finden. Die Anzahl der moéglichen Rundreisen bei n Stddten betragt
(mn—1)!=(Mm-1)-(n—2)-(n—3)-...-2-1. Die besten bekannten Algorithmen zur Lisung
des TSP haben eine Laufzeit aus O(2"). Das Traveling Salesman Problem ist NP-vollstdndig.
Im Jahre 1977 konnte man minimale Rundreisen fiir bis zu 120 Stiddte bestimmen, siehe Ta-
belle 7.1. Nimmt man an dass sich die Rechengeschwindigkeit von Computern seit 1977 alle
1,5 Jahre verdoppelt hat, so hat sich bis zum Jahre 2001 die Rechengeschwindigkeit 16 mal
verdoppelt und man kann nun mit dem Algorithmus von 1977 Rundreisen iiber 136 Stéidte be-
stimmen. In Deutschland gibt es aber iiber 5000 Stéidte. Die bisher grofite Instanz fiir das TSP
wurde durch einen geschickten Algorithmenentwurf von Applegate, Bixby, Chvatal und Cook
im Jahre 2001 gelost und kann eine Rundreise iiber 15112 Stidte finden, siehe [ABCCO01]. In
allgemeinen Graphen dagegen ist es bereits schwierig zu entscheiden, ob es iiberhaupt einen
Hamilton Kreis gibt. Der Satz von Dirac liefert eine hinreichende Bedigung fiir die Existenz
eines Hamilton Kreises. Besitzen in einem Graphen G = (V, E) alle Knoten einen Grad grofier
gleich k, k > 1 und ist |E| < 2k, so besitzt G einen Hamilton Kreis. Richard Karp hat 1972
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bewiesen, dass das Problem ,,Gegeben ein Graph G, enthilt G einen Hamilton Kreis?“ NP-
vollstdndig ist. Eine Variante des Hamilton Kreis Problems besteht darin, dass man auf die
Forderung, dass die Rundreise im Startknoten endet verzichtet. In diesem Fall spricht man
von einem Hamilton Weg. Das Problem in einem Graphen einen Hamilton Weg zu finden ist
ebenfalls NP-vollstdndig. Aufgrund dieses Ergebnisses ist es sehr unwahrscheinlich, dass man
einen Algorithmus findet, der in realistischer Zeit die Lésung der Probleme Hamilton Kreis
und Hamilton Weg liefert. Um Losungen fiir diese Probleme zu erhalten, sucht man nach
effizienten Niherungslosungen oder man schriankt die Eingabe auf spezielle Graphklassen ein.
Sowohl das Hamilton Kreis Problem als auch das Hamilton Weg Problem lassen sich auf
Graphen mit beschrinkter Cliquenweite effizient 16sen, siehe Kapitel 7.11.

7.2 FErsetzbarkeit von k-markierten Graphen

Zur Beschreibung von effizienten Bottom-Up Algorithmen auf Graphklassen mit beschrénkter
Cliquenweite, definieren wir die Ersetzbarkeit von k-markierten Graphen. Der Verkniipfungs-
mechanismus ist hier die Vereinigungsoperation der NLC-Weite.

Definition 7.2.1 (Ersetzbarkeit von k-markierten Graphen) FEs sei Gy die Menge al-
ler k-markierter Graphen G = (V, E,lab) mit lab : V — [k]. Weiterhin sei I : Gy — {0,1}
eine Grapheigenschaft. Zwei k-markierte Graphen G1,G2 € Gy heiflen ersetzbar beziglich 11,
wir bezeichnen dies mit G ~ny G2, falls fiir alle k-markierten Graphen H € G, und alle
Relationen S C [k]? gilt:

H(Gl Xg H) = H(G2 Xg H)

Die Relation ~1y ist eine Aquivalenzrelation. Wir betrachten nun die Grapheigenschaften
I, so dass die Relation ~yy; endliche viele Aquivalenzklassen hat néher.

Definition 7.2.2 (1-erkennbar [Wan94c|) Fine Grapheigenschaft I1 fir die die Relation
~mk fiir jede natirliche Zahl k einen endlichen Indez hat, heifit 1-erkennbar.

Alle 1-erkennbaren Grapheigenschaften IT kénnen mit Bottom-Up Algorithmen in linea-
rer Zeit fir alle G € G entschieden werden, wenn zusétzlich ein k-Ausdruck bzw. ein k-
Ausdrucksbaum T fiir G gegeben ist. Der Linearzeitalgorithmus berechnet Bottom-Up die
Aquivalenzklassen fiir jeden Graphen G’ der durch einen vollstindigen Teilbaum 7" von T
dargestellt wird. Die Aquivalenzklasse des Graphen G/, der durch den Teilbaum 7" mit Wurzel
! definiert wird, kann in Zeit O(1) aus den Aquivalenzklassen der beiden Graphen die durch
die beiden Teilbdume T" — {u'} definiert werden, bzw. im Falle eines Knotens u' mit einem
Sohn aus der Aquivalenzklasse des Graphen der durch den Teilbaum 7" — {u'} definiert wird,
bestimmt werden.

Mit Hilfe von logischen Formeln kann man Grapheigenschaften beschreiben die 1-
erkennbar sind. Dazu betrachtet man die Probleme die MSQO1-definierbar sind, d.h. die Pro-
bleme zu denen es eine Formel mit Quantifizierungen iiber Knoten und Knotenmengen gibt.
Ein Graph G = (Vig, Eg) heifit r-firbbar, falls es eine disjunkte Partition der Knotenmenge V'
in  unabhingige Mengen gibt. Die Grapheigenschaft II, : II,(G) = G ist r-firbbar ist fiir je-
des feste r wie folgt MSO;-definierbar. I1,.(G) < 31X, ..., X, C Vg(Partition(X1,...,X;) A
unabhingig(X1) A ... A unabhdingig(X,)), wobei Partition(X1,...,X,) & Yu € Vg(u €
XiV...Vu € X;) AN =Fu € Vglu € X1 Au € XoV...Vu € X,_1 Au € X;) und
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unabhangig(X;) < Yu,v € X; : -{u,v} € Eg. Das Problem II, ist fiir jedes r > 3 NP-
vollstéindig, siche Problem [GT4] in [GJ79].

Theorem 7.2.3 (Courcelle, Makowsky, Rotics [CMR00, CMRO01]) Jede MSO;-defi-
nierbare Grapheigenschaft ist 1-erkennbar.

Die Losungsidee zu Theorem 7.2.3 beruht darauf, dass Teilgraphen, welche durch Teilaus-
driicke definiert sind, sich beziiglich der zu untersuchenden Eigenschaft in Aquivalenzklassen
einteilen lassen. Fiir alle MSO;-definierbaren Eigenschaften ist die Anzahl der Aquivalenzklas-
sen unabhingig von der Teilgraphgrofe. Dadurch lassen sich mit Bottom-Up Analysemetho-
den mit Hilfe eines gegebenen Cliquenweite k-Ausdrucks oder eines NLC-Weite k-Ausdrucks
alle MSO;-definierbaren Eigenschaften auf Graphen mit beschrinkter Cliquenweite und auf
Graphen mit beschrinkter NLC-Weite in linearer Zeit entscheiden. Somit ist das MSO;-
definierbare Problem, ob ein gegebener Graph [-fiarbbar ist, fiir jedes feste [, auf Graphklassen
mit beschrinkter Cliquenweite bzw. beschriankter NLC-Weite, bei gegebenem k-Ausdruck fiir
den Eingabegraphen, in linearer Zeit entscheidbar.

Erweiterungen der MSO; Logik erlauben die Formulierung von Optimierungsproblemen.
Beispielsweise das Finden der maximalen Clique (Problem [GT19] in [GJ79]) in einem Gra-
phen ist in einer Erweiterung der MSO; Logik definierbar und auf Graphen mit beschrinkter
Cliquenweite bei gegebenem k-Ausdruck effizient 16sbar. Die Aussage aus Theorem 7.2.3 ist
nach einem Ergebnis in [CMRO00] nicht auf alle MSOq-definierbaren Probleme erweiterbar.

Fir distanzerhaltende Graphen kann nach einem Ergebnis von Golumbic und Rotics in
[GROO] ein Cliquenweite 3-Ausdruck in linearer Zeit gefunden werden. Somit ist jedes MSO;-
definierbare Problem auf distanzerhaltenden Graphen in Linearzeit losbar. Diese Aussage
ebenso fiir die Graphklassen P;-tidy Graphen, Pj-sparse Graphen und (q,q — 4) Graphen,
siche [CMRO0]. Fiir allgemeine Graphklassen mit beschrinkter Cliquenweite kénnen MSO;-
definierbare Probleme in Zeit O(f(|Vg|)) gelost werden, wobei f(|Vg|) die bisher unbekannte
Zeit zum Finden des k-Ausdrucks ist.

7.3 Effiziente Algorithmen auf Graphen mit beschrinkter Cli-
quenweite

Es gibt eine Vielzahl von Grapheigenschaften und Graphenproblemen, welche nicht MSO;-
definierbar sind, aber dennoch auf Graphklassen mit beschrinkter Cliquenweite effizient 16sbar
sind. Wir wollen hier anhand von zwolf Beispielen erliutern wie man schwere Graphenpro-
bleme auf Graphklassen mit beschrinkter Cliquenweite bzw. Graphklassen mit beschrinkter
NLC-Weite mit Hilfe des folgenden Schemas effizient 16sen kann.

Theorem 7.3.1 (Wanke [Wan94c]) Es sei Il ein Graphenproblem, das auf einem Graphen
val(X) gelost werden soll, der durch einen gegebenen NLC-Weite k-Ausdruck X definiert ist.
Falls es eine Abbildung F gibt, die jedem NLC-Weite k-Ausdruck X eine Struktur F(X)
zuordnet, so dass fiir alle NLC-Weite k-Ausdricke X,Y

1. die Grifle von F(X) polynomiell in der Grifle von X beschrinkt ist,
2. F(e;), i € [k], in Zeit O(1) berechenbar ist,

3. F(or(X)), R: [k] — [k], in polynomieller Zeit aus F(X) berechenbar ist,
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4. F(X xgY), S C [k] x [k], in polynomieller Zeit aus F(X) und F(Y) berechenbar ist
und

5. I(wval(X)) in polynomieller Zeit aus F(X) berechenbar ist,

dann ist fir jeden NLC-Weite k-Ausdruck X die Losung fir II auf val(X) in polynomieller
Zeit aus X berechenbar.

Die Eingabe fiir den Algorithmus besteht aus einem NLC-Weite k-Ausdruck bzw. aus einem
NLC-Weite k-Ausdrucksbaum. Der Algorithmus berechnet Bottom-Up mittels dynamischer
Programmierung fiir jeden Teilbaum mit Wurzel v die Aquivalenzklasse des zugehérigen Gra-
phen aus den Aquivalenzklassen der Teilbiume der zwei Séhne von u, bzw. im Falle einer
Ummarkierungsoperation aus der Aquivalenzklasse des Teilbaumes des Sohnes von u. Die
Losung des Problems bestimmt man mit Hilfe der Aquivalenzklasse der Wurzel des gegebenen
NLC-Weite k-Ausdrucksbaumes bzw. mit Hilfe der Aquivalenzklasse der innersten Operation
des gegebenen NLC-Weite k-Ausdrucks.

Die Schwierigkeit beim Losen von Graphenproblemen nach diesem Schema besteht darin
eine geeignete Datenstruktur F' zu finden, so dass die Bedingungen aus Threorem 7.3.1 erfiillt
sind. Mit Hilfe dieser Methode wurden in [Wan94c] das Hamilton Kreis Problem und das
Simple Max Cut Problem auf Graphen mit beschrinkter NLC-Weite gelost. Beide Probleme
sind NP-vollstdndig und nicht 1-erkennbar. Dieses Schema ist auf alle rekursiv definierten
Graphenstrukturen anwendbar, also auch fiir Graphen mit beschrinkter Cliquenweite, indem
die Operationen @, p;_,; und 7; ; verwendet werden.

Theorem 7.3.2 Es sei Il ein Graphenproblem, das auf einem Graphen val(X) geldst werden
soll, der durch einen gegebenen Cliqguenweite k-Ausdruck X definiert ist. Falls es eine Abbil-
dung F gibt, die jedem Cliquenweite k-Ausdruck X eine Struktur F(X) zuordnet, so dass fir
alle Cliquenweite k-Ausdricke X,Y

1. die Grifle von F(X) polynomiell in der Grifie von X beschrinkt ist,
2. F(e;), i € [k], in Zeit O(1) berechenbar ist,

3. F(pi-j(X)) und F(n; (X)), i,7 € [k],i # j, in polynomieller Zeit aus F(X) berechenbar
sind,

4. F(X®Y) in polynomieller Zeit aus F(X) und F(Y) berechenbar ist und
5. IM(wval(X)) in polynomieller Zeit aus F(X) berechenbar ist,

dann ist fir jeden Cliquenweite k-Ausdruck X die Lisung fir I1 auf val(X) in polynomieller
Zeit aus X berechenbar.

Kobler und Rotics haben in [KRO01] mit einer Struktur F, die die Bedingungen von Theorem
7.3.2 erfiillt die Probleme Dominating Set und list-¢g-coloring mit Kosten in der Knoten- und
Kantenversion und das Chromatic Number Problem auf Graphen mit beschrinkter Cliquen-
weite gelost. Todinca 16st in [Tod03] nach diesem Schema das I-Coloring Problem auf Graphen
mit beschrinkter Cliquenweite.

Wir wollen das Schema aus Theorem 7.3.1 bzw. Theorem 7.3.2 verwenden, um die Pro-
bleme Partition in unabhéingige Mengen oder Cliquen, Partition in unabhéingige Mengen
oder Cliquen mit beschrinkter Grofle, I-Coloring, Partition in vollstindig bipartite Graphen,
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Partition in Walder, Partition in perfekte Matchings, Minimales maximales Matching, Ha-
milton Weg, Knotendisjunkte Wege, Knotengrad beschrinkte Teilgraphen, Knotenpartition
und Kantenpartition zu lésen. Diese Probleme sind alle NP-vollstindig, siehe zum Beispiel
[GJT79]. Weiterhin sind diese Probleme nicht MSO;-definierbar, so dass eine Losung nicht aus
dem Ergebnis von Courcelle, Makowsky und Rotics (Theorem 7.2.3) resultiert. Dies kann man
hiufig mit einer unendlichen Anzahl von Aquivalenzklassen bzgl. der Relation aus Definition
7.2.1 zeigen. Einige der hier gelosten Probleme sind nicht einmal MSQs-definierbar.

Bei unseren Losungen sei immer vorausgesetzt, dass mit einem Graphen auch der zu-
gehorige k-Ausdruck mit den Operationen der Cliquenweite oder den Operationen der NLC-
Weite gegeben ist. Bisher sind noch keine effizienten Algorithmen zur Bestimmung eines
k-Ausdrucks fiir £ > 4 bzw. k > 3 bekannt. Da jeder Cliquenweite k-Ausdruck in einen dqui-
valenten NLC-Weite k-Ausdruck umgewandelt werden kann und jeder NLC-Weite k- Ausdruck
in einen dquivalenten Cliquenweite 2k-Ausdruck umgewandelt werden kann, gebrauchen wir
in den Losungen unserer Probleme jeweils ohne Einschrinkungen das Graphenmodell das die
Datenstruktur F' moglichst einfach macht. Wir speichern uns in der Struktur F(X) Infor-
mationen iiber die Markierungen von Knotenmengen des durch einen k-Ausdruck gegebenen
Eingabegraphen val(X). Da wir voraussetzen, dass k fest ist, das heifit dass k nicht zu der Ein-
gabe des Algorithmus gehort, haben unsere Algorithmen eine polynomielle Laufzeit, obwohl
die Laufzeiten alle exponentiell in k£ sind.

Da der Komplementgraph eines Graphen mit Cliquenweite & (NLC-Weite k) Cliquenweite
hochstens 2k (bzw. NLC-Weite k) hat und man einen Cliquenweite 2k-Ausdruck (bzw. NLC-
Weite k-Ausdruck) fiir den Komplementgraphen effektiv angeben kann, ist mit einem Problem
IT unmittelbar auch das Problem II : TI(G) := II(G) auf dem Komplementgraphen lsbar.

Ebenso hat mit einem Graphen G auch der Potenzgraph G¢ beschrinkte NLC-Weite und
man kann zu einem NLC-Weite k-Ausdruck fiirr G einen NLC-Weite k - 2(¢=Dk_Ausdruck fiir
G? angeben. Damit kann man die in den folgenden Abschnitten gelésten Probleme auch auf
dem Potenzgraphen des Eingabegraphen 16sen.

Zur Losung der meisten der nun folgenden Probleme verwenden wir Multimengen, d.h.
Mengen die mehrere gleiche Elemente enthalten kénnen. Fiir eine Multimenge M mit den
Elementen z, ..., x, schreiben wir

M= <.T1,...,.'1}n>.

Die Elemente von M haben keine Ordnung. Die Haufigkeit eines Elementes z in einer Multi-
menge M wird mit ¢(M, z) bezeichnet. Zwei Multimengen M; und My heiflen gleich, falls
fiir jedes Element z € M1 U M gilt (M1, z) = 9(Ma, x), sonst heilen sie verschieden. Die
leere Multimenge bezeichnen wir mit ().

Weiterhin benétigen wir die folgenden Funktionen. Fiir zwei verschiedene natiirliche Zah-
len i, j sei p;—; : [k] — [K]

j  fallsi =7

pi_m'(il) = { i falls g ” i fiir alle ¢’ € [k}],

fiir L C [k] sei
piei(L) = {pin; (") | i' € L},
fiir R : [k] — [k] sei
R(L)={R()| i e L}
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und fiir L C [k]", r > 1, sei
Pisi(L) = {(pinj(i1), - -+, pinsj(ir)) | (i1,...,4r) € L}

Fiir eine Knotenmenge U C V in einem Graphen G = (V,E,lab) sei lab(U) =
{lab(u) | w € U} und lab?(U) die Menge aller Markierungen 4, so dass U mindestens zwei
Knoten, die mit ¢ markiert sind, enthélt.

7.4 Partition in unabhingige Mengen oder Cliquen

Das Problem die Knotenmenge eines Graphen G in disjunkte unabhéngige Mengen einzuteilen
wird auch als Fdrbungsproblem bezeichnet. Das Entscheidungsproblem ,,Gegeben ist ein Graph
G, ist G r-farbbar?“ ist fiir jede feste natiirliche Zahl r > 3 NP-vollstéindig, siche Problem
[GT4] in [GJ79] und MSO;-definierbar und somit aufgrund Theorem 7.2.3 auf Graphen mit
beschrankter Cliquenweite 16sbar.

Wir betrachten hier die Minimierungsversion des Problems in dem r mit zur Eingabe
gehort. Dieses Problem ist nicht MSO;-definierbar und damit nicht unmittelbar durch Theo-
rem 7.2.3 auf Graphen mit beschrinkter Cliquenweite 16sbar. Die minimale Anzahl der not-

wendigen unabhingigen Knotenmengen nennt man die Fdrbungszahl oder Chromatic Number
x(G) des Graphen G.

Problem 7.4.1 (Partition in unabhingige Mengen (in Cliquen))

EINGABE: FEin Graph G = (V, E) und eine natirliche Zahl r < |V]|.

FRAGE: Gibt es eine Partition von V in r disjunkte Mengen V1, ..., V,, so dass V1U---UV, =
V und keine der Mengen V;, 1 <t < r, enthdlt zwei adjazente Knoten (jede der Mengen Vi,
1 <t <r, induziert einen vollstindigen Teilgraphen in G)?

Es sei G = (V, E,lab) = val(X) ein Graph der durch einen Cliquenweite k-Ausdruck X
definiert ist. Fiir eine disjunkte Partition von V in r, 0 < r < |V|, unabhingige Mengen
Vi,...,V, sei M die Multimenge (lab(V7),..., lab(V;)). F(X) sei die Menge aller paarwei-
se verschiedenen Multimengen M, fiir alle disjunkten Partitionen der Knotenmenge V in
unabhéngige Mengen.

Anschaulich kann man die Anzahl der méglichen verschiedenen Multimengen in F(X) wie
folgt darstellen. Jede Multimenge M enthélt Teilmengen von [k], die in der ersten Zeile der
folgenden Tabelle angegeben sind, jeweils in einer der darunterstehenden Anzahl.

1 ..k 1,2y .. {k—1,k} ... {1,...,k}
0 0

0 0 0
vioowl vl vl k
(VI+1) ... ((VI+1) (V[+1) ... (VI+1) ... (VI|+1) =(VI+1)*!
e ’

Damit enthélt F'(X) hochstens
(VI+1)*t
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F(X)={...,({1,2},{2},{1,3}), ... }

Abbildung 7.1: Die Knotenmenge des Graphen G = val(X) ist in drei unabhéngige Mengen V7,
Vo und V3 aufgeteilt. F(X) enthilt die dazugehdrige Multimenge (lab(V1),lab(V2), lab(V3)).

paarweise verschiedene Multimengen und somit kann die Gréfle von F'(X) durch ein Polynom
in der Grofle von X beschrinkt werden. Abbildung 7.1 zeigt eine Partition eines Graphen
G = val(X) in drei unabhingige Mengen und die dazugehorige Multimenge M € F(X).

Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass F(s;) in konstanter Zeit berechenbar ist, F(X @
Y') in polynomieller Zeit aus F(X) und F(Y") berechenbar ist und F(7; (X)) und F(p;—;(X))
in polynomieller Zeit aus F'(X) berechenbar sind.

L F(e) = {({i}h)}, i € [A]

2. Ausgehend von der Menge D = {()} x F(X) x F(Y) wird D um alle Tripel erweitert,
die man aus einem Tripel (M, M', M") € D erhalten kann, indem man eine Menge L’
aus M’ oder eine Menge L" aus M" entfernt und die Menge L' bzw. L” in M einfiigt
oder indem man eine Menge L' aus M’ und eine Menge L” aus M" entfernt und die
Menge L' U L" in M einfiigt.

D enthilt hochstens ([V| + 1)32°~1 Tripel und ist somit in polynomieller Zeit bere-
chenbar.

F(X®Y)={M]| (M,{),0) € D}
3. F(iy(X)) = (L, L) € F(X) | {i,} & Ly fiir ¢ = 1,...,7}

4. F(pinj(X)) = {{pinj(L1), -, pinsj(Lr)) | (L1,---, Ly) € F(X)}

Fiir den 3-markierten Graphen

O—6o—0 ©

ist X =mn13((e1 @ ®1) ® e3) ® @3 ein Cliquenweite 3-Ausdruck und F(X) kann mit Hilfe
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der Mengen F(Y), fiir Teilausdriicke Y von X, wie folgt berechnet werden.

F(e1) = {({1h}
* Do) = {({1h, {1}, {1}
{31}
{({1,3}), ({1, 3}, {1}), ({1}, {3}, ({1}, {1}, {81)}
({1}, {31, ({1}, {1}, {31}
{2h}
({1} {1}, {2}, {31), ({1}, {2}, {3}), ({1}, {1, 2}, {3}),
{1} {1} {231, ({1}, {2,3}), ({1, 2}, {3})}

Es gibt eine Partition der Knotenmenge des Graphen val(X) in r unabhingige Mengen,
genau dann wenn es eine Multimenge M € F(X) gibt die aus genau r Mengen besteht. Eine
Partition von G = (V, E,lab) in Cliquen entspricht einer Partition des Komplementgraphen
G = (V,E,lab), E = {{u,v} | u,v € V, u # v, {u,v} ¢ E}, in unabhiingige Mengen. Ein
Cliquenweite 2k-Ausdruck X fiir val(X) kann leicht in polynomieller Zeit aus X berechnet
werden, sieche [CO00].

Damit ist das folgende Ergebnis gezeigt.

F(

F( {
F( {
Fims((e1®e1) De3)) = {
F( {

Theorem 7.4.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, sind
die Probleme Partition in unabhingige Mengen und Partition in Cliquen fir val(X) in Poly-
nomzeit in der Grifle von X [dsbar.

7.5 Partition in unabhingige Mengen oder Cliquen mit be-
schrinkter Grofle

Wenn wir unabhéngige Mengen bzw. Cliquen mit beschrinkter Grofie suchen, so erhalten wir
das folgende Problem.

Problem 7.5.1 (Partition in unabhiingige Mengen (Cliquen) beschrinkter Gréfle)
EINGABE: FEin Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl r < |V|.

FRAGE: Gibt es eine Partition von V in r disjunkte Mengen Vi,...,V, der Grdfle s, so
dass Vi U--- UV, =V und keine der Mengen V;, 1 <t < r, enthdlt zwei in G adjazente
Knoten (jede der Mengen Vi, 1 < t <, induziert in G einen vollstindigen Teilgraphen)?

Essei G = (V, E,lab) = val(X) fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X. Weiterhin sei s eine
natiirliche Zahl. Zu einer disjunkten Partition von V in r, 0 < r < |V/|, unabhingige Mengen
Vi,...,V, der GroBe hochstens s sei M die Multimenge ((lab(V1), |V4]), ..., (1ab(V;), |V;])).
F(X) sei die Menge aller paarweise verschiedenen Multimengen M fiir alle méglichen Parti-
tionen von V in disjunkte Mengen der Grofle hochstens s.

Es gibt (2% — 1) - s verschiedene Paare (L,z), L C [k], 1 < z < s und jedes Paar tritt
hochstens |V| mal in einer Multimenge auf. Damit enthélt F'(X) hochstens

([V] + 1) =D

paarweise verschiedene Multimengen und die Grée von F'(X) ist polynomiell in der Gréfie von
X beschriankt. Abbildung 7.2 zeigt eine Partition eines Graphen val(X) in drei unabhingige
Mengen der Grofle hochstens drei und die zugehorige Multimenge M € F(X).

F(e;)), F(X®Y), F(1;;(X)) und F(p;—;(X)) konnen wie folgt berechnet werden.
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FX)={..., (({L2}3), ({21, 1), {L,3}3) ), ... }

Abbildung 7.2: Die Knotenmenge des Graphen G = val(X) ist in drei unabhingige Mengen
Vi, Va, V3 der Grofle hochstens drei eingeteilt. F/(X) enthilt die dazugehorige Multimenge
((lab(V1), [V1]), (lab(V2), [Val), (lab(V3), [V3])).

L F(e) = {{({z}, 1))}, i € [K]

2. Ausgehend von der Menge D = {()} x F(X) x F(Y) wird D um alle Tripel erweitert,
die man aus einem Tripel (M, M’, M") € D erhalten kann, indem man ein Paar (L', z)
aus M’ oder ein Paar (L”,z") aus M" entfernt und das Paar (L', z') bzw. (L",z") in
M einfiigt oder indem man ein Paar (L',z') aus M’ und ein Paar (L”,z") aus M"
entfernt und das Paar (L' U L", 2z’ + z") in M einfiigt, falls 2’ + 2" < s.

D enthilt hochstens (|[V] + 1)32*=1s Tripel und ist somit in Polynomzeit berechenbar.

FXoY)={M| M,(),() € D}

3. F(ni;(X)) = {{(L1,21),--., (Ly,zy)) € F(X) | {i,5} L Ly fiirt=1,...,r}

4. F(pinj(X)) = {{(pinj(L1), 21)s - -+ (Pimsj(Lr)s 20)) | (L1, 210)s - (L 20)) € F(X)}

Fiir den 3-markierten Graphen

O—6o—0 ©
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ist X = n13((e1 D ®1) @ e3) @ e ein Cliquenweite 3-Ausdruck. F'(X) kann mit Hilfe der
Mengen F(Y'), fir Teilausdriicke Y von X, wie folgt berechnet werden.

F(e1) = {{({1},1)}

F(e1 @ 1) = {({1},2)), ({1}, 1), ({1}, 1))

F(e3) = {{({3}, 1))}

F((o1 @ 1) ® o3) = {(({1,3},3)),(({1,3},2), ({1}, 1)),
(({1},2), ({3}, 1)), ({1}, 1), ({1}, 1), ({3}, 1))}

Fma((er@e1)@e3)) = {(({1},2), ({3}, 1)), ({1}, 1), ({1}, 1), ({3}, 1))}

F(e9) = {{2LD)

F(X) = {(({1},1), ({1}, 1), ({2}, 1), ({3}, 1)),
(({1},2), ({2}, D), ({3}, 1), ({1}, 1), ({1, 2}, 2), ({3}, 1)),
({1}, 1), ({1}, 1), (2,3}, 2)), ({1}, 2), ({2, 3}, 2)),
(({1,2},3), ({3}, 1))}

Es gibt eine Partition von val(X) in unabhingige Mengen der Grofle s, genau dann wenn
es eine Multimenge M € F(X) gibt, so dass fiir alle (L,z) € M gilt z = s. Mit der Kan-
tenkomplementeigenschaft der Graphen mit beschrinkter Cliquenweite gilt nun das folgende
Theorem.

Theorem 7.5.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fiir eine feste natirliche Zahl k, kinnen
die Probleme Partition in unabhdngige Mengen beschrankter Grifie und Partition in Cliquen
beschrankter Grofle fir den Graphen val(X) in polynomieller Zeit gelist werden.

Es sei II; das Graphproblem, ob es eine Partition eines gegebenen Graphen in Cliquen der
GroBe drei gibt. IIy wird auch Partition in Triangles (Problem [GT11] in [GJ79]) genannt. Die
Relation ~p, ; aus Definition 7.2.1 hat fiir £ = 1 und zwei 1-markierte Graphen Kn,n,K—m,
n,m € N wegen

Hl(Kn,n X{(l,l)} Km) =1II; (Kn,n,m) <on=m

unendlich viele Aquivalenzklassen und somit ist II{ nach Theorem 7.2.3 nicht MSO;-
definierbar. Das Problem II; ist MSOs-definierbar.

In Definition 6.2.2 wird eine zu Definition 7.2.1 analoge Aquivalenzrelation ~, fir [-
terminale Graphen definiert. Fiir jede MSO,-definierbare Eigenschaft II hat ~y; fiir jedes
I > 0 endlich viele Aquivalenzklassen. Es sei II, das Graphproblem, ob es eine Partition
eines gegebenen Graphen in unabhéngige Mengen der Grofle drei gibt. Die Relation ~p, ; aus
Definition 6.2.2 hat fiir [ = 0 und zwei 0-terminale Graphen K,, U K,, und K,,;, n,m € N
wegen

IL(K,UK,)o K,) =1I(K, UK, UK,,) ©n=m

unendlich viele Aquivalenzklassen und somit ist ITs nicht erkennbar. Damit ist IIs nicht MSOs-
definierbar und effizient auf Graphen mit beschrankter Cliquenweite 16sbar.

7.6 [-Coloring

Problem 7.6.1 (I-Coloring)

EINGABE: FEin Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl r < |V]|.

FRAGE: Gibt es eine Firbung f : V - W, W CN, |W|=r, von V, so dass f(u) # f(v),
fir jedes Knotenpaar u,v mit dist(u,v) <1 gilt?
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Abbildung 7.3: Ein Graph G mit x2(G) = 4 mit den vier Knotenmarkierungen 1,3,5 und 6
und der quadrierte Graph G2 mit x(G?) = 4

Die minimale Anzahl von natiirlichen Zahlen (Farben) zur Féirbung der Knoten eines
Graphen G mit einem [-Coloring bezeichnen wir mit x;(G). Ein Graph G hat ein [-Coloring
mit 7 Farben, genau dann wenn der Potenzgraph G r-fiarbbar ist, es gilt also

x(G) = x(G").

Damit kann das [-Coloring Problem fiir einen Graphen G durch das Problem Partition in
unabhiingige Mengen (siche Kapitel 7.4) auf G! gelost werden. Einen k-Ausdruck X' fir G*
kann man aus einem Ausdruck X fiir G berechnen, siche Kapitel 5.4.

In Abbildung 7.3 ist ein Graph G angegeben in dessen Knoten ein 2-Coloring mit vier
verschiedene Zahlen eingezeichnet ist. Der Graph G2 hat die Fiarbungszahl 4.

Theorem 7.6.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, kann
das 1-Coloring Problem fiir val(X) in Polynomzeit gelést werden.

Todinca 16st das [-Coloring Problem in [Tod03] direkt auf Graphen mit beschrinkter
Cliquenweite, indem er eine Struktur F(X) angibt, die die Bedingungen aus Theorem 7.3.2
erfiillt. Todincas Losung hat den Vorteil, dass sie eine bessere Laufzeit hat.

7.7 Partition in vollstéindig bipartite Graphen

Problem 7.7.1 (Partition in vollstindig bipartite Graphen)

EINGABE: FEin Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl r < |V]|.

FRAGE: Gibt es eine Partition von V in r disjunkte Mengen V1,...,V,, so dass V1U---UV, =
V und jede Menge Vi, 1 <t < r, einen vollstindig bipartiten Teilgraphen in G induziert?

Es sei G = (V,E,lab) = val(X) fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X. V;1,Vio,...,
Vr,1, Vi 2 sei eine disjunkte Partition der Knotenmenge V' in unabhéingige Mengen, so dass die
Teilgraphen G4, t = 1,...,r, die durch die Knoten V; 1 UV; 5 in G induziert werden, bipartite
(nicht unbedingt vollstindig bipartite) Graphen sind. M sei die Multimenge die fiir jedes
Paar (V;1,Vi2) ein Tripel (L1, Lo, Lz) enthdlt, das wie folgt definiert ist. L1 = lab(V;1),
Ly =lab(V;2) und Ly ist die Menge aller Paare von Knotenmarkierungen (4, j), so dass es
zwei nicht adjazente Knoten v € Vi1, v € Vi o mit lab(u) = ¢, lab(v) = j gibt. F(X) sei
die Menge aller paarweise verschiedenen Multimengen M fiir alle moglichen so definierten
disjunkten Partitionen der Knotenmenge V in bipartite Graphen. Abbildung 7.4 zeigt eine
Partition eines Graphen val(X) in drei bipartite Graphen und die dazugehorige Multimenge
M e F(X).

F(X) enthilt hochstens

2
(V] +1)*2



Kapitel 7.7. Partition in vollstéindig bipartite Graphen 105

e mmmm s

o 00 A1) {2,3}, {(1,3)} ),
F(X) = ( {17253}’ {3}’ {(2a3)} )a
( {3% {13, {BD} ) )

Abbildung 7.4: Der Graph G = val(X) ist in drei bipartite Graphen eingeteilt. F/(X) enthilt
die dazugehorige Multimenge.

paarweise verschiedene Multimengen, die jeweils 7, 0 < r < |V|, Tripel (L1, Lo, L) enthalten.
Ly und Ly sind Teilmengen von [k] und Ly ist eine Teilmenge von [k] x [k].

F(e;), F(X®Y), F(n;;(X)) und F(p;—;(X)) konnen wie folgt berechnet werden.

1. F(e;) = {<({Z}a@a®)’ (@’{Z}v(b))}’ 1€ [k]

2. Ausgehend von der Menge D = {()} x F(X) x F(Y) wird D um alle Tripel erweitert,
die man aus einem Tripel (M, M', M") € D erhalten kann, indem man ein Tripel
(L4, LY, LIE) aus M’ oder ein Tripel (LY, LY, L%) aus M" entfernt und dieses Tripel in
M eingefiigt oder indem man beide Tripel entfernt und das Tripel

(L ULY, LyU Ly, L'>U LT U Ly x Ly U Ly x Ly)
in M einfiigt.
F(XoY)={M| (M), () € D}
3. Wir nennen eine Multimenge M € F(X) zuléssig fiir die Operation 7; ;, falls fiir jedes
J
Tripel (Ll,LQ,LE) € M: {’L,]} Z L1 und {’L,]} Z Lo gilt.

Falls M fiir die Operation 7); ; zuléssig ist, dann sei 7; ;(M) die Multimenge die man
aus M erhilt, indem man fiir alle Tripel (L1, Ly, L) € M die Paare (i,7) und (j,1)
aus allen Mengen L entfernt.

F(ni;(X)) ={ni;j(M) | M € F(X), M ist zuléssig fiir n; ;}
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4. Fir eine Ummarkierungsoperation p;_,; und eine Multimenge M € F(X), sei p;—j(M)
die Multimenge die man aus M erhélt, indem man jedes Tripel (L1, Lo, L) € M durch

(pi—j(L1), pi—sj(L2), pimsj(Lg)) ersetzt.
F(pinj(X)) = {pini(M) | M € F(X)}.

Es gibt eine Partition von val(X) in r vollstindig bipartite Graphen, genau dann wenn es
eine Multimenge M € F(X) gibt, die aus r Tripeln (L1, Ly, ) besteht, in denen die Mengen
L1 und Lo nicht leer sind.

Theorem 7.7.2 Zu einem k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, kann das Problem
Partition in vollstindige bipartite Graphen fir val(X) in Polynomzeit geldst werden.

7.8 Partition in Wilder

Problem 7.8.1 (Partition in Wilder)

EINGABE: FEin Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl r < |V|.

FRAGE: Gibt es eine Partition von V in r disjunkte Mengen V1,...,V,, so dass V1U---UV, =
V und jede der Mengen Vi, 1 <t <r, in G einen Wald induziert?

Es sei G = (V, E,lab) = val(X) fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X. Vi,...,V, sei eine
diskunkte Partition der Knotenmenge V', so dass die Teilgraphen G, t = 1,...,r, die in G
durch die Knoten aus V; induziert werden, Wélder sind. Fiir eine solche Partition von V sei
M die Multimenge die fiir jede Knotenmenge V;, 1 < ¢ < r, ein Tripel (L>1, L>2, L7) enthilt.
L>1 = lab(V;), L>a = 1ab?(V;) und Lt ist die Menge aller Tripel (K>1, K>9, K7), so dass
G+ einen Baum T = (VT,ET,labT) enthalt. KZI = lab(VT), KZQ = labQ(VT) und KE ist die
Menge aller zweielementigen Markierungsmengen {i,j}, so dass Vr zwei Knoten enthilt die
nicht adjazent sind und mit 7 bzw. j markiert sind. F(X) sei die Menge aller so definierten
paarweise verschiedener Multimengen M fiir alle moglichen Partitionen von V' in Wiélder.
Abbildung 7.5 zeigt eine Partition eines Graphen val(X) in drei Wélder und die zugehorige
Multimenge M € F(X).

Die GréBe von F(X) ist polynomiell in der Gré8e von X beschrinkt, da F'(X) hochstens

2
.ok

(V] + 1)@t 2t

paarweise verschiedene Multimengen enthélt, jede mit 7, 0 < r < |V|, Tripeln (L>1, L>9, L7).
L>, ist eine nicht leere Teilmenge von [k], L>y ist eine Teilmenge von [k] und L ist eine
Menge von Tripeln (K>, K>9, K3). K> ist eine nicht leere Teilmenge von [k], K>, ist eine
Teilmenge von [k] und K ist eine Teilmenge von {{i,j} | i,j € [k], i # j}.

F(e;), F(X®Y), F(n;;(X)) und F(p;—;(X)) kénnen wie folgt bestimmt werden.

L F(e) = {(({},0,{({i}, 0,0)}))}, i € [K]

2. Initial sei D = {()} x F/(X) x F(Y'). D wird um alle Tripel erweitert, die man aus einem
Tripel (M, M', M") € D erhalten kann, indem man ein Tripel (L., LL,, L}.) aus M’
oder ein Tripel (LY, LY,, L) aus M" entfernt und dieses Tripel in M einfiigt oder
indem man beide Tripel entfernt und das Tripel

(L5 0Ll LS, UL, U (LS, nY,), Ly U Ly)
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(e ) {{h0.0),({1,2),0,0)) )
PO ={  ( {L23) {B8h ({12350, {231), (31,0,0)} ),
( {123}, (3} {({210.0), (L3} (35 HL3AY} ) )

Abbildung 7.5: Der Graph G = val(X) ist in drei Wiilder eingeteilt, die durch die drei Mengen
V1,V5 und V3 induziert werden. F'(X) enthélt die zugehorige Multimenge.

in M einfiigt.
FXoY)={M| (M,(),() € D}

3. Wir nennen eine Multimenge M € F(X) zulissig fiir die Operation 7 ;, falls fiir jedes
Tripel (Lzl’ LZQ, LT) € M: {’L,j} Z LZQ gilt und fiir jedes Tripel (KZI’ KZQ, KE) € Lt:
{i,j} & K+ gilt und falls i € L>1 — K>3 dann ist j ¢ K>3 und falls j € Ly — K»o
dann ist ¢ ¢ KZQ.

Falls M fiir die Operation 7); ; zuldssig ist, dann sei 7; ;(M) die Multimenge, die aus M
durch die folgende Modifikation der Tripel (L1, L>2, L7) € M erhalten werden kann.
Es sei i € L1 — L>g, falls j € L>1 — Lo, dann vertausche i und j. Weiterhin seien

(K1,>1, K152, K1 ), - -+, (Ko >1, K5 >0, K 35) € L

alle Tripel, so dass ¢ € K1>1 und j € K;>1 fiir ¢ = 2,...,s. Diese s Tripel werden aus
Ly entfernt und das wie folgt definierte Tripel (K%, K{,, KL) wird in Ly eingefiigt.

E
KIZl = U Kt,Zlv
1<t<s
K., = |J Kiz» U U EKu>1NKi > und
1<t<s 1<t1<t2<s
Kp = U Kgp U {0} 7 €Kiz, i € Kisi 1 Sh <t < s} = {ig)
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F(ni;(X)) ={nij(M) | M e F(X), M ist zuléssig fiir 7; ;}

4. Fiir eine Ummarkierungsoperation p;_,; sei p;_,;j(M) die Multimenge, die man aus M
erhilt, indem man die Tripel (L>1,L>2,Ly) € M wie folgt modifiziert. Falls beide
Markierungen 7,7 in L>; oder in K> eines Tripels (K>1, K>2, K5) € Lt liegen, dann
wird j in L>p bzw. in K>, eingefiigt.

Dann wird in jeder Menge aus jedem Tripel (L>1, L>9, L) jedes i durch j ersetzt.
Flpisi(X)) = {piny(M) | M € F(X)}

Es gibt eine Partition von val(X) in r Wélder, genau dann wenn es eine Multimenge
M € F(X) gibt die aus genau 7 Tripeln besteht.

Theorem 7.8.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fiir eine feste natirliche Zahl k, kann
das Problem Partition in Wilder fir val(X) in Polynomzeit gelost werden.

7.9 Partition in perfekte Matchings

Eine Teilmenge M C E der Kantenmenge eines Graphen G = (V, E) heifit Matching, falls
keine zwei Kanten in M einen Knoten gemeinsam haben. Ein Matching M in G heift perfekt,
falls es zu jedem Knoten v € V eine Kante e € M gibt mit v € e, d.h. in dem durch M in G
induzierten Teilgraph hat jeder Knoten den Grad eins.

Problem 7.9.1 (Partition in perfekte Matchings)

EINGABE: FEin Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl r < |V|.

FRAGE: Gibt es eine Partition von 'V in r disjunkte Mengen V1, ..., V;, so dass V1U-- UV, =
V und jede Menge Vi, 1 <t < r, ein perfektes Matching in G induziert?

Es sei G = (V, E,lab) = val(X) fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X. Eine Knotenmenge
V! C V heiit kantenunabhdingig falls der Teilgraph G’ von G der durch die Knoten in V'
induziert wird keine zwei adjazenten Kanten enthilt. V7, ..., V, sei eine disjunkte Partition der
Knotenmenge V in r kantenunabhéngige Mengen. G; bezeichne den durch V; in G induzierten
Teilgraphen. Fiir eine solche Partition von V sei M die Multimenge die fiir jede Knotenmenge
Vi, 1 <t <r,ein4-Tupel (L>1,L>2, L, Ly) enthélt das wie folgt definiert ist. L>; = lab(V}),
Lso = lab?(V;), L ist die Menge aller Markierungsmengen {3, j}, so dass Gy zwei adjazente
Knoten enthilt die mit ¢ bzw. j markiert sind und L ist die Menge aller Knotenmarkierungen
1, so dass G einen Knoten enthélt, der mit 2 markiert ist der zu keiner Kante aus G inzident
ist. F/(X) sei die Menge aller so definierten paarweise verschiedenen Multimengen M fiir
alle disjunkten Partitionen der Knotenmenge V in kantenunabhingige Mengen. Abbildung
7.6 zeigt eine Partition eines Graphen val(X) in drei kantenunabhingige Mengen und die
zugehorige Multimenge M € F(X).

F(X) enthilt hochstens

(V] + 1)@ -n2tatet

paarweise verschiedene Multimengen, jede enthélt r, 0 < r < |V|, 4-Tupel (L>1,L>2, Lg, Ly).
L>, ist eine nicht leere Teilmenge von [k], L>2 und Ly sind Teilmengen von [k] und Lg ist
eine Teilmenge von {{i,j} | i,5 € [k], 1 # j}-

F(e;), F(X®Y), F(1;;(X)) und F(p;—;(X)) konnen wie folgt berechnet werden.
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- (0 A{1,2,3) 0, {{1.2}}, {32 ),
F(X) = ( {1’2}’ 0, 0, {172} )7
( {1,2,3}, {1,2}, {{1,2}}, {3t ) )

Abbildung 7.6: Eine Aufteilung der Knotenmenge des Graphen G = val(X) in drei Mengen
V1,Vo und V3, die jeweils ein Matching (jedoch kein perfektes Matching) in G induzieren.
F(X) enthilt die zugehorige Multimenge.

1 F(e;) = {(({i},0,0,{i}))}, i € [K]

2. Ausgehend von D = {()} x F(X) x F(Y) wird D um alle Tripel erweitert, die man aus
einem Tripel (M, M', M") € D erhalten kann, indem man ein 4-Tupel (L%, L% ,, LY,
L) aus M’ oder ein 4-Tupel (LY, L%,, L}, Lf;) aus M" entfernt und dieses 4-Tupel
in M einfiigt oder indem man beide 4-Tupel entfernt und das 4-Tupel

(LS, U LYy, LS, ULS, U (LS NLS,), Ly ULy, Ly U Ly)
in M einfiigt.
FXeY)={M| (M,),() € D}

3. Die Multimenge M € F(X) heiit zuldssig fir die Operation 7; ;, falls fir jedes 4-Tupel

(L>1,L>9,LEg,Ly) € M folgende Eigenschaft erfiillt ist. Falls {¢,j} C L>q, dann ist
{i,j} C L>1 — L>9 und entweder gilt {i,j} € Lg oder 4,5 € Ly.
Falls M fiir die Operation 7); ; zuléssig ist, dann sei 7; ;(M) die Multimenge die man
aus M erhélt indem man die 4-Tupel (L>1,L>2,LE,Ly) € M wie folgt modifiziert.
Falls 7,5 € L>1 — L>p und 4,j € Ly, dann entferne 4, j aus Ly und fiige {4,5} in Lg
ein.

F(n;;(X)) = {nij(M) | M € F(X), M ist zuldssig fiir n; ;}

4. Fir eine Ummarkierungsoperation p;—,; sei p;j—;j(M) die Multimenge die man aus M
erhélt, indem man die 4-Tupel (L>1,L>2,Lg,Ly) € M folgendermafien modifiziert.
Falls i, € L>, dann wird j in L>o eingefiigt. Dann wird in allen Mengen L>1, L>2, Ly
und Lg jede Markierung ¢ durch die Markierung j ersetzt.
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F(pisj(X)) = {pis;j(M) | M € F(X)}

Es gibt eine Partition von val(X) in r perfekte Matchings, genau dann wenn es eine
Multimenge M € F(X) gibt, die aus r 4-Tupeln (L>1,L>2,LEg, Ly) besteht in denen die
Menge Ly leer ist.

Theorem 7.9.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, kann
das Problem Partition in perfekte Matchings fir val(X) in Polynomzeit geldst werden.

7.10 Minimales maximales Matching

Ein Matching E' C F in einem Graphen G = (V, E) heifit mazimal, falls jede Kante aus
E — E' einen gemeinsamen Endpunkt mit einer Kante aus E’ hat.

Problem 7.10.1 (Minimales maximales Matching)

EINGABE: Ein Graph G = (V,E) und eine natirliche Zahl r < |E)|.

FRAGE: Gibt es eine Teilmenge E' C E mit |E'| <, so dass E' ein mazimales Matching
ist?

Es sei G = (V, E, lab) = val(X) fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X. Fiir eine Teilmenge
der Kanten F' C E und eine disjunkte Partition von V in drei Mengen Vi, Vs, V3, so dass
V1 eine unabhiingige Menge ist und E’ ein perfektes Matching fiir die Knoten aus V5 ist,
sei (lab(V4), |E'|, (lab(uy),. .. ,lab(us))) ein Tripel mit V3 = {u1,...us}. F(X) sei die Menge
aller dieser Tripel fiir alle diese Kantenteilmengen und Partitionen der Knotenmenge. F(X)
enthilt dann héchstens

v
2k-|2—|-(|V\+1)k

Tripel der Grofie hochstens k£ + 1+ |V|. Abbildung 7.7 zeigt ein maximales Matching in einem
Graphen.

Die Mengen F(e;), F(X ®Y), F(n;;(X)) und F(p;—;(X)) konnen wie folgt in polynomi-
eller Zeit berechnet werden.

1. F(e;) = {(0,0,(z)), {i},0,())}, @ € [K]
2. FXeY)={(LUR,t1 +to, MUN) | (L,t;,M) € F(X),(R,t3,N) € F(Y)}

3. F(n;;(X)) kann wie folgt aus F'(X) bestimmt werden. Ausgehend von D = F(X)
werden alle Tripel (L, k, M) aus D geloscht fur die {¢,j} C L gilt. Dann wird D um
alle Tripel (L,t+ 1, M — ({i},{j})) erweitert, die man aus einem Tripel (L, ¢, M) in D
mit ({i},{j}) C M erhalten kann.

Die so erhaltene Menge D ist F'(X).
4. F(pisj(X)) = {(pinj(L), ¢, pinsj(M)) | (L1, M) € F(X)}

Es gibt eine Teilmenge E' C E mit |E'| = r, so dass |E'| ein maximales Matching in G
ist, genau dann wenn es ein Tripel (L, 7, ()) € F(X) gibt.

Theorem 7.10.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fiir eine feste natirliche Zahl k, kann
das Minimale Mazimale Matching Problem fiir val(X) in Polynomzeit geldst werden.
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Vi={u,ue}, F(X)={... {1,2},2,0) ... }

Abbildung 7.7: Die Knotenmenge des Graphen G = val(X) ist in drei Mengen Vi = {u1,ug},
Vo = {ug,us,uq,us}, V3 = () eingeteilt. Die gestrichelten Kanten E' = {{ug,us}, {us,us}}
bilden ein maximales Matching der Gréfle zwei im Graphen der durch die Knoten in Vs
induziert wird. F(X) enthilt das Tripel (lab(V1),|E’|, ())-

7.11 Hamilton Weg

Problem 7.11.1 (Hamilton Weg)

EINGABE: Ein Graph G = (V,E).

FRAGE: Gibt es einen einfachen Weg der Linge |V| — 1 in G, d.h. einen Weg der Ldnge
V| —1in G der jeden Knoten in G genau einmal besucht?

Es sei G = (V, E,lab) = val(X) ein Graph fiir einen Cliquenweite k-Ausdruck X. Fiir
eine Teilmenge E' C E der Kantenmenge, so dass der Teilgraph G’ = (V, E',lab) keine Kreise
enthilt und jeder Knoten in G' Grad hochstens 2 hat, sei M die folgende Multimenge. Fiir
jeden Weg p = (v1,...,v,), 7 > 1, in G’, so dass die Knoten v; und v, Grad hochstens 1 in G
haben, enthilt M eine Multimenge (lab(v;),lab(v,)). F(X) sei die Menge aller Multimengen
M fiir alle diese Teilmengen E' C E. Es gibt k(k + 1)/2 verschiedene Multimengen (3, ),
i,7 € [k]. (Da (i,7) = (j,7) geniigt es sich auf Multimengen (7, j) mit 7 < j zu beschrédnken.)
Jede Multimenge M enthélt hochstens |V| Multimengen der Groe zwei, da diese Wegen in
G entsprechen. Damit enthilt F(X) hochstens

(|V| + 1)k(k+1)/2

verschiedene Multimengen.
Abbildung 7.8 zeigt einen Teilgraph (Weg) in einem Graphen val(X) in dem der Anfangs-
und Endknoten den Knotengrad 1 haben und die dazugehérige Multimenge M € F(X).
F(e;), F(X®Y), F(n;;(X)) und F(p;—;(X)) konnen wie folgt berechnet werden.

L. F(e;) = {((5,0))}, i € [K]
2. FXeY)={MuUuM"| M eF(X), M"e F(Y)}
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B (V)

FxX)y={...,((1,3), ... }

Abbildung 7.8: Ein Hamilton Weg in einem Graphen G = val(X). F(X) enthélt die zugehorige
Multimenge.

3. F(n;;(X)) kann wie folgt aus F(X) bestimmt werden. Ausgehend von D = F(X) wird
D um alle Multimengen erweitert, die aus einer Multimenge M aus D erhalten werden
konnen indem zwei Multimengen (i1, j1), (i2, j2), mit ¢ =iy und j = jo entfernt werden
und die neue Multimenge (iy, j1) eingefiigt wird. Das so erhaltene D ist F'(n; ;(X)).

4. F(pimj(X)) = {{{pisj (i), pisi(4)) | (3,5) € M) | M€ F(X)}

Es gibt einen Hamilton Weg in val(X) genau dann wenn es eine Multimenge M € F(X)
gibt, die aus genau einer Multimenge besteht.

Theorem 7.11.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, kann
das Hamilton Weg Problem fiir val(X) in Polynomzeit geldst werden.

Diese Losung kann man leicht zu einer Losung fiir das Hamilton Kreis Problem modifizie-
ren, fiir Graphen mit beschrinkter NLC-Weite ist dieses Problem in [Wan94c| geldst.

Es sei II; das Problem ob ein gegebener Graph einen Hamilton Kreis enthélt. Die Relation
~11, & aus Definition 7.2.1 besitzt fiir K = 1 und zwei 1-markierte Graphen K,,, K, n,m € N
wegen

Iy (Kp Xg(1,1)} Km) = T (Knm) ©n=m

unendlich viele Aquivalenzklassen und somit ist II{ nach Theorem 7.2.3 nicht MSO;-
definierbar. Das Problem II; ist MSOg-definierbar, siehe Kapitel 6.2.

Damit kann man unmittelbar auch das Problem Il5, ob der Komplementgraph eines Gra-
phen einen Hamilton Kreis hat, effizient auf Graphen mit beschrankter Cliquenweite losen.
Die Relation aus ~,; aus Definition 6.2.2 hat fiir [ = 0 und zwei 0-terminale Graphen K,
und K,,, n,m € N wegen

HQ(Kn o Km) = Hg(Kn U Km) = Hl(Kn U Km) = Hl(K_n X K—m) = Hl(Kn,m) Fn=m

unendlich viele Aquivalenzklassen und somit ist IIs nach Theorem 6.2.4 nicht einmal MSQO5-
definierbar und effizient auf Graphen mit beschriankter Cliquenweite 16sbar.

7.12 Knotendisjunkte Wege

Wir betrachten nun das Problem zwischen gegebenen Knotenpaaren knotendisjunkte We-
ge zu finden. Zwei Wege p = (u1,...,u,) und ¢ = (vy,...v) heiflen knotendisjunkt, falls
{ut,...;ur} N {vg, ... o1} =0 und {v1,..., 00} N {ug, ..., ur—1} = 0.
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Problem 7.12.1 (Knotendisjunkte Wege)

EINGABE: Ein Graph G = (V,E), 2 -1 paarweise verschiedene Knoten uq,...,us; und I
natirliche Zahlen r1,..., 7.

FRAGE: Gibt es r; knotendisjunkte Wege der Lange grifier gleich 2 in G zwischen u; und
ugry firt=1,...1, so dass alle th:l ry Wege paarweise knotendisjunkt sind?

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir hier nur Wege die mindestens 3
Knoten enthalten. Alle anderen Wege konnen durch Testen von Adjazenzen der Knotenpaare
ug,Upyg, 1 <t <1, gefunden werden.

Fiir festes [ und r; = 1, 1 <t <, kann das Knotendisjunkte Wege Problem fiir Graphen
mit n Knoten in Zeit O(n?) gelést werden, siche [RS95]. Das Knotendisjunkte Wege Problem
ist NP-vollstandig fiir [ = 2, 7y = 1 und unbeschrinktes rq, siche [EIS76]. Das Problem ist
ebenfalls NP-vollstindig wenn die Anzahl [ der Knotenpaare unbeschriankt ist und r; = 1,
1 <t <, siche [MP95].

Wir geben eine Losung fiir das Knotendisjunkte Wege Problem fiir eine feste Anzahl [ von
Knotenpaaren auf Graphen mit beschriankter Cliquenweite an. Es sei G = (V, E,lab) = val(X)
ein Graph der durch einen Cliquenweite k-Ausdruck definiert ist. Wir nennen die Knoten
Ui, ..., U2 terminale Knoten und alle anderen Knoten nichtterminale Knoten. Wir gehen
davon aus, dass wir wissen welcher Teilausdruck e; im Ausdruck X zu welchem terminalen
Knoten u; gehort.

Wir betrachten jede Teilmenge E' C E, so dass der Teilgraph G’ = (V, E’,1ab) von G die
folgenden Bedingungen erfiillt.

1. Jeder nichtterminale Knoten in G’ hat den Grad héchstens 2.
Jeder Kreis in G’ enthilt zwei terminale Knoten u,u; g, fiir ein ¢ mit 1 <¢ <.
Terminale Knoten sind in G’ nicht adjazent.

Die terminalen Knoten ut,us1;, 1 <t <1, in G’ haben den Grad héchstens ;.

AN el R

Falls es einen Weg in G’ zwischen zwei unterschiedlichen terminalen Knoten gibt, dann
ist einer der Knoten u; und der andere u;y;, fiir ein ¢ mit 1 <t <1I.

Fiir jede solche Teilmenge E’ definieren wir wie folgt drei Multimengen M, A5, N3 und eine
Menge Nj.
1. Definition der Multimenge M:

M enthilt eine zweielementige Multimenge (7, j), 4,7 € [k], fiir jeden Weg p in G',
so dass alle Knoten in p nichtterminale Knoten sind und die beiden (nicht unbedingt
verschiedene) Endknoten des Weges mit ¢ bzw. mit j markiert sind.

2. Definition der Menge Ni:
N; enthélt ein Paar (¢,4), 1 <t <2-1, 14 € [k], fir jeden terminalen Knoten wu; der mit
¢+ markiert ist.

3. Definition der Multimenge No:

N, enthilt ein Paar (t,7), 1 <t < 2-1, ¢ € [k], fiir jeden Weg von dem terminalen
Knoten w; iiber nichtterminale Knoten zu einem nichtterminalen Knoten vom Grad 1,
der mit ¢ markiert ist.
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4. Definition der Multimenge N:

N3 enthilt eine natiirliche Zahl ¢, 1 < t < [, fiir jeden Weg von dem terminalen Knoten
uy liber nichtterminale Knoten zu dem terminalen Knoten w4 ;.

Die Multimenge M enthilt hochstens |V| Multimengen der Grofie zwei, da die Multi-
mengen in M knotendisjunkten Wegen entsprechen. Es gibt k(k + 1)/2 Multimengen (4, j),
i,j € [k]- Da jede Multimenge (i, j) in M hochstens |V| mal auftreten kann, gibt es héchstens
(V| 4+ 1)**+1)/2 yerschiedene Multimengen M.

Die Menge N; enthélt hochstens 2 - [ Paare, eines fiir jeden terminalen Knoten. Da jeder
in G vorkommende terminale Knoten eine der ¥ moglichen Markierungen besitzt, gibt es
héchstens (k + 1) verschiedene Mengen Nj.

Die Multimenge N> enthilt hochstens |V| Paare. Es gibt hochstens 2 - [ - k Paare (t,1),
1<t <I,1 € [k]. Da jedes Paar (t,7) in Ny nur r; mal auftreten kann und 0 < r; < |V, gibt
es hochstens (|V| + 1)24* paarweise verschiedene Multimengen N5.

Die Multimenge N3 enthilt hochstens Zizl 7+ < |V| natiirliche Zahlen. Da jede natiirliche
Zahl t in N3 hochstens r; mal auftreten kann und 0 < r; < |V|, gibt es hochstens (|V| + 1)
paarweise verschiedene Multimengen N3.

Diese Abschitzungen sind alle nicht scharf.

Es sei X ein Cliquenweite k-Ausdruck fir den Graphen G. F(X) sei die Menge aller
4-Tupel
(MaNl,N27N3)

die durch alle Teilmengen E' von FE definiert werden. Die obigen Abschiitzungen zeigen, dass
es hochstens

(VI+ DD (k1) (V] + 1) (V] + 1)

verschiedene 4-Tupel (M, Ny, N2, N3) gibt. Damit ist die Grofie von F(X) fiir feste natiirliche
Zahlen [ und k polynomiell in der in der Gréfle von X beschréinkt.

Abbildung 7.9 zeigt ein Beispiel fiir einen Teilgraphen G’ eines Graphen G und das zu-
gehorige 4-Tupel (M, N1, No, N3).

F(e;), F(X®Y), F(n;;(X)) und F(p;—;(X)) konnen wie folgt berechnet werden.

1. Falls e; einen terminalen Knoten u; definiert, dann ist

Fei) = {(0, {9} 0, 0}

sonst ist
F(e;) = {({i,1),0,(), ()}
9. F(X®Y) = {(M'UM", N, UNI' N} UNI, NS UNY) |
(M, Ni, N5, M) € F(X), (M",N',N3',N§') € F(Y)}

3. F(n;;(X)) kann wie folgt aus F'(X) berechnet werden. Ausgehend von D = F(X) wird
D um alle 4-Tupel erweitert, die aus einem 4-Tupel (M, N1,N5,N3) € D wie folgt
erhalten werden koénnen.

(a) Ersetze zwei Multimengen (i,4') und (j, j') fiir ¢/, j' € [k] aus M durch eine Multi-
menge (i', j'),
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Abbildung 7.9: Der Teilgraph G’ von G = val(X) definiert fiir [ = 3, r; > 2 und o > 4 das
in F(X) angegebene 4-Tupel (M, N1, N3, N3).

(b) entferne eine Multimenge (j,4') aus M fiir ein ¢’ € [k] und fiige ein Paar (¢,7') in
No fiir ein ¢, 1 <t < 2-1, ein falls Ny ein Paar (t,%) enthilt, so dass Mo und N3
zusammen weniger als r; Paare (¢,5'), j' € [k], und natiirliche Zahlen ¢ enthalten,

(c) entferne eine Multimenge (7,i') aus M fiir ein ¢’ € [k] und fiige ein Paar (¢,i') in
N fiir ein ¢, 1 < ¢ < 2.1, ein falls Ny ein Paar (¢,7) enthilt, so dass Ny und N3
zusammen weniger als r; Paare (t,5'), j' € [k], und natiirliche Zahlen ¢ enthalten,

(d) entferne ein Paar (t,4i) aus N fiir ein 1 < ¢ < 2/ und eine Multimenge (j,') aus
M fiir ein i’ € [k] und fiige ein Paar (¢,7') in N> ein,

(e) entferne ein Paar (t,7) aus N> fiir ein 1 <¢ < 2 -] und eine Multimenge (i,4') aus
M fiir ein i’ € [k] und fiige ein Paar (¢,7’) in N ein,

f) entferne zwei Paare (t,4), (t+1, ) aus N5 fiir ein 1 < ¢ <[ und fiige die natiirliche

( ) Y 7 ’] g
Zahl t in N3 ein oder

(g) entferne zwei Paare (¢, j), (t+1,i) aus N fiir ein 1 < ¢ < und fiige die natiirliche
Zahl t in N3 ein.

Wenn D nicht durch weitere 4-Tupel verdndert werden kann, so ist das so erhaltene D
die Menge F(n; j(X)).

4. F(pi—;(X)) = {(pisj(M), pisj(N1), piesj(N2), N3) | (M, N1,N2, N3) € F(X)}

wobei i (M) = ((pins(i).pins (1)) | (i, 77) € M),
pg(N) = (b poss(@) [ (o7) € Ny} um
piogNa) = (1, picg (@) | (2,7') € AG).

Es gibt r4, 1 < t < [, knotendisjunkte Wege in val(X) zwischen zwei terminalen Knoten
up und .y, genau dann wenn F(X) ein 4-Tupel (M, N1, N2, N3) enthilt, so dass N3 7
natiirliche Zahlen ¢ enthélt.
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Theorem 7.12.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste naturliche Zahl k, kann
das knotendisjunkte Wege Problem fiir eine feste Anzahl von Knotenpaaren fir val(X) in
Polynomzeit gelost werden.

Die Datenstrukturen F(X) zur Losung der folgenden Probleme lassen sich wesentlich
einfacher definieren, wenn der Ausdruck X mit NLC-Weite Operationen und nicht mit Cli-
quenweite Operationen aufgebaut ist. Deshalb verwenden wir in den néchsten drei Beispielen
anstelle eines Cliquenweite k-Ausdrucks einen NLC-Weite k-Ausdruck.

7.13 Knotengrad beschrinkte Teilgraphen

Wir 16sen hier das Problem Kubischer Teilgraph (in einem gegebenen Graphen wird ein Teil-
graph gesucht in dem jeder Knoten den Grad drei hat), die hier vorgestellte Losungsmethode
ist jedoch fiir beliebige Knotengrade anwendbar.

Problem 7.13.1 (Kubischer Teilgraph)

EINGABE: Ein Graph G = (V, E).

FRAGE: Gibt es eine nicht leere Teilmenge E' C E, so dass im Graphen (V,E') jeder
Knoten den Grad 0 oder 8 hat?

G = (V,E,lab) = val(X) sei ein Graph fiir einen NLC-Weite k-Ausdruck X. Zu einer
natiirlichen Zahl s und einer Teilmenge E' C FE der Kanten fiir die der Graph G’ = (V, E’, lab)
nur Knoten mit Grad hochstens s enthilt, definieren wir eine Multimenge M. M enthilt
fiir jeden Knoten aus V ein Paar (lab(u),degq (u)). F(X) sei die Menge aller paarweise
verschiedener Multimengen M beziiglich s und allen so definierten Knotenteilmengen E'.
F(X) hat dann hochstens

(|V‘ + 1)k-(s+1)

paarweise verschiedene Multimengen. Jede Multimenge enthélt |V| Paare (I, d), wobei [ eine
Knotenmarkierung aus [k] ist und d eine natiirliche Zahl zwischen 0 und s. Abbildung 7.10
zeigt einen kubischen Teilgraphen eines Graphen val(X) und die dazugehorige Multimenge
M e F(X).

Die Mengen F(e;), F(X xsY) und F(og(X)) konnen wie folgt bestimmt werden.

L F(e;) = {{(5,0))}, i € [K

2. Ausgehend von der Menge D = {()} x F(X) x F(Y) wird D um alle Tripel erweitert
die man aus einem Tripel (M, M’ M") € D erhalten kann, indem man

(a) ein Paar (I',d') aus M’ oder ein Paar (I”,d") aus M" entfernt und dieses Paar in
M einfiigt oder

(b) ein Paar (I',d’) aus M’ entfernt, hochstens r, 1 < r < s — d', Paare (I{,dY),...,
(', d") aus M" mit (I',l}) € S und df < s fir t = 1,...,r auswihlt, das Paar
(I',d' +r) in M einfiigt und jedes (I}, d}) durch (I}, d} + 1) ersetzt ohne es aus M"
zu entfernen.

F(X xsY)={M| (M,(),() € D}
3. F(or(X)) = {{(R(I1),d1),-- -, (R(lt),de)) | {(l1,d1),--., (I, dt)) € M}
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U1

Abbildung 7.10: Ein kubischer Teilgraph in einem Graphen G = val(X). F(X) enthilt die
zugehorige Multimenge ((lab(u1), deg(u1)),. .., (lab(ug), deg(ug))).

Es gibt einen Teilgraphen von val(X) mit mindestens einer Kante in dem alle Knoten den
Grad 0 oder 3 haben, genau dann wenn es eine Multimenge M € F(X) gibt, so dass fiir alle
(I,d) € M gilt d = 3 oder d = 0 und es mindestens ein (I,d) € M mit d = 3 gibt.

Theorem 7.13.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, ist
das Problem Kubischer Teilgraph fir val(X) in Polynomzeit losbar.

Mit dem Ergebnis aus Theorem 3.2.1 ist das Problem Kubischer Teilgraph sogar ohne
einen gegebenen k-Ausdruck des Eingabegraphen effizient losbar. Man testet zuerst ob der
gegebene Graph G einen K33 als Teilgraphen enthélt. Falls ja, so hat G einen kubischen
Teilgraphen und sonst hat G nach Theorem 3.2.1 Baumweite hochstens 6k —1. Da das Problem
Kubischer Teilgraph MSOs-definierbar ist, ist es auf Graphen mit beschrinkter Baumweite
nach Theorem 6.2.4 in linearer Zeit 16sbar.

7.14 Knotenpartition

Problem 7.14.1 (Knotenpartition)

EINGABE: FEin Graph G = (V, E), eine natirliche Zahl r < |V| und eine positive reelle
Zahl o < 1.

FRAGE: Gibt es in G eine eine Knotenmenge Vo der Grifie hichstens r, so dass G ohne die
Knoten aus Vy in zwei disjunkte Mengen V1, V3 der Grifle hichstens a|V| aufgeteilt werden
kann?

Es sei G = (V, E,lab) = val(X) ein Graph fiir einen NLC-Weite k-Ausdruck X. F(X) sei
die Menge aller 5-Tupel
(la‘b(‘/l)a ‘V1|7 |‘/2|7la'b(‘/3)7 |V23D

fiir alle disjunkten Partitionen der Knotenmenge V in drei disjunkte Mengen V1, V1, V3, so
dass G keine Kante zwischen einem Knoten aus V; und einem Knoten aus V3 enthélt. Dann
gibt es in F'(X) hochstens

2 (VI+1) - (VI+1)- 28 (V] +1)
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F(X)={...({1,2},3,1,{2},2)...}

Abbildung 7.11: Die Knotenmenge des Graphen G = val(X) ist in drei Mengen V;,V5 und V3
eingeteilt. F/(X) enthilt das zugehorige 5-Tupel.

paarweise verschiedene 5-Tupel. Abbildung 7.11 zeigt eine Knotenpartition eines Graphen
val(X) und das zugehorige 5-Tupel in F(X).
Die Mengen F'(e;), F(X x5Y) und F(or(X)) werden wie folgt bestimmt.

L. F(.Z) = {({7'}’ L0, 0)70)7 (@,O, L, @,0), (0)50507 {7’}’ 1)}1 1€ [k]

2. F(X xgY) besteht aus der Menge aller 5-Tupel (L1, z1, 22, L3, z3), die aus zwei Tupeln
(LY, 2}, 2h, Ly, z%) € F(X) und (LY, 27,25, L%, 24) € F(Y) so konstruiert werden dass
Li=LuLll, zy =2} + 2, xz0 = 2y + 2, Ly = Ly U LY, z3 = =% + z¥, falls es kein
Paar (i,7) € S gibt, so dass 4 € L} und j € L§ oder i € L und 5 € LY.

3. F(OR(X)) = {(R(Ll),.’L'l,.’L'Q,R(Lg),.'IJ?,) | (L1,$1,$2,L3,$3) S F(X)}

Es gibt in val(X) eine Knotenmenge V5 der Grofle hochstens r, so dass val(X) ohne die
Knoten aus V5 in zwei disjunkte Mengen Vi, V3 der Griofie hochstens «|V| aufgeteilt werden
kann, genau dann wenn es ein (L1, z1, T2, L3, 3) € F(X) gibt, so dass

z1<a-|V], zz3<a-|V] und z3 <.

Theorem 7.14.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, ist
das Problem Knotenpartition fir val(X) fir gegebenes r und « in Polynomzeit lisbar.

7.15 Kantenpartition

Problem 7.15.1 (Kantenpartition)

EINGABE: FEin Graph G = (V, E), eine natirliche Zahl r < |E| und eine positive reelle
Zahl o < 1.

FRAGE: (ibt es eine Partition der Knotenmenge des Graphen G in zwei disjunkte Mengen
V1, Vo der Grofie hichstens a|V|, so dass es hichstens 7 Kanten zwischen einem Knoten aus
Vi und einem Knoten aus Vo gibt?

Es sei G = (V, E,lab) = val(X) fiir einen NLC-Weite k-Ausdruck X. F(X) sei die Menge
aller Tripel
((lab(u1), - - .,lab(u,)), z, (lab(tur41), - . ., lab(uy,)))
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Abbildung 7.12: Die Knotenmenge des Graphen G = val(X) ist in zwei Mengen V7 und V5
eingeteilt zwischen denen es zwei Kanten gibt. F'(X) enthilt das zugehorige Tripel.

fiir alle disjunkten Partitionen von V' = {uy,...,u,} in Vi = {uy,...,u,} und Vo = {up41,...,
U}, so dass z die Anzahl der Kanten zwischen Knoten aus Vi und Knoten aus V5 angibt.
F(X) enthilt dann héchstens

(VI+DF- (1B +1) - (V] + 1D

Tripel. Abbildung 7.12 zeigt eine Kantenpartition eines Graphen val(X) und das zugehorige
Tripel in F(X).
Die Mengen F(e;), F(X xsY) und F(og(X)) konnen wie folgt bestimmt werden.

L F(e5) = {((,0,0), (0),0, (i)}, 4 € [K].

2. F(X XgY) besteht aus der Menge aller Tripel (Mi,z, M3) die aus zwei Tripeln
My, z',M}) € F(X) und (MY,2", MY) € F(Y) erhalten werden konnen, wobei
M = MjuMY, My = MU MY und

s=a'+a"+ Y PMLD) MGG+ Y (M, ) (M, ).

(i,)€S (i.4)es

3. F(op(X)) = {(R(M1),z, R(M2)) | (M1,z,M3) € F(X)}.

Es gibt in val(X) eine Partition der Knotenmenge in zwei disjunkte Mengen Vi, Vs der
GroBe hochstens «|V|, so dass es hochstens r Kanten zwischen einem Knoten aus V; und
einem Knoten aus V5 gibt, genau dann wenn es ein Tripel (M1, z, Ms) € F(X) gibt mit

Z P(Ma, 1) < |V, Z P(Ma,i) < a|V|und z < 7.

i€[k] i€[k]

Theorem 7.15.2 Zu einem gegebenen k-Ausdruck X, fir eine feste natirliche Zahl k, ist
das Problem Kantenpartition fir val(X) fir gegebenes r und « in Polynomzeit lisbar.

In [Wan94c]| ist das Simple Max Cut Problem auf Graphen mit beschriankter NLC-Weite
mit einer dhnlichen Datenstruktur gelost worden.
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7.16 Anmerkungen

Die der hier vorgestellten Algorithmen haben alle eine Laufzeit die exponentiell in der Cli-
quenweite bzw. der NLC-Weite k des Eingabegraphen ist. Damit sind die Algorithmen nur fiir
kleine Werte von k praktisch interessant. Eine genaue Laufzeitabschitzung ist stets von der
Implementierung abhiingig. Es ist bisher noch offen, ob es Algorithmen fiir schwere Graphen-
probleme auf Graphen mit beschrinkter Cliquenweite bzw. auf Graphen mit beschrinkter
NLC-Weite gibt, die eine Laufzeit aus O(n¢) haben, wobei ¢ unabhingig von k und der Grofle
des Graphen ist.

Weiterhin ist es interessant Probleme auf Graphen mit beschrinkter Cliquenweite bzw.
beschrinkter NLC-Weite zu l6sen ohne dabei einen k-Ausdruck gegeben zu haben, da das
Finden eines solchen Ausdrucks moglicherweise schwierig ist. Einen moéglichen Ansatz zum
Losen von schwierigen Graphenproblemen ohne gegebene Dekomposition des Eingabegraphen
liefern Spinrad und andere Autoren in [BJRS02] iiber robuste Algorithmen.

Die bisher auf Graphen mit beschrinkter Cliquenweite bzw. beschrinkter NLC-Weite
gelosten Probleme sind alle Knotenpartitionsprobleme, schwieriger scheinen hingegen Kan-
tenpartitionsprobleme. Das Problem die Kantenmenge eines Graphen in moglichst wenige
Mengen einzuteilen die jeweils keine zwei adjazenten Kanten enthalten bezeichnet man als
Kantenfirbungsproblem. Die Anzahl der benétigten Mengen heifit der Chromatic Index des
Graphen. Die Komplexitit des Problems Kantenfirbung ist selbst fiir Cographen noch offen
[CE91].



Kapitel 8

NP-vollstindige Probleme fiir
Graphen mit beschrinkter
Cliquenweite

Da Cographen und Graphklassen mit beschrinkter Baumweite beschrinkte Cliquenweite und
beschrinkte NLC-Weite haben, sind die Graphenprobleme die fiir Cographen und fiir Graph-
klassen mit beschrinkter Baumweite NP-vollstindig sind auch fiir Graphklassen mit be-
schriankter Cliquenweite und fiir Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite NP-vollstandig.
Das Achromatic Number Problem (siehe [GT5] in [GJ79]) ist NP-vollsténdig fiir Cographen
(siche [Bod89]) und damit auch NP-vollstindig fiir Graphen mit Cliquenweite hochstens 2
und fiir Graphen mit NLC-Weite 1.

Bisher sind jedoch so gut wie keine Graphenprobleme bekannt, die auf Graphklassen mit
beschrinkter Cliquenweite und auf Graphklassen mit beschrinkter NLC-Weite NP-vollstiandig
sind, aber auf Cographen und Graphklassen mit beschrinkter Baumweite in Polynomzeit
entschieden werden kénnen. Wir zeigen hier, dass das Knotendisjunkte Wege Problem auf
Cographen in linearer Zeit 16sbar ist und fiir Graphen mit NLC-Weite hochstens 4 und fiir
Graphen mit Cliquenweite héchstens 7 NP-vollstindig ist. Auf Graphklassen mit beschrinkter
Baumweite kann das Problem in linearer Zeit gelost werden [Sch94].

8.1 Knotendisjunkte Wege

Das Knotendisjunkte Wege Problem ist in Kapitel 7.12 definiert. Wir betrachten hier das
Knotendisjunkte Wege Problem fiir beliebig viele Knotenpaare, d.h. die Anzahl der Knoten-
paare gehort nun mit zur Eingabe des Problems. Die NP-Vollstindigkeit dieses Problems
wurde in der Schrift [MP95] gezeigt.

8.1.1 Linearzeit Losung fiir Cographen

Wir zeigen hier, dass das Knotendisjunkte Wege Problem auf Cographen effizient 16sbar ist.
Es sei G ein Cograph, der durch einen NLC-Weite 1-Ausdruck X gegeben ist. Der Ausdruck
X und ein Cobaum fiir G kénnen in linearer Zeit mit Hilfe des Erkennungsalgorithmus fiir
Cographen in [CPS85] bestimmt werden.

121



122 Kapitel 8. NP-vollstindige Probleme fiir Graphen mit beschrinkter Cliquenweite

Wir nennen die Knoten u1, ..., us.;, wie in Kapitel 7.12, terminale Knoten und die restli-
chen Knoten nichtterminale Knoten. Wir nehmen im Folgenden an, dass wir wissen welcher
Teilausdruck e; zu welchem terminalen Knoten us, 1 <t < 21 gehort.

Da Cographen genau die Graphen sind die keinen induzierten Weg der Léinge drei enthal-
ten, hat das Knotendisjunkte Wege Problem fiir Cographen, genau dann eine Lésung wenn
alle paarweise verschiedenen Wege genau drei Knoten enthalten, d.h. einen Startknoten wu,
einen mittleren Knoten wu; ; und einen Endknoten u;y;, 1 <t <[, 1 < j < ;. Wege der Lénge
eins konnen durch Testen von Adjazenzen vernachlissigt werden.

Diese Wege (u¢, ut,j, ut11) konnen nur in einem Teilausdruck Y X1 1)} Z von X, so dass
val(Y') (val(Z)) beide terminalen Knoten u; und u;y; enthilt und val(Z) (bzw. val(Y)) den
nichterminalen Knoten u; ; enthélt, erzeugt werden. Da alle Knoten die gleiche Markierung 1
haben, wird durch die Operation x(; 1)} jeder nichtterminale Knoten in val(Y’) (val(Z)) mit
jedem terminalen Knoten in val(Z) (bzw. val(Y’)) verbunden.

Es sei G’ ein induzierter Teilgraph von G und G’ sei durch einen Teilausdruck X’ von X
definiert. Es sei

1. R(X') die Summe aller 74, so dass die beiden terminalen Knoten u; und w4 in G’
enthalten sind,

2. F(X') die Anzahl der nichtterminalen Knoten in G’ und

3. M(X') die maximale Anzahl knotendisjunkter Wege (us, usj, urtr), 1 <t <1,1<j <
im Teilgraph G’, so dass alle Knoten u j nichtterminale Knoten sind.

Das Knotendisjunkte Wege Problem hat fiir G genau dann eine Losung wenn R(X) =
M (X). Wir zeigen nun, dass alle Zahlen R(X'), F(X') und M(X’) in linearer Zeit bestimmt
werden kénnen.

e Essei X' = ey.
Falls der Knoten in val(X’) ein nichtterminaler Knoten ist, dann ist
R(X")=0, F(X')=1und M(X") =0
sonst ist

R(X')=0, F(X')=0und M(X')=0.

e Essei X' =Y xy Z

Es sei Ry,z die Summe aller 14, 1 < t <, so dass der Graph val(Y") einen terminalen
Knoten u; oder uy; und der Graph val(Z) den anderen terminalen Knoten wui; bzw.
uy enthilt. Dann ist

R(X') = R(Y)+R(Z)+ Ry,z,

F(X") F(Y)+ F(Z) und

MX") = M)+ M(2).

Dazu beachte man, dass die Operation X keine zusétzlichen Kanten erzeugt.

e Essei X' =Y X{(l,l)} Z
Dann gilt



Kapitel 8.1. Knotendisjunkte Wege 123

—~
~
~

F
MX") = MY)+M(Z) + min{R(Y)—-M(Y),F(Z)—- M(Z)}
+ min{R(Z) - M(Z),F(Y) - M(Y)}
Die F(Z)— M(Z) nicht gebrauchten nichtterminalen Knoten aus val(Z) kénnen benutzt
werden um noch R(Y) — M(Y) aufzubauende Wege in val(Y) zu konstruieren und
umgekehrt.

Die Berechnungen kénnen durch einen Bottom-Up Durchlauf von X bzw. dem zugehorigen
NLC-Weite 1-Ausdrucksbaum zu X in linearer Zeit durchgefiihrt werden. Die Werte Ry, z
kénnen in einer Vorverarbeitung berechnet werden. Dazu miissen in einem NLC-Weite 1-
Ausdrucksbaum fiir X fiir jedes Paar (ug, ury;), 1 <t <, der nichste gemeinsame Vorfahre
bestimmt werden. Diese Vorverarbeitung kann nach einem Ergebnis in [AGKRO02] in linearer
Zeit durchgefiihrt werden. Damit haben wir das folgende Theorem gezeigt.

Theorem 8.1.1 Das Knotendisjunke Wege Problem kann auf Cographen, Graphen mit NLC-
Weite 1 und auf Graphen mit Cliquenweite hichstens 2 in linearer Zeit geldst werden.

8.1.2 NP-Vollstindigkeit fiir NLC; und CW;,

Betrachten wir Wege die keine Kante gemeinsam haben, so erhalten wir das Kantendisjunkte
Wege Problem. Das Kantendisjunkte Wege Problem ist fiir series-parallele Graphen, d.h. fiir
Graphen mit Baumweite hochstens 2 NP-vollstandig [NVZ01].

Das Kantendisjunkte Wege Problem kann fiir einen Graphen G mit einem Algorithmus fiir
das Knotendisjunkte Wege Problem auf dem Linegraphen von G gelost werden. Der Linegraph
zu einem Graphen G = (Vg, Eg) besitzt einen Knoten fiir jede Kante in G und eine Kante
zwischen zwei Knoten, falls die entsprechenden Kanten in G adjazent sind.

Wir zeigen, dass der Linegraph eines Graphen mit Baumweite k& die NLC-Weite hichstens
k 4+ 2 hat. Wir verwenden die zur Baumweite dquivalente Definition der partiellen k-Baume
aus Definition 2.2.2.

Theorem 8.1.2 Es sei G ein partieller k-Baum, dann hat der Linegraph von G die NLC-
Weite hiochstens k + 2.

Beweis Es geniigt zu zeigen, dass der Linegraph eines k-Baumes G NLC-Weite hochstens k42
hat, da der Linegraph von jedem Teilgraph von G ein induzierter Teilgraph des Linegraphen
von G ist und die Menge der Graphen mit NLC-Weite hochstens k + 2 beziiglich induzierten
Teilgraphen abgeschlossen ist.

Es sei G = (Vg, Eg) ein k-Baum mit n Knoten und o = (u,...,u,) eine Anordnung der
n Knoten von G. Es seien N~ (G,0,i) und N*(G,0,%), i = 1,...,n, die Nachbarn u; von
Knoten u; mit j < ¢ bzw. j > 4. D.h.

N (G,o0,i) = {uj | {ui,u;} € Eg N j<i}

und
Nt(G,o0,i) := {u; | {uj,u;} € Eg A j>i}.

Die Knotenreihenfolge (u1, ..., u,) heifit perfekte Eliminationsordnung (PEO) fur G, falls die
Knotenmengen N*(G,0,%) fiir i = 1,...,n einen vollstindigen Teilgraphen in G induzieren.
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Es gibt immer eine PEO o = (u1,...,u,) fiir G, so dass die Knoten aus jeder Menge
N7*(G,o0,i) fiiri = 1,...,n —k einen vollstéindigen Teilgraphen mit £ Knoten und die Knoten
in jeder Menge N*(G,o0,4) fiir i =n —k+1,...,n einen vollstindigen Teilgraphen mit n — i

Knoten von G induzieren. Dazu kénnen wir die umgekehrte Anordnung der Knoten aus der
rekursiven Definition eines k-Baumes wéihlen.

Der Aufbau des k-Baumes G kann wie folgt durch einen Baum T'(G,0) = (Vr, Er) darge-

stellt werden. Es sei o = (u1,...,u,) eine perfekte Eliminationsordnung fiir G.
Vr = Vg
Er = {{uiu} € Eq|i<j A Vj,i<j <j{uiuy} ¢ Ec}.

Der Graph T(G,o0) ist ein Baum, da jeder Knoten u;, i < n, aus T(G,0) genau mit einer
Kante {u;,u;} fiir j > i inzident ist.

Es sei col eine k + 1-Farbung von G, d.h., col : Vo — [k + 1] ist eine Abbildung mit
col(u;) # col(u;) fiir alle {u;,u;} € Eg. Man sieht leicht, dass jeder k-Baum k + 1-firbbar
ist, wenn man den Knoten u; mit der Farbe markiert die nicht von den Knoten in der Menge
NT(G,o,1) benutzt wird.

Wir definieren nun rekursiv fir 4 = 1,...,n einen NLC-Weite k& + 2-Ausdruck X;.
Es sei N™(T(G,0),0,i) = {uj,,--.,uj,} und N*(G,0,i) = {wy,...,w,}. Beachte, dass
{ujy,.-.,u;,} durch den Baum T'(G,0) und {uy,, ..., } durch den Graph G definiert ist.

1. Falls m = 1, dann sei Y; = X, . Falls m > 1, dann sei
Y= ((le XIXj2) X1 ) XIij7

wobei I = {(s,s) | s € [k+ 1]} die Identitét zwischen den Markierungen 1,...,k+ 1 sei.

Der Graph val(Y;) besteht aus der disjunkten Vereinigung von m Graphen val(X}, ),
...,val(Xj; ), in der gleichmarkierte Knoten aus verschiedenen Graphen durch eine
Kante verbunden werden. Man beachte, dass die Relation I nur die Knotenmarkierungen
1,...,k + 1 enthalt. Die Markierung k 4+ 2 wird nur fiir die Knoten verwandt, die im
Weiteren nicht mit anderen Knoten verbunden werden.

2. Falls r > 0 dann sei Z; ein NLC-Weite k + 1-Ausdruck der einen vollstindigen Graphen
mit 7 Knoten definiert, die mit col(wy, ), ..., col(w;, ) markiert sind. Man beachte, dass
diese r < k Markierungen paarweise verschieden sind und nicht die Farbe des Knoten
u; enthalten.

3. Wir definieren dann

or(Y; xs Z;) fallsm >0undr >0

X, =< Z; falls m =0 und r > 0
or(Y;) fallsm >0und r =0
wobei
S={(s,8) | s €[k+1]}U{(col(u;),s) | s € [k +1]}
und

| s falls s # col(u;)
R(s) = { k+2 falls s = col(u;)
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Abbildung 8.1: Ein 2-Baum G und der zugehérige Linegraph H. Die (Nicht-Italic) Markie-
rungen der Knoten von G entsprechen einer perfekten Eliminationsordnung. Die Italic Indizes
entsprechen einer 3-Fiarbung. Die Abbildung zeigt auch den Baum T'(G, 0) und alle markierten
Graphen der NLC-Weite 4-Ausdriicke X; bis Xg. Die Italic Indizes an den Graphen val(X;)
bis val(Xg) entsprechen den Markierungen der Knoten. Die Knoten ohne Markierung sind

mit 4 markiert.

Abbildung 8.1 zeigt ein Beispiel fiir den Aufbau des Linegraphen. Wir zeigen nun, dass
der NLC-Weite k + 2-Ausdruck X, den Linegraph des k-Baumes G definiert.
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Nach der Definition von Z;, 1 = 1,...,n, gibt es eine Bijektion zwischen den Knoten aus
G und den Knoten des Graphen val(X;). Ein Knoten im Graph val(Z;) der mit s markiert
ist, entspricht einer Kante zwischen Knoten u; und dem Knoten von NT(G,0,4) der mit s
markiert ist. Deshalb gibt es auch eine Bijektion zwischen den Kanten aus G und den Knoten
aus dem Graph val(X,,). Die Knoten im Graph val(X;) die mit einer Markierung aus [k + 1]

markiert sind, entsprechen genau den Kanten aus G mit einem Endknoten aus {uq,...,u;}
und einem Endknoten aus {uit1,...,un,}.

Wir wollen die Graphen val(Xj;), i = 1,...,n, niher untersuchen. Es sei G;, 1 < i < n, der
Teilgraph von G der durch die Knoten {u1,...,u;} induziert wird. Es sei G die Zusammen-

hangskomponente von G; zu der u; gehdrt und es sei éz der Graph G; der durch alle Kanten
(und deren Endknoten) aus G erweitert wird die genau einen Endknoten in G haben. Eine
Induktion nach 7 zeigt nun, dass X; den Linegraph von G; definiert.

Induktionsanfang: Es sei i = 1.

Der Graph G, besteht aus 1+|N*(G, 0,1)| Knoten und |N* (G, 0, 1)| Kanten zwischen u; und
den Knoten aus N1(G,o,1). Hier definiert der Graph val(X;) einen vollstéindigen Graphen
mit |[NT(G,0,1)| Knoten, die mit den Farben der Knoten aus N*(G, 0,1) markiert sind. Der
Graph der durch den Ausdruck X definiert wird ist offensichtlich der Linegraph des Graphen
Gi.

Induktionsschritt: Es sei ¢ > 1.

Es sei N~ (T(G,0),0,1) = {uj,,...,v;,} und NT(G,o0,i) = {uy,...,u,}. Falls m =0, dann
besteht G; wie im Falle i = 1 aus 1+|N (G, 0,1)| Knoten und |N*(@, 0, 7)| Kanten zwischen u;
und den Knoten aus N (G, o,1%). Hier definiert der Ausdruck X; ebenfalls einen vollstindigen
Graphen mit [N (G, 0,7)| Knoten, die mit den Farben der Knoten aus der Menge N (G, o, 1)
markiert sind.

Falls m > 0, dann definieren wir zunéchst einen Ausdruck Y; der aus der disjunkten Ver-
einigung der Graphen val(Xj},),...,val(X},,) besteht in welchen gleich markierte Knoten aus
verschiedenen Graphen durch eine Kante verbunden werden. Die gleichmarkierten Knoten aus
verschiedenen Graphen miissen durch Kanten verbunden werden, da sie Kanten entsprechen
werden, die einen Endknoten aus {u1,...,u;—1} haben und den gleichen Endknoten aus der
Menge {u;, ..., u,} besitzen.

Nach der Induktionsannahme und aufgrund der zusétzlich eingefiigten Kanten, beschreibt
der Ausdruck Y; Xg Z; den Linegraphen von éz Die Relation S verbindet einen Knoten u
aus dem Graph val(Y;) und einen Knoten v aus dem Graph val(Z;) falls eine der folgenden
Eigenschaften erfiillt ist.

1. Beide Knoten haben die gleiche Markierung aus der Menge [k + 1].
Dann entsprechen v und v zwei adjazenten Kanten {u;,u;} bzw. {u;,u;} aus G mit
i <i<j.

2. Die Markierung von u ist die Farbe col(u;) von u; in G.

Dann entspricht u einer Kante {uy,u;} aus G mit i’ < i. Diese Kanten sind alle mit den
Kanten die Knoten aus val(Z;) entsprechen, adjazent.

Die Ummarkierung op &ndert die Markierung col(u;) in die Markierung k + 2, da die
Knoten die mit col(u;) markiert sind nun nur noch solchen Kanten e aus G entsprechen
fiir die alle den zu e adjazenten Kanten entsprechenden Knoten schon im Graph val(X;)
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vorhanden sind. Da én der Graph G ist, haben wir einen NLC-Weite k + 2-Ausdruck fiir den
Linegraphen von G konstruiert. O

Fir £ = 1 besagt das obige Theorem, dass die Linegraphen von Wildern NLC-Weite
hochstens 3 haben. Da der Linegraph eines Weges P,, der Weg P,, 1 ist, siche Abbildung 8.2,
und Wege P,, n > 10, NLC-Weite 3 haben, ist die Schranke fiir die NLC-Weite aus Theorem
8.1.2 scharf.

L e S ey

Abbildung 8.2: Der Linegraph des P, ist der P,_;.

Fiir einen Graphen G = (Vg,Eg) und 2 - | Knoten (ug,...,us;) sei G' = (Vgr, Egr)
der Graph G mit 2 - [ zusdtzlichen Knoten uj,...,u5, und 2 - [ zusétzlichen Kanten
{ul,u1},...,{uy;, u2.}. Es sei H der Linegraph von G’ und v; der Knoten aus H der der
Kante {u},u;}, 1 <4 < 2.1, in G’ entspricht. Dann gibt es | paarweise verschiedende Kno-
tendisjunkte Wege in H zwischen Knoten v; und v;y; fiir ¢ = 1,...,] genau dann wenn es
es | paarweise verschiedene Kantendisjunkte Wege in G zwischen u; und u;4; fir¢ =1,...,1
gibt. Da G’ ein partieller 2-Baum ist, falls G ein partieller 2-Baum ist und da das Kantendis-
junkte Wege Problem auf partiellen 2-Bidumen NP-vollstindig ist [NVZ01], folgt das folgende
Theorem.

Theorem 8.1.3 Das Knotendisjunkte Wege Problem ist NP-vollstindig fir Graphen mit
NLC-Weite hochstens 4.

Man kann den Beweis von Theorem 8.1.2 leicht modifizieren und zeigen, dass der Linegraph
eines partiellen k-Baumes Cliquenweite hochstens 2k + 3 hat. Damit folgt aus dem Ergebnis
aus [NVZ01] das folgende Theorem.

Theorem 8.1.4 Das Knotendisjunkte Wege Problem ist NP-vollstindig fir Graphen mit Cli-
quenweite hdchstens 7.

Aus Theorem 8.1.2 folgt ebenfalls, dass der Chromatic Index eines Graphen mit beschrink-
ter Baumweite in polynomieller Zeit gefunden werden kann, da das Chromatic Number Pro-
blem (Partition in unabhéingige Mengen) fiir Graphen mit beschrinkter NLC-Weite in polyno-
mieller Zeit gelost werden kann, sieche Kapitel 7.4. Dies beweist nochmals ein bereits seit 1990
bekanntes Ergebnis von Bodlaender in [Bod90]. Der Beweis von Theorem 8.1.2 ist konstruk-
tiv, d.h. man kann einen NLC-Weite k+ 2-Ausdruck bzw. einen Cliquenweite 2k + 3- Ausdruck
aus einer gegebenen Baumdekomposition der Weite k aufbauen.
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Symbolverzeichnis

N (u)
degg (u)
distg(u,v)
labg (’U)
lab(U)
val(X)

L

Gx H
GUH

GrH

ungerichtete Kante zwischen u und v
gerichtete Kante von u nach v

vollstdndiger Graph mit n Knoten

vollstindig bipartiter Graph mit n und m Knoten
Weg der Linge n — 1 mit n Knoten

Kreis der Linge n mit n Knoten

Anzahl der Knoten in der Menge V' (Grofle der Menge V)
Anzahl der Kanten in der Menge E

Knotenmenge des Graphen G
Kantenmenge des Graphen G

Nachbarschaft des Knotens u in G

Grad des Knotens u in G

Abstand (Distanz) der Knoten » und v in G
Markierung des Knotens v in G

Menge der Markierungen der Knoten aus U
bezeichnet den zum Ausdruck X gehorigen Graphen
Graphmenge, Graphklasse

Disjunkte Vereinigung der Graphen G und H und alle Kanten zwischen den

Graphen (join)
Disjunkte Vereinigung der Graphen G und H (co-join)

Graph G und H sind isomorph
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Komplexitat
P Klasse der Probleme die in polynomieller Zeit 16sbar sind
NP Klasse der Probleme die nichtdeterministisch in polynomieller Zeit 16sbar sind
NPC Klasse der NP-vollstindigen Probleme
O(f) ={9:N—=>N|3Iny,ceN:YneN:Vn>ny:9(n)<c-f(n)}

= Menge der Funktionen die héchstens so stark wachsen wie f

Zahlen und Mengen

N

No

Z,

R

min A
max A
logn
7]

]

(k]

2M

Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

Menge der natiirlichen Zahlen und Null {0,1,2,3,...}

Menge der ganzen Zahlen {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Menge der reellen Zahlen

Minimum der Elemente in einer Menge A

Maximum der Elemente in einer Menge A

Logarithmus von n

die kleinste natiirliche Zahl die gréfler gleich einer reellen Zahl r ist
die gréfite natiirliche Zahl die kleiner gleich einer reellen Zahl r ist
={1,...,k}

Menge der ganzen Zahlen zwischen 1 und k

Menge aller k-Tupel (a1,...,a;) mit Eintrdgen a; € M, 1<i <k
Menge aller Teilmengen einer Menge M

die leere Menge
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