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Zusammenfassung

Sei ein reeller endlichdimensionaler Hilbertraum (E, (., .)) gegeben. Wir betrach-
ten ein konisches Programm von der Form

(P) minimiere (c,z) | x € (£L+b) NK.

Hierbei seien £ C E ein Unterraum, K C E ein nicht-leerer, konvexer und abge-
schlossener Kegel und b,c € E .

Eine Vielzahl von Problemstellungen in Wirtschaft und Wissenschaft kann
durch konische Programme beschrieben werden.

Wichtige Spezialfille sind lineare (mit £ = IR" und K = IR") und semidefi-
nite Programme (mit £ = §" und K = S7). Fiir beide Klassen existieren viele
effiziente Losungsmethoden, solange die Dimension der Probleme nicht zu grof3
wird. Eine schwieriger zu handhabende Klasse sind die doppelt nichtnegativen
Programme (mit £ = §" und K = S? N {X > 0}). Mit ihnen werden u.a. Pro-
bleme in der Graphentheorie gelost. Im Gegensatz zu linearen und semidefiniten
Programmen ist der Kegel in diesem Fall nicht selbstdual.

Zunéchst widmet sich die Arbeit allgemeinen konischen Programmen der
Form (P) und den zugehorigen dualen Programmen (D). Es wird eine Umfor-
mulierung der beiden Programme betrachtet, die es ermoglicht alle Losungen des
Paares (P) und (D) als Schnittmenge eines affinen Raumes A und eines Ke-
gels K im Raum E x E darzustellen. AnschlieBend wird die APD-Methode zur
Lésung von konischen Programmen besprochen. Im Wesentlichen wird bei dieser
Methode ausgehend von A der Abstand zum Kegel K minimiert.

Der Spezialfall der semidefiniten Programme wird genauer untersucht: Die
APD-Methode wird fiir diese Problemklasse analysiert. Weiterhin wird auf eine
Regularisierung eingegangen, welche das Konvergenzverhalten des APD-Verfah-
rens verbessern soll. Schliellich werden hochdimensionale Programme in Bezug
auf Speicherbedarf und Rechenaufwand besprochen.

Es werden zwei Erweiterungen des APD-Verfahrens betrachtet: Zunéchst wird
das verallgemeinerte Newton-Verfahren diskutiert. Danach wird das AHO-QMR-
Verfahren beschrieben. Dabei handelt es sich um ein iteratives Verfahren, wel-
ches mit Hilfe der QMR-Methode die aus den Innere-Punkte-Methoden bekann-
te AHO-Richtung approximiert. Hierbei wird das zu lésende Gleichungssystem
zunéchst symmetrisiert. Neben einer ausfiithrlichen Beschreibung der notwendigen
Umformulierungsschritte werden auch numerische Ergebnisse préisentiert.

Schlieflich wird auf den doppelt nichtnegativen Kegel und die zugehérigen ko-
nischen Programme eingegangen. Es wird zunéchst eine dquivalente selbstduale
Formulierung angegeben und untersucht, wie sich die APD- und die AHO-QMR-
Methode auf diese Formulierung anwenden lassen. AnschlieBend werden Regula-
ritdtsbedingungen fiir das Ausgangsproblem betrachtet, die die Konvergenz der
APD- und AHO-QMR-~Methode zur Losung der selbstudalen Programme verbes-
sern. Abschliefend werden numerische Ergebnisse angegeben.



Abstract

Let (E,(.,.)) be a real finite-dimensional Hilbert space. Consider a conic program
of the form

(P) minimize (c,z) |z € (L+0b)NK.

Here, £ C FE is a linear subspace, L C E a non-empty, convex and closed cone
and b, c € E given data.

A broad variety of economic and scientific problems can be described by conic
programs.

Important special cases are linear (£ = IR" and K = IR"}) and semidefinite
programs (E = 8" and K = S7). For both cases, when the problem size is not "too
large”, there are many efficient problem-solving approaches. A somewhat more
difficult case are doubly nonnegative programs (£ = 8™ and K = STN{X > 0}).
They are used for solving problems in graph theory, for example. In contrary to
linear and semidefinite programs, the cone is not selfdual in this case.

First, the thesis focuses on general conic programs of the form (P) and the
corresponding dual programs (D). A reformulation of both programs, which al-
lows to represent the solution of the pair (P) and (D) as the intersection of an
affine space A and a cone K in E x E, is considered. Next, the APD-Method for
solving conic programs is discussed. Basically, starting from A the distance to K
is minimized in this method.

The special case of semidefinite programs is investigated. The APD-Method
is analyzed for this problem class. Furthermore, a regularization to speed up
convergence of the APD-Method is discussed. Finally, high dimensional programs
are considered.

Following, two extensions of the APD-Method are examined: An application
of the generalized Newton-Method and the AHO-QMR-Method. The latter one
is an iterative method, which uses the QMR-algorithm to approximate the AHO-
direction known from interior point methods. Here, the system of equations to be
solved is symmetrized at first. A detailed description of all necessary reformulation
steps and numerical results are reported.

Finally, the thesis focuses on the doubly nonnegative cone and the corre-
sponding conic programs. First, an equivalent selfdual formulation is described.
Then, a generalization of the APD- and AHO-QMR-~Method for this formulati-
on is considered. Furthermore, regularization conditions for the initial problem
are presented, which guarantee an improved convergence of the APD- and AHO-
QMR-~Method for solving the selfdual formulation. Concluding, several numerical
results are stated.
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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Losung konischer Programme.
Sei zunéchst ein reeller endlichdimensionaler Hilbertraum (F, (.,.)) gegeben. Ein
konisches Programm hat die Form

(P) minimiere (c,z) | x € (£L+b) NK.

Hierbei seien £ C E ein Unterraum, I C E ein nicht-leerer, konvexer und abge-
schlossener Kegel und b, ¢ Elemente aus E. Eine Vielzahl von Problemstellungen
in Wirtschaft und Wissenschaft kann durch konische Programme beschrieben
werden.

Ein wichtiger Spezialfall sind die linearen Programme, mit deren Hilfe bei-
spielsweise Flughafenpldne oder Versandwege und Kosten eines Versandhauses
mathematisch formuliert und mit geeigneten Methoden optimiert werden kénnen.
Zur Losung von linearen Programmen existieren bereits viele effiziente Algorith-
men.

Eine weitere wichtige Klasse von konischen Programmen sind die semidefini-
ten Programme. Hiermit konnen u.a. Probleme aus dem Bereich der Automa-
tisierungstechnik formuliert werden. Auch fiir diese Klasse ist eine ganze Reihe
von Losungsmethoden bekannt. Hat man es bei linearen oder semidefiniten Pro-
grammen jedoch mit einer hohen Anzahl an Unbekannten zu tun, dann koénnen
viele der sehr genauen Verfahren nicht mehr verwendet werden, da die oftmals
benotigte Berechnung und Speicherung von Informationen ,,zweiter Ordnung” zu
teuer ist.

Eine schwieriger zu handhabende Klasse sind die doppelt nichtnegativen Pro-
gramme. Sie dienen u.a. dazu Losungen von quadratischen Problemen anzunéhern,
mit welchen wiederum viele geometrische Problemstellungen gelost werden. Wei-
terhin lassen sich Losungen von Optimierungsaufgaben wie dem Max-Cut- oder
Max-Clique-Problem sowohl durch semidefinite als auch durch doppelt nichtne-
gative Programme annéhern. Die letztgenannten Prgramme liefern dabei oftmals
die ,,besseren“ Approximationen der gesuchten Losung.

Das erste Kapitel der Arbeit widmet sich allgemeinen konischen Programmen
der Form (P). Dabei wird zuerst auf die Dualitéitstheorie eingegangen, in der
zu jedem primalen Programm (P) ein duales Programm (D) betrachtet wird.
Anschlieflend wird eine Umformulierung der beiden Programme betrachtet, die es



ermoglicht alle Losungen des Paares (P) und (D) als Schnittmenge eines affinen
Raumes A und eines Kegels K im Raum E x E darzustellen. Im Anschluss
wird die APD-Methode zur Losung von konischen Programmen besprochen. Sie
wurde zuerst in [9] vorgeschlagen. Im Wesentlichen wird bei der APD-Methode
ausgehend von A der Abstand zum Kegel K minimiert. Dabei wird der Abstand
mittels einer konvexen differenzierbaren Funktion ¢ formuliert. Jedes Minimum
von ¢ entspricht einer Losung der Programme (P) und (D).

Die einfache APD-Methode ist ein iteratives Verfahren erster Ordnung — es
werden nur Funktions- und Ableitungsauswertungen vorgenommen. Sie ist in al-
len oben betrachteten Spezialféllen selbst fiir hochdimensionale Programme ver-
wendbar, sofern die zum Problem gehorende Datenmenge verhéltnisméfig klein
ist.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit semidefiniten Programmen. Die im
ersten Kapitel beschriebene Losungsmethode wird fiir diese Problemklasse ana-
lysiert. Kernpunkt dabei ist die Verwendbarkeit des verallgemeinerten Newton-
Verfahrens (siehe [20]) zur Minimierung von ¢. Von besonderem Interesse ist
daher der Definitionsbereich und die Form der zweiten Ableitung von ¢. Weiter-
hin wird auf eine Regularisierung eingegangen, welche das Konvergenzverhalten
des APD-Verfahrens bei Verwendung des Newton- oder Quasi-Newton-Verfahrens
zur Suchrichtungsbestimmung in der Nahe der Optimallosung verbessern soll.
Schliellich werden hochdimensionale Programme in Bezug auf Speicherbedarf,
Rechenaufwand und mogliche Reduzierungen derselben besprochen und numeri-
sche Ergebnisse einer Implementierung des APD-Verfahrens geliefert.

Im dritten Kapitel geht es um Erweiterungen des APD-Verfahrens: Zunéchst
wird das verallgemeinerte Newton-Verfahren diskutiert. Da eine direkte Imple-
mentierung wegen des hohen Speicherbedarfs vermieden werden muss, wird eine
Approximation des Newton-Verfahrens mit Hilfe eines iterativen Verfahrens (cg-
Variante von Steihaug) beschrieben. Das cg-Verfahren benétigt nur Richtungs-
ableitungen von V¢, welche aulerhalb einer Nullmenge bestimmt werden kénnen
und deren Berechnungskosten im annehmbaren Bereich liegen. Danach wird das
AHO-QMR Verfahren beschrieben. Dabei handelt es sich um ein iteratives Ver-
fahren, welches mit Hilfe der QMR-Methode die aus den Innere-Punkte-Methoden
bekannte AHO-Richtung approximiert. Hierbei wird das zu lésende Gleichungs-
system durch eine Transformation des Systems und Eliminierung einiger Varia-
blen symmetrisiert. Dadurch wird im Vergleich zur Losung des Ausgangssystems
Speicherplatz und vor allem Rechenzeit verringert, da die symmetrische QMR-
Variante nicht einmal halb so viele Auswertungen benétigt. Neben einer ausfiihr-
lichen Beschreibung der notwendigen Umformulierungsschritte werden auch nu-
merische Ergebnisse prasentiert.

Im vierten Kapitel geht es schliefflich um den doppelt nichtnegativen Kegel
und die zugehorigen konischen Programme. Da der Kegel solcher Programme im
Gegensatz zu linearen und semidefiniten Programmen nicht selbstdual ist, wird
zunéchst eine dquivalente selbstduale Formulierung angegeben, auf welche sich
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die APD- und die AHO-QMR-~Methode relativ einfach anwenden lassen. Es wird
gezeigt, dass sich die Rechenzeit dieser Methoden gegeniiber derjenigen fiir einfa-
che semidefinite Programme nur geringfiigig éndert. Anschliefend werden Regu-
laritdtsbedingungen fiir das Ausgangsproblem angegeben, die die Konvergenzei-
genschaften der APD- und AHO-QMR-Methode zur Losung der selbstudalen Pro-
gramme verbessern. AbschlieSend werden numerische Ergebnisse présentiert und
eine Erweiterung der beiden Methoden auf allgemeinere semidefinite Program-
me beschrieben, deren Spezialfille u.a. lineare Programme, einfache semidefinite
Programme und die in diesem Kapitel beschriebene selbstduale Formulierung der
doppelt nichtnegativen Programme sind.

Im Zuge dieser Arbeit sind zwei gemeinsame Paper entstanden:

Das AHO-QMR-Verfahren aus Kapitel 3 ist Gegenstand der Publikation [3]. In
[4] werden die in Kapitel 4 beschriebenen doppelt nichtnegativen Programme be-
trachtet.

Mein besonderer Dank geht an meinen Betreuer Professor Florian Jarre, welcher
mar stets mit Rat zur Seite stand und die Entstehung dieser Arbeit iiberhaupt erst
maoglich machte. Auflerdem danke ich meinem Mitarbeiter Li Luo fiir die inter-
essanten Gesprdche, die mich auf die eine oder andere niitzliche Idee gebracht
haben.



Kapitel 1

Konische Programme

Die Verallgemeinerung der linearen Programme von der Form
min{c’z | Az =b, x >0}

mit ¢ € R", b € R und A € IR¥" sind die im Folgenden beschriebenen konischen
Programme.

Gegeben sei ein endlich-dimensionaler vollstédndiger IR-Vektorraum E verse-
hen mit dem Skalarprodukt (.,.) := (.,.)z. Wir werden Rédume mit diesen Ei-
genschaften ab jetzt als euklidische Rdume bezeichnen. Seien weiterhin Elemente
b,c € E, ein Unterraum £ C F und ein nicht-leerer abgeschlossener konvexer
Kegel I C E gegeben. Das allgemeine konische Programm hat dann die Form

(P) min{{c,z) |z € (L+b)NK}.

1.1 Dualitéit

Das zu (P) duale Problem wird in [15] in der Form
(D) min{(b,s) | s € (L* 4+ )N K"}

definiert. Dabei ist L+ := {z € E | (z,2) = 0 Vo € L} der beziiglich (.,.) zu
L orthogonale Unterraum und KP := {z € E | (z,z) > 0 Vz € K} der zu K
duale Kegel. Um eine weitere Darstellung des primal-dualen Paares anzugeben,
miissen wir £ genauer beschreiben: Es gelte £ = {z € E | A(x) = 0}, wobei
A:E = R% d < dim(E), ein linearer Operator sei. Dann lisst sich (P) in der
Form

(P) min{{c,z) | A(z) = b,z € K}

schreiben, wobei b = A(b) gelte. Wie wir im Folgenden sehen werden, kann das
dulae Problem dann als

(D) max{b"y | A*(y) +s=c,s € K"}

4



formuliert werden, wobei A* der zu A adjungierte Operator ist. Er efiillt damit
die Bedingung y" A(z) = (A*(y), 2) fiir alle y € R?, z € E.

Aus der Beschreibung von £ folgt zuniichst £+ = {A*(y) | y € R"}. Es gilt
nun: z € £ + b genau dann, wenn A(z) = A(b) = b. Somit ist z genau dann
zuliissig fiir (P), wenn es fiir (P) zuliissig ist. Weiterhin ist s € £+ + ¢ genau
dann, wenn ein y, € IR? existiert, so dass s = ¢ — A*(y,) gilt. Damit ist s zuléissig
fiir (D) genau dann, wenn (y,,s) zulissig fiir (D) ist. y, ist dabei genau dann
eindeutig, wenn der Operator A* injektiv ist. Weiterhin gilt fiir x € (£ +b) N K,
se(Lr+e)nKP

(e,x) +(b,s) = {c,x)+ (b,c— A" (ys))

=A(z)
= (e,2) + (b, ) — (5, A"(3) (1.1)
= (c,z) + (b,c) — (x,c — s)
= (b,c) + (x,s) > (b, c)
e
Wir schlieBen aus Ungleichung (1.1)
(c,z) + (b,s) > (b, c)

& (e,x) + (bc) — A(b) Ty, > (b, c)

& ez)—bly, >0

& e,x) > by, (1.2)

Die Ungleichungen (1.1) und (1.2) werden als Schwache Dualitit bezeichnet.
Aus den obigen Umformulierungen wird der Zusammenhang der Formulierungen
(P),(D) und (P), (D) klar. In der Form (P) und (D) ist die Ahnlichkeit zu li-
nearen Programmen deutlich.

Die Bestimmung der Losung konischer Programme ist mit der Aufstellung von
allgemeinen Optimalitdtsbedingungen verbunden, deren Niitzlichkeit aber von
dem speziellen Problem und insbesondere von der Regularitdt der betrachteten
Menge abhéngt. Wir wollen uns mit dieser Problematik im Folgenden auseinan-
dersetzen. Dazu definieren wir zunéchst:

Definition 1. Sei S C E eine belieibige Menge. Mit aff(S) bezeichnen wir die
affine Hiille von S. Sie ist die kleinste affine Menge, die S enthdlt. D.h.

aff(S) = (] M
M:MDS
M affin

Analog wird die konvexe Hiille conv(S) definiert:
conv(S) = ﬂ M.

M:MDS
M konvex



Wie iiblich sei fir # € E die euklidische Norm durch ||z|js = /(z,z)p defi-

niert.

Definition 2. Sei eine konvexe Menge C C E gegeben. Fin Punkt x € aff(C')
heifit relativ innerer Punkt von C, falls es ein € > 0 gibt, so dass fir B(z,e) :=
{zeE|lz-xzlla<e}

B(z,e)naff(C) C C

gilt. Wir setzen C' := {z € E | z ist relativ innerer Punkt von C'}.

Definition 3. Sei ein Problem der Form (P) gegeben. Wir sagen, dass (P) die
Slater-Bedingung erfillt, falls

Kin (£ +b) #90.

Die Slater-Bedingung ist eine wichtige Regularitdtsbedingung in der Optimie-
rung. Da wir uns in dieser Arbeit auf konische Programme beschrianken, verzich-
ten wir auf die allgemeine Formulierung dieser Bedingung.

Einige wichtige Eigenschaften eines primal-dualen Paares (P) und (D) werden
im folgenden Satz festgehalten:

Satz 1. Fiir die Programme (P) und (D) gelten folgende Aussagen:

1. Fiir jeden zulissigen Punkt x von (P) und s von (D) gilt

(c,x) + (b,s) > (b,c).

2. Falls (P) einen endlichen Optimalwert o besitzt,
a=inf{{c,z) |z e LN (L+D)} € R,

und (P) die Slater-Bedingung erfillt, dann besitzt (D) eine Optimallésung
st und es gilt
a+ (b, sy = (b, c).

Fiir jede Optimallésung x°P* von (P) gilt dann

(e, ") + (b, s") = (b, c).

Beweis. Teil 1 wurde mit (1.1) bereits gezeigt. Der Beweis des zweiten Teils findet
sich in [10].

Da K ein nicht-leerer abgeschlossener konvexer Kegel ist, folgt (K?)P = K. Damit
ist (P) das duale Programm zu (D). Wir schlieflen:



Korollar 1. Falls beide Programme (P) und (D) die Slater-Bedingung erfiillen,
dann besitzen sie auch Optimallosungen x°P* und s°P* mit

(e, xP") + (b, s"") = (b, ¢).
Ist umgekehrt x zuldissig fir (P) und s zuldssig fir (D) und gilt

(c,x) + (b,s) = (b,c), (1.3)
dann ist (x,s) Optimallosung von (P) und (D).

Somit muss (1.3) von einer Optimallosung notwendigerweise erfiillt werden,
falls (P) und (D) die Slater-Bedingung erfiillen, (1.3) ist aber in jedem Falle
hinreichend.

Analog zu (1.2) zeigt man
(c,) + (b, s) = (b,c) & (c,2) = by,

und somit folgt

(x,s) ist Optimallosung von (P), (D) < (x,ys, s) ist Optimallosung von (P), (D).

Wichtige Spezialfille konischer Programme sind die eingangs erwéhnten linearen
Programme — hier gilt £/ = IR" und K = IR" — sowie semidefinite Programme.
Mit Letzteren werden wir uns in Kapitel 2 ausfiihrlich beschéftigen.

1.2 Reformulierung
Sei
A= (L+b) x (LY +o)n{(z,s) | (c,x) + (b,s) = (bc)} CEXE

und
K=KxKPCEXxE.

Bei den folgenden zunichst allgemeinen Uberlegungen nehmen wir an, dass die
folgende Voraussetzung erfiillt ist:

Voraussetzung 1. ANK # (.
Die folgende Voraussetzung ist stérker:

Voraussetzung 2. Die zueinander dualen Programme (P) und (D) erfillen die
Slater-Bedingung.



Abbildung 1.1: Menge der Optimallosungen

Voraussetzung 2 impliziert nach Korollar 1 Voraussetzung 1.
Unter Voraussetzung 1 gilt
(x,s) ist Optimallosung von (P) und (D) < (z,s) € ANK. (1.4)

Die Menge der Optimallosungen des primal-dualen Paares von Programmen ist
der Schnitt des affinen Raumes A mit dem konvexen Kegel K.

Sei ein euklidischer Raum (E,(.,.)s) gegeben. Wir setzen wieder |z|, :=

V (2, 2)5 fiir alle z € E.

Fiir eine nicht-leere abgeschlossene konvexe Menge C' C Fund z € E sei

dist(z,C) := Zlggﬂz —Z||2

die Distanz von z zu C. Da (E, (.,.)z) ein reeller endlichdimensionaler Hilbert-
Raum, C' eine abgeschlossene Menge und ||.||2 eine streng konvexe Funktion ist,
existiert ein eindeutig bestimmtes Element z € C mit dist(z,C) = |2 — Z||2 =
min.cc ||z — Z||2. Die Distanzfunktion z — dist(z, C) ist konvex. Wir setzen:

IIe(2) = 2 = argmin, ||z — Z||2.

Sind (Ex, (., .)s,) und (E, (., .) ) reelle endlichdimensionale Hilbert-Raume, dann
ist auch (F, (.,.)s) mit E := E; x E, und dem Skalarprodukt

<.7 .>E = (., .>E1 + <-, ~>E2
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ein reeller endlichdimensionaler Hilbert-Raum.

Sind Programme (P) und (D) gegeben, dann betrachten wir fiir z € £ :=
E x E versehen mit dem durch (., .), induzierten Skalaprodukt (., .)z die konvexe
Funktion

1
o(2) = §(dist(z, A)? + dist(z, K)?).
Nach (1.4) gilt fir z := (x,8) € EX E
(x,s) ist Optimallosung von (P) und (D) < ¢(z) = 0.

Wir beweisen einen Hilfssatz, welcher in &hnlicher Form bereits in [9] gezeigt
wurde:

Lemma 1. Sei C' C E eine nicht-leere konvexe abgeschlossene Menge. Sei wei-
terhin fir z € B
1. 1
bo(z) = §d18t(2, C)? = §||z —e(2)||3
oc st differenzierbar und es gilt
Voc(z) =z —e(z2),

wobei wir hier und auch im Folgenden die Abbildung Doc(2) : E — IR fiir ein z €

E mit einem entsprechenden (eindeutigen,) Element Vo(z) € E identifizieren,
so dass Doc(z)[h] = (Voc(2), h) g fir alle h € E gilt.

Beweis. Seien z,h € E gegeben. Wir setzen 2 := I (z). Wir zeigen

lim |pc(2 +h) — ¢c(2) — (2 — 2, h)|
h—0 |72

Sei zj, := (2 + h). Es gilt
20c(z+h) =z +h =&l < llz+h =2l = |2 - 2[5 +2(z — 2, h) + [|A]]3.
——
=2¢¢(2)
Daraus folgt ¢c(z + h) — ¢c(z) — (2 — 2,h) < 3||h||3. Andererseits gilt

=0.

20c(z+h) = |lz+h—2+2=2|5=ll2=2|5+2(2 =2, h+ 2 —2,) + ||h+ 2 — 23
Da Il¢ eine Projektion ist folgt (z — 2,2 — 2;) > 0 und somit
. 1 A
bo(z+h) —do(2) = (z=2,h) 2 Slh+ 2= &4l > 0.
Insgesamt erhalten wir
. 1
0< gele+h) = ge(=) — (2 — 2,1 < S bl

woraus die Behauptung folgt. O



Aus Lemma 1 folgt die Differenzierbarkeit der Funktion ¢ = ¢a + ¢k.

Wie wir bereits angemerkt haben, ist jedes Minimum der Funktion ¢ Opti-
mallosung des primal-dualen Paares (P) und (D). Da die Funktion konvex und
differenzierbar ist, lassen sich eine Reihe von Verfahren verwenden um diese zu
minimieren. Wahrend allerdings bei ¢¢ ein voller Schritt in Richtung des negati-
ven Gradienten geniigt um die Funktion zu minimieren, kann selbiges Verfahren
(steilster Abstieg) zur Minimierung von ¢ = ¢a + ¢k extrem langsam konver-
gieren. Aus numerischer Sicht miissen neben der Konvergenzordnung auch der
Speicherbedarf und der Rechenaufwand des verwendeten Verfahrens beriicksich-
tigt werden. Wichtige Faktoren sind hierbei die Projektion 14 und vor allem Ilk.
Letztere ist fiir lineare Programme und fiir semidefinite Programme bis zu einer
gegebenen Rechengenauigkeit bestimmbar.

Wir werden uns im Folgenden zunéchst mit der Projektion auf die affine
Menge A befassen: Sei M ein Untervektorraum von E. Da E = M & M*, gilt
z = Iy (2) + 1,0 (2) fiir alle z € E. Es folgt somit L+b = L+11,(b) +11,.(b) =
L+ T (b) und L+ + ¢ = L+ +Tz(c). Wir setzen

Ay = (L+D) x (L +¢) = (L+TI0(b) x (LT + Tz (c)).

Seien weiterhin

A = {(z,8) | {c,x) + (b,s) = (b,0)},
Ly := {(z,5) [ (Tlg(c), 2) + (U1 (D), s) = 0}
Fir (z,5) € Aq gilt:
e L, €Lt x=0+Tl,0(b), 5=25+Tlz(c).
Somit folgt
(z,5) € A= (c,z) + (b, 5) = (b,c)

& (lg(c) +zi(c), 7) + (Ig(b) + 11 (D), 5)
= (I(b) + Mo (D), Iz(c) + M (c))

& (e(e), ) + (o (c), & + Tz (b))
+(.(b), 8 +1z(c)) + (T (b), 5)
= (H(b), Me(c)) + (Mg (0), Iz (c))

L( ), e (D))
<H£J-( )7§>
(g (0), o (c))



Wir haben damit A = A; N Ay = A; N Ly gezeigt.

Sei Ly := £ x £ und by := (Il (b),[z(c)). Dann gilt A; = L; + by. Sei
weiterhin (#,3) € Ly*. Es gilt dann ((%,3), (z,5))s = 0 fiir alle (z,s) € L;.
Damit folgt insbesondere (#,3) € Ly. Es gilt somit Ly* C Ly. Damit haben wir
alle Voraussetzungen nachgewiesen, die fiir die folgenden allgemeinen Aussagen
bendtigt werden:

Lemma 2. Sei (E, (.,.);) ein euklidischer Raum, M C E ein Untervektorraum
und m € E. Fir den affinen Raum N := M +m und z € E gilt

HN(Z) = HM(Z — m) + m.
Beweis. Es gilt IIj;(z —m)+m € N. DaIlly(z) —m € M, ist die Annahme

My (2) = zll2 < [Ty (z = m) +m = 2|2
& |Tn(z) =m = (z =m)lls < [Ty (z —m) = (z =m)|l2

offensichtlich falsch. Aus der Eindeutigkeit von IIy(z) folgt die Behauptung. [

Satz 2. Seien My und My Untervektorraume eines euklidischen Raumes (E, (., .)z)
und es gelte ]\41l C M,. Seien weiterhin my, my € E gegeben. :F’m’ Ny =M +my
und Ny := My + my gilt dann Ny N Ny # O und fiir alle z € E gilt

JEETASINA (Z) =In, (HNE (Z)) = HNZ(HNl (Z))

Beweis. Es gilt M; N My # (. Aus der fiir beliebige Untervektorriume U,V
giiltigen Aussage U C V & V+ C U+ folgt MlL C M, & Mj C M. Daraus
folgt

Man, (Mo, (2)) - = Tar, (2 = Mg (2)) - = Ty (2) = Tagy (T (2))
[, ( (2) = (z =y (2) = (2 = 1 (2))
= s, (2) = T (2) = Ty (2) — g, (T (2))
M, ( )

= I, (HMl(z))

Dabei haben wir ausgenutzt, dass die Projektion IIy;, auf den Untervektorraum
M; eine lineare Funktion ist und dass z = Iy, (2) 4+ II, 1 (2) gilt.
Als Folgerung erhalten wir Ty, (ITys (2)) = HMQ(HMl(z)S € My N M.

Angenommen 2 := Iy, (2) # My (I (2)) =: 2. Dann gilt

lz = 215 < ll= = Zl3.
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Mit
Iz = 215 = llz = T (2) 13 + 2(z — Mgy (2), Hary (2) = 2) + [ Tas (2) — 2113

:H;l;(z) €My
= |lz — Moz, (2)|13 + ITLas, (2) — 213,

Iz =215 = llz = T (2) 113 + 2(z — Mas, (2), Hasy (2) = 2) + [ Tas (2) — 213
:HMQJ_(Z) €M
= llz = T (2) 13 + [ Tar, (2) — 2113

folgt daraus ||TIs,(2) — 2|3 < |[TIas,(2) — Z[|3. Aus der Tatsache, dass Z die Pro-
jektion von 1Ty, (2) auf M ist und 2 € M; gilt, folgt der gesuchte Widerspruch.
Wir haben damit

ar g, (2) = I (Tar, (2)) = Thag, (Iar, (2)) (1.5)
gezeigt.
Es gilt £ = M; + Mi- und
N1 NNy = (My+mq) N (My+mg) = my + {Mi N ((mg —my) + M)}

Fiir m := my — m folgt

m= [ + ,u2 und damit m — po = g € My N (i + M,).
~— ——
€M, GMLCM2 Erm+Ma eM;

Also ist Ny N Ny # ().
Somit exisitert ein m € Ny N N, so dass Ny = M; + m und Ny = My + m und
damit Ny N Ny = M; N My + m gilt. Mit Lemma 2 und (1.5) folgt

HNlﬁNQ(Z) - HM1WM2( )
= Iap, (Hag, (2 — 1)) + m
= I, ((ag, (2 —m) +m) —m) +m
:HMl( N(Z) m)+m
= Iy, (Iy, (2))-
Dito HN1ﬂN2<Z) = HN2(HN1 (Z)) ]

Erfiillt ein gegebenes Paar (P) und (D) Voraussetzung 1, dann folgt fiir £ :=
FE x EFund L := L; N Ly aus Satz 2:

Es gilt b := by = (II;1(b),lIz(c)) € Ay N Ly = A und somit A = L + b.
Weiterhin lésst sich die Projektion 1o mit den Formeln IIo(2) = Ig(z —b) + b

12



und I1y,(2) = g, (I, (2)) leicht auswerten, falls die Projektion auf £ einfach zu
bestimmen ist: Sei

L={zxe E|Alx) =0}
fiir eine lineare Abbildung A : E — R%, d < dim(E), dann folgt

L ={A(y) |y € R,

Die Projektionen auf £ und £* lassen sich somit unter der Voraussetzung, dass
AA* invertierbar ist, in folgender Form angeben:

He(z) =2 — A ((AA") 7 (A(2)))
Mei(s) = A ((AA)TH(A(s))).

Fiir 2 := (2, s) gilt dann wegen Ly = £ x £+

M, (2) = (Me(), e (s))-

Da Ly eine Hyperebene ist, kann man die Projektion auf diesen Raum ganz
einfach berechnen. Fiir einen beliebigen affinen Raum der Form H = {z € E |
(a,2)p =By mit o € E, B € R gilt II(2) = z — {220 Somit folgt

(a,)

_ ((g(e), o (b)), 2)
(T (e), e (0))[13

Im Allgemeinen ist die Berechnung der Projektion auf den Schnitt von zwei affinen
Réumen aufwéndiger.

I, (2) = 2 (Iz(c), e (b)).

Die Schwierigkeit der Berechnung von Ilg hé&ngt natiirlich von den Kegeln
K und KP ab. Sind (P) und (D) lineare Programme, dann ist £ = IR" und
K = KP = R%,. In diesem Fall ist die Projektion wegen Il (z) = max{0,z}
leicht zu berechnen. Auch im Fall der semidefiniten Programme gilt die Projektion
auf K als berechenbar. Sie setzt jedoch eine Eigenwertzerlegung voraus, die nicht
als billig bezeichnet werden kann. Wir werden auf diesen Fall spéter austfiihrlich
eingehen.

1.3 Augmentierte primal-duale Methode

Basierend auf der bisherigen Herleitung geben wir im Folgenden ein Verfahren
zur Bestimmung der Optimallosung eines primal-dualen Paares (P) und (D) von
konischen Programmen an. Die bisherigen und die folgenden Uberlegungen ent-
sprechen im Wesentlichen der Herleitung in [9].

Wir betrachten noch einmal die Funktion ¢ = ¢a + ¢x. Anstatt bei der Mi-
nimierung von ¢ den gesamten Raum £ zu betrachten, kann man sich auf eine
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,sinnvolle” Teilmenge beschranken. Entsprechend der Definition von ¢ bietet sich
eine Einschrinkung auf den Raum A oder K an. Methoden, die fiir spezielle Pro-
blemklassen mit Elementen aus dem Kegel K arbeiten, sind z.B. die Boundary
Point Methode (siche [12]) oder Innere-Punkte-Methoden (siche z.B. [10]). Wir
betrachten dagegen die Einschrinkung auf A:

Wir setzen ¢ := ¢\ Es folgt nun entsprechend (1.4) fiir z = (z,s) € A:
(z, s) ist Optimallssung von (P) und (D) < ¢(z) = 0.

Seien euklidische Raume (U, (.,.);) und (V,(.,.)) gegeben. Sei weiterhin N =
M + m, wobei M ein Unterraum von U und m € U sei. Sei a : N — V eine
Abbildung und u € N gegeben. Wir sagen, dass « in u differenzierbar ist, falls
eine lineare Abbildung L : M — V existiert, so dass

o I 1) = () = ()l

1 Tllaw)

=0

erfiillt ist. Dies is die naheliegende Erweiterung des Differenzierbarkeitsbegriffes
auf affine Rdume. Unter Verwendung dieser Erweiterung ist fiir uns das folgende
Lemma von Bedeutung, welches in &hnlicher Weise bereits in [9] gezeigt wurde:

Lemma 3. Sei (E, (.,.)s) ein euklidischer Raum, C' C E eine nicht-leere konvexe
abgeschlossene Menge, M ein Unterraum von E und m € E. Sei weiterhin N :=
M +m. Fiir z € N sei

do(z) = %dist(z, C)? = %Hz —e(2)||3

Die Funktion ¢¢ ist auf N differenzierbar und es gilt
Voo(z) = 2 = My (e (2) = My (z — Te(2)),

falls wir die Abbildung Do (2) - M — IR an der Stelle z € N mit einem entspre-
chenden (eindeutigen) Element Voo(z) € M identifizieren, so dass Déc(z)[h] =
(Voc(z),h)s fiir alle h € M gilt.

Beweis. Es gilt nach Lemma 2 fiir z € N

z—Hy(e(2)) =z—m4m — (IyIlc(2) — m) +m)

=Iy(z—m— (Illg(2) —m)) = Uy (2 — e (2)).

Seien z € N und h € M gegeben. Wir setzen Z := I1¢(2) und zeigen analog zu
Lemma 1 - -
L 16e(z +h) = do(z) — (M (= — 2),

=0.
h—0 |k ||2

14



Sei 2y, 1= Ilg(z + h). Es gilt wegen h = Iy (h) und (u, [y (v)) = (T (u),v) fiir
alle u,v € £

26c(z+h) = |lz+h =4l <z +h =25 =|lz = Z5+2 (z—2,h) +|Alf5.
—_—— ———
=2¢¢(2) =M (2—2),h)
Daraus folgt ¢ (z + h) — dpe(2) — (I (z — 2), h) < LIAl3. Andererseits gilt

20c(24h) = ||z+h—2+5—=2|2 = ||z—2]|342 (2= 2h+2— %) +|h+i=2]5.

=M (2—2),h)+(2—2,2—2p)

Wegen (z — 2,2 — 2,) > 0 folgt

Bolz 1) = de(=) — (Mu(z = 2),0) > Jllh+ 2~ 23 > 0.
Wir erhalten
0< Belz+h) — de(2) — (Mu(z — 2), ) < 2}
Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir unsere beziiglich (P) und (D) definierte Funktion ¢ = ¢)a folgt aus

Lemma 3: 3
Vo(z) =z —Ha(llg(2)) = (2 — k(2)).

Durch die Einschrankung auf den Raum A wird die Auswertung des Gradienten
nicht teurer. Aulerdem lassen sich alle Verfahren wie z.B. das Newton-, cg- oder
das BFGS-Verfahren (bei geeigneter Wahl der Startmatrix) zur Minimierung von
¢ nutzen, sofern man sie auf dem Raum E = E x E entsprechend der Definition
fiir den Raum IR" verwendet.

Wir geben nun einen allgemeinen Algorithmus an, mit dem fiir ein gegebe-
nes primal duales Paar (P) und (D), welches Voraussetzung 1 erfiillt, die Opti-
mallésung approximiert wird.

Algorithmus 1. (Minimierungsverfahren mit linesearch)
Gegeben sei ein 2° € A. Setze A2° := —V¢(2°) und k := 0.

1. Bestimme A := argminy. ,¢(2*F + A\AZF).
2. Setze 21 = 2F 4+ N A2ZF und berechne Vo(21).
3. Falls |Vé(z*1)||, = 0, STOPP!

4. Bestimme AzZFTY mit Hilfe eines geeigneten Verfahrens wie 2.B. cg oder
BFGS unter Verwendung von z8t1 und V(zF+1).

5. Setze k:= k + 1 und gehe zu Schritt 1.

In Schritt 1 wird dabei das globale Minimum von ¢ ausgehend von z* entlang
des Pfades Az* bestimmt. Diese Prozedur bezeichnet man als (exakte) linesearch.
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Kapitel 2

Semidefinite Programme

Die bekannteste Art von konischen Programmen sind die linearen Programme.
In diesem Fall ist E = IR" versehen mit dem Standardskalarprodukt (z,y) =
zTy = 3" | wy;. Weiterhin ist K = RZ,. Da dieser Kegel selbstdual ist, kann
die Projektion auf K = K x KP = K x K wegen Ilx(x) = max{0,z} in O(n)
Schritten berechnet werden. Ist £ = {z € R" | Az = 0}, mit A € R™", d <n
und rang(A) = d, dann gilt

le(z) = (I — AT(AAT) ' A)r und T4 (s) = AT(AAT) 1 As.

Der wesentliche Aufwand bei der Berechnung der Projektion liegt in der Bestim-
mung einer Losung des linearen Gleichungssystems AATy = r. Dabei wird die
Inverse der Matrix AA” i.Allg. nicht berechnet. Man bestimmt stattdessen z.B.
einmalig die Cholesky-Zerlegung LLT = AAT wobei der Aufwand dafiir in O(d®)
liegt, und wertet bei der Berechnungung der Projektion ausschliellich Matrix-
Vektor-Produkte aus oder 16st ein lineares Dreieckssystem. Da d < n gilt, lassen
sich diese Berechnungen bei gegebener Cholesky-Zerlegung mit O(dn) Schritten
ausfiithren. Fiir lineare Programme (P) und (D) ist diese Projektion der teuerste
Teil des Verfahrens, welches im vorherigen Kapitel vorgestellt wurde.

Die Kostenverteilung auf die Bestandteile des Verfahrens sieht bei semidefi-
niten Programmen etwas anders aus. Dies ist einer der Punkte, mit denen wir
uns im Folgenden fiir diese spezielle Klasse von konischen Programmen ausein-
andersetzen werden. Neben einer genaueren Untersuchung der zu minimierenden
Funktion gg und deren Ableitungen wird das Konvergenzverhalten des Verfahrens
sowie dessen Einsatzmoglichkeit fiir hochdimensionale Programme betrachtet.

2.1 Problemformulierung

Sei
§" = {M € R™" | M = MT} und 81 := {M € §" | M = 0},

16



Es gilt dabei M = 0 < 2T Mx > 0 Vo € IR". Mit
(A,B)sn = A @B :=spur(A’ B) = spur(AB)

wird ein Skalarprodukt auf 8™ definiert. Weiterhin ist die Frobeniusnorm einer
Matrix A definiert durch [|A| := \/(A, A)sn = /> 7.1 A7;. (Der o-Operator

ij=1
wird allgemeiner durch Ae B := spur(A” B) fiir beliebige Matrizen A, B € R™*"
definiert.)
Sei ab jetzt E := S"™. Dann ist (F,(.,.)s) ein eulklidischer Raum mit der zum
Skalaprodukt gehérenden Norm ||.||». (Abweichend von Kapitel 1 bezeichnen wir
diese Norm nicht mit ||.||2 um Verwechslungen mit der {uby-Norm zu vermeiden.)
Wir setzen weiterhin K := ST. Man priift leicht nach, dass S} ein nicht-leerer
konvexer abgeschlossener Kegel ist. Die zu £ und K gehorenden konischen Pro-
gramme werden als semidefinite Programme bezeichnet und haben die folgende
Form:

(P) min{CeX |X € (L+ B)NK},

(D) min{BeS|Se(L:+C)nKP}.
Hierbei sind B,C € 8™ und £ C 8" ein Untervektorraum. Wie bei linearen
Programmen ist auch in diesem Fall der Kegel selbstdual, d.h. K = K = S".
Sei £ ={X € 8" | A(X) = 0} fiir einen linearen Operator A : S — IR?, dann

erhalten wir die alternative Formulierung

(P) min{CeX | A(X)=0,X =0},
(D) max{b"y | A*(y) +S =C,S =0},

wobei b = A(B) gelte und A* die Bedingung A(X)Ty = X e A*(y) Vy € R*, X €
S™ erfiille. Wird der Operator A durch Matrizen AD, ..., A® € 8" in der Form

A o X
A(X) = :
Al o X

angegeben, dann erhalten wir aus A(X)Ty = 37 (AD & X)y; = (N0, 1:4D) o
X = A*(y) @ X gerade

d
A(y) = 3 A,
i=1
Sei 8", = {M € §" | M > 0} C S". (Dabei gilt M > 0 < z' Mz > 0 Vz €
R",x#0.)

Voraussetzung 2 148t sich in diesem Fall folgendermafien formulieren:
Die Programme (P) und (D) erfillen die Slater-Bedingung, d.h. es ezistieren
Xe(L+B)NS,,Se(Lt+C)nsn,.

47
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Entsprechend der Festlegung in Abschnitt 1.2 setzen wir

E:=ExE=8"x8",
(A1, Ay),(B1,B2))s := A1 B + Ay @ By,
1(A1, A2)[| 7 == /I AL][2 + | 422

Die Mengen L, A und K werden ebenfalls wie in Abschnitt 1.2 definiert.

Wir nehmen in allen folgenden Uberlegungen an, dass ein primal-duales Paar (P)
und (D) gegeben ist und dass die zugehorige Menge A nicht leer ist. (Vorausset-
zung 1 impliziert zwar A # (), die Umkehrung gilt aber nicht.)

Die Funktion ¢ hat dann fiir Z = (X, S) € A die folgende Gestalt:
~ 1 1
0(2) = SI(X, 9) = M (X, ) = 51X =Ty (X5 + 115 = sy (S)]15)-

Wie im letzten Kapitel gezeigt wurde, ist die Funktion ¢ auf A konvex und diffe-
renzierbar. Wenn wir die Ableitung von ¢(Z) mit dem entsprechenden Element
V¢(Z) € L identifizieren (sieche Lemma 3), dann erhalten wir

Vo(Z) = Z —Ta(k(Z)) =L(Z — Tk(Z)) =y, ({5

Die in Abschnitt 1.3 vorgestellte Augmentierte primal-duale Methode (im Folgen-
den: APD-Methode) kann zur Minimierung von ¢ verwendet werden um somit
eine Optimallosung des primal-dualen Paares (P) und (D) zu approximieren.
Um das Verhalten der zu minimierenden Funktion im Verfahren besser zu verste-
hen, wollen wir im Folgenden die erste und zweite Ableitung von ¢ untersuchen.
Koénnen wir eine gewisse Glattheit der Funktion nachweisen, dann kann das APD-
Verfahren mit entsprechenden Informationen zweiter Ordnung erweitert werden
um das Konvergenzverhalten zu verbessern. Insbesondere soll die Anwendbarkeit
des Newton-Verfahrens zur Suchschritt- und Schrittweitenbestimmung innerhalb
der APD-Methode gepriift werden. Dazu betrachten wir als Néchstes den Gradi-
enten von ¢ und insbesondere Ik etwas genauer.

2.2 Die Projektion auf S

Die Beschaffenheit von V¢ hiingt im Wesentlichen von der Funktion sy ab.
Fiir eine beliebige Matrix X € S™ existiert eine orthogonale Matrix U und eine
Diagonalmatrix D, so dass X = UDUT gilt und Dy; < --- < D,,,, die aufsteigend
sortierten Eigenwerte von X sind. Gilt X € SY, dann folgt Ils» (X) = X. Gilt
X ¢ 87 dann sei k € {1,...,n} so gegeben, dass Dy, der grofite negative
Eigenwert von X ist. Aus UUT = UTU = I und

|UMUT||2 = UMUT « UMU” = spur(UMUTUMU™) = spur(MM) = || M|
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fiir ein M € S™ ldsst sich wegen Invarianz der Eigenwerte unter Ahnlichkeit-
stransformationen und somit (U Tlsy (X)U); > 0 fiir 1 <i <n

| X —Isn (X)|I2 = [ D—-UTsz (X)U |2 > Z U sy (X)U):1) 2> ZD

>0

folgern. Fiir X := Umax(0, D)UT € S” gilt

n

IX — X|2 = (Di; — max(0, Dy)) ZD

=1

Aus der Definition und Eindeutigkeit der Projektion folgt daher X = sy (X).
Fiir eine Implementierung der Projektion wird i.Allg. diese Darstellung verwen-
det. Zunéchst muss also die Eigenwertzerlegung U, D von X berechnet werden.
Dies ist bei gegebener Rechengenauigkeit in O(n?) Schritten moglich (siehe [5]).
AnschlieBend wird die Diagonalmatrix D in D := max(0, D) umgewandelt (Auf-
wand: O(n)) und schlieBlich UDUT berechnet (Aufwand: O(n?)). Der Gesamt-
aufwand liegt damit in O(n?).

Wir geben im Folgenden einige Eigenschaften dieser Projektion an. Wir benoti-
gen zunéchst die folgenden Definitionen:

Seien im Folgenden U,V euklidische Rdume und sei n : U — V lokal Lipschitz-
stetig. Aus Rademachers Theorem folgt, dass n fast {iberall differenzierbar ist,
siehe [21].

Definition 4. Se:
on(u) := conv{klim Dn(u®) | u* — u, u* € Diff(n)},
—00

wobei Diff(n) = {u € U | Dn(u) existiert}. dn(u) heifit verallgemeinerte Jacobi-
Matrixz von n in w. (Der Begriff Matriz ist wihlbar, da ein euklidischer Raum U
bzw. V. mit dim(U) = n, dim(V') = m, isomorph zum IR" bzw. IR™ ist. Mit dem
entsprechenden Isomorphismus lisst sich jedes Element J € On(u), u € U, mit
einer Matriz M; € IR™" identifizieren.)

Falls n die Ableitung einer reellwertigen Funktion & ist, dann heifit 9*&(u) =
on(u) die verallgemeinerte Hessematriz von & in u.

Weiterhin schreiben wir 9%¢(u) = 0 (= 0), falls die Menge 90*¢(u) ausschliefs-
lich symmetrische positiv semidefinite (positiv definite) Elemente enthdlt. Die
Elemente konnen mit Matrizen in 8™ oder allgemeiner mit symmetrischen Bili-
nearformen identifiziert werden.

Lemma 4. Ist W C U offen und n auf W stetig differenzierbar, dann gilt fiir

alle w € W :
on(u) = {Dn(u)}.
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Beweis. Sei u € W gegeben. Da n an der Stelle u stetig differenzierbar ist, ist
die Funktion insbesondre lokal Lipschitz-stetig. Fiir alle Folgen (w*)yeny C W
mit w* — u gilt weiterhin limg_.o. Dn(w®) = Dn(u). Fiir jede Folge u* — u gilt
schliefilich u* € W und somit Dn(u*) — Dn(u). O

Definition 5. Die Funktion n heifst semiglatt von der Ordnung p (0 <p <1)in
u e U, falls:

i) Es existieren alle Richtungsableitungen von 1 in u,

i) Fir alle @ — uw und My € On(a) gilt

n(@) —n(u) = Ma(i — ) = O([[i — ul"*).

Die Funktion n heifit stark semiglatt in u € U, falls Bedingung i) und i1) fir
p =1 erfillt ist.

Ist nur i) erfullt und gilt zusdtzlich

ii’) Fir alle @ — u und My € On(a) gilt

(@) —nu) — Mg(t —u) = of[|a — ul),
dann heifst n semaglatt.

Jede Funktion, die semiglatt von der Ordnung p € (0, 1] ist, ist insbesondere
semiglatt.
Aus Definition 5 lassen sich die folgenden Hilfssétze direkt ablesen:

Lemma 5. Seiy : U — V eine affine Abbildung, d.h. v(u) = a(u) + 5 fir eine
lineare Abbildung o und € V', dann ist v auf U stark semiglatt.

Beweis. Eine affine Abbildung ist auf U stetig differenzierbar. Damit existie-
ren insbesondere alle Richtungsableitungen fiir alle v € U. Weiterhin gilt dann

oy(a) ={Dvy(u)} = {D~v} = {a} fir alle 4 € U. Somit folgt fiir & — u
(@) =~(u) = Dy(t —u) = a(@) + 5 — (e(u) + 5) — a(i —u) = 0.
[

Lemma 6. Seienn: U — V semiglatt von der Ordnungp inuw € U und v : U —
V' eine affine Abbildung, v(u) = a(u) + 8. Dann ist auch n+~ semiglatt von der
Ordnung p inu € U.

Beweis. Es gilt 9(n +v)(u) = dn(u) + . Mit Lemma 5 schlieit man somit, dass
1 + v die in Definition 5 geforderten Eigenschaften i) und i7) fiir p besitzt. [

In [25] wurde weiterhin gezeigt:

Lemma 7. Seien £ :=8" X - x 8" U :=8" x ... x 8% und V := 8" x
oo x St Sei weiterhin p € (0,1]. Ist F : E — U semiglatt von der Ordnung p
in X € E und G : U — V semiglatt von der Ordnung p in F(X) € U, dann ist
F o G semiglatt von der Ordnung p in X.
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Satz 3. Sei £ :=8™ X -+ x 8" fiir ein m € N. Die Funktion Mgri s xsm st
lokal Lipschitz-stetig, stark semiglatt und fast tiberall differenzierbar.

Wir gehen an dieser Stelle kurz auf Funktionen ein, welche nur auf einem
affinen (oder linearen Teilraum) eines euklidischen Raumes definiert sind: Fiir
Funktionen, die bzgl. der in Abschnitt 1.3 angegebenen Definition differenzierbar
sind, gelten alle fiir diese Arbeit relevanten Differenzierbarkeitsussagen, welche
auch fiir Funktionen gelten, die auf dem gesamten euklidischen Raum definiert
und differenzierbar sind. Daher werden wir im Folgenden nicht zwischen der Dif-
ferenzierbarkeit auf einem affinen Teilraum und dem gesamten Raum unterschei-
den, sofern aus dem Kontext hervorgeht, welcher Fall gegeben ist.

Die (lokale) Lipschitz-Stetigkeit wird sinngemé$ auf affine Teilrdume eingeschrinkt,
so dass nicht mehr alle Richtungen des zu Grunde liegenden euklidischen Raumes
betrachtet werden miissen. Genauso verhélt es sich bei der Semiglattheit einer
Funktion.

Wir sagen, dass eine symmetrische Bilinearform B : M x M — IR (wobei M ein
linearer Teilraum eines euklidischen Raumes U ist) positiv definit bzw. positv
semidefinit ist, falls Blm,m] > 0 Vm € M \ {0} bzw. B[m,m] > 0Vm € M gilt.
Eine Teilmenge eines affinen Teilraumes N C U der Dimension ¢ wird als Null-
menge bezeichnet, falls fiir eine injektive lineare Abbildung @) : IR? — U mit
Bild(Q) = N die Menge Q~!(N) eine Nullmenge bzgl. des Lebesgue-Mafes ist.

Aus Satz 3 und Lemma 6 folgt, dass die Funktion
x: §&"x8" — S"x 8",

(5) » (sl

stark semiglatt ist. Nach Lemma 7 ist somit auch die Abbildung

V¢<X7 S) - HL(X(Xv S))

stark semiglatt. Weiterhin iibertragen sich sowohl die lokale Lipschitz-Stetigkeit
als auch die Differenzierbarkeit. Wir erhalten damit insgesamt:

Korollar 2. Die Abbildung Vo ist stark semiglatt, lokal Lipschitz-stetig und fast
tiberall differenzierbar auf A.

Aus [25] kann gefolgert werden, dass die Abbildung x genau auf der Menge
CS, ={(X,S5) € §" xS" | det(XS) = 0} nicht differenzierbar ist und somit V¢
hochstens auf der Menge

CS;:={(X,5) € 8" x 8" | det(XS) =0} N A

nicht differenzierbar ist. Jede Optimallosung (X', S°*) eines primal-dualen Paa-
res (P) und (D) mit dem dazugehérigen y°?* (siehe Abschnitt 1.1) befindet sich
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wegen

CeX?P + BeSP —Be( =0

CeX 4 Be(C—A(y™) —BeC =0

C ° Xopt —Be A*(yopt) =0

C o Xt — pTyort = () (2.1)
C ° Xopt _ Xopt ° A*(yopt) =0

Xort ¢ SoPt — ()

o1 xotser =

grundsitzlich in der kritischen Menge CS ;. Die Verwendung des normalen Newton-
Verfahrens ist daher problematisch. Wir haben in diesem Abschnitt jedoch ge-
zeigt, dass die Ableitung von gf; gewisse Glattheitseigenschaften besitzt. Diese
werden uns bei der weiteren Betrachtung der APD-Methode fiir den semidefini-
ten Fall niitzlich sein.

teod e

2.3 Die verallgemeinerte Hessematrix von ¢

Unser Ziel ist es, die Funktion ¢ mit einem geeigneten Verfahren zu minimieren.
Eine Méglichkeit dazu ist Algorithmus 1. Dort wurde allerdings das Verfahren zur
Bestimmung der Suchrichtung offen gelassen. Das Verfahren des steilsten Abstiegs
und das cg-Verfahren, welche ausschlieBlich die erste Ableitung von ¢ nutzen, sind
zu diesem Zweck wéhlbar — die Konvergenzrate dieser Verfahren kann aber sehr
schlecht sein. Das Newton-Verfahren, auf das wir spéter noch ausfiihrlicher ein-
gehen werden, verwendet zusétzlich die zweite Ableitung der zu minimierenden
Funktion und ist unter bestimmten Voraussetzungen lokal quadratisch konver-
gent. Die Voraussetzungen beinhalten allerdings, dass die Funktion im Minimum
mindestens zweimal stetig differenzierbar ist. Am Ende von Abschnitt 2.2 haben
wir uns aber iiberlegt, dass dies i.Allg. fiir ein Minimum von ¢ nicht gewihrlei-
stet werden kann. In [20] wurde fiir solche Fille das folgende verallgemeinerte
Newton-Verfahren angegeben:

Sei U ein euklidischer Raum und 7 : U — U lokal Lipschitz-stetig. Gesucht ist
ein u € U mit n(u) = 0.

Algorithmus 2 (Verallgemeinertes Newton-Verfahren). Sei u® € U gegeben.
Firk=0,1,2,...

1. Wihle M, € on(u®).

2. Setze uFtt i= uk — M, Tn(u¥).

X A1Wegen X°rt > 0 und S°P* = 0 existieren Matrizen XAEA 0 und S’Aé 0 mit XX = Xf”it und
55 = §°P'. Es folgt somit 0 = spur(X°P*S°P") = spur(SXXS) = [ X S[|Z und damit XS = 0.
Wir erhalten X°PtS°P* = X (X S)S = 0. Die andere Implikation folgt direkt aus der Definition
von e.
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Ohne weitere Voraussetzungen ist die Wohldefiniertheit geschweige denn die
Konvergenz des obigen Verfahrens nicht gegeben. In [20] wird jedoch der folgende
Satz gezeigt:

Satz 4. Sei u* mit n(u*) = 0 gegeben. Sei n lokal Lipschitz-stetig und semiglatt
von der Ordnung p in u* und es seien alle M € On(u*) invertierbar. Dann exi-
stiert eine Umgebung N (u*) von u*, so dass Algorithmus 2 fiir alle u® € N(u*)
wohldefiniert ist und u* — u* gilt. Die Konvergenzrate ist dabei von der Ordnung
p+ 1.

Um zu priifen ob bei der Minimierung von ¢ auf A die Voraussetzungen von
Satz 4 erfiillt sind, miissen wir uns zundchst mit der verallgemeinerten Hessema-
trix von ¢ an einer Minimalstelle Z befassen. Da es sich bei 82(;3(2 Pty um die
konvexe Hiille der Grenzwerte von zweiten Ableitungen von g5 handelt, betrach-
ten wir zunichst den Bereich in 8" x 8" N A, auf dem die Ableitung von Vo,
i.7. V2¢, existiert. Wir geben im Folgenden die aus [25] abgeleitete Darstellung
der zweiten Ableitung von ¢ an. Dazu bendtigen wir die folgenden Definitionen:

Definition 6. Sei M € 8" gegeben. Dann exisitert eine Zerlequng M = UDUT,
wobei U € IR™™ eine orthogonale Matriz und D eine Diagonalmatriz ist, deren
Diagonalelemente D;; den Figenwerten von M entsprechen. Die Betragsfunktion
von M ist dann definiert durch

| D |
M| :=U|D|U" :=U ur.
| Dann

Definition 7. Sei M € 8™ gegeben. Die Funktion
Ly : 8" — 8", Ly(X)=MX + XM
heifst Lyapunov-Operator (bzgl. M ).

Lemma 8. Sei M € 87, mit der Eigenwertzerleqgung M = UDU?T gegeben. Dann
wst Lyy invertierbar und es gilt fir ein Y € S™

( (UTYU)U )
Dii+Djj )i jmim

Beweis. Sei Y = MX + XM fiir ein X € §". Die Eigenwertzerlegung ist M =
UDU?T. Es folgt dann fiir X := UT XU

Y/ = UTYU = DX -+ XD = ((D“ -+ Djj)Xz’j)i,j:L..n‘
——

L/ (Y)=U U’

>0
Somit folgt Xij = Diﬁjbjj fiir i,j = 1,...,n. Damit ist X eindeutig durch Y
bestimmt. Weil die Abbildung U : 8" — 8™, U(G) = UTGU, bijektiv ist, folgt
die Invertierbarkeit von L,,. O
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Die folgende Aussage wird bei der Untersuchung von V2¢ von Bedeutung
sein. Sie wurde in [8] gezeigt:

Lemma 9. Die Abbildung (Y, M)+ Ly} (Y) ist in jedem Punkt (Y, M) € S" x
ST, stetig.

Es gilt sz (X) = 5(X + [X]). Wir werden diesen Zusammenhang zunéichst

nutzen, um die Hessematrix von ¢(X,S) fiir (X, S) € A mit det(X.S) # 0 anzu-
geben. Dazu verwenden wir weitere Aussagen aus [25]:

Satz 5. Sei 9(Y) := |Y| fur Y € S™. Die Funktion 9 ist lokal Lipschitz-stetig
und fiir alle invertierbaren Y differenzierbar. Es gilt

VO(Y)[H] = L (YH + HY).

Daraus lésst sich die Jacobimatrix von ¢ an einer Stelle Y € 8™ bei Bedarf
explizit ausrechnen, sofern Y invertierbar ist. Der folgende Satz aus [25] ist fiir
die spiteren Uberlegungen ebenfalls von Bedeutung:

Satz 6. Sei ¥ wie in Satz 5 definiert und ein X € S™ gegeben. FEs existieren
alle Richtungsableitungen ' (X, H) an der Stelle X und es gilt fiir eine gegebene

Eigenwertzerlegung
_ (P 0N
X=U < 0 0) U

mit D € 8%, det(D) # 0,

5 lffn 1:112) T
H:=| - ~ =U"HU
<H1T2 Hyy
und D :=9(D) = |D|:
Ltl(D]:[H "‘ﬁllD) D_lDﬁlg
V(X,H) = A - T
( ’ ) U( H%;DD_I |H22’ U

Ist X € 8" invertierbar, dann gilt natiirlich 0'(X, H) = V9(X)[H]. Aus
dem bereits oben erwdhnten Zusammenhang Ils» (X) = $(X 4+ |X|) und Satz 5
kann man fiir invertierbares X € 8™ die Ableitung von Isn an der Stelle X mit
Vlls» (X)[H] beschreiben. Es gilt:

Vil (X)[H] = 5(H + V() [H]).

Die folgende Herleitung von V2¢ wurde in [8] angegeben:
Sei ¢ : &" = 8", ((X) = X — IIs»(X). Unter Verwendung von Satz 5 folgt fiir
invertierbares X € &™:

1

V¢(X)[H] = H — Vs (X)[H] = ~(H — L}

> W (XH + HX)).
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Da der Lyapunov-Operator linear ist, folgt weiterhin

V((X)[H] (XH+HX))
L\X|(L|X|( )) \X|( X(H))
\X|<L|X|< ) LX<H))

o Lix-x(H).

,\A

h/\

NN N[N

\Xl

Fiir die in Abschnitt 2.2 auf 8™ x §™ definierte Funktion x erhalten wir damit
fir X, S € 8" mit det(XS) #0

Vx(X,S)[H, Hy] =

—

VC( )[Ha], VC(S)[Ha))
(Lix, © Lix-x (H1), Lig) © Lisi—s(Hz))

N[ =

X

fix Hy, Hy € 8" Wegen Vo(X,S) = IL(x(X,S)) folgt fir (X,5) € A mit
det(XS) #0

V(X S){(Hy, )] = ST((L 0 Lixix (). L o Lisi-s(H))  (22)

fiir (Hy, Hz) € L. Da die voneinander abhingigen Funktionen ¥} und Ilsy lokal
Lipschitz-steig sind (Satz 5 bzw. Satz 3), folgt aus der oben beschriebenen Zu-
sammensetzung von V¢, dass V¢ auf A lokal Lipschitz-stetig und damit nach
Rademachers Theorem fast iiberall auf A differenzierbar ist. Wir haben aufler-
dem bereits festgestellt, dass die Nullmenge der nicht differenzierbaren Punkte,
i.7. @é , eine Teilmenge von CSj ist. Diese Nullmenge kann bei iterativen Ver-
fahren erster Ordnung zur Losung der Probleme (P) und (D) vernachlissigt wer-
den. Sollte das gewahlte Verfahren auch die zweite Ableitung verwenden und ein
Punkt Z € CS; \@5’ bestimmt werden, dann kann V2¢(Z) mit Satz 6 berechnet
werden. Wir werden darauf in Lemma 11 und bei der Untersuchung des Newton-
Verfahrens zur Minimierung von ¢ noch eingehen.

Wir wissen bereits, dass eine Optimallosung (X P, S°') der Probleme (P)
und (D) ein Punkt sein kann, an dem die zugehérige Funktion ¢ nicht zweimal
differenzierbar ist. Es ist nun die Frage, ob man unter gewissen Voraussetzungen
zeigen kann, dass die verallgemeinerte Hessematrix ausschliellich positiv definite
Elemente enthilt, d.h. dp(X P, S) = 0. Dazu zeigen wir zuniichst die folgende
Aussage:

Lemma 10. Die Funktion V ist auf der Menge A \ CSy stetig differenzierbar.

Beweis. In Abschnitt 2.2 sind wir bereits darauf eingegangen, dass V¢ auf der
Menge A\ CS; differenzierbar ist. Sei nun ein beliebiger Punkt (X, S) € A\CS;
gegeben. Aus der Differenzierbarkeit folgt die Existenz aller Richtungsableitungen
und damit insbesondere aller partiellen Ableitungen. Wir betrachten nun (2.2).
Aus Satz 5 folgt, dass die Betragsabbildung ¢ stetig ist. Damit ist auch die
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Abbildung G — |G| — G stetig. Aus Definition 7 folgt unmittelbar, dass die
Abbildung (Y, M) — Ly (Y) stetig ist. Es folgt somit, dass X +— Lx|_x(H1)
stetig ist. Da X invertierbar ist folgt | X| > 0 und deshalb ist nach Lemma 8 auch
X — L|_X1‘(L|X|,X(H1)) stetig. Analog fiir S. Da 1IIy, eine lineare Abbildung
ist, folgt insgesamt, dass (X, S) — V2¢(X, S)[(Hy, H,)| stetig ist. Damit ist jede
Richtungs- und jede partielle Ableitung stetig. Somit folgt, dass V2¢ an der Stelle
(X, S) stetig differenzierbar ist. O

Da die Menge A\CS 5 in A offen ist, folgt die Symmetrie und wegen der Kon-

vexitiit von ¢ auf A auch die positive Semidefinitheit der Bilinearform V2gz~S(X ,S)
fiir alle (X, S) € A\ CS;;.

Als Néchstes befassen wir uns mit der Menge CS;.
Lemma 11. Ist die Fuktion Vé an einer Stelle (X,S) € CSy differenzierbar,

dann gilt V2(X,S) = 0.

Beweis. Wir verwenden die Richtungsableitung der Betragsfunktion aus Satz 6
und deren Zusammenhang zur Projektion Ils»: Sei (X,9) e CS; gegeben. Ist Vo
an der Stelle (X, S) differenzierbar, dann gelten die folgenden Aussagen:

Sei fiir X und fiir S die Eigenwertzerlegung

— P 0 T
X_U<O O>U,
v (Q O\
S—V(O o) V7

mit P € 8%, Q € S, det(P) # 0 # det(Q), und fiir ein (H,G) € L

H:= <]:IH ]:Im) =UTHU,

i, i,

~ Gll G12> T

G .= = ~ = VGV
(G1T2 G

gegeben. Mit P := J(P) = |P| und Q = 9(Q) = |Q] folgt aus Satz 6 und der
Differenzierbarkeit von V¢:

X' ((X,5), (H,G))

(H - (X H)\ | (H+9(X,H)
~\ G- (5.6) _5<G+0’(S,G)>

. [L;Y(PHy, + H P) P 'PHy,]
H T P B ! o T
UHU* +U _ TP (L U
1
=1 ] i i ) o
~ Ltl(QGn +G1Q) QQG2
VGVT +V | 7@ % _ ~ VT
G1LQQ™! (€%
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und weiterhin
V2O(X, S)[(H,G)] = L(X'((X,9), (H,G))).
Da V24(X, S)[(H,G)] = —=V?¢(X, S)[—(H, )] gilt, folgt insbesondere
I, (X' (X, 9), (H,G))) = Hn(—=x' (X, 5), —=(H,G))). (2.3)
Damit erhalten wir mit den Eigenschaften des spur- und des Lyapunov-Operators

2V2H(X, S)[(H,G), (H,G)]

= 2<(H7 G>7v2¢(X= S)[(H7 G)]>E

- 2<(H7 G)’HL(X/((Xv S)? (Hv G>>>>E

- 2<HL(H’ G)?X/((Xv S)a (H’ G))>E

=He (H+V(X,H))+Geo(G+V(5,G))

= spur(ﬁ][?):l— spur(]:I{lL (PHU + H11P)) + QSpur(ngHmPP h
+ spur(GG) + s~pur(G11L (QGH + GHQ)) + 2spur(G12G ,QO™)
+  spur(Hyg|Hy,|) + SPUI"(G22|G22|Z

(spur(ﬁzz|ﬁ22\)+spur(G~’22|G22|)) 0 nach (2.3)

1,7 +P Pi,i ]
= le 1 + Spur(Hll(#ij;H( ))Z] 1) + 2 Z = _1"_1 (PELJ; H(%J))
TGN A AL N o Qi) A2
+ Zi,j:l Gj) T Spllr(Gl (Q( )+Q<”>G(U )u 1)+ ZZJ zl_&’l“"l <Q(i,i) G(Z}j))
i Py + P o
S 2 ko (4,3) (4,4) 2 9 . (41) 2
Zz,g:l (4,9) + Zz,g:l(P(z N + P( i) (3, ])) + Zj:k—ll-’i ------ k ,TL( P(z,z) ('L,]))
€[-1,1] e{-1,1}
i, + Q(]j = Q (1,3)
PG Y (2R g oy G2 )
A=1(5d) I=1 Q’LZ +Q(]j J=l+1,...,n Qu)
_,_/
€[-1,1] G{ 1,1}

> 0.

Wir zeigen noch, dass V2¢(X,S) symmetrisch ist: Seien (H,G), (R, T) € L ge-
geben. Es folgt

2V29(X, S)[(H,G),(R,T)] i o

= spur(HR) + spur(HnL (PR1~1 + R P)) + 2spur(His R{, PP7Y)
+ SPUY(GTZ + s~pur(G11L (QTH~ +T1Q)) + 2spur(G1211,QQ 1)
+ §pur(H22|R22|) + Spur(G22|ng|)/

=—(spur(Haz|Raa|)+spur(Gaa|Ta2|))=0 nach (2.3)
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~ = Pun+Pun & 5 R
= spur(RH) + S5 _ (8200 [, R ) + 2spur(Ris H PPY)

by=1 P(iéﬁp(j;)
~ ~ 1 i, + i ~ ~ nd = ~ —
+spur(T'G) + 37,1 (550 2 Gl Tig) + 25pur(T1:G1,Q0Q ™)

+ §pur(R22]]5[22\) + Spur(T22|G22\Z

=—(spur(Raz|Haz|)+spur(Th2|Gaz2|))=0 nach (2.3)

=2V2p(X, S)[(R,T), (H,G)).

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass V2gz~5(X, S) symmetrisch und positiv
semidefinit ist. O

Korollar 3. Sei Diff(V¢) C A der Definitionsbereich von V2¢. Es existiert eine
von der entsprechenden Norm ||.|| abhingige Konstante K|, so dass fiir alle

Z € Diff(V) ~
IV2o(Z)|| < Ky

gilt. Weiterhin gilt fir alle Z € A

sup || M| < K
MEed2¢(Z)

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 11 folgt fiir Z € CS(;ﬂDiff(ng) und analog
fir Z € A\ CS; C Diff(V¢)

V2O(Z)[(H,G), (H,G)] < He H+GeG = |(H,G)|3

Daraus folgt sofort die erste Ungleichung. Aus der Definition von 82<5(Z ) und den
Normeigenschaften folgt somit fiir alle Z € A, dass die Norm jedes Elementes
M € 9*¢(Z) mit derselben Konstante abgeschiitzt werden kann. O

Satz 7. Seien konische Programme der Form (P) und (D) gegeben. Weiterhin
sei Voraussetzung 1 erfullt. Fir alle Z € A gilt

Po(Z) = 0.

Beweis. Nach Lemma 10 und 11 ist die Abbildung V2¢ auf ihrem Definitions-
bereich Diff(ng;) symmetrisch und positiv semidefinit. Sei eine Folge Z*¥ — Z
mit Z* € Diff(qu;) fiir alle £ € N und der folgenden Eigenschaft gegeben: Es
existiert eine Bilinearform BF,x) : L x L — IR, fiir welche VQ(;S(Z’“) — BF 2
gilt. Wegen BF 4G, H] «+ V2¢(Z")[G, H] = V2¢(Z")[H,G] — BF 4 |[H,G]
und 0 < V2¢(Z%)[H, H| — BFw[H, H| fiir alle G, H € L ist BFz sym-
metrisch und positiv semidefinit. Da die Elemente in der konvexen Hiille aller
Bilinearformen BF{z+) ebenfalls symmetrisch und positiv semidefinit sind, folgt
die Aussage. O]
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Satz 7 gilt insbesondere fiir jede Optimallésung Z°" eines gegebenen primal-
dualen Paares. Damit die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt sind, miisste aber
D?P(Z°Pt) = 0 gelten. Das dies i.Allg. nicht der Fall ist, zeigt das folgende Beispiel
aus [9]:

Beispiel 1. Seien die konischen Programme (P) und (D) mit den folgenden

Daten gegeben:
00 10
(1) 7o)

L=1{X|AY e« X =0} mit AV = G (1))

Da Be(C = 0 und B,C = 0 ist (X, S) := (B,C) nach Korollar 1 eine
Optimallésung von (P) und (D). Wir merken weiter an, dass wegen

3 -1 . L1 1 n n
( 1 1>e(£+B)mSH, 5(1 2)e(£ +C)NSY,

Voraussetzung 2 erfillt ist.
Man rechnet leicht nach, dass L folgende Gestalt hat:

()3 ) eren)

Wir wdhlen die Richtung

axas (0 9)-(4 )

und definieren (X (t),S(t)) := (X SP") + t(AX,AS). Fir alle t € (0,1) gilt
X(t) € S, und es existiert S(t)~'. Firt \, 0 konvergiert (X(t),S(t)) gegen

(XoPt SOPYY und fiir
2 -1 0 0
i ((30) (00)) =

folgt fiir alle t € (0,1)
S((X (1), S(1) + aH) = const(t) Va € [max(—%,t VPt VE T,

Sei nun eine Folge t, \, 0 mit t;, < 1 Vk € N gegeben. Mit (X (t;),S(tx)) €
A\ CS; folgt, dass V%(X(tk),S(tk)) existiert. Aus dem eben gezeigten folgt
weiterhin, dass V2¢(X (), S(tx))[H, H] = 0 gilt. Sei oBdA die Folge (t})ren
so gewdhlt, dass M = limy_,co V2¢(X (1), S(t,)) existiert. (Die Existenz einer
solchen Folge wird durch Korollar 8 gewdhrleistet.) Die Bilinearform M erfillt
dann M[H, H] = 0 und ist in 0>(X ", S") enthalten.
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Dieses Beispiel zeigt, dass die Voraussetzungen von Satz 4 fiir die zu einem
primal-dualen Paar (P) und (D) gehérenden Daten A, K und ¢ verletzt sein
konnen. In einem solchen Fall kann die Konvergenzgeschwindigkeit des verall-
gemeinerten Newton-Verfahrens beliebig schlecht werden, falls es iiberhaupt an-
wendbar ist.

2.4 Regularisierungen

Um die Konvergenzgeschwindigkeit der APD-Methode zu erhohen, falls die Such-
schritte mit dem Newton- oder einem Quasi-Newton- Verfahren berechnet wer-
den, wurde in [9] eine Variante vorgeschlagen, welche wir im Folgenden beschrei-
ben werden:

Wir zitieren zunéchst eine Aussage aus [20]. Seien ein euklidischer Raum U
und eine Funktion n : U — U gegeben.

Definition 8. Fir ein u € U ezisitere eine Abbildung Bn(u) : U — U mit den
Figenschaften
i) Bn(u)[tv] = tBn(u)[v] fir allet >0, v e U,
ii)
() — () — Ba(wle]l

w30 1]l

Dann heifit Bn(u) die B-Ableitung von n in u.

=0.

Lemma 12. Ist die B-Ableitung Bn lokal Lipschitz-stetig in uw € U, dann ist n
lokal Lipschitz-stetig und weiterhin stark semaiglatt in u.

Als Nachstes betrachten wir die Funktion

f: 8&"xS8" = R,
(X,S) = || XS—-SX]3.

Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt f(X°*, SP*) = 0, falls
(X°Pt S°Pt) die Optimalldsung eines primal-dualen Paares (P) und (D) ist, siche
(2.1). Da f > 0 gilt, ist jede Optimallosung (X°P*, S°P*) Minimalstelle der Funk-
tion f. Wir setzen f := fia. (XPt SoPt) ist dann auch Minimalstelle der auf A
beliebig oft differenzierbaren Funktion f. Somit gilt V2 f(X P!, §oPt) = 0,

Lemma 13. Die Funktion Vf ist lokal Lipschitz-stetig und stark semaiglatt auf
dem affinen Raum A.

Beweis. Sei Z € A gegeben. Da Vf in Z differenzierbar ist, ist VZf(Z) die B-
Ableitung von Vf in Z. Da V2f stetig differenzierbar ist, ist diese Abbildung
auch lokal Lipschitz-stetig in Z. Nach Lemma 12 ist V f damit lokal Lipschitz-
stetig und stark semiglatt in Z. O
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Satz 8. Die Funktion V((ﬁ + f) ist lokal Lipschiz-stetig, stark semiglatt und fast
iberall differenzierbar auf A. Es gilt 0*(¢ + f)(X°Pt, SoPt) = 0.

Beweis. Nach Korollar 2 ist V¢ lokal Lipschitz-stetig, stark semiglatt und fast
iiberall differenzierbar auf A. Da sich die lokale Lipschitz-Stetigkeit bei Sum-
menbildung iibertriigt, gilt diese Eigenschaft nach Lemma 13 auch fiir Vo + V f )
Genauso verhilt es sich bei der Differenzierbarkeit. Wir betrachten noch die star-
ke Semiglattheit:

Aus Satz 6 und dem Beweis von Lemma 11 folgt, dass alle Richtungsableitungen
von V¢ und damit auch von V¢ + Vf in jedem Z € A existieren. Da V2f stetig
ist, folgt fiir ein Z € A aus Lemma 4 0%f(Z) = {V2f(Z)} und somit

O+ 1)(2) = 0°0(2) + V2 [(2). (2:4)

Es folgt damit unter Verwendung von Korollar 2 und Lemma 13: o
Sei Z — Z und My € 0*(¢ + f)(Z) gegeben. Dann gilt My = M + V?f(Z) mit
M € 8*¢(Z) und somit

Hv@ff)() VO+ N2 - MyZ - 2)e o
<IVOL2) ~ Vo(Z) = M2~ 2)|, + |V 1(2) - Vi(2) = {22 = 2)):
(12 - 2|12) + O(|1Z - Z|]2).

Aus Satz 7, V2f (X SoPt) = 0 und (2.4) folgt schlieBlich §2(¢p+ f)(X P, SoPt) =
0. O

Damit besitzt V(¢ + f) die gleichen Eigenschaften wie Vé. In [9] wurde au-
Berdem die folgende Eigenschaft fiir ¢ + f gezeigt:

Voraussetzung 3. Seien Programme (P) und (D) gegeben, die Voraussetzung 1
erfiillen. Die Optimalldsung Z°P* = (X', S°P') sei eindeutig und strikt komple-
mentdr, d.h. es gelte X°P' + SPt = (.

Satz 9. Sei fir (P) und (D) Voraussetzung 3 erfillt. Es existiert ein p > 0, so
dass

O(Z7 + AAZ) + f(Z7' + AAZ) > pX? (2.5)

fir alle AZ = (AX,AS) € L mit |AX||7 + ||AS||2 = 1 erfillt ist, wobei A €
[0, \(AZ)] mit \(AZ) > 0 gilt.

Man bezeichnet Eigenschaft (2.5) allgemein als Wachstumsbedingung 2. Ord-
nung (im Folgenden: WB2).
Wir zeigen noch eine Aussage, die unter etwas stidrkeren Voraussetzungen gilt.
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Lemma 14. Sei U ein euklidischer Raum und n : U — IR eine Funktion, die auf
einer Umgebung B(u) von u € U zweimal differenzierbar ist. Sei V*n auf dieser
Umgebung beschrinkt. Weiterhin gelte Vn(u) = 0 und fir ein p > 0

(u 4+ AAu) —n(u) > pA*

fir alle Au € U mit ||Aulls = 1 und alle A € [0, \(Au)], A(Au) > 0. Es gilt dann
V2n(u) = 0.

Beweis. Da 1 in u zweimal differenzierbar ist, ist V?n(u) symmetrisch. Es folgt
nun mit der Taylor-Entwicklung fiir ein beliebiges Au mit ||Aulls =: § € (0, 1]
und A € [0, $A(54)] mit u 4+ AAu € B(u):

pA? < n(u 4+ AAu) —n(u) < X (Vn(w), Au) +0.502(Au, V2n(u)[Au]) + N constd?.
=0

Wiihle § so klein, dass p — constd? > 0 gilt. Es folgt durch Division mit A2, wobei
A € (0, $A(54)] sowie u + AAu € B(u) gelte:

0 < p — constd® < 0.5(Au, Vn(u)[Aul).
Insgesamt folgt somit (Au, V2n(u)[Aul) > 0 fiir alle Au # 0. O

Die Funktion ¢+ f ist zwar an der Minimalstelle moglicherweise nicht zweimal
differenzierbar, aber sie besitzt die Eigenschaften aus Satz 8 und unter Vorausset-
zung 3 auch die Eigenschaften aus Satz 9. Eine #hnliche Aussage wie in Lemma
14 erwartend (und deren Auswirkungen auf 9%(¢ + f)(Z°!)) wurde in [9] folgen-
des Vorgehen vorgeschlagen:

1. Minimiere ¢ um sich der Optimallsung ausreichend anzundhern.
2. Minimiere danach ¢ + f um die Optimallésung zu bestimmen.

Im Allgemeinen sind die Eigenschaften aus Satz 8 und WG2 an einer Stelle
u im Definitionsbereich einer stetig differenzierbaren Funktion 7 allerdings nicht
hinreichend um 9*n(u) > 0 zu garantieren:

Beispiel 2. Wir definieren die Funktion v : R?> — R durch

x? falls x > |y,

2t (y—2) fallsy > |z,

2+ (y+x)* fallsy < —|z,

3% +2y7  falls v < —[y| ((x,y) #(0,0)).

Y(z,y) =

Jede Teilfunktion ist auf dem Abschluss des entsprechenden Teilbereiches konvex
und beliebig oft stetig differenzierbar. Man priift leicht nach, dass v auf IR* stetig
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Abbildung 2.1: Die Funktion

ist. Da an jeder Randstelle eines Teilbereichs der Grenzwert aller Ableitungsfolgen
(der Teilfunktionen) existiert und eindeutig ist, folgt die stetige Differenzierbar-
keit von v auf IR*. Daraus ergibt sich, dass v auf IR*> konvez ist. Die eindeutige
Minimalstelle ist der Punkt (z*,y*) = (0,0).

Die Ableitung von vy ist durch

(2z,0)T falls x > |y|,
4o — 2y, 2y — 22)T  falls y > |z,
Vy(z,y) = ( )T -
(dx + 2y, 2y + 22)"  falls y < —|z|,
(67,4y)" falls v < —ly| ((z,y) # (0,0)).
gegeben.

Die Funktion Vv ist stiickweise linear und lokal Lipschitz-stetig.

V7 ist weiterhin stark semiglatt: Fir das Innere der vier Teilbereiche folgt dies
direkt aus Lemma 5. Um dies fir die Randbereiche einzusehen betrachten wir
zuerst die zweite Ableitung von . Diese ist auf dem Inneren aller vier Teilbereiche
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definiert.

((2 0

(0 0) falls = > |y|,
4 =2

(_2 5 > falls y > |x|,

V(@ y) =

4 2

(2 2) falls y < —|x|,
6 0

(0 4) falls © < —|yl.

Die verallgemeinerte Hessematriz von v an jeder beliebigen Stelle im IR? ist eine
Teilmenge der konvexen Hiille dieser vier Matrizen.

Man priift leicht nach, dass in jedem Punkt alle Richtungsableitungen von YV
existieren.

Sei (wy)ren eine Folge, die gegen w € IR* konvergiert. Ist k hinreichend grof,
dann befindet sich die gesamte Verbindungsstrecke von wy nach w auf dem Rand
von héchstens zwei benachbarten Teilbereichen (sofern der Fall wy, = w = 0
nicht vorliegt), auf denen die entsprechende Hessematrix konstant ist. Die konvexe
Hiille dieser Matrizen (bzw. dieser Matriz) ist 8°vy(wg). Da Vv stetig und in
jedem Teilbereich linear ist folgt dann fir alle wy, die nah genug ber w liegen,
Vy(wy) — Vy(w) = M(wy — w) fiir alle M € 9*y(wy) und somit die starke
Semiglattheit von V.

Da~(z,y) > (2 + y?) V(z,y) € R?, ist WG2 in (z*,y*) erfiillt.
Fiir x > |y| gilt jedoch

V3 (a,y) = (g 8) : (2.6)

Daraus folgt direkt, dass 0*y(z*,y*) nicht invertierbare Matrizen enthilt.
Die Funktion y(z,y) — g(x* + y?) besitzt eine lokal Lipschitz-stetige und stark
semiglatte Ableitung und erfillt ebenfalls WG2 in (x*,y*), obwohl sogar

10 L) et 1)

qgilt.
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Die zu (P) und (D) gehorenden Réume A und L sind von einer besonderen
Form, insbesondere falls Voraussetzung 3 erfiillt ist. Daher ist zunéchst nicht of-
fensichtlich, ob 82(¢ + f)(Z°Pt) % 0 wirklich eintreten kann. In Satz 8 haben wir
bereits 82(¢ + f)(Z°P1) = 0 gezeigt. Somit kann ein zu (2.7) vergleichbarer Fall
nicht vorkommen. Im folgenden Beispiel zeigen wir jedoch, dass ein Fall wie in
(2.6) tatséchlich eintreten kann.

Beispiel 3. Sei

100 1
c=(010], b:=10],
001 0
und
AL o X
AX)= [ A® e X
AB) o X
mit
100 010 00 1
AV =100 0], A%=[100],A% =100 0
000 000 100

Wir betrachten das zugehirige semidefinite Programm (P)
min CeX | AX)=b, X =0.

Dieses Programm kann in die primal-duale Form (P) und (D) umgeschrieben
werden (siche Abschnitt 1.1). L ist somit der Nullraum von A und B eine sym-
metrische Matriz, die A(B) = b erfiillt. Das primal-duale Paar erfiillt die Slater-
Bedingung:

i 100 100
X=1010])e(+B)NnS,, S=|010]e(L+0)nst,.
001 001

Damit besitzt es eine Optimallosung (X, SP). Aus A(XPY) = b und X" = 0
folgt mit C @ X°Pt = min!, dass

Xopt —

S O =
o O O
o O O

die eindeutige Losung von (P) ist. Aus XP'SP" = 0 und SP" = C — A*(y")
erhalten wir

Sopt —

o O O
o = O
_ o O
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als eindeutige Losung des Programmes (D). Damit ist Voraussetzung 3 erfillt.
Fiir dieses Beispiel gilt

0 0 0 S1 S22 S3
L= 0 1 z9|,|s2 0 O T1+2x3+s51=0
0 To T3 S3 0 0

und A =L + (X, S°P'). Betrachten wir nun das Paar

1 00 -2 0 0
Xe=10 ¢ 0], S.= 0 10
0 0 € 0 01

fiir ein beliebiges € > 0. Es gilt (X.,S:) € A. Da X, und S, invertierbar sind,
existiert nach Lemma 10 die zweite Ableitung V2¢((X., S.)). Fiir

0
01,
—1

H:=(

o O O
o O O

0
0])eL
0

o O O
O = O

qilt o

(0+ [)((X., S.) +0H) = 26> V6 € [—¢,¢].
Fiir jedes € > 0 folgt somit V(¢ + f)(()fg, S))[H, H] = 0. )
Nach Korollar 3 ist die 2-Norm von V*¢((X¢, S.)) beschrinkt und da f beliebig
oft differenzierbar ist, ist die 2-Norm von V2(g~b+f)((X€, Se)) ebenfalls beschrinkt.
Fiir eine Folge ), "\, 0 besitzt die Folge V*(¢ + f)((Xc,,S:,)) somit mindestens

einen Haufungspunkt ©. o
Es folgt dann ©[H, H] = 0 und auflerdem gilt © € 0*(¢ + f)((X P!, SP)).

Nach Satz 8 gilt 92(¢+ f)((XPt, SP)) = 0 — also insbesondere © = 0. Damit ist
0 ein Eigenwert von © und © somit nicht invertierbar.

Somit kann die verallgemeinerte Hessematrix der in [9] betrachteten Funktion
nicht invertierbare Elemente enthalten — selbst wenn Voraussetzung 3 erfiillt ist.
In [9] wurde aber auch die Verwendung der Funktion

f: 8"xS" — R,
(X,8) = XS],
als Regularisierung vorgeschlagen. Da f(X,5) = 1(f(X,9) + [| XS + SX]2)

wurde gefolgert, dass f mindestens genauso gute Eigenschaften wie f besitzt.
Wir werden diese Funktion im Folgenden genauer betrachten:

Sei f = fia. Eine Optimallsung (X", S°*) ist Minimalstelle der auf A beliebig
oft differenzierbaren Funktion f. Es gilt also V2f(X°", S!) = 0. Analog zu
Lemma 13 und Satz 8 zeigt man:
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Satz 10. Die Funktion V(é—i—f) ist lokal Lipschiz-stetig, stark semiglatt und fast
iberall differenzierbar auf A. Es gilt weiterhin 0*(¢ + f)(X°Pt, SoP) = 0.

Der Gradient der Funktion f ist von der Form

S2X + X 52
Vf(X,S) = (X25+SX2) >

so dass wir Vf(X,S) = IIL(Vf(X, S)) fiir (X,S5) € A erhalten.

(2.8)

Wir werden als Nichstes fiir die Funktion f eine wichtige Aussage zeigen. Dazu
nutzen wir den folgenden Satz, der fiir eine Verallgemeinerung der Funktion f
gilt:

Sei By == 8™ x -+ x 8™ fiir ein p € Nund n := (ny,...,n,) € NP. Das auf
E; gegebene Skalarprodukt sei definiert durch

p
<(A1, PN ,Ap>, (Bl, ce ’Bp)>Eﬁ = ZAZ [ ] Bz
i=1

Die zugehérige Norm ist dann gegeben durch

(AL Al =

Sei K := 8™ x -+ x S, Dann gilt wie im Fall p = 1 auch hier K” = K. Wir
betrachten nun die in Abschnitt 1.1 definierten Programme (P) und (D) und die
zugehorigen Rdume A, L und K. Es gilt dann

1 p
X1, Xy, St 5p) = 5 > OIXi - i (Xa)I7 + 11S: — i (Sa) 3.
i=1
Definieren wir die Verallgemeinerungen von f durch
~ p ~
fa(Xy, . X, S1,000,8,) = Z f(X5,S)
i=1

fiir (X1,...X,,51,...,5,) € A, dann gelten fiir ¢ und fn alle Aussagen, die

bisher in Kapitel 2 zu ¢ und f gemacht wurden, da sie auf semidefinite Blocke
verallgemeinert werden konnen.

Voraussetzung 3 hat dann die folgende Form:

Seien Programme (P) und (D) gegeben, die Voraussetzung 1 erfiillen. Die Opti-
mallosung Z2% = (X, S = (X7, ... , XM, (S ... , SP")) sei eindeutig
und strikt komplementir, d.h. es gelte X" + S = 0 fiir 1 < i < p.
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Satz 11. Sei ein primal-duales Paar (P) und (D) gegeben. Weiterhin sei Vor-
aussetzung 3 erfillt.
Sei Z" die zugehirige eindeutige und strikt komplementdire Optimallosung. Es
gilt dann

V2fa(Z2) - 0.

Beweis. Da (X, .. , X0, (S, S¢Pt)) € A komplementér ist und

(X, X, (ST, SE) = 0 XM e ST =0, 1< i < p,

gilt, existieren orthogonale Matrizen Uy, ..., U, so dass
< A O = 0 0
T y-opt J— L — ? T ,Opt , = .=
U " X;"U;, =\, (O 0), U:StU, =% (O Ei)’

mit positiv definiten Diagonalmatrizen A; und 3; fiir 1 <14 < p erfiillt ist, sofern
der Fall A; = 0 bzw. %; = 0 nicht eintritt. Auf diesen gehen wir weiter unten ein.
Aus der strikten Komplementaritit folgt A; + X; = 0.

Sei AZy = (AZX AZ2D) = (AXy,...,AX,), (AS,...,AS,)) € L mit
IAZX|2 +[[AZ]|2 =1 gegeben. Wir setzen

) S0 A ) ) 50 A &0
U AXU; = AX; = Ag{&)T A{(ﬁ) , U ASU; = AS; = A:gé)lT Ag%f)
AXyy AXy ASyy  ASy

fir 1 <i<p.
Es folgt

fa( 2P +tAZy)

p
= D X+ AX) (S + tAS)|7
=1

p
= A+ tAX) (S + tAS)|?

=1
p
= ) [tAAS; + AXS; + PAXAS2 (2.9)
=1
P NGO N0 v (g . ?
= 30 [ (MAST MBS L (0 A% L eagag,
=1 F
. . v 2
_ ||, (AASE A axpR | o)
= ()
— 0 AXY)Y; i

hS]

= ) (IMASTY 2 + AASE + AXES|2 + |AXE S )12) + 0().

=1
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Setze

0AZ) = 3" IAASYIE + |NASY + ARG + |ATYE 2
=1
Um fiir f, die Wachstumsbedingung 2. Ordnung nachzuweisen (welche nach Lem-
ma 14 die positive Definitheit der Hessematrix implzieren wiirde) zeigen wir, dass
Q(AZz) > 0 fiir alle AZ; € L mit [[AZ |2 + [|AZZ |7 =1 erfiillt ist:
Wir gehen zunéchst auf den Fall ein, dass ein ¢ € {1,...,p} existiert, so dass
A; = 0 gilt. Der entsprechende Summand in (2.9) ist dann von der Form

2AXZ + O(F).
Gilt AX; # 0, dann folgt wegen %; > 0 gerade [|[AX;%;|2 > 0 und damit
Q(AZz) > 0. Gilt dagegen AX; = 0, dann kann wegen AZ; € L und |AZX||2 +
IAZS|2 = 1 der Fall AX; = AS; = 0Vj # i (= AS; # 0) nicht eintreten,
da sonst die Optimallésung nicht eindeutig wére. Daher kann man einen solchen
Index i in den folgenden Uberlegungen ignorieren. Genau so verhélt es sich, falls
eini € {1,...,p} mit ¥; = 0 existiert.
Falls ein i € {1,...,p} existiert, so dass AX{) # 0 oder AS\ £ 0 gilt, dann ist
wegen A; > 0,3; > 0 nichts zu zeigen. Wir nehmen daher an, dass AX 59 =0
und AS%1 =0 fir 1 <i < p gilt.
Falls ein ¢ € {1,...,p} existiert, so dass AX'l(il) # 0 gilt, dann existiert ein j €
{1,...,p}, so dass AX'l(%) # 0 erfiillt ist; andernfalls ware die Eindeutigkeit der
Optimallésung (X{%, ..., X) fiir das primale Programm verletzt.
Fallseini € {1,..., p} existiert, so dass A522 # 0 gilt, dann existiert auch ein j €
{1,...,p}, so dass ASY) £ 0 gilt; sonst wire die Optimallssung (S, ... , SpPY)
fiir das duale Programm nicht eindeutig.
Gilt AX{ = 0 und ASY) = 0 fir 1 < i < p, dann folgt wegen |AZE|2 +
IAZZ||2. =1 die Existenz eines j € {1,...,p}, so dass Af(g) # 0 oder Agg) #0
erfiillt ist.
In jedem Fall folgt somit, dass entweder AX 1(%) # 0 oder Ang’ # ( fiir mindestens
ein j € {1,...,p} gilt.
Wir nehmen nun AiAS%) + AXf;)Ei = 0 for 1 < ¢ < p an. Dann folgt Agg =
—Ai_lAf(g)Ei fiir 1 <4 < p und somit AXI%) # 0 und Aﬁg) # 0 fiir mindestens
einje{l,...,p}

Aus (AZX,AZ2) € L C L x L* folgt (AZX,AZ5) = 0. Wir erhalten damit
g (859 AR2) (0 asy
=laxy 0 ASHT ASH
=230 AX( e AS) =257 AX{ e ATTAXYS,
P 3 A v@OT y =312
= =23 0 IBFAX A 2L <0
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und damit einen Widerspruch. Damit war die Annahme falsch. Insgesamt erhalten
wir

V(AZz) >0V (AZ7,AZ7) e L, |AZT|E, +IAZF]Z, = 1.
Da € eine stetige Funktion ist, folgt weiterhin
pi=nf{Q(AZy) | (AZ7,AZ7) e L, |AZT|E, +AZF]7, =1} > 0.

Mit 2.9 folgt .
fA(ZP 4+ tAZR) > Pu+ O,

womit f, die WG2 erfiillt. Mit Lemma 14 erhalten wir daher V2f(Z%") = 0. O

Wir schriinken uns ab hier wieder auf den Fall p =1 ein:
Satz 11, Satz 7 und (2.4) (fir f anstatt fiir f) implizieren die folgende Verschérfung
von Satz 10:

0°(¢ + [)(X, 8 = 0. (2.10)

Damit sind fiir die Funktion ¢+ f die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt. Es folgt:
Nutzt man unter Voraussetzung 3 Algorithmus 2 zur Minimierung von ¢+ f, dann
konvergiert dieser lokal quadratisch gegen die Optimallosung Z°P*. Das verallge-
meinerte Newton-Verfahren bzw. ein verallgemeinertes Quasi-Newton-Verfahren
lasst sich in Algorithmus 1 zur Suchschrittbestimmung einbinden. Um (2.10) zu
nutzen schlagen wir die folgende aus [9] abgeleitete Vorgehensweise vor:

1. Minimiere ¢ um sich der Optimallosung ausreichend anzun&hern.
2. Minimiere danach ¢ + f um die Optimallésung zu bestimmen.

2.5 Hochdimensionale Programme

Die Resultate aus Abschnitt 2.4 lassen sich verwenden um die Optimallésung eines
gegebenen primal-dualen Paares (P) und (D) zu approximieren. Das verallgemei-
nerte Newton-Verfahren zur Minimierung von ¢+ f wird unter Voraussetzung 3
lokal quadratisch konvergieren. Fiir hochdimensionale Probleme ist es jedoch sehr
teuer oder gar nicht mehr verwendbar, da die Berechnung eines Newton-Schrittes
einen Speicherplatz in O(n*) (Speicherung der Hessematrix) und schlimmstenfalls
einen Rechenaufwand von O(n®) (Bestimmung der Suchrichtung durch Losung
eines Gleichungssystems) erfordert. Giinstiger sind (iterative) Methoden erster
Ordnung wie z.B. das Verfahren des steilsten Abstiegs. Um dieses und auch an-
dere fiir den IR gegebene Verfahren auf dem Raum S” (oder auf einem affinen
Teilraum davon) zu nutzen, wird ein isometrischer Isomorphismus von 8" nach
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R* mit d = n(n 4 1)/2 gewihlt. Es muss eine Isometrie sein, da bei den mei-
sten fiir den IR? entwickelten Verfahren der Winkel zwischen zwei Vektoren von
Bedeutung ist. Wir definieren:
n(n+1)
svec: S" — R"% ,

X = ((05(1 = V2) +V2)Xyj)iztm,

j=i.n

d;; reprasentiert hier das Kronecker-Delta.

Diese Abbildung ist ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung wird mit smat
bezeichnet. svec ist eine Isometrie:( o

Seien A, B € S" und a, b € R 2 mit A = smat(a), B = smat(b) & a =
svec(A), b = svec(B). Es gilt dann

Ae B =a"bund somit [|A|, = |||

Methoden erster Ordnung konvergieren jedoch oftmals sehr langsam, so dass
sie nicht zur Berechnung von Losungen mit sehr hoher Genauigkeit geeignet
sind. Ein anderes Verfahren, welches ebenfalls verwendet werden kann, ist der
cg-Algorithmus von Fletcher-Reeves und seine Varianten wie z.B. die von Polak-
Ribiere (siehe [16]). Bisher ist der cg-Algorithmus jedoch nur fiir quadratische
strikt konvexe Funktionen genau verstanden worden. Fiir allgemeine Funktionen
kann die Konvergenz sehr langsam sein.

Eine weitere Moglichkeit ist die Verwendung von Quasi-Newton-Verfahren, wel-
che die Hessematrix bzw. deren Inverse approximieren. Diese haben i.Allg. jedoch
einen hoheren Speicherbedarf und benétigen mehr Rechenzeit — auch wenn der
Bedarf niedriger und der Aufwand geringer als beim Newton-Verfahren ausfillt.
Besonders herausstellen wollen wir hierbei das BFGS-Verfahren. Wir stellen es

im Folgenden kurz vor. Eine ausfiihrlichere Betrachtung findet sich z.B. in [10]
oder [16].

Sei eine stetig differenzierbare Funktion n : R — IR gegeben, die minimiert
werden soll. Weiterhin sei ein Punkt z € IR? und eine positiv definite Matrix H,
die als Ndherung fiir V2n(z)~! (falls existent!) dienen soll, gegeben. Fiir eine ge-
gebene Suchrichtung s € IR? und y := Vn(z + s) — Vn(z) hat das BEGS-Update
die folgende Form:

(sTy +yTHy)ssT  Hys” +syTH
(s"y)? sTy

Falls s”y > 0 gilt, dann ist H, wieder positiv definit. Diese Matrix soll als neue
Approximation fiir V2n(z + s)~! dienen und es gilt die Quasi-Newton-Bedingung
H.y = s. Die neue Suchrichtung ist dann von der Form s, := —H, Vn(x) und die
neue Iterierte ist gegeben durch z, := x4+ ps, wobei p eine sinnvolle Schrittweite

H+::H+
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ist, die i.Allg. mit Hilfe einer linesearch ermittelt wird. Wenn im BFGS-Verfahren
ein (positives) Vielfaches der Identitit als Startmatrix gew#hlt wird, dann ist das
Verfahren affin invariant.

Bei Verwendung des Verfahrens innerhalb von Algorithmus 1 liegt der Speicher-
bedarf in jeder Iteration in O(n*), der Rechenaufwand liegt ebenfalls in O(n?).
Dies ist fiir hochdimensionale Probleme aber noch immer sehr hoch. Fiir sol-
che Probleme nutzt man daher zwei aufeinander aufbauende Modifikationen des
BFGS-Verfahrens:

Die erste Modifikation ist die Verwendung einer “limited memory”-Variante von
BFGS (im Folgenden: L-BFGS). So werden in jeder Iteration hochstens die letz-
ten k Iterierten beim Matrixupdate beriicksichtigt. Alle vorherigen Informationen
werden verworfen. Die zweite Modifikation ist die Verwendung einer alternativen
Generierung der aus dem BFGS-Update resultierenden Suchrichtung — hierfiir
ist die Verwendung einer Vielfachheit der Identitdt als Startmatrix im BFGS-
Update notwendig. Eine Untersuchung dieser Modifikationen findet sich in [16].
Wir geben hier den zugehorigen Algorithmus an:

Algorithmus 3 (L-BFGS-Update). Sei x; die aktuelle Iterierte und I := 61 fiir
ein o > 0.
1) Setze q :== Vn(x;).
2) Firi=j5—1,...,5 —k selze
squ

s;yi’

q:=q— Y.
3) Setze r == Iq.
4) Firi=j—k,....,5—1 setze

o, =

ﬂ - yir
A
ro=r+s;(a; —f).
5) Setze sji1 = —r und x;41 = x; + psjy1 fir eine durch eine linesearch ermit-

telte Schrittweite p > 0.

Gilt k = j—1, dann entspricht Algorithmus 3 dem BFGS-Update mit H := 1.
In diesem Fall gilt also s;11 = —H;+1Vn(x;), wobei H;i; durch die Formel
Hy = (Hy)y fiir 0 <1< j erzeugt wird.
Der Speicherbedarf liegt bei Verwendung dieser Modifikationen in O(n?), der
Rechenaufwand liegt dagegen in O(kn?). Wird k sehr viel kleiner als n und im
gesamten Verfahren beschrankt, dann kann es bei der Aufwandsabschétzung ver-
nachléssigt werden.

Wir gehen wieder auf die Minimierung der Funktion ¢ und den damit verbun-
denen Aufwand ein. Wird Algorithmus 1 mit L-BFGS zur Minimierung von ¢
verwendet, dann héngt der Rechenaufwand im Wesentlichen von drei Faktoren
ab: Einmal von dem oben bschriebenden L-BFGS-Update und weiterhin von den
Projektionen auf L bzw. auf K (siche Abschnitt 1.2). Der fiir IIj, bedeutende
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Unterraum £ werde durch den Nullraum eines Operators A : 8" — IR™ mit

m < n(n + 1)/2 représentiert. Dieser wiederum ldsst sich mit Hilfe einer Ma-
n(n+1)

trix A € R™* = (mittels svec) darstellen. Ist A voll besetzt, dann liegt der
Speicherbedarf zum Festhalten der Informationen in O(mn?) und ist damit fiir
hochdimensionale Probleme sehr grofi. Der Wesentliche Teil der Rechenkosten
liegt in der Abbildung IT;(X) = X — A*((AA*)"1A(X)) und einer entsprechen-
den Abbildung fiir die die duale Komponente S, wobei vorausgesetzt sei, dass
(AA*)~! existiert. Unter dieser Voraussetzung erfordert die einmalige Bestim-
mung eines Cholesky Faktors L von AA* O(m?) Schritte. Die Berechnungskosten
von II;(X) liegen dann in O(mn?). Fiir hohe Dimensionen ist der Aufwand damit
zu groB.

Ist A jedoch diinn besetzt und wird entsprechend implementiert, dann ist der
Speicherbedarf niedriger. Er entspricht im Wesentlichen der Anzahl der Nicht-
Null-Eintrdge von A (und damit der von A). Weiterhin sind dann oftmals auch
AAT und der Cholesky Faktor L von AAT diinn besetzt. In einem solchen Fall ist
die Anzahl der Nicht-Null-Eintréige von AA” und von L fiir den Rechenaufwand
zur Bestimmung von I, ausschlaggebend. Ist diese Anzahl relativ klein, dann
ist die Projektion auf L bzw. auf A nicht so teuer wie die Projektion auf K,
deren Berechnung in O(n?) liegt - siche Abschnitt 2.3. Ist A diinn besetzt und k&
aus dem L-BFGS-Update sehr klein, dann liegt der Speicherbedarf des gesamten
Verfahrens typischerweise in O(n?).

2.6 Numerische Ergebnisse

Wir gehen nun auf die Implementierung der APD-Methode ein: Anstatt bei der
Bestimmung der Optimallosung von einem gegebenen primal-dualen Paar (P)
und (D) zuerst (5 und danach é—l— f zu minimieren, kann stattdessen von Beginn
an die Funktion ¢ 4+ of mit einem o > 0 verwendet werden. Dieser zusitzliche
Parameter spiegelt die Gewichtung von f wieder. Er kann im Algorithmus anhand
einiger Kriterien erhoht oder verkleinert werden (sollte der Algorithmus z.B. eine
Suchrichtung generieren, die fiir ¢ alleine keine Abstiegsrichtung ist, dann wird
f zu stark gewichtet und o sollte verkleinert werden). Bei konstantem « ist es
moglich, dass der Algorithmus gegen ein lokales aber nicht globales Minimum der
Funktion ¢ + o.f konvergiert, siehe [8].

Wie in Abschnitt 2.5 erwahnt wurde, ist fiir Probleme hoher Dimension mit
diinn besetzter “Datenmatrix” die Projektion auf K oftmals die teuerste Operati-
on in Algorithmus 1, falls L-BFGS mit relativ kleinem “Speicher” zur Erzeugung
der Suchschritte verwendet wird. Abseits der linesearch kommt man mit einer ein-
zigen Projektion auf K pro Iteration aus. Um auch innerhalb der linesearch die
Anzahl der Projektionen gering zu halten kann ¢ + a.f entlang der Suchrichtung
interpoliert werden.

Da Methoden erster Ordnung i.Allg. nicht skalierungsinvariant sind, werden
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Name n m nnz(A) (%)
P1 400 | 30000 | 179904 (0.004)
P2 700 | 50000 | 298404 (0.001)
P3 1000 | 100000 | 596964 (0.001)

Tabelle 2.1: Problemdaten

die Eingabedaten folgendermafien dquivalent umformuliert:

Zuerts einmal werden B auf £+ und C auf £ projiziert. Dadurch lassen sich
die Projektionen auf L und A leicht berechnen, wie in Abschnitt 1.2 ausfiihrlich
beschrieben wurde. Um das primale und das duale Problem gleichwertig zu be-
handeln, werden B und C durch B/||B||» und C/||C||r ersetzt. Ist ein Cholesky

Faktor von AAT gegeben, dann sind diese (einmaligen) Operationen nicht teuer.

Abschlieflend geben wir einige numerische Ergebnisse wieder, die mit dem

APD-Verfahren bei Verwendung des steilsten Abstiegs, des cg-Verfahrens bzw.
des L-BFGS-Verfahrens zur Bestimmung der Suchrichtung erzielt wurden. Dazu
betrachten wir drei Probleme unterschiedlicher Dimension, welche alle Vorausset-
zung 3 erfiillen. Sie sind auflerdem so gewéhlt, dass die zugehorigen Restriktionen
durch diinnbesetzte Matrizen dargestellt werden kénnen. Die Eckdaten der Pro-
bleme werden in Tabelle 2.1 angegeben. Dabei steht n fiir die Dimesnion des
Problems, m fiir die Anzahl der Nebenbedingungen und nnz(A) (%) beschreibt
die absolute und relative Anzahl (in %) der Nicht-Null-Eintrage in der zu den
Restriktionen gehorenden Datenmatrix.
Alle Beispiele wurden mit einer MATLAB® Implementierung auf einem TEST-
PC mit acht Intel® Xeon® X3470/2.93GHz Prozessoren und 16 GB RAM be-
rechnet. (Die Matlab Version verwendete jedoch lediglich einen der Kerne zur
Bearbeitung der Probleme.)

In Tabelle 2.2 wird Problem 1 betrachtet. Es wurden mit jeder der drei oben be-
schriebenen APD-Varianten 500 Iterationen berechnet. Da die Iterierten (X,.S)
wegen der Definition des Verfahrens nur die Kegelbedingung verletzen und zu
Beginn des Verfahrens die oben beschriebenen Skalierungen der Daten B und C'
vorgenommen wurden, wird der primal-duale Fehler durch

error = ])\mm(f(ﬂ + ])\mm(g)] (2.11)

gemessen. (X, S) sind die analog zu B und C' umskalierten Daten.

Weiterhin bezeichnet /\mm(f( ) den kleinsten Eigenwert von X und )\mm(g)
den kleinsten Eigenwert von S.
In der Spalte it von Tabelle 2.2 wird die Iterationsnummer angegeben. In der
Spalte CPU,, wird die Laufzeit in Sekunden festgehalten, die die steilster Abstieg-

Variante bis zur Berechnung der aktuellen Iterierten bereits benotigt hat. Die
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it

CPU,q

ETTOTsq

CPU,,

erTor g

CPUL

errory,

20
100
200
300
400
500

12.6
185.5
358.6
691.2

1014.8
1333.5
1646.8

6.2081e-02
3.5702e-03
1.6987e-03
7.3494e-04
4.6842¢-04
3.2217e-04
2.4293e-04

11.9
234.7
428.3
795.5

1158.4
1518.9
1878.6

6.2081e-02
4.6188e-04
8.7546e-05
1.8208e-05
8.4163e-06
4.9744e-06
3.2307e-06

11.9
201.6
359.1
670.0

1014.1
1307.2
1602.0

6.2081e-02
3.6719e-04
6.5000e-05
1.1264e-05
4.0002e-06
1.8719e-06
9.8618e-07

Tabelle 2.2: P1 - Vergleich der APD-Varianten

it

CPUgq

ETTOTsq

CPU,,

ErTOoT g

CPUL

errory,

20
100
200
300
400
500

13.4
376.6
749.1

1435.3
2118.1
2802.0
3480.9

4.6124e-02
3.7739e-03
2.5609e-03
1.7259e-03
1.2790e-03
1.0001e-03
8.0004e-04

14.6
456.9
901.4

1767.4
2645.1
3491.9
4394.9

4.6124e-02
8.9621e-04
2.5211e-04
5.7600e-05
2.5186e-05
1.2669e-05
6.2997e-06

12.0
395.7
759.0

1461.7
2161.2
2936.1
3632.0

4.6124e-02
8.1572e-04
2.2293e-04
3.6915e-05
1.0973e-05
4.6692e-06
2.5794e-06

Tabelle 2.3: P2 - Vergleich der APD-Varianten

it

CPUgq

ETTOTsq

CPU,,

ETTOT ¢qg

CPU,,

errory,

50
100
200
300
400
500

31.5
963.4
1932.1
3843.4
5371.9
6902.9
8417.5

3.9287e-02
3.1536e-03
2.2819e-03
1.5557e-03
1.1676e-03
9.6534e-04
8.3291e-04

35.0
1026.2
2019.6
4305.2
6279.6
8439.2

10458.8

3.9287e-02
1.0435e-03
2.8756e-04
6.2375e-05
2.9729¢-05
1.7669e-05
1.1420e-05

32.0
867.0
1676.3
3327.0
4860.0
6382.6
7906.1

3.9287e-02
7.1474e-04
2.1627e-04
4.0876e-05
1.2847e-05
2.8994e-06
3.2622¢-06

Tabelle 2.4: P3 - Vergleich der APD-Varianten
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Spalte errorgg gibt den primal-dualen Fehler der vom steilster Abstieg-Verfahren
berechneten Iterierten an. Entsprechend sind die Spalten CPU., und error,, fiir
das cg-Verfahren und die Spalten CPU, und error, fiir das L-BFGS-Verfahren
definiert. Beim Letzteren wurde der Speicher auf 10 gesetzt. Bei der Berechnung
der Suchrichtung werden also die letzten 10 Iterierten beriicksichtigt.

Tabelle 2.3 ist analog zu Tabelle 2.2 fiir Problem 2 aufgebaut. Entsprechend be-
zieht sich Tabelle 2.4 auf Problem 3.

Wie erwartet ist die steilster Abstieg-Variante die schlechteste Wahl. Die
cg-Variante funktionierte besser — musste jedoch fiir die linesearch mehr Zeit in-
vestieren als das L- BFGS-Verfahren, da die cg-Version die Kriimmung der Funk-
tion schlechter approximierte und daher mehr Funktionsauswertungen benétigt
wurden. Diese sind der teuerste Teil des APD-Verfahrens, da sie die Berechnung
der Projektion auf den Kegel K bzw. auf ST erfordern. Ein weiterer Nachteil des
cg-Verfahrens ist der erforderliche Neustart, sobald die berechneten Gradienten
ihre Orthogonalitédtseigenschaft verlieren. In den getesten Beispielen schneidet
das L-BFGS-Verfahren durchgéngig am besten ab. Es liefert als Verfahren er-
ster Ordnung selbst fiir hochdimensionale Probleme Approximationen mit einem
annehmbaren Fehler.
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Kapitel 3

Verfahren zweiter Ordnung

Ist man fiir ein primal-duales Paar (P) und (D) hoher Dimensionen an einer sehr
genauen Losung interessiert, dann reichen die in Kapitel 2 vorgestellten Metho-
den zur Bestimmung der Suchrichtung i.Allg. nicht mehr aus. In diesem Kapitel
werden wir zwei Erweiterungen der APD-Methode prisentieren, mit denen man
ein besseres Konvergenzverhalten auf Kosten eines erhohten Speicherbedarfs und
Rechenaufwandes erhélt.

3.1 Verallgemeinertes Newton-Verfahren

In Algorithmus 2 wurde das verallgemeinerte Newton-Verfahren bereits beschrie-
ben. Es lédsst sich natiirlich mit Algorithmus 1 kombinieren, in dem es zur Such-
richtungsbestimmung verwendet wird und anschliefend ggf. eine linesearch aus-
gefiihrt wird. Fiir die weitere Untersuchung dieser Methode setzen wir

¢(X7 S) = gg(X, S) +f(X7 S)

fir (X,95) € A.

Wie in Abschnitt 2.5 bereits erkldrt wurde, ist die tatséchliche Speicherung ei-
nes Elements M € 9*)(X,S), sowie die Bestimmung der Suchrichtung W =
—M~YVY(X,S)] durch eine direkte Losung des Systems

M[W] = -~V (X, S) (3.1)

fiir hochdimensionale Probleme zu “teuer”. Die Suchrichtung kann jedoch itera-
tiv approximiert werden. Im Folgenden gehen wir auf den damit verbundenen
Speicherbedarf und Rechenaufwand ein:

Die Variante des cg-Verfahrens, welche wir zur Losung des Gleichungssy-
stems (3.1) nutzen wollen, benétigt die Richtungsableitungen von V(X S) und
Vf(X,S). Erstere haben wir in (2.2) und in Lemma 11 bereits angegeben. Wir
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verwenden die Darstellung (2.8) um auch die Richtungsableitungen von V f(X, S)
anzugeben. Sei dazu (Hy, Hs) € L gegeben. Es folgt

~ 1 - ~
V(X 8)[(Hy, Ha)] = lim S (VAX +tH, S+ tHy) = Vf(X, 5)).

Wir betrachten zunéchst die Teilfunktionen von Vf genauer. (Es gilt V f =

I, o Vf.) Wir setzen

viees) - (Yot i) = (R008)

Es folgt:

fx(X +tHy, S +tHy) — fx(X,5)
= (S +tHy)*(X + tHy) + (X + tHy)(S + tH,)* — fx(X,S)
= (S? +t(SHy + HyS) + t2H3) (X + tHy) + (X + tH,)(S + tHy)? — fx(X,S)
=t(SHyX + HySX + XSHy + XH,S + S*H, + H,5?)
+t*(SHyHy + HySHy + HiSHy + HiHyS + H3 X + X H3)
+ t3(H3H, + H,H2).

Es folgt somit

V fx (X, S)[(Hy, Hy)]

= 1imt_>0 %(fx(X + tHh S + tHQ) - fx(X, S))

= SH,X + H,SX + XSHy + XHyS + S?H, + H,5?
= (SHy + HyS)X + X(SHy + HyS) + S*H, + H, 5%

Analog zeigt man

V[s(X, S)[(Hi, H)]

= lim;_,g %(fS(X +tHy, S +tHs) — fs(X,9))
=XH, S+ H,XS+SXH, +SH, X + X?H, + H,X?
= (XH, + HX)S+S(XH, + HX)+ X?Hy + Hy X?.

Insgesamt erhalten wir somit
V2 F(X, S)[(Hy, Hy)] = TIL(V fx (X, S)[(Hy, H2)), V fs(X, S)[(Hy, Hy))).

Sind Programme (P) und (D) gegeben, fiir die Voraussetzung 3 erfiillt ist, dann
gilt 92 (X Pt SoP) = (. Nach Satz 4 existiert eine Umgebung B von (X, SPt),
in der das verallgemeinerte Newton-Verfahren quadratisch konvergiert und wei-
terhin 9?y(X,S) = 0 fiir alle (X,S) € B gilt. Letzteres folgt insbesondere aus
den Siitzen 7 und 11, da V2f auf A stetig ist. Ist (X,S) € B gegeben, dann
ist V) dort fast sicher differenzierbar. Im Falle der Differenzierbarkeit kann zur
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Bestimmung der Newton-Richtung V29 (X, S) € 0%(X, S) gewihlt werden.
Eine Auswertung der Form

VAO(X, S)((H, Hp)] = V2O(X, S)[(Hy, Ho)] + V2 (X, S)[(H,, Ha))

erfordert dabei die folgenden Rechenoperationen: Der #-Anteil benotigt 8 Matrix-
Matrix Multiplikationen (Aufwand: jeweils n®) und weitere Operationen in O(n?).
Um den f-Anteil zu berechnen miissen 4 Matrix-Matrix Multiplikationen und ei-
nige weitere Rechnungen in O(n?) ausgefiihrt werden. Innerhalb der gesamten
Auswertung wird einmal auf L projiziert. Der Speicherbedarf liegt oftmals in
O(n?), sofern £ mit Hilfe eines diinnbesetzten Operators beschrieben werden
kann.

Um einen Newton-Schritt zu approximieren ohne die Hessematrix explizit auf-
zustellen, kénnen verschiedene iterative Verfahren genutzt werden. Die Verwen-
dung des cg-Verfahrens in der Umgebung B ist sinnvoll, da dort die (verallgemei-
nerte) Hessematrix positiv definit ist. Soll das verallgemeinerte Newton-Verfahren
auch schon in einem Bereich erlaubt werden, in dem die positive Definitheit von
0% (X, S) nicht gesichert ist, dann wihlen wir eine Variante des cg-Verfahrens,
die auch in solchen Fallen wohldefiniert ist — der cg-Algorithmus von Steihaug:

Gegeben sei eine zweimal differenzierbare Funktion 7 : IR" — IR. Gesucht ist die
Losung des Problems

1
(TR) min n(z) + Vn(z)"p+ =p" Mp,

pillpll2<A 2
wobei M = M7 eine Approximation von V?n(x) sei und Vn(z) # 0 gelte.

Algorithmus 4 (cg-Steihaug). Sei x € IR" gegeben. Wihle einen Genauigkeit-
sparameter € > 0 und setze g := Vn(x) und weiterhin py := 0, ro := g, do := —rg.
1) Falls ||rol|l2 < e: Gebe p := poy aus.
2) Firj=0,1,2,...
Fualls d?Mdj <0

Bestimme 7, so dass (p; +7d;)Tg < 0 und ||p; + 7d;|la = A gilt.

Gebe p == p; + 7d; aus.
TTT']'

R
Setze o Tid;

Setze pj1 = p; + a;d;.

Falls ||pji1]l2 = A
Bestimme T > 0, so dass ||p; + 7d;||2 = A gilt.
Gebe p := p; + 7d; aus.

Setze rj11 =1; + a; Md,;.

Falls ||rj1ll2 < ellroll2
Gebe p := pjp1 aus.
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rT
Tt
Setze 3; = T

Setze dj+1 =Tj41 + Bj—l—ldj'

Der Unterschied zum normalen cg-Algorithmus ist einmal, dass eine Art Trust-
Region (Vertrauensbereich) fiir die zu ermittelnde Losung vorgegeben werden
kann, und weiterhin, dass M auch negative Eigenwerte beinhalten und singulér
sein darf. Bricht das Verfahren wegen der Bedingung ||r;11]|2 < €l|70||2 ab, dann
erfiillt die Losung p die Bedingung || Mp+ g|l2/|gll2 < €, es gilt also p ~ —M g,
falls M invertierbar ist. Gilt dabei M = V?n(z), dann entspricht p in etwa dem
Newton-Schritt. Eine ausfiihrliche Beschreibung des Verfahrens kann in [16] ge-
funden werden.

In jeder Iteration von Algorithmus 4 muss einmal das Produkt Md; berechnet
werden — alle weiteren Operationen sind Vektor-Vektor Multiplikationen. Verwen-
den wir Algorithmus 4 zur Berechnung des (verallgemeinerten) Newton-Schrittes
bei der Minimierung von 1, dann kostet die dem Produkt Md; entsprechende
Auswertung 12 Matrix-Matrix Multipliaktionen und eine Projektion auf L (siehe
oben). Dieser Aufwand muss in jeder Iteration von Algorithmus 4 betrieben wer-
den. Der restliche Rechenaufwand und der Speicherbedarf liegen in O(n?) und
kénnen daher vernachléssigt werden. Der Algorithmus lédsst sich dabei wieder mit
Hilfe des svec-Operators von IR™™*Y auf den Raum S" x S™ iibertragen.

Versucht man von Beginn an, das verallgemeinerte Newton-Verfahren zur Mini-
mierung von v zu verwenden, dann lduft man Gefahr lokale aber nicht globale
Minimalstellen zu approximieren (siehe dazu [8]). Da das in Abschnitt 2.5 vorge-
stellte L-BFGS-Verfahren zu Beginn der Minimierung oftmals gute Fortschritte
macht und vergleichsweise giinstig ist, schlagen wir folgendes Vorgehen bei der
Approximation der Optimalldsung von gegebenen Programmen (P) und (D) (wel-
che zumindest Voraussetzung 1 erfiillen) vor:

1. Minimiere gz~5 mit L-BFGS um sich der Optimalldsung ausreichend anzunéhern.
2. Minimiere danach ¢ = ¢+ f mit dem verallgemeinerten Newton-Verfahren um
die Optimallésung zu bestimmen.

Bei der Implementierung kann éhnlich wie in Abschnitt 2.6 beschrieben von An-
fang an die Funktion v, := (54— o} f mit einem « > 0 minimiert werden. Dieser
Parameter kann anhand gewisser Kriterien erh6ht bzw gesenkt werden. Wenn die
Konvergenz des zu Beginn verwendeten L-BFGS-Verfahrens zu langsam wird, er-
folgt ein Wechsel zum verallgemeinerten Newton-Verfahren.

Die gemachten Tests zeigten, dass sich die APD-Methode unter Verwendung des
verallgemeinerten Newton-Verfahrens zur Bestimmung der Suchrichtung (wobei
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das Newton-System mit dem cg-Steihaug-Algorithmus bis zu einer festgesetz-
ten Genauigkeit gelost wurde) global sehr dhnlich zur L-BFGS-Variante verhilt.
Da die Berechnung der Newton-Suchrichtung jedoch viel teurer als ein L-BFGS-
Schritt ist, sollte die L-BFGS-Variante moglichst lange verwendet werden. Das
verallgemeinerte Newton-Verfahren hat zwar einen grofieren Konvergenzbereich
als L-BFGS, aber wenn man zu weit von der Optimallosung entfernt startet, dann
kann es passieren, dass die Minimierung mittels L-BFGS sehr langsam wird, bevor
die Verwendung der Newton-Variante sinnvoll ist.

Im néchsten Abschnitt wird ein anderer Zugang beschrieben, welcher mit dem
APD-Verfahren kombiniert werden kann.

3.2 AHO-QMR

3.2.1 Motivation

Wir werden uns in diesem Abschnitt teilweise von dem bisherigen Vorgehen l6sen.
Wenn es um hohe Genauigkeit geht, dann ist die Minimierung der Funktionen ¢
(und f ) insofern problematisch, da die mit dem Operator A (sieche Abschnitt 2.1)
zusammenhéngenden Rechenfehler bei den Projektionen auf L und A quadriert
werden konnen. Bei einer gegeben Rechengenauigkeit kann es dadurch schwierig
werden, den Approximationsfehler bei der Bestimmung der Optimallésung von
gegebenen Programmen (P) und (D) unter eine gewisse Schranke zu driicken. Wir
werden nun ein Verfahren vorstellen, in dem dieses Problem vermieden wird. Dazu
betrachten wir zunéchst ein System, welches aus den Innere-Punkte-Verfahren
bekannt ist. Fiir lineare Programme von der Form (P) und (D) hat das System
beispielsweise die folgende Form:

! (3.2)

wobei fiir zwei Elemente V, W € IR™*"

VoW = (Vi;Wij)i=t,..m,
Jj=1,..,n
gilt. Ist (x,y,s) eine Losung des Systems (3.2), dann ist das Tripel nach Ko-
rollar 1 und einer zu (2.1) dquivalenten Formulierung fiir lineare Proggramme
eine Optimallosung fir (P) und (D). Als ,zentraler Pfad” werden alle Punkte
(x(p),y(p), s(p)) bezeichnet, die das folgende System fiir ein p > 0 losen:

Ar =b,
T _
Aly+s =g, (3.3)
ros = ue,
x>0, s>0,
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wobei e ein Vektor entsprechender Dimension ist, dessen Komponenten alle 1
sind.

Wir fassen kurz die Funktionsweise der Innere-Punkte-Methoden zur Losung von
(P) und (D) zusammen ohne auf die bendtigten Voraussetzungen einzugehen,
wobei wir anmerken, dass Voraussetzung 2 hinreichend fiir die Existenz des ,,zen-
tralen Pfades” ist.

1. Fiir ein gy > 0 sei ein Punkt (zg, yg, s) mit 2 > 0 und s > 0 gegeben,
welcher in einer Umgebung von (x(u), y(4), s(px)) liegt. Durch einen Newton-
Schritt zur Losung des Systems (3.3) ausgehend von der Stelle (zy, yg, sk) erhélt
man die Suchrichtung (Axy, Ay, Asg). Man wihlt of, of € (0, 1] moglichst grof,
so dass jedoch x1;1 1= 2 +af Az > 0 und Sg4q := s+ a3 As, > 0 gilt uns setzt
Yk+1 = Uk + asAyy.

2. Man setzt piy1 := By fir ein § € (0,1) und geht wieder zu Schritt 1.

Auf diese Weise versucht man sich schrittweise der Losung des Systems (3.2) zu
ndhern. Die Voraussetzungen unter denen das Verfahren konvergiert und weite-
re interessante Eigenschaften von Innere-Punkte-Methoden kénnen z.B. in [10]
nachgelesen werden.

Fiir semidefinite Programme lassen sich analog verschiedene dhnliche Formulie-
rungen zu (3.2) und (3.3) herleiten, mit deren Hilfe man die Optimallésungen
der Probleme (P) und (D) bestimmen kann. Im Gegensatz zu linearen Program-
men kann man insbesondere die dritte Gleichung beider Systeme auf viele Arten
ausdriicken, die zueinander dquivalent sind und die Verwendung eines Innere-
Punkte-Verfahrens, welches ebenfalls das Newton-Verfahren in Verbindung mit
der Verkleinerung des Parameters p nutzt, erlauben. Eine Ubersicht dieser Ver-
fahren findet sich z.B. in [10] und [19]. Wir werden uns aber mit einer speziellen
Variante dieser Verfahrensklasse beschiftigen und darauf eingehen, wie diese Va-
riante mit der in Abschnitt 1.3 eingefithrten APD-Methode verkniipft werden
kann um Optimallosungen hoher Genauigkeit fiir Probleme von hoher Dimension
zu bestimmen.

3.2.2 Das AHO System

Das Bestimmen der Optimallésung von gegebenen primal-dualen Programmen
(P) und (D) ist dquivalent zur Losung des Systems

AX) =0,

A*(y)+5 =C,

XS+SX =0, (3.4)
X»0 §=0.

Die letzte Gleichung folgt dabei aus (2.1), da fiir X = 0, S = 0 die folgende
Aquivalenzkette gilt: X oY & XS =04 SX =0 & XS+ SX = 0. Dieses
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System heifit AHO-Symmetrisierung (Alizadeh, Haeberly, and Overton [1]) und
gehort zu einem speziellen Innere-Punkte-Verfahren. Um eine Losung von (3.4) zu
approximieren, bestimmt man ausgehend von einem gegebenen Punkt (X, y, 5)
einen Suchschritt (AX, Ay, AS), welcher das folgende lineare Gleichungssystem
16st:

A(AX) = b—AX),
A*(Ay) +AS = C—A(y) - S, (3.5)
SAX + AXS FXAS+ASX = —XS-—SX.

Unter gewissen Voraussetzungen (siehe z.B. [10]) ist Existenz und Eindeutigkeit
der Losung von (3.5) gegeben, so dass diese einem Newton-Schritt zur Bestim-
mung der Losung von (3.4) entspricht. Die Vorgehensweise ist gleich, wenn die
rechte Seite der dritten Gleichung von (3.4) um den Summanden g fiir ein g > 0
ergdnzt wird um somit eine Anndherung an den ,zentralen Pfad” zu ermitteln.
Hierbei gilt typischerweise X = 0, S > 0. Durch eine Schrittweitenanpassung
ax,ag € (0,1] wird zusétzlich noch X +axAX > 0 und S+ agAS = 0 gewihr-
leistet.

Voraussetzung 4. Der zum Programm (P) bzw. (P) gehérende Operator A
besitzt vollen Rang, d.h. die Matrizen AM ..., A™ sind linear unabhdingig.

Die AHO-Suchrichtung ist von besonderem Interesse. Fiir eine Reihe von
Innere-Punkte-Verfahren, darunter die AHO-Variante, wurde unter annehmbaren
Voraussetzungen superlineare Konvergenz nachgewiesen. Sind Voraussetzungen 3
und 4 erfiillt, dann konvergiert das Newton-Verfahren zur Losung des Systems
(3.4) in einer Umgebung der Optimallosung (X" y°P, S°P') sogar quadratisch,
siehe [1]. Diese Aussage wollen wir in dem Verfahren, welches weiter unten be-
schrieben wird, nutzen.

Sind n und m sehr grof}, dann ist eine direkte Losung des Systems (3.5) nicht
moglich. Fiir diesen Fall stellen wir im Folgenden eine Reformulierung der AHO-
Linearisierung (3.5) vor, die mit iterativen Methoden gelést werden kann.

3.2.3 Startpunkt

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass zundchst das APD-Verfahren genutzt
wird um sich einer Optimallosung (X", S°") ausreichend zu nihern. Dies kann
z.B. mittels des in Abschnitt 2.5 vorgestellten L-BFGS-Verfahrens geschehen. Wir
nehmen weiterhin an, dass Voraussetzungen 3 und 4 erfiillt sind.

Sei k € {1,...,n — 1} die Anzahl der positiven Eigenwerte von X" und m die
Anzahl der linearen Nebenbedingungen (in \A). Die Eindeutigkeit von (X °P*, S°P*)
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k+1)
.

impliziert' m € {k( . k(kgrl) + k(n — k)}. Ist andererseits m gegeben, dann

folgt

ke {[%(271 +1—-v(2n+1)2-8m)],..., L%(\/l +8m —1)]}. (3.6)

Wir nehmen fiir die folgende Uberlegung an, dass eine durch das APD-Verfahren
berechnete Approximation (X4, S4P) von (X', S°') gegeben ist.

Zuerst wird ein korrigiertes Paar (X, 5%) € 8" x 8" bestimmt, welches eine
gemeinsame Figenbasis besitzt. Dabei wollen wir die Tatsache ausnutzen, dass
Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten lokal Lipschitz-stetig sind. Falls al-
so X*P und S#" fast positiv semidefinit und strikt komplementér sind, dann
erlaubt uns diese Eigenschaft die Eigenvektoren von X*”” und von S*” zu tren-
nen, indem wir die Differenz Z := X" — S bilden. Die Bestimmung des
Startpunktes wird folgendermafien ausgefiihrt:

1. Berechne (Xp, Sp) := (HSQ (XAPD)aHSZ;(SAPD))

2. Setze Z = H)?I;PHF — HSiPIIF und bestimme die Eigenwertzerlegung 7 =
UDUT,

3. Setze X¢ :=U"XpU, S¢:=UTSpU
und A := Diag(diag(X*¢)), ¥ := Diag(diag(5°)).

4. Definiere ¢ := (|| X¢ — A2 + ||S¢ — ZH%)I/2-

Erhohe, falls notig, die Diagonaleintrige von A und X, so dass fiir jeden
Index i entweder (A);; > 0 oder (X);; > § erfiillt ist, und so dass die
Anzahl der Diagonaleintrédge in A (und in X), die einen Wert von mindestens
9 haben, mit Bedingung (3.6) vereinbar ist.

5. Setze X¢ := UAUT und S¢ := UXUT.

Bemerkung: Da die Optimallosung (X", S°*) ein Fixpunkt des kontrahierenden
Operators Ilsp s ist, ist der Punkt (Xp, Sp) = (Ilsp (X*), ILsn (S**)) niher
an (X' S°Pt) als (X4, S4P). Das Maf 0 ist eine obere Schranke fiir die Distanz
von (Xp,Sp) zu einem Paar in ST x ST, welches eine gemeinsame Eigenbasis
besitzt. Durch die Modifikation der Diagonaleintrdage von A und ¥ in Schritt 4
kann die Distanz von (X%, S) zu (Xp, Sp) aber groBer als 4 sein.

1 Besitzt X°P* insgesamt k positive Eigenwerte, dann bleibt der zugehorige k x k-Block von
X°Pt durch belieibige kleine Stérungen positiv definit und die verinderte Matrix strikt kom-

plementéir zu S°Pt. Die Eindeutigkeit des k x k-Blocks impliziert @ < m. Mit der gleichen

Argumentation fiir S°* erhélt man m < @ + k(n — k).
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Wenn eine gemeinsame Eigenbasis gegeben ist, dann ist eine ,,ausreichende”
Anzahl an Eigenwerten von X¢ and S¢, die einen Wert von mindestens § auf-
weisen, und die Bedingung X¢ + S¢ = 61 ausschlaggebend dafiir, dass die Um-
formulierungen im néchsten Abschnitt nicht von Inversen abhéngen, die schlecht
konditioniert sind (also zu grofien Rundungsfehlern bei der Auswertung fiithren
kénnen).

Falls (X S4"P) nah genug an einer strikt komplementéiren Optimallosung
(X©Pt, S°P) Tiegt, dann liegt auch der korrigierte Punkt (X, S¢) in der Nihe von
(XPt SoPt). Dies wurde in den Tests beobachtet, deren Resultate in Abschnitt
3.2.6 préasentiert werden.

3.2.4 Symmetrisierung des AHO Systems

Als Néchstes werden wir eine Umformulierung der AHO-Linearisierung (3.5) be-
schreiben. Wir nehmen an, dass ein gegebenes Paar (X, S) = (X, S¢) die Aus-
gabe der in Abschnitt 3.2.3 veranschaulichten Prozedur ist.

Sei eine entsprechende Matrix U gegeben, die X = UAUT und S = UXUT
mit Diagonalmatrizen A, ¥ erfiillt. Der Operator U : 8™ — S", definiert durch
UY) := UYUT, ist eine bijektive lineare Transformation. Sei AX := UTAXU,
AS :=UTASU, C :=UTCU. Sei der lineare Operator A definiert durch

Al ¢ X UTA(l)U o X
Am) ¢ X UT Alm U X

Durch Verwendung der Transformation i/ erhélt man die folgende Umformulie-
rung des Systems (3.5):

A(AX) ) ) = - A(X),
(1) ) - Ar(ay) +AS = C-A(y) -3,
YAX +AXY +AAS + ASA = —2AX.

Nach Definition gilt A(AX) = A(AX).
Seien die Eintriige der symmetrischen n x n-Matrizen A, 3 fiir 1 < i, j < n durch
A” =A;+ A, und Z,j = %; + X, gegeben. Dann kann die letzte Gleichung von
(T1) zu i o

YoAX + Ao AS = —-2AY

umformuliert werden.

In obenstehender Formulierung kommen alle Gleichungen, die sich nicht auf
die Diagonalelemente beziehen, doppelt vor. Diese Redundanz wird in der fol-
genden dquivalenten Formulierung (7%) eliminiert. Zur einfacheren Darstellung
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wird sowohl der in Abschnitt 2.5 definierte Operator svec als auch die folgende
Abbildung verwendet:

n(n+1)

vec:S" — IR 2, vec(X) = (Xij)i=1..n, -

~ ~

Setze A := vec(A), 3 1= vec(X), Az := svec(AX), A§ := svec(AS) und

svec(A)T
AP .= Diag(A), %P := Diag(¥), A :=svec(A):= :

Y

svec(A(M)T

so dass A(AX) = AAZ erfiillt ist.

System (77) kann dann folgendermafien umformuliert werden:

A Ay b— A(X) rhs!
(T») AT I'| |A%| = |svec(C — A*(y) — %) | =: |rhs’

»P AP| |As —2svec(AY) rhs®
Als Néchstes eliminieren wir einen Teil der Variable As. Dazu wahlen wir zunéchst
die m grofiten Werte von {% | 1<d< @}, wobei wir % := 00 setzen,
und fassen die zu diesen Werctlen gehordenden Indizes d als Menge I zusammen.

Es kann keinen Index d geben, so dass g—j = % gilt. Sonst wiirde ein Paar (i, 7)

existieren, so dass /~\i]~ =N;+Aj; =0, f]l-j = ;i + 2,5 = 0 gilt. Dies widerspricht
allerdings der Voraussetzung X +S5 = 0< A+ X > 0.
Entsprechend Schritt 4 in Abschnitt 3.2.3 existiert ein

%e{%@n+1—V«%ﬁ&?—8mﬂp”¢%WQ+8m—lﬂ}

und q1, ..., qn € {1,...,n}, qu # g fiir p # v, so dass Ay, .., Ay g > 6 und

oy Bgngn > 0 gilt. Somit existieren mindestens @ +k(n—k)>m

9e+19%+17 " °
Elemente d € {1,..., "(n; 1)}, welche Ay > 0 erfiillen. Damit gilt Ay > 0 fiir alle
d € I. Weiterhin existieren mindestens @ — m Elemente d € {1,..., @},

welche 34 > 0 erfiillen. Nach Definition der Menge I gehort damit jeder Index d
mit ¥; = 0 zur Menge I. Es folgt somit, dass die Festsetzung

hs) — S4AZ
A§y = Pd” Zd2Td (3.7)
Ag
fiir alle d € I wohldefiniert ist. Mit der Definition IT := {1,..., @} \ I folgt
weiterhin

Sy>0Vdell (3.8)
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Wir ,zerlegen” (73) in das System

Ar A Ay rhs!

AT I AZr rhs?

(T3) AL I | |AZgr| = [rhs?
».b AP Asg rhs?

$D AD | Qb rhs?;

Unter Verwendung von (3.7) eliminieren wir As; aus (73) und erhalten

AI AII Ay rhs?

A X —~3

AIT Q1 Az | _ |rhs? — rhs

(T3) ; NE ! I
AL 1 Al rhs?,
»b AR | [Asn rhs?;

~ ~ —~3 2
Hierbei gilt Q; := —(AP)7'¥D und rhs; = (r/}{?)del-

Der letzte Schritt ist die Symmetrisierung des Systems (73):
. " —3
Aus (3.8) folgt zuniichst, dass die Elemente Qr; := (35)7'AL und rhs;; =

(r;fl)den wohldefiniert sind. Somit ist die Formulierung
AI AII Ay rh81~3
AT Ay rhs? — rhs
(T ) I QI _ I I
4 A,{I I AL%II rhS%I
I Qu Ay rflf\l/sil

dquivalent zu (T3). Das erhaltene System (7)) ist symmetrisch und von der Di-
mension n(n + 1).

Die Diagonalmatrizen ()1 und @Q1; enthalten jeweils nur die Inversen der
,groflen” Komponenten von A und ¥. Es ist ohne Weiteres moglich, zusatzlich die
Komponenten AZ1; oder As;; durch Verwendung des dritten oder vierten Zeilen-
blocks zu eliminieren. Eine stabile Symmetrisierung des resultierenden Systems
ist aber schwer zu erstellen.

Die Matrix A im System (7}) ist normalerweise voll besetzt und wird da-
her nicht explizit berechnet. Es werden nur dem System (7}) ,entsprechende”
Multiplikationen ausgefiihrt. Eine Multiplikation der Form AAE wird beispiels-
weise zunéichst durch Transformation der Matrixvariable AX mit U und U7 und
anschliefend durch Verwendung der Matrix

svec(AM)T
A = svec(A) := :
svec(A™)T

berechnet.
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3.2.5 Prakonditionierung des symmetrischen Systems

Einer der wesentlichen Bestandteile der APD-Methode ist die Matrix AA” und
ihre Verwendung in der Projektion auf den Raum A. Ein Cholesky Faktor fiir
diese Matrix muss fiir das gesamte Verfahren nur ein einziges mal berechnet wer-
den. Wenn A diinn besetzt ist, dann ist die Benutzung des Cholesky Faktors von
AAT i.Allg. sehr viel giinstiger als die Faktorisierungen, die bei Innere-Punkte-
Methoden in jeder Iteration ausgefiihrt werden um einen neuen Suchschritt zu
bestimmen. In den numerischen Beispielen, die im Folgenden préasentiert werden,
wird der fiir die APD-Methode berechnete Cholesky Faktor erneut verwendet
um den ersten Zeilen- und den ersten Spaltenblock von System (7)) umzuformu-
lieren (Priakonditionierung). Damit erhélt man einen orthogonalen Zeilen- und
Spaltenblock. Das entstehende System wird — wie bereits erwdhnt — nicht explizit
berechnet und gespeichert.

Das resultierende priakonditionierte System wurde mit einer symmetrischen
Version des QMR-Verfahrens gelost. Das urspriingliche QMR-Verfahren wird in
[7, 17] genau erlautert. Wir geben im Folgenden die symmetrische Version an:

Algorithmus 5 (Symmetrisches QMR-Verfahren). Gesucht ist die Losung x der
Gleichung Mx = w mit M = MT ¢ R™", x,w € IR".

Gegeben sei ein Startpunkt x° und eine Fehlertoleranz € > 0.

Berechne ro := w — Ma®, € := & := ||rollo. Setze v := 0 € IR, vpey := 70/,
Onew = 0 € IR und weiterhin pt := pipey = 1, V := Vpey := 0 € IR, Ppey :=p =
0eR".

Solange [£|/& > e

1. Setze 0 := Opew, Vot := v und danach v := Uyey.

2. Berechne o := v Mv und weiterhin ¥,y = Mv — av — 0.
3. Berechne dpey = ||Uneu||2 und anschlieffend viey, = Unew/Oneu-
4. Setze gy = b, danach p = pipey, Vo = v und schliefllich v := vpe,.
5. Berechne py := Vg0, po := Uftad + va. P3 i= por — Vg0 .
6. Berechne p3 := \/m
7. Setze fineu = P3/D3; Vneu = Oneu/D3-
8. Setze pay = p, dann p := Ppey, und anschlieffend ppe, = (V—p1Parr—D2p)/D3-
9. Berechne Tpey := T + fnew&Prew UNA Eney = —Vnen€.
10. Setze © := Xpey und & = Epe.-
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Die Berechnung eines AHO-Suchschrittes ist &quivalent zur Losung der Prikon-
ditionierung von System (7). Mit dem oben vorgestellten Algorithmus 5 kann
die Losung bis zu einer gewiinschten Genauigkeit approximiert werden. Fiir sehr
hohe Dimensionen n bietet dieser Umweg eine Moglichkeit den Suchschritt in
annehmbarer Zeit zu berechnen. Insbesondere ist der Speicherbedarf nur unwe-
sentlich hoher als der des APD-Verfahrens. Fiir semidefinite Programme (P) und
(D) der Dimension n (d.h. X, S € §") und das dazugehorige AHO-System liegt
der Rechenaufwand pro QMR-Iteration in O(mn?). Ist der Operator A diinn
besetzt, dann liegt der Aufwand pro Iteration typischerweise in O(n?).

In der Implementierung, deren Ergebnisse weiter unten présentiert werden,
wurde die Genauigkeit € in Abhéngigkeit vom Anfangsfehler ry gewéhlt. Je kleiner
ro war, desto hoher war die bei der Berechnung des AHO-Schrittes geforderte
Genauigkeit.

Wir haben in diesem Abschnitt eine Berechnung des AHO-Suchschrittes mit
Hilfe des symmetrischen QMR- Verfahrens vorgestellt. Ausgehend von einem Paar
(XAPD GAPDY ¢ A wird ein neues Paar (X¢,SY) (Abschnitt 3.2.3) und eine
Suchrichtung (AXY ASY) € 8" x 8" (die AHO-QMR-Suchrichtung) bestimmt.
Eine anschlieBende Projektion der neuen Iterierten auf den Raum A erzeugt eine
neue Approximation an die Optimallésung:

(XAPP SAPPY = TIA (X, S9) + (AXY,ASY)) € A.
Diese Prozedur wird im Folgenden als AHO-QMR-Schritt bezeichnet.

In den meisten Tests konvergierte die AHO-QMR-~Methode sehr schnell, falls das
Ausgangspaar (X, S) bereits in der Ndhe von (X% S°*) lag. Ist man von der
Optimallosung noch weit entfernt, dann konvergiert das AHO-QMR-Verfahren

moglicherweise gar nicht oder gegen ein Paar, welches nicht in 8T x S liegt. Daher
ist es sinnvoll, die AHO-QMR-Methode mit dem APD-Verfahren zu kombinieren:

1. Verwende das APD-Verfahren zur Minimierung der Funktion q5+ Q@ f , sieche
dazu 2.6.

2. Wechsle zu AHO-QMR, d.h. 16se das prikonditionierte System (7}) mit
dem symmetrischen QMR-Verfahren. Wiederhole AHO-QMR, solange es ef-
fektiver als APD ist. Gehe zuriick zur APD-Methode, falls notig, d.h. gehe
zu Schritt 1, falls der AHO-QMR-Schritt gewisse Konvergenzbedingungen
nicht erfiillt.

Im Folgenden werden wir diese Kombination als HY BRID-Verfahren bezeichnen.

Kondition

Die Normalengleichungen, die in Innere-Punkte-Methoden zur Bestimmung der
Suchrichtung gelost werden miissen, sind i.Allg. schlecht konditioniert. Dennoch
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fithrt die direkte Faktorisierung dieser Normalengleichungen oft zu guten nume-
rischen Ergebnissen. Die Effektivitdt von iterativen Methoden zur Losung die-
ser Gleichungen ist allerdings stark von der Kondition abhingig. Die Definition
von (X¢,S¢) in Abschnitt 3.2.3 impliziert jedoch, dass die Umformulierungen
zum System (7) die Kondition des Ausgangssystems (3.5) nicht systematisch
verschlechtern. Durch die Erstellung eines symmetrischen Systems kann die An-
zahl der zu einer ausreichenden Approximation des AHO-Schrittes fithrenden
QMR-Schritte gesenkt werden. Durch die Ausnutzung der Symmetrie kann der
Rechenaufwand im Vergleich zum normalen QMR-Verfahren mindestens halbiert
werden.

Bevor die APD- bzw. die HYBRID-Methode zur Losung von semidefiniten
Programmen gestartet wurde, sind die Probleme zunéchst dquivalent umskaliert
worden — sieche Abschnitt 2.6.

Diese Umskalierung impliziert ||X||; > 1 und ||S||» > 1 fiir jedes Paar
(X,S5) € A. Wegen dieser Eigenschaft und der Tatsache, dass die Iterierten
(X, S) nur die Kegelbedingung verletzen, kann der Fehler der APD- und der
HYBRID-Methode durch das Maf | Apin(X)| + [Amin(S)| gemessen werden. Da-
bei sind (X, S) die Iterierten bzgl. der zu (P) und (D) gehérenden umskalierten
Daten. Ap,;,(X) bezeichnet den kleinsten Eigenwert von X und analog fiir S.
Dieses Fehlermafl wird im zweiten und den folgenden Abschnitten der néchsten
Sektion verwendet, da dort nur die APD- und HYBRID-Methode betrachtet wer-
den.

3.2.6 Numerische Ergebnisse

Um das Potential der HYBRID-Methode zu illustrieren préasentieren wir im Fol-
genden einige numerische Ergebnisse. Wie in Abschnitt 2.6 wurde auch hier wie-
der eine MATLAB® Implementierung verwendet.

Vergleich mit SeDuMi

Zunéchst wurde HYBRID mit dem Software-Paket SeDuMi verglichen. Eine Be-
schreibung dieses Pakets findet sich z.B. in [24, 18]. Es wurden einige diinnbesetzte
semidefinite Programme mit einer Dimension bis zu n=300 getestet. Semidefinite
Programme mit einer Dimension von 400 oder hoher konnten auf dem TEST-PC
mit SeDuMi nicht berechnet werden. Die Beispiele wurden mit einem Genera-
tor fiir zufillige diinnbesetzte semidefinite Programme der Forschungsgruppe von
Franz Rendl erzeugt, siehe [22]. Die Eingabe fiir diesen Generator besteht aus der
Dimension der Matrixvariable n, der Anzahl der linearen Restriktionen m, einem
,Diinnbesetztheitsparameter” p, der besagt, dass ’@ Nicht-Null-Elemente in
jeder der Matrizen AW fiir 1 < i < m enthalten sind, und einer zufilligen Zahl
rand_seed.
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n? m | rand seed nnz(A) (%

1225 315 353153 1880 (0.487
2500 638 206383 3796 (0.238 12432 (3.054
4900 | 1243 7012433 7422 (0.122 40046 (2.592

0) nnz(L) (%)

(0.487) (3.702)

(0.238) (3.054)

(0.122) (2.592)

10000 | 2525 | 10025253 | 15084 (0.058) | 154908 (2.430)
(0.030) (2.235)

(0.015) (2.304)

(0.007) (2.257)

3673 (3.702

19600 | 4935 | 14049353 | 29454 (0.030 544214 (2.235
40000 | 10050 | 200100503 | 60002 (0.015 2327485 (2.304
90000 | 22575 | 300225753 | 134816 (0.007) | 11501478 (2.257

Tabelle 3.1: Semidefinite Programme - Eingabedaten

Es wurde p=3 fiir jedes Testbeispiel gewahlt. Die restlichen Eingaben fiir je-
des Beispiel finden sich in Tabelle 3.1. In der Implementierung der APD- und
HYBRID-Methode wird A durch eine Matrix A reprisentiert, die im Folgenden
beschrieben wird:

Wir definieren vec : S* — R™ durch vec(X) := (X,;)i=1. . Wir setzen wei-
7=1...
terhin

vec(ANT
A= vec(A) = : : (3.9)
vec( AT

Wir geben in Tabelle 3.1 weiterhin die ,, Dichte” der Matrix A und des zugehéori-
gen Cholesky Faktors L an, welcher fiir die HYBRID-Methode verwendet wur-
de — in anderen Worten die absolute Anzahl (und der relative Wert in %) der
Nicht-Null-Elemente in der entsprechenden Matrix. Die Variable X wird als ein
n?-dimensionaler Vektor gespeichert, da A entsprechend n? Spalten enthilt. Der
Cholesky Faktor, der in SeDuMi berechnet wurde, hat in jedem Beispiel aus Ta-
belle 3.1 eine relative Dichte von etwa 50% Die Probleme in Tabelle 3.1 wurden
mit SeDuMi und dem HYBRID- Verfahren berechnet. Kern der Untersuchung
war die erreichbare Genauigkeit der Approximation fiir die Optimallésung, falls
annehmbare Voraussetzungen erfiillt sind. Alle getesteten Probleme erfiillen Vor-
aussetzung 3 und 4. Da SeDuMi die Optimallosung auf eine andere Weise als
das HYBRID-Verfahren approximiert, wihlen wir zum Vergleich ein Fehlerma$,
welches sowohl die Unzuléssigkeit bgl. A als auch bzgl. K bestraft.

Fiir ein gegebenes Tripel (X, y,.S) definieren wir den primal-dualen Fehler als

(X—Hsgr XlF  15-Tsp (91 | XS|2

errorpp =
PD 1+]X1% 1+(18]1% 1+ X Z[1S1%

1
JACX)—b[3 ||A*<y>+s—c||%> 2
L P S WY o] :
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n? m erroryd | CPU-SeD | errori¥P | CPU-HYB
1225 315 | 1.6040e-07 2.0 | 1.2854e-15 29.6
2500 638 | 1.3767e-07 2.5 | 1.1763e-15 65.6
4900 | 1243 | 1.6557e-07 14.2 | 1.7410e-15 117.6

10000 | 2525 | 1.0454e-07 91.5 | 1.4504e-15 375.5
19600 | 4935 | 5.1526e-08 610.0 | 1.2759e-14 995.1
40000 | 10050 | 3.1180e-08 9583.9 | 1.6705e-15 2844.3
90000 | 22575 | 7.3666e-08 52698.5 | 2.9179¢-15 7496.8

Tabelle 3.2: Semidefinite Programme - Ergebnisse

In Tabelle 3.2 listen wir die Dimension der in Tabelle 3.1 beschriebenen Beispiele,
die von SeDuMi erreichte Genauigkeit (wobei der Parameter pars.eps auf 0 ge-
setzt wurde, damit SeDuMi die bestmogliche Approximation errechnet) und die

dafiir benstigte Rechenzeit in Sekunden (errorsé?, CPU-SeD) sowie die erreich-

te Genauigkeit und zugehorige Rechenzeit des HYBRID-Verfahrens (errorfY?.
CPU-HYB) auf. Bei Verwendung der Standardeinstellungen von SeDuMi betrug
der abschliefende Fehler error:y bei jedem Beispiel etwa 4 - 1075, wobei sich
die dafiir benotigte Rechenzeit im Vergleich zur Wahl von pars.eps=0 in etwa
halbiert hat.

Fiir alle in Tabelle 3.1 gelisteten Beispiele liefert das HYBRID-Verfahren Appro-
ximationen von hoherer Genauigkeit als SeDuMi. SeDuMi ist fiir kleine Dimen-
sionen zwar deutlich schneller, bei den héheren Dimensionen ist HYBRID jedoch
wesentlich effizienter. Abbildung 3.1 vermittelt einen Eindruck davon, in welcher

Relation die Genauigkeit zur benétigten Rechenzeit bei beiden Verfahren steht.

Vergleich mit dem einfachen APD-Verfahren

In Tabelle 3.3 und 3.4 vergleichen wir das HYBRID-Verfahren mit dem in Ab-
schnitt 2.6 beschriebenen APD-Verfahren. Berechnet wurden einige hochdimen-
sionale semidefinite Programme mit einer Dimension von 400 oder mehr.

Die APD-Methode wurde urspriinglich zur Losung von diinnbesetzten hoch-
dimensionalen semidefiniten Programmen vorgeschlagen. Hauptziel der Methode
war aber nicht die Berechnung von sehr genauen Losungen sondern von , brauch-
baren” Approximationen. Das Ziel des HYBRID-Verfahrens ist jedoch eine hohe
Genauigkeit der Losung.

Mit dem Zufallsgenerator [22] wurden diinnbesetzte semidefinite Programme
mit Dimensionen zwischen 400 und 1000 sowie 30000 und mehr linearen Neben-
bedingungen erzeugt. Die Probleme in Tabelle 3.3 wurden mit dem APD- und
HYBRID-Verfahren berechnet. Die Abbruchbedingung fiir das APD-Verfahren
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computation time (sec)

—=—SeDuMi
—e—HYBRID
. . 1 . .
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dimension

Abbildung 3.1: SeDuMi vs HYBRID, kleine Dimensionen

war die Berechnung von 4000 Iterationen, was bei Dimension 1000 mit dem
TEST-PC fast zwei Tage in Anspruch nahm. Beim HYBRID-Verfahren wur-
de dagegen wie beim Vergleich mit SeDuMi solange gerechnet, bis die Op-
timallésung mit einer hohen Genauigkeit approximiert wurde (||[Vo(X,S)|| +
IVf(X,S)|| < eps). Da alle Iterierten der beiden Verfahren die linearen Be-
dingungen nach Konstruktion der Methoden erfiillen, wurde fiir diesen Vergleich
das im Abschnitt Kondition (in 3.2.5) angegebene Fehlermafl verwendet.

In Tabelle 3.4 listen wir die Dimensionen der in Tabelle 3.3 beschriebenen Pro-
bleme, die berechnete Genauigkeit und benétigte Rechenzeit des APD-Verfahrens
(errorPP CPU-APD) sowie die entsprechenden Resultate der HY BRID-Methode
(error®YP CPU-HYB) auf.

Die Ergebnisse in Tabelle 3.4 vermitteln den Eindruck, dass sich die APD- und
die AHO-QMR-Methode gut ergénzen. Bei diesen Beispielen wurde beobach-
tet, dass die APD-Methode zu Beginn — weit weg von der Optimallgsung — eine
hohe Konvergenzrate besal. Als die APD-Methode schlieffilich langsam wurde,
befanden sich die Iterierten bereits in der ,,Schnelle Konvergenz”-Umgebung der
AHO-QMR-Methode. Weiterhin verwendet der Priakonditionierer des in jedem
AHO-QMR-Schritt zu lésenden Systems (7)) den Cholesky Faktor von AA*
welcher bereits zu Beginn der APD-Methode berechnet wurde.

Berechnung der Lovasz 1-Zahl

Das HYBRID-Verfahren wurde ebenfalls verwendet um die Lovasz-9-Zahl von
einigen zufélligen Graphen zu berechnen.
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n? m rand_seed nnz(A) (%) nnz(L) (%)
160000 | 30000 4003030 | 179094 (0.004) | 5602524 (0.620)
250000 | 30000 5003030 | 179062 (0.002) | 179065 (0.020)
360000 | 40000 6004030 | 238830 (0.002) | 148600 (0.009)
490000 | 50000 7005030 | 298404 (0.001) | 112005 (0.004)
640000 | 70000 8007030 | 417856 (0.001) | 245311 (0.005)
810000 | 100000 | 90010030 | 597130 (0.001) | 1932642 (0.019)

1000000 | 100000 | 100010030 | 596964 (0.001) | 222603 (0.002)

Tabelle 3.3: Hochdimensionale semidefinite Programme - Eingabedaten

n? m error*”P | CPU-APD | error2 | CPU-HYB
160000 | 30000 | 4.8026e-09 16688.9 | 4.6000e-14 7487.4
250000 | 30000 | 9.5350e-08 21923.3 | 6.2800e-13 8371.9
360000 | 40000 | 6.2031e-08 36430.7 | 1.0000e-15 16229.4
490000 | 50000 | 1.1035e-07 50053.0 | 2.4000e-14 29313.0
640000 | 70000 | 9.5654e-08 78572.9 0 32933.8
810000 | 100000 | 6.4942¢e-08 104463.2 | 1.2000e-14 68287.9

1000000 | 100000 | 1.0493e-07 142167.5 0 89141.6

Tabelle 3.4: Hochdimensionale semidefinite Programme - Ergebnisse
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Fiir einen Graphen G = (V| R), wobei V' die Menge der Knoten und R C V' xV

die Menge der Kanten représentiert, ist das Problem der maximalen stabilen
Menge folgendermaflen definiert:
Eine stabile Menge S in G ist eine Menge von Knoten, von denen jedes beliebige
Paar nicht durch eine Kante verbunden ist. Die Grofie einer stabilen Menge S
entspricht ihrer Ordnung |S|. Die Stabilitéitszahl «(G) des Graphen G ist die
GroBe einer stabilen Menge S, deren Ordnung maximal ist, d.h.

a(G) = max{|S| | S ist stabile Menge von G}.

Die semidefinite Relaxierung dieses Problems ist
I(G) =max{e’ Xe | e X =1,X,; =0V(i,j) € R,i < j, X =0},

wobei e := (1,...,1)’. Eine ausfiihrliche Besprechung des Problems findet sich
2.B. in [11].

Sei A1) @ X = 0 die Reprisentierung der Bedingung X,; = 0, wobei A eine
symmetrische {0, 1}-wertige Matrix sei. Es folgt dann, dass

A(i,j) ° A(k,l) _ 27 falls (Z7j) = (kal>
0, falls (i,5) # (k)

und weiterhin A
Tel=n, JTeAW) =0

gilt. Die Matrizen, welche die Gleichungsbedingungen beschreiben, sind daher
paarweise orthogonal. Somit ist AA* eine Diagonalmatrix. Im Gegensatz dazu
sind die zugehorigen in Innere-Punkte-Methoden verwendeten Systeme (welche
eine Abbildung von der Form AF.A* mit einem linearen Operator F enthalten)
normalerweise dicht besetzt. Daher sind Projektionsmethoden fiir die Berechnung
der Lovasz ¥-Zahl 9(G) geeignet, da die Projektion auf A hier sehr billig ist.
Die Ergebnisse der Berechnung von ¥(G) werden in Tabelle 3.5 aufgelistet.

Wie in den vorherigen Abschnitten wird auch hier die quadrierte Dimension,
die Anzahl der linearen Restriktionen, die Anzahl der Nicht-Null-Elemente in A
sowie die Genauigkeit der vom HYBRID-Verfahren berechneten Approximation
und die dafiir benotigte Rechenzeit angegeben. Es wird dasselbe Fehlermafl wie
im Abschnitt Vergleich mit dem einfachen APD-Verfahren verwendet. Der
Cholesky Faktor L ist bei diesen Beispielen eine m x m-Diagonalmatrix.

DIMACS Graphen

Abschlieend betrachten wir einige Probleme der DIMACS-Sammlung [6]. Die
zueghorigen Problemdaten und die Ergebnisse der Berechnung mit HYBRID wer-
den in Tabelle 3.6 angegeben. Man erkennt, dass die Rechenzeit fiir kellerd die
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n? m nnz(A) (%) | error™¥B | CPU-HYB
40000 | 10011 | 20220 (0.0050) 0 2304.9
160000 | 39926 | 80250 (0.0013) | 1.0000e-15 8489.6
490000 | 122624 | 245946 (0.0005) 0 29602.7
1000000 | 249670 | 500338 (0.0002) 0 87829.8

Tabelle 3.5: Lovasz ¥-Zahl zufélliger Graphen - Problemdaten und Ergebnisse

Name n? m nnz(A) (%) | error¥8 | CPU-HYB
san-200_07.01 | 40000 5971 | 12140 (0.0051) | 2.3100e-13 2415.0
brock400_1 160000 | 20078 | 40554 (0.0013) | 1.8000e-14 4274.9
kellerd 602176 | 74711 | 150196 (0.0003) | 1.3000e-14 142882.6
brock800_1 640000 | 112096 | 224990 (0.0003) | 2.0000e-15 21969.2

Tabelle 3.6: DIMACS Graphen - Problemdaten und Ergebnisse

mit Abstand ldngste ist: In diesem Fall hat HYBRID zuerst vom APD- zum AHO-
QMR-Verfahren gewechselt und ist dann wieder zum APD-Verfahren zuriickge-
kehrt, da die berechneten AHO-Schritte nicht ,,gut genug” waren. Dennoch wurde
eine strikt komplementére Optimallosung des Problems gefunden.

Fazit

Die in Abschnitt 3.2 vorgestellte Methode zur Loésung von hochdimensionalen
semidefiniten Programmen verwendet nur teilweise Informationen zweiter Ord-
nung, liefert jedoch unter annehmbaren Voraussetzungen Approximationen von
hoher Genauigkeit. Dies liegt zum Teil daran, dass die Kondition der Daten durch
die beschriebenen Umformulierungen nicht verschlechtert wird.

Die zu Beginn geforderte Voraussetzung 3 wird bei der Umformulierung von
System (3.5) zum System (7}) nicht benotigt, sofern diese fiir einen Punkt
(X, SY) vorgenommen wird, welcher nach dem in Abschnitt 3.2.3 beschriebenen
Verfahren erzeugt wurde. Daher ist nur Voraussetzung 1 (fiir die Existenz einer
Optimallésung) und Voraussetzung 4 (fiir die Existenz des Cholesky Faktors) re-
levant, damit das HYBRID-Verfahren wohldefiniert ist. Ist sogar Voraussetzung
3 erfiillt, dann konvergiert das AHO-Verfahren lokal quadratisch. In der Ndhe der
Optimallésung kénnen wir daher auch beim AHO-QMR-Verfahren eine entspre-
chende Konvergenzgeschwindigkeit erwarten.
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Kapitel 4

Doppelt nichtnegative
Programme

Wir werden uns in diesem Kapitel mit einer weiteren Art von konischen Pro-
grammen befassen, welche in den Raum 8™ eingebettet sind. In vielen aktuellen
Optimierungsproblemen ist aufer dem Kegel ST noch ein weiterer Kegel von
besonderem Interesse: Es handelt sich um den vollstdndig positiven Kegel

Cr:={M"M | M € R™" fiir ein m € N, M > 0}.

Formuliert werden die entsprechenden Probleme durch konische Programme mit
E=8"und K =C].

Es gilt sicherlich C! C S?. Der Kegel C} ist jedoch problematisch. In [14]
wurde gezeigt, dass die Beantwortung der Frage, ob ein Element zu diesem Ke-
gel gehort oder nicht, NP-schwer ist. Ein Kegel, welcher als Approximation des
vollstandig positiven Kegels verwendet wird und deutlich einfacher zu handhaben
ist, ist der doppelt nichtnegative Kegel

DNN" :={X € 8" | X = 0,X >0} =S" NN,

wobei N := {X € §" | X > 0} gelte. Es folgt dann C} C DNN" C S.
Die zugehorigen konischen Programme werden im Folgenden definiert und die
Verwendung der APD- und AHO-QMR-Methode zur Losung solcher Probleme
beschrieben.

4.1 Problemformulierung

Sei F := 8", L C E der Nullraum eines linearen Operators A : 8" — IR™ und
b := A(B) fiir ein B € E. Falls K = DNN", dann folgt K = 8" + N™. Diese
und weitere Eigenschaften des Kegels werden in [13] gezeigt. Aus dieser Quelle
stammt der folgende Satz. Wie iiblich bezeichnet hier M° fiir eine Menge M C E
das Innere der Menge M.
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Lemma 15. Es gelten die folgenden Aussagen:

i) (1) ="

++7

(N™)° = {X e8| X >0},

i) DNN" ist ein abgeschlossener konvewer Kegel und es gilt (DNN™)° = 8" N
(N™)°,

iii) (DNN™)P = 8" + N'™,

iv) (DNN™)P ist ein abgeschlossener konvezer Kegel und es gilt ((DNN™)P)° =
SHE

Im Gegensatz zu semidefiniten Programmen ist der Kegel in diesem Fall nicht
selbstdual.
Die Programme (P) und (D) lassen sich in der Form

(Powy) min Ce X | A(X)=bX>=0,X >0
und
(DDNN) minBoS|E|y€Rm,Sl EO,SQZOA*(y)+52075251+827

schreiben, wobei y und Sy, S5 ,,implizite Variablen” sind, die fiir die Darstellung
von Elementen in £+ und K verwendet werden.

Die APD-Methode kann zur Losung jedes beliebigen konischen Programmes
verwendet werden, solange die Projektionen auf A und K leicht zu berechnen
sind. Um dies fiir den Fall der doppelt nichnegativen Programme zu bewerkstel-
ligen stellen wir die folgende Reformulierung vor:

1 _
(P)  min (Ce X +CoXy) [AX) =bX ~ X =0,X =0,X, >0

(f)) min BeS+ BeSy| JyeR™" Y eS":Y+A(y) +5 =
SN—Y_ IC,SEO,SNZO

)

C,

1
2

Hierbei ist X eine Schlupfvariable fiir das primale Problem und das Paar (S, Sy)
des dualen Programms entspricht dem impliziten Variablenpaar (S, S2). In dieser

Reformulierung hat der Kegel die Form 87 x N™ und ist damit selbstdual. (D)

erhilt man als duales Programm zu (P); die Variable Y kann natiirlich in (D)
eliminiert werden.

Man kann leicht einsehen, dass die Probleme (P) und (D) zu (Ppyy) und
(Dpay) dquivalent sind. Inbesondere erfiillen (P) und (D) Voraussetzung 1 genau
dann, wenn (Ppyy) und (Dpyy) Voraussetzung 1 erfiillen. Genauso verhélt es sich
bei Voraussetzung 2: (P) erfiillt die Slater-Bedingung genau dann, wenn (Ppyy)

diese Bedingung erfiillt. Wegen (DNN")? = (DNN")° folgt dies sofort aus Lemma

68



15 ). Auflerdem erfiillt (D) die Slater-Bedingung genau dann, wenn (Dpyy)
sie erfiillt. Dies folgt mit ((DNN™)”)* = ((DNN™)”)° und Lemma 15 iv). Die

X

Eindeutigkeit der Variable S inA(DDNN) impliziert jedoch nicht notwendigerweise
die Eindeutigkeit von (S, Sy ), S = S + Sy, in (D).

Wenn (P), (D) die Slater-Bedingung erfiillen, dann sind ein fiir (P) zulissiger
Punkt (X, X) und ein fiir (D) zuldssiger Punkt (S, Sy) beide optimal genau dann,
wenn

CeX+BeS+BeS,=DBe( (4.1)

erfiillt ist. Wie in Abschnitt 1.1 bereits erwidhnt wurde, ist (4.1) unter Voraus-
setzung 2 eine notwendinge aber in jedem Fall hinreichende Bedingung fiir eine
Optimallésung.

Die Funktion gE, welche in der APD-Methode verwendet wird, hat die Form

(X, Xx, S, 8x)) = 5(IX = s (X)||2 + ||S — sz (5)]12)
+ 51X = Ty, (X017 + 1Sx — TIare (Sx)[12)

fir (X, XN’: S, SNa) S A .
Hier sind der affine Raum A und der Kegel K Teilmengen des Raumes §™ x 8™ x
S™ x 8™ und haben die folgende Form:

A:{(X7XN7575N)| A(X) :BaX:XN’a
JyeR™"YeS": YV +A(y)+ S =
SN—Y:%C,

CeX+BeS+BeS,=DBe(},

C,

D=

K= S"xXN"x8"xN"

Eine sinnvolle Regularisierung ist durch Satz 11 fiir lineare und Semidefinitheits-
Restriktionen gegeben. In den Abschnitten 4.2 und 4.3 geben wir eine darauf
aufbauende Regularisierungsfunktion an und analysieren die Kosten einer Imple-
mentierung des APD-Verfahrens. Weiterhin werden Bedingungen betrachtet, fiir
welche die Eindeutigkeit der Optimallosung bei der Reformulierung von (Ppyy)
und (Dpyy) zu (P) und (D) erhalten bleibt. Es sei noch angemerkt, dass in
[23] auch eine dquivalente Regularisierung fiir den Second-Order-Cone angege-
ben wurde.

4.2 Tterationskosten des Verfahrens

Es zeigt sich, dass jede Iteration der APD-Methode zur Losung der Reformu-
lierung (P) und (D) in etwa die gleichen Kosten erzeugt wie im semidefiniten
Fall

min C e X | A(X) =b,X = 0.
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D.h.: Das Hinzufiigen der Nichtnegativitatsbedingungen fiir die Komponenten
von X erzeugt nur geringe zuséitzliche Kosten.

Wie bereits beschrieben ist der teuerste Teil der APD-Methode fiir den se-
midefiniten Fall die einmalige Berechnung des Cholesky Faktors von AA*, sowie
die Projektionen auf A und K. In dem Fall (P) und (D) liegen die Kosten der
Projektion auf N™ in O(n?) und sind daher zu vernachléissigen. Somit sind die
Projektionen auf K praktisch genauso teuer wie im semidefiniten Fall.

Um die Kosten der Projektion auf A gering zu halten, definieren wir den

linearen Operator A : 8" x 8" — R™ x R™ durch
- |- I Xy
AX, Xy) = [0 vec(.A)] vec<X).

Fiir die Reformulierung (P) und (D) muss der Cholesky Faktor von AA* jedoch
nicht explizit berechnet werden. Die Berechnung des Cholesky Faktors von AA*
ist ausreichend: Ist LLT = AA* gegeben, dann hat der Cholesky Faktor von AA*

die Form
V21 0
L= Jvec(A) =L|-
V2 V2
Falls (X, X,, S, Sy) eine Optimallésung von (P) und (D) ist, dann folgt X .S +
XyeSy=0und somit X e S =0, X,eS5,=0.DaXeS=0< XS5 =0und
XyoSy =0« X, 08, =0 gilt, definieren wir die Regularisierungsfunktion

FUX, X, 8,.8x)) = | XS + | X 0 Syell7.

Die Auswertungskosten der Ableitung von || X, o S| liegen in O(n?) und sind
damit ebenfalls vernachlassigbar.

Nach Satz 11 ist die Verwendung dieser Funktion als Regularisierung sinnvoll
(man withle F := S"xS' x - - - xS') und gewiihrleistet die positive Definitheit von
O?(p + f)(Xort, X' Sort S sofern Voraussetzung 3 fiir (P) and (D) erfiillt
ist.

Wir zeigen als Néchstes wie Voraussetzung 3 mit den Ausgangsproblemen
(Ppay) and (D pyy) zusammenhéngt.

4.3 Regularitit der selbstualen Reformulierung

Fiir konische Programme, deren Kegel nicht notwendigerweise selbstdual sind,
verwenden wir die folgende naheliegende Verallgemeinerung der strikten Kom-
plementaritét fiir einen belieibigen nicht-leeren, abgeschlossenen und konvexen
Kegel K im zugehorigen euklidischen Raum E:
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Definition 9. Die Optimallisung (x°, sP*) eines Paares von konischen primal-
dualen Programmen (P) und (D) heifst strikt komplementdr, falls

e e (KN { h|(hs" =0}) (4.2)

und .
s e (KPn{ h|(h,a™)=0})". (4.3)

Falls K = KP der lineare oder der semidefinite Kegel ist, d.h. K = IR" oder
K = 87, dann priift man leicht nach, dass Bedingung (4.2) zur Bedingung (4.3)
oder zur Bedingung “z°P! + s°P' € K°” dquivalent ist.

Fiir den linearen oder semidefiniten Kegel sind die Bedingungen (4.2) oder
(4.3) auch #quivalent zu jeder der folgenden Bedingungen:

aff(NC(KC, z°P)) C aff(NC(KCP, sP1))+ (4.4)
oder
{hek | (h,s")=0} N {heK” | (b)) =0} = {0}. (4.5)

In Bedingung (4.4) steht N'C fiir den Normalenkegel. Dieser ist fiir eine konvexe
Menge M C E und einen Punkt x € M folgendermaflen definiert:

NCM,z):={2€E| {2,y —x)p <0Vy e M}

Wir werden als Néchstes sehen, dass (4.2) fir allgemeinere Kegel nicht zu (4.3)
dquivalent ist und dass es konische Programme gibt, die zwar Bedingung (4.5)
aber nicht (4.4) erfiillen, und dass es auch Probleme gibt, welche Bedingung (4.4)
aber nicht (4.2) oder (4.3) erfiillen.

Die Relation der Bedingungen (4.2) — (4.5), welche im LP- oder SDP-Fall alle
dquivalent sind, kann folgendermaflen zusammengefasst werden:

N =

{42, @3} a0, 1)

(4.3).

Reprisentation des Normalenkegels

Sei x € NC(KP,sPt), d.h. (x, kP — sPt) < 0 fiir alle kP € KP. Die Wahl von
kP = 0 impliziert (x,s?*) > 0. Wegen kP € KP folgt \kP € KP fiir alle A > 0
und somit (z, k) <0 fiir alle kP € KP, d.h. —x € K. Darsus folgt (x, s°?*) <0
und folglich

(z, 7" = 0.

Somit gilt —z € KN { h | (h,s?") =0} — die rechte Schnittmenge in Bedingung
(4.5). Ist andererseits z € —K N { h | (h, s') = 0} gegeben, dann folgt (z, kP —
s°Pty < 0 fiir alle kP € KP | womit wir

NC(KP, sy = N { I | (h, s = 0} (4.6)
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erhalten. Analog folgt

NC(K,2%) = —KP n { | (h,2P) = 0}. (4.7)

Zunéchst zeigen wir ein Beispiel dafiir, dass die Eindeutigkeit einer Optimallésung
fiir (Ppyy) und (Dpyy ), welche Bedingung (4.5) oder (4.4) erfiillt, nicht notwen-
digerweise die Eindeutigkeit oder strikte Komplementaritit einer dquivalenten

Losung in der selbstdualen Formulierung (P) und (D) impliziert:

Beispiel 4. Betrachte das primal-duale Paar

. 1 0 10
(Ppan) mm(o 0).X | (0 1)0X:1,X§0,X20
und
1
(D) maxy | (?é 2) + 51+ 5 = <O 8) ;51 20,8 > 0.

| = =

). Dann qilt <(1) (1)> eX =1, X >0 und X > 0. Somit

Sl

1
Definiere X = | 2

1
erfillt (Ppyy) die Slater-Bedingung.
1 1

_ 1 _1 3 1
Fiir 'g = —%17 Sl = < 2 8) — O; 52 = (i i) >0 gzlt
8 8

-1 1
8 8

70\ & & (10
o) (09)

Damit erfillt auch (Dpyy) die Slater-Bedingung.
Man priift leicht nach, dass

0 0 10
opt opt __
X _(0 1)’5 _(0 0)‘

die eindeutige primal-duale Optimallosung ist. Es gilt weiterhin

i

ICﬂ{X|XoS°pt:O}:{(8 O) |NZO}

und

/cDm{S|s.XOPt20}={(5 g) |Wzo}.
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Somit erfiillen X", S°P' zwar Bedingung (4.2) aber nicht (4.3). Mit Hilfe von
(4.6) und (4.7) sieht man ebenfalls schnell ein, dass die Optimallésung (4.4) und
(4.5) erfiillt.

Definiere S(A) = (E)\ 8) fir A € [0,1]. Dann gilt S(A\) = 0, S(\) > 0 und
S(A) + S(1 — X)) = S Obwohl X" und S°" die eindeutige Optimallisung
von (Ppy) und (Dpwy) sind, ist die Zerlegung von S°P' in Elemente aus S?
und N? nicht eindeutig. Weiterhin ist Jede Zerlegung von SoPt - die zusammen
mit (X°P', XPY) eine Optimallosung von (P) und (D) bildet, nicht strikt komple-
mentar.

Sei X € DNN = 8" N N™ gegeben. Sei weiterhin X = UDU?' die Eigen-
wertzerlegung von X mit einer orthogonalen Matrix U = (uq,...,u,) und einer
Diagonalmatrix D mit Dy > Doy > ... > D,,. Sei k die Anzahl der positiven
Diagonaleintrége von D und R := {(i,j) | X;; =0, i < j} die Menge der aktiven
Nichtnegativitdatsbedingungen. Wir setzen

Ty(X) = aff(NC(S", X)),
Th(X) = aff(NC(N™, X)).

In diesem Fall gilt

T(X)={ Y pmjlwu? +upl) | g €R k+1<i<j<n}
1,j=k+1
1<j
und
T(X)={) nE | neR reR},
reR

wobei E(i,j) die Matrix mit [E(ZJ)]” = [E(%J)]ﬂ =1 und [E(ivj)]pq = 0 fiir {p, q} %
{i,j} bezeichnet.

Lemma 16. Sei X € S"TNN" und S € ST+ N" mit X ¢ S =0 gegeben.
Seien Sy € ST, Sy € N7 gegeben, welche Sy + Sy = S erfiillen.

Falls T1(X) N Ty(X) = {0} gilt, dann sind Sy und Sy eindeutig.

Beweis. Angenommen, es gilt S = S + S, = W, + W, fiir Sy, Wy € 8T, S5, W5 €
N7 Aus X € STNN" und X oS = 0 folgt X eS| = XeW; = XeS, = XelV, =0
und somit XS = XW; =X o085, =X oW,y =0.

Sei Y] = %(Sl + W) € ST und Y; = %(Sg + W3) € N™. Dann gilt S =Y; + Y.
Fir H := 51 — Wy, = Wy — S5 erhalten wir XH = 0 und X o H = 0. Somit folgt
H € Ti(X) N Ty(X). Dies impliziert H = 0, d.h. S; = Wj and Sy = W5 und
damit folgt die Behauptung. O
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Ein nichttriviales komplementéres Paar (X, .S), welches eine eindeutige Zerle-
gung S € 87 4+ N besitzt, wird im folgenden Beispiel angegeben:

Beispiel 5. Setze

1 0 &
X = (1) 1 % ESfﬂ./\/'g.
V2 V2
Friir ) ) )
PR 3 200
U=|3 -5 3 |.D=(010
%5 0 —= 00 0
gilt X =UDUT.
Es gilt weiterhin
1 1 1
4 4 2¢/2
nX)={p| 1 1 —55| | weR}
und
010
Th(X)={v|1 0 0 | veR}.
000

Man sieht leicht ein, dass T1(X) NTo(X) = {0} gilt.
Sei S € 82+ N3 so gegeben, dass X @ S =0 gilt. Die Eindeutigkeit der Zerlegung
S =51+ 95, folgt direkt aus Lemma 16.

Satz 12. Falls beide Bedingungen (4.2) und (4.3) erfillt sind, dann ist auch Be-
dingung (4.4) erfullt. Weiterhin impliziert (4.4) Bedingung (4.5).

Ist IC der doppelt nichtnegative Kegel, (X" S°P") die eindeutige Optimalldsung
eines primal-dualen Paares (Ppyy) und (Dpyy), welche Bedingung (4.3) erfillt,
und gilt Ty (XP") N Ty (X ") = {0} (siehe Lemma 16), dann besitzt auch die Re-
formulierung (P), (D) eine eindeutige und strikt komplementire Optimallésung.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (4.2) und (4.3) zusammen Bedingung (4.4) im-
plizieren:
Seien (4.2) und (4.3) erfiillt. Dann existiert ein € > 0, so dass

(s + As) € K7 VAs mit [|As]|y = &, As € affNC(K, 2)

und
(2" + Az) € K YAz mit |Az|, = &, Az € affNC(KP, s7).
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Weiterhin gilt

{=s""+XAs | AR, [|As]l, =&, As € affNC(K, 27)} = affNC (K, 2)
und
{2 + pAx | p€R, |Az|y =e, Az € aff NC(KP, s7")} = affNC(KP, s7).

Sei ein beliebiges Element aus affAVC(C,z°?") in der Form —s%' + AAs mit
|As||o = & gegeben. Sei weiterhin ein Element aus affV'C(KP, s°P!) durch —zP! +
pAzx mit [|Az|ly = € gegeben. Dann folgt

(—x%P' + pAx, —sP' + NAs) = (—xP! —sP!) + (—xP" A\As)
+{—s% uAx) + Au(Ax, As)
= Mu(Az, As).
Wegen
(s + As, 2" + Az) = (£As, £Az) > 0
e?CrD ek
folgt (As, Ax) = 0 und somit

(=2 + pAz, —s% + NAs) = 0.
Dies impliziert aff NC (K, z°P!) C aff V'C(KP, s°P!)L | d.h. Bedingung (4.4) ist erfiillt.

Weiterhin folgt direkt aus (4.6) und (4.7), dass (4.4) Bedingung (4.5) impliziert.

Von nun an gelte £ = 8" und K = DNN". Fiir X?* € DNN" und S €
(DNN™)P sei Bedingung (4.3) und 77 (X ") N Ty(X°P*) = {0} erfiillt. Sei weiter-
hin S = S' + 52, St € 87, 5% € N, die eindeutige Zerlegung von S in
Elemente aus 87 und N,

Es gilt sicherlich X°P* + S1 = 0 und X" + 52 > 0.

Angenommen, es gilt X + St 3£ 0. Wegen X 'S = 0 existiert ein AS! € S7,
ASY # 0, so dass XP'AST = STAS! = 0 gilt. Angenommen, S — eAS* € KP
fiir ein festes ¢ > 0. Dann existieren S! € ST und 52 e N mit ST 4 52 =
St — eAS'. Daraus folgt (S + eAS!) + 5? = S, Wegen S — cAS' ¢ S”
folgt S* +eAS? # S' was der Eindeutigkeit der Zerlegung widerspricht. Es folgt
somit, dass S —eAS! ¢ KP fiir alle e > 0 gilt. Wegen S?'+cASt € KPN{Z |
Z o X°Pt = (} fiir alle € > 0 ist dies ein Widerspruch zu (4.3).

Als Nichstes nehmen wir an, dass X + S? # 0. Dann existiert ein AS? €
N AS? £ 0, so dass X" o AS? = §? 0 AS? = 0 erfiillt ist. Angenommen,
Sort — eAS? € KP fiir ein ¢ > 0. Dann existieren S' € S* und 5% € N mit
ST+ 82 = St — eAS? womit sich S' + (52 + eAS?) = S ergibt. Wegen
52 — eASZ & N™ folgt, dass S2 + eAS? £ S, gilt — dies ist ein Widerspruch zur
Eindeutigkeit der Zerlegung. Es folgt S —eAS? & KCP fiir alle ¢ > 0. Wie oben
zeigt man, dass dies ein Widerspruch zu (4.3) ist. O
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Abschlielend zeigen wir, dass die Bedingungen (4.4) und (4.5) i.Allg. nicht
dquivalent sind.

Beispiel 6. Setze

111 0 0 O
X:=|11 1] €DNN* S:=[0 1 -1|¢€ (DNN*".
1 11 0 -1 1
Es qilt X o S = 0. Fiir
1 9 =
V3 NG
UL =2 I
W e
V3oV2 Ve
folgt
300 0 00
X=Uloo0o0o|U, s=Uu(0 2 0ofU".
0 00 0 00
Sei —(Hy + Hy) € NC(DNN®,X), H, € 83, Hy € N® gegeben. Dann gilt (Hy +

Hy) @ X =0 genau dann, wenn Hi X =0 und Hyo X =0 gilt. Wegen X > 0 ist
dies dquivalent zu Hy = 0 und

0 0 0 0o 2 =2 4 -2 =2
H=a|l0 1 —-1])+8(2 -2 0]+~v-2 1 1
0 -1 1 -2 0 2 -2 1 1
fiir entsprechende Elemente o, 3,7 € R, so dass Hy = 0 gilt. Es folgt somat
0 0 0
H=U|0 220 VI12p5|U".
0 V128 6y

Die Wahl von (o, 8,7) € {(1,0,0), (1,0,1), (6,1,2)} erzeugt drei linear un-
abhdngige, positiv semidefinite Matrizen Hy. Daraus folgt

0 0 0
aff( WC(DNN3, X)) ={U [0 2a V128 |U" | a,B,7 € R}.
0 V126 6y

Sei nun —H € NC((DNN®*)P,S), H € DNN?, gegeben. Wegen S = 0 folgt
HeoeS=0& HS =0 und damit

111 —4 -1 -1 4 -2 =2

H =X[111|+pl-1 2 2]|+v|-2 1 1
111 -1 2 2 -2 1 1
30 0 18y

=U| 0o o o |UT,
VI8u 0 6v
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so dass H = 0 und H > 0 erfillt ist.
Fir (A, u,v) € {(1,0,0), (3,0,1), (6,1,2)} erhalten wir entsprechende linear
unabhingige H € DNN?®. Daher folgt

30 0 V18
aff( WC((DNN*P S)y={U| 0o 0 0 |U" | \puveR}L
VI8u 0 6v

Es folgt aff(NC(DNN?®, X)) € aff(NC((DNN®)P,S))*, d.h.: Dieses Beispiel erfiillt
Bedingung (4.4) nicht.

Die Aquivalenz

He DNN*N{H|HeS=0} N (DNN*»N{H | He X =0}

— —H € NC(DNN?, X) N NC((DNN?)PS)
00 0 4 -2 =2

<~ H=U|00 0|U'=~|-2 1 1]|,H>=0H2>0,
0 0 6y -2 1 1

impliziert v = 0. Daher ist Bedingung (4.5) erfillt.

Ist fiir ein primal-duales Paar (Ppyy ) und (D pyy ) die Optimallosung (X P, SoPt)
eindeutig, gilt weiterhin Bedingung (4.3) und T3 (X") N To(X") = {0}, dann
folgt nach Satz 12 und Lemma 16, dass auch die Reformulierung (P) und (D) eine
eindeutige strikt komplentédre Optimallosung besitzt, womit die Voraussetzungen
von Satz 11 erfiillt sind. Somit folgt 92(¢ 4 f)(X P, X S SP") = 0. In die-
sem Fall kann bei Verwendung der APD-Methode zur Losung der Reformulierung
eine bessere Konvergenz erwartet werden.

4.4 Numerische Ergebnisse

Die APD-Methode ist verwendbar um Probleme der Form (Ppyy) und (Dpyy) mit
Hilfe der Reformulierung (P) und (D) zu lssen. Die hier genutzte MATLAB®
Implementierung entspricht dabei derjenigen, die in Abschnitt 2.6 bereits be-
schrieben wurde. Die zusétzlichen fiir den DNN-Kegel erforderlichen Berechnun-
gen wurden entsprechend Abschnitt 4.2 implementiert. Weiterhin lésst sich die in
Abschnitt 3.2 beschriebene HYBRID-Methode erweitern, um die Probleme (P)

und (D) zu losen. Die Arbeitsweise der erweiterten Version wird in Abschnitt 4.5
kurz beschrieben. Sie wurde zur Losung der folgenden Probleme verwendet:

Problem der maximalen stabilen Menge

Es wurden einige zuféllige Graphen der Dimension n mit einer Adjazenzmatrix
Aq, welche etwa zur Hélfte besetzt ist, erstellt. Die doppelt nichtnegative Rela-
xierung des Problems der maximalen stabilen Menge (siehe Abschnitt 3.2.6) fiir
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diese Graphen kann in der Form
(Poyy) max{e’Xe|TeX =1,X;;=0V(i,j) € Ryi<j, X =0, X >0},

e:=(1,...,1)T, formuliert werden.

Tabelle 4.1 enthélt alle relevanten Problemdaten. Sie werden im Folgenden kurz
beschrieben:

In der Implementierung wird der lineare Operator A durch die Matrix A mit m
Zeilen und n? Spalten beschrieben (sieche (3.9)), so dass die Variable X als n®-
dimensionaler Vektor gespeichert wird. Die ,, Diinnbesetztheit” der Matrix A wird
durch die absolute (und relative Anzahl in %) von Nicht-Null-Eintragen in der
Spalte nnz(A) angegeben. Der Cholesky Faktor L von AAT ist eine Diagonal-
matrix, wie in Abschnitt 3.2.6 bereits erlautert wurde. Fiir jedes Beispiel wird
auBlerdem die Optimallésung der semidefiniten bzw. doppelt nichtnegativen Re-
laxierung in der Spalte SDP OPT bzw. DNN OPT angegeben. Diese Werte wurden
mit der in Abschnitt 3.2 vorgestellten HYBRID-Methode berechnet.

) (%

n? m nnz

2500 638 1324 (0.0830 7.311 7.269
10000 2381 4860 (0.0204 10.917 10.845

(A) (%) | SDP OPT | DNN OPT

( )

( )
40000 | 10011 | 20220 (0.0050) 14.424 14.328

( )

( )

( )

160000 | 39926 | 80250 (0.0013 20.279 20.138
490000 | 122624 | 245946 (0.0005 26.561 26.386
1000000 | 249670 | 500338 (0.0002 31.823 31.612

Tabelle 4.1: Doppelt nichtnegative ,maximale stabile Menge” Relaxierung

Die Reformulierung (P) und (D) kann sowohl fiir HYBRID als auch fiir Se-
DuMi und das ebenfalls zur Lésung von konischen Programmen gedachte Softwa-
repaket SDPNAL (siche [26]) genutzt werden. Die Verwendung von SeDuMi fiir
Probleme mit hoheren Dimensionen war auf unserem TEST-PC allerdings nicht
moglich. Fiir n = 200 wurde SeDuMi nach zehn Stunden gestoppt; zu der Zeit
hatte es noch nicht einmal die erste Iteration beendet.

Zu Vergleichszwecken definieren wir den primal-dualen Fehler durch

X —TLsp (X) [3+]1X ~TLm (0113

errorpp =

X%
IS=Tsn (HF | || Sn—TLwn (Sp)2
1+||S||2 L[ Sx 7

IXS|2 |XoSx 2
T I HSH2 T IR 5T

| A* (3)+(S+Sx)—Cl|% > 2
1+][6l13 1+[Cl%




In Tabelle 4.2 listen wir die Dimensionen der in Tabelle 4.1 beschriebenen Proble-
me auf. Der finale von SeDuMi ermittelte primal-duale Fehler und die zugehérige
Rechenzeit (in Sekunden) werden als (errors,,, CPU-S ) gelistet. Die Spalten
(erroryy,, CPU-N ) bzw. (errorf,, CPU-H ) beinhalten die entsprechenden von
SDPNAL bzw. HYBRID erzeugten Daten. Das Ziel von HYBRID ist die Berech-
nung von Losungen hoher Genauigkeit. Fiir einen geeigneten Vergleich wurden
daher auch SeDuMi und SDPNAL so eingestellt, dass sie die bestmoglichen Ap-
proximationen der Optimallosung berechnen. Die optimalen Werte, die fiir die
doppelt nichtnegative Relaxierung ermittelt wurden, unterscheiden sich von den
in Tabelle 4.1 gelisteten Werten in der Spalte SDP OPT. Dies zeigt, dass einige
Nichtnegativitéts-Restriktionen in den Optimallosungen aktiv sind.

Im direkten Vergleich ist das Paket SDPNAL wesentlich schneller als HY-
BRID, kann aber nicht dessen hohe Genauigkeit erreichen.

n? errorlsj p | CPU-S errory;, | CPU-N errorf, CPU-H
2500 | 4.8184e-7 58.3 | 4.3608e-10 23.7 | 3.7374e-15 187.7
10000 | 7.9456e-7 | 2439.9 | 4.1345e-10 24.3 | 5.2439e-15 459.8
40000 - 5.9432e-10 34.5 | 7.9604e-15 | 1968.9
160000 - — | 1.8490e-9 53.5 | 1.6813e-14 | 6723.3
490000 - 2.7595e-9 | 187.6 | 1.6630e-14 | 24116.8
1000000 - 8.1630e-11 | 496.0 | 2.3203e-14 | 67951.8

Tabelle 4.2: SeDuMi vs SDPNAL vs Hybrid

Es gibt natiirlich andere dquivalente Relaxierungen des Problems der maxi-
malen stabilen Menge bei Verwendung des doppelt nichtnegativen Kegels. Die
Nebenbedingungen

(ST) X >0, X,;,;=0 firallei,jmit (Ag);; >0
konnten beispielsweise in der kiirzeren Form
(KU) X>0, AgeX =0

formuliert werden. Die S x N"-Reformulierung beider Versionen verletzt die
Slater-Bedingung. Wahrend das Paket SDPNAL mit der kiirzeren Form grofie-
re Probleme hat, sind die Unterschiede bei der reinen APD-Methode und bei
HYBRID wesentlich kleiner. Dies verdeutlicht Tabelle 4.3. Es wurden die in Ta-
belle 4.1 gelisteten Probleme der Dimensionen 50, 100, 200 und 400 sowohl mit
der kurzen Beschreibung (KU) als auch mit der normalen Beschreibung (ST)
(vgl. Tabelle 4.2) mit dem reinen APD-Verfahren (errors,,, CPU-A ), SDPNAL
(errory,, CPU-N ) und HYBRID (errorf,, CPU-H ) gelost. Beim APD-Verfahren
wurden jedes Mal 5000 Iterationen berechnet.
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Dim errorsy | CPU-A errory, | CPU-N errorfl, | CPU-H
50-KU | 4.6887e-5 485.1 | 4.0633e-10 11.2 | 5.1911e-14 214.5
50-ST | 1.2637e-5 507.5 | 4.3608e-10 23.7 | 3.7374e-15 187.7
100-KU | 1.6288e-4 | 1442.1 | 7.6266e-5 69.9 | 8.5485e-15 902.1
100-ST | 8.5381e-6 | 1472.2 | 4.1345e-10 24.3 | 5.2439e-15 459.8
200-KU | 1.7500e-4 | 5318.1 | 2.6167e-4 23.7 | 1.0980e-12 | 4280.6
200-ST | 5.0998e-6 | 5405.1 | 5.5432¢-10 34.5 | 7.9604e-15 | 1968.9
400-KU | 1.3487e-4 | 19716.7 | 5.6376e-5 | 1010.2 | 9.3834e-12 | 21238.9
400-ST | 3.3054e-6 | 18946.2 | 1.8490e-9 53.5 | 1.6813e-14 | 6723.3

Tabelle 4.3: KURZ vs STANDARD

Zufillige Probleme

Es wurde ein Generator fiir zuféllige Probleme erstellt, welche die Bedingungen
(4.2), (4.3) und auch T7(X") N To(XP") = {0} erfiillen sollen. In Tabelle 4.4
listen wir alle relevanten Daten einiger mit dem Generator erzeugter Probleme
auf. Wir vergleichen wieder die drei Loser SeDuMi, SDPNAL und HYBRID.
Die Testergebnisse finden sich in Tabelle 4.5. Alle Pakete lieferten fiir jedes

n m nnz(A) (%) | DNN OPT

2500 850 82548 (3.8846) | 154.138

10000 3367 | 663667 (1.9711) | 2074.593
( )

( )

2

40000 | 13400 | 5319852 (0.9925) | 8130.074
160000 | 26733 | 1067834 (0.0250) | 8935.578

Tabelle 4.4: Zuféllige Testprobleme - Problemdaten

n? errory,, | CPU-3 errorl,, | CPU-N errort, CPU-H

2500 | 3.6113e-8 63.9 | 5.1087e-10 3.5 | 3.2709e-15 331.3
10000 | 2.4107e-8 | 4277.9 | 1.0862¢-9 44.3 | 5.8780e-15 5090.0
40000 - — | 1.4183e-12 | 406.4 | 1.1997e-14 | 25377.3

160000 - — 1 95.9576e-12 | 911.6 | 1.4347e-14 | 181049.4

Tabelle 4.5: Zuféllige Testprobleme - Ergebnisse
Testbeispiel dieselben Losungen (bis auf den jeweiligen Fehler), welche jedes Mal

strikt komplementér waren. Dies spricht dafiir, dass die zu Beginn des Abschnitts
erwahnten Voraussetzungen in allen Beispielen erfiillt waren.
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Wird die Anzahl der Nebenbedingungen m im Generator zu klein gewihlt (z.B.
m < 15 fiir n = 100), dann sind die Losungen nicht mehr strikt komplementér
und auch die Zerlegung der dualen Komponente S°" ist nicht eindeutig. HYBRID
kann in solchen Fillen unter erhohtem Zeitaufwand noch immer eine sehr genaue
Losung bestimmen. SDPNAL kommt mit dieser Verletzung der Voraussetzungen
jedoch weniger gut zurecht. Bei einem Beispiel mit n=100 und m=10 hat HYBRID
nach etwa 12000 Sekunden eine Losung mit einem Fehler von le-15 berechnet.
SDPNAL ist nicht {iber eine Genauigkeit von le-6 hinausgekommen.

Box-QP

Abschlielend vergleichen wir SeDuMi, SDPNAL und HYBRID fiir eine Klasse
von speziellen Programmen, welche systematisch die Slater-Bedingung verletzen.
Es sind Relaxierungen von BoxQPs — siehe [2]. Durch Betrachtung von 3 x 3-
Untermatrizen jedes zuldssigen Punktes der Probleme lésst sich zeigen, dass kei-
ne strikt zuldssigen Punkte existieren. Damit ist nicht gewéhrleistet, dass eine
Losung des dualen Programmes {iberhaupt existiert. Tatséchlich haben alle drei
Pakete Schwierigkeiten bei der Losung dieser Probleme, wie man in Tabelle 4.6
sehen kann. Obwohl die Laufzeit von HYBRID fiir diese Dimensionen recht hoch

name errory,, | CPU-S errory, | CPU-N errori, | CPU-H
spar020-100-1 | 5.3428e-7 46.2 | 2.3013e-4 37.0 | 4.4378e-8 | 26334.4
spar020-100-2 | 5.6728e-7 40.5 | 4.5662¢-4 29.9 | 3.1388e-6 | 26749.3
spar020-100-3 | 7.6865¢-8 16.9 | 6.0299e-11 7.5 | 2.8243e-14 | 2403.9
spar030-060-1 | 8.5465e-7 | 244.4 | 2.1210e-4 71.4 | 8.6802e-11 | 25997.8
spar030-060-2 | 3.0945¢-8 80.8 | 1.4903e-4 61.7 | 2.2460e-14 | 25971.3
spar030-060-3 | 5.7379¢-7 | 250.8 | 5.3032¢-4 71.2 | 1.6222e-6 | 70039.4
spar030-070-1 | 1.6875¢-6 | 263.4 | 1.6644e-4 48.5 | 1.0312e-10 | 37723.0
spar030-070-2 | 1.7294e-8 | 188.7 | 3.5108e-4 75.3 | 1.4566e-13 | 14886.7
spar030-070-3 | 4.3191e-7 | 292.8 | 3.6950e-4 55.8 | 1.9165e-5 | 66258.7
spar030-080-1 | 1.1899e-6 | 229.7 | 1.7014e-4 95.8 | 1.1907e-10 | 28174.7
spar030-080-2 | 7.0767e-8 | 137.4 | 2.2414e-10 42.2 | 3.9376e-14 | 19633.6
spar030-080-3 | 1.9937e-8 | 168.5 | 8.0976e-5 84.3 | 9.3246e-14 | 22405.3

Tabelle 4.6: BoxQP Beispiele

ist, konnte es viele Probleme sehr gut losen — im Gegensatz zu SeDuMi und
vor allem SDPNAL. Dies zeigt einerseits eine gewisse Robustheit des HYBRID-
Ansatzes und unterstreicht andererseits die Wichtigkeit der Regularitit, welche
in Abschnitt 4.3 beschrieben wurden.
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Fazit

Um die APD-Methode auf den doppelt nichtnegativen Kegel zu erweitern, wur-
den neue Regularitdtsbedingungen eingefiihrt. Diese stimmen fiir lineare und se-
midefinite Programme iiberein, kénnen sich fiir beliebige Kegel K aber sehr wohl
unterscheiden. Ist jedoch K = DNN"™ und ist die Optimallésung eindeutig und
weiterhin Bedingung (4.3) und T4 (X ") N Ty (X ") erfiillt, dann ist die Verwen-
dung von APD sinnvoll. Um Lésungen hoherer Genauigkeit zu erhalten, kann die
erweiterte HY BRID-Methode verwendet werden.

4.5 Verallgemeinerte semidefinite Programme

In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal die bereits in Abschnitt 2.4 beschrie-
bene Verallgemeinerung von semidefiniten Programmen betrachten:

Sei fiir p € Nund n = (n4,...,n,) € NP der euklidische Raum E; = 8™ x- - - X
S" mit dem Skalaprodukt (.,.) g, und der selbstduale Kegel £ = 8™ x -+ x §}”
gegeben. Das primal-duale Programmpaar ist von der Form

p
(P) min{) CieX; | A(Xy,...,X,) =b, X; =0 fiir 1 <i <p},
=1

wobei A : E; — IR™ ein linearer Operator ist, der sich folgendermafien beschrei-

ben lisst: Es existieren Elemente A®) € 8% firi=1,...,mund j =1,...,p,
so dass ‘
Dt AT o X;
A(Xq, ..., X)) = :
;):1 A(m,]) [ ] Xj

Somit hat das duale Problem die Form

(D) min{b"y | C; — ZyiA(i’j) =0firj=1,...,p}

=1

Fiir p = 1 erhalten wir die in Kapitel 2 beschriebenen semidefiniten Programme.
Gilt p = n fireinn € Nund n; = 1 fiir 1 < ¢ < n, dann liegt ein lineares
Programm vor. Wihlen wir fiir ein k& € N beispielsweise p = k2 + 1 und n; = k
sowie n; = 1 fir 2 < i < k? + 1, dann erhalten wir bei entsprechender Wahl
von A die in Abschnitt 4.1 betrachteten DNN-Reformulierungen (P) und (D).
Wir konnen allgemein jedes konische Programm beschreiben, dessen Kegel eine
Kombination von semidefiniten (und linearen) Blocken ist. Die in Abschnitt 1.3

definierte Funktion ¢ hat die Form:

1
(X, X)), (81, 80)) = 5 DI = Tgns (X7 + 1155 — Ty (8115
j=1
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Sie besitzt alle relevanten Eigenschaften, die auch die Version fiir den Fall p =1
besitzt (siehe Kapitel 2). Die Funktion

Fal (X1, X, (St 8,)) = S IXS 12

erfiillt nach Satz 11 fiir eine Optimallésung
Z = (X7, X)), (ST, S9)

die Eigenschaft .

V2 fa(ZP) = 0,
sofern die Optimallésung eindeutig ist und X3” by SiP >0 fiir1 <j < p gilt.
(Dies entspricht Voraussetzung 3.) Es gilt damit auch in diesem allgemeinen Fall

P&+ fa)(Z7") = 0, (4.8)

wobei die Herleitung analog zum Fall p = 1 verldauft. Unter Voraussetzung 3
konvergiert das verallgemeinerte Newton-Verfahren nach Satz 4 somit lokal qua-
dratisch. Eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 2.5 vorgestellten Variante des
APD-Verfahrens zur Bestimmung der Optimallosung ist somit sinnvoll und ana-
log zum Fall p = 1 implementierbar.

Abschlielend gehen wir noch darauf ein, wie das in Abschnitt 3.2 vorgestellte
AHO-QMR-Verfahren auf £ = 8™ x - - - x 8§} verallgemeinert werden kann: Mit
Satz 1 kann gefolgert werden, dass jede Losung ((X1,...,X,),y, (S1,...,S5p)) des

folgenden Systems eine Optimallosung von (P) und (D) ist.

LA X, = b
PA) o X, = D,

Z?ll yAGY + S, = ¢

Sy AP+ 5 = C,

X151 - 0
X,S, = 0
Xi,..., X, = 0
S1,..., 8, = 0

Wie im Fall p = 1 kann die (verallgemeinerte) AHO-Richtung durch Anpas-
sung der Komplementarititsgleichungen X;S; = 0 zu X;S; + 5;X; = 0 und eine
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anschliefende Linearisierung des Systems bestimmt werden. Somit ist auch das
AHO-QMR-Verfahren anwendbar, sofern eine geeigente Strategie zur Zerlegung
der Variablen in einen zu elimierbaren und einen nicht zu eliminierbaren Anteil
gewahlt wird (siche Abschnitt 3.2). Es ist weiterhin mit minimalem Mehraufwand
moglich, die rechte Seite des zu losenden AHO-Systems durch einen Parameter
> 0 zu storen um den aus den Innere-Punkte-Methoden bekannten ,,zentralen
Pfad” anzunédhren, anstatt direkt die Optimallésung zu approximieren.
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