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Zusammenfassung

Betrachtet man Folgen unabhiingig identisch verteilter (i.i.d.), RT-wertiger Zufallsvaria-
blen (J,)nen und i.i.d., R&-wertiger Zufallsvariablen (X,,),en, so versteht man unter einer
Irrfahrt in stetiger Zeit oder auch Continuous Time Random Walk eine klassische Irrfahrt
Sp = > p_; X, welche dem Erneuerungsprozess Ny := max{n € Ny : > ) Ji < t}
subordiniert wird, d.h. man betrachtet den stochastischen Prozess Z]kvél Xg. Werden die
Folgen (J,,)neny und (X, )nen als stochastisch unabhéingig vorausgesetzt, so spricht man
von einem ungekoppelten Continuous Time Random Walk, wihrend man bei der gekop-
pelten Variante eine Abhéngigkeitsstruktur zwischen diesen Folgen unterstellt.

Diese Arbeit befasst sich mit einer systematischen Untersuchung von Skalierungslimiten
ungekoppelter sowie gekoppelter Continuous Time Random Walks, indem ein neuartiger
Zugang mittels der Theorie markierter Punktprozesse genutzt wird. Dieser Zugang er-
laubt ein besseres Verstdndnis dieser stochastischen Prozesse, da jede Sprungstelle mit
der sich dort ereignenden Spriinghthe einzeln betrachtet werden kann. Auf diese Weise
ist es moglich das Auftreten der unterschiedlichen Skalierungslimiten bei Riickwérts- und
Vorwirtskopplung in den Arbeiten von Henry und Straka [25] sowie Jurlewicz et al. [30]
erstmals zufriedenstellend zu erkléren.

Durch die Einfithrung eines stetigen Summationsfunktionals wird die Konvergenz von
ungekoppelten Irrfahrten aus der Konvergenz gewisser zugehoriger markierter Punktpro-
zesse hergeleitet. In diesem Fall lassen sich die Verteilungslimiten dieser Punktprozesse
mit Standardmethoden bestimmen, indem eine stetige Zeitdeformation verwendet wird.
Die auf diese Weise bestimmten Skalierungslimiten werden mit Hilfe einer Reihendarstel-
lung angegeben, welche fiir Simulationszwecke geeignet ist. Da die resultierenden Prozesse
keine Lévyprozesse sind, ist bisher kein Simulationsalgorithmus bekannt.

Im gekoppelten Fall wird die Konvergenz der zugehorigen Punktprozesse mit Hilfe statisti-
scher Methoden {iber eine Konvergenzuntersuchung der einzelnen Punkte nachgewiesen,
da die verwendete Zeitdeformation nicht mehr stetig ist. Es stellt sich heraus, dass ein
starker Zusammenhang zur Theorie von extremen Orderstatistiken besteht, wie er bereits
fiir skalierte, reelle Partialsummen, die gegen eine unendlich teilbare Zufallsvariable ohne
Normalverteilungsanteil konvergieren, bekannt ist, vgl. Barczyk, Janssen und Pauly [3].
Aufgrund dessen wird auch die noch offene Fragestellung nach der Konvergenz residualer
Orderstatistiken bei LePage [35] diskutiert und beantwortet.

Anschlielend findet eine Untersuchung der gemeinsamen Konvergenz von gekoppelten Irr-
fahrten und deren betragsmifig gréfiten Spriingen statt. Diese Betrachtung erweitert die
Ergebnisse einer Arbeit von Schumer, Baeumer und Meerschaert [52], indem sie eine ge-

schlossene Darstellung des Skalierungslimes bereitstellt.






Abstract

Given an i.i.d. sequence (J,,)nen of RT-valued random variables and an sequence (X, )nen
of i.i.d. R%valued random variables a continuous time random walk is a renewal process
N; :=max{n € Ng : >}, Jp <t} subordinated to the random walk S,, := >}, Xy, i.e.
one studies the process ng\gl X. The process is called uncoupled if the sequences (J;,)nen
and (X, )nen are stochastically independent. Otherwise one speaks of coupled continuous
time random walks.

In this thesis scaling limits of uncoupled and coupled continuous time random walks are
studied in a systematic way using a marked point process approach. By marking each
jump with its occurring amplitude every point can be studied separately, which leads to a
better understanding of these processes. In this way it can be explained for the first time
why the different scaling limits occur if a forward- or backward-coupling structure is used
as in the articles of Henry and Straka [25] and Jurlewicz et al. [30].

By introducing a continuous summation functional the convergence of uncoupled random
walks is deduced from the convergence of certain associated marked point processes. Using
a continuous time deformation the convergence of these point processes can be studied with
standard methods. The resulting scaling limits are given by a series representation which
is of its own interest for simulation purposes. Since the resulting limit processes are not
Lévy processes, no simulation algorithm is known yet.

In the coupled case the convergence of the associated marked point processes is studied
with statistical methods by analyzing the points of the point process, because the time
deformation is not continuous any more. It turns out that there is a strong connection to
the theory of extreme order statistics. This connection is already known for real valued
scaled partial sums which converge to an infinitely divisible random variable without
Gaussian part, cf. Barczyk, Janssen and Pauly [3]. Because of this connection LePage’s
[35] open problem of the convergence of residual order statistics is solved.

Motivated by this connection also the joint convergence of coupled continuous time random
walks and the biggest absolut value of its jumps is studied. This last part complements
results of an article by Schumer, Baeumer and Meerschaert [52], presenting a closed form

of the scaling limit.
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Kapitel 1
Einleitung

Ein Irrfahrtenmodell in stetiger Zeit oder auch Continuous Time Random Walk, kurz
CTRW, dient der Betrachtung zufilliger Wartezeiten, welche zwischen den Zeitpunkten
zweier zufilliger rdumlicher Anderungen eines Teilchens auftreten. Grundlegend wird da-
bei zwischen zwei Arten von CTRWs unterschieden. Bei gekoppelten Irrfahrten unterstellt
man eine Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Zwischenwartezeiten und den rdumlichen
Anderungen selbst, wihrend diese Zufallsgrofien bei ungekoppelten Irrfahrten als stocha-
stisch unabhingig angesehen werden. Typischerweise wird bei gekoppelten CTRWs ange-
nommen, dass eine rdumliche Anderung lediglich von der vorhergegangenen bzw. der kom-
menden zeitlichen Anderung abhingig ist. Dies fiihrt zu der Begriffsbildung von riickwéirts-
bzw. vorwartsgekoppelten CTRWs.

Die Motivation zur Untersuchung solcher Modelle stammt aus der Hydrologie, in welcher
CTRWs als Losungen anormaler Diffusionsgleichungen dienen, mit welchen die Ausbrei-
tung von Partikeln in pordsen Medien beschrieben wird. Jedoch besitzen diese Modelle
eine Vielzahl weiterer Anwendungsmoglichkeiten, z.B. in der Physik und der Biologie, vgl.
Baeumer und Meerschaert [2] und darin enthaltene Referenzen, sowie in den Wirtschafts-
wissenschaften, in denen die Spriinge die logarithmische Preiséinderung eines Finanzpro-
duktes nach einer zufilligen Wartezeit beschreiben, vgl. Scalas [50].

Ziel dieser Arbeit ist es das Auftreten der verschiedenen Skalierungslimiten zu verstehen,
falls die rdumlichen und zeitlichen Anderungen einen heavy tail besitzen. Bei ungekoppel-
ten CTRWs sind die Skalierungslimiten bereits bekannt und vollstdndig verstanden, da
sie sich nicht unterscheiden, vgl. Meerschaert und Scheffler [41]. Auch die Skalierungsli-
miten von riickwérts- und vorwértsgekoppelten CTRWs sind bereits bekannt, vgl. Hen-

ry und Straka [25] sowie Jurlewicz et al. [30], jedoch ist véllig unklar wieso in diesem
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Fall Unterschiede auftreten. Entgegen der berechtigten Vermutung, dass die Unterschie-
de in den Eigenschaften der Skalierungslimiten von riickwérts- und vorwértsgekoppelten
CTRWs nur marginal sind, zeigen aktuelle Ergebnisse, dass diese nicht zutreffend ist. In
Beispiel 5.2 bei Jurlewicz et al. [30] werden die Skalierungslimiten von riickwérts- und
vorwértsgekoppelten CTRWs untersucht, falls die Sprungzeiten und die Zwischenwarte-
zeiten iibereinstimmen und mit einem a-stabilen Subordinators fiir ein 0 < o < 1 zu
einem festen Zeitpunkt {ibereinstimmen. In diesem Fall besitzt der Skalierungslimes bei
Vorwértskopplung eine Lebesguedichte, die von einer kompakten Menge getragen wird,
sodass dieser Momente jeder Ordnung besitzt, wihrend die Dichte des Skalierungslimes
bei Riickwirtskopplung auf einer unbeschréinkten Menge nicht verschwindet, sodass dieser
nur Momente der Ordnung kleiner « besitzt. Um zu verstehen, warum die Skalierungslimi-
ten sich unterscheiden und so deren grundlegend verschiedene Eigenschaften zu verstehen,
wird ein neuer Ansatz mittels markierter Punktprozesse genutzt. Dieser erlaubt es, den
Mechanismus, welcher zum Auftreten der verschiedenen Limiten fiihrt, besser zu verste-
hen und dadurch dhnliche, zufillige Systeme mit Abhéingigkeitsstrukturen zu untersuchen.
Es zeigt sich, dass dieser Ansatz zusétzlich eine einfache Untersuchung der betragsmifig
grofiten Spriinge von CTRWs erlaubt. Diese Fragestellung wird aktuell untersucht, vgl.
Schumer, Baeumer und Meerschaert [52] sowie Silvestrov und Teugels [55], jedoch ist eine
Herangehensweise mittels Standardmethoden sehr umsténdlich. Der Punktprozessansatz
hingegen liefert ein einfaches Hilfsmittel zur Untersuchung der gemeinsamen Konvergenz
der CTRWs und deren betragsméflig groffiten Spriingen.

Fiir die mathematische Behandlung sei, falls nicht anders bemerkt, ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) gegeben. Auf diesem betrachtet man eine i.i.d. Folge RT x R%-wertiger
Zufallsvektoren (J,, X, )nen, welche die Wartezeiten zwischen zwei rdaumlichen Verénde-
rungen, die auch als Zeitspriinge bezeichnet werden, und den Spriingen selbst beschreibt.
Mit dieser Notation bezeichnen die Partialsummen 75, = >")'_, Jj den Zeitpunkt des n-ten
Sprunges und S,, = >_;_; X}, die Position des Teilchens nach n Spriingen. Da jedoch der
zeitliche Verlauf der Position des Teilchens von Interesse ist, fithrt man den Erneuerungs-

prozess
Ny =max{n € Ny : T,, <t}

ein. Falls man diesem die Irrfahrt S,, subordiniert, erhélt man den stochastischen Prozess

N¢
Sn, =Y Xy,
k=1
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welcher die Position des Teilchens zur Zeit ¢ beschreibt. Die Skalierungslimiten dieses Pro-
zesses konnen mit Hilfe der klassischen Erneuerungstheorie nur dann beschrieben werden,
wenn die Wartezeiten einen endlichen Erwartungswert besitzen, d.h. E(J;) < oco. Unter
der in physikalischen Anwendung haufig getroffenen Annahme, dass die Verteilungen der
Zufallsvariablen J; und X; einen heavy tail besitzen, vgl. Shlesinger, Klafter und Wong
[54], ist diese Bedingung i.A. jedoch nicht erfiillt. In diesem Fall ist ein genaueres Studi-
um dieser Objekte notwendig. Falls nun der Vektor (J;,X;) eine Abhéngigkeitsstruktur

besitzt, bezeichnet man die stochastischen Prozesse

Ny N¢+1
Sy, = Xp baw. Sy, = Y Xi (1.1)
k=1 k=1

als riickwérts- bzw. vorwértsgekoppelte CTRWs. Beim riickwartsgekoppelten CTRW Sy,
wird zunéchst die zufillige Zeit J; gewartet, bevor ein Sprung mit der Hohe X stattfindet,
d.h. aufgrund der i.i.d. Struktur der Folge (J,,, X;,)nen ist jede Sprunghdhe abhiingig von

der vorhergegangenen Zwischenwartezeit.

SN,

J1 J2 J3

Im finanzmathematischen Kontext beschreibt Sy, z.B. den Preis eines Finanzprodukts
zum Zeitpunkt ¢. Dahingegen wird beim vorwirtsgekoppelten CTRW Sy,41 der Sprung
mit der Hohe X; in den Nullpunkt gesetzt. Anschlieend wird die Zeit J; gewartet, bevor
ein Sprung mit der Hohe X, stattfindet, d.h. die aktuelle Zwischenwartezeit bis zum
néchsten Sprungzeitpunkt ist lediglich von der vorhergegangenen Sprunghséhe abhéngig.
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SN,+1

X4
X3
X
X1 ——
0 T T T; t
—— ——
J1 Ja J3

Wihrend Sy, im finanzmathematischen Kontext also den Preis eines Finanzproduktes
zum Zeitpunkt ¢ beschreibt, erhélt man durch Sy, 41 den Wert dieses Produkts zum néchst
moglichen Handelszeitpunkt.

Um die Skalierungslimiten von (1.1) zu untersuchen und zu verstehen, warum sie sich im

gekoppelten Fall unterscheiden, wird zunéchst das Verhalten der markierten Punktprozesse

Z (T, X)

keN

studiert. Diese Vorgehensweise besitzt den Vorteil, dass die Folge der markierten Punkte
(T, Xp)nen der Folge von Sprungzeiten, welche mit der sich dort ereignenden Sprunghthe
markiert wurden, entspricht. Es ist also moglich das asymptotische Verhalten fiir jeden
dieser Punkte einzeln zu untersuchen. Dadurch lassen sich Riickschliisse auf die Prozesse
in (1.1) ziehen, falls man die Markierungen der Punkte aufsummiert, deren Sprungzeiten
vor dem Zeitpunkt ¢ liegen.

Fiir viele in dieser Arbeit getroffene Aussagen wird ein inneres Produkt < -,- > und eine
damit assoziierte Norm || - || = (< -, >)% auf dem Vektorraum R? fiir ein d € N verwen-
det. Da jedoch alle Normen auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum dquivalent sind,

vgl. Meise und Vogt [42, Lemma 5.14], kann die verwendete Norm beliebig gewihlt werden.

In Kapitel 2 wird zunéchst die klassische Theorie der Punktprozesse, wie sie in den
Biichern von Daley und Vere-Jones [10], Kallenberg [31] sowie Resnick [46], [47] darge-
stellt wird, als Einfithrung zusammengefasst. Ziel ist ein grundlegendes Versténdnis von
Punktprozessen und deren Konvergenz. Von besonderer Bedeutung ist dabei die Theo-
rie der zusammengesetzten Poissonschen Punktprozesse und der Konvergenz von Punkt-

prozessen gegen diese. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird kurz die Theorie von
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moglichen Grenzverteilungen von Summen unabhéngiger ein- sowie mehrdimensionaler
Zufallsgroflen zusammengetragen. Das Verstédndnis dieser dient dazu, die moglichen Ska-
lierungslimiten der Zeit- und Raumprozesse besser zu verstehen. Ein Hauptaugenmerk liegt
dabei auf dem Teil {iber operatorstabile Verteilungen, die eine natiirliche, mehrdimensio-
nale Verallgemeinerung stabiler Verteilungen darstellen. Der dritte Abschnitt widmet sich
der Theorie von Lévyprozessen. Einleitend werden einige Eigenschaften des Pfadraums
DJ0,00) zusammengetragen. Ergéinzend werden auch Zusammenhénge zum verwandten
Funktionenraum GJ[0,c0) aller linksstetigen Funktionen mit existierenden rechtsseitigen
Limiten hergestellt. Die Einfiithrung dieses Raums ist hilfreich, um die Unterschiede bei
Riickwirts- bzw. Vorwértskopplung zu erldutern. Im Anschluss wird der Zusammenhang
von Lévyprozessen und unendlich teilbaren Verteilungen hergestellt, welcher erlaubt die
Ferguson-Klass Reihen- bzw. Integraldarstellung fiir Lévyprozesse anzugeben. Diese wird
verwendet, um die Ergebnisse dieser Arbeit in den gesamtwissenschaftlichen Kontext der
Arbeiten von Henry und Straka [25] sowie Jurlewicz et al. [30] einzubinden.

Kapitel 3 widmet sich der Untersuchung von ungekoppelten CTRWs. Es wird gezeigt, wie
man die Theorie der Punktprozesse nutzen kann, um die Skalierungslimiten dieser Irrfahr-
ten zu bestimmen. Das Kapitel ist in zwei Abschnitte {iber den ein- und mehrdimensionalen
Fall aufgeteilt, um die jeweiligen Schwierigkeiten, welche in den entsprechenden Beweisen
auftreten, voneinander zu trennen. In beiden Abschnitten wird auch gezeigt, wie man
die dort erhaltenen Ergebnisse mit denen von Meerschaert und Scheffler [41] in Einklang
bringt. Dazu wird eine Reihen- bzw. Integraldarstellung der Grenzprozesse genutzt, wel-
che fiir Simulationszwecke von Interesse ist. Die Beweisfithrung bedient sich einer stetigen
Zeitdeformation bei Punktprozessen, die eine Untersuchung dieser mit Standardmethoden
erlaubt. AnschlieBend werden die Skalierungslimiten mittels einer stetigen Abbildung vom
Raum der Punktmafle in den Raum der cadlag-Funktionen bestimmt.

Das Kapitel 4 verallgemeinert die Ergebnisse aus Kapitel 3 fiir gekoppelte CTRWs. Da-
bei wird stets zwischen riickwérts- und vorwértsgekoppelten Irrfahrten unterschieden. In
diesem Kapitel wird aufgezeigt, warum sich die Skalierungslimiten bei Henry und Straka
[25] und Jurlewicz et al. [30] bei Riickwérts- bzw. Vorwirtskopplung unterscheiden. Der
Unterschied schlégt sich auch in den Reihen- bzw. Integraldarstellungen fiir die verschiede-
nen Limiten nieder. Anders als in Kapitel 3 kann die Konvergenz der Punktprozesse nicht
mehr mit Standardmethoden untersucht werden, da die Zeitdeformation im gekoppelten
Fall nicht mehr stetig ist. Dieser Umstand verlangt eine tiefgreifendere Untersuchung der

Punktprozesse. Im eindimensionalen Fall stellt sich heraus, dass nur die Punkte mit den
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betragsmiflig grofiten Marken zum Limesprozess beitragen, so dass eine Verbindung zur
Theorie von extremen Orderstatistiken hergestellt werden kann, vgl. Barczyk, Janssen und
Pauly [3] sowie darin enthaltene Referenzen. Um die Beweismethodik des eindimensiona-
len Falls auf den mehrdimensionalen zu iibertragen, wird die offene Fragestellung nach der
Konvergenz residualer Orderstatistiken, vgl. LePage [35], beantwortet.

Die Bestimmung der Verteilungslimiten residualer Orderstatistiken erlaubt eine Untersu-
chung von Maximumsprozessen, welche einem Erneuerungsprozess subordiniert werden,
im fiinften Kapitel. Diese Prozesse werden auch CTRM genannt, vgl. Schumer, Baeumer
und Meerschaert [52]. Auf die Untersuchung ungekoppelter CTRM wird verzichtet, da
die Ergebnisse des gekoppelten Falls sich auf den ungekoppelten iibertragen lassen. Die
verwendete Beweismethodik erlaubt auch die Beantwortung der Fragestellung nach der
gemeinsamen Konvergenz von CTRWs und CTRM im mehrdimensionalen, gekoppelten
Fall, wie sie im Artikel von Silvestrov und Teugels [55] untersucht wird.

In Kapitel 6 werden Hilfsresultate présentiert, welche fiir die Beweisfithrung unerldsslich
sind, jedoch den Blick auf Wesentliches verschleiern. Im ersten Teil wird die Stetigkeit al-
ler Abbildungen nachgewiesen, auf welche das Continuous Mapping Theorem angewendet
wird. Das Hauptresultat des zweiten Teils ist eine Verallgemeinerung der Maximums- bzw.
Kolmogoroffungleichung fiir den Fall integrierbarer Stoppzeiten. Sie erlaubt die Verwen-
dung des Theorems 4.2 bei Billingsley [7] durch den Nachweis einer Abschneidebedingung.
Dieses Theorem ist essentiell fiir die Beweisfithrung. Im dritten Teil werden einige verwen-

dete Resultate aus der Statistik zusammengetragen.

Abschlieffend maochte ich Herrn Prof. Dr. Peter Kern fiir die hervorragende Betreuung
und Hilfsbereitsschaft bei der Erstellung dieser Dissertation danken. Ein herzlicher Dank
gebiihrt auch Herrn Prof. Dr. Hans-Peter Scheffler fiir die Ubernahme und Erstellung des
Zweitgutachtens.

Weiter mdéchte ich mich auch bei den Professoren und Mitarbeitern des Lehrstuhls fiir
Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie am Mathematischen Institut der

Heinrich-Heine-Universitdt fir die vielen anregenden Diskussionen bedanken.

Mein tiefster Dank gebiihrt meiner Frau, die mich mit Ihrer Liebe zu jeder Zeit unterstiitzt
hat.






Kapitel 2
Grundlagen

Dieses Kapitel fasst die Grundlagen fiir das Versténdnis dieser Arbeit zusammen. Da in
dieser Arbeit die Skalierungslimiten von CTRWs mittels markierter Punktprozesse be-
stimmt werden sollen, beginnt dieses Kapitel mit einem Abschnitt iiber die Theorie der
zufilligen Mafle. Anschlieflend wird in zwei Abschnitten iiber Limesverteilungen von Sum-
men unabhéngiger Zufallsgrofien und Lévyprozesse die Theorie zusammengefasst, welche
fiir ein Verstdndnis von CTRWs notwendig ist. Um im weiteren Verlauf dieser Arbeit die
betragsmiflig grofiten Spriinge von CTRWs zu untersuchen, folgt ein Abschnitt iiber die

Grundlagen der eindimensionalen Extremwerttheorie.

2.1 Punktprozesse

2.1.1 Punktprozesse und zufillige Mafle

Zunichst werden die Eigenschaften der Rdume, die in diesem Kapitel behandelt werden,

definiert.

Definition 2.1

Sei 2 ein topologischer Raum.

(a) Der Raum Z heifit separabel, falls es eine abzihlbare Teilmenge gibt, deren Abschluss

m Z mit Z dbereinstimmd.

(b) Der Raum Z heifst vollstindig metrisierbar, falls eine Metrik d auf Z existiert,
bzgl. derer jede Cauchyfolge in Z konvergiert.

(¢) Der Raum Z heifst polnisch, falls er separabel und vollstindig metrisierbar ist.
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Separable und vollsténdig metrisierbare Rdume tragen die Bezeichnung polnische Raume
zu Ehren der polnischen Mathematiker Sierpinski, Kuratowski und Tarski, welche sich als
erste mit ihnen beschéftigt haben, vgl. Kuratowski [33].

Der Begriff des separablen Raums bedeutet, dass dieser nicht allzu grof ist, da man sich bei
der Behandlung vieler Eigenschaften dieses Raums auf die abzéhlbare Teilmenge zuriickzie-
hen kann. Dagegen sind vollstdndige Rdume zum einen metrisch und zum anderen stimmen
die konvergenten Folgen in der Metrik d mit den Cauchyfolgen des Raums iiberein.
Dieser Abschnitt dient als eine allgemeine Einfiihrung in die Theorie der zufalligen Mafle
und der Punktprozesse, wie sie in den Biichern von von Daley und Vere-Jones [10], Kallen-
berg [31], Resnick [46], [47] sowie Jacobsen [26] dargestellt wird. Diese Theorie soll dabei,
wann immer moglich, allgemein auf einem lokal kompakten, separablen und metrischen
(lesm) Zustandsraum 2 entwickelt werden. An einigen Stellen werden die Resultate fiir
den R? fiir ein d € N spezialisiert, da diese Form fiir die spiitere Beweisfithrung bendtigt
wird.

Unter einem zufilligen Mafl auf einem Raum %2~ versteht man eine zufillige Verteilung
von Punkten in diesem Raum. Es wird angenommen, dass der Raum 2" mit der Borel-o-
Algebra By augestattet ist. Um nun eine Verteilung von Punkten in 2" zu modellieren,
muss fiir alle Mengen A € By die zufillige Anzahl der Punkte bestimmt werden, die in
A fallen. Man modelliert also eine Verteilung von Punkten in 2 als das Maf}, welches
die Punkte in jeder Menge A € By zidhlt. Problematisch kénnen die Mengen werden,
welche unendlich viele Punkte enthalten. Deshalb ist es sinnvoll nicht alle Mafe fiir die

Modellierung solcher Verteilungen zuzulassen.

Definition 2.2

Sei X ein lesm Raum, ausgestattet mit der Borel-o-Algebra B y-.

(a) Eine Abbildung v : (2 ,Bs) — [0,00] heifit Maf, falls sie die beiden folgenden
Eigenschaften besitzt:
(i) v(0) =0.

(i) Fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (Ap)nen C Ba ist die Abbildung
v o-additiv, d.h. es gilt

v (U Ak> = v(Ap).

keN keN

(b) Ein Mafl v heifst Radonmafs, falls das Majf$ aller kompakten Mengen K € By endlich
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ist, d.h. es gilt

v(K) < 0.

Die Verwendung der Radonmafle hat den Vorteil, dass jede relativkompakte Menge endli-
ches Maf} besitzt. Durch diese Eigenschaft bildet die Menge der Radonmafle einen geeig-

neten Kandidaten fiir die Modellierung zufélliger Punktverteilungen.

Definition 2.3

Sei X ein lesm Raum. Man definiert
M (Z) :={v : v ist ein Radonmafs auf Z}.

Es ist bekannt, dass M, (2") unter einer geeigneten Metrik ein vollsténdiger, separabler
und metrischer Raum ist, vgl. Daley [10, A.2.6.I1I]. Die von dieser Metrik induzierte To-
pologie wird als vage Topologie bezeichnet, i.Z. w-Toplogie. Weiter ist die zugehorige
Borel-o-Algebra %), (4 die kleinste o-Algebra, beziiglich derer die Abbildung ju +— 1(A)
messbar fiir alle relativkompakten Borelmengen A € £ 4 ist.

Jedoch ist der Raum M, (2") fiir die Modellierung von Punktverteilungen in 2" noch
zu allgemein. Wenn man die Punkte in einer Menge A € By zéhlen will, so muss man
sicherstellen, dass das zugehorige Mafl nur ganzzahlige Werte oder den Wert oo annimmt.
Von besonderem Interesse sind auch jene Punktmafle, welche lediglich bestimmen, ob ein
Punkt an einer bestimmten Stelle des Raums 2~ liegt, da diese aus mathematischer Sicht

deutlich einfacher zu handhaben sind.

Definition 2.4

Ser 2 ein lcsm Raum.

(a) Ein Radonmaf m auf 2 heifit Punktmaf, falls m nur ganzzahlige Werte annimmit.
Der Raum aller PunktmafSe auf 2" wird mit M,(Z") bezeichnet.

(b) Ein Punktmafi m € M,(Z") heifit einfach (oder simpel), falls gilt:

m({z}) =0 oder 1 fir alle x € 2.

In Daley [10, Proposition 7.1.III] wird gezeigt, dass der Raum M,(Z") eine abgeschlos-
sene Teilmenge von M, (%) bildet und damit selbst ein vollstéandiger, separabler und
metrischer Raum ist. Aus der Teilmengeneigenschaft folgt fiir die zugehorige o-Algebra

B, (2, welche auch mit My, (2") bezeichnet wird, dass diese die kleinste o-Algebra ist,
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so dass die Abbildung m — m(A) fiir alle Punktmafie m und alle A € 24 messbar ist.

Man erhélt ein besseres Verstédndnis von Punktmaflen, falls man den Zerlegungssatz von

Lebesgue heranzieht.

Lemma 2.5 (Lebesguescher Zerlegungssatz)
Sei X ein lesm Raum, ausgestattet mit der Borel-o-Algebra Bg-, und v ein Radonmajs
auf By . Sei weiter (x;);cr die hichstens abzihlbare Menge der singuldren Punkte von v,

welche auch Atome genannt werden. Dann besitzt v eine eindeutige Zerlegung
v = Vs + Vg,

wobei Vs = Y ;o1 ChEx,, €in rein singuldres Mafs bildet, welches eindeutig durch die Menge
der Punkte mit zugehériger Masse (z;,¢;)icy C 2 x R>Y bestimmt wird, wihrend vq ein
rein diffuses Maj$ ist.

Beweis. Vgl. Satz 2.6 in Kapitel VII bei Elstrodt [12]. |

Damit sind die Punktmafle gerade die Mafle, welche keinen diffusen Anteil v4 in Lemma
2.5 besitzen und deren Atome nur ganzzahlige Massewerte aufweisen, d.h. es gilt ¢; € N
fir alle ¢ € I. Fiir die simplen Punktmafe gilt zusétzlich ¢; = 1 fiir alle ¢ € 1.

Nachdem nun die Réume M, (2") und M,(Z") zur Verfiigung stehen, wird es moglich
sein, Verteilungen auf diesen Rdumen zu modellieren. Im ersten Schritt betrachtet man
messbare Abbildungen in diese Rdume. Die bereits angesprochene, mathematisch einfache
Handhabung simpler Punktmafle iibertrégt sich auch auf jene messbaren Abbildungen,

deren Verteilung auf den simplen Punktmaflen konzentriert ist.

Definition 2.6
Sei X ein lesm Raum, (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

(a) Ein Punktprozess N ist eine messbare Abbildung vom Raum (Q,.A) in den Raum

(Mp(27), Mp(Z7)).

(b) Ein Punktprozess N heifst einfach (oder simpel), falls die Verteilung von N auf den

einfachen Punktmafen konzentriert ist, d.h. es gilt

P(N({z}) <1 fir allex € Z) = 1.

(¢) Ein markierter Punktprozess mit Lokalisationen im lcsm Raum 2~ und Marken im

lesm Raum ¢ ist ein Punktprozess mit Werten im Raum M,(Z x J&) mit der
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zusdtzlichen FEigenschaft, dass der Lokalisationsprozess {N(A x %) : A € By}

selbst einen Punktprozess bildet.

Markierte Punktprozesse bilden das Grundgeriist der Beweismethodik, die in dieser Arbeit
verwendet wird. Sie erlauben es, eine Verteilung von Punkten in einem lcsm Raum 2" zu
modellieren, so dass jeder dieser Punkte mit einer speziellen Marke mit Werten in einem
lesm Raum 2 ausgestattet werden kann.

Im n#chsten Schritt sollen Kriterien angegeben werden, unter denen eine Abbildung N
einen Punktprozess bildet. Das folgende Lemma gibt zum einen eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir an und zum anderen erlaubt es ein besseres Verstdndnis

der Struktur von Punktprozessen.

Lemma 2.7
Fine Abbildung N : (Q, A) = (Mp(Z), Mp(Z")) ist ein Punktprozess genau dann, wenn
die Abbildung w — N(w, A) fir jedes A € Bg ((2,.A), (]0, o0], B([0, 0)))-messbar ist.

Beweis. Die Notwendigkeit folgt unmittelbar, da w — N(w,-) und A — N(w, A) messbar
sind. Somit ist w +— N(w, A) als Komposition zweier messbarer Abbildungen messbar.
Sei nun w ~ N(w, A) messbar. Man definiert 4 = {A € M,(2) : N"1(A4) € A}. Mit
der Definintion eines zufilligen Mafles rechnet man leicht nach, dass € eine o-Algebra auf
My,(Z") bildet. Betrachtet man fiir Mafle m die nach Voraussetzung geltende Gleichheit
der Mengen N~'({m : m(A) € B}) = {w: N(w, A) € B} € A, so folgt

% D> o{{m:m(A) e B},Ae By,B e B([0,0])} = My(Z),
was die Behauptung liefert. |

Dieses Lemma zeigt weiter, dass man einen Punktprozess N auch als einen Kern von (2, .A)
nach (27, By ) auffassen kann, d.h. NV ist eine Abbildung von 2 x 2" nach NoU{oo}, so dass
N(w, A) fiir festes w ein Ma8 fiir die Menge A ist und eine NoU{oo}-wertige Zufallsvariable
fiir festes A.

Das nun folgende Lemma ist hilfreich, wenn man im weiteren Verlauf dieser Arbeit die
Konvergenz von Punktprozessen untersuchen will. Da es aber auch von eigenstédndigem
Interesse sein wird, um die Verteilung von Punktprozessen zu bestimmen, soll es bereits

an dieser Stelle aufgefithrt werden.

Lemma 2.8
Seien N1 und Ny simple Punktprozesse auf dem lesm Raum (Z°,Bg ). Dann sind die

folgenden beiden Aussagen dquivalent:
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(i) Ny 2 N,
(i) P(N1(A) =0) =P(Na(A) = 0) fiir alle relativkompakten Mengen A € By-.
Beweis. Vgl. Kallenberg [31, Theorem 10.9]. [

Die Abbildung
P By —1[0,1],A—P(N(A) =0)

wird oft auch als avoidance-Funktion des Punktprozesses NV bezeichnet, vgl. Beispiel 5.4(a)
bei Daley und Verre-Jones [10]. Das Lemma 2.8 besagt also, dass die Verteilung eines
simplen Punktprozesses bereits durch die Werte seiner avoidance-Funktion auf den rela-
tivkompakten Mengen der zugehorigen Borel-o-Algebra festgelegt ist.

Die Verteilung eines Punktprozesses, der nicht notwendigerweise simpel ist, ldsst sich nur
mit mehr Aufwand bestimmen. Es ist bekannt, dass die Verteilung eines stochastischen
Prozesses bereits durch seine endlichdimensionalen Randverteilungen bestimmt ist. Dies
ist leichter als die Verteilung des Prozesses auf dem Funktionenraum selbst zu bestimmen.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir Punktprozesse.

Lemma 2.9
Seien N1, No zwei Punktprozesse auf dem lesm Raum Z . Dann sind die beiden folgenden

Aussagen dquivalent:
. D
(Z) N1 = NQ.

(ii) (N1(A1),...,N1(Ay)) 2 (N2(A1),...,Nao(Ay)) fiir alle relativkompakten Mengen
Ay,.... A, €By, neN.

Beweis. Vgl Kallenberg [31, Lemma 10.1]. [ |

Ahnlich wie bei stochastischen Prozessen, ist auch die Frage von Interesse, unter welchen
Bedingungen ein Punktprozess mit gegebenen, endlichdimensionalen Randverteilungen
bzw. ein simpler Punktprozess mit gegebener, avoidance-Funktion existiert. Im Kontext
dieser Fragen muss man sich, wie auch bei stochastischen Prozessen, mit Konsitenzaussa-
gen iiber die Familie der endlichdimensionalen Randverteilungen beschéftigen, wie sie im
Konsistenzsatz von Kolmogoroff zu finden sind, vgl. Kallenberg [31, Theorem 5.16]. Da
jene Resultate jedoch fiir diese Arbeit nicht von Interesse sind, wird an dieser Stelle darauf

verzichtet, auf sie einzugehen.
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Ein weiteres Hilfsmittel bei der Untersuchung der Verteilungskonvergenz von Punktprozes-
sen soll das weiter unten definierte Laplacefunktional sein. Wenn man sich mit Verteilungs-
konvergenz von Zufallsvariablen beschéftigt, ist es oft einfacher, statt der Konvergenz der
Zufallsvariablen direkt, die Konvergenz der entsprechenden Laplacetransformierten nach-
zuweisen. Dies ist moglich, da die Laplacetransformierte einer R*-wertigen Zufallsvariable
deren Verteilung eindeutig festlegt. Aus diesem Grund soll nun ein Analogon fiir Punkt-

prozesse eingefiihrt werden.

Definition 2.10
Sei N : (2, A) = (Mp(Z'), Mp(Z")) ein Punktprozess. Fiir eine nichtnegative, beschrank-
te und mefbare Funktion f : 2 — RY sei

N(w, f) = /3{ fdN(w).

Dann ist das Laplacefunktional von N definiert als die Laplacetransformierte der Vertei-

lung von N

Inlf)i= | exp(=N(w. ) dP(o).

Wie die Laplacetransformierte bei Zufallsvariablen legt auch das Laplacefunktional eines

Punktprozesses die Verteilung dieses eindeutig fest.

Lemma 2.11

Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.9 sind die Aussagen (i) und (ii) dquivalent zu
(iii) Ln,[f] = Ln,[f] fir alle nichtnegativen und stetigen f mit kompaktem Tréager.
Beweis. Vgl. Resnick [47, Theorem 5.2]. [

Da die Untersuchung der Skalierungslimiten von CTRWs durch die Untersuchung der
zugehorigen Punktprozesse erfolgen soll, wird im néchsten Schritt die Theorie der Kon-
vergenz von Punktprozessen zusammengetragen.

2.1.2 Konvergenz von Punktprozessen

Die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien P, gegen ein Grenzmafl P ist

definiert iiber die Konvergenz

fdP, — | fdP (2.1)
J i~ |
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fiir alle stetigen und beschrankten Funktionen f. Dieses Konzept lésst sich jedoch nicht auf
M (Z) tibertragen, da die Mafle i.A. unbeschrénkt sind. Da man es aber mit Radonmaflen
zu tun hat, kann man die Konvergenz von (2.1) zumindest fiir alle stetigen und beschrénk-
ten Funktionen f erwarten, die auflerhalb eines Kompaktums verschwinden. Man definiert

also wie tiblich
CHZ) ={f:Z — R": fist stetig und besitzt einen kompakten Tréiger}.
Daraus erhilt man den Begriff der vagen Konvergenz in M (2").

Definition 2.12
Sei (Vn)nen, eine Folge von Mafen aus My (Z"). Dann konvergiert v, fiir n — oo vage

gegen das Grenzmafl vy, i.2. vy — g, falls die Konvergenz

/ fdvy, =3 / fdvy fiir alle f € CE(X)
gilt.

Bemerkung 2.13
Bei der vagen Konvergenz handelt es sich um die Konvergenz in der oben beschriebenen

Metrik, welche die w-Topologie induziert, vgl. Daley [10, A.2.6.I1].
Fiir die vage Konvergenz ist auch ein Portmanteau-Theorem bekannt.

Satz 2.14 (Portmanteau-Theorem fiir Radonmafe)
Sei (Vn)nen, eine Folge von Mafen aus M4 (Z"). Dann sind fir n — oo die folgenden

Aussagen dquivalent:
(’L) Un L} vy.
(i1) vn(A) =5 vo(A) fiir alle relativkompakten Mengen A € By mit 1p(9A) = 0.

(7i1) Bezeichnet man mit K(Z") bzw. O(XZ") die kompakten bzw. offenen Teilmengen des
lesm Raums 2, so gilt fir alle K € K(Z)

lim sup vy, (K) < vo(K),

n—oo

wdhrend man fiir alle relativkompakten O € O(Z") die Abschitzung

lim inf v, (O) > 1(0)

n—o0

erhdalt.
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Beweis. Vgl. Resnick [47, Theorem 3.2]. |

Mit dem Konzept der vagen Konvergenz lassen sich nun Konvergenzbegriffe fiir Punkt-
prozesse definieren. Wenn man erneut Lemma 2.9 betrachtet, so bieten sich sofort zwei
verschiedene Konvergenzbegriffe an. Zum einen kann man schwache Konvergenz von Ver-
teilungen auf M,(2Z") betrachten, zum anderen kann man auch an Verteilungskonvergenz

der endlichdimensionalen Randverteilungen eines Punktprozesses denken.

Definition 2.15

Sei (Np)nen, eine Folge von Punktprozessen auf dem lcsm Raum Z .

(a) Die Folge (Np)nen konvergiert fir n — oo in Verteilung gegen den Punktprozess Ny,
1.2. Ny 2, No, falls die Folge der Verteilungen (Pp)nen von (Np)nen vage gegen die

Verteilung P von Ny konvergiert.

(b) Die Folge (Ny)nen konvergiert im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen
gegen den Punktprozess Ny, falls fiir jede endliche Familie {A1,..., A} von rela-
tivkompakten Mengen, welche P(No(0A;) > 0) = 0 fir alle i = 1,...,k erfiillen,
die gemeinsame Verteilung von {N,(A1),...,Nn(Ar)} schwach in Bgr gegen die
gemeinsame Verteilung von {Ny(A1), ..., No(Ax)} konvergiert.

Bei der Betrachtung stochastischer Prozesse unterscheiden sich die beiden Begriffe in Defi-
nition 2.15. Aus der schwachen Konvergenz eines stochastischen Prozesses folgt die Konver-
genz der endlichdimensionalen Randverteilungen, wiahrend die Umkehrung nur dann gilt,
falls die Folge der Verteilungen zusétzlich schwach relativkompakt ist, vgl. Kallenberg [31,
Lemma 14.2]. Es stellt sich jedoch heraus, dass die beiden Begriffe fiir Punktprozesse dqui-
valent sind. Der Grund hierfiir ist in einer Version des Satzes von Prohorov fiir zufillige
MaBe zu finden, vgl. Kallenberg [31, Lemma 14.15], welcher besagt, dass die Folge der
zugehorigen Verteilungen der Punktprozesse genau dann straff ist, wenn die Folge der An-
zahl der Punkte in einer Menge A straff ist fiir alle relativkompakten Mengen A € By .
Dieses erstaunliche Resultat folgt aus dem Umstand, dass die zugehtrigen PunktmafBle auf
beschrankten Mengen endlich sind.

Die verschiedenen Aussagen iiber die Konvergenz von Punktprozessen sollen im folgenden
Satz zusammengefasst werden. Es stellt sich heraus, dass die beiden Konvergenzbegriffe
aus Definition 2.15 dquivalent sind. Dies macht es einfacher die schwache Konvergenz von
Punktprozessen nachzuweisen. Beachtet man zusétzlich, dass die Verteilung eines simplen

Punktprozesses durch seine avoidance-Funktion festgelegt ist, so ist es nur natiirlich, dass



Punktprozesse und zufillige Mafe 17

aus der Konvergenz der eindimensionalen Randverteilungen bereits die Konvergenz der
endlichdimensionalen Randverteilungen folgt. Die Aussage, dass die schwache Konvergenz
von WahrscheinlichkeitsmaBen mit Werten auf R dquivalent zur punktweisen Konvergenz
der entsprechenden Laplacetransformierten ist, welche aus dem Satz von Dubourdieu und
Feller, vgl. Feller [15, Kapitel XIII.1, Theorem 1la], folgt, tibertréigt sich auch auf Punkt-

prozesse und ihre Laplacefunktionale.

Satz 2.16 (Konvergenz von Punktprozessen)
Sei (Np)nen, eine Folge von Punktprozessen auf dem lecsm Raum (Z°,Bg). Dann sind

die folgenden Aussagen fiir n — oo dquivalent:
(i) Nn =5 Np.
(i) [, fAN, 25 [, fdNo fiir alle f € C{(2).
(7i1) (Nn(A1),..., Nn(Ax)) SN (No(A1),...,No(Ag)) fiir alle relativkompakten Mengen
A1, ..., A € By mit No(0A4;) =0 f.s. firl <i<k.
(iv) Ln,[f] = Lylf] fir alle f € CE(Z).
Falls Ny ein simpler Punktprozess ist, so ist auch dquivalent:
(v) Nnp(A) SN No(A) fir alle relativkompakten Mengen A € Bg mit No(0A) =0 f.s..

Beweis. Vgl. Theorem 9.1.VII bei Daley und Vere-Jones [10] und Theorem 14.16 bei
Kallenberg [31]. [ ]

2.1.3 Poissonprozess

Der Poissonprozess ist das einfachste Beispiel fiir einen stochastischen Prozess mit unste-
tigen Pfaden. Da eine enge Verbindung zwischen dem Poissonprozess und Punktprozessen
besteht, soll der Poissonprozess in dieser Arbeit als spezieller Punktprozess eingefiihrt

werden.

Definition 2.17
Fiir ein Radonmafl v auf dem lcsm Raum Z nennt man einen Punktprozess N einen

zusammengesetzten Poissonprozess oder Poisson random measure mit Intensititsmaf v,
i.Z. PRM(v), falls gilt:

exp(—y(A))%, falls v(A) < o0

Ur alle A€ By
0, falls v(A) = 00 f s

(a) P(N(A) = k) = {
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(b) Fiir alle k € N und alle in 2" paarweise disjunkten Mengen Ay, ..., A € By sind
N (A;) stochastisch unabhingige Zufallsvariablen fir i < k.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass fiir alle A € By mit v(A) = oo die Identitét
N(A) = oo fs. gilt. Die Eigenschaft (b) zeigt auch, dass im Fall 2" = R der Poissonpro-
zess unabhéngige Zuwdichse besitzt, d.h. fiir alle ¢t; < ... < t; sind die Zufallsvariablen
N((ti,tiy1]) fiir i =1,...,k — 1 stochastisch unabhéngig.

Um die Konvergenz eines Punktprozesses gegen einen Poissonschen Punktprozess nach-
zuweisen, wird aufgrund von Satz 2.16 oft die Konvergenz der Laplacefunktionale nach-
gewiesen. Dazu muss zunédchst das Laplacefunktional eines Poissonschen Punktprozesses

bestimmt werden.

Satz 2.18 (Laplacefunktional von PRM)
FEin Punktprozess N : (2, A) — (M,(Z"), Mp(Z")) ist genau dann ein PRM(v), falls sein

Laplacefunktional die Form

Ly[f] = exp <— /I (1 - e—f@f)) du(w))

fiir alle f € CL(Z) besitzt.

Beweis. Vgl. Resnick [46, Proposition 3.6]. |

2.1.4 Konvergenz gegen einen Poissonschen Punktprozess

Die Theorie der Konvergenz von Punktprozessen beginnt in vielen Lehrbiichern mit der
Fragestellung, unter welchen Bedingungen ein Punktprozess, dessen Punkte ein Dreiecks-
schema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen bilden, gegen einen Poissonschen Punktpro-
zess konvergieret. Da diese Resultate essentiell fiir die spétere Beweisfithrung sein werden,

sollen sie in diesem separaten Abschnitt zusammengetragen werden.
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Satz 2.19
Sei (Xin)i<pen - € N ein Dreiecksschema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen auf
dem Zustandsraum (Z°,Bg). Weiter sei N ein Poissonscher Punktprozess auf My(Z")

mit Intensitdtsmaf v. Dann sind die beiden folgenden Aussagen fiir n — oo dquivalent:
: D .
(1) 2k=16x5, —> N in Mp(Z).
(i) nP(X1, € ) —v(-).

Beweis. Der Beweis erfolgt iiber die Konvergenz von Laplacefunktionalen. Fiir eine Funk-

tion f € C(2) gilt die Konvergenz

E (eXp< ZEXk,n(f)>> =E (eXp <— f(Xk,n)>> = (E (exp (—=f(X1,0))))"
k=1 k=1

(1 n(1 — exp(— f(X1,n)))>n _ (1 Sy (1 —exp(—f(x)) nPlen(x)>n

n n

3

=¥ exp ([ (1 expl-s) o))
wegen der Definition der Exponentialfunkion genau dann, wenn
| (= explpla)) nab¥he@)"=F [ (1 exp(=f(a) vida)
gilt. Dies wiederum ist dquivalent zur vagen Konvergenz
nP(X1n € ) — (")
fiir n — oo. Die Behauptung folgt dann aus Satz 2.16 (iv). |

Mit diesem grundlegenden Konvergenzresultat lassen sich Grenzwertséitze fiir markierte

Punktprozesse herleiten, die essentiell fiir die spitere Beweisfithrung sein werden.

Satz 2.20
Sei (Xn)nen eine Folge RY -wertiger i.i.d. Zufallsvariablen und (ay)nen C R™Y eine Folge

reeller Zahlen. Dann sind die folgenden Aussagen fiir n — oo dquivalent:

(1) Es gilt die vage Konvergenz des normierten Wahrscheinlichkeitsmafes
npP (a;le €) —wvl()

fiir n — oo in (0, 00| gegen ein Radonmaf v.
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(ii) Es gilt die Verteilungskonvergenz der Punktprozesse
D
ZE(Eﬂ;le) — PRM(»\ & l/)
keN "

in My([0, 00) x (0, 00]).
Beweis. Vgl. Resnick [47, Theorem 6.3]. |

Unter Verwendung von Satz 2.19 lésst sich Satz 2.20 auf allgemeinere Rdume erweitern.

Man erhilt sofort folgendes Korollar:

Korollar 2.21
Sei (Xkn)icpen m € N ein Dreiecksschema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen mit

Werten in einem lcsm Raum (2, Bg), welches fir n — oo die Bedingung
nP(Xy, €)= v(-)
fiir ein Radonmaf$ v erfillt. Dann gilt die Konvergenz

ZE(%X&") i>PR]\4(»\ ® V)
keN

fir n — oo in Mp([0,00) x Z).

Beweis. Vgl. Resnick [47, Korollar 6.1]. [

2.2 Limesverteilungen von Summen unabhingiger Zufalls-

groflen

Um die Konvergenz von C'TRW3s zu untersuchen, wird es notwendig sein, die moglichen Li-
mesverteilungen von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren niher
zu studieren. Diese Klasse von Verteilungen stimmt mit der Klasse der unendlich teil-
baren Verteilungen iiberein. Die Theorie fiir diese Klasse von Verteilungen hat sich im
Laufe der letzten Jahrzehnte zu einem breiten Forschungsfeld entwickelt. Eine umfassende
Einfithrung fiir den eindimensionalen Fall ist im Buch von Gnedenko und Kolmogoroff [21]
zu finden. Die darin aufgefiihrten Ergebnisse wurden im Buch von Petrov [43] durch einen
neueren Zugang verallgemeinert. Wenn man die Theorie auf vektorwertige Zufallsvariablen
verallgemeinern will, dient das Buch von Meerschaert und Scheffler [40] als umfangreiche

Zusammenfassung.
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2.2.1 Unendlich teilbare Verteilungen

Definition 2.22
Sei X ein RE-wertiger Zufallsvektor mit Verteilung . Dann heifit X unendlich teilbar, falls
eine Folge (kp)nen C N mit k,, 1 0o fiir n — oo und ein Dreiecksschema von zeilenweise

i.1.d. Zufallsvektoren Xy p, ..., Xy, n existiert, so dass gilt:

Xip+ .o+ Xp,n 2 X

s*kpy
=

Besitzt also X1, die Verteilung pin, so gilt p w, wobet u*" das n-te Faltungsprodukt

von Ly, bezeichnet.

Da in der Theorie der unendlich teilbaren Verteilungen charakteristische Funktionen eine

tragende Rolle spielen, soll Definition 2.22 dquivalent umformuliert werden.

Definition 2.23

Sei X ein Re-wertiger Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion
o(t) = /exp(z' <t,X >)dP, t € R (2.2)

Dann heifst X unendlich teilbar, falls charakteristische Funktionen ¢, (t) und eine Folge

(kn)nen € N mit ky, T oo ezistieren, so dass

o(t) = o (1)
fiir alle t € R? und alle n € N gilt.

Fiir unendlich teilbare Zufallsvektoren ist eine Darstellung der charakteristischen Funktion
in (2.2) bekannt. Diese ist besonders niitzlich, da sie nur von drei Parametern abhéngt.
Sei also X ein Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion ¢(t). Falls fiir eine stetige
Funktion ¢(t) mit ¢(0) = 0 die Gleichheit

B(t) = exp (¢(t)) fiir alle t € R?

gilt, so heifit ¢ die log-charakteristische Funktion von X. Fiir diese erhélt man nun die

folgende Darstellung.

Satz 2.24 (Lévy-Khinchin Formel)
Fin Re-wertiger Zufallsvektor X ist genau dann unendlich teilbar, falls sich die log-

charakteristische Funktion ¢(t) von X auf die Form

1 t<t,z >
o(t) =i < bt >—=Q(t) —I—/ (exp(i <t,x>)—1- ’) dn(z)
Q0+ [ T+ ol
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bringen ldsst, wobei b € RY, Q(t) eine positiv semidefinite, quadratische Form auf R? und

n ein o-endliches Borelmaf auf R¥N\{0} ist, welches die Bedingung

[ min{, ol ?Ydn(e) < oo (23)
z#0

erfillt. Weiter ist das Tripel (b,Q,n) eindeutig bestimmt und wird als Lévy-Tripel bezeich-
net.

Beweis. Vgl. Meerschaert und Scheffler [40, Satz 3.1.11.]. |

Definition 2.25
Ein o-endliches Maf auf R1\{0}, welches die Bedingung (2.3) erfillt, heift auch Lévymagp.
Damit ist ein Lévymaf ein auf von Null weg beschrinkten Mengen endliches Mafs, welches

in der Null hiochstens einen Pol zweiter Ordnung besitzen darf.

Der erste Term in der Lévy-Khinchin Formel ist lediglich ein Shift. Der zweite Term wird
als Gaulsche Komponente bezeichnet, da er die log-charakteristische Funktion einer zen-
trierten Normalverteilung darstellt. Der letzte Term wird auch als Poissonscher Anteil
bezeichnet. Die Ursache dafiir liegt in der Beobachtung, dass dieser Term fiir ein endliches
Maf n die log-charakteristische Funktion einer geshifteten, zusammengesetzten Poisson-
verteilung bildet. Weiter folgt aus der Lévy-Khinchin Formel, dass die Normalverteilung
stochastisch unabhéngig von allen anderen unendlich teilbaren Verteilungen mit ¢Q = 0
ist.

Der Wert von unendlich teilbaren Zufallsvariablen liegt darin, dass diese unter gewissen
Voraussetzungen die Grenzverteilungen fiir asymptotisch vernachléssigbare Dreieckssche-
mata von Zufallsvektoren bilden, wobei der Begriff der asymptotischen Vernachléssig-
barkeit noch zu definieren ist. Betrachtet man z.B. den zentralen Grenzwertsatz von
Lindeberg-Feller, vgl. Klenke [32, Satz 15.43], so setzt dieser die Existenz zweiter Mo-
mente voraus. Es stellt sich also die Frage, ob notwendige und hinreichende Bedingungen
existieren, um auch ohne die Momentenannahme asymptotische Normalitdt von Dreiecks-
schemata zu erreichen. Die Antwort auf diese Frage erhélt man als Spezialfall des folgenden

Satzes 2.28. Zunéchst jedoch soll die ausstehende Definition gegeben werde.

Definition 2.26
Fin Dreiecksschema (X p)i1<i<k,,n € N von zeilenweise unabhdingigen ]Rd—wertigen Zu-

fallsvektoren heifst asymptotisch vernachldssigbar, falls fiir alle € > 0

max P (||X;n] > &) =30 (2.4)
1<i<kn
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gilt.

Bemerkung 2.27

Man beachte, dass aus der Bedingung (2.4) keinesfalls maxj<;<g, Xin 2.0 folgt.

Bei Summen von Zufallsvektoren, deren Summanden aus einem Dreiecksschema von asym-
ptotisch vernachldssigbaren Zufallsvektoren stammen, wird der Einfluss eines einzelnen
Summanden asymptotisch beliebig klein. Unter dieser Bedingung lassen sich die mogli-
chen Grenzverteilungen der Summen angeben. Es stellt sich heraus, dass diese mit der

Klasse der unendlich teilbaren Verteilungen iibereinstimmen.

Satz 2.28
Sei (Xin)i<i<k,,n € N ein Dreiecksschema von asymptotisch vernachldssigbaren R%-
wertigen Zufallsvektoren. Dann gibt es einen Zufallsvektor X und Shifts b, € R?, so dass

die Konvergenz

kn,
S Xin by X
=1

fiir n — oo genau dann gilt, falls die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(i) Es eswistiert ein Lévymap n auf RA\{0}, so dass die vage Konvergenz

kn

ZP(Xz’,n € ) LH?()

i=1
fiir n — oo in RA\{0} gilt.

(ii) Es existiert eine positiv semidefinite, quadratische Form @Q auf R% mit

En 2
lim lim supZE (< t,Xin >? 1HX7L,nH<€) - (E (< t, Xin > 1||Xi,n||<s>)
i=1

el0 n—oo
kn 2
=limliminf » E << t, X >2 1HX7L,nH<5) - (E (< t, Xin > 1||X,~,n||<s>>

el0 n—oo 4
=1

=Q(t)
fiir alle t € R?.

In diesem Fall ist die Verteilung von X unendlich teilbar. Wahilt man die Zentrierungen

bn als abgeschnittene Erwartungswerte fir einen Stetigkeitspunkt T, so dass n stetig auf
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S ist, gemaf

T

so besitzt X das Lévy-Tripel (0,Q,n). Andernfalls besitzt X das Lévy-Tripel (b, Q,n), wobei
b von der speziellen Wahl der Folge (by)nen abhdngt.

Beweis. Fiir den eindimensionalen Fall vgl. Gnedenko und Kolmogoroff [21, §25 Satz 1]
oder Petrov [43, Theorem 3.3]. Fiir den allgemeinen Fall vgl. Meerschaert und Scheffler
[41, Satz 3.2.2]. [

2.2.2 Stabile Verteilungen

Stabile Verteilungen bilden eine spezielle Klasse von unendlich teilbaren Verteilungen.
Sie lassen sich durch einen Parameter, der im Folgenden als Stabilitéitsindex bezeichnet
wird, klassifizieren. Dabei unterscheidet man fiir den Stabilitdtsindex zwei Fille, um eine
Untersuchung dieser Verteilungen zu vereinfachen. In beiden Féllen ist die Gestalt des
Lévy-Tripels bekannt und von einer besonders einfachen Form. In diesem Abschnitt sollen
einige Resultate iiber stabile Verteilungen zusammengetragen werden, die fiir die spétere

Beweisfiihrung benétigt werden.

Definition 2.29
Sei X eine reelle Zufallsvariable und (X, )nen €ine Folge von unabhingigen Kopien von X .
Dann besitzt X eine stabile Verteilung, falls reelle Folgen (by,)nen und (cn)nen existieren,

so dass fir alle n € N die folgende Verteilungsgleichheit gilt:

D

X=b,(X1+...X,) +cn. (2.5)

Man kann zeigen, dass fiir jede stabile Verteilung ein Index o € (0, 2] existiert, so dass
by = n~a fiir alle n € N gilt, vgl. Samorodnitsky und Taqqu [49, Korollar 2.1.3]. Dieser
Index wird auch als Stabilitéitsindex der stabilen Verteilung bezeichnet. Dies rechtfertigt
auch die Bezeichnung a—stabile Verteilung.

Wie oben angedeutet, unterscheidet man nun zwei Fille fiir den Stabilitédtsindex.

Satz 2.30
Sei X eine reelle Zufallsvariable mit a—stabiler Verteilung. Dann ist X nichtdegeneriert,

unendlich teilbar mit einem Lévy-Tripel (b, Q,n).
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(1) Ist a =2, so ist X Z N(a,o?) und Q(t) = o*t* fiir alle t € R. Das Lévymaf n ist

in diesem Fall identisch mit dem Nullmap.
(i) Ist a < 2, so gilt Q(t) =0 fiir alle t € R und fiir das Lévymaf gilt
1((@,0)) = pCa™2, ((—00, —z)) = ¢Ca~
fiir alle x > 0 und gewisse Konstanten C >0 und p,q >0 mitp+q=1.
Beweis. Vgl. Meerschaert und Scheffler [40, Korollar 7.3.4]. |

Da stabile Verteilungen selbst unendlich teilbar sind, ist natiirlich auch die Darstellung

ihrer log-charakteristischen Funktion von Interesse.

Satz 2.31

Sei X eine reelle Zufallsvariable mit nichtdegenerierter und nicht Gaufscher a-stabiler
Verteilung mit zugehérigem Lévy-Tripel (b,0,m). Dann gilt fiir die log-charakteristische
Funktion ¢ von X die Darstellung

ibt — [t|*C(1 — )7 'T(2 — a) [1 — i(p — q)sign(t) tan (5)]  fir o #1
ibt — C|t|* [5 + i(p — q)sign(t) log(|t])] fiir oo = 1.
Beweis. Vgl. Meerschaert und Scheffler [40, Theorem 7.3.5]. |

Wie bereits angesprochen, bilden stabile Verteilungen die Klasse der stochastischen Li-
miten im Sinne von Verteilungslimiten von Dreiecksschemata von zeilenweise i.i.d. Zu-
fallsvariablen mit Werten in R. Dies soll im folgenden Abschnitt {iber operatorstabile
Verteilungen gezeigt werden. Anstatt jedoch direkt entsprechende Sétze zu zitieren, sol-
len operatorstabile Verteilungen als Limiten normierter und zentrierter Zufallsvektoren
definiert werden. Der Zusammenhang zur moglichen Definition iiber die Teilbarkeitseigen-

schaft (2.5) wird im spéter folgenden Satz 2.37 hergestellt.

2.2.3 Operatorstabile Verteilungen

Operatorstabile Verteilungen sind eine natiirliche, mehrdimensionale Verallgemeinerung
von stabilen Verteilungen und bilden eine spezielle Klasse von unendlich teilbaren Vertei-
lungen. Sie sind von Interesse, wenn man C'TRWs untersucht, welche aus i.i.d. Zufallsvek-
toren hervorgehen. Im Eindimensionalen stimmt die Klasse der operatorstabilen Verteilun-

gen mit der Klasse der stabilen Verteilungen iiberein. Jedoch gibt es im mehrdimensionalen
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Fall Verteilungen, deren Randverteilungen stabil sind, welche aber selbst nicht operator-
stabil sind. Auch sind i.A. die eindimensionalen Randverteilungen von operatorstabilen
Verteilungen selbst nicht notwendigerweise stabil. Eine Ubersicht dieser Zusammenhinge
bietet der Artikel von Meerschaert und Scheffler [39]. Aus diesem Grund sollen Resultate
fiir operatorstabile Verteilungen in diesem Abschnitt zusammengetragen werden.

Um die eindimensionale Theorie fiir den R? zu verallgemeineren, muss zunéichst der Begriff

der nichtdegenerierten Verteilung erweitert werden.

Definition 2.32
Ein Maf auf dem R® heifst voll, falls es nicht von einer Hyperebene des R? getragen wird.

Mit diesem Begriff lassen sich nun operatorstabile Verteilungen definieren.

Definition 2.33
Sei (X, )nen eine Folge von i.i.d. R -wertigen Zufallsvektoren mit Verteilung p. Sei weiter

X ein R¥*-wertiger Zufallsvektor mit voller Verteilung v.

(a) Die Verteilung v heif$t operatorstabil, falls eine Folge linearer Operatoren (Ap)nen C
L(R?) und eine Folge von Vektoren (by)nen C RY ezistieren, so dass die schwache
Konvergenz

A % gy, — v
fiir n — oo gilt.

(b) In Termen von Zufallsvariablen lisst sich dies als Verteilungskonvergenz

An(X1+...+Xn)+bn3>X

fiir n — oo schreiben.

Nun erhélt man aus der Lévy-Khinchin Formel einige Eigenschaften von operatorsta-
bilen Verteilungen. Diese besitzen gewisse Skalierungseigeschaften. Auflerdem lésst sich
die bekannte Zerlegung von stabilen Verteilungen in zusammengesetzten Poisson- und
Gauflschen Anteil auch auf operatorstabile Verteilungen verallgemeinern. Genauso wie
sich stabile Verteilungen iiber einen Stabilitéitsindex klassifizieren lassen, kann man fiir
volle, operatorstabile Verteilungen stets einen Operator E € GL(R?) finden, welcher de-
ren Eigenschaften wiedergibt. Als mehrdimensionale Verallgemeinerung der Eigenschaft,
dass der Stabilitdtsindex von a-stabilen Verteilungen die Bedingung 0 < a < 2 erfiillt,

ldsst sich zeigen, dass die Eigenwerte des Operators E grofler oder gleich % sind. Bevor
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der entsprechende Satz jedoch angegeben werden kann, muss noch das Faltungsprodukt
fiir eine nicht natiirliche Anzahl an Maflen sowie der Exponentialoperator fiir Matrizen

erklart werden.

Definition 2.34

Sei v eine unendlich teilbare Verteilung mit Lévy-Tripel (b, Q,n) und t > 0. Dann definiert
man die t-fache Faltung von v, i.Z. V', als die unendlich teilbare Verteilung, die das Lévy-
Tripel (tb,tQ,tn) besitzt.

Bemerkung 2.35

Man beachte, dass Definition 2.34 vertriglich mit der Definition der Faltung einer natiirli-
chen Anzahl von Wahrscheinlichkeitsmaflen ist und damit eine Verallgemeinerung dieser
fiir unendlich teilbare Verteilungen darstellt. Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung v fiir

die Faltung v*".

Definition 2.36
Fiir A € L(R?) und t > 0 wird das Matrizezponential t* auf folgende Weise definiert:

th = exp(Alogt), exp(A) := Z 12:6
keNp
Satz 2.37
Ein volles Wahrscheinlichkeitsmafl v auf R? ist genau dann operatorstabil, falls es un-
endlich teilbar ist und ein linearer Operator E € GL(R?) sowie geeignete Shifts by € RY

existieren, so dass
v =1tPux g, (2.6)

fiir alle t > 0 gilt, wobei t¥v das Bildmafl bzgl. der Abbildung x — tPx bezeichnet. Dann
besitzen die Eigenwerte von E einen Realteil grofier oder gleich % Weiter lisst sich v in
eindeutiger Weise als Faltungsprodukt v = vy x vo von zwei Wahrscheinlichkeitsmafien vy
und vy darstellen, welche auf zwei E-invarianten Teilrdumen Vi bzw. Vo mit RE=Vid Vs
konzentriert sind. Dass Majf$ vy ist ein volles, operatorstabiles Wahrscheinlichleitsmaf$ vom

Compound-Poisson-Typ und vs ist ein volles, Gaufisches Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf Va.
Beweis. Vgl. Meerschaert und Scheffler [40, Theorem 7.2.1]. [

Definition 2.38
Man nennt den Operator E aus Satz 2.37 auch einen FExponenten des Mafles v und be-

zeichnet v auch als (tE)—opemtorstabil, falls die Bedingung 2.6 erfiillt ist.
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Da operatorstabile Verteilungen selbst unendlich teilbar sind, bilden sie aufgrund von
Definition 2.22 und Satz 2.28 Limesverteilungen von Dreiecksschemata von i.i.d. Zufalls-
vektoren. Deshalb sollen nun Kriterien fiir die Konvergenz gegen eine operatorstabile Ver-
teilung zusammengetragen werden. Dafiir wird der Begriff des Anziehungsbereiches einer

Verteilung hilfreich sein.

Definition 2.39

Sei (Xp)nen, eine Folge von i.i.d. Re-wertigen Zufallsvektoren, wobei Xo die Verteilung
v besitzt. Sei weiter Y ein R¥*-wertiger Zufallsvektor mit Verteilung . Dann befindet sich
Xo bzw. v im generalisierten Anzeihungsbereich von' Y bzw. p, i.Z. Xg € GDOA(Y) bzw.
v € GDOA(u), falls eine Folge linearer Operatoren (Ap)nen C L(RY) und eine Folge von

Vektoren (by)nen C R? ezistieren, so dass die Konvergenz
n
A Xi+by Y (2.7)
i=1

bzw.
A" x gy, —
fiirn — oo gilt.

Bemerkung 2.40
Man spricht vom einem strikten Anziehungsbereich, falls auf Zentrierungen verzichtet

werden kann, d.h. es gilt b, = 0 fiir alle n € N.

Die normierenden Operatoren A,, in (2.7) besitzen eine Eigenschaft, die es moglich macht,
deren asymptotisches Verhalten zu untersuchen. Dafiir soll der Begriff der regulidren Va-
riation von reellwertigen Funktionen, mit dem sich das Buch von Seneta [53] beschiftigt,
fiir lineare Operatoren auf dem R? verallgemeinert werden. Die Theorie der regulir va-
riierenden Operatoren wird im Buch von Meerschaert und Scheffler [40] in Kapitel 2.4

zusammengetragen.

Definition 2.41 (a) Sei f : Rt — GL(R?) eine Borel-messbare Funktion. Dann heifit f
regulir variierend zum Index E € L(R?), i.Z. f € RV, falls

fltz) f(H) 72X 2P

fiir alle x > 0 gilt. Falls E =0 gilt, so heifit f langsam variierend.
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(b) Eine Folge linearer Operatoren (Ap)nen C GL(R?) heifit regulir variierend zum
Index E, i.Z. (An)nen € RVE, falls die Funktion A(t) := Ay reguldr variierend

vom Index E ist.

Es stellt sich nun heraus, dass die normierenden Operatoren stets als regulér variierend
gewihlt werden konnen. Dies macht es auch moglich, das Lévymafl der Limesverteilung

als Grenzmaf} der normierten Verteilung von X zu bestimmen.

Lemma 2.42

Sei (Xp)nen, eine Folge von i.i.d. Re-wertigen Zufallsvektoren. Sei weiter Y ein R9-
wertiger Zufallsvektor mit voller (tE)-opemtorstabiler Verteilung. Genau dann befindet
sich der Zufallsvektor Xg im Anziehungsbereich von Y, falls eine Folge requldr variierender
linearer Operatoren (Bp)nen € RV_g ezistiert, so dass fiir eine geeignete Folge von Shifts

(bn)nen die Verteilungskonvergenz

n
By Xp— by Y (2.8)
k=1

fiir n — oo gilt.
Falls die Verteilung von Y das Lévy-Tripel (b,0,n) besitzt, ist die Bedingung (2.8) dqui-

valent zur vagen Konvergenz
nP(B,Xg € -) —1(-)
fiir n — oo in RIN\{0} gegen ein volles Lévymafs 0.

Beweis. Vgl. Meerschaert und Scheffler [40, Theorem 8.1.5 und Korollar 8.2.11]. |

2.3 Lévyprozesse und Funktionenrdume

Bei der Untersuchung der Skalierungslimiten von CTRWs stellt sich heraus, dass ein
Verstéindnis von Lévyprozessen notwendig wird. Bei Lévyprozessen handelt es sich um
spezielle stochastische Prozesse, deren Pfade rechtsstetige Funktionen mit existierenden
linksseitigen Limiten sind. Um die Theorie solcher stochastischen Prozesse zusammenzu-
tragen, wird zunéchst der Raum dieser Funktionen néher untersucht, wobei sich heraus-
stellt, dass dieser separabel und vollstindig metrisierbar ist. Am Ende dieses Abschnitts
wird noch die Abbildung .# betrachtet, welche eine Funktion f auf ihre linksstetige Va-
riante abbildet. In diesem Kontext werden kurz einige Eigenschaften des Raumes aller

linksstetigen Funktionen mit existierenden rechtsseitigen Limiten angesprochen, der auch
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separabel und bzgl. der gleichen Metrik vollstéindig ist. Dabei stellt sich heraus, dass &
eine injektive Abbildung zwischen diesen Réumen ist, die auch Lipschitz-stetig mit Lip-
schitzkonstante Eins ist. Das Verstdndnis dieser Abbildung ist hilfreich, wenn es darum
geht, warum riickwérts- bzw. vorwértsgekoppelte CTRWs unterschiedliche Skalierungsli-
miten besitzen. Im letzten Abschnitt soll eine kurze Zusammenfassung der Theorie der
Lévyprozesse erfolgen. Zusétzlich wird in diesem Abschnitt eine Reihendarstellung fiir
Lévyprozesse eingefiihrt, wie sie in der Arbeit von Ferguson und Klass [13] zu finden ist.
Diese wird im weiteren Verlauf hilfreich sein, um die Verteilung der Skalierungslimiten von

CTRWs zu bestimmen.

2.3.1 Die Riume DJ0,00) und G|0, o)

In diesem Abschnitt sollen wichtige Resultate iiber die Funktionenrdume D][0,00) und
G0, 00) vorgestellt werden, deren Verstindnis essentiell ist, um Grenzwertsétze fiir die in
dieser Arbeit betrachteten stochastischen Prozesse herzuleiten und um die Unterschiede
bei Riickwérts- bzw. Vorwirtskopplung zu verstehen. Da C'TRWs keine stetigen, sondern
lediglich rechtsstetige Pfade mit existierenden linksseitigen Limiten besitzen, ist der Raum
C10,00) aller stetigen Abbildungen f : RT™ — R, ausgestattet mit der Supremumsmetrik,
bzgl. derer er separabel und vollsténdig ist, nicht fiir die Betrachtung von CTRWs geeignet.

Es geniigt jedoch i.A. fiir f nur Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen zuzulassen.

Definition 2.43
FEine Funktion f : RT™ — R heifst cadlag-Funktion (continue a droite, limites a gauche),

falls die rechts- und linksseitigen Limiten
i ERWRT
f(t+) =lim f(s), f(t=) = lim f(s)
existieren (mit f(0—) := f(0)) und falls fiir alle t > 0 gilt:

flt+) = f(1).

Der Raum aller reellwertigen cadlag-Funktionen wird mit D([0, 00), R) bezeichnet. Dieser
Raum lisst sich auch fiir R%wertige Funktionen zum Raum D([0, c0), R?) verallgemei-
neren. Dabei wird auf die Nennung des Wertebereichs verzichtet, falls sich dieser aus
dem Kontext ergibt. Wichtig ist, dass sich bei cadlag-Funktionen Sprungstellen, deren
Sprunghohen eine vorgegebene positive Schranke € > 0 iiberschreiten, nicht h&dufen kénnen
(vgl. Billingsley [7, Kapitel 3, Lemma 1] fiir den Raum DJ0, 1]). Es folgt, dass eine cadlag-

Funktion hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt.
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Nun will man den Raum D]0, co) metrisieren. Die Supremumsmetrik sup | - |, wie man sie
auf C[0,00) verwenden wiirde, ist nicht geeignet, da D0, 00) bzgl. dieser nicht separabel
wire (es gibt iiberabzidhlbar viele Funktionen, welche einen beliebigen, festen Abstand e
zueinander besitzten). Um eine Metrik zu konstruieren, in der sich zwei gegeneinander
konvergierende Sprungfunktionen nahe kommen, muss beriicksichtigt werden, dass zwei
benachbarte Sprungstellen den Abstand der Funktionen nicht allzu viel vergréfern. Man
ldsst also Deformationen der Zeitskala zu, um benachbarte Sprungstellen iibereinander
zu schieben. Zunéchst soll eine Metrik auf D[0,T] := {fjjo1) : f € D[0,00)} konstruiert

werden, aus welcher dann eine geeignete Metrik auf D[0, c0) abgeleitet werden kann.

Definition 2.44
Sei T > 0 und A1) die Menge der stetigen und strikt wachsenden Bijektionen des Inter-
valls [0, T]. Fir zwei Funktionen f,g € D[0,T] definiert man

do,r)(f,9) == _inf maxq sup [A(t) —t|, sup |f(t) —g(A(¥))] p-
’ AEA 1) 0<t<T 0<t<T

Die Abbildung djy 7] ist eine Metrik, bzgl. derer der Raum DI[0,T] separabel, aber nicht
vollsténdig ist, vgl. Billingsley [7, S. 111ff]. Eine abz&hlbare und dichte Teilmenge bilden die
rechtsstetigen Treppenfunktionen mit konstanter, rationaler Treppenbreite und rationalen
Funktionswerten. Eine Funktionenfolge f,, konvergiert also gegen f in der Metrik d 1,
falls eine Folge von Abbildungen (An)nen C Ajg g existiert, so dass

sup [An(t) —t| ™ =30 und sup |fu(t) — FAu(2))] =30
0<t<T 0<t<T

gilt. Die Konvergenz in der Metrik d|y 7} ist schwiicher als die Konvergenz in der auf C[0, T
verwendeten Metrik der gleichméfligen Konvergenz. Konvergiert ndmlich eine Funktionen-
folge f, gleichméBig gegen ein f auf [0,77], so konvergiert sie auch in dp 77, da man die
Folge der Bijektionen als konstant gleich der Identitdt auf [0, 7] wéhlen kann. Die Um-
kehrung ist i.A. jedoch falsch. Aus der Konvergenz in der Metrik djy 7] folgt nicht ein-
mal die punktweise Konvergenz fiir alle ¢t € [0,7]. Betrachtet man die Funktionenfolge
(an)nen = (1[0@"'”71))7161\1 fiir ein 0 < & < T, so besitzt diese Folge fiir n — oo den
Grenzwert ag := 1jg ;) bzgl. der Metrik djy 77. Jedoch folgt keinesfalls die punktweise Kon-
vergenz an(t) "= ao(t) im Punkt ¢ = z. Aber man kann zumindest die Konvergenz in
allen Stetigkeitspunkten erwarten. Gleichméiflige Konvergenz erhilt man jedoch nur unter

Zusatzbedingungen.
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Lemma 2.45
Sei fr, "= f in djo,r)- Dann gilt die Konvergenz f,(t) iy f(t) fir alle Stetigkeitspunkte
t von f. Falls f stetig auf [0,T] ist, so gilt sogar fy(t) iy f(t) gleichmdfig in t.

Beweis. Vgl. Billingsley [7, S. 112]. |

Nun soll eine andere Metrik J[O,T} konstruiert werden, welche topologisch dquivalent zu
djo,7 ist, d.h. djg 7y und J[O,T} erzeugen die gleiche Topologie und besitzen somit die gleichen
konvergenten Folgen, aber bzgl. derer der Raum DJ[0, T vollsténdig ist. Dies ist moglich,
da die Vollstandigkeit eines Raumes an der Metrik und nicht an der Topologie héngt. Die
Idee, um zu einer besseren Metrik zu gelangen, ist die, das Annihern der Funktionenfolge
An, an die Identidt auf eine andere Weise zu definieren. Sei dazu

U LIRS

1
8 t—s

A[go,T] = {)\ S A[O,T] .

Man erhélt die gewiinschte Metrik auf die folgende Weise.

Definition 2.46
Fiir zwei Funktionen f,g € D[0,T] definiert man

c?[(]’t](f,g) := inf {5 >0: sup |f(t) —g(\))| < e fir ein X € A[€O7T]} .

0<t<T

Satz 2.47
Die Metriken djp 1) und J[QT} sind topologisch dquivalent. Weiter ist der Raum DI0,T)
bzgl. der Metrik cflv[O’T} separabel und vollstindig.

Beweis. Vgl. Billingsley [7, S. 113ff]. [

Die Metrik J[O,T] induziert die sogenannte Skorokhod-.J;-Topologie. Da man nun fiir alle
T > 0 eine Metrik zur Verfiigung hat, welche D[0,T] zu einem polnischen Raum macht,
lasst sich hieraus eine Metrik Cj[o,oo) auf DJ0, co) konstruieren, vgl. Lindvall [37, S. 113 ff].

Diese Metrik dhnelt der Metrik auf einem topologischen Produkt von Raumen.

Lemma 2.48
Sei (X3, d;)ien eine Folge metrischer Riume und 2" := [[;c 2 das topologische Produkt.
Dann ist

_ dk; xkayk’)
gk U\ UK) e g 2.9
Z 1+ di(g, yi) Y (2:9)
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eine Metrik auf 2 . Weiter ist die Konvergenz ((™)pen =3 @ in (2, d) dquivalent
zur Konvergenz der Projektionen (wgn))neN iy xgo) in (Zi,d;) fir alle i € N.

Beweis. Die Definitheit und Symmetrie von (2.9) folgen unmittelbar aus der Eigenschaft,
dass d; eine Metrik fiir alle ¢ € N ist. Die Dreiecksungleichung folgt aus der Tatsache, dass
die Abbildung ¢ — %5 monoton wachsend auf [0, c0) ist.

Sei nun (2(),en =3 2@ in (27, d), d.h. es gilt

(n) ())

di(x T

(0) g di( k’
=y Bl
keEN + k(l‘k . Ty")

n—oo

=20. (2.10)

Damit diese Reihe gegen Null konvergieren kann, ist notwendig, dass die Summanden fiir

n — oo verschwinden

%0 fiir alle ¢ € N, (2.11)

was gleichbedeutend mit der Konvergenz (xgn))neN iy $§0) in (Z2i,d;) fur alle i € N
ist. Da die Konvergenz der Projektionen jedoch #quivalent zu (2.11) ist, erhélt man mit
dem Satz von der monotonen Konvergenz, vgl. Elstrodt [12, Kapitel IV, Satz 2.7], die
Konvergenz (2.10). [

Diese Metrik erlaubt es, das topologische Produkt [],.; Z; von polnischen Réumen 2;
selbst zu einem polnischen Raum zu machen, falls die Indexmenge I hichstens abzéhlbar
ist. Dies ldsst sich auch auf den Raum D0, 00) iibertragen, falls man Funktionen f mit
Werten in [0, 00) als Summe von Funktionen f,, := fi;,_, 4, auffasst, wobei (in)nen eine

Folge von Stetigkeitspunkten von f bezeichnet, welche i, T oo fiir n — oo erfiillt.

Satz 2.49
Sei (7[0700) die in Lindvall [37, Abschnitt 4] konstruierte Metrik auf D[0,00). Dann gilt:

(i) Der Raum (D[O7 oo),cj[o,oo)) ist separabel und vollstindig.

(i) Es gilt f," =3 f in 57[0700) genau dann, falls eine Folge (An)nen C Ajo o) existiert,

so dass fiir n — oo die Konvergenzen
fnon nioff kompakt gleichmdfsig , Ap "d gleichmdfsig

gelten, wobei A ooy die Menge der stetigen und streng monoton wachsenden Bi-
jektionen des Intervalls [0,00) bezeichnet, d.h. fir A € Aoy gilt AM(0) = 0 und

limy 00 A(t) = o0.
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Beweis. Vgl. Lindvall [37, Satz 1]. |

Um im weiteren Verlauf dieser Arbeit zu verstehen, warum sich die Skalierungslimiten
von riickwirts- und vorwértsgekoppelten CTRWs unterscheiden, wird es hilfreich sein
linksstetige Varianten von cadlag Funktionen zu betrachten. Diese Funktionen sind also

keine Elemente mehr in D[0, c0).

Definition 2.50
FEine Funktion f : R™ — R heifit caglad (continue & gauche, limites a droite), falls die

rechts- und linksseitigen Limiten

F(t) = lim £(3), (=) = lim £ (s)

existieren (mit f(0—) := f(0)), und falls fiir alle t > 0 gilt:

Der Raum aller caglad-Funktionen wird mit G[0, c0) bezeichnet. Es ist bekannt, dass der
metrische Raum (G [0, 00), 67[0700)) ebenfalls separabel und vollstindig ist, vgl. Carmona

und Nualart [8, S. 8]. Dieses Resultat ist nicht verwunderlich. Verwendet man mit
wy(A) == sup{|z(s) — z(t)| : s,t € A} fiir A C [0,T]
statt des in Billingsley [7] verwendeten rechtsseitigen Stetigkeitsmoduls

wy(0) ;= sup  wg([t,t+4])
0<t<T—6

die linksseitige Variante

we(0) = sup wa([t —6,t]),
§<t<T

so erhélt man die gewiinschten Eigenschaften von (G [0, 00), 6?[0700)) mit der gleichen Be-
weismethodik. Betrachtet man jedoch die Rdume DI[0,T| und G[0, T fiir ein festes 7' > 0,
so lassen sie sich nicht einfach mittels einer Abbildung identifizieren. Wahlt man z.B. die

kanonische Verschiebung der Funktionswerte an den Unstetigkeitsstellen
& :D[0,T] — G[0,T], f(t)— f(t—) firalle 0 <t < T, (2.12)

so ist diese nicht bijektiv, denn die Funktion 110y € G[0, 7] besitzt unter .# kein Urbild in
DI0,T)]. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die injektive Abbildung .# in den Teilraum al-

ler linksstetigen Funktionen mit existierenden rechtsseitigen Limiten, die auch rechtsstetig
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in Null sind, abbildet. Dieser ist unter Cj[o,oo) jedoch nicht vollsténdig, da die Cauchyfolge
L %)(a:) keinen Grenzwert in diesem Raum besitzt. Mit Hilfe der Rechtsstetig-
keit der Elemente von D0, T] lasst sich jedoch zeigen, dass die Abbildung .# zumindest
Lipschitz-stetig ist.

Lemma 2.51
Seien f,g € D[0,T] fiir ein T > 0. Dann gilt:
J[O,T](f(f)> F(g)) < J[O,T}(fa 9),
d.h. die Abbildung & ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante Eins.

Beweis. Der Beweis beruht auf der bekannten Abschitzung fiir cadlag-Funktionen

sup |f(t=)| < sup |f(t)],
0<t<T 0<t<T

vgl. Appelbaum [1, S. 119]. Aus der Rechtsstetigkeit von f folgt, dass auch #(f) rechts-

stetig in 0 ist. Man erhilt also

sup | (f(t))| = sup |[Z(f(1))] < sup [f(£)].

0<t<T 0<t<T 0<t<T

Sei nun c’iv[O,T](f, g) = 0. Dann folgt fiir alle ¢ > §

sup |f(t) — g(A(t))| < e fiir ein X € A..
0<t<T

Nun definiert man g := f — g o A. Da A stetig und bijektiv auf [0, 7] ist, erhdlt man

e > sup [g(t)] = sup [F(g(1))| = sup [f(t—) —g(A(t=))| = sup [f(t—)—g(A(t)=)l,
0<t<T 0<t<T 0<t<T 0<t<T

d.h. es gilt

do(Z(f), 7(9)) <e

fiir alle € > 0. Die Behauptung folgt nun mit dem Grenziibergang ¢ | 9.
[

Nun gilt, dass Lipschitz-stetige Abbildungen insbesondere stetig sind, da die Verschiebung

von benachbarten Werten durch die Lipschitzkonstante beschrankt wird.

Korollar 2.52
Die in (2.12) definierte Abbildung .% ist stetig.
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2.3.2 Lévyprozesse

Ein stochastischer Prozess (X(t));>0 ist eine Familie von Zufallsvariablen mit Werten in
einem gemeinsamen Messraum (E, E). In dieser Arbeit sind lediglich Prozesse von Inter-
esse, welche Werte in R? fiir ein festes d € N annehmen, jedoch sind an dieser Stelle auch
wesentlich abstraktere Rdume moglich. Wertet man den Prozess fiir ein festes w € () aus,
so bezeichnet man die Abbildung ¢ — (X(¢))(w) auch als Pfad des Prozesses. In dieser
Arbeit werden auch nur stochastische Prozesse betrachtet, deren Pfade Elemente des be-
reits eingefiihrten Raums D0, 00) sind. Stattet man den Funktionenraum D[0,c0) nun
mit der Borel-o-Algebra Bp o) aus, so ist ein stochastischer Prozess eine messbare Ab-
bildung in den Messraum (D]0,00), Bpjg,c)), d-h. dessen Realisierungen sind Funktionen
in D[0,00). Um also die Verteilung eines stochastischen Prozesses X(:) zu bestimmen,
muss P(X(-) € A) fiir alle A € Bpjg o) bestimmt werden. Da dies sehr aufwendig ist, soll
nun ein einfacherer Weg dargestellt werden. Fiir Zeitpunkte ¢y, ...,¢, bezeichne 7, _ ¢,
die kannonische Projektion von D0, 00) nach R?, d.h. fiir z(-) € D[0,00) ist 7,4+, (2(*))

die Projektion auf die endlich vielen Randverteilungen zu den Zeitpunkten tq,...,t,

Tty (2() = (2(t1), -, 2(t0))-

Nun wird die Verteilung eines stochastischen Prozesses bereits durch die Kenntnis hinrei-

chend vieler dieser Randverteilungen festgelegt.

Lemma 2.53
Sei X(-) ein stochastischer Prozess mit Werten in (D[0,00), Bpjy ). Sei weiter Ty eine
dichte Teilmenge von RY. Dann ist die Verteilung PXO) bereits durch die endlichdimen-

stonalen Randverteilungen W;}...,tnPX(‘) firty,..., t, € Ty, n € N festgelegt.
Beweis. Vgl. Billingsley [7, Lemma 14.5]. |

Nachdem man nun Hilfsmittel bereit hat, um die Verteilung von stochastischen Prozessen
zu bestimmen, soll nun die Klasse der fiir diese Arbeit mafigeblichen Prozesse eingefiihrt
werden. Ein Lévyprozess ist ein stochastischer Prozess mit den folgenden Zusatzeigen-

schaften:

Definition 2.54
Ein stochastischer Prozess (X(t))i>0 =: X(-) auf (?, A, P) mit Werten im Raum R? heifit
Lévyprozess, falls er die folgenden FEigenschaften besitzt:

(a) Es gilt X(0) =0 f.s..
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(b) Die Pfade des Prozesses sind Elemente in D[0,00).

(¢c) Fiir (t;)1<i<n CRT mit 0 <ty < ... <t, sind die Zuwdichse
X(te2) — X(t1), ..., X(tn) — X(tn—1) stochastisch unabhingige Zufallsvariablen.

(d) Der Prozess besitzt stationdre Zuwichse, d.h. fiir alle t1,ty € RT und alle e > 0 gilt
die Verteilungsgleichheit

}P’X(tl +6) —X(t1) — ]P)X(tQ +€) —X(tz) .

(e) Der Prozess ist stochastisch stetig, d.h. es gilt fiir alle § > 0

lim P (| X(t +£) = X(2)]| > 9) = 0.

Man beachte, dass die Eigenschaft (e) aus Definition 2.54 keinesfalls die Stetigkeit der
Pfade des Prozesses impliziert. Als einfachstes Beispiel, welches dies verdeutlicht, kann
der Poissonprozess mit Intensitdtsmafl M aus Definition 2.17 angefiithrt werden. Aus Pro-
position 5.1 bei Resnick [47] ist bekannt, dass der Poissonprozess sich in einfacher Weise
als Punktprozess darstellen lisst. Sei dazu (I'y,),en eine Folge von Zufallsvariablen, wobei
I',, die n-te Partialsumme einer Folge von i.i.d. standard exponentialverteilten Zufallsva-

riablen bildet. Dann definiert

Nii= 3 e, (0,6) = D s (2.13)

keN keN

einen homogenen Poissonprozess. Offenbar erfiillt N; die Bedingungen (a) und (b). Man
kann zeigen, dass [Ny auch unabhéngige sowie stationédre Zuwéchse besitzt und stochastisch
stetig ist, vgl. Cont und Tankov [9, Proposition 2.12]. An der Darstellung (2.13) erkennt
man jedoch, dass die Pfade von N; stiickweise stetige Sprungfunktion mit Sprunghohe 1
sind.

Betrachtet man einen Lévyprozess X(-) an einer Stelle t > 0, so gilt offenbar mit der
Konvention X(0) := 0

n

X(t) =Y (X(n~'th) - X(n~'t(k — 1)) (2.14)
k=1

Da ein Lévyprozess unabhéngige und stationére Zuwéchse besitzt, zeigt (2.14), dass X ()

fiir alle festen ¢ > 0 eine unendlich teilbare Verteilung besitzt. Es stellt sich die Frage, ob

man auch zu jeder unendlich teilbaren Verteilung einen zugehorigen Lévyprozess finden

kann. Der Zusammenhang wird im folgenden Satz dargestellt.
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Satz 2.55
Sei X(-) ein Lévyprozess auf RY. Dann besitzt X(-) zu jeder festen Zeitt > 0 eine unendlich
teilbare Verteilung. Ist andererseits v eine unendlich teilbare Verteilung, so existiert ein

Lévyprozess X(-), so dass die Verteilungsgleichheit PXM) =y gilt.

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt sofort aus der Darstellung (2.14). Fiir den zweiten
Teil vgl. Kallenberg [31, Theorem 13.12]. |

Die Untersuchung von CTRWs in dieser Arbeit fiihrt zu Skalierungslimiten, welche eine
Reihendarstellung besitzen. Dies macht es notwendig, eine solche Darstellung fiir Lévyprozesse
(X(t))o<t<r fur T' > 0 herzuleiten. Der Einfachheit halber wird in diesem Kapitel nur
der eindimensionale Fall betrachtet. Im Mehrdimensionalen sind auch Reihen- und In-
tegraldarstellungen von Lévyprozessen bekannt, vgl. die sogenannte It6-Darstellung in
Formeln (5.35) und (5.36) bei Resnick [47].

Sei also (X (t))o<i<7 ein Lévyprozess mit Werten in R. Dann lésst sich (X (¢))o<i<7 in drei
unabhéngige Lévyprozesse

(X (t)ostsr = (XV(@) + XD (1) + XO(1))

0<t<T

zerlegen, vgl. Gihman und Skorokhod [19, S. 199]. Hierbei ist X (?) entweder eine Brown-
sche Bewegung mit Drift oder degeneriert und die Prozesse X1, X(3) sind Sprungpro-
zesse. Seien 1 bzw. 1y die LévymaBe der Prozesse X(M) bzw. X®). Es wird nun der Fall
betrachtet, dass der Prozess (X (t))o<t<7 keinen Normalverteilungsanteil enthélt, d.h. es
gilt X (¢) = 0. Dann ist 71 auf (—oo,0) und 7y auf (0,00) konzentriert. Man definiert

nun die links- bzw. rechtsseitigen Inversen der Lévymafle 11 bzw. 19 durch
i (y) == inf{t : m((—00,1]) > y} A0, y > 0;
s (y) := sup{t : 1 ([t,00)) > y} V0, y > 0. (2.15)

Sei '), die n-te Partialsumme einer Folge von i.i.d. standard exponentialverteilten Zu-
fallsvariablen und (7, )nen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen, wobei 71 gemé&f U0, 1]
verteilt ist. Definiert man nun die Folgen von Zufallsvariablen (I';)nen, (fn)nGN; (Tn)nen
und (7, )nen, wobei (I'y,)nen und (fn)neN sowie (7, )nen und (7,,)nen unabhéingige stocha-

stische Kopien bezeichnen, die auch unabhéngig voneinander sind, so erhédlt man nun die
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Ferguson-Klass Darstellung von X (:) und X3(-) durch

(XD (1)o<per 2 > (T ' Te)1y(T-7) —t-E (U1(Te) L, (rgy<—r) ) oper s (216)
keN

X (ozrer 23 (BT T Lo (T -7) = B0y, 6,00) o (217
keN

in D[0,T] fiir 0 <t < T, vgl. Ferguson und Klass [13, S. 1637]. Dabei sind die Abschneide-
punkte +7 als Stetigkeitspunkte der Mafle 1 bzw. 1y zu wihlen. Verschiedene Wahlen von
7 wirken sich dabei lediglich auf den Driftanteil aus. Falls das Lévymaf auch die Funktion
2| - 1|3~ integriert, so existieren die ersten Momente in (2.16) und (2.17), so dass auf das
Abschneiden verzichtet werden kann. Falls X (-) ein stabiler Lévyprozess ist, so ldsst sich
mit Hilfe Satz 2.30 zeigen, dass dies genau dann der Fall ist, falls der Stabilitdtsindex «
die Bedingung 1 < o < 2 erfiillt. Gilt fiir den Stabilitéitsindex o hingegen « < 1, so kann

auf die Zentrierungen sogar génzlich verzichtet werden, vgl. [48, Theorem 4.1].

2.4 Limesverteilungen von Maxima unabhingiger Zufalls-

variablen

Bei der Untersuchung von CTRWs stellt sich auch die Frage nach dem asymptotischen
Verhalten des betragsmissig grofiten Sprungs. Um dieser Fragestellung nachzugehen, wird
ein Verstédndnis der Theorie von Maxima und Minima von i.i.d. Zufallsvariablen notwen-
dig sein. Diese Theorie wird oft auch als Extremwertheorie bezeichnet und soll in diesem
Abschnitt zusammengefasst werden, wie sie in den Biichern von Resnick [46], [47] und de
Haan und Ferreira [11] gelehrt wird. Obwohl diese Biicher einen hervorragenden Einstieg
in die Extremwerttheorie bieten, gehen die Anfinge der eindimensionalen Theorie bis in
die 20er Jahre des letzten Jahrhundets zuriick, vgl. z.B. Fréchet [18], und gewannen mit
dem Artikel von Gnedenko [20] an Bedeutung. In den ersten Jahren fand ein Studium die-
ser Theorie aus rein mathematischer Neugierde statt, jedoch fanden sich in den folgenden
Jahren immer mehr Anwendungsmoglichkeiten. Heutzutage besitzt die Extremwerttheo-
rie bei der Auswertung multivariater, abhéngiger Daten eine enorm praktische Relevanz.
Doch trotz der umfangreichen Anwendungsméglichkeiten, die eine Verkniipfung von Ex-
tremwerttheorie und Statistik bietet, findet diese in der Literatur erst deutlich spéter statt,
vgl. z.B. Pickands [45].
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2.4.1 Eindimensionale Extremwerttheorie

Die Untersuchung der Limesverteilungen von geeignet skalierten Maxima und Minima,
welche auch Extremwertverteilungen gennant werden, beginnt in der Literatur oft mit der
Beobachtung, dass fiir eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen (X,,),ecn mit gemeinsamer Ver-
teilungsfunktion F' die Verteilung von max{Xy,..., Xy} und min{X,..., X,,} in Termen

der n-ten Potenz von F' beschrieben werden kann:

P (\n/ X, < t) =P (ﬁ{xk < t}) = f[IP’(Xk <) = F™(b);
k=1 k=1

k=1

IP’(/n\ngt) :1—P<ﬁ{xk>t}> zl—ﬁIP’(Xk>t):1—(1—F(t))”.

k=1 k=1 k=1
Auf der Basis dieser einfachen Darstellung der Verteilungsfunktion von Maximum und
Minimum lésst sich nun die gesamte, folgende Theorie aufbauen. Zum Beispiel zeigt diese
Darstellung, dass es notwendig ist, die monotonen Folgen (\/};_; X&), cp und (Ay—; X#),en
geeignet zu skalieren, um Grenzwertsétze zu erhalten; definiert man ndmlich den rechten

bzw. linken Endpunkt von F' als
Too = sup{t: F(t) <1} bzw. 2_o :=inf{t: F(t) > 0}

so folgt mit der monotonen Konvergenz

P (\/ X, < t) = F"(t) =30 fiir alle t < 20,
k=1

IP’(/\ X gt) =1—(1—F@)"" =31 fiir alle t > z_o
k=1

die f.s. Konvergenz des Maximums bzw. Minimums gegen der rechten bzw. linken End-

punkt
\/ X T 2o 5., /\in$—00 f.s.
k=1 k=1

fiir n — o0o. Obwohl diese Aussagen sehr niitzlich sind, l4sst sich mit ihnen allein noch keine
verniinftige Extremwerttheorie betreiben. Fiithrt man jedoch geeignete Normierungen und
Zentrierungen ein, so lassen sich die moglichen, nichtdegenerierten Extremwertverteilun-
gen bestimmen. Ein zentrales Resultat der eindimensionalen Extremwerttheorie, welches
auf die Arbeit von Fisher und Tippet [17] zuriickgeht, zeigt nun, dass die Klasse von Ex-

tremwertverteilungen sich in besonders einfacher Weise parametrisieren lédsst. Bevor dieses
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jedoch vorgestellt werden kann, muss definiert werden, wann zwei Verteilungen vom selben

Typ sind.

Definition 2.56
Seien F, G zwei Verteilungsfunktionen. Dann heiffen F' und G vom selben Typ, i.Z. F ~r
G, falls Konstanten (c1,c2) € R®0 xR existieren, so dass F und G affin linear ineinander

transformiert werden kénnen, d.h. fir alle x € R gilt die Gleichheit
F(z) = G(aiz + ¢2).

Analog heiflen zwei Zufallsvariablen X,Y wvom selben Typ, falls deren Verteilungsfunktio-

nen vom selben Typ sind.

Bemerkung 2.57
Die Relation ~7 in Definition 2.56 bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller

Verteilungsfunktionen.

Satz 2.58 (Fisher-Tippet Theorem)
Sei (X, )nen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion

F. Falls Folgen (ap)neny C R>0 und (bn)nen C R ezistieren, so dass die Konvergenz

P <a;1 \ Xi —bn < t) A1) (2.18)
k=1

fiir alle Stetigkeitspunkte t einer nichtdegenerierten Verteilungsfunktion G gilt, so ist G
von einem der drei folgenden Typen:
0, t<0

(1) Qu(t) = fir ein o > 0 (Fréchet).
exp(—t7%), t>0

g exp (=(=1)%), t<0 _ .
(17) Wol(t) = fir ein a > 0 (Weibull).
1, t>0,

(ii7) A(t) =exp(—e ™), teR (Gumbel).
Bemerkung 2.59

Zur Vereinfachung der Notation wird im weiteren fiir eine Folge (F},)nen, von Verteilungs-

funktionen, welche

n—oo

Fo(2) "% Fy(z) (2.19)



Limesverteilungen von Maxima 42

fiir alle Stetigkeitspunkte = von F erfiillt, die Symbolik F,(2) —— Fy(x) fiir n — oo ver-
wendet. Die Rechtfertigung dafiir liefert der Satz von Helly-Bray, vgl. [32, Satz 13.23],
welcher zeigt, dass die Konvergenz in (2.19) dquivalent zur schwachen Konvergenz der von

F,, erzeugten Verteilungen gegen die von Fj erzeugte Verteilung ist.

An dieser Stelle bietet es sich an, genau wie bei Summen, von einem Anziehungsbereich
der Verteilungsfunktion G zu sprechen, d.h. es gilt F' € DOApax(G), falls (2.18) erfiillt
ist.

Dieser Satz zeigt also, dass sich die nichtdegenerierten Extremwertverteilungen von Ma-
xima bis auf affin lineare Transformationen in drei Verteilungsklassen einordnen lassen.

Unter Beachtung der Verbindung von Maximum und Minumum durch die Gleichheit
n n
V Xi=- N\ (-Xp)
k=1 k=1

folgt, dass die Klasse der Extremwertverteilung fiir das Minimum aus den Spiegelungen
der drei Verteilungsklassen @, ¥, und A besteht. Aus diesem Grund soll fiir eine Ver-
teilungsfunktion F' die Notation F' € DO Apin(G) eingefiihrt werden, falls fiir n — oo die

Konvergenz

n

P<a;1 /\Xk—bn§t> 21— G(—t)
k=1

fiir geeignete, normierende und zentrierende Folgen (a,)neny € RT, (by)nen € R und eine

Folge von von i.i.d. nach F verteilter Zufallsvariablen (X,,)nen gilt.

Der Beweis des Fisher-Tippet Theorems und einige wichtige Eigenschaften der Klassen

von Extremwertverteilungen ergeben sich, wenn man den Satz 2.58 auf eine andere Weise

formuliert.

Satz 2.60
Die Klasse der moglichen Typen von Eztremwertverteilungen wird durch G(ax + b) fir

reelle Konstanten a > 0 und b € R beschrieben, wobei G~ durch
G- (z) = exp (—(1 + ysc)—%) 1472 >0 (2.20)

fiir ein v € R definiert wird. Fir v = 0 ist die rechte Seite von (2.20) als exp (—e™%) zu

interpretieren.

Beweis. Vgl. de Haan und Ferreira [11, Satz 1.1.3]. |
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Im Fall v = 0 erhélt man die Gumbelverteilung, die oft auch treffend als Doppelexponen-
tialverteilung bezeichnet wird. Dies bedeutet also, dass z., = oo gilt und die Extremwert-
verteilung einen exponentiell fallenden tail besitzt.

Der Fall v < 0 impliziert o = —%. Die Klasse wird oft auch als Klasse der inversen
Weibullverteilungen bezeichnet.

Der Fall v > 0 in (2.20), welcher zu Fall (i) in Satz 2.20 gehort, impliziert G (x) < 1 fiir
alle z € R, d.h. es gilt o, = 0. Weiter gilt fiir x — oo

1- G’Y(:E) ~ 7_;:6_;7

d.h. G besitzt einen vom Index —% regulér variierenden tail. Aufgrund dieser Eigenschaft
wird die Klasse ®,, in dieser Arbeit von nidherem Interesse sein, weshalb in der weiteren
Betrachtung der Extremwerttheorie in dieser Arbeit die anderen Verteilungsklassen ver-
nachléssigt werden. Die Klasse ®, wird oft als Klasse der Fréchetverteilungen bezeichnet.
Obwohl diese drei Verteilungsklassen aus modelltechnischer Sicht sehr unterschiedliche

Eigenschaften besitzen, sind sie mathematisch verwandst.

Lemma 2.61

Fiir eine Zufallsvariable X > 0 sind die folgenden drei Eigenschaften dquivalent:
(i) X besitzt die Verteilungsfunktion ®.

(ii) log X besitzt die Verteilungsfunktion A.

(iii) —X 1 besitzt die Verteilungsfunktion W,.

Der Beweis dieses Lemmas ist trivial, so dass auf ihn verzichtet werden kann.
Da jede Verteilungsfunktionen in der Klasse ®, einen regulér variierenden tail und den
rechten Endpunkt x,, = 0o besitzt, stellt sich die Frage, in wie weit sich diese Eigenschaf-

ten auf Verteilungsfunktionen F mit F € DO Apax(®,) iibertragen lassen.

Satz 2.62

Sei F eine Verteilungsfunktion. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
(i) F € DOApax(®o).
(ii) sup{z : F(z) < 1} = 0o und es gilt 1 — F € RV_,.

Definiert man die linksseitige Inverse der Verteilungsfunktion F durch

F<(y) :=inf{t : F(t) >y},
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so gilt in diesem Fall die Konvergenz

.. 1 \©
fir a, = (ﬁ) (n).
Beweis. Vgl. de Haan und Ferreira [11, Theorem 1.2.1 und Korollar 1.2.4]. |

Dieser Satz zeigt, dass die Verteilungsfunktionen, die von ®,, fiir ein « > 0 angezogen wer-
den, einen zum Index « regulér variierenden tail besitzen. Weiter zeigt sich, dass man bei
der Konvergenz (2.18) auf die zentrierende Folge (by)nen verzichten kann. Zu bemerken
ist, dass auch andere Wahlen der Folge (a,, ),en moglich sind. Jedoch kann es dann moglich
sein, dass die Limesverteilung affin transformiert werden muss, damit die zugehorige Ver-
teilungsfunktion die Gestalt ®,, besitzt.

Nun ist bekannt, dass regulér variierende Verteilungstails und die Konvergenz von mar-
kierten Punktprozessen gegen Poissonsche Punktprozesse zusammenhéngen. Dies erlaubt

es den vorangegangenen Satz etwas zu verallgemeineren.

Satz 2.63

Sei ()?n> N eine i.i.d. Folge RY-wertiger Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungs-
ne

funktion F. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (Gn)nen C R>?, so dass man fiir n — oo die vage Konvergenz

des normierten Wahrscheinlichkeitsmafes
nP(a;' X, € ) - (") (2.21)
in (0, 00| erhdlt.
(ii) FEs gilt die Verteilungskonvergenz der normierten Mazima
at\/ X Yo, (2.22)
wobei }70 die Verteilungsfunktion

Fyy (z) = exp(=7((z, 0))) * 1(0,00) (@)
besitzt.

Fir den Spezialfall v((x,00)) = ™% folgt also, dass Yo die Verteilungsfunktion ®,, besitzt.
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Beweis. Aus der Bedingung (2.21) folgt mit Satz 2.19 die schwache Konvergenz der

Punktprozesse

n
Y eiig, — PRM(V) =: No
k=1

in M, ((0,00]). Mit Hilfe dieser erhdlt man aus Satz 2.16 die Konvergenz

P <Zin1 \”/ X < ;17) :P<651)~(1 < x,...,afll)?n < a:) =P (Zn:aa#)}k((a:,oo]) = O)
k=1 k=1

n—oo

2P (No((x, 00]) = 0) = exp(—((x, c]).
Andererseits folgt aus Bedingung (2.22) fir alle z > 0 die Konvergenz
P (5;1 \ X < :1:) =P (‘d;l)?l < ...,a'X, < x) =[] P(@," Xk < z) = F(anz)"
k=1 k=1
n—oo

— exp(—v((z, 00]).

Durch Ubergang zu Logarithmen erhélt man daraus

n—0o0 ~

n(—log(F(an,x))) — v((x, 00]).
Aus der Taylorentwicklung des Logarithmus folgt nun das asymptotische Verhalten
—log(l—2z) ~=x
fiir x | 0. Man erhéilt
n(—log(F(anz))) ~ nP(a; ' X1 > z) =3 7((x, x]).
Es gilt also
nP(a;' X, € (z,00]) =3 0((z, x)) (2.23)

fiir alle Stetigkeitspunkte z des Mafies 7. Sei nun f € C}((0,00]). Dann existiert ein
M > 0, so dass der Triager von f in [M, oo] enthalten ist. Man erhélt mit (2.23)

sup/ f(z)n dIP’a#Xl(x) < sup f(z) supnP(a; X, € (M,]) < oo,
neNJM x€(M,00] neN

d.h. (nIP’ (E; X, e (x, oo])) N ist vage relativ kompakt. Es folgt die Behauptung. W
ne
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Fiir normierte Minima negativer Zufallsvariablen kann man eine dhnliche Aussage erhalten.
Da der Beweis sich kaum von dem Beweis des Satzes 2.63 unterscheidet, soll an dieser Stelle

lediglich das Resultat ohne Beweis vorgestellt werden.

Satz 2.64
Sei (Xn)pen €ine i.i.d. Folge R™-wertiger Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungs-

funktion F. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es ezistiert eine Folge (an)nen C R™?, so dass man fiir n — oo die vage Konvergenz

des normierten Wahrscheinlichkeitsmafes
nP(a,' X, € ) S v() (2.24)
in [—00,0) erhdlt.

(ii) FEs gilt die Verteilungskonvergenz der normierten Minima

n
ayt N\ Xk Yo, (2.25)
k=1

wobei Yy die Verteilungsfunktion

Fyy(x) :=1 — exp(—v([—00,2])) - 1(—o00)()
besitzt.

Fir den Spezialfall v(|—oo,z]) = (—x)~ folgt, dass Yy die Verteilungsfunktion Fy,(z) =
1 —®,(—2) fir x <0 besitzt.

Nach dieser kurzen Einfithrung in die Extremwerttheorie soll nun der Ubergang zu se-
quentiellen Extrema erfolgen. Dieser Schritt wird notig sein, um die Verteilung der sto-
chastischen Prozesse, welche man als Limiten von sequentiellen Maxima oder auch Minima
erhélt, zu identifizieren. Diese Prozesse werden oft auch als Extremwertprozesse bezeich-
net.

Sei also F' eine Verteilungsfunktion auf R. Man definiert nun eine Familie von endlichdi-
mensionalen Randverteilungen ﬁ;hmfk(xl,...,xk), 0<ti <..<ty keN, z R,
durch

k k
Fy  g(@y,... ) =F" </\ xz) Fhh </\ xz) L FR T (), (2.26)

i=1 =2
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Diese Definition besitzt folgenden Hintergrund: Ist (X, ),en eine Folge von i.i.d. Zufalls-
varibalen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion 15, so gilt fiir positive natiirliche Zahlen

lh <...<lgund z1,...,2; € R:

I "
P (\/ Xi <zi,..., \/Xi < iEk) =F, (2. 08).
i=1 i=1

Man kann also (2.26) als Verallgemeinerung von (2.27) auf sequentielle Maxima ansehen.
Die Familie (2.26) erfiillt die Konsistenzbedingungen aus Kolmogoroffs Konsitenzsatz. Also
exisitiert ein stochastischer Prozess ()Z' (t))i>0 dessen endlichdimensionale Randverteilun-
gen durch (2.26) festgelegt werden. Der Prozess (X (t))i>0 wird auch als von F erzeugter
Maximumsprozess bezeichnet. Auf die gleiche Weise wie in (2.26) ldsst sich durch die

endlichdimensionalen Randverteilungen

Ft1,...,tk (xlv e 71.]6)

k t1 k to—1t1
=1- (1 —F (\/ a:)) (1 —F (\/ a;)) o (1= F(zy))s =1 (2.27)
=1 =2

ein Prozess (X (t)):>0 definieren, welcher als von F' erzeugter Minimumsprozess bezeichnet
wird. Falls es aus dem Kontext ersichtlich ist, sollen im Folgenden sowohl der Maximums-
wie auch der Minimumsprozess, der von einer Verteilungsfunktion F' erzeugt wird, als
Extremwertprozess bezeichnet werden.

Nun stellt sich die Frage nach einer Darstellung eines solchen, von einer Verteilung erzeug-
ten, Extremwertprozesses. Sei also T_o bzw. T, der linke bzw. rechte Endpunkt von F.
Seien weiter N = Y kN €, €in Poissonscher Punktprozess auf (0,00) X (T—ooy Too) mit

t,Jk
Intensitatsmaf

E(N((0,4] x (a,b])) = t(~log F(a) — (= log F(b)))
fiir _oo < a < b < Too. Analog zu Resnick [47, S. 161] definiert man nun
Y(t)=\/ jr t>0. (2.28)

t}gt

Dann folgt aus

B(V(t) < ) = BN ((0,1] x (z,00)) = 0) = exp(—E(N (0, ] x (z,00))) = F'(z), (2.29)
dass der Prozess Y () die Verteilungen (2.26) als endlichdimensionale Randverteilungen
besitzt. Der fiir diese Arbeit interessante Spezialfall ergibt sich, wenn man den Punktpro-

zess N als PRM (M ® 7) mit 7((z,00]) = =%, = > 0 fiir ein a > 0 ansetzt. Dann erhilt
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man aus (2.29)

P(Y(1) <) = F(z) = exp (—27%) = ®qo(z),

also die Fréchetverteilung. Bei Betrachtung von Satz 2.30 erkennt man also, dass das
zugehorige Mafl v das LévymaB einer a-stabilen Verteilung bildet. Man hat also einen
Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Maxima und der Konvergenz von Summen
hergestellt.

Die gleiche Konstruktion lédsst sich durchfithren, um eine Darstellung des Minimumspro-
zesses, welcher von einer Verteilung erzeugt wird, zu erhalten. Betrachtet man eine Ver-
teilungsfunktion F' mit linkem Endpunkt z_., und rechtem Endpunkt x., sowie den Pois-

sonschen Punktprozess N =, (e, ) auf (0,00) X (-0, Too) mit Intensitétsmaf
E(N((0,1] x (a,b])) = ¢ (log(1 — F(a)) — log(1 — F(8))
fiir v_oo < a < b < 25 und definiert
Y(t):= N in (2.30)
tp<t

so folgt aus der Gleichung

P(Y()<a)=1-P(Y(t)>z)=1-P(N((0,4 x (—00,z]) = 0)

=1—exp (—E (N((0,1] x (—00,2]))) = 1 — (1 — F()), (2.31)

dass der Prozess Y (t) die Verteilungen (2.27) als endlichdimensionale Randverteilun-
gen besitzt. Auch fiir die Minimumsprozesse ist der Spezialfall N = PRM (M ® v) mit
v((—oo,z]) = (—x)~@ fiir z < 0 von Interesse. In diesem erhélt man nédmlich mit (2.31)

die Verteilungsfunktion von Y (1) durch die Gleichung

PY(1)<z)=F(z)=1—exp(—(—2)"%) =1 - ®(—2x),

d.h. Y(1) besitzt eine gespiegelte Fréchetverteilung.
Durch die Konstruktion von Extremwertprozessen hat man nun eine Einbettung einer
Folge von Maxima bzw. Minima in einen stochastischen Prozess. Nach Resnick [46, S. 180]

sind viele Eigenschaften des Maximumsprozesses Y bekannt.
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Bemerkung 2.65

Der Maximumsprozess Y besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Y ist ein stochastisch stetiger Prozess.
(ii) Der Prozess Y ist ein Markoffprozess.

(iii) Die Pfade von Y sind nicht fallend und konstant zwischen den Sprungzeiten. Weiter
gilt die fast sichere Konvergenz

mY (t) = Fooo, lim Y (t) = To

t—0 t—o0
(iv) Es existiert eine Version von Y, deren Pfade sich f.s. in D(0, 00) befinden.

Die Aussagen (i), (#) und (iv) der Bemerkung lassen sich auch auf Minimumsprozes-
se iibertragen. Da der Mimimumsprozess mit einem gespiegelten Maximumsprozess ver-
gleichbar ist, miissen in Aussage (iii) T—oo durch xs sowie Zo, durch x_ ., ersetzt und die
Eigenschaft ,,nicht fallend“ durch ,nicht wachsend“ ersetzt werden, damit diese Aussage
auch fiir Minimumsprozesse korrekt ist.

Nun soll fiir eine i.i.d. Folge nach F ¢ DOApx(D,) verteilter, reeller Zufallsvariablen
(Xn)neN die Konvergenz der sequentiellen Maxima gegen den zugehorigen, von ®,, erzeug-
ten Extremwertprozess nachgewiesen werden. Statt den Beweis wie iiblich iiber die Kon-
vergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen mit Straffheitsresultaten zu fiihren,
kann dieser auch auf Satz 2.63 aufgebaut werden. Die Schwierigkeit dabei ist jedoch die

Behandlung von Punkten, welche nicht auf dem positiven Teil der reellen Achse liegen.

Satz 2.66

Sei <)?n> N eine i.i.d. Folge reeller Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunkti-
ne

onF e DO Apax(®y), d.h. es existiert eine Folge reeller Zahlen (Gn)neny C R>?, so dass

die schwache Konvergenz
n ~ ~
P (a'nl VX< g;> = F™(@nx) — @ (z)
=1
fiir n — oo gilt. Dann konvergiert der normierte Extremwertprozess

~ at Lﬁ”)@, t>
Yat)y=4 " Visi - (2.32)

1
n
al Xy, 0<t<

S|

in Verteilung fir n — oo in D(0,00) gegen den von ®, erzeugten Mazimumsprozess
(Y'(t))e0-
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Beweis. Der Beweis dieses Satzes kann bei Resnick [46, Proposition 4.20] gefunden werden

und verwendet die Stetigkeit des spéter in (5.7) definierten Maximumsfunktionals. n

Bemerkung 2.67

Falls es sich bei der Folge ()?n> N in Satz 2.66 um ein Folge von R -wertigen Zufallsva-
ne

riablen handelt, so findet die Konvergenz sogar in D0, c0) statt, denn nach Bemerkung

2.65 gilt die f.s. Konvergenz Y () — 0 fiir ¢ | 0.

Eine dhnliche Aussage, namlich die, dass die Konvergenz von sequentiellen Minima gegen
den von der gespiegelten Fréchetverteilung erzeugten Minumumsprozess gilt, falls die ge-
eignet normierten Minima selbst im Anziehungsbereich der gespiegelten Fréchetverteilung

liegen, soll im néchsten Satz formuliert werden.

Satz 2.68
Sei (Xn),ey eine i.i.d. Folge reeller Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion
F € DOApin(®y), d.h. es existiert eine Folge reeller Zahlen (ay)nen C R7?, so dass die

schwache Konvergenz

n
P (anl /\ X; < m) 21— By (—2)
i=1
fiir n — oo gilt. Dann konvergiert der normierte Extremwertprozess
_ t
ap, ! /\ZL21J I3 t Z

a;le, 0

1
n

Yo(t) =
t <

N

S|

in Verteilung fir n — oo in D(0,00) gegen den von ®, erzeugten Minimumsprozess

(Y(t))t>0-

Beweis. Der Beweis kann mit den gleichen Argumenten wie der Beweis von Satz 2.66
gefiihrt werden, da man lediglich das Vorzeichen der Zufallsvariablen d&ndern muss und
anschliessend die Stetigkeit des in (5.8) definierten Minimumsfunktionals ausnutzen kann.

Aus diesem Grund soll an dieser Stelle auf einen Beweis verzichtet werden. [ |

Bemerkung 2.69
Analog zu Bemerkung 2.67 findet die Konvergenz in Satz 2.68 in D[0, c0) statt, falls die

Zufallsvariablen (X)) R™-wertig sind.

neN

Fiir die spétere Beweisfithrung wird es hilfreich sein, {iber eine Darstellung der Extrem-
wertprozesse 17() und Y () in den Sétzen 2.66 und 2.68 zu verfiigen, um die Verteilung

von Limiten von Extremwertprozessen zu identifizieren.
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Lemma 2.70
In der Situtaion aus Satz 2.66 und Satz 2.68 seien v und v die Mafle, welche nach Satz
2.63 und Satz 2.64 die vage Konvergenz

nP (a5 Xy € ) i), nP (' X1 € ) ()
erfiillen und
Uy (y) = inf{t : v((—00,1]) > y} AO, y >0
Wo(y) := supft : v([t,00)) 2y} VO, y >0

die zugehirigen links- bzw. rechtsseitgen Inversen. Seien weiter 'y, und fn die n-ten
Partialsummen i.i.d. standard exponentialverteilter Zufallsvariablen und (7,)nen Sowie
(Tn)nen Folgen von i.i.d. U(0,1) verteilten Zufallsvariablen, so dass die Unabhingigkei-
ten (Tn)nen L (Tn)peny und (Tn)peny L (fn)nEN gelten. Dann gilt fir alle T > 0 die
Verteilungsgleichheit

V (T (Y(D)oseer 2 |\ wa(T7'Ty)

T-7.<t T, <t

0<t<T 0<t<T

in D[0,T].

Beweis. Betrachtet man die in (2.28) und (2.30) konstruierten Extremwertprozesse, so

folgt die Behauptung aus Satz 2.63 und Satz 2.64, falls
Z E(T 14,01 (T—1T%)) bzw. Z E(TF,C,\IJQ(Tflfk))
keN keN

Darstellungen von PRM (M ® v) in My([0,T] x [—o0,0)) bzw. M,([0,T] x (0, cc]) fiir alle
T > 0 sind. Dies wiederum wird in Abschnitt 3(A) im Artikel von Rosinski [48] gezeigt. W






Kapitel 3

Ungekoppelte CTRW s

In diesem Kapitel wird nun mit der Bestimmung der Skalierungslimiten von CTRWs be-
gonnen. Dabei werden zunéchst Prozesse untersucht, deren Spriinge Werte in den reellen
Zahlen annehmen, um ein besseres Verstédndnis der Beweismethodik zu gewéhrleisten.
Dies fiihrt auch dazu, dass die Reihendarstellung der Skalierungslimiten, welche in den
entsprechenden Abschnitten niher untersucht wird, sich fiir Simulationszwecke eignet. Im
Anschluss werden die Ergebnisse aus dem ersten Abschnitt durch Betrachtung des mehr-

dimensionalen Falls verallgemeinert.

3.1 Ungekoppelte CTRWs basierend auf i.i.d. Zufallsvaria-
blen

Fiir die Untersuchung des Limesverhaltens von CTRWs wird zunéchst der Fall betrachtet,
dass die Sprunghohen durch reellwertige i.i.d. Zufallsvariablen beschrieben werden, welche
als stochastisch unabéngig von den i.i.d. Zwischenwartezeiten angenommen werden.

Sei also (Jn)nen eine Folge von nichtnegativen i.i.d. Zufallsvariablen, welche die Fol-
ge der Zwischenwartezeiten zwischen den Spriingen beschreiben moge. Dann definiert
T, = 22:1 Jir mit der Konvention 75 = 0 den Zeitpunkt des n-ten Sprunges. Sei
(Xn)nen eine weitere Folge von i.i.d. Zufallsvariablen, welche die Spunghdhen beschreibt,
die sich zu den Zeitpunkten (7},),en ereignen. In diesem Kapitel wird angenommen, dass
die Folgen (Jp)nen und (X, )nen stochastisch unabhéngig sind. Dann erhilt man durch
Sp = Y p_y X mit der Konvention Sy = 0 die Position des Teilchens nach dem n-ten
Sprung.

Da die Wartezeit zwischen zwei Spriingen des CTRWs als zufillig betrachtet wird, definiert

93
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man den Erneuerungsprozess
N; = max{n € Ny : T, < t}, (3.1)

welcher die Anzahl der Spriinge bis zur Zeit ¢ beschreibt. Damit erhélt man die Darstellung
des CTRWs als die durch abgeschnittene Erwartungswerte zentrierte Irrfahrt, welche dem
Erneuerungsprozess N; subordiniert wird:

Ny

t— SNt = Z(Xk - ]ET(XIC))’ ]ET(X) =E (X1||X||ST) : (32)
k=1

Nun setzt man voraus, dass sich J; im strikten Anziehungsbereich einer a-stabilen Vertei-
lung mit Index o € (0, 1) befindet, d.h. es existiert eine Folge reeller Zahlen (by,),en C R>?,

so dass fiir n — oo die Verteilungskonvergenz
b 1T, 25D (3.3)

fiir eine Zufallsvariable D > 0 f.s. mit a-stabiler Verteilung gilt, vgl. Definition 2.39. Das
zur unendlich teilbaren Zufallsvariable D gehorige Lévymafl bezeichnet man mit n®. Aus
der klassischen Theorie ist auch eine funktionale Form des Grenzwertsatzes (3.3) bekannt,

d.h. es gilt die Konvergenz

ba' DTk | (D) (3.4)
>0
fiir n — oo in DJ0, 00), vgl. Meerschaert und Scheffler [40, Bsp. 11.2.18]. Fiir den Prozess
(D(t))t>0 gilt fur jedes ¢ > 0

(D(et))zg ™" (e5D(0)) (3.5)
wobei Jidi die Gleichheit aller endlichdimensionalen Randverteilungen bezeichnet, was
nach Definition 11.1.2 bei Meerschaert und SchefHler [40] bedeutet, dass (D(t))¢>0 selbstdhn-
lich mit Exponent é ist. Diese Selbstahnlichkeit wird in einem spéteren Abschnitt niitzlich
sein, um die Verteilung der Skalierungslimiten des CTRWs zu bestimmen. Zusétzlich ist
bekannt, dass der Prozess D(-) f.s. streng monoton wachsende Pfade besitzt. Aus diesem
Grund wird D(-) als strikt a-stabiler Lévyprozess oder auch als a-stabiler Subordinator
bezeichnet. Da die Zufallsvariablen (J,),en nichtnegativ sind, folgt zusammen mit der

Selbstéhnlichkeit (3.5) die stochastische Konvergenz

D(t) 5
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fiir ¢ — oco. Aus dieser monotonen Konvergenz erhélt man die fast sichere Konvergenz
f.s.
D(t) = o0 (3.6)

fiir t — oo, vgl. Bertoin [6, Kapitel I, Satz 19].
Analog setzt man fiir die SprunghShen voraus, dass X sich im Anziehungsbereich einer
[-stabilen Verteilung ohne Gaufischen Anteil befinde, d.h. es gilt aufgrund von Satz 2.30
fiir den Stabilitdtsindex 8 die Einschrankung g € (0,2). Dabei soll die normierende Folge
mit (B, )nen C R7? bezeichnet werden. Wie in (3.4) erhiilt man aus der klassischen Theo-
rie einen funktionalen Grenzwertsatz, falls man die sequentiellen Partialsummen geeignet
zentriert, d.h. es gilt die Verteilungskonvergenz
[nt)
D

B, (X — Erp, (X)) — (A(t))>0 (3.7)

k=1 £>0

fiir n — oo in DJ0, 00) gegen einen Lévyprozess A(-). Dabei seien die Punkte £7 Stetig-
keitspunkte des zur unendlich teilbaren Zufallsvariable A(1) gehorigen LévymafBes, welches
auch mit n® bezeichnet wird. An dieser Stelle ist zu bemerken, dass der Prozess A(-) von
der Wahl des Abschneidepunktes 7 abhéingt. Aus der Unabhéngigkeit der Folgen (J,,)nen
und (X, )nen folgt, dass auch die Prozesse D(-) und A(-) stochastisch unabhéngig sind.

Diese Voraussetzungen sollen fiir das ganze Kapitel gelten und werden als Voraussetzungen

dieses Kapitels bezeichnet.

3.1.1 Konvergenz der zugehorigen Punktprozesse

In diesem Abschnitt soll nun gezeigt werden, dass der Punktprozess mit den normierten
Sprungzeiten als Punkte und den normierten Sprunghéhen als Marken in M, ([0, 00) X
[—00, 00]\{0}) konvergent gegen einen Grenzpunktprozess ist. In den néchsten Teilen sollen
daraus die Skalierungslimiten von CTRWs bestimmt werden. Diese Vorgehensweise ist von
Vorteil, da man so eine Reihendarstellung des Grenzprozesses erhilt, indem man jeden

Zeitpunkt mit der sich dort ereignenden Sprunghdhe einzeln betrachtet.

Lemma 3.1

Seien
U (y) = inf{t : nﬁ_oovo)((—oo, t]) >y} A0, y>0 und

s (y) := supft : mjfy ) ([£,0)) > y} VO, y >0 (3.8)
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die links- bzw. rechtsseitig stetigen, inversen Funktionen der entsprechenden Einschrinkun-
gen von n°. Weiter sei T, die n-te Partialsumme von i.i.d. standard exponentialverteil-
ten und (1,)nen eine Folge von i.i.d. U(0,1)-verteilten Zufallsvariablen, welche auch un-
abhingig von (U'y)nen ist. Fir stochastisch unabhingige Kopien (T,)nen und (fn)neN,
welche auch unabhdngig voneinander sind, betrachtet man die unabhdngigen Poissonschen

Punktprozesse
NG = ZE(TW,%(T*M)% NG = ZE(T-?k,wg(Tflfk))'
keN keN
Dann gilt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels fir alle T > 0 die gemeinsame
Verteilungskonvergenz
[nT| [nT |

Z (bn' T, B ' X ) Z € (bn'Tu, B X}

k=1 k=1

D
- <Z E(D(T74), 01 (T~ 1T%))> Z E(D(T-ﬁ),d’/g(Tlfk))>

keN keN

fiir n — oo in My([0,00) X [—00,0)) x My([0,00) x (0, 00]).

Beweis. Man betrachtet zunédchst den Punktprozess

[nT]

Z E(k B;lX,j')

n’
k=1

auf dem Raum M,([0,T] x (0,00]). Aus Theorem 3.2.2 bei Meerschaert und Scheffler

[40] folgt fiir alle in (0, c0] relativkompakten Borelmengen A mit nﬁo OO)(OA) = 0 die
Konvergenz
n
-1 o -1 n—
nP (BlX; € A) = kzllp (B, Xy € A) == ) (A).
Somit folgt die vage Konvergenz der normierten Wahrscheinlichkeitsmafle
nP (B, X[ € ) < nfly () (3.9)

fiir n — oo in (0, 00]. Nach Korollar 2.21 ist diese dquivalent zur Konvergenz

ICEZNE(E’BanIj) £>PRM (»\®nﬁ0,oo))
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fiir n — oo in M,([0,00) x (0,00]). Nun erhélt man, wie im Abschnitt 3(A) bei Rosiriski

[48], fiir alle T" > 0 die Darstellung von PRM (»\ ® nﬁo Oo)) in M,([0,T] x (0,00]) durch

Zg(T-?k,wz(Tflfk»'

keN
Es folgt also die Konvergenz
[nT| >
Z 6(%,B;1XJ) —)Ncg) (3.10)
k=1

fir n — oo in M, ([0, 77 x (0, oc]). Mit den gleichen Argumenten erhélt man die Konvergenz

[nT]
28(51351)(’:)2)]\7(%) (3.11)
k=1

fiir n — oo in M, ([0, T] x[—00,0)). Mit der Konvergenz (2.4) und Korollar 2.1 bei Barczyk,

Janssen und Pauly [3] folgt schliesslich die gemeinsame Konvergenz von (3.10) und (3.11)

[nT] [nT|

D
DE(kmrxs) Do E(kEixt) | (Néé% Né?) (3.12)
k=1 k=1

auf dem entsprechenden Produktraum. Da nun (7},),en und (X,)nen stochastisch un-
abhiingig sind, folgt aus Theorem 3.2 bei Billingsley [7], (3.4) und (3.10) fiir n — oo die

gemeinsame Konvergenz

[n-] [nT]
bt STk > e gy | o (D(.),Ng;>) (3.13)
k=1 k=1
und
In-]  nT}
b;lka, Z E(%,Bng,j) A (D(),No(g)) (3.14)
k=1 k=1

in D|0, 00) x My ([0,T] x [—00,0)) bzw. D[0, 00) x M,([0,T] x (0, o0]). Beachtet man (3.12),

so erhilt man die gemeinsame Konvergenz von (3.13) und (3.14)

[n-] [nT| [nT|
1
bt D s D (b ixs) - D E(k B X
k=1 k=1 k=1

N <D(-), N N<2>) (3.15)
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fiir n — oo auf dem entsprechenden Produktraum.
Sei nun D'[0,00) der Teilraum aller nichtfallenden und nichtnegativen Funktionen in
DJ0,00). Fiir alle d € N betrachtet man die Abbildung

T = D0, 00) x M,([0,00) x [—00,00]"\{0}) = M,([0,00) x [~00,00]\{0}),  (3.16)

F(wm) = i, W) —//f(:n(u),v) m(du,dv), f € CE([0,00) x [0, 00\ {0}).
(3.17)

Die Abbildung 7 stellt eine Deformation der Zeitskala dar und ersetzt den zeitlichen
Verlauf ¢ — t durch ¢t — x(¢). Nach Lemma 6.1 ist die Abbildung .7 f.s. stetig in den
Punkten <D(-),Né?> firi=1,2.

Fasst man nun die Punktprozesse in (3.12) als Verteilungen auf M ([0, co) x [—00,0)) bzw.
My ([0, 00) x (0, 00]) auf, so folgt aus dem Continuous Mapping Theorem (vgl. Billingsley
[7, Theorem 5.1]) fiir n — oo

[n:]  [nT] [nT]
-1
T | bn Zcha Z S(kBiixy) | T Z € (bn ' Ti, B X))
k=1 k=1 k=1
D
— (_D, No(é)> = ZE(D(T‘Tk)7‘Pl(T—1Fk)) (318)
keN

in M, ([0, 00) x [—00,0)) und analog

[T
D

Z E(bn T By X)) T ZE(D(T-%k>,¢2(T—1fk))

k=1 keN

in M,([0,00) x [0,00)). Aus (3.15) folgt dann fiir n — oo die gemeinsame Konvergenz

[nT| [nT |
> (bn ' Te B X ) > (b ' Th. B )
k=1 k=1

D
- (Z E(D(T 7)1 (T~ 1T%))> Z E(D(T-?k),u'/g(Tlfk))>

keN keN

auf dem entsprechenden Produktraum. |
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3.1.2 Konvergenz des CTRW

Nun soll aus der Verteilungskonvergenz der Punktprozesse in Lemma 3.1 die Konvergenz

des CTRW

Nib,

B' S (X —Erp, (X)) | 2 (X))o

k=1 £>0

gegen einen Grenzprozess Xo(-) in D|[0,00) gefolgert werden. Dazu wird der Prozess
zunéchst in D[0,T] betrachtet, was es erlaubt, eine konkrete Reihendarstellung fiir den
Grenzprozess anzugeben. Aus der Konvergenz in D[0,T] fiir alle T > 0 wird schliefllich

die Konvergenz in D|0, c0) gefolgert.

Satz 3.2
Sei E(t) := inf{x : D(x) > t} der zu dem Prozess D(-) gehdrige hitting-time Prozess.
Dann folgt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels mit der Notation aus Lemma 3.1

fiir alle T > 0 die Verteilungskonvergenz

Niv,

B,' > (Xk —Erp, (X))

k=1 0<t<T

2, (Z <W2(T_1fk)1D(T~?k)§t — E(t) 'ET(‘I’z(fk)))
keN

+ Z (W (T7'T%) 1p(.ry <t — E(t) - Er (¥ (Ty))) ) (3.19)
keN 0<t<T

fiir n — oo in DI[0,T].

Beweis. Sei T > 0 beliebig, aber fest. Fiir den Beweis zerlegt man

Niby,

B,' Y (Xk —Erp,(Xk))
k=1

Ntbn Ntbn

=B," Y (X —Erp, (X)) + B ) (X, —Eop, (X))
k=1 k=1
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und weist fiir n — oo die Konvergenz
Nip,,
B—l Z X+ ’T'Bn X+))
0<t<T

= (Z (2T T) p(rmy < — (1) - Es (%(“r’k)))) (3.20)

keN 0<t<T
in D[0, T] nach. Dabei ist die Reihe in (3.20) f.s. kovergent, vgl. Rosinski [48, Satz 4.1]. Die
Konvergenz der Summe der Negativteile gegen den entsprechenden Grenzwert folgt analog.
Nun ist die Summation im Funktionenraum D0, 7] i.A. keine stetige Abbildung. Jedoch ist
bekannt, dass aus x,, — x und y,, — y die Konvergenz x,,+y, — x+y fiir n — oo in D[0, T
fiir eine grofie Klasse von Grenzfunktionen x,y € D[0,T] folgt. Im Artikel von Whitt [56,
Theorem 4.1] wird die Aussage in ihrer allgemeinsten zu erwartenden Form prézisiert,
indem gezeigt wird, dass die Summation von D[0,T] x DI[0,T] nach DI[0,T] meBbar und
stetig fiir alle Grenzfunktionen z,y ist, welche Disc(x) N Disc(y) = 0 erfiillen. Um dieses
Resultat auf die vorliegende Situation anwenden zu kénnen, muss gezeigt werden, dass die

Prozesse

(Z (W (T ™' Tr) 1 pirmy <t — E(t) - Er (01 (Fk)))>
o<t<T

keN

und

(Z (2o )ty — E(1) - E (%@0))

keN 0<t<T

f.s. keine gemeinsame Sprungstellen besitzen. Da der Prozess E(-) f.s. stetige Pfade und
der Prozess D(-) f.s. streng monoton wachsende Pfade besitzt, ist dies jedoch &quivalent
zu der Aussage, dass 7; # 7; fiir alle (4,5) € N? f.s. gilt. Dieser Umstand folgt direkt aus
der Unabhingigkeit der Folgen (7,;)neny und (75,)nen-

y auf My([0, 00) x [—o0, 00]\K?) das

Man betrachtet fiir einen Punktprozess ), -y E(tyon

Summationsfunktional

X : Myy([0,00) x [—o00, 0] \KZ) — DI0, T, (Zs(tkwk)(t): >

keN tp <t 0<t<T

(3.21)

Das Funktional x ist nach Lemma 6.2 und Bemerkung 6.3 f.s. stetig im Punkt

Z E(D(T?k),y'/g(T*lfk)l

- )
keN WQ(Tflrk)»)
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falls € ein Stetigkeitspunkt von nﬁ ) ist. Um die Stetigkeit des Summationsfunktionals

0,00

verwenden zu kénnen bemerkt man, dass die Einschrinkungsabbildung 7, welche durch
T Mp([07 OO) X [_007 OO]d\{O}) — Mp([oa OO) X [_007 Oo}d\Kg)a
(1) = 1MY[0,00) x [—00,00] 4\ K¢+ (3.22)

fiir den Stetigkeitspunkt ¢ definiert ist, f.s. stetig im Punkt ), - E(D(T7) o (T-1T) ist, vgl.
Feigin, Krantz und Resnick [14, Proposition 3.3]. Aus der Stetigkeit von x, dem Continuous
Mapping Theorem, (3.18), (3.22) und der Mengengleichheit (3.7) bei Meerschaert und
Scheffler [41] erhélt man die Konvergenz

[nT]
_ -1 +
xom Z € (bn T, B 1 X}) (t) = | B, Z Xy 1B;1X,jzs
k=1 by ' T <t 0<t<T
Nib,, >
_ —1 +
= | B, Z X lpiixrs. —Xxemw (ZE(D(T~ﬁ)7%(T1fk))> (t)
k=1 0<t<T keN
— > Vo (T Th) Ly 15,5 (3.23)
D(T-7)<t 0<t<T

fiir n — oo in D[0,T]. Nun ist noch die Konvergenz der entsprechenden abgeschnittenen

Erwartungswerte nachzuweisen. Sei ohne Einschrinkung € < 7. Dann gilt:

Netn . _1 Ny [T B X;
S E(B,'X) 1.5 (B, X)) = / an dPPr X ().
k=1 €

n

Es ist bekannt, dass der Grenzwert des skalierten Erneuerungsprozesses n~' N, der hitting-
time Prozess E(-) ist, d.h. es gilt fiir n — oo die Verteilungskonvergenz

<N§’n)t>0 2 (B(1))y0 (3.24)

in D[0,00), vgl. Meerschaert und Scheffler [41, Korollar 3.4]. Zusammen mit der vagen

Konvergenz n-P(B, 1 X € ) Lw)l/zo oo)(-) fiir n — oo in (0, oo] folgt

N, T - !

n €

Dabei ist zu beachten, dass das Integral in (3.25) existiert, da das Lévymaf nﬁ ) auf

0,00

von Null weg beschrinkten Mengen endlich ist. Nimmt man die Gleichungen (4.10) und
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(4.13) bei Janssen [28] zur Hilfe, so ldsst sich dieses Integral mit dhnlichen Argumenten

als Erwartungswert identifizieren

[ @ = 3B (BaF)110 ()

keN

Damit ist also die Verteilungskonvergenz

N,
STE(BX 1 (BY'X)) S E(t) Y E (%(fk)l[m (%(ﬂ:))) (3.26)
k=1 keN

fiir n — oo in DJ0, c0) nachgewiesen. Fiigt man dies mit (3.23) zusammen, so erhélt man

mit Hilfe des Continuous Mapping Theorems die Konvergenz der Prozesse

Nib,,

Bt Y (X Lroap, —E (X L (B2'X)))

k=1 0<t<T

» . - -
— (Z (lI/z(T Tlp@a)<iloyr ity — E() -E (‘1’2(%)1[5,7} (%(Fk)))))
keN 0<t<T

(3.27)

fir n — oo in D[0,T]. Nun folgt aus der Lévy-Itd Faltungsformel fiir Lévyprozesse, vgl.
Cont und Tankov [9, Proposition 3.7], und der Stetigkeit des Prozesses E(t), vgl. Meers-
chaert und Scheffler [41, Korollar 3.1 (c)], fiir fast alle w € Q die in ¢ € [0, T] gleichmé&Bige

Konvergenz

> (Wz(T_lfk)1D(T-%k)gt1¢2(T_1fk)2€ — B(t) - E(Wa(Tk) 1 (%(fk))))
keN

=2 (W2(T*1fk)1D(T-mgt — B(t) -ET(%(fk))) : (3.28)
keN

vgl. Cont und Tankov [9, S. 80]. Sei nun d 7(-, ) die Skorokhodmetrik des Raums DI0, 7.

Aus der gleichméfiigen Konvergenz folgt die Konvergenz in der Skorokhodmetrik

do.ry (Z (2T T b s <i Ly 17y — B - E@ (T 1 (0(T0))
keN

> (%(T_lfk)lD(T.%k)gt - E(t)- ET(%(fk))) ) R ots.,
keN
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woraus fiir € | 0 die Konvergenz der Prozesse

(Z <5p2(T_lfk)1D(T~Fk)§t1%(T—1fk)Zs — B(t) - E(W2(Tk) 1 1) (%(fk)))))
kEN 0<t<T

D . -
= (Z (%(T 'Th)1pra<t — B(t) - Er(%(rk))>>

keN 0<t<T
in D|0,T] folgt. Nach Billingsley [7, Theorem 4.2] bleibt die Bedingung

N,
lim lim sup IP (d[(m (B;l > (X Lisen, — B (X 1en, r5(X0)) -

el0 n—oo k=1

Ny,
B, (X =B, (X)) ) > 5) =0
k=1

fiir alle 6 > 0 nachzuweisen. Da die Skorokhodmetrik dj 7 durch die von der Supremums-

norm induzierte Metrik majorisiert wird, geniigt es jedoch

Ny,
-1
B (X Lyisep, — B (X 1en, 25, (X)))
k=1

limlimsupP| sup
el0 n—oo 0<t<T
N,

-B.' Y (X - E(X{ 1r8,0(X))) zé) =0 (3.29)
k=1

fiir alle 6 > 0 zu zeigen. Mit Hilfe der verallgemeinerten Maximumsungleichung, vgl.

Lemma 6.9 und Bemerkung 6.10, erhilt man die Abschitzung

Ntb,,
Pl sw (B Y (X lyins, — B (X 1, 25,(X7)) (3.30)
0<t<T 1 k=
Ny,
B 3 (B B (05)) )
k=1
j
_ -1 + +
-P (m Bt (Xt com, — B (K L, ) )| 2 5)
< (6B,) 2 B(Npy,) - Var (X1 g,
(3.31)

< (6Bn)"? E(Nqp,) - E ((Xfr)lef@Bn) '

Es bleibt noch das asymptotische Verhalten des ersten Moments des hitting-time Prozesses

E(Ngy,) = > P(Nm, > k) =Y P(T} < Tb,),
keN keN



Ungekoppelte C'TRWs basierend auf i.i.d. Zufallsvariablen 64

sowie des zweiten abgeschnittenen Moments

E <(X1+)2 1Xff<aBn)
zu untersuchen. Betrachtet man (3.24), so konvergieren die endlichdimensionalen Rand-
verteilungen des Prozesses n~ 1N, fiir n — oo gegen die endlichdimensionalen Rand-
verteilungen des hitting-time Prozesses E(:). Da die Familie (n_thbn)nEN jedoch nicht
gleichgradig integrierbar ist, kann an dieser Stelle keine Konvergenz in L' erwartet wer-
den. Daher muss die Asymptotik des normierten hitting-time Prozesses niher untersucht

werden. Setzt man zunachst

x
Ga) = [ (1= Fy(s))ds,
0
als die integrierte Tailfunktion der Verteilungsfunktion Fj,, so folgt aus Karamatas Theo-
rem (vgl. Resnick [47, Satz 2.1]), dass G regulér variierend vom Index 1 — « ist:

z(1 — Fy, ()
1 -«

G(x) ~ € RVi_,.

Durch eine Anwendung Karamatas Tauberian Theorems, vgl. Seneta [53, Theorem 2.3],

erhdlt man das Verhalten der Laplacetransformierten @(til) im Nullpunkt durch
Gt ~G(t) T2 - a),

wobei I' die Gammafunktion bezeichnet, vgl. Elstrodt [12, S. 154]. Durch eine partielle In-
tegration des Riemann-Stieltjes Integrals, welches bei der Berechnung von G (t) bestimmt
werden muss, folgt, dass die Laplacetransformierte von G sich als Funktion der Laplace-

transformierten von F)j, darstellen lésst, d.h. es gilt fiir alle ¢ > 0:

G(t) = /000 exp(—st)dG(s) = — /000 G(s) dexp(—st)(s)
= t/o G(s) exp(—st)ds = t/o sexp(—st)ds — t/o /0 Fj, (xz)dx exp(—st)ds

:1—c</ﬁﬂ@m>m:1_ﬁaw

t 0 t ’
vgl. Mallor und Omey [38], wobei L£(f)(t) ebenfalls die Laplacetransformierte der Funktion
f an der Stelle ¢t bezeichnet. Man erhélt mit Hilfe der Funktionalgleichung der Gamma-
funktion, vgl. Elstrodt [12, S. 155]
— ~ G(t
- () =6 () ~ SO re o)

I'2-—a)

~ (1= Fp(t)) = (1= Fp) (- a)
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Im néchsten Schritt betrachtet man die Laplacetransformierte ﬁ]\f\)(t) von E(Ny). Da
Laplacetransformation eine lineare Operation ist und Faltungen von Funktionen im La-
placeraum in Produkte iibergehen, folgt aus der Konvergenz der geometrischen Reihe
EQV(1) = Y BT, <)) = S (Fn ) = (1-Fa) —1
neN neN
fiir alle ¢ > 0. Beachtet man Theorem 9 von Mallor und Omey [38], so erhdlt man, dass
E(N¢) + 1 € RV, gilt. Wendet man erneut Karamatas Tauberian Theorem an, so erhilt

man
— 1 . . -1
E(N)(E) +1=(1=Fy (1Y) ~E(N) (1L +a).
Ingesamt folgt das asymptotische Verhalten von E(V;):
E(N) ~(1—Fr(t) ' Tl —a) ' T1+a)™ . (3.32)

Nun muss noch das zweite abgeschnittene Moment nidher untersucht werden. Es ist be-
kannt, dass die Funktion P(|X;| > -) regulér variierend vom Index —f3 ist, vgl. Meerschaert
und Scheffler [40, Satz 8.2.18]. Mit Hilfe eines Spezialfalles des Satzes von Karamata, vgl.
Satz 6.11, lasst sich diese Eigenschaft nutzen, um das asymptotische Verhalten des zwei-
ten abgeschnittenen Moments zu bestimmen. Nutzt man dies zusammen mit (3.31), (3.32)

und Satz 2.30, so folgt unmittelbar fiir gewisse Konstanten p > 0,q > 0
Ntbn

-1
B (XL, — B (X Lep, rn0 (X0)))

k=1
1)

< limlimsup (0B,) ? E ((Xfr)2 1X1+<an> -E(Nrw,,)

el n—oo

limlimsupP| sup
el n—oo 0<t<T

Ny,
~ B, Y (X - E (X 1o5,(X))))
k=1

< lim lim sup ((SBn)_2 E (X12 1|X1|<an) -E(Nry,,)

el n—oo
. £28 nP (B, X1| > ¢)
T e PR =BT —a)T (1 +a) nP (b, > T)
— lim 625 77'8((57 OO)) +77I8((_007_E))
el0 62(2 = B)I'(1 — a)I'(1 + ) n*((T',00))
= lim? pe”

0 g 02(2— B (1 —a)l(1+a)T—

—0 (3.33)
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und damit die Behauptung. |

3.1.3 Reihendarstellung des Grenzprozesses

Nun ist von Interesse, wie sich der Grenzprozess in (3.19) mit dem Prozess A(E(-)) identi-
fizieren lésst, wobei E(-) erneut den in Satz 3.2 definierten hitting-time Prozess bezeichnet,
der von Meerschaert und Scheffler [40] als Grenzprozess in der Skorokhod-Topologie aus-
gemacht wurde, die von der Metrik djg ) erzeugt wird. Dazu wird die Ferguson-Klass
Darstellung des Lévyprozesses A(-) verwendet, um so eine neue Reihendarstellung des
Prozesses A(E(+)) zu erhalten. Die so gewonnene Darstellung kann auch benutzt werden,

um den Prozess A(E(+)), welcher eben kein Lévy-Prozess ist, zu simulieren.

Korollar 3.3
Fir den Grenzprozess aus Satz 3.2 und den Prozess A(E(-)) gilt Verteilungsgleichheit in
DI0,T)

(Z (2T T prmy<s — ¢ Er(8(Th)) )

keN

+ Z (W (T ' Te)1pmy <t — t - E-(¥1(T'k))) > (3.34)
keN 0<t<T

119

(ACE(1)))o<t<T

fir alle T > 0. Insbesondere folgt daraus die Existenz eines Skalierungslimes (Xo(t))t>0

von
Nip,,
B, Y (Xk — Erp, (X3)) (3.35)
k=1
fiir n — oo in DI[0,00) und es gilt
(Xo(t))iz0 = (A(E(t))>0- (3.36)

Bemerkung 3.4
Man beachte, dass die Reihendarstellung in (3.34) vom Abschneidepunkt 7 abhéngt. Dies
ist dem Umstand geschuldet, dass der Limesprozess A(-) in (3.7) selbst von 7 abhéngt.

Beweis. Da die Lévyprozesse A(-) und D(-) unabhéngig sind, besitzt D(t) zu den Zeit-
punkten t = T'-7,, fiir alle n € N eine stetige Verteilung, vgl. (6.6). Mit Korollar 3.1 (¢) und
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der Mengengleichheit (3.2) bei Meerschaert und Scheffler [41] folgt aus der Unabhéngigkeit
o L D(t), T, L D(t)
fir alle n € N und alle ¢t > 0 die Darstellung

> (BT Tz < — t Er@ (@) + 3 (01T T prn)<s — ¢ Eo(B1(Th)

keN keN
B3 (T T Lprag < — ¢ Ec(B2(T0))
keN
+ (WT ' TR p(rny <t — - E-(01(T'r)))
keN
= (T Tk) Lo ey (T - 7a) — t - B (W2(Tk))
keN
+ Y (T )10, (0 (T - 7) — - Ex(91(T%))
keN
L > (T )L gy (T - 7o) — t - E-(8a(T))
keN
+ ) (TR o ey (T - ) — £+ B (W1 (T), (3.37)
keN

sodass die behauptete Verteilungsgleicheit aus der Ferguson-Klass Darstellung (2.16) und
(2.17) folgt. Da nach Satz 3.2 der Skalierungslimes von (3.35) in D[0,T] fiir alle T > 0
existiert und dessen Verteilung mit der Verteilung von A(E(-)) iibereinstimmt, folgt die
Behauptung (3.36) somit aus Satz 1 bei Lindvall [37] und Theorem 14.5 bei Billingsley
[7]. [ ]

Die Reihendarstellung fiir den Prozess A(E(-)) in D[0, 7] héngt jedoch noch von T ab. Da
der Prozess A(E(-)) jedoch ein Prozess mit Pfaden in D[0, 00) ist, ist diese Darstellung
von Nachteil. Nun soll mittels der Selbstidhnlichkeitseigenschaften der Prozesse A(-) und
E(-) gezeigt werden, dass eine Betrachtung der Prozesses A(E(+)) in DJ0, 1] geniigt.
Unter Beachtung von Satz 2.30 erhélt man die Selbstéhnlichkeitseigenschaft

Wy (sy) = inf{t : n°([t, 00)) < sy} V0O
=inf{t: s °([t,00)) <y} VO
= inf {t : 77'3 ([S%t,oo» < y} V0

— s FW(y). (3.38)
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Zusétzlich sind auch Selbstéhnlichkeitseigenschaften fiir die Prozesse
D L D1
A(tx) =tP A(x), D(tx) =teD(z), (3.39)
bekannt, vgl. Meerschaert und Scheffler [41, (2.6) und Proposition 3.1]. Nun gilt, dass

> (472(T_1fk)1D(T.?k)gt —t- Er(%(fk))) +) (BT TR prry <t — t- B (T2 (Th)))
keN keN

eine Darstellung von A(E(t)) in D[0, T ist. Aus den Selbstidhnlichkeitseigenschaften (3.39)
folgt

Z <W2(T71fk)1D(T-7~'k)§t —t- ET(WQ(fk))) + Z (!pl(Tilrk)lD(T-Tk)gt —t- ET(Q/l(Fk)))

keN keN
1 ~ » ~
2 > (T5W2(Fk)1[o,TflE(t)}(Tk) —t- ET(%(Fk)))
keN
+> (TB%(Fk)l[o,TflE(t)}(Tk) —t- Er(&”l(Fk)))
keN

L > (Wz(fk)l[o,E(t)] (7k) —t- ET(LPz(fk))) + ) (W (T L gy () — - E- (01 (Tr))) -
keN teN

Dies ist nun eine Darstellung von A(E(-)) in D[0, 1]. Als Fazit erhélt man nun die folgende

Bemerkung.

Bemerkung 3.5
Aus dem Satz 1 bei Lindvall [37] und Korollar 3.3 folgt unmittelbar, dass der Prozess

Ny,

B, (Xi —Erp, (Xk))
k=1 >0

einen Grenzprozess in D[0, 00) besitzt. Aufgrund der Selbstdhnlichkeitseigenschaften gentigt

es jedoch, den Grenzprozess in D[0, 1] zu betrachten.

3.2 Ungekoppelte CTRWs basierend auf i.i.d. Zufallsvekto-

remn

In diesem Abschnitt soll die Theorie fiir das Limesverhalten von CTRWs, welche auf einer
Folge von i.i.d. Zufallsvariablen basieren, fiir den Fall von i.i.d. Zufallsvektoren verallge-
meinert werden. Dafiir ist es notwendig eine Darstellung von PRM (M ® n) fiir mehrdi-

mensionale LévymaBe n € M(R?) zu entwickeln. Diese ist bereits bekannt und basiert
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auf einer radialen Zerlegung des Lévymafles n. Mafigeblich fiir diese Darstellung ist die
Theorie aus dem Artikel von Rosinski [48].
Zun#chst miissen die Voraussetzungen aus dem vorherigen Abschnitt fiir mehrdimensiona-
le Zufallsvektoren verallgemeinert werden. Man behélt die Zwischenwartezeiten (J,,)nen,
welche zu Sprungzeiten T, = >_;_, Jj fithren, bei. Weiter sei D(-) der Limesprozess der
sequentiellen, normierten Partialsummen der (J,)nen-
Die Sprunghoéhen sollen nun jedoch von i.i.d., R%wertigen Zufallsvektoren (X, ),cn, welche
unabhéngig von (J,)nen sind, beschrieben werden, so dass sich X; im Anziehungsbereich
einer vollen, operatorstabilen Verteilung v ohne Normalverteilungsanteil mit zugehorigem
Lévymaf3 n befinden moge. Aus Lemma 2.42 folgt, dass eine Folge zum Index —F regulér
variierender und invertierbarer, linearer Operatoren (A,),eny C GL(R?) existiert, sodass
fiir n — oo die Konvergenz
n
3 (A Xk — Eo(AnXy)) 2 A
k=1

gilt, wobei A ein Zufallsvektor mit Verteilung v ist. Dabei sei 7 so gewihlt, dass 7(S¢~!) =
0 gilt. Genau wie im eindimensionalen Fall erhélt man den funktionalen Grenzwertsatz

[nt]

S (AnXk —E(4Xp)) | (A1)

k=1 >0
fiir n — oo in D0, 00), wobei (A(t))s>0 einen operatorstabilen Lévyprozess mit Exponent
FE bildet, welcher vom Abschneidepunkt 7 abhéngt. Damit nun, #hnlich wie in Lemma
3.1, die Konvergenz der Punktprozesse Z,EZ‘ZJ E(b(n)~1Ty,AnX,) Unbersucht werden kann,
muss eine Darstellung von PRM (M ®n) als Punktprozess auf M, ([0, T] x [—o0, c0]?\{0})

gefunden werden. Diese benstigte Darstellung basiert auf einer radialen Zerlegung des
Mafles 7

n(A) = /S /0 T (av) i(da,v) do(v), A € BRALO}), (3.40)

wobei o ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf der Einheitssphire STt ist und {7(-, v)},egd-1
eine in v schwach messbare Familie von Lévymaflen auf (0, c0) bezeichnet. Wie im Eindi-

mensionalen definiert man nun
7 (u,v) := sup{z > 0 : 7j([z,00),v) > u} (3.41)

als Inverse der Projektion des Lévymafes 7 in Richtung v. Seien (7,),,cyy und (I'y),,cy Wie

in Lemma 3.1 und (V,,), oy eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren mit Verteilung o, so dass
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(Vi) pen unabhingig von (7, I'n)nen ist. Dann gilt die Verteilungsgleichheit
D
D e (- vivi) = PRM(A @ 1) (3.42)
keN

in M, ([0,T] x [ — 00, 00]%\{0}), vel. Rosinski [48, (3.6)]. Diese Voraussetzungen sollen nun

die Voraussetzungen dieses Kapitels ergénzen.

3.2.1 Konvergenz der zugehorigen Punktprozesse

Durch die radiale Zerlegung des MafBles 1, welche die Darstellung von PRM (M ®n) moglich
macht, kann man nun eine Verallgemeinerung von Lemma 3.1 fiir den mehrdimensionalen

Fall formulieren.

Lemma 3.6

Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels gilt fiir n — oo die Konvergenz

LT ]

D
> E(bn T, AnXy) — 7 D DT (T IT Vi V) (3.43)
k=1 keN

fiir alle T > 0 in My([0,00) x [—o0, 0]\ {0}).

Beweis. Sei T' > 0 beliebig, aber fest. Analog zum Beweis von Lemma 3.1 betrachtet man
zunéchst den Punktprozess

[nT)

D E(k )

k=1
auf dem Raum M, ([0, 7] x [—00,00]?\{0}). Nun gilt nach Lemma 2.42 fiir n — oo die

vage Konvergenz
nP (AnX1 € ) — (")

in R\ {0}, welche nach Korollar 2.21 #quivalent zur Konvergenz der markierten Punkt-
prozesse
Zé(%AnXk) i>PR.7\4(»\ & 77)
keN
fiir n — 0o in M, ([0, 00) x [—00, 00]4\{0}) ist. Wie in (3.10) erhilt man aus der Darstellung
(3.42) die Verteilungskonvergenz
LnT]

D
Z 5(§,Anx,€) Z E(Trp, i (T~ 1T, Vi) Vi)
k=1 keN



Ungekoppelte CTRWs basierend auf i.i.d. Zufallsvektoren 71

in M,([0,T] x [—o0,0]¥\{0}). Da die Zufallsvariablen (J,,)nen und die Zufallsvektoren

(X,)nen stochastisch unabhéingig sind, gilt die gemeinsame Konvergenz

[n] [nT]

_ D

b, E ks E :5(§,Anxk) — (D(')’ZE(T~Tk,ﬁ‘—(T‘1Fk»Vk)Vk)>
k=1 k=1 keN

fiir n — oo auf dem Produktraum D[0, 00) x M, ([0, T] x [—o0,00]?\{0}). Nun betrachtet
man erneut die in (3.16) definierte, nach Lemma 6.1 f.s. stetige, Abbildung 7. Dann folgt

aus dem Continuous Mapping Theorem fiir n — oo die Konvergenz

|n-] |nT | [nT]
-1
T | bn ijv Z S(kAnxy) | T Z € (bn ' Th, An Xy
k=1 k=1 k=1

D
— 7 (D('% > E(T-Tk,ﬁH(Tlrk,vka)) =Y ED@ )i (T T Vi)V
keN keN

in My ([0, 00) x [—00, 00]\{0}). [ |

3.2.2 Konvergenz des mehrdimensionalen CTRW

Nun sollen mit Hilfe der Konvergenz (3.43) die Skalierungslimiten des CTRW bestimmt
werden. Der Beweis verlauft analog zum eindimensionalen Fall. Es folgt das Hauptresultat

dieses Kapitels.

Satz 3.7
Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels gilt fir alle T > 0 die Verteilungskonvergenz

N,

Z (AnXk - ET(AnXk))

k=1 0<t<T

- (lifol[ > (07 (T7T% Vi) Vi e roar, vy >:)
c D(T-1)<t

—E(t)- /SSHMT;C dn(x)D

fir n — oo in D[0,T].

0<t<T

Bemerkung 3.8
In Satz 3.7 kann auf den Grenziibergang ¢ | 0 nicht verzichtet werden. Die Reihe ist

ohne die verwendete Abschneidetechnik i.A. nur absolut konvergent, falls die Realteile der
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Eigenwerte a1 < ... < a, des Operators E die Bedingung a; > 1 erfiillen. In diesem Fall
integriert das Lévymaf n auch die Funktion min{1, ||z| }, so dass ein Herausschneiden des
Nullpunktes nicht notwendig ist. Da unter den Voraussetzungen dieses Kapitels jedoch nur
a; > % gewdhrleistet werden kann, darf auch auf die genutzte Zentrierung nicht verzichtet

werden.

Beweis. Fiir ein beliebiges, aber festes ' > 0 betrachtet man zunéchst das in (3.21)
definierte Summationsfunktional x und die in (3.22) fiir Stetigkeitspunkte e definierte
Einschrénkungsabbildung 7 mit m(m) = mg o)x[-c0,00)t\kes d-h. 7 ist stetig auf Sé-1,

Aufgrund von Lemma 6.2 und Bemerkung 6.3 ist x f.s. stetig im Punkt
Z E(D(T )77 (T 1T, Vi) Vi) L (1110 Vi) e
keN

Weiter ist 7 f.s. stetig im Punkt >,y €(p(1.7), 5 (71T, V) Vy)» Vel Feigin, Krantz und
Resnick [14, Proposition 3.3]. Also folgt mit Lemma 3.6 wie in (3.22) die Verteilungskon-

vergenz
[nT | Nip,,
xom Z E (b T AnXy) | (B = Z AnXilja,x, >
k=1 k=1 0<t<T
D
—rXxem (Z E(D(T-m)ﬁH(T1rk,vk>vk>> (t)
keN
- Z 7 (T_lrk’vk) Vi 177“(T71Fkvvk)28 (3.44)
D(T-my)<t 0<t<T

fir n — oo in D[0,T]. Betrachtet man nun die zufillige Summe der abgeschnittenen

Erwartungswerte, so folgt mit (3.24) fiir ¢ < 7 die Konvergenz

Niy,,

N,

D E(A X leg)a,x, <) = e / z ndPAX (z)

1 n e<|lzll<T

2y B(t)- / z dn(z) = B(t) - / 2 dn(x) (3.45)
e<|zf|<m e<|lz| <7

fir n — oo in DJ0,00). Zusammen mit (3.44) und dem Continuous Mapping Theorem
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erhilt man die Konvergenz der Prozesse

Ntbn

D (AnXp Ly, x, 2 — E(AnXpleg)a,x,)<r))

k=1 0<t<T

— (Z (1 (T™' Tk, Vi) Vi 1prr)<t - Lo (r-11,,v,)>¢)
keN

—P /egnxsf ) dn(m)

fir n — oo in D[0,T]. Bildet man noch den Grenziibergang fiir ¢ | 0, so erhélt man

0<t<T

den behaupteten Grenzwert. Erneut bleibt nach Theorem 4.2 von Billingsley [7] noch die
Bedingung

Ny,
D (AnXidpa,xze — B (AnXplegia, x,0<r))

k=1
25) -

Um die euklidische Norm ||-|| abzuschétzen, verwendet man zunéchst die Normungleichung

limlimsupP| sup
el0 n—oo 0<t<T

Ny,
= (AnXy — E (AnXplja,x,<r))
k=1

fiir alle § > 0 nachzuweisen.

|z|| < ||z||1 fiir euklidische Normen auf dem RY. Bezeichnet man mit () die i-te Kompo-
nente des Vektors x = (x(l), ceey x(d)) fir alle 1 <14 < d, so folgt aus der verallgemeinerten

Maximumsungleichung, vgl. Lemma 6.9 und Bemerkung 6.10, die Abschétzung

Nip,,
D (AnXp Ly, x, 22 — B (AnXplogya,x, 1<r))

k=1
> 5>

J
Z An X1, X, < — E (AnxklllAnXkH@)
k=1

limlimsup P| sup
el0 n—oo 0<t<T

Nipy,
= (AnXy — E (AnXplja,x,<r))
k=1

<limlimsup P max
siO n—oo 1§]§NTbn

-]
1
J

Z(AnXk)(i)luAnxan —E ((AnXk)(i)]-HAnXk\Ke)

d
< limlimsup P ( max
k=1

el0 n—ooo i— 1§j§NTbn

$
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>

6)
> Z
—d

el0 n—oo

d
< limlimsup P ( max

D (AnXp) D14, %< — E ((A”Xk)(i)]'”AnXk”<5>
k=

Ul >
N—

i=1

J

Z A X)L 4, %< — E ((AnXk)(")luAnka«)

< lim lim sup Z P ( max
=1 k=

el0 npn—oo 1<j<Nry,,

5 -2 d
< <d> lelﬁ)lhmsupE NTbn Z < A X1 ()1HAnX1H<€)

n—00
=1

5\ 7? d )
S (d) hinhmsupE NTbn Z (( A X1 )1||Anxl||<5> ) (346)

el0 n—ooo i—1

Das asymptotische Verhalten von E(N7p, s) wurde bereits in (3.32) bestimmt. Die zweiten
Momente der Komponenten von A,X; kénnen mit der Ungleichung

< @) = <
2] 1Iga<><d|ﬂ?| [ 2]lo0 < [|]]

abgeschitzt werden. Man erhélt

Nip,,
> (AnXiLja,x, 2= — E (AnXilogja, x,|<r)

k=1
> 5)

lim lim sup ]P’( sup

el0 n—oco 0<t<T

N,
- Z (AnX) — B (AnXpLa,x, <))

- im lim
—\d I'l—ao)'(14+ ) <o A — n-P byt >1T)
5\ 2 1 A
== (i))2 .
(d) T(1—a) (1 +a) 7°( lelﬁ)lhgl_gp nlk (((Anxl) ) 1|(Anx1)<z>|<5) :
(3.47)
Es bleibt also
. . N2 .

fiir alle 1 < ¢ < d nachzuweisen. In Proposition 3.3.11 bei Meerschaert und Scheffler [40]
wird gezeigt, dass unter anderem (3.48) hinreichend dafiir ist, dass X; im generalisierten
Anziehungsbereich einer unendlich teilbaren Verteilung v ohne Normalverteilungsanteil
liegt. Nun muss gezeigt werden, dass (3.48) auch notwendig ist, falls v operatorstabil ist

und keinen Normalverteilungsanteil besitzt.
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Sei dazu ¢ € {1,...,d} beliebig, aber fest gewdhlt. Zunéchst soll der Erwartungswert in
(3.48) in Integralschreibweise dargestellt werden. Dazu bezeichne ey, ..., eq die orthonor-
male Standardbasis des R? und A} die Adjungierte des linearen Operators A,. Mit diesen

Bezeichnungen gilt

E (((Anxl)(i))21\(AnX1)<i)\<€> = / <x,e >2 dIP)AnXI ((L’)
|<z,e>|<e
/ < Apz,e; > dPX (z) = / <z, Ale; >% dPX (z). (3.49)
|<Anz,e;>|<e |<z,Axe;>|<e

Nun sollen die Vektoren AYe; in Polarkoordinaten dargestellt werden. Sei also 7, > 0 und
vp € ST so gewilt, dass r,v, = Ale; fiir alle n € N gilt. Da aus den Voraussetzungen
dieses Kapitels folgt, dass die Operatoren A,, regular variierend zum Index —F sind, folgt

((A;)_l)n ey € RVE-. Der Einfachheit halber sollen nun allgemeiner als in Lemma 6.11
V(r) =P <Xy,v>|>r), Ulrv) =E(< X1,v > Lx, o (<r) (3.50)

den tail der Verteilung bzw. das zweite abgeschnittene Moment von X; in Richtung v
bezeichnen. Dann ldsst sich der abgeschnittene Erwartungswert in (3.48) aufgrund von
(3.49) auf folgende Weise darstellen:

E (((AnXl)(i))21|(Anxl)(i>|<e) = 7’721/ <z, v, >2dPXY(x) = r2U () b, vy).

|<z0n>|<ry e

(3.51)
Nun muss das Verhalten von r, fiir n — oo bestimmt werden. Aus der Theorie der
eindimensionalen, regulér variierenden Funktionen ist bekannt, dass Funktionen f € RV
sich mafBgeblich wie die Funktion x + z° verhalten, d.h. fiir jedes € > 0 gilt 2°7° < f(z) <
29t¢ fiir hinreichend grofie z. Eine Verallgemeinerung dieser Eigenschaft fiir Operatoren
wird bei Meerschaert und Scheffler [40, Korollar 4.2.6] dargestellt. Seien nun a; < ... <
ap fiir ein p < d die verschiedenen Realteile der Eigenwerte des linearen Operators E
bzw. E*. Aus Korollar 4.2.6 bei Meerschaert und Scheffler [40] folgt wegen der reguliren
Variationseigenschaft ((A;:)_l)n ey € BVE-

5§ n—

n®||A%ei| = nd|rpvn|| = nor, =370

fiir alle § < % Daraus folgt insbesondere 7, "23°0. Wie im eindimensionalen Fall soll nun
die Konvergenz von (3.51) durch Vergleich mit dem Verteilungstail untersucht werden. Es
gilt:

_ Ul(r;te, vn) V (ryte, vy) _
. 2U 1 n) = 2 n . : . V 17 nj)-.
neral (e ) = e2ry 2V (rnte,vn) V(e t(rn'e), vn) n Vo)
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Im ersten Schritt soll zunéchst der dritte Faktor untersucht werden. Fiir diesen erhélt man
aus den Voraussetzungen dieses Kapitels mit Hilfe des Portmanteau-Theorems, vgl. Klenke
[32, Satz 13.16], und der Beschrinktheit des Lévymafes n auf von Null weg beschrinkten

Mengen die obere Schranke

limsupn - V(r, ' v,) = limsupn - P(| < Xy, v, > | >, Y)

n—o0 n—o0

=limsupn-P(] < Xy,rpv, > | > 1) <limsupn-P(] < Xy, Ale; > | > 1) (3.52)

n—o0 n—o0

= limsupn -P(| < A, X1, e, > | >1) <np{z e R?: [z >1}) =1 C; < 0. (3.53)

n—o0

Es folgt die Beschrianktheit des dritten Faktors.

Als néchstes betrachtet man Definition 6.1.1 bei Meerschaert und Scheffler [40], welche
den reguléren Variationsbegriff fiir Mafle verallgemeinert. Nach Lemma 2.42 folgt aus den
Voraussetzungen dieses Kapitels die Eigenschaft PX1 € RV M (E). Der Begiff der reguliir
variierenden Mafle ldsst sich noch weiter verallgemeinern. Betrachtet man Definition 6.2.1
bei Meerschaert und Scheffler [40], so erhélt man den Begriff der R — O variierenden Mafe.
Nun gilt fiir ein Mal 4 € RVMy(E) auch p € ROV (E,c) fiir alle ¢ > 1. Da nach Satz
2.37 fiir die Eigenwerte des Operator F die Abschitzung a; > % gilt, existiert ein € > 0,
so dass 2 — & — % > 0 gilt. Damit lésst sich Theorem 6.3.4 bei Meerschaert und Scheffler
[40] anwenden, welches besagt, dass (3.50) ebenfalls R — O variierend ist und dass eine

Konstante Cs > 0 existiert, so dass fiir alle 0 < § < 1 und hinreichend groffes n € N
Vv (57";1, vn> - 1
— <Cy ™ (3.54)
1% <5_1 ((57"771) ,vn>
gilt. Damit hat man eine Abschitzung fiir den zweiten Faktor gefunden.

Mit Korollar 6.3.9 bei Meerschaert und Scheffler [40] ldsst sich weiter eine Schranke C3 > 0
finden, so dass fiir alle 0 < § < 1 und hinreichend grofles n € N die Abschéitzung

U (gr,jl, Un>
82172V ( (grﬁl, vn>)
gilt. Fiigt man nun die Abschéitzungen (3.53), (3.54) und (3.55) zusammen und beachtet

<Oy (3.55)

2—¢— é > 0 so erhilt man die gewiinschte Behauptung

-1 = 1
lim lim sup n - riU (r;le,vn) < lime?CiCyCqe < a1 = lim01020362 g
el n—oco el0 el0

=0.
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3.2.3 Reihendarstellung des Grenzprozesses

Nun soll der Limes

lim > (7 (T7'Th, Vi) Vi Lo (r-i1, vi)se) — B(1) - / x di(x)
el0 e<|lzl <7
D(T-m,)<t 0<t<T

wieder mit dem im Artikel von Meerschaert und Scheffler [41] bestimmten Limes A(E(-))
identifiziert werden, wobei der Prozess E(:) in Satz 3.2 definiert wurde. Sei dazu N :=
PRM(M ® n) auf M,([0,T] x [~00,00]?\{0}). Im ungekoppelten Fall gilt dann fiir alle
T > 0 die Verteilungsgleichheit

> (7 (T7'Tw, Vi) Vi Lo (r-11y v >e)

TR <t

= (// JJN(dS,dl‘))
[0,t] % {z:||z||><}

in D[0,T], vgl. Resnick [47, (5.36)]. Zusammen mit

E(t) - / x dn(z) = // x ds dn(x)
e<|lzll<r 0,E@®)] x{ze<|z]|<r}

und der aufgrund der Unabhéngigkeit der Prozesse D(-) und A(-) geltenden Stetigkeit

0<t<T

0<t<T

P(D(T -7;) =t) =0 fiir alle ¢ > 0 und alle k € N

erhélt man nun die folgende Darstellung des Grenzprozesses:

lim > (5 (T7'Tw, Vi) Vi - L (p-11, vy )>e) — B() - / z dn(z)
=10 e<|all<
D(T-m,)<t 0<t<T

= (// xN(ds, dz)
(0,E(®)] x{x:||z|[>T}
// xN(ds,dz) — // x ds dn(x)] >
0,E()]x {z:e<|lx[|<7} 0,E(t)]x{z:e<z]|<7}

Es ist bekannt, dass dies die sogenannte Ito-Darstellung des Lévyprozesses A(t) an der

Stelle t = E(t) ist, vgl Resnick [47, (5.36)]. Mit den gleichen Argumenten wie im eindi-

+ lim
el0

0<t<T

mensionalen Fall folgt also, dass der Skalierungslimes des Prozesses
Nib,,
4,3 (Xp — Eo(4,X))
k=1 >0

fiir n — oo in D|0, 00) existiert und in Verteilung mit (A(E(t)))r>0 iibereinstimmt.






Kapitel 4

Gekoppelte CTRW:s

4.1 Gekoppelte CTRWs basierend aufi.i.d. Zufallsvariablen

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 3 erarbeitete Theorie fiir das Limesverhalten un-
gekoppelter CTRWs, welchen eine Folge von i.i.d. Sprunghdhen zugrunde liegt, fiir den
gekoppelten Fall verallgemeinert werden. Die Beweise lassen sich in diesem Fall nicht mit
Standardmethoden fiir Punktprozesse bewiiltigen, da die Abbildung .7 unter Abhéingig-
keiten i.A. nicht mehr stetig ist. Dieser Umstand erfordert eine néihere Untersuchung der
entsprechenden Punktprozesse und des Zustandekommens derer Limiten. Es stellt sich
heraus, dass ein Zusammenhang zur Konvergenz von zufélligen Summen von extremen Or-
derstatistiken besteht. Dies ist jedoch nicht erstaunlich, da die Theorien der Konvergenz
von Punktprozessen und der Konvergenz von Dreiecksschemata gegen unendlich teilba-
re Zufallsvariablen ohne Normalverteilungsanteil stark miteinander verbunden sind, vgl.
Meerschaert und Scheffler [40, Remark 3.3.30.]. Eine Verbindung der Theorien der Konver-
genz von Dreiecksschemata und der Konvergenz extremer Orderstatistiken ist auch bereits
bekannt. In den Artikeln von Janssen [28] und Barczyk, Janssen und Pauly [3] wurde ge-
zeigt, dass nur die betragsmiflig grofiten Summanden einen Beitrag zur Limesverteilung
liefern. Diese Ergebnisse wurden auch durch eine funktionale Form verallgemeinert, wo-
durch ein Zusammenhang zu Lévyprozessen hergestellt wurde, vgl. Janssen [29]. Diese
Ergebnisse sollen nun in diesem Abschnitt genutzt werden, um nachzuweisen, dass auch
die Konvergenz von Punktprozessen gegen einen zeitlich deformierten Poissonschen Punkt-
prozess nur an der Konvergenz der Punkte mit den betragsméfig groffiten Marken héngt.
Auf diese Weise kann auf die Verwendung der im abhéngigen Fall nicht mehr stetigen

Abbildung 7 verzichtet werden.

79
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4.1.1 Konvergenz der zugehorigen Punktprozesse

Zunichst sollen die Voraussetzungen aus Kapitel 3 fiir den gekoppelten Fall verallgemei-

nert werden. Man betrachtet nun eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren (J,, X;,) welche

neN?
Werte auf dem Raum R* x R annehmen, mit der Interpretation, dass die Folge (J,;)nen
zu Sprungzeiten T,, = Y Jj fithrt, an denen ein Sprung der Hohe X, stattfindet. Man
beachte, dass keinerlei Voraussetzungen iiber die Abhéngigkeitsstruktur der Zufallsvaria-
blen J, und X, fiir festes n € N gemacht werden. Damit lassen sich nun die zentrierten
und normierten sequentiellen Partialsummen

[nt]

(b Tint)s B (St = nEr(X1))) := > (b "I, By ' Xi) = (0,E-(B X)) (41)

k=1
fiir gewisse Folgen reeller Konstanten (b, ),eny C R70, (By)nen € R>Y definieren, wobei
E,(-) den in (3.2) definierten abgeschnittenen Erwartungswert bezeichnet. Eine Standard-
voraussetzung fiir gekoppelte CTRWs ist, dass der Prozess in (4.1) in Verteilung gegen
einen Lévyprozess (D(t), A(t))i>0 in D(]0,00), RT x R), ausgestattet mit der Skorokhod-
Ji-Topologie, konvergiert, wobei (D(t))¢>0 a-stabil mit 0 < o < 1 und (A(t))e>0 B-stabil
mit 0 < 8 < 2 ist. Die zugehdrigen LévymaBe werden erneut mit n® bzw. n? bezeichnet.
Der Abschneidepunkt 7 soll so gewiihlt werden, dass +7 Stetigkeitspunkte von n? sind.
Weiter ist zu beachten, dass aus Lemma, 2.42 folgt, dass die normierenden Konstanten als
reguldr variierend gewihlt werden kénnen, d.h. es gilt (b,,)nen € RVé , (Bn)nen € RV% .
Diese Voraussetzungen sollen fiir das ganze Kapitel gelten und werden als Voraussetzung

dieses Kapitels bezeichnet.

Vollzieht man den Beweis von Lemma 3.1 nach, so erkennt man, dass die gleiche Beweis-
methodik fiir den gekoppelten Fall nicht genutzt werden kann, da die Stetigkeit der dort
verwendeten Abbildung .7 voraussetzt, dass die Prozesse (D(t)):>0 und (A(t))s>0 f.s. nie-
mals gemeinsam springen. Diese Voraussetzung ist i.A. nur erfiillt, falls diese stochastisch
unabhéngig sind. Zudem ist die Beweismethodik, welche die Abbildung .7 heranzieht,
nicht dazu geeignet, die Unterschiede von riickwérts- und vorwértsgekoppelten CTRWs
zu untersuchen. Aus diesen Griinden soll nun ein Ansatz gewéhlt werden, welcher die

Konvergenz der Punktprozesse aus der Konvergenz der Punkte herleitet.
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Lemma 4.1
Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels gilt mit der Notation aus Satz 3.2 fir alle

Zeitpunkte T > 0 und n — oo die Verteilungskonvergenz

|nT| |nT|
Z (b T BR X)) Z €(bn'Ti,Br X))
k=1 k=1
D
- (ZE(D(T'?IC%%(T”:I@))’ ZE(D(T'Tk)Wl(Tle))> (4.2)
keN keN
in My([0,00) x (0,00]) x My([0,00) x [—00,0)) und
\_nTJ \_nTJ
Z “(ba'Tho1,Br ' X[ ) Z S(bn'Tuo1,B X))
k=1 k=1

D
—> (Z S(D(T7 =) wa(T=1T)) Z E(D(Tm,—), ¥ (T—le))> (4.3)

kEN keN
in M,([0, 00 x (0,00]) x Mp([0,00) x [—00,0)), wobei D(x—) den linksseitigen Grenzwert
der Funktion D(-) an der Stelle x bezeichnet.

Bemerkung 4.2

Zunichst ist zu beachten, dass die Zufallsvariablen 7; bzw. 7; fiir alle i € N den Zeitpunkt
beschreiben, an dem der i-te kleinste bzw. i-te grofite Sprung des Prozesses A(-) stattfin-
det. Da im gekoppelten Fall die Prozesse D(-) und A(-) nicht unabhéngig sind, verliert
man auch die Unabhéngigkeit von 7; bzw. 7; zum Prozess D(-) fiir alle i € N. Betrachtet
man also fiir ein beliebiges ¢ € N und 7' > 0 den stochastischen Prozess (D(t - 7i))g<i<r
in D[0,T], so kann dieser zur Zeit ¢ = T mit positiver Wahrscheinlichkeit einen Sprung
besitzen. Es stellt sich heraus, dass dieser Sprung zu einer deterministischen Zeit, wel-
chen es bei ungekoppelten CTRWs f.s. nicht gibt, zu Unterschieden bei riickwérts- bzw.
vorwértsgekoppelten CTRWs fiihrt.

Beweis. Sei nun 7" > 0 beliebig, aber fest gew#hlt. Mit dem Resultat (2.4) bei Barczyk,

Janssen und Pauly [3] und der Voraussetzung
(b " Te)s B (Spa) = nEr (X1)))im0 — (D(2), A(t))i0 (4.4)

fiir n — oo in D|0, 00) x D]0, 00) folgt unter Beachtung der reguléren Variationseigenschaft

B, 1
ﬂ%T}‘ fiir n — o0,

n
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und der Selbstéhnlichkeit (3.38) fiir jedes feste r € N die gemeinsame Konvergenz der r
unteren und oberen Orderstatistiken

[nT]
-1 —1y— —1y— ~1y+ —1y+
bn kz; Jkan Xl:\_nTJ"""Bn XT‘ZI_nTJ7Bn XI_TLTJI_TLTJ77B7L Xl_nTJ—’f’JrlI\_nTJ

2, (D(T), U(T7T), .. 0 (TLT,), (T, . .. ,%(T*lfr)) (4.5)

fiir n — oo in [0,00) X [~00,0)" x (0,00]". Setzt man nun Xj.,7| = 0, falls i < 0 oder
i > |nT], so erhdlt man aus der Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen

die Konvergenz der Zufallsvektoren

|nT)
bt 2 i (B X)) e (B Xy vty s

2> (D), (T )ien, (2(T7'T) e (4.6)

fiir n — oo in [0, 00) x [—o0,0)N x (0, co]N.

Man betrachtet nun die Punktprozesse in (4.2) nach einer geeigneten Umsummation

[nT| [nT|

E(p—1 —1y+), E(p—1 [
E : (bn T, By ' X1 E : (bn T, Br ' X))
k=1 k=1

[nT| [nT|
= gr B ) € -1 —1y— )
; (banELnTJ—k+17Bn1XT;LTJ_I€+1:L"TJ> ; <bn Tdk’B” Xk:LnTJa)
wobei (di,...,d|,r|) bzw. (Jl, cey CTLHTJ) den Antirangvektor von (Xl_, . ’X|__nTJ) bzw.

(X1+ yeeey X E;T J) bezeichnet. Um nun die Konvergenz der Punktprozesse aus der Konver-
genz der Punkte herzuleiten, ist zunédchst das Limesverhalten von

dinT|—it1

d; [n%:]
by T, =b," Y Ty =10," > Jyund b, ' Ty (4.7)
=1 =1

fiir 1 <1i < |nT] zustudieren. Da X, ..., X, i.i.d. sind, ist d; offenbar gleichverteilt auf der
Menge {1, ..., |nT|}. Man betrachtet nun eine Folge von Zufallsvektoren <U1(n), e Urn)>
mit i.i.d. auf der Menge {1,...,|nT]} gleichverteilten Komponenten. Nun gilt fiir alle
kie[0,1], 1 <i<r:

T T

P(LnTJ <ki,..., T <k, _il_[lIP’(Ui < ki TJ)_HiLnTJ e l_Ilk

=1
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Daraus folgt fiir n — oo die Konvergenz

(n) (n)
<LUn1TJ""’ &TJ) N (4.8)

Fiir hinreichend grofles n € N sei ein r € N mit 1 < r < n fest gewidhlt. Unter Beachtung
der gemeinsamen Verteilung der Antirdnge folgt aus (4.8) und dem Lemma von Freed-
man, vgl. Janssen und Mason [27, Lemma 5.5], die Konvergenz der endlichdimensionalen

Randverteilungen

<L521FJ""’L5:;’J) A

Setzt man nun erneut d; = 0 fiir ¢ < 0 und ¢ > |nT|, so erhilt man daraus mit Lemma

2.48 die Konvergenz auf dem Produktraum

(C:Z>ieN - (LS%J ' LnnTJ >i€N =5 (T 7i)jen (4.9)

n [0, 7). Aufgrund der Abhingigkeiten zwischen (X, )neny und (J,)nen kann die Kon-

vergenz von (4.7) nicht iiber einen klassischen Continuous Mapping Ansatz nachgewiesen

werden. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Projektion
72 D[0,00) x RT = R, (z,t) = z(t)

nur f.s. stetig ist, falls fast alle Pfade von z stetig in ¢ sind. Auch die Verwendung von
klassischen Transfersidtzen fiir zufillige Summen, wie sie z.B. bei Gnedenko und Korolev
[23] oder Finkelstein und Tucker [16] zu finden sind, ist nicht hilfreich, da diese entweder
eine Unabhéngigkeit der zufilligen Anzahl an Summanden und den Summanden selbst
oder eine stochastische Konvergenz in (4.9), vgl. Becker-Kern [4], fordern, welche hier
nicht vorliegt. Aus diesen Griinden wird an dieser Stelle ein anderer Ansatz gewéhlt.
Sei (cfi\l, . ,c? |nT J> der Antirangvektor der Zwischenwartezeiten (Jl, R [ J). Man be-
trachtet nun fiir ein beliebiges ¢ € N die Folge von Zufallsvariablen

(bﬁ it -1, ,jﬂgdi) ien
mit der iiblichen Konvention J;.|,7| = 0 fiir j < 0 und j > [nT]. Um Konvergenz-
aussagen iiber deren Verteilung machen zu kénnen, wird zum einen die Unabh&ngigkeit
von Antirdingen und Orderstatistiken und zum anderen die gemeinsame Konvergenz der

Orderstatistiken

(n_lgLnTj—jﬂ,n_ldi) LT 7,7 7)
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fiir alle (i, ) € N? und n — oo in [0,7] x [0, T] benétigt, wobei (Tn)nen €ine weitere Fol-
ge von U(0, 1) verteilten Zufallsvariablen bildet. Die Unabhéngigkeit von Anitréngen und
Orderstatistiken ist bereits aus der nichtparametrischen Statistik bekannt. Zum einen ist
die Orderstatistik im Produktexperiment suffizient und vollsténdig fiir die Familie aller
Wahrscheinlichkeitsmafle, vgl. Lemma 6.16, zum anderen ist die Verteilung der Antirdnge
fiir diese Familie ancillar. Somit folgt aus dem Satz von Basu, vgl. Lemma 6.14, die Un-

abhéngigkeit der Antirdnge von den Orderstatistiken

((dl,...dLnTJ) , @,...JWJ» L (Japuts > T st - (4.10)

Bezeichnet (n®)~! die rechtsseitige Inverse des zur unendlich teilbaren Zufallsvariable D(1)
gehorigen LévymafBes n®, so erhilt man aus der der Voraussetzung b, 17 -] N D(-) fur
n — oo in D[0, c0), aus welcher insbesondere die Konvergenz der eindimensionalen Rand-
verteilungen fiir jede feste Zeit T folgt, der Konvergenz (2.4) bei Barczyk, Janssen und
Pauly, der Konvergenz der Sprungzeiten gegen U(0, 1) verteilte Zufallsvariablen, vgl. (4.9),

und der Unabhéngigkeit von Antirdngen und Orderstatistiken die gemeinsame Konvergenz

_ 15 D 11 ~
<bn1JLnTJ—i+1:LnTJ>n 1dLnTj—i+1>i€N — ((?7“) NT7'Ty), T - Ti)ieN (4.11)
fiir n — oo in ([0, 00) x [0, T])N, wobei T fiir alle i € N wie I'; verteilt ist. Man beachte, dass
die Folgen (fn) e und (I'y ),y im gekoppelten Fall jedoch nicht unabhéngig sein miissen.
Mit den gleichen Argumenten erhélt man aus der vorausgesetzten Verteilungskonvergenz
By 1 (S| — nEr(X1)) 2>A(-) fiir n — oo in D[0, 00) die Konvergenz

<B;1Xf

-1 1
St B X n dj)

D _ _ ~
[nT|—j+1:(nT > — (Wl(T 'T)), o (T lrj),T‘Tj)

JjEN JjeN

(4.12)

fiir n — oo in ((—o0, 0] x [0,00) x [0, 7])Y. Da nun die Konverenz der Zeit- und Raumpro-
zesse (by T s By (g — nE-(X1))) — (D(-), A(-)) fiir n — oo in D([0,00), RT x RY)
per Voraussetzung gemeinsam erfolgt, folgt daraus die gemeinsame Konvergenz von (4.11)

und (4.12), aus der insbesondere die gemeinsame Konvergenz der Sprungzeiten

((nfldz‘)ieNv (n~Yd)r —j+1)jeN> (T - 7)iens (T 75)jen) (4.13)

fiir n — oo in [0, T]N x [0, T]" folgt. Man beachte, dass die Folgen (7,,)nen und (7 )nen
im gekoppelten Fall ebenfalls nicht unabhéngig sein miissen. Aus der gemeinsamen Kon-

vergenz folgt nun fiir n — oo die Konvergenz der Indikatorfunktionen

D
1 .- ) B (an) e
( n~ld ) _j1<nT1d; jeN ( TJSTl)jEN
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Daraus folgt unter Beachtung der Unabhéngigkeit (4.10) und der Konvergenz (4.11) die
Konvergenz
DA —1/p—1T
N T-1T)1- T.)
(77 ( ]) 3 <Ti jeN

~1
(b” InT)—j41:(n7) 13LnTJ —j+1 Sdi)jeN

fiir n — oo in [0, 00)". Nun erhilt man durch Summation

[nT]

-1 — -1 ~
an JL"TJ*HLL”TJ 1n_1dLnijl+1§n_ldi o Z by, JL”TJ*HI:L”TJ1n_1dLnTJ71+1§n_1di
leN =1

[nT)
= b1 Z Jli<q, = b, ZJ, — > NI Tz <rr, (4.14)
leN
fiir n — oo in R*. Betrachtet man (2.17) so folgt, dass es sich bei (4.14) um die Ferguson-
Klass Darstellung von D(T - 7;) handelt. Da die Konveregenz der Antirdnge in (4.13)

gemeinsam gilt, erhédlt man

e/ L2 (D(T - 7))ien (4.15)
€N
fiir n — oo in [0,00)N. Ersetzt man d; durch CTMT |—i+1, so folgt aus den gleichen Argu-

menten

d, .
Ln' LnT’Jnf'rf 1 J

-1 D ~
bt Y, | = (DT R
=1
ieN
fiir n — oo in [0,00)N. Zusammen mit der gemeinsamen Konvergenz der oberen und

unteren Orderstatistiken in (4.5) erhélt man daraus die Konvergenz der Punkte

(' Tz, oo B Xy intary) » (8 Tt B X)), N

D ~ 1% _

N ((D(T.n),gv?(T 1Fi)),(D(T.Ti),W1(T 1ri))),€N (4.16)
(2

fiir n — oo in ([0, 00) x (0, 00] X [0, 00) x [—oc, O))Y.

Aus der Konvergenz der Punkte lésst sich nun die Konvergenz der entsprechenden Punkt-

mafle gewinnen. Beachtet man Lemma 6.5, so folgt aus (4.16) und der asymptotischen

Unabhéngigkeit der oberen und unteren Orderstatistiken, vgl. Barczyk, Janssen und Pau-
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ly [3, Korollar 2.1] fiir n — oo die Konvergenz der Punktprozesse

9 9 1
b; B;1X+ ) ) br Td ,Bn Xz n )
( ( d\nT|—it1 [nT]—i+1:|nT] ( L TJ) ieN

D
— (5(D(T.a),%(Tflfi))7E(D(Tﬂ)wl(T*lFi)))ieN

in (Mp([0, 00) x (0,00]) x My([0,00) x [—00,0)))N. Summiert man nun fiir ein festes r € N

die ersten r Komponenten auf, so erhélt man fiir n — oo die Konvergenz

T r
€ €
Z —1 —1 v+ 72 —1 —
— (bn T; B XMTJ_HLWJ) ] (b T B Xy )

A nT|—k+1

D '
- (Z (D(T’?’k o (T 1Fk ZE(D (T-11),91(T 1Fk))>
k=1

in M,([0, 00) x (0, 00]) x Mp([0,00) X [—00,0)). Mit dem Grenziibergang fiir r — oo ergibt

sich

( S (D(T7) W2 (T-1T) ) 8(D((T'Tk)»W1(T1Fk))>

D
- (Z (D7) a(T-1T0)) D E(D((Tm) <T1rk>>>

keN keN

auf dem gleichen Raum. Nach Theorem 4.2 von Billingsley [7] bleibt noch fiir alle f €
Cre ([0, 00) x [~00,00]\{0})

[nT]

lim limsup IP’( Z f (b;lek,B Xpiln TJ)
k=1

T—=00 n—oo

- Z f ( 1Tdk7 l;LnTJ) > 6) =0 (417)
und
[nT]
. . —1 -1
TILI& hgsgp[?’( ; ! (b" TCA[LnTJ—knLl’B XL"TJ k41 WTJ>

1 —1y+ _
_kzlf (0 Ty o B Xy sy ) | > 5) —0 (4.18)
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fir alle § > 0 zu zeigen. Es gilt fiir hinreichend grofles n € N

[nT]

]P)<
k=1

> 7 (b0 T B 1X,;WJ) (
|nT|
Pl f(b;lek,B 1X*nTJ >5)

n

n T By X, Tj)

$

k=r+1

gP( 3 f(b;lek,B X >5>
k

=r+1
”2?]?( i F(D(T - 7p), 0 (T7'Ty)) > 5) (4.19)
k=r+1

da f > 0 stetig ist. Man beachte, dass die Reihe in (4.19) f.s. nur eine endliche Summe

ist, da f einen kompakten Tréger besitzt. Es folgt also aus dem Portmanteau-Theorem
( > (DT 7), 01 (T7'Ty)) > 5) 0.
k=r+1

Das gleiche Argument gilt fiir die oberen Orderstatistiken, so dass (4.18) gezeigt ist. Man

erhalt also fiir n — oo

Z (bn' T, B X)) Z €(bn'Ti, B X))
k=1 k=1

[nT| [nt]

> e

3
- —1 5+ ’ bn'Ta, Bn' X,
k=1 (b" dL T|—k+1 »Bn XLnTJ7k+1:LnTJ) k=1 ( kg k: L'"TJ>

D
- (Z g(D(T';k),%(T’lfk))’ Z E(D(T'Tk)a%(Tle))>

keN keN

in M,([0,00) x (0, 00] x My([0,00) x [—00,0)).

Es bleibt noch die Konvergenz (4.3) nachzuweisen. Dazu muss das Verhalten der zufiilligen

Summe b, 1Ty, fiir 1 <i < |nT| verstanden werden. Es gilt

di-1 B [n-Si-1]
by ' Tam1 =b," Y T =0, Z Te=0b" Y Tk
k=1
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Beachtet man die Gleichheit

[nT | [nT—1

T
54 Z'Jk = Z Jk
k=1 k=1

fiir die in (2.12) definierte Abbildung .#, so legt die Stetigkeit der Abbildung .#, welche
in Korollar 2.52 nachgewiesen wurde, die Annahme
[ 1]
Dl St L (D(T - 7)) (4.20)
b=t 1€N

fiir n — oo in ([0,00))N nahe. Da die Konvergenz von (4.15) aber nicht durch einen
Continuous Mapping Ansatz nachgewiesen werden kann, muss die Annahme (4.20) mit
anderen Argumenten bewiesen werden. Vollzieht man die Argumente noch einmal nach,

welche die Konvergenzaussage (4.14) erlaubt haben, so erhilt man

d;i—1 [nT]
—1 _ —1
bn Z Jp = Z bn ‘]I_nTj—l-&—l:\_ntj 1EI_nTJ—l+1§di_1
=1 =1
[nT]
_ D o~ I
=> bnl‘]\_nTJ—l-i—l:LntJln—lgLnTjil+l<n71di — Y 7 T T e A<, (4.21)
I=1 leN

Vergleicht man (4.21) mit der Ferguson-Klass Darstellung (2.17) des Prozesses (D(t))o<t<T
zur Zeit t = T - 7, so fillt auf, dass die beiden Darstellungen sich bis auf das Ungleich-
heitszeichen in der Indikatorfunktion gleichen. Findet nun ein Sprung zur Zeit t =T - 7;
statt, so wird dieser in der Reihe (4.21) nicht beriicksichtigt. Also erhélt man aus (4.21)
die Behauptung (4.20). Erneut folgt die Konvergenz der Punkte

-1 —1 v+ -1 —1vy—
((bn TJLnTJ,i+171ﬂBn X|_nTJ—i+1:LnTJ) ) (bn Ta;—1, B, Xi:LnTj))ieN

L F— -7 T -1p.
2 (DT -7i2). 017D (DT - 7). (T ') )
fiir n — oo in ([0, 00) X (0, 0¢] % [0, 00) x [—00,0))". Mit der gleichen Argumentation wie

oben erhélt man nun (4.3). [ |

4.1.2 Konvergenz der vorwirts- und riickwirtsgekoppelten CTRWs

Nachdem man nun eine Verallgemeinerung von Lemma 3.1 fiir den riickwérts- und vorwérts-
gekoppelten Fall zur Verfiigung hat, ist es mit den Techniken aus dem Beweis von Satz

3.2 moglich, die Skalierungslimiten der entsprechenden CTRWSs zu bestimmen.
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Satz 4.3
Sei S die in (6.5) definierte Menge der nichtsinguldren Punkte des Prozesses D(-). Dann
gilt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels und mit der Notation aus Satz 3.2 fir alle

T € S die Konvergenz

Nip,,
B,' ) (Xi — Erp, (X))
k=1 0<t<T
D 15 -
- (Z <W2(T Ci)lpray<e — E(t) - ET(%(Fk)))
keN
- Z (W (T 7' T p(rmy <t — E(t) - E- (#1(T'k))) >
keN 0<t<T
und
Nip, +1
B! (Xg — Erp, (Xk))
k=1 0<t<T
D 15 ™
— <Z (%(T Ce)lprs,—y<e — E(t) 'E(%(W)))
keN

> (T TR 1pr, -y« — E(t) - B (#1( Th))) )

keN 0<t<T

fir n — oo in D[0,T].

Beweis. Sei nun T' € S beliebig, aber fest gewéhlt. Wie im Beweis von Satz 3.2 verwendet

man die Zerlegung in Positiv- und Negativteil

Nip,,
B, 'Y (X) —Erp, (X))
k=1
Ntbn Nibn
=B, 12 (XF = EBrp, (X)) + B, Y (X, —Eep, (X)),
k=1
Anschlieflend geniigt es die Konvergenz
Nip,,
1 Z X+ TBn X+))
0<t<T
D o~ ~
— <Z (%(T Te)1pra,)<t — B(t) 'ET(%(Fk)))>
keN 0<t<T
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fiir n — oo in D[0,T] nachzuweisen. Mit den gleichen Argumenten folgt die Konvergenz
der Negativteile
Ny,
By Y (Xy —Erp, (X))
k=1 0<t<T

2z, (Z (W (T ™' Tr)1pirmy <t — E(t) 'ET(LZ’l(Fk)))>
keN 0<t<T

fir n — oo in D[0,T)]. Die Konvergenz der Summe folgt anschlieBend mit den gleichen
Argumenten wie im Beweis von Satz 3.2, da die Folgen (7,,)neny und (7,)nen auch im
gekoppelten Fall unabhéngig sind.

Man betrachtet nun erneut das Summationsfunktional x, welches in (3.21) definiert wur-
de. Zu beachten ist, dass die Stetigkeit von x, welche in Lemma 6.2 nachgewiesen wur-
de, auch im gekoppelten Fall erhalten bleibt, da man nur nichtsingulére Punkte T" € S
des Prozesses D(-) betrachtet. Verwendet man erneut die in (3.22) definierte stetige Ein-

schréankungsabbildung 7, so folgt aus Lemma 4.1, dem Continuous Mapping Theorem und

der Mengengleichheit (3.7) bei Meerschaert und Scheffler [41] die Verteilungskonvergenz

[nT]
_ ~1 +
xom Z EtitmBatxy) | (0= | Ba Z Xy Ipixise
k=1 by ' Tp<t 0<t<T
Nip,, >
_ -1 + ~
= | B.' ) X lxisan, —xem (Z%D(Tﬂ)%w—lrk))) *)
k=1 0<t<T keN
— 3 U (T Tk) g, 1, )5 (4.22)
D(T-7,)<t 0<t<T

fiir n — oo in D[0,T]. Man beachte, dass es sich bei der Reihe in (4.22) f.s. nur um eine
endliche Summe handelt, da I'y, — oo f.s. fiir & — oo, so dass (4.22) f.s. konvergiert. Es
bleibt noch die Konvergenz der abgeschnittenen Erwartungswerte nachzuweisen. Sei ohne
Einschrinkung 7 > . Wie in (3.24) erhilt man die Konvergenz des normierten hitting-

time Prozesses

(Nb)o 2, (Bt

n

fiir n — oo in D[0,T]. Aus (3.9) folgt fiir n — oo die vage Konvergenz

nP (B, ' X e ) < .00)
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in (0,00]. Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Lemma 4.1 erhélt man mit
Hilfe von Lemma 6.2 und dem Continuous Mapping Theorem fiir n — oo die Konvergenz

der durch abgeschnittene Erwartungswerte zentrierten Prozesse

Nip,,
BT (X, — B (X 1n (B'X))))
k=1

0<t<T

D _ ~ ~ ~
2, (Z (22T T Lnr s <ilyy 17y 5e — B(E) - E (u?z(rk)1[€,ﬂ(%(rk))))>
kEN 0<t<T

in D[0,T], da der Prozess E(-) f.s. stetige Pfade besitzt. Genau wie in (3.28) erhélt man

aus der fiir ¢t € [0, T gleichmiBigen Konvergenz fiir € | 0 fiir fast alle w € € die Konvergenz

(Z (Wz(T_lfk)1D(T.;k)gt1%(T_1fk)2a — E(t) 'E(%(fk)l[e,ﬂ(%(fk)))>)
keN 0<t<T

= (Z (2T T 1prmy < — E() E(%@))))
o<t<T

keN

fir n — oo in D[0, T]. Wie im Beweis von Satz 3.2 bleibt noch

Nip,,
B, Z (lelX,jzeBn —E(X;/ 1;B, 7B, (X,j))

k=1
> 5) ~
fiir alle 6 > 0 zu zeigen.
Sei Fp, = o((J1,X1),...,(Jn, Xy)) die natiirliche Filtration der Vektoren (J;, X;)i<i<n.-
Nun erhélt man aus der Mengengleichheit (3.7) bei Meerschaert und Scheffler [41]

limlimsupP| sup
el0 nooo 0<t<T

Niby,
-B,' Y (X —E(X 1 ,08,1(X)))
k=1

{Ne+12>k}={t>Tp1} € Fr—1,

was bedeutet, dass Ny + 1 fiir alle ¢ € [0,7] eine Stoppzeit bzgl. (Fy)nen ist. Nun erhélt

man aus der verallgemeinerten Maximumsungleichung, vgl. Lemma 6.9 und Bemerkung
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6.10, die Abschéitzung

Nip,,
-1
B (X yssep, = E (X Len, r50(X]) )

k=1
1)

J

limlimsupP| sup
el0 n—oo 0<t<T

Nib,,
- B.' Y (X —Eep, (X))
k=1

—1 + +
By, Z (Xk; Lyieen, = E (Xk 1X,j<an)>

= limlimsup P max
el0 n—ooo 1<j<Nrs,, 1

$
$

< limlimsup P max
el n—oo 1<j<Nrp, +1

J
—1 + +
By, Z (Xk 1X,j<aBn —B (Xk 1X,j<an))
k=1

< limlimsup 62 E(Ngy, + 1) - Var (BEIXfrlBgleks)

el0 n—oo

< limlim Sup((SBn)_2 E (N1p,) - E ((Xfr)QlB;IXf%a) :

el n—oo

Nun wurde in (3.33) bereits die Konvergenz

limlimsup(6B,) 2 E (Nzy,) - E ((XfL)2lB;1X;L<e) =0

el n—oo

nachgewiesen, wodurch man die Behauptung erhélt. Vollzieht man den Beweis noch einmal

nach, so erhélt man mit den gleichen Argumenten die Konvergenz

Nip, +1

Bt > (X —Erp, (X2))

k=1 0<t<T

= (Z (%(T_lfk)lD(T-ﬁ—)gt —E(t)- Er(%(fk)))
keN

keN

=Y (T T p@r )<t — B(t) - E- (1 ( Ty))) )

0<t<T

fiir n — oo in D[0,T7. |
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4.1.3 Reihendarstellung der Grenzprozesse

Nachdem man nun die Skalierungslimiten der riickwérts- und vorwértsgekoppelten CTRWs
durch eine Reihendarstellung gegeben hat, soll eine Verbindung mit den Ergebnissen von
Henry und Straka [25] und Jurlewicz et al. [30] hergestellt werden. Dazu wird erneut die
Ferguson-Klaas Darstellung des Prozesses A(-) in DI[0,7T] fiir T € S benutzt, vgl. (2.16)
und (2.17).

Korollar 4.4
FirT € S sei (A(E(t)—)")g<i<r die rechtsstetige Variante des Prozesses (A(E(t)—))o<i<r»

welcher Pfade in G[0,T) besitzt. Dann gilt fiir die Skalierungslimiten aus Satz 4.3 die Ver-
teilungsgleichheit

(Z (22T Tz e — B() - Er(82(T)))
keN

- Z (¥ (T_lrk)lD(T~Tk)St — BE(t) - E(#1(Iy))) )
keN 0<t<T

E (AE®n-)")

0<t<T

und

(Z (2T T prs, <0 — B - E-(#(Th) )

keN

- Z (WI(T_le)lD(T‘Tk—)St — E(t) - E,(#1(T%))) )
keN 0<t<T

19

(AE))o<i<r

in DI]0,T)]. Insbesondere existieren die Skalierungslimiten von

Nip,, Ny, +1
B, 'Y (Xy — E-(Xy)) baw. | Byt > (Xi — Er(Xy))
k=1 £0 k=1 0

fir n — oo in D[0,00) und stimmen in Verteilung mit

(A(E() =) )ez0 baw. (A(E(?)))e=0

iberein.
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Beweis. Sei T' € § beliebig, aber fest. Zunéichst bemerkt man die Gleichheit der Mengen

{D(e-) <t} = {x < B®)}. (4.23)

Ist ndmlich D(z—) < ¢, so gilt D(y) < t fiir alle y < x. Daraus folgt = < E(t). Ist

andererseits D(x—) > t, so existiert aufgrund der Linksstetigkeit von D(z—) ein € > 0, so

dass fiir alle y > x — ¢ die Aussage D(y) > t gilt. Es folgt E(t) <z —e < z.
Damit erhélt man durch Vergleich mit (2.16) und (2.17) die Verteilungsgleichheit

(Z <W2(T_1fk)1D(T~?k—)St - E()- Er(%(fk)))

keN

- Z (W (T ') p(rry—y<t — E(t) - B (#1(Tk))) )

keN 0<t<T

= (Z (%(T_lfkﬂm@(t) —E(t) - ET(%(fk)))

keN

- Z (U (T 'Tw) 1 <m@) — E@) - Er (31 (Ty))) )
keN 0<t<T

19

(A(E®)))o<t<r
in D[0, T]. Weiter gilt mit
{D(z) <t} ={z < EQ@)},

vgl. Meerschaert und Scheffler [41, (3.2)], die Verteilungsgleichheit

(Z (22T T przz — B() - Er(8(T)))

keN

(BT TRy <t — E(t) - Er (01 (T))) )
keN 0<t<T

= (Z (22T~ T 1y 5, <) + 02T T Lpgr = — B(1) - B (B2(Ty) )
keN

= (AT T < pey + (T TR pny = — B(t) - B+ (¥1(T)))
keN

2 (ABO-) ) geper

) (4.24)
0<t<T
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in D[0,T]. Um die in (4.25) behauptete Gleichheit in Verteilung einzusehen, ist zu be-
achten, dass die Darstellung (4.24) zu jedem Zeitpunkt ¢ & {D(T - 1), D(T - 7), k € N}
mit der Ferguson-Klass Darstellung von (A(E(t)—))o<¢<7 tibereinstimmt. Die Unterschie-
de zu diesen Zeitpunkten begriinden die Rechtsstetigkeit des Prozesses (4.24), welcher
Verteilungslimes von D|0, T]-wertigen Zufallsvariablen ist.

Nun ist die Menge S dicht in R, vgl. Bemerkung 6.3, und enthilt dadurch eine Folge von
Punkten (T},)nen € RT mit T, 1 oo fiir n — oo. Man erhélt somit aus Lemma 14.5 bei

Billingsley [7] und Satz 1 bei Lindvall [37], dass die Skalierungslimiten der Prozesse

Ny, Ny, +1
B, Y (X — Er(Xp)) baw. | Byl ) (X — Er(Xy))
k=1 £>0 k=1 >0

in D0, 00) auch im gekoppelten Fall existieren und in Verteilung mit
(A(E(t)=)")ez0 baw. (A(E(#)))e=0
iibereinstimmen. [ |

Bemerkung 4.5

Statt der in (4.1) geforderten Konvergenz in D([0,00), RT x R) kann auch die schwéche-
re Voraussetzung der Konvergenz in D([0,00), RT) x D([0,00),R) gemacht werden, vgl.
Whitt [57, S. 83], da die im Beweis von Lemma 4.1 verwendete, stetige Projektion 7 :
D([0,00),RT x R) x R* — RT x R, (z,t) ~ x(t) auch stetig von D([0,00),R") x
D([0,00),R) nach RT x R ist und dies die einzige Stelle in den Beweisen von Lemma
4.1 und Satz 4.3 ist, an denen die stdrkere Voraussetzung eingeht. Die Stetigkeit der
Projektion vom Produktraum D([0,00), RT) x D([0, 00),R%) nach Rt x R? folgt, da die
Projektionen 7rt(1) : D([0,00),RT) — R* und 7r§2) : D(]0,00),R) — R? selbst stetig sind,
so dass auch die Abbildung (77,51), 7r£2)) stetig ist.

4.2 Gekoppelte CTRWs basierend auf i.i.d. Zufallsvektoren

Nachdem am eindimensionalen Fall der Unterschied zwischen riickwérts- und vorwértsge-
koppelten CTRWs studiert wurde, sollen diese Ergebnisse nun fiir den multivariaten Fall
verallgemeinert werden. Das Resultat aus Lemma 4.1 lésst sich jedoch nicht ohne Weiteres
auf hohere Dimensionen iibertragen, da die Verwendung von Orderstatistiken reellwertige
Zufallsvariablen voraussetzt. Um dieses Problem zu umgehen, soll erneut die radiale Zer-

legung des Mafles 1 verwendet werden, welche es erlaubt die Punkte eines Punktprozesses
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ihrer Norm nach zu sortieren. Weitere Schwierigkeiten treten dadurch auf, dass die Spriinge
in verschiedene Richtungen auftreten. So werden die asymptotischen Sprunghéhen i.A. von
unterschiedlichen Lévymaflen skaliert, was dazu fiihrt, dass die Punkte im Limespunkt-
prozess (3.42) fiir festes w € Q nicht mehr der Gréfle des Betrags ihrer Markierung nach

absteigend angeordnet sind.

4.2.1 Residuale Orderstatistiken

Um die im eindimensionalen Fall verwendete Beweismethodik beibehalten zu kénnen, ist
es zunéchst notig, das Verhalten der nach der Grofle ihrer Norm nach sortierten Spriinge
niher zu untersuchen. Man definiert also fiir x1, . .., z, € R? die residualen Orderstatisti-
ken durch

21l <o < lznl

mit der iiblichen Konvention x;.,, = 0, falls ¢ < 0 oder ¢ > n gilt. Die Namensgebung
residuale Orderstatistiken geht dabei auf eine Arbeit von LePage [35] zuriick, in welcher

vermutet wurde, dass die Verteilungskonvergenz

D
(AnX 07—kt 1:107) ) ey — (17 (T Th, Vi) Vi) oy (4.26)

fiir n — oo in (R?)N unter den Voraussetzungen aus Kapitel 3 gilt. In einer im selben
Jahr erschienenen Arbeit von LePage, Woodroofe und Zinn [36] wurde diese Behaup-
tung im Speziellfall nachgewiesen, dass der Limesprozess A(-) einen multivariaten stabi-
len Lévyprozess bildet. Einige Jahre spiter bewiesen Hahn, Hudson und Veeh [24] eine
dhnliche Behauptung im t”-operatorstabilen Fall, indem sie eine spezielle Norm || - ||z
fiir die Sortierung verwendeten, welche die spezielle Struktur des Exponenten E beriick-
sichtigte. In einer Arbeit von Scheffler [51] wurde die umgekehrte Fragestellung, ob aus
der Konvergenz (4.26) bereits die Konvergenz der geeignet normierten und zentrierten
Partialsummen gegen eine operatorsemistabile Zufallsvariable folgt, positiv beantwortet.
Jedoch konnte auch in dieser Arbeit die umgekehrte Richtung dieser Aussage nur im Spe-
ziallfall beantwortet werden, dass die Funktion 77 (z, v), welche in (3.40) definiert wurde,
unabhingig von v € S%! ist, da in diesem Fall die Winkel- und Lingenkomponenten
der residualen Orderstatistiken asymptotisch unabhingig sind. Diese Vorraussetzung ist
jedoch auch nur im multivariaten, stabilen Fall erfiillt. In dieser Arbeit wird anschliessend
vermutet, dass die Aussage (4.26) i.A. keine Giiltigkeit besitzt.

In dem nun folgenden Abschnitt soll die Konvergenz von residualen Orderstatistiken mit-

tels Punktprozessen untersucht werden, um die so erhaltenen Ergebnisse auf mehrdimen-
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sionale, gekoppelte CTRWs anzuwenden. Dazu miissen die Voraussetzungen aus dem vor-
hergegangenen Abschnitt fiir den mehrdimensionalen Fall erweitert werden.
Man betrachtet also eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren (J,, X, )nen, welche Werte auf
dem Raum Rt x R fiir ein festes d € N annehmen. Dabei beschreiben die Zufallsvariablen
Jy, erneut die Zwischenwartezeiten zwischen den Spriingen T, = Y, ; Ji, an denen ein
Sprung mit Hohe X,, stattfindet. Auch im multivariaten Fall wird keine Annahme {iber
die Abhéngigkeitsstruktur der Zufallsvariablen J, und X,, fiir festes n € N gemacht. Wie
in (4.1) definiert man erneut die zentrierten und normierten sequentiellen Partialsummen
[nt]
(b " Tint)» AnS ne) — nEr(AnX1)) = > [(by Tk, AnXp) = (0,E-(A,Xp))] (4.27)
k=1
fiir eine Folge linearer Operatoren (A,)neny € GL(RY) und die bereits definierte Folge
(bn)nen. Man setzt erneut voraus, dass der Prozess in (4.27) in Verteilung gegen einen
Lévyprozess (D(t), A(t))>o0 in D([0,00), RT x R?), ausgestattet mit der Skorokhod-.J;-
Topologie, konvergiert. Der Prozess D(-) sei, wie in Kapitel 3, a-stabil mit 0 < a < 1. Der
multivariate Prozess A(-) hingegen bildet einen vollen, operatorstabilen Lévyprozess mit
Exponent E ohne Normalverteilungsanteil. Man beachte, dass aus Satz 2.37 folgt, dass die
Eigenwerte des Exponenten E einen Realteil grofier % besitzen. Analog zu Kapitel 3 soll

das Lévymafl von A (1) mit n bezeichnet werden. Wie in (3.40) sei

w4 = [ [ L4 itdn, ) dote), A€ BEAN(0))
Sé-1.Jo
die radiale Zerlegung von n und
7 (4, v) = sup{a > 0: [z, 0), v) > u}

die Inverse der Projektion von 7 in Richtung v. Diese Voraussetzungen sollen das ganze
Kapitel iiber gelten und werden als Voraussetzungen dieses Kapitels bezeichnet.
Ein zentrales Hilfsmittel bei der Untersuchung residualer Orderstatistiken wird das fol-

gende Lemma sein.

Lemma 4.6

Sei Np =>4y €xms 1 € Ny eine Folge von Punktprozessen auf My([—oo, ool N\K2) mit
k

N, 2, Ny. Falls fiir fast alle w € Q die Bedingungen

e < [IXQw)|| < oo fiir alle i € N und | XV (w)]| > |X ()] > ...
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gelten, so folgt die Verteilungskonvergenz

D (0)
( k+1: )kGN k kEN

firn — oo in (Rd\Kg)N.

Beweis. Der Beweis basiert auf einem Continuous Mapping Argument, welches wiederum

auf Lemma 7.1 bei Resnick [47] aufbaut. Sei

P
M := {m € Mp([—00,00]"\KI) : m = ey, 00> |lwal| > ... > zp] > ¢, }
k=1
die Menge aller PunktmafBe auf [—oo, 0o]¥\K¢, deren Punkte der Norm nach absteigend
sortiert sind. Fiir jedes k € N betrachtet man die Abbildung

M+ Mp([—00, 00] \KE) — [—o00, 0o \K{

P
g, (Z 5wi> — Tp_g+1:p, Tp—k+1.p =0 fir k <0 und k > P.
i=1
Nun wird gezeigt, dass die Abbildung 7 in allen Punkten m € M stetig ist. Sei also
(Mn)nen C My([—00, 00]?\KZ) eine Folge von PunktmaBen, welche vage gegen ein Punkt-
maB mo = b, €, € My ([—00, o0]*\K?) konvergent ist. Nun wihle man n hinreichend
groB, so dass m,, nur P Punkte im Inneren von [—oo, 0o]?\K¢ besitzt. Im nichsten Schritt
sortiert man die Punkte der Grofle ihrer Norm nach absteigend, d.h. man stellt m,, wie
folgt dar:
P
My = stgn), o> 2 > > 28] > e

i=1

Nun folgt aus Lemma 7.1 bei Resnick [47] die Konvergenz der Punkte
(xgn), e ,:UE?) iy (1:50), e :1;53)) (4.28)
in (RA\K?)”. Beachtet man die Definition der Abbildung m, so gilt
Tk (my) = a:l(n), (mo) = a:g)) fir 1 <k < P und mx(my,) = mr(mg) =0 fiir k > P.

Die Stetigkeit von 7, folgt somit aus (4.28). Damit ldsst sich nun das Continuous Mapping

Theorem auf den Punktprozess N, anwenden. Dazu beachte man, dass Ny € M f.s. gilt.
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Wahlt man n > k, so folgt aus dem Continuous Mapping Theorem die Verteilungskonver-

genz
D
TI'k(Nn) = ankJrl:n — 7Tk<N0) = XEfO)

fir n — oo in (RYN\KY)N. Damit erhilt man fiir jedes feste r € N die Konvergenz der

endlichdimensionalen Randverteilungen
D
(771<Nn)7 cee 77TT(Nn)) = (Xn:n7 cee 7Xn—r+1:n) — (7T1(N0)7 s 77TT(N0)) = (Xh S 7X7’) )
aus welcher bereits die behauptete Konvergenz auf dem Produktraum folgt. |

Mit diesem Lemma lésst sich nun die Konvergenz der residualen Orderstatistiken unter-

suchen.

Satz 4.7
Seien (T'yn)nen und (Vi )nen wie in Kapitel 3. Fir k € N und w € Q sei weiter

~

dip(w) = arg max T(T7(w), Vi(w)) (4.29)
i7#d1 (w),...,dk—1(w)

das Argument des k-ten grofiten Elementes der Menge {n (T 'T';(w), Vi(w)),i € N}.

Dann gilt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels die Verteilungskonvergenz der resi-

dualen Orderstatistiken

D (e
(AnX (0] ket 1:nT)) ey — (77<_(T 1ng7vgk)vgk> (4.30)
fiir n — oo in (RN,

Bemerkung 4.8

Zunichst ist zu beachten, dass die in (4.29) definierte Zufallsvariable fiir fast alle w € Q
definiert ist, da die Menge {i € N : 7~ (T'T';(w), V;(w)) > €} fiir alle ¢ > 0 nur endlich
viele Elemente enthélt.

Weiter gilt, dass obwohl der in (4.30) behauptete Verteilungslimes fiir 7 = 1 nicht mit dem
in (4.26) vermuteten tibereinstimmt, dies nicht im Widerspruch zu den bereits untersuchten
Spezialfillen steht. Ist der Prozess A(-) ndmlich multivariat a-stabil verteilt, so stimmt
das Lévymaf in jede Richtung mit dem Lévymaf einer eindimensional a-stabil verteilten
Zufallsvariablen iiberein. In diesem Fall folgt aufgrund der Monotonieeigenschaften der
Funktion x — 7 (x,v), dass c/l\k(w) = k fiir alle w €  gilt. I.A. braucht dies jedoch nicht

der Fall zu sein.
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Beweis. Wie bereits erwihnt, soll der Beweis mittels der Konvergenz von Punktprozessen

gefiihrt werden. Als erster Schritt soll zunéchst der eingeschriinkte Markenprozess

[nT)

Z S(AnXp 1), )22)
k=1

untersucht werden, um die Limiten der betragsméssig grofiten, normierten Spriinge zu
bestimmen. Aus Satz 2.28 (i) und der Voraussetzung
[nt]

ST (AXp —Er(AXi) | 2 (A[))is0

k=1 >0

fiir n — oo in DJ0, c0) folgt aus Satz 2.28 fiir alle T > 0 die vage Konvergenz der normierten

Verteilung
[nT|P(AnXy € ) == T ()

fiir n — oo in R¥\{0}. Diese ist nach Satz 2.19 dquivalent zur Konvergenz der Punktpro-
zesse

[nT|

3" eax, —+ PRM(T - 1) (4.31)

k=1
fiir n — oo in M,([—o00,00]%\{0}). Um aus der Konvergenz der Punktprozesse die Kon-
vergenz der entsprechenden Punkte zu folgern, wird eine Darstellung von PRM (T - n)
als Punktprozess benéotigt. Zunichst ist bekannt, dass ), yer, eine Darstellung von
PRM (M) auf RT ist, vgl. Resnick [47, Proposition 5.1]. Aus Proposition 5.2 bei Resnick
[47] erhélt man, dass Y, yep-1r, eine Darstellung von PRM(T - N) auf R ist. Da
(Vi)nen eine i.i.d. Folge mit Verteilung o bildet, folgt aus Proposition 5.3 von Resnick
[47]

> er-1ryvy = PRM(T - N ®0).
keN

Definiert man nun die Abbildung
iR xS RY (2,y) = 7 (2, )y
und beachtet

(T-N®@0c)o f =T auf B(|—o0,c0]\{0}),
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so folgt erneut aus Proposition 5.2 von Resnick [47]

Z Ef(Tfll—‘k,Vk) = Z sﬁ“(Tfll—‘k,Vk)Vk = PRM(T . 77) (432)
keEN keN
Zusammen mit (4.31) erhélt man also

[nT|

Z €A Xy 5 ZE Ty, Vi) Vi

keN
in M, ([—oc0,00]?\{0}). Ahnlich wie in (3.22) definiert man nun fiir einen Stetigkeitspunkt
g, d.h. 7 ist stetig auf S?~!, die Einschrinkungsabbildung
'+ My ([0, 5]\ {0}) — My([~00, o0 \KD), m -+ gy

welche nach Proposition 3.3 von Feigin, Kratz und Resnick [14] stetig ist. Aus dem Con-

tinuous Mapping Theorem und Lemma 2.8 folgt somit

nT| _ o)
D Xt se = D LAuXelze €AX,
k=1

R Y Ty Ere (71 23 ehe i (4.33)
N (T 1%, Vi)2e “n (T, Vi) Vi N (T VE) Vilge (p—11, v, )>e :
keN keN

fiir n — oo in M, ([—00, 00]?\K%). Um nun Lemma 4.6 anwenden zu konnen, sortiert man
die Punkte in (4.33) der Grofle ihrer Norm nach absteigend

Ex -1 = E=. -1
D e D Vi)Vidge (r-1ry vy e DSy vV Wdﬁge(

RN
keN keN ey >>E

dp’ dp) ™
Damit folgt aus der Konvergenz der Punktprozesse
[nT|

Z EARX L an X, )|>e = 25 e Va Vi lierir, Vo )2e
keN k

und Lemma 4.6 die Konvergenz der Punkte

(AnXI_nTJ—kJ-f—ll_nTJ ]‘HA"X\_TLTJ71€+1:|_TLTJ ||26> keN

D (-1
— (77 (T Fgl\k,Vgl\k)Vc’l\klﬁe(T—lrngg )Zs)keN

in (RA\K?)N. Fithrt man nun den Grenziibergang ¢ | 0 aus, so folgt
~. 1 fs. ~. 1
ne(T ng,VEk)ng 17747(T711“8k7vgk)28 —>?7H(T ng,VJk)ng.
Eine einfache Anwendung von Theorem 4.2 bei Billingsley [7] liefert die Behauptung
D[~
(AnX 0T |—k41:|nT) ) keN — <?7H(T ‘T;.V; )de)kGN

fiir n — oo in (RN, [ ]
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4.2.2 Konvergenz der zugehorigen Punktprozesse

Nachdem man die Verteilungslimiten der residualen Orderstatistiken bestimmt hat, kann

nun die Konvergenz der markierten Punktprozesse
[nT] [nT]

Z E(bn ' Ty, An X ) Z € (bn " T 1, AnXi) (4.34)

mit den gleichen Mitteln wie im elndlmensmnalen Fall untersucht werden.

Lemma 4.9
Sei (Tn)nen eine Folge von U(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen. Dann gilt unter den Voraus-
setzungen dieses Kapitels mit der Notation aus Lemma 3.6 und Satz 4.7 fiir alle Zeitpunkte

T > 0 die Konvergenz

|nT|
Z Ebn T, An X ) —> Zg(D T-7%) 0 (T T, Vi) Vi) (4‘35)
keN
|nT ]
Z Con T 1,AnXy) o 25 D(TF—),ii (T~1T4, V) Vi) (4.36)
keN

fiir n — oo in M,([0,00) x [—00,00]"\{0}), wobei D(x—) erneut den linksseitigen Grenz-

wert der Funktion D(-) an der Stelle x bezeichnet.

Beweis. Da nun der Verteilungslimes von (AnX\_nT |—it1:[nT J)z‘eN bestimmt wurde, lasst
sich der restliche Beweis mit der gleichen Methodik wie im Beweis von Satz 4.1 durchfiihren.

Man betrachtet den Punktprozess in (4.34) nach einer geeigneten Umsummation

LnT | LnT ]

kZ:1 E(bn T AnXy) | = ; 5<b;1TdLnTJ7kH,AnanTJ_kH:LnTJ)
wobei (dy, ... ’dI_nTj) hier den Antirangvektor von (|| Xy|,. .. X7 |) bezeichnet. Da die
i.i.d. Zufallsvektoren (Xy, ..., X|,7|) der Gréle ihrer Norm nach angeordnet werden und
(IX4ll, - - -, [ X w7 |l) auch iid. sind, ist der Vektor (di,...,d|,r|) gleichverteilt auf der

Menge &|,,7|. Mit den gleichen Argumenten, die zu der Konvergenz (4.16) fiihrten, folgt
aus den Voraussetzungen dieses Kapitels und Satz 4.7 die Verteilungskonvergenz

-1 D -1
(bn TdLnTJ_i_i_luAnXI_nTinJrl:[ntj)ieN — (D(T m),n (I Tz, Vg Z)le>Z€N

fir n — oo in (RT x RY)N. Aus der Konvergenz der Punkte lisst sich nun mit Hilfe von

Lemma 6.5 die Verteilungskonvergenz der Punktmafle

D
g -1 —> (E ~. _ >
( <bn le_nij’H»l 7ATLX[nTJ1+1LnTJ>>Z€N (D(TTZ)J’{_(T 1F217VJZ)V&\Z) ieN
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fiir n — oo in (M,([0,00) x [—00, 00]?\{0}))N herleiten. Mit einem #hnlichen Argument

wie in (4.19) folgt aus Theorem 4.2 von Billingsley [7]

[nT| [nT|
E(p—1 == Er

; (bn TkyAnXk:) ; (bandLnTJ7k+1’AnXLnTJ_k"’l:LnTJ)

£> Zs D(T1,),7< (T~'T'z . V2 )V~ (4.37)
keN < (T-7%),m ( dy,’ ‘Zk) dk)

fiir n — oo in M,([0,00) x [—00,00]\{0}). Im nichsten Schritt soll die Reihenfolge der

Summanden in (4.37) gedndert werden. Man definiert
ri(w) =1+ #{j e N: 7" (T7'T(w), Vj(w)) > 7 (T7'T4(w), Vi(w)) }

als Inverse von c/i\l Die Zufallsvariable r; ist fiir alle ¢ € N wohldefiniert, da die definierende
Menge f.s. endlich ist, vgl. Bemerkung 4.8. Weiter ist zu beachten, dass die Folge (7, )nen

unabhéngig von (7,,)nen ist. Mit der Definition von (ry,),en erhélt man

e ~ _ - e . fos 1 .
’% (D(T-Tk),n‘*(T 1F(ik7vc/i\k)vgk) % (D(TTT‘}C)J]H(T Fk,Vk)Vk)

Wihrend also 7; den Zeitpunkt beschreibt, zu welchem der i-te grofite Sprung statt-
findet, wird 7, als Zeitpunkt interpretiert, zu welchem sich ein Sprung mit der Hohe
(T, V;)V; ereignet. Aus der i.i.d. Struktur der Folge (7,,)nen und der Unabhéngig-
keit (71 )nen L (77 )nen folgt fiir alle ¢ € [0, 1]

P(ry, <t) =Y P(r, <tlri=k) -Plri=k) =Y P(ry <t)-P(r; = k)
keN keN

= P(Tl S t),

d.h. es gilt 7, 2 7; fur alle ¢ € N. Mit dem gleichen Argument zeigt man, dass die
Zufallsvariablen 7,,,...,7,, fur alle n € N unabhéngig sind, d.h. auch (7, )nen bildet
eine Folge von i.i.d. U(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen. Sei also 7, := 7,,. Damit ist (4.35)
gezeigt.

Fiir den Nachweis von (4.36) ist lediglich (4.20) zu beachten. Damit erhilt man die Kon-

vergenz der Punkte

—1 D ~. -1
(bn Tdtm_i“q,AnXLnTH+1:LnTJ)Z,€N — (D(T'Ti—)ﬂ]e(T F@,V@)V@)iGN
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fir n — oo in (Rt x RN, Die gleiche Beweismethodik fiihrt schlieBlich zur Konvergenz

der Punktprozesse

[T [T
E(p—1 = g/
kzl (bn kal,AnXk) ; (b"leLnTj—k-&-l:LnTj —17ATLX|_7LTJ7/€+1:L'VLTJ)

D
Z€<D(T-Tk7),ﬁ<—(T—1Fg Vi)V ) - Zg(D(T?k—)ﬁ“(Tlek,Vk)Vk)
keN L keN

fiir n — oo in M,(]0,00) x [—00,00]?\{0}). [ |

4.2.3 Konvergenz der mehrdimensionalen, gekoppelten CTRW s

Mit Lemma 4.9 hat man nun die Konvergenz der Sprungzeiten an denen ein Sprung statt-
findet, welcher zur Limesverteilung beitragt, vollsténdig verstanden. Dies erlaubt es die
Skalierungslimiten von CTRWs in der in dieser Arbeit allgemeinsten Form zu untersu-
chen. Wie im eindimensionalen Fall ist es auch im mehrdimensionalen Fall nun méglich,
zu verstehen worin sich riickwérts- und vorwirtsgekoppelte mehrdimensionale CTRWs

unterscheiden.

Satz 4.10
Sei S die in (6.5) definierte Menge der nichtsinguliren Punkte des Prozesses D(-). Dann
gilt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels und mit der Notation aus Satz 3.2 fir alle

T € S die Konvergenz

Nip

n

(AnXk: - ET(AnXk))

0<t<T

2, <lim > (7 (T Tk Vi) Vilge (p-1r, viyse) — E(t) - /<” < x dTi@))
e<||z||<T

D(T-7)<t 0<t<T

0<t<T

p . IR
— (hm > (@ (T Tk Vi) Vilge (11, v ) —E(t)'/< - x dn(w))

el0
+ D(T-7,—)<t € 0<t<T

fir n — oo in D[0,T].
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Beweis. Im ersten Schritt verwendet man die Stetigkeit des Summationsfunktionals y

aus (3.21) fiir alle T € S und der Einschrinkungsabbildung 7 aus (3.22). Zusammen mit

Lemma 4.9 erhélt man die Konvergenz

[nT| Nip,,
xom | 3 ermoan) | = D AnXelja, x>0
k=1 k=1 0<t<T
D
—oXxemw (Z 5(D(T-?k),ﬁ~(T—lrk,vk)vm) (t)
keN
= > (@7 Vi) Vilgeroir, vi)se) (4.38)
D(T-7,)<t 0<t<T
und
[nT] Ny, +1
Xom (D itm_ax) | = Do AnXkLjax, >
k=1 k=1 0<t<T
D
—Xom <Z 5<D(T-?k—>n7%(T—lrk,vka)) (t)
keN
= Z (T (T ' Tk, Vi) Vil (711, Vi) >e) (4.39)
D(T7,—)<t 0<t<T

fiir n — oo in D[0, T]. Dabei ist zu beachten, dass die Reihen in (4.38) und (4.39) f.s. nur
endlich viele Summanden besitzen, so dass sie f.s. konvergent sind. Im néchsten Schritt
untersucht man die abgeschnittenen Erwartungswerte. In (3.24) wurde die Konvergenz des

normierten hitting-time Prozesses

(Nb)o 2, (Bt

n

in D[0,00) benutzt. Weiter gilt die vage Konvergenz der normierten Wahrscheinlichkeits-

malfle
nP(4,X; € -) (")

in [—o0, 00]?\{0}. Es folgt die Konvergenz der Prozesse

Nip

2 N,

> E (A XpLioq ([ AnXal)) = =2 - / x ndPA X ()
Pt n e<|lzll<r

Dy E(t) - x dn(x) = E(t) - x dn(x
— B /5<||x<‘r (=) © /€<III<T )



Gekoppelte CTRWSs basierend auf i.i.d. Zufallsvektoren 106

fiir n — oo in D[0, 00). Fiigt man dies mit (4.38) bzw. (4.39) zusammen, so erhilt man

mit den gleichen Argumenten wie im eindimensionalen Fall die Konvergenz der Prozesse

Nip,,
Z (AnXplya,x, )z — E (AnXplo<a, x,[<r))
k=1 0<t<T
D ~.
— Z (17 (Thy Vi) Vil (p-11, v >e) — B(t) / x dn(z)
D(T7,)<t eslieli<r 0<t<T
und
Ntbn+1
(AnXi1ja,x,)2e = E (AnXiloca, x, <))
k=1 0<t<T
D -
— > (7 Tk Vi) Vilge (p-ir, vy)>e) — E(t) / x dn(x)
=~ e<|lz||I<T
D(T-7—)<t 0<t<T

fiir n — oo in D[0,T]. Die behaupteten Limiten erhdlt man mit dem Grenziibergang e | 0.
Nach Theorem 4.2 von Billingsley bleibt

Nib,,
D (AnXp Ly, x, 2 — B (AnXplogya,x, <r))

k=1
25) -

limlimsup P sup
el0 n—oo 0<t<T

Ny,
= > (AnXp — E (AnXplja,x, |<r))
k=1

und
Ntbn+1
limlimsup ]P’( sup (AnXk]‘”AnXk”ZE —E (AnXk]‘ESHAnXk”ST))
g0 n—oco 0<I<T || 1
Nip, +1
Y B ) | 25) <o
k=1
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fiir alle 6 > 0 zu zeigen. Analog zu (3.46) erhilt man

Nip,,
D (AnXidpa,x,ze — B (AnXilega, x,<r))

k=1
> 5)
J

Z (AnXp1a, %, 1<c — E (AnXp1)a,x,)<2))
k=1

limlimsup P| sup
el n—oo 0<t<T

Ny,
= > (AnXy — E (AnXplja,x,<r))

= limlim sup P max
el n—oo 1<j<Nrp,

:
B

J
D (AnXpLya,x, < — B (AnXpLja,x,<c))

< limlimsupP < max
k=1

el n—oo 1<j<Nrp,+1

d
. 2
< o 2 lim lim supE (NTanrl E E (((Anxl)(l)lAnX1”<a> )
i=1

el0 n—oo

d 2
< 6 2limlimsup E ( Ny, ZE (( (A Xl)()1|(A x1)()|<5> )
=1

el0 n—oo
und
Nip, +1
limlimsup P( sup (An X4, %, 2 — B (AnXpLegja,x, <))
el n—oo 0<t<T k=1
Ntbn""l
_ Z (AnXy — E (AnXpdja,x,)<r)) >5>
k=1
d

2
< 6~ ?limlimsup E (N7, Z (( (AnX1) )1\(AnX1)(i>\<6> )

el nooo i—1

Nun verwendet man die in (3.48) nachgewiesene, notwendige Bedingung fiir die Kongenz
gegen eine operatorstabile Verteilung

limlimsupn - E (((Anxl)(i))QlKA Xl)(i)|<€) =0

el0 n—oo "
fir alle 1 <4 < d und erhélt das gewiinschte Resultat unter Beachtung des asymptotischen

Verhaltens des normierten hitting-time Prozesses in (3.32). |

4.2.4 Reihendarstellung der Grenzprozesse

In diesem Abschnitt soll, wie im eindimensionalen Fall, eine Briicke zwischen den Resulta-

ten von Henry und Straka [25] und Jurlewicz et al. [30] und Satz 4.10 geschlagen werden.
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Das folgende Korollar bildet eine blofle Umformulierung von Korollar 4.4 fiir den mehr-
dimensionalen Fall. Der Beweis verlduft analog zu dem von Korollar 4.4 und wird nicht

erneut gefiihrt.

Korollar 4.11
FiirT € S sei (A(E(t)—)")o<i<r die rechtsstetige Variante des G[0, T|-wertigen Prozesses
(A(E(t)—))o<t<r- Dann gilt fir die Skalierungslimiten aus Satz 4.10

lim Z (T (T 7' Th, Vi) Vi - Lo (p-1ry vy )>e) — E(t)/ x dn(z)
&40 7 e<|le|<r
D(T-7,)<t 0<i<T

19

(A(E(t)=)"o<i<r

und

liﬁ)l > (7 (TR Vi) Vi Lo (piry vi)ze) — E(t)/ z dn(z)

€ D(TF,—)<t e<|lzl|<T 0<t<T
D
= (A(E(t)))o<i<r

in DI]0,T)]. Insbesondere folgt, dass die Skalierungslimiten der Prozesse

Ntbn Ntbn+1
> (AnXp — B (An X)) baw. | D (AnXp — Er(4,Xp))
k=1 >0 k=1 >0

in D[0,00) existieren und in Verteilung mit (A(E(t)))i>0 bzw. (A(E(t)—)")i>0 dberein-

stimmen.

Bemerkung 4.12

Wie im eindimensionalen Fall kann die in (4.27) geforderte Konvergenz in D([0, 00), Rt x
R%) mit den gleichen Argumenten wie in Bemerkung 4.5 durch die Forderung der Konver-
genz in D([0,00), RT) x D([0,00), R%) abgeschwiicht werden.






Kapitel 5

Extremwertprozesse und
gekoppelte CTRWs

Nachdem nun abschlieBend untersucht wurde, wie sich die Skalierungslimiten von Sum-
menprozessen, welche einem gekoppelten Erneuerungsprozess subordiniert wurden, mit-
tels Punktprozessen bestimmen lassen, soll in diesem Kapitel versucht werden die gleiche
Beweismethodik auf Extremwertprozesse anzuwenden, um zusétzlich das asymptotische
Verhalten der betragsméflig grofiten Spriinge von CTRWs zu untersuchen. Diese Frage-
stellung ist naturgem&f von hohem praktischen Interesse. Falls der CTRW einen aktuari-
ellen Gesamtschaden beschreibt, so ist zur Pramienberechnung der héchste zu erwartende
Einzelschaden von ebenso grofler Bedeutung wie der Gesamtschaden an sich. Zur Model-
lierung dieses Sachverhaltes ist die klassische Erneuerungstheorie oft ungeeignet, da die
Zwischenwartezeiten zwischen zwei Schiden dort entweder als fix oder als exponentialver-
teilt angenommen werden. Aus diesem Grund wurden diese Modelle dahingehend verallge-
meinert, dass man beliebige zufiillige Zwischenwartezeiten zuliel, welche einen heavy tail
besaflen, vgl. Benson, Schumer und Meerschaert [5]. Im Artikel von Schumer, Baeumer
und Meerschaert [52] wird zusétzlich noch dieselbe Abhéngigkeitsstruktur, wie sie im Ka-
pitel 4 dieser Arbeit verwendet wird, zwischen den Spriingen und den Zwischenwartezeiten
zugelassen. Dies legt auch die in diesen Artikeln verwendete Bezeichnung Continuous Time
Random Maxima (CTRM) nahe. Analog wird im weiteren Verlauf auch von Continuous
Time Random Minima (CTRm) die Rede sein. Von weiterem Interesse ist die von Silve-
strov und Teugels [55] untersuchte Fragestellung nach dem gemeinsamen asymptotischen
Verhalten von CTRW, CTRM und CTRm.

Bisher wurde in den Kapiteln 3 und 4 versucht, die Marken der Punkte eines markier-

110
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ten Punktprozesses, dessen Lokalisationen gewisse Bedingungen erfiillten, mittels des f.s.
stetigen Funktionals y aufzusummieren. In diesem Kapitel sollen zwei neue Funktionale

max ynd ™" konstruiert werden, welche die betragsméBig grofte bzw. kleinste Marke

X
unter allen Punkten mit gewissen Eigenschaften finden. Da fiir die Limesverteilung der
markierten Punktprozesse in den entsprechenden Abschnitten von Kapitel 3 und 4 gezeigt
wurde, dass lediglich die Punkte mit den betragsméfig grofiten Marken relevant sind, ist
zu erwarten, dass die Punktprozessmethodik auf Extremwertprozesse einfacher angewen-
det werden kann, als dies fiir Summenprozesse der Fall war, da keine Summierbarkeits-
bedingungen zu beachten sind. Zusétzlich kann durch den Umweg {iber die Konvergenz
von markierten Punktprozessen die gemeinsame Konvergenz von Summen und Extrema
nachgewiesen werden, indem man die f.s. stetigen Funktionale y, x™® und x™" auf die
gleiche, konvergente Folge von Punktprozessen anwendet. Diese Herangehensweise besitzt
grofle Vorteile zu den in der oben zitierten Literatur genutzten Beweistechniken, denn
man erhélt eine geschlossene Darstellung des gemeinsamen Limes von CTRW, CTRM
und C'TRm, welche simulierbar ist, wihrend die Losung im gekoppelten Fall bei Schumer,
Baeumer und Meerschaert [52] nur in Form einer Integralgleichung angegeben wird, welche
i.A. nur numerisch bestimmt werden kann. Weiter wurde in diesem Artikel auch nur der
riickwértsgekoppelte Fall untersucht. Durch den Punktprozessansatz lisst sich jedoch auch
der vorwartsgekoppelte Fall ohne weiteren grofien Aufwand untersuchen, was eine verglei-
chende Untersuchung der Eigenschaften der Skalierungslimiten von CTRM bzw. CTRm
bei Riickwirts- bzw. Vorwértskopplung erlaubt, wie es fiir CTRWSs bereits im Artikel von

Jurlewicz et al. [30] geschehen ist.

5.1 Extremwertprozesse und CTRWs im eindimensionalen

Fall

In diesem Abschnitt soll das asymptotische Verhalten von CTRM und CTRm, sowie die
gemeinsame Konvergenz von CTRW und der zugehorigen Extremwertprozesse, untersucht
werden. Dabei wird lediglich der gekoppelte Fall betrachtet, da sich daraus die Ergebnisse
fiir den ungekoppelten Fall ableiten lassen. Der Einfachheit halber werden die Vorausset-
zungen und die Notation aus Kapitel 4 auch fiir dieses Kapitel vorausgesetzt und als Vor-
aussetzungen dieses Kapitels bezeichnet. Die Beweismethodik bedient sich hauptséchlich
des Continuous Mapping Theorems, welches auf die in (5.7) und (5.8) konstruierten Funk-
min

tionale x™** und ™" angewendet wird.
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Satz 5.1
Sei S die in (6.5) definierte Menge der nichtsinguliren Punkte des Prozesses D(-). Dann
gilt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels mit der Notation aus Satz 3.2 fiir n — oo

die gemeinsame Verteilungskonvergenz der rickwdrts- und vorwdrtsgekoppelten CTRM
und CTRm

Ntbn Ntbn
B,'\/ X;ii,B," N\ X;, (5.1)
k=1 k=1 0<t<T
D 1 _
— \ ®@ Ty, N @(T'Tk) (5.2)
D(T?k)gt D(T-Tk)gt 0<t<T
und
Ntbn"’_l Ntbn"l'l
B,' \/ xi.B,' N\ Xx; (5.3)
k=1 k=1 0<t<T
D 1 _
N \V  ®@ Ty, A\ @(T'Ty) (5.4)
D(T?k—)ft D(TTk—)St OStST

in D[0,T] fir alle T € S.

Beweis. Der Beweis besteht in einer einfachen Anwendung des Continuous Mapping

Theorems auf das in Lemma 4.1 nachgewiesene Konvergenzresultat fiir markierte Punkt-

prozesse
[nT| [nT|
Z Ebn ' T, By X ) Z Ebn " T, B X [)
k=1 k=1
D
— (ZQD(T@,%(T1fk))’5(D(T-m),%(T1Fk))> (5.5)
keN
und
[nT | [nT |

Z Cn Ty 1,Br ' XY Z Cn T 1,Br X))
k=1 k=1

D
— (Z E(D(T-?k—),'llg(T11~“k))’€(D(T'Tk—)a‘I’1(T1Fk))> (5.6)
keN
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fir n — oo in Mp([0,00) x (0,00]) x My([0,00) X [—00,0)). Statt jedoch das in (3.21)
definierte Summationsfunktional y zu verwenden, definiert man an dieser Stelle das Ma-

ximumsfunktional

XM My ([0, 00) x [~00, 00] "\ {0}) — DI0, T,

R (Z g@jk)> (t) = \/ 2| (5.7)

keN <t 0<t<T

und das Mimimumsfunktional

X" 0 M, ([0,00) x [~00,0)) — D[0,T], (Z 5(tk,:ck)> /\ Lk

keN tp <t 0<t<T

(5.8)

Waihrend man beim Summationsfunktional x eine Abschneidetechnik verwenden musste,
um zu gewéhrleisten, dass sich nicht abzéhlbar viele, kleine Punkte zu oo aufsummieren,
ist dies beim Maximumsfunktional bzw. Minimumsfunktional nicht nétig, da Punkte mit
kleinem Betrag fiir die Bestimmung des Maximums bzw. Minimums irrelevant sind. In
Lemma 6.4 wird gezeigt, dass auch die Funktionale x™ und x™™" fiir jedes T' € S fss.
stetig in den behaupteten Grenzpunkten sind. Sei also T' € S beliebig, aber fest. Zunéchst
soll der riickwértsgekoppelte Fall untersucht werden. Man erhélt aus dem Continuous

Mapping Theorem die Konvergenz

[nT|
N DT P
b 1T <t 0<t<T
Ny,
_ -1 + D x ~
= Bn \/ Xk —)Xma <Z€(D(T,;k),gp2(T—l]jk))) (t)
k=1 keN

0<t<T

= \/ %( T7'T}) (5.9)

D(TTk OStST

fiir n — oo in D[0, T]. Analog erhilt man durch die Anwendung von Y™ die Verteilungs-
konvergenz

Ny,
N X — N\ (T Ty . (5.10)
=1 0<t<T D(T-my)<t 0<t<T
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Die gemeinsame Konvergenz von (5.9) und (5.10) erhélt man aus der gemeinsamen Kon-

vergenz der Punktprozesse in (5.5), wodurch die Behauptung (5.1) bewiesen ist. Wendet

man hingegen die Funktionale x™* und x™® auf den vorwirtsgekoppelten Fall an, so
erhélt man die Verteilungskonvergenz
[nT|
max . 1 v+
S DY (b T B x) | (D)= Vo BX
k=l b Ty <t 0<t<T
Ntbn"’_l
_ -1 + D x -
- BTL \/ Xk; —>Xma (Ze(D(T'Tk_),WQ(T_lI‘k))> (t)
k=1 0<t<T keN
= \/ WQ(Tﬁlfk)
D(T-7,—)<t 0<t<T
und analog
Ntbn+1
N B'X; 2, \V o ()
k=1 0<t<T D(T-m—)<t 0<t<T

fiir n — oo in DI0, T]. Die Behauptung (5.3) folgt somit aus der gemeinsamen Konvergenz
in (5.6). u

Wie in Kapitel 4 ist nun von Interesse, wie die Verteilung der Limesprozesse

\/ Wy (T'T) und /\ U (T~ 'Tx)
D(T-7)<t 0<t<T D(Tm)st Ost<T
im riickwértsgekoppelten Fall und
\/ Wy (T'T) und /\ (T 'Ty)
D(T-7,—)<t 0<t<T D(T-mp—)<t 0<t<T

im vorwértsgekoppelten Fall mit der Verteilung des von ®,, erzeugten Extremwertprozesses

zusammenhangt.

Korollar 5.2

Sei Y () der von O3 erzeugte Mazimums- und Y () der von ®g erzeugte Minimumsprozess.

Seien weiter (Y (E(t)—)1)o<t<r und (Y (E(t)—)")o<t<r die rechisstetigen Varianten der
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G0, T|-wertigen Prozesse (?(E(t)—))ogtST und (Y (E(t)—))o<t<r. Dann gelten fir die

Grenzprozesse aus Satz 5.1 die Darstellungen

V owa o) 2 ()’ TEe-))

D(T~?)€)§t 0<t<T 0<t<T

und

N\ w(T'Ty)

[iS]
N
~—
3
»
N
|
|
—t
=
~—
|~
=
=
=
S~—
L
+
~_

D(T-7)<t 0<i<T 0<t<T
im rickwdrtsgekoppelten Fall sowie
1
1= D Ry
Voometo) 2 () TE)
D(T-7,—)<t 0<t<T 0<t<T
und
1
_ D ]
A meno ) 2 ((Pese-) viE)
0<t<T

D(T-ka)gt OStST

im vorwdrtsgekoppelten Fall in D[0,T].

Beweis. Zunéchst soll die Richtigkeit der behaupteten Darstellungen fiir den riickwérts-
gekoppelten Fall nachgewiesen werden.
Aus den Voraussetzungen dieses Kapitels und Satz 2.62 erhilt man die Verteilungskonver-

genz
n ~
o\ XiF Y (1)
k=1

fir n — oo in RT und die in Satz 2.62 definierte Folge (ay)nen. Aus Satz 2.63 folgt

hingegen fiir n — oo die Konvergenz
n
B,'\/ x;f Y
k=1

in R*, wobei ¥ die Verteilungsfunktion Fo(z) = exp(—n"((=, 0]))1(0,00) () besitzt. Da
diese beiden Konvergenzresultate nur durch einen Wechsel der normierenden Folge zu-
stande kommen, folgt aus dem Typenkonvergenzsatz, vgl. Resnick [46, Proposition 0.2],
und Satz 2.58 die Verteilungsgleichheit Y 2¢. Y (1) fiir eine Konstante C > 0. Man
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erhélt durch den Vergleich der Verteilungsfunktionen von Y (1) und Y fiir alle z > 0 die
Gleichheit

exp(—n°((xz,00))) = P (C~' Y(1) < :1;) =P (}7(1) < éflx) = exp <— (5*137) _B> :
(5.11)

Nun ist n? das LévymaR einer B-stabilen Verteilung, welches aufgrund von Satz 2.30 die

Selbstahnlichkeitseigenschaft

0’ ((2,00)) = 1°((1,00)) -2~ 7

besitzt. Aufgrund von (5.11) erhélt man daraus den Wert der Konstanten

1
~ B
C = (M o0y (1,000))
welcher es einem erlaubt den Grenzwert des Quotienten der normierenden Konstanten zu

bestimmen:
1
Z22F (P((100)) (5.12)
n
Weiter folgt aus Satz 2.66 die Konvergenz der sequentiellen Maxima

Lnt]
a,t \/ X} 5 (Y (£))osi<r
0<t<T
fiir n — oo in D0, T']. Andererseits folgt aber durch Anwendung des Maximumsfunktionals
auf (3.10) die Verteilungskonvergenz
Lnt]
AV o 2|V w(rihy) (5.13)

0<t<T T-7<t

0<t<T
fir n — oo in DI[0,7]. Nun erhélt man unter Beachtung von (5.12) fiir n — oo die

Konvergenz der Prozesse

|nt) [nt] 1
SV = lemtat V) 2 ((Ps) Yo)
_ 0<t<T

0<t<T k=1 0<t<T
(5.14)

in D[0,T]. Ein Vergleich von (5.13) und (5.14) liefert die Verteilungsgleichheit

Vo ty) 2 () vo) (5.15

T-7:<t 0<t<T 0<t<T
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in D[0, T]. Nutzt man schlieflich noch die Mengengleichheit (4.23), welche zur Darstellung

\/  w((r'Ty) = Vo (1T
D(T-7—)<t 0<t<T T 7, <E(t) 0<t<T

fiihrt, so folgt die Behauptung

Ve o] 2 () V)

~ 0<t<T
D(T'ka)gt 0<t<T -

Um die behauptete Darstellung der Skalierungslimiten von C'T'Rm im riickwértsgekoppel-
ten Fall nachzuweisen, nutzt man den zweiten Teil von Satz 2.62, mit welchem man auf
die Verteilungskonvergenz
n
a,t \ Xy Y (1)
k=1
fiir n — oo und die dort definierte Folge (ay,)nen schlieen kann. Mit den gleichen Argu-

menten, die zu (5.12) fithrten, weist man die Konvergenz der normierenden Folgen

0 (3 (o, 1))

nach und folgert

A wag) (o) YED)

D(T-m,—)<t 0<t<T

Fiir den vorwértsgekoppelten Fall nutzt man die Mengengleichheit (3.2) bei Meerschaert
und Scheffler [41], welche einem die disjunkte Zerlegung

{D(T-7) <t} ={D(T" 7%) <t} U{D(T - 7) =t} ={T"- 7% < E(t)} U{D(T - 7%) = t}

erlaubt. Durch diese erhilt man unter Beachtung von (5.15) die gewiinschte Darstellung

\/  w(T7'Ty)

D(T‘?k)gt o<t<T

- \/ @ Ty v ) w@ Ty
T-7,<E(t) D(T7,)=t 0<t<T

(5.16)

I3
N\
/N

3
=
=
\:—‘
=
N—
™|~
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!
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in D[0,T]. Um die in (5.16) behauptete Verteilungsgleichheit nachzuvollziehen, beachtet

man zunéichst

\/  &(T'Ty) 2 (B®)-))osi<r.

T-Tx<E(t) 0<t<T

Der verbleibende Teil (\/ D(T7)=t %(T‘lfk)> liefert einem die Rechtsstetigkeit des Li-
mesprozesses, da ein Sprung zur zufilligen Zeit F(t) von diesem beriicksichtigt wird.

Die gleichen Argumente liefern einem die letzte noch nachzuweisende Darstellung

((##((oe.-1)

in D[0, 7). u

19
Qe

/\ &pl(TilI‘k)

D(T-7,)<t

- Y(E(t)—)*)
0<t<T Ost<T

Nachdem nun die Verteilung der Skalierungslimiten von CTRWs und den zugehorigen
Extremwertprozessen bekannt ist, soll im néchsten Schritt nachgewiesen werden, dass die

Prozesse auch gemeinsam konvergieren.

Satz 5.3
Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels gilt mit der Notation aus Satz 3.2 und Korollar

5.2 fiir n — oo die gemeinsame Konvergenz

N, N, Nib,,
BN\ X5 B N XG B Y (X = Bep, (X))
k=1 k=1 k=1 >0
2 ((0°((1.00) 7 - V(@) (0 (=00, 1) - Y(E@-) " ABD-))
(5.17)
und
Nip, +1 Nip, +1 Nip, +1
B:Y N X5 B N X B Y (X = Erp, (Xi))
k=1 k=1 k=1 >0
o (0°(1,000) 7 - PE®), (0 (=00, ~1) 7 - Y(E@). AEB®)) - (519
in DI0, 00).

Beweis. Der Beweis beruht lediglich auf der Beobachtung, dass fiir zwei stetige Abbil-

dungen auch deren kartesisches Produkt stetig ist. Wendet man also fiir ein T € S die
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Funktionale x o 7, Y™ und y™" auf die konvergenten Folgen

[nT| [nT]

E/p—1 —1y+ E—1 —1y—
E : (b ' Ty, By " X,T ) E: (bn " Tk,Bn " X, )
k=1 k=1

D
- Z g(D(TﬂA:k),'I/Q (Tﬁlfk))’ g(D(T'Tk)vgll (Tﬁlrk))
keN

und
[nT] [nT]

Z Cn Ty 1,Br X)) Z Cn'Th_1,Br X))
k=1 k=1

D
— ZE(D(T.;IC_),%(T%%R))’5(D(T-m—),%(T*1Fk))
keN

an, so folgt fiir n — oo die gemeinsame Konvergenz

Niy,, Ny, Nip,, Niy,,
1 + p-1 - p-1 + -1 -
B,'\/ X;-,B," \ X;.,B,' Y X| poixise Bn > X, lpoix: >
k=1 k=1 k=1 k=1 0<t<T
(5.19)

1> < \/ WQ(Tﬁlfk), /\ Wl(Tfll“k),
D

TR)<t D(T )<t
Y. BT Tl,gagyse ), W (Tle)1W2(T_1Fk)>E>
D(T-m,)<t D(T-7,)<t 0<t<T

in D0, T']. Unter Beachtung von (3.26) und der Stetigkeit des Prozesses E(-) folgt mit Hilfe

des Continuous Mapping Theorems die Konvergenz der zentrierten Prozesse in (5.19)

Nib,, Nib,, Nib, Nib,,

-1 + p-1 - p-1 + —1 —

B,'\/ xtr. B,V \ X..,B,' Y x| poixse Br > Xilpoixos,
k=1 k=1 k=1 k=1

N, _ _ Nu,, _ _
- <0707 ;L nE (Banf_l[E,T](Bn 1‘XV]—_"_)) 7% TLE (Banf_l[E:T](Bn IX;F))> >
0<t<T
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A(( \/ @@ Ty, \/ W@ '),
DY

T-7 <t D(T-, <t

Z W2(T_1fk)1wz(T*11~“k)Zs’ Z WI(T_lrk)l%(Tll“k)k)
D(T7)<t D(Tm)<t

- (0707E(t) Y E <W2(fk)1[s,r](‘172(fk))> JE(t)-Y_E (Wl(Fk)l[s,r](%(Fk)))> )
0<t<T

keN keN
fir n — oo in DI[0,7]. Mit den Darstellungen in Korollar 4.4 und Korollar 5.2 erhilt
man den in (5.17) behaupteten Limes, falls man den Grenziibergang ¢ | 0 ausfiihrt. Die
Abschneidebedingung, welche nach Theorem 4.2 von Billingsley [7] nachzuweisen ist, kann
im Beweis von Satz 4.3 gefunden werden. Durch Anwendung der gleichen Argumente erhélt

man die in (5.18) behauptete Konvergenz. [

5.2 Extremwertprozesse und CTRWs im mehrdimensiona-
len Fall

Nachdem im vorherigen Abschnitt CTRWs, CTRM und CTRWm sowie deren gemeinsame
Konvergenz im einsimensionalen Fall abschlieend untersucht wurden, sollen diese Ergeb-
nisse nun auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinert werden. Dabei sollen CTRWs
jedoch nur auf ihre betragsméflig grossten Spriinge untersucht werden. Auf eine Betrach-
tung komponentenweiser Maxima, wie sie z.B. in den Biichern von de Haan [11] und Res-
nick [46] durchgefiihrt wird, soll an dieser Stelle verzichtet werden. Der Grund hierfiir liegt
in der in den Kapiteln 3 und 4 verwendeten radialen Zerlegung des LevymaBes n € M(R?),
welche nicht fiir eine Betrachtung von Extrema entlang von Koordinatenachsen geeignet
ist. Der Grundstein fiir die Untersuchung mehrdimensionaler CTRM wurde dabei bereits
in Kapitel 4 im Abschnitt iiber residuale Orderstatistiken gelegt.

Zu Beginn dieses Abschnitts wird direkt das Hauptresultat dieses Kapitels formuliert.
Dessen Beweis gleicht dem der Satze 5.1 und 5.3, da das in diesen Sétzen verwendete
Maximumsfunktional y™&* direkt fiir den mehdimensionalen Fall eingefithrt wurde. Aus

diesem Grund soll auf den Beweis des folgenden Satzes verzichtet werden.

Satz 5.4
Sei S die in (6.5) definierte Menge der nichtsinguliren Punkte des Prozesses D(-). Dann
gilt unter den Voraussetzungen dieses Kapitels mit der Notation aus Satz 4.3 und Lem-

ma 4.9 fir n — oo die gemeinsame Konvergenz des CTRWs und seines betragsmdfsigen
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Maximums

Nib,
(An Xy, — Er(AnXy)), \/ [[An Xy
k=1

0<t<T

D . ~. -
s (hm ( Z 7’]<_(T 1Fk,Vk)Vk1ﬁe(T71Fk,Vk)2€
D(T-7)<t

_E(t>'/5<||x<7xdn(x)>’ Vo (Tlr’“’vk)>

D(T-7)<t 0<t<T

in D[0,T).
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Kapitel 6

Appendix

6.1 Stetige Abbildungen

Lemma 6.1
Die in (3.16) definierte Abbildung 7 ist f.s. stetig im Punkt (D(-), PRM (M ®n)).

Beweis. Sei Ny := PRM (N ® n).

Man statte den Raum DT[0, 00) x M, ([0, 00) x [—00,00]?\{0}) mit der Produkttopologie
aus, welche durch die Produktmetrik aus der Skorokhodmetrik und der vagen Metrik indu-
ziert wird. Sei nun By := {u > 0: D(w, u) ist unstetig in u} und B = By x ([—00, 00]¥\ {0}).
Nach Billingsley [7, S. 110] besitzt die Menge Bj fiir fast alle w € Q hochstens abzihl-
bar viele Punkte. Im Folgenden wird nun die fast sichere Folgenstetigkeit der Abbildung
7 nachgewiesen. Da der vorliegende Raum metrisch ist, erfiillt er insbesondere das erste
Abzéahlbarkeitsaxiom, wodurch die Begriffe der Stetigkeit und der Folgenstetigkeit aAqui-
valent sind. Sei dazu (x,(w,-))nen eine Folge von nichtfallenden cadlag Funktionen in
DJ[0, ), welche in der Skorokhod-Topologie gegen die Funktion D(w,-) konvergent ist.
Analog sei (my,(w, -))nen eine Folge von Punktmafien in M, ([0, oo) x [—00, 00]?\{0}), welche
vage konvergent gegen N (w, -) ist. Dann existiert fiir alle f € C([0, 00) x [—00, 00]?\{0})
eine kompakte Menge K C [0,00) x [—00, 00]?\{0}, so dass gilt:

[ fantoci. o) moaudo) = [[ 5D).0) Moo,

_ ‘ J[ st e) mu)du,do) ~ [ 5D00).0) Nt o)

123



Stetige Abbildungen 124

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt:

‘/ flap(w,u),v) my(w)(du, dv) //f (w,u),v) Noo(w)(du, dv)

é ‘//KOBC f(xn(w,u),v) - f(D(w,u),U) mn(w)(du,dv) (6.1)
+ ‘//KnB flrp(w,u),v) — f(D(w,u),v) m,(w)(du, dv) (6.2)
+ ‘//K f(D(w,u),v) my(w)(du, dv) — //K f(D(w,u),v) Noo(w)(du,dv)|. (6.3)
Nun gilt fiir (6.1) die Abschéitzung
'// fan(w,u),v) = f(D(w, u),v) mn(w)(du, dv)
KNBC¢
< sup {mn (K N BC)} - sup {|f(xn(w,u),v) — f(D(wju),v)‘}_ (6.4)

neN KnB¢
Da (my)nen eine Folge von Radonmaflen ist, welche konvergent gegen das Radonmafl
Noo(w, ) ist, folgt sup, ey {mn(w)(K N BY)} < co. Da die Funktion (u,v) — (D(w,u),v)
stetig ist fiir alle (u,v) € K N BY, folgt mit Lemma 2.45

Sup. {If(@n(w,u),v) = f(D(w,u),0)[} =3 0.

Damit verschwindet (6.1) fiir n — oo.
Beachtet man, dass die Zufallsvariablen 7, und D(u) unabhéngig fiir alle £ € N und alle
u € [0, 00) sind, so folgt, dass fiir fast alle w € © die Gleichheit Noo(w)(KNB) = 0 gilt. Da
my(w)(K N B) eine Folge nichtnegativer und ganzer Zahlen ist, welche konvergent gegen
0 ist, existiert ein ng € N, so dass my,(w)(K N B) = 0 fiir alle n > ng. Somit verschwindet
auch (6.2) fiir n — oo.

Da nun f € C;; gilt, folgt mit der Definition der vagen Konvergenz

J[ 10,0 mudnan) =5 [ 5(D00).0) Nl o),

womit auch (6.3) fiir n — oo verschwindet. Es folgt die fast sichere Stetigkeit von .7 im
Punkt (D(-), PRM(M\ ® 1)). n

Lemma 6.2
Sei

S ={TeR":P(D(T-7;)=T) =0 fiir alle i € N} (6.5)
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eine Menge von nichtsinguliren Punkten. Weiter sei n° (u,v) die in (3.41) definierte
Inverse der Projektion des LévymajSes 1 in Richtung v. Dann gilt, dass das in (3.21)
definierte Summationsfunktional x fir alle T € S f.s. stetig im Punkt

€ SO
keZN (D)7 (T T VI Vi (p-1r, vy =2 )
ist, falls € > 0 so gewdlhlt ist, dass 1 stetig auf S ist. Fiir den Fall des eindimensionalen

CTRW folgt, dass x fiir alle T € S und alle Stetigkeitspunkte € > 0 von 1° in den Punkten

ZE<D(T-Tk),W1(T—1Fk)1 ) und Zg(D(T-?k),WQ(T—Ifk)l

eN wz(Tflfk)x)

v (T—1ry)<—¢

f-s. stetig ist.

Bemerkung 6.3
Es gilt, dass das Komplement der Menge S hichstens abzéhlbar ist, so dass S eine dichte
Teilmenge von R* ist. Insbesondere gilt unter den Voraussetzung von Kapitel 3, dass die

Mengen S und R>? iibereinstimmen.

Beweis. Im ungekoppelten Fall, welcher in Kapitel 3 behandelt wurde, gilt die Un-
abhéngigkeit der Lévyprozesse D(-) L A(-) bzw. D(-) L A(:). Aus dieser Unabhéngigkeit
und der Stetigkeit der endlichdimensionalen Randverteilungen erhélt man insbesondere,

dass T - 7, fiir alle n € N und alle T' > 0 ein Stetigkeitspunkt des Prozesses D(-) ist:
1 1
P(D(T -1,)=T) = / P(D(T-s)=T|m, =s)ds = / P(D(T-s)=T)ds=0. (6.6)
0 0

Insbesondere bedeutet dies S = R>Y.

Im gekoppelten Fall betrachtet man fiir z,¢ > 0 die Vektoren ((J1, X1), - -, (J|nat]s X{nat]))-
Weiter sei (di, ..., d|nq)) der zugehorige Antirangvektor der Orderstatistiken des Vektors
(IIX1ll;- - [[X{nat)|]).- Dann erhélt man mit den gleichen Argumenten, die zur Konvergenz

(4.15) fiithrten, unter den Voraussetzungen von Kapitel 3 und 4 die Verteilungskonvergenz

\_nw%j
ot > Ly (D@t - 7)) (6.7)
k=1
1€N
in [0,00)N, wobei (7;);en eine Folge von ii.d. U[0, 1]-verteilten Zufallsvariablen bildet.

Unter Beachtung der reguléren Variationseigenschaft (by,)nen € RV1 erhélt man mit den
gleichen Argumenten die Konvergenz
-1 -1 -1 D 1
bn ; Jk = bn b[nz] b[n:cj ; Jk — ((l,‘aD(t‘Ti)>iEN (68)
B iEN B iEN
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fiir n — oo in [0, 00). Somit gilt fiir alle T € R>? und alle i € N die Gleichheit
P(D(T-7;)=T) =P (D(n) - Tl—é) .

Da die Menge der singuléren Punkte eines Wahrsheinlichkeitsmafles hochstens abzéhlbar

ist, vgl. Lemma 2.5, sind die Mengen
{TeR :P(D(T-7)=T) >0} = {T eR" :P(D(r;) =T""3) >0}
fir alle ¢ € N hochstens abzéhlbar. Damit ist

{T e RY :P(D(T-7;) =T) =0 fiir alle i € N}¢

C
{ﬂ{TeR+ P(D(T-7;)=T) _o}}

€N
T erR":P(D(T-7) =T) > 0}
€N

eine abzéhlbare Vereinigung von abzéhlbaren Mengen, also selbst wieder abzélbar. |

Beweis. Der Beweis von Lemma 6.2 ist eine Verallgemeinerung des Beweises von Resnick
[47, 7.2.3] und wird nur fiir den Punkt

N = Z € _
(D(T-Tk),n“(T*le,Vk)VklﬁE(T,

keN 1Fk,Vk)>s)

gefithrt. Die Stetigkeit in den entsprechenden Punkten des einsimensionalen CTRW folgt
sofort als Spezialfall, da die Zerlegung in Polarkoordinaten im eindimensionalen Fall mit
der Zerlegung in Positiv- und Negativteil iibereinstimmt.

Sei nun T' € S beliebig, aber fest gewéhlt. Es wird nun gezeigt, dass fiir gewisse Folgen

von Punktmafien

(mn)nEN C Mp([()? OO) X [_ o0, oo]d\Kg)

n—oo

mit m,, — mg die Konvergenz djo,r1(x(mn), x(mo)) — 0 fiir alle 7 € N gilt. Daraus folgt
schliefflich die Konvergenz in der Metrik CY[O,T].



Stetige Abbildungen 127

Man betrachtet die Menge
@ = {m € My([0,00) x [~00, 00]* : m([0, 00) x SI71) =0,
m([0,00) x {x} : [lz] = o0) =0,
m({0} x [~o0, 00l \KZ) = m({T'} x [~00,00]\KY) = 0,
m([0,T] x [~o00,00]\KY) < o0,
keine vertikale Linie enthélt zwei Punkte von m(([0,T] x [—oco, co]\K%) N -)}.
Zuniichst soll gezeigt werden, dass N f.s. in N'C liegt. Es gilt

E(N ([0, 00) x [~00,00]\KZ)) = Y P({D(T - 73,) < o0} N {7 (T~ Ty, Vi) Vi ¢ BLY)
keN

<n ({x eRe: |z|| > 6}) < 00,
P(N([0,00) x [—00, 00]\K%) < 00) =1

folgt. Da der Prozess D(-) f.s. streng monoton wachsende Pfade besitzt und D(0) = 0
erfiillt, gilt die Gleichheit

E(N ({0} x [~00,00]\KZ)) <Y "P(D(T - 7) =0) = Y _P(r =0) =0,

keN keN

mit Hilfe derer man auf
P(NV({0} x [~00, oo \KZ) = 0) = 1
schliefit. SchliefSlich bleibt noch zu zeigen:
PP(keine vertikale Linie enthilt zwei Punkte von m(([0,T] x [—oo, co]\K9) N ) = 1.
Man erhilt erneut aufgrund der f.s. streng monotonen Pfade von D(-) die Gleichheit
IP(3 eine vertikale Linie, welche zwei Punkte von N ([0, T] x [—o0, 0c]?\K% N -) enthélt)
<PEj,keN,j<k:DT-15)=D(T- 1)) =PFj,keN,j<k:1j=1)=0,

woraus wie gewiinscht P(N € N'¢) = 1 folgt. Weiter wird nun gezeigt, dass fiir ein mg €
N€ und eine Folge (my,)nen mit m,, — mg die Konvergenz x (m,,)(-) — x(m)(-) in D[0, T]
gilt.
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Beachtet man, dass mg f.s. in NC liegt, so folgt aus Lemma 7.1 bei Resnick [47], dass
Konstanten kg,ng € N existieren, so dass fiir alle n > ng die Anzahl der Punkte in der

Menge [0, T] x [—o0, oc]\K? bereits konstant ist
min ([0, T] % [—o00,00] \KZ) = mo([0, T] x [~00, o] \KY) = ko.

Zusiitzlich folgt aus Lemma 7.1 bei Resnick [47], dass fiir alle n € N="0 U {0} eine Num-
merierung <<Ti("), x(n)> 1<i< k‘o) der Punkte von m.,(([0, T] x [—o0, oc]\K?)) existiert,

i
so dass zum einen die Darstellung

ko

ma(([0,T] x [~00,00]\KZ) N -) = 28(7,5")@;"))(')’
k=1

O<7'1(0)<...<T,£2)<T<T,£gzrl

und zum anderen die Konvergenz

(7,2 1< < ko) 25 (70,20 1< < ko)

7

in ([0, 7] x [—o0, c0]\K?) ko gilt. Als néchstes wihlt man ein § > 0 so klein, dass fiir alle
n > ng die folgenden Bedingungen gelten:
" >20, i~ > 285 1<k<ko—1, ") <T 2.

Aus der Konvergenz der Punkte <7']§n), x,gn)> s (T,go),x,io)> fir 1 < k < kg folgt dann,

dass ein ny > ng existiert, so dass fiir alle n > n; und alle 1 < k < kg gilt:
<T,§n),$§€n)> € (T,io) — 9, 7']50) + (5) X {a: cRY: Hx — a:g))H < 5} .

Nun definiert man fiir alle 1 < k < ko und alle n > n; stetige Bijektionen A, : [0,7] —
[0, 7] durch

Mal0) = 0, Mn(T) =T, Ay (7)) = 7"

und interpoliert linear zwischen diesen Punkten auf ganz [0,T]. Sei nun |[z(t)||or] die
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Supremumsnorm der Funktion z(t) auf [0, 7]. Dann gilt die fir alle n > n; die Abschétzung

Ix(mn) 0 311 = x(mo) Doy = || D 2l = > 2l

M) <t (0,7
_ Z x}(ﬂn) _ Z 951(40) _ Z (mén) _x1§0)>
An (T,g")) <t <t 017 <t (0,7
<y le(gn) B x,(f)H < koo, (6.9)
Tlgo)gT

da Tlggl_l > T und x,(gn) in der 9-Umgebung von x,go) enthalten ist fiir alle 1 < k < kg. In

den néchsten Schritten wird gezeigt, dass die Bijektionen A, in der gleichméfigen Metrik
um hochstens 36 von der Identitit abweichen:
sup |A\,1(t) —t| = sup |Mn(t) —t] < 36. (6.10)
0<t<T 0<t<T

Dafiir wird die Darstellung

ko
sup Do) —tl=\  \/ () —sl iV =0, 70, > T

o=t=t E=0 e[+ 7]
verwendet, wobei Tén) =0 und 7',51)1 =T gilt. Auf dem ersten Intervall gilt nun
sup |An(s) —s| = sup TI(Z))S—S = sup Tlii;—l s < TIEZ;—l Tln)
0<s<r(™ 0<s<r™ | T 0<s<r{™ | T T
— ’7'1(0) — Tl(n) <.
Definiert man A7U) = T]g_)l — T,ij ) fiir j =0,...,n, so gilt auf den weiteren Intervallen

{Tlgn)7 T/E:LL)J fiir 1 < k < ko die Darstellung

(0) (0) (0) (0)
M) = LT Tk o) [Tkt TTk ) ) AT<O>S+T(O) A0
n T(n) _ T(n) k 7_(n) _ 7_(n) k Ar(n) j AL () .

Hieraus folgt

sup  [An(s) —s| = sup

) <s<nth T <s<ny
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Mit der Verschiebung y := s — T,gn) ergibt sich schliefflich die gewiinschte Abschéitzung:

AT n ATO n

sup  |An(s) —s| = sup A (y +T]£ )) +T]§0) A® T,E ) — (y+r,§ ))
M <s<r M 0<y<Ar(m) [ ST T
k SSSTpy

Arl® ©__m

= sup ———1|y+ (' —7m")

0<y<Ar(m (AT () > bR

A7)

27 (n) 0) _ () _ Ar™

< Sy — 1| A 4 [ Ar™] 45
0 0 n n

:‘T]gﬁl—TlE)—(T]ng)l ())’+5<5+’Tk+1—7'k+1+’ T,i) < 36.

Damit erhélt man aus (6.9) und (6.10) die obere Schranke

dio,7)(x (M) (+), x(m0)(+)) < kod V 36 = 6(ko V 3)

fir alle n > ny. Da & beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt mit dem Grenziibergang
0 | 0 die Konvergenz

djo. 71 (x(ma) (), x(mo) () =50
und damit die Behauptung. |

Lemma 6.4
Sei S die in (6.5) definierte Menge von nichtsinguldren Punkten. Dann sind die in (5.7)
und (5.8) definierten Funktionale x™* bzw. x™" f.s. stetig in den Punkten

N := Z D(T73,),i7 (T =T, Vi) Vi) bzw. Zg(D(T'Tk)#’l(T”Fk))
keN keN

fir alleT € S.

Beweis. An dieser Stelle wird lediglich die Stetigkeit von x™* im Punkt NV nachgewiesen.
Die Stetigkeit von y™ im entsprechenden Punkt lisst sich mit den gleichen Argumenten
nachweisen.

Eine Beweisskizze fiir die Stetigkeit der eindimensionalen Version des Maximumsfunktio-
nals ist auf Seite 214 des Buches von Resnick [46] zu finden.

Man betrachtet erneut die im Beweis von Lemma 6.2 konstruierte Menge NC, welche
P(N € NY) = 1 erfiillt. Sei zunichst (m,)ney wie im Beweis von Lemma 6.2. Nun wiihle

man den Stetigkeitspunkt & > 0, welcher in die Konstruktion der Menge N'¢ eingeht, so
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klein, dass mindestens eine Marke von mg eine Norm > ¢ besitzt. Im Beweis von Lemma

6.2 wurde begriindet, dass ein ng € N existiert, so dass fiir alle n > ng
My ([OaT} X [—OO,OO]d\Kg> =1my ([O,T] X [—oo,oo]d\Kg) = ko

mit 1 < kg < oo gilt. Im néchsten Schritt betrachtet man die Sortierung der Punkte von

my, aus dem Beweis von Lemma 6.2, welche

(“En)’ xz(n)> 1<i<ko = (tE“) )

erfiillt und hélt auch das in diesem Beweis gewihlte § > 0 fest. Erneut definiert man eine

>1§i§ko

Folge von Endomorphismen A, von [0, 7] duch

A(0) =0, Ap(T) =T, A, (tl(")) o

i

und interpoliert zwischen den Punkten linear auf ganz [0,7]. Im Beweis von Lemma 6.2
wurde bereits gezeigt, dass die Abschitzung
~1 _ (n) _ 4(0)
1A @) =gy = 1Aa(®) = tlpzy < max ‘tk — 1t ( < 39

gilt. Zusatzlich gilt auch

e ma) 02 ) = X" mo) Ol = ||V eI = V)

(n) -y — (0)
Y <AL(t) ty) <t 0.7]

0 0
=V ==V e = s | -\ el

0<t<T
(n) (0) == (0) (0)
Al <t ) <t <t 19 <t
< k )— k [O,T] k k

<9

9

woraus die Konvergenz in der Metrik dp ) und damit auch die Konvergenz in der Skorok-

hodmetrik cf[oﬂ folgt. |

Lemma 6.5
Sei (Xp)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem lesm Raum 2 . Dann

folgt aus der Konvergenz
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i 2 die Konvergenz der Punktmafe
D
€X, —"€X,
fir n — oo in Mp(Z').

Beweis. Offenbar gilt aufgrund des Continuous Mapping Theorems fiir alle f € C’[JQ(% )

fiir n — oo die Konvergenz

/ f dex., :f(Xn)ﬂf(Xo):/ f dex,.
e VA

Die Behauptung folgt mit Satz 2.16. |

6.2 Wichtige Satze

Lemma 6.6 (Waldsche Gleichung fiir die Varianz)

Sei (Xn)nen C L?(2, A, P) eine Folge von zentrierten i.i.d. Zufallsvariablen und T eine N-
wertige, integrierbare Stoppzeit bzgl. der Filtration (Fp)nen = (0(X1, ..., Xn))nen. Dann
gilt

T
Sri=)_ Xp € L*(Q,AP)
k=1

und
Var(Str) = Var(Xy) - E(T).

Beweis. Aufgrund der Stoppzeiteigenschaft ist die Zufallsvariable 17>,, messbar bzgl.
Fm—1 und damit insbesondere unabhéngig von X}, fiir alle £ > m. Daraus erhélt man die

Zentriertheit von Sp:

T
E (Z Xk> =E (Z thzk) = ZE(Xk) ‘E(17>y) = 0.
k=1

keN keN

Ebenso folgt daraus

0o 2
Var(Sr) =E(S?) =E (Z XleZk)
k=1

00
=K (Z XlleZk + 2 Z Z Xk;XmlT>k1T2m)

keN keNm=k+1
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=S E(X})-P T>k;—|—222 (Xk1T>m )

keN keNm=k+1

=Var(X1)) P >k)+2) Z (Xi1rsm) E(X )
keN keNm=k+1

=Var(Xy) - -E(T).
Da X7 € L*(Q, A,P) und T integrierbar ist, folgt Sy € L?(2, A, P). [

Bemerkung 6.7

Sei (Yy,)nen eine weitere Folge von Zufallsvariablen, so dass (X,,, Yy, )nen eine i.i.d. Folge
bildet. Dann bleibt die Aussage in Lemma 6.6 giiltig, falls T € L'(Q, A, P) eine Stoppzeit
bzgl. der Filtration (F)pen = (0((X1,Y1), ..., (Xns Y0)))en bildet.

Beweis. Da (X, Y, )nen eine i.i.d. Folge bildet, bleibt offenbar die im Beweis von Lemma
6.6 verwendete Unabhéngigkeit 17>, L X}, fiir alle £ > m erhalten. |

Lemma 6.8 (Markoff-Ungleichung)
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und g : Rt — RT eine monoton wachsende Abbildung.
Dann gilt fiir jedes € > 0 mit g(¢) > 0 die Abschitzung

E(go|X])
gle)

Fiir den Speziallfall g(x) = x? erhdilt man die Tschebyscheff-Ungleichung

P(X]>¢) <

Var(X)

P(X —E(X)|>¢) < ——

3

Beweis. Es gilt

{IX] = ¢e} c{go|X]| >g(e)}
Damit folgt aus
9(e) - P(|X| =€) < g(e) - P(g o |X]| > g(e)) = /9(6) “Lgo|x[2g(e)dP < /g o | X|dP
die Behauptung. Die Folgerung fiir den Fall g(z) = 22 ist trivial. |

Nun werden Lemma 6.6 und Lemma 6.8 benutzt um die folgende, verallgemeinerte Version

der Maximumsungleichung fiir integrierbare Stoppzeiten zu beweisen.
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Lemma 6.9 (Verallgemeinerte Maximumsungleichung)
Sei (Xp)nen C L?(Q, A, P) eine Folge von zentrierierten i.i.d. Zufallsvariablen und T eine

N-wertige, integrierbare Stoppzeit bzgl. der Filtration (Fp)peny = o(X1,...,Xn). Dann

gilt
k
>8] <62 : .
P max lej >6| <672 E(T) - Var(Xy)
j:
Beweis. Man betrachtet den Partialsummenprozess Sy, := > ;_; X} mit der Konvention

So := 0. Mit Hilfe dieses definiert man den gestoppten Partialsummenprozess (Mp,)nen
durch

Spi1, falls maxi<;<i |Si] <6
My im0, My = 45 <j<k |9j]

M sonst

fiir alle k € N.

Zunichst beschrinkt man die Stoppzeit durch eine Konstante n € N, d.h. man betrachtet
T An. Nun gilt aufgrund der Stoppzeiteigenschaft die Unabhéngigkeit 17x,>1 L X, fiir alle
k € N, welche mit Hilfe des Satzes der dominierten Konvergenz die folgende Darstellung

des zweiten Moments des gestoppten Partialsummenprozesses liefert:

TAn TAn
E (Z (Sp — s“)?) =F <Z S? —25,Sh1 + 5,31>

k=1 k=1

TAn
=E (Z SZ —2(Sk_1 + Sk — Sp_1)Sk_1 + S,%_l>
k=1

=E (Tff (St - Sg_l)> -2-E (% stk_l)

k=1 k=1

= E(S%/\n) - E(Sg) —-2-E <Z XkSk—llkST/\n>
keN

= E(SFrn) — 2E(X1) - Y E(Sk-11k<rnn)
keN

Genauso folgt

TAn
E (Z (M, — Mk_1)2> =E(M2,,)—2-E <Z(Mk — Mk_l)sk_11k§TAn> . (6.11)

k=1 keN
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Ist nun maxi<j<x—1 |Sj| > 6, so folgt My = Mj_1. Im anderen Fall max<;<p—1|S;| <9
erhélt man My = Sy, Mg_1 = Sk—1. Damit und mit (6.11) ldsst sich mit den gleichen
Argumenten wie oben eine analoge Darstellung des zweiten Moments des gestoppten Pro-

zesses (My,)nen finden

ThAn
E (Z (M, — Mk1)2>

k=1

= E(Mf,,) —2) E ((Mk — My—1)Sk-11k<rrnLmax, ;s \Sj|26>
keN

-2 Z E ((Mk — Mi—1)Sk—11k<TAnLmax; < j<p s |sj|<5)
keN

= E(Mf,,) —2) E ((Sk — Sk—1)Sk—11k<TAnLmax, << |sj\<5>
keN

=E(M3,,) — 2E(X1) Y E <5k—11k5TAn1maxlgjgk_1 |sj|<5)
keN

Insgesamt erhélt man mit der Markoff-Ungleichung, vgl. Satz 6.8, und der Ungleichung
| My, — My—1| < |Sk — Sk—1] fiir alle k € N die Abschétzung

TAn
P (151?3%% S| > 5) =P (|Mppn| >0) <5 2E(Mfy,) =6 2E (; (M, — M,“)2>

TAn
<6 E (Z (S — Sk_1)2> =62 E(S\,) - (6.12)

k=1
Nun soll ein Ubergang von beschrinkten zu unbeschrénkten Stoppzeiten erfolgen. Bildet

man den Grenziibergang fiir n — oo, so folgt aus der f.s. Konvergenz

max  |S| 25 max |l
1<k<TAn 1<k<T

die Konvergenz in Verteilung und somit nach dem Portmanteau-Theorem

limsup[P’( max  |Sk| > (5) >P ( max |Sg| > (5) . (6.13)
n—oo 1<k<TAn 1<k<T

Da die Folge (X, )nen zentriert ist, bildet der Partialsummenprozess (S, )nen offenbar ein
Martingal bzgl. der Filration (F,)nen. Nach Klenke [32, Satz 10.15] bildet somit auch
(STAns Fn)nen ein Martingal. Weiter gilt nach Lemma 6.6 die L?-Beschrinktheit

sup E(S%,,) = supE(T A n) - E(X?) < oo,
neN neN
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woraus mit Hilfe des Martingalkonvergenzsatzes, vgl. Klenke [32, Satz 11.10], die Exi-
stenz einer F,.-meBaren Zufallsvariable X, folgt, welche den L?-Limes des Martingals
(STAn)nen bildet

STan "2 X s, und in L2

Da ST/\nﬁST fir n — oo gilt, folgt wegen der Eindeutigkeit von Limiten und mit

Lemma 6.6 die Konvergenz

n—oo

E(Stan) = E(S7) = E(T) - Var(X1),
woraus man mit (6.12) und (6.13) die Behauptung erhélt. [

Bemerkung 6.10
Sei (Y,)nen eine weitere Folge von Zufallsvariablen, so dass (X, Yy, )nen eine i.i.d. Folge

bildet. Dann bleibt die Aussage in Lemma 6.9 giiltig, falls T € L(Q, A, P) eine Stoppzeit

bzgl. der Filtration (Fy,)nen := (0((X1,Y1),..., (Xn, Yn))),ey bildet.

Beweis. Da (X, Y, )nen eine i.i.d. Folge bildet, bleibt offenbar die im Beweis von Lemma
6.9 verwendete Unabhéngigkeit 175,>1 L X, fiir alle k € Nund n € N erhalten. Zusatzlich

ist Lemma 6.6 nach Bemerkung 6.7 weiterhin anwendbar. |

Lemma 6.11 (Spezialfall des Satzes von Karamata)

Sei X : Q@ — R eine Zufallsvariable. Weiter sei
V(t) =P(X]| >1t)
der tail der Verteilung von X und
U(t) =E (X*1)x)<)

das zweite abgeschnittene Moment von X. Dann sind fir alle 0 < 8 < 2 die folgenden

Aussagen dquivalent:
(1) U e RVy_g;
(i) V € RV_g;

(iii) limy_yoo t2% =2£
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Beweis. Sei p die Verteilung von |X|. Dann folgt aus U(t) = fg 2?dp(r) die Identit
dU (t) = t3du(x). Also gilt:

V(t) = /t ~ du(z) = /t ” o2 dpu(r) = /t )

Aus Meerschaert und Scheffler [40, Theorem 5.3.11] folgt dann die Aquivalenz von (i) und

(#ii). Mit den gleichen Argumenten zeigt man die Aquivalenz von (i) und (iii). [ |

In den Kapiteln, die sich mit gekoppelten CTRWs beschéftigen, wird die Unabhéngigkeit
von Antirdngen und Orderstatistiken verwendet. Diese soll noch an dieser Stelle nachge-

wiesen werden. Dazu werden folgende zwei Definitionen benétigt.

Definition 6.12
Sei (2, A, (Pg)oco) ein statistisches Ezperiment und T C A eine Teil-o-Algebra.

(a) Die o-Algebra T C A heifit suffizient fir (P)pco, falls fir alle A € A eine von 6 € ©

unabhdngige Version der bedingten Erwartung Ep,(14|T) existiert.

(b) SeiT:(Q,A) = (Q,A) eine Statistik. Dann heift T suffizient, falls T = T~(A)

suffizient ist.

Man kann Suffizienz nun auf die folgende Weise interpretieren. Liegt eine suffiziente o-
Algebra T vor, so enthélt das statistische Experiment (£, T, (Pg;7)sco) ebensoviel Infor-

mation, wie das urspriingliche Experiment (2, .4, (Pg)gco).

Definition 6.13
Sei (2, A, (Pg)oco) ein statistisches Experiment und T C A eine Teil-o-Algebra.
(a) Die o-Algebra T C A heifit vollstindig fir (Pp)eco, falls gilt:
Ist f : Q — R T—messbar, f € L'(Py) fiir alle 0 € © mit Ep,(f) =0 fiir alle 0 € O,
so folgt f =0 Pgy7 f.s. fiir alle 6 € ©.

(b) Sei T : (2, A) — (Q,A) eine Statistik. Dann heift T vollstindig, falls T~*(A")

vollstindig ist.

(c) Eine o-Algeba bzw. eine Statistik heifit beschrinkt vollstindig, falls (a) bzw. (b) fir

alle beschrdinkten und T -messbaren Funktionen f gilt.

Im Gegensatz zum Begriff der Suffizienz, der ein Experiment betrachtet, welches eine

kleinere Familie (Pg)gpco von Wahrscheinlichkeitsmaflen enthilt, ist die Vollsténdigkeit
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eine Reichhaltigkeitsforderung an die Familie (IPy)gco. Der Wert dieser beiden Begriffe ist
in der Schitztheorie zu finden. Falls man eine suffiziente und vollstindige o-Algebra T
zur Verfiigung hat, um ein Funktional erwartungstreu zu schétzen, wobei das Risiko bzgl.
einer strikt konvexen Verlustfunktion minimiert werden soll, so kann gezeigt werden, dass
ein Schétzer, der dies leistet, messbar bzgl. 7 und f.s. eindeutig ist. Da jenes Resultat fiir
diese Arbeit jedoch irrelevant ist, wird an dieser Stelle darauf verzichtet. Stattdessen sollen
die beiden Begriffe genutzt werden, um eine hinreichende Bedingung fiir Unabhéngigkeit

von Zufallsvariablen zu formulieren.

Lemma 6.14 (Basu)

Sei (Q, A, (Pg)geo) ein statistisches Experiment, T : Q — Q eine suffiziente und be-
schrinkt vollstindige Statistik. Sei weiter V : Q — Q" eine ancillare Statistik, d.h. es gilt
IP’X = Q fir alle 8 € ©. Dann sind T und V Py-stochastisch unabhdngig fiir alle § € ©.

Beweis. Vgl. Lehmann und Romano [34, Theorem 5.1.2]. |

Dieses Lemma soll nun genutzt werden, um die in Kapitel 4 verwendete Unabhéngigkeit
von Antirdngen und Orderstatistiken nachzuweisen. Dazu sollen diese Begriffe zun#chst

einmal definiert werden.

Definition 6.15
Seix = (x1,...,2,) €R", 3 # x; fiiri#j.

(a) Firi < n heifft ry = ri(x) == #{j € {1,...,n} : x; < a;} der Rang von x;. Der
zugehorige Vektor r(x) := (ri(x),...,rn(x)) heifit auch Rangvektor.

(b) Die inverse Permutation (di(x),...,dn(x)) = d(x) := r(z)~! heift auch Antirang-
vektor und d;(x) heifit auch der i-te Antirang.

(¢) Deri-te Eintrag der geordneten Stichprobe ., == x4, heifit auch i-te Orderstatistik.

Um nun mit dem Lemma von Basu die Unabhéngigkeit von Antirdngen und Orderstatisti-
ken nachzuweisen, muss gezeigt werden, dass die Orderstatistik suffizient und vollsténdig
fiir die Familie aller Wahrscheinlichkeitsmafle ist und dass Antiréinge ancillar bzgl. dieser

Familie sind.
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Lemma 6.16
Sei (P)gco die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaf$e auf dem Raum (R, Bgr). Sei ferner
(R, Br, (Py)gco) ein statistisches Exzperiment und (R™, Bgn, (Pg)peg) das Produktezperi-

ment. Dann ist die Orderstatistik
T:R" = R", (z1,...,Zn) = (T1m, -+, Tnem)
suffizient und vollstindig fir (Pg)jeq-

Beweis. Die Suffizienz der Orderstatistik wird in Beispiel 3.7 b) bei Witting [58] nach-
gewiesen. Nun gilt fiir alle konvexen Familien von Wahrscheinlichkeitsmafien (@9)969 C
{Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, Bgr)} fiir welche (R, Bg, (@9)969) vollstindig ist, dass die
Orderstatistik fiir (I?P/’g)g‘e@ vollsténdig ist, vgl. Pfanzagl [44, Theorem 1.5.10]. Offenbar ist

die Familie aller Wahrscheinlichkeitsmafie (Pg)pce konvex. Sei also

/deP’g =0

fiir alle Py € (Pg)gpeco. Man definiert die Mengen A; := {f > 0} und A := {f < 0}.
Es bleibt zu zeigen: Py(A4;) = 0 fiir « = 1,2 und alle Py € (Pg)gco. Angenommen es gilt
P@(AZ) > 0 fiir ein Py € (Pg)geg. Dann ist

und es gilt

Py
/f]‘Az Pe(Az) ?é 0,

was einen Widerspruch zur getroffenen Annahme bedeutet. |






Kapitel 7
Symbolverzeichnis

Folgende Abkiirzungen, Symbole und Notationen, welche nicht explizit definiert wurden,

werden in dieser Arbeit benutzt:

bzgl. beziiglich

d.h. das heifit

iLA. im Allgemeinen

ii.d. independent identically distributed

i.Z. in Zeichen

cf. confer

i.e. id est

cadlag continue a droite, limites & gauche (rechtsstetig mit linksseitigen Limiten)
caglad continue & gauche, limites a droite (linksstetig mit rechtsseitigen Limiten

CTRW Continuous Time Random Walk

Q Grundraum

(Q,A) Messraum, Grundraum versehen mit o-Algebra A

(Q,A,P) Mafraum, Grundraum versehen mit o-Algebra A auf der
ein Maf} P definiert ist

141
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E()
Var(-)
Couv(-)

{a,b}

Erwartungswertoperator
Varianzoperator
Kovarianzoperator
Kompositionsoperator
kartesisches Produkt
Tensorprodukt

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen vereinigt mit 0
Menge der reellen Zahlen

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

Offene d-dimensionale Einheitskugel

Offene d-dimensionale Kugel um 0 mit Radius &
d-dimensionale Einheitsspéhre

d-dimensionale Sphéire um 0 mit Radius ¢
d-dimensionaler Einheitsball

d-dimensionaler Ball um 0 mit Radius e
Borelmengen der reellen Zahlen

Symmetrische Gruppe auf n Symbolen

Radonmafle auf dem Raum 2 .

PunktmaBe auf dem Raum 2.

Raum aller stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 7]
Raum aller cadlag-Funktion auf dem Intervall [0, T
Raum aller caglad-Funktion auf dem Intervall [0, T
lineare Gruppe auf dem R¢

generalisierte lineare Gruppe auf dem R?

offenes Intervall von a bis b

abgeschlossenes Intervall von a bis b

Menge bestehend aus den Elementen a und b
untere Gauflklammer

obere Gaulklammer

Betrag
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lim sup,, o ZTn

19

~
»

Skalarprodukt auf dem R?

mit dem Skalarprodukt < -,- > assoziierte Norm

Supremum der Menge A
Infimum der Menge A

Limes Superior der Folge (2 )nen
Limes Inferior der Folge (2 )nen
Limes der Folge (zy,)nen

Menge der Unstetigkeitsstellen der Funktion f

Konvergenz in Verteilung

schwache Konvergenz

f.s. Konvergenz

Gleichheit in Verteilung
fast sichere Gleichheit

Summenzeichen

Produktzeichen

Riemann-Integral der Funktion f

Riemann-Stieltjes-Integral der Funktion f bzgl. der Funktion F'

natiirlicher Logarithmus

Vorzeichenfunktion der reellen Zahl z

max(f,0)
min( f,0)

Zerlegung in Positiv- und Negativteil

Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1]
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