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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird durch die Einfiihrung von lokalen Einschluf3-
zeiten eine genauere Untersuchung eines geziindeten Fusionsplasmas vorgestellt,
als es bisher mit globalen Einschlufizeiten moéglich war. Die Grundlage zur De-
finition dieser lokalen Groflen bildet das Vorhandensein eines Dichte- und eines
Temperaturprofils. Mit Hilfe von Bilanzgleichungen und einem eindimensionalen
Plasmamodell wird die lokale Teilcheneinschlufizeit 7,(r) und die lokale Ener-
gieeinschlufizeit 7 (r) fiir ein Fusionsplasma im Gleichgewichtszustand definiert.
Zusétzlich wird fiir dieses Modell die Berechnung von Brennkurven vorgestellt,
die ebenfalls um eine rdumliche Komponente ergénzt wird.

Ein Kapitel beschéftigt sich nur mit dem Plasmazentrum und leitet dort die Zu-
sammenhénge zwischen der Temperatur, der Konzentration fiir die a-Teilchen
und dem Verhiltnis der Einschluzeiten ab. AnschlieBend werden die Eigenschaf-
ten der zu erwartenden Profilverldufe von 7,(r) und 7i(r) in Abhéngigkeit der
Dichte- und Temperaturprofile bestimmt. Fiir den aus technischer Sicht interes-
santen Bereich sind hieraus steigende Verldufe zu erwarten.

Ein wesentlicher Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Untersuchung des Einflufles
der Einschluflzeitprofile auf die Verldufe der Dichte und der Temperatur. Hierzu
wird ein Verfahren hergeleitet, mit dem aus vorgegebenen 7,(r) und 7(r) das zu-
gehorige Dichte- und Temperaturprofil berechnet werden kann. Dabei stellt sich
heraus, daf§ die Konzentration der a-Teilchen nicht beliebig vorgegeben werden
kann, sondern durch 7,(r) und 7 () fest vorbestimmt ist. Die Beispielrechnungen
hierzu haben gezeigt, dafl die beiden Einschluflzeitprofile einen dhnlichen Verlauf
aufweisen miissen, damit die Dichte und die Temperatur physikalisch sinnvolle
Verldaufe haben. Dariiber hinaus ist festzustellen, daf3 die Dichte- und Tempera-
turverldufe sehr sensitiv von den vorgegebenen Einschlufizeitprofilen abhéangen.
Ein weiterer Schwerpunkt ist die Untersuchung von Brennkurvendiagrammen zu
verschiedenen Dichte- und Temperaturprofilen. Diese werden fiir unterschiedliche
Brennbereiche miteinander verglichen. Dabei 148t sich bei einzelnen Brenngleich-
gewichten zum Teil ein sehr unterschiedliches Verhalten beobachten, das sich in
den Verldufen der EinschluBzeitprofile widerspiegelt. Die grofiten Auffilligkeiten
treten bei niedrigen Temperaturen und hohen Konzentrationen der a-Teilchen
auf. Bei der Untersuchung von Brennkurven kann das Phénomen auftreten, dafl
diese in bestimmten Brennbereichen aufbrechen. Die Ursache hierfiir liegt in ei-
nem so ungiinstigen Verlauf der Dichte und der Temperatur, dafl nur bei Mitte-
lung {iber einen hinreichend grofien Bereich des Plasmas ein Gleichgewicht exi-
stiert.
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Kapitel 1
Einleitung

Der kontrollierten Kernfusion kann fiir die zukiinftige weltweite Energieversor-
gung eine tragende Rolle zukommen. Es gibt dabei unterschiedliche Konzepte,
wie die Gewinnung von Energie aus der Verschmelzung von Atomkernen realisiert
werden kann. In Europa wird vornehmlich an dem magnetischen Einschluf§ eines
heilen Plasmas, der in einem Tokamak oder einem Stellarator verwirklicht
wird, gearbeitet. Hierbei treten eine Vielzahl von Schwierigkeiten auf, die
sowohl technisch bedingt sind als auch auf physikalischen Verstdndnisproblemen
beruhen [1, 2, 3, 4, 5].

Eines der ungelosten Probleme ist der Transport sowohl der Teilchen als
auch der Energie in einem Fusionsplasma. Man versucht diesem beizukommen,
indem man Einschlulzeiten definiert, mit denen diese Prozesse beschrieben
werden konnen. Man benutzt dabei eine sehr pauschale Beschreibung dieser
Transportprozesse und erfafit diese durch globale Einschlufizeiten. Details der
Vorgédnge, die sich im Inneren des Plasmas abspielen, werden hierbei nicht
beschrieben. Im Hinblick auf Fusionsreaktoren sind in den letzten Jahren
Skalierungsgesetze fiir die globale Energieeinschlulzeit entwickelt worden, die
diese in Verbindung mit den wichtigsten Plasmaparametern setzen. Hierbei
werden Parameter wie Stromstéirke, Magnetfeld, Radius (kleiner und grofer
Torusradius), mittlere Dichte, mittlere Temperatur usw. verwendet. Mit Hilfe
dieser Skalierungsgesetze, die auf den Daten einer Vielzahl von Experimenten
beruhen, extrapoliert man in den Bereich eines moglichen Fusionsreaktors, so
wie es zum Beispiel beim ITER-Projekt praktiziert wird [6].

In diese Skalierungsgesetze gehen keine inneren Struktureigenschaften des
Plasmas ein, sondern es wird nur mit gemittelten Groflen gearbeitet. Es
ist bekannt, dafl zum Beispiel die Dichte und die Temperatur extreme Un-
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terschiede zwischen dem Zentrum und dem Rand des Plasmas aufweisen.
Fir das Fusionsplasma konnen diese Unterschiede erhebliche Auswirkungen
haben. Die unterschiedliche Struktur ist sowohl durch den Versuchsaufbau
und die damit verbundenen EinschluBbedingungen als auch durch &uflere
gezielte Eingriffe bedingt. Diese Eingriffe koénnen zum Beispiel durch eine
zusétzliche Autheizung des Plasmas oder die Zufuhr der Brennstoffe erfolgen,
die auf einen bestimmten Teilbereich des Plasmas beschriankt werden [7, 8, 9, 10].

In dieser Arbeit soll iiber das Konzept der globalen EinschluBzeiten hin-
ausgegangen werden, indem in Anlehnung an diese lokale FEinschlufizeiten
definiert werden. Die Grundlage dieser Definition bildet das Vorhandensein
eines Dichte- und eines Temperaturprofils, aus denen wir fiir die lokalen Ein-
schluBizeiten ebenfalls Profilverlaufe erhalten. Ein Schwerpunkt dieser Arbeit
ist die Untersuchung der Zusammenhénge zwischen den Verldufen der lokalen
Einschlufizeiten und denen der Dichte und der Temperatur. Wir beschranken
uns dabei nicht nur auf die Beschreibung der Abhéngigkeit der lokalen Ein-
schluBzeiten von den Dichte- und Temperaturprofilen, die aus den Definitionen
wesentlich einfacher abzuleiten sind, sondern untersuchen umgekehrt auch den
Einflufl der EinschluBlzeitprofile auf die Verldufe der Dichte und der Temperatur.
Hierzu wird ein Verfahren zur Bestimmung der Dichte- und Temperaturprofile
aus vorgegebenen Einschlufizeitverlaufen vorgestellt. Es wird sich dabei heraus-
stellen, dafl das Dichte- und das Temperaturprofil wesentlich sensitiver von den
Einschluflzeitprofilen abhéngen, als es umgekehrt der Fall ist.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Untersuchung von Brennkur-
ven. Bei der Plasmabeschreibung mit globalen FEinschlufizeiten spielt der
Quotient p der beiden Einschlufizeiten eine wesentliche Rolle, und die Bedingung
p = const wird als eine Art Transportskalierung benutzt. Durch die Vorgabe von
p kann daraus eine Brennkurve in der n, 75 T', T-Ebene berechnet werden. Bei der
Beschreibung mit lokalen Einschlufizeiten wird dieser Quotient zu einer Funktion
p(r). Aus diesem Grund wird zu einem festen Radius rq die Transportskalierung
p(ro) = const gesetzt. Einem gegebenem Plasma entspricht in der Brennebene
dann nicht mehr ein einziger Brennpunkt, sondern eine Brennlinie, und wir
erhalten zu jedem Radius eine Brennkurve. Jeder Brennlinie ist ein Profil der
Dichte, der Temperatur und der beiden Einschlufizeiten zugeordnet. Diese
Profile kénnen in verschiedenen Bereichen der Brennebene sehr unterschiedlich
sein. Das kann sogar soweit gehen, dafl die Brennkurven in manchen Bereichen
aufbrechen.



Kapitel 2
Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden wir die Grundlagen fiir das in dieser Arbeit behan-
delte Modell eines geziindeten Fusionsplasmas zusammenstellen. Dabei werden
wir die Fluidbeschreibung des Plasmas zugrunde legen, und die daraus resul-
tierenden Bilanzgleichungen iiber Teilvolumina mitteln, die vom Plasmazentrum
r = 0 bis zum Radius r reichen. Die auf diese Art gebildeten Mittelwerte be-
zeichnen wir als lokale Mittelmafle. Im weiteren Verlauf stellen wir, in Analogie
zu nulldimensionalen Modellen, die Berechnung von Brenngleichgewichten und
Brennkurvendiagrammen fiir dieses Modell vor.

2.1 Grundlagen des Plasmamodells

Wir legen in dieser Arbeit ein Plasmamodell zugrunde, bei dem die Fléichen
n = const und T = const einen Satz geschachtelter Tori bilden, das heifit n = n(r)
und 7' = T(r). Als weitere Vereinfachung verwenden wir einen topologischen
Torus (periodischer Zylinder). Unter diesen Voraussetzungen reduziert sich die
Mittelung einer Grofle A(r) vom Plasmazentrum bis zum Radius r auf

2 T
(A(r)) == —2/ A(r'yr dr! fir O0<r<a, (2.1)

™ Jo
wobei a den kleinen Torusradius angibt. Das so definierte Mittelmafl hangt nur
noch vom Radius r ab. An der Definition (2.1) stért noch, da diese fiir r = 0
nicht definiert ist. Um auch fiir diesen Punkt den Mittelwert definieren zu konnen,

bilden wir den Grenzwert r — 0 und erhalten fiir diesen mit

(A(0)) = lim = /0 A0y dr = tim AT 40

r—0 12 2

den Funktionswert von A an der Stelle null. In der Gleichung wurde das Integral
durch die Trapez-Regel angenéhert und anschliefend der Grenzwert gebildet. Die

3
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hier beschriebene Mittelung soll als Grundlage zur Definition eines eindimensio-
nalen Modells dienen, das in den n#chsten Abschnitten weiter entwickelt wer-
den soll. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir fiir den kleinen Torusradius
a = 1m setzen.

2.2 Definition lokaler Einschluf3zeiten

Nachdem im letzten Abschnitt die Teilvolumenmittelung vorgestellt wurde, durch
die wir eine eindimensionale Beschreibung von Plasmagrofien erhalten, leiten wir
jetzt die GroBen her, die in dieser Arbeit untersucht werden sollen. Ausgangs-
punkt dafiir sind Bilanzgleichungen, die wir aus der Fluidbeschreibung des Plas-
mas erhalten, wie sie in den géngigen Lehrbiichern vorgestellt wird [11, 12, 13, 14].

2.2.1 Definition der Teilcheneinschlufizeit

Die Teilchenbilanzgleichungen der Fluidbeschreibung haben fiir die verschiedenen
Plasmakomponenten j die Form

871j('f’2 t)

DS VL) =7, =1 N, (2.2)

wobei T;(7,t) = n;(7,t) 0;(7, t) die Teilchenstromdichte bezeichnet, und Q;(F,t)
fiir simtliche Teilchenquellen und -senken einschlieSlich der Umsétze bei den
Fusionsreaktionen steht. Als Plasmakomponenten werden explizit nur die vor-
handenen Ionen beriicksichtigt und nicht die Elektronen, die wir nicht extra
behandeln, da wir die Quasineutralitdtsbedingung voraussetzen. Durch Mitte-
lung der Gleichung (2.2), so wie es in 2.1 beschrieben ist, erhalten wir mit
Fj(rv t) = TLj(T‘, t) Uj (Tv t)

d T T
%/ n;(r' t)r' dr’ +rT;(rt) = / Q;(r' t)r dr'. (2.3)
0 0

Da der Teilchenstrom nur unzureichend beschrieben werden kann, wird die Grofie
der Teilcheneinschluf$zeit eingefiihrt. Diese ist durch das Verhéltnis der mittleren
Teilchendichte zum mittleren Teilchenabflufl definiert. Man kann sie auch als die
durchschnittliche Verweildauer eines Teilchens im Plasma interpretieren. Ersetzen
wir den Teilchenstrom durch Gleichung (2.3), so lautet die Definition fiir die
Teilcheneinschlufzeit

for ni(r',t)r dr’

B fOTQj(r’,t)r’dT’—i rn(r’,t)r’dr"

dt Jo 7

Tp (1, 1)
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Als weitere Vereinfachung setzen wir voraus, dafl sich das Plasma im Gleichge-
wichtszustand befindet. Alle Groflen sind demnach nicht explizit zeitabhéngig,
insbesondere entfillt der Term mit der Zeitableitung. Die Gleichung reduziert
sich somit auf

Jo (') " dr’!

Tp (r) = for Q;(r') r' dr’ :

Die von uns in dieser Arbeit untersuchten Fusionsplasmen bestehen aus drei ver-

schiedenen Teilchensorten. Zuerst betrachten wir den Brennstoff, der aus Deute-
rium und Tritium besteht. Die Stoffmengen beider Sorten sollen gleich sein, das
heif3t, wir gehen von einem 50:50 Brennstoffgemisch aus. Fassen wir diese beiden
Mengen zu einer Ionendichte ny(r) zusammen, so gilt
ni(r)

5
Die Verluste der Brennstoffe treten durch die Umsetzung bei der Fusion und

np(r) =ny(r) =

durch Diffusion auf. Wir gehen davon aus, dafl diese Verluste durch die kontinu-
ierliche Zufuhr neuer Brennstoffe, z.B. durch Pelletinjektion, kompensiert werden.

Als dritte Teilchensorte betrachten wir die «-Teilchen. Diese entstehen bei
den Fusionsprozessen und werden als Heliumasche bezeichnet, weil sie an
keiner weiteren nuklearen Reaktion teilnehmen. Der Verlust der Teilchen
entsteht nur durch Diffusion, d.h. die Teilchenbilanz wird nicht durch &uflere
Eingriffe beeinflult, was uns dazu veranlafit, iiber die Bilanz der a-Teilchen die
Teilcheneinschlufzeit zu definieren. Diese lautet

) Jo na(r') r' dr’

0
und wird fiir alle Teilchensorten im Plasma vorausgesetzt. Den Quellterm Q) (7)

= for O dr (2.4)

fiir die a-Teilchen werden wir spéter definieren.

2.2.2 Definition der Energieeinschluf3zeit

Die gleichen Uberlegungen wie fiir die Teilchen werden wir jetzt fiir die Energie
des Plasmas durchfiihren. Aus der Fluidbeschreibung erhalten wir fiir die Ener-
giebilanz die Gleichung

0 E(r,t)

ot

in der @(F, t) die Energiestromdichte und P(7,t) sdmtliche Energiequellen und
-senken beschreibt. E(7,t) = . 3n;(7,t) kg T;(7, t) ist der Ausdruck fiir die Ge-
samtenergiedichte. Wir mitteln auch die Gleichung (2.5) nach der am Anfang be-

+V-Q(F t) = P(F,1), (2.5)

schriebenen Methode und gehen davon aus, daf} sich alle Teilchen im thermischen
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Gleichgewicht befinden. Fiihren wir die Gesamtdichte n (7, 2) 1= >, n; (7, 1) ein,
so erhalten wir aus der Energiebilanzgleichung mit dem Energiestrom J(r,t)

3 d

— —/ Neot (', 1) kg T(r', t) ' dr' +r J(r,t) = / P(r' t)r' dr'.
2 dt 0 0

Analog zum letzten Abschnitt definieren wir die Energieeinschluf$zeit als Verhalt-
nis der Gesamtenergie zum Energiestrom, die dann lautet

% for Neos (7, ) T(r' ) v’ dr’
P(r' t)r' dr' — 43 for Neot (17, 1) T (17, t) v’ dr’

TE(T, t) = fr

0 dt 2

Auch fiir diese Gleichung setzen wir voraus, daf sich das Plasma in einem Gleich-
gewichtszustand befindet und die Zeitabhéingigkeit deshalb entféllt. Die Energie-
einschlulzeit reduziert sich dann auf die Gleichung

% kg for Nt (1) T (") " dr’

m(r) = for P(r")r'dr'

(2.6)

Der Term fiir die Energiequellen und -senken setzt sich aus dem Zugewinn an
Energie aus den Kernreaktionen und aus dem Verlust von Energie durch Strah-
lung zusammen. Wir konnen diesen Term durch P(r) := Pps(r) — Praa(r) defi-

nieren.

2.3 Berechnung von Brenngleichgewichten

In diesem Abschnitt werden wir zuerst die in den Gleichungen (2.4) und (2.6)
noch unbekannten Grofien vorstellen, um am Schlufl die Berechnung von Brenn-
gleichgewichten und deren Darstellung in Brennkurvendiagrammen zu erldutern.

Thermonukleare Reaktionsrate der Deuterium-Tritium-Reaktion

In dieser Arbeit verwenden wir fiir den Reaktionsquerschnitt der Deuterium-
Tritium-Reaktion eine Naherungsformel von Bosch und Hale [15, 16]. Diese lautet

S(T) = ¢, 0(T) % ¢—3E(T) (2.7)

mit den Abkiirzungen

(0= (1555) + 0D = e
T 14T (C3+T (Cs+T C7))
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Abbildung 2.1: Reaktionsquerschnitt der Deuterium-Tritium-Reaktion
(durchgezogene Linie) mit der quadratischen Ndherung im Bereich zwi-
schen 10 und 20keV (gestrichelte Linie).

den Fit-Parametern Ci, ..., Cy7, der Schwerpunktsenergie m, ¢ und dem Gamov-
Parameter Bg = m a Z1 Zs /2 m, c2. Der Verlauf dieser Funktion fiir den Reakti-
onsquerschnitt ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Zusétzlich ist eine quadratische
Néherung eingetragen, die in dem Bereich von 10 bis 20 keV eine gute Approxi-
mation liefert (gestrichelte Linie) [17]. Diese lautet

S(T)~ CrT? mit Cgr=11-10""m?s ! (keV) 2. (2.8)

Der Verlauf der Reaktion ist D + T — 4He (3 517keV) + n (14 069 keV). Das
entstehende Neutron kann das Plasma ungehindert verlassen und nimmt dabei
4/5 der erzeugten Fusionsenergie mit. Das a-Teilchen hingegen verbleibt im Plas-
ma und trégt mit seinem Teil der Energie von E, = 3 517keV zur Aufheizung
bei. Wir gehen davon aus, daf§ das a-Teilchen instantan thermalisiert. Mit der
Formel fiir den Reaktionsquerschnitt sind wir in der Lage, den Quellterm Q,(r)
aus Gleichung 2.4 anzugeben. Dieser lautet

Qa(r) = np(r) n(r) S(T(r)) = i n’(r) S(T(r)) . (2.9)

Der Term fiir den Zugewinn an Energie durch die Kernreaktionen lautet entspre-

chend
Prs(r) = Eynp(r) np(r) S(T'(r)) = % ni(r) S(T(r)) . (2.10)
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Strahlungsverluste

Die Strahlungsverluste, die in einem Fusionsplasma auftreten, setzen sich aus
drei Arten zusammen. Der bedeutendste Verlust dabei entsteht durch Brems-
strahlung, die wir durch

Z2 ¢ Skp T (Z})
PB,i:nenl- i —

247 edAmeh\ wm, T

beschreiben [18]. Mit der Abkiirzung Cp = 4,203 - 1073 Wm ™ (keV)~/2 sowie
der Annahme, dafl der Gamov-Parameter eins ist und die Temperatur in keV
angegeben wird, reduziert sich die Gleichung auf Pg; = Cp nen; Z? VT.

Als zweite Verluststrahlung sei die Synchrotronstrahlung erwéihnt, die durch
die Beschleunigung geladener Teilchen hervorgerufen wird. Da der grofite Teil
der dabei entstehenden Strahlung wieder reabsorbiert wird, ist der Energiever-
lust gegeniiber den Verlusten durch Bremsstrahlung gering und kann daher ver-
nachléssigt werden.

Eine weitere Strahlungsart ist die Linienstrahlung, die hauptséchlich von Ver-
unreinigungen in der kalten Plasmarandschicht entsteht. Auch auf diese Art des
Energieverlustes wollen wir in dieser Arbeit verzichten und behandeln nur Plas-
men ohne Verunreinigungen.

Fiir die Strahlungsverluste, die demnach in Gleichung (2.6) einzusetzen sind, re-
sultiert die Gleichung

Praa(r) = Cene(r) (ni(r) + 4 na(r)) \/T(r), (2.11)

wobei ny(r) die Ionendichte und n,(r) die Dichte der Heliumasche beschreibt.

Brenngleichgewichte und Brennkurven

Aus den bisher abgeleiteten Gleichungen werden wir jetzt die notwendigen For-
meln zur Berechnung der Brenngleichgewichte herleiten. Ausgangspunkt hierfiir
sind die Gleichungen (2.4) und (2.6), die wir zu diesem Zweck zusammenfassen.
Bevor wir aber soweit sind, miissen wir noch einmal auf die unterschiedlichen
Dichten eingehen, die in den Formeln fiir die Einschluflzeiten auftreten. Wir gehen
davon aus, daf fiir alle r die Quasineutralitatsbedingung gilt, es mufl demnach

Ne(r) = ny(r) + 2n4(r) (2.12)

gelten. Wir setzen voraus, daf sich die Dichteprofile der Ionen und der a-Teilchen
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, das heifit, beide weisen den
gleichen Verlauf auf. Das hat zur Folge, dal auch das Dichteprofil der Elektronen
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diesen Verlauf hat und wir schreiben fiir dieses no(r) = i, N(r) mit N = 1. Mit
Hilfe der iiber das gesamte Plasmavolumen gemittelten Groflen ne, n, und np
erhalten wir aus Gleichung (2.12) fiir die Ionendichte

ni(r) = (ne — 204) N(1) . (2.13)
Durch Verwendung dieser Gleichung erhalten wir fiir die Gesamtdichte
Mot (1) = 11(1) + 1o (1) + ne(r) = (27100 — 12g) N(7) . (2.14)

Gehen wir nun bei den a-Teilchen noch zu den auf die Elektronendichte bezogene
Konzentration f, = n,/n, tiber, so erhalten wir fiir die verwendeten Dichteprofile
die folgenden vier Gleichungen

(r) = neN(r),
na(r) = nefa N(1),
(r) = ne(1-2fs)N(r),
Mot (1) = e (2 — fo) N(7). (2.15)

Es ist leicht einzusehen, dafl die moglichen Werte fiir die Konzentration der a-
Teilchen zwischen 0 und 0.5 liegen. In (2.15) sind alle auftretenden Dichteprofile
in Abhéngigkeit des Elektronendichteprofils ausgedriickt. Wir werden deshalb fiir
den Rest der Arbeit das Elektronendichteprofile mit n(r) := nq(r) = n, N(r) be-
zeichnen. Mit den Gleichungen (2.15) fiir die Dichten und den Gleichungen (2.9),
(2.10) und (2.11) fiir die Quell- bzw. Senkenterme der Teilchen- und Energiebi-
lanzen lauten die Gleichungen (2.4) und (2.6) der Einschluzeiten

4fa [1<T>
(1 =2 fa)" Ia(r)

To(r) = (2.16)

und
B 6(2— fa) Is(r)
() = Fo(l—2f)2L(r) — 405 (1 +2 f) Iu(r) (2.17)

Die Abkiirzungen I;(r) mit ¢ = 1, 2, 3, 4 sind durch die Integrale

2 T

ho) = = [ al)rar

L(r) = % OrnQ('r')S(T(r'))r'dr’

L) = 2 Orn(r’)T(r)r’dr’

L) = = [ w26 VT (2.18)

2 Jo
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definiert. Bevor wir zu der Berechnung von Brenngleichgewichten tiibergehen, stel-
len wir die kompaktere Darstellung der Einschlufizeiten

B aly(r) B b I5(r)
() =7 0 und () = Ty e L) ORI (2.19)
vor, in der die Abkiirzungen
N _ 62— /fa) _4Cs(1+2/f)
a:= YA b:= Ei(l—2f 7 ci= Fo(l—2f.) (2.20)

verwendet werden. Diese Schreibweise bietet sich an, wenn die Konzentration der
a-Teilchen bekannt ist. Die Grolen a, b und ¢ hdngen nur von f, ab, und es
148t sich leicht zeigen, dafl sie mit zunehmendem f, grofler werden. Als Konse-
quenz hieraus lét sich festhalten, dafl die Einschlufizeiten mit gréfler werdendem
Anteil der a-Teilchen ebenfalls ansteigen. Eine genauere Untersuchung dieser Zu-
sammenhénge werden wir in Kapitel 4 vornehmen.

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Brenngleichgewichte und der darauf auf-
bauenden Berechnung von Brennkurven [19, 20, 21]. Bei nulldimensionalen Mo-
dellen wird zur Berechnung einer Brennkurve das Verhéltnis der globalen Ein-
schluBzeiten p = 7,/ vorgegeben. Da wir in unserem Modell lokale Einschluf3-
zeiten verwenden, konnen wir fiir diese kein festes Verhéltnis vorgeben. Wir de-
finieren stattdessen das Verhéltnis der EinschluBzeiten durch

p(r) = () _ ali(r) (Ix(r) — cIy(r))
: TE(T) b[g(?“) Ig(’r‘)

(2.21)

als weitere lokale GroBe. Um fiir gegebene Profile n(r) und T'(r) Brenngleichge-
wichte zu berechnen, geben wir uns den Wert p an einer speziellen Stelle ry vor.
Setzen wir diesen Wert und die Definitionen (2.20) in die Gleichung (2.21) ein,
dann erhalten wir durch Ausmultiplizieren die kubische Gleichung

0 = 4I1,(ro)(3 p(ro) Is(ro) + 2 Eo I1(10)) fa
—4(9 p(ro) Ix(ro) Is(ro) + 2 Ey 11 (1) In(ro) + 4 C I1(1o) I4(ro)) fa?
+ (27 p(ro) I2(10) I3(10) + 2 Eo I1(10) Io(10) — 8 Cp I1(10) 14(10)) fa
—6p(ro) Ia(ro) I3(ro) - (2.22)

Aus dieser Gleichung, die wir mit Hilfe der Formeln von Cardano, die in
Anhang A beschrieben sind, 16sen konnen, lassen sich die zu den Brenngleich-
gewichten zugehorigen Konzentrationen der a-Teilchen bestimmen. Mit diesen
fo sind die Brenngleichgewichte zu den vorgegebenen Profilen n(r) und T'(r)
eindeutig bestimmt, und die zugehorigen Verldufe der lokalen Einschlufizeiten
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Abbildung 2.2: Brennkurvendiagramm in der n, 71", T-Ebene fiir kon-
stante Profile n(r) = const und T'(r) = const. Aufgetragen sind die Brenn-
kurven fiir p = 3, 6, 9, 12, 15 und 18 (von auBen nach innen).

lassen sich aus (2.19) berechnen.

Als néchstes ist zu kldren, wie solche Brenngleichgewichte in ein Brenn-
kurvendiagramm iibertragen werden kénnen, in dem das Fusionsprodukt n, 5 T
iiber die Temperatur aufgetragen wird. Sowohl die Temperatur als auch die
Groflen, aus denen das Fusionsprodukt zusammengesetzt ist, sind vom Radius r
abhéngig. Fiir die Dichte und die Temperatur verwenden wir nicht den Funkti-
onswert an der Stelle r, sondern das lokale Mittelmaf bei r (das lokale Mittelma8
der Dichte bezeichnen wir in den Brennkurvendiagrammen mit n, und das lokale
Mittelmafl der Temperatur mit 7). Verbindet man die fiir ein Brenngleichgewicht
zu jedem Radius r erhaltenen Punkte, so erhélt man eine Profil (Brennprofil) in
der Brennebene. Wir werden spéter das Brenngleichgewicht fiir einzelne Radien r
betrachten und verstehen darunter den Punkt des zugehérigen Brennprofils bei r.

Nachdem wir die Berechnung von Brenngleichgewichten zu vorgegebenem
Dichte- und Temperaturprofil vorgestellt haben, gehen wir iiber zur Berechnung
von Brennkurven. In nulldimensionalen Modellen berechnet man hierzu zu fest
vorgegebenem p die Brenngleichgewichte fiir verschiedene Temperaturen und
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tragt diese in der Brennebene auf. Da wir mit Temperaturprofilen arbeiten,
variieren wir den Mittelwert T von 7T(r), indem wir mit einem konstanten
Faktor multiplizieren. Wir kénnen nun fiir unterschiedliche Mittelwerte des
Temperaturprofils und einem vorgegebenem p(rg) die Brenngleichgewichte
berechnen. Um eine Brennkurve zu erhalten, fehlt noch die Angabe eines r,
fiir den die Brennpunkte jedes Brenngleichgewichts aufgetragen werden. Wir
erhalten somit zu vorgegebenen Profilen n(r), T'(r) und p bei rg zu jedem Radius
r eine Brennkurve. Die Brennkurve zum Radius r( ist dadurch ausgezeichnet,
daBl auf ihr p = const ist.

In Abbildung 2.2 ist ein Brennkurvendiagramm fiir konstante Profile auf-
getragen, das dem eines nulldimensionalen Modells entspricht. Fiir dieses
Beispiel ist es egal, fiir welches 7y das Verhéltnis der EinschluBizeiten p(rg)
vorgegeben wird. Auch sind die Brennkurven fiir jeden Radius r gleich, weil alle
Brennprofile aus einem Punkt bestehen. In Kapitel 6 werden wir den Einfluf3
von Profilen auf die Brennkurvendiagramme genauer untersuchen.



Kapitel 3

Untersuchung des
Plasmazentrums

In diesem Abschnitt werden wir unsere Aufmerksamkeit auf das Plasmazentrum
richten. Dabei werden wir uns vornehmlich damit beschéftigen, welche Zusam-
menhénge dort zwischen den Gréflen p, T und f, bestehen. Insbesondere soll
untersucht werden, welche Einschriankungen fiir diese Gréflen gelten.

Zur Berechnung von Brenngleichgewichten ist es notwendig, aus der Glei-
chung (2.22) fiir vorgegebene Profile n(r) und 7'(r) und einem vorgegebenem p
an einer Stelle ry die zugehorigen Konzentrationen f, zu bestimmen. Da wir fiir
ro das Plasmazentrum wéhlen, miissen wir zuerst die Gleichung (2.22) fiir ro =0
bestimmen. Mit Hilfe der Grenzwertbildung aus 2.1 ergibt dies

0 = 4BpTS(T)+2E,S(T)) f.°
—4(9pT S(T)+2E,S(T) +4CsVT) f.?
+(27pT S(T) +2E, S(T) —8Cs VT) £,
—6pT S(T), (3.1)

wobei T" und p die Werte an der Stelle r = 0 angeben. Auffallig ist, dafl diese
Gleichung nicht von der Dichte n(0) im Plasmazentrum abhéngt, weshalb
diese fiir unsere weiteren Uberlegungen in diesem Kapitel keine Rolle spielen
wird. Berticksichtigt man bei der Untersuchung eines Fusionsplasmas keine
Profile und geht von konstanter Dichte und konstanter Temperatur aus, so
erhilt man ebenfalls Gleichung (3.1) zur Bestimmung der Konzentrationen. Die
Untersuchung des Plasmazentrums ist somit dquivalent zu der eines Plasmas mit
konstanten Profilen, n(r) = const und T'(r) = const.

13
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Um die Gleichung (3.1) tibersichtlicher zu machen, definieren wir

E, 4 4Cpg
un e
K 38(T)VT

Beide Werte sind grofler null und lassen sich in einen einfachen Zusam-

ﬁ .

=37 (3.2)

menhang bringen. Dividieren wir sie durcheinander, so erhalten wir v/ =
4CgVT/E,S(T) als das Verhiltnis der abgestrahlten Energie zur Fusionslei-
stung ohne Beriicksichtigung der a-Teilchen. Da wir uns mit Gleichgewichtssy-
stemen ohne Fremdheizung beschéftigen, mufl dieser Wert kleiner als eins sein,
es gilt also 7 < 3. Die Gleichung (3.1) lautet mit diesen Abkiirzungen

0=4(p+20)fa’ —4Bp+208+7) f>+Op+28—-27) fa—2p. (33)

Diese Gleichung wird die Basis unserer weiteren Uberlegungen sein.

3.1 Maximalwert von p in Abhéingigkeit von f,

Als erstes untersuchen wir p und die Konzentration der a-Teilchen. Von der
Berechnung der Brennkurven bei globalen Einschlulzeiten ist bekannt, dafl diese
nicht fiir beliebige Werte p existieren, sondern sich fiir gré8er werdende p immer
enger zusammenziehen, bis es schliefllich keine Brenngleichgewichte mehr gibt
[19]. Auch bei Brennkurven zu lokalen Einschlufizeiten gibt es ein maximales p,
das wir im folgenden berechnen wollen. Wir werden so vorgehen, dafl wir uns
fa vorgeben und das zu dieser Konzentration zugehorige maximale p berechnen.
Hierzu lésen wir die Gleichung (3.3) nach p auf und erhalten

8B —4Q2B+ LA H28 ) fa
pfaT) = A 129 t2

(3.4)

Um fiir fest vorgegebenes f, das Maximum zu bestimmen, leiten wir (3.4) partiell
nach 7" ab und erhalten als Bedingung fiir 7" die Gleichung
4Cg (1+2f,) 25(T)?
CcC = = s
Eo(1=2fa)*  28(T)T32+ S(T)VT

(3.5)

in der ¢ der Definition (2.20) entspricht. Aus dieser Gleichung wird T' zu gege-
benem f, numerisch bestimmt und in p(f,,T) eingesetzt. Der auf diese Weise
erhaltene Verlauf von p in Abhéngigkeit von f, ist in Abbildung 3.1 aufgetragen,
in der zusétzlich der Verlauf der dazugehorigen Temperatur dargestellt ist (ge-
strichelte Linie). Fiir das maximale p lesen wir den Wert py. = 18.13 mit der
dazugehorigen Konzentration f, = 23.42% und der Temperatur 11.11 keV ab. Im



3. Untersuchung des Plasmazentrums 15

20 . . . . . : . 1 40
18 | H 35
16
/130
14 t
i ;125
12 <
a 10 t A\ 120 =
8 {15 F
6 |
1 10
4 A
2L 15
0 1 1 1 1 1 1 1 0
0O 005 01 015 0.2 025 03 035 0.4
fC(

Abbildung 3.1: Maximales p (durchgezogene Linie) im Plasmazentrum
bei vorgegebener Konzentration f, mit der dazugehorigen Temperatur 7'
(gestrichelte Linie).

Plasmazentrum ist das die obere Grenze fiir p, bis zu der noch ein Brenngleich-
gewicht existiert.

Weitere bedeutende Punkte sind die beiden Nullstellen von p(f,). Diese fiithren
zu einer weiteren Restriktion der moglichen Konzentrationen. Bisher haben wir
aus der Quasineutralitdtsbedingung schlieen konnen, dafl f, unterhalb von 50%
liegen mufl. In Abbildung 3.1 ist abzulesen, daf§ die maximal méogliche Konzen-
tration bei 39.68% liegt, das heifit, es existiert eine noch strengere Einschrankung
an f,. Der untere Grenzwert fiir die Konzentration der a-Teilchen von 0% bleibt
bestehen. Geht ndmlich der Anteil der Heliumasche gegen null, so mufl auch de-
ren EinschluBizeit 7, gegen null gehen und somit auch p. Bestimmen lassen sich
diese Wert aus der Gleichung (3.3), indem wir p = 0 einsetzen und nach f,
auflosen. Wir erhalten wieder ein Polynom dritten Grades in f,, deren Wurzeln
gesucht sind. Die Losung f, = 0 kann direkt abgelesen werden, und es bleibt eine
quadratische Gleichung iibrig, deren einzige physikalisch sinnvolle Losung

Ju(T) = % + ﬁ - \/% + <ﬁ) (3.6)
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Abbildung 3.2: Maximales p (durchgezogene Linie) im Plasmazentrum
bei vorgegebener Temperatur 7' mit der dazugehorigen Konzentration f,
(gestrichelte Linie).

ist. Als Bedingung fiir das Maximum dieser Funktion erhalten wir die Gleichung
S(T) —2T S (T) = 0, aus der wir T" = 38.68keV erhalten. Gehen wir noch
einmal auf die Abbildung 3.1 ein, so liegen unterhalb der Funktion p(f,) alle
Paare (f,,p), fiir die Brenngleichgewichte existieren. Betrachtet man daher den
Funktionsverlauf fiir ein festes p (< 18.13), so wird der mogliche f,-Bereich durch
die beiden Punkte auf der Kurve zu diesem p begrenzt.

3.2 Maximalwert von p in Abhingigkeit von T'

Ahnlich wie im letzten Abschnitt, in dem der maximale Wert von p in Abhéngig-
keit von f, bestimmt wurde, werden wir jetzt das maximale p in Abhéngigkeit
von T berechnen. Wir verwenden hierzu erneut die Gleichung (3.4) und maximie-
ren diese zu fest vorgegebenem T'. Fiir festes T ist p(f,) eine gebrochen-rationale
Funktion, von der wir das Maximum numerisch bestimmen. Bei der Berechnung
konnen wir uns auf den Bereich von 0 bis 40% beschranken.

In Abbildung 3.2 ist das maximale p mit der dazugehorigen Konzentration f, zu
vorgegebener Temperatur aufgetragen. Der Verlauf weist das gleiche Maximum
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auf wie der von p(f,) aus dem letzten Abschnitt, aus dem wir das maximale
p, fiir das noch ein Brenngleichgewicht existiert, bestimmt haben. Der Verlauf
von p(T) in Abbildung 3.2 weist bei T' = 3.999keV eine Nullstelle auf, die die
Mindesttemperatur fiir das Plasmazentrum angibt, ab der Brenngleichgewichte
existieren. Nach oben ist die Temperatur nicht beschrankt, es 148t sich aller-
dings das asymptotische Verhalten p — 0 fiir T'— oo feststellen. Wie im letzten
Abschnitt konnen wir aus Abbildung 3.2 den maximalen Temperaturbereich zu
einem festen p bestimmen, der durch die Werte 7', die zu diesem p abgelesen
werden kénnen, begrenzt wird.

3.3 Brennkurven fiir das Plasmazentrum

In diesem Abschnitt werden wir die Brennkurven fiir das Plasmazentrum berech-
nen. Diese konnen durch Vorgabe von p an der Stelle 7y = 0 nach der am Ende
von Abschnitt 2.3 beschriebenen Methode berechnet werden. Zusétzlich stellen
wir eine sehr iibersichtliche Beschreibung der Brennkurven fiir das Plasmazen-
trum vor, die ohne die Formeln von Cardano auskommt. Hierzu bestimmen wir
die Gleichung (2.17) fiir 7 = 0 und erhalten mit n, = n(0) nach n, 7z aufgelost

6(2_fa)T

Ne TR = . 3.7
© T B (1 278(T) ~ 4y (1 + 2 fVT &0
Anschlieflend 16sen wir (3.7) nach f,, auf, wobei wir die Abkiirzungen

A= 4n. 5CsVT und B:=4n.m E,S(T) (3.8)

verwenden und erhalten, da f, < 0.5 sein muf, die einzige physikalisch sinnvolle

1 3T-A BT +2.A)
fa=5-"5 <H\/HW>' (3.9)

Zuletzt driicken wir die Gleichung (3.4) mit den Abkiirzungen (3.8) aus und
erhalten

Losung

1 4B —4(B+2A) f2+(B—4A) f,

— 3.10
6ners T S(T) 4 f P H12£7 =9 fa+2 (3.10)

p(ne TE; T)

Aus den Gleichungen (3.8)-(3.10) lassen sich zu jedem fest vorgegebenem p die
Brennkurven fir das Plasmazentrum bestimmen.

In Abbildung 3.3 sind die Brennkurven fiir das Plasmazentrum zu fest
vorgegebenen Werten p aufgetragen. Die Brennkurven ziehen sich fiir grofier wer-
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Abbildung 3.3: Brennkurvendiagramm in der n. 7 7,7 -Ebene. Darge-
stellt sind die Brennkurven fiir p = 0, 3, 6, 9, 12 und 15 (von auflen nach
innen). Mit 1 ist der Verlauf der Brennpunkte gekennzeichnet, die sich aus
den Wertepaaren (7', f,) aus Abbildung 3.1 mit Hilfe von (3.7) berechnen
lassen. Kurve 2 148t sich analog aus Abbildung 3.2 bestimmen.

dendes p solange immer enger zusammen, bis der in diesem Kapitel berechnete
maximale Wert p {iberschritten ist und keine Kurven mehr existieren. Fiir p =0
ist die Brennkurve offen. Dieses Brennkurvendiagramm ist fiir das Zentrum jedes
Plasmas giiltig, egal welche Profilverliufe verwendet werden. Die mit 1 und 2
bezeichneten Kurven erldautern wir im folgenden Abschnitt.

3.4 Ubertragung der Grenzkurven

in das Brennkurvendiagramm

Wir werden jetzt die in den Abschnitten 3.1 und 3.2 bestimmten Grenzkurven
auf das Brennkurvendiagramm {ibertragen. Aus Abbildung 3.1 lesen wir zu
jedem f, die Temperatur 7', bei der das maximale p angenommen wird, ab.
Fiir jedes Paar (f,,T) bestimmen wir anschlieBend mit Hilfe von Gleichung
(3.7) den Punkt (7', n. e T). Mit dieser Methode iibertragen wir die Grenzkurve
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aus Abschnitt 3.1 in das Brennkurvendiagramm. In Abbildung 3.3 ist diese
Grenzkurve mit 1 gekennzeichnet. Genauso verfahren wir mit der Grenzkurve
aus Abschnitt 3.2, mit dem einzigen Unterschied, dal wir aus Abbildung 3.2 zu
jedem T die zugehorige Konzentration f, ablesen. In Abbildung 3.3 ist diese
Kurve mit 2 markiert. Der zu jedem Paar (T, f,) dazugehorige Wert p gibt die
Brennkurve an, die durch diesen Punkt im Brennkurvendiagramm verlduft.

Die Kurven 1 und 2 schneiden sich in dem Punkt, auf den sich die Brenn-
kurven bei grofler werdendem p zusammenziehen. Es ist der Punkt, fiir den
das maximale p erzielt werden kann. Betrachten wir die Schnittpunkte der
Kurve 1 mit den Brennkurven, so erinnern wir uns daran, dafl diese Kurve als
Abgrenzung der moglichen f,-Werte fiir ein vorgegebenes p angesehen werden
kann. Die Schnittpunkte kennzeichnen demnach die Brenngleichgewichte auf der
Brennkurve, die zu der maximalen und der minimalen Konzentration f, gehoren.
Die minimale Konzentration gehort zum Schnittpunkt auf dem unteren Teil der
Brennkurve und die maximale zum Schnittpunkt auf dem oberen Teil. Ahnlich
verhélt es sich mit den Schnittpunkten der Kurve 2, mit dem Unterschied,
dafl diese das Temperaturintervall begrenzen. Aus diesem Grund liegen die
Schnittpunkte an den Rédndern der Brennkurven.

In Abbildung 3.2 haben wir die einzige Nullstelle T' = 3.999 keV abgelesen und
festgehalten, dal sich p fiir T — oo asymptotisch der T-Achse nédhert. Aus
diesem Grund ist die Brennkurve fiir p = 0 nicht geschlossen, weil keine obere
Schranke fiir die Temperatur existiert.

AbschlieBend betrachten wir die Konzentrationen der «-Teilchen, die in je-
dem Punkt auf der Brennkurve vorliegt, und tragen sie in der f,, T-Ebene auf.
Diese sind in Abbildung 3.4 dargestellt und bilden fiir p # 0 geschlossene Kurven.
Zusétzlich sind wiederum die Grenzverldaufe 1 und 2 aus den Abschnitten 3.1
und 3.2 aufgetragen. Es ist deutlich zu erkennen, dafl Linie 1 die Kurven am
maximalen und am minimalen Wert fiir f, schneidet. Genauso verhélt es sich mit
der Linie 2, die die Kurven an der maximalen und der minimalen Temperatur
schneidet. Vergleicht man die Linien 1 und 2 in den Abbildungen 3.3 und 3.4,
dann wird noch einmal deutlich, dafl das kleinere Fusionsprodukt n.7mg 1T zu
einer festen Temperatur 7' bei dem kleineren Wert f, liegt. Wir gehen noch
einmal speziell auf die Kurve fiir p = 0 ein. Die offene Kurve in Abbildung 3.4
stellt nicht die f, Werte fiir die offene Kurve in Abbildung 3.3 dar. Bei der
Bestimmung der f, fiir p = 0 haben wir in Abschnitt 3.1 zwei mogliche Losungen
erhalten. Eine davon ist f, = 0, durch die die offene Kurve in Abbildung
3.3 bestimmt wird. Die zweite Losung ist in (3.6) angegeben und ist die, die
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Abbildung 3.4: In der f,, , T-Ebene sind die Verldaufe der Konzentrationen
fa fir p=0,3,6,9,12 und 15 (von auBen nach innen) dargestellt. Mit 1 ist
der Zusammenhang f,(7") aus Abbildung 3.1 und mit 2 der aus Abbildung
3.2 gekennzeichnet.

in Abbildung 3.4 aufgetragen ist. Letztere ist dadurch gekennzeichnet, daf
die Energieeinschluzeit unendlich wird, so dafl kein endliches Fusionsprodukt
existiert.



Kapitel 4

Merkmale der
Einschluf3zeitprofile

In diesem Kapitel werden wir charakteristische Verlaufe der lokalen Einschluf-
zeitprofile 7, (r) und 7 (r) erarbeiten. Dabei beschrénken wir uns auf den Bereich,
der fiir die technische Realisierung eines Fusionsplasmas in Frage kommt. Dieser
liegt im Temperaturintervall von 10-20 keV und bei einer Konzentration der a-
Teilchen von bis zu 5%. Ein Ziel ist es, die Wertebereiche der in dieser Arbeit neu
definierten Groflen zu bestimmen, auf denen wir im weiteren Verlauf aufbauen
werden.

4.1 Konstante Einschluf3zeiten

Bevor wir auf die Eigenschaften der Einschluzeitprofile eingehen, iiberlegen wir
uns, ob eine solche Untersuchung iiberhaupt notwendig ist. Sollte sich heraus-
stellen, dafl die lokalen Einschlufizeiten mit der globalen Einschlufizeit nahezu
iibereinstimmen, dann wire deren Einfiihrung abundant. Um diesen Sachverhalt
zu untersuchen, setzen wir die lokalen EinschluBzeiten als konstant voraus, und
leiten hieraus Konsequenzen fiir die Profilverlaufe der Teilchendichte und der
Temperatur ab.

Sei 7,(1) := 7, = const. Dann erhalten wir aus Gleichung (2.19a) fiir die Teil-
cheneinschluflzeit

T C’R/ n?(r') T?(r") v dr' = a/ n(r')r' dr'.
0 0

Fiir den Reaktionsquerschnitt haben wir die Ndherungsformel (2.8) eingesetzt. Da
diese Gleichung fiir alle r erfiillt sein muf}, konnen wir diese nach r differenzieren

21
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und erhalten nach n(r) aufgelost die Beziehung

a 1 1
7 Cr T%(r)  T?(r)

n(r) =

Man erkennt hieran, dafl die Profile gegenldufig sein miissen in dem Sinn, daf}
wenn das eine steigend ist, mufl das andere abfallend sein, damit die Teilchen-
einschluflzeit konstant ist. Da aus Messungen bekannt ist, daf§ sowohl die Dichte
als auch die Temperatur zum Rand abnehmen, widerspricht dies der oben aufge-
stellten Annahme, daf8 7,,(r) konstant sein soll.

Den gleichen Schlufl kénnen wir fiir die Energieeinschlulzeit ziehen. Setzen wir
Te(r) := Tr = const, so erhalten wir aus (2.19b)

T (CR /0 W) T2 o' d’ — /0 ()T dr') —b /O () T() i,

Wir differenzieren wiederum nach r und erhalten nach n(r) aufgelost
b T(r) T(r)
e CrT?(r) — c/T(r) C’RTQ( ) —eJT(r)

Aus dieser Bedingung 148t sich nicht direkt schliefen, dai n(r) und T(r)
gegenlaufig sein miissen. Dies wird jedoch durch eine weitere Differentiation

nach r deutlich. Aus den obigen Uberlegungen kénnen wir schlieflen, daf die
Einschlufizeiten Profilstrukturen aufweisen, deren Verlaufe es im weiteren Verlauf
der Arbeit zu untersuchen gilt.

Fiir p = const kénnen wir solche allgemeinen Uberlegungen nicht durchfiihren,
da in Gleichung (2.21) Produkte von Integralen auftreten. Diese Integrale lassen
sich durch Differentiation von (2.21) nicht vollstédndig beseitigen. Es soll jedoch
auf einen Spezialfall hingewiesen werden. Fiir den Fall, dafl ein konstantes
Temperaturprofil T(r) := Ty = const vorliegt, lautet die Gleichung fiir p(r)

(fo S(Ty) r' dr' — cfo \/TOTd'r’)fO "' dr!
bfo n2(r') S(Tp) r d'r’ fo ') Tor' dr’ '

p(r) =

Es ist offensichtlich, daf} sich die Integrale herauskiirzen lassen, so daf sich die
Gleichung auf
o) = a (S(Ty) — cVT)
b S(TQ) TQ

reduziert. Fiir ein konstantes Temperaturprofil ist p(r) konstant und unabhéngig

vom Teilchenprofil. Die Umkehrung, dafl aus einem konstanten p-Verlauf auch ein
konstantes Temperaturprofil folgt, 148t sich hier nicht zeigen. Wie wir in Kapitel 5
sehen werden, gilt sie aber ebenfalls.
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4.2 Entwicklung um das Plasmazentrum

Um einen Uberblick iiber das Verhalten der lokalen EinschluBzeiten 7,(r) und
mr(r) zu erhalten, werden wir diese in eine Taylor-Reihe um das Plasmazentrum
entwickeln. Wir werden uns weiterhin auf den Temperaturbereich von 10-20 keV
beschrinken und die Naherungsformel fiir den Reaktionsquerschnitt verwenden.
Das Dichteprofil n(r) und das Temperaturprofil 7'(r) geben wir uns als Potenz-
reihe vor. Unter der Annahme, dafl sie bei » = 0 keine Spitze haben, sind sie
durch

n(r) = ng + nyr’ und  T(r) =Ty + Tyr? (4.1)

gegeben. Fiir die Darstellung der EinschluBzeiten, wie sie in (2.16)-(2.17) angege-
ben sind, benétigen wir die in (2.18) aufgelisteten Funktionen [;(r). Wir setzen
die Gleichungen (4.1) hierin ein, wobei wir in I,(r) fiir die Wurzelfunktion die
Taylor-Entwicklung verwenden. Wir brechen nach dem quadratischen Term ab
und erhalten die Ndherungen
2 (" 1
L(r) = = [ n(@)r'dr =ne+ 5 "2 r?

r? Jo

2 T
L(r) = T_QCR/ HQ(T/)TZ(T,)TdT/ ~ CR”(%TOQJFCRTLOTO (n2T0+n0T2)r2
0

2 [ 1
[3(T) = T_Q n(TI)T<TI)TIdTI%n0T0+§(n2T0+n0T2)T2
0
2 [ T + 4ny T
[4(7’) = — HQ(T/)\/T TdT Nno\/T()—l- OnO 2_'_ 2 07’2

2 Jo 4\/T0

4.2.1 Einschluf3zeiten durch n(r) und T'(r) ausgedriickt

Nachdem wir diese vier Ausdriicke in die Gleichungen der Einschluflzeiten einge-
setzt haben, entwickeln wir diese um r = 0 und erhalten die gesuchten Reihen
fir 7,(r) und m(r).

Fiir die Teilcheneinschlulzeit lautet die Entwicklung bis zur zweiten Ordnung

a 1 Ty TQ + 2710 T2 2
P E— — r .
CR un T02 2710 TO

T (1) &~ (4.2)
Unter der Voraussetzung, dafl Dichte- und Temperaturprofil fallend sind, miissen
die GrofBlen ny und 75 negativ sein. Dann 1a8it sich aus Gleichung (4.2) schlielen,
daf 7,(r) vom Plasmazentrum aus ansteigen mu$.

Fiir die Energieeinschlufizeit erhalten wir die Entwicklung

2
e (r) ~ bTy (1 - ( CR 119 35, “m)) 7»2) . (4.3)
o (CR T02 —C TQ) 2 Mo 4T0 (CR T02 —C TQ)
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Auch in diesem Fall 148t sich eine Aussage iiber den anfinglichen Verlauf der
EinschluBzeit machen. Da Cr T¢ — ¢ /Ty > 0 gelten muf} (ansonsten wire 735(0)
negativ), steigt die Energieeinschlufizeit ebenfalls nach auflen an.

Als letztes wollen wir die Entwicklung von p(r) untersuchen. Diese lautet

(r) ~ a (T} — cv/Ty/CR) B a(2T¢ —5¢/Ty/Cr) Ty 2
P T3 ALY '
In diesem Fall 148t sich keine eindeutige Aussage iiber den Verlauf von p(r) ma-

chen. Entscheidend hierfiir ist das Vorzeichen des Ausdrucks 27§ — 5 ¢ +/Ty/CR,
welches von T und f, abhingt. Aus diesem Grund werden wir fiir den zugrunde

(4.4)

gelegten Temperaturbereich eine Fallunterscheidung vornehmen. Bei Ty = 10 keV
ist die Konzentration der a-Teilchen, bei der der Ausdruck das Vorzeichen wech-
selt, 22.18%, fiir Ty = 20 keV liegt die Konzentration bei 32.33%. Ein Vorzeichen-
wechsel dieses Ausdrucks findet demnach nur bei sehr groflen f,, statt, so dafl wir
fiir den Bereich kleiner Konzentrationen festhalten konnen, dafi der Wert dieses
Terms positiv ist. Es ergibt sich schliellich ebenso wie bei den Einschlufizeiten
das Bild, daf das p-Profil ebenfalls vom Zentrum aus ansteigt.

Es féllt an der Entwicklung von p(r) auf, daf sie nicht von den Koeffizienten
no und ny abhingt. Das erweckt den Anschein, als ob p(r) unabhéngig von der
Dichte n(r) sei. Dies bestétigt sich nicht, was der Term vierter Ordnung

a (3n0T2 — N9 TQ)(T02 - 40\/,170/0}{) T2 7"4
zeigt. Es wird deutlich, dal das p-Profil starker vom Temperaturprofil als vom

Dichteprofil beeinflut wird.
In den Entwicklungen von 7,(7), 7e(r) und p(r) treten keine linearen Terme auf.

Schliefit man spitze Dichte- und Temperaturprofile aus, so iibertréagt sich das
auch auf die Einschlufzeitprofile und p.

4.2.2 n(r) und 7T'(r) durch Einschlufizeiten ausgedriickt

Im letzten Abschnitt haben wir die Einschlufizeitprofile durch eine Reihenent-
wicklung ausgedriickt, deren Koeffizienten durch die des Dichte- und Tempera-
turprofils ausgedriickt sind. Wir werden jetzt den umgekehrten Weg gehen und
eine Entwicklung fiir n(r) und 7'(r) in Abhéngigkeit von den Entwicklungsko-
effizienten der Einschluflzeiten herleiten. Diese Aufgabe ist etwas schwieriger,
weil uns keine expliziten Bestimmungsgleichungen n = n(7,(r), 7s(r),r) und
T = T(rp(r), 7e(r),r) vorliegen. Wir werden deshalb so vorgehen, dafl wir uns
die Einschlufzeitprofile durch die endlichen Potenzreihen

2

(1) = Tpg + Tpo T und m5(r) = Teo + TEa 77 (4.5)
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vorgeben. Durch Koeffizientenvergleich mit den Entwicklungen (4.2) und (4.3) des
letzten Abschnitts erhalten wir Bestimmungsgleichungen fiir die Gréen ng, no, T
und 75 aus (4.1).

Vergleich der niedrigsten Ordnung

Wir betrachten zuerst die beiden Gleichungen, die sich aus dem Vergleich der
konstanten Terme ergeben. Diese lauten

a d bTO
un T = .
E0 Un (CR T02 — C To)

T

R — 4.6
PO CR o T02 ( )

Dividieren wir diese durcheinander, so kiirzt sich ng heraus, und mit der
Abkiirzung pg := 7p,/7go erhalten wir

_aTg — VT /Cr
=5 3 '

(4.7)

Wir werden jetzt untersuchen, unter welchen Voraussetzungen diese Gleichung
physikalisch brauchbare Losungen fiir Ty liefert. Dazu fithren wir eine weitere
Abkiirzung A := a/(bpo) ein. Mit der Substitution z := /Tj erhalten wir die
Gleichung

2> —Aad = —-\¢/Ckg. (4.8)

Fiir dieses Polynom 5.Grades gibt es keine allgemeinen Losungsformeln, jedoch
148t es sich wegen seiner einfachen Beschaffenheit leicht diskutieren. Hierzu be-
trachten wir erst einmal nur die linke Seite der Gleichung (4.8). Es 148t sich sehr
leicht zeigen, daB dieses Polynom die drei Nullstellen 0 und + v/, die zwei Ex-

trema =+ \/gj sowie einen Sattelpunkt im Ursprung hat.

In Abbildung 4.1 ist der Verlauf des Polynoms fiir A = 1 aufgetragen. Ebenfalls
eingetragen sind verschiedene —A\ ¢/Cg, deren Schnittpunkte mit der Funktion
die von uns gesuchten Losungen der Gleichung (4.8) sind. Es ist offensichtlich,
daB es mindestens eine und maximal drei Losungen gibt. Da A ¢/Cg grofier null ist
und x bzw. /T, positiv sein muf, liegen die uns interessierenden Schnittpunkte
im IV.Quadranten des Koordinatensystems. Hier ist die Existenz einer Losung
nicht immer gewéhrleistet. Als Bedingung fiir die Existenz einer Losung kann der
Grenzfall ¢; /Cr betrachtet werden, bei dem es nur einen Schnittpunkt gibt. Der
Zusammenhang zwischen den Groflen py und f, fiir diesen Punkt wird durch die

Gleichung (4.8) fiir # = {/2X bzw. die Gleichung

108C2\ " a
- a4 4.
po <3125c2) b (4.9)




26 4. Merkmale der Finschlufzeitprofile

03 T T T T T

0.2 r

0.1r .

il

-C, /1 C /

0.1 2 R

/ -c; /1 CR

-0.2 1
-Co/ CR

_03 1 1 1 1 1

Abbildung 4.1: Dargestellt sind die beiden Seiten der Gleichung (4.8)
fiir A = 1 und unterschiedliche Werte ¢; fiir ¢. Die Schnittpunkte der ge-
strichelten Linien mit der durchgezogenen Kurve sind die Losungen der
Gleichung.

ausgedriickt, a, b und ¢ sind Funktionen von f,, die in (2.20) angegeben sind. Die
hierdurch aus (4.9) folgende Funktion pgy(f,) ist in Abbildung 4.2 aufgetragen.
Fiir die Wertepaare ( f,, po) unterhalb dieser Kurve existieren zwei Schnittpunkte
und oberhalb keine. Die Kurve in Abbildung 4.2 stellt den gleichen Zusammen-
hang wie die in Abbildung 3.1 dar, nur daf§ in 4.2 die Naherungsformel fiir den
Reaktionsquerschnitt verwendet wurde.

In Abbildung 4.2 sind neben der Grenzkurve (4.9) zusétzlich zwei typische
Kurven py(f,) aufgetragen, und zwar die, die zu Ty = 10keV und zu Ty = 20 keV
gehoren. po(f,) ist durch Gleichung (4.7) gegeben, in der wir fiir Ty die jeweilige
Temperatur einsetzen und a, b und ¢ als Funktionen von f, auffassen. Die
Beriihrpunkte dieser beiden Verldufe mit der Grenzkurve kennzeichnen die
Punkte, fiir die die Gleichung (4.7) nur eine Losung hat. In den Bereichen 1 und
3 liegen die uns interessierenden Paare (f.,po), durch die eine Losung mit Tj
aus dem Intervall 10-20 keV hindurchgeht, in Bereich 2 gehen zwei Losungen mit
Ty zwischen 10 und 20 keV hindurch.

Nachdem wir die Losbarkeit der Gleichung (4.7) ausfiihrlich diskutiert ha-
ben, werden wir eine weitere Einschrinkung vornehmen. Wir wollen jetzt nicht
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Abbildung 4.2: Maximales py im Plasmazentrum (Gleichung (4.9)).
Zusétzlich ist (4.7) fir Ty = 10keV und Ty = 20 keV aufgetragen.

mehr jeden beliebigen Wert von f, zulassen, sondern uns auf den Bereich bis
5% konzentrieren. Betrachten wir unter diesem Gesichtspunkt die Grofien a, b
und ¢, so konnen wir diese in erster Néherung durch a ~ 4 f,, b ~ 12/FE, und
¢ = 4Cg/E, beschreiben. Setzen wir diese Ndherungen in Gleichung (4.7) ein,
so erhalten wir den einfachen Zusammenhang

~ faEaT(?_4CBm/CR ~ Ea
~ 3 T3 T 3T,

po fa (4.10)

Im letzten Schritt haben wir die Tatsache ausgenutzt, dal T, > 10keV und
4Cy/E, Cr ~ 2.7 (keV)®/2) ist. Wir erhalten somit fiir kleine f, einen linearen
Zusammenhang zwischen py und f,,, der in Abbildung 4.2 gut zu erkennen ist.
Aus (4.10) erhalten wir eine Néherungslosung fiir 7p, die wir in (4.6a) einsetzen
konnen. Ersetzen wir in dieser Gleichung wiederum das a, so erhalten wie fiir ng
und 7Ty die Approximationen
~ Eq fa TR0

36
To~ ——— und o Teo

~——-9 (4.11)
3 Tpg Cr E2 faTE(Q)

Diese beiden Gleichungen beschreiben, wie die Temperatur und die Dichte
néherungsweise von den Einschlufizeiten und der Konzentration f, abhéngen.

Bevor wir uns in der Entwicklung der n#chst hoheren Ordnung zuwenden,
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1% 3% 5%

To/keV | Tpo/s | Teo/S | Po | Too/S | TEO/S | Po | Too/S | TEO/S | Po
10 3.79 | 3.54|1.07|12.35| 3.85|3.20 2245 | 4.23 | 5.31
15 1.68 | 2.25(0.75 | 549 | 244 |225| 998 | 2.66 | 3.75
20 095 1.66 | 057 | 3.09| 1.79|1.72| 561 | 1.95]| 2.88

Tabelle 4.1: Wertetabelle fiir die Einschluizeiten 7,, und 75, im Tempe-
raturintervall von 10-20keV, bei der Dichte 10**’m~2 und einer maximalen
Konzentration der a-Teilchen von 5%.

wollen wir auf den Wertebereich der Einschlulzeiten eingehen. Wir beschrénken
uns in diesem Kapitel auf das Temperaturintervall von 10-20keV. Die Dichte
soll in der GréBenordnung von 10*°m~2 und die Konzentration der a-Teilchen
bei maximal 5% liegen.

Zur Berechnung der Einschlufizeiten verwenden wir jetzt die genauere Formel
fiir den Reaktionsquerschnitt, so dafl die Gleichungen der konstanten Terme

¢ und bTo
7' o T pr—
PO g S(Ty) B0 e (S(Ty) — e /To)

(4.12)

lauten. In Tabelle 4.1 sind die Werte fiir 7,,, 759 und py aufgetragen. Die Teil-
cheneinschlulzeit umfafit einen wesentlich grofleren Wertebereich als die Energie-
einschlufizeit. Die Werte von py liegen im Bereich von 1 bis 5.

Vergleich der nichst h6heren Ordnung

Wie werden nun den Koeffizientenvergleich auf die néchste Ordnung ausdehnen.
Wir setzen dabei voraus, dafl durch die Vorgabe von 7,, und 7, die Werte nq
und 7 bereits berechnet sind. Um genauere Ergebnisse zu erzielen, verwenden
wir die genauere Fit-Formel fiir den Reaktionsquerschnitt. Der Grund liegt dar-
in, da bei den Koeffizienten 2. Ordnung auch die Ableitung dieser Funktion
auftritt, die durch die Naherungsformel (2.8) nicht so gut approximiert wird. Der
Koeffizientenvergleich liefert uns das folgende Gleichungssystem

Tpo Tpg S'(Ty)
= — — T.
Tp2 2 o "2 2 S(TQ) 2
Tho Tio (—25(To) + ¢ /Ty + 2Ty S'(Tp))
TE2 = — ng — 2.

2 ng 4Ty (S(Ty) — ¢ V/T)

Diese Gleichungen sind linear in ny und 75, und man kann die vereinfachte Form

sz) = M(7pg, i) (;2) (4.13)
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aufschreiben, in der fiir M (7, 7o) die entsprechenden Eintrége aus obigen Glei-
chungen zu setzen sind. Unser Interesse gilt der Auflosung dieser Gleichung nach
no und 75, was unter der Voraussetzung, dafl die Matrix regulér ist, problemlos
durchzufiihren ist. Als Bedingung fiir die Singularitdt der Matrix erhalten wir
die Gleichung 2 S*(Ty) — ¢ /Ty [S(Ty) — 2T S'(To)] = 0. Diese wird fiir den hier
betrachteten Wertebereich nicht erfiillt, denn in dem f,-Bereich zwischen 0 und
10% liegt die Temperatur, bei der die Determinante null ist, unterhalb von 6 keV.
Mit der Bestimmungsgleichung

_ T, T
M e ) (722) - <75)

sind wir in der Lage, my und 7T, aus den vorgegebenen Koeffizienten der

(4.14)

Einschlufizeiten zu bestimmen.

Ahnlich wie bei der nullten Ordnung, wollen wir auch hier den moglichen
Wertebereich fiir die Koeffizienten 7,, und 7gs bestimmen. Da wir davon
ausgehen, dafl sowohl die Dichte als auch die Temperatur vom Zentrum nach
auBen hin abnehmen, miissen beide Werte auf der rechten Seite von Gleichung
(4.14) kleiner null sein. Aus dieser Bedingung kénnen wir die Ungleichung

2 Ty S'(Tp) (S(Ty) — ¢ v/Th)
S(To) (275 S'(To) — (28(To) — e VTh))

-
po < =2 < po (4.15)

TE2
ableiten. Es féllt auf, daB nur das Verhéltnis 7,,/7s, eingeschrénkt wird, und
auch das nur durch das Verhéltnis der Einschluizeiten im Zentrum, nicht aber
von deren absoluten Werten. Dies zeigt, daff dem Verhdaltnis der Finschlufzeiten
eine wesentlich griffere Bedeutung zukommt, als deren Absolutwerten. In Abbil-
dung 4.3 sind die moglichen Verhéltnisbereiche von 7y, /T fiir unterschiedliche f,
im Temperaturintervall 10-20 keV aufgetragen. In Tabelle 4.2 sind hierzu unter-
schiedliche Wertebereiche zu vorgegebenen Temperaturen und Konzentrationen
der a-Teilchen aufgetragen. Es féllt auf, dafl die Breite der Bereiche mit zuneh-
mendem f, grofer wird.

1% 3% 5%
10 keV | 1.07 - 1.58 | 3.20 - 4.64 | 5.31 - 7.54
15 keV | 0.75 - 1.54 | 2.25 - 4.57 | 3.75 - 7.56
20 keV | 0.57-1.99 | 1.72 - 5.93 | 2.88 - 9.82

Tabelle 4.2:

Wertebereiche fiir das Verhéltnis 7,,/7g zu

Temperaturen und Konzentrationen fiir die a-Teilchen.

vorgegebenen
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Abbildung 4.3: Verschiedene Verhéltnisbereiche von 7,,/7g, zu den Kon-
zentrationen der a-Teilchen f, = 1%, 3% und 5%.

4.3 Berechnung konkreter Beispiele

Wir wollen jetzt zum Abschlufl dieses Kapitels die hergeleiteten Verfahren an
zwei konkreten Beispielen durchrechnen. Dabei wollen wir sowohl aus vorgegebe-
nen Dichte- und Temperaturprofilen die Einschluflzeitprofile bestimmen als auch
im zweiten Beispiel den umgekehrten Weg gehen und aus vorgegebenen Ein-
schlufizeiten ndaherungsweise n(r) und 7'(r) berechnen.

Berechnung der Einschluf3zeitprofile aus n(r) und 7'(r)

Im ersten Beispiel geben wir uns das Dichte- und das Temperaturprofil durch
n(r)=n1—-7r*m? und T(r)=T (1 —r*/m?) (4.16)

mit den Konstanten 7 = 102 m=3 und 7 = 20keV vor. Als Konzentration fiir
die a-Teilchen geben wir uns die Werte 1%, 3% und 5% vor. Mit diesen Anga-
ben kénnen wir 7,(r) und 7g(r) ndherungsweise aus den Taylor-Entwicklungen
bestimmen. Wir verwenden dazu nicht die Gleichungen (4.2) und (4.3), sondern
die Entwicklungen mit der Fit-Formel fiir den Reaktionsquerschnitt.

Zusétzlich zu den Nadherungslosungen betrachten wir die exakten Losungen fiir
7o(r) und 7(r), die wir aus den Gleichungen (2.16)-(2.17) bestimmen. In Ab-
bildung 4.4 sind die Ergebnisse aufgetragen. Die durchgezogenen Kurven sind
die N&herungslosungen, und die gestrichelten Linien sind zum Vergleich dazu die
exakten Losungen. Fiir die Einschlufizeiten wird die Approximation zum Rand
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Abbildung 4.4: Einschlufizeitprofile und p-Profil fiir die in (4.16) vorgege-
benen Dichte- und Temperaturprofile. Die durchgezogenen Linien sind die
Néherungslosungen aus der Taylor-Entwicklung, die gestrichelten Linien
sind die exakt berechneten Verldufe.

immer ungenauer, dagegen ist sie fiir das p-Profil iiber den gesamten Bereich
von r relativ gut. Vergleicht man die Verldufe von p(r) fiir die drei unterschied-
lichen Konzentrationen f,, so spiegelt sich der lineare Zusammenhang py, ~ f,
aus (4.10) sehr gut wider.

Berechnung von n(r) und 7'(r) aus den Einschluflzeitprofilen

Im letzten Beispiel geben wir uns das Teilcheneinschluflzeitprofil und das Ener-
gieeinschluf3zeitprofil durch

() =B +4r’/m*)s und  7R(r) = (1.8 +27r%*/m?)s (4.17)

vor. Die Koeffizienten der Profile sind den Tabellen 4.1 und 4.2 fiir Ty = 20 keV
und f, = 3% entnommen. Als Konzentration fiir die a-Teilchen geben wir uns
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Abbildung 4.5: Dichte- und Teilchenprofil aus den in (4.17) vorgegebe-
nen Einschluflzeitprofilen. Da die Berechnung von T nicht eindeutig ist,
existieren fiir jedes f, zwei Losungen. Aufgetragen sind die Profile fiir die
a-Konzentrationen 1.4%, 2% und 3%.

1.4%, 2% und 3% vor. Mit diesen Vorgaben und den Gleichungen (4.12) und
(4.14) konnen wir eine Naherungslosung fiir die Profile n(r) und 7'(r) bestim-
men. In Abbildung 4.5 sind diese aufgetragen. Fiir jedes f, gibt es zwei mogliche
Losungen, von denen die zu der kleineren Temperatur in den beiden oberen Ab-
bildungen und die andere in den unteren aufgetragen ist. Wir interessieren uns
fiir die Losungen in den unteren Diagrammen, da sich die Temperaturen hier im
Bereich von 10-20keV bewegen. Auflerdem sind die Profilverldufe hier fallend.
Auffallig ist, dal zwei der drei Dichteprofile ab einem bestimmten Wert r negativ
werden, so dafl wir folgern konnen, dafl die Losungen nur fiir den Bereich um
r = 0 brauchbare Werte liefern. Vergleichen wir die Verlaufe von n(r) und 7'(r)
fiir die unterschiedlichen Werte f,, so lassen sich die Zusammenhéinge Ty ~ f,
und ng ~ f, ' aus (4.10) bestétigen. Uber die Giite der Niherungen lassen sich
keine weiteren Angaben machen, da wir die tatsdchlichen Losungen nicht kennen.
Dies soll als Motivation fiir das néchste Kapitel dienen, in dem wir ein Verfah-
ren entwickeln werden, mit dem aus den vorgegebenen Einschluflzeitprofilen das
Dichte- und das Temperaturprofil berechnet werden kann.



Kapitel 5

Berechnung von n(r) und T'(r) aus
den Einschlufizeitprofilen

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wie und unter welchen Bedingungen
es moglich ist, zu vorgegebenen Einschluzeitprofilen die dazugehdorigen Verlaufe
der Dichte und der Temperatur zu berechnen. Am Ende von Kapitel 4 haben wir
ein solches Beispiel nédherungsweise berechnet und sind dabei zu dem Ergebnis
gekommen, dafl die Ndherungslosung nur bedingt brauchbar ist. Wir werden uns
deshalb in diesem Kapitel genauer mit dieser Aufgabe beschéftigen. Ausgangs-
punkt unserer Uberlegungen sind die Definitionsgleichungen der EinschluBzeiten,
die wir hier noch einmal explizit angeben. Sie lauten

r AN/ /
a . n(r")r'dr
7 (r) = fo ()

o(7) = Jo n2(r) S(T(r")) r' dr’

0

(5.1)

und

byl T
for n2(7‘/) (S(T(T’)) —c T(T’)) r! dr’

Diese Gleichungen lassen sich problemlos zu einem System von homogenen, nicht-

(5.2)

R(1r) =

linearen Integralgleichungen umschreiben. Hierfiir gibt es numerische Verfahren,
mit denen solche Systeme gelost werden kénnen [23]. Es stellt sich dabei heraus,
dafl die Losungen meistens divergieren und den physikalischen Bereich verlassen.
Es lief§ sich anhand der Integralgleichungen nicht klaren, worin die Ursachen fiir
dieses Verhalten liegen. Wir werden deshalb die Integralgleichungen so umfor-
men, dafl wir Differentialgleichungen erhalten, an denen die Problematik deutlich
wird. Dabei werden wir so vorgehen, dafl wir zuerst nur die Integralgleichung
(5.1) behandeln und 7i(r) weiterhin aus n(r) und 7'(r) berechnen. Anschlieflend
werden wir beide Gleichungen zusammen als System untersuchen.

33



34 5. Berechnung von n(r) und T(r) aus den Einschlufzeitprofilen

5.1 Gegebenes Profil 7,(r)

Wir betrachten zuerst nur die Gleichung fiir die Teilcheneinschlufizeit. Unser Ziel
ist es, Differentialgleichungen fiir die Dichte und die Temperatur abzuleiten. Da-
bei setzen wir voraus, daf 7,,(r) und entweder n(r) oder T'(r) vorgegeben sind.
Zuerst multiplizieren wir (5.1) mit dem Nenner der rechten Seite und differenzie-
ren nach r. Das ergibt

' (1) /07‘ n?(r') S(T(r")) r' dr’ + 7,(r) n*(r) S(T(r)) r = an(r)r. (5.3)

AnschlieBend 16sen wir (5.3) nach dem Integral auf, differenzieren ein weiteres
mal nach r und erhalten
1

n(a—nt,S) <— — —) —2n*r) S+ (a—2n7,9)n —n?7, SpT' =0, (5.4)

l
r Tp

wobei St fiir die partielle Ableitung von S(T') nach T steht. Diese Gleichung l6sen
wir nach n’ oder 7" auf und erhalten so die gesuchte Differentialgleichung. Der
Term (% — %) konnte dabei fiir 7,” = 0 Probleme machen. Wir setzen deshalb
voraus, dafl das Teilcheneinschluzeitprofil nur im Zentrum ein Extremum hat
und dafl die zweite Ableitung an diesem Punkt nicht verschwindet. Unter diesen
Voraussetzungen kann man zeigen, dafl der Term auch fiir » = 0 endlich wird.
Zur Notation in diesem Kapitel sei bemerkt, dafl wir auf die explizite Angabe
der Abhéngigkeit der Gréflen n, T, 7, und 7 von 7 und .S von 7" im allgemeinen

verzichten werden.

5.1.1 Berechnung des Dichteprofils

Wir betrachten zuerst den Fall, daf§ das Temperaturprofil T'(r) vorgegeben ist.
Aus (5.4) erhalten wir in diesem Fall als Differentialgleichung fiir n

n' = LAY (5.5)

a—2nTt,S

n?* 27/ S+1,5rT)—n(a—nm,S) (l —TLI/I)

Der Definitionsbereich dieser Differentialgleichung wird durch den Nenner auf
der rechten Seite eingeschrénkt, da nicht ausgeschlossen werden kann, dafl dieser
null wird. Aus diesem Grund miissen wir die Nullstellen des Nenners aus dem
Definitionsbereich ausschlieBen. Die Bestimmungsgleichung fiir diese lautet

o
_QTPS.

n

(5.6)
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Diese Gleichung kann als Kurve im n,r-Raum interpretiert werden, die von
der Losung der Differentialgleichung nicht beriihrt oder geschnitten werden
darf. Wir werden diese Kurve im weiteren Verlauf als die Singularitétslinie der
Differentialgleichung bezeichnen.

Um die Differentialgleichung (5.5) zu losen, benodtigen wir noch einen An-
fangswert, den wir aus Gleichung (5.1) erhalten, indem wir » = 0 einsetzen und
die Integrale mit Hilfe der in Abschnitt 2.1 durchgefiithrten Grenzwertbildung

auswerten. Wir erhalten
a

7(0) S(T(0))
als Anfangswert fiir die Dichte. Wir sind nun in der Lage, das durch (5.5) und

(5.7)

Ng =

(5.7) beschriebene Anfangswertproblem bei Vorgabe von f,, T'(r) und 7,(r)
numerisch mit dem Runge-Kutta-Verfahren [24] zu losen. In der Regel tritt der
Fall ein, daf sich die Losung der Differentialgleichung der Singularitétslinie (5.6)
annadhert und divergiert oder den physikalischen Bereich verlafit. Es wird das
gleiche Verhalten wie bei der direkten Losung der Integralgleichung beobachtet.

Wir suchen deshalb einen Weg, diese Problematik zu umgehen. Als Moglichkeit
bietet sich an, einen Punkt auf der Singularitétslinie (5.6) zu suchen, in dem
der Zéhler aus (5.5) ebenfalls null wird und der Grenzwert existiert. Ein solcher
Punkt wiirde es uns ermoglichen, die Singularitétslinie zu durchstoflen und
das Divergieren an dieser auszuschlieen. Die Bedingung fiir einen solchen
DurchstofSpunkt, in dem sowohl Zahler als auch Nenner der Differentialgleichung
null sind, 148t sich zu der Gleichung
e ST 1

-
P 9P =0 5.8
T + To + S r (5-8)

zusammenfassen, indem wir n eliminieren. Es féllt auf, daB (5.8) unabhéngig
von a ist, das heifit, die Suche nach einem moglichen DurchstoSpunkt héngt
nicht von der Konzentration der a-Teilchen ab. Wir 16sen die Gleichung (5.8)
nach 7 auf und erhalten den gesuchten Punkt (r,7), indem wir n mit Hilfe
von Gleichung (5.6) bestimmen. Die Steigung n’ in diesem Punkt kénnen wir
mit Hilfe der Regel von L’Hospital, die in Anhang B beschrieben ist, aus (5.5)
bestimmen. Wir koénnen das Anfangswertproblem neu formulieren, indem wir
den so erhaltenen Punkt als neuen Anfangswert verwenden. Da die Berechnung
der Steigung in dem Durchstopunkt nicht eindeutig ist, kann es mehrere
Losungen geben.
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Mit dieser Methode sind wir in der Lage, Losungen der Differentialglei-
chung (5.5) zu finden, die nicht divergieren. Diese entsprechen im Normalfall
jedoch nicht den tatséchlichen Losungen, weil sie nicht die Bedingung (5.7)
erfiillen. Wir modifizieren deshalb unser Anfangswertproblem so, dafl die Losung
eine zusitzliche Randbedingung erfiillen mufl. Um das zu ermoglichen, fithren
wir einen weiteren Parameter ein. Wir geben dazu nur noch den relativen
Profilverlauf der Temperatur fest vor, lassen deren Mittelwert aber variabel,
T(r) = T t(r) mit variablem T. Damit wird n(0) — ng, wobei n(0) der Wert der
Dichte einer nicht divergierenden Losung bei 7 = 0 und ng der in (5.7) geforderte
Wert ist, zu einer Funktion von T, fiir die wir F(T) = n(0) — ng schreiben.
Um die gesuchte Losung der Differentialgleichung zu erhalten, miissen wir die
Nullstelle der Funktion F(T) finden, die den zu einer nicht divergierenden
Losung passenden Wert T liefert.

Wir machen den Sachverhalt an einem konkreten Beispiel deutlich. In Ab-
bildung 5.1 sind die Funktionsverlaufe fiir dieses Beispiel dargestellt. In den
oberen beiden Diagrammen sind die vorgegebenen Profilverlaufe der Temperatur
und der Teilcheneinschluflzeit aufgetragen. Das Temperaturprofil ist dabei schon
mit dem passenden Mittelwert 7 = 16.12keV versehen. In dem mittleren Bild
ist die Losung der Differentialgleichung (durchgezogene Linie) und die Singula-
ritétslinie (gestrichelte Linie) (5.6) dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, da8
der Definitionsbereich fiir die Differentialgleichung durch die Singularitétslinie
in zwei Teile geteilt wird. Fiir die Konzentration der a-Teilchen haben wir 3%
vorgegeben. Der Vollstandigkeit halber sind in den unteren beiden Bildern die
Energieeinschlufizeit und der p-Verlauf aufgetragen.

5.1.2 Berechnung des Temperaturprofils

Jetzt betrachten wir den Fall, daf neben 7,(r) das Dichteprofil n(r) vorgegeben
ist. Zur Bestimmung der Differentialgleichung fiir die Temperatur, 16sen wir die
Gleichung (5.4) nach 7" auf und erhalten

(@207, )0 - 20075 4 nfa 07, 9) (1 - %)

T =
77,2 Tp ST

(5.9)

Der Definitionsbereich dieser Differentialgleichung wird ebenfalls durch die
Nullstellen des Nenners eingeschrénkt. Deren Bestimmung ist in diesem Fall sehr
einfach, weil die einzige Nullstelle von S bei T = 66.65keV liegt (Maximum
des Reaktionsquerschnitts). Die Singularitétslinie ist demnach eine Parallele zur
r-Achse durch 66.65keV.
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T/ [keV]

Tels

Tp/S
N
(&2}

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/m

n/ [1020 m'3]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/m r/m

Abbildung 5.1: In den ersten beiden Abbildungen sind die vorgegebenen
Profilverlaufe fiir die Temperatur und die Teilcheneinschluflzeit aufgetra-
gen. Das Temperaturprofil ist auf 7= 16.12keV bezogen. In der mittleren
Zeichnung ist der Verlauf der Teilchendichte (durchgezogene Linie) und die
Singularitdtslinie (gestrichelte Linie) dargestellt. In den unteren beiden Ab-
bildungen sind die daraus resultierenden Verldufe der Energieeinschluf3zeit

und von p aufgetragen.
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Obwohl die vom Definitionsbereich ausgeschlossene Kurve auflerhalb des
von uns untersuchten Wertebereichs liegt, versuchen wir auch fiir diese Diffe-
rentialgleichung einen Durchstofpunkt durch die Singularitétslinie zu finden.
Es wird sich zeigen, dafl man dabei auch Aussagen iiber die Losungen im
interessanten Bereich machen kann. Wir setzen 1" = 66.65 keV in den Zé&hler von
(5.9) ein, und erhalten die Gleichung

T

"
p _
—/) =0, (5.10)

T

1
(a =207y Smax) W — 21° 7)) Spax + 1 (@ — 1Ty Smax) <— —
r P

in der Sp.x fiir den Wert des Reaktionsquerschnitts im Maximum steht. Die
Steigung in dem erhaltenen Punkt (r, 66.65 keV) berechnen wir wiederum mit der
Regel von L’Hospital aus Anhang B. Mit diesem DurchstofSpunkt als Anfangswert
konnen wir die Differentialgleichung (5.9) numerisch 16sen. Dabei tritt wieder
der Fall ein, dafl wir eine zusétzliche Randbedingung zu erfiillen haben. Aus
Gleichung (5.1) erhalten wir als Bestimmungsgleichung fiir die Temperatur an

der Stelle r =0
T,=s'(—2 ). 11
=5 <Tp<o>n<o>) (51

Das Besondere hierbei ist, dal die Funktion fiir den Reaktionsquerschnitt
fiir Werte oberhalb von Sp,.x nicht umkehrbar und fiir Werte unterhalb nicht
eindeutig umkehrbar ist. Fiir den Fall, daf§ der Wert unterhalb liegt, existieren
zwei Losungen, von denen die eine gréfler und die andere kleiner als 66.65 keV ist.

Um die zusédtzliche Randbedingung zu erfiillen, gehen wir genauso vor wie
bei der Berechnung des Dichteprofils. Als Anpassungsvariable verwenden wir
dabei den Wert der a-Teilchen Konzentration f,. Wir definieren die Funktion
F(fs) = To — T'(0) und bestimmen iiber die Nullstelle den Wert f,, fir den
eine Losung existiert. Da wir aus Gleichung (5.11) zwei Werte fiir T erhalten
und zwei Steigungen fiir den Durchstoffpunkt mit unterschiedlichem Vorzeichen
haben, konnen wir die Funktion F' mit beiden 7 verwenden, indem wir den
grofferen Wert, fiir 7 mit der negativen Steigung fiir den DurchstofSpunkt und
den kleineren Wert 7{ mit der positiven Steigung kombinieren. Wir erhalten
hieraus zwei Losungen fiir das Temperaturprofil. Verbliiffenderweise findet man
zu beiden den gleichen Wert f,.

Zusétzlich zu diesen beiden speziellen Losungen gibt es unendlich viele
weitere Losungen. Diese ergeben sich aus Werten fiir die a-Teilchen Konzentra-
tion, die kleiner als die fiir die speziellen Losungen berechnete Konzentration f,
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Abbildung 5.2: In den ersten beiden Abbildungen sind die vorgegebenen
Profilverlaufe fiir die Dichte und die Teilcheneinschluflzeit aufgetragen. In
der mittleren Abbildung sind vier Losungen fiir das Temperaturprofil dar-
gestellt. Die Kurven 2 und 3 sind die diskreten Losungen zu f, = 5.22%,
die Kurven 1 und 4 sind aus dem kontinuierlichen Bereich zu f, = 5%.
Die physikalisch relevanten Losungen liegen etwa im Bereich unterhalb von
Kurve 4. In den unteren beiden Abbildungen sind die zugehorigen Verlaufe

von 7 und p aufgetragen.
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sind. Es bleibt festzuhalten, daf§ zu vorgegebenen Profilen n(r) und 7,(r) zwei
diskrete Losungen zu einer bestimmten Konzentration f, und ein kontinuierlicher
Bereich von Losungen zu kleineren Konzentrationen existieren. Zum besseren
Verstéandnis stellen wir auch hier ein konkretes Beispiel vor.

In Abbildung 5.2 sind die Funktionsverldufe fiir dieses Beispiel dargestellt.
In den ersten beiden Diagrammen sind die vorgegebenen Profilverlaufe der
Dichte und der Teilcheneinschluflzeit aufgetragen. In der mittleren Abbildung
sind vier mogliche Verldufe fiir das Temperaturprofil aufgetragen. Die Kurven 2
und 3 ergeben sich aus der oben vorgestellten Berechnung mit der Konzentration
fo = 5.22%, die einen DurchstoSpunkt durch die Singularitétslinie (gestrichelte
Linie) enthalten. Die Kurven 1 und 4 stammen aus dem kontinuierlichen
Bereich mit der Konzentration f, = 5%. Es wird deutlich, daf8 die kontinuier-
lichen Losungen unterhalb und oberhalb der beiden sich kreuzenden diskreten
Losungen liegen miissen. Man kann sich diesen Sachverhalt auch anhand des
Richtungsfeldes veranschaulichen. Auf dem Definitionsbereich kénnen sich zwei
Losungen einer Differentialgleichung nicht schneiden. Das hat zur Folge, daf
Losungen mit Anfangswerten T, zwischen den Anfangswerten von Kurve 2 und
3 zwangslaufig auf die Singularitdtslinie zulaufen miissen. Die T}, die auBlerhalb
liegen, konnen dagegen die Singularitéitslinie nicht erreichen. In den unteren
beiden Diagrammen sind die zugehorigen Verldufe fiir 7 und p aufgetragen.

5.2 Gegebenes Profil ()

Die gleichen Uberlegungen konnen auch fiir die zweite Integralgleichung (5.2)
durchgefiihrt werden. Dabei gelangt man zu dhnlichen Ergebnissen, weshalb wir
im Rahmen dieser Arbeit darauf verzichten, auch diese vorzustellen. Wir gehen
deshalb iiber zu der am Anfang dieses Kapitels gestellten Aufgabe und leiten
ein Losungsverfahren zur Berechnung des Dichte- und des Temperaturprofils aus
vorgegebenen Einschlufizeitprofilen her.

5.3 Berechnung von n(r) und 7T'(r) aus

gegebenen 7g(r) und 7,(r)

Nachdem wir in 5.1 die Integralgleichung (5.1) durch Umwandlung in eine Diffe-
rentialgleichung einmal fiir n und einmal fiir 7" gelost haben, werden wir jetzt die
Gleichungen (5.1) und (5.2) zusammen untersuchen. Unser Ziel ist es, ein System
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von Differentialgleichungen zur Bestimmung von n und 7' herzuleiten. Um die
Formeln iibersichtlicher zu machen, fithren wir die Abkiirzungen

A(T,r) == ar

B(T,r) = S(T)r

C(T,r) == bTr

D(T,r) = (S(T)=eVT)r (5.12)

ein. Setzen wir diese Groflen in die beiden Integralgleichungen ein und differen-
zieren nach r, so bleibt in jeder Gleichung ein Integral erhalten, und das Glei-
chungssystem hat die Form

Tp//n2Bd7’+TanB = nA
TE,/TLZDdT‘+TETL2D = nC.

Um die verbliebenen Integrale zu eliminieren, 16sen wir die Gleichungen nach
diesen auf und differenzieren ein weiteres Mal nach r. Mit den zusatzlichen
Abkiirzungen

E(n,Tr) = TlA—TanB

F(n,T,r) = nC —1n’D (5.13)

erhalten wir das Gleichungssystem

i
1
2B = - gL (En+ET +E,
n (Tp/>2 +7—pl< n + T =+ )
2D = - po Ll m BT R
(TEI)2 TEI n T )

wobei F,, = OE/On, Ex = OE /T etc. gesetzt wurde. Formen wir die Gleichungen
so um, dafl auf der linken Seite nur Terme stehen, die von n’ und 7" abhéngen,
so erhalten wir das lineare Gleichungssystem

E, Er\ (n"\ _ Tp’nQB—l—%/E—Er (5.14)
F, Fr)\I'") \m/n?D+2F—F]’ '
das es zu losen gilt. Als Bedingung fiir die Losbarkeit dieses Gleichungssystems

muf} die Invertierbarkeit der Matrix gefordert werden. Dies hat zur Folge, daf} die
Determinante nicht null sein darf, das heifit, es mul F,, Fr — Er F,, # 0 gelten.
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Unter dieser Voraussetzung lautet das System von Differentialgleichungen

(2nmB—(L-2)E)Fr— (2m/n? D~ (L= Z) F) By
' . (5.15)

no= E, Fr— B F,
(2rn2D - (=) F) B, - 27/ B— (- 25) B) F,
T = ? . (5.16
E Fp— ErF, (5.16)

Beim Losen dieser Differentialgleichungen stoflen wir auf dieselbe Problematik
wie bei der Untersuchung einer einzigen Integralgleichung zu Beginn dieses
Kapitels. Wir werden deshalb die gleiche Methode anwenden, um diese zu
16sen. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dal es sich hier um ein
gekoppeltes System von Differentialgleichungen handelt. Der Singularitétslinie
der fritheren Félle entspricht hier eine Fliche im dreidimensionalen n, T, r-Raum.
Die Bestimmungsgleichung fiir diese Fléche ist durch das Verschwinden der oben
aufgefiihrten Determinante gegeben.

Moégliche DurchstofSpunkte durch diese Singularitéitsfliche liegen vor, wenn
Nenner und Zihler der Differentialgleichungen verschwinden. Weil es sich um
zwei Differentialgleichungen handelt und die Nenner identisch sind, erhalten
wir ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und den drei Unbekannten r, n
und 7. Da nichtlineare Gleichungen vorliegen, ist das Finden einer Nullstelle
keineswegs trivial. Bei genauerer Untersuchung der Gleichungen erkennt man,
daf diese Polynome in n sind, deren Koeffizienten nur von r» und 7" abhéngen. Zur
Darstellung dieser Polynome verwenden wir die Abkiirzung X := 7/ /T X — X,,
in der 7 = 7, fiir X gleich A und B und 7 = 73 fiir X gleich C' und D zu setzen
ist.

Der Zihler der ersten Gleichung aus (5.15) lautet asn? + a3 n® + apn? mit den
Koeffizienten

Qg = ACT
ap = C’T(ZTP'B—TPB>+TpBTC'—TEDTA

as = T, Br (QTE/D—TEE> — 1 Dr (27'p'B—TpB> )

Fiir die zweite Gleichung (5.16) lautet der Zihler By n3 + By n® + Byn mit den
Koeffizienten

By = AC—AC
b1 = A(ZTE'D—TE[)>—C’(ZTP/B—TP§>+2(TEAD—TPBC>

By = 2D7g (QTP'B—TPB) — 2B, (QTE/D—TEE> )
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Der Nenner beider Gleichungen lautet v, n3 4 v, n2 4+ vy n mit den Koeffizienten

v = ACr
Y1 = Tp (BTC—QBCT)—TEADT
Yo = 2TpTE<BDT—BTD).

Zur Bestimmung der Nullstellen dieser drei Polynome fassen wir diese in der
kompakten Matrixschreibweise

Qo 1 O 7’L2

ﬁg ﬁl ﬁo n =0 (517)
Y21 N 1

zusammen. Diese Gleichung ist nur unter der Voraussetzung losbar, dafl die
Determinante null ist. Wir konnen deshalb so vorgehen, dafl wir zuerst die
Wertepaare (r,7) bestimmen, fiir die die Determinante verschwindet. Dies
liefert zundchst Kurven 7' = T'(r) in der r,T-Ebene. AnschlieBend kann zu
jedem Wert (r,T') das zugehorige n berechnet werden. Als Ergebnis erhalten wir
Kurven auf der Singularitéitsfliche, die die mdéglichen DurchstofSpunkte kenn-
zeichnen. Die moglichen Steigungen in diesen Punkten erhalten wir mit Hilfe
der Regel von L’Hospital, wie es in Anhang B beschrieben ist. Mit jedem dieser
DurchstofSpunkte als Anfangswert konnen Losungen der Differentialgleichungen
(5.15)-(5.16) berechnet werden.

Auch jetzt erhalten wir zusétzliche Randbedingungen bei r = 0, die von
der gesuchten Losung erfiillt werden miissen. Hierzu werten wir die Gleichungen
(5.1) und (5.2) an der Stelle r = 0 aus und erhalten mit p(0) = 7,(0)/7(0)
zunéchst

7,(0) = Y ud 1(0) = - (S(T:)Ti T

5.18
Un S(Tg) ( )

Werden diese beiden Gleichungen so zusammengefafit, dal die Variable ng her-

ausfallt, so erhalten wir als Bestimmungsgleichung fiir die Temperatur Tg

é S(T()) —C TO

—p(0) = To S(To) (5.19)

Es existiert allerdings nicht fiir beliebige Werte p(0) und f,, eine Losung fiir Tp.
Der Zusammenhang (5.19) wurde schon in Kapitel 3 untersucht. In Abbildung
3.1 ist das maximale py in Abhéngigkeit der Konzentration f, aufgetragen.
Wertepaare ( f,, p) unterhalb der Kurve haben zwei Losungen fiir T;, Wertepaare
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auf der Kurve genau eine, und fiir alle anderen Wertepaare existiert keine
Losung. Der zu dem berechneten Wert T gehorige Wert ny kann aus einer der
beiden Gleichungen (5.18) bestimmt werden.

Zum Losen der Differentialgleichungen (5.15)-(5.16) unter Beriicksichtigung
der Randbedingungen (5.18) gehen wir genauso vor wie in Abschnitt 5.1.2.
Als Anpassungsvariable wéhlen wir die Konzentration f, und definieren die

Funktion
- (2)- ()

deren Nullstelle zu suchen ist. Wegen der Vielzahl moglicher Durchstofpunkte
ist das Finden einer Nullstelle dieser Funktion mit einem erheblichen Rechen-
aufwand verbunden. Aus diesem Grund werden wir uns bei der Berechnung von
Beispielen auf einen kleinen Bereich von Anfangswerten beschrianken.

Bevor wir uns konkreten Beispielen zuwenden, beweisen wir die in Abschnitt 4.1
aufgestellte Behauptung, dafi aus einem konstanten p-Profil automatisch ein
konstantes Temperaturprofil folgt. Ein konstantes p-Profil hat zur Folge, dafl
sich die Teilcheneinschlufizeit und die Energieeinschluzeit nur durch einen
konstanten Faktor unterscheiden. Wir bezeichnen diesen mit py und kdénnen
durch 7,(r) = po7r(r) die Teilcheneinschlufizeit aus der Differentialgleichung
(5.16) eliminieren. Durch Umformen und Zusammenfassen reduziert sich diese
auf

n’>m BC w w1 a S(T)— eNT
T = ofE [ TB ) (42l CVE ) (5.20

EnFT—ETFn< * r) b TS M (5.20)
Mit p(r) = po = p(0) und der generell fiir p(0) giiltigen Bedingung (5.19) folgt
hieraus 7" = 0 (Aus (5.19) folgt, daf der letzte Faktor auf der rechten Seite von
(5.20) verschwindet).

Wir berechnen jetzt ein konkretes Beispiel, an dem wir die Vorgehenswei-
se noch einmal verdeutlichen. In Abbildung 5.3 sind die Funktionsverldufe
fiir dieses Beispiel aufgetragen. In den oberen beiden Diagrammen sind die
vorgegebenen Profilverldufe fiir die Einschlufizeiten dargestellt. In der mittleren
Abbildung ist zu diesen Profilen die gehérige Losung (rot) zusammen mit der
Singularitatsfliche (griin) im n, 7T, r-Raum aufgetragen. Auf dieser Fléiche sind
die moglichen Durchstofipunkte als blaue Linien markiert. Die Losung schneidet
diese Fliche im Punkt (0.49m?3 10.9keV,0.71m). In den unteren Diagrammen
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Abbildung 5.3: In den ersten beiden Diagrammen sind die vorgegebenen
Einschlufizeitprofile dargestellt. In dem mittleren Bild ist die Singularitéts-
fliche (griin) mit den zwei Kurven (blau), die die moglichen Durchsto8-
punkte kennzeichnen, aufgetragen. Die Losung der Differentialgleichung
(rot) schneidet eine dieser Linien bei (0.49m? 10.9keV,0.71 m). In den un-
teren beiden Bildern sind n(r) und 7'(r) noch einmal separat dargestellt.
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Abbildung 5.4: Im rechten Diagramm ist das fest vorgegebene Profil
der Energieeinschlufizeit aufgetragen. Links sind die mdoglichen Teilchen-
einschluBzeitprofile mit dem festen Parameter 7,, = 5s dargestellt.

sind die Verldufe der Dichte und der Temperatur noch einmal separat dargestellt.
Der Wert fiir die Konzentration betrigt f, = 3.14%.

5.4 Beispiele zur Berechnung von n(r)
und 7'(r) aus den Einschluf3zeitprofilen

In diesem Abschnitt werden wir systematisch zu vorgegebenen Einschlufzeitpro-
filen die zugehorigen Verldufe des Dichteprofils und des Temperaturprofils mit
der im letzten Abschnitt vorgestellten Methode berechnen. Dabei beschranken
wir uns fiir die Einschlulzeiten auf den in Kapitel 4 bestimmten Wertebereich.

5.4.1 2-parametrige Einschlufizeitprofile

Zuniichst untersuchen wir Einschlufizeitprofile der Form 7(r) = 75 + 772, das
heilt, jedes Profil wird durch zwei frei wiahlbare Parameter vorgegeben. In Ab-
schnitt 4.2.1 haben wir gesehen, dafl unter der Voraussetzung, daf n(r) und T'(r)
bei r = 0 keine Spitze haben, die Einschlulzeitprofile dort ebenfalls keine Spitze
haben. Aus diesem Grund untersuchen wir nur 7-Profile ohne linearen Term.

Festes mg-Profil

Zunéchst geben wir uns das Energieeinschlufzeitprofil fest vor und berechnen
zu verschiedenen 7,-Profilen die Verldufe von n(r) und 7'(r). Bei der Wahl
der Parameter nehmen wir Bezug auf die in Tabelle 4.1 und 4.2 aufgestellten
Wertebereiche.
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Abbildung 5.5: Verlaufe der Dichte- und Temperaturprofile zu den in Ab-
bildung 5.4 dargestellten EinschluBzeitprofilen (7,, = 5s). Die zugehorigen
Werte fiir die Konzentration der a-Teilchen sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt.

Im ersten Beispiel setzen wir 7,, = 5s und variieren den Parameter 7,
soweit, bis keine physikalisch sinnvollen Losungen n(r) und T'(r) mehr existieren.
In Abbildung 5.4 sind links die moglichen 7,-Profile zu dem fest vorgegebenem
Te(r) (rechts) dargestellt. Es fillt auf, daB8 der Bereich der moglichen 7,-Profile
zum vorgegebenen Tg-Profil sehr klein ist. Hieraus ldfst sich schlieffen, dafS durch
die Vorgabe des Energieeinschlufizeitprofils der Verlauf von ,(r) weitestgehend
vorbestimmt ist. Die zugehorigen Losungen n(r) und 7'(r) sind in Abbildung 5.5
aufgetragen. Aus den Verldaufen der Dichteprofile wird deutlich, dafi diese
mit steiler werdender Teilcheneinschlufizeit zunehmend flacher werden, bis sie
schlieBlich bei r = 0 ein Minimum aufweisen und vom Zentrum aus ansteigen.
Dieser Sachverhalt dient uns als Kriterium dafiir, daf§ keine verniinftige Losung
mehr vorliegt.

Bei flacheren 7,-Profilen gibt es ab einem bestimmten Verlauf keine Losung
mehr. Dieser Verlauf ist dadurch gekennzeichnet, dafl das 7,-Profil ungefahr

Profil | fo (Tpy = 2.55) | fa (Tog = 55) | fa (Tpy = 105)
1 0.91% 1.85% 3.83%
2 0.93% 1.89% 3.92%
3 0.97% 1.98% 4.11%
4 1.02% 2.07% 4.31%
3 1.07% 2.18% 4.54%

Tabelle 5.1: Tabelle mit den Konzentrationen der a-Teilchen fiir die in
den Abbildungen 5.5 und 5.6 dargestellten Dichte- und Teilchenprofile.
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Abbildung 5.6: In den oberen beiden Diagrammen sind die Verldufe von
n(r) und T'(r) fir die EinschluBzeiten aus Abbildung 5.5 aufgetragen, wobei
die 7-Profile mit dem Faktor 1/2 multipliziert wurden (7,, = 2.5s). Fiir
die unteren Diagramme wurden die 7,(r) mit 2 multipliziert (7, = 105s).

ein Vielfaches von 7i(r) ist. Hierfiir gilt in etwa p = const aus dem T = const
folgt. Aus den Temperaturprofilen in Abbildung 5.5 wird deutlich, dafl diese
fir flachere 7,(r) ebenfalls flacher werden. In Tabelle 5.1 sind die zugehorigen
Konzentrationen der a-Teilchen aufgetragen. Mit steiler werdendem 7,-Profil
wird der zugehorige Wert f, grofler. Durch die Zunahme der Konzentration
dndern sich die Anfangswerte von n(r) und T'(r) relativ stark, was zur Folge
hat, dafl die Verldufe bei r = 0 weit auseinander liegen. Qualitativ driickt sich
das in den Gleichungen (4.11) aus, aus denen fiir 7,,, = const und 75, = const
die Relationen ng ~ 1/ f, und Ty ~ f, folgen.

Als néchstes verdndern wir den Wert 7,, und bestimmen wieder die Profile
7 (), fiir die es verniinftige Losungen n(r) und 7'(r) gibt. Dabei ergibt sich ein
dghnlicher Sachverhalt wie im ersten Beispiel. Jetzt ist der Rahmen, in dem sich
der zweite Parameter 7,, bewegen kann, stark begrenzt. Er muf} sich im gleichen
MafBe éndern, in dem der Wert 7, geéindert wird. Aus diesem Grund betrachten
wir noch einmal die vorgegebenen Einschlufizeiten aus Abbildung 5.4, mit dem
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Abbildung 5.7: In dem linken Diagramm ist das fest vorgegebene Profil
der Teilcheneinschluzeit aufgetragen. Rechts sind die moglichen Energie-
einschluzeitprofile mit dem festen Parameter 7, = 2's dargestellt.

Unterschied, dal wir die Teilcheneinschlufizeitprofile mit einem konstanten
Faktor multiplizieren. In Abbildung 5.6 sind die Dichte- und Temperaturprofile
aufgetragen, die sich durch die Multiplikation der 7,-Profile mit 1/2 und 2
ergeben. Der Vergleich mit Abbildung 5.4 zeigt, dal sich die n- und T-Profile
nur unwesentlich voneinander unterscheiden. Sie werden im wesentlichen nur
durch die Form des 7,-Profils bestimmt und nicht durch die Hohe. Der einzige
Unterschied wird bei der Betrachtung der Konzentrationen fiir die a-Teilchen
deutlich. Diese dndern sich im gleichen Mafle, wie die Teilcheneinschluzeitprofile.

Festes 7,-Profil

Nachdem wir die moglichen 7,-Profile zu einem fest vorgegebenen 7g-Profil und
die hieraus resultierenden Verldaufe fiir die Dichte und die Temperatur berechnet
haben, werden wir jetzt die gleichen Untersuchungen fiir ein fest vorgegebenes
Tp-Profil machen. In Abbildung 5.7 sind das vorgegebene TeilcheneinschluBizeit-
profil und die zu dem vorgegebenen Wert 15, = 2 s moglichen Energieeinschluf3-
zeitprofile dargestellt. Hierbei tritt das gleiche Verhalten wie in dem vorangegan-
genen Beispiel auf. Zu dem fest vorgegebenem 7,-Profil gibt es nur einen sehr
kleinen Bereich von 7g-Profilen, fiir die verniinftige Losungen n(r) und T'(r) exi-
stieren. In Abbildung 5.8 sind diese aufgetragen, und es ergibt sich fast das
gleiche Bild wie in Abbildung 5.6. Auch bei diesem Beispiel liegt die eine Grenze
fiir die moglichen 7g-Profile in dem Bereich, wo 7g(r) ein Vielfaches von 7,(r)
ist (Kurve 5). Die andere Grenze liegt dort, wo die berechneten Dichteprofile
allméhlich vom Zentrum aus ansteigend verlaufen (Kurve 1).

In Tabelle 5.2 sind die zugehorigen Konzentrationen fiir die a-Teilchen aufgeli-
stet. Diese macht deutlich, dafl die Konzentration mit steiler werdendem 7g-Profil
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Abbildung 5.8: Verhalten der Dichte- und Temperaturprofile zu den in
Abbildung 5.7 dargestellten Einschluzeitprofilen (759 = 2s). Die zugehéri-
gen Werte fiir die Konzentration der a-Teilchen sind in Tabelle 5.2 auf-

gefiihrt.

grofer wird. Wir werden auch bei diesem Beispiel die Vorgabe von 7 variieren.
Die Auswirkungen auf die moglichen mg-Profile sind die gleichen wie im letzten
Beispiel. Aus diesem Grund geben wir uns wieder die Einschluzeitprofile aus
Abbildung 5.7 vor und multiplizieren diese mit einem konstanten Faktor.

In Abbildung 5.9 sind die Verldufe von n(r) und T'(r) fiir zwei Beispiele aufgetra-
gen. In den oberen beiden Diagrammen sind die Dichte- und Temperaturprofile
fiir die mit 1/2 multiplizierten mg-Profile dargestellt. In den unteren beiden Dia-
grammen sind diese fiir die mit 2 multiplizierten 7g-Profile dargestellt. Verglei-
chen wir diese mit Abbildung 5.8, so erkennen wir bei den Temperaturprofilen
kaum Unterschiede. Ganz anders dagegen verhalten sich die Dichteprofile, die bei
der Verdopplung der 7g-Profile nur noch halb so hoch sind und umgekehrt. Be-
trachten wir die Konzentrationen der a-Teilchen in Tabelle 5.2, so zeigen diese
dasselbe Verhalten.

Profil | fo (Teo = 18) | fa (TR0 = 28) | fa (TRo = 45)
1 5.03% 2.41% 1.18%
2 4.57% 2.19% 1.08%
3 4.23% 2.04% 1.00%
4 4.00% 1.93% 0.95%
) 3.85% 1.86% 0.92%

Tabelle 5.2: Tabelle mit den Konzentrationen der a-Teilchen fiir die in
den Abbildungen 5.8 und 5.9 dargestellten Dichte- und Teilchenprofile.
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Abbildung 5.9: In den oberen beiden Diagrammen sind die Verldufe von
n(r) und T'(r) fir die EinschluBzeiten aus Abbildung 5.7 aufgetragen, wobei
die mp-Profile mit dem Faktor 1/2 multipliziert wurden (7go = 1s). Fiir die
unteren Diagramme wurde 7 () mit 2 multipliziert (1gy = 45s).

Variable 7,- und 7g-Profile

Im néchsten Beispiel werden wir beide Einschlufzeitprofile variieren. Wir geben
uns 7,, = 58, Tgg = 2s und das Verhéltnis 7,,/7g, = 3 fest vor. In Abbildung
5.10 sind die hier untersuchten Verldufe von 7,(r) und 7(r) aufgetragen. Durch
das simultane Verdndern beider Profilverldufe ist es uns moglich, auch wesent-
lich steiler verlaufende Profile zu untersuchen. Bei der Variation eines einzelnen
Profils wie in den vorangegangenen Beispielen sind wir erheblich eingeschréankter
gewesen. Dies unterstreicht noch einmal den in Abschnitt 4.2.2 erzielten Befund,
daBl die Verhiltnisse der Einschlufizeitkoeffizienten wichtiger sind als deren ab-
solute Werte. In Abbildung 5.11 sind die Dichte- und Temperaturprofile zu den
Einschlufizeitprofilen aus Abbildung 5.10 dargestellt. Fiir steiler verlaufende Ein-
schluizeitprofile fallen n(r) und T'(r) wesentlich schneller und stérker ab. Eine
Besonderheit an diesem Beispiel ist, dafl die Konzentration der a-Teilchen fiir alle
Kurven gleich ist und bei knapp 2% liegt. Aus diesem Grund sind die Werte von
n(r) und T'(r) an der Stelle 7 = 0 bei allen Kurven gleich. Diese Besonderheit
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Abbildung 5.10: Verschiedene Einschlufzeitprofile 7,(r) und 7g(r) mit
Too = 98, TRo = 25 und dem Verhéltnis 7,, /7o = 3.

resultiert allerdings nur aus der einfachen Wahl der Profile 7,(r) und 7g(r).
Nachdem wir jetzt in der Lage sind, zu vorgegebenen EinschluBzeitprofilen die
Profile n(r) und T'(r) zu berechnen, gehen wir noch einmal auf die Néhe-
rungslosung aus Abschnitt 4.3 ein. Berechnen wir zu den dort untersuchten Pro-
filen 7,(r) und 7(r) die exakte Losung nach der hier vorgestellten Methode, so
erhalten wir als Konzentration der a-Teilchen 1.303%. Fiir diese Konzentration
bestimmen wir nochmals die Ndherungslosung und vergleichen diese mit der ex-
akten Losung. In Abbildung 5.12 sind die exakt berechneten Verldufe n(r) und
T'(r) mit den Approximationen aus Kapitel 4 dargestellt. Die Ndherungslosung
fiir das Dichteprofil zeigt dabei eine erstaunlich gute Ubereinstimmung mit der
richtigen Losung, wohingegen die Abweichungen beim Temperaturprofil wesent-
lich grofler sind.
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Abbildung 5.11: Profilverldufe n(r) und 7'(r) zu den in Abbildung 5.10
dargestellten Einschlufizeitprofilen 7,(r) und mi(r)
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Abbildung 5.12: Vergleich der Naherungslosung (gestrichelte Linie) aus
Abschnitt 4.3 mit der exakten Losung. Der Wert fiir die Konzentration der
a-Teilchen berechnet sich zu 1.303%

5.4.2 3-parametrige Einschlufizeitprofile

In diesem Abschnitt werden wir einen zusétzlichen Parameter 73 fiir die Ein-
schluBzeitprofile einfiihren, so dafl diese die kubische Form 7(r) = 79 +7o r2+ 7373
annehmen. Mit Hilfe dieses zusétzlichen Parameters werden wir den Einflul der
Form der Einschlufizeitprofile auf das Dichte- und das Temperaturprofil untersu-
chen. Wir geben uns dazu die Profile 7,(r) und 7i(r) vor, halten eines von bei-
den fest und variieren beim anderen nur den Verlauf zwischen festem Anfangs-
und Endpunkt. In Abbildung 5.13 sind die Einschlufzeitprofile mit der Variation
des 7,-Profils dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, daf§ es fast keine Variati-
onsmoglichkeit fiir das 7,-Profil gibt. Die 10 Kurven liegen so dicht beisammen,
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Abbildung 5.13: Im rechten Diagramm ist der fest vorgegebene Ver-
lauf von 75 (r) aufgetragen. Links sind die moglichen TeilcheneinschluBzeit-
verlaufe mit den fest gewéhlten Randwerten 7,(0) = 5s und 7,(1m) = 11s

dargestellt.
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Abbildung 5.14: Dichte- und Temperaturprofile zu den in Abbildung 5.13
dargestellten Einschlufzeitprofilen.

da man die Unterschiede nur erahnen kann. Ein ganz anderes Bild offenbart
sich, wenn man die zugehotrigen Dichte- und Temperaturprofile betrachtet, die in
Abbildung 5.14 dargestellt sind. Obwohl das 7,-Profil nur geringfiigig verdndert
wurde, dndern sich die Verldufe von n(r) und T'(r) sehr stark. Dies verdeutlicht
die Schwierigkeit, passende Profile 7,(r) und 75(r) zu finden, fiir die physikalisch
verniinftige Dichte- und Temperaturprofile existieren. Auf der anderen Seite kann
sich die Moglichkeit eréffnen, durch eine geringfiigige EinfluBnahme auf den Ver-
lauf der Einschluflzeit positive Effekte in einem Fusionsreaktor zu erzielen.

AbschlieBend wollen wir die gleichen Uberlegungen fiir das Energieeinschlufizeit-
profil durchfiihren. In Abbildung 5.15 sind das feste 7,-Profil und die méglichen
Te-Profile aufgetragen. Die Variationsmoglichkeit von 7(7) ist ebenfalls sehr be-
grenzt. In Abbildung 5.16 sind die zugehérigen Dichte- und Temperaturprofile
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Abbildung 5.15: Im linken Diagramm ist der fest vorgegebene Verlauf von
7,(r) aufgetragen. Rechts sind die méglichen EnergieeinschluBizeitverldufe
mit den fest gewéhlten Randwerten 75(0) = 2s und 7g(1m) = 4s darge-
stellt.
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Abbildung 5.16: Dichte- und Temperaturprofile zu den in Abbildung 5.15
dargestellten Einschlufizeitprofilen.

aufgetragen. Bei diesen zeigt sich wieder eine wesentlich stiarkere Verdnderung.
Betrachtet man zusétzlich die Konzentrationen der a-Teilchen, so stellt man fest,
daf3 diese sich nur wenig andern. Der Wert f,, liegt fiir alle Beispiele bei etwa 2%.
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Kapitel 6

Brennkurven fiir ausgewihlte
Standardprofile n(r) und T'(7)

In diesem Kapitel untersuchen wir fiir vorgegebene Dichte- und Temperaturpro-
file das Verhalten der Brenngleichgewichte iiber den gesamten Plasmabereich.
Dabei richten wir unser Hauptaugenmerk auf die GréBen 7,, 75 und p.

Zuerst 1iberlegen wir uns, welche moglichen Profilformen wir verwenden.
Wir fordern, dafl diese im Zentrum (r = 0) keine Spitze haben und am Rand
verschwinden. Zum einen liefle sich dies durch Polynome realisieren, doch sind
diese in ihrer Variationsmoglichkeit sehr umsténdlich, da man bei der Forderung
nach ausreichender Flexibilitdt schnell zu hoheren Ordnungen gelangt und
entsprechend viele Parameter erhélt. Wir wéhlen deshalb die Profile

n(r)=no(1—r*/R*)™ und T(r) =Ty (1—r*/R*)"", (6.1)

deren Form durch einen einzigen Parameter (o > 0) kontrolliert werden kann.
In Abbildung 6.1 sind die Profilverldufe fiir unterschiedliche Koeffizienten «
aufgetragen. Wir setzen im weiteren Verlauf dieses Kapitels R = 1m und
no = 10®m=3. Aus (6.1) erhalten wir fiir die Temperatur im Plasmazentrum
T(0) = Ty und fiir den Mittelwert T = Tp/(2 (a + 1)).

Nachdem wir die moglichen Verldufe der Profile festgelegt haben, kénnen
wir mit der Berechnung der Brennkurven, so wie es am Ende von Kapitel 2
beschrieben ist, beginnen. Es bleibt dabei noch die entscheidende Frage zu
klaren, in welchem Punkt die Vorgabe von p erfolgen soll. Bisher ist man bei der
Berechnung von Brennkurven so vorgegangen, dafl man p fiir das Verhéltnis der
globalen Einschluflzeiten vorgegeben hat und zu verschiedenen Temperaturen
das Brenngleichgewicht bestimmt hat. In Kapitel 2 haben wir 7,, 75 und
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Abbildung 6.1: Beispiele abgeflachter Profile bzw. zugespitzter Profile die

sich aus (6.1) ergeben. In der linken Graphik sind von unten nach oben die

Profile zu a = 1.0, 0.5, 0.2 aufgetragen. Rechts sind von unten nach oben

die Profile zu a = 5.0, 2.0, 1.0 dargestellt.

p als lokale Groflen definiert, und dabei festgelegt, dal zur Berechnung des
Brenngleichgewichts die Vorgabe von p an einem beliebigen Punkt im Plasma
erfolgen kann. Wir werden uns in diesem Kapitel bei der Vorgabe von p auf zwei
Félle beschrinken. Zum ersten werden wir auf einer ganzen Brennkurve den
selben Wert p am Plasmarand vorgeben und untersuchen, wie sich die lokalen
Einschlufizeiten und p(r) zum Plasmazentrum hin entwickeln. Beim zweiten
Fall geben wir p im Plasmazentrum vor und untersuchen, wie sich die lokalen
Einschluizeiten und p(r) nach aufien hin entwickeln.

6.1 Vorgabe von p am Plasmarand

Wir werden bei dem zuerst untersuchten Fall zu vorgegebenen Profilen n(r) und
T'(r) und vorgegebenem p am Plasmarand die zugehorigen Brennkurven fiir un-
terschiedliche r berechnen. Die Vorgabe von p = const an der Stelle r = 1 m fiir
alle Punkte einer Brennkurve bedeutet, dafl sdmtliche Brenngleichgewichte am
Plasmarand das gleiche Verhiltnis der Einschluizeiten aufweisen. Wir bezeich-
nen die Brennkurve zu r = 1 m als Randbrennkurve und alle anderen zu r < 1m
als innere Brennkurven.

6.1.1 Brennkurven und Verldufe von 7,(r), mg(r)
und p(r) an einem konkreten Beispiel

Bei dem Beispiel, das wir jetzt untersuchen werden, wéahlen wir fiir die Profile
n(r) und T'(r) die Koeffizienten o, = 1 und ar = 1. Mit diesen Werten geben wir
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Abbildung 6.2: Brennkurven fiir unterschiedliche Radien r = 0.0, 0.2, 0.4,
0.6, 0.8 und 1m zu den Profilkoeffizienten o, = 1 und ar = 1 und p = 3
auf dem Rand des Plasmas. Zusétzlich sind fiir die mittleren Temperaturen
T = 3, 5, 10, 20 45 und 65 keV die Brennprofile aufgetragen.

uns, wie aus Abbildung 6.1 ersichtlich wird, moderat abfallende Profilformen vor.
Fiir p geben wir uns den Wert 3 vor, womit wir etwa im mittleren Bereich der
in Tabelle 4.1 aufgelisteten Werte liegen. In Abbildung 6.2 sind die Brennkurven
zu diesen Profilen n(r) und T'(r) fiir die Radien r = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 und 1 m
aufgetragen.

Betrachten wir die Randbrennkurve, so &hnelt die Form der Kurve in etwa
denen fiir konstante Profile aus Abbildung 2.2. Der Grund dafiir ist, daB fiir alle
Brenngleichgewichte auf dieser Kurve der gleiche Wert p vorliegt. Betrachtet
man die zu kleineren Radien gehérigen inneren Brennkurven, so ist festzustellen,
dafl diese eine zunehmende Deformation aufweisen, die vornehmlich in der
oberen Hélfte der Kurven auftritt.

Nicht nur die Form der Brennkurven &ndert sich mit abnehmendem r, sondern
auch die Lage im Brennkurvendiagramm. So ist deutlich zu erkennen, dafi die
Kurven sowohl nach rechts zu einer héheren Temperatur, als auch nach oben zu
einem groferen Fusionsprodukt verschoben sind. Dies 1483t sich damit erkldren,
dafl aufgrund der Profilform von 7'(r) die lokale mittlere Temperatur in der Nédhe
des Zentrums wesentlich hoher ist als wenn die kiihleren Randschichten mit
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T/keV | T(0)/keV fa fa
3 6 2.711% | 8.05%
5 10 2.00% | 26.43%
10 20 3.53% | 36.12%
20 40 6.86% | 38.55%
45 90 15.36% | 36.34%
65 130 24.28% | 31.04%

Tabelle 6.1: Tabelle der Konzentrationen fiir die a-Teilchen. In der er-
sten Spalte ist der Mittelwert des Temperaturprofils eingetragen und in
der zweiten Spalte die Temperatur an der Stelle r = 0. Zu jedem vorgege-
benem Temperaturprofil gibt es zwei Konzentrationen, die jeweils zu einem
Brenngleichgewicht fithren.

dazugezihlt werden. Gleiches gilt fiir die Dichte, die im Zentrum sehr viel grofier
ist als am Rand und deshalb fiir kleine r das Fusionsprodukt mit verstérkt.
Eine wichtige Konsequenz dieser Verschiebung ist, dafl die Brennkurve fiir den
Plasmarand bis unter die in Kapitel 3 fiir das Zentrum festgestellte minimale
Temperatur von T' = 4 keV verschoben wird. Auch der Wert des Fusionsprodukts
liegt bei einigen Brenngleichgewichten unterhalb der Grenze fiir das Zentrum.
Als wichtiges Ergebnis lafst sich hier schon einmal festhalten, daf$ durch die
Beriicksichtigung von Profilen fir n(r) und T'(r) der Operationsbereich fir ein
Fusionsplasma erweitert werden kann.

In Abbildung 6.2 sind zusétzlich zu den Brennkurven die Brennprofile zu
verschiedenen Brenngleichgewichten eingezeichnet. In Tabelle 6.1 sind die
vorgegebenen Temperaturen und die hierfiir berechneten Konzentrationen der
a-Teilchen aufgelistet. Die Konzentrationen in der dritten Spalte sind die Werte
fiir den unteren Teil der Brennkurven und in der vierten Spalte stehen die f,
fiir den oberen Teil. Die meisten inneren Brennkurven weisen das oben fiir die
Brennkurven dargelegte Verhalten auf, ndmlich, daB} zum Plasmazentrum die
Temperatur und das Plasmaprodukt ansteigen. Ausnahmen gibt es hauptséachlich
auf dem oberen Zweig zu kleineren Temperaturen. In diesem Bereich liegen auch
die groBiten Verformungen der Brennkurven.

Um die einzelnen Brenngleichgewichte und deren Eigenschaften besser analysie-
ren zu konnen, untersuchen wir die Verldufe von 7,(r), me(r) und p(r). Da die
Wertebereiche der einzelnen Gréflen iiber den Verlauf einer Brennkurve stark
variieren, teilen wir diese auf und betrachten den oberen und unteren Teil der

Brennkurven separat.
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Abbildung 6.3: Verldufe von 7,(r) und 7g(r) der Brenngleichgewichte
auf dem unteren Teil der Brennkurven aus Abbildung 6.2. Die vier nicht
gekennzeichneten Kurven stehen fiir 7' = 10, 20, 5 und 45keV (von unten
nach oben).

Brenngleichgewichte auf dem unteren Teil der Brennkurven

In Abbildung 6.3 sind die Einschlufizeitprofile zu den Temperaturen
T = 3,5, 10, 20, 45 und 65keV der Brenngleichgewichte auf dem unteren
Teil der Brennkurven aufgetragen. Am markantesten ist der Verlauf der Ein-
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Abbildung 6.4: Verldufe von p(r) der Brenngleichgewichte auf dem unte-
ren Teil der Brennkurven. Die drei nicht gekennzeichneten Kurven stehen
fiir ' = 45, 20 und 10keV (von unten nach oben).

schluBzeit zu T = 3keV. Dieser fillt dadurch auf, da8 sowohl 7, (r) als auch 75 ()
sehr stark nach auflen ansteigen. Ansonsten hebt sich nur noch die Einschlufzeit
zu T = 65keV ab, da sie wesentlich groflere Werte annimmt als die Verlaufe
zu den restlichen Temperaturen. Die Anderung im Verlauf hingegen ist wie
bei den iibrigen Verldufen sehr moderat. Bis auf die Energieeinschlufizeiten
zuT = 45keV und T = 65keV verlaufen die EinschluBzeiten ansteigend. In
Abschnitt 4.2 haben wir das Ansteigen dieser fiir den Bereich von 10-20keV
mit Hilfe der Entwicklungen vorausgesagt. Die Einschlufizeiten weisen fiir den
unteren Zweig der Brennkurven nur an der Grenze zu sehr kleiner und sehr
grofler Temperatur ein auffilliges Verhalten auf.

In Abbildung 6.4 sind die dazugehorigen Verldufe fir p(r) aufgetragen.
Bis auf die Kurve fir 77 = 3keV sind die Verldufe von p(r) fast identisch.
Das bedeutet, dafl sich der Wert von p zwar fiir unterschiedliche Radien r
unterscheidet, aber auf jeder inneren Brennkurve (festes r) nahezu konstant
ist. Das ist der Grund dafiir, warum der untere Teil der Brennkurven seine
Form fast beibehilt und nur durch Ubergang zu hoheren mittleren Dichten und
Temperaturen verschoben wird. Nur fiir 7' = 3keV ist eine deutliche Abweichung
zu erkennen, was auch in Abbildung 6.2 sichtbar wird.
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Abbildung 6.5: Verldaufe von 7,(r) und 7(r) der Brenngleichgewichte auf
dem oberen Teil der Brennkurven.

Brenngleichgewichte auf dem oberen Teil der Brennkurven

In Abbildung 6.5 sind die Einschluizeitprofile zu den Temperaturen
T = 3, 5, 10, 20, 45 und 65 keV der Brenngleichgewichte auf dem oberen Teil der
Brennkurven aufgetragen. Im Gegensatz zum unteren Teil unterscheiden sich hier
die Einschluflzeiten sehr deutlich voneinander. Bis auf die Energieeinschluf3zei-
ten fiir T' = 45keV und T = 65keV sind diese zum Rand ansteigend. Der we-
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Abbildung 6.6: Verlidufe von p(r) der Brenngleichgewichte auf dem oberen
Teil der Brennkurven.

sentliche Unterschied zu den Verldufen des unteren Teils der Brennkurven liegt
im Wertebereich der Einschluflzeiten, der fast zehnmal so grof} ist. Das erkléart,
warum die Einschlufizeitprofile an den Grenzen des unteren Teils (7" = 3keV und
T = 65keV) sehr viel grofere Werte aufweisen als die restlichen.

Der starke Anstieg der Energieeinschlufizeit ist der Grund dafiir, warum das Fusi-
onsprodukt fiir 7' = 3, 5 und 10 keV nach aulen gréfler wird, obwohl die mittlere
Dichte und die mittlere Temperatur kleiner werden (siehe Abbildung 6.2).

In Abbildung 6.6 sind die dazugehorigen Verldufe von p(r) aufgetragen. Auch
hier zeigt sich ein sehr viel differenzierteres Bild als beim unteren Teil. Der Wer-
tebereich ist sehr viel gréfler, und die Profilverlaufe unterscheiden sich zum Teil
sehr stark voneinander. Fiir kleine Radien variiert der Wert von p zwischen 2 und
15, was der Grund fiir die markante Verformung der Brennkurven in Richtung
Plasmazentrum ist.

Fiir T'= 5, 10 und 20keV ist der Verlauf von p(r) fallend und fiir 7" = 3, 45 und
65keV ist er leicht steigend. In Abschnitt 4.2.1 haben wir bei der Untersuchung
der Verldufe der lokalen Grofien festgestellt, dafl man bei p(r) eine Fallunterschei-
dung vornehmen muf. Bei kleinen f, steigt das Profil, und bei hinreichend grofien
Werten ist es fallend. Hier liegt der Fall vor, dal die Konzentration f, so grof3
ist, daB p(r) fir T'= 5keV und 7' = 10keV fallend ist. Man braucht hierzu nur
die berechneten Werte f,, aus Tabelle 6.1 mit den in Abschnitt 4.2 angegebenen
Konzentrationen zu vergleichen.
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Abbildung 6.7: Konzentrationen der a-Teilchen zu den Profilen mit den
Koeffizienten «, = ar = 1 und den vorgegebenen Werten p = 0.5, 1, 3, 5,
10 und 15 am Plasmarand (von auflen nach innen). Zusétzlich ist die fiir
jede mittlere Temperatur maximale Konzentration f, im Plasmazentrum
aufgetragen (gestrichelte Linie).

6.1.2 Geschlossene und offene Brennkurven

Wir gehen noch einmal auf die Vorgehensweise zur Berechnung der Brennkurven
fiir die unterschiedlichen Radien ein. Wir haben zu vorgegebenen Profilen n(r)
und T'(r) den Wert p an der Stelle r = 1m fest vorgegeben. Anhand der
berechneten f,-Werte konnten wir 7,, 7, p und das Fusionsprodukt fiir kleinere
Radien bis ins Plasmazentrum berechnen. In dem oben durchgerechneten
Beispiel war dies ohne Probleme moglich. Es stellt sich jedoch die Frage, ob
dies immer moglich ist. Wie schon im letzten Abschnitt erldautert, haben die
Einschlufizeiten und p(r) recht unterschiedliche Verldufe. Daher kénnen wir
nicht sicher sein, ob diese nicht zu den am Plasmarand berechneten f, den
physikalischen Bereich im Plasmazentrum verlassen. Dies ist in der Tat moglich,
es stellt sich ndmlich heraus, dafl der Wert von p entscheidend dafiir ist, ob
die inneren Brennkurven geschlossen sind. Hierzu betrachten wir Abbildung
6.7, in der die Konzentrationen der a-Teilchen aufgetragen sind, die sich fiir
vorgegebene p am Plasmarand berechnen lassen. Zusétzlich ist fiir jedes auf
T gemittelte Temperaturprofil die maximal mogliche Konzentration f,, fiir das
Plasmazentrum aufgetragen. Diese 148t sich durch Einsetzen von 7'(0) in Glei-
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Abbildung 6.8: Brennkurven fiir unterschiedliche Radien » = 0.0, 0.2,
0.4, 0.6, 0.8 und 1m zu den Profilkoeffizienten o, = 1 und at = 1 und
p = 1 auf dem Rand des Plasmas. Die inneren Brennkurven zu r = 0.2m
und r = 0 sind nicht geschlossen.

chung (3.6) bestimmen (Gleichung (3.6) berechnet zu vorgegebener Temperatur
das f, mit p = 0 im Plasmazentrum, das die maximale Konzentration f, zu
dieser Temperatur angibt).

In Abbildung 6.7 ist deutlich zu erkennen, dafl die Grenzkurve fiir das Zentrum
die zwei dufleren Kurven schneidet. Das bedeutet, dal fiir die Werte p = 0.5
und p = 1 die Brennkurven im Plasmazentrum nicht geschlossen sind, weil
das am Plasmarand berechnete f, fiir die vorgegebenen n(r) und 7'(r) im
Plasmazentrum zu grof ist. In Abbildung 6.8 sind die Brennkurven fiir p = 1
dargestellt. Die beiden innersten Brennkurven zu r = 0.2m und r» = 0 sind
nicht geschlossen, sondern brechen nach oben auf. Es zeigt sich, dafi es nicht
geniigt, wie bisher tiblich, Brenngleichgewichte nur mit gemittelten Gleichungen
und globalen FEinschlufizeiten zu untersuchen. Bei einem harmlos aussehenden
globalen Brenngleichgewicht kénnen lokal unerfiillbare Bedingungen auftreten,
die dieses Gleichgewicht unméglich machen.

In Abbildung 6.9 sind die Koeffizientenpaare (a,,ar) aufgetragen, die bei
fest vorgegebenem p noch geschlossene Brennkurven liefern. Paare die oberhalb
der jeweiligen Linie liegen, bilden zum Zentrum offene Brennkurven. Die von uns
untersuchten Profile n(r) und T'(r) haben das Koeffizientenpaar (1,1), welches in
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Abbildung 6.9: Maximal mogliche Profilkoeffizienten «,, und a1 zu den
vorgegebenen p = 1, 2, 3, 4 und 5 am Plasmarand, bei denen die inneren
Brennkurven geschlossen bleiben.

Abbildung 6.9 oberhalb der Linie p = 1 und unterhalb der Linie p = 3 liegt. In
den Abbildungen 6.2 und 6.8 haben wir gesehen, dafl die inneren Brennkurven
fiir p = 3 im Zentrum geschlossen, bzw. fiir p = 1 offen sind. Auffillig ist, daf§
ein linearer Zusammenhang zu bestehen scheint. Da mit zunehmendem p die
Brennkurven enger werden und dementsprechend auch der Wertebereich der
Konzentrationen kleiner wird, wie in Abbildung 6.7 deutlich zu erkennen ist,
ist der Bereich der moglichen Koeffizientenpaare grofler. Als Ergebnis bleibt
festzuhalten, dafl die Bremnkurven fiir zugespitzte Temperaturprofile oder fiir
kleine Werte p im Inneren des Plasmas aufbrechen.

6.2 Vorgabe von p im Plasmazentrum

Im Gegensatz zu Abschnitt 6.1 werden wir jetzt den Wert p im Plasmazentrum
vorgeben und diesen Wert auf der ganzen zu diesem gehorigen Brennkurve fest-
halten. Die Brennkurve fiir » = 0 ist somit durch das gleiche Verhiltnis der
Einschlufizeiten gekennzeichnet.
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Abbildung 6.10: Brennkurven fiir unterschiedliche Radien r» = 0, 0.2, 0.4,
0.6, 0.8 und 1 m zu den Profilkoeffizienten o, = 1 und ar =1 und p = 3 im
Zentrum des Plasmas. Zusétzlich sind einige Brennprofile aufgetragen. Die
gestrichelte Linie markiert die Grenze zwischen steigenden und abfallenden
p-Profilen.

6.2.1 Brennkurven und Verlauf von 7,(r), mg(r)
und p(r) an einem konkreten Beispiel

Fiir das hier untersuchte Beispiel geben wir uns die gleichen Profile wie in 6.1.1
vor. Auch der Wert von p wird iibernommen, nur daf§ er diesmal nicht fiir den
Plasmarand sondern fiir das Zentrum des Plasmas gelten soll. In Abbildung 6.10
sind die Brennkurven zu den Radien r = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 und 1 m dargestellt.
Das Auffilligste an diesen Brennkurven ist, daf} sie nicht alle geschlossen sind.
Am Ende von Abschnitt 6.1 haben wir dieses Phdnomen fiir den Fall der Vorgabe
von p am Plasmarand untersucht und sind zu dem Ergebnis gekommen, dafl dafiir
entweder die Profile zum Zentrum sehr steil zulaufen miissen oder p sehr klein
gewahlt werden muf. Im jetzigen Beispiel brechen die Brennkurven schon bei re-
lativ gemé&Bigten Vorgaben auf. Wir wollen die Ursache hierfiir genauer untersu-
chen. Das Aufbrechen der Brennkurven bedeutet, daf§ das Fusionsprodukt ne 7 T’
unendlich wird. Da die Elektronendichte und die Temperatur endlich vorgegeben
sind, mufl die Energieeinschlufizeit gegen unendlich gehen. Dies ist gleichbedeu-
tend damit, dafl die fiir das Brenngleichgewicht im Zentrum bestimmte Kon-
zentration f, fiir den gesamten Plasmabereich zu grof§ ist. Bei grofleren Radien
verlaufen die Profile n(r) und T'(r) so ungiinstig, daf§ die Bremsstrahlungsverlu-
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T/keV | T(0)/keV fa fa
3 6 2.26% | 17.58%
5 10 2.80% | 30.98%
10 20 5.21% | 37.68%
20 40 10.17% | 38.47%
40 80 20.10% | 34.09%

Tabelle 6.2: Tabelle mit den Konzentrationen der a-Teilchen fiir die in
Abbildung 6.10 durchgehend eingetragenen Brenngleichgewichte (vgl. Ta-
belle 6.1).

ste durch die gewonnene Fusionsleistung nicht kompensiert werden. Die Tatsache,
dafl die Energieeinschlulzeit unendlich wird, hat zur Folge, dafl p null wird. Da
wir fiir alle Brenngleichgewichte im Zentrum p = 3 vorgegeben haben, mufl p
fiir groBere Werte von r dort, wo die Kurven aufbrechen, auf null absinken. Das
heifit, die Profile von p(r) miissen nach dort hin fallend sein.

Um festzustellen, wie der Verlauf von p(r) ist, gehen wir noch einmal auf die
Taylor-Entwicklung in Abschnitt 4.2.1 ein. Dort haben wir mit Hilfe des quadra-
tischen Terms entschieden, wie die Profile vom Zentrum aus verlaufen. Wir geben
hier noch einmal die Entwicklung von p(r) an, verwenden allerdings nicht die
Néherungsformel fiir den Reaktionsquerschnitt, sondern die genauere Fit-Formel
(2.5). Wir erhalten fiir diese

_a(S(Ty) —evTy) . aTy (eVTy S(Ty) —28%(Ty) + 2T, S(Ty))
)~ T ST 45712 S2(Th) "

Das Vorzeichen des quadratischen Terms entscheidet iiber den Verlauf von p(r).
Untersuchen wir die Punkte, an denen ein Vorzeichenwechsel stattfindet, so er-
halten wir als Bedingung die Gleichung (3.4). In Kapitel 3 haben wir mit Hilfe
dieser Gleichung das maximale p zu vorgegebener Konzentration f, im Plasma-
zentrum bestimmt. Im Brennkurvendiagramm markieren die Schnittpunkte der
zugehorigen Kurve mit den Brennkurven die Brenngleichgewichte, an denen die
minimal und die maximal mogliche Konzentration f, erreicht wird (vgl. Abschnitt
3.4). Hieraus folgt, dafl es zu jedem f, zwischen der minimal und der maximal
moglichen Konzentration ein Brenngleichgewicht mit steigendem und eins mit
fallendem p-Profil gibt. In Abbildung 6.10 haben wir die Kurve gestrichelt ein-
getragen (Sie ist identisch mit Kurve 1 aus Abbildung 3.3). Diese trennt in etwa
den Bereich, in dem die aufbrechenden Brennkurven nach unendlich davonlaufen
(fallende p-Profile), von dem Bereich, in dem die Brennkurven fiir alle r bis zum
Rand reguldr bleiben (steigende p-Profile).
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Abbildung 6.11: Verlauf von 7,(r) und 7x(r) der Brenngleichgewichte auf
dem unteren Teil der Brennkurven.

Brenngleichgewichte auf dem unteren Teil der Brennkurven

In Abbildung 6.11 sind die Profile der Einschlufizeiten fiir die Brenngleichge-
wichte auf dem unteren Teil der Brennkurven aufgetragen. Wie im Beispiel
aus dem letzten Abschnitt ist der Verlauf zu T = 3keV am auffélligsten, da
dieser im Verhiltnis zu den anderen nach auflen sehr stark ansteigt. Bis auf das
Energieeinschlufizeitprofil fiir 7" = 40 keV sind alle Profile ansteigend.
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Abbildung 6.12: Verlauf von p(r) der Brenngleichgewichte auf dem unte-
ren Teil der Brennkurven. Die zwei nicht gekennzeichneten Kurven gehoren
zu den Temperaturen 10 und 20 keV (von unten nach oben).

In Abbildung 6.12 sind die dazugehorigen p-Profile aufgetragen. Die Verldufe
von p(r) sind fiir die Temperaturen 7" = 5, 10, 20 und 40keV ansteigend und
liegen sehr dicht beieinander. Aus diesem Grund haben die Brennkurven im
unteren Teil die gleiche Form, weil p auf diesen nahezu konstant ist. Nur im
Bereich unterhalb von 5keV gibt es grofiere Unterschiede, wie der Verlauf von p
fiir T' = 3keV deutlich macht. Das Brenngleichgewicht liegt fiir » = 0 oberhalb
der in Abbildung 6.10 gestrichelt eingetragenen Linie. Das bedeutet, dafl das
p-Profil zu Beginn fallend ist.

Brenngleichgewichte auf dem oberen Teil der Brennkurven

In Abbildung 6.13 sind die Verldufe der Einschlufizeiten fiir die Brenngleich-
gewichte auf dem oberen Teil der Brennkurven aufgetragen. Auch hier sind
die Werte der Einschluizeiten wesentlich gréfler als auf dem unteren Teil. Aus
dem Diagramm fiir die 7g-Profile wird ersichtlich, warum die Brennkurven
aufbrechen. Fiir T' = 3, 5 und 10keV wird die Energieeinschlufizeit unendlich
grof3, weshalb auch das Fusionsprodukt unendlich wird. Bis auf das 7g-Profil fiir
T = 40keV sind alle Einschlufzeitprofile ansteigend.
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Abbildung 6.13: Verlauf von 7,(r) und 7x(r) der Brenngleichgewichte auf
dem oberen Teil der Brennkurven.

In Abbildung 6.14 sind die dazugehorigen p-Profile aufgetragen. Fiir die
drei Beispiele, in denen die Energieeinschlufizeit unendlich wird, geht p(r)
gegen null. Abbildung 6.14 zeigt, wie rasch p(r) null wird. Die p-Profile zu
den Temperaturen 20 und 40keV verlaufen hingegen ansteigend. Aus dem
Brennkurvendiagramm 6.10 wird deutlich, daf§ diese unterhalb der gestrichelten
Linie beginnen.
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Abbildung 6.14: Verlauf von p(r) der Brenngleichgewichte auf dem obe-
ren Teil der Brennkurven.
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Abbildung 6.15: Konzentrationen der a-Teilchen zu den Profilen mit den
Koeffizienten a,, = ar = 1 und den vorgegebenen p = 0.5, 1, 3, 5, 10,15
und 18 im Plasmazentrum (von auBen nach innen) in Abhéngigkeit von
der Temperatur bei r = 0. Zusétzlich ist die maximale Konzentration aus
der Berechnung von f, fiir p = 0 auf dem Plasmarand in Abhéangigkeit von
T(0) aufgetragen (gestrichelte Linie).

6.2.2 Geschlossene und offene Brennkurven

Analog zum ersten Beispiel werden wir auch hier die Griinde fiir das Aufbrechen
der Brennkurven untersuchen. Hierzu vergleichen wir die im Plasmazentrum fiir
fest vorgegebenes p berechneten Konzentrationen f, mit der maximal moglichen
Konzentration am Plasmarand (r = 1m). Um letztere zu berechnen, verwenden
wir Gleichung (2.22), die wir fiir p = 0 nach f, auflésen. Eine Losung lautet
fo = 0 und die einzige weitere Losung kleiner als 0.5 ist

1 ) Cg I4(r
fulro) = 2 bm— P E Dy mit = DHOL g
al(To)

Mit dieser Gleichung kénnen wir zu den 7'(r) und n(r) die maximale Konzentrati-
on der a-Teilchen, bei der noch ein Brenngleichgewicht existiert, in Abhéngigkeit
vom Radius 7y bestimmen. In Abbildung 6.15 sind die Konzentrationen f,, fiir im
Plasmazentrum vorgegebene p aufgetragen. Zusétzlich sind die sich aus (6.2) er-
gebenden maximal moglichen Konzentrationen f, fiir ro = 1 m aufgetragen. Auf
der Abszisse ist die Temperatur im Zentrum 7'(0) aufgetragen. Es ist deutlich zu
erkennen, dafl die gestrichelte Linie wesentlich mehr Kurven schneidet als es im
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Abbildung 6.16: Maximal mogliche Profilkoeffizienten «, und ar zu den
vorgegebenen Werten p = 3, 6, 9, 12 und 15, bei denen die Brennkurven
geschlossen bleiben.

vorherigen Beispiel der Fall war. Erst ab p > 15 bleiben die Brennkurven fiir die
vorgegebenen Profile n(r) und T'(r) geschlossen.

In Abbildung 6.16 sind die Koeffizientenpaare (o, ) aufgetragen, die bei fest
vorgegebenen Werten p im Plasmazentrum noch geschlossene Brennkurven lie-
fern. Paare, die oberhalb der jeweiligen Linie liegen, liefern fiir das zugehérige
p im Plasmazentrum offene Brennkurven. Auch hier scheint ein linearer Zusam-
menhang zwischen den Koeffizienten fiir die Profile zu bestehen. Abbildung 6.16
macht deutlich, dafS die Brennkurven schon fiir sehr viel kleinere Koeffizienten
ar aufbrechen als es im vorangegangenen Beispiel der Fall war.
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Abbildung 6.17: Maximal mogliches p am Plasmarand in Abhéngigkeit
des Profilkoeffizienten ar zu vorgegebenen «,.

6.3 Verschiebung von pn.x und T

Als néchstes werden wir zwei weitere Phédnomene untersuchen, die bei der
Berechnung von Brennkurven unter Beriicksichtigung von Profilen auftreten. In
Kapitel 3 haben wir die Brennkurven und Parametergrenzen fiir das Zentrum des
Fusionsplasmas untersucht. Wir sind dabei zu dem Ergebnis gekommen, dafl nur
bis p(0) = 18.13 Brennkurven existieren. Fiir die zu r > 0 gehorigen Brennkurven
gilt diese Einschrédnkung nicht. Fiir diese lassen sich andere Grenzen festlegen.
Hierzu geht man &hnlich vor, wie es in Kapitel 3 fiir das Plasmazentrum gemacht
wurde. In Abbildung 6.17 ist pyax iber ar fiir fest vorgegebene «a,, aufgetragen.
Fir ar = 0 ist ppax gleich dem Wert fiir das Plasmazentrum, da, wie in
Abschnitt 4.1 gezeigt, fiir ein konstantes Temperaturprofil auch der Verlauf p(r)
konstant ist. Aus Abbildung 6.17 wird deutlich, daf3 der Einflufl der Profile sich
markant auf das maximale p auswirkt.

Als weitere Grofle bestimmen wir die niedrigste Temperatur bei der noch
ein Brenngleichgewicht existiert. In Abbildung 6.2 haben wir gesehen, dafl die
Randbrennkurve auch fiir mittlere Temperaturen unterhalb der niedrigsten Tem-
peratur im Plasmazentrum Werte liefert. Wir geben deshalb den Zusammenhang
zwischen der niedrigsten Temperatur in Abhéngigkeit der Profilkoeffizienten an.
Der Verlauf ist in Abbildung 6.18 fiir verschiedene feste Werte a,, aufgetragen.
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Abbildung 6.18: Niedrigste Temperatur einer Brennkurve fiir verschiede-
ne ay,. Aufgetragen sind die Kurven fiir vorgegebene Werte a,, = 0.0, 0.2,
0.5, 1.0, 2.0 und 5.0 (von oben nach unten).

Es wird deutlich, daf§ durch geeignete Wahl der Profilkoeffizienten «, und ar
die niedrigste Temperatur einer Brennkurve abgesenkt werden kann.
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6.4 Katalog von Brennkurvendiagrammen

Am Ende dieses Kapitels stellen wir einen Katalog von Brennkurvendiagrammen
zusammen, in denen die Auswirkungen der Temperatur- und Dichteprofile auf
die Brennkurven noch einmal veranschaulicht werden.

In Abbildung 6.19 werden das Dichteprofil und der Wert von p am Plasmarand
konstant gehalten, das Temperaturprofil wird variiert. Es ist zu erkennen, dafl
die Brennkurven auch bei Vorgabe von p am Plasmarand aufbrechen konnen.
Man vergleiche hierzu Abbildung 6.9, in der der Bereich fiir geschlossene und
offene Brennkurven in Abhéngigkeit von den Profilkoeffizienten und p dargestellt
ist. Dariiber hinaus wird deutlich, dal die minimale Temperatur, bei der noch
ein Brenngleichgewicht existiert, mit grofler werdendem Koeffizienten ar kleiner

wird (vgl. Abbildung 6.18).

In Abbildung 6.20 werden die Profile n(r) und T'(r) fest gehalten, variiert
wird p am Plasmarand. Mit zunehmendem p werden die Brennkurven enger. Im

ersten Bild ist p so klein gew&hlt, dal die Brennkurven nach innen aufbrechen.
Man vergleiche hierzu die Abbildung 6.9.

In Abbildung 6.21 wird p am Plasmarand konstant gehalten, die Profilko-
effizienten werden gleichermafien veréndert. Mit gréfler werdenden Koeffizienten
liegen die Brennkurven fiir das Zentrum und fiir den Rand immer weiter
auseinander. Es wird erneut deutlich, dal durch geeignete Wahl von Profilen die
untere Grenze der Temperatur, bei der noch ein Brenngleichgewicht existiert,
kleiner gemacht werden kann (vgl. Abbildung 6.18).

In Abbildung 6.22 werden die gleichen Profilkoeffizienten verwendet, wie in
Abbildung 6.19, in 6.23 wie in 6.20 und in 6.24 wie in 6.21. Der Unterschied liegt
allein in der Vorgabe von p, die in den Abbildungen 6.22-6.24 im Plasmazentrum
erfolgt. Die Ergebnisse sind relativ dhnlich zu dem Beispiel, bei dem die Vorgabe
von p am Plasmarand erfolgt. Der einzige Unterschied ist, daf§ die Brennkurven
schon bei viel moderateren Vorgaben von at, «a, und p aufbrechen (vgl.

Abbildung 6.16).
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Abbildung 6.19: Das Dichteprofil ist durch «,, = 1 vorgeben, auf dem
Plasmarand ist p = 3 vorgegeben. Die 6 Abbildungen zeigen die Brennkur-
ven fiir ar = 0, 0.5, 1, 2, 4 und 8.
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Abbildung 6.20: Die Profile n(r) und 7'(r) mit den Koeflizienten o, =
at = 1 werden festgehalten. Am Plasmarand sind p = 1, 4, 7, 10, 13 und
16 vorgegeben.
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Abbildung 6.21: Am Plasmarand ist p = 3 vorgegeben. Die Koeffizienten
der Profile sind in den 6 Abbildungen durch a,, = ar = 0, 0.5, 1, 2, 4 und
8 gegeben.
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Abbildung 6.22: Das Dichteprofil ist durch a, = 1 vorgegeben, im Plas-
mazentrum ist p = 3 vorgegeben. Die 6 Abbildungen zeigen die Brennkur-
ven fiir ar = 0, 0.5, 1, 2, 4 und 8.
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Abbildung 6.23: Die Profile n(r) und 7'(r) mit den Koeflizienten o, =
ar = 1 werden festgehalten. Im Plasmazentrum sind p = 1, 4, 7, 10, 13
und 16 vorgegeben.
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Abbildung 6.24: Im Plasmazentrum ist p = 3 vorgegeben. Die Koeffizi-
enten der Profile sind in den 6 Abbildungen durch o, = ar = 0, 0.5, 1, 2,

4 und 8 gegeben.



Kapitel 7
Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir durch die Einfiihrung von lokalen Einschluflzeiten die
Moglichkeit zu einer genaueren Untersuchung eines geziindeten Fusionsplasmas
erhalten, als es bisher mit Hilfe globaler Einschlufizeiten moglich war. Die
Grundlage zur Definition dieser lokalen Gréflen bildet das Vorhandensein
eines Dichte- und eines Temperaturprofils. In Kapitel 2 haben wir mit Hilfe
von Bilanzgleichungen und eines eindimensionalen Plasmamodells die lokalen
Einschlufizeiten fiir ein Fusionsplasma im Gleichgewichtszustand definiert.
Zusétzlich haben wir fiir dieses Modell die Berechnung von Brennkurven
vorgestellt, die ebenfalls um eine rdumliche Komponente ergénzt wurde, sowie
die Berechnung von Brennprofilen

In Kapitel 3 haben wir uns auf die Untersuchung des Plasmazentrums bei
r = 0 beschréankt. Aus der Berechnungsvorschrift fiir die Brennkurven haben
wir Zusammenhénge zwischen den Gréflen p, T und f, ableiten konnen. Damit
waren wir auch in der Lage, Grenzen fiir diese zu bestimmen, die zum Teil
sogar auch analytisch angegeben werden koénnen. So liegt der maximale Wert
von p, bei dem noch ein Brenngleichgewicht im Zentrum existiert, bei etwa 18.
Die Temperatur mufi mindestens 4keV betragen, und die Konzentration der
a-Teilchen darf nicht grofer als 40% sein. Die Berechnung von Brennkurven fiir
das Plasmazentrum ist dquivalent zu einer Berechnung von Brennkurven fiir das
ganze Plasma ohne Beriicksichtigung von Profilen.

In Kapitel 4 haben wir die Eigenschaften der neu definierten GroBen 7,(r),
Te(r) und p(r) untersucht. Dabei haben wir uns weitestgehend auf den fiir
die technische Realisierung interessanten Bereich von 10-20 keV beschrankt. Es
konnte gezeigt werden, daf§ die Profile der Einschlufizeiten und von p(r) fiir
abfallende Dichte- und Temperaturprofile vom Zentrum aus ansteigen. Dariiber
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hinaus haben wir durch die Einschrinkung des Temperaturbereichs und der
Konzentration der a-Teilchen interessante Zusammenhénge zwischen der Dichte,
der Temperatur, der a-Teilchen-Konzentration und den Einschlufizeiten erhalten.
Durch Koeffizientenvergleich der Taylor-Entwicklungen fiir die Einschluflzeiten,
und die Einschrankungen der Profile n(r) und 7'(r) haben wir die GroBenord-
nungen von 7, und 7 abschdtzen kénnen. Mit diesen Ergebnissen konnten wir
uns EinschluBzeitprofile vorgeben und aus diesen nédherungsweise das Dichte-
und das Temperaturprofil berechnen. Da diese Néherungslosung nur bedingt
brauchbar war, haben wir uns in Kapitel 5 einen exakten Losungsweg fiir die
Berechnung von n(r) und 7'(r) aus vorgegebenen Einschlufzeitprofilen erarbeitet.

Wir sind dabei auf ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen ge-
stoBen, welches im Normalfall fiir beliebige Profile 7,(r), mg(r) und f, keine
Losung besitzt. Ahnlich wie bei der Berechnung von Brenngleichgewichten
zu vorgegebenen Profilen n(r) und 7'(r) muf auch zu vorgegebenen Ein-
schluBzeitprofilen die Konzentration der a-Teilchen bestimmt werden. In den
anschlieBenden Berechnungen hat sich gezeigt, dafi die Verldufe n(r) und 7'(r)
sehr sensitiv auf Verdnderungen der Einschlufizeitprofile reagieren. Dariiber
hinaus konnte festgestellt werden, dafl die beiden Einschlufizeitprofile einen
dhnlichen Verlauf aufweisen miissen, damit die Verldufe von n(r) und T(r)
abfallende Profile ergeben. Wir haben uns in diesem Kapitel nur auf einen sehr
kleinen Bereich von 7-Profilen und Konzentrationen der a-Teilchen konzentriert.

In Kapitel 6 haben wir die Brennkurvendiagramme zu verschiedenen Dichte-
und Temperaturprofilen untersucht und fiir unterschiedliche Brennbereiche
miteinander verglichen. Wir haben dabei zum Teil sehr unterschiedliche Verhal-
tensweisen der Brenngleichgewichte feststellen kénnen, die sich in den Verldufen
der EinschluBzeiten und insbesondere im Verhalten von p(r) widergespiegelt
haben. Die grofiten Auffilligkeiten traten bei niedrigen Temperaturen und hohen
Konzentrationen der a-Teilchen auf.

Bei der Untersuchung innerer Brennkurven trat das Phéanomen auf, daf§ diese in
bestimmten Brennbereichen aufbrechen kénnen. Es erfordert daher eine zusétz-
liche Untersuchung der lokalen FEinschlufizeiten, um entscheiden zu konnen,
ob das zu vorgegebenem p am Plasmarand berechnete Brenngleichgewicht fiir
die lokalen Groflen bis ins Plasmazentrum physikalisch sinnvolle Werte liefert.
Die Profile n(r) und T'(r) konnen ndmlich so ungiinstig verlaufen, daf das
Brenngleichgewicht nur bei Mittelung {iiber hinreichend grofie Bereiche des
Plasmas existiert. Dieses Phdnomen trat vornehmlich bei kleinen Werten von p
und sehr unterschiedlichen Profilverldufen der Dichte und der Temperatur auf.
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Als entscheidend erwies sich dabei, ob der zur Berechnung der Brennkurven
benotigte Wert p am Rand des Plasmas oder im Plasmazentrum vorgegeben
wird. Bei der Vorgabe im Zentrum trat das Aufbrechen wesentlich héufiger auf
als bei Vorgabe am Plasmarand.

Als letztes haben wir untersucht, wie sich die Beriicksichtigung der Profile
auf das maximal mogliche p und die minimale Temperatur, bei der noch ein
Brenngleichgewicht existiert, auswirkt. Fiir beide Groflen galten nicht mehr die
in Kapitel 3 fiir das Plasmazentrum gemachten Einschréinkungen, sondern der
Wertebereich wurde insbesondere fiir p erheblich erweitert.

In Anlehnung an die empirischen Skalierungsgesetze fiir die globalen FEin-
schlufizeiten wére es sicherlich interessant, solche auch fiir die lokalen Einschluf3-
zeiten zu erhalten. Im Rahmen dieser Arbeit wurde versucht, die bestehenden
Skalierungsgesetze fiir die globalen Einschlufizeiten auch auf die lokalen Ein-
schlufizeiten anzuwenden. Diese Untersuchungen haben aber keine sinnvollen
Ergebnisse geliefert. Es ware daher notwendig, aufgrund von Mefidaten neuartige
Skalierungsgesetze fiir die Einschluzeiten aufzustellen, in welche die Profilform
der Dichte und der Temperatur eingehen und die auch Aussagen iiber den Verlauf
der Einschluizeiten machen. Die in dieser Arbeit hergeleiteten Zusammenhénge
zwischen den Profilen n(r), T'(r) einerseits und 7,(r), 7s(r) andererseits sollten
bei der Aufstellung derartiger Skalierungsgesetze hilfreich sein.
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Anhang A

Die Formeln von Cardano

Zur Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms dritten Grades gibt es nach
Cardano exakte Formeln. Deren Form soll hier kurz skizziert werden, da an-
hand dieser Formeln exakte Ergebnisse erzielt werden kénnen. Dabei gehen wir
im wesentlichen so vor, wie es in [26] beschrieben ist. Gegeben sei die kubische
Gleichung

X3+&2X2—|—G,1X—|—G,OIO. (Al)

Mit Hilfe der Tschirnhausen-Transformation X — X — 63_2 laB3t sich diese Glei-
chung in

X +pX+qg=0 (A.2)

umformen mit

1, d 2 45 1 n
= a1 — - a un = — a9y — - QA1 Q agp .
p 1 3 %2 q o7 2 312 0

Man definiert die Diskriminante D durch

D:=—(4p*+27¢),

und setzt




wobei die 3. Wurzeln so gewéhlt werden, daf A B = —3 p gilt. Definiert man noch
die 3-ten Einheitswurzeln A = ¢35, so lauten die drei Losungen von (A.2)

1

1 -
1 _

Macht man die Tschirnhausen-Transformation durch X; — X, + %2 wieder
riickgéngig, so erhélt man die gesuchten Losungen der Gleichung (A.1).

Da wir nur mit reellen Polynomen arbeiten, kénnen wir anhand der Dis-
kriminante erkennen, wie viele reelle Nullstellen das Polynom hat [27]. Hierfiir
ergibt sich:

e D < 0 eine reelle Losung (eine reelle und zwei komplexe Wurzeln),
e D > 0 drei reelle Losungen (drei verschiedene reelle Wurzeln),

e D = 0 eine reelle Losung (eine dreifache reelle Wurzel), falls p = ¢ = 0 gilt,
oder zwei reelle Losungen (eine einfache und eine zweifache reelle Wurzel),
falls p3 = ¢* # 0 ist.
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Anhang B
Die Regel von I’Hospital

Bei der Berechnung der Steigung in den DurchstofSpunkten aus Kapitel 5 verwen-

den wir die Regel von 1'Héspital [28]. Diese sagt aus, daf fiir zwei in einer Um-

gebung von z, differenzierbare Funktionen f und g, deren Ausdruck lim,_.,, %

entweder [%] oder [;] ergibt,
/
lim /(@) = lim ()

s g(z) v g (@)

gilt. Diese Regel soll nun auf die in Kapitel 5 auftretenden Probleme angewendet
werden. Bei den Untersuchungen in Abschnitt 5.1, in dem die Teilcheneinschluf3-
zeit separat behandelt wird, erhalten wir in den einzelnen Féllen eine Differenti-
algleichung der Form
,_ [y,2)
9(y.x)’
in der y stellvertretend fiir das gesuchte Dichte- bzw. Temperaturprofil stehen

soll, das eine Funktion von x ist. Die Auswertung dieses Ausdrucks soll nun an
einer Stelle vorgenommen werden, an der Nenner und Zihler null sind. Nach der
oben angegebenen Regel von I’'Hospital erhalten wir

y_ Syt S
9y + 9z

wobei die Indizes fiir die partielle Ableitung stehen. Hieraus 148t sich eine Be-
stimmungsgleichung fiir das gesuchte y’ ableiten. Diese lautet

99"+ (9e = )Y — fo =0, (B.1)

und ist ein Polynom zweiten Grades in der gesuchten Grofie y', das sich ohne
Probleme exakt 16sen 148t. Es existieren entweder zwei oder keine reellen Losun-
gen fiir die Steigung im Durchstopunkt.
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In Abschnitt 5.3 ist die Regel auf ein gekoppeltes System von Differentialglei-
chungen anzuwenden. Dieses sei durch

, [y, z,7)

) = My, z 1)

und 2 =

9(y, 2 ) 9(y, 2, )

gegeben, wobei y und z fiir die gesuchten Profile stehen, die von der Variablen x
abhéngen. Wir untersuchen die Stelle, an der beide Zahler und der Nenner null
werden, so dafl wir wiederum die Regel von 'Hospital anwenden kénnen und

S s R W W

YT+ 07 + 0 Gy g2+ g

erhalten. Wir 16sen zuerst die linke Seite nach 2z’ auf, wodurch sich

ZI _ _gyy/2 + (fy - gw) y,+ fx
gzy/ - fz

(B.2)

ergibt und setzen dies in die rechte Gleichung ein. Als Ergebnis erhalten wir das
folgende Polynom

fo (f 9)ae + [2 (s 1)az
+(fx (fa g)y,z + fy (fa g)m,z + [ (f7 h)y,z
~ [ (9: 1)z = 9o (f: 9)ae = 9= (fi 10)22) Y
+(fy ([s9)yz— (9, 1)z — 9 (f,9)y.-
~9y (F+9)ae + 92 (9: W)z = 92 (fi)y2) '
+(=9y (f 9)yz + 92 (9, 1)y2) "™ (B.3)
dritten Grades, dessen Nullstellen sich mit Hilfe der Formeln von Cardano be-
stimmen lassen, die in Anhang A beschrieben sind. In der Formel (B.3) wurde die

Abkiirzung (f,9)sy = fo 9y — fy g» verwendet. Es existieren demnach maximal
drei reelle Werte fiir die Steigung in jedem DurchstofSpunkt.
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