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3.5 Die reguläre Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.6 Die glatten Vektoren induzierter Darstellungen . . . . . . . . . . 53

4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten 61

4.1 Vorbemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.2 Die reduzierte Blätterungskohomologie . . . . . . . . . . . . . . 62

4.3 Die oberste Kohomologiegruppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4 Die harmonischen p-Formen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.5 Rationale Blätterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.6 Eindimensionale Blätterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.7 Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

Anhang 97

A Halbeinfache Lie-Gruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Literaturverzeichnis 105

ii



Einleitung

Eine p-dimensionale Blätterung F einer n-dimensionalen, differenzierbaren

Mannigfaltigkeit M ist im wesentlichen eine Zerlegung von M in eine Familie

zusammenhängender Teilmengen, die lokal wie parallele, affine p-dimensionale

Unterräume des Rn aussehen.

Wir werden in dieser Arbeit Blätterungen von homogenen Mannigfaltigkeiten

untersuchen, die wie folgt gegeben sind: Sei G eine Lie-Gruppe. Durch eine

Untergruppe P von G erhalten wir eine Blätterung von G, deren Blätter von

der Form gP mit g ∈ G sind. Teilen wir zusätzlich auch noch ein Gitter Γ

aus G heraus, so erhalten wir eine Blätterung der kompakten Mannigfaltigkeit

Γ\G mit den Blättern ΓgP .

Ein einfaches Beispiel für diese Art von Blätterungen bilden die linearen Flüsse

auf dem Torus. In dieser Situation ist G = R2, das Gitter ist Γ = Z2 und P

eine Untergruppe von G der Form (α, β)R mit α, β ∈ R. Wir erhalten als

Blätterung einen linearen Fluß auf dem Torus Z2\R2 mit Steigung β
α

.

Abbildung 1: Ein Blatt des linearen Flusses auf dem Torus, Steigung 6.
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Einleitung

Wählen wir auf dem Torus die von der euklidischen Metrik auf R2 induzierte

Metrik, so bleibt der Abstand benachbarter Blätter der oben beschriebenen

Blätterungen offensichtlich konstant, wenn man sich in Blattrichtung fortbe-

wegt. Metriken mit dieser Eigenschaft werden von Reinhart in [Rei59] für be-

liebige Blätterungen beschrieben und untersucht; er nennt solch eine Metrik

bündelartig. Blätterungen, auf denen eine bündelartige Metrik existiert, heißen

Riemannsche Blätterungen. Eine Riemannsche Blätterung ist also eine Blätte-

rung, auf der eine Metrik existiert, so daß der Abstand zweier benachbarter

Blätter bzgl. dieser Metrik lokal konstant bleibt.

Auf den von uns untersuchten homogenen Mannigfaltigkeiten Γ\G erhalten wir

in natürlicher Weise eine Metrik, indem wir uns in TΓΓ\G eine Orthonormal-

basis vorgeben und diese mit der Multiplikation in G in eine Orthonormalbasis

von TΓgΓ\G für alle g ∈ G überführen. Wir werden solch eine Metrik kanoni-

sche Metrik nennen. Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen

eine kanonische Metrik bündelartig auf der von P induzierten Blätterung von

Γ\G ist.

Nachdem wir im ersten Kapitel Grundlegendes über Lie-Gruppen zusammen-

getragen haben, werden wir im zweiten Kapitel die Problemstellung und die

auftretenden Begriffe präziser beschreiben und eine Antwort auf obige Frage

finden. Wir werden sehen, daß die untersuchten Blätterungen eine kanonische,

bündelartige Metrik besitzen, wenn die Untergruppe P normal in G ist. Setzen

wir zusätzlich voraus, daß G nilpotent ist, so erhalten wir, daß im Fall, daß P

nicht normal in G ist, keine kanonische, bündelartige Metrik auf Γ\G existiert.

Ergänzend dazu werden wir im Anhang sehen, daß es im Fall, daß G halbein-

fach ist, Untergruppen P von G gibt, so daß die von P induzierte Blätterung

Riemannsch ist, jedoch P nicht normal in G ist. Wir können direkt eine kano-

nische Metrik konstruieren und sehen, daß diese bündelartig ist.

Mit diesen Ergebnissen haben wir aber noch nicht die Frage beantwortet, wann

die betrachteten Blätterungen Riemannsch sind. Falls auf der von P in Γ\G
induzierten Blätterung keine kanonische, bündelartige Metrik existiert, kann es

dann überhaupt eine bündelartige Metrik auf Γ\G geben? Eine Teil-Antwort
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auf diese Frage wird die Betrachtung der reduzierten Blätterungskohomologie

liefern, die wir am Ende des zweiten Kapitels definieren.

Die Blätterungskohomologie einer geblätterten Mannigfaltigkeit ist gegeben

durch den Quotienten-Kokomplex aller Differentialformen auf der Mannigfal-

tigkeit nach den Differentialformen, die transversal zu den Blättern verlaufen.

Die durch diesen Kokomplex gegebene Kohomologie kann im allgemeinen un-

endlich-dimensional sein. Es ist sogar möglich, daß sie nicht Hausdorffsch ist.

Deshalb wird auch die reduzierte Blätterungskohomologie untersucht. Das ist

der Quotient der Blätterungskohomologie nach dem Abschluß der Null, also

die Hausdorffsch gemachte Blätterungskohomologie.

Außerdem führen wir am Ende des zweiten Kapitels den Begriff der tangential

harmonischen Differentialformen ein. Dies sind die Differentialformen aus dem

oben beschriebenen Quotienten-Kokomplex, die harmonisch in Blattrichtung

sind, also im Kern eines blattweisen Laplace-Operators ∆F liegen.

Roe betrachtet in [Roe87] den blattweisen Wärmeleitungsoperator e−t∆F von

tangentialen Differentialformen auf beliebigen, geblätterten Mannigfaltigkei-

ten. Es ist ein Wärmeleitungsoperator auf dem oben beschriebenen Quotien-

ten-Kokomplex, also die Wärmeleitung in Richtung der Blätter. Roe zeigt, daß

nach endlicher Zeit glatte tangentiale Differentialformen durch den Wärmelei-

tungsoperator immer wieder in glatte tangentiale Differentialformen überführt

werden. Alvarez-Lopez und Kordyukov zeigen in ihrem Artikel [ALK01], daß

für eine Blätterung einer kompakten Mannigfaltigkeit versehen mit einer bün-

delartigen Metrik dies nach unendlicher Zeit auch noch gilt. Sie zeigen außer-

dem, daß der Wärmeleitungsoperator nach unendlicher Zeit eine Projektion

auf den Kern von ∆F liefert. Auf diese Weise wird eine Hodge-Zerlegung der

reduzierten Blätterungskohomologie induziert.

Die Methode, die wir verwenden, um die reduzierte Kohomologie der von uns

untersuchten Blätterungen zu bestimmen, ist ein Verallgemeinerung einer Me-

thode, die von Deninger und Singhof in [DS01] auf der Heisenberg-Gruppe, dem

einfachsten Beispiel einer nilpotenten, nicht-abelschen Lie-Gruppe eingeführt

worden ist:
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Einleitung

Sei p die zu der Lie-Gruppe P gehörende Lie-Algebra. Die Blätterungskoho-

mologie kann in kanonischer Weise mit der Kohomologie der Lie-Algebra p mit

Koeffizienten in den glatten Funktionen auf Γ\G identifiziert werden. Durch die

Zerlegung von C∞(Γ\G) in irreduzible Komponenten erhalten wir Teilräume,

auf denen p operiert und auf denen sich die Lie-Algebren-Kohomologie von p

berechnen läßt. Ebenso folgt dann, daß die reduzierte Blätterungskohomologie

mit der reduzierten Lie-Algebrenkohomologie identifiziert werden kann.

Im dritten Kapitel berechnen wir die irreduziblen Komponenten von C∞(Γ\G).

Mit der regulären Darstellung erhalten wir eine Operation von G auf L2(Γ\G).

Diese Darstellung können wir mit den Sätzen von Richardson aus [Ric71] in

irreduzible Komponenten zerlegen, die nach der Kirillov-Theorie (s. [Kir62])

bekannt sind. An dieser Stelle müssen wir voraussetzen, daß G nilpotent ist.

Durch einen Übergang zu den glatten Funktionen erhalten wir die gewünschte

Zerlegung von C∞(Γ\G) in irreduzible Komponenten und die Operationen von

p auf diesen Komponenten.

Im vierten Kapitel berechnen wir mit dem oben beschriebenen Verfahren für

den Fall, daß G nilpotent ist, die oberste reduzierte Blätterungskohomologie

und vergleichen sie mit den tangential harmonischen p-Formen, wobei p =

dimP ist.

Wir erhalten Resultate, wenn wir zusätzlich voraussetzen, daß p entweder ein-

dimensional oder rational ist. Mit Hilfe des Satzes von Alvarez-Lopez und

Kordyukov werden wir sehen, daß unter diesen zusätzlichen Voraussetzungen

die von P induzierte Blätterung von Γ\G nicht Riemannsch sein kann, wenn

P nicht normal in G ist. Also folgt, daß auf einer gegebenen Blätterung des

untersuchten Typs genau dann eine bündelartige Metrik existiert, wenn auf

ihr eine kanonische, bündelartige Metrik existiert.

Ein weiteres interessantes Ergebnis erhalten wir, indem wir die Dimension des

Raums der harmonischen p-Formen und der obersten reduzierten Kohomologie

miteinander vergleichen. Es ist leicht zu sehen, daß der Vektorraum der tan-

gential harmonischen p-Formen eindimensional ist, wenn die von P induzierte

Blätterung ein dichtes Blatt in Γ\G besitzt. Ist diese Blätterung Riemannsch,
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so folgt mit dem Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov auch, daß die oberste

reduzierte Blätterungskohomologie eindimensional ist.

Besitzt die Blätterung andererseits kein dichtes Blatt, so können die oberste

reduzierte Blätterungskohomologie und der Raum der harmonischen p-Formen

auch unendlichdimensional sein. So ist z.B. die oberste reduzierte Kohomolo-

gie einer Blätterung, die durch einen linearen Fluß auf dem Torus gegeben

ist, genau dann unendlichdimensional, wenn der Fluß eine rationale Steigung

besitzt.

Falls die von P induzierte Blätterung nicht Riemannsch ist, so müssen die Ko-

homologie und der Raum der harmonischen Formen nicht mehr miteinander

übereinstimmen. Wir werden sehen, daß die oberste reduzierte Blätterungsko-

homologie im Fall, daß P eindimensional und nicht normal in G ist, immer

unendlichdimensional ist, unabhängig davon, ob die von P induzierte Blätte-

rung ein dichtes Blatt in Γ\G besitzt oder nicht. Der Raum der harmonischen

1-Formen dagegen ist in dieser Situation immer eindimensional.

Schließlich werden wir an einem Beispiel sehen, daß sich die genannten Resul-

tate nicht ohne weiteres auf beliebige, höherdimensionale Blätterungen über-

tragen lassen.

Der Grund liegt darin, daß sich in manchen Situationen die reduzierte Blätte-

rungskohomologie und der Raum der tangential harmonischen Formen nicht

verändern, wenn wir statt der von P in Γ\G induzierten Blätterung die von

P/H ∩P in (Γ/H ∩Γ)\(G/H) induzierte Blätterung betrachten, wobei H ein

beliebiger, rationaler Normalteiler von G ist. Dennoch können diese beiden

Blätterungen offensichtlich geometrisch vollkommen verschiedene Eigenschaf-

ten besitzen.

Wir werden jedoch auch sehen, daß wir nach Wahl einer kanonischen Me-

trik die Berechnung der tangential harmonischen Formen und der reduzierten

Blätterungskohomologie beliebigdimensionaler Blätterungen oft auf den Fall

der eindimensionalen Untergruppe P zurückführen können.

Ein Vergleich der tangential harmonischen p-Formen mit der obersten reduzier-
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Einleitung

ten Blätterungskohomologie liefert somit in vielen Fällen direkt geometrische

Aussagen über die untersuchten Blätterungen.
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1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Wir möchten in dieser Arbeit Blätterungen auf bestimmten homogenen Man-

nigfaltigkeiten untersuchen. Eine Blätterung ist eine zusätzliche Struktur auf

einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Den Begriff der Blätterung werden wir

im nächsten Kapitel genauer definieren. In diesem Kapitel beschreiben wir erst

einmal die Mannigfaltigkeiten, auf denen wir dann diese zusätzliche Struktur

untersuchen werden.

Eine Lie-Gruppe bezeichnen wir immer mit Großbuchstaben, z.B. G und die

zugehörende Lie-Algebra mit kleinen Frakturbuchstaben, also die zu G ge-

hörende Lie-Algebra mit g. Wir betrachten nur zusammenhängende, einfach

zusammenhängende, reelle Lie-Gruppen endlicher Dimension.

Die nächsten beiden Abschnitte stellen einen kurzen, allgemein gehaltenen

Überblick über die von uns im folgenden verwendete Theorie dar. Eine detail-

lierte Einführung findet sich z.B. im ersten Kapitel von [CG90].

1.1 Nilpotente Lie-Algebren

Sei g eine Lie-Algebra über R. Wir werden sehen, daß bei unseren Betrachtun-

gen nilpotente Lie-Algebren eine gesonderte Rolle spielen. Deshalb definieren

wir zuerst diese spezielle Klasse von Lie-Algebren.

1.1.1 Definition: Die aufsteigende Zentralreihe von g ist gegeben durch eine

Folge von Idealen g0: = {0} und gi: = {X ∈ g | [g, X] ⊆ gi−1} für i ∈ N. Eine

1



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Lie-Algebra g heißt nilpotent, wenn es eine Zahl n ∈ N gibt, so daß gn = g ist.

Wir nennen Z(g): = g1 = {Z ∈ g | [g, Z] = 0} das Zentrum von g.

Das einfachste Beispiel einer nilpotenten, nicht-abelschen Lie-Algebra ist die

Heisenberg-Algebra. Sie ist die dreidimensionale Lie-Algebra mit den Erzeugen-

den X, Y und Z, wobei Z das Zentrum von g erzeugt und die Lie-Klammer

in g gegeben ist durch [X, Y ] = Z.

1.1.2 Bemerkung: Jede Unteralgebra und jeder Quotient einer nilpotenten

Lie-Algebra ist offensichtlich wieder nilpotent.

Wir werden im folgenden immer voraussetzen, daß die betrachteten Lie-Grup-

pen zusammenhängend und einfach zusammenhängend sind. Eine nilpotente

Lie-Gruppe G ist unter dieser Bedingung eine Lie-Gruppe, deren zugehörige

Lie-Algebra g nilpotent ist.

1.2 Die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel

Jede (zusammenhängende und einfach zusammenhängende) nilpotente Lie-

Gruppe ist auch exponentiell, d.h. die Exponentialabbildung exp von einer

nilpotenten Lie-Algebra g in die dazu gehörende Lie-Gruppe G ist ein Diffeo-

morphismus. Die Umkehrabbildung von exp heißt Logarithmus und wird mit

log bezeichnet.

Im allgemeinen Fall ist die Exponentialabbildung nicht mehr injektiv. Es gibt

jedoch immer eine kleine Umgebung U der 0 in g, auf der exp invertierbar ist.

Mit der Exponentialfunktion und dem Logarithmus können wir aus der Lie-

Klammer als Operation auf der Lie-Algebra das Produkt der Lie-Gruppe er-

halten. Wir definieren zuerst ein spezielles Produkt in der Lie-Algebra.

1.2.1 Definition: Sei g eine Lie-Algebra zusammen mit einer Exponential-

abbildung exp: g −→ G. Dann gibt es eine Umgebung U ⊆ g der 0, so daß

exp auf U invertierbar ist. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung von exp auf

2



1.2 Die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel

U auch mit log.

Für X, Y ∈ U definieren wir X ? Y : = log(expX · expY ).

Die Abbildung ?:U ×U −→ g ist analytisch. Das Produkt X ?Y läßt sich aus-

schließlich als Reihe von Kommutatoren von X und Y darstellen. Für beliebige

Lie-Algebren gilt lokal die sogenannte Campbell-Baker-Hausdorff-Formel :

1.2.2 Satz: Sei U ⊆ g eine Umgebung der 0, in der exp invertierbar ist. Für

beliebige X, Y ∈ U gilt:

X ? Y =
∑
n>0

(−1)n+1

n
·

∑
pi+qi>0
1≤i≤n

(
∑n

i=1(pi + qi))
−1

p1!q1! . . . pn!qn!
· (adX)p1(adY )q1 . . . (adX)pn(adY )qn−1Y.

Dabei ist für V ∈ g die adjungierte Darstellung adV von g gegeben durch

adV (W ): = [V,W ] für alle W ∈ g.

Ist qn = 0, so ist in der obigen Formel (adX)pn(adY )qn−1Y als (adX)pn−1 zu

lesen.

In dem Fall, daß exp: g −→ G ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung

log ist, stimmt das von uns definierte ?-Produkt mit dem Produkt in der

Lie-Gruppe überein. Für jede nilpotente Lie-Algebra g liefert die Exponen-

tialfunktion einen Diffeomorphismus auf ganz g. Wir können also im obigen

Satz U = g wählen. Somit haben wir eine Möglichkeit gefunden, das Pro-

dukt in einer nilpotenten Lie-Gruppe über Lie-Klammern in der zugehörigen

Lie-Algebra auszudrücken.

Die adjungierte Darstellung ad wie oben beschrieben ordnet jedem Element

der Lie-Algebra X ∈ g eine Operation [X, ·] auf der Lie-Algebra g zu. Ebenso

läßt sich eine adjungierte Darstellung der Lie-Gruppe G definieren.

1.2.3 Definition: Für g ∈ G sei αg:h 7→ ghg−1 ein innerer Automorphismus

von G. Die Ableitung von α im Einselement e von G, also Te(αg): g −→ g liefert

für jedes g ∈ G eine Operation auf der Lie-Algebra g. Die Abbildung, die ein

3



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

gegebenes Element g ∈ G auf die zugehörige Operation auf g abbildet heißt

die adjungierte Darstellung der Lie-Gruppe G und wird mit Ad bezeichnet.

Wir schreiben Adg für das Bild von g ∈ G unter der adjungierten Darstellung.

Die adjungierte Darstellung genügt der folgenden Gleichung:

exp(Adg(X)) = αg(expX) für alle g ∈ G, X ∈ g.

Also ist AdexpX(Y ) = X ? Y ? (−X) für X, Y ∈ U . Wir erhalten damit direkt

aus der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2:

AdexpX(Y ) =
∞∑
k=0

1

k!
(adX)kY = eadXY.

Im dritten Kapitel werden wir die besondere Bedeutung der adjungierten Dar-

stellung bei der Untersuchung der Darstellungen einer nilpotenten Lie-Gruppe

erkennen. Hier haben wir erst einmal eine Formel erhalten, die einen Zusam-

menhang zwischen der adjungierten Darstellung der Lie-Gruppe Ad und der

adjungierten Darstellung der Lie-Algebra ad herstellt.

1.3 Gitter in Lie-Gruppen

Lie-Gruppen sind i.a. nicht kompakt. Die meisten der von uns im folgenden

untersuchten Aussagen über Blätterungen gelten jedoch nur auf kompakten

Mannigfaltigkeiten. Wir können viele Lie-Gruppen kompakt machen, indem

wir eine passende Untergruppe herausteilen.

Dieser Abschnitt besteht aus einer Zusammenfassung der für uns relevan-

ten Definitionen und Ergebnisse aus [Mal51]. In den ersten beiden Kapiteln

von [Rag72] befindet sich eine ausführliche Zusammenstellung dieser Resulta-

te. Für Details und Beweise sei auf diese Quelle verwiesen.

1.3.1 Definition: Sei G eine Lie-Gruppe. Eine diskrete Untergruppe Γ von

G heißt Gitter, wenn ein endliches, invariantes Maß auf Γ\G existiert.

Nicht jede Lie-Gruppe besitzt ein Gitter. Wir geben ein zweidimensionales

Beispiel an.

4



1.3 Gitter in Lie-Gruppen

1.3.2 Beispiel: Sei g die zweidimensionale Lie-Algebra mit den Erzeugenden

X und Y , so daß [X, Y ] = Y ist. Die zu g gehörende Lie-Gruppe G ist die

Gruppe der affinen Transformationen, G = Aff. Diese Lie-Gruppe enthält kein

Gitter.

Die Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe G können auch auf eine andere Weise

beschrieben werden.

1.3.3 Definition: Eine Untergruppe Γ ⊆ G heißt uniforme Untergruppe von

G, wenn Γ\G kompakt ist.

Es ist leicht einzusehen, daß eine diskrete uniforme Untergruppe ein Gitter ist.

Andererseits gibt es jedoch Gitter, die nicht notwendigerweise uniform sind.

Anders ist die Situation jedoch bei nilpotenten Lie-Gruppen. IstG nilpotent, so

ist eine diskrete Untergruppe Γ von G genau dann ein Gitter, wenn sie uniform

ist. Die Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe sind also genau die kokompakten

diskreten Untergruppen.

Ist Γ ein Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe G, dann können wir eine Basis

der zugehörigen Lie-Algebra g mit Hilfe von log(Γ) so wählen, daß g ratio-

nale Struktur-Konstanten besitzt (s. [Mal51]). Das heißt: Es gibt eine Basis

X1, . . . , Xn von g, so daß gQ: = QX1 ⊕ . . .⊕QXn eine rationale Unteralgebra

von g ist und g = gQ ⊗R gilt.

Es gilt sogar, daß eine nilpotente Lie-Algebra g genau dann rationale Struktur-

konstanten besitzt, wenn sie ein Gitter enthält (vgl. auch: [CG90, Kapitel 5]

oder [Rag72, Kapitel II]). Ist G eine einfach zusammenhängende, nilpotente

Lie-Gruppe der Dimension n, so wird jedes Gitter Γ in G von n Elementen

erzeugt. Fassen wir nun die Ergebnisse über Gitter nilpotenter Lie-Gruppen

zusammen.

1.3.4 Satz: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe. Eine diskrete Untergruppe Γ

von G ist genau dann ein Gitter in G, wenn eine der folgenden, äquivalenten

Bedingungen erfüllt ist.

5



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

(i) Γ ist eine uniforme Untergruppe von G.

(ii) Es gibt eine Basis X1, . . . , Xn der zu G gehörenden Lie-Algebra g mit

rationalen Struktur-Konstanten, mit der gilt:

Γ = {exp(m1X1) · . . . · exp(mnXn) | mi ∈ Z für 1 ≤ i ≤ n}.

Wir bezeichnen eine Basis X1, . . . , Xn von g wie in (ii) als Basis mit rationalen

Strukturkonstanten bezüglich log Γ.

Mit der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 folgt eine Aussage über die

Form von log Γ.

1.3.5 Korollar: Sei Γ ⊆ G ein Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe G und

X1, . . . , Xn eine Basis von g mit rationalen Strukturkonstanten bezüglich log Γ.

Dann gibt es rationale Polynomfunktionen qi:R
n −→ R mit 1 ≤ i ≤ n, so daß

log Γ gegeben ist durch

log Γ = {q1(m1, . . . ,mn)X1 + . . .+ qn(m1, . . . ,mn)Xn | mi ∈ Z für 1 ≤ i ≤ n}.

Die Projektion in einen Quotienten ergibt unter gewissen Voraussetzungen wie-

der eine uniforme Untergruppe, wie wir mit dem folgenden Satz sehen werden

(vgl. [Rag72, Theorem 1.13]). Durch Induktion über die aufsteigende Zentral-

reihe läßt sich der Satz 1.3.4 mit Hilfe dieses Satzes beweisen.

1.3.6 Satz: Sei G eine Lie-Gruppe, H eine abgeschlossene, normale Unter-

gruppe und Γ eine diskrete Untergruppe von G. Wir bezeichnen die Projektion

mit pr:G −→ G/H. Dann gilt:

(i) Wenn Γ∩H uniform in H ist und Γ uniform in G, dann ist pr(Γ) uniform

in G/H und ΓH ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

(ii) Wenn Γ ∩ H uniform in H und pr(Γ) uniform in G/H ist, dann ist Γ

uniform in G.

Um die Aussage des obigen Satzes auf nilpotente Lie-Gruppen anwenden zu

können, benötigen wir erst noch eine Definition.
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1.3 Gitter in Lie-Gruppen

1.3.7 Definition: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und Γ ein Gitter von G.

Die zu G gehörende Lie-Algebra bezeichnen wir mit g. Wir nennen eine Unter-

gruppe H von G rational, wenn es eine Basis X1, . . . , Xk der zu H gehörenden

Lie-Algebra h gibt, die zu einer Basis X1, . . . , Xn von g fortgesetzt werden

kann, die rational bezüglich log Γ ist.

Wenn G nilpotent und Γ ein Gitter in G ist, so ist auch Γ∩H ein Gitter in H,

wenn H ein rationales Ideal ist. Denn h besitzt in diesem Fall eine Basis, die

rational bezüglich des Gitters log Γ ∩ h ist. Mit Satz 1.3.6 folgt also: Wenn H

ein rationales Ideal von G und Γ ein Gitter in G ist, dann ist auch pr(Γ) ein

Gitter in G/H.

Wir möchten im folgenden die Mannigfaltigkeiten Γ\G mit einer bestimmten

Art von Metrik versehen, der kanonischen Metrik. Diese Metrik entsteht in

natürlicher Weise durch die Wahl einer Basis von g. Wir beschreiben zuerst,

wie wir aus einem Element X ∈ g ein Vektorfeld auf Γ\G erhalten (vgl. [Poo81,

Seite 38f]).

1.3.8 Konstruktion: Sei G eine Lie-Gruppe, Γ ein Gitter von G und g die zu

G gehörende Lie-Algebra. Wir wählen ein Element X ∈ g und konstruieren zu

diesem Element ein Vektorfeld auf Γ\G wie folgt:

Nach Definition ist g = TeG, wobei e ∈ G das Einselement bezeichne. Mit

X erhalten wir ein linksinvariantes Vektorfeld X̃ durch X̃g: = TeLgX, wobei

Lg:G −→ G die Multiplikation von links mit g ∈ G bezeichne, es ist also

Lg(h) = g · h für alle h ∈ G.

Sei pr:G −→ Γ\G die Projektion. Dann ist für g ∈ G durch Tg pr(X̃g) ein Vek-

torfeld auf Γ\G gegeben. Wir nennen dieses Vektorfeld das zu X gehörenden

kanonische Vektorfeld und bezeichnen es auch wieder mit X.

Eine andere Beschreibung des zu X gehörenden kanonischen Vektorfelds er-

halten wir mit der folgenden Rechnung. Es ist:

Tg pr(X̃g) = Tg pr ◦TeLgX =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

pr ◦Lg ◦ exp(tX).

7



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

1.3.9 Definition: Sei G eine Lie-Gruppe und Γ ein Gitter von G. Außerdem

sei X1, . . . , Xn eine Basis der zu G gehörenden Lie-Algebra g. Wir erhalten eine

Riemannsche Metrik von Γ\G, wenn wir voraussetzen, daß in jedem Punkt

Γg ∈ Γ\G die Vektoren der von der Basis X1, . . . , Xn induzierten kanonischen

Vektorfelder eine Orthonormalbasis von TΓgΓG bilden. Wir nennen die Metrik,

die wir auf diese Art erhalten kanonische Metrik von Γ\G bzgl. der Basis

X1, . . . , Xn.

1.4 Die Kohomologie einer Lie-Algebra

In diesem Abschnitt definieren wir die Kohomologie einer Lie-Algebra. Eine

Motivation der folgenden Konstruktion findet sich z.B. in [Kna88, Kapitel IV].

Wir verschaffen uns hier nur einen allgemeinen Überblick mit besonderem Au-

genmerk auf den Fall der nilpotenten Lie-Algebra.

Sei g eine reelle Lie-Algebra. Wir bezeichnen einen Homomorphismus π von g

in die Gruppe der linearen Operationen auf einem reellen Vektorraum V als

Darstellung. Durch eine Darstellung erhalten wir eine g-Modul-Struktur auf

dem Vektorraum V .

In Kapitel 3.2 werden wir eine spezielle Klasse von Darstellungen – die unitären

Darstellungen – noch genauer beschreiben und untersuchen. Zunächst definie-

ren wir jedoch für i ∈ N ∪ {0}

Ci(g;V ): = HomR(Λig;V )

und den Homomorphismus di:Ci(g;V ) −→ Ci+1(g;V ), der für α ∈ Ci(g;V )

und X1, . . . , Xi+1 ∈ g gegeben ist durch

diα(X1 ∧ . . . ∧Xi+1)

=
i+1∑
j=1

(−1)j+1π(Xj)α(X1 ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧Xi+1)

+
∑
j<k

(−1)j+kα([Xj, Xk] ∧X1 ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧ X̂k ∧ . . . ∧Xi+1).

8



1.4 Die Kohomologie einer Lie-Algebra

Eine einfache Rechnung zeigt, daß (Ci(g;V ), di) ein Kokettenkomplex ist. So-

mit können wir die i-te Kohomologie definieren als

H i(g;V ): = Kern di/Bild di−1.

1.4.1 Bemerkung:

• Wir haben uns bei der Definition auf reelle Vektorräume beschränkt. Ge-

nauso läßt sich aber auch die Kohomologie mit Koeffizienten in komplexen

Vektorräumen definieren. Wenn VC die Komplexifizierung des reellen Vek-

torraums V ist, so ist die Operation von g auf VC = V ⊗ C in natürlicher

Weise durch die Operation von g auf V gegeben und es gilt:

H i(g;VC) ∼= H i(g;V )⊗ C.

• Zwischen den reellen Vektorräumen HomR(Λig;V ) und V ⊗ Λig? gibt es

einen natürlichen Isomorphismus. Wir werden im folgenden zwischen diesen

beiden Mengen nicht mehr unterscheiden.

• Ist V unendlichdimensional, so ist die Lie-Algebren-Kohomologie im allge-

meinen auch nicht mehr endlichdimensional.

• Ist V ein topologischer Vektorraum, so erhalten wir in natürlicher Weise ei-

ne Topologie auf der Lie-Algebren-Kohomologie H i(g;V ). Wir definieren in

diesem Fall die reduzierte Lie-Algebren-Kohomologie H̄ i(g;V ) als die Haus-

dorffsch gemachte Lie-Algebren-Kohomologie, also

H̄ i(g;V ): = Kern di/Bild di−1.

Von Dixmier wurde die Dimension der Kohomologie einer nilpotenten Lie-

Algebra genauer untersucht. Er beweist in [Dix55] den folgenden Satz. Dabei

sagen wir abkürzend von einem g-Modul W , daß er in einem g-Modul V ent-

halten ist, wenn W Quotient eines Untermoduls von V ist.

1.4.2 Satz: Sei g eine n-dimensionale, nilpotente Lie-Algebra und V ein end-

lich-dimensionaler g-Modul.
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1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

1. Wenn V keinen trivialen Untermodul enthält, so ist dimH i(g;V ) = 0

für alle i ∈ N ∪ {0}.

2. Wenn V einen trivialen Untermodul enthält, so ist dimH i(g;V ) ≥ 2 für

0 < i < n und dimH i(g;V ) = 1 für i = 0, n.

Jede reelle Lie-Algebra g operiert trivial auf R, somit wird R selbst zu einem

trivialen g-Modul. Die Kohomologie H i(g;R) wird abkürzend mit H i(g) be-

zeichnet. Aus dem obigen Satz von Dixmier erhalten wir direkt das folgende

Korollar.

1.4.3 Korollar: Sei g eine n-dimensionale nilpotente Lie-Algebra. Dann ist

die Dimension der Kohomologie dimH i(g) > 0 für 0 ≤ i ≤ n.
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2 Blätterungen

2.1 Riemannsche Blätterungen

Wir werden in diesem Abschnitt allgemein definieren, was eine Blätterung ist,

sowie die für uns im folgenden relevanten Beispiele konstruieren. Eine allge-

meine Einführung in die Theorie der Blätterungen befindet sich z.B. in dem

Buch [Ton88], oder in dem Artikel [Law74]. Nachdem wir die Blätterungen, die

wir später genauer betrachten wollen, definiert haben, werden wir die Vektor-

felder auf geblätterten Mannigfaltigkeiten genauer untersuchen und den Begriff

der Riemannschen Blätterung einführen (vgl. [Rei59]).

2.1.1 Definition: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension

n. Eine Blätterung F der Dimension p und der Kodimension q = n− p von M

ist eine Zerlegung {Lα}α∈A von M in zusammenhängende Teilmengen L mit

der folgenden Eigenschaft:

Für jeden Punkt x ∈ M gibt es eine offene Umgebung U und eine Karte

ϕ:U −→ Rp × Rq, so daß für jede Teilmenge Lα die Zusammenhangskompo-

nenten von U ∩Lα durch die Gleichungen ϕ(y) = (a, b1, . . . , bq) ∈ Rp×Rq mit

Konstanten b1, . . . , bq gegeben sind. Solche Karten ϕ heißen Bündelkarten. Die

Teilmengen Lα heißen die Blätter von F .

2.1.2 Beispiel: Sei π:M −→ B ein lokaltriviales Bündel mit Faser F . Die

Fasern π−1(b) ∼= F über den Punkten b ∈ B liefern die Blätter einer Blätterung
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2 Blätterungen

von M . Die Bündelkarten sind die lokalen Trivialisierungen der Faserung.

Die lokaltrivialen Faserungen liefern also schon eine große Klasse von Beispielen

für Blätterungen. Es gibt jedoch auch sehr viel Beispiele von Blätterungen, die

keine Faserungen sind, wie z.B. die Blätterungen auf dem Torus, die einem

Fluß mit irrationaler Steigung entsprechen. Wir werden in dieser Arbeit eine

spezielle Klasse von Blätterungen untersuchen, die eine Verallgemeinerung der

linearen Flüsse auf dem Torus darstellen.

Eine Blätterung ist durch die an die Blätter tangentialen Vektoren eindeutig

gegeben. Wir schreiben TxF : = TxLα ⊆ TxM für den Untervektorraum der

in x ∈ M an das Blatt Lα mit x ∈ Lα tangentialen Vektoren und TF : =⋃
x∈M TxF .

Mit dem folgenden, fundamentalen Satz von Frobenius erhalten wir eine not-

wendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein Untervektorbündel F des

Tangentialbündels TM die Tangentialvektoren einer Blätterung liefert. Wir

nennen ein Vektorbündel F ⊆ TM vollständig integrabel, wenn es eine Blätte-

rung F von M gibt mit F = TF . Der Satz von Frobenius (vgl. z.B. [Ste83,

Kapitel III, Theorem 5.1]) liefert eine leichter nachzuprüfende, äquivalente Be-

dingung zur vollständigen Integrabilität eines Untervektorbündels.

2.1.3 Satz von Frobenius: Ein Untervektorbündel F des Tangentialbündels

TM ist genau dann vollständig integrabel, wenn die glatten Vektorfelder aus

Γ(M,F ) eine Lie-Unteralgebra von Γ(M,TM) bilden.

Betrachten wir als zugrundeliegende Mannigfaltigkeit eine Lie-Gruppe G, so

sehen wir, daß durch eine Unteralgebra p der zu G gehörenden Lie-Algebra

g = TeG ein vollständig integrables Untervektorbündel und damit eine Blätte-

rung gegeben ist. Blätterungen dieser Art werden wir im folgenden genauer

untersuchen. Zuerst beschreiben wir jedoch diese Blätterungen präziser.

2.1.4 Konstruktion: Sei G eine zusammenhängende, einfach zusammenhän-

gende Lie-Gruppe. Eine Untergruppe P von G liefert eine Blätterung von G

mit Blättern der Form gP für g ∈ G.
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2.1 Riemannsche Blätterungen

Wir können eine Verallgemeinerung dieser Konstruktion verwenden, um Blät-

terungen auf kompakten Mannigfaltigkeiten zu erhalten.

2.1.5 Konstruktion: Sei Γ ⊆ G ein Gitter in G. Wir konstruieren eine Blätte-

rung auf der kompakten Mannigfaltigkeit M : = Γ\G. Die Algebra der Vektor-

felder Γ(M,TM) identifizieren wir mit C∞(M) ⊗ g. Dazu wählen wir eine

Basis X1, . . . , Xn von g. Bezeichnen wir die dazu gehörenden kanonischen Vek-

torfelder mit X̃1, . . . , X̃i, so liefert die Abbildung
∑
fiX̃i 7→

∑
fi ⊗ Xi den

gewünschten Isomorphismus. Mit dieser Identifikation sehen wir direkt mit

dem Satz von Frobenius 2.1.3, daß eine Unteralgebra p der Lie-Algebra g von

G ein vollständig integrables Untervektorbündel des Tangentialbündels, also

eine Blätterung F(p) der homogenen MannigfaltigkeitM induziert. Die Blätter

dieser Blätterung sind von der Form ΓgP für beliebige g ∈ G, wobei P die zu

p gehörende Lie-Gruppe bezeichne.

Wir werden im folgenden auf dieser Art von Blätterungen Metriken unter-

suchen, deren Orthonormalvektoren in Richtung der Blätter aus einer fest

gewählten Basis von p hervorgehen – eine Beschreibung, die wir in der fol-

genden Definition noch präzisieren werden.

2.1.6 Definition: Sei (Γ\G,F(p)) eine geblätterte Mannigfaltigkeit, wie wir

sie in 2.1.5 beschrieben haben. Wir nennen eine Metrik g auf Γ\M tangen-

tial kanonisch, wenn es eine Basis X1, . . . , Xp von p gibt, so daß die zu den

entsprechenden kanonischen Vektorfeldern (s. 1.3.8) gehörenden Vektoren in

jedem Punkt Γh von Γ\G eine Orthonormalbasis von TΓhF(p) bzgl. g bilden.

Offenbar führt der Begriff der Blätterungen zwangsläufig zu einer Unterschei-

dung zwischen Tangentialvektoren in Richtung der Blätter und Tangential-

vektoren transversal zu den Blättern. Diese beiden verschiedenen Arten von

Vektoren wollen wir im folgenden genauer untersuchen, um einen tieferen Ein-

blick in die Struktur einer gegebenen Blätterung zu erhalten.

Dazu beschreiben wir zunächst die Vektorfelder, die transversal in Richtung

der Blätter liegen. Wir betrachten dabei die Äquivalenzklassen von Vektoren
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2 Blätterungen

in dem Quotienten TM/TF , dem Normalenbündel der Blätterung.

2.1.7 Definition: Das Quotientenvektorbündel TF⊥: = TM/TF heißt das

transversale Bündel der Blätterung F . Für ein gegebenes Vektorfeld X ∈
Γ(M,TM) heißt das Vektorfeld X̄ ∈ TF⊥, das von X repräsentiert wird,

das zu X gehörende transversale Vektorfeld.

Wir möchten untersuchen, ob die Abstände zweier benachbarter Blätter lo-

kal konstant bleiben. Dafür betrachten wir eine spezielle Art von Metrik, die

von Reinhart in [Rei59] eingeführt worden ist. Die Begriffe, die wir benötigen,

um diese spezielle Art von Metrik auf geblätterten Mannigfaltigkeiten zu be-

schreiben, haben ihren Ursprung im Fall der Blätterung durch eine lokaltriviale

Faserung. Wir untersuchen zuerst diese Blätterungen, um eine Motivation für

die Begriffsbildung im allgemeinen Fall zu erhalten.

Sei π:M −→ B eine lokaltriviale Faserung mit Faser F . In einer Umgebung

eines Punktes x ∈ M gibt es eine lokale Trivialisierung von M , d.h. es gibt

eine offene Umgebung U von x, die wir mit U1 × U2 identifizieren können, so

daß U1 eine offene Umgebung eines Punktes x1 in F ist und U2 eine offene

Umgebung eines Punktes x2 in B ist. Der Tangentialraum von M an x zerfällt

in eine direkte Summe TxM ∼= Tx1F ⊕ Tx2B. Dabei entsprechen die Vektoren

in T ({x1} × U2) den Vektoren des transversalen Bündels. Es gibt also einen

natürlichen Isomorphismus zwischen der Menge der transversalen Tangenti-

alvektoren TyF⊥ und den Vektoren in Ty2B, wobei y = (y1, y2) ∈ U1 × U2

ist.

Existiert eine Riemannsche Metrik g′ auf TU1 ⊆ TF und eine Riemannsche

Metrik g′′ auf TU2 ⊆ TB, so erhalten wir eine Metrik g auf TU ⊆ TM durch

gy(v1 +w1, v2 +w2) = g′y1
(v1, v2)+g′′y2

(w1, w2), wobei vi ∈ Ty1U1 und wi ∈ Ty2U2

ist für i = 1, 2 und y = (y1, y2) ∈ U1×U2. Mit einer Zerlegung der Eins können

wir die so erhaltene Metrik auf ganz M fortsetzen und machen somit M zu

einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Wenden wir die so konstruierte Metrik

auf Vektorfelder an, die senkrecht zu den Blättern verlaufen und in Richtung

der Blätter konstant sind, also auf Vektorfelder X1, X2 ∈ Γ(M,TM), die lokal

14



2.1 Riemannsche Blätterungen

von der Form Xi(y1, y2) = (0, X ′′i (y2)) ∈ Ty1F ⊕Ty2B für i = 1, 2 sind, so sehen

wir, daß die Funktion

(y1, y2) 7→ g(y1,y2)(X1(y1, y2), X2(y1, y2)) = g′′y2
(X ′′1 (y2), X ′′2 (y2))

unabhängig von y1 ist. Wir sagen, daß die Metrik g konstant in Richtung der

Blätter ist.

Diese Art von Metrik wurde von Reinhart in [Rei59] auf Blätterungen verallge-

meinert, die nicht notwendigerweise lokaltriviale Faserungen sein müssen. Wir

werden sehen, daß die Blätterungen, auf denen eine solche Metrik existiert, be-

sondere geometrische Eigenschaften haben: die Abstände zwischen einzelnen

Blättern bleiben lokal konstant. Wir verwenden im folgenden die Bezeichnun-

gen von Molino [Mol75].

Bei beliebigen Blätterungen läßt sich nicht von einer Metrik auf dem Quoti-

enten TF⊥ auf eine Metrik schließen, die konstant in Richtung der Blätter

ist. Im Fall einer lokaltrivialen Faserung haben alle transversalen Vektorfelder,

die konstant in Richtung der Blätter sind, die Eigenschaft, daß sie Blätter in

Blätter überführen. In der allgemeinen Situation haben nicht mehr alle trans-

versalen Vektorfelder diese Eigenschaft. Vektorfelder mit dieser Eigenschaft

nennen wir blätternde Vektorfelder. Sie werden in der Literatur auch infini-

tesimale Automorphismen genannt. Die zu diesen Vektorfeldern gehörenden

Flüsse überführen Blätter in Blätter, wie wir direkt an der Definition sehen.

2.1.8 Definition: Ein Vektorfeld X ∈ Γ(M,TM) heißt blätternd, wenn für

alle Y ∈ Γ(M,TF) die Lie-Klammer [X,Y ] ∈ Γ(M,TF) ist. Die Menge der

blätternden Vektorfelder bildet eine Unteralgebra von Γ(M,TM), die Molino

mit L(M,F) bezeichnet.

Aus der Unteralgebra L(M,F) der blätternden Vektorfelder teilen wir noch die

Vektorfelder heraus, die tangential in Richtung der Blätter sind. Wir erhalten

so die zugehörigen transversalen Vektorfelder.

2.1.9 Definition: Die Menge der zu den X ∈ L(M,F) gehörenden trans-

versalen Vektorfeldern ist eine Quotientenalgebra, die Molino mit l(M,F) be-
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2 Blätterungen

zeichnet.

Nun können wir den Begriff der bündelartigen Metrik auf beliebigen geblätter-

ten Mannigfaltigkeiten einführen. Blätterungen, die eine bündelartige Metrik

besitzen, werden Riemannsche Blätterungen genannt.

2.1.10 Definition: Sei (M,F) eine geblätterte Mannigfaltigkeit und U ⊆M

eine offene Teilmenge. Eine glatte Funktion f :U −→ R heißt basisch, wenn

für alle Vektorfelder Z ∈ Γ(M,TF) die Ableitung Zf = 0 ist, d.h. wenn f

konstant in Richtung der Blätter ist.

Eine bündelartige Metrik gx:TxM × TxM −→ R ist eine Metrik auf der ge-

blätterten Mannigfaltigkeit (M,F), so daß auf allen offenen Mengen U ⊆ M

und allen blätternden Vektorfeldern X und Y auf U , die zusätzlich auch noch

senkrecht zu den Blättern verlaufen, die Funktion x 7→ gx(X(x), Y (x)) von U

nach R basisch ist.

Die Blätterung F aufM heißt Riemannsch genau dann, wenn eine bündelartige

Metrik auf (M,F) existiert.

Vergleichen wir diese Definition mit unseren Betrachtungen der lokaltrivialen

Faser-Bündel π:M −→ B als Blätterungen (vgl. 2.1.2), so erkennen wir den

Ursprung der obigen Begriffe. Die basischen Funktionen sind diejenigen, die

induziert von Funktionen auf B sind. Ebenso läßt sich, wie wir oben auch

gesehen haben, der Ursprung des Begriffs der bündelartigen Metrik erklären.

In seiner Arbeit [Rei59] gibt Reinhart eine anschauliche Beschreibung der Rie-

mannschen Blätterungen an. Wir können äquivalent zur Existenz einer bündel-

artigen Metrik auch fordern, daß die Entfernungen zwischen zwei Blättern lokal

konstant sein müssen.

2.1.11 Satz: ([Rei59]) Sei (M,F) eine geblätterte Mannigfaltigkeit. Eine Rie-

mannsche Metrik g auf M ist genau dann bündelartig, wenn jede Geodäti-

sche die senkrecht bezüglich g zu einem Blatt startet, jedes Blatt senkrecht

bezüglich g schneidet.
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2.2 Transversal parallelisierbare Blätterungen

Die Riemannschen Blätterungen sind dann von Molino in [Mol75] weiter klas-

sifiziert worden. Er setzte diesen Typ von Blätterungen in Verbindung mit zwei

weiteren Arten von Blätterungen, den transversal parallelisierbaren Blätterun-

gen und den Lie-Blätterungen. Diese Blätterungen werden wir im folgenden

noch konkreter untersuchen.

2.2 Transversal parallelisierbare Blätterungen

Eine Spezialfall einer Riemannschen Blätterung liegt vor, wenn die untersuch-

te Blätterung eine transversale Struktur besitzt, d.h. wenn die blätternden

Vektorfelder das transversale Bündel TF⊥ erzeugen. Wir definieren die sog.

transversalen Parallelisierungen.

2.2.1 Definition: Sei (M,F) eine geblätterte Mannigfaltigkeit. Eine transver-

sale Parallelisierung der Blätterung F besteht aus transversalen Vektorfeldern

V̄1, . . . , V̄q ∈ l(M,F) repräsentiert durch blätternde Vektorfelder V1, . . . , Vq ∈
L(M,F), so daß in jedem Punkt x ∈M der Tangentialraum an M zerfällt in

TxM = TxF ⊕RV1(x)⊕ . . .⊕RVq(x).

Wenn die Vektorfelder V̄1, . . . , V̄q eine Unteralgebra der Lie-Algebra der trans-

versal blätternden Vektorfelder l(M,F) als Vektorraum erzeugen, so sprechen

wir von einer Lie-Parallelisierung von (M,F).

Untersuchen wir zur Veranschaulichung wieder zuerst die Bedeutung dieser

Definition in der Situation der lokaltrivialen Faser-Bündel π:M −→ B als

Blätterungen (vgl. 2.1.2). Eine transversale Parallelisierung V̄1, . . . , V̄q liefert

in diesem Fall eine Parallelisierung des Basisraums. Wir erhalten also direkt:

2.2.2 Bemerkung: Sei π:M −→ B ein lokaltriviales Bündel mit Faser F

aufgefaßt als Blätterung (M,F). Wenn die Blätterung (M,F) transversal par-

allelisierbar ist, dann ist auch der Basisraum B parallelisierbar.

Zurück zur allgemeinen Situation. Eine Blätterung, die eine transversale Par-
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2 Blätterungen

allelisierung besitzt, ist offensichtlich auch Riemannsch. Wir wählen einfach

die blätternden Repräsentanten der Parallelisierung als Orthonormalbasis für

eine bündelartige Metrik.

Wir werden nun die Lie-Parallelisierungen genauer untersuchen. Die Blätterun-

gen, die eine Lie-Parallelisierung besitzen, sind zuerst von Fedida in [Fed71]

genauer beschrieben worden. Für eine gegebene Lie-Algebra g ist die Existenz

einer g-Parallelisierung äquivalent zur Existenz einer speziellen g-wertigen 1-

Form, der sog. Maurer-Cartan-Form.

2.2.3 Definition: Sei (M,F) eine beliebige geblätterte Mannigfaltigkeit. Sei

g eine Lie-Algebra der Dimension q. Es gebe eine eine g-wertige 1-Form α auf

M mit den Eigenschaften:

(i) αx:TxM −→ g ist surjektiv für alle x ∈M ,

(ii) dα + 1
2
[α, α] = 0.

Dabei bezeichne [α, α] die Lie-Klammer von Formen mit Werten in einer

Lie-Algebra, also [α, α](X, Y ) = 2[α(X), α(Y )] für alle Vektorfelder X, Y ∈
Γ(M,TM).

Dann ist Kernα ein vollständig integrables Vektorbündel auf M . Die induzierte

Blätterung heißt Lie-Blätterung bzw. g-Blätterung. Die Lie-Algebra g heißt

Strukturalgebra dieser Blätterung.

Der Begriff der g-Blätterung steht mit dem Begriff der Lie-Parallelisierung in

einem engen Zusammenhang. Wir werden sehen, daß eine gegebene Blätterung

genau dann eine Lie-Parallelisierung besitzt, wenn sie eine Lie-Blätterung ist.

2.2.4 Satz: Sei (M,F) eine geblätterte Mannigfaltigkeit. Dann sind äquiva-

lent:

(1) (M,F) besitzt eine Lie-Parallelisierung g,

(2) (M,F) ist eine g-Blätterung.

Der Beweis dieses Satzes aus [Mol88] veranschaulicht recht gut den direkten

Zusammenhang zwischen den beiden Begriffen.
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2.2 Transversal parallelisierbare Blätterungen

Beweis: Für alle λ ∈ g liefert die Gleichung α(X) = λ ein transversales

Vektorfeld X̄. Die Lie-Blätterungen sind also transversal parallelisierbar. Mit

der Abbildung λ 7→ α−1(λ) läßt sich g mit einer Unteralgebra der transversalen

Vektorfelder identifizieren.

Umgekehrt sei F eine Blätterung der Kodimension q zusammen mit einer

transversalen Lie-Parallelisierung g: = {Z̄1, . . . , Z̄q}, wobei Z̄1, . . . Z̄q die zu

Z1, . . . , Zq ∈ Γ(M,TM) gehörenden Vektorfelder sind. Für beliebige x ∈ M

läßt sich jeder Tangentialvektor vx ∈ TxM in eindeutiger Weise schreiben als

vx = v′x + ξ1Z1(x) + . . .+ ξqZq(x).

Dabei ist v′x tangential an das Blatt, das durch den Punkt x läuft und ξi ∈ R
für 1 ≤ i ≤ q. Mit αx(vx): = ξ1Z̄1(x) + . . . + ξqZ̄q(x) erhalten wir eine g-

wertige 1-Form α auf M . Diese 1-Form ist offensichtlich glatt, denn sie ist

konstant auf den Vektorfeldern Z1, . . . , Zq und verschwindet auf den an die

Blätter tangentialen Vektorfelder. Es läßt sich leicht nachrechnen, daß α die

folgenden Eigenschaften erfüllt:

(i) Für alle x ∈M ist αx:TxM −→ g surjektiv.

(ii) Kernα ist das zu den Blättern von F tangentiale Vektorfeld.

(iii) Für die Form α und beliebige Vektorfelder Y ∈ Γ(M,TF) gilt Y α = 0

und dα + 1
2
[α, α] = 0.

Also sind die Lie-Blätterungen genau die Blätterungen, die eine transversale

Lie-Parallelisierung besitzen. 2

Wir werden im nächsten Abschnitt die Blätterungen homogener Mannigfal-

tigkeiten untersuchen, die wir in 2.1.5 konstruiert haben. Wir werden sehen,

wann diese Blätterungen Lie-Blätterungen sind und, falls sie Lie-Blätterungen

sind, ihre Strukturalgebra bestimmen.
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2 Blätterungen

2.3 Blätterungen homogener Mannigfaltigkeiten

Die Bezeichnungen seien dieselben wie in 2.1.5, also G eine zusammenhängen-

de, einfach zusammenhängende Lie-Gruppe und Γ ⊆ G ein Gitter in G. Wir

erhalten eine Blätterung F(p) der homogenen Mannigfaltigkeit M : = Γ\G,

indem wir eine Unteralgebra p der Lie-Algebra g von G wählen. Die Blätter

dieser Blätterung sind von der Form ΓgP , wobei g ∈ G ist und P die zu p

gehörende Lie-Gruppe bezeichnet.

Wir werden sehen, daß diese Blätterungen Riemannsch sind, wenn die Lie-

Algebra p ein Ideal in g ist. In diesem Fall sind die Blätterungen sogar g/p-

Blätterungen, also Lie-Blätterungen mit Strukturalgebra g/p. Für den Beweis

dieser Aussage untersuchen wir zuerst, wie für eine gegebene Lie-Algebra g

und eine Unteralgebra p die blätternden Vektorfelder der von p induzierten

Blätterungen bestimmt werden können. Zur Bestimmung der blätternden Vek-

torfelder berechnen wir in der folgenden Konstruktion die Lie-Klammer von

Vektorfeldern. Wir werden sehen, wie wir nach Wahl einer Basis von g aus den

Strukturkonstanten die blätternden Vektorfelder ablesen können.

2.3.1 Konstruktion: Wir wählen eine Basis X1, . . . , Xn der Lie-Algebra g, so

daß die Unteralgebra p von X1, . . . , Xp erzeugt wird. Die zu Xi für 1 ≤ i ≤ n

gehörenden kanonischen Vektorfelder (s. 1.3.8) bezeichnen wir auch wieder

mit Xi. Die kanonischen Vektorfelder liefern lokal, in einer offenen Teilmenge

U ⊆ M , eine Koordinatendarstellung der Mannigfaltigkeit M . Die zu einem

Vektorfeld Xi gehörende Koordinate bezeichnen wir mit xi.

Nun bestimmen wir die blätternden Vektorfelder X auf U , die senkrecht zu den

Blättern verlaufen. Diese Vektorfelder X sind von der Form X =
∑n

i=p+1 fiXi

mit fi ∈ C∞(U), wobei für alle tangentiellen Vektorfelder Y ∈ Γ(U, TF) auf

U das Vektorfeld [X, Y ] tangential an die Blätter ist. Die tangentialen Vektor-

felder Y sind allgemein von der Form Y =
∑p

j=1 gjXj mit glatten Funktionen

gj ∈ C∞(U). Damit läßt sich die Lie-Klammer [X, Y ] wie folgt berechnen:
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2.3 Blätterungen homogener Mannigfaltigkeiten

[X, Y ]

=
n∑

i=p+1

p∑
j=1

(figj[Xi, Xj] + fiXigjXj − gjXjfiXi)

=
n∑

i,k=p+1

p∑
j=1

figjα
k
ijXk −

n∑
k=p+1

p∑
j=1

gjXjfkXk + tangentieller Anteil.

Dabei bezeichnen die αkij die Strukturkonstanten von g bezüglich der von uns

gewählten Basis, es ist also [Xi, Xj] =
∑n

k=1 α
k
ijXk.

Damit das Vektorfeld X blätternd ist, muß folglich für alle p < k ≤ n und be-

liebige glatte Funktionen gj auf U gelten:
∑p

j=1

∑n
i=p+1 gjfiα

k
ij =

∑p
j=1 gjXjfk.

Da die gj beliebig wählbar sind, ist dieses Gleichungssystem äquivalent zu

Xjfk =
n∑

i=p+1

fiα
k
ij ∀j, k mit 1 ≤ j ≤ p < k ≤ n.

Für ein festes j erhalten wir ein lineares Differentialgleichungssystem mit kon-

stanten Koeffizienten. Wir wählen dazu die Umgebung U klein genug, so daß

wir U mit einer offenen Umgebung in Rn und Xj mit ∂
∂xj

identifizieren können.

In Rn können wir dann explizit Lösungen der Differentialgleichungen vom obi-

gem Typ angeben. Wir schreiben abkürzend Aj für die Matrix (αkij)p<i,k≤n,

müssen also die Differentialgleichungssysteme ∂
∂xj
y = Ajy für alle 1 ≤ j ≤ p

lösen. Zur Vereinfachung wählen wir ein festes j und betrachten die Funktionen

nur in Abhängigkeit von xj. Konstant bedeute im folgenden also nur konstant

in der Variablen xj.

Nach der Theorie linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

ist jede komplexe Lösung (f̃p+1,j, . . . , f̃n,j) der Differentialgleichung ∂
∂xj
y = Ajy

von der Form f̃k,j(xj) =
∑m

r=1 ϕr,k(xj)e
λrxj , wobei λr mit 1 ≤ r ≤ m die

verschiedenen Eigenwerte von Aj und die ϕr,k Polynome in xj vom Grad kleiner

als die Größe des größten Jordan-Blocks zum Eigenwert λj von Aj sind. Die

reellen Lösungen bestehen aus dem Real- und dem Imaginärteil der komplexen

Lösungen.
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2 Blätterungen

Die blätternden Vektorfelder, die senkrecht zu den Blättern verlaufen, sind also

von der Form
∑n

k=p+1 fkXk, wobei die fk lokal, nach Identifikation von U mit

einer offenen Teilmenge des Rn, aus Produkten und Summen von Funktionen

der Form xaje
bxj cos cxj und xaje

bxj sin cxj mit 1 ≤ j ≤ p bestehen.

Die obige Konstruktion vereinfacht sich entscheidend, wenn die Unteralgebra

p ein Ideal in g ist. In diesem Fall sind nämlich die oben betrachteten Struk-

turkonstanten alle 0, also sind die Matrizen Aj = 0 für 1 ≤ j ≤ p, also sind

die blätternden Vektorfelder genau diejenigen, die konstant in Richtung der

Blätter sind.

Wir sehen also, daß die Bedingung
”
p Ideal in g“ hinreichend dafür ist, daß

die Blätterung F(p) Riemannsch ist.

2.3.2 Satz: Sei p ein Ideal in g. Dann ist die Blätterung F(p) der kompakten

Mannigfaltigkeit M : = Γ\G eine Lie-Blätterung mit Strukturalgebra g/p.

Zur Veranschaulichung hier noch einmal der komplette Beweis, den wir oben

bereits skizziert haben:

Beweis: Wir berechnen in diesem Beweis wie in der Konstruktion beschrieben

direkt die transversalen Vektorfelder der Blätterung F(p).

Sei X1, . . . , Xp eine Basis von p. Wir ergänzen diese Basis zu einer Basis

X1, . . . , Xp, Xp+1, . . . , Xn von g. Die zu den Xi mit 1 ≤ i ≤ n gehörenden

kanonischen Vektorfelder bezeichnen wir auch wieder mit Xi.

Ein Vektorfeld X ∈ Γ(M,TM) ∼= C∞(M) ⊗ g ist nach Wahl der Basis von

der Form X =
∑n

i=1 fiXi mit fi ∈ C∞(M) für 1 ≤ i ≤ n; ein Vektorfeld Y ∈
Γ(M,TF(p)) ∼= C∞(M)⊗p ist von der Form Y =

∑p
j=1 gjXj mit gj ∈ C∞(M)

für 1 ≤ j ≤ p. Um die blätternden Vektorfelder zu bestimmen, müssen wir also

für beliebige gj ∈ C∞(M) die folgende Lie-Klammer berechnen:

[X, Y ] =
n∑
i=1

p∑
j=1

figj[Xi, Xj] + fiXigjXj − gjXjfiXi.

Da p ein Ideal in g ist, liegen die Summanden figj[Xi, Xj] in Γ(M,TF(p)),

liefern also keine Bedingungen dafür, daß X ein blätterndes Vektorfeld ist.
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2.3 Blätterungen homogener Mannigfaltigkeiten

Ebenso liegen die Summanden fiXigjXj in Γ(M,F(p)), da die Xj mit 1 ≤ j ≤
p als Basis von p gewählt worden sind.

Wenn wir also die Vektorfelder X ∈ Γ(M,TM) mit der Eigenschaft bestim-

men wollen, so daß für alle Y ∈ Γ(M,TF(p)) die Lie-Klammer [X, Y ] ∈
Γ(M,TF(p)) ist, so bleiben nur die Gleichungen gjXjfi = 0 für p < i ≤ n

und beliebige gj ∈ C∞(M) mit 1 ≤ j ≤ p zu verifizieren. Diese Gleichungen

entsprechen den Gleichungen Xjfi = 0 für 1 ≤ j ≤ p und p < i ≤ n. Also

müssen die fi für p < i ≤ n konstant in Richtung der Blätter sein.

Wir erhalten so direkt eine transversale Parallelisierung durch die zu den Vek-

toren Xp+1, . . . , Xn gehörenden, transversalen Vektorfelder X̄p+1, . . . , X̄n. Die-

se Parallelisierung besitzt in natürlicher Weise die Struktur der Lie-Algebra

g/p. 2

Betrachten wir nun den Fall, daß p kein Ideal in g ist. Falls die Lie-Algebra g

nilpotent ist, so muß p ein Ideal sein, damit die geblätterte Mannigfaltigkeit

(Γ\G,F(p)) eine kanonische, bündelartige Metrik besitzt. Wir beweisen diese

Aussage, indem wir wie bisher direkt die blätternden Vektorfelder bestimmen,

die senkrecht zu den Blättern verlaufen.

2.3.3 Satz: Sei g eine nilpotente Lie-Algebra und F(p) eine von einer Unter-

algebra p induzierte Blätterung. Wenn die geblätterte homogene Mannigfal-

tigkeit (Γ\G,F(p)) eine kanonische, bündelartige Metrik besitzt, so ist p ein

Ideal.

Beweis: Eine bündelartige Metrik ist eine Metrik g, so daß für alle offenen

Mengen U ⊂M , alle blätternden Vektorfelder X, Y ∈ Γ(U, TM), die senkrecht

zu den Blättern verlaufen und alle tangentialen Vektorfelder Z ∈ Γ(M,TF(p))

gilt: Zg(X, Y ) = 0.

Sei X1, . . . , Xn eine Basis von g, die die kanonische Metrik auf (Γ\G,F(p))

induziert. Wir können dabei o.B.d.A. davon ausgehen, daß die Unteralgebra p

von den Vektoren X1, . . . , Xp erzeugt wird. Wie bisher bezeichnen wir die zu

X1, . . . , Xn gehörenden kanonischen Vektorfelder auch wieder mit X1, . . . , Xn.
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Außerdem identifizieren wir wie oben für U ⊆ M die Menge der glatten Vek-

torfelder Γ(U, TM) mit der Menge C∞(U)⊗ g und Γ(U, TF) mit C∞(U)⊗ p.

Die blätternden Vektorfelder in (M,F(p)) berechnen wir gemäß der obigen

Konstruktion.

Wenn die kanonische Metrik g der geblätterten Mannigfaltigkeit (M,F(p))

bündelartig ist, dann ist Xjg(
∑n

k=p+1 fkXk,
∑n

k=p+1 fkXk) = 0 für alle 1 ≤
j ≤ p und alle blätternden Vektorfelder

∑n
k=p+1 fkXk, die senkrecht zu den

Blättern verlaufen. Da wir die Basis von TxM orthonormal gewählt haben,

ist g(
∑n

k=p+1 fkXk,
∑n

k=p+1 fkXk) =
∑n

k=p+1 f
2
k . Also ist die Metrik g auf M

genau dann bündelartig, wenn die Funktion
∑n

k=p+1 f
2
k konstant in Richtung

der Blätter ist.

Im folgenden betrachten wir
∑n

k=p+1 f
2
k nur als Funktion in der Variablen xj.

Die Funktionen fk sind lokal Lösungen des linearen Gleichungssystems Ajy =
∂
∂xj
y, wobei Aj = (αkij)p<i,k≤n die Matrix der Strukturkonstanten bezeichne.

Die fk sind also Linearkombinationen von Funktionen der Form xaje
bxj cos cxj

und xaje
bxj cos cxj. Die Summe

∑n
k=p+1 f

2
k kann deshalb nur dann konstant in xj

sein, wenn sich die fk nur aus Funktionen cos cxj und sin cxj zusammensetzen,

also oben immer a = b = 0 gilt. Folglich kann eine kanonische Metrik g nur

dann bündelartig sein, wenn die Eigenwerte von Aj rein imaginär oder Null

sind und die zugehörigen Jordanblöcke von der Größe eins sind.

Um die Aussage des Satzes zu beweisen, müssen wir also nur noch die Gestalt

Jordannormalformen der Aj für nilpotente Lie-Algebren bestimmen. Da die

Lie-Algebra g nilpotent ist, besitzt die Matrix Aj Null als einzigen Eigenwert.

Wenn p kein Ideal ist, dann gibt es ein j mit 1 ≤ j ≤ p, so daß Aj 6= 0 ist.

Falls p also kein Ideal in g ist, so besteht die Jordannormalform für ein Aj

aus Jordan-Blöcken zum Eigenwert Null, von denen mindestens einer von der

Größe > 1 ist. Also gibt es blätternde Vektorfelder
∑n

k=p+1 fkXk, für die∑n
k=p+1 f

2
k nicht konstant in Richtung des Vektorfeldes Xj ist. Somit kann

die kanonische Metrik g nicht bündelartig sein.

Wir haben also gezeigt, daß eine beliebige kanonische Metrik g auf M nicht

bündelartig sein kann, wenn p kein Ideal in g ist. 2
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2.3 Blätterungen homogener Mannigfaltigkeiten

Fassen wir die beiden vorhergehenden Resultate zusammen, so erhalten wir

den folgenden Satz, mit dessen Hilfe wir einfach bestimmen können, wann die

Blätterungen aus Beispiel 2.1.5 eine kanonische, bündelartige Metrik besitzen.

2.3.4 Satz: Sei G eine zusammenhängende, einfach zusammenhängende nil-

potente Lie-Gruppe, Γ ein Gitter in G und p eine Unteralgebra der zu G

gehörenden Lie-Algebra g. Die von p induzierte Blätterung F(p) auf M : = Γ\G
besitzt genau dann eine bündelartige, kanonische Metrik, wenn p ein Ideal ist.

Treffen diese beiden äquivalenten Bedingungen zu, so ist die Blätterung F(p)

sogar eine Lie-Blätterung mit Strukturalgebra g/p, also insbesondere transver-

sal parallelisierbar.

2.3.5 Bemerkung: Die obigen Berechnungen zeigen noch mehr, als nur eine

Aussage über Blätterungen von nilpotenten Lie-Algebren zu liefern. Es läßt

sich direkt für eine gegebene Lie-Algebra g und eine Unteralgebra p von g

aus den Strukturkonstanten eine Aussage über das Aussehen der blätternden

Vektorfelder und somit über die Struktur der Blätterung herleiten. Da das

Ergebnis lokal ist, spielt das Gitter, das in der Konstruktion 2.1.5 herausgeteilt

wird, überhaupt keine Rolle.

Zur Veranschaulichung dieses Umstands bestimmen wir alle möglichen eindi-

mensionalen Blätterungen des Typs 2.1.5 eines zweidimensionalen Raums.

Gegeben sei also eine zweidimensionale Lie-Algebra g mit Erzeugenden X und

Y . Wir betrachten die Blätterung F(RY ). Für die Lie-Algebra g gibt es genau

zwei verschiedene mögliche Isomorphieklassen. Entweder ist g abelsch oder

nicht. Wenn g abelsch ist, dann ist g natürlich auch insbesondere nilpotent

und die von Y erzeugte Unteralgebra ist ein Ideal in g. Also ist die Blätterung

F(RY ) eine Lie-Blätterung mit Strukturalgebra R. Teilen wir in diese Situa-

tion ein Gitter heraus, so erhalten wir als Blätterung einen linearen Fluß auf

dem Torus.

Falls die Lie-Algebra g nicht abelsch ist, dann können wir nach einem Ba-
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siswechsel davon ausgehen, daß die Struktur der Lie-Algebra entweder durch

[X,Y ] = Y oder durch [X,Y ] = X gegeben ist. Die betrachtete Lie-Algebra

ist also die zu der Lie-Gruppe der affinen Transformationen Aff gehörende

Lie-Algebra. Wir haben gesehen, daß diese Lie-Gruppe kein Gitter zuläßt. Die

blätternden Vektorfelder lassen sich, wie in der obigen Konstruktion gesehen,

aus der Matrix der Strukturkonstanten, die in diesem Fall nur aus einer Zahl

besteht bestimmen. Im Fall [X,Y ] = Y ist diese Zahl 0. Die blätternden Vek-

torfelder sind also von der Form cX + g(x, y)Y mit g ∈ C∞(Aff) und c ∈ R.

Dies ist offensichtlich auch wieder eine Lie-Blätterung mit Strukturalgebra R.

Im Fall [X, Y ] = Y ist die Zahl 1. Die blätternden Vektorfelder sind also

lokal von der Form ceyX + g(x, y)Y mit einer beliebigen glatten Funktion g ∈
C∞(Aff) und c ∈ R. Diese Blätterungen sind offensichtlich nicht Riemannsch

– die Entfernung benachbarter Blätter bleibt lokal nicht konstant.

Die Berechnung der blätternden Vektorfelder mit der Konstruktion 2.3.1 läßt

vermuten, daß sich im Fall halbeinfacher Lie-Gruppen leicht feststellen läßt,

unter welchen Voraussetzungen an p die Blätterung F(p) eine kanonische,

bündelartige Metrik besitzt. Wir werden dies im Anhang untersuchen.

Mit den oben bewiesenen Sätzen haben wir im Fall, daß g nilpotent ist, ge-

sehen, unter welchen Voraussetzungen die Blätterungen F(p) eine kanonische,

bündelartige Metrik besitzen. Es stellt sich direkt die Frage, ob es Beispiele

von Blätterungen der Art F(p) gibt, die zwar keine kanonische bündelartige

Metrik besitzen, jedoch trotzdem Riemannsch sind. Gibt es also Fälle, in de-

nen p kein Ideal ist, die Blätterung F(p) jedoch trotzdem eine bündelartige

Metrik besitzt?

Wir werden am Ende dieser Arbeit Teilantworten auf diese Frage finden, z.B.

für den Fall daß p eindimensional ist. Dies erreichen wir, indem wir eine spe-

ziellen Art von Kohomologie dieser Blätterungen berechnen und das Ergebnis

mit den tangential harmonischen Differentialformen vergleichen. Im nächsten

Abschnitt definieren wir die verwendete Kohomologie und den Begriff einer

tangential harmonischen Differentialform.
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Der Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov, den wir in diesem Abschnitt for-

mulieren wollen, stellt einen Zusammenhang zwischen der reduzierten Blätte-

rungskohomologie und den tangentialen harmonischen Formen her. Zuerst de-

finieren wir die reduzierte Blätterungskohomologie.

Es gibt verschiedene Kohomologien, die für geblätterte Mannigfaltigkeiten de-

finiert werden können. Wir werden im folgenden jedoch nur die reduzierte

Blätterungskohomologie betrachten, die im wesentlich eine
”
tangentielle Vari-

ante“ der klassischen deRham-Kohomologie ist.

Wir wollen aus den Differentialformen aus M die Formen herausteilen, die

transversal zu den Blättern verlaufen. Dabei folgen wir der Vorgehensweise

aus [ALT91] und [EKA83]. Im folgenden identifizieren wir den zu den trans-

versalen Tangentialvektoren dualen Vektorraum T ?F⊥ mit der Menge

{ω ∈ T ?M | ω(X) = 0 ∀X ∈ TF}.

Dies ist ein Untervektorraum des Kotangentialraums T ?M von M . Mit dem

folgenden Satz werden wir sehen, daß die äußere Algebra ΛiT ?F zusammen mit

der Einschränkung der äußeren Ableitung einen Unterkomplex von (ΛiT ?M, di)

liefert. Der Satz ist eine Version des Satzes von Frobenius (s. z.B. [Ste83,

Kapitel III, Abschnitt 5]; dort findet sich auch ein Beweis, wie sich der folgende

Satz aus dem oben zitierten Satz 2.1.3 herleiten läßt.).

2.4.1 Satz: Sei F ein Untervektorbündel des Tangentialbündels TM , das

von den Vektorfeldern X1, . . . , Xp erzeugt wird. Sei
(
F⊥
)?

die Menge aller

1-Formen ω aus T ?M , für die gilt: ω(X) = 0 für alle X ∈ F . Die Erzeugenden

von
(
F⊥
)?

bezeichnen wir mit ωp+1, . . . , ωn.

Das Vektorfeld F ist genau dann vollständig integrabel, wenn es für p < i ≤ n

und p < j < k ≤ n reelle Zahlen ckij ∈ R gibt, so daß d(ωi) =
∑

p<j<k≤n c
k
ijωj ∧

ωk gilt.

Es folgt direkt die entsprechende Aussage über die glatten Differentialformen
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ω ∈ Ωk(M) = Γ(M,ΛkT ?M).

Die Übertragung auf unsere Situation ist offensichtlich: Eine Blätterung F ei-

ner Mannigfaltigkeit M liefert ein integrables Untervektorbündel TF . Deshalb

ist die Einschränkung dk⊥ der äußeren Ableitung dk: Ωk(M) −→ Ωk+1(M) auf

die transversalen Differentialformen gegeben durch

dk⊥: Ωk
⊥(M): = Γ(M,ΛkT ?F⊥) −→ Ωk+1

⊥ (M).

Damit können wir die Blätterungskohomologie von (M,F) als den Quotien-

tenkomplex von Ωk(M) nach dem Unterkomplex Ωk
⊥(M) definieren.

2.4.2 Definition: Sei (M,F) eine geblätterte Mannigfaltigkeit. Definieren wir

die Quotientenalgebra Ωk
F(M): = Ωk(M)/Ωk

⊥(M) und dkF als die von der äuße-

ren Ableitung auf dem Quotienten Ωk
F(M) induzierte Abbildung, so erhalten

wir mit . . . −→ Ωk
F

dkF−→ Ωk+1
F −→ . . . nach Satz 2.4.1 einen Kokettenkomplex.

Wir definieren die Blätterungskohomologie von (M,F) als die Kohomologie

H i(M,F) = Kern diF/Bild di−1
F des Quotientenkomplexes (Ωk

F , d
k
F).

Die Kohomologiegruppen H i(M,F) sind Fréchet-Räume. Die Koränder sind

jedoch im allgemeinen nicht abgeschlossen in den Kozykeln. Deshalb müssen

die Vektorräume H i(M,F) im allgemeinen auch nicht Hausdorffsch sein (s.

z.B. [Hae80, Abschnitt 2.1]). Dies führt zu der folgenden Definition.

2.4.3 Definition: Die reduzierte Blätterungskohomologie von (M,F) ist de-

finiert als die Hausdorffsch gemachte Blätterungskohomologie von (M,F) und

wird bezeichnet mit H̄ i(M,F): = Kern diF/Bild di−1
F .

2.4.4 Bemerkung:

• Außer der oben definierten Kohomologie lassen sich auch noch andere Koho-

mologiearten von Blätterungen definieren. So ist die basische Kohomologie

von Reinhart in [Rei59] definiert worden als die Kohomologie des Unterkom-

plexes aller Differentialformen, die konstant in Richtung der Blätter sind.

Außerdem kann man in beiden Fällen neue Kohomologien definieren, in-

dem man nur Formen betrachtet, die zwar glatt in Richtung der Blätter,
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

jedoch nur stetig auf ganz M sind (s. z.B. [MS88, Kapitel III] – dort in einer

allgemeineren Situation).

• Sämtliche Kohomologiearten lassen sich auch über C als zugrundeliegendem

Körper definieren. Da die reelle Kohomologie immer ein reeller Vektorraum

ist, können wir einfach H i(M ;F)⊗C, bzw. H̄ i(M ;F)⊗C als Definition der

komplexen Kohomologie betrachten.

• Lokal, d.h. in einer kleinen offenen Menge U ⊆ M , kann ΩF(U) nach Wahl

einer Basis ω1, . . . , ωp von T ?F identifiziert werden mit:

Ωk
F(U) =

{∑
fωi1 ∧ . . . ∧ ωik | f ∈ C∞(U), 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ p

}
.

Nun untersuchen wir den Fall aus 2.1.5. Dort ist eine Blätterung der homoge-

nen Mannigfaltigkeit Γ\G gegeben durch eine Untergruppe P der Lie-Gruppe

G. Die Blätter dieser Blätterung sind von der Form ΓgP mit g ∈ G. In diesem

Fall können wir durch einen direkten Vergleich der Blätterungskohomologie

mit der Lie-Algebren-Kohomologie den folgenden Satz beweisen.

2.4.5 Satz: Sei (M,F(p)) eine Blätterung der homogenen Mannigfaltigkeit

M : = Γ\G, die durch eine Unteralgebra p von g wie in 2.1.5 beschrieben indu-

ziert wird. Dann gibt es für alle i ∈ N ∪ {0} einen natürlichen Isomorphismus

zwischen der Blätterungskohomologie und der Lie-Algebren-Kohomologie

H i(M ;F(p)) ∼= H i(p;C∞(M)).

Dieser Zusammenhang wurde in [DS01] von Deninger und Singhof festgestellt.

Wir werden diesen Satz später benutzen, um die Kohomologie der Blätterungen

aus Beispiel 2.1.5 für den Fall zu bestimmen, daß G nilpotent ist.

Ein weiterer Schritt wird dann darin bestehen, die Klassen in der Kohomo-

logie mit den harmonischen Formen vergleichen, also eine Art Hodge-Theorie

von Blätterungen zu untersuchen. Dazu beschreiben wir zuerst, wie wir einen

blattweise Hodge-Stern-Operator ?F herleiten können und untersuchen die Be-

ziehungen von ?F mit dem Stern-Operator ? auf der ganzen Mannigfaltigkeit.
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2 Blätterungen

Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer Blätterung F . Die obi-

ge Zerlegung des Tangentialbündels in transversale und tangentiale Vektoren

TM ∼= TF ⊕ TF⊥ liefert eine Zerlegung der äußeren Algebra des Kotangenti-

albündels von M . Es ist

ΛkT ?M ∼=
⊕
i+j=k

ΛiT ?F ⊗ ΛjT ?F⊥.

Wir definieren Λi,jT ?M : = ΛiT ?F ⊗ ΛjT ?F⊥. Für die glatten Differentialfor-

men auf M erhalten wir damit eine Zerlegung Ωk(M) =
⊕

i+j=k Ωi,j(M) mit

Ωi,j(M): = Γ(M,Λi,jT ?M) ∼= Γ(M,ΛiT ?F)⊗C∞(M) Γ(M,ΛjT ?F⊥).

Dabei ist Ωk,0(M) ∼= Ωk
F(M). Wir werden diese beiden Mengen in Zukunft

miteinander identifizieren. Entsprechend definieren wir für offene Teilmengen

U ⊆M die Menge der lokalen Differentialformen Ωi,j(U).

Im folgenden wählen wir eine lokale Koordinaten-Darstellung von M in einer

offenen Teilmenge U ⊆ M . Bezüglich dieser Koordinatendarstellung können

wir die geblätterte Mannigfaltigkeit (M,F) in U transversal und tangential

orientieren, also eine Orientierung auf TU∩TF und eine Orientierung auf TU∩
TF⊥ wählen. Aus diesen Orientierungen erhalten wir auf U einen tangentialen

Hodge-Stern-Operator ?F und einen transversalen Hodge-Stern-Operator ?⊥

auf den Einschränkungen Γ(U,ΛkT ?F) und Γ(U,ΛkT ?F⊥) von Ωk,0(M) bzw.

Ω0,k(M).

Nun können wir die Teilmenge U der Mannigfaltigkeit M so orientieren, daß

die Volumenform von M auf U gegeben ist durch vol = ?F(1) ∧ ?⊥(1). Wir

erhalten dann in U einen Stern-Operator ?: Ωk(U) −→ Ωn−k(U). Eine direkte

Berechnung zeigt, daß eine Einschränkung dieses Stern-Operators auf den di-

rekten Summanden Ωi,j(U) bis auf das Vorzeichen mit ?F⊗?⊥ übereinstimmt.

Dieses Vorzeichen wird in [ALK01], Lemma 3.2 bzw. in [ALT91], Lemma 4.8

konkret angegeben.

Im folgenden gehen wir von der Situation aus, daß wir die oben beschrie-

bene Konstruktion auf ganz M fortsetzen können, daß also die geblätterte
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Mannigfaltigkeit (M,F) transversal und tangential orientierbar ist. Wir erhal-

ten dann einen tangentialen Hodge-Stern-Operator ?F und einen transversalen

Hodge-Stern-Operator ?⊥ auf ganz M . Insbesondere die von uns untersuchten

Blätterungen sind tangential und transversal orientierbar.

2.4.6 Bemerkung: Wir wählen eine Basis X1, . . . , Xn von g, so daß die Un-

teralgebra p von X1, . . . , Xp erzeugt wird. Die zu dieser Basis gehörenden kano-

nischen Vektorfelder, die wir in 1.3.8 konstruiert haben, liefern eine kanonische

Metrik auf TF . Mit dieser Metrik erhalten wir insbesondere eine Orientierung

von TF und eine Orientierung von TF⊥.

Mit dem Hodge-Stern-Operator von M läßt sich ein Skalarprodukt auf den

tangentialen Formen Ωk
F(M) = Ωk,0(M) konstruieren durch

〈ω, ω′〉: =

∫
M

ω ∧ ?(ω′).

Aus unserer Wahl der Orientierung von M folgt für ω, ω′ ∈ Ωk,0(M) ∼= Ωk
F(M):

〈ω, ω′〉 =

∫
M

?⊥(1) ∧ ω ∧ ?F(ω′)

Die zu dkF bezüglich dieses Skalarproduktes auf Ωk
F(M) adjungierte Abbildung

δkF erhalten wir wie in der klassischen Hodge-Theorie (s. z.B. [Poo81, Ka-

pitel IV]) für eine tangentiale Differentialform ω ∈ Ωk,0(M) ∼= Ωk
F(M) durch

δkF(ω) = (−1)nk+n+1?n−k+1dp−kF ?k(ω). Unter gewissen Voraussetzungen können

wir in dieser Formel den Hodge-Stern-Operator auf M durch den tangentialen

Stern-Operator ?F ersetzen.

2.4.7 Satz: Die Bezeichnungen seien wie oben. Außerdem gelte d(?⊥(1)) = 0.

Dann ist mit ω ∈ Ωk
F(M):

δkF(ω) = (−1)pk+p+1 ?F dF ?F (ω).

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Rechnung. Er befindet sich in [ALK01,

Abschnitt 3]. 2
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2 Blätterungen

In zwei für unsere Betrachtungen ausschlaggebende Situationen ist die Glei-

chung d(?⊥(1)) = 0 erfüllt.

2.4.8 Lemma:

(i) Sei M eine kompakte Riemannsche Blätterung und F eine Riemannsche

Blätterung von M versehen mit einer bündelartigen Metrik g. Den trans-

versalen Hodge-Operator bzgl. dieser Metrik bezeichnen wir mit ?⊥. Dann

ist d(?⊥(1)) = 0.

(ii) Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und Γ eine Gitter von G. Sei p ei-

ne Unteralgebra der zu G gehörenden Lie-Algebra g. Die Unteralgebra

p induziert auf Γ\G wie in 2.1.5 beschrieben eine Blätterung F(p). Sei

X1, . . . , Xn eine Basis von g und sei g die von dieser Basis induzierte ka-

nonische Metrik auf Γ\G. Dann gilt für den zu dieser Metrik gehörenden

transversalen Hodge-Stern-Operator d(?⊥(1)) = 0.

Beweis: Der erste Teil des obigen Lemmas folgt direkt, für den zweiten Teil

benötigen wir nur eine kleine Berechnung. Wir können o.B.d.A. voraussetzen,

daß die Elemente X1, . . . , Xp die Unteralgebra p erzeugen. Dann ist ?⊥(1) =

ωp+1 ∧ . . . ∧ ωn, wobei ω1, . . . , ωn die zu X1, . . . , Xn duale Basis von 1-Formen

bezeichnet. Es folgt

d(ωp+1 ∧ . . . ∧ ωn)

=
n∑

k=p+1

(−1)k−p(dωk) ∧ ωp+1 ∧ . . . ∧ ω̂k ∧ . . . ∧ ωn

=
n∑

k=p+1

(−1)k−p

(∑
i<j

αkijωi ∧ ωj

)
∧ ωp+1 ∧ . . . ∧ ω̂k ∧ . . . ∧ ωn.

Dabei bezeichnen die αkij die Strukturkonstanten von g bezüglich der von uns

gewählten Basis, es ist also [Xi, Xj] =
∑

k α
k
ijXk.

Da g nilpotent ist, ist αkik = αkkj = 0 für alle 1 ≤ i, j, k ≤ n. Da p eine

Unteralgebra von g ist, ist αkij = 0 für alle 1 ≤ i, j ≤ p und p < k ≤ n. Also

folgt unter den gegebene Voraussetzungen, daß d(ωp+1 ∧ . . . ∧ ωn) = 0 ist. 2
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Wir werden also in den genannten Fällen δkF immer mit den tangentialen

Hodge-Stern-Operator berechnen können.

Zurück zur allgemeinen Situation. Mit den Abbildungen dkF und δkF können

wir nun den blattweisen Laplace-Operator definieren, sowie den Begriff der

tangential harmonischen Formen einführen.

2.4.9 Definition: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer

Blätterung F . Der (blattweise) Laplace-Operator wird definiert als ∆F =

dFδF + δFdF . Die Formen, die im Kern des Laplace-Operators ∆F liegen,

heißen tangential harmonische Formen.

Wir werden in Zukunft den Zusatz tangential einfach weglassen und die tan-

gential harmonischen Formen nur noch harmonische Formen nennen.

Kacimi-Alaoui und Hector zeigen in [EKAH86], daß bei Riemannschen Blätte-

rungen kompakter Mannigfaltigkeiten eine Hodge-Zerlegung der basischen Ko-

homologie existiert, d.h. für alle Kohomologieklassen gibt es genau einen har-

monischen Repräsentanten. Der Beweis verwendet die von Molino ([Mol82])

entwickelte Strukturtheorie Riemannscher Blätterungen. Außerdem beweisen

Kacimi-Alaoui, Sergiescu und Hector in [EKASH85], daß die basische Ko-

homologie Riemannscher Blätterungen kompakter Mannigfaltigkeiten immer

endlichdimensional ist; ein Resultat, das die Autoren nicht aus der Hodge-

Zerlegung herleiteten, wie es vor ihnen von anderen, z.B. Reinhart versucht

worden ist.

Die von uns betrachtete, reduzierte Blätterungskohomologie kann jedoch auch

für Riemannsche Blätterungen kompakter Mannigfaltigkeiten unendlichdimen-

sional sein. Doch Alvarez-Lopez und Kordyukov zeigen in [ALK01], daß im

Fall einer Riemannsche Blätterungen die reduzierte Kohomologie immer eine

Hodge-Zerlegung zuläßt. Dies ist i.a. falsch, wenn die untersuchte Blätterung

nicht Riemannsch ist. Wir werden sehen, daß die Blätterungen aus 2.1.5 eine

ganze Klasse von Gegenbeispielen liefern. Zuerst formulieren wir jedoch den

Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov.
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2 Blätterungen

2.4.10 Satz: Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und F eine Riemannsche

Blätterung von M . Es existiert also eine bündelartige Metrik auf (M,F). Jede

bündelartige Metrik auf M liefert eine blattweise Hodge-Zerlegung

Ωk
F(M) = Kern ∆k

F ⊕ Bild ∆k
F .

Beweisidee: Der Beweis von Alvarez-Lopez und Kordyukov basiert auf ei-

ner Untersuchung des blattweisen Wärmeleitungsoperators e−t∆
k
F . Roe zeigt

in [Roe87], daß für jede Blätterung eine anfänglich glatte Form ω ∈ Ωk
F(M)

für alle t ≥ 0 auf eine glatte Form e−t∆
k
Fω abgebildet wird. Alvarez-Lopez und

Kordyukov zeigen in [ALK01], daß für Riemannsche Blätterungen dies auch

noch für t = ∞, also nach unendlicher Zeit richtig ist. Außerdem zeigten sie,

daß dieser Operator für t = ∞ die orthogonale Projektion auf den Kern des

blattweisen Laplace-Operators ∆k
F liefert und daß daraus die gesuchte Hodge-

Zerlegung folgt. 2

Der Satz von Alvarez-Lopez setzt die Existenz einer bündelartigen Metrik

auf der Blätterung voraus, d.h. die untersuchte Blätterung (M,F) muß Rie-

mannsch sein.

Wir werden sehen, daß bei den von uns untersuchten Beispielen von Blätterun-

gen diese Voraussetzung auch wirklich notwendig ist; die von uns untersuchten

Blätterungen lassen i.a. keine Hodge-Zerlegung zu, wenn sie nicht Riemannsch

sind.

Eine wichtige Konsequenz aus dem oben zitierten Satz ist das folgende Korol-

lar, das eine Poincaré-Dualität der reduzierten Blätterungskohomologie liefert.

Es ist das Korollar C von [ALK01].

2.4.11 Korollar: Sei M eine kompakte, Riemannsche Mannigfaltigkeit und F
eine Riemannsche Blätterung von M der Dimension p. Wir versehen (M,F)

mit einer bündelartigen Metrik g und erhalten einen tangentialen Hodge-Stern-

Operator ?F . Der Stern-Operator ?F induziert einen Isomorphismus

H̄ i(M ;F) ∼= H̄p−i(M ;F).
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Wir werden später die Dimension der obersten reduzierten Blätterungskoho-

mologie der von uns untersuchten Blätterungen berechnen, also H̄p(M ;F(p)).

Das Korollar 2.4.11 liefert für die oberste Kohomologie einen Isomorphismus

H̄p(M ;F(p)) ∼= H̄0(M ;F(p)) für den Fall, daß F(p) Riemannsch ist. In der

folgenden Bemerkung sehen wir, wie sich die nullte reduzierte Kohomologie

berechnen läßt.

2.4.12 Bemerkung: SeiM eine zusammenhängende, kompakte, Riemannsche

Mannigfaltigkeit und F eine Blätterung auf M . Die nullte reduzierte Blätte-

rungskohomologie besteht genau aus den glatten Funktionen ξ ∈ C∞(M), die

konstant in Blattrichtung sind. Wenn die Blätterung F ein dichtes Blatt in M

besitzt, dann folgt offensichtlich, daß für die Dimension der nullten reduzierten

Kohomologie dim H̄0(M ;F) = 1 gelten muß.

Ist also die Blätterung (M,F) Riemannsch und enthält ein in M dichtes Blatt,

so folgt mit Korollar 2.4.11, daß die oberste reduzierte Blätterungskohomologie

eindimensional ist.

Auslander, Green und Hahn beweisen in [AGH63] den folgenden Satz über

eindimensionale Blätterungen, der eine äquivalente Bedingung dazu gibt, daß

F(p) ein dichtes Blatt in Γ\G besitzt.

2.4.13 Satz: Sei p eine Unteralgebra der nilpotenten Lie-Algebra g. Sei G

die zu g gehörende Lie-Gruppe und Γ ein Gitter von G. Dann besitzt die

Blätterung F(p) von Γ\G genau dann ein dichtes Blatt in Γ\G, wenn die von

p induzierte Blätterung auf dem Torus Γ̄\Ḡ ein dichtes Blatt besitzt. Dabei

bezeichne Ḡ die zu g/[g, g] gehörende Lie-Gruppe und Γ̄ das von Γ induzierte

Gitter von Ḡ.

2.4.14 Bemerkung:

(i) Sei G = Rn und Γ ⊆ G ein Gitter von G. Die zu Γ gehörende Lie-Algebra

sei erzeugt von X1, . . . , Xn. Ist p eine eindimensionale Unteralgebra von

g, so besitzt die von p induzierte Blätterung F(p) des n-dimensionalen
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2 Blätterungen

Torus Γ\G genau dann ein dichtes Blatt, wenn p von a1X1 + . . .+ anXn

erzeugt wird, wobei a1, . . . , an ∈ R linear unabhängig über Q sind.

(ii) Besitzt die Blätterung F(p) ein dichtes Blatt in Γ\G, so ist jedes Blatt

von F(p) dicht in Γ\G. Dies gilt offensichtlich, falls Γ\G ein Torus ist und

somit auch im allgemeinen Fall.

2.4.15 Beispiel: Sei G die Heisenberggruppe und Γ das Standard-Gitter von

G. Die Gruppe G kann als die Gruppe der 3x3-Matrizen der Form 1 x z

0 1 y

0 0 1

 mit x, y, z ∈ R

versehen mit dem üblichen Matrizenprodukt aufgefaßt werden, und das Gitter

Γ besteht gerade aus den obigen Matrizen mit ganzzahligen Einträgen. Die zu

g gehörende Lie-Algebra ist erzeugt von Elementen X, Y, Z ∈ g mit [X, Y ] =

Z und Z erzeugt das Zentrum von g. Seien a, b, c ∈ R. Dann besitzt die

Blätterung, die durch die eindimensionale Unteralgebra p = R(aX + bY + cZ)

auf Γ\G induziert wird nach Satz 2.4.13 genau dann ein dichtes Blatt in Γ\G,

wenn a und b linear unabhängig über Q sind.

Deninger und Singhof zeigen in [DS01], daß, falls ein dichtes Blatt von F(p) in

Γ\G existiert, die reduzierte Blätterungskohomologie H̄1(Γ\G;F(p)) unend-

lichdimensional ist. Außerdem zeigen sie, daß diese Blätterungen keine Hodge-

Zerlegung wie in Satz 2.4.10 zulassen. Somit können solche Blätterungen nicht

Riemannsch sein.
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3 Die Darstellungstheorie

nilpotenter Lie-Algebren

Wir haben im vorigen Kapitel ein notwendiges und hinreichendes Kriterium

hergeleitet, mit dem wir untersuchen können, wann die dort beschriebenen

Blätterungen der homogenen Mannigfaltigkeiten eine kanonische, bündelarti-

ge Metrik besitzen. Unser nächstes Ziel soll es sein zu untersuchen, ob die

Hodge-Zerlegung, die wir mit dem Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov

(Satz 2.4.10) für Riemannsche Blätterungen erhalten, auch auf den Blätterun-

gen möglich ist, die keine kanonische bündelartige Metrik besitzen.

Dazu müssen wir die Blätterungskohomologie und die harmonischen Formen

der Blätterungen miteinander vergleichen. Im Fall, daß g die Heisenberg-Al-

gebra ist, entwickelten Deninger und Singhof in [DS01] ein Verfahren zur Be-

stimmung der Dimension der reduzierten Blätterungskohomologie, das sich

auch in der Situation beliebiger nilpotenter Lie-Algebren anwenden läßt. Wir

werden die Blätterungskohomologie mit Hilfe der Lie-Algebren-Kohomologie

bestimmen. Diese Kohomologie läßt sich wiederum durch die Berechnung der

irreduziblen Komponenten bestimmen.

Später werden wir noch genauer sehen, warum eine Beschränkung auf nilpo-

tente Lie-Algebren bei unserer Vorgehensweise notwendig ist. Der Grund liegt

darin, daß sich die komplexe Kohomologie H?(p;C∞(Γ\G,C)) für nilpotente

Lie-Algebren g in eindeutiger und berechenbarer Weise in irreduzible Kompo-

nenten zerlegen läßt.
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Wir haben in Bemerkung 1.4.1 gesehen, daß

H?(p;C∞(Γ\G))⊗ C ∼= H?(p;C∞(Γ\G,C))

ist. Im folgenden interpretieren wir alle Funktionenräume als Räume kom-

plexwertiger Funktionen. Wir schreiben also z.B. abkürzend C∞(Γ\G) für

C∞(Γ\G,C), oder L2(Rk) für L2(Rk,C) und berechnen die komplexe Lie-

Algebren-Kohomologie von p.

3.1 Die Kirillov-Zerlegung

Mit der Kirillov-Zerlegung (s. [Kir62]) erhalten wir eine Zerlegung nilpotenter

Lie-Algebren mit eindimensionalem Zentrum. Diese Zerlegung spielt in den

Beweisen der Sätze von Richardson in [Ric71] und Kirillov in [Kir62] über

unitäre Darstellungen eine zentrale Rolle. Sowohl Kirillov als auch Richardson

führen in den Beweisen zu ihren Sätzen den Fall einer allgemeinen nilpotenten

Lie-Algebra mit Induktionsbeweisen auf den einer nilpotenten Lie-Algebra mit

eindimensionalem Zentrum zurück und benutzen dann die Kirillov-Zerlegung,

um ihre Aussagen in der einfachsten Situation zu zeigen.

Zuerst erweitern wir den Begriff der aufsteigenden Zentralreihe, indem wir

weitere Ideale zwischen den einzelnen Folgegliedern der Zentralreihe zulassen.

3.1.1 Bemerkung: Eine Lie-Algebra ist genau dann nilpotent, wenn es eine

beliebige Folge von Idealen gi gibt (1 ≤ i ≤ m) mit

g = gm ⊇ . . . ⊇ g0 = {0},

so daß [g, gi] ⊆ gi−1 für alle i ∈ N gilt.

Die Kirillov-Zerlegung ist eine direkte Konsequenz aus dieser Umformulierung

des Begriffs der nilpotenten Lie-Algebra. Der Beweis, den wir aus [Kir62] zitie-

ren, veranschaulicht diesen Zusammenhang recht gut. Außerdem werden wir

die verwendete Argumentation noch einmal an anderer Stelle verwenden.
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3.2 Unitäre Darstellungen

3.1.2 Kirillov-Zerlegung: Sei g eine nilpotente Lie-Algebra mit 1-dimensio-

nalem Zentrum. Dann gibt es eine Zerlegung

g = RX ⊕RY ⊕RZ ⊕w,

wobei Z das Zentrum Z(g) erzeugt und für die Basiselemente X, Y und Z gilt:

[X, Y ] = Z, sowie [W,Y ] = 0 für alle W ∈ w.

Beweis: Da g nilpotent ist, finden wir wie oben eine Folge von Idealen {0} =

g0 ⊆ . . . ⊆ gm = g mit [g, gi] ⊆ gi−1. Dabei können wir o.B.d.A. annehmen,

daß dim(gi+1) − dim(gi) = 1 ist. Es existiert also insbesondere ein zweidi-

mensionales Ideal g2 mit [g, g2] ⊆ Z(g) = g1. Sei Z ∈ Z(g) ein Erzeugendes

des Zentrums und Y ∈ g2 ein weiteres Element, so daß g2 von Z und Y er-

zeugt wird. Da Y 6∈ Z(g) ist, gibt es ein X ∈ g, für das [X, Y ] = Z gilt. Sei

Z(Y ): = {V ∈ g | [V, Y ] = 0} der Teilraum von g, der alle Elemente enthält,

die mit Y kommutieren. Dann ist Z(Y ) = RY ⊕ Z(g) ⊕ w und es bleibt zu

zeigen, daß g = RX ⊕ Z(Y ) ist.

Für alle V ∈ g liegt [V, Y ] im Zentrum Z(g), ist also von der Form tZ, wobei

der Faktor t ∈ R ist. Also kommutiert V − tX mit Y und liegt somit in Z(Y ).

Folglich gibt es ein V0 ∈ Z(Y ), so daß V = tX + V0 ist. 2

Wenn wir ein Gitter Γ von G gewählt haben, so können wir eine Basis von w

mit rationalen Strukturkonstanten bezüglich log Γ ∩ w wählen. Insbesondere

erhalten wir somit eine Basis von Z(Y ) = {V ∈ g | [V, Y ] = 0} mit rationalen

Strukturkonstanten bezüglich log Γ ∩ Z(Y ).

3.2 Unitäre Darstellungen

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von Lie-Gruppen sind die uni-

tären Darstellungen. Zuerst die grundlegenden Definitionen. Eine ausführliche

Einführung in die Theorie unitärer Darstellung von nilpotenten Lie-Gruppen,

aus der wir im folgenden auch oft zitieren werden, befindet sich z.B. in [CG90].
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

3.2.1 Definition: Sei G eine Lie-Gruppe.

(1) Eine unitäre Darstellung π von G ist ein Homomorphismus von G in die

Gruppe aller unitären Transformationen eines Hilbertraumes Hπ, wobei

für alle ξ ∈ Hπ die Abbildung g 7→ (π(g))(ξ) eine stetige Abbildung von

G nach Hπ ist.

(2) Zwei unitäre Darstellungen π und π′ heißen äquivalent, wenn es einen

invertierbaren linearen Operator A:Hπ −→ Hπ′ gibt, so daß π(g) =

A−1π′(g)A für alle g ∈ G ist.

(3) Ein invarianter Teilraum für eine Darstellung π ist ein Vektorraum V

mit π(g)V ⊆ V für alle g ∈ G. Die Darstellung π heißt irreduzibel genau

dann, wenn es keinen invarianten Teilraum außer {0} und Hπ gibt.

Wir betrachten in dieser Arbeit ausschließlich unitäre Darstellungen. Deshalb

werden wir im folgenden auch abkürzend einfach nur Darstellung schreiben,

wenn wir unitäre Darstellung meinen.

Zur Bestimmung irreduzibler unitärer Darstellungen verwendet Kirillov die

folgenden fundamentalen Sätze über unitäre Operatoren. Mit dem Lemma

von Schur läßt sich bestimmen, worauf irreduzible Operatoren das Zentrum

einer Lie-Gruppe abbilden und mit dem Satz von Stone und von Neumann

können wir berechnen, worauf die Elemente g, h ∈ G abgebildet werden, deren

Kommutator im Zentrum von G liegt.

3.2.2 Lemma von Schur: Seien π, π′ zwei irreduzible unitäre Darstellungen

von G und A:Hπ′ −→ Hπ ein linearer beschränkter Operator, so daß Aπ(g) =

π′(g)A für alle g ∈ G gilt.

Wenn π und π′ nicht äquivalent zueinander sind, dann ist A = 0. Wenn π und

π′ äquivalent zueinander sind, dann ist die Operation A eindeutig bis auf die

Multiplikation mit einer komplexen Zahl durch die obige Gleichung gegeben.

Insbesondere folgt, wenn π = π′ ist, daß es ein λ ∈ R gibt, so daß A = e2πiλE

gilt, wobei E der Identitätsoperator ist.

Der Beweis veranschaulicht noch einmal die oben definierten Begriffe. Er ist
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3.2 Unitäre Darstellungen

nur eine leichte Abänderung eines Beweises aus [Zel73].

Beweis: Wenn A 6= 0 ist, dann folgt, daß Kern(A) 6= Hπ′ und Bild(A) 6= {0}
ist. Der Kern und das Bild von A ist offensichtlich invariant in Hπ′ , bzw. Hπ.

Da π und π′ irreduzibel sind, muß also Kern(A) = {0} und Bild(A) = Hπ′ sein.

Somit ist der Operator A eine Bijektion zwischenH′π undHπ. Deshalb existiert

ein inverser Operator A−1 und es gilt π′ = AπA−1, d.h. die Darstellungen π

und π′ sind zueinander äquivalent.

Wir müssen nun nur noch zeigen, daß für äquivalente Darstellungen π und π′

der Operator A eindeutig bis auf eine Multiplikation mit einer komplexen Zahl

µ ∈ S1 ⊂ C vom Betrag 1 ist.

Wenn π und π′ äquivalent zueinander sind, so können wir Hπ und Hπ′ mitein-

ander identifizieren. Seien A und B zwei beschränkte lineare Operatoren, so

daß Aπ = π′A und Bπ = π′B gilt. Dann erfüllt für beliebige µ ∈ C mit Betrag

1 der Operator Cµ: = B − µA die Gleichung Cµπ = π′Cµ und ist beschränkt.

Wie wir oben gesehen haben, ist entweder Cµ = 0, oder es gibt einen inversen

Operator C−1
µ . Aber wenn µ0 eine Nullstelle der Gleichung det(B − µA) = 0

ist, dann ist Cµ0 ein singulärer Operator. Somit ist Cµ0 = 0 und B = µ0A. Wir

wählen λ ∈ R so, daß µ0 = e2πiλ ist. 2

Mit dem letzten Teil des Lemmas sehen wir, daß jeder lineare beschränkte

Operator A, der mit allen Operationen einer irreduziblen Darstellung π kom-

mutiert, ein Vielfaches des Identitäts-Operators ist.

Mit dem Satz von Stone und von Neumann werden wir bestimmen, worauf

eine irreduzible Darstellung die Elemente g und h ∈ G mit ghg−1h−1 ∈ Z(G)

abbildet. Auch hier sei wieder z.B. auf [Kir62] oder [CG90, Kapitel 2] als Quelle

verwiesen. An beiden Stellen findet sich auch ein Beweis.

3.2.3 Satz von Stone und von Neumann: Seien π1 und π2 zwei unitäre

Darstellungen von R, die beide auf demselben Hilbertraum H = Hπ1 = Hπ2

operieren. Außerdem gebe es ein λ 6= 0, so daß für alle x, y ∈ R gilt:

π1(x)π2(y)π1(x)−1 = e2πiλxyπ2(y).
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Dann zerfällt H in eine direkte Summe von Teilräumen, die invariant und

irreduzibel unter der Operation von π1 und π2 sind. H = H1 ⊕H2 ⊕ . . .

Für jeden Summanden Hk gibt es eine Isometrie Jk:Hk −→ L2(R), die die

Darstellungen π1 und π2 äquivalent auf Darstellungen π̃1 und π̃2 abbildet.

Diese Darstellungen operieren auf L2(R) durch:

π̃1(x)ξ(t) = ξ(t+ x) π̃2(y)ξ(t) = e2πiλytξ(t).

Bestimmen wir zur Veranschaulichung der Anwendung der obigen Sätze die

irreduziblen Darstellungen der einfachsten nilpotenten, nichtabelschen Lie-

Gruppe, der Heisenberg-Gruppe.

3.2.4 Beispiel: Sei G die dreidimensionale Heisenberggruppe. Dies ist die

Gruppe der oberen reellen 3x3-Matrizen mit dem üblichen Matrixprodukt.

Ihre Elemente sind von der Form 1 a c

0 1 b

0 0 1

 .

Die zu G gehörende Lie-Algebra g ist gegeben durch die Erzeugenden X, Y

und Z und deren Lie-Klammern [X, Y ] = Z und [X,Z] = [Y, Z] = 0. Wir

können mit dem Satz von Stone und von Neumann und mit dem Lemma von

Schur sämtliche irreduziblen Darstellungen der zu g gehörenden Lie-Gruppe

G bestimmen. Dabei bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben x: = expX, y: =

expY und z: = expZ die zur Basis von g gehörenden Elemente in G. Mit der

Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 ergeben sich für die Produkte in G die

entsprechenden Formeln aus den Lie-Klammern in g.

Sei π eine beliebige irreduzible Darstellung. Da Z das Zentrum von g erzeugt,

kommutiert der Operator π(z) mit allen anderen Operatoren π(g) für beliebige

g ∈ G. Nach dem Lemma von Schur gibt es ein λ ∈ R, so daß π(z) = e2πiλE

ist. Da π ein Homomorphismus ist, folgt mit c ∈ R, daß π(ecZ) = e2πiλcE ist.

Wenn λ = 0 ist, so ist auch π(z) = π(x)π(y)π(x)−1π(y)−1 = E. Wir können

also wieder das Lemma von Schur anwenden und erhalten, daß es Konstanten
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3.3 Induktion

µ ∈ R und ν ∈ R gibt, so daß für alle a, b ∈ R gilt:

π(eaX) = e2πiµaE, π(ebY ) = e2πiνbE, π(ecZ) = E.

Wenn λ 6= 0 ist, so können wir den Satz von Stone und von Neumann anwen-

den. Wir interpretieren dazu die Operationen der von eX bzw. eY erzeugten

einparametrigen Untergruppen π(eaX) und π(ebY ) mit a, b ∈ R auf Hπ als Dar-

stellungen von R. Diese Darstellungen erfüllen die Bedingung aus dem obigen

Satz. Somit ist für a ∈ R und b ∈ R die Operation π(eaX) äquivalent zu der

Operation ξ(t) 7→ ξ(t + a) und π(ebY ) ist äquivalent zu ξ(t) 7→ e2πiλbtξ(t) auf

L2(R).

Also ist für jede irreduzible Darstellung π die Operation auf Hπ, die gegeben

ist durch π(exp (aX + bY + cZ)) mit a, b, c ∈ R, äquivalent zu der Operation

auf L2(R), die gegeben ist durch:

ξ(t) 7→ exp

(
2πiλ

(
c+ bt+

bc

2

))
ξ(t+ a).

Wir werden später mit der Kirillov-Theorie ein allgemeiner anwendbares Werk-

zeug bekommen, um die irreduziblen Darstellungen nilpotenter Liegruppen zu

bestimmen. Diese Theorie baut jedoch auf dem Lemma von Schur und dem

Satz von Stone und von Neumann auf. Beliebige nilpotente Liegruppen wer-

den auf Liegruppen mit eindimensionalem Zentrum zurückgeführt und diese

werden dann in der oben beschriebenen Art und Weise untersucht.

3.3 Induktion

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie das oben schon erwähnte Verfahren

bei den Beweisen von Kirillov in [Kir62] und Richardson in [Ric71] funktio-

niert. Beide konstruieren Darstellungen ausgehend von Untergruppen niedri-

gerer Dimension. Wir werden also sehen, wie wir aus einer Darstellung einer

Untergruppe eine Darstellung auf der gesamten Gruppe erhalten.
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Sei K eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G. Mit dem Verfahren

der Induktion nach Mackey [Mac52] können wir aus einer Darstellung π von

K in natürlicher Weise eine Darstellung von G erhalten.

In der folgenden Definition wird vorausgesetzt, daß der Quotient K\G ein

rechtsinvariantes Maß besitzt. Dies ist z.B. immer dann der Fall, wenn wir

zusätzlich noch voraussetzen, daß G nilpotent ist (s. [Rag72, Kapitel I]: nil-

potente Lie-Gruppen sind unimodular und deshalb besitzen Quotienten nilpo-

tenter Lie-Gruppen ein rechtsinvariantes Maß). Wenn der Quotient K\G kein

rechtsinvariantes Maß besitzt, läßt sich immer noch eine induzierte Darstellung

definieren. Dies ist jedoch mit einigen technischen Schwierigkeiten verbunden,

die wir hier vermeiden können.

3.3.1 Definition: Sei K eine abgeschlossene Untergruppe von G und π eine

unitäre Darstellung der Lie-Gruppe K. Die Darstellung σ operiere auf dem

Hilbertraum Hσ, der aus allen Borel-meßbaren Vektorfunktionen ξ:G −→ Hπ

besteht, für die gilt:

(i) ξ(kx) = π(k)[ξ(x)] für alle k ∈ K.

(ii) Nach Bedingung (i) ist ‖ξ(·)‖2
Hπ konstant auf Kg für alle g ∈ G und

kann somit als Abbildung ξ̃ auf dem Quotienten K\G aufgefaßt werden.

Mit dieser Identifikation soll das Integral
∫
K\G ‖ξ(g)‖ dġ: =

∫
K\G ξ̃(Kg) dġ

endlich sein, wobei dġ das rechtsinvariante Maß auf K\G bezeichne.

Die Darstellung σ sei dann auf G definiert durch σ(g)ξ(x) = ξ(xg) für alle g ∈
G und ξ ∈ Hσ. Wir schreiben Ind(K ↑G, π): = σ und nennen diese Darstellung

die von π induzierte Darstellung auf G.

Seien ξ1, ξ2 ∈ Hσ beliebig. Wie in Bedingung (ii) sehen wir, daß die Abbildung

g 7→ 〈ξ1(g), ξ2(g)〉 konstant auf Kg für alle g ∈ G ist. Das innere Produkt von

ξ1 und ξ2 auf Hσ ist mit der Identifikation aus (ii) gegeben durch

〈ξ1(g), ξ2(g)〉 =

∫
K\G
〈ξ1(g), ξ2(g)〉 dġ.
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3.3 Induktion

3.3.2 Grundlegende Eigenschaften:

(1) Wenn die Darstellungen π und π′ auf K äquivalent sind, so sind auch die

Darstellungen Ind(K ↑G, π) und Ind(K ↑G, π′) zueinander äquivalent.

(2) Ind(K ↑G,
⊕

i πi) ist äquivalent zu
⊕

i Ind(K ↑G, πi). Insbesondere gilt:

Wenn Ind(K ↑G, π) irreduzibel ist, dann ist auch π irreduzibel. Die Um-

kehrung ist im allgemeinen falsch.

(3) Induktion in Stufen: Wenn K ⊆ H ⊆ G abgeschlossene Untergruppen

sind und π eine Darstellung von K ist, so folgt, daß die Darstellung

Ind(K ↑G, π) äquivalent zu Ind(H ↑G, Ind(K ↑H, π)) ist.

Ein wichtige Darstellung, die wir im folgenden noch genauer untersuchen wer-

den, ist die reguläre Darstellung. Die reguläre Darstellung läßt sich durch In-

duktion wie folgt definieren.

3.3.3 Beispiel: Sei Γ ein Gitter von G und π die Darstellung auf Γ, die

jedem Element den Identitätsoperator auf Hπ = C zuordnet. Die induzierte

Darstellung U : = Ind(Γ ↑G, π) operiert auf dem Raum HU , der isometrisch zu

L2(Γ\G,C) ist.

Für g ∈ G ist U(g)ξ(x̄) = ξ(x̄g), wobei x̄ = Γx ∈ Γ\G ist. U heißt die reguläre

Darstellung von G auf L2(Γ\G,C).

Der folgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen den Darstellungen π

der Lie-Gruppe G und den Darstellungen eines Quotienten G/G0. Der Satz

läßt sich direkt mit der Definition der Induktion beweisen. Er spielt ein wichti-

ges technisches Hilfsmittel in der Kirillov-Theorie und den damit verwandten

Sätzen über nilpotente Lie-Gruppen. Mit diesem Satz werden wir sehen, wie

in den Beweisen der Aussagen über irreduzible Darstellungen nilpotenter Lie-

Gruppen ein
”
Induktionsschritt“ möglich ist.

3.3.4 Satz: Sei σ eine Darstellung der Lie-Gruppe G, die alle Elemente einer

normalen Untergruppe G0 von G auf den Identitäts–Operator abbildet.

Dann können wir die Darstellung σ als eine Darstellung σ̃ der Quotienten-

Gruppe G/G0 betrachten. Wenn σ̃ von einer Darstellung π̃ auf G1/(G1 ∩G0)
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

induziert wird, dann wird σ von der Darstellung π auf G1 mit π(g1) = π̃(ḡ1)

induziert, wobei g1 ∈ G1 ein beliebiger Repräsentant von ḡ1 ∈ G1/(G1 ∩ G0)

ist.

In [Kir62] befindet sich ein elementarer Beweis des obigen Satzes.

3.4 Kirillov-Theorie

Kirillov stellt in [Kir62] einen Zusammenhang zwischen den irreduziblen Dar-

stellungen einer nilpotenten, zusammenhängenden Lie-Gruppe G und den Ele-

menten des Dualraums g? der zu G gehörenden Lie-Algebra g her. Er führt

dort den Begriff der maximal untergeordneten Algebra ein und zeigt, daß alle

irreduziblen Darstellungen in einer Bijektion zu den Bahnen der zur adjungier-

ten Darstellung auf G dualen Abbildung Ad? in g? stehen. Diese Bijektion ist

für f ∈ g? gegeben durch f 7→ Ind(M ↑G, exp (2πif ◦ log)) mit M : = exp m,

wobei m eine maximal untergeordnete Algebra zu f ist, die wir im folgenden

definieren.

3.4.1 Definition: Sei f ∈ g? ein Element aus dem Dualraum von g. Eine Un-

teralgebra m von g heißt maximal untergeordnet zu f , wenn m von maximaler

Dimension ist, so daß f([m,m]) = 0 gilt.

Zu einem gegebenen Funktional f ∈ g? gibt es verschiedene maximal unterge-

ordnete Algebren. Dennoch ist die Dimension einer beliebigen maximal unter-

geordneten Algebra zu einem gegebenen f ∈ g? eindeutig bestimmt. Kirillov

gibt in [Kir62] eine Formel für die Dimension einer maximal untergeordneten

Algebra an:

3.4.2 Bemerkung: Sei f ∈ g?. Ist m eine maximal untergeordnete Algebra

bzgl. f von g?, so ist

(i) dim(m) = dim(g)− 1
2

dim(ad?gf),

(ii) Die alternierende Bilinearform β: g×g −→ R sei gegeben durch β(X, Y ) =

f([X, Y ]). Dann ist dim(m) = dim(g)− 1
2

Rang β.
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3.4 Kirillov-Theorie

Ist m maximal untergeordnet zu f , dann definiert f einen sog. Charakter f̄ auf

M = exp m. Dies ist eine eindimensionale unitäre Darstellung von M , die durch

das Funktional f gegeben ist. Dieser Charakter induziert eine Darstellung πf

von G.

3.4.3 Satz von Kirillov: Sei f ∈ g? und die Unteralgebra m von g maximal

untergeordnet bzgl. f . Sei M die zu m gehörende Lie-Gruppe und die Darstel-

lung f̄ von M sei gegeben durch f̄(m) = exp(2πif(log(m))). Die Darstellung

πf : = Ind(M ↑G, f̄) hat die folgenden Eigenschaften:

• πf ist irreduzibel,

• πf ist bis auf Äquivalenz unabhängig von der Wahl der maximal unterge-

ordneten Algebra m,

• πf1 ist genau dann äquivalent zu πf2 , wenn f1 in Ad?G(f2) liegt,

• Jede irreduzible Darstellung von G kann so bis auf Äquivalenz erhalten

werden.

Kirillov beweist diesen Satz in [Kir62].

Sei im folgenden f ∈ g? und m eine bzgl. f maximal untergeordnete Alge-

bra. Wir können den Hilbertraum Hπf , auf dem die irreduzible Darstellun-

gen πf operiert, mit dem Raum L2(Rs) mit passendem s ∈ N identifizieren

(vgl. [CG90, Kapitel I]).

3.4.4 Konstruktion: Sei M die zu m gehörende Lie-Gruppe, n = dimG und

k = dimM . Dann identifizieren wir Hπf mit L2(Rn−k) wie folgt:

Wir ergänzen eine Basis {X1, . . . , Xk} von m zu einer Basis {X1, . . . , Xn} der

Lie-Algebra g. Die Abbildung ϕ:Rn−k −→M\G, definiert durch

ϕ(t1, . . . , tn−k) = M · exp (t1Xk+1) · . . . · exp (tn−kXn).

liefert eine Identifikation des Lebesgue-Maßes auf Rn−k mit dem G-invarianten

Maß auf M\G.

Nach der Identifikation von Hπ mit L2(Rn−k) können wir nun untersuchen,

wie die Operationen einer beliebigen irreduziblen Darstellung auf L2(Rn−k)
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

operieren.

3.4.5 Satz: Sei πf = Ind(M ↑G, f̄) eine irreduzible Darstellung der nilpoten-

ten Lie-Gruppe G. Wir ergänzen eine Basis X1, . . . , Xk von m zu einer Basis

X1, . . . , Xn von g. Dann gibt es Polynome P1, . . . , Pn:Rn × Rn−k −→ R, so

daß mit s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn und t = (t1, . . . , tn−k) ∈ Rn−k die Operationen

der Darstellung π auf L2(Rn−k) wie folgt gegeben sind:

(πf (exp s1X1 + . . .+ snXn)ξ)(t)

= f̄(exp (P1(s, t)X1 + . . .+ Pk(s, t)Xk))ξ(Pk+1(s, t), . . . , Pn(s, t)).

Beweis: Nach der Definition der induzierten Abbildung ist die Operation von

πf (g) für g ∈ G auf Hπf gegeben durch πf (g)ξ(h) = ξ(hg) und für die Funk-

tionen ξ ∈ Hπf gilt ξ(mh′) = f̄(m)π(h′). Wir übertragen diese Bedingungen

in den Raum L2(Rn−k).

Die Abbildung ρ:Rn −→ G sei gegeben durch ρ(s) = exp (s1X1 + . . .+ snXn)

für s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn. Wir schreiben mit t = (t1, . . . , tn−k) ∈ Rn−k

abkürzend ρ(0, t) für ρ(0, . . . , 0, t1, . . . , tn−k). Es ist also Mρ(0, t) = ϕ(t) für

alle t ∈ Rn−k. Mit der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 folgt, daß es

Polynome P1, . . . , Pn:Rn ×Rn−k −→ R gibt mit

ρ−1(ρ(0, t)ρ(s)) = (P1(s, t), . . . , Pn(s, t)).

Mit diesen Notationen erhalten wir nach Identifikation von Hπ mit L2(Rn−k)

direkt die Aussage des Satzes. 2

3.5 Die reguläre Darstellung

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die reguläre Darstellung U von G, die auf

L2(Γ\G) mit (U(g0)ξ)(Γg) = ξ(Γgg0) für g, g0 ∈ G und ξ ∈ L2(Γ\G) operiert.

Nach [Ric71] zerfällt U in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen π

mit endlicher Vielfachheit. Wie wir oben gesehen haben, erhalten wir U durch
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Induktion aus der Darstellung auf Γ, die alle γ ∈ Γ auf den Identitäts-Operator

abbildet.

Wir bezeichnen die Vielfachheit, mit der die irreduzible Darstellung πf indu-

ziert von f ∈ g? in der Zerlegung der regulären Darstellung U auftritt, mit

m(f, U).

In [Ric71] gibt Richardson an, wie sich die Vielfachheiten m(f, U) konkret

bestimmen lassen. Er konstruiert für seine Beweise spezielle maximal unterge-

ordnete Algebren. Diese Konstruktion wird sich im folgenden auch in anderen

Fällen als sehr hilfreich erweisen. Sie befindet sich auch in verkürzter Form

in [CR87].

3.5.1 Konstruktion: Zur Konstruktion einer speziellen maximal untergeord-

neten Algebra m von g bezüglich f benötigen wir das folgende

3.5.2 Lemma: Sei f ∈ g? mit f 6= 0. Es gibt in g ein Ideal h, das folgende

Eigenschaften besitzt:

(1) f(h) = 0,

(2) Das Zentrum von g/h ist eindimensional,

(3) f |{X ∈ g | [g, X] ⊆ h} 6= 0.

Beweis: Wir konstruieren schrittweise ein passendes Ideal h mit den ge-

wünschten Eigenschaften.

Wenn h: = {0} die Bedingungen (1)-(3) nicht erfüllt, dann folgt, daß entweder

f |Z(g) = 0, oder dimZ(g) > 1 gilt.

Falls dimZ(g/h) > 1 ist und h die Bedingungen (1) und (3) erfüllt, dann erset-

zen wir h durch das Ideal Kern f ∩ {X ∈ g | [g, X] ⊆ h}. Dadurch vergrößern

wir das Ideal h. Die Eigenschaften (1) und (3) bleiben gültig. Wir wiederholen

diese Konstruktion so lange, bis auch (2) erfüllt ist.

Falls die dritte Bedingung nicht erfüllt ist, dann verschwindet f auf der Menge

Z̃(h): = {X ∈ g | [X, g] ⊆ h}. In diesem Fall ersetzen wir h durch Kern f∩{X ∈
g | [X, g] ⊆ Z̃(h)}. Da f 6= 0 ist, finden wir nach wiederholter Anwendung ein
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Ideal h, das alle drei gewünschten Eigenschaften erfüllt. 2

Im folgenden wählen wir ein Ideal h1 von g mit den obigen Eigenschaften.

Um mit Hilfe des Ideals h1 die spezielle maximal untergeordnete Algebra m

zu konstruieren, betrachten wir die Quotientenalgebra g/h1. Wegen der oben

beschriebenen Eigenschaften von h1 ist g/h1 eine nilpotente Lie-Algebra mit

eindimensionalem Zentrum.

Ist die Dimension dieser Lie-Algebra ≤ 1, so ist m = g und wir sind fer-

tig. Ist g/h1 nicht abelsch, so zerlegen wir diese Lie-Algebra mit der Kirillov-

Zerlegung 3.1.2. Es ist

g/h1 = RX̄ ⊕RȲ ⊕RZ̄ ⊕ w̄,

wobei [X̄, Ȳ ] = Z̄ ist, Z̄ das Zentrum Z(g/h1) erzeugt und [W̄ , Ȳ ] = 0 für alle

W̄ ∈ w̄ gilt.

Wir wählen einen Repräsentanten X von X̄ in g und erhalten: g = RX ⊕m1,

wobei m1 das Urbild unter der Projektion von der Menge aller mit Ȳ in g/h1

kommutierenden Element Z(Ȳ ) ist. Wir wenden die Konstruktion erneut auf

m1 an, d.h. wir wählen erneut ein Ideal h2 von m1, das (1)- (3) erfüllt und

zerlegen den Quotienten m1/h2 mit der Kirillov-Zerlegung 3.1.2 bzw. erhalten

mit m = m1 eine untergeordnete Algebra, wenn m1/h2 abelsch ist. Andernfalls

erhalten wir eine Unteralgebra m2 von m1 und eine Zerlegung g = RX1⊕RX2⊕
m2. Nach wiederholtem Anwenden erhalten wir mk mit f([mk,mk]) = 0. Also

ist mk eine maximal untergeordnete Algebra von sich selbst bzgl. der Abbildung

f |mk .

Wir müssen nun noch zeigen, daß mk auch maximal untergeordnete Algebra

von g ist. Dazu verwenden wir die Dimensionsformeln für maximal untergeord-

nete Unteralgebren von Kirillov aus Bemerkung 3.4.2. Die Quotientenalgebra

mk/hk ist auch eine maximal untergeordnete Algebra von sich selbst bzgl. der

von f induzierten Abbildung. Außerdem ist dim(mk−1/hk) = dim(mk/hk) + 1.

Die Bilinearform β von mk−1/hk, die durch β(X̄, Ȳ ) = f(X, Y ) gegeben ist,

hat den Rang 2. Also ist die Dimension einer maximal untergeordneten Alge-

bra in mk−1/hk nach dem zweiten Punkt der Bemerkung 3.4.2 dim(mk−1/hk) =
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3.5 Die reguläre Darstellung

dim(mk/hk). Folglich ist mk/hk eine maximal untergeordnete Algebra des Quo-

tienten mk−1/hk.

Da aufgrund der Eigenschaften von hk die Bahn admk−1
f in mk−1 mit der Bahn

der von f induzierten Abbildung im Quotienten mk−1/hk identifiziert werden

kann, ist nach dem ersten Punkt der Bemerkung 3.4.2 das Urbild mk von mk/hk

in mk−1 auch maximal untergeordnet in mk−1.

Durch wiederholte Anwendung der obigen Schritte sehen wir, daß die Unter-

algebra mk von g eine maximale Unteralgebra von g bzgl. f ist. Wir werden

im folgenden eine maximal Unteralgebra, die auf diese Art konstruiert werden

kann eine spezielle untergeordnete Algebra nennen.

Die spezielle untergeordnete Algebra ist nicht eindeutig durch f gegeben, denn

die Konstruktion hängt von der Wahl der Vektoren X̄, Ȳ , Z̄ und deren Re-

präsentanten ab.

Das besondere an der obigen Konstruktion ist, daß wir für ein gegebenes Git-

ter Γ der zu g gehörenden Lie-Gruppe G die spezielle maximal untergeord-

nete Algebra m so konstruieren können, daß sie rationale Strukturkonstanten

bezüglich log Γ ∩ m hat, wenn f : g −→ Q ist (vgl. [CR87]). Wir konstruieren

einfach in jedem Schritt das Ideal hi so, daß es rationale Strukturkonstanten

bzgl. log Γ∩hi hat und können dann, nachdem wir in der Kirillov-Zerlegung von

g/hi eine Basis von m̄i mit rationalen Strukturkonstanten bezüglich log Γ ∩mi

gewählt haben, mit Satz 1.3.4 voraussetzen, daß die Lie-Algebra mi rationale

Strukturkonstanten bezüglich log Γ ∩mi besitzt.

Mit den so konstruierten speziell untergeordneten Algebren lassen sich die

Sätze von Richardson über die Vielfachheiten des Auftretens einzelner irredu-

zibler Komponenten in der Zerlegung der regulären Darstellung formulieren

und beweisen. Die Beweisidee besteht auch hier wieder, wie beim Beweis des

Satzes von Kirillov 3.4.3 aus einem Induktionsbeweis. Durch Herausteilen einer

passenden Unteralgebra wird die Dimension verringert.

Für den Induktionsschritt seiner Beweise verwendet Richardson das folgende

Lemma von Moore [Moo65].
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

3.5.3 Lemma: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe, Γ ein Gitter von G und

π eine irreduzible Darstellung von G. Sei H eine eindimensionale, rationale,

normale Untergruppe von G, so daß π(h) die Identität für alle h ∈ H ist.

Sei pr:G −→ G/H die Projektion und π̃ = π◦pr−1. Sei U die reguläre Darstel-

lung von G bezüglich Γ und Ũ die reguläre Darstellung von G/H bzgl. pr(Γ).

Dann ist die Vielfachheit m(π, U) = m(π̃, Ũ).

Wir werden auf die Details der Beweise von Richardson nicht weiter eingehen,

aber das obige Lemma im folgenden noch einmal verwenden. Zur Formulierung

der Sätze von Richardson bedarf es vorab einiger Definitionen.

3.5.4 Definition: Sei f ∈ g? mit spezieller maximal untergeordneter Algebra

m = log(M). Das Paar (f̄ ,M) heißt rational, wenn f(log(Γ∩M)) ⊆ Q ist und

m mit rationalen Strukturkonstanten bezüglich log Γ ∩ m konstruiert worden

ist.

Es heißt integral, wenn für den zu f gehörenden Charakter zusätzlich auch

noch f̄(log(Γ ∩M)) = 1 gilt, also f(log(Γ ∩M)) ⊆ Z ist.

Wir bezeichnen mit (f̄ ,M)g für g ∈ G das Paar (f̄ g,M g−1
), wobei f̄ g(m): =

f̄(gmg−1) und M g−1
: = g−1Mg ist. Außerdem sei (f̄ ,M)G: = {(f̄ ,M)g | g ∈

G}. Wir schreiben O(f̄): = (f̄ ,M)G. Richardson zeigt in [Ric71] den folgenden

Satz:

3.5.5 Satz: Für die Vielfachheit m(πf , U) der irreduziblen Darstellung πf =

Ind(M ↑G, f̄) in der Zerlegung der regulären Darstellung U gilt m(πf , U) > 0

genau dann, wenn in O(f̄) ein integrales Element liegt.

Wir werden nur einen einfachen Spezialfall dieses Satzes verwenden.

3.5.6 Korollar: Sei (f̄ ,M) ein integraler Charakter. Dann ist m(πf , U) > 0.

Richardson gibt in [Ric71] auch einen Satz an, mit dem sich die Vielfachheit

m(f, U) direkt bestimmen läßt. Er beweist, daß für ein integrales Element

(f̄ ,M) und beliebiges γ ∈ Γ auch (f̄ ,M)γ ein integrales Element ist. Wir
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bezeichnen den Raum der integralen Punkte von O(f̄) mit O(f̄)Γ.

3.5.7 Satz: Sei π eine irreduzible Darstellung vonG, die von einem rationalen

Punkt (f̄ ,M) induziert wird. Dann ist

m(π, U) = ]{O(f̄)Γ/Γ}.

3.6 Die glatten Vektoren induzierter

Darstellungen

Wir erhalten aus einer Darstellung π einer Lie-Gruppe G eine Darstellung π̄

der zu G gehörenden Lie-Algebra g in der folgenden Weise:

3.6.1 Definition: Sei π eine unitäre Darstellung, die auf einem Hilbertraum

Hπ operiert. Ein Vektor ξ ∈ Hπ heißt glatt, wenn die vektorwertige Funktion

g 7→ (π(g))ξ eine glatte Abbildung von G nach Hπ ist. Wir bezeichnen die

Menge aller glatten Vektoren von π mit H∞π .

Die zu π gehörende Darstellung π̄ von g operiert aufH∞π und ist gegeben durch

π̄(X)ξ =
∂

∂x

∣∣∣∣
x=0

π(exp (xX))ξ.

In diesem Abschnitt möchten wir die glatten Vektoren von induzierten Darstel-

lungen im allgemeinen und die von der regulären Darstellung im besonderen

bestimmen. Zuerst berechnen wir jedoch die Operationen von π̄ für eine irre-

duzible Darstellung π von G, die auf L2(Rn−k) operiert.

Sei π eine irreduzible Darstellung von G. Wir wählen eine Basis X1, . . . , Xk

von m, die wir zu einer Basis X1, . . . , Xn von g ergänzen. In Satz 3.4.5 haben

wir gesehen, daß es Polynome P1, . . . , Pn:Rn×Rn−k −→ R gibt, so daß für alle

s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn und alle t = (t1, . . . , tn−k) ∈ Rn−k, sowie ξ ∈ L2(Rn−k)

gilt:

π(s1X1 + . . .+ snXn)ξ(t)
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

= exp (2πif(P1(s, t)X1 + . . . Pk(s, t)Xk))ξ(Pk+1(s, t), . . . , Pn(s, t)).

Wir erhalten die Darstellung π̄ der Lie-Algebra g aus der Darstellung π der

Lie-Gruppe G durch π̄(X)ξ(t) = ∂
∂x

∣∣
x=0

π(exp (xX))ξ(t).

3.6.2 Satz: Die Operation der irreduziblen Darstellung π̄ von g auf den glat-

ten Vektoren in L2(Rn−k) für einen Basisvektor Xi mit 1 ≤ i ≤ n ist gegeben

durch

π̄(Xi)ξ(t1, . . . , tn−k)

= 2πi
k∑
j=1

f(Xj)
∂

∂si
Pj(0, . . . , 0, t1, . . . , tn−k)ξ(t1, . . . , tn−k)

+
n∑

j=k+1

∂

∂si
Pj(0, . . . , 0, t1, . . . , tn−k)

∂

∂tj−k
ξ(t1, . . . , tn−k).

Beweis: Die Polynomfunktionen Pi(s, t) sind, wie wir im Beweis von Satz 3.4.5

gesehen haben, die Koordinatenfunktionen von ρ−1(ρ(0, t)ρ(s)) mit ρ(s) =

exp (s1X1 + . . .+ snXn) und ρ(0, t) = exp (t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn). Insbeson-

dere folgt daraus, daß Pi(0, t) = ti für alle t = (t1, . . . , tn−k) ∈ Rn−k ist. Nun

können wir die Operation von π̄(Xi) auf den glatten Vektoren in L2(Rn−k) für

ein Basiselement Xi von g bestimmen. Wir schreiben ei ∈ Rn für den i-ten

Einheitsvektor in Rn, also ei = ρ−1(eXi). Es ist

π̄(Xi)ξ(t)

=
∂

∂x

∣∣∣∣
x=0

exp

(
2πif

(
k∑
j=1

Pj(xej, t)Xj

))
ξ(Pk+1(xei, t), . . . , Pn(xei, t))

= 2πi
∂

∂x

∣∣∣∣
x=0

f(P1(xei, t)X1 + . . .+ Pk(xei, t)Xk)ξ(t)

+
n∑

j=k+1

∂

∂x

∣∣∣∣
x=0

Pj(xei, t)
∂

∂tj−k
ξ(t).

Da f ∈ g? linear ist, folgt direkt die Behauptung. 2

Nun zur Bestimmung der glatten Vektoren einer induzierten Darstellung. Poul-

sen beweist in [Pou72] einen Satz, mit dem sich die glatten Vektoren einer
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induzierten Darstellung leicht berechnen lassen. Wir werden diesen Satz in

diesem Abschnitt auf die reguläre Darstellung und auf beliebige irreduzible

Darstellungen einer nilpotenten Lie-Gruppe anwenden.

Sei G eine Lie-Gruppe, K eine abgeschlossene Untergruppe von G. Sei σ: =

Ind(K ↑G, π) eine Darstellung auf G, die von einer Darstellung π der Unter-

gruppe K induziert wird. π operiert auf dem Hilbertraum Hπ.

3.6.3 Definition: Wir bezeichnen den Raum der glatten Funktionen ξ:G −→
Hπ, für die ξ(kg) = π(k)[ξ(g)] für alle k ∈ K und g ∈ G gilt mit C∞(K\G, π).

Für alle ξ ∈ C∞(K\G, π) und X ∈ g definieren wir

X̃ξ(g): = lim
x→0

1

x
(ξ(g exp(xX))− ξ(g)) .

Offensichtlich ist wieder X̃ξ ∈ C∞(K\G, π) für alle ξ ∈ C∞(K\G, π).

Nun können wir den Satz von Poulsen formulieren. Dabei bezeichne ‖ · ‖2 die

L2-Norm auf C∞(K\G, π) ⊂ L2(K\G). Wir wählen im folgenden eine Basis

X1, . . . , Xn der Lie-Algebra g von G.

3.6.4 Satz: Sei σ = Ind(K ↑G, π). Die Menge H∞σ aller glatten Vektoren von

σ ist die Menge aller Funktionen ξ ∈ C∞(K\G, π), so daß

‖X̃i1 . . . X̃imξ‖2 <∞ für 1 ≤ ij ≤ n, für 1 ≤ j ≤ m und 0 ≤ m <∞.

H∞σ wird zu einem Fréchet-Raum durch die Seminormen ‖X̃i1 . . . X̃imξ‖2 auf

C∞(K\G, π). Außerdem gilt für die von der Darstellung σ von G induzierten

Darstellung σ̄ von g und für alle ξ ∈ H∞σ offensichtlich:

σ̄(Xi1) . . . σ̄(Xim)ξ = X̃i1 . . . X̃imξ.

Beweis: s. [Pou72]. 2

Wenden wir nun den Satz auf die reguläre Darstellung U von G an. Wir wählen

also Γ als Gitter von G. Die reguläre Darstellung ist U = Ind(Γ ↑G, 1). Offen-
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

sichtlich können wir C∞(Γ\G, 1) mit den glatten Funktionen C∞(Γ\G) iden-

tifizieren. Dabei geht die Operation von X̃ für beliebige X ∈ g über in

X̃ξ(Γg) = lim
t→0

1

t
(ξ(Γg exp(tX))− ξ(Γg)) ,

wobei Γg ∈ Γ\G und ξ ∈ C∞(Γ\G) beliebig sind.

Da für alle ξ ∈ C∞(Γ\G) auch X̃ξ ∈ C∞(Γ\G) gilt und Γ\G kompakt ist,

erhalten wir das folgende Korollar.

3.6.5 Korollar: Die Menge der glatten Vektoren der regulären Darstellung

von G auf L2(Γ\G) stimmt mit der Menge der glatten Funktionen C∞(Γ\G)

überein. Die Topologie auf dem Fréchet-Raum H∞σ aus Satz 3.6.4 stimmt mit

der üblichen Topologie auf C∞(Γ\G) überein.

Nun wollen wir den Raum der glatten Vektoren einer beliebigen irreduziblen

Darstellung π einer nilpotenten Lie-Gruppe G bestimmen. Es stellt sich heraus,

daß für beliebige nilpotente Lie-Gruppen und beliebige irreduzible Darstellun-

gen der Raum der glatten Vektoren immer mit einem bestimmten Funktionen-

raum identifiziert werden kann, dem Raum der sogenannten Schwartzschen

Funktionen. Diese Funktionen sind die schnell-fallenden Funktionen auf Rk.

3.6.6 Definition: Der Raum der Schwartzschen Funktionen S(Rk) besteht

aus allen glatten, komplexwertigen Funktionen ξ ∈ C∞(Rk), für die zusätzlich

gilt: ∥∥∥∥tj11 . . . tjkk ∂i1

∂ti11
. . .

∂ik

∂tikk
ξ(t1, . . . , tk)

∥∥∥∥
2

<∞.

Dabei sind die jh, ih ∈ N für 1 ≤ h ≤ k. Die Topologie auf S(Rk) wird durch

diese Seminormen induziert.

Im folgenden werden wir zur Vereinfachung der Notation S(R0) mit C identi-

fizieren.

Sei P(Rk) die Menge aller Polynom-Operationen auf C∞(Rk). Das heißt ein

Element aus P(Rk) ist eine Linearkombination von Operatoren der Form

ξ(t1, . . . , tk) 7→ tj11 . . . t
jk
k

∂i1

∂ti11
. . .

∂ik

∂tikk
ξ(t1, . . . , tk)
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mit jh, ih ∈ N für 1 ≤ h ≤ k. Dann ist der Schwartzsche Raum gerade die

Menge der Funktionen ξ ∈ C∞(Rk) mit ‖Dξ‖ <∞ für alle D ∈ P(Rk).

Wir können wie in 3.4.4 den Raum der glatten Vektoren einer irreduziblen

Darstellung H∞π mit einem Teilraum von C∞(Rk) identifizieren.

Im folgenden Satz werden wir sehen, daß der topologische Raum H∞π für eine

beliebige irreduzible Darstellung π einer nilpotenten Lie-Algebra g mit einem

Schwartzschen Raum S(Rk) identifiziert werden kann.

Nach dem Satz von Kirillov 3.4.3 gibt es für jede irreduzible Darstellung π

von G ein f ∈ g? und eine zu f maximal untergeordnete Algebra m mit

zugehörender Lie-Gruppe M , so daß π = Ind(M ↑G, f̄) ist. Die Darstellung π

operiert auf dem Raum Hπ, der isometrisch zu L2(Rn−k) ist, wobei k: = dimM

und n: = dimG ist.

3.6.7 Satz: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe der Dimension n mit zugehören-

der Lie-Algebra g. Sei π = Ind(M ↑G, f̄) eine irreduzible Darstellung der

Dimension > 1 von G. Dann ist die Menge der glatten Vektoren von π ein

Schwartzscher Raum S(Rn−k) mit n = dimG und k = dimM .

Zum Beweis des Satzes müssen wir für beliebige X ∈ g die Operation ξ 7→ X̃ξ

auf der Menge der glatten Vektoren in L2(Rk) berechnen. Wir müssen zeigen,

daß die Menge dieser Operationen mit der Menge der Polynom-Operationen

P(Rn−k) übereinstimmt.

Ein ausführlicher, technischer Beweis dieses Satzes befindet sich z.B. in [CG90,

Abschnitt 4.1], wir werden hier jedoch die Aussage des Satzes mit Hilfe der

Richardson-Konstruktion elementarer beweisen können.

Wir haben in 3.6.4 gesehen, daß wir die Operationen von X ∈ g auf H∞π
durch π̄(X) gegeben ist, wobei π̄ die von π auf der Lie-Algebra g induzierte

Darstellung bezeichnet. Mit dem Satz 3.6.2 erhalten wir, daß die Operationen

von π̄ in P(Rn−k) enthalten sind. Das folgende Lemma zeigt die Umkehrung,

also daß es für alle Operationen D ∈ P(Rn−k) ein X ∈ g gibt mit D = π̄(X).
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3.6.8 Lemma: Für eine beliebige irreduzible Darstellung π̄ auf g gibt es

X1, . . . , Xn−k ∈ g und Y1, . . . , Yn−k ∈ g, so daß für alle j ∈ N mit 1 ≤ j ≤ n−k
gilt:

π̄(Xj)ξ(t1, . . . , tn−k) =
∂

∂tj
ξ(t1, . . . , tn−k),

π̄(Yj)ξ(t1, . . . , tn−k) = 2πitjξ(t1, . . . , tn−k).

Beweis: Dieses Lemma werden wir mit der Richardson-Konstruktion 3.5.1

beweisen. Wir konstruieren hier nur X1 und Y1 mit den gewünschten Eigen-

schaften, die Elemente Xi und Yi erhalten wir analog.

Mit der Konstruktion von Richardson 3.5.1 sehen wir, daß es ein Ideal h in m

mit den folgenden Eigenschaften gibt.

• f(h) = 0,

• Das Zentrum von g/h ist eindimensional,

• f |{X ∈ g | [X, g] ⊆ h} 6= 0.

Sei f0 ∈ (g/h)? gegeben durch f0(V̄ ) = f(V ) für einen beliebigen Repräsentan-

ten V ∈ g von V̄ ∈ g/h. Weil f(h) = 0 ist, ist die Funktion f0 dadurch eindeutig

bestimmt und die zu f0 maximal untergeordnete Algebra von g/h ist die Pro-

jektion m̄ ⊆ g/h von m. Sei π0 = Ind(M/(M ∩H) ↑G/H, f̄0). Die Darstellung

π auf G ist, wie wir in 3.3.4 gesehen haben, gegeben durch π(g) = π0(pr (g)),

wobei pr:G −→ G/H die Projektion bezeichne.

Für die Darstellungen π̄ auf g und π̄0 auf g/h bedeutet dies, daß π̄(V ) =

π̄0(T1 prV ) ist. Dabei ist die Projektion pr eine Submersion, also T1 pr surjek-

tiv. Es reicht somit, wenn wir X̄1, Ȳ1 ∈ g/h mit den gewünschten Eigenschaften

finden.

Den Quotienten g/h können wir mit der Kirillov-Zerlegung 3.1.2 durch g/h =

RX̄1 ⊕ RȲ1 ⊕ RZ̄1 ⊕ w̄ darstellen, wobei Z̄1 das Zentrum von g/h erzeugt,

[X̄1, Ȳ1] = Z̄1 und [Ȳ1, w̄] = 0 ist. Die dritte Eigenschaft von h besagt, daß f0

auf dem Zentrum von g/h nicht verschwindet. Deshalb gibt es ein λ ∈ R \ {0}
mit f0(Z̄1) = λ.

Wir definieren eine Abbildung ξ̃:R −→ R für ein festes Tupel (t2, . . . , tk) ∈
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Rn−k−1 durch ξ̃(t1): = ξ(t1, t2, . . . , tk). Wie in der Berechnung der irreduziblen

Darstellungen der Heisenberg-Gruppe 3.2.4 können wir die Abbildungen

a 7→ π0(exp (aX̄1)) und b 7→ π0(exp (bȲ1))

als Darstellungen von R interpretieren, die auf einem Teilraum von L2(R)

operieren und erhalten dann mit dem Lemma von Schur 3.2.2 und dem Satz

von Stone und von Neumann 3.2.3, daß π0(exp (aX̄1))ξ̃(t1) = ξ̃(t1 + a) und

π0(exp (bȲ1))ξ(t1) = exp (2πiλbt1)ξ(t1) ist.

Mit der Definition π̄0(X̄)ξ(t) = ∂
∂x

∣∣
x=0

π0(exp (xX̄))ξ(t1) für X̄ ∈ g/h erhal-

ten wir dann π̄0(X̄1) = ∂
∂t1

und π̄0(Ȳ1) = 2πiλt1. Durch die Wahl geeigneter

Repräsentanten X1, Y1 ∈ g von X̄1 und Ȳ1 ∈ g/h erhalten wir die gesuchten

Elemente.

Wenn wir nun fortfahren mit der Richardson-Konstruktion, so erhalten wir in

jedem Schritt analog die weiteren Elemente Xj, Yj ∈ g mit 1 < j ≤ n− k, die

die gewünschten Operationen liefern. 2
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4 Blätterungen von

Nilmannigfaltigkeiten

4.1 Vorbemerkungen

Sei G eine nilpotente (zusammenhängende und einfach zusammenhängende)

Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Wir betrachten in diesem Abschnitt die Situa-

tion aus Beispiel 2.1.5. Wir haben also eine p-dimensionale Unteralgebra p, die

eine Zerlegung des totalen Tangentialraums und somit eine Blätterung von G

liefert.

Wählen wir ein Gitter Γ ⊆ G und betrachten den Quotienten Γ\G, so läßt sich

die Algebra der Vektorfelder über dieser Mannigfaltigkeit mit C∞(Γ\G) ⊗ g

identifizieren. Also liefert die Unteralgebra p von g auch eine Blätterung der

kompakten Mannigfaltigkeit Γ\G. Wir bezeichnen diese Blätterung von Γ\G
mit F(p).

Wir werden sehen, auf welche Weise die reduzierte Blätterungskohomologie

H̄ i(Γ\G;F(p)) ⊗ C für 0 ≤ i ≤ p berechnet werden kann. Nach Satz 2.4.5

können wir diese Kohomologie mit der reduzierten Lie-Algebren-Kohomologie

H̄ i(p;C∞(Γ\G)) identifizieren. Dabei operiert p auf dem Raum C∞(Γ\G) der

glatten, komplexwertigen Funktionen auf Γ\G durch die Einschränkung der

regulären Darstellung Ū von g auf p.

Im vorigen Kapitel haben wir untersucht, wie wir die reguläre Darstellung
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4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

in irreduzible Komponenten zerlegen können. Wir werden im nächsten Ab-

schnitt sehen, wie diese Zerlegung eine Zerlegung der reduzierten Lie-Algebren-

Kohomologie H̄ i(p;C∞(Γ\G)) liefert.

In 3.6.2 haben wir die Operationen irreduzibler Darstellungen der zu G ge-

hörenden Lie-Algebra g beschrieben. Diese Operationen setzen sich aus zwei

Typen von Operationen zusammen: den Multiplikationen mit einem Polynom

und den partiellen Ableitungen.

Wir werden untersuchen, wie die Lie-Algebren-Kohomologie und die harmoni-

schen Formen für eine gegebene Darstellung berechnet werden können.

Schließlich werden wir im Fall, daß p kein Ideal in g ist – unter zusätzlichen

Voraussetzungen an p – in der Zerlegung von Ū in irreduzible Komponenten

Darstellungen finden, deren Operationen auf S(Rn−k) der Multiplikation mit

einem nichtkonstanten Polynom entsprechen. Die oberste reduzierte Kohomo-

logiegruppe der von uns untersuchten Blätterungen F(p) ist in diesem Fall

immer unendlichdimensional.

Andererseits werden wir sehen, daß die irreduziblen Komponenten, auf de-

nen die Darstellungen Operationen vom Typ
”
Multiplikation mit einem nicht-

konstanten Polynom“ liefern, keine harmonischen p-Formen enthalten. Unter

gewissen Voraussetzungen besitzen die Blätterungen (Γ\G,F(p)) also in den

Fällen, in denen p kein Ideal in g ist, keine blattweise Hodge-Zerlegung, deren

Existenz für Riemannsche Blätterungen im Satz 2.4.10 von Alvarez-Lopez und

Kordyukov gezeigt worden ist.

4.2 Die reduzierte Blätterungskohomologie

Wir bezeichnen mit U die reguläre Darstellung von G auf L2(Γ\G) und Ū die

dazu gehörende Darstellung der Lie-Algebra g von G. Wie wir in Satz 2.4.5

gesehen haben, können wir die i-te komplexe, reduzierte Kohomologie der von

p induzierten Blätterung mit der Lie-Algebren-Kohomologie H̄ i(p;C∞(Γ\G))

identifizieren. Zuerst werden wir sehen, daß die reduzierte Blätterungskoho-
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mologie in unserem Fall immer positive Dimension hat. Der folgende Satz gilt

in einer allgemeineren Situation, in der G nicht nilpotent sein muß.

4.2.1 Satz: Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und Γ ⊂ G ein Git-

ter, so daß auf Γ\G ein rechtsinvariantes Maß existiert. Sei p eine Unteral-

gebra von g. Dann ist für alle i mit 0 ≤ i ≤ p = dim p die Lie-Algebren-

Kohomologie H i(p)⊗C ein direkter Summand der reduzierten Blätterungsko-

homologie H̄ i(Γ\G;F(p))⊗ C.

Der Satz ist eine direkte Konsequenz aus dem folgenden Lemma.

4.2.2 Lemma: Sei K ⊆ C∞(Γ\G) die Menge der komplexwertigen, kon-

stanten Funktionen auf Γ\G. Dann ist sowohl K, als auch das orthogonale

Komplement von K in L2(Γ\G) invariant unter den Operationen der regulären

Darstellung U von G.

Beweis: Die reguläre Darstellung U ist nach Definition induziert von der

Darstellung, die jedem Element von Γ den Identitätsoperator auf C zuordnet.

Dabei operiert U auf L2(Γ\G) durch U(g)ξ(Γx) = ξ(Γxg) mit x, g ∈ G. Das

innere Produkt auf L2(Γ\G) ist nach Definition 3.3.1 gegeben durch

〈ξ1, ξ2〉 =

∫
Γ\G
〈ξ1(Γg), ξ2(Γg)〉 dġ,

wobei dġ das rechtsinvariante Maß auf Γ\G bezeichne.

Das orthogonale Komplement von K, der Menge der konstanten Funktionen

in L2(Γ\G), ist also von der Form K⊥ = {f ∈ HU |
∫

Γ\G |ξ(Γg)| dġ = 0}.

Die Menge K ist offensichtlich invariant unter den Operationen der regulären

Darstellung. Auch das orthogonale Komplement K⊥ ist invariant unter den

Operationen von U , denn da das Maß dġ rechtsinvariant ist, folgt∫
Γ\G
|U(h)ξ(Γg)| dġ =

∫
Γ\G
|ξ(Γgh)| dġ =

∫
Γ\G
|ξ(Γg)| dġ.

2
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4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

Beweis des Satzes 4.2.1: Die Menge der glatten Vektoren in K und in K⊥

ist auch invariant unter den Operationen von Ū , denn nach Definition ist für

alle X ∈ g die Operation Ū(X) auf diesen Mengen gegeben durch

Ū(X)ξ(Γg) = lim
t→0

1

t
(U(exp (tX))ξ(Γg)− ξ(Γg)).

Also können wir die Lie-Algebren-Kohomologie H i(p;C∞(Γ\G)) zerlegen in

H i(p;C∞(Γ\G)) = H i(p;K)⊕H i(p;K⊥).

Auf der ersten Komponente operiert p trivial. Also ist H i(p;K) = H i(p)⊗ C.

Da die Menge der konstanten Funktionen abgeschlossen in C∞(Γ\G) ist, folgt

die Behauptung des Satzes über die reduzierte Kohomologie. 2

Wie wir in Satz 1.4.2 gesehen haben, ist die Dimension der Kohomologie H i(p)

im Falle einer nilpotenten Lie-Algebra p für 0 ≤ i ≤ p immer positiv. Es folgt

also direkt:

4.2.3 Korollar: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und Γ ⊂
G ein Gitter. Sei p eine Unteralgebra von g. Dann ist dim H̄ i(p;C∞(Γ\G)) ≥
dimH i(p) > 0.

Deitmar und Deninger untersuchen in [DD02] Bedingungen, unter denen die

reduzierte Blätterungskohomologie mit der Lie-Algebren-Kohomologie H i(p)

übereinstimmt. Dies ist jedoch nur unter sehr speziellen Bedingungen möglich.

Um die reduzierte Kohomologie allgemein bestimmen zu können, müssen wir

die Berechnung der reduzierten Lie-Algebren-Kohomologie H̄ i(p;C∞(Γ\G))

vereinfachen. Dazu werden wir im folgenden diese Kohomologie in irreduzible

Komponenten zerlegen. Ab jetzt beschränken wir uns auf den Fall, daß G

nilpotent ist.

Im vorigen Kapitel haben wir mit dem Satz 3.6.4 gezeigt, daß die glatten Vek-

toren der regulären Darstellung U der Lie-Algebra g auf L2(Γ\G) mit den

glatten Funktionen in C∞(Γ\G) übereinstimmen. Außerdem stimmt die Ope-

ration von Ū mit der üblichen Operation von p auf C∞(Γ\G) überein. Es ist
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4.2 Die reduzierte Blätterungskohomologie

für alle Y ∈ p und ξ ∈ C∞(Γ\G)

Ū(Y )ξ(Γg) = lim
x→0

1

x
(ξ(ΓgexY )− ξ(Γg)).

Wir erhalten also H i(p;C∞(Γ\G)) = H i(p;L2(Γ\G)∞), wobei wir L2(Γ\G)∞

für die glatten Vektoren in L2(Γ\G) bezüglich der regulären Darstellung U

schreiben. Mit dieser Gleichung läßt sich die Kohomologie in irreduzible Sum-

manden aufteilen, denn die reguläre Darstellung U auf L2(Γ\G) zerfällt, wie

wir oben gesehen haben, in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen

mit endlicher Vielfachheit.

Wir erhalten also den folgenden Satz (s. [DS01]), der sowohl für die Blätte-

rungskohomologie H i(Γ\G;F(p)), als auch für die reduzierte Blätterungskoho-

mologie H̄ i(Γ\G;F(p)) gültig ist. Da wir in dieser Arbeit speziell die reduzierte

Kohomologie untersuchen, formulieren wir den Satz hier nur für die reduzierte

Blätterungskohomologie.

4.2.4 Satz: Eine Blätterung F(p) der Nilmannigfaltigkeit Γ\G sei wie oben

gegeben. Dann läßt sich die reduzierte Blätterungskohomologie wie folgt in

irreduzible Summanden zerlegen:

H̄ i(Γ\G;F(p))⊗ C =
⊕̂
π

m(π, U)H̄ i(p;H∞π )

Dabei wird der Abschluß der direkten Summe über alle Äquivalenzklassen ir-

reduzibler, unitärer Darstellungen gebildet. Außerdem bezeichne m(π, U) die

Vielfachheit der irreduziblen Darstellung π in der Zerlegung der regulären Dar-

stellung U und H∞π den Raum der glatten Vektoren der Darstellung π von G.

Die Operation von p auf H∞π ist schließlich gegeben durch die zu der irredu-

ziblen Darstellung π von G gehörende Darstellung π̄ von g.

Ein ausführlicher Beweis dieses Satzes befindet sich in [DD02, Abschnitt 2].

Wir müssen, dem obigen Satz zufolge, zur Bestimmung der reduzierten Blätte-

rungskohomologie die reduzierte Lie-Algebren-Kohomologie auf den einzelnen

irreduziblen KomponentenH∞π und die Vielfachheitenm(π, U) der irreduziblen

Darstellungen π in der Zerlegung der regulären Darstellung U berechnen.
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4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

4.3 Die oberste Kohomologiegruppe

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie die Kohomologie von p auf einer

irreduziblen Komponente H∞π von C∞(Γ\G) bestimmt werden kann. Zur Be-

rechnung der Lie-Algebren-Kohomologie H i(p;H∞π ) auf einem irreduziblen Un-

terraum müssen wir zuerst einmal die Operation von p auf H∞π angeben.

Die eindimensionalen Darstellungen operieren auf C durch Multiplikation mit

einer komplexen Zahl. Wir untersuchen im folgenden nur die Darstellungen

der Dimension größer als 1. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben,

wird solch eine irreduzible Darstellung π von G von einer eindimensionalen

Darstellung f̄ auf einer Untergruppe M der Lie-Gruppe G induziert.

Dabei ist M : = exp m die zu einer bezüglich f ∈ g? maximal untergeordneten

Lie-Algebra m gehörende Lie-Gruppe, und die eindimensionale Darstellung f̄

von M ist gegeben durch die Multiplikation mit exp (2πif(logm)) für m ∈M .

Wir ergänzen eine Basis {X1, . . . , Xk} von m, zu einer Basis {X1, . . . , Xn} der

Lie-Algebra g. Die Abbildung ϕ:Rn−k −→M\G, die wir in 3.4.4 durch

ϕ(t1, . . . , tn−k) = M · exp (t1Xk+1) · . . . · exp (tn−kXn)

definiert haben, liefert eine Identifikation des Lebesgue-Maßes auf Rn−k mit

dem rechtsinvarianten Maß auf M\G. Wir können also den Hilbertraum Hπf

mit L2(Rn−k) identifizieren, wobei k = dimM und n = dimG ist. Außerdem

haben wir in 3.6.7 gesehen, daß wir auf diese Weise auch den Raum der glatten

Vektoren H∞πf mit S(Rn−k) identifizieren können.

Nun beschreiben wir die Operation der Elemente von p auf dem Schwartzschen

Raum S(Rn−k). Dazu wählen wir eine Basis X1, . . . , Xp von p. Nach 3.6.2 hat

die Operation von π̄f (Xi) auf S(Rn−k) für ein gegebenes Basiselement Xi ∈ p

mit 1 ≤ i ≤ p und eine irreduzible Darstellung π̄f von g die Form

π̄f (Xi)ξ(t1, . . . , tn−k)

= 2πi
k∑
j=1

f(Xj)
∂Pj
∂si

(0, . . . , 0, t1, . . . , tn−k)ξ(t1, . . . , tn−k)
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+
n∑

j=k+1

∂Pj
∂si

(0, . . . , 0, t1, . . . , tn−k)
∂

∂tj−k
ξ(t1, . . . , tn−k).

Dabei sind die P1, . . . , Pn:Rn ×Rn−k −→ R Polynome, die wir wie im Beweis

von Satz 3.4.5 erhalten.

Für unsere Zwecke wird es ausreichen, wenn wir die Dimension der obersten

Lie-Algebren-Kohomologie Hp(p;S(Rn−k)) berechnen, wobei die Elemente von

p auf S(Rn−k) in der oben beschriebenen Weise operieren.

Dabei können wir jedoch nicht den Satz von Dixmier 1.4.2 zur Abschätzung

der Dimension der Kohomologie verwenden, da die irreduziblen Darstellungen

π̄f i.a. auf unendlichdimensionalen p-Moduln, den Fréchet-Räumen S(Rn−k)

operieren. Satz 1.4.2 setzt jedoch endlichdimensionale p-Moduln voraus.

Zur Berechnung gehen wir deshalb zurück auf die Definition der Kohomologie.

Die Lie-Algebren-Kohomologie ist die Kohomologie der Kokette, die gegeben

ist durch Ci(p;S(Rn−k)): = HomR(Λip?;S(Rn−k)) und den Korandoperator

di−1
πf

:Ci−1(p;S(Rn−k)) −→ Ci(p;S(Rn−k)), der definiert ist durch

di−1
πf
α(X1 ∧ . . . ∧Xi) =

i∑
r=1

(−1)rπ̄f (Xr)α(X1 ∧ . . . ∧ X̂r ∧ . . . ∧Xi)

+
∑

1≤r<s≤i

(−1)rsα([Xr, Xs] ∧X1 ∧ . . . ∧ X̂r ∧ . . . ∧ X̂s ∧ . . . ∧Xi).

Im Fall i = p = dim p ist X1 ∧ . . .∧Xp 6= 0 genau dann, wenn X1, . . . , Xp eine

Basis von p bildet. Wir bezeichnen die Strukturkonstanten bezüglich dieser

Basis mit αtrs, also die Lie-Klammer [Xr, Xs] ist von der Form [Xr, Xs] =∑p
t=1 α

t
rsXt.

Da g und somit insbesondere auch p nilpotent ist, folgt αsrs = 0 und αrrs = 0

für alle 1 ≤ r, s ≤ p. Somit ist die Lie-Klammer [Xr, Xs] ∈ <Xt | t 6= r, s> für

alle 1 ≤ r, s ≤ p. Wir sehen also, daß die zweite Summe in der Definition von

dp−1
π immer verschwindet.

Da Hp(p;H∞πf ) = Coker dp−1
πf

ist, müssen wir zur Berechnung der obersten

Kohomologie nur das Bild der Abbildung dp−1
πf

in HomR(Λip?;S(Rn−k)) be-
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stimmen. Dazu reicht es nach unseren obigen Betrachtungen aus, nach Wahl

einer Basis X1, . . . , Xp von p alle Elemente der Form

p∑
r=1

(−1)rπ̄f (Xr)α(X1 ∧ . . . X̂r ∧ . . . ∧Xp)

zu bestimmen.

Bevor wir mit der konkreten Berechnung der reduzierten Kohomologie begin-

nen, werden wir in diesem Abschnitt noch ein Lemma beweisen, das aussagt,

wie sich die reduzierte Blätterungskohomologie zusammensetzt aus der redu-

zierten Blätterungskohomologie von Blätterungen niedrigerer Dimension bzw.

Kodimension. Das folgende Lemma wird uns dabei behilflich sein, spezielle

Ergebnisse der Berechnungen der reduzierten Blätterungskohomologie auf all-

gemeinere Situationen auszuweiten.

4.3.1 Lemma: Sei p eine Unteralgebra einer nilpotenten Lie-Algebra g. Sei

h ein rationales Ideal von g mit zugehörender Lie-Gruppe H = exp h. Sei

p̄: = p/p ∩ h die von p in g/h induzierte Unteralgebra und p0: = dim(p̄). Sei

Γ̄: = Γ/Γ ∩H. Dann ist H̄p0(Γ̄\(G/H);F(p̄))⊗ C ein direkter Summand von

H̄p(Γ\G;F(p))⊗ C.

Beweis: Sei f ∈ g? mit Kern f ⊇ h. Sei π̄ die zu f gehörende, irreduzible

Darstellung von g. Für alle X ∈ h ist π̄(X) = 0. Durch π̄0(X̄): = π̄(X) ist

nach Satz 3.3.4 eine irreduzible Darstellung von g/h gegeben, wobei X̄ ∈ g/h

die Äquivalenzklasse von X ∈ g bezeichne. Jede irreduzible Darstellung von

g/h ist auf diese Art gegeben und entspricht einem Funktional f ∈ g? mit

Kern f ⊇ h.

Sei X1, . . . , Xp eine Basis von p und X̄1, . . . , X̄p bezeichne die Äquivalenzklas-

sen dieser Basis in g/h. Ist p0 < p, so können wir o.B.d.A. davon ausgehen,

daß Xp0+1, . . . , Xp ∈ h sind, also X̄1, . . . , X̄p0 eine Basis von p̄ bildet.

Die äußere Ableitung dp−1
π0

:Cp−1 −→ Cp ist gegeben durch

dp−1
π0

(α)(X̄1 ∧ . . . ∧ X̄p0) =
∑
i

π̄0(X̄i)α(X̄1 ∧ . . . ̂̄Xi . . . ∧ X̄p0)
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und die äußere Ableitung dp−1
π :Cp−1 −→ Cp ist gegeben durch

dp−1
π (α)(X1 ∧ . . . ∧Xp) =

∑
i

π̄(X̄i)α(X1 ∧ . . . X̂i . . . ∧Xp).

Da die Xp0+1, . . . , Xp ∈ h sind, ist π(Xi) = 0 für p0 < i ≤ p. Somit sind Bild

und Kern der beiden äußeren Ableitungen identisch.

Für die Vielfachheit in der Zerlegung der regulären Darstellung folgt nach

Lemma 3.5.3, daß m(π̃, Ũ) = m(π, U) ist, wobei Ũ die reguläre Darstellung

von G/H und U die reguläre Darstellung von G bezeichne. Es folgt also⊕
f∈g?

Kern f⊇h

m(πf , U)H̄p(p;H∞πf ) ∼=
⊕

f∈(g/h)?

m(π̃f , Ũ)H̄p0(p̄;H∞π̃f ).

Dabei werden die direkten Summe über alle Funktionale mit paarweise ver-

schiedenen Bahnen in Ad?G/H bzw. Ad?G gebildet.

Die linke Seite ist ein direkter Summand von H̄(Γ\G;F(p)) ⊗ C und somit

auch die rechte Seite.

Im Fall p0 = p folgt die Aussage des Satzes analog. 2

Wir untersuchen im nächsten Abschnitt den Raum der tangential harmoni-

schen p-Formen, wobei p = dim p ist und werden dort u.a. ein zu 4.3.1 ver-

gleichbares Lemma über diese Formen zeigen.

4.4 Die harmonischen p-Formen

In diesem Abschnitt sei die Mannigfaltigkeit Γ\G versehen mit einer beliebi-

gen Metrik g, die tangential kanonisch ist (s. 2.1.6). Es gibt also eine Basis

X1, . . . , Xp von p, so daß die Vektoren der entsprechenden kanonischen Vek-

torfelder in jedem Punkt eine Orthonormalbasis bzgl. der Metrik g der zu den

Blättern tangentialen Vektoren liefern.

Wir haben in 2.4 gesehen, wie wir aus der Metrik auf Γ\G einen transver-

salen Hodge-Stern-Operator ?⊥ erhalten. Wir setzen zusätzlich voraus, daß
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d(?⊥(1)) = 0 ist. Nach Satz 2.4.7 können wir dann die zu dF adjungierte Ab-

bildung δF berechnen mit δiF(ω) = (−1)pi+p+1 ?F dF?F , wobei ω ∈ Ωi
F(Γ\M)

eine beliebige i-Form ist.

Wir werden nun untersuchen, wie die bezüglich einer Metrik mit den oben

beschriebenen Eigenschaften harmonischen p-Formen in den einzelnen irredu-

ziblen Summanden von C∞(Γ\G) berechnet werden können. Dabei ist p die

Dimension der Blätterung, also p = dim p.

Bei der Berechnung schränken wir die betrachteten Operatoren, also dF , ?F ,

δF und ∆F wie folgt auf eine irreduzible Komponente ein:

Die Zerlegung von C∞(Γ\G) in irreduzible Komponenten der Form S(Rn−k)

induziert eine Zerlegung des Raums der i-Formen

Ci(p, C∞(Γ\G)) = HomR(Λip?;C∞(Γ\G)) ∼= C∞(Γ\G)⊗ Λip?

in Komponenten S(Rn−k)⊗ Λip?.

Die Zerlegung von Ci(p, C∞(Γ\G)) in diese irreduziblen Komponenten ist, wie

wir gesehen haben, invariant unter der Operation der äußeren Ableitung diF

und offensichtlich ist sie auch invariant unter der Operation des Hodge-Stern-

Operators ?F und somit auch invariant unter der zu diF adjungierten Abbildung

δiF , die ja unter den von uns beschriebenen Voraussetzungen eine Komposition

von ?F und dF ist. Also sind die irreduziblen Komponenten auch invariant

unter der Operation des Laplace-Operators ∆F .

Wir bezeichnen die Einschränkungen von ?F , δF und ∆F auf die irreduzible

Komponente S(Rn−k)⊗Λip? mit ?π, δπ bzw. ∆π, so wie wir oben schon dπ für

die Einschränkung von dF geschrieben haben. Dabei bezeichne π die irreduzible

Darstellung von G, die die Operation von p auf S(Rn−k) induziert.

Im vorigen Abschnitt haben wir schon gesehen, wie das Bild von dp−1
π :Cp−1 −→

Cp auf einer irreduziblen Komponente berechnet werden kann. Für eine irredu-

zible Darstellung π von G ist nach Identifikation von H∞π mit S(Rn−k) die Ein-

schränkung der äußeren Ableitung dp−1
π :S(Rn−k)⊗Λp−1p −→ S(Rn−k)⊗Λpp?
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gegeben durch:

dp−1
π α(X1 ∧ . . . ∧Xp) =

p∑
i=1

(−1)iπ̄(Xi)α(X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧Xp).

Dabei bezeichne X1, . . . , Xp die Basis von p, die die Metrik auf den tangentialen

Vektoren induziert.

Um die adjungierte Abbildung δpπ von dpπ zu berechnen, betrachten wir zuerst

die Einschränkung des Hodge-Stern-Operators auf eine irreduzible Komponen-

te. Dieser bildet ξω1 ∧ . . . ∧ ωp ∈ S(Rn−k) ⊗ Λpp? auf ξ ∈ S(Rn−k) ⊗ Λ0p =

S(Rn−k) ab, wobei ω1, . . . , ωp die zu X1, . . . , Xp duale Basis bezeichnet. Ver-

knüpft mit der Korandabbildung d0
π:C0 −→ C1 folgt für ξ ∈ S(Rn−k):

(d0
π?π)(ξω1 ∧ . . . ∧ ωp) =

p∑
i=1

(−1)iπ̄(Xi)ξωi.

Noch einmal verknüpft mit dem Stern-Operator erhalten wir die Abbildung

δpπ = (−1)p(p+1)+1 ?π d0
π?π:Cp −→ Cp−1. Dabei ist

?πd0
π ?π (ξω1 ∧ . . . ∧ ωp) =

p∑
i=1

(−1)iπ̄(Xi)ξω1 ∧ . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ ωp.

Der Laplace-Operator ∆p
π = dp−1

π δpπ auf S(Rn−k)⊗ Λpp? ist gegeben durch:

∆p
π(ξω1 ∧ . . . ∧ ωp) = (−1)p(p+1)+1

p∑
i=1

π̄(Xi)π̄(Xi)ξω1 ∧ . . . ∧ ωp.

Wir sehen also, daß wir zur Berechnung der Einschränkung der harmonischen

p-Formen auf eine irreduzible Komponente unter den gegebenen Vorausset-

zungen alle Elemente ξω1 ∧ . . . ∧ ωp ∈ S(Rn−k) ⊗ Λpp? bestimmen müssen

mit
p∑
i=1

π̄(Xi)π̄(Xi)ξω1 ∧ . . . ∧ ωp = 0,

oder äquivalent dazu die Menge aller Schwartzschen Funktionen ξ ∈ S(Rn−k)

mit
∑p

i=1 π̄(Xi)π̄(Xi)ξ = 0. Wir haben mit diesen Berechnungen also im we-

sentlichen den folgenden Satz gezeigt:
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4.4.1 Satz: Sei F(p) eine Blätterung von Γ\G versehen mit einer tangential

kanonischen Metrik, für die d(?⊥(1)) = 0 ist. Dann gibt es auf der irreduziblen

Komponenten S(Rn−k), auf der p mit der irreduziblen Darstellung π̄ ope-

riert, einen natürlichen Isomorphismus zwischen den harmonischen p-Formen

Kern ∆p
π und den harmonischen Funktionen Kern ∆0

π.

Aus dieser Aussage über die irreduziblen Komponenten folgt direkt die Aussage

über ganz Ω?
F .

4.4.2 Korollar: Sei F(p) versehen mit einer tangential kanonischen Metrik,

für die d(?⊥(1)) = 0 gilt. Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus zwi-

schen den harmonischen p-Formen Kern ∆p
F und den harmonischen Funktionen

Kern ∆0
F .

Die tangential harmonischen Funktionen auf der geblätterten Mannigfaltigkeit

(Γ\G,F(p)) sind offenbar die Funktionen, die konstant in Blattrichtung sind.

Wir erhalten analog zu Bemerkung 2.4.12 direkt, daß dim Kern ∆0
F eindimen-

sional ist, wenn F(p) ein in Γ\G dichtes Blatt besitzt. Also gilt das folgende

4.4.3 Korollar: Die geblätterte Mannigfaltigkeit (Γ\G,F(p)) sei versehen

mit einer tangential kanonischen Metrik, für die d(?⊥(1)) = 0 gilt. Wenn F(p)

ein dichtes Blatt in Γ\G besitzt, dann ist dim Kern ∆p
F eindimensional.

Mit Satz 2.4.13 haben wir gesehen, daß F(p) genau dann kein dichtes Blatt in

Γ\G besitzt, wenn die Projektion von p in den abelschen Quotienten g/[g, g]

rational ist, also eine Basis mit rationalen Strukturkonstanten bezüglich des

Bildes von log Γ unter der Projektion in den Quotienten g/[g, g] besitzt.

Wir haben also für beliebige Blätterungen F(p) mit einem dichten Blatt die

Dimension des Raums der harmonischen p-Formen bestimmt. Sie ist nicht

davon abhängig, ob die Blätterung Riemannsch ist oder nicht.

Bei der reduzierten Blätterungskohomologie ist die Situation etwas kompli-

zierter. Wir haben zwar mit 2.4.12 gesehen, daß im Fall, daß die Blätterung
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Riemannsch ist, die erste reduzierte Kohomologie eindimensional ist, wenn die

Blätterung ein dichtes Blatt besitzt. Lassen wir jedoch die Voraussetzung Rie-

mannsch weg, so werden wir sehen, daß etwas vergleichbares nicht mehr gilt.

Insbesondere werden wir zeigen, daß die oberste reduzierte Blätterungskoho-

mologie einer eindimensionalen Blätterung F(p) immer unendlichdimensional

ist – unabhängig davon, ob F(p) ein dichtes Blatt besitzt, oder nicht.

Bevor wir dies tun, werden wir in diesem Abschnitt noch ein Lemma über

die harmonischen Formen beweisen, das dem Lemma 4.3.1 über die reduzierte

Blätterungskohomologie ähnelt. Es gilt:

4.4.4 Lemma: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und Γ ein Gitter von G. Sei

p eine Unteralgebra der zu G gehörenden Lie-Algebra g. Außerdem sei h ein

rationales Ideal von g mit zugehörender Lie-Gruppe H = exp h. Die von p

induzierte Unteralgebra von g/h bezeichnen wir mit p̄ und die Dimension von

p̄ mit p0: = dim(p̄).

Die Mannigfaltigkeit Γ\G sei versehen mit einer kanonischen Metrik g und

die Mannigfaltigkeit Γ̄\Ḡ mit Ḡ: = G/H und Γ̄: = Γ/Γ ∩ H mit der von g

induzierten, kanonischen Metrik ḡ. Dann bilden die harmonischen p0-Formen

der Blätterung F(p̄) bezüglich ḡ einen direkten Summanden der harmonischen

p-Formen der Blätterung F(p) bezüglich g.

Beweis: Der Beweis verläuft analog zu dem Beweis von Lemma 4.3.1. Dort

haben wir gesehen, daß die Summe
⊕

m(πf , U)H∞πf über alle f ∈ g? mit

h ⊆ Kern f , die verschiedene Bahnen bzgl. der koadjungierten Darstellung von

g haben, ein direkter Summand in C∞(Γ\G) ist.

Wenn die Metrik g kanonisch ist, dann ist auch offensichtlich die von g indu-

zierte Metrik ḡ kanonisch. Beide sind insbesondere auch transversal kanonisch.

Nach Lemma 2.4.8 gilt mit beiden Metriken d(?⊥(1)) = 0 und wir können die

harmonischen Formen wie in Abschnitt 4.4 berechnen.

Dort haben wir gesehen, daß die Einschränkung von ∆F invariant auf den

irreduziblen Komponenten ist und auf diesen den Funktionen ξ ∈ S(Rn−k)
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mit
∑
πf (Xi)

2ξ = 0 entspricht. Damit folgt die Behauptung. 2

4.5 Rationale Blätterungen

Wir haben in den Abschnitten 4.3 und 4.4 beschrieben, wie sich aus einer

gegebenen, irreduziblen Darstellung π̄ die oberste reduzierte Lie-Algebren-Ko-

homologie H̄p(p;S(Rn−k)) und die Menge der harmonischen p-Formen bestim-

men lassen.

In diesem Abschnitt werden wir den Spezialfall untersuchen, daß p eine ratio-

nale Unteralgebra ist. Es gibt also eine Basis Z ′1, . . . , Z
′
n von g, die rational

bezüglich log Γ ist, so daß p = RZ ′1 ⊕ . . . ⊕ RZ ′p gilt. Wir werden sehen, daß

in diesem Fall, wenn p kein Ideal ist, immer unendlich viele irreduzible Dar-

stellungen π̄ in der Zerlegung der regulären Darstellung auftreten, die eine

irreduzible Komponente in der Kohomologie 6= 0 induzieren. Auf diesen irre-

duziblen Komponenten gibt es jedoch keine harmonischen p-Formen 6= 0.

Wir konstruieren zuerst für jedes λ ∈ R ein rationales Funktional fλ ∈ g? und

damit eine irreduzible Darstellung πλ = Ind(M ↑G, f̄λ) von G. Später werden

wir zeigen, daß wir eine unendliche Teilmenge von R so wählen können, daß

für die von f̄λ induzierten Abbildung πλ die Vielfachheit in der Zerlegung der

regulären Darstellung m(πλ, U) > 0 ist. Doch zuerst zur Definition von fλ.

4.5.1 Konstruktion: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und Γ ein Gitter von

G. Die zu G gehörende Lie-Algebra bezeichnen wir mit g. Außerdem sei p eine

rationale Unteralgebra von g, jedoch kein Ideal.

Wir betrachten eine Erweiterung der aufsteigenden Zentralreihe von g, so wie

wir sie auch schon im Beweis des Lemmas 3.1.2 über die Kirillov-Zerlegung

verwendet haben. Wir haben also eine Folge von Idealen g0: = {0} ⊆ g1 ⊆
. . . ⊆ gn = g mit [g, gi] ⊆ gi−1 und dim gi − dim gi−1 = 1 für 1 ≤ i ≤ n.

Diese Zerlegung induziert eine Basis Z1, . . . , Zn von g, so daß das Ideal gi von

Z1, . . . , Zi für 1 ≤ i ≤ n erzeugt wird. Wir können dabei die gi und damit die
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Basis-Elemente Zi so wählen, daß die Z1, . . . , Zn eine Basis bilden, die rational

bezüglich log Γ ist.

Wir definieren die Zahl j0 als das Minimum aller Zahlen 1 ≤ j ≤ n mit

[g, p] ⊆ p + gj. Da p kein Ideal in g ist, ist j0 > 0. Außerdem folgt aus der

Minimalität von j0, daß Zj0 6∈ p ist.

Wir erhalten eine Folge von Unteralgebren

p = p + g0 ⊆ p + g1 ⊆ . . . ⊆ p + gn = g.

Dabei ist dim(p + gi)− dim(p + gi−1) ∈ {0, 1} für 1 ≤ i ≤ n.

Nun konstruieren wir eine neue Basis von g. Nach Voraussetzung gibt es ein

Element X ∈ g und ein Element Z ′1 ∈ p, so daß [X,Z ′1] ∈ p + gj0−1 + Zj0 ist.

Wir ergänzen Z ′1 zu einer Basis Z ′1, . . . , Z
′
p von p. Diese Basis können wir wie

folgt zu einer Basis Z ′1, . . . , Z
′
n von g fortsetzen: Wenn p + gi 6= p + gi−1 ist, so

wählen wir Z ′i als weiteres Basiselement.

Da p eine rationale Unteralgebra von g ist und die Basis Z1, . . . , Zn rational

bezüglich log Γ ist, kann eine so konstruierte Basis Z ′1, . . . , Z
′
n auch wieder

rational bezüglich log Γ gewählt werden. Insbesondere gibt es auch ein i0 mit

p < i0 ≤ n, so daß Z ′i0 = Zj0 ist.

Wir definieren ein Funktional f ∈ g? durch f(Z ′i0) = 1 und f(Z ′i) = 0 für

i 6= i0. Aus der Definition folgt direkt, daß f rational ist und daß f(p) = 0 und

f(gj0−1) = 0 gilt.

Für beliebige λ 6= 0 sei fλ ∈ g? gegeben durch fλ: = λ · f . Die obige Konstruk-

tion stellt sicher, daß die zu solchen Funktionalen fλ gehörenden, irreduziblen

Darstellungen für unendlich viele λ ∈ Z positive Vielfachheit in der Zerlegung

der regulären Darstellung haben. Dies werden wir jetzt mit Hilfe des Satzes

von Richardson 3.5.5 beweisen.

Um den Satz von Richardson 3.5.5 über die Vielfachheit der von f̄λ indu-

zierten, irreduziblen Darstellung in der regulären Darstellung U anwenden zu

können, benötigen wir eine spezielle maximal untergeordnete Algebra, so wie

sie in 3.5.1 konstruiert worden ist. Wir werden im folgenden gemäß dieser Kon-
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struktionsvorschrift eine spezielle maximal untergeordnete Algebra m bzgl. f

von g konstruieren. Die Konstruktion einer maximal untergeordneten Algebra

m bezüglich fλ ist unabhängig von λ, falls λ 6= 0 ist. Also wird die Unteralgebra

m auch maximal untergeordnet zu fλ für alle λ 6= 0 sein.

Wir werden das folgende Lemma in einer anderen Situation auch noch einmal

verwenden und formulieren es deshalb allgemein.

4.5.2 Lemma: Sei Z ′1, . . . , Z
′
n eine Basis von g, die rational bezüglich log Γ

ist. Außerdem gelte mit g̃i: =
⊕i

j=1RZ
′
j und g̃0: = {0}, daß [g, g̃i] ⊆ g̃i−1 für

1 ≤ i ≤ n ist.

Sei i0 ∈ {1, . . . , n} und ein Funktional f ∈ g? gegeben durch f(Z ′i0) = 1

und f(Z ′i) = 0 für i 6= i0. Dann gibt es unendlich viele λ ∈ Z, so daß die

Vielfachheit der zu λ · f ∈ g? gehörende Darstellung πλ in der Zerlegung der

regulären Darstellung U von Γ\G nicht Null ist.

Außerdem sind für λ 6= λ′ die Darstellungen πλ und π′λ nicht äquivalent zuein-

ander.

Beweis: Wir konstruieren schrittweise eine spezielle maximal untergeordnete

Algebra m von g mit dem Verfahren von Richardson. Auf diese Weise erhalten

wir im i-ten Schritt eine Unteralgebra mi und ein Element Xi ∈ g, so daß

m1 ⊇ . . . ⊇ mn−k = m und g = RX1⊕ . . .⊕RXn−k⊕m gilt. Wir zeigen zuerst

mit vollständiger Induktion, daß für alle i mit 1 ≤ i ≤ n − k gilt: g̃i0 ⊆ mi.

Dazu betrachten wir die Richardson-Konstruktion genauer.

Im ersten Schritt teilen wir aus g ein Ideal h1 mit den folgenden Eigenschaften

heraus:

(1) f(h1) = 0,

(2) Das Zentrum von g/h1 ist eindimensional,

(3) f |{V ∈ g | [g, V ] ⊆ h1} 6= 0.

Wie wir in der Konstruktion 3.5.1 gesehen haben, erhalten wir das gesuchte

Ideal durch schrittweise Konstruktion. Es folgt direkt aus den Voraussetzungen
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des Lemmas, daß g̃i0−1 ⊆ Kern f ist. Also folgt

h1 ⊇ Kern f ∩ {V ∈ g | [g, V ] ⊆ g̃i0−1} = Kern f ∩ g̃i0 ⊇ g̃i0−1.

Wir bezeichnen mit X̄ die Äquivalenzklasse von X ∈ g in g/h1 und schreiben

abkürzend Z für Z ′i0 . Nach Voraussetzung ist [g, Z] ⊆ g̃i0−1. Das Zentrum von

g/h1 wird also von der Äquivalenzklasse Z̄ von Z = Z ′i0 erzeugt.

Mit der Kirillov-Zerlegung 3.1.2 des Quotienten g/h1 erhalten wir

g/h1 = RX̄1 ⊕RȲ1 ⊕RZ̄ ⊕ w̄1,

wobei [X̄1, Ȳ1] = Z̄ und [Ȳ1, W̄ ] = 0 für alle W̄ ∈ w̄1 gilt.

Nun wählen wir einen Repräsentanten X1 ∈ g von X̄1. Wir stellen X1 mit

unserer obigen Basis Z ′1, . . . , Z
′
n dar und erhalten reelle Zahlen α1, . . . , αn mit

X1 = α1Z
′
1 + . . . + αnZ

′
n. Da [g, g̃i0 ] ⊆ g̃i0−1 ⊆ h1 ist, kann der Repräsentant

X1 von X̄1 ohne Einschränkung so gewählt werden, daß α1 = . . . = αi0 = 0

ist.

Wir erhalten eine Zerlegung g = RX1 ⊕ m1 mit g̃i0 ⊆ m1 und wenden die

Konstruktion erneut auf m1 an. Wir finden also ein Ideal h2 von m1 mit den

oben genannten Eigenschaften. Wenn m1/h2 abelsch ist, so haben wir mit

m = m1 eine spezielle, maximal untergeordnete Algebra gefunden. Wenn nicht,

so wiederholen wir die Konstruktion erneut.

Wir erhalten im i-ten Schritt (i ≥ 1) das Ideal hi. Für dieses Ideal gilt nach

Konstruktion Kern f ∩ mi−1 ∩ g̃i0 ⊆ hi. Nach Induktions-Voraussetzung ist

g̃i0 ⊆ mi−1. Wir können also insbesondere wieder davon ausgehen, daß das

Zentrum von mi−1/hi von der Äquivalenzklasse Z̄ von Z erzeugt wird. Wir

erhalten eine Zerlegung g = RX1⊕. . .⊕RXi⊕mi. Dabei ist RX1⊕. . .⊕RXi ⊆
RZ ′i0+1⊕ . . .⊕RZ ′n. Also folgt g̃i0 ⊆ mi. Wir erhalten nach n−k Schritten, daß

das Ideal g̃i0 in der speziellen maximal untergeordneten Algebra m enthalten

ist.

Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir die erste Aussage des Lemmas. Sei

λ ∈ R \ {0} und fλ ∈ g? gegeben durch fλ: = λ · f . Die zu fλ gehörende,

irreduzible Darstellung von G bezeichnen wir mit πλ. Nach dem Satz von

77



4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

Richardson 3.5.5 ist die Vielfachheit m(πλ, U) > 0, wenn fλ(m ∩ log Γ) ⊆ Z
ist. Wir haben gezeigt, daß Z ′i0 ∈ m ist. Also folgt fλ(m ∩ log Γ) = fλ(RZ

′
i0
∩

log Γ). Da die Basis Z ′1, . . . , Z
′
n rational bezüglich log Γ ist, gibt es ein rationales

Polynom qi0 :Rn −→ R, so daß

fλ(RZi0 ∩ log Γ) = {qi0(m1, . . . ,mn)λ | mi ∈ Z für 1 ≤ i ≤ n}.

Also existieren unendlich viele λ ∈ Z mit m(πλ, U) > 0; wir wählen einfach λ

als ganzzahliges Vielfaches des Hauptnenners der Koeffizienten von qi0 . Somit

haben wir den ersten Teil des Lemmas bewiesen.

Es bleibt noch die zweite Aussage zu zeigen. Im folgenden sei λ 6= λ′. Außerdem

setzen wir λ 6= 0 und λ′ 6= 0 voraus. Für diese Fälle ist die obige Aussage trivial.

Wir betrachten noch einmal den ersten Schritt in der Konstruktion von m. Da

λ 6= 0 und λ′ 6= 0 ist, folgt Kern fλ = Kern fλ′ .

Wir haben oben gesehen, daß das Zentrum von g/h1 von der Äquivalenzklasse

Z̄ ′i0 von Z ′i0 ∈ g erzeugt wird.

Da h1 ein Ideal ist und im Kern von fλ sowie von fλ′ enthalten ist, folgt

πλ(h) = πλ′(h) = E für alle h ∈ H1: = exp h1. Dabei bezeichne E den Iden-

titätsoperator. Wir können also Darstellungen π̃λ und π̃λ′ auf G/H1 durch

π̃λ(ḡ) = πλ(g), sowie π̃λ′(ḡ) = πλ′(g) definieren, wobei g ∈ G ein beliebiger

Repräsentant von ḡ ∈ G/H1 ist. Diese Darstellungen können wir mit Hilfe des

Satzes 3.3.4 mit den Darstellungen πλ bzw. πλ′ von G identifizieren.

Sei z: = expZ ′i0 ∈ G und z̄ ein Repräsentant von z in G/H1. Das Element z̄

liegt im Zentrum des Quotienten G/H1. Die Operation von π̃λ(z̄
t) ist für t ∈ R

die Multiplikation mit exp(2πitλ) und die Operation von π̃λ′(z̄
t) ist die Multi-

plikation mit exp(2πitλ′). Wenn λ 6= λ′ ist, so können die Darstellungen π̃λ und

π̃λ′ nicht äquivalent sein, da sie für das Zentrum von G/H1 unterschiedliche

Operatoren liefern.

Deshalb können auch die Darstellungen πλ und πλ′ für λ 6= λ′ nicht äquivalent

zueinander sein. 2

Wir haben also eine Familie von paarweise nicht zueinander äquivalenten, ir-
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reduziblen Darstellungen konstruiert, die in der Zerlegung der regulären Dar-

stellung mit positiver Vielfachheit auftreten. Wir werden jetzt die Operationen

der zu den fλ gehörenden, irreduziblen Darstellungen berechnen.

Im folgenden Lemma sehen wir, wie wir ganz allgemein unter gewissen Be-

dingungen an die maximal untergeordnete Algebra m die Operation von p auf

einer irreduziblen Komponente leicht berechnen können.

4.5.3 Lemma: Sei f ∈ g? und πf die von dem zu f gehörenden Charakter

f̄ gehörende induzierte, irreduzible Darstellung. Sei X1, . . . , Xk eine Basis der

maximal untergeordnete Algebra m und X1, . . . , Xn eine Basis von g. Seien

tk+1, . . . , tn ∈ R und X = tk+1X1 + . . .+ tnXn ∈ g, sowie Y ∈ p beliebig.

Wenn für alle i ∈ N ∪ {0} gilt: adiXY ⊆ m, dann folgt mit ξ ∈ L2(Rn−k):

πf (expY )ξ(t1, . . . , tn−k) = f̄(exp Adexp(X)(Y ))ξ(t1, . . . , tn−k)

Beweis: Dieses Lemma kann mit einer einfachen Rechnung bewiesen wer-

den. Wir verwenden dabei die Definition der induzierten Darstellung und die

Gleichung AdexpX(Y ) = eadX (Y ), die für alle X, Y ∈ g gilt. Wir hatten diese

Formel direkt aus der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 hergeleitet.

Im folgenden sei h: = expY . Nach Voraussetzung ist Y = ad0
X(Y ) ∈ m und

adiX(Y ) ∈ m für alle i ∈ N. Deshalb folgt

X ? Y ? (−X) = eadXY = Y +
∞∑
i=1

1

i!
adiXY ∈ m.

Somit ist exp (AdgY ) = exp (X ? Y ? (−X)) = ghg−1 ∈M , wobei M : = exp m

die zu m gehörende Lie-Gruppe bezeichnet.

Es folgt also πf (h)ξ(g) = ξ(gh) = ξ(ghg−1g) = f̄(ghg−1)ξ(g). Nach Identi-

fikation von Hπ mit L2(Rn−k) durch die Abbildung ϕ:Rn−k −→ M\G, die

wie oben gegeben ist durch ϕ(t1, . . . , tn−k) = M exp (t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn)

erhalten wir die Behauptung. 2

Wir werden sehen, daß es in der konkreten Situation eine maximal unterge-

ordnete Algebra m bzgl. fλ gibt, so daß p ⊆ m ist und adiXp ⊆ m für alle

79



4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

i ∈ N und alle X ∈ g gilt. Dazu konstruieren wir im folgenden eine maximal

untergeordnete Algebra mit diesen gewünschten Eigenschaften.

4.5.4 Konstruktion: Wir wählen die Basis Z ′1, . . . , Z
′
n von g, so wie wir sie in

der Konstruktion 4.5.1 von fλ beschrieben haben. Die Unteralgebra p ist also

erzeugt von Z ′1, . . . , Z
′
p. Außerdem gibt es einX ∈ g mit [X,Z ′1] ∈ p+gj0−1+Z ′i0 .

Wir definieren

m0: = p + gj0 .

Es folgt [m0,m0] ⊆ p + gj0−1 und somit f([m0,m0]) = 0. Wir können also für

λ 6= 0 die Unteralgebra m0 zu einer bzgl. fλ = λ · f maximal untergeordneten

Algebra m ergänzen. Da fλ([g, p]) 6= 0 ist, ist insbesondere m 6= g.

4.5.5 Bemerkung: Nach dem Satz von Kirillov 3.4.3 ist die irreduzible Dar-

stellung πλ bis auf Äquivalenz unabhängig von der Wahl der maximal unterge-

ordneten Algebra m. Wir müssen also gar nicht zeigen, daß die oben konstru-

ierte Algebra m mit der speziellen Unteralgebra, die wir in Lemma 4.5.2 kon-

struiert haben, übereinstimmt. Dennoch ist offensichtlich mit der Bezeichnung

aus Lemma 4.5.2 m0 ⊆ g̃i0 . Also kann mit der in 4.5.4 beschriebenen Methode

sogar eine spezielle, maximal untergeordnete Algebra konstruiert werden.

In den folgenden Berechnungen sei m immer auf die oben beschriebene Weise

gewählt. Wir erhalten eine Basis von m, indem wir die Xi: = Z ′i für 1 ≤ i ≤ p

zu einer Basis X1, . . . , Xk von m fortsetzen. Diese Basis von m ergänzen wir

wiederum zu einer Basis X1, . . . , Xn von g. Offensichtlich ist p ⊆ Kern fλ und

für i ∈ N ist adigp ⊆ p + gj0 ⊆ m. Die Eigenschaften des obigen Lemmas sind

also mit dieser Wahl von m erfüllt.

Mit dieser maximal untergeordneten Algebra berechnen wir die von f̄λ indu-

zierte, irreduzible Darstellung πλ: = Ind((exp m) ↑G, f̄) von G. Der Charakter

von fλ ist dabei die eindimensionale Darstellung f̄λ von M , die gegeben ist

durch f̄λ(m)ξ = exp(2πifλ(logm))ξ für m ∈M und ξ ∈ C.

Wir wählen die Basis X1, . . . , Xn von g wie oben beschrieben. Also ist p erzeugt

von X1, . . . , Xp, m erzeugt von X1, . . . , Xk und X1, . . . , Xn eine Basis von g.
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Mit dieser Basis können wir, wie wir in der Konstruktion 3.4.4 gesehen haben,

den Raum Hπλ mit L2(Rn−k) identifizieren, bzw. H∞πλ mit S(Rn−k).

Um die Einschränkung der zu πλ gehörenden Darstellung π̄λ der Lie-Algebra

g auf den Teilraum p zu bestimmen, müssen wir nur verwenden, daß wir π̄λ

aus der Gleichung π̄λ(X) = ∂
∂t

∣∣
t=0

πλ(exp tX) für alle X ∈ p erhalten. Es folgt

direkt mit der Basis X1, . . . , Xn von g und der Identifikation von H∞πλ mit

S(Rn−k):

4.5.6 Lemma: Die Operation von π̄λ(X) auf S(Rn−k) ist für beliebige X ∈ p

gegeben durch:

π̄λ(X)ξ(t1, . . . , tn−k) = 2πifλ(Adg(X))ξ(t1, . . . , tn−k).

Dabei sei g: = exp (t1Xk+1 + . . . tn−kXn).

Beweis: Wir können das vorangehende Lemma 4.5.3 anwenden, da die Vor-

aussetzungen nach Lemma 4.5.2 und der in der Konstruktion 4.5.4 beschrie-

benen Wahl von m erfüllt sind. Es ist also für ξ ∈ S(Rn−k) und Y ∈ p

πλ(expX)ξ(t1, . . . , tn−k) = exp(2πifλ(Adg(X)))ξ(t1, . . . , tn−k)

mit g = exp(t1Xk+1 + . . . + tn−kXn). Da Adg(tX) = tAdg(X) für t ∈ R und

X ∈ p gilt, folgt direkt die Behauptung. 2

Zur weiteren Berechnung mit diesen irreduziblen Darstellungen benötigen wir

zwei Eigenschaften von Adg|p. Zur Erinnerung: Wir wählten X1 ∈ p so, daß es

ein X ∈ g gibt mit [X1, X] ∈ Z ′i0 ⊕ gj0−1.

4.5.7 Bemerkung: Wir verwenden die obigen Bezeichnungen. Insbesondere

sei wieder X1, . . . , Xk die oben beschriebene Basis von m und X1, . . . , Xn eine

Ergänzung zu einer Basis von g. Es gilt:

(i) fλ(Ad1(X)) = 0 für alle X ∈ p.

(ii) Sei λ 6= 0. Dann gibt es (t1, . . . , tn−k) ∈ Rn−k, so daß fλ(Adg(X1)) 6= 0

ist. Dabei ist wie oben g = exp (t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn).
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Beweis: Die erste Eigenschaft ist offensichtlich, denn aus der Definition der

adjungierten Darstellung Ad folgt direkt, daß Ad1(X) = X für alle X ∈ g ist.

Außerdem folgt aus der Konstruktion 4.5.1, daß fλ(p) = 0 ist.

Die zweite Eigenschaft erhalten wir aus der Gleichung AdexpX(Y ) = eadX (Y ),

die für alle X, Y ∈ g gilt. Wir hatten diese Formel, die direkt aus der Campbell-

Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 folgt, oben schon verwendet.

Nach Konstruktion von fλ und Wahl der Basis X1, . . . , Xn ist X1 ∈ p und es

gibt ein Element X ∈ g mit [X,X1] ∈ p + gj0−1 +Z ′i0 . Es ist fλ(p + gj0−1) = 0,

also folgt fλ([X,X1]) = fλ(Z
′
i0

) = λ. Im folgenden werden wir X mit der

obigen Basis darstellen als X = s1X1 + . . .+ skXk + t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn und

wir definieren X ′: = t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn. Da s1X1 + . . .+ skXk ∈ m ist, folgt

fλ([m, s1X1 + . . . + skXk]) = 0, weil m eine maximal untergeordnete Algebra

ist. Damit erhalten wir fλ([X
′, X1]) = fλ([X,X1]) = fλ(Z

′
i0

) = λ.

Außerdem folgt aus unserer Konstruktion von fλ, sowie der Wahl der Basis

X1, . . . , Xn, daß adiX′Z
′
i0
∈ gj0−1 für i ∈ N ist und somit ist fλ(adiX′X1) =

fλ(adi−1
X′ Z

′
i0

) = 0 für alle i > 1. Wir erhalten also

fλ(AdexpX′(X1)) = fλ(e
adX′X1)

= fλ(X1 + [X ′, X1] +
1

2
[X ′, [X ′, X1]] + . . .)

= fλ(X1) + fλ(Z
′
i0

) +
1

2
fλ([X

′, Xp+1]) + . . .

= fλ(Z
′
i0

) = λ.

Da wir λ 6= 0 vorausgesetzt haben, folgt die Behauptung. 2

Fassen wir unsere bisherigen Ergebnisse im folgenden Satz zusammen.

4.5.8 Satz: Es gibt für unendlich viele λ ∈ Z eine irreduzible Darstellung π̄λ

von g mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Für alle X ∈ p ist die Operation von π̄λ(X) auf S(Rn−k) gegeben durch

π̄λ(X)ξ(t1, . . . , tn−k) = 2πifλ(Adg(X))ξ(t1, . . . , tn−k)

mit g = exp (t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn). Dabei ist X1, . . . , Xn die oben be-
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schriebene Basis von g, so daßX1, . . . , Xk eine Basis von m undX1, . . . , Xp

eine Basis von p ist.

(ii) Die Vielfachheit von πλ in der irreduziblen Zerlegung der regulären Dar-

stellung ist m(πλ, U) > 0.

(iii) (π̄λ(X))ξ(0) = 0 für alle X ∈ p und ξ ∈ S(Rn−k).

(iv) π̄λ 6= 0.

Beweis: Die erste Aussage haben wir in Lemma 4.5.6 gezeigt. Die zweite

Aussage zeigten wir in 4.5.2, und die dritte und vierte Aussage können wir

direkt aus der Bemerkung 4.5.7 herleiten. 2

Nun können wir mit diesen Informationen die Dimension der obersten redu-

zierten Kohomologie H̄p(p;H∞πλ) abschätzen. Wir werden im folgenden Lemma

sehen, daß diese Kohomologie von positiver Dimension ist.

Wir wählen eine beliebige, irreduzible Darstellung πλ des oben untersuchten

Typs. Um den Raum H∞πλ der glatten Vektoren von πλ mit einem Schwartz-

schen Raum identifizieren zu können, benötigen wir wieder die oben beschrie-

bene Basis X1, . . . , Xn von g, wobei X1, . . . , Xk eine Basis von m ist. Mit dieser

Basis erhalten wir wie oben beschrieben aus der irreduziblen Darstellung πλ

von G eine g-Modul-Struktur auf S(Rn−k).

Dabei ist die Operation von p auf dem Schwartzschen Raum durch π̄λ gegeben

mit π̄λ(X)ξ(t) = 2πifλ(Adg(X))ξ(t), wobei g = exp (t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn),

X ∈ p und ξ ∈ S(Rn−k), sowie t ∈ Rn−k ist.

4.5.9 Lemma: Die Operation von p auf S(Rn−k) sei gegeben durch eine

Darstellung der Form π̄λ mit λ 6= 0. Dann ist die Dimension der obersten

reduzierten Kohomologie dim H̄p(p;S(Rn−k)) > 0. Außerdem ist die äußere

Ableitung dp−1
πλ

:Cp−1(p;S(Rn−k)) −→ Cp(p;S(Rn−k)) nicht die Nullabbildung.

Beweis: Da nach Konstruktion von fλ die maximal untergeordnete Algebra

m 6= g ist, folgt direkt, daß k < n ist.

Wir haben in Abschnitt 4.3 gesehen, wie wir mit einer gegebenen irreduziblen
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Darstellung die oberste Kohomologie Hp(p;S(Rn−k)) berechnen können. Die-

ses Verfahren wenden wir jetzt an.

Die äußere Ableitung dp−1
πλ

:Cp−1(p;S(Rn−k)) −→ Cp(p;S(Rn−k)) ist gegeben

durch

dp−1
πλ

α(X1 ∧ . . . ∧Xp) =

p∑
i=1

(−1)iπ̄λ(Xi)α(X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧Xp).

Sei α̃ ∈ Bild dp−1
πλ

beliebig. Dann folgt direkt α̃(X1 ∧ . . .∧Xp)(0) = 0, da nach

Satz 4.5.8 für alle ξ ∈ S(Rn−k) und alle X ∈ p gilt: π̄λ(X)ξ(0) = 0.

Nach Identifikation von Cp(p;S(Rn−k)) = S(Rn−k)⊗Λpp? mit S(Rn−k) enthält

also das Bild von dp−1
πλ

den Teilraum S0(Rn−k) von S(Rn−k), der aus den

schnell-fallenden Funktionen besteht, die im Ursprung verschwinden.

Also ist dp−1
πλ

nicht die Nullabbildung. Außerdem ist das Bild von dp−1
πλ

nicht

nullkodimensional in Cp. Es gilt für alle λ 6= 0, daß Hp(p;H∞πλ) den eindimen-

sionalen Quotienten S(Rn−k)/S0(Rn−k) enthält.

Die Menge S0(Rn−k) ist offensichtlich abgeschlossen in S(Rn−k). Daraus folgt

die erste Behauptung des Lemmas. 2

Insgesamt erhalten wir also, daß in der direkten Summe
⊕̂
m(π, U)H̄p(p;H∞π )

über alle Äquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen π von g unendlich viele

(nach Lemma 4.5.2 paarweise verschiedene) Summanden der Form H̄p(p;H∞πλ)

mit positiver Vielfachheit auftreten. Außerdem ist dim H̄p(p;H∞πλ) > 0. Es

folgt also für die Blätterungskohomologie in dem Fall, daß die Unteralgebra p

kein Ideal ist:

4.5.10 Satz: Die direkte Summe
⊕̂

λm(πλ, U)H̄p(p;H∞πλ) über λ ∈ Z \ {0}
ist ein unendlichdimensionaler Untervektorraum von H̄p(Γ\G;F(p)). Insbe-

sondere ist die oberste reduzierte Blätterungskohomologie H̄p(Γ\G;F(p)) un-

endlichdimensional über R.

Nun vergleichen wir dieses Ergebnis über die reduzierte Blätterungskohomolo-

gie mit den harmonischen p-Formen. Es zeigt sich, daß die tangential harmoni-

schen Formen keinen Anteil in den irreduziblen Komponenten S(Rn−k)⊗Λpp?
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besitzen.

Wir haben in Abschnitt 4.4 gesehen, wie wir die harmonischen p-Formen in den

irreduziblen Komponenten unter gewissen Voraussetzungen berechnen können.

Wir erhalten wieder für den Fall, daß p kein Ideal ist mit den obigen Bezeich-

nungen:

4.5.11 Satz: Sei Γ\G versehen mit einer Riemannschen Metrik, die tangen-

tial kanonisch ist und mit der für den transversalen Hodge-Stern-Operator

d(?⊥(1)) = 0 gilt. Dann ist Kern ∆p
πλ

= {0}.

Beweis: Die Voraussetzungen, die für die Berechnung nach Abschnitt 4.4

benötigt werden, sind erfüllt. Zur Berechnung der harmonischen p-Formen

müssen wir in dem Teilraum H∞πλ , den wir mit dem Schwartzschen Raum

S(Rn−k) identifizieren, nur den Kern der Operation bestimmen, die eine p-

Form ξω1∧ . . .∧ωp ∈ S(Rn−k)⊗Λpp? abbildet auf eine p-Form ξ̃ω1∧ . . .∧ωp ∈
S(Rn−k) ⊗ Λpp?. Dabei ist ω1, . . . , ωp die zu X1, . . . , Xp duale Basis von Λ1p?

und die Funktion ξ̃ ∈ S(Rn−k) ist gegeben durch

ξ̃(t1, . . . , tn−k): =

p∑
i=1

4πfλ(Adg(Xi)))
2ξ(t1, . . . , tn−k)

mit g: = exp(t1Xk+1 + . . .+ tn−kXn).

Der Kern des Laplace-Operators ∆p
πλ

auf S(Rn−k) ⊗ Λpp? ist also der Kern

der Operation, die aus der Multiplikation mit dem Polynom Q:Rn−k −→ R

besteht, das gegeben ist durch

Q(t1, . . . , tn−k): = 4π2

p∑
i=1

fλ(Adexp(t1Xk+1+...+tn−kXn)(Xi))
2.

Wir haben die Basis X1, . . . , Xp von p so konstruiert, daß es ein g ∈ G der

obigen Form gibt mit fλ(Adg(X1)) 6= 0. Aufgrund unserer speziellen Basiswahl

ist Q nicht das Nullpolynom. Es folgt also, daß Kern ∆p
πλ

= {0} ist. 2

Wir sehen somit, daß eine Hodge-Zerlegung der reduzierten Kohomologie für

die von uns untersuchten Blätterungen F(p) im Fall, daß die rationale Unter-

algebra p kein Ideal ist, nicht möglich ist.

85



4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

Es gibt jedoch im Fall, daß die Voraussetzung
”
p rational“ nicht erfüllt ist,

Unteralgebren, die kein Ideal sind, deren zugehörige Blätterungen jedoch eine

tangentiale Hodge-Zerlegung induzieren. Wir betrachten als ein Beispiel eine

zweidimensionale Blätterung von Γ\(H × S1), wobei H die dreidimensionale

Heisenberggruppe bezeichne.

4.5.12 Beispiel: Sei g = RX1 ⊕ RX2 ⊕ RX3 ⊕ RX4 die Lie-Algebra mit

zweidimensionalem Zentrum Z(g) = RX3 ⊕ RX4 und [X1, X2] = X3. Wir

wählen Γ: = ZX1 ⊕ ZX2 ⊕ ZX3 ⊕ ZX4.

Die Unteralgebra p sei gegeben durch p: = RX2⊕R(aX3+bX4), wobei a, b ∈ R
linear unabhängig über Q sind. Wir berechnen nun die reduzierte Kohomologie

dieser Blätterung und die harmonischen Formen. Dazu wählen wir ein belie-

biges rationales Funktional f ∈ g? und erhalten so einen irreduziblen direkten

Summanden der reduzierten Blätterungskohomologie von (Γ\G,F(p)). Dabei

ist f gegeben durch f(Xi) = αi ∈ Q für 1 ≤ i ≤ 4.

Es gibt zwei Fälle zu unterscheiden. Im ersten Fall ist α3 = 0, also ist g selbst

eine maximal untergeordnete Algebra bezüglich f , denn es ist [g, g] = RX3. Die

zu f gehörende, irreduzible Darstellung π ist also eindimensional. Die äußere

Ableitung d1
π:C⊗ Λ1p? −→ C⊗ Λ2p? ist gegeben durch

d1
π(ξ1ω1 + ξ2ω2) = 2πi(α2ξ1 + bα4ξ2)ω1 ∧ ω2

mit ξ1, ξ2 ∈ C. Dabei bezeichne ω1, ω2 die zur oben beschriebenen Basis von p

duale Basis. Das Bild dieser Abbildung ist offensichtlich {0}, wenn α2 = α4 = 0

ist, oder ganz C⊗ Λ2p?, wenn entweder α2 6= 0, oder α4 6= 0 ist. Der Laplace-

Operator ∆2
π:C ⊗ Λ2p? −→ C ⊗ Λ2p? ist für ξω1 ∧ ω2 ∈ C ⊗ Λ2p? gegeben

durch

∆2
π(ξω1 ∧ ω2) = −4π2(α2

2 + b2α2
4)ξω1 ∧ ω2.

Der Vektorraum der harmonischen Formen ist also im Fall α3 6= 0 genau dann

der gesamte Raum C ⊗ Λ2p?, wenn α2 = α4 = 0 ist. Ansonsten ist nur das

Null-Element harmonisch. Für die irreduziblen Komponenten von C∞(Γ\G),

die einem Funktional f ∈ g? mit f(X3) = 0 entsprechen, gibt es also eine

Hodge-Zerlegung in dem von uns untersuchten Sinn.
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Ist α3 6= 0, so ist eine maximal untergeordnete Algebra m von f gegeben

durch m = RX2 ⊕RX3 ⊕RX4. Die zu f gehörende, irreduzible Darstellung π̄

operiert also auf S(R). Die äußere Ableitung d1
π:S(R)⊗Λ1p? −→ S(R)⊗Λ2p?

ist gegeben durch

d1
π(ξ1ω1 + ξ2ω2) = 2πi(tξ1(t) + (aα3 + bα4)ξ2(t))ω1 ∧ ω2.

Da nach Voraussetzung α3 6= 0 und α4 rational sind und a, b linear unabhängig

über Q sind, folgt aα3 + bα4 6= 0. Das Bild von d1
π ist also offensichtlich ganz

S(R) ⊗ Λ2p?. Ebenso folgt Kern ∆2
π = {0}. Also gibt es auch in diesem Fall

eine Hodge-Zerlegung auf der irreduziblen Komponente S(R).

4.5.13 Bemerkung: Im obigen Beispiel besitzt die untersuchte Blätterung

kein dichtes Blatt. Wir können jedoch das Beispiel abändern, indem wir an-

stelle von X2 einen Vektor a1X1 + a2X2 + a3X4 mit a1, a2, a3 ∈ R linear un-

abhängig über Q wählen. Nach Satz 2.4.13 besitzt dann die Blätterung F(p)

ein dichtes Blatt in Γ\G. Eine Rechnung analog zu der obigen zeigt, daß jedes

Element der obersten reduzierten Blätterungskohomologie einen harmonischen

Repräsentanten besitzt. Der einzige Unterschied besteht darin, daß die redu-

zierte Blätterungskohomologie unendlichdimensional ist.

Wir werden im nächsten Abschnitt Situationen untersuchen, die wir ähnlich

wie die obige behandeln können. Wir werden insbesondere sehen, daß im Fall,

daß p eindimensional ist, die eindimensionale Blätterung F(p) genau dann eine

Hodge-Zerlegung besitzt, wenn p ein Ideal ist – unabhängig davon, ob p ein

Basiselement in gQ besitzt, oder nicht.

4.6 Eindimensionale Blätterungen

In diesem Abschnitt werden wir die Methoden des vorigen Abschnitts auf ei-

ne weitere Situation anwenden, um zu untersuchen, wann die untersuchten

Blätterungen F(p) eine Hodge-Zerlegung zulassen. Wir untersuchen den Fall,

daß p eindimensional ist.
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4.6.1 Satz: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit zugehöriger Lie-Algebra g.

Sei Γ ein Gitter von G und p eine eindimensionale Unteralgebra von g.

Wenn p kein Ideal ist, so ist die erste, reduzierte Blätterungskohomologie

H̄1(Γ\G;F(p)) unendlichdimensional. Wählen wir auf Γ\G eine tangential ka-

nonische Metrik mit d(?⊥(1)) = 0, so besitzt die Blätterung (Γ\G,F(p)) keine

Hodge-Zerlegung bzgl. dieser Metrik.

Beweis: Wir wählen wie in 4.5.1 eine Folge von Idealen g0: = {0} ⊆ g1 ⊆
. . . ⊆ gn = g, mit [g, gi] ⊆ gi−1 und dim gi − dim gi−1 = 1 für 1 ≤ i ≤ n.

Außerdem treffen wir die Wahl der Ideale so, daß es eine Basis Z1, . . . , Zn von

g mit rationalen Strukturkonstanten bezüglich log Γ gibt, so daß das Ideal gi

von Z1, . . . , Zi für 1 ≤ i ≤ n erzeugt wird.

Da p kein Ideal ist, liegt diese Unteralgebra nicht im Zentrum von g. Es gibt

also ein j ∈ N mit j < n, so daß [g, p] ⊆ gj ist. Wir wählen j0 minimal

mit [g, p] ⊆ gj0 und definieren f ∈ g? durch f(Zj0) = 1 und f(Zi) = 0 für

1 ≤ i 6= j0 ≤ n. Nach Lemma 4.5.2 gibt es unendlich viele λ ∈ Z, so daß die zu

fλ: = λ · f gehörende, irreduzible Darstellung πλ von G positive Vielfachheit

in der Zerlegung der regulären Darstellung hat. Außerdem sind für λ 6= λ′ die

Darstellungen πλ und πλ′ nicht äquivalent.

Sei Y ein Erzeugendes von p. Nach Wahl von j0 existiert ein Element X ∈ g

mit [X, Y ] = Zj0 + αj0−1Zj0−1 + . . .+ α1Z1 mit αj0−1, . . . , α1 ∈ R.

Eine maximal untergeordnete Algebra m bezüglich f kann so gewählt werden,

daß sie gj0 ⊕ p enthält. Also ist X 6∈ m.

Zur Beschreibung der Operation von p auf S(Rn−k) müssen wir eine Basis von

g wählen. Sei k: = dim m. Wir ergänzen X1: = Y zu einer Basis X1, . . . , Xk von

m. Außerdem wählen wir Xk+1: = X und ergänzen X1, . . . , Xk, Xk+1 zu einer

Basis X1, . . . , Xn von g.

Die Untergruppe P : = exp p = exp(RY ) operiert auf dem Teilraum der meß-

baren Funktionen ξ:G −→ C mit ξ(mg) = f̄(m)ξ(g) für alle m ∈ M = exp m

und g ∈ G und
∫
M\G |ξ(g)|2dġ <∞ (vgl. 3.3.1).
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Wir haben die Unteralgebra m so gewählt, daß sie p enthält. Außerdem ist

[X, Y ] ∈ gj0 ⊆ m. Allgemein gilt für beliebige i ∈ N{0}, daß adiXY ∈ m ist.

Somit können wir Lemma 4.5.3 anwenden.

Die Operation von P auf dem Teilraum L1: = {ξ(·, 0, . . . , 0) | ξ ∈ L2(Rn−k)}
von L2(Rn−k), den wir mit L2(R) identifizieren können, ist also mit s, t ∈ R
gegeben durch

π(exp(sY ))ξ(t, 0, . . . , 0) = f̄λ(exp Adexp(tX)(sY ))ξ(t, 0, . . . , 0).

Dabei ist Adexp(tX)(sY ) ∈ sY + 1
2
stZj0 + Z ′ mit Z ′ ∈ gj0−1 ⊆ Kern fλ, also

folgt f̄λ(Adexp tX(sY )) = sf̄λ(Y ) + 1
2
stλ.

Die Operation der Unteralgebra p auf dem Raum der glatten Vektoren der

Darstellung π erhalten wir durch π̄λ(Y ) = ∂
∂s

∣∣
s=0

πλ(exp(sY )). Die Operation

von Y ist also auf dem Unterraum S1: = {ξ(·, 0, . . . , 0) | ξ ∈ S(Rn−k)} von

S(Rn−k), den wir mit S(R) identifizieren können, gegeben durch

π̄λ(Y )ξ(t, 0, . . . , 0) = 2πi

(
fλ(Y ) +

1

2
tfλ(Zj0)

)
ξ(t, 0, . . . , 0).

Da fλ(Zj0) = λ 6= 0 ist, gibt es also reelle Zahlen a ∈ R und b ∈ R \ {0} mit

π̄λ(Y )ξ(t, 0, . . . , 0) = 2πi(a+ bt)ξ(t, 0, . . . , 0). Wir müssen zur Berechnung der

Kohomologie und der harmonischen Formen also nur Operationen untersuchen,

die auf S1 in dieser Weise operieren.

Mit dem folgenden Lemma sehen wir, daß der Abschluß des Bildes dieser Ope-

ration in dem Raum der Schwartzschen Funktionen positive Kodimension hat.

Also ist dim H̄1(p;S(Rn−k)) > 0. Mit Lemma 4.5.2 haben wir gesehen, daß es

unendlich viele verschieden direkte Summanden dieser Form in der reduzier-

ten Blätterungskohomologie H̄1(Γ\G;F(p)) gibt. Also ist diese Kohomologie

unendlichdimensional.

Andererseits werden wir sehen, daß Kern(π̄λ(Y )) = {0} für alle λ 6= 0 ist.

Der Laplace-Operator ∆1
πλ

auf S(Rn−k) ⊗ Λ1p? ist gegeben durch ∆1
πξω =

π̄λ(Y )2ξω, wobei ω das zu Y duale Element bezeichne. Also folgt auch für die

die harmonischen 1-Formen, daß Kern ∆1
πλ

= {0} ist, falls λ 6= 0 gilt. 2
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Um den Beweis des Satzes fertigzustellen müssen wir also nur noch das folgende

Lemma beweisen.

4.6.2 Lemma: Sei O:S(Rn−k) −→ S(Rn−k) eine Operation, so daß es reelle

Zahlen a ∈ R und b ∈ R \ {0} gibt mit

(Oξ)(tk+1, 0, . . . , 0) = 2πi(a+ btk+1)ξ(tk+1, 0, . . . , 0).

Dann ist KernO = {0} und die Kodimension von BildO in S(Rn−k) ist positiv.

Beweis: Wir können o.B.d.A. davon ausgehen, daß b = −1 ist, also gilt

(Oξ)(tk+1, 0, . . . , 0) = 2πi(a− tk+1)ξ(tk+1, 0, . . . , 0).

Die Fourier-Transformation von ξ in der ersten Komponente bezeichnen mit

F1ξ, es ist also

F1ξ(tk+1, . . . , tn) =

∞∫
−∞

e−2πixtk+1ξ(tk+1, tk+2, . . . , tn)dx.

Diese Operation ist ein Isomorphismus auf dem Schwartzschen Raum S(Rn−k)

und sie überführt die Operation ∂
∂tk+1

in die Multiplikation mit −2πitk+1 und

umgekehrt. Wir definieren einen Operator O′ auf S(Rn−k) durch O′: = F1 ◦O◦
F−1

1 . Es gilt also mit ξ ∈ S(Rn−k) und tk+1 ∈ R:

O′(F1(ξ))(tk+1, 0, . . . , 0) =

(
2πia+

∂

∂tk+1

)
(F1(ξ))(tk+1, 0 . . . , 0).

Sei T die Operation auf S(Rn−k), die gegeben ist durch die Multiplikation

mit exp(2πiatk+1). Diese Operation ist ein Isomorphismus auf dem Raum der

Schwartzschen Funktionen S(Rn−k) und sie überführt die Operation von 2πia+
∂

∂tk+1
auf S(Rn−k) in die Operation ∂

∂tk+1
auf S(Rn−k).

Wir definieren eine Operator O′′ auf S(Rn−k) durch O′′: = T ◦O′ ◦ T−1. Dann

folgt mit ξ ∈ S(Rn−k) und tk+1 ∈ R

(O′′ ◦ T ◦ F1(ξ))(tk+1, 0, . . . , 0) =

(
∂

∂tk+1

◦ T ◦ F1(ξ)

)
(tk+1, 0, . . . , 0).
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4.6 Eindimensionale Blätterungen

Durch erneute Fouriertransformation in der ersten Komponente erhalten wir

einen Operator O′′′: = F1 ◦O′′ ◦ F−1
1 mit

(O′′′ ◦F1 ◦ T ◦F1(ξ)))(tk+1, 0, . . . , 0) = −2πitk+1(F1 ◦ T ◦F1(ξ))(tk+1, 0, . . . , 0).

Das Bild der O′′′ auf S(Rn−k) enthält offensichtlich alle Schwartzschen Funk-

tionen S0(Rn−k), die im Ursprung verschwinden. Also ist die Kodimension des

Abschlusses von BildO′′′ positiv in S(Rn−k) und somit auch die Dimension von

BildO, da die Komposition F1 ◦ T ◦ F1 einen Homöomorphismus auf S(Rn−k)

liefert. Außerdem ist der Kern von O′′′ offensichtlich {0} und somit auch der

Kern von O.

Zur Veranschaulichung des Beweises dient das folgende, kommutative Dia-

gramm (vgl. [DS01]). Dabei bezeichne die OperationD1:S(Rn−k) −→ S(Rn−k)

die partielle Ableitung nach der ersten Komponente.

S(Rn−k)
O //

F1
∼=

��

S(Rn−k)

F1
∼=

��

(O(ξ))(0, . . . , 0) = 2πiaξ(0, . . . , 0)

S(Rn−k)
O′ //

T ∼=
��

S(Rn−k)

T∼=
��

(O′ ◦ F1(ξ))(0, . . . , 0) = (2πia+D1) ξ(0, . . . , 0)

S(Rn−k)
O′′ //

F1
∼=

��

S(Rn−k)

F1
∼=

��

(O′′ ◦ T ◦ F1(ξ))(0, . . . , 0) = D1ξ(0, . . . , 0)

S(Rn−k)
O′′ // S(Rn−k) (O′′′ ◦ F1 ◦ T ◦ F1(ξ))(0, . . . , 0) = 0.

2

Ein zu dem obigen Satz analoges Resultat erhalten wir für Blätterungen F(p)

in einer allgemeineren Situation.

4.6.3 Korollar: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und Γ ein Gitter in G. Sei

p eine p-dimensionale Unteralgebra von g. Es gebe ein rationales Ideal h von g,

so daß p̄: = p/p ∩ h eine eindimensionale Unteralgebra von g/h ist und p̄ kein

Ideal in g/h ist. Dann ist H̄p(Γ\G;F(p)) unendlichdimensional.

Außerdem gibt es auf der geblätterten Mannigfaltigkeit (Γ\G,F(p)) versehen

mit einer beliebigen, kanonischen Metrik keine Hodge-Zerlegung.
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Beweis: Die Aussage dieses Korollars folgt mit den Lemmata 4.3.1 und 4.4.4.

Indem wir das Ideal h aus g herausteilen, sind wir in der Situation einer ein-

dimensionalen Blätterung F(p̄) von Γ̄\Ḡ, wobei Ḡ die zu g/h gehörende Lie-

Gruppe bezeichne, und Γ̄: = Γ/Γ ∩ h ist.

Da p̄ kein Ideal in g/h ist, folgt nach Satz 4.6.1, daß H̄1(Γ̄\Ḡ,F(p̄) unendlich-

dimensional ist.

Die Blätterung (Γ̄\Ḡ,F(p̄)) besitzt keine Hodge-Zerlegung, da p̄ kein Ide-

al in g/h ist. Nach Lemma 4.4.4 ist unter den gegebenen Voraussetzungen

Kern ∆1
F(p̄) ein direkter Summand in Kern ∆p

F(p). Damit folgt die Behauptung

für (Γ\G,F(p)). 2

4.6.4 Bemerkung: In Beispiel 4.5.12 haben wir eine zweidimensionale Blätte-

rung konstruiert, die die Bedingungen des obigen Korollars nicht erfüllt. Jedes

echte, rationale Ideal h, das wir aus g herausteilen können, überführt p in ein

Ideal p̄ von g/h.

Wir erhalten somit Blätterungen F(p) beliebiger Dimension, die ein dichtes

Blatt in Γ\G besitzen, deren oberste reduzierte Blätterungskohomologie jedoch

nicht eindimensional, sondern sogar unendlichdimensional ist.

Im nächsten Abschnitt fassen wir die Ergebnisse, die wir in den letzten bei-

den Abschnitten erhalten haben, zusammen. Durch einen Vergleich mit den

Resultaten aus Abschnitt 2.3 erhalten wir weiterführende Sätze.

4.7 Ergebnisse

Zuerst fassen wir noch einmal die Bedingungen zusammen, unter denen wir

Resultate erhalten haben.

4.7.1 Situation: Sei G eine nilpotente, zusammenhängende und einfach zu-

sammenhängende Lie-Gruppe, Γ ⊂ G ein Gitter und p eine Unteralgebra von

g. Wir erhalten auf Γ\G eine Blätterung F(p).
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4.7 Ergebnisse

Im folgenden sei entweder

(i) p rational, oder

(ii) p eindimensional.

Wir erhalten in der ersten der oben beschriebenen Situationen durch direkten

Vergleich der reduzierten, obersten Blätterungskohomologie (s. 4.5.10) mit den

tangential harmonischen p-Formen (s. 4.5.11) und in der zweiten Situation

mit 4.6.1 direkt den folgenden Satz.

4.7.2 Satz: Sei eine der beiden oben beschriebenen Situationen gegeben. Auf

Γ\G gebe es eine beliebige Metrik, die tangential kanonisch ist (s. 2.1.6) und

mit der d(?⊥(1)) = 0 gilt. Wenn jedes Element von H̄p(Γ\G;F(p)) einen

harmonischen Repräsentanten besitzt, dann ist p ein Ideal.

Beweis: Wäre p kein Ideal, so haben wir in den vorigen Abschnitten gesehen,

daß F(p) unter den gegebenen Voraussetzungen an die Metrik g keine Hodge-

Zerlegung zuläßt. 2

Wir mußten uns bei diesem Satz auf eine Metrik beschränken, die insbesondere

tangential kanonisch ist. Gibt es jedoch irgendeine bündelartige Metrik auf

einer beliebigen, geblätterten Mannigfaltigkeit (M,F), so können wir diese in

tangentialer Richtung beliebig abändern und erhalten eine Metrik, die immer

noch bündelartig ist. Es folgt also:

4.7.3 Satz: In einer der oben beschriebenen Situationen ist die Blätterung

F(p) von Γ\G genau dann Riemannsch, wenn p ein Ideal in g ist.

Beweis: Sei F(p) eine Riemannsche Blätterung von Γ\G. Es existiert also eine

bündelartige Metrik auf (Γ\G,F(p)). Wir können o.B.d.A. davon ausgehen,

daß diese Metrik tangential kanonisch ist. Da die Metrik bündelartig ist, folgt

nach Lemma 2.4.8 für den transversalen Hodge-Stern-Operator d(?⊥(1)) = 0.

Wir können somit den Satz 4.7.2 anwenden.

Nach dem Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov 2.4.10 liefert eine bündel-
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4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

artige Metrik eine Hodge-Zerlegung der reduzierten Kohomologie, also muß p

nach 4.7.2 ein Ideal in g sein.

Ist andererseits p ein Ideal in g, so haben wir in Satz 2.3.2 gesehen, daß in die-

sem Fall auf der Blätterung (Γ\G,F(p)) eine kanonische, bündelartige Metrik

existiert. Die Blätterung F(p) ist sogar eine Lie-Blätterung mit Strukturalge-

bra g/p. 2

Wir haben also in Verbindung mit 2.3.2 gesehen, daß es genau dann auf einer

der von uns untersuchten Blätterungen eine bündelartige Metrik gibt, wenn

auf ihr eine kanonische, bündelartige Metrik existiert. Mit diesem zusätzlichen

Resultat können wir noch einmal die harmonischen Differentialformen mit der

reduzierten Kohomologie vergleichen, im Fall daß F(p) nicht Riemannsch ist.

Wir erhalten somit abschließend den folgenden Satz.

4.7.4 Satz: Sei eine der oben beschriebenen Situationen gegeben. Dann sind

äquivalent:

(i) p ist ein Ideal in g.

(ii) Die Blätterung F(p) ist Riemannsch.

(iii) Auf (Γ\G,F(p)) existiert eine kanonische Metrik g, so daß es jedes Ele-

ment von H̄p(Γ\G;F(p)) genau einen (bzgl. g) tangential harmonischen

Repräsentanten besitzt.

Beweis: Im vorigen Satz haben wir gezeigt, daß die Eigenschaften (i) und (ii)

äquivalent zueinander sind. Wir müssen also nur noch (ii) ⇔ (iii) zeigen.

Ist F(p) Riemannsch, so existiert auf Γ\G eine bündelartige Metrik. Wir

können mit dem vorigen Satz o.B.d.A. voraussetzen, daß diese Metrik kano-

nisch ist. Es folgt dann direkt mit dem Satz von Alvarez Lopez und Kordyu-

kov 2.4.10 der Punkt (iii).

Ist andererseits der Punkt (iii) erfüllt, so haben wir in Lemma 2.4.8 gesehen,

daß für eine kanonische Metrik g auch immer d(?⊥(1)) = 0 gilt. Wir können

also in dieser Situation den Satz 4.7.2 anwenden und erhalten, daß p ein Ideal

in g sein muß. Also ist nach Satz 2.3.2 die Blätterung F(p) Riemannsch. 2
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4.7 Ergebnisse

Gibt es eine kanonische Metrik auf (Γ\G,F(p)), die eine Hodge-Zerlegung

liefert, so liefert natürlich auch jede andere kanonische Metrik eine Hodge-

Zerlegung.

Wir haben also gesehen, daß unter den von uns untersuchten Blätterungen

die Riemannschen Blätterungen die einzigen sind, die eine tangentiale Hodge-

Zerlegung zulassen. Die kanonischen Metriken auf den Blätterungen F(p) sind

in diesem Fall auch immer bündelartig.

95



4 Blätterungen von Nilmannigfaltigkeiten

96



Anhang

A Halbeinfache Lie-Gruppen

In diesem Anhang untersuchen wir die Blätterungen F(p) vom Typ 2.1.5 im

Fall, daß die zugrundeliegende Lie-Gruppe G halbeinfach ist. Da die halbein-

fachen Lie-Gruppen kompakt sind, können wir das Gitter im folgenden immer

als die triviale Untergruppe {e} wählen.

Wir werden sehen, daß F(p) Riemannsch ist, wenn p in einer Cartan-Unter-

algebra von g enthalten ist. Wir benutzen dazu die Konstruktion 2.3.1 zur

Berechnung der blätternden Vektorfelder von F(p).

Zuerst untersuchen wir das einfachste Beispiel einer halbeinfachen Lie-Gruppe,

G = SU(2).

Beispiel: Wir betrachten g: = su(2), die zu SU(2) gehörende, reelle Lie-

Algebra. Die Lie-Algebra g ist gegeben durch die drei Erzeugenden

X : = 1
2

(
i 0

0 −i

)
, Y : = 1

2

(
0 i

i 0

)
, Z : = 1

2

(
0 −1

1 0

)
.

Damit lassen sich die Lie-Klammern berechnen als [X, Y ] = XY − Y X =

Z, [X,Z] = −Y und [Y, Z] = X. Wir wählen als Unteralgebra p: = RZ.

Die Mannigfaltigkeit SU(2) kann mit der 3-Sphäre S3 identifiziert werden,

und die zu p gehörende Lie-Gruppe P ist äquivalent zu einem maximalen

Torus von SU(2), also zu S1. Die von uns untersuchte Blätterung ist also im
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wesentlichen eine Hopf-Faserung. Somit existiert natürlich eine bündelartige

Metrik auf dieser Blätterung.

Wir werden trotzdem noch einmal die Berechnungen aus 2.3.1 für dieses Bei-

spiel durchführen. Wir berechnen also die blätternden Vektorfelder, die senk-

recht zu den Blättern verlaufen. Wenn wir die blätternden Vektorfelder kennen,

so sehen wir, wie eine bündelartige Metrik auf (SU(2),F(p)) gewählt werden

kann.

Dazu bestimmen wir wie in der Konstruktion 2.3.1 die Lie-Klammer eines be-

liebigen Vektorfeldes, das tangential entlang der Blätter verläuft mit einem

Vektorfeld, dessen Vektoren senkrecht zu den Blättern sind. Jedes tangentiale

Vektorfeld ist von der Form hZ mit beliebigem h ∈ C∞(SU(2)) und die Vek-

torfelder, die senkrecht zu den Blättern verlaufen, sind von der Form f1X+f2Y

mit beliebigen f1 ∈ C∞(SU(2)) und f2 ∈ C∞(SU(2)). Es ist

[f1X + f2Y, hZ]

= f1h[X,Z] + f2h[Y, Z] + f1XhZ + f2Y hZ − hZf1X − hZf2Y

= −f1hY + f2hX − hZf1X − hZf2Y + (f1Xh+ f2Y h)Z

Damit das Vektorfeld f1X + f2Y blätternd ist, muß für alle h ∈ C∞(SU(2))

die Lie-Klammer [f1X + f2Y, hZ] ein tangentiales Vektorfeld ergeben. Es folgt

also, daß für blätternde Vektorfelder f1X + f2Y gelten muß:

Zf2 = −f1 und Zf1 = f2.

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

Bezeichnen wir die lokale Koordinatenfunktion, die dem Tangentialvektor Z

entspricht mit z, sowie die X bzw. Y entsprechende mit x bzw. y, so erhalten

wir, daß die blätternden Vektorfelder lokal von der folgenden Form sind:

(ξ1(x, y) cos z+ξ2(x, y) sin z)X+(−ξ1(x, y) sin z+ξ2(x, y) cos z)Y +η(x, y, z)Z.

Dabei sind ξ1 und ξ2 beliebige glatte Funktionen in x und y, sowie η eine glatte

Funktion in den Variablen x, y und z.
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Die kanonische Metrik g auf SU(2), die gegeben ist, indem wir die zu X,Y, Z ∈
su(2) = TeSU(2) gehörenden kanonischen Vektorfelder (s. 1.3.8) als Orthonor-

malbasis wählen, ist bündelartig, denn:

Seien f1X + f2Y und f̃1X + f̃2Y zwei blätternde Vektorfelder, die senkrecht

zu den Blättern verlaufen. Es ist also Zf2 = −f1, Zf1 = f2, sowie Zf̃2 = −f̃1

und Zf̃1 = f̃2.

Sei g nun die oben beschriebene kanonische Metrik. Dann ist

Zg(f1X + f2Y, f̃1X + f̃2Y )

= Z(f1f̃1 + f2f̃2)

= (Zf1)f̃1 + f1(Zf̃1) + (Zf2)f̃2 + f2(Zf̃2)

= f2f̃1 + f1f̃2 − f1f̃2 − f2f̃1 = 0.

Somit ist die kanonische Metrik g bündelartig. Also ist die Blätterung F(p)

von SU(2) Riemannsch.

Die Blätterung F(p) ist jedoch nicht transversal parallelisierbar. Wir haben

nämlich in Bemerkung 2.2.2 gesehen, daß eine transversale Parallelisierung der

Hopf-Faserung aufgefaßt als Blätterung eine Parallelisierung von S2 induzieren

würde. Die 2-Sphäre S2 ist jedoch nicht parallelisierbar.

Nun zur Untersuchung der Blätterungen beliebiger halbeinfacher Lie-Algebren.

In der allgemeinen Situation nutzen wir aus, daß die halbeinfachen Lie-Grup-

pen sich im wesentlichen in Kopien von SU(2) zerlegen lassen. Wir werden

uns einen groben Überblick über die Theorie der halbeinfachen Lie-Algebren

verschaffen. Eine genauere Beschreibung befindet sich z.B. in [Ser87] oder

in [Zel73].

Wir verwenden den folgenden Satz über die Zerlegung einer beliebigen kom-

plexen Lie-Algebra in Eigenräume. Dabei sei g eine komplexe Lie-Algebra und

t eine Cartan-Unteralgebra von g, also eine maximale kommutative Unteral-

gebra. Außerdem bezeichnen wir mit α ∈ g? die Unteralgebra

gα: = {X ∈ g | [H,X] = α(H)X ∀H ∈ t}
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als den Eigenraum von g bzgl. t zum Gewicht α. Insbesondere ist g0 = t.

Alle Gewichte α 6= 0 mit gα 6= {0} nennen wir Wurzeln von g. Die Menge

aller Wurzeln bezeichnen wir mit ∆g. Sie ist für beliebige, endlichdimensionale

Lie-Algebren g immer endlich. Außerdem gilt für alle α ∈ ∆g auch −α ∈ ∆g.

Satz 1: Sie g eine komplexe, halbeinfach Lie-Algebra und t eine Cartan-

Unteralgebra von g. Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen:

g = t⊕
⊕
α∈∆g

gα.

Die Eigenräume gα sind eindimensional für α ∈ ∆g, ebenso die Unteralgebren

tα: = [gα, g−α] ⊆ t. Es existiert also für alle α ∈ ∆g ein eindeutig bestimmtes

Hα ∈ tα mit α(Hα) = 1. Außerdem gibt es für alle α ∈ ∆g und für alle

Xα ∈ gα ein eindeutiges X−α ∈ g−α mit [Xα, X−α] = Hα, [Hα, Xα] = Xα und

[Hα, X−α] = −Xα.

Sind α, β ∈ ∆g mit α + β 6= 0, so erhalten wir außerdem [gα, gβ] = gα+β,

also ist mit zwei Erzeugenden Xα ∈ gα und Xβ ∈ gβ von g die Lie-Klammer

[Xα, Xβ] = NαβXα+β, wobei Nαβ ∈ R und Xα+β ein Erzeugendes von gα+β ist.

Dabei ist die Zahl Nαβ 6= 0 genau dann, wenn α + β ∈ ∆g gilt.

Wir erhalten also zusammenfassend für eine halbeinfache, komplexe Lie-Alge-

bra g und eine Cartan-Unteralgebra t von g die Menge der Wurzeln ∆g und

können damit eine Basis von g bilden, indem wir zu den Wurzeln α ∈ ∆g

gehörende Eigenvektoren Xα ∈ gα wählen.

Dabei können die Eigenvektoren Xα so gewählt werden, daß für alle α, β ∈ ∆g

gilt:

[Xα, X−α] = Hα, [Hα, Xα] = Xα, [Hα, X−α] = X−α,

[Xα, Xβ] =

{
0 falls α + β 6∈ ∆g

NαβXα+β falls α + β ∈ ∆g

[Hα, Xβ] = 0 für α 6= β.

Dabei sind die Zahlen Nαβ ∈ R \ {0}. Die Lie-Algebra g ist durch diese Lie-

Klammern eindeutig gegeben. Die Cartan-Unteralgebra t wird erzeugt von den

100



A Halbeinfache Lie-Gruppen

Elementen Hα mit α ∈ ∆g. Wir nennen die Basis von g bestehend aus den Hα,

und Xα mit α ∈ ∆g eine Cartan-Weyl-Basis von g bzgl. t.

Nun untersuchen wir den reellen Fall. Ist g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra,

so wählen wir eine Cartan-Weyl-Basis {Xα, Hα | α ∈ ∆g⊗C} der komplexen

halbeinfachen Lie-Algebra g⊗ C. Setzen wir für beliebige α ∈ ∆g⊗C

Cα: =
1√
2

(Xα +X−α) und Sα: =
1√
2
i(Xα −X−α),

so erhalten wir mit {iCα, iSα, iHα | α ∈ ∆g⊗C} eine reelle Basis der reellen,

halbeinfachen Lie-Algebra g, wobei

[iHα, iCα] = Sα und [iHα, iSα] = −Cα

für alle α ∈ ∆g⊗C ist.

Mit dieser reellen Darstellung der Cartan-Weyl-Basis erhalten wir im folgenden

Satz das gewünschte Resultat.

Satz 2: Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra und t eine Cartan-Unteral-

gebra von g. Sei p ⊆ t eine Unteralgebra von g. Dann gibt es eine kanonische,

bündelartige Metrik der Blätterung F(p).

Da die halbeinfachen Lie-Gruppen kompakt sind, kann das Gitter Γ hier als

{e} gewählt werden. In dieser Situation ist eine Metrik kanonisch, wenn es eine

Basis X1, . . . , Xn von g gibt, so daß in jedem Punkt g ∈ G die Vektoren der

zu den Xi mit 1 ≤ i ≤ n gehörenden linksinvarianten Vektorfeldern eine Or-

thonormalbasis von TgG in jedem Punkt g ∈ G bilden (vgl. mit der Definition

der kanonischen Vektorfelder 1.3.8).

Sei X1, . . . , Xp eine Basis von p. Wir ergänzen diese Basis zu einer Basis

X1, . . . , Xn von g. Wir haben in der Konstruktion 2.3.1 gesehen, wie die blät-

ternden Vektorfelder der Blätterung F(p) bestimmt werden können.

Wir schreiben xj für die zu Xj gehörende Koordinatenfunktion mit 1 ≤ j ≤ p.

Ein Vektorfeld
∑n

i=p+1 fiXi ist genau dann blätternd, wenn für alle 1 ≤ j ≤ p
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gilt:

∂

∂xj


fp+1

...

fn

 = Aj


fp+1

...

fn

 .

Dabei bezeichnet die Matrix Aj = (αkij)i,k die Matrix der Strukturkonstanten

von g bezüglich der von uns gewählten Basis. Es ist also [Xi, Xj] =
∑
αkijXk.

Damit die kanonische Metrik, die durch unsere Basiswahl gegeben ist, bündel-

artig ist, muß gelten:

∂

∂xj

n∑
i=p+1

f 2
i = 0⇔ (fp+1, . . . , fn)Aj


fp+1

...

fn

 = 0.

Also muß die Matrix Aj schiefsymmetrisch sein. Wir haben somit das folgende

Lemma gezeigt:

Lemma: Die kanonische Metrik, die nach Wahl einer Orthonormalbasis von g

entsteht, ist genau dann bündelartig, wenn die Matrix der Strukturkonstanten

Aj = (αkij)
n
i,k=p+1 schiefsymmetrisch ist.

Mit diesem Lemma können wir nun den Satz 2 beweisen.

Beweis von Satz 2: Wir wählen eine Basis H1, . . . , Hp von p und ergänzen

diese zu einer Basis H1, . . . , Hk von t. Dann ist −iH1, . . . ,−iHk eine C-Basis

von t⊗C, einer Cartan-Unteralgebra der komplexen halbeinfachen Lie-Algebra

g⊗ C.

Wir wählen eine Cartan-Weyl-Basis von g ⊗ C. D.h. ist ∆g = {αj, α−j | 1 ≤
j ≤ k}, so erhalten wir eine Basis mit {Hj, Xαj , X−αj | 1 ≤ j ≤ k} von g⊗ C,

so daß für 1 ≤ i 6= j ≤ k gilt:

[Xαi , Xαj ] = NαiαjXαi+αj , falls αi + αj ∈ ∆g,

[Xαi , Xαj ] = 0 sonst,

[−iHi, Xαi ] = αi(−iHi)Xαi ,
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Wir definieren Cαi und Sαi für 1 ≤ i ≤ k wie oben. Es ist mit 1 ≤ i, j ≤ k:

[Hi, iCαi ] = αi(Hi)Sαi

[Hi, iCαj ] = 0 für i 6= j

[Hi, iSαi ] = −αi(Hi)Cαi

[Hi, iSαj ] = 0 für i 6= j

[Hi, Hj] = 0.

Mit diesen Daten können wir die Matrix der Strukturkonstanten der oben

beschriebenen Lie-Klammern As = (αtrs)r,t für 1 ≤ s ≤ p und 1 ≤ r, t ≤ 2p− k
direkt angeben. Wir numerieren die Basisvektoren von g in der Reihenfolge

H1, . . . , Hk, Cα1 , . . . , Cαk , Sα1 , . . . , Sαk mit 1, . . . , 3k durch. Damit folgt für die

Strukturkonstanten αtrs mit 1 ≤ s ≤ p:

αtrs = 0 für alle 1 ≤ r, t ≤ k,

αt(k−r)s = αs(Hs) für k < r ≤ 2r und t = 2k − r,
αt(k−r)s = 0 für k < r ≤ 2r und t 6= 2k − r,
αt(2k−r)s = −αs(Hs) für k < r ≤ 2r und t = k − r,
αt(2k−r)s = 0 für k < r ≤ 2r und t 6= k − r.

Die Matrix As = (αtrs)
n
r,t=p+1 ist somit für alle 1 ≤ s ≤ p schiefsymmetrisch

und folglich ist die kanonische Metrik der Blätterung F(p), die durch die oben

beschrieben Cartan-Weyl-Basis gegeben ist, dem Lemma zufolge bündelartig.

2
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