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Einleitung

Eine p-dimensionale Bldtterung F einer n-dimensionalen, differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M ist im wesentlichen eine Zerlegung von M in eine Familie
zusammenhéngender Teilmengen, die lokal wie parallele, affine p-dimensionale

Unterrdume des R™ aussehen.

Wir werden in dieser Arbeit Bliatterungen von homogenen Mannigfaltigkeiten
untersuchen, die wie folgt gegeben sind: Sei G eine Lie-Gruppe. Durch eine
Untergruppe P von G erhalten wir eine Blétterung von G, deren Blatter von
der Form gP mit g € G sind. Teilen wir zusétzlich auch noch ein Gitter I’
aus G heraus, so erhalten wir eine Blatterung der kompakten Mannigfaltigkeit
I'\G mit den Blattern I'gP.

Ein einfaches Beispiel fiir diese Art von Blédtterungen bilden die linearen Fliisse
auf dem Torus. In dieser Situation ist G = R?, das Gitter ist [' = Z2 und P
eine Untergruppe von G der Form (o, /)R mit «, 8 € R. Wir erhalten als

Blitterung einen linearen Flufl auf dem Torus Z*\RR? mit Steigung g

&P

ABBILDUNG 1: Ein Blatt des linearen Flusses auf dem Torus, Steigung 6.
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FEinleitung

Wiihlen wir auf dem Torus die von der euklidischen Metrik auf R? induzierte
Metrik, so bleibt der Abstand benachbarter Blatter der oben beschriebenen
Blétterungen offensichtlich konstant, wenn man sich in Blattrichtung fortbe-
wegt. Metriken mit dieser Eigenschaft werden von Reinhart in [Rei59] fiir be-
liebige Blétterungen beschrieben und untersucht; er nennt solch eine Metrik
biindelartig. Blatterungen, auf denen eine biindelartige Metrik existiert, heiflen
Riemannsche Bldtterungen. Eine Riemannsche Blétterung ist also eine Blétte-
rung, auf der eine Metrik existiert, so daBl der Abstand zweier benachbarter
Blatter bzgl. dieser Metrik lokal konstant bleibt.

Auf den von uns untersuchten homogenen Mannigfaltigkeiten I"\ G erhalten wir
in natiirlicher Weise eine Metrik, indem wir uns in 7rI"\G eine Orthonormal-
basis vorgeben und diese mit der Multiplikation in GG in eine Orthonormalbasis
von Tr,I'\G fiir alle g € G {iberfithren. Wir werden solch eine Metrik kanoni-
sche Metrik nennen. Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen
eine kanonische Metrik biindelartig auf der von P induzierten Blatterung von
I'\G ist.

Nachdem wir im ersten Kapitel Grundlegendes iiber Lie-Gruppen zusammen-
getragen haben, werden wir im zweiten Kapitel die Problemstellung und die
auftretenden Begriffe praziser beschreiben und eine Antwort auf obige Frage
finden. Wir werden sehen, dafl die untersuchten Blatterungen eine kanonische,
biindelartige Metrik besitzen, wenn die Untergruppe P normal in G ist. Setzen
wir zusétzlich voraus, dafl G nilpotent ist, so erhalten wir, dafy im Fall, daf§ P

nicht normal in G ist, keine kanonische, biindelartige Metrik auf I'\G existiert.

Erginzend dazu werden wir im Anhang sehen, daf es im Fall, da3 G halbein-
fach ist, Untergruppen P von G gibt, so dafl die von P induzierte Blatterung
Riemannsch ist, jedoch P nicht normal in G ist. Wir kénnen direkt eine kano-

nische Metrik konstruieren und sehen, dafl diese biindelartig ist.

Mit diesen Ergebnissen haben wir aber noch nicht die Frage beantwortet, wann
die betrachteten Bldtterungen Riemannsch sind. Falls auf der von P in I'\G
induzierten Blédtterung keine kanonische, biindelartige Metrik existiert, kann es

dann tiberhaupt eine biindelartige Metrik auf I'\G geben? Eine Teil-Antwort
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auf diese Frage wird die Betrachtung der reduzierten Blédtterungskohomologie

liefern, die wir am Ende des zweiten Kapitels definieren.

Die Bldtterungskohomologie einer geblédtterten Mannigfaltigkeit ist gegeben
durch den Quotienten-Kokomplex aller Differentialformen auf der Mannigfal-

tigkeit nach den Differentialformen, die transversal zu den Blattern verlaufen.

Die durch diesen Kokomplex gegebene Kohomologie kann im allgemeinen un-
endlich-dimensional sein. Es ist sogar moglich, dafl sie nicht Hausdorffsch ist.
Deshalb wird auch die reduzierte Blatterungskohomologie untersucht. Das ist
der Quotient der Blidtterungskohomologie nach dem Abschlufl der Null, also

die Hausdorffsch gemachte Blatterungskohomologie.

Auflerdem fithren wir am Ende des zweiten Kapitels den Begriff der tangential
harmonischen Differentialformen ein. Dies sind die Differentialformen aus dem
oben beschriebenen Quotienten-Kokomplex, die harmonisch in Blattrichtung

sind, also im Kern eines blattweisen Laplace-Operators Ax liegen.

Roe betrachtet in [Roe87] den blattweisen Wirmeleitungsoperator e *A% von
tangentialen Differentialformen auf beliebigen, geblatterten Mannigfaltigkei-
ten. Es ist ein Wirmeleitungsoperator auf dem oben beschriebenen Quotien-
ten-Kokomplex, also die Warmeleitung in Richtung der Blétter. Roe zeigt, daf3
nach endlicher Zeit glatte tangentiale Differentialformen durch den Warmelei-
tungsoperator immer wieder in glatte tangentiale Differentialformen iiberfiihrt
werden. Alvarez-Lopez und Kordyukov zeigen in ihrem Artikel [ALKO1], dafl
fiir eine Blatterung einer kompakten Mannigfaltigkeit versehen mit einer biin-
delartigen Metrik dies nach unendlicher Zeit auch noch gilt. Sie zeigen aufler-
dem, dafl der Warmeleitungsoperator nach unendlicher Zeit eine Projektion
auf den Kern von Ax liefert. Auf diese Weise wird eine Hodge-Zerlegung der

reduzierten Blatterungskohomologie induziert.

Die Methode, die wir verwenden, um die reduzierte Kohomologie der von uns
untersuchten Blatterungen zu bestimmen, ist ein Verallgemeinerung einer Me-
thode, die von Deninger und Singhof in [DS01] auf der Heisenberg-Gruppe, dem
einfachsten Beispiel einer nilpotenten, nicht-abelschen Lie-Gruppe eingefiihrt

worden ist:



FEinleitung

Sei p die zu der Lie-Gruppe P gehorende Lie-Algebra. Die Blétterungskoho-
mologie kann in kanonischer Weise mit der Kohomologie der Lie-Algebra p mit
Koeffizienten in den glatten Funktionen auf I'\G identifiziert werden. Durch die
Zerlegung von C*(I'\G) in irreduzible Komponenten erhalten wir Teilrdume,
auf denen p operiert und auf denen sich die Lie-Algebren-Kohomologie von p
berechnen 148t. Ebenso folgt dann, dafl die reduzierte Blatterungskohomologie

mit der reduzierten Lie-Algebrenkohomologie identifiziert werden kann.

Im dritten Kapitel berechnen wir die irreduziblen Komponenten von C*(I'\G).
Mit der reguldren Darstellung erhalten wir eine Operation von G auf L*(T'\G).
Diese Darstellung konnen wir mit den Sétzen von Richardson aus [Ric71] in
irreduzible Komponenten zerlegen, die nach der Kirillov-Theorie (s. [Kir62))
bekannt sind. An dieser Stelle miissen wir voraussetzen, dafl G' nilpotent ist.
Durch einen Ubergang zu den glatten Funktionen erhalten wir die gewiinschte
Zerlegung von C*°(I'\ @) in irreduzible Komponenten und die Operationen von

p auf diesen Komponenten.

Im vierten Kapitel berechnen wir mit dem oben beschriebenen Verfahren fiir
den Fall, da3 G nilpotent ist, die oberste reduzierte Blatterungskohomologie
und vergleichen sie mit den tangential harmonischen p-Formen, wobei p =
dim P ist.

Wir erhalten Resultate, wenn wir zusétzlich voraussetzen, dafl p entweder ein-
dimensional oder rational ist. Mit Hilfe des Satzes von Alvarez-Lopez und
Kordyukov werden wir sehen, dafl unter diesen zusétzlichen Voraussetzungen
die von P induzierte Blatterung von I'\G nicht Riemannsch sein kann, wenn
P nicht normal in G ist. Also folgt, dal auf einer gegebenen Blétterung des
untersuchten Typs genau dann eine biindelartige Metrik existiert, wenn auf

ihr eine kanonische, biindelartige Metrik existiert.

Ein weiteres interessantes Ergebnis erhalten wir, indem wir die Dimension des
Raums der harmonischen p-Formen und der obersten reduzierten Kohomologie
miteinander vergleichen. Es ist leicht zu sehen, daf§ der Vektorraum der tan-
gential harmonischen p-Formen eindimensional ist, wenn die von P induzierte
Bldtterung ein dichtes Blatt in I'\G besitzt. Ist diese Blatterung Riemannsch,
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so folgt mit dem Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov auch, dafl die oberste

reduzierte Blatterungskohomologie eindimensional ist.

Besitzt die Bléatterung andererseits kein dichtes Blatt, so konnen die oberste
reduzierte Bléatterungskohomologie und der Raum der harmonischen p-Formen
auch unendlichdimensional sein. So ist z.B. die oberste reduzierte Kohomolo-
gie einer Blatterung, die durch einen linearen Flufl auf dem Torus gegeben
ist, genau dann unendlichdimensional, wenn der Fluf} eine rationale Steigung
besitzt.

Falls die von P induzierte Blatterung nicht Riemannsch ist, so miissen die Ko-
homologie und der Raum der harmonischen Formen nicht mehr miteinander
iibereinstimmen. Wir werden sehen, dafl die oberste reduzierte Bléatterungsko-
homologie im Fall, da} P eindimensional und nicht normal in G ist, immer
unendlichdimensional ist, unabhéngig davon, ob die von P induzierte Blétte-
rung ein dichtes Blatt in I'\G besitzt oder nicht. Der Raum der harmonischen

1-Formen dagegen ist in dieser Situation immer eindimensional.

Schliellich werden wir an einem Beispiel sehen, dafl sich die genannten Resul-
tate nicht ohne weiteres auf beliebige, hoherdimensionale Blétterungen iiber-

tragen lassen.

Der Grund liegt darin, daf§ sich in manchen Situationen die reduzierte Blétte-
rungskohomologie und der Raum der tangential harmonischen Formen nicht
verdndern, wenn wir statt der von P in I'\G induzierten Blitterung die von
P/HNPin (I'/HNT)\(G/H) induzierte Blitterung betrachten, wobei H ein
beliebiger, rationaler Normalteiler von G ist. Dennoch koénnen diese beiden
Blatterungen offensichtlich geometrisch vollkommen verschiedene Eigenschaf-

ten besitzen.

Wir werden jedoch auch sehen, dafl wir nach Wahl einer kanonischen Me-
trik die Berechnung der tangential harmonischen Formen und der reduzierten
Blatterungskohomologie beliebigdimensionaler Blatterungen oft auf den Fall

der eindimensionalen Untergruppe P zuriickfithren kénnen.

Ein Vergleich der tangential harmonischen p-Formen mit der obersten reduzier-
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ten Blatterungskohomologie liefert somit in vielen Féllen direkt geometrische

Aussagen iiber die untersuchten Bldtterungen.

viil



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Wir mochten in dieser Arbeit Blédtterungen auf bestimmten homogenen Man-
nigfaltigkeiten untersuchen. Eine Blitterung ist eine zusétzliche Struktur auf
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Den Begriff der Blatterung werden wir
im néchsten Kapitel genauer definieren. In diesem Kapitel beschreiben wir erst
einmal die Mannigfaltigkeiten, auf denen wir dann diese zusétzliche Struktur

untersuchen werden.

Eine Lie-Gruppe bezeichnen wir immer mit Groflbuchstaben, z.B. G und die
zugehorende Lie-Algebra mit kleinen Frakturbuchstaben, also die zu G ge-
horende Lie-Algebra mit g. Wir betrachten nur zusammenhéngende, einfach

zusammenhédngende, reelle Lie-Gruppen endlicher Dimension.

Die néchsten beiden Abschnitte stellen einen kurzen, allgemein gehaltenen
Uberblick iiber die von uns im folgenden verwendete Theorie dar. Eine detail-
lierte Einfithrung findet sich z.B. im ersten Kapitel von [CG90].

1.1 Nilpotente Lie-Algebren

Sei g eine Lie-Algebra iiber R. Wir werden sehen, dafl bei unseren Betrachtun-
gen nilpotente Lie-Algebren eine gesonderte Rolle spielen. Deshalb definieren

wir zuerst diese spezielle Klasse von Lie-Algebren.

1.1.1 Definition: Die aufsteigende Zentralreihe von g ist gegeben durch eine
Folge von Idealen go:= {0} und g;:={X € g | [g,X] C g;—1} fir i € N. Eine



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Lie-Algebra g heifit nilpotent, wenn es eine Zahl n € IN gibt, so dafl g,, = g ist.
Wir nennen Z(g):=g¢1 ={Z € g [g,Z] = 0} das Zentrum von g.

Das einfachste Beispiel einer nilpotenten, nicht-abelschen Lie-Algebra ist die
Heisenberg-Algebra. Sie ist die dreidimensionale Lie-Algebra mit den Erzeugen-
den X, Y und Z, wobei Z das Zentrum von g erzeugt und die Lie-Klammer
in g gegeben ist durch [X,Y] = Z.

1.1.2 Bemerkung: Jede Unteralgebra und jeder Quotient einer nilpotenten

Lie-Algebra ist offensichtlich wieder nilpotent.

Wir werden im folgenden immer voraussetzen, dafl die betrachteten Lie-Grup-
pen zusammenhdngend und einfach zusammenhéngend sind. Eine nilpotente
Lie-Gruppe G ist unter dieser Bedingung eine Lie-Gruppe, deren zugehorige

Lie-Algebra g nilpotent ist.

1.2 Die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel

Jede (zusammenhéngende und einfach zusammenhéngende) nilpotente Lie-
Gruppe ist auch exponentiell, d.h. die Exponentialabbildung exp von einer
nilpotenten Lie-Algebra g in die dazu gehorende Lie-Gruppe G ist ein Diffeo-
morphismus. Die Umkehrabbildung von exp heifit Logarithmus und wird mit

log bezeichnet.

Im allgemeinen Fall ist die Exponentialabbildung nicht mehr injektiv. Es gibt

jedoch immer eine kleine Umgebung U der 0 in g, auf der exp invertierbar ist.

Mit der Exponentialfunktion und dem Logarithmus kénnen wir aus der Lie-
Klammer als Operation auf der Lie-Algebra das Produkt der Lie-Gruppe er-

halten. Wir definieren zuerst ein spezielles Produkt in der Lie-Algebra.

1.2.1 Definition: Sei g eine Lie-Algebra zusammen mit einer Exponential-
abbildung exp: g — G. Dann gibt es eine Umgebung U C g der 0, so dafl

exp auf U invertierbar ist. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung von exp auf



1.2 Die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel

U auch mit log.
Fiir X,Y € U definieren wir X * Y: = log(exp X - expY).

Die Abbildung x: U x U — g ist analytisch. Das Produkt X Y ldt sich aus-
schlieflich als Reihe von Kommutatoren von X und Y darstellen. Fiir beliebige

Lie-Algebren gilt lokal die sogenannte Campbell-Baker-Hausdorff-Formel:

1.2.2 Satz: Sei U C g eine Umgebung der 0, in der exp invertierbar ist. Fiir
beliebige X,Y € U gilt:

XxY = Z(_l)nﬂ-

n
n>0

(Z?:l( i i>>_1 p1 q1 Pn n—1
2 pﬂqﬂ?..pf!qn! (adx )" (ady)™ ... (adx )" (ady )" Y

p;+q;>0
1<i<n

Dabei ist fiir V' € g die adjungierte Darstellung ady von g gegeben durch
ady (W): = [V, W] fiir alle W € g.
Ist ¢, = 0, so ist in der obigen Formel (adx)?"(ady )Y als (adx)P~! zu

lesen.

In dem Fall, dafl exp:g — G ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung
log ist, stimmt das von uns definierte *-Produkt mit dem Produkt in der
Lie-Gruppe iiberein. Fiir jede nilpotente Lie-Algebra g liefert die Exponen-
tialfunktion einen Diffeomorphismus auf ganz g. Wir konnen also im obigen
Satz U = g wahlen. Somit haben wir eine Moglichkeit gefunden, das Pro-
dukt in einer nilpotenten Lie-Gruppe iiber Lie-Klammern in der zugehétrigen

Lie-Algebra auszudriicken.

Die adjungierte Darstellung ad wie oben beschrieben ordnet jedem Element
der Lie-Algebra X € g eine Operation [X, -] auf der Lie-Algebra g zu. Ebenso
1aBt sich eine adjungierte Darstellung der Lie-Gruppe G definieren.

1.2.3 Definition: Fiir g € G sei a,: h — ghg™' ein innerer Automorphismus
von G. Die Ableitung von a im Einselement e von G, also T¢.(c,): g — g liefert

fiir jedes g € GG eine Operation auf der Lie-Algebra g. Die Abbildung, die ein
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gegebenes Element g € G auf die zugehorige Operation auf g abbildet heift
die adjungierte Darstellung der Lie-Gruppe G und wird mit Ad bezeichnet.
Wir schreiben Ad, fiir das Bild von g € G unter der adjungierten Darstellung.

Die adjungierte Darstellung geniigt der folgenden Gleichung:
exp(Ady(X)) = ay(expX) firallege G, X €g.

Also ist Adexp x(Y) = X «Y « (—X) fir X,Y € U. Wir erhalten damit direkt
aus der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2:

o

1 a
Adepr(Y) = Z E(adX)kY =e dXY
k=0
Im dritten Kapitel werden wir die besondere Bedeutung der adjungierten Dar-
stellung bei der Untersuchung der Darstellungen einer nilpotenten Lie-Gruppe
erkennen. Hier haben wir erst einmal eine Formel erhalten, die einen Zusam-

menhang zwischen der adjungierten Darstellung der Lie-Gruppe Ad und der

adjungierten Darstellung der Lie-Algebra ad herstellt.

1.3 Gitter in Lie-Gruppen

Lie-Gruppen sind i.a. nicht kompakt. Die meisten der von uns im folgenden
untersuchten Aussagen iiber Blétterungen gelten jedoch nur auf kompakten
Mannigfaltigkeiten. Wir konnen viele Lie-Gruppen kompakt machen, indem

wir eine passende Untergruppe herausteilen.

Dieser Abschnitt besteht aus einer Zusammenfassung der fiir uns relevan-
ten Definitionen und Ergebnisse aus [Mal51]. In den ersten beiden Kapiteln
von [Rag72] befindet sich eine ausfiihrliche Zusammenstellung dieser Resulta-

te. Fiir Details und Beweise sei auf diese Quelle verwiesen.

1.3.1 Definition: Sei G eine Lie-Gruppe. Eine diskrete Untergruppe I" von

G heifit Gitter, wenn ein endliches, invariantes Mafl auf I'\G existiert.

Nicht jede Lie-Gruppe besitzt ein Gitter. Wir geben ein zweidimensionales

Beispiel an.



1.3 Gitter in Lie-Gruppen

1.3.2 Beispiel: Sei g die zweidimensionale Lie-Algebra mit den Erzeugenden
X und Y, so da [X,Y] = Y ist. Die zu g gehorende Lie-Gruppe G ist die
Gruppe der affinen Transformationen, G = Aff. Diese Lie-Gruppe enthélt kein
Gitter.

Die Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe G konnen auch auf eine andere Weise

beschrieben werden.

1.3.3 Definition: Eine Untergruppe I' C G heifit uniforme Untergruppe von
G, wenn I'\G kompakt ist.

Es ist leicht einzusehen, dafl eine diskrete uniforme Untergruppe ein Gitter ist.

Andererseits gibt es jedoch Gitter, die nicht notwendigerweise uniform sind.

Anders ist die Situation jedoch bei nilpotenten Lie-Gruppen. Ist G nilpotent, so
ist eine diskrete Untergruppe I' von G genau dann ein Gitter, wenn sie uniform
ist. Die Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe sind also genau die kokompakten

diskreten Untergruppen.

Ist T' ein Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe G, dann kénnen wir eine Basis
der zugehorigen Lie-Algebra g mit Hilfe von log(I") so wéhlen, dafl g ratio-
nale Struktur-Konstanten besitzt (s. [Mal51]). Das heifit: Es gibt eine Basis
Xi,..., X, von g, so dal gg: = QX; @ ... ® QX,, eine rationale Unteralgebra
von g ist und g = gqg ® R gilt.

Es gilt sogar, daf§ eine nilpotente Lie-Algebra g genau dann rationale Struktur-
konstanten besitzt, wenn sie ein Gitter enthélt (vgl. auch: [CG90, Kapitel 5]
oder [Rag72, Kapitel II]). Ist G eine einfach zusammenhingende, nilpotente
Lie-Gruppe der Dimension n, so wird jedes Gitter I' in G von n Elementen
erzeugt. Fassen wir nun die Ergebnisse iiber Gitter nilpotenter Lie-Gruppen

zusaminern.

1.3.4 Satz: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe. Eine diskrete Untergruppe I'
von (G ist genau dann ein Gitter in G, wenn eine der folgenden, dquivalenten

Bedingungen erfiillt ist.
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(i) T ist eine uniforme Untergruppe von G.
(ii) Es gibt eine Basis Xi,..., X, der zu G gehoérenden Lie-Algebra g mit

rationalen Struktur-Konstanten, mit der gilt:
I' ={exp(m1Xy) - ... exp(m,X,) | m; € Z fir 1 <i<n}.

Wir bezeichnen eine Basis X7, ..., X, von g wie in (ii) als Basis mit rationalen

Strukturkonstanten beziglich logT'.

Mit der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 folgt eine Aussage iiber die

Form von logI'.

1.3.5 Korollar: Sei I' C G ein Gitter einer nilpotenten Lie-Gruppe G und
Xy, ..., X, eine Basis von g mit rationalen Strukturkonstanten beziiglich log I".
Dann gibt es rationale Polynomfunktionen ¢;: R — R mit 1 < ¢ < n, so dafl

log I gegeben ist durch

logl'={q1(my,...,mp) X1+ ...+ qu(my,...,mp) X, | m; € Z fiir 1 <i <n}.

Die Projektion in einen Quotienten ergibt unter gewissen Voraussetzungen wie-
der eine uniforme Untergruppe, wie wir mit dem folgenden Satz sehen werden
(vgl. [Rag72, Theorem 1.13]). Durch Induktion iiber die aufsteigende Zentral-

reihe 1483t sich der Satz 1.3.4 mit Hilfe dieses Satzes beweisen.

1.3.6 Satz: Sei G eine Lie-Gruppe, H eine abgeschlossene, normale Unter-
gruppe und I eine diskrete Untergruppe von GG. Wir bezeichnen die Projektion
mit pr: G — G/H. Dann gilt:
(i) Wenn I'N H uniform in A ist und I' uniform in G, dann ist pr(I") uniform
in G/H und T'H ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.
(i) Wenn I' N H uniform in A und pr(I') uniform in G/H ist, dann ist T’

uniform in G.

Um die Aussage des obigen Satzes auf nilpotente Lie-Gruppen anwenden zu

konnen, bendtigen wir erst noch eine Definition.



1.3 Gitter in Lie-Gruppen

1.3.7 Definition: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und I' ein Gitter von G.
Die zu G gehorende Lie-Algebra bezeichnen wir mit g. Wir nennen eine Unter-
gruppe H von G rational, wenn es eine Basis X7, ..., X} der zu H gehorenden
Lie-Algebra b gibt, die zu einer Basis Xi,..., X, von g fortgesetzt werden

kann, die rational beziiglich log I ist.

Wenn G nilpotent und I ein Gitter in G ist, so ist auch I' N H ein Gitter in H,
wenn H ein rationales Ideal ist. Denn h besitzt in diesem Fall eine Basis, die
rational beziiglich des Gitters logI' N b ist. Mit Satz 1.3.6 folgt also: Wenn H
ein rationales Ideal von G und I' ein Gitter in G ist, dann ist auch pr(I") ein
Gitter in G/H.

Wir méchten im folgenden die Mannigfaltigkeiten I'\G mit einer bestimmten
Art von Metrik versehen, der kanonischen Metrik. Diese Metrik entsteht in
natiirlicher Weise durch die Wahl einer Basis von g. Wir beschreiben zuerst,
wie wir aus einem Element X € g ein Vektorfeld auf I'\G erhalten (vgl. [Poo81,
Seite 38f]).

1.3.8 Konstruktion: Sei G eine Lie-Gruppe, I" ein Gitter von G und g die zu
G gehorende Lie-Algebra. Wir wahlen ein Element X € g und konstruieren zu
diesem Element ein Vektorfeld auf I'\G wie folgt:

Nach Definition ist g = T.G, wobei e € G das Einselement bezeichne. Mit
X erhalten wir ein linksinvariantes Vektorfeld X durch Xg: = T.L,X, wobei
Ly,:G — G die Multiplikation von links mit ¢ € G bezeichne, es ist also
L,(h) =g - h fir alle h € G.

Sei pr: G — I'\G die Projektion. Dann ist fiir g € G durch T, pr(X,) ein Vek-
torfeld auf T'\G gegeben. Wir nennen dieses Vektorfeld das zu X gehorenden
kanonische Vektorfeld und bezeichnen es auch wieder mit X.

Eine andere Beschreibung des zu X gehorenden kanonischen Vektorfelds er-

halten wir mit der folgenden Rechnung. Es ist:

T, pr(Xg) =T,prol. L, X = % proL, oexp(tX).
t=0



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

1.3.9 Definition: Sei G eine Lie-Gruppe und I" ein Gitter von G. Auflerdem
sei Xq,..., X, eine Basis der zu GG gehtrenden Lie-Algebra g. Wir erhalten eine
Riemannsche Metrik von I'\G, wenn wir voraussetzen, daf} in jedem Punkt
I'g € I'\G die Vektoren der von der Basis Xi, ..., X, induzierten kanonischen
Vektorfelder eine Orthonormalbasis von Tr,I'G bilden. Wir nennen die Metrik,
die wir auf diese Art erhalten kanonische Metrik von I'\G bzgl. der Basis
X, X,

1.4 Die Kohomologie einer Lie-Algebra

In diesem Abschnitt definieren wir die Kohomologie einer Lie-Algebra. Eine
Motivation der folgenden Konstruktion findet sich z.B. in [Kna88, Kapitel IV].
Wir verschaffen uns hier nur einen allgemeinen Uberblick mit besonderem Au-

genmerk auf den Fall der nilpotenten Lie-Algebra.

Sei g eine reelle Lie-Algebra. Wir bezeichnen einen Homomorphismus 7 von g
in die Gruppe der linearen Operationen auf einem reellen Vektorraum V' als
Darstellung. Durch eine Darstellung erhalten wir eine g-Modul-Struktur auf

dem Vektorraum V.

In Kapitel 3.2 werden wir eine spezielle Klasse von Darstellungen — die unitiaren
Darstellungen — noch genauer beschreiben und untersuchen. Zunéchst definie-
ren wir jedoch fiir i« € N U {0}

C'(g; V): = Homg (A'g; V)

und den Homomorphismus d*: C%(g; V) — C*™l(g; V), der fiir a € C(g; V)
und Xy, ..., X;11 € g gegeben ist durch

diOé(Xl VAN Xi+1)
i+1
= Z(—l)j+17T<Xj)()é(X1 VANPIRIAN Xj VANPIRIAN Xi-l—l)

7j=1
D (=1 F([XG, X A X A L AXGA AKX A LA Xig).

Jj<k



1.4 Die Kohomologie einer Lie-Algebra

Eine einfache Rechnung zeigt, daf (C*(g; V'), d") ein Kokettenkomplex ist. So-

mit konnen wir die i-te Kohomologie definieren als

Hi(g; V): = Kernd'/ Bildd"".

1.4.1 Bemerkung:

e Wir haben uns bei der Definition auf reelle Vektorrdume beschrankt. Ge-
nauso 1t sich aber auch die Kohomologie mit Koeffizienten in komplexen
Vektorrdumen definieren. Wenn Vg die Komplexifizierung des reellen Vek-
torraums V' ist, so ist die Operation von g auf Vg = V ® C in natiirlicher

Weise durch die Operation von g auf V' gegeben und es gilt:
H'(g; Vo) = H'(g; V) ® C.

e Zwischen den reellen Vektorrdumen Hompg(A’g;V) und V @ A'g* gibt es
einen natiirlichen Isomorphismus. Wir werden im folgenden zwischen diesen
beiden Mengen nicht mehr unterscheiden.

e Ist V unendlichdimensional, so ist die Lie-Algebren-Kohomologie im allge-
meinen auch nicht mehr endlichdimensional.

e [st V ein topologischer Vektorraum, so erhalten wir in natiirlicher Weise ei-
ne Topologie auf der Lie-Algebren-Kohomologie H'(g; V). Wir definieren in
diesem Fall die reduzierte Lie-Algebren-Kohomologie H'(g; V') als die Haus-
dorffsch gemachte Lie-Algebren-Kohomologie, also

H'(g;V): = Kernd'/Bild di~*.

Von Dixmier wurde die Dimension der Kohomologie einer nilpotenten Lie-
Algebra genauer untersucht. Er beweist in [Dix55] den folgenden Satz. Dabei
sagen wir abkiirzend von einem g-Modul W, dafl er in einem g-Modul V' ent-

halten ist, wenn W Quotient eines Untermoduls von V ist.

1.4.2 Satz: Sei g eine n-dimensionale, nilpotente Lie-Algebra und V' ein end-

lich-dimensionaler g-Modul.



1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

1. Wenn V keinen trivialen Untermodul enthélt, so ist dim H'(g;V) = 0
fir alle : € NU {0}.

2. Wenn V einen trivialen Untermodul enthilt, so ist dim H'(g; V') > 2 fiir
0 <i<mnund dimH'(g; V) =1 fiir i = 0, n.

Jede reelle Lie-Algebra g operiert trivial auf R, somit wird R selbst zu einem
trivialen g-Modul. Die Kohomologie H'(g;R) wird abkiirzend mit H'(g) be-
zeichnet. Aus dem obigen Satz von Dixmier erhalten wir direkt das folgende

Korollar.

1.4.3 Korollar:  Sei g eine n-dimensionale nilpotente Lie-Algebra. Dann ist
die Dimension der Kohomologie dim H(g) > 0 fiir 0 < i < n.
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2 Blatterungen

2.1 Riemannsche Blatterungen

Wir werden in diesem Abschnitt allgemein definieren, was eine Blatterung ist,
sowie die fiir uns im folgenden relevanten Beispiele konstruieren. Eine allge-
meine Einfiihrung in die Theorie der Blatterungen befindet sich z.B. in dem
Buch [Ton88], oder in dem Artikel [Law74]. Nachdem wir die Blédtterungen, die
wir spéter genauer betrachten wollen, definiert haben, werden wir die Vektor-
felder auf geblatterten Mannigfaltigkeiten genauer untersuchen und den Begrift

der Riemannschen Blétterung einfithren (vgl. [Rei59]).

2.1.1 Definition: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Eine Bldtterung F der Dimension p und der Kodimension ¢ = n —p von M
ist eine Zerlegung {L,}aeca von M in zusammenhéngende Teilmengen L mit

der folgenden Eigenschaft:
Fiir jeden Punkt x € M gibt es eine offene Umgebung U und eine Karte

p:U — RP x R, so daB fiir jede Teilmenge L, die Zusammenhangskompo-
nenten von U N L, durch die Gleichungen ¢(y) = (a, by, ...,b,) € R? x R? mit
Konstanten by, . . ., b, gegeben sind. Solche Karten ¢ heiflen Biindelkarten. Die
Teilmengen L, heiflen die Bldtter von F.

2.1.2 Beispiel: Sei m: M — B ein lokaltriviales Biindel mit Faser F. Die
Fasern 7—!(b) & F iiber den Punkten b € B liefern die Blitter einer Blitterung

11



2 Bléatterungen

von M. Die Biindelkarten sind die lokalen Trivialisierungen der Faserung.

Die lokaltrivialen Faserungen liefern also schon eine grofie Klasse von Beispielen
fiir Blatterungen. Es gibt jedoch auch sehr viel Beispiele von Blatterungen, die
keine Faserungen sind, wie z.B. die Blédtterungen auf dem Torus, die einem
Flufl mit irrationaler Steigung entsprechen. Wir werden in dieser Arbeit eine
spezielle Klasse von Blédtterungen untersuchen, die eine Verallgemeinerung der

linearen Fliisse auf dem Torus darstellen.

Eine Blatterung ist durch die an die Blétter tangentialen Vektoren eindeutig
gegeben. Wir schreiben T, F:= T,L, C T,M fiir den Untervektorraum der
in x € M an das Blatt L, mit + € L, tangentialen Vektoren und TF:=

Users T F.

Mit dem folgenden, fundamentalen Satz von Frobenius erhalten wir eine not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl ein Untervektorbiindel F' des
Tangentialbiindels T'M die Tangentialvektoren einer Blatterung liefert. Wir
nennen ein Vektorbiindel F' C T'M wollstindig integrabel, wenn es eine Blétte-
rung F von M gibt mit F' = TF. Der Satz von Frobenius (vgl. z.B. [Ste83,
Kapitel I1I, Theorem 5.1}) liefert eine leichter nachzupriifende, dquivalente Be-

dingung zur vollstdndigen Integrabilitéit eines Untervektorbiindels.

2.1.3 Satz von Frobenius: Ein Untervektorbiindel F' des Tangentialbiindels

TM ist genau dann vollstandig integrabel, wenn die glatten Vektorfelder aus
I'(M, F) eine Lie-Unteralgebra von I'(M, T M) bilden.

Betrachten wir als zugrundeliegende Mannigfaltigkeit eine Lie-Gruppe G, so
sehen wir, dal durch eine Unteralgebra p der zu G gehorenden Lie-Algebra
g = T.G ein vollsténdig integrables Untervektorbiindel und damit eine Blétte-
rung gegeben ist. Blatterungen dieser Art werden wir im folgenden genauer

untersuchen. Zuerst beschreiben wir jedoch diese Blatterungen préziser.

2.1.4 Konstruktion: Sei G eine zusammenhéingende, einfach zusammenhén-
gende Lie-Gruppe. Eine Untergruppe P von G liefert eine Blédtterung von G
mit Blédttern der Form gP fiir g € G.

12



2.1 Riemannsche Blétterungen

Wir kénnen eine Verallgemeinerung dieser Konstruktion verwenden, um Bl&t-

terungen auf kompakten Mannigfaltigkeiten zu erhalten.

2.1.5 Konstruktion: Seil C G ein Gitter in G. Wir konstruieren eine Blétte-
rung auf der kompakten Mannigfaltigkeit M:= I"'\G. Die Algebra der Vektor-
felder I'(M, T M) identifizieren wir mit C*°(M) ® g. Dazu wihlen wir eine
Basis X3, ..., X, von g. Bezeichnen wir die dazu gehtérenden kanonischen Vek-
torfelder mit X, ..., X;, so liefert die Abbildung 3" f;X; — S f; ® X, den
gewiinschten Isomorphismus. Mit dieser Identifikation sehen wir direkt mit
dem Satz von Frobenius 2.1.3, dal eine Unteralgebra p der Lie-Algebra g von
G ein vollstandig integrables Untervektorbiindel des Tangentialbiindels, also
eine Blatterung F(p) der homogenen Mannigfaltigkeit M induziert. Die Bldtter
dieser Bléatterung sind von der Form I'gP fiir beliebige g € GG, wobei P die zu
p gehorende Lie-Gruppe bezeichne.

Wir werden im folgenden auf dieser Art von Blétterungen Metriken unter-
suchen, deren Orthonormalvektoren in Richtung der Bléatter aus einer fest
gewihlten Basis von p hervorgehen — eine Beschreibung, die wir in der fol-

genden Definition noch prézisieren werden.

2.1.6 Definition: Sei (I'\G, F(p)) eine geblitterte Mannigfaltigkeit, wie wir
sie in 2.1.5 beschrieben haben. Wir nennen eine Metrik g auf I'\M tangen-
tial kanonisch, wenn es eine Basis Xi,..., X, von p gibt, so dafl die zu den
entsprechenden kanonischen Vektorfeldern (s. 1.3.8) gehorenden Vektoren in
jedem Punkt I'h von I'\G eine Orthonormalbasis von T, F(p) bzgl. g bilden.

Offenbar fiihrt der Begriff der Blétterungen zwangsléaufig zu einer Unterschei-
dung zwischen Tangentialvektoren in Richtung der Blédtter und Tangential-
vektoren transversal zu den Bléattern. Diese beiden verschiedenen Arten von
Vektoren wollen wir im folgenden genauer untersuchen, um einen tieferen Ein-

blick in die Struktur einer gegebenen Blatterung zu erhalten.

Dazu beschreiben wir zunéchst die Vektorfelder, die transversal in Richtung

der Blitter liegen. Wir betrachten dabei die Aquivalenzklassen von Vektoren

13



2 Bléatterungen

in dem Quotienten T'M /T F, dem Normalenbiindel der Bldtterung.

2.1.7 Definition: Das Quotientenvektorbiindel TF+:= TM/TF heifit das
transversale Biindel der Blatterung F. Fiir ein gegebenes Vektorfeld X &
(M, TM) heiBt das Vektorfeld X € TF*, das von X repriisentiert wird,

das zu X gehorende transversale Vektorfeld.

Wir mochten untersuchen, ob die Abstidnde zweier benachbarter Blétter lo-
kal konstant bleiben. Dafiir betrachten wir eine spezielle Art von Metrik, die
von Reinhart in [Rei59] eingefiihrt worden ist. Die Begriffe, die wir bendtigen,
um diese spezielle Art von Metrik auf geblatterten Mannigfaltigkeiten zu be-
schreiben, haben ihren Ursprung im Fall der Bléatterung durch eine lokaltriviale
Faserung. Wir untersuchen zuerst diese Blédtterungen, um eine Motivation fiir

die Begriffsbildung im allgemeinen Fall zu erhalten.

Sei m: M — B eine lokaltriviale Faserung mit Faser F'. In einer Umgebung
eines Punktes © € M gibt es eine lokale Trivialisierung von M, d.h. es gibt
eine offene Umgebung U von x, die wir mit U; x U, identifizieren kénnen, so
daB U; eine offene Umgebung eines Punktes z; in F' ist und U, eine offene
Umgebung eines Punktes x5 in B ist. Der Tangentialraum von M an z zerfallt
in eine direkte Summe T, M = T, F & T,,B. Dabei entsprechen die Vektoren
in T({x1} x Uy) den Vektoren des transversalen Biindels. Es gibt also einen
natiirlichen Isomorphismus zwischen der Menge der transversalen Tangenti-
alvektoren Ty]:L und den Vektoren in T,,B, wobel y = (y1,y2) € Uy x U,
ist.

Existiert eine Riemannsche Metrik ¢’ auf TU; C TF und eine Riemannsche
Metrik ¢” auf TU; C T'B, so erhalten wir eine Metrik g auf TU C T'M durch
gy(v1+w1, v2+ws) = gy, (v1,v2) +g,, (w1, w2), wobei v; € T, Uy und w; € Ty, Uy
ist fir i = 1,2 und y = (y1, y2) € Uy x Us. Mit einer Zerlegung der Eins kénnen
wir die so erhaltene Metrik auf ganz M fortsetzen und machen somit M zu
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Wenden wir die so konstruierte Metrik

auf Vektorfelder an, die senkrecht zu den Bléttern verlaufen und in Richtung
der Blétter konstant sind, also auf Vektorfelder X7, Xy € I'(M, T M), die lokal

14
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von der Form X;(y1,vy2) = (0, X/ (y2)) € T,,, F ®T,, B fiir i = 1,2 sind, so sehen

wir, daf} die Funktion

(Y1, 92) — g(yl,y2)(X1<y17 Y2), Xo(y1,12)) = 9;//2 (X{'(yg), XQI(QZ))

unabhéngig von y; ist. Wir sagen, dafl die Metrik g konstant in Richtung der
Blitter ist.

Diese Art von Metrik wurde von Reinhart in [Rei59] auf Bliatterungen verallge-
meinert, die nicht notwendigerweise lokaltriviale Faserungen sein miissen. Wir
werden sehen, dafl die Bléatterungen, auf denen eine solche Metrik existiert, be-
sondere geometrische Eigenschaften haben: die Abstdnde zwischen einzelnen
Blattern bleiben lokal konstant. Wir verwenden im folgenden die Bezeichnun-
gen von Molino [Mol75].

Bei beliebigen Bléatterungen 148t sich nicht von einer Metrik auf dem Quoti-
enten TF* auf eine Metrik schlieBen, die konstant in Richtung der Blitter
ist. Im Fall einer lokaltrivialen Faserung haben alle transversalen Vektorfelder,
die konstant in Richtung der Blédtter sind, die Eigenschaft, dafl sie Blitter in
Blatter iiberfiihren. In der allgemeinen Situation haben nicht mehr alle trans-
versalen Vektorfelder diese Eigenschaft. Vektorfelder mit dieser Eigenschaft
nennen wir blatternde Vektorfelder. Sie werden in der Literatur auch infini-
tesimale Automorphismen genannt. Die zu diesen Vektorfeldern gehorenden

Fliisse iiberfithren Blétter in Blatter, wie wir direkt an der Definition sehen.

2.1.8 Definition: Ein Vektorfeld X € I'(M,TM) heifit bldtternd, wenn fiir
alle Y € I'(M,TF) die Lie-Klammer [X,Y] € I'(M,TF) ist. Die Menge der
blitternden Vektorfelder bildet eine Unteralgebra von I'(M, T'M), die Molino
mit L(M,F) bezeichnet.

Aus der Unteralgebra L(M, F) der blatternden Vektorfelder teilen wir noch die
Vektorfelder heraus, die tangential in Richtung der Blétter sind. Wir erhalten

so die zugehorigen transversalen Vektorfelder.

2.1.9 Definition: Die Menge der zu den X € L(M,F) gehorenden trans-
versalen Vektorfeldern ist eine Quotientenalgebra, die Molino mit [(M, F) be-
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zeichnet.

Nun konnen wir den Begriff der biindelartigen Metrik auf beliebigen geblétter-
ten Mannigfaltigkeiten einfithren. Bldtterungen, die eine biindelartige Metrik

besitzen, werden Riemannsche Bléatterungen genannt.

2.1.10 Definition: Sei (M, F) eine geblitterte Mannigfaltigkeit und U C M
eine offene Teilmenge. Eine glatte Funktion f:U — R heifit basisch, wenn
fir alle Vektorfelder Z € I'(M,TF) die Ableitung Zf = 0 ist, d.h. wenn f
konstant in Richtung der Blatter ist.

Eine bindelartige Metrik g.: T, M x T,M — R ist eine Metrik auf der ge-
blatterten Mannigfaltigkeit (M, F), so dafl auf allen offenen Mengen U C M
und allen blédtternden Vektorfeldern X und Y auf U, die zusétzlich auch noch
senkrecht zu den Bléttern verlaufen, die Funktion z — ¢,(X(x),Y (z)) von U
nach R basisch ist.

Die Blatterung F auf M heifit Riemannsch genau dann, wenn eine biindelartige
Metrik auf (M, F) existiert.

Vergleichen wir diese Definition mit unseren Betrachtungen der lokaltrivialen
Faser-Biindel 7m: M — B als Blétterungen (vgl. 2.1.2), so erkennen wir den
Ursprung der obigen Begriffe. Die basischen Funktionen sind diejenigen, die
induziert von Funktionen auf B sind. Ebenso 148t sich, wie wir oben auch

gesehen haben, der Ursprung des Begriffs der biindelartigen Metrik erklaren.

In seiner Arbeit [Reib9] gibt Reinhart eine anschauliche Beschreibung der Rie-
mannschen Blatterungen an. Wir kénnen dquivalent zur Existenz einer biindel-
artigen Metrik auch fordern, dafl die Entfernungen zwischen zwei Bléttern lokal

konstant sein miissen.

2.1.11 Satz: ([Reib9]) Sei (M, F) eine geblitterte Mannigfaltigkeit. Eine Rie-
mannsche Metrik g auf M ist genau dann biindelartig, wenn jede Geodéti-
sche die senkrecht beziiglich ¢ zu einem Blatt startet, jedes Blatt senkrecht

beziiglich g schneidet.
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2.2 Transversal parallelisierbare Blédtterungen

Die Riemannschen Blétterungen sind dann von Molino in [Mol75] weiter klas-
sifiziert worden. Er setzte diesen Typ von Bléatterungen in Verbindung mit zwei
weiteren Arten von Blatterungen, den transversal parallelisierbaren Blétterun-
gen und den Lie-Blétterungen. Diese Blédtterungen werden wir im folgenden

noch konkreter untersuchen.

2.2 Transversal parallelisierbare Blatterungen

Eine Spezialfall einer Riemannschen Blatterung liegt vor, wenn die untersuch-
te Blatterung eine transversale Struktur besitzt, d.h. wenn die blatternden
Vektorfelder das transversale Biindel TF* erzeugen. Wir definieren die sog.

transversalen Parallelisierungen.

2.2.1 Definition: Sei (M, F) eine geblitterte Mannigfaltigkeit. Eine transver-
sale Parallelisierung der Blatterung F besteht aus transversalen Vektorfeldern
Vi,...,Vy € I(M, F) repriisentiert durch blitternde Vektorfelder Vi,...,V, €
L(M,F), so daB in jedem Punkt 2 € M der Tangentialraum an M zerfillt in

T.M=T,F@RVi(z)®...&RV,(x).

Wenn die Vektorfelder V;, ..., V, eine Unteralgebra der Lie-Algebra der trans-
versal blatternden Vektorfelder [(M, F) als Vektorraum erzeugen, so sprechen

wir von einer Lie-Parallelisierung von (M, F).

Untersuchen wir zur Veranschaulichung wieder zuerst die Bedeutung dieser
Definition in der Situation der lokaltrivialen Faser-Biindel m: M — B als
Blatterungen (vgl. 2.1.2). Eine transversale Parallelisierung Vi, Vq liefert

in diesem Fall eine Parallelisierung des Basisraums. Wir erhalten also direkt:

2.2.2 Bemerkung: Sei m: M — B ein lokaltriviales Biindel mit Faser F
aufgefaft als Blatterung (M, F). Wenn die Bldtterung (M, F) transversal par-

allelisierbar ist, dann ist auch der Basisraum B parallelisierbar.

Zuriick zur allgemeinen Situation. Eine Blétterung, die eine transversale Par-
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2 Bléatterungen

allelisierung besitzt, ist offensichtlich auch Riemannsch. Wir wihlen einfach
die blatternden Représentanten der Parallelisierung als Orthonormalbasis fiir

eine biindelartige Metrik.

Wir werden nun die Lie-Parallelisierungen genauer untersuchen. Die Bléatterun-
gen, die eine Lie-Parallelisierung besitzen, sind zuerst von Fedida in [Fed71]
genauer beschrieben worden. Fiir eine gegebene Lie-Algebra g ist die Existenz
einer g-Parallelisierung dquivalent zur Existenz einer speziellen g-wertigen 1-

Form, der sog. Maurer-Cartan-Form.

2.2.3 Definition: Sei (M, F) eine beliebige gebldtterte Mannigfaltigkeit. Sei
g eine Lie-Algebra der Dimension q. Es gebe eine eine g-wertige 1-Form « auf
M mit den Eigenschaften:

(i) ay:T,M — g ist surjektiv fiir alle x € M,

(ii) do+ 3[er, @] = 0.
Dabei bezeichne [a,a] die Lie-Klammer von Formen mit Werten in einer
Lie-Algebra, also [a, a](X,Y) = 2[a(X), a(Y)] fir alle Vektorfelder X, Y €
D(M, TM).
Dann ist Kern « ein vollsténdig integrables Vektorbiindel auf M. Die induzierte

Blatterung heifit Lie-Bldtterung bzw. g-Bldtterung. Die Lie-Algebra g heifit

Strukturalgebra dieser Blatterung.

Der Begrift der g-Bléatterung steht mit dem Begriff der Lie-Parallelisierung in
einem engen Zusammenhang. Wir werden sehen, dafl eine gegebene Bléatterung

genau dann eine Lie-Parallelisierung besitzt, wenn sie eine Lie-Blétterung ist.

2.2.4 Satz: Sei (M, F) eine geblitterte Mannigfaltigkeit. Dann sind dquiva-

lent:

(1) (M,F) besitzt eine Lie-Parallelisierung g,
(2) (M, F) ist eine g-Blitterung.

Der Beweis dieses Satzes aus [Mol88] veranschaulicht recht gut den direkten

Zusammenhang zwischen den beiden Begriffen.
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2.2 Transversal parallelisierbare Blédtterungen

Beweis: Fiir alle A € g liefert die Gleichung «(X) = A ein transversales
Vektorfeld X. Die Lie-Blitterungen sind also transversal parallelisierbar. Mit
der Abbildung A — a~*(\) 148t sich g mit einer Unteralgebra der transversalen
Vektorfelder identifizieren.

Umgekehrt sei F eine Blétterung der Kodimension ¢ zusammen mit einer
transversalen Lie-Parallelisierung g: = {Z1,..., Zq}, wobei 7, ... Zq die zu
Zyy ..., Zy € T'(M, TM) gehorenden Vektorfelder sind. Fiir beliebige z € M

168t sich jeder Tangentialvektor v, € T, M in eindeutiger Weise schreiben als

U = vy + & Z1(2) + . 4§ Zy ().

Dabei ist v/, tangential an das Blatt, das durch den Punkt z lduft und & € R
fir 1 < i < ¢ Mit a,(v,):= &21(x) + ... + £, Z,(x) erhalten wir eine g-
wertige 1-Form « auf M. Diese 1-Form ist offensichtlich glatt, denn sie ist
konstant auf den Vektorfeldern Zi,...,Z, und verschwindet auf den an die
Blatter tangentialen Vektorfelder. Es ldf3t sich leicht nachrechnen, dafl « die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Fiir alle z € M ist a,: T, M — g surjektiv.
(ii) Kerna ist das zu den Bléttern von F tangentiale Vektorfeld.
(iii) Fur die Form o« und beliebige Vektorfelder Y € I'(M,TF) gilt Ya = 0
und do + 3o, ] = 0.
Also sind die Lie-Blatterungen genau die Blétterungen, die eine transversale

Lie-Parallelisierung besitzen. O

Wir werden im néchsten Abschnitt die Bléatterungen homogener Mannigfal-
tigkeiten untersuchen, die wir in 2.1.5 konstruiert haben. Wir werden sehen,
wann diese Blatterungen Lie-Blatterungen sind und, falls sie Lie-Blatterungen

sind, ihre Strukturalgebra bestimmen.
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2 Bléatterungen
2.3 Blatterungen homogener Mannigfaltigkeiten

Die Bezeichnungen seien dieselben wie in 2.1.5, also G eine zusammenhéngen-
de, einfach zusammenhéngende Lie-Gruppe und I' C G ein Gitter in G. Wir
erhalten eine Blatterung F(p) der homogenen Mannigfaltigkeit M:= T\G,
indem wir eine Unteralgebra p der Lie-Algebra g von G wihlen. Die Bléitter
dieser Blétterung sind von der Form I'gP, wobei g € G ist und P die zu p
gehorende Lie-Gruppe bezeichnet.

Wir werden sehen, dafl diese Blatterungen Riemannsch sind, wenn die Lie-
Algebra p ein Ideal in g ist. In diesem Fall sind die Blétterungen sogar g/p-
Bldtterungen, also Lie-Bléatterungen mit Strukturalgebra g/p. Fiir den Beweis
dieser Aussage untersuchen wir zuerst, wie fiir eine gegebene Lie-Algebra g
und eine Unteralgebra p die blatternden Vektorfelder der von p induzierten
Blatterungen bestimmt werden kénnen. Zur Bestimmung der blatternden Vek-
torfelder berechnen wir in der folgenden Konstruktion die Lie-Klammer von
Vektorfeldern. Wir werden sehen, wie wir nach Wahl einer Basis von g aus den

Strukturkonstanten die blatternden Vektorfelder ablesen konnen.

2.3.1 Konstruktion: Wir wihlen eine Basis X1, ..., X, der Lie-Algebra g, so
dafl die Unteralgebra p von Xi,..., X, erzeugt wird. Die zu X, fir 1 <i <mn
gehorenden kanonischen Vektorfelder (s. 1.3.8) bezeichnen wir auch wieder
mit X;. Die kanonischen Vektorfelder liefern lokal, in einer offenen Teilmenge
U C M, eine Koordinatendarstellung der Mannigfaltigkeit M. Die zu einem

Vektorfeld X; gehorende Koordinate bezeichnen wir mit x;.

Nun bestimmen wir die bldtternden Vektorfelder X auf U, die senkrecht zu den
Blattern verlaufen. Diese Vektorfelder X sind von der Form X = E?:p 1 JiXi
mit f; € C*(U), wobei fiir alle tangentiellen Vektorfelder Y € I'(U, TF) auf
U das Vektorfeld [ X, Y] tangential an die Blétter ist. Die tangentialen Vektor-
felder Y sind allgemein von der Form YV = Z§=1 9;X; mit glatten Funktionen
gj € C=(U). Damit 148t sich die Lie-Klammer [X, Y] wie folgt berechnen:
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2.3 Blatterungen homogener Mannigfaltigkeiten

(X, Y]

= Z Z (figi[ X, X5] + fiXig; X — 9, X [ X3)

i=p+1 j=1
n p n p

= Z Z figjOéijk - Z Zngjkak + tangentieller Anteil.
ik=p+1 j=1 k=p+1 j=1

Dabei bezeichnen die afj die Strukturkonstanten von g beziiglich der von uns
gewihlten Basis, es ist also [X;, X;] =>"7_, ozijk.

Damit das Vektorfeld X bléatternd ist, muf folglich fiir alle p < £ < n und be-
liebige glatte Funktionen g; auf U gelten: 337, 7% g fio; = > 1 95X i
Da die g; beliebig wahlbar sind, ist dieses Gleichungssystem &dquivalent zu

Xife=Y_ fiad, Vjikmit 1 <j<p<k<n
i=p+1
Fiir ein festes j erhalten wir ein lineares Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten. Wir wéhlen dazu die Umgebung U klein genug, so dafl

wir U mit einer offenen Umgebung in R” und X; mit % identifizieren kénnen.
J

In R™ kénnen wir dann explizit Losungen der Differentialgleichungen vom obi-
gem Typ angeben. Wir schreiben abkiirzend A; fiir die Matrix (@fj)pd,kgn,
miissen also die Differentialgleichungssysteme %y =Ayfirallel <j<p
16sen. Zur Vereinfachung wihlen wir ein festes j und betrachten die Funktionen
nur in Abhéngigkeit von x;. Konstant bedeute im folgenden also nur konstant

in der Variablen ;.

Nach der Theorie linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
ist jede komplexe Losung ( pr,j, c fm) der Differentialgleichung a%jy =Ajy
von der Form fi;(z;) = Y7 orr(x;)eM™, wobei A, mit 1 < r < m die
verschiedenen Eigenwerte von A; und die ¢, , Polynome in ; vom Grad kleiner
als die Grofle des groiten Jordan-Blocks zum Eigenwert A; von A; sind. Die
reellen Losungen bestehen aus dem Real- und dem Imaginérteil der komplexen

Losungen.
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2 Bléatterungen

Die blatternden Vektorfelder, die senkrecht zu den Bléttern verlaufen, sind also
von der Form ZZ:p +1 Je Xk, wobei die f; lokal, nach Identifikation von U mit
einer offenen Teilmenge des R", aus Produkten und Summen von Funktionen

der Form :U?ebwf cos cx; und x‘;ebxﬂ' sin cr; mit 1 < 5 < p bestehen.

Die obige Konstruktion vereinfacht sich entscheidend, wenn die Unteralgebra
p ein Ideal in g ist. In diesem Fall sind ndmlich die oben betrachteten Struk-
turkonstanten alle 0, also sind die Matrizen A; = 0 fiir 1 < j < p, also sind
die blatternden Vektorfelder genau diejenigen, die konstant in Richtung der
Blétter sind.

Wir sehen also, daf§ die Bedingung ,,p Ideal in g“ hinreichend dafiir ist, daf
die Blétterung F(p) Riemannsch ist.

2.3.2 Satz: Sei p ein Ideal in g. Dann ist die Blatterung F(p) der kompakten
Mannigfaltigkeit M:= I"'\G eine Lie-Blatterung mit Strukturalgebra g/p.

Zur Veranschaulichung hier noch einmal der komplette Beweis, den wir oben

bereits skizziert haben:

Beweis: Wir berechnen in diesem Beweis wie in der Konstruktion beschrieben
direkt die transversalen Vektorfelder der Bléatterung F(p).

Sei Xi,...,X, eine Basis von p. Wir ergénzen diese Basis zu einer Basis
X, Xy, Xpt1, ..., Xy, von g. Die zu den X; mit 1 < ¢ < n gehorenden

kanonischen Vektorfelder bezeichnen wir auch wieder mit X;.

Ein Vektorfeld X € I'(M,TM) = C*(M) ® g ist nach Wahl der Basis von
der Form X = >"" | f;X; mit f; € C>°(M) fir 1 <1i < n; ein Vektorfeld Y €
(M, TF(p)) = C*(M)@p ist von der Form Y = > 7 ¢; X; mit g; € C>(M)
fiir 1 < j < p. Um die blatternden Vektorfelder zu bestimmen, miissen wir also

fir beliebige g; € C*°(M) die folgende Lie-Klammer berechnen:

n P
XY= figh[Xo, X+ fiXig; X; — ;X fiX.

i=1 j=1
Da p ein Ideal in g ist, liegen die Summanden f;g;[X;, X;| in I'(M, TF(p)),
liefern also keine Bedingungen dafiir, dafi X ein blédtterndes Vektorfeld ist.
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2.3 Blatterungen homogener Mannigfaltigkeiten

Ebenso liegen die Summanden f;X;¢;X; in I'(M, F(p)), da die X; mit 1 < j <

p als Basis von p gewéhlt worden sind.

Wenn wir also die Vektorfelder X € I'(M,T'M) mit der Eigenschaft bestim-
men wollen, so daf§ fiir alle Y € T'(M,TF(p)) die Lie-Klammer [X,Y] €
I'(M,TF(p)) ist, so bleiben nur die Gleichungen ¢;X;f; = 0 fir p < i < n
und beliebige g; € C*°(M) mit 1 < j < p zu verifizieren. Diese Gleichungen
entsprechen den Gleichungen X;f; = 0 fiir 1 < j < pund p < ¢ < n. Also

miissen die f; fiir p < ¢ < n konstant in Richtung der Blétter sein.

Wir erhalten so direkt eine transversale Parallelisierung durch die zu den Vek-
toren X,,1, ..., X, gehérenden, transversalen Vektorfelder X, 4, ..., X,,. Die-

se Parallelisierung besitzt in natiirlicher Weise die Struktur der Lie-Algebra

a/p. 0

Betrachten wir nun den Fall, dafl p kein Ideal in g ist. Falls die Lie-Algebra g
nilpotent ist, so mufl p ein Ideal sein, damit die geblatterte Mannigfaltigkeit
(I\G, F(p)) eine kanonische, biindelartige Metrik besitzt. Wir beweisen diese
Aussage, indem wir wie bisher direkt die blatternden Vektorfelder bestimmen,

die senkrecht zu den Blattern verlaufen.

2.3.3 Satz: Sei g eine nilpotente Lie-Algebra und F(p) eine von einer Unter-
algebra p induzierte Bléatterung. Wenn die geblétterte homogene Mannigfal-
tigkeit (I'\G, F(p)) eine kanonische, biindelartige Metrik besitzt, so ist p ein
Ideal.

Beweis: Eine biindelartige Metrik ist eine Metrik g, so daf§ fiir alle offenen
Mengen U C M, alle blatternden Vektorfelder X, Y € T'(U, T M), die senkrecht
zu den Bldttern verlaufen und alle tangentialen Vektorfelder Z € T'(M, TF(p))
gilt: Zg(X,Y) = 0.

Sei Xi,...,X, eine Basis von g, die die kanonische Metrik auf (I'\G, F(p))
induziert. Wir kénnen dabei 0.B.d.A. davon ausgehen, dafl die Unteralgebra p
von den Vektoren X, ..., X, erzeugt wird. Wie bisher bezeichnen wir die zu

X1, ..., X, gehorenden kanonischen Vektorfelder auch wieder mit Xy, ..., X,,.
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2 Bléatterungen

Auflerdem identifizieren wir wie oben fiir U C M die Menge der glatten Vek-
torfelder I'(U, T M) mit der Menge C*°(U) ® g und I'(U, TF) mit C>*(U) ® p.
Die blédtternden Vektorfelder in (M, F(p)) berechnen wir geméfl der obigen

Konstruktion.

Wenn die kanonische Metrik g der geblidtterten Mannigfaltigkeit (M, F(p))
biindelartig ist, dann ist X;9(3 1 fiXk, D ppyy fxXk) = 0 fiir alle 1 <
j < p und alle blatternden Vektorfelder Zzzp +1 /1 X}, die senkrecht zu den
Blattern verlaufen. Da wir die Basis von T, M orthonormal gewéhlt haben,
ist 9O i1 [eXhs 2 okpin S Xi) = Do, 4q fi- Also ist die Metrik g auf M
genau dann biindelartig, wenn die Funktion ZZ:p 4 f# konstant in Richtung
der Blétter ist.

Im folgenden betrachten wir Z:zp 41 fZ nur als Funktion in der Variablen z;.
Die Funktionen f; sind lokal Losungen des linearen Gleichungssystems A;y =
%y, wobei A; = (a};)p<ik<n die Matrix der Strukturkonstanten bezeichne.
Die f;, sind also Linearkombinationen von Funktionen der Form z%e* cos cx;
und x?ebmﬂ' cos cz;. Die Summe ZZ:p 1 f# kann deshalb nur dann konstant in
sein, wenn sich die f; nur aus Funktionen cos cz; und sin cx; zusammensetzen,
also oben immer a = b = 0 gilt. Folglich kann eine kanonische Metrik g nur
dann biindelartig sein, wenn die Eigenwerte von A; rein imaginir oder Null

sind und die zugehorigen Jordanblécke von der Grofe eins sind.

Um die Aussage des Satzes zu beweisen, miissen wir also nur noch die Gestalt
Jordannormalformen der A; fiir nilpotente Lie-Algebren bestimmen. Da die
Lie-Algebra g nilpotent ist, besitzt die Matrix A; Null als einzigen Eigenwert.
Wenn p kein Ideal ist, dann gibt es ein j mit 1 < j < p, so daBB A; # 0 ist.
Falls p also kein Ideal in g ist, so besteht die Jordannormalform fiir ein A;
aus Jordan-Blocken zum Eigenwert Null, von denen mindestens einer von der
GroBe > 1 ist. Also gibt es blidtternde Vektorfelder ZZ:p 11 Je Xy, fiir die
ZZ:p 4 fZ nicht konstant in Richtung des Vektorfeldes X ist. Somit kann
die kanonische Metrik ¢g nicht biindelartig sein.

Wir haben also gezeigt, dal eine beliebige kanonische Metrik g auf M nicht

biindelartig sein kann, wenn p kein Ideal in g ist. O
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2.3 Blatterungen homogener Mannigfaltigkeiten

Fassen wir die beiden vorhergehenden Resultate zusammen, so erhalten wir
den folgenden Satz, mit dessen Hilfe wir einfach bestimmen kénnen, wann die

Blatterungen aus Beispiel 2.1.5 eine kanonische, biindelartige Metrik besitzen.

2.3.4 Satz: Sei G eine zusammenhéingende, einfach zusammenhéngende nil-
potente Lie-Gruppe, I' ein Gitter in G und p eine Unteralgebra der zu G
gehorenden Lie-Algebra g. Die von p induzierte Bléatterung F(p) auf M:=T'\G

besitzt genau dann eine biindelartige, kanonische Metrik, wenn p ein Ideal ist.

Treffen diese beiden dquivalenten Bedingungen zu, so ist die Blatterung F(p)
sogar eine Lie-Blétterung mit Strukturalgebra g/p, also insbesondere transver-

sal parallelisierbar.

2.3.5 Bemerkung: Die obigen Berechnungen zeigen noch mehr, als nur eine
Aussage iiber Blatterungen von nilpotenten Lie-Algebren zu liefern. Es 1463t
sich direkt fiir eine gegebene Lie-Algebra g und eine Unteralgebra p von g
aus den Strukturkonstanten eine Aussage {iber das Aussehen der blatternden
Vektorfelder und somit iiber die Struktur der Bldtterung herleiten. Da das
Ergebnis lokal ist, spielt das Gitter, das in der Konstruktion 2.1.5 herausgeteilt
wird, {iberhaupt keine Rolle.

Zur Veranschaulichung dieses Umstands bestimmen wir alle moglichen eindi-

mensionalen Bléatterungen des Typs 2.1.5 eines zweidimensionalen Raums.

Gegeben sei also eine zweidimensionale Lie-Algebra g mit Erzeugenden X und
Y. Wir betrachten die Blitterung F(RY). Fiir die Lie-Algebra g gibt es genau
zwei verschiedene mogliche Isomorphieklassen. Entweder ist g abelsch oder
nicht. Wenn g abelsch ist, dann ist g natiirlich auch insbesondere nilpotent
und die von Y erzeugte Unteralgebra ist ein Ideal in g. Also ist die Blétterung
F(RY') eine Lie-Blatterung mit Strukturalgebra R. Teilen wir in diese Situa-
tion ein Gitter heraus, so erhalten wir als Blédtterung einen linearen Fluf3 auf

dem Torus.

Falls die Lie-Algebra g nicht abelsch ist, dann konnen wir nach einem Ba-
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2 Bléatterungen

siswechsel davon ausgehen, dafl die Struktur der Lie-Algebra entweder durch
[X,Y] =Y oder durch [X,Y] = X gegeben ist. Die betrachtete Lie-Algebra
ist also die zu der Lie-Gruppe der affinen Transformationen Aff gehorende
Lie-Algebra. Wir haben gesehen, daf diese Lie-Gruppe kein Gitter zulafit. Die
blatternden Vektorfelder lassen sich, wie in der obigen Konstruktion gesehen,
aus der Matrix der Strukturkonstanten, die in diesem Fall nur aus einer Zahl
besteht bestimmen. Im Fall [X,Y] =Y ist diese Zahl 0. Die blatternden Vek-
torfelder sind also von der Form ¢X + g(z,y)Y mit g € C°(Aff) und ¢ € R.

Dies ist offensichtlich auch wieder eine Lie-Blatterung mit Strukturalgebra R.

Im Fall [X,Y] = Y ist die Zahl 1. Die blitternden Vektorfelder sind also
lokal von der Form ce¥X + g(z,y)Y mit einer beliebigen glatten Funktion g €
C*°(Aff) und ¢ € R. Diese Blitterungen sind offensichtlich nicht Riemannsch
— die Entfernung benachbarter Blatter bleibt lokal nicht konstant.

Die Berechnung der bliatternden Vektorfelder mit der Konstruktion 2.3.1 148t
vermuten, dafl sich im Fall halbeinfacher Lie-Gruppen leicht feststellen 143t,
unter welchen Voraussetzungen an p die Blidtterung F(p) eine kanonische,

biindelartige Metrik besitzt. Wir werden dies im Anhang untersuchen.

Mit den oben bewiesenen Sétzen haben wir im Fall, dafl g nilpotent ist, ge-
sehen, unter welchen Voraussetzungen die Blatterungen F(p) eine kanonische,
biindelartige Metrik besitzen. Es stellt sich direkt die Frage, ob es Beispiele
von Blétterungen der Art F(p) gibt, die zwar keine kanonische biindelartige
Metrik besitzen, jedoch trotzdem Riemannsch sind. Gibt es also Fille, in de-
nen p kein Ideal ist, die Blatterung F(p) jedoch trotzdem eine biindelartige
Metrik besitzt?

Wir werden am Ende dieser Arbeit Teilantworten auf diese Frage finden, z.B.
fiir den Fall dafl p eindimensional ist. Dies erreichen wir, indem wir eine spe-
ziellen Art von Kohomologie dieser Bliatterungen berechnen und das Ergebnis
mit den tangential harmonischen Differentialformen vergleichen. Im néchsten
Abschnitt definieren wir die verwendete Kohomologie und den Begriff einer

tangential harmonischen Differentialform.
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Der Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov, den wir in diesem Abschnitt for-
mulieren wollen, stellt einen Zusammenhang zwischen der reduzierten Blétte-
rungskohomologie und den tangentialen harmonischen Formen her. Zuerst de-

finieren wir die reduzierte Blatterungskohomologie.

Es gibt verschiedene Kohomologien, die fiir geblatterte Mannigfaltigkeiten de-
finiert werden konnen. Wir werden im folgenden jedoch nur die reduzierte
Blatterungskohomologie betrachten, die im wesentlich eine , tangentielle Vari-

ante” der klassischen deRham-Kohomologie ist.

Wir wollen aus den Differentialformen aus M die Formen herausteilen, die
transversal zu den Blattern verlaufen. Dabei folgen wir der Vorgehensweise
aus [ALT91] und [EKAS83]. Im folgenden identifizieren wir den zu den trans-

versalen Tangentialvektoren dualen Vektorraum 7*F~+ mit der Menge
{weT*M |w(X)=0VX € TF}.

Dies ist ein Untervektorraum des Kotangentialraums 7*M von M. Mit dem
folgenden Satz werden wir sehen, daf die dulere Algebra AYT*F zusammen mit
der Einschrinkung der dufieren Ableitung einen Unterkomplex von (A*T* M, d*)
liefert. Der Satz ist eine Version des Satzes von Frobenius (s. z.B. [Ste83,
Kapitel I1I, Abschnitt 5]; dort findet sich auch ein Beweis, wie sich der folgende

Satz aus dem oben zitierten Satz 2.1.3 herleiten 148t.).

2.4.1 Satz: Sei F' ein Untervektorbiindel des Tangentialbiindels TM, das
von den Vektorfeldern Xi,..., X, erzeugt wird. Sei (F L)* die Menge aller
1-Formen w aus T*M, fiir die gilt: w(X) = 0 fiir alle X € F. Die Erzeugenden

von (FL)* bezeichnen wir mit wy41, ..., wy,.
Das Vektorfeld F' ist genau dann vollsténdig integrabel, wenn es fiir p <7 < n

und p < j < k < n reelle Zahlen ¢f; € R gibt, so daB d(w;) = > cFw; A

p<j<k<n “ij
wy, gilt.

Es folgt direkt die entsprechende Aussage iiber die glatten Differentialformen
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w € QF(M) =T (M, A*T*M).

Die Ubertragung auf unsere Situation ist offensichtlich: Eine Blétterung F ei-
ner Mannigfaltigkeit M liefert ein integrables Untervektorbiindel T'F. Deshalb
ist die Einschrinkung d* der duBeren Ableitung d*: QF(M) — QF1(M) auf

die transversalen Differentialformen gegeben durch
drQF (M): = T(M, A*T*F+) — Q¥ (M),

Damit kénnen wir die Blatterungskohomologie von (M, F) als den Quotien-

tenkomplex von Q¥(M) nach dem Unterkomplex Q¥ (M) definieren.

2.4.2 Definition: Sei (M, F) eine geblitterte Mannigfaltigkeit. Definieren wir
die Quotientenalgebra Q% (M): = QF(M)/Q% (M) und d% als die von der dufle-
ren Ableitung auf dem Quotienten Q% (M) induzierte Abbildung, so erhalten

dk
wir mit ... — Q& 5 Q% nach Satz 2.4.1 einen Kokettenkomplex.

Wir definieren die Bldtterungskohomologie von (M,F) als die Kohomologie
H'(M,F) = Kerndy/Bildd" des Quotientenkomplexes (%, d%.).

Die Kohomologiegruppen H*(M,F) sind Fréchet-Riume. Die Korénder sind
jedoch im allgemeinen nicht abgeschlossen in den Kozykeln. Deshalb miissen
die Vektorriume H*(M,F) im allgemeinen auch nicht Hausdorffsch sein (s.
z.B. [Hae80, Abschnitt 2.1]). Dies fiithrt zu der folgenden Definition.

2.4.3 Definition: Die reduzierte Blitterungskohomologie von (M, F) ist de-
finiert als die Hausdorffsch gemachte Blédtterungskohomologie von (M, F) und
wird bezeichnet mit H'(M, F): = Kerndi/Bild d’ .

2.4.4 Bemerkung:

e Aufler der oben definierten Kohomologie lassen sich auch noch andere Koho-
mologiearten von Blatterungen definieren. So ist die basische Kohomologie
von Reinhart in [Rei59] definiert worden als die Kohomologie des Unterkom-
plexes aller Differentialformen, die konstant in Richtung der Blatter sind.
Auflerdem kann man in beiden Féllen neue Kohomologien definieren, in-

dem man nur Formen betrachtet, die zwar glatt in Richtung der Blétter,

28



2.4 Kohomologie und harmonische Formen

jedoch nur stetig auf ganz M sind (s. z.B. [MS88, Kapitel I1I] — dort in einer
allgemeineren Situation).

e Samtliche Kohomologiearten lassen sich auch iiber C als zugrundeliegendem
Korper definieren. Da die reelle Kohomologie immer ein reeller Vektorraum
ist, konnen wir einfach H'(M; F)® C, bzw. H (M; F) @ C als Definition der
komplexen Kohomologie betrachten.

e Lokal, d.h. in einer kleinen offenen Menge U C M, kann Qx(U) nach Wahl

einer Basis wy, ...,w, von T*F identifiziert werden mit:
Q’}(U):{wail/\.../\wik | feC™U), 1<i, <...<ik§p}.

Nun untersuchen wir den Fall aus 2.1.5. Dort ist eine Blatterung der homoge-
nen Mannigfaltigkeit T'\G gegeben durch eine Untergruppe P der Lie-Gruppe
G. Die Blatter dieser Blétterung sind von der Form I'g P mit g € G. In diesem
Fall kénnen wir durch einen direkten Vergleich der Blédtterungskohomologie

mit der Lie-Algebren-Kohomologie den folgenden Satz beweisen.

2.4.5 Satz: Sei (M, F(p)) eine Bliatterung der homogenen Mannigfaltigkeit
M:=T\G, die durch eine Unteralgebra p von g wie in 2.1.5 beschrieben indu-
ziert wird. Dann gibt es fiir alle ¢ € INU {0} einen natiirlichen Isomorphismus

zwischen der Blatterungskohomologie und der Lie-Algebren-Kohomologie

H'(M; F(p)) = H'(p; C=(M)).

Dieser Zusammenhang wurde in [DS01] von Deninger und Singhof festgestellt.

Wir werden diesen Satz spéater benutzen, um die Kohomologie der Blatterungen

aus Beispiel 2.1.5 fiir den Fall zu bestimmen, daf3 G' nilpotent ist.

Ein weiterer Schritt wird dann darin bestehen, die Klassen in der Kohomo-
logie mit den harmonischen Formen vergleichen, also eine Art Hodge-Theorie
von Blétterungen zu untersuchen. Dazu beschreiben wir zuerst, wie wir einen
blattweise Hodge-Stern-Operator £ herleiten konnen und untersuchen die Be-

ziehungen von xx mit dem Stern-Operator x auf der ganzen Mannigfaltigkeit.
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Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer Blatterung F. Die obi-
ge Zerlegung des Tangentialbiindels in transversale und tangentiale Vektoren
TM = TF ®TF* liefert eine Zerlegung der #uBeren Algebra des Kotangenti-
albiindels von M. Es ist

MT*M = P NT*Fe NT*F*.
itj=k
Wir definieren AW T*M:= AN'T*F @ AJT*F*. Fiir die glatten Differentialfor-

men auf M erhalten wir damit eine Zerlegung QF(M) = Dy Q8 (M) mit

Q(M):=T(M,AYT*M) = T(M, N'T*F) ®ceoary T (M, NT*F).

Dabei ist Q"(M) = Q% (M). Wir werden diese beiden Mengen in Zukunft
miteinander identifizieren. Entsprechend definieren wir fiir offene Teilmengen
U C M die Menge der lokalen Differentialformen Q% (U).

Im folgenden wihlen wir eine lokale Koordinaten-Darstellung von M in einer
offenen Teilmenge U C M. Beziiglich dieser Koordinatendarstellung kénnen
wir die geblatterte Mannigfaltigkeit (M, F) in U transversal und tangential
orientieren, also eine Orientierung auf TUNTF und eine Orientierung auf 77U N
TF+ wihlen. Aus diesen Orientierungen erhalten wir auf U einen tangentialen
Hodge-Stern-Operator xz und einen transversalen Hodge-Stern-Operator *
auf den Einschriankungen I'(U, A*T*F) und T'(U, A*T*F*) von QF0(M) bzw.
QOk(M).

Nun koénnen wir die Teilmenge U der Mannigfaltigkeit M so orientieren, dafl
die Volumenform von M auf U gegeben ist durch vol = xxz(1) A x,(1). Wir
erhalten dann in U einen Stern-Operator x: QF(U) — Q"*(U). Eine direkte
Berechnung zeigt, dafl eine Einschrankung dieses Stern-Operators auf den di-
rekten Summanden Q%7 (U) bis auf das Vorzeichen mit xr @ %, {ibereinstimmt.
Dieses Vorzeichen wird in [ALKO1], Lemma 3.2 bzw. in [ALT91], Lemma 4.8

konkret angegeben.

Im folgenden gehen wir von der Situation aus, dafl wir die oben beschrie-

bene Konstruktion auf ganz M fortsetzen kénnen, dafl also die geblatterte
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Mannigfaltigkeit (M, F) transversal und tangential orientierbar ist. Wir erhal-
ten dann einen tangentialen Hodge-Stern-Operator xx und einen transversalen
Hodge-Stern-Operator x, auf ganz M. Insbesondere die von uns untersuchten

Bléatterungen sind tangential und transversal orientierbar.

2.4.6 Bemerkung: Wir wihlen eine Basis Xi,..., X, von g, so daf} die Un-
teralgebra p von X, ..., X, erzeugt wird. Die zu dieser Basis gehtrenden kano-
nischen Vektorfelder, die wir in 1.3.8 konstruiert haben, liefern eine kanonische
Metrik auf T'F. Mit dieser Metrik erhalten wir insbesondere eine Orientierung

von T'F und eine Orientierung von TF*.

Mit dem Hodge-Stern-Operator von M 148t sich ein Skalarprodukt auf den

tangentialen Formen Q% (M) = Q*°(M) konstruieren durch

)= [ wAn)

Aus unserer Wahl der Orientierung von M folgt fiir w,w’ € QFO(M) = QL (M):

<w,w’>:/Mn<1)AwA*f(wf)

Die zu d% beziiglich dieses Skalarproduktes auf Q% (M) adjungierte Abbildung
6% erhalten wir wie in der klassischen Hodge-Theorie (s. z.B. [Poo81, Ka-
pitel IV]) fiir eine tangentiale Differentialform w € Q*°(M) = Q% (M) durch
O (w) = (—1)hktntlyn—k+1qb=F k() Unter gewissen Voraussetzungen kénnen
wir in dieser Formel den Hodge-Stern-Operator auf M durch den tangentialen

Stern-Operator x# ersetzen.

2.4.7 Satz: Die Bezeichnungen seien wie oben. Auerdem gelte d(*, (1)) = 0.
Dann ist mit w € Q&% (M):

(5?_—((0) = (_1)pk:+p+1 *F d]: *F (w)

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Rechnung. Er befindet sich in [ALKO1,
Abschnitt 3. O

31



2 Bléatterungen

In zwei fiir unsere Betrachtungen ausschlaggebende Situationen ist die Glei-
chung d(x, (1)) = 0 erfillt.

2.4.8 Lemma:

(i) Sei M eine kompakte Riemannsche Blitterung und F eine Riemannsche
Bléatterung von M versehen mit einer biindelartigen Metrik g. Den trans-
versalen Hodge-Operator bzgl. dieser Metrik bezeichnen wir mit x ;. Dann
ist d(*, (1)) =0.

(ii) Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und I' eine Gitter von G. Sei p ei-
ne Unteralgebra der zu G gehoérenden Lie-Algebra g. Die Unteralgebra
p induziert auf I'\G wie in 2.1.5 beschrieben eine Bldtterung F(p). Sei
Xi,...,X, eine Basis von g und sei g die von dieser Basis induzierte ka-
nonische Metrik auf I'\G. Dann gilt fiir den zu dieser Metrik gehtrenden
transversalen Hodge-Stern-Operator d(*, (1)) = 0.

Beweis: Der erste Teil des obigen Lemmas folgt direkt, fiir den zweiten Teil
bendtigen wir nur eine kleine Berechnung. Wir kénnen 0.B.d.A. voraussetzen,
daf die Elemente Xy,..., X, die Unteralgebra p erzeugen. Dann ist x, (1) =
Wpt1 A ... Awy, wobei wy, ..., w, die zu Xj, ..., X, duale Basis von 1-Formen
bezeichnet. Es folgt

d(wp+1 VANPIRIAN Wn)

n

= D (DFP(dwr) Awppa A AGEA L Awy

k=p+1
n
= Z (_1)k—p <Zafjwi/\wj) ANWpri Ao N Ao N\ wy.
k=p+1 1<j

Dabei bezeichnen die afj die Strukturkonstanten von g beziiglich der von uns
gewihlten Basis, es ist also [X;, X;] = >, al; X,

Da g nilpotent ist, ist af = oc’,jj = 0 fir alle 1 < 4,5,k < n. Da p eine
Unteralgebra von g ist, ist afj =0firallel <i,j <pundp <k <n. Also
folgt unter den gegebene Voraussetzungen, dal d(wy11 A ... Aw,) =0ist. O
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Wir werden also in den genannten Fillen 0% immer mit den tangentialen

Hodge-Stern-Operator berechnen kénnen.

Zuriick zur allgemeinen Situation. Mit den Abbildungen d% und 6% kénnen
wir nun den blattweisen Laplace-Operator definieren, sowie den Begriff der

tangential harmonischen Formen einfiihren.

2.4.9 Definition: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer
Blatterung F. Der (blattweise) Laplace-Operator wird definiert als Ay =
drér + 0rdr. Die Formen, die im Kern des Laplace-Operators Ax liegen,

heiflen tangential harmonische Formen.

Wir werden in Zukunft den Zusatz tangential einfach weglassen und die tan-

gential harmonischen Formen nur noch harmonische Formen nennen.

Kacimi-Alaoui und Hector zeigen in [EKAHS86], daf bei Riemannschen Blétte-
rungen kompakter Mannigfaltigkeiten eine Hodge-Zerlegung der basischen Ko-
homologie existiert, d.h. fiir alle Kohomologieklassen gibt es genau einen har-
monischen Représentanten. Der Beweis verwendet die von Molino ([Mol82])
entwickelte Strukturtheorie Riemannscher Blatterungen. Auflerdem beweisen
Kacimi-Alaoui, Sergiescu und Hector in [EKASHS85|, dafi die basische Ko-
homologie Riemannscher Blatterungen kompakter Mannigfaltigkeiten immer
endlichdimensional ist; ein Resultat, das die Autoren nicht aus der Hodge-
Zerlegung herleiteten, wie es vor ihnen von anderen, z.B. Reinhart versucht

worden ist.

Die von uns betrachtete, reduzierte Blédtterungskohomologie kann jedoch auch
fiir Riemannsche Bléatterungen kompakter Mannigfaltigkeiten unendlichdimen-
sional sein. Doch Alvarez-Lopez und Kordyukov zeigen in [ALKO1], daf im
Fall einer Riemannsche Blétterungen die reduzierte Kohomologie immer eine
Hodge-Zerlegung zulafit. Dies ist i.a. falsch, wenn die untersuchte Blatterung
nicht Riemannsch ist. Wir werden sehen, dafl die Bléitterungen aus 2.1.5 eine
ganze Klasse von Gegenbeispielen liefern. Zuerst formulieren wir jedoch den

Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov.
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2 Bléatterungen

2.4.10 Satz: Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und F eine Riemannsche
Bldtterung von M. Es existiert also eine biindelartige Metrik auf (M, F). Jede
biindelartige Metrik auf M liefert eine blattweise Hodge-Zerlegung

Q. (M) = Kern AL @ Bild AL

Beweisidee: Der Beweis von Alvarez-Lopez und Kordyukov basiert auf ei-

t

ner Untersuchung des blattweisen Warmeleitungsoperators e~ A% Roe zeigt

in [Roe87], daB fiir jede Blitterung eine anfinglich glatte Form w € Q&% (M)

A% abgebildet wird. Alvarez-Lopez und

fiir alle t > 0 auf eine glatte Form e~
Kordyukov zeigen in [ALKO1], daf fiir Riemannsche Bldtterungen dies auch
noch fiir ¢ = oo, also nach unendlicher Zeit richtig ist. Auflerdem zeigten sie,
daf} dieser Operator fiir ¢ = oo die orthogonale Projektion auf den Kern des
blattweisen Laplace-Operators A% liefert und daf§ daraus die gesuchte Hodge-

Zerlegung folgt. a

Der Satz von Alvarez-Lopez setzt die Existenz einer biindelartigen Metrik
auf der Blétterung voraus, d.h. die untersuchte Blatterung (M, F) mufl Rie-

mannsch sein.

Wir werden sehen, dafl bei den von uns untersuchten Beispielen von Bléatterun-
gen diese Voraussetzung auch wirklich notwendig ist; die von uns untersuchten
Bléatterungen lassen i.a. keine Hodge-Zerlegung zu, wenn sie nicht Riemannsch

sind.

Eine wichtige Konsequenz aus dem oben zitierten Satz ist das folgende Korol-
lar, das eine Poincaré-Dualitat der reduzierten Blatterungskohomologie liefert.
Es ist das Korollar C von [ALKO1].

2.4.11 Korollar: Sei M eine kompakte, Riemannsche Mannigfaltigkeit und F
eine Riemannsche Blatterung von M der Dimension p. Wir versehen (M, F)
mit einer biindelartigen Metrik g und erhalten einen tangentialen Hodge-Stern-

Operator *z. Der Stern-Operator x# induziert einen Isomorphismus

H'(M;F)= H"(M;F).
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2.4 Kohomologie und harmonische Formen

Wir werden spéter die Dimension der obersten reduzierten Bléatterungskoho-
mologie der von uns untersuchten Blitterungen berechnen, also H?(M; F(p)).
Das Korollar 2.4.11 liefert fiir die oberste Kohomologie einen Isomorphismus
HP(M; F(p)) & H°(M; F(p)) fiir den Fall, dal F(p) Riemannsch ist. In der
folgenden Bemerkung sehen wir, wie sich die nullte reduzierte Kohomologie

berechnen 148t.

2.4.12 Bemerkung: Sei M eine zusammenhéngende, kompakte, Riemannsche
Mannigfaltigkeit und F eine Bléatterung auf M. Die nullte reduzierte Blétte-
rungskohomologie besteht genau aus den glatten Funktionen £ € C*°(M), die
konstant in Blattrichtung sind. Wenn die Blédtterung F ein dichtes Blatt in M
besitzt, dann folgt offensichtlich, daf fiir die Dimension der nullten reduzierten
Kohomologie dim H°(M; F) = 1 gelten mufl.

Ist also die Blétterung (M, F) Riemannsch und enthélt ein in M dichtes Blatt,
so folgt mit Korollar 2.4.11, daf die oberste reduzierte Blatterungskohomologie

eindimensional ist.

Auslander, Green und Hahn beweisen in [AGH63] den folgenden Satz iiber
eindimensionale Bléatterungen, der eine dquivalente Bedingung dazu gibt, daf3

F(p) ein dichtes Blatt in I'\G besitzt.

2.4.13 Satz: Sei p eine Unteralgebra der nilpotenten Lie-Algebra g. Sei G
die zu g gehorende Lie-Gruppe und I' ein Gitter von G. Dann besitzt die
Bléatterung F(p) von I'\G genau dann ein dichtes Blatt in I'\G, wenn die von
p induzierte Blitterung auf dem Torus I'\G ein dichtes Blatt besitzt. Dabei
bezeichne G die zu g/[g, g] gehorende Lie-Gruppe und I' das von T induzierte
Gitter von G.

2.4.14 Bemerkung:
(i) Sei G =R" und I' C G ein Gitter von G. Die zu I" gehorende Lie-Algebra

sei erzeugt von Xy, ..., X,,. Ist p eine eindimensionale Unteralgebra von

g, so besitzt die von p induzierte Bléatterung F(p) des n-dimensionalen
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2 Bléatterungen

Torus I'\G genau dann ein dichtes Blatt, wenn p von a1 X; + ... + a, X,
erzeugt wird, wobei aq,...,a, € R linear unabhéngig iiber @ sind.

(ii) Besitzt die Blidtterung F(p) ein dichtes Blatt in I'\G, so ist jedes Blatt
von F(p) dicht in I'\G. Dies gilt offensichtlich, falls I'\G ein Torus ist und

somit auch im allgemeinen Fall.

2.4.15 Beispiel: Sei G die Heisenberggruppe und I' das Standard-Gitter von
G. Die Gruppe G kann als die Gruppe der 3x3-Matrizen der Form

z

o O
S 8

Y mit z,y,z € R
1

versehen mit dem iiblichen Matrizenprodukt aufgefafit werden, und das Gitter
I" besteht gerade aus den obigen Matrizen mit ganzzahligen Eintrdgen. Die zu
g gehorende Lie-Algebra ist erzeugt von Elementen XY, 7 € g mit [X,Y] =
Z und Z erzeugt das Zentrum von g. Seien a,b,c € R. Dann besitzt die
Bldtterung, die durch die eindimensionale Unteralgebra p = R(aX +0Y + ¢Z2)
auf I'\G induziert wird nach Satz 2.4.13 genau dann ein dichtes Blatt in I'\G,

wenn a und b linear unabhéngig iiber @) sind.

Deninger und Singhof zeigen in [DS01], da8, falls ein dichtes Blatt von F(p) in
I'\G existiert, die reduzierte Blitterungskohomologie H'(T'\G; F(p)) unend-
lichdimensional ist. Auflerdem zeigen sie, dafl diese Blédtterungen keine Hodge-
Zerlegung wie in Satz 2.4.10 zulassen. Somit konnen solche Blatterungen nicht

Riemannsch sein.
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3 Die Darstellungstheorie

nilpotenter Lie-Algebren

Wir haben im vorigen Kapitel ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
hergeleitet, mit dem wir untersuchen koénnen, wann die dort beschriebenen
Blatterungen der homogenen Mannigfaltigkeiten eine kanonische, biindelarti-
ge Metrik besitzen. Unser néchstes Ziel soll es sein zu untersuchen, ob die
Hodge-Zerlegung, die wir mit dem Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov
(Satz 2.4.10) fiir Riemannsche Blétterungen erhalten, auch auf den Blatterun-

gen moglich ist, die keine kanonische biindelartige Metrik besitzen.

Dazu miissen wir die Bléatterungskohomologie und die harmonischen Formen
der Blétterungen miteinander vergleichen. Im Fall, dal g die Heisenberg-Al-
gebra ist, entwickelten Deninger und Singhof in [DS01] ein Verfahren zur Be-
stimmung der Dimension der reduzierten Blatterungskohomologie, das sich
auch in der Situation beliebiger nilpotenter Lie-Algebren anwenden 1a8t. Wir
werden die Bléatterungskohomologie mit Hilfe der Lie-Algebren-Kohomologie
bestimmen. Diese Kohomologie 148t sich wiederum durch die Berechnung der
irreduziblen Komponenten bestimmen.

Spéter werden wir noch genauer sehen, warum eine Beschrankung auf nilpo-
tente Lie-Algebren bei unserer Vorgehensweise notwendig ist. Der Grund liegt
darin, daf sich die komplexe Kohomologie H*(p; C*(I'\G, C)) fiir nilpotente
Lie-Algebren g in eindeutiger und berechenbarer Weise in irreduzible Kompo-

nenten zerlegen 14af3t.
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Wir haben in Bemerkung 1.4.1 gesehen, dafl
H*(p; C*(I\G)) ® C = H*(p; C=(I'\G, €))

ist. Im folgenden interpretieren wir alle Funktionenrdume als Rdume kom-
plexwertiger Funktionen. Wir schreiben also z.B. abkiirzend C*(I'\G) fir
C>=(I'\G, C), oder L*(R*) fiir L*(R*,C) und berechnen die komplexe Lie-
Algebren-Kohomologie von p.

3.1 Die Kirillov-Zerlegung

Mit der Kirillov-Zerlegung (s. [Kir62]) erhalten wir eine Zerlegung nilpotenter
Lie-Algebren mit eindimensionalem Zentrum. Diese Zerlegung spielt in den
Beweisen der Sitze von Richardson in [Ric71] und Kirillov in [Kir62] {iber
unitére Darstellungen eine zentrale Rolle. Sowohl Kirillov als auch Richardson
fithren in den Beweisen zu ihren Satzen den Fall einer allgemeinen nilpotenten
Lie-Algebra mit Induktionsbeweisen auf den einer nilpotenten Lie-Algebra mit
eindimensionalem Zentrum zuriick und benutzen dann die Kirillov-Zerlegung,

um ihre Aussagen in der einfachsten Situation zu zeigen.

Zuerst erweitern wir den Begriff der aufsteigenden Zentralreihe, indem wir

weitere Ideale zwischen den einzelnen Folgegliedern der Zentralreihe zulassen.

3.1.1 Bemerkung: Eine Lie-Algebra ist genau dann nilpotent, wenn es eine

beliebige Folge von Idealen g; gibt (1 < i < m) mit

g=0n2... 2090 = {0},
so daf [g, g;] C g;_1 fiir alle i € IN gilt.

Die Kirillov-Zerlegung ist eine direkte Konsequenz aus dieser Umformulierung
des Begriffs der nilpotenten Lie-Algebra. Der Beweis, den wir aus [Kir62] zitie-
ren, veranschaulicht diesen Zusammenhang recht gut. Auflerdem werden wir

die verwendete Argumentation noch einmal an anderer Stelle verwenden.
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3.1.2 Kirillov-Zerlegung: Sei g eine nilpotente Lie-Algebra mit 1-dimensio-

nalem Zentrum. Dann gibt es eine Zerlegung
g=RXPORY & RZ D tv,

wobei Z das Zentrum Z(g) erzeugt und fiir die Basiselemente X, Y und Z gilt:
[(X,Y] = Z, sowie [IW,Y] = 0 fiir alle W € .

Beweis: Da g nilpotent ist, finden wir wie oben eine Folge von Idealen {0} =
g0 € ... C g, = g mit [g,9; C g;—1. Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
daB dim(g;y1) — dim(g;) = 1 ist. Es existiert also insbesondere ein zweidi-
mensionales Ideal go mit [g,g2] € Z(g) = g1. Sei Z € Z(g) ein Erzeugendes
des Zentrums und Y € g, ein weiteres Element, so dafl g, von Z und Y er-
zeugt wird. Da Y ¢ Z(g) ist, gibt es ein X € g, fiur das [X,Y] = Z gilt. Sei
Z(Y):={V eg|[V,Y] =0} der Teilraum von g, der alle Elemente enthélt,
die mit Y kommutieren. Dann ist Z(Y) = RY @& Z(g) @ o und es bleibt zu
zeigen, dafl g = RX @ Z(Y) ist.

Fiir alle V' € g liegt [V, Y] im Zentrum Z(g), ist also von der Form tZ, wobei
der Faktor ¢ € R ist. Also kommutiert V' —¢X mit Y und liegt somit in Z(Y").
Folglich gibt es ein Vj € Z(Y), so daB V =t X + 1 ist. O

Wenn wir ein Gitter I' von G' gewéhlt haben, so konnen wir eine Basis von tv
mit rationalen Strukturkonstanten beziiglich log ' N to wéhlen. Insbesondere
erhalten wir somit eine Basis von Z(Y) ={V € g | [V, Y] = 0} mit rationalen
Strukturkonstanten beziiglich logI'N Z(Y").

3.2 Unitdre Darstellungen

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von Lie-Gruppen sind die uni-
tdaren Darstellungen. Zuerst die grundlegenden Definitionen. Eine ausfiihrliche
Einfiihrung in die Theorie unitédrer Darstellung von nilpotenten Lie-Gruppen,

aus der wir im folgenden auch oft zitieren werden, befindet sich z.B. in [CG90].
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

3.2.1 Definition: Sei G eine Lie-Gruppe.

(1) Eine unitire Darstellung m von G ist ein Homomorphismus von G in die
Gruppe aller unitaren Transformationen eines Hilbertraumes H.,, wobei
fir alle £ € H, die Abbildung g — (7(g))(§) eine stetige Abbildung von
G nach H, ist.

(2) Zwei unitare Darstellungen 7 und 7’ heiflen dquivalent, wenn es einen
invertierbaren linearen Operator A:H, — H, gibt, so daf n(g) =
A~ (g)A fiir alle g € G ist.

(3) Ein invarianter Teilraum fiir eine Darstellung 7 ist ein Vektorraum V/
mit 7(g)V C V fur alle g € G. Die Darstellung 7 heifit irreduzibel genau

dann, wenn es keinen invarianten Teilraum auBer {0} und H, gibt.

Wir betrachten in dieser Arbeit ausschliellich unitére Darstellungen. Deshalb
werden wir im folgenden auch abkiirzend einfach nur Darstellung schreiben,

wenn wir unitére Darstellung meinen.

Zur Bestimmung irreduzibler unitdrer Darstellungen verwendet Kirillov die
folgenden fundamentalen Satze iiber unitdre Operatoren. Mit dem Lemma
von Schur 148t sich bestimmen, worauf irreduzible Operatoren das Zentrum
einer Lie-Gruppe abbilden und mit dem Satz von Stone und von Neumann
konnen wir berechnen, worauf die Elemente g, h € G abgebildet werden, deren

Kommutator im Zentrum von G liegt.

3.2.2 Lemma von Schur: Seien 7, 7’ zwei irreduzible unitire Darstellungen
von G und A: H,» — H, ein linearer beschrénkter Operator, so dal Aw(g) =
7'(g)A fir alle g € G gilt.

Wenn 7 und 7’ nicht dquivalent zueinander sind, dann ist A = 0. Wenn 7 und
7' dquivalent zueinander sind, dann ist die Operation A eindeutig bis auf die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl durch die obige Gleichung gegeben.
Insbesondere folgt, wenn m = 7’ ist, dafl es ein A € R gibt, so daB A = ™ F
gilt, wobei E/ der Identitédtsoperator ist.

Der Beweis veranschaulicht noch einmal die oben definierten Begriffe. Er ist
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3.2 Unitédre Darstellungen

nur eine leichte Abénderung eines Beweises aus [Zel73].

Beweis: Wenn A # 0 ist, dann folgt, dafl Kern(A) # H, und Bild(A) # {0}
ist. Der Kern und das Bild von A ist offensichtlich invariant in H,., bzw. H,.
Da 7 und 7’ irreduzibel sind, mu8 also Kern(A) = {0} und Bild(A) = H, sein.
Somit ist der Operator A eine Bijektion zwischen H. und H,. Deshalb existiert
ein inverser Operator A~ und es gilt 7’ = A7rA™!, d.h. die Darstellungen

und 7’ sind zueinander dquivalent.

Wir miissen nun nur noch zeigen, daf fiir &quivalente Darstellungen 7 und 7’
der Operator A eindeutig bis auf eine Multiplikation mit einer komplexen Zahl

€ St C C vom Betrag 1 ist.

Wenn 7 und 7" dquivalent zueinander sind, so kénnen wir H, und H, mitein-
ander identifizieren. Seien A und B zwei beschrinkte lineare Operatoren, so
dafl Amr = 7’ A und Bw = 7' B gilt. Dann erfiillt fiir beliebige ;1 € C mit Betrag
1 der Operator C),: = B — pA die Gleichung C,m = 7'C), und ist beschrénkt.
Wie wir oben gesehen haben, ist entweder C), = 0, oder es gibt einen inversen
Operator C/*. Aber wenn fg eine Nullstelle der Gleichung det(B — pA) = 0
ist, dann ist C},, ein singuldrer Operator. Somit ist C,, = 0 und B = pyA. Wir
withlen \ € R so, daf§ jig = €™ ist. O

Mit dem letzten Teil des Lemmas sehen wir, dafl jeder lineare beschriankte
Operator A, der mit allen Operationen einer irreduziblen Darstellung 7= kom-

mutiert, ein Vielfaches des Identitéts-Operators ist.

Mit dem Satz von Stone und von Neumann werden wir bestimmen, worauf
eine irreduzible Darstellung die Elemente g und h € G mit ghg™'h™! € Z(G)
abbildet. Auch hier sei wieder z.B. auf [Kir62] oder [CG90, Kapitel 2] als Quelle

verwiesen. An beiden Stellen findet sich auch ein Beweis.

3.2.3 Satz von Stone und von Neumann: Secien m; und my zwel unitire
Darstellungen von R, die beide auf demselben Hilbertraum H = H,, = Hn,
operieren. Aulerdem gebe es ein A # 0, so daf} fiir alle z, y € R gilt:

m(z)m(y)m(x) ™" = ey (y).
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Dann zerfillt H in eine direkte Summe von Teilrdumen, die invariant und

irreduzibel unter der Operation von m; und 7o sind. H ="H, &G Ho D ...

Fiir jeden Summanden H;, gibt es eine Isometrie Ji: Hy — L*(R), die die
Darstellungen 7; und 7y dquivalent auf Darstellungen 7; und 75 abbildet.

Diese Darstellungen operieren auf L*(R) durch:

T(2)E(t) =€t +2)  Ta(y)E(t) = eE().

Bestimmen wir zur Veranschaulichung der Anwendung der obigen Sétze die
irreduziblen Darstellungen der einfachsten nilpotenten, nichtabelschen Lie-

Gruppe, der Heisenberg-Gruppe.

3.2.4 Beispiel: Sei G die dreidimensionale Heisenberggruppe. Dies ist die
Gruppe der oberen reellen 3x3-Matrizen mit dem iiblichen Matrixprodukt.

Thre Elemente sind von der Form

o O =
O~ 2

c
b
1

Die zu G gehorende Lie-Algebra g ist gegeben durch die Erzeugenden X, Y
und Z und deren Lie-Klammern [X,Y] = Z und [X,Z] = [V, Z] = 0. Wir
kénnen mit dem Satz von Stone und von Neumann und mit dem Lemma von
Schur séamtliche irreduziblen Darstellungen der zu g gehorenden Lie-Gruppe
G bestimmen. Dabei bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben x:= exp X, y:=
exp Y und z:= exp Z die zur Basis von g gehorenden Elemente in G. Mit der
Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 ergeben sich fiir die Produkte in G die

entsprechenden Formeln aus den Lie-Klammern in g.

Sei 7 eine beliebige irreduzible Darstellung. Da Z das Zentrum von g erzeugt,
kommutiert der Operator 7(z) mit allen anderen Operatoren m(g) fiir beliebige
g € G. Nach dem Lemma von Schur gibt es ein A € R, so daf} w(z) = e*™*E
ist. Da 7 ein Homomorphismus ist, folgt mit ¢ € R, dal 7(e?) = e2™*F ist.
Wenn A\ = 0 ist, so ist auch 7(z) = 7(z)n(y)m(z) ‘7 (y)~' = E. Wir kénnen

also wieder das Lemma von Schur anwenden und erhalten, daf§ es Konstanten
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3.3 Induktion
1€ R und v € R gibt, so daf fiir alle a,b € R gilt:
71_(€aX) — 627riuaE’ 71_(ebY) — e27ri1/bE’ W(GCZ) = E.

Wenn A # 0 ist, so konnen wir den Satz von Stone und von Neumann anwen-

den. Wir interpretieren dazu die Operationen der von eX bzw. eV

erzeugten
einparametrigen Untergruppen (e~ ) und 7(e?¥) mit a, b € R auf H, als Dar-
stellungen von R. Diese Darstellungen erfiillen die Bedingung aus dem obigen
Satz. Somit ist fiir € R und b € R die Operation 7(e®*) fquivalent zu der
Operation £(t) — &(t + a) und 7(e?Y) ist dquivalent zu £(t) — e2™ME(L) auf
L*(R).

Also ist fiir jede irreduzible Darstellung 7 die Operation auf H,, die gegeben
ist durch 7(exp (aX + bY + ¢Z)) mit a, b, ¢ € R, dquivalent zu der Operation

auf L?(R), die gegeben ist durch:

£(t) — exp (2m'A (c + bt + %))g(t + a).

Wir werden spéter mit der Kirillov-Theorie ein allgemeiner anwendbares Werk-
zeug bekommen, um die irreduziblen Darstellungen nilpotenter Liegruppen zu
bestimmen. Diese Theorie baut jedoch auf dem Lemma von Schur und dem
Satz von Stone und von Neumann auf. Beliebige nilpotente Liegruppen wer-
den auf Liegruppen mit eindimensionalem Zentrum zuriickgefiihrt und diese

werden dann in der oben beschriebenen Art und Weise untersucht.

3.3 Induktion

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie das oben schon erwéhnte Verfahren
bei den Beweisen von Kirillov in [Kir62] und Richardson in [Ric71] funktio-
niert. Beide konstruieren Darstellungen ausgehend von Untergruppen niedri-
gerer Dimension. Wir werden also sehen, wie wir aus einer Darstellung einer

Untergruppe eine Darstellung auf der gesamten Gruppe erhalten.
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Sei K eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G. Mit dem Verfahren
der Induktion nach Mackey [Mac52] kénnen wir aus einer Darstellung 7 von

K in natiirlicher Weise eine Darstellung von G erhalten.

In der folgenden Definition wird vorausgesetzt, daf der Quotient K\G ein
rechtsinvariantes Maf3 besitzt. Dies ist z.B. immer dann der Fall, wenn wir
zusétzlich noch voraussetzen, dafi G nilpotent ist (s. [Rag72, Kapitel I]: nil-
potente Lie-Gruppen sind unimodular und deshalb besitzen Quotienten nilpo-
tenter Lie-Gruppen ein rechtsinvariantes Maf}). Wenn der Quotient K'\G kein
rechtsinvariantes Maf} besitzt, 148t sich immer noch eine induzierte Darstellung
definieren. Dies ist jedoch mit einigen technischen Schwierigkeiten verbunden,

die wir hier vermeiden konnen.

3.3.1 Definition: Sei K eine abgeschlossene Untergruppe von G und 7 eine

unitdre Darstellung der Lie-Gruppe K. Die Darstellung o operiere auf dem

Hilbertraum H,,, der aus allen Borel-mefibaren Vektorfunktionen &: G — H,

besteht, fiir die gilt:

(i) &(kx) = m(k)[¢(x)] fur alle k € K.

(ii) Nach Bedingung (i) ist Hf()”iﬂ konstant auf Kg fir alle ¢ € G und
kann somit als Abbildung € auf dem Quotienten K \G aufgefaBit werden.
Mit dieser Identifikation soll das Integral fK\G 1€(g) |l dg: = fK\G £(Kg)dg
endlich sein, wobei dg das rechtsinvariante Mafl auf K'\G bezeichne.

Die Darstellung o sei dann auf G definiert durch o(g)&(x) = £(zg) fiir alle g €

G und ¢ € H,. Wir schreiben Ind(K 1 G, 7): = 0 und nennen diese Darstellung

die von 7 induzierte Darstellung auf G.

Seien &1, & € H, beliebig. Wie in Bedingung (ii) sehen wir, daf8 die Abbildung
g — (&1(9),&2(g)) konstant auf Kg fiir alle g € G ist. Das innere Produkt von
& und & auf H, ist mit der Identifikation aus (ii) gegeben durch

(6(9). Ealg)) = / ((9). E2(9)) 4.

K\G
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3.3 Induktion

3.3.2 Grundlegende Eigenschaften:

(1) Wenn die Darstellungen 7 und 7" auf K dquivalent sind, so sind auch die
Darstellungen Ind(K T G,7) und Ind(K T G, 7’) zueinander #quivalent.

(2) Ind(K 1 G, P, ) ist dquivalent zu @, Ind(K T G, ;). Insbesondere gilt:
Wenn Ind(K 1 G, ) irreduzibel ist, dann ist auch 7 irreduzibel. Die Um-
kehrung ist im allgemeinen falsch.

(3) Induktion in Stufen: Wenn K C H C G abgeschlossene Untergruppen
sind und 7 eine Darstellung von K ist, so folgt, daf§ die Darstellung
Ind(K T G, ) dquivalent zu Ind(H T G,Ind(K T H, 7)) ist.

Ein wichtige Darstellung, die wir im folgenden noch genauer untersuchen wer-
den, ist die regulidre Darstellung. Die regulére Darstellung lafit sich durch In-

duktion wie folgt definieren.

3.3.3 Beispiel:  Sei I' ein Gitter von G und 7 die Darstellung auf T', die
jedem Element den Identitdtsoperator auf H, = C zuordnet. Die induzierte
Darstellung U: = Ind(I" T G, 7) operiert auf dem Raum Hy, der isometrisch zu
L*(T\G,C) ist.

Fiir g € G ist U(9)&(x) = £(zg), wobei = 'z € T'\G ist. U heifit die requldire
Darstellung von G auf L*(T'\G, C).

Der folgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen den Darstellungen 7
der Lie-Gruppe G und den Darstellungen eines Quotienten G/Gy. Der Satz
148t sich direkt mit der Definition der Induktion beweisen. Er spielt ein wichti-
ges technisches Hilfsmittel in der Kirillov-Theorie und den damit verwandten
Sétzen iiber nilpotente Lie-Gruppen. Mit diesem Satz werden wir sehen, wie
in den Beweisen der Aussagen iiber irreduzible Darstellungen nilpotenter Lie-

Gruppen ein ,, Induktionsschritt* moglich ist.

3.3.4 Satz: Sei o eine Darstellung der Lie-Gruppe G, die alle Elemente einer
normalen Untergruppe Gy von G auf den Identitdts—Operator abbildet.

Dann koénnen wir die Darstellung o als eine Darstellung ¢ der Quotienten-
Gruppe G /Gy betrachten. Wenn & von einer Darstellung 7 auf G1/(G1 N Go)
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

induziert wird, dann wird o von der Darstellung 7 auf G; mit 7(¢g;) = 7(g1)
induziert, wobei g; € Gy ein beliebiger Reprisentant von g, € G1/(Gy N Gy)

ist.

In [Kir62] befindet sich ein elementarer Beweis des obigen Satzes.

3.4 Kirillov-Theorie

Kirillov stellt in [Kir62] einen Zusammenhang zwischen den irreduziblen Dar-
stellungen einer nilpotenten, zusammenhéngenden Lie-Gruppe G und den Ele-
menten des Dualraums g* der zu G gehorenden Lie-Algebra g her. Er fiihrt
dort den Begriff der maximal untergeordneten Algebra ein und zeigt, dafl alle
irreduziblen Darstellungen in einer Bijektion zu den Bahnen der zur adjungier-
ten Darstellung auf G' dualen Abbildung Ad* in g* stehen. Diese Bijektion ist
fir f € g* gegeben durch f — Ind(M T G,exp (2mwif olog)) mit M: = expm,
wobei m eine maximal untergeordnete Algebra zu f ist, die wir im folgenden

definieren.

3.4.1 Definition: Sei f € g* ein Element aus dem Dualraum von g. Eine Un-
teralgebra m von g heifit maximal untergeordnet zu f, wenn m von maximaler

Dimension ist, so daf f([m, m]) = 0 gilt.

Zu einem gegebenen Funktional f € g* gibt es verschiedene maximal unterge-
ordnete Algebren. Dennoch ist die Dimension einer beliebigen maximal unter-
geordneten Algebra zu einem gegebenen f € g* eindeutig bestimmt. Kirillov
gibt in [Kir62] eine Formel fiir die Dimension einer maximal untergeordneten

Algebra an:

3.4.2 Bemerkung: Sei f € g*. Ist m eine maximal untergeordnete Algebra
bzgl. f von g*, so ist
(i) dim(m) = dim(g) — § dim(adj f),
(ii) Die alternierende Bilinearform 3: gxg — R sei gegeben durch 5(X,Y) =
f([X,Y]). Dann ist dim(m) = dim(g) — 5 Rang 3.
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3.4 Kirillov-Theorie

Ist m maximal untergeordnet zu f, dann definiert f einen sog. Charakter f auf
M = expm. Dies ist eine eindimensionale unitére Darstellung von M, die durch
das Funktional f gegeben ist. Dieser Charakter induziert eine Darstellung 7,

von G.

3.4.3 Satz von Kirillov: Sei f € g* und die Unteralgebra m von g maximal
untergeordnet bzgl. f. Sei M die zu m gehorende Lie-Gruppe und die Darstel-
lung f von M sei gegeben durch f(m) = exp(2mif(log(m))). Die Darstellung

np:=1Ind(M 1 G, f) hat die folgenden Eigenschaften:

o 7y ist irreduzibel,

o 7y ist bis auf Aquivalenz unabhingig von der Wahl der maximal unterge-
ordneten Algebra m,

e 7y ist genau dann dquivalent zu 7y, wenn fi in Adg(f2) liegt,

e Jede irreduzible Darstellung von G kann so bis auf Aquivalenz erhalten

werden.

Kirillov beweist diesen Satz in [Kir62].

Sei im folgenden f € g* und m eine bzgl. f maximal untergeordnete Alge-

bra. Wir konnen den Hilbertraum H auf dem die irreduzible Darstellun-

7Tf J
gen 7, operiert, mit dem Raum L?(R®) mit passendem s € N identifizieren
(vegl. [CGI0, Kapitel T]).

3.4.4 Konstruktion: Sei M die zu m gehorende Lie-Gruppe, n = dim G und
k = dim M. Dann identifizieren wir H,, mit L*(R"~*) wie folgt:

Wir ergénzen eine Basis { X7, ..., X;} von m zu einer Basis {X3,...,X,,} der
Lie-Algebra g. Die Abbildung o: R"* — M\G, definiert durch

(p(tl, ce 7tn—k> =M - exp (thk’-i-l) ... eXp (tn—an)

liefert eine Identifikation des Lebesgue-MafBes auf R"~* mit dem G-invarianten
Maf3 auf M\G.

Nach der Identifikation von H, mit L*(R"*) kénnen wir nun untersuchen,

wie die Operationen einer beliebigen irreduziblen Darstellung auf L?(R"~%)
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

operieren.

3.4.5 Satz: Sei ; = Ind(M 1 G, f) eine irreduzible Darstellung der nilpoten-
ten Lie-Gruppe G. Wir ergénzen eine Basis Xy, ..., X} von m zu einer Basis
X1,..., X, von g. Dann gibt es Polynome P,...,P,:R" x R"* — R, so
daB mit s = (s1,...,8,) € R" und t = (t1,...,t,_x) € R"* die Operationen
der Darstellung 7 auf L?(R"*) wie folgt gegeben sind:

(mrlexps1 Xy + ...+ 5,X,)6) (%)

= flexp(Pi(s,6) X1+ ...+ Pe(8, ) X)) (Prs1(s, 1), ..., Puls,t)).

Beweis: Nach der Definition der induzierten Abbildung ist die Operation von
m(g) fiir g € G auf H,, gegeben durch 7;(g){(h) = £(hg) und fiir die Funk-
tionen § € Hy, gilt {(mh') = f(m)m(h'). Wir iibertragen diese Bedingungen
in den Raum L%(R™%).

Die Abbildung p: R" — G sei gegeben durch p(s) =exp (s1X7 + ... + $,X,)
fir s = (s1,...,8,) € R™ Wir schreiben mit ¢t = (t1,...,t, ) € R"*
abkiirzend p(0,t) fiir p(0,...,0,ty,...,t,—x). Es ist also Mp(0,t) = p(t) fiir
alle t € R"*. Mit der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 folgt, da8 es
Polynome P, ..., P,:R" x R"* — R gibt mit

P (p(0,t)p(s)) = (Pi(s, 1), Pa(s,1)).

Mit diesen Notationen erhalten wir nach Identifikation von H, mit L?(R"%)

direkt die Aussage des Satzes. ad

3.5 Die reguldre Darstellung

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die regulédre Darstellung U von G, die auf
LA(T\G) mit (U(g0)€)(Tg) = &(Tggo) fiir g, g0 € G und € € L*(T\G) operiert.

Nach [Ric71] zerféllt U in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen 7

mit endlicher Vielfachheit. Wie wir oben gesehen haben, erhalten wir U durch
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3.5 Die regulire Darstellung

Induktion aus der Darstellung auf I', die alle v € I" auf den Identitéts-Operator
abbildet.

Wir bezeichnen die Vielfachheit, mit der die irreduzible Darstellung 7, indu-
ziert von f € g* in der Zerlegung der reguldren Darstellung U auftritt, mit
m(f,U).

In [Ric71] gibt Richardson an, wie sich die Vielfachheiten m(f,U) konkret
bestimmen lassen. Er konstruiert fiir seine Beweise spezielle maximal unterge-
ordnete Algebren. Diese Konstruktion wird sich im folgenden auch in anderen

Fallen als sehr hilfreich erweisen. Sie befindet sich auch in verkiirzter Form

in [CR87].

3.5.1 Konstruktion: Zur Konstruktion einer speziellen maximal untergeord-

neten Algebra m von g beziiglich f ben&tigen wir das folgende

3.5.2 Lemma: Sei f € g* mit f # 0. Es gibt in g ein Ideal , das folgende
Eigenschaften besitzt:

(1) f(h) =0,

(2) Das Zentrum von g/ ist eindimensional,
(3) f{X €g]lg. X]Ch}#0.

Beweis: Wir konstruieren schrittweise ein passendes Ideal h mit den ge-

wiinschten Eigenschaften.

Wenn h: = {0} die Bedingungen (1)-(3) nicht erfiillt, dann folgt, dafi entweder
flZ(g) =0, oder dim Z(g) > 1 gilt.

Falls dim Z(g/h) > 1 ist und b die Bedingungen (1) und (3) erfiillt, dann erset-
zen wir b durch das Ideal Kern f N {X € g | [g, X] C b}. Dadurch vergrofiern
wir das Ideal h. Die Eigenschaften (1) und (3) bleiben giiltig. Wir wiederholen

diese Konstruktion so lange, bis auch (2) erfiillt ist.

Falls die dritte Bedingung nicht erfiillt ist, dann verschwindet f auf der Menge
Z(h):={X € g |[X,g] C h}. In diesem Fall ersetzen wir h durch Kern fN{X €
a|[X,g] € Z(h)}. Da f # 0 ist, finden wir nach wiederholter Anwendung ein
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

Ideal b, das alle drei gewiinschten Eigenschaften erfiillt. a

Im folgenden wahlen wir ein Ideal h; von g mit den obigen Eigenschaften.
Um mit Hilfe des Ideals h; die spezielle maximal untergeordnete Algebra m
zu konstruieren, betrachten wir die Quotientenalgebra g/h;. Wegen der oben
beschriebenen Eigenschaften von by ist g/b; eine nilpotente Lie-Algebra mit

eindimensionalem Zentrum.

Ist die Dimension dieser Lie-Algebra < 1, so ist m = g und wir sind fer-
tig. Ist g/b; nicht abelsch, so zerlegen wir diese Lie-Algebra mit der Kirillov-
Zerlegung 3.1.2. Es ist

g/bh =RX®RY 3 RZ & v,

wobei [X,Y] = Z ist, Z das Zentrum Z(g/h;) erzeugt und [W,Y] = 0 fiir alle
W € 1 gilt.

Wir wihlen einen Reprisentanten X von X in g und erhalten: g = RX @ my,
wobei m; das Urbild unter der Projektion von der Menge aller mit Y in g/b;
kommutierenden Element Z(Y) ist. Wir wenden die Konstruktion erneut auf
m; an, d.h. wir wihlen erneut ein Ideal hy von my, das (1)- (3) erfiillt und
zerlegen den Quotienten my /by mit der Kirillov-Zerlegung 3.1.2 bzw. erhalten
mit m = m; eine untergeordnete Algebra, wenn m; /b, abelsch ist. Andernfalls
erhalten wir eine Unteralgebra my, von m; und eine Zerlegung g = RX; R Xb
my. Nach wiederholtem Anwenden erhalten wir my mit f([mg, my]) = 0. Also

ist my, eine maximal untergeordnete Algebra von sich selbst bzgl. der Abbildung
Sl

Wir miissen nun noch zeigen, dal m; auch maximal untergeordnete Algebra
von g ist. Dazu verwenden wir die Dimensionsformeln fiir maximal untergeord-
nete Unteralgebren von Kirillov aus Bemerkung 3.4.2. Die Quotientenalgebra
my /b ist auch eine maximal untergeordnete Algebra von sich selbst bzgl. der
von f induzierten Abbildung. AuBlerdem ist dim(my_;/bx) = dim(my/by) + 1.
Die Bilinearform 3 von my_; /by, die durch 3(X,Y) = f(X,Y) gegeben ist,
hat den Rang 2. Also ist die Dimension einer maximal untergeordneten Alge-

bra in my_1 /by nach dem zweiten Punkt der Bemerkung 3.4.2 dim(my_1/by) =
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3.5 Die regulire Darstellung

dim(my,/by). Folglich ist my /by eine maximal untergeordnete Algebra des Quo-
tienten my_; /b.

Da aufgrund der Eigenschaften von b, die Bahn ady,, _, f in my_; mit der Bahn
der von f induzierten Abbildung im Quotienten my_; /by identifiziert werden
kann, ist nach dem ersten Punkt der Bemerkung 3.4.2 das Urbild my von my /by,

in my_; auch maximal untergeordnet in my_;.

Durch wiederholte Anwendung der obigen Schritte sehen wir, daf§ die Unter-
algebra my von g eine maximale Unteralgebra von g bzgl. f ist. Wir werden
im folgenden eine maximal Unteralgebra, die auf diese Art konstruiert werden

kann eine spezielle untergeordnete Algebra nennen.

Die spezielle untergeordnete Algebra ist nicht eindeutig durch f gegeben, denn
die Konstruktion hingt von der Wahl der Vektoren X, Y, Z und deren Re-

prasentanten ab.

Das besondere an der obigen Konstruktion ist, dal wir fiir ein gegebenes Git-
ter I' der zu g gehorenden Lie-Gruppe G die spezielle maximal untergeord-
nete Algebra m so konstruieren kénnen, dafl sie rationale Strukturkonstanten
beziiglich logT" N m hat, wenn f:g — Q ist (vgl. [CR87]). Wir konstruieren
einfach in jedem Schritt das Ideal h; so, daf es rationale Strukturkonstanten
bzgl. log I'Nb; hat und kénnen dann, nachdem wir in der Kirillov-Zerlegung von
g/b; eine Basis von m; mit rationalen Strukturkonstanten beziiglich log T’ N'm;
gewihlt haben, mit Satz 1.3.4 voraussetzen, dafl die Lie-Algebra m; rationale

Strukturkonstanten beziiglich log I' N m; besitzt.

Mit den so konstruierten speziell untergeordneten Algebren lassen sich die
Satze von Richardson iiber die Vielfachheiten des Auftretens einzelner irredu-
zibler Komponenten in der Zerlegung der reguldren Darstellung formulieren
und beweisen. Die Beweisidee besteht auch hier wieder, wie beim Beweis des
Satzes von Kirillov 3.4.3 aus einem Induktionsbeweis. Durch Herausteilen einer

passenden Unteralgebra wird die Dimension verringert.

Fiir den Induktionsschritt seiner Beweise verwendet Richardson das folgende

Lemma von Moore [Moo65].
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

3.5.3 Lemma: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe, I' ein Gitter von G und
7 eine irreduzible Darstellung von G. Sei H eine eindimensionale, rationale,

normale Untergruppe von G, so dafl w(h) die Identitat fiir alle h € H ist.

Sei pr: G — G/ H die Projektion und @ = mopr~!. Sei U die reguliire Darstel-
lung von G beziiglich I und U die reguliire Darstellung von G/H bzgl. pr(I).
Dann ist die Vielfachheit m(x,U) = m(z, U).

Wir werden auf die Details der Beweise von Richardson nicht weiter eingehen,
aber das obige Lemma im folgenden noch einmal verwenden. Zur Formulierung

der Satze von Richardson bedarf es vorab einiger Definitionen.

3.5.4 Definition: Sei f € g* mit spezieller maximal untergeordneter Algebra
m = log(M). Das Paar (f, M) heiBt rational, wenn f(log(I'N M)) C Q ist und
m mit rationalen Strukturkonstanten beziiglich logI' N m konstruiert worden
ist.

Es heifit integral, wenn fiir den zu f gehoérenden Charakter zuséitzlich auch
noch f(log(I'N M)) = 1 gilt, also f(log(T' N M)) C Z ist.

Wir bezeichnen mit (f, M)g fiir g € G das Paar (];g’ng), wobei f9(m): =
flgmg™") und M9 ':= g~' Mg ist. AuBerdem sei (f, M)G:= {(f,M)g | g €
G}. Wir schreiben O(f): = (f, M)G. Richardson zeigt in [Ric71] den folgenden
Satz:

3.5.5 Satz: Fiir die Vielfachheit m(my, U) der irreduziblen Darstellung 7, =
Ind(M 1 G, f) in der Zerlegung der reguliiren Darstellung U gilt m(7;, U) > 0

genau dann, wenn in O(f) ein integrales Element liegt.

Wir werden nur einen einfachen Spezialfall dieses Satzes verwenden.

3.5.6 Korollar: Sei (f, M) ein integraler Charakter. Dann ist m(m;, U) > 0.

Richardson gibt in [Ric71] auch einen Satz an, mit dem sich die Vielfachheit
m(f,U) direkt bestimmen lafit. Er beweist, dafl fiir ein integrales Element
(f, M) und beliebiges v € T auch (f, M)y ein integrales Element ist. Wir
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3.6 Die glatten Vektoren induzierter Darstellungen

bezeichnen den Raum der integralen Punkte von O(f) mit O(f)r.

3.5.7 Satz: Sei 7 eine irreduzible Darstellung von G, die von einem rationalen
Punkt (f, M) induziert wird. Dann ist

m(m,U) = H{O(f)r/T'}.

3.6 Die glatten Vektoren induzierter

Darstellungen

Wir erhalten aus einer Darstellung 7 einer Lie-Gruppe G eine Darstellung 7

der zu G gehorenden Lie-Algebra g in der folgenden Weise:

3.6.1 Definition: Sei 7 eine unitdre Darstellung, die auf einem Hilbertraum
H . operiert. Ein Vektor & € H, heifit glatt, wenn die vektorwertige Funktion
g +— (m(g))¢ eine glatte Abbildung von G nach H, ist. Wir bezeichnen die

Menge aller glatten Vektoren von 7 mit H2°.

Die zu m gehdrende Darstellung 7 von g operiert auf H2° und ist gegeben durch

_ 0]
A€ = 5| mlew (X))
T x=0
In diesem Abschnitt méchten wir die glatten Vektoren von induzierten Darstel-
lungen im allgemeinen und die von der reguldren Darstellung im besonderen
bestimmen. Zuerst berechnen wir jedoch die Operationen von 7 fiir eine irre-

duzible Darstellung 7 von G, die auf L?(R™*) operiert.

Sei 7 eine irreduzible Darstellung von G. Wir wahlen eine Basis X1, ..., Xj
von m, die wir zu einer Basis Xi,..., X, von g ergénzen. In Satz 3.4.5 haben
wir gesehen, daf es Polynome P, ..., P,: R" x R"* — R gibt, so daB fiir alle
s=(s1,...,8,) € R" und alle t = (t1,...,t, ) € R"* sowie £ € L2(R"7*)
gilt:

m(s1 X1+ ...+ 8, Xp)E(L)
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

— oxp 2rif (Pu(s,8)X1 + ... Py(s, DXO)EPrsa(5,1), ., Puls, 1),
Wir erhalten die Darstellung 7 der Lie-Algebra g aus der Darstellung 7 der
Lie-Gruppe G durch 7#(X)&(t) = 2| m(exp (xX))E(F).

Oz lx=0

3.6.2 Satz: Die Operation der irreduziblen Darstellung 7 von g auf den glat-
ten Vektoren in L2(R"~*) fiir einen Basisvektor X; mit 1 < i < n ist gegeben
durch

T(X)E(t, - tr)
i )
= omi ; f(Xj)a—&pJ(o, 0t b ) E(t )

5
Dt 1

~ 0

j=h+1

Beweis: Die Polynomfunktionen P;(s, t) sind, wie wir im Beweis von Satz 3.4.5
gesehen haben, die Koordinatenfunktionen von p~'(p(0,¢)p(s)) mit p(s) =
exp ($1X1 + ...+ $,X,,) und p(0,t) = exp (t1 Xps1 + ... + t,_£X,). Insbeson-
dere folgt daraus, dafl P;(0,t) = ¢; fiir alle t = (t1,...,t,_x) € R" ¥ ist. Nun
konnen wir die Operation von 7(X;) auf den glatten Vektoren in L*(R"*) fiir
ein Basiselement X; von g bestimmen. Wir schreiben e; € R"™ fiir den i-ten

Einheitsvektor in R", also e; = p~1(eX?). Es ist
T(X;)E(t)

k
% » exp (2m‘f (Z Pj<$€j7t)Xj>) E(Prs1(ze; t), ..., Py(xe;,t))

j=1

0

= 2mi B f(Pi(ze;, t) X1 + ... 4 Pe(we;, t) X )E(T)

=0

"9
+Z£

j=hk+1

Pj(wei, t) 5—¢(t).

_9
;1

=0

Da f € g* linear ist, folgt direkt die Behauptung. a

Nun zur Bestimmung der glatten Vektoren einer induzierten Darstellung. Poul-

sen beweist in [Pou72] einen Satz, mit dem sich die glatten Vektoren einer

54



3.6 Die glatten Vektoren induzierter Darstellungen

induzierten Darstellung leicht berechnen lassen. Wir werden diesen Satz in
diesem Abschnitt auf die reguldre Darstellung und auf beliebige irreduzible

Darstellungen einer nilpotenten Lie-Gruppe anwenden.

Sei G eine Lie-Gruppe, K eine abgeschlossene Untergruppe von G. Sei o:=
Ind(K T G, ) eine Darstellung auf G, die von einer Darstellung 7 der Unter-

gruppe K induziert wird. 7 operiert auf dem Hilbertraum H.,.

3.6.3 Definition: Wir bezeichnen den Raum der glatten Funktionen ¢: G —
H., fiir die £(kg) = 7(k)[£(g)] fir alle k € K und g € G gilt mit C*°(K\G, 7).

Fiir alle £ € C*°(K\G,7) und X € g definieren wir

Xe(g):= lim © (¢(gexp(aX)) — £(g)).

z—0

Offensichtlich ist wieder X¢ € C>(K\G, ) fiir alle £ € C*°(K\G, 7).

Nun kénnen wir den Satz von Poulsen formulieren. Dabei bezeichne || - ||2 die
L*-Norm auf C*(K\G,7) C L*(K\G). Wir wihlen im folgenden eine Basis
Xi,...,X, der Lie-Algebra g von G.

3.6.4 Satz: Sei o =Ind(K 1 G, ). Die Menge H® aller glatten Vektoren von
o ist die Menge aller Funktionen £ € C*°(K\G, ), so dafl

X,XZ gy <oofirl<i; <n,firl<j<mund 0<m < oo.
1 m J j

H® wird zu einem Fréchet-Raum durch die Seminormen || X;, ... X;, £, auf
C*(K\G, ). AuBlerdem gilt fiir die von der Darstellung ¢ von G induzierten
Darstellung & von g und fiir alle £ € HS° offensichtlich:

7(Xi,)...6(X;,)€E =X,

i1 ¢

X &
Beweis: s. [Pou72]. O

Wenden wir nun den Satz auf die regulire Darstellung U von GG an. Wir wahlen
also I als Gitter von G. Die regulédre Darstellung ist U = Ind(I" T G, 1). Offen-
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

sichtlich konnen wir C*(I'\G, 1) mit den glatten Funktionen C*°(I'\G) iden-
tifizieren. Dabei geht die Operation von X fiir beliebige X € g iiber in

. 1
e(Tg) = lim © (€(Cgexp(tX) — £(T)
wobei I'g € I'\G und ¢ € C*(I'\G) beliebig sind.
Da fiir alle ¢ € C®(I'\G) auch X¢ € C=(I'\G) gilt und I'\G kompakt ist,

erhalten wir das folgende Korollar.

3.6.5 Korollar: Die Menge der glatten Vektoren der reguldren Darstellung
von G auf L?(I'\G) stimmt mit der Menge der glatten Funktionen C*(I'\G)
iiberein. Die Topologie auf dem Fréchet-Raum HS® aus Satz 3.6.4 stimmt mit
der iiblichen Topologie auf C*°(I"'\G) tiberein.

Nun wollen wir den Raum der glatten Vektoren einer beliebigen irreduziblen
Darstellung 7 einer nilpotenten Lie-Gruppe G bestimmen. Es stellt sich heraus,
daB fiir beliebige nilpotente Lie-Gruppen und beliebige irreduzible Darstellun-
gen der Raum der glatten Vektoren immer mit einem bestimmten Funktionen-
raum identifiziert werden kann, dem Raum der sogenannten Schwartzschen

Funktionen. Diese Funktionen sind die schnell-fallenden Funktionen auf RF.

3.6.6 Definition: Der Raum der Schwartzschen Funktionen S(R*) besteht
aus allen glatten, komplexwertigen Funktionen & € C*(R¥), fiir die zusitzlich

gilt:

..tﬁail...aikf(tl,...,tk) < 0.
tl tk‘ 2

Dabei sind die jj, i, € N fiir 1 < h < k. Die Topologie auf S(R*) wird durch

diese Seminormen induziert.

Ji
tl .

Im folgenden werden wir zur Vereinfachung der Notation S(R°) mit € identi-

fizieren.

Sei P(R*) die Menge aller Polynom-Operationen auf C*°(R¥). Das heiit ein
Element aus P(R*) ist eine Linearkombination von Operatoren der Form
Ik o o

e tg) — _ =
5(1 k) 1 k‘atjil 8252"

E(ty,y ..., tg)
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3.6 Die glatten Vektoren induzierter Darstellungen

mit jp, i, € N fiir 1 < h < k. Dann ist der Schwartzsche Raum gerade die
Menge der Funktionen & € C°°(R*) mit ||DE|| < oo fiir alle D € P(RF).

Wir kénnen wie in 3.4.4 den Raum der glatten Vektoren einer irreduziblen

Darstellung H2° mit einem Teilraum von C*(RF) identifizieren.

Im folgenden Satz werden wir sehen, daf3 der topologische Raum H?>*° fiir eine
beliebige irreduzible Darstellung 7 einer nilpotenten Lie-Algebra g mit einem

Schwartzschen Raum S(R*) identifiziert werden kann.

Nach dem Satz von Kirillov 3.4.3 gibt es fiir jede irreduzible Darstellung 7
von G ein f € g und eine zu f maximal untergeordnete Algebra m mit
zugehorender Lie-Gruppe M, so dal 7 = Ind(M T G, f) ist. Die Darstellung
operiert auf dem Raum H,, der isometrisch zu L*(R™~*) ist, wobei k: = dim M

und n: = dim G ist.

3.6.7 Satz: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe der Dimension n mit zugehoren-
der Lie-Algebra g. Sei 7 = Ind(M T G, f) eine irreduzible Darstellung der
Dimension > 1 von G. Dann ist die Menge der glatten Vektoren von 7 ein
Schwartzscher Raum S(R™ ) mit n = dim G und k = dim M.

Zum Beweis des Satzes miissen wir fiir beliebige X € g die Operation & — X¢
auf der Menge der glatten Vektoren in L?(IR¥) berechnen. Wir miissen zeigen,
dal die Menge dieser Operationen mit der Menge der Polynom-Operationen

P(R™*) iibereinstimmt.

Ein ausfiihrlicher, technischer Beweis dieses Satzes befindet sich z.B. in [CG90,
Abschnitt 4.1], wir werden hier jedoch die Aussage des Satzes mit Hilfe der

Richardson-Konstruktion elementarer beweisen konnen.

Wir haben in 3.6.4 gesehen, dafl wir die Operationen von X € g auf H>*°
durch 7(X) gegeben ist, wobei 7 die von 7 auf der Lie-Algebra g induzierte
Darstellung bezeichnet. Mit dem Satz 3.6.2 erhalten wir, dafl die Operationen
von 7 in P(R"*) enthalten sind. Das folgende Lemma zeigt die Umkehrung,
also dafi es fiir alle Operationen D € P(R™ ") ein X € g gibt mit D = 7(X).
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3 Die Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Algebren

3.6.8 Lemma: Fiir eine beliebige irreduzible Darstellung 7 auf g gibt es
Xi,.., X r€gundYy,... )Y, r€g,sodalfirallej e Nmit1 <73 <n—k
gilt:

ﬁ-(X])g(tlv s 7tn—k’) = gf(tla e atn—k)a
J

ﬁ(}g)g(th PN atn—k) = 27Titj£(t17 PN atn—k)~

Beweis: Dieses Lemma werden wir mit der Richardson-Konstruktion 3.5.1
beweisen. Wir konstruieren hier nur X; und Y; mit den gewiinschten Eigen-

schaften, die Elemente X; und Y; erhalten wir analog.

Mit der Konstruktion von Richardson 3.5.1 sehen wir, daf} es ein Ideal h in m
mit den folgenden Eigenschaften gibt.
e f(h) =0,

e Das Zentrum von g/h ist eindimensional,

o [{X egl[X,g] CH}#0.

Sei fo € (g/h)* gegeben durch fo(V) = f(V) fiir einen beliebigen Reprisentan-
ten V € gvon V € g/bh. Weil f(h) = 0ist, ist die Funktion fy dadurch eindeutig
bestimmt und die zu f; maximal untergeordnete Algebra von g/b ist die Pro-
jektion m C g/h von m. Sei my = Ind(M/(M N H) T G/H, f;). Die Darstellung
7 auf G ist, wie wir in 3.3.4 gesehen haben, gegeben durch 7(g) = mo(pr(g)),
wobei pr: G — G/H die Projektion bezeichne.

Fiir die Darstellungen 7 auf g und 7y auf g/h bedeutet dies, daBl 7(V) =
7o(T1 prV) ist. Dabei ist die Projektion pr eine Submersion, also T} pr surjek-
tiv. Es reicht somit, wenn wir X, Y; € g/h mit den gewiinschten Eigenschaften
finden.

Den Quotienten g/h kénnen wir mit der Kirillov-Zerlegung 3.1.2 durch g/ =
RX; & RY; @ RZ, & v darstellen, wobei Z; das Zentrum von g/b erzeugt,
[X1,Y1] = Z; und [V, 0] = 0 ist. Die dritte Eigenschaft von b besagt, da fq
auf dem Zentrum von g/h nicht verschwindet. Deshalb gibt es ein A € R\ {0}
mit fo(Z,) = \.

Wir definieren eine Abbildung &: R — R fiir ein festes Tupel (ts, ..., 1) €
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3.6 Die glatten Vektoren induzierter Darstellungen

R %1 durch £(t1): = &(ty, b, . . . , t). Wie in der Berechnung der irreduziblen
Darstellungen der Heisenberg-Gruppe 3.2.4 kénnen wir die Abbildungen

a — mo(exp (aX;)) und b — mo(exp (bY1))

als Darstellungen von R interpretieren, die auf einem Teilraum von L*(R)
operieren und erhalten dann mit dem Lemma von Schur 3.2.2 und dem Satz
von Stone und von Neumann 3.2.3, daB mo(exp (aX1))E(t) = &(t, + a) und
mo(exp (bY1))E(t1) = exp (2miAbt;)E(ty) ist.

Mit der Definition 7o(X)£(t) = 2 o To(exp (2X))E(t) fiir X € g/h erhal-
ten wir dann 7o(X;) = a% und 7o(Yy) = 2miMt;. Durch die Wahl geeigneter
Reprisentanten X;,Y; € g von X; und Y; € g/h erhalten wir die gesuchten

Elemente.

Wenn wir nun fortfahren mit der Richardson-Konstruktion, so erhalten wir in
jedem Schritt analog die weiteren Elemente X;,Y; € gmit 1 < j <n —k, die

die gewiinschten Operationen liefern. O
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4 Blatterungen von

Nilmannigfaltigkeiten

4.1 Vorbemerkungen

Sei G eine nilpotente (zusammenhingende und einfach zusammenhéngende)
Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Wir betrachten in diesem Abschnitt die Situa-
tion aus Beispiel 2.1.5. Wir haben also eine p-dimensionale Unteralgebra p, die
eine Zerlegung des totalen Tangentialraums und somit eine Blédtterung von G

liefert.

Wihlen wir ein Gitter I' C GG und betrachten den Quotienten I'\G, so 148t sich
die Algebra der Vektorfelder iiber dieser Mannigfaltigkeit mit C>*°(I'\G) ® g
identifizieren. Also liefert die Unteralgebra p von g auch eine Blédtterung der
kompakten Mannigfaltigkeit T'\G. Wir bezeichnen diese Blidtterung von I'\G
mit F(p).

Wir werden sehen, auf welche Weise die reduzierte Blédtterungskohomologie
H{(T\G; F(p)) ® C fiir 0 < i < p berechnet werden kann. Nach Satz 2.4.5
konnen wir diese Kohomologie mit der reduzierten Lie-Algebren-Kohomologie
Hi(p; C=(T'\@)) identifizieren. Dabei operiert p auf dem Raum C>=(I'\G) der
glatten, komplexwertigen Funktionen auf I'\G durch die Einschrinkung der

reguliren Darstellung U von g auf p.

Im vorigen Kapitel haben wir untersucht, wie wir die reguldre Darstellung
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4 Blétterungen von Nilmannigfaltigkeiten

in irreduzible Komponenten zerlegen konnen. Wir werden im néchsten Ab-
schnitt sehen, wie diese Zerlegung eine Zerlegung der reduzierten Lie-Algebren-

Kohomologie H(p; C=(I'\G)) liefert.

In 3.6.2 haben wir die Operationen irreduzibler Darstellungen der zu G ge-
horenden Lie-Algebra g beschrieben. Diese Operationen setzen sich aus zwei
Typen von Operationen zusammen: den Multiplikationen mit einem Polynom

und den partiellen Ableitungen.

Wir werden untersuchen, wie die Lie-Algebren-Kohomologie und die harmoni-

schen Formen fiir eine gegebene Darstellung berechnet werden koénnen.

Schlieflich werden wir im Fall, dal p kein Ideal in g ist — unter zusétzlichen
Voraussetzungen an p — in der Zerlegung von U in irreduzible Komponenten
Darstellungen finden, deren Operationen auf S(R™"*) der Multiplikation mit
einem nichtkonstanten Polynom entsprechen. Die oberste reduzierte Kohomo-
logiegruppe der von uns untersuchten Bldtterungen F(p) ist in diesem Fall

immer unendlichdimensional.

Andererseits werden wir sehen, dafl die irreduziblen Komponenten, auf de-
nen die Darstellungen Operationen vom Typ ,,Multiplikation mit einem nicht-
konstanten Polynom“ liefern, keine harmonischen p-Formen enthalten. Unter
gewissen Voraussetzungen besitzen die Blatterungen (I'\G, F(p)) also in den
Féllen, in denen p kein Ideal in g ist, keine blattweise Hodge-Zerlegung, deren
Existenz fiir Riemannsche Blétterungen im Satz 2.4.10 von Alvarez-Lopez und

Kordyukov gezeigt worden ist.

4.2 Die reduzierte Bliatterungskohomologie

Wir bezeichnen mit U die regulire Darstellung von G auf L2(I'\G) und U die
dazu gehorende Darstellung der Lie-Algebra g von G. Wie wir in Satz 2.4.5
gesehen haben, kénnen wir die i-te komplexe, reduzierte Kohomologie der von
p induzierten Blitterung mit der Lie-Algebren-Kohomologie H'(p; C>(T'\G))

identifizieren. Zuerst werden wir sehen, daf§ die reduzierte Blatterungskoho-

62
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mologie in unserem Fall immer positive Dimension hat. Der folgende Satz gilt

in einer allgemeineren Situation, in der G nicht nilpotent sein muSf.

4.2.1 Satz: Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und I' C G ein Git-
ter, so dal auf I'\G ein rechtsinvariantes Maf existiert. Sei p eine Unteral-
gebra von g. Dann ist fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < p = dimp die Lie-Algebren-
Kohomologie H(p) ® C ein direkter Summand der reduzierten Blétterungsko-
homologie H*(T\G; F(p)) @ C.

Der Satz ist eine direkte Konsequenz aus dem folgenden Lemma.

4.2.2 Lemma: Sei K C C*(I'\G) die Menge der komplexwertigen, kon-
stanten Funktionen auf I'\G. Dann ist sowohl K, als auch das orthogonale
Komplement von K in L*(T'\G) invariant unter den Operationen der reguliiren

Darstellung U von G.

Beweis: Die reguldre Darstellung U ist nach Definition induziert von der
Darstellung, die jedem Element von I' den Identitatsoperator auf C zuordnet.
Dabei operiert U auf L*(T\G) durch U(g)é(Tz) = £(Tzg) mit z,g € G. Das
innere Produkt auf L?*(T'\G) ist nach Definition 3.3.1 gegeben durch

(€1,62) = /F\G (€1(Tg),&(Ig)) dg,

wobei dg das rechtsinvariante Maf auf I'\G bezeichne.

Das orthogonale Komplement von K, der Menge der konstanten Funktionen
in L?(T\G), ist also von der Form K+ = {f € Hy | fF\G |€(Tg)| dg = 0}.

Die Menge K ist offensichtlich invariant unter den Operationen der reguléren
Darstellung. Auch das orthogonale Komplement K= ist invariant unter den

Operationen von U, denn da das Mafl dg rechtsinvariant ist, folgt

/F Ve d = / lewomiag - / £(Tg)] dg.

NG
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Beweis des Satzes 4.2.1: Die Menge der glatten Vektoren in K und in K+
ist auch invariant unter den Operationen von U, denn nach Definition ist fiir

alle X € g die Operation U(X) auf diesen Mengen gegeben durch

1
U(X)€(Tg) = lim = (U(exp (tX))€(Tg) — €(T'g))-
Also kénnen wir die Lie-Algebren-Kohomologie H'(p; C*(T'\G)) zerlegen in
H'(p; C*(T\G)) = H'(p: K) & H'(p; K).

Auf der ersten Komponente operiert p trivial. Also ist H'(p; K) = H'(p) ® C.
Da die Menge der konstanten Funktionen abgeschlossen in C*°(I'\G) ist, folgt

die Behauptung des Satzes iiber die reduzierte Kohomologie. O

Wie wir in Satz 1.4.2 gesehen haben, ist die Dimension der Kohomologie H(p)
im Falle einer nilpotenten Lie-Algebra p fiir 0 < ¢ < p immer positiv. Es folgt
also direkt:

4.2.3 Korollar: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und I' C
G ein Gitter. Sei p eine Unteralgebra von g. Dann ist dim H'(p; O (T'\G)) >
dim H'(p) > 0.

Deitmar und Deninger untersuchen in [DD02] Bedingungen, unter denen die
reduzierte Blitterungskohomologie mit der Lie-Algebren-Kohomologie H'(p)

iibereinstimmt. Dies ist jedoch nur unter sehr speziellen Bedingungen moglich.

Um die reduzierte Kohomologie allgemein bestimmen zu kénnen, miissen wir
die Berechnung der reduzierten Lie-Algebren-Kohomologie H'(p; C>=(T'\G))
vereinfachen. Dazu werden wir im folgenden diese Kohomologie in irreduzible
Komponenten zerlegen. Ab jetzt beschrinken wir uns auf den Fall, dal G

nilpotent ist.

Im vorigen Kapitel haben wir mit dem Satz 3.6.4 gezeigt, daf die glatten Vek-
toren der reguliren Darstellung U der Lie-Algebra g auf L?(I'\G) mit den
glatten Funktionen in C*(I'\G) iibereinstimmen. Auflerdem stimmt die Ope-

ration von U mit der iiblichen Operation von p auf C=(I'\G) iiberein. Es ist
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fir alle Y € p und £ € C>*(I'\G)

T(Y)E(Tg) = lim - (€(Tge™) — £(Tg)).

z—0 I
Wir erhalten also H'(p; C>*(T'\G)) = H'(p; L*(T\G)>), wobei wir L*(I'\G)*>
fir die glatten Vektoren in L?*(I'\G) beziiglich der reguliren Darstellung U
schreiben. Mit dieser Gleichung 148t sich die Kohomologie in irreduzible Sum-
manden aufteilen, denn die regulére Darstellung U auf L*(T'\G) zerfillt, wie
wir oben gesehen haben, in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen
mit endlicher Vielfachheit.

Wir erhalten also den folgenden Satz (s. [DS01]), der sowohl fiir die Bléitte-
rungskohomologie H'(T'\G; F(p)), als auch fiir die reduzierte Blitterungskoho-
mologie H(I'\G; F(p)) giiltig ist. Da wir in dieser Arbeit speziell die reduzierte
Kohomologie untersuchen, formulieren wir den Satz hier nur fiir die reduzierte

Blatterungskohomologie.

4.2.4 Satz: Eine Bldtterung F(p) der Nilmannigfaltigkeit I'\G sei wie oben
gegeben. Dann 148t sich die reduzierte Bléatterungskohomologie wie folgt in

irreduzible Summanden zerlegen:

H(T\G; F(p)) @ C = é;m(m U)H' (p; H2°)

Dabei wird der AbschluB der direkten Summe iiber alle Aquivalenzklassen ir-
reduzibler, unitdrer Darstellungen gebildet. Aulerdem bezeichne m(w, U) die
Vielfachheit der irreduziblen Darstellung 7 in der Zerlegung der regulédren Dar-
stellung U und ‘H2° den Raum der glatten Vektoren der Darstellung 7w von G.
Die Operation von p auf H>° ist schliellich gegeben durch die zu der irredu-

ziblen Darstellung m von GG gehérende Darstellung 7 von g.

Ein ausfiihrlicher Beweis dieses Satzes befindet sich in [DD02, Abschnitt 2].

Wir miissen, dem obigen Satz zufolge, zur Bestimmung der reduzierten Blétte-
rungskohomologie die reduzierte Lie-Algebren-Kohomologie auf den einzelnen
irreduziblen Komponenten H2° und die Vielfachheiten m(m, U) der irreduziblen

Darstellungen 7 in der Zerlegung der reguldaren Darstellung U berechnen.
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4.3 Die oberste Kohomologiegruppe

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie die Kohomologie von p auf einer
irreduziblen Komponente H2* von C*°(I'\G) bestimmt werden kann. Zur Be-
rechnung der Lie-Algebren-Kohomologie H*(p; H2°) auf einem irreduziblen Un-

terraum miissen wir zuerst einmal die Operation von p auf H>° angeben.

Die eindimensionalen Darstellungen operieren auf C durch Multiplikation mit
einer komplexen Zahl. Wir untersuchen im folgenden nur die Darstellungen
der Dimension grofler als 1. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben,
wird solch eine irreduzible Darstellung m von G von einer eindimensionalen

Darstellung f auf einer Untergruppe M der Lie-Gruppe G induziert.

Dabei ist M: = expm die zu einer beziiglich f € g* maximal untergeordneten
Lie-Algebra m gehérende Lie-Gruppe, und die eindimensionale Darstellung f
von M ist gegeben durch die Multiplikation mit exp (27i f(logm)) fir m € M.

Wir ergénzen eine Basis { X7, ..., X;} von m, zu einer Basis {X,..., X, } der
Lie-Algebra g. Die Abbildung : R"* — M\G, die wir in 3.4.4 durch

Oty ..ty g) =M -exp (t1Xps1) - - - exp (L xXn)

definiert haben, liefert eine Identifikation des Lebesgue-MaBes auf R™~* mit
dem rechtsinvarianten Mafl auf M\G. Wir kénnen also den Hilbertraum H,,
mit L?(R"*) identifizieren, wobei k¥ = dim M und n = dim G ist. Auerdem
haben wir in 3.6.7 gesehen, dafl wir auf diese Weise auch den Raum der glatten

Vektoren HZ® mit S (R™*) identifizieren kénnen.

Nun beschreiben wir die Operation der Elemente von p auf dem Schwartzschen
Raum S(R"*). Dazu wihlen wir eine Basis X, ..., X, von p. Nach 3.6.2 hat
die Operation von 7;(X;) auf S(R™*) fiir ein gegebenes Basiselement X; € p

mit 1 <14 < p und eine irreduzible Darstellung 7 von g die Form

Tr(X)E(tr, - tug)
k
, OP;
— 2m§ f(Xj)asj(o,...,o,tl,...,tn_k)g(tl,...,tn_k)

J=1
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"\ OP %)

0,..., 0,1, i) =——E(t1, oo ).

+ Z 881( ) ) Yy Ul ) k>8t]’,k€( 1 k)
j=k+1

Dabei sind die P, ..., P,: R" x R"* — R Polynome, die wir wie im Beweis

von Satz 3.4.5 erhalten.

Fiir unsere Zwecke wird es ausreichen, wenn wir die Dimension der obersten
Lie-Algebren-Kohomologie H?(p; S(R"~*)) berechnen, wobei die Elemente von

p auf S(R"*) in der oben beschriebenen Weise operieren.

Dabei kénnen wir jedoch nicht den Satz von Dixmier 1.4.2 zur Abschétzung
der Dimension der Kohomologie verwenden, da die irreduziblen Darstellungen
7 i.a. auf unendlichdimensionalen p-Moduln, den Fréchet-Rdumen S(R"¥)

operieren. Satz 1.4.2 setzt jedoch endlichdimensionale p-Moduln voraus.

Zur Berechnung gehen wir deshalb zuriick auf die Definition der Kohomologie.
Die Lie-Algebren-Kohomologie ist die Kohomologie der Kokette, die gegeben
ist durch C%(p; S(R"*)): = Hompg(A%p*; S(R"*)) und den Korandoperator
dﬁ;lz CHp; S(R™*)) — C¥(p; S(R™*)), der definiert ist durch

dta(Xi A AX) =

]

SR X)a(X AL AX A AKX

r=1
+ > (D)X, XA X A L AX AL AKX AL AKX,

1<r<s<i
Im Fall i = p = dimp ist X; A... A X, # 0 genau dann, wenn X;, ..., X, eine
Basis von p bildet. Wir bezeichnen die Strukturkonstanten beziiglich dieser
Basis mit al,, also die Lie-Klammer [X,, X;] ist von der Form [X,, X,] =
t1 Qs Xt
Da g und somit insbesondere auch p nilpotent ist, folgt ., = 0 und o], = 0
fir alle 1 < r, s < p. Somit ist die Lie-Klammer [X,, X] € <X | t # r, s> fur
alle 1 < r,s < p. Wir sehen also, daf} die zweite Summe in der Definition von

dP~ immer verschwindet.

Da H? (p;H;’r‘;) = Coker dﬁ;l ist, miissen wir zur Berechnung der obersten

Kohomologie nur das Bild der Abbildung d2 ! in Homg(A'p*; S(R"™*)) be-
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stimmen. Dazu reicht es nach unseren obigen Betrachtungen aus, nach Wahl

einer Basis Xi,..., X, von p alle Elemente der Form
p —_~
D () F X)X A X AL A X)
r=1

zu bestimmen.

Bevor wir mit der konkreten Berechnung der reduzierten Kohomologie begin-
nen, werden wir in diesem Abschnitt noch ein Lemma beweisen, das aussagt,
wie sich die reduzierte Blatterungskohomologie zusammensetzt aus der redu-
zierten Blatterungskohomologie von Blatterungen niedrigerer Dimension bzw.
Kodimension. Das folgende Lemma wird uns dabei behilflich sein, spezielle
Ergebnisse der Berechnungen der reduzierten Blatterungskohomologie auf all-

gemeinere Situationen auszuweiten.

4.3.1 Lemma: Sei p eine Unteralgebra einer nilpotenten Lie-Algebra g. Sei
b ein rationales Ideal von g mit zugehorender Lie-Gruppe H = exph. Sei
p:= p/p N b die von p in g/h induzierte Unteralgebra und po: = dim(p). Sei
[:=T/T'NH. Dann ist H(T\(G/H); F(p)) ® C ein direkter Summand von
AP(I\G; F(p)) @ C.

Beweis: Sei f € g* mit Kern f D h. Sei 7 die zu f gehdrende, irreduzible
Darstellung von g. Fiir alle X € b ist 7(X) = 0. Durch 7o(X): = 7(X) ist
nach Satz 3.3.4 eine irreduzible Darstellung von g/h gegeben, wobei X € g/b
die Aquivalenzklasse von X € g bezeichne. Jede irreduzible Darstellung von
g/b ist auf diese Art gegeben und entspricht einem Funktional f € g* mit

Kern f D h.

Sei Xi,...,X, eine Basis von p und X, ..., X, bezeichne die Aquivalenzklas-
sen dieser Basis in g/h. Ist py < p, so kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen,
daB X, 11,...,X, € hsind, also Xy,..., X, eine Basis von p bildet.

Die &uflere Ableitung d2!: CP~! — C? ist gegeben durch

—~

dﬁgl(@)()_(l ARRRWA Xpo) = ZﬁO(Xi)a(Xl AN X o A Xpo)
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4.4 Die harmonischen p-Formen
und die duBere Ableitung d?~!: CP~1 — CP ist gegeben durch

AN ) (X1 AL AKX = D T X)X A X AKX
Da die X, +1,...,X, € b sind, ist 7(X;) = 0 fiir py < ¢ < p. Somit sind Bild

und Kern der beiden &uleren Ableitungen identisch.

Fiir die Vielfachheit in der Zerlegung der reguldren Darstellung folgt nach
Lemma 3.5.3, daB m(7,U) = m(w,U) ist, wobei U die regulire Darstellung
von G/H und U die regulére Darstellung von G bezeichne. Es folgt also

P m, U)HE (0HZ) = P m(Fy, U)H™ (;HE).
feax fe(g/v)*

Kern fOh
Dabei werden die direkten Summe iiber alle Funktionale mit paarweise ver-
schiedenen Bahnen in Adg,; bzw. Adg; gebildet.
Die linke Seite ist ein direkter Summand von H(I'\G;F(p)) ® C und somit

auch die rechte Seite.

Im Fall py = p folgt die Aussage des Satzes analog. O

Wir untersuchen im néchsten Abschnitt den Raum der tangential harmoni-
schen p-Formen, wobei p = dimp ist und werden dort u.a. ein zu 4.3.1 ver-

gleichbares Lemma iiber diese Formen zeigen.

4.4 Die harmonischen p-Formen

In diesem Abschnitt sei die Mannigfaltigkeit I'\G versehen mit einer beliebi-
gen Metrik g, die tangential kanonisch ist (s. 2.1.6). Es gibt also eine Basis
Xi1,...,X, von p, so dal die Vektoren der entsprechenden kanonischen Vek-
torfelder in jedem Punkt eine Orthonormalbasis bzgl. der Metrik g der zu den

Blattern tangentialen Vektoren liefern.

Wir haben in 2.4 gesehen, wie wir aus der Metrik auf I'\G einen transver-

salen Hodge-Stern-Operator *, erhalten. Wir setzen zusétzlich voraus, daf3
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4 Blétterungen von Nilmannigfaltigkeiten

d(x,(1)) = 0 ist. Nach Satz 2.4.7 kénnen wir dann die zu dr adjungierte Ab-
bildung 07 berechnen mit §%(w) = (—=1)PP xr dgkr, wobei w € Q%(T\ M)

eine beliebige ¢-Form ist.

Wir werden nun untersuchen, wie die beziiglich einer Metrik mit den oben
beschriebenen Eigenschaften harmonischen p-Formen in den einzelnen irredu-
ziblen Summanden von C*(I'\G) berechnet werden kénnen. Dabei ist p die

Dimension der Blatterung, also p = dim p.

Bei der Berechnung schrinken wir die betrachteten Operatoren, also dg, %,

07 und Ar wie folgt auf eine irreduzible Komponente ein:

Die Zerlegung von C*°(T'\G) in irreduzible Komponenten der Form S(R"*)

induziert eine Zerlegung des Raums der i-Formen

Ci(P, C*(I'\G)) = HomR(Aip*; C*(T\G)) = C*(T\G) ® Aip*

in Komponenten S(R" %) @ Alp*.

Die Zerlegung von C*(p, C=(I'\@)) in diese irreduziblen Komponenten ist, wie
wir gesehen haben, invariant unter der Operation der duBeren Ableitung d%
und offensichtlich ist sie auch invariant unter der Operation des Hodge-Stern-
Operators x# und somit auch invariant unter der zu d’%= adjungierten Abbildung
§%, die ja unter den von uns beschriebenen Voraussetzungen eine Komposition
von *r und dg ist. Also sind die irreduziblen Komponenten auch invariant

unter der Operation des Laplace-Operators Ar.

Wir bezeichnen die Einschrankungen von £, 67 und Ax auf die irreduzible
Komponente & (]R”_’“) ® Alp* mit %, 0, bzw. A, so wie wir oben schon d, fiir
die Einschrankung von d z geschrieben haben. Dabei bezeichne 7 die irreduzible

Darstellung von G, die die Operation von p auf S(R"*) induziert.

Im vorigen Abschnitt haben wir schon gesehen, wie das Bild von d?~1: CP~! —
CP? auf einer irreduziblen Komponente berechnet werden kann. Fiir eine irredu-
zible Darstellung 7 von G ist nach Identifikation von H%° mit S(R"~*) die Ein-
schrinkung der #ufleren Ableitung d?~1: S(R" ) @ AP~'p — S(R" ) @ APp*
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gegeben durch:

Ea(Xi AL AKX =Y (D) FX)aXi AL AKX AL AKX).
i=1
Dabei bezeichne X7, ..., X, die Basis von p, die die Metrik auf den tangentialen

Vektoren induziert.

Um die adjungierte Abbildung 62 von d2 zu berechnen, betrachten wir zuerst
die Einschréankung des Hodge-Stern-Operators auf eine irreduzible Komponen-
te. Dieser bildet (wy A ... Aw, € S(R"*) @ APp* auf £ € S(R"*) @ A% =
S(R™*) ab, wobei wy, ..., w, die zu Xi,..., X, duale Basis bezeichnet. Ver-
kniipft mit der Korandabbildung d%: C° — C* folgt fiir £ € S(R"7%):

p

(d%r) (wr Ao Awp) = Y (—1)' 7 (X;)Ews.
i=1
Noch einmal verkniipft mit dem Stern-Operator erhalten wir die Abbildung
68 = (—1)PeHO+ o 404 . CP — OP~L. Dabei ist
P

wndl xr (E01 A Awy) =3 (D) F(XD)Ewr A ADA LA w,
i=1

Der Laplace-Operator AP = d?~16? auf S(R"*) ® APp* ist gegeben durch:

p
AP(Ewr A Awp) = (=D)PPIFN "R (X)7(X)Ewr A Awy.
i=1
Wir sehen also, dafl wir zur Berechnung der Einschrankung der harmonischen
p-Formen auf eine irreduzible Komponente unter den gegebenen Vorausset-
zungen alle Elemente w; A ... A w, € S(R"*) @ APp* bestimmen miissen
mit
p

> A X)A(X)ewr A Aw, =0,

i=1
oder dquivalent dazu die Menge aller Schwartzschen Funktionen & € S(R" )
mit Y 7 7T(X;)7(X;)€ = 0. Wir haben mit diesen Berechnungen also im we-

sentlichen den folgenden Satz gezeigt:
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4.4.1 Satz: Sei F(p) eine Blitterung von I'\G versehen mit einer tangential
kanonischen Metrik, fiir die d(x, (1)) = 0 ist. Dann gibt es auf der irreduziblen
Komponenten S(R"*), auf der p mit der irreduziblen Darstellung 7 ope-
riert, einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den harmonischen p-Formen

Kern A? und den harmonischen Funktionen Kern AC.

Aus dieser Aussage iiber die irreduziblen Komponenten folgt direkt die Aussage

iber ganz ()%

4.4.2 Korollar: Sei F(p) versehen mit einer tangential kanonischen Metrik,
fiir die d(x, (1)) = 0 gilt. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus zwi-
schen den harmonischen p-Formen Kern A”. und den harmonischen Funktionen
Kern A%.

Die tangential harmonischen Funktionen auf der geblédtterten Mannigfaltigkeit
(I'\G, F(p)) sind offenbar die Funktionen, die konstant in Blattrichtung sind.
Wir erhalten analog zu Bemerkung 2.4.12 direkt, daB dim Kern A% eindimen-
sional ist, wenn F(p) ein in I'\G dichtes Blatt besitzt. Also gilt das folgende

4.4.3 Korollar:  Die geblétterte Mannigfaltigkeit (I'\G, F(p)) sei versehen
mit einer tangential kanonischen Metrik, fiir die d(x, (1)) = 0 gilt. Wenn F(p)

ein dichtes Blatt in I'\G besitzt, dann ist dim Kern A”. eindimensional.

Mit Satz 2.4.13 haben wir gesehen, dafl F(p) genau dann kein dichtes Blatt in
I'\G besitzt, wenn die Projektion von p in den abelschen Quotienten g/|g, g]
rational ist, also eine Basis mit rationalen Strukturkonstanten beziiglich des

Bildes von logI' unter der Projektion in den Quotienten g/[g, g] besitzt.
Wir haben also fiir beliebige Blédtterungen F(p) mit einem dichten Blatt die

Dimension des Raums der harmonischen p-Formen bestimmt. Sie ist nicht

davon abhéngig, ob die Blatterung Riemannsch ist oder nicht.

Bei der reduzierten Blatterungskohomologie ist die Situation etwas kompli-

zierter. Wir haben zwar mit 2.4.12 gesehen, dafl im Fall, dal die Blétterung
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Riemannsch ist, die erste reduzierte Kohomologie eindimensional ist, wenn die
Blatterung ein dichtes Blatt besitzt. Lassen wir jedoch die Voraussetzung Rie-
mannsch weg, so werden wir sehen, dafl etwas vergleichbares nicht mehr gilt.
Insbesondere werden wir zeigen, dafl die oberste reduzierte Blatterungskoho-
mologie einer eindimensionalen Blédtterung F(p) immer unendlichdimensional

ist — unabhéngig davon, ob F(p) ein dichtes Blatt besitzt, oder nicht.

Bevor wir dies tun, werden wir in diesem Abschnitt noch ein Lemma iiber
die harmonischen Formen beweisen, das dem Lemma 4.3.1 iiber die reduzierte

Blatterungskohomologie dhnelt. Es gilt:

4.4.4 Lemma: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und I' ein Gitter von G. Sei
p eine Unteralgebra der zu G gehorenden Lie-Algebra g. Aulerdem sei b ein
rationales Ideal von g mit zugehorender Lie-Gruppe H = exph. Die von p
induzierte Unteralgebra von g/h bezeichnen wir mit p und die Dimension von
p mit po: = dim(p).

Die Mannigfaltigkeit I'\G' sei versehen mit einer kanonischen Metrik ¢ und
die Mannigfaltigkeit T'\G' mit G:= G/H und I':= T'/T'N H mit der von g
induzierten, kanonischen Metrik g. Dann bilden die harmonischen pg-Formen
der Blétterung F(p) beziiglich g einen direkten Summanden der harmonischen

p-Formen der Blatterung F(p) beziiglich g.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Lemma 4.3.1. Dort
haben wir gesehen, daf die Summe @ m(my, U)HZ; iiber alle f € g* mit
h C Kern f, die verschiedene Bahnen bzgl. der koadjungierten Darstellung von
g haben, ein direkter Summand in C*(I'\G) ist.

Wenn die Metrik g kanonisch ist, dann ist auch offensichtlich die von g indu-
zierte Metrik g kanonisch. Beide sind insbesondere auch transversal kanonisch.
Nach Lemma 2.4.8 gilt mit beiden Metriken d(*, (1)) = 0 und wir kénnen die

harmonischen Formen wie in Abschnitt 4.4 berechnen.

Dort haben wir gesehen, dal die Einschrinkung von Az invariant auf den

irreduziblen Komponenten ist und auf diesen den Funktionen ¢ € S(R"%)
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mit Y m(X;)?¢ = 0 entspricht. Damit folgt die Behauptung. O

4.5 Rationale Blatterungen

Wir haben in den Abschnitten 4.3 und 4.4 beschrieben, wie sich aus einer
gegebenen, irreduziblen Darstellung 7 die oberste reduzierte Lie-Algebren-Ko-
homologie H?(p; S(R" %)) und die Menge der harmonischen p-Formen bestim-

men lassen.

In diesem Abschnitt werden wir den Spezialfall untersuchen, dafl p eine ratio-
nale Unteralgebra ist. Es gibt also eine Basis Z1,...,Z) von g, die rational
beziiglich log I ist, so dafl p = RZ] @ ... ® RZ] gilt. Wir werden sehen, dafi
in diesem Fall, wenn p kein Ideal ist, immer unendlich viele irreduzible Dar-
stellungen 7 in der Zerlegung der reguldren Darstellung auftreten, die eine
irreduzible Komponente in der Kohomologie # 0 induzieren. Auf diesen irre-

duziblen Komponenten gibt es jedoch keine harmonischen p-Formen # 0.

Wir konstruieren zuerst fiir jedes A € R ein rationales Funktional f) € g* und
damit eine irreduzible Darstellung 7y = Ind(M T G, f\) von G. Spiter werden
wir zeigen, dafl wir eine unendliche Teilmenge von R so wéihlen koénnen, daf3
fiir die von fy induzierten Abbildung 7y die Vielfachheit in der Zerlegung der

reguldren Darstellung m(my,U) > 0 ist. Doch zuerst zur Definition von fy.

4.5.1 Konstruktion: Sei GG eine nilpotente Lie-Gruppe und I' ein Gitter von
(. Die zu G gehorende Lie-Algebra bezeichnen wir mit g. Aulerdem sei p eine

rationale Unteralgebra von g, jedoch kein Ideal.

Wir betrachten eine Erweiterung der aufsteigenden Zentralreihe von g, so wie
wir sie auch schon im Beweis des Lemmas 3.1.2 iiber die Kirillov-Zerlegung
verwendet haben. Wir haben also eine Folge von Idealen go:= {0} C g; C
... Cg,=gmit[g,g] Cgi1und dimg; —dimg; ; =1 fir 1 <i<n.

Diese Zerlegung induziert eine Basis Z1, ..., Z, von g, so dafl das Ideal g; von

Zh, ..., Z; fir 1 <1 <n erzeugt wird. Wir kénnen dabei die g; und damit die
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Basis-Elemente Z; so wihlen, dafl die Z1, . .., Z,, eine Basis bilden, die rational

beziiglich log I ist.

Wir definieren die Zahl jp als das Minimum aller Zahlen 1 < 7 < n mit
g,p] € p+g;. Da p kein Ideal in g ist, ist jo > 0. AuBerdem folgt aus der
Minimalitét von jy, daB Z;, & p ist.

Wir erhalten eine Folge von Unteralgebren

p=pt+gpr+gC...Cpt+g,=9

Dabei ist dim(p + g;) — dim(p + g;—1) € {0,1} fir 1 <7 < n.

Nun konstruieren wir eine neue Basis von g. Nach Voraussetzung gibt es ein
Element X € g und ein Element Z] € p, so daf8 [X, Z]] € p + g;o—1 + Zj, ist.
Wir ergénzen Z] zu einer Basis Zj, ..., Z, von p. Diese Basis konnen wir wie
folgt zu einer Basis 71, ..., Z, von g fortsetzen: Wenn p + g; # p + g;—1 ist, so

wahlen wir Z/ als weiteres Basiselement.

Da p eine rationale Unteralgebra von g ist und die Basis 71, ..., Z, rational
beziiglich logI" ist, kann eine so konstruierte Basis Z7,...,Z! auch wieder
rational beziiglich log I' gewahlt werden. Insbesondere gibt es auch ein ¢y, mit
p <ig <n,sodaB Z] = Zj ist.

Wir definieren ein Funktional f € g* durch f(Z) = 1 und f(Z]) = 0 fiir
i # 19. Aus der Definition folgt direkt, daf f rational ist und dafl f(p) = 0 und
f(gjo—1) = 0 gilt.

Fiir beliebige A # 0 sei f) € g* gegeben durch fy:= \- f. Die obige Konstruk-
tion stellt sicher, daf3 die zu solchen Funktionalen f) gehérenden, irreduziblen
Darstellungen fiir unendlich viele A € Z positive Vielfachheit in der Zerlegung
der reguldren Darstellung haben. Dies werden wir jetzt mit Hilfe des Satzes

von Richardson 3.5.5 beweisen.

Um den Satz von Richardson 3.5.5 iiber die Vielfachheit der von fy indu-
zierten, irreduziblen Darstellung in der regulidren Darstellung U anwenden zu
konnen, benotigen wir eine spezielle maximal untergeordnete Algebra, so wie

sie in 3.5.1 konstruiert worden ist. Wir werden im folgenden geméfl dieser Kon-
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struktionsvorschrift eine spezielle maximal untergeordnete Algebra m bzgl. f
von g konstruieren. Die Konstruktion einer maximal untergeordneten Algebra
m beziiglich f) ist unabhéngig von A, falls A # 0 ist. Also wird die Unteralgebra

m auch maximal untergeordnet zu f, fiir alle A\ # 0 sein.

Wir werden das folgende Lemma in einer anderen Situation auch noch einmal

verwenden und formulieren es deshalb allgemein.

4.5.2 Lemma: Sei Z],..., 7] eine Basis von g, die rational beziiglich log I’
ist. AuBerdem gelte mit g;: = @;:1 RZ; und go: = {0}, daB [g,g;] C g1 fiir
1 <9< nist.

Sei i € {1,...,n} und ein Funktional f € g* gegeben durch f(Z ) = 1
und f(Z!) = 0 fiir i # ip. Dann gibt es unendlich viele A € Z, so daBl die
Vielfachheit der zu A - f € g* gehdrende Darstellung 7y in der Zerlegung der
regulidren Darstellung U von I'\G nicht Null ist.

Auferdem sind fiir A # A" die Darstellungen 7 und 7 nicht dquivalent zuein-

ander.

Beweis: Wir konstruieren schrittweise eine spezielle maximal untergeordnete
Algebra m von g mit dem Verfahren von Richardson. Auf diese Weise erhalten
wir im ¢-ten Schritt eine Unteralgebra m; und ein Element X; € g, so daf3
m2O...om, =mund g=RX;&... 8 RX,,_,Pm gilt. Wir zeigen zuerst
mit vollstdndiger Induktion, daB fiir alle ¢+ mit 1 <1 < n — k gilt: g;, C m,.

Dazu betrachten wir die Richardson-Konstruktion genauer.

Im ersten Schritt teilen wir aus g ein Ideal h; mit den folgenden Eigenschaften

heraus:

(1) f(b1) =0,

(2) Das Zentrum von g/b; ist eindimensional,
B) f{VeallsVICShi}#0

Wie wir in der Konstruktion 3.5.1 gesehen haben, erhalten wir das gesuchte

Ideal durch schrittweise Konstruktion. Es folgt direkt aus den Voraussetzungen
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des Lemmas, daB g;,—1 C Kern f ist. Also folgt
h 2Kern fN{V eg|lg,V]C g1} =KernfNg, 2 di_1-

Wir bezeichnen mit X die Aquivalenzklasse von X € g in g/h; und schreiben
abkiirzend Z fiir Z; . Nach Voraussetzung ist [g, Z] C g;,—1. Das Zentrum von

g/b1 wird also von der Aquivalenzklasse Z von Z = Zj erzeugt.

Mit der Kirillov-Zerlegung 3.1.2 des Quotienten g/h; erhalten wir
g/b = RX; @ RY; ® RZ @ 1,

wobei [X1,Y1] = Z und [V}, W] = 0 fiir alle W € w, gilt.

Nun wihlen wir einen Reprisentanten X; € g von X;. Wir stellen X; mit
unserer obigen Basis Z{, ..., Z/ dar und erhalten reelle Zahlen ay, ..., a, mit
Xy =2+ ...+ a,Z.,. Dalg, 8] C 8i,—1 C by ist, kann der Reprisentant
X, von X; ohne Einschrinkung so gewihlt werden, da8 oy = ... = a;, =0
ist.

Wir erhalten eine Zerlegung g = RX; & m; mit g;, € m; und wenden die
Konstruktion erneut auf m; an. Wir finden also ein Ideal o von m; mit den
oben genannten Eigenschaften. Wenn m; /by abelsch ist, so haben wir mit
m = m, eine spezielle, maximal untergeordnete Algebra gefunden. Wenn nicht,

so wiederholen wir die Konstruktion erneut.

Wir erhalten im i-ten Schritt (¢ > 1) das Ideal b;. Fiir dieses Ideal gilt nach
Konstruktion Kern f N m;_; N g;, € b;. Nach Induktions-Voraussetzung ist
gi, € m;_;. Wir kénnen also insbesondere wieder davon ausgehen, dafl das
Zentrum von m;_;/h; von der Aquivalenzklasse Z von Z erzeugt wird. Wir
erhalten eine Zerlegung g = RX1®... &R X;®Em;. Dabeiist RX14.. . dRX; C
RZ; ,@...®RZ,. Also folgt g;, € m;. Wir erhalten nach n— & Schritten, daf§
das Ideal g;, in der speziellen maximal untergeordneten Algebra m enthalten
ist.

Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir die erste Aussage des Lemmas. Sei
A€ R\ {0} und f\ € g* gegeben durch fy:= X- f. Die zu f, gehorende,

irreduzible Darstellung von G bezeichnen wir mit 7). Nach dem Satz von

7



4 Blétterungen von Nilmannigfaltigkeiten

Richardson 3.5.5 ist die Vielfachheit m(my,U) > 0, wenn fy(m Nlogl') C Z
ist. Wir haben gezeigt, da8 Z € m ist. Also folgt fy(mNlogIl') = fA(RZ] N
logI'). Da die Basis Z71, . .., Z/, rational beziiglich log I ist, gibt es ein rationales
Polynom ¢;,;: R" — R, so daf

H(RZ;, NlogT) = {qi,(m1,...,mp)\ | m; € Z fiir 1 <i <n}.

Also existieren unendlich viele A € Z mit m(my, U) > 0; wir wihlen einfach A
als ganzzahliges Vielfaches des Hauptnenners der Koeffizienten von ¢;,. Somit

haben wir den ersten Teil des Lemmas bewiesen.

Es bleibt noch die zweite Aussage zu zeigen. Im folgenden sei A # \'. Aulerdem
setzen wir A # 0 und X' # 0 voraus. Fiir diese Félle ist die obige Aussage trivial.
Wir betrachten noch einmal den ersten Schritt in der Konstruktion von m. Da
A # 0 und X # 0 ist, folgt Kern f\, = Kern fy.

Wir haben oben gesehen, daf§ das Zentrum von g/h; von der Aquivalenzklasse

Z; von Zj € g erzeugt wird.

Da by ein Ideal ist und im Kern von f) sowie von fy enthalten ist, folgt
ma(h) = my(h) = E fiir alle h € Hy:= exph;. Dabei bezeichne E den Iden-
titdtsoperator. Wir konnen also Darstellungen 7 und 7, auf G/H; durch
7a(g) = ma(g), sowie 7y (g) = my(g) definieren, wobei g € G ein beliebiger
Représentant von g € G/H; ist. Diese Darstellungen kénnen wir mit Hilfe des

Satzes 3.3.4 mit den Darstellungen 7y bzw. 7y von G identifizieren.

Sei z:= exp Z; € G und Z ein Reprisentant von z in G/H;. Das Element Z
liegt im Zentrum des Quotienten G/H;. Die Operation von 7, (z") ist fir t € R
die Multiplikation mit exp(2mitA) und die Operation von 7,/ (z") ist die Multi-
plikation mit exp(27it\’). Wenn A # X ist, so konnen die Darstellungen 7, und
7 nicht dquivalent sein, da sie fiir das Zentrum von G/H; unterschiedliche

Operatoren liefern.

Deshalb konnen auch die Darstellungen 7, und 7y fiir A £ A nicht dquivalent

zueinander sein. O

Wir haben also eine Familie von paarweise nicht zueinander dquivalenten, ir-
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reduziblen Darstellungen konstruiert, die in der Zerlegung der reguléren Dar-
stellung mit positiver Vielfachheit auftreten. Wir werden jetzt die Operationen

der zu den f) gehorenden, irreduziblen Darstellungen berechnen.

Im folgenden Lemma sehen wir, wie wir ganz allgemein unter gewissen Be-
dingungen an die maximal untergeordnete Algebra m die Operation von p auf

einer irreduziblen Komponente leicht berechnen koénnen.

4.5.3 Lemma: Sei f € g* und 7y die von dem zu f gehérenden Charakter
f gehorende induzierte, irreduzible Darstellung. Sei X1, ..., X}, eine Basis der
maximal untergeordnete Algebra m und Xi,..., X, eine Basis von g. Seien

thrt, - stpn € Rund X =141 X1+ ... +t,X,, € g, sowie Y € p beliebig.
Wenn fiir alle i € N U {0} gilt: ad’yY C m, dann folgt mit ¢ € L?(R"*):

Wf(eXp Y)g(tla S atn—k) - f(exp Adexp(X) (Y))f(tla B atn—k’)

Beweis: Dieses Lemma kann mit einer einfachen Rechnung bewiesen wer-
den. Wir verwenden dabei die Definition der induzierten Darstellung und die
Gleichung Ade,, x(Y) = €% (Y), die fiir alle X,Y € g gilt. Wir hatten diese
Formel direkt aus der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 hergeleitet.

Im folgenden sei h: = exp Y. Nach Voraussetzung ist ¥ = ad%(Y) € m und
ad’ (Y) € m fiir alle i € N. Deshalb folgt

XY x(-X) =Y =Y + ) sadyY € m.
1!
=1

Somit ist exp (Ad,Y) = exp (X xY x (=X)) = ghg™' € M, wobei M:= expm
die zu m gehorende Lie-Gruppe bezeichnet.

Es folgt also 7;(h)&(g) = &(gh) = &(ghg™'g) = f(ghg ")E(g). Nach Identi-
fikation von H, mit L?(R"*) durch die Abbildung ¢: R"* — M\G, die
wie oben gegeben ist durch o(t1,...,t, k) = Mexp (11 X1 + ...+t 1 X5)
erhalten wir die Behauptung. O

Wir werden sehen, dafl es in der konkreten Situation eine maximal unterge-

ordnete Algebra m bzgl. fy gibt, so daB p C m ist und adip C m fiir alle
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i € N und alle X € g gilt. Dazu konstruieren wir im folgenden eine maximal

untergeordnete Algebra mit diesen gewiinschten Eigenschaften.

4.5.4 Konstruktion: Wir wihlen die Basis 77, ..., Z/ von g, so wie wir sie in
der Konstruktion 4.5.1 von f) beschrieben haben. Die Unteralgebra p ist also
erzeugt von Z1, . .., Z. Auerdem gibt es ein X' € gmit [X, Z]] € p+g;,-1+7;,.

Wir definieren

Mo: =P + Gjo-

Es folgt [mo, mo] € p + g;,—1 und somit f([mg, mg]) = 0. Wir konnen also fiir
A # 0 die Unteralgebra mg zu einer bzgl. fy = A - f maximal untergeordneten

Algebra m ergénzen. Da fy([g,p]) # 0 ist, ist insbesondere m # g.

4.5.5 Bemerkung: Nach dem Satz von Kirillov 3.4.3 ist die irreduzible Dar-
stellung 7y bis auf Aquivalenz unabhéngig von der Wahl der maximal unterge-
ordneten Algebra m. Wir miissen also gar nicht zeigen, dafl die oben konstru-
ierte Algebra m mit der speziellen Unteralgebra, die wir in Lemma 4.5.2 kon-
struiert haben, iibereinstimmt. Dennoch ist offensichtlich mit der Bezeichnung
aus Lemma 4.5.2 my C g,,. Also kann mit der in 4.5.4 beschriebenen Methode

sogar eine spezielle, maximal untergeordnete Algebra konstruiert werden.

In den folgenden Berechnungen sei m immer auf die oben beschriebene Weise
gewahlt. Wir erhalten eine Basis von m, indem wir die X;:= Z/ fir 1 <i<p
zu einer Basis Xi,..., Xy von m fortsetzen. Diese Basis von m ergédnzen wir
wiederum zu einer Basis X1,..., X, von g. Offensichtlich ist p C Kern f, und
fiir ¢ € IN ist adigp C p + g;, € m. Die Eigenschaften des obigen Lemmas sind

also mit dieser Wahl von m erfiillt.

Mit dieser maximal untergeordneten Algebra berechnen wir die von fy indu-
zierte, irreduzible Darstellung 7y: = Ind((expm) T G, f) von G. Der Charakter
von fy ist dabei die eindimensionale Darstellung fy von M, die gegeben ist

durch f\(m)¢ = exp(2mifi(logm))¢ fiir m € M und € € C.

Wir wahlen die Basis X1, ..., X,, von g wie oben beschrieben. Also ist p erzeugt

von Xi,...,X,, m erzeugt von Xi,...,X; und Xy,..., X, eine Basis von g.
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Mit dieser Basis kénnen wir, wie wir in der Konstruktion 3.4.4 gesehen haben,
den Raum H,, mit L*(R"~") identifizieren, bzw. H® mit S(R"*).

Um die Einschrinkung der zu 7, gehérenden Darstellung 7, der Lie-Algebra
g auf den Teilraum p zu bestimmen, miissen wir nur verwenden, dafl wir 7,
aus der Gleichung 7)(X) = %’tzo ma(exptX) fiir alle X € p erhalten. Es folgt
direkt mit der Basis Xi,..., X, von g und der Identifikation von H>> mit

S(R"*):

4.5.6 Lemma: Die Operation von 7y (X) auf S(R"*) ist fiir beliebige X € p
gegeben durch:

ﬁA(X)£<t17 s )tn—k) = 27T2f)\(Adg(X))§(t17 v atn—k)'
Dabei sei g: = exp (t; Xga1 + - - - by p Xn)-

Beweis: Wir konnen das vorangehende Lemma 4.5.3 anwenden, da die Vor-
aussetzungen nach Lemma 4.5.2 und der in der Konstruktion 4.5.4 beschrie-
benen Wahl von m erfiillt sind. Es ist also fiir £ € S(R"*) und Y € p

m(exp X)E(t, . . tur) = exp(2mi fa(Ady (X))E(te, .. )

mit ¢ = exp(ti Xp41 + ... + i Xy). Da Ady(tX) = tAd,(X) fir t € R und
X € p gilt, folgt direkt die Behauptung. O

Zur weiteren Berechnung mit diesen irreduziblen Darstellungen bendtigen wir
zwei Eigenschaften von Ady|p. Zur Erinnerung: Wir wéhlten X; € p so, daB es
ein X € d glbt mit [X17X] € Zz{o @gjo_l.

4.5.7 Bemerkung: Wir verwenden die obigen Bezeichnungen. Insbesondere
sei wieder X1,..., X} die oben beschriebene Basis von m und X, ..., X, eine

Ergénzung zu einer Basis von g. Es gilt:

(i) fa(Adi(X)) =0 fur alle X € p.
(ii) Sei A # 0. Dann gibt es (t1,...,t,—) € R"*, so daB fr(Ad,(X1)) # 0
ist. Dabei ist wie oben g = exp (t1 Xg1 + ...+t Xp).
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Beweis: Die erste Eigenschaft ist offensichtlich, denn aus der Definition der
adjungierten Darstellung Ad folgt direkt, daB Ad;(X) = X fiir alle X € g ist.
AuBlerdem folgt aus der Konstruktion 4.5.1, dal fy(p) = 0 ist.

Die zweite Eigenschaft erhalten wir aus der Gleichung Adey, x (V) = €% (Y),
die fiir alle X, Y € g gilt. Wir hatten diese Formel, die direkt aus der Campbell-
Baker-Hausdorff-Formel 1.2.2 folgt, oben schon verwendet.

Nach Konstruktion von f, und Wahl der Basis Xi,..., X, ist X; € p und es
gibt ein Element X € g mit [X, X1] € p+gj,-1 + Z] . Es ist fa(p +gjo—1) = 0,
also folgt fr([X,Xi1]) = fa(Z],) = A. Im folgenden werden wir X mit der
obigen Basis darstellen als X = 51X +.. .+ s Xp + 61 Xpi1 +. ..+t X, und
wir definieren X": = t1 X1 +. .. +t, 1 X,. Da s1 X7+ ...+ 5, X € mist, folgt
fl[m, s1.X7 4+ ... + s Xk]) = 0, weil m eine maximal untergeordnete Algebra
ist. Damit erhalten wir fi([X’, X1]) = fa([X, Xi]) = fa(Z;,) = A

AuBerdem folgt aus unserer Konstruktion von f), sowie der Wahl der Basis
Xi,...,X,, daB ad, Z, € gj,—1 fir ¢ € N ist und somit ist fy(ad, X;1) =
Hlad's' ZL) = 0 fiir alle i > 1. Wir erhalten also

HAdeyx(X1)) = Ale*¥Xy)
— A+ XX+ %[X’, XX+ )

= B0 T AZ) 4 S X))
= H(Z]) =X\

Da wir A # 0 vorausgesetzt haben, folgt die Behauptung. O

Fassen wir unsere bisherigen Ergebnisse im folgenden Satz zusammen.

4.5.8 Satz: Es gibt fiir unendlich viele A € Z eine irreduzible Darstellung 7

von g mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir alle X € p ist die Operation von 7y(X) auf S(R"*) gegeben durch

ﬁA(X)f(tl, Ce ,tn_k) = 27Tlf)\<Adg(X))§(t1, e 7tn—k)

mit g = exp (t1 Xpy1 + ...+t X,). Dabei ist Xi,..., X, die oben be-
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schriebene Basis von g, so dafl X, ..., X} eine Basis von mund X;,..., X,
eine Basis von p ist.

(ii) Die Vielfachheit von my in der irreduziblen Zerlegung der reguléren Dar-
stellung ist m(my, U) > 0.

(iii) (7A(X))€(0) = 0 fiir alle X € p und € € S(R"%).

(iv) 7\ # 0.

Beweis: Die erste Aussage haben wir in Lemma 4.5.6 gezeigt. Die zweite
Aussage zeigten wir in 4.5.2, und die dritte und vierte Aussage konnen wir

direkt aus der Bemerkung 4.5.7 herleiten. O

Nun kénnen wir mit diesen Informationen die Dimension der obersten redu-
zierten Kohomologie H”(p; HZY ) abschéitzen. Wir werden im folgenden Lemma

sehen, dafl diese Kohomologie von positiver Dimension ist.

Wir wihlen eine beliebige, irreduzible Darstellung 7, des oben untersuchten
Typs. Um den Raum H7 der glatten Vektoren von 7y mit einem Schwartz-
schen Raum identifizieren zu konnen, benotigen wir wieder die oben beschrie-
bene Basis X1, ..., X, von g, wobei X1, ..., X} eine Basis von m ist. Mit dieser
Basis erhalten wir wie oben beschrieben aus der irreduziblen Darstellung 7y
von G eine g-Modul-Struktur auf S(R"*).

Dabei ist die Operation von p auf dem Schwartzschen Raum durch 7 gegeben
mit 7\ (X)E(t) = 2mifr(Ady(X))E(L), wobel g = exp (L1 Xj1 + .- + Lk X)),
X € pund € € S(R™F), sowie t € R" ist.

4.5.9 Lemma: Die Operation von p auf S(R"*) sei gegeben durch eine
Darstellung der Form 7, mit A # 0. Dann ist die Dimension der obersten
reduzierten Kohomologie dim H?(p; S(R" %)) > 0. Auflerdem ist die duBere
Ableitung d?': CP~!(p; S(R**)) — CP(p; S(R"*)) nicht die Nullabbildung.

Beweis: Da nach Konstruktion von f, die maximal untergeordnete Algebra
m # g ist, folgt direkt, dal k < n ist.

Wir haben in Abschnitt 4.3 gesehen, wie wir mit einer gegebenen irreduziblen
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Darstellung die oberste Kohomologie H?(p; S(R"*)) berechnen konnen. Die-
ses Verfahren wenden wir jetzt an.

Die &duBere Ableitung d2: C?~!(p; S(R™¥)) — CP(p; S(R™*)) ist gegeben
durch

P
P la(X AL AX) =) (D) X)X AL AXGA AKX,
i=1
Sei & € Bild d? " beliebig. Dann folgt direkt &(X; A ... A X,)(0) = 0, da nach
Satz 4.5.8 fiir alle £ € S(R™*) und alle X € p gilt: 7, (X)£(0) = 0.
Nach Identifikation von C?(p; S(R" %)) = S(R" )@ APp* mit S(R" ") enthélt
also das Bild von d2' den Teilraum So(R""*) von S(R"*), der aus den

schnell-fallenden Funktionen besteht, die im Ursprung verschwinden.

Also ist d?' nicht die Nullabbildung. AuBerdem ist das Bild von d? ' nicht
nullkodimensional in C?. Es gilt fiir alle A # 0, da8 H?(p; H3°) den eindimen-
sionalen Quotienten S(R"*)/Sy(R™*) enthilt.

Die Menge So(R™*) ist offensichtlich abgeschlossen in S(R"~*). Daraus folgt

die erste Behauptung des Lemmas. a

Insgesamt erhalten wir also, daf in der direkten Summe @m(ﬂ, U)HP(p; H)
iiber alle Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen 7 von g unendlich viele
(nach Lemma 4.5.2 paarweise verschiedene) Summanden der Form H?(p; HY?)
mit positiver Vielfachheit auftreten. AuBerdem ist dim H?(p; HY) > 0. Es
folgt also fiir die Bléatterungskohomologie in dem Fall, dal die Unteralgebra p
kein Ideal ist:

4.5.10 Satz: Die direkte Summe @Am(m,U)Hp(p;Hf&) iiber A € Z \ {0}
ist ein unendlichdimensionaler Untervektorraum von HP(T'\G;F(p)). Insbe-
sondere ist die oberste reduzierte Blitterungskohomologie HP(I'\G; F(p)) un-

endlichdimensional tiber R.

Nun vergleichen wir dieses Ergebnis iiber die reduzierte Blatterungskohomolo-
gie mit den harmonischen p-Formen. Es zeigt sich, daf§ die tangential harmoni-

schen Formen keinen Anteil in den irreduziblen Komponenten S(R"*) @ APp*

84



4.5 Rationale Bldtterungen

besitzen.

Wir haben in Abschnitt 4.4 gesehen, wie wir die harmonischen p-Formen in den
irreduziblen Komponenten unter gewissen Voraussetzungen berechnen koénnen.
Wir erhalten wieder fiir den Fall, dal p kein Ideal ist mit den obigen Bezeich-

nungen:

4.5.11 Satz: Sei I'\G versehen mit einer Riemannschen Metrik, die tangen-
tial kanonisch ist und mit der fiir den transversalen Hodge-Stern-Operator
d(x.(1)) = 0 gilt. Dann ist Kern A? = {0}.

Beweis: Die Voraussetzungen, die fiir die Berechnung nach Abschnitt 4.4
benétigt werden, sind erfiillt. Zur Berechnung der harmonischen p-Formen
miissen wir in dem Teilraum HY), den wir mit dem Schwartzschen Raum
S(R"7*) identifizieren, nur den Kern der Operation bestimmen, die eine p-
Form &wi A .. Aw, € S(R"*)® APp* abbildet auf eine p-Form £wy A. .. Aw, €
S(R™*) @ APp*. Dabei ist wy, . ..,w, die zu X3, ..., X,, duale Basis von A'p*
und die Funktion £ € S (R™*) ist gegeben durch

E(ty, .. tpp):= Z A FA(Ady (X))t - tai)

mit ¢: = exp(t; X1 + - .. + bk Xp).
Der Kern des Laplace-Operators AP~ auf S (R™*) @ APp* ist also der Kern

der Operation, die aus der Multiplikation mit dem Polynom Q:R"** — R
besteht, das gegeben ist durch

p
Qtr, - tnr) =47 Y Fr(Adep( Xps sttt ox) (X))

i=1
Wir haben die Basis Xi,..., X, von p so konstruiert, dafl es ein g € G der
obigen Form gibt mit f)(Ad, (X)) # 0. Aufgrund unserer speziellen Basiswahl
ist @ nicht das Nullpolynom. Es folgt also, da8 Kern A? = {0} ist. O

Wir sehen somit, daf§ eine Hodge-Zerlegung der reduzierten Kohomologie fiir
die von uns untersuchten Blédtterungen F(p) im Fall, da8 die rationale Unter-

algebra p kein Ideal ist, nicht mdoglich ist.
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Es gibt jedoch im Fall, daf3 die Voraussetzung ,p rational“ nicht erfiillt ist,
Unteralgebren, die kein Ideal sind, deren zugehéorige Bléatterungen jedoch eine
tangentiale Hodge-Zerlegung induzieren. Wir betrachten als ein Beispiel eine
zweidimensionale Blitterung von T'\(H x S'), wobei H die dreidimensionale

Heisenberggruppe bezeichne.

4.5.12 Beispiel: Sei g = RX; ® RX; & RX35 & RX, die Lie-Algebra mit
zweidimensionalem Zentrum Z(g) = RX3 @ RX, und [X;, Xo] = X3. Wir
Wéihlen PZ = ZXl EB ZX2 @ ZXg @ ZX4

Die Unteralgebra p sei gegeben durch p: = RXo®R(aX3+0Xy), wobei a,b € R
linear unabhéngig iiber  sind. Wir berechnen nun die reduzierte Kohomologie
dieser Blatterung und die harmonischen Formen. Dazu wéahlen wir ein belie-
biges rationales Funktional f € g* und erhalten so einen irreduziblen direkten
Summanden der reduzierten Blétterungskohomologie von (I'\G, F(p)). Dabei
ist f gegeben durch f(X;) =a; € Q fir 1 <i < 4.

Es gibt zwei Fille zu unterscheiden. Im ersten Fall ist ag = 0, also ist g selbst
eine maximal untergeordnete Algebra beziiglich f, denn es ist [g, g] = RXj3. Die
zu f gehorende, irreduzible Darstellung 7 ist also eindimensional. Die duflere
Ableitung dl: C @ A'p* — C ® A?p* ist gegeben durch

d71r<§1W1 + &ws) = 2mi(é + bous)wr A wo

mit &1, & € C. Dabei bezeichne wq, wsy die zur oben beschriebenen Basis von p
duale Basis. Das Bild dieser Abbildung ist offensichtlich {0}, wenn oy = ay = 0
ist, oder ganz C ® A?p*, wenn entweder ay # 0, oder ay # 0 ist. Der Laplace-
Operator A%2:C @ A?p* — C ® A?p* ist fiir Ew; Awy € C @ A%p* gegeben
durch

A2 (Ewy A wy) = —47% (a3 + b2ad)Ewr A ws.

Der Vektorraum der harmonischen Formen ist also im Fall a3 # 0 genau dann
der gesamte Raum C ® A%p*, wenn ap = a4 = 0 ist. Ansonsten ist nur das
Null-Element harmonisch. Fiir die irreduziblen Komponenten von C*(I'\G),
die einem Funktional f € g* mit f(X3) = 0 entsprechen, gibt es also eine

Hodge-Zerlegung in dem von uns untersuchten Sinn.
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Ist a3 # 0, so ist eine maximal untergeordnete Algebra m von f gegeben
durch m = RX; & RX3 @& RX,. Die zu f gehorende, irreduzible Darstellung 7
operiert also auf S(R). Die duflere Ableitung d: S(R) @ A'p* — S(R) ® A%p*
ist gegeben durch

d}r(ﬁlm + &owa) = 2mi(t€1(t) + (aas + bay)&a(t))wi A wo.

Da nach Voraussetzung a3 # 0 und ay rational sind und a, b linear unabhéngig
iiber Q sind, folgt aas + bay # 0. Das Bild von d! ist also offensichtlich ganz
S(R) ® A?p*. Ebenso folgt Kern A2 = {0}. Also gibt es auch in diesem Fall
eine Hodge-Zerlegung auf der irreduziblen Komponente S(R).

4.5.13 Bemerkung: Im obigen Beispiel besitzt die untersuchte Blétterung
kein dichtes Blatt. Wir konnen jedoch das Beispiel abédndern, indem wir an-
stelle von X, einen Vektor a;X; + as Xs + a3 Xy mit aq,as,a3 € R linear un-
abhéngig iiber @ wihlen. Nach Satz 2.4.13 besitzt dann die Blétterung F(p)
ein dichtes Blatt in I'\G. Eine Rechnung analog zu der obigen zeigt, daf jedes
Element der obersten reduzierten Blédtterungskohomologie einen harmonischen
Repréasentanten besitzt. Der einzige Unterschied besteht darin, daf3 die redu-

zierte Blatterungskohomologie unendlichdimensional ist.

Wir werden im néchsten Abschnitt Situationen untersuchen, die wir dhnlich
wie die obige behandeln kénnen. Wir werden insbesondere sehen, dafl im Fall,
daB p eindimensional ist, die eindimensionale Blatterung F(p) genau dann eine
Hodge-Zerlegung besitzt, wenn p ein Ideal ist — unabhéngig davon, ob p ein

Basiselement in ggq besitzt, oder nicht.

4.6 Eindimensionale Blatterungen

In diesem Abschnitt werden wir die Methoden des vorigen Abschnitts auf ei-
ne weitere Situation anwenden, um zu untersuchen, wann die untersuchten
Blatterungen F(p) eine Hodge-Zerlegung zulassen. Wir untersuchen den Fall,

dafl p eindimensional ist.
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4.6.1 Satz: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit zugehoriger Lie-Algebra g.

Sei I' ein Gitter von GG und p eine eindimensionale Unteralgebra von g.

Wenn p kein Ideal ist, so ist die erste, reduzierte Blatterungskohomologie
HY(T\G; F(p)) unendlichdimensional. Withlen wir auf I'\G eine tangential ka-
nonische Metrik mit d(x, (1)) = 0, so besitzt die Blitterung (I'\G, F(p)) keine
Hodge-Zerlegung bzgl. dieser Metrik.

Beweis: Wir wihlen wie in 4.5.1 eine Folge von Idealen go: = {0} C g; C

.Cgn=g¢ mit [g,9;] € g;-1 und dimg; — dimg; ; = 1 fir 1 < < n.
AufBlerdem treffen wir die Wahl der Ideale so, daf§ es eine Basis 71, ..., Z, von
g mit rationalen Strukturkonstanten beziiglich logI' gibt, so dafi das Ideal g;

von Zq,...,Z; fir 1 <1 <n erzeugt wird.

Da p kein Ideal ist, liegt diese Unteralgebra nicht im Zentrum von g. Es gibt
also ein j € IN mit j < n, so da8 [g,p] C g; ist. Wir wihlen j, minimal
mit [g,p] C gj, und definieren f € g* durch f(Z;,) = 1 und f(Z;) = 0 fiir
1 <1 # jo < n. Nach Lemma 4.5.2 gibt es unendlich viele A € Z, so daf die zu
far= A - f gehorende, irreduzible Darstellung 7, von G positive Vielfachheit
in der Zerlegung der reguliren Darstellung hat. Aulerdem sind fiir A # X die

Darstellungen 7, und 7y nicht dquivalent.

Sei Y ein Erzeugendes von p. Nach Wahl von j, existiert ein Element X € g
mit [X, Y] = ZJO + &j0,12j0,1 + ...+ alZl mit Ajg—1,--.,Q7 € R.

Eine maximal untergeordnete Algebra m beziiglich f kann so gewéhlt werden,
daB sie gj, @ p enthélt. Also ist X ¢ m.

Zur Beschreibung der Operation von p auf S(R"*) miissen wir eine Basis von
g wahlen. Sei k: = dimm. Wir ergdnzen X;: =Y zu einer Basis X, ..., X} von
m. AuBlerdem wahlen wir X, ;:= X und ergénzen Xi,..., Xy, Xpy1 zu einer

Basis Xq,..., X, von g.
Die Untergruppe P:= expp = exp(RY") operiert auf dem Teilraum der mef-

baren Funktionen £: G — C mit £(myg) = f(m)&(g) fiir alle m € M = expm
und g € G und [, 1£(9)[*dg < oo (vgl. 3.3.1).
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4.6 FEindimensionale Blétterungen

Wir haben die Unteralgebra m so gewéhlt, dafl sie p enthélt. Aulerdem ist
[X,Y] € gj, € m. Allgemein gilt fiir beliebige i € IN{0}, daB adyY € m ist.
Somit konnen wir Lemma 4.5.3 anwenden.

Die Operation von P auf dem Teilraum L;: = {£(-,0,...,0) | £ € L*(R"%)}
von L?(R"™*), den wir mit L?*(R) identifizieren kénnen, ist also mit s, € R

gegeben durch

m(exp(sY))E(L,0,...,0) = fr(exp Adepx) (sY))E(E,0, ..., 0).

Dabei ist Adexpx)(sY) € sY + istZ;, + Z' mit Z' € gj,—1 C Kern fy, also
folgt fi(Adepix(sY)) = sHi(Y) + %st)\.

Die Operation der Unteralgebra p auf dem Raum der glatten Vektoren der

9
0s 1s=0

von Y ist also auf dem Unterraum S;:= {£(-,0,...,0) | £ € S(R**)} von
S(R"7*), den wir mit S(R) identifizieren kénnen, gegeben durch

Darstellung 7 erhalten wir durch 7,(Y") = ma(exp(sY)). Die Operation

AA(Y)E(,0,...,0) = 2mi (NY) + %tf,\(ZjO)) £(£,0,....,0).

Da f\(Zj,) = A # 0 ist, gibt es also reelle Zahlen @ € R und b € R\ {0} mit
ma(Y)E(E,0,...,0) = 2mi(a+ bt)E(t,0,...,0). Wir miissen zur Berechnung der
Kohomologie und der harmonischen Formen also nur Operationen untersuchen,

die auf &7 in dieser Weise operieren.

Mit dem folgenden Lemma sehen wir, dafl der Abschluf3 des Bildes dieser Ope-
ration in dem Raum der Schwartzschen Funktionen positive Kodimension hat.
Also ist dim H'(p; S(R"*)) > 0. Mit Lemma 4.5.2 haben wir gesehen, daf es
unendlich viele verschieden direkte Summanden dieser Form in der reduzier-
ten Blitterungskohomologie H'(I'\G;F(p)) gibt. Also ist diese Kohomologie

unendlichdimensional.

Andererseits werden wir sehen, dal Kern(m,(Y)) = {0} fir alle A # 0 ist.
Der Laplace-Operator AL auf S(R™*) @ A'p* ist gegeben durch Aléw =
7 (Y)2€w, wobei w das zu Y duale Element bezeichne. Also folgt auch fiir die
die harmonischen 1-Formen, da Kern AL = {0} ist, falls A # 0 gilt. 0
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Um den Beweis des Satzes fertigzustellen miissen wir also nur noch das folgende

Lemma beweisen.

4.6.2 Lemma: Sei O: S(R"*) — S(R"*) eine Operation, so daf es reelle
Zahlen a € R und b € R\ {0} gibt mit

(Oé)(tk_;_l, O, ce ,0) = 271'@((1 + btk+1)§(tk+1, O, ce ,0)

Dann ist Kern O = {0} und die Kodimension von Bild O in S(R"™*) ist positiv.

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. davon ausgehen, dal b = —1 ist, also gilt

(Oﬁ’)(tmh O, c. ,0) = 27ri(a — tk+1)f(tk+1, O, Ce ,O)

Die Fourier-Transformation von ¢ in der ersten Komponente bezeichnen mit
Fi&, es ist also
[e.e]

Fié(tpets - tn) = / e PN (b, g, - ) d

—00

Diese Operation ist ein Isomorphismus auf dem Schwartzschen Raum S(R™~*)
5tf+1 in die Multiplikation mit —2mit;; und
umgekehrt. Wir definieren einen Operator O’ auf S(R"*) durch O": = Fj0Oo0

F'. Es gilt also mit € € S(R"*) und t;,; € R:

und sie tiberfiithrt die Operation

O,(Fl(f))(tk+1,0,...,0) = (27TZCL+ ) (F1<§>)(tk+1,0,0)

Otk+1

Sei T die Operation auf S(R"*), die gegeben ist durch die Multiplikation
mit exp(2miaty,1). Diese Operation ist ein Isomorphismus auf dem Raum der

Schwartzschen Funktionen S(R™~*) und sie iiberfiihrt die Operation von 2ria+

9 _ auf S(R"*) in die Operation -2 - auf S(R™F).

8tk+1 Oty
Wir definieren eine Operator O” auf S(R"*) durch O”:=T 0O’ o T~!. Dann
folgt mit ¢ € S(R" %) und t,., € R

(OU ol o Fl(é))(tkH,O, e ,0) = ( ol o Fl(f)) (tk+1,0, e ,0)

Otps
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Durch erneute Fouriertransformation in der ersten Komponente erhalten wir

einen Operator O": = Fy 0 0" o F;! mit
(0" o FyoT o Fy(£)))(tk+1,0, ..., 0) = =2mitp1 (Fr 0 T'0 F1(§)) (ta41, 0, . -, 0).

Das Bild der O" auf S(R"*) enthiilt offensichtlich alle Schwartzschen Funk-
tionen Sy(R"7%), die im Ursprung verschwinden. Also ist die Kodimension des
Abschlusses von Bild O" positiv in S(R™"~*) und somit auch die Dimension von
Bild O, da die Komposition Fj o T o F} einen Homomorphismus auf S(R"~)
liefert. AuBerdem ist der Kern von O" offensichtlich {0} und somit auch der

Kern von O.

Zur Veranschaulichung des Beweises dient das folgende, kommutative Dia-
gramm (vgl. [DS01]). Dabei bezeichne die Operation Dy: S(R" %) — S(R"F)

die partielle Ableitung nach der ersten Komponente.

S(R"*) -2~ S(R"*) (0())(0,...,0) = 2mial(0, . .. ,0)
S:]I{’:’“) L’>5<;>LHF—1’€) (O’ o Fy(€))(0,...,0) = (2mia + Dy) £(0, ..., 0)
S(TR’;) Lﬁs;f—k) (0" o T o F1(£))(0,...,0) = Di£(0,.....,0)
3:];;’@) Lﬁs;j—lk) (0" o Fy o T o F1(£))(0,...,0) = 0.

|

Ein zu dem obigen Satz analoges Resultat erhalten wir fiir Blatterungen F(p)

in einer allgemeineren Situation.

4.6.3 Korollar: Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe und I' ein Gitter in G. Sei
p eine p-dimensionale Unteralgebra von g. Es gebe ein rationales Ideal § von g,
so daf p:= p/p N b eine eindimensionale Unteralgebra von g/h ist und p kein
Ideal in g/b ist. Dann ist H?(I'\G; F(p)) unendlichdimensional.

Auflerdem gibt es auf der geblitterten Mannigfaltigkeit (I'\G, F(p)) versehen

mit einer beliebigen, kanonischen Metrik keine Hodge-Zerlegung.
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Beweis: Die Aussage dieses Korollars folgt mit den Lemmata 4.3.1 und 4.4.4.
Indem wir das Ideal b aus g herausteilen, sind wir in der Situation einer ein-
dimensionalen Blitterung F(p) von I'\G, wobei G die zu g/h gehérende Lie-
Gruppe bezeichne, und T': = T'/T' N b ist.

Da p kein Ideal in g/ ist, folgt nach Satz 4.6.1, da8 H'(['\G, F(p) unendlich-

dimensional ist.

Die Blitterung (I'\G, F(p)) besitzt keine Hodge-Zerlegung, da p kein Ide-
al in g/b ist. Nach Lemma 4.4.4 ist unter den gegebenen Voraussetzungen

Kern A}@ ein direkter Summand in Kern Az}(p). Damit folgt die Behauptung
fir (N\G, F(p)). O

4.6.4 Bemerkung: In Beispiel 4.5.12 haben wir eine zweidimensionale Blétte-
rung konstruiert, die die Bedingungen des obigen Korollars nicht erfiillt. Jedes
echte, rationale Ideal b, das wir aus g herausteilen kénnen, iiberfiithrt p in ein
Ideal p von g/b.

Wir erhalten somit Blatterungen F(p) beliebiger Dimension, die ein dichtes
Blatt in I'\ G besitzen, deren oberste reduzierte Blatterungskohomologie jedoch

nicht eindimensional, sondern sogar unendlichdimensional ist.

Im n#chsten Abschnitt fassen wir die Ergebnisse, die wir in den letzten bei-
den Abschnitten erhalten haben, zusammen. Durch einen Vergleich mit den

Resultaten aus Abschnitt 2.3 erhalten wir weiterfithrende Satze.

4.7 Ergebnisse
Zuerst fassen wir noch einmal die Bedingungen zusammen, unter denen wir
Resultate erhalten haben.

4.7.1 Situation: Sei G eine nilpotente, zusammenhéngende und einfach zu-
sammenhédngende Lie-Gruppe, I' C G ein Gitter und p eine Unteralgebra von
g. Wir erhalten auf I'\G eine Blétterung F(p).
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Im folgenden sei entweder

(i) p rational, oder

(ii) p eindimensional.

Wir erhalten in der ersten der oben beschriebenen Situationen durch direkten
Vergleich der reduzierten, obersten Blétterungskohomologie (s. 4.5.10) mit den
tangential harmonischen p-Formen (s. 4.5.11) und in der zweiten Situation
mit 4.6.1 direkt den folgenden Satz.

4.7.2 Satz: Sei eine der beiden oben beschriebenen Situationen gegeben. Auf
['\G gebe es eine beliebige Metrik, die tangential kanonisch ist (s. 2.1.6) und
mit der d(x, (1)) = 0 gilt. Wenn jedes Element von H?(T'\G;F(p)) einen

harmonischen Représentanten besitzt, dann ist p ein Ideal.

Beweis: Wire p kein Ideal, so haben wir in den vorigen Abschnitten gesehen,
dafl F(p) unter den gegebenen Voraussetzungen an die Metrik g keine Hodge-
Zerlegung zulafit. O

Wir mufiten uns bei diesem Satz auf eine Metrik beschranken, die insbesondere
tangential kanonisch ist. Gibt es jedoch irgendeine biindelartige Metrik auf
einer beliebigen, geblitterten Mannigfaltigkeit (M, F), so konnen wir diese in
tangentialer Richtung beliebig abédndern und erhalten eine Metrik, die immer

noch biindelartig ist. Es folgt also:

4.7.3 Satz: In einer der oben beschriebenen Situationen ist die Blétterung

F(p) von I'\G genau dann Riemannsch, wenn p ein Ideal in g ist.

Beweis: Sei F(p) eine Riemannsche Blitterung von I'\G. Es existiert also eine
biindelartige Metrik auf (I'\G, F(p)). Wir konnen 0.B.d.A. davon ausgehen,
daBl diese Metrik tangential kanonisch ist. Da die Metrik biindelartig ist, folgt
nach Lemma 2.4.8 fiir den transversalen Hodge-Stern-Operator d(x, (1)) = 0.

Wir konnen somit den Satz 4.7.2 anwenden.

Nach dem Satz von Alvarez-Lopez und Kordyukov 2.4.10 liefert eine biindel-
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artige Metrik eine Hodge-Zerlegung der reduzierten Kohomologie, also muf} p

nach 4.7.2 ein Ideal in g sein.

Ist andererseits p ein Ideal in g, so haben wir in Satz 2.3.2 gesehen, daf} in die-
sem Fall auf der Blatterung (I'\G, F(p)) eine kanonische, biindelartige Metrik
existiert. Die Blatterung F(p) ist sogar eine Lie-Bliatterung mit Strukturalge-
bra g/p. O

Wir haben also in Verbindung mit 2.3.2 gesehen, dafl es genau dann auf einer
der von uns untersuchten Bldtterungen eine biindelartige Metrik gibt, wenn
auf ihr eine kanonische, biindelartige Metrik existiert. Mit diesem zusétzlichen
Resultat konnen wir noch einmal die harmonischen Differentialformen mit der
reduzierten Kohomologie vergleichen, im Fall daf§ F(p) nicht Riemannsch ist.

Wir erhalten somit abschliefend den folgenden Satz.

4.7.4 Satz: Sei eine der oben beschriebenen Situationen gegeben. Dann sind

dquivalent:

(i) p ist ein Ideal in g.
(ii) Die Blitterung F(p) ist Riemannsch.
(iii) Auf (I'\G, F(p)) existiert eine kanonische Metrik g, so dafl es jedes Ele-
ment von HP(I'\G;F(p)) genau einen (bzgl. g) tangential harmonischen

Représentanten besitzt.

Beweis: Im vorigen Satz haben wir gezeigt, dafi die Eigenschaften (i) und (ii)

dquivalent zueinander sind. Wir miissen also nur noch (ii) < (iii) zeigen.

Ist F(p) Riemannsch, so existiert auf I'\G eine biindelartige Metrik. Wir
kénnen mit dem vorigen Satz 0.B.d.A. voraussetzen, dafl diese Metrik kano-

nisch ist. Es folgt dann direkt mit dem Satz von Alvarez Lopez und Kordyu-
kov 2.4.10 der Punkt (iii).

Ist andererseits der Punkt (iii) erfiillt, so haben wir in Lemma 2.4.8 gesehen,
daf fiir eine kanonische Metrik ¢ auch immer d(x, (1)) = 0 gilt. Wir kénnen
also in dieser Situation den Satz 4.7.2 anwenden und erhalten, daf p ein Ideal

in g sein muf. Also ist nach Satz 2.3.2 die Bldtterung F(p) Riemannsch. O
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Gibt es eine kanonische Metrik auf (I'\G, F(p)), die eine Hodge-Zerlegung
liefert, so liefert natiirlich auch jede andere kanonische Metrik eine Hodge-
Zerlegung.

Wir haben also gesehen, daf§ unter den von uns untersuchten Blétterungen
die Riemannschen Blatterungen die einzigen sind, die eine tangentiale Hodge-
Zerlegung zulassen. Die kanonischen Metriken auf den Blétterungen F(p) sind

in diesem Fall auch immer biindelartig.
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Anhang

A Halbeinfache Lie-Gruppen

In diesem Anhang untersuchen wir die Blatterungen F(p) vom Typ 2.1.5 im
Fall, da8 die zugrundeliegende Lie-Gruppe G halbeinfach ist. Da die halbein-
fachen Lie-Gruppen kompakt sind, kénnen wir das Gitter im folgenden immer

als die triviale Untergruppe {e} wihlen.

Wir werden sehen, daB8 F(p) Riemannsch ist, wenn p in einer Cartan-Unter-
algebra von g enthalten ist. Wir benutzen dazu die Konstruktion 2.3.1 zur
Berechnung der blatternden Vektorfelder von F(p).

Zuerst untersuchen wir das einfachste Beispiel einer halbeinfachen Lie-Gruppe,

G = SU(2).

Beispiel: Wir betrachten g:= su(2), die zu SU(2) gehorende, reelle Lie-
Algebra. Die Lie-Algebra g ist gegeben durch die drei Erzeugenden

1 0 0 1 0 —1
X = : ) Y = 1 y Z = 1 .

Damit lassen sich die Lie-Klammern berechnen als [X,Y] = XY —YX =
Z,[X,Z] = =Y und [Y,Z] = X. Wir wahlen als Unteralgebra p:= RZ.
Die Mannigfaltigkeit SU(2) kann mit der 3-Sphére S* identifiziert werden,
und die zu p gehoérende Lie-Gruppe P ist dquivalent zu einem maximalen

Torus von SU(2), also zu S*. Die von uns untersuchte Blitterung ist also im
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wesentlichen eine Hopf-Faserung. Somit existiert natiirlich eine biindelartige

Metrik auf dieser Blétterung.

Wir werden trotzdem noch einmal die Berechnungen aus 2.3.1 fiir dieses Bei-
spiel durchfithren. Wir berechnen also die blédtternden Vektorfelder, die senk-
recht zu den Blattern verlaufen. Wenn wir die blatternden Vektorfelder kennen,
so sehen wir, wie eine biindelartige Metrik auf (SU(2), F(p)) gewahlt werden

kann.

Dazu bestimmen wir wie in der Konstruktion 2.3.1 die Lie-Klammer eines be-
liebigen Vektorfeldes, das tangential entlang der Bléatter verlduft mit einem
Vektorfeld, dessen Vektoren senkrecht zu den Bléttern sind. Jedes tangentiale
Vektorfeld ist von der Form hZ mit beliebigem h € C*(SU(2)) und die Vek-
torfelder, die senkrecht zu den Blattern verlaufen, sind von der Form f; X+ foY
mit beliebigen f; € C*°(SU(2)) und f, € C°(SU(2)). Es ist

[le + f2Y7 hZ}
= [R[X,Z] + foh]Y, Z) + AXKZ + foYhZ — hZfLX — hZf,Y
= —fIhY + fohX —hZfLX — hZ Y + (A Xh+ YR Z

Damit das Vektorfeld f1.X + foY blitternd ist, mufl fur alle h € C*(SU(2))
die Lie-Klammer [f; X + f2Y, hZ] ein tangentiales Vektorfeld ergeben. Es folgt
also, daf} fiir blatternde Vektorfelder f1.X + foY gelten mufi:

Zfa=—fiund Zf; = f.

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.
Bezeichnen wir die lokale Koordinatenfunktion, die dem Tangentialvektor Z
entspricht mit z, sowie die X bzw. Y entsprechende mit x bzw. y, so erhalten

wir, daf die bldtternden Vektorfelder lokal von der folgenden Form sind:
(&1(z,y) cos z+ & (x, y) sin 2) X + (=& (x, y) sin 2+ & (z, y) cos 2)Y +n(x, y, 2) Z.

Dabei sind &; und &, beliebige glatte Funktionen in x und y, sowie 7 eine glatte

Funktion in den Variablen z, y und z.
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Die kanonische Metrik g auf SU(2), die gegeben ist, indem wir die zu X,Y, Z €
su(2) = T,5U(2) gehorenden kanonischen Vektorfelder (s. 1.3.8) als Orthonor-

malbasis wéahlen, ist biindelartig, denn:

Seien f1X + oY und fiX + f>Y zwei blitternde Vektorfelder, die senkrecht
zu den Blittern verlaufen. Es ist also Zf, = —f1, Zf1 = fa, sowie Zfo = —f1
und Zfl = fNQ.

Sei g nun die oben beschriebene kanonische Metrik. Dann ist

Z9(iX + LY, iX + fY)
= Z(Hifi + fof2)
= (Zfl)fl+f1(Z]E1)+(Zf2)f2+f2(Z]E2)
= fh+fifa— fifa— faf1 =0.

Somit ist die kanonische Metrik g biindelartig. Also ist die Bldtterung F(p)
von SU(2) Riemannsch.

Die Blétterung F(p) ist jedoch nicht transversal parallelisierbar. Wir haben
namlich in Bemerkung 2.2.2 gesehen, daf eine transversale Parallelisierung der
Hopf-Faserung aufgefaft als Blitterung eine Parallelisierung von S? induzieren

wiirde. Die 2-Sphire S? ist jedoch nicht parallelisierbar.

Nun zur Untersuchung der Bliatterungen beliebiger halbeinfacher Lie-Algebren.
In der allgemeinen Situation nutzen wir aus, daf§ die halbeinfachen Lie-Grup-
pen sich im wesentlichen in Kopien von SU(2) zerlegen lassen. Wir werden
uns einen groben Uberblick iiber die Theorie der halbeinfachen Lie-Algebren
verschaffen. Eine genauere Beschreibung befindet sich z.B. in [Ser87] oder
in [Zel73].

Wir verwenden den folgenden Satz iiber die Zerlegung einer beliebigen kom-
plexen Lie-Algebra in Eigenrdume. Dabei sei g eine komplexe Lie-Algebra und
t eine Cartan-Unteralgebra von g, also eine maximale kommutative Unteral-

gebra. Auflerdem bezeichnen wir mit o € g* die Unteralgebra

go:=1{X€g|[H, X|=a(H)X VH € t}
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als den FEigenraum von g bzgl. t zum Gewicht «. Insbesondere ist gy = t.
Alle Gewichte o # 0 mit g, # {0} nennen wir Wurzeln von g. Die Menge
aller Wurzeln bezeichnen wir mit Ay. Sie ist fiir beliebige, endlichdimensionale

Lie-Algebren g immer endlich. Auflerdem gilt fiir alle « € Ay auch —a € A,

Satz 1: Sie g eine komplexe, halbeinfach Lie-Algebra und t eine Cartan-

Unteralgebra von g. Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen:

gzt@@ga.

a€y

Die Eigenrdume g, sind eindimensional fiir o € Ay, ebenso die Unteralgebren
to:= [8a, 9-a] C t. Es existiert also fiir alle &« € Ay ein eindeutig bestimmtes
H, € t, mit a(H,) = 1. AuBlerdem gibt es fiir alle « € A, und fiir alle
X, € gq ein eindeutiges X_, € g, mit [X,, X o] = Hy, [Ha, Xo| = X, und
[Hoy X_o] = —Xa.

Sind o, 8 € Ay mit a + 8 # 0, so erhalten wir auflerdem [go, 93] = Ga+s
also ist mit zwei Erzeugenden X, € g, und X3 € gg von g die Lie-Klammer
[Xa, Xg] = NopXaig, wobel Nog € R und X, 5 ein Erzeugendes von g, 5 ist.
Dabei ist die Zahl N,3 # 0 genau dann, wenn o + 3 € Ay gilt.

Wir erhalten also zusammenfassend fiir eine halbeinfache, komplexe Lie-Alge-
bra g und eine Cartan-Unteralgebra t von g die Menge der Wurzeln Ay und
kénnen damit eine Basis von g bilden, indem wir zu den Wurzeln v € Ay
gehorende Eigenvektoren X, € g, wihlen.
Dabei kénnen die Eigenvektoren X, so gewahlt werden, daf fiir alle o, 8 € Ay
gilt:

(X, X 0| = Ha, [Ho, Xo| = Xo, [Ha, X o] = X_a,

0 falls a+ 3¢ A

o K] = { NugXors fallsa+ 3 € Agg

[Ho, X5 = 0 fiir a # 5.

Dabei sind die Zahlen N,5 € R\ {0}. Die Lie-Algebra g ist durch diese Lie-

Klammern eindeutig gegeben. Die Cartan-Unteralgebra t wird erzeugt von den
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Elementen H, mit o € Ag. Wir nennen die Basis von g bestehend aus den H,,

und X, mit o € Ay eine Cartan- Weyl-Basis von g bzgl. t.

Nun untersuchen wir den reellen Fall. Ist g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra,
so wahlen wir eine Cartan-Weyl-Basis {X,, H, | @ € Agge} der komplexen

halbeinfachen Lie-Algebra g ® C. Setzen wir fiir beliebige o € Aggc

1
(Xo+X_ o) und S,: =

Cpi= —
V2

1
—=1 Xa - X—a )

il )
so erhalten wir mit {iC,,iS,,i1H, | @ € Aggc} eine reelle Basis der reellen,

halbeinfachen Lie-Algebra g, wobei
[iHg,iCy) = So und [iH,,1S,] = —C,

fir alle a € Aggg ist.

Mit dieser reellen Darstellung der Cartan-Weyl-Basis erhalten wir im folgenden

Satz das gewiinschte Resultat.

Satz 2: Sei g eine reelle halbeinfache Lie-Algebra und t eine Cartan-Unteral-
gebra von g. Sei p C t eine Unteralgebra von g. Dann gibt es eine kanonische,
biindelartige Metrik der Blatterung F(p).

Da die halbeinfachen Lie-Gruppen kompakt sind, kann das Gitter I" hier als
{e} gewéhlt werden. In dieser Situation ist eine Metrik kanonisch, wenn es eine
Basis Xi,..., X, von g gibt, so daf} in jedem Punkt g € G die Vektoren der
zu den X; mit 1 < ¢ < n gehorenden linksinvarianten Vektorfeldern eine Or-
thonormalbasis von 7,G in jedem Punkt g € G bilden (vgl. mit der Definition
der kanonischen Vektorfelder 1.3.8).

Sei Xi,...,X, eine Basis von p. Wir ergénzen diese Basis zu einer Basis
Xq,...,X, von g. Wir haben in der Konstruktion 2.3.1 gesehen, wie die bl&t-
ternden Vektorfelder der Blétterung F(p) bestimmt werden konnen.

Wir schreiben z; fiir die zu X; gehérende Koordinatenfunktion mit 1 < j < p.
Ein Vektorfeld Z?:p 1 JiXi ist genau dann blitternd, wenn fiir alle 1 < 5 <p
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gilt:

0

Oz

Dabei bezeichnet die Matrix A; = (O./Z)Zk die Matrix der Strukturkonstanten

von g beziiglich der von uns gewihlten Basis. Es ist also [X;, X;] = > o X;.

Damit die kanonische Metrik, die durch unsere Basiswahl gegeben ist, biindel-

artig ist, mufl gelten:

fp+1

% Z fz’2:O<:>(fp+17"'>fﬂ)Aj =0.

T i=p+1
o Ja

Also muf} die Matrix A; schiefsymmetrisch sein. Wir haben somit das folgende

Lemma gezeigt:

Lemma: Die kanonische Metrik, die nach Wahl einer Orthonormalbasis von g
entsteht, ist genau dann biindelartig, wenn die Matrix der Strukturkonstanten

Aj = (o) j—ps1 Schiefsymmetrisch ist.

Mit diesem Lemma konnen wir nun den Satz 2 beweisen.

Beweis von Satz 2: Wir wéhlen eine Basis H;,..., H, von p und erginzen
diese zu einer Basis Hy,..., H; von t. Dann ist —tHy, ..., —iH} eine C-Basis
von t® C, einer Cartan-Unteralgebra der komplexen halbeinfachen Lie-Algebra
g® C.

Wir wihlen eine Cartan-Weyl-Basis von g ® C. D.h. ist Ay = {oj,a_; | 1 <
j < k}, so erhalten wir eine Basis mit {H;, X,,, X o, | 1 <j <k} von g®C,
so daf} fiir 1 <i # j < k gilt:

[(Xais Xa;] = Naja; Xaita;, falls a; +a; € Ag,
[Xa;» Xa,] = 0 sonst,
[_Z’Hiaxai] = Oéi<_iHi)Xai;
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Wir definieren C,, und S,, fiir 1 < ¢ < k wie oben. Es ist mit 1 <14,7 < k:

[H;,iCo,] = ai(Hi)Sa,

[H;,iCy,] = 0fiiri#j

[Hi, 15, = —a;(H;)Cy,

[H;,iS,,] = O0fiiri#j
[Hi, H;] =

Mit diesen Daten konnen wir die Matrix der Strukturkonstanten der oben
beschriebenen Lie-Klammern A; = (af,),, fir 1 <s<pund 1 <rt<2p—k
direkt angeben. Wir numerieren die Basisvektoren von g in der Reihenfolge
Hy,...,Hp,Cy,...,Co,Sa1s- -5, mit 1,...,3k durch. Damit folgt fiir die
Strukturkonstanten af, mit 1 < s < p:

al, =0 fiir alle 1 < r,t <k,

Ay pys = s(Hy) fir k <r <2rundt=2k—r,
Ay =0 fir k <r <2rund t # 2k —r,
Qg _pys = —0s(Hy) firk <r <2rundt=Fk—r,
Oz’é%fr)S:O firk<r<2rundt#k-—r.

Die Matrix A, = (al,)},—,; ist somit fiir alle 1 < s < p schiefsymmetrisch
und folglich ist die kanonische Metrik der Blatterung F(p), die durch die oben
beschrieben Cartan-Weyl-Basis gegeben ist, dem Lemma zufolge biindelartig.
O
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