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Vorwort

"The Baron had fallen to the bottom of a deep lake. Just
when it looked like all was lost, he thought to pick himself up
by his own bootstrap.”

R. E. Raspe; The Adventures of Baron Munchausen

In der mathematischen Statistik besitzen nichtparametrische Verfahren zur
Bestimmung unbekannter Parameter einen groflen Stellenwert. Beim Testen
von nichtparametrischen Hypothesen geht es darum, geeignete kritische Werte
zu bestimmen. In dieser Arbeit sollen dazu sog. Resampling-Verfahren verwen-
det werden. Diese fallen unter die Klasse der computergestiitzten Methoden,
mit deren Hilfe ad hoc datenabhéngige Schétzer bestimmt werden kénnen. Ei-
ne Verwendung solcher Verfahren beruht insbesondere darauf, dass zunehmend
in allen Bereichen, in denen statistische Verfahren zur Entscheidungsfindung
herangezogen werden, immer leistungsfahigere Computer zur Verfiigung ste-
hen.

,Resampling-Verfahren und ihre Anwendungen in der nichtparametrischen
Testtheorie“ entstand wihrend meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Ange-
stellter am Lehrstuhl fiir Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeits-
theorie der Heinrich-Heine-Universitdat Diisseldorf.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. A. Janssen danken, der mir die
Moglichkeit gab, diese Arbeit zu erstellen. Seine wertvollen Hinweise und die
stete Diskussionsbereitschaft haben zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen.
Ein herzlicher Dank gebiihrt Herrn Prof. Dr. K. Janflen und Herrn Prof. Dr.
E. Mammen fiir die Ubernahme und Erstellung der weiteren Gutachten.

Meinen Eltern, die mir durch ihre tatkréftige Unterstiitzung das Studium
ermoglichten, gilt mein aufrichtiger Dank.

Ein ganz besonderer Dank gilt meiner Frau Tanja Kraski. Sie hat mich



wahrend meines Vorhabens stets dazu ermutigt, nicht aufzugeben und durch
ihre standige Motivation diese Arbeit in ihrer vorliegenden Form erst erméglicht.
Auch mochte ich all denjenigen danken, die die Zeit gefunden haben meine Ar-
beit auf Fehler zu durchsuchen.

Diese Arbeit wurde im Rahmen des DFG-Forschungsprojekts ,, Permutati-
onstests und Randomisationstests in heteroskedastischen Modellen”
(DFG JA 472/5-2) erstellt.

Diisseldorf, den 17. Januar 2003 Thorsten Pauls
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Symbol- und

Abkiirzungsverzeichnis

Im Folgenden sind alle in dieser Arbeit verwendeten Symbole und Abkiirzungen
aufgefithrt. Symbole, die nur vereinzelt verwendet werden, sind an dieser Stelle
nicht beriicksichtigt. Die optionalen Zahlen geben die Seiten an, in denen einem

Symbol erstmalig eine Bedeutung zugewiesen wird.

Symbole

= wird definiert als

= ist konstant gleich

V,d, <, = iibliche logische Symbole

€, ¢,C,N, U, 0\ iibliche Mengenoperationen

i1 * [l Faltung zweier Mafle pq und po
£~ p L&) = p

<y e > Euklidisches Skalarprodukt, S. 95
-l Euklidische Norm, S. 95

-1 L,-Norm

I 1o Supremumsnorm

] GauBklammer, grofite ganze Zahl < z
aNb := min{a, b}

aVb := max{a, b}

O Ende einer Bemerkung

] Ende eines Beweises

€ Einpunktmafl

A Lebesgue-Ma8 iiber (R, B)
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auf einem metrischen Raum (S, d), S. 135
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Kapitel 1
Einleitung

Die grundlegende Aufgabe der statistischen Analyse ist es, Informationen aus
einem Datensatz zu gewinnen, vgl. RA0 [109]. Solche Datensétze werden als
Realisierungen = (z1,...,x,) einer Zufallsvariablen X auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P) angesehen. Im Allgemeinen basiert die statisti-
sche Analyse dabei auf von X abhéngigen Statistiken T' := T(X). Ziel ist
es, Aussagen iiber die Verteilung P? bzw. iiber deren Parameter zu treffen.
Héufig finden solche Untersuchungen unter der Annahme eines strikten pa-
rametrischen Modells statt. Da jedoch eine solche Annahme in vielen Situa-
tionen nicht realistisch ist, versucht man dafiir verteilungsfreie Verfahren zu
entwickeln.

In der mathematischen Literatur finden sich eine Vielzahl solcher nicht-
parametrischer Methoden. Eine wichtige Klasse ist die der sog. Resampling-
Verfahren. Dabei versteht man unter einem Resampling-Verfahren eine sta-
tistische Methode, die auf Basis einer Ausgangsstichprobe x = (x1,...,z,)
durch wiederholtes Erzeugen einer neuen Stichprobe nach einem vorgeschrie-
benem Muster Informationen iiber die Zusammensetzung der zugrundeliegen-
den Verteilung liefert. Die bekanntesten Methoden sind hierbei Bootstrap- und
Permutationsverfahren.

Das Bootstrap-Verfahren wurde erstmals von EFRON [38] vorgeschlagen.
In Fillen, in denen sich naheliegende Schétzer nicht explizit berechnen lassen,
sollen diese mithilfe von sog. Monte-Carlo-Verfahren approximiert werden.

Die Idee des Bootstrap-Verfahrens besteht darin, das urspriingliche Zu-
fallsexperiment, welches zu einer Stichprobe ® = (1, ..., x,) gefithrt hat, zu

simulieren. Dazu wird die vorliegende Stichprobe als neue Grundgesamtheit
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betrachtet, aus der in analoger Weise zum ersten Zufallsexperiment wiederum
Stichproben gezogen werden. Die interessierenden Fragestellungen bzgl. der
wahren Verteilung werden dann anhand der simulierten Stichprobe ausgewer-
tet. Da hier alle Rahmenbedingungen des Experiments bekannt sind, kdnnen
an dieser Stelle Aussagen getroffen werden. Man hofft, dass sich die in dem
simulierten Modell erzielten Ergebnisse nun auf das urspriingliche Zufallsex-

periment iibertragen lassen.

Bei diesem Vorgehen wird versucht, den unbekannten datenerzeugenden
Mechanismus aus den zur Verfiigung stehenden Daten zu rekonstruieren, in-
dem man die unbekannte zugrundeliegende Verteilung P mit zugehoriger Ver-
teilungsfunktion F' durch eine direkt aus den Daten geschétzte Verteilung P
ersetzt.

Trifft man keine spezielle Verteilungsannahme und wéhlt als Schétzer der
Verteilung P die empirische Verteilung Pz mit empirischer Verteilungsfunk-
tion F,, so spricht man vom nichtparametrischen Bootstrap. In diesem
Fall wird die neue Stichprobe durch Ziehen mit Zuriicklegen aus der Grund-
gesamtheit gewonnen. Schriankt man die unbekannte Verteilung Pr auf eine
spezielle Klasse — z.B. der Klasse der Normalverteilungen — ein, so fithrt die
Einbeziehung dieser zusétzlichen Information zur Konstruktion eines parame-

trischen Bootstrap.

Da sich diese Arbeit im wesentlichen mit nichtparametrischen Fragestel-
lungen befasst, soll an Stellen, in denen vom gewohnlichen Bootstrap ge-
sprochen wird, stets die nichtparametrische Variante gemeint sein.

Beim Permutationsverfahren werden, insbesondere in der Testtheorie,
die gesuchten Parameter anhand der Permutationsverteilung bestimmt. Diese
nichtparametrische Methode wurde erstmals von FISHER [39] und PITMAN
[99, 100, 101] zur Bestimmung entsprechender Verteilungen verwendet. Dabei
werden die neuen Stichproben entgegen den Bootstrap-Verfahren durch Ziehen
ohne Zuriicklegen gewonnen, d.h. man wahlt eine Permutation 7 € S,, aus der
symmetrischen Gruppe §,, und bestimmt die zugehorige Verteilung bzw. deren
Parameter aus &, := (T-1), ..., Tr(n))-

Ziel dieser Arbeit ist es, diese beiden und weitere in der Literatur auftre-
tende Methoden in einer umfassenden Theorie zusammenzufiihren. Die Un-
tersuchungen beziehen sich dabei auf Aussagen in Form von bedingten und

unbedingten Grenzwertsitzen, die ihre Motivation in der asymptotischen Test-




EINLEITUNG

theorie finden und dort eine wesentliche Rolle spielen.

Ausgangspunkt ist eine Arbeit von MASON und NEWTON [89], in der
lineare Bootstrap-Statistiken als durch austauschbare Variablen gewichtete
Summen der Ausgangsstichprobe dargestellt werden, vgl. auch HUSKOVA [65].
Uberraschenderweise erfolgen die Beweise mittels Héajek’s Ergebnisse iiber das
asymptotische Verhalten einfacher linearer Rangstatistiken, vgl. hierzu HAJEK,
SIDAK und SEN [53] sowie HUSKOVA, BERAN und DUPAC [66].

In dieser Arbeit lassen sich die betrachteten Resampling-Statistiken in ge-

meinsamer Form als gewichtete Summen durch

k(n)
Ty = k(n)'? > Woi(Xni — X0) (1.1)

i=1
darstellen, wobei (Xnﬂ')igk(n) ein beliebiges Dreiecksschema von Zufallsvaria-
blen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A,P) und (W, ;)i<kn) ein von
(Xnﬂ‘)igk(n) unabhéngiges Dreiecksschema von Gewichtsfunktionen auf einem
neuem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) bezeichnen. Die einzelnen Resampling-
Verfahren werden hierbei durch unterschiedliche Gewichte (W, ;)i<k(n) charak-
terisiert.

Bei der Untersuchung entsprechender Limesverteilungen spielt die Theorie
iiber unendlich teilbare Mafle eine entscheidende Rolle, vgl. hierzu ARAUJO
und GINE [1] sowie GNEDENKO und KOLMOGOROV [48]. Dabei zeigt sich,
dass die Grenzvariablen als Summe zweier Partialsummen und einer unendlich
teilbaren Verteilung darstellbar sind.

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil liefert die theo-
retischen Ergebnisse in Form bedingter und unbedingter Grenzwertsétze fiir
allgemeine Dreiecksschemata (X, ;)i<kn) von Zufallsvariablen. Die hier vor-
gestellten Ergebnisse finden sich zum Teil in JANSSEN und PAULS (2002). Im
zweiten Teil wird die Giiltigkeit der erzielten Ergebnisse fiir finite Stichproben-
umfinge iiberpriift. Dazu werden Monte-Carlo-Simulationen fiir verschiedene
Testsituationen durchgefiihrt. Die Struktur beider Teile ist wie folgt:

Die Kapitel 2 und 3 befassen sich mit der Motivation und Definition allge-
meiner Resampling-Verfahren und den daraus resultierenden Resampling-Tests
als bedingte Tests gegeben den Daten. Als zentrale Aussage erhélt man ein
Lemma, welches unter allgemein giiltigen Modellvoraussetzungen die asympto-

tische Aquivalenz des Resampling-Tests und des asymptotischen Tests liefert.
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Diese Uberlegungen rechtfertigen die Behandlung allgemeiner Grenzwertsitze
fir Resampling-Statistiken der Form (1.1).

In Kapitel 4 werden bedingte und unbedingte Grenzwertsétze fiir allgemei-
ne Resampling-Statistiken der Form (1.1) hergeleitet. Dabei sind die Aussagen
zunéchst unabhéngig von der speziellen Wahl der Resampling-Verfahren und
somit unabhéngig von speziellen Gewichtsfunktionen (W, ;)i<k(mn)-

Die Beweise erfolgen in Anlehnung an MASON und NEWTON [89] mithilfe
von Aussagen iiber einfache lineare Rangstatistiken, vgl. HAJEK, SIDAK und
SEN [53]. Dabei zieht man sich zunéchst auf den Fall deterministischer Zufalls-
variablen zuriick und zeigt hier die Giiltigkeit der entsprechenden Aussagen fiir
lineare Rangstatistiken mit zufélligen Scores. Als Anwendung findet man im
Fall konvergenter Summen unabhéngiger Zufallsvariablen Konvergenzaussagen
fiir Resampling-Statistiken.

Bei der Darstellung entsprechender Limesvariablen spielen Aussagen iiber
unendlich teilbare Mafle und ihre Darstellung mithilfe der Lévy-Khintchine-
Formel, vgl. Anhang B, eine entscheidende Bedeutung. Ein wichtiges Hilfsmit-
tel ist dabei die Konstruktion eines kompakten metrischen Raumes S. Hierauf
lassen sich durch die Resampling-Gewichte (W, ;)i<k(n) Folgen von Treppen-
funktionen definieren, deren Limesfunktionen Teile der Grenzvariablen bilden.

In Kapitel 5 werden genaue Bedingungen fiir die Konsistenz des Bootstrap-
Stichprobenmittels gegeben. Dabei werden die in Kapitel 4 angegebenen Nor-
mierungsbedingungen iiberpriift und die Form moglicher Grenzvariablen un-
tersucht.

Kapitel 6 liefert weitere Beispiele von Resampling-Gewichten. Neben be-
kannten Verfahren wie Bayesian-Bootstrap und double-Bootstrap werden auch
weniger bekannte Methoden wie ein Bootstrap-Verfahren mit zuféalligem Stich-
probenumfang betrachtet.

Grenzwertaussagen in Form von Gesetzen der grofien Zahlen findet man
in Kapitel 7. Diese werden dazu verwendet, bedingte zentrale Grenzwertsétze
fiir studentisierte Statistiken herzuleiten, deren Nenner durch das Resampling-
Verfahren beriicksichtigt werden.

Eine multivariate Betrachtung der Ergebnisse findet man in Kapitel 8. Hier
werden bedingte Grenzwertsitze fiir multivariate Resampling-Statistiken for-
muliert und bewiesen. Dabei beschrinkt man sich auf den Normalverteilungs-

fall, da hier aus den vorigen Uberlegungen bekannt ist, dass unter dieser Vor-
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aussetzung Resampling-Verfahren konsistent sind.

Der zweite Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der praktischen Umset-
zung der gewonnen Erkenntnisse aus dem ersten Teil. Dabei werden anhand
von Problemen des Behrens-Fisher-Typs Monte-Carlo-Studien durchgefiihrt.

Kapitel 9 gibt einen kurzen Uberblick iiber die in der Studie verwendeten
Methoden. Neben den im ersten Teil vorgestellten Resampling-Verfahren wird
hier im Falle des gewohnlichen Bootstrap kurz auf Sampling-Prozeduren ein-
gegangen, mithilfe derer man Monte-Carlo-Approximationen verbessern kann.
Solche Methoden finden ihren Ursprung in der Monte-Carlo-Theorie und wur-
den auf die Situation der Bootstrap-Verfahren iibertragen, vgl. SHAO und TU
[117]. In diesem Kapitel findet man auf Basis der theoretischen Ergebnisse von
JOCKEL [74, 75] auch eine kurze Darstellung iiber die Wahl des Resampling-
Umfangs.

In dem sich anschlieBenden Kapitel 10 werden die erzielten Ergebnissen
in Form von Tabellen, die die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten fiir
verschiedene Ausgangssituationen angeben, dargestellt und diskutiert.

Eine kurze Zusammenfassung zusammen mit einem Ausblick beschliefit
die Arbeit. Hierin werden weitere Anwendungspunkte und Forschungsansétze
beschrieben, die Gegenstand weiterer wissenschaftlicher Untersuchungen sein
sollen.

Ein Appendix liefert einen kurzen Uberblick iiber die in dieser Arbeit ver-
wendeten Hilfsmittel der Verteilungskonvergenz und der Theorie iiber unend-
lich teilbare Mafle.
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Teil 1

Resampling-Tests und bedingte
Grenzwertsatze in der

nichtparametrischen Statistik






Kapitel 2

Resampling-Verfahren

2.1 Motivation

Im Folgenden seien X1,..., X, ii.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (€2, .4, P) mit unbekannter gemeinsamer Verteilung
PLXn) — pr 9 € @,
Bezeichnet T,,(X;1) eine Statistik, welche von X = (Xi,...,X,) und dem

unbekanntem Parameter ¢ € © abhéngt, so ist durch
H,(x;9) :=Py(T.(X;0) < x)
die Verteilungsfunktion von T,,(X;9) unter P} definiert. H,(-;9) soll hier

schwach gegen eine asymptotische Verteilungsfunktion H4(-; %) konvergieren.

Im Allgemeinen lésst sich die Verteilungsfunktion H,(+;?) nicht oder nur
sehr schwer analytisch berechnen. Man benétigt also einen geeigneten Ansatz
diese ndherungsweise zu bestimmen, um somit, z.B. im Falle von Testproble-
men, geeignete kritische Werte zu erhalten.

Eine Moglichkeit ist die asymptotische Approrimation, bei der die Tat-
sache ausgenutzt wird, dass die Verteilungsfunktion H,(-;1) schwach gegen
eine Grenzfunktion H4(;v) konvergiert. Somit kann bei grofien Stichproben-
umfangen diese Limesverteilung als Approximation zur Bestimmung kritischer
Werte herangezogen werden. Ein wesentliches Problem an dieser Stelle stellt je-
doch die Abhéngigkeit vom unbekannten Parameter dar. Es stellt sich heraus,
dass in vielen Fillen diese Abhéngigkeit bei Erhohung des Stichprobenum-
fangs immer weiter abnimmt, so dass die zu Hy4(+;9) zugehorige Verteilung

unabhéngig von ¢ ist, vgl. BERAN und DUCHARME [19, S. 6f.].



I. RESAMPLING-TESTS UND BEDINGTE GRENZWERTSATZE

In solchen Fillen liegt es nahe als einfache Approximation der unbekannten
Verteilungsfunktion die Funktion H A(-;ﬁn) zu wihlen. Diese Uberlegungen
fithren nun zur Bootstrap-Methode von EFRON [38].

2.2 Die Bootstrap-Methode

EFRON [38] lieferte in seiner Arbeit ein alternatives Verfahren, mit der die un-
bekannte Verteilung mittels der sog. Bootstrap-Verteilungsfunktion bestimmt
wird. Bei dieser Vorgehensweise iiberspringt man den ersten Schritt der asymp-
totischen Approximation und geht direkt zu einer Schitzung mittels ¥, iiber.

Definiere neue i.i.d. Zufallsvariablen X7,..., X’ mit gemeinsamer Vertei-
lung P = L(X{,..., X} | X) gegeben den Daten X = (X3,...,X,). Dann
ist die zu H,(+; 1) gehorige Bootstrap-Verteilungsfunktion definiert durch

Hy(x) =P (To(X*50,) <z | X). (2.1)

Wiéhlt man die empirische Verteilungsfunktion
. 1 <&

Fn = ﬁ Z ]1(_007$}(X1>
i=1

als zugehorigen konsistenten Schétzer, so fiithrt dies zum gewohnlichen Boot-

strap und es gilt fiir den Parameterraum
© := {F : F Verteilungsfunktion}.

In diesem Fall werden die neuen Bootstrap-Variablen X7, ..., X durch Zie-
hen mit Zuriicklegen aus der Grundgesamtheit X,..., X, gewonnen. Diese
Uberlegungen machen eine Implementierung in ein Computerprogramm rela-
tiv einfach, vgl. Algorithmus 1 auf Seite 106. Auf diese Aussage soll jedoch erst
im zweiten Teil dieser Arbeit genauer eingegangen werden.

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Vorgehensweise bei der Bestim-

mung der Bootstrap-Verteilungsfunktion in einer parametrischen Situation.

Beispiel 2.1 (Parametrischer Bootstrap)
Seien Xi,...,X, ii.d. Zufallsvariablen mit einer gemeinsamen Verteilung
P% := N"(u,0?), dann ist 9 = (u,0?) € R x Ry =: ©. Wihle als Schétzer

10
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Uy = (X, S2) mit

— 1
X

i=1 i=1

"=
Die Statistik 7}, sei gegeben durch

T, = Tu(X30) = V(X — ).
Dann gilt
Hy(2;9) := PR(Tn(X;0) < ) = (=),

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Als Bootstrap-Verteilungsfunktion erhdlt man aus (2.1)
Hy(x) =P} (T(X"30,) < x| X) = ®(),

wobei X* = (X{,...,X}) die Bootstrap-Stichprobe mit gemeinsamer Vertei-
lung P = N™(X,, S2) ist.

Obwohl das Bootstrap-Verfahren eine intuitiv anzuwendende Methode ist,
um unbekannte Verteilungen zu schétzen, muss bei der Durchfithrung mit Vor-
sicht vorgegangen werden. Das folgende Beispiel zeigt einen Fall, in dem der

gewohnliche Bootstrap nicht anwendbar ist.

Beispiel 2.2
Sei (X,,)nen eine Folge von auf (0,7), 7 > 0, gleichverteilten i.i.d. Zufallsva-

riablen. Unter der Definition
X = max{Xy,..., Xp},

zeigt man, dass
n(T — Xpn/T) 2y fiir n — oo, (2.2)

wobei Y eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 ist.
An dieser Stelle ist der gewohnliche Bootstrap im folgenden Sinne nicht

konsistent, vgl. BICKEL und FREEDMAN [22; S. 1210]. Bezeichnet X}, das

Maximum der Bootstrap-Stichprobe X7, ..., X, so gilt fiir n — oo, dass

1\n
P(Xpm — X/ >0 X1, X,) = (1= =)" P-stoch.
n

11
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und somit wegen (1 — 1)" — exp(—1) # 1

Pn(Xpm — X2)/ Xnm > | Xq,...,X,) A exp(—z) Vo >0. (2.3)

Die beiden Gleichungen (2.2) und (2.3) ergeben zusammen, dass in diesem
speziellem Beispiel die Bootstrap-Verteilungsfunktion nicht gegen die korrekte
Limesverteilung konvergiert. Eine Modifikation des gewohnlichen Bootstrap-
Verfahrens liefert jedoch die gewiinschte Konvergenz. Definiert man durch
X7,..., X, eine neue Stichprobe vom Umfang m(n), welche mit Zuriickle-
gen aus der Grundgesamtheit X1, ..., X, gezogen wurde, so zeigt SWANEPOEL
[121], dass wenn fiir ein 0 < € < 1 die Beziehung

m(n) = o(n**Y2/(logn)'/?)
gilt, die Behauptung
P(m(n)(Xnmn — Xomymm)/ Xnn > 2 | X1y, Xi) — exp(—z) (2.4)

fiir alle z > 0 und n — oo fast sicher erfiillt ist. Dabei bezeichnet X ;“n(n):m(n) =
max{X7,..., X;m)} das Maximum der Bootstrap-Stichprobe vom Bootstrap-
Stichprobenumfang m(n).

DEHEUVELS, MASON und SCHORACK [34] lieferten in ihrer Arbeit eine
Verfeinerung des Ergebnisses von SWANEPOEL [121]. Da es sich hier lediglich

um ein Beispiel handelt, soll auf den entsprechenden Beweis verzichtet werden.

Satz 2.3
Angenommen m(n) — oo und m(n)/n — 0 fir n — oo, dann gilt (2.4) P-

stochastisch. Ist die Bedingung
(m(n)loglogn)/n — 0 firn — oo
zusdtzlich erfillt, so gilt (2.4) P-f.s.
Beweis. Vgl. DEHEUVELS, MASON und SCHORACK [34, Theorem 2.1]. W

Die Frage der Konsistenz von Bootstrap-Schétzern ist ein in der Litera-
tur vielbehandeltes Problem. BERAN [14] liefert in seiner Arbeit Bedingungen

unter denen H*(-) eine geeignete Approximation von H,(-;v) darstellt.

12
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Satz 2.4 (Beran (1984))
Sei (0©,dg) ein metrischer Raum. Angenommen fiir e > 0 und ¥ € © gilt:

(i) lim,, o0 P (do (0, 9) > €) = 0;

(i1) Fir jede Folge (Up)nenw tn © mit lim, o de(0,,9) = 0 konvergiere
H,(-,Y,) schwach gegen eine Grenzverteilungsfunktion Ha(-;0);

(i1i) Die Grenzverteilungsfunktion Ha(x,0) sei stetig in x fir alle 9 € ©.
Dann gilt fiir jedes € > 0 und 9 € O:

T PY(|H() — Ha(39)] > 2) = 0.
Beweis. Vgl. BERAN und DUCHARME [19, Proposition 1.2]. [ |

Einen neuen Ansatz iiber die Konvergenz von Bootstrap-Verteilungsfunk-
tionen lieferte PUTTER [105] in seiner Dissertation. Dazu werden folgende De-

finitionen benotigt:

Definition 2.5

Sei S ein metrischer Raum. Fine Teilmenge M C S heifit nirgends dicht,
falls M keine inneren Punkte hat. M heifit von erster Kategorie in S, falls
M Vereinigung von abzdhlbar vielen, nirgends dichten Mengen ist. M heift

von zweiter Kategorie in S, falls M nicht von erster Kategorie in S ist.
Damit ergibt sich:

Satz 2.6 (Putter (1994))
Sei (©,deg) ein vollstindiger metrischer Raum. Angenommen fir alle 9 € ©

gelten:

(i) Hy(;9) konvergiere fir n — oo schwach gegen eine Grenzverteilungs-

funktion Ha(+;9);
(i1) Fir jedes n > 1 ist H,(-;1) stetig in ¥ € O;

(iii) 1imy, oo P (de (U, 0) > ) = 0.

13
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Dann existiert eine Menge E der ersten Kategorie, so dass fir alle 9 € © \ E

Dariberhinaus ist © \ E eine Menge der zweiten Kategorie.

Beweis. Vgl. PUTTER [105]. |

BERAN [18] betrachtet die Frage der Konsistenz der Bootstrap-Verteilung
fiir allgemeine LAN-Modelle. Dabei liefert Beran fiir diese spezielle Klasse
statistischer Modelle von der Wahl der Metrik dg unabhéngige Bedingungen
fiir die Konsistenz der Bootstrap-Verteilung.

Der zentrale Satz dieser Arbeit besagt, dass die Konvergenz der Bootstrap-
Verteilung gegen die wahre Grenzverteilung dquivalent zu einer LAE-Eigen-
schaft (local asymptotic equivariant) ist, welche eine Verallgemeinerung des
Konzeptes der Regularitiat von Hajek darstellt, vgl. BERAN [18, Theorem 2.1
und 2.2].

Dariiber hinaus wird die Supereffizienz eines Schétzers als hinreichende
aber nicht notwendige Bedingung fiir das Scheitern der Konvergenz angege-
ben, vgl. BERAN [18, Theorem 3.2]. Dabei heiit ein Schéitzer in einem Punkt
(asymptotisch) supereffizient, falls in diesem die asymptotische Cramér-Rao-
Ungleichung unterschritten wird, vgl. Witting [128, S. 199].

Beispiel 2.7 (Hodges-Schéitzer)

Seien X;, j € IN, unabhéngig N(9J, 1)-verteilte Zufallsvariablen, ¥ € R. Die
Verteilungsklasse P = {N(¢,1) : ¥ € R} ist in jedem Punkt ¥ € R Lo(¥)-
differenzierbar mit der Fisher-Information 7(+J) = 1 und fiir den (ML-)Schétzer

Un(z) := Z, wird die Cramér-Rao-Schranke angenommen. Insbesondere gilt

dann
Lo(Vn(z, —9)) = N(0,1(9)7).
Benutzt man jedoch den fiir |Z,,| < n~'/4 modifizierten Schitzer

bZ |Z| < 14

Tom = fiir (2.5)

|| |Z,,| > n~1/4

14
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mit b? < 1, so gilt mit

1 ¥ #0
a?(V) = fiir
b? ¥ =0,
dass
Ly(vVn(Tonm—9)) = N(0,0°(9)) VI €R. (2.6)

Die (asymptotische) Cramér-Rao-Schranke I(¢)~! = 1 wird also vom Schiitzer
T, i in den Punkten 9 # 0 angenommen, dagegen im Punkt ¢ = 0 unterschrit-
ten. Somit ist der Schétzer im Punkt ¢ = 0 (asymptotisch) supereffizient, vgl.
auch BERAN [18], PUTTER [106] und WITTING [128, Beispiel 6.32].

Mehr als 10 Jahre nach dem Vorschlag von Efron lieferten MASON und
NEWTON [89] ein verallgemeinertes Bootstrap-Verfahren zum Beweis
der Konsistenz der empirischen Verteilungsfunktion, der Quantilfunktion so-
wie des Stichprobenmittels. Die Bootstrap-Statistiken werden mittels von der
Stichprobe unabhéngigen Gewichtsfunktionen dargestellt. Unter gewissen Re-
gularitdatsvoraussetzungen an diese Gewichte lassen sich dann mithilfe von FEr-
gebnissen iiber lineare Rangstatistiken Aussagen {iber die Konsistenz entspre-
chender Schitzer treffen. Dabei spielt Hajek’s Theorie iiber einfache lineare
Rangstatistiken eine entscheidende Rolle, vgl. HAJEK, SIDAK und SEN [53].

Betrachtet man den gewohnlichen Bootstrap fiir eine Folge (X,,)nen von
i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und defi-
niert man durch Z,1,...,Z,, unabhingige auf {1,...,n} gleichverteilte Zu-
fallsvariablen, so lassen sich die Bootstrap-Variablen durch

X; =Xy

1 n,t

beschreiben. Definiert man Gewichte
1 n
My =~ D 1y (Zna), (2.7)
i=1

so gilt fiir den Bootstrap-Mittelwert

X = %i){f = i M, X,
i=1 i=1

15
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bzw.
n

n'2(X, = X,) =n'?Y (M, — 1/n)X;.

i=1
Somit lasst sich das Bootstrap-Stichprobenmittel als gewichtete Summe in
Abhéngigkeit der Gewichtsfunktionen (M, ;);<, und der i.i.d. Zufallsvariablen
Xi,..., X, auffassen, vgl. auch BARBE und BERTAIL [7].

Unter Beriicksichtigung von Beispiel 2.2 erhélt man durch Abéndern des
Stichprobenumfanges der Bootstrap-Stichprobe eine andere Moglichkeit des

Bootstrap-Mittelwertes. In diesem Fall definiert man die Gewichte durch

m(n

)

1

M, = —— S 11(Z,.). 2.8
S 1 (Zn) (2.8)

i=1
Dieses Verfahren wird in der englischsprachigen Literatur ,m(n) out of n-

Bootstrap” oder kurz ,,m(n)-Bootstrap” genannt.

2.3 Allgemeine Resampling-Verfahren

Ausgehend von den obigen Uberlegungen sollen nun allgemeine Resampling-
Verfahren eingefiihrt werden. Dabei wird die Einschrankung auf i.i.d. Zufalls-
variablen wegfallen. Im Folgenden sei dazu (X, ;)i<k(n) €in Dreiecksschema von
Zufallsvariablen auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Be-
trachte Statistiken der Form

T;: = k‘(?’l)l/2 Z Wn,i(Xn,i - Xn)a (29)
i=1

mit einem Dreiecksschema (W), ;)i<k(n) von zufélligen Gewichtsfunktionen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P). Die Zufallsvariablen (X, ;);<k(n) und
(Whi)i<k(n) sind in Bezug auf das Produktmaf P®P unabhiingig. Die Gewichte
sollen im weiteren Verlauf dieser Arbeit die folgenden Generalvoraussetzun-

gen erfiillen:

(E1) Die Komponenten von (W 1,..., W, kx)) seien fiir jedes n € IN aus-

tauschbar;

(E2) max |W,; —W,| — 0 P-stochastisch;

1<i<k(n)
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k(n)
(E3) Z(Wm —W,)? =1 P-stochastisch.
i=1
Definition 2.8
Statistiken der Form (2.9) heifien (lineare) Resampling-Statistiken mit Ge-
wichtsfunktionen (Wh;)i<k(n) -

Bemerkung 2.9
Gilt W,, = ﬁ ng) Wi = 0 P-f.s., so folgt, dass T = k(n)'/? Z,’fﬂ) Wi X
P-fs. O

Die folgenden Beispiele zeigen, dass sich in diese Definition der Resampling-
Statistiken neben dem gewohnlichen Bootstrap-Verfahren von EFRON [38] eine
Vielzahl weiterer bekannter Methoden einbinden lassen. Dabei unterscheiden
sich die einzelnen Methoden lediglich in der Wahl ihrer Gewichte (W, ;)i<k(n)-

Weitere Resampling-Verfahren werden ausfiihrlich in Kapitel 6 untersucht.

Beispiel 2.10
(a) (m(n)-Bootstrap) Seien (M, 1, ..., M, k»)) multinomialverteilte Zufalls-
variablen mit Stichprobenumfang m(n) = ng) M, ; und Auswahlwahrschein-

lichkeiten 1/k(n). Dann sind die m(n)-Bootstrap-Gewichte definiert durch

Wi := m(n)'/? (mzn) M, — ﬁ) (2.10)

In dem Spezialfall, dass m(n) = k(n), erhilt man den gewohnlichen Bootstrap

von EFRON [38].

(b) (Permutations-Statistiken) Betrachtet man einfache (lineare) Permu-

tationsstatistiken der Form

k(n)
Tn = k(n)1/2 Z ch(i)Xn,i7
=1

mit Regressionskoeffizienten (cpni)i<k(n), so sind die zugehérigen Gewichte ge-
geben durch
Wnﬂ' = Cnr(4)- (211)

Dabei ist 7(+) eine auf der symmetrischen Gruppe Sy, gleichverteilte Permu-

tation. Die Gewichte (W, ;)i<k(n) erfiillen genau dann die Generalvorausset-
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zungen, wenn diese von den Regressionskoeffizienten erfiillt werden, vgl. auch
PauLs [95, Lemma 4.1].

(c) (Wild-Bootstrap) Liu [83] gibt in ihrer Arbeit ein Bootstrap-Verfahren
fiir nicht i.i.d. Modelle an, wobei die Resampling-Stichproben so gewéhlt wer-
den, dass diese die Heteroskedastizitat der Originalstichprobe wiederspiegeln.
Wiéhrend beim gewohnlichen Bootstrap die Zufallsvariablen X7 |, ... ,X;k(n)

durch Ziehen mit Zuriicklegen gewonnen werden, so wahlt man an dieser Stelle

X'rt,i = Yn + (Xn,i - Xn)Zn,ia

wobei die (Z,,;)i<k(n) €in Dreiecksschema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen
mit E(Z,1) = 0 und Var(Z, ;) = 1 bilden. Die Wild-Bootstrap-Gewichte sind
dann definiert durch

Wi = k(n) ™ ?Zy;. (2.12)

Als Spezialfall liefern uns diese Gewichte Bootstrap-Verfahren mit zufélli-
gem Stichprobenumfang, vgl. MAMMEN [85, S. 14f.] und Abschnitt 6 weiter

unten.
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Kapitel 3

Resampling-Tests

3.1 Motivation und Definition

Resampling-Verfahren werden in der Testtheorie dazu verwendet entsprechen-
de kritische Werte zu bestimmen. Dabei ldsst sich die Vorgehensweise durch
folgendes nichtparametrisches Problem motivieren:

Im Folgenden bezeichne H| eine zusammengesetzte Nullhypothese von Ver-
teilungen und Xi,..., X, reellwertige Zufallsvariablen auf einem Messraum
(2, A) mit gemeinsamer Verteilung P € Hy, sowie T,, := T,,(X) : 2" — R eine
von X = (Xy,...,X,) abhéngige Statistik.

Wie schon in Kapitel 1 angesprochen, existiert in vielen Fallen unter H
ein zentraler Grenzwertsatz sowie ein konsistenter Varianzschéatzer V,, fiir die
asymptotische Varianz von 7T,,. Dann lésst sich ein einseitiger T),-Test ¢, fiir

Hy als asymptotischer a-Niveau-Test durch

1 >
Pn = Tn Ul—o 711/2 (31>
0 <

definieren, wobei u, := ®~!(1—a) das a-Fraktil der Standardnormalverteilung
bezeichnet.

Bei dieser Vorgehensweise tritt in der Praxis jedoch das zentrale Problem
auf, dass der Anwender keinerlei Kontrolle iiber die wahre Fehlerwahrschein-
lichkeit 1. Art bei festem Stichprobenumfang besitzt und dieser Test lediglich

asymptotisch fiir grofle Stichprobenumfinge das gewiinschte Niveau einhélt.
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Hier werden nun Resampling-Verfahren zur Bestimmung geeigneter kri-
tischer Werte herangezogen. Ziel solcher Verfahren ist es, bezogen auf das
Testproblem, bessere datenabhéngige kritische Werte ¢} () = ¢ (a|X) zu
bestimmen, so dass eine Kontrolle der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art moglich
wird.

Bezeichnet T} := T, (X ™) die Resampling-Statistik gegeben den Daten und
H(-) die zugehorige Verteilungsfunktion unter der Nullhypothese Hy, so ldsst
sich ein Resampling-Test ¢}, in Anlehnung an BERAN [15], wie folgt definieren:

Definition 3.1 (Resampling-Test)

Seien

Hy Y(y) == inf{z : H}(x) >y}

H; 7 (y) = sup{= : H}(z) < y}

die links- bzw. rechtsseitig stetigen inversen Verteilungsfunktionen von H(-).
Dann ist ein (einseitiger) Resampling-Test als randomisierter bedingter
Test definiert durch

1 >
op=98 7 Tn = ci(a), (3.2)
0 <

wobei fiir den kritischen Wert ¢ («) des Testes o7, gilt
H Y 1—a)<c(a) < HY (1 -a). (3.3)

Bemerkung 3.2

(a) In der Regel wihlt man ¢’ (a) := H*71(1 — «) als das (1 — a)-Quantil der
Resampling-Verteilung unter der Nullhypothese Hj.

(b) ¢ (a) und v* := v*(X) sind Zufallsvariablen, da diese in Abhéngigkeit von
X = (Xy,...,X,) bestimmt werden.

(c) Analog lassen sich zweiseitige Resampling-Tests definieren. Fiir einen zwei-

seitigen Bootstrap-t-Tests vgl. WOLF-OSTERMANN [130]. O

Die Wahl der Teststatistik hiangt stets von dem betrachteten Modell und
somit von der Wahl der entsprechenden Hypothese ab. In dem folgenden Bei-
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spiel soll eine in der Praxis wichtige Darstellung der Teststatistiken angegeben

werden:

Beispiel 3.3 (Teststatistiken)
Lineare Teststatistiken der Form

T = k()" cniXos (3.4)
=1

spielen in der statistischen Betrachtung eine wichtige Rolle, wobei (cm)igk(n)
ein Dreiecksschema von reellen Regressionskoeffizienten bezeichnet. Dabei ha-
ben zwei Spezialfille eine hervorgehobene Bedeutung, welche in den spéteren

Kapiteln immer wieder aufgegriffen werden:

(a) Zweistichprobenstatistiken
Betrachtet man ein Zweistichprobenproblem (X ,Y’) mit Gesamtstichproben-
umfang k(n) = n; +ng, so sind die zugehorigen Regressionskoeffizienten héufig

gegeben durch

1/2 -1 ;<
cwi= () eq T = (35)
k(n) n% ny <i < k(n).

(b) Einstichprobenstatistiken
Regressionskoeffizienten c¢,; = k(n)_l/ 2 definieren einfache Teststatistiken der

Form
T,=) Xuu
i=1

Die Behandlung von Resampling-Tests motiviert nun die Betrachtung von
allgemeinen Grenzwertsédtzen, da hierdurch das asymptotische Verhalten von
Tests unter Nullhypothesen Hy, und spéter auch unter Alternativen, studiert
werden kann. Hierbei soll die folgende Fragestellung im weiteren Verlauf der

Arbeit im Vordergrund stehen:
Wie funktionieren Resampling-Tests?

Diese steht im engen Zusammenhang mit dem Titel der von MAMMEN [85]

verfassten Monographie ,, When does bootstrap work?”. Sie ist jedoch in einem
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allgemeinerem Kontext zu verstehen, da Permutationstest basierend auf den

Gewichten aus Beispiel 2.10(b) unter
Hy C Hprod = {]Pn P e M1(Q,A)}

stets das gewiinschte Niveau einhalten, vgl. LEEHMANN [80]. Dabei bezeich-
net M;(Q) := M;(Q, A) den Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf einem
Messraum (2, A).

Der Vergleich von bedingten Tests der Form (3.2) mit unbedingten Tests

der Form (3.1) soll in dem folgendem Abschnitt genauer betrachtet werden.

3.2 Asymptotischer Vergleich bedingter und
unbedingter Tests

Nachdem nun Resampling-Tests als bedingte Tests gegeben den Daten moti-
viert wurden, werden diese mit unbedingten Tests der Form (3.1) verglichen.
Dieser Vergleich findet in Form der asymptotischen Aquivalenz zweier Tests
statt, vgl. WITTING und NOLLE [129, S. 58].

Im Folgenden sei d eine Metrik, die die schwache Konvergenz auf dem Raum
M;(R) metrisiert, vgl. Anhang A. Man betrachte folgendes Modell:

(I) (Unbedingte Konvergenz) Sei P € Hj. Die reelle Statistik 7, konver-
giere auf Hj in Verteilung gegen eine Zufallsvariable T'. Dabei sei die Vertei-
lungsfunktion Fr von T stetig und strikt monoton steigend auf ihrem Tréger
supp(Fr).

(II) (Asymptotischer unbedingter a-Niveau Test) Sei ¢, , ein Test ge-
geben durch unbedingte kritische Werte ¢, () mit

Pn,a = ]l(cn(a),oo) (Tn)a (36)
so dass Ep(¢nq) — « fiir n — oo.

(III) (Bedingter Test) Sei 7' eine beliebige Teststatistik mit bedingter Ver-
teilungsfunktion F¥ von L(T | X1, - .., Xnk(n))- Bezeichne mit Fii ' (1—a) =
ci(a) =c(a| Xpa,. .., Xngm)) das (1 — a)-Quantil der bedingten Verteilung

gegeben den Daten X, 1,. .., X;, x(n). Dann ist ein nicht randomisierter beding-

ter T,-Test gegeben durch

Pra = Licg(a)o0)(Th)- (3.7)
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Lemma 3.4
Unter den Modellvoraussetzungen (I)-(I11) sind folgende Aussagen fiir n — oo

dquivalent:
() Ep(|na = ¢nal) = 0 fiir alle a € (0,1);
(b) d(L(Tn), L(T; | Xnps -y Xnpny)) — 0 P-stoch.
Beweis. (b) = (a), vgl. WITTING und NOLLE [129, S. 58].
(a) = (b) Sei c(a) = Fr'(1 — a) das (1 — a)-Quantil von Fr. Dann gilt
Ee (|na = Licta),o0)(Tn)]) — 0 (3.8)

und man wahlt ¢,(a) = ¢(«). Bezeichne F), die Verteilungsfunktion von T,
und sei U eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable, die unabhéngig von

den Daten ist. Dann folgt

E(|Fu(c(U)) = Falcy(U))])
- / ‘/ L (oo (Tn) = L (=so.e, ) (Tn) dP| du

< / / L ey e (w)u(es () e (Tn) AP du

=P ® Ny ({Tn € (e(U), (U]} U{T, € (c;(U), c(U)]})

1
< [ Br(lna — ¢ial) da+ 2upPUT, = o).
0

zeR
Somit existiert nach dem Teilfolgekriterium fiir jede Teilfolge eine weitere Teil-

folge {m}, so dass
Fo(c(U)) = Fu(c:(U)) — 0 P-fs.

gilt. Aufgrund der gegebenen Voraussetzungen gilt fiir alle x € R und u €

(0,1), dass Fy,(z) — Fr(z) bzw. F;*(u) — F;'(u) und somit
o (U) —ce(U) P-fs.

m

Wegen L(c(U)) = L(T) und L(c;(U)) = L(T;; | Xna,- - Xnkm)) gegeben den
Zufallsvariablen X,,;, i =1,...,k(n), folgt

d(L(T), L(Ty | Xnas-- s Xingim))) — 0 P-fs.
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entlang der gegebenen Teilfolge {m}. Hieraus folgt aus dem Teilfolgekriterium

zusammen mit der Dreiecksungleichung fiir n — oo die stochastische Konver-

genz in (b), d.h.
d(L(T), L(Ty | Xnay-- o Xpgw)) — 0
IP-stochastisch und somit ist die Behauptung bewiesen. |

Definition 3.5
Zwei Folgen von Tests ¢, und ¢}, ., die die Aussage (a) in Lemma 3.4

erfiillen, sollen im Folgenden (asymptotisch) dquivalent genannt werden.

Lemma 3.4 rechtfertigt die Betrachtung von Grenzwertséitzen linearer Sta-
tistiken. Findet man Bedingungen, unter denen beide Limesverteilungen iiber-
einstimmen, so erhilt man die asymptotische Aquivalenz der zugehorigen Tests
und somit die mathematische Rechtfertigung fiir den Einsatz von Resampling-
Verfahren in der Testtheorie. In diesem Fall spricht man von der Konsistenz

einer Resampling-Methode.
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Kapitel 4

Bedingte Grenzwertsitze fiir

lineare Statistiken

4.1 Allgemeine Grenzwertsitze

Wie in den vorigen Abschnitten bereits erwiahnt, spielen Grenzwertsétze in der
asymptotischen Statistik — insbesondere in der Testtheorie — eine zentrale Rol-
le. Die in der heutigen Literatur vorzufindenden Sétze beschréanken sich i.Allg.
auf spezielle Modellannahmen und liefern keine umfassende Theorie iiber die
Giiltigkeit solcher Aussagen bei Vorliegen von Dreiecksschemata (Xm)igk(n)

von beliebigen Zufallsvariablen.

Die vorhergehenden Uberlegungen iiber Resampling-Verfahren und die dar-
aus resultierenden Resampling-Tests rechtfertigen an dieser Stelle die Formu-
lierung von allgemeinen Grenzwertsétzen fiir lineare Statistiken 7" der Form
(2.9), d.h.

k(n)
Tr =k(n)'?> Wi(Xni — X0).
=1

Aus der Varianzformel von Hajek fiir einfache lineare Rangstatistiken, vgl.
HAJEK, SIDAK und SEN [53, Theorem 3.3.3], folgt unter den Generalvoraus-
setzungen (E1)—-(E3), dass

Var;,( (Zk(n)(Wn,j T, Z@(n)(XnJ _ yn)2)1/2> - k(n) —1

Jj=1
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Definiert man 0/0 := 0, so erhélt man aus der Straffheit der Folge

T*
c n Xt Xk 4.1
( (i, o | S o ) 4

i=1 nelN

nach dem Satz von Prohorov, vgl. BILLINGSLEY [24, S. 35ff.], die Relativkom-
paktheit und somit die Existenz entsprechender Haufungspunkte entlang einer
Teilfolge {m} C IN.

Diese Aussage liefert die Existenz von Grenzverteilungen und man kann im
Folgenden die Form der moglichen Limesverteilungen genauer studieren. Bei
der Darstellung der Limesvariablen werden Aussagen iiber unendlich teilbare
Mafle eine entscheidende Rolle spielen, vgl. dazu Anhang B.

Im weiteren Verlauf seien auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) Zu-
fallsvariablen .

Y= Ani = X_” (4.2)
) (ng) (ani N Xn)2)1/2

definiert. Unabhéngig von den bisherigen Wahrscheinlichkeitsrdumen bezeich-

ne (2, A’ P’) einen weiteren Wahrscheinlichkeitsraum, so dass fiir festes w € 2
reellwertige Zufallsvariablen Z;, Zj, Z@ ) — R definiert sind. Weiter be-
zeichne (; und éj Zufallsvariablen auf Q und II : Q x Q — Q sei definiert durch
M(w,®) = w.

Die Untersuchungen beziehen sich zunéchst auf studentisierte Statistiken

in deren Nenner Terme der Form

k(n)

Z(Xn,i - yn)2

=1

auftreten werden. Deshalb bedarf die Menge

H, = {) (X,;— X)* =0}
=1

einer genaueren Untersuchung bei der Behandlung von Grenzwertsétzen fiir
Statistiken der Form (2.9) bzw. der studentisierten Version hiervon. Jedoch
wird das beschriebene Ereignis in der Regel mit geringer Wahrscheinlichkeit
auftreten.

Bei der nichtparametrischen Behandlung von Resampling-Statistiken be-

dient man sich der Darstellung einfacher linearer Rangstatistiken. Dabei wird
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man h#ufig mit der Notwendigkeit konfrontiert, Funktionen durch Treppen-
funktionen zu approximieren. Die Gewichtsfunktionen (W, ;)i<(n) definieren

fiir u € (0,1) eine Zufallsvariable @ — ¢, (@, -) =: ¢, (-) von Q in den Raum
S :={p € Ly(0,1) : ¢ monoton nicht-fallend, ||p[ls < 1} (4.3)

mittels

) k) =)
P S W, W)

Dabei bezeichnet [-] die GauBklammer. Der Raum S bildet ein wesentliches

72 (Wisikulivn = Wa)  (44)

Hilfsmittel in der Beweisfithrung. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.1

Der Raum (S,| - ||1) ist ein kompakter metrischer Raum.

Beweis. Sei (¢n)nen eine Folge in S, d.h. eine Folge monotoner nicht-fallender

Funktionen mit [|¢,||2 < 1 fiir alle n € IN. Dann gilt
o (u)] < max(u™2, (1 —u) %) = po(u), 0 <u < 1.

Somit ist fiir festes u € (0, 1) die Folge (¢n(u)), durch ¢o(u) beschréankt. Es
existiert dann eine Teilfolge {m} C IN, so dass (¢ (u))n fir alle v € QN (0,1)

konvergent ist. Da ¢, monoton nicht-fallend ist, folgt

Pm(u) = o(u) (4.5)

fiir eine Funktion ¢ : (0,1) — R fiir fast alle uw € (0,1). Der Satz tiber die
dominierende Konvergenz von Lebesgue liefert nun die L;(0, 1)-Konvergenz

von (4.5) und somit die Behauptung. |

Bemerkung 4.2
Sei p : (21, A1, Py) — S eine Zufallsvariable und U : (g, A2, P2) — (0, 1) eine
auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable. Dann bildet

(w1, w2) = @(wi, Ulws)) =: ()
eine reelle Zufallsvariable auf dem Produktraum (£2; X 9, A; ® A, P; ® Py)
mit bedingter Verteilung L£(p(wy, U)|w:) gegeben w; und zweiten Momenten

/902(W17 U(ws)) APy @ Po(wq,ws) < 1.
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Der Raum S spielt als metrischer Raum versehen mit der L;- bzw. der Lo-
Norm eine entscheidende Rolle in der Konstruktion moglicher Grenzvariablen.
Die durch (4.4) definierten Zufallsvariablen erfiillen nun folgende Konvergenz-

eigenschaft im Sinne der schwachen Konvergenz, vgl. dazu Anhang A.

Lemma 4.3
Fiir jede Teilfolge existiert eine weitere Teilfolge {m} C IN und eine Zufalls-

variable ¢ : Q — S, s0 dass @, — @ in Verteilung in (S, || - ||1), falls m — oc.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma 4.1 ist (.S, || - ||1) ein kompakter metrischer
Raum. Somit besitzt jede Folge in S eine schwach konvergente Teilfolge, vgl.
BILLINGSLEY [24, Theorem 1.4]. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.

|

[.Allg. erhélt man nach Lemma 4.3 lediglich die Verteilungskonvergenz in
dem metrischen Raum (S, - ||1). Die starkere Aussage der Verteilungskonver-

genz in (S, || - ||2) ldsst sich durch das folgende Lemma charakterisieren:

Lemma 4.4

Angenommen es ezistiert eine Teilfolge {m} C IN, so dass die Folge (¥m)men
von Treppenfunktionen (4.4) entlang dieser in Verteilung in (S, || - ||1) gegen
eine Zufallsvariable ¢ € S konvergiert. Bezeichnet (U) die zugehirige Zu-
fallsvariable, so gilt E(p(U)) = 0 und folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) pm — ¢ in Verteilung in (S, || - ||2);
(b) Var(p(U)) = 1.

Beweis. (b) = (a) Nach dem Satz A.7 von Skorohod betrachtet man auf ei-
nem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum fast sicher konvergente Versionen von

(pm) auf (S, - ||1), so dass
lom(@,-) — (@, )||1 = 0 P-fs.
Per Definition gilt E(p,,(U)) = E(¢(U)) = 0 und
lom (@, -)|13 = / O (@, w)|* du — 1 P-stochastisch.

Gilt nun Var(p(U)) = E(¢(U)?) = 1, so folgt ||¢(@, -)||2 = 1 f.s. und man erhélt

0m (@, )|l2 = [|o(@, -)||2 P-stochastisch. Geht man zu fast sicher konvergenten
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Teilfolgen {iber, so liefert der Satz von Vitali, vgl. WITTING [127, Satz 1.181],

fiir festes @

| om(@,-) = @(@,-)]]2 =0 P-stochastisch

und somit die Verteilungskonvergenz in (S, || - ||2)-

(b) = (a) Geht man erneut zu fast sicher konvergenten Versionen ¢,, — ¢ auf
(S, || |l2) iiber, so folgt mit dem Satz von Vitali, dass ||¢(©,)||o = 1 fast sicher
und somit E(¢(U)?) = 1. [ ]

Als néchstes soll ein allgemeiner bedingter Grenzwertsatz fiir Resampling-
Statistiken formuliert werden, welcher ein weites Anwendungsspektrum fiir
folgende Betrachtungen liefert. In den Sétzen 4.5 und 4.8 zeigt sich, dass die
entsprechenden zufilligen Limesvariablen als Summe zweier Partialsummen
und einer unendlich teilbaren Zufallsvariablen darstellbar sind. Satz 4.8 lie-
fert dariiberhinaus eine untere Schranke fiir die Varianz des normalverteilten
Anteils der unendlich teilbaren Zufallsvariablen, die, falls die Folge von Trep-
penfunktionen (¢, )nen in (S, ||-||2) schwach konvergent ist, angenommen wird.

Die Beweise dieser zentralen Aussagen werden an spéterer Stelle erfolgen.
Vorher sollen noch einige Vorbereitungen getroffen werden, die von eigenem
mathematischen Interesse sind. Diese liefern neue Grenzwertséatze fiir spezielle

Formen von Resampling-Statistiken.

Satz 4.5
Fiir jede Teilfolge existiert eine weitere Teilfolge {m} C IN, so dass die folgen-

den Konvergenzaussagen gelten:

(a) Die Folge der Orderstatistiken

(Y;:k(m))ie]N - (Cz‘)ie]Na (Yk(m)+1fj:k(m))j6]N - (Cj)jE]N (4-6)

konvergiert in Verteilung auf [—1, 1], wobei ¢; und fj entsprechende Grenzva-

riablen beschreiben. Weiter gilt fast sicher, dass

ic%iéfg (4.7)
i=1 j=1

und limy, o P(H,,) = 0.
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(b) Es ezistiert eine weitere Teilfolge m — oo, so dass

T w
E( m__ | Xt .- ,Xm,k(m)) “ L(Ty | TI) P-stoch.
(ZE (X = X)2) 2
(4.8)
Die zugehorige Zufallsvariable Ty : Q@ x Q' — R ist gegeben durch
To=> GZi+> GZj+ 20 (4.9)
i=1 j=1

und 1.i.d. Zufallsvariablen Zi,Zj, i,j € N, mit E(Z;) = 0 und Var(Z;) < 1.
Dariiberhinaus ist ZW definiert durch eine Familie von unendlich teilbaren
Zufallsvariablen Z“) mit BE((Z“))?) < 1, fir alle w € Q.

Beweis. Vgl. Abschnitt 4.4. |

Die folgende Bemerkung soll die in Satz 4.5 getroffene Notation néher

erlautern.

Bemerkung 4.6
An dieser Stelle soll die gewihlte Notation néher erldutert werden. Bezeichnet
d eine Metrik, welche die schwache Konvergenz metrisiert, vgl. dazu Anhang
A, so ist

L(T7 | Xy Xngn)) — ¢ P-stoch.

dquivalent zu

A(L(TE | Xnts -y Xokim)s 1) — 0,

vgl. GINE [46, S. 41]. 0

Uber die in (4.9) auftretenden Zufallsvariablen sind bisher keine genaueren
Angaben gemacht worden. Es zeigt sich, dass die Gestalt insbesondere von dem
jeweiligen Modell, d.h. von den Gewichtsfunktionen (W), ;)i<k(n) abhéngt. Die
folgende Bemerkung liefert eine genauere Beschreibung der Zufallsvariablen
Zi, Lj:

Bemerkung 4.7
Die Grenzvariable von (4.4) definiert die neuen Zufallsvariablen Z;, Z ; wie folgt:
Ist ¢ : Q) — S eine Grenzvariable der Folge (¢)m von Treppenfunktionen

(4.4) entlang einer geeigneten Teilfolge {m} C N und (V;)iew bzw. (V})jen
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zwei unabhéngige Folgen gleichverteilter Zufallsvariablen mit Werten in (0, 1),
die unabhéngig von den iibrigen Zufallsvariablen sind, so werden die Z;, Zj aus
(4.9) durch die Grenzvariable mittels

Zi = (Vi) baw. Zji= V), i,j €N, (4.10)

definiert. 0

Die Wahl des Resampling-Verfahrens und somit die Wahl der entsprechen-
den Gewichte (W), ;)i<k(n) beeinflussen die Darstellung der unendlich teilbaren
Zufallsvariablen Z“) in Satz 4.5. Aus der Theorie iiber unendlich teilbare Ma-
Be wei man, dass sich Z“) als Faltung einer zentrierten Normalverteilung mit
einer zusammengesetzten Poissonverteilung schreiben lasst, vgl. ARAUJO und
GINE [1, Theorem 4.12].

Der folgende Satz liefert einen genaueren Eindruck {iber den unendlich
teilbaren Anteil Z() der Limesvariablen T in (4.9). Der Beweis soll zusammen
mit dem noch ausstehenden Beweis von Satz 4.5 zu einem spéteren Zeitpunkt
in Abschnitt 4.4 erfolgen.

Satz 4.8

Fiir jedes w € Q beschreibe 6*(w) die Varianz des normalverteilten Anteils von
7@ qus (4.9). Dann gelten:

(a) Fiir jedes w € € ist

5%(w) > Var(Z,) (1 N Gw -y ?(w)). (4.11)
i=1 j=1
(b) Die Folge (¢m)men konvergiere schwach gegen ein ¢ € S in (S, | - ||2)-
Dann gilt Var(Z,) = 1 und Z“) st fiir jedes w € Q eine normalverteilte

Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz

7% (w) = Var(Z@W) =1 — Z C(w) — Z (w). (4.12)

Beweis. Vgl. Abschnitt 4.4. |

Die Sétze 4.5 und 4.8 beschrinken sich auf studentisierte Versionen der
Resampling-Statistik (2.9), bei denen der Nenner nicht in das Resampling-
Verfahren eingebunden wird. Der folgende Satz liefert zusétzliche Vorausset-

zungen, unter denen bedingte Grenzwertsétze fiir 77 gefunden werden konnen.
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Satz 4.9
Die Folge (on)nen sei konvergent in (S, || - ||2) gegen eine Funktion ¢ und

X, 0. Gilt die gemeinsame Konvergenz

— \211/2
<(Xi:k(n))z‘e]N> (Xk(n)+1—jik(n) ) jN, (Z(Xn,k — Xn)Q) /
= (4.13)
S ((&)ien, (§)jen, &)
auf RN x RN X R, so folgt
LTy [ Xogs s Xokim) - L(TO | IT)  IP-stoch., (4.14)

wobei die Limesvariable To durch
To=> &Zi+ > &2+ 2"
i=1 j=1

gegeben ist. Der unendlich teilbare Anteil Z&) von Ty ist zentriert normalver-

teilt mit Varianz

7 (w) = &) = D €w) = D § (),

Beweis. 1. Schritt: Nimmt man an, dass (P(H,))nen konvergent ist, so kann
man (4.13) und 15, nach Satz A.7 auf einem neuen Wahrscheinlichkeitsraum
durch fast sicher konvergente Versionen ersetzen. Auf der Menge {&, > 0} folgt
die Behauptung dann mittels Division durch

k(n)

(Z(XT” _ 7@2)1/2]1}1%'

i=1
Nach Satz 4.5 und 4.8 liegt Konvergenz gegen eine Variable 7j mit der Form
(4.9) vor. Da ¢,, — ¢ schwach in (S, || - ||2) ist fiir jedes w € 2 die Variable
Z“) eine zentrierte normalverteilte Zufallsvariable mit entsprechender Varianz
(4.12).
Auf dem Komplement {£, = 0} definiere man fiir festes w € Q Regressi-
onskoeffizienten c,; := X, ;(w) — X, (w). Dann liefert & (w) = 0 zusammen mit
der fast sicheren Konvergenz von (4.13), dass ng) ¢, — 0 und somit

Var (k;(n)l/2 Z cmWRi:k(n)) — 0.

=1
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Hieraus folgt, dass (4.13) gegen &y konvergiert und somit die Behauptung.

2. Schritt: Ist (P(H,))nen nicht konvergent, so findet man konvergente Teil-
folgen, so dass stets die Limesvariablen mit Ty iibereinstimmen. In diesem Fall
kann man sich auf den ersten Schritt zuriickziehen und die Aussage ist im

allgemeinen Fall bewiesen. |

Betrachtet man das folgende Lemma 4.10, so zeigt sich in Korollar 4.11,
dass unter den gegebenen Voraussetzungen die bedingte Konvergenz im Sinne
von (4.8) und (4.14) die unbedingte Verteilungskonvergenz der studentisierten

und nicht-studentisierten Resampling-Statistiken impliziert.

Lemma 4.10
Sei (R, (S, T))nen eine durch unabhingige Zufallsvariablen S und T definierte
Folge reeller Statistiken. Dann gelten fiir n — oo:

(a) Die bedingte Verteilungskonvergenz
d(L(R(S,T) | T ="-),L(Ro(S,T) | T="-)) =0 L(T)-stoch.
impliziert die unbedingte Verteilungskonvergenz
L(R,(S,T)) % L(Ry(S,T)).

(b) Es sei BE(R,(S,T) | T) = 0 und Var(R,(S,T) | T) := E(R2(S,T) | T) — 0
stochastisch. Dann konvergiert die Folge (R, (S,T))nen stochastisch gegen 0,
d.h.

R,(S,T) — 0 stochastisch. (4.15)

Ist zusdtzlich Var(R,(S,T) | T) gleichmdfig beschrdnkt, so folgt dass

Var(R,(S,T)) — 0. (4.16)

Beweis. Teil (a): W&hlt man f € Cy(R), so gilt unter den Voraussetzungen

entlang einer Teilfolge, dass

/ f(z) dPEnSDIT=t 5y / f(z) dpRoSDIT=t(y  pTfg,

Hieraus folgt die Behauptung aus der Beschréanktheit der Funktion f mithilfe

des Satzes iiber die dominierte Konvergenz von Lebesgue.

Teil (b): Wegen

E(R.(S,T)) = E(E(R.(S,T) | T)) =0
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und
Var(Rn(S, T)) = E(E(Ri(sa T) | T))

folgt (4.16) unmittelbar aus dem Satz iiber die dominierte Konvergenz von
Lebesgue.

Fiir den Beweis von (4.15) betrachte man die Gleichung

P({|Ra(S,T)| = €})
= Ep (]l[s,oo)(|Rn(Sv T)l))

= Ep(goT)

mit ¢(t) = Ep (Ljc.00)(|Rn(S,1)])). Wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvaria-
blen S und T gilt

P({|Rn(S,T)| = ¢})

= [[ e 1Bats 0 aPS(s) a7 (),

Fiir das innere Integral erhilt man mit der Tschebyscheff’schen Ungleichung,
dass

Var(R,(S,t))

2

P({|R.(S,1)] > €}) <

— 0
und somit gilt die Behauptung. |

Als Folgerung erhélt man nun einen unbedingten Grenzwertsatz fiir allge-

meine Resampling-Statistiken. Es gilt:

Korollar 4.11
Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 4.5 und 4.9. Dann folgt unter denselben
Voraussetzungen die unbedingte Konvergenz der Resampling-Statistik bzw. der

studentisierten Version, d.h.
T =T, (4.17)

bzw.

2. (4.18)
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Beweis. Betrachte (4.18) bzw. (4.17) als eine von zwei unabhéngigen Zufalls-
variablen abhingige Folgen reeller Zufallsvariablen und wende Lemma 4.10
an. |

Als wichtige Methode, insbesondere im Zweistichprobenfall, ist das Per-
mutationsverfahren anzusehen. Lemma 4.10 und Korollar 4.11 liefern nun als
Anwendung alle Haufungspunkte von Summen der Form (3.4) im Zweistich-

probenfall fiir zeilenweise austauschbare Zufallsvariablen.

Korollar 4.12
Sei T, : QQ — R eine lineare Statistik der Form

k(n)
Tn = k(n)1/2 Z Canﬂ‘
i=1

mit Regressionskoeffizienten c,; und zeilenweise austauschbaren Zufallsvaria-
blen X1, ..., Xy k(n). Bezeichnet

T;: = k(n)1/2 Z Cn,T(i)Xn,i

i=1
die zugehorige Permutations-Statistik, d.h. die Resampling-Statistik (2.9) mit
Gewichten W, ; = Cur(iy, S0 gilt T, 2 T und fir eine Teilfolge {m} C IN gelten
die Konvergenzeigenschaften (4.18) und (4.17) aus Korollar 4.11.

Beweis. Unter der Voraussetzungen der Austauschbarkeit der Zufallsvaria-
blen (X, ;)i<k(n) gilt die Verteilungsgleichheit 7, 2 T und Korollar 4.11 ist

anwendbar. [}

Beispiel 4.13
Betrachtet man ein Zweistichprobenproblem und ein durch die Permutations-
gewichte (2.11) definiertes Resampling-Verfahren, so konvergiert fiir ny /k(n) —
k € (0,1) die Folge der Treppenfunktionen (¢, )new in Verteilung in (S, - [|2)
und es gilt

L(Zy) = RE_(1=xy1/2 + (I —K)exye .

In diesem Fall lassen sich die Ergebnisse aus Satz 4.5, Satz 4.8 und Korollar

4.12 wie folgt deuten:
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(a) Liegt ein beliebiges Dreiecksschema (X, ;)i<k(n) von Zufallsvariablen vor,
so liefern die Sétze 4.5 und 4.8 alle Limesverteilungen fiir studentisierte Sta-

tistiken der Form
k(n)72 35 ¢ X

(ZF (X, — X0)2) 7

(b) Unter den zusétzlichen Voraussetzungen, dass die Zufallsvariablen aus

(4.19)

(Xni)i<k(n) zeilenweise austauschbar sind, besteht nach Korollar 4.12 kein Un-
terschied zwischen (4.19) und

T,
(CEm (X, — Xa)2)

Somit erhélt man in diesem Fall simtliche Limesverteilungen studentisierter

Zweistichprobenstatistiken.

4.2 Grenzwertsitze fiir Summen unabhingi-

ger Zufallsvariablen

Im vorangegangenen Abschnitt wurden allgemeine bedingte und unbedingte
Grenzwertsétze formuliert, wobei die entsprechenden Statistiken auf beliebigen
Dreiecksschemata (X, ;)i<k(n) beruhen. In Beispiel 3.3(b) werden Einstichpro-

benstatistiken der Form
k(n)
To=) Xui (4.20)
i=1

als ein Beispiel zu betrachtender Statistiken angegeben. Ziel dieses Abschnittes
ist, weitere Grenzwertsétze herzuleiten, in denen die Ursprungsstatistik gera-
de die Gestalt (4.20) aufweist. Weiter sollen Bedingungen angegeben werden,
unter denen die Verteilung der Resampling-Statistiken konsistent sind. Dabei
heiflen solche gerade konsistent, wenn diese dieselbe Grenzverteilung wie die
Ursprungsstatistik (4.20) besitzen.

Dazu sei im Folgenden (Xn’i)igk(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise un-
abhéngigen reellen Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F, ;, i < k(n),

und konvergenter Partialsumme 7;,, d.h.

T, 2 ¢ (4.21)
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Das Dreiecksschema sei infinitesimal, d.h. es gelte

max P(|X,;| >¢) — 0, (4.22)

1<i<k(n) n—oo

vgl. auch Definition B.7. Dann ist nach Satz B.8 die zugehérige Verteilung £(&)

unendlich teilbar und fiir die Limesverteilung gilt nach der Quantildarstellung
EEAFN+ATHE, (4.23)

mit N ~ N(0,0?), vgl. Janssen [67] bzw. Anhang B.5. Im weiteren Verlauf soll

die Voraussetzung
k(n)
Za2 - — 0 fiir n — oo, (4.24)

n,t
i=1

angenommen werden, wobei die a,,; fiir ein 7 > 0 durch

Up i = E(Xn,i]l(—T,T) (Xm>) (4.25)
definiert sind. Fiir X ; := X,,; — ay; und

a;m' = E(X;L,i]l(*ﬂ‘l’) (Xrlu))

gilt nach GNEDENKO und KOLMOGOROV [48; S. 118|

k(n)

> - Z/ v dFi(z + a,)
|z|<T

-3

T—an ;| <T

x dF, ;(z) — / x dF, ;(z) + am/ dFT’”(x)}
|z|<T

|z|=7

é O
n—00

Somit ldsst sich Bedingung (4.24) stets durch Zentrierung an den trunkier-
ten Erwartungswerten erzielen.

Legt man diese allgemeinen Voraussetzungen zugrunde, so erhélt man Aus-
sagen iiber die gemeinsame Konvergenz der oberen und unteren Orderstatisti-

ken, sowie der Summe der Quadrate.
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Lemma 4.14

Sei (Xn,i>i§k:(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhdngi-
gen Zufallsvariablen, welches die Voraussetzung (4.24) erfillt. Die Folge der
Partialsummen (4.21) konvergiere gegen eine Limesvariable . Dann gilt:

k(n)

((Xi:k(n)>i€]1\l7 (Xk(m+1jth(m))jeNs D ng)
s

N <(w1( Si))iew, (a(S elN’Z% +Zw2 )

(4.26)

Beweis. Teil 1: In einem ersten Schritt betrachte man die Verteilungskonver-

genz von
k(n)

Zsz—’Z% +Zw2

Sind die Zufallsvariablen symmetrisch, d.h. IPXW = P~%ni, 50 folgt der Beweis
mit den Methoden aus JANSSEN [67], Abschnitt 5. Wihle dazu ein § > 0, so
dass +6 Stetigkeitspunkte des zu der Zufallsvariable £ gehorenden Lévy-Mafles

71 sind. Die gemeinsame Konvergenz der Orderstatistiken liefert dann

k(n) k(n)
Z X2 e Lis.00) (| X)) = Z X Vs.00) (| X))
k=1 =1

(4.27)

2o T (50 ooy (1(S +Z¢2 ) L5.00) (12(55)),
i=1

vgl. JANSSEN [67]. Die asymptotische Unabhéngigkeit der oberen und unteren
Summen folgt aus dem Splittinglemma B.14, vgl. auch JANSSEN [67]. Fiir § | 0
ist nun die rechte Seite von (4.27) fast sicher konvergent. Somit existiert eine
Folge 4,, | 0 mit

D X o0 (1Xnil) Zwl +Zw2 (S;)? (4.28)
=1

Wihlt man 6, — 0 langsam genug, so dass das Splittinglemma angewendet

werden kann und die Summe

k(n)

D
Z Xn’i]l(_énv(sn) (XTL,Z) — ]V7
i=1

38



BEDINGTE GRENZWERTSATZE FUR LINEARE STATISTIKEN

konvergent ist gegen den normalverteilten Anteil N von £ aus (4.23), so liefert
Raikov’s Theorem, vgl. RAIKOV [108], die stochastische Konvergenz
X2 15,50 (Xni) = 02 (4.29)

i=1
In dem Fall symmetrischer Zufallsvariablen folgt nun die Behauptung aus
(4.28) und (4.29).

Der allgemeine Fall wird auf den symmetrischen Fall zuriickgefiihrt. Dazu
sei (ex)kew eine Folge von i.i.d. Rademachervariablen, d.h. eine Folge von un-
abhéngig auf {—1,+1} gleichverteilten Zufallsvariablen, unabhéngig von den
Variablen (X, x)k<k(n)-

Betrachtet man

Yor = er(Xng — ank), (4.30)

so ist die zugehorige Verteilungsfunktion gegeben durch

P(ep(Xng — i) < )

(IP(Xn,k: — Qpk S SL’) + IP<Xn,k — Qpk Z —SL’)>

N | —

_. %(Fm(x) +1-Foi((—2)-)).

Konvergiert nun nach (4.21) die Summe ZZ(:nl) Xnr in Verteilung gegen
eine unendlich teilbare Zufallsvariable &, so konvergiert die Partialsumme der
symmetrisierten Zufallsvariablen Y, , nach Satz B.11 in Verteilung gegen eine

neue unendlich teilbare Zufallsvariable T, d.h.
k(n) D
> V=T (4.31)
k=1

Bezeichnet 1 das zur Quantildarstellung (4.23) gehorige Lévy-Maf, so lisst
sich das zu T' gehorige Lévy-Mafl 77 wie folgt herleiten. Nach (4.21) gilt fiir alle
Stetigkeitspunkte x € R von 7, dass

k(n)
Y P(Xpp < x) = n((—00,2]) Vo <0
k=1
bzw.
> P(Xpp > x) = [z,0)) Vo >0
k=1
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und daher
k(n) 1 ko) k(n)
> PlenXu S 1) =5 [Z P(X <o)+ > P(Xup > —a)
k=1 k=1 k=1
1 )
— 5 [n((=00,a]) + n([~z,00))] fiir & <0,
vgl. auch GNEDENKO und KOLMOGOROV [48, S. 116, Theorem 4].
Somit ist .
(A) == 3 [n(A) +n(=A)] AcCR\{0}. (4.32)

Bedingung (4.24) liefert die Konvergenz von

k(n) .
Y eXpi—T
=1

und der erste Teil des Beweises lasst sich auf die symmetrisierte Zufallsvariable

anwenden. Somit konvergiert

k(n)

ZXﬁ,i = Z(5z‘Xn,i)2 LA &o
i=1

i=1
gegen eine unendlich teilbare Zufallsvariable ;. Es bleibt an dieser Stelle le-
diglich die Form der unendlich teilbaren Zufallsvariable &, zu untersuchen. Das
zugehorige Lévy-Maf ist dann gerade x — 27([\/z, 00)), = > 0 auf (0, c0).

Nach der Reihendarstellung von unendlich teilbaren Maflen, vgl. JANSSEN
(67, Lemma 4.1], besitzen die Folgen

Z¢1(Si)2 und Z wz(gj)z (4.33)
i=1 j=1
die charakteristischen Funktionen
t— exp(/ (exp(iut) — 1) dl/i(u))>, i=1,2,
(0,00)

mit Lévy-MaBen v; auf (0, 00). Diese sind fiir x > 0 gegeben durch

= vi([z, 00)) = (=00, =V)  baw. x> wy([x,00)) = n([Vx,00)).

Die Summe der beiden Reihen (4.33) besitzen nun aufgrund der Eigenschaften
von unendlich teilbaren Maflen das Lévy-Mafl 14 + 5. Dies ist jedoch das

zugehorige Lévy-Mafl von &y, woraus die Behauptung folgt.
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Teil 2: Die gemeinsame Konvergenz der oberen und unteren Orderstatistiken
von (4.26) auf RN x RN folgt aus den Ergebnissen von JANSSEN [67]. Die
gemeinsame Konvergenz des Tripels (4.26) lidsst sich wie folgt behandeln.

Das Splittinglemma zusammen mit Raikov’s Theorem liefert fiir eine Folge
Tn 1 0 die Konvergenz

D (@ X ) N (X ni) = 0

i=1
Nach dem Satz von Prohorov ist die Folge (4.26) straff. Somit muss man le-

diglich die entsprechenden Haufungspunkte der Folge identifizieren. Sei

((G)ienw, ({j)jen; R)

ein moglicher Haufungspunkt. Dann findet man nach dem Theorem A.7 von
Skorohod fast sicher konvergente Versionen von Zufallsvariablen auf einem

neuen Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir festes m € IN gilt

YNG4+ Z+o*<R i
i=1 j=1
und somit

Y G+Y $+0” <R fi (4.34)
i=1 j=1

Fiir die letzten Zufallsvariablen in (4.34) besteht Verteilungsgleichheit. Hieraus
folgt f.ii. die Gleichheit in (4.34) und somit die Behauptung. [ |

Bemerkung 4.15
(a) Das Lemma 4.14 erweitert die Aussagen von Raikov, dass fiir zentrierte

Zufallsvariablen (X, ;)i<k(n)

Z X2 s
falls £(¢) = N(0, 0?), vgl. GNEDENKO und KOLMOGOROV [48].
(b) Die Reihen
D wi(S) wnd Y s(S))
i=1 j=1

stellen unendlich teilbare Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktionen
(4.2) dar. Fiir eine genauere Untersuchung der Reihendarstellung unendlich

teilbarer Mafle vgl. man JANSSEN [67], Section 4. O
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Lemma 4.14 liefert an dieser Stelle die Grundlage, die allgemeinen beding-
ten Grenzwertsitze aus Kapitel 4.1 auf konvergente Summen der Form (4.21)
anzuwenden. Dabei ergibt sich, dass die Limesverteilung als Summe unendli-
cher Summen darstellbar ist, deren Summanden von den aus der Quantildar-
stellung definierten Inversen v; und v, der Lévy-Mafle abhéngen, vgl. Anhang
B.

Satz 4.16
Sei (Xm)igk(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhdngi-
gen Zufallsvariablen mit konvergenter Partialsumme (4.21), so dass die Bedin-

gung (4.24) erfillt ist. Konvergiert die Folge (@, )new von Treppenfunktionen
aus (4.4) schwach in (S, || - ||2), so gilt

LT | Xty Xogm) — L(Xo | ) P-stoch. (4.35)
Die Limesvariable X ist dabei definiert durch

XO_Z¢1 Z+Zw2 S))Zj+ o2, (4.36)

wobei Z eine von den Inversen 1y und 1o unabhdngige standardnormalverteilte

Zufallsvariable ist.

Beweis. Nach Lemma 4.14 folgt die gemeinsame Konvergenz

((Xi:k(n))iE]N; (Xk( +1—j:k(n ]E]Na Z XEL k

> ((%( Si))iew, (V2(5)))jers, 21/11 >+ i%(SjP + 02>.

Satz 4.9 liefert die bedingte Verteilungskonvergenz der Resampling-Statistik
LT | Xny-- s Xngmy) — L(Xo | II)  P-stoch.
mit

k(n)

X, _Zwl Z+Z¢2§ VZ; + 20,
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Dabei ist Z0 normalverteilt mit Erwartungswert 0 und

k(n)

Var —0 +Z¢1 +Zw2 —Zwl(si)—zwg(gj)zaz
i=1 j=1

Betrachtet man die Darstellung der Limesvariablen Xy durch

k(n)

Xo:=> (S Z+Zw2 SNVZj+ a2,
=1

so lasst sich in Bezug auf die Verteilungsgleichheit mit ¢ und somit bzgl. der

Konsistenz von Resampling-Verfahren folgende Bemerkung formulieren:

Korollar 4.17

(a) Fiir £ = K in (4.23) gilt Xo = 0.

(b) Ist &€ # K, so erhdilt man aus der Darstellung der Limesvariablen X, die
folgende dquivalenten Beziehungen (i)—(ii1) fir £(Xo | II):

(1) L(Xo | Il =w) ist P-f.s. unabhingig von w.
(i) B(£) < 0o und L(Xo | TI) 2 € — B() P-fs.

(i1i) € ist eine normalverteilte Zufallsvariable. O

Beweis. Teil (a): Betrachtet man die Darstellung der Limesvariablen Xy in
(4.36), so ist die Behauptung offensichtlich.

Teil (b): Angenommen es gilt £ # K.

(i) = (iii) Ist £(X( | II) unabhéngig von w, so folgt aus der Darstellung

Xo = (S Z+Z¢2 SN2+ o2,
=1

dass ¥1 = 0 und 1, = 0. Aus der Quantildarstellung unendlich teilbarer Mafle,
vgl. Anhang B.5, folgt dann fiir das zugehorige Lévy-MaB, dass n = 0 und
somit ist die Behauptung bewiesen.

(iii) = (ii) Unter der Voraussetzung, dass ¢ normalverteilt ist, gilt fiir das
zugehorige Lévy-Mafl 7 = 0 und somit Xy = o2 2 & —E(6).

(ii) = (i) Diese Behauptung ist offensichtlich. [ |
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Nachdem nun bei Vorliegen einer schwach konvergenten Partialsumme mit

k(n)

Z Xn,i 2) 6)

i=1
die moglichen Limesverteilungen der Resampling-Statistiken betrachtet wur-
den, sollen an dieser Stelle die beiden Verteilungen £(§) und £(Xj) mitein-
ander verglichen und untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen bei-
de Grenzverteilungen {ibereinstimmen, d.h. die Verteilung der Resampling-
Statistiken konsistent ist.

Dazu benétigt man die durch die Lévy-Khintchine-Formel (B.3) gegebene
Darstellung der charakteristische Funktion der unendlich teilbaren Zufallsva-
riablen & mit

242

E(exp(it§)) = exp (ivt - UT + /A(u, t) dn(u)) (4.37)

fir ein v € R, 0 > 0 und ein Lévy-MaB 7. Die Funktion A(-,t) ist dabei fiir
festes t € R gegeben durch

itu
1+ u?’

A(u,t) = exp(iut) — 1 —
vgl. auch (B.2).

Satz 4.18
Sei (Xni)i<k(n) €in infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhdngi-

gen Zufallsvariablen mit konvergenter Partialsumme (4.21). Betrachtet man
die Zufallsvariable X, aus (4.36) mit

i= j=

wobei die gemeinsame Verteilung der Z; durch ein Mafl v mit

/x dv(z) =0 wund /332 dv(z) <1 (4.38)

gegeben ist, so gelten unter der Voraussetzung (4.24):
(a) Die Verteilung von X ist unendlich teilbar mit Lévy-Mafl

mo(A) = /R YT ), A BRA o)
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und fir die charakteristische Funktion gilt

E(exp(itXy)) = exp 1tb - — —l— /A u,t) dno(u ) (4.39)

e [ ) v

(b) Die beiden Limesvariablen & und X, stimmen in Verteilung iberein, d.h.

& 2 Xo, genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) Die Verteilung von & entspricht einer zentrierten Normalverteilung oder
es gilt £ = 0.

(it) & ist eine symmetrische Zufallsvariable und v = $(e_; + &1).

Beweis. Teil (a): Im Folgenden sei 02 = 0. Da die Verteilung £(£) nach Vor-
aussetzung unendlich teilbar ist, findet man fiir jedes n € IN ein Dreiecksschema

zeilenweise unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit
Xn,1+"'+Xn,n 2§

Satz 1 aus GNEDENKO und KOLMOGOROV [48, S. 116] liefert die Konvergenz

von

ng (Xn,z]l (—=7,7) (Xn,z)) .

Somit ist die Voraussetzung (4.24) erfiillt und Satz 4.16 kann auf die Wild-
Bootstrap-Gewichte
Wi = k(n)?Z,;

mit 7, ; = Z; angewendet werden. Somit gilt

n
> ZiXni 2> Xo.
i=1
Im Folgenden soll nun die Limesverteilung £(Xy) mittels charakteristischer
Funktionen genauer untersucht werden. Dabei sei
242

exp(¥(t)) := exp (ivt - % + /A(u, t) dn(u)).

Dann lésst sich die charakteristische Funktion von Z?:l Z; Xy wegen

E(exp(it§)) (exp 1152)(m > = exp(V(t))
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darstellen als .
t— (/ exp (=W (tz)) dl/(z)> . (4.40)
n
Setzt man ¥ = W, 4+ iV, mit reellen Funktionen W;,7 = 1,2 und ¢; < 0, so
gilt fiir jedes s > 0

)exp(s\lf(tz)) — 1’ _ ‘exp(s(\lfl(tz) +

iths(12))) — 1’

_ ‘eXp(is\Dg(tz))(exp(s\Ifl(tz)) — 1) (exp(isWa(t2)) — 1) ‘

exp(s¥y(tz)) — 1‘ N ’exp(is\llg(tz)) — 1‘

< lexp(isWa(t2))| ) .

< W (t2)] 4 [Wa(t2)].

Fiir festes t liefert der Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz

die Darstellung

/ exp(U(t2)/n) dv(z) = 1 — / W(t2) dv(z)/m+o( ).

Somit konvergiert die charakteristische Funktion (4.40) gegen

exp(/lll(tz) dl/(z)>. (4.41)

Setzt man

ith := / U(tz) du(z) — / A(u, t) dno(u)

// (u,tz) dn(u) dv(z // (uz,t) dv(z) dn(u)

so gilt fiir die Grenzfunktion (4.41), dass

exp(/\ll(tz) dl/(z)) = exp (itb—i— /A(u, t) dno(u)>.

Mithilfe des Satzes von Fubini und unter der Voraussetzung [z dv(z) = 0
folgt hieraus die Behauptung, dass

= %// Alu,tz) — A(uz, t) dv(z) dn(u)
://(1 +l@z>2 = ;) () ditw)
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und das entsprechende Lévy-Maf3 7y lésst sich darstellen durch
no(A) = / v(sTtA) dv(s), A€ B(R\{0}).
R\{0}

Teil (b)/1. Teil: Angenommen es gelte b(i) oder b(ii). Aus den Darstellungen
(4.37) und (4.39) der charakteristischen Funktionen folgt, dass

¢ 2 X,,

falls n = no. Gilt £ 24 N(0,02) bzw. £ = 0, so folgt aus Satz 4.16 zusammen
mit Bemerkung 4.17 unmittelbar die Behauptung.

Definiert man die Spiegelung von n durch 7(A) := n(—A), so gilt ny =
(n+17)/2=n gerade falls v = $(e_; + &1).

Teil (b)/2. Teil: Im Folgenden sei £ 2 X, keine zentrierte Normalverteilung
und & # 0. Dann ist das zugehorige Levy-Mafl nicht trivial, d.h. es gilt n # 0

und aus den Darstellungen der charakteristischen Funktionen folgt n = 1.

Angenommen es gelte 1 € supp(n). Definiert man v (A) := v(s ' A) fiir alle
s # 0 und a A b := min{a, b}, so gilt

[ ntan) = [[@nran@ ans) < [ a1 an),

Die Funktion f(s) :=s*A1— [2? A1l dvs(x) > 0 bildet eine stetige Funktion
mit [ f dn =0, falls n = . Da 1 € supp(n) folgt f(1) =0 und

/:p?Aldy(x) =1.

Unter den Voraussetzungen gilt

/x dv(z) =0 und /xQ dv(z) <1

und somit ist der Tréger von v durch [—1,1] gegeben, wobei [ z? dv(z) = 1.
Somit folgt, dass z? = 1 v £.ii. Wegen [ z dv = 0 ist dieses symmetrisch und das
Maf} v besitzt die angegebene Form. Hieraus folgt, dass & 2 Xo symmetrisch
ist. ]

4.3 Einfache lineare Permutationsstatistiken

Einfache lineare Rangstatistiken vom Typ

Sp =Y (Coi — Cu)dn(Rs) (4.42)

i=1
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besitzen in der asymptotischen Statistik eine wesentliche Bedeutung. In die-
ser Arbeit liefern diese die Grundlage fiir die noch ausstehenden Beweise der
zentralen Satze 4.5 und 4.8. Nimmt man die allgemein definierten Zufallsva-
riablen Y,,; (4.2) aus Abschnitt 4.1 als deterministisch an, so lassen sich die
entsprechenden Resampling-Statistiken als lineare Rangstatistiken der Form
(4.42) auffassen.

Im Folgenden sollen fiir 1 < ¢ < k(n) die Regressionskoeffizienten ¢,; und

die zufilligen Score-Funktionen d, (i) : & — R die Voraussetzungen

k(n) k(n)

2 - 1
Z(cm —G,)* =1 mit ¢, := W Zcm (4.43)

bzw.

erfiillen.

Die Regressionskoeffizienten (c,;)i<k(n) werden in diesem Kapitel als fest
angesehen werden, wohingegen die Scores (dy,(7))i<k(n) von den Réngen un-
abhéangige Zufallsvariablen bezeichnen. Im Folgenden erfiillen die Regressions-

koeffizienten die Ordnungsbedingung
Cn1 S Cpp < -0 < Cnk(n)- (445)

Bezeichnet d;.j(,) die i-te Orderstatistik der Variablen in (4.44), so folgt aus
der Austauschbarkeit der Zufallsvariablen die Verteilungsgleichheit

D
(dn(Ri))i<k(n) = (dRsk(n))i<k(n)-

Somit kann man als weitere Voraussetzung die Bedingung

annehmen.
In dieser Arbeit sind die Score-Funktionen typischerweise durch
Wiikn)

(SEO (W, — W,)2)

dp (i) = (k(n) —1)Y/2 (4.46)

gegeben.
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Definiert man entsprechende Variablen

dn(Ri)
(k(m) — 1)1

so bildet (W), ;)i<k(n) unter der Voraussetzung (4.44) ein Dreiecksschema von

Wn,i =

zeilenweise austauschbaren Zufallsvariablen. Diese erfiillen offensichtlich per
Definition die Bedingungen (E1) und (E3) der Generalvoraussetzungen sowie
P(B,) — 1 und
(k(n) —1)~1/2 lgrzngj((n) |d,,(i) — d,| — 0 P-stoch.
Setzt man Y,,; = (¢ — ¢,), wobei die Y,,; durch (4.2) definiert sind, so
folgt die Verteilungsgleichheit
5 2 (k(n) — 1)1/2 _ T _ .
k)7 (S (Wi = W) () (X = X))

=1

Aus der Varianzformel fiir lineare Rangstatistiken von Hajek, vgl. HAJEK,
SIDAK und SEN [53, Theorem 3.3.3], folgt fiir die bedingte Varianz gegeben

den Funktionen (Wn,i)igk(n), dass unter den obigen Voraussetzungen
Var(S, | (Wh,)i<km)) = 1,

Unter den Bedingungen &, = 0 oder d,, = 0 folgt unmittelbar aus HAJEK,
SIpAK und SEN [53], dass

E(Sn | (Wai)ickny) = 0.

Somit existiert nach dem Satz von Prohorov eine konvergente Teilfolge von
L(S, | (Whi)i<kn))) und unter zusétzlichen Regularitétsvoraussetzungen las-
sen sich alle moglichen Limesverteilungen charakterisieren.

In Bezug auf die Treppenfunktionen (4.4) ldsst sich jetzt fiir u € (0, 1) die
Funktion

on(w) = do(1 + [k(n)u]) — dy (4.47)

definieren. Aus den Arbeiten von Hajék weifl man, dass diese Treppenfunktio-
nen in der Behandlung linearer Rangstatistiken eine entscheidende Bedeutung
besitzen.

Nachdem nun die einzelnen Variablen mit denen aus Kapitel 4.1 abgeglichen
sind, konnen an dieser Stelle die noch ausstehenden Beweise von Satz 4.5
und Satz 4.8 fiir den Spezialfall einfacher linearer Permutationsstatistiken mit

deterministischen Regressionskoeffizienten ¢,; = Y,,; durchgefiihrt werden.
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Beweis. (Satz 4.5 im deterministischen Fall ¢,; = Y,,,)

Betrachte im Folgenden Regressionskoeffizienten der Form

= Yn,ia

Cni

mit Y,,;, 1 <i < k(n), definiert durch (4.2), d.h.

Yni = ’ .
(X, - X))
Dann gilt fiir diese Variablen, dass ¢, = 0. Fiir den weiteren Verlauf des

Beweises bezeichne analog zu JANSSEN [67] (U, )i<k(n) fiir jedes n € IN ein
Dreiecksschema von zeilenweise unabhéngigen auf (0,1) gleichverteilten Zu-
fallsvariablen, so dass

(Uns - Un i) (4.48)

definiert ist durch U,; = V; fiir i < k(n)/2 baw. Uy km) = Vi, ... Unkmy—j =
f/jﬂ sonst. Dabei sind die V; bzw f/j durch Bemerkung 4.2 definiert. Diese
spezielle Darstellung geht auf CSORGO et al. [27] zuriick. Bezeichnet man mit
(Ri, ..., Rim)) den Rangvektor der gleichverteilten Zufallsvariablen aus (4.48),
so gilt nach einer Varianzungleichung von HAJEK [50, Theorem 3.1] fiir die

bedingte Varianz gegeben den Gewichten (W, ;)i<k(n),

Var(Sn — Z Cm'SOn(Un,z') ‘ (Wn,i)iék(n))

i=1

max |W,,; — W,
<z n ~
< 22 1=i<k(n) 0 1IP-stoch.

k(n) n—oo

(Z(Wn,i B Wn)2>1/2

=1

Nach Lemma 4.10(b) folgt hieraus die unbedingte Konvergenz

k(n)
S, — Z Cnipn(Uni) — 0 P-stoch.

=1

Somit ldsst sich das urspriingliche Problem an dieser Stelle auf gewichtete

Partialsummen der Form

I

(n)

1

i
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mit unabhéngigen Zufallsvariablen reduzieren. Man betrachte im Folgenden

die drei Folgen:

(¢n)nen  in S; (4.50a)
(Cn1s Cn2y - - s Ca(n)» 0, ... ) in [—1, 1], (4.50Db)
(Cok(n)s Crk(n)—15 - -+ Cn15 0, ... ) in [=1, 1], (4.50¢)

Nach Lemma 4.1 bzw. dem Satz von Tychonoff, vgl. MEISE und VOGT [92,
Satz 4.3], sind S bzw. [—1, 1]% kompakte metrische Rdume. Somit findet man
fiir jede Folge eine Teilfolge {m} C NN, so dass jede der drei Folgen (4.50a)—
(4.50c) entlang dieser in S bzw. [—1,1]N konvergiert. Bezeichne fiir i,j € IN
die entsprechenden Haufungspunkte mit ¢; und ¢;, d.h.

Cmi — ¢; und Cm(k(m)+1—j5) — 6j Vi,j € IN.

n—oo n—

Dann folgt aus der Normierungsbedingung (4.43) und ¢, = 0, dass
Seisac
i=1 j=1

Nach Lemma 4.3 existiert eine Zufallsvariable ¢ : Q — S, so dass die Folge
(Ym)men in Verteilung in (S, || - |[1) gegen ¢ konvergiert. Da (S, || - ||1) ein
kompakter metrischer Raum ist, findet man nach dem Satz A.7 von Skorohod
auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum Versionen, so dass die Folge

(p)men fast sicher gegen ¢ konvergiert. Hieraus folgt, dass

m—00

lom — ¢l = / o (@,2) — (@, )| da AP(@) —— 0.

Fiir festes r € IN gilt dann, dass

> lemi = cil +7llom — Il = 0.

i=1
Auf Grund der Konvergenz von (4.50a)—(4.50c) findet man eine isotone Folge
Tm T 00, T < k(m)/2 mit

Tm

am =D lemi = il + Tllom — ]| ——— 0.
=1
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Wegen ||¢n,|| <1 und ||¢|| <1 erhdlt man, dass

Hzcmz‘:@m m,i) Zcz
I omUn)ems = I+ 13 ciiom () = (V0]

< D lMemUnilllems —cil + Y leillmUna) — (Vi
i=1 i=1

<a

— 0.
m—00

m

Somit konvergiert die untere Reihe von (4.49)

Tm 9]
§ Cmi me m, z E CzSO
i=1 =1

in Verteilung gegen die erste Reihe von (4.9) mit & = ¢; fiir alle i € N.
Fiir die obere Reihe lésst sich analog eine neue isotone Folge s, T 00, s,, <
k(m)/2 finden, so dass entlang der Teilfolge {m} C IN

> lemi =&l + smllom — @l = 0
=k(m)+1—sm
und somit
k(m) p 3
Z Cmigpm(Um,i) - Z 6]@(‘/;)
t=k(m)—sm+1 j=1

Als letzter Schritt soll die Konvergenz der mittleren Summe

k(m)—sm

> Cmiom(Unsi) (4.51)
i=rm+1
betrachtet werden. Die Folge der zugehorigen Verteilungen ist straff, da (4.51)
per Definition zentriert und die Varianz durch 1 beschrankt ist.
Fasst man die Summe (4.51) als neue Partialsumme auf und iiberpriift
die asymptotische Vernachldssigbarkeit der entsprechenden Zufallsvariablen,
so besitzt die Folge der zugehorigen Verteilungen einen unendlich teilbaren

Héufungspunkt, welcher in der Limesverteilung (4.9) auftritt.
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Die asymptotische Vernachléssigbarkeit folgt jedoch fiir r,, + 1 < @ <

k(m) — sp, aus der Ungleichung

lemipm (Um,i)[| < max{|epi]  rm +1 <@ <k(m) = s} —— 0.

m—0o0

Somit ist Zfﬁfﬁf{” Cmip(Unm,i) konvergent gegen die unendlich teilbare Zufalls-

variable in (4.9).

Aus der Beschranktheit der Varianz von (4.51) durch 1 folgt dann mit-
tels des Lemmas von Fatou, vgl. GANSSLER und STUTE [45, Satz 1.6.7], dass
E(Z?) < 1. [ ]

Aus dem Beweis ldsst sich nun im Falle deterministischer Variablen die Dar-
stellung der Limesvariable (4.9) analysieren. Dazu betrachte man die folgende

Bemerkung:

Bemerkung 4.19
In dem Spezialfall (4.42)-(4.47) ist die Limesvariable von S,, durch

i=1 j=1

gegeben. Dabei ist Z eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ¢; und ¢;

beschreibt die Limiten von (¢,; — n)n bzw. (Cnnt1—j) — C)n- O

Als néchstes soll der noch ausstehende Beweis von Satz (4.8) fiir den Spez-
ialfall einfacher linearer Permutationsstatistiken mit deterministischer Regres-

sionskoeffizienten durchgefiihrt werden.

Beweis. (Satz 4.8 im deterministischen Fall ¢,; =Y,,,)

Teil (b): W&hlt man erneut die isotonen Folgen r,, und s,, aus dem vorigen

Beweis, so gilt

Tm Tm Tom
}Z(sz - C?)‘ < Z |emi — Cillemi + il < 22 lemi — ¢i] —— 0
i=1

m—oQ
i=1 i=1
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und somit wegen ngl) 2, =1, dass

k(m)—sm k(m)

Tm

2 2 2

E : Cmi_l_i :Cmi_ E ij
=1

1=rm+1 j=k(m)—sm+1

=1 Z cfm- - Z Czw(k(m)-i-l—j)
i=1 J=1

— 1 —ic? —ié?. (4.53)
i=1 j=1

Fiir auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen (U, ;)i<k(n) mochte man im Fol-

genden die Normalverteilungskonvergenz

k(m)—sm

Z CmiSO(UmJ) 2) N(Oa 5-2)

j:Tm+1
zeigen. Definiert man

/

Cmj "= Cmiﬂ[rm+1,k(m)fsm} (])7 1 SJ < k(m)7

80 gilt max < j<p(m) || — 0 und

k(m)—sm k(m)
Z legom(Um,z) - Z cijOWL(Um,i)'

Die Lo-Konvergenz der Funktionen ¢, impliziert die gleichgradige Integrier-

barkeit und somit zusammen mit

||sz§0m(Um,z>H1 — 0

die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung

Z / (C;m‘@m(Um,i»Q dP — 0.
{le)i9m (Um, ) 1>}

j=1
Nach dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller, vgl. WITTING und

MULLER-FUNK [128, Korollar 5.104], folgt wegen (4.53) die Verteilungskon-

vergenz gegen eine zentrierte Normalverteilung mit Varianz

o o0
2. _ 2 ~2
0.—1—Eci—§cj.
i=1 j=1
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Die Behauptung, dass Var(Z;) = 1, folgt unmittelbar aus dem Lemma 4.4.
Teil (a): Im Folgenden soll der mittlere Teil

k(m)—sm

Z Cmi(pm<Um,i);

i=rm+1
als Konvergent entlang einer Teilfolge {m} C N angenommen werden. Dann
folgt nach GNEDENKO und KOLMOGOROV [48, S. 116, Theorem 1] fiir die

Limesvarianz des normalverteilten Anteils, dass

k(m)—sm
62 = lim h_m Var(cmigom(Um,i)]l(—s,s) (cngpm(Um,z)))

=0 n—co i=rm+1
—I'm

k(m)—sm

= lim lim Z Var(cmigom(Umﬁi)]l(_ava)(cmigom(Um,i))). (4.54)

e—=0n—oo
i=rm+1

1. Schritt Analog zum Beweis von Lemma 4.14 betrachtet man zunéchst sym-
metrische Zufallsvariablen ¢,,(Uy,;). Ohne Einschrénkung kann man anneh-

men, dass
w0 [om(@, ) = (@, )] =0
P-stochastisch. Dann existiert auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum

fiir jedes 0 > 0 ein K > 0 und ein my € N mit

Val"(@m(Um,l)]l(—K,K)(@m(Um,l))) > // (@, z)? do dIP(cD) — 6 =: 3(0)

fiir alle m > my. Andererseits gilt fiir jedes ¢ € N mit 7, + 1 < i < k(m) — s,
unter ¢,,; # 0, dass
le/cmi| > K (4.55)

Beachtet man, dass fiir jede messbare Menge A C R die Ungleichung
Var(X) > Var(X1,4)
gilt, so erhélt man zusammen mit (4.55) die Abschétzung

Var (Cmi ©m (Um,i ) 1 (—&,6) (Cmi Pm (Um,z ) ))
Z Cgm' Var (@m(Um,z) 1 (—€6) (le(pm (Um,z)))

> Cgm‘ Var (Spm(Um,i)]l(fK,K) (‘pm(Um,z)»
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Die Behauptung folgt nun fiir den Spezialfall symmetrischer Zufallsvariablen
aus (4.53), (4.54) und

k(m)—sm

Y. Gulllells —8) — a?8(6).

1=rm-+1

2. Schritt Fiir den allgemeinen Fall bedient man sich symmetrisierter Varia-

blen. Dazu sei @,,(Up,i) eine von ¢y, (U, ;) unabhéngige Kopie. Dann lassen

sich die obigen Aussagen auf
Om(Un,i) — @m(ﬁmﬂ)
anwenden. ]

Die beiden vorausgegangenen Beweise liefern nun in Spezialféllen die Giiltig-
keit von Grenzwertsétzen fiir Statistiken der Form (4.42). In einigen Situatio-
nen ist es hilfreich die Bedeutung der scores und der Regressionskoeffizienten
zu vertauschen. Dies soll an dieser Stelle am Beispiel des Zweistichprobenfalles

veranschaulicht werden.

Beispiel 4.20
Im Folgenden betrachte man ein Zweistichprobenproblem zu den Stichproben-

umfingen ny,ny € N mit k(n) = ny + ny. Durch die Gleichung

k(n)

sei eine Rangstatistik mit reellen scores (a,(i))i<xn) und Regressionskoeffizi-

niny 1/2 _nLl { S n
(n) W <@ < k(n).

definiert. Unter Verwendung der Definition von Réngen gilt dann

k(n)
Sn = Z anian(i).
i=1

enten

Dabei bezeichnet D; den i-ten Antirang der gepoolten Stichprobe.
Fiir die Regressionskoeffizienten (by;)i<k(n) gilt b, = 0 und somit erfiillen

diese die Bedingung (4.43). Definiert man

d, (i) == (k(n) — 1)1/2bm- und ¢ = (k(n) — 1)1/2an(z'),
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so gelten fiir die neuen scores (d,,(7));<k(n) die Voraussetzungen

und
— do(i) —d,)* =) b2 =1.
1 )~ B = D0

Somit kann an dieser Stelle die Bedeutung von Satz 4.5 nédher diskutiert wer-
den.

Unter der Voraussetzung, dass min(ny, ng) — oo fiir k(n) — oo, erfiillt das
Schema (d,(D;)/(k(n) — 1)*/2);<m) die Voraussetzungen (E1)—(E3). Nimmt
man an, dass die Regressionskoeffizienten (cy;)i<i(n) fiir n — oo die Bedingun-
gen (4.43) und (4.45) mit konvergenten Folgen c¢,; — ¢, — ¢; und cy(r(m)+1-j) —
Cn — ¢, 1,J € N erfiillen, so werden die entsprechenden Limesvariablen durch
(4.52) gegeben.

Gilt zusétzlich ny/k(n) — € (0,1) fiir n — oo, so konvergiert die Folge
(@n)new von Treppenfunktionen schwach in (S, || - ||2) gegen eine Funktion ¢
mit

11—k K

o) = =(—=) "o (w) + (1=

Die Statistik .S,, konvergiert in Verteilung gegen Ty aus (4.52), wobei Z zentriert

) L), e (0,1).

normalverteilt mit Varianz

[e.9] [e.9]

2 ._ 2 ~2
0" =1- E c; — E ¢
i=1 j=1

1st.

4.4 Beweise der zentralen Sitze (Satz 4.5 und
Satz 4.8)

Nachdem nun einige Vorbereitungen getroffen wurden und beide Hauptséitze
in Spezialfillen bewiesen sind, konnen diese nun in ihrer allgemeinen Form be-
handelt werden. Das wesentliche Hilfsmittel hierbei ist der Satz von Skorohod,
vgl. Satz A.7. Dabei zieht man sich fiir festes w € {2 auf fast sicher konvergente
Versionen einfacher Permutationsstatistiken mit zufélligen Scores zuriick. Hier
lassen sich die in Abschnitt 4.3 gewonnenen Erkenntnisse anwenden und auf

den allgemeinen Fall {ibertragen.

57



I. RESAMPLING-TESTS UND BEDINGTE GRENZWERTSATZE

Beweis. (Satz 4.5 im allgemeinen Fall)

Teil (a): Nach der Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung gilt
Xn,i - 7n

() (X = X)2)

Somit sind (Yig(m))iew und (Yign)+1—jk(m))jen Folgen in [—1,1]N. Aufgrund

der Kompaktheit von [—1,1]¥ besitzt jede Folge in [—1,1]N nach dem Satz

von Prohorov eine schwach konvergent Teilfolge {m} C IN mit

7z € [—1,1].

D D
(Yikm))iew = (Glien,  (Yiem)4+1—jik(m))jen — ()jen.
Teil (b): Erweitert man den Beweis aus Abschnitt 4.3 fiir deterministische
Koeffizienten, so erhélt man die Giiltigkeit von Satz 4.5 wie folgt. Dazu sei
7= (7(4))i<k(n) : (¥, A", P’") — Spn) eine auf der symmetrischen Gruppe Si(n)
gleichverteilte Permutation, welche unabhéngig von den X- und W-Variablen
ist. Unter den Generalvoraussetzungen (E1)—(E3) erhélt man
k(n) o ~

T; 2 k()2 Wi (Xni — Xa) =

=1

*
n

auf dem Produktraum Q x Q x €. Da an dieser Stelle lediglich die Verteilungs-
konvergenz unter P in (4.8) nachgewiesen werden soll, kann nach dem Satz A.7
von Skorohod die konvergenten Orderstatistiken in (4.6) sowie die konvergen-
te Indikatorfunktion 1y, auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum durch
fast sicher konvergente Versionen ersetzt werden.

Auf diesem neuen Wahrscheinlichkeitsraum erhélt man durch den Satz {iber
die dominierte Konvergenz von Lebesgue die L (P)-Konvergenz von (4.6), d.h.

fiir alle 2,5 € N gilt
| Yikm) — Glli = 0 und  [[Yign)41—jik(m) — il — 0. (4.56)

Man findet nun isotone Folgen r,, T 0o, s,, T oo in IN, so dass

> ik = Gl =0 und (4.57a)
=1
Z ’Yk(m)+1fj:k(m) — fj! — 0 (4.57b)
j=1
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in L;(P) konvergieren. Nach dem Teilfolgekriterium existiert eine Teilfolge,
so dass die Folgen (4.6) und (4.57a), (4.57b) fir alle w € M mit P(M) =
1 konvergieren. Per Konstruktion gilt 15, — V fast sicher, wobei V eine
Zufallsvariable mit Werten in {0, 1} ist.

An dieser Stelle sind nun alle Vorbereitungen getroffen worden, um die
Beweisschritte fiir den Spezialfall in Abschnitt 4.3 anzuwenden. Dabei wahlt
man ¢p; = Yigm (W), w € MN{V = 0}, wobei die Zufallsvariablen durch (4.2)

definiert sind. Fiir festes w ist nun analog zu Abschnitt 4.3 die Zufallsvariable

k(m)
T*
O m___ =k(m)"*Y  cniWhinem)  (4.58)
(5 (X (@) = X (@))?2) Z

eine einfache lineare Permutationsstatistik mit zufélligen Scores. Somit lésst
sich fiir festes w der Beweis fiir den deterministischen Fall wiederholen. Man
erhélt die Konvergenz des oberen bzw. unteren Teils der Summe entlang einer
Teilfolge. Der mittlere Teil (4.51) bildet eine straffe Folge

k(m)—sm

@ £ it (Uni) | Xonits s Xt )
i=rm 41

von 2 in (M;(R), d). Somit existiert nach dem Satz von Prohorov eine schwach
konvergente Teilfolge. Nach dem Satz A.7 von Skorohod findet man jetzt
auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum fast sicher konvergente Ver-
sionen. Fiir festes w erfiillt die Folge die Voraussetzung der asymptotischen
Vernachlissigbarkeit. Somit ist die entsprechende Limesvariable Z) unend-
lich teilbar.

Als Abschluss bleibt lediglich der Fall w € M N {V = 1} zu betrachten.
Hier definiere man Z®) = 0. Auf einem neuen Wahrscheinlichkeitsraum gilt
dann 1y, ) = 0 und 7% (w) = 0. Die Limesvariablen (;(w) und (;(w) sind
ebenfalls 0 und man erhilt Ty(w) = 0. [ |

Beweis. (Satz 4.8 im allgemeinen Fall)

Fiir den allgemeinen Beweis von Satz 4.8 ldsst sich analog zum vorigen
Beweis die studentisierte Resampling-Statistik auf einem geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum als einfache lineare Permutationsstatistik mit zufélligen
Scores auffassen. Dazu geht man auf dem neuen Wahrscheinlichkeitsraum zu
fast sicher konvergenten Versionen der Orderstatistiken iiber und erhélt ent-

sprechend zu (4.58) fiir ¢,,; = Y,;(w) und festem w € €2 eine Darstellung der
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Zufallsvariablen
T+ k(m)
w — & — = k(m)l/Q CmiWRi:k:(m)
(K (X (@) = Xom(@))2) 2 Z

mithilfe von Réngen (R;)i<k(m). Somit befindet man sich in der Situation von
Abschnitt 4.3 und der entsprechende Beweis ist analog zum vorigen Vorgehen

anwendbar. [
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Kapitel 5

Konsistenz des

Bootstrap-Stichprobenmittels

Die zentrale Bedeutung des arithmetischen Mittels in der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der Statistik fithrte zu umfangreichen Untersuchungen der Kon-
sistenz des Bootstrap-Stichprobenmittels.

Die Entwicklung der Theorie begann mit den Arbeiten von BICKEL und
FREEDMAN [22] und SINGH [119], welche fiir Folgen (X;);ew von i.i.d. Zufalls-

variablen mit E(X?) < oo bedingte Grenzwertsitze der Form
HIP(nlﬂ(yn - B(X1)) < x) - P (nl/Q(YZ —X,) < :17) H —0 fs. (5.1)

bewiesen haben, wobei P* die bedingte Verteilung gegeben den Daten bezeich-
net.

Fiir E(X?) = oo zeigt ATHREYA [5], dass die fast sichere Konvergenz in
(5.1) durch die P-stochastische Konvergenz ersetzt werden muss, falls die Zu-
fallsvariable X; im Anziehungsbereich einer Normalverteilung liegt.

Diese beiden Ergebnisse werden in der Arbeit von GINE und ZINN [47]
zusammengefasst. Sie zeigen, dass unter den jeweiligen Voraussetzungen beide
Bedingungen notwendig fiir die Konsistenz des Bootstrap-Stichprobenmittels
sind.

ARCONES und GINE [2, 3] behandeln in ihren Arbeiten die Konsistenz
des Bootstrap-Verfahrens fiir abweichende Stichprobenumfinge m(n). Als ent-
scheidende Entwicklung in der Untersuchung der Konsistenz von Bootstrap-
Verfahren kann die Arbeit von MASON und NEWTON [89] angesehen werden.

Diese fiihren den sog. ,,verallgemeinerten Bootstrap” auf Basis austauschbarer

61



I. RESAMPLING-TESTS UND BEDINGTE GRENZWERTSATZE

Gewichte ein und beweisen unter Verwendung allgemeiner Ergebnisse {iber ein-
fache lineare Rangstatistiken aus HAJEK, SIDAK und SEN [53] entsprechende
Grenzwertséitze, vgl. auch Abschnitt 2.2.

Im Laufe der Jahre wurde die Theorie stetig ausgeweitet und es existieren
eine Vielzahl an Literaturquellen iiber diese Thematik, vgl. auch ARENAL-
GUTIERREZ und MATRAN [4]. Dabei lag der Schwerpunkt der Untersuchungen
jedoch stets auf Folgen (X;);en von i.i.d. Zufallsvariablen. MAMMEN [85, 86]
zeigt fiir lineare Statistiken, dass die Bootstrap-Verteilung genau dann kon-
sistent ist, falls eine Normalapproximation mit geschétzten Varianzen giiltig
ist. Grenzwertsétze fiir studentisierte Bootstrap-Statistiken betrachten MA-
SON und SHAO [90].

CUESTA-ALBERTOS und MATRAN [30] sowie DEL BARRIO, MATRAN und
CUESTO-ALBERTOS [10] behandeln Grenzwertsétze fiir Dreiecksschemata zei-
lenweise unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen. Analog zu den Er-
gebnissen aus der vorliegenden Arbeit zeigt sich, dass entsprechende Limesva-
riablen unendlich teilbare Mafle darstellen und sich als Faltung einer Normal-
verteilung mit einer zusammengesetzten Poissonverteilung schreiben lassen.

Betrachtet man die sog. Resampling-Intensitit ¢ := lim, ., m(n)/k(n) €
(0,00), so lassen sich fiir stetige Funktionen f : Ry, — R, Grenzwertsétze
in Abhéngigkeit einer Normalisierungskonstanten 7, := f(m(n)/k(n)) unter-
suchen, vgl. DEL BARRIO, CUESTA-ALBERTOS und MATRAN [8]. Dabei ist
die Limesverteilung vom Grenzwert f(c) abhingig und stellt wiederum ein
unendlich teilbares Maf3 dar.

Wie in den vorigen Abschnitten gezeigt, kann man bei der Herleitung allge-
meiner Grenzwertséitze fiir Resampling-Verfahren auf die einschréankende Vor-
aussetzung zeilenweiser i.i.d. Zufallsvariablen verzichten. Deshalb soll im Rah-
men des bisherigen Kontextes ein allgemeines Dreiecksschema (Xnyi)igk(n) von
Zufallsvariablen vorausgesetzt werden.

Im weiteren Verlauf sei T)' eine Statistik der Form (2.9), d.h.

T: = k(n)1/2 Z Wn,i(Xn,i — Yn),
i=1

mit den entsprechenden Bootstrap-Gewichten aus Beispiel 2.10(a) und (c).
Um an dieser Stelle die Giiltigkeit von Grenzwertsétzen der Form 4.5 bzw.

4.8 zeigen zu kénnen, miissen zunichst Bedingungen angegeben werden, un-
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ter denen die Generalvoraussetzungen (E1)—(E3) aus Kapitel 4.1 giiltig sind.
Lemma 5.2 stellt die Giiltigkeit der Generalvoraussetzungen fiir den Fall der
m(n)-Bootstrap-Gewichte sicher. Fiir den Beweis wird das folgende Korollar

bendotigt:

Korollar 5.1
Sei X eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt

E((X —E(X))Y) <n(p+p") +4n(n—1)(p(1 - p))*.

Beweis. Definiert man X := )" X, mit unabhéingig identisch B(1, p)-ver-

teilten Zufallsvariablen X;, i =1,...,n, so gilt

n

E((X —E(X))) = E((Z(Xi - p))4>

=1

n

= X E((Xi=n)(X; = )X = p)(X. ~ )

i,4,r,8=1

=nE((X: —p)!) + 4Eln(n — 1) Var(X;)?

<n(p+p') +4n(n—1)(p(1 - p)”.

Lemma 5.2

Sei k(n) — oo. Dann erfiillen die m(n)-Bootstrap-Gewichte

Wi i=m(n)"/ 2<m(1n) Mns = ﬁ>

aus Beispiel 2.10(a) die Generalvoraussetzungen (E1)-(E3) falls m(n) — oo.

Beweis. Die Giiltigkeit der Generalvoraussetzung (E1) folgt unmittelbar aus
der Konstruktion der Gewichte durch multinomialverteilte Zufallsvariablen. Es
bleibt also lediglich die Bedingungen (E2) und (E3) zu iiberpriifen. Wahlt man

1 1
()™ K

Wi := m(n)"/? (
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mit (M1, ..., My k) ~ Mult(m(n), O ﬁ)), so gilt
W, = ——= W,:=20
0 &

Die Bedingung (E3) folgt dann aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung sowie

) -
B W2 = Mt o

und

e 9 m(n) —1)(k(n) — 1
S - D)

Die Bedingung (E2) ldsst sich mittels der Markov’schen Ungleichung wie folgt

nachweisen:

P( max : Wil >¢) < k(n)@(\]\/[nl — m(n)| > m(n)1/28>

1<i<k(n k(n)

< k(n)m(n)_2€_4E<(Mm1 - %)4)'

Nach Korollar 5.1 gilt

k(n)m(m—?g—‘*E((Mn,l— 7:((:)))4) —

und somit die Behauptung. |

Analog kann man nun den Fall der Wild-Bootstrap-Gewichte betrachten.
Dabei stellt sich heraus, dass die Generalvoraussetzungen (E1)—(E3) gerade

dann erfiillt sind, falls die Gewichte eine Normalitdtsbedingung einhalten.

Lemma 5.3
Sei k(n) — oo. Dann erfillen die Wild-Bootstrap-Gewichte

Wi = k(n)"%Z,;

aus Beispiel 2.10(c) die Generalvoraussetzungen (E1)-(E3), falls

E(k(n)‘m Zzn) “, N(0,1). (5.2)
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Beweis. Die Giiltigkeit der Gerneralvoraussetzung (E1) folgt analog zum vo-
rigen Beweis unmittelbar aus der Definition der Gewichte W), ;. Betrachte die
Wild-Bootstrap-Gewichte

Wi = k(n) V22,

mit Z, 1, ..., Zn ) ii.d. Zufallsvariablen und E(Z, ) = 0 bzaw. Var(Z,,) = 1.

Dann folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass

- 1 ko L
W, =—— Whi=——¢ L 0
k(n) Z T k(n)3 Z i

bzw.

max |W,,,| 0.
1<i<k(n)

Raikov’s Theorem liefert die stochastische Konvergenz der Quadrate

k(n) k) i
Z(Wn,i - Wn>2 = Z Wrzb,i - L,
=1 =1

vgl. RAIKOV [108] [

Korollar 5.4
Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.3 ist hinreichend fiir die Giiltigkeit
von (5.2), dass

Zna 2, 7, (5.3)

wobei Zy eine Zufallsvariable mit E(Z,) = 0 und Var(Z;) =1 ist.

Beweis. Bezeichnet F,, und Fj die Verteilungsfunktionen von Z,, ; bzw. Z,
so lassen sich die Zufallsvariablen mittels ihrer inversen Verteilungsfunktionen
schreiben als

Zn1=F Y U) bzw. Z; = F;*(U), (5.4)

n

wobei U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist. Aus (5.3) folgt dann,
dass F7' — F, ! fast sicher und der Satz von Vitali liefert

Lo

F7(U) = FyY(U) 2 0.

n

Somit gilt Var(F;'(U) — Fy*(U)) — 0. Bezeichnen Uy, Us, ... unabhingige
auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen, so folgt wegen

k(n)

k(n)
VM&%;;m%myi%;;ﬁ%mg_m
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die Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes mittels der Quantildarstellung
(5.4) und somit die Behauptung. |

Die Lemmata 5.2 und 5.3, sowie Korollar 5.4 liefern im Falle der Bootstrap-
Gewichte aus Beispiel 2.10(a) und (c¢) hinreichende Bedingungen fiir die Giiltig-
keit der Generalvoraussetzungen (E1)-(E3). Damit ist man nun in der La-
ge, die durch die Folge (¢,)nenw von Treppenfunktionen aus (4.4) definierten
i.i.d. Zufallsvariablen Z; genauer zu beschreiben. Im Falle der m(n)-Bootstrap-

Gewichte ergibt sich:

Satz 5.5
Sei k(n) — oo. Die durch die m(n)-Bootstrap-Gewichte definierte Folge (¢n)nen
von Treppenfunktionen konvergiere gegen ein ¢ € S. Dann gilt:

(a) (¥n)new konvergiert in Verteilung in (S, || - ||2), falls

m(n)

— c € (0,00

und die Zufallsvariablen Z; 2 o(U) sind gegeben durch
z, 2 VX —¢) fir ce(0,00),
wobei X eine standardpoissonverteilte Zufallsvariable ist, bzw. durch
L(Zy) =N(0,1) fir c= oc.

(b) (pn)nen konvergiert in Verteilung in (S, || - ||1) mit ¢ =0, falls

Beweis. Teil (a): Betrachtet man die m(n)-Bootstrap-Gewichte mit

1 1

Wi = m(n)l/Q(WMm — w%

so gilt W, = 0. Der Beweis der Konvergenz der Folge (¢, )nen in (S, ]| - ||2)
erfolgt nun, indem man die multinomialverteilten Gewichte (M, ;)i<k() in der
folgenden speziellen Form darstellt. Seien Uy, Us, ... unabhéngige auf (0,1)
gleichverteilte Zufallsvariablen und e; = (1,0,...,0), es = (0,1,0,...,0),...
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die Einheitsvektoren auf R¥™. Dann lassen sich die obigen Zufallsvariablen

My, ..., My g ny schreiben als

k(n)
i=1
wobel
Yop = (11(11;73)’%@]((],?))&9(”). (5.6)

Aufgrund der Generalvoraussetzung (E2) geniigt es, das Konvergenzverhalten

der Treppenfunktion
Pa(u) = (k(n) = D)2 (Wisir@ulntn) — W)

(k(n) — 1) m(n)

= W(Mlﬂk(n)u]:k(n) - W)

zu betrachten.

Betrachte zunéchst den Fall 0 < ¢ < 0o. Bezeichnet F;, die Verteilungsfunk-
tion einer B(m(n), ﬁ)—\ferteilung, so gilt nach dem Poisson’schen Grenzwert-
satz fiir festes x € R, dass

Fu(z) — G(x),

wobei G(+) die Verteilungsfunktion einer poissonverteilten Zufallsvariablen mit
Erwartungswert ¢ ist. Mit (5.5) und (5.6) lassen sich nun neue Zufallsvariablen
durch

(Ui)i = Vcooa)(Mn,1)  und  (Us)i = T oo a) (M k(m))

definieren. Diese sind in jedem Argument monoton nicht-fallend und die Ko-

varianzungleichung von Héjek, vgl. HAJEK [51, Lemma 3.1] liefert, dass
COV(]I(_OO,I](MnJ), _]l(—oo,x](Mn,k(n))) Z 0. (57)

Aus der Austauschbarkeit der (M, ;)i<k(n) folgt fiir jedes Paar (i,7) € N x IN
mit 7 < 7
COV(]I(foo,m]<Mn,i)a ]l(foo,x]<Mn,j)) <0

und somit

k(n) k(n)
1 Z 1 Z
Var(m =1 ]1(_OOJ]<MH7R>> = k(n)? =1 Var(]l(—oo@](Mn»k)) o6y
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I. RESAMPLING-TESTS UND BEDINGTE GRENZWERTSATZE

Zusammen mit der Konvergenz

k(n)

folgt dann aus der Tschebyscheft’schen Ungleichung, dass

k(n)
1
k(n) Z L (—o0,a) (Mpr) — G(z) TP-stoch.
=1

Somit gilt fiir jedes z € R die gleichméfige Konvergenz

1
sup lW > oout(May) = Glx)] —= 0 P-stoch.
k=1

Sei nun u € (0,1) fest. Dann folgt aus der Definition der Orderstatistiken,

dass

k(n)
1 1+ [k(n)u]
IP Ml k(n)ul:k(n ST’ :IP(_ ]lfoo,r (Mn,k) 2 —) (59)
(Mt muin) < 7) k(n);< ) E0)
Fiir » > 0 konvergiert dieser Ausdruck gegen 1, falls v > G(r) bzw. gegen 0
falls u < G(r). Somit gilt

My (k(n)u):k(n) LN G (u) (5.10)

fir alle u € S(G™') := {u : G~ stetig in u}. Nun lassen sich die Ideen aus
den Beweisen von Lemma 4.1 und 4.4 durchfiihren. Fiir jede Folge erhélt man

entlang einer Teilfolge {m} C IN die punktweise Konvergenz von
Gm(u) = ¢ V2(G Hu) —¢) == p(u) Yue S(G1) P-fs. (5.11)

Fiir eine weitere Teilfolge gilt die Generalvoraussetzung (E2) f.s. und die Be-
dingung (5.11) folgt ebenfalls fiir ¢,,. Da E(p(U;)) = 0 und Var(p(U;)) =1
gilt, erhélt man nun die gewiinschte Konvergenz in (S, || - ||2). Somit folgt die
Behauptung fiir 0 < ¢ < oo, da G™1(U;) = X, wobei X eine poissonverteilte
Zufallsvariable zum Parameter c ist.

Fiir den Fall ¢ = oo wird der vorhandene Beweis entsprechend abgeédndert.

Beachte, dass eine Folge von B(m(n), ﬁ)—verteﬂten Zufallsvariablen ¢, fiir

m(n)/k(n) — oo gegen eine normalverteilte Zufallsvariable Y konvergiert, d.h.

(T;((S)))qp (60— 7:((:))) 2y, (5.12)

68



KONSISTENZ DES BOOTSTRAP-STICHPROBENMITTELS

mit £(Y) = N(0, 1). Betrachte nun

() ™0 = )

Analog zu (5.7) und (5.8) folgt

1 W k(n) 12 m(n)
0P iy 2 et (Gugay) ™ (s = ) — B0 =0

und somit wie in (5.9)

IP((%)—1/2(M1+[k(n)u]:k(n) B TZ((:))) < T) S
falls u > ®(r) bzw.
IP<(7:(<:)))_1/2(M1+[k(n)u]:k(n) _ 7:((:) )< T) )

falls u < ®(r). Dann gilt

m(n),-1/2 m o
My e (nyalk(n) — P P-stoch.
<k(n) ) ( L+[k(n)u]:k(r) k:(n) ) - (u> stoc
Somit folgt die Behauptung fiir ¢ = oc.
Teil (b): Im Fall ¢ = 0 zeigt sich, dass in (5.12) Y = 0 gilt. Um diese Aussage
zu beweisen ersetzt man die konvergente Folge (&, )nenw durch eine neue Folge
(M )nenw von poissonverteilten Zufallsvariablen mit E(n,) = m(n)/k(n). Fir

die charakteristische Funktion von

(7;;((:)) )*1/2 (nn B m(n) )

gilt dann

palt) = E[exp (it(:f(z)))l/g (1 = 7;((:)) >>}

= exp [—it(m(m)lﬂ] exp [Ks) exp <1t(:b(n) )1/2> — 1}

k(n) k(n) (n)
~ew [ (oot () ) -1) - () ]

Fiir festes t € R gilt
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Somit folgt
k(n)

ﬁ ; T << k(n) )—1/2 (M — TZ((:;)) _ Fo(a:)‘ -0

m(n)

sup
zeR

fiir Fp := Ljp,0c). Mit denselben Argumenten wie oben folgt dann, dass

(Z((Z)))W <M1+[k(n)u]:k(n) — %) — Fyl(w)

mit £, ' = 0. Somit ist die Folge (¢, )new offensichtlich konvergent in (S, || -]|1),
jedoch nach Lemma 4.4 nicht konvergent in (S, || - ||2). [

Satz 5.6
Fiir k(n) — oo konvergiert die durch die Wild-Bootstrap-Gewichte definierte
Folge (pn)new von Treppenfunktionen genau dann in Verteilung in (S, || - ||2)

gegen ein ¢ € S, falls die Voraussetzung (5.3) erfillt ist.

Beweis. Bezeichnet F{) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen 77, so gilt

analog zu den Uberlegungen des vorhergehenden Beweises, dass

k(n)
1
2Rl 2 M (o) = 01 0
k=1

und somit Z1 4 (k(nyuj:k(n) — Fo_l(u) bis auf eine abzéhlbare Menge von u mit u €
(0, 1). Hieraus folgt ¢ = F;*. Nach Lemma 4.4 folgt dann wegen Var(p(U)) =
Var(Z;) = 1 die Behauptung. |

Bemerkung 5.7

Betrachtet man die Situationen konvergenter Partialsummen aus Abschnitt
4.2, so lassen sich bzgl. der asymptotischen Korrektheit der in Beispiel 2.10(a)
und (c) angegebenen Bootstrap-Verfahren

Ty =k(n)'? Y Wi Xni — X,) (5.13)
=1

folgende Aussagen treffen:

(a) Die bedingte Verteilung von 7T); gegeben X, 1, ..., X, () ist genau dann
im Sinne von Korollar 4.17 asymptotisch konsistent, falls die Limesverteilung

L(&) zentriert normalverteilt ist.
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(b) In dem Fall ¢ = oo liefern die m(n)-Bootstrap-Gewichte stets zentrierte

Normalverteilungen £(X, | IT) mit zufélliger bedingter Varianz
o*(w) =D i(Si(w) + ) a(Si(w))* + 0%
i=1 j=1

(c) Die Ergebnisse aus Abschnitt 4.3 lassen sich in der Situation ¢ = 0 nicht auf
den m(n)-Bootstrap anwenden. In diesem Fall ist die Limesvariable Ty = Z(D
bedingt unendlich teilbar, vgl. Satz 4.9. Fiir weitere Ergebnisse im Falle klei-
ner Resampling-Intensitéiten m(n)/k(n) bei zeilenweise i.i.d. Dreiecksschemata

(Xn,i)i<k(n) vgl. man DEL BARRIO und MATRAN [9].

(d) Die unbedingte Konsistenz des Bootstrap-Stichprobenmittels, d.h. X 2 &,
ist ein Spezialfall von Satz 4.18(Db). O

Die in diesem Abschnitt gewonnen Erkenntnisse enthalten als Spezialfille
die bekannten Ergebnissen aus der zu diesem Thema veroffentlichten Literatur.
Mithilfe der angegebenen Sétze erhélt man fiir Dreiecksschemata (X, ;)i<k(n)
von Zufallsvariablen neben der Aussage, wann Bootstrap-Verfahren konsistent
sind, eine genaue Darstellung moglicher Limesverteilungen. Erste Ansétze hier-
zu findet man in den zu Beginn dieses Abschnittes angegebenen Arbeiten von
CUESTA-ALBERTOS und MATRAN [30], DEL BARRIO, MATRAN und CUESTA-
ALBERTOS [10] und andere.
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Kapitel 6
Spezielle Bootstrap-Verfahren

Neben den in Beispiel 2.10 betrachteten Resampling-Gewichten treten in der
Literatur eine Vielzahl weiterer Formen von Verfahren auf, mit deren Hilfe ge-
eignete Approximationen fiir die Verteilungsfunktion einer Statistik bestimmt
werden konnen. Diese gehen zum Teil auf die urspriingliche Bootstrap-Idee von
EFRON [38] zuriick und bilden dabei neue Varianten der Wahl von Gewichten
fiir die Bestimmung entsprechender Verteilungen.

In diesem Kapitel sollen nun einige bekannte und weniger bekannte For-
men vorgestellt werden und im Rahmen der vorhergehenden Untersuchungen

analysiert werden, inwieweit (bedingte) Grenzwertsétze existieren.

6.1 i.i.d.-weighted-Bootstrap

Sei (1;);en eine Folge strikt positiver i.i.d. Zufallsvariablen mit endlicher Vari-

anz 0 < Var(n;) < oo. Definiert man

Dy = k(:)i Ci=1,... kn); k(n) > 1,
>
j=1
so erhélt man eine neue Form von Resampling-Gewichten durch

Wi = k(n)'"? (Dui — ﬁ). 6.1)

Das hieraus resultierende Resampling-Verfahren wird i.1.d.-weighted-Bootstrap

genannt, vgl PRAESTGAARD und WELLNER [104, Example 3.1].
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Um einen Grenzwertsatz formulieren zu kénnen, miissen an dieser Stelle
die Generalvoraussetzungen (E1)—(E3) iiberpriift werden. Es gilt das folgende

Lemma:

Lemma 6.1
Sei k(n) — oo. Unter den obigen Voraussetzungen erfillen die Gewichte (6.1)
die Voraussetzungen (E1), (E2) und

- T \2 2 E(W%)
Z(W;J W)= p = B 1>0. (6.2)

Beweis. Bedingung (E1) ist per Definition erfiillt und aus Zfﬁi) D,,; = 1folgt

W; = 0. Somit erhélt man fiir die Summe der Quadrate

k(n) / k(n) 1 k(n)
W' . —W 2=k D,,——) =k D?. —1
;( i ) (n) ;( , k(n)) (n) ; i

k(n)
k()Y n}

s ! ) -1 Hpi stochastisch.
(Xn)
j=1

Schreibt man

/!

max |W,, —W,|
1<i<k(n) ' =
_ k() max |Dy;— ——|
1<i<k(n) k(n)
1 1

— max i — N,
Mo A/ k(n) 1§z‘gk(n)|n g

so folgt die Voraussetzung (E2) direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir
die i.i.d. Zufallsvariablen n;, i = 1,...,k(n). |

Definiert man neue Gewichte

n)1/2
k(n) (Dpi — ), i=1,...,k(n), (6.3)

Wni = ,
7 Pn k(n)
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so erfiillen diese nach Lemma 6.1 die Generalvoraussetzungen (E1)-(E3) und

man kann die Limesverteilungen der Treppenfunktionen

On (- u) = 7 (Wt fkmyak(m) — W) (6.4)
untersuchen.

Lemma 6.2

Bezeichnet F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen 1y, so konvergiert
fir die Gewichte (6.3) die Folge (pn)nen von Treppenfunktionen aus (6.4) in
Verteilung in (S,|| - ||2) gegen eine Limesfunktion ¢ € S mit

_ 1 F'(w) —E(m)
o(u) = p, B0

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 5.5 geniigt es aufgrund der Generalvor-

aussetzung (E2) das asymptotische Verhalten der Funktion

. . 1
Pnw) = ) (Drstntio Wm)
k)

zu betrachten. Definiert man das arithmetische Mittel 7, := 1/k(n) > 2 n;
der Zufallsvariablen 7;, i =1...,k(n), so gilt

; 1
-1 k(n) (771+[k(n)u}.k(n) >
S, k(n)

Pnlu) = Py

-1 M+[k(n)ul:k(n) — Tn

! M

Mithilfe von Konvergenzaussagen iiber zentrale Orderstatistiken, vgl. WiT-
TING und MULLER-FUNK [128; S. 575], folgt

Gn(t1) —— p;l _ F~(u) — E(m)
n—00 E(m)
Zusammen mit Lemma 4.1 und Lemma 4.3 erhilt man hieraus die Verteilungs-
konvergenz in (S, || - [|1)-
Bezeichnet U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, so ist nach Lem-
ma 4.4
Var(p(U)) =1
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dquivalent zur Verteilungskonvergenz von ¢, in (S, || - ||2). Wegen

Var(o(U)) = ,0%27 .Var<F_ a]é)(n_l)E(m))

=1

ist diese Bedingung bereits unter den gegebenen Voraussetzungen erfiillt. W

Beispiel 6.3 (Bayesian-Bootstrap)
Der Bayesian-Bootstrap von RUBIN [111] stellt eine Variante des Bootstrap-
Verfahrens dar, die dazu dient, die posterior Verteilung eines Parameters ge-
geben den Daten zu approximieren.

Wiéhlt man (k(n)—1) unabhéngige auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen
Ui, ..., Ukmn)-1, so liefert fiir Up.p(ny—1 := 0 und Upy(n):pn)—1 := 1 der Vektor

(Ui:k(n)—l - Ui—l:k(n)—l) -
die Auswahlwahrscheinlichkeiten mit denen die Elemente von X, 1,..., X, xn)

in der Bayesian-Bootstrap-Stichprobe auftreten.
In diesem Fall ist (7;);cn eine Folge unabhéngiger identisch exponentialver-
teilter Zufallsvariablen mit E(7;) = 1 und es gilt
M) p ooy \ RO
(Ui:k(")_l B Ui_l;k(n)_1>i=1 B (%)k:l
vgl. RE1ss [110, Theorem 1.6.7]. Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den
Normierungsfaktor ,0727, dass p% = 1 und der Vektor (D1, ... ,Dn,k(n)) geniigt
einer Dirichletverteilung zu dem Parameter (k(n),(1,...,1)), zur Definition

einer Dirichletverteilung vegl. REIss [110, S. 59].

6.2 Wild-Bootstrap mit zufilligem Stichpro-

benumfang

In seiner Monographie liefert MAMMEN [85, S. 14f.] zur Motivation des Wild-
Bootstrap ein Resampling-Verfahren mit zufélligen poissonverteiltem Stich-
probenumfang. Bezeichnet N eine poissonverteilte Zufallsvariable mit E(N) =

k(n) und definiert man fiir eine Bootstrap-Stichprobe X7 ,,..., Xy v

Nj :#{1§ZSNX:;Z: n,]}a jzl,,k<n),

76



SPEZIELLE BOOTSTRAP-VERFAHREN

so sind die N; unabhéngig poissonverteilt mit E(/N;) = 1. In diesem Fall wihlt
man als Wild-Bootstrap-Gewichte

Zni=N;—1

und die Anzahl der Bootstrap-Replikationen ng) N; ist zuféllig. Diese Uber-
legungen lassen sich auf folgende Art erweitern:
Wihlt man unabhéngig poissonverteilte Zufallsvariablen (V;);—1

E(N;) = m(n)/k(n), so liefert dies eine Auswahl mit zufilligem Bootstrap-
Stichprobenumfang ng) N;, so dass E(N;) = m(n). In diesem Fall sind durch

2im (A0)" - 2 o5

neue Bootstrap-Gewichte
Wi = k(n) ™2 Z,, (6.6)

definiert.

Per Definition gilt E(Z, 1) = 0 sowie Var(Z, ;) = 1 und die Form (6.6) bil-
det eine spezielle Variante der Wild-Bootstrap-Gewichte aus Beispiel 2.10(c).
Betrachtet man die neuen Gewichte genauer, so fillt auf, dass diese in ihrer
Darstellung den m(n)-Bootstrap-Gewichten &hneln.

Waihrend beim gewdohnlichen Bootstrap-Verfahren die neuen Bootstrap-
Zufallsvariablen mittels einer Multinomialverteilung bestimmt werden, ersetzt
man beim modifizierten Wild-Bootstrap diese durch eine Poissonverteilung mit
entsprechendem Erwartungswert.

Da es sich hier um Wild-Bootstrap-Gewichte handelt, reicht es nach Lemma

5.3 fiir die Giiltigkeit eines Grenzwertsatzes aus,
Zn,l - Zl

zu iberpriifen, wobei E(Z;) = 0 und Var(Z;) = 1 gelten muss. Die entspre-

chenden Bedingungen liefert nun das folgende Lemma:

Lemma 6.4
Gilt m(n)/k(n) — ¢ € (0,00], so erfiillen die durch (6.6) definierten Gewichte
die Generalvoraussetzungen (E1)-(E3) und die durch (4.4) definierte Folge
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(on)new von Treppenfunktionen konvergiert in Verteilung in (S,| - ||2) gegen
ein ¢ € S. Fir c € (0,00) gilt Z, 2 o(U) mit

zZ, 2 VX —¢),

wobei X eine standard poissonverteilte Zufallsvariable ist und fiir c = oo gendigt

die Verteilung L(Z) einer standardisierten Normalverteilung.

Beweis. Nach Lemma 5.3 geniigt es fiir die Giiltigkeit von (E1)—(E3) die
Existenz einer Zufallsvariablen Z; mit E(Z;) = 0 und E(Z?) = 1 nachzupriifen,

so dass

Ty 2 7.
Teil 1: Betrachte den Fall m(n)/k(n) — ¢ € (0,00). Sei X eine zum Parameter
¢ poissonverteilte Zufallsvariable. Dann gilt fiir die charakteristische Funktion
der Zn,i

@Zml(t) = exp(—it(%yﬂ) eXp(;Z((:)) (exp(it(%)—lﬂ) _ 1)>

m(n)

_ L om(n)y-1/2 _om(n) 12
— exp (7 oy (i) ™) =) — () )

— exp(c(exp(itc‘l/Q) -1) - it61/2> =: Pz (1),

n—oo

mit 7, = ¢ Y/2(X — ¢). Aus dem Stetigkeitssatz von P. Lévy, vgl. BAUER [11]
folgt dann die Behauptung fiir ¢ € (0, 00).

Teil 2: Betrachtet man den Fall m(n)/k(n) — oo, so ergibt sich fir die cha-

rakteristische Funktion der Z,, ;

rnst) = esp (T s e () ™) = 1) = (D)

—¢$2
ep(5-):

n—oo

Aus dem Stetigkeitssatz von P. Lévy folgt dann, dass

Zn,l 2) N(07 1)
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6.3 Prepivotisieren und der double-Bootstrap

Die Methode des Prepivotisierens wurde von BERAN [16] im Zusammenhang
mit Konfidenzintervallen vorgeschlagen und anschliefflend in BERAN [17] auf
Bootstrap-Tests iibertragen. Ziel ist es, durch eine geeignete Transformation
der Teststatistik 7}, aus (3.2), diese derart umzuwandeln, dass die zugehorige
Verteilung unter der Nullhypothese asymptotisch unabhéngig von unbekann-
ten Parametern wird. In diesem Fall spricht man von einem (asymptotischen)
Pivot, zur Definition vgl. BEHNEN und NEUHAUS [12, S. 367f.].

Bezeichnet H(-) die Bootstrap-Verteilungsfunktion von 7, unter einer
Nullhypothese Hy, so wéhlt BERAN [17] als neue Teststatistik

Tny:=H(T,). (6.7)

Die Bootstrap-Verteilungsfunktion von 7,,; unter Hj ist dann analog zu (2.1)
durch
Hi () = P2 (Toy < | X) 65)

gegeben. Fiithrt man nun beziiglich der Statistik (6.7) einen Bootstrap-Test

durch, so erhilt man als neuen Resampling-Test
©B,1 = T, e (cn (@),

wobei ¢}, | () mithilfe der Inversen von (6.8) analog zu (3.3) gewihlt wird
und ¢ (+) den kritischen Wert des klassischen Bootstrap-Tests bezeichnet. Fiir
einen zugehorigen Algorithmus zur Bestimmung der entsprechenden Vertei-
lungsfunktion, vgl. BERAN und DUCHARME [19, Lecture 2] und Algorithmus
4.

Das Verfahren liefert nun die Idee fiir neue Bootstrap-Gewichte, die das
zweimalige Ziehen einer Bootstrap-Stichprobe beschreiben.

Dazu bestimmt man analog zum gewohnlichen Bootstrap von Efron ei-
ne erste Stichprobe X ,,..., X ;‘;k(n) durch Ziehen mit Zuriicklegen aus einer
Grundgesamtheit X, 1,..., X}, yn). Aus dieser Bootstrap-Stichprobe wird er-
neut eine Bootstrap-Stichprobe X%, ... ,X;:“k(n) gewahlt, mit deren Hilfe die
Verteilungsfunktion analog zu (2.1) approximiert wird.

Aufgrund des zweimaligen Anwenden der klassischen Bootstrap-Idee wird

dieses Verfahren auch double-Bootstrap oder iterativer Bootstrap genannt.

79



I. RESAMPLING-TESTS UND BEDINGTE GRENZWERTSATZE

Im Folgenden soll die Methode des double-Bootstraps in der Terminolo-
gie der gewichteten Resampling-Verfahren beschrieben werden, wobei hier ei-

ne modifizierte Version betrachtet wird. Dabei sei X ,,..., X eine ers-

te Bootstrap-Stichprobe, welche nach der m(n)—Bootstrap—Meth(;d((a )gewonnen
wird. Hieraus wird anschlieBend eine neue Stichprobe X%, ... s Xy T
Zuriicklegen gezogen. Die zugehdrigen Gewichte erhédlt man dann wie folgt:
Seien M, = (Mn,l, .. .,]\;[n,k(n)) multinomialverteilte Zufallsvariablen zu
einem Stichprobenumfang m(n) = ng) M, ; und Auswahlwahrscheinlichkei-
ten 1/k(n). Dann sind gegeben M, die double-Bootstrap-Gewichte definiert

durch
W' =

W(Mn,i ) ), (6.9)

wobei fiir die Verteilung von M, := (M, 1, ..., M, kn)) die Bezichung

Mn,l Mn,k(n) ))

L(M, | M,) = Mult(m(n), (m(n),..., e

gilt.

Bemerkung 6.5

(a) Fiir m(n) = k(n) ergibt sich gerade der klassische double-Bootstrap, vgl.
PRAESTGARD und WELLNER [104, Example 3.3].

(b) Der prepivoted Bootstrap und der double Bootstrap beschreiben nicht das-
selbe Resampling-Verfahren. Beim Prepivoting wird neben der zweiten Boot-
strap-Stichprobe X7, ... ,X;’:‘k(n) auch die erste Stichprobe X7 ;... ,X;‘L’k(n)
fiir die Bestimmung entsprechender kritischer Werte herangezogen, vgl. Algo-
rithmus 4. O

Fiir die Giiltigkeit eines bedingten Grenzwertsatzes miissen zunéchst fiir die
Gewichte (6.9) die Bedingungen (E1)—(E3) iiberpriift werden. Dazu benétigt

man folgendes Lemma {iber Multinomialverteilungen.

Lemma 6.6

Sei X = (Xy,...,X,) eine multinomialverteilte Zufallsvariable, so dass

X ~ Mlﬂt(na (ph s 7pn))
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Dann gelten mit n® :=n(n —1)---(n —k+1):
E(X1) = np1,
E(X?) = npy +nPp,
B(X?) = npy + 3n@p? + n®)p?,
B(XY) = np1 + Tn®p? + 6np} + nWpi,
und
Cov(X1, X2) = —npips,
Cov(X1, X2) = (n® —nn®@)pp2 + (0@ — n?)pypo,
Cov(X7, X3) = (' — (n®)?)pip; + (n® —nn)(pips + pip3)

+ (' = n)pips.

Beweis. Vgl. PRAESTGAARD und WELLNER [104] zusammen mit JOHNSON
und Kotz [76, Chapter 3]. [ |

Mithilfe dieses Lemmas lassen sich nun die Generalvoraussetzungen (E1)-
(E3) fiir die Gewichte (6.9) tiberpriifen.

Lemma 6.7
Sei m(n)/k(n) — ¢ € (0,00). Dann gelten fiir die m(n)-double-Bootstrap-
Gewichte (6.9):

(i) Wit s Wy i) Sind austauschbar;

(i1) ng)(WT’” —W.)? = p? = 2 stochastisch.

Beweis. Die Austauschbarkeit ergibt sich direkt aus der Definition der Ge-
wichte durch multinomialverteilte Zufallsvariablen. Es bleibt somit die Be-

hauptung (ii) zu zeigen. Der Beweis erfolgt &hnlich zu PRAESTGAARD und
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WELLNER [104, Lemma 3.1]. Wegen W, = 0 betrachte

k(n) /2 , 1 k(n) m(n) ., )
p Wi =p" = m(n) ;(Mm - k(n) S e
1 ’“Z“%[MQ B2 )] + F0 gy )
m(n) &= T m(n) MY N k(n)
Zeigt man, dass
1 k(n)
) Z [M?, —E(M?2,;)] — 0 stochastisch (6.10)
und k(n) (n)
m(n) B(Ma) - k(n) = o1

so folgt die Behauptung aus dem Satz von Slutzki. Die Konvergenz in (6.11)
folgt aus Lemma 6.6 fir m(n)/k(n) — ¢ € (0,00) wegen der Gleichung

Z((?) E() 72((:))

= M0 p(woarz 1) -

=iy )~

- + S i ) -
-1 T (s ) g 2=

Definiert man

COV<M3,17 M3,2|Mn> = E(M31M32|Mn) - E(M31|Mn) E(M72LQ|M”)7
so gilt
COV(Mg,la MSQ)
= E(COV(MT%J’ M32|Mn>) + COV(E(M5,1|M71)7 E<MT2L2|M77J))7
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vgl. PRAESTGAARD und WELLNER [104, Example 3.3]. Nach Lemma 6.6 erhélt
man

E(COV(Mn,lv Mn,2 |Mn>)

g =m0 g

Mn,an,2:| S 07
da alle Koeffizienten negativ sind. Auflerdem gilt

Cov <E(M31 |Mn), E(M, 2 |Mn)>

Cmm)® o mm®
— MTL —M , n N0 >
COV( 1 + m(n>2 n,1 M, 2 + m(n)Q Mn,Q
~ ~ m(n)@) 2 ) ~r2
= Cov(Mp1, My ) + ( m(n)? ) Cov(My 1, My )
m(n)? veRRY m(n)? YIRYE
W COV(MnJ, Mmg) W COV(Mn,la Mn,Z) < 07

da alle Koeffizienten negativ sind. Aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung
folgt dann, dass

1 k(n) , ,
P (15 25 (M~ EO)] 2 )
k(n)
<e*m(n)? Var(z (M2, — E(WJ))
k(n)
<e*m(n)? > E((le - E(Mq%z))Q)
< &7 m(n) k() B (M2, ~ BOLZ,))°). (612
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Berechnet man den Erwartungswert, so folgt unter Lemma 6.6 und der Voraus-

setzung an die Resampling-Intensitét m(n)/k(n) — ¢ € (0, 00) die Beziehung
B((02, - BOMZ,)°)
2
= E(Mé,l) - [E(Msl)}

— B(E(M,|1L,)) — [B(B(M2,]11,))]

Zusammen mit (6.12) folgt hieraus die Konvergenz
e ?m(n) ?k(n) E((M'i1 — E(Mil))z) — 0
und somit ist die Behauptung gezeigt. |

Lemma 5.2 liefert die Giiltigkeit der beiden Generalvoraussetzungen (E1)
und (E3). Fiir den Nachweis von (E2) verwendet man wieder die Eigenschaften
multinomialverteilter Zufallsvariablen, welche in Lemma 6.6 zusammengefasst

sind.

Lemma 6.8
Die m(n)-double- Bootstrap-Gewichte (6.9) erfillen fir m(n)/k(n) — ¢ € (0, 00)
die Bedingung

max |W) ; — W.|— 0 stochastisch.

1<i<k(n)

Beweis. Aus der Markov’schen Ungleichung folgt zusammen mit W; =0,
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dass

k(n)
]P(max Wi =Wl ze) <Y PUIW,| =}

=1

< Z m(n) 24 E((Mm — M)4> (6.13)

Zeigt man, dass der Erwartungswert in (6.13) durch eine Konstante K be-
schrankt ist, so folgt hieraus unmittelbar die Behauptung. Aus der Definition
der multinomialverteilten Zufallsvariablen M, ;,7 = 1,...,k(n), erhdlt man,

dass

m(n) m(n)
E((Mn,z - W) ) = E<E((Mn,1 - k(n) ) ‘Mn)>

= ({024 10) ~ 4 BN + 0 ) B(M2, )

4y g ) + ().

Mit den in Lemma 6.6 angegebenen Rechenregeln erhélt man hieraus, dass

B(B((M — ) ) )

k(n)
()@ ()3 ()@
= m<(73)4 E(M,,) +6 m((g) E(M; )+7%E(M2 ) + E(M,1)
) m@)® g om)m(m)® ey m(n)
W) Qo D) 1250 G M) = 4y BO)
m(n)am(n)® _ - n)a o~
+6(/<:((n))) m((n>) E<Mg’1)+6(k((n))) B(Maa)
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[m(n)(‘”

m(n)t L k(n)* k(n)? k(n)?  k(n)

m((ﬂ))(‘” [6_4m(n>][m<n)(3’ m(n)® m(n)]

< K = const.
Zusammenfassend gilt, dass

P({ max [W., —W,|>¢})

1<i<k(n)
m(n)2 n—o0
und somit folgt die Behauptung. |

Aus diesen Uberlegungen lassen sich nun neue Gewichte definieren, wel-
che die Generalvoraussetzungen (E1)—(E3) erfiillen und somit in die weiteren

Untersuchungen eingebunden werden kénnen.

Korollar 6.9

Definiert man

m(n)'/? 1 1
Wi = My ———), 6.14
= G M v (61
so erfiillen diese die Generalvoraussetzungen (E1)-(ES3).
Beweis. Vgl. Lemma 6.7 und 6.8. |

Nachdem die Generalvoraussetzungen (E1)—(E3) fiir die aus dem m(n)-
double-Bootstrap resultierenden Gewichte iiberpriift wurden, kann man sich
mit der Frage beschéftigen, wann und unter welchen Voraussetzungen die Folge

(@n)nen von Treppenfunktionen schwach konvergent in (S, || - ||2) ist.
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Bei den wissenschaftlichen Untersuchungen hierzu stellte sich heraus, dass
die Behandlung dieser Fragestellung mit den in dieser Arbeit verwendeten Me-
thoden zu keinem zufriedenstellendem Ergebnis fithrt. Erste Ergebnisse zeigen
jedoch, dass mit einer neu entwickelten Theorie entsprechende Konvergenzaus-
sagen fiir die Gewichte (6.14) getroffen werden konnen. Dabei stellt sich her-
aus, dass unter gewissen Regularitdtsvoraussetzungen schwache Konvergenz
der Folge von Treppenfunktionen (¢, )new in (S, || - ||2) vorliegt. Dies soll jedoch
der Gegenstand weiterer wissenschaftlicher Studien sein, da mit der Aufnahme
entsprechender Ergebnisse der Umfang dieser Arbeit nicht mehr zu kontrollie-

ren wahre.
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Kapitel 7

Grenzwertsatze fur
studentisierte

Resampling-Statistiken

Bei der Behandlung studentisierter Resampling-Statistiken wurden bisher sol-
che Statistiken betrachtet, deren Nenner nicht in das Resampling-Verfahren
mit eingebunden sind. HALL und WILSON [59] beschreiben in ihrer Arbeit, dass
insbesondere beim Testen von Hypothesen der Nenner durch das Resampling-
Verfahren beriicksichtigt werden soll, vgl. hierzu auch BERAN [17], BICKEL
und FREEDMAN [22], sowie MASON und SHAO [90] fiir weitere theoretische
Ergebnisse zu studentisierte Statistiken.

Sei (Xy)i<k(n) €in Dreiecksschema von reellwertigen Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und k(n) — oo fir n — oc.

Im Folgenden sollen die Resampling-Gewichte (W), ;)i<k() mittels neuer
Gewichtsfunktionen (Wm)igk(n) in der Form

Wi = m(n)/? (Wm — W) (7.1)

darstellbar sein. Weiter gelte, dass W, = 0.

Beispiel 7.1
(a) (m(n)-bootstrap) Betrachtet man die m(n)-Bootstrap-Gewichte aus Bei-

spiel 2.10(a), so gilt fiir multinomialverteilte Zufallsvariablen (M, ;)i<k(n), dass

~ 1

m(n)
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(b) (Bayesian-Bootstrap) Wihlt man die Bayesian-Bootstrap-Gewichte aus
Beispiel 6.3, so gilt unter der Voraussetzung m(n) = k(n) fir dirichletverteilte
Zufallsvariablen (D, ;)i<k(n), dass

Wi = Dy,.

Ziel dieses Kapitels ist es basierend auf der Teststatistik 7% (2.9) studenti-
sierte Statistiken der Form -
T = W (7.2)
mit einem geeigneten Schétzer V* herzuleiten und zu beweisen.
Unter diesen Voraussetzungen lassen sich bedingte zentrale Grenzwertsétze
fiir Resampling-Statistiken formulieren. Dazu wird das folgende Gesetz der

groflen Zahlen benétigt.

Lemma 7.2
Die Folge (@n)new von Treppenfunktionen aus (4.4) konvergiere schwach in
(S, - ll2) und sei m(n)/k(n) — c € (0,00), sowie

(a) X, LR 0;

(b) Xinem) — 0Vi € N und  Xgmys1—jk(n) — 0 Vj € N;
() SF(X,, — X,)2 5 02 > 0;

(d) k(n)(X,)? = 0.

Dann folgt die bedingte Konvergenz

k(n)
£<m(n) S Wi X2, | X ,Xn,k(n)> R (7.3)

i=1

IP-stochastisch.

Beweis. Schreibt man
k(n)

Z(Xn,i - Yn)z = Z XZ,i - k(n)(yn)2>
=1

=1

so folgt aus den Voraussetzungen (c) und (d), dass

k() .
Y X2 =0’ (7.4)
=1
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und somit
- X2
P>

Zeigt man nun, dass

k(n) k(n)

Z( ZX ) 2o, (7.5)

so sind fiir das Dreiecksschema (X?z,i)iék(n) alle Voraussetzungen von Satz 4.9
erfiillt und fiir die zugehorige Resampling-Statistik

k(n)

A 1/2 Z Wn,iXii

— k(n)2m(n)'/? Z Wi X2 — :1/2 Z

folgt unter der Voraussetzung m(n)/k(n) — ¢ € (0,00) die bedingte Konver-

genz,

m(n)\/? . . |
k;((n))l/z T | Xots-- s Xnk(n)) — €0 P-stochastisch.

und somit gilt zusammen mit (7.4) die Behauptung.

£(

Im Folgenden soll (7.5) gezeigt werden. Wegen (b) gilt max X7, L, 0 und

somit
k(n)

X} <max X7, Z 2= (7.6)
=1

Schreibt man

Xpi— —— X2.> 3" xt g (— )
3 (e g 18 = B 0 g
so erhélt man (7.5) unmittelbar aus (7.4) und (7.6). [ |

Beispiel 7.3 (Fortsetzung Beipiel 7.1)
(a) (m(n)-Bootstrap) Sei X

Tll""

X, m(n) €10€ Bootstrap-Stichprobe, welche
durch Ziehen mit Zuriicklegen aus (X, ;)i<k(n) gewonnen wurde. Dann gilt fiir

die Summe der Quadrate

Z X;Zz =m(n) Z Wme”
i=1 =1
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(b) (Bayesian-Bootstrap) Betrachtet man dass in Beispiel 6.3 beschriebene
Verfahren, so léasst sich die Summe der Quadrate der Resampling-Variablen

schreiben als
k(n)
> DniX2,
i=1

Das Lemma ermoglicht nun, einen bedingten zentralen Grenzwertsatz fiir
studentisierte Resampling-Statistiken der Form (7.2) zu formulieren und mit-

hilfe der vorangegangenen Aussagen zu beweisen.

Satz 7.4
Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.2 gilt
( k((n)))1/2

P-stochastisch mit

k(n) k(n)

Z VVngZ —m(n) (Z I/T/me)2

i=1

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen (a)—(d) und m(n)/k(n) —

¢ € (0,00) sind alle Bedingungen von Theorem 4.9 erfiillt und fiir

m(n)t/? ) n
e 5 = ) Y W= LS )

gilt
£<T7j | Xn,l; c. aXn,k(n)) i) N(O’ 0-2) P-stoch.
und somit
) 0
E( k(n)1/2 To | X vXn,km)) — N(0,c0”)  P-stoch.

Aus der bedingten Konvergenz von (7.8) folgt

k(n) 1/2
L (m(n)l/2 Z Wh.iXn

i=1

ZXn7,|Xn17"- ())iﬁo

und somit wegen
k(n)

1/2 ZXM —0
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gilt die bedingte Konvergenz

k() )
E(m(n) <Z Wme> | X1, - ,Xn,k(n)> 2 ey P-stoch. (7.9)
i=1

Betrachtet man

k(n) k(n) 9
=1 i=1

so folgt aus (7.9) zusammen mit Lemma 7.2, dass
E(VJ | Xty 7Xn,k(n)) Y g2 P-stoch.

und somit ist die Behauptung gezeigt. |

Beispiel 7.5 (Fortsetzung Beispiel 7.1(a))
Sei X

n,ls

X mm(n) die Bootstrap-Stichprobe vom Stichprobenumfang m(n).
Dann gilt

= Z(X:z - 72)2
i=1
Bemerkung 7.6

Bezeichnet (X,,;)i<k(n) €in infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise un-

abhéngigen Zufallsvariablen mit

k(n) o
ZXTL,Z’ - S ~ N(Oa 02)7
=1

so sind die Voraussetzungen (a)—(d) aus Lemma 7.2 bereits erfiillt, vgl. ARAU-
Jo und GINE [1, Exercise 2.3.1] sowie Abschnitt B.4. O
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Kapitel 8

Ein multivariater zentraler

Grenzwertsatz

In vielen praktischen Situationen liegen dem Anwender mehrdimensionale Da-
ten vor, mittels derer Entscheidungen getroffen werden miissen. In diesem Ka-
pitel soll ein multivariater Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata (X, ;)i<k(n)
von zeilenweise unabhingigen R%-wertigen Zufallsvariablen hergeleitet wer-
den. Dazu zieht man sich mithilfe des Cramér-Wold-Device, vgl. WITTING
und MULLER-FUNK [128, Korollar 5.69], auf den eindimensionalen Fall zuriick
und iiberpriift die Konsistenz der Resampling-Statistiken mittels der Ergeb-
nisse aus den vorigen Kapiteln fiir jede Linearkombination. Der Beweisschluss

erfolgt dann mit einem modifizierten Cramér-Wold-Device, vgl. Satz 8.2.

Fir z,y € R¥sei < &,y >:= Zle x;y; das Euklidische Skalarprodukt und
x| := /< @, x > die zugehérige Euklidische Norm.!

Sei (X;);ew eine Folge von i.i.d. Ré-wertigen Zufallsvariablen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Betrachtet man die durch (2.10) definier-
ten m(n)-Bootstrap-Gewichte (W, ;)i<k(n) mit

Wi = m(n)1/2 (ﬁMm — ﬁ)a

so gilt fiir ein durch X,,; := 1/k(n)2X;,i = 1,..., k(n), definiertes Dreiecks-

L Alle auftretenden Vektoren sind als Spaltenvektoren aufzufassen und werden durch fett

gedruckte Buchstaben dargestellt; ¢ bezeichnet in diesem Zusammenhang die Transposition.
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schema (X, ;)i<k(n), dass

k(n)
E(k(n)1/2 Z WoiXni | Xna,-.. ,Xn,k(n)) % N(0,I)  P-fast sicher, (8.1)
i=1
falls E(]| X1]|*) < oo, vgl. BICKEL und FREEDMAN [22].
SEPANSKI [115] zeigt in seiner Arbeit, dass die Voraussetzung E(|| X 1[]?) <
oo notwendig fiir die fast sichere Konvergenz in (8.1) ist. Liegt die Verteilung
L(X) im allgemeinen Anziehungsbereich einer d-dimensionalen Normalvertei-
lung, d.h. es existiert eine Folge (A, )new von Matrizen und eine Folge (v, )nemw

von Vektoren, so dass
L‘(An 3 ox - vn> N0, ), (8.2)
i=1

so ist dies notwendig und hinreichend fiir die stochastische Konvergenz in (8.1),
vgl. SEPANSKI [115, 116].

Ausgehend von diesen Untersuchungen und den Ergebnissen aus den vo-
rigen Kapiteln sollen an dieser Stelle allgemeine bedingte Grenzwertsétze fiir
multivariate Resampling-Statistiken formuliert und bewiesen werden. Dabei
sei im Folgenden (X, ;)i<k(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhéngi-
gen Re-wertigen Zufallsvariablen X,,; = (X(l) Xé‘fz))t, i=1,...,k(n), auf

’Vl,’i""7

einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

Definition 8.1 (Multivariate Resampling-Statistik)

Sei (X ni)i<k(n) €in Dreiecksschema von zeilenweise unabhingigen R%-wertigen
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und (W) i<kn)
ein von (X ;)i<kn) unabhingiges Dreiecksschema von Resampling-Gewichten
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, A,P). Dann ist eine (multivariate)

Resampling-Statistik definiert durch

n "

Ty = k(n)'? ) Wi X — Xo). (8.3)
=1

Fiir die Untersuchungen von (8.3) wird folgender modifizierter Cramér-

Wold-Device verwendet:

Satz 8.2

Sei (€, new eine straffe Folge von Zufallsvariablen €, : Q@ — R® und bezeichne
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D = {X; : k € N} eine abzihlbare dichte Teilmenge in R?. Gilt
<€ A >D<EXN > VYA €D, (8.4)

so folgt
¢ 2¢ inR

Beweis. Nach dem Satz von Prohorov ist die Folge (&, )nen relativkompakt,
d.h. zu jeder Teilfolge {n'} C IN existiert eine weitere Teilfolge {n”} C IN und
ein &, : Q — RY, so dass

En” g EO n Rd.
Aus dem Stetigkeitssatz, vgl. BAUER [11], folgt fiir die zugehérigen charakte-

ristischen Funktionen, dass fiir alle t € R?
Pe ,(B) = o (£). (85)
Nach Voraussetzung (8.4) gilt fir alle Ay, € D
<€A > E A >
und somit
E[exp(is < A, &, >)] — Elexp(is < A, € >)] Vs eR.

Aus der Darstellung der charakteristischen Funktionen von &, und & folgt dann
fiir alle A, € D, dass

S5§n(>\k) - @g(kk) (8.6)
Wegen (8.5) und (8.6) stimmen die beiden Limesfunktionen auf der dichten
Teilmenge D des R¢ iiberein, d.h. fiir alle A\, € D gilt
Pen) = ¢¢ (M),
und wegen der Stetigkeit der Funktionen folgt
Pelt) = ¢ (t) Vte R
Somit konvergiert fiir jede Teilteilfolge {n”} C N die charakteristische Funk-

tion von &, stets gegen dieselbe Limesfunktion @E, d.h.

~

g, TP
und somit
¢ >¢ inRY
vgl. BILLINGSLEY [24, Theorem 2.3]. [
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Dieses Lemma bildet die Grundlage fiir den Beweis eines multivariaten
Grenzwertsatzes fiir Resampling-Statistiken (8.3) mit austauschbaren Gewich-
ten. Dabei bedient man sich wiederum der Theorie unendlich teilbarer Mafe
und Aussagen iiber Grenzverteilungen von Summen unabhingiger R%wertiger
Zufallsvariablen, die sich aus den in Abschnitt B dargestellten Ergebnissen
gewinnen lassen, vgl. MEERSCHAERT und SCHEFFLER [91, Section 3] bzw.
RVACEVA [113].

Im Folgenden betrachte man ein Dreiecksschema (Xn7i)i§k(n) zeilenwei-
se unabhingiger Zufallsvariablen in R? mit Verteilungsfunktionen F, ;,j =
1,...,k(n), so dass fiir alle e > 0

lim max )IP(||XM|| >e)=0 (8.7)

n—o0 1<i<k(n

gilt.

Definition 8.3
FEin Dreiecksschema (Xn,i)igk(n) von vektorwertigen Zufallsvariablen in R auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), welches die Bedingung (8.7) erfiillt,

heifit infinitesimal oder (asymptotisch) vernachlissigbar.

Aus den vorigen Untersuchungen iiber die Giiltigkeit bedingter und un-
bedingter Grenzwertsétze im univariaten Fall weil man, dass Resampling-
Verfahren i.Allg. dann konsistent sind, wenn die wahre Limesverteilung einer
Normalverteilung entspricht, vgl. Satz 4.18 zusammen mit Korollar 4.17. Auf-
grund dessen soll sich an dieser Stelle auf den Normalverteilungsfall zuriickge-
zogen werden. Fiir das Dreiecksschema (X nﬂ-)igk(n) von Zufallsvariablen gelte

stets
k(n)

> X, = €~N(0,%) (8.8)

i=1
mit einer positiv semidefiniten Matrix 3. Dann lésst sich folgender bedingter

zentrale Grenzwertsatz fiir multivariate Resampling-Statistiken beweisen:

Satz 8.4
Konvergiert die durch (4.4) definierte Folge (¢n)nen von Treppenfunktionen in
Verteilung in (S, || - ||2) gegen ein ¢ € S, so gilt

ﬁ(T: | Xn,lw-an,k(n)) 2 N(0,%)  P-stoch. (8.9)
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Beweis. Nach dem Cramér-Wold-Device, vgl. WITTING und MULLER-FUNK
[128], gilt fiir alle A € R?

k(n) -

<Y X A>S<EA >~ NO,A'DN). (8.10)

i=1
Die Folge (< X4, A >)i<k(n) bildet fiir alle X € R? ein neues infinitesimales
Dreiecksschema von Zufallsvariablen in R. Nach PETROV [97, Theorem 4.1]
ist (8.10) fiir alle € > 0 dquivalent zu (8.11a)—(8.11c):

lim » B(< Xni A > 1(] < X0 A > [ <€) =0; (8.11a)

n—oo £
=1

JLI{}OZ[EK Xni A 1(| < Xy, A > | <e))
=t (8.11b)

- (E(< X A>1(| < XppA> | < g)))g] — AT

lim » P(| < XpiA>[>)=0 Ve>0. (8.11c)
=1

Hieraus folgt fiir alle A € RY, dass
< X, A >0 ATEA,
i=1

vgl. ARAUJO und GINE [1, S. 55] und Bemerkung 8.5.

Wegen (8.8) gilt nun die Voraussetzung (4.13) und Satz 4.9 lésst sich fiir
alle A € R auf eindimensionale Resampling-Statistiken der Form

TN =< T A >= k()2 Y Was(< Xui A > — < XA >)
i=1

anwenden. Somit konvergiert entlang einer Teilfolge {m} C N fiir alle A € R¢

und alle w € Ny mit P(Ny) =0

E(T;A(w)) = E(k(n)l/z % Wi (< Xpaw), A > — < X (w), A >))

i=1

(8.12)
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schwach gegen
N(0, A'ZN). (8.13)

Der Beweisschluss erfolgt nun mit dem erweiterten Cramér-Wold-Device, vgl.
Satz 8.2. Wihle eine abzéhlbare dichte Teilmenge A := {A; : k € N} des
R?. Dann existiert eine Teilfolge, so dass (8.12) f.s. konvergent ist fiir A\; €
A mit dem Grenzwert (8.13). Entlang einer weiteren Teilfolge gilt dieselbe
Behauptung fiir Ay € A. Somit existiert eine Teilfolge, so dass fast sichere
Konvergenz fiir alle Ay € A vorliegt.

Da nach Voraussetzung fiir alle Einheitsvektoren e; € R, i = 1,...,k(n),
die Folge (L(T3€ | X1, ... ,ka(n)))nem straff ist, folgt hieraus die Straff-
heit der Folge (L(T; | Xpi,..., X ”7k(n)))ne]N fiir die multivariate Resampling-
Statistik 7% aus (8.3).

Mit Satz 8.2 erhélt man dann entlang einer Teilfolge die fast sichere Kon-

vergenz gegen N(0, ) und somit gilt die Behauptung. |

Bemerkung 8.5
Sei (X,;)i<k(n) €in infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhéngi-

gen Zufallsvariablen. Gilt
(i) S (X > €) — 0 Ve >0,
(i) oM B(X,1(1X,] < 7) — 0 fiir ein 7 > 0,
(iil) M B(X1(|Xna] < 7))% — 02 > 0 fiir ein 7 > 0,

so konvergiert die Summe ng) X7, stochastisch gegen o2, vgl. ARAUJO und

GINE [1, Exercise 2.3.1].
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Simulationsstudien
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Kapitel 9
Monte-Carlo-Simulation

Wie in Kapitel 3 bereits erwiahnt, werden Resampling-Verfahren in der Test-
theorie dazu verwendet, datenabhéngige kritische Werte zu bestimmen, die bei
fixen Stichprobenumfiangen einen Vorteil gegeniiber asymptotisch bestimmten

kritischen Werten aufweisen.

In diesem Kapitel werden anhand verschiedener Testprobleme unterschied-
liche Resampling-Methoden untersucht und die erzielten Ergebnisse miteinan-

der verglichen.

Dabei sollen als Beispiele fiir Bootstrap- und Permutationsverfahren das
Behrens-Fisher-Problem und speziell fiir Permutationsverfahren der Wilcoxon-
Test herangezogen werden. Der Schwerpunkt der Untersuchungen soll sich je-

doch auf das Behrens-Fisher-Problem beziehen.

Im Falle der Permutationstests fiir das Behrens-Fisher-Problem existieren
bereits umfangreiche Untersuchungen in JANSSEN [68] und HEBBEN [61, 62],
jedoch sollen hier neue Simulationen durchgefiihrt werden, um die Vergleich-

barkeit der einzelnen Ergebnisse zu gewéhrleisten.

Die Untersuchungen wurden mit MATLAB 6.12 auf einem Linux-PC durch-
gefiihrt. Zusétzlich zur Standardinstallation wurde die ,,Statistics Toolbox 3.0
sowie verschiedene Erweiterungen zur Durchfithrung von Bootstrap- und Per-

mutationsverfahren verwendet.

Bevor die Problemstellungen sowie die Resultate vorgestellt werden kénnen,

sollen im Einzelnen die Vorgehensweisen genauer beschrieben werden.
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9.1 Monte-Carlo-Verfahren

Bei den Monte-Carlo-Simulationen wurde sowohl bei den Bootstrap- als auch

bei den Permutationsverfahren nach folgendem Muster vorgegangen: Fiir jede

Kombination von Stichprobengréfien ny,ny, Fehlervarianzen o3, 03 und Feh-

lerverteilungen £(W') wurde folgender Zyklus entsprechend den jeweiligen An-

gaben M-mal wiederholt:

1. Erzeugung des Datensatzes

e Generierung von n = n; + ny (Pseudo-)Zufallszahlen z; unter den

Verteilungen der Fehlervariablen W aus Tabelle 9.1.

e Multiplikation der z; mit den entsprechenden Standardabweich-

ungen ergibt die Stichprobe z1, ..., z,.

2. Durchfithrung des Tests

e Berechne den Wert ¢,, der Teststatistik unter Nullhypothese fiir den

erzeugten Datensatz x1,...,x,.

e Erzeuge eine Resampling-Stichprobe unter der Nullhypothese und

berechne den Wert der Resampling-Teststatistik ¢ .

e Wiederhole (b) B-mal und erhalte t*

b=1,...,B.

nb’

e Berechne den geschétzten p-Wert p* () der Resampling Verteilung,.

e Lehne Hj ab, falls p! () < «, andernfalls lehne Hj nicht ab.

L(W)

normal

L(W)=N(0,1)

double-expon

W ist doppel exponentialverteilt

exponential W =W'"—1, wobei W' standardexponentialverteilt ist
uniform W ist gleichverteilt auf [—\/3, \/5]

logistic L(W) besitzt die Dichte f(x) = exp(—xz)(1 + exp(—z)) >
cauchy L(W) besitzt die Dichte f(x) = 1/(7(1 + 2?))

Tabelle 9.1: Fehlerverteilungen fiir Monte-Carlo-Simulationen
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9.2 Bootstrap-Verfahren

Zunéchst soll genauer auf die Bootstrap-Simulationen eingegangen werden, die
in diesem Teil der Arbeit einen gewissen Schwerpunkt bilden.
Bei den Bootstrap-Verfahren wurden verschiedene Gewichte gewéhlt, diese

sind:
e gewoOhnlicher Bootstrap;

e Wild-Bootstrap (mit poissonverteilten Stichprobenumfang);

e prepivoted Bootstrap

9.2.1 Sampling-Prozeduren

Zeit und Kosten (im Sinne von Rechnerzeit) sind trotz immer grofierer Rech-
nerkapazitéiten ein wesentliches Kriterium fiir die Anwendbarkeit von Resamp-
lingverfahren mithilfe von Monte-Carlo-Methoden in der Praxis.

Betrachtet man den wuniform Bootstrap-Algorithmus, welcher die Imple-
mentierung des gewohnlichen Bootstrap darstellt, so liefert dieser einen erwar-
tungstreuen Schétzer fiir die wahre Bootstrap-Verteilungsfunktion, vgl. HALL
(56, S. 288fT.].

In der Monte-Carlo-Theorie existieren eine Vielzahl von Methoden, mit de-
nen man Simulationen effizienter gestalten kann, vgl. z.B. HAMMERSLEY und
HANDSCcOMB [60]. Ausgehend vom uniform Bootstrap-Algorithmus wurden im
Falle linearer Statistiken einige dieser Verfahren zur effizienteren Gestaltung
der Monte-Carlo-Prozeduren auf die Bootstrap-Theorie iibertragen, vgl. SHAO
und TU [117] und die darin enthaltenen Quellen. Die neuen Verfahren sind zum
grofiten Teil ebenfalls erwartungstreu, weisen jedoch eine kleinere Varianz auf.
Deshalb bietet sich der Varianzenquotient als Effizienzkriterium zum Vergleich
einzelner Sampling-Prozeduren an, vgl. auch HALL [56, Appendix II.

In den folgenden Abschnitten sollen zunédchst verschiedene Verfahren vor-
gestellt werden, fiir die im Rahmen dieser Arbeit Simulationsstudien durch-

gefithrt wurden. Zusammenfassend sind dies:
e uniform Bootstrap;

e balanced Bootstrap;

105



II. SIMULATIONSSTUDIEN

e antithetic Bootstrap.

Neben diesen Methoden existieren eine Vielzahl weiterer Verfahren, mit
denen Monte-Carlo-Simulationen im obigen Sinne effizienter gestaltet werden
kénnen. Um den Rahmen dieser Arbeit {iberschaubar zu halten, sollen lediglich

die oben genannten Verfahren kurz vorgestellt werden.

Uniform Bootstrap

In vielen Fallen ist eine analytische Bestimmung der Bootstrap-Verteilungs-
funktion einer vorgegebenen Statistik 7;, nicht moglich. Jedoch lésst sich diese

meist durch einen einfachen Monte-Carlo-Algorithmus berechnen.

Algorithmus 1 (Uniform Bootstrap)

1. Beobachte Realisierungen von Zufallsvariablen Xi, ..., X,;

2. ziehe X} = (Xf(l), e ,X,t(l)) i.i.d. durch Ziehen mit Zuriicklegen
aus Xi,...,Xp;

3. berechne die Bootstrap-Statistik Tf{(l);

4. wiederhole die Schritte (2) und (3) B-mal und berechne jeweils
7" firb=1,...,B;

5. verwende
T
he(@) =5 3 Lon(T;)
b=1

als Approximation fiir die Bootstrap-Verteilungsfunktion.

Balanced Bootstrap

Das Verfahren des ,,balanced bootstrap resampling® wurde erstmals von DA-
VISON, HINKLEY und SCHECHTMAN [33] vorgeschlagen. Die Grundidee des
Verfahrens ist, dass jede Zufallsvariable X; aus der Grundgesamtheit mit glei-
cher Héufigkeit in allen Bootstrap-Stichproben auftritt.

Seien Xf(b), X2y = 1,..., B, verschiedene Bootstrap-Stichproben.
Firi=1,...,nund b=1,..., B, definiere

pj(b) = #{X;(b) =X;, j=1,...,n}/n,
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die relative Haufigkeit, mit der eine Beobachtung X; der Grundgesamtheit in
der b-ten Bootstrap-Stichprobe auftritt. Dann gilt > | D; ®) — 1 fiir alle b =
1,...,B und die p; ®) konnen als entsprechende Auswahlwahrscheinlichkeiten
aufgefasst werden.

Jedes Verfahren mit Resampling-Wahrscheinlichkeiten
(i i=1,....nb=1,... B},

die zusétzlich die Bedingung

B

«w B
Sp=2 1
p; n (9 )

b=1
erfiillen, heiflen balanced Bootstrap-Verfahren.

Man beachte, dass durch die Nebenbedingung (9.1) jedes X; genau B-
mal in der Gesamt-Bootstrap-Stichprobe {Xi*(b),z' =1,...,n, b=1,...,B}
vorkommt.

Die Auswahl der Bootstrap-Stichprobe nach der Methode des balanced
Resampling wird nach dem folgenden Algorithmus durchgefiihrt:

Algorithmus 2 (Balanced Bootstrap)

1. Vervielfaltige jede Beobachtung X; genau B-mal, so dass man

einen Vektor der Lange B - n erhalt;
2. permutiere diese B - n Beobachtungen zufillig;

3. wahle X(y_1)n41,. .., Xpn als b-te Bootstrap-Stichprobe mit b =
1,..., B und bestimme T;(b);

4. verwende 5
1 *
HER () = - 3 1 (T0)
b=1

als Approximation fiir die Bootstrap-Verteilungsfunktion.

Antithetic Bootstrap

Antithetic sampling ist eine klassische Technik um den Fehler von Monte-
Carlo-Simulationen zu verkleinern, vgl. HAMMERSLEY und HANDSCOMB [60,
Section 5.6]. Die zugrundeliegende Idee lésst sich wie folgt beschreiben. An-

genommen vy, ist ein Schétzer eines unbekannten Parameters ). Findet man
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einen weiteren Schitzer 1§2n von 1 derart, dass
Var({y,) = Var(dy,) und  Cov(dy,, Ja,) < 0, (9.2)
so ist die Varianz eines neuen Schétzers
On = (V1 + D24) /2

kleiner als die Varianz von v/2 1§1n .

HALL [54] iibertrug die Idee des antithetic samplings auf den uniform
Bootstrap-Algorithmus. Seien Xf(b), XY fiir b = 1,..., B unabhiingige
Bootstrap-Stichproben und H7,, der einfache Monte-Carlo-Schétzer

B
. 1
Hi,(z) = B > Loy
b—1

Ziel ist es, einen neuen Bootstrap-Schitzer H;, zu finden, so dass dieser die
obigen Eigenschaften (9.2) besitzt. Definiere dazu neue Bootstrap-Stichproben
(X7 = Xoeway,t=1,...,n}, b=1,..., B, wobei 7 eine auf der symmetri-
schen Gruppe S, gleichverteilten Permutation und £(b,¢) durch

*(b
Xi( ) = X&(bﬂ')

definiert ist, mit &(b,i),i = 1,...,n, gleichverteilt auf {1,...,n}, fir b =
1.....B.
Definiere nun als neuen Schétzer
LB
H; (z) = B bz; ]l{ﬁ:“”gx}'

Dann ist der Antithetic-Bootstrap-Schéitzer gegeben durch
H(z) = (H,(2) + H3,()) /2. (9-3)

Das Problem ist jetzt, die Permutation 7 so zu wihlen, dass Hj, und H;, die
Bedingungen (9.2) erfiillen.
Hall [54] zeigt nun in seiner Arbeit, dass die sog. antithetische Permutation
mit
T(i)=n—i+1 (9.4)
nicht nur die gewiinschten Eigenschaften besitzt, sondern dass der hieraus ge-

wonnene Schétzer gleichzeitig die kleinste Varianz besitzt.
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Simulationsstudien zeigen, dass der rechnerische Aufwand eines solchen
Verfahrens bei B Bootstrap-Wiederholungen unwesentlich grofler ist als die Be-
rechnung durch den uniform Algorithmus mit 2B Bootstrap-Wiederholungen.
Jedoch erhélt man einen Schétzer mit einer wesentlich kleineren Varianz, vgl.
HaLL [54].

Zusammenfassend lésst sich der zugehorige Algorithmus wie folgt beschrei-

ben:

Algorithmus 3 (Antithetic Bootstrap)

1. Erzeuge B Bootstrap-Stichproben X;°, ... X** mithilfe des uni-
form Algorithmus 1;

2. bestimme neue Bootstrap-Stichproben X. (w1, .., Xreon)
fir b = 1,..., B mittels der antithetischen Permutation 7(i) =
n—1+ 1.

3. berechne den neuen Bootstrap-Schétzer durch

H () = (Hy,(z) + H;, (7)) /2.

9.2.2 Bootstrap-Wiederholungen

Eine in der Literatur iiber Bootstrap-Verfahren vielgestellte Fragestellung ist,
wie viele Bootstrap-Wiederholungen B man in jedem Monte-Carlo-Schritt
durchzufiithren hat, vgl. DAVISON und HINKLEY [32, S. 155]. JOCKEL [74, 75]
liefert in seinen Arbeiten eine zufriedenstellende Losung fiir Monte-Carlo-Tests,
die unmittelbar auf Bootstrap-Tests iibertragen werden kann.

Ein Effekt bei einem nicht exakt ausgefithrten Monte-Carlo-Test ist, dass
sich die Giite verkleinert. Jockel gibt in seiner Arbeit eine untere Schranke fiir
den Fehler an, den man bei der Durchfiihrung einer Monte-Carlo-Simulation
macht. Bezeichnet man mit Sg(«, H,) die Giite des Monte-Carlo-Tests basie-
rend auf dem geschéitzten p-Wert und mit G (o, Ha) die Giite des Tests mit
dem exakten p-Wert, so gilt

Bi(a, Ha) = /_ Z /_ ; B (f - 11) GB () go(@)(1 — Golx))Fga(t) dz dt

- /01 Boo(t, Ha)hp(u; ) du, (9.5)
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vgl. DAVISON und HINKLEY [32, S. 155]. Dabei ist hg(u;«) die Dichte einer

unvollstandigen Beta-Verteilung auf [0, 1] mit Parametern (B + 1)a und (B +

1)(1 — @), zur Definition vgl. GREENWOOD und HARTLEY [49, S. 181ff.].
JOCKEL (1986) liefert nun in seiner Arbeit eine untere Schranke fiir den

Quotienten aus geschétzter und wahrer Giitefunktion durch

63(047 HA) o a(B+1)oz(1 o Oé)(BJrl)(lfa)F(B + 1)
Boo(a, Hy) — (B+ 1Dal'((B+ 1)a)T'((B+1)(1 —«))
(9.6)
11—«

>1- (m)l/2 =:e(a, B),

wobei die letzte Ungleichung unmittelbar aus der Stirlingschen Formel I'(z) ~

2ma™"ze" fiir groBe x folgt und I'(z) die Gammafunktion bezeichnet.? Ta-
belle 9.2 gibt einige Werte der Schranke fiir verschiedene Fehlerwahrscheinlich-
keiten 1. Art an.

B 19 | 39 | 99 | 199 | 499 | 999 | 9999
a=0.05061]0.73]0.83)|0.880.92]0.95]| 0.98
a=0.01 - - 10.60]0.72 1 0.82 | 0.87 | 0.96

Tabelle 9.2: Untere Fehlerschranken e(a, B), vgl. DAVISON und HINKLEY [32,
S. 156).

Sie beschreibt bei variablen Fehlerniveaus 1.Art die theoretische Fehler-
schranke e(a, B) aus (9.6). Man sieht, dass bei a = 0.05 die Wahl von B = 999
Bootstrap-Wiederholungen ausreichend sind, falls man einen Fehler im Sinne
von (9.6) von 5% durch den Monte-Carlo-Schritt toleriert. Verkleinert man
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art auf o = 0.01, so werden fiir denselben Ver-
lust bereits B = 9999 Bootstrap-Wiederholungen benétigt. Diese Beobachtung

wird die Grundlage in den folgenden Simulationsuntersuchungen bilden.

9.2.3 prepivoted Bootstrap

In Abschnitt 6.3 wurde Prepivotisieren als Methode vorgestellt, durch die in
manchen Situationen Aufgrund einer geeigneten Transformation der Teststa-

tistik der zugehorige Bootstrap-Test verbessert werden kann.

2Man beachte, dass in der ersten Auflage von DAVISON und HINKLEY [32, S. 155] eine

falsche Ungleichungsrelation steht.
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Durch zweimalige Verwendung der Bootstrap-Idee erhélt man eine neue
Verteilungsfunktion beziiglich der man einen kritischen Wert zur Durchfiithrung
eines Resampling-Tests bestimmen kann.

Algorithmus 4 liefert nun ein Monte-Carlo-Verfahren zur Bestimmung eines

Schiitzers der Bootstrap-Verteilungsfunktion.

Algorithmus 4 (prepivoted Bootstrap)

1. Beobachte Realisierungen von Zufallszahlen X, ..., X,;

2. ziehe eine erste Bootstrap-Stichprobe i.i.d. X} = (X7,,..., X;,)

durch Ziehen mit Zuriicklegen aus Xy, ..., X,, und bestimme 77;

3. erzeuge eine neue Bootstrap-Stichprobe X7{* = (X7,..., X¥)

durch Ziehen mit Zuriicklegen aus X7 und bestimme 77*;
4. wiederhole (3) Bj-mal und berechne jeweils T7*,j = 1,..., By;
5. berechne

B

o 1

Hy(T7) = EZ]I{T;*gTI*};
j=1

fir y =1,..., B und verwende

als Approximation fiir i} (-).

Die Idee des prepivoted Bootstrap lédsst sich iterativ fortsetzen und fithrt
zum sog. iterativen Bootstrap, vgl BERAN und DUCHARME [19, Lecture 2].
Entsprechende Algorithmen zur Bestimmung der Verteilungsfunktion erhélt

man analog zu Algorithmus 4.

9.3 Permutations-Verfahren

Neben den Bootstrap-Testverfahren werden auch Permutationstests in den Si-
mulationen betrachtet. Dabei werden die Teststatistiken unter der Nullhypo-
these fiir zuféllige Permutationen ausgewertet und dafiir die entsprechenden
Verwerfungswahrscheinlichkeiten berechnet. Diese werden dann am Beispiel

des Behrens-Fisher-Problems als Vergleich zu den Bootstrap-Ergebnissen her-
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angezogen. Theoretische Ergebnisse hierzu findet man unter anderem in JANS-
SEN [68].
Algorithmus 5

1. Beobachte Realisierungen der Zufallsvariablen X3, ..., X,, und

X415« - -5 Xy Mit ng :1=n — nq;

2. bestimme fiir eine auf der symmetrischen Gruppe S,, gleichver-

teilten Permutation 7(-) den Vektor (z-(1), ..., %r(n));
3. berechne die Permutationsstatistik Tn(l);

4. wiederhole die Schritte (2) und (3) P-mal und berechne jeweils
T}f’),p: 1,...,P;

5. verwende

P
N 1 3
Hye(z) = 2 E 1(ooa)(TP)
p=1

als Approximation der Permutationsverteilungsfunktion.
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Kapitel 10

Testprobleme vom

Behrens-Fisher-Typ

10.1 Bootstrap- und Permutationstest fiir das

erweiterte Behrens-Fisher-Problem

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde das Zweistichprobenproblem als ein wich-
tiges Beispiel aufgefiihrt, siehe die Beispiele 3.3 und 4.13. Exemplarisch soll
nun an dieser Stelle das Verhalten von Resampling-Tests anhand des Behrens-
Fisher-Problems praktisch untersucht werden.

Es sei (Z;)iew eine Folge von reellen i.i.d. Zufallsvariablen mit E(Z;) =
0 und Var(Z;) = 1. Fiir positive unbekannte Standardabweichungen o%, o3
betrachte man das Zweistichprobenproblem (X,Y’) zum Stichprobenumfang

n=mny+ny mit X =(Xq,...,Xp,) und Y = (X, 41,...,X,), so dass
Xi=m+o1Z;, 1<i<n;, mppeR

und
Xi=po+02Z;, ny <i<n, us €R.

Betrachtet man 9 = p; — 9, so ist das interessierende Testproblem durch
Hy := {9 =0} (10.1)
gegen die einseitige Alternative

Hy = {9 >0} (10.2)
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gegeben. Die eingeschriinkte Nullhypothese ist dann Hy : {9 =0,0? =032}

Definiert man

S — 1
X::n—lgxi bzw. Y::n— in

und

1 & — 1 —
2 .= X; — X)? bzw. 2= X, —Y)?
Sx n1—1.21:( ) zw. Sy Ny — 1 2;1( ),
1= 1=n1

so basieren entsprechende Tests auf den Statistiken

/2 _ ~
T, = (””“) (X =Y) bzw. T, =T,V "> (10.3)
n
mit
Vi = 2(8% /ny + S3 /no).

n
Unter der Normalverteilungsannahme erhélt man fiir die eingeschrénkte
Nullhypothese H, den klassischen Zweistichproben ¢-Test, welcher exakt das
gewiinschte Niveau einhilt, vgl. z.B. WITTING [127, S. 200 ff.].

Definiert man

12w 1277
ny " (X — p1) und T = ny " (Y — i)

T =
1 SX SY ’

so zeigt sich, dass die Gleichung
T, =Tisinn + Tscosn

gilt. Hier ist
tann = (Sx/Sy)(na/n1)"?.

Daraus ergibt sich, dass 7T} ~ t,,—1 und 175 ~ t,,_1, wodurch 7, unter
der Nullhypothese Hy keiner t-Verteilung geniigt und der klassische t-Test
das gewiinschte Niveau nicht mehr exakt einhalten kann. Solche Testprobleme
sind als Behrens-Fisher-Probleme bekannt, vgl. BEHRENS [13] und FISHER
[40, 41]. PFANZAGL [98] zeigt, dass bei unbekannten Varianzen keine exakten
Losungen fiir das Behrens-Fisher-Problem existieren, vgl. auch LINNIK [82]
und LEHMANN [80].
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Eine der bekanntesten und interessantesten Losungsvorschléage fiir das klas-

sische Behrens-Fisher-Problem stammt von Welch. Dieser schligt als Test

1 >
pw = T, ts, (10.4)
0 <

vor, wobei man als kritischen Wert ¢; das (1 — «)-Quantil einer t-Verteilung

mit
(% &)2
fi= 54"1 ~——-Freiheitsgraden
X Yy
n2(n1—1) n2(na—1)

wéhlt, vgl. Welch [123, 124].

YUEN [131] zeigt, dass bei Verteilung mit grofler werdenden Tails Welch’s
Approximation immer konservativer wird, und schliagt als Modifikation der
Teststatistik eine Variante vor, welche auf getrimmten bzw. winsorisierten Mit-
teln basiert.

Schrankt man die Klasse der Verteilungen nicht auf Normalverteilungen
ein, so wurde fiir das allgemeine Behrens-Fisher-Problem nichtparametrische
Losungen unter anderem von POTTHOFF [103] vorgeschlagen. Dieser stellt
einen Test auf Basis der Wilcoxon-Statistik vor. Andere nichtparametrische
Verfahren findet man in FLINGER und POLICELLO [43] und RUST und FLIN-
GER [112].

An dieser Stelle lésst sich auf Basis des ersten Teils dieser Arbeit eine nicht-
parametrischer Bootstrap-Test als asymptotischer a-Niveau Test herleiten, vgl.
auch PauLs [95].

Dazu sei im Folgenden £(X) = P} und £(Y) = P{? mit zugehorigen
Verteilungsfunktionen F' und G. Dann werden die Bootstrap-Stichproben X*
und Y™ durch Ziehen mit Zuriicklegen aus X bzw. Y gewonnen und es gilt

LXT, . X | X) =P

1

bzw.

LOT Y | Y) =P

Definiert man

n2

- 1 = .. — 1 )
X, ::n—lilei bzw. Y, :EZY@

=1
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und

1 & — 1 & —
S:2 = X~ X ) bzw. S£?.= Y —Y )2
X nl_lg( g nl) ZW Y 77/2_1;( 7 ng)

so ist die zugehorige Bootstrap-Statistik gegeben durch
(532 /my + 532 /no)'?

n

Mittels dieser Definitionen ldsst sich ein (einseitiger) Resampling-Test fiir das
Testproblem (10.1)—(10.2) durch

op = T, () (10.5)

angeben, wobei ¢ («) im Bootstrap-Fall das (1 — a)-Quantil der Bootstrap-
Verteilungsfunktion
H'(z) = P* [T;; <z Z}

ist, vgl. BERAN [17] sowiec HALL und MARTIN [58].

JANSSEN  [68] betrachtet einen asymptotisch exakten Permutationstest
fiir das verallgemeinerte Behrens-Fisher-Problem. Dabei wird der entsprechen-
de kritische Wert ¢ («) des Testes (10.5) aus der Permutationsverteilung be-
stimmt. Diese Ergebnisse beruhen auf allgemeinen bedingten Grenzwertsiatzen
fiir studentische Permutationsstatistiken, vgl. JANSSEN [68]. Weitere Ansétze
basierend auf Permutationsverteilungen findet man in PALLINT und PESARIN
[94].

ow Welch Test (10.4)

©p Permutationstest

0%, P5 | Bootstrap-Tests

YB1 prepivoted Bootstrap-Test
YBp Wild-Bootstrap-Test

YBB balanced Bootstrap-Test

OB.A antithetic Bootstrap-Test

Tabelle 10.1: Notationen fiir Monte-Carlo-Simulationen
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Die Tabellen 10.2 und 10.3 zeigen die relativen Haufigkeiten, mit denen die
Nullhypothese Hy des einseitigen Testproblems bei Durchfithrung des Permu-
tationstest pp und des Welch-Tests ow (10.4) bzw. der Bootstrap-Tests ¢j;
(10.5) und ¢j; abgelehnt wurden. Bei dem Test ¢}, wurde der Nenner V,, durch

den Bootstrap-Schétzer ersetzt, wohingegen der Test ¢}, auf der Teststatistik

(X, ~¥2) -~ (X-7)

ni n

5%/ + 55 /na) o

T;: = T;an_l/2 =

basiert.

Bei den Simulationen wurde das in Abschnitt 9.1 beschriebene Verfahren
jeweils M-mal fiir B Bootstrap- bzw. P Permutationsstichproben wiederholt.
Die Wahl des Monte-Carlo-Umfanges richtet sich nach dem Rechneraufwand,
wohingegen B bzw. P in Anlehnung an Abschnitt 9.2.2 gewéhlt wurde.

Vergleicht man die einzelnen Simulationsergebnisse, so zeigt sich, dass in
der iiberwiegenden Anzahl der Félle der Permutationstest ¢p den {ibrigen
Testverfahren {iiberlegen ist. Diese Beobachtung deckt sich insbesondere im
Vergleich zum Welch-Test ow bzw. Bootstrap-Test ¢} mit den Ergebnissen
aus HEBBEN [61], JANSSEN [68] und PAULS [95].

In den vorliegenden Verteilungssituationen besitzt der Test ¢}, die schlech-
testen Eigenschaften im Vergleich zu den {ibrigen Tests. Die Griinde hierfiir
sind in der Wahl der Teststatistik (10.6) zu finden. Durch die Wahl eines Nen-
ners V,,, welcher nicht dem Resampling-Verfahren angepasst wird, verstofit der
Test ¢}, gegen die von HALL und WILSON [59] vorgeschlagenen Richtlinien
fiir Bootstrap-Tests. Hierin sollen stets studentisierte Statistiken verwendet
werden, bei denen der Varianzschétzer aus der Bootstrap-Stichprobe ermittelt
wird. Theoretische Ergebnisse hierzu findet man in den Arbeiten von BE-
RAN [17], BICKEL und FREEDMAN [22], sowie MASON und SHAO [90]. Hier
wird gezeigt, dass die geschétzte Verteilungsfunktion aus dem Testverfahren
¢} eine bessere Approximation der wahren Verteilungsfunktion liefert als die
Bootstrap-Verteilungsfunktion aus dem Test ¢f;.

Betrachtet man alle Testverfahren im Vergleich zum steigenden Stichpro-
benumfang n = n; + ns, so stellt sich heraus, dass bei balancierten Stichpro-
benumfiangen n; = ny die Werte nédher am gewiinschten Niveau liegen als bei
unbalancierten Stichproben n; # ns.

Liegt eine schiefe Verteilung wie z.B. die Exponentialverteilung zugrunde,

so liefert keines der betrachteten Verfahren Ergebnisse, die das gewiinschte Feh-
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lerniveau wiederspiegeln. Eine theoretische Begriindung fiir Resampling-Tests
ergibt sich dabei aus den im ersten Teil dieser Arbeit vorgestellten Uberlegun-
gen.

Betrachtet man den Welch-Test, so bestétigt sich die Aussage von YUEN
[131], dass fiir Verteilungen mit grofien Tails der Test immer konservativer wird.
Diese Aussage lasst sich insbesondere an den Ergebnissen fiir cauchyverteilte
Daten verifizieren.

Die Simulationen erweitern die in der Literatur zu findenen Monte-Carlo-
Studien fiir Testsituationen vom Behrens-Fisher-Typ. METHA und SRINIVA-
SAN [93] vergleichen den Welch-Test mit verschiedenen klassischen Tests fiir das
Behrens-Fisher-Problem. BEST und RAYNER untersuchen Fehlerwahrschein-
lichkeiten 1. Art fiir unterschiedliche Tests (einschlieBlich dem Welch-Test) un-
ter Normalverteilungsannahmen, vgl. auch WANG [122]. FUNG [44] verwendet
einen studentisierten Wilcoxon-Test fiir das verallgemeinerte Behrens-Fisher-
Problem und vergleicht diesen mit dem klassischen Wilcoxon-Test, dem stu-

dentischen ¢-Test und einem Test basierend auf einer Normalapproximation.
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Abbildung 10.1 und 10.2 zeigt die simulierten Giitefunktionen in Abhéngig-
keit von ¢ = py — po fiir den Permutations- und den Bootstrap-Test im Ver-
gleich zum klassischen Welch-Test bei unterschiedlichen Varianzverh&ltnissen.
Hier wurde fiir den balancierten Stichprobenfall n; = ny = 16 unter einer
Normalverteilungsannahme die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten un-
ter Shiftalternativen aufgetragen. Es zeigt sich, dass der Permutationstest ¢p
im Vergleich zu den beiden anderen Verfahren das beste Verhalten aufweist

und somit in der gegebenen Situation zu bevorzugen ist.

a=0.05 0f:02=1.0:1.0, n; =ny =16
1 \ \ —

0.9

0.71

0.6

0.5

0.4

0.2

0.1

15

Abbildung 10.1: Giitevergleich fiir Permutationstest pp (—), Bootstrap-Test
¢} (- - -) und Welch-Test pw (- - -) bei zugrundeliegender Normalverteilung

im Behrens-Fisher-Problem

In den Grafiken féllt auf, dass die simulierten Giitefunktionen zum Teil
erhebliche Unterschiede aufweisen. Diese Beobachtung léasst sich durch die un-
terschiedlichen Fehlerniveaus in ¥ = 0 erkldren, welche sich aus Tabelle 10.2

ergeben.
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a=005 07:02=1.0:20, ny =ny, =16

1 ‘ S

0.9

0.8

0.7

0.6

0.3F

0.2

0.1F

Abbildung 10.2: Giitevergleich fiir Permutationstest pp (—), Bootstrap-Test
¢ (- - -) und Welch-Test pw (- - -) bei zugrundeliegender Normalverteilung

im Behrens-Fisher-Problem

Tabelle 10.4 zeigt die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten des pre-
pivoted-Bootstrap-Tests ¢ ;. Dabei wurde in jedem Monte-Carlo-Schritt B1 =
B =999 Bootstrap-Stichproben gezogen. Aufgrund des erhchten Rechnerauf-
wandes konnen in diesem Fall lediglich 3000 Monte-Carlo-Schritte betrachtet
werden.

BERAN [17] liefert in seiner Arbeit eine analytische Betrachtung des pre-
pivoted-Bootstraps im Vergleich zum Welch- und gewohnlichen Bootstrap-
Test. Vergleicht man die vorliegenden Ergebnisse mit denen aus Tabelle 10.2
und 10.3, so stellt man fest, dass die relativen Haufigkeiten in den wesentlichen
Bereichen mit denen des gewohnlichen Bootstrap-Tests ¢y, vergleichbar sind.
Lediglich bei cauchyverteilten Stichproben im unbalancierten Fall treten Werte
auf, die im Vergleich zum balancierten Fall nicht erklart werden kénnen.

Tabelle 10.5 zeigt im balancierten Fall ny = ny = 8 die relativen Ver-
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M = 3.000, B1 = B =999

¥ =0,a=0.05
Verteilung 0?03 1.0:1.0 1.0:1.0 1.0:1.0
ny:ng || 8:16 | 16:16 || 816 | 16:16 | 8:16 | 16:16
normal ¢p1 | -0547 | .0583 || .0480 | .0463 || .0533 | .0553

double-expon | ¢p; 0720 | .0543 || .0690 | .0630 || .0683 | .0593
exponential YB1 0667 | .0713 || .0743 | .0763 || .0703 | .0727

logistic B .0620 | .0517 || .0600 | .0587 || .0577 | .0547
uniform B 0470 | .0473 || .0437 | .0513 || .0497 | .0470
cauchy B 1473 1 .0570 || .1513 | .0537 || .1377 | .0610

Tabelle 10.4: Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des prepivoted
Bootstrap-Test ¢ ; beim Behrens-Fisher-Problem

werfungswahrscheinlichkeiten des in Abschnitt 6.2 beschriebenen Verfahrens.
Dabei ist die zufillige Anzahl von Bootstrap-Replikationen gerade poisson-
verteilt mit Erwartungswert gleich dem urspriinglichem Stichprobenumfang.
Fiir jeden Monte-Carlo-Schritt wurden analog zu den vorigen Simulationen
B =999 Bootstrap-Stichproben erzeugt. Es zeigt sich, dass das so gewonnene
Testverfahren bei zugrundeliegender Normalverteilung eine gute Anndherung
an das gewiinschte Fehlerniveau liefert. In anderen Verteilungssituationen sind
die erzielten Ergebnisse zum Teil jedoch wesentlich schlechter als die konkur-

rierenden Verfahren pp bzw. 5.

Die stark differierenden Ergebnisse konnen ihre Ursache in einem zu klein
gewéhlten Monte-Carlo-Umfang haben. Dieser kann jedoch aufgrund des enor-
men Rechneraufwandes nicht erhoht werden, um die gewonnenen Ergebnisse zu
stiitzen. Um eine abschlieende Einschétzung der Methode angeben zu konnen,
sind umfangreichere Simulationen nétig, die jedoch im Rahmen dieser Arbeit

nicht durchgefiihrt werden kénnen.

Tabelle 10.6 liefert Simulationsergebnisse zu den in Abschnitt 9.2.1 vorge-
stellten Sampling-Prozeduren. ¢f p stellt den Bootstrap-Test dar, bei dem die
Bootstrap-Stichprobe nach der balanced-Bootstrap-Methode gewonnen wur-
de. Analog dazu bezeichnet ¢f , den Bootstrap-Test, bei dem die Stichprobe
mithilfe des antithetic-Verfahrens gezogen wurde. Dabei wurden insgesamt 2B

Bootstrap-Stichproben in jedem Monte-Carlo-Schritt erzeugt. Es zeigt sich,
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M =10.000, B =999

¥ =0, a=0.05
Verteilung 0?:02(1.0:1.0 || 1.0:1.5
Ny : No 8:8 8:8
normal ©B,p 0502 || .0498
double-expon | ¢hp .0625 || .0600
exponential epp | -0624 | .0776
logistic ppp | 0532 || .0557
uniform ©hp 0374 || .0353
cauchy ©hp 0788 || .0808

Tabelle 10.5: Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des Wild-Bootstrap

¢p p bei poissonverteiltem Stichprobenumfang

dass beide Verfahren vergleichbare Ergebnisse zu dem gewohnlichen Bootstrap-
Test liefern. Dies deckt sich mit den aus der Theorie gewonnenen Vorstellungen,
das beide Verfahren lediglich dazu dienen die Monte-Carlo-Verfahren und nicht

den Test selbst zu verbessern. Fiir weitere Monte-Carlo-Simulationen, vgl. DO

[35).
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10.2 Tests vom Wilcoxon-Typ

Im Folgenden betrachte man ein Zweistichprobenproblem zum Stichprobenum-
fang n = ny + ny gegeben durch Zufallsvariablen Xy, ..., X, X, 41,..., X,
auf einem Messraum (€2, .A) mit gemeinsamer Verteilung P = PX1-
der ersten Gruppe und Verteilung @ = P&ri+1-2%n) in der zweiten Gruppe.

Die zugehorigen Verteilungsfunktionen seien F' bzw. G. Fiir die Nullhypothese
H:{P*" =P*}

gegen die Alternative K : { X ist stochastisch grofler als Xy} wird haufig der
klassische Wilcoxon-Test mit entsprechenden kritischen Werten ¢, angeben
durch

1 >
ni
PWilcox +— Y Z Rz Cq- (107)
=1
0 <

Geniigen die Zufallsvariablen einer logistischen Verteilung mit Dichtefunktion
fla) = exp(—2)(1 + exp(—=)) >,

und gilt G(-) = F(- — 1), so liefert der Test (10.7) einen lokal besten Test fiir
Hy : {¥ =0} gegen K : {9 > 0},

vgl. HAJEK, SIDAK und SEN [53, S. 96].
JANSSEN [69] leitet einen asymptotisch korrekten Permutationstest vom
Wilcoxon-Typ als Test statistischer Funktionale her. Betrachtet man die Wil-

coxon Zweistichprobenrangstatistik

= () (- )

und definiert entsprechende empirische Verteilungsfunktionen

. 1 &
= Z ]1 oot] 7 FTL(t) ::n_lz]l(_oo’t](X
i=1

i=ni1+1

und

_ 1 <X . _ 1 .
G ;zn—IZGn(Xj), Fpi=— > F(Xy),
j=1 =
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so léasst sich ein Test vom Wilcoxon-Typ definieren durch

1 >
PWperm = T Sn enla), (10.8)
0 <
wobei die Teststatistik durch
S, =S5, s

mit einem konsistenten Varianzschatzer

1 . . _ ny 1 " _
52(X) = 2 G.(X) — G )2+ EL(X;) — F,)?
0 = I DG — G T D (R~ )

gegeben ist. Der kritische Wert ¢, («) ist dabei das (1 — a)-Quantil der Permu-
tationsverteilung
T = gn(XT(1)> s 7XT(n))

mit aus der symmetrischen Gruppe S,, gleichverteilten Permutationen 7. Unter
schwachen Regularitétsvoraussetzungen ist der Test pw perm (10.8) ein asymp-
totischer a-Niveau Test, vgl. JANSSEN [69, Theorem 5.2].

Tabelle 10.7 vergleicht die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten des
klassischen Wilcoxon-Test ¢wicox mit denen des studentisierten Permutati-
onstest Yw perm aus JANSSEN [69].

Es zeigt sich, dass in allen vorliegenden Ausgangssituationen der Permu-
tationstest das bessere Verhalten bzgl. dem nominellen Fehlerniveau 1. Art
aufweist. Betrachtet man die Ergebnisse fiir jede einzelne Verteilungssituati-
on, so stellt sich heraus, dass der Test ¢w perm i1 den meisten Féllen sehr
nah an das gewiinschte Niveau heranreicht. Somit werden die theoretischen
Ergebnisse aus JANSSEN [69] durch die Simulationsergebnisse an dieser Stelle
bestétigt. Im unbalancierten Fall, d.h. ny # nsy liegen bei beiden Tests grofere
Abweichungen vom gewiinschten Niveau vor als in den balancierten Féllen. Be-
trachtet man die Ergebnisse in Bezug auf unterschiedliche Varianzverhiltnisse,

so stellt sich heraus, dass auch hier gréfiere Abweichungen vorliegen.
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Die Abbildungen 10.3 und 10.4 zeigen in Abhéngigkeit von 9 die simu-
lierten Giitefunktionen des studentisierten Permutationstests vom Wilcoxon-
TYD pw perm (10.8) im Vergleich zum klassischen Wilcoxon-Test @wilcox (10.7).
Dabei sind die Stichproben normalverteilt mit gleichem Erwartungswert und

unterschiedlichen Varianzen 0% und o3.

a=0.05 02:02=10:1.0, ny =ny =16

0.8

0.7F

0.6

051

0.3

Abbildung 10.3: Giitevergleich fiir den studentisierten Permutationstest
Ow perm (—) und den Wilcoxon-Test @wilcox (- - -) bei zugrundeliegender Nor-

malverteilung

Bei der Analyse der simulierten Giitefunktionen in Abbildung 10.3 und
Abbildung 10.4 zeigt sich, dass die Funktionen des Permutationstests oberhalb

der Giitefunktionen des klassischen Welch-Tests verlaufen.
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a = 0.05, 0%:032 1.0:2.0, ny =ny =16
1 T T T

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1f

Abbildung 10.4: Giitevergleich fiir den studentisierten Permutationstest
Ow perm (—) und den Wilcoxon-Test owiicox (- - -) bei zugrundeliegender Nor-

malverteilung
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Kapitel 11
Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der Arbeit wurden unter allgemeinen Voraussetzungen Grenz-

wertsétze fiir lineare Resampling-Statistiken der Form
k(n) o
Tp =k(n)'?> Woi(Xni — X0)
i=1

hergeleitet, wobei verschiedene Resampling-Verfahren durch unterschiedliche
Gewichte (Wn’i)igk(n) charakterisiert werden. Diese umfassen klassische Metho-
den wie Bootstrap- und Permutationsverfahren, aber auch spezielle Resampling-
Varianten wie Wild-Bootstrap-Verfahren.

Um bei einer gezielten Anwendung der Methodik unendlich teilbarer Mafle
den Umfang der Arbeit {iberschaubar zu halten, wurden hier Dreiecksschemata
(Xni)i<k(n) reellwertiger Zufallsvariablen betrachtet. Mit Blick auf Kapitel 8
und dem Bestehen einer Theorie unendlich teilbarer Mafle fiir banachwertige
Zufallsvariablen scheint es sinnvoll, nach der Existenz einer entsprechenden
Theorie fiir Zufallsvariablen (X, ;)i<k(») auf einem Banachraum (B, B) mit o-
Algebra B zu fragen.

In dieser Arbeit wurde das asymptotische Verhalten von bedingten Tests
unter der Nullhypothese betrachtet, vgl. Lemma 3.4. Es zeigt sich, dass der
Resampling-Test genau dann dquivalent zum asymptotischen Test ist, falls das
gewihlte Resampling-Verfahren konsistent ist, d.h. die Limesverteilungen der
urspriinglichen Statistik 7,, und die bedingte Limesverteilung von 77 gegeben
den Daten (X1, ..., Xy k@) iibereinstimmen.

Mithilfe dieser Ergebnisse und den Anwendungen auf die nichtparame-

trische Testtheorie stellt sich die Frage, wie sich solche Verfahren unter Alter-
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nativen verhalten. Erste Ergebnisse finden sich in JANSSEN und PAULS [72],
Section 6.

In Kapitel 7 wurden erste Aussagen iiber studentisierte Resampling-Statistiken
getroffen. Basierend hierauf lassen sich weitere verfeinerte Aussagen formulie-
ren, vgl. JANSSEN [71].

Weitere Fragestellungen, die sich aus den vorgestellten Ergebnissen ablei-
ten lassen, befassen sich mit Aussagen iiber quadratische Statistiken. Ausge-
hend von einem bedingten multivariaten Grenzwertsatz in Kapitel 8 lassen sich
die Auswirkungen allgemeiner Resampling-Verfahren auf hieraus resultierende
quadratische Formen genauer untersuchen.

Wie die vorhergegangenen Ausfithrungen zeigen, ergeben sich aus den hier
vorgestellten Ergebnissen eine Vielzahl neuer Ziele, welche Gegenstand neuer
Untersuchungen sein werden. Ziel wird es sein, dem Theoretiker als auch dem
Praktiker eine Methode zur Verfiigung zu stellen, mit der eine gezielte Anwen-
dung von Resampling-Methoden in Entscheidungsprozessen moglich ist. Dazu
werden noch weitere Monte-Carlo-Studien fiir unterschiedliche Ausgangssitua-
tionen notig sein. Hierdurch entsteht ein besserer Eindruck der Auswirkungen
von Resampling-Verfahren in finiten Situationen und genauere Aussagen iiber

die Anwendbarkeit konnen getroffen werden.
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Anhang A

Verteilungskonvergenz und der
Satz von Skorohod

A.1 Definition und Eigenschaften auf metri-

schen Riumen

Im Folgenden werden einige wesentliche Aussagen iiber die schwache Konver-
genz von Wahrscheinlichkeitsmafle beschrieben. Dabei richten sich die getrof-

fenen Notationen nach BILLINGSLEY [24]. Stets sei (2, d) ein metrischer Raum
mit Borelscher o-Algebra A.

Definition A.1
FEine Folge (n)new von Wahrscheinlichkeitsmafen heifft schwach konver-

gent in (€2, ci) gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf i, in Zeichen ji, — 1, wenn
i [ f dp = [

fir alle f € Cp(Q) :={f : Q2 — R : stetig und beschrinkt}.
Fine Folge (X,,)new von Zufallsvariablen heifft konvergent in Verteilung ge-
gen ein Xq, in Zeichen X, LN Xo, falls die Folge der zugehorigen Verteilungen

schwach konvergiert.

Definition A.2

Sei (Q,d) ein metrischer Raum mit o-Algebra A. Dann heifit eine Familie
P C My(22, A) von Wahrscheinlichkeitsmafien straff, falls fir jedes ¢ > 0
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eine kompakte Menge K existiert, so dass

P(K°)<e VP eP.

Die Definition der Straffheit liefert nun den in der Wahrscheinlichkeitstheo-

rie wichtigen Satz von Prohorov.

Satz A.3 (Prohorov)
Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf einem Messraum (€2, A).

Dann gelten:

(i) Ist P straff, so ist die Familie relativkompakt, d.h. zu jeder Folge in P

existiert eine schwach konvergente Teilfolge.

(i) Ist Q separabel und vollstindig, so gilt die Umkehrung in (i).
Beweis. Vgl. BILLINGSLEY [24, S. 35ff.]. |

Definition A.4

Ein vollstandiger separabler metrischer Raum heifit polnischer Raum.

A.2 DMetrisierung der schwachen Konvergenz

Neben der Definition der Verteilungskonvergenz iiber Folgen von Wahrschein-
lichkeitsmafle lédsst sich diese auch vermoge einer Metrik beschreiben, vgl. HU-
BER [64] oder WITTING und MULLER-FUNK [128, Anmerkung 5.42].

So lésst sich fiir allgemeine polnische Raume (€2, J), die schwache Konver-
genz von Verteilungen mittels der Prohorov-Metrik beschreiben, welche defi-

niert ist durch:

Definition A.5
Fir A C Q definiere

A= {z e Q:infd(z,y) <4}
yEA

Dann ist fir zwei Mafle P und Q aus M;(Q2, A) die Prohorov-Metrik defi-

niert durch

dp,(P,Q) :=inf{e > 0: P(A) < Q(A%) + ¢ fir alle A € A}. (A1)
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Speziell fiir die reelle Gerade R definiert man die sog. Lévy-Metrik wie
folgt:

Definition A.6
Seien P und Q zwei Mafle aus My(R) mit Verteilungsfunktionen F und G.

Dann ist durch
do(F,G) =inf{e >0: F(x —¢) —e < G(z) < F(z+¢)+e Vr e R} (A.2)

die Lévy-Metrik d; (F,G) definiert.

A.3 Der Satz von Skorohod

Der folgende Satz stellt ein wesentliches Hilfsmittel in den Beweisen der vorigen
Kapitel dar. Er wurde erstmals von SKOROHOD [120)] fiir vollstédndige separable
metrische Rdume bewiesen. Die hier vorliegende allgemeinere Version stammt

von DUDLEY [36].

Theorem A.7 (Skorohod)
Sei (S,d) ein separabler metrischer Raum und P,,n € Ny, Wahrscheinlich-
keitsmafe auf S mit P,, — Py schwach fiir n — oo. Dann existieren auf einem

geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum Zufallsvariablen X,,n € Ng, mit Werten
in S, so dass L(X,) =P, fir alle n und X,, — Xy fast sicher gelten.

Beweis. Vgl. DUDLEY [37, Theorem 11.7.2]. [ |
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Anhang B
Unendlich teilbare Verteilungen

Die Theorie der unendlich teilbaren Mafle spielt in der Behandlung von Grenz-
wertsitzen fiir Summen unabhéngiger Zufallsvariablen eine wesentliche Rolle.
Deshalb sollen in diesem Kapitel einige grundlegende Ergebnisse zur Verfiigung
gestellt werden, die an verschiedenen Stellen dieser Arbeit von entscheidender
Bedeutung sind.

Im Laufe der Jahre hat sich eine umfassende Theorie entwickelt. GNE-
DENKO und KOLMOGOROV [48] liefern in ihrer Monographie eine Zusammen-
stellung der Ergebnisse fiir reellwertige Zufallsvariablen, vgl. auch Fisz [42].
ARAUJO und GINE [1] betrachten zusitzlich zum reellwertigen Fall das Ver-
halten in beliebigen Banachrdumen. Einen neueren Zugang zu der Thematik,
in der die aktuellen Ergebnisse aufgenommen wurden, findet man in PETROV
97].

In diesem Abschnitt werden lediglich Aussagen fiir reellwertige Zufallsva-
riablen dargestellt. Fiir Ergebnisse im Fall unabhéngiger Zufallsvektoren vgl.
RVACEVA [113], die in ihrer Arbeit die vorhandenen Ergebnisse aus GNEDEN-
KO und KOLMOGOROV [48] verallgemeinerte. Einen aktuellen Uberblick iiber
die Ergebnisse im multivariaten Fall liefern MEESCHAERT und SCHEFFLER
[91] in ihrer Monographie.

B.1 Lévy-Khintchine Formel

Definition B.1
Fine Verteilungsfunktion t — F(t) und die zugehorige charakteristische Funk-

tion t — @(t) heiffen unendlich teilbar, falls fiir jedes n € IN eine charakte-
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ristische Funktion o, (-) existiert, so dass

qgilt.

Satz B.2
Fine Funktion ¢(-) ist genau dann eine unendlich teilbare charakteristische

Funktion, wenn sie folgende Darstellung besitzt:

0 1 2
A1) = exp(int + / A, )=

—0o0

= dG(u)), (B.2)
mat

itu
1+u?
Dabei ist vy eine reelle Konstante, sowie x — G(x) eine beschrinkte nicht-
fallende Funktion und der Integrand ist gleich —t/2 im Punkt u = 0.

A(u,t) = exp(iut) — 1 —

Beweis. Vgl. PETROV [97, Theorem 1.16] |

Definition B.3
Die Formel (B.2) heifit Lévy-Khintchine Formel.

Mithilfe der Lévy-Khintchine-Formel erhélt man eine Moglichkeit unendlich
teilbare Verteilungen zu charakterisieren. In dieser Arbeit wird an vielen Stellen

auf eine andere Formulierung mittels Lévy-Mafle zuriickgegriffen.

Bemerkung B.4

Eine dquivalente Darstellung von (B.2) wurde in der Darstellung

242

P(t) = exp <i'yt — % + /A(mt) dn(u)) (B.3)

von Lévy gegeben. Hierin ist 7 ein Mafl mit der Eigenschaft

/(m2 A1) dn(z) < oo. (B.4)

Definition B.5
Mafse, die die Bedingung (B.4) erfillen, heiffen Lévy-Mafe.
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In vielen Betrachtungen spielen die Darstellungen fiir Normalverteilungen
und fiir Poisson-Verteilungen mittels der Formel (B.2) eine wichtige Rolle.
Im folgendem Beispiel sollen die entsprechenden Parameter fiir diese beiden

Verteilungen explizit angegeben werden.

Beispiel B.6
(a) Setzt man in (B.2)

Y=Uu und G(U) = 02]1(0,00)(“)7

so erhélt man die charakteristische Funktion einer Normalverteilung mit den
Parametern (p, 0?), d.h.

. . 0.2t2

@(t) = exp(ipt — T)

(b) Setzt man in (B.2)

A
vy=A und G(u)= E]l(l,oo)(u),
so erhélt man die charakteristische Funktion einer Poisson-Verteilung zum Pa-

rameter A > 0, d.h.
o(t) = exp (/\(ew — 1))

B.2 Konvergenz gegen unendlich teilbare Ver-

teilungen

Im Folgenden betrachte man ein Dreiecksschema (X, ;)k<k(n) von zeilenweise
unabhéngigen Zufallsvariablen. Ziel ist, alle moglichen Grenzverteilungen der

Summe
i=1

fiir n — oo zu bestimmen.

Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller setzt die Existenz endli-
cher zweiter Momente voraus. Es stellt sich somit an dieser Stelle die Frage,
ob notwendige und hinreichende Bedingungen existieren, so dass ohne Voraus-
setzung an die Momente asymptotische Normalitdt vorliegt. Solche Aussagen
werden iiberwiegend im Kontext der (asymptotischen) Vernachldssigbarkeit
(B.6) hergeleitet.
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Definition B.7
Gilt fiir alle e > 0 die Bedingung
P(| X, x| > B.
1202y B Xkl 2 €) T2 (B.6)

so heifit ein Dreiecksschema (X, x)k<w(n) infinitesimal oder (asymptotisch)

vernachlissigbar.

Erfiillt ein Dreiecksschema die Bedingung der Vernachldssigbarkeit, so ist
der Einfluss eines einzelnen Terms beliebig klein. Unter dieser Voraussetzung
lasst sich nun die Gesamtheit aller moglichen Limesverteilungen von Parti-
alsummen der Form (B.5) bestimmen und Bedingungen fiir die Konvergenz
gegen eine spezielle derartige Limesverteilung angeben. Die Klasse der dabei
auftretenden Verteilungen ist gerade die in Definition B.1 definierten unendlich

teilbaren Verteilungen.

Satz B.8
Sei (Xnk)k<k(n) €in infinitesimales Dreiecksschema zeilenweise unabhdngiger
Zufallsvariablen mit einer gegen eine Zufallsvariable & schwach konvergenten

Summe (B.5). Dann ist die Limesverteilung L(§) unendlich teilbar mit cha-
rakteristischer Funktion (B.2).

Beweis. Vgl. PETROV [97, Theorem 3.1]. |

B.3 Notwendige und hinreichende Bedingung-
en fiir die Konvergenz gegen unendlich

teilbare Verteilungsklassen

Basierend auf den Aussagen der vorangegangenen Abschnitte lassen sich an
dieser Stelle notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Verteilungs-
konvergenz von Partialsummen der Form (B.5) gegen ein unendlich teilbares

Maf finden. Dazu benotigt man die folgende Definition.

Definition B.9

Seien Fy, Fy, ... beschrdnkte monoton nicht-fallende Funktionen. Dann heifst
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die Folge (F,)nen vollstindig konvergent gegen Fy, in Zeichen F,, = Fy,
falls fir S(Fy) := {x € R : Fy stetig in x} die folgenden beiden Aussagen
erfillt sind:

(i) F.(x) — Fo(r) Vr € S(Fp)

(ii) F,(—00) — Fy(—o0) und F,(c0) — Fy(00).

Bemerkung B.10
Sind Fy, Fi, ... Verteilungsfunktionen, so beschreibt die erste Voraussetzung
nach dem Satz von Helly-Bray, vgl. GANSSLER und STUTE [45, Satz 1.12.5],

gerade die schwache Konvergenz.

Der folgende Satz liefert notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Konvergenz einer Partialsumme der Form (B.5) gegen eine unendlich teilbare

Verteilung.

Satz B.11

Sei (X k)k<k(m) ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhéngigen Zufallsva-
riablen, die die Bedingung (B.6) erfillen. Definiere Fp(x) == P(X,, < ).
Sei weiter F(x) eine unendlich teilbare Verteilungsfunktion mit charakteristi-
scher Funktion t — ¢(t), die die Lévy-Khintchine Darstellung (B.2) besitzt.

Dann ist notwendig und hinreichend fiir die Verteilungskonvergenz der Summe
Zﬁ(:"f Xk gegen F(x), dass

G,=G, v—1,

wobel
k(n) €T y2 B
Gn — n )
@=3 [ L aruw
k=1
k(n) o " -
=1 -0

- / 2 dFu(z), Fu(2) = Furlz + am),
lz|<T

und T eine positive Zahl ist.
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Beweis. Vgl. PETROV [97, Theorem 3.3] |

Bemerkung B.12
Die unendlich teilbare Limesfunktion F' ist eindeutig durch die Parameter G

und 7 bestimmt, vgl. dazu PETROV [97, Lemma 1.21].

B.4 Konvergenz gegen eine Normalverteilung

Eine wichtige Variante der Limesverteilungen von linearen Statistiken der Form
(B.5) bildet die Normalverteilung. Mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes von
Lindeberg-Feller ldsst sich die Normalverteilungskonvergenz fiir Statistiken der
Form (B.5) iiberpriifen. Der folgende Satz liefert dquivalente Bedingungen
fiir die Normalverteilungskonvergenz unter infinitesimalen Dreiecksschemata

(Xni)i<k(n), vgl. GNEDENKO und KOLMOGOROV [48, S. 125].

Satz B.13
(Xnyk)kgk(n) set ein Dreiecksschema zeilenweise unabhdngiger asymptotisch ver-

nachldssigbarer Zufallsvariablen mit

k(n) 5
ka — g
k=1

Dann sind dquivalent:

(i) € = N(u,0?) fir ein (u,0%) € R x Ry;
(i) > / dF, ;(x) — 0 Ve > 0;
k=1"1

z|>e

i) P X, .| > 0.
(i) P(max | X4l = ) ——

Beweis. (i) < (ii)
Fiir alle € > 0 folgt aus den Eigenschaften von Lévy-Maflen

k(n) e
> [ dFuala) = al(-0,~2)
bzw.

E(n) oo
3 / dF, 4(z) — n([, 00))
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und somit wegen

K(n) k) e K)o
> / dF,i(z) =Y / SIEORY / dF, x(z) —— 0,
k=1 " |22 k=17~ k=1"¢ e

dass n((—o0, —¢]) = 0 sowie 7([e,00)) = 0 fiir alle ¢ > 0, vgl. auch GNE-
DENKO und KoLmMocorov [48, S. 125ff.]. Gilt andererseits & = N(u,0?),
so folgt aus der Darstellung mittels der Lévy-Khintchine-Formel (B.3), dass
n((—o0, —¢]) = 0 sowie n([e,00)) = 0 und somit (ii).
(ii) < (i)

Betrachte

P(max | X, x| >¢)=1—P(max | X, x| <¢)
k<k(n) k<k(n)

k()
=1-[[P(Xusl <o)
k=1

—1- (1 —/ ank(:p)>
k=1 |z|>e
Somit ist (ii) dquivalent zu
k(n)
H<1 - / dka(:U)) 1 (B.7)
Pl |z|>e n—oo
Weiter gilt, dass
1 Z/ dF, . (z) < H(1 —/ an,k(x)>
k=1 Y z|>e k=1 |z|>e
k(n)
< exp(— Z/ ank(x)>
k=1 lz[=¢

Somit impliziert (ii) die Gleichung (B.7) und somit (iii). Andererseits folgt aus
(iii) unmittelbar (ii). [ |
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B.5 Quantildarstellung

Fiir ein infinitesimales Dreiecksschema (X, ;)i<k(n) von zeilenweise unabhéngi-

gen Zufallsvariablen mit
k(n)

T, = ; X — €. (B.8)

lasst sich nach dem Satz von Lévy-Khintchine (B.2) die Limesvariable £ als
unendlich teilbar mit charakteristischer Funktion (B.2) erkennen. Bezeichnet
nun fiir 0 = 0 und 7 := 7)(_c,0) die Variable y; das unendlich teilbare Ma8
mit charakteristischen Funktion (B.3) und analog p ein unendlich teilbares
Ma8 fiir 02 = 0 sowie 7 1= 1)j(0,00), S0 gilt fiir die Verteilung p := L(€) von &,
dass
pr = 1 % N(0, 0%) * o,

Definiert man die inverse Verteilungsfunktion ¢ : (0, 00) — (—o00, 0] des Lévy-
Mafles n; durch

Ur(y) = inf{t : m(—o00, 1] > y} AO, (B.9)

sowie die inverse Verteilungsfunktion 1, : (0, 00) — [0, 00) von 7y durch
Ua(y) = sup{t : mt, 00) > y} V0, (B.10)

so lassen sich hiermit neue Zufallsvariablen

o0

A = Z(%(Si) — E(¢1(Si)]l(—r,0](¢1(Sz‘)))>

=1

sowie

o0

A% = 37 (a(8) ~ B(a(S) 10 (2(5))))

=1

herleiten, so dass fiir eine geeignete Konstante
E2 A4 N(0,06%) + AT + K, (B.11)

gilt, vgl JANSSEN [67]. Dabei bezeichne

Sh ::iYi
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und
n

S
j=1
fiir unabhéngige identisch standard exponentialverteilt Zufallsvariablen Y, }7]
Das folgende Lemma liefert ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Beweise der

zentralen Grenzwertsétzen in Kapitel 4.1.

Lemma B.14 (Splittinglemma)

Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert eine Folge 0 < 7,, — 0, so dass
Y, = (Rp, S0, Tp) 2 Y = (R,S,T)

mit L(Y) = 1 @ N(0,1) ® pp und

Rn = Z (Xn,i]l(—oo,Tn)(Xn,i) - E(Xn,i]l(—T,Tn)(Xn,i))>7

i=1

S = 3 (X () — B(Xo g (X))

Tn = Z(Xn,i]l(—ﬂoo) (XTL,Z) - E(Xnvi]l(Tan) (ani))>7

i=1

Beweis. Vgl. JANSSEN [67, Lemma 5.3]. [ |

147



APPENDIX

148



Tabellenverzeichnis

9.1
9.2

10.1
10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

Fehlerverteilungen fiir Monte-Carlo-Simulationen . . . . . . . . 104

Untere Fehlerschranken e(«, B) fiir Bootstrap-Wiederholungen . 110

Notationen fiir Monte-Carlo-Simulationen . . . . . . ... ... 116
Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten beim Behrens-Fisher-
Problem (Teil I) . . . . . . . ... o o o 119
Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten beim Behrens-Fisher-
Problem (Teil IT) . . . . . ... ... . . o 120
Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des prepivoted Bootstrap-
Test beim Behrens-Fisher-Problem . . . . .. ... ... .... 123
Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des Wild-Bootstrap

bei poissonverteiltem Stichprobenumfang . . . . . . . . . . . .. 124
Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des balanced Bootstrap-

und des antithetic Bootstrap-Verfahrens . . . . . . . .. .. .. 125
Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des studentisierten Per-

mutationstests und des klassischen Wilcoxon-Tests . . . . . . . . 128

149



150



Abbildungsverzeichnis

10.1

10.2

10.3

10.4

Giitevergleich fiir Permutationstest, Bootstrap-Test und Welch-
Test im Behrens-Fisher-Problem . . . . . . ... .. .. ... ..
Giitevergleich fiir Permutationstest, Bootstrap-Test und Welch-
Test im Behrens-Fisher-Problem . . . . . . . ... ... ... ..
Giitevergleich fiir den studentisierten Permutationstest und den
Wilcoxon-Test . . . . . . . . ...
Giitevergleich fiir den studentisierten Permutationstest und den
Wilcoxon-Test . . . . . . . . . . .. ...

151



152



Algorithmenverzeichnis

S

Uniform Bootstrap . . . . . . . . . .. ... 96
Balanced Bootstrap . . . . . . . . ... 97
Antithetic Bootstrap . . . . . . . . ... .. 99
prepivoted Bootstrap . . . . . . . ... 101
Permutation . . . . . . . ... 102

153



154



Literaturverzeichnis

[1]

[10]

[11]

AravuJO, A. und GINE, E. (1980). The central limit theorem for real and banach valued
random variables. Wiley Series in Probability and Mathematical Statistics, John Wiley
& Sons, New York.

ARCONES, M.A. und GINE, E. (1989). The bootstrap of the mean with arbitrary
bootstrap sample size. Ann. Inst. Henri Poincaré, Probab. Stat. 25, No. 4, 457-481.

ARcONES, M.A. und GINE, E. (1991). Additions and corrections to “the bootstrap of
the mean with arbitrary bootstrap sample size”. Ann. Inst. Henri Poincaré, Probab.
Stat. 27, No. 4, 583-595.

ARENAL-GUTIERREZ, E. und MATRAN, C. (1996). A zero-one law approach to the
central limit theorem for the weighted bootstrap mean. Ann. Prob. 24, No. 1, 532-540.

ATHREYA, K.B. (1987). Bootstrap of the mean in the infinite variance case. Ann. Stat.
15, 724-731.

BaBU, G.J. und Rao, C.R. (1993). Bootstrap Methodology. Handbook of Statistics,
Vol. 9, 627-659.

BARBE, J.G. und BERTAIL, P. (1995). The Weighted Bootstrap. Lecture Notes in
Statistics 98, Springer-Verlag, New York.

DEL BARRIO, E., CUESTA-ALBERTOS, J.A. und MATRAN, C. (2002). Asymptotic
stability of the bootstrap sample mean. Stoch. Proc. Appl. 97, 289-306.

DEL BARRIO, E. und MATRAN, C. (2000). The weighted bootstrap mean for heavy-
tailed distributions. J. Theor. Probab. 13, No. 2, 547-569.

DEL BARRIO, E., MATRAN, C. und CUESTA-ALBERTOS, J.A. (1999). Neccessary con-
ditions for the bootstrap of the mean of a triangular array. Ann. Inst. Henri Poincaré,

Probab. Stat. 35, No. 3, 371-386.

BAUER, H. (2002). Wahrscheinlichkeitstheorie. deGruyter, Berlin.

155



LITERATURVERZEICHNIS

[12]

[20]

[21]

BEHNEN, K. und NEUHAUS, G. (1995) Grundkurs Stochastik. Eine integrierte
Einfiihrung in Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematische Statistik. B.G. Teubner,
Stuttgart.

BEHRENS, W.V. (1929). Ein Beitrag zur Fehlerberechnung bei wenigen Beobachtun-
gen. Landw. Jb. 68, 807-837.

BERAN, R. (1984). Bootstrap methods in statistics. Jahresber. Dtsch. Math.-Ver. 86,
14-30.

BERAN, R. (1986). Simulated power functions. Ann. Stat. 14, 151-173.

BERAN, R. (1987). Prepivoting to reduce level error of confidence sets. Biometrika 74,
457-468.

BERAN, R. (1988). Prepivoting test statistics: A bootstrap view of asymptotic refine-
ments. J. Am. Stat. Assoc. 83, No. 403, 687-697.

BEerAN, R. (1997). Diagnosing bootstrap success. Ann. Inst. Stat. Math. 49, No. 1,
1-24.

BERAN, R. und DUCHARME, G.R. (1991). Asymptotic Theory for Bootstrap Methods
in Statistics. Les Publications Centre de Recherches Mathématiques, Université dé

Montréal, Montréal.

BERAN, R. und MILLAR, R.W. (1987) Stochastic estimation and testing. Ann. Stat.
15, 1131-1154.

BEesT, D.J. und RAYNER, J.C.W. (1987). Welch’s approximate solution for the
Behrens-Fisher problem. Technometrics 29, 205-210.

BickEL, P.J. und FREEDMAN, D.A. (1981). Some asymptotic theory for the boot-
strap. Ann. Statist. 9, 1196-1217.

BickEL, P.J., GOTZE, F. und vaN ZWET, W.R. (1997). Resampling fewer than n

observations: Gains, losses, and remidies for losses. Stat. Sin. 7, No. 1, 1-31.

BILLINGSLEY, P. (1968). Convergence of probability measures. John Wiley & Souns,
New York.

BILLINGSLEY, P. (1986). Probability and Measure. Wiley Series in Probability and
Mathematical Statistics. John Wiley & Sons, New York.

CHERNOFF, H. und TEICHER, H. (1958). A central limit theorem for sums of inter-
changeable random variables. Ann. Math. Stat. 29, 118-130.

156



[27]

[28]

[29]

[30]

CsOraO, M., CsOrRGO, S., HORVATH, L. und MAsoN, D.M. (1986). Normal and

stable convergence of integral functions of the empirical distribution function. Ann.
Probab. 14, 86-118.

CsORGO, S., HAUSLER, E. und MasoN, D.M. (1988). A probabilistic approach to
the asymptotic distribution of sums of independent, identically distributed random
variables. Adv. Appl. Math. 9, No. 3, 259-333.

CsOrGH, S. und MasoN, D.M. (1989). Bootstrapping empirical functions. Ann. Stat.
17, No. 4, 1447-1471.

CUESTA-ALBERTOS, J.A. und MATRAN, C. (1998). The asymptotic distribution of the
bootstarp sample mean of an infinitesimal array. Ann. Inst. Henri Poincare, Probab.
Stat. 34, No. 1, 23-48.

DavisoN, A.C. und HINKLEY, D.V. (1994). Applying the bootstrap: An example.
Resen. Inst. Mat. Estat. Univ. Sao Paulo 1, No. 2-3, 283-304.

DavisoN, A.C. und HINKLEY, D.V. (1997). Bootstrap methods and their application.
Cambridge Series on Statistical and Probabilistic Mathematics. Cambridge University
Press, Cambridge.

DavisoN, A.C., HINKLEY, D.V. und SCHECHTMAN, E. (1986). Efficient bootstrap
simulation. Biometrika 73, 555-566.

DEHEUVELS, P., MAsoN, D.M. und SHORACK, G.R. (1993). Some Results on the
influence of extremes on the bootstrap. Ann. Inst. Henri Poincare, Probab. Stat. 29,
No. 1, 83-103.

Do, K.A. (1992). A simulation study of balanced and antithetic bootstrap resampling
methods. J. Statist. Comput. Simul. 40, 153-166.

DubpLEY, R.M. (1968). Distances of probability measures and random variables. Ann.
Math. Stat. 39, 1563-1572.

DUuDLEY, R.M. (1989). Real Analysis and Probability. Wadsworth & Brooks/Cole,

Pacific Grove.

ErFrON, B. (1979). Bootstrap Methods: Another Look at the Jacknife. Ann. Stat. 7,
1-27.

FISHER, R.A. (1935). The Design of Experiments. Oliver and Boyd, Edingbourgh.

FISHER, R.A. (1936). The fiducial argument in statistical inference. Ann. Eugen. 6,
391-422.

FISHER, R.A. (1939). The comparision of samples with possibly unequal variances.
Ann. Fugen. 9, 174-180.

157



LITERATURVERZEICHNIS

[42]

[43]

[52]

[53]

[54]

F1sz, M. (1962). Infinitely divisible distributions: Recent results and applications. Ann.
Math. Stat. 33, 68-84.

FLINGER, M.A. und PorLICELLO, G.E. (1981). Robust rank procedures for the
Behrens-Fisher problem. J. Am. Stat. Assoc. 76, 162—168.

Fung, K.Y. (1979). A Monte Carlo study of the studentized Wilcoxon statistic for
the Behrens-Fisher problem. J. Statist. Comput. Simul. 10, 15-24.

GANSSLER, P. und STUTE, W. (1977). Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer-Verlag,

Berlin.

GINE, E. (1996). Lectures on some aspects of the bootstrap. Lectures on probability
theory and statistics. Giné, E. et al. [Hrsg.], Ecole d’ete de probabilities de Saint-Flour
XXVI-1996. Lecture Notes in Mathematics 1665, 37-151, Springer, New York.

GINE, E. und ZINN, J. (1989). Necessary conditions for the bootstrap of the mean.
Ann. Stat. 17, No. 2, 684-691.

GNEDENKO, B.V. und KoLMOGOROV, A.N. (1968). Limit distributions for sums of

independent random variables. Addison-Wesley, Mass.

GREENWOOD, J.A. und HARTLEY, H.O. (1962) Guide to tables in mathematical sta-

tistics. Princeton Univ. Press, New York.

HAJEK, J. (1961). Some extensions of the Wald-Wolfowitz-Noether theorem. Ann.
Math. Stat. 32, 506-523.

HAJEK, J. (1968). Asymptotic normality of simple linear rank statistics under alter-
natives. Ann. Math. Stat. 39, 325-346.

HAJEK, J. (1969). A course in nonparametric statistics. Holden-Day, San-Francisco.

HAJEK, J., SIDAK, Z. und SEN, P.K. (1999). Theory of rank tests. Academic Press,
Orlando.

HALL, P. (1989). Antithetic resampling for the bootstrap. Biometrika 76, No. 4, 713
724.

HALL, P. (1990). Asymptotic properties of the bootstrap of heavy-tailed distributions.
Ann. Probab. 18, No. 3, 1342-1360.

HALL, P. (1997). The Bootstrap and Edgeworth Expansion. Springer Series in Stati-
stics. Springer-Verlag, New York.

HALL, P. und MAMMEN, E. (1994). On general resampling algorithms and their per-
formance in distribution estimation. Ann. Stat. 22, No. 4, 2011-2030.

158



[58]

[59]

[60]

HaLL, P. und MARTIN, M. (1988). On the bootstrap and two-sample problems. Aus-
tral. J. Stat. 30A, Spec. Issue, 179-192.

HALL, P. und WILsON, S.R. (1991). Two guidelines for bootstrap hypothesis testing.
Biometrics 47, 757-762.

HAMMERSLEY, J.M. und HaNDscoMB, D.C. (1975). Monte Carlo Methods. Methuen
& Co LTD, London.

HEBBEN, H. (1996). Studentisierte Permutationstests fiir Mehrstichprobenprobleme.
Diplomarbeit, Univ. Diisseldorf.

HEBBEN, H. (1998). Studentisierte Permutationstests fiir ein verallgemeinertes
Behrens-Fisher-Problem bei wverschiedenen Datenerhebungsstrategien. Dissertation,

Universitat Diisseldorf.

Hu, T.-C. und TAYLOR, R.L. (1997). On the strong law for arrays and for the boot-
strap mean and variance. Int. J. Math. Math. Sci. 20, No. 2, 375-382.

HUBER, P.J. (1981). Robust Statistics. John Wiley & Sons, New York.

Huskova, M. (1995). Rank statistics approach in generalized bootstrap. Kybernetika
31, No. 3, 293-296.

HuSkova, M., BERAN, R. und DUPAC, V. [Hrsg.| (1998). Collected works of Jaroslav
Héjek — With commentary. Wiley Series in Probability and Statistics. John Wiley &
Sons, New York.

JANSSEN, A. (1994). Sums of independent triangular arrays and extreme order stati-
stics. Ann. Probab. 22, No. 4, 1766-1793.

JANSSEN, A. (1997). Studentized permutation tests for non-i.i.d. hypotheses and the
generalized Behrens-Fisher problem. Stat. Prob. Letters 36, No. 1, 9-21.

JANSSEN, A. (1999). Testing nonparametric statistical functionals with application to
rank tests. J. Stat. Planning and Inference 81, No. 1, 71-93.

JANSSEN, A. (2000). Invariance principles for sums of extreme sequential order statis-
tics attracted to Lévy processs. Stoch. Proc. Appl. 85, 255-277.

JANSSEN, A. (2002). Resampling Student t-type statistics. (Preprint).

JANSSEN, A. und PauLs, T. (2002). How do bootstrap and permutation tests work?
(erscheint in Ann. Stat.).

JANSSEN, A. und PauLs, T. (2002). A Monte Carlo comparison of studentized boot-

strap and permutation tests for heteroscedastic two-sample problems. (Preprint).

159



LITERATURVERZEICHNIS

[85]

[36]

JOockeL, K.-H. (1982). Eigenschaften und effektive Anwendung von Monte-Carlo-

Tests. Dissertation, Universitdt Dortmund.

JOCkEL, K.-H. (1986). Finite sample properties and asymptotic efficiency for Monte
Carlo tests. Ann. Stat. 14, 336-347.

JOHNSON, N. und KoTz, S. (1969). Distributions in Statistics. Discrete Distributions.
Houghton Mifflin, Boston.

KHINTCHINE, A. (1937). Zur Theorie der unbeschriinkt teilbaren Verteilungsgesetze.
Math. Sborn. 44(2), 79-117.

KINATEDER, J. (1992). An invariance principle applicable to the bootstrap. In: LePage,
R. and Billard, L. (ed.): Exploring the limits of Bootstrap. John Wiley & Sons, New
York, 157-181.

KNIGHT, K. (1989). On the bootstrap of the sample mean in the infinite variance case.
Ann. Stat. 17, No. 3, 1168-1175.

LEHMANN, E.L. (1986). Testing Statistical Hypotheses. John Wiley & Sons, New York.

LEPAGE, R., WOODROOFE, M. und ZINN, J. (1981). Convergence to a stable distri-
bution via order statistics. Ann. Probab. 9, 624-632.

LINNIK, Y.W. (1975). Problems of Analytical Statistic. Statistical Publishing Society,

London.

Liu, R. (1988). Bootstrap procedures under some non-i.i.d. models. Ann. Stat. 16,
No. 4, 1696-1708.

MaMMEN, E. (1989). Asymptotics with increasing dimension for robust regression
with applications to the bootstrap. Ann. Stat. 17, No. 1, 382-400.

MAMMEN, E. (1992). When does bootstrap work? Asymptotic Results and Simulations.
Lecture Notes in Statistics 77, Springer-Verlag, New York.

MaMMEN, E. (1992). Bootstrap, wild bootstrap, and asymptotic normality. Probab.
Theory Relat. Fields 93, No. 4, 439-455.

MAMMEN, E. (1993). Bootstrap and wild bootstrap for high dimensional linear models.
Ann. Stat. 21, No. 1, 255-285.

MaMMEN, E. (1993). Bootstrap, Wild Bootstrap and generalized Bootstrap. Preprint,
Institut fiir Mathematik, Humboldt-Universitit Berlin.

MasoN, D.M. und NEwTON, M.A. (1992) A rank statistic approach to the consis-
tency of a general bootstrap. Ann. Stat. 20, No. 3, 1611-1624.

160



[90] MaAsoN, D.M. und SHAO, Q.-M. (2001). Bootstrapping the Student t-statistic. Ann.
Prob. 29, 1435-1450.

[91] MEERSCHAERT, M.M. und SCHEFFLER, H.-P. (2001). Limit Distributions for Sums
of independent Random Vectors. John Wiley & Sons, New York.

[92] MEISE, R. und Voart, D. (1992). Einfihrung in die Funktionalanalysis. Vieweg stu-

dium, Braunschweig.

[93] METHA, J.S. und SRINIVASAN, R. (1970). On the Behrens-Fisher problem. Biometrika
57, 649-655.

[94] PALLINI, A. und PESARIN, F. (1996). Resampling Techniques for Testing mon-
parametric Hypotheses. 8th international summer school on probability theory and
mathematical statistics, CLEUP, Padova.

[95] PauLs, T. (1998). Zentrale Grenzwertsitze fiir Bootstrap- und Permutationstests. Di-

plomarbeit, Universitdt Diisseldorf.

[96] PESARIN, F. (2001). Multivariate Permutation Tests: With Applications in Biostati-
stics. John Wiley & Sons, New York.

[97] PETROV, V.V. (1995). Limit Theorems of Probability Theory. Clarendon Press, Ox-
ford.

[98] PFANZGAL, J. (1974). On the Behrens-Fisher problem. Biometrika 61, 39-47.

[99] PrTMAN, E.J.G. (1937). Significance tests which may be applied to samples from any
populations. J. R. Stat. Soc. 4, Suppl., 119-130.

[100] PrTMAN, E.J.G. (1937). Significance tests which may be applied to samples from any
populations. II. The correlation coefficient test. J. R. Stat. Soc. 4, Suppl., 225-232.

[101] PrrMaN, E.J.G. (1938). Significance tests which may be applied to samples from any
populations. III. The analysis of variance test. Biometrika 29, 322-335.

[102] PoLLAK, M. (1972). A note on infinitely divisible random vectors. Ann. Math. Stat.
43, 673-675.

[103] PoTTHOFF, R.F. (1963). Use of the Wilcoxon statistic for a generalized Behrens-
Fisher problem. Ann. Math. Stat. 34, 1596-1599.

[104] PRAESTGAARD, J. und WELLNER, J.A. (1993). Exchangeably weighted bootstraps
of the general empirical process. Ann. Probab. 21, No. 4, 2053—-2086.

[105] PUTTER, H. (1994). Consistency of Resampling Methods. Dissertation, Universitéit
Leiden.

161



LITERATURVERZEICHNIS

[106] PUTTER, H. und VAN ZWET, W.R. (1996). Resampling: Consistency of substitution
estimators. Ann. Stat. 24, No. 6, 2297-2318.

[107) PUTTER, H. und vAN ZWET, W.R.. (1996). On a set of the first category. In: Festschrift
for Lucien LeCam, Springer-Verlag, New York.

[108] RAikov, D.A. (1938). On the connection between the central limit law of probability
theory and the law of large numbers. Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Mat. 2, 323-338.

[109] Rao, C.R. (1999). Statistics and Truth. Putting chance to work. World Scientific,

Singapore.

[110] REIss, R.-D. (1989). Approzimate distributions of order statistics. With applications

to nonparametric statistics. Springer-Verlag, New York.
[111] RuBiN, D.B. (1981). The Bayesian bootstrap. Ann. Stat. 9, 130-134.

[112] RusT, S.W. und FLINGER, M.A. (1984). A modification of the Kruskal-Wallis stati-
stic for the generalized Behrens-Fisher problem. Commun. Stat. Theory Methods 13,
2013-2027.

[113] RvACEvA, E. (1962). On domains of attraction of multidimensional distributions.
Select. Transl. Math. Stat. Prob. 2, 183-205.

[114] Samawi, H.M., WooDWORTH, G.G. und AL-SALEH, M.F. (1996). Two-sample im-
portance resampling for the bootstrap. Metron 54, No. 3—4, 141-156.

[115] SEPANSKI, S.J. (1994). Necessary and sufficient conditions for the multivariate boot-
strap of the mean. Stat. Probab. Lett. 19, No. 3, 205-216.

[116] SEPANSKI, S.J. (1996). Asymptotics for multivariate ¢-statistic for random vectors in
the generalized domain of attraction of the multivariate normal law. Stat. Probab. Lett.
30, No. 2, 179-188.

[117] SHAO, J. und Tu, D. (1996). The Jackknife and Bootstrap. Springer Series in Stati-
stics. Springer-Verlag, New York.

[118] SHORACK, G.R. (1996). Linear rank statistics, finite sampling, permutation tests and
Winsorizing. Ann. Stat. 24, No. 3, 1371-1385.

[119] SiNGH, K. (1981). On the asymptotic accuracy of Efron’s bootstrap. Ann. Stat. 9,
1187-1195.

[120] SKOROHOD, A.V. (1956). Limit theorems for stochastic processes. Theor. Probab.
Appls. 1, 261-290.

[121] SWANEPOEL, J.W.H. (1986). A note on proving that the (modified) bootstrap works.
Commun. Stat., Theory Methods 15, 3193-3203.

162



[122] WANG, Y.Y. (1971). Probabilities of the type I error of the Welch tests for the
Behrens-Fisher problem. J. Am. Stat. Assoc. 66, 605—608.

[123] WELCH, B.L. (1937). The significance of the difference between two means when the

population variances are unequal. Biometrika 29, 350-362.

[124] WELCH, B.L. (1947). The generalization of Student’s problem when several different

population variances are involved. Biometrika 34, 28-35.

[125] WELLNER, J.A. (2001). Some converse limit theorems for exchangeable bootstraps.
In: deGunst et al. [Hrsg.|: State of the Art in Probability and Statistics, Festschrift for
Willem R. van Zwet, IMS Lecture Notes 36.

[126] WENG, C.S. (1989). On a second-order asymptotic property of the Bayesian bootstrap
mean. Ann. Stat. 17, No. 2, 705-710.

[127) WiTTING, H. (1985). Mathematische Statistik I. Parametrische Verfahren bei festem
Stichprobenumfang. B.G. Teubner, Stuttgart.

[128] WITTING, H. und MULLER-FUNK, U. (1995). Mathematische Statistik II. Asymptoti-
sche Statistik: Parametrische Modelle und nichtparametrische Funktionale. B.G. Teub-
ner, Stuttgart.

[129] WITTING, H. und NOLLE, G. (1970). Angewandte Mathematische Statistik. Optimale
finite und asymptotische Verfahren. B.G. Teubner, Stuttgart.

[130] WOLF-OSTERMANN, K. (1997). Bootstrap-Testverfahren fiir Lokationsparameter uni-

variater Verteilungen. Dissertation, Universitdt Dortmund.

[131] YueEN, K.K. (1974). The two-sample trimmed ¢ for unequal population variances.
Biometrika 61, 165—170.

[132] ZHENG, T. und Tu, D. (1988). Random weighting method in regression models. Sci.
Sin., Ser. A 31, No. 12, 1442-1459.

163



Personliche Daten

geboren am
in
Staatsangehorigkeit

Familienstand
Ausbildung

seit 03/99

03/99

10/92

1992

1989-1992
1986-1989
1983-1986
1979-1983

Beschiftigung

seit 04/99

10/98-03/99

Lebenslauf

05. August 1973
Monheim am Rhein
deutsch

verheiratet

Promotionsvorhaben in Mathematik an der
Heinrich-Heine-Universitat Diisseldorf

(gefordert durch ein DFG-Forschungsprojekt)
Erlangung des Grades eines Diplom-Mathematikers
an der Heinrich-Heine-Universitdt Diisseldorf
Studienschwerpunkt: Mathematische Statistik
Thema der Diplomarbeit: Zentrale Grenzwertsétze
fiir Bootstrap- und Permutationstests

Beginn des Studiums der Mathematik an der
Heinrich-Heine-Universitat Diisseldorf

Abitur

Landrat-Lucas-Gymnasium, Leverkusen
Realschule Gorrestrafle, Leverkusen
Lise-Meitner-Gymnasium, Leverkusen

St. Stephanus Grundschule, Leverkusen

Wissenschaftlicher Angestellter am Lehrstuhl fiir
Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeits-
theorie der Heinrich-Heine-Universitéit Diisseldorf

Studentische Hilfskraft am Lehrstuhl fiir Mathema-
tische Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie der

Heinrich-Heine-Universitat

164

17. Januar 2003






