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Vorwort

”The Baron had fallen to the bottom of a deep lake. Just

when it looked like all was lost, he thought to pick himself up

by his own bootstrap.”

R. E. Raspe; The Adventures of Baron Munchausen

In der mathematischen Statistik besitzen nichtparametrische Verfahren zur

Bestimmung unbekannter Parameter einen großen Stellenwert. Beim Testen

von nichtparametrischen Hypothesen geht es darum, geeignete kritische Werte

zu bestimmen. In dieser Arbeit sollen dazu sog. Resampling-Verfahren verwen-

det werden. Diese fallen unter die Klasse der computergestützten Methoden,

mit deren Hilfe ad hoc datenabhängige Schätzer bestimmt werden können. Ei-

ne Verwendung solcher Verfahren beruht insbesondere darauf, dass zunehmend

in allen Bereichen, in denen statistische Verfahren zur Entscheidungsfindung

herangezogen werden, immer leistungsfähigere Computer zur Verfügung ste-

hen.

”
Resampling-Verfahren und ihre Anwendungen in der nichtparametrischen

Testtheorie“ entstand während meiner Tätigkeit als wissenschaftlicher Ange-

stellter am Lehrstuhl für Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeits-

theorie der Heinrich-Heine-Universität Düsseldorf.

An dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. Dr. A. Janssen danken, der mir die

Möglichkeit gab, diese Arbeit zu erstellen. Seine wertvollen Hinweise und die

stete Diskussionsbereitschaft haben zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen.

Ein herzlicher Dank gebührt Herrn Prof. Dr. K. Janßen und Herrn Prof. Dr.

E. Mammen für die Übernahme und Erstellung der weiteren Gutachten.

Meinen Eltern, die mir durch ihre tatkräftige Unterstützung das Studium

ermöglichten, gilt mein aufrichtiger Dank.

Ein ganz besonderer Dank gilt meiner Frau Tanja Kraski. Sie hat mich
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während meines Vorhabens stets dazu ermutigt, nicht aufzugeben und durch

ihre ständige Motivation diese Arbeit in ihrer vorliegenden Form erst ermöglicht.

Auch möchte ich all denjenigen danken, die die Zeit gefunden haben meine Ar-

beit auf Fehler zu durchsuchen.
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B.1 Lévy-Khintchine Formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

B.2 Konvergenz gegen unendlich teilbare Verteilungen . . . . . . . . 141

B.3 Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Konvergenz

gegen unendlich teilbare Verteilungsklassen . . . . . . . . . . . . 142

B.4 Konvergenz gegen eine Normalverteilung . . . . . . . . . . . . . 144

IV



Inhaltsverzeichnis

B.5 Quantildarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Tabellenverzeichnis 149

Abbildungsverzeichnis 151

Algorithmenverzeichnis 153

Literaturverzeichnis 155

V



Inhaltsverzeichnis

VI



Symbol- und

Abkürzungsverzeichnis

Im Folgenden sind alle in dieser Arbeit verwendeten Symbole und Abkürzungen

aufgeführt. Symbole, die nur vereinzelt verwendet werden, sind an dieser Stelle

nicht berücksichtigt. Die optionalen Zahlen geben die Seiten an, in denen einem

Symbol erstmalig eine Bedeutung zugewiesen wird.

Symbole

:= wird definiert als

≡ ist konstant gleich

∀,∃,⇔,⇒ übliche logische Symbole

∈, 6∈,⊂,∩,∪, c, \ übliche Mengenoperationen

µ1 ? µ2 Faltung zweier Maße µ1 und µ2

ξ ∼ µ L(ξ) = µ

< ·, · > Euklidisches Skalarprodukt, S. 95

‖ · ‖ Euklidische Norm, S. 95

‖ · ‖p Lp-Norm

‖ · ‖∞ Supremumsnorm

[x] Gaußklammer, größte ganze Zahl ≤ x

a ∧ b := min{a, b}
a ∨ b := max{a, b}
2 Ende einer Bemerkung

� Ende eines Beweises

εx Einpunktmaß

λλ Lebesgue-Maß über (R,B)
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Symbol- und Abkürzungsverzeichnis

1A Indikatorfunktion der Menge A

B(n, p) Binomialverteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit p

B,B(Rd) Borelsche Mengen auf Rd

Cb(S) Menge aller stetigen und beschränkten Funktionen

auf einem metrischen Raum (S, d), S. 135

const Konstant

Cov(X, Y ) Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y

E(X) Erwartungswert einer Zufallsvariablen X

ei i-ter Einheitsvektor im Rd

F Verteilungsfunktion

F−1 Quantilfunktion

i imaginäre Einheit, i2 = −1

I Einheitsmatrix

limn→∞ lim supn→∞

limn→∞ lim infn→∞

L(g(X) | P) Verteilung von g(X) unter P

L(g(X) | Y ) bedingte Verteilung von g(X) gegeben Y

M1(Ω) := M1(Ω,A) Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf einem

Messraum (Ω,A), S. 22

Mult(n, (p1, . . . , pn)) Multinomialverteilung

N(µ, σ2) Normalverteilung mit Erwartungswert µ und Varianz σ2

N, N0 {1, 2, . . . }, {0, 1, . . . }
(Ω,A,P) zugrundeliegender Wahrscheinlichkeitsraum

o(·) Landau-Symbol

P, Pϑ Wahrscheinlichkeitsmaß

Q Menge der rationalen Zahlen

R,R+ Menge der reellen bzw. positiven reellen Zahlen

supp(T ) Träger einer Funktion T

S := {ϕ ∈ L2(0, 1) : ϕ monoton nicht-fallend, ‖ϕ‖2 ≤ 1}
Sn symmetrische Gruppe der Dimension n

t Transposition

Var(X) Varianz einer Zufallsvariablen X

Xi:n i-te Orderstatistik von X1, . . . , Xn

Xn
P−→ X P-stochastische Konvergenz

Pn
w−→ P schwache Konvergenz, S. 135
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Xn
D−→ X Verteilungskonvergenz, S. 135

Xn → X P-f.s. P-fast sichere Konvergenz

Xn → X P-stoch. P-stochastische Konvergenz

Fn ⇒ F (Fn)n∈N konvergiert vollständig gegen F , S. 142

X
D
= Y L(X) = L(Y )

Abkürzungen

bzgl. bezüglich

bzw. beziehungsweise

d.h. das heißt

et al. et alii (und andere)

f. folgende
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Kapitel 1

Einleitung

Die grundlegende Aufgabe der statistischen Analyse ist es, Informationen aus

einem Datensatz zu gewinnen, vgl. Rao [109]. Solche Datensätze werden als

Realisierungen x = (x1, . . . , xn) einer Zufallsvariablen X auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum (Ω,A,P) angesehen. Im Allgemeinen basiert die statisti-

sche Analyse dabei auf von X abhängigen Statistiken T := T (X). Ziel ist

es, Aussagen über die Verteilung PT bzw. über deren Parameter zu treffen.

Häufig finden solche Untersuchungen unter der Annahme eines strikten pa-

rametrischen Modells statt. Da jedoch eine solche Annahme in vielen Situa-

tionen nicht realistisch ist, versucht man dafür verteilungsfreie Verfahren zu

entwickeln.

In der mathematischen Literatur finden sich eine Vielzahl solcher nicht-

parametrischer Methoden. Eine wichtige Klasse ist die der sog. Resampling-

Verfahren. Dabei versteht man unter einem Resampling-Verfahren eine sta-

tistische Methode, die auf Basis einer Ausgangsstichprobe x = (x1, . . . , xn)

durch wiederholtes Erzeugen einer neuen Stichprobe nach einem vorgeschrie-

benem Muster Informationen über die Zusammensetzung der zugrundeliegen-

den Verteilung liefert. Die bekanntesten Methoden sind hierbei Bootstrap- und

Permutationsverfahren.

Das Bootstrap-Verfahren wurde erstmals von Efron [38] vorgeschlagen.

In Fällen, in denen sich naheliegende Schätzer nicht explizit berechnen lassen,

sollen diese mithilfe von sog. Monte-Carlo-Verfahren approximiert werden.

Die Idee des Bootstrap-Verfahrens besteht darin, das ursprüngliche Zu-

fallsexperiment, welches zu einer Stichprobe x = (x1, . . . , xn) geführt hat, zu

simulieren. Dazu wird die vorliegende Stichprobe als neue Grundgesamtheit
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Einleitung

betrachtet, aus der in analoger Weise zum ersten Zufallsexperiment wiederum

Stichproben gezogen werden. Die interessierenden Fragestellungen bzgl. der

wahren Verteilung werden dann anhand der simulierten Stichprobe ausgewer-

tet. Da hier alle Rahmenbedingungen des Experiments bekannt sind, können

an dieser Stelle Aussagen getroffen werden. Man hofft, dass sich die in dem

simulierten Modell erzielten Ergebnisse nun auf das ursprüngliche Zufallsex-

periment übertragen lassen.

Bei diesem Vorgehen wird versucht, den unbekannten datenerzeugenden

Mechanismus aus den zur Verfügung stehenden Daten zu rekonstruieren, in-

dem man die unbekannte zugrundeliegende Verteilung PF mit zugehöriger Ver-

teilungsfunktion F durch eine direkt aus den Daten geschätzte Verteilung PF̂

ersetzt.

Trifft man keine spezielle Verteilungsannahme und wählt als Schätzer der

Verteilung PF die empirische Verteilung PF̂n
mit empirischer Verteilungsfunk-

tion F̂n, so spricht man vom nichtparametrischen Bootstrap. In diesem

Fall wird die neue Stichprobe durch Ziehen mit Zurücklegen aus der Grund-

gesamtheit gewonnen. Schränkt man die unbekannte Verteilung PF auf eine

spezielle Klasse – z.B. der Klasse der Normalverteilungen – ein, so führt die

Einbeziehung dieser zusätzlichen Information zur Konstruktion eines parame-

trischen Bootstrap.

Da sich diese Arbeit im wesentlichen mit nichtparametrischen Fragestel-

lungen befasst, soll an Stellen, in denen vom gewöhnlichen Bootstrap ge-

sprochen wird, stets die nichtparametrische Variante gemeint sein.

Beim Permutationsverfahren werden, insbesondere in der Testtheorie,

die gesuchten Parameter anhand der Permutationsverteilung bestimmt. Diese

nichtparametrische Methode wurde erstmals von Fisher [39] und Pitman

[99, 100, 101] zur Bestimmung entsprechender Verteilungen verwendet. Dabei

werden die neuen Stichproben entgegen den Bootstrap-Verfahren durch Ziehen

ohne Zurücklegen gewonnen, d.h. man wählt eine Permutation τ ∈ Sn aus der

symmetrischen Gruppe Sn und bestimmt die zugehörige Verteilung bzw. deren

Parameter aus xτ := (xτ(1), . . . , xτ(n)).

Ziel dieser Arbeit ist es, diese beiden und weitere in der Literatur auftre-

tende Methoden in einer umfassenden Theorie zusammenzuführen. Die Un-

tersuchungen beziehen sich dabei auf Aussagen in Form von bedingten und

unbedingten Grenzwertsätzen, die ihre Motivation in der asymptotischen Test-
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theorie finden und dort eine wesentliche Rolle spielen.

Ausgangspunkt ist eine Arbeit von Mason und Newton [89], in der

lineare Bootstrap-Statistiken als durch austauschbare Variablen gewichtete

Summen der Ausgangsstichprobe dargestellt werden, vgl. auch Huškova [65].

Überraschenderweise erfolgen die Beweise mittels Hájek’s Ergebnisse über das

asymptotische Verhalten einfacher linearer Rangstatistiken, vgl. hierzu Hájek,

Šidák und Sen [53] sowie Huškova, Beran und Dupač [66].

In dieser Arbeit lassen sich die betrachteten Resampling-Statistiken in ge-

meinsamer Form als gewichtete Summen durch

T ∗n := k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn) (1.1)

darstellen, wobei (Xn,i)i≤k(n) ein beliebiges Dreiecksschema von Zufallsvaria-

blen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) und (Wn,i)i≤k(n) ein von

(Xn,i)i≤k(n) unabhängiges Dreiecksschema von Gewichtsfunktionen auf einem

neuem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃) bezeichnen. Die einzelnen Resampling-

Verfahren werden hierbei durch unterschiedliche Gewichte (Wn,i)i≤k(n) charak-

terisiert.

Bei der Untersuchung entsprechender Limesverteilungen spielt die Theorie

über unendlich teilbare Maße eine entscheidende Rolle, vgl. hierzu Araujo

und Giné [1] sowie Gnedenko und Kolmogorov [48]. Dabei zeigt sich,

dass die Grenzvariablen als Summe zweier Partialsummen und einer unendlich

teilbaren Verteilung darstellbar sind.

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil liefert die theo-

retischen Ergebnisse in Form bedingter und unbedingter Grenzwertsätze für

allgemeine Dreiecksschemata (Xn,i)i≤k(n) von Zufallsvariablen. Die hier vor-

gestellten Ergebnisse finden sich zum Teil in Janssen und Pauls (2002). Im

zweiten Teil wird die Gültigkeit der erzielten Ergebnisse für finite Stichproben-

umfänge überprüft. Dazu werden Monte-Carlo-Simulationen für verschiedene

Testsituationen durchgeführt. Die Struktur beider Teile ist wie folgt:

Die Kapitel 2 und 3 befassen sich mit der Motivation und Definition allge-

meiner Resampling-Verfahren und den daraus resultierenden Resampling-Tests

als bedingte Tests gegeben den Daten. Als zentrale Aussage erhält man ein

Lemma, welches unter allgemein gültigen Modellvoraussetzungen die asympto-

tische Äquivalenz des Resampling-Tests und des asymptotischen Tests liefert.
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Diese Überlegungen rechtfertigen die Behandlung allgemeiner Grenzwertsätze

für Resampling-Statistiken der Form (1.1).

In Kapitel 4 werden bedingte und unbedingte Grenzwertsätze für allgemei-

ne Resampling-Statistiken der Form (1.1) hergeleitet. Dabei sind die Aussagen

zunächst unabhängig von der speziellen Wahl der Resampling-Verfahren und

somit unabhängig von speziellen Gewichtsfunktionen (Wn,i)i≤k(n).

Die Beweise erfolgen in Anlehnung an Mason und Newton [89] mithilfe

von Aussagen über einfache lineare Rangstatistiken, vgl. Hájek, Šidák und

Sen [53]. Dabei zieht man sich zunächst auf den Fall deterministischer Zufalls-

variablen zurück und zeigt hier die Gültigkeit der entsprechenden Aussagen für

lineare Rangstatistiken mit zufälligen Scores. Als Anwendung findet man im

Fall konvergenter Summen unabhängiger Zufallsvariablen Konvergenzaussagen

für Resampling-Statistiken.

Bei der Darstellung entsprechender Limesvariablen spielen Aussagen über

unendlich teilbare Maße und ihre Darstellung mithilfe der Lévy-Khintchine-

Formel, vgl. Anhang B, eine entscheidende Bedeutung. Ein wichtiges Hilfsmit-

tel ist dabei die Konstruktion eines kompakten metrischen Raumes S. Hierauf

lassen sich durch die Resampling-Gewichte (Wn,i)i≤k(n) Folgen von Treppen-

funktionen definieren, deren Limesfunktionen Teile der Grenzvariablen bilden.

In Kapitel 5 werden genaue Bedingungen für die Konsistenz des Bootstrap-

Stichprobenmittels gegeben. Dabei werden die in Kapitel 4 angegebenen Nor-

mierungsbedingungen überprüft und die Form möglicher Grenzvariablen un-

tersucht.

Kapitel 6 liefert weitere Beispiele von Resampling-Gewichten. Neben be-

kannten Verfahren wie Bayesian-Bootstrap und double-Bootstrap werden auch

weniger bekannte Methoden wie ein Bootstrap-Verfahren mit zufälligem Stich-

probenumfang betrachtet.

Grenzwertaussagen in Form von Gesetzen der großen Zahlen findet man

in Kapitel 7. Diese werden dazu verwendet, bedingte zentrale Grenzwertsätze

für studentisierte Statistiken herzuleiten, deren Nenner durch das Resampling-

Verfahren berücksichtigt werden.

Eine multivariate Betrachtung der Ergebnisse findet man in Kapitel 8. Hier

werden bedingte Grenzwertsätze für multivariate Resampling-Statistiken for-

muliert und bewiesen. Dabei beschränkt man sich auf den Normalverteilungs-

fall, da hier aus den vorigen Überlegungen bekannt ist, dass unter dieser Vor-
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aussetzung Resampling-Verfahren konsistent sind.

Der zweite Teil dieser Arbeit beschäftigt sich mit der praktischen Umset-

zung der gewonnen Erkenntnisse aus dem ersten Teil. Dabei werden anhand

von Problemen des Behrens-Fisher-Typs Monte-Carlo-Studien durchgeführt.

Kapitel 9 gibt einen kurzen Überblick über die in der Studie verwendeten

Methoden. Neben den im ersten Teil vorgestellten Resampling-Verfahren wird

hier im Falle des gewöhnlichen Bootstrap kurz auf Sampling-Prozeduren ein-

gegangen, mithilfe derer man Monte-Carlo-Approximationen verbessern kann.

Solche Methoden finden ihren Ursprung in der Monte-Carlo-Theorie und wur-

den auf die Situation der Bootstrap-Verfahren übertragen, vgl. Shao und Tu

[117]. In diesem Kapitel findet man auf Basis der theoretischen Ergebnisse von

Jöckel [74, 75] auch eine kurze Darstellung über die Wahl des Resampling-

Umfangs.

In dem sich anschließenden Kapitel 10 werden die erzielten Ergebnissen

in Form von Tabellen, die die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten für

verschiedene Ausgangssituationen angeben, dargestellt und diskutiert.

Eine kurze Zusammenfassung zusammen mit einem Ausblick beschließt

die Arbeit. Hierin werden weitere Anwendungspunkte und Forschungsansätze

beschrieben, die Gegenstand weiterer wissenschaftlicher Untersuchungen sein

sollen.

Ein Appendix liefert einen kurzen Überblick über die in dieser Arbeit ver-

wendeten Hilfsmittel der Verteilungskonvergenz und der Theorie über unend-

lich teilbare Maße.
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Teil I

Resampling-Tests und bedingte

Grenzwertsätze in der

nichtparametrischen Statistik
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Kapitel 2

Resampling-Verfahren

2.1 Motivation

Im Folgenden seien X1, . . . , Xn i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (Ω,A,P) mit unbekannter gemeinsamer Verteilung

P(X1,...,Xn) =: Pn
ϑ, ϑ ∈ Θ.

Bezeichnet Tn(X;ϑ) eine Statistik, welche von X = (X1, . . . , Xn) und dem

unbekanntem Parameter ϑ ∈ Θ abhängt, so ist durch

Hn(x;ϑ) := Pn
ϑ(Tn(X;ϑ) ≤ x)

die Verteilungsfunktion von Tn(X;ϑ) unter Pn
ϑ definiert. Hn(·;ϑ) soll hier

schwach gegen eine asymptotische Verteilungsfunktion HA(·;ϑ) konvergieren.

Im Allgemeinen lässt sich die Verteilungsfunktion Hn(·;ϑ) nicht oder nur

sehr schwer analytisch berechnen. Man benötigt also einen geeigneten Ansatz

diese näherungsweise zu bestimmen, um somit, z.B. im Falle von Testproble-

men, geeignete kritische Werte zu erhalten.

Eine Möglichkeit ist die asymptotische Approximation, bei der die Tat-

sache ausgenutzt wird, dass die Verteilungsfunktion Hn(·;ϑ) schwach gegen

eine Grenzfunktion HA(·;ϑ) konvergiert. Somit kann bei großen Stichproben-

umfängen diese Limesverteilung als Approximation zur Bestimmung kritischer

Werte herangezogen werden. Ein wesentliches Problem an dieser Stelle stellt je-

doch die Abhängigkeit vom unbekannten Parameter dar. Es stellt sich heraus,

dass in vielen Fällen diese Abhängigkeit bei Erhöhung des Stichprobenum-

fangs immer weiter abnimmt, so dass die zu HA(·;ϑ) zugehörige Verteilung

unabhängig von ϑ ist, vgl. Beran und Ducharme [19, S. 6f.].

9



I. Resampling-Tests und Bedingte Grenzwertsätze

In solchen Fällen liegt es nahe als einfache Approximation der unbekannten

Verteilungsfunktion die Funktion HA(·; ϑ̂n) zu wählen. Diese Überlegungen

führen nun zur Bootstrap-Methode von Efron [38].

2.2 Die Bootstrap-Methode

Efron [38] lieferte in seiner Arbeit ein alternatives Verfahren, mit der die un-

bekannte Verteilung mittels der sog. Bootstrap-Verteilungsfunktion bestimmt

wird. Bei dieser Vorgehensweise überspringt man den ersten Schritt der asymp-

totischen Approximation und geht direkt zu einer Schätzung mittels ϑ̂n über.

Definiere neue i.i.d. Zufallsvariablen X∗
1 , . . . , X

∗
n mit gemeinsamer Vertei-

lung Pn
ϑ̂n

= L(X∗
1 , . . . , X

∗
n | X) gegeben den Daten X = (X1, . . . , Xn). Dann

ist die zu Hn(·;ϑ) gehörige Bootstrap-Verteilungsfunktion definiert durch

H∗
n(x) := Pn

ϑ̂n
(Tn(X∗; ϑ̂n) ≤ x | X). (2.1)

Wählt man die empirische Verteilungsfunktion

F̂n :=
1

n

n∑
i=1

1(−∞,x](Xi)

als zugehörigen konsistenten Schätzer, so führt dies zum gewöhnlichen Boot-

strap und es gilt für den Parameterraum

Θ := {F : F Verteilungsfunktion}.

In diesem Fall werden die neuen Bootstrap-Variablen X∗
1 , . . . , X

∗
n durch Zie-

hen mit Zurücklegen aus der Grundgesamtheit X1, . . . , Xn gewonnen. Diese

Überlegungen machen eine Implementierung in ein Computerprogramm rela-

tiv einfach, vgl. Algorithmus 1 auf Seite 106. Auf diese Aussage soll jedoch erst

im zweiten Teil dieser Arbeit genauer eingegangen werden.

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Vorgehensweise bei der Bestim-

mung der Bootstrap-Verteilungsfunktion in einer parametrischen Situation.

Beispiel 2.1 (Parametrischer Bootstrap)

Seien X1, . . . , Xn i.i.d. Zufallsvariablen mit einer gemeinsamen Verteilung

Pn
ϑ := Nn(µ, σ2), dann ist ϑ = (µ, σ2) ∈ R × R+ =: Θ. Wähle als Schätzer

10



Resampling-Verfahren

ϑ̂n := (Xn, S
2
n) mit

Xn :=
1

n

n∑
i=1

Xi und S2
n :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2.

Die Statistik Tn sei gegeben durch

Tn := Tn(X;ϑ) :=
√
n(Xn − µ).

Dann gilt

Hn(x;ϑ) := Pn
ϑ(Tn(X;ϑ) ≤ x) = Φ(

x

σ
),

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Als Bootstrap-Verteilungsfunktion erhält man aus (2.1)

H∗
n(x) := Pn

ϑ̂n
(Tn(X∗; ϑ̂n) ≤ x | X) = Φ(

x

Sn

),

wobei X∗ = (X∗
1 , . . . , X

∗
n) die Bootstrap-Stichprobe mit gemeinsamer Vertei-

lung Pn
ϑ̂n

= Nn(Xn, S
2
n) ist.

Obwohl das Bootstrap-Verfahren eine intuitiv anzuwendende Methode ist,

um unbekannte Verteilungen zu schätzen, muss bei der Durchführung mit Vor-

sicht vorgegangen werden. Das folgende Beispiel zeigt einen Fall, in dem der

gewöhnliche Bootstrap nicht anwendbar ist.

Beispiel 2.2

Sei (Xn)n∈N eine Folge von auf (0, τ), τ > 0, gleichverteilten i.i.d. Zufallsva-

riablen. Unter der Definition

Xn:n := max{X1, . . . , Xn},

zeigt man, dass

n(τ −Xn:n/τ)
D−→ Y für n→∞, (2.2)

wobei Y eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 ist.

An dieser Stelle ist der gewöhnliche Bootstrap im folgenden Sinne nicht

konsistent, vgl. Bickel und Freedman [22, S. 1210]. Bezeichnet X∗
n:n das

Maximum der Bootstrap-Stichprobe X∗
1 , . . . , X

∗
n, so gilt für n→∞, dass

P(Xn:n −X∗
n:n > 0 | X1, . . . , Xn) =

(
1− 1

n

)n
P-stoch.

11
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und somit wegen (1− 1
n
)n → exp(−1) 6= 1

P(n(Xn:n −X∗
n:n)/Xn:n > x | X1, . . . , Xn) 6→ exp(−x) ∀x ≥ 0. (2.3)

Die beiden Gleichungen (2.2) und (2.3) ergeben zusammen, dass in diesem

speziellem Beispiel die Bootstrap-Verteilungsfunktion nicht gegen die korrekte

Limesverteilung konvergiert. Eine Modifikation des gewöhnlichen Bootstrap-

Verfahrens liefert jedoch die gewünschte Konvergenz. Definiert man durch

X∗
1 , . . . , X

∗
m(n) eine neue Stichprobe vom Umfang m(n), welche mit Zurückle-

gen aus der Grundgesamtheit X1, . . . , Xn gezogen wurde, so zeigt Swanepoel

[121], dass wenn für ein 0 < ε < 1 die Beziehung

m(n) = o(n(ε+1)/2/(log n)1/2)

gilt, die Behauptung

P(m(n)(Xn:n −X∗
m(n):m(n))/Xn:n > x | X1, . . . , Xn) → exp(−x) (2.4)

für alle x ≥ 0 und n→∞ fast sicher erfüllt ist. Dabei bezeichnet X∗
m(n):m(n) :=

max{X∗
1 , . . . , Xm(n)} das Maximum der Bootstrap-Stichprobe vom Bootstrap-

Stichprobenumfang m(n).

Deheuvels, Mason und Schorack [34] lieferten in ihrer Arbeit eine

Verfeinerung des Ergebnisses von Swanepoel [121]. Da es sich hier lediglich

um ein Beispiel handelt, soll auf den entsprechenden Beweis verzichtet werden.

Satz 2.3

Angenommen m(n) → ∞ und m(n)/n → 0 für n → ∞, dann gilt (2.4) P-

stochastisch. Ist die Bedingung

(m(n) log log n)/n→ 0 für n→∞

zusätzlich erfüllt, so gilt (2.4) P-f.s.

Beweis. Vgl. Deheuvels, Mason und Schorack [34, Theorem 2.1]. �

Die Frage der Konsistenz von Bootstrap-Schätzern ist ein in der Litera-

tur vielbehandeltes Problem. Beran [14] liefert in seiner Arbeit Bedingungen

unter denen H∗
n(·) eine geeignete Approximation von Hn(·;ϑ) darstellt.

12
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Satz 2.4 (Beran (1984))

Sei (Θ, dΘ) ein metrischer Raum. Angenommen für ε > 0 und ϑ ∈ Θ gilt:

(i) limn→∞P
n
ϑ

(
dΘ(ϑ̂n, ϑ) > ε

)
= 0;

(ii) Für jede Folge (ϑn)n∈N in Θ mit limn→∞ dΘ(ϑn, ϑ) = 0 konvergiere

Hn(·, ϑn) schwach gegen eine Grenzverteilungsfunktion HA(·;ϑ);

(iii) Die Grenzverteilungsfunktion HA(x, ϑ) sei stetig in x für alle ϑ ∈ Θ.

Dann gilt für jedes ε > 0 und ϑ ∈ Θ:

lim
n→∞

Pn
ϑ

(
‖H∗

n(·)−HA(·;ϑ)‖∞ > ε
)

= 0.

Beweis. Vgl. Beran und Ducharme [19, Proposition 1.2]. �

Einen neuen Ansatz über die Konvergenz von Bootstrap-Verteilungsfunk-

tionen lieferte Putter [105] in seiner Dissertation. Dazu werden folgende De-

finitionen benötigt:

Definition 2.5

Sei S ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M ⊂ S heißt nirgends dicht,

falls M keine inneren Punkte hat. M heißt von erster Kategorie in S, falls

M Vereinigung von abzählbar vielen, nirgends dichten Mengen ist. M heißt

von zweiter Kategorie in S, falls M nicht von erster Kategorie in S ist.

Damit ergibt sich:

Satz 2.6 (Putter (1994))

Sei (Θ, dΘ) ein vollständiger metrischer Raum. Angenommen für alle ϑ ∈ Θ

gelten:

(i) Hn(·;ϑ) konvergiere für n → ∞ schwach gegen eine Grenzverteilungs-

funktion HA(·;ϑ);

(ii) Für jedes n ≥ 1 ist Hn(·;ϑ) stetig in ϑ ∈ Θ;

(iii) limn→∞P
n
ϑ(dΘ(ϑ̂n, ϑ) > ε) = 0.

13
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Dann existiert eine Menge E der ersten Kategorie, so dass für alle ϑ ∈ Θ \E

Hn(·; ϑ̂n)
w−→ HA(·;ϑ).

Darüberhinaus ist Θ \ E eine Menge der zweiten Kategorie.

Beweis. Vgl. Putter [105]. �

Beran [18] betrachtet die Frage der Konsistenz der Bootstrap-Verteilung

für allgemeine LAN-Modelle. Dabei liefert Beran für diese spezielle Klasse

statistischer Modelle von der Wahl der Metrik dΘ unabhängige Bedingungen

für die Konsistenz der Bootstrap-Verteilung.

Der zentrale Satz dieser Arbeit besagt, dass die Konvergenz der Bootstrap-

Verteilung gegen die wahre Grenzverteilung äquivalent zu einer LAE-Eigen-

schaft (local asymptotic equivariant) ist, welche eine Verallgemeinerung des

Konzeptes der Regularität von Hájek darstellt, vgl. Beran [18, Theorem 2.1

und 2.2].

Darüber hinaus wird die Supereffizienz eines Schätzers als hinreichende

aber nicht notwendige Bedingung für das Scheitern der Konvergenz angege-

ben, vgl. Beran [18, Theorem 3.2]. Dabei heißt ein Schätzer in einem Punkt

(asymptotisch) supereffizient, falls in diesem die asymptotische Cramér-Rao-

Ungleichung unterschritten wird, vgl. Witting [128, S. 199].

Beispiel 2.7 (Hodges-Schätzer)

Seien Xj, j ∈ N, unabhängig N(ϑ, 1)-verteilte Zufallsvariablen, ϑ ∈ R. Die

Verteilungsklasse P = {N(ϑ, 1) : ϑ ∈ R} ist in jedem Punkt ϑ ∈ R L2(ϑ)-

differenzierbar mit der Fisher-Information I(ϑ) = 1 und für den (ML-)Schätzer

ϑ̂n(x) := x̄n wird die Cramér-Rao-Schranke angenommen. Insbesondere gilt

dann

Lϑ

(√
n(x̄n − ϑ)

) w−→ N
(
0, I(ϑ)−1

)
.

Benutzt man jedoch den für |x̄n| ≤ n−1/4 modifizierten Schätzer

Tn,H :=


bx̄n |x̄n| ≤ n−1/4

für

|x̄n| |x̄n| > n−1/4

(2.5)
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mit b2 < 1, so gilt mit

σ2(ϑ) :=


1 ϑ 6= 0

für

b2 ϑ = 0,

dass

Lϑ

(√
n(Tn,H − ϑ)

) w−→ N
(
0, σ2(ϑ)

)
∀ϑ ∈ R. (2.6)

Die (asymptotische) Cramér-Rao-Schranke I(ϑ)−1 = 1 wird also vom Schätzer

Tn,H in den Punkten ϑ 6= 0 angenommen, dagegen im Punkt ϑ = 0 unterschrit-

ten. Somit ist der Schätzer im Punkt ϑ = 0 (asymptotisch) supereffizient, vgl.

auch Beran [18], Putter [106] und Witting [128, Beispiel 6.32].

Mehr als 10 Jahre nach dem Vorschlag von Efron lieferten Mason und

Newton [89] ein verallgemeinertes Bootstrap-Verfahren zum Beweis

der Konsistenz der empirischen Verteilungsfunktion, der Quantilfunktion so-

wie des Stichprobenmittels. Die Bootstrap-Statistiken werden mittels von der

Stichprobe unabhängigen Gewichtsfunktionen dargestellt. Unter gewissen Re-

gularitätsvoraussetzungen an diese Gewichte lassen sich dann mithilfe von Er-

gebnissen über lineare Rangstatistiken Aussagen über die Konsistenz entspre-

chender Schätzer treffen. Dabei spielt Hájek’s Theorie über einfache lineare

Rangstatistiken eine entscheidende Rolle, vgl. Hájek, Šidák und Sen [53].

Betrachtet man den gewöhnlichen Bootstrap für eine Folge (Xn)n∈N von

i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) und defi-

niert man durch Zn,1, . . . , Zn,n unabhängige auf {1, . . . , n} gleichverteilte Zu-

fallsvariablen, so lassen sich die Bootstrap-Variablen durch

X∗
i = XZn,i

beschreiben. Definiert man Gewichte

Mn,j :=
1

n

n∑
i=1

1{j}(Zn,i), (2.7)

so gilt für den Bootstrap-Mittelwert

X
∗
n :=

1

n

n∑
i=1

X∗
i =

n∑
i=1

Mn,iXi,
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bzw.

n1/2(X
∗
n −Xn) = n1/2

n∑
i=1

(Mn,i − 1/n)Xi.

Somit lässt sich das Bootstrap-Stichprobenmittel als gewichtete Summe in

Abhängigkeit der Gewichtsfunktionen (Mn,i)i≤n und der i.i.d. Zufallsvariablen

X1, . . . , Xn auffassen, vgl. auch Barbe und Bertail [7].

Unter Berücksichtigung von Beispiel 2.2 erhält man durch Abändern des

Stichprobenumfanges der Bootstrap-Stichprobe eine andere Möglichkeit des

Bootstrap-Mittelwertes. In diesem Fall definiert man die Gewichte durch

Mn,j :=
1

m(n)

m(n)∑
i=1

1{j}(Zn,i). (2.8)

Dieses Verfahren wird in der englischsprachigen Literatur
”
m(n) out of n-

Bootstrap” oder kurz
”
m(n)-Bootstrap” genannt.

2.3 Allgemeine Resampling-Verfahren

Ausgehend von den obigen Überlegungen sollen nun allgemeine Resampling-

Verfahren eingeführt werden. Dabei wird die Einschränkung auf i.i.d. Zufalls-

variablen wegfallen. Im Folgenden sei dazu (Xn,i)i≤k(n) ein Dreiecksschema von

Zufallsvariablen auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P). Be-

trachte Statistiken der Form

T ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn), (2.9)

mit einem Dreiecksschema (Wn,i)i≤k(n) von zufälligen Gewichtsfunktionen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃). Die Zufallsvariablen (Xn,i)i≤k(n) und

(Wn,i)i≤k(n) sind in Bezug auf das Produktmaß P⊗P̃ unabhängig. Die Gewichte

sollen im weiteren Verlauf dieser Arbeit die folgenden Generalvoraussetzun-

gen erfüllen:

(E1) Die Komponenten von (Wn,1, . . . ,Wn,k(n)) seien für jedes n ∈ N aus-

tauschbar;

(E2) max
1≤i≤k(n)

|Wn,i −W n| → 0 P̃-stochastisch;
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(E3)

k(n)∑
i=1

(Wn,i −W n)2 → 1 P̃-stochastisch.

Definition 2.8

Statistiken der Form (2.9) heißen (lineare) Resampling-Statistiken mit Ge-

wichtsfunktionen (Wn,i)i≤k(n).

Bemerkung 2.9

Gilt W n = 1
k(n)

∑k(n)
i=1 Wn,i = 0 P̃-f.s., so folgt, dass T ∗n = k(n)1/2

∑k(n)
i=1 Wn,iXn,i

P̃-f.s. 2

Die folgenden Beispiele zeigen, dass sich in diese Definition der Resampling-

Statistiken neben dem gewöhnlichen Bootstrap-Verfahren von Efron [38] eine

Vielzahl weiterer bekannter Methoden einbinden lassen. Dabei unterscheiden

sich die einzelnen Methoden lediglich in der Wahl ihrer Gewichte (Wn,i)i≤k(n).

Weitere Resampling-Verfahren werden ausführlich in Kapitel 6 untersucht.

Beispiel 2.10

(a) (m(n)-Bootstrap) Seien (Mn,1, . . . ,Mn,k(n)) multinomialverteilte Zufalls-

variablen mit Stichprobenumfang m(n) =
∑k(n)

i=1 Mn,i und Auswahlwahrschein-

lichkeiten 1/k(n). Dann sind die m(n)-Bootstrap-Gewichte definiert durch

Wn,i := m(n)1/2
( 1

m(n)
Mn,i −

1

k(n)

)
. (2.10)

In dem Spezialfall, dass m(n) = k(n), erhält man den gewöhnlichen Bootstrap

von Efron [38].

(b) (Permutations-Statistiken) Betrachtet man einfache (lineare) Permu-

tationsstatistiken der Form

Tn = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

cnτ(i)Xn,i,

mit Regressionskoeffizienten (cni)i≤k(n), so sind die zugehörigen Gewichte ge-

geben durch

Wn,i = cnτ(i). (2.11)

Dabei ist τ(·) eine auf der symmetrischen Gruppe Sk(n) gleichverteilte Permu-

tation. Die Gewichte (Wn,i)i≤k(n) erfüllen genau dann die Generalvorausset-
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zungen, wenn diese von den Regressionskoeffizienten erfüllt werden, vgl. auch

Pauls [95, Lemma 4.1].

(c) (Wild-Bootstrap) Liu [83] gibt in ihrer Arbeit ein Bootstrap-Verfahren

für nicht i.i.d. Modelle an, wobei die Resampling-Stichproben so gewählt wer-

den, dass diese die Heteroskedastizität der Originalstichprobe wiederspiegeln.

Während beim gewöhnlichen Bootstrap die Zufallsvariablen X∗
n,1, . . . , X

∗
n,k(n)

durch Ziehen mit Zurücklegen gewonnen werden, so wählt man an dieser Stelle

X∗
n,i := Xn + (Xn,i −Xn)Zn,i,

wobei die (Zn,i)i≤k(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen

mit E(Zn,1) = 0 und Var(Zn,i) = 1 bilden. Die Wild-Bootstrap-Gewichte sind

dann definiert durch

Wn,i = k(n)−1/2Zn,i. (2.12)

Als Spezialfall liefern uns diese Gewichte Bootstrap-Verfahren mit zufälli-

gem Stichprobenumfang, vgl. Mammen [85, S. 14f.] und Abschnitt 6 weiter

unten.
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Kapitel 3

Resampling-Tests

3.1 Motivation und Definition

Resampling-Verfahren werden in der Testtheorie dazu verwendet entsprechen-

de kritische Werte zu bestimmen. Dabei lässt sich die Vorgehensweise durch

folgendes nichtparametrisches Problem motivieren:

Im Folgenden bezeichne H0 eine zusammengesetzte Nullhypothese von Ver-

teilungen und X1, . . . , Xn reellwertige Zufallsvariablen auf einem Messraum

(Ω,A) mit gemeinsamer Verteilung P ∈ H0, sowie Tn := Tn(X) : Ωn → R eine

von X = (X1, . . . , Xn) abhängige Statistik.

Wie schon in Kapitel 1 angesprochen, existiert in vielen Fällen unter H0

ein zentraler Grenzwertsatz sowie ein konsistenter Varianzschätzer Vn für die

asymptotische Varianz von Tn. Dann lässt sich ein einseitiger Tn-Test ϕn für

H0 als asymptotischer α-Niveau-Test durch

ϕn =


1 >

Tn u1−αV
1/2
n

0 ≤
(3.1)

definieren, wobei uα := Φ−1(1−α) das α-Fraktil der Standardnormalverteilung

bezeichnet.

Bei dieser Vorgehensweise tritt in der Praxis jedoch das zentrale Problem

auf, dass der Anwender keinerlei Kontrolle über die wahre Fehlerwahrschein-

lichkeit 1. Art bei festem Stichprobenumfang besitzt und dieser Test lediglich

asymptotisch für große Stichprobenumfänge das gewünschte Niveau einhält.
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Hier werden nun Resampling-Verfahren zur Bestimmung geeigneter kri-

tischer Werte herangezogen. Ziel solcher Verfahren ist es, bezogen auf das

Testproblem, bessere datenabhängige kritische Werte c∗n(α) := c∗n(α|X) zu

bestimmen, so dass eine Kontrolle der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art möglich

wird.

Bezeichnet T ∗n := Tn(X∗) die Resampling-Statistik gegeben den Daten und

H∗
n(·) die zugehörige Verteilungsfunktion unter der Nullhypothese H0, so lässt

sich ein Resampling-Test ϕ∗n, in Anlehnung an Beran [15], wie folgt definieren:

Definition 3.1 (Resampling-Test)

Seien

H∗−1
n (y) := inf{x : H∗

n(x) ≥ y}

H̃∗−1
n (y) := sup{x : H∗

n(x) ≤ y}

die links- bzw. rechtsseitig stetigen inversen Verteilungsfunktionen von H∗
n(·).

Dann ist ein (einseitiger) Resampling-Test als randomisierter bedingter

Test definiert durch

ϕ∗n =


1 >

γ∗ Tn = c∗n(α),

0 <

(3.2)

wobei für den kritischen Wert c∗n(α) des Testes ϕ∗n gilt

H∗−1
n (1− α) ≤ c∗n(α) ≤ H̃∗−1

n (1− α). (3.3)

Bemerkung 3.2

(a) In der Regel wählt man c∗n(α) := H∗−1
n (1− α) als das (1− α)-Quantil der

Resampling-Verteilung unter der Nullhypothese H0.

(b) c∗n(α) und γ∗ := γ∗(X) sind Zufallsvariablen, da diese in Abhängigkeit von

X = (X1, . . . , Xn) bestimmt werden.

(c) Analog lassen sich zweiseitige Resampling-Tests definieren. Für einen zwei-

seitigen Bootstrap-t-Tests vgl. Wolf-Ostermann [130]. 2

Die Wahl der Teststatistik hängt stets von dem betrachteten Modell und

somit von der Wahl der entsprechenden Hypothese ab. In dem folgenden Bei-
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spiel soll eine in der Praxis wichtige Darstellung der Teststatistiken angegeben

werden:

Beispiel 3.3 (Teststatistiken)

Lineare Teststatistiken der Form

Tn = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

cniXn,i (3.4)

spielen in der statistischen Betrachtung eine wichtige Rolle, wobei (cni)i≤k(n)

ein Dreiecksschema von reellen Regressionskoeffizienten bezeichnet. Dabei ha-

ben zwei Spezialfälle eine hervorgehobene Bedeutung, welche in den späteren

Kapiteln immer wieder aufgegriffen werden:

(a) Zweistichprobenstatistiken

Betrachtet man ein Zweistichprobenproblem (X,Y ) mit Gesamtstichproben-

umfang k(n) = n1 +n2, so sind die zugehörigen Regressionskoeffizienten häufig

gegeben durch

cni =
(n1n2

k(n)

)1/2

·

{
− 1

n1
i ≤ n1

1
n2

n1 < i ≤ k(n).
(3.5)

(b) Einstichprobenstatistiken

Regressionskoeffizienten cni = k(n)−1/2 definieren einfache Teststatistiken der

Form

Tn =

k(n)∑
i=1

Xn,i.

Die Behandlung von Resampling-Tests motiviert nun die Betrachtung von

allgemeinen Grenzwertsätzen, da hierdurch das asymptotische Verhalten von

Tests unter Nullhypothesen H0, und später auch unter Alternativen, studiert

werden kann. Hierbei soll die folgende Fragestellung im weiteren Verlauf der

Arbeit im Vordergrund stehen:

Wie funktionieren Resampling-Tests?

Diese steht im engen Zusammenhang mit dem Titel der von Mammen [85]

verfassten Monographie
”
When does bootstrap work?”. Sie ist jedoch in einem
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allgemeinerem Kontext zu verstehen, da Permutationstest basierend auf den

Gewichten aus Beispiel 2.10(b) unter

H0 ⊂ Hprod := {Pn : P ∈M1(Ω,A)}

stets das gewünschte Niveau einhalten, vgl. Lehmann [80]. Dabei bezeich-

net M1(Ω) := M1(Ω,A) den Raum aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf einem

Messraum (Ω,A).

Der Vergleich von bedingten Tests der Form (3.2) mit unbedingten Tests

der Form (3.1) soll in dem folgendem Abschnitt genauer betrachtet werden.

3.2 Asymptotischer Vergleich bedingter und

unbedingter Tests

Nachdem nun Resampling-Tests als bedingte Tests gegeben den Daten moti-

viert wurden, werden diese mit unbedingten Tests der Form (3.1) verglichen.

Dieser Vergleich findet in Form der asymptotischen Äquivalenz zweier Tests

statt, vgl. Witting und Nölle [129, S. 58].

Im Folgenden sei d eine Metrik, die die schwache Konvergenz auf dem Raum

M1(R) metrisiert, vgl. Anhang A. Man betrachte folgendes Modell:

(I) (Unbedingte Konvergenz) Sei P ∈ H0. Die reelle Statistik Tn konver-

giere auf H0 in Verteilung gegen eine Zufallsvariable T . Dabei sei die Vertei-

lungsfunktion FT von T stetig und strikt monoton steigend auf ihrem Träger

supp(FT ).

(II) (Asymptotischer unbedingter α-Niveau Test) Sei ϕn,α ein Test ge-

geben durch unbedingte kritische Werte cn(α) mit

ϕn,α := 1(cn(α),∞)(Tn), (3.6)

so dass EP(ϕn,α) → α für n→∞.

(III) (Bedingter Test) Sei T ∗n eine beliebige Teststatistik mit bedingter Ver-

teilungsfunktion F ∗
n von L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)). Bezeichne mit F ∗−1

n (1−α) =

c∗n(α) = c∗n(α | Xn,1, . . . , Xn,k(n)) das (1−α)-Quantil der bedingten Verteilung

gegeben den Daten Xn,1, . . . , Xn,k(n). Dann ist ein nicht randomisierter beding-

ter Tn-Test gegeben durch

ϕ∗n,α := 1(c∗n(α),∞)(Tn). (3.7)
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Lemma 3.4

Unter den Modellvoraussetzungen (I)-(III) sind folgende Aussagen für n→∞
äquivalent:

(a) EP(|ϕn,α − ϕ∗n,α|) → 0 für alle α ∈ (0, 1);

(b) d
(
L(Tn),L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n))

)
−→ 0 P-stoch.

Beweis. (b) ⇒ (a), vgl. Witting und Nölle [129, S. 58].

(a) ⇒ (b) Sei c(α) = F−1
T (1− α) das (1− α)-Quantil von FT . Dann gilt

EP
(
|ϕn,α − 1(c(α),∞)(Tn)|

)
→ 0 (3.8)

und man wählt cn(α) = c(α). Bezeichne Fn die Verteilungsfunktion von Tn

und sei U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, die unabhängig von

den Daten ist. Dann folgt

E
(
|Fn(c(U))− Fn(c∗n(U))|

)
=

∫ ∣∣∫ 1(−∞,c(u)](Tn)− 1(−∞,c∗n(u)](Tn) dP
∣∣ du

≤
∫∫

1(c(u),c∗n(u)]∪(c∗n(u),c(u)](Tn) dP du

= P⊗ λλ|(0,1)

(
{Tn ∈ (c(U), c∗n(U)]} ∪ {Tn ∈ (c∗n(U), c(U)]}

)
≤
∫ 1

0
EP
(
|ϕn,α − ϕ∗n,α|

)
dα+ 2 sup

x∈R
P({Tn = x}).

Somit existiert nach dem Teilfolgekriterium für jede Teilfolge eine weitere Teil-

folge {m}, so dass

Fm(c(U))− Fm(c∗m(U)) → 0 P-f.s.

gilt. Aufgrund der gegebenen Voraussetzungen gilt für alle x ∈ R und u ∈
(0, 1), dass Fm(x) → FT (x) bzw. F−1

m (u) → F−1
T (u) und somit

c∗m(U) → c(U) P-f.s.

Wegen L(c(U)) = L(T ) und L(c∗n(U)) = L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)) gegeben den

Zufallsvariablen Xn,i, i = 1, . . . , k(n), folgt

d
(
L(T ),L(T ∗m | Xm,1, . . . , Xm,k(m))

)
→ 0 P-f.s.
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entlang der gegebenen Teilfolge {m}. Hieraus folgt aus dem Teilfolgekriterium

zusammen mit der Dreiecksungleichung für n→∞ die stochastische Konver-

genz in (b), d.h.

d(L(Tn),L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)) → 0

P-stochastisch und somit ist die Behauptung bewiesen. �

Definition 3.5

Zwei Folgen von Tests ϕn,α und ϕ∗n,α, die die Aussage (a) in Lemma 3.4

erfüllen, sollen im Folgenden (asymptotisch) äquivalent genannt werden.

Lemma 3.4 rechtfertigt die Betrachtung von Grenzwertsätzen linearer Sta-

tistiken. Findet man Bedingungen, unter denen beide Limesverteilungen über-

einstimmen, so erhält man die asymptotische Äquivalenz der zugehörigen Tests

und somit die mathematische Rechtfertigung für den Einsatz von Resampling-

Verfahren in der Testtheorie. In diesem Fall spricht man von der Konsistenz

einer Resampling-Methode.
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Kapitel 4

Bedingte Grenzwertsätze für

lineare Statistiken

4.1 Allgemeine Grenzwertsätze

Wie in den vorigen Abschnitten bereits erwähnt, spielen Grenzwertsätze in der

asymptotischen Statistik – insbesondere in der Testtheorie – eine zentrale Rol-

le. Die in der heutigen Literatur vorzufindenden Sätze beschränken sich i.Allg.

auf spezielle Modellannahmen und liefern keine umfassende Theorie über die

Gültigkeit solcher Aussagen bei Vorliegen von Dreiecksschemata (Xn,i)i≤k(n)

von beliebigen Zufallsvariablen.

Die vorhergehenden Überlegungen über Resampling-Verfahren und die dar-

aus resultierenden Resampling-Tests rechtfertigen an dieser Stelle die Formu-

lierung von allgemeinen Grenzwertsätzen für lineare Statistiken T ∗n der Form

(2.9), d.h.

T ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn).

Aus der Varianzformel von Hájek für einfache lineare Rangstatistiken, vgl.

Hájek, Šidák und Sen [53, Theorem 3.3.3], folgt unter den Generalvoraus-

setzungen (E1)–(E3), dass

VarP̃

( T ∗n(∑k(n)
j=1 (Wn,j −W n)2

∑k(n)
j=1 (Xn,j −Xn)2

)1/2

)
=

k(n)

k(n)− 1
.
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Definiert man 0/0 := 0, so erhält man aus der Straffheit der Folge(
L
( T ∗n(∑k(n)

i=1 (Xn,i −Xn,i)2
)1/2

| Xn,1, . . . , Xn,k(n)

))
n∈N

(4.1)

nach dem Satz von Prohorov, vgl. Billingsley [24, S. 35ff.], die Relativkom-

paktheit und somit die Existenz entsprechender Häufungspunkte entlang einer

Teilfolge {m} ⊂ N.

Diese Aussage liefert die Existenz von Grenzverteilungen und man kann im

Folgenden die Form der möglichen Limesverteilungen genauer studieren. Bei

der Darstellung der Limesvariablen werden Aussagen über unendlich teilbare

Maße eine entscheidende Rolle spielen, vgl. dazu Anhang B.

Im weiteren Verlauf seien auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) Zu-

fallsvariablen

Yn,i :=
Xn,i −Xn(∑k(n)

i=1 (Xn,i −Xn)2
)1/2

(4.2)

definiert. Unabhängig von den bisherigen Wahrscheinlichkeitsräumen bezeich-

ne (Ω′,A′,P′) einen weiteren Wahrscheinlichkeitsraum, so dass für festes ω ∈ Ω

reellwertige Zufallsvariablen Zi, Z̃j, Z
(ω) : Ω′ → R definiert sind. Weiter be-

zeichne ζi und ζ̃j Zufallsvariablen auf Ω und Π : Ω× Ω̃ → Ω sei definiert durch

Π(ω, ω̃) = ω.

Die Untersuchungen beziehen sich zunächst auf studentisierte Statistiken

in deren Nenner Terme der Form

k(n)∑
i=1

(Xn,i −Xn)2

auftreten werden. Deshalb bedarf die Menge

Hn := {
k(n)∑
i=1

(Xn,i −X)2 = 0}

einer genaueren Untersuchung bei der Behandlung von Grenzwertsätzen für

Statistiken der Form (2.9) bzw. der studentisierten Version hiervon. Jedoch

wird das beschriebene Ereignis in der Regel mit geringer Wahrscheinlichkeit

auftreten.

Bei der nichtparametrischen Behandlung von Resampling-Statistiken be-

dient man sich der Darstellung einfacher linearer Rangstatistiken. Dabei wird
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man häufig mit der Notwendigkeit konfrontiert, Funktionen durch Treppen-

funktionen zu approximieren. Die Gewichtsfunktionen (Wn,i)i≤(n) definieren

für u ∈ (0, 1) eine Zufallsvariable ω̃ 7→ ϕn(ω̃, ·) =: ϕn(·) von Ω̃ in den Raum

S := {ϕ ∈ L2(0, 1) : ϕ monoton nicht-fallend, ‖ϕ‖2 ≤ 1} (4.3)

mittels

ϕn(·, u) :=
(k(n)− 1)1/2(∑k(n)

i=1 (Wn,i −W n)2
)1/2

(
W1+[k(n)u]:k(n) −W n

)
(4.4)

Dabei bezeichnet [·] die Gaußklammer. Der Raum S bildet ein wesentliches

Hilfsmittel in der Beweisführung. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.1

Der Raum (S, ‖ · ‖1) ist ein kompakter metrischer Raum.

Beweis. Sei (ϕn)n∈N eine Folge in S, d.h. eine Folge monotoner nicht-fallender

Funktionen mit ‖ϕn‖2 ≤ 1 für alle n ∈ N. Dann gilt

|ϕn(u)| ≤ max(u−1/2, (1− u)−1/2) =: ϕ0(u), 0 < u < 1.

Somit ist für festes u ∈ (0, 1) die Folge (ϕn(u))n durch ϕ0(u) beschränkt. Es

existiert dann eine Teilfolge {m} ⊂ N, so dass (ϕm(u))m für alle u ∈ Q∩ (0, 1)

konvergent ist. Da ϕm monoton nicht-fallend ist, folgt

ϕm(u) → ϕ(u) (4.5)

für eine Funktion ϕ : (0, 1) → R für fast alle u ∈ (0, 1). Der Satz über die

dominierende Konvergenz von Lebesgue liefert nun die L1(0, 1)-Konvergenz

von (4.5) und somit die Behauptung. �

Bemerkung 4.2

Sei ϕ : (Ω1,A1,P1) → S eine Zufallsvariable und U : (Ω2,A2,P2) → (0, 1) eine

auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable. Dann bildet

(ω1, ω2) 7→ ϕ(ω1, U(ω2)) =: ϕ(U)

eine reelle Zufallsvariable auf dem Produktraum (Ω1 × Ω2,A1 ⊗A2,P1 ⊗ P2)

mit bedingter Verteilung L(ϕ(ω1, U)|ω1) gegeben ω1 und zweiten Momenten∫
ϕ2(ω1, U(ω2)) dP1 ⊗ P2(ω1, ω2) ≤ 1.

2
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Der Raum S spielt als metrischer Raum versehen mit der L1- bzw. der L2-

Norm eine entscheidende Rolle in der Konstruktion möglicher Grenzvariablen.

Die durch (4.4) definierten Zufallsvariablen erfüllen nun folgende Konvergenz-

eigenschaft im Sinne der schwachen Konvergenz, vgl. dazu Anhang A.

Lemma 4.3

Für jede Teilfolge existiert eine weitere Teilfolge {m} ⊂ N und eine Zufalls-

variable ϕ : Ω̃ → S, so dass ϕm → ϕ in Verteilung in (S, ‖ · ‖1), falls m→∞.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma 4.1 ist (S, ‖ ·‖1) ein kompakter metrischer

Raum. Somit besitzt jede Folge in S eine schwach konvergente Teilfolge, vgl.

Billingsley [24, Theorem 1.4]. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.

�

I.Allg. erhält man nach Lemma 4.3 lediglich die Verteilungskonvergenz in

dem metrischen Raum (S, ‖ · ‖1). Die stärkere Aussage der Verteilungskonver-

genz in (S, ‖ · ‖2) lässt sich durch das folgende Lemma charakterisieren:

Lemma 4.4

Angenommen es existiert eine Teilfolge {m} ⊂ N, so dass die Folge (ϕm)m∈N

von Treppenfunktionen (4.4) entlang dieser in Verteilung in (S, ‖ · ‖1) gegen

eine Zufallsvariable ϕ ∈ S konvergiert. Bezeichnet ϕ(U) die zugehörige Zu-

fallsvariable, so gilt E(ϕ(U)) = 0 und folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) ϕm → ϕ in Verteilung in (S, ‖ · ‖2);

(b) Var(ϕ(U)) = 1.

Beweis. (b) ⇒ (a) Nach dem Satz A.7 von Skorohod betrachtet man auf ei-

nem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum fast sicher konvergente Versionen von

(ϕm) auf (S, ‖ · ‖1), so dass

‖ϕm(ω̃, ·)− ϕ(ω̃, ·)‖1 → 0 P̃-f.s.

Per Definition gilt E(ϕm(U)) = E(ϕ(U)) = 0 und

‖ϕm(ω̃, ·)‖2
2 =

∫
|ϕm(ω̃, u)|2 du→ 1 P̃ -stochastisch.

Gilt nun Var(ϕ(U)) = E(ϕ(U)2) = 1, so folgt ‖ϕ(ω̃, ·)‖2 = 1 f.s. und man erhält

‖ϕm(ω̃, ·)‖2 → ‖ϕ(ω̃, ·)‖2 P̃ -stochastisch. Geht man zu fast sicher konvergenten
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Teilfolgen über, so liefert der Satz von Vitali, vgl. Witting [127, Satz 1.181],

für festes ω̃

‖ϕm(ω̃, ·)− ϕ(ω̃, ·)‖2 → 0 P̃ -stochastisch

und somit die Verteilungskonvergenz in (S, ‖ · ‖2).

(b) ⇒ (a) Geht man erneut zu fast sicher konvergenten Versionen ϕm → ϕ auf

(S, ‖ ·‖2) über, so folgt mit dem Satz von Vitali, dass ‖ϕ(ω̃, ·)‖2 = 1 fast sicher

und somit E(ϕ(U)2) = 1. �

Als nächstes soll ein allgemeiner bedingter Grenzwertsatz für Resampling-

Statistiken formuliert werden, welcher ein weites Anwendungsspektrum für

folgende Betrachtungen liefert. In den Sätzen 4.5 und 4.8 zeigt sich, dass die

entsprechenden zufälligen Limesvariablen als Summe zweier Partialsummen

und einer unendlich teilbaren Zufallsvariablen darstellbar sind. Satz 4.8 lie-

fert darüberhinaus eine untere Schranke für die Varianz des normalverteilten

Anteils der unendlich teilbaren Zufallsvariablen, die, falls die Folge von Trep-

penfunktionen (ϕn)n∈N in (S, ‖·‖2) schwach konvergent ist, angenommen wird.

Die Beweise dieser zentralen Aussagen werden an späterer Stelle erfolgen.

Vorher sollen noch einige Vorbereitungen getroffen werden, die von eigenem

mathematischen Interesse sind. Diese liefern neue Grenzwertsätze für spezielle

Formen von Resampling-Statistiken.

Satz 4.5

Für jede Teilfolge existiert eine weitere Teilfolge {m} ⊂ N, so dass die folgen-

den Konvergenzaussagen gelten:

(a) Die Folge der Orderstatistiken

(Yi:k(m))i∈N → (ζi)i∈N, (Yk(m)+1−j:k(m))j∈N → (ζ̃j)j∈N (4.6)

konvergiert in Verteilung auf [−1, 1]N, wobei ζi und ζ̃j entsprechende Grenzva-

riablen beschreiben. Weiter gilt fast sicher, dass

∞∑
i=1

ζ2
i +

∞∑
j=1

ζ̃2
j ≤ 1 (4.7)

und limm→∞P(Hm) = 0.
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(b) Es existiert eine weitere Teilfolge m→∞, so dass

L
( T ∗m(∑k(m)

i=1 (Xm,i −Xm)2
)1/2

| Xm,1, . . . , Xm,k(m)

)
w−→ L(T0 | Π) P-stoch.

(4.8)

Die zugehörige Zufallsvariable T0 : Ω× Ω′ → R ist gegeben durch

T0 =
∞∑
i=1

ζiZi +
∞∑

j=1

ζ̃jZ̃j + Z(Π) (4.9)

und i.i.d. Zufallsvariablen Zi, Z̃j, i, j ∈ N, mit E(Z1) = 0 und Var(Z1) ≤ 1.

Darüberhinaus ist Z(Π) definiert durch eine Familie von unendlich teilbaren

Zufallsvariablen Z(ω) mit E
(
(Z(ω))2

)
≤ 1, für alle ω ∈ Ω.

Beweis. Vgl. Abschnitt 4.4. �

Die folgende Bemerkung soll die in Satz 4.5 getroffene Notation näher

erläutern.

Bemerkung 4.6

An dieser Stelle soll die gewählte Notation näher erläutert werden. Bezeichnet

d eine Metrik, welche die schwache Konvergenz metrisiert, vgl. dazu Anhang

A, so ist

L(T̃ ∗m | Xn,1, . . . , Xn,k(n))
w−→ µ P-stoch.

äquivalent zu

d(L(T̃ ∗m | Xn,1, . . . , Xn,k(n)), µ)
P−→ 0,

vgl. Giné [46, S. 41]. 2

Über die in (4.9) auftretenden Zufallsvariablen sind bisher keine genaueren

Angaben gemacht worden. Es zeigt sich, dass die Gestalt insbesondere von dem

jeweiligen Modell, d.h. von den Gewichtsfunktionen (Wn,i)i≤k(n) abhängt. Die

folgende Bemerkung liefert eine genauere Beschreibung der Zufallsvariablen

Zi, Z̃j:

Bemerkung 4.7

Die Grenzvariable von (4.4) definiert die neuen Zufallsvariablen Zi, Z̃j wie folgt:

Ist ϕ : Ω̃ → S eine Grenzvariable der Folge (ϕ)m von Treppenfunktionen

(4.4) entlang einer geeigneten Teilfolge {m} ⊂ N und (Vi)i∈N bzw. (Ṽj)j∈N
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zwei unabhängige Folgen gleichverteilter Zufallsvariablen mit Werten in (0, 1),

die unabhängig von den übrigen Zufallsvariablen sind, so werden die Zi, Z̃j aus

(4.9) durch die Grenzvariable mittels

Zi := ϕ(Vi) bzw. Z̃j := ϕ(Ṽj), i, j ∈ N, (4.10)

definiert. 2

Die Wahl des Resampling-Verfahrens und somit die Wahl der entsprechen-

den Gewichte (Wn,i)i≤k(n) beeinflussen die Darstellung der unendlich teilbaren

Zufallsvariablen Z(ω) in Satz 4.5. Aus der Theorie über unendlich teilbare Ma-

ße weiß man, dass sich Z(ω) als Faltung einer zentrierten Normalverteilung mit

einer zusammengesetzten Poissonverteilung schreiben lässt, vgl. Araujo und

Giné [1, Theorem 4.12].

Der folgende Satz liefert einen genaueren Eindruck über den unendlich

teilbaren Anteil Z(ω) der Limesvariablen T0 in (4.9). Der Beweis soll zusammen

mit dem noch ausstehenden Beweis von Satz 4.5 zu einem späteren Zeitpunkt

in Abschnitt 4.4 erfolgen.

Satz 4.8

Für jedes ω ∈ Ω beschreibe σ̄2(ω) die Varianz des normalverteilten Anteils von

Z(ω) aus (4.9). Dann gelten:

(a) Für jedes ω ∈ Ω ist

σ̄2(ω) ≥ Var(Z1)
(
1−

∞∑
i=1

ζ2
i (ω)−

∞∑
j=1

ζ̃2
j (ω)

)
. (4.11)

(b) Die Folge (ϕm)m∈N konvergiere schwach gegen ein ϕ ∈ S in (S, ‖ · ‖2).

Dann gilt Var(Z1) = 1 und Z(ω) ist für jedes ω ∈ Ω eine normalverteilte

Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz

σ̄2(ω) = Var(Z(ω)) = 1−
∞∑
i=1

ζ2
i (ω)−

∞∑
j=1

ζ̃2
j (ω). (4.12)

Beweis. Vgl. Abschnitt 4.4. �

Die Sätze 4.5 und 4.8 beschränken sich auf studentisierte Versionen der

Resampling-Statistik (2.9), bei denen der Nenner nicht in das Resampling-

Verfahren eingebunden wird. Der folgende Satz liefert zusätzliche Vorausset-

zungen, unter denen bedingte Grenzwertsätze für T ∗n gefunden werden können.
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Satz 4.9

Die Folge (ϕn)n∈N sei konvergent in (S, ‖ · ‖2) gegen eine Funktion ϕ und

Xn
P−→ 0. Gilt die gemeinsame Konvergenz

(
(Xi:k(n))i∈N, (Xk(n)+1−j:k(n))j∈N,

(k(n)∑
k=1

(Xn,k −Xn)2
)1/2
)

D−→
(
(ξi)i∈N, (ξ̃j)j∈N, ξ0

) (4.13)

auf RN ×RN ×R, so folgt

L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n))
w−→ L(T̃0 | Π) P-stoch., (4.14)

wobei die Limesvariable T̃0 durch

T̃0 =
∞∑
i=1

ξiZi +
∞∑

j=1

ξ̃jZ̃j + Z̃(Π)

gegeben ist. Der unendlich teilbare Anteil Z̃(ω) von T̃0 ist zentriert normalver-

teilt mit Varianz

σ̃2(ω) = ξ2
0(ω)−

∞∑
i=1

ξ2
i (ω)−

∞∑
j=1

ξ̃2
j (ω).

Beweis. 1. Schritt: Nimmt man an, dass (P(Hn))n∈N konvergent ist, so kann

man (4.13) und 1Hn nach Satz A.7 auf einem neuen Wahrscheinlichkeitsraum

durch fast sicher konvergente Versionen ersetzen. Auf der Menge {ξ0 > 0} folgt

die Behauptung dann mittels Division durch

(k(n)∑
i=1

(Xn,i −Xn)2
)1/2

1Hc
n
.

Nach Satz 4.5 und 4.8 liegt Konvergenz gegen eine Variable T0 mit der Form

(4.9) vor. Da ϕn → ϕ schwach in (S, ‖ · ‖2) ist für jedes ω ∈ Ω die Variable

Z(ω) eine zentrierte normalverteilte Zufallsvariable mit entsprechender Varianz

(4.12).

Auf dem Komplement {ξ0 = 0} definiere man für festes ω ∈ Ω Regressi-

onskoeffizienten cni := Xn,i(ω)−Xn(ω). Dann liefert ξ0(ω) = 0 zusammen mit

der fast sicheren Konvergenz von (4.13), dass
∑k(n)

i=1 c
2
ni → 0 und somit

Var
(
k(n)1/2

k(n)∑
i=1

cniWRi:k(n)

)
→ 0.
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Hieraus folgt, dass (4.13) gegen ε0 konvergiert und somit die Behauptung.

2. Schritt: Ist (P(Hn))n∈N nicht konvergent, so findet man konvergente Teil-

folgen, so dass stets die Limesvariablen mit T̃0 übereinstimmen. In diesem Fall

kann man sich auf den ersten Schritt zurückziehen und die Aussage ist im

allgemeinen Fall bewiesen. �

Betrachtet man das folgende Lemma 4.10, so zeigt sich in Korollar 4.11,

dass unter den gegebenen Voraussetzungen die bedingte Konvergenz im Sinne

von (4.8) und (4.14) die unbedingte Verteilungskonvergenz der studentisierten

und nicht-studentisierten Resampling-Statistiken impliziert.

Lemma 4.10

Sei (Rn(S, T ))n∈N eine durch unabhängige Zufallsvariablen S und T definierte

Folge reeller Statistiken. Dann gelten für n→∞:

(a) Die bedingte Verteilungskonvergenz

d
(
L(Rn(S, T ) | T = ·),L(R0(S, T ) | T = ·)

)
→ 0 L(T )-stoch.

impliziert die unbedingte Verteilungskonvergenz

L(Rn(S, T ))
w−→ L(R0(S, T )).

(b) Es sei E(Rn(S, T ) | T ) = 0 und Var(Rn(S, T ) | T ) := E(R2
n(S, T ) | T ) → 0

stochastisch. Dann konvergiert die Folge (Rn(S, T ))n∈N stochastisch gegen 0,

d.h.

Rn(S, T ) → 0 stochastisch. (4.15)

Ist zusätzlich Var(Rn(S, T ) | T ) gleichmäßig beschränkt, so folgt dass

Var(Rn(S, T )) → 0. (4.16)

Beweis. Teil (a): Wählt man f ∈ Cb(R), so gilt unter den Voraussetzungen

entlang einer Teilfolge, dass∫
f(z) dPRn(S,T )|T=t(z) →

∫
f(z) dPR0(S,T )|T=t(z) PT -f.s.

Hieraus folgt die Behauptung aus der Beschränktheit der Funktion f mithilfe

des Satzes über die dominierte Konvergenz von Lebesgue.

Teil (b): Wegen

E
(
Rn(S, T )

)
= E

(
E(Rn(S, T ) | T )

)
= 0
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und

Var
(
Rn(S, T )

)
= E

(
E(R2

n(S, T ) | T )
)

folgt (4.16) unmittelbar aus dem Satz über die dominierte Konvergenz von

Lebesgue.

Für den Beweis von (4.15) betrachte man die Gleichung

P
(
{|Rn(S, T )| ≥ ε}

)
= EP

(
1[ε,∞)(|Rn(S, T )|)

)
= EP

(
g ◦ T

)
mit g(t) = EP

(
1[ε,∞)(|Rn(S, t)|)

)
. Wegen der Unabhängigkeit der Zufallsvaria-

blen S und T gilt

P
(
{|Rn(S, T )| ≥ ε}

)
=

∫∫
1[ε,∞)(|Rn(s, t)|) dPS(s) dPT (t).

Für das innere Integral erhält man mit der Tschebyscheff’schen Ungleichung,

dass

P
(
{|Rn(S, t)| ≥ ε}

)
≤ Var(Rn(S, t))

ε2
→ 0

und somit gilt die Behauptung. �

Als Folgerung erhält man nun einen unbedingten Grenzwertsatz für allge-

meine Resampling-Statistiken. Es gilt:

Korollar 4.11

Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 4.5 und 4.9. Dann folgt unter denselben

Voraussetzungen die unbedingte Konvergenz der Resampling-Statistik bzw. der

studentisierten Version, d.h.

T ∗m
D−→ T̃0 (4.17)

bzw.
T ∗m(∑k(m)

i=1 (Xm,i −Xm)2
)1/2

D−→ T0. (4.18)
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Beweis. Betrachte (4.18) bzw. (4.17) als eine von zwei unabhängigen Zufalls-

variablen abhängige Folgen reeller Zufallsvariablen und wende Lemma 4.10

an. �

Als wichtige Methode, insbesondere im Zweistichprobenfall, ist das Per-

mutationsverfahren anzusehen. Lemma 4.10 und Korollar 4.11 liefern nun als

Anwendung alle Häufungspunkte von Summen der Form (3.4) im Zweistich-

probenfall für zeilenweise austauschbare Zufallsvariablen.

Korollar 4.12

Sei Tn : Ω → R eine lineare Statistik der Form

Tn = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

cniXn,i

mit Regressionskoeffizienten cn,i und zeilenweise austauschbaren Zufallsvaria-

blen Xn,1, . . . , Xn,k(n). Bezeichnet

T ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

cn,τ(i)Xn,i

die zugehörige Permutations-Statistik, d.h. die Resampling-Statistik (2.9) mit

Gewichten Wn,i = cnτ(i), so gilt Tn
D
= T ∗n und für eine Teilfolge {m} ⊂ N gelten

die Konvergenzeigenschaften (4.18) und (4.17) aus Korollar 4.11.

Beweis. Unter der Voraussetzungen der Austauschbarkeit der Zufallsvaria-

blen (Xn,i)i≤k(n) gilt die Verteilungsgleichheit Tn
D
= T ∗n und Korollar 4.11 ist

anwendbar. �

Beispiel 4.13

Betrachtet man ein Zweistichprobenproblem und ein durch die Permutations-

gewichte (2.11) definiertes Resampling-Verfahren, so konvergiert für n1/k(n) →
κ ∈ (0, 1) die Folge der Treppenfunktionen (ϕn)n∈N in Verteilung in (S, ‖ · ‖2)

und es gilt

L(Z1) = κε−( 1−κ
κ

)1/2 + (1− κ)ε( κ
1−κ

)1/2 .

In diesem Fall lassen sich die Ergebnisse aus Satz 4.5, Satz 4.8 und Korollar

4.12 wie folgt deuten:
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(a) Liegt ein beliebiges Dreiecksschema (Xn,i)i≤k(n) von Zufallsvariablen vor,

so liefern die Sätze 4.5 und 4.8 alle Limesverteilungen für studentisierte Sta-

tistiken der Form

k(n)1/2
∑k(n)

i=1 cnτ(i)Xn,i(∑k(n)
i=1 (Xn,i −Xn)2

)1/2
. (4.19)

(b) Unter den zusätzlichen Voraussetzungen, dass die Zufallsvariablen aus

(Xn,i)i≤k(n) zeilenweise austauschbar sind, besteht nach Korollar 4.12 kein Un-

terschied zwischen (4.19) und

Tn(∑k(n)
i=1 (Xn,i −Xn)2

)1/2
.

Somit erhält man in diesem Fall sämtliche Limesverteilungen studentisierter

Zweistichprobenstatistiken.

4.2 Grenzwertsätze für Summen unabhängi-

ger Zufallsvariablen

Im vorangegangenen Abschnitt wurden allgemeine bedingte und unbedingte

Grenzwertsätze formuliert, wobei die entsprechenden Statistiken auf beliebigen

Dreiecksschemata (Xn,i)i≤k(n) beruhen. In Beispiel 3.3(b) werden Einstichpro-

benstatistiken der Form

Tn =

k(n)∑
i=1

Xn,i (4.20)

als ein Beispiel zu betrachtender Statistiken angegeben. Ziel dieses Abschnittes

ist, weitere Grenzwertsätze herzuleiten, in denen die Ursprungsstatistik gera-

de die Gestalt (4.20) aufweist. Weiter sollen Bedingungen angegeben werden,

unter denen die Verteilung der Resampling-Statistiken konsistent sind. Dabei

heißen solche gerade konsistent, wenn diese dieselbe Grenzverteilung wie die

Ursprungsstatistik (4.20) besitzen.

Dazu sei im Folgenden (Xn,i)i≤k(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise un-

abhängigen reellen Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fn,i, i ≤ k(n),

und konvergenter Partialsumme Tn, d.h.

Tn
D−→ ξ. (4.21)
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Das Dreiecksschema sei infinitesimal, d.h. es gelte

max
1≤i≤k(n)

P(|Xn,i| ≥ ε) −−−→
n→∞

0, (4.22)

vgl. auch Definition B.7. Dann ist nach Satz B.8 die zugehörige Verteilung L(ξ)

unendlich teilbar und für die Limesverteilung gilt nach der Quantildarstellung

ξ
D
= ∆− +N + ∆+ +K, (4.23)

mit N ∼ N(0, σ2), vgl. Janssen [67] bzw. Anhang B.5. Im weiteren Verlauf soll

die Voraussetzung
k(n)∑
i=1

a2
n,i → 0 für n→∞, (4.24)

angenommen werden, wobei die an,i für ein τ > 0 durch

an,i := E
(
Xn,i1(−τ,τ)(Xn,i)

)
(4.25)

definiert sind. Für X ′
n,i := Xn,i − an,i und

a′n,i := E
(
X ′

n,i1(−τ,τ)(X
′
n,i)
)

gilt nach Gnedenko und Kolmogorov [48, S. 118]

k(n)∑
i=1

a′n,i =

k(n)∑
i=1

∫
|x|<τ

x dFn,i(x+ an,i)

=

k(n)∑
i=1

{∫
|x−an,i|<τ

x dFn,i(x)−
∫
|x|<τ

x dFn,i(x) + an,i

∫
|x|≥τ

dF ′
n,i(x)

}

−−−→
n→∞

0

Somit lässt sich Bedingung (4.24) stets durch Zentrierung an den trunkier-

ten Erwartungswerten erzielen.

Legt man diese allgemeinen Voraussetzungen zugrunde, so erhält man Aus-

sagen über die gemeinsame Konvergenz der oberen und unteren Orderstatisti-

ken, sowie der Summe der Quadrate.
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Lemma 4.14

Sei (Xn,i)i≤k(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhängi-

gen Zufallsvariablen, welches die Voraussetzung (4.24) erfüllt. Die Folge der

Partialsummen (4.21) konvergiere gegen eine Limesvariable ξ. Dann gilt:

(
(Xi:k(n))i∈N, (Xk(n)+1−j:k(n))j∈N,

k(n)∑
k=1

X2
n,k

)

D−→
(
(ψ1(Si))i∈N, (ψ2(S̃j))j∈N,

∞∑
i=1

ψ1(Si)
2 +

∞∑
j=1

ψ2(S̃j)
2 + σ2

)
.

(4.26)

Beweis. Teil 1: In einem ersten Schritt betrachte man die Verteilungskonver-

genz von
k(n)∑
k=1

X2
n,k

D−→
∞∑
i=1

ψ1(Si)
2 +

∞∑
j=1

ψ2(S̃j)
2 + σ2.

Sind die Zufallsvariablen symmetrisch, d.h. PXn,i = P−Xn,i , so folgt der Beweis

mit den Methoden aus Janssen [67], Abschnitt 5. Wähle dazu ein δ > 0, so

dass ±δ Stetigkeitspunkte des zu der Zufallsvariable ξ gehörenden Lévy-Maßes

η sind. Die gemeinsame Konvergenz der Orderstatistiken liefert dann

k(n)∑
k=1

X2
n,k1[δ,∞)(|Xn,k|) =

k(n)∑
k=1

X2
k:k(n)1[δ,∞)(|Xk:k(n)|)

D−→
∞∑
i=1

ψ1(Si)
21(−∞,−δ](ψ1(Si)) +

∞∑
j=1

ψ2(S̃j)
21[δ,∞)(ψ2(S̃j)),

(4.27)

vgl. Janssen [67]. Die asymptotische Unabhängigkeit der oberen und unteren

Summen folgt aus dem Splittinglemma B.14, vgl. auch Janssen [67]. Für δ ↓ 0

ist nun die rechte Seite von (4.27) fast sicher konvergent. Somit existiert eine

Folge δn ↓ 0 mit

k(n)∑
i=1

X2
n,i1[δn,∞)(|Xn,i|)

D−→
∞∑
i=1

ψ1(Si)
2 +

∞∑
j=1

ψ2(S̃j)
2. (4.28)

Wählt man δn → 0 langsam genug, so dass das Splittinglemma angewendet

werden kann und die Summe

k(n)∑
i=1

Xn,i1(−δn,δn)(Xn,i)
D−→ N,
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konvergent ist gegen den normalverteilten Anteil N von ξ aus (4.23), so liefert

Raikov’s Theorem, vgl. Raikov [108], die stochastische Konvergenz

k(n)∑
i=1

X2
n,i1(−δn,δn)(Xn,i)

P−→ σ2. (4.29)

In dem Fall symmetrischer Zufallsvariablen folgt nun die Behauptung aus

(4.28) und (4.29).

Der allgemeine Fall wird auf den symmetrischen Fall zurückgeführt. Dazu

sei (εk)k∈N eine Folge von i.i.d. Rademachervariablen, d.h. eine Folge von un-

abhängig auf {−1,+1} gleichverteilten Zufallsvariablen, unabhängig von den

Variablen (Xn,k)k≤k(n).

Betrachtet man

Yn,k := εk(Xn,k − ank), (4.30)

so ist die zugehörige Verteilungsfunktion gegeben durch

P(εk(Xn,k − ank) ≤ x)

=
1

2

(
P(Xn,k − ank ≤ x) + P(Xn,k − ank ≥ −x)

)
=:

1

2

(
F n,i(x) + 1− F n,i((−x)−)

)
.

Konvergiert nun nach (4.21) die Summe
∑k(n)

k=1 Xn,k in Verteilung gegen

eine unendlich teilbare Zufallsvariable ξ, so konvergiert die Partialsumme der

symmetrisierten Zufallsvariablen Yn,k nach Satz B.11 in Verteilung gegen eine

neue unendlich teilbare Zufallsvariable T , d.h.

k(n)∑
k=1

Yn,k
D−→ T. (4.31)

Bezeichnet η das zur Quantildarstellung (4.23) gehörige Lévy-Maß, so lässt

sich das zu T gehörige Lévy-Maß η̄ wie folgt herleiten. Nach (4.21) gilt für alle

Stetigkeitspunkte x ∈ R von η, dass

k(n)∑
k=1

P(Xn,k ≤ x) → η((−∞, x]) ∀x < 0

bzw.
k(n)∑
k=1

P(Xn,k ≥ x) → η([x,∞)) ∀x > 0
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und daher

k(n)∑
k=1

P(εkXn,k ≤ x) =
1

2

[k(n)∑
k=1

P(Xn,k ≤ x) +

k(n)∑
k=1

P(Xn,k ≥ −x)
]

−→ 1

2

[
η((−∞, x]) + η([−x,∞))

]
für x < 0,

vgl. auch Gnedenko und Kolmogorov [48, S. 116, Theorem 4].

Somit ist

η̄(A) :=
1

2

[
η(A) + η(−A)

]
A ⊂ R \ {0}. (4.32)

Bedingung (4.24) liefert die Konvergenz von

k(n)∑
i=1

εiXn,i
D−→ T

und der erste Teil des Beweises lässt sich auf die symmetrisierte Zufallsvariable

anwenden. Somit konvergiert

k(n)∑
i=1

X2
n,i =

k(n)∑
i=1

(εiXn,i)
2 D−→ ξ0

gegen eine unendlich teilbare Zufallsvariable ξ0. Es bleibt an dieser Stelle le-

diglich die Form der unendlich teilbaren Zufallsvariable ξ0 zu untersuchen. Das

zugehörige Lévy-Maß ist dann gerade x 7→ 2η̄([
√
x,∞)), x > 0 auf (0,∞).

Nach der Reihendarstellung von unendlich teilbaren Maßen, vgl. Janssen

[67, Lemma 4.1], besitzen die Folgen

∞∑
i=1

ψ1(Si)
2 und

∞∑
j=1

ψ2(S̃j)
2 (4.33)

die charakteristischen Funktionen

t 7→ exp
(∫

(0,∞)

(
exp(iut)− 1) dνi(u)

))
, i = 1, 2,

mit Lévy-Maßen νi auf (0,∞). Diese sind für x > 0 gegeben durch

x 7→ ν1([x,∞)) := η((−∞,−
√
x) bzw. x 7→ ν2([x,∞)) := η([

√
x,∞)).

Die Summe der beiden Reihen (4.33) besitzen nun aufgrund der Eigenschaften

von unendlich teilbaren Maßen das Lévy-Maß ν1 + ν2. Dies ist jedoch das

zugehörige Lévy-Maß von ξ0, woraus die Behauptung folgt.
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Teil 2: Die gemeinsame Konvergenz der oberen und unteren Orderstatistiken

von (4.26) auf RN × RN folgt aus den Ergebnissen von Janssen [67]. Die

gemeinsame Konvergenz des Tripels (4.26) lässt sich wie folgt behandeln.

Das Splittinglemma zusammen mit Raikov’s Theorem liefert für eine Folge

τn ↓ 0 die Konvergenz

k(n)∑
i=1

(εiXn,i)
21(−τn,τn)(εiXn,i) → σ2.

Nach dem Satz von Prohorov ist die Folge (4.26) straff. Somit muss man le-

diglich die entsprechenden Häufungspunkte der Folge identifizieren. Sei(
(ζi)i∈N, (ζ̃j)j∈N, R)

ein möglicher Häufungspunkt. Dann findet man nach dem Theorem A.7 von

Skorohod fast sicher konvergente Versionen von Zufallsvariablen auf einem

neuen Wahrscheinlichkeitsraum. Für festes m ∈ N gilt
m∑

i=1

ζ2
i +

m∑
j=1

ζ̃2
j + σ2 ≤ R f.ü.

und somit
∞∑
i=1

ζ2
i +

∞∑
j=1

ζ̃2
j + σ2 ≤ R f.ü. (4.34)

Für die letzten Zufallsvariablen in (4.34) besteht Verteilungsgleichheit. Hieraus

folgt f.ü. die Gleichheit in (4.34) und somit die Behauptung. �

Bemerkung 4.15

(a) Das Lemma 4.14 erweitert die Aussagen von Raikov, dass für zentrierte

Zufallsvariablen (Xn,i)i≤k(n)

k(n)∑
i=1

X2
n,i → σ2,

falls L(ξ) = N(0, σ2), vgl. Gnedenko und Kolmogorov [48].

(b) Die Reihen
∞∑
i=1

ψ1(Si) und
∞∑

j=1

ψ2(S̃j)

stellen unendlich teilbare Zufallsvariablen mit charakteristischen Funktionen

(4.2) dar. Für eine genauere Untersuchung der Reihendarstellung unendlich

teilbarer Maße vgl. man Janssen [67], Section 4. 2
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Lemma 4.14 liefert an dieser Stelle die Grundlage, die allgemeinen beding-

ten Grenzwertsätze aus Kapitel 4.1 auf konvergente Summen der Form (4.21)

anzuwenden. Dabei ergibt sich, dass die Limesverteilung als Summe unendli-

cher Summen darstellbar ist, deren Summanden von den aus der Quantildar-

stellung definierten Inversen ψ1 und ψ2 der Lévy-Maße abhängen, vgl. Anhang

B.

Satz 4.16

Sei (Xn,i)i≤k(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhängi-

gen Zufallsvariablen mit konvergenter Partialsumme (4.21), so dass die Bedin-

gung (4.24) erfüllt ist. Konvergiert die Folge (ϕn)n∈N von Treppenfunktionen

aus (4.4) schwach in (S, ‖ · ‖2), so gilt

L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n))
w−→ L(X0 | Π) P-stoch. (4.35)

Die Limesvariable X0 ist dabei definiert durch

X0 :=
∞∑
i=1

ψ1(Si)Zi +
∞∑

j=1

ψ2(S̃j)Z̃j + σZ, (4.36)

wobei Z eine von den Inversen ψ1 und ψ2 unabhängige standardnormalverteilte

Zufallsvariable ist.

Beweis. Nach Lemma 4.14 folgt die gemeinsame Konvergenz

(
(Xi:k(n))i∈N, (Xk(n)+1−j:k(n))j∈N,

k(n)∑
k=1

X2
n,k

)
D−→
(
(ψ1(Si))i∈N, (ψ2(S̃j))j∈N,

∞∑
i=1

ψ1(Si)
2 +

∞∑
j=1

ψ2(S̃j)
2 + σ2

)
.

Satz 4.9 liefert die bedingte Verteilungskonvergenz der Resampling-Statistik

L(T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n))
w−→ L(X0 | Π) P-stoch.

mit

X0 :=

k(n)∑
i=1

ψ1(Si)Zi +

k(n)∑
j=1

ψ2(S̃j)Z̃j + Z̃(Π).
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Dabei ist Z̃(Π) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und

Var(Z̃(ω)) = σ2 +

k(n)∑
i=1

ψ1(Si) +

k(n)∑
j=1

ψ2(S̃j)−
k(n)∑
i=1

ψ1(Si)−
k(n)∑
j=1

ψ2(S̃j) = σ2.

�

Betrachtet man die Darstellung der Limesvariablen X0 durch

X0 :=

k(n)∑
i=1

ψ1(Si)Zi +

k(n)∑
j=1

ψ2(S̃j)Z̃j + σZ,

so lässt sich in Bezug auf die Verteilungsgleichheit mit ξ und somit bzgl. der

Konsistenz von Resampling-Verfahren folgende Bemerkung formulieren:

Korollar 4.17

(a) Für ξ = K in (4.23) gilt X0 = 0.

(b) Ist ξ 6= K, so erhält man aus der Darstellung der Limesvariablen X0 die

folgende äquivalenten Beziehungen (i)–(iii) für L(X0 | Π):

(i) L(X0 | Π = ω) ist P-f.s. unabhängig von ω.

(ii) E(ξ) <∞ und L(X0 | Π)
D
= ξ − E(ξ) P-f.s.

(iii) ξ ist eine normalverteilte Zufallsvariable. 2

Beweis. Teil (a): Betrachtet man die Darstellung der Limesvariablen X0 in

(4.36), so ist die Behauptung offensichtlich.

Teil (b): Angenommen es gilt ξ 6= K.

(i) ⇒ (iii) Ist L(X0 | Π) unabhängig von ω, so folgt aus der Darstellung

X0 :=

k(n)∑
i=1

ψ1(Si)Zi +

k(n)∑
j=1

ψ2(S̃j)Z̃j + σZ,

dass ψ1 = 0 und ψ2 = 0. Aus der Quantildarstellung unendlich teilbarer Maße,

vgl. Anhang B.5, folgt dann für das zugehörige Lévy-Maß, dass η = 0 und

somit ist die Behauptung bewiesen.

(iii) ⇒ (ii) Unter der Voraussetzung, dass ξ normalverteilt ist, gilt für das

zugehörige Lévy-Maß η = 0 und somit X0 = σZ
D
= ξ − E(ξ).

(ii) ⇒ (i) Diese Behauptung ist offensichtlich. �
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Nachdem nun bei Vorliegen einer schwach konvergenten Partialsumme mit

k(n)∑
i=1

Xn,i
D−→ ξ,

die möglichen Limesverteilungen der Resampling-Statistiken betrachtet wur-

den, sollen an dieser Stelle die beiden Verteilungen L(ξ) und L(X0) mitein-

ander verglichen und untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen bei-

de Grenzverteilungen übereinstimmen, d.h. die Verteilung der Resampling-

Statistiken konsistent ist.

Dazu benötigt man die durch die Lévy-Khintchine-Formel (B.3) gegebene

Darstellung der charakteristische Funktion der unendlich teilbaren Zufallsva-

riablen ξ mit

E(exp(itξ)) = exp
(
iγt− σ2t2

2
+

∫
A(u, t) dη(u)

)
(4.37)

für ein γ ∈ R, σ2 ≥ 0 und ein Lévy-Maß η. Die Funktion A(·, t) ist dabei für

festes t ∈ R gegeben durch

A(u, t) := exp(iut)− 1− itu

1 + u2
,

vgl. auch (B.2).

Satz 4.18

Sei (Xn,i)i≤k(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhängi-

gen Zufallsvariablen mit konvergenter Partialsumme (4.21). Betrachtet man

die Zufallsvariable X0 aus (4.36) mit

X0 =
∞∑
i=1

ψ1(Si)Zi +
∞∑

j=1

ψ2(S̃j)Z̃j + σZ,

wobei die gemeinsame Verteilung der Zi durch ein Maß ν mit∫
x dν(x) = 0 und

∫
x2 dν(x) ≤ 1 (4.38)

gegeben ist, so gelten unter der Voraussetzung (4.24):

(a) Die Verteilung von X0 ist unendlich teilbar mit Lévy-Maß

η0(A) =

∫
R\{0}

ν(s−1A) dν(s), A ∈ B(R \ {0})
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und für die charakteristische Funktion gilt

E(exp(itX0)) = exp
(
itb− σ2t2

2
+

∫
A(u, t) dη0(u)

)
, (4.39)

mit

b :=

∫∫ ( uz

1 + (uz)2
− uz

1 + u2

)
dν(z) dη(u).

(b) Die beiden Limesvariablen ξ und X0 stimmen in Verteilung überein, d.h.

ξ
D
= X0, genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(i) Die Verteilung von ξ entspricht einer zentrierten Normalverteilung oder

es gilt ξ = 0.

(ii) ξ ist eine symmetrische Zufallsvariable und ν = 1
2
(ε−1 + ε1).

Beweis. Teil (a): Im Folgenden sei σ2 = 0. Da die Verteilung L(ξ) nach Vor-

aussetzung unendlich teilbar ist, findet man für jedes n ∈ N ein Dreiecksschema

zeilenweise unabhängig identisch verteilter Zufallsvariablen mit

Xn,1 + · · ·+Xn,n
D
= ξ.

Satz 1 aus Gnedenko und Kolmogorov [48, S. 116] liefert die Konvergenz

von

nE
(
Xn,i1(−τ,τ)(Xn,i)

)
.

Somit ist die Voraussetzung (4.24) erfüllt und Satz 4.16 kann auf die Wild-

Bootstrap-Gewichte

Wn,i = k(n)−1/2Zn,i

mit Zn,i = Zi angewendet werden. Somit gilt

n∑
i=1

ZiXn,i
D−→ X0.

Im Folgenden soll nun die Limesverteilung L(X0) mittels charakteristischer

Funktionen genauer untersucht werden. Dabei sei

exp(Ψ(t)) := exp
(
iγt− σ2t2

2
+

∫
A(u, t) dη(u)

)
.

Dann lässt sich die charakteristische Funktion von
∑n

i=1 ZiXn,i wegen

E(exp(itξ)) = E
(
exp
(
it

n∑
i=1

Xn,i

))
= exp(Ψ(t))
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darstellen als

t 7→
(∫

exp
( 1

n
Ψ(tz)

)
dν(z)

)n

. (4.40)

Setzt man Ψ = Ψ1 + iΨ2 mit reellen Funktionen Ψi, i = 1, 2 und ψ1 ≤ 0, so

gilt für jedes s > 0∣∣∣exp(sΨ(tz))− 1

s

∣∣∣ =
∣∣∣exp(s(Ψ1(tz) + iψ2(tz)))− 1

s

∣∣∣
=

∣∣∣exp(isΨ2(tz))
(
exp(sΨ1(tz))− 1

)(
exp(isΨ2(tz))− 1

)
s

∣∣∣
≤

∣∣exp(isΨ2(tz))
∣∣∣∣∣exp(sΨ1(tz))− 1

s

∣∣∣+ ∣∣∣exp(isΨ2(tz))− 1

s

∣∣∣
≤ |Ψ1(tz)|+ |Ψ2(tz)|.

Für festes t liefert der Satz von Lebesgue über die dominierte Konvergenz

die Darstellung∫
exp(Ψ(tz)/n) dν(z) = 1−

∫
Ψ(tz) dν(z)/n+ o(

1

n
).

Somit konvergiert die charakteristische Funktion (4.40) gegen

exp
(∫

Ψ(tz) dν(z)
)
. (4.41)

Setzt man

itb :=

∫
Ψ(tz) dν(z)−

∫
A(u, t) dη0(u)

=

∫∫
A(u, tz) dη(u) dν(z)−

∫∫
A(uz, t) dν(z) dη(u)

so gilt für die Grenzfunktion (4.41), dass

exp
(∫

Ψ(tz) dν(z)
)

= exp
(
itb+

∫
A(u, t) dη0(u)

)
.

Mithilfe des Satzes von Fubini und unter der Voraussetzung
∫
x dν(x) = 0

folgt hieraus die Behauptung, dass

b =
1

it

∫∫
A(u, tz)− A(uz, t) dν(z) dη(u)

=

∫∫ ( uz

1 + (uz)2
− uz

1 + u2

)
dν(z) dη(u),
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und das entsprechende Lévy-Maß η0 lässt sich darstellen durch

η0(A) =

∫
R\{0}

ν(s−1A) dν(s), A ∈ B(R \ {0}).

Teil (b)/1. Teil: Angenommen es gelte b(i) oder b(ii). Aus den Darstellungen

(4.37) und (4.39) der charakteristischen Funktionen folgt, dass

ξ
D
= X0,

falls η = η0. Gilt ξ
D
= N(0, σ2) bzw. ξ = 0, so folgt aus Satz 4.16 zusammen

mit Bemerkung 4.17 unmittelbar die Behauptung.

Definiert man die Spiegelung von η durch η̄(A) := η(−A), so gilt η0 =

(η + η̄)/2 = η gerade falls ν = 1
2
(ε−1 + ε1).

Teil (b)/2. Teil: Im Folgenden sei ξ
D
= X0 keine zentrierte Normalverteilung

und ξ 6= 0. Dann ist das zugehörige Levy-Maß nicht trivial, d.h. es gilt η 6= 0

und aus den Darstellungen der charakteristischen Funktionen folgt η = η0.

Angenommen es gelte 1 ∈ supp(η). Definiert man νs(A) := ν(s−1A) für alle

s 6= 0 und a ∧ b := min{a, b}, so gilt∫
y2 ∧ 1 dη0(y) =

∫∫
x2 ∧ 1 dνs(x) dη(s) ≤

∫
s2 ∧ 1 dη(s).

Die Funktion f(s) := s2 ∧ 1−
∫
x2 ∧ 1 dνs(x) ≥ 0 bildet eine stetige Funktion

mit
∫
f dη = 0, falls η = η0. Da 1 ∈ supp(η) folgt f(1) = 0 und∫

x2 ∧ 1 dν(x) = 1.

Unter den Voraussetzungen gilt∫
x dν(x) = 0 und

∫
x2 dν(x) ≤ 1

und somit ist der Träger von ν durch [−1, 1] gegeben, wobei
∫
x2 dν(x) = 1.

Somit folgt, dass x2 = 1 ν f.ü. Wegen
∫
x dν = 0 ist dieses symmetrisch und das

Maß ν besitzt die angegebene Form. Hieraus folgt, dass ξ
D
= X0 symmetrisch

ist. �

4.3 Einfache lineare Permutationsstatistiken

Einfache lineare Rangstatistiken vom Typ

Sn =

k(n)∑
i=1

(cni − c̄n)dn(Ri) (4.42)
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besitzen in der asymptotischen Statistik eine wesentliche Bedeutung. In die-

ser Arbeit liefern diese die Grundlage für die noch ausstehenden Beweise der

zentralen Sätze 4.5 und 4.8. Nimmt man die allgemein definierten Zufallsva-

riablen Yn,i (4.2) aus Abschnitt 4.1 als deterministisch an, so lassen sich die

entsprechenden Resampling-Statistiken als lineare Rangstatistiken der Form

(4.42) auffassen.

Im Folgenden sollen für 1 ≤ i ≤ k(n) die Regressionskoeffizienten cni und

die zufälligen Score-Funktionen dn(i) : Ω̃ → R die Voraussetzungen

k(n)∑
i=1

(cni − c̄n)2 = 1 mit c̄n :=
1

k(n)

k(n)∑
i=1

cni (4.43)

bzw.

1

k(n)− 1

k(n)∑
i=1

(dn(i)− d̄n)2 = 1 auf Bn :=
{k(n)∑

i=1

(dn(i)− d̄)2 > 0
}

(4.44)

erfüllen.

Die Regressionskoeffizienten (cni)i≤k(n) werden in diesem Kapitel als fest

angesehen werden, wohingegen die Scores (dn(i))i≤k(n) von den Rängen un-

abhängige Zufallsvariablen bezeichnen. Im Folgenden erfüllen die Regressions-

koeffizienten die Ordnungsbedingung

cn1 ≤ cn2 ≤ · · · ≤ cnk(n). (4.45)

Bezeichnet di:k(n) die i-te Orderstatistik der Variablen in (4.44), so folgt aus

der Austauschbarkeit der Zufallsvariablen die Verteilungsgleichheit

(dn(Ri))i≤k(n)
D
= (dRi:k(n))i≤k(n).

Somit kann man als weitere Voraussetzung die Bedingung

dn(1) ≤ dn(2) ≤ · · · ≤ dn(k(n))

annehmen.

In dieser Arbeit sind die Score-Funktionen typischerweise durch

dn(i) = (k(n)− 1)1/2 Wi:k(n)(∑k(n)
i=1 (Wn,i −W n)2

)1/2
(4.46)

gegeben.
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Definiert man entsprechende Variablen

Wn,i :=
dn(Ri)

(k(n)− 1)1/2
,

so bildet (Wn,i)i≤k(n) unter der Voraussetzung (4.44) ein Dreiecksschema von

zeilenweise austauschbaren Zufallsvariablen. Diese erfüllen offensichtlich per

Definition die Bedingungen (E1) und (E3) der Generalvoraussetzungen sowie

P̃(Bn) → 1 und

(k(n)− 1)−1/2 max
1≤i≤k(n)

|dn(i)− d̄n| → 0 P̃-stoch.

Setzt man Yn,i = (cni − c̄n), wobei die Yn,i durch (4.2) definiert sind, so

folgt die Verteilungsgleichheit

Sn
D
=
(k(n)− 1

k(n)

)1/2 T ∗n(∑k(n)
i=1 (Wn,i −W n)2

)1/2(∑k(n)
i=1 (Xn,i −Xn)2

)1/2
.

Aus der Varianzformel für lineare Rangstatistiken von Hájek, vgl. Hájek,

Šidák und Sen [53, Theorem 3.3.3], folgt für die bedingte Varianz gegeben

den Funktionen (Wn,i)i≤k(n), dass unter den obigen Voraussetzungen

Var(Sn | (Wn,i)i≤k(n)) = 1Bn .

Unter den Bedingungen c̄n = 0 oder d̄n = 0 folgt unmittelbar aus Hájek,

Šidák und Sen [53], dass

E(Sn | (Wn,i)i≤k(n)) = 0.

Somit existiert nach dem Satz von Prohorov eine konvergente Teilfolge von

L(Sn | (Wn,i)i≤k(n))) und unter zusätzlichen Regularitätsvoraussetzungen las-

sen sich alle möglichen Limesverteilungen charakterisieren.

In Bezug auf die Treppenfunktionen (4.4) lässt sich jetzt für u ∈ (0, 1) die

Funktion

ϕn(u) := dn(1 + [k(n)u])− d̄n (4.47)

definieren. Aus den Arbeiten von Hajék weiß man, dass diese Treppenfunktio-

nen in der Behandlung linearer Rangstatistiken eine entscheidende Bedeutung

besitzen.

Nachdem nun die einzelnen Variablen mit denen aus Kapitel 4.1 abgeglichen

sind, können an dieser Stelle die noch ausstehenden Beweise von Satz 4.5

und Satz 4.8 für den Spezialfall einfacher linearer Permutationsstatistiken mit

deterministischen Regressionskoeffizienten cni = Yn,i durchgeführt werden.
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Beweis. (Satz 4.5 im deterministischen Fall cni = Yn,i)

Betrachte im Folgenden Regressionskoeffizienten der Form

cni := Yn,i,

mit Yn,i, 1 ≤ i ≤ k(n), definiert durch (4.2), d.h.

Yn,i :=
Xn,i −Xn(∑k(n)

i=1 (Xn,i −Xn)2
)1/2

.

Dann gilt für diese Variablen, dass c̄n = 0. Für den weiteren Verlauf des

Beweises bezeichne analog zu Janssen [67] (Un,i)i≤k(n) für jedes n ∈ N ein

Dreiecksschema von zeilenweise unabhängigen auf (0, 1) gleichverteilten Zu-

fallsvariablen, so dass

(Un,1, . . . , Un,k(n)), (4.48)

definiert ist durch Un,i = Vi für i ≤ k(n)/2 bzw. Un,k(n) = Ṽ1, . . . , Un,k(n)−j =

Ṽj+1 sonst. Dabei sind die Vi bzw Ṽj durch Bemerkung 4.2 definiert. Diese

spezielle Darstellung geht auf Csörgő et al. [27] zurück. Bezeichnet man mit

(R1, . . . , Rk(n)) den Rangvektor der gleichverteilten Zufallsvariablen aus (4.48),

so gilt nach einer Varianzungleichung von Hajék [50, Theorem 3.1] für die

bedingte Varianz gegeben den Gewichten (Wn,i)i≤k(n),

Var
(
Sn −

k(n)∑
i=1

cniϕn(Un,i) | (Wn,i)i≤k(n)

)

≤ 2
√

2

max
1≤i≤k(n)

|Wn,i −W n|

(k(n)∑
i=1

(Wn,i −W n)2
)1/2

−−−→
n→∞

0 P̃-stoch.

Nach Lemma 4.10(b) folgt hieraus die unbedingte Konvergenz

Sn −
k(n)∑
i=1

cniϕn(Un,i) → 0 P̃-stoch.

Somit lässt sich das ursprüngliche Problem an dieser Stelle auf gewichtete

Partialsummen der Form
k(n)∑
i=1

cniϕn(Un,i) (4.49)
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mit unabhängigen Zufallsvariablen reduzieren. Man betrachte im Folgenden

die drei Folgen:

(ϕn)n∈N in S; (4.50a)

(cn1, cn2, . . . , cnk(n), 0, . . . ) in [−1, 1]N; (4.50b)

(cnk(n), cnk(n)−1, . . . , cn1, 0, . . . ) in [−1, 1]N. (4.50c)

Nach Lemma 4.1 bzw. dem Satz von Tychonoff, vgl. Meise und Vogt [92,

Satz 4.3], sind S bzw. [−1, 1]N kompakte metrische Räume. Somit findet man

für jede Folge eine Teilfolge {m} ⊂ N, so dass jede der drei Folgen (4.50a)–

(4.50c) entlang dieser in S bzw. [−1, 1]N konvergiert. Bezeichne für i, j ∈ N
die entsprechenden Häufungspunkte mit ci und c̃j, d.h.

cmi −−−→
n→∞

ci und cm(k(m)+1−j) −−−→
n→∞

c̃j ∀i, j ∈ N.

Dann folgt aus der Normierungsbedingung (4.43) und c̄n = 0, dass

∞∑
i=1

c2i +
∞∑

j=1

c̃2j ≤ 1.

Nach Lemma 4.3 existiert eine Zufallsvariable ϕ : Ω̃ → S, so dass die Folge

(ϕm)m∈N in Verteilung in (S, ‖ · ‖1) gegen ϕ konvergiert. Da (S, ‖ · ‖1) ein

kompakter metrischer Raum ist, findet man nach dem Satz A.7 von Skorohod

auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum Versionen, so dass die Folge

(ϕ)m∈N fast sicher gegen ϕ konvergiert. Hieraus folgt, dass

‖ϕm − ϕ‖ :=

∫∫
|ϕm(ω̃, x)− ϕ(ω̃, x)| dx dP̃(ω̃) −−−→

m→∞
0.

Für festes r ∈ N gilt dann, dass

r∑
i=1

|cmi − ci|+ r‖ϕm − ϕ‖ → 0.

Auf Grund der Konvergenz von (4.50a)–(4.50c) findet man eine isotone Folge

rm ↑ ∞, rm < k(m)/2 mit

am :=
rm∑
i=1

|cmi − ci|+ rm‖ϕm − ϕ‖ −−−→
m→∞

0.
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Wegen ‖ϕm‖ ≤ 1 und ‖ϕ‖ ≤ 1 erhält man, dass

‖
rm∑
i=1

cmiϕm(Um,i)−
rm∑
i=1

ciϕ(Vi)‖

≤ ‖
rm∑
i=1

ϕm(Um,i)(cmi − ci)‖+ ‖
rm∑
i=1

ci(ϕm(Um,i)− ϕ(Vi))‖

≤
rm∑
i=1

‖ϕm(Um,i)‖|cmi − ci|+
rm∑
i=1

|ci|‖ϕm(Um,i)− ϕ(Vi)‖

≤ am −−−→
m→∞

0.

Somit konvergiert die untere Reihe von (4.49)

rm∑
i=1

cmiϕm(Um,i)
D−→

∞∑
i=1

ciϕ(Vi)

in Verteilung gegen die erste Reihe von (4.9) mit ξi = ci für alle i ∈ N.

Für die obere Reihe lässt sich analog eine neue isotone Folge sm ↑ ∞, sm <

k(m)/2 finden, so dass entlang der Teilfolge {m} ⊂ N

k(m)∑
j=k(m)+1−sm

|cmj − c̃j|+ sm‖ϕm − ϕ‖ → 0

und somit
k(m)∑

i=k(m)−sm+1

cmiϕm(Um,i)
D−→

∞∑
j=1

c̃jϕ(Ṽj).

Als letzter Schritt soll die Konvergenz der mittleren Summe

k(m)−sm∑
i=rm+1

cmiϕm(Um,i) (4.51)

betrachtet werden. Die Folge der zugehörigen Verteilungen ist straff, da (4.51)

per Definition zentriert und die Varianz durch 1 beschränkt ist.

Fasst man die Summe (4.51) als neue Partialsumme auf und überprüft

die asymptotische Vernachlässigbarkeit der entsprechenden Zufallsvariablen,

so besitzt die Folge der zugehörigen Verteilungen einen unendlich teilbaren

Häufungspunkt, welcher in der Limesverteilung (4.9) auftritt.
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Die asymptotische Vernachlässigbarkeit folgt jedoch für rm + 1 ≤ i ≤
k(m)− sm aus der Ungleichung

‖cmiϕm(Um,i)‖ ≤ max{|cmi| : rm + 1 ≤ i ≤ k(m)− sm} −−−→
m→∞

0.

Somit ist
∑k(m)−sm

i=rm+1 cmiϕ(Um,i) konvergent gegen die unendlich teilbare Zufalls-

variable in (4.9).

Aus der Beschränktheit der Varianz von (4.51) durch 1 folgt dann mit-

tels des Lemmas von Fatou, vgl. Gänssler und Stute [45, Satz 1.6.7], dass

E(Z2) ≤ 1. �

Aus dem Beweis lässt sich nun im Falle deterministischer Variablen die Dar-

stellung der Limesvariable (4.9) analysieren. Dazu betrachte man die folgende

Bemerkung:

Bemerkung 4.19

In dem Spezialfall (4.42)–(4.47) ist die Limesvariable von Sn durch

T0 =
∞∑
i=1

ciZi +
∞∑

j=1

c̃jZ̃j + Z (4.52)

gegeben. Dabei ist Z eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ci und c̃j

beschreibt die Limiten von (cni − c̄n)n bzw. (c̃n(n+1−j) − c̄)n. 2

Als nächstes soll der noch ausstehende Beweis von Satz (4.8) für den Spez-

ialfall einfacher linearer Permutationsstatistiken mit deterministischer Regres-

sionskoeffizienten durchgeführt werden.

Beweis. (Satz 4.8 im deterministischen Fall cni = Yn,i)

Teil (b): Wählt man erneut die isotonen Folgen rm und sm aus dem vorigen

Beweis, so gilt

∣∣ rm∑
i=1

(c2mi − c2i )
∣∣ ≤ rm∑

i=1

|cmi − ci||cmi + ci| ≤ 2
rm∑
i=1

|cmi − ci| −−−→
m→∞

0
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und somit wegen
∑k(m)

i=1 c2mi = 1, dass

k(m)−sm∑
i=rm+1

c2mi = 1−
rm∑
i=1

c2mi −
k(m)∑

j=k(m)−sm+1

c2mj

= 1−
rm∑
i=1

c2mi −
sm∑
j=1

c2m(k(m)+1−j)

−−−→
m→∞

1−
∞∑
i=1

c2i −
∞∑

j=1

c̃2j . (4.53)

Für auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen (Um,i)i≤k(n) möchte man im Fol-

genden die Normalverteilungskonvergenz

k(m)−sm∑
j=rm+1

cmiϕ(Um,i)
D−→ N(0, σ̄2)

zeigen. Definiert man

c′mj := cmi1[rm+1,k(m)−sm](j), 1 ≤ j ≤ k(m),

so gilt max1≤j≤k(m) |c′mj| → 0 und

k(m)−sm∑
j=rm+1

cmiϕm(Um,i) =

k(m)∑
j=1

cmjϕm(Um,i).

Die L2-Konvergenz der Funktionen ϕm impliziert die gleichgradige Integrier-

barkeit und somit zusammen mit

‖cmiϕm(Um,i)‖1 → 0

die Gültigkeit der Lindeberg-Bedingung

k(m)∑
j=1

∫
{|c′miϕm(Um,j)|≥ε}

(
c′miϕm(Um,i)

)2
dP→ 0.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller, vgl. Witting und

Müller-Funk [128, Korollar 5.104], folgt wegen (4.53) die Verteilungskon-

vergenz gegen eine zentrierte Normalverteilung mit Varianz

σ2 := 1−
∞∑
i=1

c2i −
∞∑

j=1

c̃2j .
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Die Behauptung, dass Var(Z1) = 1, folgt unmittelbar aus dem Lemma 4.4.

Teil (a): Im Folgenden soll der mittlere Teil

k(m)−sm∑
i=rm+1

cmiϕm(Um,i),

als Konvergent entlang einer Teilfolge {m} ⊂ N angenommen werden. Dann

folgt nach Gnedenko und Kolmogorov [48, S. 116, Theorem 1] für die

Limesvarianz des normalverteilten Anteils, dass

σ̃2 := lim
ε→0

lim
n→∞

k(m)−sm∑
i=rm+1

Var
(
cmiϕm(Um,i)1(−ε,ε)(cmiϕm(Um,i))

)

:= lim
ε→0

lim
n→∞

k(m)−sm∑
i=rm+1

Var
(
cmiϕm(Um,i)1(−ε,ε)(cmiϕm(Um,i))

)
. (4.54)

1. Schritt Analog zum Beweis von Lemma 4.14 betrachtet man zunächst sym-

metrische Zufallsvariablen ϕm(Um,i). Ohne Einschränkung kann man anneh-

men, dass

ω̃ 7→ ‖ϕm(ω̃, ·)− ϕ(ω̃, ·)‖1 → 0

P̃-stochastisch. Dann existiert auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum

für jedes δ > 0 ein K > 0 und ein m0 ∈ N mit

Var
(
ϕm(Um,1)1(−K,K)(ϕm(Um,1))

)
≥
∫∫

ϕ(ω̃, x)2 dx dP̃(ω̃)− δ =: β(δ)

für alle m ≥ m0. Andererseits gilt für jedes i ∈ N mit rm + 1 ≤ i ≤ k(m)− sm

unter cmi 6= 0, dass

|ε/cmi| > K (4.55)

Beachtet man, dass für jede messbare Menge A ⊂ R die Ungleichung

Var(X) ≥ Var(X1A)

gilt, so erhält man zusammen mit (4.55) die Abschätzung

Var
(
cmiϕm(Um,i)1(−ε,ε)(cmiϕm(Um,i))

)
≥ c2mi Var

(
ϕm(Um,i)1(−ε,ε)(cmiϕm(Um,i))

)
≥ c2mi Var

(
ϕm(Um,i)1(−K,K)(ϕm(Um,i))

)
≥ c2miβ(δ).
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Die Behauptung folgt nun für den Spezialfall symmetrischer Zufallsvariablen

aus (4.53), (4.54) und

k(m)−sm∑
i=rm+1

c2mi(‖ϕ‖2
2 − δ) → σ2β(δ).

2. Schritt Für den allgemeinen Fall bedient man sich symmetrisierter Varia-

blen. Dazu sei ϕ̃m(Ũm,i) eine von ϕm(Um,i) unabhängige Kopie. Dann lassen

sich die obigen Aussagen auf

ϕm(Um,i)− ϕ̃m(Ũm,i)

anwenden. �

Die beiden vorausgegangenen Beweise liefern nun in Spezialfällen die Gültig-

keit von Grenzwertsätzen für Statistiken der Form (4.42). In einigen Situatio-

nen ist es hilfreich die Bedeutung der scores und der Regressionskoeffizienten

zu vertauschen. Dies soll an dieser Stelle am Beispiel des Zweistichprobenfalles

veranschaulicht werden.

Beispiel 4.20

Im Folgenden betrachte man ein Zweistichprobenproblem zu den Stichproben-

umfängen n1, n2 ∈ N mit k(n) = n1 + n2. Durch die Gleichung

Sn =

k(n)∑
i=1

bnian(Ri)

sei eine Rangstatistik mit reellen scores (an(i))i≤k(n) und Regressionskoeffizi-

enten

bni =
(n1n2

k(n)

)1/2

·

{
− 1

n1
i ≤ n1

1
n2

n1 < i ≤ k(n).

definiert. Unter Verwendung der Definition von Rängen gilt dann

Sn =

k(n)∑
i=1

bnDi
an(i).

Dabei bezeichnet Di den i-ten Antirang der gepoolten Stichprobe.

Für die Regressionskoeffizienten (bni)i≤k(n) gilt b̄n = 0 und somit erfüllen

diese die Bedingung (4.43). Definiert man

dn(i) := (k(n)− 1)1/2bni und cni := (k(n)− 1)1/2an(i),
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so gelten für die neuen scores (dn(i))i≤k(n) die Voraussetzungen

dn(1) ≤ · · · ≤ dn(k(n))

und

1

k(n)− 1

k(n)∑
i=1

(dn(i)− d̄n)2 =

k(n)∑
i=1

b2ni = 1.

Somit kann an dieser Stelle die Bedeutung von Satz 4.5 näher diskutiert wer-

den.

Unter der Voraussetzung, dass min(n1, n2) →∞ für k(n) →∞, erfüllt das

Schema (dn(Di)/(k(n) − 1)1/2)i≤k(n) die Voraussetzungen (E1)–(E3). Nimmt

man an, dass die Regressionskoeffizienten (cni)i≤k(n) für n→∞ die Bedingun-

gen (4.43) und (4.45) mit konvergenten Folgen cni− c̄n → ci und cn(k(n)+1−j)−
c̄n → cj, i, j ∈ N erfüllen, so werden die entsprechenden Limesvariablen durch

(4.52) gegeben.

Gilt zusätzlich n1/k(n) → κ ∈ (0, 1) für n → ∞, so konvergiert die Folge

(ϕn)n∈N von Treppenfunktionen schwach in (S, ‖ · ‖2) gegen eine Funktion ϕ

mit

ϕ(u) = −
(1− κ

κ

)1/2
1[0,κ](u) +

( κ

1− κ

)1/2
1(κ,1)(u), u ∈ (0, 1).

Die Statistik Sn konvergiert in Verteilung gegen T0 aus (4.52), wobei Z zentriert

normalverteilt mit Varianz

σ2 := 1−
∞∑
i=1

c2i −
∞∑

j=1

c̃2j

ist.

4.4 Beweise der zentralen Sätze (Satz 4.5 und

Satz 4.8)

Nachdem nun einige Vorbereitungen getroffen wurden und beide Hauptsätze

in Spezialfällen bewiesen sind, können diese nun in ihrer allgemeinen Form be-

handelt werden. Das wesentliche Hilfsmittel hierbei ist der Satz von Skorohod,

vgl. Satz A.7. Dabei zieht man sich für festes ω ∈ Ω auf fast sicher konvergente

Versionen einfacher Permutationsstatistiken mit zufälligen Scores zurück. Hier

lassen sich die in Abschnitt 4.3 gewonnenen Erkenntnisse anwenden und auf

den allgemeinen Fall übertragen.
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Beweis. (Satz 4.5 im allgemeinen Fall)

Teil (a): Nach der Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung gilt

Xn,i −Xn(∑k(n)
i=1 (Xn,i −X)2

)1/2
∈ [−1, 1].

Somit sind (Yi:k(m))i∈N und (Yk(m)+1−j:k(m))j∈N Folgen in [−1, 1]N. Aufgrund

der Kompaktheit von [−1, 1]N besitzt jede Folge in [−1, 1]N nach dem Satz

von Prohorov eine schwach konvergent Teilfolge {m} ⊂ N mit

(Yi:k(m))i∈N
D−→ (ζi)i∈N, (Yk(m)+1−j:k(m))j∈N

D−→ (ζ̃j)j∈N.

Teil (b): Erweitert man den Beweis aus Abschnitt 4.3 für deterministische

Koeffizienten, so erhält man die Gültigkeit von Satz 4.5 wie folgt. Dazu sei

τ = (τ(i))i≤k(n) : (Ω′,A′,P′) → Sk(n) eine auf der symmetrischen Gruppe Sk(n)

gleichverteilte Permutation, welche unabhängig von den X- und W -Variablen

ist. Unter den Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) erhält man

T ∗n
D
= k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,τ(i)(Xn,i −Xn) =: T̃ ∗n

auf dem Produktraum Ω× Ω̃×Ω′. Da an dieser Stelle lediglich die Verteilungs-

konvergenz unter P in (4.8) nachgewiesen werden soll, kann nach dem Satz A.7

von Skorohod die konvergenten Orderstatistiken in (4.6) sowie die konvergen-

te Indikatorfunktion 1Hn auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum durch

fast sicher konvergente Versionen ersetzt werden.

Auf diesem neuen Wahrscheinlichkeitsraum erhält man durch den Satz über

die dominierte Konvergenz von Lebesgue die L1(P)-Konvergenz von (4.6), d.h.

für alle i, j ∈ N gilt

‖Yi:k(m) − ζi‖1 → 0 und ‖Yk(m)+1−j:k(m) − ζ̃j‖1 → 0. (4.56)

Man findet nun isotone Folgen rm ↑ ∞, sm ↑ ∞ in N, so dass

rm∑
i=1

|Yi:k(m) − ζi| → 0 und (4.57a)

sm∑
j=1

|Yk(m)+1−j:k(m) − ζ̃j| → 0 (4.57b)
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in L1(P) konvergieren. Nach dem Teilfolgekriterium existiert eine Teilfolge,

so dass die Folgen (4.6) und (4.57a), (4.57b) für alle ω ∈ M mit P(M) =

1 konvergieren. Per Konstruktion gilt 1Hn → V fast sicher, wobei V eine

Zufallsvariable mit Werten in {0, 1} ist.

An dieser Stelle sind nun alle Vorbereitungen getroffen worden, um die

Beweisschritte für den Spezialfall in Abschnitt 4.3 anzuwenden. Dabei wählt

man cni = Yi:k(n)(ω), ω ∈M ∩{V = 0}, wobei die Zufallsvariablen durch (4.2)

definiert sind. Für festes ω ist nun analog zu Abschnitt 4.3 die Zufallsvariable

ω̃ 7→ T ∗m(∑k(m)
i=1 (Xm,i(ω)−Xm(ω))2

)1/2
= k(m)1/2

k(m)∑
i=1

cmiWRi:k(m) (4.58)

eine einfache lineare Permutationsstatistik mit zufälligen Scores. Somit lässt

sich für festes ω der Beweis für den deterministischen Fall wiederholen. Man

erhält die Konvergenz des oberen bzw. unteren Teils der Summe entlang einer

Teilfolge. Der mittlere Teil (4.51) bildet eine straffe Folge

ω 7→ L
(k(m)−sm∑

i=rm+1

cmiϕ(Um,i) | Xm,1, . . . , Xm,k(m)

)
von Ω in (M1(R), d). Somit existiert nach dem Satz von Prohorov eine schwach

konvergente Teilfolge. Nach dem Satz A.7 von Skorohod findet man jetzt

auf einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum fast sicher konvergente Ver-

sionen. Für festes ω erfüllt die Folge die Voraussetzung der asymptotischen

Vernachlässigbarkeit. Somit ist die entsprechende Limesvariable Z(ω) unend-

lich teilbar.

Als Abschluss bleibt lediglich der Fall ω ∈ M ∩ {V = 1} zu betrachten.

Hier definiere man Z(ω) = 0. Auf einem neuen Wahrscheinlichkeitsraum gilt

dann 1Hm(ω) = 0 und T ∗m(ω) = 0. Die Limesvariablen ζi(ω) und ζ̃j(ω) sind

ebenfalls 0 und man erhält T0(ω) = 0. �

Beweis. (Satz 4.8 im allgemeinen Fall)

Für den allgemeinen Beweis von Satz 4.8 lässt sich analog zum vorigen

Beweis die studentisierte Resampling-Statistik auf einem geeigneten Wahr-

scheinlichkeitsraum als einfache lineare Permutationsstatistik mit zufälligen

Scores auffassen. Dazu geht man auf dem neuen Wahrscheinlichkeitsraum zu

fast sicher konvergenten Versionen der Orderstatistiken über und erhält ent-

sprechend zu (4.58) für cni = Yni(ω) und festem ω ∈ Ω eine Darstellung der
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Zufallsvariablen

ω̃ 7→ T ∗m(∑k(m)
i=1 (Xm,i(ω)−Xm(ω))2

)1/2
= k(m)1/2

k(m)∑
i=1

cmiWRi:k(m)

mithilfe von Rängen (Ri)i≤k(m). Somit befindet man sich in der Situation von

Abschnitt 4.3 und der entsprechende Beweis ist analog zum vorigen Vorgehen

anwendbar. �
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Kapitel 5

Konsistenz des

Bootstrap-Stichprobenmittels

Die zentrale Bedeutung des arithmetischen Mittels in der Wahrscheinlichkeits-

theorie und der Statistik führte zu umfangreichen Untersuchungen der Kon-

sistenz des Bootstrap-Stichprobenmittels.

Die Entwicklung der Theorie begann mit den Arbeiten von Bickel und

Freedman [22] und Singh [119], welche für Folgen (Xi)i∈N von i.i.d. Zufalls-

variablen mit E(X2
1 ) <∞ bedingte Grenzwertsätze der Form∥∥∥P(n1/2

(
Xn − E(X1)

)
≤ x

)
− P∗

(
n1/2

(
X
∗
n −Xn

)
≤ x

)∥∥∥
∞
→ 0 f.s. (5.1)

bewiesen haben, wobei P∗ die bedingte Verteilung gegeben den Daten bezeich-

net.

Für E(X2
1 ) = ∞ zeigt Athreya [5], dass die fast sichere Konvergenz in

(5.1) durch die P-stochastische Konvergenz ersetzt werden muss, falls die Zu-

fallsvariable X1 im Anziehungsbereich einer Normalverteilung liegt.

Diese beiden Ergebnisse werden in der Arbeit von Giné und Zinn [47]

zusammengefasst. Sie zeigen, dass unter den jeweiligen Voraussetzungen beide

Bedingungen notwendig für die Konsistenz des Bootstrap-Stichprobenmittels

sind.

Arcones und Giné [2, 3] behandeln in ihren Arbeiten die Konsistenz

des Bootstrap-Verfahrens für abweichende Stichprobenumfänge m(n). Als ent-

scheidende Entwicklung in der Untersuchung der Konsistenz von Bootstrap-

Verfahren kann die Arbeit von Mason und Newton [89] angesehen werden.

Diese führen den sog.
”
verallgemeinerten Bootstrap” auf Basis austauschbarer
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Gewichte ein und beweisen unter Verwendung allgemeiner Ergebnisse über ein-

fache lineare Rangstatistiken aus Hajék, Šidák und Sen [53] entsprechende

Grenzwertsätze, vgl. auch Abschnitt 2.2.

Im Laufe der Jahre wurde die Theorie stetig ausgeweitet und es existieren

eine Vielzahl an Literaturquellen über diese Thematik, vgl. auch Arenal-

Gutiérrez und Matrán [4]. Dabei lag der Schwerpunkt der Untersuchungen

jedoch stets auf Folgen (Xi)i∈N von i.i.d. Zufallsvariablen. Mammen [85, 86]

zeigt für lineare Statistiken, dass die Bootstrap-Verteilung genau dann kon-

sistent ist, falls eine Normalapproximation mit geschätzten Varianzen gültig

ist. Grenzwertsätze für studentisierte Bootstrap-Statistiken betrachten Ma-

son und Shao [90].

Cuesta-Albertos und Matrán [30] sowie del Barrio, Matrán und

Cuesto-Albertos [10] behandeln Grenzwertsätze für Dreiecksschemata zei-

lenweise unabhängig identisch verteilter Zufallsvariablen. Analog zu den Er-

gebnissen aus der vorliegenden Arbeit zeigt sich, dass entsprechende Limesva-

riablen unendlich teilbare Maße darstellen und sich als Faltung einer Normal-

verteilung mit einer zusammengesetzten Poissonverteilung schreiben lassen.

Betrachtet man die sog. Resampling-Intensität c := limn→∞m(n)/k(n) ∈
(0,∞), so lassen sich für stetige Funktionen f : R+ → R+ Grenzwertsätze

in Abhängigkeit einer Normalisierungskonstanten rn := f(m(n)/k(n)) unter-

suchen, vgl. del Barrio, Cuesta-Albertos und Matrán [8]. Dabei ist

die Limesverteilung vom Grenzwert f(c) abhängig und stellt wiederum ein

unendlich teilbares Maß dar.

Wie in den vorigen Abschnitten gezeigt, kann man bei der Herleitung allge-

meiner Grenzwertsätze für Resampling-Verfahren auf die einschränkende Vor-

aussetzung zeilenweiser i.i.d. Zufallsvariablen verzichten. Deshalb soll im Rah-

men des bisherigen Kontextes ein allgemeines Dreiecksschema (Xn,i)i≤k(n) von

Zufallsvariablen vorausgesetzt werden.

Im weiteren Verlauf sei T ∗n eine Statistik der Form (2.9), d.h.

T ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn),

mit den entsprechenden Bootstrap-Gewichten aus Beispiel 2.10(a) und (c).

Um an dieser Stelle die Gültigkeit von Grenzwertsätzen der Form 4.5 bzw.

4.8 zeigen zu können, müssen zunächst Bedingungen angegeben werden, un-
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ter denen die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) aus Kapitel 4.1 gültig sind.

Lemma 5.2 stellt die Gültigkeit der Generalvoraussetzungen für den Fall der

m(n)-Bootstrap-Gewichte sicher. Für den Beweis wird das folgende Korollar

benötigt:

Korollar 5.1

Sei X eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt

E
(
(X − E(X))4

)
≤ n(p+ p4) + 4!n(n− 1)

(
p(1− p)

)2
.

Beweis. Definiert man X :=
∑n

i=1Xi mit unabhängig identisch B(1, p)-ver-

teilten Zufallsvariablen Xi, i = 1, . . . , n, so gilt

E
(
(X − E(X))4

)
= E

(( n∑
i=1

(Xi − p)
)4)

=
n∑

i,j,r,s=1

E
(
(Xi − p)(Xj − p)(Xr − p)(Xs − p)

)

= nE
(
(X1 − p)4

)
+

4!

2
n(n− 1) Var(X1)

2

≤ n(p+ p4) + 4!n(n− 1)
(
p(1− p)

)2
.

�

Lemma 5.2

Sei k(n) →∞. Dann erfüllen die m(n)-Bootstrap-Gewichte

Wn,i := m(n)1/2
( 1

m(n)
Mn,i −

1

k(n)

)
aus Beispiel 2.10(a) die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) falls m(n) →∞.

Beweis. Die Gültigkeit der Generalvoraussetzung (E1) folgt unmittelbar aus

der Konstruktion der Gewichte durch multinomialverteilte Zufallsvariablen. Es

bleibt also lediglich die Bedingungen (E2) und (E3) zu überprüfen. Wählt man

Wn,i := m(n)1/2
( 1

m(n)
Mn,i −

1

k(n)

)
,
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mit (Mn,1, . . . ,Mn,k(n)) ∼Mult
(
m(n), ( 1

k(n)
, . . . , 1

k(n)
)
)
, so gilt

W n :=
1

k(n)

k(n)∑
i=1

Wn,i = 0.

Die Bedingung (E3) folgt dann aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung sowie

E(

k(n)∑
i=1

W 2
n,i) =

k(n)− 1

k(n)
→ 1

und

Var(

k(n)∑
i=1

W 2
n,i) =

(m(n)− 1)(k(n)− 1)

m(n)k(n)2
→ 0.

Die Bedingung (E2) lässt sich mittels der Markov’schen Ungleichung wie folgt

nachweisen:

P̃( max
1≤i≤k(n)

|Wn,i| ≥ ε) ≤ k(n)P̃
(
|Mn,1 −

m(n)

k(n)
| ≥ m(n)1/2ε

)

≤ k(n)m(n)−2ε−4
E
((
Mn,1 −

m(n)

k(n)

)4)
.

Nach Korollar 5.1 gilt

k(n)m(n)−2ε−4
E
((
Mn,1 −

m(n)

k(n)

)4) −−−→
n→∞

0

und somit die Behauptung. �

Analog kann man nun den Fall der Wild-Bootstrap-Gewichte betrachten.

Dabei stellt sich heraus, dass die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) gerade

dann erfüllt sind, falls die Gewichte eine Normalitätsbedingung einhalten.

Lemma 5.3

Sei k(n) →∞. Dann erfüllen die Wild-Bootstrap-Gewichte

Wn,i := k(n)−1/2Zn,i

aus Beispiel 2.10(c) die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3), falls

L
(
k(n)−1/2

k(n)∑
i=1

Zn,i

)
w−→ N(0, 1). (5.2)
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Beweis. Die Gültigkeit der Gerneralvoraussetzung (E1) folgt analog zum vo-

rigen Beweis unmittelbar aus der Definition der Gewichte Wn,i. Betrachte die

Wild-Bootstrap-Gewichte

Wn,i = k(n)−1/2Zn,i,

mit Zn,1, . . . , Zn,k(n) i.i.d. Zufallsvariablen und E(Zn,1) = 0 bzw. Var(Zn,1) = 1.

Dann folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass

W n :=
1

k(n)

k(n)∑
i=1

Wn,i =
1

k(n)3/2

k(n)∑
i=1

Zn,i
P̃−→ 0

bzw.

max
1≤i≤k(n)

|Wn,i|
P̃−→ 0.

Raikov’s Theorem liefert die stochastische Konvergenz der Quadrate

k(n)∑
i=1

(Wn,i −W n)2 =

k(n)∑
i=1

W 2
n,i

P̃−→ 1,

vgl. Raikov [108] �

Korollar 5.4

Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.3 ist hinreichend für die Gültigkeit

von (5.2), dass

Zn,1
D−→ Z1, (5.3)

wobei Z1 eine Zufallsvariable mit E(Z1) = 0 und Var(Z1) = 1 ist.

Beweis. Bezeichnet Fn und F0 die Verteilungsfunktionen von Zn,1 bzw. Z1,

so lassen sich die Zufallsvariablen mittels ihrer inversen Verteilungsfunktionen

schreiben als

Zn,1 = F−1
n (U) bzw. Z1 = F−1

0 (U), (5.4)

wobei U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist. Aus (5.3) folgt dann,

dass F−1
n → F−1

0 fast sicher und der Satz von Vitali liefert

F−1
n (U)− F−1

0 (U)
L2−→ 0.

Somit gilt Var(F−1
n (U) − F−1

0 (U)) → 0. Bezeichnen U1, U2, . . . unabhängige

auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen, so folgt wegen

Var
( 1√

n

k(n)∑
i=1

F−1
n (Ui)−

1√
n

k(n)∑
i=1

F−1
0 (Ui)

)
→ 0
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die Gültigkeit des zentralen Grenzwertsatzes mittels der Quantildarstellung

(5.4) und somit die Behauptung. �

Die Lemmata 5.2 und 5.3, sowie Korollar 5.4 liefern im Falle der Bootstrap-

Gewichte aus Beispiel 2.10(a) und (c) hinreichende Bedingungen für die Gültig-

keit der Generalvoraussetzungen (E1)–(E3). Damit ist man nun in der La-

ge, die durch die Folge (ϕn)n∈N von Treppenfunktionen aus (4.4) definierten

i.i.d. Zufallsvariablen Zi genauer zu beschreiben. Im Falle der m(n)-Bootstrap-

Gewichte ergibt sich:

Satz 5.5

Sei k(n) →∞. Die durch die m(n)-Bootstrap-Gewichte definierte Folge (ϕn)n∈N

von Treppenfunktionen konvergiere gegen ein ϕ ∈ S. Dann gilt:

(a) (ϕn)n∈N konvergiert in Verteilung in (S, ‖ · ‖2), falls

m(n)

k(n)
→ c ∈ (0,∞]

und die Zufallsvariablen Z1
D
= ϕ(U) sind gegeben durch

Z1
D
= c−1/2(X − c) für c ∈ (0,∞),

wobei X eine standardpoissonverteilte Zufallsvariable ist, bzw. durch

L(Z1) = N(0, 1) für c = ∞.

(b) (ϕn)n∈N konvergiert in Verteilung in (S, ‖ · ‖1) mit ϕ = 0, falls

m(n)

k(n)
→ 0.

Beweis. Teil (a): Betrachtet man die m(n)-Bootstrap-Gewichte mit

Wn,i := m(n)1/2
( 1

m(n)
Mn,i −

1

k(n)

)
,

so gilt W n = 0. Der Beweis der Konvergenz der Folge (ϕn)n∈N in (S, ‖ · ‖2)

erfolgt nun, indem man die multinomialverteilten Gewichte (Mn,i)i≤k(n) in der

folgenden speziellen Form darstellt. Seien U1, U2, . . . unabhängige auf (0, 1)

gleichverteilte Zufallsvariablen und e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . .
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die Einheitsvektoren auf Rk(n). Dann lassen sich die obigen Zufallsvariablen

Mn,1, . . . ,Mn,k(n) schreiben als

Mn,i =

k(n)∑
i=1

1ei
(Yn,k), (5.5)

wobei

Yn,k :=
(
1( j−1

k(n)
, j
k(n)

](Uk)
)
1≤j≤k(n)

. (5.6)

Aufgrund der Generalvoraussetzung (E2) genügt es, das Konvergenzverhalten

der Treppenfunktion

ϕ̃n(u) := (k(n)− 1)1/2
(
W1+[k(n)u]:k(n) −W n

)
=

(k(n)− 1)1/2

m(n)1/2

(
M1+[k(n)u]:k(n) −

m(n)

k(n)

)
zu betrachten.

Betrachte zunächst den Fall 0 < c <∞. Bezeichnet Fn die Verteilungsfunk-

tion einer B(m(n), 1
k(n)

)-Verteilung, so gilt nach dem Poisson’schen Grenzwert-

satz für festes x ∈ R, dass

Fn(x) → G(x),

wobei G(·) die Verteilungsfunktion einer poissonverteilten Zufallsvariablen mit

Erwartungswert c ist. Mit (5.5) und (5.6) lassen sich nun neue Zufallsvariablen

durch

(Ui)i 7→ 1(−∞,x](Mn,1) und (Ui)i 7→ 1(−∞,x](Mn,k(n))

definieren. Diese sind in jedem Argument monoton nicht-fallend und die Ko-

varianzungleichung von Hájek, vgl. Hájek [51, Lemma 3.1] liefert, dass

Cov
(
1(−∞,x](Mn,1),−1(−∞,x](Mn,k(n))

)
≥ 0. (5.7)

Aus der Austauschbarkeit der (Mn,i)i≤k(n) folgt für jedes Paar (i, j) ∈ N ×N
mit i < j

Cov
(
1(−∞,x](Mn,i),1(−∞,x](Mn,j)

)
≤ 0

und somit

Var
( 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x](Mn,k)
)
≤ 1

k(n)2

k(n)∑
k=1

Var
(
1(−∞,x](Mn,k)

)
−→ 0. (5.8)
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Zusammen mit der Konvergenz

E
( 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x](Mn,k)
)

= Fn(x) → G(x)

folgt dann aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung, dass

1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x](Mn,k) −−−→
n→∞

G(x) P-stoch.

Somit gilt für jedes x ∈ R die gleichmäßige Konvergenz

sup
x∈R

| 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x](Mn,k)−G(x)| −−−→
n→∞

0 P-stoch.

Sei nun u ∈ (0, 1) fest. Dann folgt aus der Definition der Orderstatistiken,

dass

P
(
M1+[k(n)u]:k(n) ≤ r

)
= P

( 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,r](Mn,k) ≥
1 + [k(n)u]

k(n)

)
. (5.9)

Für r > 0 konvergiert dieser Ausdruck gegen 1, falls u > G(r) bzw. gegen 0

falls u < G(r). Somit gilt

M1+[k(n)u]:k(n)
P−→ G−1(u) (5.10)

für alle u ∈ S(G−1) := {u : G−1 stetig in u}. Nun lassen sich die Ideen aus

den Beweisen von Lemma 4.1 und 4.4 durchführen. Für jede Folge erhält man

entlang einer Teilfolge {m} ⊂ N die punktweise Konvergenz von

ϕ̃m(u) → c−1/2(G−1(u)− c) := ϕ(u) ∀u ∈ S(G−1) P-f.s. (5.11)

Für eine weitere Teilfolge gilt die Generalvoraussetzung (E2) f.s. und die Be-

dingung (5.11) folgt ebenfalls für ϕm. Da E(ϕ(U1)) = 0 und Var(ϕ(U1)) = 1

gilt, erhält man nun die gewünschte Konvergenz in (S, ‖ · ‖2). Somit folgt die

Behauptung für 0 < c < ∞, da G−1(U1) = X, wobei X eine poissonverteilte

Zufallsvariable zum Parameter c ist.

Für den Fall c = ∞ wird der vorhandene Beweis entsprechend abgeändert.

Beachte, dass eine Folge von B(m(n), 1
k(n)

)-verteilten Zufallsvariablen ξn für

m(n)/k(n) →∞ gegen eine normalverteilte Zufallsvariable Y konvergiert, d.h.(m(n)

k(n)

)−1/2(
ξn −

m(n)

k(n)

) D−→ Y, (5.12)
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mit L(Y ) = N(0, 1). Betrachte nun

1(−∞,x]

(( k(n)

m(n)

)−1/2(
Mn,k −

m(n)

k(n)

))
.

Analog zu (5.7) und (5.8) folgt

sup
x∈R

| 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x]

(( k(n)

m(n)

)−1/2(
Mn,k −

m(n)

k(n)

))
− Φ(x)| → 0

und somit wie in (5.9)

P
((m(n)

k(n)

)−1/2
(M1+[k(n)u]:k(n) −

m(n)

k(n)
) ≤ r

)
−−−→
n→∞

1,

falls u > Φ(r) bzw.

P
((m(n)

k(n)

)−1/2
(M1+[k(n)u]:k(n) −

m(n)

k(n)
) ≤ r

)
−−−→
n→∞

0,

falls u < Φ(r). Dann gilt(m(n)

k(n)

)−1/2
(M1+[k(n)u]:k(n) −

m(n)

k(n)
) → Φ−1(u) P-stoch.

Somit folgt die Behauptung für c = ∞.

Teil (b): Im Fall c = 0 zeigt sich, dass in (5.12) Y = 0 gilt. Um diese Aussage

zu beweisen ersetzt man die konvergente Folge (ξn)n∈N durch eine neue Folge

(ηn)n∈N von poissonverteilten Zufallsvariablen mit E(ηn) = m(n)/k(n). Für

die charakteristische Funktion von(m(n)

k(n)

)−1/2(
ηn −

m(n)

k(n)

)
gilt dann

ρn(t) := E
[
exp
(
it
( k(n)

m(n)

)1/2(
ηn −

m(n)

k(n)

))]

= exp
[
−it
(m(n)

k(n)

)1/2
]
exp
[m(n)

k(n)
exp
(
it
( k(n)

m(n)

)1/2
)
− 1
]

= exp
[m(n)

k(n)

(
exp
(
it
( k(n)

m(n)

)1/2)
− 1
)
− it

(m(n)

k(n)

)1/2]
.

Für festes t ∈ R gilt

ρn(t) −−−→
n→∞

1.
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Somit folgt

sup
x∈R

∣∣∣ 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x]

(( k(n)

m(n)

)−1/2(
Mn,k −

m(n)

k(n)

))
− F0(x)

∣∣∣→ 0

für F0 := 1[0,∞). Mit denselben Argumenten wie oben folgt dann, dass( k(n)

m(n)

)−1/2(
M1+[k(n)u]:k(n) −

m(n)

k(n)

)
→ F−1

0 (u)

mit F−1
0 = 0. Somit ist die Folge (ϕn)n∈N offensichtlich konvergent in (S, ‖·‖1),

jedoch nach Lemma 4.4 nicht konvergent in (S, ‖ · ‖2). �

Satz 5.6

Für k(n) → ∞ konvergiert die durch die Wild-Bootstrap-Gewichte definierte

Folge (ϕn)n∈N von Treppenfunktionen genau dann in Verteilung in (S, ‖ · ‖2)

gegen ein ϕ ∈ S, falls die Voraussetzung (5.3) erfüllt ist.

Beweis. Bezeichnet F0 die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z1, so gilt

analog zu den Überlegungen des vorhergehenden Beweises, dass

sup
x∈R

| 1

k(n)

k(n)∑
k=1

1(−∞,x](Zn,k)− F0(x)| → 0

und somit Z1+[k(n)u]:k(n) → F−1
0 (u) bis auf eine abzählbare Menge von umit u ∈

(0, 1). Hieraus folgt ϕ = F−1
0 . Nach Lemma 4.4 folgt dann wegen Var(ϕ(U)) =

Var(Z1) = 1 die Behauptung. �

Bemerkung 5.7

Betrachtet man die Situationen konvergenter Partialsummen aus Abschnitt

4.2, so lassen sich bzgl. der asymptotischen Korrektheit der in Beispiel 2.10(a)

und (c) angegebenen Bootstrap-Verfahren

T ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn) (5.13)

folgende Aussagen treffen:

(a) Die bedingte Verteilung von T ∗n gegeben Xn,1, . . . , Xn,k(n) ist genau dann

im Sinne von Korollar 4.17 asymptotisch konsistent, falls die Limesverteilung

L(ξ) zentriert normalverteilt ist.
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(b) In dem Fall c = ∞ liefern die m(n)-Bootstrap-Gewichte stets zentrierte

Normalverteilungen L(X0 | Π) mit zufälliger bedingter Varianz

σ2(ω) :=
∞∑
i=1

ψ1(Si(ω))2 +
∞∑

j=1

ψ2(S̃j(ω))2 + σ2.

(c) Die Ergebnisse aus Abschnitt 4.3 lassen sich in der Situation c = 0 nicht auf

den m(n)-Bootstrap anwenden. In diesem Fall ist die Limesvariable T̃0 = Z(Π)

bedingt unendlich teilbar, vgl. Satz 4.9. Für weitere Ergebnisse im Falle klei-

ner Resampling-Intensitäten m(n)/k(n) bei zeilenweise i.i.d. Dreiecksschemata

(Xn,i)i≤k(n) vgl. man del Barrio und Matrán [9].

(d) Die unbedingte Konsistenz des Bootstrap-Stichprobenmittels, d.h. X0
D
= ξ,

ist ein Spezialfall von Satz 4.18(b). 2

Die in diesem Abschnitt gewonnen Erkenntnisse enthalten als Spezialfälle

die bekannten Ergebnissen aus der zu diesem Thema veröffentlichten Literatur.

Mithilfe der angegebenen Sätze erhält man für Dreiecksschemata (Xn,i)i≤k(n)

von Zufallsvariablen neben der Aussage, wann Bootstrap-Verfahren konsistent

sind, eine genaue Darstellung möglicher Limesverteilungen. Erste Ansätze hier-

zu findet man in den zu Beginn dieses Abschnittes angegebenen Arbeiten von

Cuesta-Albertos und Matrán [30], del Barrio, Matrán und Cuesta-

Albertos [10] und andere.
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Kapitel 6

Spezielle Bootstrap-Verfahren

Neben den in Beispiel 2.10 betrachteten Resampling-Gewichten treten in der

Literatur eine Vielzahl weiterer Formen von Verfahren auf, mit deren Hilfe ge-

eignete Approximationen für die Verteilungsfunktion einer Statistik bestimmt

werden können. Diese gehen zum Teil auf die ursprüngliche Bootstrap-Idee von

Efron [38] zurück und bilden dabei neue Varianten der Wahl von Gewichten

für die Bestimmung entsprechender Verteilungen.

In diesem Kapitel sollen nun einige bekannte und weniger bekannte For-

men vorgestellt werden und im Rahmen der vorhergehenden Untersuchungen

analysiert werden, inwieweit (bedingte) Grenzwertsätze existieren.

6.1 i.i.d.-weighted-Bootstrap

Sei (ηi)i∈N eine Folge strikt positiver i.i.d. Zufallsvariablen mit endlicher Vari-

anz 0 < Var(η1) <∞. Definiert man

Dn,i :=
ηi

k(n)∑
j=1

ηj

, i = 1, . . . , k(n); k(n) ≥ 1,

so erhält man eine neue Form von Resampling-Gewichten durch

W ′
n,i := k(n)1/2

(
Dn,i −

1

k(n)

)
. (6.1)

Das hieraus resultierende Resampling-Verfahren wird i.i.d.-weighted-Bootstrap

genannt, vgl Praestgaard und Wellner [104, Example 3.1].

73



I. Resampling-Tests und Bedingte Grenzwertsätze

Um einen Grenzwertsatz formulieren zu können, müssen an dieser Stelle

die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) überprüft werden. Es gilt das folgende

Lemma:

Lemma 6.1

Sei k(n) →∞. Unter den obigen Voraussetzungen erfüllen die Gewichte (6.1)

die Voraussetzungen (E1), (E2) und

k(n)∑
i=1

(W ′
n,i −W

′
n)2 → ρ2

η :=
E(η2

1)

(E(η1))2
− 1 > 0. (6.2)

Beweis. Bedingung (E1) ist per Definition erfüllt und aus
∑k(n)

i=1 Dn,i = 1 folgt

W
′
n = 0. Somit erhält man für die Summe der Quadrate

k(n)∑
i=1

(W ′
n,i −W

′
n)2 = k(n)

k(n)∑
i=1

(Dn,i −
1

k(n)
)2 = k(n)

k(n)∑
i=1

D2
n,i − 1

=

k(n)

k(n)∑
i=1

η2
i

(k(n)∑
j=1

ηj

)2

− 1 −→ ρ2
η stochastisch.

Schreibt man

max
1≤i≤k(n)

|W ′
n,i −W

′
n|

=
√
k(n) max

1≤i≤k(n)
|Dn,i −

1

k(n)
|

=
1

ηn

1√
k(n)

max
1≤i≤k(n)

|ηi − η̄|,

so folgt die Voraussetzung (E2) direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz für

die i.i.d. Zufallsvariablen ηi, i = 1, . . . , k(n). �

Definiert man neue Gewichte

Wn,i :=
k(n)1/2

ρη

(
Dn,i −

1

k(n)

)
, i = 1, . . . , k(n), (6.3)
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so erfüllen diese nach Lemma 6.1 die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) und

man kann die Limesverteilungen der Treppenfunktionen

ϕn(·, u) :=
(k(n)− 1)1/2(∑k(n)

i=1 (Wn,i −W n)2
)1/2

(
W1+[k(n)u]:k(n) −W n

)
(6.4)

untersuchen.

Lemma 6.2

Bezeichnet F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen η1, so konvergiert

für die Gewichte (6.3) die Folge (ϕn)n∈N von Treppenfunktionen aus (6.4) in

Verteilung in (S, ‖ · ‖2) gegen eine Limesfunktion ϕ ∈ S mit

ϕ(u) := ρ−1
η · F

−1(u)− E(η1)

E(η1)
.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 5.5 genügt es aufgrund der Generalvor-

aussetzung (E2) das asymptotische Verhalten der Funktion

ϕ̃n(u) := ρ−1
η · k(n)

(
D1+[k(n)u]:k(n) −

1

k(n)

)
zu betrachten. Definiert man das arithmetische Mittel η̄n := 1/k(n)

∑k(n)
i=1 ηi

der Zufallsvariablen ηi, i = 1 . . . , k(n), so gilt

ϕ̃n(u) = ρ−1
η · k(n)

(η1+[k(n)u]:k(n)∑k(n)
i=1 ηi

− 1

k(n)

)

= ρ−1
η ·

η1+[k(n)u]:k(n) − η̄n

η̄n

.

Mithilfe von Konvergenzaussagen über zentrale Orderstatistiken, vgl. Wit-

ting und Müller-Funk [128, S. 575], folgt

ϕ̃n(u) −−−→
n→∞

ρ−1
η · F

−1(u)− E(η1)

E(η1)
.

Zusammen mit Lemma 4.1 und Lemma 4.3 erhält man hieraus die Verteilungs-

konvergenz in (S, ‖ · ‖1).

Bezeichnet U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, so ist nach Lem-

ma 4.4

Var(ϕ(U)) = 1
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äquivalent zur Verteilungskonvergenz von ϕn in (S, ‖ · ‖2). Wegen

Var(ϕ(U)) =
1

ρ2
η

· Var
(F−1(U)− E(η1)

E(η1)

)
= 1

ist diese Bedingung bereits unter den gegebenen Voraussetzungen erfüllt. �

Beispiel 6.3 (Bayesian-Bootstrap)

Der Bayesian-Bootstrap von Rubin [111] stellt eine Variante des Bootstrap-

Verfahrens dar, die dazu dient, die posterior Verteilung eines Parameters ge-

geben den Daten zu approximieren.

Wählt man (k(n)−1) unabhängige auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen

U1, . . . , Uk(n)−1, so liefert für U0:k(n)−1 := 0 und Uk(n):k(n)−1 := 1 der Vektor(
Ui:k(n)−1 − Ui−1:k(n)−1

)k(n)

i=1

die Auswahlwahrscheinlichkeiten mit denen die Elemente von Xn,1, . . . , Xn,k(n)

in der Bayesian-Bootstrap-Stichprobe auftreten.

In diesem Fall ist (ηi)i∈N eine Folge unabhängiger identisch exponentialver-

teilter Zufallsvariablen mit E(η1) = 1 und es gilt(
Ui:k(n)−1 − Ui−1:k(n)−1

)k(n)

i=1

D
=
( ηk∑k(n)

j=1 ηj

)k(n)

k=1
,

vgl. Reiss [110, Theorem 1.6.7]. Unter diesen Voraussetzungen gilt für den

Normierungsfaktor ρ2
η, dass ρ2

η = 1 und der Vektor (Dn,1, . . . , Dn,k(n)) genügt

einer Dirichletverteilung zu dem Parameter
(
k(n), (1, . . . , 1)

)
, zur Definition

einer Dirichletverteilung vgl. Reiss [110, S. 59].

6.2 Wild-Bootstrap mit zufälligem Stichpro-

benumfang

In seiner Monographie liefert Mammen [85, S. 14f.] zur Motivation des Wild-

Bootstrap ein Resampling-Verfahren mit zufälligen poissonverteiltem Stich-

probenumfang. Bezeichnet N eine poissonverteilte Zufallsvariable mit E(N) =

k(n) und definiert man für eine Bootstrap-Stichprobe X∗
n,1, . . . , X

∗
n,k(N)

Nj := #{1 ≤ i ≤ N : X∗
n,i = Xn,j}, j = 1, . . . , k(n),
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so sind die Nj unabhängig poissonverteilt mit E(Nj) = 1. In diesem Fall wählt

man als Wild-Bootstrap-Gewichte

Zn,i = Ni − 1

und die Anzahl der Bootstrap-Replikationen
∑k(n)

i=1 Nj ist zufällig. Diese Über-

legungen lassen sich auf folgende Art erweitern:

Wählt man unabhängig poissonverteilte Zufallsvariablen (Ni)i=1,...,k(n) mit

E(Ni) = m(n)/k(n), so liefert dies eine Auswahl mit zufälligem Bootstrap-

Stichprobenumfang
∑k(n)

i=1 Ni, so dass E(Ni) = m(n). In diesem Fall sind durch

Zn,i :=
( k(n)

m(n)

)1/2(
Ni −

m(n)

k(n)

)
(6.5)

neue Bootstrap-Gewichte

Wn,i = k(n)−1/2Zn,i (6.6)

definiert.

Per Definition gilt E(Zn,1) = 0 sowie Var(Zn,1) = 1 und die Form (6.6) bil-

det eine spezielle Variante der Wild-Bootstrap-Gewichte aus Beispiel 2.10(c).

Betrachtet man die neuen Gewichte genauer, so fällt auf, dass diese in ihrer

Darstellung den m(n)-Bootstrap-Gewichten ähneln.

Während beim gewöhnlichen Bootstrap-Verfahren die neuen Bootstrap-

Zufallsvariablen mittels einer Multinomialverteilung bestimmt werden, ersetzt

man beim modifizierten Wild-Bootstrap diese durch eine Poissonverteilung mit

entsprechendem Erwartungswert.

Da es sich hier um Wild-Bootstrap-Gewichte handelt, reicht es nach Lemma

5.3 für die Gültigkeit eines Grenzwertsatzes aus,

Zn,1
D−→ Z1

zu überprüfen, wobei E(Z1) = 0 und Var(Z1) = 1 gelten muss. Die entspre-

chenden Bedingungen liefert nun das folgende Lemma:

Lemma 6.4

Gilt m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞], so erfüllen die durch (6.6) definierten Gewichte

die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) und die durch (4.4) definierte Folge

77



I. Resampling-Tests und Bedingte Grenzwertsätze

(ϕn)n∈N von Treppenfunktionen konvergiert in Verteilung in (S, ‖ · ‖2) gegen

ein ϕ ∈ S. Für c ∈ (0,∞) gilt Z1
D
= ϕ(U) mit

Z1
D
= c−1/2(X − c),

wobei X eine standard poissonverteilte Zufallsvariable ist und für c = ∞ genügt

die Verteilung L(Z1) einer standardisierten Normalverteilung.

Beweis. Nach Lemma 5.3 genügt es für die Gültigkeit von (E1)–(E3) die

Existenz einer Zufallsvariablen Z1 mit E(Z1) = 0 und E(Z2
1) = 1 nachzuprüfen,

so dass

Zn,1
D−→ Z1.

Teil 1: Betrachte den Fall m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞). Sei X eine zum Parameter

c poissonverteilte Zufallsvariable. Dann gilt für die charakteristische Funktion

der Zn,i

ϕ̂Zn,1(t) := exp
(
−it
(m(n)

k(n)

)1/2
)

exp
(m(n)

k(n)

(
exp
(
it
(m(n)

k(n)

)−1/2)− 1
))

= exp
(m(n)

k(n)

(
exp
(
it
(m(n)

k(n)

)−1/2)− 1
)
− it

(m(n)

k(n)

)1/2
)

−−−→
n→∞

exp
(
c
(
exp(itc−1/2)− 1

)
− itc1/2

)
=: ϕ̂Z1(t),

mit Z1 = c−1/2(X − c). Aus dem Stetigkeitssatz von P. Lévy, vgl. Bauer [11]

folgt dann die Behauptung für c ∈ (0,∞).

Teil 2: Betrachtet man den Fall m(n)/k(n) → ∞, so ergibt sich für die cha-

rakteristische Funktion der Zn,i

ϕ̂Zn,1(t) = exp
(m(n)

k(n)

(
exp
(
it
(m(n)

k(n)

)−1/2)− 1
)
− it

(m(n)

k(n)

)1/2
)

−−−→
n→∞

exp
(−t2

2

)
.

Aus dem Stetigkeitssatz von P. Lévy folgt dann, dass

Zn,1
D−→ N(0, 1).

�
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6.3 Prepivotisieren und der double-Bootstrap

Die Methode des Prepivotisierens wurde von Beran [16] im Zusammenhang

mit Konfidenzintervallen vorgeschlagen und anschließend in Beran [17] auf

Bootstrap-Tests übertragen. Ziel ist es, durch eine geeignete Transformation

der Teststatistik Tn aus (3.2), diese derart umzuwandeln, dass die zugehörige

Verteilung unter der Nullhypothese asymptotisch unabhängig von unbekann-

ten Parametern wird. In diesem Fall spricht man von einem (asymptotischen)

Pivot, zur Definition vgl. Behnen und Neuhaus [12, S. 367f.].

Bezeichnet H∗
n(·) die Bootstrap-Verteilungsfunktion von Tn unter einer

Nullhypothese H0, so wählt Beran [17] als neue Teststatistik

Tn,1 := H∗
n(Tn). (6.7)

Die Bootstrap-Verteilungsfunktion von Tn,1 unter H0 ist dann analog zu (2.1)

durch

H∗
n,1(x) = Pn

ϑ̂n
(Tn,1 ≤ x | X) (6.8)

gegeben. Führt man nun bezüglich der Statistik (6.7) einen Bootstrap-Test

durch, so erhält man als neuen Resampling-Test

ϕB,1 =


1 >

Tn c∗n
(
c∗n,1(α)

)
,

0 ≤

wobei c∗n,1(α) mithilfe der Inversen von (6.8) analog zu (3.3) gewählt wird

und c∗n(·) den kritischen Wert des klassischen Bootstrap-Tests bezeichnet. Für

einen zugehörigen Algorithmus zur Bestimmung der entsprechenden Vertei-

lungsfunktion, vgl. Beran und Ducharme [19, Lecture 2] und Algorithmus

4.

Das Verfahren liefert nun die Idee für neue Bootstrap-Gewichte, die das

zweimalige Ziehen einer Bootstrap-Stichprobe beschreiben.

Dazu bestimmt man analog zum gewöhnlichen Bootstrap von Efron ei-

ne erste Stichprobe X∗
n,1, . . . , X

∗
n,k(n) durch Ziehen mit Zurücklegen aus einer

Grundgesamtheit Xn,1, . . . , Xn,k(n). Aus dieser Bootstrap-Stichprobe wird er-

neut eine Bootstrap-Stichprobe X∗∗
n,1, . . . , X

∗∗
n,k(n) gewählt, mit deren Hilfe die

Verteilungsfunktion analog zu (2.1) approximiert wird.

Aufgrund des zweimaligen Anwenden der klassischen Bootstrap-Idee wird

dieses Verfahren auch double-Bootstrap oder iterativer Bootstrap genannt.
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Im Folgenden soll die Methode des double-Bootstraps in der Terminolo-

gie der gewichteten Resampling-Verfahren beschrieben werden, wobei hier ei-

ne modifizierte Version betrachtet wird. Dabei sei X∗
n,1, . . . , X

∗
n,m(n) eine ers-

te Bootstrap-Stichprobe, welche nach der m(n)-Bootstrap-Methode gewonnen

wird. Hieraus wird anschließend eine neue Stichprobe X∗∗
n,1, . . . , X

∗∗
n,m(n) mit

Zurücklegen gezogen. Die zugehörigen Gewichte erhält man dann wie folgt:

Seien M̃n := (M̃n,1, . . . , M̃n,k(n)) multinomialverteilte Zufallsvariablen zu

einem Stichprobenumfang m(n) =
∑k(n)

i=1 M̃n,i und Auswahlwahrscheinlichkei-

ten 1/k(n). Dann sind gegeben M̃n die double-Bootstrap-Gewichte definiert

durch

W ′
n,i :=

1

m(n)1/2
(Mn,i −

m(n)

k(n)
), (6.9)

wobei für die Verteilung von Mn := (Mn,1, . . . ,Mn,k(n)) die Beziehung

L(Mn | M̃n) = Mult
(
m(n),

( M̃n,1

m(n)
, . . . ,

M̃n,k(n)

m(n)

))
gilt.

Bemerkung 6.5

(a) Für m(n) = k(n) ergibt sich gerade der klassische double-Bootstrap, vgl.

Praestgard und Wellner [104, Example 3.3].

(b) Der prepivoted Bootstrap und der double Bootstrap beschreiben nicht das-

selbe Resampling-Verfahren. Beim Prepivoting wird neben der zweiten Boot-

strap-Stichprobe X∗∗
n,1, . . . , X

∗∗
n,k(n) auch die erste Stichprobe X∗

n,1, . . . , X
∗
n,k(n)

für die Bestimmung entsprechender kritischer Werte herangezogen, vgl. Algo-

rithmus 4. 2

Für die Gültigkeit eines bedingten Grenzwertsatzes müssen zunächst für die

Gewichte (6.9) die Bedingungen (E1)–(E3) überprüft werden. Dazu benötigt

man folgendes Lemma über Multinomialverteilungen.

Lemma 6.6

Sei X = (X1, . . . , Xn) eine multinomialverteilte Zufallsvariable, so dass

X ∼Mult(n, (p1, . . . , pn)).
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Dann gelten mit n(k) := n(n− 1) · · · (n− k + 1):

E(X1) = np1,

E(X2
1 ) = np1 + n(2)p2

1,

E(X3
1 ) = np1 + 3n(2)p2

1 + n(3)p3
1,

E(X4
1 ) = np1 + 7n(2)p2

1 + 6n(3)p3
1 + n(4)p4

1,

und

Cov(X1, X2) = −np1p2,

Cov(X1, X
2
2 ) = (n(3) − nn(2))p1p

2
2 + (n(2) − n2)p1p2,

Cov(X2
1 , X

2
2 ) = (n(4) − (n(2))2)p2

1p
2
2 + (n(3) − nn(2))(p2

1p2 + p1p
2
2)

+ (n(2) − n2)p1p2.

Beweis. Vgl. Praestgaard und Wellner [104] zusammen mit Johnson

und Kotz [76, Chapter 3]. �

Mithilfe dieses Lemmas lassen sich nun die Generalvoraussetzungen (E1)–

(E3) für die Gewichte (6.9) überprüfen.

Lemma 6.7

Sei m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞). Dann gelten für die m(n)-double-Bootstrap-

Gewichte (6.9):

(i) (W ′
n,1, . . . ,W

′
n,k(n)) sind austauschbar;

(ii)
∑k(n)

i=1 (W ′
n,i −W

′
n)2 → ρ2 = 2 stochastisch.

Beweis. Die Austauschbarkeit ergibt sich direkt aus der Definition der Ge-

wichte durch multinomialverteilte Zufallsvariablen. Es bleibt somit die Be-

hauptung (ii) zu zeigen. Der Beweis erfolgt ähnlich zu Praestgaard und
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Wellner [104, Lemma 3.1]. Wegen W
′
n = 0 betrachte

k(n)∑
i=1

W
′2
n,i − ρ2 =

1

m(n)

k(n)∑
i=1

(Mn,i −
m(n)

k(n)
)2 − ρ2

=
1

m(n)

k(n)∑
i=1

[
M2

n,j − E(M2
n,j)
]
+
k(n)

m(n)
E(M2

n,1)− (
m(n)

k(n)
+ ρ2).

Zeigt man, dass

1

m(n)

k(n)∑
i=1

[
M2

n,j − E(M2
n,j)
]
→ 0 stochastisch (6.10)

und
k(n)

m(n)
E(M2

n,1)−
m(n)

k(n)
→ ρ2, (6.11)

so folgt die Behauptung aus dem Satz von Slutzki. Die Konvergenz in (6.11)

folgt aus Lemma 6.6 für m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞) wegen der Gleichung

k(n)

m(n)
E(M2

n,1)−
m(n)

k(n)

=
k(n)

m(n)
E
(
E(M2

n,1|M̃n)
)
− m(n)

k(n)

=
k(n)

m(n)
E
(
M̃n +

m(n)(2)

m(n)2
M̃2

n

)
− m(n)

k(n)

=
k(n)

m(n)

[m(n)

k(n)
+
m(n)− 1

m(n)

(m(n)

k(n)
+
m(n)(2)

k(n)2

)]
− m(n)

k(n)

= 1 +
m(n)− 1

m(n)

(
1 +

m(n)− 1

k(n)

)
− m(n)

k(n)
→ 2 = ρ2.

Definiert man

Cov(M2
n,1,M

2
n,2|M̃n) := E(M2

n,1M
2
n,2|M̃n)− E(M2

n,1|M̃n) E(M2
n,2|M̃n),

so gilt

Cov(M2
n,1,M

2
n,2)

= E
(
Cov(M2

n,1,M
2
n,2|M̃n)

)
+ Cov

(
E(M2

n,1|M̃n),E(M2
n,2|M̃n)

)
,
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vgl. Praestgaard und Wellner [104, Example 3.3]. Nach Lemma 6.6 erhält

man

E
(
Cov(Mn,1,Mn,2|M̃n)

)
= E

[m(n)(4) − (m(n)(2))2

m(n)4
M̃n,1M̃n,2

+
m(n)(3) −m(n)m(n)(2)

m(n)3
(M̃2

n,1M̃n,2 − M̃n,1M̃
2
n,2)

+
m(n)(2) −m(n)2

m(n)2
M̃n,1M̃n,2

]
≤ 0,

da alle Koeffizienten negativ sind. Außerdem gilt

Cov
(
E(M2

n,1|M̃n),E(Mn,2|M̃n)
)

= Cov
(
M̃n,1 +

m(n)(2)

m(n)2
M̃2

n,1, M̃n,2 +
m(n)(2)

m(n)2
M̃2

n,2

)

= Cov(M̃n,1, M̃n,2) +
(m(n)(2)

m(n)2

)2

Cov(M̃2
n,1, M̃

2
n,2)

+
m(n)(2)

m(n)2
Cov(M̃2

n,1, M̃n,2) +
m(n)(2)

m(n)2
Cov(M̃n,1, M̃

2
n,2) < 0,

da alle Koeffizienten negativ sind. Aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung

folgt dann, dass

P̃
(∣∣ 1

m(n)

k(n)∑
i=1

(
M2

n,i − E(M2
n,i)
)∣∣ ≥ ε

)

≤ ε−2m(n)−2 Var
(k(n)∑

i=1

(
M2

n,i − E(M2
n,i)
))

≤ ε−2m(n)−2

k(n)∑
i=1

E
((
M2

n,i − E(M2
n,i)
)2)

≤ ε−2m(n)−2k(n) E
((
M2

n,1 − E(M2
n,1)
)2)

. (6.12)
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Berechnet man den Erwartungswert, so folgt unter Lemma 6.6 und der Voraus-

setzung an die Resampling-Intensität m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞) die Beziehung

E
((
M2

n,1 − E(M2
n,1)
)2)

= E(M4
n,1)−

[
E(M2

n,1)
]2

= E
(
E(M4

n,1|M̃n)
)
−
[
E
(
E(M2

n,1|M̃n)
)]2

=
m(n)(4)

m(n)4

(m(n)(4)

k(n)4
+ 6

m(n)(3)

k(n)3
+ 7

m(n)(2)

k(n)2
+
m(n)

k(n)

)

+ 6
m(n)(3)

m(n)3

(m(n)(3)

k(n)3
+ 3

m(n)(2)

k(n)2
+
m(n)

k(n)

)

+ 7
m(n)(2)

m(n)2

(m(n)(2)

k(n)2
+
m(n)

k(n)

)
+
m(n)

k(n)

−
[m(n)

k(n)
+
m(n)(2)

m(n)2

(m(n)

k(n)
+
m(n)(2)

k(n)2

)]2
≤ K̃ = const.

Zusammen mit (6.12) folgt hieraus die Konvergenz

ε−2m(n)−2k(n) E
((
M2

n,1 − E(M2
n,1)
)2)→ 0

und somit ist die Behauptung gezeigt. �

Lemma 5.2 liefert die Gültigkeit der beiden Generalvoraussetzungen (E1)

und (E3). Für den Nachweis von (E2) verwendet man wieder die Eigenschaften

multinomialverteilter Zufallsvariablen, welche in Lemma 6.6 zusammengefasst

sind.

Lemma 6.8

Die m(n)-double-Bootstrap-Gewichte (6.9) erfüllen für m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞)

die Bedingung

max
1≤i≤k(n)

|W ′
n,i −W

′
n| → 0 stochastisch.

Beweis. Aus der Markov’schen Ungleichung folgt zusammen mit W
′
n = 0,
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dass

P̃( max
1≤i≤k(n)

|W ′
n,i −W

′
n| ≥ ε) ≤

k(n)∑
i=1

P̃({|W ′
n,i| ≥ ε})

=

k(n)∑
i=1

P̃({|Mn,i −
m(n)

k(n)
| ≥ m(n)1/2ε})

≤
k(n)∑
i=1

m(n)−2ε−4
E
((
Mn,i −

m(n)

k(n)

)4)
(6.13)

Zeigt man, dass der Erwartungswert in (6.13) durch eine Konstante K be-

schränkt ist, so folgt hieraus unmittelbar die Behauptung. Aus der Definition

der multinomialverteilten Zufallsvariablen Mn,j, j = 1, . . . , k(n), erhält man,

dass

E
(
(Mn,i −

m(n)

k(n)
)4
)

= E
(
E
(
(Mn,1 −

m(n)

k(n)
)4|M̃n

))

= E
(
E
(
M4

n,1|M̃n

)
− 4

m(n)

k(n)
E
(
M3

n,1|M̃n

)
+ 6
(m(n)

k(n)

)2
E
(
M2

n,1|M̃n

)
− 4
(m(n)

k(n)

)3
E
(
Mn,1|M̃n

)
+
(m(n)

k(n)

)4)
.

Mit den in Lemma 6.6 angegebenen Rechenregeln erhält man hieraus, dass

E
(
E
((
Mn,1 −

m(n)

k(n)

)4|M̃n

))

=
m(n)(4)

m(n)4 E(M̃4
n,1) + 6

m(n)(3)

m(n)3 E(M̃3
n,1) + 7

m(n)(2)

m(n)2 E(M̃2
n,1) + E(M̃n,1)

− 4
m(n)

k(n)

m(n)(3)

m(n)3 E(M̃3
n,1)− 12

m(n)

k(n)

m(n)(2)

m(n)2 E(M̃2
n,1)− 4

m(n)

k(n)
E(M̃n,1)

+ 6
(m(n)

k(n)

)2m(n)(2)

m(n)2 E(M̃2
n,1) + 6

(m(n)

k(n)

)2
E(M̃n,1)

− 4
(m(n)

k(n)

)3
E(M̃n,1) +

(m(n)

k(n)

)4
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=
m(n)(4)

m(n)4

[m(n)(4)

k(n)4
+ 6

m(n)(3)

k(n)3
+ 7

m(n)(2)

k(n)2
+
m(n)

k(n)

]

+
m(n)(3)

m(n)3

[
6− 4

m(n)

k(n)

][m(n)(3)

k(n)3
+ 3

m(n)(2)

k(n)2
+
m(n)

k(n)

]

+
m(n)(2)

m(n)2

[
7− 12

m(n)

k(n)
+ 6
(m(n)

k(n)

)2][m(n)(2)

k(n)2
+
m(n)

k(n)

]

+
[
1− 4

m(n)

k(n)
+ 6
(m(n)

k(n)

)
− 4
(m(n)

k(n)

)3]m(n)

k(n)
+
(m(n)

k(n)

)4
≤ K = const.

Zusammenfassend gilt, dass

P({ max
1≤i≤k(n)

|W ′
n,i −W

′
n| ≥ ε})

≤ k(n)

m(n)2
ε−4K −−−→

n→∞
0

und somit folgt die Behauptung. �

Aus diesen Überlegungen lassen sich nun neue Gewichte definieren, wel-

che die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) erfüllen und somit in die weiteren

Untersuchungen eingebunden werden können.

Korollar 6.9

Definiert man

Wn,i :=
m(n)1/2

√
2

( 1

m(n)
Mn,i −

1

k(n)

)
, (6.14)

so erfüllen diese die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3).

Beweis. Vgl. Lemma 6.7 und 6.8. �

Nachdem die Generalvoraussetzungen (E1)–(E3) für die aus dem m(n)-

double-Bootstrap resultierenden Gewichte überprüft wurden, kann man sich

mit der Frage beschäftigen, wann und unter welchen Voraussetzungen die Folge

(ϕn)n∈N von Treppenfunktionen schwach konvergent in (S, ‖ · ‖2) ist.
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Bei den wissenschaftlichen Untersuchungen hierzu stellte sich heraus, dass

die Behandlung dieser Fragestellung mit den in dieser Arbeit verwendeten Me-

thoden zu keinem zufriedenstellendem Ergebnis führt. Erste Ergebnisse zeigen

jedoch, dass mit einer neu entwickelten Theorie entsprechende Konvergenzaus-

sagen für die Gewichte (6.14) getroffen werden können. Dabei stellt sich her-

aus, dass unter gewissen Regularitätsvoraussetzungen schwache Konvergenz

der Folge von Treppenfunktionen (ϕn)n∈N in (S, ‖·‖2) vorliegt. Dies soll jedoch

der Gegenstand weiterer wissenschaftlicher Studien sein, da mit der Aufnahme

entsprechender Ergebnisse der Umfang dieser Arbeit nicht mehr zu kontrollie-

ren währe.
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Kapitel 7

Grenzwertsätze für

studentisierte

Resampling-Statistiken

Bei der Behandlung studentisierter Resampling-Statistiken wurden bisher sol-

che Statistiken betrachtet, deren Nenner nicht in das Resampling-Verfahren

mit eingebunden sind. Hall und Wilson [59] beschreiben in ihrer Arbeit, dass

insbesondere beim Testen von Hypothesen der Nenner durch das Resampling-

Verfahren berücksichtigt werden soll, vgl. hierzu auch Beran [17], Bickel

und Freedman [22], sowie Mason und Shao [90] für weitere theoretische

Ergebnisse zu studentisierte Statistiken.

Sei (Xn,i)i≤k(n) ein Dreiecksschema von reellwertigen Zufallsvariablen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) und k(n) →∞ für n→∞.

Im Folgenden sollen die Resampling-Gewichte (Wn,i)i≤k(n) mittels neuer

Gewichtsfunktionen (W̃n,i)i≤k(n) in der Form

Wn,i = m(n)1/2
(
W̃n,i −

1

k(n)

)
(7.1)

darstellbar sein. Weiter gelte, dass W n = 0.

Beispiel 7.1

(a) (m(n)-bootstrap) Betrachtet man die m(n)-Bootstrap-Gewichte aus Bei-

spiel 2.10(a), so gilt für multinomialverteilte Zufallsvariablen (Mn,i)i≤k(n), dass

W̃n,i =
1

m(n)
Mn,i, 1 ≤ i ≤ k(n).
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(b) (Bayesian-Bootstrap) Wählt man die Bayesian-Bootstrap-Gewichte aus

Beispiel 6.3, so gilt unter der Voraussetzung m(n) = k(n) für dirichletverteilte

Zufallsvariablen (Dn,i)i≤k(n), dass

W̃n,i = Dn,i.

Ziel dieses Kapitels ist es basierend auf der Teststatistik T ∗n (2.9) studenti-

sierte Statistiken der Form

T̃ ∗n :=
T ∗n

(V ∗
n )1/2

(7.2)

mit einem geeigneten Schätzer V ∗
n herzuleiten und zu beweisen.

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich bedingte zentrale Grenzwertsätze

für Resampling-Statistiken formulieren. Dazu wird das folgende Gesetz der

großen Zahlen benötigt.

Lemma 7.2

Die Folge (ϕn)n∈N von Treppenfunktionen aus (4.4) konvergiere schwach in

(S, ‖ · ‖2) und sei m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞), sowie

(a) Xn
P−→ 0;

(b) Xi:k(n)
P−→ 0 ∀i ∈ N und Xk(n)+1−j:k(n)

P−→ 0 ∀j ∈ N;

(c)
∑k(n)

i=1 (Xn,i −Xn)2 P−→ σ2 > 0;

(d) k(n)(Xn)2 P−→ 0.

Dann folgt die bedingte Konvergenz

L
(
m(n)

k(n)∑
i=1

W̃n,iX
2
n,i | Xn,1, . . . , Xn,k(n)

)
w−→ εcσ2 (7.3)

P-stochastisch.

Beweis. Schreibt man

k(n)∑
i=1

(Xn,i −Xn)2 =

k(n)∑
i=1

X2
n,i − k(n)(Xn)2,

so folgt aus den Voraussetzungen (c) und (d), dass

k(n)∑
i=1

X2
n,i

P−→ σ2 (7.4)
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und somit

1

k(n)

k(n)∑
i=1

X2
n,i

P−→ 0.

Zeigt man nun, dass

k(n)∑
i=1

(
X2

n,i −
1

k(n)

k(n)∑
i=1

X2
n,i

)2
P−→ 0, (7.5)

so sind für das Dreiecksschema (X2
n,i)i≤k(n) alle Voraussetzungen von Satz 4.9

erfüllt und für die zugehörige Resampling-Statistik

T̂ ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,iX
2
n,i

= k(n)1/2m(n)1/2

k(n)∑
i=1

W̃n,iX
2
n,i −

m(n)1/2

k(n)1/2

k(n)∑
i=1

X2
n,i

folgt unter der Voraussetzung m(n)/k(n) → c ∈ (0,∞) die bedingte Konver-

genz

L
(m(n)1/2

k(n)1/2
T̂ ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)

) w−→ ε0 P-stochastisch.

und somit gilt zusammen mit (7.4) die Behauptung.

Im Folgenden soll (7.5) gezeigt werden. Wegen (b) gilt maxX2
n,i

P−→ 0 und

somit
k(n)∑
i=1

X4
n,i ≤ maxX2

n,i

k(n)∑
i=1

X2
n,i

P−→ 0. (7.6)

Schreibt man

k(n)∑
i=1

(
Xn,i −

1

k(n)

k(n)∑
i=1

X2
n,i

)2

=

k(n)∑
i=1

X4
n,i − k(n)

( 1

k(n)

k(n)∑
i=1

X2
n,i

)2

,

so erhält man (7.5) unmittelbar aus (7.4) und (7.6). �

Beispiel 7.3 (Fortsetzung Beipiel 7.1)

(a) (m(n)-Bootstrap) SeiX∗
n,1, . . . , X

∗
n,m(n) eine Bootstrap-Stichprobe, welche

durch Ziehen mit Zurücklegen aus (Xn,i)i≤k(n) gewonnen wurde. Dann gilt für

die Summe der Quadrate

m(n)∑
i=1

X∗2
n,i = m(n)

k(n)∑
i=1

W̃n,iX
2
n,i.
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(b) (Bayesian-Bootstrap) Betrachtet man dass in Beispiel 6.3 beschriebene

Verfahren, so lässt sich die Summe der Quadrate der Resampling-Variablen

schreiben als
k(n)∑
i=1

Dn,iX
2
n,i.

Das Lemma ermöglicht nun, einen bedingten zentralen Grenzwertsatz für

studentisierte Resampling-Statistiken der Form (7.2) zu formulieren und mit-

hilfe der vorangegangenen Aussagen zu beweisen.

Satz 7.4

Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.2 gilt

L

((m(n)
k(n)

)1/2
T ∗n

(V ∗
n )1/2

| Xn,1, . . . , Xn,k(n)

)
w−→ N(0, 1) (7.7)

P-stochastisch mit

V ∗
n := m(n)

k(n)∑
i=1

W̃n,iX
2
n,i −m(n)

(k(n)∑
i=1

W̃n,iXn,i

)2

.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen (a)–(d) und m(n)/k(n) →
c ∈ (0,∞) sind alle Bedingungen von Theorem 4.9 erfüllt und für

m(n)1/2

k(n)1/2
T ∗n = m(n)

k(n)∑
i=1

W̃n,iXn,i −
m(n)

k(n)

k(n)∑
i=1

Xn,i (7.8)

gilt

L
(
T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)

) w−→ N(0, σ2) P-stoch.

und somit

L
(m(n)1/2

k(n)1/2
T ∗n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)

)
w−→ N(0, cσ2) P-stoch.

Aus der bedingten Konvergenz von (7.8) folgt

L
(
m(n)1/2

k(n)∑
i=1

W̃n,iXn,i −
m(n)1/2

k(n)

k(n)∑
i=1

Xn,i | Xn,1, . . . , Xn,k(n)

)
w−→ ε0

und somit wegen

1

k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Xn,i
P−→ 0
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gilt die bedingte Konvergenz

L
(
m(n)

(k(n)∑
i=1

W̃n,iXn,i

)2

| Xn,1, . . . , Xn,k(n)

)
w−→ ε0 P-stoch. (7.9)

Betrachtet man

V ∗
n = m(n)

k(n)∑
i=1

W̃n,iX
2
n,i −m(n)

(k(n)∑
i=1

W̃n,iXn,i

)2

,

so folgt aus (7.9) zusammen mit Lemma 7.2, dass

L
(
V ∗

n | Xn,1, . . . , Xn,k(n)

) w−→ εcσ2 P-stoch.

und somit ist die Behauptung gezeigt. �

Beispiel 7.5 (Fortsetzung Beispiel 7.1(a))

Sei X∗
n,1, . . . , X

∗
n,m(n) die Bootstrap-Stichprobe vom Stichprobenumfang m(n).

Dann gilt

V ∗
n = m(n)

k(n)∑
i=1

W̃n,iXn,i −m(n)
(k(n)∑

i=1

W̃n,iXn,i

)2

=

m(n)∑
i=1

(X∗
n,i −X

∗
n)2.

Bemerkung 7.6

Bezeichnet (Xn,i)i≤k(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise un-

abhängigen Zufallsvariablen mit

k(n)∑
i=1

Xn,i
D−→ ξ ∼ N(0, σ2),

so sind die Voraussetzungen (a)–(d) aus Lemma 7.2 bereits erfüllt, vgl. Arau-

jo und Giné [1, Exercise 2.3.1] sowie Abschnitt B.4. 2
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Kapitel 8

Ein multivariater zentraler

Grenzwertsatz

In vielen praktischen Situationen liegen dem Anwender mehrdimensionale Da-

ten vor, mittels derer Entscheidungen getroffen werden müssen. In diesem Ka-

pitel soll ein multivariater Grenzwertsatz für Dreiecksschemata (Xn,i)i≤k(n)

von zeilenweise unabhängigen Rd-wertigen Zufallsvariablen hergeleitet wer-

den. Dazu zieht man sich mithilfe des Cramér-Wold-Device, vgl. Witting

und Müller-Funk [128, Korollar 5.69], auf den eindimensionalen Fall zurück

und überprüft die Konsistenz der Resampling-Statistiken mittels der Ergeb-

nisse aus den vorigen Kapiteln für jede Linearkombination. Der Beweisschluss

erfolgt dann mit einem modifizierten Cramér-Wold-Device, vgl. Satz 8.2.

Für x,y ∈ Rd sei < x,y >:=
∑d

i=1 xiyi das Euklidische Skalarprodukt und

‖x‖ :=
√
< x,x > die zugehörige Euklidische Norm.1

Sei (X i)i∈N eine Folge von i.i.d. Rd-wertigen Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P). Betrachtet man die durch (2.10) definier-

ten m(n)-Bootstrap-Gewichte (Wn,i)i≤k(n) mit

Wn,i := m(n)1/2
( 1

m(n)
Mn,i −

1

k(n)

)
,

so gilt für ein durch Xn,i := 1/k(n)1/2X i, i = 1, . . . , k(n), definiertes Dreiecks-

1Alle auftretenden Vektoren sind als Spaltenvektoren aufzufassen und werden durch fett
gedruckte Buchstaben dargestellt; t bezeichnet in diesem Zusammenhang die Transposition.
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schema (Xn,i)i≤k(n), dass

L
(
k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,iXn,i | Xn,1, . . . ,Xn,k(n)

) w−→ N(0,Γ) P-fast sicher, (8.1)

falls E(‖X1‖2) <∞, vgl. Bickel und Freedman [22].

Sepanski [115] zeigt in seiner Arbeit, dass die Voraussetzung E(‖X1‖2) <

∞ notwendig für die fast sichere Konvergenz in (8.1) ist. Liegt die Verteilung

L(X1) im allgemeinen Anziehungsbereich einer d-dimensionalen Normalvertei-

lung, d.h. es existiert eine Folge (An)n∈N von Matrizen und eine Folge (vn)n∈N

von Vektoren, so dass

L
(
An

n∑
i=1

Xi − vn

)
w−→ N(0, I), (8.2)

so ist dies notwendig und hinreichend für die stochastische Konvergenz in (8.1),

vgl. Sepanski [115, 116].

Ausgehend von diesen Untersuchungen und den Ergebnissen aus den vo-

rigen Kapiteln sollen an dieser Stelle allgemeine bedingte Grenzwertsätze für

multivariate Resampling-Statistiken formuliert und bewiesen werden. Dabei

sei im Folgenden (Xn,i)i≤k(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhängi-

gen Rd-wertigen Zufallsvariablen Xn,i = (X
(1)
n,i , . . . , X

(d)
n,i )

t, i = 1, . . . , k(n), auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P).

Definition 8.1 (Multivariate Resampling-Statistik)

Sei (Xn,i)i≤k(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhängigen Rd-wertigen

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) und (Wn,i)i≤k(n)

ein von (Xn,i)i≤k(n) unabhängiges Dreiecksschema von Resampling-Gewichten

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃). Dann ist eine (multivariate)

Resampling-Statistik definiert durch

T ∗n := k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn). (8.3)

Für die Untersuchungen von (8.3) wird folgender modifizierter Cramér-

Wold-Device verwendet:

Satz 8.2

Sei (ξn)n∈N eine straffe Folge von Zufallsvariablen ξn : Ω → Rd und bezeichne
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D := {λk : k ∈ N} eine abzählbare dichte Teilmenge in Rd. Gilt

< ξn,λk >
D−→< ξ,λk > ∀λk ∈ D, (8.4)

so folgt

ξn
D−→ ξ in Rd.

Beweis. Nach dem Satz von Prohorov ist die Folge (ξn)n∈N relativkompakt,

d.h. zu jeder Teilfolge {n′} ⊂ N existiert eine weitere Teilfolge {n′′} ⊂ N und

ein ξ0 : Ω → Rd, so dass

ξn′′
D−→ ξ0 in Rd.

Aus dem Stetigkeitssatz, vgl. Bauer [11], folgt für die zugehörigen charakte-

ristischen Funktionen, dass für alle t ∈ Rd

ϕ̂ξn′′
(t) → ϕ̂ξ0

(t). (8.5)

Nach Voraussetzung (8.4) gilt für alle λk ∈ D

< ξn,λk >
D−→< ξ,λk >

und somit

E
[
exp(is < λk, ξn >)

]
→ E

[
exp(is < λk, ξ >)

]
∀s ∈ R.

Aus der Darstellung der charakteristischen Funktionen von ξn und ξ folgt dann

für alle λk ∈ D, dass

ϕ̂ξn
(λk) → ϕ̂ξ(λk). (8.6)

Wegen (8.5) und (8.6) stimmen die beiden Limesfunktionen auf der dichten

Teilmenge D des Rd überein, d.h. für alle λk ∈ D gilt

ϕ̂ξ(λk) = ϕ̂ξ0
(λk),

und wegen der Stetigkeit der Funktionen folgt

ϕ̂ξ(t) = ϕ̂ξ0
(t) ∀t ∈ Rd.

Somit konvergiert für jede Teilteilfolge {n′′} ⊂ N die charakteristische Funk-

tion von ξn′′ stets gegen dieselbe Limesfunktion ϕ̂ξ, d.h.

ϕ̂ξn′′
→ ϕ̂ξ

und somit

ξn
D−→ ξ in Rd,

vgl. Billingsley [24, Theorem 2.3]. �
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Dieses Lemma bildet die Grundlage für den Beweis eines multivariaten

Grenzwertsatzes für Resampling-Statistiken (8.3) mit austauschbaren Gewich-

ten. Dabei bedient man sich wiederum der Theorie unendlich teilbarer Maße

und Aussagen über Grenzverteilungen von Summen unabhängiger Rd-wertiger

Zufallsvariablen, die sich aus den in Abschnitt B dargestellten Ergebnissen

gewinnen lassen, vgl. Meerschaert und Scheffler [91, Section 3] bzw.

Rvačeva [113].

Im Folgenden betrachte man ein Dreiecksschema (Xn,i)i≤k(n) zeilenwei-

se unabhängiger Zufallsvariablen in Rd mit Verteilungsfunktionen Fn,j, j =

1, . . . , k(n), so dass für alle ε > 0

lim
n→∞

max
1≤i≤k(n)

P(‖Xn,i‖ ≥ ε) = 0 (8.7)

gilt.

Definition 8.3

Ein Dreiecksschema (Xn,i)i≤k(n) von vektorwertigen Zufallsvariablen in Rd auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P), welches die Bedingung (8.7) erfüllt,

heißt infinitesimal oder (asymptotisch) vernachlässigbar.

Aus den vorigen Untersuchungen über die Gültigkeit bedingter und un-

bedingter Grenzwertsätze im univariaten Fall weiß man, dass Resampling-

Verfahren i.Allg. dann konsistent sind, wenn die wahre Limesverteilung einer

Normalverteilung entspricht, vgl. Satz 4.18 zusammen mit Korollar 4.17. Auf-

grund dessen soll sich an dieser Stelle auf den Normalverteilungsfall zurückge-

zogen werden. Für das Dreiecksschema (Xn,i)i≤k(n) von Zufallsvariablen gelte

stets
k(n)∑
i=1

Xn,i
D−→ ξ ∼ N(0,Σ) (8.8)

mit einer positiv semidefiniten Matrix Σ. Dann lässt sich folgender bedingter

zentrale Grenzwertsatz für multivariate Resampling-Statistiken beweisen:

Satz 8.4

Konvergiert die durch (4.4) definierte Folge (ϕn)n∈N von Treppenfunktionen in

Verteilung in (S, ‖ · ‖2) gegen ein ϕ ∈ S, so gilt

L
(
T ∗n | Xn,1, . . . ,Xn,k(n)

) w−→ N(0,Σ) P-stoch. (8.9)
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Beweis. Nach dem Cramér-Wold-Device, vgl. Witting und Müller-Funk

[128], gilt für alle λ ∈ Rd

<

k(n)∑
i=1

Xn,i,λ >
D−→< ξ,λ >∼ N(0,λtΣλ). (8.10)

Die Folge (< Xn,i,λ >)i≤k(n) bildet für alle λ ∈ Rd ein neues infinitesimales

Dreiecksschema von Zufallsvariablen in R. Nach Petrov [97, Theorem 4.1]

ist (8.10) für alle ε > 0 äquivalent zu (8.11a)–(8.11c):

lim
n→∞

k(n)∑
i=1

E
(
< Xn,i,λ > 1(| < Xn,i,λ > | < ε)

)
= 0; (8.11a)

lim
n→∞

k(n)∑
i=1

[
E
(
< Xn,i,λ >2 1(| < Xn,i,λ > | < ε)

)

−
(
E
(
< Xn,i,λ > 1(| < Xn,i,λ > | < ε)

))2]
= λtΣλ;

(8.11b)

lim
n→∞

k(n)∑
i=1

P(| < Xn,i,λ > | ≥ ε) = 0 ∀ε > 0. (8.11c)

Hieraus folgt für alle λ ∈ Rd, dass

k(n)∑
i=1

< Xn,i,λ >2 P−→ λtΣλ,

vgl. Araujo und Giné [1, S. 55] und Bemerkung 8.5.

Wegen (8.8) gilt nun die Voraussetzung (4.13) und Satz 4.9 lässt sich für

alle λ ∈ Rd auf eindimensionale Resampling-Statistiken der Form

T ∗,λn :=< T ∗n ,λ >= k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i

(
< Xn,i,λ > − < Xn,λ >

)
anwenden. Somit konvergiert entlang einer Teilfolge {m} ⊂ N für alle λ ∈ Rd

und alle ω ∈ N c

λ mit P(Nλ) = 0

L
(
T ∗,λn (ω)

)
:= L

(
k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i

(
< Xn,i(ω),λ > − < Xn(ω),λ >

))
(8.12)
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schwach gegen

N(0,λtΣλ). (8.13)

Der Beweisschluss erfolgt nun mit dem erweiterten Cramér-Wold-Device, vgl.

Satz 8.2. Wähle eine abzählbare dichte Teilmenge Λ := {λk : k ∈ N} des

Rd. Dann existiert eine Teilfolge, so dass (8.12) f.s. konvergent ist für λ1 ∈
Λ mit dem Grenzwert (8.13). Entlang einer weiteren Teilfolge gilt dieselbe

Behauptung für λ2 ∈ Λ. Somit existiert eine Teilfolge, so dass fast sichere

Konvergenz für alle λk ∈ Λ vorliegt.

Da nach Voraussetzung für alle Einheitsvektoren ei ∈ Rd, i = 1, . . . , k(n),

die Folge
(
L(T ∗,ei

n | Xn,1, . . . ,Xn,k(n))
)

n∈N straff ist, folgt hieraus die Straff-

heit der Folge
(
L(T ∗n | Xn,1, . . . ,Xn,k(n))

)
n∈N für die multivariate Resampling-

Statistik T ∗n aus (8.3).

Mit Satz 8.2 erhält man dann entlang einer Teilfolge die fast sichere Kon-

vergenz gegen N(0,Σ) und somit gilt die Behauptung. �

Bemerkung 8.5

Sei (Xn,i)i≤k(n) ein infinitesimales Dreiecksschema von zeilenweise unabhängi-

gen Zufallsvariablen. Gilt

(i)
∑k(n)

i=1 P(|Xn,i| > ε) → 0 ∀ε > 0,

(ii)
∑k(n)

i=1 E(Xn,i1(|Xn,i| ≤ τ) → 0 für ein τ > 0,

(iii)
∑k(n)

i=1 E(Xn,i1(|Xn,i| ≤ τ))2 → σ2 ≥ 0 für ein τ > 0,

so konvergiert die Summe
∑k(n)

i=1 X
2
n,i stochastisch gegen σ2, vgl. Araujo und

Giné [1, Exercise 2.3.1].
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Kapitel 9

Monte-Carlo-Simulation

Wie in Kapitel 3 bereits erwähnt, werden Resampling-Verfahren in der Test-

theorie dazu verwendet, datenabhängige kritische Werte zu bestimmen, die bei

fixen Stichprobenumfängen einen Vorteil gegenüber asymptotisch bestimmten

kritischen Werten aufweisen.

In diesem Kapitel werden anhand verschiedener Testprobleme unterschied-

liche Resampling-Methoden untersucht und die erzielten Ergebnisse miteinan-

der verglichen.

Dabei sollen als Beispiele für Bootstrap- und Permutationsverfahren das

Behrens-Fisher-Problem und speziell für Permutationsverfahren der Wilcoxon-

Test herangezogen werden. Der Schwerpunkt der Untersuchungen soll sich je-

doch auf das Behrens-Fisher-Problem beziehen.

Im Falle der Permutationstests für das Behrens-Fisher-Problem existieren

bereits umfangreiche Untersuchungen in Janssen [68] und Hebben [61, 62],

jedoch sollen hier neue Simulationen durchgeführt werden, um die Vergleich-

barkeit der einzelnen Ergebnisse zu gewährleisten.

Die Untersuchungen wurden mit MATLAB 6.12 auf einem Linux-PC durch-

geführt. Zusätzlich zur Standardinstallation wurde die
”
Statistics Toolbox 3.0“

sowie verschiedene Erweiterungen zur Durchführung von Bootstrap- und Per-

mutationsverfahren verwendet.

Bevor die Problemstellungen sowie die Resultate vorgestellt werden können,

sollen im Einzelnen die Vorgehensweisen genauer beschrieben werden.

103



II. Simulationsstudien

9.1 Monte-Carlo-Verfahren

Bei den Monte-Carlo-Simulationen wurde sowohl bei den Bootstrap- als auch

bei den Permutationsverfahren nach folgendem Muster vorgegangen: Für jede

Kombination von Stichprobengrößen n1, n2, Fehlervarianzen σ2
1, σ

2
2 und Feh-

lerverteilungen L(W ) wurde folgender Zyklus entsprechend den jeweiligen An-

gaben M -mal wiederholt:

1. Erzeugung des Datensatzes

• Generierung von n = n1 + n2 (Pseudo-)Zufallszahlen zi unter den

Verteilungen der Fehlervariablen W aus Tabelle 9.1.

• Multiplikation der zi mit den entsprechenden Standardabweich-

ungen ergibt die Stichprobe x1, . . . , xn.

2. Durchführung des Tests

• Berechne den Wert tn der Teststatistik unter Nullhypothese für den

erzeugten Datensatz x1, . . . , xn.

• Erzeuge eine Resampling-Stichprobe unter der Nullhypothese und

berechne den Wert der Resampling-Teststatistik t∗n.

• Wiederhole (b) B-mal und erhalte t∗nb, b = 1, . . . , B.

• Berechne den geschätzten p-Wert p∗n(α) der Resampling Verteilung.

• Lehne H0 ab, falls p∗n(α) ≤ α, andernfalls lehne H0 nicht ab.

L(W )

normal L(W ) = N(0, 1)

double-expon W ist doppel exponentialverteilt

exponential W = W ′ − 1, wobei W ′ standardexponentialverteilt ist

uniform W ist gleichverteilt auf [−
√

3,
√

3]

logistic L(W ) besitzt die Dichte f(x) = exp(−x)(1 + exp(−x))−2

cauchy L(W ) besitzt die Dichte f(x) = 1/(π(1 + x2))

Tabelle 9.1: Fehlerverteilungen für Monte-Carlo-Simulationen
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9.2 Bootstrap-Verfahren

Zunächst soll genauer auf die Bootstrap-Simulationen eingegangen werden, die

in diesem Teil der Arbeit einen gewissen Schwerpunkt bilden.

Bei den Bootstrap-Verfahren wurden verschiedene Gewichte gewählt, diese

sind:

• gewöhnlicher Bootstrap;

• Wild-Bootstrap (mit poissonverteilten Stichprobenumfang);

• prepivoted Bootstrap

9.2.1 Sampling-Prozeduren

Zeit und Kosten (im Sinne von Rechnerzeit) sind trotz immer größerer Rech-

nerkapazitäten ein wesentliches Kriterium für die Anwendbarkeit von Resamp-

lingverfahren mithilfe von Monte-Carlo-Methoden in der Praxis.

Betrachtet man den uniform Bootstrap-Algorithmus, welcher die Imple-

mentierung des gewöhnlichen Bootstrap darstellt, so liefert dieser einen erwar-

tungstreuen Schätzer für die wahre Bootstrap-Verteilungsfunktion, vgl. Hall

[56, S. 288ff.].

In der Monte-Carlo-Theorie existieren eine Vielzahl von Methoden, mit de-

nen man Simulationen effizienter gestalten kann, vgl. z.B. Hammersley und

Handscomb [60]. Ausgehend vom uniform Bootstrap-Algorithmus wurden im

Falle linearer Statistiken einige dieser Verfahren zur effizienteren Gestaltung

der Monte-Carlo-Prozeduren auf die Bootstrap-Theorie übertragen, vgl. Shao

und Tu [117] und die darin enthaltenen Quellen. Die neuen Verfahren sind zum

größten Teil ebenfalls erwartungstreu, weisen jedoch eine kleinere Varianz auf.

Deshalb bietet sich der Varianzenquotient als Effizienzkriterium zum Vergleich

einzelner Sampling-Prozeduren an, vgl. auch Hall [56, Appendix II].

In den folgenden Abschnitten sollen zunächst verschiedene Verfahren vor-

gestellt werden, für die im Rahmen dieser Arbeit Simulationsstudien durch-

geführt wurden. Zusammenfassend sind dies:

• uniform Bootstrap;

• balanced Bootstrap;
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• antithetic Bootstrap.

Neben diesen Methoden existieren eine Vielzahl weiterer Verfahren, mit

denen Monte-Carlo-Simulationen im obigen Sinne effizienter gestaltet werden

können. Um den Rahmen dieser Arbeit überschaubar zu halten, sollen lediglich

die oben genannten Verfahren kurz vorgestellt werden.

Uniform Bootstrap

In vielen Fällen ist eine analytische Bestimmung der Bootstrap-Verteilungs-

funktion einer vorgegebenen Statistik Tn nicht möglich. Jedoch lässt sich diese

meist durch einen einfachen Monte-Carlo-Algorithmus berechnen.

Algorithmus 1 (Uniform Bootstrap)

1. Beobachte Realisierungen von Zufallsvariablen X1, . . . , Xn;

2. zieheX∗
1 = (X

∗(1)
1 , . . . , X

∗(1)
n ) i.i.d. durch Ziehen mit Zurücklegen

aus X1, . . . , Xn;

3. berechne die Bootstrap-Statistik T
∗(1)
n ;

4. wiederhole die Schritte (2) und (3) B-mal und berechne jeweils

T
∗(b)
n , für b = 1, . . . , B;

5. verwende

H∗
MC(x) :=

1

B

B∑
b=1

1(−∞,x](T
∗(b)
n )

als Approximation für die Bootstrap-Verteilungsfunktion.

Balanced Bootstrap

Das Verfahren des
”
balanced bootstrap resampling“ wurde erstmals von Da-

vison, Hinkley und Schechtman [33] vorgeschlagen. Die Grundidee des

Verfahrens ist, dass jede Zufallsvariable Xi aus der Grundgesamtheit mit glei-

cher Häufigkeit in allen Bootstrap-Stichproben auftritt.

Seien X
∗(b)
1 , . . . , X

∗(b)
n , b = 1, . . . , B, verschiedene Bootstrap-Stichproben.

Für i = 1, . . . , n und b = 1, . . . , B, definiere

p
∗(b)
i := #{X∗(b)

j = Xi, j = 1, . . . , n}/n,
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die relative Häufigkeit, mit der eine Beobachtung Xi der Grundgesamtheit in

der b-ten Bootstrap-Stichprobe auftritt. Dann gilt
∑n

i=1 p
∗(b)
i = 1 für alle b =

1, . . . , B und die p
∗(b)
i können als entsprechende Auswahlwahrscheinlichkeiten

aufgefasst werden.

Jedes Verfahren mit Resampling-Wahrscheinlichkeiten

{p∗(b)i , i = 1, . . . , n, b = 1, . . . , B},

die zusätzlich die Bedingung

B∑
b=1

p
∗(b)
i =

B

n
(9.1)

erfüllen, heißen balanced Bootstrap-Verfahren.

Man beachte, dass durch die Nebenbedingung (9.1) jedes Xi genau B-

mal in der Gesamt-Bootstrap-Stichprobe {X∗(b)
i , i = 1, . . . , n, b = 1, . . . , B}

vorkommt.

Die Auswahl der Bootstrap-Stichprobe nach der Methode des balanced

Resampling wird nach dem folgenden Algorithmus durchgeführt:

Algorithmus 2 (Balanced Bootstrap)

1. Vervielfältige jede Beobachtung Xi genau B-mal, so dass man

einen Vektor der Länge B · n erhält;

2. permutiere diese B · n Beobachtungen zufällig;

3. wähle X(b−1)n+1, . . . , Xbn als b-te Bootstrap-Stichprobe mit b =

1, . . . , B und bestimme T
∗(b)
n ;

4. verwende

HBB
MC(x) :=

1

B

B∑
b=1

1(−∞,x](T
∗(b)
n )

als Approximation für die Bootstrap-Verteilungsfunktion.

Antithetic Bootstrap

Antithetic sampling ist eine klassische Technik um den Fehler von Monte-

Carlo-Simulationen zu verkleinern, vgl. Hammersley und Handscomb [60,

Section 5.6]. Die zugrundeliegende Idee lässt sich wie folgt beschreiben. An-

genommen ϑ̂1n ist ein Schätzer eines unbekannten Parameters ϑ. Findet man
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einen weiteren Schätzer ϑ̂2n von ϑ derart, dass

Var(ϑ̂1n) = Var(ϑ̂2n) und Cov(ϑ̂1n, ϑ̂2n) ≤ 0, (9.2)

so ist die Varianz eines neuen Schätzers

ϑ̂n = (ϑ̂1n + ϑ̂2n)/2

kleiner als die Varianz von
√

2 ϑ̂1n .

Hall [54] übertrug die Idee des antithetic samplings auf den uniform

Bootstrap-Algorithmus. Seien X
∗(b)
1 , . . . , X

∗(b)
n für b = 1, . . . , B unabhängige

Bootstrap-Stichproben und H∗
1n der einfache Monte-Carlo-Schätzer

H∗
1n(x) =

1

B

B∑
b=1

1{T ∗(b)
n ≤x}.

Ziel ist es, einen neuen Bootstrap-Schätzer H∗
2n zu finden, so dass dieser die

obigen Eigenschaften (9.2) besitzt. Definiere dazu neue Bootstrap-Stichproben

{X̃∗(b)
i = Xτ(ξ(b,i)), i = 1, . . . , n}, b = 1, . . . , B, wobei τ eine auf der symmetri-

schen Gruppe Sn gleichverteilten Permutation und ξ(b, i) durch

X
∗(b)
i = Xξ(b,i)

definiert ist, mit ξ(b, i), i = 1, . . . , n, gleichverteilt auf {1, . . . , n}, für b =

1, . . . , B.

Definiere nun als neuen Schätzer

H∗
2n(x) =

1

B

B∑
b=1

1{T̃ ∗(b)
n ≤x}.

Dann ist der Antithetic-Bootstrap-Schätzer gegeben durch

H∗
n(x) =

(
H∗

1n(x) +H∗
2n(x)

)
/2. (9.3)

Das Problem ist jetzt, die Permutation τ so zu wählen, dass H∗
1n und H∗

2n die

Bedingungen (9.2) erfüllen.

Hall [54] zeigt nun in seiner Arbeit, dass die sog. antithetische Permutation

mit

τ(i) = n− i+ 1 (9.4)

nicht nur die gewünschten Eigenschaften besitzt, sondern dass der hieraus ge-

wonnene Schätzer gleichzeitig die kleinste Varianz besitzt.

108



Monte-Carlo-Simulation

Simulationsstudien zeigen, dass der rechnerische Aufwand eines solchen

Verfahrens bei B Bootstrap-Wiederholungen unwesentlich größer ist als die Be-

rechnung durch den uniform Algorithmus mit 2B Bootstrap-Wiederholungen.

Jedoch erhält man einen Schätzer mit einer wesentlich kleineren Varianz, vgl.

Hall [54].

Zusammenfassend lässt sich der zugehörige Algorithmus wie folgt beschrei-

ben:

Algorithmus 3 (Antithetic Bootstrap)

1. Erzeuge B Bootstrap-Stichproben X∗b
1 , . . . , X

∗b
n mithilfe des uni-

form Algorithmus 1;

2. bestimme neue Bootstrap-Stichproben Xτ(ξ(b,1)), . . . , Xτ(ξ(b,n))

für b = 1, . . . , B mittels der antithetischen Permutation τ(i) =

n− i+ 1.

3. berechne den neuen Bootstrap-Schätzer durch

H∗
n(x) =

(
H∗

1n(x) +H∗
2n(x)

)
/2.

9.2.2 Bootstrap-Wiederholungen

Eine in der Literatur über Bootstrap-Verfahren vielgestellte Fragestellung ist,

wie viele Bootstrap-Wiederholungen B man in jedem Monte-Carlo-Schritt

durchzuführen hat, vgl. Davison und Hinkley [32, S. 155]. Jöckel [74, 75]

liefert in seinen Arbeiten eine zufriedenstellende Lösung für Monte-Carlo-Tests,

die unmittelbar auf Bootstrap-Tests übertragen werden kann.

Ein Effekt bei einem nicht exakt ausgeführten Monte-Carlo-Test ist, dass

sich die Güte verkleinert. Jöckel gibt in seiner Arbeit eine untere Schranke für

den Fehler an, den man bei der Durchführung einer Monte-Carlo-Simulation

macht. Bezeichnet man mit βB(α,HA) die Güte des Monte-Carlo-Tests basie-

rend auf dem geschätzten p-Wert und mit β∞(α,HA) die Güte des Tests mit

dem exakten p-Wert, so gilt

βB(α,HA) =

∫ ∞

−∞

∫ t

−∞
B

(
B − 1

k − 1

)
GB−k

0 (x)g0(x)(1−G0(x))
k−1gA(t) dx dt

=

∫ 1

0

β∞(u,HA)hB(u;α) du, (9.5)
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vgl. Davison und Hinkley [32, S. 155]. Dabei ist hB(u;α) die Dichte einer

unvollständigen Beta-Verteilung auf [0, 1] mit Parametern (B + 1)α und (B +

1)(1− α), zur Definition vgl. Greenwood und Hartley [49, S. 181ff.].

Jöckel (1986) liefert nun in seiner Arbeit eine untere Schranke für den

Quotienten aus geschätzter und wahrer Gütefunktion durch

βB(α,HA)

β∞(α,HA)
≥ 1− α(B+1)α(1− α)(B+1)(1−α)Γ(B + 1)

(B + 1)αΓ((B + 1)α)Γ((B + 1)(1− α))

≥ 1−
( 1− α

2π(B + 1)α

)1/2

=: e(α,B),

(9.6)

wobei die letzte Ungleichung unmittelbar aus der Stirlingschen Formel Γ(x) ∼
√

2πxx− 1
2 e−x für große x folgt und Γ(x) die Gammafunktion bezeichnet.2 Ta-

belle 9.2 gibt einige Werte der Schranke für verschiedene Fehlerwahrscheinlich-

keiten 1. Art an.

B 19 39 99 199 499 999 9999

α = 0.05 0.61 0.73 0.83 0.88 0.92 0.95 0.98

α = 0.01 - - 0.60 0.72 0.82 0.87 0.96

Tabelle 9.2: Untere Fehlerschranken e(α,B), vgl. Davison und Hinkley [32,

S. 156].

Sie beschreibt bei variablen Fehlerniveaus 1.Art die theoretische Fehler-

schranke e(α,B) aus (9.6). Man sieht, dass bei α = 0.05 die Wahl von B = 999

Bootstrap-Wiederholungen ausreichend sind, falls man einen Fehler im Sinne

von (9.6) von 5% durch den Monte-Carlo-Schritt toleriert. Verkleinert man

die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art auf α = 0.01, so werden für denselben Ver-

lust bereits B = 9999 Bootstrap-Wiederholungen benötigt. Diese Beobachtung

wird die Grundlage in den folgenden Simulationsuntersuchungen bilden.

9.2.3 prepivoted Bootstrap

In Abschnitt 6.3 wurde Prepivotisieren als Methode vorgestellt, durch die in

manchen Situationen Aufgrund einer geeigneten Transformation der Teststa-

tistik der zugehörige Bootstrap-Test verbessert werden kann.

2Man beachte, dass in der ersten Auflage von Davison und Hinkley [32, S. 155] eine
falsche Ungleichungsrelation steht.
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Durch zweimalige Verwendung der Bootstrap-Idee erhält man eine neue

Verteilungsfunktion bezüglich der man einen kritischen Wert zur Durchführung

eines Resampling-Tests bestimmen kann.

Algorithmus 4 liefert nun ein Monte-Carlo-Verfahren zur Bestimmung eines

Schätzers der Bootstrap-Verteilungsfunktion.

Algorithmus 4 (prepivoted Bootstrap)

1. Beobachte Realisierungen von Zufallszahlen X1, . . . , Xn;

2. ziehe eine erste Bootstrap-Stichprobe i.i.d. X∗
1 = (X∗

11, . . . , X
∗
1n)

durch Ziehen mit Zurücklegen aus X1, . . . , Xn und bestimme T ∗1 ;

3. erzeuge eine neue Bootstrap-Stichprobe X∗∗
1 = (X∗∗

11 , . . . , X
∗∗
1n)

durch Ziehen mit Zurücklegen aus X∗
1 und bestimme T ∗∗1 ;

4. wiederhole (3) B1-mal und berechne jeweils T ∗∗j , j = 1, . . . , B1;

5. berechne

H̃1(T
∗
1 ) :=

1

B1

B1∑
j=1

1{T ∗∗
j ≤T ∗

1 };

für j = 1, . . . , B und verwende

H̃B,1(x) =
1

B

B∑
i=1

1{H̃i(T ∗
i )≤x}

als Approximation für H∗
n,1(·).

Die Idee des prepivoted Bootstrap lässt sich iterativ fortsetzen und führt

zum sog. iterativen Bootstrap, vgl Beran und Ducharme [19, Lecture 2].

Entsprechende Algorithmen zur Bestimmung der Verteilungsfunktion erhält

man analog zu Algorithmus 4.

9.3 Permutations-Verfahren

Neben den Bootstrap-Testverfahren werden auch Permutationstests in den Si-

mulationen betrachtet. Dabei werden die Teststatistiken unter der Nullhypo-

these für zufällige Permutationen ausgewertet und dafür die entsprechenden

Verwerfungswahrscheinlichkeiten berechnet. Diese werden dann am Beispiel

des Behrens-Fisher-Problems als Vergleich zu den Bootstrap-Ergebnissen her-
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angezogen. Theoretische Ergebnisse hierzu findet man unter anderem in Jans-

sen [68].

Algorithmus 5

1. Beobachte Realisierungen der Zufallsvariablen X1, . . . , Xn1 und

Xn1+1, . . . , Xn mit n2 := n− n1;

2. bestimme für eine auf der symmetrischen Gruppe Sn gleichver-

teilten Permutation τ(·) den Vektor (xτ(1), . . . , xτ(n));

3. berechne die Permutationsstatistik T̃
(1)
n ;

4. wiederhole die Schritte (2) und (3) P -mal und berechne jeweils

T̃
(p)
n , p = 1, . . . , P ;

5. verwende

H̃MC(x) :=
1

P

P∑
p=1

1(−∞,x](T̃
(p)
n )

als Approximation der Permutationsverteilungsfunktion.
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Kapitel 10

Testprobleme vom

Behrens-Fisher-Typ

10.1 Bootstrap- und Permutationstest für das

erweiterte Behrens-Fisher-Problem

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde das Zweistichprobenproblem als ein wich-

tiges Beispiel aufgeführt, siehe die Beispiele 3.3 und 4.13. Exemplarisch soll

nun an dieser Stelle das Verhalten von Resampling-Tests anhand des Behrens-

Fisher-Problems praktisch untersucht werden.

Es sei (Zi)i∈N eine Folge von reellen i.i.d. Zufallsvariablen mit E(Z1) =

0 und Var(Z1) = 1. Für positive unbekannte Standardabweichungen σ2
1, σ

2
2

betrachte man das Zweistichprobenproblem (X,Y ) zum Stichprobenumfang

n = n1 + n2 mit X = (X1, . . . , Xn1) und Y = (Xn1+1, . . . , Xn), so dass

Xi = µ1 + σ1Zi, 1 ≤ i ≤ n1, µ1 ∈ R

und

Xi = µ2 + σ2Zi, n1 < i ≤ n, µ2 ∈ R.

Betrachtet man ϑ = µ1 − µ2, so ist das interessierende Testproblem durch

H0 := {ϑ = 0} (10.1)

gegen die einseitige Alternative

H1 := {ϑ > 0} (10.2)
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gegeben. Die eingeschränkte Nullhypothese ist dann H̃0 : {ϑ = 0, σ2
1 = σ2

2}.
Definiert man

X :=
1

n1

n1∑
i=1

Xi bzw. Y :=
1

n2

n∑
i=n1+1

Xi

und

S2
X :=

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi −X)2 bzw. S2
Y :=

1

n2 − 1

n∑
i=n1+1

(Xi − Y )2,

so basieren entsprechende Tests auf den Statistiken

Tn :=
(n1n2

n

)1/2

(X̄ − Ȳ ) bzw. T̃n := TnV
−1/2
n (10.3)

mit

Vn =
n1n2

n
(S2

X/n1 + S2
Y /n2).

Unter der Normalverteilungsannahme erhält man für die eingeschränkte

Nullhypothese H̃0 den klassischen Zweistichproben t-Test, welcher exakt das

gewünschte Niveau einhält, vgl. z.B. Witting [127, S. 200 ff.].

Definiert man

T1 :=
n

1/2
1 (X − µ1)

SX

und T2 :=
n

1/2
2 (Y − µ2)

SY

,

so zeigt sich, dass die Gleichung

Tn = T1 sin η + T2 cos η

gilt. Hier ist

tan η = (SX/SY )(n2/n1)
1/2.

Daraus ergibt sich, dass T1 ∼ tn1−1 und T2 ∼ tn2−1, wodurch Tn unter

der Nullhypothese H0 keiner t-Verteilung genügt und der klassische t-Test

das gewünschte Niveau nicht mehr exakt einhalten kann. Solche Testprobleme

sind als Behrens-Fisher-Probleme bekannt, vgl. Behrens [13] und Fisher

[40, 41]. Pfanzagl [98] zeigt, dass bei unbekannten Varianzen keine exakten

Lösungen für das Behrens-Fisher-Problem existieren, vgl. auch Linnik [82]

und Lehmann [80].
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Eine der bekanntesten und interessantesten Lösungsvorschläge für das klas-

sische Behrens-Fisher-Problem stammt von Welch. Dieser schlägt als Test

ϕW =


1 >

T̃n tf ,

0 ≤
(10.4)

vor, wobei man als kritischen Wert tf das (1 − α)-Quantil einer t-Verteilung

mit

f :=
(

S2
X

n1
+

S2
Y

n2
)2

S4
X

n2
1(n1−1)

+
S4

y

n2
2(n2−1)

-Freiheitsgraden

wählt, vgl. Welch [123, 124].

Yuen [131] zeigt, dass bei Verteilung mit größer werdenden Tails Welch’s

Approximation immer konservativer wird, und schlägt als Modifikation der

Teststatistik eine Variante vor, welche auf getrimmten bzw. winsorisierten Mit-

teln basiert.

Schränkt man die Klasse der Verteilungen nicht auf Normalverteilungen

ein, so wurde für das allgemeine Behrens-Fisher-Problem nichtparametrische

Lösungen unter anderem von Potthoff [103] vorgeschlagen. Dieser stellt

einen Test auf Basis der Wilcoxon-Statistik vor. Andere nichtparametrische

Verfahren findet man in Flinger und Policello [43] und Rust und Flin-

ger [112].

An dieser Stelle lässt sich auf Basis des ersten Teils dieser Arbeit eine nicht-

parametrischer Bootstrap-Test als asymptotischer α-Niveau Test herleiten, vgl.

auch Pauls [95].

Dazu sei im Folgenden L(X) = Pn1
F und L(Y ) = Pn2

G mit zugehörigen

Verteilungsfunktionen F und G. Dann werden die Bootstrap-Stichproben X∗

und Y ∗ durch Ziehen mit Zurücklegen aus X bzw. Y gewonnen und es gilt

L(X∗
1 , . . . , X

∗
n1
| X) = Pn1

F̂n1

bzw.

L(Y ∗
1 , . . . , Y

∗
n1
| Y ) = Pn2

Ĝn2

.

Definiert man

X
∗
n1

:=
1

n1

n1∑
i=1

X∗
i bzw. Y

∗
n2

:=
1

n2

n2∑
i=1

Y ∗
i
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und

S∗X
2 :=

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(X∗
i −X

∗
n1

)2 bzw. S∗Y
2 :=

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Y ∗
i − Y

∗
n2

)2

so ist die zugehörige Bootstrap-Statistik gegeben durch

T̃ ∗n =
(X

∗
n1
− Y

∗
n2

)− (X − Y )(
S∗X

2/n1 + S∗Y
2/n2

)1/2
.

Mittels dieser Definitionen lässt sich ein (einseitiger) Resampling-Test für das

Testproblem (10.1)–(10.2) durch

ϕ∗B =


1 >

T̃n c∗n(α)

0 ≤
(10.5)

angeben, wobei c∗n(α) im Bootstrap-Fall das (1 − α)-Quantil der Bootstrap-

Verteilungsfunktion

H∗
n(x) = P ∗

[
T̃ ∗n ≤ x | Z

]
ist, vgl. Beran [17] sowie Hall und Martin [58].

Janssen [68] betrachtet einen asymptotisch exakten Permutationstest

für das verallgemeinerte Behrens-Fisher-Problem. Dabei wird der entsprechen-

de kritische Wert c∗n(α) des Testes (10.5) aus der Permutationsverteilung be-

stimmt. Diese Ergebnisse beruhen auf allgemeinen bedingten Grenzwertsätzen

für studentische Permutationsstatistiken, vgl. Janssen [68]. Weitere Ansätze

basierend auf Permutationsverteilungen findet man in Pallini und Pesarin

[94].

ϕW Welch Test (10.4)

ϕP Permutationstest

ϕ∗B, ϕ̃
∗
B Bootstrap-Tests

ϕ∗B,1 prepivoted Bootstrap-Test

ϕ∗B,P Wild-Bootstrap-Test

ϕ∗B,B balanced Bootstrap-Test

ϕ∗B,A antithetic Bootstrap-Test

Tabelle 10.1: Notationen für Monte-Carlo-Simulationen
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Die Tabellen 10.2 und 10.3 zeigen die relativen Häufigkeiten, mit denen die

Nullhypothese H0 des einseitigen Testproblems bei Durchführung des Permu-

tationstest ϕP und des Welch-Tests ϕW (10.4) bzw. der Bootstrap-Tests ϕ∗B

(10.5) und ϕ̃∗B abgelehnt wurden. Bei dem Test ϕ∗B wurde der Nenner Vn durch

den Bootstrap-Schätzer ersetzt, wohingegen der Test ϕ̃∗B auf der Teststatistik

T̃ ∗n := T ∗nV
−1/2
n =

(X
∗
n1
− Y

∗
n2

)− (X − Y )

(S2
X/n1 + S2

Y /n2)1/2
(10.6)

basiert.

Bei den Simulationen wurde das in Abschnitt 9.1 beschriebene Verfahren

jeweils M -mal für B Bootstrap- bzw. P Permutationsstichproben wiederholt.

Die Wahl des Monte-Carlo-Umfanges richtet sich nach dem Rechneraufwand,

wohingegen B bzw. P in Anlehnung an Abschnitt 9.2.2 gewählt wurde.

Vergleicht man die einzelnen Simulationsergebnisse, so zeigt sich, dass in

der überwiegenden Anzahl der Fälle der Permutationstest ϕP den übrigen

Testverfahren überlegen ist. Diese Beobachtung deckt sich insbesondere im

Vergleich zum Welch-Test ϕW bzw. Bootstrap-Test ϕ∗B mit den Ergebnissen

aus Hebben [61], Janssen [68] und Pauls [95].

In den vorliegenden Verteilungssituationen besitzt der Test ϕ̃∗B die schlech-

testen Eigenschaften im Vergleich zu den übrigen Tests. Die Gründe hierfür

sind in der Wahl der Teststatistik (10.6) zu finden. Durch die Wahl eines Nen-

ners Vn, welcher nicht dem Resampling-Verfahren angepasst wird, verstößt der

Test ϕ̃∗B gegen die von Hall und Wilson [59] vorgeschlagenen Richtlinien

für Bootstrap-Tests. Hierin sollen stets studentisierte Statistiken verwendet

werden, bei denen der Varianzschätzer aus der Bootstrap-Stichprobe ermittelt

wird. Theoretische Ergebnisse hierzu findet man in den Arbeiten von Be-

ran [17], Bickel und Freedman [22], sowie Mason und Shao [90]. Hier

wird gezeigt, dass die geschätzte Verteilungsfunktion aus dem Testverfahren

ϕ∗B eine bessere Approximation der wahren Verteilungsfunktion liefert als die

Bootstrap-Verteilungsfunktion aus dem Test ϕ̃∗B.

Betrachtet man alle Testverfahren im Vergleich zum steigenden Stichpro-

benumfang n = n1 + n2, so stellt sich heraus, dass bei balancierten Stichpro-

benumfängen n1 = n2 die Werte näher am gewünschten Niveau liegen als bei

unbalancierten Stichproben n1 6= n2.

Liegt eine schiefe Verteilung wie z.B. die Exponentialverteilung zugrunde,

so liefert keines der betrachteten Verfahren Ergebnisse, die das gewünschte Feh-
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lerniveau wiederspiegeln. Eine theoretische Begründung für Resampling-Tests

ergibt sich dabei aus den im ersten Teil dieser Arbeit vorgestellten Überlegun-

gen.

Betrachtet man den Welch-Test, so bestätigt sich die Aussage von Yuen

[131], dass für Verteilungen mit großen Tails der Test immer konservativer wird.

Diese Aussage lässt sich insbesondere an den Ergebnissen für cauchyverteilte

Daten verifizieren.

Die Simulationen erweitern die in der Literatur zu findenen Monte-Carlo-

Studien für Testsituationen vom Behrens-Fisher-Typ. Metha und Sriniva-

san [93] vergleichen den Welch-Test mit verschiedenen klassischen Tests für das

Behrens-Fisher-Problem. Best und Rayner untersuchen Fehlerwahrschein-

lichkeiten 1. Art für unterschiedliche Tests (einschließlich dem Welch-Test) un-

ter Normalverteilungsannahmen, vgl. auch Wang [122]. Fung [44] verwendet

einen studentisierten Wilcoxon-Test für das verallgemeinerte Behrens-Fisher-

Problem und vergleicht diesen mit dem klassischen Wilcoxon-Test, dem stu-

dentischen t-Test und einem Test basierend auf einer Normalapproximation.
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Abbildung 10.1 und 10.2 zeigt die simulierten Gütefunktionen in Abhängig-

keit von ϑ = µ1 − µ2 für den Permutations- und den Bootstrap-Test im Ver-

gleich zum klassischen Welch-Test bei unterschiedlichen Varianzverhältnissen.

Hier wurde für den balancierten Stichprobenfall n1 = n2 = 16 unter einer

Normalverteilungsannahme die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten un-

ter Shiftalternativen aufgetragen. Es zeigt sich, dass der Permutationstest ϕP

im Vergleich zu den beiden anderen Verfahren das beste Verhalten aufweist

und somit in der gegebenen Situation zu bevorzugen ist.

α = 0.05, σ2
1 : σ2

2 = 1.0 : 1.0, n1 = n2 = 16

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ϑ

Abbildung 10.1: Gütevergleich für Permutationstest ϕP (—), Bootstrap-Test

ϕ∗B (- - -) und Welch-Test ϕW (- · -) bei zugrundeliegender Normalverteilung

im Behrens-Fisher-Problem

In den Grafiken fällt auf, dass die simulierten Gütefunktionen zum Teil

erhebliche Unterschiede aufweisen. Diese Beobachtung lässt sich durch die un-

terschiedlichen Fehlerniveaus in ϑ = 0 erklären, welche sich aus Tabelle 10.2

ergeben.
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α = 0.05, σ2
1 : σ2

2 = 1.0 : 2.0, n1 = n2 = 16
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Abbildung 10.2: Gütevergleich für Permutationstest ϕP (—), Bootstrap-Test

ϕ∗B (- - -) und Welch-Test ϕW (- · -) bei zugrundeliegender Normalverteilung

im Behrens-Fisher-Problem

Tabelle 10.4 zeigt die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten des pre-

pivoted-Bootstrap-Tests ϕ∗B,1. Dabei wurde in jedem Monte-Carlo-SchrittB1 =

B = 999 Bootstrap-Stichproben gezogen. Aufgrund des erhöhten Rechnerauf-

wandes können in diesem Fall lediglich 3000 Monte-Carlo-Schritte betrachtet

werden.

Beran [17] liefert in seiner Arbeit eine analytische Betrachtung des pre-

pivoted-Bootstraps im Vergleich zum Welch- und gewöhnlichen Bootstrap-

Test. Vergleicht man die vorliegenden Ergebnisse mit denen aus Tabelle 10.2

und 10.3, so stellt man fest, dass die relativen Häufigkeiten in den wesentlichen

Bereichen mit denen des gewöhnlichen Bootstrap-Tests ϕ∗B vergleichbar sind.

Lediglich bei cauchyverteilten Stichproben im unbalancierten Fall treten Werte

auf, die im Vergleich zum balancierten Fall nicht erklärt werden können.

Tabelle 10.5 zeigt im balancierten Fall n1 = n2 = 8 die relativen Ver-
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M = 3.000, B1 = B = 999

ϑ = 0, α = 0.05

Verteilung σ2
1 : σ2

2 1.0:1.0 1.0:1.0 1.0:1.0

n1 : n2 8:16 16:16 8:16 16:16 8:16 16:16

normal ϕ∗B,1 .0547 .0583 .0480 .0463 .0533 .0553

double-expon ϕ∗B,1 .0720 .0543 .0690 .0630 .0683 .0593

exponential ϕ∗B,1 .0667 .0713 .0743 .0763 .0703 .0727

logistic ϕ∗B,1 .0620 .0517 .0600 .0587 .0577 .0547

uniform ϕ∗B,1 .0470 .0473 .0437 .0513 .0497 .0470

cauchy ϕ∗B,1 .1473 .0570 .1513 .0537 .1377 .0610

Tabelle 10.4: Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des prepivoted

Bootstrap-Test ϕ∗B,1 beim Behrens-Fisher-Problem

werfungswahrscheinlichkeiten des in Abschnitt 6.2 beschriebenen Verfahrens.

Dabei ist die zufällige Anzahl von Bootstrap-Replikationen gerade poisson-

verteilt mit Erwartungswert gleich dem ursprünglichem Stichprobenumfang.

Für jeden Monte-Carlo-Schritt wurden analog zu den vorigen Simulationen

B = 999 Bootstrap-Stichproben erzeugt. Es zeigt sich, dass das so gewonnene

Testverfahren bei zugrundeliegender Normalverteilung eine gute Annäherung

an das gewünschte Fehlerniveau liefert. In anderen Verteilungssituationen sind

die erzielten Ergebnisse zum Teil jedoch wesentlich schlechter als die konkur-

rierenden Verfahren ϕP bzw. ϕ∗B.

Die stark differierenden Ergebnisse können ihre Ursache in einem zu klein

gewählten Monte-Carlo-Umfang haben. Dieser kann jedoch aufgrund des enor-

men Rechneraufwandes nicht erhöht werden, um die gewonnenen Ergebnisse zu

stützen. Um eine abschließende Einschätzung der Methode angeben zu können,

sind umfangreichere Simulationen nötig, die jedoch im Rahmen dieser Arbeit

nicht durchgeführt werden können.

Tabelle 10.6 liefert Simulationsergebnisse zu den in Abschnitt 9.2.1 vorge-

stellten Sampling-Prozeduren. ϕ∗B,B stellt den Bootstrap-Test dar, bei dem die

Bootstrap-Stichprobe nach der balanced-Bootstrap-Methode gewonnen wur-

de. Analog dazu bezeichnet ϕ∗B,A den Bootstrap-Test, bei dem die Stichprobe

mithilfe des antithetic-Verfahrens gezogen wurde. Dabei wurden insgesamt 2B

Bootstrap-Stichproben in jedem Monte-Carlo-Schritt erzeugt. Es zeigt sich,
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M = 10.000, B = 999

ϑ = 0, α = 0.05

Verteilung σ2
1 : σ2

2 1.0:1.0 1.0:1.5

n1 : n2 8:8 8:8

normal ϕ∗B,P .0502 .0498

double-expon ϕ∗B,P .0625 .0600

exponential ϕ∗B,P .0624 .0776

logistic ϕ∗B,P .0532 .0557

uniform ϕ∗B,P .0374 .0353

cauchy ϕ∗B,P .0788 .0808

Tabelle 10.5: Relative Verwerfungswahrscheinlichkeiten des Wild-Bootstrap

ϕ∗B,P bei poissonverteiltem Stichprobenumfang

dass beide Verfahren vergleichbare Ergebnisse zu dem gewöhnlichen Bootstrap-

Test liefern. Dies deckt sich mit den aus der Theorie gewonnenen Vorstellungen,

das beide Verfahren lediglich dazu dienen die Monte-Carlo-Verfahren und nicht

den Test selbst zu verbessern. Für weitere Monte-Carlo-Simulationen, vgl. Do

[35].
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10.2 Tests vom Wilcoxon-Typ

Im Folgenden betrachte man ein Zweistichprobenproblem zum Stichprobenum-

fang n = n1 + n2 gegeben durch Zufallsvariablen X1, . . . , Xn1 , Xn1+1, . . . , Xn

auf einem Messraum (Ω,A) mit gemeinsamer Verteilung P = P(X1,...,Xn1 ) in

der ersten Gruppe und Verteilung Q = P(Xn1+1,...,Xn) in der zweiten Gruppe.

Die zugehörigen Verteilungsfunktionen seien F bzw. G. Für die Nullhypothese

H : {PX1 = PXn}

gegen die Alternative K : {X1 ist stochastisch größer als X2} wird häufig der

klassische Wilcoxon-Test mit entsprechenden kritischen Werten cα angeben

durch

ϕWilcox :=


1 >

γ

n1∑
i=1

Ri cα.

0 <

(10.7)

Genügen die Zufallsvariablen einer logistischen Verteilung mit Dichtefunktion

f(x) = exp(−x)(1 + exp(−x))−2,

und gilt G(·) = F (· − ϑ), so liefert der Test (10.7) einen lokal besten Test für

H0 : {ϑ = 0} gegen K : {ϑ > 0},

vgl. Hájek, Šidák und Sen [53, S. 96].

Janssen [69] leitet einen asymptotisch korrekten Permutationstest vom

Wilcoxon-Typ als Test statistischer Funktionale her. Betrachtet man die Wil-

coxon Zweistichprobenrangstatistik

Sn =
( n

n1n2

)1/2( n1∑
i=1

n−1Rni −
n1(n+ 1)

2n

)
und definiert entsprechende empirische Verteilungsfunktionen

Ĝn(t) :=
1

n2

n∑
i=n1+1

1(−∞,t](Xi), F̂n(t) :=
1

n1

n1∑
i=1

1(−∞,t](Xi)

und

Ḡn :=
1

n1

n1∑
j=1

Ĝn(Xj), F̄n :=
1

n2

n∑
j=n1+1

F̂n(Xj),
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so lässt sich ein Test vom Wilcoxon-Typ definieren durch

ϕW,perm :=


1 >

γn S̃n cn(α),

0 <

(10.8)

wobei die Teststatistik durch

S̃n := Sn/σ̂n

mit einem konsistenten Varianzschätzer

σ̂2
n(X) :=

n2

n

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Ĝn(Xi)− Ḡn)2 +
n1

n

1

n2 − 1

n∑
i=n1+1

(F̂n(Xi)− F̄n)2

gegeben ist. Der kritische Wert cn(α) ist dabei das (1−α)-Quantil der Permu-

tationsverteilung

τ 7→ S̃n(Xτ(1), . . . , Xτ(n))

mit aus der symmetrischen Gruppe Sn gleichverteilten Permutationen τ . Unter

schwachen Regularitätsvoraussetzungen ist der Test ϕW,perm (10.8) ein asymp-

totischer α-Niveau Test, vgl. Janssen [69, Theorem 5.2].

Tabelle 10.7 vergleicht die relativen Verwerfungswahrscheinlichkeiten des

klassischen Wilcoxon-Test ϕWilcox mit denen des studentisierten Permutati-

onstest ϕW,perm aus Janssen [69].

Es zeigt sich, dass in allen vorliegenden Ausgangssituationen der Permu-

tationstest das bessere Verhalten bzgl. dem nominellen Fehlerniveau 1. Art

aufweist. Betrachtet man die Ergebnisse für jede einzelne Verteilungssituati-

on, so stellt sich heraus, dass der Test ϕW,perm in den meisten Fällen sehr

nah an das gewünschte Niveau heranreicht. Somit werden die theoretischen

Ergebnisse aus Janssen [69] durch die Simulationsergebnisse an dieser Stelle

bestätigt. Im unbalancierten Fall, d.h. n1 6= n2 liegen bei beiden Tests größere

Abweichungen vom gewünschten Niveau vor als in den balancierten Fällen. Be-

trachtet man die Ergebnisse in Bezug auf unterschiedliche Varianzverhältnisse,

so stellt sich heraus, dass auch hier größere Abweichungen vorliegen.
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Die Abbildungen 10.3 und 10.4 zeigen in Abhängigkeit von ϑ die simu-

lierten Gütefunktionen des studentisierten Permutationstests vom Wilcoxon-

Typ ϕW,perm (10.8) im Vergleich zum klassischen Wilcoxon-Test ϕWilcox (10.7).

Dabei sind die Stichproben normalverteilt mit gleichem Erwartungswert und

unterschiedlichen Varianzen σ2
1 und σ2

2.

α = 0.05, σ2
1 : σ2

2 = 1.0 : 1.0, n1 = n2 = 16

−0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ϑ

Abbildung 10.3: Gütevergleich für den studentisierten Permutationstest

ϕW,perm (—) und den Wilcoxon-Test ϕWilcox (- - -) bei zugrundeliegender Nor-

malverteilung

Bei der Analyse der simulierten Gütefunktionen in Abbildung 10.3 und

Abbildung 10.4 zeigt sich, dass die Funktionen des Permutationstests oberhalb

der Gütefunktionen des klassischen Welch-Tests verlaufen.
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α = 0.05, σ2
1 : σ2

2 = 1.0 : 2.0, n1 = n2 = 16
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Abbildung 10.4: Gütevergleich für den studentisierten Permutationstest

ϕW,perm (—) und den Wilcoxon-Test ϕWilcox (- - -) bei zugrundeliegender Nor-

malverteilung
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Kapitel 11

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der Arbeit wurden unter allgemeinen Voraussetzungen Grenz-

wertsätze für lineare Resampling-Statistiken der Form

T ∗n = k(n)1/2

k(n)∑
i=1

Wn,i(Xn,i −Xn)

hergeleitet, wobei verschiedene Resampling-Verfahren durch unterschiedliche

Gewichte (Wn,i)i≤k(n) charakterisiert werden. Diese umfassen klassische Metho-

den wie Bootstrap- und Permutationsverfahren, aber auch spezielle Resampling-

Varianten wie Wild-Bootstrap-Verfahren.

Um bei einer gezielten Anwendung der Methodik unendlich teilbarer Maße

den Umfang der Arbeit überschaubar zu halten, wurden hier Dreiecksschemata

(Xn,i)i≤k(n) reellwertiger Zufallsvariablen betrachtet. Mit Blick auf Kapitel 8

und dem Bestehen einer Theorie unendlich teilbarer Maße für banachwertige

Zufallsvariablen scheint es sinnvoll, nach der Existenz einer entsprechenden

Theorie für Zufallsvariablen (Xn,i)i≤k(n) auf einem Banachraum (B,B) mit σ-

Algebra B zu fragen.

In dieser Arbeit wurde das asymptotische Verhalten von bedingten Tests

unter der Nullhypothese betrachtet, vgl. Lemma 3.4. Es zeigt sich, dass der

Resampling-Test genau dann äquivalent zum asymptotischen Test ist, falls das

gewählte Resampling-Verfahren konsistent ist, d.h. die Limesverteilungen der

ursprünglichen Statistik Tn und die bedingte Limesverteilung von T ∗n gegeben

den Daten (Xn,1, . . . , Xn,k(n)) übereinstimmen.

Mithilfe dieser Ergebnisse und den Anwendungen auf die nichtparame-

trische Testtheorie stellt sich die Frage, wie sich solche Verfahren unter Alter-
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nativen verhalten. Erste Ergebnisse finden sich in Janssen und Pauls [72],

Section 6.

In Kapitel 7 wurden erste Aussagen über studentisierte Resampling-Statistiken

getroffen. Basierend hierauf lassen sich weitere verfeinerte Aussagen formulie-

ren, vgl. Janssen [71].

Weitere Fragestellungen, die sich aus den vorgestellten Ergebnissen ablei-

ten lassen, befassen sich mit Aussagen über quadratische Statistiken. Ausge-

hend von einem bedingten multivariaten Grenzwertsatz in Kapitel 8 lassen sich

die Auswirkungen allgemeiner Resampling-Verfahren auf hieraus resultierende

quadratische Formen genauer untersuchen.

Wie die vorhergegangenen Ausführungen zeigen, ergeben sich aus den hier

vorgestellten Ergebnissen eine Vielzahl neuer Ziele, welche Gegenstand neuer

Untersuchungen sein werden. Ziel wird es sein, dem Theoretiker als auch dem

Praktiker eine Methode zur Verfügung zu stellen, mit der eine gezielte Anwen-

dung von Resampling-Methoden in Entscheidungsprozessen möglich ist. Dazu

werden noch weitere Monte-Carlo-Studien für unterschiedliche Ausgangssitua-

tionen nötig sein. Hierdurch entsteht ein besserer Eindruck der Auswirkungen

von Resampling-Verfahren in finiten Situationen und genauere Aussagen über

die Anwendbarkeit können getroffen werden.
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Anhang A

Verteilungskonvergenz und der

Satz von Skorohod

A.1 Definition und Eigenschaften auf metri-

schen Räumen

Im Folgenden werden einige wesentliche Aussagen über die schwache Konver-

genz von Wahrscheinlichkeitsmaße beschrieben. Dabei richten sich die getrof-

fenen Notationen nach Billingsley [24]. Stets sei (Ω, d̃) ein metrischer Raum

mit Borelscher σ-Algebra A.

Definition A.1

Eine Folge (µn)n∈N von Wahrscheinlichkeitsmaßen heißt schwach konver-

gent in (Ω, d̃) gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ, in Zeichen µn
w−→ µ, wenn

lim
n→∞

∫
f dµn =

∫
f dµ

für alle f ∈ Cb(Ω) := {f : Ω → R : stetig und beschränkt}.
Eine Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen heißt konvergent in Verteilung ge-

gen ein X0, in Zeichen Xn
D−→ X0, falls die Folge der zugehörigen Verteilungen

schwach konvergiert.

Definition A.2

Sei (Ω, d̃) ein metrischer Raum mit σ-Algebra A. Dann heißt eine Familie

P ⊂ M1(Ω,A) von Wahrscheinlichkeitsmaßen straff, falls für jedes ε > 0

135



Appendix

eine kompakte Menge K existiert, so dass

P(Kc) ≤ ε ∀P ∈ P .

Die Definition der Straffheit liefert nun den in der Wahrscheinlichkeitstheo-

rie wichtigen Satz von Prohorov.

Satz A.3 (Prohorov)

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem Messraum (Ω,A).

Dann gelten:

(i) Ist P straff, so ist die Familie relativkompakt, d.h. zu jeder Folge in P
existiert eine schwach konvergente Teilfolge.

(ii) Ist Ω separabel und vollständig, so gilt die Umkehrung in (i).

Beweis. Vgl. Billingsley [24, S. 35ff.]. �

Definition A.4

Ein vollständiger separabler metrischer Raum heißt polnischer Raum.

A.2 Metrisierung der schwachen Konvergenz

Neben der Definition der Verteilungskonvergenz über Folgen von Wahrschein-

lichkeitsmaße lässt sich diese auch vermöge einer Metrik beschreiben, vgl. Hu-

ber [64] oder Witting und Müller-Funk [128, Anmerkung 5.42].

So lässt sich für allgemeine polnische Räume (Ω, d̃), die schwache Konver-

genz von Verteilungen mittels der Prohorov-Metrik beschreiben, welche defi-

niert ist durch:

Definition A.5

Für A ⊂ Ω definiere

Aδ := {x ∈ Ω : inf
y∈A

d̃(x, y) ≤ δ}.

Dann ist für zwei Maße P und Q aus M1(Ω,A) die Prohorov-Metrik defi-

niert durch

dPr(P,Q) := inf{ε > 0 : P (A) ≤ Q(Aε) + ε für alle A ∈ A}. (A.1)
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Speziell für die reelle Gerade R definiert man die sog. Lévy-Metrik wie

folgt:

Definition A.6

Seien P und Q zwei Maße aus M1(R) mit Verteilungsfunktionen F und G.

Dann ist durch

dL(F,G) := inf{ε > 0 : F (x− ε)− ε ≤ G(x) ≤ F (x+ ε) + ε ∀x ∈ R} (A.2)

die Lévy-Metrik dL(F,G) definiert.

A.3 Der Satz von Skorohod

Der folgende Satz stellt ein wesentliches Hilfsmittel in den Beweisen der vorigen

Kapitel dar. Er wurde erstmals von Skorohod [120] für vollständige separable

metrische Räume bewiesen. Die hier vorliegende allgemeinere Version stammt

von Dudley [36].

Theorem A.7 (Skorohod)

Sei (S, d̃) ein separabler metrischer Raum und Pn, n ∈ N0, Wahrscheinlich-

keitsmaße auf S mit Pn → P0 schwach für n→∞. Dann existieren auf einem

geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum Zufallsvariablen Xn, n ∈ N0, mit Werten

in S, so dass L(Xn) = Pn für alle n und Xn → X0 fast sicher gelten.

Beweis. Vgl. Dudley [37, Theorem 11.7.2]. �
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Anhang B

Unendlich teilbare Verteilungen

Die Theorie der unendlich teilbaren Maße spielt in der Behandlung von Grenz-

wertsätzen für Summen unabhängiger Zufallsvariablen eine wesentliche Rolle.

Deshalb sollen in diesem Kapitel einige grundlegende Ergebnisse zur Verfügung

gestellt werden, die an verschiedenen Stellen dieser Arbeit von entscheidender

Bedeutung sind.

Im Laufe der Jahre hat sich eine umfassende Theorie entwickelt. Gne-

denko und Kolmogorov [48] liefern in ihrer Monographie eine Zusammen-

stellung der Ergebnisse für reellwertige Zufallsvariablen, vgl. auch Fisz [42].

Araujo und Giné [1] betrachten zusätzlich zum reellwertigen Fall das Ver-

halten in beliebigen Banachräumen. Einen neueren Zugang zu der Thematik,

in der die aktuellen Ergebnisse aufgenommen wurden, findet man in Petrov

[97].

In diesem Abschnitt werden lediglich Aussagen für reellwertige Zufallsva-

riablen dargestellt. Für Ergebnisse im Fall unabhängiger Zufallsvektoren vgl.

Rvačeva [113], die in ihrer Arbeit die vorhandenen Ergebnisse aus Gneden-

ko und Kolmogorov [48] verallgemeinerte. Einen aktuellen Überblick über

die Ergebnisse im multivariaten Fall liefern Meeschaert und Scheffler

[91] in ihrer Monographie.

B.1 Lévy-Khintchine Formel

Definition B.1

Eine Verteilungsfunktion t 7→ F (t) und die zugehörige charakteristische Funk-

tion t 7→ ϕ̂(t) heißen unendlich teilbar, falls für jedes n ∈ N eine charakte-
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ristische Funktion ϕ̂n(·) existiert, so dass

ϕ̂(t) =
(
ϕ̂n(t)

)n
(B.1)

gilt.

Satz B.2

Eine Funktion ϕ̂(·) ist genau dann eine unendlich teilbare charakteristische

Funktion, wenn sie folgende Darstellung besitzt:

ϕ̂(t) = exp
(
iγt+

∫ ∞

−∞
A(u, t)

1 + u2

u2
dG(u)

)
, (B.2)

mit

A(u, t) = exp(iut)− 1− itu

1 + u2
.

Dabei ist γ eine reelle Konstante, sowie x 7→ G(x) eine beschränkte nicht-

fallende Funktion und der Integrand ist gleich −t2/2 im Punkt u = 0.

Beweis. Vgl. Petrov [97, Theorem 1.16] �

Definition B.3

Die Formel (B.2) heißt Lévy-Khintchine Formel.

Mithilfe der Lévy-Khintchine-Formel erhält man eine Möglichkeit unendlich

teilbare Verteilungen zu charakterisieren. In dieser Arbeit wird an vielen Stellen

auf eine andere Formulierung mittels Lévy-Maße zurückgegriffen.

Bemerkung B.4

Eine äquivalente Darstellung von (B.2) wurde in der Darstellung

ϕ̂(t) = exp
(
iγt− σ2t2

2
+

∫
A(u, t) dη(u)

)
(B.3)

von Lévy gegeben. Hierin ist η ein Maß mit der Eigenschaft∫
(x2 ∧ 1) dη(x) <∞. (B.4)

Definition B.5

Maße, die die Bedingung (B.4) erfüllen, heißen Lévy-Maße.
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In vielen Betrachtungen spielen die Darstellungen für Normalverteilungen

und für Poisson-Verteilungen mittels der Formel (B.2) eine wichtige Rolle.

Im folgendem Beispiel sollen die entsprechenden Parameter für diese beiden

Verteilungen explizit angegeben werden.

Beispiel B.6

(a) Setzt man in (B.2)

γ = µ und G(u) = σ21(0,∞)(u),

so erhält man die charakteristische Funktion einer Normalverteilung mit den

Parametern (µ, σ2), d.h.

ϕ̂(t) = exp
(
iµt− σ2t2

2

)
.

(b) Setzt man in (B.2)

γ = λ und G(u) =
λ

2
1(1,∞)(u),

so erhält man die charakteristische Funktion einer Poisson-Verteilung zum Pa-

rameter λ > 0, d.h.

ϕ̂(t) = exp
(
λ(eiλt − 1)

)
.

B.2 Konvergenz gegen unendlich teilbare Ver-

teilungen

Im Folgenden betrachte man ein Dreiecksschema (Xn,k)k≤k(n) von zeilenweise

unabhängigen Zufallsvariablen. Ziel ist, alle möglichen Grenzverteilungen der

Summe
k(n)∑
i=1

Xn,k (B.5)

für n→∞ zu bestimmen.

Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller setzt die Existenz endli-

cher zweiter Momente voraus. Es stellt sich somit an dieser Stelle die Frage,

ob notwendige und hinreichende Bedingungen existieren, so dass ohne Voraus-

setzung an die Momente asymptotische Normalität vorliegt. Solche Aussagen

werden überwiegend im Kontext der (asymptotischen) Vernachlässigbarkeit

(B.6) hergeleitet.
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Definition B.7

Gilt für alle ε > 0 die Bedingung

max
1≤k≤k(n)

P(|Xn,k| ≥ ε) −−−→
n→∞

0, (B.6)

so heißt ein Dreiecksschema (Xn,k)k≤k(n) infinitesimal oder (asymptotisch)

vernachlässigbar.

Erfüllt ein Dreiecksschema die Bedingung der Vernachlässigbarkeit, so ist

der Einfluss eines einzelnen Terms beliebig klein. Unter dieser Voraussetzung

lässt sich nun die Gesamtheit aller möglichen Limesverteilungen von Parti-

alsummen der Form (B.5) bestimmen und Bedingungen für die Konvergenz

gegen eine spezielle derartige Limesverteilung angeben. Die Klasse der dabei

auftretenden Verteilungen ist gerade die in Definition B.1 definierten unendlich

teilbaren Verteilungen.

Satz B.8

Sei (Xn,k)k≤k(n) ein infinitesimales Dreiecksschema zeilenweise unabhängiger

Zufallsvariablen mit einer gegen eine Zufallsvariable ξ schwach konvergenten

Summe (B.5). Dann ist die Limesverteilung L(ξ) unendlich teilbar mit cha-

rakteristischer Funktion (B.2).

Beweis. Vgl. Petrov [97, Theorem 3.1]. �

B.3 Notwendige und hinreichende Bedingung-

en für die Konvergenz gegen unendlich

teilbare Verteilungsklassen

Basierend auf den Aussagen der vorangegangenen Abschnitte lassen sich an

dieser Stelle notwendige und hinreichende Bedingungen für die Verteilungs-

konvergenz von Partialsummen der Form (B.5) gegen ein unendlich teilbares

Maß finden. Dazu benötigt man die folgende Definition.

Definition B.9

Seien F0, F1, . . . beschränkte monoton nicht-fallende Funktionen. Dann heißt
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die Folge (Fn)n∈N vollständig konvergent gegen F0, in Zeichen Fn ⇒ F0,

falls für S(F0) := {x ∈ R : F0 stetig in x} die folgenden beiden Aussagen

erfüllt sind:

(i) Fn(x) → F0(x) ∀x ∈ S(F0)

(ii) Fn(−∞) → F0(−∞) und Fn(∞) → F0(∞).

Bemerkung B.10

Sind F0, F1, . . . Verteilungsfunktionen, so beschreibt die erste Voraussetzung

nach dem Satz von Helly-Bray, vgl. Gänssler und Stute [45, Satz 1.12.5],

gerade die schwache Konvergenz.

Der folgende Satz liefert notwendige und hinreichende Bedingungen für die

Konvergenz einer Partialsumme der Form (B.5) gegen eine unendlich teilbare

Verteilung.

Satz B.11

Sei (Xn,k)k≤k(n) ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhängigen Zufallsva-

riablen, die die Bedingung (B.6) erfüllen. Definiere Fnk(x) := P(Xn,k < x).

Sei weiter F (x) eine unendlich teilbare Verteilungsfunktion mit charakteristi-

scher Funktion t 7→ ϕ̂(t), die die Lévy-Khintchine Darstellung (B.2) besitzt.

Dann ist notwendig und hinreichend für die Verteilungskonvergenz der Summe∑k(n)
k=1 Xn,k gegen F (x), dass

Gn ⇒ G, γn → γ,

wobei

Gn(x) =

k(n)∑
k=1

∫ x

−∞

y2

1 + y2
dF̄nk(y),

γn =

k(n)∑
i=1

(
ank +

∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF̄nk(x)

)
,

ank =

∫
|x|<τ

x dF̄nk(x), F̄nk(x) = Fnk(x+ ank),

und τ eine positive Zahl ist.
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Beweis. Vgl. Petrov [97, Theorem 3.3] �

Bemerkung B.12

Die unendlich teilbare Limesfunktion F ist eindeutig durch die Parameter G

und γ bestimmt, vgl. dazu Petrov [97, Lemma 1.21].

B.4 Konvergenz gegen eine Normalverteilung

Eine wichtige Variante der Limesverteilungen von linearen Statistiken der Form

(B.5) bildet die Normalverteilung. Mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes von

Lindeberg-Feller lässt sich die Normalverteilungskonvergenz für Statistiken der

Form (B.5) überprüfen. Der folgende Satz liefert äquivalente Bedingungen

für die Normalverteilungskonvergenz unter infinitesimalen Dreiecksschemata

(Xn,i)i≤k(n), vgl. Gnedenko und Kolmogorov [48, S. 125].

Satz B.13

(Xn,k)k≤k(n) sei ein Dreiecksschema zeilenweise unabhängiger asymptotisch ver-

nachlässigbarer Zufallsvariablen mit

k(n)∑
k=1

Xn,k
D−→ ξ.

Dann sind äquivalent:

(i) ξ = N(µ, σ2) für ein (µ, σ2) ∈ R×R+;

(ii)

k(n)∑
k=1

∫
|x|≥ε

dFn,k(x) → 0 ∀ε > 0;

(iii) P( max
k≤k(n)

|Xn,k| ≥ ε) −−−→
n→∞

0.

Beweis. (i) ⇔ (ii)

Für alle ε > 0 folgt aus den Eigenschaften von Lévy-Maßen

k(n)∑
k=1

∫ −ε

−∞
dFn,k(x) → η((−∞,−ε])

bzw.
k(n)∑
k=1

∫ ∞

ε

dFn,k(x) → η([ε,∞))
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und somit wegen

k(n)∑
k=1

∫
|x|≥ε

dFn,k(x) =

k(n)∑
k=1

∫ −ε

−∞
dFn,k(x) +

k(n)∑
k=1

∫ ∞

ε

dFn,k(x) −−−→
n→∞

0,

dass η((−∞,−ε]) ≡ 0 sowie η([ε,∞)) ≡ 0 für alle ε > 0, vgl. auch Gne-

denko und Kolmogorov [48, S. 125ff.]. Gilt andererseits ξ = N(µ, σ2),

so folgt aus der Darstellung mittels der Lévy-Khintchine-Formel (B.3), dass

η((−∞,−ε]) ≡ 0 sowie η([ε,∞)) ≡ 0 und somit (ii).

(ii) ⇔ (iii)

Betrachte

P( max
k≤k(n)

|Xn,k| ≥ ε) = 1− P( max
k≤k(n)

|Xn,k| < ε)

= 1−
k(n)∏
k=1

P(|Xn,k| < ε)

= 1−
k(n)∏
k=1

(
1−

∫
|x|≥ε

dFn,k(x)
)
.

Somit ist (ii) äquivalent zu

k(n)∏
k=1

(
1−

∫
|x|≥ε

dFn,k(x)
)
−−−→
n→∞

1. (B.7)

Weiter gilt, dass

1−
k(n)∑
k=1

∫
|x|≥ε

dFn,k(x) ≤
k(n)∏
k=1

(
1−

∫
|x|≥ε

dFn,k(x)
)

≤ exp
(
−

k(n)∑
k=1

∫
|x|≥ε

dFn,k(x)
)
.

Somit impliziert (ii) die Gleichung (B.7) und somit (iii). Andererseits folgt aus

(iii) unmittelbar (ii). �
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B.5 Quantildarstellung

Für ein infinitesimales Dreiecksschema (Xn,i)i≤k(n) von zeilenweise unabhängi-

gen Zufallsvariablen mit

Tn =

k(n)∑
i=1

Xn,i → ξ. (B.8)

lässt sich nach dem Satz von Lévy-Khintchine (B.2) die Limesvariable ξ als

unendlich teilbar mit charakteristischer Funktion (B.2) erkennen. Bezeichnet

nun für σ2 = 0 und η1 := η|(−∞,0) die Variable µ1 das unendlich teilbare Maß

mit charakteristischen Funktion (B.3) und analog µ2 ein unendlich teilbares

Maß für σ2 = 0 sowie η2 := η|(0,∞), so gilt für die Verteilung µ := L(ξ) von ξ,

dass

µ = µ1 ? N(0, σ2) ? µ2.

Definiert man die inverse Verteilungsfunktion ψ1 : (0,∞) → (−∞, 0] des Lévy-

Maßes η1 durch

ψ1(y) := inf{t : η1(−∞, t] ≥ y} ∧ 0, (B.9)

sowie die inverse Verteilungsfunktion ψ2 : (0,∞) → [0,∞) von η2 durch

ψ2(y) := sup{t : η2[t,∞) ≥ y} ∨ 0, (B.10)

so lassen sich hiermit neue Zufallsvariablen

∆− :=
∞∑
i=1

(
ψ1(Si)− E

(
ψ1(Si)1(−τ,0](ψ1(Si))

))

sowie

∆+ :=
∞∑
i=1

(
ψ2(S̃i)− E

(
ψ2(S̃i)1[0,τ)(ψ2(S̃i))

))
herleiten, so dass für eine geeignete Konstante

ξ
D
= ∆− + N(0, σ2) + ∆+ +K, (B.11)

gilt, vgl Janssen [67]. Dabei bezeichne

Sn :=
n∑

i=1

Yi
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und

S̃n :=
n∑

j=1

Ỹj

für unabhängige identisch standard exponentialverteilt Zufallsvariablen Yi, Ỹj.

Das folgende Lemma liefert ein wichtiges Hilfsmittel für die Beweise der

zentralen Grenzwertsätzen in Kapitel 4.1.

Lemma B.14 (Splittinglemma)

Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert eine Folge 0 ≤ τn → 0, so dass

Yn := (Rn, Sn, Tn)
D−→ Y := (R,S, T )

mit L(Y ) = µ1 ⊗ N(0, 1)⊗ µ2 und

Rn :=

k(n)∑
i=1

(
Xn,i1(−∞,τn)(Xn,i)− E

(
Xn,i1(−τ,τn)(Xn,i)

))
,

Sn :=

k(n)∑
i=1

(
Xn,i1[−τn,τn)(Xn,i)− E

(
Xn,i1[−τn,τn](Xn,i)

))
,

Tn :=

k(n)∑
i=1

(
Xn,i1(−τ,∞)(Xn,i)− E

(
Xn,i1(τn,τ)(Xn,i)

))
,

Beweis. Vgl. Janssen [67, Lemma 5.3]. �
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[47] Giné, E. und Zinn, J. (1989). Necessary conditions for the bootstrap of the mean.
Ann. Stat. 17, No. 2, 684–691.

[48] Gnedenko, B.V. und Kolmogorov, A.N. (1968). Limit distributions for sums of
independent random variables. Addison-Wesley, Mass.

[49] Greenwood, J.A. und Hartley, H.O. (1962) Guide to tables in mathematical sta-
tistics. Princeton Univ. Press, New York.
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