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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit entwickeln und analysieren wir Algorithmen zur Minimierung der Bewe-
gungen von Arbeitern in geradlinig angeordneten Férderbandsystemen, wie sie insbeson-
dere in so genannten Kommissionieranlagen in der Versandindustrie auftreten. In solchen
Systemen werden Auftrige mit einem Forderband von Arbeitsposition zu Arbeitsposition
transportiert und dort der Reihe nach in Flow-Shop-Manier bearbeitet. Fiir die Bearbei-
tung der Auftrége ist die Anwesenheit eines Arbeiters erforderlich. Da in der Regel weniger
Arbeiter als Arbeitspositionen vorhanden sind, miissen die Arbeiter zur Bearbeitung der
Auftrage ihre Positionen wechseln. Das Ziel unserer Untersuchungen ist es, Algorithmen
bzw. Strategien zur Minimierung dieser Bewegungen zu entwickeln und zu analysieren. Die
Ergebnisse dieser Arbeit sind im Bereich der theoretischen Informatik anzusiedeln, das zu-
grunde liegende Problem ist jedoch stark durch die Praxis motiviert. Um den Praxisbezug
des von uns in dieser Arbeit behandelten Grundproblems nachvollziehen zu kénnen, soll
im folgenden Abschnitt kurz die grundlegende Funktionsweise einer typischen Kommissio-
nieranlage skizziert werden. Anschlieflend erldutern wir das theoretische Modell und gehen
auf die Komplexitét des Problems und die betrachteten Algorithmen ein.

Kommissionieranlagen Die Filialen grofler Warenhéuser werden oft von einem Zentral-
lager aus mit Waren versorgt. Die Waren werden dabei normalerweise in einer Kommissio-
nieranlage in stabile, gleich grole Behélter gepackt, welche anschliefend nach Zusammen-
gehorigkeit auf Paletten gestapelt und dann zu den einzelnen Filialen transportiert werden.
Um die Behélter mit den verschiedenen Waren zu fiillen, verfiigt die Kommissionieranlage
iiber ein Forderbandsystem, das die einzelnen Kommissionierbereiche miteinander verbin-
det. Das Forderbandsystem besteht aus mindestens einem Hauptférderband und mehreren
Nebenforderbindern, die parallel zum Hauptférderband verlaufen. Das Hauptférderband
ist oft zyklisch angelegt, damit Auftrige, die nicht sofort bearbeitet werden koénnen, in
einer spiteren Runde erledigt werden. Jedes Nebenforderband verbindet einige Kommis-
sionierbereiche miteinander. Muss ein Behélter Waren aus einem solchen Kommissionier-
bereich aufnehmen, so wird er automatisch vom Hauptforderband auf das entsprechende
Nebenforderband ausgeschleust. Dort kann der Behélter an dem Kommissionierbereich ge-
stoppt werden, ohne den Transport der iibrigen Behilter auf dem Hauptforderband zu
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung einer Kommissionieranlage.

behindern. Nachdem der Behélter an den Kommissionierbereichen des Nebenforderban-
des mit Waren gefiillt wurde, wird er am Ende des Nebenférderbandes wieder auf das
Hauptférderband ausgeschleust. In einigen Anlagen ist es auch moglich, den Behélter an
jedem Arbeitsplatz des Nebenforderbandes sofort wieder auf das Hauptforderband auszu-
schleusen, falls der Behilter keinen weiteren Kommissionierbereich dieses Nebenférderban-
des ansteuern muss. In Abbildung 1.1 ist eine solche Anlage skizziert.

Muss ein Behilter an einem Kommissionierbereich mit Waren gefiillt werden, so wird
er automatisch auf dem Nebenférderband an der entsprechenden Stelle gestoppt. Den Ar-
beitern wird iiber ein Display angezeigt, welche Artikel des Kommissionierbereichs in wel-
cher Menge in den Behilter gepackt werden miissen. Nachdem die Waren in den Behélter
gelegt wurden, wird er auf dem Nebenforderband weitertransportiert, um gegebenenfalls
an den anderen Kommissionierbereichen weitere Artikel aufzunehmen. Am Ende des Ne-
benférderbandes wird der Behilter wieder auf das Hauptférderband ausgeschleust. Der
Behilter steuert dann weitere Nebenforderbinder an oder verlédsst die Kommissionieran-



lage in Richtung Abstapelanlage, falls er bereits alle erforderlichen Waren aufgenommen
hat. Kommissionieranlagen dieser Art sind mittlerweile weit verbreitet. Teilweise werden
statt Forderbindern andere Transportsysteme wie z.B. Gondelbahnen eingesetzt, jedoch
ist die prinzipielle Funktionsweise meistens dhnlich.

Ein Vorteil solcher Kommissionieranlagen liegt darin, dass man auch stark unterschied-
liche Auftragsvolumina durch eine entsprechende Anzahl von Arbeitern relativ effizient
bearbeiten kann. Die Anzahl der Arbeiter zu variieren, stellt meistens kein Problem dar,
da es sich bei ihnen in der Regel um Aushilfskréfte handelt, die nur wihrend ihrer Einsatz-
zeiten bezahlt werden. Sind sehr viele Auftrige zu bearbeiten, so werden natiirlich viele
oder gar alle Arbeitsplidtze besetzt, um einen moglichst hohen Durchsatz zu erzielen. Im
Regelfall werden aber weit weniger Arbeiter eingesetzt, da andernfalls viele von ihnen an
ihren Arbeitsplitzen die meiste Zeit nichts zu tun hétten. In diesem Fall miissen die Ar-
beiter sténdig ihre Arbeitspositionen wechseln, um alle Auftrige zu bedienen. Die Zeit, die
sie fiir das Wechseln der Arbeitsposition benétigen, geht natiirlich fiir die Bearbeitung der
Auftriage verloren. Bei Messungen hat man festgestellt, dass die Arbeiter teilweise bis zu
50 Prozent der Zeit mit dem Wechseln der Arbeitspositionen verbringen. Daher ist es von
entscheidendem Interesse, die Bewegungen der Arbeiter zu minimieren. In dieser Arbeit
wollen wir das Kernproblem, welches dieser Problematik zugrunde liegt, analysieren und ef-
fiziente Bewegungsstrategien und Algorithmen dafiir entwickeln. Wir modellieren dabei die
Situation, in der genau ein Arbeiter alle Arbeitsplétze an einem Nebenférderband bedient.
Wir halten dieses fiir ein Basisproblem der Bewegungsminimierung in solchen Férderband-
systemen, welches nach unserem Wissen bislang von niemandem analysiert wurde.

Kommissionieranlagen selbst wurden bereits von anderen Autoren untersucht. In [6]
beschreibt de Koster azyklische Kommissionieranlagen als ein Netz verbundener Trans-
portbander und Arbeitsplidtze. Zu einer gegebenen Kommissionieranlage ermittelt er In-
formationen iiber den Durchsatz, die Auslastung der Arbeiter und die durchschnittliche
Anzahl der im System befindlichen Behilter. Die Analyse beruht auf Jackson Netzwerken;
ndhere Informationen dazu findet man in [12]. Kommissionieranlagen werden ferner auch
in [2, 18] untersucht. Probleme, die beim Abstapelprozess der fertig gepackten Behélter in
den Abstapelanlagen auftreten, werden in [21, 19, 20, 22| behandelt.

Theoretisches Modell Wir modellieren das Kernproblem in dieser Arbeit wie folgt. Ge-
geben sind m linear angeordnete Maschinen (Arbeitsplitze) Py, Ps, . .., Py, sowie eine Folge
Ji,Ja, ..., Jn von n Jobs (Auftrigen). Fiir jeden Job ist angegeben, an welchen der Ma-
schinen er bearbeitet werden muss. Diese Information wird durch eine n x m-Matrix mit
Eintréigen aus {0,1} angegeben. Ein 1-Eintrag in der Matrix bedeutet, dass der zugehori-
ge Job an der entsprechenden Maschine bearbeitet werden muss. Wir sprechen daher fiir
jeden 1-Eintrag der Matrix von einer Task, die ausgefiihrt werden muss. Die Jobs werden
an den Maschinen in Permutations-Flow-Shop-Manier bearbeitet, d.h. die Jobs besuchen
die Maschinen in der Reihenfolge P, ..., P, und die Maschinen bearbeiten die Jobs in der
Reihenfolge Ji, ..., J,. An jeder Maschine befindet sich zu jedem Zeitpunkt hichstens ein
Job. Ein Job kann eine Maschine nur dann verlassen, wenn die nachfolgende Maschine nicht
mehr von einem Job belegt ist. Fiir die Bearbeitung eines Jobs an einer Maschine ist die



Anwesenheit des Arbeiters erforderlich. Um alle Tasks auszufiihren, muss der Arbeiter die
Maschinen wiederholt wechseln. Mit den Maschinenwechseln sind Kosten verbunden, die
in einer Distanzmatrix angegeben sind. Fiir die formale Definition des Problems in Kapitel
2 setzen wir lediglich voraus, dass die Distanzfunktion der Dreiecksungleichung geniigt und
dass ein Verbleiben des Arbeiters an der Maschine mit keinen Kosten verbunden ist. In die-
ser Arbeit betrachten wir jedoch im Wesentlichen nur zwei verschiedene Distanzfunktionen.
Dies sind einerseits die Einheitsdistanzen, bei denen die Distanz zwischen zwei beliebigen
verschiedenen Maschinen immer gleich 1 ist, und andererseits die linearen Distanzen, bei
denen die Distanz zwischen Maschine P, und Maschine P; durch den Wert |i — j| gegeben
ist. Eine Verallgemeinerung der linearen Distanzen stellen die additiven Distanzen dar.
Dabei ergibt sich die Distanz zwischen zwei Maschinen als die Summe der Distanzen zwi-
schen benachbarten Maschinen, wobei diese Distanzen jedoch unterschiedlich sein kénnen
und nicht wie bei linearen Distanzen stets 1 sein miissen. Da die meisten Resultate fiir
lineare Distanzen auch fiir die additiven Distanzen gelten, betrachten wir oft gleich diese
Verallgemeinerung. Das Ziel besteht in jedem Fall darin, eine Bearbeitungsreihenfolge der
Tasks (nicht der Jobs!) zu bestimmen, so dass die gesamten Kosten fiir die Bewegungen des
Arbeiters bei der Abarbeitung der Tasks in dieser Reihenfolge minimal sind. Dabei sind
natiirlich nicht alle Reihenfolgen erlaubt, sondern nur solche, die durch die Gegebenheiten
der Flow-Shop-Verarbeitung moglich sind.

Flow-Shop-Verarbeitungen werden oft mit Scheduling-Problemen in Verbindung ge-
bracht, die Gegenstand sehr vieler theoretischer und praxisorientierter Untersuchungen
sind, siehe z.B. [3, 5, 17, 26, 27]. Ein wesentlicher Unterschied zwischen Flow-Shop-Schedu-
ling-Problemen und unserem Problem besteht darin, dass bei Scheduling-Problemen die
Maschinen gleichzeitig arbeiten kénnen und immer Optimierungsfunktionen betrachtet
werden, die in irgendeiner Form zeitabhéngig sind. Bei unserem Problem hingegen wer-
den die Tasks sequentiell ausgefiihrt und die Optimierungsfunktion bezieht sich nur auf
die Bewegungen des Arbeiters. Die genauen Bearbeitungszeiten der Tasks spielen bei uns
deshalb keine Rolle.

Ferner besteht bei Scheduling-Problemen die Aufgabe meistens darin, eine optimale
Jobreihenfolge zu bestimmen. In unserem Problem hingegen sehen wir die Reihenfolge der
Jobs als gegeben an, da sie in der Praxis kaum beeinflussbar ist. Dies ist vor allem auf fol-
gende Griinde zuriickzufiihren. Nicht alle Behélter miissen die gleichen Nebenférderbédnder
anfahren. Da nicht alle Arbeitsplidtze an den Nebenférderbandern besetzt sind, miissen
die Behilter des Ofteren warten, bis sie von einem Arbeiter bedient werden. Dadurch
stauen sich natiirlich auch die nachfolgenden Behilter. Ist der Anfang des Nebenforder-
bandes von einem Behélter belegt, so kann kein neuer Behilter vom Hauptférderband
auf das Nebenforderband ausgeschleust werden. In diesem Fall miissen Behélter, die ei-
gentlich dieses Nebenférderband ansteuern miissten, eine zusétzliche vollstindige Runde
auf dem Hauptférderband zuriicklegen. Alle diese Faktoren bedingen, dass die Reihen-
folge der Behélter auf dem Nebenforderband nur sehr bedingt durch die Reihenfolge, in
der sie in das System gelangen, beeinflussbar ist. Bei den meisten Flow-Shop-Scheduling-
Problemen ist dariiber hinaus eine Flow-Shop-Verarbeitung, bei der ein Job einen anderen
blockieren kann, wie dies in unserem Modell der Fall ist, ausgeschlossen. Es gibt jedoch



Ausnahmen, in denen auch solche Modelle betrachtet werden, siehe z.B. [14]. Fiir eine
Flow-Shop-Verarbeitung, bei der es vor jeder Maschine einen beschrinkten Puffer gibt,
der nicht iiberlaufen darf, wurde das Problem der Minimierung der Maschinenwechsel des
Arbeiters bereits in [8] betrachtet.

Ein anderes Problem, welches auf den ersten Blick eine gewisse Verwandtschaft zu unse-
rem Problem aufweist, ist das Robotic-Cell-Problem. Dort findet ebenfalls eine Flow-Shop-
Verarbeitung an linear angeordneten Maschinen statt. Ein Roboter transportiert dabei die
Jobs von Maschine zu Maschine. Es ist eine Reihenfolge der Jobs und eine Steuerung des
Roboters gesucht, so dass die Summe der vom Roboter zuriickgelegten Wegstecke minimal
wird. Da beim Robotic-Cell-Problem der Transport der Jobs gesteuert werden soll und
die Bearbeitung der Jobs an den Maschinen automatisch erfolgt, wihrend bei unserem
Problem der Transport der Jobs automatisch erfolgt und die Bewegung des Arbeiters zur
Bearbeitung der Jobs gesteuert werden soll, ergeben sich zwei sehr unterschiedliche Proble-
me. Untersuchungen des Robotic-Cell-Problems findet man beispielsweise in [24, 13, 25].

Zusammenfassung der Ergebnisse Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse erstrecken
sich von Komplexitétsaussagen iiber Approximations- und Online-Algorithmen bis zu em-
pirischen Auswertungen. Im Kapitel 2 geben wir eine formale Beschreibung unseres Pro-
blems an und fiihren die grundlegenden Begriffe ein. Wir zeigen hier auflerdem, dass man
die in unserem Modell giiltigen Bearbeitungsreihenfolgen durch eine einfache Vorginger-
relation auf der Menge der Tasks beschreiben kann. In Kapitel 3 untersuchen wir die
Komplexitdt des Problems. Hierzu betrachten wir wie iiblich die Entscheidungsversion des
Problems. Dabei ist zusétzlich zur eigentlichen Instanz noch eine Zahl K gegeben, und es
ist zu entscheiden, ob es eine Abarbeitung der Taskmatrix gibt, so dass die vom Arbeiter
zuriickgelegte Distanz beziiglich der gegebenen Distanzmatrix hochstens K ist. Zunéchst
weisen wir die NP-Vollstindigkeit des Problems fiir allgemeine Distanzfunktionen nach.
Der Beweis beruht auf einer sehr einfachen polynomiellen Transformation von dem Pro-
blem ’Gerichteter Hamiltonweg’, welches bekanntermaflen NP-vollstindig ist, siehe [11].
Wir zeigen dann, dass das Problem fiir allgemeine Distanzfunktionen in polynomieller Zeit
l6sbar ist, sofern entweder die Anzahl der Maschinen oder die Anzahl der Jobs durch eine
Konstante beschriankt ist. In diesem Fall ist ndmlich die Zahl der méglichen Konfigura-
tionen polynomiell beschrinkt, und man kann mit Hilfe dynamischer Programmierung in
polynomieller Zeit eine minimale Abarbeitung bestimmen. Im dritten Abschnitt von Ka-
pitel 3 betrachten wir dann ausnahmsweise den Fall, dass die Reihenfolge der Jobs nicht
fest vorgegeben ist. Es ist dann eine Jobreihenfolge und eine Abarbeitung fiir diese Job-
reihenfolge gesucht, so dass diese Abarbeitung minimal unter allen Abarbeitungen fiir alle
moglichen Jobreihenfolgen ist. Wir beweisen, dass die Entscheidungsversion dieses Pro-
blems sowohl fiir Einheitsdistanzen als auch fiir lineare Distanzen NP-vollstindig ist. Im
letzten Abschnitt des Kapitels zeigen wir dann schliellich, dass das Problem der Mini-
mierung der Bewegungen des Arbeiters fiir Einheitsdistanzen auch bei fest vorgegebener
Jobreihenfolge NP-vollstéindig ist. Leider lasst sich dieser Beweis nicht auf lineare Distanzen
iibertragen. Fiir lineare Distanzen bleibt die Komplexitit des Problems ungeklért.

In Kapitel 4 geben wir Approximationsalgorithmen sowohl fiir Einheitsdistanzen als



auch fiir additive Distanzen an, deren Laufzeit linear in der Grofle der gegebenen Taskma-
trix ist. Im Fall der Einheitsdistanzen garantiert der Algorithmus Losungen, bei denen die
zuriickgelegte Distanz hichstens zweimal so grof} ist wie die einer optimalen Losung. Bei
additiven Distanzen sind die berechneten Losungen hiéchstens um den Faktor 3 schlechter
als die optimalen Losungen. Empirische Untersuchungen belegen, dass die Abweichungen
der Losungen vom Optimum bei zufillig gewdhlten Taskmatrizen in der Regel weit unter-
halb der garantierten Faktoren 2 bzw. 3 liegen.

In Kapitel 5 betrachten wir Online-Algorithmen, bei denen nicht die gesamte Jobse-
quenz bekannt ist. Online-Algorithmen sind fiir unser Problem aus zweierlei Griinden von
besonderem Interesse. Zum einen ist es aus den oben bereits geschilderten Griinden norma-
lerweise nicht vorhersagbar, in welcher Reihenfolge die Jobs an die Maschinen gelangen, so
dass die gesamte Jobsequenz nicht von vornherein bekannt ist. Zum anderen sind Online-
Algorithmen oft leicht umsetzbar. Im Idealfall sind die Online-Strategien so einfach, dass
der Arbeiter sie unmittelbar erlernen und anwenden kann. In unserem Fall bezeichnen
wir einen Algorithmus als Online-Algorithmus, wenn er nur Informationen iiber die Jobs
verwendet, die die erste Maschine des Forderbandes bereits erreicht haben.

Bei Online-Algorithmen ist besonders ihre Giite, die man im allgemeinen mit Hilfe des
kompetitiven Faktors angibt, von Interesse. Der kompetitive Faktor vergleicht dabei die
Losung des Algorithmus mit einer optimalen Offline-Losung im Worst-Case. Nidheres dazu
findet man unter anderem in [4, 10, 15].

Wir untersuchen Online-Algorithmen fiir lineare bzw. additive Distanzen. Wir betrach-
ten zunéchst einige einfache Algorithmen und zeigen, dass sie fast alle einen kompetitiven
Faktor in €2(m) haben, wobei m die Anzahl der Maschinen ist. Wir untersuchen dann
einen Algorithmus, den wir Free-Left nennen und der in experimentellen Auswertungen
fast immer die besten Ergebnisse liefert. Abgesehen von den guten Resultaten hat die-
ser Algorithmus den Vorteil, dass er nur sehr wenig Information verwendet, die zudem
unmittelbar verfiigbar ist. Wir konnen fiir diesen Algorithmus nachweisen, dass er fiir ad-
ditive Distanzen einen kompetitiven Faktor in O(logm) hat. Fiir eine spezielle Klasse von
Taskmatrizen liefert er sogar optimale Abarbeitungen. Aulerdem kénnen wir zeigen, dass
der Free-Left-Algorithmus in vielen Situationen optimale Entscheidungen trifft, was eine
Erkldrung fiir seine guten Ergebnisse liefert. Allerdings ist der kompetitive Faktor von
Free-Left keine Konstante. Wir geben Beispiele an, die belegen, dass der kompetitive Fak-

logm
loglogm

tor von Free-Left selbst fiir lineare Distanzen in €2 ( ) liegt. In der Praxis scheint

der Free-Left-Algorithmus jedoch einen wesentlich geringeren Fehler aufzuweisen als der
theoretisch bewiesene Faktor aus O(logm). Fiir lineare Distanzen liegt dieser Fehler bei
zufillig gewdhlten Taskmatrizen fast immer unter 20 Prozent, oft sogar deutlich darunter.
Dies zeigen empirische Auswertungen, auf die wir im letzten Kapitel kurz eingehen.



Kapitel 2

Grundlagen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels geben wir eine formale Beschreibung des Problems der
Bewegungsminimierung in der Férderband-Flow-Shop-Verarbeitung mit einem Arbeiter
an und fiihren einige Bezeichnungen ein. Wir definieren das Problem fiir eine vorgegebene
Jobreihenfolge, da es in dieser Arbeit fast ausschliefflich in dieser Form betrachtet wird.
Dieses wiederum ist darin begriindet, dass die Reihenfolge der Jobs in der Praxis meistens
nicht zu beeinflussen ist. Wir nennen das Problem in dieser Form kurz das Forderband-
Flow-Shop-Problem. Am Ende des ersten Abschnitts geben wir noch eine Variante des
Problems an, bei dem die Jobreihenfolge nicht fest vorgegeben ist. Diese Variante wird
jedoch im weiteren Verlauf nur noch einmal im Kapitel 3 betrachtet, in dem wir uns mit der
Komplexitidt des Problems befassen. Wir bezeichnen diese Variante als Féorderband-Flow-
Shop-Problem mit variabler Jobreihenfolge. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen
wir einige grundlegende Aussagen.

2.1 Formale Beschreibung des Problems

Eine Instanz des Forderband-Flow-Shop-Problems fiir n > 1 Jobs Ji,...,J, und m > 1
Maschinen Py, ..., P, wird durch ein Tupel (M, D) beschrieben. Dabei ist

>SSV

e D = (0p,q)o<p,q<m €ine ((m+1)x(m+1))-Distanzmatrizmit §, 4 € Rsg und d,, = 0 fiir
alle p,q € {0,...,m}, so dass fiir alle 0 < p,q,r < m, g # 0 die Dreiecksungleichung
Opr < Opg+ Ogr gilt.

Jeder Eintrag p;, der Taskmatrix, fiir den p;, = 1 gilt, definiert eine Task T{;p). Die
Menge aller Tasks der Taskmatrix M bezeichnen wir mit 7 (M), d.h.

TM) = {Tp) | Hjp = 1}-

Fiir eine Task T" = T(; ;y nennen wir j den Jobinder und p den Maschinenindexr der Task.
Der Job J; besteht aus allen Tasks mit Jobindex j. Jede Task T' = T{;,) muss an der

7



8 2.1. FORMALE BESCHREIBUNG DES PROBLEMS

Maschine P, unter Anwesenheit des Arbeiters bearbeitet werden. Die Distanz, die der
Arbeiter zuriicklegen muss, um von der Maschine P, zur Maschine P, zu gelangen, betréigt
0pq- Die Startdistanz, die bendtigt wird, wenn die Bearbeitung der Jobsequenz an der
Maschine P, beginnt, betrigt dy,, und die Enddistanz, die zuriickgelegt werden muss,
wenn der Arbeiter die Bearbeitung der Jobsequenz an der Maschine P, beendet, betréigt
dp,0. Sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, bezeichnet in der gesamten Arbeit
M immer die gegebene Taskmatrix, n und m sind stets die Anzahl der Jobs bzw. die Anzahl
der Maschinen der Taskmatrix, und D bezeichnet die Distanzmatrix.

Eine Abarbeitung der Jobsequenz (oder der Taskmatrix) wird durch die Reihenfolge be-
schrieben, in welcher der Arbeiter die Tasks bearbeitet. Aufgrund der Gegebenheiten eines
Forderband-Flow-Shops sind natiirlich nur bestimmte Ausfiihrungsreihenfolgen mdoglich.
Damit eine Task 7{; ,) bearbeitet werden kann, muss sich der zugehdrige Job J; an der Ma-
schine P, befinden. Um die moglichen Ausfiihrungsreihenfolgen der Tasks zu beschreiben,
werden wir die moglichen Zustinde, die Positionen der Jobs in einem Zustand und die in
einem Zustand ausfihrbaren Tasks definieren. Bevor wir diese Begriffe prizise einfiihren,
wollen wir ihre Bedeutung zunichst informell beschreiben. Ein Zustand wird durch eine
Menge 7 C T (M) beschrieben, welche die noch zu bearbeitenden Tasks enthilt. Die Po-
sition eines Jobs ist eine Zahl aus {p € Z | p < m} U {oc}. Eine Position p € {1,...,m}
bedeutet, dass sich der Job an der Maschine P, befindet. Eine Jobposition p < 0 sagt
aus, dass vor dem Job in der Jobsequenz noch |p| andere Jobs sind, die die erste Maschi-
ne noch nicht erreicht haben. Die Position ’oo’ haben diejenigen Jobs, welche die letzte
Maschine bereits passiert haben. An dieser speziellen Position kdnnen sich mehrere Jobs
befinden, wihrend sich an allen anderen Positionen in einem Zustand jeweils héchstens ein
Job aufhalten kann. Eine Task T(; ) ist in einem Zustand ausfiihrbar, wenn sie noch nicht
bearbeitet wurde und sich der Job J; an der Maschine P, befindet.

Wir geben jetzt die formalen Definitionen an. Fiir oo’ benutzen wir dabei die iiblichen
Rechenregeln. Insbesondere bedeutet dies, dass co + 0o = oo sowie £ + 0o = co und
x < oo fiir jedes x € R gilt. co — oo ist nicht definiert. Auflerdem setzen wir, wie ebenfalls
gebrauchlich, min ) := oco.

Wir definieren zunéchst die Position eines Jobs. Der Einfachheit halber definieren wir
diese fiir eine beliebige Menge 7 C T (M) noch zu bearbeitender Tasks, obwohl wir uns
eigentlich nur fiir solche Teilmengen interessieren, die auch giiltige Zustinde darstellen.
Fiir eine beliebige Teilmenge 7 C 7 (M) und fiir einen Jobindex j € {1,...,n} bezeichne

O'T(j) :==min{p | T, € T}

den kleinsten Index einer Maschine, an der der Job J; noch bearbeitet werden muss, bzw.
oo, falls 7 keine zu J; gehorige Task enthilt. Die Position p” (j) eines Jobs J; fiir eine
Menge noch zu bearbeitender Tasks T ist nun wie folgt definiert. Falls 7 = 0, so ist
p” (j) = oo fiir alle Jobs J;, j = 1,...,n. Andernfalls sei j, der minimale Jobindex, so
dass T eine Task mit Jobindex j, enthilt. Dann ist p’ (j) = oo fiir 1 < j < jo und fiir
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J € {Jo,jo+1,...,n} ergibt sich die Position des Jobs J; rekursiv durch

() =47 ) falls j = jo,
min{o7 (j), p7(j — 1) — 1}, falls j > jo.

Ein Job riickt also bis zu der Position vor, an der er als néichstes bearbeitet werden muss,
sofern er nicht an einer Maschine verbleiben muss, weil der vorangehende Job noch die
néchste Maschine belegt, sieche auch Abbildung 2.1. Aus der Definition ergeben sich fiir
einen Jobindex j unmittelbar die folgenden Implikationen

(2.1) pTG) <o = Vi'Zj:p" (i) <P () - (' —7)
und

i! s TN T — o
(22) PTG E0TG) = ATgmeT: o0 )=o) =pund

PTG =1 = (-7
Wir definieren nun die Zustdnde T C T (M) fiir eine Taskmatrix M rekursiv wie folgt.
1. T =T (M) ist ein Zustand fiir M. Wir nennen diesen Zustand den Anfangszustand.

2. Falls T ein Zustand fiir M und T" = T{;,) eine Task aus 7 mit p” (4) = p ist, so
ist 7' := T — {T'} ein Zustand fiir M. T" ist der Nachfolgezustand von T, in den
T nach Bearbeitung der Task T tibergeht. Wir schreiben hierfiir 7 —¢ 7" oder auch
T =60 T"

Fiir einen Zustand 7 nennen wir p” () die Position des Jobs J; im Zustand T. Die
ausfiihrbaren Tasks in einem Zustand T sind die Tasks T(;,) € T mit p’ (j) = p.

Wir sagen, dass eine Task 7" € T (M) in einem Zustand T bereits bearbeitet oder
ausgefithrt wurde, wenn T ¢ T gilt. Andernfalls ist die Task noch nicht bearbeitet oder
ausgefiihrt. Unmittelbar aus den Definitionen folgt, dass in einem Zustand 7, alle Tasks
Tip € T(M) mit p < p7(j) bereits bearbeitet wurden, wihrend die Tasks T(;,) mit
p > p" (j) noch nicht ausgefiihrt wurden. Die Tasks 7{; ) mit p = p” (j) konnen ausgefiihrt
oder nicht ausgefiihrt sein. Abbildung 2.1 zeigt eine Taskmatrix und die Positionen der
Jobs in einem Zustand, in dem drei Tasks bereits bearbeitet wurden.

Ist eine Task T(;,y in einem Zustand 7 ausfiihrbar, so sagen wir auch, dass der Job
J; im Zustand T an der Maschine P, auf Bearbeitung wartet. Da es in jedem Zustand
T # () mindestens eine ausfiihrbare Task gibt, besitzt jeder solche Zustand mindestens
einen Nachfolgezustand. Daraus folgt, dass auch 7 = () ein Zustand fiir M ist. Wir nennen
diesen Zustand den Endzustand.

Eine Teilabarbeitung der Taskmatriz M besteht aus einer Folge

TlaTQ""aT’r

von r > 0 paarweise verschiedenen Tasks aus 7 (M), so dass Ty, :== T (M) — {11, ..., T}}
fiir k=0,1,...,r ein Zustand ist und fiir k =0,1,...,r—1

779 _>Tk+1 77<:—|—1
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Py Py P3 Py Pg
/01100
3,/ 000 10
J 1 0 0 1 O

M = 3

3,100 0 1
35| 00100
Jg| 100 10

T ={T24 Tea Tey Tus Te3 Tey Tea

j |[123456 j |[12345%8
T(j)\oo44131 p”(j)\oo4310—1
-3 -2 -1 1 2 3 45 00

| \Je!Js\l B i

Abbildung 2.1: Taskmatrix fiir 6 Jobs und 5 Maschinen Unten sind die Positionen der Jobs im
Zustand T = {T(2,4), T(3,4), T(4,1): T(4,5) T(5,3)s T(6,1)> T(6,4) } dargestellt. Die Tasks T(; 9),7{1 3) und
T\3,1) wurden bereits bearbeitet. Die Jobs Jo und J4 smd dunkler gezeichnet, um anzuzeigen, dass
sie sich an einer Maschine befinden, an der sie noch bearbeitet werden miissen.

gilt. Beinhaltet die Teilabarbeitung alle Tasks aus 7 (M), so nennen wir die Teilabarbeitung
eine Abarbeitung der Taskmatriz. Da jeder Zustand T # () einen Nachfolgezustand besitzt,
ldsst sich jede Teilabarbeitung zu einer Abarbeitung fortsetzen.

Fiir eine Teilabarbeitung A = (73,75,...,T;) der Taskmatrix M mit T; = T, ),
i=1,...,r, definieren wir A*P(A) = 0, falls A die leere Folge ist und

r—1
A*P(A) =G0y + Y Opipina

i=1

sonst. Ist A eine Abarbeitung der Taskmatrix M, so ist die Distanz AP (A) der Abarbeitung
beziiglich der Distanzmatrix D definiert durch AP = 0, falls A die leere Folge ist und durch

AP (A) = A*D(A) + 0p,,0 = Oo,p, + (Z pz,p¢+1> + 0p,.0

sonst.
Das Ziel beim Foérderband-Flow-Shop-Problem besteht darin, eine Abarbeitung mit
minimaler Distanz zu finden. Eine solche Abarbeitung nennen wir eine minimale Abarbei-

tung von M beziglich D. Die Distanz einer minimalen Abarbeitung von M beziiglich D
bezeichnen wir mit AL, (M).

min
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In dieser Arbeit interessieren wir uns im Wesentlichen nur fiir zwei Distanzmafle. Dies
sind zum Ersten die FEinheitsdistanzen, bei denen die Distanzmatrix D = (0,4)0<p.q<m

durch
5 _{1, p#qund ¢#0

- I 0 S I S ma
ba 0, sonst Pq

definiert ist. Die Kosten fiir einen Wechsel von einer Maschine zu einer beliebigen anderen
Maschine sind bei Einheitsdistanzen also stets 1, wihrend ein Verbleiben an der Maschine
keine Kosten verursacht. Die Festlegung der Start- und Enddistanzen ist eher technischer
Natur, um spitere Aussagen leichter formulieren zu konnen. Die hier gewihlte Festle-
gung entspricht dem Fall, dass bei der Aufnahme der Arbeit an einer beliebigen Maschine
stets die Kosten 1 anfallen, wihrend bei der Beendigung der Arbeit an einer beliebigen
Maschine keine Kosten entstehen. Bei der Betrachtung von Einheitsdistanzen bezeichnen
wir die Distanz einer Abarbeitung A bzw. die Distanz einer minimalen Abarbeitung einer
Taskmatrix M mit AZ(A) bzw. AE. (M). Falls aus dem Zusammenhang klar ist, dass wir
Einheitsdistanzen betrachten, schreiben wir auch nur A(A) bzw. Ayin(M).

Zum Zweiten interessieren wir uns fiir die additiven Distanzen, wobei das besondere
Augenmerk auf dem Spezialfall der linearen Distanzen liegt. Wir sprechen von additiven
Distanzen, wenn die Distanzmatrix die folgenden drei Bedingungen erfiillt:

LVpgr,0<p<g<r<m: 0y, =0pq+ 0, und 0p,=0p4+ dgp.
2. (5071 - 51,0 - O
3. Vp,ge{l,...,m}:6pq=0qp.

Dies bedeutet, dass die additiven Distanzen bereits vollstindig durch die Entfernungen
Oppt1 und dpt15, p = 1,...,m — 1, benachbarter Maschinen bestimmt sind. Wir kénnen
daher jede Bewegung als eine Hintereinanderreihung von Bewegungen zwischen benach-
barten Maschinen auffassen. Die Festlegung der Start- und Enddistanzen do, bzw. d, 0 ist
wieder eher technischer Natur und entspricht der Annahme, dass der Arbeiter seine Arbeit
an der ersten Maschine P; beginnt und dorthin nach Bearbeitung der letzten Task zuriick-
kehrt. Da sich der Arbeiter wegen dieser Festlegung in jeder Abarbeitung genauso oft von
der Maschine P, zur Maschine F,,; bewegt wie umgekehrt, bedeutet die dritte Bedingung
in der Definition keine wirkliche Einschréinkung. Erfiillt die Distanzmatrix D nidmlich nur

die beiden ersten Bedingungen und definiert man D' = (8} ) durch &, , := 3(6pq + ),

2
so erfiillt D’ alle drei Bedingungen der Definition, und es gilt AP (A) = AP(A) fiir al-
le Abarbeitungen A. Als lineare Distanzen bezeichnen wir den Spezialfall der additiven
Distanzen, bei dem die Absténde 6,1 zwischen zwei benachbarten Maschinen fiir alle
p=1,...,m —1 gleich 1 sind. Bei der Betrachtung von linearen Distanzen bezeichnen
wir die Distanz einer Abarbeitung A bzw. die Distanz einer minimalen Abarbeitung einer
Taskmatrix M mit A™(A) bzw. Alin (M). Falls aus dem Zusammenhang klar ist, dass wir
lineare Distanzen betrachten, schreiben wir auch einfach A(A) bzw. Apin(M). Abbildung
2.2 zeigt an einem Beispiel die Zustidnde sowie die zuriickgelegten Einheitsdistanzen und

linearen Distanzen nach jedem Schritt einer Abarbeitung.
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P, P, P3 Py Pg
Jgy] 01 1 00
J, ] 0 0 0 1 O
M = J3071 0 0 1 0
Jy 1 0 0 0 1
Jy /0 0 1 0 0
Jg| 1 0 0 1 0
-3-2-1 0 1 2 3 4 5 00 AE Alin
L[ | ] o
® (12)
BNENENEA| Y |
° Ta 2 2
IRENEAEAENEY - | |
° T(1’3) 3 4
NENEY e ER
° T(4’1) 4 6
| EN(ERRAEY ' I ER
° T(2’4) 5 9
| 1 RAEA EHER
° T(3’4) 5 9
. W= 33] 3,0y
° T3 6 10
| | IINEN | ENEAEN
° T 7 12
| [INENEY | ENEAEN
° Tws) 8 16
| [N | B RENEAEARAER
° T6.) 9 17
| RS EAEARARN
9 20

Abbildung 2.2: Eine Abarbeitung der oben angegebenen Taskmatrix. Die Positionen der Jobs
in den einzelnen Zusténden sind graphisch dargestellt. Rechts sind die jeweils bearbeitete Task
sowie die aktuellen Einheitsdistanzen und linearen Distanzen angegeben. Die Position, an der die
Bearbeitung einer Task durch den Arbeiter erfolgt, ist durch ein ’e’ gekennzeichnet. Jobs, die
auf Bearbeitung warten, sind dunkler gezeichnet. Die Abarbeitung hat die Einheitsdistanz 9 und
die lineare Distanz 20. Beides ist nicht minimal, da es Abarbeitungen mit Einheitsdistanz 8 bzw.
linearer Distanz 16 gibt.
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Im néchsten Kapitel, in dem wir die Problemkomplexitéit des Forderband-Flow-Shop-
Problems untersuchen, betrachten wir noch folgende Variante des soeben beschriebenen
Problems, bei dem die Reihenfolge der Jobs gewihlt werden kann. Eine Instanz des Forder-
band-Flow-Shop-Problems mit variabler Jobreihenfolge wird genau wie das Forderband-
Flow-Shop-Problem mit fester Jobreihenfolge durch ein Tupel (M, D) beschrieben. Unser
Ziel ist jedoch nun ein anderes. Fiir eine Permutation = : {1,...,n} — {1,...,n} der
Jobindizes sei M™ die Taskmatrix, bei der die 7(i)-ten Zeile mit der i-te Zeile von M
iiberstimmt. Gesucht ist nun eine Permutation 7 und eine minimale Abarbeitung A der
Instanz (M7, D), so dass AP(A) < AP. (M™) fiir alle Permutationen 7’ der Jobindizes
gilt.

2.2 Grundlegende Aussagen

Lemma 2.1 Sei T C T(M) ein Zustand, in dem sich der Job J; an einer Position > p
befindet, d.h. p”(j) > p. Dann sind im Zustand T alle Tasks T(jrpy mit j' < j und
Jj'+p < j+p bereits ausgefiihrt.

Beweis Angenommen, eine Task T{; ) mit j' < j und j' +p’ < j + p ist im Zustand T
noch nicht ausgefiihrt. Dann gilt p7 (j') < p’ < oo und somit folgt wegen (2.1)

PP <" (=G =3 <P -G-7)<p,
was im Widerspruch zur Voraussetzung p’ (j) > p steht. O

Fiir die Charakterisierung der Abarbeitungen und Teilabarbeitungen fiihren wir eine
Vorgingerrelation <’ auf der Menge 7 (M) der Tasks einer Taskmatrix ein. Diese ist wie
folgt fiir zwei Tasks Ty = T(;, 5,) und Ty = T};, p,) definiert:

(2.3) T, <Ty: <= 71 < jpund j; +p1 < J2 + po.

Offensichtlich ist '<’ eine irreflexive, antisymmetrische und transitive Relation. Der
gerichtete Graph mit den Tasks als Knoten und den gerichteten Kanten {(73,73) | T7 <
Ty} ist also azyklisch. Falls 73 < T, gilt, so nennen wir 7; einen Vorgdnger oder eine
Vorgingertask von Ty, bzw. Ty einen Nachfolger oder eine Nachfolgertask von 1. Wir
schreiben 77 £ T5, falls T} kein Vorginger von 75 ist. Abbildung 2.3 veranschaulicht die
Definition der Vorgéngerrelation an einer Taskmatrix.

Da wir die Vorgéngerrelation immer wieder benutzen werden, ist es hilfreich, sich die De-
finition anhand der beiden folgenden einfachen Beobachtungen nochmals zu vergegenwirti-
gen.

Beobachtung 2.1 Seien T = 1{;, p,) und Ty = T(j, ,,) Tasks.
1. Falls p1 < po, so gilt T1 < Ty genau dann, wenn j; < jo.

2. Falls py > po, so qilt Ty < T genau dann, wenn j, + p1 < jo + po.
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PPRPPPPR PPRPPPP
JoOoOoOO11 JOO0OO0OOT11
111001 111001
b1 11/101 111101
Joo/0o101 000101
J0[01011 J 001011
111001 111001
110101 110101

Abbildung 2.3: Die grau unterlegten Bereiche der Taskmatrizen enthalten die Nachfolger von
T(3,3) (linke Taskmatrix) bzw. die Vorginger von T(s 3) (rechte Taskmatrix).

Lemma 2.2 Sei T C T (M) ein Zustand und T € T eine Task. T ist im Zustand T genau
dann ausfithrbar, wenn alle Vorginger von T bereits bearbeitet sind, d.h. wenn T keinen
Vorginger von T enthilt.

Beweis

"=’ Falls T = T\, im Zustand T ausfiihrbar ist, so gilt p” (j) = p. Nach Lemma 2.1 sind
dann alle Vorgénger von T bereits ausgefiihrt.

<=’ Sei T = T{;p). Da alle Tasks T{;,») mit p’ < p Vorgénger von T sind, sind diese bereits
ausgefiihrt und somit nicht in 7 enthalten. Wegen 7" € 7 muss der Job J; daher als
néchstes an der Maschine P, bearbeitet werden, d.h. T (4) = p.

Angenommen, T ist nicht ausfithrbar. Dann muss p” (j) < o7 (j) = p gelten. Aus
Gleichung (2.2) folgt dann, dass es eine noch nicht bearbeitete Task T" = T{; ;) € T
mit j' < j und p7 (§) = p' — (j —j') gibt. Dann ist aber j'+p' = j+p’ (j) < j+p und
somit ist 7" eine Vorgingertask von T, was ein Widerspruch zu der Voraussetzung
ist, dass alle Vorgénger von T bereits ausgefiihrt sind. Also ist 7" doch ausfiihrbar. O

Wir sagen, dass eine Folge von Tasks 77, ...,T, die Vorgingerrelation einhdlt, falls die
Tasks paarweise verschieden sind und 7;, £ T;, fiir alle Indizes i, 7o mit 1 < 4 < 15 < r gilt.
Eine Taskfolge, die die Vorgéingerrelation einhilt, nennen wir auch eine giiltige Taskfolge.

Mit Hilfe von Lemma 2.2 erhalten wir leicht die folgende Charakterisierung der Abar-
beitungen und Teilabarbeitungen einer Taskmatrix.

Lemma 2.3 Sei M eine Taskmatrix.

1. FEine Folge Ty, ..., T, von Tasks aus T (M) ist genau dann eine Teilabarbeitung, wenn
sie die Vorgingerrelation einhdlt und keine Task T € T(M) —{T1,...,T,} existiert,
die eine Vorgingertask einer der Tasks Ty, ..., T, ist.
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2. Eine Folge T, ..., T, die alle Task aus T (M) enthdlt, ist genau dann eine Abarbei-
tung, wenn ste die Vorgdingerrelation einhdlt.

Beweis
1. ’=’ Sei T3,...,T, eine Teilabarbeitung. Angenommen, die Aussage stimmt nicht.
Dann gibt es ein k£, 1 < k < r, und eine Task T' € T (M) —{T1, ..., Ty}, so dass
T < Tj. Nach Lemma 2.2 wire dann aber T}, im Zustand 7 (M) —{T1,...,T}_1}
nicht ausfithrbar und 77, ..., 7, konnte keine Teilabarbeitung sein.

’<=> Mit Lemma 2.2 folgt durch triviale Induktion, dass Ty := T (M) —{T1,..., Tp—1}
fiir k =1,...,r ein Zustand ist, in dem die Task 7}, ausfiihrbar ist. Daraus folgt
die Aussage.

2. Folgt unmittelbar aus 1. O

Aufgrund von Lemma 2.3 stellt das Forderband-Flow-Shop-Problem ein so genanntes
Sequential Ordering Problem mit einer speziellen Vorgéngerrelation dar. Beim Sequenti-
al Ordering Problem besteht die Eingabe aus einem vollstindigen Graphen mit Kanten-
gewichten sowie einer Vorgingerrelation auf den Knoten. Gesucht ist ein Hamiltonweg
mit minimalen Kosten, der die Vorgédngerrelation einhilt. Das Problem ist offensichtlich
NP-vollstindig, da es fiir den Spezialfall der leeren Vorgingerrelation zum gewichteten
Hamiltonweg-Problem wird, welches als NP-vollstindig bekannt ist. Das Sequential Orde-
ring Problem wurde zum Beispiel in [1] untersucht.

Das folgende Korollar charakterisiert die Zusténde eines Férderband-Flow-Shops.

Korollar 2.1 Sei M eine Taskmatriz und T C T(M). T ist genau dann ein Zustand,
wenn es keine Tasks T,T' gibt mit T € T, T' € T(M) =T und T < T".

Beweis Ein solches Paar T,T" kann offensichtlich in keinem Zustand existieren, da nach
Lemma 2.2 die Task T in jeder Teilabarbeitung vor der Task 7" bearbeitet werden muss.
Existiert andererseits kein solches Paar, so stellt nach Lemma 2.3 eine beliebige Anordnung
der Tasks aus 7 (M) — T, welche die Vorgéingerrelation einhilt, eine Teilabarbeitung dar,
die den Anfangszustand in den Zustand 7 {iiberfiihrt. Eine solche Anordnung ist natiirlich
immer moglich, da die Vorgéngerrelation azyklisch ist. O

Das folgende Korollar zeigt die auch intuitiv leicht nachvollziehbare Tatsache, dass
die Distanz einer minimalen Abarbeitung nicht geringer werden kann, wenn wir Tasks zu
unserer Instanz hinzufiigen.

Korollar 2.2 Seien M = (1) 1<j<n1<p<m und M' = (1t} ) 1<j<n1<p<m 2wei Taskmatri-
zen mit i, < ,ug-’p fir allel < j <nundl <p<m. Dann gilt fiir jede Distanzmatriz
D

Apin(M) < Ag (M),
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Beweis Sei A’ eine minimale Abarbeitung von M’ beziiglich D. Nach Lemma 2.3 hilt
A" die Vorgéngerrelation ein. Sei nun A die Taskfolge, die man erhélt, indem man aus A’
alle Tasks streicht, die keine Tasks von M sind. A hélt dann offensichtlich ebenfalls die
Vorgéngerrelation ein und ist somit nach Lemma 2.3 eine Abarbeitung von M. Da D die
Dreiecksungleichung einhiilt, ist offensichtlich AP(A) < AP(A’). Daraus folgt die Aussage.

O

2.3 Datenstrukturen

Zur Beschreibung von Algorithmen werden wir eine C-dhnliche Syntax verwenden. Dabei
bezeichnet '&&’ ein logisches Und, ’ll ” ein logisches Oder, ’!” ein logisches Nicht, ’=="den
Vergleichsoperator, '=’ den Zuweisungsoperator und '+-+’ bzw. ’——" den Inkrement- bzw.
Dekrementoperator fiir Integer-Variablen. Die iibrige Syntax sollte ohne weitere Erklirun-
gen verstandlich sein. Auflerdem benutzen wir die folgenden Felder:

FirstJob][p] kleinster Jobindex j, so dass T{;,) eine Task ist, oder +oo0,
falls kein solcher Index existiert

LastJobl[p] groBter Jobindex j, so dass 1{; ) eine Task ist, oder —oo, falls
kein solcher Index existiert

NextJob[p][/] kleinster Jobindex £ > j, so dass T(;,) eine Task ist, oder
400, falls kein solcher Index existiert

PrevJob[p][/] grofiter Jobindex k < j, so dass T{y,p) eine Task ist, oder —oo,
falls kein solcher Index existiert

FirstMachine[j] kleinster Maschinenindex p, so dass 7T{;,) eine Task ist, oder
~+o00, falls kein solcher Index existiert

LastMachine[j] grofiter Maschinenindex p, so dass T(;,) eine Task ist, oder

—o00, falls kein solcher Index existiert

NextMachine[j][p] kleinster Maschinenindex ¢ > p, so dass 71{;, eine Task ist,
oder 400, falls kein solcher Index existiert

PrevMachine[j][p] groBter Maschinenindex ¢ < p, so dass 71{;,) eine Task ist,
oder —oo, falls kein solcher Index existiert

Fiir die Abschéitzung der Laufzeit der Algorithmen verwenden wir das Einheitskosten-
maf. Da die Werte fiir die obigen Felder offensichtlich in O(nm) Zeit berechnet werden
kénnen und alle von uns betrachteten Algorithmen eine Laufzeit in Q(nm) haben, nehmen
wir stets an, dass uns die obigen Felder zur Verfiigung stehen.



Kapitel 3

Problemkomplexitit

In diesem Kapitel untersuchen wir die Komplexitéit des Forderband-Flow-Shop-Problems.
Da NP-Vollstandigkeit nur fiir Entscheidungsprobleme definiert ist, betrachten wir bei NP-
Vollstandigkeitsbeweisen immer die Entscheidungsversion des Problems, bei der zusitzlich
zur Instanz eine Schranke K € R gegeben. Die Frage ist dann, ob es eine Abarbeitung mit
einer Distanz < K gibt.

In Abschnitt 3.1 geben wir zunéchst einen sehr einfachen Beweis dafiir an, dass das
Férderband-Flow-Shop-Problem NP-vollstdndig ist, wenn wir beliebige Distanzfunktionen
zulassen. In Abschnitt 3.2 betrachten wir das Problem fiir den Fall, dass die Anzahl der
Maschinen oder die Anzahl der Jobs durch eine Konstante beschrinkt ist. In diesem Fall
lasst sich das Problem in polynomieller Zeit 16sen. Allerdings geht dabei die (konstante)
Job- oder Maschinenanzahl exponentiell in die Laufzeit des Algorithmus ein. In Abschnitt
3.3 betrachten wir ausnahmsweise das Forderband-Flow-Shop-Problem mit variabler Job-
reihenfolge. Hier zeigen wir die NP-Vollstindigkeit sogar fiir den Fall, dass wir uns auf
Einheitsdistanzen oder lineare Distanzen beschrinken. In Abschnitt 3.4 weisen wir schlief3-
lich nach, dass das Férderband-Flow-Shop-Problem bei vorgegebener Jobreihenfolge sogar
fiir Einheitsdistanzen NP-vollsténdig ist. Leider ldsst sich der Beweis nicht auf lineare Di-
stanzen {ibertragen. Fiir den Fall linearer Distanzen bei vorgegebener Jobreihenfolge bleibt
die Komplexitét offen.

3.1 Beliebige Distanzfunktionen

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass das Forderband-Flow-Shop-Problem in der Ent-
scheidungsversion NP-vollstindig ist, wenn wir als Eingabe beliebige Distanzfunktionen,
die die Dreiecksungleichung erfiillen, zulassen. Obwohl dieses Ergebnis auch aus der NP-
Vollstindigkeit des Problems fiir Einheitsdistanzen folgt, die wir in Abschnitt 3.4 nach-
weisen, geben wir hier einen separaten Beweis an, da dieser sehr viel einfacher ist als der
Beweis aus Abschnitt 3.4.

Wir zeigen die NP-Vollstandigkeit mit Hilfe einer einfachen polynomiellen Reduktion
vom Problem "GERICHTETER HAMILTON-WEG’. Dieses Problem ist wie folgt definiert.

17
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Problem 3.1 (GERICHTETER HAMILTON-WEG)

Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, A) mit einer endlichen Menge V = {vy,...,v,}
von Knoten und einer Menge A C V xV von gerichteten Kanten, sowie zwei ausgezeichnete
Knoten s, t € V.

Frage: Gibt es einen einfachen Weg von von s nach t, der jeden Knoten genau einmal
durchlduft, d.h., gibt es eine Anordnung v;,, . .., v;, allern Knoten, so dass v;, = s, v;, =,
v;, # v;, fiir l #r, und (v;,v;,,,) € Afiirl=1,...,n—17

Das Problem 'GERICHTETER HAMILTON-WEG’ ist NP-vollsténdig, siehe z.B. [11].

Satz 3.1 Das Férderband-Flow-Shop-Problem (in der Entscheidungsversion) ist NP-voll-
standig.

Beweis Es ist offensichtlich, dass das Forderband-Flow-Shop-Problem (in der Entschei-
dungsversion) in der Klasse NP liegt, da man leicht in polynomieller Zeit verifizieren kann,
ob eine gegebene Taskfolge eine giiltige Abarbeitung mit einer Distanz < K darstellt.
Wir zeigen nun die NP-Vollstdandigkeit, indem wir eine polynomielle Transformation vom
Problem 'GERICHTETER HAMILTON-WEG’ angeben.

Sei (G = (V, A), s,t) eine Instanz des Problems 'GERICHTETER HAMILTON-WEG’
mit V = {vy,...,v,}. Wir konstruieren eine Instanz (M, D) des Forderband-Flow-Shop-
Problems mit n Jobs und n Maschinen, wobei jeder Job genau eine Task hat. Fiir j =
1,...,n braucht der Job J; nur an der Maschine P,_;, bearbeitet werden. Die Taskmatrix
M sieht also wie folgt aus:

/ PL P, Py ... Poy Poy Py
Jy o o o --- 0 0 1
J |0 0 0 0 1 0
J3 |0 0 0 1 0 0
M= : S : :
Joo| 0 0 1 0 0
Joo1 | 01 0 0 0 0
\ J. |1 0 0 0 0 0 )
Wir definieren die Distanzmatrix D = (d;,4)o<p,q<n durch
(0, fallsp=gq
1, fallsp=0,v,=s
Opg =11, fallsg=0,v,=1
1, fallsp,q#0,(vp,v,) €A
\2, sonst

Die Distanzen erfiillen offensichtlich die Dreiecksungleichung. Da keine Task ein Vor-
gianger einer anderen Task ist, konnen die Tasks der Taskmatrix nach Lemma 2.3 in einer
beliebigen Reihenfolge bearbeitet werden.
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Es ist leicht zu sehen, dass es genau dann einen gerichteten Hamiltonweg von s nach
t in G gibt, wenn es eine Abarbeitung von M mit einer Distanz < n + 1 gibt. Da die
Transformation offenbar in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden kann, beweist dies den
Satz. a

3.2 Konstante Maschinen- oder Jobanzahl

Da das Forderband-Flow-Shop-Problem NP-vollstdndig ist, kann fiir dieses Problem im
allgemeinen Fall kein polynomieller Algorithmus existieren, sofern P # NP gilt. In diesem
Abschnitt zeigen wir, dass das Problem fiir beliebige Distanzmatrizen D in polynomieller
Zeit mit Hilfe dynamischer Programmierung gelost werden kann, falls wir eine konstante
Jobanzahl oder eine konstante Maschinenanzahl betrachten.

Jede Teilabarbeitung A = (T3,...,7,) einer Taskmatrix M definiert einen Zustand
Ta =T (M) —{Ti,...,T,} und eine Arbeiterposition py. Die Arbeiterposition p, ist der
Maschinenindex der zuletzt ausgefiihrten Task 7, bzw. 0, falls A die leere Folge ist. Wir
nennen jedes Paar (7, p), wobei 7 ein Zustand und p € {0,1,...,m} eine Arbeiterposi-
tion ist, eine Konfiguration, falls es eine Teilabarbeitung A mit (7,p) = (7a, pa) gibt. In
diesem Fall schreiben wir (7,p) = k(A). Fiir eine Konfiguration k = (7,p) bezeichnen
wir mit 7, := 7 den Zustand und mit p, := p die Arbeiterposition der Konfiguration.
Die Konfiguration (7(M),0) nennen wir die Startkonfiguration und jede der hochstens
m Konfigurationen x mit 7, = @ nennen wir eine Endkonfiguration. Wenn r eine Kon-
figuration und T(;,) eine Task ist, die im Zustand 7, ausfiihrbar ist, so ist offensichtlich
k' = (Te = {T{jp},p) ebenfalls eine Konfiguration. Wir nennen &' in diesem Fall eine
Nachfolgekonfiguration von k.

Fiir eine Konfiguration s definieren wir die minimale Distanz A*P. (k) fir das Errei-
chen der Konfiguration k durch

A*D

min

(k) := min {A*P(A) | A ist Teilabarbeitung mit x = x(A)} .

Offensichtlich ist A*?

min

Konfigurationen x gilt

(k) = 0, falls k die Anfangskonfiguration ist, und fiir alle anderen

A*'D

min

(k) = min {A*D

min(K') + 6, p. | & ist Nachfolgekonfiguration von &'} .
Wir konnen daher ausgehend von der Anfangskonfiguration den Wert A*”

min (/) fiir alle
Konfigurationen x bestimmen. Da fiir die Distanz AP, (M) einer minimalen Abarbeitung
der Taskmatrix

AP (M) = min{A*P, (k) + J,, 0 | & ist Endkonfiguration}
gilt, konnen wir auf diese Weise die Distanz einer minimalen Abarbeitung bestimmen.
Betrachten wir zunéchst den Fall, dass die Maschinenanzahl m konstant ist. Sei  eine

beliebige Konfiguration und sei j; der kleinste Jobindex, mit o7 (jo) < oo, d.-h. J;, ist der
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Job mit kleinstem Index, dessen Tasks im Zustand 7, noch nicht alle bearbeitet wurden.
Falls kein solcher Job existiert, sei j, := n + 1. Da die Jobs J; mit j > jo + m in der
Konfiguration x die erste Maschine noch nicht erreicht haben, kann die Konfiguration
offensichtlich eindeutig durch das m + 2-Tupel

Z(’%) = (j070n(j0)70%(j0 + 1); e '7Jﬁ(j0 +m — ]-)’pli)

beschrieben werden. Dabei sei o7+ (jy+1) := oo, falls jo +i grofer als die Anzahl n der Jobs
ist. Es ist nun leicht zu sehen, dass beziiglich der lexikographischen Ordnung fiir eine Kon-
figuration x und eine Nachfolgekonfiguration £’ von & stets Z(k) < Z(x') gilt, da sich fiir £’
entweder der Wert von j, oder genau einer der Werte o7<(jo +1i), i =0, ..., m — 1, erhéht,
wahrend alle anderen Werte gleich bleiben. Im Folgenden identifizieren die Konfigurationen
x mit dem Tupel Z(x) und sagen dass  kleiner als &' ist, falls Z (k) lexikographisch kleiner
als Z(k') ist. Wir sprechen daher der Einfachheit halber immer von Konfigurationen &,
auch wenn wir diese durch die Tupel Z(x) konstanter Grofle verwalten. Man betrachte
nun den folgenden Algorithmus, der eine Menge U mit Paaren (k,d) verwaltet. Dabei ist
k eine Konfiguration, die Menge U enthilt fiir jede Konfiguration x hochstens ein Paar
(k,d) und d gibt den bislang kleinsten gefunden Wert A*P(A) fiir eine Teilabarbeitung A
mit k(A) = k an.

Algorithmus 1 (Minimale Distanz)

(1) U={(TM),0),0)};
(2) dmin = 05
(3) while (U#0){
(4) sei (k,d) € U das Element mit kleinster Konfiguration ;
(5) if ( x ist Endkonfiguration ) {
6)  if (d+ 00 < dous)
(7) dmin =d+ 5p~,0;
® 1}
9) else { /* keine Endkonfiguration */
(10) for (jede Nachfolgekonfiguration ' von k) {
(11) if (existiert (k',d') € U fiir irgendein d') {
(12) if (d+6p,p, <d') dndere (k',d') zu (k',d +6p, p,);
(13) }
(14) else fiige (x',d + 0y, ,) in U ein;
(15 3
(16}
(17) entferne (k,d) aus U;
(18)  } /* while (U # 0) */

Da die Nachfolgekonfigurationen einer Konfiguration x grofler sind als die Konfiguration
k, wird fiir jede Konfiguration x nur einmal ein Paar (k,d) in Zeile 17 aus der Menge
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U entfernt. Durch einfache Induktion folgt ferner, dass fiir jedes Paar (k,d) mit kleinster
Konfiguration , welches der Algorithmus in Zeile 4 aus U wihlt, d = A*2. (k) gilt. Daraus
folgt, dass dy,;, bei Beendigung des Algorithmus korrekt den Wert AP. (M) angibt. Da
jede Konfiguration x nur einmal aus U entfernt wird, ist die Anzahl der Durchldufe durch
die while-Schleife offensichtlich so grofl wie die Anzahl der méglichen Konfigurationen.
Nun ist die Anzahl der méglichen m + 2-Tupel Z(k) und somit die Anzahl der méglichen

Konfigurationen beschrinkt durch
(n+1)(m+ 1™,

was im Falle einer konstanten Maschinenanzahl m linear in der Eingabegrofie ist. Sei |U| ...
die maximale Anzahl von Elementen, die zu einem Zeitpunkt in U enthalten sind. Da
bei konstanter Maschinenanzahl alle Nachfolgekonfigurationen ' (bzw. deren Darstellung
durch das Tupel Z(x')) offensichtlich in konstanter Zeit berechnet werden kénnen, ist klar,
dass der Algorithmus mit einer Laufzeit von O(n-|U/|,,,,) implementiert werden kann. Man
betrachte nun die Menge U zu einem beliebigen Zeitpunkt des Algorithmus. Sei (k, d) das
Element mit minimalem « in U und sei j, der Wert der ersten Komponente von Z(k), d.h.
der kleinste Index eines Jobs, fiir den noch eine Task in x zu bearbeiten ist. Dann ist fiir alle
Paare (x/,d') aus U die Konfiguration ' eine Nachfolgekonfiguration einer Konfiguration
k", fiir die der Index des kleinsten noch nicht vollstéindig abgearbeiteten Jobs kleiner oder
gleich jp ist. Nun sei x > jo + m der kleinste Jobindex, so dass J, eine Task besitzt.
Falls kein solches z existiert, sei x = n + 1. Dann sind fiir alle (x,d') in U die ersten
Komponenten von Z (k') offensichtlich < z. Da die ersten Komponenten ebenfalls alle > j,
sind und da es keine Konfigurationen x' gibt, so dass die erste Komponente von Z(x')
aus der Menge {jo + m,jo + m + 1,...,2 — 1} ist, folgt, dass es in U héchstens m + 1
verschiedene Werte fiir die ersten Komponenten der Tupel Z(k) gibt. Daraus folgt aber
unmittelbar, dass die Anzahl der Elemente in U durch eine Konstante beschrinkt ist. Also
hat der obige Algorithmus lineare Laufzeit.

Fiir den Fall, dass die Jobanzahl n durch eine Konstante beschriankt ist, kodieren wir
die Konfigurationen « einfach durch das (n + 1)-Tupel

Z(k) = (¢7(1),0™(2),..., 07 (n), px),

welches die Konfiguration x offensichtlich eindeutig beschreibt. Die Anzahl solcher Tupel
ist beschréinkt durch (m + 1)"*!, was polynomiell in der Eingabegrofe ist, falls n durch
eine Konstante beschriankt ist. Es ist auflerdem klar, dass beziiglich der lexikographischen
Ordnung die Tupel Z(x') fiir Nachfolgekonfigurationen «’ von k grofer sind als Z (k). Damit
ist klar, dass Algorithmus 1 auch in diesem Fall in polynomieller (allerdings nicht linearer)
Zeit die Distanz einer minimalen Abarbeitung berechnet. Algorithmus 1 kann leicht so
modifiziert werden, dass er auch die minimale Abarbeitung selbst bestimmt. In Kapitel
6, in dem wir einige empirische Auswertungen vornehmen, gehen wir nochmals kurz auf
Algorithmus 1 ein. Wir zeigen dort, dass fiir Einheitsdistanzen und fiir additive Distanzen
héufig nicht alle Nachfolgekonfigurationen einer Konfiguration betrachtet werden miissen.
Dadurch lasst sich die Laufzeit des Algorithmus soweit verringern, dass die optimalen
Losungen fiir nicht allzu grofie Instanzen noch sehr schnell berechnet werden kénnen.
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3.3 Variable Jobreihenfolge

In diesem Abschnitt betrachten wir ausnahmsweise das Forderband-Flow-Shop-Problem
mit variabler Jobreihenfolge. Bei diesem Problem suchen wir zu einer gegebenen Taskma-
trix M und einer gegebenen Distanzmatrix D eine Permutation 7 der Jobindizes und eine
minimale Abarbeitung A der Taskmatrix M7, so dass AP(A) < AP, (M™) fiir alle Permu-
tationen 7’ der Jobindizes gilt. Dabei bezeichnet M™ die Taskmatrix, deren 7 (i)-te Zeile
gleich der i-ten Zeile von M ist. Wir zeigen, dass dieses Problem NP-vollstindig ist, auch
wenn wir uns auf Einheitsdistanzen oder lineare Distanzen beschrinken.

Fiir jede ganze Zahl r > 2 sei H(r) = (njp)1<j<r1<p<2r—2 die Taskmatrix fiir » Jobs und
2r — 2 Maschinen, die definiert ist durch

1, fallsp=1und j #r,
nip:=14 1, fallsp=r—1oderp=2r—2,
0, sonst.

Die Taskmatrix H(5) hat z.B. folgendes Aussehen:

H(5) =

O o
o O O OO
O OO OO
—_ e e
O OO OO
O OO OO
O OO OO
I N =

Die ersten r — 1 Jobs von H(r) haben jeweils genau drei Tasks, ndmlich an den Maschi-
nen P, P,_; und P,,_5. Der letzte Job hat genau zwei Tasks, ndmlich an den Maschinen
P,y und P5._5. Man kann die Tasks der Matrix H(r) offensichtlich abarbeiten, indem
man zunéchst alle Tasks an der Maschine P;, dann alle Tasks an der Maschine P,_; und
anschliefend alle Tasks an der Maschine P,,_s bearbeitet.

Sei S = {1, p), T(jop)s - - - » L4 p) } €ine Menge von Tasks an derselben Maschine P,. Wir
sagen, dass die Tasks von S ohne Maschinenwechsel in einer Abarbeitung bearbeitet wer-
den, wenn zwischen der ersten Bearbeitung einer Task aus S und der letzten Bearbeitung
einer Task aus & nur Tasks an der Maschine P, bearbeitet werden.

Lemma 3.1 Seir > 2 eine ganze Zahl und M = (f1;p)1<j<n,1<p<m eine Taskmatriz mit
n > r und m > 2r — 2. Ferner gebe es r Jobindizes j1,...,J, und 2r — 2 aufeinan-
der folgende Maschinenindizes s +1,...,s+ 2r — 2, s > 0, von M, so dass die Matriz
(Kjy,s+p)1<k<ri<p<or—2 gleich der Matriz H(r) ist.
Sei m eine Jobreihenfolge und A eine Abarbeitung der Taskmatriz M™, so dass die Tasks
der Menge
S = {T(W(jk),s+r71) | k= 1, 2, ey 7“} - T(Mw)

ohne Maschinenwechsel in A bearbeitet werden.
Dann gibt es ein t > 0, so dass I := {n(jx) | 1 < k < r} die Menge der aufeinander
folgenden Jobindizes {t + 1,t +2,...,t+r} mit n(j,) =t +r ist.
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Beweis Sei jyi, der minimale und j,, der maximale Index in I. Angenommen, I bildet
keine Menge von aufeinander folgenden Indizes. Dann ist jyax — Jmin > 7 und es gilt

T(jmin,8+r—1) = T(jmin,5+2r—2) < T(jmax,s+r_1).

Also kénnen nicht alle Tasks von & ohne Maschinenwechsel bearbeitet werden. Daher muss
I doch eine Menge von aufeinander folgenden ganzen Zahlen {¢t+1,t+2,...,¢t+r} fiir ein
t > 0 bilden.

Angenommen, 7(j,) # t + r. Dann ist T{y, 1) eine Task und es gilt

T(t+1,3+7'—1) = T(t—l—'r,s—l—l) = T(t—l—r,s—l—'r—l)-

Dann kénnten wiederum nicht alle Tasks von S ohne Maschinenwechsel bearbeitet werden.
Also muss doch 7(j,) =t + r gelten. O

Wir zeigen nun, dass das Forderband-Flow-Shop-Problem mit variabler Jobreihenfolge
NP-vollstindig ist, selbst fiir den Fall, dass wir nur Einheitsdistanzen oder lineare Di-
stanzen betrachten. Der Beweis beruht auf einer polynomiellen Reduktion vom Problem
"3-PARTITION’, welches wie folgt definiert ist:

Problem 3.2 (3-PARTITION)
Gegeben: FEine endliche Menge C = {c, ..., c3x} mit 3k Elementen, k > 1, eine ganze
Zahl B > 0 und eine Funktion s : C' — N mit g < s(e) < g fiir alle ¢ € C und

Y ecc 8(c) = kB.
Frage: Gibt es eine Partition von C in k disjunkte Teilmengen C4, ..., C}, so dass

ZS(C) =B

ceC;
fiirallel <i<k?

Die Bedingungen £ < s(c) < £ implizieren, dass jedes C; genau drei Elemente haben
muss. Das Problem ist streng NP-vollstindig, d.h. das Problem bleibt NP-vollstédndig, wenn
man sich auf Instanzen beschrinkt, bei denen die Grofle der vorkommenden Zahlen s(c;)
und B polynomiell in der Eingabegriofie ist, siehe z.B. [11].

Satz 3.2 Das Firderband-Flow-Shop-Problem mit variabler Jobreihenfolge (in der Ent-
scheidungsversion) ist NP-vollstindig, auch wenn nur Einheitsdistanzen oder lineare Di-
stanzen betrachtet werden.

Beweis Das Problem gehort offensichtlich zu NP, da man leicht in polynomieller Zeit
verifizieren kann, ob eine gegebene Taskfolge eine giiltige Abarbeitung mit einer Distanz
< K fiir eine gegebene Jobreihenfolge darstellt.

Sei I = (C,B,s) mit C = {c;,...,c3} eine beliebige Instanz von 3-PARTITION.
Wegen der strengen NP-Vollstdndigkeit von 3-PARTITION koénnen wir davon ausgehen,
dass B und alle Zahlen s(c;) polynomiell durch die Gréfie der Instanz beschrénkt sind.
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Weiter nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass alle Zahlen s(¢;) grofier als 3k sind. Dieses
lasst sich leicht erreichen, indem wir B und alle Werte s(c¢;) mit 3k + 1 multiplizieren. Das
modifizierte Problem ist wieder eine giiltige Instanz von 3-PARTITION, seine Grofle ist
polynomiell in der Grofle des urspriinglichen Problems und es hat offensichtlich genau dann
eine Losung, wenn das urspriingliche Problem eine Lésung hat.

Wir konstruieren nun eine Instanz I'(I) des Férderband-Flow-Shop-Problems mit va-
riabler Jobreihenfolge fiir Einheitsdistanzen bzw. lineare Distanzen, welche genau dann
eine Losung hat, wenn die Instanz I von 3-PARTITION eine Losung besitzt.

Fir ¢ = 1,...,3k sei H,, := H(s(c;)) die Matrix aus Lemma 3.1 und F,, die folgende
s(c¢;) x (B — 1)-Matrix:

B;l
(100 00 1Y)
100 00 1
F. = 5555553>Sci
100 --001 |
100 -+ 001
\0 00 --001)]]

Alle Elemente von F,, in der letzten Spalte und alle Elemente in der ersten Spalte mit
Ausnahme der letzten Zeile sind 1. Alle iibrigen Eintrége sind 0.
Die Taskmatrix M der Instanz I'(I) besitzt nun n := kB = Z?il s(¢;) Jobs und

m:=B-—1+n+ (2(28(@)—2—1-71)) +1

=1

Maschinen und hat folgendes Aussehen:

B-1 n 2s(c1)—2 n 2s(c2)—2 n 2s(cak—1)—2 n  2s(czp)—2 n
— NN N N N —N— — N
Fey [0---0] He [0---0(0---0(0---0] - 0---0 {0---0(0---0(0---0]1
Feo [0---0{0---0(0---0| He, |0---0 0---0 {0---0]0---0]0---0]1
Feze s |0---0[0---0[0---0]0---0]0---0]--- [Hey,, |[0---0[0---0]0---0]1
Fee |0---0[0---0[0---0]0---0[0---0]--- [0---0 [0---0 Hey, |0---0]1

Da die Grofle von M polynomiell in der Grofle von [ ist, gibt es offensichtlich einen
polynomiellen Algorithmus, der aus einer gegebenen Instanz I von 3-PARTITION die
Matrix M konstruiert.

Sei Y die lineare Distanz von der Maschine Pg_; zur letzten Maschine von M/, d.h.

Y=m—-(B-1)=n+ (Z(?S(Ci)—Q-‘rn)) + 1.

=1
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Wir beweisen den Satz nun, indem wir zeigen, dass die Instanz I von 3-PARTITION
eine Losung hat,

1. genau dann, wenn es fiir M| eine Jobreihenfolge 7 und eine Abarbeitung A von M7
gibt mit linearer Distanz

(3.1) A"™(A) < K :=2k(B — 2) + 2Y,
bzw.

2. genau dann, wenn es fiir M eine Jobreihenfolge m und eine Abarbeitung A von M7
gibt mit Einheitsdistanz

3.2 AP(A) < KB =11k + 1.
I

Nehmen wir zuerst an, dass die Instanz I von 3-PARTITION die Lésung Ci,...,Ck
mit C; = {¢i;,,Ci;,Ci55), J = 1,..., k, besitzt. Sei M7 die Teilmatrix von My, die aus
den s(c;) Jobs besteht, die zu ¢; gehdren, d.h. M%7 besteht aus den ersten s(c;) Jobs von
My, M$ besteht aus den néchsten s(cy) Jobs von My, usw.. Sei m die Permutation der
Jobindizes, so dass M7 die Matrix ist, die wir erhalten, wenn wir die M7 in der Reihenfolge

Ci1,1 Cir2 Ci1,3 Ciz,1 Cig,2 Cig3 Cig1 Cig,o Cig,3
MMM M MM M M M

untereinander anordnen. Wir behaupten, dass M7 eine Abarbeitung A mit linearer Distanz
K" und Einheitsdistanz KT besitzt.

Da Cy,...,Cy eine Losung der Instanz I von 3-PARTITION ist, brauchen die Jobs
von M7 mit den Indizes :B, 1 < ¢ < k nicht an der ersten Maschine bearbeitet werden,
d.h. es gibt keine Tasks T{;p1), ¢ = 1,...,k. Seien A;; und A; p_; die Folgen aller Tasks
der Jobs J;_1)B+1, Ji-1)B+2; - - -, JiB, an den Maschinen P; bzw. Pp_, jeweils aufsteigend
nach Jobindizes geordnet. Da keine Task T;p,1), i = 1,...,k, existiert, ist fir i =1,...,k
keine der Tasks aus A; p_; ein Vorgénger einer der Tasks aus A;;. Da nach der Maschine
Pg 1 n Maschinen folgen, an denen kein Job bearbeitet werden muss, gibt es iiberhaupt
keine Task mit Maschinenindex > B, die ein Vorgénger irgendeiner Task aus A;; oder
A; g1 fiir irgendein ¢ € {1,...,k} ist. Daher stellt die Taskfolge

N:i=MAq, M1, M1, Moo,y Np1y Ak g1
eine Teilabarbeitung dar, fiir die
(3.3) AN = (2k —1)(B - 2)
und

(3.4) A(A) = 2k.
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gilt. Da zwischen den ’Bereichen’ zweier benachbarter Matrizen H,., jeweils n Maschinen
sind, an denen kein Job bearbeitet werden muss und da die Tasks der Matrix H,, bear-
beitet werden konnen, indem diejenigen drei Maschinen der Matrix, die Tasks aufweisen,
jeweils einmal in aufsteigender Reihenfolge ihrer Maschinenindizes besucht werden, kann
der Arbeiter offensichtlich alle Tasks an den Maschinen P,, p > B bearbeiten, indem er
jede dieser Maschinen, welche Tasks besitzt, genau einmal in aufsteigender Reihenfolge
der Indizes besucht. Einschliellich der Enddistanz ergeben diese Bewegungen eine lineare
Distanz von
2Y +B-2

und eine Einheitsdistanz von
9k + 1.

Daher lisst sich die Teilabarbeitung A’ zu einer Abarbeitung A fortsetzen, fiir die
AR(A) = A"™A)+2Y +B-2=(2k—-1)(B-2)+2Y + B—2 =Kt

und
ABA) = A (M) + 9k +1=2k+ 9k + 1=K}

wie gewiinscht gilt.

Nehmen wir nun andererseits an, dass es fiir M; eine Jobreihenfolge 7 und eine Abar-
beitung A fiir M7 gibt mit A™(A) < K™ bzw. AF(A) < KF.

Wir bezeichnen die Jobs, die an Maschine P; bearbeitet werden miissen, als Jobs vom
Typ 1 und alle anderen als Jobs vom Typ 2. Da wir ohne Einschrinkung B > 3k ange-
nommen hatten, gibt es

kB—-3k>kB-B=(k—1)B> (k—1)(B—-1)

Jobs vom Typ 1. Da alle diese Jobs auch an der Maschine Pg_; bearbeitet werden miissen,
kann der Arbeiter offensichtlich héchstens B — 1 dieser Jobs vom Typ 1 an Maschine P,
bzw. an Maschine Pg_; bearbeiten, ohne zur jeweils anderen Maschine zu wechseln. Daher
muss sich der Arbeiter mindestens k-mal zu jeder dieser beiden Maschinen bewegen, um alle
Tasks an diesen beiden Maschinen zu bearbeiten. Die lineare Distanz, die hierfiir zwischen
den Maschinen P, und Pg_; zuriickgelegt werden muss, ist mindestens

(3.5) K" = (2k —1)(B - 2)

und die Einheitsdistanz fiir die Bearbeitung dieser Tasks (einschliefilich der Startdistanz)
ist mindestens

(3.6) K™ = 2k.

Da jeder Job an der letzten Maschine bearbeitet werden muss, endet jede Abarbeitung
unabhingig von der Jobreihenfolge mit der Bearbeitung einer Task an der letzten Maschine.
Die Enddistanz ist somit stets Y 4+ B —2 bei linearen Distanzen und 0 bei Einheitsdistanzen.
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Fiir die Bearbeitung aller Tasks an den Maschinen Pkg, ..., P, verbleibt daher im Fall
linearer Distanzen fiir Bewegungen zwischen den Maschinen Pg ; und P, nur noch die
Distanz

(3.7) K*—K"™ - (Y+B-2)=Y
und im Fall von Einheitsdistanzen nur noch die Distanz
(3.8) K} — K™ =9k + 1.

Im Falle linearer Distanzen muss der Arbeiter daher alle Tasks an den Maschinen
Pg, ..., P, bearbeiten, indem er sich ohne 'Riickwirtsbewegungen’ einmal von der Ma-
schine Pg_; zur Maschine P,, bewegt und dabei jeweils sidmtliche Tasks an jeder dieser
Maschinen ohne Maschinenwechsel bearbeitet. Da genau 9%k + 1 dieser Maschinen Tasks
aufweisen, miissen die Tasks an jeder dieser Maschinen auch im Fall von Einheitsdistanzen
ohne Maschinenwechsel bearbeitet werden. Nach Lemma 3.1 folgt in jedem Fall, dass die
Jobs die zu einem ¢; gehoren, fiir ¢ = 1, ..., 3k einen zusammenhéngenden Block in M7
bilden, wobei der Job vom Typ 2 der letzte Job des Blocks ist. Insbesondere gibt es keine
zwei aufeinander folgende Jobs vom Typ 2.

Da die in (3.7) und (3.8) angegebenen Werte offenbar untere Schranken sind, folgt,
dass fiir die Bearbeitung der Tasks an den Maschinen P; und Pg_; hochstens und daher
genau die in (3.5) bzw. (3.6) angegebenen Distanzen zur Verfiigung stehen. Insbesondere
bedeutet dies, dass der Arbeiter genau k-mal zur Maschine Pg_; geht.

Da keine zwei aufeinander folgende Jobs vom Typ 2 existieren, konnen offensichtlich
hochstens B Jobs ohne Maschinenwechsel an der Maschine Pp_; bearbeitet werden. Dies
kann ferner nur dann geschehen, wenn der letzte dieser B Jobs ein Job vom Typ 2 ist. Da
der Arbeiter nur k-mal zur Maschine Pg_; geht, muss er also jedesmal genau B Jobs dort
bearbeiten. Daher miissen alle Jobs J;5, 7 =1,...,k, vom Typ 2 sein. Da alle Jobs, die zu
einem ¢; gehoren, einen zusammenhéngenden Block bilden, wobei der Job vom Typ 2 der
letzte des Blocks ist, folgt, dass die Instanz I von 3-PARTITION eine Losung besitzt. O

3.4 Einheitsdistanzen

Wir wollen nun die NP-Vollstédndigkeit des Férderband-Flow-Shop-Problems fiir Einheits-
distanzen bei vorgegebener Jobreihenfolge beweisen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass wir die
Abarbeitungen durch gewisse Uberdeckungen der Taskmatrix mit so genannten Taskblicken
beschreiben kénnen, so dass die Einheitsdistanz der Abarbeitung der Anzahl der Blocke
in der Uberdeckung entspricht. Wir definieren die Begriffe 'Taskblock’ und *Uberdeckung’
etwas allgemeiner fiir beliebige Teilmengen der Tasks einer Taskmatrix.

Sei M = (jp)1<j<n,1<p<m €ine Taskmatrix und X C T (M) eine Teilmenge der Tasks
der Taskmatrix. Wir nennen eine nicht-leere Folge

T Top)s - Ty (1<p<m1 <1 <...<jp <n)
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von Tasks aus X mit demselben Maschinenindex p einen Taskblock oder kurz Block von
X, wenn die Folge alle Tasks T{;,) € X mit j; < [ < j; enthélt. Wir bezeichnen diesen
Taskblock mit @,[,j 1k} (X). Wenn klar ist, auf welche Menge X wir uns beziehen, so schreiben
wir auch vereinfachend 5"/ Falls X = T (M), so benutzen wir auch die Schreibweise
@l (M) und sprechen von einem Taskblock oder Block von M.

Die Ldinge eines Taskblocks @g’k] ist definiert als k — j + 1. Blocke der Lange 1,2,3, ...
bezeichnen wir als Finerblocke, Zweierblocke, Dreierblocke, usw..

Man beachte, dass ein Block der Linge £ > 2 im allgemeinen weniger als k£ Tasks
enthilt. Wenn wir von einem Block @Lj ] (X) sprechen, setzen wir aber immer voraus, dass
T und T{; p) Tasks aus X sind.

Offensichtlich kann man eine Abarbeitung 7i,...,7, der Taskmatrix in Taskblocke
von M unterteilen. Man betrachte zum Beispiel die Taskmatrix aus Abbildung 3.1 (a).
Im Folgenden ist eine Abarbeitung sowie eine Unterteilung der Abarbeitung in 15 Blocke

angegeben:

T,1), T2,y T3y, Tia,ays To,2), Ti2,), 1(3,3)s Tios)s T3,y a2y, Tia,)s T1,6), T(a6)s
~ — o \[,.]/ A7 N 2 N2 N2 N N2 N A
<I>[11’3] <I>41’1

Tis,0), Tio.1): 15,20 Ti6,2)> Tr,2): Tis,0), Li6,0): 15.5), Li6,5)> L7,8), L(s5.6)> L(7,6)

o2 29 o2 g3l gl il ol

(3.9)

~
-~ -~ -~ -~

l50] ol l50] 150! ol 7l o7

In Abbildung 3.1(a) sind die Taskblocke graphisch dargestellt. Die Abarbeitung kénn-
te natiirlich auch in mehr als 15 Bloécke unterteilt werden, da jede einzelne Task einen
Block darstellt. Offensichtlich entspricht die Einheitsdistanz der Abarbeitung der mini-
malen Anzahl von Blocken, in die die Abarbeitung unterteilt werden kann. Wir sagen,
dass eine Abarbeitung einen Taskblock B enthdlt, wenn die Abarbeitung den Block B als
zusammenhingende Folge beinhaltet.

Obwohl ein Taskblock B als eine Folge von Tasks definiert ist, werden wir ihn im
Folgenden des Ofteren mit der Menge der Tasks, die in B enthalten sind, identifizieren
und daher Ausdriicke wie T € B, BN B' =), B — B’ oder |B| verwenden. Dies sollte zu
keinerlei Missverstédndnissen fiihren.

Wir nennen einen Taskblock @1[,3 * einer Menge X einen giiltigen Block von X, wenn es
keine Task T € X — ®Y* gibt, so dass Tjp) <= T < Tigp- Im Fall X = T (M) sprechen wir
auch von einem giltigen Block von M. Abbildung 3.1(b) zeigt einen giiltigen Block einer
Taskmatrix. Wir nennen einen Taskblock einer Taskmatrix M ausfiihrbar, wenn es eine
Abarbeitung von M gibt, die den Block enthélt.

Lemma 3.2 Fin Block B = <I>1[,j’jlJ (M) ist genau dann ausfihrbar, wenn er ein giltiger
Block von M ist, d.h. wenn es keine Task T € T (M) — B gibt, so dass Tjp) < T < T(jr ).

Beweis ’'=’ Falls eine Task T' € T(M) — B mit T{;,) < T < Ti;p) existiert, so muss
diese nach Lemma 2.3 in jeder Abarbeitung nach der Task 7{;,) und vor der Task T{;

bearbeitet werden. Dann kann aber B = @Lj’j L (M) kein ausfiihrbarer Block sein.
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Abbildung 3.1: (a) Graphische Darstellung der Unterteilung der Abarbeitung aus (3.9) in

Taskblocke. (b) Taskblock ‘I>£12’5} (M) ist giiltig, da die gestrichelt eingezeichneten Bereiche keine
Tasks enthalten.

' Sei B = 07 (M) = (T}, Ty, ..., T) mit Ty = T(;,) und Ty = Tijr, ein giiltiger
Block. Sei T}, ..., T, eine beliebige giiltige, d.h. die Vorgéingerrelation einhaltende Anord-
nung aller Vorgangertasks von T, die nicht in B enthalten sind. Sei T7,...,7}" eine
beliebige giiltige Anordnung aller restlichen Tasks, die nicht in B enthalten sind. Da B
ein giiltiger Block ist, enthdlt 77, ..., T, keine Nachfolgertask von 7{;,) und somit keine
Nachfolgertask irgendeiner Task aus B. Ferner enthélt 77, ..., T, keine Vorgéingertask T
einer Task aus 77, ...,T, oder aus B, da T' dann auch Vorgéngertask von 7{; ;) und somit
in {T7,...,T;} wire. Daher ist die Taskfolge

T,.... 7,1y, ..., T, T}, ..., T

g

giiltig und somit nach Lemma 2.3 eine Abarbeitung, die den Block q)][[,j 7 (M) enthdlt. O

Aus dem Lemma und der Definition der Vorgéngerrelation folgt, dass alle Einer- und
Zweierblocke giiltig und damit ausfithrbar sind.

Wir nennen eine Menge C von Taskblécken einer Menge X C T (M) eine Blockiiber-
deckung von X oder kurz Uberdeckung von X, wenn jede Task von X in einem Block von
C enthalten ist. Eine Blockiiberdeckung von 7 (M) nennen wir auch eine Blockiiberdeckung
von M. Ist Y eine Teilmenge von X, so induziert eine Blockiiberdeckung von X eine
Blockiiberdeckung von Y. Die induzierte Blockiiberdeckung von Y erhélt man, indem man
aus allen Blécken der Blockiiberdeckung von X die Tasks, die nicht in Y sind, streicht,
und eventuell entstehende leere Blécke entfernt.

Wir nennen eine Blockiiberdeckung C der Taskmatrix M ausfiihrbar, wenn die Blocke
von C so angeordnet werden konnen, dass die daraus resultierende Folge der Tasks eine Ab-
arbeitung der Taskmatrix ist. Die Blocke in einer ausfiihrbaren Blockiiberdeckung miissen
offenbar paarweise disjunkt sein.
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Abbildung 3.2: B; und Bs sowie B3 und B, sind jeweils Paare unvertriiglicher giiltiger Blocke,
da die erste Task des einen Blocks jeweils ein Vorgéinger der letzten Task des anderen Blocks ist.

Wenn 71, ...,T, eine Abarbeitung mit der Einheitsdistanz k ist, so liefert die Untertei-
lung der Abarbeitung in maximale Blécke offensichtlich eine ausfiihrbare Blockiiberdeckung
mit £ Blocken. Ist andererseits C eine ausfithrbare Blockiiberdeckung mit £ Blécken, so gibt
es eine Abarbeitung, deren Einheitsdistanz hichstens £ ist.

Eine ausfiihrbare Blockiiberdeckung kann offensichtlich nur ausfiihrbare Blocke enthal-
ten. Diese Bedingung ist jedoch noch nicht hinreichend. Um die ausfiihrbaren Blockiiber-
deckungen zu charakterisieren, fithren wir die Relation '<’ auf Blocken ein. Es soll B; < By
fiir zwei Blocke B;, Bs gelten, wenn B; eine Task enthilt, die eine Vorgingertask einer
Task von B, ist. Man beachte, dass diese Relation - im Gegensatz zu der Relation < auf
Tasks - im allgemeinen weder transitiv noch azyklisch ist. Wir nennen zwei Blécke B; und
By unwvertrdglich, wenn sie eine gemeinsame Task enthalten oder wenn sowohl B; < B,
als auch By < Bj gilt. Andernfalls nennen wir die Blocke vertmglich Nach der Defini-
tion der Vorgingerrelation fiir Tasks sind zwei disjunkte Blocke @71 und ®Y>%! genau
dann unvertréglich, wenn sowohl T(;, ,,y < T(j; 5,y als auch Ty, ,,y < T(j 5,y gilt. Die giilti-
gen Blocke einer Menge X von Tasks sind genau diejenigen Blocke B, die mit allen zu
B disjunkten Einerblocken von X vertriglich sind. Abbildung 3.2 zeigt Beispiele fiir un-
vertréigliche, aber giiltige Blocke einer Taskmatrix. Eine Blockiiberdeckung, deren Blécke
paarweise vertriiglich sind, nennen wir eine giiltige Uberdeckung. Da jede Task in einem
Block enthalten ist, kann eine giiltige Uberdeckung offenbar nur giiltige Blécke enthalten.
Eine giiltige Blockiiberdeckung einer Menge X induziert eine giiltige Blockiiberdeckung
fiir jede Teilmenge von X.

Lemma 3.3 Sei X eine nicht-leere Menge von paarweise vertrdiglichen Bldécken einer
Taskmatriz M. Dann gibt es einen Block By € X, so dass kein Block B € X — {By}
mit B < By existiert.

Beweis Ein Block @E’f 7 heife fretin X, wenn kein anderer Block aus X’ eine Task T4 4
mit £ < j' und ¢ < p enthilt. Da die Blocke aus X paarweise disjunkt sind, enthilt X
offenbar mindestens einen freien Block, ndmlich den Block @[pj 7l
j (oder j') minimal ist.

Sei By = (ID[]O’]"] der freie Block, fiir den j, minimal ist, siehe auch Abbildung 3.3.

Angenommen, es gibe einen Block B = @E’j'] mit B < By. Dann sei B ein solcher Block,

mit minimalem p, fiir den
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Abbildung 3.3: Zum Beweis von Lemma 3.3. Block By = ‘19[25’7] ist frei, da sich im Bereich der
Jobs Ji bis J7 und der Maschinen P;, P, kein weiterer Block befindet. Der Block B ist kein
giiltiger Block.

fiir den p minimal ist, und falls mehrere davon existieren, sei B derjenige von diesen mit
minimalem j. Da By frei ist, muss p > po gelten. Wére j' > jg, so folgte By < B und damit
die Unvertréiglichkeit der Blocke By und B. Also muss j' < jo gelten. Nach Wahl von B,
kann daher B nicht frei sein, d.h. es existiert ein zu B disjunkter Block B; = @,L,jll’J lex
mit p; < p und j; < j'. Dann gilt B; < B und wegen j, > j' ist B, # B.

Nach Wahl von B muss j; +p; > j+p gelten, da andernfalls auch B; < By gilt. Daraus
folgt aber B < B; und damit wegen B; < B die Unvertriiglichkeit von B und B; (es folgt
sogar die Ungiiltigkeit des Blocks B wegen T(;,) < T(;, »,) < 1{j'p))- Das bedeutet einen
Widerspruch zur Voraussetzung. Also kann kein Block B mit B < B, existieren. O

Der folgende Satz charakterisiert die ausfiithrbaren Blockiiberdeckungen.

Satz 3.3 Fine Blockiiberdeckung C einer Taskmatriz M st genau dann ausfihrbar, wenn
ste giiltig ist, d.h., wenn sie kein Paar unvertraglicher Taskblocke enthdlt.

Beweis ’'=’ Es ist offensichtlich, dass eine ausfiihrbare Blockiiberdeckung kein Paar un-
vertriglicher Blécke enthalten kann.

<<’ Nach Lemma 3.3 gibt es einen Block By in C, so dass kein Block B € C — { By} mit
B < B existiert. Wiederum nach Lemma 3.3 gibt es dann einen Block B; in C — { By}, so
dass kein Block in B € C—{B,y, B, } mit B < B existiert, usw.. Dies ergibt eine Anordnung
By, By, ..., By aller Blocke von C mit der Eigenschaft B; £ B; fiir [ > i. Hieraus folgt mit
Lemma 2.3 unmittelbar, dass die Anordnung By, By, ..., By eine Abarbeitung ist. O

Eine giiltige Uberdeckung heiit minimale giiltige Uberdeckung, wenn sie eine minimale
Anzahl von Blocken enthilt. Satz 3.3 zeigt, dass die minimalen giiltigen Uberdeckungen ei-
ner Taskmatrix den Abarbeitungen mit minimaler Einheitsdistanz entsprechen. Es kénnen
allerdings verschiedene Abarbeitungen zu derselben Blockiiberdeckung fiihren. Die Beweise
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von Satz 3.3 und Lemma 3.3 zeigen iiberdies, dass man aus einer giiltigen Blockiiberdeckung
auf einfache Weise eine zugehorige Abarbeitung bestimmen kann.

Wir zeigen nun die NP-Vollstédndigkeit des Problems ’Minimale giiltige Blockiiberde-
ckung’, welches darin besteht zu entscheiden, ob es zu einer Taskmatrix M und einer
ganzen Zahl K eine giiltige Uberdeckung von M mit hochstens K Blocken gibt. Hieraus
folgt mit Satz 3.3 leicht die NP-Vollstindigkeit des Forderband-Flow-Shop-Problems fiir
Einheitsdistanzen. Zum Beweis der NP-Vollstindigkeit des Problems 'Minimale giiltige
Blockiiberdeckung’ geben wir eine polynomielle Reduktion vom Problem 3-SAT an, welches
als NP-vollstéindig bekannt ist [11].

Das Problem 3-SAT ist wie folgt definiert. Sei X eine Menge von booleschen Variablen.
Fiir jede Variable z € X bezeichnen wir x und 7 als Literale von X . Eine Wahrheitsbelequng
fiir X ist eine Menge 7 von Literalen von X, so dass fiir jede Variable z € X genau eines der
Literale x oder 7 in 7 ist. Wenn z in 7 ist, sagen wir, dass  unter der Wahrheitsbelegung 7
wahr ist, ansonsten ist x falsch unter 7. Eine Klausel iiber X ist eine Menge von Literalen
von X. Eine Klausel wird von einer Wahrheitsbelegung 7 erfiillt, wenn mindestens eines
ihrer Literale in 7 ist. Das Problem 3-SAT ldsst sich nun wie folgt formulieren:

Problem 3.3 (3-SAT)

Gegeben: FEine Menge X = {zi,...,z;} von booleschen Variablen und eine Menge
{C4,...,C,} von Klauseln iiber X mit |C;|=3,i=1,...,r.

Frage: Gibt es eine Wahrheitsbelegung 7 fiir X, die alle Klauseln erfiillt?

Wir werden eine polynomielle Transformation angeben, die zu jeder Instanz von 3-SAT
eine Taskmatrix M und eine ganze Zahl K angibt, so dass die Instanz von 3-SAT genau
dann eine erfiillende Belegung hat, wenn die Taskmatrix M eine giiltige Blockiiberdeckung
mit héchstens K Blocken hat.

Fiir die Transformation ben&tigen wir spezielle Mengen von Tasks, die zunéchst ein-
gefiihrt werden sollen. Fiir £ > j nennen wir die Menge

TG0y Ti1.0)5 - - Tk )

von Tasks einen (vertikalen) Weg der Léinge k — j + 1 und bezeichnen diesen mit W,£ K,
Eine Menge von Tasks, die aus den beiden vertikalen Wegen W;Ej * und Wgﬁl’k*l] besteht,
nennen wir einen (vertikalen) Doppelweg der Linge k — j 4+ 1 und bezeichnen diesen mit
D},j’k]. Abbildung 3.4 zeigt zwei vertikale Doppelwege und jeweils zwei mogliche giiltige
Blockiiberdeckungen der Doppelwege.

Einen Block @%”“] nennen wir gerade, falls j gerade ist, und ungerade sonst. Wir spre-
chen von einer geraden bzw. ungeraden Uberdeckung, wenn mit Ausnahme der Einerblocke
alle Blocke in der Uberdeckung gerade bzw. ungerade sind. Fiir eine beliebige Menge X von
Tasks nennen wir die gerade bzw. ungerade Blockiiberdeckung, die alle méglichen geraden
bzw. ungeraden Zweierblocke sowie alle dazu disjunkten Einerblécke enthélt, die gerade
bzw. die ungerade Zweieriberdeckung von X. Da zwei gerade bzw. zwei ungerade Zweier-
blocke immer vertréglich sind, sind die gerade und die ungerade Zweieriiberdeckung fiir jede
Menge X giiltige Uberdeckungen. Wenn die Menge X mindestens einen geraden oder einen
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Abbildung 3.4: Gerade und ungerade Zweieriiberdeckungen der vertikalen Doppelwege piH

und D£3,10]_

ungeraden Zweierblock besitzt, so sind die gerade und die ungerade Zweieriiberdeckung von
X verschieden. Abbildung 3.4 zeigt die gerade und die ungerade Zweieriiberdeckung fiir
einen Doppelweg gerader Liange und einen Doppelweg ungerader Linge.

Lemma 3.4 Sei D = Qz[,j’k] ein vertikaler Doppelweg der Linge | > 2. Dann hat D genau
zwei minimale giltige Uberdeckungen, ndmlich die gerade und die ungerade Zweieriber-
deckung. Beide Uberdeckungen haben | + 1 Blécke.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass ein Doppelweg keinen giiltigen Block mit einer Lénge
> 2 besitzt. Da eine Uberdeckung, die nur aus Zweierblocken besteht, offensichtlich nicht
giiltig ist, muss jede giiltige Uberdeckung von D mindestens | + 1 Blécke besitzen. Da die
gerade und die ungerade Zweieriiberdeckung genau diese Anzahl von Blécken besitzen, sind
es also minimale giiltige Uberdeckungen. Wegen [ > 2 sind diese beiden Uberdeckungen
auch verschieden.

Man betrachte nun eine beliebige minimale giiltige Uberdeckung von D. Da die Uber-
deckung aus Einer- und Zweierblocken besteht und genau [ + 1 Blocke besitzt, muss sie
genau 2 Einerblocke enthalten. Ist die erste oder die letzte Task eines der beiden vertikalen
Wege in einem Zweierblock enthalten, so muss die erste bzw. letzte Task des anderen Weges
einen Einerblock bilden, da die Uberdeckung sonst unvertriigliche Blocke enthielte. Da ge-
nau zwei Einerblécke vorhanden sind, folgt, dass es sich um die gerade oder die ungerade
Zweieriiberdeckung handeln muss. O

In der Reduktion des NP-Vollstindigkeitsbeweises werden wir fiir jedes Literal aus je-
der Klausel einen solchen vertikalen Doppelweg benutzen, um durch die gerade oder die
ungerade Zweieriiberdeckung die Wahrheitswerte der Literale in einer erfiillenden Belegung
zu definieren. Da gleiche Literale jedoch mit dem gleichen Wert belegt sein miissen und



34 3.4. EINHEITSDISTANZEN

P, P, P3P, Ps Py P, P, Py P, Ps Py P, P, Py P, Pg Pq
J;]/000100 J;/o0o0[1l00 J;/ooo[loo
J,/001100 J 001100 J, 0o of1][1] 0 0
J;3/ 001110 J300110 Jz 10 ol1[1[1] 0
Js1001110 Js 10 0211 0 J4oo11Eo

84””51,5,,,,Q,,,Q,,;,;l,flo Js | 0 0110 Js |0 0l1[1/{1] 0

Bg,,,,qﬁ,,,o,,,;,,;lml 0 0 Je |0[1]|2/|1//0 O Je 01 100

BZ,,,,QI,,,Q,;Ll 00 0 Js oooo J;1o0l1/[1|0j 0 O

Blwg]”ngmlOOilO Jg|0l2/0 010 Jg oooEo
Jgl0l0/l0/|1 1 0 Jg |0 0 0f1][1] O Jo |0 0 0O[1|1 0
Jipl0lol1 11 0 Jio/0 0[1]|1//1 O Jiol 0 0[1][1][1] 0
Jii| o1 1[1]jo O J1101oo Jui| o112 0 O
Jip| 0 1[1]|0/|0] O B Jip|012/[1|oj 0 O Jipjof1][1] 0 00
Jiz| 0[1]0||o/[1] 0 BB Ji3 oooo Jiz/0(1//00[1 0
Jiul0|0/|0j|2] 1 0 B7 Jis|0 0 0|1/|2 O 31400010
Jislolol[lf 110 BG Jis1 0 0[1[1][2] 0 Jis|0 0111 0
JglOl2l1 100 5 Jisl0[1]|2/|2/ 0 O Jisl0[1][1][1] 0 O
Jzl001 1100 \]1701100 JﬂOiiiOO
Jgl01 1100 Jigl011//2/|1/ 0 O Jigl0[1][1][1] 0 O
Jgl00O1100 Jwlool1[@ oo Jig|0 02|21 00
Jp/0 01000 Jxp/0 0 00O Jpl0 0[1]0 0O

Abbildung 3.5: Unterbrechungselement mit zwei seiner méglichen minimalen giiltigen Uber-
deckungen.

ein negiertes Literal den negierten Wert haben muss, miissen die Wege, die zu denselben
Variablen gehoren, in geeigneter Weise aneinander gekoppelt sein. Um diese Kopplungen
gewdhrleisten zu konnen, miissen in die Doppelwege Unterbrechungen eingebaut werden.
Man betrachte dazu das Unterbrechungselement in Abbildung 3.5, das aus drei zusam-
menhéngenden Komponenten besteht, wobei die Doppelwege am oberen und am unteren
Ende beliebig verlédngert werden kénnen. Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.5 Fir eine minimale giiltige Uberdeckung des Unterbrechungselementes aus Ab-
bildung 3.5 gilt einer der beiden folgenden Fille:

1. Die Uberdeckung induziert eine gerade Zweieriberdeckung in allen drei Komponenten
des Elementes und sie enthdlt genau einen der Viererblocke By, B3 und genau einen
der Viererblocke Bg, Bg aus Abbildung 3.5.

2. Die Uberdeckung induziert eine ungerade Zweieriberdeckung in allen drei Kompo-
nenten des Elementes und sie enthdlt genau einen der Viererblicke By, B, und genau
einen der Viererblocke Bs, By aus Abbildung 3.5.

Eine minimale Uberdeckung des Unterbrechungselementes aus Abbildung 3.5 hat 28 Blicke,
also 8 Blicke mehr als die minimale Uberdeckung des entsprechenden Doppelweges der
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Léinge 19.

Beweis Jede der drei Komponenten besteht aus einem Doppelweg, an den auf beiden
Seiten zwei einfache Wege der Linge 3 angefiigt sind. Mit Hilfe von Lemma 3.4 ist leicht
zu verifizieren, dass jede der drei Komponenten genau die geraden und die ungeraden
Zweieriiberdeckungen als minimale giiltige Uberdeckungen besitzt. Die einzigen giiltigen
Blocke des Unterbrechungselementes, die Tasks aus unterschiedlichen Komponenten ent-
halten, sind die eingezeichneten Viererblocke By,..., Bg. Da die Blocke By, ..., B, und
die Blocke Bs, ..., Bg jeweils paarweise unvertriglich sind, kann nur je einer der Blocke
Bi,...,Bs und der Blscke Bs, ..., B in einer giiltigen Uberdeckung enthalten sein. Wenn
wir in allen drei Komponenten die gerade Zweieriiberdeckung wihlen, so konnen wir durch
einen der Blécke B, B3 und durch einen der Blécke Bg, By jeweils zwei Einerblocke zu
einem Block zusammenfassen. Analog kénnen wir in allen drei Komponenten die ungera-
de Zweieriiberdeckung wihlen und jeweils zwei Einerblécke durch einen der Blocke Bs, B,
sowie einen der Blocke B5, B; zusammenfassen. Die resultierenden Uberdeckungen miissen
daher minimale giiltige Uberdeckungen sein. Dies bedeutet aber auch, dass jede minimale
giiltige Uberdeckung in jeder Komponente eine minimale giiltige Uberdeckung, d.h. eine
gerade oder ungerade Zweieriiberdeckung induzieren muss, wobei je zwei Einerblocke aus
der induzierten Uberdeckung der oberen und mittleren bzw. der mittleren und unteren
Komponente einen gemeinsamen Viererblock bilden. Dieses ist nur mdoglich wenn die in-
duzierten Zweieriiberdeckungen entweder alle gerade oder alle ungerade sind. Dass eine
minimale giiltige Uberdeckung 28 Blicke enthilt, kann leicht nachgezihlt werden. a

Wegen Lemma 3.5 kénnen wir in einen Doppelweg beliebig viele Unterbrechungselemen-
te einbauen, da sich die gerade oder ungerade Uberdeckung in einer minimalen giiltigen
Uberdeckung iiber die Unterbrechungen hinweg fortsetzt. Wir wollen nun sehen, wie wir
diese Unterbrechungen fiir die Kopplung der Literale verwenden kénnen. Wir betrachten
dazu das in Abbildung 3.6 dargestellte Kopplungselement.

Lemma 3.6 Die in Abbildung 3.6 dargestellte gerade und ungerade Uberdeckung sind die
einzigen minimalen giltigen Uberdeckungen des Kopplungselementes und enthalten jeweils
28 Blicke.

Beweis Es ist leicht zu verifizieren, dass die dargestellten Uberdeckungen giiltig sind.
Ferner sind fiir eine giiltige Uberdeckung der Tasks an den Maschinen P, bzw. Py je-
weils mindestens 3 Blocke erforderlich. Da die gerade und die ungerade Zweieriiberdeckung
minimale giiltige Uberdeckungen des Doppelweges sind, folgt die Minimalitit der beiden
dargestellten giiltigen Uberdeckungen. Hieraus folgt wiederum, dass jede minimale giiltige
Uberdeckung sowohl den Doppelweg als auch die Tasks an den Maschinen P, bzw. Py mi-
nimal giiltig iiberdecken muss, d.h. die Uberdeckung des Doppelwegs ist die gerade oder
ungerade Zweieriiberdeckung und die Tasks an den Maschinen P, und P, sind jeweils mit
drei Blocken iiberdeckt.

Die Viererblocke By, By, B3, By (siehe Abbildung 3.6) sind die einzigen giiltigen Blocke

mit einer Linge > 2. (Die Blocke @[26’8] und <I>[913’15} sind wegen der Tasks T(3) bzw. T(15s)
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Abbildung 3.6: Gerade und ungerade Uberdeckung des Kopplungselementes.

nicht giiltig.) Um die Tasks an den Maschinen P, bzw. Py mit drei giiltigen Blocken zu iiber-
decken, muss daher mindestens einer der Blécke B;, B3 und mindestens einer der Blocke
B,, B, benutzt werden. Da die Blécke By, B, mit den Blocken B; bzw. Bg der ungeraden
Zweieriiberdeckung des Doppelweges unvertriglich sind und da die Blécke Bs, B4 mit den
Blocken Bs bzw. Bg der geraden Zweieriiberdeckung unvertriglich sind (siehe Abbildung
3.6), konnen die Blocke By, By nur mit der geraden Zweieriiberdeckung des Doppelweges
und die Blécke Bs, By nur mit der ungeraden Zweieriiberdeckung des Doppelweges kombi-
niert werden. Also muss eine minimale giiltige Uberdeckung des Kopplungselementes genau
eine der beiden in Abbildung 3.6 dargestellten Uberdeckungen sein. O

Entscheidend fiir die Reduktion von 3-SAT ist nun, dass man aus zwei Kopplungsele-
menten und einem Unterbrechungselement eine Kreuzung konstruieren kann, so dass sich
in einer minimalen giiltigen Uberdeckung der Kreuzung die geraden bzw. die ungeraden
Uberdeckungen sowohl in horizontaler Richtung, d.h. vom linken zum rechten Kopplungs-
element, als auch in vertikaler Richtung, d.h. von der oberen zur unteren Komponente des
Unterbrechungselementes, unabhiingig voneinander fortsetzen. In Abbildung 3.7 ist eine
solche Kreuzung dargestellt.

Lemma 3.7 Die in den Abbildungen 3. 8, 3.9, 3.10 und 3.11 angegebenen vier Uberdeckun-
gen sind genau die minimalen giltigen Uberdeckungen der Kreuzung.

Beweis Es ist leicht zu verifizieren, dass die vier Uberdeckungen giiltig sind. Dass es sich
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Abbildung 3.7: Kreuzung aus einem Unterbrechungselement und zwei Kopplungselementen.

um minimale giiltige Uberdeckungen handelt, ist klar, da die Uberdeckungen der einzelnen
Kopplungselemente und des Unterbrechungselementes nach Lemma 3.5 bzw. Lemma 3.6
minimale giiltige Uberdeckungen sind.

Um zu sehen, dass es keine weiteren minimalen giiltigen Uberdeckungen gibt, be-
trachte man nochmals Abbildung 3.7. Da die angegebenen Uberdeckungen die beiden
Kopplungselemente und das Unterbrechungselement jeweils minimal giiltig {iberdecken,
ist klar, dass dies fiir jede minimale giiltige Uberdeckung gelten muss. Nun enthalten die
Mengen {Bl, Bg, B3, B4}, {B5, BG; B7, Bg}, {Bl, BQ, Bg}, {Bg, B4, BlO}, {B5, B6, Bll} und
{By, Bs, Bi>} jeweils paarweise unvertrigliche Blocke. Daraus folgt aber mit Hilfe von Lem-
ma 3.5 und Lemma 3.6, dass die minimalen giiltigen Uberdeckungen der beiden Kopplungs-
elemente und des Unterbrechungselementes nur auf die vier angegebenen Arten zu einer
giiltigen Uberdeckung der Kreuzung kombiniert werden kénnen. a

In Abbildung 3.12 ist dargestellt, wie die Doppelwege an den Maschinen P;, P, bzw.
Pyg, P3y mit Hilfe der Kreuzung iiber den Doppelweg an den Maschinen Pi5, Pjg hinweg
aneinander gekoppelt sind. In einer minimalen giiltigen Uberdeckung miissen der erste und
der letzte Doppelweg entweder beide gerade oder beide ungerade iiberdeckt sein, da die
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Abbildung 3.8: Kreuzung mit gerader vertikaler und gerader horizontaler Uberdeckung.

Abbildung 3.9: Kreuzung mit gerader vertikaler und ungerader horizontaler Uberdeckung.
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Abbildung 3.10: Kreuzung mit ungerader vertikaler und gerader horizontaler Uberdeckung.

Jxp/0000[2000000100000O0[200O0O0O0
Abbildung 3.11: Kreuzung mit ungerader vertikaler und ungerader horizontaler Uberdeckung.
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Abbildung 3.12: Kopplung des Doppelweges an den Maschinen P;, P, an den Doppelweg an den
Maschinen ng, P30.

geraden bzw. ungeraden Zweieriiberdeckungen der Doppelwege nur mit den geraden bzw.
ungeraden Uberdeckungen der Kopplungselemente kombiniert werden kénnen. Der Dop-
pelweg an den Maschinen Pj5, Pig kann unabhingig davon entweder gerade oder ungerade
iiberdeckt sein. Durch Verwendung mehrerer Kreuzungen kann natiirlich eine beliebige
Anzahl von vertikalen Doppelwegen iiberquert werden.

Um ein Literal an das negierte Literal zu koppeln, betrachte man das invertierende
Kopplungselement aus Abbildung 3.13. Es unterscheidet sich von dem Kopplungselement
nur dadurch, dass der Doppelweg in der Mitte durch eine Diagonale unterbrochen ist. Es
ist leicht zu sehen, dass die minimalen giiltigen Uberdeckungen dieses unterbrochenen Dop-
pelweges aus einer Kombination einer geraden bzw. ungeraden Uberdeckung des oberen
Teils mit einer ungeraden bzw. geraden Uberdeckung des unteren Teils bestehen, wobei
jeweils zusétzlich ein Einerblock des oberen und des unteren Teils zu einem Dreierblock
zusammengefasst sind. Daraus folgt dann auch, dass die beiden in Abbildung 3.13 angege-
benen Uberdeckungen die einzigen minimalen giiltigen Uberdeckungen des invertierenden
Kopplungselementes sind. Wir haben also das folgende Lemma:

Lemma 3.8 Die in Abbildung 3.13 dargestellten Uberdeckungen sind die einzigen mini-

malen giiltigen Uberdeckungen des invertierenden Kopplungselementes und enthalten 27
Blocke.
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Abbildung 3.13: Die beiden minimalen giiltigen Uberdeckungen des invertierenden Kopplungs-
elementes.

Beweis Folgt aus dem vorangehenden Text. a

Ersetzt man nun in Abbildung 3.12 eines der Kopplungselemente durch ein invertie-
rendes Kopplungselement, so miissen der erste und der letzte Doppelweg entgegengesetzte
Uberdeckungen in einer minimalen Uberdeckung haben.

Bevor wir die NP-Vollsténdigkeit des Problems "Minimale giiltige Blockiiberdeckung’
beweisen, benotigen wir noch ein weiteres Element, um den Wahrheitswert einer Klau-
sel zu iiberpriifen. Man betrachte dazu das Klauselelement aus Abbildung 3.14. Wenn
wir zunédchst die drei einzelnen Tasks T{11,17), T{15,13) und T(16,16) vernachléssigen, so be-
steht das Klauselelement aus drei zusammenhéngenden Komponenten. Eine davon ist ein
Doppelweg, dessen minimale giiltige Uberdeckungen die gerade und die ungerade Zwei-
eriiberdeckung sind. Die beiden anderen Komponenten sind aus einem vertikalen Dop-
pelweg und einem ’diagonalen Weg’ zusammengesetzt. Es ist leicht zu sehen, dass auch
diese Komponenten als einzige minimale giiltige Uberdeckungen die gerade und die un-
gerade Zweieriiberdeckung haben. Die drei einzelnen Tasks kénnen nun mit einer Task
aus je einer dieser Komponenten einen giiltigen Fiinferblock bilden, siehe Abbildung 3.14.
Da diese drei Fiinferblocke paarweise unvertréglich sind, kann maximal einer von ihnen
in einer giiltigen Uberdeckung vorkommen. Da die Tasks aus den Fiinferblécken, die in
den Komponenten liegen, genau in den geraden Uberdeckungen in Einerblécken enthalten
sind, folgt, dass man genau dann durch die Verwendung eines Fiinferblocks einen Block
einsparen kann, wenn mindestens eine der Komponenten gerade iiberdeckt ist. Also ergibt
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Folgt aus dem vorangehenden Text.
Wir konnen nun die NP-Vollstindigkeit des Problems ’Minimale giiltige Blockiiber-

ziert in jeder der drei zusammenhdngenden Komponenten ohne die drei einzelnen Tasks
deckung’ beweisen.

Ta1,17), T(15,13) }md T6,16) €ine gerade oder eine ungerade Uberdeckung, wobet mindestens

eine der drei Uberdeckungen gerade ist. Ferner ist ein Einerblock aus einer der induzier-
ten geraden Uberdeckungen mit einer der drei Tasks T(11,17), T(15,13) oder T(15,16) 2u einem

zusammengefasst werden, wenn mindestens einer der drei Wege gerade iiberdeckt ist. Die ange-
Fiinferblock zusammengefasst.

gebene Uberdeckung ist nicht giiltig, da die drei Fiinferblocke paarweise unvertriglich sind.
Lemma 3.9 Jede minimale Uberdeckung des Klauselelements aus Abbildung 3.14 indu-

Abbildung 3.14: Klauselelement: Es kénnen genau dann zwei Einerblécke zu einem Fiinferblock

sich das folgende Lemma.

Beweis
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Satz 3.4 Das Problem ’Minimale giiltige Blockiiberdeckung’ ist NP-vollstindig.

Beweis Wir beweisen die NP-Vollstindigkeit, indem wir eine polynomielle Transformation
von 3-SAT angeben. Dazu konstruieren wir zu jeder Instanz I von 3-SAT eine Taskmatrix
M und eine ganze Zahl z;, so dass M; genau dann eine giiltige Blockiiberdeckung mit
hochstens z; Blocken besitzt, wenn die Instanz von 3-SAT erfiillbar ist.

Sei die Instanz I von 3-SAT durch die Variablenmenge X = {z1,2,...,2;} und die
Klauseln Cy,Cy, ..., C, mit C; = {¢;1,¢2,¢i3}, 1 = 1,...,r, gegeben. Unsere Taskmatrix
M hat dann 2+ 14 - (3r — 1) Maschinen und 30-¢+ 33 Jobs. Fiir das Literal ¢; ;, 1 <7 <,
1 < j < 3,ist in den Spalten 1 +14(3(i — 1)+ j — 1) und 2+ 14(3(: — 1) + j — 1) ein
moglicherweise mehrfach durch Unterbrechungselemente unterbrochener Doppelweg vor-
handen, der am unteren Ende der Matrix in ein Klauselelement miindet. Alle Doppelwege
von Literalen, die zu derselben Variablen x; gehoren, werden mit Hilfe von Kopplungs-
elementen, invertierenden Kopplungselementen und Unterbrechungselementen im Bereich
der Zeilen 30(k — 1) +1 bis 30k aneinander gekoppelt. Die Kopplungselemente und die Un-
terbrechungselemente werden dazu in der Mitte dieses Bereiches platziert. Auf diese Weise
befinden sich zwischen zwei iibereinander angeordneten Kopplungselementen aus benach-
barten Bereichen mindestens 10 Zeilen, in denen keine Tasks vorkommen. Dies schliefit
aus, dass Tasks aus verschiedenen Kopplungselementen in einem gemeinsamen giiltigen
Block enthalten sein kénnen. In den letzten 33 Jobs der Taskmatrix werden nun jeweils die
drei zu einer Klausel gehorenden Doppelwege mit denen eines Klauselelements zu durch-
gehenden Doppelwegen verbunden. Dies vervollstindigt die Beschreibung der Taskmatrix
M. Als Beispiel betrachte man eine Instanz I mit den Variablen {z1, x5, x3, 24} und den
Klauseln C; = {x1, T2, x4}, Co = {2, 73,Z4} und C3 = {7,732, ZT3}. In Abbildung 3.15 ist
der Aufbau der Matrix fiir diese Instanz schematisch dargestellt.

Wir miissen jetzt noch die Zahl z; angeben, so dass M; genau dann eine giiltige
Blockiiberdeckung mit hochstens z; Blocken besitzt, wenn die Instanz von 3-SAT erfiill-
bar ist. Seien ny,nk,ngi die Anzahl der verwendeten Unterbrechungs-, Kopplungs- bzw.
invertierenden Kopplungselemente. Dann definieren wir

zr = 28ng + 2Tng + 8ny + 90rt + 99r.

Es gibt offensichtlich einen polynomiellen Algorithmus, der aus einer gegebenen Instanz
I von 3-SAT die Taskmatrix M; sowie die Zahl z; konstruiert. Wir beweisen nun den Satz,
indem wir zeigen, dass M; genau dann eine giiltige Blockiiberdeckung mit héchstens z;
Blocken besitzt, wenn die Instanz von 3-SAT eine erfiillende Belegung hat.

Betrachten wir zunéichst die Taskmatrix M/, die wir aus M erhalten, indem wir in
allen Klauselelementen die drei einzelnen Tasks, die nicht in den vertikalen und diagonalen
Wegen enthalten sind, entfernen. Aufgrund der vorangehenden Diskussion ist klar, dass es
fiir jede beliebige Belegung 7 der Variablen eine minimale giiltige Uberdeckung C; (M)
der Matrix M/ gibt, so dass die vertikalen Doppelwege einschliellich der zugehorigen
diagonalen Wege in den Klauselelementen genau dann gerade iiberdeckt sind, wenn das
zugehorige Literal wahr ist. Auflerdem folgt aus den vorangehenden Betrachtungen, dass
jede minimale Uberdeckung dieses Aussehen fiir eine passende Belegung 7 hat. Wir wollen
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Abbildung 3.15: Aufbau der Matrix fiir die Beispiel-Instanz C; = {z1,T3,24}, C2 = {z2, T3, Ta}
und C3 = {Z1,72,T3}. Bausteine '11’ kennzeichnen Doppelwege, 'K’ Kopplungselemente, 'K’
invertierende Kopplungselemente, U’ Unterbrechungselemente und ’C’ Klauselelemente.

die Anzahl der Blocke in einer solchen minimalen Uberdeckung bestimmen. Fir 1 <:<r
und 1 < j < 3 sei l;; die Lange des zum Literal ¢; ; gehérenden Doppelweges einschliefflich
etwaiger Unterbrechungen und einschliellich der Fortsetzung in das Klauselelement. Da
die drei Doppelwege des Klauselelements die Lingen 32, 12 bzw 4 haben, ergibt sich also

30t + 32, fallsj=1 mod 3,
li; =<30t+12, fallsj=2 mod 3,
30t+4, fallsj=0 mod 3.

Wiren die Doppelwege nicht unterbrochen, so enthielte die Uberdeckung nach Lemma
34370, Z?Zl(li + 1) = 907t + 51r Blocke zur Uberdeckung der Doppelwege. Fiir jedes
Unterbrechungselement werden aber nach Lemma 3.5 acht zusétzliche Blocke benotigt. Fiir
jedes Kopplungselement sind 28 und fiir jedes invertierende Kopplungselement 27 Blocke
erforderlich. Da fiir jedes der r Klauselelemente noch 46 Blscke fiir die Uberdeckung der
diagonalen Wege gebraucht werden, ergibt dies insgesamt

28nk + 2Tnz + 8ny + 46r +90rt 4 51r = 2y — 2r
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Blocke fiir eine minimale Uberdeckung C, (M) der Matrix M.

Ist 7 nun eine erfiillende Belegung, so ist in jedem Klauselelement eine der Kompo-
nenten in der Uberdeckung C, (M) gerade iiberdeckt. Wir konnen dann offensichtlich aus
C, (M) eine giiltige Uberdeckung fiir M; konstruieren, indem wir in jedem Klauselele-
ment eine der zusatzlichen Tasks mit einem Einerblock einer solchen geraden Komponente
zusammenfassen und die beiden anderen Tasks mit je einem Einerblock iiberdecken. Dies
ergibt 2r zusitzliche Blocke und somit hat die Uberdeckung die geforderte Anzahl z; von
Blocken.

Hat andererseits die Matrix M; eine giiltige Uberdeckung C mit z; Blécken, so in-
duziert dies auf der Matrix M/, eine giiltige Uberdeckung, die héchstens z; — 2r Blocke
hat, da mindestens zwei der Einzeltasks jedes Klauselelementes in einem Einerblock ent-
halten sind. Da eine minimale giiltige Uberdeckung von M} ebensoviele Blocke hat, muss
die induzierte Uberdeckung genau z; — 2r Blocke besitzen und somit minimal sein. Daher
definiert diese Uberdeckung eine Belegung 7 der Variablen, die genau die Literale enthiilt,
deren Doppelwege gerade iiberdeckt sind. Da die Uberdeckung der gesamten Matrix nur 2r
Blocke mehr enthélt, muss in jedem Klauselelement eine der Einzeltasks in einem Fiinfer-
block enthalten sein. Nach Lemma 3.9 muss dann aber eine der drei Komponenten des
Klauselelements gerade belegt sein und somit das entsprechende Literal wahr unter 7 sein.
Dies bedeutet aber, dass 7 eine erfiillende Belegung ist. a

Korollar 3.1 Das Férderband-Flow-Shop-Problem fiir Einheitsdistanzen ist NP-vollstin-
dig.

Beweis Wegen Satz 3.3 gibt es genau dann eine Abarbeitung der Taskmatrix M mit
einer Einheitsdistanz < K, wenn es eine giiltige Blockiiberdeckung von M mit hochstens
K Blécken gibt. Daraus folgt unmittelbar das Korollar. |



Kapitel 4

Approximationsalgorithmen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Approximationsalgorithmen fiir das Forder-
band-Flow-Shop-Problem. Fiir einen Approximationsalgorithmus A bezeichne AF (M) die
Distanz beziiglich D der Abarbeitung, die der Algorithmus A fiir eine Taskmatrix M liefert.
Fiir ¢ > 1 nennen wir A einen c-Approzrimationsalgorithmus, falls fiir alle Taskmatrizen M
AR (M) < c- AR, (M)

gilt. Das Infimum aller ¢, so dass A ein c-Approximationsalgorithmus ist, nennen wir die
Gite von A. Wir werden in diesem Kapitel einen 2-Approximationsalgorithmus fiir Ein-
heitsdistanzen sowie einen 3-Approximationsalgorithmus fiir additive Distanzen angeben.
Fiir die Abschitzung der Giite bestimmen wir in beiden Fillen zunéchst eine untere Schran-
ke fiir die Distanz einer Abarbeitung. Ausziige der ersten beiden Abschnitte sowie der
3-Approximationsalgorithmus wurden in Kurzform bereits in [7] bzw. in [9] vorgestellt.

4.1 Eine untere Schranke fiir Einheitsdistanzen

Fiir die Bestimmung der unteren Schranke benétigen wir die Begriffe aus Abschnitt 3.4,
die wir kurz wiederholen. Die (Task-)Blocke @Lj 71 ¢iner Taskmatrix sind die nicht-leeren
Folgen

T Ty Ty 1 ST=01<jp<...<jp=3j<n

von Tasks an einer Maschine P,, die alle Tasks T{; ) mit j <! < j' enthalten. Ein Block
B = @ﬁ?’j'] heifit giiltig, wenn es keine Task T' € T (M) — B gibt mit T(;,) < T < Tijr ).
Die giiltigen Blocke sind genau diejenigen, die in einer Abarbeitung als zusammenhéngen-
de Teilfolge enthalten sein kénnen. Zwei Blocke @Lf’jﬂ und @Ej’jﬂ sind unvertraglich,
wenn sie entweder eine gemeinsame Task enthalten oder wenn sowohl T, ;) < Tij1 1,
als auch T(j,,) < T{j1p,) gilt. Eine Menge von Blocken nennen wir eine (Block-)Uber-
deckung der Taskmatriz, wenn jede Task in einem Block enthalten ist. Die Uberdeckung
heift giltig, wenn sie aus paarweise vertréglichen Blocken besteht. Die Blécke einer Uber-
deckung konnen genau dann zu einer Abarbeitung angeordnet werden, wenn die Uber-

46
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deckung giiltig ist. Daher ist die Anzahl der Blocke in einer minimalen giiltigen Uber-
deckung gleich der Einheitsdistanz einer minimalen Abarbeitung. Da jede Task in einem
Block der Uberdeckung enthalten sein muss, kann eine giiltige Uberdeckung nur giiltige
Blocke enthalten. Eine Uberdeckung mit giiltigen Blcken ist aber nicht notwendigerweise
giiltig. Da eine giiltige Uberdeckung aber nur giiltige Blocke enthilt, ist die Anzahl der
Blocke in einer minimalen Uberdeckung mit giiltigen Blocken auf jeden Fall eine untere
Schranke fiir die Anzahl der Blocke in einer giiltigen Uberdeckung und somit auch eine
untere Schranke fiir die minimale Einheitsdistanz einer Abarbeitung.

Da man zu einer Task 7{; ) leicht den maximalen Index j' bestimmen kann, so dass @g,j )
ein giiltiger Block ist, lisst sich eine minimale Uberdeckung der Taskmatrix mit giiltigen
Blocken sehr einfach durch den folgenden Algorithmus bestimmen. Dieser berechnet fiir
jede Maschine P,, p = 1,...,m, 'top-down’ eine minimale Uberdeckung Cp der Tasks an
der Maschine P, mit giiltigen Blocken. Die Vereinigung C aller C, bildet dann eine minimale
Uberdeckung der Taskmatrix mit giiltigen Blocken.

Algorithmus 2 (Top-Down-Uberdeckung giiltiger Blocke)

—_

for (p=1,...,m) {
C, = 0;
while (es gibt Task 7{; ), die in keinem Block von C, enthalten ist) {

wihle eine solche Task 7(;,) mit minimalem j;
]

W N

bestimme maximales j’ > j, so dass ¢1[3j 7
Cp=CU {CI)ILJM }}§

ein giiltiger Block ist;

NN NN N AN NN T
~J O Ut
N N N e N S S e N

© oo

Da jede zusammenhéingende Teilfolge eines giiltigen Blocks wieder ein giiltiger Block ist,
ist offensichtlich, dass der Algorithmus fiir jede Maschine P, eine minimale Uberdeckung
Cp der Tasks an der Maschine P, mit giiltigen Blécken berechnet. Wir bezeichnen die
Anzahl der Blocke in C, mit LBE(M). Die Vereinigung der Top-Down-Uberdeckungen
aller Maschinen bildet dann natiirlich eine minimale Uberdeckung der Taskmatrix mit
giiltigen Blocken. Wir bezeichnen diese als Top-Down-Uberdeckung der Taskmatriz mit
gultigen Bldicken. Offensichtlich ist also

(4.1) LB®(M) := zm:LBE(M)

eine untere Schranke fiir die Einheitsdistanz einer Abarbeitung der Taskmatrix M mit m
Maschinen.
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Abbildung 4.1: Top-Down-Uberdeckungen zweier Taskmatrizen mit giiltigen Blocken. Die Uber-
deckungen sind nicht giiltig, da sie unvertriagliche Blocke enthalten.

Abbildung 4.1 zeigt die Top-Down-Uberdeckungen zweier Taskmatrizen mit giiltigen
Blocken. Da die Uberdeckung der linken Taskmatrix 14 Blocke enthilt, betrigt die Ein-
heitsdistanz jeder Abarbeitung dieser Taskmatrix mindestens 14. Die Uberdeckung der
rechten Matrix besteht aus fiinf paarweise unvertriglichen giiltigen Blocken. Jede Abar-
beitung muss daher mindestens die Einheitsdistanz 9 besitzen, da héchstens ein Block mit
zwei Tasks gebildet werden kann. Das Beispiel lédsst sich offensichtlich auf eine beliebige
Anzahl von m paarweise unvertriglichen giiltigen Blocken mit je zwei Tasks verallgemei-
nern. Dieses zeigt, dass das Verhéltnis von minimaler Distanz zur unteren Schranke dem
Wert 2 beliebig nahe kommen kann. Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, dass dieses
auch tatsichlich der schlechteste Fall ist.

4.2 Ein Approximationsalgorithmus fiir Einheitsdis-
tanzen

Wir stellen in diesem Abschnitt einen Approximationsalgorithmus vor, der Abarbeitungen
berechnet, deren Einheitsdistanz hochstens das Zweifache der unteren Schranke LB¥ (M)
aus Gleichung 4.1 ist. Wir zeigen zunichst einige bendtigte Lemmata.

Lemma 4.1 Seien B; = q)[sl’tl] und By = CID[SZ’tZ] zwer glltige Blocke einer Taskmatriz
mit py < po. Dann sind By und By genau dann unvertrdiglich, wenn die beiden folgenden
Ungleichungen gelten:

(i) 89 < 81 < tg < t1 und
(ii) s1+p1 < so+p2 <ty +p1 <ty+po.

Beweis '=’ Da B; und B, disjunkt und unvertréglich sind, folgt T, ;,) < T{t,p,) und
Tis2.p2) < Ti41,p1)- Aus der Definition von "<’ folgt daher s; <7, und sy + py < ;1 + pi.
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Nach Voraussetzung ist p; < pp. Wére s; < 89, so folgte T(s, p,) < T(s,,,) und somit
wegen T(,, »,) < T4, p,) die Ungiiltigkeit von B;. Also gilt s; < s;. Wiére ¢; < 5, so folgte
Tty p1) < Tit,p,) und daraus wegen T(,, ,,,) < T, p,) die Ungiiltigkeit von By. Also ist 2 < t;
und somit gilt Ungleichung (i).

Wiire jetzt s, +py < s1+p1, so folgte wegen der Giiltigkeit der Ungleichung (i) T(,, p,) <
T(s, py)- Dann wire aber By wegen T, 5,y < T4, p,) ungiiltig. Genauso fiihrt die Annahme
ty + p2 < t1 + p; in Verbindung mit der Giiltigkeit der Ungleichung (i) zu T(s, p,) < T(t, p1)
und somit wegen T{,, p,) < T(s,p,) zur Ungiiltigkeit von B;. Also gilt auch die Ungleichung
(ii).

'«" Die Ungleichungen (i) und (ii) implizieren offensichtlich Ti,, p,) < Tit,p,) und
Ts2.2) = Tit1,p1)- Also sind B; und B; unvertréglich. O

Lemma 4.2 Seien B, = @5 B, = ®52") und By = &5 giiltige Blocke mit pr, ps <
p3. Wenn sowohl By und Bz als auch By und Bz unvertrdiglich sind, so sind By und By
ebenfalls unvertrdglich.

Beweis Angenommen, By, Bs und By, Bj sind unvertriglich. Nach Lemma 4.1 folgen dann
die Ungleichungen
s3 < 851 < t3 <1y,

s3 < S9 < t3 < 1o,
s1+p1 < 83+p3 <t +p <t3+ ps,
Sg+p2 < 83+ p3 <ty + po <13+ ps.

Aus diesen Ungleichungen folgt einerseits s; < o und s;+p; < to+pg, d.h. Ti5, p1) < Tisy o),
und andererseits s < ¢; und so + py <ty +p1, d.h. Ty, p,) < Tit, py)- Also sind die Blocke
By und B, unvertréglich. O

Lemma 4.3 Seien B, = @Lsf’tl] und By = <I>1E,s22’t2] zwei giiltige unvertrdgliche Blicke einer
Taskmatriz mit py < pa. Dann kann der Block By so in zwei disjunkte Blocke By und
By o aufgeteilt werden, dass By und Bso zusammen alle Tasks aus By enthalten und die
Blocke By, By 1, By o paarweise vertrdglich sind.

Beweis Nach Lemma 4.1 gilt s5 < s; < ty. Daher sind der grofite Jobindex ¢}, < s
und der kleinste Jobindex s; > s1, so dass T{y, ,) bzw. T(s, 5,) Tasks sind, definiert, siehe

auch Abbildung 4.2. Die Blocke By := ®%2" und By, = ®152" sind offenbar disjunkt,
miteinander vertriglich und enthalten genau die Tasks aus B;. Da die Blécke By; und
B, als Teilblocke eines giiltigen Blocks ebenfalls giiltig sind, folgt die Vertréglichkeit der
beiden Blocke mit B; unmittelbar aus Lemma 4.1 (i). O

Wir kénnen nun offensichtlich eine giiltige Uberdeckung der Taskmatrix durch folgendes
Verfahren bestimmen. Zunichst berechnen wir die Top-Down-Uberdeckung der Taskma-
trix mit giiltigen Blécken. Dann testen wir der Reihe nach fiir p = 2,..., m, ob die Blocke
auf den Maschinen P, dieser Uberdeckung vertriiglich mit allen Blécken auf Maschinen mit
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Abbildung 4.2: Aufteilung eines giiltigen Blocks zur Entfernung einer Unvertriglichkeit.

kleinerem Index sind. Falls dies fiir einen Block B nicht der Fall ist, kann nach Lemma
4.2 eine Unvertréglichkeit mit hochstens einem Block auf einer Maschine mit kleinerem
Index vorliegen. Wir beseitigen dann diese Unvertréglichkeit, indem wir den Block B wie
im Beweis zu Lemma 4.3 in zwei Blocke aufteilen. Offensichtlich erhalten wir dadurch
eine giiltige Blockiiberdeckung, die hochstens zweimal soviele Blocke enthélt wie die Top-
Down-Uberdeckung mit giiltigen Blocken, d.h. hiochstens zweimal soviele Blocke wie die
untere Schranke LB"(M). Dass das Verhiltnis der Anzahl der erzeugten Blocke zur unte-
ren Schranke dem Wert 2 beliebig nahe kommen kann, ist klar, da wir aus dem Beispiel aus
Abbildung 4.1 wissen, dass auch das Verhiltnis einer optimalen Lésung zur unteren Schran-
ke dem Wert 2 beliebig nahe kommen kann. Dieses Beispiel schliefit allerdings noch nicht
aus, dass das Verhiltnis zu einer optimalen Losung immer kleiner als ¢ fiir eine Konstante
¢ < 2 sein konnte. Dass dies nicht der Fall ist, zeigt eine Verallgemeinerung des Beispiels
aus Abbildung 4.3, bei dem fast jeder Block der Top-Down- Uberdeckung giiltiger Blocke
aufgeteilt wird, obwohl die Anzahl der Blicke einer minimalen giiltigen Uberdeckung gleich
der unteren Schranke ist. In diesem Beispiel kénnten nach dem Aufteilen der Blocke wie-
der Blicke zusammengefasst werden, um eine giiltige Uberdeckung mit weniger Blécken
zu erhalten. Der Algorithmus auf der néichsten Seite erzeugt von vornherein nur giiltige
Uberdeckungen, in denen keine Blicke mehr zusammengefasst werden kénnen. Er arbei-
tet fast genauso wie der Algorithmus zur Berechnung der Top-Down-Uberdeckung mit
giiltigen Blocken. Anstelle von maximal giiltigen Blécken bestimmt er jedoch solche ma-
ximalen Blocke, die giiltig und zugleich vertréglich mit allen bereits berechneten Blécken
sind. Wir nennen den Algorithmus Top-Down-Cover und die von ihm berechnete giiltige
Uberdeckung die Top-Down-Uberdeckung der Taskmatriz mit vertriglichen Blicken. Da
Einerblécke stets giiltig und mit allen giiltigen Blocken vertréiglich sind, ist offensichtlich,
dass der Algorithmus eine giiltige Blockiiberdeckung berechnet. Der folgende Satz zeigt,
dass seine Giite < 2 ist.

Satz 4.1 Die von Algorithmus 3 berechnete Top-Down-Uberdeckung einer Taskmatriz M
mit vertriglichen Blicken enthdlt hochstens 2 LBE (M) Blocke und damit hichstens zwei-
mal soviele Blécke wie eine minimale giiltige Uberdeckung.
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Abbildung 4.3: Top-Down-Uberdeckung giiltiger Blécke (links), giiltige Uberdecliung des Al-
gorithmus, bei der fast jeder Block aufgeteilt wird (Mitte) und minimale giiltige Uberdeckung
(rechts)

Algorithmus 3 (Top-Down-Uberdeckung vertriiglicher Blocke)

—

C =0
for (p=1,...,m) {
while (es gibt Task 7{; ), die in keinem Block von C enthalten ist) {
wéhle eine solche Task T{;,) mit minimalem j;
bestimme maximales j' > j, so dass <I>1L,j ] giiltig
und mit allen Blocken aus C vertréglich ist;
¢ =cu{ef};
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Abbildung 4.4: Taskblock (I)g3,5] aus der Top-Down-Uberdeckung giiltiger Blocke (links) wird von
Algorithmus 3 zweifach unterteilt (rechts).

Beweis Wir zeigen, dass fiir jede Maschine P, die Anzahl der Blécke an der Maschine P,
in der berechneten Uberdeckung héchstens zwelmal so grof} ist wie die Anzahl LBE(M)
der Blscke an dieser Maschine in der Top-Down-Uberdeckung mit giiltigen Blocken. Seien
dazu Bi,..., By, k= LBg(M), die Blocke der Top-Down-Uberdeckung giiltiger Blocke und
Bi, ..., Bl die vom Algorithmus berechneten Blocke an dieser Maschine, jeweils aufsteigend
sortiert nach den Jobindizes der ersten Tasks der Blocke.

Wir behaupten, dass fiir jedes j € {1,...,k} hochstens die ersten 2j der Blocke
Bi,...,B] benétigt werden, um alle Tasks aus den Blocken Bj,...,B; zu iiberdecken.
Aus dieser Behauptung folgt unmittelbar der Satz. Angenommen, die Behauptung trifft
nicht zu. Dann sei j minimal, so dass die Behauptung fiir dieses j nicht gilt. Nach Wahl
von j werden dann die Blécke By, ..., B; 1 von den Blécken By, ..., By, , iiberdeckt. Aus
Lemma 4.2 und Lemma 4.3 folgt, dass B, so in zwei Blocke B;; und B, aufgeteilt werden
kann, dass beide Blocke mit allen bereits vom Algorithmus berechneten Blécken auf Ma-
schinen P, ¢ < p, vertréglich sind. Da dies dann auch fiir alle Teilblécke von B;; und von
B, gilt und da der Algorithmus ’top-down’ maximale vertrégliche Blocke berechnet, muss

Bj, von By, ..., B;; ; und Bj, von By, ..., By, iiberdeckt werden. Daraus ergibt sich ein
Widerspruch zu unserer Annahme, dass By, ..., B; nicht von B, ..., By; iiberdeckt wird.
O

Man beachte, dass es vorkommen kann, dass Algorithmus 3 fiir die Uberdeckung eines
Blocks aus der Top-Down-Uberdeckung giiltiger Blocke drei Blocke bendtigt, siehe Ab-
bildung 4.4. In den meisten Fillen diirften die berechneten Blockiiberdeckungen jedoch
weniger Blocke aufweisen als beim einfachen Aufteilen der nicht vertraglichen Blocke. Al-
lerdings hat auch dieser Algorithmus keine Giite < 2. Um dies zu sehen, betrachten wir
die Taskmatrizen My ., die fiir alle ganzen Zahlen k > 3, r > 1 wie folgt definiert sind.
My hat k + r(2k — 2) Maschinen und k(2k — 1) Jobs. Jeder Job hat Tasks an genau den
Maschinen Py, P, und Py ii2k-2), ¢ =1,...,7. Das obere Bild in Abbildung 4.5 zeigt die
Taskmatrix M3 4 mit der Top-Down-Uberdeckung vertréglicher Blécke nach Algorithmus
3. Es ist leicht zu sehen, dass der Algorithmus fiir die Taskmatrix M, an jeder Maschine,
die Tasks besitzt, 2k — 1 Blocke der Linge k liefert. Somit enthilt die Uberdeckung insge-
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Abbildung 4.5: Top-Down-Uberdeckung vertriglicher Blocke nach Algorithmus 3 (oberes Bild)

und minimale giiltige Uberdeckung (unteres Bild) der Taskmatrix M3 4.
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samt (r+2)(2k—1) Blocke. Andererseits erhilt man eine bessere giiltige Blockiiberdeckung,
wenn man die Tasks an den Maschinen Py jor—2), ¢ = 1,...,7, jeweils durch £ Blocke der
Lange 2k — 1 iiberdeckt und die Tasks an den Maschinen P, und P jeweils abwechselnd
durch Blocke der Lange £ und k£ — 1, siehe unteres Bild in Abbildung 4.5. Auf diese Weise
erhilt man eine giiltige Blockiiberdeckung mit rk + 2(2k) = (r + 4)k Blocken. Fiir r — oo
strebt das Verhéltnis dieser beiden Losungen gegen den Wert % Da k > 3 beliebig ist,
zeigt dies, dass die Giite von Algorithmus 3 nicht kleiner als 2 ist.

Wir wollen nun eine Implementierung von Algorithmus 3 mit einer Laufzeit von O(nm)
angeben. Fiir den Beweis der Korrektheit benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.4 Seien B, = @lel’tl] und By = @}fﬁ’”] zwei giltige, unvertrdgliche Blicke mait
p1 < pa2. Dann existiert keine Task T, o mit pr < q < pa.

Beweis Nach Lemma 4.1 wissen wir, dass so < s7 < ty und sy + py < t; + p; gilt.
Angenommen, es gibe eine Task T, o) mit p; < ¢ < po. Falls s; + ¢ < t; + p; gilt, so
folgt Tis, p1) < Tis1,9) < Tit1,p1) und damit die Ungiiltigkeit von Block B;. Andernfalls gilt
Sy+py < ti+p1 < s1+qund es folgt Ty, py) < Tisy,q) < Tit,p,) und damit die Ungiiltigkeit
von B,. O

Man betrachte nun Algorithmus 4 auf der nichsten Seite, der neben den in Abschnitt
2.3 definierten Feldern noch ein Feld E[p][j] benutzt. Dieses Feld gibt fiir den Fall, dass
bereits ein Block @Lj’k] fiir ein k& > j definiert ist, das Blockende k£ an. Andernfalls ist
Efp][j] = —oo.

Satz 4.2 Algorithmus 4 berechnet die Top-Down-Uberdeckung vertriglicher Blicke in Zeit
O(nm).

Beweis Es ist offensichtlich, dass der Algorithmus eine Laufzeit in O(nm) besitzt, da
er die Taskmatrix genau einmal Spalte fiir Spalte durchlduft und die Felder 'FirstJobl.]’,
'NextJob[.][.]’, 'NextMachine|.|[.]’ und 'PrevMachine].][.]’ in einem Vorverarbeitungsschritt
in Zeit O(nm) berechnet werden konnen.

Es ist ferner leicht zu sehen, dass der Algorithmus die Variable ’giiltig’ in Zeile (14)
genau dann auf ’false’ setzt, wenn es eine Nachfolgertask von Tipiockstart,p) gibt, die eine
Vorgéngertask jeder Task Ty p) mit &' > k ist, und somit das bisher gefundene Blockende
bereits den maximalen giiltigen Block definiert. Genauso leicht sieht man, dass in dem Fall

in dem der Algorithmus die Variable 'vertriglich’ auf 'false’ setzt, jeder Block @Lbloc}{smt’ti

mit ¢ > k unvertréglich mit dem bereits definierten Block @gk’E[q][k]] wire. Da der Algo-

rithmus nur giiltige Blocke erzeugt, kann er andererseits keinen Block @Ls’t] erzeugen, der

unvertriglich mit einem bereits berechneten Block @Ef”tl] mit ¢ < p ist. Nach Lemma 4.1
ist dann ndmlich s < s’ < ¢ und der Algorithmus wiirde wegen Lemma 4.4 in der Zeile (15)

die Unvertréglichkeit der Blocke feststellen. O

Eine Abarbeitung zu der Top-Down-Uberdeckung vertriglicher Blocke lisst sich eben-
falls in Zeit O(nm) erzeugen. Man betrachte dazu den folgenden Algorithmus, der entspre-
chend den Beweisen von Lemma 3.3 bzw. Satz 3.3 aus einer gegebenen giiltigen Blockiiber-
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Algorithmus 4 (Top—Down—Uberdeckung vertriglicher Blocke)

C=0;
Setze E[p|[j] = —oo fiir alle Maschinenindizes p und alle Jobindizes j;
for (p=1,...,m) {
blockstart = FirstJoblp];
while (blockstart < n) {
rdiag = blockstart + NextMachine[blockstart][p];
blockende = blockstart;
giiltig = "true’;
vertriaglich = ’true’;
k = blockstart + 1;
while (k < n && giiltig && vertriglich) {
g = PrevMachine[k][p];
if (k + p > rdiag Il k + g > blockstart + p)
giiltig = 'false’;
else if (¢ > 1 && q + E|q][k] > blockstart + p)
vertriglich = 'false’;
else {
if (k + NextMachine[k][p] < rdiag)
rdiag := k + NextMachine[k][p];
if (T(lc,p) ist Task)
blockende := k;
k:=k+1;

DN DO DO D) = = = e e e e el e el e e —

}
}
C:=CU (I) [blockstart blockende]
E[p] [blockstart] = blockende
blockstart := NextJob|[p] [blockende];
} /* while (blockstart < n) */

} /*¥for (p=1,...,m)*/
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deckung eine Abarbeitung erzeugt, indem er sukzessive jeweils den freien Block <I>][)j’j’] mit
minimalem Index j entfernt. Die Blocke ergeben dann in der Reihenfolge, in der sie ent-
fernt werden, eine Abarbeitung der Taskmatrix. Der Algorithmus kennzeichnet die Blocke
in einem Feld B[1...m][l...n] wie folgt. Fiir jeden Block 37" wird Bip|lj], Blplls +
1],..., B[p][j' — 1] auf j' und Blp][j'] auf j gesetzt. Alle anderen Eintrége sind 0. Die Task

Tiip) 1st also genau dann die letzte Task in einem Block, wenn Bp][j] # 0 und Bp][j] < j

gilt. Der Algorithmus durchsucht die Taskmatrix zeilenweise nach dem freien Block ®L*/"

mit minimalem j. In einem Feld s[.] wird die aktuelle Maschinenposition fiir jeden Zeile
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gespeichert. Trifft der Algorithmus in der Zeile j auf einen Block, der nicht in dieser Zeile
endet, so fihrt er in der Zeile j+1 an der Position s[j+ 1] fort. Trifft er in der Zeile 5" auf das
Ende eines Blocks @,L,j’jl], so wird der Block ausgegeben, die Positionen s[j], s[j+1], ..., s[/’]
werden auf den Wert p + 1 gesetzt und es wird in der Zeile j an der Stelle s[j] = p+ 1
fortgefahren.

Algorithmus 5 (Abarbeitung aus giiltiger Uberdeckung C)

(1) A=0;
(2)  BiJp][j] = 0 fiir alle Maschinenindizes p und alle Jobindizes j;
(3) s[j] =1 fiir alle Jobindizes j;
(4) for all (<I>£,j’j'] € C) { /* Blocke in B[.][.] markieren */
(5) for (k=j;k <j'yk++) Blp][k] := j;
(6) Blpllj') = j;
(1)}
(8) job=1;
(9)  while (job <n) {
(10) p = s[job];
(11) while (p < m && Blp|[job] =0) p=p+ 1;
(12) sljob] = p;
(13) if (p > m |l Blp][job] > job)
(14) job = job + 1;
(15) else { /* Blockende eines freien Blocks gefunden */
(16) j = Blpl[job];
(17) A= (A, &),
(18) for (k=j;k <job;k++) s[k] =p+1;
(19) job = j;
(20) }
(21)  } /* while (job <n) */

Es ist leicht zu sehen, dass der Algorithmus nacheinander die freien Blécke <I>1[,j’ﬂ mit
minimalem j (oder gleichbedeutend minimalem j') entfernt. Nach den Beweisen von Lemma
3.3 bzw. Satz 3.3 erzeugt der Algorithmus daher eine Abarbeitung A, deren Einheitsdistanz
héchstens so grof ist wie die Anzahl der Blécke in der Blockiiberdeckung. Es ist nicht schwer
zu sehen, dass die Laufzeit des Algorithmus in O(nm) liegt. Wir haben daher den folgenden

Satz.

Satz 4.3 Fine Abarbeitung einer Taskmatriz M, deren FEinheitsdistanz hochstens das Zwei-
fache der unteren Schranke LB®(M) und somit hichstens das Zweifache der Distanz einer
minimalen Abarbeitung betrdgt, kann in Zeit O(nm) berechnet werden.
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4.3 Eine untere Schranke fiir additive Distanzen

Die Distanzmatrix D = (0p,q)o<p,q<m beschreibt in diesem Abschnitt immer additive Di-
stanzen. Um die nachfolgenden Definitionen und Beweise zu erleichtern, fiigen wir bei
additiven Distanzen der Taskmenge 7 (M) eine zusétzliche spezielle Starttask 1o und
eine zusdtzliche spezielle Endtask T( ) hinzu. Da fiir jede andere Task T" nach Definition
der Vorgéngerrelation Tg ) < T und T' < T{0) gilt, bewirkt dies lediglich, dass jede Teil-
abarbeitung mit der speziellen Starttask T{o) beginnt und dass jede Abarbeitung mit der
speziellen Endtask 7,0y endet. Die Distanz einer Abarbeitung A = (T(j, p1)s-- - Lo o))
der Taskmatrix verindert sich durch diese Modifikation nicht, lidsst sich aber vereinfachend
durch

r—1
A(A) = Z 5piypi+1
=1

angeben. In Beispielen und Abbildungen werden wir diese speziellen Tasks in der Regel
vernachlissigen.

Sei 1l < s < m—1 ein Maschinenindex. Eine Task 1{; ) liegt links von P, falls p < s, und
rechts von P; andernfalls. Zwei Tasks 17, T3 liegen auf der gleichen Seite von P;, wenn beide
links von P; oder beide rechts von P; liegen. Andernfalls liegen sie auf entgegengesetzten
Seiten von P;. Man betrachte eine Teilabarbeitung A = (T, T, ..., T,) von M. Wir nennen
jedes Paar (T;,T;,,) aufeinander folgender Tasks in der Teilabarbeitung eine Bewegung.
Die Bewegung heifit eine Rechts-Bewegung bzw. Links-Bewegung, falls der Maschinenindex
von 7;.; groBer bzw. kleiner als der Maschinenindex von 7; ist. Falls 7; und 7;,; auf
entgegengesetzten Seiten von P; liegen, so nennen wir die Bewegung eine P;-Bewegunyg.
Wir sprechen von einer Rechts-Ps-Bewegung, falls T;,, rechts von Py liegt, und von einer
Links-P;-Bewegung, falls T; 1 links von P liegt.

Fiir s = 1,...,m — 1 bezeichnen wir mit R;(A) die Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen
in der Teilabarbeitung A. Ist A eine Abarbeitung, so ist die erste Task T} = T{g) und die
letzte Task T, = T{,0). Somit muss die Anzahl der Links- P;-Bewegungen der Abarbeitung
A gleich der Anzahl der Rechts- P;-Bewegungen sein. Da bei additiven Distanzen fiir p < ¢
die Entfernung ¢, , von Maschine P, zu Maschine P, gleich der Summe der Entfernungen
Oppt1+0pt1pra+ ..., +04-1,4 ist, folgt wegen der Symmetrie 6, , = d,, und wegen dg; = 0,
dass die Distanz der Abarbeitung A durch

(4.2) A(A) = QmZ_l(SS,sHRS(A)

gegeben ist. Wir wollen nun eine untere Schranke fiir die Anzahl R (A) der Rechts-P;-
Bewegungen in einer Abarbeitung A der Taskmatrix bestimmen, um damit aus Gleichung
(4.2) eine untere Schranke fiir die Distanz einer Abarbeitung zu gewinnen.

Eine Folge T7,...,T, von Tasks heifit Ps-alternierend, wenn die Tasks der Folge ab-
wechselnd links und rechts von P; liegen. Gilt fiir eine Ps-alternierende Folge T7,...,7,,
dass T} < ... < T, so ist die Anzahl der Tasks in der Folge, die rechts von P; liegen,
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Abbildung 4.6: R3-Task T( ) (links) und Lz-Task T(5 ) (rechts). Die grau unterlegten Bereiche
diirfen keine Tasks enthalten.

offensichtlich eine untere Schranke fiir die Anzahl der Rechts-Ps-Bewegungen in einer Ab-
arbeitung der Taskmatrix. Um eine mdoglichst gute untere Schranke zu erhalten, suchen
wir natiirlich eine solche Folge, die eine maximale Anzahl von Tasks enthélt.

Sei T' = T{;p) eine Task von M und sei s, 1 < s < m — 1 ein Maschinenindex.

1. Wir nennen T eine R}-Task von M, falls T rechts von Py liegt und es aufler 7" keine
weitere Task 7" = T{;r ) € T (M) rechts von P, mit j' > j und j' + p’ < j + p gibt.

2. Wir nennen 7 eine L}-Task von M, falls T links von P; liegt und es aufler 7" keine
weitere Task 7" = T{;r ) € T(M) links von P, mit j' < j und j' + p’ > j + p gibt.

Abbildung 4.6 verdeutlicht die obige Definition. Die speziellen Tasks T{o) und T{«,0) sind
nach der Definition fiir jedes s € {1,...,m — 1} L}-Tasks.
Seien Ty = T(;, p.), T2 = T(j, p,) Tasks von M und sei 1 < s <m — 1.

1. Wir nennen (73,T5) ein LR;-Paar von M, wenn die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind:

(a) T3 ist eine L3-Task, T5 ist eine R}-Task und 77 < Ts.
(b) Es gibt keine Task T" = T, ;) rechts von P; mit 71 < T und j 4 p < ja + po.

2. Wir nennen (73, T,) ein RL;-Paar von M, falls die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind:

(a) Ty ist eine R}-Task, T ist eine Lj-Task und 77 < Ts.
(b) Es gibt keine Task T' = T ;) links von P, mit 7y < 7T und j < js.

Abbildung 4.7 verdeutlicht die obige Definition. Wenn 7" eine L}-Task ist, die einen
Nachfolger rechts von P, besitzt, so gibt es offensichtlich eine eindeutig bestimmte Task 7"
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Abbildung 4.7: LR3-Paar (T(4,1),T(6,5)) (links) und RLs-Paar (T(17),T(7.4)) (rechts). Die grau
unterlegten Bereiche diirfen keine Tasks enthalten.

rechts von P;, so dass (7,T") ein LR,-Paar ist. T = T(;r  ist die Nachfolgertask von T
rechts von P, fiir die j'+p’ minimal ist, und falls mehrere solche Tasks existieren, diejenige
von diesen mit minimalem p'. Ist T eine R-Task, die einen Nachfolger links von P; besitzt,
so gibt es offensichtlich eine eindeutig bestimmte Task 7" links von P;, so dass (7,7T") ein
RL,-Paar ist. T" = T{;: ;) ist die Nachfolgertask von T links von P, fiir die j' minimal ist,
und falls mehrere solche Tasks existieren, diejenige von diesen mit maximalem p'.

Fir s € {1,...,m — 1} nennen wir eine Folge T1,...,7T, von Tasks aus T (M) eine
s-Kette von M, falls die folgenden Bedingungen gelten:

1. T ist eine L}-Task oder eine R}-Task.

2. Fir ¢ = 1,...,7 — 1 ist T;;; die eindeutig bestimmte Task, so dass (7}, 7T;;1) ein
LR,-Paar bzw. ein RL,-Paar ist.

Wir nennen die eindeutig bestimmte s-Kette T7,...,7, mit der maximalen Anzahl
von Tasks, die mit der Li-Task T} = T{o0) beginnt, die vollstindige s-Kette von M. Da
die Endtask T(. ) ein Nachfolger aller anderen Tasks ist, hat die vollstéindige s-Kette
immer eine ungerade Anzahl von Tasks. Die letzte Task in der Kette liegt links von P
und besitzt keinen Nachfolger rechts von P;. Es muss sich dabei aber nicht unbedingt
um die Endtask T(., ) handeln. Offensichtlich lisst sich die vollstéindige s-Kette einfach
bestimmen. Wir bezeichnen die Anzahl der Tasks in der vollstéindigen s-Kette von M, die
rechts von Ps liegen, mit R™"(M). Natiirlich ist R™"(M) eine untere Schranke fiir die
Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen in jeder Abarbeitung der Taskmatrix. Somit ist

m—

(4.3) LBA(M, D) Z 85,511 R™M™ (M)

=1
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eine untere Schranke fiir die Distanz jeder Abarbeitung von M beziiglich der additiven
Distanzmatrix D = (dp,4). Im Fall linearer Distanzen bezeichnen wir die untere Schranke
mit LB"™(M). Diese ergibt sich dann vereinfacht durch

(4.4) LB"™ (M) :=2 mz_ R™™(M)

Wir wollen noch kurz zeigen, dass die untere Schranke R™"(M) scharf ist, d.h., dass
es immer eine Abarbeitung mit genau dieser Anzahl von Rechts-P;-Bewegungen gibt. Sei
Iy = (T1,...,T,) mit T; = 1};, ,,y die vollstéindige s-Kette von M fiirein s € {1,...,m—1}.
Wir zeigen durch Induktion, dass die folgende Aussage fiir k = 1,...,r gilt:

Es gibt eine Teilabarbeitung Ay = (T7,...,T} ) von M mit T} = T}, die genau k — 1

P;-Bewegungen aufweist und folgende Eigenschaft erfiillt:
1. Falls k£ ungerade ist, so sind alle Tasks T{; ;) rechts von P mit j < jj in A enthalten.

2. Falls k gerade ist, so sind alle Tasks 7T{;p) links von Py mit j +p < ji + pg in Ay
enthalten.

k =1: Wegen T} = T, erfiillt Ay = (T1) offensichtlich die Behauptung.
1 < k < r: Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Sei k gerade. Dann ist (Tj_1,7}) ein LRs-Paar. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es eine Teilabarbeitung Ay, = (77,...,7; ) mit 7; = T, ; und genau
k — 2 P,-Bewegungen, so dass Ay_; alle Tasks T{;) rechts von Py mit j < jx_
enthélt. Da (Ty_1,T) ein LR,-Paar ist, existieren keine Tasks T(;p rechts von
P mit j > ji_1 und j + p < ji + pr. Dann existieren aber fiir Tasks T{;p) links
von P; mit j + p < jx + pi offensichtlich keine Vorgénger rechts von P, die
nicht in A;_; enthalten sind. Daher kénnen wir A;_; mit nur einer zusétzlichen

P;-Bewegung zu der gewiinschten Teilabarbeitung A fortsetzen.

2. Sei k ungerade. Dann ist (T_1, 7)) ein RL;-Paar. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es eine Teilabarbeitung Ay_y = (77,...,7; ) mit 7; = T} ; und genau
k — 2 P,-Bewegungen, so dass Ay_; alle Tasks 1{;) links von P; mit j +p <
Jk—1~+ pr—1 enthélt. Da (Tj_1,T}) ein RL,-Paar ist, existieren keine Tasks 7{; )
links von P, mit j+p > jr_1 +pr—1 und j < j;. Dann existieren aber fiir Tasks
T(;p) Techts von P, mit j < j; offensichtlich keine Vorgénger links von P;, die
nicht in A;_; enthalten sind. Daher kénnen wir A;_; mit nur einer zusétzlichen
P;-Bewegung zu der gewiinschten Teilabarbeitung A fortsetzen.

Da r ungerade ist, folgt aus der Induktionsbehauptung fiir £ = r, dass es eine Teilab-
arbeitung A, = (T{,...,T} ) mit T} = T, und genau r — 1 P,-Bewegungen gibt, so dass
A, alle Tasks T{;p) rechts von P; mit j < j, bereits enthélt. Da 7, links von P; liegt und
I's die vollstandige s-Kette ist, gibt es keine Tasks T{;,) rechts von P mit j > j,. Daher
kann A, ohne weitere P;-Bewegung zu einer Abarbeitung fortgesetzt werden und hat dann
genau R™"(M) Rechts-P,-Bewegungen.
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4.4 Ein Approximationsalgorithmus fiir additive Di-
stanzen

Wie im vorigen Abschnitt beschreibt die Distanzmatrix D auch in diesem Abschnitt immer
additive Distanzen und wir fiigen der Taskmenge wieder die speziellen Tasks T(g ) und
T (0,0 hinzu. Wir werden einen Approximationsalgorithmus angeben, der eine Abarbeitung
von M berechnet, deren Distanz hochstens das Dreifache der unteren Schranke LB*(M, D)
ist.

Man betrachte eine beliebige Abarbeitung A = (71,75, ..,T,) der Taskmatrix M und
einen Maschinenindex 1 < s < m — 1. Wir unterteilen A in maximale nicht-leere Folgen

LOaRlaLlaRQaLQa E '7Rt’Lta

so dass die Teilfolgen L;, i = 0,...,t, nur Tasks links von P, und die Teilfolgen R;, 7 =
1,...,t, nur Tasks rechts von P, enthalten. Wir nennen eine solche Aufteilung eine RL,-
Aufteilung von A. Man beachte, dass aufgrund der Tasks T{g o) und T( ) die erste und
die letzte Task der Abarbeitung immer links von P; liegen. Wir werden den Begriff RL;-
Aufteilung jedoch auch auf Teilfolgen von Abarbeitungen anwenden. In diesem Fall kann
die Aufteilung dann auch rechts von P; beginnen bzw. enden.

Betrachte nun die obige RL;-Aufteilung und ein k£ € {1,...,t — 1}. Falls die Teilfolge
Ry keinen Vorgénger einer Task aus Ly enthilt, so stellt die Taskfolge, die sich aus der
Vertauschung von Ry und Ly ergibt, nach Lemma 2.3 ebenfalls eine Abarbeitung dar. Ge-
nauso ist fiir den Fall, dass die Teilfolge L; keinen Vorgénger einer Task aus Ry ; enthilt,
die Taskfolge, die aus der Vertauschung von Lj und Ry, resultiert, eine Abarbeitung. Wir
nennen jede dieser Vertauschungen einen RL-Austausch. Man beachte, dass Ly und L; nie
an einem RL,-Austausch beteiligt sind. In Abbildung 4.8 ist ein solcher RL,-Austausch
gezeigt. In der Abbildung ist die Abarbeitung durch eine Linie in der Taskmatrix darge-
stellt, welche die Bewegungen des Arbeiters kennzeichnet. Wir werden diese Darstellung
einer Abarbeitung im Folgenden immer wieder benutzen.

Durch einen RL-Austausch wird die Distanz der Abarbeitung verringert, da die Anzahl
der Rechts-P;-Bewegungen sich dabei um eins verringert und die Anzahl der Rechts-Py-
Bewegungen fiir s’ # s sich nicht erh6ht. Um dies zu sehen, betrachten wir zunéchst den
Fall, in dem Ry mit Ly vertauscht wird. Dann dndert sich die Abarbeitung von

Lo, Ry,Lq,...,Lg_1, R, Lg, Rgy1, - - ., Ry, Ly,
durch den RL,-Austausch zur Abarbeitung
Lo, Ri,Ly,..., Ly 1, Ly, Ry, Rgi1, ..., Ry, Ly
Es ist offensichtlich, dass sich die Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen dabei um genau eins

verringert. Um zu sehen, dass sich die Anzahl der Rechts-Py-Bewegungen fiir s’ # s nicht
erhoht, betrachten wir die Bewegungen, die in beiden Abarbeitungen unterschiedlich sind.
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Abbildung 4.8: RL3-Austausch von R; und L;. Die Linie in der Taskmatrix M = (p;,,) zeigt die
Bewegungen des Arbeiters bei der Abarbeitung. Ein vertikaler Verlauf zeigt an, dass der Arbeiter
an der Maschine verbleibt, wihrend die Jobs soweit wie moglich aufriicken. Ein diagonaler Verlauf
durch einen Eintrag u;, bedeutet, dass sich der Arbeiter an Maschine P, vorbeibewegt, wihrend
diese von Job J; belegt ist. Ein horizontaler Verlauf zwischen den Eintréigen p; , und ;11 , besagt,
dass der Arbeiter die Maschine P, passiert, wobei der Job J; diese Maschine bereits verlassen
hat, wéhrend der Job J;,; diese Maschine noch nicht erreicht hat.

Seien T7*~*, TL% und TF* die letzten Tasks von Ly_y, Ly bzw. Ry, und seien T%% TLs und

TaR "1 die ersten Tasks von Ry, Ly bzw. Ry,;. Dann sind die drei Bewegungen
(4.5) (T, Tg%), (T, T, (Tee, T,

der ersten Abarbeitung durch die drei Bewegungen

(4.6) (T, Te), (T, T, (1%, T,

in der zweiten Abarbeitung ersetzt. Wir betrachten zunéchst den Fall 1 < ¢ < s. Ist
die erste Bewegung aus (4.6) eine Rechts-Py-Bewegung, so trifft dies offensichtlich auch
auf die erste Bewegung aus (4.5) zu. Ist die zweite Bewegung aus (4.6) eine Rechts-Py-
Bewegung, so ist die dritte Bewegung aus (4.5) ebenfalls eine Rechts- Py-Bewegung. Die
dritte Bewegung aus (4.6) kann wegen s’ < s keine Rechts- Py-Bewegung sein. Also hat
sich die Anzahl der Rechts- Py-Bewegungen fiir 1 < s’ < s durch den RL,-Austausch nicht
erhoht. Man betrachte nun den Fall s < s < m — 1. Dann kann die erste Bewegung
aus (4.6) keine Rechts-Py-Bewegung sein, und falls die zweite bzw. die dritte Bewegung
aus (4.6) eine Rechts-Py-Bewegung ist, so ist offensichtlich auch die erste bzw. die dritte
Bewegung aus (4.5) eine Rechts-Py-Bewegung. Also hat sich auch fiir s < ' < m —1 die
Anzahl der Rechts- Py-Bewegungen nicht erhoht.
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Fiir den Fall des RL,-Austausches von L, und Ry, &ndert sich die Abarbeitung von
Lo, Ry, Lq,..., Ry, L, Rgvy Ligyvy - - Ry, Ly,
durch den RL;-Austausch zur Abarbeitung
Lo, Ry, Lq,..., Ry, Rky1, L, Ly 1, - -, Ry, Ly

Es ist wieder offensichtlich, dass sich die Anzahl der Rechts-P;,-Bewegungen dabei um
genau eins verringert. Um zu sehen, dass sich die Anzahl der Rechts-Py-Bewegungen fiir
s' # s nicht erhoht, betrachten wir wieder die Bewegungen, die in beiden Abarbeitungen
unterschiedlich sind. Seien TR, TLk und T,**' die letzten Tasks von Ry, Ly bzw. Ry,
und seien TF* TF+1 yund T**' die ersten Tasks von Ly, Ry, bzw. Li 1. Dann sind die
drei Bewegungen

(4.7) (L%, Tye), (T, T, (T T)
der ersten Abarbeitung durch die drei Bewegungen
(4.8) (T, Ty, (T, Ty, (T, Tyt

in der zweiten Abarbeitung ersetzt. Fiir 1 < s’ < s kann offensichtlich hochstens die dritte
Bewegung aus (4.8) eine Rechts- Py-Bewegung sein. Ist dies der Fall, so trifft dies auch auf
die zweite Bewegung aus (4.7) zu. Fiir s < s’ < m — 1 kann hochstens die erste Bewegung
aus (4.8) eine Rechts- Py-Bewegung sein. Ist dies der Fall, so gilt dies offensichtlich ebenfalls
fiir die zweite Bewegung aus (4.7). Also hat sich durch den RL;-Austausch die Anzahl der
Rechts-P,,-Bewegungen fiir kein s’ erhoht.

Unser Approximationsalgorithmus lédsst sich nun einfach wie folgt formulieren:

Algorithmus 6 (Approximationsalgorithmus fiir additive Distanzen)

(1)  Starte mit einer beliebigen Abarbeitung A = (17,...,7,) von M;
(z.B. Tasks lexikographisch nach (Jobindex, Maschinenindex) sortiert)

(2) while (RLs-Austausch fiir ein s € {1,...,m — 1} moglich)

(3) fithre RL;-Austausch durch;

Es ist offensichtlich, dass der Algorithmus terminiert, da sich bei jedem RL,-Austausch
die Distanz der Abarbeitung verringert. Wir werden spéter zeigen, dass der Algorithmus
mit einer Laufzeit von O(nm), d.h. mit einer Laufzeit, die linear in der Gréfie der Taskma-
trix ist, implementiert werden kann. Zunéchst wollen wir jedoch die Giite des Algorithmus
abschétzen. Dazu ben6tigen wir einige Lemmata. Das folgende Lemma ist eine einfache Fol-
gerung aus den Definitionen eines LR~ bzw. RL,-Paares. Zur Veranschaulichung betrachte
man auch Abbildung 4.9.
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Abbildung 4.9: Zum Beweis von Lemma 4.5. Die grau unterlegten Bereiche enthalten aufgrund
der Definition eines LRs- bzw. RLs-Paares keine Tasks.

Lemma 4.5 Seis, 1 < s < m—1, ein Maschinenindex und seien Ty = T(j, p,y, To = T{j, p,)
und T' = T(;) Tasks.

1. Falls (T1,T,) ein LRy-Paar von M und T ein Nachfolger von Ty ist, der rechts von
Py liegt, so gilt 7 + p > jo + po und in jeder Abarbeitung von M sind alle Tasks
T = Ty mit p' > s und j' +p' < jo + pp bereits abgearbeitet, wenn die Task T
bearbeitet wird.

2. Falls (T1,Ty) ein RLs-Paar von M und T ein Nachfolger von Ty ist, der links von
Py liegt, so gilt j > jo und in jeder Abarbeitung von M sind alle Tasks T" = T(; )
mit p' < s und j' < jo bereits abgearbeitet, wenn die Task T bearbeitet wird.

Beweis

1. Die Aussage j + p > jo + po folgt direkt aus der Definition eines LRs-Paares. Sei
T" =T py mit p' > sund j'+p' < ja+po. Aus der Definition eines LR,-Paares folgt,
dass 7" kein Nachfolger von 77 ist. Also gilt j' < j;. Wegen 17 < T ist andererseits
j1 < 7 und somit j' < j. Wegen j' + p' < jo + p2 < j + p ist T' daher ein Vorgénger
von T und muss somit in jeder Abarbeitung vor T ausgefiihrt werden.

2. Die Aussage j > j, folgt direkt aus der Definition eines RL,-Paares. Sei T" = T{; ;)
mit p’ < s und j' < jy. Aus der Definition eines RL,-Paares folgt, dass 7" kein
Nachfolger von T} ist. Also gilt j' + p' < ji 4+ p1. Wegen 77 < T ist andererseits
J1+p1 < j+pund somit j' +p' < j+ p. Wegen j' < jo < j ist 7" daher ein
Vorgénger von 1" und muss somit in jeder Abarbeitung vor 7" ausgefiihrt werden. O

Die folgenden beiden Lemmata sind wesentlich fiir die Abschitzung der Giite des Ap-
proximationsalgorithmus.
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Abbildung 4.10: Die grau unterlegten Bereiche enthalten aufgrund der Definition eines LRj-
bzw. RL,-Paares keine Tasks. Die Linie kennzeichnet wie in Abbildung 4.8 die Bewegungen des
Arbeiters bei der Abarbeitung. Das rechte Bild zeigt die Abarbeitung nach einem zweifachen
RL;-Austausch wie im Beweis des Lemmas 4.6.

Lemma 4.6 Sei s, 1 <s <m—1, ein Maschinenindex und sei A = (1T1,T3,...,T,) eine
Abarbeitung von M mit T; = T, 0, 1 = 1,...,2. Sei (15,15, T.), 1 <a<b<c<z, eine
beliebige s-Kette von M, wobei T, links von P, liegt, und seien

u:=min{k | a < k < b, Ty, rechts von Ps, T, < T},

v:=min{k | b < k < ¢, Ty links von P;, T, < T}}.
(Wegen T, < T, < T, sind u und v wohldefiniert mit a < u < v < c¢.)

Falls es in A mehr als drei P;-Bewegungen zwischen T, und T, gibt, so ist in A ein
RL,-Austausch mdglich. Insbesondere ist in diesem Fall die Abarbeitung A nicht minimal.

Beweis Sei (7,73, T.) eine s-Kette, wobei 7T, links von P; liegt, und seien v und v wie im
Lemma definiert, siche auch Abbildung 4.10. Ferner gebe es mehr als drei P;-Bewegungen
in der Abarbeitung zwischen T, und 7,. Wir betrachten die RL;-Aufteilung

(4.9) Ry, Ly, Ry, Lo, ..., Ry, Ly,

der Teilfolge T,,Ty+1,...,1, von A. Man beachte, dass Ry und L; in A nicht unbedingt
maximale Teilfolgen von Tasks sind, die rechts bzw. links von P; liegen. Da es mehr als
drei P;-Bewegungen in der Abarbeitung A zwischen T, und T, gibt, muss ¢ > 3 gelten.
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Da (T,,Ty) ein LRs-Paar und 7T, eine Task rechts von Py mit T, < T, ist, wissen wir
nach Lemma 4.5, dass j, + p, > Jj» + pp gilt und dass alle Tasks T{; ) rechts von P, mit
Jj+p < jb»+ pp bereits bearbeitet sind, wenn 7T, ausgefiihrt wird. Also enthalten die Folgen
Ry, ..., Ry nur Tasks T(;, mit j +p > j5 + py.

Da T, die erste Nachfolgertask von 7}, in der Abarbeitung A ist, die links von P; liegt,
folgt, dass die Folgen Ly, Lo, ..., L; 1 nur Tasks T(; ;) mit j + p < j, + pp enthalten, da sie
andernfalls Nachfolger von 7, wiren. Damit kann aber keine Task aus Ri, Rs,..., R; ein
Vorgénger einer Task aus Li, Lo, ..., L;_; sein. Wegen ¢ > 3 ist daher ein RL,-Austausch
von Ry und L, méglich. Tats#chlich kénnen wir die Teilfolge (4.9) in der Abarbeitung A
sogar durch die Folge

RlaLlaLQa .- '7Lt717R2aR3a .- '7Rt: Lt:

ersetzen, was einem wiederholten RL,-Austausch entspricht, falls £ > 3. O

Das nichste Lemma ist analog zum vorigen Lemma und behandelt den Fall, dass die
s-Kette mit einer Task rechts von P; beginnt.

Lemma 4.7 Sei s, 1 < s <m — 1, ein Maschinenindex und sei A = (T1,T5,...,T,) eine
Abarbeitung von M mit T; = T(j,p, 1 =1,...,2. Sei (15,13, 1), 1 <a<b<c<z, eine
beliebige s-Kette von M, wobei T, rechts von Ps liegt, und seien

w:=min{k |a < k < b, T}, links von Py, T, < T},

v:=min{k | b < k < ¢, Ty rechts von Ps, Ty < Tj}.

(Wegen T, < T, < T, sind u und v wohldefiniert mit a < u <v < c.)
Falls es in A mehr als drei P;-Bewegungen zwischen T, und T, gibt, so ist in A ein
RL;-Austausch moglich. Insbesondere ist in diesem Fall die Abarbeitung A nicht minimal.

Beweis Sei (7,,73,T,) eine s-Kette, wobei T, rechts von Py liegt, und seien v und v wie im
Lemma definiert, sieche auch Abbildung 4.11. Ferner gebe es mehr als drei P;-Bewegungen
in der Abarbeitung zwischen 7, und 7,. Wir betrachten die RL,-Aufteilung

(4.10) Li,Ry, Lo, Ry, ..., Ly, Ry,

der Teilfolge T',, Ty 11, - - ., T, von A. Da es mehr als drei P;-Bewegungen in der Abarbeitung
zwischen T, und T, gibt, muss ¢t > 3 gelten.

Da (T,,T}) ein RLs-Paar und T, eine Task links von P; mit T, < T, ist, wissen wir
nach Lemma 4.5, dass j, > j, gilt und dass alle Tasks 7{; ;) links von P; mit j < j, bereits
bearbeitet sind, wenn 7, ausgefiihrt wird. Also enthalten die Folgen L., ..., L; nur Tasks
T(j,p) mit § > j.

Da T, die erste Nachfolgertask von 7, in der Abarbeitung A ist, die rechts von P;
liegt, folgt, dass die Folgen Ry, Ry,..., R;_y nur Tasks T(;, mit j < j, enthalten, da
sie andernfalls Nachfolger von 7, wiren. Damit kann aber keine Task aus Lq,...,L; ein
Vorgénger einer Task aus Ry, Rs, ..., R;_1 sein. Wegen ¢ > 3 ist daher ein RL,-Austausch
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Ta Ta
P, P, P P, P, P,iP,/P- P. P, P
1 2 3 1 2 3 4 5 6 7 8
J3 0 0 J3 0 O
T, 0 T, Y4 0
Je ? 3
Ty Jg | 0 0 Ty Jg | 00
J; 0 0 J; 0 0
T
Jg 0 Jg 0 v
Jg 0 Jg 0
Jio 0 0 Jio 0 0
Jsa| 0 0 O Js,| 0 0 O
Jip 0 0 NI 0 0
S Tc S Tc

Abbildung 4.11: Zum Beweis von Lemma 4.7. Die grau unterlegten Bereiche enthalten aufgrund
der Definition eines LRs- bzw. RLs-Paares keine Tasks. Die Linie kennzeichnet wie in Abbildung
4.8 die Bewegungen des Arbeiters bei der Abarbeitung. Das rechte Bild zeigt die Abarbeitung
nach einem RL,-Austausch wie im Beweis des Lemmas.

von Ly und Ry moglich. Tatséchlich kénnen wir die die Teilfolge (4.10) in der Abarbeitung
A sogar durch die Folge

Li,Ri,Ry,...,Ry_1,Lo,Ls, ..., L, Ry,

ersetzen, was einem wiederholten RL,-Austausch entspricht, falls £ > 3. O

Aus dem folgenden Satz ergibt sich unmittelbar, dass unser Approximationsalgorithmus
eine Abarbeitung berechnet, deren Distanz hochstens dreimal so grof} ist wie die untere
Schranke LB* (M, D) aus (4.3).

Satz 4.4 Sei A eine Abarbeitung von M, so dass fiir kein s € {1,...,m — 1} ein RL;-
Austausch méglich ist. Dann gilt fir die Distanz AP(A) der Abarbeitung beziiglich jeder
additiven Distanzmatriz D

AP(A) < 3. LBYM,D),

wobei LBY(M, D) die untere Schranke aus Gleichung (4.3) ist.

Beweis Sei A = (11,...,T,) mit T; = T(;, p,y, ¢ = 1,..., 2. Wir beweisen den Satz, indem
wir fiir jedes s € {1,...,m— 1} zeigen, dass die Anzahl der P;-Bewegungen in A hichstens
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dreimal so grof§ ist wie die minimale Anzahl 2 - R™"(M) der P,-Bewegungen, die jede
Abarbeitung benétigt. Sei also s € {1,...,m — 1} beliebig und sei

FS:(Tkl,Tk2,...,Tky), 1Sk1</€2...,<k‘y§2,

die vollstindige s-Kette von M. Dann ist T}, = T\ = T{o), Tk, ist eine L;-Task und
y=2- R™(M) + 1.

Fir r = 1,2,...,y — 1 sei ¢, der kleinste Index, so dass T}, ein Nachfolger von T},
ist, der auf der entgegengesetzten Seite von P; liegt wie Ty, . Offensichtlich sind die Werte
¢ wohl definiert mit ¢, < k,,;. Nach Lemma 4.6 und Lemma 4.7 wissen wir, dass es fiir
1 <r <y—2in A zwischen Tj, und T, , hochstens drei P;-Bewegungen gibt. Also gibt
es hochstens 3(y — 2) P,-Bewegungen in A zwischen T, und T, _,.

Da Ty, die erste Task in A ist, die rechts von P; liegt, gibt es genau eine P;-Bewegung
vor der Ausfithrung von Tj,. Wir behaupten, dass hochstens zwei P;-Bewegungen nach
Ausfiihrung von Tj, _, auftreten kénnen. Um dies zu sehen, betrachte man die RL,-Auftei-
lung

Ly, Ry, Lo, Ry, .., Ly, Ry, Ly,

der Teilfolge Ty, _,, Ty, _,41,---,T%-

Nach Lemma 4.5 wissen wir, dass fiir die Jobindizes j,,_, von Ty, _, und ji, von T} die
Ungleichung j, _, > ji, gilt und dass alle Tasks T; ;) mit j < ji,, die links von P; liegen,
bereits bearbeitet sind, wenn Ty, _, ausgefiihrt wird. Da I'; die vollsténdige s-Kette ist, gibt
es keine Nachfolger von T} , die rechts von P; liegen, d.h. es gibt keine Tasks 7{;,) mit
J > Ji, rechts von Ps. Dies bedeutet, dass keine der Folgen Ly, ..., Ly;; einen Vorgénger
einer Task aus Ry,..., R; enthilt. Daher wire fiir den Fall ¢ > 2 ein RL,-Austausch von
Ly, und R, méglich. Da dies nach Voraussetzung nicht der Fall ist, muss ¢ < 1 gelten, d.h.,
es treten hochstens noch zwei Pi-Bewegungen nach 7, , auf. Somit ist die Anzahl der
P,-Bewegungen in A kleiner oder gleich 3(y —2) +1+2 = 3(y — 1) = 6 - R®*(M). O

Wir wollen noch kurz zeigen, dass die Konstante '3’ in Satz 4.4 nicht durch einen klei-
neren Wert ersetzt werden kann. Dazu definieren wir fiir £ > 4 und r > 1 die Taskmatrizen
%, die aus r untereinander geschriebenen Kopien einer Taskmatrix My bestehen, siehe
Abbildung 4.12. Die Taskmatrix M, hat k& Jobs, k¥ Maschinen und die acht Tasks Ty 1),

Tage-1) Tamys To-1,1), Tk-1,2), Too—1,), Tiw2) und Tp o).
Ak = (Ta,1), Ti—1,1), T, k-1 Tw-1,2), T,y Tik—1,0)5 Tiw,2)> Tk e—1))

ist eine Abarbeitung von M, (ohne Beriicksichtigung der speziellen Tasks T{g ) und 7{c,0))
mit der linearen Distanz 6k — 14. Mit A}, bezeichnen wir die Abarbeitung von M7, die wir
erhalten, wenn wir die Abarbeitungen A, der Kopien von M), konkatenieren. A} hat die
lineare Distanz

A" (AL) = r(6k — 14).

In Abbildung 4.12 ist die Matrix M3 mit der Abarbeitung A3 dargestellt. Es ist leicht
zu iiberpriifen, dass die Abarbeitung A} keinen RL,-Austausch erlaubt. Man betrachte
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0 0 0O

oo O o

Jy 0 1.0 10

Abbildung 4.12: Links ist die Matrix M3 mit der Abarbeitung A3 dargestellt. A3 hat die lineare

0 O

0

Distanz 3(6-7—14) = 84. Rechts ist die Abarbeitung A’3 der Matrix M2 mit der linearen Distanz

3(2-74+2)+2-7—6 =56 dargestellt.

nun die Abarbeitung A’g der Taskmatrix M3, die im rechten Bild von Abbildung 4.12
dargestellt ist. Dieses Beispiel ldsst sich offensichtlich einfach auf eine Abarbeitung A’}
der Matrix Mj iibertragen, bei der zunéchst die drei Tasks des ersten Jobs bearbeitet
werden, dann r — 1 identische Abarbeitungen der Taskmatrizen folgen, die jeweils aus den
Jobs Jig—1,. .., Jas1)k—2, ¢ = 1,...,7 =1, bestehen, und abschlieflend die Tasks der letzten

beiden Jobs bearbeitet werden. Die lineare Distanz dieser Abarbeitung betrigt

AN =2k —1) + (r —1)(2k+2) + 2(k — 1) = 7(2k + 2) + 2k — 6.

Fiir r — oo folgt daher
A (47)

r(6k — 14)

6k—14  3k—7

lim ———~ =

rooo AI(ATY ~ i r(2k+2) + 26— 6 2k+2  k+1
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Da dieser Wert fiir £ — oo gegen 3 konvergiert, zeigt dies, dass die Konstante '3’ in Satz 4.4
nicht durch einen kleineren Wert ersetzt werden kann. Dies zeigt auch, dass Algorithmus 6
keine bessere Giite als 3 hat, sofern man mit einer beliebigen Abarbeitung beginnen darf.

Wir wollen jetzt zeigen, wie der Algorithmus mit einer Laufzeit von O(nm) imple-
mentiert werden kann. Betrachte dazu Algorithmus 7, der mit der speziellen Abarbeitung
startet, in der alle Tasks lexikographisch nach Jobindex und Maschinenindex sortiert sind.

Algorithmus 7 (Approximationsalgorithmus fiir additive Distanzen)

(1)  Starte mit der Abarbeitung A von M, in der alle Tasks lexikographisch
nach (Jobindex, Maschinenindex) sortiert sind;
for (k=1,....,m—1){
while (RLg-Austausch in A moglich)
fiihre RLg-Austausch in A durch;
}s

™)

Ot
o — O

NN SN N
= w

Wir behaupten, dass in der von Algorithmus 7 berechneten Abarbeitung fiir kein s €
{1,...,m—1} ein RL;-Austausch moglich ist. Fiir ein s € {1,...,m — 1} und zwei Indizes
J1 < Jjo bezeichnen wir die Folge aller Tasks 7{; ), j1 < j < ja2, p > s, die lexikographisch
nach Jobindex und Maschinenindex geordnet ist, mit A, ;, j,.
Lemma 4.8 Seir € {1,...,m — 1} und sei A die Abarbeitung in Algorithmus 7 zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt nach dem Initialisierungsschritt (1) und vor der Ausfihrung des
Schleifenrumpfs der for-Schleife fir k = r + 1. Dann erfillt A die folgende Eigenschaft &,
fir alle s mitr < s <m—1.

Es: Wenn Lo, Ry, L+, ..., R, L; die RLg-Aufteilung von A st und j;, 1 = 0,...,t, den
Jobindex der ersten Task von L; bezeichnet, so gilt Ry = Ay, 4 fir @ =1,...,t. Insbe-
sondere sind firi=1,...,t alle Tasks von R; Nachfolger der ersten Task von L; ;.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass jede Abarbeitung A, die die Eigenschaft &, erfiillt, auch
die Eigenschaft &, r < s < m — 1 erfiillt. Da in der initialen Abarbeitung offenbar &; gilt,
reicht es zu zeigen, dass die Eigenschaft £ nach einem RL,-Austausch erhalten bleibt. Sei
alsor € {1,...,m—1} und Ly, Ry, L1, ..., Ry, L; die RL,-Aufteilung von A. Angenommen,
A erfiillt £.. Dann kann ein RL,-Austausch héchstens ein R; mit dem nachfolgenden L;,
aber nicht mit dem vorausgehenden L; ; vertauschen. Ein solcher RL,-Austausch von R;
und L; dndert A zu A’, wobei

A = L07 R17 L17 ceey Ri—17 Li—17 Ri7 Li7 Ri+17 Li+17 ey Rt7 Lt7

A = LOa Rl; Lla ceey Ri*l: Li*la Lia Ria Ri—|—la Li—l—la SR Rt: Lt-
Da A die Eigenschaft &, erfiillt, gilt R; = A, j,_, ;; und Riy1 = A, j,.,. Dann ist aber die
Folge R;, Ri+1 gleich A, Das zeigt, dass auch A’ die Eigenschaft &, erfiillt. |

1,Jit1e
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Lemma 4.9 Seir € {1,...,m—1} und sei A die Abarbeitung in Algorithmus 7 zu einem
beliebigen Zeitpunkt nach der Ausfiihrung des Schleifenrumpfs der for-Schleife fir k = r.
Dann erfillt A die folgende Figenschaft F, fir alle s, 1 < s <r.

Fs: Wenn Lo, Ry, Ly, ..., Ry, Ly die RL;-Aufteilung von A ist, so enthdlt die Folge R;,
1=1,...,t, eine Task T, die sowohl Nachfolger einer Task aus L;_, als auch Vorginger
einer Task aus L; ist. Insbesondere ist in A kein RLg;-Austausch maoglich.

Beweis Betrachte die Abarbeitung A unmittelbar nach der Ausfiihrung des Schleifen-
rumpfs der for-Schleife fiir £ = r. Da die while-Schleife im Schleifenrumpf beendet wurde,
ist in A kein RL,-Austausch moéglich. Daher enthilt jede Teilfolge R; in der RL,-Aufteilung
Ly, Ry, Ly,...,Ry, Ly von A eine Task T, die Vorgénger einer Task aus L; ist. Nach Lemma
4.8 ist T ein Nachfolger der ersten Task von L; ;. Daher erfiillt A die die Eigenschaft F,. Es
reicht also zu zeigen, dass die Eigenschaft F, nach jedem spéteren RL,.-Austausch, ' > r,
erhalten bleibt.

Betrachte also einen RL,.-Austausch von R} und L} (nur solch ein Austausch kann nach
Lemma 4.8 auftreten) in der RL,-Aufteilung L{, R}, L),..., R, L} einer Abarbeitung A,
welche die Eigenschaft F,, r < ', erfiillt. Das dndert die Abarbeitung A zu A’, wobei

_ ! !/ ! / ! / ! !/ ! !/ !
A=LyR,L\,...,R,_,L;_,R;, L;, R; .\, L; ..., R, L,

' 71 ! i ! i ! ! ! ! ! i
A —LoaR1:L17---uRz’—l:Li—leivRivRi+17Lz’+1""’RtaLt'

Sei Lo, Ry, Ly, ..., Ry, Ly die RL,-Aufteilung von A. Dann ist R; in einem R; und R;_ ; in
einem R;, | > j, enthalten. Falls | = j, d.h. falls sowohl R; als auch R; , in R; enthalten
sind, so gilt die Eigenschaft F, nach dem RL,-Austausch offensichtlich weiterhin, da nur
Tasks innerhalb von R; umgeordnet wurden. Andernfalls seien R; = X, R;,Y; und R; =
X1, Ri,1,Y;. Dann kénnen wir A und A’ wie folgt schreiben:

17 7]

A= LO; RlaLla .. 'aLj—lana RI Y; L]a R Ll—l;Xl;R'IH-lana Lla CE) Rqa an
—_—— —_———

R; R,
AN =1Lo,Ri,Ly,...,Lj 1,X;,Y;,L;,...,Li_1,X;, R}, R .1, Y}, Ly, ..., Ry, L.
Da A die Eigenschaft F, erfiillt, enthélt jedes R,, u # 7, [, offensichtlich eine Task T, die
Nachfolger einer Task aus L,_; und Vorginger einer Task aus L, ist. Ferner enthilt die
rechte Teilfolge X;, R;, R;_,,Y; der RL,-Aufteilung von A’ eine Task 7', die Nachfolger einer
Task der vorausgehenden linken Teilfolge L;_; und Vorgénger einer Task der nachfolgenden
linken Teilfolge L; ist, weil R; eine solche Task enthélt. Es bleibt zu zeigen, dass die rechte
Teilfolge X;,Y; der RL,-Aufteilung von A’ eine Task 7" enthilt, die Nachfolger einer Task
aus L;_; und Vorgénger einer Task aus L; ist. Da A die Eigenschaft F, erfiillt, muss R; eine
solche Task T" enthalten. Offensichtlich kann 7" nicht in der Teilfolge R; von R, enthalten
sein, da A’ dann keine giiltige Abarbeitung wére. Also ist 7" in X, Y, enthalten und A’
erfiillt somit die Eigenschaft F,. O

Aus Lemma 4.9 folgt, dass Algorithmus 7 eine Abarbeitung berechnet, in der kein RL;-
Austausch moglich ist. Daher ist die Distanz der berechneten Abarbeitung hiéchstens das
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Dreifache der unteren Schranke. Der Algorithmus hat offensichtlich die Laufzeit O(nm),
falls jeder Durchlauf durch die for-Schleife die Laufzeit O(n) hat. Wir beschreiben kurz,
wie dies erreicht werden kann. Wir verwalten die aktuelle Abarbeitung in einer doppelt
verketteten Liste von Tasks. In einem zweidimensionalen Feld speichern wir fiir jedes Paar
(4,p), fiir das T{; ) eine Task ist, einen Pointer auf die entsprechende Task in der doppelt
verketteten Liste. Auf diese Weise konnen wir fiir jedes solche Paar von Indizes auf die
entsprechende Task und auf die in der aktuellen Abarbeitung vorausgehende und nach-
folgende Task in konstanter Zeit zugreifen. Diese Datenstrukturen konnen fiir die initiale
Abarbeitung offensichtlich in Zeit O(nm) aufgebaut werden. Weiterhin benutzen wir die
Felder LastMachine[.] und NextMachine][.][.], die im Abschnitt 2.3 definiert sind und die
ebenfalls in Zeit O(nm) berechnet werden kénnen.

Betrachte nun die r-te Iteration der for-Schleife in Algorithmus 7. Wegen Lemma 4.8
konnen siamtliche P,-Bewegungen leicht in Zeit O(n) bestimmt werden, da jede Links-P,-
Bewegung von einer Task T{;pastMachinej]) Zu einer Task mit einem Maschinenindex < r
und jede Rechts-P,-Bewegung von einer Task mit einem Maschinenindex < 7 zu einer
Task T NextMachine[j][]) filhrt. Daher kénnen auch die ersten und letzten Tasks aller rechten
und linken Teilfolgen in der RL,-Aufteilung in Zeit O(n) gefunden werden.

Fiir eine Menge oder Folge S von Tasks sei MinDiag(S) := min{j + p | T(;p) € S}
und MaxDiag(S) := max{j + p | T(;p) € S}. Nach Lemma 4.8 wissen wir, dass jeder RL,-
Austausch im Algorithmus nur ein R; mit dem nachfolgenden L; in der RL,-Aufteilung
vertauschen kann. Solch eine Vertauschung ist genau dann méglich, wenn

MinDiag(R;) > MaxDiag(L;)

gilt. Seien j;, jo die Jobindizes der ersten bzw. letzten Task von R;. Nach Lemma 4.8 kann
der Wert MinDiag(R;) einfach bestimmt werden durch

MinDiag(R;) = min{j + NextMachine[j][r] | j1 < j < ja}.

Also kénnen diese Werte fiir alle rechten Teilfolgen der RL,-Aufteilung in Zeit O(n) berech-
net werden. Etwas komplizierter ist die Berechnung der Werte MaxDiag(L;). Um alle diese
Werte in Zeit O(n) berechnen zu kénnen, sorgen wir dafiir, dass der Wert MaxDiag(L;)
fiir jede linke Teilfolge L; der RL,-Aufteilung nach der r-ten Iteration der for-Schleife in
MaxWert|[j][p] gespeichert ist, wobei T(;,) die letzte Task von L; ist. Fiir » = 1 kann dies
offensichtlich dadurch erreicht werden, dass wir einfach MaxWert[j][p] = j + p fiir alle
Tasks T(;,) setzen, welche die letzten Tasks in einer linken Teilfolge der RL;-Aufteilung
sind. Falls r > 1 ist, konnen wir diese Werte fiir die linken Teilfolgen der RL,_;-Aufteilung
fiir die Berechnung der Werte MaxDiag(L;) fiir eine linke Teilfolge L; der RL,-Aufteilung
wie folgt benutzen. Seien T{;, ,,) und T{;,,,) die erste bzw. die letzte Task von L; und
sei T, ps) die erste Task der néchsten linken Teilfolge L;,;. Falls der Maschinenindex p
der letzten Task T{j,p,) von L, gleich r ist, so ist MaxDiag(L;) = ja + ps, da alle Tasks
Tijp), P <1, J+p > Jj2+ pa, Nachfolger von T, ,,) sind und somit nicht in L; enthalten
sein konnen. Andernfalls seien L}, L}, ..., L; die linken Teilfolgen der RL,_;-Aufteilung,
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die in L; enthalten sind, und sei 7, 4, := {T(jy € T(M) |j1 < j < js}. Dann gilt
Li="TjjUL;U...UL,. (Lyund L%, ..., L; seien dabei als Mengen aufgefasst). Also gilt

MaxDiag(L;) = max{MaxDiag(7,;, j;), MaxDiag(L}), ..., MaxDiag(L;)}.

Falls k > j gilt, so muss eine Task T,y € 7T, j, nach der letzten Task von L) _, ausgefiihrt
werden. Daher gilt MaxDiag(L)) < j +r < MaxDiag(7,,, ,) fir | = j,...,k — 1. Da
MaxDiag(Lj,) = MaxWert[j][p2] folgt also

MaxDiag(L;) = max{MaxDiag(7;, j;), MaxWert[j2][p2]}

Dieser Wert wird dann als neuer Wert in MaxWert[j5|[p2] gespeichert. Auf diese Weise
konnen auch die Werte von MaxDiag(L;) fiir alle linken Teilfolgen der RL,-Aufteilung in
Zeit O(n) berechnet werden.

Nachdem wir alle RL,-Bewegungen und alle Werte MinDiag(R;) und MaxDiag(L;) fiir
alle rechten Teilfolgen R; und fiir alle linken Teilfolgen L; der RL,-Aufteilung berech-
net haben, kénnen offensichtlich alle méglichen RL,-Austausche 'top-down’ in Zeit O(n)
durchgefiihrt werden. Wenn wir zwei linken Teilfolgen bei einem RL,-Austausch vereinigen,
miissen wir den Wert MaxWert[.][.] der neuen linken Teilfolge auf das Maximum der Werte
der beiden linken Teilfolgen setzen.

Aufgrund der vorausgehenden Diskussion ergibt sich das folgende Korollar zu Satz 4.4.

Korollar 4.1 FEine Abarbeitung einer Taskmatriz M, deren Distanz beziiglich jeder Di-
stanzmatriz D hichstens das Dreifache der unteren Schranke LB*(M, D) und damit auch
hdchstens das Dreifache einer minimalen Abarbeitung betrigt, kann in Zeit O(nm) berech-
net werden, wobei n die Anzahl der Jobs und m die Anzahl der Maschinen der Taskmatriz
15t.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz auf die Qualitit unserer unteren
Schranke eingehen. Sei ¢z das Infimum aller ¢, so dass fiir alle Taskmatrizen M und alle
additiven Distanzmatrizen D

AD

min

(M) < ¢-LBA(M, D)

lin

gilt, und sei ¢{} das Infimum aller ¢, so dass fiir alle Taskmatrizen M

lin
A1'1'1in

(M) < ¢-LB™(M)

gilt. Da die linearen Distanzen ein Spezialfall der additiven Distanzen sind, gilt ci% < c25.
Nach Korollar 4.1 ist ¢z < 3 und somit auch cJ% < 3. Der Beweis basierte darauf, dass eine
minimale Abarbeitung fiir jedes s € {1,...,m — 1} hiochstens dreimal soviele Rechts-P;-
Bewegungen hat wie die minimale erforderliche Anzahl R™" (M) solcher Bewegungen. Das
Beispiel aus Abbildung 4.13 zeigt, dass es Taskmatrizen M und minimale Abarbeitungen
A von M beziiglich linearer Distanzen gibt, so dass das Verhéltnis Rﬁfn((AA)A dem Wert 3 fiir
einen Maschinenindex s tatséichlich beliebig nahe kommt. Dieses Besispief zeigt, dass man
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Abbildung 4.13: Die Taskmatrix besteht aus einer beliebig hiufigen Wiederholung der ersten 5
Jobs. Die eingezeichnete Abarbeitung ist minimal beziiglich linearer Distanzen. Die grau unter-
legten Tasks zeigen die vollstindige 1-, 2- bzw. 3-Kette (ohne die Starttask T(g ). Fiir s = 1,3
gibt es genau eine, fiir s = 2 (mit Ausnahme der ersten beiden Tasks) genau drei P;-Bewegungen
zwischen zwei aufeinander folgenden Tasks der vollstindigen s-Kette. Dies zeigt zum einen, dass
fiir ein einzelnes s das Verhiltnis der Anzahl der P;-Bewegungen in einer minimalen Abarbeitung
zu der Anzahl der minimal benétigten Ps;-Bewegungen dem Wert 3 beliebig nahe kommen kann.
Zum anderen zeigt das Beispiel, dass sich das Verhiltnis zwischen der minimalen linearen Distanz
und der unteren Schranke dem Wert g beliebig anndhern kann.

cin < 3 oder ¢; < 3 nicht dadurch beweisen kann, dass man fiir jeden Maschinenindex
s €{l,...,m—1} getrennt die minimale Anzahl R™"(M) von Rechts-P,-Bewegungen mit
der Anzahl solcher Bewegungen in einer minimalen Abarbeitung vergleicht. (Das Beispiel
ist im Ubrigen auch nicht dafiir geeignet, fiir allgemeine additive Distanzen ¢y = 3 dadurch
zu zeigen, dass man die Distanz zwischen P, und P; beliebig erhéht. In diesem Fall ist die
angegebene Abarbeitung néimlich nicht mehr minimal.) Die beste uns bekannte untere
Schranke fiir den Wert von % und c¢f'y ist g Diese Schranke belegt ebenfalls das Beispiel
aus Abbildung 4.13. Wir haben also die Abschéitzungen

< <cfp < 3.

w| ot



Kapitel 5

Online-Algorithmen

In diesem Kapitel untersuchen wir Online-Algorithmen. Die Untersuchungen sind dabei
durch den besonders relevanten Fall der linearen Distanzen motiviert. Die meisten hier
gezeigten Resultate gelten jedoch auch fiir beliebige additive Distanzen, so dass wir sie
gleich fiir den allgemeinen Fall formulieren und beweisen. Bei der Untersuchung von un-
teren Schranken fiir die Giite von Algorithmen betrachten wir in der Regel aber lineare
Distanzen. Natiirlich gelten die unteren Schranken fiir lineare Distanzen auch fiir den allge-
meineren Fall beliebiger additiver Distanzen, allerdings sind sie fiir diesen Fall oft weniger
interessant. Fiir additive Distanzen, bei denen sich die Entfernungen zwischen verschiede-
nen benachbarten Maschinenpaaren stark unterscheiden, wiirde man vermutlich Online-
Strategien in Erwigung ziehen, die die Anzahl der besonders kostentrichtigen Ubergiinge
minimieren. Solche Algorithmen werden hier nicht betrachtet, da das Hauptinteresse auf
den linearen Distanzen liegt. Teile dieses Kapitels wurden bereits kurz in [7] vorgestellt.

Fiir das Problem der Bewegungsminimierung in der Férderband-Flow-Shop-Verarbei-
tung sind Online-Algorithmen besonders interessant. Dies liegt daran, dass sich die Job-
reihenfolge, wie in der Einleitung geschildert, erst wihrend der Abarbeitung ergibt. Somit
ist nicht die gesamte Jobsequenz bekannt, sondern nur der Teil, der sich gerade auf dem
Nebenforderband befindet. Insbesondere sind solche Bewegungsstrategien interessant, bei
denen der Arbeiter die néchste auszufiihrende Task anhand einer einfachen Regel selbst
bestimmen kann.

Im ersten Abschnitt machen wir grundlegende Aussagen iiber Online-Algorithmen fiir
unser Problem und zeigen eine untere Schranke fiir deren Giite. Im zweiten Abschnitt unter-
suchen wir einige einfache Online-Algorithmen, deren Giite sich jedoch als unbefriedigend
herausstellt. Im dritten Abschnitt betrachten wir einen Algorithmus, den wir Free-Left
nennen. Dieser bestimmt die néchste auszufithrende Task durch eine sehr einfache Regel.
Dennoch liefert er in den meisten Féllen sehr gute Abarbeitungen. Wir kénnen fiir den
Free-Left-Algorithmus beweisen, dass die von ihm berechneten Losungen hochstens um
einen Faktor aus O(logm) schlechter sind als die optimalen Losungen, wobei m die An-
zahl der Maschinen ist. Es gibt Beispiele, die belegen, dass der Free-Left-Algorithmus in
der Tat keinen konstanten Fehler hat. Empirische Untersuchungen zeigen jedoch, dass die
von dem Algorithmus berechneten Losungen fiir lineare Distanzen in fast allen Féllen um

75



76 5.1. ALLGEMEINE AUSSAGEN UBER ONLINE-ALGORITHMEN

weniger als 20 Prozent iiber der optimalen Losung liegen. Diese guten Ergebnisse sind dar-
auf zuriickzufiihren, dass der Algorithmus in vielen Fillen optimale Entscheidungen trifft.
Im gesamten Kapitel stellt die Distanzmatrix D = (,,,) immer additive Distanzen dar.
Fiir Beweiszwecke fiigen wir wie in Abschnitt 4.3 die speziellen Tasks T{,0) und T{,0) zur
Taskmenge hinzu.

5.1 Allgemeine Aussagen iiber Online-Algorithmen

Wir sprechen von einem Online-Algorithmus fiir das Férderband-Flow-Shop-Problem, falls
der Algorithmus fiir die Entscheidung, welche Task in einem Zustand 7 als néchstes aus-
gefiihrt wird, keine Informationen iiber Jobs verwendet, die die erste Maschine noch nicht
erreicht haben. Auch die Anzahl der Jobs ist dem Algorithmus nicht bekannt. Erst zu dem
Zeitpunkt, an dem die erste Maschine P; nicht mehr von einem Job belegt wird, weify der
Algorithmus, dass der letzte Job die erste Maschine bereits passiert hat.

Ein Algorithmus heiflt deterministisch, wenn er keine zufélligen Entscheidungen trifft,
d.h., wenn er bei derselben Eingabe stets dieselbe Abarbeitung berechnet. Sei AR (M) die
Distanz der Abarbeitung einer Taskmatrix M, die ein deterministischer Online-Algorith-
mus A liefert. Der Algorithmus A heifit c-kompetitiv, falls es eine Konstante b gibt, so dass
fiir alle Taskmatrizen M

AP(M) < ¢- AP (M) +b

min

gilt. Der kompetitive Faktor oder die Gite von A ist das Infimum aller ¢, so dass A c-
kompetitiv ist.

Sei A =T1,T5,...,T, eine Teilabarbeitung von M. Wir nennen eine Anordnung A’ =
(11,73, .. .,T)) der Tasks von T (M) — {11, ..., T}, die die Vorgéingerrelation einhilt, eine
Fortsetzung von A. In diesem Fall ist A o A" := (T3,...,T},T},...,T!) eine Abarbeitung
von M. Wir nennen die Fortsetzung A’ eine minimale Fortsetzung von A, wenn die Distanz
AP(A o A’') minimal unter allen Fortsetzungen von A ist.

Wir hatten bereits in Kapitel 3 den Begriff einer Konfiguration eingefiihrt. Durch die
Einfiihrung der zusétzlichen Tasks T{o) und T{,0) lésst sich die Definition etwas verein-
fachen. Wir wiederholen sie daher nochmals in leicht gednderter Form.

Jede nicht-leere Teilabarbeitung A = (771, ...,T}) definiert eine Paar x(A) := (Ta,pa),
wobei Tp := T (M) — {T1,..., T} der Zustand nach Bearbeitung der Tasks {71,..., T}
und p, die letzte Arbeiterposition, d.h. der Maschinenindex der zuletzt ausgefiihrten Task
Ty, ist. Wir nennen jedes Paar k = (7, p), wobei T ein Zustand und p eine Arbeiterposition
ist, eine Konfiguration, falls es eine nicht-leere Teilabarbeitung A mit (7, p) = x(A) gibt.
Die durch die Teilabarbeitung (7{o,0)) definierte Konfiguration (7 (M) — {T{0,0)},0) heift
Anfangskonfiguration und die durch eine beliebige Abarbeitung definierte Konfiguration
(@,0) heiBt Endkonfiguration. Fiir eine Konfiguration x = (7, p) bezeichnen wir mit 7, :=
T den Zustand und mit p, := p die Arbeiterposition der Konfiguration. Falls x nicht die
Endkonfiguration ist, so nennen wir eine Anordnung A = (11,...,1%), T; = 1{;, 5., aller
Tasks von 7, eine Restabarbeitung fiir k, falls A die Vorgéngerrelation einhélt. Die Distanz
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AP(A) der Restabarbeitung A beziiglich der Konfiguration k ist definiert durch

r—1
AE(A) = Opopr + Z Opi,pir1-
i=1

Wir nennen die Restabarbeitung minimal fiir k, falls ihre Distanz beziiglich x minimal unter
allen Restabarbeitungen fiir « ist. Ist A’ eine Teilabarbeitung, so sind die Fortsetzungen
von A’ natiirlich genau die Restabarbeitungen fiir (A’). Ist A eine solche Restabarbeitung,
so gilt fiir die Distanz der Abarbeitung A’ o A

AD (A, O A) = A*D(AI) + AE(A’)(A)

Sei A = (T,...,T,), T; = Tj, p,), €ine Restabarbeitung fiir die Konfiguration x. Unter
den Bewegungen der Restabarbeitung A beziiglich der Konfiguration k verstehen wir neben
den iiblichen Bewegungen (7;,T;11), % = 1,...,7 — 1, noch eine zusétzliche Bewegung von
der Arbeiterposition p, zur Maschine P, der ersten Task 7). Fiir einen Maschinenindex
s, 1 < s <m —1, bezeichnen wir mit Rs(x, A) die Anzahl der Rechts- P;-Bewegungen von
A beziiglich x, wobei wir die Bewegung zur ersten Task im Fall p, < s < p; hinzuzéhlen.
Offensichtlich gilt fiir die Distanz der Restabarbeitung A beziiglich der Konfiguration x

m—1

(5.1) AZ(A) = Op,,0 1 2 Z 05,4108 (K, A).

s=1

Ein Online-Algorithmus sollte in einer Konfiguration x moglichst als néichstes eine Task
ausfiithren, die die erste Task in einer minimalen Restabarbeitung fiir x ist. Wahlt ein Al-
gorithmus eine solche Task, so sprechen wir von einer optimalen Entscheidung. Wartet ein
Job J; in der Konfiguration x an der Maschine P, _auf Bearbeitung, so ist es offensichtlich
eine optimale Entscheidung, die Task 7T(;,, ) als néchstes auszufiihren, da das Verbleiben
des Arbeiters an der augenblicklichen Position keine Kosten verursacht. Dies gilt ganz all-
gemein fiir beliebige Distanzfunktionen und l&sst sich leicht mit Lemma 2.3 beweisen. Man
betrachte nun eine Konfiguration x, in der kein Job an der aktuellen Arbeiterposition p,
auf Bearbeitung wartet. Bei additiven Distanzen, die wir hier behandeln, gibt es dann of-
fensichtlich eine minimale Restabarbeitung, in der zuerst entweder die néchste ausfithrbare
Task links von P, , d.h. die ausfiihrbare Task T(; ;) mit maximalem p < p,, oder die néchste
ausfiihrbare Task rechts von P, , d.h. die ausfiihrbare Task 7{;,) mit minimalem p > p,
bearbeitet wird. Auch diese Tatsache ldsst sich fiir additive Distanzen leicht mit Lemma
2.3 beweisen.

Wir nennen eine Konfiguration x eine Entscheidungskonfiguration (fiir additive Distan-
zen), falls im Zustand 7, keine Task an der Maschine P, auf Bearbeitung wartet, aber es
ausfiihrbare Tasks sowohl links als auch rechts von P, gibt. Nach den obigen Bemerkungen,
muss ein Online-Algorithmus fiir additive Distanzen nur in Entscheidungskonfigurationen
bestimmen, ob der Arbeiter sich zur néchsten ausfiithrbaren Task links oder zur nichsten
ausfithrbaren Task rechts bewegt. Wir beschreiben daher einen Online-Algorithmus, in-
dem wir angeben, welche dieser beiden Tasks der Arbeiter als nichstes bearbeitet. In allen
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Abbildung 5.1: Zum Beweis von Satz 5.1. Links ist die Taskmatrix M mit der Abarbeitung eines
deterministischen Online-Algorithmus A dargestellt. In der Mitte ist eine mogliche Abarbeitung
der modifizierten Matrix M’ durch A gezeigt, welche bis zur Task T(z+1,1) mit der Abarbeitung
der Matrix M iibereinstimmen muss. Rechts ist eine minimale Abarbeitung von M’ angegeben.

Nicht-Entscheidungskonfigurationen gehen wir davon aus, dass der Algorithmus immer die
offensichtlich mégliche optimale Entscheidung trifft.

Satz 5.1 Der kompetitive Faktor eines jeden deterministischen Online-Algorithmus fir
das Firderband-Flow-Shop-Problem mit linearen Distanzen ist mindestens

1
¢ = 5 (1 + \/5) ~ 1.61803... (’goldener Schnitt’).

Beweis Sei A ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus. Fiir ein beliebiges
m > 1 betrachten wir die Taskmatrix M mit m Maschinen und m + 2 Jobs, deren erster
Job Tasks an allen Maschinen hat und deren restliche Jobs nur jeweils eine Task an der
ersten Maschine haben, sieche Abbildung 5.1. Sei x der maximale Jobindex, so dass der
Algorithmus A die Task T{; 1) vor der Task T{; ) ausfithrt. Wegen m > 1 gilt T{;;) <
Ta,m) < Tim+1,1) und somit ist x wohldefiniert mit 1 < 2 < m. Da fiir z > 1 die Task
T(1,0 1) ein Vorgénger von T{, 1) ist und da die Task T{; ) nach der Task T{ 1) und vor der
Task T{,41,1) ausgefiihrt wird, betrégt (auch im Fall z = 1) die Distanz der Abarbeitung
der Taskmatrix M durch den Algorithmus A zum Zeitpunkt der Bearbeitung von T(;41)
mindestens 2(z — 2) + 2(m — 1) = 2(m + x — 3). Da eine minimale Abarbeitung von M
offensichtlich die lineare Distanz 2(m — 1) hat, folgt fiir den Fall x > (¢ — 1)m

Alin( M) smte—3 m+ (¢ —1)m—3
A};ﬁn(/\/l) - m-1 - m—1 m—00

Falls < (¢ — 1)m, so betrachten wir die Taskmatrix M’ die wir aus M erhalten, indem
wir die Task T(;,21) entfernen und die Task T(;;2 ) hinzufiigen, siehe mittleres Bild in
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Abbildung 5.1. Da die ersten z+1 Jobs mit denen der Taskmatrix M identisch sind, verhilt
sich der Algorithmus A bei der Bearbeitung von M’ bis einschlie§lich der Ausfiihrung der
Task T(;1,1) offensichtlich genauso wie bei der Bearbeitung von M. Da anschlieend noch
die Task T(;42,m) bearbeitet werden muss, benttigt der Algorithmus fiir die Bearbeitung
der gesamten Taskmatrix also mindestens die lineare Distanz 2(m +z —3) +2(m — 1) =
2(2m+x —4). Andererseits gibt es aber eine Abarbeitung mit der Distanz 2(x — 1) 4 2(m —
1) = 2(m + x — 2), siehe rechtes Bild in Abbildung 5.1. Somit folgt wegen z < (¢ — 1)m

Alin (M) >2m+x—4>2m—|—(¢—1)m—4 1+¢—¢
At M)~ m+2-2 =~ m+(p—1)m—2 msc0 ¢

Die letzte Gleichung folgt wegen ¢? = § (1 + \/5)2 =1(6+2v5) =1+5 (1+5) =1+¢.
Mit wachsender Maschinenanzahl m kommt das Verhéltnis der Distanz einer Abarbeitung
durch den Algorithmus A zur minimalen Distanz dem Wert ¢ also entweder fiir die Matrix
M oder fiir die Matrix M’ beliebig nahe. Dies zeigt, dass der kompetitive Faktor von A
nicht kleiner als ¢ sein kann. |

5.2 Einfache Online-Algorithmen

In diesem Abschnitt wollen wir beispielhaft einige einfache Bewegungsstrategien untersu-
chen. Alle hier vorgestellten Online-Algorithmen mit Ausnahme des Nearest-First-Algorith-
mus haben einen kompetitiven Faktor in (m). Fiir den Nearest-First-Algorithmus kénnen

wir lediglich einen kompetitiven Faktor in (2 (%) nachweisen, was jedoch nur unwesent-

lich besser ist. Wir verwenden in diesem Abschnitt immer lineare Distanzen.

Betrachten wir zundchst den Algorithmus Right-First, der in einer Entscheidungskon-
figuration immer die Task rechts von der augenblicklichen Arbeiterposition bearbeitet. In
Abbildung 5.2 ist die Abarbeitung einer Taskmatrix mit 13 Maschinen und 12 Jobs durch
den Algorithmus Right-First einer minimalen Abarbeitung gegeniibergestellt. Das Beispiel
lésst sich leicht auf m = 2k + 1 Maschinen und n = 2k Jobs fiir beliebiges £ € N verallge-
meinern. Die Abarbeitung durch den Right-First-Algorithmus hat dann eine Distanz von
4k?, wihrend eine minimale Abarbeitung eine Distanz von 6k — 2 hat. Dies zeigt, dass der
Algorithmus Right-First einen kompetitiven Faktor in Q(m) besitzt.

Betrachten wir als néchstes den Algorithmus Left-First, der in einer Entscheidungs-
konfiguration immer die Task links von der augenblicklichen Arbeiterposition bearbeitet.
In Abbildung 5.3 ist die Abarbeitung einer Taskmatrix mit 12 Maschinen und 12 Jobs
durch den Algorithmus Left-First einer minimalen Abarbeitung gegeniibergestellt. Das
Beispiel lisst sich leicht auf eine beliebige Anzahl von m Maschinen und m Jobs verall-
gemeinern. Die Abarbeitung durch den Left-First-Algorithmus hat dann eine Distanz von
23" i = m(m—1), wihrend eine eine minimale Abarbeitung eine Distanz von 2(m — 1)
hat. Dies zeigt, dass auch der Algorithmus Left-First einen kompetitiven Faktor in (m)
hat.
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Abbildung 5.2: Links eine Abarbeitung durch den Algorithmus Right-First. Rechts eine minimale
Abarbeitung.

Der Algorithmus Keep-Direction, bei dem sich der Arbeiter in einer Entscheidungskon-
figuration immer in dieselbe Richtung (d.h. nach rechts oder nach links) bewegt wie bei
der letzten Bewegung, fiihrt auf den Matrizen aus Abbildung 5.2 zu denselben Abarbei-
tungen wie der Right-First-Algorithmus und hat daher auch einen kompetitiven Faktor in
Q(m). Der Algorithmus Change-Direction, der sich entgegengesetzt verhélt und in einer
Entscheidungskonfiguration die entgegengesetzte Richtung der letzten Bewegung wéhlt,
fiihrt auf den Matrizen aus Abbildung 5.3 zu den gleichen Abarbeitungen wie der Left-
First-Algorithmus. Wir haben noch eine Reihe weiterer einfacher Bewegungsstrategien un-
tersucht wie z.B. More-Waiting und Less- Waiting, bei denen sich der Arbeiter in einer
Entscheidungskonfiguration zu der Seite bewegt, auf der mehr bzw. weniger Jobs auf Bear-
beitung warten, oder More-Ready und Less-Ready, bei denen der Arbeiter die Seite ansteu-
ert, auf der sich mehr bzw. weniger Jobs befinden, die an ihrer augenblicklichen Position
nicht mehr bearbeitet werden miissen. Fiir alle diese Strategien lassen sich einfach Beispiele
angeben, die einen kompetitiven Faktor in Q(m) belegen.

Zum Schluss wollen wir noch den Algorithmus Nearest-First betrachten. In einer Ent-
scheidungskonfiguration bewegt der Nearest-First-Algorithmus den Arbeiter zu der am
nichsten gelegenen ausfiihrbaren Task. Falls zwei ausfiihrbare Tasks die gleiche Entfer-
nung von der augenblicklichen Arbeiterposition haben, so wird eine beliebige dieser Tasks,
z.B. immer die linke oder immer die rechte, gew#hlt. Man konnte zunéchst vermuten, dass
dieser Algorithmus einen wesentlich besseren kompetitiven Faktor besitzt. Wir zeigen je-

m
logy m

doch, dass der kompetitive Faktor von Nearest-First in Q( ) liegt und somit nicht

wesentlich besser als {2(m) ist. Man betrachte dazu die Taskmatrizen My, k > 1, die wie
folgt definiert sind. Mj hat m := 2 + 2¥+! Maschinen und n := 14 2% = 2 Jobs. Alle
Jobs haben Tasks genau an den Maschinen P; und Ps,9i, ¢ = 0,...,k + 1. Abbildung
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Abbildung 5.3: Links eine Abarbeitung durch den Algorithmus Left-First. Rechts eine minimale

Abarbeitung.
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Abbildung 5.4: Oben eine Abarbeitung durch den Algorithmus Nearest-First, unten eine mini-

male Abarbeitung der Matrix M3.
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5.4 zeigt die Abarbeitung der Matrix M3 durch den Algorithmus Nearest-First sowie eine
minimale Abarbeitung. Es ist leicht zu sehen, dass die Abarbeitung der Matrix M} durch
den Algorithmus Nearest-First eine Distanz > 2(m — 1) |2| € Q(m?) hat. Aus Satz 5.2,
den wir im nichsten Abschnitt beweisen werden, folgt, dass eine minimale Abarbeitung

der Matrix M, die Distanz

Amin(My) = 2 ([g} 3-1)+ zk: [ﬁw (241 _ 2z‘)>

=0
logs(m—2)—1

= 2|2 [%-‘ + 2_: [2(2”1 in2z. n 1)—‘ (2" —2") | € O(mlog,m)

besitzt. Also liegt der kompetitive Faktor von Nearest-First in 2 (L)

log, m

5.3 Der Algorithmus Free-Left

In diesem Abschnitt stellen wir den Online-Algorithmus Free-Left vor, der seine Entschei-
dungen anhand sehr geringer Information trifft, aber dennoch hervorragende Ergebnisse
liefert. Der Algorithmus Free-Left wihlt in einer Entscheidungskonfiguration (7 ,p) zwi-
schen der néchsten ausfithrbaren Task links und der nichsten ausfiihrbaren Task rechts
nach der folgenden einfachen Regel:

Falls die Maschine P, an der aktuellen Arbeiterposition nicht von einem Job belegt ist,
d.h. falls kein Job J; mit p” (j) = p existiert, so wihle die nichste ausfihrbare Task links,
sonst wdhle die ndchste ausfiihrbare Task rechts.

Abgesehen von den guten Ergebnissen, die dieser Algorithmus liefert, ist der Algo-
rithmus Free-Left deswegen so interessant, weil er nur sehr wenig Information benétigt,
welche dariiber hinaus in der Praxis auch unmittelbar verfiigbar ist. Der Arbeiter be-
arbeitet einfach solange wie moglich die Jobs an seiner Position. Anschlieend bewegt
er sich nach links, falls die Maschine an seiner Arbeitsposition danach frei bleibt, und
nach rechts, falls sich dort ein Job staut. Man beachte, dass diese Regel auch fiir Nicht-
Entscheidungskonfigurationen zutrifft, sofern nicht der letzte Job die Position des Arbei-
ters bereits passiert hat. In Abbildung 5.5 ist die Free-Left-Abarbeitung einer Taskma-
trix Zustand fiir Zustand angegeben. In der Taskmatrix im oberen Teil der Abbildung
sind die Bewegungen des Arbeiters in der gewohnten Weise durch eine Linie dargestellt.
Die Free-Left-Abarbeitungen sind in diesen Darstellungen leicht daran zu erkennen, dass
die Links-Bewegungen des Arbeiters immer auf horizontalen Abschnitten und die Rechts-
Bewegungen des Arbeiters - sofern das Ende der Taskmatrix noch nicht erreicht ist - immer
auf diagonalen Abschnitten erfolgen.

Experimentelle Auswertungen an zufilligen Matrizen zeigen, dass der Free-Left-Algo-
rithmus bei linearen Distanzen fast immer bessere Ergebnisse liefert als andere einfache
Bewegungsstrategien, wie etwa die im vorigen Abschnitt vorgestellten Algorithmen. Die
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Abbildung 5.5: Free-Left-Abarbeitung der oben angegebenen Taskmatrix mit linearer Distanz
18. Die Positionen der Jobs in den einzelnen Zustidnden sind graphisch dargestellt. Rechts ist
die jeweils bearbeitete Task angegeben. Zwischen zwei Zustinden ist die Bewegung des Arbeiters
mit einem Pfeil angedeutet. Die auf Bearbeitung wartenden Jobs sind dunkler gezeichnet. In der
Matrix ist die Abarbeitung in der bekannten Weise durch die eingezeichnete Linie dargestellt.
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lineare Distanz der Free-Left-Abarbeitungen liegt dabei fast nie um mehr als 30 Prozent
iiber der unteren Schranke.

Tatséichlich aber hat der Free-Left-Algorithmus selbst fiir lineare Distanzen keinen kon-
stanten kompetitiven Faktor. Die Beispiele, die das belegen, sind relativ schwierig zu kon-
struieren und werden erst in Abschnitt 5.3.3 besprochen. Im néchsten Unterabschnitt wol-
len wir zunéchst zeigen, dass der Free-Left-Algorithmus in vielen Féllen optimale Entschei-
dungen trifft und fiir einige spezielle Taskmatrizen sogar minimale Abarbeitungen liefert.

5.3.1 Optimale Entscheidungen und minimale Abarbeitungen

Wir wollen zunichst spezielle Matrizen betrachten, fiir die der Free-Left-Algorithmus mini-
male Abarbeitungen liefert. Wir nennen die zum Job J; gehérige Zeile (u;1, tbj,2, - - -, Hjm)
der Taskmatrix das Jobprofil von J;. In der Abbildung 5.4 hatten wir eine Taskmatrix
angegeben, in der alle Jobs dasselbe Jobprofil haben. Die Abarbeitung im unteren Teil der
Abbildung stellt eine Free-Left-Abarbeitung dar. Wir hatten behauptet, dass es sich dabei
um eine minimale Abarbeitung handelt. Der folgende Satz beweist dies.

Satz 5.2 Sei M eine Taskmatriz fiir m Maschinen und n Jobs, so dass alle Jobs dasselbe
Jobprofil haben. Seien Py,,..., P, , 1 <p; <py <...<p, <m, genau die Maschinen, an
denen alle Jobs bearbeitet werden miissen. Dann ist die Free-Left-Abarbeitung von M eine
minimale Abarbeitung mit der Distanz

(51,171 + Z L’IH—I —pr+ 1-‘ 5pk,pk+1) .

Beweis Sei 1 < k < r. Offensichtlich ist in jeder Abarbeitung die Anzahl der Rechts-
P,-Bewegungen fiir alle s € {pg,px + 1,...,pk+1 — 1} identisch. Nun fiihrt der Arbeiter
in der Free-Left-Abarbeitung eine Rechts-P,-Bewegung fiir ein solches s nur aus, wenn
die Maschine P, von einem Job belegt ist, der dort bereits bearbeitet ist, oder wenn es
iiberhaupt keine Jobs links von der Maschine P, mehr gibt. Da der Arbeiter anderer-
seits in der Free-Left-Abarbeitung eine Links- P;-Bewegung fiir ein solches s nur ausfiihrt,
wenn die Maschine P, ., von keinem Job belegt ist, werden mit Ausnahme der letzten
(n mod (pg+1 — px + 1)) Jobs immer genau (py+1 —px+1) Jobs an Maschine P, bearbei-
tet, bevor die nichste Rechts- P;-Bewegung fiir ein s € {pg, pr+1, . .., prr1—1} auftritt. Also
ist die Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen fiir ein solches s in der Free-Left-Abarbeitung

gleich [m-‘
1 und fiir s > p, gleich 0 ist, folgt nach Gleichung (4.2), dass die Free-Left-Abarbeitung
genau die im Satz angegebene Distanz hat.

Betrachten wir nun andererseits fiir s = 1,...,m — 1 die Anzahl R™"(M) der Tasks in
der vollstéindigen P;-Kette, die rechts von P, liegen. Es ist offensichtlich, dass R™"(M) = 1
fiir s < p;, R™"(M) = 0 fiir s > p;, und

rona) = [

Di+1 — Pk + 1

Da offensichtlich die Anzahl der Rechts- Ps-Bewegungen fiir s < p; gleich
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Abbildung 5.6: Konfiguration aus Satz 5.3. Die Jobs Jj, .. und Jj, . warten auf Bearbeitung.
Die dazwischenliegenden Jobs brauchen an ihren Positionen nicht mehr bearbeitet werden. Der
Bereich auf dem Férderband zwischen Jj, , 1 und Jj, . enthélt keine Jobs. Die Arbeiterposi-
tion an der Maschine P, ist durch ein e gekennzeichnet. Falls der grau unterlegte Bereich der
Taskmatrix eine Task T enthilt, so ist die Free-Left-Entscheidung, als néchstes die Task Tyechts

auszufiihren, optimal.

fiir s = pg,pe +1,...,pks1 — 1. Daher ist unsere untere Schranke aus Gleichung (4.3)
genau gleich der Distanz der Free-Left-Abarbeitung. Also muss die Free-Left-Abarbeitung
minimal sein. |

Die Tatsache, dass Free-Left-Abarbeitungen von Taskmatrizen, in denen alle Jobs das-
selbe Jobprofil haben, minimale Abarbeitungen sind, folgt auch aus den beiden folgenden
Satzen. Diese zeigen die Minimalitdt von Free-Left-Abarbeitungen sogar fiir etwas all-
gemeinere Fille. Dariiber hinaus beweisen sie, dass der Free-Left-Algorithmus in vielen
Entscheidungskonfigurationen eine optimale Entscheidung trifft.

Satz 5.3 Sei k eine Entscheidungskonfiguration, in der die Maschine an der Arbeiterpo-
sition p, von eimem Job Ji belegt ist. Seien Tynks = T(j, 0 pines) YN Trechis = TG onsesprecnss)
die ndchsten ausfihrbaren Tasks links bzw. rechts von P,_.

Falls es eine Task T = T{;p) € T(M) mit p < pe, 57 < Jiinks und j + D > Jrechts +
Prechis §ibt, so trifft der Algorithmus Free-Left in der Entscheidungskonfiguration k beziiglich
additiver Distanzen eine optimale Entscheidung, d.h. es gibt eine minimale Restabarbeitung
fiir k, in der die Task Tyechys zuerst bearbeitet wird.
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Beweis Bei additiven Distanzen gibt es immer eine minimale Restabarbeitung A =
Ty, ..., T, fir k, fiir die entweder T} = Tjjuis oder T = Treenss gilt. Falls T) = Treents ist, so
ist nichts zu zeigen. Sei also T = Tjjus und sei T' = T{; ) eine Task mit p < pi, J < Jiinks
und j + P > Jrechts T Prechts, Siehe Abbildung 5.6. Man betrachte die RL,,_-Aufteilung

AN=1L1,Ry, Ly, Ry, ..., Ly,

von A, d.h. die Aufteilung von A in maximale nicht-leere Teilfolgen L;, R;, so dass die
L; und R; nur Tasks links bzw. rechts von P, enthalten. Da T eine Nachfolgertask von
Trechts 1st, kann 1" nicht in L; enthalten sein, und somit existiert zumindest Lo. Tasks in L,
miissen offensichtlich einen Jobindex > jj.s haben, da die noch nicht bearbeiteten Tasks
von Jy, Jit1, - - -, Jjyu.—1 Nachfolger von Tiecns sind. Andererseits miissen die Tasks in R
einen Jobindex < jjns haben, da sie sonst Nachfolger der Task T" wiren, welche friihestens
in Ly bearbeitet wird. Also ist keine Task aus L; ein Vorginger einer Task aus R;. Somit
stellt auch die Folge
N:=Ri,Li,Ly,Ry,..., L,

eine giiltige Restabarbeitung dar. Wir zeigen nun, dass fiir jedes s € {1,...,m — 1} die
Anzahl der Rechts- Ps-Bewegungen in A’ beziiglich x hichstens so grof) ist wie die in A. Nach
Gleichung 5.1 folgt daraus, dass die Distanz von A’ beziiglich k hiéchstens so grof} ist wie die
von A. Wir betrachten dazu die Rechts-P;-Bewegungen, die in beiden Restabarbeitungen
unterschiedlich sind und unterscheiden die Fille s > p, und s < p.. Fiir s > p, ist die
einzige mogliche Rechts- P;-Bewegung in A, die nicht in A vorkommt, die erste Bewegung
von der Maschine P, zur ersten Task von R;. Dafiir ist aber die Bewegung von der letzten
Task von L, zur ersten Task von R; aus A, die nicht in A’ vorkommt, ebenfalls eine Rechts-
Ps-Bewegung. Also ist fiir s > p, die Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen in A’ hichstens
so grof wie in A. Fiir s < p, ist die einzige mogliche Rechts-Ps-Bewegung in A’, die nicht
in A vorkommt, die Bewegung von der letzten Task von L; zur ersten Task von Ls. Dafiir
ist aber ebenfalls die Bewegung von der letzten Task von L; zur ersten Task von R; aus A
eine Rechts- P;-Bewegung. Also ist auch fiir s < p, die Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen
in A’ hochstens so grofl wie in A. Somit ist auch A’ eine minimale Restabarbeitung fiir
k. Da in A’ zuerst eine Task rechts von P, bearbeitet wird, gibt es auch eine minimale
Restabarbeitung fiir x, in der zunéchst die Task Ty ecnis bearbeitet wird. O

Satz 5.3 schlief3t nicht aus, dass es in der gegebenen Konfiguration eine minimale Rest-
abarbeitung gibt, die mit der Task 7j; ks beginnt. Es gibt jedoch immer auch eine minimale
Restabarbeitung, in der zuerst die Task Tients bearbeitet wird.

Satz 5.4 Sei k eine Entscheidungskonfiguration, in der die Maschine an der Arbeiterpo-
sition p, von keinem Job belegt ist. Seien Tinks = T(j o pines) YA Trecnss = T die
nédchsten ausfihrbaren Tasks links bzw. rechts von P,,_.

Falls es eine Task T = Tjp) € T(M) mit p > pe, J > Jiinks und § + D < Jrechts +
Prechis 9ibt, so trifft der Algorithmus Free-Left in der Entscheidungskonfiguration k beziiglich
additiver Distanzen eine optimale Entscheidung, d.h. es gibt eine minimale Restabarbeitung
fir k, in der die Task Tiynks zuerst bearbeitet wird.

jrechts )prechts)
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Abbildung 5.7: Konfiguration aus Satz 5.4. Die Jobs J; . und Jj. warten auf Bearbeitung.
Die dazwischenliegenden Jobs brauchen an ihren Positionen nicht mehr bearbeitet werden. Der
Bereich auf dem Foérderband zwischen Jj, . 1 und Jj, . enthélt keine Jobs. Die Arbeiterposi-
tion an der Maschine P, ist durch ein e gekennzeichnet. Falls der grau unterlegte Bereich der
Taskmatrix eine Task T enthilt, so ist die Free-Left-Entscheidung, als néichstes die Task Tjinks

auszufiihren, optimal.

Beweis Fiir additive Distanzen gibt es immer eine minimale Restabarbeitung A =
Ti,...,T, fir &, fiir die entweder 77 = Tiinks oder 177 = Tiecnss gilt. Falls T} = Tk ist, so
ist nichts zu zeigen. Sei also T1 = Trecnis und sei T' = Ty, ,y eine Task mit p > p,, j > Jiinks
und j 4+ p < Jrechts + Prechts, Siehe Abbildung 5.7. Man betrachte die RL,, _;-Aufteilung

A =Ry, Ly, Ry, Ly, ..., Ry, Ly,

von A, d.h. die Aufteilung von A in maximale nicht-leere Teilfolgen R;, L;, so dass die
R; und L; nur Tasks rechts bzw. links von P, _; enthalten. Da T eine Nachfolgertask
von Tjiks ist, kann 7' nicht in R; enthalten sein, und somit existiert zumindest R,. Fiir
Tasks T" = Tijr py aus Ry gilt 5" + p' > jrechts + Prechts- Dies folgt aus Lemma 2.1, da sich
der Job Jj, . 1 an Position prechts — (Jiinks — 1 — Jrechts) befindet und fiir die Tasks T{; )
aus R, offensichtlich j' < jjs gilt. Fiir die Tasks T' = T{; ) in L; gilt andererseits
3"+ <5+ D < Jrechts + Prechis, da sie sonst Nachfolger der Task 7" wiren, die friihestens
in Ry bearbeitet wird. Also ist keine Task aus R; ein Vorginger einer Task aus L;. Somit
stellt auch die Folge
AI = Ll, Rl, RQ, LQ, ey Rt, Lt

eine giiltige Restabarbeitung dar. Wir vollenden den Beweis wiederum, indem wir zeigen,
dass fiir jedes s € {1,...,m — 1} die Anzahl der Rechts-Ps-Bewegungen in A’ beziiglich &
hochstens so grof} ist wie die in A. Wir betrachten dazu wieder die Rechts- P;-Bewegungen,
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die in beiden Restabarbeitungen unterschiedlich sind und unterscheiden die Fille s < p,
und s > p,. Fiir s < p, ist die einzige mogliche Rechts- P,-Bewegung in A’; die nicht in
A vorkommt, die Bewegung von der letzten Task von L; zur ersten Task von R;. Dafiir
ist aber die Bewegung von der letzten Task von L; zur ersten Task von R, aus A, die
nicht A’ vorkommt, ebenfalls eine Rechts-P,-Bewegung. Also ist fiir s < p, die Anzahl der
Rechts-Ps-Bewegungen in A’ héchstens so grofl wie in A.

Fiir s > p, gibt es zwei mogliche Rechts- P;-Bewegungen in A’; die nicht in A vorkom-
men, ndmlich die Bewegung von der letzten Task von L; zur ersten Task von R; und die
Bewegung von der letzten Task von R; zur ersten Task von R,. Fiir den ersten Fall ist
auch die erste Bewegung in A von der Maschine P,_zur ersten Task von R; eine Rechts-
P,-Bewegung, fiir den zweiten Fall ist die Bewegung in A von der letzten Task von L; zur
ersten Task von Ry, die in A’ nicht vorkommt, eine Rechts- P;-Bewegung. Also ist auch fiir
s > p, die Anzahl der Rechts- P;-Bewegungen in A’ hichstens so grofi wie in A. Somit ist
A’ ebenfalls eine minimale Restabarbeitung fiir x. Da in A’ zuerst eine Task links von P,,
bearbeitet wird, gibt es auch eine minimale Restabarbeitung fiir x, in der zunéchst die
Task Ti;nks bearbeitet wird. O

Satz 5.4 schlieft wiederum nicht aus, dass es in der gegebenen Konfiguration eine mi-
nimale Restabarbeitung gibt, die mit der Task T}jecnis beginnt.

Sei M = (jp)1<j<n1<p<m eine Taskmatrix. Wir nennen M spaltenmonoton, wenn fiir
j=12....on—1und p=1,...,m gilt:

tip=1 = fjt1p =1

Man beachte, dass M spaltenmonoton ist, falls alle Jobs dasselbe Jobprofil haben. Wir
nennen M zeilenmonoton, wenn fiir 7 =1,2,... . nund p=1,...,m — 1 gilt:

Pip=1 = pjp1 =1

Aus den beiden vorigen Sétzen erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 5.1 Sei M eine zeilen- oder spaltenmonotone Taskmatriz. Dann ist die Free-
Left-Abarbeitung von M eine minimale Abarbeitung beziiglich additiver Distanzen.

Beweis Man betrachte eine Entscheidungskonfiguration x in der Free-Left-Abarbeitung,
wobei T(;, . die néchste ausfiihrbare Task links von P, ist. Dann wurde zuletzt eine
Task T{;,) mit p = p, und j < jinks bearbeitet. Da M zeilen- oder spaltenmonoton ist, ist
dann auch T(;, .y eine Task. Diese erfiillt die Bedingungen aus Satz 5.3 bzw. 5.4. Also
trifft Free-Left in der Entscheidungskonfiguration k eine optimale Entscheidung. Da dies
fiir alle Entscheidungskonfigurationen zutrifft, muss die resultierende Abarbeitung minimal
sein. O

5.3.2 Eine O(logm)-Schranke fiir den kompetitiven Faktor

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass der kompetitive Faktor von Free-Left in
O(log, m) liegt. Der Beweis beruht darauf, dass die Anzahl der Rechts-P;-Bewegungen
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Abbildung 5.8: Zum Beweis von Lemma 5.1. Die Tasks in den grau unterlegten Bereiche sind
in der Free-Left-Abarbeitung nach Bearbeitung der ersten Task Tr der Linksbewegung (Tr,TT)
(Bild links) bzw. nach der Bearbeitung der ersten Task 77, der Rechtsbewegung (T7,,Tr) (Bild
rechts) bereits bearbeitet.

in der Free-Left-Abarbeitung hochstens um einen Faktor aus O(log, m) grofler ist als die
minimale Anzahl R™"(M) von Rechts-P,-Bewegungen, die jede Abarbeitung enthalten
muss. Indem wir gegebenenfalls m Jobs ohne Tasks am Ende der Taskmatrix hinzufiigen,
nehmen wir in diesem Abschnitt zur Vereinfachung der Beweise an, dass die letzten m
Jobs keine Tasks besitzen. Dies dndert offensichtlich nichts an den Abarbeitungen. Wir
erreichen dadurch jedoch, dass eine Rechts-Bewegung in einer Free-Left-Abarbeitung nur
dann auftreten kann, wenn die Maschine an der Arbeiterposition von einem Job belegt ist.
Fiir eine Bewegung (7,7") nennen wir 7' die Ausgangstask der Bewegung und T’ die
Zieltask der Bewegung. Das folgende Lemma und das folgende Korollar zeigen einfache
Eigenschaften einer Free-Left-Abarbeitung, die wir im Folgenden immer wieder benutzen
werden. Am einfachsten verdeutlicht man sich die Aussagen anhand von Abbildung 5.8.

Lemma 5.1 Sei A die Free-Left-Abarbeitung der Taskmatric M und seien Ty, = T
und Tg = Tijp pp) 2wei Tasks aus T (M).

Jr,pL)

1. Wenn (Tr,Ty) eine Linksbewegung in A ist, so sind nach der Bearbeitung der Aus-
gangstask Tr in A alle Tasks T, mit j < jp und j+p < jp + pr bereits ausgefiihrt.

2. Wenn (Ty,,Tr) eine Rechtsbewegung in A ist, so sind nach der Ausfihrung der Aus-
gangstask T, in A alle Tasks T ="T(;,) mit j < jr+pr—pr, fir die j+p < jr+Dpr
oder j+p = jr+ pr und p < pr gilt, bereits ausgefiihrt.

Beweis

1. Wenn (T, T1,) eine Links-Bewegung in A ist, so folgt aus der Definition einer Free-
Left-Abarbeitung, dass nach der Ausfiihrung von Ty die Maschinen P, 14,..., P,

» " PR
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frei sind und der Job J;, an der Maschine P,, auf Bearbeitung wartet. Dann muss
sich der Job J;, 1 mindestens an der Position pg +1 befinden. Nach Lemma 2.1 folgt
daraus, dass alle Tasks 7{; ;) mit j < jpund j+p < jp —1+pr+1=jr + pr bereits
ausgefiihrt sind.

. Wenn (77, Tr) eine Rechts-Bewegung in A ist, so folgt aus der Definition einer Free-

Left-Abarbeitung (und unseren speziellen Voraussetzungen an die Taskmatrix), dass
nach Bearbeitung der Task 77, die Maschine P, belegt ist, und zwar von dem Job
Jin+pr-p- Nach Lemma 2.1 folgt daraus, dass alle Tasks T{; ) mit j < jr + pr — pr
und j + p < jg + pr bereits ausgefiihrt sind. Eine noch nicht ausgefiihrte Task 7{; )
mit 7 < jr+pr—pL, P < pr und j+p = jr +pgr kann nicht existieren, da diese dann
ausfiihrbar und somit T nicht die néchste ausfiihrbare Task rechts von P,, wére. O

Korollar 5.2 Sei A die Free-Left-Abarbeitung der Taskmatric M und sei s, 1 < s <m—1,
ein Maschinenindex.

1. Sei M ein Links-P;-Bewegung in A mit Zieltask T;, »,) und sei T = T(;,) eine Task,

die nach Ausfiihrung der Ausgangstask von M in A noch nicht ausgefiihrt ist. Dann
qilt:

(i) p S S - .7 2 jL:

(i) p>s = j+p>jr+s+1.

. Sei M ein Rechts-Py-Bewegung in A mit Zieltask T(;, ,,) und sei T = Ty eine Task,

die nach Ausfiihrung der Ausgangstask von M in A noch nicht ausgefiihrt ist. Dann
qilt:

(i) p<s = j>Jjrt+pr—s5+1,

(i) p>s = j+p=>jr+pr

. Seien My, My zwei Links-P;-Bewegungen in A mit den Zieltasks T(;, p,) bzw. T(j, ),

so dass My nach M, erfolgt. Dann gilt j5 > j1 + 1.

4. Seien My, My zwei Rechts-P;-Bewegungen in A mit den Zieltasks T(j, p,) bzw. T, p,),

so dass My nach M, erfolgt. Dann gilt jo + ps > j1 +p1 + 1.

Beweis

1. Folgt unmittelbar aus Lemma 5.1 (1.).
2. Folgt unmittelbar aus Lemma 5.1 (2.).

3. Man betrachte die nichste auf A, folgende Rechts-Ps-Bewegung M = (T(k,q), T(x,¢))-

Nach (1.) gilt ¥'+¢' > j1 +s+1. Nach (2.) gilt andererseits jo > k'+¢' —s. Insgesamt
folgt also jo > k' + ¢ — s> j1 + 1.
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Abbildung 5.9: Zum Beweis von Lemma 5.2. Der grau unterlegte Bereich links der Trennlinie
enthélt aufgrund der Definition einer L}-Task keine Tasks. Auf der rechten Seite ist der Bereich
der Nachfolger von T, die rechts von P; liegen, grau unterlegt.

4. Man betrachte die nichste auf M, folgende Links-P-Bewegung M = (T(xq), T(x¢'))-
Nach (2.) gilt &' > j;+p1 —s+1. Nach (1.) gilt andererseits jo+py > k'+s. Insgesamt
folgt also jo +po > k' + s> j1 +p1 + 1. a

Die Punkte (3.) und (4.) des obigen Korollars bedeuten, dass in der Darstellung der
Free-Left-Abarbeitung in der Taskmatrix der Abstand zwischen zwei horizontalen bzw.
zwischen zwei diagonalen Linien an einer Maschine mindestens 2 betrégt.

Zur Verdeutlichung des folgenden Lemmas siehe auch Abbildung 5.9.

Lemma 5.2 Seis, 1 < s < m—1, ein Maschinenindez, Ty, = T(;, . eine L;-Task von M
und A die Free-Left-Abarbeitung von M. Fiir einr > 2 sei M, die r-te Rechts-P,-Bewegung
nach der Ausfihrung von Tp, in A, so dass bis einschliefilich der Ausfihrung der Zieltask
T4, p,) von M, in A kein Nachfolger von Ty, rechts von Py bearbeitet wurde. Dann gilt

Jrtpor 2 ts—2+2"

Beweis Wir zeigen das Lemma durch vollsténdige Induktion iiber r.

r = 2: Nach Ausfithrung der L}-Task 77, sind alle Tasks Tjp mit j < jr, die links
von P; liegen, bereits bearbeitet, da alle diese Tasks, die von 77 verschieden sind, nach
Definition einer L}-Task Vorginger von 77, sind. Fiir den Jobindex & der Zieltask der ersten
Links- P;-Bewegung nach der Ausfiihrung von 77, gilt daher £ > j;, + 1. Nach Korollar 5.2
(1) folgt dann fiir die Zieltask 1{;,p,) der zweiten Rechts-P,-Bewegung nach Ausfiihrung
von TL

Jo+pa>k+s+1>G+s+2=7j,+s5—2+2%
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r > 2: Sei T{;,_, p,_,) die Zieltask der vorhergehenden Rechts-P,-Bewegung M, ; und
sei (T(x,g), Tt ,q)) die Links-P,-Bewegung zwischen M, _; und M,. Nach Korollar 5.2 (2.)
folgt

(5.2) k+q
(5.3) K

jr—l + Dr—1,

>
2 jr—l +pr—1 —s+ 1.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus der letzten Ungleichung &' > j.,. Da T, ) nach
Voraussetzung kein Nachfolger von 77, ist, ist andererseits j,. < j, und somit j,. < k’. Aus
Lemma 5.1 (1.) folgt daher

(5.4) Jr+or 2k +4q.

Da auch T{; 4 nach Voraussetzung kein Nachfolger von Ty, ist, gilt £ < j; — 1, und somit
folgt aus (5.4)

jr+pr Z ki+q Z kl+jr—1+pr—1_k Z 2(jr—1+pr—1)_$+]-_k Z 2(jr—1+pr—1)_s_jL+2-
(5.2) (5.3)

Da nach Induktionsvoraussetzung

jr—l +pr—1 Z jL +s—2+ 2T_1
gilt, folgt daraus die Induktionsbehauptung. O
Korollar 5.3 Sei s, 1 < s < m — 1, ein Maschinenindex und Ty, = T(;, .y eine L;-Task
von M. Fiir einr > 1 sei M die r-te Rechts-P;-Bewegung in der Free-Left-Abarbeitung A

von M nach Ausfihrung von Ty, so dass nach Bearbeitung der Zieltask von M in A noch
kein Nachfolger von Ty, auf der rechten Seite von Py ausgefiihrt wurde. Dann gilt

r < |logy(m —s+1)]

Beweis Fiir r = 1 ist die Aussage trivial. Andernfalls gilt nach Lemma 5.2 fiir die Zieltask
T(jp) von M
j+p>jr+s—2+2"
Da 1{;,) kein Nachfolger von T}, ist, folgt j < j, — 1 und damit
p>jr+s—24+2"—j>2"+s—1.

Wegen p < m folgt daraus das Korollar. O

Korollar 5.4 Sei s, 1 <s<m— 1, ein Maschinenindex und (T, Tr) ein LRs-Paar von
M. Dann gibt es in der Free-Left-Abarbeitung A von M hdchstens

1+ [logy(m—s+1)]

Rechts-P;-Bewegungen zwischen der Bearbeitung von Ty, und der Bearbeitung von Tg.



5.3. DER ALGORITHMUS FREE-LEFT 93

P, P, Py P, Ps Pg P;iPg Pg
3310 014 04 0004
JR*PR™S72 ) 0 ﬂ ”””” Tr
Jg 0 0 0 0 0 M,
/0000060040
J5 000000000
i, 30 000 17001 0 M,
310 00 00 0 ) 0
Jg|0 0 0 0 0.0 0
Jg/0 000 600 00
i, J 70 0 0 00 00 0 M,
S

Abbildung 5.10: Zum Beweis von Lemma, 5.3. Der grau unterlegte Bereich rechts der Trennlinie
enthilt aufgrund der Definition einer R};-Task keine Tasks. Auf der linken Seite ist der Bereich
der Nachfolger von T'g, die links von P; liegen, grau unterlegt.

Beweis Sei Tp = 1{;, pp) und 7 = 1+ [logy(m — s +1)|. Angenommen, es gibt in A mehr
als 7 Rechts-P;-Bewegungen zwischen der Ausfithrung von 77, und Tx. Dann sei M die
r-te dieser Bewegungen. Nach Korollar 5.3 ist spétestens mit der Ausfithrung der Zieltask
T(jp) von M ein Nachfolger von T}, rechts von P; bearbeitet. Da (T,,Ty) ein LR,-Paar
ist, folgt aus Lemma 4.5 (1.), dass nach Ausfithrung der Ausgangstask von M alle Tasks
T »y mit j' +p' < jr + pr, die rechts von P; liegen, bereits ausgefiihrt sind. Also gilt fiir
die Zieltask T(;,) von M, dass j + p > jr + pr. Nach Korollar 5.2 (4.) gilt fiir die Zieltask
Tj ) der ndchsten Rechts- P,-Bewegung M’ nach M daher j'+p' > j+p > jr+pr. Nach
Korollar 5.2 (2.) ist Tr dann bereits vor der Rechts-P;-Bewegung M’ ausgefiihrt. Das ist
ein Widerspruch zu der Annahme, dass es mehr als » Rechts- P;-Bewegungen zwischen der
Bearbeitung von 77, und Ty gibt. d

Zur Verdeutlichung des folgenden Lemmas siehe auch Abbildung 5.10.

Lemma 5.3 Seis, 1 <s < m—1, ein Maschinenindez, T = T(;, p,) €ine R;-Task von M
und A die Free-Left-Abarbeitung von M. Fiir einr > 2 sei M, die r-te Links-Ps-Bewegung
nach der Ausfiihrung von Tg in A, so dass bis einschlieflich der Ausfihrung der Zieltask
T, pr) von M, kein Nachfolger von Tg links von Py bearbeitet wurde. Dann gilt

Gr>jr+pR—5—-2+2.

Beweis Wir zeigen das Lemma durch vollsténdige Induktion iiber r.

r = 2: In der Free-Left-Abarbeitung kann eine Links-P;-Bewegung nach Ausfiihrung
von Tg erst dann auftreten, wenn sich der Job J;. an einer Position > pr + 1 befindet.
Somit sind zu diesem Zeitpunkt alle Tasks T{;;) mit j < jr und j +p < jg + pr bereits
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ausgefiihrt. Da Tp eine R}-Task ist, gibt es keine Tasks 7{;, rechts von P; mit j > jg
und 7 + p < jgr + pr- Also sind nach der ersten Links-P;-Bewegung nach Ausfiihrung der
Task Tx alle Tasks T(;,) rechts von P; mit j + p < jgr + pr bereits bearbeitet. Daher gilt
fiir die Zieltask T\ ) der ersten Rechts-P,-Bewegung nach der Ausfithrung von Tg, dass
k+q > jr+ pr+ 1. Nach Korollar 5.2 (2.) folgt dann fiir die Zieltask 7{;, ,,) der zweiten
Links- P,-Bewegung nach Ausfithrung von Ty

jo>k+q—s+1>jr+pr—85+2=jr+pr—s—2+2%

r > 2:Sei 1{;,_,p, ) die Zieltask der vorhergehenden Links-P;-Bewegung M,_; und sei
M = (Tik,g), Tt q)) die Rechts-P;-Bewegung zwischen M,_; und M,. Nach Korollar 5.2
(1.) folgt

(5.5) k
(5.6) K'+4q

Jr—1,

>
2 j7«71+8+1-

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus der letzten Ungleichung k' + ¢’ > jr + pr. Da die
Zieltask T{;, p,) der Links-P;-Bewegung M, nach Voraussetzung kein Nachfolger von T ist,
gilt andererseits j. + p, < jg + Pr, also j. + p, < k' + ¢'. Nach Lemma 5.1 (2.) folgt dann

(5.7) Jr >k +4q¢ —q+1.

Da auch die Ausgangstask 7(;, der Rechts-P;-Bewegung M nach Voraussetzung kein
Nachfolger von Tf ist, folgt

(5.8) k+q<jr+pr

Somit folgt aus (5.7)

e > K+qd—q+1
> jr—1+3_Q+2
(5.6)
> Jr1+S—Jjr—DPr+k+2
(5.8)
> 2)p1+S8S—Jr—DrT2
(5.5)

Da nach Induktionsvoraussetzung j,_1 > jgr + pr — s — 2 + 2"~ gilt, folgt daraus die
Induktionsbehauptung. O

Korollar 5.5 Sei s, 1 < s < m — 1, ein Maschinenindez und T = T, pp) eine R,-Task
von M. Fir einr > 1 set M die r-te Links-P,-Bewegung in der Free-Left-Abarbeitung A
von M nach Ausfiihrung von Tg, so dass nach Bearbeitung der Zieltask von M in A noch
kein Nachfolger von Tg auf der linken Seite von Py ausgefihrt wurde. Dann gilt

r < |logy(s+1)].
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Beweis Fiir r = 1 ist die Aussage trivial. Andernfalls gilt nach Lemma 5.3 fiir die Zieltask
Tijp) von M

J>Jjr+pPr—5—2+2".

Da T{;,) kein Nachfolger von Tf ist, folgt 7 +p < jg + pr und damit
p<jrt+pr—j<s+2-2".

Wegen p > 1 folgt daraus das Korollar. O

Korollar 5.6 Sei s, 1 < s <m—1, ein Maschinenindex und (Tr,Tr,) ein RLs-Paar von
M. Dann gibt es in der Free-Left-Abarbeitung A von M hdchstens

1+ [logy(s+1)]

Links-Py-Bewegungen und somit héchstens

[loga (s +1)]

Rechts-P;-Bewegungen zwischen der Bearbeitung von Tg und der Bearbeitung von T7,.

Beweis Sei T, = T{j, p,) und r = 1 + [logy(s + 1)]. Angenommen, es gibt in A mehr
als r Links-P;-Bewegungen zwischen der Bearbeitung von 7% und 7. Dann sei M die
r-te dieser Bewegungen. Nach Korollar 5.5 ist spétestens mit der Ausfiihrung der Zieltask
T(jp von M ein Nachfolger von Ty links von P bearbeitet. Da (Tg,Ty) ein RL,-Paar
ist, folgt aus Lemma 4.5 (2.), dass nach Ausfithrung der Ausgangstask von M alle Tasks
T py mit j' < jg, die links von P liegen, bereits ausgefiihrt sind. Also gilt j > j;. Nach
Korollar 5.2 (3.) gilt fiir die Zieltask 7{; ,) der nichsten Links-P,-Bewegung M’ nach M,
dass j' > j > jr. Nach Korollar 5.2 (1.) ist 77, dann bereits vor der Links-P;-Bewegung
M'" ausgefiihrt. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass es mehr als r Links-P;s-
Bewegungen zwischen der Bearbeitung von T und 77, gibt. O

Satz 5.5 Der Algorithmus Free-Left ist (2logy(m + 2) — 1)-kompetitiv beziiglich additiver
Distanzen.

Beweis Wir beweisen den Satz, indem wir zeigen, dass die Anzahl der Rechts- P;-Bewegun-
gen fiir s = 1,...,m — 1 in der Free-Left-Abarbeitung A einer Taskmatrix M hdochstens
um den Faktor (2log,(m+2) — 1) hoher ist als die minimal erforderliche Anzahl R™®(M).

Sei s € {1,...,m — 1} und sei Tg, 11, ..., T, die vollstindige s-Kette von M. Dann ist
To = T(o,0), T ist eine L}-Task und z = 2 - R?™(M). Offensichtlich kann es in A nur eine
Rechts-P;-Bewegung vor Bearbeitung der Task 7} geben. Nach Korollar 5.6 und Korollar
5.4 gibt es fiir s = 1,..., 2z — 1 hochstens |log,(s+ 1)] Rechts-P;-Bewegungen zwischen der
Bearbeitung von T; und T;, 1, falls 7 ungerade ist, und hochstens 1+ |log,(m—s+1)| Rechts-
P;-Bewegungen, falls ¢ gerade ist. Da T, keinen Nachfolger rechts von P, besitzt, gibt es
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nach Korollar 5.3 hochstens |log,(m —s+1) | Rechts- P;-Bewegungen nach Ausfithrung von
T,. Also gibt es insgesamt hochstens

RY™ (1 + [logy(m — s +1)| + [logy(s + 1)])

Rechts- P;-Bewegungen in A. Wegen

1+ |logo(m —s+1)] + [logy(s +1)] < 1+4logy(m —s+1)+logy,(s+1)
< 1+logy ((m—s+1)(s+1))
9\ 2
< 1+log, ((£> )
2
= 2logy(m+2)—1
folgt der Satz. O

5.3.3 Eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor

Die Verallgemeinerung des Beispiels aus Abbildung 5.11 zeigt, dass die Anzahl der Rechts-
P,-Bewegungen in einer Free-Left-Abarbeitung fiir ein einzelnes s tatsdchlich um einen
Faktor aus Q(log m) iiber der Anzahl der minimal benétigten Rechts- Ps-Bewegungen liegen
kann. Fiir allgemeine additive Distanzen ldsst sich aus diesen Beispielen ableiten, dass der
kompetitive Faktor von Free-Left in Q(logm) liegt, indem man 6,5, = 1 und 6,41 = 0
fiir p > 1 wahlt. Dies gilt jedoch nicht fiir lineare Distanzen. Die lineare Distanz der
Free-Left-Abarbeitung bei diesen Beispielen liegt ndmlich nur um einen Faktor < 2 iiber
der Distanz einer minimalen Abarbeitung. Die Verallgemeinerung des einfachen Beispiels
aus Abbildung 5.12 auf eine beliebige Anzahl m von Maschinen zeigt immerhin, dass der
kompetitive Faktor von Free-Left fiir lineare Distanzen mindestens 3 ist. Wir wollen jetzt

sogar zeigen, dass er nicht konstant ist, sondern in (1oglzg1(2>gw;m) liegt.
Zu diesem Zweck werden wir fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ > 2 und r > 1 Taskmatrizen
F., definieren. Fiir m > 1 sei B(m) die Taskmatrix fiir m + 1 Jobs und m Maschinen, die

als einzige Task die Task T(1,m) besitzt, d.h. B(m) hat das folgende Aussehen:

000 00 1Y)
000 000

B(m) := oo s hmA1
000 000
000 000)/]

Fir m > 2 sei A(m) die Taskmatrix fiir m — 1 Jobs und m Maschinen, deren einzigen
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Pl PZ P3 P4 P5 PG P7 P8 Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
31@10 0004 Jlblo 00 0
3, ) 3, ) 0 0
J3§ ) J|/1770000000
3, ) 3,00 0000 00
I 0 ) |1 0000000
3 ) J/0/0 0000 00
3 ) 3,000 0000 00
3 ) 3|0/ 0000000
3y 0 J3/10 0000 00

S S

Abbildung 5.11: Free-Left-Abarbeitung (links) und minimale Abarbeitung (rechts) einer Task-
matrix M. Verallgemeinert man das Beispiel auf m = 2¥ Maschinen, so ist die minimal erforder-
liche Anzahl R™"(M) von Rechts-P;-Bewegungen gleich 1, withrend die Free-Left-Abarbeitung
k = logy m Rechts-P;-Bewegungen aufweist. Die lineare Distanz einer minimalen Abarbeitung be-
triigt 2(m —1), withrend die Free-Left-Abarbeitung die Distanz 2 > (20 —1) = 2(21 —2—k) <
4(m — 1) hat.

Py P, P3 Py Ps Pg P7 Pg Py Ppg Py P, P3 Py Ps Pg P7 Pg Py Py
3, 3,

s VA

i1 o 3, 00000O0O0O
L0 0 3,/0 0000000
¥ |0 0 0 /00000000710
3|0 0 000 /0 00000000 O
310 o 0000 3]0 00000000 O
3|0 0 0000 0 /0 00000O0O0O0 O
3|0 0 00000 O J3/0 00000000 O
3,0 0 0000000 0 0 J,/0 000 00000 O
3, 0 000000 O J,/0 00000000 O
J,/ 600000000 J,/0 0 00000 00
A ooooom J,/7 00000000 O

Abbildung 5.12: Links eine Free-Left-Abarbeitung mit linearer Distanz 54, rechts eine minimale
Abarbeitung mit linearer Distanz 22. Verallgemeinert man das Beispiel auf m Maschinen, so
benotigt Free-Left die lineare Distanz 6(m — 1), wihrend eine minimale Abarbeitung nur die
lineare Distanz 2(m — 1) + 4 hat.
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beiden Tasks die Tasks 7{1 ;) und T{y,—2,1) sind, d.h. A(m) hat das folgende Aussehen:

(000 00 1))
000 000
A(m) = ::::f::>m_1
(m) 000 -- 000
100 - 000
\0 00 --000)]]

Auflerdem sei fiir n,m > 1 die Matrix Z(n, m) die Matrix fiir n Jobs und m Maschinen,
die nur Nullen enthélt. Fiir jedes ¢ > 2 sind die Taskmatrizen F.,, r = 1,2, ... rekursiv
wie folgt definiert:

1. F., ist die 2 x 2 Taskmatrix mit den beiden Tasks T(y,1),1{1,2), siche auch Abbildung
5.13.

2. Falls r > 2, so seien n.,_; und m.,_; die Anzahl der Jobs bzw. der Maschinen von
Fer—1. Dann ist die Anzahl m., der Maschinen der Matrix F_,

Meyr =2+ (c+ 1)me,q

und die Matrix F., ist definiert durch

c-mal
N

7~ ™

F L Z(ncﬂ«fl, 24 mc,'rfl) ‘7:0,7"71 C fc,rfl
or A(2 + mC,T—l) B(mC,T—l) e B(mc,r—l)

In der Abbildung 5.13 sind die Taskmatrizen F5 1, F22 und F3 3 jeweils mit der Free-Left-
Abarbeitung dargestellt.

Wir zeigen zunéchst, dass die Anzahl m,, der Maschinen der Taskmatrix F., fiir alle
c> 2, r > 1 durch die Formel

2 2
5.9 or = — " — -
(59) Mer = (e +1) =

gegeben ist. Wir zeigen dies durch Induktion iiber r. Fiir r = 1 ergibt die Formel (5.9)

2 2 2c+2-2
mC,l f— _(C+ 1) —_ - = L — 2’
C C Cc

was mit der Definition iibereinstimmt. Sei nun r > 2 und die Formel (5.9) giiltig fiir  — 1.
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Fou

Foa

Z(2,4)
1 2 3 45 6 7 8

1 2

Fer

(fur alle c)

Fop

Fan

Fan

2(5,10)

1 2 3 4 5:6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22:23 24 25 26

000 0
0 0 0
0 0

0 000O0O0UO0O 00D
0000O0O0UO0O 00D
0000O0O0UO0O00D
0. 0000000 01:0.0.0.0 0.0 .0 000000000

9 000O00O0O0O0 O O
000000000200 0000O00LO0O0:0 0000000

D
D
)
)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

)

A(10

Faa

Abbildung 5.13: Free-Left-Abarbeitungen der Taskmatrizen F3 1, F2 o und Fo 3.
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Nach Definition ist m., = 2+ (¢ + 1)m,,_1. Daraus folgt
Meyr = 2+ (C + 1)mc,r—1

2+ (c+1) (%(c+ 1t - %)

2c+ 2

2
= 2+E(C+1)T_

2 2
= Zey1)-2
c(c-l—) .

und somit die Giiltigkeit von Formel (5.9).

Bei den folgenden Abarbeitungen lassen wir die spezielle Starttask T{o ) und die spe-
zielle Endtask T(s,0) immer weg. Wir wollen zuniichst die lineare Distanz AF:(F,,) der
Free-Left-Abarbeitung der Taskmatrix F., bestimmen. Man betrachte den Fall » > 1.
Wenn Ay, Ao, ..., A, die Free-Left-Abarbeitungen der Kopien der Matrix F,_; in der Ma-
trix F,, sind, so ist die Free-Left-Abarbeitung der Matrix F_, offenbar gegeben durch die
Taskfolge

T(nc,r—l,l), Ala AQa S aAca T(nc,r_1+1,2+mc,r_1)a T(nc,r_1+1,2+2mc,7_1) cee ’T(nc,r—1+1;2+(C+1)mc,r—1)
mit der linearen Distanz
AFL (Fc,r) = Mer—1 +1+4+c (1 + AFL(fc,r—l) - (mc,r—l - 1)) + 2c¢ - Mer—1 + Meyr — 1

= c- AFL(}"C,T_l) + (c+ 1)mer1 +mer + 2¢
2

2 2 2
= ¢ AN (Fp) + (e +D) (g<c+ - z) +oler 1) -2

4 4
= ¢ A"™(F,, )+ E(c+ 1) — S 242

Indem wir diese Rekursionsgleichung benutzen, zeigen wir nun durch Induktion, dass die
lineare Distanz AF"(F,,) der Free-Left-Abarbeitung der Taskmatrix F,, fiir ¢ > 2 und
r > 1 durch die Formel

4 4 4
5.10 ATYF,) == | ) L — -2
(5.10) (Far) = Slet 1" = Zqe™ s o
gegeben wird.
r = 1: Fiir r = 1 ergibt die obige Formel
4 4
AT (F.) = —(c+1)— 2 -2
c

c—1° +c(c—1)
(c+1)?(c=1)=+1
clc—1)

= 4 ——-2=2
c(c—1) ’

= 4.
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was korrekt ist, da die Free-Left-Abarbeitung der Matrix F,; die lineare Distanz 2 hat,
siehe Abbildung 5.13.

r > 1: Die Formel sei fiir v’ < r giiltig. Dann folgt aus der Rekursionsgleichung und der
Induktionsvoraussetzung:

4 4
ATMF.,) = ¢ A"™(F, )+ -(c+1)—=-—=2+2¢
c c
4( +1) & "+ A 2 +4( +1) A 242
= c¢-|-(c — ¢ - —(c -— - c
LV. c c—1 c(c—1) c c
4 4 4 4
- D1y — — ¢+l = % 9
(c+ )C(c+ ) ¢ to7 3
4 4 4
— - 17‘—|—1_—7'—|—1 -9
c(c+ ) c—1° +c(c—1)

Also gibt Formel (5.10) fiir alle ¢ > 2 und alle r > 1 die lineare Distanz der Free-Left-
Abarbeitung der Matrix F, an.

Nun betrachten wir die Left-First-Abarbeitung der Taskmatrizen F,,. Bei der Left-
First-Abarbeitung wird in Entscheidungskonfigurationen immer zunéchst die Task links
von der Arbeiterposition bearbeitet. In der Abbildung 5.14 sind nochmals die Taskmatrizen
Fan, Fao und Fy 3, dargestellt, nun jedoch mit der Left-First-Abarbeitung. Wir wollen jetzt
die lineare Distanz A'F (F, ) der Left-First-Abarbeitung der Taskmatrix F,,. fiir ¢ > 2 und
r > 1 bestimmen. Betrachten wir dazu wieder den Fall » > 1. Seien A1, Ag, ..., A, die Left-
First-Abarbeitungen der Kopien der Matrix F.,_; in der Matrix F.,. Sei T}, die erste Task
von Ay und sei A) die Folge Ay ohne die erste Task Tj. Die Left-First-Abarbeitung der
Matrix F., ist dann offenbar (siehe Abbildung 5.14) gegeben durch die Taskfolge

T(nc,,,—l,l)a
!
Tl ) T(nc,rfl+1;2+mc,r71) ) Al’
!
12, Ting,—14+1,242mep1): Mo,

!
TC’ T(nc,’r—1+1,2+cmc,'r—1) ) AC’
T(nc,r71+1;2+(c+1)mc,r71)

mit der linearen Distanz
ALF(fc,r) = Mer-—1 +1+4+c (3 + ALF(fc,r—l) - (mc,'r—l - 1)) + Meyr — 1
= C- ALF(J:-c,rfl) - (C - 1)mc,r71 + Me,r +4c

= AV (Fr) = (c—1) <%(c+ 1)t = %) + %(c—i— 1y - % e
= ¢ ALF(fC,T—l) + %((C‘i_ 1) - (C - 1))(C+ 1)T_1 + Q(Cc_ 1) B % e

4 4
= ¢ A" (F, )+ -(c+1)"t+dc+2— -
c c
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Fou
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(fur alle c)
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2(5,10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22:23 24 25 26

000 0
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0 0000 OO O0OTUPWO
0 0000 O O O0UWDO
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00000000 00
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14

A(10)

Fao

Abbildung 5.14: Left-First-Abarbeitungen der Taskmatrizen F 1, Fa 2 und Fo 3.
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Indem wir diese Rekursionsgleichung benutzen, zeigen wir nun durch Induktion, dass die
lineare Distanz A'F(F,,) der Left-First-Abarbeitung der Taskmatrix F,, fiir ¢ > 2 und
r > 1 durch die Formel

4 4 2
5.11 AYW(F.)== 1)" T_f—
(5.11) (Fer) = (e 1) + == =4 - = = =
gegeben ist.
r =1: Fiir r =1 ergibt die Formel
4 4 2 2¢ 2
AM(F, ) == 1 —4——— = — =2
(Fei) c(c+ )+c—1c ¢c ¢c—1 ¢—-1 ¢-1 ’

was korrekt ist, da die Left-First-Abarbeitung der Matrix F.; die lineare Distanz 2 hat,
siehe Abbildung 5.14.

r > 1: Die Formel sei fiir v’ < r giiltig. Dann folgt aus der Rekursionsgleichung und der
Induktionsvoraussetzung:

4 4
AY(F.,) = c-AM(F, )+ E(c + 1) de+2 - ;
4 2 4 2 4 4
= c|l-(c+1)" '+ o4 - — +—(c+1)" P +de+2— -
LV. C c—1 c c—1 c c
4 4 2
= — 17' 7"_4___ .
c(C+ ) +c—lc c c—1

Also gibt Formel (5.11) fiir alle ¢ > 2 und alle > 1 die lineare Distanz der Left-First-
Abarbeitung der Matrix F, an.

Betrachten wir nun fiir r > 2 die Matrizen F,, so ergibt sich aus den Formeln (5.10)
und (5.11)

4 4 4
AFY(F,,) = ;(7" L1y s r41 T 2.
AY(F,,) = %(r—i—l)r-l— i rr—4—§— 7“31
Wegen lim,_, o, (’"Ti)r = lim, (1 + %)T =e= 2,718... folgt hieraus
pm AT F) DT Ty 22
r—oo (r + 1)AM(F, ) rooo (P4 1) (2(r+ 1)+ 2 —4— 24— 2
= )™

T—>00 1 + 2(,,.7._1) (ﬁ)r
2 T
— llm 1 - 7‘;71 (7"—',}‘—_1)

=00 ]_ + 2(7.7;1) (7.:_1)7‘
1

- ¢ ~0,5339....

14 5
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Somit gilt fiir das Verhéltnis der linearen Distanz der Free-Left-Abarbeitung der Matrizen
Fr zur linearen Distanz der Left-First-Abarbeitung der Matrizen F, ,

AFL(Fr,r)
m € Q(T‘)

)

Dies zeigt, dass der kompetitive Faktor von Free-Left nicht durch eine Konstante be-
schriankt ist. Nach Gleichung (5.9) gilt fiir die Maschinenanzahl m,, der Matrizen F,,
firr > 2

2 2
0.12 my, =~-(r+1)"—=.

Hieraus folgt fiir r > 2 einerseits

Mpp >20r+ 1)1 =1> (r+1)""

und andererseits
my, < (r+1)".

Daher gilt

log, my, log,(r +1)"
log, logy m,, — log,log,(r+ 1)1
.. log,(r + 1)
log,(r — 1) + log, log,y(r + 1)
logy(r + 1)
- log,(r — 1)

_ log, (75) ,
= r (1+10g2(r_1)) € O(r).

Also ist 7 € Q (M) und es ergibt sich der folgende Satz:

log, logy myp »

Satz 5.6 Der kompetitive Faktor von Free-Left ist fiir lineare Distanzen nicht durch eine
logom
log, 1(2)g2m

Konstante beschrinkt, sondern liegt in 2 ( ), wober m die Maschinenanzahl der

Taskmatriz ist.



Kapitel 6

Empirische Auswertungen

In diesem Kapitel sollen einige empirische Ergebnisse zum Forderband-Flow-Shop-Problem
fiir Einheitsdistanzen und fiir lineare Distanzen dargestellt werden. Dabei vergleichen wir
die Ergebnisse verschiedener Algorithmen miteinander sowie mit den unteren Schranken
aus Kapitel 4 und mit optimalen Losungen, sofern wir letztere berechnen konnten.

Bevor wir die Ergebnisse darstellen, gehen wir zunéichst kurz auf die Berechnung von
optimalen Losungen ein. Anschlielend stellen wir noch zwei weitere Algorithmen vor, die
wir in die empirischen Untersuchungen mit einbeziehen. Zum einen handelt es sich dabei
um einen Online-Algorithmus zur Minimierung der Einheitsdistanz, den wir hauptséchlich
aufnehmen, um eine Vergleichsmoglichkeit mit dem 2-Approximationsalgorithmus aus Ka-
pitel 4 zu haben. Zum Zweiten handelt es sich um einen Approximationsalgorithmus fiir
lineare Distanzen, der auf einer Heuristik beruht, die intuitiv auch auf beliebige additive Di-
stanzen anwendbar zu sein scheint. Dieser Algorithmus zeichnet sich bei den empirischen
Untersuchungen durch gute Ergebnisse (beziiglich der untersuchten linearen Distanzen)
aus, obwohl wir fiir ihn keinen konstanten Worst-Case-Fehler beweisen kénnen. Allerdings
kann dieser Algorithmus natiirlich zu einem 3-Approximationsalgorithmus gemacht werden,
indem man die berechnete Abarbeitung durch Anwendung des RL-Austausch-Algorithmus
aus Kapitel 4 verbessert. Bei der Darstellung der empirischen Ergebnisse werden wir dies
jedoch nicht tun, damit die Giite des eigentlichen Algorithmus erkennbar bleibt.

6.1 Berechnung optimaler Losungen

Da das Férderband-Flow-Shop-Problem fiir Einheitsdistanzen NP-vollstindig ist, kann es
keinen polynomiellen Algorithmus fiir dieses Problem geben, sofern P # NP gilt. Aber auch
fiir lineare Distanzen ist uns kein polynomieller Algorithmus bekannt. Zur Berechnung op-
timaler Losungen verwenden wir daher im Wesentlichen Algorithmus 1 aus Abschnitt 3.2.
Dieser Algorithmus berechnet mit Hilfe dynamischer Programmierung fiir jede mogliche
Konfiguration die minimale Distanz, die zum Erreichen der Konfiguration bené6tigt wird.
Im Allgemeinen hat dieser Algorithmus natiirlich eine Laufzeit, welche exponentiell in
der Maschinenanzahl (oder Jobanzahl) ist. Der Algorithmus ldsst sich jedoch héufig da-
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durch beschleunigen, dass nicht immer alle Nachfolgekonfigurationen einer Konfiguration
betrachtet werden miissen. Ist ndmlich die néchste Task in einer minimalen Restabarbei-
tung bekannt, so reicht es aus, lediglich diejenige Nachfolgekonfiguration zu betrachten,
die durch die Bearbeitung dieser Task entsteht. Ist etwa an der augenblicklichen Arbeiter-
position eine Task ausfiihrbar, so konnen wir uns auf die Nachfolgekonfiguration beziiglich
der Bearbeitung dieser Task beschrinken. Abhingig vom Distanzmaf} lassen sich jedoch
auch in weiteren Fillen gewisse Nachfolgekonfigurationen ausschlieflen.

Sehen wir uns zunéchst die linearen Distanzen an. Hier brauchen wir fiir den Fall,
dass an der aktuellen Arbeiterposition keine Task ausfithrbar ist, nur die beiden Nach-
folgekonfigurationen beziiglich der nichsten ausfiihrbaren Tasks links bzw. rechts von der
augenblicklichen Arbeiterposition in Betracht zu ziehen. Dariiber hinaus geniigt es in den
Entscheidungskonfigurationen, in denen wir aufgrund von Satz 5.3 bzw. Satz 5.4 eine op-
timale Entscheidung treffen kénnen, nur eine dieser beiden Nachfolgekonfigurationen zu
beriicksichtigen.

Betrachten wir jetzt die Einheitsdistanzen. Falls an der aktuellen Arbeiterposition kei-
ne Task ausfiihrbar ist, konnen wir uns nicht auf die beiden Nachfolgekonfigurationen
beziiglich der néchsten ausfiihrbaren Tasks rechts bzw. links von der aktuellen Position
beschréinken. Wir kénnen jedoch testen, ob eine ausfiihrbare Task T{;,) existiert, so dass
alle Tasks des maximal giiltigen Taskblocks (PI[*,”'], j' > j, an der Maschine P, nacheinan-
der ausgefiihrt werden konnen. Ist dies der Fall, so gibt es offensichtlich eine mit der Task
T;p) beginnende minimale Restabarbeitung, da an der Maschine P, sowieso hochstens die
Tasks des maximal giiltigen Blocks CIDLj 7'} ohne einen Maschinenwechsel ausgefiihrt werden
konnen. Wir kénnen uns dann auf die Nachfolgekonfiguration beziiglich der Ausfiihrung
der Task T{;,) beschrinken.

Durch die gerade beschriebenen Modifikationen wird die Laufzeit des Algorithmus in
den meisten Féllen erheblich verkiirzt. Auf diese Weise konnen die optimalen Losungen
fiir Taskmatrizen mit bis zu 2000 Jobs und bis zu 10 Maschinen in der Regel innerhalb
weniger Sekunden bestimmt werden. Fiir bis zu 20 Maschinen lassen sich die optimalen
Losungen meistens noch im Bereich einiger Minuten berechnen, falls der Anteil der Jobs,
die an einer Maschine bearbeitet werden miissen, nicht zu hoch ist (< 50%). Insbesondere
fiir Einheitsdistanzen steigen die Berechnungszeiten aber stark an, wenn die Anzahl der
Maschinen oder der prozentuale Anteil der Jobs, die an einer Maschine bearbeitet werden
miissen, erh6ht wird.

Es sei noch erwihnt, dass eine weitere Moglichkeit, eine optimale Losung zu finden, in
der Losung eines ganzzahligen linearen Programms! besteht. Beispielsweise lisst sich das
Forderband-Flow-Shop-Problem fiir Einheitsdistanzen leicht wie folgt durch ein solches
Programm beschreiben. Wir definieren fiir jeden giiltigen Block @E’J'] eine 0/1-Variable
[i1,71]
P1

B, ;i und fiihren folgende Restriktionen ein. Fiir je zwei unvertréigliche Blocke ® und

CIJLJ;’J‘Q] muss die Ungleichung Bpl,jl,ji + sz,m,j; < 1 gelten, und fiir jede Task T,y muss

die Summe der Variablen B, ; » mit j < k < j’ gleich 1 sein. Offensichtlich bewirken diese

!Fiir Informationen zu ganzzahliger linearer Programmierung siehe beispielsweise [16, 23]
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Restriktionen, dass die Blocke <I>][,j g ’], deren zugehdrige Variablen B, ; ; in einer Losung den
Wert 1 haben, eine giiltige Blockiiberdeckung der Taskmatrix bilden. Eine Lésung des ganz-
zahligen linearen Programms, bei der die Summe {iiber alle Variablen B, ;; minimal ist,
stellt also eine minimale giiltige Blockiiberdeckung dar und entspricht somit nach den Er-
gebnissen aus Kapitel 3 einer Losung des Forderband-Flow-Shop-Problems mit minimaler
Einheitsdistanz. Fiir lineare Distanzen lassen sich ebenfalls ganzzahlige lineare Programme
angeben, jedoch sind diese erheblich schwieriger zu formulieren. In beiden Féllen lassen sich
diese Programme aber bereits fiir relativ kleine Taskmatrizen mit Standardprogrammen
zur Losung ganzzahliger linearer Programme nicht mehr in akzeptabler Zeit 16sen.

6.2 Weitere Algorithmen

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz zwei weitere Algorithmen skizzieren, die wir in die
Auswertungen im néchsten Abschnitt mit einbeziehen. Dabei handelt es sich um einen
Online-Algorithmus zur Minimierung der Einheitsdistanz und um einen Approximations-
algorithmus fiir additive Distanzen.

Der Online-Algorithmus Min-Change zur Minimierung der Einheitsdistanz, verhélt sich
wie folgt. Ist in einer Konfiguration an der Arbeiterposition eine Task ausfiihrbar, so wird
diese bearbeitet. Andernfalls iiberpriift der Algorithmus fiir jede ausfiihrbare Task 7{; ), ob
mit Hilfe der verfiigbaren Informationen (d.h. der bereits bekannten Jobs) der maximale

giiltige Block @Y7 j* > j bestimmt werden kann. Falls dies der Fall ist und falls alle
Tasks des Blocks nacheinander ausgefiihrt werden kdnnen, so bearbeitet der Algorithmus
als néchstes eine solche Task T; ) und anschlielend die weiteren Tasks des Blocks, da diese
an der neuen Arbeiterposition p der Reihe nach ausfithrbar werden. Offensichtlich ist dieses
eine optimale Entscheidung des Algorithmus, da an der Maschine P, sowieso hochstens die
Tasks des maximal giiltigen Blocks <I>£,j 7'} ohne einen Maschinenwechsel ausgefiihrt werden
konnen. Lésst sich keine solche optimale Entscheidung treffen, so fiihrt der Algorithmus

die ausfiihrbare Task T(; ;) mit kleinstem Maschinenindex p aus.

Der Approximationsalgorithmus LB-Decision fiir lineare bzw. additive Distanzen wéahlt
in Nicht-Entscheidungskonfigurationen immer die offensichtlich mégliche optimale Fortset-
zung. Dies bedeutet, dass eine ausfiihrbare Task an der aktuellen Arbeiterposition sofort
bearbeitet wird und dass in einer Konfiguration, in der es nur auf einer Seite von der Arbei-
terposition ausfithrbare Tasks gibt, die nichstgelegene dieser Tasks bearbeitet wird. In einer
Entscheidungskonfiguration betrachtet der Algorithmus die beiden Nachfolgekonfiguratio-
nen, die sich nach Bearbeitung der niichstgelegenen ausfiihrbaren Tasks T links bzw. T
rechts von der Arbeiterposition ergeben. Fiir jede dieser Konfigurationen wird eine untere
Schranke fiir eine Restabarbeitung bestimmt. Die untere Schranke wird dabei vollig analog
zu der unteren Schranke fiir additive Distanzen aus Gleichung (4.3) berechnet, indem un-
ter Beriicksichtigung der Arbeiterposition fiir jeden Maschinenindex s € {1,...,m—1} die
minimale Anzahl der noch benétigten P;-Bewegungen bestimmt wird. Der Algorithmus



108 6.3. AUSWERTUNGEN

wihlt dann die Seite, fiir die sich inklusive der ersten Bewegung zur Task T' bzw. T%
die niedrigere untere Schranke ergibt. Falls die beiden unteren Schranken gleich sind, wird
eine Free-Left-Entscheidung getroffen. Fiir die Berechnung der minimalen Anzahl der noch
benétigten Ps-Bewegungen kann durch eine Vorverarbeitung vermieden werden, dass die
vollstdndigen s-Ketten jedes Mal neu berechnet werden miissen. Auf diese Weise ldsst sich
der Algorithmus sehr effizient implementieren. Da die Berechnung der unteren Schranken
eventuelle unterschiedliche Distanzen zwischen benachbarten Maschinenpaaren beriicksich-
tigt, scheint der Algorithmus LB-Decision auch fiir allgemeine additive Distanzen geeignet
zu sein. Wir haben die empirischen Auswertungen jedoch nur fiir lineare Distanzen vorge-
nommen.

6.3 Auswertungen

Die empirischen Ergebnisse in diesem Abschnitt wurden von dem Programm MoveMin
berechnet, welches im Rahmen dieser Arbeit erstellt wurde. Neben den einfachen Berech-
nungen der Abarbeitungen mit Hilfe der unterschiedlichen Algorithmen erlaubt das Pro-
gramm auch die Visualisierung der berechneten Lésungen sowie der meisten anderen in
dieser Arbeit benutzten Konzepte.

Die empirischen Ergebnisse sollen in erster Linie einen Eindruck von der Giite der Al-
gorithmen vermitteln. Die Taskmatrizen wurden mit unterschiedlichen Parametern zufillig
gewihlt. Die Auswahl der Parameter war dabei recht willkiirlich, so dass aus diesen empi-
rischen Resultaten nicht unbedingt gesicherte Ergebnisse abgeleitet werden kénnen. Aller-
dings zeigen alle unsere bisherigen Erfahrungen, dass diese Ergebnisse als typisch angesehen
werden konnen. Die zufélligen Taskmatrizen wurden ebenfalls mit dem Programm Move-
Min erzeugt. Dabei kann fiir jede Maschine angegeben werden, mit welcher Wahrschein-
lichkeit ein Job an der Maschine bearbeitet werden soll. In Tabelle 6.1 sind 23 Beispielma-
trizen mit je 2000 Jobs angegeben, fiir die wir die Auswertungen vorgenommen haben. Die
Taskmatrizen Al bis A7 haben jeweils 10 Maschinen, wobei die Jobs an den Maschinen
mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit bearbeitet werden miissen. Die Wahrscheinlich-
keiten, mit denen eine Task an einer Maschine gew#hlt wurde, sind fiir jede Maschine
in der Tabelle angegeben. So miissen z.B. bei der Taskmatrix A1l an der ersten Maschi-
ne etwa 5 Prozent der Jobs bearbeitet werden, an der zweiten etwa 10 Prozent, an der
dritten etwa 15 Prozent, usw.. Die Taskmatrizen B1 bis B7 besitzen ebenfalls 10 Maschi-
nen, wobei jedoch die Taskwahrscheinlichkeiten jeweils fiir jede Maschine gleich gewéhlt
wurden. Die weiteren Matrizen haben 20, 100 bzw. 500 Maschinen mit jeweils identischen
Taskwahrscheinlichkeiten an jeder Maschine.

Lineare Distanzen In der Tabelle 6.2 sind fiir die Taskmatrizen aus Tabelle 6.1 die
linearen Distanzen der Abarbeitungen angegeben, welche von den Online-Algorithmen
Free-Left, Left-First, Right-First, Keep-Direction, Change-Direction, Nearest-First(R) so-
wie den Approximationsalgorithmen RL-Exchange und LB-Decision berechnet werden.
Das in Klammern gesetzte 'R’ hinter dem Algorithmus Nearest-First deutet an, dass bei
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Name | Jobs | Maschinen | Task-Wahrscheinlichkeiten (%)
AT | 2000 10 | 5,10,15,20,25,30,35,40,45.50
A2 2000 10 | 25,30,35,40,45,50,55,60,65,70
A3 2000 10 | 50,45,40,35,30,25,20,15,10,5
A4 2000 10 | 70,65,60,55,50,45,40,35,30,25
A5 | 2000 10 | 10,20,30,40,50,50,40,30,20,10
A6 2000 10 | 50,40,30,20,10,10,20,30,40,50
A7 2000 10 | 20,40,20,40,20,40,20,40,20,40
B1 2000 10 | 10 % fiir jede Maschine

B2 2000 10 | 20 % fiir jede Maschine

B3 2000 10 | 30 % fiir jede Maschine

B4 2000 10 | 40 % fiir jede Maschine

B5 2000 10 | 50 % fiir jede Maschine

B6 2000 10 | 60 % fiir jede Maschine

B7 2000 10 | 70 % fiir jede Maschine

C1 2000 20 | 20 % fiir jede Maschine

C2 2000 20 | 40 % fiir jede Maschine

C3 2000 20 | 60 % fiir jede Maschine

D1 2000 100 | 20 % fiir jede Maschine

D2 2000 100 | 40 % fiir jede Maschine

D3 2000 100 | 60 % fiir jede Maschine

E1l 2000 500 | 20 % fiir jede Maschine

E2 2000 500 | 40 % fiir jede Maschine

E3 2000 500 | 60 % fiir jede Maschine

Tabelle 6.1: Beispiel-Matrizen fiir die Auswertung der Algorithmen.

diesem Algorithmus in einer Entscheidungskonfiguration, in welcher der Abstand zu den
néchsten ausfiihrbaren Tasks links bzw. rechts identisch ist, die rechte Task gewihlt wird.
RL-Exchange ist der im Kapitel 4 vorgestellte Approximationsalgorithmus fiir additive
Distanzen, der lineare Laufzeit und einen Worst-Case-Fehler von 3 hat.

Die Tabelle enthélt fiir alle Taskmatrizen die untere Schranke aus Gleichung (4.3) und
fiir jeden Algorithmus die prozentuale Abweichung von dieser unteren Schranke. Fiir die
Instanzen, fiir die wir die optimale Losung bestimmen konnten, ist auflerdem das Opti-
mum und die prozentuale Abweichung der unteren Schranke sowie der einzelnen Algo-
rithmen von diesem Optimum angegeben. Fiir die Beispiele, fiir die wir das Optimum
berechnen konnten, liegt die untere Schranke immer zwischen 5 und 9 Prozent unter dem
Optimum. Der Algorithmus Free-Left erweist sich in allen Beispielen als der beste Online-
Algorithmus, dessen Abweichung von der unteren Schranke bzw. vom Optimum immer
kleiner als 22 bzw. 9 Prozent ist. Die Offline-Algorithmen RL-Exchange und LB-Decision
schneiden bei allen Beispielen noch etwas besser ab und weichen um weniger als 5 Prozent
vom Optimum bzw. weniger als 19 Prozent von der unteren Schranke ab. Dabei liefert der
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Algorithmus LB-Decision durchgéingig die etwas besseren Ergebnisse als der Algorithmus
RL-Exchange. Dies ist allerdings teilweise durch die Free-Left-Entscheidungen bedingt, die
der Algorithmus LB-Decision trifft, wenn in einer Entscheidungskonfiguration die beiden
berechneten unteren Schranken identisch sind. Wird in solchen Fillen entweder immer
die linke oder immer die rechte Task ausgefiihrt, ergeben sich schlechtere Abarbeitungen,
deren Distanz teilweise sogar etwas grofler als die der Free-Left-Abarbeitung ist. Die iibri-
gen Online-Algorithmen schneiden deutlich schlechter ab als Free-Left, RL-Exchange und
LB-Decision.

B = _ | £

= 2 2 § o

= iz = g £ g 2

g % &= - £ 2 = A @ I

= o O =2 ~ = ) o © <

= = = g & = - & g &

=2 & g8 2 = &= 5y 3 ; g

S| 8| & | 2 i S| < | B A B
Al 7296 | 6870 | 7826 8764 10052 | 10010 | 8748 | 10928 | 7420 | 7494
Abw. v. u.S. 13.9 27.6 46.3 45.7 27.3 59.1 8.0 9.1
Abw. v. Opt. -5.8 7.3 20.1 37.8 37.2 19.9 49.8 1.7 2.7
A2 10954| 10214 | 11542 | 13928 | 15730 | 15880 | 13186 | 17734 | 11192 | 11244
Abw. v. u.S. 13.0 36.4 54.0 55.5 29.1 73.6 9.6 10.1
Abw. v. Opt. -6.8 5.4 27.1 43.6 45.0 20.4 61.9 2.2 2.6
A3 7252 | 6780 | 7840 8442 10012 | 10022 | 8704 | 10650 | 7418 | 7444
Abw. v. u.S. 15.6 24.5 47.7 47.8 28.4 57.1 94 9.8
Abw. v. Opt. -6.5 8.1 16.4 38.1 38.2 20.0 46.9 2.3 2.6
A4 11020| 10244 | 11594 | 14360 | 16068 | 15806 | 13160 | 17894 | 11256 | 11338
Abw. v. u.S. 13.2 40.2 56.9 54.3 28.5 74.7 9.9 10.7
Abw. v. Opt. -7.0 5.2 30.3 45.8 43.4 19.4 62.4 2.1 2.9
A5 7676 | 7282 | 8124 9154 10252 | 10360 | 8962 | 11412 | 7798 | 7852
Abw. v. u.S. 11.6 25.7 40.8 42.3 23.1 56.7 7.1 7.8
Abw. v. Opt. -5.1 5.8 19.3 33.6 35.0 16.8 48.7 1.6 2.3
A6 8150 | 7474 | 8712 9506 12698 | 12908 | 10680 | 12984 | 8356 | 8528
Abw. v. u.S. 16.6 27.2 69.9 72.7 42.9 73.7 11.8 14.1
Abw. v. Opt. -8.3 6.9 16.6 55.8 58.4 31.0 59.3 2.5 4.6
A7 7552 | 6996 | 8056 8842 10908 | 10932 | 9088 | 11622 | 7734 | 7828
Abw. v. u.S. 15.2 26.4 55.9 56.3 29.9 66.1 10.5 11.9
Abw. v. Opt. -7.4 6.7 17.1 44.4 44.8 20.3 53.9 2.4 3.7
B1 8356 | 7788 | 8970 9964 12114 | 12016 | 9988 | 12920 | 8578 | 8634
Abw. v. u.S. 15.2 27.9 55.5 54.3 28.2 65.9 10.1 10.9

Abw. v. Opt. -6.8 7.3 19.2 45.0 43.8 19.5 54.6 2.7 3.3
B2 6404 | 6030 | 6930 7460 8882 8780 7618 9576 6570 | 6618

Abw. v. u.S. 14.9 23.7 47.3 45.6 26.3 58.8 9.0 9.8

Abw. v. Opt. -5.8 8.2 16.5 38.7 37.1 19.0 49.5 2.6 3.3
B3 8356 | 7788 | 8970 9964 12114 | 12016 | 9988 | 12920 | 8578 | 8634

Fortsetzung auf der nichsten Seite
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Abw. v. u.S. 15.2 27.9 55.5 54.3 28.2 65.9 10.1 10.9
Abw. v. Opt. -6.8 7.3 19.2 45.0 43.8 19.5 54.6 2.7 3.3
B4 10026| 9262 | 10610 | 12494 | 14556 | 14872 | 11896 | 15968 | 10280 | 10370
Abw. v. u.S. 14.6 34.9 57.2 60.6 28.4 72.4 11.0 12.0
Abw. v. Opt. -7.6 5.8 24.6 45.2 48.3 18.7 59.3 2.5 3.4
B5 11572| 10706 | 12168 | 15032 | 16892 | 16956 | 13416 | 18770 | 11826 | 11900
Abw. v. u.S. 13.7 40.4 57.8 58.4 25.3 75.3 10.5 11.2
Abw. v. Opt. -7.5 5.2 29.9 46.0 46.5 15.9 62.2 2.2 2.8
B6 12896| 12004 | 13430 | 17236 | 18318 | 18504 | 14706 | 21026 | 13096 | 13268
Abw. v. u.S. 11.9 43.6 52.6 54.1 22.5 75.2 9.1 10.5
Abw. v. Opt. -6.9 4.1 33.7 42.0 43.5 14.0 63.0 1.6 2.9
B7 14246| 13398 | 14690 | 18542 | 19204 | 19258 | 15710 | 23248 | 14476 | 14566
Abw. v. u.S. 9.6 38.4 43.3 43.7 17.3 73.5 8.0 8.7
Abw. v. Opt. -6.0 3.1 30.2 34.8 35.2 10.3 63.2 1.6 2.2
C1 14510| 13236 | 15808 | 19156 | 26476 | 26528 | 18392 | 27024 | 15120 | 15224
Abw. v. u.S. 194 44.7 100.0 100.4 39.0 104.2 14.2 15.0
Abw. v. Opt. -8.8 8.9 32.0 82.5 82.8 26.8 86.2 4.2 4.9
C2 21978| 20194 | 23366 | 32216 | 38916 | 38742 | 26824 | 42552 | 22684 | 22820
Abw. v. u.S. 15.7 59.5 92.7 91.8 32.8 110.7 12.3 13.0
Abw. v. Opt. -8.1 6.3 46.6 77.1 76.3 22.0 93.6 3.2 3.8
C3 27906 25850 | 29102 | 40730 | 42900 | 42838 | 31908 | 54814 | 28494 | 28712
Abw. v. u.S. 12.6 57.6 66.0 65.7 23.4 112.0 10.2 11.1
Abw. v. Opt. -74 4.3 46.0 53.7 53.5 14.3 96.4 2.1 2.9
D1 71806 | 87224 | 157856 | 223544 | 226212 [109080| 193858 | 83602 | 84386
Abw. v. u.S. 21.5 119.8 211.3 215.0 51.9 170.0 16.4 17.5
D2 89980 |108040| 208096 | 242796 | 238972 (131196 252334 [104108|104886
Abw. v. u.S. 20.1 131.3 169.8 165.6 45.8 180.4 15.7 16.6
D3 105786(124882| 231506 | 241904 | 245514 |146530| 313500 |120964|121866
Abw. v. u.S. 18.1 118.8 128.7 132.1 38.5 196.4 14.3 15.2
E1l 365924|445630({1119358(1296146(1279988 581514 |1064294|427954|432332
Abw. v. u.S. 21.8 205.9 254.2 249.8 58.9 190.9 17.0 18.1
E2 534282|631086|1234286|1275866|1284132|773954|1756236|612620|616342
Abw. v. u.S. 18.1 131.0 138.8 ‘ 140.3 44.9 228.7 14.7 15.4
E3 680296|773012|1192720|1222786|1248110|897692{4111320|759094|762552
Abw. v. u.S. 13.6 75.3 79.7 ‘ 83.5 32.0 504.3 11.6 12.1

Tabelle 6.2: Lineare Distanzen fiir die Abarbeitungen der
Taskmatrizen aus Tabelle 6.1.
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Einheitsdistanzen In der Tabelle 6.3 sind fiir die Taskmatrizen aus Tabelle 6.1 die Ergeb-
nisse zusammengefasst, die die Algorithmen Min-Change und Top-Down-Cover erzielen.
Min-Change ist dabei der im vorigen Abschnitt skizzierte Online-Algorithmus, wihrend
Top-Down-Cover den Approximationsalgorithmus mit Worst-Case-Fehler 2 aus Kapitel 3
bezeichnet.

Neben der unteren Schranke aus Gleichung (4.1) ist fiir die Instanzen, fiir die wir die
minimale Losung bestimmen konnten, auch diese angegeben. Die untere Schranke liegt bei
diesen Beispielen immer um weniger als 6 Prozent unter dem Optimum. Die Ergebnisse
des Algorithmus Top-Down-Cover liegen fiir alle Beispiele um weniger als 10 Prozent iiber
der unteren Schranke und fiir die Beispiele, fiir die wir das Optimum berechnen konn-
ten, um weniger als 4 Prozent iiber dem optimalen Wert. Sie sind damit wesentlich besser
als der Worst-Case-Faktor von 2. Diese Ergebnisse scheinen typisch zu sein. Der Online-
Algorithmus Min-Change weicht dagegen um bis zu 68 Prozent von der unteren Schranke
ab, wobei sich die grofleren Abweichungen insbesondere bei grofler Maschinenanzahl erge-
ben. Beim Algorithmus Top-Down-Cover ist ein Anstieg der Abweichungen von der unteren
Schranke mit wachsender Maschinenanzahl nicht oder jedenfalls nicht in dem Mafle fest-
zustellen. Lediglich mit hoheren Taskwahrscheinlichkeiten an den Maschinen scheinen die
Abweichungen von der unteren Schranke anzusteigen. Allerdings werden dabei auch die
Abweichungen der unteren Schranke vom Optimum grofier.



Tabelle 6.3: Einheitsdistanzen fiir Abarbeitungen der Taskmatrizen aus Tabelle 6.1.
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Al 3667|3565|3776|3711 B5 6252 | 6033 | 6767 | 6396
Abw. v. u.S. 5.9 | 4.1 Abw. v. u.S. 12.2 6.0
Abw. v. Opt. -2.813.0 1.2 Abw. v. Opt. -3.5 8.2 2.3
A2 5925|5698|6467|6053 B6 7232 | 6887 | 8185 | 7446
Abw. v. u.S. 13.5] 6.2 Abw. v. u.S. 18.8 8.1
Abw. v. Opt. -3.819.1 22 Abw. v. Opt. -4.8 | 13.2 3.0
A3 3634|3511|3774|3676 B7 8233 | 7769 | 9781 | 8490
Abw. v. u.S. 7.5 | 4.7 Abw. v. u.S. 25.9 9.3
Abw. v. Opt. -3.4139 |12 Abw. v. Opt. -5.6 | 18.8 3.1
A4 5955|5721|6386|6084 C1 5744 | 5629 | 5929 | 5769
Abw. v. u.S. 11.6| 6.3 Abw. v. u.S. 5.3 2.5
Abw. v. Opt. 3.9 72|22 Abw. v. Opt. -2.0 3.2 0.4
A5 4078(3958(4190|4125 C2 10540| 10152 | 11587 | 10688
Abw. v. u.S. 5.9 | 4.2 Abw. v. u.S. 14.1 5.3
Abw. v. Opt. 229127112 Abw. v. Opt. -3.7 9.9 1.4
A6 3796|3716|4000|3840 C3 14802| 14042 | 18590 | 15187
Abw. v. u.S. 7.6 | 3.3 Abw. v. u.S. 324 8.2
Abw. v. Opt. -21154 |12 Abw. v. Opt. -5.1 | 25.6 2.6
A7 3413|3332|3532(3437 D1 28369 | 32964 | 29140
Abw. v. u.S. 6.0 | 3.2 Abw. v. u.S. 16.2 2.7
Abw. v. Opt. 24135107 D2 40418 | 52641 | 42043
B1 4052|3935|4214|4102 Abw. v. u.S. 30.2 4.0
Abw. v. u.S. 7.1 | 4.2 D3 51173 | 72963 | 54061
Abw. v. Opt. -2.914.0 | 1.2 Abw. v. u.S. 42.6 5.6
B2 2840(278412913|2860 El 143269(191277|147346
Abw. v. u.S. 4.6 | 2.7 Abw. v. u.S. 33.5 2.8
Abw. v. Opt. -2.012.6 | 0.7 E2 255966|391325(270290
B3 4052|3935|4214|4102 Abw. v. u.S. 52.9 5.6
Abw. v. u.S. 7.1 | 4.2 E3 353674(593145|383482
Abw. v. Opt. -2.914.0 1.2 Abw. v. u.S. 67.7 8.4
B4 5174|5005|5453|5252
Abw. v. u.S. 9.0 | 4.9
Abw. v. Opt. -3.31 54|15



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit das Problem der Bewegungsminimierung in der Férderband-
Flow-Shop-Verarbeitung mit einem Arbeiter untersucht, das unseres Wissens bislang von
niemandem untersucht wurde. Dabei betrachteten wir im Wesentlichen Einheitsdistan-
zen und additive bzw. lineare Distanzen, wobei letztere ein Spezialfall der additiven Di-
stanzen sind. Die Untersuchungen erstreckten sich von Komplexitétsbetrachtungen iiber
Approximations- und Online-Algorithmen bis hin zu empirischen Auswertungen.

Fiir das Forderband-Flow-Shop-Problem mit vorgegebener Jobreihenfolge konnten wir
die NP-Vollsténdigkeit auch fiir den eingeschriankten Fall der Einheitsdistanzen nachweisen.
Fiir lineare Distanzen bleibt die Komplexitit dagegen offen. Falls auch die Jobreihenfolge
gewahlt werden darf, erweist sich das Problem sowohl fiir lineare Distanzen als auch fiir
Einheitsdistanzen als NP-vollsténdig.

Die folgende Tabelle fasst die erzielten Ergebnisse der Komplexitdtsuntersuchungen
zusammen.

allgemeine Einheits- additive lineare

Distanzen distanzen Distanzen Distanzen
Jobreihenfolge NP-vollstéindig | NP-vollstindig | NP-vollsténdig | NP-vollstindig
wahlbar
Jobreihenfolge fest | NP-vollstéindig | NP-vollstéandig ? ?
Jobreihenfolge fest, | in Polynomzeit | in Polynomzeit | in Polynomzeit | in Polynomzeit
Jobanzahl konstant | losbar losbar losbar losbar
Jobrell.lenfolge fest, in Linearzeit in Linearzeit in Linearzeit in Linearzeit
Maschinenanzahl N N N N

losbar losbar losbar losbar
konstant

Sowohl fiir Einheitsdistanzen als auch fiir additive Distanzen haben wir nicht-triviale
untere Schranken LB(M) fiir die Distanzen der Abarbeitungen einer Taskmatrix M be-
stimmt. Ausgehend von diesen unteren Schranken entwickelten wir fiir beide Félle Ap-
proximationsalgorithmen, deren Laufzeit linear in der Gréfle der gegebenen Taskmatrix
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ist. Diese Algorithmen liefern Abarbeitungen, deren Distanz hichstens um einen Faktor 2
bzw. 3 von der jeweiligen unteren Schranke abweichen. Dies zeigt natiirlich auch, dass die
Distanz einer minimalen Losung hochstens das Zweifache bzw. Dreifache unserer unteren
Schranken betrigt. Im Falle der Einheitsdistanzen ist diese Abschitzung scharf, d.h. es
gibt keine Konstante ¢ < 2, so dass fiir alle Taskmatrizen die Distanz einer minimalen
Abarbeitung kleiner oder gleich dem c-fachen der unteren Schranke ist. Definieren wir die
Giite der unteren Schranke c;g durch

e = inf {c| Apin(M) < ¢- LB(M) fiir alle Taskmatrizen M},

so ist die Giite unserer unteren Schranke fiir Einheitsdistanzen gleich 2. Fiir lineare Distan-
zen oder additive Distanzen wissen wir, dass die Giite der unteren Schranke nicht besser
als % ist.

Im Bereich der Online-Algorithmen konnten wir nachweisen, dass die Abarbeitungen
des Algorithmus Free-Left beziiglich beliebiger additiver Distanzmafle hchstens um einen
Faktor aus O(logm) von der minimalen Abarbeitung abweichen, wobei m die Anzahl der
Maschinen ist. Die empirischen Auswertungen fiir den besonders relevanten Spezialfall
der linearen Distanzen belegen ferner, dass die Abweichungen von der minimalen Losung
bei zufillig gewdhlten Taskmatrizen in der Regel weniger als 20 Prozent betragen. Dies
ist bereits bei kleiner Maschinenanzahl deutlich besser als die von uns bewiesene obere
Schranke 2log,(m + 2) — 1 fiir den kompetitiven Faktor. Allerdings besitzt der Free-Left-

Algorithmus selbst fiir lineare Distanzen keinen konstanten kompetitiven Faktor, da wir
logm

ool ) liegt. Die guten Resultate des Algorithmus sind
oglogm

zeigen konnten, dass dieser in 2 (

auch darauf zuriickzufiihren, dass er in vielen Entscheidungssituationen eine beweisbar
optimale Entscheidung trifft. Fiir zeilen- und spaltenmonotone Taskmatrizen berechnet der
Algorithmus sogar minimale Abarbeitungen. Fiir die Praxis ist der Algorithmus Free-Left
deswegen besonders interessant, weil er auf einer sehr einfachen Entscheidungsregel beruht,
die nur sehr wenige, unmittelbar verfiigbare Informationen verwendet. Die nachfolgende
Tabelle fasst einige der Ergebnisse nochmals zusammen.

Giite der unteren Appr.o x1matlor.ls— Online-Algorithmus mit
Schranke algorithmus mit kompetitivem Faktor
Worst-Case-Fehler
Einheitsdistanzen cB =2 2 -
lineare Distanzen % <cap<3 3 € O(logm) N (%go;n_m)
additive Distanzen 2<cap<3 3 € O(logm)

Im Hinblick auf weitere Untersuchungen wire es aus theoretischer Sicht besonders inter-
essant, die Komplexitit des Problems fiir lineare bzw. additive Distanzen bei vorgegebener
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Jobreihenfolge zu bestimmen und die Frage zu kléiren, ob es fiir lineare Distanzen einen
Online-Algorithmus mit einem konstanten kompetitiven Faktor gibt. Aus praktischer Sicht
erscheint eine Verallgemeinerung des Problems auf mehrere Arbeiter interessant. Aller-
dings ergeben sich dabei einige grundlegende Probleme, beispielsweise bei der Festlegung
der Optimierungsfunktion. Wihlt man als Optimierungsfunktion z.B. die Summe der Di-
stanzen, die die Arbeiter zuriicklegen, so kann es vorkommen, dass sich in einer minimalen
Abarbeitung einige Arbeiter gar nicht, andere dagegen sehr viel bewegen miissen. Dieses
ist vermutlich nicht gewiinscht. Aulerdem kann es bei Optimierungsfunktionen, die nur
die von den Arbeitern zuriickgelegten Distanzen beriicksichtigen, vorkommen, dass einige
der Arbeiter in minimalen Abarbeitungen untitig an Maschinen warten, bis dort wieder
Tasks auszufiihren sind. Auch dieser Effekt ist natiirlich nicht erwiinscht, da diese Warte-
zeiten fiir die Bearbeitung der Tasks verlorengehen. Eine geeignete Optimierungsfunktion
wird daher vermutlich die Bearbeitungszeiten der Tasks mit einbeziehen miissen, um diese
Wartezeiten der Arbeiter beriicksichtigen zu konnen. Hierdurch ergibt sich eine grundle-
gende Verdnderung der Aufgabenstellung. Die unteren Schranken, die wir in dieser Arbeit
entwickelt haben, lassen sich auf das verinderte Problem mit mehreren Arbeitern nicht an-
wenden. Fiir eine Analyse der Problematik mit mehreren Arbeitern scheinen daher vollig
andersartige Methoden erforderlich zu sein.
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