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Abstract

Processes in the plasma edge layer of magnetic fusion devices occur on widely disparate length-
and time-scales. Also recently developed features in this particular region, such as stochastic
magnetic fields, underline the necessity for three dimensional, full-kinetic simulation tools.
Contemporary programs often deploy ad hoc assumptions and approximations for microscopic
phenomena for which self-consistent ab initio models in principle exist, but are still compu-
tationally too expensive or complex to implement. Recently, mesh-free methods have matured
into a new class of tools for such first-principles computations which thanks to their geometric
flexibility are highly promising for tackling complicated TOKAMAK regions. In this work we
have develop the massively parallel Tree-Code PEPC-B (Pretty Efficient Parallel Coulomb sol-
ver) into a new tool for plasma material interaction studies.

After a brief overview of the working principles of Tree-Codes two main topic groups are ad-
dressed:

First the leap-frog Boris integration scheme is discussed and its numerical limitations are poin-
ted out. To overcome these limitations the method is enhanced to a guiding-center integrator.
As a proof of principal, numerical experiments are conducted reproducing the anticipated drift
kinetic aspects of particle orbits. It turns out that this new technique is much less sensitive to
large time steps than the original concept was.

One major drawback of mesh-free methods which hinders their direct use for plasma-edge si-
mulations is the difficulty in representing solid structures and associated boundary conditions.
Therefore, an alternative concept is proposed using charge carrying Wall-Particles, which fits
naturally in the mesh-free doctrine.

These developments incorporate the second main topic group of this report. To prove the phy-
sical correctness of this new idea, a quasi one dimensional plasma-wall interface scenario is
chosen. By studying the system with great detail, good agreement between numerical findings
and semi-analytical results from the literature is achieved. After that verification a broad set of
physical parameters are reviewed and corresponding scenarios evaluated. Explicitly the work
focuses on the ion kinetics at the sheath edge. Numerical findings in that particular region com-
pare well to established benchmarks in the collisionless limit.

Furthermore results with rotated magnetic fields are presented. In the underlying simulations
the newly developed guiding-center integrator is applied. Dedicated comparisons of the fin-
dings show good agreement with former theoretical and numerical approaches.

A significant strength of the self-consistent mesh-free concept is its natural capability for in-
cluding close range Coulomb interactions among charged particles. In this way it is possible,
to consider intrinsically collisional scenarios such as the effect of ion-ion collisions on the
presheath. Additionally a new developed Monte-Carlo background-scatter-scheme is utilized
to introduce charge-exchange collisions into the presheath kinetics of the ions. These last two
analyses show little change in sheath-relevant quantities. So the presented results support the
widely held view that a viscosity or collisional dominated presheath has little effect on the
sheath itself.
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Kurzfassung

Physikalische Prozesse in der Plasmarandschicht moderner Fusionsanlagen laufen oftmals auf
ausgedehnten Lingen- und Zeitskalen ab. Auch wird durch aktuelle Neuerungen in diesem Be-
reich, wie etwa stochastisierte Magnetfelder, die Notwendigkeit drei dimensionaler, vollkine-
tischer Modelle immer offensichtlicher. Fiir diese Zone angepasste Simulations-Codes nutzen
bisher oft ad hoc Annahmen oder Nidherungen um diese mikroskopischen Abldufe in makro-
skopische Berechnungen miteinzubeziehen. Um entsprechend getroffene Aussagen weiter zu
prézisieren, ist es daher erstrebenswert, diese a priori gewdhlten Eingabeparameter sukzes-
sive durch Resultate von ab initio Simulationen zu ersetzen. Eine mdgliche Programmklas-
se, die das leisten konnte, ist in der Familie der gitterfreien Methoden zur Berechnung des
selbstkonsistenten elektrischen Feldes zu sehen. Vertreter dieser Gruppe sind unter anderem die
sogenannten Tree-Codes (Baumalgorithmen). Diese versprechen durch ihre geometrische Fle-
xibilitdt, intrinsisches Einbeziehen von Coulomb-St6Ben und hohes Auflésungsvermogen ein
weites Anwendungsgebiet im Bereich der Simulation von Plasmarandschichtphdanomenen. Aus
diesen Griinden ist es das erklidrte Ziel der vorliegenden Arbeit, den massiv parallelen Tree-
Code PEPC-B (Pretty Efficient Parallel Coulomb solver) zu einem Simulationswerkzeug fiir
die Fusionsforschung weiterzuentwickeln.

Nachdem ein detaillierter Uberblick iiber die grundlegende Funktionsweise von Tree-Codes
gegeben wurde, wird besonderer Wert auf zwei prinzipielle Entwicklungszweige gelegt. An-
fanglich wird der Leap-Frog-Boris-Solver und seine numerischen Beschrinkungen eingehend
diskutiert. Um diese Limitierungen aufzuheben wurde die Methode zu einem neuen Fiihrungs-
zentrumsintegrator erweitert. Im Zuge einer detaillierten Verifikation des Algorithmus wird er-
folgreich untersucht, wie das entwickelte Verfahren mit hoher Zeitstabilitdt Fiihrungszentren
geladener Teilchen wiedergibt.

Der andere Hauptschwerpunkt des vorliegenden Berichts stellt die Entwicklung eines neu-
en Wandmodells fiir Tree-Codes dar. Da fiir diese inhdrente Schwiche gitterfreier Methoden
bisher noch keine eindeutige Losung existiert, ist eine entsprechende Erarbeitung fiir den ge-
planten Einsatz von PEPC-B in der Simulation des Plasma-Wand Kontaktbereich unerlésslich.
Eine erfolgreiche Verifikation des neuen ,,Wandteilchen-Konzepts* gelingt dann anhand eines
quasi eindimensionales Schichtproblems. Nach dieser prinzipiellen Uberpriifung die sowohl
anhand von Fliissigkeitsndherungen als auch kinetischer Vergleichswerte geschieht wird eine
weite Bandbreite von physikalischen Simulationsszenarios untersucht. Explizit werden dabei
Ionengeschwindigkeitsstatistiken an der Schichtkante mittels PEPC-B erzeugt. Die somit er-
zielten Resultate stimmen dabei gut mit vergleichbaren, semianalytischen Arbeiten iiberein.
Das Konzept wird nun auf Simulationen mit zur Oberflichennormalen gedrehten magnetischen
Feldern erweitert. Hierbei kommt erstmals der zuvor entwickelte Fiihrungszentrumsintegrator
zum Einsatz. Die Resultate iiber die magnetische Vorschicht werden mit friitheren theoretischen
sowie numerischen Arbeiten abgeglichen wobei sich gute Ubereinstimmung nachweisen lisst.
Darauthin wird eine Stirke des Tree-Codes ausgenutzt und intrinsisch Coulomb-st6Bige Sys-
teme untersucht. AuBerdem wird mittels eines neuen Monte-Carlo Moduls Neutralgashinter-
grundreibung in die Untersuchungen miteinbezogen und ausgewertet. Beide letzteren Szenari-
os belegen nun erstmals durch direkte kinetische Simulationen, dass sich an der eigentlichen
Schichtphysik (z.B. Potentialabfall in der Schicht) durch Viskositét beziehungsweise Reibung
keine signifikanten Anderungen einstellen.
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Kapitel 1

Einleitung

Energie! Ein im wahrsten Sinne des Wortes elektrifizierender Begriff und wohl Inhalt einer der
aktuell dringendsten Fragen der Menschheit [4]. Immer neue Technologien bendtigen immer
mehr und mehr Energie. Weiterhin machen aufstrebende Wirtschaftsnationen wie China, Indien
und Brasilien mit ihren schnell wachsenden Volkswirtschaften das Problem zu einer globalen
Fragestellung. Durch die schiere GroBe ihrer Bevolkerungen sorgen sie aulerdem dafiir, dass
der zusitzliche Energieverbrauch der Menschheit nicht alleine durch den Einsatz neuer energie-
effizienter Technologien in den alten Industrienationen zu decken ist. Unter dem Druck schwin-
dender fossiler Brennstoffe ist es unumgénglich, neue Energiequellen zu erschlieBen. Doch
welche Bedingungen miissen an ein modernes, tragfihiges Energiekonzept gekoppelt werden?
Politisch ist es erstrebenswert, die Versorgungsstrategien so auszurichten, dass Abhingigkeiten
von zum Teil instabilen Weltregionen vermieden werden. Das heifit auch, dass etwaige Brenn-
stoffe und Standorte global-demokratisch iiber den Globus verteilt und zugédnglich sein miissen.
Ein weiterer nicht zu vernachldssigender Standpunkt ist der wirtschaftliche. Fiir diese Sichtwei-
se spielen Aspekte, wie giinstige Verfiigbarkeit der Energietriger und Technologien eine Rolle.
Der schwerwiegendste Druck kommt wohl aber von umweltpolitischen Uberlegungen. Mittler-
weile ist es belegte Lehrmeinung, dass die weltweit immer weiter steigenden Durchschnittstem-
peraturen ein von Menschenhand selbstgeneriertes Problem sind. Dieser sogenannte Klimawan-
del wird bedingt durch den fortschreitenden Ausstofl von C'O,, welches beim Verbrennen fos-
siler Energietriiger entsteht. Seine Folgen reichen je nach Weltregion von Uberschwemmungen
bis hin zu anhaltenden Diirren [5]. Deswegen ist es fiir zukiinftige Versorgungsansitze unab-
dingbar, dass sie in der Produktion C'O,-neutral betrieben werden konnen.

Ein potentiell grundlastfihiger Ansatz, der allen diesen Anspriichen gerecht werden konnte,
ist die Kernfusion [6]. Damit bezeichnet man landldufig, Verschmelzungsreaktionen bei denen
leichte Wasserstoffisotope unter Freisetzung von Bindungsenergie zu schwereren Elementen
zusammengefiihrt werden. Die grof3te Erfolgswahrscheinlichkeit fiir die kommerzielle Nutzung
verspricht man sich dabei von der Fusionsreaktion mit dem hochsten Wirkungsquerschnitt. Da-
bei handelt es sich um die Verschmelzung von Deuterium ? D" und Tritium 37", welche in der
Fusionsreaktion

IDT B TY — a(3,5MeV) + n(14,1 MeV)



KAPITEL 1. EINLEITUNG

zu einem Heliumkern und einem hochenergetischen Neutron verschmelzen. Das Neutron konnte
dabei technisch einfach aus dem zugrundeliegenden Reaktorkonzept ausgekoppelt und zur Strom-
gewinnung genutzt werden. Damit stellt sich die Fusion als neue nukleare Technologie ohne die
bekannten und gesellschaftlich so kritisch betrachteten Nachteile bisheriger Fissionskraftwerke
vor. Anders als bei der Kernspaltung sind die Edukte nicht stark radioaktiv. Damit schlieft das
Konzept auch jegliche militdrische Nutzungsmoglichkeit aus und es ist auch keine selbsterhal-
tende Kettenreaktion notwendig, um die Fusion zu gewihrleisten.

Um eine entsprechende Reaktion in ausreichenden Raten zu realisieren, muss das Deuterium-
Tritium-Brennstoffgemisch in irdischen Reaktoren auf oc 10 keV aufgeheizt werden. Bei die-
sen Temperaturen liegen die Edukte in nahezu vollig ionisiertem Zustand vor und bilden ein
sogenanntes Plasma [7]. Fiir erfolgreiche Fusionsreaktoren muss der heile Brennstoff effek-
tiv eingeschlossen werden. Wo dies auf der Sonne durch den eigenen Gravitationsdruck des
Sterns selber geschieht, setzt man in terrestrischen Anlagen auf den Einschluss mittels Magnet-
feldern. Als Giite der jeweils verfolgten Einschlussart gilt dabei das sogenannte Tripel-Produkt
n - T" - 5. Wobei die Parameter der Reihe nach die Plasmadichte n, die Plasmatemperatur T’
und die Energieeinschlusszeit T sind [8]. Das zur Zeit diesbeziiglich am weitesten fortgeschrit-
tene Konzept ist das in Abbildung (1.1) skizzierte, sogenannte TOKAMAK-Prinzip (russisches
Akronym fiir Toroidale Kammer in Magnetspulen) [9]. Mit diesem wurden bereits Werte von
n-T-7g in der GroBenordnung 102! keV/s m3 erreicht. Diese Werte liegen damit bereits im Bereich
einer moglichen Ziindung des Fusionsplasmas [10]. Die in dieser Linie nichste TOKAMAK-
Maschine ist der sich aktuell im Bau befindliche Reaktor /TER (International Thermonuclear
Experimental Reactor) [11, 12].

Mit der am 28. Juni 2005 erfolgten Ubereinkunft

zu seinem Bau im silidfranzdsischen Cadar-

ache [13] scheint der experimentelle ,,Weg*“ poloidales Magnetfeld
zum ersten Fusionskraftwerk DEMO (DE-
MOnstration Power Plant) freigemacht.
Damit das ITER-Experiment die erhobenen
hohen Erwartungen erfiillen kann, sind je-
doch noch viele vorausgehende Fragen zu
kldren. In diesem Kontext hat sich in den
letzten Jahrzehnten die Simulation mittels
Computern als dritte Schiene in der physi-
kalischen Forschung hervorgetan. Neben den Toroidale Spule
klassischen Disziplinen Theorie und Experi- Plasmastrom Toroidales Magnetfeld

ment gewinnt diese neue Art des Erkennt-

nisgewinns mehr und mehr an Bedeutung. Abbildung 1.1: Prinzipieller Aufbau eines Toka-
Ihr steigender Einfluss gerade im Bereich der maks

Fusions- und Plasmaforschung [14, 15] wur-

de erneut durch die 2009 erfolgte Inbetriebnahme des neuen Supercomputers HPC-FF (High
Performance Computer For Fusion) [16] unterstrichen. Mit diesem Rechner steht nun erstmalig
eine leistungsfihige Plattform fiir Simulationen strikt im Bereich der europédischen Fusionsfor-
schung bereit.

Eine der fordernsten Aufgaben wird es dabei sein, durch Modellierung tieferes Verstdndnis iiber
die Plasmarandschicht zu erlangen. Es ist zu erwarten, dass die Anforderungen an die nichste

Innere poloidale Spule

Resultierendes helikales Magnetfeld



Generation von Fusionsanlagen, im Gegensatz zum Plasmakern, in diesem Bereich nicht von
bisher existierenden TOKAMAKSs durch Ahnlichkeitsiiberlegungen extrapolierbar sind. Die
Physik der Plasmarandschicht [17] in modernen Fusionsanlagen reicht dabei von komplexen
chemischen Prozessen bis hin zu turbulenten Fliissen. Zudem handelt es sich bei Berechnung
der Randschicht eines magnetisch eingeschlossenen Fusionsplasmas um ein typisches Viels-
kalenproblem, mit der magnetischen Verbindungslinge L. ~ 10 — 100 m am einen Ende der
relevanten Lingenskala bis bin zur Debye-Linge A\p ~ 10~% m am anderen. Entsprechendes
gilt fiir die Zeitskalen mit Bereichen von ms - s (radiale Diffusion in der Randschicht) bis hin zu
1072 — 10~ s zur Auflosung der Plasmafrequenz in der elektrostatischen Schicht im Plasma-
Wand Kontaktbereich. Entsprechend vielfiltig sind die eingesetzten (und iterativ oder iiber an
Schnittstellen tabellierte GroBen vernetzten) Module in integrierten Simulationsprogrammen.
Eine Vielzahl von etablierten linearen Randschicht-Simulationskonzepten sind inhérent gitter-
frei, so alle auf Monte Carlo Techniken beruhenden Methoden, (z.B. EIRENE, EMC3, ERO).
Nichtlineare gitterfreie Algorithmen, scheinen dagegen in diesem Anwendungsbreich nicht eta-
bliert zu sein, obwohl sich damit die Vernetzung mit den bestehenden gitterfreien Codes viel
natiirlicher durchfiihren liee. Ein besonders prominentes Beispiel fiir starke nichtlineare Effek-
te im wichtigen Plasma-Wand Kontaktbereich ist die Ausbildung des elektrostatischen Schicht-
potentials (Raumladungseffekte) vor jeder dem Plasma ausgesetzten materiellen Fliche, und die
damit verbundenen auch fiir technologische Fragen entscheidenden Gréen wie Wirmefliisse,
Teilchen-Erosionsraten, prompte Redeposition von erodierten Wandatomen bereits auf dem ers-
ten Larmor-Orbit. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit untersucht, ob und wie
gitterfreie Algorithmen auch fiir die nahezu ab initio Simulation der Plasma-Wand Kontakt-
zone erweiterbar und verifizierbar sind. Gerade durch ihre geometrische Einfachheit und das
geringe Mal} an ad hoc Parametern scheinen sie besonders fiir die Plasmarandschicht aussichts-
reiche Perspektiven zu bieten. Ein Vertreter dieser Klasse sind die sogenannten Tree-Codes.
Der wissenschaftlichen Ursprung dieser Programme liegt in der Astrophysik. Jedoch haben sie
sich in der jiingeren Vergangenheit zu einem sehr flexiblen Werkzeug in vielen Bereichen der
Teilchen- und Molekulardynamik weiterentwickelt. Ein wichtiger Entwicklungszweig ist dabei
die Anwendungen in der Laserplasmaphysik [18]. Fiir diesen Zweck wurde auch der Tree-Code
PEPC-B (Pretty Efficient Parallel Coulomb solver) entwickelt [19], der zudem bereits massiv
parallel arbeitet und damit an derzeitige und zukiinftige Hochstleistungsrechnern bereits be-
sonders gut angepasst ist. Die grundlegende Aufgabe von PEPC-B ist es das selbstkonsistente,
elektrostatische Feld von einem Ensemble aus geladenen Teilchen zu berechnen und dann die
Trajektorien aller Teilchen, unter Beriicksichtigung zusétzlicher externer E- und B-Felder, zu
verfolgen.

Es ist dabei sicherlich ein Ziel, PEPC-B als alleinstehendes Simulationskonzept fiir die Plasma-
Wand-Wechselwirkung (PWW) zu erweitern, quasi im Sinne eines ,,virtuellen Plasma-Wand-
Wechselwirkungs-Labors®. Dazu miissen fiir Anwendungen auf magnetisch eingeschlossene
Plasmen, neben Verifikation des Konzepts und Codes, zwei wesentliche Ergiinzungen erarbeitet
werden:

1.) Ein (extern vorgegebenes) Magnetfeld, und die Orbitintegration sowohl in voller Auflosung,
als auch gegebenenfalls in der sogenannten Fiihrungszentrumsnédherung.

2.) Eine materielle Wand, die sich selbstkonsistent mit den Plasmafliissen und Plasmaraum-
ladungseffekten aufladt.
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Gerade letzteres stellt eine bislang offenbar noch nicht verfiigbare oder untersuchte Randbe-
dingung fiir Tree-Codes dar. Beide oben genannten Punkte wurden im Rahmen dieser Arbeit
untersucht und, wie Vergleiche mit analytischen Losungen fiir stark idealisierte Probleme zei-
gen, auch gelost. Die Gliederung der vorliegenden Arbeit stellt sich damit wie folgt dar.

Zuerst (Kapitel 2) wird ein detaillierter Uberblick iiber prinzipielle Komponenten von Tree-
Codes im Allgemeinen und den massiv parallelen Aufbau von PEPC-B im Speziellen gegeben.
Im Zuge dessen wird der Leser fiir die numerische Auswirkungen von genutzten Konstanten
und Eingabeparameter bei fusionsrelevanten Simulationsszenarios sensibilisiert.

Als erste Erweiterung (Kapitel 3) von PEPC-B wird geschildert, wie der numerische Integrator,
gestellt durch das sogenannte Leap-Frog-Boris-Schema, zu einem Fiihrungszentrumsintegrator
weiterentwickelt werden kann. Hierfiir wird gezeigt, wie der existierende Integrator dazu ver-
wendet werden kann, die Fiihrungszentrumsgleichung erster Ordnung von Northrop [20] zu
16sen. AnschlieBende Tests bestétigen, dass das neue Integrationskonzept entsprechende Drif-
torbits geladener Teilchen richtig wiedergibt. Es gelingt dabei die gesteigerte numerische Sta-
bilitdt beziiglich der Zeitschrittweite zu belegen.

Als Nichstes (Kapitel 4) wird eine Moglichkeit diskutiert, inhdrente Schwichen gitterfreier Me-
thoden, wie etwa das Implementieren harter Randbedingungen, aufzuheben. Zu diesem Zweck
wird ein neuartiges Konzept zur Darstellung fester Strukturen, wie etwa Divertorplatten oder
Limiter entwickelt und erprobt.

Die Idee beruht auf der Beschreibung der Wand (des Randes) durch unbewegliche Ladungs-
trager. Um eine prinzipielle Verifikation dieses neuen Wandteilchen-Konzepts zu erhalten, wird
ein 1d Plasma in Kontakt mit einer festen Wand und die dazugehorige Schichtphysik simuliert.
In den entsprechenden Szenarios werden nahezu alle der zuvor neu erarbeiteten Module und
Erkenntnisse zusammengefiihrt. Eine eingehende Analyse des Systems zeigt zum Einen gute
Ubereinstimmungen mit semianalytischen Arbeiten iiber die Schicht, zum Anderen ermdglicht
das hohe Auflosungsvermogen neue Erkenntnisse beziiglich des dynamischen Aufbauprozesses
einer stabilen Schicht. In diesem Zusammenhang zeigt sich, dass ad hoc Annahmen iiber die
Konvergenz entsprechender Modelle [21] fiir verldssliche Resultate hinsichtlich der Schichtki-
netik fundamental wichtig sind.

Im darauffolgenden Kapitel 5 wird das neue Modell dezidiert angewendet und ausgewertet. Zu-
erst wird die Kinetik der Elektronen iiber das ganze Simulationsgebiet untersucht. Es zeigt sich,
dass die weitverbreitete Annahme tiberall im System thermalisierter Elektronen bestétigt wird.
Es gelingt zusitzlich, das zuerst von Rayment und Twiddy [22] experimentell bestitigte Feh-
len hochenergetischer Elektronen an der Schichtkante zweifelsfrei aufzulosen. Bei einer kor-
respondierenden Untersuchung der entscheidenden Ionenkinetik wurde eine Funktionenklasse
zum Anpassen der kinetischen Ionenverteilung definiert, mit deren Hilfe die gewonnenen Ver-
teilungsfunktionen sehr gut parametrisiert und mit wenigen Zahlen festgelegt ist.

Die gewonnenen Ionengeschwindigkeitsverteilungen an der Schichtkante stellen die wesentli-
chen Eckpunkte der Simulation dar. Sie werden detailliert der Arbeit von Emmert et. al [2] ge-
geniibergestellt. AnschlieBend wird gezeigt, dass das vorgestellte Modell sich auch dazu eignet
gedrehte B-Felder zu untersuchen. Dazu werden Szenarios mit entsprechenden magnetischen
Vorschichten durchgefiihrt und mit der Theorie von Chodura [23] abgeglichen. Es wird her-
ausgearbeitet, dass in der magnetischen Vorschicht, keine Drehung sondern eine zusitzliche
Beschleunigung des Ionenflusses auf die Wand stattfindet. Dartiberhinaus, wird das Modell so
erweitert, dass stofige Randschichtmodelle untersucht werden konnen. Dazu werden in einem
ersten Szenario Plasmaparameter so gedndert, dass man Systeme mit intrinsischer Coulomb-



StoBigkeit der Ionen untersuchen kann. Damit ist es erstmals moglich, reibungsdominierte Vor-
schichten mit einem neutralen Gas zu simulieren. Der Vergleich mit vorherigen Arbeiten [24],
welche nur auf einen Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)-Operator zugreifen konnten zeigt wenig
Veridnderung in schichtrelevanten GroBen. Es bestitigt sich die Annahme, dass die eigentliche
Schicht von der Viskositidt in der Vorschicht weitestgehend unbeeinflusst bleibt. Um diesen
Aspekt zu vertiefen wird ein neu entwickeltes Hintergrundreibungsmodell abgewandelt, um
damit Schichtsimulationen mit Ladungsaustauschreibung zu simulieren. Erste Ergebnisse ent-
sprechender Szenarios bestitigen die Annahme, dass der Potentialabfall in der Schicht sich nur
wenig mit der Hintergrunddichte @ndert. Es wird ferner belegt, dass die Abnahme der Plasma-
dichte bis zur Schichtkante fast um den Faktor 2 stdrker ausfillt als bei stofreien oder viskosen
Szenarios.

In einer Zusammenfassung werden abschlieBend die Ergebnisse bewertet, und es wir ein kurz-
er Ausblick auf weitere mogliche Anwendungen und nétige und mogliche Erweiterungen des
Algorithmus gegeben.



KAPITEL 1. EINLEITUNG




Kapitel 2

Grundlegende Methodik

2.1 Das N Korperproblem - Eine konigliche Frage

Es ist eine der am haufigsten wiederkehrenden Fragen der mathematischen Physik, das Verhal-
ten einer groBen Anzahl von Korpern zu bestimmen, die alle auf die gleiche Art miteinander
wechselwirken (siehe Abb. (2.1)). Eine solche Wechselwirkung die alle Teilcheninteraktionen
beriicksichtigt nennt man eine selbstkonsistente Wechselwirkung. Die Notwendigkeit fiir deren
Berechnung zieht sich von der Astrophysik iiber die Elektrodynamik bis hin in die Quantenme-
chanik und der dort eingefiihrten, sogenannten zweiten Quantisierung.

Eines der ersten Beispiele fiir die wissenschaftliche Formulierung eines solchen Problems findet
sich in dem 1885 von Magnus Gosta Mittag Leffler betreuten mathematischen Preisausschrei-
ben, fiir welches Konig Oscar II von Schweden die Schirmherrschaft trug [25].

Das dort geschilderte Problem bezieht sich zwar noch explizit auf das Newtonsche Gravitati-
onspotential und die daraus ableitbaren klassischen Planetenbewegungen, jedoch lisst sich die
Fragestellung beliebig auf andere Bereiche der Physik und andere Potentiale verallgemeinern.

Im Rahmen dieser Arbeit soll, wenn von ei-
nem N Korperproblem die Rede ist, stets @©- -®

das elektrostatische Coulomb-Problem ge-

meint sein. Konkret bedeutet dies, dass man

ein Ensemble aus NV geladenen Teilchen, wel- %)

che iiber ein 1/ Potential miteinander wech- '\
®

selwirken, betrachtet. Das heif3t die Stirke mit

der sich unterschiedlich geladene Teilchen

anziehen oder gleichnamig geladene Teilchen Abbildung 2.1: Bsp. vier Korper die miteinander
abstofen, nimmt mit zunehmendem Abstand selbstkonsistent wechselwirken

r der Teilchen linear reziprok zu diesem ab.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich das Potential ¢, welches am Ort Z'; von Teilchen j auf-
grund der elektrostatischen Wechselwirkung mit allen anderen Teilchen (i = 1,..., N ;i # j)
wirksam ist, durch die sogenannte Coulomb-Summe
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SE) =1 @.1)

27— 7

Wobei die Konstante f vom gewdhlten Einheitensystem abhédngt und ¢; die Ladung von Teil-
chen 7 ist.

Anhand von Gleichung (2.1) sieht man die typische Struktur eines /N Korperproblems. Das
Potential an der Stelle des j-ten Korpers erhélt man durch die lineare Superposition der Wech-
selwirkungen mit allen (N —1) verbleibenden Korpern. Dies hat zur Folge, dass die Berechnung
des selbstkonsistenten Potentials fiir ein Teilchen O(/N) Rechenoperationen erfordert. Die Be-
rechnung des Potentials an allen N Teilchenpositionen bedingt somit einen Rechenaufwand in
der GroBenordnung O(N?).

In vielen Simulationsszenarios, wie sie etwa durch die Astro- oder die Plasmaphysik vorge-
geben werden, ist mindestens N oc 10° — 105 anzusetzen. Damit wire die Komplexitiit sol-
cher Systeme selbst durch den Einsatz moderner Supercomputer und parallelisierter Programm-
verldufe mittels der Exhaustionsmethode (Brute-Force-Methode oder direkte Summation) nicht
zu bewiltigen (siehe auch II.A in [15]).

Um dennoch in vertretbaren Zeiten zu belastbaren Ergebnissen zu kommen, ist es deshalb un-
abdingbar, numerische Methoden zu entwickeln, welche das durch (2.1) beschriebene Summa-
tionsproblem mit geringerem Aufwand und kleinem Fehler annihern. Bei Problemen aus der
Elektrodynamik oder Elektrostatik, wie sie etwa die Plasmaphysik stellt, haben sich zu diesem
Zweck in der Vergangenheit drei Methoden hervorgetan:

1.) Particle In Cell (PIC) Methode [1, 26].
2.) Fast Multipol Method (FMM) [27].
3.) Tree-Codes [28, 29, 30].

Bei Methode 1.) handelt es sich um eine gitterbasierte Methode. Die grundlegende Idee von
PIC-Codes ist es, die Teilcheneigenschaften, wie etwa die Teilchenladungen, zunédchst nume-
risch gewichtet auf die einzelnen Punkte eines Simulationgitters zu projizieren und die gesuch-
ten GroBen, wie beispielsweise das selbstkonsistente Potential, nur an diesen Gitterpunkten zu
berechnen. Das Ergebnis wird dann wieder mittels der Gewichte auf die Teilchenpositionen
zuriickiibertragen.

Algorithmus 2.) und 3.) verzichten darauf, das Simulationsgebiet mit einem Gitter zu hinterle-
gen. Man nennt sie deshalb auch gitterfreie Methoden. Stattdessen wird eine geschickte Buch-
haltungsstruktur in Form eines Baumes angelegt. Anhand dieses Baumes wird dann entschie-
den, welche Teilchen sich so ,,nahe* sind, dass die Wechselwirkung exakt ausgerechnet wird und
welche Teilchengruppierungen ,,weit genug* voneinander entfernt sind, so dass sie zu ,,Pseudo-
teilchen” zusammengefasst werden konnen. Natiirlich muss noch eindeutig definiert werden,
was in diesem Zusammenhang mit ,,nah* und ,,weit genug entfernt“ konkret gemeint ist. Diese
und weitere Fragen sollen in den folgenden Abschnitten behandelt werden. Aufgrund man-
gelnder Anwendungen im Bereich dynamischer Simulationen, soll die FMM in den weiteren
Betrachtungen ausgeklammert werden. Fiir eine gute Einfiihrung und eine adiquate Abgren-
zung gegeniiber Tree-Codes kann Kapitel sieben in [29] konsultiert werden.

Das Fundament der folgenden Betrachtungen, Weiterentwicklungen und Anwendungen ist der
Tree-Code PEPC-B (Pretty Efficient Parallel Coulomb solver) [31]. Dieses massiv parallele
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Programm wurde bisher hauptsichlich fiir selbstkonsistente Teilchensimulationen im Bereich
der Laserplasmen eingesetzt. Wie in der Einleitung bereits angedeutet liegt die Attraktivitit von
Tree-Codes unter anderem in ihrer unkomplizierten Anpassung an komplexe Geometrien, ih-
rer intrinsischen Mitbehandlung von Coulomb-St66en und ihrem hohen Auflosungsvermogen.
Drei Umstidnde die sie besonders fiir die Simulation der Plasma-Randschicht interessant er-
scheinen lassen. Sie konnten mit ihren Fihigkeiten als vollkinetisches Simulationswerkzeug im
Ensemble der Plasmarandschicht-Codes wichtige Erkenntnisse iiber bisher nur als ad hoc An-
nahmen verfiigbare Eingabeparameter liefern. Dazu wird zunéchst in den nichsten Abschnitten
die prinzipielle Arbeitsweise von PEPC-B erldutert. Alle die hier getroffenen Aussagen, sind
dann als Fundament fiir die darauffolgenden Erweiterungen und Neuerungen im Programm zu
begreifen.

2.2 Baumalgorithmen

Die urspriingliche Idee fiir Tree-Codes geht auf Barnes und Hut [28] zuriick. Die Autoren I6sen
die Aufgabe, die selbstkonsistente Wechselwirkung einer Sternenansammlung zu berechnen.
Seit dieser Zeit wurde die Methode stets weiterentwickelt und verfeinert. Jedoch ist der prinzi-
pielle Ablauf von gitterfreien Methoden stets gleich. Er gliedert sich in zwei Hauptaufgaben.

I.) Aufbau der internen Datenstruktur (Baum).
II.) Auswerten der Datenstruktur und Berechnen der selbstkonsistenten Wechselwirkung.

Diese zwei Teile sollen nun im Folgenden nidher beleuchtet werden.

2.2.1 Aufbauen des Baumes

Wie bereits erwihnt, ist die erste Aufgabe der algorithmische Aufbau der Datenstruktur zur in-
ternen Teilchenverwaltung. Diese Datenstruktur ist, wie des ofteren schon angekiindigt und der
Name der Code-Klasse vermuten lésst, ein Graph, welcher sich als Baum visualisieren lidsst. An
dieser Stelle wird der Ubersichtlichkeit dadurch Rechnung getragen, dass die zur Erlduterung
herangezogenen Beispiele alle zweidimensional (2d) sind. Dies macht sich hauptsédchlich da-
durch bemerkbar, dass die beschriebenen Biume stets Quartbdume sind. Simulationen in drei
Dimensionen werden dementsprechend Oktalbdume bedingen. Das bedeutet, dass jeder Knoten
hochstens acht Kinder hat.

Des Weiteren wird in diesem und den darauf folgenden Kapiteln der weitverbreiteten Konventi-
on, Baume auf dem Kopf stehend darzustellen, Folge geleistet. Das bedeutet, dass wenn von der
Baumwurzel die Rede ist, stets das oberste Baumlevel (Level 0 siehe auch Anhang Abb. (A.1))
gemeint ist, wohingegen die Blitter im untersten Baumniveau anzusiedeln sind (vgl. Abb. (2.2)
rechts).

Der Aufbau des Baumes lduft schrittweise nach folgendem Schema ab:

1. Als Startpunkt seien Teilchen in einem Simulationsgebiet an beliebigen Orten gegeben
(schwarze Punkte in Abb. (2.2) links). Diese werden im ersten Schritt in einer grundle-
genden Simulationsbox (schwarze Box in Abb. (2.2)) der Kantenldnge a zusammenge-
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Abbildung 2.2: Bsp. Aufteilung eines 2d Simulationsgebietes (links). Daraus resultierender Quartbaum
(rechts). Die Gebiete links werden farblich kodiert, mathematisch positiv den Baumknoten rechts zuge-
ordnet

fasst. Kollektive physikalische Eigenschaften der Teilchen, wie etwa Gesamtmasse und
-ladung sowie Koordinaten des Ladungsschwerpunktes als auch Multipole der diskreten
Ladungsverteilung in der Box, werden berechnet und in einer geeigneten Weise (siehe
etwa [29]) im Speicher dem Wurzelknoten zugeordnet.

2. Im néchsten Schritt wird die Simulationsbox in jeder Raumdimension halbiert. Sind die

so entstandenen neuen Boxen der Grofle /2 (blaue Kistchen in Abb. (2.2) links) nicht
leer, so werden die relevanten, physikalischen Parameter berechnet und wie schon beim
Wurzelknoten in entsprechende Baumknoten (blaue Knoten in Abb. (2.2) rechts) gespei-
chert.
Diese Knoten kann man als Zusammenfassung der Ladungsverteilung in der entspre-
chenden Unterbox zu einem Pseudoteilchen verstehen. Dieses Pseudoteilchen ist dann
im physikalischen Kontext an der Stelle des Ladungsschwerpunktes situiert und vereinigt
auf sich die fiir die weitere Berechnung relevanten physikalischen Merkmale der gesam-
ten Ladungsverteilung in der Unterbox, wie etwa die elektrostatischen Multipole.

3. Jeder weitere Schritt des Baumaufbaus ldauft dann dem selben Schema folgend ebenso ab.
Stets werden die aktuellen Unterboxen in jeder Raumdimension halbiert (nach den blauen
Kistchen in Abb. (2.2) links folgen somit die roten) und die so neu entstehenden Boxen
daraufhin tiberpriift, ob sie tatsdchlich Teilchen enthalten. Ist dies der Fall, werden die
relevanten Daten in einem neuen Baumknoten auf dem nichst darunterliegenden Level
abgelegt (in Abb. (2.2) rechts sind diese unterhalb der blauen Knoten die roten Knoten).

4. Diese Arbeitsschritte werden so oft wiederholt, bis die zuletzt entstandenen Baumknoten
jeweils nur noch ein Teilchen beinhalten. Im in Skizze (2.2) illustrierten Beispiel ist das
spitestens nach dem dritten, griinen Niveau der Fall. Die so entstehenden Einteilchenk-
noten stellen somit die Blétter des Baumes.

Als Abschluss dieses Abschnitts sei nochmals erwihnt, dass es sich bei dem hier aufgebauten
Gitter, im Unterschied zu beispielsweise PIC-Codes, nicht um ein Rechengitter handelt. Es
dient nur dem Aufbau der internen Buchhaltungsstruktur und schrinkt somit die Geometrie des
Simulationsgebietes in keiner Weise ein.
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2.2.2 Auswerten des Baumes

Im vorangehenden Paragraphen wurde gezeigt, nach welchem Schema aus einer diskreten La-
dungsverteilung ein Baum aufgebaut wird. Nun ist zu kldren, inwiefern eine solche Baumstruk-
tur bei der Berechnung einer Coulomb-Summe (2.1) von Vorteil sein kann. Die Erlduterung der
Antwort erfolgt erneut anhand eines zweidimensionalen Beispiels. Konkret ist der zugrundelie-
gende Baum der im vorangegangen Paragraphen 2.2.1 aufgestellte.

In dem bereits vorgestellten Teilchenensemble sei nun exemplarisch die elektrostatische Cou-
lomb-Kraft auf das Teilchen an der Stelle &2 (vgl. Abb. (2.3) links) gesucht.

3

Abbildung 2.3: Schematische Feldberechnung: Weit entfernte Ensemble (blauer Kreis) werden als
Multipol-, nahe als Monopol beriicksichtigt

Wie bereits in der Einleitung zum vorliegenden Abschnitt erwdhnt wurde, ist fiir die Wech-
selwirkungsbestimmung entscheidend, ob eine Untergruppe des urspriinglichen Teilchenen-
sembles ,,nahe” oder ,,weit entfernt* vom Berechnungspunkt R liegt. Um dies zu entschei-
den, bemiiht der Code ein sogenanntes Offinungs- oder MAC-Kriterium (Multipole Acceptance
Criterion). Fiir alle Anwendungen wie sie in der vorliegenden Arbeit diskutiert werden, ist dies
das urspriingliche, von Barnes und Hut [28] eingefiihrte Offnungskriterium (Bezeichnungen aus
Abb. (2.3))

v

e (2.2)

Sl =

Andere Ansitze fiir Kriterien konnen etwa [32] entnommen werden. In Gleichung (2.2) ist ©
dabei ein zunichst beliebiger ad hoc festgelegter Wert. Wie zu erwarten ist, hat seine Wahl Ein-
fluss auf die Genauigkeit der Potentialberechnung. Jedoch ist es nicht trivial, die Auswirkungen
eines verdnderten © isoliert, ohne Hinblick auf die Multipolentwicklung zu diskutieren. Des-
halb wird separiert in Abschnitt 2.2.4 eine entsprechende Diskussion angedeutet. Im Moment
geniigt es zu bemerken, dass typischerweise © ~ 0, 4 gewihlt wird. Ist nun

[V -

) (2.3)

Sl

So gilt die Unterbox als nahe und damit das Offnungskriterium als erfiillt. Andererseits wird sie
fiir

11
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A=
@

(2.4)

Sy

als weit entfernt eingestuft.

Wie man an Gleichung (2.2) sieht, setzt das Offnungskriterium den Abstand vom Berechnungs-
punkt zum Ladungsschwerpunkt D mit der GroBe der Unterbox L in Relation. Demzufolge
werden Unterboxen in groBem Abstand (D groB), die zuséatzlich noch klein (L klein) sind, als
weit entfernt angesehen. Andersherum sind naheliegende (D klein), ausgedehnte (L grof3) Un-
terboxen nahe und erfiillen das Offnungskriterium. Letztere werden dementsprechend geoffnet,
was soviel heil3t, als dass sie in ihre Unterboxen aufgeldst und diese nun einer erneuten Priifung
mit dem Offnungskriterium unterzogen werden.

Ist nun eine Unterbox weit genug entfernt, so dass sie nicht weiter aufgelost werden muss (z.B.
das Teilchenensemble/Pseudoteilchen im blauen Kreis in Abb. (2.3)), so gruppiert der Code das
entsprechende Teilchenensemble zu einem Pseudoteilchen mit Multipolen an der Stelle des La-
dungsschwerpunktes zusammen. Die hierfiir benétigten, physikalischen Daten (Multipole, Ge-
samtladung, Ladungsschwerpunkt ...) werden dabei aus dem entsprechenden Knoten im Baum
ausgelesen (vgl. gepunktete, blaue Linie in Abb. (2.3)).

Das Programm arbeitet sich dabei von der Wurzel nach unten vor und entscheidet bei jeder
Wechselwirkungsberechnung, in wie weit die einzelnen Zweige aufgelost werden miissen. Auf
dem untersten Level bedeutet dies, dass wenn ein einzelnes Teilchen sehr nahe ist, wird der
entsprechende Zweig bis zum Blatt-Knoten aufgelost (gepunktete, rote Linie in Abb. (2.3)).
Die so resultierende Nahfeldwechselwirkung ist dann die echte, Coulomb, Monopol-Monopol
Interaktion.

Das Festlegen, wie ein Teilchen mit dem Restensemble wechselwirkt, also wie der Code die
(N — 1) Teilchen in Pseudoteilchen aufteilt, um die Wechselwirkung auf ein einzelnes Teil-
chen zu berechnen, nennt man Festlegen der Interaktionslisten. In PEPC-B geschieht dies in
der Routine tree_walk. Stehen diese fest, so werden sie dementsprechend ausgewertet und die
gesuchten physikalischen Grofen wie selbstkonsistentes Potential oder elektrisches Feld be-
rechnet. Dies geschieht in sum_force.

2.2.3 Rechenaufwand

Der fiir Aufbauen und Auswerten des Baumes zu veranschlagende Rechenaufwand hingt prin-
zipiell natiirlich von der rdaumlichen Verteilung der Teilchen im Rechengebiet ab. Ein Szenario
bestehend aus mehreren, rdumlich getrennten Teilchenverbiinden wird mehr Aufwand einfor-
dern als ein Ensemble, welches aus nur einem Haufen besteht.

Wie in [28] mittels einfacher Abschitzungen diskutiert wird, bedingen die meisten Rechenge-
biete und Teilchenmengen der Michtigkeit /V fiir den Aufbau des Baumes einen Rechenauf-
wand A von

A x O(Nlog(N)) (2.5)

Gleiches gilt fiir das Auswerten des Baumes. Damit gibt Relation (2.5) den Aufwand fiir den
gesamten Tree-Code. Der Gewinn der gitterfreien Methode gegeniiber der direkten Summation
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(A o< O(N?)) an Rechenaufwand steht somit fest. Allerdings bleibt zu konstatieren, dass den
Abschitzungen, welche zu (2.5) fiihren, keine zwingenden, mathematischen Axiome zugrunde
liegen. Das bedeutet, dass sehr wohl, wenn auch eher pathologische Rechenszenarios denkbar
sind, welche einen signifikant hoheren Aufwand als O(N log(/N)) bedingen.

2.2.4 Numerischer Fehler

Wie alle numerischen Methoden sind selbstverstandlich auch Tree-Codes mit inhdrenten, ver-
fahrensabhingigen Fehlern behaftet. Wie bereits angedeutet, hiingen diese Ungenauigkeiten un-
ter Anderem mit der Wahl des Offnungsparameters © zusammen. Wird dieser kleiner gewihlt,
erfiillen mehr Boxen das Offnungskriterium (2.2) und werden entsprechend feiner aufgelost.
Man antizipiert also einen abnehmenden Fehler. Gleichzeitig bleibt aber zu bedenken, dass mit
abnehmenden © die Anzahl der zu berechnenden Wechselwirkungen stark zunimmt. Dieses
Zunahme ist in der GroBenordnung ~ ©~3 [29] zu veranschlagen. Das bedeutet, dass ab einem
gewissen Punkt der Gewinn an Genauigkeit mit einem sehr hohen Preis an Rechenzeit bezahlt
werden muss (vgl. Abb. 4.11 in [29]).

Ein oftmals praktikablerer Weg, die Genauigkeit zu erhohen, ist es deshalb, die Multipolent-
wicklung der Pseudoteilchen mit hoheren Ordnungen zu beriicksichtigen. In wiefern diese Op-
tion bis zu einem gewissen Grad effektiver ist als stur © zu verkleinern, ist den Abbildungen
1 (a) und 1 (b) in [33] zu entnehmen. Jedoch ist eine generelle Regel wie ein moglichst hoher
Gewinn an Genauigkeit mit einem moglichst minimalen Zuwachs an Rechenzeit zu erzielen ist,
kaum ableitbar [34].

In PEPC-B ist die entsprechende Entwicklung bis zum Quadrupolmoment realisiert. Dies ist
vollig ausreichend, da der gesamte Fehler der Ergebnisse, vom numerisch schwiéchsten Teil des
Codes bedingt wird. Dies ist bei PEPC-B, wie bei fast allen anderen kinetischen Methoden,
der Zeitintegrator (sieche Abschnitt 3). An diesen stellt man meist nur die schlichte Bedingung,
dass er schnell und explizit sein muss [26]. Dies hat zur Folge, dass oft explizite Integratoren
erster oder hochstens zweiter Ordnung Verwendung finden. Dem zufolge wiirde in der Praxis
ein wesentlich genauer berechnetes Potential durch den numerisch ungenauen Integrator oder
unzureichende Teilchenstatistiken (vgl. Abschnitt 6.2) zunichte gemacht werden.

Prinzipiell ist es schwer, eine mathematische Fehlerabschitzung fiir die Potentialberechung in
Tree-Codes zu geben [35]. Ein Grund hierfiir, ist der Umstand, dass das Offnungskriterium
an keine Fehlerschranke gekoppelt ist. Stattdessen bedient man sich eines ad hoc eingefiihrten
Wertes fiir ©. Methodisch sind deshalb auch andere, verbesserte Offnungskriterien untersucht
worden [32].

2.2.4.1 Fehler bei der Simulation einer Gasinjektion

Der Einfluss von O auf das Resultat einer Simulation hingt stark vom zugrundeliegenden Sze-
nario ab. Das heil3t, er ist a priori schwer zu bewerten. So sind beispielsweise viele der oben
zitierten Resultate aus dem Bereich der Astrophysik. Fiir Tree-Code-Anwendugen in der Plas-
maphysik gibt es nahezu keine solche Bewertungen und speziell in der Fusionsforschung fehlen
sie ginzlich. Aus diesem Grund soll hier die Auswirkungen von O erstmals auf ein realistisches
Fusionsszenario geklirt werden.
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Als zugrundeliegendes Modell dient dafiir die Simulation einer Gasinjektion (gas-puff wie dies
auch in [36] diskutiert wurde). Bei solchen Experimenten werden durch kleine Offnungen (siehe
Abb. (2.4)) in bestimmten Teilen des VakuumgefiB3es chemische Elemente in das Fusionsplas-
ma geblasen. Die Einsatzbreite dieser Verfahren reicht von einfachen Spektroskopieexperimen-
ten [37] bis hin zu massiven Gasinjektionen zur Verhinderung von Disruptionen (Disruption
Mitigation Valve) in TOKAMAKS [38]. Um das Verhalten dieser kiinstlich eingebrachten Teil-
chen im Plasma in Theorie und Simulation richtig wiederzugeben, miissen etwaige Simulati-
onsprogramme alle physikalisch relevanten Effekte richtig wiedergeben konnen.

Gerade das selbstkonsistente E-Feld der ein-
geblasenen Teilchen konnte eine entscheiden-
de Rolle fiir die Redeposition der chemi-
schen Elemente auf der TOKAMAK Innen-
wand spielen [39, 40]. Da aber nahezu al-
le derzeit verfiigbaren Simulationsmethoden
dieses aussparen, konnte hier eine mogliche
Anwendung von Tree-Codes in der Fusions-
forschung liegen. Aufgrund ihrer gitterfreien
Doktrin kénnten sie relativ unkompliziert an
bestehende Codes, wie etwa EIRENE [41],
als Zusatzmodul gekoppelt werden.

Hier soll nun ein entsprechendes Injektions-
modell beziiglich der Fehler in der Potentialberechnung betrachtet werden. Grundlage sind Io-
nisationsorte und Ladungen, wie sie beim Einblasen von zunichst neutralem Kohlenwasserstoff
(C'H,) entstehen (sieche Abb. (2.5) und (2.6)).

Abbildung 2.4: Schriger Limiter aus TEXTOR mit
Offnung zum Einblasen chemischer Elemente

Abbildung 2.5: Kohlenstoffionen CT (blau) Abbildung 2.6: Draufsicht auf Abbildung
und Elektronen (rot) fiir die Simulation einer (2.5). Die schwarze Fldche ist die Limiterober-
Gasinjektion fldche

Berechnet wurden diese von EIRENE und durch eine neue Schnittstelle (EIRENEtoPEPC) an
PEPC-B weitergereicht, wo sie als Startparameter einer entsprechenden Simulation dienen. Um

die ©-Abhingigkeit auf das selbstkonsistente Potential zu bewerten, wurde das gesamte Poten-
tial ¢y, von N = 5000 Ionen im Schwarm berechnet.

N
Bges == Y _ i (2.6)
i=1
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Wobei ¢; das selbstkonsistente Potential des i-ten Ions durch alle anderen (j = 1, ..., 5000 ; j #
¢) Tonen ist. Damit ist ¢4 eine, mit der Ladung, renormierte Selbstenergie des Systems. Fiir
diesen Test wurden keine Elektronen in die Simulation gegeben. Als Referenzpotential ¢ges
wird das Potential einmal durch direkte Summation ermittelt.

ges = Z Z f ||:Ej _ IZH (27)

=1 J=1

J#i

Mittels f = 1/are, wurde das SI-Einheitensystem festgelegt. Es ergibt sich

o, ~1,64387V (2.8)

ges

Im Vergleich mit den Potentialen ng EPC(@), welche PEPC-B berechnet, wird nun der relative
Fehler

‘¢PEPC ¢
. ges ges
0p 1= ; f (2.9)
ges
gegeniiber © aufgetragen.
84 /%
1e T T T T T T T T T T3
: ]
001 s
0.001F eSS 1
£ // S N ]
0.0001E y ]
1e-05 ? /] E
le-06F  / .
S é
g A | . | . | . | . |
1e-07g 0.2 0.4 0.6 0.8 I
e)

Abbildung 2.7: Relativer Fehler 64 gegeniiber ©

Man sieht anhand von Graph (2.7) eindeutig, dass der Fehler schon praktisch durchweg weit
unter 1 % liegt. Fir © = 0 errechnet PEPC-B definitionsgemaB alle Wechselwirkungen und
der Wert ¢/ Z7C(0) stimmt bis auf Maschinengenauigkeit mit der direkten Summation (2.8)
tiberein. Sichtbar ansteigen tut der Wert fiir d, jedoch erst ab © = 0, 8. Davor rauscht er nur
etwas. Doch selbst fiir © = 1 ist der relative Fehler in der gewéhlten Priifgroe noch sehr klein.
Sie ist also interessanter Weise dullerst unabhingig gegeniiber O.

Am gleichen Modell ldsst sich auch der Einfluss der weiter unten Plummer-Konstante e aus
Gleichung (2.10) bewerten. Dafiir wird diese bei © = 0,6 variiert. Die Ergebnisse dieser

Testreihe konnen Abbildung (2.8) entnommen werden.
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Abbildung 2.8: Relativer Fehler 04 gegeniiber </i (6 ~ 0,6)

Dabei ist der relative Fehler iiber dem Verhiltnis ¢/7 mit dem mittleren Teilchenabstand [ ~
2 - 107" m aufgetragen. Man sieht auch hier, dass fiir das gewihlte Beispiel ¢ als unkritisch
betrachtet werden kann wenn # < 0,1 (vgl. auch Ergebnis (6.3)). Interessanterweise scheinen
die Anforderungen an diesen Parameter schwach.

Eine weitere Studie des Einflusses von € ist Abschnitt 6.1 zu entnehmen.

2.2.5 Multipolentwicklung in PEPC-B

Einer der wichtigsten Bestandteile der gitterfreien Methode ist die Multipolentwicklung des
jeweiligen Potentialkerns. Wie im letzten Abschnitt 2.2.4 bemerkt, steigert die Hinzunahme von
mehr Multipolen die Genauigkeit der Potentialberechnung. Fiir elektrostatische Berechnungen
mit PEPC-B wird das Plummer-Potential (2.10) an der Stelle x fiir eine Ladungsverteilung im
Volumen V' (vgl. Skizze (2.9)) beriicksichtigt.

—; Pel 3 7
() T 2.10
-1/ ,x_x,mé & (&) 2.10)

Dabei legt die Konstante f wie gehabt das Einheitensystem fest. Der eigentliche Ursprung
fiir das Plummer-Potential liegt in der Astrophysik. Es unterscheidet sich vom tatsichlichen
Coulomb-Potential (2.1) nur durch die numerische Glédttungskonstante e. Sie wird eingefiihrt,
um die Singularitdt im Nullpunkt (|7 — ' /| < 1) abzufangen. Diese wiirde, falls sich zwei
Teilchen zu nahe kommen, ein fiir den Rechner nicht mehr darstellbares Potential bedingen
und so den Code instabil machen. Ein weiteres Problem taucht bei der dynamischen Simulation
stoBBiger Systeme auf. Aufgrund einer endlichen Zeitschrittweite At des Integrators konnen bei
unbedachter Wahl von € fehlerhafte Teilchenpositionen und Geschwindigkeiten generiert wer-
den (siehe etwa Kapitel 3.1 in [29] oder Abschnitt 6.1). Die Wahl von € gerade bei stofigen
Systemen ist also prinzipiell auch von At abhingig.
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Generell gilt als Ansatzpunkt ¢ < £ wo-

bei £ die kleinste relevante Linge des X ,
Simulationszenarios ist (vgl. Darstellung X
(2.8)). Fiir die Rechenpraxis in der Plas- o R

maphysik ist daher meist zu beachten,
dass € 3 | gesetzt wird (vgl. auch
Abschnitt 6.1). Hierbei ist [ der mitt-
lere Teilchenabstand der Simulationsteil-
chen.

Die eigentliche Multipolentwicklung in PEPC-B ist in kartesischen Koordinaten realisiert und
wird bis zum Quadrupolterm durchgefiihrt [29]. Sie ist damit einfach durch eine mehrdimen-
sionale Taylorentwicklung des Integralkerns aus (2.10) bis zur zweiten Ordnung zu realisieren.
Doch anders als in den meisten Standardwerken [42] entspricht die Multipolentwicklung auf
einem beliebigen Level oberhalb der Blitter in PEPC-B nicht der um den kanonischen Ent-
wicklungspunkt 7 © = 0. Um die eigentliche Entwicklung zu erhalten, schreibt man (2.10)
zundchst wie folgt um

Abbildung 2.9: Ladungsverteilung im Volumen V
und Integrationsvariable T’

d* (7) (2.11)

¢<f>:ffvwf_ﬁ_ﬂ2+€2

wobei I der Ortsvektor des Ladungsschwerpunktes von V' ist (Abb. (2.9)). Man entwickelt nun
um 7 = 0 bis zur zweiten Ordnung [29, 42]

3
. . 1 0 1
¢($):f pel(r) ( + or " T
v g - B—mp el T lg o Fogp g el
3
1 0? 1
+ = Z rir | & (7) (2.12)
i.j=1 TV/|Z—R—71)?+elm=0
Eine Standardrechnung liefert in zweiter Ordnung
1 > r;, — R
o) = f / pe(7) ( e +> T
v JIg—Fp e S (j7- Rt e)
—M(@,F) Dy R)
3
1| 3(x; — Ri)(z; — R, i
S IR = 5/1) - — -rm) d* (7) (2.13)
=2 2 RI2 4 2 7 RI2 4 2
i.j=1 <|IL‘—R| +e€ > <|x—R| +€ >
_c;?f,z?z)
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Fiir eine anwendungsrelevante, diskrete Ladungsverteilung aus N Ladungen ¢; an den Stellen

PO l=1,.., Nist

N
pa(i) = q- (7 — i)
=1

Damit wird aus (2.13)

Oder verkiirzt

o(&) = f (M(f, #)-Q+Y D7 )P,

Monopolterm: I N _

Dipolterm: II

3
+ > CyER)- TJ>

,j=1

J/

~
Quadrupolterm: III

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Gleichung (2.16) gibt die Multipolentwicklung und die entsprechenden Abkiirzungen wie sie

in PEPC-B realisiert sind wieder.

Der Grund, warum man um 7 = 0 und nicht um 7’ = 0 entwickelt, ist der, dass man nicht garan-
tieren kann, dass 2’ fiir alle Pseudoteilchen ein geeigneter Kleinheitsparameter ist. Jedoch kann
der Entwicklungsabstand r vom jeweiligen Ladungsschwerpunkt (beachte dazu die Diskussion

zum Offnungskriterium (2.2)) als universeller Kleinheitsparameter, angesehen werden.

2.2.5.1 Hochreichen der Multipolmomente

Aus offensichtlichen, rechentechnischen Griinden, verzichtet man in Tree-Codes darauf, die
Multipolentwicklung fiir jeden Baumknoten gesondert zu berechnen [29]. Um dies zu umge-
hen, reicht jede gitterfreie Methode die Multipole niedrigerer Baumlevel zum néchst hoheren
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Level durch. Um explizit zu illustrieren, wie dies in PEPC-B geschieht und um eine einheitli-
che Darstellung fiir die weitere Arbeit zu erlangen, seien b < 23 Unterboxen mit den Ladungs-
schwerpunkten R®) : k = 1, ..., b gegeben, die zu einer neuen Box mit dem Schwerpunkt R(™

vereinigt werden sollen (siehe Skizze (2.10)). Enthalten die Unterboxen jeweils n; Ladungen,
so setzt sich die neue Box aus insgesamt

b
N = Z 1 (2.17)

Teilchen zusammen.

Abbildung 2.10: Zwei Unterboxen mit Ladungsschwerpunkten RY und R® die zu einer gemeinsamen
Box mit Schwerpunkt R"™ vereinigt werden

Zuerst liest man an Abbildung (2.10) folgende, wichtige Vektorrelation ab. Fiir den Relativvek-
tor 7' einer Ladung beziiglich des neuen Ladungsschwerpunktes R gilt

(k) (2.18)

Mit den Bezeichnungen aus Gleichung (2.16) entstehen die einzelnen Terme aus Gleichung
(2.15) fiir die neue Box wie folgt aus denen der Unterboxen:

1. Monopolterm:

N b ng
1 O g By . P2z, R™) -3¢0 = Mz RS S gt
=1 k=1 mp=1
b
= M(ZR™).> QW (2.19)
k=1
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— Das heif3t, der Monopolterm transformiert sich auf triviale Weise und ergibt sich ein-
fach aus der Summe der Gesamtladungen der Unterboxen.

b
B =3 W (2.20)
k=1
2. Dipolterm:
216) w 2.15) o >
nm = N py@ E™) - P ST D@ B7) -3 g0 -
i=1 i=1 =1
b ng
D@ AT g (r = sl
i=1 k=1 mp=1
3 b
= Y D@ A3 [P - Qs 221)
i=1 k=1
2.21 ’
(—'_—>) PZ.(") = Z [Pi(k) — Q(k)sl(k)} (2.22)
k=1
3. Quadrupolterm:
216 © 2.15) o ~
m 20 ST oy B0) 1 P2 ST 0@ By -3 g 00
ij=1 i,j=1 =1
b ng
(2.18) Z Ciyl, B3 Z (mi) | ( _ ng) (T](mw _ 85@)
2,j=1 k=1 mp=1
3 b
= Y oy@@R Z[ PP® _ p) ) | g0 k)] (2.23)
ij
ij=1 k=1
Also fiir den Quadrupol
(2.23) ’
: (n) _ (k) (k) (k) (k) ( ) (k) (k)
2 = 0|10 - PO - PP WD o
k=1

Mit den Gleichungen (2.20), (2.22) und (2.24) stehen nun die Transformationsgleichungen fest,
mit dessen Hilfe PEPC-B die Multipolmomente hoherer Knoten aus denen der darunterliegen-
den Ebene berechnet. Zur besseren Lesbarkeit, sei hier noch abschlieBend erwihnt, dass in

PEPC-B als auch in der begleitenden Literatur [29] R®) als fs(hl?ft bezeichnet wird.
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2.2. BAUMALGORITHMEN

2.2.5.2 Multipolentwicklung der Blitter

Fiir die Baumblitter, die nur aus einzelnen Teilchen und damit Monopolen bestehen, gilt of-
fensichtlich 7 = (. Damit folgt aus Gleichung (2.13), dass sowohl der Dipol- als auch der
Quadrupolterm verschwinden. Fiir den Code hitte dies zur Folge, dass schon auf dem un-
tersten Baumlevel die entsprechenden Momente verschwenden, welche er zur nédchst hoheren
Ebene durchreichen konnte. Das im letzten Paragraphen diskutierte Transformationsschema
wire dadurch nicht anwendbar. Um dies zu vermeiden, wird fiir die Blitter ein anderer Ent-
wicklungsansatz gewihlt. Die Multipole eines Blattes erhilt man durch eine Entwicklung von
(2.10) um Z’ = 0. Setzt man schlussendlich noch die triviale Ladungsverteilung eines Blattes
pgf)(f = ¢P) . 5(Z'— 7 ) an der Stelle Z P ein, so erhilt man analog zu Gleichung
(2.13)

3
1 B (B) ..(B)
—_— + q7 w;
P +e S 2 Fra |x12+e2 (7 + ) S
——— = ——— =

=M B) (%) =DP) ()

‘1 3-x; x; 0;
> 5 - — | P 2Pl (2.25)
2\ (|72 + ) (171> + €%)

=Ci) (@)

ij=1_

Auf diese Weise erhilt man die benotigten Terme Q(B), Pi(B) und ﬂ(jB) die sich, mittels denen

im letzten Abschnitt hergeleiteten Transformationsvorschriften (2.20), (2.22) sowie (2.24) nach
oben durchreichen lassen. Der hierfiir benotigte Vektor 5 *) gemiB Definition (2.18) wird auf

dem Blattlevel mit R%) = i:’s(hl?ft = 0 definiert.

2.2.6 Parallele Tree-Codes

Da Tree-Codes keine Rechengitter bemiihen, also das Simulationsgebiet nicht deterministisch a
priori gegliedert wird, steht man vor der Aufgabe, fiir einen parallelen Algorithmus Teilchenpo-
sitionen auf die einzelnen Prozessoren zu verteilen. Da die endliche, abzéhlbare Menge U C R3
der Teilchenpositionen als Untermenge des R? nicht anordbar ist, muss man sie zunéchst bijek-
tiv mittels einer Kurve  auf IC C N abbilden

p:UCREL KN (2.26)

Die so erhaltenen Werte k£ € K, genannt Schliissel, konnen nun geordnet [43] und danach auf
die Prozessoren verteilt werden.
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KAPITEL 2. GRUNDLEGENDE METHODIK

In der Praxis [44] werden die gewonnen
Schliissel £ noch durch eine Hashfunktion
(Streuwertfunktion) auf Hashwerte abgebildet
und entsprechend in einer Tabelle abgespei-
chert. Die Wahl der Kurve ¢ ist dabei von
entscheidender Bedeutung. Wie im nichsten
Abschnitt 2.2.6.1 gezeigt wird, leistet sie viel
mehr als schlicht den Teilchenpositionen ein-
eindeutig die Schliissel £ zuzuordnen.

Abbildung 2.11: Teilchen im R? geordnet einer Kur-
ve @ folgend

2.2.6.1 Z-Ordnen

Wie zuvor erwihnt, ist die Wahl der Kurve ¢ (2.26) entscheidend fiir die Parallelisierung des
Tree-Codes. Im Falle von PEPC-B handelt es sich dabei um die von Warren und Salmon
[44] vorgeschlagene Morton- oder Z-Kurve. Prinzipiell ist aber auch die Realisierung anderer,
raumfiillender Kurven, wie etwa Hilbertkurven, moglich. In dem benannten Fall der Z-Kurve
wird der Schliissel & fiir ein Teilchen an der Position B = (z,y, z) wie folgt berechnet [45]

ny—1

k=p+ ) 8- (4 - Bit(i, j) + 2 - Bit(i,, j) + Bit(i, j)) (2.27)
=0

Die Integer-Zahlen i, , . werden dabei mittels

i, = DIV (f) . i, = DIV (g) . i, = DIV (5> (2.28)
s s s
generiert. Hierfiir wird die Kantenlidnge
a
8 1= o (2.29)

der kleinsten Unterboxen aus der urspriinglichen Simulationsboxgrofie a (vgl. Abb. (2.2) oder
(A.1)) und der Anzahl der erfolgten Unterteilungen 7., berechnet. Die Funktion Bit(i,, j) greift
sich dann das jeweils j-te Bit der Bindrdarstellung der Zahl 7, heraus.

Summe (2.27) stellt also fest, in welchem der 2" 1d Intervalle der Lénge s der Vektor Rin
der jeweiligen Koordinate, etwa x, liegt und setzt dann fiir jedes der insgesamt 7., moglichen
Auflosungslevel ein Bit-Tripel in der Reihenfolge 7, — 4, — i, zusammen. Diese Tripel wer-
den dann insgesamt zu einem n;, — 1 langen Integer, dem Schliissel %, zusammengefiigt. Zum
besseren Verstindnis ist im Anhang A ein konkretes Beispiel einer Schliisselberechnung aus-
gefiihrt.

Insgesamt hat die beschriebene Vorgehensweise zur Folge, dass auf einem 64 Bit Rechner zur
Verschliisselung einer Dimension DIV (64, 3) = 21 Bits also 20 mogliche Level zur Verfiigung
stehen (von 0 angefangen zu zihlen). Zusitzlich wird noch ein sogenanntes Platzhalterbit
p = 293 hinzuaddiert, welches den Wurzelknoten kennzeichnet. Man erhiilt so die angestrebte,
natiirliche Ordnung (siehe auch die Durchnummerierung der Knoten in den Skizzen (2.2) und
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2.2. BAUMALGORITHMEN

(2.3)) tiir die Teilchen und kann die entstandene Z-Kurve an ausgewihlten Stellen zerlegen und
so die Teilchen auf die einzelnen Prozessoren verteilen.

5
e

o

NN

Abbildung 2.12: Bsp. einer 2d Z-Kurve gleich- Abbildung 2.13: 3d Simulation mit Teilchenda-
verteilt auf vier Prozessoren (farbkodiert) ten verteilt auf vier Prozessoren (farbkodiert)

Wie im Anhang A gezeigt, liegt ein weiterer Vorteil fiir die Nutzung einer Z-Kurve darin, dass
der entstandene Integer Schliissel k in seiner Binédrdarstellung schon die komplette Baumstruk-
tur beinhaltet. Ein Laufen durch den Baum, wie es die Potentialberechnung notig macht, ist also
durch reines Verschieben der Bits (Bit-Shift-Operationen), und damit rechnerintern sehr schnell
zu realisieren.

In PEPC-B erfolgt das Berechnen der Schliissel sowie das Ordnen derselbigen in der Routine
tree_domains. Das Zuteilen der Teilchen auf die Prozessoren muss dabei nicht zwangsweise
gleichverteilt geschehen. Aufgrund der zuvor erlduterten prinzipiellen Arbeitsweise von Tree-
Codes ist klar, dass der Rechenaufwand fiir unterschiedliche Teilchen vollig verschieden ausfal-
len kann. So wird beispielsweise ein Teilchen, das sich im dichten Hauptfeld eines Schwarms
befindet, wesentlich mehr Arbeitsaufwand beim Aufbau des Baumes einfordern, da das Re-
chengebiet hier hiufiger unterteilt werden muss bis das Teilchen in einer Blatt-Box isoliert ist.
Ebenso ist die Potentialberechnung fiir besagtes Teilchen aufwiéndiger, da es mit vielen Teilchen
in Nahfeldwechselwirkung tritt. Der Baum muss also hidufig bis zum untersten Level aufgelost
werden. Vollig anders wird es sich mit einem Teilchen verhalten, dass sich etwa weit sepa-
riert vom Hauptschwarm befindet. Es wird schon durch wenige Gebietsunterteilungen in einer
Blatt-Box zu isolieren sein und auch das Offnungskriterium wird meist nur Monopol-Multipol-
Wechselwirkungen fordern. Um nun den Fall abzufangen, dass nahezu alle ,,arbeitsintensiven‘
Teilchen einem Prozessor zugeteilt werden, wihrend die Anderen fast ausschlieBlich mit schnell
zu berechnenden Wechselwirkungen verbleiben, wird in PEPC-B meist gewichtet sortiert. Das
bedeutet, dass die Aufteilung der Teilchen auf die Prozessoren von einem weiteren, an die Teil-
chen gekniipften Parameter work abhingig gemacht werden kann. Dieses work ist dann ein
Mal dafiir, wie aufwindig die Potentialberechnung fiir ein Teilchen im vorangegangenen Zeit-
schritt war. Das gewichtete oder balancierte Sortieren iibernimmt in PEPC-B die Routine pbal-
sort [43].
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An dieser Stelle muss nun noch eine wichtige Bemerkung im Kontext der Code-Entwicklung
eingefiigt werden. Im Verlauf dieser Arbeit kristallisierte sich die Notwendigkeit heraus, Teil-
chen wihrend des Laufs aus einer Simulation herauszunehmen oder neue Teilchen an neuen
Positionen hinzuzufiigen (Abschnitt 4.2). Ein solcher Vorgang stellt einen signifikanten Ein-
griff in die Buchhaltung des Codes dar und war in der urspriinglichen Version von PEPC-B
noch nicht implementiert. Um diese Liicke zu schlieBen, wurde die Prozedur puff_rate entwi-
ckelt, die einen solchen Vorgang moglich macht. Es ist dabei wichtig, dass das Entfernen und
das Hinzufiigen vor der Berechnung der Schliissel und dem Sortieren passiert. An dieser Stelle
ist es moglich, die gesamte als auch die lokale Anzahl der Teilchen auf den einzelnen Prozes-
soren zu variieren. Nach dem Sortieren stehen diese beiden Parameter unumsto8lich fest. Eine
Abinderung wiirde also zu Fehlern im Programmverlauf fiihren.

2.2.6.2 Nicht lokale Baumabschnitte

Nach welchen Kriterien der Baum aufgebaut beziehungsweise wie er schematisch zur Kraft-
berechnung durchlaufen wird, wurde bereits in den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 eingéngig be-
schrieben. Das Parallelisieren bringt nun diesbeziiglich eine gewisse Schwierigkeit mit sich. Da
das Verteilen der Teilchendaten auf die an der Rechnung beteiligten Prozessoren mittels des
Zerlegen einer Kurve erfolgt, kann es vorkommen, dass der Baum unregelméBig verteilt auf
mehreren Prozessoren vorliegt (siehe Skizze (2.14)).

Branches Prozessor 1

Branches Izrozessor 2

o 06 000

Abbildung 2.14: Aufteilung des Baumes aus Bsp. (2.2) auf 2 Prozessoren (farbkodiert)

Bei der Auswertung des Baumes gemif} Paragraph 2.2.2 kann es nun, bedingt durch das Off-
nungskriterium, passieren, dass ein Prozessor fiir die Wechselwirkungsberechnung einen Teil
des Baumes auflosen muss, welcher ihm nicht in Génze lokal vorliegt. Des Weiteren werden
fiir die Multipolentwicklung aus Abschnitt 2.2.5 eines Knoten auf einem hoheren Level die
Teilchendaten aus allen tieferen Kinder-Knoten bendtigt. In beiden Féllen muss also mit anderen
Prozessoren, auf denen die besagten Daten liegen, kommuniziert werden.

Um zu wissen, ab welchem Level abwirts der Baum komplett lokal vorliegt markiert jeder
Prozessor eine spezielle Klasse von Zweigen. Diese sogenannten ,Branches® (Abb. (2.14))
eines Prozessors definieren die in der Baumhierachie hochsten Stellen unterhalb derer der Baum
vollkommen auf dem entsprechenden Prozessor vorliegt.
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2.2.7 Bewertung und Einordnung von Tree-Codes

Ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit ist es, die Nutzbarkeit von gitterfreien Methoden fiir
die Fusionsforschung abzuwigen und zu bewerten. Dazu ist es von tragender Bedeutung, sie
richtig einordnen zu konnen und um ihre Stirken und Schwichen zu wissen. Dieser letzte Ab-
schnitt soll nun diesbeziiglich einen allgemeinen Uberblick vermitteln. Hierfiir werden gitter-
freie Methoden im Allgemeinen und Tree-Codes im Speziellen der in der Plasmaphysik wohl
am weitesten verbreiteten, vergleichbaren Algorithmusklasse vergleichbarer, der PIC-Methode
[26], gegeniibergestellt.

Als erstes ist zu konstatieren, dass PIC-Codes schon seit einigen Jahrzehnten sehr erfolgreich
in der Plasmaphysik eingesetzt werden. Allein schon aus diesem Grund sind sie in ithrer Ginze
ausgereifter und kompletter als ihre gitterfreien Pedants. Beispielsweise 16sen die allermeisten
von ihnen schon heute den kompletten Satz der Maxwell-Gleichungen. Sie sind daher nicht nur
auf elektrostatische Probleme beschrinkt. Obwohl es fiir Tree-Codes Ansitze gibt, diese Liicke
zu schlieBen [45], sind diesbeziigliche Ideen bis heute noch nicht vollig umgesetzt und einsatz-
bereit. Auch lassen sich Randbedingungen recht klar und einfach in PIC-Codes einbinden [1].
Hier liegt immer noch eine Schwiche von gitterfreien Methoden, die zum Teil mit dieser Arbeit
behoben werden soll (Kapitel 4 und 5). Gerade letzterer Mangel erschwert eine Anwendung in
der Plasmarandschicht erheblich. Viele der eben benannten Nachteile gehen auf das inhédrente
Naturell der Prozedur, die ohne ein abstraktes Rechengitter auskommt, zuriick. Verzichtet man
auf eine a priori Aufteilung des Rechengebietes, hat man auch keine festen Punkte, auf de-
nen man Maxwell-Gleichungen diskretisieren und dann, gegebenenfalls mit Randbedingungen,
16sen konnte.

Doch birgt das Weglassen von Gittern auch eine Fiille an Vorteilen. Zum Einen zeigt ein erster
direkter Vergleich eines rudimentiren Tree-Codes mit einem PIC-Programm, wie er von Ma-
tyash et al. [46] (dort Abb. 2) durchgefiihrt wurde, dass die riumliche Auflésung von PIC-Codes
extrem verfeinert werden muss, um an die von Tree-Codes heranzureichen. Zum Anderen teilen
Tree-Codes das Rechengebiet in jedem Schritt optimal auf. Das heil3t, die Wurzelbox (schwarze
Box in Abb. (2.2)) wird stets so gewihlt, dass nur der Teil des Simulationsgebietes beriicksich-
tigt wird, in dem sich auch wirklich Teilchen befinden. Dieser Vorteil gewéhrleistet eine stets ho-
he Teilchenauflosung. Aus diesem Grund sind Tree-Codes einfacher auf volle Dimensionalitit
(3d3v) zu erweitern. Weiterhin entfillt mit dem Gitter die Notwendigkeit, Teilcheneigenschaf-
ten wie etwa Ladungen mittels teils schwer auszuwertenden Shape-Funktionen auf abstrakte
Punkte zu projizieren. Dies bedeutet einen enormen Gewinn an Rechenzeit gerade im Falle von
3d Simulationen.

Auch erschlieft die hier vorgestellte Algorithmusklasse einen weiten Anwendungsbereich fiir
die Fusionsforschung im Bereich komplizierter Geometrien. Komplexe Simulationsgebiete, wie
etwa die Divertorregion in TOKAMAKS, wie ITER oder Randbereiche von Stellaratoren wie
Wendelstein 7X, miissen nicht erst mit einem aufwendigen Rechengitter hinterlegt werden.
Durch den Wegfall dieser Beschriankungen sind Tree-Codes sehr flexibel und unkompliziert in
der Anwendung.

Doch der wohl grote Vorteil liegt darin, dass das selbstkonsistente Potential direkt an der
Teilchenposition und nicht auf einem Gitterpunkt berechnet wird. Dadurch wird gewihrleistet,
dass Nahfeldwechselwirkungen, wie beispielsweise Coulomb-St6Be, intrinsisch in der Proze-
dur beriicksichtigt werden [26]. Hierfiir muss in PIC-Codes ein extra, nach der eigentlichen
PIC-Prozedur, anlaufender Programmteil implementiert werden, um die Stof3e a posteriori zur

25



KAPITEL 2. GRUNDLEGENDE METHODIK

Teilchendynamik hinzuzurechnen. Diese sogenannten bindren Stofimodelle (Binary Collision
Models) [47] konnen den PIC-Code deshalb stark verlangsamen [48].

Im Zusammenspiel von StoBigkeit, Geometrieunabhingigkeit und inhédrenten 3d Aufbau konnte
Tree-Codes gerade im Bereich der Simulation der Abschdilschicht (Scrape Of Layer (SOL)) eine
gesteigerte Bedeutung zukommen.

Beispielsweise ist es hier ein Trend in der Fusionsforschung die Randschicht kiinstlich zu sto-
chastisieren. Dies geschieht etwa mittels eines ,,Dynamic Ergodic Divertors* (DED) [49, 50]
oder anders geschaffenen resonanten Storfeldern (Resonant Magnetic Perturbations (RMP)).
Man versucht damit unter Anderem schwerwiegende Instabilititen (Edge Localized Modes
(ELMs) [51]) zu unterdriicken. Mit diesen neuen Feldern bringt man aber unausweichlich 3d
Phinomene in die Plasmarandschicht. Effekte wie etwa der Plasmatransport durch kurze Ver-
bindungskanile (Short Fluxtubes) [52] sind bis heute nicht voll verstanden. Gerade bei Divertor-
TOKAMAKS sind die entstehenden Strukturen sehr klein (~ 1 mm) und dazu noch aufgrund
der lokalen Dichte und Temperatur experimentell schwer aufzulosen. Sie wiren deshalb sicher
ein lohnendes Ziel fiir vollkinetische Simulationen. Jedoch reichen dafiir die verfiigbaren 1d
oder 2d SOL-PIC Modelle offensichtlich nicht aus.

Auch Simulationsansitze im Bereich der Multiskalentheorien konnten von gitterfreien Simula-
tionsmethoden profitieren. Eine Idee dieser Schiene in der Codeentwicklung ist es etwa, Teil-
chengruppierungen, die zundchst mit groberen Mechanismen, etwa Fluidtheorien, behandelt
wurden, wenn erforderlich, aufzulosen und vollkinetisch zu behandeln. Eine solche Verfeine-
rung wihrend der Simulation oder gar nur mit Teilen der Simulationsteilchen ist mit einer git-
terfreien Doktrin wesentlich leichter zu realisieren als mit gitterbasierten Ansétzen.

2.2.8 Schematischer Ablauf von PEPC-B vor der Arbeit

Zum Abschluss des vorliegenden Kapitels soll ein rudimentirer Uberblick iiber den algorith-
mischen Ablauf von PEPC-B, mit und ohne die im Zuge dieser Arbeit neu eingebauten Er-
weiterungen, gegeben werden. Dazu wird zunichst ein Flussdiagramm (2.15) gezeigt, welches
stichpunktartig die in den vorangegangenen Paragraphen erklédrten Arbeitsschritte enthélt. Ge-
nauer aufgeschliisselt werden diese nochmals in Abschnitt (2.2.9) erldutert. Um den Entwick-
lungsstand nach der Arbeit zu verdeutlichen, wird das bereits gezeigte Flussdiagramm erweitert
(2.16), wobei besonderen Wert darauf gelegt wird, die neu erarbeiteten Module deutlich zu
kennzeichnen.

2.2.9 Schematischer Ablauf von PEPC-B nach der Arbeit

Bevor dazu iibergegangen wird, die fiir diese Arbeit wichtigen neu eingefiigte Module in PEPC-
B detailliert zu erldutern, soll an dieser Stelle zunichst ein Uberblick iiber den Entwicklungs-
stand ohne die erarbeiteten Neuerungen und Fihigkeiten gegeben werden (Flussdiagramm (2.15)).
Weiter wird in der nachstehenden Auflistung genau aufgeschliisselt wo welche Arbeitsschritte
passieren. Die speziell rot hervorgehoben Prozeduren sind dabei diejenigen, welche im Rah-
men der vorliegenden Arbeit neu entwickelt oder erweitert wurden (vgl. auch Flussdiagramm
(2.16)). Von diesen werden nur solche in den folgenden Abschnitten erldutert, welche im Rah-
men dieser Dokumentation Anwendung (sieche Kapitel (4) und (5)) fanden. Andere, wie etwa
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Einlesen der Eingangsparameter

Y

Initialisieren der Baumfelder

Y

Aufbau der zu simulierenden Physik
+<

Feldberechnung

- Schlusselberechnung & sortieren
- Lokaler Baumaufbau Zeitschtritt-
- ldentifizieren & Kommunizieren schleife

der Branches
- Globaler Baumaufbau
- Erstellen der Interaktionslisten
- Eigentliche Feldberechnung

Y

Integ rator

Y

phys. Diagnostik

Abbildung 2.15: Flussdiagramm fiir den Ablauf von PEPC-B ohne die in dieser Arbeit eingebauten
Neuerungen

die Routine mesh oder backgr_scatter werden spiter, gesondert publiziert oder sind dies schon
[45].

I. Bevor das Programm gestartet wird, werden in der Eingabedatei run.h, oder einer dqui-
valenten Datei, welche dann auf run.h kopiert wird, die Grundeinstellungen fiir das Pro-
gramm festgelegt. Dazu gehoren unter Anderem physikalische Einstellungen wie Tem-
peraturen von Teilchenverteilungen oder Zeitschrittweite des Integrators als auch mehr
algorithmusrelevante Konfigurationen wie etwa ob gewichtet oder ungewichtet sortiert
werden soll oder die Grole des vorzuhaltenden Speichers fiir die vom Code benutzten
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II.

II1.

Felder. Weitere wichtige Groen, welche explizit hier festgelegt werden konnen, sind
force_const sowie der Plummer-Parameter ¢ (2.10). Durch force_const wird das Einhei-
tensystem festgelegt, in dem PEPC-B operiert. Sie entspricht damit der Konstante f aus
Gleichung (2.1) oder (2.10).

Bevor der eigentliche Programmlauf beginnt setzt PEPC-B die in run.h getroffenen Vor-
einstellungen um. Das heiflit im Wesentlichen, dass die Felder fiir den Baum und den Teil-
chendaten in den vordefinierten Groflen alloziert werden. Dies geschieht in den Routinen
setup, setup_treearrays und pepc_setup.

Nachdem der technische Hintergrund steht, wird die zu simulierende Physik initialisiert.
Dies tibernimmt die neue Prozedur tokamak setup. Als wichtigster Teil wird hier das
Simulationsgebiet eingestellt und die Simulationsteilchen generiert. Zusétzlich kann man
wichtige Diagnosepunkte, sogenannte Sondenteilchen, festlegen. AuBBerdem werden an
dieser Stelle die Wandteilchen (siehe Kapitel 4) entsprechend dem Simualtionsaufbau
eingefiihrt.

IV. Wenn sowohl die technischen als auch die physikalischen Rahmenbedingungen stehen,

28

beginnt das eigentliche Herzstiick des Programms, die Berechnung des selbstkonsistenten
Feldes. Dies bedeutet namentlich, dass die Prozedur pepc_fields_p vom Hauptprogramm
PEPCB aufgerufen wird. In dieser laufen dann die beschriebenen Schritte wie folgt auf-
geschliisselt ab.

1. Zunichst wird tree_domains gestartet:

1. Herausnehmen der im letzten Zeitschritt entsprechend markierten Teilchen aus
der Simulation (siche tokamak _eval).

ii. Generieren von neuen Teilchen etwa einer physikalisch vorgegebenen Quelle
folgend. Dies iibernimmt die neu entwickelte Routine puff_rate.

iii. Schliisselberechnung gemif Gleichung (2.27).

iv. Je nach Einstellung gewichtetes oder ungewichtetes Sortieren der Schliissel
mittels pbalsort.

2. Danach werden in tree_build die lokalen Baumstrukturen der einzelnen Prozessoren
aufgebaut. Das heilit, es werden die lokalen Kinderknoten mit den gemeinsamen
Elternknoten verkniipft.

3. tree_branches identifiziert die Branches jedes Prozessors und kommuniziert diese
zu allen anderen Prozessoren.

4. In tree fill wird dann mittels der Branches der globale Baum aufgebaut.

5. Danach bestiickt tree_properties die einzelnen Knoten mit den zugehdrigen phy-
sikalischen Eigenschaften wie Multipole, Gesamtladung oder Lage des Ladungs-
schwerpunktes.

6. Mit tree_walk startet die eigentliche Wechselwirkungsberechnung. Hier werden die
sogenannten Interaktionslisten erstellt (siche Paragraph 2.2.2).
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7. sum_force summiert dann letztendlich die einzelnen Multipolanteile zu den Ge-
samtwechselwirkungen auf.

V. Nachdem die elektrostatischen Felder berechnet wurden, werden die eventuell zu be-
riicksichtigenden, externen magnetische Felder den Teilchenpositionen zugeordnet. Fiir
diese Aufgabe wurde speziell fiir Anwendungen in der Fusionsforschung die neue Rou-
tine mesh geschaffen. Diese ermdglicht es den Teilchen Gleichgewichtsfelder aus Fusi-
onsanlagen zuzuordnen.

VI. Stehen alle Felder fest, berechnet der Integrator eingebettet in integrator die neuen Ge-
schwindigkeiten der Teilchen. In diesem Kontext wurde auch die neue Moglichkeit der
Fiihrungszentrumsintegration (Guidingcentre Integration) (siche Paragraph 3.4.2) geschaf-
fen. Bevor dann die Bewegung der Teilchen erfolgt (push) kénnen die Teilchengeschwin-
digkeiten noch entsprechend der Reibung mit einem Plasma- oder Neutralgashintergrund
modifiziert werden. Dafiir wurde die neue Routine backgr scatter entwickelt.

VII. Abschlieend wurde noch die spezielle, neu geschriebene Diagnoseroutine tokamak eval
angehingt. Neben dem Auslesen physikalischer Daten, wie beispielsweise Felder oder
Geschwindigkeitsstatistiken, werden hier auch Teilchen markiert, die im nichsten Zeit-
schritt vor der nédchsten Kraftberechnung aus dem Programm entfernt werden sollen.

VIII. Schritte IV.-VII. werden nun so lange wiederholt, bis die vorgegebene Anzahl an Zeit-
schritten abgearbeitet ist.

Zur Erhohung der Lesbarkeit und um einen direkten Abgleich mit dem Stand vor der Arbeit,
etwa anhand von Darstellung (2.15) zu ermoglichen, ist an dieser Stelle nochmal ein erweitertes
Flussdiagramm eingefiigt (2.16).
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@ Einlesen der Eingangsparameter

Y

@ Initialisieren der Baumfelder

Y

< Aufbau der zu simulierenden Physik ™™
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- Globaler Baumaufbau
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Abbildung 2.16: Flussdiagramm fiir den Ablauf von PEPC-B mit den in dieser Arbeit eingebauten Neue-

rungen (rot hinterlegt). Die Nummerierung entspricht der obigen Auflistung
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Kapitel 3

Das Leap-Frog-Schema

Baumalgorithmen, wie das in dieser Arbeit beschriebene Programm PEPC-B, lassen sich ohne
groflere Umstinde zur Simulation der vollstindigen Dynamik von geladenen Teilchen heran-
ziehen. Dazu muss natiirlich ein geeignetes numerisches Verfahren zur Losung der Bewegungs-
gleichung implementiert und zur Anwendung gebracht werden.

In PEPC-B ist dies der sogenannte Leap-Frog (Bocksprung)-Algorithmus. Dieses Integrations-
schema findet in zahlreichen Disziplinen der numerischen Mathematik Verwendung. Ebenso
zahlreich wie seine Anwendungen sind wohl seine Namen [53]. Man kennt es unter Stormer-
Verfahren, Verlet-Verfahren oder eben Leap-Frog-Schema. Da letztere Bezeichnung in der Plas-
maphysik die gebriduchlichste ist, soll sie auch hier weiter verwendet werden.

Man kann wohl behaupten, dass das Leap-Frog-Schema das Standard-Integrationsschema fiir
kinetische Simulationen in der Plasmaphysik ist. Wie etwa in [26] diskutiert wird, gibt es dafiir
zwei simple Griinde. Zum Einen ist es einfach zu realisieren, zum Anderen ldsst es sich als
explizites Einschrittverfahren formulieren und ist damit schnell und speichereffizient. Fiir par-
allele Tree-Codes hat die Nutzung eines Einschrittverfahrens noch einen weiteren wichtigen
Vorteil. Ein Mehrschrittverfahren fordert naturgemél einen hoheren Anteil an Teilchendaten:
So miissten Daten aus vorangegangenen Zeitschritten fiir alle Teilchen gespeichert werden. Da
aber, wie 1im letzten Abschnitt 2.1 beschrieben, in Tree-Codes die Teilchendaten und nicht das
Simulationsgebiet auf die Prozessoren verteilt werden, miissten diese Daten, falls erforderlich,
auch auf andere Prozessoren verschoben werden. Dieser erhebliche Mehraufwand an Kommu-
nikation konnte den Programmverlauf stark verlangsamen.

Aufgrund seiner Bedeutung fiir die in dieser Arbeit behandelte Klasse von Simulationstechni-
ken und der anstehenden Erweiterung zu einem neuen Fiihrungszentrumsintegrator (Paragraph
3.4.1) soll das Prinzip hier etwas genauer beleuchtet werden.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist ein Anfangs-Wert-Problem (AWP) [54] zweiter Ordnung

y"' = f(ty,y) ;v (te) = vo, y(te) = 10 (3.1

Beim originalen Leap-Frog-Schema geht man von der Vereinfachung
fty,y') = fty) (3.2)
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aus. Man nimmt also an, dass die rechte Seite nicht von 3’ abhingt. Diese Voraussetzung fiihrt
im Wesentlichen dazu, dass das resultierende, numerische Losungsverfahren explizit formuliert
werden kann. Als physikalisches Beispiel kann man sich etwa die Newton-Gleichung fiir eine
rein elektrostatische Fragestellung vorstellen

5 9 = b R >
r= E . E(fj ;T(to) = o, T(to) =To (33)

Mathematisch kann man einen Ausdruck wie (3.1) wieder auf ein System erster Ordnung
zuriickfiihren [54]. Damit vereinfacht sich (3.1) zu dem AWP

L (7 v (to) 7o
Z = . = — 7 N e N 3.4
(5) = (o) () = () G4
Die prinzipielle Idee des Leap-Frog-Algorithmus ist es nun, in den Komponenten 7" und v je-
weils ein separates Euler-Verfahren [53] anzuwenden. Dabei werden die beiden Zeitschritte

zu Beginn um einen halben Zeitschritt At/2 gegeneinander versetzt und damit gekoppelt. Das
Leap-Frog-Schema ldsst sich demnach wie folgt darstellen

<

—

17n+1/2 = Un—l/Q + At - f(t7 Fn)

Fn—i—l - Fn + At - Un+1/2 (35)

Skizziert man diese Vorgehensweise, wie in Abbildung (3.1) geschehen, anhand einer Zeitachse,
so wird auch klar, warum diese Methode mit dem Namen Leap-Frog versehen wurde.

T

lo I I
1:o !:1/2 t, t 312 t 2
v, Vip Vap

Abbildung 3.1: Schematischer Ablauf des Leap-Frog-Integrationsschemas. Der griine Pfeil zeigt den
speziellen, halben Zeitschritt zu Anfang um v/, zu erhalten an

Wie ein Laubfrosch scheinen die Ortskoordinate 7 und die Geschwindigkeitskoordinate v’ zeit-
lich immer iibereinander hinwegzuspringen. ' .

Fiir die meisten Probleme des Typs (3.4) sind als Anfangswerte nur Z(ty) = 2, Z(to) = 2o,
also 75 und vj, bekannt. Aus diesem Grund muss man, um das Schema (3.5) anwenden zu
konnen, im ersten Zeitschritt v1/, berechnen. Dazu bedient kann man sich eines anderen Inte-
grationsverfahrens. Weitverbreitet ist die Methode, sich an dieser Stelle auf eine einzige An-
wendung des Euler-Verfahrens [53] in der Geschwindigkeitskomponente mit Schrittweite 4¢/2
zuriickzuziehen. Dies ist in Skizze (3.1) durch den griinen Pfeil verdeutlicht.

Wie in [55] nachgerechnet wird, ist das Euler-Verfahren ein Verfahren mit Konsistenzordnung

32



3.1. DAS BORIS-LOSUNGSSCHEMA

1 (Definition siche Anhang (B.14)). Dem Gegeniiber steht das, in diesem Sinne bessere Leap-
Frog-Schema der Konsistenzordnung 2. Der Vorteil, den der Leap-Frog-Algorithmus gegeniiber
dem expliziten Euler-Verfahren hat, liegt aber nicht nur in einer verbesserten Konsistenz (siche
Anhang (B.13)). Vielmehr ist er dem expliziten Euler-Verfahren durch seine Symplektizitit [53]
tiberlegen. Damit konserviert er physikalische Erhaltungsgrof3en besser als der originale Euler.

3.1 Das Boris-Losungsschema

Soll ein Programm dazu verwendet werden, Plasmasimulationen speziell fiir die Fusionsfor-
schung durchzufiihren, so ist es unvermeidbar, magnetische Felder in die Simulationen und
somit in die Bewegungsgleichungen der Teilchen mit einzuschlieBen. Das hat zur Folge, dass
das System (3.4) in der zweiten Komponente die Lorentz-Kraft und damit die Geschwindigkeit
beinhaltet. Daraus folgt nun aber, dass die Vereinfachung (3.2) in dieser Form nicht mehr giiltig
ist. Die erste Gleichung in (3.5) muss modifiziert werden.

77”+1/2 - 17”_1/2 7, - =
—_— = t, Ty, U
At f( y Py ﬁ)

(3.6)

v ist dabei eine beliebige Geschwindigkeitsabhingigkeit der Kraft. Es muss nun festgelegt wer-
den, zu welchem Zeitpunkt der Geschwindigkeitswert genommen und fiir ¢ eingesetzt wird.
Sicherlich ist es moglich, 0= Un—1/> zu setzen. Jedoch ist es Konvention [1], v als Mittelwert
iiber einen Zeitschritt zu nehmen

Unt1/2 1+ Up—1/5

v = 5

(3.7)

Damit wird (3.6) zu

?7”+1/2 - Unfl/g - N Un+l/2 + 'l_})nfl/g
—_— = Ly, ————— 3.8
- F (g ) 68)

Diese Vorgehensweise dndert nichts am eigentlichen Integrationsschema. Jedoch wird der In-
tegrator zu einem impliziten Schema beziiglich v,,;1/,. Das Verfahren zur Bearbeitung hiangt
natiirlich von der gegebenen Struktur des Problems ab. Wie bereits erwihnt, handelt es sich im
vorliegenden Fall um das Lorentz-Kraftgesetz

—

(E +7x E) (3.9)

: q
U= —
m

(3.8) spezialisiert sich demnach zu
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EFE+ ———xB

5 (3.10)

177l+1/2 - Q_})nfl/g . i — ?.7”+1/2 + gnfl/Q =g
At m

Hierbei sind sowohl E als auch B jeweils zum Zeitpunkt ¢,, (vgl. Abb. (3.1)) zu nehmen. Aus
schreibokonomischen Griinden wird hier und im Folgenden jedoch darauf verzichtet, den Index
n mitzufiihren.

Der Algorithmus, welcher in der Plasmaphysik meist dazu verwendet wird, diese, nunmehr
algebraischen Gleichungen beziiglich v, 1/, aufzuldsen, ist unter dem Namen ,,Boris-Solver®
bekannt. In den folgenden Abschnitten soll nun die Theorie umrissen und die praktische Pro-
grammierung des Schemas erldutert werden. Dabei stiitzen sich die getroffenen Aussagen in
weiten Teilen auf das Buch [1], welches die urspriingliche Publikation [56] zusammenfasst.

3.1.1 Theorie des Schemas

Ausgangspunkt der Entwicklung des Boris-Solver ist Gleichung (3.8)

17n+1/2 - 7771—1/2 — ﬁn—l—l/z + 77n—1/2
— S = Ly, ———(——
At / ( " 2 )
Man substituiert nun
E At
Tayp = - 3.11)
S . qE At
Un+t1/2 = U4 + E? (3.12)

Dadurch erreicht man, dass sich die explizite E Abhingigkeit in der Bewegungsgleichung auf-
hebt. Man gelangt zu

+T = % (U_|. +U_> x B (313)

Um einen Zeitschritt von (n—1/2) nach (n+1/2) vollstindig durchzufiihren, muss der Ausdruck
(3.13) nach v/, aufgelost werden. Dies wird die Aufgabe des Boris-Solvers sein.

Um den dazu vorzunehmenden Ansatz zu verstehen, multipliziert man (3.13) skalar mit (v, + v_)
und erhilt somit

1T |17 = (|77 (3.14)

Analog gelangt man durch Multiplikation mit B zu
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(7, B) = (7_,B) = &) =7 (3.15)

_ B
By = —— (3.16)
|B]]
gilt
ol = By(By, vy) (3.17)
UL = ¥y — By(By, vy (3.18)

Wobei (-, -) das Standard-Skalarprodukt ist.

Damit beweisen (3.14) und (3.15), dass die durch (3.13) festgelegte Transformation von v_
auf v, eine Drehung (vgl. Abb. (3.3)) um die Achse B sein muss. Sie verindert damit nur die
Komponenten ﬁi und - senkrecht zu B. Es geniigt also, die Situation in der Ebene S senkrecht

zu B zu betrachten (siehe Abb. (3.2).

e

Abbildung 3.2: B-Feld in beliebiger Richtung Abbildung 3.3: Veranschaulichung der Dre-
und Vektoren U coplanar in der Ebene C. U hung von U auf @y in der Ebene S senkrecht
in der Ebene S, senkrecht zu B zu B (vgl. [1])

Bevor die praktische Realisierung des Algorithmus besprochen wird (siehe Abschnitt 3.1.2),
soll an dieser Stelle noch eine wichtige, erste numerische Bewertung des Algorithmus vorgezo-
gen werden.

Zunichst folgt aus (3.18) und (3.15)

U, — U = vy — Ut (3.19)
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und damit aus Gleichung (3.13)

S =l S =l
Uy — U q (vy+ Uz -
- == —— ) xB 3.20

At m < 2 ) ( )
Da der Einfluss des E-Feldes schon in v+ enthalten ist, erwartet man, dass die Verdnderung von
vt auf v}r einer Kreisbahn folgt (vgl. Zeichnung (3.4)). Dies wiirde der analytischen Losung
(mit einer zeitzentrierten Substitution analog (3.7)) der Lorentz-Bewegungsgleichung fiir ein
Teilchen in einem homogenen Magnetfeld entsprechen.

Abbildung 3.4: Ausschnitt einer gleichformige Bewegung eines Teilchens in einem homogenen Magnet-

feld

Damit gilt, zusammen mit der Gyrationsfrequenz w,, fiir die Anderung des Gyrationswinkels
dip

dy = w, dt (3.21)

Zusitzlich ldsst sich anhand von Zeichnung (3.4) mittels der angedeuteten Winkelalgebra dy =
O belegen. Somit ergibt sich

O =w.dt

und fiir den numerischen Fall eines endlichen Zeitschrittes At

B
O=w,-A=12 A (3.22)
m
Zeichnung (3.3) entnimmt man nun
C) — vt B At JRWAY
tan (= | = H”* oy =] 200 4B AL _ w (3.23)
2 ot + o2 m 2 2
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Man erhilt also

m 2

) 2
— W, At (1 - % + ) (3.24)

B A
© = 2-.arctan <q t)

Aus dem Vergleich mit Gleichung (3.22) folgt, dass der Fehler des Verfahrens quadratisch mit
der Schrittweite At des Integrators sinkt. Damit verschlechtert das Boris-Schema die Konsis-
tenzordnung des Leap-Frog-Algorithmus nicht.

3.1.2 Praktische Realisierung

Im letzten Abschnitt wurde die Transformation von ¢ auf v, als Drehung um B identifiziert.
An dieser Stelle soll nun das eigentliche Riistzeug bereitgestellt werden, um diese Erkenntnis
fiir die Numerik ausnutzen zu konnen.

Dazu wird zunichst ein Hilfsvektor ¥/ so konstruiert, dass

0L - S (-t (3.25)

gilt. Dies geschieht iiber einen weiteren Vektor ¢ der iiber

=0t ot <t (3.26)

eingefiihrt wird. Es ist nun zu kldren, wie t zu wihlen ist, so dass 7 ' die Bedingung (3.25)
erfiillt. Wihlt man ¢ || B, so stellt sich die Situation in der Ebene S senkrecht zu B wie in
Skizze (3.5) abgebildet dar.

Aus (3.14) und (3.15) lisst sich schlieBen, dass [|o|| = ||¢"}|| gilt. Somit folgt aus Zeichnung
(3.5)

() - I X ZIl _ 7 I
2 [icss [icssl
R ©

=171 = () 6.27)
Also

L O\ G223 ¢B At

t:= By - tan (—) (29 42 2F (3.28)

2 m 2
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Vi-Vi=V,-V.

\J

Abbildung 3.5: In der Ebene S senkrecht zu B fiir die Drehung eingefiihrte Hilfsvektoren G, t (vgl. [1])

Hiermit ist gezeigt, dass wenn ¢ gemiB (3.28) gewihlt wird, gilt

gL (U —0t) &= 0 L (0 — 1) (3.29)
Und daraus folgt
0 = @+t —o) Y @ - BBy, vy, vk — )
G R e A A
=0
v L (0, —7) (3.30)
Zusammen mit
(0, —7.) = (0f —0t) L B (3.31)
folgert man
A5 B: 0 ' x§=0, —v_ (3.32)
AbschlieBend ist noch der Betrag von s zu bestimmen. Mit dem Ansatz
S=at;aeR (3.33)
berechnet man wie im Anhang B.2 gezeigt
2 .
§ = t 3.34
Tiie (3:34)
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3.2 Algorithmischer Ablauf der Leap-Frog-Boris-Prozedur

Nun, da alle benotigten Schritte erldutert wurden, soll der schrittweise Verlauf des Leap-Frog-
Boris-Schemas zusammengetragen werden.

I. Addiere zu v,_./, die erste Hilfte der Geschwindigkeitsianderung, hervorgerufen durch

die elektrische Wechselwirkung (3':1%) U_.

II. Fiihre die Drehung um den Drehwinkel © beziiglich B aus. Dazu werden nacheinander
die folgenden Hilfsvektoren konstruiert

1) f= q—ﬁ:% (3.28) (Beachte: q ist vorzeichenbehaftet).

i) 0/ :=7_ 47 xt(3.26).

iv) vy =0_ + U’ x §(3.32).

III. Addiere die zweite Hilfte der elektrischen Geschwindigkeitsinderung zu o/, (3':12>) Upg1/o-

3.3 Numerische Stabilitat

Wie alle numerischen Verfahren ist auch das Leap-Frog-Boris-Schema hinsichtlich seiner Ge-
nauigkeit begrenzt. Erwartungsgemal}, nimmt der auftretende Fehler mit der GroBe des Zeit-
schrittes At zu. Genauer lésst sich zeigen ([26] Abschnitt 3.1), dass der Fehler mit (At)?
anwichst. In der Einfiihrung zu dem vorliegenden Kapitel wurde bereits erwihnt, dass die
Hauptbeweggriinde fiir den Einsatz eines Einschrittverfahrens darin liegen, dass es schnell, ein-
fach und explizit ist. Diesen Vorteil bezahlt man damit, dass der Groe der Zeitschrittweite
At restriktive Grenzen gesetzt sind. Das heifit, fiir verldssliche Ergebnisse darf At nicht zu
grof} gewidhlt werden. Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie die Zeitschritte gewihlt werden
diirfen, sollen im Folgenden (Abschnitte 3.3.1 und 3.3.2) zwei Abschitzungen, angelehnt an
[26], erfolgen.

Entscheidend fiir die Wahl der Zeitschrittweite sind die kiirzesten Zeitskalen, vorgeben durch
physikalische Prozesse, welche noch aufgeldst werden sollen. Anders ausgedriickt, muss man
gewihrleisten, dass ausreichend viele Zeitschritte wihrend des kurzlebigsten Prozesses gemacht
werden. In der Plasmaphysik tauchen zwei Kandidaten fiir einen solchen, periodischen Prozess
auf:

1. Plasmaoszillationen auf der Zeitskala

Tp 1= — (3.35)

n e?

Mit der Elektronen Plasmafrequenz w,, = o

39



KAPITEL 3. DAS LEAP-FROG-SCHEMA

2. Gyrationsbewegung der Elektronen auf der Zeitskala

T, 1= — (3.36)

Mit der Elektronengyrationsfrequenz w. = ";‘1—3.

Welche Zeitskala, 7, oder 7, die kiirzere ist, hiingt dabei hauptséchlich von der Plasmadichte n
ab.

| | | |
) 2 4 6 g 10

n/(10"”m?)

Abbildung 3.6: Vergleich von 1, (3.35) und 7. (3.36) aufgetragen iiber der Plasmadichte n bei B =2 T

Abbildung (3.6) zeigt, dass fiir B = 2 T erst ab einer Plasmadichte von n ~ 4 - 10! m—3 die
Plasmafrequenz die niedrigere Schranke stellt. Zuvor (n < 4 - 10* m~3) ist die Zeitschritt-
weite durch die Elektronengyrationsfrequenz limitiert. Bezieht man sich auf Abbildung (1.3)
in [7], so sieht man, dass diese Einschrinkung durchaus fiir die Simulation von Fusionsexpe-
rimenten Giiltigkeit besitzt. Es ist demnach erstrebenswert, die obere Beschriankung durch die
Elektronengyration zu eliminieren. Ein entwickelter Weg hierfiir soll deshalb in Abschnitt 3.4.1
beschrieben werden.

Bemerkung: Es ist noch zu erwihnen, dass strenggenommen noch eine zweite Gyrationszeit 7¢
zu untersuchen ist. Sie entspricht dem inversen der Gyrationsfrequenz von Teilchen mit m; =
100 - m.. Dieser Vergleich ist deshalb wichtig, da in manchen Anwendungen die lonenmasse
auf kleinere Werte gesetzt wird. Damit erreicht man, dass das Verhiéltnis von Ionen- zu Elektro-
nenmasse "»/m. abnimmt. Hiermit lassen sich langwierige Simulationen abkiirzen, da die Be-
wegung der nun leichteren Ionen qualitativ gleich, jedoch auf kiirzeren Zeitskalen verliduft. An
dieser Stelle ist der Vergleich deshalb obligatorisch, um zu priifen, ob man trotz Ausschalten der
Beschriankung durch die Elektronengyrationsfrequenz, etwa durch einen Fiihrungszentrumsin-
tegrator (Abschnitt 3.4.1), nicht gleichzeitig eine weitere Gyrationsbeschrinkung durch die nun
leichteren Ionen betrachten muss. Jedoch gilt
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100 - me B=
7= e 2T 98,43 107 s (3.37)
€0 B
Ein Vergleich mit Abbildung (3.6) gibt Aufschluss dariiber, dass die Ionengyrationsfrequenz
selbst bei herunterskalierter Masse noch um GroBenordnungen niedriger als w,, ist. Somit stellt
sie nie eine relevante Einschriankung fiir die Zeitschrittweite dar.

3.3.1 Plasmaoszillation

Um Plasmaoszillationen genauer zu untersuchen (siehe Paragraph 3.2 in [57]), betrachtet man
eine entsprechende Schwingungsgleichung, etwa fiir die r-Koordinate

2
%r(t) = —w?r(t);7(0) = ag (3.38)

p

Die analytische Losung ist bekanntermafen

r(t) = agexp {—iw, t} (3.39)

Wendet man das Leap-Frog-Schema aus Gleichung (3.8) an, das heil3t, setzt man in das Glei-
chungssystem (3.5) die Prozessfunktion f(¢,7) = — irk ein, so gelangt man zu
The1 — 20k + Tp—1

At?

= —wlry (3.40)

Geht man davon aus, dass die numerische Losung . die gleiche Struktur, nur mit einer nume-
rischen Frequenz w,,,,, hat

Tk = o exp {—1 Wnum tk } (3.41)

und setzt diese in (3.40) ein, so erhilt man

num O\ At
sin (wT) = :I:Wp2 <—

Wy At‘

sin (‘%At) ‘ (3.42)

ISt Wy € R s0 ist der sin (222221 durch 1 beschréinkt und man kann abschétzen

w, At <2 (3.43)

In kinetischen Simulationen wird diese Bedingung aufgrund der vielen notigen Zeitschritte
N, ~ 10*7 verschirft [26] und man setzt

wy, At 0,2 (3.44)
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3.3.2 Gyrationsfrequenz

Um eine addquate Fehlerabschitzung fiir die Gyrationsbewegung zu bekommen, bedient man
sich Gleichung (3.24). Es folgt

0 (we - At)?

Ausdruck (3.45) liefert damit einen moglichen Ansatz, um die numerische Gyrationsfrequenz

)
w A7 (3.46)
mit der physikalischen w,. zu vergleichen. Man erhilt aus (3.45)
num ~— Yc cAt 2!
Jw wel . (WeA)” o 5 (3.47)
We 12

Wobei ¢ ein vorgegebener Fehler ist. Fordert man etwa 6 = 1 % (vgl. Paragraph 3.2 in [57]) so
ergibt sich die Bedingung

wAt = 0,35 (3.48)

Riickschliisse auf die numerische Trajektorie, welche der Integrator fiir zu grofle Zeitschritte
produziert, lassen sich wieder anhand von Gleichung (3.24) ziehen

1
O = 2 - arctan (5% At) (3.49)

An dieser Identitét wird klar, dass fiir den Drehwinkel © gilt:

(we At—00)

O — 7 (3.50)

Das heil3t, das Teilchen oszilliert in einer Ebene um das Fiihrungszentrum (sogenannte odd-
even-Bewegung [58]). Wichtig ist, dass fiir anwachsendes w. At der arctan ( %wc At) monoton
mitwichst, jedoch durch 7/2 beschrinkt bleibt. Man kann deshalb fiir den numerischen Gyrati-
onsradius p,.,, folgende Abschitzung ansetzen

U (o (3.24) v
P Wnum O 2 - arctan (%wc At)
e 20529 Ty (3.51)
T
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An diesem Ausdruck sieht man, dass der numerische Gyrationsradius fiir w. At > 1 linear mit
At anwichst, genau so, wie in [59] postuliert wird. Um diese Aussage zu untermauern, wird
hier das Ergebnis eines kurzen, numerisches Experiments mit dem Boris-Solver wiedergegeben.
Dazu wird ein einziges Teilchen in ein Magnetfeld gegeben. Die Anfangssituation ist wie folgt
eingestellt (Tabelle (3.1)):

Verhiltnis 4fm = —1 C/kg
Anfangsposition 7o = (0;0;0)
Anfangsgeschwindigkeit | 7 = (2;0;2) m/s

=

Magnetisches Feld B =(5;0;0)T

Tabelle 3.1: Physikalische Daten des Testteilchens

Damit ergeben sich folgende, analytische Charakteristika fiir die Teilchenbewegung (Tabelle
(3.2)):

Zu B senkrechte Anfangsgeschwindigkeit v, = (0;0;2) m/s
Zu B parallele Geschwindigkeit v = (2;0;0) m/s
Gyrationsfrequenz We = |q7|nB =51
Gyrationsradius Pe = % =0,4m
Fiihrungszentrum R= (t -v); —0,4 m; O)

Tabelle 3.2: Analytische Daten fiir die Teilchenbewegung

Nun wird der Boris-Solver gemil} 3.2 fiir verschiedene Werte w. At gestartet und der sich
ergebende, numerische Gyrationsradius gespeichert. Das Ergebnis dieser Untersuchung ist Ab-
bildung (3.7) zu entnehmen (vgl. auch Abb. 2 in [59]).

Man sieht deutlich, dass der numerische Radius mit zunehmender Schrittweite ansteigt. Auch ist
(3.7) zu entnehmen, dass der Zuwachs fiir grole Werte von w,. At in eine ndherungsweise lineare
Steigung iibergeht. Interessanterweise betriagt der Wert fiir pnum/p. an der Stelle w, At = 0, 35

Prum 0,015 (3.52)

Pe

Das bedeutet, dass sich der a priori selbstgesteckte Fehler § = 1 % fiir die Gyrationsfrequenz
(vgl. (3.48)) nahezu identisch auf den Fehler im Radius iibertréigt.

Betrachtet man die komplette Teilchenbewegung fiir obiges Testszenario (Darstellung (3.8))
und deren Projektion in die yz-Ebene (Darstellung 3.9)), sieht man, dass fiir w. At = 1 der
Gyrationsradius zwar zu grof3, das Gyrationszentrum hingegen richtig wiedergegeben wird.

Dass dies tatsdchlich eine Eigenschaft des Leap-Frog-Boris-Schemas ist und auch fiir alle an-
dere Drifts erster Ordnung seine Giiltigkeit behilt wird anschaulich in [58] (Abb. 1-4) belegt
und diskutiert. Es wird gezeigt, dass die Bewegungsgleichung fiir das Fiihrungszentrum, wie sie
aus dem System (3.5) bestimmt werden konnen, zu denen von Northrop [20] (auch Glg. (3.66))
identisch sind.
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1.6
1.4
1.2+

— Gyrationsradius
— o, At=0,35
£0.8- -

P’ Pe

0.6

0.4

0.2

Abbildung 3.7: Gyrationsradius bei ansteigender Zeitschrittweite

+ o At=10
++ + wAt=£,1

Abbildung 3.8: Teilchengyration fiir kleine (w. At = 0, 1) und grofie Zeitschritte (w. At = 10)

Aus diesem Grund und dem Umstand geschuldet, dass sie fiir eine neue, erweiterte Anwen-
dung des Boris-Solvers wichtig werden, sollen diese Gleichungen im nichsten Abschnitt kurz

bereitgestellt werden.

3.4 Die Fiihrungszentrums-Bewegung

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen des Fiihrungszentrums (guiding-center)
eines Teilchens rekapituliert. Dafiir werden kurz die wichtigsten Punkte und Resultate aus [20]

zusammengetragen und fiir die hieBigen Belange modifiziert.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens an
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Abbildung 3.9: Projektion von Abb. (3.8) in die yz-Ebene
der Stelle 7" in zunéchst beliebigen Feldern

; F= B0+ (?x B(7, t)) (3.53)

Fiir alle weiteren Einordnungen der verschiedenen Grofen wird der Kleinheitsparameter ¢ fol-
gendermallen definiert

€= (3.54)

m
q
Wie in [20] eindringlich diskutiert wird, ist es natiirlich nicht moglich, ¢ kiinstlich zu verklei-
nern. Das heifit eine asymptotische Untersuchung mit ¢ — 0 hétte wenig Sinn. Jedoch lésst
sich Gleichung (3.53) auf einen dquivalenten Ausdruck fiir dimensionslose Grofen transformie-
ren. In diesem dimensionslosen System nimmt der ¢ entsprechende Koeffizient ¢’ die Form

eze =L (3.55)

an. Dabei sind p der Gyrationsradius und L die charakteristische Linge, liber der die Fel-
der variieren. Im in [20] vorgestellten Aquivalenzsystem ist es also durchaus moglich, ¢’ zu
verkleinern und somit eine Theorie, die auf die verschiedenen Ordnungen von Termen in &’
baut, aufzuziehen. Die so gewonnenen Losungen behalten dann ihre Giiltigkeit fiir die ur-
spriinglichen Gleichungen (3.53). Durch einfache Riicktransformationen konnen wieder die
dimensionsbehafteten Losungen generiert werden. Das heit, man arbeitet im Folgenden mit
den Ausdriicken aus (3.53). Immer jedoch, wenn man von einer Niherung fiir ¢ < 1 spricht,
bezieht man sich eigentlich auf £’ und nutzt die besprochene Moglichkeit, das simultane, di-
mensionslose System zu diskutieren. Die Forderung nach einem kleinen ¢ ist dabei deckungs-
gleich zu der Standardbedingung, welche man an die adiabatische Invarianz des magnetischen
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Moments 1 (3.65) kniipft [20]. Um nun von der vollstandigen Bewegungsgleichung (3.53) zu
einer Fithrungszentrumsgleichung zu gelangen, wird 7 = R + p'in (3.53) eingesetzt. Hierbei
bezeichnet R die Ortskoordinate des Fiihrungszentrums (siehe Abb. (3.10)).

A

€
€3
L
I
//’ 9 ) L
% D
/ oyry
\ !
\ ;€2
A 04
td
\\\ ’/

-
e —————— AT

Abbildung 3.10: Bezeichnungsweise fiir die Beschreibung der Fiihrungszentrumsbewegung

Um zu einer Definition von p zu gelangen, teilt man als ersten Schritt die zu B senkrech-
te Geschwindigkeit o'~ des Teilchens in die schnelle Gyrationsgeschwindigkeit @, und die
senkrechte Driftbewegung 75, so wie in Abbildung (3.10) angedeutet, auf. Damit ergibt sich

der normierte Gyrationsvektor gy wie folgt aus den normierten Richtungen (Index 0)

fo = Bo % Uo (3.56)
Da fiir den Betrag p gelten muss
[aarol _ ol
U U m
gyro gyro 3.57
p o, B (3.57)
folgt insgesamt
p:mevgym:qB2Bx(v —UD)

Man beachte, dass um den Drehsinn der Gyrationsbewegung in der Definition (3.58) zu be-
riicksichtigen, ¢ vorzeichenbehaftet ist. Dabei ist es fiir eine Theorie in ¢! unerheblich, ob die
Felder an der Stelle R oder 7 berechnet werden [20]. Diese Bemerkung ist deshalb wichtig, da
sie es erlaubt, eine eventuelle Versetzung hin zum Fiihrungszentrum im Rahmen der adiabti-
schen Niherung riickgidngig zu machen. Zusitzlich ist es wichtig, zu bemerken, dass g, nach
Gleichung (3.58), mit dem Vorfaktor ™/q schon O(g!) ist. Darum werden zu dessen numerischer
Definition (siehe Gleichung (3.73) in Abschnitt 3.4.2), nur Driftgeschwindigkeiten 77,% nullter
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Ordnung in € herangezogen.
Nachdem p wohldefiniert ist, fahrt manﬁfort, indem man die rechte Seite von (3.53) in einer
Taylorreihe bis zur ersten Ordnung um R = 77 — p entwickelt. Es ergibt sich (analog [20])

%(§+® ﬁdﬂéﬂ+$w@%%w)éﬁ
+(§+@x§dh)
+(§+p)xj%(§(ﬂﬂ>q-ﬁ+@@ﬂ (3.58)
R

Hierbei bezeichnet 7> die Jacobi-Matrix [60] beziiglich 7. Legt man weiterhin eine orthonor-
mierte Basis {€}, €z, €3} mi € || B (vgl. Skizze (3.10)) fest, so ldsst sich p’ wie folgt darstellen

p= p(e} sin(O©) + e cos(@)> (3.59)
Fiihrt man noch die Gyrationsfrequenz iiber

. B
O —w, — 4B (3.60)
m
ein, so kann die Winkelkoordinate © in Gleichung (3.58) als Ortsvariable betrachtet werden.

Damit kann man iiber eine Gyrationsperiode mitteln

27
< .. >::/ ...dO (3.61)
0
Man erhalt
e Ryp> P2 < E ,t)+%:(ﬁ(r’,t)> G >
q R

+< Uﬁ)xf«mW@)-ﬁ>+w§) (3.62)
R
Mit den mittels (3.59) und (3.61) nachzurechnenden Relationen
<p>=0;<p>=0;<p>=0 (3.63)

Ergibt sich aus (3.62)
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=

) + O(£?) (3.64)

R
Fiihrt man das magnetische Moment p als adiabatische Invariante ein,

2

2

=konst. (3.65)

so liefert eine letzte Anstrengung in Vektoralgebra [61]

% E=[(E@R - Lv1B) + (B x B(E.)|+0) (3.66)

Fasst man den ersten Term auf der rechten Seite zu einem verallgemeinerten, elektrischen Feld
E* zusammen

— —

E*(R.t):= B(R,t) — %v Bl , (3.67)

so erhalt man verkiirzt

—

[B(F0)+ (Bx BR.1)| +0() (3.68)

R
q

Zusammen mit der Anfangsgeschwindigkeit fiir das Fiihrungszentrum

—

0 = (R(O)) =& - (&, 7(7(0))) + 75 (3.69)

stellt (3.68) das grundlegende AWP fiir die Fiihrungszentrumsbewegung dar. Bevor diese Er-
kenntnis in Form eines neue Fiihrungszentrumsintegrators fiir PEPC-B instrumentalisiert wird,
miissen an dieser Stelle noch ein paar wichtige Bemerkungen fallen (siehe auch [20]).

Wie sofort auffillt hat Gleichung (3.68), ohne den (’)(52)- Term, die identische Struktur wie die
urspriingliche Gleichung (3.53). Als exakte, analytische Losung fiir ﬁ(t) wiirde man also eben-
so eine an Feldlinien gebundene, gyrierende Bewegung erwarten. Und in der Tat offenbart R
genau dieses Verhalten. Jedoch lésst sich zeigen, dass der Radius dieser neuen Gyrationsbewe-
gung um eine Ordnung in € kleiner ist als der echte Teilchengyrationsradius. Damit kann diese
neuerliche Fiihrungszentrumshelix in der hier angestrebten Ordnung der Theorie vernachléssigt
werden.
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Der Grund fiir diese Gyration liegt in der eher heuristischen Vorgehensweise (vgl. Kapitel 1.A
in [20]) der hier schematisch dargestellten Herleitung von (3.66). Eine Zusammenfassung der
Arbeiten [62] und [63] wie sie etwa in Kapitel 2 in [20] gegeben wird, erlaubt auch eine strik-
tere, mathematische Behandlung des Fiihrungszentrumsproblems. Man gelangt damit zu einer
zu (3.66) dquivalenten Gleichung, allerdings fiir einen Ortsvektor ﬁo, der dann keine Gyration
mehr zeigt.

3.4.1 Erweiterung zum Fiihrungszentrums-Integrator

Wie in 3.3.2 diskutiert, kann die Gyrationsfrequenz speziell von Elektronen eine starke, obere
Grenze fiir die Wahl der Zeitschrittweite At bedeuten. Ein Weg, dieser Beschriankung zu begeg-
nen, kann es sein, die Elektronen in Fiihrungszentrumsniherung zu behandeln [64]. Die Idee ist
es, die Ladung der Elektronen nicht an deren wahren Position, sondern an ihrem Fiihrungszentrum
zu situierten. Der Fehler, der hierdurch gemacht wird, ist also im Coulomb-Potential in der
GrofBenordnung des Elektronengyrationsradius

v _
peter. = —5 < 1 (3.70)

C

und damit vernachlissigbar klein gegeniiber den typischen mittleren Teilchenabstinden [ (siehe
Abschnitt 6.1). Der Gewinn hingegen, den man dadurch erzielt, besteht hauptsédchlich darin,
dass man die Elektronengyration nicht mehr auflosen muss. Damit ist die limitierende Grof3e
nur noch die niedrigere Plasmafrequenz (beachte Abbildung (3.6)), und somit kann der Zeit-
schritt At entsprechend grofler gewi#hlt werden (siehe Abschnitt 3.4.3). Diese Moglichkeit kann
zum Einen Simulationen langwieriger Prozesse um Grofenordnungen abkiirzen, zum Anderen
reduziert sie zusammen mit der insgesamt benotigten Anzahl an Zeitschritten auch etwaige, ku-
mulative Fehler und bedingt somit einen Zuwachs an Genauigkeit.

Aus den oben genannten Griinden ist es offensichtlich erstrebenswert, einen solche Integrati-
onsmoglichkeit auch fiir PEPC-B bereit zu haben. Deshalb wurde im Rahmen dieser Arbeit ein
entsprechender, neuer Algorithmus entwickelt und realisiert. Er steht als neue Option (scheme
= 9) in der Routine integrator zur Verfiigung.

Im folgenden Abschnitt soll zunédchst der schematische Aufbau und sein algorithmischer Ablauf
beschrieben werden. Danach erfolgen die unerlisslichen Tests des Integrators fiir die wichtig-
sten Drifts erster Ordnung.

3.4.1.1 Der Boris-Solver fiir das Fiihrungszentrum

Wie im vorigen Abschnitt festgestellt, ist die Fiihrungszentrumsgleichung (3.68) mit dem ver-
allgemeinerten Feld (3.67) von der gleichen Bauart wie die urspriingliche Bewegungsgleichung
(3.53). Die naheliegendste Idee ist es dann, das selbe Integrationsschema zu ihrer Losung zu
instrumentalisieren. Zusammen mit dem Versatz (3.58) ist damit die Dynamik des Fiihrungs-
zentrum berechenbar. Die Frage, die es somit mit den anstehenden Tests zu kldren gilt, ist es
zu ergriinden, ob dieses Schema numerisch stabiler ist, also ob auch fiir gréBere Zeitschritte
we At > 1 das Fiihrungszentrum verlésslich berechnet wird.
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Folgt man der Abschitzung (3.48), so kann man davon ausgehen, dass der Integrator fiir w. At =

0,1 das richtige Fiihrungszentrum liefert. Im Bereich diinner Plasmen ist die nédchst kleinere

Zeitskala, die aufgelost werden muss, die Plasmafrequenz (Abb. (3.6)). Betrachtet man bei-

spielsweise Plasmen der Dichte n, ~ 10*® m~3 so liegt die Plasmafrequenz etwa zwei GroRen-

ordnungen unter der Gyrationsfrequenz eines Elektrons. Es geniigt also prinzipiell zu iiberpriifen,
ob der Fiihrungszentrumsintegrator im Bereich w. At ~ 100 — 1000 stabil l4uft.

3.4.2 Algorithmischer Ablauf des Fiihrungszentrums-Integrators

Bevor die eigentlichen, numerischen Tests des Integrators beginnen, soll zuerst der algorithmi-
sche Ablauf, basierend auf den Formeln aus 3.4, zusammengetragen werden. Als Ausgangs-
situation sei ein Teilchen der Masse m an der Stelle 7 und der Geschwindigkeit v gegeben.
AuBerdem seien B = B(7,t) sowie E = E(7,t) bekannt. Man berechnet nun vor dem ersten
Zeitschritt der Reihe nach:

L)
B = é:\/Bg+B;+Bg
. B
€1 = E
q B
We = —
m
II.)
17“ - 6_»1<é‘1a17>
gt = v—7l

III.) Die senkrechten Drifts. Wie beispielsweise [7]

— — 1 — —
Ex B-Drift : 05— 25 E x B (3.71)
L m vt L _
VB-Drift : typ:= E B x V|B| (3.72)
q

und deren Summe

-1 -
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IV.) Den Gyrationsradius (3.58)

1 =
p= o 5B x (U — Uz, 53) (3.73)

Bemerkung: Wie in Kapitel I.C in [20] gezeigt wird, sind andere Drifts, wie etwa der
V B-Drift, mindestens O (') und spielen damit fiir eine Definition von j'in der Ordnung
e! keine Rolle (vgl. Bemerkungen zur Definition (3.58) in Abschnitt 3.4).

V.) Anfangswerte fiir die Fiihrungszentrumsbewegung (3.10) und (3.69)

—

R(] = F—ﬁ
~gc . =l =L
Vg = Uy +VUp

VI.) Start des Leap-Frog-Boris-Schema (Abschnitt 3.2) mit den Werten aus V.).

3.4.3 Tests des Fithrungszentrums-Integrators

In diesem Abschnitt soll die numerische Stabilitit des Integrators beziiglich groler Zeitschritte
getestet werden. Wie bereits erwihnt, gentigen Werte von maximal w. At = 1000, um ausrei-
chend zu untersuchen, ob der Integrator fihig ist, die Liicke zwischen der Zeitskala der Gyra-
tionsfrequenz und der Plasmafrequenz zu iiberbriicken. Fiir alle folgenden Testszenarios findet
stets der gleiche Grundaufbau wie er in den Tabellen (3.1) und (3.2) zusammengetragen wurde
Verwendung. Er wird dann, je nach zu untersuchendem Effekt, mit den entsprechenden Feldern
modifiziert. In jedem Test werden insgesamt 10° Zeitschritte durchgerechnet.

Da 3d Abbildungen wie etwa (3.8) nur sehr unzureichend quantitativ ausgewertet werden konnen,
wird in den anstehenden Priifungen darauf verzichtet. Stattdessen werden gegebenenfalls Pro-
jektionen der Fiithrungszentrumspositionen in die Koordinatenebenen gezeigt.

3.4.3.1 Konstantes ]§-Feld, kein E-Feld

Betrachtet wird der exakt gleiche Aufbau wie in (3.1) tabelliert. In der Theorie erwartet man
fiir die Position des Fiihrungszentrums (vgl. Tabelle (3.2)) fiir beide Fillen w. At = 0,1 und
we At = 1000 gerade Bahnen.

Rit)=[-0,4m (3.74)

Tatsédchlich zeigt eine quantitative Untersuchung, dass die Abweichungen zwischen dieser Kur-
ve und den vom Integrator erzeugten Werten sowohl in y- als auch in z-Richtung im Rahmen
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der Maschinengenauigkeit (double precision) nicht aufgeldst werden konnen. Dies gilt fiir bei-
de Testszenarios. Der Integrator liefert also im einfachsten Fall eines konstanten B-Feldes eine
Reproduktion des Fiihrungszentrums deren Abweichung von der exakten Bahn de facto nicht
mehr messbar ist.

3.4.32 ExB-Drift

Ein weiterer Drift nullter Ordnung in ¢ ist der E x B-Drift [7]. Die entsprechende Driftge-
schwindigkeit ist

1 — —
QTEXE = ﬁ ExB (375)

Um diese Driftbewegung gegenzurechnen, wird zu dem obigen Szenario (Tabellen (3.1) und
(3.2)) noch ein konstantes elektrisches Feld hinzugefiigt.

0
~ \Y%
E=11] — (3.76)
o) m
Fiir diesen Testfall ergibt sich
Vg 5=—022¢ (3.77)
S
Damit errechnet sich der Gyrationsradius (3.58) zu
p=—0,44m e, (3.78)
Insgesamt ergibt sich die erwartete Kurve fiir das Fiihrungszentrum wie folgt
2% -1
R(t)=| —0,44m (3.79)
—0,2% -1

Ein quantitativer Vergleich fiir die entscheidende z-Richtung zeigt, dass die maximale Abwei-
chung der numerischen z,,,,,- von den theoretischen z-Werten der Fiihrungszentrumsposition

_ lznum| = 0,2 - ¢]

0, :
0,2-t

S107°% (3.80)

ist. Dieser verschwindend geringe Wert gilt sowohl fiir kurze als auch lange Simulationen. So-
mit ist auch hier kein Unterschied zwischen der akkuraten Rechnung mit w, At = 0,1 und der
zeitlich ldngeren mit w,. At = 1000 festzustellen.
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3.4.3.3 VB-Drift

Als letzter Drift bleibt noch der V B-Drift [7]. Um ihn zu testen, muss ein Aufbau gewihlt
werden, bei dem streng

(3.55)
e < 1 (3.81)

erfiillt ist. Fiir den V B-Drift heif3t dies konkret

<1 (3.82)

VB

um dies zu gewihrleisten und damit sicherzustellen, dass das magnetische Moment p (3.65)
in guter Ndherung als konstant angenommen werden kann, wird fiir B folgender Ausdruck
gewdhlt

. 50 + vy 0 T
B(r) = 0 T=VB=|1]| — (3.83)
0 of ™
Fiir die Geschwindigkeit des Drifts erhilt man somit [7]
2 —
. vi BxVB m _
= — ~ — — €, 3.84
UvB 3w B 0, 0008 5 € (3.84)
p ergibt sich damit an der Stelle 77 = 0
7Y _0,04me, (3.85)
Dies bedingt die theoretische Bahn des Fiihrungszentrums zu
2%t
R(t) = —0,04 m (3.86)
—0,0008 % - ¢

Entsprechende Ergebnisse, wie sie der Fiihrungszentrumsintegrator liefert, sind in den Abbil-
dungen (3.11), (3.12), (3.13) und (3.14) dargestellt.

Deutlich sieht man den Drift in die antizipierte negative z-Richtung. Die relativen Abweichun-
gen in y- beziehungsweise z-Richtung ergeben sich zu

0,04

5, = S1,5-10%2% (3.87)
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Abbildung 3.12: Projektion des  Abbildung 3.14: Relative Abweichung §, (3.88)

Fiihrungszentrums fiir den Y B-Drift in die in z-Richtung fiir den V B-Drift (w. At = 1000)
xy-Ebene (w. At = 1000)

|| Znum| — 0, 0008 - ¢|
0,0008 - ¢

5, $9,2-107%% (3.88)

Wobei sich hier, im Unterschied zu den bisher untersuchten Drifts, erstmalig bei grolen Zeit-
schritten eine numerische Abweichungen in der y- als auch der z-Richtung andeuten (siehe Abb.
(3.12) und (3.14)). Das endliche 9., wie in Abbildung (3.14) gezeigt, nimmt seinen Maximal-
wert offensichtlich zu Anfang der Simulation an und schwankt dann im Bereich von ~ 107°%.
Um die Natur der y-Abweichung genauer zu untersuchen, wird die entsprechende Darstellung
(3.12) nochmals hoher aufgelost abgebildet.

Darstellungen (3.15) und (3.16) identifizieren die numerische Abweichung als extrem schnelle
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x /(10" m) x /(10" m)
Abbildung 3.15: Projektion des  Abbildung 3.16: Projektion des
Fiihrungszentrums fiir den N B-Drift in die Fiihrungszentrums fiir den Y B-Drift in die
xy-Ebene (hohere Auflosung von Abb. (3.12)) xy-Ebene (hohere Auflosung von Abb. (3.15))

Oszillation. Dabei handelt es sich vermutlich um die Fiihrungszentrumshelix wie sie im Kontext
von Gleichung (3.68) definiert wurde. Die Abweichungen (3.87) und (3.88) zeigen jedoch, dass
ihr Einfluss numerisch vernachléssigbar ist (beachte selbstvorgegebenen Fehler aus Abschnitt
3.3.2).

Als abschlieBende Bewertung der Tests ist zu konstatieren, dass der neu entwickelte Fiihrungs-
zentrumsintegrator duBerst stabil fiir groBe At lduft. Wie die Tests zeigen, reproduziert er den
E x B- und VB-Dirift, selbst fiir sehr grofle Zeitschritte. Damit ist er geeignet, Teilchen in
Fiihrungszentrumsniherung zu berechnen.

Auf diese Art ldsst sich die zeitliche Beschrinkung, etwa durch die Elektronengyrationsfre-
quenz, aufheben [64].

Umschalten der Zeitschrittweite Die Simulationen fiir den beschriebenen Fiihrungszentrums-
integrator, wie sie hier vorgestellt wurden, beschrinken sich zunichst darauf, die Gyrationsbe-
wegung der Elektronen auszublenden. Jedoch ist im Hinblick auf Anwendungen durch andere
Codeklassen weiterfiihrende Verwendungen denkbar. Man konnte etwa in nicht selbstkonsis-
tenten Simulationen dariiber nachdenken, Simulationen durch den Verzicht auf Genauigkeit
abzukiirzen. In diesem Kontext ist es denkbar, etwa auch fiir Ionen, zwischen Fiihrungszen-
trumsnédherung und der vollen Kinetik zu wechseln. Man koénnte dann, falls moglich, mit groBen
Zeitschritten arbeiten und gegebenenfalls den Versatz um p (3.58) riickgédngig machen, um bei
kleinem At mit dem gleichen Integrator die volle Kinetik der Teilchen aufzulosen. Als Beispiel
fiir eine solche Teilchenverfolgung wird nochmals die Bahn des Teilchens aus Tabelle (3.1)
aufgezeichnet. Diesmal wird wihrend der Simulation die Zeitschrittweite veridndert.

Wie man Abbildung (3.17) entnimmt wird das Teilchen zuerst von seiner wahren Position auf
sein Fithrungszentrum versetzt, und dann diesem zunéchst mit groBer Zeitschrittweite gefolgt.
Nach den ersten 100 Zeitschritten wir der Zeitschritt verkleinert, der Versatz um das lokale
p riickgingig gemacht, um dann mit kurzen Zeitschritten die volle Gyrationsbewegung auf-
zuldsen. 1000 Zeitschritte spdter wird der ganze Prozess in umgekehrter Reihenfolge nochmal
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Abbildung 3.17: Andern der Zeitschrittweite wihrend einer Simulation

wiederholt.

Es ist zu bemerken, dass um beim Versatz von Fiihrungszentrum auf die volle Gyrationsbewe-
gung die richtige Teilchengeschwindigkeit zu gewihrleisten wieder die schnelle Gyrationsge-
schwindigkeit

—| (3£8) —| =l (389)

aus Skizze (3.10) zur Fiihrungszentrumsgeschwindigkeit hinzuaddiert werden muss.

3.5 Super-Teilchen

Abschlielend zu diesem Abschnitt soll noch eine kurze jedoch entscheidende Bemerkung ge-
macht werden. Wenn in diesem oder folgenden Kapiteln die Rede von Teilchen ist, so sind
prinzipiell immer Punktladungen gemeint, die viele echte, physikalische Teilchen auf sich ver-
einen. Der Grund hierfiir ist, dass kein aktuelles Programm und kein verfiigbarer Supercomputer
alle Teilchen eines Plasmas mit Dichten von bis zu n = 102°~2! m~3 eins zu eins simulieren
konnte. Deshalb multipliziert man stets die Ladung der Teilchen mit einem Faktor, im Fol-
genden Superteilchenfaktor f, genannt [15]. Dies ist legitim und verdndert die Dynamik der
Teilchen nicht, sofern man auch deren Masse mit dem selben Faktor hochskaliert [26]. Nach
dieser Prozedur hat man dann nicht 1-, sondern f;,-Teilchen pro Punktladung. Im Kontext von
kinetischen Teilchensimulationen spricht man deshalb auch oft von Super- oder Macroteilchen.
Diese Terminologie soll auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit Verwendung finden.
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Kapitel 4

Schichtsimulationen mittels Tree-Codes

Ein bisheriges Defizit bei der Anwendung von gitterfreien Methoden war bislang das Fehlen ei-
nes gingigen Konzepts zur Realisierung fester Rénder. Jedoch ist es gerade der Einfluss dieser
festen Strukturen, die es in der Plasma-Wand-Wechselwirkung (PWW) zu untersuchen gilt. In
gitterbasierten Methoden wird, wie erwihnt, das Rechengebiet a priori eingeteilt. Diese voran-
gestellte Festlegung designierter Punkte macht es dann moglich, den vollen Satz an Maxwell-
Gleichungen [42] auch mit festen Randbedingungen zu 16sen. Leitende Winde konnen dabei
durch Losen eines Satzes von Gleichungen realisiert werden. Diese Ausdriicke beinhalten un-
ter Anderen die Sprungbedingungen fiir die Normalkomponente des elektrischen Feldes am
Ubergang zwischen zwei Medien (siehe [42] Abschnitt 1.5, Gleichung (1.17)). Zusitzlich geht
man niherungsweise von einer homogenen Ladungsverteilung in der letzten Gitterzelle vor dem
Leiter aus. Somit erhélt man eine weitere Randbedingung fiir das Potential an den Gitterpunk-
ten auf der Oberflache (siehe Anhang C).

Ein erster Ansatz, entsprechende Ubergangsschichten (sheath) zwischen einem Plasma und ei-
ner festen Wand mittels eines 1d Tree-Codes zu simulieren, wurde von Matyash et. al [46] un-
ternommen. Zwar sind die erzielten Resultate beziiglich der Gegeniiberstellung der rdumlichen
Auflosung von PIC- und Tree-Codes bemerkenswert 2.2.7, doch scheint die angewandte Me-
thode fiir die Losung des Wandproblems wenig flexibel. Die grundlegende Idee ist es hier, die
Poisson-Gleichung speziell fiir das untersuchte Problem vorher analytisch zu 16sen. Die Multi-
polentwicklung der so gewonnenen Losung kann dann als neuer Potentialkern des Tree-Codes
verwendet werden 2.2.5. Offensichtlich ist dies ein gangbarer, doch schwer zu verallgemei-
nernder Weg. Eine andere Idee aus der technischen Anwendung gitterfreier Methoden ist es,
die entsprechenden partiellen Differentialgleichungen auf dem Rand zu diskretisieren und sie
separat zu losen. Diese sogenannte ,,Boundary-Element-Method“ [65] ist jedoch in der Rea-
lisierung und der numerischen Ausfiihrung duBerst komplex. Dies ist ein Grund, warum ihre
Anwendungen in der Plasmaphysik bisher so rar sind und sie bis dato nur fiir sehr einfache,
spezialisierte Geometrien und physikalische Modelle getestet wurden [30].

Es ist also zu restimieren, dass es bisher kein einschlidgiges Konzept fiir die Realisierung fester
Strukturen und ihrer Schnittstellen zum Hauptplasma fiir gitterfreien Methoden gibt. Da aber ein
erfolgreicher Einsatz des Tree-Codes in der PWW-Simulation solche Ansitze unausweichlich
einfordert, wurden im Rahmen dieser Arbeit entsprechende Prozeduren entwickelt und getes-
tet. Diese umfassen einen einfachen und flexiblen Ansatz zur Simulation leitender Oberflachen
4.0.1. Nachdem das entsprechende Konzept vorgestellt wurde, wird ein passendes Testszena-
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rio diskutiert (4.1). Namentlich handelt es sich dabei um das sogenannte eindimensionale (1d)
Schicht-Problem (sheath-scenario). Zum Einen ist die Wahl dieses numerischen Experiments
fiir den angestrebten Test inhaltlich vorgegeben, zum Anderen ist es ein bestens theoretisch [66]
und numerisch untersuchtes Phanomen. Gerade die Fiille an verfiigbaren Simulationsergebnis-
sen, (fiir einen guten Uberblick siehe Tabelle 1 in [57]) und die Beschrinkung auf 1d ebene
Probleme eroffnet die Moglichkeit des direkten Vergleichs wie er in Abschnitt 5.4 durchgefiihrt
wird.

4.0.1 Leitende Wand

Um eine leitende Wand zu simulieren, gibt es, wie in der Einleitung besprochen, fiir gitterfreie
Methoden kein einheitliches Konzept. Alle bisher vorgeschlagenen Wege sind stark an die zu
untersuchenden Geometrien gebunden und damit sehr unflexibel [30, 65]. Des Weiteren passen
sie nicht vollig in das vollstindige ,,ab initio-Credo*™ des numerischen Instruments.

Aus diesen Griinden wurde eine neue, einfache Methodik entwickelt. Die Idee ist es, die Wand
innerhalb der gitterfreien Doktrin zu realisieren. Da einer der grundlegenden Gedanken der be-
sagten Code-Klasse die Potentialberechnung direkt an Teilchenorten ist, ist es naheliegend, die
Winde durch unbewegliche Teilchen zu représentieren. Diese Ladungstriger werden im Fol-
genden mit Wandteilchen bezeichnet. Der Ansatz ist es also, die zu untersuchenden Wandele-
mente aus Flichen von Wandteilchen zu generieren. Die Ladung dieser fiktiven Teilchen wird
dabei variabel gehalten. Das heif3t, die Wand kann sich wihrend der Simulation auf- und ge-
gebenenfalls entladen. Die rdumliche Stationaritdt wird gewéhrleistet, indem die Wandteilchen
von der numerischen Integration der Bewegungsgleichung ausgespart werden. Sie bewegen sich
damit nicht wihrend des Laufes.

Um eine homogen geladene Fliche moglichst exakt darzustellen, muss der Abstand zwischen
einzelnen Wandteilchen d, kleiner sein als die kleinste, auftretende physikalische Lingenskala.
Das heif3t in den meisten Féllen

dy < \p @.1)
Wobei
T
Ap = ) =~ 4.2)
Nee

wieder fiir die Elektronen Debye-Linge steht [67]. Als Mechanismus, welcher die Wandebene
als Aquipotentialfliche stabil hilt wird die Ladung eines auftreffenden Teilchens gleichmiBig
auf alle Ny .,q Wandteilchen verteilt. Das heil3t, trifft ein Teilchen mit der Ladung ¢, auf die
Wand, so dndert sich die Ladung aller Wandteilchen um

qtr
Ag = (4.3)
NWand

Da es in Tree-Codes jedoch keinen anderen @uBleren Mechanismus gibt, der das Potential an
irgendeiner Stelle in der Simulationsbox auf einen festen Wert hilt, muss separiert getestet wer-
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den, ob die Wand wihrend der Simulation wirklich eine Aquipotentialfliche ist. Dies geschieht
in Abschnitt 4.5.

Bemerkung: Wichtig fiir das physikalische Verstindnis des hier vorgestellten Konzepts, ist es zu
bemerken, dass es das Prinzip des Wandteilchenmodells ist, die Oberflichenladungsdichte o an
einer bestimmten Stelle im System vorzugeben. Das bedeutet, man arbeitet hier im Sinne der
klassischen Elektrodynamik mit Von Neumann Randbedingungen (vgl. hierzu [42] Abschnitt
1.8).
99

o= 5Oa—n 4.4)
(¢ ist wieder das elektrostatische Potential) Wie in [42] (Abschnitt 1.9) diskutiert wird, sind die
unter diesen Randbedingungen gewonnenen Potentiallésungen immer nur bis auf eine Integrati-
onskonstante genau. Dieser Sachverhalt spiegelt sich dann auch in den hier erzielten Resultaten
wider.
In diesem Kontext ist also klar, dass eine Gleichverteilung der Ladung auf die Wandteilchen
(Glg. (4.3)) aus Symmetriegriinden eine Aquipotentialfliche bedingen muss.
Fiir anders geformte Fliachen oder Gebilde mit Kanten, kann das Auffinden der, einer
Aquipotentialfliche entsprechenden, Ladungsverteilung hingegen eine nicht triviale Aufgabe
sein.

Beim Initialisieren der Wandteilchen ist darauf zu achten, dass die Wandteilchen jedes fiir sich
schwach geladen ist etwa

QWana = £e-107° 4.5)

, wobe e =~ 1,6022-1071? C die Elementarladung ist. Um die Wand in Géinze ladungsneutral zu
halten, werden die Wandteilchen abwechselnd positiv und negativ geladen. Der Grund hierfiir
ist, dass der Tree-Code zu Anfang, wenn die Simulationsteilchen noch weit weg sind von der
Wand, Pseudoteilchen ausschlieBlich aus Wandteilchen bildet. Diese Pseudoteilchen werden,
wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, an den jeweiligen Ladungsschwerpunkten 7’

g 1= Ll (4.6)

zusammengefasst. Fiir komplett ladungsneutrale Ensemble () = 0) ist (4.6) damit singulér
und wiirde einen Abbruch des Programms bedingen. Die Initialisierungsladungen (4.5) werden
dann, sobald die ersten Simulationsladungen auf die Wand treffen, wie erldutert, durch deren
Ladungen ersetzt.

Das so begriindete Wandteilchenkonzept wird im Folgenden (4.1) einer eingehenden Priifung
unterzogen. Dazu wird in Paragraph 4.2 ein entsprechendes Simulationsszenario vorgestellt und
detailliert besprochen. Zunichst soll jedoch die zugrundeliegende Theorie des gewihlten Test-
szenarios beleuchtet werden.
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4.1 Die Schicht

Eines der iltesten Probleme bei der Behandlung ionisierter Gase ist die Untersuchung eines
Plasmas in Kontakt mit einer festen Wand. Trotz des Alters dieser Fragestellung und trotz der
Aktualitdt fiir die moderne Fusionsforschung ist die Theorie hinter den beobachtbaren Pro-
zessen bis heute noch nicht vollstindig verstanden. Die Texte, welche sich mit dem Problem
beschiftigen, sind demzufolge zahlreich und reichen von rein theoretischen Abhandlungen
[2, 66, 68, 69, 70] iiber Simulationsszenarios [21, 57, 71, 72] bis hin zu didaktisch aufbe-
reiteten Texten [3, 67]. An dieser Stelle der Arbeit sollen die wichtigsten Punkte der dies-
beziiglichen Theorie zusammengetragen und spiter relevante Ausdriicke und Probleme mo-
tiviert werden. Die Gliederung bedient daher eine kurze allgemeine Einfiihrung in die Fra-
gestellung der Schichtbildung (sheath formation). Wobei in dieser Arbeit die Diskussion auf
sogenannte 1d Schicht Probleme beschrénkt bleibt. Darin enthalten ist die wohl géngigste Be-
griindung des sogenannten Bohm-Kriteriums. Nach einer erlduternden, physikalischen Diskus-
sion iiber dessen Bedeutung wird das Bohm-Kriterium auf allgemeinere, kinetische Art refor-
muliert. Im letzten Teil des vorliegenden Abschnitts soll dann noch eine kurze Sensibilisierung
fiir geforderte Effekte, welche eine stabile Vorschicht bedingen, erfolgen.

4.1.1 Grundlegende Theorie und Bohm-Kriterium

Eine Eigenschaft, welche Plasmen inhidrent auszeichnet, ist es, etwaige elektrostatische Stérungen
durch kollektive Effekte abzuschirmen oder auszugleichen. Somit kann weitestgehend ein qua-
sineutraler und feldfreier Zustand beibehalten werden. Es ist daher nicht verwunderlich, dass
ein dhnlich gelagerter Vorgang eine Wand oder eine andere feste Struktur vom Hauptplasma ab-
schirmt (Kapitel 3 in [73]). Eine grundlegende Vorstellung iiber die ablaufenden Prozesse und
Begriffe gewinnt man aus der Darstellung (4.1)

SchichAtkante

< Ap—>

- Schicht

@&
Plasma / Vorschicht ‘

D e

+
®

TUN NN

Abbildung 4.1: Skizze der Schicht und Vorschicht sowie schematischer Potentialverlauf

Kommt ein Plasma in Kontakt mit einer elektrisch leitenden, nicht geerdeten Wand, werden
die aufgrund der geringeren Masse mobileren Elektronen diese Platte schnell aufladen. Diese
lokalisierte negative Ladung generiert ein zur Wand hin abfallendes Potential, wie es in (4.1)
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skizziert ist. Das einhergehende elektrische Feld wirkt nun in zweierlei grundlegenden Arten
auf die Plasmateilchen:

1. Die Elektronen werden von der Wand abgestof3en.
2. Die Ionen werden zur Wand hin beschleunigt.

In Kombination fiihren diese beiden Effekte zu einem Gleichgewichtszustand, in dem gleich
viele Elektronen wie lonen die Wand treffen. Dieser ambipolare Fluss entnimmt dem Sys-
tem also keine Nettoladung mehr. Neben diesem dynamischen Phidnomen stellt sich statisch
eine positive Raumladungszone (n; > n.) direkt vor der Wand ein. Diese begrenzt zum Einen
den Ionenstrom. Zum Anderen bewirkt sie die bereits thematisierte, vom System angestrebte
Abschirmung der Wand vom Hauptplasma. In diesem Bereich, den man pridgnant als Schicht
(sheath) bezeichnet, findet nahezu der gesamte Potentialabfall statt. Seine Ausdehnung vor der
Wand liegt in der GréBenordnung der Elektronen Debye-Léinge A p.

Der vermutlich einfachste Weg, das Problem zu betrachten, ist die urspriingliche, von Bohm
[73] verfolgte Idee, indem man von einem homogenen lonenstrom mit 7; = 0 ausgeht. In der
1d Schicht (n; # n.) fiir einfach geladene Ionen gilt die 1d Poisson-Gleichung

9% e

— =——(n; —ne 4.7

Ox? o (n " ) ( )
(1d Problem = 9/ay = 9/a- = 0 fiir alle GroBen) Da der Potentialwall, hervorgerufen durch die
negativ geladene Wand, nur fiir die energiereichsten Elektronen durchdringbar ist, der GrofBteil
jedoch daran abprallt, konnen diese als thermalisiert betrachtet werden (vgl. Abschnitt 5.1.1).

In der Schicht geht man daher von einer
dem Boltzmann-Faktor folgenden Elektro- Dy
nendichte aus [3]

oY

_______________ 5
g 0

e

Ne = Ng €Xp {;—gﬁ} (4.8)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte
hier ¢ < 0 (Skizze (4.2)). In diesem Zusam- Abbildung 4.2: Skizze des Potentialverlaufs und Be-

menhang ist zu bedenken, dass die genaue La- zeichnungen in der Schicht

ge der Schichtkante schwer zu bestimmen ist.
Wie Riemann betont [66], ist die hier durchgefiihrte Analyse genau genommen nur auf einer
Skala in der GroBenordnung der Schicht (sheath scale)

§=0(\p) 4.9)
giiltig. Das heift, dass fiir eine Wand bei £ = 0 (Abb. (4.2)) die asymptotischen Randbedingun-

gen

¢ — 0;({— —o0)
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— — 0;(6 — —00) (4.10)

fiir die Annéherung von rechts an die Schichtkante (¢ — —oo) gelten. Aus der Energieerhaltung
fiir die Ionen

1 1 -2
“ma? = —ed + —mv? & v = L 02 (4.11)

folgt, zusammen mit der vorausgesetzten Kontinuitéit des lonenstroms

Jo ="Ng Vo = N; V; = J; (4.12)
insgesamt
. 2 ¢\ "
n; = ngl “Y (1 - = QZ) (4.13)
i m;vg

In einer beliebig kleinen, punktierten Umgebung der Schichtkante gilt nun

2
0 < ’ O«
bzw. 0 < ’6‘/5 <1 (4.14)

was eine Potenzreihenentwicklung von (4.8) und (4.13) bis zur ersten Ordnung in ¢ erlaubt

(48) = n.=ng (1 + eT—gb> (4.15)
(4.13) = ni=ng <1 + %j:;) = ng (1 + ﬂifg) (4.16)
1 Y0 10

Setzt man diese Entwicklungen in die Poisson-Gleichung (4.7) ein, erhilt man

¢ _eno(e¢ _@)

8_52 €0 mw% 1.
e2ng [ 1 1
_ - . 4.17
€0 (Te mivg) ¢ “.17)
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Fiir eine nicht oszillierende Losung fordert man

1 1
— > 4.18
<Te mw%) = 0 (418)

was sofort auf die einfachste Formulierung des Bohm-Kriteriums ('I; = 0) fiihrt

Vo =\ — (4.19)

In Worten ausgedriickt besagt Ausdruck (4.19), dass die Ionen an der Schichtkante eine Min-
destgeschwindigkeit

T
¢ 1=/ =< (fiir T, = 0) (4.20)

my

innehaben miissen.

4.1.1.1 Diskussion

Die hier erzielten Ergebnisse diirfen nicht dahingehend fehlinterpretiert werden, dass sie globale
Aussagen iiber die komplette Schicht treffen [66]. Ihre Aussagekraft ist auf die benannte Umge-
bung um die Schichtkante beschrinkt. Also dort, wo die eingesetzte Ndherung (4.14) Giiltigkeit
besitzen. In diesem Sinne hat auch die Forderung nach einer nicht oszillierenden Losung von
(4.17) keinen Globalitdtsanspruch. Mit dem AusschlieBen der Schwingungen ist nur das an der
Schichtkante mogliche, lokale Plasmaverhalten vermieden. Mathematisch gesprochen wiirde
eine oszillierende Losung gegen die eingefiihrten Randbedingungen (4.10) verstof3en.

Eine interessante, bildliche Erkldrung liefert hingegen [73]. Die negative Wand sorgt demnach
nicht nur fiir eine positive Beschleunigung der Ionen auf die Wand, sondern hat gleichermafen
eine negative Beschleunigung der Elektronen in entgegengesetzter Richtung zur Folge. Beide
Effekte zusammen bewirken demzufolge sowohl eine Abnahme der Ionen- als auch der Elek-
tronendichte an der Schichtkante. Das Bohm-Kriterium ist nun in der Art lesbar

2
T.  mvg

on;,  One @) 1 1
n Ne  (4.15)(4.16) 0€< ) (4.21)

alel ool

Wobei ¢ < 0 beriicksichtigt wurde. Ein Vergleich mit (4.18) zeigt nun, dass das Bohm-Kriterium
in einer beliebig kleinen Umgebung U/, der Schichtkante, dquivalent der Forderung

0 i —n,)

>0 422
014l : e
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(se = sheath edge) ist. Das heifit, wenn im Plasmabereich n; = n, gilt, muss an der Schichtkan-
te die Ionendichte langsamer abfallen als die Elektronendichte. Andernfalls wiirde sich durch
den fortgesetzten Abfluss von Ionen eine negative Ladung kumulativ anhidufen. Jenseits eines
gewissen Grenzwertes wiirde diese die Beschleunigung der Ionen durch die negative Wand
kompensieren und die positiven Ladungen in eine Plasmaschwingung an der Schichtkante ver-
setzen. Diese Plasmaoszillation ist der eigentliche Inhalt der ausgeschlossenen Losung im Vor-
feld zu (4.17).

Mit dieser Bedingung an die Dichten ldsst sich nun auch verstehen, warum das Bohm-Kriterium
eine Mindestgeschwindigkeit fiir die Ionen einfordert. Startpunkt ist die Entwicklung (4.16)

n; = ng (1 + e'¢2) = ng <1 — iAEkm) (4.23)

miva m; v}

Dabei ist —e¢p = AFE};, der Zugewinn der Ionen an kinetischer Energie in der reibungsfrei-
en Schicht. Damit ist prignant in einer Formel ausgedriickt, was Stangeby in Abschnitt 2.4
[3] erldutert. Anhand von (4.23) sieht man, dass bei gleicher Beschleunigung die Ionendichte
nidherungsweise linear mit der Steigung

n X —5 (4.24)

abnimmt. Im Kontext des zuvor Gesagten bedeutet dies nun, dass, wenn die Abnahme der Io-
nendichte zu stark, also

1
— zu gro} <= vy zu klein (4.25)
Vo

ist, diese schneller als die Elektronendichte fillt und damit aus den oben diskutierten Griinden
keine stabilen Randbedingungen eingehalten werden konnen. Deshalb miissen die Ionen an der
Schichtkante die durch das Bohm-Kriterium erfiillte Mindestgeschwindigkeit innehaben.

4.1.2 Verallgemeinertes Bohm-Kriterium

Alle im letzten Abschnitt getroffenen Aussagen beruhen, neben der Homogenitit in den verblei-
benden beiden Raumrichtungen, auf der stark vereinfachten Annahme kalter Ionen (7; = 0).
Diese strenge Einschriankung soll nun durch Einfiihren einer lonengeschwindigkeitsverteilung
aufgehoben werden. Fiir eine genauere Betrachtung bezieht man sich auf eine korrespondie-
rende Wahrscheinlichkeitsdichte f(v,&) in Abhingigkeit von der Stelle £ < 0 in der Schicht
(Abb. (4.2)). Im folgenden Abschnitt steht v fiir die Ionengeschwindigkeit in £-Richtung oder
allgemeiner in der Richtung senkrecht zur Wand. Geht man weiterhin von einer perfekt absor-
bierenden Wand aus, so gibt es keine Ionen mit negativer Geschwindigkeit

f0,)=0;0<0;VE<0 (4.26)
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Insbesondere haben direkt hinter der Schichtkante (¢ — —oo) die langsamsten Ionen die
Geschwindigkeit v = 0. Fiir eine Stelle £ in der Schicht folgt damit die minimal mogliche
Geschwindigkeit der Teilchen aus der Energieerhaltung (4.11)

(4.10)

my

Vmin(§) 1= —00) 4.27)

Dabei wurde eine reibungsfreie Schicht ohne Ionenquellen postuliert. Die Teilchendichte n;(x)
ist demzufolge

ni(€) = / e <o 4.28)

Wieder aus der Energieerhaltung (4.11) gewinnt man folgende Variablensubstitution fiir das
Integral (4.28)

_ 2 _ .2 _ /,2 2
Vg = /v Urin & U =1/Vy + Ui

Lo (4.29)

2 2
dvy VU + 2

Beachte, dass vy wieder der lonengeschwindigkeit an der Schichtkante entspricht. Diese ist nun
aber, im Unterschied zum letzten Abschnitt gemif3 einer Wahrscheinlichkeitsdichte f verteilt.
Damit wird (4.28) zu

e v
ni(f):/o f(,/ug+v,§m,g)-\/vg+mduo (4.30)

Mit (4.27) ist dieser Ausdruck identisch zu Gleichung 2 in [74]. Identifiziert man mit v, die
Geschwindigkeit der Ionen an der Schichtkante, so ist die gewonnene Identitit (4.30) analog zu
der in [75] (§3) beziehungsweise [76] (Glg. 1). Setzt man nun (4.30) sowie die beibehaltenen
Elektronendichte (4.8) in die Poisson-Gleichung (4.7) ein, so erhidlt man

D¢ e > v ep
. </0 f(\/U§+v%¢na€)-Tov2dvo—no eXp{TD (4.31)

min €

Bei Anniherung an die Schichtkante (¢ — —o0) gilt v, — 0 (4.27), womit sich neben
(4.15) folgende Entwicklung nutzen Iésst

[ 92 2 Vo . 1 U%lm
f( v + Umz‘mg) ’ \/ﬁ = fse(UO) | 1— 5 v2 (4.32)
0 min 0
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Hierbei ist f,. die Wahrscheinlichkeitsdichte der Ionengeschwindigkeiten an der Schichtkante.
Es ergibt sich

az(b _ € OO 1U1gun €¢
e ‘5</o fetw (1- 372 ) C“’O‘%(“i))

€0 Te
2
(421 e opng [ 1 1 L,
= - 4,
o (Te m; <UO > ( 33)

(i — i : (v02>> >0 (4.34)

(5% < 22 (4.35)
verbreiteter ist die Schreibweise
o fse(UO) m;
dvg £ — 4.36
o Ug Vo = Te ( )

und die Bezeichnung kinetisches Bohm-Kriterium [66]. Man sieht, wie aus (4.36) mittels der
speziellen Geschwindigkeitsverteilung f.(vg) = d(vo—vs.) wieder das original Bohm-Kriterium
(4.19) fiir kalte Ionen, welche unisono mit v, die Schichtkante passieren, wird. Weiterhin bleibt
auch der Inhalt der Diskussion des letzten Abschnitts erhalten. Eine Verteilung, welche nied-
rigen Geschwindigkeiten zu stark wichtet, wird das kinetische Bohm-Kriterium nicht erfiillen.
Der physikalische Grund ist auch hier, dass die Dichte der langsamen Ionen an der Schichtkante
schneller sinkt. Deshalb wiirde wieder ab dem Grenzwert der Bohm-Bedingung die lonendichte
schneller als die Elektronendichte sinken und es wiirde sich ein oszillierendes Verhalten an der
Schichtkante einstellen. Eine entsprechende Diskussion findet in Abschnitt II in [74] statt.

Das mit (4.36) begriindete Kriterium soll in dieser Arbeit als Vergleichsreferenz fiir mit den
Simulationen erzielte Ergebnisse dienen (siehe Abschnitt 5.2.1). Fiir weiterfiihrende Diskus-
sionen oder Erweiterungen beziiglich (4.36) konnen [76] beziehungsweise [66] (Abschnitt 3)
konsultiert werden.
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4.1.3 Vorschichtbedingungen

Betrachtet man das urspriingliche Bohm-Kriterium (4.19), so lasst sich fiir 7; = 7, folgende
Abschitzung in den Raum stellen

T 12T; .
Vtherm = 4] — < =: ¢ (fir T; # 0) (4.37)
m; m;

Das heil3t, selbst fiir 7; = 7. ist die thermische Bewegung der Ionen nicht ausreichend, um
sie auf die vom Bohm-Kriterium geforderte Mindestgeschwindigkeit ¢ zu beschleunigen. Man
schliet daraus [69, 73], dass die Abschirmung der Wand durch die positive Raumladung der
Schicht nicht perfekt sein kann. Stattdessen muss ein im Verhéltnis zum Potentialabfall in der
Schicht selbst schwaches elektrisches Feld in den vor der Schicht gelegenen, quasineutralen
Plasmabereich hindurchdringen und die Ionen beschleunigen. Fiir diesen ,,Beschleunigungsbe-
reich hat sich heute der Begriff der Vorschicht (presheath) etabliert (vgl. Skizze (4.1)).

Bei einer dezidierten Aufteilung des Raumes in Schicht und Vorschicht steht man nun also
vor dem Problem, dass die Randbedingungen bei Anndherung an die Schichtkante aus dem
Schichtbereich (4.10) unvereinbar mit dem nicht verschwindenden Potentialgradienten in der
Vorschicht scheinen. Riemann [66, 69, 77] begegnet diesem Problem durch eine Multiskalen-
theorie. Hierfiir fiihrt man fiir die mathematische Behandlung der Vorschicht die sogenannte
Vorschichtskala (presheath-scale)

z=O(L) (4.38)

ein (im Unterschied zur Schichtskala (4.9) £ = O(Ap)). Dabei ist L die typische Systemaus-
dehnung. Etwa ist L ~ () der mittleren freien Wegldnge der Ionen. Streng genommen hat die
Trennung von Schicht- (4.9) und Vorschichtskala (4.38) nur im Grenzfall

Ap

4.39
7 — 0 (4.39)

Giiltigkeit. Die Randbedingung auf der Vorschichtskala, also bei Annidherung an die Schicht-
kante von links, legt man nun wie folgt fest

¢ — 0;(x—0) (4.40)
0¢ _
9y 7 T (x = 0) (4.41)

(Beachte, dass bei einem Wechsel von Schicht- (Abschnitte 4.1.1 und 4.1.2) zu Vorschichtskala
der geometrische Ort der Schicht von & — —oo zu jetzt + — 0 wechselt). Die physikalische
Aussage, welche man hier in Formeln artikuliert, ist prinzipiell wie folgt zu greifen. Der Poten-
tialgradient vor der Schicht ist um GroBenordnungen flacher als der in der Schicht. Das heift,
auf der Skala der Schicht ist er praktisch vernachlidssigbar. Nur auf einer groeren Skala, der
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Vorschichtskala, kommt es zu einer signifikanten Potentialverdnderung. Dafiir ist der Potential-
abfall in der Schicht auf dieser groberen Auflosung unendlich steil und manifestiert sich durch
die formale Singularitit (4.41). Zur Illustration siehe Abbildung 4 in [66] oder Abbildung 1 in
[69]. Die Ionenbeschleunigung bis zur Schichtkante ist demnach, @hnlich wie die Streuung [7],
ein gradueller Effekt, der nur iiber die lange Skala L kumulativ zum Tragen kommt.

Eine wichtige Beschrinkung fiir die lonenbeschleunigung in der Vorschicht kommt aus der dort
geforderten Quasineutralitidt ([66] Abschnitt 2.3). Fiir die Dichte kalter Ionen gilt zusammen mit
dem Strom in z-Richtung (L zur Wand)

n, = — (4.42)
U;

Aus der auf der Vorschichtskala geforderten Quasineutralitét folgt zum Einen

n; = Ne (4.43)
zum Anderen aber auch
dn;  dn,
= 4.44
dx dx ( )

Daraus wird mittels (4.42) und (4.8) (Beachte, dass auf der Vorschichtskala die Elektronendich-
te ebenfalls mit dem Boltzmann-Faktor abnimmt)

Ne V; AT N, ‘]va de  T.dx
jide v dr — T.dx
1 dj; d 1 dv?
1di _ edo 1 dv (4.45)

e T Todr 20idr
Geht man davon aus, dass das Bohm-Kriterium (4.19) noch nicht erfiillt ist, so gilt

1 m;
> 4.46
T (4.46)

Damit lédsst sich aus (4.45) folgende Ungleichung gewinnen

1dj;  edp m; dv?
-_— > —— +
jider  T,dx 2T, dx

(4.47)

was mit 4¢/dx < 0 zu
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(4.48)

1 dj; 1 (dEy, |d(ep)

G de >Te( dr ‘ dr D
wird. Damit hat man eine Relation, welche die Formulierung fiir Bedingungen in einer qua-
sineutralen Vorschicht zulédsst. Da die Differenz zwischen Gewinn an kinetischer Energie in
x-Richtung und Verlust an potentieller Energie maximal 0 ist, ldsst sich fiir die rechte Seite in
(4.48) noch eine zweite Bedingung formulieren

0

1\

T. dx dx

) (4.49)

Aus dem Zusammenspiel aus den Gleichungen (4.48) und (4.49) leitet man nun die folgenden
Vorschichtbedingungen 1.-3. [66, 77] ab

1. % >0 A % = %‘ — der Ionenfluss nimmt geometrisch bedingt, etwa beim

Zulaufen auf eine gekriimmte Wand, zu: Geometrische Vorschicht.

2. % >0 A % < ‘% — beim Zulaufen auf die Wand entstehen durch Ionisation

stets weitere lonen: lonisationsvorschicht

3. %<0 A LB o |0

— Reibung : Stofige Vorschicht

4. Die kinetische Energie senkrecht zur Wand (in z-Richtung) wird in kinetische Energie in
eine Richtung parallel zur Wand umgewandelt. Dies kann etwa durch einen Drift, wie den
E x E—Drift, geschehen: Magnetische Vorschicht (siehe Abschnitt 5.3.1) [Nicht aus den
Gleichungen (4.48) und (4.49) ableitbar!]

Zur physikalischen Anschauung sei hier noch folgendes gesagt. Das Bohm-Kriterium gibt of-
fensichtlich nur eine untere Grenze fiir die Geschwindigkeit an der Schichtkante vor. Die hier
ausgefiihrten Vorschichtbedingungen legen nun fest, dass die dafiir bendtigte, vorangegangene
Beschleunigung nach oben ebenfalls begrenzt sein muss. Bei einer zu starken Beschleunigung
konnte der ,Jonenstrahl“ in der Vorschicht zu stark ausgediinnt werden, was es dem System
unmoglich machen wiirde, in diesem Bereich die Quasineutralitdt aufrecht zu erhalten.

4.2 Simulationsaufbau

Um das angesprochene Wandteilchenkonzept 4.0.1 zu iiberpriifen und physikalisch neue Ein-
sichten in das Schichtproblem zu erlangen, wird folgender Simulationsaufbau gewihlt. Das ei-
gentliche Simulationsgebiet ist eine 3d Box mit den rdumlichen Ausdehnungen /; ;i = x, vy, 2.
Das Festlegen der Raumrichtungen geschieht dabei, wie in Figur (4.3) gezeigt, durch das Fixie-
ren der vorderen, unteren Boxecke im Koordinatenursprung.

An der Flache + = 0 werden thermische Ionen und Elektronen in das Simulationsgebiet ge-
geben. Geht man davon aus, dass sich im Bereich z < 0 ein thermalisiertes Plasma befindet,
miissen die Teilchengeschwindigkeiten den Wahrscheinlichkeitsdichten
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m mv>
_ 75 _ st e — g . RJr
fs(ve) T Uy exp{ o7, } is=1,e;0, €
T, .
fs(vy) = fs(v,) =N (O, —) (s =1,e (4.50)

folgend verteilt werden (vgl. auch Abb. (5.14) in Abschnitt 5.2.1.3). Dabei kennzeichnet N die
Normalverteilung. 7 ist hierbei ein mathematischer Eingabeparameter der die Quellverteilung
charakterisiert. Er wird im Folgenden als Quelltemperatur bezeichnet (vgl. hierzu auch die Be-
merkungen am Ende von Abschnitt 4.3). Mit den gewihlten Verteilungen garantiert man, dass
die Teilchen eine mittlere, kinetische Energie von (E) = 27 haben (vgl. dazu [3] Abschnitt
2.2, Glg. (2.30)). Stehen die Geschwindigkeiten fest, so werden neue Simulationsteilchen an
den Stellen

—

p = (vy - At ry;lyre;Lor3) (4.51)

generiert. Dabei ist At die Zeitschrittweite des Integrators und r; ;¢ = 1,2, 3 gleichverteilte
Zufallszahlen r; € U(0,1) ;¢ = 1,2,3. Obwohl die Teilchen mit strikt positiven Geschwin-
digkeiten in z-Richtung (v, > 0) eingeschossen werden, kdnnen sie aufgrund von St68en oder
anderer kollektiver Effekte, Geschwindigkeiten mit v, < 0 annehmen und dann das System
bei x = 0 verlassen. Geschieht dies, so werden entsprechende Teilchen entfernt und ein neu-
es Teilchen der eben beschriebenen Prozedur folgend erzeugt. Dies entspricht dem ,,Refluxing*
wie es auch in den Arbeiten [71, 72] zum Einsatz kam und in [57] zusammengefasst wird. Wie
in [72] betont wird, befdhigt diese Art des WiedereinschieBens von Teilchen das System auch
ohne StoBe einen Gleichgewichtszustand zu erreichen.

<< IX >
Iy o
,,,, > 0"
" Teilphenfluss ~- e .
[ L, e /e
22 Lauer”
X

Periodische Rander = quasi 1d

Abbildung 4.3: Schematischer Aufbau der Simulation

Auf der Ebene x = [, werden die erlduterten Wandteilchen 4.0.1 verteilt. Fiir die hier gewihlten
Simulationsszenarios (sieche Abschnitt 4.3) wurde ihre Anzahl Nyy 4 stets so gewihlt, dass fiir
den Wandteilchenabstand (4.1)
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dg)  dy
Ao A\

~ 0,01 (4.52)

gilt. Damit ist die geforderte Bedingung d,, < Ap fiir alle Modellszenarios erfiillt.

Trifft nun ein Ion oder Elektron die Wand bei z = [,, so wird seine Ladung in gleichen Tei-
len auf die Wandteilchen verteilt. Das Teilchen selber wird am Ende des aktuellen Zeitschrit-
tes aus der Simulation entfernt. Damit das System stets die Moglichkeit hat, im Hauptplas-
mabereich vor der Schicht seine Quasineutralitit zu halten, werden alle zwei Zeitschritte die
nach Wandtreffern geloschten Teilchen gemif der oben erlduterten Quellprozedur ersetzt. Der
Grund, warum dies alle zwei und nicht jeden Zeitschritt geschieht, ist der, dass man so ei-
ne gewisse Teilchenstauung im Quellbereich vermeiden kann. Eine solche konnte nicht mehr
aufzulosende Teilchenabstinde bedingen und den Code somit destabilisieren. Mit der stets be-

achteten Bedingung (3.43) gilt jedoch

wy- At £0,6 (4.53)

Damit ist garantiert, dass eventuell generierte Ladungsungleichgewichte nie lange genug exis-
tieren wiirden, um sich zu selbstgenerierten Plasmaschwingungen aufzuschaukeln.

Zu Beginn des ersten Zeitschrittes werden alle Simulationsteilchen auf einmal generiert. Dies
fiihrt dazu, dass das System erst nach einer kurzen Einschwingphase (vgl. Abb. (4.4) und (4.5))
in sein Gleichgewicht findet. Danach ist der Fluss auf die Wand ambipolar, was gleichzeitig
mit dem eben geschilderten Sachverhalt bedeutet, dass ein konstanter, thermalisierter Quel-
lenteilchenstrom in die Box gegeben wird. Diese Vorgehensweise scheint natiirlicher als der
Quelle einen konstanten Fluss vorzugeben, wie das etwa in [72] geschieht. Erlaubt sie doch
dem System, sich unabhiingig selbst zu justieren, und die gegebenenfalls durch die Boxlidnge
oder Temperaturen beeinflusste Gleichgewichtsbedingung eigenstindig einzustellen.

Die beiden verbleibenden Raumrichtungen y und z werden geméall dem in [78] vorgestellten
Konzept als periodische Rénder an den Ebenen z = 0 A z = [, sowie y = 0 A y = [,, gewihlt
(Abb. (4.3)). Damit ist das System in die besagten Richtungen als unendlich ausgedehnt zu
betrachten, was zur Folge hat, dass die Ergebnisse als quasi 1d einzustufen sind. Zusammen
mit den periodischen Réndern sorgt nun das gleichméBige Verteilen von Ladungen, welche die
Wand treffen, auf die Wandteilchen, dafiir, dass die Wand eine Aquipotentialﬂéiche wird. Da es
jedoch keinen weiteren, exklusiven Mechanismus im Tree-Code gibt, der dies erzwingt, muss
dieses separiert getestet werde, was in Abschnitt 4.5 geschieht.

Zum Schluss ist noch anzufiihren, dass ein Grofteil der Simulationen fiir diinne Plasmen durch-
gefiihrt werden. Abbildung (3.6) aus Abschnitt 3.2 folgend wire damit die restriktivste Zeitskala
fiir die Schrittweite At die Elektronengyrationsfrequenz. Um dennoch in tragbaren Zeiten zu
belastbaren Ergebnissen zu kommen, werden die Elektronen, bei Simulationen mit magneti-
schen Feld B # 0, in Fithrungszentrumsnédherung integriert. Dazu wird der neue, in 3.4.1 vor-
gestellte, Fiihrungszentrumsintegrator instrumentalisiert. Da fiir die lonen die volle Gyrokinetik
aufgelost wird, ist darauf zu achten, dass [, , > 2p,. Die zum B-Feld senkrechten Dimensionen
miissen also grofler sein, als der Ionengyrationsradius, welcher fiir ein zur Wand senkrechtes
B-Feld mit
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T
'UJ_ m;

abgeschitzt wird.

4.3 Simulationsszenarios

Aus schreibokonomischen Griinden und der Ubersichtlichkeit Rechnung tragend werden an
dieser Stelle die verschiedenen Einstellungen der einzelnen Simulationsszenarios zusammen-
getragen. In den Paragraphen der folgenden Kapitel, in denen die Ergebnisse der Simulatio-
nen zur Diskussion stehen, werden die einzelnen Grundeinstellungen dann nur noch iiber die
Nummerierung (Szenario I etc.) angesprochen. Bei den unten stehenden, physikalischen Wer-
ten sind stets idealisierte Gleichgewichtswerte angenommen. Das heift beispielsweise, dass bei
der Berechnung der Plasmafrequenz w, davon ausgegangen wird, dass sich iiber die Box eine
homogene Dichte mit dem in der Tabelle aufgefiihrten Wert n; = n. einstellt. Dass dies nicht
vollig richtig ist, kann Abbildung (4.20) entnommen werden. Gleiches gilt fiir die aufgelistete
Debye-Linge. Auch entsprechen die angegebenen Temperaturen den Quellenwerten, wie sie in
(4.50) Eingang finden. Der aufgefiihrte Superteilchenfaktor f, ist dabei der in Abschnitt 3.5
definierte Skalierungsfaktor, mit dem die Massen und Ladungen der Super- oder Simulations-
teilchen multipliziert werden, um die angestrebte physikalische Dichte zu realisieren. Er ergibt
sich aus der Simulationsteilchenzahl NV,

fop = s = e (4.55)

Die Auflosung pro Debye-Kugel A erhilt man mit der Annahme einer homogenen Teilchen-
dichte.

N
Veim

b

;S =1,€e (4.560)

Diese Grof3e sollte bei Tree-Codes weniger kritisch sein als etwa bei PIC-Codes, da PEPC in
jedem Zeitschritt sein tatsdchliches Rechengebiet (vgl. schwarze Wurzelbox in Abb. (2.2) aus
Paragraph 2.2.1) selbst definiert. Aus diesem Grund treten Artefakte wie etwa eine numerische
Heizung nicht auf (vgl. auch Abschnitt 6.2). Dennoch kann .4 anderweitig entscheidenden Ein-
fluss auf Resultate nehmen und wird deshalb gesondert in Paragraph 6.2 untersucht.

Der definierte Winkel o beschreibt die relative Lage zwischen Oberflichennormale und dem
konstanten B-Feld (siche Abb. (5.27) in Abschnitt 5.3). Genauer wurde bei Winkeln o # 0 B
mathematisch positiv um die z-Achse gegeniiber der Oberflachennormale gedreht. Obwohl ein
B-Feld bei senkrechtem Einfall (¢ = 0°) keinen Einfluss auf die beobachtbaren Phinomene
hat, ist in Vorwegnahme des Paragraphen 5.3.1 teilweise ein magnetisches Feld wirksam. Aus
diesem Grund wurden auch, wie erwihnt, die Elektronen immer in Fiithrungszentrumsniherung
behandelt.
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Szenario I H I a/b/c ‘
Physikalische Dichte ni =mne = 101" m—3 n; =ne = 10" m=3
Tonentemperatur T; =80eV T, =80eV
Elektronentemperatur T. =80eV T. =80eV
Elektronen Debye-Lénge Ap ~ 0,00021 m Ap ~ 0,00021 m
Massenverhiltnis mi/m, = 1836 mi/m, = 1836
B-Feld B=2T B=2T
Winkel zur Oberflichennormale a = 0° a=0°

Ausdehnung z-Richtung

ly = 0,01682 m (=~ 80Ap)

I, = 20/40/60X

Ausdehnung y, z-Richtung

I, = 1. ~ 0,001 m (= 2,2p,)

I, = 1. ~ 0,001 m (= 2,2p,)

Simulationsvolumen

Viim ~ 1,68 - 1078 m3

Viim =~ 0,42/0,84/1,3-10~8 m?

Anzahl Simulationsteilchen

N, = N, = 10°

N, = N, = 10°

Auflosung pro Teilchensorte

A~ 550 1/x3,

A~ 2200/1100,/740 1/x3,

Anzahl der Wandteilchen

Ny ana = 250000

Nwang = 250000

Abstand zwischen Wandteilchen dgf)) = dg%) ~ 0,0095 \p dﬁ? = dg%) ~ 0,0095 A\p
Superteilchenfaktor fsp ~ 1682 fsp = 420/840/1260
Zeitauflosung wplAt =~ 0,17 wpAt ~ 0,18

Konvergenz nach

K ~ 24000 Schritten

K ~ 6000/12000/18000 Schritten

Tabelle 4.1: Simulationsszenarios

Szenario [ 11 a/b/c | 11
Physikalische Dichte n; = ne = 1019 m=3 n; = ne = 101 m=3
Tonentemperatur T; = 15/20/30 eV T,=1eV
Elektronentemperatur T. =15/20/30 eV T.=1eV
Elektronen Debye-Linge Ap ~0,9/1,1/1,3-10° m Ap~7,4-10%m
Massenverhéltnis mi/m. = 1836 mi/m. = 1836
B-Feld - -
Winkel zur Oberflichennormale - -
Ausdehnung z-Richtung I = 80Ap [ ~ 0,00595 m (=~ 800\ p)

Ausdehnung y, z-Richtung

l, = I ~ 0,00004 m

l, = L. ~ 0,00002 m

Simulationsvolumen

Vim ~1,2/1,3/1,6 - 10712 m?

Veim ~ 2,4-107? m?

Anzahl Simulationsteilchen

N; = N, = 10°

N; = N, = 10°

Auflésung pro Teilchensorte

A~ 458/863,/1295 1/

A~ 170 1/x3)

Anzahl der Wandteilchen

Nw ana = 211600

Nwanda = 78400

Abstand zwischen Wandteilchen

d?) = dl¥) ~ 0,0096/0,0083/0,0067 Ap

d) = dt¥) ~0,0096 Ap

Superteilchenfaktor

fop = 11,7/13,5/16,5

fsp = 274

Zeitauflosung

wpAt ~ 0,18

wpAt ~ 0, 56

Konvergenz nach

K = 30000 Schritten

K = 60000 Schritten

Tabelle 4.2: Simulationsszenarios

Die hier gezeigten Simulationen wurden ausnahmslos auf dem Fusions-Supercomputer HPC-
FF [16] durchgefiihrt. Pro Simulationslauf wurden dabei 256 beziehungsweise 512 Prozessoren

parallel genutzt.

Generell sei hier noch einmal wiederholt, dass es im Tree-Code keinen externen Mechanismus
gibt, welcher das Potential an einem festgelegten Raumpunkt fixiert. Das heifit, die Werte der
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y Szenario | IV a/b
Physikalische Dichte ni =ne = 101" m=3
Ionentemperatur T; =10eV
Elektronentemperatur T. =5/10eV
Elektronen Debye-Linge Ap ~5,3/7,4-10° m
Massenverhiltnis mi/m, = 1836
B-Feld -
Winkel zur Oberflachennormale -
Ausdehnung z-Richtung l, = 80A\p
Ausdehnung y, z-Richtung ly =1,~0,0001 m
Simulationsvolumen Viim ~ 4,2/5.9 - 107 m?
Anzahl Simulationsteilchen N;=N.,=2-10°
Auflgsung pro Teilchensorte A~ 690/1381 1/x3,
Anzahl der Wandteilchen Ny ana = 62500
Abstand zwischen Wandteilchen dg;,) = de) ~ 0,007/0,005 A\p
Superteilchenfaktor fsp =21,0/29,7
Zeitauflosung wpAt ~ 0,18
Konvergenz nach K = 24000 Schritten

Tabelle 4.3: Simulationsszenarios

stets berechneten Potentiale sind jeweils mit der Freiheit einer Integrationskonstante zu inter-
pretieren. Diese wird an verschiedenen Stellen in dieser Arbeit ausgenutzt und Potentialwerte
entsprechend verschoben. Allgemein, werden Potentiale ¢ in dimensionslosen Einheiten ange-
geben

e¢ [eV]
T. [eV]

¢ = (4.57)

Dabei ist, soweit nichts anderes bemerkt, 7. die Elektronentemperatur der Quelle, wie sie in
den Tabellen (4.1), (4.2) oder (4.3) aufgelistet ist. Jedoch ist zu beachten, dass die Quellen-
temperatur, analog der Diskussion in Kapitel 25 aus Stangeby [3], keine physikalisch messbare
GroBe darstellt, sondern als mathematische Konstante gesehen werden muss, welche die Quelle
beschreibt.

Bemerkung: Im Folgenden werden alle Szenarios mit der beschriebenen Quelle (4.50) ausge-
wertet. AusschlieBlich in Abschnitt 5.2.1.3 werden andere Quellverteilungen definiert und ein-
gesetzt. Dies geschieht um zu belegen, dass das Wandteilchenkonzept mit den entsprechenden
Quelltermen die existierenden analytischen Losungen [2, 79] reproduziert.
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4.4. EVOLUTION UND KONVERGENZ DES SYSTEMS

4.4 Evolution und Konvergenz des Systems

Um physikalische Fakten aus dem Modell auszulesen, muss definiert werden, wann das Sys-
tem stationir ist. Eine mogliche Abschitzung, ab welchem Zeitpunkt dies der Fall ist, liefert
Takizuka et. al [21]. Die Anzahl der Zeitschritte K, die fiir die Stationaritit benotigt wird, ist
demnach

21,

Kr =
T Uch At

(4.58)

Dabei ist v.;, eine charakteristische Geschwindigkeit der Ionen. In [21] wird beispielsweise v,
als die isotherme Ionenschallgeschwindigkeit

I+ T,
Ve = o 1= 1] T (4.59)
my;
gewdhlt. Fiir die hier gezeigten Ergebnisse wird
8T;
Vep = T 1= (4.60)
™m;

eingesetzt. Es wird klar, dass, wenn man das Verhiltnis ™i/m,. verdndert, indem m; kiinstlich
verkleinert wird, v., zu- und damit K; abnimmt. Dies ist eine bewihrte Vorgehensweise in
PIC-Codes ([57] Tabelle 1 und [72] Tabelle 2) sowie der Molekiildynamik generell, um die
Konvergenz von Systemen zu beschleunigen. Sie beruht physikalisch darauf, dass leichtere Teil-
chen qualitativ dieselbe Dynamik aufweisen wie schwere, diese jedoch auf kiirzeren Zeitskalen
ablduft. An gegebenen Stellen soll deshalb aus denselben Griinden ein abgeédndertes Massen-
verhiltnis zum Einsatz kommen (Abb. (4.25) und (4.26)).

Die Motivation fiir die ad hoc Abschitzung (4.58) beruht auf der Annahme, dass der erste Io-
nenschwarm zunichst ben6tigt wird, um die von den schnelleren Elektronen erzeugte negative
Wandladung in Teilen auszugleichen und die Abschirmung herzustellen. Erst der durch die
Quelle generierte zweite lonenschwarm triagt dann zu dem erwarteten ambipolaren Strom bei.
Oft wird deshalb in der Literatur [21] eine charakteristische Frequenz (Bounce Frequency) fiir
das einmalige durchfliegen des Simulationsgebiets durch ein lonenensemble definiert

Uy = — (4.61)

Das Doppelte dieser Zeitskala 7;, := 1/u, rdumt man dem System dann fiir dessen Konvergenz
ein. Fiir Szenario I ergibt sich nun

Kr =~ 24000 (22 1) (4.62)

Da (4.58) jedoch nur auf einer a priori Annahme beruht und auch in der vergleichbaren Literatur
keine genaueren Hinweise gefunden wurden, soll hier eine phinomenologische Untersuchung
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von (4.58) erfolgen. Mit diesem Ziel betrachtet man zunéchst (Abb. (4.4)) den Elektronen- als
auch den Ionenfluss auf die Wand. Man sieht, dass zuerst die leichten Elektronen und dann zeit-
verzogert die Ionen die Wand treffen. Nach 24000 Zeitschritten ist der Fluss im Mittel ambipolar
geworden.

700 — ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
| 1
— Elektronen !
600} -
L 1
1
500+ =
o} i
=
B400- : -
E :
§ 3001 VTl
b |
2001 konvergiert
- —
100~
I | | | | :
0 0 5000 10000 15000 20000 25000
t/(10"'s)

Abbildung 4.4: Teilchenfluss auf die Wand (Szenario I)

Das hei3t im Rahmen des statistischen Rauschens treffen genauso viele Elektronen wie Ionen
die Wand. Gerade so, wie man es beim dynamischen Ausbilden einer Schicht erwartet [3].
Dass der Nettofluss wirklich ladungsneutral ist, siecht man auch an der Gesamtladung der Wand,
dargestellt in Graph (4.5). Wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, erreichen die mobileren Elek-
tronen die Wand zuerst und laden diese zunichst stark negativ auf. Die danach auf die Wand
hin beschleunigten Ionen neutralisieren einen Teil dieser zuvor deponierten Ladungen, bevor
sich dann die besagte ambipolare Stromung einstellt, welche die Wandladung im Rahmen des
erwihnten Teilchenrauschens stabil ldsst.

-5 kanvergiert
+ —
-6 -
L I
7k i _
8 L ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ ]
0 5000 10000 15000 20000 25000

t/10™"'s)

Abbildung 4.5: Gesamtladung auf der Wand (Szenario 1)
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Anders als jedoch bei den analytischen Abschédtzungen lisst sich bei der Tree-Code Simulation
dieser Einschwingvorgang direkt visualisieren. Dazu zeigen die Abbildungen (4.6) und (4.7),
wie zuerst die Elektronen (rot) den Ionen (blau) vorauseilen.

/e

/e

08 04 0 04 08 -08 04 0 04 08
=1 1 = 1
Abbildung 4.6: Simulationsbox nach 100- Abbildung 4.7: Simulationsbox nach 1000-
Zeitschritten mit vorausgeeilten Elektronen Zeitschritten (Szenario 1)

(rot). Ungeladene Teilchen sind Sonden- bzw.
Wandteilchen (Szenario I, x-Achse in 1/xp )

e*pot /T e*pot /T

2.5 0 25 5 75 04 -02 0 02 04
N 2 S T

-3 8 -0.5 0.5

Abbildung 4.8: Simulationsbox nach 100- Abbildung 4.9: Simulationsbox nach 1000-
Zeitschritten mit selbstkonsistentem Potential Zeitschritten mit selbstkonsistentem Potential
an den Teilchenpositionen (Szenario I) an den Teilchenpositionen (Szenario I)

Damit sieht man an der gewéhlten 3d Darstellung in echter Teilchenauflosung, was in der Litera-
tur abstrakt beschrieben wird. Das hohe Auflosungsvermogen des Tree-Codes ermdglicht also,
diesen fundamentalen Vorgang in einem Plasma eins zu eins zu beobachten und zu studieren.
Auch lasst sich zeigen, wie der Potentialgradient in 3d mit der Zeit kleiner wird und somit die
beschleunigende Kraft auf die Ionen abnimmt (Abb. (4.8) und (4.9)). Weiterhin ist hier schon
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zu sehen, wie durch das neue Wandteilchenkonzept wihrend der Simulation die Ebene = = [,
als Aquipotentialflziche stabil gehalten wird (siehe dazu auch Abschnitt 4.5).

Bei einer genaueren Observation der Abbildungen (4.4) und (4.5) wird nun klar, dass der be-
schriebene Einschwingvorgang des Systems, welcher in dem erwarteten ambipolaren Strom
endet, schon etwa bei 18000 < 24000 Zeitschritten (3/2 73,) abgeschlossen ist. Die Notwendig-
keit, die Simulation dennoch ldnger laufen zu lassen bevor Ergebnisse extrahiert werden, sieht
man bei einem Studium der Ionenkinetik ein.

An den Phasenraumschnappschiissen (4.10) bis (4.15) ist zu sehen, dass das System die Ionen
anfangs bis 6000 Zeitschritte (1/2 7,), zu stark beschleunigt. Nach dieser Phase stellt sich gra-
duell ein stabiler Teilchenfluss ein. Jedoch zunichst (9000 — 12000 Zeitschritte) fiir langsamere
Ionen. Der restliche Anteil ist noch zu schnell fiir einen stationdren Zustand. Zu sehen ist dies
durch die noch bestehende Liicke im Phasenraum im mittleren Geschwindigkeitsbereich (Abb.
(4.11) und (4.14)). Diese ist auch an der Ionengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante
(Abb. (4.16)) zu erkennen.

Um dieses Verhalten des Systems zu verstehen, untersucht man zuerst die zeitliche Evolution
des Potentials (Abb. (4.17)).

Es wird klar, dass der Potentialverlauf in der Vorschicht nur langsam mit der Zeit abflacht, also
die elektrostatische Kraft auf die lonen abnimmt. Der zuvor steilere Potentialgradient ist anfangs
nach 3000 Zeitschritten (/4 73,) durch die stark negativ geladene Wand zu erklidren. Allerdings
flacht das Potential in der Vorschicht zwischen 6000 — 12000 Zeitschritten weiter ab, obwohl
die Wandladung in dieser Phase noch abnimmt (Abb. (4.5)). Der abflachende Potentialgradient
muss also eine andere Ursache haben. Wie zuvor beschrieben, liegt es nahe, dass nachflieBende
Ionen sukzessive die Abschirmung der Wand aufbauen. Dies wiirde erklidren, warum der Po-
tentialabfall in der Vorschicht flacher wird, obwohl die Wandladung sinkt. Zusitzlich erklért
diese Interpretation auch, warum sich die Steigungen der Potentiale mit fortschreitender Si-
mulationszeit vom linken Rand der Simulationsbox nach rechts hin angleichen und abflachen.
Sie folgen damit der Ausbreitung der schnellen Ionenwolke, welcher man durch die Abbildun-
gen (4.10) bis (4.11) folgen kann. Sobald dieser Ionenschwarm dann die Wand erreicht, baut
sich die Abschirmung der Schicht sowie der ambipolare Strom auf. Nachfolgende Ionen wer-
den dann nicht mehr iibermiBig beschleunigt. Dies ldsst sich an der Ionenkinetik durch die
angesprochenen Phasenraumliicke beobachten, welche schrittweise in eine ,,Schulter* im ho-
hen Geschwindigkeitsbereich der Verteilung (siehe griine Verteilung in Abb. (4.16)) iibergeht.
Erst nach 24000 Zeitschritten ist diese dann letztendlich verschwunden. Im stationdrem Zustand
(nach 24000 Zeitschritten =2 73) ist dann in der Vorschicht nur noch ein schwacher Potential-
gradient zu verzeichnen, welcher die Ionen auf das notwendige Bohm-Kriterium beschleunigt
(Abschnitt 5.2).

Die Wandladung selbst hat dann fast nur noch Einfluss auf die Beschleunigung direkt vor der
Wand. Die Auswirkung der Wandladung auf den Potentialabfall in der eigentlichen Schicht sieht
man an Darstellung (4.18). Es ist deutlich zu sehen, dass die Potentialdifferenz in der Schicht
nahezu exakt invers der Wandladung folgt (Abb. (4.5)). Wie die Werte fiir leA¢l/7. gewonnen
werden, wird dabei in Abschnitt 4.7 genauestens erldutert. An dieser Stelle ist es wichtig zu
bemerken, wie das System zuniéchst einen sehr hohen Wert von l¢A¢l/7, annimmt und sich nach
etwa 18000 — 21000 Zeitschritten dem Referenzwert von Emmert et. al [2] (4.83) angendhert
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L L L L L L L L
20 40 60 80 20 40 60 80
x/h, x /Ay

Abbildung 4.10: lonenphasenraum nach 3000 Abbildung 4.13: lonenphasenraum nach 6000
Zeitschritten (1/4 1) Zeitschritten (1/2 1)

Phasenraumliicke - Phasenraumlicke

Abbildung 4.11: lonenphasenraum nach 9000 Abbildung 4.14: Ilonenphasenraum nach
Zeitschritten (3/4 1) 12000 Zeitschritten (1 1)

L L
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
x/h, x /Ay,

Abbildung 4.12: Ionenphasenraum nach Abbildung 4.15: Ilonenphasenraum nach
18000 Zeitschritten (3/2 ) 24000 Zeitschritten (2 1)
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4 : ‘ : ‘
— 8000 Zeitschritte
— 18000 Zeitschritte
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3 — 30000 Zeitschritte n
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Abbildung 4.16: Evolution der lonengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante (Szenario 1) im
Bereich [0,9 — 0,95]1,
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Abbildung 4.17: Evolution des Potentials (Szenario 1) iiber dem Abstand x von der Wand bei x = 80 Ap

hat.

Abschlielend ist also festzuhalten, dass fiir eine Untersuchung der Konvergenz die Ambipo-
laritédt als Indikator nicht ausreicht. Will man Aussagen iiber die Kinetik treffen, so muss die
Simulation ldnger laufen gelassen werden. Ein MaB fiir die benétigte Zeit hierfiir liefert 7,
(Bounce Time), welche dem von Takizuka et. al ad hoc eingefiihrten Wert (4.58) zugrunde liegt.
Jedoch zeigt sich gerade fiir dichtere Systeme, dass K zu groB ist. Nach den zuvor genann-
ten Indikatoren (ambipolarer Fluss, geschlossener Phasenraum etc.) sind solche Systeme schon
frither stationdr.

Die in den folgenden Paragraphen diskutierten Ergebnisse sind demnach, falls nicht explizit an-
derweitig gekennzeichnet, Schnappschiisse nach K Zeitschritten, wie sie in den Tabellen (4.1)
angegeben werden.
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Abbildung 4.18: Evolution des Potentialabfalls in der Schicht (Szenario 1) aufgetragen iiber der Zeit

4.5 Wandpotential

Wie in Abschnitt 4.0.1 angekiindigt, muss extra getestet werden, ob die Wand eine Aquipoten-
tialfliche ist. Dazu wird Szenario I ausgewertet. Man ermittelt zunédchst das mittlere Potential

NWand

Z ¢ ~ (4.63)

NWand

aller Wandteilchen und bestimmt mit diesem ein renormalisiertes Potential

b= — (4.64)

Dessen Werte sind in Abbildung (4.19) aufgetragen.

Eine quantitative Untersuchung zeigt, dass die relative Abweichung J4 des Wandpotentials vom
mittleren Potential

by = % < 2,40% (4.65)

betriagt. Damit liegt die Abweichung unter dem Rauschen welches auch in der Bestimmung der
Dichten oder der Temperatur des Hauptplasmas auftritt. Es sei noch erwéhnt, dass Abbildung
(4.19) zufolge die stirksten Abweichung offensichtlich in den Ecken der Box auftreten. Da diese
Eckpunkte die Schnittstellen sind, an denen das entsprechende Modul die zusitzlichen Boxen
fiir die periodischen Rénder anfiigt [ 78], scheint die Vermutung naheliegend, dass es sich um ein
numerisches Artefakt desselbigen handelt. Jedoch reichen die hier gezeigten Ergebnisse nicht
aus, um dies zweifelsfrei zu kldren. Fiir die folgenden Diskussionen ist festzuhalten, dass die
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Abbildung 4.19: Renormalisiertes Potential ® auf der Wand (Szenario 1)

Abweichung von einem konstanten Potential vernachlédssigbar sind. Das Wandteilchenkonzept
ist demzufolge dazu geeignet, eine stabile Aquipotentialfliche auf der Wand zu garantieren.

4.6 Teilchendichten

Es werden nun die ermittelten Teilchendichten untersucht. Dabei werden die Simulationsteil-
chenzahlen auf 1d Gitter mit Zellen der Grundflachen

ly l
%= 300 1% = 200 (400

abgebildet. Die ermittelten Werte N, ;s = i, e fiir die absoluten Teilchenzahlen werden dann

mittels

N'f .
(@ _ s s o 4.67
ng L, 18 =1,€e (4.67)

fiir die x-Richtung, beziehungsweise

N. -
n) = o Jen s=1,e (4.68)
((56 —24) - Ap) L. d,

fiir die y-Richtung in physikalische Dichten, wie sie in den Abbildungen (4.20) und (4.21)
gezeigt werden, umgerechnet. Dabei ist f5, der aus (4.55) bekannte Superteilchenfaktor.
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Abbildung 4.20: Teilchendichten integriert Abbildung 4.21: Teilchendichte integriert iiber
iiber y € [0,1,] und z € [0,1.] (Szenario I) x € [24,56]\p und z € [0,1,] (Szenario I)

Zuniéchst ist nun Abbildung (4.20) zu entnehmen, dass die Dichten in xz-Richtung leicht ab-
fallen (vgl. dazu Auswertung in Tabelle (5.2)). Dabei sind Elektronen- und Ionendichte im
Rahmen des Teilchenrauschens nahezu gleich dem fiir Szenario I erwarteten Wert von ny =
10" m™3 ;s = 4,e. Ausnahmen hierfiir bilden der linke und der rechte Rand. Wihrend der
rechte Rand die erwartete Aufspaltung der Dichten in der Schicht zeigt, ist die Oszillation der
Dichten am linken Rand (x = 0) ein durch die Prozedur hausgemachter Effekt. Wie man aber
sieht, sind erstens die Oszillationen von Elektronen- und Ionendichte in Phase und somit ist
auch hier die Quasineutralitit des Systems gegeben. Zweitens beeinflussen sie nur einen kurzen
Teil direkt hinter der Einflussfliche. Danach pendelt sich das System automatisch selbst ein.
Um nun nicht die Randeffekte an den beiden Réindern in die Untersuchung der y-Richtung
hineinzutragen, wurden diese Bereiche fiir die Auftragung in Figur (4.21) ausgespart (vgl.
Formel (4.68)). An dieser Abbildung sieht man, dass das System in y-Richtung und damit
auch in die dquivalente z-Richtung quasineutral ist. Die Dichten sind auch hier, wie erwar-
tet, n, = 10" m™3 ;s = 4, e und bis hin zu den periodischen Rindern nahezu gleich. Eine
genaue Untersuchung zeigt, dass die lonendichte n; relativ zur Elektronendichte n, um

5, = i = ne| <10% (4.69)

Ne

schwankt. Dieser Wert kann als ein Maf3 fiir das erwidhnte Teilchenrauschen betrachtet werden.

4.6.1 Bestimmung der Schichtkante

Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwihnt, kann in der analytischen Theorie der Ort der Schichtkante
tiber auftretende Singularititen in den entsprechenden Fliissigkeitsgleichungen ermittelt werden
[66, 70, 80]. In Simulationen ist dieser Weg jedoch nicht gangbar, da keine Multiskalenanalyse
durchfiihrbar ist. Das Programm ist durch die zuvor gewéhlten Einstellungen wie vor allem [,
auf eine feste Auflosung unumstoBlich festgelegt. Deshalb wird hier eine Dichteanalyse (vgl.
auch [3] Abschnitt 2.3) zur Bestimmung der Schichtkante, wie sie etwa schon in Darstellung
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(4.20) eingezeichnet ist, definiert.
Hierfiir wird die obere Schranke des numerische Rauschens 7,,,, der Dichten in z-Richtung
zwischen x1 := 15\p und x5 := 73\ p (Szenario I) wie folgt eingefiihrt

Tonar = max|xe[15/\D,73AD] (|nl(m) — ne(x)|) (4.70)

Fiir andere Szenarios werden die Werte fiir =1 oder x5 entsprechend abgeidndert. Danach wird
fiir alle x = 73\p gepriift, ob

’nl(l.) - ne(x)] > T'max 4.71)

Der kleinste Wert . € [73, 80]\p, fiir den

|n1(x) - ne(w)\ > Timag 3 VT Z Tse (4.72)

gilt, wird dann als Schichtkante definiert. Fiir Szenario I ergibt sich nach dieser Prozedur

Tse = 75,8\p (4.73)

Es ist zu bemerken, dass das Rauschen der Dichten und damit gerade der Wert (4.70) von
der Teilchenauflosung (4.56) abhingt. Dies konnte die Lage von z. natiirlich beeinflussen.
Um die Abhingigkeit von z,. von der Anzahl der Simulationsteilchen zu bewerten, wird die
Auflosungsstudie wie sie spiter in Abschnitt (6.2) genauer erldutert wird dazu genutzt, um die
Konvergenz von x,. abzukldren.
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Abbildung 4.22: Ort der Schichtkante xse Szenario I bei unterschiedlicher Teilchenauflosung

Wie Abbildung (4.22) zu entnehmen ist, schwankt =, nur sehr schwach. Genauer betrigt die
relative Abweichung bezogen auf den Wert von A =~ 500 weniger als 3%. Dieser Wert ist
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etwa um ein Drittel geringer wie das Teilchenrauschen in den Dichten (4.69). Damit ist gesi-
chert, dass die Bestimmung der Schichtkante ein ausreichendes Konvergenzverhalten mit der
Teilchenauflosung zeigt.

4.7 Potentialabfall in der Schicht

Nachdem nun in 4.6.1 festgelegt wurde, wo die Schichtkante anzusiedeln ist konnen nun die
Potentiale untersucht werden. Dazu werden die betreffenden Werte mittels ladungs- und be-
wegungslosen ,.Sondenteilchen im Zentrum der Simulationsbox bei (0, 5/,; 0,5l.) entlang
x € [0,80]\p ausgelesen.

0
1k |
---- Schichtkante
t“ — Potential
< Sl eAd/Te |
'3 j _____________________________________________________ t
\ \ ‘ \ \
0 20 40 60 80

X /7LD

Abbildung 4.23: Potentialverlauf (Szenario I)

Fiir die Auftragung (4.23) wird das Potential mittels einer Integrationskonstante so verschoben,
dass

eA¢
T

=0 (4.74)

gilt. Nun kann der Potentialabfall ¢A¢/7. in der Schicht, wie in Abbildung (4.23) gekennzeichnet,
ausgelesen werden. Fiir Szenario I erhélt man

eAgp

e

~ 2,41 (Szenario I) 4.75)

Die Verdnderung der physikalischen Parameter von Szenario I zu den Szenarios II a/b/c (Abb.
(4.24)) zeigen zum Einen die Unabhingigkeit der Ergebnisse vom magnetischen Feld bei a =
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0° zum Anderen sieht man, dass die physikalische Dichte sowie die absoluten Werte von 7; und
T. keinen Einfluss auf die Potentialverldufe als auch den Potentialabfall in der Schicht haben.
Entscheidend ist nur das Verhéltnis 7¢/7; (vgl. Abb. (4.27) und (4.28)).

0 Pl T e

1k _

— Szenario Il a (T=T =15¢V)

o

= - - Szenario I b (T,=T_=20eV)

< oL -~ Szenario Il ¢ (T=T =30eV)
3k _

Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il
0 20 40 60 80

X /?\.D

Abbildung 4.24: Potentialverliufe (Szenario Il a/b/c)

Fiir die Szenarios II werden die jeweiligen Schichtkanten nahezu identisch bei x,. ~ 76,2\p
ermittelt. Der Potentialabfall ergibt sich stets zu

eA¢p
T,

~ 2,3 (Szenario II a/b/c) (4.76)

Beide Werte x4, und ¢A¢/7, schwanken mit weniger als 10% und belegen damit die Behauptung
der Unabhiéngigkeit des Potentialverlaufs von 7;, 7, sowie n.

Die Werte (4.75) und (4.76) sind natiirlich mit Fehlern behaftet. So ist beispielsweise nicht
klar, wie genau die in Abschnitt 4.6.1 eingefiihrte Prozedur zum Auffinden der Schichtkan-
te x,. tatsdchlich diesen neuralgischen Punkt liefert. Nimmt man eine Genauigkeit von einer
Debye-Linge an, so ist z,. bis auf £\p genau bestimmt. Diese Annahme gibt stets die Lange
der entsprechenden Fehlerbalken wie etwa in den Abbildungen (4.18) und (4.25) bis (4.28)
vor. Eine weitere Unsicherheit besteht in der Normierung mit 7., fiir das hier zunichst die
Quellentemperatur (siehe Tabellen (4.1), (4.2) und (4.3)) eingesetzt wurde. Eine genaue Ana-
lyse der Elektronenverteilung an der Schichtkante wird spiter in Abschnitt 5.1 einen exakteren
Wert fiir diese Grofle liefern. Um dennoch eine quantitative Auswertung des Potentialabfalls
durchzufiihren und um auch einen groeren Parameterbereich durchzugehen, sollen hier zwei
Vergleichswerte zu (4.75) herangezogen werden.

Der eine resultiert aus der Fliissigkeitstheorie (siehe [3] Abschnitt 2.6). Man gewinnt ihn, wenn
man den Ionen- gleich dem Elektronenfluss auf die Wand setzt. Dafiir wird davon ausgegangen,
dass fiir die Flussgeschwindigkeit (v;) der Ionen senkrecht zur Begrenzung

86



4.7. POTENTIALABFALL IN DER SCHICHT

i) =co=/— 4.77
O @77)
ist. Mit diesem isothermen Ionenfluss ergibt sich
—eA¢p 1 me (T;
=—log |2r — | =+ 1 4.
T 2og{7r i(Te+ )} (4.78)

Nachstehend werden Werte, welche aus (4.78) gewonnen wurden, mit Fliissigkeitsniherung be-
titelt.

Ein anderer, weit verbreiteter Referenzwert ist Emmert et. al [2] zu entnehmen. In dieser de-
taillierteren Arbeit iiber die Schichtbildung lassen die Autoren zunichst die exakte Struktur
der Quellfunktion im Phasenraum S(x, E) offen. Dabei ist £ = E(v,) die kinetsiche Energie
der Bewegung senkrecht zur Wand (x-Richtung). In der darauf folgenden Analyse wird diese
Quellcharakteristik in eine sogenannte ,,Quellen-Form Funktion* (source-shape function) h(x)
und eine Geschwindigkeitsverteilung g(v,.) (fiir die genaue Struktur der Emmertschen Quell-
verteilung siehe Abschnitt 5.2.1.3 speziell Abb. (5.14)) aufgeteilt.

S(z, E) = h(x) - g(vs) (4.79)

h(z) steht dabei zunichst fiir raumlich nicht homogene Quellverteilungen. Weiterhin wird, wie
in der Fliissigkeitsndherung, fiir die Elektronen eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung angesetzt
und man ist somit in der Lage, die Poisson-Gleichung in eine allgemeine Plasma-Schicht-
Gleichung umzuformen. Diese Gleichung beschreibt dann das Potential sowohl im Plasma (Vor-
schicht) als auch der Schicht. Die von Emmert verfolgten Ideen sind dabei nicht neu, sondern
erweitern den kalten Ionen-Fall welcher zuerst von L. Tonks und I. Langmuir untersucht wur-
de [81] (siehe auch Abschnitt 10.6 in [3]). Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Emmertschen
Plasma-Schicht-Gleichung in Variablen auf der Lingenskala der Vorschicht (4.38) fiihrt schlief3-
lich zu einer transzendenten Gleichung, welche sich fiir die lonenladungszahl Z = 1 wie folgt

darstellt
14T T, [T,
1= ;ieXp{_ (1+i) ¢1} D(Vw1)+erf{ iwl} (480)

1 steht dabei fiir das dimensionslose Potential auf der Plasmaseite der Schicht. Dabei ist

D(z) := /JD exp {t*} dt (4.81)
0

und erf(z) bezeichnet die Standard-Error-Funktion.

Im Gegensatz zu )y ist 15, das Potential direkt an der Wand, von h(z) abhingig. Um eine
exakte Aussage iiber diese entscheidende Grofe treffen zu konnen, muss eine Annahme fiir
h(z) gemacht werden. Die einfachste Anforderung, die man in diesem Zusammenhang erheben
kann, ist eine homogen verteilte Quelle (h(z) = 1). Dies fiihrt letztendlich auf
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— g | L i 4.82
P2 8 me 4 <1+%> 2exp{—¢1}D(\/E) (352

Im Weiteren Verlauf von [2] wird Gleichung (4.82) eingehend diskutiert und angewendet. Letzt-
endlich konnen die Autoren noch die Unabhiingigkeit der analytischen Gestalt von (4.82) von
der speziellen Wahl von h(z) zeigen. An dieser Stelle der vorliegenden Arbeit ist jedoch zunichst
nur wichtig, dass der Potentialabfall in der Schicht sich aus

eAd|
T.

= tha| = |¢hn] (4.83)

ergibt. Mit den Gleichungen (4.80), (4.82) und (4.83) ist damit eine eindeutig Vorschrift zur
Gewinnung von Werten fiir den Potentialabfall in der Schicht festgelegt. Sie reproduziert nahezu
identisch die Angaben, welche in [72] (geklammerte Theoriewerte in Tabelle 1) bereitgestellt
werden. Die physikalischen Werte von Szenario I bedingen nun

A 7
<M> U 9 a9
1l

T,
A :
(|€T¢|) U9 56 (4.84)

Diese Werte sind maximal 5, 9% vom Simulationsergebnis (4.75) und 9, 8% von (4.76) entfernt.
Damit ist belegt, dass das vorgestellte Schichtmodell im Rahmen seiner statistischen Genauig-
keit bei der Bestimmung der Schichtkante den Potentialabfall in der Schicht konsistent mit der
Theorie von Emmert wiedergibt. Der erste Test des Schichtmodells zeigt also eine sehr gute
Ubereinstimmung mit dem stoBfreien Vergleichsmodell von Emmert. Um das Modell fiir einen
groferen Parameterbereich zu testen, wurde Szenario I nun dahingehend abgedndert, als dass
verschiedene Ionenmassen (vgl. abschlieBende Bemerkung in Abschnitt 3.3) beriicksichtigt
wurden. Damit dndert man das Verhéltnis i/m.. Die Ergebnisse dieser Tests werden in den
Abbildungen (4.25) und (4.26) dargestellt.

Vergleicht man die Resultate sowohl mit den Werten aus der Emmert-Prozedur als auch der
Fliissigkeitsndherung, so sieht man, dass alle drei Losungsszenarios dicht beieinander liegen.
Die Fehlerbalken fiir die Simulationsergebnisse resultieren dabei, wie gesagt, aus der Annahme,
dass die Schichtkante . bis auf eine Debye-Linge genau gefunden wird. Wie man sieht, ver-
ringert allein diese Fehlerschranke den Wert fiir l¢A¢l/7, enorm. Der Grund hierfiir liegt in dem
steilen Potentialabfall in der Schicht (4.23), also fiir Werte x > z,.. Eine kleine Abweichung
von x4 bedingt dann ein wesentlich kleineres l¢A¢l/7.. Man bemerkt nun, dass im Rahmen
dieses selbstgesteckten Fehlers die Simulationsergebnisse im Bereich beider Referenzklassen
liegen. Weiterhin zeigt die logarithmische Auftragung in (4.26), dass die Resultate den durch
beide Theorien, Emmert und Fliissigkeitstheorie, vorgegebenen logarithmischen Verlauf repro-
duzieren. Es ist also zu schlieffen, dass die Simulation fiir verschiedene Massenverhiltnisse
verldssliche Ergebnisse liefert. Zusétzlich ist noch zu erwéhnen, dass prinzipiell alle drei Wer-
temengen mit einem Fehler beziiglich 7/7; behaftet sind. Dieser resultiert aus einer Unkenntnis
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Abbildung 4.25: Potentialabfall in der Schicht Abbildung 4.26: Potentialabfall in der Schicht
bei unterschiedlichen Massenverhdiltnissen bei unterschiedlichen Massenverhdltnissen (lo-
garithmische Auftragung)

der Ionentemperatur 7; an der Schichtkante (vgl. Abschnitt 5.2). Da dieser Wert nicht sofort
zuginglich und auch schwer definierbar ist, wurden fiir die vorliegenden Tests wieder die Werte
der Quelle benutzt. Um jedoch ein Gefiihl fiir den Einfluss von 7; zu bekommen und um den
Parameterbereich zu erhohen, wird das Testszenario nun auf unterschiedliche Temperaturen
der Teilchenspezies ausgeweitet. Als Grundlage dienen wieder die Werte aus Szenario I, dies-
mal aber fiir unterschiedliche Verhiltnisse von 7¢/7;. Da schon durch Tests belegt wurde, dass
verschiedene Massenverhiltnisse die Ergebnisse qualitativ nicht dndern, wird dieses Resultat
gleich ausgenutzt und eine leichtere lonenmasse m; = 400 - m,. eingesetzt. Diese Mafnahme
erhoht die Ionenschallgeschwindigkeit und kiirzt damit die benotigten Schritte K (4.58) bis zur
Konvergenz der Systeme ab.

25 T T T T T T T T T T 3 — —
r x  Simulationsergebnisse (m;/m_=400) | 1 r x Simulationsergebnisse (m,/m =400)| -
2 % Emmert et al. (m/m_=400) 25k % Emmert et al. (m/m_=400) |
— Flissigkeitsniherung (m,/m_=400) ) — Flussigkeitsniherung (m,/m_=400)
&o 1.5 bo ok B
=3 r =3
< <
o o
° o
1.5 -
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0 | I | | I | L Ll
0 2 4 6 8 10 12 1 3 9
TI/Te Ti/T;rl

Abbildung 4.27: Potentialabfall in der Schicht Abbildung 4.28: Potentialabfall in der Schicht
bei unterschiedlichen Temperaturverhdltnissen bei unterschiedlichen Temperaturverhdltnissen
(logarithmische Auftragung)

Auch bei den Auftragungen (4.27) und (4.28) wurden wieder auf die beschriebene Art Feh-
lerbalken an die Simulationsergebnisse angeheftet. Der Vergleich mit den Ausdriicken (4.78)
und (4.83) zeigt wieder eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Theorie. Auch hier bestitigt
die logarithmische Auftragung (4.28) die erwartete Wiedergabe des Trends durch die Simu-
lation. Es scheint jedoch, als ob die Simulationsergebnisse eher dem Modell von Emmert als
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der Fliissigkeitstheorie folgen. Allerdings lisst sich, aufgrund der langen Fehlerbalken, dariiber
nicht zweifelsfrei urteilen. Die hier gezeigten Tests belegen die im Rahmen bisheriger Theori-
en physikalische Verldsslichkeit des vorgestellten Wandmodells fiir einen weiten Parameterbe-
reich.

Zum Abschluss der hier ausgefiihrten Studien soll noch der Einfluss der Systemldnge [, auf
die prisentierten Ergebnisse bewertet werden. Dies geschieht aus zweierlei Griinden. Einer-
seits kann hier die Prozedur zum Auffinden der Schichtkante aus Paragraph 4.6.1 nochmals
tiberpriift werden, andererseits muss sichergestellt werden, dass die Artefakte durch das Einbla-
sen der Teilchen bei x = 0 (vgl. Abb. (4.20) und (5.7)) die Schicht und die Schichtkante nicht
entscheidend beeinflussen.

4 : : —

; x-x Potentialabfall in der Schicht ;
3.5
--- Emmert et. al

ool N e .

1.5 N

eAQ|/T,
[\S]
I
F——
-
-
|
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Abbildung 4.29: Potentialabfall in der Schicht bei verschiedenen I, (Szenario I und Szenarios I a/b/c)

Man entnimmt nun den in (4.29) dargestellten Daten, dass der Potentialabfall in der Schicht
fiir Ldngen [, = 40\p maximal um 7% schwankt. Dieser Wert liegt innerhalb des Teilchen-
rauschens (4.69) und kann deshalb als unkritisch betrachtet werden. Es stellt sich also zunichst
eine von der Systemlinge unabhingige Konvergenz analog zu Emmert et. al [2] ein. Fiir eine
Systemlinge von [, = 20\ p weicht der Wert jedoch schon um 12% von dem bei [, = 80\p ab
und muss deshalb verworfen werden. Diese Untersuchung belegt nun, dass Aussagen iiber die
Schichtkante bei Systemen der Linge [, = 80\ frei von Einfliissen des linken Randes sind.
Weitere Gegeniiberstellungen mit der Theorie von Emmert et. al [2] sind dem Auswertungsab-
schnitt 5.4 zu entnehmen.
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Kapitel 5

Anwendung und Auswertung des
Wandmodells

Im letzten Kapitel wurde ein 1d Modell zur Simulation von Plasma-Wand-Schnittstellen aus-
fiihrlich eingefiihrt und anhand von semianalytischen Arbeiten validiert. Das so begriindete
Wandteilchenkonzept steht nun also bereit, um physikalische Erkenntnisse zu extrahieren. In
diesem Sinne wird zunéchst sowohl die Elektronen- 5.1 als auch die Ionenkinetik 5.2 untersucht.
Ultimativ gelingt es, eine Funktionenklasse zu definieren 5.2.1, welche die Ionengeschwindig-
keitsverteilung an der Schichtkante beschreibt. Basierend auf ersten Parameterstudien 5.2.1.2
wird diese dann diskutiert und mit dem Modell von Emmert et. al [2] verglichen.

Danach wird das System stark vergroert und so erstmals vollkinetische, sto3ige Systeme unter-
sucht 5.2.3. Mittels eines einfachen Monte-Carlo-Hintergrundreibungsmodells ist es dann noch
zusitzlich moglich, Simulationen mit einem Neutralgashintergrund durchzufiihren und auszu-
werten 5.2.4.

Weiter wird die Modellpalette erweitert und Szenarios mit relativ zur Oberflichennormale ge-
drehtem B-Feld untersucht 5.3. Die so entstehende magnetische Vorschicht wird dann validiert
und diskutiert. Das Kapitel endet mit zwei Auswertungsabschnitten 5.4. In diesen werden ge-
wonnene, numerische Ergebnisse bereits existenten, semianalytischen Arbeiten tabelliert ge-
geniiberstellt.

5.1 Elektronenkinetik

Bei der Untersuchung der Kinetik der Elektronen muss als Erstes untersucht werden, wie sich
die Temperatur, vorgegeben iiber die Quelle, durch das System hindurch in z-Richtung fort-
pflanzt. Dazu ist in Abbildung (5.1) die Dichte der Verteilung der Elektronengeschwindigkeiten
in z-Richtung aufgetragen. Der gezeigte Bereich liegt im Zentrum der Simulationsbox zwi-
schen [0, 5 — 0, 551, (Bereich 2 (5.4)). Die Elektronengeschwindigkeiten werden dabei mit der
thermischen Geschwindigkeit vy,

8T,

T M,

(5.1)

Vip =
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Abbildung 5.1: Elektronengeschwindigkeitsverteilung in z-Richtung (Szenario I) im Bereich 2 [0,5 —
0, 551,

Relative Haufigkeit / 10”7

Man sieht, dass die Verteilung nahezu exakt einer Gaul3-Verteilung mit 7, = 80 eV entspricht.
Eine genaue Untersuchung mittels des gezeigten Fits gibt eine Varianz von (5.2)

(=)
Te 2
o? =2 ~1.53.10% (E> (5.2)
S

Me

Damit ergibt sich die transversale Temperatur in z-Richtung zu

Te(z) ~ 87eV (5.3)

und weicht demnach um etwa 9% von der Quellentemperatur ab. Im Rahmen der Teilchensta-
tistik in diesem Bereich (4.69) ist daher die stets verwendete Annahme eines mit der Quellen-
temperatur thermalisierten Ensembles in z-Richtung belegt (vgl. auch Abschnitt 6.1). Gleiche

Diagnostiken in die verbleibende senkrechte y-Richtung zeigen analoge Resultate, in allen Be-
reichen (5.4)

Szenario [

Bereich1 : [0,04—0,09]l, = [3—7]\p

Szenario [

Bereich2 : [0,5—0,55]l, ~ [40—44]\p

Szenario T

Bereich3 : [0,9—0,95]l, =~ [72—76]\p (5.4)

Aus den obigen Intervallen entnimmt man, dass Bereich 3 direkt an der Schichtkante liegt. Er
ist somit der interessanteste fiir weitere Untersuchungen. Zunichst ist jedoch in Abbildung (5.2)
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der komplette Phasenraum in z-Richtung fiir die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur
Wand (v,-Komponente) gezeigt.

~ o
A 1=
o ] 1.5—— ‘ ‘ — ‘
o & P
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Abbildung 5.2: Phasenraum der Elektronen Abbildung 5.3: Elektronengeschwindigkeits-
(Szenario I) verteilungen in den Bereichen 1-3 (siehe Abb.

(5.2)

Man sieht, dass in der Schicht die riickldufigen, hochenergetischen Elektronen fehlen. Dieser
Verlusteffekt wird im nichsten Paragraphen gesondert untersucht.

Zunichst ist eine detaillierte Auftragung der v,.-Komponente in Abbildung (5.3) vorgenommen.
Es ist zu erkennen, dass die drei Verteilungen aus den einzelnen Bereichen nahezu perfekt koin-
zidieren. Auflerdem sind sie in guter Ndherung mit 7, = 80 eV thermalisiert. Aus diesen beiden
Tatsachen lédsst sich schlieen, dass die Elektronen tatséchlich iiber das gesamte System hinweg
Maxwell-Boltzmann verteilt sind. Eine Annahme, die in der Literatur weit verbreitet ist, und

die unter anderem auch in die beiden Theorien iiber den Potentialabfall in der Schicht (4.78)
und (4.83) Eingang findet.

5.1.1 Fehlen hochenergetischer Elektronen

Wie bereits angedeutet weisen die Simulationsergebnisse einen speziellen kinetischen Effekt
aus. An der Darstellung des Phasenraums (5.2) ist im Bereich der Schichtkante zu bemerken,
dass der hochenergetische Anteil der Elektronen mit v, < 0 fehlt. Dieser Mangel an schnel-
len, riickldaufigen Elektronen wird dann bei Annidherung an die Quellregion durch Viskositit
und die Quellverteilung [21] wieder ausgeglichen. Auch Abbildung (5.3) zeigt diesen Wieder-
auffiillungseffekt am hochenergetisch, riickldufigen Ende der Verteilungen. Um dieses Ergebnis
starker herauszuarbeiten, werden die Anteile der Elektronenverteilungen in den 3 Bereichen fiir
negative Geschwindigkeiten nochmals logarithmisch in Abbildung (5.4) dargestellt.

Man sieht nun an Darstellung (5.4) zweifelsfrei, wie sich der fehlende Anteil der Geschwindig-
keitsverteilungen von der Schichtkante hin zur Quelle schrittweise wieder auffiillt.

Physikalisch begriindet sich das Fehlen dieses Teils der Wahrscheinlichkeitsdichte im steilen
Potentialabfall (4.23) in der Schicht. Diese Barriere kann nur von den schnellen, vorwirtslau-
fenden Elektronen durchdrungen werden. Elektronen, die eine Geschwindigkeit v, < vy (5.5)
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Abbildung 5.4: Elektronengeschwindigkeitsverteilungen aus Abb. (5.2), logarithmische Auftragung

haben, werden reflektiert. Fiir die Kinetik hat dies zur Folge, dass die Verteilung bei dieser cha-
rakteristischen Geschwindigkeit abgeschnitten ist (vgl. [3] Abb. (2.5)). Den theoretischen Wert
von v, erhidlt man, wenn man die kinetische Energie der Elektronen in z-Richtung der Hohe
der Potentialbarriere gleich setzt [3, 21]

2eA
5Me Uzut = €A} = Vet = — eag (5.5)
2 Me
Mit dem Wert (4.75) und der Quellentemperatur 7, = 80 eV erhilt man
Veut o~ 1,37 (5.6)
Uth

Eine genauere Untersuchung der Geschwindigkeitsverteilung im Bereich 3 an der Schichtkante
(Abb. (5.5)) zeigt, dass der ermittelte Wert (5.6) genau das Simulationsergebnis bestitigt.

An dieser Ubereinstimmung zwischen Theorie und Simulation wird erneut eine Stiirke der hier
ausgefiihrten kinetischen Simulationen sichtbar. Die sehr hohe Teilchenauflosung und die mit
ihr verbundene sehr gute Statistik (vgl. Abschnitt 6.2) ermdglichen nun erstmals eine eindeutige
Auflosung des beschriebenen Phinomens. Ganz so, wie es nicht Langmuir 1920, sondern erst
Rayment et. al 1968 [22] gelang, v.,; diese experimentell nachzuweisen konnte bisher keine
uns bekannte, numerisch Simulation diesen Effekt zweifelsfrei auflosen (vgl. hierzu vor allem
Fig. 6 und 7 in [21]).
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Abbildung 5.5: Elektronengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante (Szenario 1) ohne hochener-
getische, riickldufige Elektronen

95



KAPITEL 5. ANWENDUNG UND AUSWERTUNG DES WANDMODELLS

5.2 Tonenkinetik

Wendet man sich nun der Kinetik der Ionen zu, so ist es auch hier zunichst obligatorisch, die
transversale Temperatur etwa in z-Richtung zu bestimmen. Dazu wird mittels Graph (5.6) im
Bereich 2 (5.4) die entsprechende Geschwindigkeitsverteilung untersucht.

S———————

I [-- exakte Theoriekurve|

~

Relative Haufigkeit /10

Abbildung 5.6: lonengeschwindigkeitsverteilung in z-Richtung (Szenario I) im Bereich [0,5 — 0, 55]l,

Anders als bei den Elektronen ist es hier nicht notig, zwischen Theoriekurve und numeri-
schen Fit zu unterscheiden (vgl. auch Abschnitt 6.1), da beide mit unter 1% Abweichung von
T; = 80 eV zusammenfallen. Das heilit, auch hier ist es eindeutig, dass die Ionen die von der
Quelle vorgegebene Temperatur ungestort zur Wand transportieren.

Betrachtet man nun den Phasenraum der Ionen mittels Abbildung (5.7), so féllt sofort der Wirbel
am linken Rand (z = 0) auf. Diese Storung ist schon im Kontext der Dichten (Abb. (4.20)) als
ein Artefakt der Einflussbedingung identifiziert worden. Genauere Untersuchungen legen die
Vermutung nahe, dass es sich um eine Zwei-Strom-Instabilitdt [67] zwischen stationdrem Plas-
ma und dem Quellstrom handelt. Wie man sieht, klingt diese aber sehr schnell fiir groere Werte
von z ab. Das System geht somit im mittleren Simulationsbereich in einen Gleichgewichtszu-
stand iiber. Die Instabilitit am linken Rand hat demnach keinen Einfluss auf das Studium der
Kinetik an der Schichtkante (Paragraph 5.2.1).

Untersucht man weiter die Geschwindigkeitsstatistiken in den vorgezeichneten Bereichen (5.4),
so stellt man fest, dass die Ionen erwartungsgemill zur Wand hin beschleunigt werden. Damit
ist klar, dass sich das Potential, wie in (4.23) gezeigt, so justiert, dass die Ionen das Bohm-
Kriterium (4.1) (siehe dazu nichsten Abschnitt 5.2.1) erfiillen. Damit gewihrleistet das System
vollig autonom das Kriterium fiir einen stabile Schichtkante.

Weiter scheint es, dass die lonenverteilungen in ihrem Verlauf durch das System schmaler wer-
den. Um dies zu untersuchen betrachtet man die Varianz

o? = ((v3)?) — (v3)° (5.7)

Diese konnte man direkt mit einer kinetischen lonentemperatur interpretieren. Fiir die drei Be-
reiche 1, 2 und 3 (5.4) ergeben sich aus den Rohdaten die Mittelwerte (v') sowie die Varianzen
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Abbildung 5.7: Phasenraum der lonen (Szena- Abbildung 5.8: lonengeschwindigkeitsvertei-
rio I) lungen in den Bereichen 1-3 (siehe Abb. (5.7))
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Man sieht daran eindeutig, dass die Streubreite der Ionengeschwindigkeit tatsdchlich abnimmt.
Die Ionen scheinen also in einer Art adiabatischen Abkiihlung Teile ihrer ungeordneten, thermi-
schen Geschwindigkeit in eine gerichtete Flussgeschwindigkeit umzuwandeln. Dieses Ergebnis
deckt sich qualitativ mit dem stoBfreien Fall von J. T. Scheuer und G. A Emmert [24]. Quanti-
tativ ldsst sich etwa die mittlere Geschwindigkeit an der Schichtkante (Bereich 3; griine Linie
in Abb. (5.8)) mit bereits existierenden, semianalytischen Arbeiten vergleichen. Dies geschieht
zusammen mit anderen schichtrelevanten Werten tibersichtlich und detailliert in Abschnitt 5.4.1.

5.2.1 Geschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante

Wie schon im letzten Paragraphen angeschnitten wurde, ist ein entscheidender Diskussions-
punkt die Ionengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante (vgl. u.a. Kapitel 25 in [3]).
Sie bestimmt Grofle und Intensitdt von Teilchen und Energiefliissen in die Schicht. Damit ist
thre moglichst genaue Kenntnis obligatorisch, um gute Aussagen etwa iiber die Belastungen
von Bauteilen, welche im direkten Kontakt mit dem Fusionsplasma (Plasma Facing Materials)
stehen, zu treffen. Zwecks der Vertiefung einer entsprechenden Diskussion wird die entschei-
dende Wahrscheinlichkeitsdichte aus Bereich 3, wie sie schon in (5.8) dargestellt ist, nochmals
in Abbildung (5.9) vergroBert aufgetragen. Zusétzlich ist in das Diagramm die lonengeschwin-
digkeitsverteilung eingearbeitet, wie sie Emmert et. al [2] (siehe Anhang D) postulieren. Um
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den anstehenden Vergleich zu standardisieren, wurde die Emmert-Kurve ebenfalls auf 1 nor-
miert. Der angegebene Wert vy gibt die Lage des Maximums der Verteilung nach Emmert et. al.
Er wird in [2] durch

2 (4 80)
vo =4 —-eT, 0,64 c, (5.9)

mp

definiert. vy beschreibt damit die Geschwindigkeit der Teilchen, die am Quellpunkt mit vyt =
0 gestartet sind und danach reibungsfrei bis zur Schichtkante potentielle Energie in kinetische
umgewandelt haben (vgl. Anhang D).

2.0 — 1 : 1 : 1
! i — Bereich 3: [0,9-0,95] 1
- ! .\ |— Fit
) | -=- Emmert et. al
(=) 1 5 | 1 __ Q] H
= L ! Emmert et. al um v verschoben
.E B i\' o Q)]
- i\
= 1.0 N \ m
T i A,
g i ’: "" \ \\
= I | ! \
‘c_q tl | \\
ndé 0.5 : ‘ '. N _|
| ‘ ". \
’ “ ||| “ i
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Abbildung 5.9: lonengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante (Szenario 1) mit numerischem Fit
der Art (5.16) sowie Kurve nach Emmert et. al [2]

Man sieht an Darstellung (5.9), dass das Maximum der Emmert-Kurve deutlich im langsame-
ren Geschwindigkeitsbereich liegt als das der Simulationskurve. Ein Grund dafiir ist die unter-
schiedliche Quellbedingung, die beiden Szenarios zugrunde liegt (sieche Diskussion in [3] Ka-
pitel 25 oder auch [79] Abschnitt V). Wihrend Emmert et. al von einer Volumenquelle in Form
von h(z) (Quellen-Form-Funktion) ausgeht, wird im vorliegenden Modell ein Fluss im Bereich
xr = v, At -1y (vgl. (4.51)) initialisiert. Demzufolge ist der Anteil der Emmert-Verteilung,
welcher links von vy liegt, gleich dem Anteil der Ionen, welche an der Quelle mit Geschwindig-
keiten vy, < O starteten. Fiir die im vorliegenden Modell implementierte Quellprozedur (vgl.
Glg. (4.50) sowie Abb. (5.14)) liegt das Maximum der Verteilung in der Quellregion (nicht zu
verwechseln mit der Quellverteilung), bedingt durch den Fluss, jedoch nicht bei v,,, = 0. Im
stationdren Zustand ldsst sich aus der Verteilung im Bereich 1 (schwarze Verteilung in (5.8))

oD~ 0,42 ¢, (5.10)
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ablesen. Verschiebt man die Emmert-Kurve um diesen Wert nach rechts (gestrichelte Kurve
in (5.9)), so sieht man, dass das Maximum der so neu entstandenen Verteilung und des Si-
mulationsergebnisses nahezu an der gleichen Stelle liegen. Der Potentialgradient im Emmert-
Modell und der selbstkonsistenten Simulation ist also nahezu identisch und die Differenz in
der kinetische Energie ist schlicht auf die unterschiedlichen Bedingungen in der Quellregion
zuriickzufiihren (vgl. auch [72]). Anders lésst sich dieser Sachverhalt noch weiter verdeutli-
chen, indem man die Differenz der Lage der Maxima in den Bereichen 1 und 3 (schwarzes
Histogramm und blaues Histogramm in Abb. (5.8)) betrachtet. Sie betrédgt

v® — o 0,62 c, (5.11)
und ist somit nahezu identisch zu vy nach Emmert et. al (Glg. (5.9)). Um den andiskutierten
Einfluss der Quellbedingung weiter zu vertiefen, wurde ein extra Szenario mit den Vorrausset-
zungen nach Emmert et. al aufgesetzt. Die entsprechenden Ergebnisse werden am Ende dieses
Abschnittes in Paragraph 5.2.1.3 vorgestellt.

Als néchstes wird das kinetische Bohm-Kriterium (4.36) mittels der Histogrammdaten aus
(5.12) tiberpriift.

Oof§£i8t)(vfg) 8 < M 10 8
/0 Wd’l)~5,0410 E =~ i~1,30510 E

& 0,77-¢;2 < 2,00-¢.2 (5.12)

Es zeigt sich, dass das Kriterium erwartungsgemél erfiillt wird. Damit ist ein Beleg erbracht,
dass das Modell sich automatisch selbst hin zu einer stabilen Potentiallosung justiert.

Die sehr hohe Teilchenauflosung, welche sich in einem sehr detaillierten Histogramm (5.9)
manifestiert, erdffnet nun zudem die Moglichkeit, eine glatte Funktionenklasse zu diskutieren,
um die Ionengeschwindigkeitsverteilung an diesem neuralgischen Punkt zu charakterisieren.
Als moglichen Kandidat kann man eine Summe aus Funktionen der Form

£ (v)) = l/\/'(a» aj,,aj,) - <%> ! exp{—w (U—;) 32} (5.13)
Ay 5@y Ao \ T Jo 7110 FJ2 c J1 c .

CS S S

. i +
wobei : aj, =22Aaj,aj,,v, €R

heranziehen. Dabei werden Geschwindigkeiten v, < 0 aus dem Wertebereich ausgeklammert.
Die Wand wird also als perfekt absorbierend postuliert [3]. Somit ergeben sich die Normie-
rungskonstanten \ zu

(329
F (aj0+]_> a ajy

Ajo J1

N<aj07aj17aj2> = (5.14)

Aj,
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Wobei I'(z) die Standard-Gamma-Funktion [60]

[(x) := / t"tetdt ;xR (5.15)
0

ist. Besagte Summe stellt sich also in Gédnze wie folgt dar

, 1 e . ,
7 _ () ?
W) = =D S a0, (02) (5.16)
j=1
wobei : n<ooAaj =2Aaj,a,,v. € R

Fordert man zusitzlich a;, = 2 ;Vj = 1,...,n, dann wird fs(v2)/(»i)? nicht singuldr in v; = 0
und Integrale der Form (5.12) sind problemlos losbar.

Bemerkung: Bevor die eigentliche Diskussion der Funktionenklasse (5.16) folgt, muss an dieser
Stelle noch eine Bemerkung iiber die Wahl derselbigen fallen. Beim Studium von f.(v%) fillt
sofort auf, dass die Summe aus dem arithmetischen Mittel der drei beteiligten Funktionen be-
steht. Man konnte natiirlich einen flexibleren Ansatz vorschlagen, indem man die Einzelbeitrige
zu f..(v!) etwa durch weitere Fitparameter variabel gestaltet. In der Tat wurde ein entsprechen-
der Ansatz getestet. Es zeigt sich jedoch, dass das Fitprogramm (siehe Abschnitt 5.2.1.1) die
Gewichtung dann intrinsisch gleich wihlt. Man muss diese Freiheit also nicht beriicksichtigen.

Um nun die Annahme (5.16) zu validieren, wird eine Funktion des Typs (5.16) an das Histo-
gramm der Schichtkante angefitet. Mit n = 3 hat man neun freie Parameter

aj,;J=1,2,3Ns=0,1,2
Das Resultat ist Abbildung (5.9) zu entnehmen. Die Fitwerte fiir die gezeigte Abbildung sind
dabei
ajo = 47,3532; a;; = 25,9091; a1 = 1,49691
asy = 65,6648; ag = 43,5301; ag = 1,56024

asp = 31,6395; az1 = 30,6959; asy = 0,776479 (5.17)

Abbildung (5.10) zeigt die einzelnen Funktionsbeitrige aus der Summe (5.16) zu der Fitfunk-
tion in Graph (5.9). An dieser aufgeschliisselten Darstellung (5.10) sieht man, dass sowohl der
Anstieg als auch das entsprechende Abklingen nach Durchlaufen des Maximums nur durch je-
weils eine der drei beteiligten Funktionen geleistet wird. Der Verlauf der Kurve gleicht nach
dem Maximum somit einer abnehmenden Exponentialfunktion. Dieses Verhalten ist demnach
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Abbildung 5.10: lonengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante (Szenario I). Beitriige der einzel-
nen Funktionsteile

analog mit der Diskussion aus Emmert et. al [2], wo die Kurve nach vy als Maxwellsch bezeich-
net wird (vgl. Anhang D). Folgerichtig liefert die dritte Funktion nur im Bereich des Maximums
einen nicht verschwindenden Beitrag. Mit dieser Erkenntnis ist auch geklért, warum man aus-
gerechnet mit drei Funktion (n = 3) in der Summe (5.16) die besten Fitergebnisse erzielt. Eine
Funktion beschreibt den Anstieg und eine das Abklingen, wihrend die dritte benotigt wird, um
den Maximumsbereich glatt anzupassen. Diese Eigenschaft unterscheidet die hier diskutierte
Funktionenklasse somit zusitzlich von der Emmert-Kurve.

Als erster Auswertungsansatz wird der Wert

_omic (1)) (Bin)
$=——% 71 ~ 71 (5.18)

eingefiihrt. Er berechnet sich direkt aus den Histogrammdaten fiir Szenario I zu

§r~ 1,584 (5.19)

Es fillt sofort die Ahnlichkeit zu den Exponenten a2, ase und aso ins Auge. Genauer lisst sich
annehmen, dass

1
aio = &1; ag 3 azp & 3 &1 (5.20)

Diese Vermutung gilt es, im folgenden Abschnitt 5.2.1.2 weiter zu untermauern.
Eine weitere interessante PriifgroBe (kinetische Temperatur aus Abschnitt 5.2) ist eine renor-
mierte Varianz. Basierend auf Definition (5.7) fiihrt man sie wie folgt ein
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2 .
52 = R 0,001 (5.21)
CS

Es wird angenommen, dass diese Werte, genau wie die restliche Schichtphysik, nicht von den
absoluten Temperaturen, sondern nur vom Verhiltnis 7¢/7; abhdngen. Um dies genauer zu stu-
dieren, soll der Paragraph 5.2.1.2 dienen. Weitere schichtrelevante Werte und Daten werden
dann in Abschnitt 5.4.1 bestehenden Theorien gegeniibergestellt.

5.2.1.1 Fit Giite

Abschlielend miissen an dieser Stelle noch einige wenige Stellungnahmen zur Giite der Fits,
wie sie etwa in Abbildung (5.9) dargestellt sind, getitigt werden. Generell ist zu erwihnen,
dass die Fits in den letzten beiden Kapiteln dieser Arbeit mittels der in xmgrace [82] intrinsisch
enthaltenen Fitprozedur erstellt wurden. Als ein Wert fiir die Giite der Anpassung wird dabei
der Korrelationskoeffizient py berechnet. Dieser wird nun fiir alle folgenden Fits angegeben
werden. Fiir die Anpassung in Abbildung (5.9) betrégt er

pr ~ 0,998 (5.22)

Dieser Wert von p =~ 1 bestitigt das hohe Maf der Ubereinstimmung zwischen der Funktion
und der Histogrammdaten.

Eine weitere Idee wire es, einen Signifikanztest (siehe etwa auch Abschnitt 6.2) direkt durch-
zufiihren. Jedoch aufgrund der sehr flach auslaufenden Wahrscheinlichkeitsdichte (vgl. v in
Abb. (5.9)) miissten fiir einen verwertbaren Test zu viele Boxen zusammengelegt werden, um
ein aussagekriftiges Ergebnis zu erhalten.

Ein weiteres, heuristisches MaB fiir die Giite des Fits ldsst sich noch mittels des Bohm-Integral
(4.36) einfiihren. Dazu wird Letzteres nochmals analytisch mit der Funktion (5.16) integriert.

00 % 2
/ f((l)’-’;) dv ~5,09-107" = (5.23)
o (U

Dieser Wert weicht damit nur um ~ 1% von dem numerischen (5.12) ab, was auf eine sehr gute
Abdeckung der gewichteten Histogrammfldche durch die Fitkurve hinweist.

5.2.1.2 Erste Parameterstudien

Nachdem die Validierung der Funktionenklasse mittels Szenario I erfolgt ist, sollen die Sze-
narios II a/b/c dazu herangezogen werden, eine erste Parameterstudie fiir die Fitparameter zu
absolvieren. Wie an Tabelle (4.2) zu erkennen ist, unterscheiden sich die drei Unterszenarios a,
b und ¢ nur durch die Temperatur. Man kann also versuchen, einen Trend fiir die Temperatur-
abhingigkeit der Fitparameter zu erkennen. Dazu werden zunéchst die lonengeschwindigkeits-
verteilungen im Bereich 3 (5.4) mittels der Klasse (5.16) und n = 3 angenihert. Das Ergebnis
ist Abbildung (5.11) zu entnehmen.

102



5.2. IONENKINETIK

Relative Haufigkeit /10~
[\e)
I

—— Szenario I1 b (T=T =20eV) |
-
— Szenario II b Fit
i}
’ ‘ ‘ ’ N b l‘WWHMHHMW

4 ‘ \ ‘ L B
— Szenario Il a (T,=T =15¢eV)
’ Szenario Il ¢ (T=T =30eV)|
“ Szenario II a Fit
Szenario II ¢ Fit
I“‘I
“
\
\H\
0 5.0><10 1.0x10° 1:5><1 2.0x10° 2.5x10° 3.0x10°
v, /(m/s)

Abbildung 5.11: lonengeschwindigkeitsverteilungen im Bereich 3 (Szenario Il a/b/c)

Zunichst fillt ins Auge, dass alle drei Verteilungen, im Gegensatz zu der Darstellung (5.9) oder
(5.22), wesentlich steiler ansteigen und auch im Bereich hoherer Geschwindigkeiten noch eine
leichte Schulter aufweisen. Die Werte fiir die jeweiligen Korrelationskoeffizienten px sowie der
jeweils 9 Fitparameter lauten

SzenarioIll a (T; =1, = 15eV):

px ~ 0,997

aro = 30,0525; ajq = 28,8289; aj» = 0,825018
aso = 46,3296; az = 34,6816; ag = 1,25829
azo = 85,3262; az = 79,9218; az, = 1,3393

(vz)

Cs

1,17; 5%~ 0,002; & ~ 1,34 (5.24)

Q

Szenario Il b (1; =T, = 20 eV):

ok~ 0,997
alo = 30,9845; ai; = 26,9923; aj» = 0, 386383

az = 45,9385; ag = 33,5105; axe = 1,29009
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asp = 84, 6406, as] = 78, 4526, 32 = 1, 34427

(vz)

Cs

1,12; 5% ~ 0,091; & ~ 1,34 (5.25)

Q

SzenarioIll ¢ (T; =1, = 30eV):

px ~ 0,995

a0 = 32,5466; a; = 31,6206; aj» = 0, 817464
sy = 48,5737 az = 38,1461; as = 1,21811
asy = 92,3165; as; = 86,6218: as, = 1, 35768

(vz)

Cs

Q

1,11; 3% ~ 0,094; & ~ 1,32 (5.26)

Zusiitzlich sind die Werte von (v'), 5% sowie &, wie sie in den vorherigen Abschnitten definiert
wurden, mit angeben.

Als erstes Resultat siecht man den Werten der Fitparameter, wenn iiberhaupt, nur eine sehr
schwache, direkte Temperaturabhingigkeit an. Besonders augenscheinlich ist dies an den Wer-
ten fiir den Exponenten a;, ;¢ = 1,2, 3. Neben der geringen Variation mit den absoluten Tem-
peraturwerten korrelieren sie auch wieder mit den Werten von £. Die Vermutung (5.20) aus
Abschnitt 5.2.1

1
a12 = &g A R &y agy X 5 & ;s=a,b,c (5.27)

scheint damit weiter erhirtet. Auch fillt die Temperaturunabhingigkeit bei genauerer Betrach-
tung der Werte (vz)/c, und 2 ins Auge. Bezieht man noch den Wert (5.21) mit in die Bewertung
mit ein, so scheint die Schichtkinetik tatséchlich nur vom Verhiltnis 7¢/7; abzuhéngen (vgl. auch
Formeln (4.78), (4.80) und (4.82)). Im vorliegenden Fall wird dieser Sachverhalt in der Defi-
nition (5.16) durch die inhidrente Normierung der Geschwindigkeiten mit c; herausgearbeitet.
Um dies weiter zu unterstreichen, werden die Szenarios II a-c nochmals statistisch beleuchtet.
Dazu werden neue Histogramme diesmal fiir v:/c, angelegt. Damit wird das Ergebnis direkt mit
Emmert et. al [2] (Abb. 6) vergleichbar. Zusitzlich ist ein Histogramm aus Bereich 3 gezeigt
fiir den das Temperaturverhiltnis aus Szenario II b gedndert (7; = 20 eV; T, = 40 eV) wurde.

Abbildung (5.12) zeigt, dass die Renormierung die Verteilungen nahezu deckungsgleich iiber-
einander verlagert. Damit ist die Unabhingigkeit der Schichtkinetik von den absoluten Tempe-
raturwerten belegt. Es kommt als auch bei der Tree-Code Simulation nur auf das Verhiltnis 7¢/7;
an. Zusammen mit den fast gleichen Werten fiir (vz)/c, und o2 ldsst sich spekulieren, ob die oh-
nehin schon geringen Abweichungen in den Fitparametern nur statistisches Rauschen, erzeugt
durch die numerische Fitprozedur, sind. Dies ldsst sich untersuchen, wenn man die Fitfunktion
mit den Fitparametern fiir Szenario Il a (7; = 7, = 15 eV) mit der Schallgeschwindigkeit fiir
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Abbildung 5.12: Histogramme iiber vi/c,. Zusditzlich zeigt das dunkelgriine Histogramm eine Verteilung
analog Szenario I b mit T, /T; = 2

Szenario Il b (7; = T, = 20 eV) renormiert und sie dann zusammen mit dem Histogramm fiir
Szenario II b abbildet. Man setzt also die Summe (5.16) aus Funktionen der Art

) ) 1 vi g Ui Ajg
J 1y — . . R T S —q.- _z
fajo,ajl,aj2 (v;) = . N(ajy, ajy, a;,) . EXp§ —aj .

zusammen, wobei die Werte a;,, a;,, a;,; j = 1,2,3 den obigen zu Szenario II a entsprechen.
Die Schallgeschwindigkeit ¢, hingegen ist die zu Szenario II b passende. Diese Funktion wird
zusammen mit den Simulationsdaten von Szenario II b in (5.13) dargestellt.

An der hohen Giite der Anpassung (px ~ 0, 996) sieht man, dass die Unterschiede in den Fitpa-
rametern wie vermutet nur ein statistisches Rauschen waren. Die Funktionen fiir die Szenarios
IT a, b und c unterscheiden sich also de facto nur durch die rein quellenabhéngige Normierung
mit ¢, aber nicht durch die eigentlichen Fitwerte. Die Temperaturabhéngigkeit der Verteilung
ist also erwartungsgemif nur fiir das Temperaturverhiltnis 7¢/7;, nicht aber fiir die Einzelwerte
T; und 7T, nachweisbar.

Auch die hier vorgestellten Szenarios werden spéter (Abschnitt 5.4.1) genauer in den Kontext
bestehender Theorien eingereiht.

5.2.1.3 Vergleich mit der analytischen Theorie

Um die, im Zuge der Diskussion beziiglich Abbildung (5.9) aufgeworfenen Diskrepanzen zwi-
schen der analytischen Losung von Emmert et. al [2] (vgl. Anhang D) und den hier erzielten
Ergebnissen final aufzuklidren, wurde noch ein weiteres Simulationsszenario mit der Quellbe-
dingung nach Emmert et. al entwickelt.
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Abbildung 5.13: Fitfunktion mit neuer Schallgeschwindigkeit normiert aus Szenario Il a angelegt an die
Werte aus Szenario Il b

Es unterscheidet sich von den bisher vorgestellten nur durch die Quelle. Sie wird nun als Volu-
menquelle implementiert und Teilchen werden zu Beginn der Simulation raumlich gleichverteilt
im Bereich zwischen [0 — 0, 5] [, generiert. Diese raumliche Form der Quellregion entspricht al-
so einer konstanten Quellen-Form Funktion h(x) (vgl. Abschnitt 5.2.1). Wie in [2] belegt wird,
ist das Ergebnis jedoch unabhingig von h(x) und damit ist die Wahl der Liange Quellregion
unerheblich.

Die entscheidenden Geschwindigkeitsverteilungen der Teilchenquelle werden nun geméif3 den
Vorgaben von Emmert et. al angesetzt. Das bedeutet, die lonen werden durch einen vorzeichen-
behafteten Fluss generiert (vgl. Abb. 2 in [83] oder Abb. (5.14)). Konkret bedeutet dies, dass
die Ionenverteilungen in x-Richtung gemél

, 2
filve) = % B exp{—rg?’”} vy € RT
T
filvy) = filv)) =N <0, E) (5.28)

gegeben ist. Damit unterscheidet sich die Quellverteilung in erster Instanz nicht von der ur-
spriinglichen (4.50). Der entscheidende Unterschied besteht nun darin, dass bei der Hélfte der
erzeugten Ionen das Vorzeichen von v, auf —v, abgedndert wird (siehe hierzu Abb. (5.14) oder
auch Diskussion in Stangeby [3] Abschnitt 10.7).
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7 I T I I
H — Standard Flussquelle

61l — Quelle nach Emmert et. al _
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Abbildung 5.14: Auf 1 normierte Geschwindigkeitsverteilungen verschiedener Teilchenquellen mit den
physikalischen Parametern aus Szenario I. Zur niheren Erklirung siehe nebenstehende Erliuterung

Erliuterung: Die in Abbildung (5.14) gezeigten Geschwindigkeitsverteilungen der Teilchen-
quelle entsprechen
1. Standard Fluss: Quelle wie in Gleichung (4.50) beschrieben. Dies ist die Quelle, mit der
alle gezeigten Simulationsergebnisse auf3erhalb dieses Abschnittes 5.2.1.3 erzielt wurden
2. Emmert et. al: Quelle aus der analytischen Theorie, wie sie in der Arbeit von Emmert
et. al [2] angenommen wird
3. Bissell und Johnson: Quelle aus der analytischen Theorie, wie sie in der Arbeit von
Bissell und Johnson [79] angenommen wird

Die Elektronen werden nun nichtmehr mit einem Fluss generiert sondern werden als isotrop
thermalisiert implementiert (vgl. Ende Abschnitt I in [2]).

Fo02) = o) = £.02) = 7 (0,22 5.9

e

Als Verifikationsszenario wird Szenario IV a (siehe Tabelle (4.3)) simuliert. Zum Vergleich wird
die Verteilung direkt vor der Wand im Bereich [79 — 80] Ap und im Quellbereich [0 — 3] Ap
observiert. Diese Referenzpunkte bieten sich an, da die Wand und die Quelle sowohl in der
Theorie als auch der Simulation, im Gegensatz etwa zur Schichtkante, eindeutig definiert sind.
Um mit den Funktionen nach Emmert (Glg. 45 in [2] sowie Anhang D) adidquat abgleichen zu
konnen, miissen diese, wie in Darstellung (5.15) geschehen, auf 1 normiert werden. Zusitzlich
ist darauf zu achten, dass man die Werte fiir die Potentialdifferenz bis zur Schichtkante (Wert
fiir Uy in [2]) beziehungsweise bis zur Wand (Wert fiir W5 in [2]) der Simulation und nicht
der Losung von Emmert entnimmt, da diese absolut voneinander abweichen konnen. Wobei die
kanonische, dimensionslose Notation

107



KAPITEL 5. ANWENDUNG UND AUSWERTUNG DES WANDMODELLS

b= — (5.30)

Verwendung findet.

8 — L
Simulationsergebnis (an der Wand)
| — Emmert et. al (an der Wand)

— Simulationsergebnis (Quellregion)
| — Emmert et. al (Quellregion) 7
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Abbildung 5.15: Simulationsergebnis mit Emmert-Quelle sowie analytische Losung vor der Wand und
in der Quellregion (Szenario IV b; Te/T; = 1)
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Abbildung 5.16: Simulationsergebnis mit Emmert-Quelle sowie analytische Losung vor der Wand und
in der Quellregion (Szenario IV a; Te/T; = 0,5)
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Anhand den in Abbildungen (5.15) und (5.16) dargestellten Ergebnissen sieht man nun, dass der
Einsatz der entsprechenden Quelle wie erwartet dieselben Ergebnisse wie die analytische Theo-
rie von Emmert et. al liefert. Bemerkenswert ist es auch, dass die Verteilung in der Quellregion
(Abb. (5.15)) eine GauBglocke darstellt. Sie ist damit signifikant anders als die Quellvertei-
lung nach Emmert (Abb. (5.14)). Diese Eigenheit des Emmert-Modells wird auch ausfiihrlich
in Stangeby [3] (Abschnitt 10.7) diskutiert.

Die in den Darstellungen (5.15) sowie (5.16) ersichtlichen, geringen Unterschiede zwischen
den analytischen Kurve und der Verteilung aus der Simulation sind dabei auf zwei Hauptgriinde
zuriickzufiihren. Zum Einen handelt es sich sicher zu einem gewissen Grad um das iibliche
statistische Rauschen, zum Anderen ist zu bedenken, dass die Losung von Emmert an einem
nulldimensionalen Punkt entnommen wird. In der Simulation miissen jedoch aus kleinen Berei-
chen, besagten [79 — 80] Ap vor der Wand oder [0 — 3] Ap im Quellbereich, Teilchen fiir eine
Stichprobe entnommen werden.

Als Ergebnis der hier durchgefiihrten Verifikation bleibt festzuhalten, dass die Unterschiede
zwischen den hier hauptsédchlich diskutierten Fillen und der analytischen Theorie offensicht-
lich auf die abweichenden Quellbedingungen im Geschwindigkeitsraum zuriickzufiihren sind.
Damit bestétigt das hier prisentierte Ergebnis die Diskussion in Abschnitt V von [79].
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5.2.2 StoBigkeit des Systems

Eine Stirke von Tree-Codes ist es, Coulomb-Nahfeld-Wechselwirkungen (Teilchenabstand d <
Ap) intrinsisch mit zu beriicksichtigen. Das heif3t, der Einfluss von St6en muss auch im Hin-
blick auf zukiinftige Anwendungen (siehe Abschnitt 6) separiert bewertet werden. Dazu wird
exemplarisch Szenario I mit den entsprechenden Formeln aus [61] gegengerechnet.

, 1 2-107% n,
Coulomb Logarithmus : log(A;;) := 23 — log 5T T ~ 20,5(5.31)

~ 195 - (5.32)
S

StoBfrequenz Vﬁi =6,8-10

Mittlere freie Weglinge : (I) := - = Y ~ 449 m (5.33)

Setzt man dieses Ergebnis mit der Systemlinge ins Verhiltnis, so ergibt sich

l
vk = — 3, 7-107% (5.34)
(1)

Dabei wurde auf die Notation von [21] zuriickgegriffen. Offensichtlich gilt

vk 1 (5.35)

das heil3t, das System ist de facto stolfrei, was sich schon im Vergleich des Geschwindigkeitszu-
wachses (5.11) mit der stof3freien Theorie von Emmert et. al [2] andeutet. Auch visuell ist dies
nachweisbar. Der Ionenphasenraum (5.7) lédsst sich in eine Darstellung (5.17), die den Verlauf
der kinetischen Energie der Ionen in z-Richtung gegeniiber der Systemlidnge zeigt, transformie-
ren.

Damit ist es moglich, den Gewinn an kinetischer Energie mit dem Potentialverlauf (4.23) zu
vergleichen. Dazu wird dieser zunichst invertiert, um den Verlust der Ionen an potentieller
Energie zu erhalten

eqﬁ_}_@

5.36
T T (5.36)

und dann dieser Wert mittels einer Integrationskonstante K. an die langsamsten Ionen ange-
passt

cg cg
—7 gt Ke (5.37)
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Abbildung 5.17: Kinetische Energie der lonen im Vergleich mit dem Potentialverlauf (4.23) (Szenario 1)

Es wird an Abbildung (5.17) deutlich, dass die Ionenbeschleunigung fast identisch der Anderung
des Potentials folgt. Gerade im Bereich der Schichtkante ist dies sehr deutlich. Damit ist belegt,
dass die Ionen tatsdchlich viskosititsfrei durch das Simulationsgebiet laufen. Im Gegenteil, in
der Vorschicht, scheint die Zunahme an kinetischer Energie sogar grofer als der Potentialgra-
dient. Dies ist ein weiteres Indiz auf die schon thematisierte adiabatische Abkiihlung (siehe
Diskussion zu Abb. (5.8)). Die lonen gewinnen Teile ihrer gerichteten kinetischen Energie aus
ihrer thermischen Bewegung.

5.2.3 Erhohen der StoBigkeit

Wie in Kapitel 25 in Stangeby [3] ausfiihrlich diskutiert wird, ist prinzipiell immer eine voll-
standige kinetische Behandlung der Schichtkante notwendig. Wo diese Behandlungen fiir ei-
ne stofreie Vorschicht schon aufwendig [2, 79] und deshalb selten sind, so fehlen sie gerade
fiir Vorschichten mit selbstkonsistenter Wechselwirkung zwischen Ionen nahezu génzlich. Man
nimmt an, dass diese Art von Reibung keinen entscheidenden Einfluss auf die Schichtkinetik
hat (siehe Stangeby [3] S. 630). Eine Annahme, die nun mit dem hier vorgestellten, neuen Mo-
dell numerisch untersucht werden kann.

Ein Vorteil von Tree-Codes liegt in der generellen Fihigkeit, Coulomb-St68e inhdrent mit zu
simulieren. Damit ist es moglich, den Einfluss von StoBen auf das Schichtmodell zu untersu-
chen. Um dies zu realisieren, wird der Wert von v* physikalisch erhoht. Mit den Parametern fiir
Szenario III (Tabelle (4.2)) ist

vx a0 0,7 (5.38)

und das Szenario ldsst sich als fiir diesen Zweck ausreichend stofig interpretieren. Zunéchst
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wird der Potentialverlauf mit der in den Abschnitten 4.7 und 4.6.1 vorgestellten Standard-
Methode untersucht. Man identifiziert die Schichtkante bei x,, = 794\ p und erhilt somit einen
Potentialabfall in der Schicht von

eA¢

e

~ 2,59 +0,08 (5.39)

Dieser Wert weicht nur um ~ 1,2% von dem von Emmert et. al ab. Damit hat man erneut
einen Beleg, dass der Potentialabfall in der Schicht weder von der Plasmadichte noch von den
absoluten Werten von 7; und 7, abhingt. Eindringlicher wird die geringe Abhédngigkeit von
Ionen-Ionen-Stoflen, wenn man die Potentialverldufe von Szenario I (sto3frei) und Szenario III
(stoBig) vergleicht. Dazu sind in Abbildung (5.18) die beiden Potentialverldufe direkt vor der
Wand gezeigt.

— Szenario 111
—- Szenario I

ed /T

2+

. | .
140 1200 1

X
Abbildung 5.18: Potentialverldiufe vor der Wand. Szenario I (stofsfrei) und Szenario 11 (stofig)

Die Potentiale wurden dabei zur besseren Vergleichbarkeit mit einer entsprechenden Integra-
tionskonstanten bei = = (I, — 40Ap) auf O gesetzt. Man sieht, dass sich nahezu nichts an
den Potentialen an der Schichtkante und der Wand durch die hohere StoBigkeit dndert. Damit
ist der verschwindende Einfluss der Ionen-Ionen-Stof3e auf diese Grofien, wie er schon von
J. T. Scheuer und G. A. Emmert [24] gefunden wurde, bestitigt. Dennoch behebt der Tree-
Code eine Schwiche der Untersuchungen von J. T. Scheuer et. al. Wie in der Einleitung von
[24] erwidhnt wird, wire anstatt des verwendeten Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)-Operators ein
Fokker-Planck-Term besser geeignet, um die Coulomb-StoBe zu beriicksichtigen. Diese Liicke
wird hier geschlossen, da man davon ausgehen kann, dass die StoBigkeit, wie sie durch Tree-
Codes behandelt wird, einem Fokker-Planck-Operator entspricht. Damit ist geklért, dass der
Fehler durch die bindre Behandlung der Ionen-lonen-Wechselwirkungen in [24] gering ist und
auch ein aufwendigerer StoBoperator die Ergebnisse in [24] nicht dndert. Weiterfiihrende, di-
rekte Vergleiche mit der zitierten Arbeit sind Abschnitt 5.4.2 zu entnehmen.
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Um hier den Einfluss der StoBigkeit im Kontext vorhergehender Simulationen weiter zu be-
leuchten, untersucht man zunéchst die kinetischen Energien der Teilchen analog dem Verfahren,
welches schon zu Abbildung (5.17) fiihrte.

SR LR Schiéhtkautel' .

0 200 400 600 800
X f?LD

Abbildung 5.19: Kinetische Energie der lonen im Vergleich mit dem Potentialverlauf (4.23) (Szenario
1)

Im Unterschied zu (5.17) zeigt (5.19) einen Abschnitt von x ~ 200\p bis x ~ 500\p, in
dem der Potentialabfall teilweise deutlich stérker ist als der Zugewinn an kinetischer Energie.
Dies ist ein Indiz fiir die innere Reibung, welche nun im System herrscht. Nédher an der Wand
(z > 600Ap), wo die Dichte des Systems geringer ist, ist die Steigung von Potential und kine-
tischer Energie der Ionen wieder annéhernd gleich.

AbschlieBend wird noch die Ionenkinetik in ihrer Géinze beleuchtet. Hierbei fillt sofort auf,
dass der Ionenphasenraum (5.20) keinen Wirbel mehr in der Quellregion aufweist. Das heift,
etwaige Instabilitidten induziert durch die Randbedingungen scheinen fiir dichtere, kiltere Sze-
narios weiter an Einfluss zu verlieren. Dies konnte auch erkldren, warum in vorangegangenen
Publikationen [57] nicht {iber derartige Probleme berichtet wurde. Auch fillt ein geringer Anteil
von lonen mit negativer Geschwindigkeit in Bereich 1 auf (schwarze Verteilung in Abb. (5.21)).
Da die Ionen mit rein positiver Geschwindigkeit generiert werden, ist dies ein weiterer Hinweis
auf die StoBigkeit des Systems.

Prinzipiell dndert sich jedoch an der Ionenkinetik weiter im System nicht viel, wie ein Abgleich
der Histogramme in Abbildung (5.8) und denen in (5.21) zeigt. Um auch fiir Szenario III eine
Verteilung direkt an der Schichtkante untersuchen zu konnen, wurde den Bereichen 1-3 (5.4)
ein weiterer, der neuen, lingeren Geometrie angepasster hinzugefiigt

Szenario IIT

~

Bereich4 : [0,988 —0,994]l, ~  [790 — 795]Ap (5.40)

113



KAPITEL 5. ANWENDUNG UND AUSWERTUNG DES WANDMODELLS
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Abbildung 5.20: Phasenraum der lonen (Sze- Abbildung 5.21: lonengeschwindigkeitsvertei-
nario I11I) lungen in den Bereichen 1, 2 und 4

In diesem soll nun erneut ein Vertreter der Funktionenklasse (5.16) angefitet werden.

15 T \
b | — Bereich 4: (0,988-0,994) 1
@2 !\.\ il T llglrilmert et. al
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Abbildung 5.22: lonengeschwindigkeitsverteilung an der Schichtkante (Szenario III) mit numerischen
Fit der Art (5.16) sowie Kurve nach Emmert et. al [2]

Wie Abbildung (5.22) zu entnehmen ist, gelingt ein Anpassen einer entsprechenden Funktion
erneut mit n = 3. Die Fitparameter sowie die in Abschnitt 5.2.1 definierten GroBen &2, £ und
pri ergeben sich diesmal zu

pk ~ 0,998
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aijg = 26, ]_5]_8, ail = 8, 70115, 12 = 2, 31387
Ao = 20, 159, ag] = 6, 01433, 9o = 2, 18829

azpg = 13,643; az = 4,59637; aze = 1,57649

1,3; 52~ 0,088; £ ~ 1,78 (5.41)

Q

Zusitzlich ist in Darstellung (5.22) wieder zur Einordnung eine Kurve nach Emmert et. al [2]
(Glg. (45)) dargestellt. Der direkte Vergleich mit den erzielten Simulationsergebnissen ist hier
jedoch schwieriger, da die Analyse von Emmert et. al sich auf stoBfreie Systeme bezieht. Ver-
gleicht man nun die Werte fiir die Fitparameter mit den stoBfreien Szenarios I und II, so sieht
man, dass die Fitparameter deutlich kleiner ausfallen. Dies ist dem flacheren Anstieg der Ver-
teilung in (5.22) geschuldet. Auch ldsst sich hier der Wert fiir £ nicht mehr so zweifelsfrei mit
den Parametern aqo, ass und ass identifizieren. Anders verhilt es sich mit numerischen Wer-
ten fiir Varianz und Mittelwert der Verteilung. Die Breite der Verteilung 52 hat sich relativ
zur Schallgeschwindigkeit fast gar nicht verdndert. Auch ist der mittlere Drift immer noch in
der GroBenordnung (vi) ~ 1,1 ¢, bis 1,3 c,. Diese GroBen scheinen also unabhingig von
der relativen StoBigkeit v*. Damit bestitigt die Simulation die Eingangs erwihnte Vermutung.
Das selbstkonsistente System stellt sich also an der Schichtkante, im Rahmen der numerischen
Auflosung, immer gleich ein. In allen Fillen ist das kinetische Bohm-Kriterium (4.36) erfiillt.
So ergibt sich im vorliegenden Fall fiir Szenario II1

2 2

m,; S
< L x~1.04-1078 2 5.42
Te b) m2 ( )

/ EACT 3.51-107% =
o (vi)? m?

5.2.4 Neutralgasreibung

Eine andere Moglichkeit, StoBeffekte in die Betrachtungen miteinzubeziehen, ist es, einen Neu-
tralgashintergrund zu beriicksichtigen, mit dem die Simulationsteilchen interagieren. Zu diesem
Zweck kann ein Monte-Carlo Hintergrundreibungsmodell genutzt werden welches im Rahmen
dieser Arbeit urspriinglich fiir Coulomb-Reibung entwickelt wurde. Um diese prinzipielle An-
wendung zu illustrieren, soll in diesem Abschnitt eine entsprechende konzeptionelle Studie
durchgefiihrt werden. Dazu werden zunéchst kurz die aus der gednderten Physik notwendigen
Modifikationen des StoBalgorithmus erldutert und anschlieBend Anwendungsbeispiele gezeigt.

5.2.4.1 Modifikationen des StoBloperators

Anders als bei der Anwendung auf Coulomb-Stofe ist bei der Neutralgasreibung nicht davon
auszugehen, dass es permanent zu Interaktionen zwischen Simulationsteilchen und Hintergrund
kommt. Es handelt sich vielmehr um echte, binidre St6e. Die Hauptaufgabe ist es also, einen
Term fiir die StoBwahrscheinlichkeit in einem Zeitintervall 0 < ¢ < 7 zu entwickeln. Um dies zu

115



KAPITEL 5. ANWENDUNG UND AUSWERTUNG DES WANDMODELLS

tun, kann man sich an Abschnitt 1.3.5.1 in [84] orientieren. Darin wird die Wahrscheinlichkeit
fiir mindestens einen Stof auf der Wegstrecke 0 < [ = [, mittels der Verteilungsfunktion

PU< 1) =1—exp {—%} (5.43)

benannt. Hierbei ist (/) wie gewohnt die mittlere freie Weglidnge. Diese Verteilungsfunktion
ldsst sich nun iiber die kanonischen Definitionen

lo=v-7 und (I) =~ (5.44)

v
auf eine Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen Sto im Zeitintervall 0 < ¢ < 7 umschreiben
Pt=7)=1—exp{-v- 7} (5.45)

Dabei wurde mit v die Stofrequenz fiir den zu untersuchenden Reibungsprozess eingefiihrt.
Mit der wichtigen Bedingung

v-T <1 (5.46)

ergibt sich in erster Ndherung

Ptst)=v-T (5.47)

In der Forderung (5.46) sind nun prinzipiell zwei grundlegende Nidherungen vereinigt:
i.) Es geschieht nur 1 StoB wihrend 0 <t < 7.
ii.) Der Stof} geschieht zu Ende des Zeitintervalls.

Mit dieser Argumentation lisst sich {iber Gleichung (5.47) nun die gesuchte Stobedingung wie
folgt simulieren:

Als erstes wird eine gleichverteilte Zufallszahl n = 2/(0, 1) bestimmt, mit deren Hilfe man
schlief3t

n=v-t = StoBim Zeitintervall 0 <t =< 7

n>v-7 = kein StoB im Zeitintervall 0 < ¢ < 7 (5.48)

Ladungsaustausch Will man nun einen konkreten Neutralgaseffekt simulieren, muss man
die StoBfrequenz v dementsprechend spezialisieren. Dazu bietet es sich an, diese iiber die Re-
aktionsratenkoeffizienten (o v) (sieche Abschnitt 1.8. in [85] oder Stangeby [3] Glg. (10.14))
auszudriicken.
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v={0wv) n (5.49)

wobei n;, die Dichte des Hintergrundmediums ist. Da man es bei der kinetischen Behandlung
stets mit wohldefinierten, monoenergetischen Teilchen zu tun hat, lassen sich die Werte aus [85]
zur weiteren Konkretisierung heranziehen. Etwa liest man fiir den Ladungsaustausch (Abschnitt
3.1.8 in [85]) mit einem thermalisierten Wasserstoffhintergrund der Temperatur 7; (Graph auf
S. 129 in [85]) ab

3
(ov) ~1078 (5.50)
S

Der StoBalgorithmus wird nun also wie folgt angewendet, um den Ladungsaustausch des Si-
mulationsplasmas mit neutralem, thermalisiertem Wasserstoff (Temperatur 73; Dichte 7, und
Teilchenmasse m;, = m,,) zu simulieren. Fiir jedes Simulationsion

I.) Bestimmt man eine Zufallszahl n = U/(0, 1).
II.) Entscheidet anhand des Kriteriums (5.48):
m3
n<1071 ST = StoB
3

m
n>10""% —mn,-7 = kein StoB
S

ob das Teilchen stoBt oder nicht.

III.) Falls ein Stof stattfindet, generiert man eine Hintergrundteilchengeschwindigkeit v, aus
einer GauB3-Verteilung

véi) =  N(0,0%);i=umy,z2
. T
wobei: o2 = ~2
mp

IV.) Tauscht die Geschwindigkeiten von Simulationsteilchen und Hintergrundteilchen aus.

Bemerkung: Fiir die Simulationen, deren Ergebnisse im folgenden Abschnitt 5.2.4.2 gezeigt
werden, wurde obiger Algorithmus alle 20 Zeitschritte gestartet. Damit erreicht man, dass nicht
in jedem Zeitschritt eine Zufallszahl n generiert werden muss.

Es gilt also 7 = 20 - At. Da At stets (vgl. Tabellen (4.1) und (4.2)) in der Groenordnung
At ~ 10712 — 107! s liegt, ist damit immer noch die Bedingung (5.46) erfiillt.

5.2.4.2 StoBige Schicht

Der im letzten Paragraphen vorgestellte Reibungsoperator soll im Folgenden an Szenario II b
(Tabelle (4.2)) getestet werden. Um den Programmverlauf etwas abzukiirzen und somit die Aus-
wirkungen des StoBmodells auf die Simulationszeit abzufedern, werden nur noch N; = N, =
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5 - 10° Simulationsteilchen eingesetzt. Damit verringert man die Auflosung lediglich auf den
immer noch sehr guten Wert von A ~ 430 1/x3, (vgl. Abschnitt 6.2).

Der neutrale Hintergrund wird als ein Wasserstoffgas der Temperatur 7;, = 20 eV und variie-
render Dichte 7, mit einbezogen. Als erstes Ergebnis werden die verdnderten Potentialverldufe
in (5.23) abgebildet. Als Referenzpotential wird zusitzlich nochmals der Potentialverlauf fiir
das originale Szenario II b ohne Hintergrundreibung (n, = 0) gezeigt.

‘ ‘ | ‘ ‘
0 20 40 60 80
X /XD

Abbildung 5.23: Potentialverliiufe bei verschiedenen Neutralgasdichten ny, (Szenario Il b; Ty, = 20 eV)
mit ansteigendem Potentialabfall in der Vorschicht &

Anhand von Darstellung (5.23) ist zu sehen, wie das System die mit der Dichte ansteigende
Reibung der Ionen durch stirkere Potentialgradienten in der Vorschicht kompensiert. Damit
werden die lonen bis zur Schichtkante ausreichend beschleunigt. Dieses Ergebnis ist deckungs-
gleich mit dem von J. T. Scheuer und G. A. Emmert [24]. Wie gut der zusitzliche Potentialabfall
in der Vorschicht £ zur Theorie passt, ist dabei Tabelle (5.1) zu entnehmen.

’ Dichte ny H U* ‘ €Sim ‘ gTheo ~ IOg (V*) ‘
102! m= || 3,84 | 1,3 1,34
102 m=3 | 38,4 | 3,5 3,64

Tabelle 5.1: Zuscitzlicher Potentialgradient in der Vorschicht £ bei Neutralgasreibung

Wobei vx* analog zu (5.34) die StoBigkeit des Systems definiert. Hier gilt

I, _ . ly -V

vtherm/y - . /Ti/mz‘

Mit der StoBfrequenz v aus Gleichung (5.49). Zusitzlich wurde beriicksichtigt, dass die Im-
pulsausstauschrate um den Faktor 2 groBer ist als die Stofrequenz. Wendet man sich nun der

vk =2 -
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verdnderten lonenkinetik zu, so liegt es nahe, wieder zuerst den Ionenphasenraum zu untersu-
chen (Abb. (5.24)).

|
0 20 40 60 80
X I?LD

Abbildung 5.24: Ionenphasenraum bei ny, = 10** m=3 (Szenario II b; Ty, = 20 eV)

Was bei der entsprechenden Betrachtung sofort auffillt, ist, dass es nun durchweg einen Anteil
Tonen mit negativer Geschwindigkeit v’ gibt. Dies bezeugt die StoBigkeit des Plasmas im ge-
samten Systembereich = € [0, [,.]. Ein wichtiger Umstand, da er zeigt, dass mit der vorgestellten
Methode nicht mehr zwischen stoBiger Vorschicht und stoBfreier Schicht unterschieden werden
muss. Die Neutralgasreibung findet im vorliegenden Szenario iiberall, auch in der Schicht sel-
ber, statt.

Eine genauere Analyse der lonengeschwindigkeitsverteilungen offenbart, dass in der Mitte (Be-
reich 2 (5.4)) das System in eine driftende Maxwell-Verteilung ilibergegangen ist. Dies ist in
Abbildung (5.25) mit dem Fit der Art (5.51)

3 vi — ay)?
Frin(vg) = ( ! ) -eXp{—M} (5.51)

2w Qg 2 ag

herausgearbeitet.

Die Fitparameter a( und a, ergeben sich zu

2

g ~ 1,91-10° = = T, ~ 19,94 eV
S
1
4 A~ 2,22-104?%563 (5.52)

Man sieht, dass sich die Temperatur der lonen nahezu exakt der Hintergrundtemperatur ange-
passt hat. Anders verhilt es sich mit der Verteilung an der Schichtkante (Darstellung (5.26)).
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Abbildung 5.25: lonengeschwindigkeitsvertei- Abbildung 5.26: lonengeschwindigkeitsvertei-
lung im Bereich 2 bei ny, = 10! m=3 (Szenario lung im Bereich 3 (Schichtkante) bei n, =
I b; Ty =20 eV) 102Y m—3 (Szenario 1l b; Ty, = 20 eV)

Hier gibt ein Fit der Art (5.51) das Histogramm nicht mehr zweifelsfrei wieder. Gerade im
negativen Geschwindigkeitsbereich treten signifikante Abweichungen auf. Deshalb werden die
numerischen Werte fiir die Varianz und den Mittelwert direkt aus den Rohdaten ermittelt. Sie
ergeben sich zu

2 9m2
o 1,46 -10° = = T, ~15eV
S

Q

<vi> ~ 56510t ? ~ 0,91 c. (5.53)

Q

Es wird klar, dass die Fliissigkeitsniherung des Bohm-Kriteriums (4.78) knapp nicht mehr
erfiillt ist. Eine Uberpriifung des kinetischen Bohm-Kriteriums (4.36) ist wegen des nun exis-
tenten Nulldurchgangs der Wahrscheinlichkeitsdichte nunmehr unmoglich.

AuBerdem scheinen die Daten darauf hinzudeuten, dass die Ionenbeschleunigung von Bereich
2 zu Bereich 3 nicht ausschlieBlich durch das Potential erfolgt. Die einhergehende Abkiihlung
konnte ein Indiz dafiir sein, dass ein Teil der dazu notigen Energie aus der thermischen Bewe-
gung der Ionen selbst kommt. Damit verhilt sich das System dhnlich zu dem in Abschnitt 5.2
untersuchten. Weitere Erkenntnisse aus etwa der Kinetik sind Abschnitt 5.4.2 zu entnehmen,
wo auch eine Diskussion und Gegeniiberstellung erfolgt.

5.3 Das Bohm-Chodura-Kriterium

Fiir die praktische Anwendung in der Fusionsforschung sind oftmals Effekte, bei auf die Wand
schrig einfallendem B-Feld zu untersuchen. So ist es beispielsweise eine einfache geometrische
Mafnahme, durch Drehen der Felder die Teilchenfliisse auf Divertorplatten zu reduzieren.
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/ "~~~.,.magnetische Vorschichtkante  Schichtkante

LRy :
B 9> ., el
Vorschicht ~/magnetische T

‘ Vorschicht * SChiECht

Abbildung 5.27: Skizze der Schicht und Vorschicht sowie schematischer Potentialverlauf im Falle eines
um den Winkel o gedrehten B-Feldes

Um entsprechende Modelle zu generieren, dreht man wie in Skizze (5.27) angedeutet, das B-
Feld um den Winkel o # 0 gegeniiber der Oberflichennormalen.

Einer der Ersten, der ein entsprechendes System in Simulation und Theorie untersuchte, war
Chodura [23]. Durch einen Ansatz in Storungsrechnung zeigte er, dass noch vor upstream der
Schichtkante und dem dort unveréindert giiltigen Bohm-Kriterium (4.19) eine weitere Bedin-
gung (Chodura-Bedingung) fiir die Driftgeschwindigkeit ¢ der Ionen parallel B gilt

!

Y| 3 Cs (5.54)
wobeli hier
T + 1T
Y (5.55)
m;

die analog (4.20) verallgemeinerte isotherme Schallgeschwindigkeit [80] ist. Da, wie schon
erwihnt, an der Schichtkante weiterhin das urspriingliche Bohm-Kriterium (siehe Abschnitt
4.1) eingefordert wird, hat man zwei Bedingungen an zwei unterschiedlichen Stellen (Skizze
(5.27))

1.
|| 2 Cg (5.56)
Chodura-Kriterium an der sogenannten magnetischen Vorschichtkante (magnetic pres-
heath edge).
2.
v = C (5.57)

Bohm-Kriterium an der Schichtkante.

Hatte man es bei einem senkrechten B-Feld (o = 0°) nur mit zwei Raumbereichen, Vorschicht
und Schicht, zu tun, so schlie3t man jetzt auf einen neu hinzukommenden. Dieser ist zwischen
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den zwei zuvor genannten situiert und wird als magnetische Vorschicht (magnetic presheath)
[23, 3, 70] bezeichnet. An der magnetischen Vorschichtkante (Ubergang Vorschicht — magne-
tische Vorschicht) muss dementsprechend (5.56) und an der Schichtkante (5.57) erfiillt sein.
Folgerichtig postuliert man ein elektrisches Feld (E L Wand) in der magnetischen Vorschicht,
welches den Ionenfluss von || B auf 1 Wand dreht [70] beziehungsweise neu ausrichtet.

Im Potentialverlauf duBert sich dieses Feld
mit einem gegeniiber o = 0° stirkeren Abfall
vor der Schichtkante, im vorliegenden Fall

in z-Richtung (5.17). Bei der Begriindung
des eigentlichen Chodura-Kriteriums (5.56) B

ist der zuerst von Riemann [86] aufgezeig-
te, zeitunabhingige Weg der heute wohl ge-
briauchlichste. Aufgrund der Tatsache, dass er

y
B
ai /I/
Z X
x=0

physikalisch wenig anschaulich ist und schon Abbildung 5.28: Festlegung der Geometrie und Be-
vielfach, nahezu unverdndert, zusammenge- zeichnungsweisen

tragen wurde [70, 86, 87], soll die entspre-

chende Herleitung hier nur ideengebunden aufgezeigt werden. Dabei wird die gleiche Geo-

metrie wie in [87] angewandt (siehe Abb. (5.28)).

Um stoBfreie Systeme zu untersuchen, startet man geméfl Riemann [86] mit den Ionenfliissig-

keitsgleichungen fiir einen isothermen Fluss

(5.58)

. N T
m; T (@) -7 = e<E+17><B>——ZVni (5.59)

n;

Wobei ¥/ hier die Ionenflussgeschwindigkeit und 7 () deren Jacobi-Matrix [60] ist. Es wird von
einfach geladenen Ionen ¢; = e ausgegangen. Als entscheidender Unterschied zur Behandlung
der Schichtkante ist hier zu beachten, dass sowohl Vorschicht als auch magnetische Vorschicht
quasineutrale Bereiche beschreiben. Man setzt also fiir die Dichten in der magnetischen Vor-

schicht
e
Ng =MNe = Ng €XP 4 7
7 e S p Te
an. Mit der verallgemeinerten Gyrationsfrequenz
(& —
W:=—B8
my

und den dimensionslosen Rechengroflen (siehe Abb. (5.28))
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Uy Uy v, ep
= —swi=—;vi=—;x:=—=—=—1 5.62
u Cs ? w Cs 7 ,U CS ’ X Te Og(u) ( )

U a_C = 00
ov
U a_C = u—wo (5.63)

verifizieren. In der magnetischen Vorschicht gelten hierbei die Randbedingungen

u TS wg=c sin(3)

w 2T wy = ¢ cos(p) (5.64)

fiir Anndherung von rechts an die Vorschicht (( — —o0). Mit einer zunédchst unbestimmten,
dimensionslosen Stromungsgeschwindigkeit (Machzahl)

ci=— (5.65)

parallel B gewinnt man nun aus dem Gleichungssystem (5.63) einen Ausdruck fiir 9w/a¢ und
integriert diesen mit den Grenzen (5.64)

<9 c+1 1
—wdC’:w—wO@w: = —5<u+—> (5.66)
u
was man zusammen mit

p 05 u (u - 1) (5.67)

in den, von physikalischen Dimensionen befreiten, Ausdruck fiir die Energieerhaltung

u? 4+ w? + v* = 2log (i) + 2 (5.68)
Ug

einsetzt, um letztendlich bei
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1—u2\? /ou)\? ) U ) c—i—% 1
(Y (@) o) v [ ()] o

anzulangen. Damit ldsst sich wie folgt riickwirts von der Schichtkante (( = 0;u = 1) in die
magnetische Vorschicht (( < 0;u < 1) integrieren

/ = [ )

1q 02 "
C(u) = —/ L—u (fu)) ™" au’ (5.70)

u/

Es ist nun nachzurechnen, dass f(ug) = f'(ug) = 0. Somit degeneriert eine Taylor-Entwicklung
von f(u) um ug zu [70]

1

flu)=5 (u— up)® - f" (o) (5.71)

wobeli die entscheidende zweite Ableitung die Form

p B 252 1 9
) = 2 (— - 1) (- 1) 5.72)

hat. Aus der Bedingung ug < u < 1 und der Forderung nach reellen Losungen von (5.70)
(F(u) = 0 E2 f"(ug) Z 0) folgt

2122y >, (5.73)

Was gerade das Chodura-Kriterium (5.56) an der magnetischen Vorschichtkante ist.

5.3.1 Die magnetische Vorschicht

Wie im letzten Abschnitt erldutert wurde, kommt neben dem urspriinglichen Bohm-Kriterium
die zusitzliche Chodura-Bedingung (5.56) hinzu. Das elektrische Feld senkrecht zur Wand, wel-
ches notwendig ist, um den Ionenfluss neu zu justieren, muss sich demnach in einem additiven,
zum Vergleichsfall o« = 0°, Potentialgradienten vor der Schichtkante sichtbar machen lassen.
Um dies zu untersuchen, wurde das B-Feld, wie in Skizze (5.27) angedeutet, in der xy-Ebene
um den Winkel o gegen die Oberflichennormale gedreht. Die so entstehenden Simulationser-
gebnisse, sind Abbildung (5.29) zu entnehmen.

Es zeigt sich, wie erwartet, der zusétzliche Potentialabfall in der magnetischen Vorschicht, wel-
cher mit zunehmendem Winkel stirker wird [23]. Stangeby [3] und Chodura [23] schiitzen beide
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Abbildung 5.29: Potentialverliiufe bei um verschiedene o gegen die Oberflichennormale gedrehtem B-
Feld (Szenario I)

die Ausdehnung der magnetischen Vorschicht auf die GroBBenordnung des lonengyrationsradius
pg ab. Fiir nicht senkrechten Einfall und um das Bohm-Kriterium wissend, ldsst sich dieser, wie
schon in (5.62), in der Umgebung der Schichtkante wieder wie folgt annehmen

Cs
Py = <5 (5.74)

mg

Da fiir die Untersuchung der magnetischen Vorschicht diese Grofe die entscheidendere Skalie-
rung darstellt, wurde fiir die Abbildungen (5.29), (5.30) sowie (5.31) eine zusétzliche Skalie-
rung fiir die z-Achse oben eingefiihrt.

Einer Analyse erster Ordnung folgend schitzt Stangeby ab, dass der gesamte Potentialabfall in
magnetischer Vorschicht und Debye-Schicht unabhingig vom Winkel « ist. Um dies zu unter-
suchen, werden die Potentialverldufe aus Abbildung (5.29) nochmals in (5.30) gezeigt.

Diesmal wird jedoch nur der Teil vor der Wand, also nur die magnetische Vorschicht und die
Debye-Schicht gezeigt. Zwar ist der Startpunkt der magnetischen Vorschicht schwer auszuma-
chen, doch der Analyse zu Graph (5.31) folgend liegt dieser bei etwa x5 ~ 20p,. An dieser
Stelle werden die Potentiale aus (5.29) durch eine neue Integrationskonstante auf 0 gesetzt. Da-
mit hat man die Moglichkeit, die Summe des Potentialabfalls in der magnetischen Vorschicht
¢ und der Schicht ¢, zu untersuchen. Man sieht nun an Abbildung (5.30), dass wie erwar-
tet keine starke Abhingigkeit zwischen o und besagter Summe besteht (vgl. auch Abb. (3) ain
[23]). Insgesamt fllt das Potential immer um etwa leA¢l/7, a 3 ab. Dies entspricht nahezu exakt
dem fiir diesen Abfall abgeschitzten Wert (vgl. [70] Abschnitt III). Der zusétzliche Potential-
abfall in der magnetischen Vorschicht ¢,,, geht also in erster Ordnung zu Lasten des Abfalls in
der Schicht ¢, selber.
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Abbildung 5.30: Magnetische Vorschicht und Schicht bei um verschiedene « gegen die Ober-
fldchennormale gedrehten B-Feld (Szenario I)

_ leAg|
¢m+¢s~ Te

~ 3;Va (5.75)

Um nun die Ursachen dieses zusitzlichen Potentialabfalls zu beleuchten, werden zunédchst die
Geschwindigkeitskomponenten der Ionen auf ein 1d Gitter in z-Richtung projiziert und dort in
den einzelnen Zellen gemittelt. Das Ergebnis dieser Vorgehensweise, ist Abbildung (5.31) zu
entnehmen.

Man sieht, dass ganz links, im Einschussbereich der Teilchen, zunichst wieder turbulentes
Verhalten, bedingt durch die Randbedingungen, entsteht. Nach diesem Einschwingbereich be-
schleunigen die Ionen parallel zur Feldrichtung, um dann bei x; := 12 p, im Mittel Schallge-
schwindigkeit zu erreichen. Der fiir die magnetische Vorschicht entscheidende Teil geschieht
jedoch im Bereich zwischen z, := 21 p, bis x5 := 24 p,. Als erstes bemerkt man, dass bei
x3 die zur Wand senkrechte Komponente (v,) & c¢; ist. Nach dem Bohm-Kriterium (5.57)
muss hier also die Schichtkante liegen. Im benannten Bereich vor der Schichtkante beobach-
tet man nun, dass die y-Komponente der lonengeschwindigkeiten im Mittel stagniert, wahrend
die z-Komponente schnell anwichst. Dies bedeutet wie in (5.32) skizziert, dass sich in diesem
Bereich der Ionenfluss senkrecht auf die Wand ausrichtet.

Der Diskussion im letzten Abschnitt folgend muss also der Abschnitt von x5 bis x3 in die
magnetische Vorschicht fallen. Da aber (v,) konstant bleibt, wihrend (v,) zunimmt, ist dar-
auf zu schlieBen, dass es nicht zu einer Drehung, wie etwa in [3] beschrieben, sondern zu ei-
ner zusitzlichen Beschleunigung senkrecht zur Wand kommt (vgl. Skizze (5.32)). Erst in der
Schicht nimmt dann die y-Komponente ab.

Eine weitere Auffilligkeit aus (5.31) zeigt sich in der (v,)-Komponente. Diese ist im Bereich
von x; bis w, ndherungsweise konstant positiv und wichst dann ab ~ 22 p, an. Vergleicht man
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Abbildung 5.31: Mittlere Geschwindigkeitskomponenten der lonen bei o = 45°

YA

Abbildung 5.32: Skizze der Geschwindikeitskomponenten an zwei Stellen x, und x; in der xy-Ebene
(12 = xq < TP = T3)

diese Ortsangaben mit dem Potentialverlauf (Abb. (5.29); a = 45°), so sieht man, dass im ersten
Bereich der Potentialgradient in z-Richtung konstant ist und dann ab 22 p, zunimmt. Das heift,
man hat es mit einem zunichst konstanten Feld £, zu tun, welches dann bei Annédherung an die
Schicht anwiéchst. Damit ldsst sich vermuten, dass die mittlere Geschwindigkeit in z-Richtung
ein E x B-Drift ist, welcher einer der beschriebenen Vorschichtmechanismen (sieche Abschnitt
4.1.3) ist.

Um diese Vermutung quantitativ zu untersuchen, wird die Ionengeschwindigkeitsverteilung im
Bereich 3 (5.4) in z-Richtung untersucht.

Man sieht nun im Histogramm (5.33) deutlich eine mittlere Ionengeschwindigkeit in positive
z-Richtung. Aus den Daten ldsst sich diese zu

) ~2-10"2 ~ 0,16 c, (5.76)
S
bestimmen. In Bereich 3 ist ein mittleres Feld in z-Richtung in der Gro3enordnung
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i

Abbildung 5.33: E x B-Drift in z-Richtung fiir = 45°
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m

auszumachen. Damit wire ein entsprechender Drift in der Ordnung

. |Ex B
7 =0

~ 10* (5.78)

Zu erwarten, was sich Init d_@n Simulationsergebnissen (5.76) deckt.
Im Kontext mit dem £ x B-Drift féllt beim Studium von Abbildung (5.31) auch auf, dass (v, )
im Bereich der magnetischen Vorschichtkante nicht flach verlduft. Das heif3t es gilt

0(v.)
ox

£ 0 (5.79)

nach der ausfiihrlichen Diskussion von Stangeby [70], ermoglicht dies erst Losungen mit (v z) >
cs an der magnetischen Vorschichtkante. Was der hier erzielten (beachte blaue Kurve fiir (v) )
in Abb. (5.31)) entspricht.

5.4 Vergleiche mit vorherigen Arbeiten

Bevor damit fortgefahren wird, die numerischen Rahmenbedingungen fiir etwaige Divertor-
simulationen abzustecken, soll hier nochmals iibersichtlich ein Vergleich von Resultaten mit
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bisherigen, gleichgearteten Modellen dargestellt werden. Dabei werden hauptsédchlich semi-
analytische Arbeiten zur Wertung herangezogen. Die eigentliche Gegeniiberstellungen erfolgt
analog zu Tabelle 1.2 in Stangeby [3].

Werte aus den eigenen Szenarios werden gemif3 den in den vorangehenden Abschnitten aus-
fihrlich dargestellten Methoden extrahiert. Dabei ist nur zu erwédhnen, dass die Dichte in der
Quellregion n fiir die Szenarios mit dem Tree-Code an der Stelle z = 20\ entnommen wur-
den. Damit wird vermieden, dass die nun vielfach beschriebene Turbulenz an der Quelle (vgl.
Abb. (4.20)) Einfluss auf das Ergebnis hat.

5.4.1 StoBfreie Systeme

| GriBe | 1 ] 2 | 3 [ 4]5 ] 6|
Potentialabfall in der Schicht eAd/T, 2,71 12,56 | 2,56 || 2,41 | 2,3 | 2.3
Flussgeschwindigkeit an der Schichtkante (v)/c, | 1,14 | 0,93 - 1,22 | 1,17 | 1,12
Dichte an der Schichtkante 7se/nq 0,43 | 0,67 - 0,67 | 0,68 | 0,66

Tabelle 5.2: Schichtrelevante Vergleichswerte stofifreier Systeme analog zu Tabelle 1.2 in Stangeby [3].
Modelle/Spalten 1-6 nummeriert gemdf3 unterer Aufzdhlung. Rote Werte kennzeichnen Ergebnisse eige-
ner Simulationen

1 Tonks und Langmuir [81]. Werte aus Stangeby [3] Tabelle 10.1. (S. 412)

2 Emmert et. al. [2]. Eigene, numerische Auswertungen.

3 StoBfreier Fall nach Scheuer und Emmert (6 = 1000 in Tabelle 1 aus [24]).
4 Szenario L.

5 Szenario I a.

6 Szenario II b.

An den hier zusammengetragenen Resultaten zeigt sich, dass das neue Wandmodell des Tree-
Codes sich nahezu nahtlos in bisher existente semianalytische Modelle einfiigt. Die Schwan-
kungen zwischen den einzelnen Modellen lassen keinen Schluss auf systematische Fehler zu.
Es fillt auch auf, dass der Tree-Code den Dichteabfall (letzte Zeile in Tabelle (5.2)) konform
zur Emmert-Theorie reproduziert. Dies ist erwidhnenswert, da die Arbeiten [2] und [24] Plasma-
Schicht-Gleichungen eigentlich auf einer groberen Skala, der Vorschichtskala, 16sen. Der Tree-
Code hingegen arbeitet hier durchweg mit einer Auflosung in Groflenordnungen der Debye-
Liange. AuBerdem scheint die Flussgeschwindigkeit bei den Tree-Code Ergebnissen nédher an
dem Modell von Tonks und Langmuir. Dies ist interessant, da der Code damit, anders als Em-
mert et. al, das originale Bohm-Kriterium (4.19) erfiillt.

Prinzipiell ist zu restimieren, dass die hier ausgefiihrten Simulationen bestdtigen, dass die Fliis-
sigkeitsnidherung (siehe auch Spalte 7 in Tabelle (5.3)) selbst fiir den nahezu sto3freien Schicht-
bereich meist eine gute Niherung darstellt.
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5.4.2 StoBige Systeme

Fiir stoBige Systeme, zeigt sich, dass addquate Vergleichswerte wesentlich schwerer zuginglich
sind. Dies macht auf der einen Seite eine Einordnung der erzielten Resultate schwerer. Auf der
anderen Seite zeigt es jedoch auch, wo die neu geschaffenen Moglichkeiten mit dem Tree-Code
und den zusitzlich entwickelten Modulen neue Einsichten in die Schichtphysik versprechen.
Nichtsdestotrotz sind hier auch wieder Werte analog zu Tabelle (5.2) beziehungsweise Tabelle
1.2 in Stangeby [3] zusammengetragen.

| GriBe |7 1 8 ] 9 [10] 11|
StoBigkeit v+ 1 = /1, ~ [ 1,17 1,05 || 1,43 [ 5,20
Potentialabfall in der Schicht €A/, 2,49 | 2,57 | 2,48 | 2,50 | 2,35
Flussgeschwindigkeit an der Schichtkante (v)/c, | 1,00 - - 1,30 | 0,91
Dichte an der Schichtkante 7se/nq 0,50 - - 0,50 | 0,22

Tabelle 5.3: Schichtrelevante Vergleichswerte stofiger Systeme analog zu Tabelle 1.2 in Stangeby [3].
Modelle/Spalten 7-11 nummeriert gemdf3 unterer Aufzdhlung. Rote Werte kennzeichnen Ergebnisse eige-
ner Simulationen

7 Isotherme Fliissigkeitsndherung (Werte aus Stangeby [3] Tabelle 1.2, Spalte 1).

8 StoBiger Fall (Ionen-lonen) nach Scheuer und Emmert mit Teilchen-, Impuls- und Ener-
gieerhaltung (v ! =§ = 1, 17; Fall 3 in Tabelle 1 aus [24]).

9 StoBiger Fall (Ionen-Neutronen) nach Scheuer und Emmert mit Teilchenerhaltung (v * !
=¢ = 1,05; Fall 1 in Tabelle 1 aus [24]).

10 Szenario III.

11 Szenario II a mit Neutralgashintergrund (Hintergrunddichte: n, = 10*! m~3) gemiR Ab-
schnitt 5.2.4.

Als erstes bietet es sich an, Spalte 10 (Szenario IIT) mit Spalte 8 und 7 zu vergleichen. Man sieht
zundchst, dass die Potentialabfille in der Schicht nahezu identisch sind. Dies bestitigt, dass die
Schicht selber kaum von der StoBigkeit im Plasma-/ Vorschichtbereich beeinflusst wird. Auch
die Neutralgasreibung dndert daran nicht viel (siehe Spalte 9 und 11 sowie die Diskussion in
Abschnitt IV A in [24] ).

Weiterhin zeigt der Vergleich von Spalte 10 und 7, dass Szenario III nur geringe Abweichun-
gen zur Fliissigkeitsndherung aufweist. Dies ist bemerkenswert, da die lonengeschwindigkeits-
verteilungen (siehe Abb. (5.21)) nicht mit Maxwell-Verteilungen identifiziert werden konnten.
Auffillig ist auch die dramatische Abnahme der Plasmadichte im Falle von Neutralgasreibung
(Spalte 11). Ein Effekt, der mit Sicherheit auch zu Phanomenen wie das Loslosen des Plasmas
von Divertorplatten (Detachment) beitragt.
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Kapitel 6

Vorbereitungen auf Divertorsimulationen

Ein Hauptgrund fiir die durchgefiihrten und in den letzten beiden Kapiteln zusammengetragenen
Rechnungen, ist die Er6ffnung neuer Simulationsmethoden fiir die Plasmarandwechselwirkung.
So ist ein angestrebtes Ziel, die hier vorgestellten neuen Konzepte etwa fiir Berechnungen im
Divertorbereich von TOKAMAKS zu nutzen. Die zunichst eingesetzten, physikalischen Para-
meter sind fiir diesen Zweck noch nicht stimmig, doch sind ihre Werte so gewéhlt, dass gewisse
Abschitzungen iiber bendtigte Ressourcen und GroBen detailliert besprochen und eingegrenzt
werden konnen. Dafiir soll das vorliegende Kapitel genutzt werden.

6.1 c-Studie

Wie im ersten Kapitel beschrieben, ist eine der a priori Konstanten von PEPC-B die Plummer-
Konstante € aus Gleichung (2.10). Als Richtlinie fiir ihre Wahl gilt

™
QA
~i

6.1)

Mit dem mittleren Teilchenabstand [. Dieser ergibt sich fiir die hier vorgestellten Szenarios zu

7 ‘/szm /s
l::(NS) ~10°m;s=i,e (6.2)

Ad hoc ist jedoch schwer zu sagen, um welche GroBenordnung e kleiner als [ sein muss. Ein zu
kleiner Wert wird die Dynamik der Teilchen veridndern, sollte aber von verschwindendem Ein-
fluss auf die Elektrostatik sein. Genaue Untersuchungen zeigen, dass ein zu gering angesetztes €
eine numerische Heizung fiir die Elektronen generiert. Wie in [29] ist dieser numerische Effekt
auf ein Zusammenspiel zwischen einem !/r-Potential und der numerischen Integration mit end-
licher Zeitschrittweite zuriickzufiihren. Letztere fiihrt dazu, dass sich geladene Teilchen unphy-
sikalisch nahe kommen und dann im néchsten Zeitschritt zu energetisch voneinander abprallen.
Man sieht dies zum Einen an der Zunahme des Effekts fiir abnehmende Plummer-Konstante e
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KAPITEL 6. VORBEREITUNGEN AUF DIVERTORSIMULATIONEN

(vgl. Tabelle (6.1)) zum Anderen an der Tatsache, dass der Effekt bei den trigeren lonen nahezu
nicht bemerkbar ist (vgl. Abschnitt 5.2, Abb. (5.6))

% il € /m T /eV %{:Te' /%
g £l 101 ] 78,14 2,3
: ( ‘““‘“‘\ 107° 78,2 2,3
E / \ 100 86,6 8
0 HHHHH“HWH “ 105 101,24 26,3

Tabelle 6.1: e-Studie (Szenario 1)

Abbildung 6.1: Elektronengeschwindigkeits-
verteilung an der Schichtkante fiir e = 107> m
und numerischer Fit (Szenario I)

Zum Zweck einer genaueren Untersuchung wird, wie in Abbildung (6.1) gezeigt, fiir verschie-
dene Werte von e die Temperatur der Elektronen mittels eines numerischen GauB3-Fits im Be-
reich 3 (5.4) und der Formel (5.2) die Elektronentemperatur Te(se) direkt ermittelt. Die korre-
spondierenden Ergebnisse sind in Tabelle (6.1) zusammengetragen. Es ist deutlich zu sehen,
dass die Elektronentemperatur fiir ¢ < 107 m die Fehlergrenze, vorgegeben durch das Teil-
chenrauschen (4.69), iiberschreitet.

Normiert man jedoch die Potentialverldufe nicht mehr wie bisher mit der Quellentemperatur 7,
sondern mit der wahren Elektronentemperatur T4, so zeigt Figur (6.2), dass das Potential fiir
abnehmendes € konvergiert.

Man sieht weiterhin, dass sich der Verlauf des Potentials fiir ¢ < 107% m nicht weiter 4ndert.
Der Schluss aus den hier gezeigten zwei Betrachtungen ist, dass

e~1071-1 (6.3)

die logische Wahl scheint. Mit diesem Wert hat man ein stabiles Potential (6.2) und noch keine
signifikante numerische Elektronenheizung (Tabelle (6.1)) gleichzeitig ist (6.1) gewéihrleistet.

6.2 Einfluss der Teilchenauflosung

Einen wichtigen Einfluss auf die Verldsslichkeit der Simulationsergebnisse hat die Auflosung
der Debye-Abschirmung A (4.56) durch Simulationsteilchen. Das heifit, trotz der Moglichkeit,
die einzelnen Simulationsteilchen mit einem Superteilchenfaktor (3.5) hochzuskalieren, miissen
im Mittel ausreichend viele Simulationsteilchen N, vorhanden sein, um raumliche Effekte auf-
zulosen. Die Anzahl, wie viele Teilchen tatsidchlich benotigt werden, ist dabei a priori schwer
abzuschitzen. Etwa sprechen Takizuka et. al [21] in einer Dimension von einer benétigten
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Abbildung 6.2: Potentialverldufe fiir verschiedene Werte von € normiert mit Te(se) aus Tabelle (6.1) (Sze-
nario I)

Auflosung A4 ~ 10 — 100 1/xp, um ,verldssliche” Ergebnisse zu erzielen. Generell ist eine
gesicherte Aussage, tiber tatsdchliche GroBenordnungen von A in der Literatur schon fiir 1d
Simulationen nicht klar auszumachen. Dies driickt sich unter anderem in diesbeziiglich stark
unterschiedlichen Werten bei bisherigen Simulationen aus (vgl. Werte fiir /V,,p in Tabelle 1 aus
[57]). Da aber gerade diese Zahl von entscheidendem Einfluss fiir zukiinftige Divertorszenarios
6.3 ist, muss sie eingehend untersucht werden. Deshalb wird hier erstmalig ein neues Testkon-
zept vorgeschlagen, um benétigte Auflosungen in Teilchensimulationen fundiert festzulegen.
Zunidchst steckt man den in Frage kommenden Bereich /N, mittels einer Potentialuntersuchung
ab.

Dazu zeigt Figur (6.3), wie sich der ermittelte Potentialverlauf mit unterschiedlichen Zahlen
fiir N; = N, und damit variierender Auflosung A veridndert. Es ist sofort ersichtlich, dass
Auflosungen A = 100 1/x3, zu gering sind. In diesen Fillen ist der Potentialabfall in der Schicht
mitunter um GroBenordnungen tiefer als die Theorie (etwa Emmert et. al [2]) dies prognosti-
ziert. Zudem ist die Ausdehnung der Schicht teilweise grofer als 10 . Dieser Umstand spricht
dafiir, dass die Debye-Abschirmung und damit die sich in der gleichen Gro6Benordnung aus-
bildende Schicht nicht ausreichend aufgelost wird. Erst ab A ~ 200 1/»3, ist das Potential im
Rahmen des erwarteten Rauschens an den Referenzfall A ~ 500 1/x3, konvergiert. Damit steht
der Bereich, welcher einer weiteren, zweiten Priifung unterzogen wird fest.

Um nun weiter tiber die benotigte Auflosung urteilen zu konnen, tiberlegt man sich, dass zukiinf-
tige Simulationen eine verldssliche Aussage fiir kinetische Vorhersagen ermdglichen miissen.
Das heifit, es miissen aussagekriftige Geschwindigkeitsstatistiken fiir lonen im Bereich der
Schichtkante produziert werden kénnen. Es muss demnach getestet werden, ob die eingesetzte
Simulationsteilchenzahl N; = N, ausreicht, um solche Statistiken zu liefern. Dementsprechend
ist der nédchste Test ausgelegt.
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0=z
2
— 51
o 10 174,
& 4 —2s51n,
f — 100 1A,
L — 200 1/xDz
— 300 1A,
I — 500 /A,
8 ‘ \ ‘ \ ‘ ‘
0 20 40 60 80

X /7\.D
Abbildung 6.3: Potentialverliufe bei unterschiedlichen Teilchenauflosungen A (4.56) (Szenario I)

Die Idee ist es, eine als gesichert angenommene, kinetische Gegebenheit zu untersuchen und
festzustellen, ob die erzielte lonenauflosung ausreicht, um auf diese sicher zu schlieen. Als
eine solche Gegebenheit wird hier die Geschwindigkeitsverteilung der Ionen im Bereich 3 (5.4)
in z-Richtung gewihlt. Wie schon friihere Studien 5.2 zeigen, ist besagte Verteilung in der y-
und der gleichberechtigten z-Richtung als sicher GauB3-verteilt mit 7; ~ 80 eV anzunehmen.
Das heif3t, man kann Wahrscheinlichkeitsdichten der Form

1) = g e {007} (64
an entsprechende, normierte Histogramme bei verschiedener Auflosung fitten. Mit der Va-
rianz o2 als einzige Fitkonstante kann man nicht nur die Ionentemperatur durch Gleichung
(5.2) ermitteln, sondern auch beurteilen, ob die gegebene Statistik ausreicht, um auf die Gaul3-
Verteilung zu schlieBen. Dies geschieht mittels eines Pearson Chi-Quadrat Test [88, 89, 90, 91].
Man stellt also die Null-Hypothese H einer GauB3-verteilten Statistik auf

H, : vi ist Gaul3-verteilt (6.5)

und priift fiir verschiedene Auflosungen das Signifikanzniveau dieser Hypothese. Dazu wird die
PriifgrofBle (6.6)

V(r)? = Z (o = omy) L Z - (6.6)
= nm; n = T

mit den tabellierten (1 — «)-Quantilen der x?_,-Verteilung fiir verschiedene Signifikanzniveaus
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6.2. EINFLUSS DER TEILCHENAUFLOSUNG

(1 — a); a = 0,1;0,05;0,01 verglichen. Fiir den hier ausgefiihrten Test sind die in (6.6)
auftretenden GroBen der Reihe nach

r : #der Balken des Histogramms

n : Stichprobengrofle (# der Teilchen im gesamten Histogramm)

x; : # Teilchen im j-ten Balken (—> Z Tj = n)

Jj=1

m; : Theoretische Wahrscheinlichkeit fiir Balken j (6.7)

Letztere ergeben sich mit der Fitfunktion (6.4) aus

'Ustart""(j"l‘]-)'Avé ) )
;= / fa(vy) dvs, (6.8)
'Ustart“!‘j'Avg
Dabei ist
Avi — Vend — Ustart (69)
z T

die Ausgangsbalkenbreite. Fiir einen aussagekriftigen Test miissen vgq,+ und v.,4 Zunédchst so
gewdhlt werden, dass

d mxl (6.10)
j=1

ist. Es zeigt sich, dass diesbeziiglich v s = —3,3 - 10°m/s und veng = 3,3 - 10°m/s eine gute
Wahl sind. Das jeweils zu untersuchende Histogramm hat » = 50 Balken. Damit gilt fiir alle
untersuchten Auflosungsfille die Qualitidtsbedingung (6.11) [88]

nm; 2 1;Vj=1,..r (6.11)

Zusitzlich muss darauf geachtet werden, dass mindestens r, = 80% der r Balken einen theore-
tischen Teilcheninhalt von nm; = 5;Vj = 1, ..., haben (vgl. Tabelle (6.2)).

Die somit ermittelte PriifgroB3e V(?")2 (6.6) wird mit der X%lfa)@oflfl)—Verteilung fiir verschie-
dene Signifikanzniveaus verglichen. Die entsprechenden Ergebnisse sind nun detailliert in der
Tabelle (6.2) zusammengetragen.

Zunichst wird deutlich, dass die Stichprobengréfle n erwartungsgemill ndherungsweise mit
dem gleichen Faktor wie A zuriickgeht. Die mit zunehmender Auflésung abnehmenden Wer-
te von V/(r)? sprechen deutlich fiir eine Zunahme der Giite des Fits fiir groBere Stichproben.
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’ AI(Y3) ‘ n ‘ s ‘ V(r)? ‘ X%1—0,6),(48) X%1—0,4),(48) X%I—O,Z),(48) X%1—0,055),(48)
500 39218 | 50=100% | 46,49 44 92 49,84 55,99 64,61
300 23336 | 48=96% | 50,61 44,92 49,84 59,99 64,61
200 15373 | 48=96% | 58,50 44,92 49,94 55,99 64,61
100 7413 | 43286% | 65,27 | 44,92 49,84 55,99 64, 61

Tabelle 6.2: \*-Anpassungstests mit roten, kritischen Quantilen

Anders als sonst fiir y?-Tests iiblich, wird nicht fiir feste Signifikanzniveaus o gepriift, ob H
verworfen werden kann, sondern nach dem kritischen Quantil gesucht, mit dem man verwirft.
Die in der Tabelle rot gekennzeichneten Werte X?pa) (48) sind dementsprechend die Werte mit

V(r)? 2 Xt a)as) (6.12)

Man sieht nun, dass fiir Auflosungen A = 200 1/x3, die Werte, von « bei denen H, verworfen
wird, sehr hoch sind (« = 20%). Das heift, ein Fehler erster Ordnung, also das Ablehnen einer
richtigen Null-Hypothese H, wire an eine hohe Irrtumswahrscheinlichkeit o gekoppelt. Jedoch
zeigt die Auflosung von A = 100 1/x3,, dass ein Ablehnen der Hypothese nur einen Irrtum in
5,5% der Fille beriicksichtigt. Das bedeutet, dass wenn man davon ausgeht, dass die Ionen
in z-Richtung gemial der Quelle tatsdchlich GauB3-verteilt sind, man hier bei einer Ablehnung
einen Fehler erster Ordnung begehen wiirde.

Daraus schlieSt man, dass ein ausreichendes Auflosungsvermdgen fiir kinetische Prognosen im
untersuchten Modell eine Teilchenauflosung von mindestens

A =150 1, (6.13)

pro Teilchensorte s = i, e voraussetzt, um sowohl das Potential voll aufzulosen (6.3) als auch
etwaige Wahrscheinlichkeitsdichten aussagekriftig verwerfen zu konnen.

6.3 Parameter fiir ITER-Studie

Mit dem im vorherigen Abschnitt komplettierten Auflosungstest sind nun alle Bausteine zusam-
men, um eine gesicherte Aussage liber bendtigte Ressourcen fiir ITER relevante Tests zu pro-
gnostizieren. Startpunkt dieser Betrachtungen sei Gleichung (4.56) fiir die Teilchenauflosung

Ny Ny
A = Vi T i S T he
A3, 23
Ly 1, -1, ,
SN, = A—F—;s5=1i,e (6.14)
D
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Fiir die gleichberechtigten Richtungen y und z bemiiht man die in 4.2 bereits erwihnte Bedin-
gung (p,: Ionengyrationsradius)

o]

m;
q:B

m;

(6.15)

(N
ly. 20, ~2— =2
Y, Pg e

Weiterhin zeigt sich, dass fiir ein ITER-relevantes Szenario (n, ~ 102 m™3, B ~ 6 T, T; =
T, ~ 5 eV) eine Systemlidnge von

l, = 1300\p (6.16)

veranschlagt werden muss, um eine StoBigkeitspriifgrofle (5.34) von v* ~ 1 zu erhalten. Durch
Einsetzen von (6.16) und (6.15) in (6.14) erhilt man fiir die Anzahl an benétigten Simulations-
teilchen

N e s 1300 " Lom 1300
S - : s — . L 7 S = 7/; (&
Ab AD
(4.2) 1300 T; m;  nee* ,
= A-4 RyE -goTe,S—@,e
5200 T, m; € .
= @B T TR (6.17)

(6.17) zeigt nun eindeutig, dass /N linear mit der zu simulierenden Dichte anwéchst. Mit den
weiteren Vereinfachungen

Ii=T.;q =e (6.18)
folgert man weiter
5200 m; .
Ns, = B2 ?_O‘ARE;S:Z,G
(6.19)

Mit den schon zuvor veranschlagten ITER-Parametern (n, ~ 10** m=3, B ~ 6 T) und der in
(6.13) geforderten Auflosung gelangt man zu

N, ~ 4,1-10% (6.20)

Simulationsteilchen pro Sorte s = 7, e also insgesamt
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N=N,+N,= N,~82-10° (6.21)

Teilchen.

Natiirlich dndert sich mit der hohen Dichte auch die aufzulosende Plasmafrequenz w,. Je-
doch nimmt die Debye-Lédnge im gleichen Malle ab, was bedeutet, dass die veranschlagte Sys-
temlénge absolut kleiner wird. Man kann also mit

wyAt = 0,58 (6.22)

die Plasmafrequenz verlisslich (3.44) auflésen und dennoch mit (4.58)

21,
K —
v At

~ 124000 (6.23)

Zeitschritten eine Konvergenz des Systems erreichen, ohne das physikalische Massenverhiltnis
mi/m. ~~ 1836 abdndern zu miissen.

6.3.1 Diskussion

Was bedeuten nun die im vorangegangenen Abschnitt begriindeten Studien fiir die Machbarkeit
einer vollkinetischen Divertorsimulation mittels PEPC-B?

Das wichtigste Merkmal fiir eine addquate Antwort darauf ist die benotigte Teilchenzahl (6.21).
Sicherlich stellen Teilchenzahlen in der Groenordnung ~ 108 herausfordernde, aber keines-
wegs utopische Bedingungen dar. Experimentelle Versionen von PEPC laufen schon jetzt mit
diesen Grolenordnungen stabil [45]. Jedoch ist die dafiir bendtigte Anzahl an Prozessoren mit
nepy ~ 8000 mit den Kontingenten auf HPC-FF nicht mehr zu bewiltigen, da hier die ma-
ximal verfiigbare Prozessoranzahl bei ngpﬁgf I = 4096 liegt. Das heif3t der hin zu Fusions-
anwendungen modifizierte Code, wie er hier vorgestellt wurde, muss zunéchst auf JUGENE
portiert und dann mit den bereits an anderer Stelle getesteten Neuerungen im Bereich des
Hochstleistungsrechnens (Super-Computings), wie etwa neue, bessere Sortieralgorithmen aus-
gestattet werden. Erste Schritte in dieser Richtung wurden schon unternommen. So laufen et-
wa bereits Simulationen in der Groenordnung wie sie in diesem Kapitel vorgestellt wurden,
verldsslich auf JUGENE. Um aber wirkliche Produktionsldufe in dem Bereich (6.21) zu realisie-
ren, muss die angedeutete Arbeit in neuen Projekten durchgefiihrt und vervollkommnet werden.

138



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit ist der massiv parallele Tree-Code PEPC-B, wie er in der
Simulation von Laser-Plasma-Wechselwirkungen zum Einsatz kommt [?]. Schwerpunkt der
dieser Arbeit zugrunde liegenden Fragestellung war es, die gitterfreie Doktrin, auf der PEPC-
B basiert, hin zu einem Simulationswerkzeug fiir die Fusionsforschung, speziell der Plasma-
Wand-Wechselwirkung, weiterzuentwickeln. Konkret bedeutet dies, dass es galt, wo notig, neue
Module fiir PEPC-B zu entwickeln, um dann die Stirken von Tree-Codes, wie etwa hohes
Auflosungsvermogen und natiirliche Behandlung von Coulomb-St6en, gepaart mit geometri-
scher Einfachheit in ersten relevanten Simulationsszenarios aufzuzeigen.

Hierfiir sind im ersten Kapitel (2.1) zunédchst die Grundprinzipien gitterfreier Methoden anhand
von zweidimensionalen Beispielen und Herleitungen der Transformationsgleichungen fiir die
entsprechenden Multipole zusammengetragen. Weiter werden die Prinzipien, auf denen die Pa-
rallelisierung von PEPC-B ful3t, erldutert und der Leser fiir die Auswirkungen der numerischen
Fehler und Eingabeparameter sensibilisiert. AbschlieBend in diesem Teil wird ein Uberblick
iber den algorithmischen Ablauf des Programms gegeben und im Zuge dessen verdeutlicht, wo
die erarbeiteten Neuerungen und Weiterentwicklungen liegen.

Nachdem der notige Uberblick vollstindig bereit steht, wird im nichst folgenden Abschnitt 3
ein inhérent wichtiger Teil vollkinetischer Simulationen, der numerische Integrator, behandelt.
Dazu wird das sogenannte Leap-Frog-Boris-Schema, welches in PEPC-B diese Aufgabe erfiillt,
detailliert vorgestellt. Es werden Formeln erarbeitet, die es moglich machen, die Grenzen dieser
Methode bei zu groBer Zeitschrittweite abzuschidtzen. Um diese Beschrinkungen zu umgehen,
wird ein neuer Fiihrungszentrumsintegrator entwickelt und mathematisch begriindet. Mit einge-
bundene, numerische Tests belegen, dass das Verfahren eine stark gesteigerte Unempfindlich-
keit gegeniiber groBeren Zeitschrittweiten aufweist. Die prinzipielle Moglichkeit das Verfahren
auch in anderen Codes zum Einsatz zu bringen wird in einer abschlieBenden Diskussion bewer-
tet.

Den letzten grolen Themenpunkt dieser Arbeit bilden drei Anwendungskapitel (4). In ihnen
flieBen alle der zuvor erzielten Ergebnisse zusammen. So kommt an dieser Stelle beispielswei-
se der neue Fiihrungszentrumsintegrator erfolgreich zur Anwendung. Physikalisch behandelt
wird die Schichtbildung von Plasmen in Kontakt mit festen Begrenzungen. Nachdem zuerst auf
die Schwierigkeit der Simulation von Randbedingungen mittels gitterfreier Methoden hinge-
wiesen worden ist, wird ein neuartiges Konzept vorgestellt, mit dem diese Liicken geschlossen
werden konnen. Das damit begriindete Wandteilchen-Prinzip passt dementsprechend natiirlich
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in das gitterfreie Credo der Codeklasse. Zur Validierung der Methode wird ein quasi eindimen-
sionales Plasma-Wand-Modell vorgeschlagen und ausfiihrlich untersucht.

Zum Zweck einer zweifelsfreien Bestitigung des neuen Konzepts werden ausfiihrliche Konver-
genz- und Konsistenztests ausgearbeitet. Es zeigen sich gute Ubereinstimmungen der erzielten,
numerischen Resultate mit bestehenden semianalytischen, kinetischen Arbeiten [2, 24].
Nachdem die prinzipielle Giiltigkeit des Schemas nachgewiesen wurde, werden anwendungs-
orientierte Simulationen dezidiert ausgewertet. Zuerst zeigt sich bei einer Bewertung der Elek-
tronenkinetik, dass zum Einen die Annahme thermalisierter Elektronen bestitigt werden kann.
Zum Anderen ist die Teilchenauflosung hoch genug, um das Fehlen hochenergetischer Elektro-
nen an der Schichtkante zweifelsfrei aufzulosen. Ein Abgleich mit der Theorie bestitigt somit
die Konsistenz des Ergebnisses mit den Experimenten von Rayment und Twiddy [22]. Eine an-
schlieBende Auswertung der Ionenkinetik offenbart eine adiabatische Abkiihlung der Ionen iiber
das Simulationsgebiet hinweg. Weiter ist es moglich, eine Klasse von Funktionen zu definie-
ren, welche die Ionengeschwindigkeitsverteilung am Ubergang zwischen Plasma und Schicht
beschreibt. Diese neue Funktionenfamilie wird dann in einer ausfiihrlichen Diskussion den Er-
gebnissen von Emmert et. al [2] gegeniiber gestellt.

Die Aussagen werden dann um ein Szenario mit nachweisbar Coulomb-stoBiger Vorschicht er-
weitert. Die so generierten Resultate, welche durch den Tree-Code als stoBig nach Fokker und
Planck einordbar sind, werden dann exemplarisch mit denen von Scheuer et. al [24] abgegli-
chen. Damit schlieBt sich eine Schwiche bisheriger Simulationstechniken in diesem Bereich
die auf stirker vereinfachte Viskosititsmodelle (BGK-Operatoren) zuriickgreifen mussten. Der
Tree-Code bestitigt damit durch einen neuen Ansatz, dass die Coulomb-stoBdominierte Vor-
schicht nur von geringem Einfluss auf die Schichtphysik selber ist. Besonders stark wird das
wiederum durch einen numerischen Fit an die Ionenverteilung und die einhergehende Auswer-
tung klar.

Weiterhin ermoglicht ein neu entwickeltes Konzept fiir Hintergrundreibung die Beriicksichti-
gung der Interaktion mit einem neutralen Gashintergrund. Dies wird exemplarisch durch das
ausarbeiten eines StoBoperators, welcher Ladungsaustauschstofe in der Vorschicht beriicksich-
tigt, demonstriert. Erste Ergebnisse zeigen, dass der Potentialabfall in der Schicht auch davon
weitestgehend unbeeinflusst bleibt. Die Vorschicht zeigt jedoch eine deutlich erhohte elektro-
statische Kraft auf die Simulationsteilchen. Weiterhin lisst sich ein Abfall der Plasmadichte in
der Vorschicht nachweisen, der um einen Faktor bis zu 2 hoher ist als bei stoBfreien oder visko-
sen Szenarios.

Auf mittlere Sicht konnen Simulationen der aufgezeigten Art damit herangezogen werden Teil-
chen- und Wirmefliisse auf Divertorplatten oder andere Komponenten in direktem Kontakt
mit Fusionsplasmen abzuschitzen. Auch ein erweiterter Einsatz des Neutralgasreibungsmodells
konnte Simulationen, welche Effekte, wie etwa das Loslosen des Plasmas von der Wand (De-
tachment) beinhalten, ermoglichen. Dieser Anwendungsbereich konnte ingenieurstechnische
Antworten fiir ITER oder Folgeanlagen deutlich prézisieren und beschleunigen.

Mit diesem Ziel vor Augen, werden im letzten Kapitel die vorgestellten Resultate dazu genutzt,
um ein klares Anforderungsprofil fiir diesbeziigliche, zukiinftige Simulationen zu erarbeiten.
Die detaillierten Abschidtzungen zeigen, dass entsprechende Modelle auf modernen Rechen-
plattformen wie etwa JUGENE mit moderatem Aufwand realisierbar sind.

Generell bleibt als Ergebnis dieser Arbeit festzuhalten, dass sich gitterfreie Methoden im All-
gemeinen und PEPC-B im Speziellen als vielseitiges und flexibles Werkzeug fiir die Simulation

140



der Plasmarandschicht prisentieren. Als Restimee der durchgefiihrten Simulationen zeigt sich,
dass Tree-Codes aufgrund ihrer prinzipiell einfachen Handhabung und ihres direkten Zugriffs
auf primére Plasmaparameter, wie etwa Temperatur und Dichte, im Grunde ein versiertes Labor
fiir ein virtuelles Plasma darstellen.

Um dieses Potential weiter auszubauen, bieten sich mehrere Entwicklungsstringe an.
Sicherlich wire es moglich, PEPC-B niher an bereits bestehende Simulationswerkzeuge, wie
etwa EIRENE, heranzufiihren. Dafiir miisste die Frage beantwortet werden, wie eine nicht li-
neare Wechselwirkung von simulierten Ionen mit einem nicht vollkinetisch mitberechneten
Plasmahintergrund eingebunden werden kann. Interessante Ansétze hierfiir konnte die Theo-
rie der ,,.Dusty Plasmas™ liefern. Mit einer solchen Neuerung konnte PEPC-B als Zusatzmodul
zur Berechnung selbstkonsistenter Felder an bestehende Programme gekoppelt werden. Hierfiir
wiirden die bereits in Abschnitt 2.2.4.1 erfolgreich eingesetzten neuen Schnittstellen zur Teil-
chendateniibertragung zur Verfiigung stehen.

Des Weiteren zeigen Ergebnisse wie die aus dem Kapitel {iber das Hintergrundreibungsmodell
5.2.4, dass weitere physikalische Gegebenheiten, wie etwa Ionisationsprozesse oder Wechsel-
wirkungen mit einem elektrisch neutralen Hintergrund direkt nachgeriistet und implementiert
werden konnen. Um dies weiter zu forcieren, miissten weitere Sto3prozesse und ihre Raten zu-
sammengetragen und methodengetreu in das Programm eingearbeitet werden.

Auch konnte ein neu zur Verfiigung stehender Coulomb-StoBoperator in seiner originalen Form
dazu herangezogen werden, offene Fragen im Bereich der Thermoeffekte gesondert von PEPC-
B zu beantworten oder als ein Teil nicht linearer Interaktionen mit einem elecktrisch geladenen
Plasmahintergrund dienen.

Natiirlich muss es auch ein Ziel sein, PEPC-B um ein Modul zu erweitern, welches magne-
toinduktive Krifte selbstkonsistent mitbetrachtet. Eine logische Vorgehensweise diesbeziiglich
konnte mittels der sogenannten Darwinschen Approximation [15, 42,45, 92] aufgezeigt werden.
Im Zusammenspiel mit der neu verfiigbaren Information iiber Gleichgewichtsfelder in TOKA-
MAKSs konnten mit einer solchen Prozedur wichtige Fragestellungen der Physik von magneti-
schen Inseln, wie sie etwa in TEXTOR beobachtbar sind, erforscht werden. Des Weiteren ist es
denkbar, die entsprechende Routine mesh [45] so zu erweitern, dass auch stochastisierte Felder
[50] in der Randschicht fiir Simulationen zur Verfiigung stehen. Zusammen mit der intrinsi-
schen StoBigkeit konnten, wie schon in (2.2.7) erwihnt, wichtige Erkenntnisse etwa iiber den
3d Elektronen- und Wolframtransport durch sogenannte ,,Short Fluxtubes® [49] gewonnen wer-
den.

Mit der Bereitstellung der gitterfreien Doktrin fiir die Fusionsforschung sind die ersten Schritte
auf dem Weg zu einem kompletten Plasma-Rand Simulationsmodell gelegt. Es besteht damit
die Moglichkeit, einer logischen Kette von groben Fliissigkeits-Codes iiber Ionen- oder Neu-
tralgassimulationen in Fiihrungszentrumsnédherung hinzu vollkinetischen Simulationen mittels
PEPC-B zu folgen. Ultimativ scheint damit die Entwicklung eines integrierten multiskalen Mo-
dells, welches alle drei Ansitze verbindet, moglich.
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Anhang A

Beispiel zur Schliisselberechnung

Um die schwer zu beschreibende Schliisselberechnung, beziehungsweise das Z-Ordnen zu ver-
deutlichen, soll hier ein kurzes 2d Beispiel illustriert werden.

Sei also ein Teilchen im R? an der Stelle B = (3,1; 3,6) gegeben. Angestrebt wird eine
Auflosung bis zu n;, = 3 Leveln, die Kantenlidnge der Simulationsbox sei a = 4. Mit der
Intervallldnge der hochsten Verfeinerungsstufe s = 4/22 = 0,5

e Die in (2.27) eingefiihrten Integer-Zahlen sind damit

1
i, = DIV (f) — DIV (3—> —6
s ;0
3,6
iy = DIV(Y) =pIv (=) =7
s 0,5
e Ausgedriickt als Bit der Lange ny,
i, = 110
i, = 111 (A.1)

e Bilden der 3 Verschliisselungs-Tupel (in 3d Tripel) in der Ordnung %, — i,, und Zusam-
menfiigen zum eigentlichen Schliissel k& (beachte die Farbkodierung aus (A.1)).

k= 25 4+0.0 11 11 10 (A.2)
1: 0 1 2 3
Level:

Eine intrinsische Stirke dieser Z-Ordnung liegt nun darin, dass die komplette Baumstruktur,
also das entsprechende Blatt und die dariiberliegenden Elternknoten, schon komplett in der
Binérdarstellung (A.2) des Schliissels enthalten sind. Dies soll an Skizze (2.3) verdeutlicht wer-
den.
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ANHANG A. BEISPIEL ZUR SCHLUSSELBERECHNUNG

Teilchen---.._,

Level 0
(Wurzel)

Level 2

.,
.,
™
e
.
i

.
.,
.
"

N

Level 3

Abbildung A.1: Beispiel fiir das Z-Ordnen im R?. Die rote, gestrichelte Kurve ist die resultierende Z-

Kurve (beachte die Z-artige Linienfiihrung). Der farbig kodierte Schliissel ist der im Bsp. (A.2) berech-
nete
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Anhang B

Erganzungen zur numerischen Integration

B.1 Grundlegende Aussagen und Begriffe

Da sich jede Differentialgleichung (DGI) hoherer Ordnung auf ein System erster Ordnung trans-
formieren lédsst [55], geniigt es hier, die Theorie der numerischen Integrationsverfahren fiir Sys-
teme erster Ordnung zu veranschaulichen.

Hierfiir sei ein System aus n gewohnlichen Differentialgleichung (DGI) einer Verdnderlichen
gegeben

y'(t) = f(t,y(t)) (B.1)
Oder einfacher
y = f(t,y) (B.2)
Wobei
yi(t) yi(t) Jilt,yi(t), s yn())
y(t) = .. sy ()= .. s [t y(t)) =
Yn(t) Yn(t) fa(yn (@), s yal(t))

Ein einfacher Satz aus der Mathematik besagt nun
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ANHANG B. ERGANZUNGEN ZUR NUMERISCHEN INTEGRATION

Satz B.1.1 (Existenz und Eindeutigkeit) Gegeben das Anfangswertproblem (AWP)

y' = f(t,y); y(to) = vo fiir t € [a, D] (B.3)

sowie das Streifengebiet

S::{(;) e R™Y -t e [a,b] ; yER”}

Ist die Funktion f auf S lipschitzstetig beziiglich y so besitzt das AWP (B.3) fiir alle (;0) €S
0

eine eindeutige Losung y(t) € CY([a, b]).

Der Beweis fiir diese Aussage beruht auf einer Riickfiihrung des Problems auf den Fixpunktsatz
von Banach und kann in der einschldgigen Fachliteratur [54] nachgelesen werden. Fiir die An-
wendung, wie sie hier zum Zuge kommen soll, bleibt noch zu erwihnen, dass das AWP (B.3)
fast ausschlieBlich einer Bewegungsgleichung entsprechen wird. Dies bedeutet y(¢) steht fiir ei-
ne Teilchengeschwindigkeit und f (¢, y()) fiir ein Kraftgesetz, wie etwa die Lorentz-Kraft. Fiir
diese Krifte ist eine Lipschitz-Bedingung stets einfach nachzurechnen. Man kann also die Vor-
aussetzungen fiir obigen Satz als stets gegeben annehmen und von der eindeutigen Losbarkeit
der gestellten Probleme ausgehen.

Nachdem der mathematische Rahmen abgesteckt wurde, soll nun das Augenmerk auf nume-
rische Losungsverfahren gelegt werden. Hierfiir wird im Folgenden ¢ als Zeitkoordinate inter-
pretiert werden. Zur numerischen Losung des Problems wird das Zeitintervall ¢ € [a, b] in ein
Punktgitter

Iy = {tl, ...,tN} mit a § 1 < ..<tn é b (B.4)

zerlegt.

Die Schrittweite

hi = ti—l—l — tz (BS)

muss dabei nicht zwangsweise dquidistant gewéhlt werden. Um die Notation nicht unnétig zu
verkomplizieren, wird im Folgenden der Index 7 jedoch weggelassen.
Mit der numerischen Losung des AWP (B.3) bezeichnet man eine Gitterfunktion

u(t,h) : I, = R", (B.6)

welche die exakte Losung y(t) auf Z;, moglichst gut approximiert. Dabei wird bis auf Weiteres
die abkiirzende Schreibweise u; := u(t;, h) beziehungsweise y; := y(t;) verwendet.
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B.1. GRUNDLEGENDE AUSSAGEN UND BEGRIFFE

Definition 1 Unter einem Einschrittverfahren zur Gewinnung einer Gitterfunktion fiir (B.3)
versteht man eine Zuordnungsvorschrift der Bauart

U = Yo

Die Funktion ®(t;,u;, h) wird dabei als Verfahrens- oder Prozessfunktion bezeichnet.

Generell ist zu bemerken, dass ¢ im allgemeinen noch von f abhingt. Dies wird aber hier
einer weitverbreiteten Konvention folgend nicht ausdriicklich aufgefiihrt. Obige Definition (1)
ist hier aus rein didaktischen Griinden fiir explizite Einschrittverfahren formuliert. Sie kann
ohne Weiteres auch auf implizite Verfahren erweitert werden. Zusitzlich ist es entscheidend,
dass die komplette rechte Seite in Definition 1 ausschlieBlich von ¢; und u;, also von dem direkt
vorangegangenen Zeitschritt abhingt. Bei Mehrschrittverfahren kann diese Abhédngigkeit dann
entsprechend auf mehrere zuvor erfolgte Zeitpunkte ausgedehnt sein.

Das einfachste aller Einschrittverfahren ist wohl das explizite Euler -Verfahren. Fordert man
y(t) € C?([a,b]) so lisst sich y(t) in einer Taylorreihe entwickeln, welche man nach dem
ersten Glied abbricht (siehe etwa [93]). Man erhilt so

Up ‘= Yo
Uiy = uwi+h- f(ti,u,h) (B.8)

Der Vergleich mit (1) macht fiir die Prozessfunktion die Identitdt ®(¢;,u;, h) = f(t;, u;, h)
deutlich.

Zur generellen Bewertung von Einschrittverfahren sollen nun einige Begriffe eingefiihrt und
erldutert werden. Als erste GroB3e soll hier der lokale Diskretisierungsfehler, wie er in [55]
definiert wird, eingefiihrt werden.

Definition 2 Sei u;,1 das Ergebnis des (i + 1)-ten Approximationsschrittes eines beliebigen,
numerischen Losungsverfahrens. Wobei der Ausgangswert (t;,u;) = (t;,y(t;)), also der Wert
der exakten Losung y(t) des zugrundeliegenden AWP an der Stelle t;, sei. Mit

(ti +h) —y(t;) B Uiy1 — y(ts)

Y
ti) h = ) h 0
7(ti; h) h ; #
ti h) — Ni
h

bezeichnet man den lokalen Diskretisierungsfehler.
Speziell fiir Einschrittverfahren gilt nach Definition 1

ti+h)—y(t;

T(ti,h) = st h) = ylh) D(t;,y(t:), h) (B.10)

h
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ANHANG B. ERGANZUNGEN ZUR NUMERISCHEN INTEGRATION

Der lokale Diskretisierungsfehler vergleicht also das Inkrement der exakten Losung mit dem
der numerischen ausgehend von einem Datenpunkt auf der wahren Losungskurve (¢, y(t)) des
AWP.

Von einem wohl gewihlten Verfahren verlangt man nun

}IZILI(I)T(Q, h) =0 (B.11)
(B.10) folgend ist dies dquivalent zu
t; +h) —y(t;
lm (1, y(t), 1) = lim ZLOFPIZI) ey gy B.12)
h—0 h—0 h

Dies fiihrt auf nachstehende Definition

Definition 3 Man nennt ® beziehungsweise das zugehorige Einschrittverfahren konsistent,
falls gilt

lim &(t,y,h) = f(t,y) ;¥(t,y) €S (B.13)

Man sieht an dieser Definition, dass die Konsistenz, wie sie hier eingefiihrt wurde, genau wie
in anderen Bereichen der Numerik eine Art Verkniipfung zwischen dem Problem und dem nu-
merischen Algorithmus wiedergibt. Anders ausgedriickt gewéhrleistet die Eigenschaft der Kon-
sistenz eines Verfahrens, dass es das eigentliche, gestellte Problem und nicht ein anderes 16st.
Man verfeinert diese Aussage oftmals mit der quantitativen Einfiihrung der Ordnung eines Ver-
fahrens

Definition 4 Man spricht von einem Verfahren der (Konsistenz-)Ordnung p € N falls

7(t,y,h) = O(h');V(t,y) €S (B.14)

Bemerkung: Anhand der hier vorgenommenen Definitionen kann es zu Verwirrungen beziiglich
der Klassifizierungen von numerischen Verfahren kommen. An Gleichung (B.9) sieht man, dass
die Konsistenzordnung gerade der Diskretisierungsfehler |y(¢; + h) — w;.1| geteilt durch die
Schrittweite h ist. Damit ist klar, dass die Fehlerordnung (nicht die Ordnung des lokalen Diskre-
tisierungsfehlers) um eins hoher liegt als die Konsistenzordnung. Wenn also von der Ordnung
eines Verfahren die Rede ist, so muss stets darauf geachtet werden, ob die Konsistenz- oder
Fehlerordnung adressiert wird.

B.2 Berechnung von t

Um den Betrag von ¢ zu ermitteln, setzt man gemif (3.32) an
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B.2. BERECHNUNG VON T

o (7t —7h)?

L2k gty 4ot

12 T 12
vy © — 20,0- cos(©) + v

CAY 90121 - cos(0))

11— e 1

-9 cos(©)

t2 1+ t2

tionale Parametrisierung [60] i 1

rationale rarametrisierung 1+t

<:> g L
2 1412
=

Und erhélt damit das Ergebnis (3.34)

®y
I

t
1+ t2

(B.15)

(B.16)
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ANHANG B. ERGANZUNGEN ZUR NUMERISCHEN INTEGRATION
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Anhang C

Leitende Wand in 1d PIC-Codes

Um zu verstehen, wie in PIC Modellen [26] leitende Winde simuliert werden, startet man bei
der Poisson-Gleichung [42]

g0lAg = —p
eoV-(=Vg) = p
oV-E = p (C.1)

wobei €, die Dielektrizititszahl des Vakuums und ¢ das elektrostatische Potential ist.

A X ‘
- 0=Ni- Ne#0~-0=n;- ne=0+

; >
| X
0 112 AX AX
A | |
0 1/2 1

Abbildung C.1: Skizze des Rechengebietes eines eindimensionalen PIC Modells einer Wand bei © = (

Bezieht man sich auf ein 1d Modell wie in Abbildung (C.1) gezeigt so hat Gleichung (C.1)
folgende Form.

0

Integriert man nun (C.2) in der 1. Zelle vor der Wand (von 0 bis 1/2Ax in Abb. (C.1)). So erhélt
man [94] (vgl. auch Glg. (57) in [26])
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ANHANG C. LEITENDE WAND IN 1D PIC-CODES

1 Ax/Q
E1/2 = EWand + — / P dx (C3)
€0 Jo
Nutzt man nun fiir das elektrostatische Feld Eyy,,s an der Wand bei z = 0 die Relation [42]

1
EWand = 8_ o (C4)
0

mit der Oberflichenladungsdichte o, so ldsst sich Gleichung (C.3) weiter vereinfachen.

1 Aac/g
E1/2 - EWand + — / P dr
€0 Jo

1 1 Az/g
= —0+— p dx
€0 €o Jo
1 QWand ASE
~ - =0 C.5
€0 <AWand TP 2 €3)

Hierbei wurde angenommen, dass die Wandladung Qyy..q auf der Begrenzungsfliche Ay unq
gleichverteilt ist. Des Weiteren, bedient man sich der Ndherung, dass die Ladungsdichte p = py
in der ersten halben Zelle vor der Wand konstant ist.

Vervollstindigt man noch mit der Ableitung auf dem rdumlichen Gitter (Abb. (C.1))

¢o = ¢1 + Az By (C.6)

gelangt man zu

Az (QWand + g) (C7)

= b + —
Yo = 1 o0 \ Ay Po

Wobei das Potential ¢; am ersten Gitterpunkt sowie die Ladungsdichte p, direkt vor der Wand
von der eigentlichen PIC Prozedur berechnet werden.
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Anhang D

Ionengeschwindigkeitsverteilung nach
Emmert

Die Losung der Plasma-Schichtgleichung wie sie von Emmert et. al [2] erarbeitet wird, hingt
entscheidend von der Quellverteilung der Teilchen im Geschwindigkeitsraum ab. Wihrend fiir
die Elektronen eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung angesetzt wird, werden die Ionen geméif
eines vorzeichenbehafteten Flusses generiert (siehe Abb. (D.1) sowie Glg. (5.28)).

T i T i
‘ — Quelle nach Emmert et. al

W

Relative Hiufigkeit /10
3]
T

—_
T

Abbildung D.1: Auf 1 normierte Geschwindigkeitsverteilung der Teilchenquelle nach Emmert et. al [2]
mit den physikalischen Parametern aus Szenario 1

Weiterhin zeigen Emmert et. al, dass die rdumliche Veteilung der Quelle i (z) (Quellenform-
funktion aus Abschnitt 5.2.1) fiir die Losung unerheblich ist. Um die Losung der Plasma-
Schichtgleichung (Glg. (20) in [2]) darzustellen, erweist es sich als vorteilhaft nicht v(s) son-

dern s(1)) auszuarbeiten. Dabei bedienen sich Emmert et. al der iiblichen Notation in dimensi-
onslosen Groflen

o
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ANHANG D. IONENGESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG NACH EMMERT

VS (D.1)

Wobei = die Richtung senkrecht zur Wand, L die Systemldnge und ¢ das elektrostatische Po-
tential ist. Indem man nun %) und nicht s als unabhingige Variable fiihrt, erhidlt man auch die
Ionengeschwindigkeitsverteilung nicht an einer Stelle s sondern bei einem bestimmten Potenti-
alwert 7). Die Verteilung, beziehungsweise ihre Wahrscheinlichkeitsdichte, wird nun wie folgt
dargestellt.

Zunichst wird die Funktion F'(¢)) definiert

F(y) == \/gexp {— (1 + %) ¢} D(\/4) —I—erf{ %w} (D.2)

Dabei ist, wie schon in Abschnitt 4.7

D(z) :== / ) exp {t*} dt (D.3)
0

Bezeichnet ¢, das Potential an der Schichtkante und v das Potential an der Wand (zu deren Be-
stimmung konsultiere Abschnitt 5.2.1) so sieht man anhand von Gleichung (4.80) aus Abschnitt
4.7 die Eigenschaften

F(¢1) = 1und F(0) =0 (D.4)

Uber F(¢)) wird weiter die Funktion

1+ F(lﬂ) , Vg < U;
H(w) =1+ F() — 2F() . 0 <t < ug ©3)
- F() 0l <0

definiert. Wobei

o gy :=1(sg) =1 — %”1)2 : Die Differenz zwischen kinetischer und potenieller Energie

® Uy 1=,/ %Te 1 : Die Geschwindigkeit, welche ein Ion inne hat, wenn es reibungsfrei
einen Potentialwall der GroBe v ,,heruntergefallen‘ ist (vgl. auch Glg. (5.9))

sind. Mit dieser Nomenklatur stellt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte

fo(h) = f (s(w),0v}) (D.6)

fiir einzahlig geladene lonen der Masse m; bei einem Potentialwert 1) wie folgt dar

o\
R =& (520 ) e { ) mw) o)
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N ist dabei die Normierungskonstante der Verteilung. In den vorliegenden Anwendungen wur-
de fiir ¢ < 1), die Konstante N stets so gewihlt, dass

1= / . fovy) dv, (D.8)
0

ist. Analog zu Abbildung (6) in [2] ist die Wahrscheinlichkeitsdichte (D.7) fiir verschiedene
Potentialwerte ) in Abbildung (D.2) aufgetragen.

N
wn
T

|\
T

Relative Haufigkeit /10
[y (9]

o
n

L4

Abbildung D.2: lonengeschwindigkeitsverteilungen nach Emmert et. al [2] mit den physikalischen Pa-
rametern aus Szenario 1

Die Verteilung direkt an der Wand (v = 1), vgl. Abb. (D.2)) entsteht dabei aus einer linearen
Transformation die sich auf folgender Uberlegung griindet:

An der Schichtkante gibt es keine riickldufigen Ionen also ist dort die Mindestgeschwindigkeit
v’ = 0. Wenn die Ionen die Wand erreichen haben sie reibungsfrei den Potentialwall der Schicht
(1) — 1) durchlaufen. Somit ist die Mindestgeschwindigkeit v,,;, der lonengeschwindigkeits-
verteilung an der Wand

Umnin = \/2 ol (Y2 — 1) (D.9)

my;

Mit der gleichen Uberlegung folgt aus der Energieerhaltung die Ionengeschwindigkeit v¢, an
der Wand

U;:w = (U;)z + U?m'n (DIO)

Wobei v’ die Tonengeschwindigkeit an der Schichtkante ist. Mit diesem Zusammenhang gilt fiir

die Ionenverteilung f,, (v, ) an der Wand
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ANHANG D. IONENGESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG NACH EMMERT

fu (U;w) = fux (U;) (D.11)

Wobei fy, (v%) die untransformierte Funktion aus Gleichung (D.7) an der Stelle der Schicht-
kante (1) = 1)) ist. Aus den beiden Identitdten (D.10) und (D.11) folgert man insgesamt

fw (Ui‘w) = fT/Jl ( (Ufcw)2 - v?mn) (D.12)

Nun ist nur noch zu beachten, dass die Normierung (D.8) zu

1= [T g (Vomr =) .13)

min

abgedndert wird.
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