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Einleitung

Die Quantenchemie umfafit als tibergeordneter Begriff alle Methoden, die
physikalische Grofien von Atomen und Molekiilen mit Hilfe quantenmecha-
nischer Modelle beschreiben. Dabei ist insbesondere die Berechnung von
Termenergien fiir den Bereich der Spektroskopie von herausragendem Inter-
esse, da diese mit experimentellen Daten verglichen werden kénnen.

Gewonnen werden diese Energien E des betrachteten Systems durch
Losung der stationdren Schrodingergleichung

HY = EY, (1-1)

die im Falle der atomaren Systeme nur fiir das Wasserstoffatom exakt 1osbar
ist. Fiir Systeme mit mehr als einem Elektron muf8 auf Néherungsverfahren
wie dem Ritzschen Variationsprinzip (s. Abschnitt 2.1) zurtickgegriffen wer-
den. Benutzt man fiir H den atomaren, nichtrelativistischen Hamiltonope-
rator mit unendlicher Kernmasse, so liefert das Ritzsche Variationsprinzip
bei Berticksichtigung des Pauli-Prinzips obere Schranken der nichtrelativis-
tischen Energie E;, eines spezifischen elektronischen Zustandes. Die Energie
Epr ist einer der Anteile, aus denen sich die experimentelle Energie Eexp zu-
sammensetzt. Weitere Beitrdge sind die Massenkorrektur Ej;ss, die relativis-
tische Energie E,,; und die quantenelektrodynamische Korrektur Ege4

Eexp = Enr + Emass + Erer + qud~ (1-2)

Die Massenkorrektur E;;;ss hebt die Annahme unendlicher Kernmassen auf
und berticksichtigt die reale Isotopenmasse im System. Der Term E,,; um-
fafst Korrekturen, die durch Spin-Bahn- und Spin-Spin-Wechselwirkung
notig werden konnen. Auch kann bei schweren Atomen die Geschwindig-
keit kernnaher Elektronen so grof3 werden, daf$ sie nicht mehr vernachlés-
sigbar gegentiber der Lichtgeschwindigkeit ist, wodurch eine relativistische
Anderung der Elektronenmasse und mithin der kinetischen Energie resul-
tiert. Schlieflich wird durch die quantenelektrodynamische Korrektur Egp4
der Lamb Shift beriicksichtigt.
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Allgemein steht im Fokus des theoretischen Interesses, geeignete An-
sdtze zur Approximation der wahren Wellenfunktion zu finden. Dabei soll-
ten die mit dem Ansatz verbundenen Berechnungen mit vertretbaren Auf-
wand zu bewidltigen sein und gleichzeitig zu numerisch exakten Ergebnis-
sen mit moglichst chemischer Genauigkeit beztiglich der Energie (= 1ma.u.)
fiihren. Eine dabei tibliche Vorgehensweise ist die Entwicklung der Wellen-
funktion nach Einelektronenfunktionen (z.B. Gauf3— oder Slaterfunktionen).
Fiihrt man darauf basierend eine Configuration Interaction Variationsrech-
nung (CI-Rechnung) durch, so ist das Konvergenzverhalten nicht zufrieden-
stellend. Die Ursache dafiir liegt darin, daff solche Basisentwicklungen die
sog. Cusp-Bedingung [29] nicht vollstandig erfiillen. Diese Bedingung for-
dert die Kompensation der Coulomb-Singularitdten aus den Termen der po-
tentiellen Energie im Hamiltonoperator durch die Wellenfunktion. Man un-
terscheidet demnach einerseits den Elektron-Kern-Cusp, der auftritt, wenn
der Abstand zwischen einem Elektron und dem Kern gegen Null geht, und
andererseits den Elektron-Elektron—Cusp, der sich ergibt, wenn der Abstand
rij zweier verschiedener Elektronen 7 und j gegen Null geht. Slaterfunktio-
nen (und ndherungsweise kontrahierte Gaufifunktionen) erfiillen nur den
Elektron—-Kern—Cusp, nicht aber den Elektron-Elektron—Cusp. In den Abbil-
dungen 1.1 und 1.2 wird die Cusp-Eigenschaft fiir die exakten Wellenfunk-
tionen der Grundzustinde von Wasserstoff und Helium graphisch verdeut-
licht. Man kann in beiden Féllen erkennen, dafs die erste Ableitung der Wel-
lenfunktion unstetig im Ursprung ist.

Eine Moglichkeit, die Elektron-Elektron-Cusp-Bedingung zu erfiillen,
wurde von Hylleraas [24, 25] durch seine grundlegenden Arbeiten am He-
Atom aufgezeigt. Er benutzte erstmalig fiir seine Rechnungen Basisfunktio-
nen, die explizit abhéngig von dem interelektronischen Abstand rj, waren,
und erhielt sehr kompakte, aber prézise Entwicklungen der Wellenfunkti-
on.

Die Hylleraas—CI-Methode wurde in der Folgezeit mit grofSer dimensio-
nierten Basisentwicklungen weiterhin erfolgreich angewendet. Beim Helium
sind hier die Arbeiten der Arbeitsgruppen von Pekeris [75, 76], Frankowski
und Pekeris [19], Drake [14-17] und Kleindienst [21,22, 36,39, 41, 46] beson-
ders hervorzuheben. Auch auf grofieren Systemen wurde die Hylleraas—-CI-
Methode mit guten Ergebnissen ausgedehnt. Beim Hy—Molekiil sind die Ar-
beiten von James und Coolidge [26], Kolos und Wolniewicz [53-56, 88] und
schliefilich Kleindienst [70] hervorzuheben. Der Grundzustand und angereg-
te Zustdnde des Lithium—Atoms wurden ebenfalls mit spektroskopischer Ge-
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Abbildung 1.1: Elektron-Elektron-Cusp der wahren Wellenfunktion des
Helium-Grundzustands. Schnitt der Wellenfunktion dargestellt in Abhéangig-
keit von x flir y = z = 0 mit einem Elektron im Ursprung.

nauigkeit approximiert. An dieser Stelle sind die Publikationen von Larsson
[60], King [30-35], Drake [69, 89,90] und aus der Arbeitsgruppe Kleindienst
[3-6,37,66] zu erwidhnen. Schliefflich wurde auch der Grundzustand des
Beryllium—-Atoms mit sehr guten Ergebnissen von der Arbeitsgruppe Klein-
dienst berechnet [9, 10].

Neben der Hylleraas-CI-Methode verwenden auch andere quanten-
chemische Verfahren interelektronische Absténde r;; als Variablen in ih-
ren Ansdtzen zur Konvergenzbeschleunigung. Bei der R12-Methode [48-
51,59,71,73,84] wird durch entsprechende Naherungen das explizite Auftre-
ten von Drei— und Vier-Elektronen-Integralen vermieden, aber dennoch die
Konvergenz innerhalb der Genauigkeit der Ein-Elektronen—Basis verbessert.
Nachteilig ist dabei die Tatsache, daf$ hier nicht zwingend obere Schranken
erhalten werden. Ein weiteres Verfahren, die Methode der , Gaussian gemi-
nals” [1,2,7,82,83,87], 16st sich vollig von der Verwendung von linearen rij=
Faktoren in den Basisfunktionen, sondern fiihrt die Korrelationsterme in der
Form exp(—7 rlz) ein. Damit wird zwar die Cusp-Bedingung nicht vollstan-
dig erfullt, aber alle auftretenden Integrale, einschliefllich die tiber drei und
vier Elektronenkoordinaten, konnen geschlossen berechnet werden.
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Abbildung 1.2: Elektron-Kern-Cusp der wahren Wellenfunktion des
Wasserstoff-Grundzustands. Schnitt der Wellenfunktion dargestellt in
Abhingigkeit von x fiir y = z = 0 mit dem Kern im Ursprung.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Berechnung nichtrelativisti-
scher Energien angeregter !S—Zustinde des Berylliums mit der Hylleraas-
CI-Methode. Dabei werden die Basisfunktionen als eine Summe aus sog.
unlinked korrelierten Slaterorbitalen und Produkten aus unkorrelierten Sla-
terfunktionen mit Kugelflachenfunktionen (L2-Eigenfunktionen) angesetzt.
Dieser Ansatz hat den Vorteil, daf8 die Menge der in den Rechnungen auf-
tretenden Drei— und Vier-Elektronen-Integralen auf eine bestimmte Anzahl
von Typen beschrankt bleibt, die sich auch fiir atomare System mit mehr
als vier Elektronen nicht erhoht. Die Anwendung einer Hylleraas—CI mit
linked korrelierten Basisfunktionen fiihrt bei grofieren atomaren Systemen
auch zu Fiinf- oder gar Sechs-Elektronen-Integralen. Somit wird mit dieser
Arbeit ein Ansatz diskutiert, der potentiell eine Ausdehnung der Hylleraas—
CI-Methode auf grofiere Systeme erlaubt, ohne dafs sich die Komplexitét des
Integralproblems verstarkt.

Im folgenden Abschnitt wird zunéchst die der Hylleraas—CI-Methode
zugrundeliegende Theorie diskutiert. Die Konstruktion der verschiedenen
Anteile der Basisfunktionen wird erlautert und die Transformation des Ha-
miltonoperators in einen Satz nichtorthogonaler Koordinaten beschrieben.
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Ein wichtiges Kapitel ist der Berechnung der Matrixelemente und der Lo-
sung des Integralproblems gewidmet. Die auftretenden Integrale werden
kategorisiert und bei der Losung auf moglichst einfache Grofien zuriickge-
fiihrt. AnschlieBend wird das Verfahren zur Matrixdiagonalisierung vorge-
stellt. Ein weiterer Abschnitt befaf8t sich mit den im Rahmen dieser Arbeit
benutzten Methoden zur nichtlinearen Optimierung. Es folgt die Beschrei-
bung der Programmstruktur, wobei auf spezielle Probleme der Implementie-
rung eingegangen wird. SchliefSlich werden die Ergebnisse der durchgefiihr-
ten Rechnungen vorgestellt und mit Literaturdaten verglichen.






I THEORETISCHE GRUNDLAGEN






Die Hylleraas-Cl-Methode

In dieser Arbeit wird die Berechnung nichtrelativistischer oberer Schranken
fiir elektronische Energiezustinde des Beryllium-Atoms unter Annahme un-
endlicher Kernmasse behandelt. Die Grundlage fiir die Berechnung statio-
ndrer Zustdnde in der Quantenmechanik ist dabei die Losung der zeitunab-
hiangigen Schrodingergleichung

AY =EY. (2-1)

Diese ist jedoch nur fiir wenige bestimmte quantenmechanische Systeme
(z.B. Wasserstoffatom) exakt losbar. Fiir Atome mit mehr als einem Elek-
tron mufl man zur Approximation von Eigenwerten und Eigenfunktionen
auf Naherungsverfahren zurtickgreifen, wie dem Ritzschen Variationsprin-
zip (s.u.). Die Wellenfunktion wird dabei als endliche Linearkombination
geeigneter Basisfunktionen angesetzt. Charakteristisch fiir die Hylleraas-CI-
Methode ist die Tatsache, dafy die Basisfunktionen explizit die interelektro-
nischen Absténde r;; als Variablen enthalten. Erstmalig wurde dieser Ansatz
von Hylleraas in seinen wegweisenden Arbeiten am Heliumatom vorgestellt
[24,25].

2.1 Das Ritzsche Variationsprinzip

Das Ritzsche Variationsverfahren ist eine probate Methode zur Berechnung
oberer Schranken von Eigenwerten eines Schrodingeroperators. Es wird die
Eigenschaft solcher Operatoren ausgenutzt, nach unten beschrankt zu sein,
d.h. fur alle ¢ € Dy, gibtes ein v € R, so daf8

(plAY) > 7|y (2-2)
gilt.

Fiir einen nach unten beschrankten linearen Operator H mit einem
diskreten Punktspektrum Ey < E; < ... folgt dann

R[y] = <‘<”1I‘f‘fp‘l>’> >Ey VgeDy . (2-3)
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Mit anderen Worten liefert der sog. Rayleigh-Quotient stets eine obere
Schranke fiir den wahren Eigenwert Ej. Erreicht wird er nur, wenn ein
Yo € Dy existiert, so daf3

{0l Hypo)
0 = Ep (2-4)
A= i)
erftillt wird.
In der Praxis wird die Minimierung von R[y] dergestalt durchgefiihrt,
daff man die Wellenfunktion ¢ als endliche Linearkombination von linear
unabhingigen Basisfunktionen ansetzt:

N
p=Y cpi ,p€Dy (2-5)
i

Dadurch beschriankt man sich auf einen N-dimensionalen endlichen Teil-
raum Vy C Dy, der von N Basisfunktionen ¢y, ...,N aufgespannt wird.
Die beste Anndherung von oben an den wahren Eigenwert in diesem Teil-
raum ergibt sich dann zu

o ing WD) 26
PEW [yl
Das Infimum aus Gl. (2-6) erhilt man dann iiber die Nullstellen der ersten
Ableitung von R[] nach den c;,

IR[y] _
aCi =0

i=1,...N , 2-7)

was auf das verallgemeinerte Eigenwertproblem N-ter Ordnung

Z ik —ASik) ek =0 (2-8)

mit
Hje = (¢i|Hyy) und Sy = (¢;]yy) (2-9)
fiihrt.
Zur Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems koénnen nu-

merische Standardmethoden herangezogen werden. Die N Losungen
Ag, - ..,An—1 sind gemdfl McDonalds Theorem [68] jeweils die besten oberen
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Schranken zu den exakten Eigenwerten Ey, ... ,Ex_1 des Hamiltonoperators
H. Fiir die Anwendung des Variationsprinzip benétigt man mithin die Ma-
trixelemente H;j, und Sy, auf deren Berechnung in einem spéteren Abschnitt
ausfiihrlich eingegangen wird.

2.2 Ansatz der Basisfunktionen

Um 15—Zustinde des Be-Atoms zu beschreiben, miissen die Basisfunktio-
nen das Pauli-Prinzip erfiillen, Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren
12,1, und der Spinoperatoren $2, 8, sein. Bei 15-Zustinden sind die Wellen-
funktionen Eigenfunktionen der Drehimpuls- und Spinoperatoren zu folgen-
den Eigenwerten:

L(L+1)=0, M, =0 (2-10)

S(S+1)=0, Mg=0. (2-11)

Daraus folgt, dafs die Basisfunktionen als Produkt von Ortsfunktionen ¢;, die
Eigenfunktionen der Operatoren 12 und L, sind, und der Spinfunktion yx als
Eigenfunktion von $? und S, formuliert werden miissen:

pi = Aldi-x) - (2-12)

Die Erfiillung des Pauli-Prinzips wird durch den Antisymmetrierungsope-
rator A gewdhrleistet (s. Abschnitt 2.2.1).

2.2.1 ERFULLUNG DES PAULI-PRINZIPS

Das PAULI-Prinzip besagt, da8 die Gesamtwellenfunktion ¥ nur dann elek-
tronische Zustdnde korrekt beschreibt, wenn diese antisymmetrisch beziig-
lich Paarvertauschung zweier beliebiger Elektronen ist. Dies kann durch die
Anwendung des sogenannten Antisymmetrierungsoperator A, einem Pro-
jektionsoperator, sichergestellt werden. Allgemein gilt fiir A:

1

A=— Y (1P 2-13
mpgn( ) (2-13)

Dabei ist S;; die Menge aller Permutationen von 7 Elementen, die symme-
trische Gruppe mit ord S;, = n!. p ist die Paritdt der Permutation P, d.h. es



24 2. Die Hylleraas-CI-Methode

gilt p = +1, falls P gerade ist (in einer geraden Anzahl von Transpositio-
nen geschrieben werden kann), und entsprechend p = —1 fiir eine ungerade
Permutation P.

Betrachtet man den Fall n = 4, so ergibt sich fiir den Antisymmetrie-
rungsoperator bei Formulierung der Transpositionen als elementfremde Zy-
klen

1
A = - —(13) — (14) — (23) — (24) — (34
@[ (12) = (13) — (14) — (23) — (24) — (34)
+ (123) + (132) + (124) + (142) + (134) + (143) + (234) + (243)
—(1234) — (1243) — (1324) — (1342) — (1423) — (1432)
(

+(12)(34) + (13)(24) + (14)(23)]. (2-14)
2.2.2 DIE ORTSFUNKTIONEN

Bei der Konstruktion der Ortsfunktionen wird bei der vorliegenden Arbeit
wie folgt vorgegangen. Die Basisentwicklung basiert auf zwei verschiedenen
Typen von Ortsfunktionen

NV
p=3 A0+ L A A ) (2-15)
i=1

so daf3 sich die Gesamtbasisdimension N als Summe N = N, + N, ergibt.

Die Ortsfunktionen cplm werden als ,unlinked” Hylleraas-CI-Funktionen
angesetzt, d.h. es handelt sich um Produkte von s—Slaterorbitalen und einem

einzigen Korrelationsterm 7, die fiir ein n-Elektronensystem formuliert
werden konnen als

¢! _r,,;”'Hr"k’ ik, (2-16)

mitp,ge{l,...,n}, p<q und Ay a; € No, ap; € RT. (2-17)

Der zweite Ortsfunktionstyp 4) ) besteht aus einem Produkt unkorre-
lierter s-Slaterorbitale und einer Lmearkombmatlon von symmetrieadaptier-
ten Produkten von Kugelflichenfunktionen. Letztere werden fiir spezifische
Elektronenkonfigurationen durch einen Projektionsoperatorenmechanismus
konstruiert, so daf$ sie ﬁz—Eigenfunktionen zum gewiinschten Eigenwert
L(L + 1) darstellen. Die Konstruktion dieser [2-Eigenfunktionen wird im
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Abschnitt 2.3 ausfiihrlich behandelt. Die Einschrankung der Ausschopfung
des Funktionsraums, die durch den Verzicht auf weitere Korrelationsfakto-
ren beim Ortsfunktionstyp (pl.(r) entsteht, wird beim Ortsfunktionstyp (])}w

durch die Hinzunahme der [.?-Eigenfunktionen ausgeglichen.

Im Falle eines n-Elektronen-Systems gilt fiir die Ortsfunktionen (p](w)

n S n
[ - . ~
= H rkk,/e X,jTk Z CV,]‘ I—[ Y[kw,mky/_ (ﬂk#’k) (2—18)
k=1 v=1 k=1
mitay; € No, a;; € R", ¢&,;€R. (2-19)

Allgemein ist die Kugelflachenfunktion Y; ,, (¢,¢) als Eigenfunktion der
Operatoren [? und L, definiert [85]:

t2 Yl,m(ﬂ/q’) = l(l + 1) Yl,m(ﬂzqo) (2-20)
tz Yl,m(ﬂ'(/)) =m Yl,m (19/4))/ (2'21)
mit
. 1 9 0 1 02
2 _ - - -
L= sin ¢ 08¢ (sm 19819> sin2 8 dp? (2-22)
A .0

L,= —1%. (2-23)

Die Kugelflaichenfunktionen geniigen folgender Orthogonalitdtsbeziehung
[85]:

2w 1

// Y (0,9) Ypr y (8,) sin 0 dd dep = 610 Sy - (2-24)
00

Fiir die konjungiert komplexe Kugelfunktion Y}, (¢,¢) gilt die Phasenfestle-
gung gemafs Condon und Shortley [13]:

Ylytm (19'4’) = Y],m(lgr - (P) = (_1)m Yl,fm (19/40)’ (2-25)

Fiir eine Kugelflichenfunktion, die von den Winkeln des k-ten Elektron
abhangt, wird folgende abkiirzende Schreibweise eingefiihrt:

Yl,m (k) := Yl,m(ﬂk/ q)k)' (2-26)
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Die Motivation fiir die Wahl dieses speziellen Ansatzes (2-15) liegt darin,
daf3 er die Moglichkeit bieten soll, auch fiir hohere atomare Mehrelektronen-
systeme (n > 4) angewendet werden zu konnen, ohne daff kompliziertere
Integraltypen als im Fall des Berylliumatoms berechnet werden miissen. Die-
ser Aspekt wird bei der Behandlung der Integralberechnung noch genauer
diskutiert werden (s. Abschnitt 3.4).

2.2.3 DIE SPINFUNKTION

Fiir 1S - Zustinde atomarer Vierelektronensysteme lassen sich zwei linear
unabhéngige Spinfunktionen x; und x; angeben.

X1 = 5 (aap — appa — faaf + apa) (227

3

X2 = % (2aaBp — apaf — appa — Pfanp — faPfu + 2B Pfan) (2-28)

Wie von LARSSON [60] und CENCEK [11] gezeigt wurde, reicht es aus,

nur eine dieser orthogonalen Spinfunktionen im Ansatz zu verwenden. Fiir
die Berechnungen wird daher nur die Spinfunktion x; herangezogen.

2.3 Die Lowdinsche Projektionsoperatorenmethode

Bei der Berechnung spezifischer Zustinde quantenmechanischer Systeme
tritt das Problem auf, daf man Eigenfunktionen von Operatoren zu be-
stimmten Eigenwerten konstruieren muf. Mochte man beispielsweise 'S-
Zustande approximieren, so muf} die Spinfunktion eine Eigenfunktion des
$%-Operators zum Eigenwert S(S 4 1) = 0 sein. Dariiber hinaus muf die
Ortsfunktion Eigenfunktion des Drehimpulsoperators [> zum Eigenwert
L(L+1) = 0 sein. Lowdin [62] beschreibt mit dem Projektionsoperatoren-
formalismus eine Moglichkeit zur Zerlegung des Funktionraumes in Unter-
raume, die durch die Eigenzustdnde eines spezifischen Operators bestimmt
sind. Nach Léwdin sind Projektionsoperatoren O sowohl selbstadjungiert als
auch idempotent:

(08|0%) = (8|028) = (3|0%) (2-29)
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Fiir den Fall allgemeiner Drehimpulsoperatoren besitzt der zugehorige Pro-
jektionsoperator folgende Gestalt

(k + m)l kmax—k (_1)1/ Mli*m‘H/Mﬁ*erl/
(k—m)! = vi(2k+v+1)!

Ot (MZ) = (2k+1) (2-30)

fuir die Eigenwerte k(k+1), k= 0,%,1,%, ...undm =kk—1,...,—k,sowie
den entsprechenden Leiteroperatoren

My = My +iM, (2-31)
und
M_ = M, —iM,. (2-32)

Einige Beispiele sollen die Anwendung des Projektionsoperators Oy, ver-
deutlichen.

2.3.1 KONSTRUKTION VON SPINFUNKTIONEN FUR SINGULETT-ZUSTANDE
VON VIERELEKTRONENSYSTEMEN

Im Falle von N = 4 wird der 2N-dimensionale Spinraum V,v durch 16
primitive Basisfunktionen aufgespannt:

12,7954

aenf  aaPa axPx Paocn

aafBp  apaf  Panf afpx PaPx PPan (2-33)
appp  Papp ppap Pppa
PBBB

Fiir Singulett-Zustinde muf nun der Projektionsoperator Oy, mit k = 0,
m = 0 und kmax = 2 auf die sechs primitiven Basisfunktionen 0, . ..,0¢ aus
der dritten Zeile des Spinschemas angewendet werden.

01 = aaBB 6 =afaf 03 = Panf

(2-34)
014 = afPfa 05 = BaPa O = BPan
Im Fall von 0 ergibt sich dann:
A ) 2 e
Ooo(1) = Ouo(aapp) =) (~1)" [y =iy (aap) (2-35)
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xapf — 58-S (aapp) + 1582 63 (aapp) (236)
aapp — % _(waaf + aaBa) + iz o (aaap + xapu)(2-37)
xepp — E(,Boaxﬁ + aPap + anBp + PaPa + afPa + anpp)

+ 1582 (2uaaa) (2-38)

anfp — %(meﬁﬁ + aBBa + aPuaf + Pafu + Paa )
+ %(ﬁzxaa + afon + anPa + anap) (2-39)
xapp — 5 (2aapp + appa-+ apap + fapa + fa)

+ % (BBax + BaPo + Panf + BPan + afPa + afuf

+ BaPu + afPa + axPB + Banf + aPaf + anfp) (2-40)
1 1 1 1 1

3PP — cappa+ s ppan — capap — - papa

- %ﬁmxﬁ (2-41)

1 1 1 1 1
3 (61 3065 - 304 365 - 00 (-42)

Analog kann der Operator Ogo auf die verbleibenen Basisfunktionen 6, bis
06 angewendet werden. Dabei erhélt man:

Oo
Oo
o
Oo

Oo

0(62) =
0(03)
o(fs) =
0(f5) =

0(0g) =

3 (30ea g0 g0 g0s6) 4
_ %(m—1%+%—%%—§%—%%) (2-44)
% (—%91 - %92 - %93 + 04+ 05— %96) (2-45)
% (%91 - %92 - 193 + 04+ 65— %96) (2-46)
%(%m+®ff%—1%f%%+%) (2-47)
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Unterwirft man die Koeffizientenmatrix Ogyg der 60, elementaren Zeilenum-
formungen, kann man linear unabhangige Losungen bestimmen:

2 -1 2 -1 -1 -1

12 -1 2 -1 -1 -1
Opn = = 2-48
D=6 l-1 -1 -1 2 2 -1 (2-48)

1 -1 -1 2 2 -1

1 2 1 -1 -1 2

2 -1 2 -1 -1 -1

10 0
— —3 (2-49)

0 o 0

Es ergeben sich zwei Linearkombinationen von Basisfunktionen, die nach
erfolgter Normierung den bekannten Spinfunktionen (2-27, 2-28) fiir
Vierelektronen—Singulettsysteme entsprechen:

X1 = 5 (aap — apfa — faaf + apa) (2-50)

X2 = ? (2aapp — afaf — afpa — Paaf — Pafu + 2pPax) (2-51)

2.3.2 KONSTRUKTION VON [2-EIGENFUNKTIONEN FUR SPEZIFISCHE
ELEKTRONENKONFIGURATIONEN

Betrachtet werden soll der Fall einer s?>p?-Konfiguration eines Vierelektro-
nensystems. Mochte man eine [.2-Eigenfunktion zum Eigenwert L(L + 1) =
0 konstruieren, so greift man auf alle moglichen Produkte von Kugelflichen-
funktionen fiir die Konfiguration szp2 als Basisfunktionen zuriick, fiir die
M| = 0 gilt:

01 = Yo,0(1)Y0,0(2)Y1,-1(3)Y1,1(4)
2 = Y0,0(1)Y0,0(2)Y1,0(3)Y1,0(4) (2-52)
83 = Yo,0(1)Y0,0(2)Y1,1(3)Y1,-1(4)
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Allgemein ergeben sich durch die Elektronenkonfiguration (hier s?p?) direkt
die [;-Werte der Kugelfunktionen. Die Basis besteht weiterhin aus allen
Produkten, die die Bedingungen

711' S m; S li und S L (2-53)

T
1

erfiillen. Wendet man im gegebenen Fall den Projektionsoperator O auf
die Basisfunktionen 61,0;,03 an, so erhilt man die linear abhiangigen Losun-
gen:

a 1 1 1

Op(01) = 591 - 592 + 593 (2-54)
a 1 1 1

Op(02) = *591 + 592 - 593 (2-55)
n 1 1 1

O (03) = 591 - 592 + 593 (2-56)

Damit fiihrt die Elektronenkonfiguration s?p? zu nur einer linear unabhan-
gigen Eigenfunktion von L2 zum Eigenwert L(L + 1) = 0:
1

Yo = EYO,O(l)YO,O(z)Yl,fl (3)Y1,1(4) (2-57)

- %Yo,o(1)Y0,0(2)Y1,0(3)Y1,0 (4)

4 %Yo,ouwo,o(zm,l<3m,,1<4>.

2.4 Der Hamiltonoperator

Der Hamiltonoperator, ein partieller Differentialoperator zweiter Ordnung,
kann als Summe der Teiloperatoren der kinetischen und potentiellen Energie
formuliert werden:

A=T+V. (2-58)
Legt man die Verwendung atomarer Einheiten und die Annahme unendli-
cher Kernmasse zugrunde, so ergibt sich fiir die Operatoren im Fall von Ato-
men

=2y A (2-59)

N[ —
KMS

Il
—_
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und

[y

n— n 1
-+ Yy = (2-60)
i=1 j=i+1 rl}

[N

V=

N\

1
Dabei bezeichnen n die Anzahl der Elektronen, A; den Laplaceoperator des
i—ten Elektrons und Z die Kernladungszahl des Atoms.

Der Hamiltonoperator wird nun im konkreten Fall auf Basisortsfunktio-
nen (2-16, 2-18) angewendet, die von einem Satz nichtorthogonaler Koordi-
naten (r;, 9;, ¢;, rij) abhéngen. Es ist daher zweckméfig, den Operator Hin
genau diese Koordinaten zu transformieren. Der entsprechend transformier-
te Hamiltonoperator wurde von Walsh und Borowitz [86] angegeben, aller-
dings mit einem Vorzeichenfehler behaftet. In dem folgenden Einschub wird
die Transformation von H zu dem korrekten Operator in den wichtigsten
Ziigen umrissen.

Da der Operator der potentiellen Energie V (2-60) bereits in den Zielko-
ordinaten vorliegt, mufl nur T (2-59) der Transformation unterworfen wer-
den. Ausgangspunkt der Transformation sind die Laplaceperatoren von T in
Kugelkoordinaten:

1 19 1[9 1 1 9> cost®h o 02

— A= -+ 5| =+ = = +t 5

2 i ai’i 2 arlz riz 51n2 191- a(plz sin 191' 819, 81912
(2-61)

Die Differentialoperatoren werden {iber die totalen Differentiale der Kugel-
koordinaten in die neuen Koordinaten tibertragen. Dabei wird wie folgt vor-

gegangen:
9 auk) d
ooy () S 2-62
9; ; ( 9q; ) Ouy (2-62)
82 Bzuk d (Buk) (aul ) 82
und =Y [ ZH) Ly (2K 2-63
oq? ; ( 9q? ) duy g 9yg; 9q; ) dupdu (2-63)

mit q; =71, 0, ¢; ;= {Tm, Om, Pm, mn }

Mit diesen Beziehungen folgt somit fiir die einzelnen Differentialoperatoren
in Kugelkoordinaten:

0 0 a”z]) )
= — 4+ 2-64
or; or; ; ( ar; ar,] ( )
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»? 2 Prii\ o (an,) 92
— = =5+ —+2
or? or? ]; ( arl.z orjj ]; or; ) or;or;;
arl] ) < arik ) 82
+
];kz#z < vi Br,- al’ijai’l‘k
? P Prij\ o ary\ o
> = 2+Z<;] T+22<al])a p)
99; opi  Z\ 99 ) oij iz \99i) 99idrij
ari] a?’i 82
+ZZ( 4’1) ( fPi) or;;org
jA k#i ]
0 0 (a”ij)
= 4+
al’i aﬂl ]; 0 i T’i]'
92 92 927 9 o7 92
o7 = z+2( 7 TJFZZ(;,T;].) 3897
ov; ov; po ov; Tij iZi i ioTij
arij) Brik) 82
+
]; l; < 8191 3191 ar,‘jai’ik

Eingesetzt in den Ausdruck fiir — %A,- ergibt sich:

0 arij) 0
— 4+ )
ar,- ]; ( 87‘7‘ 8r,-]-

1 82 aZrij d (arz] ) 82
g 242
2 { [ariz ]; ( or? | oryj ; or; ) or;or;;

arij arik 82
" ZZ (airi) (arz ) arz]arzk

1 1 02 Prii\ o orjj
R ey a 7+ Z ( 02 or:: +2 Z (T
r? | sin? 97 iZi \ 99; i N9

arz]) (arzk) 82
J’_ -7
];,; (a(P1 dg; ) Orijori

(2-65)

(2-66)

(2-67)

(2-68)

aZ

a(p,‘arj]‘
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cos®; | 9 orij\ 9
*ind, [awz(aai oy

02 Pri\ o orij\ 02
* @+Z ( o002 | ar; +2) (379,) 39,07,

J’_

J#i

J#i j#i

yy (2 (2w) 2 (2-69)
i k£ 8191' 3191' arijarik

Nun werden noch die partiellen Ableitungen der Funktion

rij = \/rlz + r]Z =217} (COS ¥0; cos ¥; + sin ¥; sin 9; cos (q)i — (pj)) (2-70)

benotigt. Diese berechnen sich wie folgt:

o
aT,'
2

0 7’1']'

2
Bri

orij
aY;
azrij
09?

a}’i]'
99;

rp— 7 [cos 80; cos ¥; + sin ¥; sin ¥; cos ((p,- - (p]‘ﬂ

(2-71)
1’1‘]‘

1 12 2rr
- = ; / [cos 8; cos ¥ + sin 8, sin ¥, cos (q)i - (p]-ﬂ
g T

2
— r—] [cos2 8; cos? 9; + 2 sin 9; cos ; sin 9; cos ¥; cos ( | — )

3 i j i i i j Pi— P

g
+ sin? ®; sin® v; cos? <q0i — g0j>] (2-72)
rits
-1 [sin 80; cos ¥; — cos ¥; sin 8 cos <(pi — (p]-ﬂ (2-73)
rij
1’1'1’]' . .
" [cos ¥; cos ¥; + sin ¥; sin ¢; cos (q)l — <p]>]

242

— ;3] [sin2 % cos? ¥; — 2sin ¥; cos ¥; sin ¢} cos ¥; cos (goi — g0j>

o)
+ cos? 9; sin® v; cos? ((p,- — (pj)] (2-74)
TZ'T]'

rij

sin¥; sin 9; sin ((p,- - (p]-) (2-75)
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821’1‘] . .
297 = sind;sind;cos (‘Pi - ‘Pj)
1
2.2
rers
— ;.3.] sin? 9; sin? 19]- sin? (‘Pi - 4’]’)

g

(2-76)

Mit diesen Beziehungen ist es nun moglich, die Koeffizienten vor den Diffe-
rentialoperatoren in Walsh-Borowitz-Koordinaten durch Einsetzen und Zu-

sammenfassen zu berechnen. Schliefilich ergibt
rator H=T -+ V.

sich fiir den kompletten Ope-

~ 1 1{1 0 0 1 0 0
A = B P g o
i:zl { 2 |:7’12 ari <rl arl + 1"1-2 sin 191' 8191 <81n 191 8191)
1?1z
T‘iz Sin2 191‘ anlz ri
i ra 0 0
2 i#] r1'2]' ai’,j g 81’1‘]‘ I’l‘]‘
2 2 2
12 7’1»]' + ry = 1’]» 92
-5 (2-77)
2 z;] 1’1'1’1']' E)r,-ar,-]-
n ot [sin ;i cos ¥; — cos ¥; sind;cos(p; — @j)| 2
- i# Titij 99;0r;j
B i risind;sin(¢; — ¢;) 92
i# 7‘1'7‘1']' sin l9i 84>iarij
R
4 i;ékyéj Vijrik ar,-jar,-k ’

Dieser Ausdruck entspricht dem von Walsh und Borowitz angegebenen

Operator [86] bis auf ein Vorzeichen .

Da fiir den L?>~Operator die Gleichheit
1
" sind ad

0

12 sin ¥ —

)+

e
sin? ¢ 9g?

(2-78)
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gilt, kann man den Walsh—-Borowitz—Operator auch schreiben als
110 /,0 1., z
{z [a (%) 51| - }

0 1
2

+ = [
Z;‘[rar,](fa ) I"i]‘

1nr+rfr]2 92

O =

™=

+

(2-79)
2 = ritij ariarij
n ot [sin 0; cos ¥; — cos ¥; sin ¥ cos(¢@; (p]) 92
_ 2 Tty aﬂiarij
risin®; sin(¢; — (P]‘) 92
iZ ririj sin Y; a(piari]‘

2 2 2
1 & Tt T 92

4 ik A] ri]'rik Brijarik

Fiir den speziellen Fall des Berylliumatoms (1 = Z = 4) ergibt sich der
Hamiltonoperator dann entsprechend zu

. 4 1119 (50 1., 4
o= ;{2 r,.zan-(far,) il

1 4 r.2,+1a27r2 aZ

- (2-80)
2 iZf 1’1‘7’1‘/‘ ai’iari]‘

47 [sin 8; cos ¥; — cos ¥; sin ¥; cos(¢p; — (p]-) 92

by ririj aﬂial’ij

risind;sin(¢; — ¢;) 92
iZj 1’1‘7‘1‘]‘ sin 191‘ B(piarij
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R

1
4 iAkA] rijrik arijarik )

Fiir die Anwendung des Operators greift man auf die folgende, ausfiihrliche
Formulierung zurtick, in der die Terme der Operators, die Beitrdge zu den
Matrixelementen liefern, durchnumeriert sind:

g - 19 1o 12 139
o r 81’1 18] 81’2 r3 87‘3 T 81’4
N s
1 2 3 4

~—
5 6 7 8
1. 1. 1., 1., 4 4 4 4
Y - SESy p R 2 N St =
227V 2272 22 2 13y

r12 012 7130713 114 Or1a 123 Orp3 124 Ofo4 134 OF34
—_—— N ——— e —
17 18 19 20 21 2

23 24 25 26 27 28

1 1 1 1 1 1
— bt —t—F— (2-81)
T2 T3 T4 123 T24 T34

29 30 31 32 33 34
7’%2‘”%_7% 9? 77%3"‘7%_% 2

21’1 r12 87’1 ai’lz 27’1 r13 8r1 87’13
35 36
2 2 2 2 2 2 _ 2 2
g tri—ry 07 ry3try—r3 0
21’1 14 81’1 3714 21’2}’23 87281’23
37 38
2 2 2 2 2 2 2 2
Iy try—ry 07 1y try—ry 9
21’27’24 87’28724 27’31’34 8r38r34

39 40
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2 .2 2 4
I try—rg 0

- &

21’21’12 ar28r12 27‘31’13 81’387‘13
41 42
A3 F Aed-d
21’31’23 87381’23 27‘41’14 81’487‘14
43 44
AAeR @ Ad-d #
27‘41’24 81’481’24 21’47‘34 87‘481’34
45 46
o [sin ¥ cos ¥, — cos B sin U, cos(p1 — ¢2)] 92
1712 9910r12
_ r3[sind; cos ¥ — cos ¥y sin 83 cos(¢1 — ¢3)] 92
r1ri3 8191 aT13
_ rq[sintd; cos ¥y — cos ¥y sin ¥ cos(1 — @4)] 92
r1714 8191 81’14
73 [sin ¥, cos 93 — cos ¥y sin ¥3 cos(@ — @3)] 92
72723 0070723
74 [sin ¥y cos ¥4 — cos B sin ¥4 cos(pr — ¢@4)] 02
T2¥o4 819287’24
_ r4[sind3 cos ¥y — cos 83 sin ¥4 cos(¢3 — ¢4)] 92
r3734 819381’34
n [sin 95 cos ¥ — cos ¥y sin ¥y cos(pr — @1)] @2
Ta2r12 819281’12
71 [sin 93 cos ¥y — cos O3 sin ¥ cos(ps — ¢1)] 92
r3ri3 819387’13
17 [sin 3 cos ¥y — cos U3 sin ¥ cos(@s — ¢2)] 92
r3ra3 819387’23
71 [sin ¥4 cos ¥y — cos ¥4 sin ¥ cos(pg — ¢1)] 02
4714 819487’14
_ r2[sindy cos ¥ — cos ¥y sin ¥ cos(ps — ¢2)] 92
T4¥o4 819481’24
73 [sin ¥4 cos ¥3 — cos ¥4 sin U3 cos(ps — ¢3)] 02
T4¥34 819487’34
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ry sindp sin(@1 — ¢2) 92

r3sin 93 sin(¢1 — @3) 92

r1r12 sin 191 a(Plai’lz - ri1r13 sin 191 849181’13
rysindysin(p — @4)  0? _ rzsindssin(ga — ¢3) 9
r1r14 Sil’l 1.91 a(p1 87’14 ¥YoT23 sin 192 E)<p28r23
rysindysin(gy —@q) 0% rysindysin(gz—¢@4) 92
Ya¥o4 sin 192 B(p28r24 r3rag sin 193 84)36r34
r1sind sin(gy — @) 02 risindy sin(gz — ¢1)  9°
ra¥12 sin 1.92 a(pzarlz r3ri3 sin 1.93 8(p38r13
rasind, sin(@s3 — @) 92 risindy sin(gq — 1)  9?
13723 sin 193 8(p3ar23 Y4714 sin 194 8¢46r14
rosin® sin(@y — @) 02 _ rzsindssin(@s — ¢3) >
Yatou Sil’l 1.94 8(p48r24 Y4734 sin 194 8(p48r34

2 .2 2 2
Mt —T5 9

2 .2 .2 2
I trp—riz 9

2r1pr13 07120713
2 .2 2 2
T3tz —rip, 0

2r1or23 01120723
2 .2 2 2
gty 9

2ri3rp3  Or130r3
2 .2 2 2
Tty —ryy 0

2ripr14 Or120r14
2 .2 2 2
Iyt =1, 9

2r1pr2s  Or1207r24
2 .2 2 2
Mg t+ri3—134 0

2r14r24  Or1407r24
2 .2 2 2
Ity =1y 9

2ri3r14  Or130r14
2,2 2 2
e triy—r 0

2r13r34  Or130r34
2 L2 0 2
Tty 0

2 .2 .2 2
I3y tT3 =1y 0

2714734 07140734

2ro3704 01230724
2 .2 2 2
T34+ 154 —733 0

2ro3r34  Orp30ra4

2ro4r3s  Orp40rag

2.5 Anwendung des Hamiltonoperators auf die Basisfunktionen

Zur Berechnung der Matrixelemente H;; = (y;| A ;) miissen alle Terme be-

kannt sein, die bei Anwendung des Hamiltonoperators H (2-81) auf die fiir

das Berylliumatom formulierten Ortsbasisfunktionen (,bgr) (2-16) und qb](zu) (2-
18) des Ansatzes (2-15) entstehen. Fiir die gewéahlte Form der Ortsbasisfunk-
tionen fithren alle Terme des Operators Gl. (2-81) zu Ortsfunktionen dersel-
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ben Struktur, wie an einigen charakteristischen Beispielen demonstriert wer-
den soll.
2
Die partiellen Ableitungen a% und 867 konnen analog fiir beide Orts-

funktionstypen berechnet werden:

d
ab c.d A MK v P 0 W —ar —Pro—yr3—ory
o r1¥a137ry 213714793724 734 € fra=y

. .a-1b c d A M v 0 o w —
= ary 1pr3rylipri3latyzar3s €

a b c. d A M v PO o0 w —ari—Pro—yr3—or.
_ar] 7’21‘37’41’127’137’147’231’241’346 1 'Bz LE 4 (2—82)

ary—Pro—yr3—ory

0 a1 — By —yra—
E r’i 7’3 1’% rZ € n ﬁrz e ora Yl],?ﬂ] (1)le,m2 (2) Yl3,ﬂ‘l3 (3) Yl4,m4 (4)

= ari Vb g rd e POy (1Y), 1y (2) Vi s (3) iy, (4)

- 7’L11 7’3 rg 7’2 e—Ml—ﬁfz—'Ws—57’4 Yl],l’ﬂ] (1)le,m2 (2) Yls,ﬂh (3) Yl4,m4 (4) (2'83)

32
a,bc. d A W v P 0 w —ari—Pra—yr3—or
32 [71 PSS e iy iy 1y o 1 vy e P 4]
5]
_ _ a-2.b c.d A MK v P 0 w —ar—Pro—yr3—0iry
=a(a—1)r] Tryr3ryrip i3 g3t e p
—2aari S e vy i Ty oy rgy vy e BT ons

B A A
a2
5,2
org

2 b ¢ d o—ari—pra—rs—b
= a(a - 1) rtll r2 1,.:05 74 € n }372 REE Yll,WZ1 (1)Y12,mz (2) Yl3,m3 (3) Yl4,WZ4 (4)
2 b od o —ar—Pra—rs—d
—20ar{ “ryrgrye Pra=nr3=0rs Yiymy (D) Y15 (2) Y13 5 (3) Y1y (4)

+ a2y e BTy ()Y, iy (2) Yy s (B) Yo,y () (2-85)

|:r‘11 7'127 7’5 T‘Z e*“rl *ﬁh*’ﬁs*dm Yll,ml (1)Y12,le (2) Yl3,7ﬂ3 (3) Yl4,11’l4 (4)i|

Der [2-Operator wirkt nur auf den Ortsbasisfunktionstyp, der winkelabhan-
gige Kugelflichenfunktionen enthilt, da die partielle Ableitungen von Radi-
alfunktionen nach den Winkeln ¢;,¢; Null ergeben.

22 a4 bocod A I —ari—Bra—yrs—6
L3 s riy i iy g riyrgy e P o — g (2-86)
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L3 g rbrgrd e on—brammaory, ()Y, s (2) Yig s (3) iy oy (4)
= ll (11 + 1) r’f rg 7?, rfli eimliﬂmi’y”iém Yll,ml (1)le,m2 (2) Yl3,m3 (3) Yl4,m4 (4)
(2-87)

Da nur die Ortsbasisfunktionen 4)1@ explizit mit Korrelationstermen r;; ange-
setzt werden, existieren auch nur deren partielle Ableitungen nach r;;.

d a b c d A\ )
v P o w —ari—Bro—yr3—ory
Fry [71 T 73Ty 1p 73714123724 734 € pra= }
= A S ey Yy rgy gy e TP (0.88)
> bocod A H oy P B 5
a C v a w —Qr1—prp—yr3—or.
32 [71 1Ty T T3 g T3 Tagrage PRI 4]
i)
=AA-1)r] rg 75 ri 71\2_2 r¥3 4 r§3 94 751 e W —Pra—yrs—dn (2-89)
s bocod A K o B 5
a C v o w —Qr,—pPry—7yr3—or.
3r10r13 [71 1Ry a3 g Ty gty 1T P27 4]

_ a-1_b c. d A-1_H v P o _w
= aAry rpr3ryty T13T14T93724734€

—aAr] rg 75 ri ri\z’l ”}113 14 rg3 194154 e~ —Pra=ars=drs - (9.9()

—ary—Pro—yr3—ory

. . . . 92 92 92
Die Operatorterme mit den partiellen Ableitungen 55—, 5 P und a7 a7

liefern ebenfalls wegen der Struktur der Ortsbasisfunktionen keine Beitrage;
die partiellen Ableitungen nach zwei unterschiedlichen Korrelationen 7;;,ry
verschwinden, weil die Radialortsfunktionen nur einen einzigen Term tij
enthalten, d.h. bei der hier verwendeten Notation ist aus der Menge der
Exponenten {A,u,v,p,0,w} nur ein einziger groBer Null, alle anderen sind
gleich Null.

Fafst man die Ergebnisse der Anwendung des Hamiltonoperators (2-81)
auf die Ortsbasisfunktionen zusammen, ist es zweckmafiig, eine abkiirzende
Notation mittels Parametertupel zu definieren. Konkret ergibt sich dann fiir
die Radialortsbasisfunktionen

—ar—Pro—yr3—ory

(2-91)

. b d A
(a,b,c,d|/\,y,v,p,c7,w)(r) =l rirls rlfs 4 rg3 oy e
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und fiir die winkelabhadngigen Ortsbasisfunktionen
[a,b,c,d]<w) = r‘i rg rg rZ e~ M1 —PBra—r3—ors
Y1,y (01,91) Y1 iy (02,92) Yo s (03,903) i, i, (B4,94).  (2-92)

Die beiden folgenden Tabellen enthalten schliefllich die Ergebnisse der
Anwendung des Hamiltonoperators auf Ortsbasisfunktionen des Typs
(a,b,¢,d|Au,v,0,0,w)") und [a,b,c,d)®@).
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Anwendung des Hamiltonoperators auf Funktionen des Typs
(abcd|Apvpow)),
sortiert nach den Termen' des Operators (2-81).
Operatorterm Faktor Tupel
1 —a (a—2,b,c,dApuyv, 0,0 w)")
o (a—1,b,c,d|Apu,v,p,0,w)"
2 b (a b—2,c,dAuy,p,0,w)
B (a,b—1,c, d|)\,;4,v,p,(7,w)
3 —c (a,b,c —2,d|\,uv,p0,0,w)")
0% (a,b,c —1,d|A v, p,0,w)")
4 —d (a,b,c,d — 2|\ ,uv,0,0,w)"
) (a,b,c,d— 1|)\,],t,v,p,tf,w)(’)
5 f%a(a -1) (a—2,b,c,d|Apuyv, 0,0, w)")
xa (a—1,b,¢c,d|Apv,p,0,w)"
—1a? (a,b,c,d|Auv,p,0,w)")
6 f%b(b -1) (a,b—2,c,d|Auv, p,tf,w)(’)
Bb (a,b—1,c,d|Auv, p,a,w)(r)
,%‘32 (a,b,c,d|Apv,p,0, w)m
7 —%c(c— 1) (a,b,c—2,d|)\,;4,v,p,(7,w)(’)
ve (a,b,c —1,d|A,uv,0,0,w)")
- %’)/2 (a,b,c,d|Apv,p,0, w)(r)
8 —%d(d -1) (a,b,c,d— 2|A,y,v,p,(7,w)(r)
od (a,b,c,d—1|Auv,p,0, w)(’)
— 162 (a,b,c,d|Apu,v,p0,0,w)")
13 —4 (a—1,b,c,d|Auv, p,tf,w)(’)

ITerme, deren Beitrége gleich Null sind, werden nicht in der Tabelle aufgefiihrt.
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14 —4 (a,b—1,c,d|Auv,p,0,w)"
15 —4 (a,b,c —1,d|Auv,p,0, w)(r)
16 —4 (a,b,c,d —1|A,uv,0,0,w)"
17 —2A (a,b,¢c,d|A — 2,1, 0,0,w)"
18 —2u (a,b,c,d|Au—2,v,p,0, w)(’)
19 —2v (a,b,c,d|Auv—2,p,0, w)(r)
20 —2p (a,b,c,d|Auv,p—2,0, a))(r)
21 —20 (a,b,c,d|Apv,p0—2, w)(r)
22 —2w (a,b,c,d|Apv, 0,0, w— 2)(7)
23 —AA—=1) (a,b,c,d|A — 2,1, 0,0,w)")
24 —p(p—1) (a,b,c,dApu—2v,00, )"
25 —v(v-1) (a,b,c,d|Apu,v—2,0,0,w)"
26 —p(p—1) (a,b,c,d|Auv,p— 2,0,w)<r)
27 —o(c—-1) (a,b,c,d|Apu,v,p0,00 —2,w)"
28 —w(w—-1) (a,b,c,d|Apuv,p,0, w— 2)(r)
29 1 (a,b,c,d|A—1uv,p,0, w)(r)
30 1 (a,b,c,d|Au—1v,p,0, w)m
31 1 (a,b,c,d|Auv—1,p,0, w)(’)
32 1 (a,b,c,d|Auv,p—1,0, w)(r)
33 1 (a,b,c,dApv,p0—1, w)(’)
34 1 (a,b,c,d|Apuv,p,0, w— 1)(r)
35 — %a)» (a—2,b,¢c,d|Auv,p,0, w)(')
- %a)\ (a,b,c,d|A—2,u,v,p,0, w)(r)
%a)\ (a—2,b+2,c,d|A—=2,uv,p,0, w)m
%a)\ (a—1,b,¢c,d|A vy, p,(r,w)(r)
%vc)\ (a+1,b,c,dA=2,u,v,p,0, a))m
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—%a)\ (a—1,b+2,c,d|A—2,y,v,p,a,w)(’)
36 —%ay (a—2,b,¢c,dAuy, p,a,w)(r)
- %a]/t (a,b,c,d|Ayu—2,v,p,0, w)(’)
%ay (a—2,b,c+2,d|)\,y—2,v,p,¢7,w)(r)
%au (a—1,b,c,dAuv, p,a,w)(r)
%ay (a+1,b,c,d|Au—2,v,p,0, w)(’)
—%zxu (a— 1,b,c+2,d|)\,y—2,v,p,¢7,w)(’)
37 - %m/ (a—2,b,c,d|Auv,p,0, w)(’)
—%m/ (a,b,c,d|Auv—2,p,0, w)(r)
%av (a—2,b,c,d+2|A,uv—2,p,0, w)m
%Dﬂ/ (a—1,b,c,d|Auv, p,a,w)(r)
%av (a+1,b,c,dAuv—2,p,0, w)(’)
—%nw (a— 1,b,c,d+2|A,y,v—2,p,a,w)(’)
38 f%bp (a,b—2,c,d|Auv,p,0, w)(’)
—%bp (a,b,c,d|Apv,p—2,0, w)(’)
%bp (a,bf2,c+2,d|A,y,1/,p72,(7,60)(’)
%,Bp (a,b—1,c,dAuy, p,a,w)(’)
%,Bp (a,b+1,c,dAuv,p—20, w)(’)
—%,Bp (a,b— 1,c+2,d|)\,y,1/,p—Z,U,w)m
39 - %ba (a,b—2,c,d|Auv,p,0, w)m
—%ba (a,b,c,d|Apv,p,0 -2, w)(’)
%b(f (a,b-2, c,d+2|)»,y,v,p,072,w)(’)
%ﬁa (a,b—1,c,d|Auv, p,U,w)(’)
%,3(7 (a,b+ 1,c,d|)x,y,v,p,(7—2,w)<’)
f%ﬁ(r (a,b— 1,c,d+2|)\,y,v,p,072,w)(’)
40 — %cw (a,b,c—2,d|Auv,p,0, w)(’)
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— %cw (a,b,c,d|Auv,p,0,w— 2)(’)
%cw (a,b,c —2,d+2|Au,v,p,0,w — 2)<7)
%’ya (a,b,c—1,d|Auv,p,0, a))(r)
%fya (a,b,c+1,d|Apv,p,0,w— 2)(r)
—%’yo (a,b,c—1,d+2|/\,y,v,p,0,w—2)<r)
41 f%b)\ (a,b—2,c,d|Auv,p,0, w)(r)
—%b)\ (a,b,c,dIA—2,uv,p,0, a))(r)
%b)\ (a+2,b—-2,c,d|A—2,uv,p,0, w)(’)
%/3)\ (a,b—1,c,d|Auv,p,0, w)m
%,BA (a,b+1,c,d|A—2,u,v,p,0, w)(’)
—%ﬁ)\ (a+2,b— 1,c,d|/\—2,;4,1/,p,(7,w)<r)
42 — %cy (a,b,c —2,d|Auv,p,0, w)(r)
— %cy (a,b,c,d|Au—2v,p,0, w)m
%cy (a+2,b,c—2,dAu—2,p,0, w)m
%’yy (a,b,c —1,d|Auv,p,0, w)(r)
%’yy (a,b,c+1,d|Au—2,v,p,0, w)m
f%'yy (a+2,b,cf1,d|)\,y72,v,p,t7,w)(r)
43 — %cp (a,b,c —2,d|Au,v,p,0, w)(’)
- %cp (a,b,c,d|Auv,p—2,0, w)(r)
%cp (a,b+2,c—2,d|Auv,p—2,0, w)m
%’yp (a,b,c —1,d|Auv,p,0, w)(r)
%'yp (a,b,c+1,dAuv,p—2,0, a))m
%'yp (a,b+2,c— 1,d|)t,;4,v,p72,a,w)(’)
44 — %dv (a,b,c,d =2|Auv,p,0, w)(’)
- %dv (a,b,c,d|Auv—2,p,0, w)(r)
%dv (a+2,b,c,d=2Auv—2,p,0, w)m
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(a,b,c,d —1|A,uv,p0,0,w)")
(a,b,c,d+1Auv—2,p,0, w)(’)
(a+2,b,c,d—=1Auv -2, p,a,w)(’)

(a,b,c,d—2|Auv,p,0, w)(’)
(a,b,c,d|Apv,p,0-2, w)(r)
(a,b+2,c,d—=2|A,uv,p,0—2, w)m
(a,b,¢c,d —1|Au,v, p,a,w)(r)
(a,b,c,d+ 1A uv,p,0—2, w)(’)
(a,b+2,c,d=1Auv,p0o— Z,w)(’)

(a,b,c,d—2|Auv,p,0, w)(’)
(a,b,c,d|Apv,p,0,w— 2)(’)
(a,b,c+2,d—-2|\uv,p,0,w— 2)(7)
(a,b,c,d —1|Auv, p,a,w)(’)
(a,b,c,d+1Auv,p,0,0— 2)(’)

(a,b,c+2,d-1Apuv,p,0,w — 2)(’)
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Anwendung des Hamiltonoperators auf Funktionen des Typs
[abcd)®),
sortiert nach den Termen” des Operators (2-81).
Operatorterm Faktor Tupel
1 —a [a—2,b,c,d®
o [a—1,b,c,d)®
2 —b [a,b—2,c,d)®
B [a,b—1,c,d)®
3 —c [a,b,c —2,d]®)
0% [a,b,c —1,d)®)
4 —d [a,b,c,d —2]®
) [a,b,c,d —1]@
5 f%u(afl) [a—2,b,c,d®
wa [a—1,b,c,d)®
—1a? [a,b,c,d)®)
6 ~1b(b-1) [a,b—2,c,d)®
Bb [a,b—1,c,d)®
f% 2 [a,b,c, d](w>
7 —%c(c—l) [a,b,c—Z,d](w>
yC la,b,c—1,d| (w)
—1q? [a,b,c,d]®)
8 —1d(d-1) [a,b,c,d —2]®)
od [a,b,c,d —1]®)
162 [a,b,c,d)®)
9 T +1) [a—2,b,c,d)®

2Terme, deren Beitrige gleich Null sind, werden nicht in der Tabelle aufgefiihrt.
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10 1h(+1) [a,b—2,c,d)®
11 1135 +1) [a,b,c— }<w
12 $lg(ly+1) [a,b,c,d —2]®
13 —4 [a —1,b,c,d)®
14 —4 [a,b—1,c, d}
15 —4 [a,b,c—1,d)®
16 —4 [a,b,¢c,d — 1}
29 L la,b,¢,d]©)
30 % [a,b,c,d)®)
31 ~ [a,b,c,d]®@)
32 é [a,b,c,d] (w)
33 o [a,b,c,d)®)
34 L [a, b, c,d)®

Fiir die Programmierung der Operatoranwendung ist es sinnvoll, die
Ergebnisse nach den Parametertupeln zu sortieren und die Faktoren vor den
verschiedenen Tupeln zusammenzufassen. Die beiden folgenden Tabellen be-
riicksichtigen diese alternative Anordnung fiir die beiden Typen von Ortsba-
sisfunktionen.



2.5 Anwendung des Hamiltonoperators auf die Basisfunktionen 49

Anwendung des Hamiltonoperators auf Funktionen des Typs
(abed | Apvpow)®),
sortiert nach Parametertupel.

Tupelnr. Faktor Tupel
1 —a—%a(a—1) - ta(A+p+v) (a—2,b,c,d|Auv,p,0,w)"
2 zx-&-zm—Z—l—loc(/\—&-;t—i-v) (a—1,b,c,d|Auv,p0,w )(’)
3 ~b—1b(b-1) - Lb(A+p+0) (a b—2,c,dA v, 00 w)"
4 B+pb—Z+L1BA+p+0) (a,b—1,c,dAu,v,p0,0,w)")
5 —c—c(c—1) - c(y+p+w)(r) (a,b,c—2,d|A, u,v,p,0,w)"
6 Y+ye—Z+Iy(p+p+w)® (a,b,c—1,d|A, w,v,p,0,w)"
7 -ldd-1)-Lfdv+o+w)) (a,b,c,d = 2|\, u,v,0,0,w)"
8 5+5d—Z+%§(v+U+w)(’> (a,b,c,d = 1|\, u,v,p,0,0)"
9 —%(a2+ﬁ2+'yz+(52) (a,b,c,d\)\,y,v,p,a,w) ")
10 “2A—A(A—-1) - 2/\(u+b) (a,b,c,d|A—=2,u,v,p,0,w )<')
1 —2p—p(p—1) = 3p(a+c) (a,b,c,dlA, p—2,v,0,0,w0)"
12 —2v—-v(v—1) - IA(a+d) (a,b,¢c,d|A, v —2,p,0,w0)"
13 —20—p(p—1)— p(b+c) (a,b,¢c,d|A, w,v,0 —2,0,w)"
14 —20—c(c—1)—o(b+d) (a,b,¢c,d|A, w,v,0,0 —2,w)")
15 —2w-w(w-1)— %w(c—&-d) (u,b,c,d|/\,;4,1/,p,a,w—2)(’)
16 %M (a+1,b,c,d\)t72,y,1/,p,(7,w)<’)
17 %u)x (@a—=2,b+2,¢c,dA=2,u,v,0,0,w )(r
18 —%zx/\ (a—1,b+2,c,dA=2,u,v,0,0,w )<’)
19 Tap (a+1,b,c,dA, u—2,v,p0,0,w)
20 Tay (a—2,b,c+2,dAu—2,v,p,0,w)"
21 —Jap (a—1,b,c+2,dAu—2,v,0,0,0)"
22 %ow (u+1,b,c,d\)\,y,v—2,p,¢7,w) ")
23 %uv (a72,b,c,d+2|/\,y,v72,p,0,w)(’)
24 7%041/ (af1,b,c,d+2|/\,y,1/72,p,0,w)(’)
25 %ﬁ/\ (u,b+1,c,d\)\72,;4,v,p,¢7,w)(’)
26 %b)\ (a+2,b72,c,d|/172,y,1/,p,0,w)(’)
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27 —1BA (a+2,b—1,¢,d[A=2,14,v,0,0,w)")
28 1Bo (a,b+1,¢dApu,v,0—2,0w)"
29 %bp (a,b72,C+2,d|/\,y,v,p72,a,w)(’)
30 7%‘5;) (a,bf1,c+2,d|/\,y,v,p72,a,w)(’)
31 1o (a,b+1,¢,dA pu,v,p0,0—2,w)"
32 %bzr (a,b72,c,d+2|/\,y,1/,p,07Z,w)(')
33 —%[—30 (a,b—1,c,d+2|A, u,v,0,0—2,w)")
34 %’yy (a,b,c+1,d|A, u—2,v,0,0,w)")
35 %cy (u+2,b,c—2,d|/\,;4—2,1/,p,(7,w)(’)
36 — Ly (a+2,b,c—1,d[Apu—2,v,0,0,w)"
37 L (a,b,c+1,d|A, u,v,0—2,0,w)"
38 %cp (a,b+2,c—2,d|/\,;4,1/,p—2,(7,w)(’)
39 7%7,0 (a,b+2,cf1,d|/\,p¢,v,p72,rf,w)(r)
40 Tw (a,b,c+1,dA, u,v,p0,0,0—2)")
41 %cw (a,b,c72,d+2|/\,y,v,p,(7,w72)“)
42 7%%«; (a,b,c—1,d+2|A, pu,v,0,0,w—2)")
43 %(51/ (a,b,c,d+1\)\,;1,1/72,,0,0,(41)(’)
44 %dv (11+2,b,c,d72|/\,y,v72,p,(r,w)(")
45 7%51/ (u+2,b,c,d71|/\,y,v72,p,a,w)(’)
46 %(50 (a,b,c,d+l\A,y,v,p,UfZ,w)(’)
47 %da (u,b+2,c,d72|/\,y,1/,p,072,w)(’)
48 —%60 (a,b+2,¢,d 1A, u,v,0,0—2,w)")
46 %éw (a,b,c,d+l\)\,y,v,p,tf,wa)(’)
47 %dw (a,b,c+2,d—2|/\,;4,v,p,a,w—2)(’)
48 —%&u (a,b,c+2,d—1|/\,;4,v,p,(7,w—2)(’)
49 1 (a,b,c,d|/\—1,;4,v,p,a,w)(’)

50 1 (a,b,c,d|/\,;4—1,v,p,(7,w)(’)
51 1 (a,b,c,d)A, u,v—1,p,0,w)"
52 1 (a,b,c,d|A,u,v,p— 1,a,w)(’)
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53
54

1 (a,b,c,d|A, p,v,0,0— 1,w)(’)
1 (a,b,c,d|/\,],t,v,p,0,w71)(’)

Anwendung des Hamiltonoperators auf Funktionen des Typs
[abcd])®),
sortiert nach Parametertupel.

Tupelnr. Faktor Term
1 —1@®+ B+ 92 +0%) [abcd]“")
2 a+oa—7 [a—1,b,c,d]®
3 l(ll+1)fa77(a71) [a —2,b,c,d]®
4 B+pb—Z [a,b —1,c,d]®
5 h(h+1)-b—3b(b-1) [a,b —2,c,d]®
6 Y+yc—2Z [abc—ld]
7 (13+1)—c—7(c—1) [a,b,c —2,d]®
8 o+od—Z [a,b,c,d —1]®
9 g(lg+1)—d—Ldd—-1) [a,b,c,d — 2]
10 = [a,b,c,d]®
11 % [a,b,c,d](w)
12 i [a,b,c,d]®)
13 = [a,b,c,d]®)
14 é [a,b,c,d] (@)
15 L [a,b,c,d))







Berechnung der Matrixelemente

In diesem Abschnitt wird ausfiihrlich auf die Bestimmung der Matrixelemen-
te H;; und S;; eingegangen, die zur Approximation oberer Eigenwertschran-
ken benotigt werden. Da die verwendeten Funktionen als antisymmetrierte
Produkte aus Orts— und Spinfunktionen angesetzt werden, gilt im einzelnen:

Hj = (A0l AA)) (3-)

sowie S;;j = <A(¢i)()|A(4>j)()> . (3-2)

Der Antisymmetrierer ist als Projektionsoperator (s. Abschnitt 2.3) selbstad-
jungiert, idempotent und kommutiert mit dem Hamiltonoperator H. Damit
vereinfachen sich die Beziehungen fiir die Matrixelemente zu:

Hij = (A@ix) A (g;0) ) (3-3)

Sij = <A(‘PiX)|‘PjX> : (3-4)
3.1 Spinintegration

Wird der Antisymmetrierungsoperator auf Orts— und Spinfunktionen ange-
wendet, kann als nachster Schritt die Integration {iber den Spinraum ausge-
fiihrt werden. Setzt man fiir die x die konkrete normierte Spinfunktion x

aus (2-27) ein und benutzt die Orthonormalitédt der primitiven Spinfunktio-
nen

(ala) = (BIB) =1 und (a|p) = (Bla) =0, (3-5)
so ergibt sich fiir 5;;:
Sij = (Algixa)lgjxa)

(@ilgy) + ((12)il¢j) — %((13)¢i|¢j>
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(14)9197) — 5 (23)pi7) — 5 (24)14)
3091197) — 34(123)l97) — 5 (132)9118y)

(124)p197) — 5 ((142)gilgy) 1<<134>4>,'|¢,~>
(143)01l47) — 3((230)91197) — 2((243)0rl9y)
(1234)pi97) — 2((1243)9119y) + (1324)19;)

= N\'—‘
Ju

+

N\»—\N\HN\»—\N\H

((1342)¢i|¢j) + ((1423)¢il¢j) — 1((1432)¢1|4>,>
12)(34)¢il¢;) + ((13)(24)¢il¢j) + ((14)(23)4>i\4>j>] - (3-6)

J’_

Der Ausdruck fiir
Hij = (A(gix)|H(¢ix1)) = (Algix1)| (He;)x1) (3-7)

ergibt sich analog, indem in GI. (3-6) ¢ durch I:Iqu ersetzt wird.

3.2 Die Gesamtintegrale

Da es zwei Typen von Ortsbasisfunktionen gibt (s. GL(2-15)), treten in den
Matrixelementen drei verschiedene Typen von Gesamtintegralen auf:

1.) Integrale, die ausschliefSlich tiber korrelierte Radialfunktionen berech-
net werden

[ i (3-8)
.12

2.) Integrale, die sowohl korrelierte Radialfunktionen als auch Winkelan-

teile enthalten
[ e = [ gy ar. (3-9)

R12 R12
3.) Integrale mit unkorrelierten Radialfunktionen und Winkelanteilen

" gl ar. (3-10)

R12



3.2 Die Gesamtintegrale 55

3.2.1 INTEGRALE UBER KORRELIERTE RADIALFUNKTIONEN

Die Anwendung des Hamiltonoperators auf eine Basisfunktion mit einem

. Aij o . .
Korrelationsterm ri}’ fuhrt dazu, dafs Gesamtintegrale mit Produkten von
maximal drei unterschiedlichen Korrelationstermen ausgewertet werden

Aij A .
miissen. Von diesen stammen zwei Korrelationsterme 7’ ij rkl“ aus den Basis-

L

funktionen und der dritte Term - aus dem Operator der potentiellen Ener-
gie. Fithrt man eine Veremfachende Notation fiir das allgemeinste Gesamtin-
tegral ein

(a1,a2, ... ,4n|AM2,M3, - A1, .. )
- 1,02 M2 A1z Ann—1 j—&1r1 —fory —...— 0yt ~
= R CSR L o o G S i wndr, (3-11)
R3n

so miissen fiir die Berechnung drei verschiedene Integraltypen unterschie-
den werden in Abhingigkeit davon, welche Elektronenkoordinaten in den
Dreierprodukten der Korrelationsterme erscheinen. Die Integraltypen lassen
sich sehr gut veranschaulichen und analysieren, wenn man ungerichtete Gra-
phen als Hilfsmittel heranzieht [38, 43]. Dabei werden die Elektronen als Kno-
ten und in die Integralberechnung eingehende interelektronische Abstiande
als ungerichtete Kanten aufgefafit. In die Berechnung des Integrals miissen
Korrelationsterme eingehen, wenn ihr Exponent ungleich Null ist.

Fiir den Fall von vier Elektronen und dem Gesamtintegral (3-11) erge-
ben sich folgende Grundtypen:

@

Typ 11 Typ 1.2 Typ 1.3

Die Graphen konnen den zugehoérigen Integralen in der zuvor vereinbarten
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Notation zugeordnet werden.

Typ 1.1:  (ay,a2,a3,a4|A12,A13,A14,0,0,0(aq,00,003,004)
Typ 1.2:  (a1,a2,a3,84|A12,A13,0,0,A24,0]a1,02,03,04) (3-12)
Typ 1.3: (a1,a2,a3,a4|A12,A13,0,A23,0,0|a1,22,23,04)

Da die Tupel der Integralnotation geordnet sind, kann man an der Positi-
on der Korrelationsexponenten ungleich Null erkennen, welcher Integraltyp
vorliegt. Die Zuordnung der Kanten im Graphen zu den entsprechenden Po-
sitionen der Korrelationspotenzen im Integraltupel verdeutlicht Abbildung
3.1

a8y ag 8| Ap Az Mg Aoy Aoy Mgy | 0y, 0 a5 0, >

LAY,

E@K@;
e O @ 66 00— e 0

Abbildung 3.1: Zusammenhang zwischen Kanten im Graphen und Position
der entsprechenden Korrelationspotenz im Integraltupel

Die Graphen aller tibrigen Integrale mit drei Korrelationstermen unter-
scheiden sich nur in der Numerierung der Elektronen von den drei Graphen
1.1, 1.2, 1.3 und koénnen daher durch Permutation in diese Typen tiberfiihrt
werden. Als Beispiel fiir eine solche Transformation soll dieser Fall betrachtet
werden.

(a1,a2,a3,04|0,A13,0,A23,0,A34]001,02,003,04)




3.2 Die Gesamtintegrale 57

Das Ausgangsintegral enthalt Korrelationsexponenten ungleich Null fiir
713,23, 134. Durch eine (13)-Permutation werden die Elektronenkoordina-
ten 1 und 3 vertauscht, und man erhilt

(a1,2,03,04|0,A13,0,A23,0,A 34|01, 000,003, 004)
_ ay.,az a3 a4 .0 A3,0 A2.0 A3s ,—ayr —aory—a3r3—aar.
= Py g T T3 43 TogTgg € T srdt
RSH
(13) F21402,03 04 1’0 r/\137,0 r)\23r0 1,)\34 —Qr3 =T~ a3 —0aty gp
3 T2 11Ty 7237137134715 24714 €
R’Sn

= (az,ap,a1,a4|A23,A13,A34,0,0,0(a3,00,01,04)  (3-13)

Durch die Permutation der Elektronenkoordinaten ergibt sich ein Integral
vom Typ 1.1. Dies ist in der abkiirzenden Notation daran zu erkennen, dafl
die Exponenten ungleich Null an den ersten drei Positionen des Sechstupels
stehen, das die Korrelationsexponenten aufnimmt.

Um die Zahl der Integraltypen, die ausgewertet werden miissen, ein-
zuschranken, 146t sich ein tibergeordneter Typ konstruieren, der die drei
beschriebenen Moglichkeiten beinhaltet, aber keinen aufwendigeren Lo-
sungsweg erfordert.

Typ1l

Eine Gesamtintegralformel fiir den Typ 1 berechnet auch alle denkbaren

Integraltypen, deren Graphen nur zwei oder weniger Kanten aufweisen,
wie z.B. diese Auswahl

Lo I\
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3.2.1.1 Berechnung von Gesamtintegralen des Typs 1

Im folgenden wird die Losung des Gesamtintegrals reprasentiert durch den
Graphen vom Typ 1,

I} =< ay,a2,a3,a4|A 12,13, AM4,0,A24,0|0q 00,003,004 > (3-14)

nach der oben eingefiihrten Notation, ausfiihrlich beschrieben. Dabei wird
die Integration in Kugelkoordinaten durchgefiihrt. Damit dies moglich ist,
miissen zundchst die Korrelationsterme in Kugelkoordinaten ausgedriickt
werden.

Ai ..
DIE ENTWICKLUNG DER 7;./ IN KUGELKOORDINATEN —  Die im Integral
auftretenden interelektronischen Abstinde werden nach einem von PERKINS
[77] beschriebenen Verfahren in Reihen tiber Legendre-Polynome entwickelt:

A_LM)P o LZ(A)C g2k A-q-2k 5 o 4 315

rij= ) Pylcosdi) 3. Crgrsy ™ & (A=-1) (3-15)
q=0 k=0

mit

Py : Legendre-Polynome, s;; = min(r;,rj), g&;j = max(r;r;)

Li(A) = {

Die Entwicklungskoeffizienten C) ;x konnen geschlossen angegeben wer-
den zu:

3 ™

, sonst +1

, A gerade A ,A gerade
& Lz(A)={ 2t B (3-16)
2 7

min(qfl,L%J) .
2q+1(A+2) 2k+2j—A (3-17)

Crak= 357 2kt 1 g 2k +24—2j+1
Im néchsten Schritt werden die Legendre-Polynome nach Kugelflichenfunk-
tionen entwickelt, wobei man das Additionstheorem der Kugelflichenfunk-
tionen [85]

47 1 . .
Py(cos 8;j) = 2411 m;q Yo (1) Yam(j) (3-18)
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benutzt. Die Kugelflichenfunktionen sind, wie die im Ansatz benutzten,
definiert gemaf3 [85]:

LY, 00 (8,0) = 101 +1) Yy, (8,9) (3-19)
tz Yl,m (%,9) =m Yl,m (%,9), (3-20)
mit
. 1 9 9 1 92
2 _ . _ R _
L ="Gnoas (Smﬂaﬂ) sin? 9 992 (3-21)
. )

i, = —1% (3-22)

Die Kugelflichenfunktionen gentigen folgender Orthonormalitdtsbeziehung
[85]:

27 1T
// Y] (8,0) Yy (0,) sin®ddde = 6) 1 Sy, - (3-23)
Aufierdem gilt [85]
2
//Ylm 8,¢) sindddde = V4 ;0 0m,0, (3-24)
00

sowie die Phasenbeziehung [13]:
Ylfm (19/4)) = Yl,m(ﬁ' - (P) = (71)7’1 Yl,—m(ﬂ'q))' (3-25)

Das Gesamtintegral ergibt sich dann nach der Entwicklung aller vier
Korrelationsterme nach Perkins zu:

Iy =< a1,a2,a3,84|A12,A13,A14,0, Aoy, 0lay,&0,63,04 >
L1(A12) L1 (A1) L1(A1a) L1(A2s) La(A12) L2 (Mz) La(Ara) La(A2s)

= X X X X Y X X X

712=0 g13=0 14=0 g24=0 kip=0 ki3=0 ki4=0 kp4=0

oo 00 0 o0

////C)Lu,mz/klz C)\lsfﬂlls,klsc)\14,5114,k14 C/\24,Q24,k24

Q12+2k1z A2—q12—2k12 q13+2k13 A3 —q13—2k13
512 812 513 813
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gt 2k Ma—qra=2kis Goa+2kas Az =04 =2k
14 814 524 824

M +2 a,+2 a3+2 as+2  —aqri—apry—azr3—a4r
T T Ty T e N TR TN dy drydradry

_ (4m)*
(2912 +1) (2q13+1) (2914 +1) (2924 + 1)
q12 q13 q14 24

X Y X X

Mi2=—(12 M13=—013 M14=—(14 M24=—(24

27t 27 27 211 T

TITTT ] s

00 00
: Yq13,WL13( ) Yq13ﬁ"13 (3 Y, 14,11114( ) Yl]14/m14 (4)
4
2) Ygpumay (4) [ | sin 0;d0; d; (3-26)
i=1

LYH

Q24,m24

DIE WINKELINTEGRATION — Nachdem alle Korrelationsterme im Gesamt-
integral in Kugelflichenfunktionen entwickelt wurden, ist es sinnvoll, die
Integration tiber die Winkel 9; und ¢; durchzufiihren. Die Integranden dieser
Winkelintegrale bestehen aus Produkten von Kugelflichenfunktionen mit
unterschiedlich vielen Faktoren fiir jede Elektronenkoordinate i. Die Anzahl
dieser Faktoren laf3t sich leicht aus dem Graphen des jeweiligen Integraltyps
ermitteln. Dort représentiert die Zahl der Kanten, die sich an einem Knoten
treffen, die Anzahl der Y; ,,(i)— Faktoren fiir die jeweilige Koordinate i. Im
konkreten Fall zeigen die Knoten des Graphs vom Gesamtintegraltyp 1

K & v P

daf$ fiir i = 1 die Winkelintegration {iber ein Dreierprodukt aus Kugelfla-
chenfunktionen gelost werden mufs; bei i = 2,4 handelt es sich um Zweier-
produkte und fiir i = 3 wird nur {iber eine einzige Kugelflachenfunktion
integriert.

Die Ausintegration tiber die Winkel 8; und ¢; mit i = 2,3,4 wird ausge-
fithrt, indem die Orthogonalitdt der Kugelflichenfunktionen (3-23) fiir jede
der Elektronenkoordinaten i = 2,3,4 beachtet wird. Damit ergibt sich fiir
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die Integrale {iber die Kugelflichenfunktionen fiir die Elektronenkoordina-
ten i = 2,3,4 unter Berticksichtigung der Phasenbeziehung (3-25):

2

/ / q24,mz4 Y'hz le( ) sind, dd, d(PZ = 51724,412 (5m24,m12 (3-27)

o\.:\;

T
/ Yg13,m15(3) sind3 d03 dos = VAT 55, 0 Omyy0 (3-28)
0

o\,:\l)

7
/ (-1) m14 Yq*m, o (4) Yq24,m24 (4) sin ¥y ddy d¢4 = 5'114,'124 Oy mau
0

(3-29)

Diese Integrale, und damit auch das Gesamtintegral I;, sind folglich nur
dann ungleich Null, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
Koordinate 2: gip =gqp4, 1y =My
" 3: q13=0, miz =0 (3-30)
" 41 qua=qoa, —IMig =My

Dies l4f3t sich zusammenfassen zu
q:=q12 = q14a = o4, M =M1y = —M14 = M4 (3-31)

Damit ergibt sich fiir das Gesamtintegral I; ein Ausdruck, in dem die Win-
kelintegration noch tiber ein Dreierprodukt von Kugelflichenfunktionen ab-
hingig von ¢,¢1 ausgefiihrt werden mufs:

Iy =< ay,a,a3,a84| A 12,A13,A14,0,A24,0|a1 00,003,004 >

min (L (A12),L1(A14),L1(A24)) L2(A12) La(A13) La(Arg) La(Ags)

- >

=0 k12=0 ki3=0 ki4=0 k=0

q
o0 00 o0 o0
////Chz,q,klz CA13,0k13 C/\14,41k14
00 00

E]+2k12 Aa— q— 2k12 2k A 2k
’ C)\z4 7.k24 512 812 13 813 30
Sq+2k14 AMa—q—2k1a q+2k24 /\24 q—2k24
14 814 5S4 824
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a1+2 _ar+2 a3+2 as+2 _—xqr]—apro —a3r3—agr,
T T Ty T e N TR TN dy drodradry

(4m)*Var
29+1)° W=y

—m

7T
/ Yy (1) Y50(1) Yy (1) sin®y oy dy  (3-32)
0

Nutzt man die Phasenbeziehung (3-25) fiir die Y*(1) aus, so wird der
Ausdruck zu:

I} =< ay,a,a3,a4|A12,A13,M14,0,A24,0|a1,00,03,004 >
min(L;(A12),L1(A14),L1(A24)) La(A12) La(A13) La(A1a) Lo(Aag)

qIO ku:O k13:0 k14:0 k24:0

o0 00 00 o0
//// C)\n,q,klz C/\13,0,k13 C/\M,q,km
00 00

q+2k12 _A2—q—2k12 2k13 Az—2ki3
Chasghu 12 812 813

q+2k1y  _Ag—q—2k1s 1/7+2k24 /\24 q—2koy
514 &14 S &4

M +2 a,+2 a3+2 as+2  —aqri—apry—a3r3—aar
T T Ty T e TN TR TR TN dy drodradry

(4m)*Var i

(Zq + 1)3 m=—q

—m

T
/ Yy (1) Yo -m(1) Yoo (1) sin®; doy dp;  (3-33)
0

Die Integration des Dreierproduktes von Kugelflichenfunktionen tiber die
Variablen ¢#; und ¢; erfolgt wie von Edmonds [18] bzw. Varshalovich [85]
angegeben:

2w

/ / Vi, (91,01) Yiy s (91,91) Yoy s (B1,1) sin 81 40y dgpy
0 0
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7\/(2zl+1) (2 +1) 2i3+1) (T L I3 L L, I
n 47 0 0 0 mp mp ms '

(3-34)

Die sog. Wignerschen 3j-Symbole leiten sich von den Clebsch-Gordan—
Koeffizienten ab [85] und sind definiert als:

juoda B\ o qyptmetzn L opms 3-35
<m1 my ms) =y V23 +1 Tz (39

Die Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten erfolgt tiber die folgen-
de Formel [79, 85]:

o (@+b—)a—b+o)(—atbto)]?
CﬂZbﬁ_(SW’“ﬁ{ CEETESY
(a4 )@ —a)l(b+ B)Ib — B)l(c +m)(c —1)(2c + )12

¥ (-1)°
—~ zlla+b—c—-2)!l(a—a—2)(b+B—2)(c—b+a+z)(c—a—p+z)!

(3-36)

Der Summationsindex z nimmt dabei alle positiven ganzzahligen Werte an,
fiir die die Argumente der Fakultdten nicht negativ sind.

Eine fiir die Anwendung der 3j—Symbole niitzliche Eigenschaft ist die
Tatsache, dafd ihr Wert gleich Null wird, falls ihre Argumente in der oberen
Zeile die sog. Dreiecksungleichung verletzen [18,85] oder die Summe j; +
jo + j3 ungerade ist:

o) (3-37)
myp mp ms

falls |j1 —jo| <js <j1+j2 mnicht erfiillt ist
oder ji1+j»+j3#2n, n&Np.

Eine dhnliche Bedingung gilt fiir die Argumente in der unteren Zeile der 3j-
Symbole [18, 85]:

v B (3-38)
mp  mp  mg

fir —m3 # mq +my.
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Ein Spezialfall, der fiir das in diesem Abschnitt betrachtete Gesamtintegral
I; von Bedeutung ist, soll in diesem Zusammenhang auch erwdhnt werden

[18]:
j i 0 jom 1 i
( o) = (-1) T (3-39)

Kehrt man zum Gesamtintegral I; zurtick, so ergibt die Integration tiber
¢ und ¢ schliefllich
Iy =< a1,a2,a3,84| A 12,A13,A14,0,A24,0( a1 ,00,03,04 >
min(Ly(A12),L1(A1a),L1(A24)) La(A2) La(A13) La(A1a) L2 (A24)

Il
o

q k12=0 ki3=0 ki4=0 kos=0

o0 00 00 o0
//// CAlz,q,klz C/\13,0,k13 CA14,q,k14
00 00

q+2k12 /\12—17—2’(12 2k13 /\1372]{13
Choughn 512 812 S137 813

_Sq+2k14 Ag—q—2k1s Sq+2k24 Aog—q—2ko4
14 14 24 824

M +2 a,+2 a3+2 as+2  —aqri—aory—azt3—aar
T T Tyt T e N TR TN dy drodradry

m)*Var [ (29 +1)
A VR -1) S B
(2q + 1)3 el 47

.(qﬂl())(”i q 0) (3-40)
00 0 m —m 0

Nun kann man die Beziehung (3-39) zweimal ausnutzen:

q 9 0\ _,  ;9_1 ;
(0 0 0>_( 2 V2q+1 (3-41)

—m (g 9 0\ _ o ig-om 1 o 1
1) (m —m 0>( b’ \/211—0—17( 1)q,/2q+1

und damit I; schreiben als

(3-42)

Iy =< ay,a2,a3,a4|A12,M3,M14,0,A24,0]1,02,03,04 >
min(Ly (A12),L1(A1a),L1(A24)) La(A2) La(A13) La(A1s) L2 (A24)

qZO ku:O k13:0 k14:0 k24:0
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o0 00 o0 o0
/ / / / CMz,q,klz CAls,O,kB C/\14,11,k14
00 00

F]+2k12 AlZ*q*Zklz 2k13 _A13—2k13
5137 813

: C)\z4,q,k24 512 812 13
q+2kis _Ma—q—2kis _q+2kos Aza—q—2kx4
S14 814 24 824

. 7"{1+2 r;2+2 rgaJrZ rz4+2 @M —RaT)—A3T3— 4Ty di‘ldi‘zdi‘gdh}

(4m)*Van i 2q+1) (1) 1
(217 + 1 m=—q 2q +1
min(Lq(A12),L1(A14),L1(A24)) L2 (A12) Lo (M) La(A1a) La(A24)

q=0 k12=0 ki3=0 ki4=0 k=0

o0 00 0 o0
/ / / / C/\lz/q,klz C/\13,0/k13 C/\14/q/k14
00 00

q+2kia _A2—q—2k12 2kq3 g/\1372k13

Choghs 512 812 5137 813
q+2k14 Ag— q— 2k14 L7+2k24 /\2471]72](24
S1e 0 814 824
. 1"{1+2 r;z+2 rgaJrZ rZ4+2 e M1~ QoI —a3r3 — 4Ty dridrydradry
COIN
o L 1\3
(29+1)" m=y
(3-43)
Mit
q
Y 1=25+1 (3-44)
m=—q

148t sich I schliefSlich schreiben als

I} =< ay,a2,a3,04|M2,AM3,A14,0,A24,0[a1 00,003,004 >
min(L; (A12),L1(A14),L1(A24)) La(A12) L2 (A1) La(A1s) Lo(Aag)

q:O ku:O k13:0 k14:0 k24:0

o0 00 00 o0
(47T) 2!] n 1 PN //// C/\12,q,k12 CM3,O,k13 CAM/quM
00 00
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q+2k12 /\12—17—2’(12 2k13 /\1372]{13
Choughn 512 812 5137 813

q+2kis Ma—q—2kis _q+2kas  Ass—q—2kos
14 814 S0 824

am+2 a,+2 _a +2 A3+2  —q171—0t) —X373— K4t
. 7’11 7’22 7’33 7‘44 e MTR2i2 TSI TR d?’ldT2d1’3d1’4

Damit wurde die Winkelintegration vollstindig ausgefiihrt.

DIE RADIALINTEGRATION — Um im néichsten Schritt tiber r; integrieren
zu kénnen, miissen die s;; = min(r;,7;) und g;; = max(r;,r;) durch r; und
r; ersetzt werden. Dies ist nur moglich, indem das Integrationsgebiet R* in
4! = 24 Gebiete unterteilt wird, in denen jeweils

Tp <13 < Tm <Tn (3-46)

gilt, wobei (klmn) fiir eine der 24 Permutation von (1234) steht. Das ver-
bleibende Vierfachintegral in dem Ausdruck von Ij wird demnach in eine
Summe von 24 Teilintegrale zerlegt, die jeweils eine der Permutationen von
(3-46) représentieren und in denen die s;; und g;; entsprechend der spezifi-
schen Ungleichungskette aufgelost sind. Nimmt man beispielsweise den Fall
r] < rp < rq < r3 an, so erhilt man das Teilintegral

00 T3 Ty I

I _ a1+2+2k1p+2k13+2k14 a2 +24-A 10 —2k12+2kog
r1<rp<rg<rz — rl 72
0000

A4+24A1g—2k14+ Ao —2koy a3+2+A13—2k13
-1yt S ey ¢ BT drodrydrs.  (3-47)

Fiihrt man als abkiirzende Schreibweise die X-Hilfsintegrale

S z

o y
X(a,B,7,6; f,gh,i) = //// xf Y3 2l st e aX—PY=12=05 gy dydzds (3-48)
00 00

mit 0<x<y<z<s

ein [38, 43, 80], so ldfit sich das Teilintegral fiir das Gebiet mitrq < ry < r4 <
r3 auch schreiben als

Ir1<r2<r4<r3 =
X(oq,00,04,03; 81 + 2 + 2k + 2k13 + 2k14, a7 + 2 + Ay — 2kqo + 2kpy,
ag + 2+ Ag — 2kyg + Aog — 2kpg, a3 + 2+ A3 — 2k13) (3-49)



3.2 Die Gesamtintegrale 67

Mit den X-Hilfsintegralen 146t sich das Gesamtintegral I; schliefilich
formulieren als

Iy =< ay,a9,a3,a4|M2,A13,A14,0,A24,0]a1 000,003,004 >

min(Ly(A12),L1(A1a),L1(A24)) La(A12) La(Ars) La(Ara) La(A2a) 1
4
= (4m) )3 Y X X X
4=0 k=0 ki3=0 k=0 kn—=0 (24+1)

“Chingkir Cais 015 Chnagkrs Choag o

[ X(aq, 00,003,045 a1 + 2 + 2k + 2k13 + 2k14,02 + 2 + Ay — 2k1p + 2kog,
az + 2+ Az — 2kq3,a4 + 2 + Mg — 2k14 + Apg — 2koy4)

X (0,000,000 035 a1 + 2+ 2k1a + 2k15 + 214, an + 2 + A1y — 2k1a + 2k,
ag +2+ Mg — 2k1g + Apq — 2kpg, a3 + 2+ A1z — 2k13)

+ X(aq,03,00,004; a1 + 2 + 2k1p + 2k13 + 2k14, a3 + 2 + Aq3 — 2kq3,

ay +2 4+ Mg — 2kqy + 2kpg, a4 + 2 + Mg — 2k14 + Aoy — 2k24)

+ X(oq,03,004,00; a1 + 2 + 2kqp + 2k13 + 2k14, a3 + 2 + A3 — 2kq3,

ag + 2+ Ag — 2kqg + 2kog, ap + 2+ Ao — 2k1p + Apy — 2k24)

+ X(aq,0q,00,03; a1 + 2 + 2k1o + 2k13 + 2k14, a4 + 2 + Aqg — 2k14 + 2kog,
ap + 2 + Aqp — 2kip + Apg — 2kpg, a3 + 2 + Az — 2kq3)
+ X(oq,004,003,00; 81 + 2 4 2kqp + 2k13 + 2k14, 04 + 2 + Mg — 2k14 + 2Ky,
az +2+ Az —2kyz, ap + 2+ Ao — 2k + Apg — 2kp4)
+ X(ao,0q,03,04; Ay + 2 + 2k1p + 2kog, a1 + 2 + Aqp — 2k1p + 2k13 + 2k14,
asz +2 + Az — 2ky3, a4 + 2+ Mg — 2k14 + Apg — 2ko4)
+ X(ap,01,004,03; a0 + 2 + 2kqp + 2kog, a1 + 2 + Aqp — 2kqp + 2k13 + 2k1y,
ag 42+ Ay — 2kqg + Apg — 2kog, a3 + 2 + Az — 2kq3)
+ X(ap,03,001,004; 85 + 2 + 2kqp + 2kpg,a3 + 2 + 2k13,
a; + 2+ Ap — 2kqp + Az — 2ky3 + 2kq4,
Ay +2 + Mg — 2k1g + Apg — 2koy)
+ X(ap,03,004,001; 80 + 2 + 2kqp + 2kpg,a3 + 2 + 2k13,
ag + 2 4 2k1gq + Axg — 2koy,
a1+ 2+ Ap — 2kip + Az — 2kq3 + Mg — 2k14)
+ X(ap,0q,001,03; a0 + 2 + 2kqp + 2kpg, ag + 2 + 2k14 + Mg — 2kpy,
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a1 + 2+ Ap — 2k1p + 2k13 + Mg — 2kg, a3 + 2 + A1z — 2k13)
+ X(ap,0q,03,001; 8y + 2 + 2k1p + 2kpg, a4 + 2 + 2k14 + Mg — 2kpy,

az + 2+ 2kiz, a1 + 2 4+ Ao — 2k1y + Az — 2k13 + Ag — 2kqy)
+ X(ag,0q,00,004; a3 + 2 + 2k13,01 + 2 4 2k1p + Az — 2k13 + 2kq4,

ay + 2+ Ay — 2k1p + 2kpg, a4 + 2+ Aqg — 2k14 + Mg — 2kpy)
+ X(a3,01,04,000; a3 + 2 + 2k13,81 + 2 + 2k1p + A1z — 2k13 + 2k14,

ag+ 2+ Ay — 2kqg + 2kpg, a5 + 2+ Aqp — 2k + Apg — 2ko4)
+ X(ag,00,001,004; a3 + 2 + 2kq3,ap + 2 4 2k1p + 2koy,

ay + 2+ Ap — 2kyp + Az — 2kq3 + 2kqy,

ag+ 2+ Mg — 2k1q + Aog — 2koy)
+ X(ag,00,004,00; 03 + 2 + 2kq3,a2 + 2 + 2k1p + 2ko4,

ay + 2 4 2k14 + A — 2koy,

a1+ 2+ Ap — 2k1p + Az — 2ky3 + Ag — 2k14)
+ X(ag,0q,001,000; a3 + 2 + 2kq3,a4 + 2 4 2k14 + 2koy,

a1+ 2+ 2kqy + Az — 2k13 + A1g — 2k,

ay 4+ 2 + Ay — 2k1p + Apg — 2koy)
+ X(ag,0q,000,01; 83 + 2 + 2kq3,84 + 2 4 2k14 + 2kpy,

ay + 2+ 2kip + Aopg — 2kpy,

a1+ 2+ Ap — 2k1p + Az — 2ky3 + Ag — 2k14)
+ X(agq,0q,000,03; 84 + 2 + 2k14 + 2kog, a1 + 2 + 2k1p + 2k13 + Ag — 2k14,

ay + 2+ Ay — 2k1p + Aoy — 2kpg, a3 + 2 + A3 — 2kq3)
+ X(og,001,03,00; a4 + 2 4 2k14 + 2kog, a1 + 2 4 2kqp + 2k13 + Mg — 2kq4,

as + 2+ Az — 2k, ap + 2 + Aqp — 2k1p + Apg — 2kpy)
+ X(ag,0p,000,03; a4 + 2 + 2k14 + 2kog, ap + 2 + 2k1p + Aog — 2kpy,

ap +2+ Ay — 2kp + 2k13 + A1g — 2k1g, a3 + 2 + A1z — 2k13)
+ X(og,00,03,01; a4 + 2 4 2k14 + 2kog, ap + 2 4 2k1p + Apg — 2kog,

as + 2 + 2k, a1 + 2 4+ Ay — 2k1p + Az — 2k13 + Ag — 2kq4)
+ X(agq,03,000,000; a4 + 2 + 2kq4 + 2kpg,a3 + 2 + 2k13,

a1+ 2+ 2kip + Az — 2k13 + Ag — 2k,

ay + 2+ Ay — 2k1p + Apg — 2koy)
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+ X(aq,u3,00,01; a4 + 2 + 2k14 + 2kog,a3 + 2 + 2k13,
ay + 2 + 2k1y + Axg — 2koy,
ap + 2+ Ay — 2kyp + A1z — 2k13 + A1g — 2k14)]  (3-50)

Nach der Berechnung der X-Hilfsintegrale (s. Abschnitt 3.3) ist das Gesamt-

integral I; komplett gelost. Die erhaltene Losungsformel wurde bei der Im-
plementierung fiir alle Félle angewendet, bei denen die g-Summe abbricht.
Der Fall, daff die g-Summe gegen Unendlich lauft, wird im folgenden Ab-
schnitt gesondert behandelt.

3.2.1.2 Sonderfall: Berechnung der Gesamtintegrale vom Typ 1.3

Die Behandlung der Gesamtintegrale der Form
3 =< a1,82,a3,84|A12,A13,0,A23,0,0|a1,002,03,4 >, (3-51)

mit ungeraden Aqp,A13,A23, wird an dieser Stelle gesondert betrachtet. Der
Sonderfall ist dadurch begriindet, dal im Graph des Integrals I; 3 die Kanten
einen geschlossenen Zyklus bilden. Im Integral sind die Korrelationsterme
derart gekoppelt, dafl die g-Summe der Perkins-Entwicklung (3-15) nicht ab-
bricht, wenn alle Korrelationsterme ungerade Exponenten besitzen, sondern
gegen Unendlich lauft.

Fiir die Losung des Integrals geht man nach dem beim Integral I; vor-
gestellten Schema vor. Zunédchst werden die Terme der interelektronischen
Abstande nach Perkins [77] in Kugelfldchenfunktionen (3-15) entwickelt; so-
mit ergibt sich I; 3 in Kugelkoordinaten:

I1 3 =< a1,a2,a3,84| A 12,A13,0,A23,0,0 01 ,40,03,004 >
Ly(A12) L1(A13) L1(A23) La(A12) La(A13) La(Ag3)

g12=0 g13=0 ¢g23=0 ki2=0 ki3=0 ko3=0

0 00 0 o0

////CA12,q12,k12 C)\13,q13,k13 C)\23,Q23,k23
00 0O

qi2+2k1a _Ma—qi2—2k1a _q13+2kiz _A1z—q13—2k13
512 812 513 813
| f23+2kas A2z —q23—2ka3

523 823

M+2 ay+2 _a3+2 as+2 _—aqr —apry —K3r3—0gt,
I Ty T e TR TR T dy dro dradry
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(4m)*
(2912 +1) 2913 +1) (2923 +1)
q12 q13 q23

XY X

mip=—4q12 M13=—(13 M3=—(23

2m 2w 2w 2w

T
//// ///Yq*lz,mlz(ﬂlfgol)sz,mlz(ﬂZr@Z)
000

00000
’ Y;w,mls (81,91) Y15, (03,93)

4
(02,92) Y2312 (03,93) H sin §; dd; de; (3-52)
i=1

423,123

Beachtet man bei der Integration tiber alle Winkel ¢; und ¢; mit i =
1,2,3 die Orthonormalitdtsbedingungen der Kugelfldchenfunktionen (3-23),
so verschwindet [; 3 nur dann nicht, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind.

Koordinate 1: g2 =q13, mip = —m13
" 2: qup=qo3, M3 =My3 (3-53)
! 3: 13 =423, —Mm13=Mmo3.

Insgesamt ergibt sich also
q:=4q12 =q13 = q23, M =M1y = —M13 = M3. (3-54)
Das Gesamtintegral I; 3 148t sich damit schreiben als

I1 3 =< a1,a2,a3,84|A12,A13,0,A23,0,0| a1, 000,003,004 >
min[L; (A12),L1(A13),L1(A23)] La(A12) La(A13) La(A2s)

=0 k12=0 ki3=0 ky3=0

q
o0 00 00 o0
////CA1z,q,k1z C/\lalq,kla C/\zafq,k23
00 0O

l]+2k12 /\12—1]—2](12 Sl]+2k13 )L13—q—2k13

S 812 13 13
q+2kas Aaz—q—2ko3
Sz 823

a1+2 _ar+2 a3+2 as+2 —xq1r]—apro—a3r3—agr,
Ty r3’ Tyt e TR 4 dridrydrsdry
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am)t &
. L)a y o1 (3-55)
(29+1)7 m=4

Nachdem die Winkelintegration damit durchgefiihrt ist, muf3 bei der Ra-
dialintegration beachtet werden, daff die s;; und g;; nur die Koordinaten
i,j = 1,2,3 betreffen. Damit muf fiir diese Koordinaten das Integrationsge-
biet in sechs Teilgebiete aufgeteilt werden, die den sechs Permutationen von

rE <ry<rsy (3-56)
entsprechen. Das Integral tiber die Koordinate i = 4, das nicht in die
Gebietsaufteilung eingeht, bleibt als Faktor im Ausdruck bestehen.

Mit
q
Z 1=29+1 (3-57)
m=—q
und den Hilfsintegralen
Aw; f) = / xf e ¥ dx (3-58)
0
und
o z Y
W(a,B,; f,8,h) :== / //xf ¥ 2" e”""’ﬁy’Vdedydz (3-59)
000
mit 0<x<y<z (3-60)

folgt schliefllich als Losung

I1 3 =< a1,a2,a3,a4| A 12,A13,0,A23,0,0|a1 00,3, 004 >
[oe]
1
2
q=0 (Zq + 1)
)

Ly(M2) La(A13) L2(Azs)

Z Z Z C/\lz,q,ku C)\ls,l],kls C/\zafq,k23
k12=0 ki3=0 k3=0

= (4n)?

. [W(Dél,le/D%,' ap+2+2g9+ 2kqp + 2kq13,a3 + 2 + 2koz + A1p — 2kqo,

az+2+ Az + Az — 2q — 2k13 — 2k23)

+ Wi(aq,03,00; a1 + 2+ 29 + 2kqp + 2ky3, a3 + 2 + 2kpz + Az — 2ky3,



72 3. Berechnung der Matrixelemente

ay + 2+ Ap + Apz — 2q — 2k1p — 2ko3)

+ Wiag,aq,03; a3 + 2+ 29 + 2k + 2kpz, a1 + 2 + 2k13 + Ap — 2kgp,
a3 +2+ A1z + Agz — 29 — 2kq3 — 2ko3)

+ Wiap,az,00;ap + 2 + 29 + 2k1p + 2kpz, a3 + 2 + 2k13 + Aps + 2kps
a; + 2+ Ap + Az — 2 — 2kip — 2kq3)

+ Wi(ag,aq,00; a3 + 2 + 29 + 2k13 + 2kpz, a1 + 2 + kip + Az — 2kg3
ap + 2+ Ap + Apz — 2q — 2k1p — 2ko3)

+ Wiag,ap,01;a3 + 2+ 29 + 2k + 2kpz, ap + 2 + 2k1p + Apz — 2ko3,
a1 + 2+ A1p + A1z — 29 — 2kqp — 2kq3)]

-A(ag;ay +2). (3-61)

Der Genauigkeitsverlust der Integralformel I; 3 wurde durch Reihenab-
bruch fiir typische Orbitalparameter getestet. Dabei wurde mit ca. 30 Sum-
manden stets eine Genauigkeit von mindestens 11 Stellen erhalten. Zur Kon-
vergenzbeschleunigung bei der Anwendung der Losungsformel kann man
die Integralreihe einem der dafiir geeigneten Verfahren unterziehen, wie bei-
spielsweise der LEVIN-Transformation [61]. Die Untersuchung des Genauig-
keitsverlustes ergab, daf8 bei Levins u—-Transformation im ungtinstigsten Fall
mit 11 Partialsummen eine Genauigkeit von 10 Stellen erzielt wurde.

3.2.2 INTEGRALE UBER PRODUKTE KORRELIERTER RADIALFUNKTIONEN
UND WINKELANTEILEN

Wendet man den Hamiltonoperator auf eine korrelierte Radialortsbasisfunk-
tion (,b](r) an, so entstehen Ausdriicke mit maximal zwei Korrelationstermen

/\,“ . . . )lx' .
rl.].’ . Dies ist der Fall, wenn der vorhandene Korrelationsterm rij’ mit dem

Elektronenabstandsterm rk’l1 aus dem Potentialanteil von H multipliziert

wird. Bildet man dann innere Produkte mit Ortsbasisfunktionen vom Typ

q)}w), resultieren zwei Grundtypen von Gesamtintegralen. Im ersten Typ be-

. . . . . . Aij A;
schreiben die beiden Korrelationsterme Abstande dreier Elektronen (r; j ! rl.),:’k ,

im anderen Fall hingen sie von allen vier Koordinaten ab (ri);'j r]i‘lk’). Abge-
sehen von der ungiinstigsten Konstellation, in der zwei Korrelationen im
Gesamtintegral auftreten, wird die Mehrzahl aller Gesamtintegrale nur eine
einzige Korrelation aufweisen. Veranschaulicht man die Integraltypen durch
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Graphen, so kann man die zusétzlich auftretenden Kugelflichenfunktionen
mittels ungerichteter Kanten symbolisieren, die jeweils an einem einzigen
Knoten fixiert sind. Fiir die drei diskutierten Integraltypen ergibt sich dann:

@& @
©
Typ2.1 Typ 2.2 Typ 2.3

3.2.2.1 Berechnung der Gesamtintegrale vom Typ 2.1
Die beiden interelektronischen Abstdnde im Integral
12‘1 =<41,d2,43,04 ‘)\12//\131010/0/0“1/”11 1121m2/l31m3/l41m4 > (3'62)

werden auch hier nach Perkins in Kugelflachenfunktionen entwickelt (3-15).
Damit erhélt man fiir das Gesamtintegral folgenden Ausdruck:

12.1 =< al/a2/a31a4|/\12/)\13/0 0 0 O|lllm1/ 121m2/131m3/l41m4 >

o0 o0 o0

Li(A12) L1(A13) L2 /\12 Ly /\13 it
= Z Z ////CAIZ/QIZ/kIZ A3,q13,k13

q12=0 g13=0 klZ 0 ki3=0

) q1z+2k12 A2—q12—2k12 q13+2k13 /\13 q13—2k13
512 812 513 813

. rll?l+2 rgz+2 rgs+2 rZ4+2 e M~ M2 —a3r3—ary dridrydradry
(471,)2 q12 713
(un + 1) (21713 + 1) M12=—q12 M13=—{13
T

Tt
: ////////Y*12,H112(l91’¢1)Yq12/m12(192’(P2)
000O0O0O0OTO0DO

. q13,m13 (191/(P1) Yﬂim,mw (193/(P3) Yll,ml (ﬂqu)l) le,mz (192/902)
4

Y,y (93,93) Y1, i, (Ba,94) [ ] sin0;dd; de; . (3-63)
i=1
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Die Integration tiber alle Winkel au8er ¢, und ¢ liefert unter Beachtung der
Orthonormalitatsbeziehung der Kugelflichenfunktionen (3-23) nur Beitrdge
ungleich Null, falls die Bedingungen

Koordinate 2: gip =1, —mypp=mp
” 3 . q13 — 13, —mi3 = ms (3-64)
” 4: l4 =0, my =0

erftillt sind. Damit nimmt das Gesamtintegral folgende Gestalt an:

12.1 =< ﬂl,ﬂz,ﬂ3,ﬂ4‘)\12,/\13,0 O 0 O|111m11121m21131m3/l41m4 >
00 00 o0

(47‘[)2\/5 /\12 L, Ms) ¢
= C
(2l +1) (23 +1) . _0 = // // Mz l2,k12 )\13,13,1(13

L+2kiy Ao—1h—2kip I3+2kiz A— 13 2k13
S 812 513 7813

. ri’ﬁz rgﬁz rg3+2 rzﬁz e MMM ) dpsdradry,  (3-65)

2w 1

'//Yh,m](191,4)1)Yzz,mz(ﬁh(l)l)ng,mg(é’l,q’l)Sinl91dl91d€91
00

Lost man das Integral tiber das Dreierprodukt von Kugelflachenfunktionen
mit Hilfe von (3-34) und berticksichtigt die Gebietsaufteilung bei der Radial-
integration, so ergibt sich die Losung des Gesamtintegrals zu:

I 1 =< a1,a2,a3,a4|A12,A13,0,0,0,0|11,mq,1,mp,15,m3,14,my >

_ (47_()2 201 +1 I I I3 Lh L I3
(2, +1) (2I3+1) 0 0 O my mp m3

La(A12) L2(A13)

C/\12/12!k12 C/\13,l3,k13
k1,=0 k=0

W oy o3; a1 +2 + I + 2k + 13 + 2Kk13, @2 +2 4+ Aga — o — 2Ky,
a3 +2+ A3 — I3 — 2ky3)

+ W(aq,a3,00;a1 + 2+ Ip + 2k1p + I3 + 2ky3,a5 + 2 + A3 — I3 — 2kq3,
4y +2 4 A — Ly — 2k1)

+ Wi(ag,aq,03;a2 + 2+ 1p + 2k1p,a1 + 2+ Ap — Ip — 2kqp + 13 + 2kq3,
a3 +2+ Az — I3 — 2ky3)



3.2 Die Gesamtintegrale 75

+ Wiag,az,a1;ay + 2+ Ip + 2kyp,a3 + 2 + I3 + 2k13,
a1+ 2+ Ay —Ip — 2kqp + Az — I3 — 2kq3)

+ Wi(ag,nq,00;a3 + 2 + I3 + 2ky3,a1 + 2+ Ip + 2k1p + Az — I3 — 2kq3,
ay + 2+ Ap — 2kqp)

+ Wi(as,ap,a1;a3 + 2 + 13 + 2k13,a0 + 2 + I + 2kqp,
a1 + 2+ Ap — Iy — 2k1p + A3 — I3 — 2kq3)]

-A(ayg;ag + 2) (3-66)

3.2.2.2 Berechnung der Gesamtintegrale vom Typ 2.2

Das Vorgehen ist bei diesem Gesamtintegraltyp entsprechend dem vorher be-
sprochenen Fall. Die Situation beztiglich der Winkelintegration ist hier einfa-
cher, da nur Integrale tiber Zweierprodukte von Kugelflachenfunktionen be-
rechnet werden miissen. Es gilt fiir das Gesamtintegral zunédchst einmal

12.2 =< ﬂl,ﬂz,ﬂ3,ﬂ4|/\12,0 O O 0 /\34|11,m1,l2,m2,l3,m3,l4,m4 >
o0 0 0

L1 (M2) L1(Asa) La( /\12 Lz(/\34 e
= Z Z ////CA12,Q12,k12 A34,q34,k34
q12=0 g34=0 k12 0 kss=0

g2+ 2k M2—qi2 =2k q34+2k34 /\34 q34—2k34
512 812 513 813

.rtll1+2 r;2+2 rgs+2 ri4+2 e MM T2 U3 Ty gy drydradry
(47_[)2 q12 q34
(2012 +1) (234 +1) 4, = g =g

TTonwToTw
'////////Yq*lz,mlz(ﬁlf(pl)sz,mlz(ﬂZr(PZ)
000 O0O0O0OTO0TPO0

Yo mae (03,03) Yoss may (04,904) Y1, iy (81,91) Yiy i, (02,92)
4

Yy s (93,93) Y1, iy (Ba,94) [ | sin0;dd;de; . (3-67)
i=1

Im vorliegenden Fall reduzieren 51ch die beiden unendlichen Reihen der

Perkinsentwicklung von r%ﬁz und 1'334L auf jeweils einen Summanden, weil
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bei der Winkelintegration
qz=h=0Dh, und gau=I3=1 (3-68)
gelten mufs. Mit den V-Integralen [27]

0 Y
V(a,B; m,n) //x’”y”e’“x’ﬁydxdy mit 0<x<y (3-69)
00

kann die notige Gebietsaufteilung fiir die Radialintegration formuliert wer-
den, die unabhingig voneinander fiir r; < rp und r3 < r4 berticksichtigt
werden mus8. Es ergibt sich damit fiir das Gesamtintegral der Ausdruck

12.2 =< ﬁ],ﬂz,ag,l;h}‘)\12,0,0,0,0,)\34|ll,m1,lz,m2,l3,m3,l4,m4 >
1
(211 4+1) (2l +1)

(4m)? (=)

Ly(M2)
Y Cankin [V(erag;a1 +2 41 +2kip, a0 + 2 + A — Iy — 2kq2)
k12=0
+ V(ocz,oq;az +2+1 42k, a1 +2+ A -1 — 2k12)]
La(A3s)
Chgls sy V(3,045,053 + 2+ I3+ 2kag, ag +2 + Azq — I3 — 2kayg)
k34=0
+ V(ag,oz;a4 +2+ 13 + 2kzg, a3 + 2+ Azg — I3 — 2Kk)] . (3-70)

3.2.2.3 Berechnung des Gesamtintegraltyps 2.3
Der Integraltyp 2.3
I3 =< a1,a2,a3,44|112,0,0,0,0,0|11,m1,I2,my l3,m3,14,my > (3-71)

weist nur eine einzige Korrelation auf, die nach dem bekannten Vorgehen
nach Perkins entwickelt werden mufs. Fiir das Gesamtintegral ergibt sich
daher:

12.3 =< ﬂl,az,ll3,ﬂ4|/\12,0 010/010‘11/m11121m2113/m3/l4/m4 >

)\12 La( )\12
_ //// Cy L 712+2k12 g/\lz q12—2k12
25]12“‘1 12,412,412 512 12
q12= 0 k12=0

000
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a1+2 _ar+2 a3+2 as+2 —xqr]—apro—a3r3—agr,
Ty g Ty T e N TR T TN dy drodradry

g1z T oo
’ Z // /////Yq*lz,mu(ﬁllfpl)quzfmlz(ﬂ2/¢2)
e N A

4
Yy (93,93) Y1,y (Ba,94) [ | sin0;dd;de; . (3-72)
i1

Die Integration {iber alle Winkel liefert nur Beitrdge ungleich Null, falls die
Bedingungen

qu=h=h, mp=m=-my und Z=Ilg=m3=my=0 (3-73)

erfiillt sind. Somit kann die Losung des Integrals geschrieben werden
als

12.3 =< a11a2/a3/a4|)\12/0/O/O/O/O|Zl/m11121m2113/m3114/m4 >

4
_ _1\mMm
= (=D 211 +1
La(A12)
. Z C/\lz,ll,klz [V(aq,m0;81 +2 411 +2k1p, a0 +2 4+ Ap — 11 — 2kqp)
k1,=0
+ V(Wz,lxl;ﬂz +2+1 +2kip,a1 +2+ A2 — 11 — 2k12)]
“Alag;az) A(ay;ay) (3-74)

3.2.3 INTEGRALE UBER PRODUKTE UNKORRELIERTER RADIALFUNKTIO-
NEN UND WINKELANTEILEN

Das Anwenden des Hamiltonoperators auf eine unkorrelierte Basisfunktion
fiihrt im ungtinstigsten Fall auf Gesamtintegrale, die einen einzigen Korrela-
tionsterm r;l aus dem Potentialanteil des Hamiltonoperators enthalten. Die
Entwicklung des interelektronischen Abstands nach Perkins fiithrt dann zu
Winkelintegralen tiber maximal drei Kugelflaichenfunktionen. Den haufigs-
ten Fall stellen allerdings Gesamtintegrale ohne jeden interelektronischen
Abstand dar. Somit lassen sich folgende Graphen unterscheiden.
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@ o
Qo e e

Typ3.1 Typ 3.2

3.2.3.1 Berechnung der Gesamtintegrale vom Typ 3.1
Das zu betrachtende Gesamtintegral 146t sich allgemein formulieren als

13‘1 =< [1,”71,[2,77’[2,[3,7?13,1_4,”_14|/\12,0 O O 0 0|llrm1112/m2/l3/m3/l4rm4 >

Ly /\12 La( /\12
o C Q12+2k12 Aa—q12—2kq2
= Ma,qi2,k12 512 812

q12= 0 k1z 0

a1+2 _a,+2 u+2 a+2 —Q 11— 0Ty —X3F3— A4t
I Tt e T M TR T dr dra dradry

m2n2m T T M T
/ / / / Y;n,Mu(l?l/q)l) Yq12/m12 (192’4)2)
0000

00
) Zj; 2(192’(P2) le,mz (192/902)
)Y} i (94,04) Vi, (8a,94)

21

0
’ Ylj;/ﬁll (191/(P1) Yll,ml (191/4)1
' Ylj;ﬁis (193/(P3) Yls,ms (031903

4
[ 1sin®;dd;de; . (3-75)
i=1
Bei der Integration {iber die Winkel 03, ¢3 und ¢4, ¢4 erhdlt man nur dann
einen Beitrag fiir den Fall, daf8 die Bedingungen

1_3 =13, 13 =mg3 (3-76)

Iy =1y, 1y =my (3-77)

erfiillt sind. Fiihrt man auflerdem die Integration tiber die Dreierprodukte
von Kugelflachenfunktionen tiber die Variablen ¢1, ¢; und ¢, ¢ aus (3-34),
ergibt sich fiir das Gesamtintegral

13.1 =< 1_1,1’711,1_2,77_/[2,[_3,"_’13,1_4,77’14|)\12,0,0,0,0,0|11,m1,12,m2,l3,m3,l4,m4 >
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_ 1(A12) L2 (A12) C q12+2k12 A2 —q12—2k12
= Z Z 2Q12+1 A12.412/k12 512 812
12=0 k12=0 0000
. rih +2 r;z+2 r§3+2 rZ4+2 e X1 —Q2r — 373 — &4l dridrydradry
q12
(_1)m12+ﬁl1+ﬁlz
mi2=—4q12
(2 4+1) (2 +1) (2q124+1) [ (2L +1) (2 +1) (2q12+1)
4 47
[ hh g h  h g2
0 0 0 —my mp —mip
k2 ko2 12_ b qu2 ) (3-78)
0 0 0 —my My Mip

Nicht alle Summanden der Reihe tiber g1, bleiben erhalten, sondern nur
diejenigen, welche den Dreiecksbedingungen (3-37) der 3j-Symbole

Ih—h|<gq2<h+h (3-79)

=Ll <gqn<bh+l (3-80)

gentigen. Dartiber hinaus folgt aus den Eigenschaften der 3j-Symbole (3-38),
dafs sich die Summe tiber die m1, auf Terme reduziert, fiir die

Mmip =my —m; und myp = Wiy — My (3-81)

gelten mufs.
Damit erhdlt man unter Berticksichtigung der Radialintegration folgen-
den Ausdruck fiir das Gesamtintegral:

13.1 =< llrm1r121m2113rm3rl4rm4|/\12101010/010‘llrm11121m21131m3/l4rm4 >

— J@h+1)@h+ 1)L+ 1)L+ 1)

min(i1+ll,iz+lz) q

myp 411 +1ip _ _
(*1) ‘smlz,mlerz 5m12,m1+m2

q12:max(|l_1 —h Hl_z*lz‘) mpz=—4q

A h h g2 L L g2
0 0 0 —my mqp My

~—
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(L L g L L i
0 0 0 —My My Mqp

La(A12)
Chia gz kin [V (@1,02; 81 + 2+ q12 + 2k12,82 + 2 + M2 — q12 — 2k12)
k12:0
+ V(O(z,ﬂ(l;az +24+q12+ k1,01 + 2+ Ap — q12 — 2k12)}
cAlag;as+2) A(ag;ae +2) . (3-82)

3.2.3.2 Berechnung der Gesamtintegrale vom Typ 3.2

Geht kein zusétzlicher Korrelationsterm mit in das Gesamtintegral ein, miis-

sen die Gesamtintegrale einfach nur tiber Produkte tiber unkorrelierte Ra-

dialfunktionen und Kugelflichenfunktionen gelost werden. Dadurch, dafs

keine zusétzlichen Kugelflaichenfunktionen durch die Perkinsentwicklung

berticksichtigt werden muiissen, vereinfacht sich die Winkelintegration auf

Integrale tiber Zweierprodukte von Kugelflichenfunktionen fiir alle Winkel
%;,¢;. Das Gesamtintegral 1afst sich mithin wie folgt schreiben:

132 =< ll,ml l 1’71 13,1’1’13,14,M4|0 0 0 O 0 0|11,m1,12,MQ,l3,M3,I4,7714 >

o0
y+2a+2u3+2a+2 — 0171 — 0ty — 373 — 04Ty

/11 1y Ty T em N TR TS T MM Gy dry dry dry

0

T

7T 7T 7T 7T
////Yl],m1 01,91) Y] (01,01)
0000

Y, m, (82,92) Y7 (192,4’2)1/13,;113(193,(/’3), ,(83,93)

Ip,7713
Yoy m, (04,94) Y, (04,04) ]—Ism 0;dd%dg; . (3-83)
i=

Integration tiber alle 9; und ¢; liefert nur einen Beitrag fiir
L= und m=m (i=1,...4), (3-84)
ansonsten hat das Gesamtintegral den Wert Null. Man erhilt somit in diesem
Fall:
Lo =< Iy,m,lp,1mp,13,m3,14,114]0,0,0,0,0,0|11,m1 I mo I3, m3, 1y, my >

= A(wyp;a1+2) A(ag;ap +2) A(as;az +2) A(ag;ag+2) . (3-85)
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3.3 Die Hilfsintegrale

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Hilfsintegrale behandelt, die
als Grundlage zur Losung der Gesamtintegrale eingefiihrt wurden. Nur die
Verwendung von numerisch stabilen Rekursionsformeln gewéhrleistet da-
bei eine effiziente Berechnung von Integralen fiir die gesuchten Interval-
le der ganzzahligen Parameter f,g,h,i bei gegebenen Orbitalkoeffizienten

«,B,7,90.
3.3.1 A-INTEGRALE

Die Berechnung der A-Integrale

(o)

Aa; f) = / xf e ¥ dx (3-86)
0

erfolgt mittels partieller Integration. Dabei erhdlt man die Rekursivformel

£ Aln- "
Alws ) — {Tm,fn :;>2 3.87)

Praktisch werden alle benétigten A-Integrale iterativ fiir die entsprechenden
Parameter berechnet.

3.3.2 V-INTEGRALE

Bei den zweidimensionalen V-Integralen

Y

V(a,B; f,8) == //xf Y8 e *X—Py dxdy (3-88)
0 0

muf$ eine Fallunterscheidung beziiglich des Parameters g gemacht wer-
den.
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3321¢>0
Analog zu den A-Integralen wird auch hier eine stabile Rekursionformel

herangezogen [27]:

plAla+B f+g) +8V(ap fg—1)] firg>0
) (3-89)
Vipig) = { Alw+ B f) fiir g = 0).

3322 -f-1<g<0

V-Integrale mit negativem ¢ konnen numerisch stabil nur durch die Anwen-
dung einer Riickwirtsrekursion erhalten werden:

VWf8) = g WV @B+ 1)+ A+ pif +g 1)) (90

Nach OHRN und NORDLING [74] bestimmt man fiir gegebenes g den Start-
wert fiir das maximal benotigte f gemaf3

N
V(B f.g) =) x (3-91)
v=1

mit

0(+,B f+v (3_92)

o fEETV L fiiry >0
X, =
LA@+Bf+g) furv=0.

Durch Wahl von gentiigend groSen Werten von N kann der Startwert auf eine
beliebige Anzahl von Stellen genau berechnet werden. Mit den angegebenen
Beziehungen konnen alle benotigten V-Integrale vorweg iterativ berechnet
werden.

3.3.3 W-INTEGRALE

Die W-Integrale

o z
W(a,B,y; f.8.h) ///xfygz e P2 dxdydz (3-93)
00

werden in Abhédngigkeit des Vorzeichens des Parameters i behandelt.
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3331h>0

In diesem Fall findet folgende stabile Rekursionsbeziehung Verwen-
dung:

W(a,B,y; f.81)
_ A WV@pB v fgt )+ hW (@B fgh— 1) firh>0 (3.9
%V(a,ﬁ+v;f,g) firh=0

3332 -f-g-2<h<0

Fiir negative h wird auch hier auf eine stabile Riickwértsrekursion zuriickge-
griffen:

W73 £.8) = g WW By f+ g )+ Vw+ i f +g+ 1)),
(3-95)
OHRN und NORDLING [74] geben fiir die Berechnung des Startwertes fiir
maximales f folgende Beziehung an:

(a+B+7f+g+h+1
(F+D@+p+7)

A ) ¥
W(w,B,7; f.gh) = Zz Yu (3-96)
U=

f+g+h+u a+p ..
Y= Ftg+u (x;,,l + oc+,B+'y.VH*1) firp >1 (3-97)
0 furpy=1,

fHg+pn a+p+yH
1 furp =1.

fHgth+p fii 1
x —{ Fp-1 HH (3-98)

Die W-Integrale konnen auf die angegebene Weise fiir alle benttigten Para-
meter iterativ vorwegberechnet werden.
3.3.4 X-INTEGRALE

Bei den vierdimensionalen X-Integralen

o s z Y

X(a,ﬁ,v,é;f,g,h,i):////xfygzhsie""x’ﬁy’w"ssdxdydzds (3-99)
0000

wird eine Fallunterscheidung beziiglich des Parameters i erforderlich.
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3341i>0

In diesem Fall verwendet man analog zu den V- und W-Integralen eine
durch partielle Integration erhaltene stabile Rekursionsformel:

. 1. . .
X(“rﬁ/’)//(s;f/g/hrl) = E [IX(“/,B/’)//(S; frg/hrl - 1) + W(“lﬁl Y + 5/ f/g/h + 1)] .
(3-100)
3342 —f-g-h—-3<i<0

Fiir negative i mufd man wieder auf die stabile Riickwértsrekursion zuriick-
greifen:

X(“rﬁ/’)//&; f/g/h/i) =

1
'm [D‘X(DC/‘Br’Yr(S;f + 1rg/h/i) + W(DC + ,B/ ’)//5/f + 8 + 1/h/l)] . (3_101)

Den Startwert fiir maximales f erhilt man dabei {iber

L Ala+Bry+Sfrgth+itl) X
X(a,B,7,0; f,8,h,i) = (wt+p+y f f ) Z z)  (3-102)
(+p+r+0)°(f+1) A=3
mit den rekursiv definierten Hilfsgrofien
fHg+h+i+A x+pB+y -
Zy = f+g+h+)\ (y/\fl + a+,5+7+5z/\*1> fur A >1 (3_103)
0 furA =1
frgthitp () + a+p firu>1
y‘u _ f+g+]4 < V_l Dé+5+’)‘+5yﬂ_1> ]/l (3_104)
0 furp=1
ftgth+itv Ny
= Frv o arpayro -1 frv>1 (3-105)
1 furv=1.

Wie die anderen Hilfsintegrale werden auch die X-Integrale mittels der an-
gegebenen Ausdriicke fiir alle benotigten Parameter iterativ vorwegberech-
net.
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3.4 Diskussion des Integrationsaufwands

Diese Diskussion soll gefiihrt werden vor dem Hintergrund, inwieweit der
in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz potentiell auf atomare Systeme mit
mehr als vier Elektronen ausgedehnt werden kann. Dieser Punkt ist von
nicht geringer Bedeutung, denn Hylleraas-CI-Ansitze wurden bisher kaum
zur Berechnung von Eigenwerten bei grofieren Systemen angewendet. Die
Ursachen dafiir sollen in diesem Abschnitt behandelt werden.

Betrachtet werden soll zum Vergleich der Hylleraas—CI-Ansatz mit ,lin-
ked” Korrelationstermen, wie er von Kleindienst und Liichow in [43] be-
schrieben wurde. Allgemein ergibt sich dort der Ansatz der Wellenfunktion

zu
Y=o+ 2 2 (Pl] + Z 2 ¢1]kl rz]rkl ’ (3-106)

P i< pa i

wobei die ¢ Linearkombinationen von Produkten von s-Slaterorbitalen
rffe*”‘f’f, «; > 0 darstellen. Bei der Berechnung der Matrixelemente fiir ein
Atom mit N Elektronen miissen Integrale mit maximal finf unterschiedli-
chen Korrelationstermen 1y = r;; ausgewertet werden:

5 N
/ [Tw/T]rie " dr. (3-107)
i=1 i=1

Die entstehenden Integraltypen lassen sich in bekannter Weise durch Gra-
phen représentieren, in denen die Kanten fiir die Korrelationsterme stehen.
Davon sollen einige Typen in Hinblick auf ihre Komplexitdt ndher betrachtet
werden:

O—0@
A B

Typ A stellt den denkbar ungiinstigsten Fall beztiglich der Radialintegration
dar. Das Integrationsgebiet muf fiir die s;;,g;j—Zerlegung gemdf$ den 6! =
720 Permutationen von

1 <Trp <r3<rg <rs5<rg (3-108)
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aufgeteilt werden. Damit fiihrt dieser Integraltyp zu Sechs-Elektronen-
Integralen, die abkiirzend durch Z-Hilfsintegrale formuliert werden kon-
nen:

Z(ag, ... :xé;i,j,klm,n)

u s z

co t
://////xy]zksltmune—an QoY —03Z—04S—N5t— %udXddedetdu
00 00

(3-109)

mit 0<x<y<z<s<t<u.

Bei Typ B muf bei der Radialintegration analog verfahren werden, allerdings
sind hier nur fiinf Elektronen bei der Gebietsaufteilung involviert. Damit
wird das Integrationsgebiet entsprechend den 5! = 120 Permutationen von

1 <1y <rz3<rqg<rs (3-111)

zerlegt. Bei der anschliefenden Integration miissen Fiinf-Elektronen—
Integrale gelost werden, die Y-Hilfsintegrale

Y(ay, ... us5;4,7,k1,m)

s z ¥y

oo t
://////xiyjzksltme"’”x’“zy""ﬂ""“s’““dxdydzdsdt (3-112)
000000

mit 0<x<y<z<s<t

Die Berechnung der Z-Integrale kann auf Y-Integrale zurtickgefiihrt wer-
den; entsprechend leitet sich die Losung der Y-Integrale von den bekannten
X-Integralen ab.

Betrachtet man kurz die Winkelintegration, so muf$ bei Typ B hochs-
tens tiber Dreierprodukte von Kugelflichenfunktionen integriert werden, da
sich drei Kanten an Knoten Nr. 4 treffen. Bei den tibrigen Koordinaten, wie
auch bei Typ A, resultieren nur Zweierprodukte von Kugelflachenfunktio-
nen.

Geht man zu dem in dieser Arbeit vorgestellten Ansatz tiber, so ist fest-
zuhalten, dafs der Integrationsaufwand hier um ein Vielfaches geringer ist,
da ausschliefilich Vier-Elektronen-Integrale und keine komplizierten Sechs—
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oder Fuinf-Elektronen-Integrale gelost werden miissen, deren Vorabberech-
nung nicht nur viel Rechenzeit kostet, sondern auch entsprechend viel Spei-
cherplatz fiir die Hilfsintegralfelder erfordert. Das kann anhand einer Uber-
schlagsrechnung leicht verdeutlicht werden. Es sei ein Fall angenommen,
daf$ fiir ein Gesamtintegral 24 vierdimensionale X-Integralfelder benotigt
werden, bei denen die Feldgrenzen bis 10 dimensioniert sind. Dann be-
notigt man fiir alle 24 X-Integrale einen Speicherplatz von 24 - 10* - 8 =
1.92 - 10° Bytes. Benotigt man hingegen fiir die Losung eines Integrals vom
Typ B 120 Y-Integrale, die genauso dimensioniert sind, ergeben sich schon
120 - 10° - 8 = 96 - 10° Bytes; bei 720 Z-Integralen fiir den Integraltyp A er-
reicht der Speicherbedarf sogar 720 - 10° - 8 = 5.76 - 10° Bytes.

Insgesamt bietet der hier diskutierte Ansatz durchaus das Potential,
auch auf groflere atomare Systeme ausgedehnt zu werden, bei denen der
Aufwand einer Hylleraas-CI mit ,linked” Korrelationstermen nicht vertret-
bar ist.

3.5  Eigenwertberechnung mit dem Wielandt-Verfahren

Wie bereits in einem vorhergehenden Abschnitt erwahnt wurde (s. Seite 22),
erfolgt die Berechnung der Eigenwerte durch Losung des verallgemeinerten
Eigenwertproblems (2-8), das allgemein auch geschrieben werden kann als

AX = ABX. (3-114)

Bei Standardverfahren, wie dem Householder—Verfahren, erfolgt dazu eine
Transformation des verallgemeinerten in das spezielle Eigenwertproblem

AX = A% (3-115)

Sind die Eigenwerte der positiv definiten Matrix B sehr klein, so kann dieser
Weg nicht beschritten werden, weil dies die erforderliche Division durch die
Wurzeln der Eigenwerte von B aus numerischen Griinden verhindern kann.
Die Matrizen, die bei den Rechnungen im Rahmen dieser Arbeit auftreten,
sind schon ab Dimensionen #>100 derart ungtinstig konditioniert, dafs auf
ein alternatives Verfahren ausgewichen werden mufs.

Ein geeignete Methode ist das in [91] beschriebene Wielandt-Verfahren,
das auf inverser Iteration mit Shift beruht. Benutzt wurde die von LUCHOW
und KLEINDIENST in [65] vorgestellte Implementierung des Algorithmus,
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auf den hier nicht im einzelnen eingegangen werden soll. Das Wielandt—
Verfahren beruht darauf, dafs das Spektrum der Matrix A um einen Néhe-
rungswert A fiir den gesuchten Eigenwert A verschoben wird.

(A— AB)X = (A — A)BX. (3-116)

Substituiert man nun F(A) = A — AB, so erhilt man eine neue Eigenwert-
gleichung
F(A)X = uBX, (3-117)

mit der symmetrischen Matrix F(A) und den verschobenen Eigenwerten
# = A — A. Invertiert man das Spektrum durch Multiplikation mit i = p~1,
so ergibt sich

BY = fiF(A)X. (3-118)

Nach Umformung des verallgemeinerten in das spezielle Eigenwertproblem

F1(A)BY = % (3-119)
kann durch die Potenziteration [91]
Zri1 = F1(A)BZ, (3-120)

der Eigenvektor ¥ zum Eigenwert A, der dem Schatzwert A am néachsten
liegt, angenédhert werden:
klim Z = X. (3-121)
Je ndher der Wert A am wahren Eigenwert A liegt, desto schneller konver-
giert das Verfahren gegen den Eigenvektor ¥. Als Konvergenzkriterium zieht
man den Rayleigh—Quotienten
=T —
Z, AZ
R[%] = £ (3-122)
Z, BZy

heran, der gegen den gesuchten Eigenwert A konvergiert:

lim R[Z] = A. (3-123)

k—o0



Nichtlineare Optimierung

Jedem Energieeigenwert aus dem Rayleigh—Ritz—Verfahren kann ein oder
mehrere Tupel der Orbitalparameter «;, B;, v;, §; zugeordnet werden. Die Be-
stimmung des niedrigsten Eigenwerts in Abhédngigkeit von diesen Parame-
tern ist ein typisches Problem der nichtlinearen Optimierung, fiir dessen Lo-
sung in der Literatur zahlreiche Verfahren angeben werden [23,72,78]. Die
Wahl des Verfahrens wird dabei dadurch beeinflufit, daff jede Funktionswert-
berechnung eine Neuberechnung samtlicher Hilfs- und Gesamtintegrale fiir
die Ermittlung des Eigenwertes erfordert. Damit wird die Bestimmung des
Funktionswertes zum bei weitem aufwendigsten Schritt beim Optimierungs-
prozef. Noch mehr Aufwand wiirde die Berechnung analytischer Ableitun-
gen des Funktionswerts erfordern; Verfahren, die dies erfordern, wie z.B. das
Newton-Verfahren, wurden daher von vornherein nicht fiir die Optimierung
in Betracht gezogen.

Fiir die Optimierungen im Rahmen dieser Arbeit wurden zwei Verfah-
ren angewendet. Einerseits wurde das Nelder-Mead—Verfahren herangezo-
gen, das sich eher durch eine leichte Implementierbarkeit als durch Effizi-
enz beziiglich der benétigten Funktionswertberechnungen auszeichnet. Al-
lerdings ist dieses Simplex—Verfahren im Fall kleiner Basisdimensionen, in
dem die Funktionswerte schnell erhalten werden, eine gute Wahl fiir eine
grobe Optimierung der nichtlinearen Parameter. Sind die Eigenwertberech-
nungen fiir groflere Basen der geschwindigkeitsbestimmende Schritt der Op-
timierungen, so leistet die Powell-Methode gute Dienste, weil sie in das Mi-
numum gerichtet konvergiert.

4.1 Das Nelder-Mead—Verfahren

Das Nelder-Mead-Verfahren stellt eine modifizierte Simplex—Strategie dar.
Dies bedeutet auf Begriffe der analytischen Geometrie tibertragen, daf} die n
zu optimierenden Parameter §; _, Komponenten eines Ortsvektors x; des
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R" darstellen:
$1
$2

X = ) , x; € R" . (4-1)
Sn
Den Startsimplex erhélt man nun dadurch, daf$ durch Addition eines festen
Betrages 0 zur i-ten Komponente 1 weitere Punkte erzeugt werden mit:

S§1+6 $1 $1

52 $2+6 $2

Xy = . , X3 = . , ey Xp41 = .
Sn Sn Snté

Im nichsten Schritt werden von allen n + 1 Punkten der Funktionswert be-
rechnet. Sei dabei x;, der Punkt mit dem besten, d.h. kleinsten Funktionswert,
der mit dem zweitkleinsten x, und der mit dem grofiten Wert xs. Weiterhin
kann man mit ¥ den Schwerpunkt aller Punkte x; ohne den schlechtesten
Punkt x; bezeichnet werden.

Der Optimierungsalgorithmus beginnt damit, daff der schlechteste
Punkt x; am Schwerpunkt X gespiegelt wird, wodurch man den reflektier-
ten Punkt x, erhalt.

Xy =X+a(X—x5) . (4-3)

Dabei bezeichnet « den sog. Reflexionskoeffizienten.

Nun wird fiir den neuen Punkt x;, der Funktionswert bestimmt. Ist die-
ser besser als der von xy, giltalso f(x,) < f(x}), bewegt man sich vermutlich
in Richtung eines Minimums, weshalb man die Suche in der gleichen Rich-
tung fortsetzen sollte. Mit dem Expansionskoeffizienten v erhdlt man den
Punkt x, mit

Xe =X+y(,—%), v>1 . (4-4)

Giltsogar f(x.) < f(xp) dann wird der bisher beste Punkt x; durch x. ersetzt.
Fir den Fall f(xe) > f(x,) substituiert man x; durch x;, da dann dieser
Punkt besser ist.

Falls die Reflexionsrichtung ungtinstig ist, d.h. gilt f(x,) > f(x), spie-
gelt man kontrahierend, indem man

X =x+pB(xs—%), 0<p<1 (4-5)
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berechnet, wobei § der Kontraktionskoeffizient ist.
Im Falle, daBl f(x;) < f(xs) ist, ersetzt man x; durch x;, ansonsten
werden alle Punkte gemaf3

X;i+Xx
Xi = sz (4-6)
ersetzt.

Weiterhin wird untersucht, ob f(x,) < f(xs) und f(xx) < f(xs) gilt,

denn dann wird x; durch x; substituiert mit
X =X+B(x,—%) . 4-7)

Gilt allerdings f(xr) < f(xs) und f(xx) > f(xs), dann werden wieder alle
Punkte ersetzt nach ot x
x = = 5 b (4-8)

Die Nelder-Mead-Methode verbraucht durch die grofle Anzahl von
Funktionswertberechnungen entsprechend viel Rechenzeit. Bei flachen Mini-
ma kann sich dies besonders bemerkbar machen, wenn sich die Strategie im
ungiinstigsten Fall mit vielen Einzelschritten dem Minimum annahert.

Von Vorteil hingegen ist die Fahigkeit, dafs Nebenminima durch Expan-
sion wieder verlassen werden konnen. Nicht zuletzt ist dieses Verfahren fiir
Problemstellungen mit beliebig vielen Parametern geeignet; durch die einfa-
che Anpassungsmoglichkeit wird es dann trotz des mit mehreren Parame-
tern verbundenen Rechenaufwands zur Methode der Wahl.

4.2 Das Powell-Verfahren

Das Powell-Verfahren gehort zu den Suchverfahren, die auf die Berechnung
der Ableitungen der zu optimierenden Funktion verzichten. Ziel der Metho-
de ist fiir ein n—-dimensionales Problem die Bestimmung einer Menge von n
linear unabhéngigen, sogenannter konjungierten Richtungen. Die Funktion
wird sukzessive fiir jede einzelne Dimension entlang der konjungierten Rich-
tungen minimiert. Der der Methode zugrunde liegende Algorithmus soll im
folgenden kurz erlautert werden [78].

Zu Beginn werden die Vektoren u; € R”, die die Optimierungsrichtun-
gen reprasentieren, mit den Einheitsbasisvektoren e; gleichgesetzt.

u=e¢ i=1,...,n (4-9)
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Die folgende Abfolge von Schritten wird nun so lange wiederholt, bis das
Abbruchkriterium fiir das Erreichen des Funktionsminimums erfiillt ist:

(1) Die Startposition wird als Punkt Py bezeichnet.

(2) Fur allei = 1,...,n wird die Funktion ausgehend von Punkt P;_q in
Richtung #; minimiert und der erreichte Zielpunkt als P; gespeichert.

(8) Furallei =1,...,n — 1 wird u; = u;, 1 gleichgesetzt.

(4) Die verbleibende Richtung u;,, wird mit der Differenz der Ortsvektoren
der Punkte P, und Py belegt: u,, = P, — P.

(5) Die Funktion wird ausgehend von P, in Richtung u, minimiert; der
enthaltene Punkt wird der neue Punkt P.

Die im Algorithmus erforderliche Minimierung der Funktion in einer Di-
mension kann durch ein simples Verfahren wie z.B. inverse parabolische In-
terpolation [78] durchgefiihrt werden, das nur auf Funktionsaufrufe basiert
und keine Ableitungen des Funktionswert erfordert. Es sei an dieser Stelle
noch angemerkt, dafl der Powell-Algorithmus fiir die praktische Implemen-
tierung leicht modifiziert werden muf3, um die lineare Unabhéngigkeit der
Richtungen u; auch unter ungiinstigen Umstédnden sicherzustellen.



Die Programmstruktur

Nachdem alle theoretischen Aspekte diskutiert worden sind, beschaftigt sich
dieses Kapitel mit den wichtigsten Problemen ihrer Implementierung. Dabei
wird auf den allgemeinen Aufbau des Programms ebenso eingegangen wie
auf spezielle Datenstrukturen.

5.1 Allgemeine Gliederung des Programms

Der bestimmende Faktor fiir den Aufbau eines Programms zum Aufbau
der Matrizen fiir die Eigenwertberechnung ist — wie schon bei der Losung
der Gesamtintegrale diskutiert wurde — der Ansatz der Basisfunktionen (2-
15). Da der Ansatz aus einer Summe zweier Anteile besteht (im folgenden
abkiirzend als Radial- und Winkelfunktionen bezeichnet), resultiert eine
Blockstruktur der Gesamtmatrizen, wie sie in Abbildung 5.1 verdeutlicht
wird. Man unterscheidet dabei vier verschiedene Bereiche; in zwei Blocken
werden Radial- und Winkelfunktionen fiir die Integralberechnung jeweils
mit Funktionen des gleichen Typs kombiniert, und in zwei weiteren Bl6-
cken treten gemischte Kombinationen auf. Da die Matrizen symmetrisch
sind, muf8 nur ein ,gemischter” Block berechnet werden; die Blocke, die
ausschliefilich Radial- oder Winkelfunktionen enthalten, sind fiir sich ge-
nommen auch symmetrisch, und von ihren Matrixelementen muf$ nur eine
Halfte inklusive der Diagonalen berechnet werden. Als Konsequenz dieser
Blockstruktur werden die Teilmatrizen von drei unabhéngigen Teilprogram-
men berechnet, anschlieffend zur Gesamtmatrix zusammengesetzt und fiir
die Eigenwertberechnung diagonalisiert (s. Abbildung 5.2).

5.2 Aufbau einer Programmeinheit zur Matrixberechnung

Die unabhangigen Teilprogramme sind in ihrer jeweiligen Struktur vergleich-
bar; die Unterschiede liegen nattirlich darin, dafs sie Matrixelemente zu un-
terschiedlichen Funktionstypen berechnen und dadurch auch verschiedene
Gesamtintegralroutinen verwenden.
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Radialfktn.
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Winkelfktn. R W
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Radialfunktionen ® Winkelfunktionen

Abbildung 5.1: Struktur der Gesamtmatrix

Betrachtet man eine Programmeinheit zur Berechnung der Matrixele-
mente ndher (s. Abbildung 5.3), so werden zu Beginn die Datenstruktu-
ren fiir die verwendeten Basisfunktionen initialisiert. Es folgt eine Schlei-
fe tiber alle Permutationen des Antisymmetrierers (im Falle eines Vierelek-
tronensystems 4! = 24 Terme), innerhalb derer anschlieffend alle benotig-
ten Hilfsintegrale fiir die aktuelle Permutation berechnet werden. Der Auf-
wand dafiir ist in bestimmten Fillen nicht unerheblich, wie z.B. bei der
Programmeinheit, die Kombinationen zweier Radialfunktionen verarbeitet.
Dort werden fiir einen Gesamtintegraltyp X-Integrale benétigt, und es wird
aus der Gesamtintegralformel deutlich (Gl. 3-50), dafs fiir alle 24 Permutatio-
nen der vier Aufrufparameter «1,...,a4 die X-Integrale berechnet werden
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Matrixelemente berechnen
nur Radialfktn. nur
+
Radialfktn. Winkelfktn. Winkelfktn.

Y Y

( Matrix zusammensetzen )

Y
( Matrix diagonalisieren )

Abbildung 5.2: Dreiteilung des Gesamtprogramms

miissen. Nachdem die Hilfsintegrale zur Verfiigung gestellt wurden, wer-
den die Schleifen tiber die i Zeilen und j Spalten der Matrix durchlaufen.
Dann kann fiir die aktuelle Permutation des Antisymmetrierers der Anteil
des S-Matrixelementes berechnet werden und fiir die Bestimmung der An-
teile der H-Matrixelemente samtliche Terme des Hamiltonoperators (s. Sei-
te 42) durchlaufen werden. In Abbildung 5.3 sind aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit bestimmte Programmprozeduren nicht gesondert aufgefiihrt wor-
den, die mit der Berechnung der Matrixanteile verbunden sind. Dies betrifft
die Abbildung der auftretenden Gesamtintegrale auf die implementierten
Formeln durch entsprechende Permutationen und die Aufsummierung der
Teilergebnisse.

5.3 Spezielle Aspekte der Implementierung

Bei der Realisierung des Programms zur Matrix— und Eigenwertberechnung
in der Programmiersprache FORTRAN 77 miissen fiir verschiedenste Pro-
blemstellungen bei der Speicherung und Verarbeitung von Daten speziel-
le Losungen erarbeitet werden. Gerade in Hinblick auf die Ubertragbarkeit
und Erweiterung des Programms auf grofiere Systeme ist es sinnvoll, im fol-
genden einige Strukturen ndher zu betrachten.
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Basisfunktionen initialisieren

Durchlaufen aller 24 Permutationen
des Antisymmetrierers

Hilfsintegrale berechnen

Durchlaufen der Zeilen der Matrix

Durchlaufen der Spalten der Matrix

Anteil an S—Matrixelement berechnen

Durchlaufen aller Terme des Hamiltonians

Anteil an H-Matrixelement berechnen

Abbildung 5.3: Aufbau einer Programmeinheit

5.3.1 DIE SPEICHERUNG DER [2—~EIGENFUNKTIONEN

Die [?-Eigenfunktionen, die durch die Léwdinsche Projektionsoperatoren-
methode (s. Abschnitt 2.3) erzeugt werden, sind nur schwerlich fiir die Spei-
cherung in Datenstrukturen fester GréB8e (z.B. Arrays) geeignet, wenn man
nicht die Zahl der zu verarbeitenden Eigenfunktionen von vornherein ein-
schranken mochte. Die Ursache dafiir liegt in der Tatsache, daB fiir unter-
schiedliche Elektronenkonfigurationen eine variable Anzahl linear unabhén-
giger Eigenfunktionen mit unterschiedlich vielen Termen berticksichtigt wer-
den miissen. Deutlich wird dies, wenn man einige konkrete Beispiele von
[2-Eigenfunktionen zum Eigenwert L(L + 1) = 0 fiir unterschiedliche Elek-
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tronenkonfigurationen betrachtet.

1
Yop = ﬁYo,o(ﬁhfpl)Y0,0(192,§92)Y1,71(193,903)1/1,1(194,494) -1

1
- ﬁyo,o(191,(P1)Y0,0(192,(P2)Y1,0(193/4’3)Y1,0(194,(174)

1
+ ﬁYo,o(191,<P1)Y0,0(l92,</)2)Y1,1(193,(P3)Y1,—1(194,(P4)

1
22 = ﬁyo,o(191,4’1)Yo,o(192,402)1/2,72(193,%)1/2,2(194,4’4) (5-2)

1
- ﬁY0,0(191,fP1)Yo,o(ﬂszPz)Yz,fl(193,(P3)Y2,1(194,(P4)

1
+ \751/0,0(191,901)Yo,o(192,¢2)Y2,o(193,<P3)Y2,0(l94,904)

1
- ﬁYo,o(ﬁM’l)Yo,o(192,€02)Y2,11(193,€03)Y2,71(194,§04)

1
+ \75Y0,0(191,(P1)Yo,o(192,(P2)Y2,2(193,(P3)Y2,—2(194,(P4)

An diesen beiden Funktionen kann man gut erkennen, welche Grofsen
in einer Datenstruktur erfafit werden miissen. Dies sind im einzelnen:

¢ die Koeffizienten der Summanden
¢ die Parameter [; und m; der Kugelflichenfunktionen

¢ die Anzahl der Summanden in der aktuellen Eigenfunktion

Die eigentliche Datenstruktur ist nun wie folgt aufgebaut. Die Koeffi-
zienten der Terme, die /; und die m; werden sequentiell in unabhédngigen
Datenarrays gespeichert. Die Daten einer weiteren Eigenfunktion werden
einfach an die der vorigen angeftigt. Eine weitere lineare Liste dient als Zei-
gerfeld, die die Arrays mit den Daten der Kugelflachenfunktionen indiziert.
Hier wird fiir jede Eigenfunktion die Information erfaf3t, wieviele Summan-
den von ihr gespeichert worden sind. Das Zeigerfeld wird mit der laufen-
den Funktionsnummer indiziert und die gespeicherten Werte zeigen auf den
letzten Term der Funktion in den entsprechenden Kenndaten—Arrays (s. Ab-
bildung 5.4). Besteht beispielsweise die erste Funktion aus drei Termen, so
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Abbildung 5.4: Datenstruktur zur Speicherung der iz—Eigenfunktionen

enthélt der erste Eintrag der Zeigerliste den Wert Drei und zeigt so in den
entsprechenden Arrays auf die Daten des letzten Terms der ersten Funktion.
Der néachste Eintrag des Zeigerfelds enthalt entsprechend die absolute Posi-
tion der Daten des letzten Terms der zweiten Funktion usw. Allgemein gilt
fiir die Daten der k-ten Funktion, dafs sie in den Arrays in dem Indexbereich
von zeigerfeld(k-1)+1 bis zeigerfeld (k) lokalisiert sind.

Der Vorteil dieser Datenstruktur liegt darin, daf8 bis zu einer festgeleg-
ten Maximalgrofe der Arrays beliebig Funktionen hinzugefiigt werden koén-
nen, ohne dafl auf deren Reihenfolge oder der Anzahl ihrer Summanden
Riicksicht genommen werden mufs. Auf diese Weise wird der gewtiinschten
Flexibilitat bei der Wahl der Konfigurationen Rechnung getragen.

5.3.2 ANALYSE UND SELEKTION VON GESAMTINTEGRALEN

Bei der Berechnung der Matrizen miissen, wie bereits an anderer Stelle er-
wihnt (s. S. 54ff), die verschiedensten Typen von Gesamtintegralen berech-
net werden. Da es aus Griinden der Effizienz nicht moglich ist, Integralfor-
meln zu implementieren, die alle denkbaren Integraltypen berechnen, stellt
sich das Problem, die auftretenden Typen zu selektieren und auf die jeweils
korrekte Berechnungsprozedur zu verteilen. Anhand eines Beispiels wird in
diesem Abschnitt die Vorgehensweise bei der Implementierung dieser Selek-
tion erldutert.

Es sei der Fall angenommen, daf8 die Berechnung des Integraltyps aus
Abb. 5.5 erfolgen soll. Nun miissen alle denkbaren Félle aufgestellt werden,
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@

Abbildung 5.5: Zielintegraltyp

die Permutationen des obigen Integraltyps darstellen und somit auch mit
derselben Formel berechnet werden kénnen. Im gegebenen Fall sind das alle
Integrale, deren Graphen zwei Kanten aufweisen, die tiber einen gemeinsa-
men Knoten verbunden sind. Fiir diese muf3 die jeweilige Permutation ermit-
telt werden, die den Graphen des Ausgangsintegrals in den des Zielintegrals
tiberfiihrt (s. Abbildung 5.6). Im Programm lafst sich die Selektion mit Hil-

NosN T
NN 2N
N N
S T
NN e
e N

Abbildung 5.6: Permutation aller auftretenden Ausgangsintegrale
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fe einfacher Datenstrukturen realisieren. Vorgegeben sind die beiden auftre-
tenden Korrelationstypen, die beim Aufruf der Selektionsroutine tibergeben
werden. Es handelt sich um ganzzahlige Werte, die aus einer einfachen Nu-
merierung der moglichen Korrelationen resultieren (Ajp — 1,...A34 — 6).
Diese Werte konnen im nichsten Schritt dazu verwendet werden, ein zwei-
dimensionales Auswahlfeld zu indizieren, in dem fiir die jeweilige Kombi-
nation von Korrelationen gespeichert ist, welche der (in diesem Fall) zwolf
Permutationen zur Anwendung kommen muf. Die passende Permutation
kann aus einem Array aufgerufen werden, in dem die Ergebnisse der Per-
mutation der Koordinaten abgelegt sind. Mit dem so permutierten Integral
kann dann die Integralformel korrekt aufgerufen werden. In Abbildung 5.7
sind alle Schritte der Auswahlprozedur noch einmal zusammenfassend dar-
gestellt.

Ausgangsgraph
5 P p [ @ @) ®
@ @
3
Auswabhlfeld Permutationsfeld Zielgraph

Abbildung 5.7: Ablauf der Auswahlprozedur

5.3.3 SPEICHERUNG VON INTEGRALEN IN HASH-TABELLEN

In einem Programm zur Matrixberechnung fallen viele Daten an, auf die wie-
derholt zugegriffen werden muf, und deren fallweise Neuberechnung inef-
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fizient wire. Ein typisches Beispiel dafiir sind Gesamtintegrale, die im Falle
fiir Rechnungen am Be-Atom durch ein Zehn-Tupel (a,b,¢,d,A,u,v,p,0,w) fiir
einen gegebenen Satz Orbitalkoeffizienten «,f,7,0 charakterisiert sind. Die
Speicherung in einem zehndimensionalen Array wiirde einen erheblichen
Speicherplatzverbrauch bedeuten, auflerdem wiirde ein Teil des allozierten
Speichers ungenutzt bleiben, da nicht jedes denkbare Integraltupel tatséch-
lich benoétigt wird.

Als dynamische Datenstrukturen frei von diesen Einschrankungen sind
Hash-Tabellen [20, 52]. Die Idee hinter diesem Verfahren ist, aus dem Wert
des zu speichernden Elementes seine Adresse in einer Tabelle mit m vielen
Platzen zu berechnen. Fiir Objekte mit einer komplexeren Struktur kombi-
niert man die charakteristischen Komponenten der Objekte zu dem Wert, der
auf den Speicher abgebildet werden soll, dem sogenannten Schliissel. Die ei-
gentliche Abbildung der Schliissel auf die m Speicherplétze leistet die Hash—
Funktion

hiK—0,...m—1 (5-3)

mit dem Schliisselwertebereich K. Die Hash-Funktion sollte idealerweise die
zu speichernden Schliissel moglichst gleichmafsig tiber alle Speicherplatze
verteilen und zudem effizient zu berechnen sein. Dabei kann jedoch nicht
ausgeschlossen werden, daf} verschiedene Schliissel auf denselben Speicher-
platz von der Hash—-Funktion /1 abgebildet werden, d.h. es tritt eine Kollision
ein. Bei der Implementierung von Hash—Verfahren sind somit zwei Aspekte
von Wichtigkeit: die Wahl der geeigneten Hash-Funktion und die Strategie
zur Behandlung von Kollisionen.

Fiir die Wahl der Hash—Funktion hat sich bewihrt, eine Variante der
Divisionsmethode zu benutzen, bei der die Speicheradresse durch den Rest
der Modulo-Division des Schliisselwertes durch die Tabellengrofie erhalten
wird

h(K) = Kmod M. (5-4)

Natiirlich sollte dabei das M so giinstig gew&hlt werden, dafl moglichst viele
Kollisionen vermieden werden. KNUTH [52] empfiehlt, da8 M zu diesem
Zweck prim sein sollte.

Die Behandlung von Kollisionen ist ein kritischer Punkt bei der Imple-
mentierung. Sind die Kollisionen durch die Grofle der Tabelle oder die Aus-
wahl der Hash-Funktion so selten, daf} sie vernachldssigbar oft auftreten,
kann eventuell sogar auf eine Kollisionsstrategie verzichtet werden. Dann
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sollten aber die Daten, die nicht mehr gespeichert werden kénnen, mit ver-
tretbaren Aufwand bei Bedarf neu berechnet werden konnen. Eine tibliche
Methode, Kollisionen zu berticksichtigen, ist das offene Hashing, bei dem
die Eintrdge eine lineare Liste von Schliisseln zum gleichen AdrefSwert dar-
stellen (s. Abbildung 5.8). Tritt eine Kollision ein, so wird einfach die entspre-

+——= 33—
—+——rm

——TF—{T11
ZaN

Hashtabelle Eintrage

Abbildung 5.8: Kollisionsbehandlung beim offenen Hashing

chende Liste um ein Element ergédnzt. Bei der Implementierung in FORTRAN
miissen diese dynamischen Datenstrukturen durch statische Tabellen ersetzt
werden.
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Durchgefiihrte Berechnungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der durchgefiihrten Rechnungen
vorgestellt und mit Literaturdaten verglichen. Alle Energieeigenwerte sind
als nicht-relativistische obere Schranken mit unendlicher Kernmasse (nicht
massebehaftet) berechnet worden und werden in atomaren Einheiten (a.u.)
angegeben.

6.1 Testrechnungen fiir den Grundzustand des Be—Atoms

Um die Korrektheit des Eigenwertprogramms zu tiberpriifen, wurden Test-
rechnungen mit Basisfunktionen durchgefiihrt, die aus einer Hylleraas-CI-
Rechnung von SIMS und HAGSTROM fiir den Grundzustand (215) des Be-
rylliums stammen [81]. Dabei kénnen nur die ersten drei Terme der Litera-
turstelle fiir den Vergleich herangezogen werden, weil die weiteren Terme
nicht denen aus dem Ansatz der vorliegenden Arbeit entsprechen. Dennoch
werden mit den Testfunktionen sowohl unkorrelierte und korrelierte Radi-
alfunktionen (Terme 1 und 3), als auch Produkte von unkorrelierten Radial-
funktionen und [?-Eigenfunktionen (Term 2) fiir die Eigenwertberechnung
verwendet, und testen somit alle Teile des Programms zur Matrizenberech-
nung aus.

Term-Nr. Konfiguration berechnete Energie E [a.u.]  Epj; [81] [a.u.]

1 152 252 -14.556739 -14.55674
2 1s% 2p? -14.596877 -14.59688
3 152252 11 -14.622957 -14.62296

Die Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung mit den Literaturdaten und
belegen an diesem Beispiel die Korrektheit des Programms.

Weitere Testrechnungen am Grundzustand sollen dazu dienen, den Ein-
flufl von Winkeltermen zu unterschiedlichen Elektronenkonfigurationen auf
die Qualitdt der Energieschranken zu untersuchen. Dabei wurden fiir alle
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Rechnungen 50 Radialfunktionen und 10 Winkelfunktionen der jeweiligen
Konfiguration herangezogen. Neben dem Energieeigenwert als Qualitatskri-
terium wurden auch der maximale Eigenvektorkoeffizient der Winkelterme
als Mag fiir den Beitrag, den die Terme zur Wellenfunktion liefern, ausgewer-
tet.

Konfiguration Energie [a.u.] max. Eigenvektorkoeffizient
der Winkelterme

s2 p? -14.661546 0.52
s2d? -14.660827 0.09
s2 f2 -14.660792 0.03

Deutlich ist zu erkennen, dafl die s?p?~Konfiguration den hochsten Beitrag
zur Wellenfunktion liefert und damit fiir die gegebene Basis der beste Ener-
gieeigenwert berechnet werden kann. Aufgrund dieses Ergebnisses wurde
bei den weiteren Rechnungen nur Winkelfunktionen verwendet, die auf der
Konfiguration s?p? basieren.

6.2 Rechnungen fiir den ersten angeregten Zustand des Be-Atoms

In Vorfeld der Rechnungen mufBten Uberlegungen getroffen werden, wie
die Orbitalparameter «,8,7,0 giinstig gewdhlt werden kénnen. Argumen-
tiert man vom Orbitalbild her, so sollte man fiir die angeregten 1S Zustin-
de des Be-Atoms mit den Elektronenkonfigurationen 1s%2sns, n > 2 glei-
che Orbitalparameter fiir die 1s2-Elektronen ansetzen konnen, ohne daf die
Variationsbreite der Orbitalkoeffizienten zu stark eingeschrankt wird. Da-
durch kann der Rechenaufwand bei der Optimierung der Parameter nattir-
lich deutlich verringert werden. Fiir die durchgefiihrten Rechnungen gilt da-
mit durchgehend a = B.
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Tabelle 6.1: Konvergenzpattern der Energien des 3 ! S-Zustands des Be-Atoms
bei Erweiterung der Basis durch Winkelfunktionen

Basisdimension berechnete Energie E [a.u.]
Radialterme  Winkelterme

150 10 -14.41397088
150 20 -14.41402725
150 30 -14.41405835
150 40 -14.41407287
150 50 -14.41408792
150 56 -14.41408884

ag = Pr = 4.024,7g = 1.004, 55 = 0.4439
aw = Pw = 4.000, 7y = 1.310, 6y = 0.8400

Beim ersten angeregten ! S—Zustand (315) des Berylliumatoms wurden
die Orbitalkoeffizienten fiir eine Gesamtbasisdimension von 160 Funktionen
durch das Nelder-Mead- bzw. Powell-Verfahren optimiert. Die Basis setzte
sich dabei zusammen aus 150 Radialfunktionen des Typs

b

A —ar—Bra—yrs—
(a,b,c,d\)\,]l,v,p,(f,w)(r) =r{rgr§rire, 753 4 7’53 roars e Pra—yrs—ory

(6-1)
und aus 10 Winkelfunktionen projiziert fiir die s> p?~Konfiguration
[a,b,c,d]g\;)z = Ty r§ ] emari—prama—on
1

' [Yo,0(1)Y0,0(2)Y1,-1(3)Y1,1(4) — Yo,0(1)Y0,0(2)Y1,0(3)Y1,0(4)
+ Y0,0(1)Y0,0(2)Y1,1(3)Y1,-1(4)] . (6-2)

Die Radialfunktionen werden in Anlehnung an die Arbeit von BUSSE [8]
quersummenorientiert konstruiert, d.h. diese Funktionen werden mit wach-
sender Quersumme

Q=a+b+c+d+A+pu+v+p+otw (6-3)

der Exponenten sortiert. Zuséatzlich wurde der Radialbasisanteil systema-
tisch um ein Drittel der Funktionen ausgediinnt, um schon bei kleinen Ba-
sisdimensionen Terme hherer Ordnung zu berticksichtigen.
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Tabelle 6.2: Konvergenzpattern der Energien des 3 15-Zustands des Be-Atoms
bei Erweiterung der Basis durch Radialfunktionen

Basisdimension berechnete Energie E [a.u.]
Radialterme  Winkelterme

150 10 -14.41397088
200 10 -14.41477021
250 10 -14.41568682
300 10 -14.41588008

ag = Pr = 4.024, vg = 1.004, 55 = 0.4439
aw = Pw = 4.000, 7y = 1.310, 5y = 0.8400
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Abbildung 6.1: Konvergenz der Energie in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Radialterme

Bei den Winkelfunktionen wurden Konfigurationen der Form
(ns)? (n'p)? verwendet, um Anteile zur Wellenfunktion hinzuzufiigen,
die den Winkelraum ausschopfen. Bereits bei der erwidhnten fritheren
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Hylleraas—CI-Rechnung [81] am Be-Grundzustand ist der gewichtige Anteil
der p?>-Konfigurationen an der Giite der Wellenfunktion deutlich gewor-
den. Auflerdem wurde bei den Testrechnungen am Grundzustand in dieser
Arbeit (s. Abschnitt 6.1) deutlich, daf8 die Beitrdge hoherer Konfiguratio-
nen gering sind. Alle verwendeten Radial- und Winkelortsbasisfunktionen
werden im Anhang (S.115) tabelliert angegeben.

-14.41396 T T T T T

-14.41398|

-14.41400

-14.41402

-14.41404

-14.41406

-14.41408|

1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 6C

-14.41410

Abbildung 6.2: Konvergenz der Energie in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Winkelterme

Mit den gegebenen Orbitalparametern wurde dann die Basis systema-
tisch erweitert, sowohl durch Radial- als auch Winkelterme, um das Konver-
genzverhalten der Basis zu untersuchen. Es stellte sich als Nebeneffekt dabei
heraus, daf$ die Hinzunahme von Winkeltermen zu numerischen Problemen
bei der Diagonalisierung der Matrizen fiihrte, so dafs die Konvergenz des
Wielandt-Verfahrens beeintrachtigt wurde. Diese Probleme traten auch bei
der Optimierung der Parameter auf, so dafl der Parametersatz fiir 160 Funk-
tionen ebenfalls fiir die grofSeren Basisdimensionen verwendet wurde.

In den Tabellen 6.1 und 6.2 sind die entsprechenden Ergebnisse aufge-
listet; in den Abbildungen 6.1 und 6.2 wird das Konvergenzverhalten zusétz-
lich visualisiert.
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6.3 Rechnungen fiir den zweiten angeregten Zustand des Be—Atoms

Bei diesem angeregten Zustand (4 15) des Be-Atoms machten sich die bereits
am néchstniedrigeren Zustand festgestellten numerischen Probleme noch
starker bemerkbar, die die Optimierung der Orbitalkoeffizienten stark er-
schwerten. Dennoch konnte dieser Zustand fiir eine Auswahl von Basissit-
zen mit zufriedenstellendem Ergebnissen approximiert werden. Die dabei
verwendeten Basisfunktionen entsprechen, abgesehen von der Dimension,
denen der Rechnungen beim 3 1S-Zustand.

Tabelle 6.3: Energien des 4 S-Zustands des Be-Atom:s fiir verschiedene Basis-
dimensionen und Orbitalkoeffizienten

dimg  dimy  ag=pr TR OR aw=pw w ow Efaul]

30 10 378 0.095 115 396 595 8.00 -14.3699501
30 20 3.79 113 524 196 595 8.00 -14.3702187
50 10 475 0947 0398  5.00 131 0.840 -14.3706389

Die Tabelle 6.3 enthélt die entsprechenden Energien fiir die zugehorigen
Basisdimensionen und Orbitalkoeffizienten.

6.4 Diskussion und Vergleich mit Literaturdaten

In diesem Abschnitt soll die Qualitdt der erhaltenen Ergebnisse durch Ver-
gleich mit Werten aus der Literatur diskutiert werden. Ein direkter Vergleich

Tabelle 6.4: Vergleich mit Literaturwerten fiir den 3 15-Zustand von Be

E [a.u.] Methode Literatur
-14.380063 V-U CCSD/R Methode [28]
-14.406653 Hylleraas-CI, 267 Funktionen [8]

-14.415880 Hylleraas-CI, 310 Funktionen Diese Arbeit

(s. Tabelle 6.4) mit einer Hylleraas—CI-Rechnung kann mit den von BUSSE er-
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haltenen Daten [8] durchgefiihrt werden. Dessen Ergebnis liegt tiber 9 m a.u.
tiber den in der vorliegenden Arbeit erhaltenen besten Ergebnis und wird
bereits fiir kleinere Basisdimensionen tibertroffen (s. Tabelle 6.2). Auch die
Valence-Universal Coupled-Cluster-Rechnung von JANKOWSKI und MAL-
LINOWSKI liefert deutlich schlechtere Ergebnisse. Aus dem Vergleich folgt,
dafl der Wert aus der vorliegenden Arbeit den bisher besten theoretischen
Wert fiir den 31S-Zustand des Be-Atoms darstellt.

Tabelle 6.5: Vergleich mit Literaturwerten fiir den 4 15-Zustand von Be

E[a.u.] Methode Literatur
-14.318362  Hylleraas-CI, 267 Funktionen [8]
-14.370638  Hylleraas-CI, 60 Funktionen  Diese Arbeit

Fiir den 4 1 S-Zustand des Berylliumatoms wurde ein vergleichbar gutes
Ergebnis erzielt, obwohl wegen numerischer Probleme nur eine Basisfunkti-
on mit 60 Termen verwendet wurde. Der Eigenwert nach BUSSE ist um 52
m a.u. schlechter, und somit ist in dieser Arbeit der bisher beste theoretische
Wert fiir den 4 1 S—Zustand des Be-Atoms berechnet worden.

Tabelle 6.6: Vergleich der theoretisch berechneten Anregungsenergien des
Ubergangs 2'S — 315 mit experimentellen Daten

Anregungsenergie [eV] Methode Literatur
7.094039 Hylleraas—CI [8]
6.842957 Hylleraas—CI  diese Arbeit
6.779119 Experiment [67]

Fir den Vergleich mit experimentellen Daten wurden aus den bes-
ten theoretischen Ergebnissen der Literatur und der vorliegenden Arbeit
Anregungsenergien in eV fiir die Uberginge vom Grundzustand zum ers-
ten bzw. zweiten angeregten Zustand des Berylliumatoms berechnet. Als
Grundzustandsenergie wurde dabei der beste von BUSSE erhaltene Wert von
—14.667354 a.u. eingesetzt. Die Daten fiir den Vergleich sind in den Tabellen
6.6 und 6.7 zusammengefafit.
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Tabelle 6.7: Vergleich der theoretisch berechneten Anregungsenergien des
Ubergangs 2 'S — 41S mit experimentellen Daten

Anregungsenergie [eV] Methode Literatur
9.496560 Hylleraas—CI [8]
8.092776 Hylleraas—CI  diese Arbeit
8.089393 Experiment [67]

Die im Rahmen dieser Arbeit erhaltenen theoretischen Anregungsener-
gien weisen sowohl fiir den Ubergang 215315 alsauch fiir den Ubergang
215 — 415 eine gute Ubereinstimmung mit den experimentell gewonnenen
Daten auf. Die Abweichung betrdgt dabei weniger als 0.07 eV und ist da-
mit signifikant geringer als die der auf der Literatur [8] basierenden theoreti-
schen Anregungsenergien.
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Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit gelang es, die bislang besten oberen Schranken
fiir die beiden ersten angeregten ! S-Zustande des Berylliumatoms mit dem
Rayleigh-Ritz—Verfahren unter Annahme unendlicher Kernmasse zu berech-
nen, wobei gute Ubereinstimmung mit experimentellen Daten erzielt wurde.
Im einzelnen wurden fiir die 3 S— und 4 S-Zustinde

Ej1g = —14.415880 a.u. und E 15 = —14.370638 a.u.

als Schranken erhalten. Diese Variationswerte wurden mittels einer Varian-
te der Hylleraas—-CI-Methode gewonnen, bei der die Basisentwicklung zwei
verschiedene Typen von Ortsbasisfunktionen aufweist. Die Radialortsbasis-
funktionen

pqx ki —rxk,rk
z —rpq Hr

mitp,ge{l,...,n}, p<q und Ay ;ar; € Ny, a; € RT.

enthalten explizit einen Elektron—Elektron-Abstand pro Basisfunktion als
Variable, wihrend die Winkelortsbasisfunktionen

n s n
i oy ~
= H rkwe i Z Cv,j H Ylkv;’,mkv/‘(ﬂkr(Pk)
k=1 v=1 k=1

mit agj € INo, Qi € RY, Cyj € R

Linearkombinationen von Kugelflichenfunktionen enthalten, die als Eigen-
funktionen des Drehimpulsoperators L% zum Eigenwert L(L + 1) = 0 kon-
struiert worden sind. Die bei der Eigenwertberechnung benétigten Integra-
le wurden systematisch kategorisiert und auf effiziente Losungsformeln zu-
riickgefiihrt. Dabei wird gezeigt, dafl der Ansatz den Vorteil bietet, dafd bei
seiner Anwendung auf Atome mit mehr als vier Elektronen auch nur Vier-
Elektronen-Integrale gelost werden miissen. Dadurch erdffnet der Ansatz
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die Moglichkeit, auch grofiere atomare Systeme berechnen zu konnen, bei
denen der Aufwand eines Hylleraas—Ansatzes mit mehreren Korrelationster-
men pro Basisfunktion nicht vertretbar ist.

Bei der Implementierung des Programms wurden spezielle Datenstruk-
turen zur Konstruktion der Basisfunktionen, sowie Einteilung, Berechnung
und Speicherung der Integrale entwickelt.

Im Zuge der Energieeigenwertberechnungen wurden die Energien be-
ziiglich der nichtlinearen Parameter a7y, ... a4 optimiert; ebenso wurde un-
tersucht, welchen Einfluf$ die Wahl der Ortsbasisfunktionen auf die Qualitat
der Rechnungen besitzt.
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Anhang

Verwendete Basisfunktionen

Die bei den Rechnungen verwendeten Radialortsbasisfunktionen werden
in der folgenden Tabelle als Potenztupel aufgelistet. Dabei entsprechen
{a,b,c,d} den Potenzen der r; in Gleichung (6-1). Weiterhin bezeichnet Ay,
die Potenz des Korrelationsterms vom Typ korr, wobei korr aus einer Nume-
rierung einer sortierten Liste der sechs moglichen Korrelationsterme resul-
tiert:

korr € {1,2,3,4,5,6} — {7’12,7‘13,7‘14,1’23,1’24,1’34} (8-1)

Die fiir die Rechnungen benutzten Winkelortsbasisfunktionen werden
entsprechend Gleichung (6-2) aufgefiihrt, wobei das Tupel {I1,l5,l3,l4} =
{0,0,1,1} impliziert, daB die Basisfunktionen die ﬁZ—Eigenfunktion fur
die s? p?>~Elektronenkonfiguration enthalten. Die Winkelortsbasisfunktionen
vom Typ (A) wurden fiir die Berechnungen in Tabelle 6.1 herangezogen; fiir
alle tibrigen Rechnungen wurden die Winkelfunktionen vom Typ (B) ver-
wendet.

Verwendete Radialortsbasisfunktionen

Nr. a b ¢ d Ay korr
0 0 0 O 0 0
0 0 0 O 1 1
0 0 0 O 1 6
0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 0 2 1
0 0 0 O 2 2
0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 2
0 0 0 1 1 6
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Verwendete Radialortsbasisfunktionen

10

15

20

25

30

0 2 0
0 2 0

35

0 3 0

40
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Verwendete Radialortsbasisfunktionen

45

50

55

0

0 2 2

60

65

70

75
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Verwendete Radialortsbasisfunktionen

1
1

0 2 0
0 2 0
0 2 0 2
0 3 0
0 3 0
0 3 0

0

80

0
0

85

90

95

100

105
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Verwendete Radialortsbasisfunktionen

110

115

120

125

130

135

140
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120

Verwendete Radialortsbasisfunktionen

0
0
1
1
1

0 2 0
0 2 0
0 2 0
0 2 0
0 2 0

145

0o 2 0 2
0o 2 0 2

150

0 2 0 2
0 2 0

3

155

0 3 0
0 3 0
0 3 0

160

1
1
1

0 3 0
0 3 0
0 3 0

165

0 4 0
0 4 0
0 4 0
0 5 0

170




121

Verwendete Radialortsbasisfunktionen

175

180

185

190

195

200

205
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122

Verwendete Radialortsbasisfunktionen

210

215

220

225

230

235

240
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Verwendete Radialortsbasisfunktionen

245

250

255

260

265

270
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124

Verwendete Radialortsbasisfunktionen

0 2 0

275

3

0 2 0

0

0 2 0 4

280

0

0 2 2 2
0 3 0
0 3 0
0 3 0

285

0
0
0

290

0 3 0

0 3 0 2

0 3 0 2

295

0 3 0 2

300
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Verwendete Winkelortsbasisfunktionen (A)

L I3 Iy

I

Nr.

10

15

2 2 2

2 2 2

3

0

3 2

20

4 4 2

4 4 2
5

25

0

5 2

5 2 2

5

30
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Verwendete Winkelortsbasisfunktionen (A)

4 3 0 O

4

4 4 3 2

35

4 4 3 3

5 3 2

5 3 3
4 4 4 0
4 4 4

40

4 4 4 2
4 4 4 3
4 4 4 4

45

5 4 2
5 4 3
5 4 4

50

55
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Verwendete Winkelortsbasisfunktionen (B)

L I3 Iy

I

Nr.

2 2 2 2

10
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