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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden systematisch Anwendungen der Likelihood-Theorie in

der Finanzmathematik untersucht. Dazu wird ein Darstellungssatz bewiesen,

der es erlaubt, Finanzmarkt-Modelle durch statistische Experimente zu identi-

�zieren, wobei dann Preisprozesse über ge�lterte Likelihood-Prozesse gegeben

sind.

Eine Anwendung ist die Neuinterpretation von diversen Optionspreisen mittels

Gütefunktionen von Tests.

Durch die Einführung eines Faktorisierungskonzeptes für Likelihood-Quotienten

werden die Begri�e der Vollständigkeit von Finanzmärkten und der Vollständig-

keit von statistischen Experimenten miteinander verknüpft.

Anschlieÿend wird eine Robustheitsanalyse für Optionspreise durchgeführt. Durch

Benutzung des Konzepts der L1-Di�erenzierbarkeit aus der Statistik werden

Gradienten, das heiÿt Störungsrichtungen, die starke Reaktionen des Options-

preises hervorrufen, für einige Optionen ermittelt. Es zeigt sich, dass bei Itô-

Prozess-Modellen mit deterministischer Volatilität Gradienten für gewisse Op-

tionen durch Vielfache der zugehörigen Volatilitäten gegeben sind.

Unter Verwendung des dritten Lemmas von Le Cam wird unter geeigneten Vor-

aussetzungen ein Konvergenzresultat für Optionspreise erzielt.

Als Spezialfall wird mit Hilfe von L2-Di�erenzierbarkeit und der LAN-Theorie

(lokal asymptotische Normalität) von Le Cam ein Approximationsverfahren für

Itô-Prozess-Modelle mit deterministischen Parametern durch zeitdiskrete Mo-

delle präsentiert.

Durchgängig werden erzielte Resultate und Begri�e am Beispiel von Binomial-,

Trinomial- oder Itô-Prozess-Modellen erläutert.





Abstract

In this thesis applications of the theory of likelihoods to �nancial mathematics

are studied in a systematic way. To this end, a representation theorem which

allows the identi�cation of �nancial market models by statistical experiments

is proven. In this representation price processes are given by �ltered likelihood

processes.

As application a new interpretation of certain option prices in terms of power

functions of tests is presented.

A connection between the concepts of completeness of �nancial markets and

completeness of statistical experiments is established via factorisation of like-

lihood ratios.

Afterwards a result about robustness of option prices is achieved. Gradients,

that means directions of disturbance for which the option price shows strong

reactions, are calculated for certain options. For that purpose the notion of

L1-di�erentiability from statistics is used. In the case of Itô type models with

deterministic volatility gradients are given by multiples of the corresponding

volatilities.

By application of Le Cam's third lemma convergence of option prices under

appropriate conditions is shown.

As a special case, with the help of L2-di�erentiability and the LAN theory (local

asymptotic normality) from Le Cam, a method to approximate Itô type models

with deterministic parameters by discrete time models is obtained.

Throughout, results and notions are explained in the case of binomial, trinomial

or Itô type models.
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Einleitung

In der mathematischen Statistik ist die Theorie von Likelihoods und von sta-

tistischen Experimenten von groÿer Bedeutung. So beginnt etwa Strasser [32]

sein Buch über mathematische Statistik mit einigen fundamentalen Grundlagen

über Likelihood-Quotienten. Als wichtiges Beispiel der Anwendung ist die asym-

ptotische Statistik zu nennen. Ein groÿes Gebiet der Forschung konzentriert sich

darauf, über asymptotische Argumente mathematische Rechtfertigung für stati-

stische Methoden zu liefern. Als Beispiel-Literatur für einige nützliche Konzepte

zur Lösung von asymptotischen Problemen in der Statistik kann das Buch von

Le Cam und Yang [19] angeführt werden. Als Referenz für die Theorie von Li-

kelihoods und statistischen Experimenten dienen zum Beispiel die Bücher von

Le Cam [18], Shiryaev und Spokoiny [30], Strasser [32] oder Torgersen [34].

Die vorliegende Arbeit setzt es sich zum Ziel, bekannte Konzepte und Resultate

aus der mathematischen Statistik für �nanzmathematische Problemstellungen

nutzbar zu machen. Hierbei werden sowohl klassische Fragestellungen der Fi-

nanzmathematik, als auch solche neueren Datums, im Licht der mathematischen

Statistik neu beleuchtet und mit einer statistischen Interpretation versehen, be-

kannte Resultate mit statistischen Techniken erneut bewiesen und gegebenenfals

erweitert und vollständig neue Ergebnisse erarbeitet.

Es ist zu erwähnen, dass die Anwendung von statistischen Begri�en und Techni-

ken schon vielerorts Eingang in die Literatur gefunden hat. Im Folgenden werden

in diesem Kontext einige Publikationen aufgeführt.

Als ein erstes mögliches Werkzeug der Statistik mit Anwendungsmöglichkeit in

der Finanzmathematik wäre etwa das Neyman-Pearson Lemma zu nennen. Ur-

sprünglich entwickelt, um Optimalität eines Tests, das heiÿt Minimalität der
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Einleitung 2

Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art unter Einhaltung einer Nebenbedingung

an die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art, nachzuweisen, lässt sich die Technik

zur Lösung von anderen Optimierungsproblemen nutzen. So �ndet das Neyman-

Pearson Lemma Anwendung in Schied [27], wo für den Spezialfall eines einfachen

Risikomaÿes das Risiko einer durch die Emission einer Option entstehenden Zah-

lungsverp�ichtung unter Bedingungen an das Kapital des Emittenten minimiert

wird. Weitere Einsatzmöglichkeiten zeigen sich etwa in Föllmer und Leukert [5]

beim sogenannten �Quantil-Hedging� und in Föllmer und Leukert [6] bei der

Risikominimierung beim Absichern von emittierten Optionen.

Ein Gegenstand der Forschung stellt die Untersuchung von Risiko mit Risiko-

maÿen, die über Likelihood-Quotienten de�niert sind, dar. Solche Risikomaÿe

treten etwa in Schied [27] auf. Bei der Risikoanalyse mit Risikomaÿen von die-

ser Gestalt tritt die Theorie von sogenannten �Maximin�-Tests in Erscheinung,

vergleiche etwa Cvitanic und Karatzas [2], oder unter Verwendung eines ande-

ren Ansatzes Rudlo� und Karatzas [25]. In demselben Zusammenhang wird in

Schied [28] ein Nutzenmaximierungsproblem mit einem robusten Nutzenfunk-

tional, das über eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmaÿen de�niert ist, auf das

Finden von ungünstiges Wahrscheinlichkeitsmaÿen durch Anwendung eines Re-

sultats der Testtheorie von Huber und Strassen [9] zurückgeführt.

Ein weiteres aus der Statistik entliehenes Hilfsmittel ist der Begri� der Benach-

bartheit, ein asymptotisches Analogon zu absoluter Stetigkeit. In einer Arbeit

von Kabanov und Kramkov [14] nimmt das Konzept von Benachbartheit für die

Charakterisierung von asymptotischer Arbitrage eine zentrale Rolle ein. Auch

Shiryaev [29] benutzt in seinem Buch über Finanzmathematik die Notation der

Benachbartheit. Darüber hinaus tritt in diesem Buch das berühmte dritte Lem-

ma von Le Cam, welches auch in der vorliegenden Arbeit in späteren Kapiteln

von Bedeutung sein wird, in Erscheinung.

Abschlieÿend erwähnt sei eine Arbeit von Gushchin und Mordecki [8]. In ihrer

Publikation wenden die Autoren die Theorie von binären Experimenten an, um

extremale Maÿe zu bestimmen, die untere und obere Schranken für den Werte-

bereich von Optionspreisen in Semimartingal-Modellen liefern.

Als Ausgangspunkt für die vorliegende Arbeit dient folgende grundlegende Beob-

achtung. Für jedes Finanzmarkt-Modell mit positiven Preisprozessen, welches
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mindestens ein Martingalmaÿ besitzt, existiert eine Darstellung als ge�ltertes

statistisches Experiment, welches dann Finanzexperiment genannt wird, wobei

sich die Preisprozesse als ge�lterte Likelihood-Prozesse ergeben. Aufbauend auf

diesem Resultat werden in dieser Arbeit systematisch mögliche Anwendungen

der Likelihood-Theorie in der Finanzmathematik erforscht. Genauer gesagt wer-

den unter Verwendung dieses Darstellungssatzes Finanzmarkt-Modelle in die

Sprache der mathematischen Statistik �übersetzt� und daraufhin wird unter-

sucht, inwieweit diese Modelle dann neue Interpretationen, Beweistechniken und

Ergebnisse für diverse Fragestellungen erlauben.

Konkret ist diese Arbeit in sechs Kapitel unterteilt.

Das erste Kapitel enthält oben erwähnten Darstellungssatz, der eine Verbindung

von Finanzmodellen zu statistischen Experimenten herstellt. Beispielhaft erläu-

tert wird eine mögliche Darstellung für den Fall eines Binomial- und Trinomial-

Modells, wobei im zugehörigen statistischen Experiment Zwei- beziehungsweise

Dreipunkt-Verteilungen auftreten, sowie im Fall von Itô-Prozess-Modellen, in

denen die zugehörigen Likelihood-Quotienten über den Satz von Girsanov gege-

ben sind. Als eine erste Anwendung wird eine Umschreibung von Erwartungs-

nutzen mit logarithmischer Nutzenfunktion als Di�erenz zweier Kullback-Leibler

Informationen vorgestellt.

Im zweiten Kapitel werden mittels des Darstellungssatzes aus Kapitel 1 Op-

tionspreise von verschiedenen Optionen neu beleuchtet. Es stellt sich heraus,

dass sich der Optionspreis in vielen Fällen über Gütefunktionen von Tests be-

schreiben lässt. Im Fall eines europäischen Calls und eines europäischen Puts

ist der zugrunde liegende Test durch einen Neyman-Pearson Test gegeben. Für

die entsprechenden Optionspreise erhält man Abwandlungen des zugehörigen

minimalen Bayes-Risikos. Diese Beobachtung ermöglicht im N -Perioden-Modell

die Verwendung von Werkzeugen aus der Theorie der statistischen Experimente,

nämlich die Fehlerfunktion und die Hellinger-Transformierte, um ein Resultat

von Irle [10], das eine Identi�zierung von N -Perioden-Modellen als Binomial-

Modelle erlaubt, erneut zu beweisen.
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In Kapitel 3 wird auf das Konzept der Vollständigkeit sowohl für Finanzmärkte

als auch für statistische Experimente eingegangen. Es wird gezeigt, dass zwi-

schen den augenscheinlich verschiendenen Begri�en der Vollständigkeit in ge-

wisser Weise ein Zusammenhang hergestellt werden kann. Zu diesem Zweck

wird der Begri� der komplementären Experimente, der im Wesentlichen eine

Faktorisierung von Likelihood-Quotienten über eine Teilinformation beschreibt,

entwickelt.

Das vierte Kapitel beschäftigt sich mit der Robustheitsanalyse von Options-

preisen. Betrachtet werden dabei ein Itô-Prozess-Modell aus Kapitel 1 mit zu-

sätzlichen Annahmen, eine Option mit Gestalt ähnlich wie im zweiten Kapitel

sowie eine Störung in der Volatilität der Preisprozesse. Es zeigt sich, dass sich

für jeden Preisprozess eine �Hauptrichtung�, auch genannt Gradient, das heiÿt

eine Störungsrichtung für den Preisprozess, auf die der Optionspreis besonders

emp�ndlich reagiert, bestimmen lässt. Für die einzelnen Gradienten ergeben

sich dabei jeweils Vielfache der zugehörigen Volatilitäten. Im verwendeten Ver-

fahren kommt das Konzept der L1-Di�erenzierbarkeit aus der mathematischen

Statistik zum Einsatz.

Im fünften Kapitel wird die Konvergenz von Optionspreisen untersucht. Dazu

wird zuerst eine Standarddarstellung für Finanzexperimente, angelehnt an den

Begri� des Standardmaÿes aus der Theorie der binären Experimente, einge-

führt. Mittels Kompaktheitsargumenten und dem 3. Lemma von Le Cam lässt

sich beweisen, dass Finanzexperimente unter geeigneten Voraussetzungen kon-

vergieren, wobei das Grenzexperiment in Standarddarstellung angegeben wer-

den kann. Hierbei liegt die Schwierigkeit hauptsächlich darin, zu argumentieren,

warum beim Grenzübergang keine Masse nach unendlich abwandern kann. Dies

lässt sich im Wesentlichen durch Verwendung der Marko�-Ungleichung und von

Stra�heitsargumenten bewerkstelligen. Schlieÿlich wird das erzielte Konvergenz-

resultat auch auf Optionspreise ausgeweitet.

In Kapitel 6 wird als Spezialfall des fünften Kapitels ein Approximationsre-

sultat für Itô-Prozess-Modelle angegeben. Hierbei erfolgt die Modellierung der

Preisprozesse in der Approximationsfolge über zeitdiskrete Prozesse, welche als
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Mitglieder einer L2-di�erenzierbaren Kurve von Wahrscheinlichkeitsmaÿen iden-

ti�ziert werden können. Die Identi�zierung wird für den Fall eines Binomial-

Modells exemplarisch ausgeführt. Es werden geeignete Voraussetzungen an die

Volatilitäts- und Zinsratenkoe�zienten spezi�ziert, für die sich dann mit Hilfe

der bekannten LAN-Theorie (wobei LAN lokal asymptotische Normalität be-

zeichnet) Konvergenz gegen Itô-Prozess-Modelle mit deterministischen Volatili-

täts- und Zinsratenfunktionen nachweisen lassen, wobei als Konvergenzart hier-

bei schwache Konvergenz aller endlich-dimensionalen Randverteilungen gemeint

ist. Eine Anwendung der LAN-Theorie bietet sich an, da das Grenzmodell in

diesem Fall durch Normalverteilungen beschrieben werden kann. Das vorgestell-

te Konvergenzresultat verallgemeinert die bekannte Approximation des klassi-

schen Finanzmarkt-Modells von Black, Scholes und Merton durch das Cox-Ross-

Rubinstein-Modell.

Abschlieÿend möchte ich Herrn Prof. Dr. A. Janssen für die vielen anregen-

den Gespräche und die umfangreiche Betreuung bei der Erstellung dieser Arbeit

danken. Ein herzlicher Dank gebührt auch Herrn Prof. Dr. M. Reiÿ für die

Übernahme und Erstellung eines weiteren Gutachtens.



Kapitel 1

Darstellung von Preisprozessen

1.1 Darstellung von Preisprozessen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine Grundlage zur Verbindung von Finanzma-

thematik und Statistik zu scha�en. Dazu wird ein Resultat vorgestellt, dass die

Darstellung von Preisprozessen als Likelihood-Prozesse von ge�lterteten stati-

stischen Experimenten erlaubt. Aufbauend auf diesem Ergebnis werden dann in

den folgenden Kapiteln im Zusammenhang mit �nanzmathematischen Fragestel-

lungen Anwendungen der Theorie der statistischen Experimente und statistische

Interpretationen vorgestellt.

Unter einem ge�lterten Experiment versteht man ein statistisches Experiment

E = (Ω,F , {Pθ : θ ∈ Θ}) zusammen mit einer Filtration (Ft)t∈I , wobei I einen

Zeitparameter-Bereich angibt. Hierbei ist {Pθ : θ ∈ Θ} eine durch einen Para-

meter θ parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaÿen und (Ω,F , Pθ)
sind Wahrscheinlichkeitsräume. Nachzulesen ist diese De�nition zum Beispiel in

Shiryaev und Spokoiny [30].

In der Literatur wird bereits seit längerer Zeit mit ge�lterten Experimenten ge-

arbeitet. Frühere Resultate zu diesem Thema �ndet man beispielsweise in Jacod

[11] und Strasser [33] während man mit Norberg [23] eine Arbeit jüngeren Da-

tums anführen kann.

Im Folgenden sei [0, T ] mit T <∞ ein Zeitintervall und I ⊂ [0, T ] mit {0, T} ⊂ I
bezeichne die Menge der Zeitpunkte in diesem Zeitintervall, an denen gehan-

delt werden kann. Dies beinhaltet den diskreten und den stetigen Fall. Zu-

dem sei (Ω,F , P ) ein ge�lterter Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration

6
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(Ft)t∈I und F = σ(Ft : t ∈ I), wobei P das physische Maÿ darstellt. Auf

diesem ge�lterten Wahrscheinlichkeitsraum seien d adaptierte, positive, diskon-

tierte Preisprozesse (Xi
t)t∈I , 1 ≤ i ≤ d gegeben mit der Annahme F0 = σ(N ),

wobei N = {N : P (N) = 0 oder P (N) = 1}. Eine solche Modellierung von

Preisprozessen werde von nun an als Finanzmarkt-Modell bezeichnet.

In dem ersten Resultat, das diese Preisprozesse als statistisches Experiment

charakterisiert, spielt der Begri� des Martingalmaÿes eine wichtige Rolle. In der

Finanzmathematik ist oft die Frage nach der Existenz eines Martingalmaÿes

von Interesse. Im diskreten Fall bei endlichem Zeithorizont ist diese Existenz

genau dann gegeben, wenn eine Arbitragefreiheits-Bedingung erfüllt ist, verglei-

che Shiryaev [29] (S. 656). Im stetigen Fall wird diese Fragestellung in Delbaen

und Schachermayer [3] untersucht.

Das folgende Theorem wird sich als Dreh-und Angelpunkt der weiteren Unter-

suchungen erweisen.

Theorem 1.1

Gegeben sei ein Finanzmarkt-Modell wie oben. Es sei Q ein zu P äquivalentes

Wahrscheinlichkeitsmaÿ. Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

(1) Es existieren Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q1, ..., Qd auf (Ω,F) mit

dQi|Ft
dQ|Ft

=
Xi
t

Xi
0

, t ∈ I, (1.1)

wobei Qi � Q für alle 1 ≤ i ≤ d.

(2) Q ist ein Martingalmaÿ, das heiÿt (Xi
t)t∈I ist ein Q-Martingal für alle

1 ≤ i ≤ d.

Beweis. Für die Implikation (1) ⇒ (2) betrachte Qi wie in (1) angegeben.

Unter Verwendung der Identität

dQi|Ft
dQ|Ft

= EQ

[
dQi
dQ

∣∣∣∣∣Ft
]
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folgt für alle 1 ≤ i ≤ d und s < t, s, t ∈ I:

EQ[Xi
t |Fs] = Xi

0EQ

[
Xi
t

Xi
0

∣∣∣∣∣Fs
]

= Xi
0EQ

[
dQi|Ft
dQ|Ft

∣∣∣∣∣Fs
]

= Xi
0EQ

[
EQ

[
dQi
dQ

∣∣∣∣∣Ft
] ∣∣∣∣∣Fs

]
= Xi

0EQ

[
dQi
dQ

∣∣∣∣∣Fs
]

= Xi
0

dQi|Fs
dQ|Fs

= Xi
0

Xi
s

Xi
0

= Xi
s.

Somit ist Q ein Martingalmaÿ.

Zeige als Nächstes (2) ⇒ (1). Für alle 1 ≤ i ≤ d gilt

EQ

(
Xi
T

Xi
0

)
=
Xi

0

Xi
0

= 1.

Somit werden durch

dQi
dQ

=
Xi
T

Xi
0

Wahrscheinlichkeitsmaÿe Qi � Q de�niert. Es folgt

Xi
t

Xi
0

= EQ

[
Xi
T

Xi
0

∣∣∣∣∣Ft
]

= EQ

[
dQi
dQ

∣∣∣∣∣Ft
]

=
dQi|Ft
dQ|Ft

.

für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I. �

Bemerkung 1.2

Im Fall I = [0,∞) gestaltet sich der Beweis für Theorem 1.1 unterschied-

lich. Die Implikation (1) ⇒ (2) lässt sich auf den Fall I = [0,∞) ohne Än-

derung übertragen. Für (2) ⇒ (1) kann der Beweis wie oben durchgeführt wer-

den, wenn etwa folgende zusätzliche Bedingung gefordert wird: für alle i ist

(Xi
t)t∈[0,∞) ein erzeugtes Q-Martingal, welches durch ein Xi

∞ erzeugt ist, das

heiÿt Xi
t = EQ[Xi

∞|Ft], t ∈ [0,∞). In diesem Fall folgt die Aussage analog zum

vorgestellten Beweis, wobei Xi
∞ die Rolle von Xi

T übernimmt.

Des Weiteren lässt sich bemerken, dass für die Aussage von Theorem 1.1 die

Annahme der Positivität an die Preisprozesse, auÿer für den Startwert, der zur

Normierung notwendig ist, auch durch eine Nicht-Negativitäts-Bedigung ersetzt

werden könnte, womit dann auch Preisprozesse, welche auf einer Menge mit

positiver Wahrscheinlichkeit den Wert 0 annehmen, zugelassen wären.
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De�nition 1.3

Im Kontext von Theorem 1.1 wird

(Ω,F , {Q1, ..., Qd, Q, P})

zusammen mit der Filtration (Ft)t∈I als Finanzexperiment bezeichnet. Die Pro-

zesse
(
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈I

heiÿen ge�lterte Likelihood-Prozesse.

In einigen Anwendungen, wie zum Beispiel in diversen Berechnungsformeln für

Optionspreise, spielt das physische Maÿ P keine Rolle und in solchen Fällen

werde

(Ω,F , {Q1, ..., Qd, Q})

als Finanzexperiment bezeichnet.

Es ist zu beachten, dass die Darstellung der Preisprozesse mit Hilfe von Theorem

1.1 nur möglich ist, wenn ein Martingalmaÿ existiert. Im Folgenden sollen daher

nur Finanzmärkte betrachtet werden, in denen mindestens ein Martingalmaÿ

vorliegt. Im Allgemeinen ist das Martingalmaÿ jedoch nicht eindeutig, was zu

verschiedenen Finanzexperimenten führen kann. Unter starken Voraussetzungen

(siehe Kapitel 2) sind diese Finanzexperimente aber äquivalent (siehe etwa Tor-

gersen [34] für die De�nition von Äquivalenz von statistischen Experimenten).

Zur Illustration werden in den folgenden Beispielen für das Cox-Ross-Rubinstein-

Modell, das Trinomial-Modell und für Itô-Prozess-Modelle explizite Darstellun-

gen von Preisprozessen gemäÿ (1) von Theorem 1.1 vorgestellt.

Beispiel 1.4 (N -Perioden-Modell)

Betrachte I = {0, 1, ..., N} als Menge von möglichen Handelszeitpunkten und

einen ein-dimensionalen Preisprozess.

• (Binomial-Modell / Cox-Ross-Rubinstein-Modell)

Im Binomial-Modell nimmt man an, dass der Preisprozess in jedem Zeit-

abschnitt nur zwei mögliche Bewegungen durchführen kann: Eine Auf-

wärtsbewegung und eine Abwärtsbewegung, die durch einen Faktor u be-

ziehungsweise d beschrieben wird, wobei u > d > 0. Ohne Beschrän-

kung der Allgemeinheit sei Ω = {1, 2}N . Für ω = (ω1, ..., ωN ) setze
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k
(n)
i (ω) :=

∑n
j=1 11{ωj=i}, i = 1, 2. Dann gilt k(n)

1 + k
(n)
2 = n. Betrach-

te die Preisentwicklung eines festverzinslichen Wertpapiers S0 und den

Preisprozess einer risikobehafteten Anlage S1, die beschrieben seien durch

S0
n = s0

0r
n, n ∈ I,

S1
n = s1

0d
k
(n)
1 uk

(n)
2 , n ∈ I,

wobei s0
0 > 0, r ≥ 1 und s1

0 > 0 Konstanten sind. Es bezeichne (Fn)n∈I die

kanonische Filtration. Der diskontierte Preisprozess lässt sich nun schrei-

ben als

Xn :=
S1
n

S0
n

=
s1

0

s0
0

d̃k
(n)
1 ũk

(n)
2 , n ∈ I

bezüglich (Fn)n∈I , wobei d̃ := d
r und ũ := u

r .

Damit Theorem 1.1 angewendet werden kann, benötigt man die Existenz

eines Martingalmaÿes. Nach dem ersten Fundamental-Theorem der Preis-

theorie (vergleiche Shiryaev [29], S. 417/418) ist dafür erforderlich, dass

auf dem Markt keine Arbitrage-Möglichkeit vorhanden ist. Ein einfaches

Widerspruchsargument zeigt, dass dies im Binomial-Modell erfüllt ist, falls

u > r > d beziehungsweise ũ > 1 > d̃. Setzt man in diesem Fall τ1 :=
ũ− 1

ũ− d̃
, τ2 :=

1− d̃
ũ− d̃

, κ1 := τ1d̃ und κ2 := τ2ũ, so gilt τ1+τ2 = 1, κ1+κ2 = 1

sowie κ1
τ1

= d̃ und κ2
τ2

= ũ. Somit sind Q := (τ1ε1 + τ2ε2)N und Q1 :=

(κ1ε1 + κ2ε2)N zu P äquivalente Produkt-Wahrscheinlichkeitsmaÿe, die

dQ1|Fn
dQ|Fn

=

(
κ1

τ1

)k(n)1
(
κ2

τ2

)k(n)2

= d̃k
(n)
1 ũk

(n)
2 =

Xn

X0

erfüllen. Dies liefert die explizite Darstellung aus Theorem 1.1; insbeson-

dere ist Q ein Martingalmaÿ. Auf die Bedingung der Arbitrage-Freiheit

kann bei dieser Konstruktion nicht verzichtet werden, da ansonsten τ1 ≥ 0

beziehungsweise τ2 ≥ 0 nicht mehr gewährleistet ist.

• (Trinomial-Modell)

Im Trinomial-Modell wird angenommen, dass der Preis drei Möglichkeiten

besitzt, um sich zu entwickeln. Zusätzlich zu der Aufwärts- und Abwärts-

bewegung vom Binomial-Modell existiere nun noch eine Mittelbewegung

dazwischen, die durch einen Faktor m gegeben sei, wobei u > m > d > 0.

Dies führt im Unterschied zum Binomial-Modell dazu, dass mehrere Mar-

tingalmaÿe existieren können, wenn die Bedingung der Arbitrage-Freiheit
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erfüllt ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei Ω = {1, 2, 3}N . Für
ω = (ω1, ..., ωN ) werden analog zum Binomial-Modell die Anzahl der Be-

wegungen gezählt durch Setzen von k(n)
i (ω) :=

∑n
j=1 11{ωj=i}, i = 1, 2, 3,

wobei k(n)
1 + k

(n)
2 + k

(n)
3 = n. Die Preisentwicklungen seien beschrieben

durch

S0
n = s0

0r
n, n ∈ I,

S1
n = s1

0d
k
(n)
1 mk

(n)
2 uk

(n)
3 , n ∈ I.

Somit ergibt sich für den diskontierten Preisprozess

Xn :=
S1
n

S0
n

=
s1

0

s0
0

d̃k
(n)
1 m̃k

(n)
2 ũk

(n)
3 , n ∈ I,

wobei m̃ := m
r .

Es gelte u > r > d beziehungsweise ũ > 1 > d̃, was auch im Trinomial-

Modell sichert, dass keine Arbitrage-Möglichkeit existiert. Zur Konstruk-

tion von Maÿen aus Theorem 1.1 unterscheide drei Fälle:

(1.) m̃ = 1: in diesem Fall vereinfacht sich die Darstellung des diskontier-

ten Preisprozesses zu

Xn :=
S1
n

S0
n

=
s1

0

s0
0

d̃k
(n)
1 ũk

(n)
3 , n ∈ I,

folglich liegt imWesentlichen ein Binomial-Modell vor. Für jede Wahl

von q ∈ (0, 1) erfüllen Q := ((1− q)τ1ε1 + qε2 + (1− q)τ2ε3)N und

Q1 := ((1− q)κ1ε1 + qε2 + (1− q)κ2ε3)N , mit τ1, τ2, κ1, κ2 wie im

Binomial-Modell, die Gleichung

dQ1|Fn
dQ|Fn

= d̃k
(n)
1 ũk

(n)
3 =

Xn

X0
;

insbesondere ist Q für alle q ∈ (0, 1) ein Martingalmaÿ, das heiÿt es

existieren unendlich viele Martingalmaÿe.

(2.) ũ > m̃ > 1: In diesem Fall lassen sich die Aufwärts- und die Mittel-

bewegung durch Konvexkombination zu einer neuen Aufwärtsbewe-

gung verschmelzen und das Trinomial-Modell lässt sich ähnlich wie

das Binomial-Modell behandeln. Wähle k ∈ (0, 1) beliebig und setze

ũ∗ := km̃ + (1 − k)ũ. Wie im Binomial-Fall gelten für α :=
ũ∗ − 1

ũ∗ − d̃
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und β :=
1− d̃
ũ∗ − d̃

die Gleichungen α + β = 1 und d̃α + ũ∗β = 1.

Mit einer analogen Rechnung erhält man, dass b := β
ũ− ũ∗

ũ− m̃
und

c := β
ũ∗ − m̃
ũ− m̃

die Beziehungen b + c = β und m̃b + ũc = ũ∗β erfül-

len. Wählt man nun τ1 := α, τ2 := b, τ3 := c, κ1 := d̃α, κ2 := m̃b,

κ3 := ũc, so ergibt sich τ1 + τ2 + τ3 = α + b + c = α + β = 1,

κ1 + κ2 + κ3 = d̃α + m̃b + ũc = d̃α + ũ∗β = 1 sowie κ1
τ1

= d̃,
κ2
τ2

= m̃ und κ3
τ3

= ũ. Somit gilt für die Wahrscheinlichkeitsmaÿe

Q := (τ1ε1 + τ2ε2 + τ3ε3)N und Q1 := (κ1ε1 + κ2ε2 + κ3ε3)N die

Darstellung
dQ1|Fn
dQ|Fn

= d̃k
(n)
1 m̃k

(n)
2 ũk

(n)
3 =

Xn

X0
.

Da diese Konstruktion für jedes k ∈ (0, 1) durchgeführt werden kann,

kann man mit Hilfe von Theorem 1.1 auch in diesem Fall die Existenz

unendlich vieler Martingalmaÿe folgern.

(3.) 1 > m̃ > d̃: Die Konstruktion verläuft analog zum 2. Fall, indem m̃

und d̃ zu einer neuen Abwärtsbewegung verschmolzen werden.

Beispiel 1.5 (Itô-Prozess-Modelle)

Sei I := [0, T ]. Zur Modellierung der Volatilität betrachte einen Matrix-wertigen

Prozess σ = (σij)i,j=1,...,d, der progressiv meÿbar und gleichmäÿig positiv de�-

nit ist (vergleiche Korn und Korn [17], S. 57 für die De�nition) und für den∑d
i,j=1

∫ T
0 σij(u)2du gleichmäÿig beschränkt in ω ist. Sei

σi := (σi1, ..., σid)
′

der zum Index i gehörige d-dimensionale Spalten-Vektor. Seien ferner ρ ≥ 0 und

µ = (µ1, ..., µd)
′ progressiv meÿbare und gleichmäÿig beschränkte Prozesse, die

die Zins- beziehungsweise die Driftrate angeben.

Das festverzinsliche Wertpapier werde modelliert durch

V 0
t = exp

(∫ t

0
ρ(s)ds

)
, t ∈ [0, T ]

und die diskontierten Preisprozesse werden beschrieben durch die Itô-Prozesse

Xi
t =

V i
t

V 0
t

= Xi
0 exp

(∫ t

0
σi(s)

′dW (s) +

∫ t

0

(
µi(s)− ρ(s)− ‖σi(s)‖

2

2

)
ds

)
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für t ∈ [0, T ], wobeiW eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bezüglich dem

physischen Maÿ P ist.

Sei 11 = (1, ..., 1)′ ∈ Rd und setze θ(s) := σ(s)−1[ρ(s)11− µ(s)]. Setzt man

dQ

dP
:= exp

(∫ T

0
θ(s)′dW (s)− 1

2

∫ T

0
‖θ(s)‖2ds

)
,

so erhält man nach dem Satz von Girsanov (siehe Karatzas und Shreve [15],

S.191 Theorem 5.1) ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q� P , so dass der Prozess

W̄ (t) := W (t)−
∫ t

0
θ(s)ds

eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bezüglich Q ist.

Durch Setzen von

dQi
dQ

:= exp

(∫ T

0
σi(s)

′dW̄ (s)− 1

2

∫ T

0
‖σi(s)‖2ds

)
und erneuter Anwendung des Satzes von Girsanov werden Wahrscheinlichkeits-

maÿe Qi � Q de�niert mit der Eigenschaft, dass für alle 1 ≤ i ≤ d

W̄ (t)−
∫ t

0
σi(s)ds

eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bezüglich Qi ist.

Wegen der Beziehung σi(s)′θ(s) = σi(s)
′σ(s)−1[ρ(s)11 − µ(s)] = ρ(s) − µi(s)

folgt

dQi
dQ

= exp

(∫ T

0
σi(s)

′d

(
W (s)−

∫ s

0
θ(u)du

)
− 1

2

∫ T

0
‖σi(s)‖2ds

)

= exp

(∫ T

0
σi(s)

′dW (s) +

∫ T

0

(
µi(s)− ρ(s)− ‖σi(s)‖

2

2

)
ds

)
=
Xi
T

Xi
0

und somit

dQi|Ft
dQ|Ft

= EQ

[
dQi
dQ

∣∣∣Ft]

= exp

(∫ t

0
σi(s)

′dW (s) +

∫ t

0

(
µi(s)− ρ(s)− ‖σi(s)‖

2

2

)
ds

)
=
Xi
t

Xi
0

.

Dies ist gerade die Darstellung aus Theorem 1.1; insbesondere zeigt diese Rech-

nung dann, dass Q ein Martingalmaÿ ist.

Dieses bekannte Resultat erhält man auch ohne Verwendung von Theorem 1.1.
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Erneutes Anwenden der Beziehung σi(s)′θ(s) = σi(s)
′σ(s)−1[ρ(s)11 − µ(s)] =

ρ(s)− µi(s) liefert

Xi
t = Xi

0 exp

(∫ t

0
σi(s)

′dW̄ (s)− 1

2

∫ t

0
‖σi(s)‖2ds

)
.

Da (W̄ (t))t∈[0,T ] eine Brownsche Bewegung bezüglich Q ist, folgt mit Itô-Formel,

dass (Xi
t)t∈[0,T ] ein stetiges lokales Martingal bezüglich Q bildet. Durch Veri�-

zieren der Novikov-Bedingung (siehe Karatzas und Shreve [15], S. 199, Korollar

3.5.13), unter Verwendung der gleichmäÿigen Beschränktheit von σi, zeigt man

dann leicht, dass sogar ein Q-Martingal vorliegt.

1.2 Anwendung: Nutzenfunktion und Kullback-Leibler-

Information

Als eine erste Anwendung der Darstellung von Preisprozessen als statistische

Experimente lassen sich Erwartungsnutzen mit logarithmischen Nutzenfunktio-

nen mit Hilfe von Kullback-Leibler-Informationen umschreiben.

In der mathematischen Statistik �ndet die Kullback-Leibler-Information Ver-

wendung als statistisches Abstandsmaÿ; ist die Kullback-Leibler-Information

K(Q,P ) für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe P und Q klein, so lässt sich schwer

zwischen P und Q unterscheiden. Für Wahrscheinlichkeitsmaÿe P und Q mit

Q� P ist die Kullback-Leibler-Information K(Q,P ) von Q bezüglich P gege-

ben durch

K(Q,P ) := EQ

(
log

dQ

dP

)
∈ [0,∞],

vergleiche etwa Witting und Müller-Funk [37], S. 37. Die Kullback-Leibler-

Information bildet einen Spezialfall des allgemeineren Konzepts der f -Divergenz

(siehe Liese und Vadja [21], S. 10 für die De�nition).

Für die i-te risikobehaftete Anlage ist Ni(t), der erwartete Nutzen mit logarith-

mischer Nutzenfunktion zum Zeitpunkt t, gegeben durch

Ni(t) := EP

(
log

Xi
t

Xi
0

)
,

sofern dieser Erwartungswert existiert.

Verwendung von Theorem 1.1 und der De�nition der Kullback-Leibler-Information

führt in diesem Fall zur folgenden Darstellung

Ni(t) = K(P|Ft , Q|Ft)−K(P|Ft , Qi|Ft). (1.2)
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Diese Umschreibung des erwarteten Nutzen hat den Vorteil, dass ein Resul-

tat aus der Theorie der Kullback-Leibler-Information verwendet werden kann,

um ein Ergebnis in der Erwartungsnutzentheorie zu erzielen. Anwendung ei-

nes Approximations-Theorems für Kullback-Leibler-Informationen (vergleiche

Liese und Vadja [21], Theorem 1.30, S. 20, dort formuliert in Form von f -

Divergenz) liefert dann, unter geeigneten Voraussetzungen an die Filtration,

limt→T Ni(t) = Ni(T ). Die Identität (1.2) kann auch zu einer alternativen Be-

stimmung von Erwartungsnutzen im Cox-Ross-Rubinstein-Modell und in Itô-

Prozess-Modellen eingesetzt werden. Die in Zhu [39] detailiert dargestellten

zugehörigen Rechnungen zur Umschreibung des Erwartungsnutzens, zur An-

wendung des Approximations-Theorems und zur alternativen Bestimmung von

Erwartungsnutzen sind elementar und werden hier nicht aufgeführt.



Kapitel 2

Optionspreise als

Gütefunktionen von Tests

2.1 Optionspreise als Gütefunktionen von Tests

Als eine Anwendung der Darstellung der Finanzmodelle als statistische Expe-

rimente lassen sich Optionspreise von vielen Optionen mit Hilfe von Gütefunk-

tionen von Tests uminterpretieren.

Sei in diesem Kapitel I := [0, T ] und betrachte als festverzinsliches Wertpapier

V 0
t = exp

(∫ t

0
ρ(u)du

)
, t ∈ [0, T ],

wobei ρ : [0, T ] → [0,∞) eine deterministische Zinsrate ist. Im Folgenden wer-

den nur Optionen H behandelt, bei denen die Auszahlung am Endzeitpunkt

T der Handelsperiode statt�ndet. Es ist zu beachten, dass dies nicht notwen-

digerweise heiÿt, dass der Auszahlungswert der Option nur vom Endwert der

risikobehafteten Anlage abhängen darf.

Üblicherweise ist der zu einem Martingalmaÿ Q zugehörige Optionspreis pQ(H)

einer Option mit Auszahlung H gegeben durch

pQ(H) = EQ((V 0
T )−1H), (2.1)

siehe etwa Karatzas and Shreve [15] (S. 378). Im Folgenden bezeichne (V i
t )t∈[0,T ]

die (undiskontierte) Preisentwicklung der i-ten risikobehafteten Anlage, wobei

vi0 den Startpreis der i-ten Anlage angibt. Zur Verkürzung der Notation setze

auÿerdem Y i
t := exp

(
−
∫ t

0 ρ(u)du
)
V it
vi0
.

16
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Zur einfachen Berechnung des Optionspreises wird folgende Bedingung an die

Gestalt der Auszahlung gestellt:

(A) Es sei angenommen, dass H, der Auszahlungswert der Option zum End-

zeitpunkt T , die Form

H =
m∑
j=1

d∑
i=1

[aijV
i
T −Kij ]φij

(
(Y i
t )t∈[0,T ]

)
(2.2)

mit Funktionen φij : R[0,T ] → [0, 1], für welche φij
(
(Y i
t )t∈[0,T ]

)
messbare Aus-

drücke bilden, und reellwertigen Koe�zienten aij , Kij für 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ m,

besitzt.

Die Funktionen φij können hierbei als (möglicherweise randomisierte) Tests an-

gesehen werden. Beispiele für Optionen, die Bedingung (A) erfüllen, sind etwa

europäischer Call, europäischer Put, Straddle, Strangle und Bull-Spread Optio-

nen (siehe Korn und Korn [17], S. 148/149 für Auszahlungspro�le), die jeweils

nur vom Endwert der zugrunde liegendenden Anlage abhängen, oder etwa Down-

and-out-Call, Down-and-out-Put und andere Barriere-Optionen, bei denen die

gesamte Entwicklung der Anlage für die Auszahlung relevant ist.

Theorem 2.1

Unter der Annahme (A) und für ein festes Martingalmaÿ Q ist der Optionspreis

(2.1) von H gegeben durch

pQ(H) =
m∑
j=1

d∑
i=1

[
aijv

i
0EQi

(
φij

((
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KijEQ

(
φij

((
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

))]
.

Bemerkung 2.2

• Interpretiert man die Funktionen φij als Tests, so kann man die Erwar-

tungswerte in obiger Optionspreis-Formel als Gütefunktionen von Tests

ansehen. Die Bedeutung dieser Neuinterpretation wird später noch mehr-

fach deutlich.

• In unvollständigen Märkten ist das Martingalmaÿ Q im Allgemeinen nicht

eindeutig bestimmt, daher können sich für verschiedene Wahlen von Q

unterschiedliche Optionspreise ergeben.
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Beweis von Theorem 2.1: Zunächst lässt sich feststellen, dass der Endwert V i
T

der i-ten risikobehafteten Anlage umschreiben lässt. Mit Hilfe von Theorem 1.1

erhält man

V i
T = V 0

TX
i
T = exp

(∫ T

0
ρ(u)du

)
vi0
dQi|FT
dQ|FT

.

Dies zusammen mit der Berechnungsformel (2.1) für Optionspreise ergibt

pQ(H) = EQ

(
exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du)

)
H

)

=
m∑
j=1

d∑
i=1

[
aijEQ

(
vi0
dQi|FT
dQ|FT

φij

((
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KijEQ

(
φij

((
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

))]

=
m∑
j=1

d∑
i=1

[
aijv

i
0EQi

(
φij

((
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KijEQ

(
φij

((
dQi|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

))]
,

womit die Behauptung gezeigt ist. �

Bemerkung 2.3

Obiger Beweis zeigt, dass Theorem 2.1 auch für eine gröÿere Klasse von Aus-

zahlungsfunktionen bewiesen werden kann. Als Verallgemeinerung wäre etwa

denkbar, bei den Funktionen φij auch eine Abhängigkeit von mehreren Preispro-

zessen zuzulassen, um zum Beispiel die Option H = (V 2
T −V 1

T −K)+ behandeln

zu können. In Kapitel 4 wird allerdings die spezielle Form von Annahme (A)

benötigt, weshalb Theorem 2.1 in obiger Form formuliert ist.

Beispiel 2.4 (Europäischer Call)

Als erstes Beispiel lässt sich Theorem 2.1 auf den Optionspreis eines europäi-

schen Calls anwenden. Ein europäischer Call zum AusübungspreisK ist gegeben

durch die Auszahlung

HC = (V 1
T −K)+ = (V 1

T −K)11{V 1
T>K}

.

Zu einem gegebenen Martingalmaÿ Q ergibt sich der Preis des europäischen
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Calls zu

pQ(HC) = v1
0EQ1

(
φC

(
dQ1

dQ

))
− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KEQ

(
φC

(
dQ1

dQ

))
,

wobei φC

(
dQ1

dQ

)
= 11{ dQ1

dQ
>K(v10)−1 exp(−

∫ T
0 ρ(u)du)

} gerade ein Neyman-Pearson-

Test zum Testen der Hypothese {Q} gegen die Alternative {Q1} ist. Setzt

man s := K
v10

exp
(
−
∫ T

0 ρ(u)du
)
, so ist φC ein Bayes-Test zur Vorbewertung

(s/(1 + s), 1/(1 + s)) für {Q} gegen {Q1} (siehe Witting [36], S. 228, Satz 2.48

(b)). Hierbei gilt

s

1 + s
=

K exp
(
−
∫ T

0 ρ(u)du
)

v1
0 +K exp

(
−
∫ T

0 ρ(u)du
) ,

1

1 + s
=

v1
0

v1
0 +K exp

(
−
∫ T

0 ρ(u)du
) .

Wegen

v1
0 − pQ(HC) = exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KEQ

(
φC

(
dQ1

dQ

))
+ v1

0

(
1− EQ1

(
φC

(
dQ1

dQ

)))
folgt somit, dass

v1
0 − pQ(HC)

v1
0 +K exp

(
−
∫ T

0 ρ(u)du
)

=
s

1 + s
EQ

(
φC

(
dQ1

dQ

))
+

1

1 + s

(
1− EQ1

(
φC

(
dQ1

dQ

)))
das zugehörige minimale Bayes-Risiko ist (siehe Witting [36], S. 228, Satz 2.48

(c)).

Testet man umgekehrt {Q1} gegen {Q} so ist durch ψ := 1− φC ein Neyman-

Pearson-Test gegeben. Für s :=
v10
K exp

(∫ T
0 ρ(u)du

)
ist ψ also ein Bayes-Test

zur Vorbewertung (s/(1 + s), 1/(1 + s)) zum Testen der Hypothese {Q1} gegen
die Alternative {Q}. Analog zur obigen Rechnung ergibt sich, dass

v1
0 − pQ(HC) = v1

0EQ1(ψ) + exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
K(1− EQ(ψ))

bis auf den Faktor
exp

(∫ T
0 ρ(u)du

)
K + v1

0 exp
(∫ T

0 ρ(u)du
) das zugehörige minimale Bayes-

Risiko von ψ ist.
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2.2 Anwendung: Eine Charakterisierung von Binomial-

Modellen

Beispiel 2.4 zeigt, dass eine Verbindung zwischen minimalem Bayes-Risiko und

dem Optionspreis eines geeigneten europäischen Calls besteht. In der De�nition

der Fehlerfunktion (vergleiche Strasser [32], S. 68) �ndet das minimale Bayes-

Risiko ebenfalls Verwendung. Da die Fehlerfunktion die Äquivalenzklasse eines

statistischen Experiments eindeutig charakterisiert (siehe etwa Strasser [32], S.

76), lässt sich zeigen, dass aus der Eindeutigkeit des Optionspreises des europäi-

schen Calls für alle möglichen Ausübungspreise bereits bis auf Äquivalenz die

Eindeutigkeit des statistischen Experiments folgt. Der Beweis dazu verwendet

lediglich einfache Umformungen und ist in Zahler [38] eingehend präsentiert.

Im Falle eines N -Perioden-Modells (vergleiche Beispiel 1.4) gilt sogar noch

weitaus mehr. Unter einer Zusatzannahme (siehe Irle [10] (A1), S. 2) folgt aus

der Eindeutigkeit der Optionspreise von europäischen Calls bereits die Eindeu-

tigkeit des Martingalmaÿes, was im N -Perioden-Modell äquivalent dazu ist, dass

ein Binomial-Modell vorliegt. Der Beweis zu dieser Aussage ist in Irle [10] aus-

führlich dargestellt. Mit Hilfe der Darstellung des Preisprozesses als statistisches

Experiment aus Theorem 1.1 kann man diesen Beweis neu führen. Die Vorausset-

zung der Eindeutigkeit der Optionspreise von europäischen Calls führt wie oben

erwähnt zur Eindeutigkeit der Äquivalenzklasse und ersetzt ein maÿtheoretisches

Argument aus Irle [10]. Durch Verwendung der Hellinger-Transformierten (siehe

etwa Strasser [32], Kapitel 53 für die De�nition) kann man auf die Eindeutigkeit

des Martingalmaÿes schlieÿen, was in diesem Fall die Argumentation über kom-

plexe Analysis und Fourrier-Transformierte in Irle [10] ersetzt. Die Tatsache,

dass die Hellinger-Transformierte bei Produktexperimenten durch ein Produkt

von Hellinger-Transformierten gegeben ist, lässt sich hierbei dazu verwenden,

den mehr-dimensionalen Fall auf den ein-dimensionalen Fall zurückzuführen.

Eine detailierte Darstellung dieser Argumentation wird hier nicht aufgeführt,

be�ndet sich aber in Zahler [38].

Diese Anwendung von Theorem 1.1 zeigt hier schon, dass die Neuinterpretati-

on eines Finanzmarktes als statistisches Experiment die Möglichkeit für neue

Beweistechniken bieten kann.



Kapitel 3

Vollständigkeit: Finanzmärkte

und statistische Experimente

3.1 Komplementäre Experimente

Der Begri� der Vollständigkeit ist sowohl im Zusammenhang mit Finanzmärk-

ten als auch im Zusammenhang mit statistischen Experimenten von Bedeutung.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass zwischen den zunächst sehr unterschiedlich

erscheinenden Versionen der Vollständigkeit auf gewisse Weise eine Verbindung

besteht.

Zu Beginn des Kapitels wird ein nützliches Konzept für statistische Experimente

vorgestellt: eine Faktorisierung der Likelihood-Quotienten über eine Teilinfor-

mation, die gegeben ist durch eine Teil-σ-Algebra H ⊂ F .
Betrachte im Folgenden ein dominiertes Experiment E = (Ω,F , {Pθ : θ ∈ Θ})
und eine σ-Algebra H ⊂ F . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann die

Existenz eines θ0 ∈ Θ angenommen werden, für das Pθ � Pθ0 für alle θ ∈ Θ

erfüllt ist, da man ansonsten ein entsprechended gewähltes Pθ0 mit dieser Ei-

genschaft zum Experiment hinzufügen kann (siehe Lehmann und Romano [20],

S.698 oder Torgersen [34], S.6). Setze

E|H := (Ω,H, {Pθ|H : θ ∈ Θ})

und bezeichne E|H als das eingeschränkte Experiment. Mit dieser Bezeichnung

lässt sich nun das Faktorisierungsresultat formulieren.

21
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Lemma 3.1

Das Experiment E faktorisiert über E|H und ein Experiment E′, im Folgen-

den bezeichnet als das zu E|H bezüglich E komplementäre Experiment, über

Likelihood-Quotienten, das heiÿt es existiert ein Experiment E′ := (Ω,F , {P ′θ :

θ ∈ Θ}) mit P ′θ0 = Pθ0, so dass die Dichten von E faktorisieren über die Dichten

von E|H und E′, das heiÿt

dPθ
dPθ0

=
dPθ|H

dPθ0|H
·
dP ′θ
dPθ0

. (3.1)

Beweis. Zur Konstruktion des Experiments E′ wird gezeigt, dass die linke Seite

von (3.1) durch
dPθ|H
dPθ0|H

dividiert werden kann. Dazu de�niere für festes θ ∈ Θ

die Menge Aθ durch Aθ :=
{
EPθ0

[
dPθ
dPθ0

∣∣∣H] = 0
}
. Mit dieser Bezeichnung folgt

Aθ ∈ H und

Pθ(Aθ) =

∫
Ω

dPθ
dPθ0

1AθdPθ0 =

∫
Ω
EPθ0

[
dPθ
dPθ0

1Aθ

∣∣∣∣∣H
]
dPθ0

=

∫
Ω

1AθEPθ0

[
dPθ
dPθ0

∣∣∣∣∣H
]
dPθ0 = 0.

Somit gilt dPθ
dPθ0

1Aθ = 0 Pθ0-fast sicher. Mit der Konvention 0 ·∞ = 0 ergibt sich

dPθ
dPθ0

= EPθ0

[
dPθ
dPθ0

∣∣∣∣∣H
]
· fθ , wobei fθ :=

dPθ
dPθ0

/
EPθ0

[
dPθ
dPθ0

∣∣∣∣∣H
]
.

Folglich ist EPθ0 [fθ|H] = 1 und damit auch EPθ0 (fθ) = 1. Durch Setzen von
dP ′θ
dPθ0

:= fθ wird also ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P ′θ auf (Ω,F) de�niert mit

P ′θ0 = Pθ0 . Verwendet man die Identität
dPθ|H
dPθ0|H

= EPθ0

[
dPθ
dPθ0

∣∣∣H] führt dies

gerade zu Gleichung (3.1).

�

Bemerkung 3.2

Die Faktorisierung (3.1) impliziert bereits die Unkorreliertheit von
dPθ|H
dPθ0|H

und
dP ′θ
dPθ0

bezüglich Pθ0 , denn es gilt

CovPθ0

(
dPθ|H

dPθ0|H
,
dP ′θ
dPθ0

)
= EPθ0

(
dPθ|H

dPθ0|H
·
dP ′θ
dPθ0

)
− EPθ0

(
dPθ|H

dPθ0|H

)
EPθ0

(
dP ′θ
dPθ0

)
= 1− 1 · 1 = 0.
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Über Unabhängigkeit kann im Allgemeinen allerdings keine Aussage getro�en

werden. Falls jedoch Unabhängigkeit von
dPθ|H
dPθ0|H

und
dP ′θ
dPθ0

bezüglich Pθ0 vorliegt,

so zieht dies Äquivalenz der Experimente {Pθ, Pθ0} und {Pθ|H ⊗ P ′θ, Pθ0|H ⊗
Pθ0} im Sinne von Le Cam nach sich, das heiÿt, dass die Verteilungen der

Likelihood-Quotienten übereinstimmen. Betrachtet man nämlich die Verteilung

des Likelihood-Quotienten im ersten Experiment so folgt mit der Faktorisierung

(3.1) und der Voraussetzung der Unabhängigkeit

L
(

log
dPθ
dPθ0

∣∣∣Pθ0) = L
(

log
dPθ|H

dPθ0|H
+ log

dP ′θ
dPθ0

∣∣∣Pθ0)

= L
(

log
dPθ|H

dPθ0|H

∣∣∣Pθ0) ∗ L(log
dP ′θ
dPθ0

∣∣∣Pθ0) .
Nutzt man die Tatsache, dass sich die Dichte bei Produktexperimenten als Pro-

dukt von Dichten darstellen lässt und verwendet noch, dass bei H-messbaren

Zufallsvariablen die Verteilung unter Pθ0|H und Pθ0 identisch sind, so �ndet man

für die Verteilung des Likelihood-Quotienten im zweiten Experiment

L
(

log
d(Pθ|H ⊗ P ′θ)
d(Pθ0|H ⊗ Pθ0)

∣∣∣Pθ0|H ⊗ Pθ0)

= L
(

log
dPθ|H

dPθ0|H

∣∣∣Pθ0|H) ∗ L(log
dP ′θ
dPθ0

∣∣∣Pθ0)

= L
(

log
dPθ|H

dPθ0|H

∣∣∣Pθ0) ∗ L(log
dP ′θ
dPθ0

∣∣∣Pθ0) .
Insgesamt folgt somit

L
(

log
dPθ
dPθ0

∣∣∣Pθ0) = L
(

log
d(Pθ|H ⊗ P ′θ)
d(Pθ0|H ⊗ Pθ0)

∣∣∣Pθ0|H ⊗ Pθ0)
und infolgedessen die Äquivalenz der zwei Experimente.

Im Folgenden bezeichne P die Menge aller zu P äquivalenten Martingalmaÿe.

Für einen festen Zeitpunkt t ∈ I und festes Q ∈ P betrachte das Finanzex-

periment E = {Q1, ..., Qd, Q} gemäÿ Theorem 1.1 und die σ-Algebra Ft. Nach
Lemma 3.1 besitzt das eingeschränkte Experiment

E|Ft = (Ω,Ft, {Q1|Ft , ..., Qd|Ft , Q|Ft})
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bezüglich E das komplementäre Experiment

E′t = {Q′1(t), ..., Q′d(t), Q(t)}

mit Q(t) = Q. Für die Dichten im neuen Experiment E′t gilt mit (3.1) und (1.1),

dass
dQ′i(t)

dQ
=

dQi
dQ

EQ

[
dQi
dQ

∣∣∣Ft] =
Xi
T

Xi
t

.

Wegen Q ∈ P folgt daraus

EQ(t)

[
dQ′i(t)

dQ

∣∣∣∣∣Fs
]

=
1

Xi
t

EQ[Xi
T |Fs] =

Xi
s

Xi
t

für s ≥ t. Dies gibt dem Experiment E′t eine konkrete Bedeutung. Betrachtet

man den Zeitpunkt t als den neuen Startpunkt der Beobachtungsperiode so

beschreibt das Experiment E′t gerade den auf den Zeitpunkt t normalisierten

zukünftigen Preisverlauf ab dem Zeitpunkt t, gegeben durch

I ∩ [t, T ] 3 s→ Xi
s

Xi
t

.

Im Fall, dass die Preisentwicklungen durch Itô-Prozesse aus Beispiel 1.5 gegeben

sind, haben die Dichten im komplementären Experiment eine besonders einfache

Struktur. Dies wird im kommenden Beispiel vorgestellt.

Beispiel 3.3 (Itô-Prozess-Modelle, Fortsetzung)

Betrachtet werde eine Modellierung der Preisprozesse wie in Beispiel 1.5. Sei

nun t ∈ [0, T ] ein fester Zeitpunkt. Für die Dichten in dem bezüglich dem

eingeschränkten Experiment E|Ft komplementären Experiment E′t gilt

dQ′i(t)

dQ
=
dQi
dQ

/dQi|Ft
dQ|Ft

= exp

(∫ T

0
σi(s)

′dW (s) +

∫ T

0

(
µi(s)− ρ(s)− ‖σi(s)‖

2

2

)
ds

−
(∫ t

0
σi(s)

′dW (s) +

∫ t

0

(
µi(s)− ρ(s)− ‖σi(s)‖

2

2

)
ds

))

= exp

(∫ T

t
σi(s)

′dW (s) +

∫ T

t

(
µi(s)− ρ(s)− ‖σi(s)‖

2

2

)
ds

)
.

Dieses Ergebnis deckt sich mit der Interpretation von t als neuem Startpunkt

der Beobachtungsperiode.
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3.2 Zusammenhang der Vollständigkeitskonzepte

Im kommenden Abschnitt wird die Idee der komplementären Experimente ge-

nutzt, um den eingangs erwähnten Zusammenhang zwischen den zwei Versionen

der Vollständigkeit herzustellen. Zunächst wird für weitere Untersuchungen fol-

gendes Hilfslemma benötigt.

Lemma 3.4

Seien P0, P1 Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf (Ω,F) mit P0 � P1.

Sei ferner f ∈ L1(P0) und H ⊂ F eine Teil-σ-Algebra. Dann gilt

EP1

[
f
dP0

dP1

∣∣∣∣∣H
]

= EP0 [f |H]EP1

[
dP0

dP1

∣∣∣∣∣H
]
.

Der Beweis zu diesem Hilfslemma ist elementar und wird hier nicht aufgeführt.

Das nächste Theorem liefert ein Kriterium für Martingalmaÿe mittels komple-

mentärer Experimente.

Theorem 3.5

Sei Q ∈ P und Q∗ ein weiteres zu Q äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaÿ mit

g := dQ∗

dQ . Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I gilt:

EQ′i(t)[g|Ft] = EQ[g|Ft].

(2) Das Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q∗ ist ein Martingalmaÿ, das heiÿt Q∗ ∈ P.

Beweis. Sei 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I. Wegen (3.1) und Q ∈ P erhält man

EQ

[
dQ′i(t)

dQ

∣∣∣∣∣Ft
]

= EQ

[
Xi
T

Xi
t

∣∣∣∣∣Ft
]

= 1.

Kombiniert man diese Gleichung mit Lemma 3.4 (unter Verwendung von f := g,

P0 := Q′i(t) und P1 := Q), so führt die Aussage (3.1) zu

EQ′i(t)[g|Ft] = EQ

[
g
dQ′i(t)

dQ

∣∣∣∣∣Ft
]

= EQ

[
g
Xi
T

Xi
t

∣∣∣∣∣Ft
]

=
1

Xi
t

EQ[gXi
T |Ft].
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Folglich gilt (1) genau dann, wenn

EQ[gXi
T |Ft] = Xi

tEQ[g|Ft].

Erneute Anwendung von Lemma 3.4 (mit f := Xi
T , P0 := Q∗ und P1 := Q)

liefert

EQ[gXi
T |Ft] = EQ∗ [X

i
T |Ft]EQ[g|Ft].

Somit ist (1) äquivalent zu EQ∗ [Xi
T |Ft]EQ[g|Ft] = Xi

tEQ[g|Ft] beziehungsweise
EQ∗ [X

i
T |Ft] = Xi

t für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I, und damit zu Aussage (2). �

Theorem 3.5 besagt, dass in einem Finanzmarkt mehr als ein Martingalmaÿ

auftritt, wenn mehr als ein g existiert, das die Bedingung (1) erfüllt. Dies ist in

gewisser Weise eine Reichhaltigkeitsbedingung an das Experiment E′t, denn für

eine Funktion g wäre (1) leichter erfüllbar, wenn man das Experiment E′t ver-

kleinern würde. Die Forderung, dass ein Experiment hinreichend reichhaltig ist,

tritt in der mathematischen Statistik häu�ger auf und führt in natürlicher Weise

zum Begri� der Vollständigkeit von Klassen von statistischen Experimenten.

De�nition 3.6 (Vollständigkeit von Klassen von statistischen Experimenten)

Sei {Pθ : θ ∈ Θ} ein dominiertes Experiment. Es existiere ein θ0 ∈ Θ mit

Pθ � Pθ0 für alle θ ∈ Θ. Sei G ⊂
⋂
θ∈Θ L1(Pθ) eine Klasse von meÿbaren

Funktionen.

Dann heiÿt G vollständig bezüglich {Pθ : θ ∈ Θ} falls für jedes g ∈ G, für welches
EPθ(g) = EPθ0 (g) für alle θ ∈ Θ erfüllt ist, folgt, dass g Pθ0-fast sicher konstant

ist.

Wie schon vorher erwähnt ist die Voraussetzung nach der Existenz von θ0 nicht

sehr restriktiv.

Es lässt sich nun das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren.

Theorem 3.7

Sei Q ∈ P und sei G die Teilmenge von
⋂d
i=1 L1(Qi) ∩ L1(Q), die alle strikt

positiven Funktionen enthält. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Es existiert ein eindeutig bestimmtes Martingalmaÿ, das heiÿt P = {Q}.

(2) Falls g ∈ G und falls

EQ′i(t)[g|Ft] = EQ[g|Ft] (3.2)
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für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I gilt, dann ist g schon Q-fast sicher konstant.

Beweis. Für den Beweis der Inklusion (1) ⇒ (2) sei g ∈ G, so dass die Be-

dingung (3.2) erfüllt ist. Setze g∗ := g
EQ(g) und Q∗(A) :=

∫
A g
∗ dQ für alle

A ∈ F . Dann de�niert Q∗ ein zu Q äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaÿ. Aus

(3.2) erhält man

EQ′i(t)[g
∗|Ft] = EQ[g∗|Ft]

für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I. Aus Theorem 3.5 folgt nun, dass Q∗ ein Martingal-

maÿ ist, das heiÿt Q∗ ∈ P. Wegen (1) gilt dann Q∗ = Q. Dies impliziert g∗ = 1

Q-fast sicher und deshalb ist g auch Q-fast sicher konstant.

Zum Nachweis von (2) ⇒ (1) sei Q∗ ∈ P. Setzt man g := dQ∗

dQ so zeigt Theorem

3.5, dass (3.2) für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I erfüllt ist. Wegen (2) muss g also

Q-fast sicher konstant sein. Da aber EQ(g) = 1 gilt, folgt daraus schon g = 1

Q-fast sicher und somit Q∗ = Q. �

Betrachtet man den Fall, dass die Menge I ⊂ [0, T ] von möglichen Handelszeit-

punkten eine endliche Menge ist, so ist die Bedingung |P| = 1, die in (1) von

Theorem 3.7 gefordert ist, notwendig und hinreichend für die Vollständigkeit

des Finanzmarktes (vergleiche Shiryaev [29], S.481). Mit Vollständigkeit des Fi-

nanzmarktes ist gemeint, dass die Auszahlung von jeder Option repliziert werden

kann. Dieses Resultat ist auch als zweites Fundamentaltheorem der Preistheorie

bekannt.

Bedingung (2) aus Theorem 3.7 vereinfacht sich in dem Fall, dass nur zwei Han-

delszeitpunkte vorhanden sind, das heiÿt wenn nur im Startzeitpunkt t = 0 und

im Endzeitpunkt t = T gehandelt werden darf. Für den Zeitpunkt t = T gilt

wegen (3.1) die Gleichheit Q′i(T ) = Q, so dass (3.2) keine Bedingung liefert.

Aufgrund der Annahme F0 = σ(N ) gilt Q′i(0) = Qi, so dass sich im Han-

delszeitpunkt t = 0 Bedingung (3.2) zu EQi(g) = EQ(g) vereinfacht. Somit

beschreibt (2) in diesem Fall, dass G vollständig bezüglich des Finanzexperi-

ments {Q1, ..., Qd, Q} ist.
Im Allgemeinen kann man die Aussage (2) aus Theorem 3.7 nur als eine Art

bedingte Vollständigkeit (im Sinne von De�nition 3.6) für alle t interpretieren.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass (1) einen Zusammenhang zur Vollstän-

digkeit des Finanzmarktes beschreibt, während (2) ein Verbindung zu einer Art

Vollständigkeit einer bestimmten Klasse von Funktionen bezüglich des zuge-

hörigen Finanzexperiments darstellt, so dass Theorem 3.7 beide Begri�e der
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Vollständigkeit verknüpft.

Dies lässt sich folgendermaÿen leicht veranschaulichen. Entfernt man eine (nicht

redundante) risikobehafte Anlage aus dem Finanzmarkt, so gefährdet man die

Vollständigkeit des Finanzmarktes, da diese Anlage möglicherweise ein nicht zu

ersetzender Bestandteil einer Replikationsstrategie für eine Option sein kann.

Andererseits führt das Entfernen dieser risikobehafteten Anlage auch dazu, dass

das zugehörige Finanzexperiment um ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ verkleinert

wird. Dies wiederum kann bewirken, dass Bedingung (3.2) abgeschwächt wird,

wodurch möglicherweise nicht mehr erzwungen werden kann, dass g fast sicher

konstant wird. Auf diese Weise wird dann auch die (bedingte) Vollständigkeit

der Klasse G bezüglich des Finanzexperiments verletzt.



Kapitel 4

Robustheit von Optionspreisen

4.1 L1-Di�erenzierbarkeit von Preisprozessen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu untersuchen, wie sensitiv Optionspreise auf

Störungen im Preisprozess einer risikobehafteten Anlage reagieren. Ein wichtiges

Hilfsmittel für diese Robustheitsanalyse ist die Beobachtung aus Kapitel 2, dass

sich die Optionspreise gewisser Optionen über die Gütefunktionen von Tests

ausdrücken lassen (vergleiche Theorem 2.1). Aus diesem Grund werden in diesem

Kapitel nur Optionen mit Auszahlungspro�len der Form (2.2) betrachtet, wobei

zusätzlich angenommen sei, dass die einzelnen Preisprozesse jeweils nur durch

ihren Wert zum letzten Zeitpunkt der Beobachtungperiode eingehen, wie es etwa

beim europäischen Call oder bei Bull-Spread Optionen der Fall ist, das heiÿt es

liegt eine Option der Form

H =

m∑
j=1

d∑
i=1

[aijV
i
T −Kij ]φij

(
Y i
T

)
(4.1)

vor.

Bereits bekannt ist, dass sich Gütefunktionen von Tests in gewissen Richtun-

gen besonders sensitiv gegenüber Störungen verhalten, siehe etwa Milbrodt und

Strasser [22] oder Janssen [13] für den Fall eines zweiseitigen Kolmogorov-

Smirnov Tests. Dies motiviert die obige Annahme an die Gestalt des Auszah-

lungspro�ls.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass sich die Optionspreise in diesem Fall un-

ter geeigneten Voraussetzungen di�erenzieren lassen. Für das hier vorgestellte

Verfahren ist das Konzept der L1-Di�erenzierbarkeit (vergleiche etwa Torgersen

29
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[34], S. 49 oder Witting [36], S. 164) von groÿer Bedeutung. Verwendet wird in

diesem Zusammenhang auch die Notation der Score-Funktion, einer Ableitung

des logarithmierten Likelihoods, siehe etwa Cox und Hinkley [1], S. 107 für die

De�nition.

Gegenstand der Untersuchung ist im Folgenden eine Störung der Volatilität im

Verhalten der Preisprozesse. Im klassischen Black-Scholes-Modell werden die

Auswirkungen auf den Optionspreis durch Schwankungen in diversen Parame-

tern des Modells in der Literatur als sogenannte �Greeks� bezeichnet (vergleiche

etwa Korn und Korn [17], S. 91). Der Ein�uss auf den Optionspreis durch eine

Störung in der Volatilität wird dabei �Vega� genannt.

In diesem Kapitel werden die Preisentwicklungen nach dem Itô-Prozess-Modell

aus Beispiel 1.5 modelliert, wobei sowohl die (zeitabhängige) Volatilitätsmatrix

als auch die (zeitabhängigen) Störungsrichtungen als deterministisch angenom-

men werden. Fasst man alle Störungsrichtungen zusammen, so liefert dies eine

Störungsmatrix, die mit τ bezeichnet werde. Es existiere ein ε > 0, so dass der

Prozess σ+rτ für |r| < ε weiterhin die Voraussetzungen von Beispiel 1.5 erfüllt.

Die Matrix σ + rτ modelliert hierbei die gestörte Volatilität. Es bezeichne

τi := (τi1, ..., τid)
′

den zum Index i gehörigen Spalten-Vektor von τ in Analogie zur Bezeichnung σi

für den i-ten Spalten-Vektor von σ aus Beispiel 1.5. Im gestörten Modell liefert

der Satz von Girsanov wie in Beispiel 1.5 ein Martingalmaÿ Qr, so dass

W̄ (r)(t) := W (t)−
∫ t

0
θ(r)(s)ds

eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bezüglich Qr beschreibt mit θ(r)(s) :=

(σ + rτ)(s)−1[ρ(s)11− µ(s)].

Es lässt sich feststellen, dass der Ein�uss der risikobehafteten Anlagen auf den

Optionspreis bei Auszahlungspro�len der Form (2.2) getrennt in einzelnen Sum-

manden vorliegt. Aus diesem Grund wird die Beobachtung zunächst auf den

ersten Preisprozess beschränkt. Über den Satz von Girsonav erhält man durch

dQ1,r

dQr
:= exp

(∫ T

0
(σ1 + rτ1)(s)′dW̄ (r)(s)− 1

2

∫ T

0
‖(σ1 + rτ1)(s)‖2ds

)
ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q1,r, so dass

W̄ (r)(t)−
∫ t

0
(σ1 + rτ1)(s)ds
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eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bezüglich Q1,r ist.

Für f, g : [0, T ]→ Rd aus dem Hilbertraum L2([0, T ], λλ|[0,T ];Rd, ‖.‖) bezeichne
‖f‖2L2

:=
∫ T

0 ‖f(s)‖2ds die übliche Norm auf diesem Hilbertraum und 〈f, g〉L2 :=∫ T
0 〈f(s), g(s)〉ds das übliche Skalarprodukt.
Mit Hilfe der eingeführten Notationen lässt sich das Kernresultat dieses Kapitels

formulieren und beweisen.

Theorem 4.1

Betrachtet werde ein Itô-Prozess-Modell wie oben, was insbesondere die Annah-

me, dass σ1 und τ1 deterministische (zeitabhängige) Prozesse bilden, beinhaltet.

Dann sind die Kurven von Wahrscheinlichkeitsmaÿen

r→L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Qr) und r→L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Q1,r

)
, |r| < ε

L1-di�erenzierbar in r = 0, wobei die Score-Funktion der ersten Kurve in r = 0

durch

g̃0(x) = 〈σ1, τ1〉L2

(
−1−

(
x+ 1

2‖σ1‖2L2

)
‖σ1‖2L2

+

(
x+ 1

2‖σ1‖2L2

)2
‖σ1‖4L2

)
, (4.2)

beziehungsweise der zweiten Kurve durch

¯̃g0(x) = 〈σ1, τ1〉L2

(
−1 + x− 1

2‖σ1‖2L2

‖σ1‖2L2

+

(
x− 1

2‖σ1‖2L2

)2
‖σ1‖4L2

)
(4.3)

gegeben ist.

Beweis. Der Beweis der L1-Di�erenzierbarkeit wird über ein Kriterium von

Hájek geführt, siehe etwa Strasser [32], Theorem 77.3, S. 391 oder Torgersen

[34], Theorem 9.4.1, S. 537. Aus der Tatsache, dass W̄ (r) eine d-dimensionale

Brownsche Bewegung bezüglich Qr ist, ergibt sich, dass

log
dQ1,r

dQr
=

∫ T

0
(σ1 + rτ1)(s)′dW̄ (r)(s)− 1

2

∫ T

0
‖(σ1 + rτ1)(s)‖2ds

unter Qr eine N(−1
2‖σ1 + rτ1‖2L2

, 1
2‖σ1 + rτ1‖2L2

)-Normalverteilung mit Dichte

gr(x) :=
1√

2π‖σ1 + rτ1‖L2

exp

(
−1

2

(
x+ 1

2‖σ1 + rτ1‖2L2

)2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)

besitzt. Für die Anwendung von Hájek's Kriterium benötigt man die Ableitung
∂
∂r log(gr(x)). Hierzu werden zunächst die auftretenden inneren Ableitungen be-
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stimmt. Für f, g ∈ L2([0, T ], λλ|[0,T ];Rd, ‖.‖) gelten

∂

∂r
‖f + rg‖2L2

=
∂

∂r

∫ T

0
‖f(s) + rg(s)‖2ds

=
∂

∂r

(∫ T

0
‖f(s)‖2ds+ 2r

∫ T

0
〈f(s), g(s)〉ds

+ r2

∫ T

0
‖g(s)‖2ds

)
= 2〈f, g〉L2 + 2r‖g‖2L2

sowie

∂

∂r
‖f + rg‖L2 =

∂

∂r

(
‖f + rg‖2L2

)1/2
=

1

2‖f + rg‖L2

· ∂
∂r
‖f + rg‖2L2

=
〈f, g〉L2 + r‖g‖2L2

‖f + rg‖L2

.

Es ergibt sich

∂

∂r
log(gr(x)) = − ∂

∂r
log(‖σ1 + rτ1‖L2)− 1

2

∂

∂r

(
x+ 1

2‖σ1 + rτ1‖2L2

)2
‖σ1 + rτ1‖2L2

= −
〈σ1, τ1〉L2 + r‖τ1‖2L2

‖σ1 + rτ1‖2L2

−
(
x+

1

2
‖σ1 + rτ1‖2L2

) 〈σ1, τ1〉L2 + r‖τ1‖2L2

‖σ1 + rτ1‖2L2

+

(
x+

1

2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)2 〈σ1, τ1〉L2 + r‖τ1‖2L2

‖σ1 + rτ1‖4L2

=
〈σ1, τ1〉L2 + r‖τ1‖2L2

‖σ1 + rτ1‖2L2

(
−1−

(
x+

1

2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)

+

(
x+ 1

2‖σ1 + rτ1‖2L2

)2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)

=: f1(r) + f2(r)x+ f3(r)x2,

mit f1, f2 und f3 entsprechend gewählt, wobei alle drei Funktionen auf (−ε, ε)
stetig und gleichmäÿig beschränkt sind.

Bezeichnet Xr eine N
(
−1

2‖σ1 + rτ1‖2L2
, 1

2‖σ1 + rτ1‖2L2

)
-normalverteilte und Z

eine N(0, 1)-normalverteilte Zufallsvariable, so gilt für |r| < ε∫ ∣∣∣ ∂
∂r

log(gr(x))gr(x)
∣∣∣dx = E(|f1(r) + f2(r)Xr + f3(r)X2

r |)

= E(|f̃1(r) + f̃2(r)Z + f̃3(r)Z2|),
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wobei f̃1, f̃2 und f̃3 entsprechend gewählt und ebenfalls auf (−ε, ε) stetig und

gleichmäÿig beschränkt sind. Wegen

|f̃1(r) + f̃2(r)Z + f̃3(r)Z2| ≤ K1 +K2|Z|+K3Z
2 ∈ L1(P ),

für Konstanten K1,K2,K3 folgt aus dem Satz der majorisierten Konvergenz die

Stetigkeit der Abbildung r→
∫ ∣∣∣ ∂∂r log(gr(x))gr(x)

∣∣∣dx auf (−ε, ε). Nach Hájek's

Kriterium folgt hieraus die L1-Di�erenzierbarkeit der Kurve

r→L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Qr) .
Bezeichnet g̃0 := ∂

∂r log gr |r=0 die zugehörige Score-Funktion der Kurve in r = 0,

so ergibt sich aus obiger Rechnung wie behauptet

g̃0(x) = 〈σ1, τ1〉L2

(
−1−

(
x+ 1

2‖σ1‖2L2

)
‖σ1‖2L2

+

(
x+ 1

2‖σ1‖2L2

)2
‖σ1‖4L2

)
.

Es verbleibt die Untersuchung der zweiten Kurve

r→L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Q1,r

)
.

Die Verteilung lässt sich durch Erweitern etwas umschreiben. Es gilt

L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Q1,r

)

= L
(∫ T

0
(σ1 + rτ1)(s)′dW̄ (r)(s)− 1

2

∫ T

0
‖(σ1 + rτ1)(s)‖2ds

∣∣∣Q1,r

)

= L
(∫ T

0
(σ1 + rτ1)(s)′d

(
W̄ (r)(s)−

∫ s

0
(σ1 + rτ1)(u)du

)

+

∫ T

0
(σ1 + rτ1)(s)′d

(∫ s

0
(σ1 + rτ1)(u)du

)

−1

2

∫ T

0
‖(σ1 + rτ1)(s)‖2ds

∣∣∣Q1,r

)

= L
(∫ T

0
(σ1 + rτ1)(s)′d

(
W̄ (r)(s)−

∫ s

0
(σ1 + rτ1)(u)du

)

+
1

2

∫ T

0
‖(σ1 + rτ1)(s)‖2ds

∣∣∣Q1,r

)
.

Da W̄ (r)(s) −
∫ s

0 (σ1 + rτ1)(u)du unter Q1,r eine Brownsche Bewegung bildet,

folgt, dass

L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Q1,r

)
= N

(
1

2
‖σ1 + rτ1‖2L2

,
1

2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)
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einer Normalverteilung folgt, welche die Dichte

ḡr(x) :=
1√

2π‖σ1 + rτ1‖L2

exp

(
−1

2

(
x− 1

2‖σ1 + rτ1‖2L2

)2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)
besitzt. Somit gilt

∂

∂r
log(ḡr(x)) =

〈σ1, τ1〉L2 + r‖τ1‖2L2

‖σ1 + rτ1‖2L2

(
−1 + x− 1

2
‖σ1 + rτ1‖2L2

+

(
x− 1

2‖σ1 + rτ1‖2L2

)2
‖σ1 + rτ1‖2L2

)
.

Alle Argumente bei der Beweisführung zum Nachweis der L1-Di�erenzierbarkeit

der ersten Kurve lassen sich nun analog für die zweite Kurve durchführen und

man erhält für die zugehörige Score-Funktion ¯̃g0 in 0

¯̃g0(x) = 〈σ1, τ1〉L2

(
−1 + x− 1

2‖σ1‖2L2

‖σ1‖2L2

+

(
x− 1

2‖σ1‖2L2

)2
‖σ1‖4L2

)
,

was den Beweis vollendet. �

4.2 Di�erenzierbarkeit von Optionspreisen

Aus Theorem 4.1 wird in diesem Abschnitt ein Di�erenzierbarkeitsresultat für

Optionspreise abgeleitet. Dies folgt im Wesentlichen aus der Tatsache, dass L1-

Di�erenzierbarkeit bei einer Kurve von Wahrscheinlichkeitsmaÿen auch Di�e-

renzierbarkeit von zugehörigen Gütefunktionen von Tests nach sich zieht. Diese

Beobachtung soll im Folgenden präzisiert werden. Sei dazu r → Pr eine Kurve

von Wahrscheinlichkeitsmaÿen, dominiert durch ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P ,

mit zugehörigen Dichten fr := dPr
dP . Die Kurve sei L1-di�erenzierbar in r = 0

mit zugehöriger L1-Ableitung ḟ0, das heiÿt

‖fr − f0 − rḟ0‖L1(P ) = o(r).

Betrachte einen Test φ und setze α(φ) := EP0

(
ḟ0
f0
φ
)
. Dann gilt wegen |φ| ≤ 1

|EPr(φ)− EP0(φ)− rα(φ)| = |EP (frφ)− EP (f0φ)− rEP (ḟ0φ)|

≤ ‖frφ− f0φ− rḟ0φ‖L1(P )

≤ ‖fr − f0 − rḟ0‖L1(P ) = o(r),
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und somit insgesamt

|EPr(φ)− EP0(φ)− rα(φ)| = o(r). (4.4)

Man erhält also für die Gütefunktion von φ Di�erenzierbarkeit in r = 0 mit

Ableitung α(φ). Es ergibt sich unmittelbar das folgende Theorem.

Theorem 4.2

Betrachtet werde das am Anfang des Kapitels beschriebene Modell mit einer Stö-

rung der Volatilität der Preisprozesse. Es sei H eine Option der Form (4.1) mit

Optionspreis pQ(H). Es bezeichne Hr die Auszahlung der Option im gestörten

Modell mit zugehörigem gestörten Optionspreis pQr(Hr). Dann existiert eine

Ableitung α(H), so dass gilt

|pQr(Hr)− pQ(H)− rα(H)| = o(r). (4.5)

Beweis. Für den Optionspreis im gestörten Modell gilt

pQr(Hr) =
m∑
j=1

d∑
i=1

[
aijv

i
0EQi,r

(
φij

(
dQi,r
dQr

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KijEQr

(
φij

(
dQi,r
dQr

))]
,

da die Preisprozesse nach Voraussetzung nur durch ihre Endwerte auf den Op-

tionspreis einwirken. Wie oben erwähnt, genügt es, nur den Ein�uss der ersten

risikobehafteten Anlage zu betrachten, da die übrigen Anlagen sich analog ver-

halten und in getrennte Summanden in den Optionspreis Eingang �nden. Mit

den Notationen von oben sieht man, dass im gestörten Optionspreis bei Un-

tersuchung des ersten Preisprozesses Terme der Form EQr

(
φ1j

(
dQ1,r

dQr

))
und

EQ1,r

(
φ1j

(
dQ1,r

dQr

))
mit Tests φ1j auftreten. Setzt man φ̃1j := φ1j ◦ exp, so

erhält man

EQr

(
φ1j

(
dQ1,r

dQr

))
= E

L
(
dQ1,r
dQr

|Qr
)(φ1j) = E

L
(

log
dQ1,r
dQr

|Qr
)(φ̃1j).

Wegen Theorem 4.1 und (4.4) existiert eine Ableitung α1j , so dass gilt∣∣∣EL(log
dQ1,r
dQr

|Qr
)(φ̃1j)− EL

(
log

dQ1,0
dQ0

|Q0

)(φ̃1j)− rα1j

∣∣∣ = o(r).
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Verwendet man nun noch die Beobachtung, dass Q0 dem ungestörten Martin-

galmaÿ Q und Q1,0 dem Maÿ Q1 aus Beispiel 1.5 entspricht, führt dies zu∣∣∣EQr (φ1j

(
dQ1,r

dQr

))
− EQ

(
φ1j

(
dQ1

dQ

))
− rα1j

∣∣∣ = o(r).

Genauso existiert auch ᾱ1j mit∣∣∣EQ1,r

(
φ1j

(
dQ1,r

dQr

))
− EQ1

(
φ1j

(
dQ1

dQ

))
− rᾱ1j

∣∣∣ = o(r).

Setzt man die so gefundenen Ableitungen für alle Preisprozesse und die entspre-

chenden Koe�zienten zu einem α(H) zusammen, wobei

α(H) :=

d∑
i=1

αi =

d∑
i=1

m∑
j=1

[
aijv

i
0ᾱij − exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
Kijαij

]
,

und verwendet noch, dass die Terme EQ
(
φ1j

(
dQ1

dQ

))
und EQ1

(
φ1j

(
dQ1

dQ

))
den auftretenden Summanden in pQ(H) entsprechen, so folgt aus der Dreiecks-

Ungleichung bereits die gewünschte Aussage (4.5). �

Bemerkung 4.3

• Es erscheint naheliegend, statt der Kurve r→L
(

log
dQ1,r

dQr

∣∣∣Qr) aus Theo-

rem 4.1 direkt die Kurve r → Qr zu untersuchen. Könnte man bei dieser

Kurve L1-Di�erenzierbarkeit nachweisen, so wäre ein analoges Vorgehen

wie in Theorem 4.2 zum Erreichen eines Di�erenzierbarkeitsresultats für

Optionspreise allerdings nicht möglich. Dies liegt daran, dass in diesem

Fall zum Beispiel bei der Betrachtung des Terms EQr
(
φ1j

(
dQ1,r

dQr

))
aus

dem Beweis von Theorem 4.2 die Schwierigkeit auftritt, dass der Test

selbst noch durch den Störparameter r beein�usst wird und (4.4) somit

nicht verwendet werden kann.

• Im vorgestellten Modell ist auch eine ungleichmässige Störung der Preispro-

zesse denkbar, das heiÿt für den Störparameter kann ein d-dimensionalen

Vektor r = (r1, ..., rd)
′ gewählt werden, wobei rj die Veränderung in der j-

ten risikobehafteten Anlage beschreibt. Die obige Bedingung |r| < ε wird

dabei dann durch die Bedingung ‖r‖ < ε ersetzt. Weil die Preisprozesse

getrennt auf den Optionspreis einwirken, erhält man in Theorem 4.2 aber

ein analoges Di�erenzierbarkeitsresultat.
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• Die Werte für die einzelnen Ableitungen im Beweis von Theorem 4.2 las-

sen sich �nanzmathematisch interpretieren. So beschreiben etwa α1j und

ᾱ1j wie stark eine Änderung in der ersten risikobehafteten Anlage auf

den Optionspreis einwirkt. Sind diese Ableitungen Null (beziehungsweise

nahe bei Null), so hat die durch τ1 beschriebene Störung auf den ersten

Preisprozess keinen (beziehungsweise nur einen geringen) Ein�uss erster

Ordnung auf den Optionspreis.

4.3 Bestimmung von Gradienten

Der in Bemerkung 4.3 erwähnte Ein�uss der Störung der Preisprozesse auf den

Optionspreis lässt sich noch weiter konkretisieren. Man kann für die einzelnen

risikobehafteten Anlagen sogenannte Gradienten bestimmen. Der Optionspreis

reagiert besonders sensitiv auf Störungen in Richtung eines Gradienten; Stö-

rungen in Richtungen, die orthogonal zu einem Gradienten verlaufen, haben

keine Auswirkung erster Ordnung auf den Optionspreis. Im Folgenden wird ein

Gradient zunächst nur für den ersten Preisprozess ermittelt; weitere Gradienten

erhält man durch analoges Vorgehen.

Zur ersten Kurve aus Theorem 4.1 und der zugehörigen im Beweis de�nier-

ten Normalverteilungs-Dichte gr bezeichne wie zuvor ġ0 := ∂
∂rgr |r=0 die L1-

Ableitung der Kurve in r = 0, sowie g̃0 := ∂
∂r log gr |r=0 die zugehörige Score-

Funktion in 0. Wegen ∂
∂r log gr = 1

gr
∂
∂rgr erhält man unmittelbar die bekannte

Beziehung ġ0 = g0g̃0 zwischen L1-Ableitung und Score-Funktion. Die zugehö-

rigen Komponenten α1j in der Ableitung des Optionspreises lassen sich nun

explizit angeben. Benutzt man

α1j = E
L
(

log
dQ1,0
dQ0

|Q0

)( ġ0

g0
φ̃1j

)
= E

L
(

log
dQ1,0
dQ0

|Q0

)(g̃0φ̃1j),

wobei φ̃1j := φ1j ◦ exp wie oben, und setzt

u0(x) :=
−1−

(
x+ 1

2‖σ1‖2L2

)
‖σ1‖2L2

+

(
x+ 1

2‖σ1‖2L2

)2
‖σ1‖4L2

,

so folgt mit (4.2) die Darstellung

α1j = 〈σ1, τ1〉L2EL
(

log
dQ1,0
dQ0

|Q0

)(u0φ̃1j) = 〈τ1, EL
(

log
dQ1,0
dQ0

|Q0

)(u0φ̃1j)σ1〉L2

= 〈τ1, γ1jσ1〉L2 ,
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wobei γ1j := E
L
(

log
dQ1,0
dQ0

|Q0

)(u0φ̃1j). Ebenso verwendet man die Score-Funktion

¯̃g0 der zweiten Kurve aus Theorem 4.1 im Punkt r = 0 und �ndet mit (4.3)

Koe�zienten γ̄1j ∈ R, so dass

ᾱ1j = E
L
(

log
dQ1,0
dQ0

|Q1,0

) (¯̃g0φ̃1j

)
= 〈τ1, γ̄1jσ1〉L2 .

Bilden der Linearkombination

γ1 :=
m∑
j=1

[
a1jv

1
0 γ̄1j − exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
K1jγ1j

]
∈ R

führt schlieÿlich zu einer Darstellung α1 = 〈τ1, γ1σ1〉L2 des ersten Koe�zienten

in der Ableitung des Optionspreises α(H) =
∑d

i=1 αi. In diesem Fall ist also der

Gradient γ1σ1 und damit die Richtung, in die der Optionspreis besonders stark

beein�usst wird, lediglich ein Vielfaches von σ1.

Mit der Notation aus Theorem 4.2 ergibt sich insgesamt für den Optionspreis

pQr(Hr) = pQ(H) + r
d∑
i=1

γi〈τi, σi〉L2 + o(r).

Eine solche Entwicklung lässt sich für d = 1 im Fall eines europäischen Calls

auch direkt erzielen. Im nächsten Beispiel wird dieser Spezialfall vorgestellt.

Beispiel 4.4

Betrachte den Fall d = 1 und als Option H einen europäischen Call mit Aus-

übungspreis K aus Beispiel 2.4, das heiÿt

H = (V 1
T −K)+ = (V 1

T −K)11{V 1
T>K}

.

Wie zuvor seien eine deterministische Volatilitätsfunktion σ und eine determi-

nistische Störungsfunktion τ angenommen. Für den Optionspreis ergibt sich

ähnlich zur Black-Scholes Formel, vergleiche etwa Korn und Korn [17], Korollar

3.9, S. 88, eine geschlossene Form. Mit den Notationen aus Beispiel 1.5 zeigt

sich, dass∫ T

0
σ(s)dW (s)−

∫ T

0
ρ(s)ds =

∫ T

0
σ(s)d

(
W (s)−

∫ s

0
θ(u)du

)

=

∫ T

0
σ(s)dW̄ (s)
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unter Q einer N(0, ‖σ‖2L2
)-Normalverteilung folgt. Somit besitzt die normier-

te Zufallsvariable ‖σ‖−1
L2

(
−
∫ T

0 σ(s)dW (s) +
∫ T

0 ρ(s)ds
)
unter Q eine N(0, 1)-

Normalverteilung. Formt man den im Auszahlungspro�l erscheinende Neyman-

Pearson Test

11{ dQ1
dQ

>K(v10)−1 exp(−
∫ T
0 ρ(s)ds)

}
durch Benutzung von{

dQ1

dQ
> K(v1

0)−1 exp

(
−
∫ T

0
ρ(s)ds

)}

=

{
log

dQ1

dQ
> log(K(v1

0)−1)−
∫ T

0
ρ(s)ds

}

=

{∫ T

0
σ(s)dW (s)−

∫ T

0
ρ(s)ds− 1

2

∫ T

0
σ(s)2ds

> log(K(v1
0)−1)−

∫ T

0
ρ(s)ds

}

=

{
‖σ‖−1

L2

(
−
∫ T

0
σ(s)dW (s) +

∫ T

0
ρ(s)ds

)

< ‖σ‖−1
L2

(
− log(K(v1

0)−1) +

∫ T

0
ρ(s)ds− 1

2

∫ T

0
σ(s)2ds

)}
um, so erhält man für den in der Preisberechnungs-Formel (2.1) auftretenden

Erwartungswert des Tests bezüglich Q

EQ

(
11{ dQ1

dQ
>K(v10)−1 exp(−

∫ T
0 ρ(s)ds)

})

= Φ

(
‖σ‖−1

L2

(
− log(K(v1

0)−1) +

∫ T

0
ρ(s)ds− 1

2
‖σ‖2L2

))
,

wobei Φ die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Normalverteilung bezeichnet. Ana-

log lässt sich über die Beobachtung, dass
∫ T

0 σ(s)dW (s)−
∫ T

0 ρ(s)ds−
∫ T

0 σ(s)2ds

unter Q1 eine N(0, ‖σ‖2L2
)-Normalverteilung besitzt und somit die Zufallsvaria-

ble ‖σ‖−1
L2

(
−
∫ T

0 σ(s)dW (s) +
∫ T

0 ρ(s)ds+
∫ T

0 σ(s)2ds
)
unter Q1 einer N(0, 1)-

Normalverteilung folgt, auch der Erwartungswert bezüglich des Wahrscheinlich-
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keitsmaÿes Q1 bestimmen, wodurch sich insgesamt für den Optionspreis ergibt

pQ(H) = v1
0Φ

(
‖σ‖−1

L2

(
− log(K(v1

0)−1) +

∫ T

0
ρ(s)ds+

1

2
‖σ‖2L2

))

−K exp

(
−
∫ T

0
ρ(s)ds

)
Φ
(
‖σ‖−1

L2

(
− log(K(v1

0)−1)

+

∫ T

0
ρ(s)ds− 1

2
‖σ‖2L2

))
.

Demzufolge ist pQ(H) eine Funktion der L2-Norm von σ, das heiÿt pQ(H) =

h (‖σ‖L2) für eine geeignete Funktion h. Verwendet man nun die im Beweis von

Theorem 4.1 berechnete Ableitung ∂
∂r‖σ + rτ‖L2 |r=0 = ‖σ‖−1

L2
〈σ, τ〉L2 und setzt

man γ := h′ (‖σ‖L2) ‖σ‖−1
L2
, so �ndet man mit Kettenregel für den Optionspreis

pQ(H) die Entwicklung

pQr(Hr) = pQ(H) + rγ〈σ, τ〉L2 + o(r),

das heiÿt es zeigt sich erneut, dass ein Vielfaches der Volatilität σ eine Richtung

mit groÿem Ein�uss erster Ordnung angibt.



Kapitel 5

Konvergenz von Optionspreisen

5.1 Standarddarstellung von Finanzexperimenten

In diesem Kapitel wird ein Konvergenzresultat für Optionspreise erarbeitet. Wie

auch im letzten Kapitel ist dabei das Ergebnis aus Kapitel 2, dass sich die Op-

tionspreise gewisser Optionen über die Gütefunktionen von Tests ausdrücken

lassen (siehe Theorem 2.1), von Bedeutung. Deshalb wird die Konvergenz in

diesem Kapitel für Optionen mit Auszahlungspro�len der Form (2.2) formu-

liert.

Die Konvergenz wird in drei Schritten erreicht. Zunächst wird eine Standarddar-

stellung für Finanzexperimente hergeleitet. Im zweiten Schritt wird dann diese

Darstellung verwendet, um Konvergenz der Preisprozesse, beziehungsweise der

zugehörigen Finanzexperimente, die der Option zugrunde liegen, zu erhalten.

Dies geschiet mit Hilfe von Kompaktheitsargumenten und dem 3. Lemma von

Le Cam. Im dritten Schritt wird die Konvergenz dann auch auf die Optionsprei-

se ausgeweitet.

Dieser Abschnitt befasst sich mit dem ersten Schritt. Betrachtet werde dazu zu

einem festen Martingalmaÿ Q ein Finanzexperiment wie in De�nition 1.3 mit

Filtration (Ft)t∈I , wobei I ⊂ [0, T ] mit {0, T} ⊂ I den Zeitbereich beschreibt,

in dem gehandelt werden kann. Hierbei ist auch zugelassen, dass I diskret ist.

Aus dem Finanzexperiment wird nun ein neues Experiment auf dem Raum

(([0,∞]d)I , (B([0,∞]d))I) erzeugt, wobei (B([0,∞]d))I die Produkt-σ-Algebra

bezeichnet. Dieses neue Experiment besitzt den groÿen Vorteil, dass die Preispro-

zesse in der Standarddarstellung durch kanonische Projektionen beschrieben

41



Konvergenz von Optionspreisen 42

werden. Die Information über die Preisentwicklungen wird somit vollständig in

Wahrscheinlichkeitsmaÿe des Experiments verlagert. Es ist zu erwähnen, dass

solche Standardexperimente vielfach Anwendung in der Statistik �nden, siehe

etwa Strasser [32] und Torgersen [34].

Für das weitere Vorgehen müssen zunächst einige Notationen eingeführt werden.

Für eine Teilmenge J ⊂ I bezeichne

πJ : ([0,∞]d)I → ([0,∞]d)J

die kanonische Projektion von ([0,∞]d)I nach ([0,∞]d)J . Abkürzend sei zusätz-

lich πt := π{t} für t ∈ I. Durch die Projektionen wird eine neue Filtration

Gt := σ(πs : s ∈ I ∩ [0, t]), t ∈ I

auf ([0,∞]d)I induziert. Zu einem Zeitpunkt t ∈ I de�niere die Zufallsvariable

Yt : Ω→ ([0,∞]d)I∩[0,t] durch

Yt :=

((
Xi
s

Xi
0

)
i=1,...,d

)
s∈I∩[0,t]

, (5.1)

das heiÿt Yt enthält die gesamte Entwicklung aller d Preisprozesse bis zum Zeit-

punkt t. Insbesondere beinhaltet YT die Information über
Xi
T

Xi
0

für alle 1 ≤ i ≤ d

und folglich aufgrund der Beziehung
Xi
T

Xi
0

=
dQi
dQ

aus Theorem 1.1 auch über

die Dichten. Hieraus folgt unmittelbar die Su�zienz der Statistik YT bezüg-

lich des Experiments {Q1, ..., Qd, Q}. Infolgedessen erfolgt beim Übergang von

{Q1, ..., Qd, Q} zu den Bildverteilungen kein relevanter Informationsverlust, sie-

he auch Lehmann and Romano [20] für weitere Bemerkungen zur Su�zienz.

De�niere die Bildverteilungen auf dem Raum (([0,∞]d)I , (B([0,∞]d))I) durch

ν := L(YT |Q), νi := L(YT |Qi).

Das folgende Theorem zeigt nun, dass diese Bildverteilungen wieder ein Finanz-

experiment bilden.

Theorem 5.1

Das Bildexperiment {ν1, ..., νd, ν} zusammen mit der Filtration (Gt)t∈I ist ein

Finanzexperiment, wobei die Preisprozesse gegeben sind durch die Projektionen

(πt)t∈I . In der Darstellung über Dichtequotienten heiÿt dies gerade, dass gilt

dνi|Gt
dν|Gt

= πit, i = 1, ..., d, t ∈ I, (5.2)
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wobei πit die i-te Komponente von πt bezeichnet.

Beweis. Zunächst wird die Darstellung (5.2) für den Fall t = T veri�ziert, um

die Idee des Beweises zu demonstrieren. Aus Gleichung (1.1) und nach De�nition

von YT gemäÿ (5.1) folgt sofort

dQi
dQ

=
Xi
T

Xi
0

= πiT ◦ YT

für jedes feste i = 1, ..., d. Wendet man darauf nun die Transformationsformel

an, erhält man

πiT =
dL(YT |Qi)
dL(YT |Q)

=
dνi
dν

.

Für den allgemeinen Fall sei nun t ∈ I und 1 ≤ i ≤ d. Der Nachweis von (5.2)

verläuft im Wesentlichen analog, allerdings übernimmt I ′ := I ∩ [0, t] die Rolle

von I. Bezeichne die Bildverteilungen von Yt unter Q beziehungsweise Qi mit

ν̃ := L(Yt|Q) = L(Yt|Q|Ft), ν̃i := L(Yt|Qi) = L(Yt|Qi|Ft).

Dann sind die Verteilungen ν̃ und ν̃i Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf dem Raum

(([0,∞]d)I
′
, (B([0,∞]d))I

′
). Ferner bezeichne analog zur vorhergegangenen No-

tation π̃t : ([0,∞]d)I
′ → ([0,∞]d){t} die kanonische Projektion von ([0,∞]d)I

′

nach ([0,∞]d){t}. Wie im Spezialfall folgt

π̃it =
dL(Yt|Qi|Ft)
dL(Yt|Q|Ft)

=
dν̃i
dν̃

. (5.3)

Für eine Menge B ∈ Gt erhält man die Darstellung

B = A× ([0,∞]d)I\I
′
, A ∈ (B([0,∞]d))I

′

und es gelten

ν|Gt(B) = ν(B) = ν̃(A) sowie νi|Gt(B) = νi(B) = ν̃i(A),

beziehungsweise äquivalent formuliert

ν̃ = L(πI′ |ν|Gt) sowie ν̃i = L(πI′ |νi|Gt).

Wendet man diese Beziehung und die Transformationsformel auf (5.3) an, so

folgt die Darstellung (5.2), da πt = π̃t ◦ πI′ . �
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5.2 Konvergenz von Finanzexperimenten

Mit Hilfe von Theorem 5.1 wird in diesem Abschnitt ein Konvergenzresultat von

Finanzexperimenten hergeleitet. Dabei fällt der Argumentation über Kompakt-

heit eine entscheidende Rolle zu. Im letzten Abschnitt wurden die Preispro-

zesse, die eigentlich nur endliche Werte annehmen, künstlich in den Raum

(([0,∞]d)I , (B([0,∞]d))I) eingebettet, um einen kompakten Raum zu erhalten.

Hierbei wird ausgenutzt, dass nach dem Satz von Tichonow ein beliebiges (auch

überabzählbares) kartesisches Produkt kompakter Räume bezüglich der Pro-

dukttopologie selbst wieder kompakt ist. Nutzt man nun die Kompaktheit aus,

um sich einen Häufungspunkt zu verscha�en, könnte es passieren, dass ein sol-

cher Häufungspunkt Masse in den Punkt unendlich legt, wodurch also beim

Grenzübergang Masse nach unendlich abwandert. Es stellt sich aber heraus,

dass dieser ungewünschte E�ekt hier nicht auftreten kann.

Als Erstes wird für die Argumentation folgendes technische Resultat benötigt.

Lemma 5.2

Betrachte den bezüglich der Produkttopologie kompakten Raum Ω = [0,∞]I , wo-

bei auch eine überabzählbare Menge I zugelassen ist. Wie üblich wird die von den

o�enen Teilmengen von Ω erzeugte Borel-σ-Algebra mit B(Ω) bezeichnet. Sei µ

ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf (Ω,B([0,∞])I), wobei B([0,∞])I wie zuvor die

Produkt-σ-Algebra bezeichnet. Dann existiert eine eindeutige Forsetzung von µ

als Radon-Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf (Ω,B(Ω)).

Beweis. Der Beweis wird zunächst für das Produkt des Einheitsintervalls Ω′ :=

[0, 1]I anstelle von Ω geführt. Es bezeichne C(Ω′) den Raum der stetigen reell-

wertigen Funktionen auf Ω′. Im Folgenden wird die Gleichheit der σ-Algebren

B([0, 1])I = σ(C(Ω′)) gezeigt, das heiÿt µ kann als ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ

auf dem Raum (Ω′, σ(C(Ω′))) betrachtet werden.

Die Inklusion B([0, 1])I ⊂ σ(C(Ω′)) folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der

Koordinatenprojektionen πi : [0, 1]I → [0, 1]. Die andere Inklusion σ(C(Ω′)) ⊂
B([0, 1])I lässt sich mittels des Satzes von Stone-Weierstrass (siehe etwa Rudin

[24], S.122) nachweisen. Sei dazu A ⊂ C(Ω′) die Algebra, die von den konstan-

ten Funktionen und den Koordiantenprojektionen πi : [0, 1]I → [0, 1] erzeugt

wird. Nach Stone-Weierstrass liegt A dicht in C(Ω′) bezüglich der Topologie

der gleichmäÿigen Konvergenz. Da der Grenzwert von meÿbaren Funktionen
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selbst wieder meÿbar ist, folgt daraus die behauptete Inklusion.

Betrachte nun die Abbildung F : C(Ω′) → R, die de�niert ist durch F (f) =∫
fdµ. Dann ist F eine positive Linearform und nach dem Darstellungssatz von

Riesz (siehe etwa Elstrodt [4], S. 335, Satz 2.5) existiert ein eindeutiges Radon-

Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf (Ω′,B(Ω′)), das µ fortsetzt.

Die Räume [0,∞] und [0, 1] sind topologisch isomorph über die stetige, bijektive

Abbildung φ : [0,∞]→ [0, 1], die gegeben ist durch φ(x) = x
1+x für x <∞ und

φ(∞) = 1, und die zugehörige stetige inverse Abbildung φ−1, die gegeben ist

durch φ−1(u) = u
1−u für u < 1 und φ−1(1) = ∞. Das für Ω′ = [0, 1]I bewie-

sene Resultat bleibt also auch weiterhin gültig, wenn stattdessen Ω = [0,∞]I

betrachtet wird. �

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird nun eine Folge von Finanzexperimen-

ten betrachtet, wobei der Zeitparameterraum I und die Anzahl der zugehö-

rigen Preisprozesse d �xiert wird, alles andere aber vom Folgenindex n ∈ N
abhängen darf. Für jeden Folgenindex n ∈ N liege also ein Finanzexperiment

En = (Ωn,Fn, {Q1,n, ..., Qd,n, Qn}) mit zugehöriger Filtration (Ft,n)t∈I und zu-

gehörige Preisprozessen (Xi
t,n)t∈I , 1 ≤ i ≤ d vor, das heiÿt gemäÿ Theorem 1.1

erhält man die Darstellung

dQi,n|Ft,n
dQn|Ft,n

=
Xi
t,n

Xi
0,n

für alle 1 ≤ i ≤ d und t ∈ I. Der Vektor (5.1) der gesamten Entwicklung aller

d Preisprozesse bis zum Zeitpunkt t hängt ebenfalls vom Folgenindex ab und

wird mit Yt,n bezeichnet.

Die Idee, wie man Konvergenz der Finanzexperimente erreichen kann, lässt sich

nach allen Vorbereitungen wie folgt zusammenfassen: die Finanzexperimente

werden mittels Theorem 5.1 standardisiert, die jeweils letzten Wahrscheinlich-

keitsmaÿe werden künstlich in einen kompakten Raum eingebettet, gemäÿ Lem-

ma 5.2 erweitert und über Kompaktheitsargumente wird ein schwacher Häu-

fungspunkt ausgewählt. Dann zeigt man, dass keine Masse nach unendlich ab-

wandert und verwendet schlieÿlich das 3. Lemma von Le Cam (vergleiche Jacod

und Shiryaev [12], S.621 Theorem 3.3), um auch schwache Konvergenz der üb-

rigen Wahrscheinlichkeitsmaÿe zu erhalten.

Zur Anwendung des 3. Lemmas von Le Cam ist das Konzept der Benachbart-

heit von Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaÿen notwendig. Grob gesprochen ist
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Benachbartheit das asymptotische Analogon zur absoluten Stetigkeit von Wahr-

scheinlichkeitsmaÿen (siehe zum Beispiel Lehmann und Romano [20], S. 492),

oder genauer gesagt: man nennt eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaÿen (Pn)

benachbart bezüglich (Qn), wobei Pn und Qn auf gemeinsamen Maÿräumen

(Ωn,Fn) de�niert sind, und bezeichnet dies mit (Pn) / (Qn), falls für jede Folge

von Mengen An ∈ Fn mit limn→∞Qn(An) = 0 auch limn→∞ Pn(An) = 0 erfüllt

ist. Gilt neben (Pn) / (Qn) auch noch (Qn) / (Pn), so spricht man von wechsel-

seitiger Benachbartheit und bezeichnet dies mit (Pn) /. (Qn).

Der Begri� der Benachbartheit hat nicht nur vielschichtige Anwendungen in der

asymptotischen Statistik sondern hat auch schon, wie bereits in der Einleitung

erwähnt, Einzug in die Finanzmathematik erhalten.

Zur Formulierung des Konvergenzresultates wird zusätzlich das Konzept von

Netzen (siehe etwa Kelley [16], Kapitel 2 für die De�nition) als Verallgemeine-

rung von Folgen benötigt. Dies liegt daran, dass für überabzählbares I der Raum

[0,∞]I wie oben erwähnt zwar kompakt ist, allerdings nicht das Kriterium der

Folgenkompaktheit erfüllt (vergleiche Steen und Seebach [31], S. 125). Da am

Ende des Kapitels aber Optionspreise, die Werte in R annehmen, untersucht

werden, ist es möglich, sich später wieder vom Konzept der Netze zu lösen und

zu Folgen zurückzukehren.

Es kann nun das Kernresultat dieses Abschnittes formuliert und bewiesen wer-

den.

Theorem 5.3

Sei wie oben En = (Ωn,Fn, {Q1,n, ..., Qd,n, Qn}), (Ft,n)t∈I eine Folge von Fi-

nanzexperimenten, so dass

(Qi,n) /. (Qn)

für alle i = 1, .., d erfüllt ist. Dann existiert ein Experiment in Standarddarstel-

lung

E = (([0,∞)d)I , (B([0,∞)d))I , {ν1, ..., νd, ν})

mit zugehörigen Preisprozessen, die durch die Beziehung (5.2) gegeben sind,

welches ein Häufungspunkt der Folge im folgenden Sinn ist: es existiert ein

Teilnetz (I,≤) von (N,≤), so dass alle endlich-dimensionalen Randverteilun-

gen von (L(YT,τ |Qi,τ ))τ∈I schwach konvergent gegen die Randverteilungen von
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νi sind für alle i = 1, .., d+ 1, wobei zur Vereinfachung der Notation νd+1 := ν

und Qd+1,n := Qn gesetzt wird.

Beweis. Verwende zunächst Theorem 5.1, um jedes Finanzexperiment En in ein

Finanzexperiment in Standarddarstellung zu transformieren und bezeichne das

so erhaltene Experiment mit {ν1,n, ..., νd,n, νn}. Setze auÿerdem νd+1,n := νn

und Qd+1,n := Qn. Wie schon zuvor wird νd+1,n in den kompakten Raum

(([0,∞]d)I , (B([0,∞]d))I) eingebettet.

Lemma 5.2 zeigt nun, dass sich jedes νd+1,n zu einem eindeutig bestimmten

Radon-Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf dem Raum (([0,∞]d)I ,B(([0,∞]d)I)) erwei-

tern lässt. Weil die Menge der Radon-Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf einem kom-

pakten Raum schwach kompakt ist, besitzt die Folge (νd+1,n)n∈N einen schwa-

chen Häufungspunkt ν. Folglich existiert ein Teilnetz (I,≤), so dass νd+1,τ → ν

schwach entlang τ ∈ I konvergiert.

Zur Betrachtung der endlich-dimensionalen Randverteilungen wähle k ∈ N und

t1, ..., tk ∈ I mit t1 < t2 < ... < tk = T und setze J := {t1, ..., tk} ⊂ I. Wegen

L(YT,τ |Qτ ) = νd+1,τ → ν schwach folgt

L

(Xi
tj ,τ

Xi
0,τ

)
(i,j)∈{1,...,d}×{1,...,k}

∣∣∣∣∣Qτ
→ L(πJ |ν) (5.4)

schwach auf ([0,∞]d)J , wobei wie zuvor πJ die kanonische Projektion vom Raum

([0,∞]d)I auf ([0,∞]d)J bezeichnet.

Weil die Preisprozesse nur endliche Werte annehmen, liegt die gesamte Masse

der Verteilungen L

((
Xi
tj ,τ

Xi
0,τ

)
(i,j)∈{1,...,d}×{1,...,k}

∣∣∣∣∣Qτ
)
auf dem Raum ([0,∞)d)J ,

genauer gesagt besitzt das Komplement ([0,∞]d)J\([0,∞)d)J äuÿeres Maÿ 0. Im

Folgenden wird nun gezeigt, dass dies auch für L(πJ |ν) zutri�t. Es gilt∫
Xi
tj,n

Xi
0,n

dQn =

∫ dQi,n|Ftj
dQn|Ftj

dQn = EQn

(
EQn

[
dQi,n
dQn

∣∣∣Ftj])

= EQn

(
dQi,n
dQn

)
= 1

und somit folgt aus der Marko�-Ungleichung für jedes K > 0

Qn

(∣∣∣Xi
tj,n

Xi
0,n

∣∣∣ ≥ K) ≤ 1

K

∫
Xi
tj,n

Xi
0,n

dQn =
1

K
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für alle 1 ≤ i ≤ d, n ∈ N und tj ∈ J . Hieraus lässt sich sofort schlieÿen, dass die

Verteilungen L

((
Xi
tj ,τ

Xi
0,τ

)
(i,j)∈{1,...,d}×{1,...,k}

∣∣∣∣∣Qτ
)

stra� sind, das heiÿt, in (5.4)

liegt schwache Konvergenz gegen eine Verteilung νJ auf dem Raum ([0,∞)d)J

vor, wobei νJ die Einschränkung von L(πJ |ν) auf ([0,∞)d)J ist. Es lässt sich

noch anmerken, dass aufgrund der Endlichkeit von J hier auch eine Teilfolge

statt eines Teilnetzes verwendet werden kann.

Die Verteilungen νJ lassen sich über Projektionen beschreiben und sind dem-

zufolge konsistent gegenüber Projektionen, das heiÿt (νJ)J⊂I,|J |<∞ bildet ein

projektives System und legt folglich eine eindeutig bestimmte Verteilung ν auf

([0,∞)d)I fest, wie in Theorem 5.3 gefordert.

Als Nächstes wird Konvergenz der Verteilungen unter Qi0,τ für festes 1 ≤ i0 ≤ d
gezeigt. Dies wird durch Anwendung des dritten Lemmas von Le Cam erreicht.

Wähle erneut k ∈ N, t1, ..., tk ∈ I mit t1 < t2 < ... < tk = T und setze

J := {t1, ..., tk} ⊂ I. Es bezeichne π̃T : ([0,∞]d)J → ([0,∞]d){T} die kanonische

Projektion von ([0,∞]d)J nach ([0,∞]d){T}. Zu zeigen ist nun, dass

L

(Xi
tj ,τ

Xi
0,τ

)
(i,j)∈{1,...,d}×{1,...,k}

∣∣∣∣∣Qi0,τ
→ νi0,J (5.5)

schwach auf ([0,∞)d)J , wobei

dνi0,J
dνJ

= π̃i0T .

Nun ist aber der Likelihood-Quotient

dQi0,τ
dQτ

=
Xi0
T,τ

Xi0
0,τ

in (5.5) enthalten, wodurch die Aussage direkt aus dem dritten Lemma von

Le Cam folgt. Das System von Verteilungen (νi0,J)J⊂I,|J |<∞ bildet abermals ein

projektives System und man erhält wie oben νi0 auf ([0,∞)d)I mit
dνi0
dν

= πi0T , da

sich die Darstellung der Dichten von der Darstellung bei den Randverteilungen

überträgt.

Wählt man nun t ∈ I und setzt I ′ := I ∩ [0, t], so zeigt man wie im Beweis von

Theorem 5.1 durch Anwendung der Transformationsformel

dνi0|Gt
dν|Gt

= πi0t ,



Konvergenz von Optionspreisen 49

wodurch das Grenzexperiment (ν1, ..., νd, ν), wie gefordert, ein Finanzexperi-

ment in Standardform beschreibt. �

Bemerkung 5.4

In Theorem 5.3 lässt sich im folgenden Fall das Teilnetz durch eine Teilfolge

ersetzen: Es existiert eine abzählbare Teilmenge J ⊂ I, so dass jeder belie-

bige schwache Häufungspunkt ν bereits eindeutig durch seine Randverteilung

L(πJ |ν) festgelegt ist.

Beweis. Aus dem Beweis von Theorem 5.3 folgt, dass die Folge (νd+1,n)n∈N

einen schwachen Häufungspunkt ν besitzt und dass ein Teilnetz (I,≤) exi-

stiert, so dass νd+1,τ → ν entlang des Teilnetzes τ ∈ I. Folglich konvergiert

auch L(πJ |νd+1,τ ) → L(πJ |ν) schwach entlang dieses Teilnetzes. Da J ab-

zählbar ist, existiert eine Teilfolge (nk)k∈N, so dass L(πJ |νd+1,nk) → L(πJ |ν)

schwach. Betrachte nun zwei schwache Häufungspunkte ν1, ν2 von νd+1,nk ent-

lang der spezi�zierten Teilfolge (nk)k∈N. Dann sind L(πJ |ν1) und L(πJ |ν2)

schwache Häufungspunkte von L(πJ |νd+1,nk). Aufgrund der schwachen Konver-

genz L(πJ |νd+1,nk)→ L(πJ |ν) ergibt sich L(πJ |ν1) = L(πJ |ν2). Nutzt man nun

die Voraussetzung aus, dass alle schwachen Häufungspunkte bereits durch die

Randverteilungen unter πJ festgelegt sind, so erhält man ν1 = ν2. Demzufol-

ge besitzt νd+1,nk einen eindeutig bestimmten Häufungspunkt und konvergiert

somit. �

5.3 Konvergenz von Optionspreisen

Als erster Schritt für ein Konvergenzresultat für Optionspreise wurde im letz-

ten Abschnitt bereits Konvergenz der Preisprozesse, die die Optionspreise steu-

ern, beziehungsweise der zu den Preisprozessen zugehörigen Finanzexperimente

erreicht. Wie eingangs im Kapitel erwähnt, werden Optionspreise mit Auszah-

lungspro�len der Form (2.2) betrachtet und der Optionspreis über Gütefunktio-

nen von Tests interpretiert. Somit muss Theorem 5.3 nur noch auf Gütefunk-

tionen erweitert werden. Zu diesem Zweck wird ein Resultat bewiesen, dass für

eine Folge von Tests die Existenz eines Grenztests bereitstellt, so dass die Güte-

funktionen gegen die Gütefunktion für den Grenztest konvergiert. Das folgende

Theorem modi�ziert dabei ein Ergebnis von Le Cam, vergleiche etwa Strasser

[32], Theorem 62.3, S. 308. Der Aufbau des Beweises folgt Rüschendorf [26],
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S. 157. Dort wird die Existenz eines Grenztests für den Spezialfall von LAN

bewiesen, wobei LAN als Abkürzung für lokal asymptotische Normalität steht.

Theorem 5.5

Sei En = (Ωn,Fn, {Q1,n, ..., Qd,n, Qn}) eine Folge von Finanzexperimenten mit

(Qi,n) /. (Qn) für alle i = 1, .., d wie in Theorem 5.3 und sei φn : Ωn → [0, 1]

eine Folge von Tests. Dann existiert ein schwacher Häufungspunkt

E = (([0,∞)d)I , (B([0,∞)d))I , {ν1, ..., νd, ν})

der Folge von Finanzexperimenten im Sinne von Theorem 5.3 mit

πit =
dνi|Gt
dν|Gt

, i = 1, ..., d,

ein Test φ : ([0,∞)d)I → [0, 1], der als Grenztest bezeichnet wird, und eine

Teilfolge (nk)k∈N, so dass

EQi,nk (φnk)→ Eνi(φ) für k →∞

für alle i = 1, ..., d+ 1, wobei wie zuvor νd+1 := ν und Qd+1,n := Qn.

Beweis. Der Beweis von Theorem 5.3 lässt sich zu groÿen Teilen imitieren,

wobei die Verteilung der Tests φn mitberücksichtigt werden muss. Dies wird

dadurch erreicht, dass im Gegensatz zum Beweis von Theorem 5.3 nicht die

Verteilung von YT,n betrachtet wird, sondern die gemeinsame Verteilung von φn

und YT,n. Für die Kompaktheitsargumente führt dies zu keinen Komplikationen,

da alle Tests in das kompakte Intervall [0, 1] abbilden; statt dem kompakten

Raum ([0,∞]d)I wird nun der kompakte Raum [0, 1]× ([0,∞]d)I verwendet. Zu

beachten ist hierbei, dass in der Regel keine Unabhängigkeit der beiden Kom-

ponenten vorliegt; in vielen Fällen, wie etwa bei einem europäischen Call oder

einem Down-and-out-Call, ist φn sogar eine Funktion von YT,n. Im Folgenden

bezeichne p1 : [0, 1]× ([0,∞]d)I → [0, 1] die kanonische Projektion auf die erste

und p2 : [0, 1]× ([0,∞]d)I → ([0,∞]d)I die kanonische Projektion auf die zweite

Komponente.

Wie vorher besitzt die Folge L((φn, YT,n)|Qn) auf [0, 1]×([0,∞]d)I einen schwa-

chen Häufungspunkt (im Sinne von Theorem 5.3) ν̃d+1. Verwendung der wechsel-

seitigen Benachbarheit liefert dann über das 3. Lemma von Le Cam die Existenz

von Wahrscheinlichkeitsmaÿen ν̃1, ..., ν̃d, so dass

L((φτ , YT,τ )|Qi,τ )→ ν̃i, i = 1, ..., d,
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schwach entlang eines Teilnetzes mit

dν̃i
dν̃d+1

= π̄iT (5.6)

wobei π̄iT : [0, 1] × ([0,∞]d)I → [0,∞] die kanonische Projektion auf die i-te

Komponente zur Zeit T innerhalb der zweiten Komponente beschreibt, das heiÿt

π̄iT = πiT ◦ p2. Entsprechend der Notation von Theorem 5.3 setze νi := L(p2|ν̃i)
für i = 1, ..., d+ 1.

Wegen der Beschränktheit des Intervalls [0, 1] lässt sich das Stra�heitsargument

aus dem Beweis von Theorem 5.3 erneut verwenden, um zu zeigen, dass die

Konvergenz auf dem Raum [0, 1] × ([0,∞)d)I anstelle von [0, 1] × ([0,∞]d)I

statt�ndet.

Nach (5.6) faktorisiert die Dichte dν̃i/dν̃d+1 über p2, woraus sich die Su�zienz

von p2 für das Experiment {ν̃1, ..., ν̃d+1} ergibt. De�niert man nun die Funktion

φ : ([0,∞)d)I → [0, 1] durch φ(z) := E� [p1|p2 = z], so ist dieser bedingte Erwar-

tungswert aufgrund der Su�zienz unabhängig von {ν̃1, ..., ν̃d+1}.
Für jedes i = 1, ..., d+1 und jedes n ∈ N gilt EQi,n(φn) ∈ [0, 1]. Durch sukzessive

(d+ 1)-fache Bildung einer Teilfolge �ndet man somit eine Teilfolge (nk)k∈N des

Teilnetzes, so dass für jedes i = 1, ..., d + 1 die Folge EQi,nk (φnk) für k → ∞
konvergiert. Wegen

EQi,nk (φnk) =

∫
p1dL((φnk , YT,nk)|Qi,nk)

und der schwachen Konvergenz L((φn, YT,n)|Qi,n) → ν̃i ist
∫
p1dν̃i der einzige

Kandidat für den Grenzwert von EQi,nk (φnk). Es folgt

lim
k→∞

EQi,nk (φnk) = lim
k→∞

∫
p1dL((φnk , YT,nk)|Qi,nk) =

∫
p1dν̃i

=

∫
E�[p1|p2 = z]dL(p2|ν̃i)(z) =

∫
φdνi = Eνi(φ)

für alle i = 1, ..., d+ 1, wie behauptet. �

Anwendung von Theorem 5.5 führt nun unmittelbar zu einem Konvergenzresul-

tat für Optionspreise.

Betrachte für eine Folge von Finanzexperimenten En aus Theorem 5.3 Preispro-

zesse V i
t,n, 1 ≤ i ≤ d, mit Startwerten vi0,n := V i

0,n, so dass

dQi,n|Ft,n
dQn|Ft,n

=
V i
t,n

V 0
t v

i
0,n
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gilt, wobei von dem festverzinslichen Wertpapier V 0
t = exp

(∫ t
0 ρ(u)du

)
an-

genommen wird, dass keine Abhängigkeit zum Folgenindex n vorliegt. Wie in

Kapitel 2 setze Y i
t,n := exp

(
−
∫ t

0 ρ(u)du
)
V it,n
vi0,n

. Seien Hn : Ωn → R Auszahlungs-

pro�le der Form (2.2)

Hn =
m∑
j=1

d∑
i=1

[aij,nV
i
T,n −Kij,n]φij,n

(
(Y i
t,n)t∈[0,T ]

)
, (5.7)

mit Tests φij,n : ([0,∞)d)I → [0, 1] und konvergenten Koe�zienten aij,n,Kij,n,

wobei aij := limn→∞ aij,n und Kij := limn→∞Kij,n.

Beim Übergang zur Standarddarstellung verliert man die Information über die

Startwerte der Preisprozesse, da man die Bildverteilung unter der Zufallsvaria-

blen YT,n, die die auf den Startwert normierten Preisverläufe beinhaltet, verwen-

det. Folglich beinhaltet Konvergenz der Finanzexperimente keine Konvergenz

der Startwerte. Deshalb wird hier noch zusätzlich die Voraussetzung getro�en,

dass vi0,n → vi0 für alle 1 ≤ i ≤ d und für n→∞ erfüllt ist.

Es ergibt sich nun das Hauptresultat dieses Kapitels.

Theorem 5.6

Sei En eine Folge von Finanzexperimenten wie in Theorem 5.3 und Hn eine Fol-

ge von Auszahlungspro�len wie in (5.7) mit den zugehörigen Voraussetzungen.

Dann existiert ein Experiment E = (([0,∞)d)I , (B([0,∞)d))I , {ν1, ..., νd, ν}),
eine Teilfolge (nk)n∈N, Tests φij : ([0,∞)d)I → [0, 1] und eine Auszahlungsfunk-

tion H für das Grenzexperiment E, gegeben durch

H =
m∑
j=1

d∑
i=1

[aijV
i
T −Kij ]φij

(
(Y i
t )t∈[0,T ]

)
,

mit Y i
t := exp

(
−
∫ t

0 ρ(u)du
)
V it
vi0
, wobei die (undiskontierten und nicht normier-

ten) Preisprozesse im Grenzexperiment durch

V i
t := vi0 exp

(∫ t

0
ρ(u)du

)
πit = vi0 exp

(∫ t

0
ρ(u)du

)
dνi|Gt
dν|Gt

de�niert sind, so dass die Optionspreise von Hn gegen den Optionspreis von H

im Grenzexperiment konvergieren, das heiÿt

pQnk (Hnk)→ Eν

(
exp

(
−
∫ t

0
ρ(u)du

)
H

)
=: pν(H) für k →∞.
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Für den Optionspreis im Grenzexperiment gilt

pν(H) =
m∑
j=1

d∑
i=1

[
aijv

i
0Eνi

(
φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KijEν

(
φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))]
.

Beweis. Nach Theorem 2.1 gilt für den Optionspreis von Hnk

pQnk (Hnk) =

m∑
j=1

d∑
i=1

[
aij,nkv

i
0,nk

EQi,nk

(
φij,nk

(
(Y i
t,nk

)t∈[0,T ]

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
Kij,nkEQnk

(
φij,nk

(
(Y i
t,nk

)t∈[0,T ]

)) ]
.

Mittels Theorem 5.5 erhält man nun die Existenz eines Grenzexperiments in

Standarddarstellung E = (([0,∞)d)I , (B([0,∞)d))I , {ν1, ..., νd, ν}), einer Teil-

folge (nk)n∈N und Tests φij : ([0,∞)d)I → [0, 1], so dass

lim
k→∞

EQi,nk

(
φij,nk

(
(Y i
t,nk

)t∈[0,T ]

))
= Eνi

(
φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))
für alle 1 ≤ i ≤ d+ 1. Deshalb gilt

lim
k→∞

pQnk (Hnk) =

m∑
j=1

d∑
i=1

[
aijv

i
0Eνi

(
φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))

− exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
KijEν

(
φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))]
.

und

vi0Eνi

(
φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))
= Eν

(
vi0
dνi
dν

φij

(
(πt)t∈[0,T ]

))

= Eν

(
exp

(
−
∫ T

0
ρ(u)du

)
V i
Tφij

(
(πt)t∈[0,T ]

))
liefert limk→∞ pQnk (Hnk) = Eν

(
exp

(
−
∫ t

0 ρ(u)du
)
H
)
und damit die Behaup-

tung von Theorem 5.6. �



Kapitel 6

Approximation von

Itô-Prozess-Modellen

6.1 Identi�zierung von zeitdiskreten Preisprozessen

In diesem Kapitel wird die in Kapitel 5 vorgestellte Konvergenz von Finanzex-

perimenten für einen Spezialfall durchgeführt. Das Ziel ist hierbei die Herleitung

eines Resultats zur Approximation von Itô-Prozess-Preismodellen durch zeitdis-

krete Preismodelle. Insbesondere beinhaltet dieses Resultat die bekannte Kon-

vergenz des Cox-Ross-Rubinstein-Modells gegen das klassische Black-Scholes-

Modell, so dass entsprechende Ergebnisse von Föllmer und Schied [7], S. 246,

verallgemeinert werden.

Als zu approximierendes Grenzmodell werde im Folgenden das Itô-Prozess-

Preismodell aus Beispiel 1.5 für den Fall d = 1 betrachtet. Wie auch in Kapitel 4

wird der Volatilitätsprozess als deterministisch angenommen. Folglich liegen im

Grenzmodell Normalverteilungen vor, wodurch ein zentraler Grenzwertsatz zur

Approximation benötigt wird. Im Kontext von statistischen Experimenten kann

ein solcher zentraler Grenzwertsatz mittels der bekannten LAN-Theorie (wobei

LAN für lokal asymptotisch Normalität steht) von Le Cam erreicht werden. Als

nächste Verallgemeinerung zu den in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnissen

wäre dann der Fall eines nicht deterministischen Volatilitätsprozesses, der un-

abhängig von der steuernden Brownschen Bewegung ist, denkbar. Dies würde

zu gemischten Normalverteilungen im Grenzprozess und damit für die Appro-

ximation zur Theorie von LAMN (was im Englischen �local asymptotic mixed

54
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normal� bedeutet) führen.

Die Vorgehensweise im ersten Abschnitt ist wie folgt: zunächst wird eine Fol-

ge von zeitdiskreten Preisprozessen de�niert, die sich dem gewünschten Itô-

Preisprozess annähern soll. Damit die LAN-Theorie verwendet werden kann,

werden dann die die Preisprozesse darstellenden Wahrscheinlichkeitsmaÿe in-

nerhalb einer L2-di�erenzierbare Kurve von Wahrscheinlichkeitsmaÿen identi�-

ziert.

Im N -ten Approximationsschritt de�niere

GN :=

{
kT

N
: 0 ≤ k ≤ N, k ∈ N

}
⊂ [0, T ]

das diskrete Zeitgitter, welches alle Zeitpunkte enthält, in denen der N -te Preis-

prozess beobachtet wird. Für einen (diskontierten) Preisprozess (X1
t,N )t∈GN auf

diesem Gitter und ein MartingalmaÿQN sei {Q1,N , QN} das zugehöriges Finanz-
experiment entsprechend der Darstellung aus Theorem 1.1. Setzt man Zj,N :=
X1
jT
N
,N

X1
(j−1)T
N

,N

für 1 ≤ j ≤ N so ergibt sich

dQ1,N |F kT
N
,N

dQN |F kT
N
,N

=
X1

kT
N
,N

X1
0,N

=
k∏
j=1

X1
jT
N
,N

X1
(j−1)T
N

,N

=
k∏
j=1

Zj,N (6.1)

für alle 1 ≤ k ≤ N und

Zk,N − 1 =

X1
kT
N
,N
−X1

(k−1)T
N

,N

X1
(k−1)T
N

,N

beschreibt gerade den k-ten relativen Zuwachs von (X1
t,N )t∈GN . Aus (6.1) erhält

man
dQ1,N |F kT

N
,N

dQN |F kT
N
,N

=

dQ1,N |F (k−1)T
N

,N

dQN |F (k−1)T
N

,N

· Zk,N ;

infolgedessen besitzt Zk,N =
dQ1,N (k)
dQN (k) gemäÿ Kapitel 3 eine Darstellung als

Likelihood-Quotient im Experiment {Q1,N (k), QN (k)}, welches das zum Experi-

ment

{
Q1,N |F (k−1)T

N
,N
, QN |F (k−1)T

N
,N

}
bezüglich

{
Q1,N |F kT

N
,N
, QN |F kT

N
,N

}
kom-

plementären Experiment beschreibt. Um die erwähnte Identi�zierung zu verein-

fachen, werden im Folgenden nur Preisprozesse mit unabhängigen Zuwächsen
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behandelt. Mittels (6.1) lässt sich der Likelihood-Quotient des Finanzexperi-

ments als Produkt
dQ1,N

dQN
=

N∏
j=1

dQ1,N (j)

dQN (j)

schreiben. Bemerkung 3.2 zeigt, dass dies zusammen mit der Unabhängigkeits-

annahme impliziert, dass in diesem Fall bis auf Äquivalenz bereits ein Produkt-

experiment vorliegt. Es lässt sich also bei der Modellierung ohne Einschränkung

annehmen, dass

Q1,N =

N⊗
j=1

Q1,N (j), QN =

N⊗
j=1

QN (j).

Um die Vorgehensweise für das im N -ten Approximationsschritt vorliegende N -

Perioden-Modell zu beschreiben, wird zunächst ein Ein-Perioden-Modell behan-

delt und die Methode dann auf die einzelnen Perioden im N -Perioden-Modell

angewandt.

In Analogie zur Notation von Beispiel 1.4 betrachte eine risikobehaftete Anlage

S1, die im Ein-Perioden-Fall beschrieben wird durch den Startpreis S1
0 und den

Preis nach der ersten Periode S1
1 , sowie ein festverzinsliches Wertpapier S0 mit

Zinsrate r = 1 + ρ und Startwert s0
0 = 1, das heiÿt S0

0 = 1, S0
1 = 1 + ρ. Für den

diskontierten Preisprozess ergibt sich dann X1
0 = S1

0 und X1
1 =

S1
1

1+ρ .

Zusätzlich zur Existenz eines Martingalmaÿes sei die Existenz eines Wahrschein-

lichkeitsmaÿes P0 angenommen, für das S1
1

S1
0
quadratintegrierbar ist und für das∫ S1

1

S1
0
dP0 = 1 gilt. Dieses Wahrscheinlichkeitsmaÿ P0 wird im Folgenden zur

Konstruktion der oben erwähnten Kurve von Wahrscheinlichkeitsmaÿen als Fuÿ-

punkt verwendet. Die obige Zusatzannahme ist hierbei jedoch nicht sehr restrik-

tiv. Ist die Zinsrate r = 1, das heiÿt ρ = 0, so lässt sich für P0 jedes Martingal-

maÿ wählen. Für groÿe N erhält man sehr kleine Zeitabschnitte und benötigt

infolgedessen auch Zinsraten, bei denen sich ρ nahe bei 0 be�ndet. Somit ist die

Annahme nach der Existenz von P0 eng mit der Annahme nach der Existenz

eines Martingalmaÿes verbunden.

Die Idee ist nun die (relativen) Zuwächse zu zerlegen; genauer sucht man eine

Funktion g ∈ L2(P0) und einen Parameter σ, so dass

S1
1

S1
0

− 1 = σg, (6.2)



Approximation von Itô-Prozess-Modellen 57

wobei
∫
gdP0 = 0 und

∫
g2dP0 = 1. Hierbei kommt der Funktion g die Aufgabe

zu, die grundsätzliche Gestalt der Preisentwicklung zu beschreiben. Die Funkti-

on g bleibt für alle Approximationsschritte und für alle Zeitintervalle gleich. Der

Parameter σ beschreibt die lokale Ausprägung dieser Gestalt und hängt demzu-

folge sowohl vom jeweiligen Approximationsschritt N als auch vom Zeitintervall

innerhalb des zugehörigen N -Perioden-Modells ab. Im folgenden Beispiel wird

die Wahl von P0, g und σ für den Fall des Cox-Ross-Rubinstein-Modells explizit

durchgeführt.

Beispiel 6.1 (Cox-Ross-Rubinstein-Modell, Fortsetzung von Beispiel 1.4)

Betrachte das Cox-Ross-Rubinstein-Modell aus Beispiel 1.4 im Ein-Perioden-

Fall N = 1, wobei für die Aufwärts- beziehungsweise Abwärtsbewegung u >

1 > d > 0 erfüllt sei. Diese Bedingung wird getro�en, um die Existenz von P0

zu sichern. Wie oben angedeutet ähnelt die Bedingung der Arbitrage-Freiheits-

Bedingung (die die Existenz eines Martingalmaÿes impliziert) u > r > d > 0 für

Zinsraten r dicht bei 1. Setzt man a := u− 1 > 0, b := 1− d > 0 und de�niert

P0 := a
a+bε1 + b

a+bε2 = 1
a+b(aε1 + bε2), so folgt∫

S1
1

S1
0

dP0 = d
a

a+ b
+ u

b

a+ b
=

(1− b)a
a+ b

+
(1 + a)b

a+ b
=
a+ b

a+ b
= 1.

Die Wahl g(1) := −b√
ab
, g(2) := a√

ab
führt zu∫

gdP0 =
1

a+ b

(
−ab√
ab

+
ba√
ab

)
= 0 sowie

∫
g2dP0 =

1

a+ b

(
ab2

ab
+
ba2

ab

)
=

1

a+ b
(b+ a) = 1.

Wählt man schlieÿlich σ :=
√
ab, so gilt

1 +
σa√
ab

= 1 + u− 1 = u sowie 1− σb√
ab

= 1− (1− d) = d,

das heiÿt man erhält 1 + σg =
S1
1

S1
0
und damit die Zerlegung (6.2).

Unter Regularitätsvoraussetzungen an g, vergleiche Lemma 6.2, ist 1 + ϑg für

kleine ϑ ≥ 0 nichtnegativ und wegen
∫

(1 + ϑg)dP0 = 1 wird dann durch Setzen

von
dPϑ
dP0

:= 1 + ϑg für kleine ϑ ≥ 0 (6.3)
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eine Kurve ϑ → Pϑ von Wahrscheinlichkeitsmaÿen de�niert. Die Funktion g

wird in der Theorie der statistischen Experimente als eine Tangente im Punkt

P0 bezeichnet. Aufgrund der Zerlegung (6.2) lässt sich der normierte (und nicht

diskontierte) Preisprozess selbst über das Mitglied der Kurve Pσ identi�zieren.

Im folgenden Lemma wird innerhalb der Kurve (6.3) ein Martingalmaÿ ermittelt,

das dann sogar eindeutig ist, und eine Verbindung zur Darstellung aus Kapitel

1 hergestellt.

Lemma 6.2

Es sei ρ > 0 und es gelte essinfP0(g) > −σ
ρ für das wesentliche In�mum von g

bezüglich P0. Dann legt ϑ = ρ
σ den eindeutigen Parameter innerhalb der Familie

(6.3) fest, für den Q := P ρ
σ
ein Martingalmaÿ für das diskontierte Ein-Perioden-

Modell bildet, das heiÿt, es gilt ∫
X1

1

X1
0

dQ = 1.

Durch Setzen von dQ1

dQ :=
X1

1

X1
0
erhält man dann ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q1

und damit die Darstellung aus Theorem 1.1.

Beweis. Die Bedingung essinfP0(g) > −σ
ρ beziehungsweise essinfP0( ρσg) > −1

sichert, dass 1 + ρ
σg eine positive Dichte bezüglich P0 bildet. Anwendung von

(6.3) führt zu∫
(1 + σg)dP ρ

σ
=

∫
(1 + σg)

(
1 +

ρ

σ
g
)
dP0

=

∫
(1 + σg)dP0 +

∫ (ρ
σ
g + ρg2

)
dP0 = 1 + ρ

und es folgt mit (6.2)∫
X1

1

X1
0

dP ρ
σ

=

∫
1

1 + ρ

S1
1

S1
0

dP ρ
σ

=

∫
1 + σg

1 + ρ
dP ρ

σ
= 1.

Löst man den Ansatz
∫

(1 + σg)dPϑ = 1 + ρ mittels der obigen Rechnung nach

ϑ auf, so zeigt dies, dass ϑ = ρ
σ die einzige mögliche Wahl darstellt, so dass∫

(1 + σg)dPϑ = 1 + ρ erfüllt ist. �

Für das Cox-Ross-Rubinstein-Modell werden das Wahrscheinlichkeitsmaÿ Pσ

und das Martingalmaÿ P ρ
σ
aus Lemma 6.2 im folgenden Beispiel exemplarisch

bestimmt.
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Beispiel 6.3 (Cox-Ross-Rubinstein-Modell, Fortsetzung von Beispiel 6.1)

Betrachtet werde das Modell für eine risikobehaftete Anlage aus Beispiel 6.1 und

die Modellierung eines festverzinslichen Wertpapiers S0 wie oben mit Zinsrate

r = 1 + ρ und Startwert s0
0 = 1. Für die Wahrscheinlichkeitsmaÿe Pϑ aus der

Kurve (6.3) ergeben sich Zwei-Punkt-Verteilungen

Pϑ = η1(ϑ)ε1 + η2(ϑ)ε2 = (1− η2(ϑ))ε1 + η2(ϑ)ε2

für kleine ϑ > 0. Aus der Beziehung (6.3) ergibt sich insbesondere dPϑ
dP0

(2) =

1 + ϑg(2). Durch Einsetzen der Wahlen von P0 = a
a+bε1 + b

a+bε2 und g aus

Beispiel 6.1 erhält man η2(ϑ) =
(

1 + ϑ a√
ab

)
b

a+b . Dies führt zu

η2(σ) = η2(
√
ab) = (1 + a)

b

a+ b
= u

b

a+ b
sowie

τ2 := η2

(ρ
σ

)
=

(
1 +

ρ

σ

a√
ab

)
b

a+ b
=
b+ ρ

a+ b
.

Die entsprechenden Werte von η1(ϑ) lassen sich durch analoge Berechnungen

oder durch Verwendung von η1(ϑ) = 1 − η2(ϑ) ermitteln. Die Wahl der Be-

zeichung τ2 aus Beispiel 1.4 wird hier durch die bekannte Eindeutigkeit des

Martingalmaÿes im arbitrage-freien Binomial-Modell gerechtfertigt. Macht man

Gebrauch von der Methode zur Bestimmung eines Martingalmaÿes aus Beispiel

1.4, so führt dies im Binomial-Fall notwendigerweise zum gleichen Ergebnis.

Tatsächlich ergibt die Nutzung der Formel τ2 = 1−d̃
ũ−d̃ zusammen mit u = 1 + a,

d = 1− b in diesem Fall

τ2 =
1− d̃
ũ− d̃

=
r − d
u− d

=
1 + ρ− d
u− d

=
b+ ρ

a+ b
.

6.2 Anwendung der LAN-Theorie

In diesem Abschnitt werden Bedingungen spezi�ziert, die eine Anwendung der

LAN-Theorie auf die im ersten Abschnitt de�nierte Kurve von Wahrscheinlich-

keitsmaÿen ermöglichen. Daraufhin wird dann die oben erwähnte L2-Di�erenzier-

barkeit der Kurve nachgewiesen und ein Approximationsresultat für Itô-Prozess-

Modelle bewiesen. Zur De�nition von L2-Di�erenzierbarkeit siehe etwa Torger-

sen [34], Abschnitt 9.4, oder Strasser [32]. Grob gesprochen lässt sich das Kon-

zept der L2-Di�erenzierbarkeit einer Kurve ϑ→ Pϑ wie folgt erläutern: die Kur-

ve wird über die Wurzel des Likelihood-Quotienten in den Hilbertraum L2(P0)
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eingebettet, das heiÿt man erhält eine neue Kurve

ϑ→
(
dPϑ
dP0

)1/2

∈ L2(P0).

Von dieser Kurve wird dann die Ableitung g ∈ L2(P0) bezüglich der L2(P0)-

Norm im Punkt ϑ = 0 gebildet.

Wie eingangs erwähnt sei der Volatilitätsprozess im zu approximierenden Itô-

Prozess-Modell als deterministisch angenommen. Zusätzlich sei der Zinsraten-

prozess ρ ebenfalls deterministisch. Für die zur Modellierung des zeitdiskreten

Preis- beziehungsweise Zinsprozesses notwendigen Parameter σi,N beziehungs-

weise ρi,N betrachte folgende Bedingungen (B1) und (B2):

(B1) Im N -ten Approximationsschritt werde das risikofreie Wertpapier model-

liert durch den Startwert S0
0,N = 1 und durch Werte zu den übrigen Git-

terpunkten von GN

S0
kT
N
,N

=
k∏
i=1

(
1 +

ρi,NT

N

)

mit Zinsraten ρi,NT
N ≥ 0 auf

(
(i−1)T
N , iTN

]
, die die Beschränktheits-Bedingung

max{ρi,N : i ≤ N,N ∈ N} ≤ R <∞ erfüllen.

Es sei zusätzlich ρ : [0, T ] → [0,∞) eine quadratintegrierbare Funktion,

so dass

[ tN
T

]∏
i=1

(
1 +

ρi,NT

N

)
−→ exp

(∫ t

0
ρ(u)du

)
für N →∞ (6.4)

für alle t ∈ [0, T ] erfüllt ist.

(B2) Sei wie oben g ∈ L2(P0) eine Funktion mit
∫
gdP0 = 0 und

∫
g2dP0 = 1,

so dass g > −C für ein C > 0, und betrachte die über (6.3) de�nierte

Kurve [0, C−1] 3 ϑ → Pϑ. Im N -ten Schritt und in der i-ten Periode

bezeichnen σi,N
√
T√

N
mit Beschränktheits-Annahme 0 < δ ≤ σi,N ≤ K

lokale Volatilitätsparameter und der risikobehaftete Preisprozess werde

modelliert durch den Startwert S1
0,N = 1 und durch

S1
kT
N
,N

=

d
(
⊗ki=1 Pσi,N

√
T

√
N

)
dP k0

=
k∏
i=1

dPσi,N
√
T

√
N

dP0
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für die restlichen Werte. Diese Modellierung als Produkt wird durch (6.1)

angeregt, wobei die Modellierung der einzelnen Faktoren durch die vor-

hergegangene Zerlegung (6.2) und die Identi�zierung der Preise über die

Kurve [0, C−1] 3 ϑ→ Pϑ gemäÿ (6.3) motiviert wird.

De�niere eine Treppenfunktion σN : [0, T ]→ [0,∞) durch

σN (u) :=
N∑
k=1

σk,N11( (k−1)T
N

, kT
N

](u).

Es sei σ : [0, T ]→ [0,∞) eine quadratintegrierbare Funktion, so dass∫ T

0
(σN (u)− σ(u))2du −→ 0 für N →∞. (6.5)

Modelliert man die zeitdiskrete Situation im N -ten Approximationsschritt mit-

tels (B1) und (B2), so kann man für das zugehörige N -Perioden-Modell ein

Martingalmaÿ sowie eine Darstellung des Preisprozesses gemäÿ Theorem 1.1

mit Hilfe von Lemma 6.2 bestimmen. Für den diskontierten Preisprozess ergibt

sich zunächst

X1
kT
N
,N

=

k∏
i=1

dPσi,N
√
T

√
N

dP0

/(
1 +

ρi,NT

N

) .

Im N -ten Schritt lässt sich für jede Periode j über Lemma 6.2 ein Martingalmaÿ

QN (j) angeben. Zu diesem Zweck setze θj,N :=
ρj,N
σj,N

. In der j-ten Periode liegt
σj,N

√
T√

N
als Parameter für die Volatilität und ρj,NT

N als Parameter für die Zinsrate

vor. Wegen ρj,NT
N

(
σj,N

√
T√

N

)−1

=
θj,N
√
T√

N
ist nach Lemma 6.2 das einzige Mar-

tingalmaÿ innerhalb der spezi�zierten Kurve durch QN (j) = P θj,N
√
T

√
N

gegeben.

Das zugehörige Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q1,N (j) erhält man wie in Lemma 6.2

über

dQ1,N (j)

dQN (j)
=

dPσN,j
√
T

√
N

dP0

/(
1 +

ρN,jT

N

)
. (6.6)

Setzt man nun Q1,N :=
⊗N

j=1Q1,N (j) und QN :=
⊗N

j=1QN (j), was wie ein-

gangs erläutert durch die Annahme der unabhängigen Zuwächse und Bemerkung

3.2 motiviert wird, so führt dies schlieÿlich zur Darstellung aus Theorem 1.1

X1
kT
N
,N

=
d
(⊗k

j=1Q1,N (j)
)

d
(⊗k

j=1QN (j)
) =

dQ1,N

dQN
.
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Der zunächst nur auf GN de�nierte Preisprozess lässt sich zwischen den Aus-

wertungszeitpunkten konstant fortsetzen, indem man

(
X1
b t
T
Nc T

N
,N

)
t∈[0,T ]

be-

trachtet, wobei bxc die untere Gauÿ-Klammer von x bezeichnet.

Es lässt sich jetzt das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren und beweisen.

Theorem 6.4

Gegeben sei die Modellierung einer Approximationsfolge von risikofreiem Wert-

papier und risikobehafteter Anlage gemäÿ Bedingungen (B1) und (B2). Gegeben

sei ferner ein Itô-Prozess-Modell wie in Beispiel 1.5 für Dimension d = 1 mit

deterministischem (zeitabhängigem) Volatilitätsprozess σ und deterministischem

(zeitabhängigem) Zinsratenprozess ρ, das heiÿt das risikofreie Wertpapier folgt

einer Modellierung gemäÿ S0(t) = exp(
∫ t

0 ρ(s)ds), t ∈ [0, T ], und die diskon-

tierte risikobehaftete Anlage wird beschrieben durch Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q

und Q1, wobei

dQ1|Ft
dQ|Ft

= exp

(∫ t

0
σ(s)dW (s)−

∫ t

0

(
ρ(s) +

σ(s)2

2

)
ds

)
=
X1
t

X1
0

, t ∈ [0, T ].

Dann konvergieren für N → ∞ alle endlich-dimensionalen Randverteilungen

des Prozesses
(
X1
b t
T
Nc T

N
,N

)
t∈[0,T ]

unter
⊗N

j=1QN (j) schwach gegen die zuge-

hörigen endlich-dimensionalen Randverteilungen von
(
dQ1|Ft
dQ|Ft

)
t∈[0,T ]

unter Q.

Beweis. Der Beweis unterteilt sich in vier Schritte. Im ersten Schritt wird die

L2-Di�erenzierbarkeit der zugrunde liegendenen Kurve nachgewiesen. Im zwei-

ten Schritt wird das Konvergenzverhalten zunächst für eine ein-dimensionale

Randverteilung und unter dem Maÿ PN0 untersucht. Im dritten Schritt wird

dann die behauptete Konvergenz unter dem Martingalmaÿ
⊗N

j=1QN (j) gezeigt.

Im vierten Schritt folgt schlieÿlich die Verallgemeinerung auf beliebige endlich-

dimensionale Randverteilungen.

Der Beweis der L2-Di�erenzierbarkeit im Punkt ϑ = 0 erfolgt über ein Kriterium

von Hájek, siehe etwa Torgersen [34], Theorem 9.4.1 sowie die auf das Theorem

folgende Bemerkung, S. 537. Di�erenziert man die Dichte 1 +ϑg, so erhält man

in jedem Punkt die Tangente g. Für die Fisher-Information ergibt sich

ϑ→
∫

g2

1 + ϑg
dP0, ϑ ∈ [0, C−1].

Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert die Stetigkeit der Fisher-

Information in ϑ = 0, die für die Anwendung von Hájek's Kriterium benötigt
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wird.

Betrache nun einen festen Zeitpunkt t ∈ [0, T ]. Gegenstand der Untersuchung

ist zunächst die Verteilung L
(

logS1
b t
T
Nc T

N
,N

∣∣PN0 ). Mit Hilfe des zweiten Lem-

mas von Le Cam (siehe Strasser [32], Theorem 79.2, S. 402 oder Witting und

Müller-Funk [37], Satz 6.130, S. 317) wird eine stochastische Entwicklung von

logS1
b t
T
Nc T

N
,N

mit lokal asymptotischer Normalität (LAN) erreicht. Dafür ist ei-

ne Überprüfung der Noether-Bedingung (vergleiche Strasser [32], Bedingungen

79.1, S. 402) notwendig. Aufgrund der Beschränktheits-Bedingung in (B2) ist

max
i∈{1,...,b t

T
Nc}

∣∣∣σi,N√T√
N

∣∣∣→ 0

sofort ersichtlich. Zum Nachweis des zweiten Bestandteils der Noether-Bedingung

muss die Summe der quadrierten Koe�zienten
∑b t

T
Nc

i=1
T
N σ

2
i,N bezüglich ihres

Konvergenzverhaltens analysiert werden. Aufgrund der umgekehrten Dreiecks-

ungleichung der L2-Norm im Hilbertraum L2([0, t], λλ|[0,t];R, |.|) gilt wegen∣∣∣∣∣
(∫ t

0
σN (u)2du

)1/2

−
(∫ t

0
σ(u)2du

)1/2
∣∣∣∣∣ = |‖σN‖L2 − ‖σ‖L2 |

≤ ‖σN − σ‖L2 =

(∫ t

0
(σN (u)− σ(u))2du

)1/2

und Bedingung (B2) bereits
∫ t

0 σN (u)2du→
∫ t

0 σ(u)2du für N →∞. Setzt man

k̃N (t) als dasjenige k ∈ {1, ..., N}, für das (k−1)T
N < t < kT

N erfüllt ist (sofern

t ∈/ GN ), so gilt

∫ t

0
σN (u)2du =

N∑
k=1

σ2
k,N

T

N
11{k T

N
≤t} +RN =

T

N

b t
T
Nc∑

k=1

σ2
k,N +RN ,

wobei RN :=
(
t− (k̃N (t)−1)T

N

)
σ2
k̃N (t),N

für t ∈/ GN und RN := 0 für t ∈ GN .

Da im ersten Fall RN ≤ T
N σ

2
k̃N (t),N

≤ T
NK

2 → 0 für N → ∞ gilt, stimmen die

Grenzwerte

lim
N→∞

∫ t

0
σN (u)2du = lim

N→∞

T

N

b t
T
Nc∑

i=1

σ2
i,N

überein und insgesamt erhält man

lim
N→∞

T

N

b t
T
Nc∑

i=1

σ2
i,N =

∫ t

0
σ(u)2du (6.7)
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Verwendung der L2-Di�erenzierbarkeit und des zweiten Lemmas von Le Cam

führt zur stochastischen Entwicklung mit LAN

logS1
b t
T
Nc T

N
,N

= log

d

(
⊗b

t
T
Nc

i=1 PσN,i
√
T

√
N

)
dP
b t
T
Nc

0

= Zt,N −
1

2

T

N

b t
T
Nc∑

i=1

σ2
i,N + oPN0

(1),

(6.8)

mit Zt,N :=
∑b t

T
Nc

i=1
σi,N
√
T√

N
g, wobei

L(Zt,N |PN0 )→ N

(
0,

∫ t

0
σ(s)2ds

)
= L

(∫ t

0
σ(s)dW (s)

∣∣∣P)
schwach für N → ∞ und oPN0 (1) einen Rest-Summanden beschreibt, der PN0 -

stochastisch gegen 0 konvergiert. Folglich �ndet man die Konvergenz

L
(

logS1
b t
T
Nc T

N
,N
|PN0

)
→ N

(
−1

2

∫ t

0
σ(s)2ds,

∫ t

0
σ(s)2ds

)

= L
(∫ t

0
σ(s)dW (s)−

∫ t

0

σ(s)2

2
ds
∣∣∣P)

schwach für N → ∞. Benutzt man (B1) so ergibt sich entsprechend für den

diskontierten Preisprozess die schwache Konvergenz

L

log


d

(
⊗b

t
T
Nc

i=1 Pσi,N
√
T

√
N

)
dP
b t
T
Nc

0

/ b tNT c∏
i=1

(
1 +

ρi,NT

N

)
∣∣∣∣∣PN0


→ L

(∫ t

0
σ(s)dW (s)−

∫ t

0

(
ρ(s) +

σ(s)2

2

)
ds
∣∣∣P) .

Das Ziel im nächsten Schritt ist es nun, Konvergenz unter dem Martingalmaÿ⊗N
j=1 P θj,N

√
T

√
N

zu beweisen. Dazu wird die Noether-Bedingung erneut über-

prüft, wobei θj,N die Rolle von σj,N übernimmt. Aufgrund der Beschränktheits-

Annahme in (B1) und (B2) folgt unmittelbar

max
i∈{1,...,b t

T
Nc}

∣∣∣∣∣θi,N
√
T√

N

∣∣∣∣∣ = max
i∈{1,...,b t

T
Nc}

∣∣∣∣∣ ρi,N
√
T

σi,N
√
N

∣∣∣∣∣ ≤ R

δ

√
T√
N
→ 0

für N →∞. Setzt man

αt,N :=

b t
T
Nc∑

i=1

(√
T

N
θi,N

)2

=
T

N

b t
T
Nc∑

i=1

(
ρi,N
σi,N

)2

,
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so ergibt sich

lim sup
N→∞

αt,N ≤
R2

δ2
T <∞.

Ohne Einschränkung lässt sich annehmen, dass αt,N gegen einen Grenzwert αt

für N →∞ konvergiert. Dies liegt daran, dass man ansonsten zu konvergenten

Teilfolgen übergehen könnte. Es zeigt sich, dass eventuell di�erierende Grenz-

werte keinen Ein�uss auf folgendene Berechnungen ausüben würden, da diese

unabhängig vom Grenzwert der αt,N durchgeführt werden können. Man wür-

de also für jede Teilfolge dasselbe Ergebnis erzielen. Anwendung des zweiten

Lemmas von Le Cam ergibt wie in (6.8) die stochastische Entwicklung mit LAN

log

d

(
⊗b

t
T
Nc

i=1 P θN,i
√
T

√
N

)
dP
b t
T
Nc

0

= Z̃t,N −
1

2

T

N

b t
T
Nc∑

i=1

θ2
i,N + oPN0

(1),

mit Z̃t,N :=
∑b t

T
Nc

i=1
θi,N
√
T√

N
g, für welches die schwache Konvergenz gegen eine

entsprechende Normalverteilung L(Z̃t,N |PN0 ) → N (0, αt) für N → ∞ erfüllt

ist.

Um Konvergenz von Zt,N unter
⊗N

j=1 P θj,N
√
T

√
N

zu erhalten, wird das dritte Lem-

ma von Le Cam verwendet. Die notwendige Bedingung der Benachbartheit ist in

der vorliegenden Situation mit LAN erfüllt. Dies liegt daran, dass Benachbart-

heit beziehungsweise wechselseitige Benachbartheit bereits aus der absoluten

Stetigkeit beziehungsweise Äquivalenz der Wahrscheinlichkeitsmaÿe im Grenz-

experiment folgt, vergleiche etwa Strasser [32], Theorem 18.11, S. 89. Aufgrund

der Tatsache, dass L((Zt,N , Z̃t,N )|PN0 ) asymptotisch bivariat normalverteilt ist,

konvergiert die Verteilung Zt,N nach Übergang von PN0 zu
⊗N

j=1 P θj,N
√
T

√
N

wei-

terhin gegen eine Normalverteilung, wobei die Varianz durch diesen Übergang

unverändert bleibt und der Erwartungswert eine Verschiebung um die asym-

ptotische Kovarianz erfährt, vergleiche etwa van der Vaart [35], S. 641. Bedingt

durch die Normiertheit der Tangente g berechnet sich die Kovarianz bezüglich

P0 im N -ten Schritt zwischen Zt,N und Z̃t,N durch

CovP0(Zt,N , Z̃t,N ) =
T

N

b tN
T
c∑

i=1

σi,Nθi,N =
T

N

b tN
T
c∑

i=1

ρi,N .
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Durch Benutzung von Bedingung (B1) �ndet man

∫ t

0
ρ(u)du = lim

N→∞
log

b tNT c∏
i=1

(
1 +

ρi,NT

N

) = lim
N→∞

b tN
T
c∑

i=1

(
log

(
1 +

ρi,NT

N

))

= lim
N→∞

T

N

b tN
T
c∑

i=1

ρi,N ,

wobei im letzten Schritt die Tatsache, dass bei der Entwicklung des Logarith-

mus wegen der Beschränktheits-Bedingung aus (B1) die Summanden nach dem

ersten von der Gröÿenordnung 1
N2 oder kleiner sind und daher beim Grenzüber-

gang (auch unter Berücksichtigung der Summenbildung) herausfallen, Eingang

gefunden hat. Dies führt zur asymptotische Kovarianz

lim
N→∞

CovP0(Zt,N , Z̃t,N ) =

∫ t

0
ρ(u)du.

Mit Hilfe des dritten Lemmas von Le Cam lässt sich somit die schwache Kon-

vergenz

L

ZN,t
∣∣∣∣∣
N⊗
j=1

P θj,N
√
T

√
N

→ N

(∫ t

0
ρ(s)ds,

∫ t

0
σ(s)2ds

)
für N →∞ erzielen. Für den Preisprozess ergibt sich hieraus mit (6.8)

L

logS1
b t
T
Nc T

N
,N

∣∣∣∣∣
N⊗
j=1

P θj,N
√
T

√
N


→ L

(∫ t

0
σ(s)dW (s) +

∫ t

0

(
ρ(s)− σ(s)2

2

)
ds
∣∣∣P)

und somit für den diskontierten Preisprozess

L

logX1
b t
T
Nc T

N
,N

∣∣∣∣∣
N⊗
j=1

P θj,N
√
T

√
N


→ L

(∫ t

0
σ(s)dW (s)−

∫ t

0

σ(s)2

2
ds
∣∣∣P) = L

(
dQ1|Ft
dQ|Ft

∣∣∣Q) ,
womit die Behauptung für den Fall von ein-dimensionalen Randverteilungen be-

wiesen ist.

Die Verallgemeinerung der gewünschten Aussage auf mehr-dimensionale Rand-

verteilungen erfolgt mittels des Satzes von Cramér-Wold. Zur Vereinfachung der
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Notation wird exemplarisch die Konvergenz von Linearkombinationen der Form

a1Zt1,N + a2Zt2,N durch Veri�zieren der Noether-Bedingung nachgewiesen, da

sich die Argumentation auf beliebige endliche Linearkombinationen übertragen

lässt. Aufgrund von Linearität folgt sofort die Konvergenz des Maximums gegen

0. Es verbleibt die Untersuchung der quadrierten Koe�zienten von

a1Zt1,N + a2Zt2,N =

b t1
T
Nc∑

i=1

a1σi,N
√
T√

N
g +

b t2
T
Nc∑

i=1

a2σi,N
√
T√

N
g.

Verwendung von (6.7) liefert

b t1
T
Nc∑

i=1

(
a1σi,N

√
T√

N
+
a2σi,N

√
T√

N

)2

+

b t2
T
Nc∑

i=b t1
T
Nc+1

(
a2σi,N

√
T√

N

)2

=
T

N

b t1
T
Nc∑

i=1

(a1 + a2)2σ2
i,N +

b t2
T
Nc∑

i=b t1
T
Nc+1

a2
2σ

2
i,N

→
∫ t1

0
(a1 + a2)2σ(s)2ds+

∫ t2

t1

a2
2σ(s)2ds

=

∫ t1

0
a2

1σ(s)2ds+

∫ t1

0
a1a2σ(s)2ds+

∫ t2

0
a2

2σ(s)2ds

für N →∞. Bilden dieser Linearkombination im Grenzmodell führt zu

EP

(
a1

∫ t1

0
σ(s)dW (s) + a2

∫ t2

0
σ(s)dW (s)

)
= 0,

und für die Varianz der Linearkombination erhält man

V arP

(
a1

∫ t1

0
σ(s)dW (s) + a2

∫ t2

0
σ(s)dW (s)

)

= a2
1

∫ t1

0
σ(s)2ds+ a2

2

∫ t2

0
σ(s)2ds

+ CovP

(
a1

∫ t1

0
σ(s)dW (s), a2

∫ t2

0
σ(s)dW (s)

)

=

∫ t1

0
a2

1σ(s)2ds+

∫ t2

0
a2

2σ(s)2ds+

∫ t1

0
a1a2σ(s)2ds.

Es folgt die Konvergenz

L(a1Zt1,N + a2Zt2,N |PN0 )→ L
(
a1

∫ t1

0
σ(s)dW (s) + a2

∫ t2

0
σ(s)dW (s)

∣∣∣P)
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schwach für N → ∞, womit sich die Behauptung des Theorems über den Satz

von Cramér-Wold auch auf mehr-dimensionale Randverteilungen überträgt. �
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