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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden systematisch Anwendungen der Likelihood-Theorie in
der Finanzmathematik untersucht. Dazu wird ein Darstellungssatz bewiesen,
der es erlaubt, Finanzmarkt-Modelle durch statistische Experimente zu identi-
fizieren, wobei dann Preisprozesse {iber gefilterte Likelihood-Prozesse gegeben
sind.

Eine Anwendung ist die Neuinterpretation von diversen Optionspreisen mittels
Giitefunktionen von Tests.

Durch die Einfiihrung eines Faktorisierungskonzeptes fiir Likelihood-Quotienten
werden die Begriffe der Vollsténdigkeit von Finanzmérkten und der Vollstéandig-
keit von statistischen Experimenten miteinander verkniipft.

Anschliefsend wird eine Robustheitsanalyse fiir Optionspreise durchgefiihrt. Durch
Benutzung des Konzepts der Lj-Differenzierbarkeit aus der Statistik werden
Gradienten, das heifft Storungsrichtungen, die starke Reaktionen des Options-
preises hervorrufen, fiir einige Optionen ermittelt. Es zeigt sich, dass bei 1t6-
Prozess-Modellen mit deterministischer Volatilitdt Gradienten fiir gewisse Op-
tionen durch Vielfache der zugehorigen Volatilitdten gegeben sind.

Unter Verwendung des dritten Lemmas von Le Cam wird unter geeigneten Vor-
aussetzungen ein Konvergenzresultat fiir Optionspreise erzielt.

Als Spezialfall wird mit Hilfe von Lo-Differenzierbarkeit und der LAN-Theorie
(lokal asymptotische Normalitdt) von Le Cam ein Approximationsverfahren fiir
[t6-Prozess-Modelle mit deterministischen Parametern durch zeitdiskrete Mo-
delle présentiert.

Durchgingig werden erzielte Resultate und Begriffe am Beispiel von Binomial-,

Trinomial- oder Itd6-Prozess-Modellen erldutert.






Abstract

In this thesis applications of the theory of likelihoods to financial mathematics
are studied in a systematic way. To this end, a representation theorem which
allows the identification of financial market models by statistical experiments
is proven. In this representation price processes are given by filtered likelihood
processes.

As application a new interpretation of certain option prices in terms of power
functions of tests is presented.

A connection between the concepts of completeness of financial markets and
completeness of statistical experiments is established via factorisation of like-
lihood ratios.

Afterwards a result about robustness of option prices is achieved. Gradients,
that means directions of disturbance for which the option price shows strong
reactions, are calculated for certain options. For that purpose the notion of
Ly-differentiability from statistics is used. In the case of It6 type models with
deterministic volatility gradients are given by multiples of the corresponding
volatilities.

By application of Le Cam’s third lemma convergence of option prices under
appropriate conditions is shown.

As a special case, with the help of Lo-differentiability and the LAN theory (local
asymptotic normality) from Le Cam, a method to approximate It6 type models
with deterministic parameters by discrete time models is obtained.
Throughout, results and notions are explained in the case of binomial, trinomial

or Itd type models.
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Einleitung

In der mathematischen Statistik ist die Theorie von Likelihoods und von sta-
tistischen Experimenten von grofer Bedeutung. So beginnt etwa Strasser [32]
sein Buch {iber mathematische Statistik mit einigen fundamentalen Grundlagen
iiber Likelihood-Quotienten. Als wichtiges Beispiel der Anwendung ist die asym-
ptotische Statistik zu nennen. Ein grofses Gebiet der Forschung konzentriert sich
darauf, iber asymptotische Argumente mathematische Rechtfertigung fiir stati-
stische Methoden zu liefern. Als Beispiel-Literatur fiir einige niitzliche Konzepte
zur Lésung von asymptotischen Problemen in der Statistik kann das Buch von
Le Cam und Yang [19] angefiihrt werden. Als Referenz fiir die Theorie von Li-
kelihoods und statistischen Experimenten dienen zum Beispiel die Biicher von
Le Cam [18], Shiryaev und Spokoiny [30], Strasser [32] oder Torgersen [34].

Die vorliegende Arbeit setzt es sich zum Ziel, bekannte Konzepte und Resultate
aus der mathematischen Statistik fiir finanzmathematische Problemstellungen
nutzbar zu machen. Hierbei werden sowohl klassische Fragestellungen der Fi-
nanzmathematik, als auch solche neueren Datums, im Licht der mathematischen
Statistik neu beleuchtet und mit einer statistischen Interpretation versehen, be-
kannte Resultate mit statistischen Techniken erneut bewiesen und gegebenenfals

erweitert und vollstdndig neue Ergebnisse erarbeitet.

Es ist zu erwéhnen, dass die Anwendung von statistischen Begriffen und Techni-
ken schon vielerorts Eingang in die Literatur gefunden hat. Im Folgenden werden
in diesem Kontext einige Publikationen aufgefiihrt.

Als ein erstes mogliches Werkzeug der Statistik mit Anwendungsméglichkeit in
der Finanzmathematik wére etwa das Neyman-Pearson Lemma zu nennen. Ur-

spriinglich entwickelt, um Optimalitit eines Tests, das heifst Minimalitédt der
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Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art unter Einhaltung einer Nebenbedingung
an die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art, nachzuweisen, lasst sich die Technik
zur Losung von anderen Optimierungsproblemen nutzen. So findet das Neyman-
Pearson Lemma Anwendung in Schied [27], wo fiir den Spezialfall eines einfachen
Risikomafies das Risiko einer durch die Emission einer Option entstehenden Zah-
lungsverpflichtung unter Bedingungen an das Kapital des Emittenten minimiert
wird. Weitere Einsatzmoglichkeiten zeigen sich etwa in Follmer und Leukert [5]
beim sogenannten ,Quantil-Hedging“ und in Fo6llmer und Leukert [6] bei der
Risikominimierung beim Absichern von emittierten Optionen.

Ein Gegenstand der Forschung stellt die Untersuchung von Risiko mit Risiko-
mafen, die liber Likelihood-Quotienten definiert sind, dar. Solche Risikomafe
treten etwa in Schied [27] auf. Bei der Risikoanalyse mit Risikomafen von die-
ser Gestalt tritt die Theorie von sogenannten ,Maximin“-Tests in Erscheinung,
vergleiche etwa Cvitanic und Karatzas 2], oder unter Verwendung eines ande-
ren Ansatzes Rudloff und Karatzas |25]. In demselben Zusammenhang wird in
Schied [28] ein Nutzenmaximierungsproblem mit einem robusten Nutzenfunk-
tional, das {iber eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmafen definiert ist, auf das
Finden von ungiinstiges Wahrscheinlichkeitsmafen durch Anwendung eines Re-
sultats der Testtheorie von Huber und Strassen [9] zuriickgefiihrt.

Ein weiteres aus der Statistik entliehenes Hilfsmittel ist der Begriff der Benach-
bartheit, ein asymptotisches Analogon zu absoluter Stetigkeit. In einer Arbeit
von Kabanov und Kramkov [14] nimmt das Konzept von Benachbartheit fiir die
Charakterisierung von asymptotischer Arbitrage eine zentrale Rolle ein. Auch
Shiryaev [29] benutzt in seinem Buch {iber Finanzmathematik die Notation der
Benachbartheit. Dariiber hinaus tritt in diesemn Buch das bertihmte dritte Lem-
ma von Le Cam, welches auch in der vorliegenden Arbeit in spéteren Kapiteln
von Bedeutung sein wird, in Erscheinung.

Abschliefend erwéhnt sei eine Arbeit von Gushchin und Mordecki [8]. In ihrer
Publikation wenden die Autoren die Theorie von bindren Experimenten an, um
extremale Mafse zu bestimmen, die untere und obere Schranken fiir den Werte-

bereich von Optionspreisen in Semimartingal-Modellen liefern.

Als Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit dient folgende grundlegende Beob-

achtung. Fiir jedes Finanzmarkt-Modell mit positiven Preisprozessen, welches
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mindestens ein Martingalmafs besitzt, existiert eine Darstellung als gefiltertes
statistisches Experiment, welches dann Finanzexperiment genannt wird, wobei
sich die Preisprozesse als gefilterte Likelihood-Prozesse ergeben. Aufbauend auf
diesem Resultat werden in dieser Arbeit systematisch mégliche Anwendungen
der Likelihood-Theorie in der Finanzmathematik erforscht. Genauer gesagt wer-
den unter Verwendung dieses Darstellungssatzes Finanzmarkt-Modelle in die
Sprache der mathematischen Statistik ,libersetzt“ und darauthin wird unter-
sucht, inwieweit diese Modelle dann neue Interpretationen, Beweistechniken und

Ergebnisse fiir diverse Fragestellungen erlauben.

Konkret ist diese Arbeit in sechs Kapitel unterteilt.

Das erste Kapitel enthélt oben erwdhnten Darstellungssatz, der eine Verbindung
von Finanzmodellen zu statistischen Experimenten herstellt. Beispielhaft erldu-
tert wird eine mogliche Darstellung fiir den Fall eines Binomial- und Trinomial-
Modells, wobei im zugehorigen statistischen Experiment Zwei- beziehungsweise
Dreipunkt-Verteilungen auftreten, sowie im Fall von 1to-Prozess-Modellen, in
denen die zugehorigen Likelihood-Quotienten iiber den Satz von Girsanov gege-
ben sind. Als eine erste Anwendung wird eine Umschreibung von Erwartungs-
nutzen mit logarithmischer Nutzenfunktion als Differenz zweier Kullback-Leibler

Informationen vorgestellt.

Im zweiten Kapitel werden mittels des Darstellungssatzes aus Kapitel 1 Op-
tionspreise von verschiedenen Optionen neu beleuchtet. Es stellt sich heraus,
dass sich der Optionspreis in vielen Féllen iiber Giitefunktionen von Tests be-
schreiben ldsst. Im Fall eines européischen Calls und eines européischen Puts
ist der zugrunde liegende Test durch einen Neyman-Pearson Test gegeben. Fiir
die entsprechenden Optionspreise erhélt man Abwandlungen des zugehdrigen
minimalen Bayes-Risikos. Diese Beobachtung ermdglicht im N-Perioden-Modell
die Verwendung von Werkzeugen aus der Theorie der statistischen Experimente,
némlich die Fehlerfunktion und die Hellinger-Transformierte, um ein Resultat
von Irle [10], das eine Identifizierung von N-Perioden-Modellen als Binomial-

Modelle erlaubt, erneut zu beweisen.
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In Kapitel 3 wird auf das Konzept der Vollstédndigkeit sowohl fiir Finanzmérkte
als auch fiir statistische Experimente eingegangen. Es wird gezeigt, dass zwi-
schen den augenscheinlich verschiendenen Begriffen der Vollstdndigkeit in ge-
wisser Weise ein Zusammenhang hergestellt werden kann. Zu diesem Zweck
wird der Begriff der komplementidren Experimente, der im Wesentlichen eine
Faktorisierung von Likelihood-Quotienten iiber eine Teilinformation beschreibt,

entwickelt.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit der Robustheitsanalyse von Options-
preisen. Betrachtet werden dabei ein [t6-Prozess-Modell aus Kapitel 1 mit zu-
sitzlichen Annahmen, eine Option mit Gestalt dhnlich wie im zweiten Kapitel
sowie eine Storung in der Volatilitdt der Preisprozesse. Es zeigt sich, dass sich
fiir jeden Preisprozess eine ,Hauptrichtung®, auch genannt Gradient, das heifst
eine Storungsrichtung fiir den Preisprozess, auf die der Optionspreis besonders
empfindlich reagiert, bestimmen lasst. Fiir die einzelnen Gradienten ergeben
sich dabei jeweils Vielfache der zugehorigen Volatilitdten. Im verwendeten Ver-
fahren kommt das Konzept der Li-Differenzierbarkeit aus der mathematischen

Statistik zum Einsatz.

Im fiinften Kapitel wird die Konvergenz von Optionspreisen untersucht. Dazu
wird zuerst eine Standarddarstellung fiir Finanzexperimente, angelehnt an den
Begriff des Standardmafses aus der Theorie der bindren Experimente, einge-
fithrt. Mittels Kompaktheitsargumenten und dem 3. Lemma von Le Cam lasst
sich beweisen, dass Finanzexperimente unter geeigneten Voraussetzungen kon-
vergieren, wobei das Grenzexperiment in Standarddarstellung angegeben wer-
den kann. Hierbei liegt die Schwierigkeit hauptséchlich darin, zu argumentieren,
warum beim Grenziibergang keine Masse nach unendlich abwandern kann. Dies
lasst sich im Wesentlichen durch Verwendung der Markoff-Ungleichung und von
Straffheitsargumenten bewerkstelligen. Schlielich wird das erzielte Konvergenz-

resultat auch auf Optionspreise ausgeweitet.

In Kapitel 6 wird als Spezialfall des fiinften Kapitels ein Approximationsre-
sultat fiir It6-Prozess-Modelle angegeben. Hierbei erfolgt die Modellierung der

Preisprozesse in der Approximationsfolge iiber zeitdiskrete Prozesse, welche als
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Mitglieder einer Lo-differenzierbaren Kurve von Wahrscheinlichkeitsmafien iden-
tifiziert werden koénnen. Die Identifizierung wird fiir den Fall eines Binomial-
Modells exemplarisch ausgefiihrt. Es werden geeignete Voraussetzungen an die
Volatilitdts- und Zinsratenkoeffizienten spezifiziert, fiir die sich dann mit Hilfe
der bekannten LAN-Theorie (wobei LAN lokal asymptotische Normalitdt be-
zeichnet) Konvergenz gegen It6-Prozess-Modelle mit deterministischen Volatili-
tats- und Zinsratenfunktionen nachweisen lassen, wobei als Konvergenzart hier-
bei schwache Konvergenz aller endlich-dimensionalen Randverteilungen gemeint
ist. Kine Anwendung der LAN-Theorie bietet sich an, da das Grenzmodell in
diesem Fall durch Normalverteilungen beschrieben werden kann. Das vorgestell-
te Konvergenzresultat verallgemeinert die bekannte Approximation des klassi-
schen Finanzmarkt-Modells von Black, Scholes und Merton durch das Cox-Ross-
Rubinstein-Modell.

Abschlieffend mdochte ich Herrn Prof. Dr. A. Janssen fiir die vielen anregen-
den Gesprdche und die umfangreiche Betreuung bei der Erstellung dieser Arbeit
danken. Ein herzlicher Dank gebihrt auch Herrn Prof. Dr. M. Reif$ fir die

Ubernahme und Erstellung eines weiteren Gutachtens.



Kapitel 1

Darstellung von Preisprozessen

1.1 Darstellung von Preisprozessen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine Grundlage zur Verbindung von Finanzma-
thematik und Statistik zu schaffen. Dazu wird ein Resultat vorgestellt, dass die
Darstellung von Preisprozessen als Likelihood-Prozesse von gefilterteten stati-
stischen Experimenten erlaubt. Aufbauend auf diesem Ergebnis werden dann in
den folgenden Kapiteln im Zusammenhang mit finanzmathematischen Fragestel-
lungen Anwendungen der Theorie der statistischen Experimente und statistische
Interpretationen vorgestellt.

Unter einem gefilterten Experiment versteht man ein statistisches Experiment
E = (Q,F,{Py:0 € O}) zusammen mit einer Filtration (F¢)tcs, wobei I einen
Zeitparameter-Bereich angibt. Hierbei ist {FPy : § € O} eine durch einen Para-
meter 6 parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen und (2, F, Py)
sind Wahrscheinlichkeitsraume. Nachzulesen ist diese Definition zum Beispiel in
Shiryaev und Spokoiny [30].

In der Literatur wird bereits seit lingerer Zeit mit gefilterten Experimenten ge-
arbeitet. Frithere Resultate zu diesem Thema findet man beispielsweise in Jacod
[11] und Strasser [33] wihrend man mit Norberg [23] eine Arbeit jiingeren Da-
tums anfiithren kann.

Im Folgenden sei [0, 7] mit 7" < oo ein Zeitintervall und I C [0,7] mit {0,7'} C [
bezeichne die Menge der Zeitpunkte in diesem Zeitintervall, an denen gehan-
delt werden kann. Dies beinhaltet den diskreten und den stetigen Fall. Zu-

dem sei (2, F, P) ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration
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(Ft)ter und F = o(F; : t € I), wobei P das physische Maf darstellt. Auf
diesem gefilterten Wahrscheinlichkeitsraum seien d adaptierte, positive, diskon-
tierte Preisprozesse (X});cr, 1 < i < d gegeben mit der Annahme Fy = o(N),
wobei NV = {N : P(N) = 0 oder P(N) = 1}. Eine solche Modellierung von
Preisprozessen werde von nun an als Finanzmarkt-Modell bezeichnet.

In dem ersten Resultat, das diese Preisprozesse als statistisches Experiment
charakterisiert, spielt der Begrift des Martingalmafies eine wichtige Rolle. In der
Finanzmathematik ist oft die Frage nach der Existenz eines Martingalmafses
von Interesse. Im diskreten Fall bei endlichem Zeithorizont ist diese Existenz
genau dann gegeben, wenn eine Arbitragefreiheits-Bedingung erfiillt ist, verglei-
che Shiryaev [29] (S. 656). Im stetigen Fall wird diese Fragestellung in Delbaen
und Schachermayer [3] untersucht.

Das folgende Theorem wird sich als Dreh-und Angelpunkt der weiteren Unter-

suchungen erweisen.

Theorem 1.1
Gegeben sei ein Finanzmarkt-Modell wie oben. Es sei Q) ein zu P dquivalentes

Wahrscheinlichkeitsmaf$. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) Es existieren Wahrscheinlichkeitsmafle Q1, ..., Qq auf (0, F) mit

dQyr X}
-2t el 1.1
dQir, X; (1)

wobei Q; < Q fiir alle 1 <14 < d.

(2) Q ist ein Martingalmap, das heifit (X})icr ist ein Q-Martingal fiir alle
1< <d.

Beweis. Fiir die Implikation (1) = (2) betrachte @Q; wie in (1) angegeben.

|

Unter Verwendung der Identitét

dQ; 7, _ dQ;
dQir, 2| dQ
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folgt fiir alle 1 <i<dund s <t, s,t €l:

EQ[X{|F] = X{Eq |=%|Fs| = X{Eq t Fs
' ’ _XO ’ ‘ dQlft
[ Tao, A dQ;
it |5 |92 ft] fs] ek fs]
- dQ); Xt .
Xi dQ SRS (L
Q7 X5

Somit ist ) ein Martingalmaf.
Zeige als Néchstes (2) = (1). Fiir alle 1 <i < d gilt

X3\ _ X
£o(3) =% =

dQ;  X&
dQ X}

Somit werden durch

Wahrscheinlichkeitsmafe Q; < @ definiert. Es folgt

X} Xk, dQ; dQi|7,
— =F —\F| = E, Fi| = .
firallel <i<dundtel. |

Bemerkung 1.2

Im Fall I = [0,00) gestaltet sich der Beweis fiir Theorem 1.1 unterschied-
lich. Die Implikation (1) = (2) lisst sich auf den Fall I = [0,00) ohne An-
derung iibertragen. Fiir (2) = (1) kann der Beweis wie oben durchgefiihrt wer-
den, wenn etwa folgende zusitzliche Bedingung gefordert wird: fiir alle ¢ ist
(Xz)te[(),oo) ein erzeugtes Q-Martingal, welches durch ein X’ erzeugt ist, das
heiflt X} = Eg[X|Fi], t € [0,00). In diesem Fall folgt die Aussage analog zum
vorgestellten Beweis, wobei X’ die Rolle von X% iibernimmt.

Des Weiteren lédsst sich bemerken, dass fiir die Aussage von Theorem 1.1 die
Annahme der Positivitdt an die Preisprozesse, aufer fiir den Startwert, der zur
Normierung notwendig ist, auch durch eine Nicht-Negativitits-Bedigung ersetzt
werden konnte, womit dann auch Preisprozesse, welche auf einer Menge mit

positiver Wahrscheinlichkeit den Wert 0 annehmen, zugelassen wiren.
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Definition 1.3

Im Kontext von Theorem 1.1 wird

(Q, F,{Q1,...,Qa, Q, P})

zusammen mit der Filtration (Fy)ier als Finanzexperiment bezeichnet. Die Pro-

dQ;
zesse < Q lft) heiffen gefilterte Likelithood-Prozesse.
dQ\7, / ter

In einigen Anwendungen, wie zum Beispiel in diversen Berechnungsformeln fiir
Optionspreise, spielt das physische Maf P keine Rolle und in solchen Fillen

werde

(Quf7 {Q17 ceey Qd7 Q})

als Finanzexperiment bezeichnet.

Es ist zu beachten, dass die Darstellung der Preisprozesse mit Hilfe von Theorem
1.1 nur mdoglich ist, wenn ein Martingalmafs existiert. lm Folgenden sollen daher
nur Finanzmérkte betrachtet werden, in denen mindestens ein Martingalmaf
vorliegt. Im Allgemeinen ist das Martingalmaf jedoch nicht eindeutig, was zu
verschiedenen Finanzexperimenten fiihren kann. Unter starken Voraussetzungen
(siche Kapitel 2) sind diese Finanzexperimente aber dquivalent (siehe etwa Tor-

gersen [34] fiir die Definition von Aquivalenz von statistischen Experimenten).

Zur Nlustration werden in den folgenden Beispielen fiir das Cox-Ross-Rubinstein-
Modell, das Trinomial-Modell und fiir It6-Prozess-Modelle explizite Darstellun-

gen von Preisprozessen geméf (1) von Theorem 1.1 vorgestellt.

Beispiel 1.4 (N-Perioden-Modell)
Betrachte I = {0,1,..., N} als Menge von moglichen Handelszeitpunkten und

einen ein-dimensionalen Preisprozess.

e (Binomial-Modell / Cox-Ross-Rubinstein-Modell)
Im Binomial-Modell nimmt man an, dass der Preisprozess in jedem Zeit-
abschnitt nur zwei mogliche Bewegungen durchfithren kann: Eine Auf-
wartsbewegung und eine Abwiértsbewegung, die durch einen Faktor u be-
ziehungsweise d beschrieben wird, wobei v > d > 0. Ohne Beschrin-

kung der Allgemeinheit sei Q = {1,2}". Fiir w = (w1,...,wy) setze
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K (w) = 0 L,y @ = 1,2. Dann gilt & + kY" = n. Betrach-
te die Preisentwicklung eines festverzinslichen Wertpapiers S° und den

Preisprozess einer risikobehafteten Anlage S, die beschrieben seien durch

SO = 387‘”, nel,

(n) p(n)
Sl = sldiv k2 nel,

wobei 58 > 0,7 > 1und 3(1] > 0 Konstanten sind. Es bezeichne (F,),cs die

kanonische Filtration. Der diskontierte Preisprozess lasst sich nun schrei-

ben als . .
S Sy ~.(n) _p.(n)
Xn::—g:—gdkl a2, nel
Sn S

beziiglich (Fy,)ner, wobei d := g und 4 := %,

Damit Theorem 1.1 angewendet werden kann, bendtigt man die Existenz
eines Martingalmafes. Nach dem ersten Fundamental-Theorem der Preis-
theorie (vergleiche Shiryaev [29], S. 417/418) ist dafiir erforderlich, dass
auf dem Markt keine Arbitrage-Moglichkeit vorhanden ist. Ein einfaches
Widerspruchsargument zeigt, dass dies im Binomial-Modell erfiillt ist, falls

u > r > d beziehungsweise ¢ > 1 > d. Setzt man in diesem Fall 7 :=
u—1 1-d

——, Ty = ——=, K] 1= ridund ko 1= T, 80 gilt T +10 =1, k1 +ky =1
u—d u—d
sowie :—11 = d und % = 4. Somit sind @ := (71161 +TQEQ)N und Q1 =
(k181 + I{2€2)N zu P #dquivalente Produkt-Wahrscheinlichkeitsmafe, die
(n) (n)
WQuz, _ <m)’“ <@)’“2 _ s — X
dQ\r, 71 T Xo

erfiillen. Dies liefert die explizite Darstellung aus Theorem 1.1; insbeson-
dere ist @ ein Martingalmafs. Auf die Bedingung der Arbitrage-Freiheit
kann bei dieser Konstruktion nicht verzichtet werden, da ansonsten 7, > 0

beziehungsweise 7o > 0 nicht mehr gewéhrleistet ist.

e (Trinomial-Modell)
Im Trinomial-Modell wird angenommen, dass der Preis drei Moglichkeiten
besitzt, um sich zu entwickeln. Zusétzlich zu der Aufwérts- und Abwérts-
bewegung vom Binomial-Modell existiere nun noch eine Mittelbewegung
dazwischen, die durch einen Faktor m gegeben sei, wobei u > m > d > 0.
Dies fiihrt im Unterschied zum Binomial-Modell dazu, dass mehrere Mar-

tingalmafse existieren konnen, wenn die Bedingung der Arbitrage-Freiheit
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erfiillt ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Q = {1,2,3}". Fiir
w = (w1, ...,wn) werden analog zum Binomial-Modell die Anzahl der Be-
wegungen gezahlt durch Setzen von k:gn) (w) == Z?Zl L=y, 0 =1,2,3,
wobei k:gn) + kgn) + kén) = n. Die Preisentwicklungen seien beschrieben
durch

SO = sy nel,

(n) (n) .(n)
Sto= sidimM Wk el

Somit ergibt sich fiir den diskontierten Preisprozess

Sl s om0
Xp =5 = —gdkl k2 aks T pel,
Sn s

wobel m = %

Es gelte u > r > d beziehungsweise u > 1 > d, was auch im Trinomial-
Modell sichert, dass keine Arbitrage-Moglichkeit existiert. Zur Konstruk-

tion von Mafen aus Theorem 1.1 unterscheide drei Falle:

(1.) m = 1: in diesem Fall vereinfacht sich die Darstellung des diskontier-
ten Preisprozesses zu

1 1
S, s FERMY
?

Xp

= == nel
S0 58 ’

folglich liegt im Wesentlichen ein Binomial-Modell vor. Fiir jede Wahl
von ¢ € (0,1) erfiillen Q := ((1 — ¢)m1e1 + gea + (1 — ¢)m2es)” und
Q1 = ((1—q)k1e1 + gea + (1 — q)racs)™
Binomial-Modell, die Gleichung

, mit T1,7T2, K1, K2 wie im

dQvz, o ok X

dQyr, Xo’

insbesondere ist @ fiir alle ¢ € (0, 1) ein Martingalmaf, das heift es

existieren unendlich viele Martingalmafse.

(2.) @ > m > 1: In diesem Fall lassen sich die Aufwérts- und die Mittel-
bewegung durch Konvexkombination zu einer neuen Aufwirtsbewe-
gung verschmelzen und das Trinomial-Modell 14sst sich &hnlich wie
das Binomial-Modell behandeln. Wihle k € (0, 1) beliebig und setzle

u* —

a* = km + (1 — k). Wie im Binomial-Fall gelten fiir o := — yi
u* —
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(3.)

und § = — > die Gleichungen o + 8 = 1 und da + @*8 = 1.
u —
Mit einer analogen Rechnung erhdlt man, dass b := (3 lf _ If und
U —1m
u* —m

¢ := f——— die Beziehungen b + ¢ =  und mb + tc = u*f erfiil-
m

len. Wéhlt man nun 71 := «a, 7 := b, 73 := ¢, K1 = da, kg 1= mb,

K3 := 1c, so ergibt sich m + w4+ 7173 = a+b+c=a+ 8 =1,

K1 + Ko + k3 = da + mb + Gc = da + @8 = 1sowie’:—11 = d,

2 = m und ’:—; = @. Somit gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsmafe
Q = (7'161 + Toe9g —|-7'3€3)N und Ql = (/ﬂ&‘l + Kogo +I€3€3)N die
Darstellung

dQur, _ e =k s _ X

dQ|7, Xo
Da diese Konstruktion fiir jedes k € (0,1) durchgefiihrt werden kann,
kann man mit Hilfe von Theorem 1.1 auch in diesem Fall die Existenz

unendlich vieler Martingalmafse folgern.

1 > 1 > d: Die Konstruktion verlduft analog zum 2. Fall, indem m

und d zu einer neuen Abwirtsbewegung verschmolzen werden.

Beispiel 1.5 (Ito-Prozess-Modelle)
Sei I := [0, T]. Zur Modellierung der Volatilitdt betrachte einen Matrix-wertigen

Prozess o = (04j)i j=1,....d, der progressiv mefbar und gleichméfig positiv defi-
nit ist (vergleiche Korn und Korn [17], S. 57 fiir die Definition) und fiir den
szzl fOT 0;5(u)?du gleichmifig beschrinkt in w ist. Sei

g; i— (Uila ceey Uz’d)/

der zum Index ¢ gehorige d-dimensionale Spalten-Vektor. Seien ferner p > 0 und

p=(p, ..

., ltg)" progressiv mekbare und gleichméfig beschriankte Prozesse, die

die Zins- beziehungsweise die Driftrate angeben.

Das festverzinsliche Wertpapier werde modelliert durch

VY = exp </Ot,0(s)ds> , t€0,T]

und die diskontierten Preisprozesse werden beschrieben durch die It6-Prozesse

xi = 1= e ([ otsrawe+ [ (o - oo - 295 o)
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fiir t € [0,T], wobei W eine d-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich dem
physischen Maf P ist.
Sei 1 = (1,...,1) € R? und setze 0(s) := o(s) "' [p(s)1 — u(s)]. Setzt man

% = exp </OT 0(s)'dW (s) — ;/OT ||9(s)||2ds> :

so erhdlt man nach dem Satz von Girsanov (siehe Karatzas und Shreve [15],
S.191 Theorem 5.1) ein Wahrscheinlichkeitsmaf @@ < P, so dass der Prozess

eine d-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich @ ist.
Durch Setzen von
dQi /T v ey b /T 2
= (8)dW(s) — = ; d
i =ow ([ atrants) - 5 [ oo P
und erneuter Anwendung des Satzes von Girsanov werden Wahrscheinlichkeits-

make @; < @Q definiert mit der Eigenschaft, dass fiir alle 1 <i <d

W(t) — /Ot oi(s)ds

eine d-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich Q); ist.
Wegen der Beziehung o;(s)'0(s) = o;(s)'o(s)"Lp(s)1 — u(s)] = p(s) — ui(s)
folgt

= oo ([ ara(weo - [Towan) 3 [ o)

= e ([ atsraws) + [ (o) ot - ) 4s) = ))Z

und somit

dQi 7, [sz‘ ]
- E T

Q7 laQ !

~ exp </Ot os(s)/ AWV (s) + /Ot (Mz(s) —p(s) - ”0(28)‘2) ds) _ )‘2

Dies ist gerade die Darstellung aus Theorem 1.1; insbesondere zeigt diese Rech-
nung dann, dass () ein Martingalmafs ist.

Dieses bekannte Resultat erhélt man auch ohne Verwendung von Theorem 1.1.
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Erneutes Anwenden der Beziehung o;(s)'0(s) = o;(s) o (s) Hp(s)1l — u(s)] =
p(s) — pi(s) liefert

xi = Xjewp ([ ontsya ) - 3 [ o ).

Da (W (t)):e(o,) eine Brownsche Bewegung beziiglich @ ist, folgt mit Ito-Formel,
dass (Xti)te[O,T] ein stetiges lokales Martingal beziiglich @ bildet. Durch Verifi-
zieren der Novikov-Bedingung (siehe Karatzas und Shreve [15], S. 199, Korollar
3.5.13), unter Verwendung der gleichméfigen Beschrénktheit von o;, zeigt man

dann leicht, dass sogar ein (Q-Martingal vorliegt.

1.2 Anwendung: Nutzenfunktion und Kullback-Leibler-

Information

Als eine erste Anwendung der Darstellung von Preisprozessen als statistische
Experimente lassen sich Erwartungsnutzen mit logarithmischen Nutzenfunktio-
nen mit Hilfe von Kullback-Leibler-Informationen umschreiben.

In der mathematischen Statistik findet die Kullback-Leibler-Information Ver-
wendung als statistisches Abstandsmaf; ist die Kullback-Leibler-Information
K(Q, P) fir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P und @ klein, so lasst sich schwer
zwischen P und @ unterscheiden. Fiir Wahrscheinlichkeitsmafe P und @ mit
Q) < P ist die Kullback-Leibler-Information K(Q, P) von @ beziiglich P gege-
ben durch

K(Q,P):=Eq <10g 353) € [0, o¢],

vergleiche etwa Witting und Miiller-Funk [37], S. 37. Die Kullback-Leibler-
Information bildet einen Spezialfall des allgemeineren Konzepts der f-Divergenz
(siehe Liese und Vadja |21], S. 10 fiir die Definition).

Fiir die i-te risikobehaftete Anlage ist N;(t), der erwartete Nutzen mit logarith-

mischer Nutzenfunktion zum Zeitpunkt ¢, gegeben durch

Ni(t) :== Ep (log IZ> ;

sofern dieser Erwartungswert existiert.
Verwendung von Theorem 1.1 und der Definition der Kullback-Leibler-Information

fiihrt in diesem Fall zur folgenden Darstellung

Nz(t) = K(‘P|.7:ta Q|]:t) - K(H}}a Qi|ft)' (12)
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Diese Umschreibung des erwarteten Nutzen hat den Vorteil, dass ein Resul-
tat aus der Theorie der Kullback-Leibler-Information verwendet werden kann,
um ein Ergebnis in der Erwartungsnutzentheorie zu erzielen. Anwendung ei-
nes Approximations-Theorems fiir Kullback-Leibler-Informationen (vergleiche
Liese und Vadja [21], Theorem 1.30, S. 20, dort formuliert in Form von f-
Divergenz) liefert dann, unter geeigneten Voraussetzungen an die Filtration,
lim¢_,7 N;(t) = N;(T). Die Identitiat (1.2) kann auch zu einer alternativen Be-
stimmung von Erwartungsnutzen im Cox-Ross-Rubinstein-Modell und in Ito-
Prozess-Modellen eingesetzt werden. Die in Zhu [39] detailiert dargestellten
zugehorigen Rechnungen zur Umschreibung des Erwartungsnutzens, zur An-
wendung des Approximations-Theorems und zur alternativen Bestimmung von

Erwartungsnutzen sind elementar und werden hier nicht aufgefiihrt.



Kapitel 2

Optionspreise als

Gutefunktionen von Tests

2.1 Optionspreise als Giitefunktionen von Tests

Als eine Anwendung der Darstellung der Finanzmodelle als statistische Expe-
rimente lassen sich Optionspreise von vielen Optionen mit Hilfe von Giitefunk-
tionen von Tests uminterpretieren.

Sei in diesem Kapitel I := [0, 7] und betrachte als festverzinsliches Wertpapier

V) = exp (/Ot,o(u)du) , telo,T],

wobei p : [0,T] — [0,00) eine deterministische Zinsrate ist. Im Folgenden wer-
den nur Optionen H behandelt, bei denen die Auszahlung am Endzeitpunkt
T der Handelsperiode stattfindet. Es ist zu beachten, dass dies nicht notwen-
digerweise heift, dass der Auszahlungswert der Option nur vom Endwert der
risikobehafteten Anlage abhingen darf.

Ublicherweise ist der zu einem Martingalmaf§ ) zugehorige Optionspreis po(H)
einer Option mit Auszahlung H gegeben durch

po(H) = Eq((Vp)~™'H), (2.1)

siehe etwa Karatzas and Shreve [15] (S. 378). Im Folgenden bezeichne (Vti)te[O,T}
die (undiskontierte) Preisentwicklung der i-ten risikobehafteten Anlage, wobei
v} den Startpreis der i-ten Anlage angibt. Zur Verkiirzung der Notation setze
aukerdem Y}’ := exp (— fg p(u)du) ‘1%

16
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Zur einfachen Berechnung des Optionspreises wird folgende Bedingung an die
Gestalt der Auszahlung gestellt:
(A) Es sei angenommen, dass H, der Auszahlungswert der Option zum End-

zeitpunkt 7', die Form

m d
H= Z Z [aij Vi — Kij) i ((Yti)te[o,T]) (2.2)

j=1i=1

mit Funktionen ¢;; : RIT! — [0,1], fiir welche ¢, ((Y{)iepo,r]) messbare Aus-
driicke bilden, und reellwertigen Koeffizienten a;;, K;; fir 1 <i <d,1 < j <m,
besitzt.

Die Funktionen ¢;; konnen hierbei als (méglicherweise randomisierte) Tests an-
gesehen werden. Beispiele fiir Optionen, die Bedingung (A) erfiillen, sind etwa
europdischer Call, européischer Put, Straddle, Strangle und Bull-Spread Optio-
nen (siehe Korn und Korn [17], S. 148/149 fiir Auszahlungsprofile), die jeweils
nur vom Endwert der zugrunde liegendenden Anlage abhéngen, oder etwa Down-
and-out-Call, Down-and-out-Put und andere Barriere-Optionen, bei denen die

gesamte Entwicklung der Anlage fiir die Auszahlung relevant ist.

Theorem 2.1
Unter der Annahme (A) und fiir ein festes Martingalmaf @Q ist der Optionspreis

m d

(2.1) von H gegeben durch
po(H)=> ">

, dQy 7,
aiivoEg, | ¢ij ( > ))
j=1 i=1 e ( ’ < Q7 / seform
B _ T B sz]]-})
exp ( /0 P(u)du) szEQ <¢zg (( dQ|].‘t 0T]>> ] .

Bemerkung 2.2

e Interpretiert man die Funktionen ¢;; als Tests, so kann man die Erwar-
tungswerte in obiger Optionspreis-Formel als Giitefunktionen von Tests
ansehen. Die Bedeutung dieser Neuinterpretation wird spater noch mehr-
fach deutlich.

e In unvollstindigen Mérkten ist das Martingalmaf () im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt, daher kénnen sich fiir verschiedene Wahlen von @

unterschiedliche Optionspreise ergeben.
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Beweis von Theorem 2.1: Zunéchst lasst sich feststellen, dass der Endwert V:ﬁ
der i-ten risikobehafteten Anlage umschreiben lésst. Mit Hilfe von Theorem 1.1

erhalt man

i in\fT
’ dQ\}—T '

Dies zusammen mit der Berechnungsformel (2.1) fiir Optionspreise ergibt

T
p(H) = Eq <exp ( / p(u)du)> H)
0
m d ,dQ“]_— < in‘]: >>
Z_E ? T d)z < t)
jliz; e (UO dQ\Fr ! dQy 7, te[0,T]
o).,
— e&X - d K;;E i
e p( /0 p(u) u) iHQ <¢J <<dQ|;t v l0.T]

= ; dQj ))
= Vo EQ | ¢ij ( t)
Z — Q500 L2Q ( J ( dQI}-t te[0,T]

=11

— exp (— /OT P(U)d“> KijEqQ <¢ij <<Zg’iit>te[0,T}>> ] 7

womit die Behauptung gezeigt ist. [ |

T
Vi = VAXE = exp (/ p(u)du) v
0

1

Bemerkung 2.3

Obiger Beweis zeigt, dass Theorem 2.1 auch fiir eine gréfere Klasse von Aus-
zahlungsfunktionen bewiesen werden kann. Als Verallgemeinerung wére etwa
denkbar, bei den Funktionen ¢;; auch eine Abhéngigkeit von mehreren Preispro-
zessen zuzulassen, um zum Beispiel die Option H = (V# — V! — K)T behandeln
zu konnen. In Kapitel 4 wird allerdings die spezielle Form von Annahme (4)

benotigt, weshalb Theorem 2.1 in obiger Form formuliert ist.

Beispiel 2.4 (Européischer Call)
Als erstes Beispiel ldsst sich Theorem 2.1 auf den Optionspreis eines européi-
schen Calls anwenden. Ein europaischer Call zum Ausiibungspreis K ist gegeben

durch die Auszahlung
He= (V¢ = K)" = (V7 = K)lyas gy

Zu einem gegebenen Martingalmafs @) ergibt sich der Preis des européischen
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Calls zu

d r d
po(He) = vy Eq, (¢c ( d% )) — exp (—/0 p(U)dU) KEq <¢c ( d%))
wobei ¢¢ <CilQQl> =1 {dQl S K (o)~ exp(— T p(u)du )} gerade ein Neyman-Pearson-

Test zum Testen der Hypothese {Q} gegen die Alternative {Q1} ist. Setzt
man s := exp( fo ), so ist ¢¢ ein Bayes-Test zur Vorbewertung
(s/(1+s), 1/(1 + s)) fir {Q} gegen {Q1} (siehe Witting [36], S. 228, Satz 2.48
(b)). Hierbei gilt

T
s Kexp <_ Jo p(u)du) I v}

1+s vg + K exp (f fOT p(u)du) Tl vh + K exp <f f(;f p(u)du> '

Wegen
— po(He) = exp (— /OT P(U)du> KEqQ <¢C (iz%))

o (150, (e (95)))

—pg(He)
vg + K exp (— fOT p(u)du)

) e Y))

das zugehorige minimale Bayes-Risiko ist (siehe Witting [36], S. 228, Satz 2.48
()

Testet man umgekehrt {Q;} gegen {Q} so ist durch ¢ := 1 — ¢¢ ein Neyman-

folgt somit, dass

Pearson-Test gegeben. Fiir s := 22 exp ( fo du) ist ¢ also ein Bayes-Test
zur Vorbewertung (s/(1+s),1/(1+ s)) zum Testen der Hypothese {Q1} gegen
die Alternative {@Q}. Analog zur obigen Rechnung ergibt sich, dass

T
~ po(He) = v Eay () + exp (— / p(u)du) K(1 - Eg(4))

exp (fOT p(u)du)

K + v} exp (fOT p(u)du)

bis auf den Faktor das zugehdérige minimale Bayes-

Risiko von 1) ist.
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2.2 Anwendung: Eine Charakterisierung von Binomial-
Modellen

Beispiel 2.4 zeigt, dass eine Verbindung zwischen minimalem Bayes-Risiko und
dem Optionspreis eines geeigneten européischen Calls besteht. In der Definition
der Fehlerfunktion (vergleiche Strasser [32], S. 68) findet das minimale Bayes-
Risiko ebenfalls Verwendung. Da die Fehlerfunktion die Aquivalenzklasse eines
statistischen Experiments eindeutig charakterisiert (siehe etwa Strasser [32], S.
76), lésst sich zeigen, dass aus der Eindeutigkeit des Optionspreises des européi-
schen Calls fiir alle moglichen Ausiibungspreise bereits bis auf Aquivalenz die
Eindeutigkeit des statistischen Experiments folgt. Der Beweis dazu verwendet
lediglich einfache Umformungen und ist in Zahler [38] eingehend présentiert.
Im Falle eines N-Perioden-Modells (vergleiche Beispiel 1.4) gilt sogar noch
weitaus mehr. Unter einer Zusatzannahme (siehe Irle [10] (A1), S. 2) folgt aus
der Eindeutigkeit der Optionspreise von européischen Calls bereits die Eindeu-
tigkeit des Martingalmafes, was im N-Perioden-Modell dquivalent dazu ist, dass
ein Binomial-Modell vorliegt. Der Beweis zu dieser Aussage ist in Irle [10] aus-
fiithrlich dargestellt. Mit Hilfe der Darstellung des Preisprozesses als statistisches
Experiment aus Theorem 1.1 kann man diesen Beweis neu fithren. Die Vorausset-
zung der Eindeutigkeit der Optionspreise von européischen Calls fithrt wie oben
erwihnt zur Eindeutigkeit der Aquivalenzklasse und ersetzt ein maftheoretisches
Argument aus Irle [10]. Durch Verwendung der Hellinger-Transformierten (siehe
etwa Strasser [32], Kapitel 53 fiir die Definition) kann man auf die Eindeutigkeit
des Martingalmafses schlieffen, was in diesem Fall die Argumentation {iber kom-
plexe Analysis und Fourrier-Transformierte in Irle [10] ersetzt. Die Tatsache,
dass die Hellinger-Transformierte bei Produktexperimenten durch ein Produkt
von Hellinger-Transformierten gegeben ist, ldsst sich hierbei dazu verwenden,
den mehr-dimensionalen Fall auf den ein-dimensionalen Fall zuriickzufiihren.
Eine detailierte Darstellung dieser Argumentation wird hier nicht aufgefiihrt,
befindet sich aber in Zahler [38|.

Diese Anwendung von Theorem 1.1 zeigt hier schon, dass die Neuinterpretati-
on eines Finanzmarktes als statistisches Experiment die Moglichkeit fiir neue

Beweistechniken bieten kann.



Kapitel 3

Vollstandigkeit: Finanzmarkte

und statistische Experimente

3.1 Komplementire Experimente

Der Begriff der Vollstdndigkeit ist sowohl im Zusammenhang mit Finanzmérk-
ten als auch im Zusammenhang mit statistischen Experimenten von Bedeutung.
In diesem Kapitel wird gezeigt, dass zwischen den zunéchst sehr unterschiedlich
erscheinenden Versionen der Vollsténdigkeit auf gewisse Weise eine Verbindung

besteht.

Zu Beginn des Kapitels wird ein niitzliches Konzept fiir statistische Experimente
vorgestellt: eine Faktorisierung der Likelihood-Quotienten iiber eine Teilinfor-
mation, die gegeben ist durch eine Teil-o-Algebra H C F.

Betrachte im Folgenden ein dominiertes Experiment F = (Q, F,{Py : § € ©})
und eine o-Algebra H C F. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kann die
Existenz eines §y € © angenommen werden, fiir das Py < P, fiir alle 6 € ©
erfiillt ist, da man ansonsten ein entsprechended gewéhltes Py, mit dieser Ei-
genschaft zum Experiment hinzufiigen kann (siehe Lehmann und Romano [20],
S.698 oder Torgersen |34], S.6). Setze

E|7‘l = (Q,H, {Pglq_[ : 0 S @})

und bezeichne Ejy als das eingeschréinkte Experiment. Mit dieser Bezeichnung

l&sst sich nun das Faktorisierungsresultat formulieren.

21
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Lemma 3.1

Das Ezperiment E faktorisiert iber Ejy und ein Ezperiment E', im Folgen-
den bezeichnet als das zu Ejy beziglich E komplementire Exzperiment, diber
Likelihood-Quotienten, das heifit es existiert ein Experiment E' := (Q,F,{Pj :
0 € ©}) mit Péo = Py,, so dass die Dichten von E faktorisieren iber die Dichten
von Ejy und E', das heift

APy _ dPyy  dP
APy, APy Py,

(3.1)

Beweis. Zur Konstruktion des Experiments E’ wird gezeigt, dass die linke Seite

von (3.1) durch jfl,:g"’;
0

dividiert werden kann. Dazu definiere fiir festes 8 € ©

die Menge Ay durch Ay := {Ep90 [% 7—[} = O} . Mit dieser Bezeichnung folgt
0
Ap € H und
dP9 dp, 0
Py(Ay) = —14,dPy, = | E ——14,|H| dF,
9( 0) /g; dPOO Ag 0o /S; PGO dP90 Ag 6o
dPy
= 14,F — dPy, = 0.
/Q Aoty | g, H | dFy,
Somit gilt %1 4, = 0 Py,-fast sicher. Mit der Konvention 0- oo = 0 ergibt sich
0
dPy dPy : dPy dPy
= — : b = —— — .
by, ~ P | qp,, |t Jo wobel o= g [ B | g, | P

Folglich ist Ep, [fo|H] = 1 und damit auch Ep, (fg) = 1. Durch Setzen von
. fo wird also ein Wahrscheinlichkeitsmafi Py auf (€2, F) definiert mit

dPy,
. ..., dP, .. .
PGI() = PFy,. Verwendet man die Identitat dP:O'rL = Epe0 [jp% 7—[} fithrt dies

gerade zu Gleichung (3.1).
|

Bemerkung 3.2

. . R S . . dP,
Die Faktorisierung (3.1) impliziert bereits die Unkorreliertheit von dP:‘?; und
0
dp,

aPy, beziiglich Pp,, denn es gilt

Coup dPop  dPy '\ _ o APy dPy\ o dPpjy By dP)
% dPGOlH’dPQO % dP90|'H dPgO % dP90|'H % dPgo

=1-1-1=0.
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Uber Unabhiingigkeit kann im Allgemeinen allerdings keine Aussage getroffen

werden. Falls jedoch Unabhéngigkeit von dp‘gllﬂ

so zieht dies Aquivalenz der Experimente {Py, Py,} und {Pojy @ Py, Pyyjyy ®

vorliegt,

Py,} im Sinne von Le Cam nach sich, das heifit, dass die Verteilungen der
Likelihood-Quotienten iibereinstimmen. Betrachtet man nédmlich die Verteilung

des Likelihood-Quotienten im ersten Experiment so folgt mit der Faktorisierung

)

B Poin dP,
=L (1 85 Pooir )P(;O) * L <log Py, ) .

Nutzt man die Tatsache, dass sich die Dichte bei Produktexperimenten als Pro-

(3.1) und der Voraussetzung der Unabhéngigkeit

dPy dPyy dP,
lo P, = 1 1
£< gdP@o 90) £<Og dP@gI?—L o dP90

dukt von Dichten darstellen ldsst und verwendet noch, dass bei H-messbaren
Zufallsvariablen die Verteilung unter Py 3, und Py, identisch sind, so findet man

fiir die Verteilung des Likelihood-Quotienten im zweiten Experiment

£ (g 2022
d(P90\H ® Peo)

/

[

APy dP,
=L <1 og dP ‘P90H> * L <log P
o

dPpj3 dP)
~£(lo |Pay )+ £ ( log 52
(v Gy le) 2 (s i,
Insgesamt folgt somit

dP,
L (log y P:
0

Poy i @ Pao>

)
)

Poojn ® P90>

Pl =rC|1lo APy ® 1)
% & d( Py @ Poy)

und infolgedessen die Aquivalenz der zwei Experimente.

Im Folgenden bezeichne P die Menge aller zu P dquivalenten Martingalmafe.
Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ € I und festes € P betrachte das Finanzex-
periment F = {Q1, ..., Qq4, @} geméf Theorem 1.1 und die o-Algebra F;. Nach

Lemma 3.1 besitzt das eingeschrédnkte Experiment

E|]:t = (0, F, {le, -~-7Qd\}'taQ|]-'t})
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beziiglich ¥ das komplementére Experiment

Ep ={Q1(t), -, Qu(t), Q(1)}

mit Q(t) = Q. Fiir die Dichten im neuen Experiment F; gilt mit (3.1) und (1.1),

dass 40,
Qe _ @ Xk

Wegen @) € P folgt daraus

d@;(t)
dQ

fiir s > t. Dies gibt dem Experiment E; eine konkrete Bedeutung. Betrachtet

E t)

1 X
S —EplX s
f] ; PalXHF] = 3

man den Zeitpunkt ¢ als den neuen Startpunkt der Beobachtungsperiode so
beschreibt das Experiment Ej gerade den auf den Zeitpunkt ¢ normalisierten
zukiinftigen Preisverlauf ab dem Zeitpunkt ¢, gegeben durch
[T BSH%.
t
Im Fall, dass die Preisentwicklungen durch It6-Prozesse aus Beispiel 1.5 gegeben
sind, haben die Dichten im komplementiren Experiment eine besonders einfache

Struktur. Dies wird im kommenden Beispiel vorgestellt.

Beispiel 3.3 (Ito-Prozess-Modelle, Fortsetzung)
Betrachtet werde eine Modellierung der Preisprozesse wie in Beispiel 1.5. Sei
nun t € [0,7] ein fester Zeitpunkt. Fiir die Dichten in dem beziiglich dem

eingeschrinkten Experiment E,z, komplementéren Experiment Ej gilt

dQi(t) _ dQs / dQi|7,
d@Q dQ 7,

= exp (/OT oi(s) dW (s) + /OT <Mi(5) —p(s) — W) ds
- ( /0 () AW (s) + /0 t (ui(s) —p(s) — ””(23)”2> ds>>
exp ( /t " (s AW (s) + /t ! (ui(s) ~p(s) — ”"(25)”2> ds> .

Dieses Ergebnis deckt sich mit der Interpretation von ¢ als neuem Startpunkt

der Beobachtungsperiode.
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3.2 Zusammenhang der Vollstandigkeitskonzepte

Im kommenden Abschnitt wird die Idee der komplementéiren Experimente ge-
nutzt, um den eingangs erwiahnten Zusammenhang zwischen den zwei Versionen
der Vollstindigkeit herzustellen. Zun&chst wird fiir weitere Untersuchungen fol-

gendes Hilfslemma benotigt.

Lemma 3.4
Seien Py, Py WahrscheinlichkeitsmafSe auf (Q, F) mit Py < P;.
Sei ferner f € Li(Py) und H C F eine Teil-o-Algebra. Dann gilt

dP,

dPy
Tap,

& dPy

Ep, = Ep, [f|H]EP1 H.

Der Beweis zu diesem Hilfslemma ist elementar und wird hier nicht aufgefiihrt.
Das néchste Theorem liefert ein Kriterium fiir Martingalmafe mittels komple-

mentérer Experimente.

Theorem 3.5
Sei @ € P und Q* ein weiteres zu Q) dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl mit

g:= %. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Firallel <i<dundtel gil:
Eq lalFi] = Eqlg| 7]

(2) Das Wahrscheinlichkeitsmafl Q* ist ein Martingalmaf$, das heiffit Q* € P.

Beweis. Sei 1 <i<dundt & I. Wegen (3.1) und @ € P erhélt man

7

T

%
Xt

Eq d%t) Fi| = Eq

ft] =

Kombiniert man diese Gleichung mit Lemma 3.4 (unter Verwendung von f := g,
Py := Q(t) und P := Q), so fiihrt die Aussage (3.1) zu

d

1 .
= — X/L .
]'—t] Xi [9X7|Fi]

dQ;(t)
dQ

EqwlelFl = Eq|yg

-
ng
t
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Folglich gilt (1) genau dann, wenn
EqlgXi|F] = Xi Eqlg|Fi).

Erneute Anwendung von Lemma 3.4 (mit f := X4, Py := Q* und P, = Q)
liefert
EqlgX | F) = Eq-[X1|FiEqlglFi].

Somit ist (1) dquivalent zu Eg«[X%|Fi|Eqlg|F] = X] Eglg|F:] beziehungsweise
Eqo+[X4H|F) = X} fir alle 1 <i<dund ¢ € I, und damit zu Aussage (2). H

Theorem 3.5 besagt, dass in einem Finanzmarkt mehr als ein Martingalmaf
auftritt, wenn mehr als ein g existiert, das die Bedingung (1) erfiillt. Dies ist in
gewisser Weise eine Reichhaltigkeitsbedingung an das Experiment Ej, denn fiir
eine Funktion g wiére (1) leichter erfiillbar, wenn man das Experiment F} ver-
kleinern wiirde. Die Forderung, dass ein Experiment hinreichend reichhaltig ist,
tritt in der mathematischen Statistik hdufiger auf und fiihrt in natiirlicher Weise

zum Begriff der Vollstandigkeit von Klassen von statistischen Experimenten.

Definition 3.6 (Vollsténdigkeit von Klassen von statistischen Experimenten)
Sei {Py : 0 € ©} ein dominiertes Experiment. Es existiere ein 6y € © mit
Py < Py, fir alle § € ©. Sei G C (yeo L1(Fy) eine Klasse von mefbaren
Funktionen.

Dann heifit G vollstandig beziiglich {Py : 0 € O} falls fir jedes g € G, fiir welches
Ep,(9) = Ep,,(9) fir alle § € © erfillt ist, folgt, dass g Py,-fast sicher konstant

18t.

Wie schon vorher erwéhnt ist die Voraussetzung nach der Existenz von 6y nicht
sehr restriktiv.

Es lasst sich nun das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren.

Theorem 3.7
Sei Q@ € P und sei G die Teilmenge von ﬂle Li1(Q;) N L1(Q), die alle strikt

positiven Funktionen enthdlt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Es existiert ein eindeutig bestimmtes Martingalmaf, das heifit P = {Q}.

(2) Falls g € G und falls

Eq,w 9| Ft] = Eqlg|Fi] (3.2)
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fir alle 1 <i < dundt el gilt, dann ist g schon Q-fast sicher konstant.

Beweis. Fiir den Beweis der Inklusion (1) = (2) sei g € G, so dass die Be-
dingung (3.2) erfiillt ist. Setze g* := % und Q*(A) == [, g* dQ fiir alle
A € F. Dann definiert Q* ein zu @ dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf. Aus
(3.2) erhdlt man
Eq lg*|F] = Eqlg™|F]

fiiralle 1 <i <dundt € I. Aus Theorem 3.5 folgt nun, dass Q* ein Martingal-
maf ist, das heift Q* € P. Wegen (1) gilt dann Q* = Q. Dies impliziert g* = 1
Q-fast sicher und deshalb ist g auch Q-fast sicher konstant.

Zum Nachweis von (2) = (1) sei Q* € P. Setzt man g := % so zeigt Theorem
3.5, dass (3.2) fiir alle 1 < ¢ < d und t € I erfiillt ist. Wegen (2) muss g also
Q-fast sicher konstant sein. Da aber Eg(g) = 1 gilt, folgt daraus schon g =1
(Q-fast sicher und somit Q* = Q. |

Betrachtet man den Fall, dass die Menge I C [0,7] von mdoglichen Handelszeit-
punkten eine endliche Menge ist, so ist die Bedingung |P| = 1, die in (1) von
Theorem 3.7 gefordert ist, notwendig und hinreichend fiir die Vollstdndigkeit
des Finanzmarktes (vergleiche Shiryaev [29], S.481). Mit Vollstandigkeit des Fi-
nanzmarktes ist gemeint, dass die Auszahlung von jeder Option repliziert werden
kann. Dieses Resultat ist auch als zweites Fundamentaltheorem der Preistheorie
bekannt.

Bedingung (2) aus Theorem 3.7 vereinfacht sich in dem Fall, dass nur zwei Han-
delszeitpunkte vorhanden sind, das heifst wenn nur im Startzeitpunkt ¢ = 0 und
im Endzeitpunkt ¢ = T gehandelt werden darf. Fiir den Zeitpunkt ¢ = T gilt
wegen (3.1) die Gleichheit Q,(T) = @, so dass (3.2) keine Bedingung liefert.
Aufgrund der Annahme Fy = o(N) gilt Q}(0) = @i, so dass sich im Han-
delszeitpunkt ¢ = 0 Bedingung (3.2) zu Eg,(9) = Eqg(g) vereinfacht. Somit
beschreibt (2) in diesem Fall, dass G vollstéindig beziiglich des Finanzexperi-
ments {Q1, ..., Qq, Q} ist.

Im Allgemeinen kann man die Aussage (2) aus Theorem 3.7 nur als eine Art
bedingte Vollstdndigkeit (im Sinne von Definition 3.6) fiir alle ¢ interpretieren.
Zusammenfassend lasst sich sagen, dass (1) einen Zusammenhang zur Vollstén-
digkeit des Finanzmarktes beschreibt, wihrend (2) ein Verbindung zu einer Art
Vollstandigkeit einer bestimmten Klasse von Funktionen beziiglich des zuge-

horigen Finanzexperiments darstellt, so dass Theorem 3.7 beide Begriffe der
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Vollstandigkeit verkniipft.

Dies ldsst sich folgendermafien leicht veranschaulichen. Entfernt man eine (nicht
redundante) risikobehafte Anlage aus dem Finanzmarkt, so gefdhrdet man die
Vollsténdigkeit des Finanzmarktes, da diese Anlage moglicherweise ein nicht zu
ersetzender Bestandteil einer Replikationsstrategie fiir eine Option sein kann.
Andererseits fithrt das Entfernen dieser risikobehafteten Anlage auch dazu, dass
das zugehorige Finanzexperiment um ein Wahrscheinlichkeitsmafy verkleinert
wird. Dies wiederum kann bewirken, dass Bedingung (3.2) abgeschwicht wird,
wodurch méglicherweise nicht mehr erzwungen werden kann, dass g fast sicher
konstant wird. Auf diese Weise wird dann auch die (bedingte) Vollstdndigkeit

der Klasse G beziiglich des Finanzexperiments verletzt.



Kapitel 4

Robustheit von Optionspreisen

4.1 L -Differenzierbarkeit von Preisprozessen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu untersuchen, wie sensitiv Optionspreise auf
Storungen im Preisprozess einer risikobehafteten Anlage reagieren. Ein wichtiges
Hilfsmittel fiir diese Robustheitsanalyse ist die Beobachtung aus Kapitel 2, dass
sich die Optionspreise gewisser Optionen iiber die Giitefunktionen von Tests
ausdriicken lassen (vergleiche Theorem 2.1). Aus diesem Grund werden in diesem
Kapitel nur Optionen mit Auszahlungsprofilen der Form (2.2) betrachtet, wobei
zusatzlich angenommen sei, dass die einzelnen Preisprozesse jeweils nur durch
ihren Wert zum letzten Zeitpunkt der Beobachtungperiode eingehen, wie es etwa
beim européischen Call oder bei Bull-Spread Optionen der Fall ist, das heifst es

liegt eine Option der Form

m d
H= Z Z[aijv’} — Kijl¢ij (Y7) (4.1)

vor.
Bereits bekannt ist, dass sich Giitefunktionen von Tests in gewissen Richtun-
gen besonders sensitiv gegeniiber Storungen verhalten, siehe etwa Milbrodt und
Strasser [22] oder Janssen [13] fiir den Fall eines zweiseitigen Kolmogorov-
Smirnov Tests. Dies motiviert die obige Annahme an die Gestalt des Auszah-
lungsprofils.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass sich die Optionspreise in diesem Fall un-
ter geeigneten Voraussetzungen differenzieren lassen. Fiir das hier vorgestellte

Verfahren ist das Konzept der L;-Differenzierbarkeit (vergleiche etwa Torgersen

29
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[34], S. 49 oder Witting [36], S. 164) von groker Bedeutung. Verwendet wird in
diesem Zusammenhang auch die Notation der Score-Funktion, einer Ableitung
des logarithmierten Likelihoods, siehe etwa Cox und Hinkley [1], S. 107 fiir die
Definition.

Gegenstand der Untersuchung ist im Folgenden eine Stérung der Volatilitét im
Verhalten der Preisprozesse. Im klassischen Black-Scholes-Modell werden die
Auswirkungen auf den Optionspreis durch Schwankungen in diversen Parame-
tern des Modells in der Literatur als sogenannte ,Greeks“ bezeichnet (vergleiche
etwa Korn und Korn [17], S. 91). Der Einfluss auf den Optionspreis durch eine
Storung in der Volatilitdt wird dabei ,Vega“ genannt.

In diesem Kapitel werden die Preisentwicklungen nach dem Ito-Prozess-Modell
aus Beispiel 1.5 modelliert, wobei sowohl die (zeitabhiangige) Volatilitatsmatrix
als auch die (zeitabhéngigen) Stérungsrichtungen als deterministisch angenom-
men werden. Fasst man alle Stérungsrichtungen zusammen, so liefert dies eine
Storungsmatrix, die mit 7 bezeichnet werde. Es existiere ein € > 0, so dass der
Prozess o +rr fiir |r| < & weiterhin die Voraussetzungen von Beispiel 1.5 erfiillt.

Die Matrix o + r7 modelliert hierbei die gestorte Volatilitit. Es bezeichne
75 = (Ti1, e Tid)'

den zum Index ¢ gehorigen Spalten-Vektor von 7 in Analogie zur Bezeichnung o;
fiir den i-ten Spalten-Vektor von o aus Beispiel 1.5. Im gestorten Modell liefert

der Satz von Girsanov wie in Beispiel 1.5 ein Martingalmaf @Q,., so dass

WO @) = W) — / "00) (5)ds
0

eine d-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich @, beschreibt mit #(")(s) :=
(o + r7)(s) " p(s)1 — pu(s)].

Es lésst sich feststellen, dass der Einfluss der risikobehafteten Anlagen auf den
Optionspreis bei Auszahlungsprofilen der Form (2.2) getrennt in einzelnen Sum-
manden vorliegt. Aus diesem Grund wird die Beobachtung zunéchst auf den

ersten Preisprozess beschrinkt. Uber den Satz von Girsonav erhilt man durch

T T
d(%;r ‘= exp (/0 (01 + r71)(s)dW ™) (s) — ;/0 (o1 + 7“7'1)(5)||2d5>

ein Wahrscheinlichkeitsmaf @1, so dass

W () — /Ot(al +7r71)(s)ds
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eine d-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich Q1 ist.

Fiir f,g:[0,T] — R aus dem Hilbertraum Ly ([0, T], Wjo.77; R%, |.||) bezeichne
||f||%2 = fOT || £(s)||?ds die iibliche Norm auf diesem Hilbertraum und (f, g) 1, :=
fOT<f(s), g(s))ds das iibliche Skalarprodukt.

Mit Hilfe der eingefiihrten Notationen lasst sich das Kernresultat dieses Kapitels

formulieren und beweisen.

Theorem 4.1

Betrachtet werde ein Ito-Prozess-Modell wie oben, was insbesondere die Annah-
me, dass o1 und 11 deterministische (zeitabhangige) Prozesse bilden, beinhaltet.
Dann sind die Kurven von Wahrscheinlichkeitsmajfen

dQl,r dQl,r
dQr dQr

Li-differenzierbar in r = 0, wobet die Score-Funktion der ersten Kurve inr =0

durch

r—L <log

Qr> und r— L <log

Ql,r>, " < e

2
—1—(z+3lloilz,) | (z+3loill,)
2 + 4 N (42)

o117, o1,

go(z) = (o1, 71) L, (

beziehungsweise der zweiten Kurve durch

- ~1+z— o] z— Loy)2.)?
= < 2” 1||L2 _I_( 2” 1||L2) (43)

go\xr) = (01,7T1)L
(@) = (o)L, Toil2, loul.

gegeben ist.

Beweis. Der Beweis der Li-Differenzierbarkeit wird iiber ein Kriterium von
Héjek gefiihrt, siehe etwa Strasser [32], Theorem 77.3, S. 391 oder Torgersen
[34], Theorem 9.4.1, S. 537. Aus der Tatsache, dass W) eine d-dimensionale
Brownsche Bewegung beziiglich @, ist, ergibt sich, dass

. T
log dd%’T - /0 (o1 +771)(s)dW ™) (s) — ;/0 (o1 +r70)(s)|[*ds

unter @, eine N(—3||o1 + rril7,, o+ r71|7,)-Normalverteilung mit Dichte

2
1 1 (z+ 3llor+rml3,)
gr(z) = exp
V27|or + r7i| L,

2 ot +rnli,

besitzt. Fiir die Anwendung von Héjek’s Kriterium benétigt man die Ableitung

% log(g,(z)). Hierzu werden zunéchst die auftretenden inneren Ableitungen be-
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stimmt. Fiir f,g € La([0, T, Mo, r7; R% |1.]]) gelten

9117 +rgl2 —8/T|!f()+ DI
o rgllz, = 5 ; s)+rg(s s

= 2 ([ weeasor [ (ssngtsnas

o ' lo(s)Pas )

= 2(f,9)L, + 2rllgll7,
sowie

SN rales = o (U 7al) Y = g S ol

(f:9)r. +rlalli,
Hf +Tg|’L2

Es ergibt sich

2
0 0 10 (z+ Loy +rm?
or log(g,(z)) = —alog(”m +r7llL,) — 5 ( 2 LQ)

20r HUI‘FTTIH%Q

(o1, 71) L, + 7T,

1 o1,71) L, + 7713
5 . <.%'+ *HUl —|—TT1”%2> < ’ > 2 H2 ”Lg
o1 +r7ll7, 2 o1 +r7ll7,

1 2 2 <0-177_1>L2 + 7"”7'1”%
+ |z + Sllon +r7 ) 2
< > I ) o rne,

O1,T1)L +TH7'1||2 1
< 2 5 Lo (1 — $+7H01+r71|]%2
lon + 777, 2

2
n (.CU+ %HO’l +T7'1H%2) )

loy +rmlZ,

=: f1(r) + fa(r)z + f3(r)a?,

mit f1, fo und f3 entsprechend gewéhlt, wobei alle drei Funktionen auf (—¢,¢)
stetig und gleichmé&fig beschrénkt sind.

Bezeichnet X, eine N (—3|o1 + 7“7'1||%2, o + 1"7'1||%2)—n0rmalverteilte und Z
eine N (0, 1)-normalverteilte Zufallsvariable, so gilt fiir || < e

/ ‘% log(gr(év))gT(x)‘dz = E(f1(r) + fo(r) X, + f3(r) X?|)

= E(|fi(r) + f2(r)Z + f3(r) Z%]),

32
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wobei fi, fg und fg entsprechend gewihlt und ebenfalls auf (—¢,¢) stetig und
gleichméfig beschrankt sind. Wegen

1fi(r) + fo(r)Z + f3(r) 2% < Ky + Ko|Z| + K32% € Ly(P),

fir Konstanten K7, Kg, K3 folgt aus dem Satz der majorisierten Konvergenz die

log (9r(2))gr(z ’d:c auf (—e,¢). Nach Hajek’s
Kriterium folgt hieraus die Lq- leferenmerbarkelt der Kurve

Ql T Qr> )
dQ;

Bezeichnet gg := %log gr|r—o die zugehdrige Score-Funktion der Kurve in r = 0,

r— L (log

so ergibt sich aus obiger Rechnung wie behauptet

L= (@ sloly) | @+ %\I01||%2)2>

llou]|7, loull7,

go(z) = (01, T1) L, <

Es verbleibt die Untersuchung der zweiten Kurve

Ql r
er Ql,r) .

Die Verteilung lésst sich durch Erweitern etwas umschreiben. Es gilt

c (log dQ1, Ql,r)

dQr
= ([ om0 - 3 [l P

r—L <log

) ( /O "o ) (s)d (W@")(s) - /D (o1 + rTl)(u)du>

4 /O N on +rm)(s)d ( /0 (o1 + m)(u)du)

_% /OT (o1 + 7“71)(8)“2613’@1#)
-y ( /0 (o1 4 rm)(s)d (W(’")(S) - /O (o + 7“71)<“>d“>
il /0 o+ rm))Pas|Q).

2
Da W(T) fo o1 + r71)(u)du unter @1, eine Brownsche Bewegung bildet,

folgt, dass

dQl r
(i

1 1
@) =N (Gllon +rmli, glor-+rml,)
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einer Normalverteilung folgt, welche die Dichte

2
_ 1 p( 1(z = 3or +rnl3,) )

2 ot 4+rnli,

xTr) .= ex
9r() V2rlloy + L,

besitzt. Somit gilt

(o1,71) L, +rlTlI3,
oy + 7717,

2
(z = 3llor +rml3,)
oy + 7717,

0 _ 1
D og(a () = (<142 3llor+rml,

Alle Argumente bei der Beweisfithrung zum Nachweis der L;-Differenzierbarkeit
der ersten Kurve lassen sich nun analog fiir die zweite Kurve durchfiihren und
man erhilt fiir die zugehorige Score-Funktion g in 0

2
_ <_1+x— ol | (2= lonl,) )

go\r) = (01, T1)L
(#) = (o)L, Toil2, lou.

was den Beweis vollendet. |

4.2 Differenzierbarkeit von Optionspreisen

Aus Theorem 4.1 wird in diesem Abschnitt ein Differenzierbarkeitsresultat fiir
Optionspreise abgeleitet. Dies folgt im Wesentlichen aus der Tatsache, dass L1-
Differenzierbarkeit bei einer Kurve von Wahrscheinlichkeitsmafen auch Diffe-
renzierbarkeit von zugehdrigen Giitefunktionen von Tests nach sich zieht. Diese
Beobachtung soll im Folgenden prézisiert werden. Sei dazu r — P, eine Kurve
von Wahrscheinlichkeitsmafen, dominiert durch ein Wahrscheinlichkeitsmaft P,

mit zugehorigen Dichten f, := Cclgg . Die Kurve sei Lj-differenzierbar in r = 0

mit zugehdriger Li-Ableitung fo, das heift

Ifr = fo—rfollzy(py = o(r).

Betrachte einen Test ¢ und setze a(¢) := Ep, (%gb) Dann gilt wegen |¢| < 1

|Ep,(¢) — Epy(¢) — ra(¢)| = |[Ep(fr8) — Ep(fog) — rEp(foo)|
< |Ifr¢ — fod —rfodllL,(p)

< |lfr = fo = rfoll.(py = o(r),
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und somit insgesamt

|Ep,(¢) = Epy(¢) — ra(¢)| = o(r). (4.4)

Man erhélt also fiir die Giitefunktion von ¢ Differenzierbarkeit in r = 0 mit

Ableitung «a(¢). Es ergibt sich unmittelbar das folgende Theorem.

Theorem 4.2

Betrachtet werde das am Anfang des Kapitels beschriebene Modell mit einer Sto-
rung der Volatilitat der Preisprozesse. Es sei H eine Option der Form (4.1) mit
Optionspreis po(H). Es bezeichne H, die Auszahlung der Option im gestorten
Modell mit zugehérigem gestorten Optionspreis pg, (H,). Dann ezistiert eine

Ableitung o(H), so dass gilt
pq. (Hy) — po(H) — ra(H)| = o(r). (4.5)

Beweis. Fiir den Optionspreis im gestérten Modell gilt

- i d 2,7
P, (Hy) = ZZ aijvoEq; . <¢m‘ < d%; >>

7j=11i=1

— exp <— /OT p(U)dU> KijEqQ, (cbz'j <C;%:>> ]

da die Preisprozesse nach Voraussetzung nur durch ihre Endwerte auf den Op-

tionspreis einwirken. Wie oben erwahnt, geniigt es, nur den Einfluss der ersten
risikobehafteten Anlage zu betrachten, da die iibrigen Anlagen sich analog ver-
halten und in getrennte Summanden in den Optionspreis Eingang finden. Mit
den Notationen von oben sieht man, dass im gestérten Optionspreis bei Un-

tersuchung des ersten Preisprozesses Terme der Form FEg, <¢1j (%)) und

Eq,, (gf)lj <dl%f>> mit Tests ¢q; auftreten. Setzt man gi;lj = ¢1; © €xp, SO

erhilt man

dQl,r 7
Eq, <¢1j (@)) = Eﬁ(dfcjler) (¢15) = Eﬁ(log%\QT> (¢15)-

Wegen Theorem 4.1 und (4.4) existiert eine Ableitung «;, so dass gilt

‘Eﬁ(log del;r |Qr) ((51]) - E£<10g Q1 o |Q0> (&1]) - ’I“Oélj’ = 0(71)_

dQq
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Verwendet man nun noch die Beobachtung, dass Qg dem ungestérten Martin-

galmaft @) und Q1,0 dem Mak @1 aus Beispiel 1.5 entspricht, fiihrt dies zu

dQ1., d
(o (42)) -0 o (42)) ol =

Genauso existiert auch &y; mit

dQ1 , d N
‘EQM <¢1j < C%r >> — Eq, (¢1j (;é;)) - mlj‘ = o(r).

Setzt man die so gefundenen Ableitungen fiir alle Preisprozesse und die entspre-

chenden Koeffizienten zu einem a(H) zusammen, wobei

T
@ijvpQij — €Xp <— / p(U)dU> Kz'j%‘] ;
0

und verwendet noch, dass die Terme Eg (gblj (%)) und Eg, <<;51j (%))

den auftretenden Summanden in pg(H) entsprechen, so folgt aus der Dreiecks-

d d m

Ungleichung bereits die gewiinschte Aussage (4.5). |

Bemerkung 4.3

e Es erscheint naheliegend, statt der Kurve r — £ (log d(iQQl;T

Qr> aus Theo-
rem 4.1 direkt die Kurve r — @, zu untersuchen. Kénnte man bei dieser
Kurve Li-Differenzierbarkeit nachweisen, so wére ein analoges Vorgehen
wie in Theorem 4.2 zum Erreichen eines Differenzierbarkeitsresultats fiir
Optionspreise allerdings nicht moglich. Dies liegt daran, dass in diesem
Fall zum Beispiel bei der Betrachtung des Terms Eg, (gblj ( dQl””)) aus

dQr
dem Beweis von Theorem 4.2 die Schwierigkeit auftritt, dass der Test

selbst noch durch den Stoérparameter r beeinflusst wird und (4.4) somit

nicht verwendet werden kann.

e Im vorgestellten Modell ist auch eine ungleichméssige Stérung der Preispro-
zesse denkbar, das heifst fiir den Storparameter kann ein d-dimensionalen
Vektor r = (r1, ...,rq) gewéhlt werden, wobei r; die Verénderung in der j-
ten risikobehafteten Anlage beschreibt. Die obige Bedingung |r| < & wird
dabei dann durch die Bedingung ||r|| < ¢ ersetzt. Weil die Preisprozesse
getrennt auf den Optionspreis einwirken, erhélt man in Theorem 4.2 aber

ein analoges Differenzierbarkeitsresultat.
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e Die Werte fiir die einzelnen Ableitungen im Beweis von Theorem 4.2 las-
sen sich finanzmathematisch interpretieren. So beschreiben etwa oy; und
ay; wie stark eine Anderung in der ersten risikobehafteten Anlage auf
den Optionspreis einwirkt. Sind diese Ableitungen Null (beziehungsweise
nahe bei Null), so hat die durch 7 beschriebene Stérung auf den ersten
Preisprozess keinen (beziehungsweise nur einen geringen) Einfluss erster

Ordnung auf den Optionspreis.

4.3 Bestimmung von Gradienten

Der in Bemerkung 4.3 erwdhnte Einfluss der Stérung der Preisprozesse auf den
Optionspreis ldsst sich noch weiter konkretisieren. Man kann fiir die einzelnen
risikobehafteten Anlagen sogenannte Gradienten bestimmen. Der Optionspreis
reagiert besonders sensitiv auf Stérungen in Richtung eines Gradienten; Sto-
rungen in Richtungen, die orthogonal zu einem Gradienten verlaufen, haben
keine Auswirkung erster Ordnung auf den Optionspreis. Im Folgenden wird ein
Gradient zunéchst nur fiir den ersten Preisprozess ermittelt; weitere Gradienten
erhdlt man durch analoges Vorgehen.

Zur ersten Kurve aus Theorem 4.1 und der zugehorigen im Beweis definier-
ten Normalverteilungs-Dichte g, bezeichne wie zuvor gy := %grh:o die I1-
Ableitung der Kurve in r = 0, sowie gg := %log grir—o die zugehorige Score-
Funktion in 0. Wegen %log gr = g%%gr erhdlt man unmittelbar die bekannte
Beziehung go = gogo zwischen Li-Ableitung und Score-Funktion. Die zugehd-
rigen Komponenten o1; in der Ableitung des Optionspreises lassen sich nun

explizit angeben. Benutzt man

90 7 .
Oél] E(log ddQQl(,)O |Q0) (g() gbl]) E(log d‘iQQléO |Q0) (90@51] )7

wobei gz~51j = ¢1, o exp wie oben, und setzt

1 (e + o)) (et Lei)3,)?

loull, loull7,

)

up(z) ==
so folgt mit (4.2) die Darstellung

(uodr;) = (1, E @10, \ (U0d17)01) L,

aij = (o1, 1), F dQ1 0 £ (1og 21200
0

[Z(log o \Qo)

= <7_1,'71j01>L2a
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wobei v == F Q1 o (uoqglj). Ebenso verwendet man die Score-Funktion
E(lOg dQ(; ‘QO)
go der zweiten Kurve aus Theorem 4.1 im Punkt r = 0 und findet mit (4.3)

Koeffizienten 71; € R, so dass

0=, ) () =

Bilden der Linearkombination

m

T
ni=y [auv(ﬁlj — exp <—/ P(U)du> Kijm;
0

j=1

eR

fithrt schlieblich zu einer Darstellung oy = (71,v101) 1, des ersten Koeffizienten
in der Ableitung des Optionspreises a(H) = Z?Zl ;. In diesem Fall ist also der
Gradient y101 und damit die Richtung, in die der Optionspreis besonders stark
beeinflusst wird, lediglich ein Vielfaches von o;.

Mit der Notation aus Theorem 4.2 ergibt sich insgesamt fiir den Optionspreis

d
pa,(Hy) = po(H) + 7Y %i(Ti, 051, + o(r).
=1

Eine solche Entwicklung ldsst sich fiir d = 1 im Fall eines européischen Calls

auch direkt erzielen. Im néchsten Beispiel wird dieser Spezialfall vorgestellt.

Beispiel 4.4
Betrachte den Fall d = 1 und als Option H einen européischen Call mit Aus-
iibungspreis K aus Beispiel 2.4, das heifst

H=(Vp = K)* = (Vi — K)lys -

Wie zuvor seien eine deterministische Volatilitdtsfunktion o und eine determi-
nistische Stérungsfunktion 7 angenommen. Fiir den Optionspreis ergibt sich
dhnlich zur Black-Scholes Formel, vergleiche etwa Korn und Korn [17], Korollar
3.9, S. 88, eine geschlossene Form. Mit den Notationen aus Beispiel 1.5 zeigt

sich, dass
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unter Q einer N(0, ||o[|7,)-Normalverteilung folgt. Somit besitzt die normier-
te Zufallsvariable ||0HE21 <— fOT o(s)dW(s) + fOT p(s)ds) unter @ eine N(0,1)-
Normalverteilung. Formt man den im Auszahlungsprofil erscheinende Neyman-

Pearson Test

]l{ ddQQl >K(vg)—1 exp( fo s)ds)}

durch Benutzung von

{Ci% > K(vh) 'exp (— /OT p(s)ds)}

{1og o > log(K(v}) ) - / Tp(s)ds}

0
<ol (~ton) )+ [ ptonas =5 [ atoas)

um, so erhédlt man fiir den in der Preisberechnungs-Formel (2.1) auftretenden

Erwartungswert des Tests beziiglich @
EQ <]1{(Z”2Ql>K( 1exp( f() s)ds)})

=@ (|ollz} ( —log(K (v)™") + Tp(s)ds—;llfflli2 ,
0

wobei @ die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Normalverteilung bezeichnet. Ana-
log lésst sich iiber die Beobachtung, dass fOT a(s)dW(s)—fOT s)ds— fo 5)%ds
unter (); eine N (0, ”O‘H% ) Normalverteilung besitzt und somit die Zufallsvarla—
ble ||o |7, (— fOT o(s)dW (s) + fo s)ds + fo 2ds> unter Q einer N(0,1)-

Normalverteilung folgt, auch der Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlich-
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keitsmakes Q1 bestimmen, wodurch sich insgesamt fiir den Optionspreis ergibt

T

pottt) =t (o1} (—tosticd) )+ [ s + 3l )

- Ko (= [ ptogis) @ (1ol (-tosrctd) )

# [ ot Sl

Demzufolge ist po(H) eine Funktion der Lo-Norm von o, das heifit po(H) =
h(||e||L,) fir eine geeignete Funktion h. Verwendet man nun die im Beweis von
Theorem 4.1 berechnete Ableitung %HO’ + 77 L2y = ||0||Z;<U, 7)1, und setzt
man v := 1/ (||o||,) HUHZQI, so findet man mit Kettenregel fiir den Optionspreis

po(H) die Entwicklung

pQ.(Hy) = po(H) +rv(0,7) L, + o(r),

das heifst es zeigt sich erneut, dass ein Vielfaches der Volatilitdt o eine Richtung

mit grokem Einfluss erster Ordnung angibt.



Kapitel 5

Konvergenz von Optionspreisen

5.1 Standarddarstellung von Finanzexperimenten

In diesem Kapitel wird ein Konvergenzresultat fiir Optionspreise erarbeitet. Wie
auch im letzten Kapitel ist dabei das Ergebnis aus Kapitel 2, dass sich die Op-
tionspreise gewisser Optionen iiber die Giitefunktionen von Tests ausdriicken
lassen (sieche Theorem 2.1), von Bedeutung. Deshalb wird die Konvergenz in
diesem Kapitel fiir Optionen mit Auszahlungsprofilen der Form (2.2) formu-
liert.

Die Konvergenz wird in drei Schritten erreicht. Zunéchst wird eine Standarddar-
stellung fiir Finanzexperimente hergeleitet. Im zweiten Schritt wird dann diese
Darstellung verwendet, um Konvergenz der Preisprozesse, beziehungsweise der
zugehorigen Finanzexperimente, die der Option zugrunde liegen, zu erhalten.
Dies geschiet mit Hilfe von Kompaktheitsargumenten und dem 3. Lemma von
Le Cam. Im dritten Schritt wird die Konvergenz dann auch auf die Optionsprei-
se ausgeweitet.

Dieser Abschnitt befasst sich mit dem ersten Schritt. Betrachtet werde dazu zu
einem festen Martingalmaf () ein Finanzexperiment wie in Definition 1.3 mit
Filtration (F;)er, wobei I C [0,7] mit {0,7'} C I den Zeitbereich beschreibt,
in dem gehandelt werden kann. Hierbei ist auch zugelassen, dass I diskret ist.
Aus dem Finanzexperiment wird nun ein neues Experiment auf dem Raum
(([0, 0], (B([0, 00]%))!) erzeugt, wobei (B(]0,00]%))! die Produkt-o-Algebra
bezeichnet. Dieses neue Experiment besitzt den grofen Vorteil, dass die Preispro-

zesse in der Standarddarstellung durch kanonische Projektionen beschrieben

41
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werden. Die Information iiber die Preisentwicklungen wird somit vollstdndig in
Wahrscheinlichkeitsmafe des Experiments verlagert. Es ist zu erwéhnen, dass
solche Standardexperimente vielfach Anwendung in der Statistik finden, siehe
etwa Strasser [32] und Torgersen [34].

Fiir das weitere Vorgehen miissen zunéchst einige Notationen eingefiihrt werden.

Fiir eine Teilmenge J C I bezeichne
w7+ ([0,00]%)" = ([0,00]%)”

die kanonische Projektion von ([0, o0]%)! nach ([0, 00]?)”. Abkiirzend sei zusétz-

lich 7y := myyy fiir ¢t € I. Durch die Projektionen wird eine neue Filtration
G :=o0(ms:s€IN|0,t]), tel

auf ([0,00]%)! induziert. Zu einem Zeitpunkt ¢ € I definiere die Zufallsvariable
Y; : Q = (]0,00]4) 04 durch

Xz'
Y, = ((X) ) , (5.1)
07 i=1,...d/ se1no,g

[EARS}

das heifit Y; enthélt die gesamte Entwicklung aller d Preisprozesse bis zum Zeit-

XZ
punkt ¢. Insbesondere beinhaltet Y7 die Information iiber :ZF firallel <i<d
Xy dQi

0
X, dQ
die Dichten. Hieraus folgt unmittelbar die Suffizienz der Statistik Y7 beziig-

und folglich aufgrund der Beziehung aus Theorem 1.1 auch iiber
lich des Experiments {Q1, ..., Q4,Q}. Infolgedessen erfolgt beim Ubergang von
{Q1, ..., Qq, Q} zu den Bildverteilungen kein relevanter Informationsverlust, sie-

he auch Lehmann and Romano [20] fiir weitere Bemerkungen zur Suffizienz.
Definiere die Bildverteilungen auf dem Raum (([0, c0]?)?, (B(]0, 00]%))!) durch

v:=L(Y7|Q), vi:=L(Yr|Q:).

Das folgende Theorem zeigt nun, dass diese Bildverteilungen wieder ein Finanz-

experiment bilden.

Theorem 5.1
Das Bildexperiment {v1,...,vq, v} zusammen mit der Filtration (G)ier ist ein
Finanzexperiment, wobei die Preisprozesse gegeben sind durch die Projektionen
(m¢)ter. In der Darstellung iiber Dichtequotienten heifit dies gerade, dass gilt
%

=xl i=1,...d, tel, 5.2
dl/|gt 7Tt ? ( )
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wobes w; die i-te Komponente von m; bezeichnet.

Beweis. Zunichst wird die Darstellung (5.2) fiir den Fall ¢t = T verifiziert, um
die Idee des Beweises zu demonstrieren. Aus Gleichung (1.1) und nach Definition
von Yr geméf (5.1) folgt sofort

in _ X% I
= - = 7TT
aQ — X

fiir jedes feste i = 1,...,d. Wendet man darauf nun die Transformationsformel

an, erhalt man

ALYPIQ)  dv,
dL(Yr|Q) — dv’

Fiir den allgemeinen Fall sei nun ¢t € [ und 1 <14 < d. Der Nachweis von (5.2)

T =

verlauft im Wesentlichen analog, allerdings iibernimmt I’ := I N [0,¢] die Rolle

von I. Bezeichne die Bildverteilungen von Y; unter ) beziehungsweise @Q; mit

vi=LYQ) = LVi|Q7), 7= LYi|Qi) = LViQiz).

Dann sind die Verteilungen 7 und #* Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem Raum
(([0, 00]D) !, (B([0, 00]4))!"). Ferner bezeichne analog zur vorhergegangenen No-
tation 7; : ([0, 00]4) ! — ([0, 001" die kanonische Projektion von ([0, co]%)!’

nach ([0, oo]"){. Wie im Spezialfall folgt

T ULYIQR)  di (53)

Fiir eine Menge B € G; erhélt man die Darstellung
B=Ax([0,00)"\", A€ (B([0,00]")"
und es gelten
vg,(B) = v(B) = 5(A) sowie vig,(B) = 1i(B) = 7(A),
beziehungsweise dquivalent formuliert

v=L(rplyg,) sowie ;= L(mp|vyg,)-

Wendet man diese Beziehung und die Transformationsformel auf (5.3) an, so

folgt die Darstellung (5.2), da my = 7y o 7. |
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5.2 Konvergenz von Finanzexperimenten

Mit Hilfe von Theorem 5.1 wird in diesem Abschnitt ein Konvergenzresultat von
Finanzexperimenten hergeleitet. Dabei fillt der Argumentation iiber Kompakt-
heit eine entscheidende Rolle zu. Im letzten Abschnitt wurden die Preispro-
zesse, die eigentlich nur endliche Werte annehmen, kiinstlich in den Raum
([0, 00]H), (B([0, 00]%))!) eingebettet, um einen kompakten Raum zu erhalten.
Hierbei wird ausgenutzt, dass nach dem Satz von Tichonow ein beliebiges (auch
iiberabzahlbares) kartesisches Produkt kompakter Rédume beziiglich der Pro-
dukttopologie selbst wieder kompakt ist. Nutzt man nun die Kompaktheit aus,
um sich einen Haufungspunkt zu verschaffen, konnte es passieren, dass ein sol-
cher Haufungspunkt Masse in den Punkt unendlich legt, wodurch also beim
Grenziibergang Masse nach unendlich abwandert. Es stellt sich aber heraus,
dass dieser ungewiinschte Effekt hier nicht auftreten kann.

Als Erstes wird fiir die Argumentation folgendes technische Resultat bendtigt.

Lemma 5.2

Betrachte den beziiglich der Produkttopologie kompakten Raum Q = [0, oo]l, wo-
bei auch eine iberabzdihlbare Menge I zugelassen ist. Wie diblich wird die von den
offenen Teilmengen von Q erzeugte Borel-o-Algebra mit B(S2) bezeichnet. Sei
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, B([0,00])!), wobei B([0, oc])! wie zuvor die

Produkt-o-Algebra bezeichnet. Dann existiert eine eindeutige Forsetzung von p

als Radon- Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q, B(2)).

Beweis. Der Beweis wird zunéchst fiir das Produkt des Einheitsintervalls ' :=
[0, 1] anstelle von  gefiihrt. Es bezeichne C(€2’) den Raum der stetigen reell-
wertigen Funktionen auf €. Im Folgenden wird die Gleichheit der o-Algebren
B([0,1]))f = o(C()) gezeigt, das heift u kann als ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf dem Raum (€, 0(C(§'))) betrachtet werden.

Die Inklusion B([0,1])! C o(C(£)) folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der
Koordinatenprojektionen 7; : [0,1]/ — [0, 1]. Die andere Inklusion o(C(Q)) C
B([0, 1]) 1isst sich mittels des Satzes von Stone-Weierstrass (siehe etwa Rudin
[24], S.122) nachweisen. Sei dazu A C C(€) die Algebra, die von den konstan-
ten Funktionen und den Koordiantenprojektionen 7; : [0,1]7 — [0, 1] erzeugt
wird. Nach Stone-Weierstrass liegt A dicht in C'(Q)) beziiglich der Topologie

der gleichméfigen Konvergenz. Da der Grenzwert von mefsbaren Funktionen
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selbst wieder mefbar ist, folgt daraus die behauptete Inklusion.

Betrachte nun die Abbildung F' : C(') — R, die definiert ist durch F(f) =
[ fdp. Dann ist F' eine positive Linearform und nach dem Darstellungssatz von
Riesz (siehe etwa Elstrodt [4], S. 335, Satz 2.5) existiert ein eindeutiges Radon-
Wabhrscheinlichkeitsmaf auf (', B(€')), das p fortsetzt.

Die Raume [0, o] und [0, 1] sind topologisch isomorph iiber die stetige, bijektive
Abbildung ¢ : [0, 00] — [0, 1], die gegeben ist durch ¢(z) = 77 fiir # < oo und
$(00) = 1, und die zugehdrige stetige inverse Abbildung ¢!, die gegeben ist
durch ¢~ '(u) = $% fiir u < 1 und ¢~!(1) = oco. Das fiir @' = [0,1]/ bewie-
sene Resultat bleibt also auch weiterhin giiltig, wenn stattdessen Q = [0, 0o}’

betrachtet wird. ]

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird nun eine Folge von Finanzexperimen-
ten betrachtet, wobei der Zeitparameterraum I und die Anzahl der zugeho-
rigen Preisprozesse d fixiert wird, alles andere aber vom Folgenindex n € N
abhéngen darf. Fiir jeden Folgenindex n € N liege also ein Finanzexperiment
E, = (Qn, Fn,{Q1ns -, Qin, Qn}) mit zugehoriger Filtration (Fy,,)ier und zu-
gehorige Preisprozessen (X/,)ier, 1 < < d vor, das heift gemif Theorem 1.1

erhédlt man die Darstellung

in,nU:t,n . Xz,n
din]'—t,n Xé,n

fiir alle 1 <4 < dund ¢t € I. Der Vektor (5.1) der gesamten Entwicklung aller

d Preisprozesse bis zum Zeitpunkt ¢ héngt ebenfalls vom Folgenindex ab und
wird mit Y}, bezeichnet.

Die Idee, wie man Konvergenz der Finanzexperimente erreichen kann, ldsst sich
nach allen Vorbereitungen wie folgt zusammenfassen: die Finanzexperimente
werden mittels Theorem 5.1 standardisiert, die jeweils letzten Wahrscheinlich-
keitsmafe werden kiinstlich in einen kompakten Raum eingebettet, gemaf Lem-
ma 5.2 erweitert und tiber Kompaktheitsargumente wird ein schwacher Hau-
fungspunkt ausgewahlt. Dann zeigt man, dass keine Masse nach unendlich ab-
wandert und verwendet schlieflich das 3. Lemma von Le Cam (vergleiche Jacod
und Shiryaev [12], S.621 Theorem 3.3), um auch schwache Konvergenz der iib-
rigen Wahrscheinlichkeitsmafie zu erhalten.

Zur Anwendung des 3. Lemmas von Le Cam ist das Konzept der Benachbart-

heit von Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafsen notwendig. Grob gesprochen ist
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Benachbartheit das asymptotische Analogon zur absoluten Stetigkeit von Wahr-
scheinlichkeitsmafen (siehe zum Beispiel Lehmann und Romano [20], S. 492),
oder genauer gesagt: man nennt eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaken (FP,)
benachbart beziiglich (@), wobei P, und @, auf gemeinsamen Mafraumen
(Qy,, Fr) definiert sind, und bezeichnet dies mit (P,) < (Qy), falls fiir jede Folge
von Mengen A,, € F,, mit lim,, ;00 @n(A4,) = 0 auch lim,,_,o, P,,(A;,) = 0 erfiillt
ist. Gilt neben (P,) < (Qy) auch noch (@) < (P,), so spricht man von wechsel-
seitiger Benachbartheit und bezeichnet dies mit (P,) < (Qp).

Der Begriff der Benachbartheit hat nicht nur vielschichtige Anwendungen in der
asymptotischen Statistik sondern hat auch schon, wie bereits in der Einleitung
erwahnt, Einzug in die Finanzmathematik erhalten.

Zur Formulierung des Konvergenzresultates wird zusétzlich das Konzept von
Netzen (siehe etwa Kelley [16], Kapitel 2 fiir die Definition) als Verallgemeine-
rung von Folgen bendtigt. Dies liegt daran, dass fiir iiberabzihlbares I der Raum
[0, 00]! wie oben erwiihnt zwar kompakt ist, allerdings nicht das Kriterium der
Folgenkompaktheit erfiillt (vergleiche Steen und Seebach [31], S. 125). Da am
Ende des Kapitels aber Optionspreise, die Werte in R annehmen, untersucht
werden, ist es moglich, sich spiter wieder vom Konzept der Netze zu 16sen und
zu Folgen zuriickzukehren.

Es kann nun das Kernresultat dieses Abschnittes formuliert und bewiesen wer-

den.

Theorem 5.3
Sei wie oben En = (R, Fn, {Q1,n, s Qdns @n}), (Fin)ter eine Folge von Fi-
nanzexperimenten, so dass

(Qi,n) <> (Qn)

fur alle i =1, ...d erfillt ist. Dann existiert ein FExperiment in Standarddarstel-

lung

E = (([07 oo)d)f’ (B([()? Oo)d))lﬂ {V17 oy Vd, V})

mit zugehorigen Preisprozessen, die durch die Beziehung (5.2) gegeben sind,
welches ein Hdufungspunkt der Folge im folgenden Sinn ist: es existiert ein
Teilnetz (Z,<) von (N, <), so dass alle endlich-dimensionalen Randverteilun-

gen von (L(Y7+|Qir))rez schwach konvergent gegen die Randverteilungen von
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v; sind fir alle i = 1,..,d + 1, wobei zur Vereinfachung der Notation vqy1 := v

und Qgqi1,n = Qn gesetzt wird.

Beweis. Verwende zunéchst Theorem 5.1, um jedes Finanzexperiment £, in ein
Finanzexperiment in Standarddarstellung zu transformieren und bezeichne das
so erhaltene Experiment mit {vy , ...,Vdm,ljn}. Setze auferdem vgi1, = v,
und Qg41,n = Qn. Wie schon zuvor wird vg41, in den kompakten Raum
([0, 00] M), (B([0, 00]%))T) eingebettet.

Lemma 5.2 zeigt nun, dass sich jedes v4i1, zu einem eindeutig bestimmten
Radon-Wahrscheinlichkeitsma auf dem Raum (([0, oc]4)!, B(([0, o0]%)T)) erwei-
tern lasst. Weil die Menge der Radon-Wahrscheinlichkeitsmafe auf einem kom-
pakten Raum schwach kompakt ist, besitzt die Folge (vg41,n)nen einen schwa-
chen Haufungspunkt v. Folglich existiert ein Teilnetz (Z, <), so dass vg41,, — v
schwach entlang 7 € Z konvergiert.

Zur Betrachtung der endlich-dimensionalen Randverteilungen wahle k£ € N und
t1, .oty € I mit t) < tg < ... < tx, = T und setze J := {t1,...,tp} C I. Wegen
L(Y7+|Qr) = Vi1, — v schwach folgt

Xi -
L —
X o
T/ (4,5)€{1,..,d}x{1,....k}

schwach auf ([0, 00]?)”, wobei wie zuvor 7 die kanonische Projektion vom Raum
([0, 00]9)! auf ([0, 00]4)? bezeichnet.

WEeil die Preisprozesse nur endliche Werte annehmen, liegt die gesamte Masse

Q- | = £iryv) (5.4)

Xi
der Verteilungen £ ( Xf )
07 /) G5 e{1,...d}x{1,...k}
genauer gesagt besitzt das Komplement ([0, o0]?)”\ ([0, 00)9)” dukeres Mak 0. Tm

QT> auf dem Raum ([0, 00)?)”7,

Folgenden wird nun gezeigt, dass dies auch fiir £(7s|v) zutrifft. Es gilt

t QZ TL‘]:t dQ’L n
J,n d n — J d n = ) )
/ x;, iQuz, 1 <EQ" [ Q. I t])

din
- ()

und somit folgt aus der Markoff-Ungleichung fiir jedes K > 0

Qn \Xg’"
XO

1 (X 1
> K I AQy = —
> K Xi =%

v
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fir alle 1 <4 <d,n € Nund ¢; € J. Hieraus lisst sich sofort schliefsen, dass die

. Xt T
Verteilungen £ <

0. ) (i, 5)€{1,..,d}x{1,....k}

liegt schwache Konvergenz gegen eine Verteilung vy auf dem Raum ([0, 00)%)”

QT> straff sind, das heift, in (5.4)

vor, wobei v; die Einschrinkung von L£(7|v) auf ([0,00)%)”7 ist. Es lisst sich
noch anmerken, dass aufgrund der Endlichkeit von J hier auch eine Teilfolge
statt eines Teilnetzes verwendet werden kann.

Die Verteilungen vy lassen sich iiber Projektionen beschreiben und sind dem-
zufolge konsistent gegeniiber Projektionen, das heifst () ;cr|s<o0 bildet ein
projektives System und legt folglich eine eindeutig bestimmte Verteilung v auf
([0, 00)%)! fest, wie in Theorem 5.3 gefordert.

Als Néchstes wird Konvergenz der Verteilungen unter @, - fiir festes 1 < iy < d
gezeigt. Dies wird durch Anwendung des dritten Lemmas von Le Cam erreicht.
Wahle erneut £ € N, t1,...,tp € I mit t; < to < ... < tp = T und setze
J :={t1, ...t} C I. Es bezeichne 77 : ([0, 00]%)7 — ([0, 00]"){T} die kanonische

Projektion von ([0, 00]%)” nach ([0, 00]9){"}. Zu zeigen ist nun, dass

Xi -
X0, )
d (4,5)€{1,....d} x{1,....k}

schwach auf ([0, 00)%)7, wobei

Qig,r | = Vig,J (5.5)

Vip,g _ iy

dVJ - T

Nun ist aber der Likelihood-Quotient

ino,T _ X’_:L[Q,T
Q- X,

in (5.5) enthalten, wodurch die Aussage direkt aus dem dritten Lemma von
Le Cam folgt. Das System von Verteilungen (v, ) sc1,)7]<o0 bildet abermals ein
projektives System und man erhilt wie oben v, auf ([0, 00)%)! mit % =9, da
sich die Darstellung der Dichten von der Darstellung bei den Randverteilungen
ibertragt.

Wihlt man nun ¢ € I und setzt I’ := I N [0,¢], so zeigt man wie im Beweis von

Theorem 5.1 durch Anwendung der Transformationsformel

dViglg, 4
Lol _ o
d1/|gt
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wodurch das Grenzexperiment (v1,...,v4,v), wie gefordert, ein Finanzexperi-

ment in Standardform beschreibt. |

Bemerkung 5.4

In Theorem 5.3 lésst sich im folgenden Fall das Teilnetz durch eine Teilfolge
ersetzen: Es existiert eine abzdhlbare Teilmenge J C I, so dass jeder belie-
bige schwache Haufungspunkt v bereits eindeutig durch seine Randverteilung

L(my|v) festgelegt ist.

Beweis. Aus dem Beweis von Theorem 5.3 folgt, dass die Folge (V411 )nen
einen schwachen Haufungspunkt v besitzt und dass ein Teilnetz (Z,<) exi-
stiert, so dass vg41,, — v entlang des Teilnetzes 7 € Z. Folglich konvergiert
auch L(my|vg+1,,) — L(ms|v) schwach entlang dieses Teilnetzes. Da J ab-
zéhlbar ist, existiert eine Teilfolge (ng)ken, so dass L(ms|vgi1n,) — L(m|V)
schwach. Betrachte nun zwei schwache Haufungspunkte v, 19 von vg441,, ent-
lang der spezifizierten Teilfolge (ng)ren. Dann sind L(my|v1) und L(mr|ve)
schwache Haufungspunkte von £(7 (V441 .y, ). Aufgrund der schwachen Konver-
genz L(my|Vgy1n,) = L(ms|v) ergibt sich L(m;|v1) = L(7s|v2). Nutzt man nun
die Voraussetzung aus, dass alle schwachen Haufungspunkte bereits durch die
Randverteilungen unter 7y festgelegt sind, so erhélt man v; = v9. Demzufol-
ge besitzt 441y, einen eindeutig bestimmten Haufungspunkt und konvergiert

somit. [

5.3 Konvergenz von Optionspreisen

Als erster Schritt fiir ein Konvergenzresultat fiir Optionspreise wurde im letz-
ten Abschnitt bereits Konvergenz der Preisprozesse, die die Optionspreise steu-
ern, beziehungsweise der zu den Preisprozessen zugehorigen Finanzexperimente
erreicht. Wie eingangs im Kapitel erwdhnt, werden Optionspreise mit Auszah-
lungsprofilen der Form (2.2) betrachtet und der Optionspreis iiber Giitefunktio-
nen von Tests interpretiert. Somit muss Theorem 5.3 nur noch auf Giitefunk-
tionen erweitert werden. Zu diesem Zweck wird ein Resultat bewiesen, dass fiir
eine Folge von Tests die Existenz eines Grenztests bereitstellt, so dass die Giite-
funktionen gegen die Giitefunktion fiir den Grenztest konvergiert. Das folgende
Theorem modifiziert dabei ein Ergebnis von Le Cam, vergleiche etwa Strasser
[32], Theorem 62.3, S. 308. Der Aufbau des Beweises folgt Riischendorf [26],
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S. 157. Dort wird die Existenz eines Grenztests fiir den Spezialfall von LAN
bewiesen, wobei LAN als Abkiirzung fiir lokal asymptotische Normalitét steht.

Theorem 5.5
Sei By, = (Qn, Fno {Q1imy s Qdn, @n}) eine Folge von Finanzezperimenten mit
(Qin) < (Qp) fir alle i = 1,..,d wie in Theorem 5.3 und sei ¢y, : Qy, — [0,1]

eine Folge von Tests. Dann existiert ein schwacher Hdaufungspunkt
E = (([0,00)), (B([0,00)))", {1, -, vas v})

der Folge von Finanzezperimenten im Sinne von Theorem 5.8 mit

P dl/i|gt

{2 S
m 1=1,...,d,

- dl/|gt ’
ein Test ¢ : ([0,00))! — [0,1], der als Grenztest bezeichnet wird, und eine

Teilfolge (ng)ken, so dass

EQ;.,. (6n,) = E,(¢)  fiir k — oo

fiir alle i =1,...,d + 1, wobei wie zuvor vgy1 = v und Qg41,n = Qn.

Beweis. Der Beweis von Theorem 5.3 ldsst sich zu grofen Teilen imitieren,
wobei die Verteilung der Tests ¢, mitberiicksichtigt werden muss. Dies wird
dadurch erreicht, dass im Gegensatz zum Beweis von Theorem 5.3 nicht die
Verteilung von Y7, betrachtet wird, sondern die gemeinsame Verteilung von ¢,,
und Y7,. Fiir die Kompaktheitsargumente fiihrt dies zu keinen Komplikationen,
da alle Tests in das kompakte Intervall [0,1] abbilden; statt dem kompakten
Raum ([0, o0]¢)! wird nun der kompakte Raum [0, 1] x ([0, 00]?)! verwendet. Zu
beachten ist hierbei, dass in der Regel keine Unabhéngigkeit der beiden Kom-
ponenten vorliegt; in vielen Fillen, wie etwa bei einem europiischen Call oder
einem Down-and-out-Call, ist ¢, sogar eine Funktion von Y7 ,. Im Folgenden
bezeichne p; : [0,1] x ([0, 00]%)! — [0, 1] die kanonische Projektion auf die erste
und ps : [0,1] x ([0, 00]H)! — ([0, 00]?)! die kanonische Projektion auf die zweite
Komponente.

Wie vorher besitzt die Folge £((¢n, Y7.,)|Qn) auf [0,1] x ([0, 00]%)! einen schwa-
chen Haufungspunkt (im Sinne von Theorem 5.3) 74, 1. Verwendung der wechsel-
seitigen Benachbarheit liefert dann {iber das 3. Lemma von Le Cam die Existenz

von Wahrscheinlichkeitsmafsen 1, ..., 4, so dass

E((¢T7YT,T)|Q’L'7T) - T;i, 1= ]., ...,d,
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schwach entlang eines Teilnetzes mit
dv;

— =7l 5.6
Toay T (5.6)

wobei 74 : [0,1] x ([0,00]%)! — [0,00] die kanonische Projektion auf die i-te
Komponente zur Zeit T innerhalb der zweiten Komponente beschreibt, das heifst
74 = 7 o pa. Entsprechend der Notation von Theorem 5.3 setze v; := L(pa|i;)
fiir i = 1,...,d + 1.

Wegen der Beschrianktheit des Intervalls [0, 1] ldsst sich das Straffheitsargument
aus dem Beweis von Theorem 5.3 erneut verwenden, um zu zeigen, dass die
Konvergenz auf dem Raum [0,1] x ([0,00)%)! anstelle von [0,1] x ([0, 00]%)’
stattfindet.

Nach (5.6) faktorisiert die Dichte di;/dDg41 iiber pa2, woraus sich die Suffizienz
von po fiir das Experiment {2, ..., Ug41 } ergibt. Definiert man nun die Funktion
¢ : ([0,00)H)! — [0,1] durch ¢(2) := E. [p1]p2 = 2], so ist dieser bedingte Erwar-
tungswert aufgrund der Suffizienz unabhéngig von {71, ..., 7441}

Fiir jedes i = 1,...,d+1 und jedes n € N gilt Eq, , (¢n) € [0,1]. Durch sukzessive
(d+ 1)-fache Bildung einer Teilfolge findet man somit eine Teilfolge (nj)ren des
Teilnetzes, so dass fiir jedes ¢ = 1,...,d + 1 die Folge Eg, (¢pn,,) fir & — oo

konvergiert. Wegen

Equ, () = / P1dL(ngs Y| Qi)

und der schwachen Konvergenz L((¢n, Y7,,)|Qin) — U5 ist [ p1dp; der einzige
Kandidat fiir den Grenzwert von Eq, , (¢n,). Es folgt

lim Eg,, (én,) = hm P1dL((Pnys YT ,)|Qisny,) Z/pldﬁi
k—o0

k—o00

= /E [p1|p2 = 2|dL(p2|7;) (= /qﬁdyl =E,(
fir alle i = 1,...,d + 1, wie behauptet. |

Anwendung von Theorem 5.5 fithrt nun unmittelbar zu einem Konvergenzresul-
tat fiir Optionspreise.
Betrachte fiir eine Folge von Finanzexperimenten E,, aus Theorem 5.3 Preispro-

zesse V;’;n, 1 <i < d, mit Startwerten vén = Voin, so dass

dQinFn Vi
= =5
dQn|ft,n V;f Q](l),n
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gilt, wobei von dem festverzinslichen Wertpapier V' = exp ( fo du) an-
genommen wird, dass keine Abhéngigkeit zum Folgenindex n vorliegt. Wie in
Kapitel 2 setze Y}, := exp (— f(f p(u)du) Uvg"
profile der Form (2.2)

m d
Hy =YY [aijnVin — Kignldin (Yia)epor) (5.7)

j=11i=1
mit Tests @;j, ¢ ([0,00)%)! — [0,1] und konvergenten Koeffizienten a;jn, Kijn,
wobei a;; := limy, o0 a;5, und K = limy, o0 Kijpn-
Beim Ubergang zur Standarddarstellung verliert man die Information iiber die
Startwerte der Preisprozesse, da man die Bildverteilung unter der Zufallsvaria-
blen Y7 ,, die die auf den Startwert normierten Preisverldufe beinhaltet, verwen-
det. Folglich beinhaltet Konvergenz der Finanzexperimente keine Konvergenz
der Startwerte. Deshalb wird hier noch zusétzlich die Voraussetzung getroffen,
dass vém — vé fiir alle 1 <4 < d und fir n — oo erfiillt ist.

Es ergibt sich nun das Hauptresultat dieses Kapitels.

Theorem 5.6

Sei By, eine Folge von Finanzerperimenten wie in Theorem 5.8 und Hy, eine Fol-
ge von Auszahlungsprofilen wie in (5.7) mit den zugehorigen Voraussetzungen.
Dann ezistiert ein Experiment E = (([0,00)))!, (B([0,00)), {11, ..., vg,v}),
eine Teilfolge (ng)nen, Tests ¢ : ([0,00)%) — [0, 1] und eine Auszahlungsfunk-

tion H fir das Grenzezperiment E, gegeben durch

m d
H = Z Z CLWVT z] ¢z] (( )tE[O T})

7j=1 =1

.

mit Y} = exp (— f(f p(u)du) %, wobei die (undiskontierten und nicht normier-
0

ten) Preisprozesse im Grenzexperiment durch

. . 3 . . t dl/“gt
Vi = vy exp / p(u)du | 7f = vy exp / p(u)du
0 0 dv|g,

definiert sind, so dass die Optionspreise von Hy gegen den Optionspreis von H

wm Grenzerperiment konvergieren, das heifit

PQn, (Hn,) = Ey (eXp <— /Otp(u)du> H) =:p,(H) fiir k — oo.
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Fiir den Optionspreis im Grenzexperiment gilt

m-3

7j=11i=1

exp <_ /OT p(u)dU) KBy (655 (Mieom)) ]

Beweis. Nach Theorem 2.1 gilt fiir den Optionspreis von H,,

azy”oEuZ (¢2J ((Wt)te[o T ))

PG, (Hny) =) [aij,nkvé,nkEQi,nk (Gigme ((Yin, ecor)))

j=1i=1

T .
— exp <— /0 P(U)du> Kijn B, (Pijme (Yin)ten,r))) ]

Mittels Theorem 5.5 erhilt man nun die Existenz eines Grenzexperiments in
Standarddarstellung E = (([0, 00)®)?, (B([0,00)))!, {11, ..., vq,v}), einer Teil-
folge (n)nen und Tests ¢;; : ([0,00)%)! — [0,1], so dass

lim Eg,, (¢ijm, (Yin)tena1)) = Ev, <¢ij ((Wt)te[O,TO)

k—o00

fiir alle 1 <4 < d + 1. Deshalb gilt

m d
hm ank Hy, :ZZ

7j=11i=1

o (~ [ pwan) 56,5 (5, ((70hcom)) ] .

iy By, (¢ij ((Wt)te[oﬂ))

und

voEy, <¢z‘j <(7ft)te[o,T]>> = Ev ( o i <(7”)t€[077’1>)

£, (exp <_ /oT p(u)dU> Vidis ((ﬂt>t€[0,T])>

liefert limg o0 pQ,,, (Hny) = By (exp (— fo p(u )du) H) und damit die Behaup-
tung von Theorem 5.6. |



Kapitel 6

Approximation von

1t6-Prozess-Modellen

6.1 Identifizierung von zeitdiskreten Preisprozessen

In diesem Kapitel wird die in Kapitel 5 vorgestellte Konvergenz von Finanzex-
perimenten fiir einen Spezialfall durchgefiihrt. Das Ziel ist hierbei die Herleitung
eines Resultats zur Approximation von Itd-Prozess-Preismodellen durch zeitdis-
krete Preismodelle. Insbesondere beinhaltet dieses Resultat die bekannte Kon-
vergenz des Cox-Ross-Rubinstein-Modells gegen das klassische Black-Scholes-
Modell, so dass entsprechende Ergebnisse von Follmer und Schied [7], S. 246,
verallgemeinert werden.

Als zu approximierendes Grenzmodell werde im Folgenden das It6-Prozess-
Preismodell aus Beispiel 1.5 fiir den Fall d = 1 betrachtet. Wie auch in Kapitel 4
wird der Volatilitatsprozess als deterministisch angenommen. Folglich liegen im
Grenzmodell Normalverteilungen vor, wodurch ein zentraler Grenzwertsatz zur
Approximation benétigt wird. Im Kontext von statistischen Experimenten kann
ein solcher zentraler Grenzwertsatz mittels der bekannten LAN-Theorie (wobei
LAN fiir lokal asymptotisch Normalitét steht) von Le Cam erreicht werden. Als
néchste Verallgemeinerung zu den in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnissen
ware dann der Fall eines nicht deterministischen Volatilitdtsprozesses, der un-
abhéingig von der steuernden Brownschen Bewegung ist, denkbar. Dies wiirde
zu gemischten Normalverteilungen im Grenzprozess und damit fiir die Appro-

ximation zur Theorie von LAMN (was im Englischen ,local asymptotic mixed

54
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normal“ bedeutet) fiithren.

Die Vorgehensweise im ersten Abschnitt ist wie folgt: zunéchst wird eine Fol-
ge von zeitdiskreten Preisprozessen definiert, die sich dem gewiinschten It6-
Preisprozess anniéhern soll. Damit die LAN-Theorie verwendet werden kann,
werden dann die die Preisprozesse darstellenden Wahrscheinlichkeitsmafe in-
nerhalb einer Lo-differenzierbare Kurve von Wahrscheinlichkeitsmaifsen identifi-
ziert.

Im N-ten Approximationsschritt definiere
kT
GN:—{N:OSkSN,kGN}C[O,T]

das diskrete Zeitgitter, welches alle Zeitpunkte enthélt, in denen der N-te Preis-
prozess beobachtet wird. Fiir einen (diskontierten) Preisprozess (th Nteay auf
diesem Gitter und ein Martingalmaf Q n sei {Q1 v, @~} das zugehoriges Finanz-

experiment entsprechend der Darstellung aus Theorem 1.1. Setzt man Z; v :=
X1
1J7 fiir 1 <7 < N so ergibt sich

U= l)T

dQl,Nl]—';LT N X%T N k X}T k
d N — Xl = Xl H (61)
QNIF%JV ON =1 DU=LT N el
fir alle 1 < k < N und
X%T N X%k—l)T N
Zk’N — 1= i N
X(kamT’N

beschreibt gerade den k-ten relativen Zuwachs von (th, N)teGy- Aus (6.1) erhalt

man
dQl,N|J~'%7N dQLNI}—(k;\})T’N P
= kN
dQN\f%T’N dQN|]—'(k,A})T,N
infolgedessen besitzt Zp ny = dl%]’v]\’(%) gemils Kapitel 3 eine Darstellung als

Likelihood-Quotient im Experiment {Q1 v (k), @n(k)}, welches das zum Experi-

ment {Ql,NU—'(kl)T s ONIF joiyr } beztiglich {Ql,NU—'kT o ONIFr N} kom-
SN BN N N
plementéren Experiment beschreibt. Um die erwéhnte Identifizierung zu verein-

fachen, werden im Folgenden nur Preisprozesse mit unabhéngigen Zuwichsen
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behandelt. Mittels (6.1) lésst sich der Likelihood-Quotient des Finanzexperi-

ments als Produkt

dQ1.n H dQ1,n(J

dQn dQn (j
schreiben. Bemerkung 3.2 zeigt, dass dies zusammen mit der Unabhéngigkeits-
annahme impliziert, dass in diesem Fall bis auf Aquivalenz bereits ein Produkt-
experiment vorliegt. Es l&sst sich also bei der Modellierung ohne Einschriankung

annehmen, dass

N N
Qin =QQin(i), Qn =) Qn)
= j=1
Um die Vorgehensweise fiir das im N-ten Approximationsschritt vorliegende N-
Perioden-Modell zu beschreiben, wird zunéchst ein Ein-Perioden-Modell behan-
delt und die Methode dann auf die einzelnen Perioden im N-Perioden-Modell
angewandt.

In Analogie zur Notation von Beispiel 1.4 betrachte eine risikobehaftete Anlage
St die im Ein-Perioden-Fall beschrieben wird durch den Startpreis S§ und den
Preis nach der ersten Periode S, sowie ein festverzinsliches Wertpapier S mit
Zinsrate r = 1 4+ p und Startwert 38 =1, das heift 5’8 =1, 89 =1+ p. Fiir den

1

e
Zusétzlich zur Existenz eines Martingalmafies sei die Existenz eines Wahrschein-

diskontierten Preisprozess ergibt sich dann X} = S} und X{ =

1
lichkeitsmaﬁes Py angenommen, fiir das % quadratintegrierbar ist und fiir das
0

f St dPo 1 gilt. Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf Py wird im Folgenden zur
Konstruktion der oben erwihnten Kurve von Wahrscheinlichkeitsmafen als Fufs-
punkt verwendet. Die obige Zusatzannahme ist hierbei jedoch nicht sehr restrik-
tiv. Ist die Zinsrate r = 1, das heiftt p = 0, so lésst sich fiir Py jedes Martingal-
maf wahlen. Fiir grofse N erhilt man sehr kleine Zeitabschnitte und benotigt
infolgedessen auch Zinsraten, bei denen sich p nahe bei 0 befindet. Somit ist die
Annahme nach der Existenz von Py eng mit der Annahme nach der Existenz
eines Martingalmafes verbunden.

Die Idee ist nun die (relativen) Zuwéchse zu zerlegen; genauer sucht man eine

Funktion g € La(P) und einen Parameter o, so dass

—1=o0yg, (6.2)
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wobei [ gdPy = 0und [ ¢g?dPy = 1. Hierbei kommt der Funktion g die Aufgabe
zu, die grundsétzliche Gestalt der Preisentwicklung zu beschreiben. Die Funkti-
on g bleibt fiir alle Approximationsschritte und fiir alle Zeitintervalle gleich. Der
Parameter o beschreibt die lokale Ausprigung dieser Gestalt und hangt demzu-
folge sowohl vom jeweiligen Approximationsschritt N als auch vom Zeitintervall
innerhalb des zugehorigen N-Perioden-Modells ab. Im folgenden Beispiel wird
die Wahl von Py, g und o fiir den Fall des Cox-Ross-Rubinstein-Modells explizit
durchgefiihrt.

Beispiel 6.1 (Cox-Ross-Rubinstein-Modell, Fortsetzung von Beispiel 1.4)

Betrachte das Cox-Ross-Rubinstein-Modell aus Beispiel 1.4 im Ein-Perioden-
Fall N = 1, wobei fiir die Aufwérts- beziehungsweise Abwirtsbewegung u >
1 > d > 0 erfiillt sei. Diese Bedingung wird getroffen, um die Existenz von Py
zu sichern. Wie oben angedeutet dhnelt die Bedingung der Arbitrage-Freiheits-
Bedingung (die die Existenz eines Martingalmafses impliziert) u > r > d > 0 fiir
Zinsraten r dicht bei 1. Setzt man a :=u —1> 0, b:=1—d > 0 und definiert

Py = aLerEl + #bag = a%rb(asl + beg), so folgt
St a b (1—ba (1+ad a+bd
Sy 0 a+b+ua+b a+b a+b a+b
Die Wahl ¢(1) := \;Tib’ 9(2) == \/% fithrt zu

1 —ab ba
dPy = + =0 sowie
/g A <\/ab \/ab>

1 ab®>  ba? 1
2
/g 0 a+b(ab+ab> a—i—b( +a)

Wahlt man schlieflich o := \/@, so gilt

b
%9 1tu—1=u sowie 1- -2 =1-(1-d) =d,

1+ —
Vab Vab

das heifst man erhélt 1 +og = % und damit die Zerlegung (6.2).
0

Unter Regularitdtsvoraussetzungen an g, vergleiche Lemma 6.2, ist 1 + J¢g fiir
kleine ¥ > 0 nichtnegativ und wegen [(1+ 9g)dPy = 1 wird dann durch Setzen

von
dP,
S0y vg fiir kleine ¢ >0 (6.3)
dPy
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eine Kurve ¢ — Py von Wahrscheinlichkeitsmafen definiert. Die Funktion g
wird in der Theorie der statistischen Experimente als eine Tangente im Punkt
Py bezeichnet. Aufgrund der Zerlegung (6.2) lésst sich der normierte (und nicht
diskontierte) Preisprozess selbst iiber das Mitglied der Kurve P, identifizieren.
Im folgenden Lemma wird innerhalb der Kurve (6.3) ein Martingalmaf ermittelt,
das dann sogar eindeutig ist, und eine Verbindung zur Darstellung aus Kapitel

1 hergestellt.

Lemma 6.2

Es sei p > 0 und es gelte essinfp, (g) > —% fiir das wesentliche Infimum von g
beziiglich Py. Dann legt ¥ = £ den eindeutigen Parameter innerhalb der Familie
(6.3) fest, fiir den Q := Pg ein Martingalmaf fir das diskontierte Ein-Perioden-
Modell bildet, das heif§t, es gilt

Xi
—dQ = 1.
X5
1
Durch Setzen von % = % erhdlt man dann ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q1
0

und damit die Darstellung aus Theorem 1.1.

Beweis. Die Bedingung essinfp, (g) > —2 beziehungsweise essinfp, (£g) > —1
sichert, dass 1 + gg eine positive Dichte beziiglich Py bildet. Anwendung von
(6.3) fithrt zu

o

/(1 +0g)dPs = /(1 +og) (1 + §g> 4P

=/(1+ag)dPo+/(Zg+p92)dPo=1+p

und es folgt mit (6.2)

X1 1 St 1
[ = [ Sary = [
X3 e 1+pS; - 1+p @

Lost man den Ansatz [(1+4 og)dPy = 1 + p mittels der obigen Rechnung nach

¥ auf, so zeigt dies, dass ¥ = £ die einzige mogliche Wahl darstellt, so dass
J(1+0g)dPy =1+ p erfiillt ist. [ ]

Fir das Cox-Ross-Rubinstein-Modell werden das Wahrscheinlichkeitsmaifs P,
und das Martingalmafs Pp aus Lemma 6.2 im folgenden Beispiel exemplarisch

bestimmt.
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Beispiel 6.3 (Cox-Ross-Rubinstein-Modell, Fortsetzung von Beispiel 6.1)
Betrachtet werde das Modell fiir eine risikobehaftete Anlage aus Beispiel 6.1 und
die Modellierung eines festverzinslichen Wertpapiers S° wie oben mit Zinsrate
r =1+ p und Startwert s} = 1. Fiir die Wahrscheinlichkeitsmafe Py aus der
Kurve (6.3) ergeben sich Zwei-Punkt-Verteilungen
Py =m(0)er +ma(V)e2 = (1 —n2(0))er + n2(V)ea

fiir kleine ¢ > 0. Aus der Beziehung (6.3) ergibt sich insbesondere %(2) =
1 + ¥¢g(2). Durch Einsetzen der Wahlen von Py = ai—&-bgl + aLereg und g aus

Beispiel 6.1 erhélt man 72(9) = (1 + 79\/%) aLer' Dies fiihrt zu
(o) =me(Vab) = (1 +a) b UL sowie
2\0) =12 = atbd “atb

T 1= N2 (B) = <1+p . > b = b—i—p.

o ovab) a+b a+b
Die entsprechenden Werte von 7; (1)) lassen sich durch analoge Berechnungen
oder durch Verwendung von 7;(9) = 1 — na(9) ermitteln. Die Wahl der Be-
zeichung 79 aus Beispiel 1.4 wird hier durch die bekannte Eindeutigkeit des
Martingalmafies im arbitrage-freien Binomial-Modell gerechtfertigt. Macht man
Gebrauch von der Methode zur Bestimmung eines Martingalmafes aus Beispiel

1.4, so fiihrt dies im Binomial-Fall notwendigerweise zum gleichen Ergebnis.
Tatséchlich ergibt die Nutzung der Formel 7 = 1=¢ zusammen mit v = 1 + q,

a—d
d =1 — b in diesem Fall

r—d l1+4+p—d b+p

u—d  u—d a+b

6.2 Anwendung der LAN-Theorie

In diesem Abschnitt werden Bedingungen spezifiziert, die eine Anwendung der
LAN-Theorie auf die im ersten Abschnitt definierte Kurve von Wahrscheinlich-
keitsmafien ermoglichen. Daraufhin wird dann die oben erwidhnte Lo-Differenzier-
barkeit der Kurve nachgewiesen und ein Approximationsresultat fiir It6-Prozess-
Modelle bewiesen. Zur Definition von Lo-Differenzierbarkeit siehe etwa Torger-
sen [34], Abschnitt 9.4, oder Strasser [32]. Grob gesprochen lasst sich das Kon-
zept der Ls-Differenzierbarkeit einer Kurve 9 — Py wie folgt erlautern: die Kur-
ve wird tiber die Wurzel des Likelihood-Quotienten in den Hilbertraum Lo(F)
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eingebettet, das heifit man erhélt eine neue Kurve

APy 1/2

Von dieser Kurve wird dann die Ableitung g € Lo(FPp) beziiglich der Lo(FPp)-
Norm im Punkt ¢ = 0 gebildet.

Wie eingangs erwahnt sei der Volatilitatsprozess im zu approximierenden Ito-
Prozess-Modell als deterministisch angenommen. Zusétzlich sei der Zinsraten-
prozess p ebenfalls deterministisch. Fiir die zur Modellierung des zeitdiskreten
Preis- beziehungsweise Zinsprozesses notwendigen Parameter o; y beziehungs-

weise p; v betrachte folgende Bedingungen (BI) und (B2):

(B1) Im N-ten Approximationsschritt werde das risikofreie Wertpapier model-
liert durch den Startwert 587 ~ = 1 und durch Werte zu den iibrigen Git-

terpunkten von G

b pi NT
0 o 7, N
S’“JJV_H<1+ N >

i=1

N N N
max{p; ny : 4 < N,N € N} < R < oo erfiillen.

mit Zinsraten 2 > 0 auf ((i_l)T Q] , die die Beschranktheits-Bedingung

Es sei zusitzlich p : [0,7] — [0,00) eine quadratintegrierbare Funktion,

so dass

~

(5]

(1 + pi’]JVVT) s exp </Otp(u)du> fir N — 0o (6.4)

=1

fiir alle ¢ € [0, 7] erfiillt ist.

(B2) Sei wie oben g € La(Pp) eine Funktion mit [ gdPy = 0 und [ g?dPy = 1,
so dass ¢ > —C fiir ein C' > 0, und betrachte die tiber (6.3) definierte
Kurve [0,C71] 3 ¢ — Py. Im N-ten Schritt und in der i-ten Periode

Ui’\z/vﬁﬁ mit Beschrénktheits-Annahme 0 < 6 < o;nv < K

lokale Volatilitdtsparameter und der risikobehaftete Preisprozess werde

bezeichnen

modelliert durch den Startwert 5’(1)’ y = 1 und durch

d( ®§=1 PUz’,Nﬁ> k dPUi,N‘/T

Sl _ VN _ VN
TN dPy g dFy
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fiir die restlichen Werte. Diese Modellierung als Produkt wird durch (6.1)
angeregt, wobei die Modellierung der einzelnen Faktoren durch die vor-
hergegangene Zerlegung (6.2) und die Identifizierung der Preise iiber die
Kurve [0,C~1] 3 9 +— Py gemiif (6.3) motiviert wird.

Definiere eine Treppenfunktion o : [0,7] — [0, 00) durch

N
on(u) ==Y opnll/ gy (u).
e
Es sei 0:[0,T] — [0,00) eine quadratintegrierbare Funktion, so dass
T
/ (on(u) —o(u))?du — 0 fiir N — oo. (6.5)
0

Modelliert man die zeitdiskrete Situation im N-ten Approximationsschritt mit-
tels (B1) und (B2), so kann man fiir das zugehorige N-Perioden-Modell ein
Martingalmaft sowie eine Darstellung des Preisprozesses geméf Theorem 1.1
mit Hilfe von Lemma 6.2 bestimmen. Fiir den diskontierten Preisprozess ergibt

sich zunéachst

k dPUi,N\/T

1 _ o piNT
1=

Im N-ten Schritt lasst sich fiir jede Periode j iiber Lemma 6.2 ein Martingalmafs

Qn(Jj) angeben. Zu diesem Zweck setze 0; n := Z;]]\V] In der j-ten Periode liegt
Uj’\]/vﬁﬁ als Parameter fiir die Volatilitdt und % als Parameter fiir die Zinsrate
-1
vor. Wegen % (Uj’j/vﬁﬁ) = 9]"\1/\%/? ist nach Lemma 6.2 das einzige Mar-
tingalmak innerhalb der spezifizierten Kurve durch Qn(j) = ng VT gegeben.
VN
Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf Q1 y(j) erhélt man wie in Lemma 6.2
iber P
. on. VT
aQNG) (1 2) 66
dQn(7) dP N

Setzt man nun Qi n := ®§V:1 Qi,n(j) und Qn = ®§V:1 Qn(j), was wie ein-
gangs erldutert durch die Annahme der unabhingigen Zuwéchse und Bemerkung

3.2 motiviert wird, so fithrt dies schliefslich zur Darstellung aus Theorem 1.1

d (®§:1 Ql,N(j)) dQin
(@ on))  den
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Der zunéchst nur auf G definierte Preisprozess lasst sich zwischen den Aus-

wertungszeitpunkten konstant fortsetzen, indem man | X!, be-
Lz NI N tef0,7)
trachtet, wobei |z] die untere Gauf-Klammer von z bezeichnet.

Es lésst sich jetzt das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren und beweisen.

Theorem 6.4

Gegeben sei die Modellierung einer Approximationsfolge von risikofreiem Wert-
papier und risikobehafteter Anlage gemafl Bedingungen (B1) und (B2). Gegeben
sei ferner ein Ité-Prozess-Modell wie in Beispiel 1.5 fiir Dimension d = 1 mit
deterministischem (zeitabhdngigem) Volatilititsprozess o und deterministischem
(zeitabhangigem) Zinsratenprozess p, das heifit das risikofreie Wertpapier folgt
einer Modellierung gemdfl So(t) = exp(f(;t p(s)ds), t € [0,T], und die diskon-
tierte risikobehaftete Anlage wird beschrieben durch Wahrscheinlichkeitsmafe Q

und Q1, wobei

Dann konvergieren fiir N — oo alle endlich-dimensionalen Randverteilungen

des Prozesses (XEfNJT N> unter ®§V:1 Qn(j) schwach gegen die zuge-
t€[0,T]

T N
. . D . . dQl‘]'—t

horigen endlich-dimensionalen Randverteilungen von p unter Q.

Q| te[0,7)

Beweis. Der Beweis unterteilt sich in vier Schritte. Im ersten Schritt wird die
Ly-Differenzierbarkeit der zugrunde liegendenen Kurve nachgewiesen. Im zwei-
ten Schritt wird das Konvergenzverhalten zunéchst fiir eine ein-dimensionale
Randverteilung und unter dem Maf P untersucht. Im dritten Schritt wird
dann die behauptete Konvergenz unter dem Martingalmafs ®§V:1 QnN(J) gezeigt.
Im vierten Schritt folgt schliefslich die Verallgemeinerung auf beliebige endlich-
dimensionale Randverteilungen.

Der Beweis der Lo-Differenzierbarkeit im Punkt ¢ = 0 erfolgt iiber ein Kriterium
von Hajek, siehe etwa Torgersen [34], Theorem 9.4.1 sowie die auf das Theorem
folgende Bemerkung, S. 537. Differenziert man die Dichte 1+ g, so erhélt man

in jedem Punkt die Tangente g. Fiir die Fisher-Information ergibt sich

2
g -1
ﬂH/1+ﬁgdP0’ ¥ e [0,C77).

Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert die Stetigkeit der Fisher-

Information in ¥ = 0, die fiir die Anwendung von Héajek’s Kriterium benotigt
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wird.

Betrache nun einen festen Zeitpunkt ¢ € [0,7]. Gegenstand der Untersuchung

ist zunéchst die Verteilung £ (log SE%NJ%,N

mas von Le Cam (siehe Strasser [32], Theorem 79.2, S. 402 oder Witting und
Miiller-Funk [37], Satz 6.130, S. 317) wird eine stochastische Entwicklung von
1
1085 ¢ ny7
ne Uberpriifung der Noether-Bedingung (vergleiche Strasser [32], Bedingungen
79.1, S. 402) notwendig. Aufgrund der Beschranktheits-Bedingung in (B2) ist

Uz’,N\/T
VN

sofort ersichtlich. Zum Nachweis des zweiten Bestandteils der Noether-Bedingung

muss die Summe der quadrierten Koeffizienten Z TN ;‘Gaf N beziiglich ihres

|\PyY > Mit Hilfe des zweiten Lem-

mit lokal asymptotischer Normalitét (LAN) erreicht. Dafiir ist ei-

max
i€{l,.,|&N]}

)—>o

Konvergenzverhaltens analysiert werden. Aufgrund der umgekehrten Dreiecks-

ungleichung der Ly-Norm im Hilbertraum La([0,t], Wjo,; R, [.|) gilt wegen

‘(/Ot UN(u)2du) - (/Ota(u)%lu>

<o —ala, = ( [ (o) — o))

1/2 1/2

= lllonllr, — lloll L, |

1/2

und Bedingung (B2) bereits fg’ on(u)?du — [} o(u)?du fir N — co. Setzt man
kn(t) als dasjenige k € {1,..., N}, fiir das w <t< kﬁT erfiillt ist (sofern
t £Gn), so gilt

. T &N
( dU_ Uk’N L <t +RN— UkN+RNa
RGN IR DS
wobei Ry := (t— w> UI%N(t),N fir t ¢ Gy und Ry := 0 fiir t € Gp.
Da im ersten Fall Ry < %JI%N@’N < %KQ — 0 fiir N — oo gilt, stimmen die
Grenzwerte
‘ LT N]
i, [ o= i 5 3 o
iiberein und insgesamt erhilt man
T ) ¢
. 2 _ 2
]\}EHOON Z OiN _/0 o(u)*du (6.7)
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Verwendung der Lo-Differenzierbarkeit und des zweiten Lemmas von Le Cam

fithrt zur stochastischen Entwicklung mit LAN

B
d <®i£1 P"'N,iﬁ> 1T L%NJ
logSL NIZN = log LLNJ\/N LN T 5 ointop N(l)
dPOT i=1

mit Z y := ZZL 1NJ U’\Nﬁfg, wobei

L(Zn|PY) = N <o, /(]t0(3)2d3> -y, </Uta(s)dW(s)‘P>

schwach fiir N — oo und opév(l) einen Rest-Summanden beschreibt, der Pg'-

stochastisch gegen 0 konvergiert. Folglich findet man die Konvergenz

N I 2 ! 2
L',(logSL L] ,N|P0 ) — N <2 ; o(s)"ds, ; o(s)“ds

.y (/Ot o(s)dW (s) — Ot J(S)st’P>

schwach fiir N — oo. Benutzt man (BI) so ergibt sich entsprechend fiir den

diskontierten Preisprozess die schwache Konvergenz

7

t
d<®7|:£NJPg N\/,) LtNJ T
L log /H ( pzN )

dP

Ny (/Ot o (8)dW (s) — /Ot <p(s) + "(23)2> ds‘P) .

Das Ziel im néchsten Schritt ist es nun, Konvergenz unter dem Martingalmafs

®§V: 1 ng vvT 7u beweisen. Dazu wird die Noether-Bedingung erneut iiber-

VN
priift, wobei 6; y die Rolle von o v tibernimmt. Aufgrund der Beschrénktheits-
Annahme in (B1) und (B2) folgt unmittelbar

psz R\F

\/» —0

max
i€{l,..,|&N]}

= ma
ie{l,.. 7LTNJ}

VN |

fiir N — oco. Setzt man

4] L$V)
= S ( 6 ) %Z (M)

g,
i=1 “N
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so ergibt sich
2

limsup oy ny < —QT < 0.
N—oo o

Ohne Einschridnkung lésst sich annehmen, dass a; n gegen einen Grenzwert oy
fiir N — oo konvergiert. Dies liegt daran, dass man ansonsten zu konvergenten
Teilfolgen iibergehen konnte. Es zeigt sich, dass eventuell differierende Grenz-
werte keinen Einfluss auf folgendene Berechnungen ausiiben wiirden, da diese
unabhéngig vom Grenzwert der a; n durchgefithrt werden kénnen. Man wiir-
de also fiir jede Teilfolge dasselbe Ergebnis erzielen. Anwendung des zweiten

Lemmas von Le Cam ergibt wie in (6.8) die stochastische Entwicklung mit LAN

d<®LT by )
N

log ; = N—* 291N+0PN (1),
dpLm™

mit Zt, N = ZZLTlNJ i, jf g, fiir welches die schwache Konvergenz gegen eine

entsprechende Normalverteilung £(Z; n|PY) — N (0,a4) fiir N — oo erfiillt
ist.

Um Konvergenz von Z; y unter ®§V:1 Py T 71 erhalten, wird das dritte Lem-
ma von Le Cam verwendet. Die notwendig\gﬁBedingung der Benachbartheit ist in
der vorliegenden Situation mit LAN erfiillt. Dies liegt daran, dass Benachbart-
heit beziehungsweise wechselseitige Benachbartheit bereits aus der absoluten
Stetigkeit beziehungsweise Aquivalenz der Wahrscheinlichkeitsmafe im Grenz-
experiment folgt, vergleiche etwa Strasser [32|, Theorem 18.11, S. 89. Aufgrund
der Tatsache, dass £((Z¢.n, Zs n)|PAY) asymptotisch bivariat normalverteilt ist,

konvergiert die Verteilung Z; y nach Ubergang von Pdv Al ®jV: 1 P@j, VT Wel-
JN
terhin gegen eine Normalverteilung, wobei die Varianz durch diesen Ubergang

unverandert bleibt und der Erwartungswert eine Verschiebung um die asym-
ptotische Kovarianz erfihrt, vergleiche etwa van der Vaart [35], S. 641. Bedingt
durch die Normiertheit der Tangente g berechnet sich die Kovarianz beziiglich
Py im N-ten Schritt zwischen Z; y und ZLN durch
L”V J LtN J
Covpy(Zin, ZeN) = ZUzN i N = ZP@N
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Durch Benutzung von Bedingung (B1) findet man

¢ L) | ]

) pi,NT . piNT
du= 1 1 1+ —= = 1 I 1 ’
[ g (11 (57)) - 3 e 1257)

i=1 i=1
TL%J
— lim — .
Ng>noo]\/vz_1 PiN,

wobei im letzten Schritt die Tatsache, dass bei der Entwicklung des Logarith-
mus wegen der Beschrénktheits-Bedingung aus (B1) die Summanden nach dem
ersten von der Grofenordnung ﬁ oder kleiner sind und daher beim Grenziiber-
gang (auch unter Beriicksichtigung der Summenbildung) herausfallen, Eingang

gefunden hat. Dies fithrt zur asymptotische Kovarianz

3 t
lim Covp,(Zi N, ZtN) :/ p(u)du.
N—oo 0

Mit Hilfe des dritten Lemmas von Le Cam lasst sich somit die schwache Kon-

vergenz

L Zngy

éPw — N (/Ot p(s)ds,/0t0(5)2ds>

j=1 VN

fiir N — oo erzielen. Fiir den Preisprozess ergibt sich hieraus mit (6.8)

1
L IOgSL%NJ%,N

N
® P@j,Nﬁ
=1 ~ VN

Ny (/Ota(s)dW(s) + /Ot (p(s) - ”(;)2> ds‘P)

und somit fiir den diskontierten Preisprozess

N
® Py, yvr
=1 VN

L </Ota(s)dW(8) - /Ota(;)QdS’P> =L @%ﬁf Q) ’

womit die Behauptung fiir den Fall von ein-dimensionalen Randverteilungen be-

1
L lOgX[%NJ%,N

wiesen ist.
Die Verallgemeinerung der gewiinschten Aussage auf mehr-dimensionale Rand-

verteilungen erfolgt mittels des Satzes von Cramér-Wold. Zur Vereinfachung der
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Notation wird exemplarisch die Konvergenz von Linearkombinationen der Form
a1Zs, N + asZi, y durch Verifizieren der Noether-Bedingung nachgewiesen, da
sich die Argumentation auf beliebige endliche Linearkombinationen {ibertragen
lasst. Aufgrund von Linearitét folgt sofort die Konvergenz des Maximums gegen

0. Es verbleibt die Untersuchung der quadrierten Koeffizienten von

Z aumv\f LTZ:J GQUszg.

a2y, N+ a2Zy, N =

Verwendung von (6.7) liefert

A N| 2 |2 N] 2

Z aro;, NVT n azo; NVT n Z az0; NVT

. VN vIN ot v N
i=[ZN]+1

=1
T |2 N] |2 N]
S5 DICERSCI SRREEN
=1 =|FN]+1

t1 to
—>/ (a1 + az)?o(s)*ds —|—/ a3o(s)%ds
0

t1

tq t1 t2
:/ alo(s )2d5+/ a1a20(5)2d5+/ a3o(s)?ds
0 0

fiir N — oo. Bilden dieser Linearkombination im Grenzmodell fiihrt zu

Ep <a1 /O " o (5)AW(s) + s /O N a(s)dW(s)) —0,

und fiir die Varianz der Linearkombination erhilt man

Varp (al /0 " o (s)dW(s) + s /0 N a(s)dW(s))
. /O " o (s)2ds + a2 /0 ® o(s)2ds

+ Covp (a1 /0 " o ()dW(s), az /O : J(s)dW(s))

t1 to t1
:/ a2o(s )2d5+/ a3o(s) ds+/0 araso(s)?ds.

0 0

Es folgt die Konvergenz

t1 to
L(a1Zy, N + GQZt27N|PéV) — L (a1 / o(s)dW (s) + (12/ a(s)dW(s)’P)
0 0
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schwach fiir N — oo, womit sich die Behauptung des Theorems iiber den Satz

von Cramér-Wold auch auf mehr-dimensionale Randverteilungen iibertragt. W
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