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Einleitung

There are a few key lemmas in real-variable theory which comprise to the arsenal
of all analysts. To my mind, Gehring’s Lemma is one of those elegant and powerful
tools which will be appreciated forever. Its fundamental character is attested to
by its numerous generalizations and applications. My only regret is that I won’t
be able to include many of these contributions here.

T. Iwaniec zum 70. Geburtstag von F. W. Gehring [Iwa95, S. 182]

Bei partiellen Differentialgleichungen wird die Existenz einer Losung oft da-
durch gesichert, dass man in einem Funktionenraum mit sehr vielen Funktionen
arbeitet, man also a priori wenige Eigenschaften von einer Losung verlangt. Man
fordert dann auch nur, dass die Funktion mit Hilfsfunktionen getestet eine inte-
grierte Version der Gleichung erfiillt. Eine solche schwache Losung muss weder
stetig noch klassisch differenzierbar sein. Die Regularitétstheorie untersucht an-
schliefend, wie bestimmte Eigenschaften der Gleichung Regularitétseigenschaften
der schwachen Losung erzwingen.

Umgekehrte Integralungleichungen spielen dabei eine wichtige Rolle. Es han-
delt sich dabei um Ungleichungen, die nicht allgemeingiiltig sind, sondern aus
dem Bestehen der partiellen Differentialgleichung durch Einsetzen bestimmter
Testfunktionen fiir die Ableitung der schwachen Losung hergeleitet werden. Sie
enthalten Informationen iiber die schwache Losung, aus denen man moglichst
gute Regularitdtsaussagen herausfiltern mochte.

Der Modelltyp solcher Ungleichungen ist die umgekehrte Holder-Ungleichung.
Dabei sagt man von einer Funktion f : Wy — R, auf einem achsenparallelen
Wiirfel Wy C R", dass sie eine (schwache, fir » < 1) umgekehrte Holder-
Ungleichung erfiillt, falls es eine Konstante ¢ > 1 und einen Exponenten ¢ > 1
gibt, so dass fiir alle Mittelwerte auf achsenparallelen Teilwiirfeln W sowie fiir
alle g-Mittelwerte auf gestauchten Teilwiirfeln 71V (mit festem Stauchungsfaktor
r < 1 und gleichem Zentrum wie W) gilt

fat"=e (1)

Man erhélt eine solche Ungleichung beispielsweise mit » = 1/2 und Exponen-

ten ¢ = "T” fir die Funktion f := |Vu n%, wobei u aus dem Sobolev-Raum
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WH2(Wy, RY) eine schwache Losung eines elliptischen partiellen Differentialglei-
chungssystems mit beschriankten Koeffizienten ist (z. B. [Gia83]).

Das Gehring-Lemma, der entscheidende Satz im Zusammenhang mit umge-
kehrten Holder-Ungleichungen, macht die Aussage, dass die Integrabilitéit einer
Funktion, die eine solche Ungleichung erfiillt, automatisch besser ist als die von
vorneherein bekannte LI-Integrabilitét.

Es dréangt sich die Frage auf, wie gut — in Abhéngigkeit von ¢ und ¢ — die beste
aus einer solchen Ungleichung resultierende Integrabilitét ist, also die Frage nach
einem moglichst groflen P, so dass die Funktion f in allen Lebesgue-Raumen LP
mit p € [q, P[ liegen muss. Da Integrabilitdat oberhalb des kritischen Exponenten
der Ableitung via Sobolev-Einbettung auch Holder-Stetigkeit impliziert, hat diese
Frage auch Auswirkungen darauf, unter welchen Minimalvoraussetzungen eine
schwache Losung u stetig ist.

Die Frage nach der optimalen Integrabilitit im Gehring-Lemma ist mehr-
fach gestellt worden. Man findet in der Literatur aber nur Teilantworten. Ins-
besondere bei mehreren Variablen und im Fall schwacher Ungleichungen geben
die bisher verwendeten Methoden keine befriedigende Antwort. Die Schwierig-
keit entsteht dadurch, dass alle bisherigen Beweise des Gehring-Lemmas letzten
Endes auf Uberdeckungssétzen beruhen. Durch Abschiitzungen in diesen Uber-
deckungssétzen kommt es zu einem Verlust an Informationen iiber das mdogliche
Wachstum der Funktion (auer im Fall einer Variablen).

Wir entwickeln in dieser Arbeit eine neue Methode, umgekehrte Holder-Un-
gleichungen und andere umgekehrte Integralungleichungen zu behandeln. Diese
Methode benutzt keinen Uberdeckungssatz und fithrt zu keinem Verlust an Infor-
mationen iiber das Wachstum. Die Methode basiert vielmehr auf geometrischen
Betrachtungen zweidimensionaler Mittelwertmengen, die in natiirlicher Weise mit
den umgekehrten Integralungleichungen verbunden sind. An die Stelle der Uber-
deckungssitze tritt eine Extremaleigenschaft der monotonen Umordnung. Diese
Eigenschaft ist eine von den umgekehrten Integralungleichungen unabhéngige,
neue Erkenntnis iiber Mittelwerte. Mit ihr kann die Fragestellung auf die Behand-
lung von umgekehrten Integralungleichungen fiir monotone Funktionen reduziert
werden. Die Auswertung dieser einfacheren Beziehungen fithren wir exemplarisch
vor und demonstrieren, wie man so zu neuen, optimalen Ergebnissen kommt.

Wir mochten hervorheben, dass unsere Methode nicht nur neue Ergebnisse
liefert, sondern auch einige bereits bekannte, aber eher isoliert nebeneinanderste-
hende Resultate vor einen gemeinsamen Hintergrund stellt. Betonen wollen wir
auch, dass die Methode geometrisch anschaulich ist (wobei Anschauung sicherlich
immer eine Frage des Geschmacks ist). Daneben erscheint uns die neue Erkennt-
nis iiber Mittelwerte auch fiir Fragestellungen interessant, die iiber die Behand-
lung von umgekehrten Integralungleichungen und den Gegenstand dieser Arbeit
hinausgehen. So besteht die Hoffnung, dass auch in anderen Zusammenhéngen auf
den Einsatz von Uberdeckungssitzen und sogenannten Maximalfunktionen (die
beim Vergleichen von Mittelwerten oft herangezogen werden) verzichtet werden



kann und unsere Methode bessere Resultate liefert.

Als Anwendung haben wir in dieser Arbeit folgende Ergebnisse fiir umgekehrte
Integralungleichungen ausgearbeitet:

e Bei umgekehrten Hélder-Ungleichungen fiir monotone Funktionen ist die
optimale Integrabilitidt aus der Arbeit [ApSb90] bekannt.

Wir kénnen hier nicht nur die optimale Integrabilitét ausrechnen, sondern
genau beschreiben, was die Giiltigkeit einer umgekehrten Holder-Unglei-
chung fiir monotone Funktionen bedeutet. Da hier (wie meist auch in der Li-
teratur) alle anderen Betrachtungen auf den monotonen Fall zuriickgefiihrt
werden, nehmen Resultate iiber monotone Funktionen eine Schliisselstel-
lung ein.

e Bei einer umgekehrten Hélder-Ungleichung fiir eine Funktion einer Varia-
blen kann man ohne Verlust zur umgekehrten Holder-Ungleichung der mo-
notonen Umordnung iibergehen (und diese Ungleichung dann optimal aus-
nutzen). Dies ist aus den Arbeiten [Kor92a] und [Kor92b] bereits bekannt.
Wir erhalten das gleiche Resultat, konnen aber wie im Fall monotoner Funk-
tionen noch weitergehende Aussagen machen.

e Fiir Funktionen mehrerer Variablen ist die optimale Integrabilitit bei um-
gekehrten Holder-Ungleichungen nur fiir den Fall bekannt, dass die Unglei-
chung fiir alle Quader gilt [Kin94b]. Man testet bei der Herleitung um-
gekehrter Holder-Ungleichungen im Kontext partieller Differentialgleichun-
gen mit Hilfsfunktionen, die symmetrische Abschneidefunktionen enthal-
ten. Dies fithrt im Quaderfall jedoch zu Problemen, da Quader beliebig
diinn entarten konnen. Aus diesem Grund wird man hier keine umgekehrte
Holder-Ungleichung fiir alle Quader erwarten kénnen. Fiir die Regularitéts-
theorie ist das optimale Integrabilitéitsresultat fiir das Quadersystem somit
von geringerer Bedeutung.

Unsere Methode gibt genau wie [Kin94b| ein (mit zusétzlichen Aussagen
verbessertes) Resultat fiir Quadersysteme. Wir beweisen aber dariiber hin-
aus zum ersten Mal optimale Integrabilitét fiir ein Mengensystem, das keine
solchen Entartungen zuldsst, sondern bei dem das Verhéltnis vom kleinsten
umgebenden Wiirfel zum grofiten enthaltenen Wiirfel beschrinkt bleibt.

Umgekehrte Holder-Ungleichungen auf Wiirfeln sind schwieriger zu behan-
deln. Wir zeigen aber, wie man bei diesen mit einem ,,vertretbaren* Verlust
zu dem gerade erwidhnten Mengensystem iibergehen kann.

e Bei umgekehrten Integral-Ungleichungen mit Oszillationsterm (ein Term,
der die mittlere Abweichung der Funktion von ihrem Mittelwert beschreibt)
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sind bisher keine befriedigenden Abschéatzungen iiber die Integrabilitéit be-
kannt. Weiter gibt es keine zufriedenstellende Aussage dariiber, wie grof3
die Konstante sein darf, damit die Ungleichung iiberhaupt Informationen
enthélt. Hier ist also selbst bei Funktionen einer Variablen die Situation
weitgehend ungeklért.

Wir zeigen, wie man solche Ungleichungen mit unserer Methode untersu-
chen und ohne Verlust zu einer Ungleichung fiir die monotone Umordnung
iibergehen kann. Dies ist auch fiir Funktionen mehrerer Variablen moglich,
wenn man das oben erwiahnte Mengensystem nimmt.

Fiir die wichtigste umgekehrte Ungleichung mit Oszillationsterm bestim-
men wir aus der Riickfiihrung auf monotone Funktionen noch eine Ober-
grenze (vermutlich die kleinste Obergrenze) fiir die Integrabilitit. Ferner
wird klar, dass die Ungleichung fiir alle , nichttrivialen“ Konstanten Infor-
mationen iiber Integrabilitit enthalt.

e Muckenhoupt-Klassen sind Mengen von Gewichtsfunktionen, die bei der
Beschreibung von Abbildungseigenschaften einiger klassischer Operatoren
benutzt werden. Wichtig ist die Selbstverbesserungseigenschaft dieser Klas-
sen. Die Frage, wie weit die Selbstverbesserung geht, ist bisher nur fiir Funk-
tionen einer Variablen gekldart. Wir erhalten mit unserer Methode sowohl
die Aussage fiir Funktionen einer Variablen als auch fiir Funktionen meh-
rerer Variablen. Ferner erhellt unser Zugang die Verbindung dieser Klassen
mit umgekehrten Holder-Ungleichungen.

Wir werden in dieser Arbeit keine schwachen umgekehrten Integralungleichun-
gen behandeln. Fiir diese sind zwar Verbesserungen durch Anwendung der obigen
Aussagen zu erwarten, nach unserer Einschitzung wird eine direkte Ubertragung
der Methode jedoch bessere, wenn nicht optimale Ergebnisse liefern. Erste Be-
trachtungen zu dieser Problematik haben wir in Unterkapitel 1.5 zusammenge-
stellt.

Die Hauptidee unseres Ansatzes wollen wir nun am Beispiel der umgekehrten
Holder-Ungleichung fiir Funktionen einer Variablen erldutern. Dazu betrachten
wir eine Funktion f : [0, 1] — R, fiir die eine Konstante ¢ > 1 und ein Exponent
q > 1 existieren, so dass fiir alle Teilintervalle  von [0, 1] mit positiver Linge die

Ungleichung .
fr=e(fs)

gilt. Ohne Einschrinkung konnen wir f dabei als stetig voraussetzen, denn man
kann mittels Glattung immer zu einer stetigen Funktion iibergehen, die dieselbe
Ungleichung erfiillt (siche Lemma 2.1).

Statt die Ungleichung als einen eindimensionalen Vergleich ,,die linke Seite
ist fiir alle I kleiner als die rechte Seite“ zu sehen, kann man sie auch als eine



Bedingung an die zweidimensionale Mittelwertmenge

M(f) = {(]{ f, ]é fq> . T Teilintervall von [0, 1] positiver L'ange}

auffassen. Die umgekehrte Holder-Ungleichung sagt dann gerade aus, dass die
Menge M (f) unterhalb des Graphen Go der Potenzfunktion ¢ +— ct? liegt. Aus
der einfachen Umformung (f; f)? < §; f¢ der gewdhnlichen Holder-Ungleichung
fiir das Produkt 1 - f liest man ab, dass die Mittelwertmenge M (f) gleichzeitig
oberhalb des Graphen GG; der Potenzfunktion ¢ — t9 liegt.

Wir werden sehen, dass die entsprechende Menge

M(f*):= {(]éf*,]{(f*)q> : I Teilintervall von [0, 1] positiver Léinge}

zur fallenden Umordnung f* von f auch zwischen G'; und G, liegen muss. Zuriick-
tibersetzt heifit dies, dass die fallende Umordnung die gleiche (mit gleichem ¢ und
insbesondere gleichem ¢) Ungleichung

furse(fr)
erfiillt.

Dass der Ubergang zur monotonen Umordnung moglich ist, erhalten wir aus
der nachfolgenden Aussage. Diese ist unabhéngig davon, ob die Funktion f ei-
ne umgekehrte Integralungleichung erfiillt oder nicht. Sie driickt vielmehr eine
neue Erkenntnis iiber Mittelwerte aus, die wesentlich stdarker ist als bekannte
Aussagen, die sich mit einem #dhnlichen Vergleich von Mittelwerten beschéftigen
und Maximalfunktionen benutzen. Insbesondere zeigt sie, dass die Mittelwert-
menge bei monotoner Anordnung extremal gegeniiber der Mittelwertmenge jeder
anderen Anordnung ist. Sie gilt auBerdem mit geeigneten Begriffsbildungen in
allgemeinerer Form als an dieser Stelle angegeben: statt der Graphensituation
auch auf Randstiicken konvexer, zweidimensionaler Mengen; statt Mittelwerte
zum Lebesgue-Mafl auch zu gewichteten Lebesgue-Maflen; statt Funktionen ei-
ner Variablen auch fiir Funktionen mehrerer Variablen, wenn man die ,,richtigen*
Mittelwertmengen nimmt; statt stetiger Funktionen auch fiir Regelfunktionen.

Mit der Herleitung dieser Aussagen beschéftigen wir uns in Kapitel 1. Zu ih-
rem Nachweis gehen ganz entscheidend Betrachtungen von , Gegenwegen t —
(f(f i fq) und ¢ — (jftl ff! fq) in der Ebene, also zweidimensionale Argumente,
ein. Dies macht klar, dass die Verschiebung der Sichtweise von ,,eindimensiona-
ler Vergleich“ zu ,Bedingung fiir die zweidimensionale Menge M (f)“ mehr ist
als eine Veranschaulichung des Gehaltes der umgekehrten Hélder-Ungleichung;:
wesentliche Eigenschaften offenbaren sich erst bei einer zweidimensionalen Be-
trachtungsweise.
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Die Aussage lautet:

Fiir stetige Funktionen f ist der obere Rand der Menge M (f) der
Graph einer Funktion und liegt nirgendwo unterhalb des oberen Ran-
des von M (f*). Ferner schneidet M(f) nie das Innere eines Drei-
ecks, das als Ecken die Punkte (inf f,inf f9) und (sup f,sup f?) sowie
einen oberen Randpunkt von M (f) hat. Damit ist die Funktion, deren
Graph den oberen Rand darstellt, insbesondere Lipschitz-stetig.

Dabei verstehen wir als oberen Rand einer zusammenhéngenden, beschréank-
ten Menge M C [a,b] X R den gemeinsamen Rand der Menge M und der
unbeschrénkten Zusammenhangskomponente von (Ja, b[ x R>o) \ M, wobei wir in
der Situation oben die Punkte a := inf f und b := sup f voraussetzen. Man be-
achte, dass der obere Rand einer Menge M nicht zwingend Graph einer Funktion
ist.

Fiir unsere Vorgehensweise ist wichtig, dass wir beim Ubergang von der Funk-
tion f zur fallenden Umordnung f* keine Informationen iiber die Integrabilitét
verloren haben; dies sichert uns die Umordnungsinvarianz der Lebesgue-Normen.
Wir gewinnen vielmehr eine Bedingung fiir die einfachere Menge M (f*). Diese
Menge M(f*) kénnen wir vollstdndig beschreiben. Sie ist die Flidche, die durch

R
S

sowie durch den Graphen G; der Potenzfunktion ¢ +— ¢? begrenzt wird. Die
Beschreibung folgt aus unserem Ansatz und war in dieser Schérfe selbst bei
Riickiibersetzung fiir die Ungleichung nicht bekannt.

Mit der nebenstehenden Zeichnung erhéalt
man einen kleinen Eindruck, wie eine Mittel-
wertmenge M (f*) aussehen kann. Dazu ha-
ben wir zur fallenden Funktion f* = f :
[0,1] — [0,1], definiert als f(¢) := 1 — ¢,
und zu ¢ = 2 die Kurven K;, Ky und den
Graphen G der Funktion ¢ — t? geplottet.
Ergénzt haben wir dies noch durch den Gra-
phen G der skalierten Funktion ¢ — 2¢2, um
die Bedingung zu veranschaulichen, die eine
umgekehrte Holder-Ungleichung an die Men-
ge M(f*) stellt. Man beachte, dass die oben
genannte Dreiecksbedingung vom oberen Rand der Menge M (f*) erfiillt wird.

Die Frage, was wir aus einer umgekehrten Holder-Ungleichung fiir eine Funk-
tion folgern koénnen, von der wir nichts iiber deren Anordnung wissen, reduziert




sich nach dem oben Gesagten auf die Frage, fiir welche monoton fallenden Funk-
tionen die Kurven K; und K, unterhalb des Graphen (G der Potenzfunktion
t — ct? bleiben.

Insbesondere kann man aus der Bedingung an die Kurve K; eine optima-
le Integrabilitdtsaussage herausfiltern. (Die Kurve K5 beinhaltet keine Informa-
tionen tiber das Wachstum von f* nahe null.) Dazu bestimmt man, in welchen
Lebesgue-Raumen die Menge der stetigen, fallenden Funktionen mit K; unterhalb
(G5 abgeschlossen ist. Hierzu setzt man zunéchst monoton fallende, unbeschrinkte
Standardfunktionen wie ¢ — ¢~'/? ein und findet dadurch einen Grenzexponenten
P. Weitere Untersuchungen zeigen, dass dieses P auch fiir alle anderen monoton
fallenden Funktionen die Grenzintegrabilitéit angibt. Bei diesen Untersuchungen
kénnen wir Entsprechendes aus der Arbeit [ApSb90] {ibernehmen.

Im Folgenden méchten wir einen knappen Uberblick iiber die Vorgehenswei-
se und Struktur dieser Arbeit im Einzelnen geben. In Kapitel 1 entwickeln wir
unsere Methode. Allgemeiner als oben bei der umgekehrten Holder-Ungleichung
erlautert, tragen wir der Zweidimensionalitidt der Beziehungen voll Rechnung und
betrachten Funktionen mit Werten auf dem Rand einer konvexen, zweidimensio-
nalen Menge und leiten Aussagen iiber die Struktur zugehoriger Mittelwertmen-
gen her. In Unterkapitel 1.1 fiihren wir dazu die Begriffsbildungen ,,Héhle“ und
,Einsehbarkeit“ ein. Mit ihrer Hilfe kann man die Hauptaussagen, die wir {iber
Mittelwertmengen machen werden, in anschaulicher Weise formulieren.

Das Unterkapitel 1.2 kann man als das Kernstiick dieser Arbeit bezeichnen.
Hier beweisen wir fiir Regelfunktionen h, die ein kompaktes Intervall I, auf den
Rand einer konvexen, zweidimensionalen Menge abbilden, dass der Abschluss der
Intervallmittelwertmenge

{][ h : I Teilintervall von [ positiver Lange }
I

nur einsehbare Hohlen hat und eine Hohle bei zugehoriger monotoner Anordnung
am grofiten wird. Fiir den Spezialfall der Funktion h(t) = (f(t), f9(t)) ist dies
im Wesentlichen die Aussage, die wir oben fiir M (f) und M (f*) gemacht haben.
Das wohl entscheidende Argument lduft iiber die Betrachtung von ,, Gegenwegen“
t > f¢ hund t +— £ h und steckt im Beweis von Satz 1.11.

Als Verallgemeinerung der Intervallmittelwertmengen auf Funktionen mehre-
rer Variablen bietet sich zunéchst die Betrachtung von Quadermittelwertmengen
und Wiirfelmittelwertmengen an. Die Ubertragung der Aussagen auf Quadermit-
telwertmengen ist technisch aufwéandig, kann aber in prinzipiell gleicher Vorge-
hensweise gemacht werden (vgl. Unterkapitel 1.3.1). Eine vergleichbare Argumen-
tation fiir Wiirfelmittelwertmengen ist dagegen nicht moglich und die eins-zu-eins
iibersetzten Aussagen erweisen sich bei der Wiirfelmittelwertmenge als falsch. In
Kapitel 1.3.2 geben wir einige Gegenbeispiele, die diese vielleicht iiberraschende
Tatsache demonstrieren.
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Dies ist unbefriedigend, da das Quadersystem fiir die Anwendung geringe-
re Bedeutung hat und eine entsprechende Aussage fiir Wiirfel wiinschenswert
wire. Einen Ausweg bietet hier eine weitere mogliche Verallgemeinerung der ein-
dimensionalen Aussagen. Wir wéhlen statt der Menge aller Quader oder aller
Wiirfel die Menge aller Bilder von Intervallen unter einer raumfiillenden Abbil-
dung wie beispielsweise der sogenannten Hilbert-Kurve. Fiir diese Menge las-
sen sich die bei Intervallmittelwertmengen gewonnenen Erkenntnisse in einfacher
Form iibertragen. Fiir Anwendungen ist eine solche Menge interessant, denn die
Bilder von Intervallen unter raumfiillenden Kurven kénnen nur zu Punkten nicht
aber zu beliebig diinnen Mengen entarten und sind deshalb in diesem Zusammen-
hang besser als Quader. Ferner kann man, wenn eine evtl. schwache umgekehrte
Holder-Ungleichung fiir Wiirfel gilt, zu einer schwachen umgekehrten Holder-
Ungleichung fiir Bilder von Intervallen unter raumfiillenden Kurven iibergehen.
Also ist die Menge aller Bilder unter raumfiillenden Abbildungen nicht wesent-
lich schlechter als die Menge aller Wiirfel. Die Verwendung von raumfiillenden
Kurven im Kontext umgekehrter Ungleichungen ist neu und erscheint uns, iiber
die Untersuchungen dieser Arbeit hinaus, vielversprechend.

In Unterkapitel 1.4 geben wir Folgerungen fiir den Graphenfall an (wie z. B. bei
der oben geschilderten Situation umgekehrter Holder-Ungleichungen). Das Kapi-
tel dient dabei neben der Spezialisierung unserer Aussagen iiber Mittelwertmen-
gen auf den Graphenfall der Demonstration, auf welch einfache Weise man auch
Aussagen iiber Oszillationsterme erhélt. Dabei entstehen unter anderem Aussa-
gen, die man als optimale Versionen des Theorems von Herz und der vielbeach-
teten Fefferman-Stein-Ungleichung bezeichnen kann.

In Unterkapitel 1.5 sammeln wir einige vorldufige Betrachtungen fiir zwei-
dimensionale Mittelwertmengen, bei denen die Mittelwerte auf unterschiedlich
skalierten Intervallen gebildet werden. Solche Mittelwertmengen sind fiir die Be-
handlung schwacher umgekehrter Holder-Ungleichungen interessant.

In Kapitel 2 wollen wir Anwendungen auf umgekehrte Integralungleichungen
demonstrieren. Dazu behandeln wir die umgekehrte Holder-Ungleichung ausgie-
big und gehen kurz auf Ungleichungen mit Oszillationsterm und Muckenhoupt-
Klassen ein. Fiir die Themen aus Kapitel 2 haben wir im Unterkapitel 2.4 einige
weiterfithrende Literaturhinweise zusammengestellt.

Im Anhang haben wir die Computerprogramme abgedruckt, mit denen die
Beispiele im Text erstellt worden sind.

Meinem Lehrer Prof. Dr. Klaus Steffen danke ich herzlich fiir die Betreu-
ung dieser Arbeit. Er war meinen Ideen gegeniiber immer aufgeschlossen und hat
mit anregenden Diskussionen dazu beigetragen, dass ich vormals vage Ahnungen
prazisieren konnte.



1. Zweidimensionale
Mittelwertmengen

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit Funktionen, die ihre Werte auf dem
Rand einer konvexen zweidimensionalen Menge haben. Die konvexe Menge und
die Funktion mit Werten auf dem Rand werden im Folgenden stets fest sein. Die
Mindestvoraussetzungen, die wir dabei stellen, fassen wir zusammen in der:

Definition 1.1 (Voraussetzungen an A, b, c, B,C)
Sei A eine nichtleere, offene, konvexe, beschrinkte Menge in der Ebene C.

C

Den Rand 0A versehen wir mit positiver Ori-
entierung (gegen den Uhrzeigersinn). In positiver b
Richtung durchlaufene Randstiicke von einem x c
zu einem y bezeichnen wir mit 0A[x,y], 0A[x,y],
0A|z,y] oder 0A]z, y[ — je nachdem, ob x odery zu
dem Randstiick gehéren. Im Folgenden seien zwet
unterschiedliche Randpunkte b und c fest gewdhlt. B
Fiir die speziellen Randstiicke OA[b, ¢] und 0A]c, b|
verwenden wir die kiirzeren Bezeichnungen B und
C, also B mit und C' ohne Endpunkte. Das Randstick B kann mittels der Ori-
entierung mit einer Ordnung versehen werden und ist dann im topologischen und
ordnungstheoretischen Sinne zu einem kompakten Intervall dquivalent. Dazu de-
finieren wir by < by genau dann, wenn das Randstiick 0A[by,bs] C B ist.

Funktionen mit Werten in B nennen wir Funktionen mit konvexliegen-
dem Wertebereich.

Wir sind insbesondere an Mittelwertmengen von Funktionen mit konvexlie-
gendem Wertebereich interessiert. Solche Mittelwertmengen liegen immer in der
konvexen Hiille des Bildes. Fiir weitergehende Aussagen werden sich die Begriffs-
bildungen ,,Hohle® und ,,Einsehbarkeit“ als entscheidend erweisen. Wir stellen sie
im ersten Unterkapitel 1.1 bereit und leiten einfache Eigenschaften her.

Anschlieend betrachten wir im Unterkapitel 1.2 die Intervallmittelwertmenge
von Funktionen einer Variablen. Die hier entwickelten Ideen sind das Kernstiick
dieser Arbeit.

Danach werden wir untersuchen, wie man die Resultate auf Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher {ibertragen kann. Wahrend man bei der Quadermittelwert-
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menge (aufler auf technische) auf keine Probleme st68t (Unterkapitel 1.3.1), sind
direkt iibertragene Aussagen fiir die Wiirfelmittelwertmenge falsch. Im Unter-
kapitel 1.3.2 geben wir entsprechende Gegenbeispiele. Dies ist unbefriedigend,
da die Eigenschaft des Quadersystems, beliebig diinne Mengen zu enthalten, die
Anwendbarkeit dieses System einschrinkt. Die Verwendung von raumfiillenden
Kurven fiihrt hier aus dem Dilemma (Unterkapitel 1.3.3). Mit ihnen kann man
die Resultate fiir Intervallmittelwertmengen von Funktionen einer Variablen auf
Mittelwertmengen von Funktionen mehrerer Variablen iibertragen. Das Mengen-
system, auf dem man dann die Mittelwerte betrachtet, enthélt dabei keine belie-
big diinnen Mengen.

In Unterkapitel 1.4 geben wir an, wie man die Resultate anwendet, wenn das
Randstiick B der Graph einer Funktion ist. Hier werden wir insbesondere sehen,
wie man mit einfachen Zusatzargumenten neben Mittelwerten auch Oszillations-
terme behandeln kann.

Das Unterkapitel 1.5 beschéftigt sich schlieflich mit dem Graphenfall und
Mittelwertmengen, die auf gegeneinander skalierten Intervallen gebildet werden.
Zu diesen, fiir schwache umgekehrte Integralungleichungen interessanten, Mittel-
wertmengen stellen wir erste vorldufige Betrachtungen an.

1.1. Hohlen und Einsehbarkeit

Die beiden nun folgenden Begriffe werden eine zentrale Rolle bei der Untersu-
chung von Mittelwertmengen zu Funktionen mit konvexliegendem Wertebereich
spielen.

Definition 1.2 (Ho6hle und Einsehbarkeit)
Fiir jede Menge M C A und jeden Bogen C' in OA definieren wir die C-Héhle
von M wn A durch

H(A,C, M) :={ac A: es gibt ein c € C und einen Weg
von a nach ¢ in (AU{c})\ M }.

Eine Menge H C A nennen wir einsehbar von C oder C-einsehbar, falls fiir
alle Punkte h € H und alle Punkte ¢ € C die Verbindungsstrecke [h,c[ in H

verlduft.

Falls A und C aus dem Zusammenhang klar sind, schreiben wir auch H M,
H(M) oder H(C, M) und sprechen einfach von der Hohle von M und Einseh-
barkeit. Bei uns wird M meist eine Menge von Mittelwerten einer Funktion mit
konvexliegendem Wertebereich B sein. Dann ist sogar M C conv B C A, was an
manchen Stellen benétigt wird (vgl. Lemma 1.3). Wir werden von der Menge M
oft verlangen miissen, dass sie abgeschlossen ist, bzw. meist untersuchen wir eher
HM als HM. Dann ist die Hohle als eine Wegkomponente des Komplements
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von M N A offen in A. Man beachte noch, dass die leere Menge per Definition
einsehbar ist.

Betrachten wir z. B. die nebenstehende Zeich-
nung. Der als abgeschlossen gedachte weifle Be-
reich soll M sein. Die mit H, Hy und H3 bezeich-
neten grauen Bereiche sollen offen sein. Dann ist
die 0A]by, bo[-Hohle von M leer und damit ein-
sehbar. Die 0A]by, bs[-Hohle, die OA]by, bs[-Hohle
und die 0AJby, by[-Hohle sind die Menge H;. Es
gibt kein Randstiick von dem die Menge H; ein-
sehbar wére. Die 0Albs, bg[-Hohle ist die Menge
Hs und einsehbar von 0Albs, bg], nicht aber von 0A[by, bg|. Die 0A]br, bs[-Hohle
ist die Menge Hj. Diese ist wegen der zu M gehdrenden Strecke nicht einseh-
bar von 0A[br, bg|. Es gibt allerdings einen einzelnen Punkt auf der Verlangerung
der Strecke, von dem Hj einsehbar ist. Die 0A]bg, bs[-Hohle (man beachte die
Reihenfolge der Punkte bg, bs) ist H; U Hs und von nirgendwo einsehbar. Der
unbezeichnete graue Bereich ist keine Hohle.

Lemma 1.3 (Einfache Eigenschaften von Héhlen)
Es seien M, N, My Mengen in A und Hyx Mengen in A fiir alle \ in einer Indez-
menge A.

1. Die Inklusion M C N impliziert die umgekehrte Inklusion HM D HN fir
die Héhlen.

2. Sind alle Mengen H) einsehbar von einem Randstiick C, dann ist auch die
Schnittmenge Nyea Hy einsehbar von C.

3. Ist (HM)\ N einsehbar von C, dann ist HM UN) = (HM)\ N und damit
auch die Héhle der Vereinigung C-einsehbar.

4. Haben die Mengen My, alle C-einsehbare Hohlen und ist C'\ (Uyea M,y) nicht-
leer, dann stimmt die Hohle H(Uxea M)) der Vereinigung mit dem Schnitt
Mxea H M) der Héhlen iiberein.

5. Bei einer Menge M C conv B mit C-einsehbarer Héhle H M zerstért eine
Strecke zwischen zwei Punkten, die nicht zur Héhle gehéren, die Einsehbar-
keit nicht. Es gilt also, dass fir x,y € (conv B)\HM die eventuell kleinere
Hohle H(M U [z, y]) wieder einsehbar ist.

Beweis 1. Fiir jedes h € HN C A gibt es ein ¢ € C' und einen Weg von h nach
cin (AU{c})\ N Cc (AU{c})\ M, also h € HM.

2. Fiir h € NHy und ¢ € C ist wegen Einsehbarkeit [h, c[C H) fiir alle A. Also
ist [h,c[C NH) und damit der Schnitt einsehbar.

11
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3. Die C-Inklusion folgt aus HMUN) Cc HMNHN Cc HMN(A\N) =HM\N.
Fiir die D-Inklusion geben wir uns ein o € (HM) \ N vor. Die Einsehbarkeit
garantiert zu jedem ¢ € C, dass [h,c[ C (HM)\ N C A\ (M U N) ist. Damit ist
h € H(M UN).

4. Die C-Inklusion folgt leicht aus 1. Fiir die D-Inklusion bemerken wir, dass
der Schnitt der Hohlen nach 2. wieder einsehbar ist. Deshalb ist fiir h € NH M,
und ¢ € C'\ (UM,) die Strecke [h,c[C NH M, C N(A\ M,) = A\ (UM,). Damit
ist [h, c] das Bild eines Weges von h zu einem ¢ € C in (AU {c}) \ (UM)) und
somit h € H(UM,).

5. Ohne Einschrinkung kénnen wir davon ausgehen, dass die C-Schatten von
und y, definiert durch S, := {a € A : es gibt ein ¢ € C mit z € [a, c|} bzw. analog
Sy, in M liegen. Denn sonst kann man die Menge M:=MUS,U Sy betrachten,
fiir die man H M = H M mit der C-Einsehbarkeit von H M leicht sieht.

Dann ist fiir ein h € H(M U [z,y]) C HM, ein ¢ € C und einen Weg w von
h zu einem r € C in (AU {r}) \ (M U [z,y]) die Verbindungsstrecke [h,¢[ in
HM C A\ M und in A\ [z,y] (denn sonst miisste w durch S, U S, C M laufen).
Also ist [h,c[C A\ (M U [z,y]) und damit in H(M U [z, y]). O

Fiir Konvergenzfragen benotigen wir einen Begriff, der die Konvergenz einer
Folge von Mengen beschreibt.

Definition 1.4 (Hausdorff-Abstand)

Wir sagen zwei Mengen M, N C C haben einen Hausdorff-Abstand kleiner als e,
falls die Menge M in der e-Umgebung U.(N) := {z € C: mit |z — z| < € fir ein
x € N} von N und falls N in der e-Umgebung von M liegt. Dies ist genau dann
der Fall, wenn der Hausdorff-Abstand

d(M,N) := max(sup inf |z — y|,sup inf |z —
(M.N) = ma(sup inf 2~ yl. sup inf [z~ )

kleiner als € ist. Der Hausdorff-Abstand d ist eine Pseudometrik fiir Mengen in
C. Konvergenz und Cauchy-Eigenschaft von Folgen von Mengen beziehen sich im
Folgenden stets auf den Hausdorff-Abstand.

Es ist wohlbekannt, dass die Menge der kompakten (nichtleeren) Teilmengen
von C mit dem Hausdorff-Abstand einen vollstindigen, metrischen Raum bildet.
Die in einer festen abgeschlossenen Menge enthaltenen kompakten Mengen bilden
somit einen vollstdndigen, metrischen Teilraum. Verzichtet man auf Abgeschlos-
senheit, sind Grenzmengen nicht mehr eindeutig.

Wie der néchste Satz zeigt, passt der Hausdorff-Abstand gut zu den Begriffs-
bildungen ,,Hohle* und ,,Einsehbarkeit®.
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Lemma 1.5 (Approximationseigenschaften von Hohlen)

Es seien zwei Folgen von abgeschlossenen Mengen M,,, N, C A gegeben, die im

Hausdorff-Abstand gegen die abgeschlossenen Mengen M bzw. N konvergieren.
1. Sind die Hohlen H M,, einsehbar, dann ist H M wieder einsehbar.

2. Gilt die Inklusionsbeziehung H M,, C HN,,, dann gilt auch HM C HN.

Beweis 1. Wir nehmen an, dass H M nicht einsehbar ist.

Dann findet man ein h € HM, ein m €
M und ein ¢ € C mit m € ]h,c[. Nach
Definition der Hohle kénnen wir einen Weg
von einem ¢ € C nach h finden, der ganz in
(Au{e}) \ M verlauft. Das Bild des Weges
bezeichnen wir mit W. Sei r der minimale
Abstand von W zu M. Da beide Mengen
kompakt sind, ist » > 0. Sei s der Abstand
von m zum Rand der Verbindungsmenge
Urja(h) ¥ ¢ :={a € A: es gibt ein y € U, 2(h) mit a € [y, c[}. Auch s ist positiv,
da m innerer Punkt von U, /5(h) * c ist.

Aufgrund der Konvergenz von M,, gegen M ist fiir hinreichend grofie n zum
einen kein Punkt von M, in U, »(W) (insbesondere sind h und auch U, 2(h) in
H M,,), zum anderen ist ein Punkt von M,, in Us(m). Dann kann aber H M,, ent-
gegen der Voraussetzung nicht einsehbar sein und wir haben einen Widerspruch
konstruiert.

2. Zum Nachweis der Ubertragung der Inklusionsbeziehung auf die Grenzmen-
gen geben wir uns ein h € H M beliebig vor und wéhlen einen Weg, der von einem
c € C'nach hin (AU {c}) \ M verldauft. Das Bild des Weges bezeichnen wir mit
W. Sei r > 0 der minimale Abstand von W nach M. Es gilt U,(W) C A\ M. Die
Konvergenz von M, gegen M sichert U, ,o(W) C A\ M, fiir hinreichend grofie
n. Also ist U, (W) C HM,, C HN,, C A\ N,. Die Konvergenz von N, gegen N
sichert dann U, ,(W) C A\ N und damit h € W C HN. 0

Bemerkung 1.6 Es sei auf das Phinomen aufmerksam gemacht, dass nicht ein-
sehbare Hohlen beim Grenziibergang Teile abspalten konnen. Nimmt man z. B. als
Menge A die Einheitskreisscheibe Uy (0), als C' die obere Halbkreislinie und als M,
die Intervalle [-1,1 — 1/n], dann ist H M,, = U;(0) \ [-1,1 — 1/n]. Insbesondere
sind immer die Punkte aus der unteren Halbkreisscheibe in H M,,. Aber M,, kon-
vergiert gegen [—1, 1] und H[—1, 1] besteht nur aus der oberen Halbkreisscheibe.
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1.2. Mittelwerte auf Intervallen

Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen f : Iy — B auf einem kompak-
ten Intervall [ positiver Liange und mit konvexliegendem Wertebereich B (siehe
Definition 1.1).

Wir stellen zunéchst einige Begriffe bereit, die sich auf die Ordnung (aus
Definition 1.1) im Randstiick B und die Ordnung und Mafstruktur in Iy bezichen.
Das Lebesgue-Ma$ einer Menge M C R notieren wir als |M|.

Definition 1.7

Fine Funktion f : Iy — B heifit fallend (wachsend) auf einem Teilintervall I C
Iy, falls bei allen t; <ty aus I fir die Funktionswerte f(t1) > f(t2) (bzw. f(t1) <
f(t2)) gilt. Eine Funktion, die entweder auf ganz I fillt oder auf ganz I wdchst,
nennen wir monoton auf I.

Zwei messbare Funktionen f, g : Iy — B heiflen gleichverteilt und g heifst
Umordnung von [, falls alle Zwischenniveaumengen gleiches Lebesque-Maj$ ha-
ben, d.h. fir alle Randpunkte by < by aus B gilt fiir die Urbilder des Randstiickes
R := 0A[by, by die Gleichheit |f~Y(R)| = |g~'(R)|. Wie im reellwertigen Fall
(man vergleiche z. B. mit [BeSh88, Kap. 2]) sieht man, dass zu jeder messbaren
Funktion f : Iy = [a, 8] — B die Funktion f*: Iy — B definiert durch

&) =inf{be B: a+|{sely: f(s)>b} <t}

eine rechtsstetige, mit f gleichverteilte, fallende Funktion ist. Diese nennen wir
die fallende Umordnung von f. Jede andere fallende Umordnung von f un-
terscheidet sich nur in den hdéchstens abzdihlbar vielen Unstetigkeitsstellen von

fr

Es sei darauf hingewiesen, dass die fallende Umordnung hier, anders als im
reellwertigen Fall, von der Wahl des Wertebereichs B O f(Iy) abhingen kann.
Nehmen wir z.B. als A die Einheitskreisscheibe und betrachten die Funktion
f = 1 — il o) — Lpp,3. Diese Funktion hat als Bild die Punkte 1,—i, —1.
Wéhlt man B := 0A[—1,1] (also die untere Halbkreislinie), dann ist 1 > —i >
—1 in B und somit gilt f* = f. Wahlt man aber B := 0A[l,—i] (also die
Dreiviertelkreislinie von 1 bis —i), dann ist —i > —1 > 1 in B und damit
f*= =il —Lpg + 13 # f. Daim Einzelfall fiir die Funktion f : Iy — B der
Wertebereich vorgegeben sein wird, notieren wir bei der fallenden Umordnung
diese Abhéingigkeit nicht.

Statt der oben definierten fallenden Umordnung f* definiert auf Iy = [«, ],
betrachten wir auch eine mit verschobenem Definitionsbereich f* : [0, —a] — B
definiert durch

fX(t) =inf{be B: [{s€ ly: f(s) > b} <t}
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Da in jedem Zusammenhang der Definitionsbereich klar sein wird, bzw. fiir unse-
re Mittelwertbetrachtungen die Definitionsbereichsverschiebung keine Bedeutung
hat, unterscheiden wir nicht weiter zwischen diesen beiden Formen.

Einige Abkiirzungen und Sprechweisen zu Mittelwerten stellen wir bereit in

der

Definition 1.8 (Mittelwerte)
Zu jeder messbaren Teilmenge T von Iy positiven Mafes definieren wir den Mit-
telwert von [ auf T durch

fro=f f= % [ s

Fiir ein System T wvon messbaren Mengen positiver Linge sei die Mittelwert-
menge von f auf T durch

fr={fr:TeT}

definiert.

Besonderes Interesse gilt dem System I aller Teilintervalle von Iy mit po-
sitiver Linge. Die zugehirige Mittelwertmenge fr nennen wir die Intervall-
mittelwertmenge von f. Wir wollen die Intervalle aus I als abgeschlossen
voraussetzen; fiir die Mittelwerte ist eine solche Wahl ohne Bedeutung. Hdufig
betrachten wir statt fr den Abschluss fr der Intervallmittelwertmenge. Ferner
bendtigen wir die Menge der Hdufungswerte von f; bet verschwindender
Intervallldinge, definiert durch

fij—o == [ cos{fr: I € Z,|I| >r}.

r>0
Es ist offensichtlich f;r = fr U fir—o-

Gelegentlich ist die folgende Sichtweise von Vorteil. Parametrisiert man ab-
geschlossene Teilintervalle I C Iy = [, §] durch ihren Mittelpunkt x und Radius
r,d.h. I =[x —r,z + r], dann entspricht die Menge Z dem nach unten offenen
gleichschenkeligen Dreieck

D:={(x,r):r€]0,(B—a)/2],z€a+r[—r1]}.

Die Intervallmittelwertmenge stimmt mit dem Bild der Abbildung F : D — A,
definiert durch F(x,7) := fig—yz4s, iberein:

fr=F(D).

Die Menge fj;—o ist die Menge aller Hiufungswerte der Funktion F', wenn man
r gegen null laufen lasst.
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Wir wollen im Folgenden die Intervallmittelwertmenge f7 fiir einige einfache
Funktionen konkret berechnen. Fiir eine Funktion f : Iy — B, die nur einen
Wert b; € B annimmt, kommt der Punkt b; als einzig moglicher Intervallmittel-
wert vor. Also ist hier

fr = {bi}.

Betrachten wir eine Funktion f : Iy = [a, 8] — B, f = b11y, + byl ;, mit zwei
Werten b1, b, und einer Intervallzerlegung Iy < I von I. Damit meinen wir,
dass es ein v € Jo, f] mit [} = [, 7] und I, = [y, 8] gibt. Man iiberlegt, dass die
Intervallmittelwertmenge f7 dann die Strecke zwischen b; und b, ist:

fr = [b1, ba].

Man hat néamlich fiir alle Teilintervalle I C I; den Mittelwert f; = b; und fiir

alle Teilintervalle I C I, den Mittelwert f; = by. Fiir alle Teilintervalle I C

Iy, die die Sprungstelle v enthalten, ist der Mittelwert f; = LICEAY/ |m]2|b2,

T 17
also eine konvexe Kombination der Punkte b, by und somit ein Punkt auu1l der
Strecke [by,by]. Man kann auch jeden Punkt der Strecke [by,bs], also aus der

Menge {Ab; + (1 — A)ba, A € [0,1]}, durch einen Intervallmittelwert realisieren.

Dazu nimmt man fir A € [3=7,1] z.B. das Intervall I := [a, 15% + a]. Man
iiberpriift dann leicht I C o und f; = Aby + (1 — A)by. Fiir A € [0, 3=¢] kann man

z.B. das Intervall [ := [%, f] nehmen. Falls by = by ist, entartet die Strecke
zum Punkt b;.

Fiir eine Funktion f : Iy — B, f = b1, + by, 4+ bs1l;, mit drei Werten
bi,by,b3 € B auf einer Intervallzerlegung I < [y < I3 von I, besteht die In-
tervallmittelwertmenge neben den Strecken [by, be] und [bs, b3] aus dem konvexen

Viereck mit den Ecken by, by := dﬁg‘bl + \ij}zlb% bos = Q{ﬂs‘bQ + \12‘13}3|b3 und
biaz := %bl + %bg + %bg. (Das Viereck entartet zur Strecke, falls die Punkte

b1, bg, bs auf einer Geraden liegen.) Das heifit, es gilt
fz = [b1, ba] U [b, bs] U conv{by, bi2, bag, br2s }.

Die nachfolgenden Zeichnungen (Beispiel 1.9 und 1.10) veranschaulichen die
Situation. Analytisch kann man in folgender Weise argumentieren. Bezeichnen
wir mit Z; ; alle Teilintervalle von I; U..UI; mit positiver Lénge und mit J; ; alle
Teilintervalle von Iy, die I;U..UI; enthalten, dannist Z = 7, 3 = Z; 2UZy 3UJ> 2.
Damit gilt entsprechend fiir die Intervallmittelwertmenge fz, , = fz, , U fz, s U
f7 ,. Die ersten beiden Mengen bestehen aus Mittelwerten von Funktionen mit
zwei Werten und sind damit nach den Betrachtungen oben die angegebenen
Strecken. Die Mittelwertmenge f;, , ist das angegebene Viereck und die Punkte
b, b12, bag, bias sind alle Eckpunkte, denn die Menge P := {z(J) := ([, f,|J]) :
J € J.2} ist ein Parallelogramm in C X R~ mit den Ecken x(1s), z(1;Uls), z(IoU
I3), z(ly). Die Zentralprojektion p : C x Rxo,p(2,7r) := z/r bildet schwach mo-
noton durchlaufene Strecken auf schwach monoton durchlaufene Strecken und
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1.2. Mittelwerte auf Intervallen

damit insbesondere konvexe Mengen auf konvexe Mengen ab. Da offensichtlich
p(P) = f7, , und dabei die Ecken von P auf die Punkte by, b12, bas, b123 gehen, ist
damit alles gezeigt.

Fiir eine Funktion f : [y — B, f = >, b;1;, mit n Werten 0y,..,b, € B
und einer Intervallzerlegung I1 < .. < I, von Iy erhédlt man mit entsprechenden
Uberlegungen und Bezeichnungen die Rekursionsformel

jii“n = fiiun—1 LJf}é“n LJjLE“n—1
fI1_‘n71 U fIQ‘,n U COHV{bQ._n_l, bl..n—17 b2..n7 bln} (11)

Auf der Grundlage dieser Formel und mit Hilfe einer rekursiven Prozedur kann
man Intervallmittelwertmengen zu Treppenfunktionen leicht plotten. Ein solches
mit dem Computeralgebrasystem Maple realisiertes Programm befindet sich im
Anhang. Mit ihm sind die folgenden Zeichnungen der Intervallmittelwertmengen
von Treppenfunktionen mit 3 und 4 Werten entstanden.

Beispiel 1.9 Seien die Punkte b; = —142i, by = 0, b3 = 1+ 1i gegeben. Wir be-
rechnen die Intervallmittelwertmenge zu den Funktionen fis3, fo13, fi32 : [0,3] —
{b1, by, by} definiert durch fi iy, == >0 by, Ajj_1 ;- D.h. fig3 ist die Funktion, bei
der ]0, 1] auf den Punkt by, dann |1,2[ auf by und dann |2, 3[ auf b3 abgebildet
wird. Die anderen beiden Funktionen sind entsprechende Umordnungen dieser
Funktion. Man findet:

123 213 132

Bei der ersten Zeichnung ensteht z. B. die Strecke [by, by] durch alle Mittel-
werte auf Teilintervallen von [0,2], die Strecke [by, b3] durch alle Mittelwerte auf
Teilintervallen von [1, 3] und das Viereck durch alle Mittelwerte auf Teilintervallen
von [0, 3], die das Intervall [1, 2] enthalten. Man beachte, dass die Verlangerungen
der oberen Seiten des Vierecks durch die Punkte b; bzw. b3 laufen.

Die Intervallmittelwertmengen zu den umgekehrten Anordnungen, also zu 321,
312 und 231, haben wir nicht ausgedruckt. Wie man leicht einsieht, stimmen sie
mit den entsprechenden Mengen iiberein: (fi23)7 = (f321)7 usw.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Beispiel 1.10 Seien die Punkte by = =142, by =0, b3 = 1+1, by = 1/2 + 2i
gegeben. Mit analoger Bezeichnungsweise wie beim vorangegangenen Beispiel be-
rechnen wir die Intervallmittelwertmengen (f;,i,i5i,)7 21 verschiedenen Reihenfol-
gen i1iot314 dieser Punkte.

1234 1243 1324 1342

<
<

1423 1432 4123 4132

-
o
VA

2134 2143 3124 3142

q
3
o
4

In allen Féllen, bei denen die konvexliegenden Punkte by, .., by nicht in einer
monotonen Weise abgelaufen werden (Reihenfolgen 1243, 1324, 1342, 1423, 4132,
2134, 3124, 3142), ist die Intervallmittelwertmenge durch auftretende Uberlap-
pungen relativ kompliziert; und die Komplexitit der Mengen nimmt bei weiteren
Werten rasch zu. Dabei konnen aber nicht beliebige Mengen entstehen, sondern es
gibt Eigenschaften, die alle Intervallmittelwertmengen haben. So liegt z. B. die In-
tervallmittelwertmenge offensichtlich immer in der konvexen Hiille der Werte von
f und ist immer wegzusammenhédngend. Man beachte aber, dass die Intervall-
mittelwertmenge nicht einfach zusammenhéngend sein muss (siehe Anordnung
3124). Die Intervallmittelwertmengen kénnen also verschiedene topologische Ei-
genschaften haben.

Richtet man bei unserem Beispiel seine Aufmerksamkeit auf das Komplement
der Intervallmittelwertmenge, so fallen zwei Dinge auf.

1. Die Hohlen der Intervallmittelwertmengen sind alle einsehbar.

D. h. nimmt man eine offene konvexe Menge A, auf deren Rand die Punkte
by, .., by liegen (z.B. das Innere der konvexen Hiille der Punkte), dann sind
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die 8A]bl, bg [—, 814] bz, bg [—, 8A] bg, b4 [— und 814] b4, bl [—thlen der Intervallmit-
telwertmenge einsehbar von 0A[by, ba|, 0A[b, bs], OA[bs, bs] bzw. OA[by, by].

2. Die Hohlen sind bei monotoner Anordnung am grofiten.

D.h. die 0A]by,bi[-Hohle bei der Anordnung 1234 enthélt die 0A]by, by[-
Hohle zu jeder anderen Anordnung (man lege im Geiste die Zeichnungen
iibereinander und stelle fest, dass bei 1234 die obere Hohle am grofiten
ist). Entsprechend ist die linke 0]b1, b2[-Hohle bei der Anordnung 1432 am
grofiten, usw.

Die gerade gemachten Beobachtungen sind kein Zufall, sondern entsprechen-
des gilt fiir alle Treppenfunktionen und auch fiir eine gréflere Klasse von Funk-
tionen (vgl. Satz 1.12, 1.14 und Bemerkung 1.17). Der Nachweis der Hohlenein-
sehbarkeit und der Hohleninklusion sind das Hauptergebnis iiber Intervallmit-
telwertmengen, und die Schliisselresultate fiir die Methode dieser Arbeit. Das
entscheidende Argument steckt im Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1.11 (Einsehbarkeit von Héhlen)

Ist f : Iy — B eine Funktion mit konvexliegendem Wertebereich und ist die Hohle
H fi11—o der Hiufungswerte bei verschwindender Intervalllinge einsehbar, dann ist
auch die Hohle H f7 des Abschlusses der Intervallmittelwertmenge einsehbar.

Beweis Sei H f|;—¢ einsehbar. Aus der Annahme, dass H fr nicht einsehbar ist,
werden wir einen Widerspruch konstruieren.

Wir finden einen abgeschlossenen Sektor Y von A, bestimmt durch zwei ver-
schiedene Randpunkte ¢;,co € C und einen Hohlenpunkt A € H f, mit folgenden
Eigenschaften:

e Das Innere von Y gehort ganz zur Hohle, oder anders gesagt, es gilt [h, ¢] C
H f7 fiir alle ¢ € C' echt zwischen ¢; und cs.

e Auf dem Rand von Y liegt in A mindestens ein Intervallmittelwert, genauer
gilt fz N (Jh,ei[U]h, eaf) # 0.

Ein solcher Sektor ist immer zu finden. Denn mit der Annahme, dass H f7 nicht
einsehbar ist, erhédlt man die Existenz

e von einem Hohlenpunkt & € H f7,

e von einem Weg u : [0,1] — A, der von einem Randpunkt d € C' zu dem
Hohlenpunkt & geht und ganz in der Hohle (genauer in {d} U H f7) liegt,
und

e von einem Randpunkt e € C, von dem aus man den Hohlenpunkt £ nicht
sehen kann, d. h. es ist [k, e] N f; # 0.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Da H f7 offen ist, liegt fiir Randpunkte
dq,dy € C auf beiden Seiten hinreichend na-
he bei d und einem Héhlenpunkt w(t) mit
hinreichend kleinem ¢ (also u(t) nahe bei d)
der Sektor zu dy, ds, u(t) ganz in der Hohle
H f7. Verdndern wir den Sektor, indem wir
t vergrofilern (damit lduft w(t) gegen den
Punkt k) und indem wir den Randpunkt d;
oder dy gegen den Randpunkt e (je nachdem auf welcher Seite von d der Punkt
e liegt) laufen lassen. Es kommt dann irgendwann zu der Situation, dass fz nur
den ,Rand“ des Sektors schneidet (man beachte Stetigkeit und f7 abgeschlossen).
Schnittpunkte kénnen dabei nur in f7 liegen, da ein Schnittpunkt in fi;—o wegen
der Einsehbarkeit einen Punkt « € fj;—o N Bild(u) = 0 implizieren wiirde. Die
Existenz des Sektors Y und der Punkte h, ¢;, co mit den behaupteten Eigenschaf-
ten ist nun klar.

Wir wihlen ein Intervall I = [to,t1] € Z positiver Léinge, so dass der Mit-
telwert f; auf dem Rand des Sektors Y liegt und unter all diesen einen mi-
nimalen Abstand zum Hohlenpunkt h hat. Ein solches Intervall existiert, da
fr = fru fir—o abgeschlossen ist und kein Punkt aus f;—o auf dem Rand
des Sektors Y liegt. Im Folgenden nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass
fr € |h, c1]. Wir betrachten die Funktionen

w:fto, i — fz, w(t) = fuey und  v:lte,t] = fr, v(t) = fiou-
Fiir diese Abbildungen gilt:

e Beide sind stetig und haben als Werte nur Intervallmittelwerte.

e w beginnt in f; und v endet in f;.

e Beide sind nicht konstant gleich f;, denn sonst wére der Mittelwert f; auch
ein Haufungswert von fz bei verschwindender Intervallldnge, also in f|7—o.
Dies hatten wir aber oben bereits ausgeschlossen.

e Beide Abbildungen verlaufen ,bzgl. f; gegeniiberliegend“, d.h. fiir alle
t € Jto, t1] liegt fr auf der Verbindungsstrecke [w(t),v(t)], da der Gesamt-
mittelwert f; = fj,,) eine Linearkombination der Mittelwerte fj,, und
Jit,t1) ist. Ferner ist, wenn einer der Punkte w(t) oder v(t) gleich f; ist, auch
der andere gleich f;.

Wir bezeichnen mit X, Xy, Z die anderen abgeschlossenen Sektoren von A,
die durch die Gerade durch den Randpunkt ¢; und den Hoéhlenpunkt A sowie
durch die Gerade durch den Randpunkt ¢, und den Hohlenpunkt h definiert
werden. Dabei sei Z der Sektor, der Y gegeniiberliegt, X; der verbleibende Sektor,
der an ]cy, h[ grenzt, sowie X, der verbleibende Sektor, der an e, h| grenzt.
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Die Eigenschaften von w und v garan-

tieren die Existenz von einem sy € [tg,t;|

mit w(sg) € X1 \ [fr,h]. Der Gegenpunkt Z S
v(sp) kann dann nur im Innern von Y (Wi- LD
derspruch dazu, dass das Innere von Y in A

der Hohle H f7 liegt), auf der Strecke | fr, h]

(Widerspruch zur Wahl von I mit minima-
lem Abstand) oder in X, liegen. Liegt v(sp)
in X5, so ist v|[s, ¢, ein Weg, der von X, nach
fr € Xy fiihrt. Da dieser Weg nicht durch
das Innere von Y und nicht durch h verlaufen darf, finden wir aus Stetigkeits-
griinden ein s, so dass v(s1) im Innern von Z liegt. Der Gegenpunkt w(s) liegt
dann verbotener Weise im Innern von Y. Damit haben wir die Annahme zum
Widerspruch gefiihrt. O

Die Bedeutung des gerade bewiesenen Satzes liegt darin, dass fiir eine grofle
Klasse von Funktionen die Haufungswertmenge bei verschwindender Intervall-
lénge einfach genug ist, so dass man deren Hohleneinsehbarkeit nachweisen kann.
Auf diese Weise erhalten wir den:

Satz 1.12 (Einsehbarkeit bei Regelfunktionen)
Ist f: I — B eine Regelfunktion mit konvexliegendem Wertebereich, dann ist
die Hohle H fr des Abschlusses der Intervallmittelwertmenge einsehbar.

Beweis Hat eine Funktion f : [y — B in ty € I einen linksseitigen Grenzwert b
und ist eine Folge von Intervallen I,, /" t, (d. h. fiir jedes § > 0 gibt es einen Index
ng, ab dem alle Intervalle I,, C [tg — 9, to] sind) gegeben, dann strebt auch die
Folge der Mittelwerte f;, gegen b. Denn zu vorgegebenem € > 0 ist fiir hinreichend
kleines ¢ > 0 und fiir hinreichend grofle Indizes n

=B <f F b <suplf(t) b < swp |f(t) -~ b e
In tely,

te[to—ﬁ,to]

Also besteht fiir Funktionen mit linksseitigem Grenzwert b in ¢5 die Menge aller
Héaufungswerte von fr fiir Intervallkonvergenz von unten gegen ¢, also die Menge

fi ot = ol fr: I €Z mit I C [ty — 7, ]},

nur aus dem Punkt b. Analog ist fi\ 4, = {b} fiir eine Funktion mit rechtsseitigem
Grenzwert b in .

Hat f in ty den linksseitigen Grenzwert b; und den rechtsseitigen Grenzwert
by, dann besteht die Menge der Haufungswerte von f7 fiir Intervalle gegen t, also
die Menge

flﬂto = ﬂr>0{f1 eI mit I C [to -, to +’l"]},
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

aus der Strecke [by, be]. Denn fiir alle a,, <ty < b, mit a,, < b, ist der Mittelwert

bn_tO
an + by

f[an,bn] f[an7t0 f[to,bn]

an + b
eine Konvexkombination der Mittelwerte fa, ) und f, s, Konvergiert fa, 4.1,
dann muss der Grenzwert folglich auf der Strecke [by, bs] liegen. Ferner konvergiert
fiir eine Nullfolge 7, und Werte A, u € [0, 1] mit A+ p = 1 die Folge

A

A + f[tO 7t0+Mrn]

f[to—krn,to-&-mn} f[to Arn,to

1
A+
gegen - +u wob + oy b2 Mit geeigneter Wahl von A und p lésst sich so auch jeder
Wert auf der Strecke [b1, bo] realisieren.

Die Menge f|;—o aller Hiufungswerte bei verschwindender Intervalllinge lésst
sich schreiben als die Vereinigung aller Mengen f7_,, mit ¢ty € [y (mit entspre-
chenden einseitigen Grenzwerten an den Intervallgrenzen von ).

Fiir Regelfunktionen, also solchen Funktionen, bei denen in allen Punkten die
links- und rechtsseitigen Grenzwerte existieren, ist demnach fi; o eine Vereini-
gung von Strecken, die in B anfangen und enden. Damit hat fj;_, fiir Regel-
funktionen nur einsehbare Hohlen. O

Da bei stetigen Funktionen in jedem Punkt t; der links- und rechtsseitige
Grenzwert und der Funktionswert iibereinstimmen, gilt in diesem Fall f;_;, =
{f(to)} € B und fj;—o C B. Also ist dann fz N A = fz N A, und somit gilt fiir
die Hohle die Gleichheit H f7 = H fz. Damit erhalten wir die

Folgerung 1.13 (Einsehbarkeit bei stetigen Funktionen)
Ist f : Io — B eine stetige Funktion mit konvexliegendem Bild, dann ist die Hohle
H fr einsehbar.

Die Einsehbarkeit der Hohlen ist die entscheidende Eigenschaft, die wir fiir
folgendes Resultat bendtigen.

Satz 1.14 (Hohleninklusion)
Ist f : Iy — B eine Regelfunktion mit konvezliegendem Wertebereich und h :
Iy — B eine monotone Umordnung von f, dann st H fr C Hhz.

Beweis Wir zeigen die Inklusionsbeziehung zunéchst per Induktion fiir alle
Treppenfunktionen. Die Induktionsvoraussetzung benutzen wir fiir die Treppen-
funktionen mit n — 1 Abschnitten, die durch Weglassen des héchsten bzw. nied-
rigsten Abschnittes entstehen. Entscheidend wird dabei die Einsehbarkeit der
Hohlen benutzt.

Man iiberlegt, dass fiir Treppenfunktionen die Intervallmittelwertmenge fr
abgeschlossen ist. Dazu nimmt man ein Intervall mit einer Lénge, die der kleinsten
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Stufenléinge entspricht. Schiebt man dieses Intervall durch I, erhédlt man alle
Mittelwerte an denen hochstens zwei Stufen beteiligt sind. D.h. noch kleinere
Intervalle geben keinen neuen Beitrag.

Da fiir alle monotonen Umordnungen A von f die Mittelwertmenge hz mit der
Mittelwertmenge f7 der fallenden Umordnung iibereinstimmt, kénnen wir ohne
Einschréinkung annehmen, dass h = f* ist. Wir zeigen per Induktion nach n € IN
die Aussage

A(n) © Ist f eine n-Treppenfunktion mit konvexliegendem Wer-
tebereich von der Form

f:lo— B, f=) b1y
i=1

mit b;< .. <b, in B und einer Zerlegung Iy = U;_, I; in n Teilintervalle
positiver Lénge, dann ist H fz C H f7.

Induktionsverankerung A(1) und A(2): Fir f = b1, ist f* = f und
trivialerweise H fr = H f5. Fir f = b1, + bo1y, ist fr = [b1, ba] = f5, gleich ob
das Intervall I; vor oder nach I, kommt. Also gilt auch hier H f7 = H f7.

Induktionsschluss A(n — 1) = A(n) fiir n > 3:  Gelte A(n — 1) und sei eine
n-Treppenfunktion

filo=laf] =B, f=3bi,
=1

mit Werten b;< .. <b, und einer Zerlegung Iy = U;_, I; gegeben. Wir betrachten
die (n — 1)-Treppenfunktionen, die durch Weglassen des Abschnittes /; mit dem
kleinsten Wert und Vorriicken der links liegenden Abschnitte bzw. durch Weglas-
sen des Abschnittes ,, mit dem grofiten Wert und Zuriickriicken der rechts liegen-
den Abschnitte enstehen. D. h. wir betrachten auf den Intervallen Jy := [a+|4|, 5]
und Ky := [a, B — |I,,|] die Abbildungen

g:Jo— B, g:=) b1, mit Ji::{li+|jl| i<

= Iz : Iz > 1 ’
n—1
I; L < 1
h:KOHB,h::Zbi]lKi mit Ki::{ ! - "o
=1 Iz — |]n| : ]z > In

Dann findet man als fallende Umordnungen die Funktionen

f*:IO_>B7 f* :sz]lll*a
=1
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen
n
g* : JO — B, g* = Zbl]llz*’
h*ZKO—>B, h* = bz]].jl*

mit den Intervallen

I' =a+

Zi![ﬂ» i\fﬂ[-

j=1 =1

Bezeichnen wir mit Z, 7,/ die Mengen aller Teilintervalle von Iy, Jy bzw. K
mit positiver Lange, dann liefert die Induktionsvoraussetzung angewendet fiir die
(n — 1)-Treppenfunktionen g und h die Inklusionen

Hgy; CHg; und Hhx C Hhg. (1.2)
Wir werden zeigen, dass gilt

Hff ¢ Hgy;NnHAcNHS
Hff = Hg,NHA:NHS.

—_ =
A~ W

Dabei bezeichnen wir mit S den Schatten, den der Gesamtmittelwert f;, = by ,
vom Randstiick 0A[b,, bi] beleuchtet in A wirft, d. h.

S:={a€ A: esgibt ein ¢ € 0A[b,, b| mit f;, € [a,c]}.

Aus den Bezichungen (1.2), (1.3) und (1.4) folgt dann die Behauptung H f7 C
H f7 fiir alle Treppenfunktionen.

Wir zeigen H fr € Hgs; (und analog sieht man H f; C Hhg). Zu jedem
Intervallmittelwert m der Funktion ¢ findet man einen Intervallmittelwert m
der Funktion f, der von m aus gesehen nur in Richtung b; verschoben ist. Die
Einsehbarkeit von b; der Hohle H f7 garantiert dann, dass mit 7 auch m nicht in
der Hohle H f7 liegen kann. Also liegt die gesamte Intervallmittelwertmenge g7
auBerhalb der Hohle von f. Damit muss H fr C H g7 sein.

Wir zeigen H fr C HS. Da der Gesamtmittelwert f;, nicht aus der einsehba-
ren Hohle H f7 ist, kann auch kein Element aus seinem Schatten in H f7 liegen.

Also ist S € A\ H f und somit gilt H ff € HS. Damit ist der Nachweis der
Inklusion 1.3 gefiihrt.

Wir zeigen die Formel (1.4) Die C-Inklusion ist der Spezialfall von (1.3) fiir
monotone Funktionen.
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Fiir die D-Inklusion benutzen wir die Rekursionsformel (1.1) angewendet auf
die fallende Umordnung

f1=1f1 ., =11 . Uf, Uconv{bi n_1,b1n,b2.n,02.n 1}

Man {iiberzeugt sich, dass das konvexe Viereck mit den Ecken by ,,_1, b1, b2.n,
bs.,—1 im Schatten S liegt. Dazu beachte man, dass b; , der Gesamtmittelwert
ist und die Verlingerungen der Seiten [by ,—1,b1.,] und [by ,,b1 ,] durch den
hochsten Wert b,, bzw. durch den niedrigsten Wert by laufen (weitere Ausfiithrun-
gen findet man rund um den Nachweis der Rekursionsformel 1.1). Ferner erkennt
man die Intervallmittelwertmengen f7, ~ und f7, = als die Intervallmittelwert-
mengen g und hy.. Damit ist

1

fiCgyURLUS.

Fiir die Hohlen dieser beiden Mengen gilt dann die umgekehrte Inklusion. Die
Einsehbarkeit von H g*, HhA* und H S garantiert schlieflich, dass wir die rechte
Seite als Durchschnitt der einzelnen Hohlen schreiben diirfen (Lemma 1.3)

Hf7 DH(g5UhxUS)=Hg;NHhNHS.

Fiir beliebige Regelfunktionen f : [y — B konnen wir eine Folge von Trep-
penfunktionen f, : Iy — B wihlen, die gleichméflig gegen f strebt. Dann strebt
auch f gleichméfig gegen f*, und die gleichméflige Konvergenz sichert die Kon-
vergenz der Mittelwertmengen im Hausdorff-Abstand: (f,)7 konvergiert gegen fr
und (f*)7 gegen fr. Denn aus

(F)r = £11  f 1o = £ < sup | £u(8) = ()] = 0
telp

fiir alle I € 7 folgt fiir ein vorgegebenes € > 0 und n hinreichend gro8, (f,)r C

Ue(fI) C Ue(ﬁ) und E C UE/Q(fI) C Ue((fn)I)'
Mit Hilfe des Approximationslemmas 1.5 erhélt man die Aussage dann fiir
alle Regelfunktionen. O

Die monotonen Funktionen spielen also eine besondere Rolle bei den Intervall-
mittelwertmengen. Bei ihnen ist auch die Intervallmittelwertmenge relativ einfach
zu beschreiben. In diesem Zusammenhang beweisen wir den

Satz 1.15 (Intervallmittelwertmenge monotoner Funktionen)

Fiir monotone Funktionen f : Iy = [g, B] — B mit konvexliegendem Bildbereich
ist die Hohlenwand W := 0fz NOH f7 die Menge

{fr: I=lat] mittela, (] oder I =[t,[] mitte [a, ([}

aller Mittelwerte auf Randintervallen aus Z. Also besteht die Hohlenwand aus den
Kurven der beiden Abbildungen t — floq und t — f 5.
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Die Mittelwertmenge st fiir stetige, monotone Funktionen die Fldche, die
durch diese beiden Kurven und durch das Randstiick B begrenzt ist. Bei unsteti-
gen, monotonen Funktionen gilt dies auch, wenn A die konvexe Hiille des Bildes
von f ist.

Beweis Die Aussage iiber die Hohlenwand lautet in der nach Definition 1.8
beschriebenen Sichtweise, dass die Hohlenwand bei monotonen Funktionen aus
dem Bild der oberen beiden Seiten des Dreiecks D besteht.

Die Induktion, die zum Nachweis der
Aussage fiir alle monotonen Treppenfunk-
tionen fiihrt, liest man ohne Schwierigkei-
ten aus der nebenstehenden Zeichnung ab.
Dazu muss man nur beachten, dass die neu-
en Seiten des hinzukommenden Vierecks, al-
so die Bilder der dick gezeichneten beiden
Strecken, bei monotonen Funktionen zum kleinsten und gréfiten Wert ausgerich-
tet sind.

Fiir eine beliebige monotone Funktion f : Iy = [a, ] — B gibt es eine Fol-
ge von monotonen Treppenfunktionen f,, die gleichméfig gegen f konvergiert.
Nehmen wir an, dass ein Mittelwert der Form f, 4 nicht zur Hohlenwand W ( f1)
gehort. Dann kann auch der entsprechende Mittelwert (f,)[, filr ein n, das groB
genug ist, nicht zur Hohlenwand W ((f,,)7) gehoren. Denn die gezeigte Einsehbar-
keit von H f7 garantiert einen Mittelwert f; in dem offenen Sektor C flay- Fiir
n hinreichend grof ist dann (f,); so nahe bei f; und (fy,)a,q s0 nahe bei fi, 4,
dass (fn)r im Sektor C' * (fy)[.,q ist. Damit kann (f, ), nicht aus der Hohlen-
wand W ((f,)z) sein und wir haben einen Widerspruch zu der giiltigen Aussage
fiir Treppenfunktionen. a

Bemerkung 1.16 Den Beweis von 1.12 kann man auch so aufbauen, dass man
den Satz 1.11 nicht benutzt, sondern zunéchst fiir alle Treppenfunktionen die
Einsehbarkeit beweist. Dazu macht man eine Induktion iiber die Anzahl der Stu-
fen und fiihrt beim Induktionsschluss die Aussage fiir n-Stufen auf die Aussage
fiir die ersten (n — 1) und die letzten (n — 1) Stufen zuriick. Fiir den Nachweis,
dass das hinzukommende konvexe Viereck mit den Ecken by ,,_1,b1.,-1,b2.n,b1.n
die Einsehbarkeit nicht zerstort, benutzt man dhnlich konstruierte Wege w, v wie
im Beweis von 1.11. Fiir alle Regelfunktionen erhélt man dann die Einsehbarkeit
mit dem Approximationslemma 1.5.

Das indirekte Argument aus 1.11 ist eleganter und kiirzer als die nétige In-
duktion. Moglicherweise ist der Satz 1.11 aber auch noch auf eine gréflere Klasse
als die der Regelfunktionen anwendbar.
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Bemerkung 1.17 Die Klasse der Funktionen f : I, — B, fiir die H f7 einsehbar
ist, ist groBer als die der Regelfunktionen.

Mit der gleichen Argumentation (vgl. Beweis von Satz 1.12) erhilt man die
Einsehbarkeit fiir alle Funktionen, die statt links- und rechtsseitiger Grenzwerte
in allen Punkten nur links- und rechtsseitige Intervallmittelgrenzwerte haben,
d. h. falls es zu jedem ty € I ein b; und by € B gibt mit

f7 -0
I

1 —b

Insbesondere sind Werte von f auf Nullmengen nicht von Interesse.

Einsehbarkeit von H f7 erhélt man auch fiir Funktionen f : Iy = [a, 3] — B,
die auf allen Intervallen [a + 7, 8 — r] mit > 0 Regelfunktionen sind (oder nur
auf all diesen Intervallen iiberall links- und rechtsseitige Intervallmittelwerte in B
haben). Solche Funktionen konnen anders als Regelfunktionen in den Intervall-
grenzen «, J mehr als einen Haufungswert haben. Die Einsehbarkeit erhilt man
in diesem Fall durch folgendes Widerspruchsargument:

Angenommen die Hohle H f7 wire nicht einsehbar, dann findet man wie im
Beweis von Satz 1.11 einen abgeschlossenen Sektor Y, bestimmt durch zwei Rand-
punkte ¢; # co € C' und einen Hohlenpunkt ~ € H f7, so dass das Innere Y° des
Sektors ganz in der Hohle H f7 liegt, und so dass ein Punkt z aus f7 auf dem
,Rand“ des Sektors liegt: z € fr N]h,ci[ (oder analog z € fr N]h,cy]). Da die
Hohle offen ist, kann man noch eine Umgebung um den Hohlenpunkt A wihlen
mit

=0 und lim sup = 0.

lim sup
™0 IC [to ,t0+7‘]

™0 IC [to 77‘,t0]

Yo UU(h) c HF;.

Wir finden ein Intervall I € Z mit einem Mittelwert f; so nahe bei 2, dass f7 in
der Verbindungsmenge U, /z(h) x ¢q liegt. Dann kénnen wir ein r > 0 hinreichend
klein wihlen, so dass der Mittelwert auf I := I'N [a+r, B—r] im Verbindungsraum
Uc(h)*c; liegt. Da aber H fz, (mit der Menge Z, aller Teilintervalle von [a+r, 3—7]
mit positiver Linge) einsehbar ist, kann (Y°UU,(h))N fz, nicht leer sein. Gleiches
gilt erst recht fiir die Obermenge

(Y°UU.(h)N Tz 2 0.

Dies steht im Widerspruch zu obiger Inklusion.

Ungeklart ist bisher, ob auch Funktionen, die bis auf eine Ausnahme im In-
nern des Definitionsintervalls I Regelfunktionen sind, einsehbare Héhlen haben.
Wir vermuten dies und sogar, dass bei allen messbaren Funktionen die Héhlen
einsehbar sind. Wéren die Hohlen auch fiir messbare Funktionen einsehbar, dann
wiirde man auch die Hohleninklusion fiir alle messbaren Funktionen erhalten.
Dazu wiirde man im Beweis statt der Treppenfunktionen einfache Funktionen,
d. h. Funktionen mit endlich vielen Werten auf messbaren Mengen, nehmen.

Bei dem naheliegenden Versuch, die Einsehbarkeit bei messbaren Funktionen
mittels Regularisierung auf stetige zuriickzufithren, hat man die Schwierigkeit,
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dass die Mittelwertmengen nicht im Hausdorff-Abstand konvergieren miissen.
Approximieren wir z. B. eine Treppenfunktion f : [0,2] — B, die auf [0, 1] einen
Wert b; und auf ]0, 2] einen anderen Wert by hat, durch eine Folge von stetigen,
monotonen Funktionen f,, : [0,2] — B mit immer schmaler werdenden Bereichen,
in denen die Funktionen sich &ndern. Dann ist die Mittelwertmenge fr = [by, bo];
die Mittelwertmengen zu den stetigen Funktionen enthalten aber immer Punkte
in der konvexen Hiille von 0 A]by, by[. Also konvergieren die Mittelwertmengen im
Hausdorff-Abstand nicht. Die Hohlen konvergieren in diesem Beispiel aber schon.
Dies zeigt, dass man zumindest bei Regularisierung nicht ohne ein geometrisches
Zusatzargument auskommen wird.

Bei den ins Auge gefassten Anwendungen kann man regularisieren (man ver-
gleiche z.B. Lemma 2.1), so dass dort die gezeigten Resultate auf jeden Fall
ausreichen. In gleicher Weise kann man dort auch unbeschrénkte Funktionen via
Regularisierung behandeln. Deshalb brauchen wir keine Verallgemeinerung der
Hohlensétze auf unbeschriankte, konvexe Mengen A.

Bemerkung 1.18 Wir betrachten statt des Lebesgue-Mafles auf [ ein gewich-
tetes Lebesgue-Mafl u, d.h. es gibt eine Lebesgue-messbare, nicht negative Ge-
wichtsfunktion w : Iy — [0, 0o mit u(A) = [, w(t)dt fiir alle Lebesgue-messbaren
Mengen A. Das System Z(u) aller Teilintervalle I C Iy mit positivem Maf
w(I) > 0 ist dann eventuell kleiner als das System Z aller Teilintervalle mit posi-
tiver Lange |I| > 0. Intervallmittelwerte bzgl. p definiert man fiir py-integrierbare
Funktionen als f;, := f; fdu := ﬁ Jr fdp fir alle I € Z(u). Mit f7(,) bezeichnen
wir die entsprechende Intervallmittelwertmenge und mit f,)—o die Hiufungswer-
te von fz(,) bei verschwindendem Ma8. Die fallende Umordnung bzgl. 1 von einer
Funktion f : Iy = [a, 8] — B definieren wir als die Funktion f** : [0, u(ly)] — B
mit

) =inf{be B: pn({s€ly: f(s) >b}) <t}

Eine Durchsicht der Beweise zeigt, dass mit diesen Definitionen die Hohlen-
siatze 1.11, 1.12 und 1.14 auch fiir gewichtete Lebesgue-Mafle giiltig sind. Ent-
scheidend von den Eigenschaften des Lebesgue-Mafles geht némlich nur ein, dass
Intervallmittelwerte stetig von den Intervallgrenzen abhéngen (dies haben wir im
Beweis von Satz 1.11 fiir die Wege w und v benutzt). Diese Stetigkeit ist auch
fiir gewichtete Lebesgue-Mafie gegeben.

Den Induktionsbeweis von Satz 1.14 kann man {ibrigens auch so aufbauen,
dass man das Weglassen des hochsten und niedrigsten Wertes durch Nullsetzen
eines entsprechenden Gewichtes erreicht. Im Falle mehrerer Variablen werden wir
ein solches Vorgehen wihlen miissen (Satz 1.21).

Fiir allgemeinere Mafle als gewichtete Lebesgue-Mafle auf I gelten die Sétze
im Allgemeinen nicht. Betrachten wir dazu als [ das Intervall [0, 1], als A die Ein-
heitskreisscheibe, als B die untere Halbkreislinie, als C' die obere Halbkreislinie,
als f die Funktion f : [0, 1] — B definiert durch f(¢) = 1 fiir ¢ > O und f(0) = —1,
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1.3. Mittelwerte bei mehreren Variablen

sowie das Mafl pu := L + 0y (Summe des Lebesgue-Mafles und des Punktmafles
in 0). Dann findet man f7(,) = fz¢,) = [—1,0] U {1} mit nicht einsehbarer Héhle
H(Au Oa fI(u))

1.3. Mittelwerte bel mehreren Variablen

Wir wollen untersuchen, wie sich die Sétze fiir Funktionen einer Variablen auf
Funktionen mehrerer Variablen iibertragen lassen.

Wie wir sehen werden, lédsst sich der Beweis auf alle Dimensionen ausdehnen,
wenn man statt der Menge aller Intervalle positiven Mafles die Menge aller Qua-
der positiven Mafles nimmt. Fiir die von uns ins Auge gefassten Anwendungen ist
diese Quadermenge aber in der Regel zu grofi. Um die Voraussetzungen entspre-
chender Sétze zu erfiillen, miisste man dann namlich die Giiltigkeit von gewissen
Integralungleichungen auf ,beliebig diinnen“ Quadern zeigen. Diese Forderung
ist aber fiir die Praxis zu restriktiv.

Deshalb liegt der Versuch nahe, einen Hohlensatz fiir die Menge aller Wiirfel
positiven Inhalts zu formulieren. Leider und iiberraschend sind analoge Aussagen
fiir dieses Mengensystem falsch. Die Giiltigkeit von abgeschwéchten Aussagen
bleibt ein offenes Problem. Als Hauptschwierigkeit erweist sich, dass man bei
Wegnahme eines Wiirfel aus einem grofleren Wiirfel niemals ein Wiirfel {ibrig
behilt (bei Intervallen und Quadern ist dies anders und geht jeweils entscheidend
beim Einsehbarkeitsnachweis ein).

Einen Ausweg liefert die Verwendung von flichen- und raumfiillenden Kurven.
Mit ihrer Hilfe kann die Ordnung des Intervalls auf hoherdimensionale Mengen
iibertragen werden und man erhélt analoge Hohlensétze zu denen iiber Intervall-
mittelwertmengen. Bei geeigneter Wahl einer raumfiillenden Kurve sind in dem
System aller Bildmengen von Intervallen keine beliebig diinnen Mengen. In die-
sem Sinne ist dieses System dann nicht wesentlich schlechter als das Wiirfelsystem
und besser als das Quadersystem.

1.3.1. Mittelwerte auf Quadern

Sei im Folgenden )y ein N-dimensionaler, achsenparalleler, kompakter Quader
im RY. Dabei soll N-dimensional bedeuten, dass das Innere von Qg in R" nicht
leer ist. Wir untersuchen Funktionen auf )y mit konvexliegendem Wertebereich,
d. h. wir geben uns wie beim Fall einer Variablen eine konvexe, offene, beschriankte
Menge A C C, zwei verschiedene Randpunkte b und ¢ von A, sowie die Randstiicke
B und C zwischen b und ¢ vor und betrachten Funktionen f : @y — B.

Anders als im Fall einer Variablen miissen wir hier von Anfang an gewichtete
Lebesgue-Mafle auf @)y zulassen. Denn im Beweis von Satz 1.21 benotigen wir
auch fiir den Nachweis im Falle des normalen Lebesgue-Mafles noch andere ge-
wichtete Lebesgue-Mafle. Die Moglichkeit, das Mafl auf Teilquadern null setzen
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

zu konnen, dient dazu, die Werte der Funktion f auf diesen Quadern zu . ver-
gessen; ein Analogon zum Zusammenschieben von Intervallen ist ndmlich im
Mehrdimensionalen nicht vorhanden.

Wir werden also im Folgenden stets eine Lebesgue-messbare Gewichtsfunk-
tion w : Qo — R wihlen. Das zugehorige gewichtete Lebesgue-Mafi auf )y
bezeichnen wir immer mit u, d. h. es ist u(A) = [, w fiir alle Lebesgue-messbaren
Mengen A C Q. Ferner soll immer 0 < p(Qg) < oo gelten.

Wir bezeichnen mit Q@ = Q(Qo, 1) die Menge aller achsenparallelen Teil-
quader Q C () mit positivem Mafl p(Q) > 0. Man beachte dabei, dass auch
N-dimensionale Teilquader ) vom Mafl null sind, falls die Gewichtsfunktion fast
iiberall auf ) verschwindet. Fiir alle Quader ) € Q definieren wir den Quader-
mittelwert fq == f, fdp = ﬁ Jo [ dp. Wir wollen die Quadermittelwertmenge

fo={fo: Qe Q},

den Abschluss fg der Quadermittelwertmenge und die Hohle H fo := H(A, C, fo)
untersuchen. Mit

fu@—o = ﬂ clos{fo: Q@ € Qund pu(Q) <r}

r>0

bezeichnen wir die Menge der Haufungswerte von fo bei verschwindendem MaSf.

Wie im Fall einer Variablen spielt der folgende Satz fiir das weitere Vorgehen
eine Schliisselrolle. Er fithrt die Einsehbarkeit der Hohle der Quadermittelwerte
auf die Einsehbarkeit der Hohle der Haufungswerte bei verschwindendem Mafl
zuriick. Diese weisen wir dann im wichtigen Fall von Treppenfunktionen f und w
nach (Satz 1.20) und erhalten dann wie bei einer Variablen auch eine Inklusion
in die Hohle der fallenden Umordnung (Satz 1.21). Mit dem Approximationslem-
ma 1.5 erhalten wir daraus fiir alle Regelfunktionen f und zum Lebesgue-Maf}
(w = 1) Einsehbarkeit der Hohlen und Inklusion in die Hohle der monotonen
Umordnung (Folgerung 1.22).

Satz 1.19 (Einsehbarkeit von Héhlen)

Ist f: Qo — B eine messbare Funktion mit konvezliegendem Bild, w : Qo — R
eine messbare Gewichtsfunktion mit 0 < [o w < oo und @ = Q(Qo, p) die Menge
aller Quader mit Mafy 1(Q) == [ow > 0, dann folgt aus der Einsehbarkeit der

Héhle H fg)—o die Einsehbarkeit der Hohle H fo.

Beweis Der Beweis verldauft im Wesentlichen wie im Fall einer Variablen (vgl.
Satz 1.11), wo man detailliertere Begriindungen nachschlagen kann. Zu betonen
ist, dass auch im Quadersystem die entscheidende Konstruktion der gegeniiber-
liegenden Wege moglich ist.
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Sei H f,,(0)—o einsehbar und nehmen wir an, dass H fo nicht einsehbar ist.
Dann findet man zwei unterschiedliche Randpunkte ¢1,co € C, einen Hohlen-
punkt h € H fo, den abgeschlossenen Sektor Y C A mit den Randstrecken [c;, h]
und [cg, h] und dem Randbogen 0A[cy, c] C C sowie einen Quader @ € Q mit
den Eigenschaften:

e In Y gibt es keinen Haufungswert zu verschwindender Quadergrofle, d. h. es
ist Y N fuo—o = 0, denn sonst kénnte fj,q)—o keine einsehbare Hohle
haben. Dazu beachte man h € H fo C H f,@)—0-

e Im Innern von Y liegen keine Werte aus dem Abschluss fo der Quadermit-
telwerte.

e Der Mittelwert fg liegt auf dem Rand von Y mit minimalem Abstand zu
h, d.h. genauer gilt fg € Jc1, h[U]ca, h]) und [h, fo[ N fo = 0.

Lasst man () = I X .. X Iy in einer Variablen, sagen wir in der ersten, einmal
von links und einmal von rechts schrumpfen, so liefert dies die beiden Funktionen

w: [t07t1[ - Z» w(t) = f[t,t1}><12><..><IN

v g, t1] — A, V(t) = fltot)xTox..xIn-

Damit wir bei der Mittelwertbildung nicht durch null teilen, setzen wir dabei
voraus, dass alle entsprechenden Quader positives Maf§ haben, d. h. es ist immer
p([t, t1] x Lo x .. x Iy) > 0 und p([te,t] X Iy X .. X I) > 0. Dies kénnen wir ohne
Einschréinkung der Allgemeinheit tun, da man sonst nach Verkleinerung von @
ein ) mit dieser Eigenschaft und mit gleichem Mittelwert Jq = g findet. Denn
der Anteil @ \ @ hat MaB null und liefert auch keinen Beitrag zum Mittelwert.

Die Funktionen w,v haben die gleichen Eigenschaften, die schon bei einer
Variablen die Konstruktion eines Widerspruches méglich machten:

e Beide sind stetig.
e Beide haben nur Werte in der Quadermittelwertmenge fo.

e Beide sind nicht konstant, denn sonst miisste der Mittelwert fo auch ein
Héufungswert bei verschwindender Quadergrofie sein, was im Widerspruch
zuyY N fu(Q)—>0 = () steht.

e w und v verlaufen bzgl. fo gegeniiberliegend. O

Entsprechend zum Satz 1.12 iiber die Einsehbarkeit bei Regelfunktionen einer
Variablen ist bei Treppenfunktionen f und w die Menge der Haufungswerte bei
verschwindendem Quadermafl einfach genug, um deren Hohleneinsehbarkeit und
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damit auch die von fo nachzuweisen. Dabei verstehen wir unter einer Treppen-
funktion von mehreren Variablen auf @)y eine Funktion, fiir die es eine Zerlegung
von (g in endlich viele Teilquader gibt, so dass die Funktion auf den Teilquadern
konstant ist.

Satz 1.20 (Einsehbarkeit bei Treppenfunktionen)
Ist f: Qo — B eine Treppenfunktion mit konvezliegendem Bild, w : Qo — R

eine Treppenfunktion und Q = Q(Qo, 1) die Menge aller Quader mit positivem
Maf$ 1p(Q) = [ow >0, dann ist die Hohle H fq einsehbar.

Beweis Wir werden folgenden Spezialfall beweisen:

Sind die Funktionen f : [0,n] x [0,n] — B und w : [0,n] x [0,n] —
R>o konstant auf allen Quadraten |i,7+ 1] X |7,7 + 1] mit i,5 €
{0,..,n — 1}, dann ist die Hohle von f,g)—¢ und damit auch die Hohle
von fg einsehbar.

Man kann sich {iberzeugen, dass beim Beweis die dquidistante Unterteilung prak-
tisch, aber nicht notwendig ist. Auflerdem miissen f und w nicht von vorneherein
die gleiche Unterteilung haben, da man immer zu einer gemeinsamen Unterteilung
itbergehen kann. Mit dieser Uberlegung erhilt man aus dem Spezialfall auch den
Satz im Falle eines zweidimensionalen Quaders (). Den allgemeinen Fall eines
N-dimensionalen Quaders kann man schlieSlich per Induktion nach N beweisen.
Der Beweis des Spezialfalles zeigt gerade den Induktionsschritt von N = 1 auf
N = 2. Der allgemeine Induktionsschritt braucht keine prinzipiell neuen Argu-
mente, dafiir aber eine sehr aufwéndige Notation, so dass wir auf eine Darstellung
verzichten wollen.
Die Werte von f und w auf dem Gitter

(U xon)u( U [0.n]x{k})

i€{0,..,n} ke{0,..,n}

der moglichen Sprungstellen sind fiir unsere Mittelwertbetrachtungen ohne Be-
deutung. Wir vereinbaren deshalb, dass wir im Beweis die Gleichheit von Funk-
tionen immer bis auf mogliche Ausnahmen in den Sprungstellen meinen. Mit
ft, ) == limx~o f(i + r, ) bezeichnen wir die Funktion, die durch Bildung des
rechtsseitigen Grenzwertes in der ersten Variablen ensteht. Entsprechend sind
Schreibweisen f(i~,-),w(-, k") usw. zu verstehen. Die Buchstaben i, j, x benut-
zen wir fiir die erste Variable und k, [, y fiir die zweite Variable von f und w, dabei
seien i, 7, k, [ stets ganze Zahlen. Ein Quadrat der Form [i—1,4] x [k —1, k] nennen
wir Elementarquadrat; wir nennen es Nullquadrat, wenn die Gewichtsfunktion w
auf ihm verschwindet.

Wir miissen untersuchen, gegen welche Mengen sich Mittelwerte fq,, bei ver-
schwindendem Maf} 11(Q,,) hdufen kénnen. Dazu werden wir unter 1. und 2. alle
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Fille untersuchen, bei denen die Rechtecke (), auf eine Strecke oder einen Punkt
schrumpfen. Unter 3. bis 7. handeln wir alle Falle ab, bei denen die Rechtecke @),,
gegen ein nicht entartetes Rechteck, das aber Mafl null hat, konvergieren. Man
iiberlegt sich, dass die Menge f,g)—o sich als Vereinigung der unter 2. und 7.,
sowie fiir Randsituationen auch aus den unter 1., 3. bis 7., untersuchten Mengen
darstellen lasst. Geméfl Lemma 1.3 erhélt man aus der Hohleneinsehbarkeit der
einzelnen Mengen dann die Einsehbarkeit der Hohle von f,)—o-

1. Fiireinx € |0,n| bezeichnen wir mit M (z~, x,0,n) die Menge aller Hiufungs-
werte von Mittelwerten f, auf Rechtecken @), C [0,z] x [0,n] positiven Ma-
Bes, die gegen eine (eventuell zum Punkt entartete) Teilstrecke von {z} x [0,n]
konvergieren. Ab einem hinreichend grofien Index liegen alle Rechtecke @, in
[lz],z] x [0,n], dabei bezeichnen wir mit |x]| die grofite ganze Zahl kleiner als .
Da die Funktionen f und w auf dieser Menge in der ersten Koordinate konstant
sind, ist die Bestimmung der Menge M (x~, x,0,n) ein eindimensionales Problem.
Man findet, dass M (z~,z,0,n) der Abschluss der Intervallmittelwertmenge zur
Funktion f(x~,-) und zum Gewicht w(z~, -) ist, also mit suggestiver Schreibweise
fiir die Intervallmittelwertmenge

M(ZL“_, z, 0, n) = f(:L‘_, ')I([O’”Lw(ﬂfi'))‘

Die Hohle des Abschlusses der Intervallmittelwertmenge haben wir in Satz 1.12
bzw. in Bemerkung 1.18 als einsehbar erkannt.

Unter entsprechenden Voraussetzungen definiert man Mengen M (z, 2", 0, n),
M(0,n,y~,y) und M(0,n,y,y") und iiberlegt, dass deren Hohlen einsehbar sind.

2. Fiir ein z € ]0,n[ bezeichnen wir mit M(x~,2%,0,n) die Menge aller
Hiufungswerte von Mittelwerten fq, auf Rechtecken @, C [0,n] %[0, n] positiven
Mafles, die gegen eine (eventuell zum Punkt entartete) Teilstrecke von {z} x [0, n]
konvergieren. Die Menge M (z~,x%,0,n) besteht aus den Mengen M (z~,x,0,n)
und M (z,2%,0,n), sowie aus dem Abschluss N der Vereinigung aller Strecken
[f(z=, ), f(zT, )] mit T aus Z([0, n], w(xz~,+)) und Z([0, n], w(x™,-)). Die Menge
N besteht somit aus Strecken, die in der Menge M (z~,x,0,n) beginnen und in
der Menge M (z,z",0,n) enden. Das Lemma 1.3 sichert nun die Einsehbarkeit
der Hohle von

M(z=,2%,0,n) = M(2~,2,0,n) UM(z,2",0,n) UN.

Unter entsprechenden Voraussetzungen definiert man Mengen M (0, n,y =, y™)
und iiberlegt, dass deren Hohlen einsehbar sind.

3. Seien 0 < ¢ und Q := [i,j] X [k,[] ein nicht entartetes Rechteck, das Ma8
1(Q) = 0 hat und dessen linke Seite an Elementarquadrate grenzt, die nicht alle
Nullquadrate sind.
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Mit M (i~ j, k,l) bezeichnen wir die Menge aller Haufungswerte von Mittel-
werten fq,. auf Rechtecken @Q,,, C [0, j] x [k, [] positiven Mafles, die gegen ein nicht
entartetes Teilrechteck von () konvergieren. Ab einem hinreichend grofien Index
liegen alle Rechtecke @, in [i — 1,1] X [k,{]. Damit ist die Bestimmung der Men-
ge M(i~,j,k,l) ein eindimensionales Problem. Man findet, dass M (i~, j, k,) der
Abschluss der Intervallmittelwertmenge zur Funktion f(i~,-) und zum Gewicht
w(i™, ) ist, also

M@=, g,k 1) = f, ) z(egwti-)-

Die Hohle des Abschlusses der Intervallmittelwertmenge haben wir in Satz 1.12
bzw. in Bemerkung 1.18 als einsehbar erkannt.

Unter entsprechenden Voraussetzungen definiert man Mengen M (i, 5T, k, 1),
M(i, 5, k=, 1) und M (i, 7, k,I") und iiberlegt, dass deren Hohlen einsehbar sind.

4. Seien 0 < i, j < nund Q := [i,j] x [k,[] ein nicht entartetes Rechteck, das
Maf 4(@Q) = 0 hat und dessen linke und dessen rechte Seite an Elementarquadrate
grenzen, die nicht alle Nullquadrate sind.

Mit M(i~,j*, k,1) bezeichnen wir die Menge aller Hiufungswerte von Mit-
telwerten fg,, auf Rechtecken @, C [0,n] x [k,[] positiven MaBes, die gegen ein
nicht entartetes Teilrechteck von @) konvergieren. Die Menge M (i~,j*, k, 1) be-
steht aus den Mengen M (i, 7, k,1) und M(i,j*, k,1), sowie aus dem Abschluss
N der Vereinigung aller Strecken [f(i7, )7, f(51,-);] mit I aus Z([k, ], w(i,"))
und Z([k, ], w(j*,-)). Die Menge N besteht somit aus Strecken, die in der Menge
M(i~, j,k,1) beginnen und in der Menge M (i, 51, k, 1) enden. Das Lemma 1.3
sichert nun die Einsehbarkeit der Hohle von

M@, 57 k1) = MG, 4,k 1) UM(i,j", k1) UN.

Unter entsprechenden Voraussetzungen definiert man Mengen M (i, j, k=, 1)
und iiberlegt, dass deren Hohlen einsehbar sind.

5. Seien 0 < i, 0 < k und @ := [4,j] X [k,[] ein nicht entartetes Rechteck, das
MaB 1(Q) = 0 hat und dessen linke und dessen untere Seite an Elementarquadrate
grenzen, die nicht alle Nullquadrate sind.

Mit M(i~,j,k™,1) bezeichnen wir die Menge aller Haufungswerte von Mit-
telwerten fq,, auf Rechtecken @),,, C [0, j] x [0,!] positiven MaBes, die gegen ein
nicht entartetes Teilrechteck von @ konvergieren. Die Menge M (i~, 7, k™, 1) be-
steht aus den Mengen M (i~, j, k, 1) und M (i, j, k~, 1), sowie aus dem Abschluss N
der Vereinigung aller Strecken [f(i~, )7, f(-,k7),] mit k € I € Z([k,l],w(i,-))
und @ € J € Z([i,j],w(-,k7)). Dazu beachte man, dass der Anteil von @,, an
[i —1,4] x [k — 1, k] quadratisch gegen null geht im Gegensatz zu dem linear klei-
ner werdenden Anteil von @Q,,, an [i—1,] x [k, [] und an [z, j| x [k —1, k]. Die Menge
N besteht somit aus Strecken, die in der Menge M (i, j, k,[) beginnen und in
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der Menge M (i, j, k~,1) enden. Das Lemma 1.3 sichert nun die Einsehbarkeit der
Hohle von
M@=,k 0) =M@, 7,k 1) UM(i,j,k=,1) UN.
Unter entsprechenden Voraussetzungen definiert man Mengen M (i~ j, k, ™),
M(i,5%, k=, 1) und M (i, 5, k, 1) und iiberlegt, dass deren Hohlen einsehbar sind.

6. Seien0<i,j<n,0<kund @ := [i,j] X [k, ] ein nicht entartetes Rechteck,
das MaB (@) = 0 hat und dessen linke, dessen rechte und dessen untere Seite
an Elementarquadrate grenzen, die nicht alle Nullquadrate sind.

Mit M(i~,j*,k™,1) bezeichnen wir die Menge aller Haufungswerte von Mit-
telwerten fg,, auf Rechtecken @, C [0,n] x [0,(] positiven Mafes, die gegen
ein nicht entartetes Teilrechteck von ) konvergieren. Die Menge M (i—, 5%, k™, 1)
besteht aus den Mengen M (i—, 5%, k, 1), M(i,j",k~,1) und M (i, j, k1), sowie
aus dem Abschluss N der Vereinigung von gewissen Strecken [z, f(-, k) ;] mit
z € M(i7,5%,k,1). Die Menge N besteht somit aus Strecken, die in der Menge
M(i~, 5%, k,1) beginnen und in der Menge M (i~, j,k~,1) enden. Das Lemma 1.3
sichert nun die Einsehbarkeit der Héhle von

MG, 55k ) =MG 5 k) UM, 57k, ) UM®G™, 5,k ,1) UN.

Unter geeigneten Voraussetzungen definiert man Mengen M (i~,j*, k1),
M(i=, 7, k=, 1) und M(i,5%,k~,1") und iiberlegt, dass deren Hohlen einsehbar
sind.

7. SchlieBlich seien 0 < i, j <n, 0 < k,l < nund Q := [i, j] x [k, ] ein nicht ent-
artetes Rechteck, das Ma$ 1(Q) = 0 hat und dessen Seiten an Elementarquadrate
grenzen, die nicht alle Nullquadrate sind.

Mit M (i~, j*, k~,1") bezeichnen wir die Menge aller Hiufungswerte von Mit-
telwerten fq, auf Rechtecken @, C [0,n] x [0,n] positiven Mafles, die gegen ein
nicht entartetes Teilrechteck von @) konvergieren. Die Menge M (i~, 5%, k=, 1T)
besteht aus den Mengen M (i~, 5%, k=, 1), M(i~, 5%, k,11), M(i~,7,k,17) und
M(i, 5%, k=, 1), sowie aus der konvexen Hiille N der Mittelwerte f(i~, )y,
TG Dy G E )y und f(-,17)}; 5. Da jeder der vier Mittelwerte in einer der
vier Mengen liegt, sichert Lemma 1.3 die Einsehbarkeit der Hohle von

M@, 5t k1) = M@=, 5 k) UMG, §7*, k1)
U M, k=, 7Y UM, 5 k1Y) UN. -

Satz 1.21 (Hohleninklusion bei Treppenfunktionen)

Sei f: Qo — B eine Treppenfunktion mit konvexliegendem Bild, die Gewichts-
funktion w : Qo — Rso von p eine Treppenfunktion, @ = Q(Qo, p) die Menge
aller Quader mit positivem Maf (1(Q) > 0, ferner f* : [0, u(Qo)] — B die fallende
Umordnung von f bzgl. p, sowie T die Menge aller Teilintervalle von [0, u(Qo)]
positiver Linge |I| > 0. Dann ist die Hohle H fqg in der Héhle H ff enthalten.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Beweis Wir zeigen die Aussage durch eine Induktion nach der Anzahl der Trep-
penstufen, auf denen f und w konstant und die Gewichtsfunktion w nicht null
ist. Genauer werden wir per Induktion nach n € IN die folgende Aussage zeigen.

A(n) = Seien Q1, .., Q,, achsenparallele, N-dimensionale Teilqua-
der von )y mit paarweise disjunktem Inneren, sei w = 1", w;1lg,
eine Funktion mit positiven Werten wy, .., w,, auf @1, .., @, und w = 0
auf Qo \ U ,Q; und sei f eine Funktion, die fiir ¢ = 1,..,n auf dem
Quader @; einen Wert b; mit b; > .. > b, hat. Dann gilt die Hohlen-
inklusion H fgu,) C H Jztw-

Wir bezeichnen dabei mit Q(w) die Menge aller achsenparallelen Teilquader @) C
Qo mit [ow > 0. Die fallende Umordnung von f bzgl. des gewichteten Lebesgue-
Mafles zu w notieren wir als f**. In der angegebenen Situation berechnet man

f*w : [07 fQow] — B, f*w = sz]llz
=1

mit [y := [0, wi|@Q1|] und I; == [0 w;|Q;], X0_, wy| Q5] fir i € {2,..,n}. Mit
Z(w) bezeichnen wir die Menge aller Teilintervalle I C [0, [, w] mit positiver
Lange |I| > 0.

Man iiberlegt, dass man fiir alle Treppenfunktionen f und w nach gemein-
samer Verfeinerung ein solches n, solche Werte by, .., b,, wy,..,w, und Quader
@1, .., Q, findet. Damit liefert die Induktion tatséchlich einen Beweis des Satzes.

Induktionsverankerung A(1) und A(2): Fiir n = 1 bestehen die Mittelwert-
menge fow) und f7f,, aus dem Punkt {b;}, fiir n = 2 aus der Strecke [by, by].
Damit gilt insbesondere H fo(,) = H f}zﬂw) firn =1 und n = 2.

Induktionsschluss A(n — 1) = A(n) fiir n € Ns3:  Gelte A(n — 1), seien
Q1, .., @ Quader mit paarweise disjunktem Innern, sei w = Y7, w; 1, mit po-
sitiven Werten w;, und sei f eine Funktion mit konstantem Wert b; auf (); und
by > .. > by,.

Wir betrachten die Gewichtsfunktionen v = Z?;ll w;lg, und u = 31", w;lg,,
d. h. fiir Mittelwertbildungen von f lassen wir einmal den héchsten Wert b,, und
einmal den niedrigsten Wert b; weg. Die Induktionsvoraussetzung A(n — 1) ga-
rantiert die Inklusionen

H fow) C H f7(,) wnd H fow) € H 7,

Mit der in Satz 1.20 nachgewiesenen Einsehbarkeit von H fg(,,) sieht man wie im
Fall einer Variablen (vgl. Satz 1.14) die Inklusionen

H fow) C H fow), H fow) CH fow) und H fou,) C HS,
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1.3. Mittelwerte bei mehreren Variablen

wobei wir mit S wieder den 0A[b,, by]-Schatten vom Gesamtmittelwert fg, be-
zeichnen. Schliellich hat man wie bei einer Variablen wieder die Identitat

H 7, NH L, NHS = HfZE,.

Kombiniert man die Inklusionen, erhilt man wie behauptet

H fow) C H f7(s)- O

Nehmen wir in den Satzen 1.20 und 1.21 als Gewichtsfunktion w = 1 auf ), so
haben wir den Spezialfall, dass u das Lebesgue-Maf auf () ist. Nehmen wir fiir f :
Qo — B eine beliebige Regelfunktion und benutzen das Approximationslemma
1.5, sowie das Argument am Ende des Beweises von Satz 1.14, so erhalten wir die

Folgerung 1.22 (Quadermittelwerte bei Regelfunktionen)

Sei [ : Qo — B eine Regelfunktion mit konvezliegendem Bild, sei Q die Menge
aller achsenparallelen Teilquader Q C Qo positiven Lebesque-Mafes LN (Q) > 0
und I die Menge aller Teilintervalle von [0, LN (Qq)] mit positiver Linge. Dann
ist die Hohle H fg einsehbar und in der Hohle H f5 enthalten.

Bemerkung 1.23 Die in der Folgerung angegebene Inklusionsbeziehung ist op-
timal. Fiir eine Funktion f : )9 — B, die in einer Variablen fallt und in al-
len anderen konstant ist, sieht man némlich leicht fo = f; und damit auch
H fo = H fi. Gleichzeitig gibt es zu jeder Regelfunktion eine Umverteilung mit
dieser Eigenschaft. Also besteht fiir jede Regelfunktion f : Qg — B die Identitét

U Hho =Hf7,
h~f

wobei die Vereinigung iiber alle zu f gleichverteilten Regelfunktionen i : Qo — B
genommen ist. In diesem Sinne ist H f7 das ,Maximum®“ der Hohlen zu allen
Umordnungen von f.

Bemerkung 1.24 Der Hohlensatz gilt auch fiir alle mit Treppenfunktionen w
gewichteten Lebesgue-Mafle statt des Lebesgue-Mafles. Offen ist, ob der Hohlen-
satz bei mehreren Variablen auch fiir alle gewichteten Lebesgue-Mafle gilt, wie
dies bei Funktionen einer Variablen der Fall ist.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen
1.3.2. Mittelwerte auf Wiirfeln

Sei im Folgenden N € IN>9 und W) ein N-dimensionaler, achsenparalleler Wiirfel
im RY. Mit W = W(W,, LY) bezeichnen wir die Menge aller Teilwiirfel W C W,
mit positivem Inhalt £¥(W) > 0. Wir betrachten Funktionen f : Wy — B mit
konvexliegendem Bild und untersuchen die Menge fy, der Wiirfelmittelwerte.

Wir wollen fiir N = 2 einige Beispiele von Quadratmittelwertmengen zu Trep-
penfunktionen untersuchen. Diese Beispiele zeigen, dass Aussagen, die mit den
fiir Intervall- und Quadermittelwertmengen bewiesenen Hohlensétzen vergleich-
bar wéren, fiir Wiirfelmittelwertmengen nicht gelten.

Die Computerexperimente sind mit einem Maple-Programm (siche Anhang)
ausgefiithrt. Dieses wurde wieder auf Basis einer Rekursionsformel erstellt. Hier
besteht die Menge W, 1., aller Teilquadrate von [0, n] x [0, n] aus den vier Men-
gen Wi n—11.0-1, Wi.n-12.ns Wa.n1.n-1, Wa_n 2., sowie einer Restmenge M aller
Quadrate, die [1, n—1]x[1,n—1] enthalten. Dies fiithrt auf die Rekursionsformel

fWLn,L.n = fW1..n—1,1A.n—1 U fW1.An—1,2..n U fWQA.n,lun—l U fWQHn,Q.An U f/\/(

Das Programm benutzt von der Restmenge jeweils nur die Quadrate, bei denen ei-
ne Ecke (0,0), (0,n), (n,0) oder (n,n) fest ist, sowie die Quadrate, die Seitenlénge
n — 1 haben und bei denen eine Seite auf einer Seite von [0, n] x [0,7n] liegt. Um
dies auszugleichen und die Menge fyy anzunihern, haben wir verschiedene Verfei-
nerungen ausgedruckt. Diese enstehen dadurch, dass man dieselbe Funktion f als
Treppenfunktion zu doppelt oder dreifach verfeinerten Unterteilungen auffasst.
Auf diese Weise erhélt man einen guten Eindruck, wie die Quadratmittelwert-
mengen aussehen.

Die Beschriftung ist so gewéhlt, dass bei ;14 | 23 die Quadratmittelwert-
menge zur Treppenfunktion mit konstantem Wert by auf [0, 1] x [0,1], by auf
[1,2] x [0, 1], by auf [0,1] x [1,2] und b3 auf [1,2] x [1,2] berechnet wird. Entspre-
chend gibt ,,123 | 456 | 789% an, auf welchen Quadraten ein Wert b; angenommen
wird, also liegt z. B. das Quadrat, auf dem f den Wert b5 annimmt in der Mitte
und hat eine gemeinsame Seite mit den Quadraten zu den Werten by, by, bg, b7. In
der ersten Zeichnung haben wir jeweils durch Notation mit dem Index 7 angege-
ben, welche Ecke der Punkt b; ist.

Im Fall einer Treppenfunktion mit 2 x 2 Werten erhalten wir als Qua-
dratmittelwertmenge entweder das Viereck oder das ,getwistete“ Viereck der
4 Eckpunkte. Die Hohlen dieser Mengen sind einsehbar und in der Héhle der
Intervallmittelwertmenge der fallenden Umordnung enthalten. Dies kann man
sich analytisch iiberlegen, wir begniigen uns aber mit dem folgenden Beispiel:
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1.3. Mittelwerte bei mehreren Variablen

14123, Verfeinerung 1 14123, Verfeinerung 2 14123, Verfeinerung 3
Iy 4

Z 3

12134, Verfeinerung 1 12134, Verfeinerung 2 12134, Verfeinerung 3
1 4

2 3

Die folgenden Intervallmittelwertmengen der zugehérigen monotonen Umord-
nungen 1234 und 3412 haben wir wie in den Beispielen 1.9 und 1.10 berechnet.
Man erkennt, dass die Hohlen bei dem getwisteten Viereck oben, in den entspre-

chenden Hohlen der monotonen Umordnung enthalten sind.
1234 3412

o

Im Falle einer Treppenfunktion mit 3 x 3 Werten kann man schon Beispiele
angeben, bei denen sowohl die Einsehbarkeit der Hohlen als auch die Inklusion
in die Hohle der Intervallmittelwertmenge der fallenden Umordnung nicht mehr
gegeben ist. Die Intervallmittelwertmenge der zugehorigen fallenden Umordnung
ist die Zeichnung rechts.

12312221321, Verteinerung 1 12312221321, Verteinerung 2

11222233

VoW

Im Falle einer Treppenfunktion mit 4 x 4 Werten kann man sogar ein Beispiel
angeben, das zeigt, dass es im Allgemeinen keine Umordnung g : ()9 — B einer
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Funktion f : Qo — B gibt, die die Hohlen zu allen anderen Umordnungen von f
enthalt.

Dazu betrachten wir das folgende Beispiel zu den Punkten b, = —5 + 4i,
by = —1, bg = 1, by = 5 + 4i. Die Spitze wird von links erreicht, d.h. fillt man
das Lot vom Ende der Spitze, so liegen in der Néhe der Spitze alle Punkte links
davon. Die Auflosung 148t dieses Phénomen leider nicht sehr deutlich erkennen,
aber man kann sich auch analytisch iiberlegen, dass die Spitze der Mittelwert
des gesamten Quadrates ist und dass bei Verkleinerung des Quadrates die Mit-
telwerte nach links gehen. Die Umordnung 4221 | 3332 | 2333 | 1224 hat das
spiegelverkehrte Bild, also wird dort die gleiche Spitze von rechts erreicht. Da
Quadratmittelwertmengen immer wegzusammenhéngend sind und die Spitze der
Gesamtmittelwert ist, der bei jeder Anordnung vorhanden ist, kann es somit kei-
ne Umordnung der Funktion geben, die eine Hohle hat, welche die Hohlen dieser
beiden Anordnungen enthélt.

334122231322214331, Verfeinerung 1 1334122231322214331, Verfeinerung 2

1 4

Neben den negativen Resultaten legen die aufgefiihrten und andere Com-
puterexperimente die Vermutung nahe, dass zumindest eine Abschwichung der
Hohlensétze giiltig sein sollte.

Vermutung 1.25
Bezeichnen wir mit Z,,Zy die Mengen der Teilintervalle von [0, |Wy|/2] bzw. von

[|[Wol|/2,|Wo|], dann sollte die Inklusion
Hfw CH(fz, U [1,)
gelten.

Die Giiltigkeit dieser Vermutung wiirde fiir die ins Auge gefassten Anwendun-
gen ausreichen (vgl. auch Bemerkung 1.36).

Eine Schwierigkeit beim Wiirfelsystem riihrt daher, dass jetzt weniger Mit-
telwerte als beim Quadersystem vorhanden sind. Insbesondere fallen bei Trep-
penfunktionen die Strecken in der Mittelwertmenge weg, die im Quaderfall durch
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1.3. Mittelwerte bei mehreren Variablen

das Vergrolern der Quader in eine Richtung entstehen; die Werte auf dem neuen
Teil werden beim Vergroflern der Quader linear eingemittelt. In der Wiirfelmit-
telwertmenge kann man beim Vergréflern eines Wiirfels W im Allgemeinen nur
noch nichtlineare Kurven erwarten. Denn neben dem sich linear verdndernden
Anteil, der an den Seiten von W dazukommt, hat man immer auch einen sich
quadratisch (oder hoherer Ordnung) verindernden Anteil, der an den Kanten
oder Ecken von W dazukommt.

Problematischer ist aber wohl noch, dass man beim Wiirfelsystem kein Ana-
logon zu der Teilungseigenschaft im Quadersystem hat: einen Quader ) kann
man durch einen Schnitt in zwei Teilquader )1, )2 unterteilen, der Mittelwert
fo liegt dann auf der Strecke [fq,, fo,]- Ein solches Argument war entscheidend
im Beweis von Satz 1.11 bzw. 1.19. Ahnliches ist im Wiirfelsystem aber nicht
moglich.

Obwohl die Analyse der Wiirfelmittelwertmenge gerade auch unter Anwen-
dungsgesichtspunkten sehr natiirlich ist, bleibt wegen der genannten Schwierig-
keiten der Beweis eines Hohlensatzes fiir Wiirfelmittelwertmengen, etwa in Form
der obigen Vermutung, ein offenes Problem.

1.3.3. Mittelwerte auf raumfiillenden Kurven

In diesem Kapitel betrachten wir eine Menge Py, auf der ein endliches (dufleres)
Maf p und eine Metrik d definiert sind. Die Menge soll im mafitheoretischen Sinn
zu einem Intervall dquivalent sein. Was wir damit meinen, kldren wir in der

Definition 1.26
Sei Iy C R ein kompaktes Intervall. Eine Abbildung p : Iy — Fy nennen wir
maferhaltend, wenn fiir jede p-messbare Menge P C Py das Urbild p~(P)
Lebesgue-messbar ist und gleiches Map hat: |p~'(P)| = u(P).

Fine Abbildung p : Iy — Py heifit fast iberall injektiv, falls die Menge

Ni={tel: p~{p(t)} # {t}}

der Punkte, deren Wert mehr als einmal angenommen wird, eine Menge vom
Lebesque-Maf$ null ist.

Eine Menge Py mit endlichem Mafl p nennen wir Kurvenintervall, falls es
eine stetige, surjektive, fast tiberall injektive, maferhaltende Abbildung p : Iy :=
[0, u(Po)] — Py gibt, fir die alle Bildmengen von Teilintervallen p-messbar sind.
In dieser Situation sprechen wir auch davon, dass Py mittels p zu einem Kur-
venintervall wird. Das Mengensystem aller Bildmengen von Intervallen positiver
Linge, also die Menge

p(Z) :=A{p(I) : I Teilintervall von Zy mit |I| > 0},

nennen wir dann die Kurventeilintervalle von Py bzgl. p.
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Der folgende Satz zeigt, dass fiir Funktionen f : Py — B auf Kurvenintervallen
Py und mit konvexliegendem Bild B ein Hohlensatz gilt, der den Untersuchungen
bei einer Variablen entspricht. Damit kann man die gefundenen Aussagen bei
einer Variablen auf eine sehr grofie Klasse von Situationen ausdehnen.

Satz 1.27 (Hohlensatz fiir Kurvenintervalle)

Sei Py mittels p : Iy — Py ein Kurvenintervall und f : Py — B eine stetige Funk-
tion mit konvezliegendem Bildbereich. Dann ist die Hohle H f,7) des Abschlusses
aller Mittelwerte auf Kurventeilintervallen einsehbar und in der Hohle H ff zur
fallenden Umordnung f* bzgl. i enthalten.

Beweis Die Hintereinanderausfithrung f o p : [y — B ist eine stetige Funktion
einer Variablen mit konvexliegendem Bild. Die Sétze 1.12 und 1.14 garantieren
die Einsehbarkeit der Hohlen H (f o p)7 und H (f o p)%, sowie die Inklusion

H(fop)z CH(fop)z
Fiir jedes Intervall I C Iy mit positivem Ma8 |I| > 0 gilt
pulp(1)) = Ip~ (p(D)] = |-

Dabei ist die erste Identitiat die Maflerhaltung von p, die zweite folgt daraus, dass
p fast iiberall injektiv ist. Mit der gleichen Begriindung gilt fiir alle b € B

p{z e p(I): f(z) >b}=[p H{zep(l): f(z) >0} =[{t € fop(t)> Db}

Deshalb stimmen die Mittelwerte

1 1
(f op)r = m/lfopd.c and  fyn) = m/pmfdu

iiberein. Man beachte dazu, dass ein Integral nur von der Verteilungsfunktion
abhéngt, und diese ist hier fiir beide Integranden identisch

b pfeep(l): flx)>b}=[{tel: fop(t)> b}

Die Gleichheit der Verteilungsfunktion garantiert auch, dass die fallenden Um-
ordnungen (f o p)* und f* {ibereinstimmen.

Insbesondere ist (f o p); = fp fiir alle I € Z. Also ist (f o p)z = fpz) und
damit

H(f op)r =H fuz).
Ferner ist (f o p)7 = f7 und damit

H(fop);=HFf

Die Kombination dieser Ergebnisse mit der Inklusion vom Beweisanfang zeigt die
Behauptung. O
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Bemerkung 1.28 Die Stetigkeitsvoraussetzungen an f und p sind technischer
Natur. Sie stellen sicher, dass in der sehr allgemeinen Version des Satzes die
Funktion f o p stetig und damit eine Regelfunktion ist. Im konkreten Fall wird
man auch ,,Spriinge“ bei f und p zulassen kénnen.

Beispiel 1.29 (Funktionen auf der Kreislinie)
Wir nehmen als P, die Einheitskreislinie $' mit dem Hausdorff-Ma und der
Standardmetrik aus der Ebene. Dann ist $' mittels der Abbildung p : [0, 27] —
$!.p(t) := el ein Kurvenintervall. Der Satz liefert also einen Hohlensatz fiir
Funktionen f : $' — B mit konvexliegendem Bild. Die Menge p(Z) der Kur-
venteilintervalle besteht hier aus $' und allen abgeschlossenen Bogen von $¢, die
positives Maf haben und die den Punkt 1 = et nicht ,,im Innern® enthalten.
Betrachtet man statt p(Z) die Menge S aller abgeschlossenen Teilbogen von
$!' mit positivem MaB, dann ist die Hohle H fs wieder einsehbar. Denn man kann
S als Vereinigung von p(Z) und p(Z) darstellen, wobei wir fiir p eine andere
Kreisfunktion z. B. p : [0,27] — $' mit p(¢) = ™ wiihlen. Mit Lemma 1.3
findet man H fs = H% N H f5z und die Einsehbarkeit dieser Hohle. Ferner
kénnen wir die Hohle wieder mit der Hohle der fallenden Umordnung abschétzen:
H fs C H f,z) C H f;. Dabei folgt die erste Inklusion unmittelbar aus p(Z) C S.

Beispiel 1.30 Analog kann man als P, das Bild von reguldren, stetig differen-
zierbaren Kurven p im R"™ betrachten. Man wéhlt das eindimensionale Hausdorff-
Mafl und die Standardmetrik im R". Ist die Lénge von F, endlich und hat die
Menge der Selbstiiberschneidungen verschwindendes Maf}; dann wird F, mittels
der Parametrisierung nach der Bogenlénge zu einem Kurvenintervall.

Sehr interessant in diesem Zusammenhang sind flaichen- und raumfiillende
Kurven. Auf ihnen liegt unser Hauptaugenmerk in diesem Kapitel. Wir betrach-
ten fiir die Dimension 2 insbesondere die Hilbert-Kurve. Sie wurde von Hilbert
in der Arbeit [Hil1891] eingefiihrt. Zu weiteren Informationen und zu den hier
nicht vollstindig ausgefiihrten Beweisen sei auf [Sag94| verwiesen. Die Hilbert-
Kurve h : [0,1] — [0,1]* wird wie folgt definiert:

Fiir jedes n € IN zerteilen wir das Intervall [0, 1] in 4" gleich grofle Intervalle
Il < .. < I' und das Quadrat [0,1]? in 4" gleich groBe Quadrate W, .., W2".
Die Nummerierung der Quadrate kénnen wir dabei so wéahlen, dass

e bei ineinanderliegenden Intervallen I¥ C I' auch stets die Quadrate W* C
W! ineinanderliegen und

e zwei im oberen Index aufeinanderfolgende Quadrate W* und W**! immer
eine gemeinsame Seite haben.
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Um diese Nummerierung zu erreichen, benutzen wir die Konstruktion, die aus
den folgenden Zeichnungen ablesbar ist (und von der man die angegebenen Ei-
genschaften per Induktion beweisen kann). Mit der Forderung, dass der Punkt
(0,0) in allen ersten Wiirfeln W! und (1,0) in den letzten Wiirfeln W2" liegen
soll, wird die Nummerierung eindeutig.

Man withlt dann eine Funktion h, : [0,1] — [0,1]?, die jedes Intervall I*
in das Quadrat WP’ abbildet und stetig ist. Dazu muss man insbesondere den
Punkt f,(£) auf der gemeinsamen Seite W NW%*! wihlen. Die Bilder méglicher
Funktionen hq, hs, hs sind in den folgenden Skizzen als dicke Linien eingezeichnet.

anil == il =10 =
. .
mn B amlbms B0 am
Tl g .
| | | M | 1
=N pURE g Emypun
m imn B8 wmll um |
T 1 1

Man kann zeigen, dass h,, eine gleichméflige Cauchy-Folge im Raum der ste-
tigen Funktionen ist. Da dieser Raum vollsténdig ist, erhélt man so die Existenz
und Stetigkeit der punktweisen Grenzfunktion

h:[0,1] — [0,1)% () ;= lim h,(t).

n—oo

Diese ist nicht abhingig von der konkreten Wahl der Funktionen h,, und heift
Hilbert-Kurve. Von ihr sind folgende Eigenschaften bekannt:

1. Die Hilbert-Kurve ist auf ganz [0, 1] stetig, aber nirgendwo differenzierbar.
Genauer weifl man, dass

h e C'/?
Holder-stetig zum Exponenten 1/2; aber nicht besser Holder-stetig ist (vgl.
[Miln80]).

2. Die Hilbert-Kurve ist surjektiv, d.h. das Bild der Kurve fiillt die ganze
Fliche [0, 1]2.

3. Die Hilbert-Kurve ist mafierhaltend: jede £?-messbare Menge M C [0,1]?
hat ein £-messbares Urbild mit gleichem Maf.
Ferner wird jede £-messbare Menge auf eine £2-messbare Menge abgebildet.
4. Die Hilbert-Kurve ist nicht injektiv, aber sie ist fast iiberall injektiv. Ge-

nauer ist b auf [0,1]\ N mit N := {2 : n € N,k € {1,..,4" — 1}} injektiv
und die Menge N ist als Teilmenge von @) abzidhlbar und damit Nullmenge.

5. Jede Bildmenge h([}%, &) ist ein Quadrat mit Kantenlinge 5.
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Insbesondere wird das Einheitsquadrat mittels der Hilbert-Kurve zu einem
Kurvenintervall. Die Kurventeilintervalle zur Hilbert-Kurve, also Mengen von der
Form h(/) mit einem Teilintervall I C [0,1] von positiver Lénge, wollen wir
die Hilbert-Intervalle in [0, 1]> nennen. Besonders bemerkenswert fiir unsere
Zwecke ist, dass in dem Mengensystem h(Z) der Hilbert-Intervalle keine , beliebig
diinnen“ Mengen auftreten. Dazu zeigen wir, dass zu jedem Hilbert-Intervall P €
h(Z) das Groflenverhdltnis vom kleinsten umschriebenen Quadrat W O P zum
groften einbeschriebenen Quadrat W C P beschriankt bleibt, genauer gilt fiir alle
Hilbert-Intervalle P € h(Z)

infy~p |[W|

1< < 16. (1.5)

supycp |W| ~

Diese Abschéitzungen sind optimal.

Beweis Die erste Ungleichung ist klar, da der Zahler immer gréfler als der
Nenner ist. Die zweite Ungleichung erhélt man aus der folgenden Betrachtung.

Sei ein beliebiges Intervall I € 7 gegeben. Wir wahlen ein n € IN minimal mit
der Eigenschaft, dass ein Intervall der Form I* ganz in I liegt. Falls n = 1 oder
2 ist, sind wir fertig, denn dann gilt

ianDlh(I) |W| < HO, 1]2‘ 1

< = = 16.
SUPW ch(1) W ’M@ﬂ 1/42

Falls n > 3 bezeichnen wir mit I* und I* die Intervalle in I mit minimalem
Index k¢ bzw. maximalem Index k. Diese beiden Indizes kénnen sich héchstens
um fiinf unterscheiden: k; —ky < 5, denn sonst findet man in I*oUlf1y. .UIk ein
Intervall der Form I ; im Widerspruch zur Minimalitét von n. Die zugehdrigen
Quadrate W}k .. W5 haben eins nach dem anderen eine gemeinsame Seite und
liegen in maximal zwei benachbarten Quadraten der Form W™, W' (In drei
benachbarten Quadraten dieser Form koénnen sie nicht liegen, denn sonst wird
das ,,mittlere“ Quadrat ganz ausgefiillt und man erhélt einen Widerspruch zur

Minimalitét von n.) Zwei benachbarte Quadrate der Seitenlédnge 2"%1 lassen sich

aber immer mit einem Quadrat W der Seitenlénge 2n1,2 umschlieen. Damit gilt

ianD]h(]) ’W| < ’W‘ _ 1/4“—2 16
supyycpery (W] T [h(Z0)]  1/47

und wir haben die zweite Ungleichung gezeigt.

Das Beispiel h([0, 1]) = [0,1]? zeigt, dass bei der ersten Ungleichung Gleich-
heit eintreten kann. Das Beispiel h([1/16,6/16]) = W3 U .. U WY (dies sind die
Quadrate, die oben in der zweiten Zeichnung an zweiter bis sechster Stelle des
Weges liegen) zeigt, dass auch in der zweiten Ungleichung Gleichheit eintreten
kann. O
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Durch diese Ungleichung wird der Hohlensatz zu den Hilbert-Intervallen von
0,1)? fiir die Anwendung interessanter als der fiir das System aller Rechtecke
von [0, 1]? (vgl. Folgerung 1.22). Das Verhiltnis von umschriebenen Quadraten zu
einbeschriebenen Quadraten fiir diinner werdende Rechtecke wird beliebig grof3,
und dieser Umstand schrankt die Anwendbarkeit des Hohlensatzes fiir die Menge
aller Rechteckmittelwerte sehr ein.

In diesem Zusammenhang sei darauf aufmerksam gemacht, dass man statt
der Hilbert-Kurve auch andere flichenfiillende Kurven betrachten kann. Zumin-
dest die Standardkurven (Peano-Kurve, Sierpinski-Kurve, Lebesgue-Kurve, vgl.
[Sag94]) erfiillen auch eine vergleichbare Ungleichung wie 1.5. Der Wert 16 auf
der rechten Seite ist dabei wahrscheinlich das Optimum, was man erreichen kann.

Man kann auch entsprechend héherdimensionale Hilbert-Kurven hy :
[0,1] — [0,1]" betrachten. Um diese zu erhalten, zerteilt man fiir jedes n € IN
das Intervall [0,1] in 2V™ gleich groBe Intervalle I} < .. < IN™ und den N-
dimensionalen Wiirfel in 2V gleich groBe Teilwiirfel W}, .., W2"" . Diese kann man
so nummerieren, dass bei Intervallen I¥ C I' stets W¥ C W! gilt und immer
WF und WHL eine gemeinsame Seite haben. Ferner soll der Punkt (0,0, ..,0)
im jeweils ersten Wiirfel W! und der Punkt (1,0,..,0) im jeweils letzten Wiirfel
W2"" liegen.

Anders als beim zweidimensionalen Fall hat man bei hoheren Dimensionen
dazu mehrere Moglichkeiten. Dies sieht man z. B. an der folgenden Zeichnung fiir
N = 3. Um unsere Definition eindeutig zu machen, wihlen wir die Abzédhlung
von W},.., W12N induktiv mit N, so dass die ersten 2V~! N-Wiirfel die entspre-
chenden (N —1)-Wiirfel als Seiten haben. Die letzten 2V 1 N-Wiirfel durchlaufen
wir in umgekehrter Reihenfolge. In der Zeichnung entspricht der Weg W dieser
Riickfithrung von N = 3 auf N = 2.

Weg W Weg V

Wie fiir N = 2 wihlt man wieder eine Folge von stetigen Funktionen fy,,
die die Wiirfel entsprechend ihrer Reihenfolge ablaufen. Die Grenzfunktion nennt
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1.4. Anwendung im Graphenfall

man dann die N-dimensionale Hilbert-Kurve hy. Die Hilbert-Kurve hat die Ei-
genschaften:

1. I ist auf ganz [0, 1] stetig, aber nirgendwo differenzierbar. Genauer weif3
man, dass

hy € Cl/N

Holder-stetig zum Exponenten 1/N, aber nicht besser Holder-stetig ist
(vel. [Miln80)).

2. Die Hilbert-Kurve ist surjektiv, d.h. das Bild der Kurve fiillt den ganzen
Raum [0, 1]V,

3. Die Hilbert-Kurve ist maBerhaltend: jede £~-messbare Menge M C [0, 1]
hat ein £-messbares Urbild mit gleichem Maf.

Ferner wird jede £-messbare Menge auf eine £¥-messbare Menge abgebil-
det.

4. Die Hilbert-Kurve ist nicht injektiv, aber sie ist fast iberall injektiv. Genau-
er ist I injektiv auf [0,1] \ N mit N := {38 : n € N,k € {1,..,2"" — 1}}
und N ist als Teilmenge von @ abzéhlbar und damit Nullmenge.

5. Jede Menge h([3ny, 54+]) ist ein Wiirfel mit Kantenléinge .

6. Die folgende Ungleichung gilt fiir alle Hilbert-Intervalle P € h(Z) und ist
optimal:
< infwop W] < 4N, (1.6)
supycp | W]
Dabei wird das Infimum iiber alle umschriebenen, N-dimensionalen Wiirfel
und das Supremum {iiber alle einbeschriebenen, N-dimensionalen Wiirfel

gebildet.

Insbesondere werden die Mengen [0, 1] zu Kurvenintervallen, und auf ihnen
gilt ein entsprechender Hohlensatz. Beim System der Hilbert-Intervalle kommt es
dabei nicht zu Entartungen wie beim System aller Quader.

Es ist klar, dass man mit dhnlichen Konstruktionen eine grofie Klasse von
Mengen zu Kurvenintervallen machen und dabei Entartungen im System vermei-
den kann.

1.4. Anwendung im Graphenfall

Wir wollen die Hohlensétze fiir den Fall anwenden, dass das Randstiick B der
Graph einer konvexen Funktion ist. Durch ganz einfache Zusatziiberlegungen er-
halten wir dabei nicht nur Aussagen iiber Mittelwerte sondern auch fiir Oszilla-
tionsterme. Ferner wollen wir unsere Resultate mit bekannten Aussagen verglei-
chen.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Um die Betrachtungen moglichst einfach zu halten, beschranken wir uns auf
den Fall stetiger Funktionen. Dadurch miissen wir nicht zum Abschluss der auf-
tretenden zweidimensionalen Mittelwertmengen iibergehen (vgl. Folgerung 1.13).
Auflerdem konzentrieren wir uns weitgehend auf Funktionen einer Variablen und
bemerken lediglich, was man im Fall mehrerer Variablen beachten muss. So
betrachten wir in diesem Kapitel vorzugsweise stetige, reellwertige Funktionen
f Iy — R auf einem kompakten Intervall Iy. Ohne Einschriankung nehmen wir
Iy = [0,1]. Die Menge aller Teilintervalle von [0, 1] positiver Linge bezeichnen
wir wieder mit Z. Die fallende Umordnung f* : [0, 1] — R definieren wir durch

() =inf{ly e R: [{s €[0,1]: f(s) >y} <t}

Mit f ist auch die fallende Umordnung f* stetig (z. B. [BeSh88|). Es sei darauf
hingewiesen, dass manche Autoren abweichend von dieser Definition die Bezeich-
nung , fallende Umordnung®“ und die Schreibweise ,, f** fiir die fallende Umord-
nung des Betrages | f| verwenden.

Wir wollen die Ergebnisse der vorangehenden Kapitel fiir den Graphenfall in
einer dieser Situation angemesseneren Sprechweise formulieren. Dazu definieren
wir zunéchst:

Definition 1.31 (oberer Rand)
Unter dem oberen Rand iber dem Intervall Ja,b| einer zusammenhingenden,
beschrinkten Menge M C |a,b] x Rs¢ verstehen wir den gemeinsamen Rand
der Menge M und der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von (]a,b[ x
R>o) \ M.

Fiir stetige Funktionen f :[0,1] — R und stetige, konvexre Funktionen k :
[inf f,sup f] — Rsq betrachten wir die Intervallmittelwertmengen

(fikof)r = {(ﬁf,]ékof):lez},
(f* ko f)r = {(ﬁf*,]ékof*):leI}.

Fiir diese Mengen nehmen wir den oberen Rand immer tber |inf f,sup f[ und
lassen den Hinweis darauf im Folgenden weg.

Mit Hilfe des Begriffes ,,oberer Rand“ lesen sich die wesentlichen Ergebnisse
aus Kapitel 1.2 folgendermaflen:

Satz 1.32 (Hohlensatz im Graphenfall)
Sei f :[0,1] — R stetig, f*:[0,1] — R die (stetige) fallende Umordnung und
k : [inf f,sup f] — Rxq stetig und konvex. Dann gilt:

e Das Innere eines Dreiecks, das als Ecken die Punkte (inf f, k(inf f)) und
(sup f, k(sup f)) sowie einen oberen Randpunkt von (f, ko f)r hat, schneidet
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1.4. Anwendung im Graphenfall

nie die Intervallmittelwertmenge (f, ko f)z. Insbesondere ist der obere Rand
der Graph einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion (und Lipschitz-stetig, falls
k endliche Steigung in inf f und sup f hat). Gleiches gilt als Spezialfall auch

fur f*.

e Ferner liegt der obere Rand der Intervallmittelwertmenge (f, ko f)r nirgend-
wo unterhalb des oberen Randes der Intervallmittelwertmenge (f*, ko f*)z.

e Der obere Rand der Intervallmittelwertmenge (f,k o f)r einer monotonen
Funktion f (insbesondere also immer von f*) besteht aus den Kurven

Ki(f) = {thf,][otkof):te]o,l]},
Ko(f) = {({f,{hf):te[@@[}.

Beweis Fiir lineare Funktionen k& oder konstantes f ist die Aussage trivial.
Fiir alle anderen Félle wiahlen wir als A die offene, konvexe Menge, die vom
Graphen von k und der Verbindungsstrecke [(inf f, k(sup f)), (sup f, k(sup f))]
begrenzt wird. Den Graph von k nennen wir B, die Verbindungsstrecke ohne die
Endpunkte nennen wir C'. Wir betrachten die stetige Abbildung

h:[0,1] — B, h(t) := (f(t),k o f(t)).

Damit sind wir in der Situation, wie wir sie in Kapitel 1.2 untersucht haben. Als
fallende Umordnung h* findet man

h*:[0,1] — B, h*(t) = (f*(t), ko f*(t))

mit der fallenden Umordnung f* von f.

Die erste Behauptung ist nichts anderes als die Einsehbarkeit der Hohle H hz
(siehe Satz 1.11), wobei wir auf Grund der Stetigkeit wie in Folgerung 1.13 auf
den Abschluss verzichten kénnen. Die (lokale) Lipschitz-Stetigkeit tiberlegt man
elementar aus der Dreiecksbedingung. Die zweite Behauptung ist eine Umformu-
lierung der Hohleninklusion (Satz 1.14) und die letzte Behauptung nichts anderes
als Satz 1.15. O

Liest man ab, welche Aussage obiger Satz iiber ein vorgegebenes f; f* oder
#! f* (unter anderem) macht, so erhélt man den ersten Punkt des néchsten Satzes.
Diesen kann man leicht auf Oszillationsterme verallgemeinern (Punkt 2 und 3 des
Satzes).
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Satz 1.33 (monotone Umordnung bei Mittelwert und Oszillation)
Seien f,g:10,1] — R stetige Funktionen.

1. Ist k : [inf f,sup f] — R>q stetig und konvez, dann gibt es fir alle t € 0, 1]
bzw. t € [0, 1] ein Intervall I € T mit

fr=fr wd fros=fror b
]£f=]£1f* und ]ékofz]flkof*,

Dies ist optimal in dem Sinne, dass fiir monotone Funktionen f gilt

fr=fr = froy<fror
][If:]élf* — ]{rk:ofgjélk:of*.

2. Istk : [inf f,sup f]x[inf f,sup f] — R>o stetig und in der zweiten Variablen
konvezx, dann gibt es fir alle t € ]0,1] bzw. t € [0, 1] ein Intervall I € T mit

fr=F 5 wnd frn g ds = f k(fag 16 ds b
1 1
fr=f 5 and LRt 5 ) ds = | k(Fy £(5) ds.

Dies ist optimal in dem Sinne, dass fiir monotone Funktionen f gilt

fr=fr = frtrsends <f kg re)as
fi=f 1 = frtnsends < f K £ ds.

3. Ist k : [inf f,sup f] x [inf g,supg] — Rso stetig und konvex, dann gibt es
fiir alle t,s €0,1] Intervalle I,J € T mit

]ffz][otf’i ]éngg* und ]éf]k(f,g)z]g]gsk(f*,g*)‘

und entsprechende weitere Intervalle und Aussagen zu allen anderen Kom-
binationen von §1 f*, £' f* mit 5 g*, £} g*. Diese Aussage ist optimal in
dem Sinne, dass fiir monotone Funktionen f,qg gilt

]éfz]{)tfﬁ]ég ng* = ]éf]k‘(f?g) S]{)t][osk(f*,g*).
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1.4. Anwendung im Graphenfall

Beweis 1. Fiir ein ¢ mit 1 f* und £ f* aus ]inf f,sup f[ folgt die Aussage
unmittelbar aus dem vorangehenden Satz 1.32. Man erhélt die Existenz des In-
tervalls I aus dem Vergleich des oberen Randes von f und f*. Die Optima-
litdtsaussage resultiert aus der Beschreibung des oberen Randes bei monotoner
Anordnung.

Falls f7 f* = sup f gilt, ist f* konstant auf [0, ¢[ und somit i ko f* = k(sup f);
Stetigkeit von f gibt dann die Existenz eines Intervalls I mit §; f = sup f und
f; ko f=k(sup f). In gleicher Weise handelt man die anderen ,,Randfille“ ab.

2. Sei t € ]0,1] beliebig. Wenden wir die Aussage 1 auf die stetige, konvexe
Funktion y — k( f[*(‘)yt],y) an, so erhalten wir die Existenz eines Intervalls / € 7
mit

fr=fr wa a0 =frtin sz f w0,

Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung. Die Existenz des Intervalls zu ftl f
erhélt man analog und die Optimalitédtsaussage kann man in gleicher Weise auf
die unter 1. zuriickfithren.

3. Seien t,s € |0, 1] beliebig. Wenden wir die Aussage 1 auf die stetige, konvexe
Funktion z +— f; k(z, g*) an, so erhalten wir die Existenz eines Intervalls I € 7

mit
Fr=f s wad [ o= L re.

Wenden wir die Aussage 1 erneut an, diesmal auf die stetige, konvexe Funktion
y — F,k(f,y), so erhalten wir (nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge
mit dem Satz von Fubini) die Existenz eines Intervalls J € Z mit

Lo=f o wd [furo=f frre)=f [ rer=f f .

Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt. Durch zweimalige Anwendung
der Optimalitatsaussage unter 1. erhélt man bei entsprechendem Vorgehen hier
die Optimalitét. O

Beispiel 1.34 Zur Veranschaulichung der Aussagen von Satz 1.32 und 1.33(1)
betrachten wir die Funktion

f:00,1] = R, f(t):=4(t — ;)2.

Diese hat, wie man elementar nachrechnen kann, die fallende Umordnung

00,1 = R, £5(t) == (1 —t)%
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Das Infimum und Supremum von f auf [0,1] sind 0 und 1. Als konvexe Funktion
wéahlen wir die quadratische Funktion

k[0, 1] — Ra, k(z) = (2 — %)2.

Das graue Liniennetz stellt die Intervallmittelwertmenge {(f f1,f; ko f): I € T},
das schwarze die Intervallmittelwertmenge {(f; f*,f; ko f*): I € I} dar.

0.25

0.2

0.1

Beispiel 1.35 Zur Veranschaulichung der Aussage von Satz 1.33(2) betrachten
wir die Funktionen

f:00,1] = R, f(t):==t und k:[0,1] x [0,1] = Rs, k(z,y) := |z — y|.

Wir plotten die Flachen

P {(x,]gtf,]étu—f(sﬂds):xE[O,l],tE]O,l]},
B o= {<x,]£1f,f|x—f(s)|ds>:xe[o,u,te[o,u}

und untersuchen die Mittelwertmenge

M = {(x,]éf,]é |x—f(s)|ds> L€ [0,1],]61}.
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1.4. Anwendung im Graphenfall

Der Satz 1.33(1) sagt, dass der obere Rand (mit entsprechender Verallgemeine-
rung der Begriffsbildung auf dreidimensionale Mengen) von M iiber der Strecke
{z} x]0,1] zu jedem x € [0,1] bei monotoner Anordnung am niedrigsten liegt.
Also der obere Rand iiber |0, 1[x]0, 1] jeder anderen (stetigen) Anordnung von
f oberhalb der gezeichneten Fliche liegen wiirde. Damit liegt insbesondere der
obere Rand iiber der Diagonalen bei monotoner Anordnung am niedrigsten. Diese
Aussage entspricht der in Satz 1.33(2) formulierten iiber Oszillation und veran-
schaulicht die Vorgehensweise im Beweis.

14

2.5 0
00

77

Bemerkung 1.36 Entsprechende Sétze (zu 1.32 und 1.33) erhélt man fiir stetige
Funktionen f : [0,1]¥ — R, wenn man statt des Intervallsystems das System
der Hilbert-Intervalle nimmt. Man beachte, dass die Stetigkeit von f auch hier
rechtfertigt, auf den Abschluss der Mittelwertmengen zu verzichten.

Anders ist dies beim Fall des Quadersystems. Hier wissen wir nicht, ob ein
Verzicht auf den Abschluss moglich ist. Das Problem ist hier, dass auch bei stetig
vorausgesetzter Funktion f die Haufungswerte von Mittelwerten (f,k o f)q, fiir
|@Qy| gegen null nicht auf dem Graphen von £ liegen miissen. Zumindest erhalten
wir aber noch ein ,,Folgenanalogon® des Satzes 1.33. Also Aussagen der Form:

Ist f:]0,1]Y — R eine stetige Funktion und k : [inf f,sup f] — Rs stetig
und konvex, dann gibt es fiir alle ¢ € ]0,1] ein Folge von (nicht entarteten)
achsenparallelen Quadern @,, C [0, 1] mit

t t
lim][ f:]l £* und lim][ kofz][k:of*.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Falls die Vermutung 1.25 stimmt, wiirde man eine gegeniiber den Hilbert-
Intervallen etwas abgeschwéchte Version auch fiir Wiirfelmittelwertmengen er-
halten. So nehmen wir z. B. an, dass nicht fiir alle ¢, aber fiir die ,,interessanten
am Rand“ gilt:

Ist f:[0,1]Y — R eine stetige Funktion und k : [inf f,sup f] — Rsg stetig
und konvex, dann gibt es fiir alle ¢ € ]0, 1/2] einen achsenparallelen Teilwiirfel W

von [0, 1]V mit t t
][Wf:]{) £ und ][Wk;ofz][ok:of*

und fiir alle ¢ € ]1/2,1] einen achsenparallelen Teilwiirfel W von [0, 1]V mit

][Wf:]élf* und ][Wkofszof*.

Bemerkung 1.37 Wir wollen den direkten Zusammenhang mit zwei bekannten
Resultaten aufzeigen.
Fiir Funktionen f : [0, 1] — Rs¢ erkennt man mit Satz 1.33(1) leicht, dass fiir

alle t € )0, 1], fiir die der Mittelwert £ f* positiv ist, die Abschitzung

t *

Jcoktof Ssupflkof

Jco f* I fif
gilt. Dabei soll das Supremum {iber alle Intervalle / mit positivem Mittelwert f; f
gebildet sein. Analoges gilt fiir die jftl—l\/_[ittelwerte. Damit erhélt man, wenn man
noch das Supremum {iiber alle zuldssigen ¢ bildet,

t * 1 *
max( fok’of ftkof>§8upf1kof
I

T # ]

Diese Abschéitzung findet man mit anderen Mitteln bewiesen auch in den Arbei-
ten [Kor92a] und [Kor92b]. Sie sind dort die Grundlage, um optimale Integrierbar-
keit im Gehring-Lemma fiir Funktionen einer Variablen zu beweisen (man siehe
dazu auch Kapitel 2.1). Betonen wollen wir, dass die Aussage des Satzes 1.33(1)
und erst recht von Satz 1.32 stérker ist als diese Abschéitzung (insbesondere wird
an jeder Stelle ¢ eine Aussage gemacht) und einfacher in der Struktur. Ferner er-
halten wir mit Bemerkung 1.36 auch Verallgemeinerungen fiir den Fall mehrerer
Variablen. Solche werden in beiden zitierten Arbeiten ausdriicklich vermisst.

Aus dem Satz 1.33(2) schlieBt man unmittelbar, dass gilt

Sup][ |f* = fi] = sup
IeTJI

t€]0,1]/0

t 1
1" = fina| = swp 4|7 = fig| < supf 1= il
telo,1[/t IezJI

Die darin enthaltene optimale Abschiatzung der BMO-,Norm“ von Funktionen
einer Variablen durch die der fallenden Umordnung, also

17 levio = sup - |7 = il < supf 1 = fil = || fllsvo.
IezJI IezJ1
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1.4. Anwendung im Graphenfall

wird auch in der Arbeit [Kle85] gezeigt. Sie wird dort mit einer Version des ,,Lem-
mas of the rising sun® (Riesz) bewiesen. Die gleiche Version dieses Uberdeckungs-
lemmas wird iibrigens auch in den beiden bereits zitierten Arbeiten benutzt. Dass
man die BMO-Norm bei monotonen Funktionen in der oben angegebenen einfa-
cheren Supremumsbildung iiber ¢ € ]0,1] bzw. iiber ¢t € [0, 1] schreiben kann,
scheint dagegen neu zu sein. Man beachte aulerdem, dass auch hier wieder der
Satz 1.33 stiarkere punktweise Abschatzungen und Verallgemeinerungen auf den
Fall mehrerer Variablen zul&sst.

Bemerkung 1.38 In der Literatur spielen Maximalfunktionen im Zusammen-
hang mit Mittelwerten und Oszillationstermen eine grofie Rolle. Viel verwendet
werden insbesondere die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion M f und die
Sharp-Maximalfunktion f* definiert fiir alle = € [0, 1] durch

Mf(x) = sup f |f]
Iez(z)/1
f2 o= suw £ |f = fil
Iez(z)/1

mit der Menge Z(z) aller Teilintervalle von [0, 1] positiver Lange, die x enthalten.
Nach unserer Einschétzung beruht ihre Bedeutung in der Literatur mafigeblich
darauf, dass sie mit Aussagen folgender Form verwendet werden:

1. Es gibt eine Konstante ¢; > 0, so dass fiir alle t € ]0, 1] gilt
t * *
e 11 < (1)),
2. Es gibt eine Konstante ¢, > 0, so dass fiir alle ¢ € ]0, 1] gilt
* t *
(M) @) < erf 1T
3. Es gibt eine Konstante ¢z > 0, so dass fiir alle ¢ € |0,1/6] gilt
t
(£ 11) = 1170 < el )
4. Es gibt eine Konstante ¢4 > 0, so dass fiir alle ¢ € |0, 1] gilt

(70 < edf I
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

Beweise dieser Aussagen findet man beispielsweise in [BeSh88, Kapitel 3.3 und
5.7]. Dort findet man auch historische Anmerkungen hierzu. Die 1. und 2. Aussage
sind auch als Theorem von Herz in der Literatur bekannt und die 3. Aussage
als (eine Variante der) Fefferman-Stein-Ungleichung. Die 4. Aussage folgt mit
f* < 2M f unmittelbar aus der 2. Aussage.

Man schétzt also die fallende Umordnung der Maximalfunktionen nach oben
und unten durch Terme der fallenden Umordnung von f bzw. von |f| ab. Ins-
gesamt geht man so in zwei Schritten von Mittelwerten bzw. Oszillationen auf
Intervallen, zunéchst iiber die Supremumsbildung in der Maximalfunktion und
dann durch die Abschétzungen, zu Termen der fallenden Umordnung iiber. Ver-
gleichbar hierzu konnen wir mit Satz 1.32 und Satz 1.33 in einem Schritt und mit
optimalen Resultaten Mittelwerte bzw. Oszillationen durch Terme der fallenden
Umordnung abschétzen.

Um die Analogie deutlicher zu machen, betrachten wir folgende Varianten der
obigen Maximalfunktionen

wn

Mife) = sw{f 1l rezmicfr=f 1},
Mof(t) = sw{f1r rezmicfr=f s},
i) = Sup{ |f — f1l: ]GIrmt][f f }

f2(t) = Sup{]£|f—f1|:]€Imit]€f:]{ f*}

Die Maximalfunktionen M; f und M, f stellen zusammen den oberen Rand der
Mittelwertmenge (f, |f|)z dar. Damit liefert der Satz 1.32 (oder Satz 1.33(1)) die
Abschétzungen

wn

Firr<ang@ wd £ 171 < Mf)

Dies entspricht der ersten Abschiatzung der Hardy-Littlewood-Maximalfunktion
(hier aber mit optimaler Konstante 1). Ferner kann man aus der Dreiecksbedin-
gung des Satzes 1.32 auch eine Abschitzung von M f(t) und M, f(t) nach oben in
Termen der fallenden Umordnung gewinnen, die dann der zweiten Abschitzung
der Hardy-Littlewood-Maximalfunktion entspricht.

Analog gibt der Satz 1.33(2) die Abschétzungen

L= faal < 720 wa £ = fil < 720).

Diese entsprechen der ersten Abschiitzung fiir die Sharp-Maximalfunktion f*
(wiederum mit optimaler Konstante 1 und auf dem ganzen Intervall ]0, 1] statt
nur auf 0, 1/6]). Ferner kann man mit f* < 2M;f und f* < 2M,f sowie dem
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1.5. Mittelwerte auf skalierten Intervallen

itber My f, My f Gesagten eine Abschétzung nach oben in Termen der fallenden
Umordnung fiir die Varianten f#, f*2 der Sharp-Maximalfunktion ableiten.

Da die Mittelwerte 5 f* und #' f* das Intervall [inf f,sup f] des Wertebe-
reichs von f durchlaufen, bezieht sich die Supremumsbildung bei M, f, M- f, f*
und f% auf den Wertebereich von f. Dagegen orientiert sich die Supremums-
bildung bei M f und f* am Definitionsbereich von f. Deshalb kann man nicht
direkt vergleichen, aber eine Orientierung an dem Wertebereich erscheint uns fiir
viele Fragestellungen angemessener zu sein. In diesem Zusammenhang betonen
wir, dass dies zumindest bei umgekehrten Holder-Ungleichungen und umgekehr-
ten Integralungleichungen mit Oszillationsterm der Fall ist, wie wir in Kapitel 2
demonstrieren werden.

1.5. Mittelwerte auf skalierten Intervallen

In diesem Kapitel wollen wir von ersten Untersuchungen fiir Mittelwertmengen
berichten, bei denen die Mittelwerte in der zweiten Koordinate auf einem Intervall
gebildet werden, das gegeniiber dem Intervall zur ersten Koordinate gestaucht ist.
Solche Mittelwertmengen der Form

M.(f, ko f) :_{(if,]{lkoj) :IEI}

mit r < 1 und konvexer Funktion k sind fiir schwache umgekehrte Integralun-
gleichungen interessant. Bei Mengen dieser Art stehen wir erst am Anfang und
hoffen, in einer spéteren Arbeit darauf zuriickkommen zu kénnen. Wir sind iiber-
zeugt, dass mit den Ergebnissen aus Kapitel 1.2 oder mit analogen Betrachtungen
auch diese Mittelwertmengen erforscht werden konnen. Falls man vergleichbare
Ergebnisse wie in Kapitel 1.2 iiber diese Mittelwertmengen zeigen kann, werden
sie in gleicher Weise optimale Integrabilitét fiir schwache umgekehrte Integralun-
gleichungen implizieren, wie dies die Ergebnisse aus Kapitel 1.2 fiir umgekehrte
Integralungleichungen tun.

Wir stellen zunéchst einige den Beispielen 1.9 und 1.10 entsprechende Com-
puterexperimente vor. Dabei geben wir uns drei, vier oder fiinf konvexliegende
Punkte by, .., b, vor. Diese sollen dabei alle auf dem Graph einer konvexen Funk-
tion liegen und so durchnummeriert sein, dass die Gréfle der ersten Koordinate
dem Auftreten der Reihenfolge entspricht: Re(by) < .. < Re(b,).

Zu jeder Permutation p, die wir durch Angabe einer entsprechenden Reihen-
folge der Zahlen 1..n als zweites iiber jeder Zeichnung notieren, betrachten wir
die Funktionen h,, : [0,n] — {b1,..,b,} definiert als h, := Y7L, byyli—1,. Von
den Mittelwertmengen

M, (hy) = {(]C Re(h,). ]/ 1 Im(h,,)> e I}
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

zum Skalierungsfaktor r, den wir als erstes iiber jeder Zeichnung notieren, wollen
wir uns ein Bild verschaffen. Dazu plotten wir von der Menge M, (h,) jeweils die
,wichtigsten“ Linien und zwar alle Mittelwerte zu Intervallen I, bei denen die
linke oder rechte Intervallgrenze ganzzahlig ist.

Beim ersten Beispiel haben wir die drei Punkte b = —1 + 2i, b, = 0 und
bs = 1 4+ i gewdhlt. Dies sind die gleichen Punkte wie in Beispiel 1.9, die Bilder
dort entsprechen also dem Fall » = 1. Man beachte insbesondere, wie sich die kon-
vexen Vierecke und Verbindungsstrecken aus Beispiel 1.9 bei kleiner werdendem
r verhalten. Man sieht, dass die monotone Anordnung, also jedes Bild der ersten
Spalte, eine groflere obere Hohle als die jeweils anderen beiden Anordnungen hat
(man beachte aber das Beispiel weiter unten). Es féllt auf, dass hier (z.B. bei
r = 0,2 und Anordnung 213) die Einsehbarkeit der Hohle verletzt ist.

09,123 09,213 0.9, 132

oS
7
4

0.7, 123 0.7,213 0.7, 132

e
57
x4

0.5, 123 05,213 0.5, 132

-
5
<

0.2,123 02,213 02,132

—
?
e

Deutlicher erkennt man dies noch bei vier Punkten b; = —1 + 21, by = 0,
by = 1+1 und by = 2+ 4i. Hier ist der obere Rand der Menge M, (h,) nicht mehr
immer Graph einer Funktion (z.B. bei r = 0,5 und Anordnung 1342). Trotzdem
scheint die monotone Anordnung (in jeder zweiten Zeile das erste Bild) relativ
glinstig fiir eine grofle obere Hohle zu sein.
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0.9, 1243 0.9, 1324 0.9, 1342 0.9, 1423 0.9, 1432

iN
£
b
A
ay

09,4132 09,2134 0.9,2143 0.9, 3124 0.9, 3142

A\
A
A
LN
&y

0.7, 1243 0.7, 1324 0.7, 1342 0.7, 1423 0.7, 1432

i
<
4
2\
“ay

0.7,4132 0.7,2134 0.7,2143 0.7,3124 0.7,3142

N
(S
X
AN
@

0.5, 1243 0.5, 1324 0.5, 1342 0.5, 1423 0.5, 1432

s
<
.
2
)

0.5,4132 0.5,2134 0.5,2143 0.5, 3124 0.5, 3142

&
T
2
£
N

0.2, 1243 0.2, 1324 0.2, 1342 0.2, 1423 0.2, 1432

=
o
=
=
=

0.2,4132 02,2134 0.2,2143 0.2,3124 02,3142

.
Z
>
2
=

Die monotone Anordnung muss aber nicht  iiberall“ die gréfite obere Hohle
haben. Dies zeigt folgendes Beispiel. Hier haben wir zum Skalierungsfaktor r =
0,5 in grau die Mittelwertmenge der monotonen Anordnung und in Schwarz die
Mittelwertmenge der Anordnung 12435 zu den Punkten b; = —2 4 4i, by =
—142i, b3 =0, by =141 und b5 = 3+ 9i geplottet. In einem kleinen mittleren
Bereich liegt hier der graue obere Rand oberhalb des schwarzen oberen Randes.
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1. Zweidimensionale Mittelwertmengen

0.5, grau 12345, schwarz 12435

Um vergleichbare Resultate wie im Fall » = 1 auch bei » < 1 zu erhalten,
muss die folgende Frage noch geklart werden.

Offenes Problem
Kann man eine einfache Beschreibung oder eine ,nicht zu schlechte“ obere
Abschitzung fiir die Vereinigung der Hohlen iiber alle Umordnungen einer Funk-
tion A finden:

Ugsps HM,.(g) =7
Kann man evtl. den oberen Rand aller Héhlen einer Umordnung von h bei vor-
gegebener erster Koordinate x = fg Re(h*) nach unten durch den oberen Rand
der fallenden Umordnung minus einem von x abhéngigen Term abschétzen:

Mh(t) := sup {]él Im(h): I € I,]€ Re(h) :][Ot Re(h*)} =7
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2. Umgekehrte
Integralungleichungen

In der Regularitétstheorie fiir schwache Losungen partieller Differentialgleichun-
gen spielen umgekehrte Integralungleichungen eine wichtige Rolle (man vergleiche
z. B. [Gia83] oder [Gia84], fir Anwendungen bei quasikonformen Abbildungen sie-
he z. B. [Bolw83]). Sie stehen oft am Anfang von Regularitétsbetrachtungen. Eine
besonders haufig auftretende Form ist die umgekehrte Holder-Ungleichung. Die-
se wollen wir ausgiebig behandeln und darlegen, zu welchen neuen Resultaten
unsere Methode fiihrt.

Anschlieflend wollen wir noch kurz einen Blick auf umgekehrte Integralunglei-
chungen mit Oszillationsterm und Muckenhoupt-Klassen werfen.

Am Ende werden wir in aller Kiirze auf die geschichtliche Entwicklung der um-
gekehrten Integralungleichungen eingehen und weiterfithrende Literaturhinweise
geben.

2.1. Umgekehrte Holder-Ungleichungen

Wir stellen zunéchst einige Redeweisen zusammen.

Sei im Folgenden stets ¢ > 1 und ¢ > 1. Mit [ bezeichnen wir immer ein
kompaktes Intervall und mit Z die Menge aller Teilintervalle positiver Lénge. Stets
sei Wy ein kompakter, achsenparalleler, N-dimensionaler Wiirfel mit einem N €
IN>;. Die Menge aller achsenparallelen Teilwiirfel positiven Mafles bezeichnen
wir mit W. Die Menge aller Hilbert-Intervalle von Wy bezeichnen wir mit h(Z)
und mit Q meinen wir die Menge aller achsenparallelen Teilquader von W mit
positivem MaB. Ohne Einschrankung wéhlen wir im Folgenden meist I, = [0, 1]
und Wy = [0,1]". In diesem Kapitel seien Funktionen f stets reellwertig und
nichtnegativ.

Bei einer integrierbaren Funktion f : [0,1] — Rs( sagen wir, dass sie eine
umgekehrte (c, ¢)-Holder-Ungleichung auf den Teilintervallen erfiillt, falls
fiir alle I € Z die Ungleichung

()" <efs
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

gilt. Mit
RH(c,¢,7)

bezeichnen wir die Menge aller solcher Funktionen. Gelegentlich ist es giinstiger,
eine Ungleichung der Form f; f7 < d(f; f)9 zu betrachten. Diese Ungleichung ist
dquivalent zu der (¢, ¢)-Holder-Ungleichung mit d = ¢?.

Die Namensgebung ,,umgekehrte Hoélder-Ungleichung® kommt daher, dass die
Holder-Ungleichung angewendet auf das Produkt 1 - f die Ungleichung

fre(fr)”
liefert.

Entsprechend sagen wir, dass eine integrierbare Funktion f : [0, 1Y — Rxg
eine umgekehrte (c,q)-Holder-Ungleichung auf den Teilwiirfeln erfiillt,
falls fiir alle W € W die Ungleichung

(7[W fq) " = c][W f

gilt. Analoge Sprechweisen benutzen wir fiir umgekehrte Holder-Ungleichungen
auf Teilquadern und Hilbert-Intervallen. Die Mengen solcher Funktionen bezeich-
nen wir mit

RH(e,q, W), RH(c,q,Q) bzw. RH(c,q,h(Z)).

Neben diesen Typen tauchen verschiedene Varianten von umgekehrten Hélder-
Ungleichungen auf.

Wir sagen, eine integrierbare Funktion f : [0,1] — Ry erfiillt eine r-
schwache umgekehrte (c, ¢)-Ho6lder-Ungleichung fiir Teilintervalle, falls fiir

alle I € 7 die Ungleichung
1/q
(fr1) " <cfs
rl 1

gilt. Dabei bezeichnen wir mit r/ das um einen Faktor 0 < r < 1 gestauchte
Intervall mit gleichem Mittelpunkt wie I. Die Menge aller solcher Funktionen
bezeichnen wir mit RH(c, ¢,7,Z). Wiahrend wir Entsprechendes fiir Wiirfel und
Quader vereinbaren, wollen wir im Falle der Hilbert-Intervalle nicht das skalierte
Bild rh(7), sondern das Bild h(r/) des skalierten Intervalls nehmen.

Manchmal taucht eine zusétzliche additive Konstante k oder eine zusétzliche
(integrierbare) Funktion g auf und man hat Ungleichungen der Form

<7£fq>1/q §c]€f+k: oder (]éfq)l/q Sc]{f—k]{g.
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2.1. Umgekehrte Hélder-Ungleichungen

Statt der Potenzfunktion t”, die der umgekehrten Hélder-Ungleichung zu
Grunde liegt, kann man andere wachsende, konvexe Funktionen ¢, 1 : R>g — R
mit ¢ <1 auf R5( nehmen. Man betrachtet dann Ungleichungen der Form

fense(fs).

Diese wollen wir als umgekehrte (¢, 1)-Ungleichungen bezeichnen. Ist ¢ = cp,
dann spricht man auch von einer umgekehrten Jensen-Ungleichung. Mit dem
von uns gewéhlten Zugang brauchen wir ¢ nicht in dieser Weise einzuschrénken.
Dies erweitert das Anwendungsspektrum vielleicht in eine interessante Richtung.
Wir denken hier insbesondere an Kombinationen ¢(t) = #* und ¢ mit gleichem
asymptotischen Verhalten wie ¢ — ct? fiir grole Werte, aber mit ¢(0) > 0. Die
Bedingung an kleine Werte von f, die in einer umgekehrten Holder-Ungleichung
der Form §; f9 < ¢ (f; f)? steckt (vgl. Satz 2.3), fallt damit weg. Wenn es um Aus-
sagen wie z. B. Integrierbarkeitsexponenten von f geht, die nur vom Wachstum
der Superniveaumengenmafe |f~![t, 0o|| bei ¢ — oo abhiingen, erscheint uns dies
wiinschenswert.

An Stelle von Wiirfeln treten hdaufig Kugeln auf. Daneben gibt es jede mégliche
Kombination der oben angegebenen Formen.

Wir wollen uns im Weiteren auf stetige Funktionen beschrinken. Aussagen
iiber L’-Normen (oder weitere Normen) von allgemeineren Funktionen f kann
man mit dem folgenden Glattungslemma stets auf diesen Fall zuriickfithren. Denn
das Lemma zeigt, dass fiir jede Regularisierung die gleiche umgekehrte Holder-
Ungleichung gilt. Aulerdem weifl man, dass man stets eine Folge von regulari-
sierten Funktionen nehmen kann, die in jeder LP~-Norm konvergiert.

Lemma 2.1 (Glattung bei umgekehrten Holder-Ungleichungen)

Sei 0 <r <1 und p: RN — Rsq ein Kern mit Triger in [e,1 — €|N mit einem
0 < € < 1. Erfillt eine Funktion f : [0,1]Y — Rsq eine (eventuell schwache)
umgekehrte Holder-Ungleichung

<][W fQ)l/q < c][W F o fiiralle W e W,

r

dann erfillt auch die Faltung ¢ x f die gleiche umgekehrte Hélder-Ungleichung

(]{W(SO * f)‘I)l/q < c][w wx*x [ fur alle W € W,.

Dabei bezeichnen wir mit W, die Menge aller Teilwiirfel von [e, 1 — €]V

tivem Maf.

mit posi-
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

Beweis (nach [Bolw83])
Wir wenden eine kontinuierliche Version

1] oG dull < [ 1lgC)llee duly)

der Dreiecksungleichung fiir du(y) := ¢(y) dy und g(z,y) := f(x —y) an. Zusam-
men mit der vorausgesetzten umgekehrten Holder-Ungleichung erhalten wir fiir
alle W € W, die behauptete Abschétzung

(Fen)™ = (L ([, 5oty qdas)”q
(et

< /RN][ [z —y)dz o(y) dy
= ][ /IRN x—y)e(y) dy dz
= c][Wgo*f. 0

2.1.1. Gehring-Lemma

Die Bedeutung von umgekehrten Holder-Ungleichungen fiir die Regularitatstheo-
rie resultiert daraus, dass aus ihnen eine hohere Integrabilitéit als die von vor-
neherein vorliegende Li-Integrabilitéit folgt. Dies wurde zuerst von Gehring in
[Geh73] im Zusammenhang mit der Untersuchung quasikonformer Abbildungen
entdeckt. Seitdem hat das Gehring-Lemma zahlreiche Verbesserungen, Varianten,
verschiedene Beweise und neue Anwendungen erfahren (wir verweisen auf [Iwa95]
und dort zitierte Literatur).

Wir wollen hier zunéchst eine Form des Gehring-Lemmas formulieren und
einen klassischen Beweis mittels Maximalfunktionen skizzieren. Dies soll zu einem
Vergleich mit unserer Methode dienen, mit der wir weiterreichende Resultate
erzielen kénnen.

Satz 2.2 (Gehring-Lemma)

Erfillt eine stetige Funktion f : [0,1] — Rso eine umgekehrte (c,q)-Holder-
Ungleichung fiir Teilintervalle, dann ¢ibt es ein p > q mit f € LP. D. h. fiir alle
c,q > 1 gibt es ein p > q mit

RH(c,q,T) C 1.
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2.1. Umgekehrte Hélder-Ungleichungen

Beweis Die Ausarbeitung des folgenden Zuganges iiber Maximalfunktionen
geht auf die Arbeit [FrMo85] zuriick, wobei gewisse Teile so auch im Originalbe-
weis in [Geh73] zu finden sind.

Fassen wir bei der umgekehrten Holder-Ungleichung

1/q
(fo) <ol f firallel €T
I I

alle Intervalle, die ein vorgegebenes ¢t € [0, 1] enthalten, zu dem Mengensystem
Z(t) zusammen und gehen zum Supremum iiber, so erhalten wir die Ungleichung

1/q
(sup ][fq> <csup F f fiirallet e [0,1].
i

IeZ(t Iez(t)/1

Hier taucht auf beiden Seiten der Ungleichung die Hardy-Littlewood-Maxi-
malfunktion Mf(t) := sup;czq)f; f zu f bzw. zu f? auf. Da die Bildung der

fallenden Umordnung monoton ist (aus g < h folgt ¢* < h*) und da (¢'/9)* =
(g*)'/7 (z.B. in [BeSh88, Kapitel 2]), erhalten wir weiter

((MF* )Y < o(Mf)*(t) fiir alle ¢ € [0, 1].

Die fallende Umordnung der Maximalfunktion Mf(¢) ist dquivalent zur Mit-
telwertfunktion ¢ +— f f* der fallenden Umordnung. D.h. es gibt Konstanten
0 < ¢ <1< e, s0 dass fiir alle t € [0, 1] gilt

ef frEour@ <ef 1

Diese Bezichung wird im Theorem von Herz mit Hilfe von Uberdeckungssétzen
nachgewiesen (vgl. [BeSh88, Kapitel 3], dort findet man auch mehr iiber Maximal-
funktionen und historische Anmerkungen). Die Aquivalenz von Maximalfunktion
und Mittelwertfunktion zu f* und (f*)? ausnutzend, kénnen wir so eine umge-
kehrte Holder-Ungleichung fiir die fallende Umordnung f* schlieflen

t 1/q 1y t
(L) caect 1
0 0
—1/qc2

Dabei verschlechtert sich allerdings die Konstante von ¢ auf ¢ := ¢;

Mit Untersuchungen der umgekehrten Hélder-Ungleichung im Falle monoto-
ner Funktionen (siche Kapitel 2.1.2) kann man schliefllich hohere Integrabilitét
fiir f* und damit auch fiir f folgern. O

C.

Durch die Untersuchungen aus Kapitel 1.4 erhalten auch wir eine Riickfithrung
auf den monotonen Fall. Der entscheidende Vorteil dabei ist, dass wir ohne Ver-
lust in der Konstanten zur monotonen Umordnung iibergehen kénnen. Dies geht
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

auch fiir Funktionen mehrerer Variablen (wenn wir das richtige Mengensystem
nehmen). Als Zusatzinformation erhalten wir zudem eine Aussage, die die Situa-
tion bei monotonen Funktionen vollstéindig klart. Ferner kann die auftretende
Funktion 1 weitgehend beliebig sein und muss nicht wie bei klassischen Formen
des Gehring-Lemmas vom Typ ¢ = cip sein.

Satz 2.3 (Riickfiihrung auf den monotonen Fall)
Seien p,¢ : R>g — Rso Funktionen mit ¢ stetig, wachsend und konver und
© < ¢ auf Rsg. Erfillt eine stetige Funktion f :[0,1] — Rxq eine Ungleichung

feor=v(fs) (2.1)

fiir alle I € T, dann liegt neben der Intervallmittelwertmenge

u(p)={(frfeer): 1ez}

auch die Intervallmittelwertmenge

M(f*) = {(ﬁf*,]ggoof*) : IGI}

der fallenden Umordnung in dem Zwischengraph

G = {(z,y) s v € Ro,p(2) <y <9p(2)}.

Insbesondere liegt der obere Rand von M (f*) dber |inf f,sup f[ in diesem Zwi-
schengraph G. Der obere Rand von M(f*) besteht aus den Kurven {(fy f*, 45 ¢ o

9 te€]0,1]} und {(#' £, 4 ¢ o f*): t €[0,1[}. Das heifit es gilt

t t
foor < w(fr) firteion, (22)

0 0

1 1
feor < w(fr) srtepl (23)

t t
und die auch giiltige Abschdtzung f; o o f* < (f; f*) fir alle I € T enthdlt nicht

mehr Informationen aus (2.1) als diese beiden Ungleichungen.

Dieselbe Aussage gilt fiir stetige Funktionen f : [0,1]Y — Rso mehrerer Va-

riablen, wenn man statt der Menge I die Menge hy(Z) aller N-dimensionalen
Hilbert-Intervalle nimmdt.

Beweis Kann man unmittelbar aus Satz 1.32 ablesen. O
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2.1. Umgekehrte Hélder-Ungleichungen

Bemerkung 2.4 Wie man aus einer Bedingung (2.2) an eine Funktion f fiir
den Fall p(z) = 27 und 9 (z) = cz? optimale Integrabilitdtsaussagen ableitet,
untersuchen wir im néchsten Unterkapitel.

Fiir den gleichen Fall enthélt die Ungleichung (2.3) eine Bedingung an kleine
Werte von f*. Im Kontext der Regularitéitstheorie schwacher Losungen partiel-
ler Differentialgleichungen ist nicht zu erwarten, dass eine Funktion eine solche
Bedingung erfiillt. Man vergleiche in diesem Zusammenhang mit der Bemerkung
am Ende des Kapitels V.1 in [Gia83].

Bemerkung 2.5 Man kann in dem Satz statt der Menge der Hilbert-Intervalle
auch die Menge aller Quader nehmen. Das Quadersystem enthélt aber belie-
big diinne Mengen und ist deshalb fiir Anwendungen in der Regularitidtstheorie
von geringerer Bedeutung. Dort gelangt man ndmlich zu umgekehrten Holder-
Ungleichungen fiir die Ableitung einer schwachen Losung typischerweise dadurch,
dass man mit Hilfsfunktionen testet, die symmetrische Abschneidefunktionen ent-
halten.

Mit der Aussage iiber Hilbert-Intervalle haben wir zum ersten Mal nachge-
wiesen, dass auch bei Funktionen mehrerer Variablen und Mengensystemen ohne
Entartung dieselbe Ungleichung fiir die monotone Umordnung gilt. Mit den Er-
gebnissen zu monotonen Funktionen (sieche Kapitel 2.1.2) gelangen wir so zum
ersten Mal zu einem optimalen Gehring-Lemma fiir Funktionen mehrerer Varia-
blen auf einem Mengensystem ohne Entartungen.

Ist eine (schwache) umgekehrte Holder-Ungleichung fiir das Wiirfelsystem be-
kannt, so kann man daraus eine schwache umgekehrte Holder-Ungleichung fiir die
Hilbert-Intervalle herleiten, wie wir im néchsten Satz demonstrieren wollen. In
diesem Sinne ist eine umgekehrte Holder-Ungleichung fiir Hilbert-Intervalle nicht
wesentlich schlechter als eine fiir Wiirfel. Da man beim Ubergang vom Wiirfel-
system zum Hilbert-System aber mit einem Verlust in der Konstanten ¢ und im
Skalierungsparameter r rechnen muss, sind die Ergebnisse nicht unbedingt auch
im Fall des Wiirfelsystems optimal. Es bleibt noch zu untersuchen, ob in der Re-
gularitétstheorie auch ein direkter Beweis einer umgekehrten Holder-Ungleichung
fiir Hilbert-Intervalle (statt Wiirfel oder Kugeln) moglich ist.

Satz 2.6 (Wiirfel versus Hilbert-Intervalle)
Gilt fiir eine Funktion f :[0,1]Y — Rxq eine umgekehrte Hélder-Ungleichung

(h) " <ef, 1

auf allen Teilwirfeln W € W, dann gilt auch eine schwache umgekehrte Hélder-
Ungleichung auf den Hilbert-Intervallen. Genauer gibt es zu jedem I € T ein
Intervall J C I mit |J| > |I|/3 und

1/q
(o) =
h(J) (1)
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

Beweis Wir formulieren den Beweis fiir N = 2 und bemerken am Ende, welche
Anderungen fiir allgemeine N zu machen sind.

Wir betrachten zunéchst Vereinigungen von bestimmten Intervallen. Dazu sei
eine natiirliche Zahl n vorgegeben und I4,..,I; im Innern disjunkte Intervalle
der Form [l L] mit i € {1,.,4"}. Die Bilder h(l;),..,h(l;) sind Quadra-

T I
te der Grofe 4% und man kann mit der vorausgesetzten umgekehrten Holder-

Ungleichung fiir die Vereinigung J := I; U .. U I}, abschétzen
1/q 1 1 1/q
][ fq — _ f‘l + ..+ 7][ f‘l
h(J) k Jn(r) k Jn(y)

q q\ 1/q
‘ (llf (ﬁl(m f) i +71< (ﬁm) f) )
ks <]{h(h) f+.. +]£1(Ik) f)

= ckk%][ f
h(J)

Nun geben wir uns ein Intervall I aus Z beliebig vor. Zu diesem sei n die
kleinste Zahl, fiir die ein Intervall der Form [}, 5] mit ¢ € {1,..,4"} ganz in I
liegt. Seien ferner Iy, .., I}, alle Intervalle dieser Form und J := I U .. U I;. Man
macht sich klar, dass dann k eine ganze Zahl zwischen 1 und 6 ist (sonst ist n

nicht minimal). Ferner sieht man leicht ein, dass

1 k k+2 8
- < =< < < .
s < b)) = 5 <MDl < == < 5

IN

IN

Damit und mit der Rechnung oben sowie elementarer Betrachtung des Termes in

k erhalten wir
1/q )
(f fq> < ok'if
h(J) h(J)

k ]h(I)f
< cmax(3,8-6_1/q)]£( )f-
I

IN
o
oyl
.
|
|

Dies ist mit einer etwas besseren (aber noch von ¢ abhéngigen) Konstanten die
Behauptung fiir N = 2.

Fiir N > 2 stellt man die gleichen Uberlegungen an. Nun treten Intervalle
der Form [;%}L, 21+n] und Wiirfel der Gréie ﬁ auf. Die Anzahl der Intervalle, die
man benétigt, ist hochstens 2 - 2V — 2. Die gleiche Rechnung ergibt

1/q
q < 3 2N+1 . 2N+1 ) —% ][ ]
(ﬁm I ) < emax (3 ( ") b
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2.1. Umgekehrte Hélder-Ungleichungen

Dies ist mit etwas besserer (aber noch von ¢ abhéngigen) Konstante die Behaup-
tung. ]

Bemerkung 2.7 Der Satz gilt mit anderen Konstanten auch fiir r-schwache
umgekehrte Holder-Ungleichungen auf Wiirfeln. Dazu wéhlt man zu beliebigem
I € T ein (moglichst grofies) Teilintervall J, so dass +1h(J) ein Wiirfel in Ih([) ist.
Man {iberlegt, dass dies auf eine Weise moglich ist, bei der das Verhiltnis von
|| zu |J| beschrénkt bleibt. Darauf kann man mit &hnlichen Argumenten einen
Beweis griinden.

Bemerkung 2.8 Wir vermuten, dass man auch ohne eine Verschlechterung
des Skalierungsparameters r auskommt (mit evtl. vergroflertem Verlust in der
Konstanten). Dazu wire es notwendig, genauer zu analysieren, was die Be-
dingung der umgekehrten Holder-Ungleichung an die Wiirfelmittelwertmenge
{Gw fidw f9) = W € W} fiir die Mittelwertmenge {(f(7) f, fuery f9) © I € I} be-
deutet. Man beachte in diesem Zusammenhang, dass man jedes Hilbert-Intervall
h(7) als eine spezielle, abzéhlbare Vereinigung von im Innern disjunkten Wiirfeln
schreiben kann und man auch noch Informationen iiber alle Teilwiirfel des Hilbert-
Intervalls bekommt, die in zwei der speziellen Wiirfel liegen.

2.1.2. Gehring-Lemma fiir monotone Funktionen

Zum Nachweis von hoherer und optimaler Integrabilitat fiir Funktionen, die eine
umgekehrte Holder-Ungleichung erfiillen, miissen wir nach den vorangehenden
Untersuchungen ,,nur“ noch die Situation fiir monotone Funktionen klaren.

Um das dabei auftretende Wachstum genauer charakterisieren zu konnen, als
dies mit Lebesgue-Réumen L? moglich ist, fithren wir die Lorentz-Rdume [P
ein. Deren zweiter Parameter ¢ fiigt der Skala der Lebesgue-Raume eine Art
Feinstruktur hinzu (genaueres sagt der anschlieBende Satz). Die Idee bei den
Funktionalen ist, das Verhéltnis der fallenden Umordnung zur Potenzfunktion
¢~1/7 mit einer L%-Norm zum MaB % zu messen.

Definition 2.9 (Lorentz-R&ume)
Sei Iy ein kompaktes Intervall. Wir definieren fiir jede messbare Funktion f :
Iy — R0 und alle p,q € [0, 00| die Lorentz-Funktionale

d 1/‘1
= ([, () )
[ llpoo = Eg})s””f”‘(S)-

Dabei soll 1/p null sein im Fall p = co. Die Menge aller messbaren Funktionen
f, fir die || f||,q endlich ist, nennen wir den Lorentz-Raum L.
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

Wir fassen die Aussagen iiber Lorentz-Radume, die wir hier benétigen, im
folgenden Satz zusammen. Beweise und weitere Ausfithrungen findet man z. B. in
[BeSh88, Kapitel 4].

Satz 2.10 (Lorentz-Riume)
Firallel<p< P<ooundl <qg<@Q < oo gelten die Einbettungen

L* ¢ LM clMcL@cLl?™ c Pclcl@crr~ c L.
Fiir die Lorentz-Funktionale gelten entsprechende Finbettungsabschdtzungen. Bei-

spielsweise gilt die Abschdtzung

Q7

1fllo < (;) 1l

Die Lorentz-Rdume sind eine Verallgemeinerung der Lebesque-Rdume, denn es
1st LPP = LP fiir alle 1 < p < oo. Fiir die Finbettung ILP C LPY fir1 < g <p < oo

findet man die Abschdtzung
1/q
1< (£) 170
p

(Die Konstante ist besser als bei der Abschitzung oben.)
Der Operator Mf(t) := f3 f* bildet jeden Lorentz-Raum LP? in sich ab und

hat Operatornorm

p
Mg = 1M [[uoarsa <

Die zugehérige Ungleichung

(b )2 < g (femrors)

ist auch unter Hardy-Ungleichung bekannt. Da f*(t) < fi f* ist, gilt somit
p
||f||pq < ||Mf||pq < ﬁ”f“pq'

Das Funktional f — ||Mf||,q ist immer eine Norm auf L9, wihrend das dqui-

valente Funktional f — ||f||p, unter Umstinden die Dreiecksungleichung nicht
erfillt.

Zur Beschreibung der optimalen Integrierbarkeit im Gehring-Lemma fiir ein
gegebenes ¢ € |1, oo bendtigen wir die Funktion

ool 11 o _p=1( p "
taslanool - Jocl, ) =220 (2
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2.1. Umgekehrte Hélder-Ungleichungen

Man tiberpriift leicht, dass limy\ , h,(p) = oo und lim,_, h,(p) = 1. Ferner findet
man als Ableitung

W) — p—(z;—l)< p >%+p—11< P )5_1(29—61)—19

p p—yq p g\p—q (p—q)?

1
B 1< P )qq—l
pP\p—q) p—q

Dabei haben wir im zweiten Schritt so ausgeklammert und zusammengefasst,
dass man leicht ablesen kann, dass die Ableitung fiir alle zuldssigen p, ¢ negativ
ist. Die Funktion h, ist also streng monoton fallend. Damit ist die Existenz einer
streng monoton fallenden Umkehrfunktion

h;l 1, 00[ — g, 00

gesichert. Fiir diese gilt limg\ 1 h, " (#) = oo und lim, .o b, ' (z) = ¢.

Die Funktion h, und deren Umkehrfunktion treten bei der Untersuchung von
umgekehrten Hoélder-Ungleichungen in natiirlicher Weise auf. Dies verdeutlicht
das folgende Resultat.

Lemma 2.11 (Gehring-Lemma fiir Potenzfunktionen)

Seien ¢,q > 1 und p > q. Bine Funktion f : [0,1] — Rsq der Form f(t) = t~'/?
erfillt fir alle t € ]0,1] die umgekehrte Holder-Ungleichung

(7[; fi(s) ds)l/q < c][otf(s) ds

genau dann, wenn p > hq_l(c). Die Potenzfunktion darf also bei Anndherung an
null nicht schneller als t=/F mit P := h_'(c) wachsen.

Beweis Fiir Potenzfunktionen konnen die Integrale leicht berechnet werden und
wir erhalten die folgenden Aquivalenzen

1/q
t—1p t 1/q t t—1p
- — (7[ s7UP ds) < c][ sUPds =c 1
(1-1) 0 0 1-=
P p

11
= hp)=—"7<c
(1)
= pth_l(c). O

Dass auch andere Funktionen, die eine umgekehrte Holder-Ungleichung
erfiillen, nicht wesentlich schneller als ¢=*/* mit P := h_'(c) wachsen kdnnen,
zeigt der néchste Satz in Verbindung mit Satz 2.3.
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

Satz 2.12 (Gehring-Lemma fiir monotone Funktionen)
Seien ¢,q > 1 und P := h;'(c) sowie f : [0,1] — Rxq eine fallende Funktion.
Erfillt f fir alle t € )0,1] die umgekehrte Hélder-Ungleichung

(ﬁt f(s) ds)l/q < c][ot f(s)ds, (2.4)

dann liegt [ fir alle p € |q, P[ im Lorentz-Raum 127 und erfillt fir alle t € ]0,1]
die Ungleichung

(tl/p / " galv f%s)%)l/q <k ( Ot £9(s) ds)l/q (2.5)

mit der Konstanten k = k(c,q,p) = (1 . (m) ) 1/q

Mit der Einbettung 17?7 C LP und der entsprechenden Abschdtzung liegt f
fir alle p € |q, P| auch im Lebesque-Raum 1P und erfillt fir alle t € 10,1] die

Ungleichung y y
G{ fP(s) ds) ’ <k ({ fi(s) ds) ' (2.6)

mit der Konstanten k = k(c, q,p) = (p)l/q k.

Beweis (nach [ApSb90])
Wir geben uns ein p € ]g, P[ vor und betrachten den Term

T:= /Ot 59/P < 08 f4(u) du) %

Einerseits wenden wir auf 7' den Satz von Fubini an. Dadurch entsteht innen ein
berechenbares Integral und man erhélt so eine Differenz aus einem LP%-Term und

einem L%-Term:

t 4 s
/3572/ f4u) duds
0 0
t t g,

= /fqu/sp ds du

ur t%il

_ a( -

/f (1— 1—Q) du
¢ du

= L u;f‘l<u);_7**/fq

p—qJo

T

Andererseits benutzen wir die vorausgesetzte umgekehrte Holder-Ungleichung,
um beim Term 7" das innere Integral nach oben abzuschitzen. Mit der (LP?, LP9)-
Operatornorm ||M||,, = % (siehe Satz 2.10) des Operators M f(t) = 5
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2.1. Umgekehrte Hélder-Ungleichungen

erhalten wir den gleichen LP?-Term wie oben nur mit anderem Vorfaktor.

T o= /Ot <s% (]ﬁ F(u) du)l/q>q%
o [ (o o)

< @, [ (s 56))" S

S
oty d
= a2 [t

Wir fassen die beiden Berechnungen zusammen, indem wir die beiden LP9-
Terme auf der linken Seite aufsammeln und den L%-Term auf der rechten. So
erhalten wir nach Teilen durch ﬁtp/ ? > ( die Ungleichung

(1 — <p>q p—q) tr /Otsgfq(s)d; < tfq(s) ds.

p—1 P 0

Die Voraussetzung
1/q
_ p—1( p
p<P=nhnc <:>hp:<> > c
g (0) a(P) PRl P

garantiert, dass der Vorfaktor positiv ist und sich die Ungleichung beim Dividieren
durch diesen Faktor nicht umkehrt. So erhalten wir mit

= (-Go)) bR

die Ungleichung

v /ts%fq(s)@ < k1 1tfq(s) ds.
0 s 0
Dies ist bis auf das Ziehen der g-ten Wurzel die erste behauptete Ungleichung.
Da die rechte Seite beschrankt ist, liest man ab, dass f im Lorentz-Raum LP?
liegen muss.
Die zweite Ungleichung folgt unmittelbar aus der Einbettungsungleichung von
L4 C LP. Diese lautet || f]|, < (q/p)"?||f]|,q (siehe Satz 2.10). O

Bemerkung 2.13 Bezeichnen wir mit FRH(c, ¢) die Menge aller fallenden Funk-
tionen f : [0,1] — R, die fiir alle ¢ € ]0, 1] eine umgekehrte Holder-Ungleichung
(s fOY9 < ¢fy f erfiillen. Dann beinhaltet der Satz die Aussage, dass fiir alle
p€lq Pl

FRH(c,q) C LP* C 1P
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

1/P

ist. Diese Aussage ist optimal in der Hinsicht, dass fiir die Funktion ¢~/ gilt

t~YP € FRH(c,q) \ L”? ¢ FRH(c, q) \ L*.

Ob man den Grenzfall noch genauer charakterisieren kann, wissen wir nicht.
Wir vermuten, dass FRH(c, ¢) zumindest nicht ganz in LP* liegt.

Idee: Man konstruiert eine fallende Funktion f, die auf einer Teilfolge mit
einem log-Faktor singulirer als ¢~Y/% verlduft. Deren mittleres singulires Ver-
halten f; f aber wie fy s™'/¥ geht (wenn das denn geht), am besten mit einer
Treppenfunktion, dann hat auch ff f¢ gleiches Verhalten wie 5 s~%/?. Man muss
iiberpriifen, ob f € FRH(c, q) ist. Zur Vereinfachung kann man konkrete Werte
wie ¢ = 2 und ¢ = 2 nehmen.

2.2. Oszillationsungleichungen

In diesem Unterkapitel untersuchen wir Oszillationsungleichungen. Diese ha-
ben Bedeutung fiir die Regularitidtstheorie schwacher Losungen partieller Diffe-
rentialgleichungen und fiir die Regularitidtstheorie quasikonformer Abbildungen
(z.B. [Iwa82]). Mit den Ergebnissen aus Unterkapitel 1.4 konnen wir analog zu
den umgekehrten Hélder-Ungleichungen vorgehen.

Fiir eine Konstante ¢ > 0 und einen Exponenten ¢ > 1 sagen wir von ei-
ner integrierbaren Funktion f : [0,1] — R, dass sie eine (¢, ¢)-Oszillations-
ungleichung auf den Teilintervallen erfiillt, falls

(F1r-51) " <ef s

fiir alle I € T gilt. Allgemeiner konnen wir auch eine stetige, in der zweiten
Variablen konvexe Funktion & : [inf f,sup f] x [inf f,sup f] — Rso und eine
Funktion ¢ : [inf f,sup f] — R>¢ zulassen und Ungleichungen

frinn=e(fs)
I I
fiir alle I € 7 untersuchen.

Fiir Funktionen f : [0, 1] — R betrachtet man entsprechende Ungleichun-
gen auf allen Teilwiirfeln, allen Teilquadern oder allen Hilbert-Intervallen.

Satz 2.14 (Riickfithrung auf den monotonen Fall)
Sei f :]0,1] — Rxq eine stetige Funktion und k,v Funktionen wie oben angege-
ben. Erfillt f eine Ungleichung

]ék(fl, £ <o (]é f) fiir alle T € T, (2.7)
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2.2.  Oszillationsungleichungen

dann gilt
[ ry < o(f ) furatete o), (2.8)

]{1 k(fpa /7)) < o (]fl f*) fir alle t € 0, 1] (2.9)

und die auch giltigen Ungleichungen §; k(ff, f*) < ¥ f*) fir alle I € T ent-
halten nicht mehr Informationen aus (2.7) als diese beiden Ungleichungen.

Dies gilt auch fiir stetige Funktionen f : [0,1]Y — Rso, falls man eine Un-
gleichung (2.7) fiir alle Hilbert-Intervalle voraussetzt.

Beweis Sieht man unmittelbar aus Satz 1.33(2). O

Fiir die wohl wichtigste Oszillationsungleichung wollen wir untersuchen, was
aus ihr fiir die Integrabilitdt der Funktion f gefolgert werden kann. Dazu spezia-
lisieren wir die Aussage des Satzes in der kommenden Folgerung und stellen erste
Betrachtungen tiber Ungleichungen der Art (2.8) an.

Folgerung 2.15 ((c, 1)-Oszillationsungleichung)
Ist f:]0,1] — Rxq eine stetige Funktion, die die Ungleichung

flf=fil<ct s firaleret (2.10)

erfullt, dann gilt auch
][Ot 1= fogl < cfot f* fir alle t €10, 1], (2.11)
]fl 1= fiyl < c]£1 f* fir allet €[0,1] (2.12)

und dies ist die stirkste Information, die man unabhdngig von der Anordnung
von f aus (2.10) schliefien kann.

Wir wollen kléaren, welche Mindestintegrabilitdt man bei einer Ungleichung
(2.11) fur die Funktion f erwarten darf. Dazu setzen wir Potenzfunktionen f(t) =
t=1/? ein. In diesem Zusammenhang taucht die Funktion

o= (1) L

in natiirlicher Weise auf. Fiir die Funktion A priift man mit elementarer Rechnung
nach, dass sie die Grenzwerte lim,\ 1 A(p) = 1 und lim, ., h(p) = 0 sowie die
Ableitung

-1
h'(p) = h(p) In? <0
p
besitzt. Damit ist die Funktion A streng monoton fallend und es existiert eine

streng monoton fallende Umkehrfunktion 27! : ]0, 1] — |1, oo].
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

Lemma 2.16 ((c, 1)-Oszillationsungleichung fiir Potenzfunktionen)
Fiir eine Funktion f :[0,1] — Rso der Form f(t) =t~/ gilt die Ungleichung

]g |f = fogl < C][Otf

p>h(c/2).

genau dann, wenn

Beweis Wir setzen die Potenzfunktion in den Oszillationsterm ein und berech-

nen
t t t
][ \f = fogl = ][ 3_l/p—][ u
0 0 0

— ][t Sfl/p_p_ltfl/p
0 p

_ 1 </0(p7) t (5_1/p . pﬁlt—l/p> ds +
fonlr L)
) p—

__.» (p-—1>p 2
p—1\ p p—1

Fiir den Mittelwert auf der rechten Seite der Oszillationsungleichung erhalten wir

¢ -1
c][ f= cp—t_l/p.
0 p

ds

ds

Damit gilt die Oszillationsungleichung fiir Potenzfunktionen f(s) = s~/? genau
dann, wenn

p
: <p , 1) 2 g < P
p N p

p—1\ » -1
p—1\" 1 c
hp) = [—) — <=
= n= (U0 <
— p>htc/2). O

Bemerkung 2.17 Das Lemma zeigt, dass man aus einer Oszillationsungleichung
F1f = fil < cf; fiir f nur weniger als LP-Integrabilitit mit P := h='(c/2) er-
warten darf. Auflerdem liest man ab, dass eine solche Ungleichung genau dann
Informationen iiber Integrabilitdt enthalten kann, wenn ¢ < 2 ist, da immer
1 = fil < F 1S+ fr=2f f ist, also fiir jedes nichttriviale c.
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Bemerkung 2.18 In Analogie zu den umgekehrten Holder-Ungleichungen er-
warten wir, dass auch fiir Oszillationsungleichungen ein vergleichbares Glattungs-
lemma wie 2.1 gilt. Damit konnte man sich auch bei Oszillationsungleichungen
auf die Betrachtung stetiger Funktionen beschranken.

Ferner vermuten wir, dass (vergleichbar zu den Untersuchungen aus Unter-
kapitel 2.1.2) der gerade berechnete Grenzexponent fiir Potenzfunktionen auch
den Grenzexponenten fiir die Integrierbarkeit von Funktionen angibt, die eine
(¢, 1)-Oszillationsungleichung erfiillen.

In diesem Zusammenhang weisen wir darauf hin, dass Oszillationsunglei-
chungen eng mit umgekehrten Holder-Ungleichungen verbunden sind. So ist bei-
spielsweise die (c,2)-Oszillationsungleichung nichts anderes als eine (¢ + 1,2)-
umgekehrte Holder-Ungleichung

fur-nr<e(fs)
— ]§ F2=2ffr + (f1)? < e(fr)?
— ]{er =2(f1)* + (f1)* < c(f1)?

- ]§f2§(c+1)<]€f>2.

2.3. Muckenhoupt-Klassen

Sei 1 < ¢ < co. Wir definieren zu integrierbaren Funktionen f : [0,1] — R>( das

Funktional -
Aurlf) =7 (f570)

Bei endlichem A, 7(f) sprechen wir davon, dass f in der Muckenhoupt-Klasse
A, 1 liegt. Fiir integrierbare Funktionen f : [0, 1]Y — Rx( definieren wir entspre-
chend die Funktionale Ay (f), Agn) (f) und A4 o(f), indem wir das Supremum
iiber alle Teilwiirfel, Hilbert-Intervalle bzw. Teilquader von [0, 1] bilden.

Muckenhoupt-Klassen sind bedeutend fiir die Untersuchung von Abbildungs-
eigenschaften einiger klassischer Operatoren [GaRu85]. Besonders wichtig im Zu-
sammenhang mit Muckenhoupt-Klassen ist ihre folgende Selbstverbesserungsei-
genschaft.

Satz 2.19 (Selbstverbesserung bei Muckenhoupt-Klassen)

Gilt Ayz(f) < oo, dann gibt es einen Grenzezponenten P = P(q, A,z(f)) < ¢, so
dass Apz(f) < oo fir alle p € |P,q| gilt. Entsprechend verbessert sich die Potenz
der Muckenhoupt-Klasse auch bei den anderen Mengensystemen.

Die Existenz eines solchen P kann man durch Riickfithrung auf den Fall mo-
notoner Funktionen beweisen [Wik89]. Fiir monotone Funktionen kann man den
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2. Umgekehrte Integralungleichungen

exakten Grenzexponenten bestimmen [Kor92a]. Bei Funktionen einer Variablen
ist bekannt, dass man ohne Verlust zu monotonen Funktionen {ibergehen kann
[Kor92a], [Kor92b]. Fiir Funktionen mehrerer Variablen ist uns aus der Literatur
kein vergleichbares Resultat bekannt.

Wir erhalten mit den Resultaten aus Kapitel 1.4 den verlustfreien Ubergang
zu monotonen Funktionen sowohl bei Funktionen einer Variablen, als auch bei
mehreren Variablen (wenn wir die Hilbert-Intervalle oder das Quadersystem neh-
men).

Satz 2.20 (Riickfiihrung auf den monotonen Fall)
Fiir stetige Funktionen f : [0,1] — Rso bzw. f:[0,1] — Rsq gilt

swp £ 7 (F0) < Aa) Agnen() b Aqo(1).

t€]0,1]/0

Beweis Fiir ¢t € ]0, 1] findet man nach Satz 1.33(1) ein / € Z mit

fr=fr wa fra=fy

Daraus folgt (stérker als behauptet)

fr(for=)" <fa(fr=)"

Bei Funktionen mehrerer Variablen argumentiert man genauso mit Hilfe der Be-
merkung 1.36 (bei Quadern reicht die Folgenversion aus). O

Bemerkung 2.21 Es ist bekannt, dass zwischen umgekehrten Hélder-Unglei-
chungen und Muckenhoupt-Klassen ein Zusammenhang besteht [GaRu85]. Durch
eine zweidimensionale Betrachtungsweise der Mittelwertmengen wird dieser Zu-
sammehang richtig deutlich: Die umgekehrte Holder-Ungleichung und die End-
lichkeit des Muckenhoupt-Funktionals sind Bedingungen an den oberen Rand der
entsprechenden Mittelwertmengen.

2.4. Anmerkungen und Literaturhinweise

Abschliefend wollen wir in knapper Form einige Anmerkungen zur Literaturla-
ge machen. Bei der Fiille an Literatur, die die Themen dieser Arbeit beriihren,
konnen die Anmerkungen nur unvollstéandig sein.

Das Gehring-Lemma wurde zuerst von F. W. Gehring in der Arbeit [Geh73]
im Zusammenhang mit quasikonformen Abbildungen bewiesen. Fiir weitere Infor-
mationen iiber quasikonforme Abbildungen und Benutzung des Gehring-Lemmas
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in diesem Zusammenhang sei auf [Bolw83|, [Iwa9l] [Iwa92], [Ast98], [Gelw99]
verwiesen.

Die ersten Untersuchungen zu schwachen umgekehrten Holder-Ungleichungen
und zur Anwendung bei partiellen Differentialgleichungen findet man in [MeEI75].
Weitere frithe Untersuchungen hierzu und zum Teil andere Beweise des Gehring-
Lemmas findet man z. B. in [Gia83], [GiMo79], [GiGi82], [HKM93], [Str80].

Neuere Arbeiten, die wesentlich das Gehring-Lemma benutzen, sind beispiels-
weise [KiZh99] oder [KiLe00] fiir parabolische partielle Differentialgleichungen.

In [FrMo85] und [Sbo86] wird die Riickfiihrung (mit Verlust an Informati-
on) auf monotone Funktionen via Maximalfunktionen ausgearbeitet (vgl. hier
Satz 2.2). In gewissem Mafle ist dies aber schon im Originalbeweis von Gehring
vorhanden. Fiir einen interpolationstheoretischen Ansatz verweisen wir auf die
Arbeiten [Mil96], [Mil98] und [MaMi00].

Die Betrachtung von Muckenhoupt-Klassen geht auf [Muc72| zuriick. Diese
Klassen haben Bedeutung bei der Charakteriesierung von Abbildungseigenschaf-
ten einiger wichtiger Operatoren [GaRu85].

Die Frage nach der optimalen Integrabilitdt beim Gehring-Lemma ist in meh-
reren Arbeiten explizit gestellt worden (z. B. in [Boj85] oder [Iwa82]) und es sind
verschiedene Teilantworten gefunden worden:

In [ApSb90] wird fiir monotone Funktionen einer Variablen die optimale Inte-
grierbarkeit gefunden. Diese Untersuchungen entsprechen unseren Ausfithrungen
in Kapitel 2.1.2. Im Zusammenhang mit monotonen Funktionen, sei auch auf die
Arbeit [Nan90] hingewiesen, wo bei einer dhnlichen umgekehrten Ungleichung
optimale Integrierbarkeit gefunden wird.

In [Wik90] und [Boj85] findet man Untersuchungen iiber das asymptotische
Verhalten der Integrierbarkeit, wenn die Konstante ¢ gegen 1 strebt. Dies steht
in engem Zusammenhang zu umgekehrten Ungleichungen mit Oszillationsterm.
Man beachte hier auch die Arbeit [Iwa82] sowie die Untersuchungen in [GuRe76].

In den Arbeiten [Kor92a] und [Kor92b] wird die optimale Integrierbarkeit
fiir Funktionen einer Variablen geklédrt. Dies sowohl fiir den Fall des Gehring-
Lemmas als auch fiir Muckenhoupt-Klassen. Die Methode basiert darauf, mit der
Abschétzung 1.37 ohne Verlust zu monotonen Funktionen iiberzugehen. Die For-
mel wird in der Arbeit von A. A. Korenovskij mit Hilfe einer Version des ,,Lemmas
of the rising sun“ bewiesen. Dieses Lemma ist ein Uberdeckungssatz von Riesz,
die benutzte Version stammt aus [Kle85] und ist fiir Funktionen einer Variablen
ohne Verlust. Ein exaktes Analogon zu der Version fiir den Fall mehrerer Varia-
blen existiert nicht.

In der Arbeit [Fi096] werden die Resultate aus [Kor92al, [Kor92b] fiir Regula-
ritdtsaussagen bei Minimierern eindimensionaler Variationsprobleme eingesetzt.

Es sei auch auf die Arbeit [BSW92] hingewiesen. Hier wird fiir Muckenhoupt-
Klassen die optimale Integrierbarkeit im Falle Funktionen einer Variablen geklért.
Man findet auch ein Beispiel dafiir, dass im Fall mehrerer Variablen nicht genau
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das Gleiche gilt.

Im Artikel [Kin94b] wird bei Funktionen mehrerer Variablen eine umgekehrte
Holder-Ungleichung fiir alle Quader ohne Verlust auf eine umgekehrte Hélder-
Ungleichung fiir monotone Funktionen zuriickgefiihrt.

Uns sind keine Arbeiten bekannt, die untersuchen, mit welchem Verlust man
von einer umgekehrten Holder-Ungleichung fiir Wiirfel zum monotonen Fall {iber-
gehen kann, oder die ohne Verlust von einer umgekehrten Hélder-Ungleichung
fiir ein System ohne Entartungen zum monotonen Fall iibergehen. Ferner haben
wir keine Kenntnis von Arbeiten, die sich bei schwachen umgekehrten Holder-
Ungleichungen mit der optimalen Integrabilitdt befassen.

Die fallende Umordnung ist nicht nur fiir diese Arbeit von besonderer Be-
deutung. Einen schénen Uberblick zum Thema monotone Umordnungen bietet
[Kol89]. Fiir Themen, die in engerem Zusammenhang mit fallenden Umordnungen
und den Gegenstidnden dieser Arbeit stehen, empfehlen wir das Buch [BeSh88]
oder auch [Ste93]. In beiden findet man ausfiihrliche Betrachtungen der Maxi-
malfunktionen sowie historische Anmerkungen.

Im Zusammenhang mit unserer Bemerkung 1.38 sei auf den Artikel [Ler00]
aufmerksam gemacht. Dort werden auch gewisse punktweise Abschéatzungen fiir
Maximalfunktionen von Mittelwerten und Oszillationen gezeigt. Die dort unter-
suchten Maximalfunktionen weichen von den klassischen und den von uns be-
trachteten ab.

Gewisse Bedeutung in der Literatur haben Untersuchungen von umgekehrten
Integralungleichungen zu gewichteten Lebesgue-Maflen (statt des gewdhnlichen
Lebesgue-Mafes) [BaKu85], [Fra89], [Kin94a]. Wir sehen keine Probleme, unseren
Ansatz mittels Bemerkung 1.18 auch auf solche Félle auszudehnen.
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A.

Computerprogramme

Die Programme sind fiir das Computeralgebrasystem ,,Maple“ geschrieben. Die
benutzte Version ist Maple 7.00.

A.1l.

Intervallmittelwertmengen

Die Funktion Intervallmittelwerte(b,text) gibt die Intervallmittelwertmenge
zur Funktion

fb = b[l] * ]1[071} —+ ..+ b[n] * ]l[n—l,n]

zuriick (als plot-Struktur). Dazu iibergibt man als b eine Liste von Punkten

b = [[x-Koord. v. b[1], y-Koord. v. b[1]], .., [x-Koord. v. b[n], y-Koord. v. b[n]].

vV V.V V V V. V V V V V V V V

Intervallmittelwerte:= proc( b ,text)
local mean, f_I:
mean:=(i,j)-> [sum(b[’k’][1],’k’=1i..3j)/(j-1i+1),
sum(b[’k’]1[2],’k’=1..7)/(G-i+D)]:
f_I:=proc(i,j)
if (j-i=1)
then return( {[b[i],b[j11} )
else return( £_I(i,j-1) union f_I(i+1,j) union
{[mean(i+1,j-1) ,mean(i,j-1) ,mean(i,j),mean(i+1,3j)1})
fi
end:
plots[polygonplot] (f_I(1,nops(b)),
title=text,axes=none,color=GREEN,scaling=constrained);
end:

Um zu veranschaulichen, wie man die Prozedur aufruft, folgt der Erzeugungs-
text fiir die beiden Beispiele aus Kapitel 1.2.
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Zunéchst das Beispiel einer Treppenfunktion mit drei Werten. Die erste Zeich-
nung dient zur Identifizierung der Punkte.

vV V.V V. V V V V V VYV

[([-1,2], [S) ,01,01,11]:

p —array(l

pl1]:=plots[display](
plots[textplot] ([b[1][1],b[1]1[2],“1¢],align=LEFT),
plots[textplot] ([b[2][1],b[2]1[2],‘2¢],align=BELOW),
plots[textplot] ([b[3]1[1],b[31[2],3‘],align=RIGHT),
Intervallmittelwerte([b[1],b[2],b[3]],‘123)):

p[2] :=Intervallmittelwerte([b[2],b[1],b[3]], ‘213):

pl[3]:=Intervallmittelwerte([b[1],b[3],b[2]], 132):

plots[display] (p,font=[TIMES,ROMAN,11],axes=none,
scaling=constrained) ;

123 213 132



A.1. Intervallmittelwertmengen

Das Beispiel einer Treppenfunktion mit vier Werten wird wie folgt erzeugt.

b:= [[-1,2],[0,0],[1,1],[0.5,2]]:
p:=array(1l..3,1..4):
pl1,1] :=plots[display] (
plots[textplot] ([b[1][1],b[1][2],‘1‘],align=LEFT),
plots[textplot] ([b[2][1],b[2][2],‘2¢],align=BELOW),
plots[textplot] ([b[3][1],b[3][2],‘3‘],align=RIGHT),
plots[textplot] ([b[4] [1],b[4][2], ‘4¢],align=RIGHT),
Intervallmittelwerte([b[1],b[2],b[3],b[4]], 1234)):
pl1,2] :=Intervallmittelwerte([b[1],b[2],b[4],b[3]], ‘1243°):
pl1,3] :=Intervallmittelwerte([b[1],b[3],b[2],b[4]], 1324°):
pl1,4] :=Intervallmittelwerte([b[1],b[3],b[4],b[2]], 1342°):
pl[2,1] :=Intervallmittelwerte([b[1],b[4],b[2],b[3]], ‘1423°):
p[2,2] :=Intervallmittelwerte([b[1],b[4],b[3],b[2]], ‘1432¢):
p[2,3] :=Intervallmittelwerte([b[4],b[1],b[2],b[3]], ‘4123°¢):
pl[2,4] :=Intervallmittelwerte([b[4],b[1],b[3],b[2]], ‘4132):
p[3,1] :=Intervallmittelwerte([b[2],b[1],b[3],b[4]],2134°):
p[3,2] :=Intervallmittelwerte([b[2],b[1],b[4],b[3]], 2143°):
p[3,3] :=Intervallmittelwerte([b[3],b[1],b[2],b[4]], 3124¢):
p[3,4] :=Intervallmittelwerte([b[3],b[1],b[4],b[2]], ‘3142°):
plots[display] (p,font=[TIMES,ROMAN,11]);

VVVVVVVVYVVVVYVVYVYVVYVYVYV

1234 1243 1324 1342

<

4

1423 1432 4123 4132

2134 2143 3124 3142

3
4

83



A. Computerprogramme

A.2. Quadratmittelwertmengen

Die Funktion Quadratmittelwerte(b,text) berechnet eine Anniherung an die
Menge aller Mittelwerte auf Quadraten von einer zweiparametrigen Treppenfunk-
tion der Form

Jo = buxLpyxo1 + -+ bin * Lo ajxin—1,
+.. +
b1 * Lpn—1,n]x[0,1] T - F bpp * L1 n)x [n—1,1]-

Die Werte der Funktion auf den Elementarquadraten sind als Liste von einer
Liste zu iibergeben.

Die Hilfsfunktion mean berechnet die Mittelwerte der k-ten Komponente auf
Intervallen [i1,i2]x[j1,j2]. Die nachfolgenden Hilfsfunktionen berechnen, welche
Werte hinzukommen, wenn man ein Quadrat in einer Ecke festhélt und vergroflert
(se fiir south-east usw.). Die rekursive Funktion f W fiihrt die Berechnung auf
die vier Unterquadrate zuriick.

Quadratmittelwerte:= proc( b ,text)
local mean, w_se,w_ne,w_nw,w_sw,f_W:
mean:=(i1,i2,j1,j2,k)->
sum(sum(b[’i’] [*j’][k],’i’=i1..i2),j’=j1..32)
/((12-11+1)*(j2-j1+1)):
w_se:=(i1,1i2,j1,j2,k,t)->
((i2-i1)*(j2-j1)*mean(il,i2-1,j1,j2-1,k)
(12-i1)* t * mean(il,i2-1,j2,j2,k) +
(j2-j1l)*t*mean(i2,i2, j1,j2-1,k) +
t2%b[12,32] [k])/((i2-i1+t)*(j2-j1+t)):
w_ne:=(i1,i2,j1,j2,k,t)->
((i2-i1)*(j2-j1)*mean(il+1,i2,j1,j2-1,k)
(j2-j1)*t * mean(il,il,j1,j2-1,k) +
(i2-i1)*t*mean(il+1,i2,j2,j2,k) +
trtxb[11] [32] [K])/((12-i1+t) % (j2-j1+t)) :
w_sw:=(i1,1i2,j1,j2,k,t)->
((i2-i1)*(j2-jl)*mean(il,i2-1,j1+1,j2,k)
(i2-i1)*t * mean(il,i2-1,j1,j1,k) +
(j2-j1)*t*mean(i2,i2,j1+1,j2,k) +
£~ 2%b[12, 1] [K1)/((i2-i1+t) % (j2-j1+t)) :
w_nw:=(i1,12,j1,j2,k,t)->
((i2-i1)*(j2-j1)*mean(il+1,i2,j1+1,3j2,k)
(j2-j1)*t * mean(il,il,ji1+1,j2,k) +
(i2-i1)*t*mean(il+1,i2,j1,j1,k) +
t72+b[11,j1] [k])/((i2-i1+t)*(j2-j1+t)):

+ + +

vV V.V V V V V V V V V V V V VYV V V V VYV YV V VYV
+
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f_W:=proc(il,i2,j1,j2)
if (i2-11=0)
then return( {} )
else return(
f_W(i1,i2-1,j1,j2-1) union f_W(il,i2-1,j1+1,j2) union
f_W(i1+1,i2,j1+1,j2) union f_W(i1+1,i2,j1,j2-1) union
{lw_se(il1,i2,j1,j2,1,t),w_se(il,i2,j1,j2,2,t),t=0..1],
[w_sw(il,i2,j1,32,1,t),w_sw(il,i2,j1,j2,2,t),t=0..1],
[w_ne(il,i2,j1,3j2,1,t),w_ne(il,i2,j1,j2,2,t),t=0..1],
[w_nw(il,i2,j1,j2,1,t),w_nw(il,i2,j1,j2,2,t),t=0..1],
[[mean(il,i2-1,j1,j2-1,1) ,mean(il,i2-1,j1,j2-1,2)],
[mean(il,i2-1,j1+1,32,1),mean(il,i2-1,j1+1,32,2)1,
[mean(il+1,i2,j1+1,§2,1) ,mean(i1+1,i2,j1+1,32,2)1,
[mean(il+1,i2,j1,j2-1,1) ,mean(il+1,i2,31,j2-1,2)]1,
[mean(il,i2-1,j1,j2-1,1),mean(i1,i2-1,j1,3j2-1,2)11 })
fi
end:
plot(f_W(1,nops(b),1,nops(b)),title=text,axes=none,
scaling=constrained,color=BLACK) ;
end:

vV V.V V. V V V V V V V V V V V V V V V V

Um zu veranschaulichen, wie man die Prozedur aufruft, folgen die Erzeu-
gungstexte fiir die vier Beispiele aus Kapitel 1.3.2.
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Das Beispiel zur Anordnung 14 | 23 wird mit folgendem Text aufgerufen:

bl:=[-1,1]:b2:=[-1,-1]:b3:=[1,-1]:bd:=[2,1]:

b:=[[b1,b4], [b2,b3]]:

n:=nops(b):

k:=2:

b_verfeinert2:=[seq([seq(b[floor(i/k)+1,floor(j/k)+1],
i=0..k*n-1)],j=0. .k*n-1)]:

k:=3:

b_verfeinert3:=[seq([seq(b[floor(i/k)+1,floor(j/k)+1],
i=0..k*n-1)],j=0..k*n-1)]:

bild:=array(1l..3):

bild[1] :=plots[display] (
plots[textplot] ([b1[1],b1[2],‘1¢],align=LEFT),
plots[textplot] ([b2[1],b2[2],‘2¢],align=BELOW),
plots[textplot] ([b3[1],b3[2],3‘],align=RIGHT),
plots[textplot] ([b4[1],b4[2],“4],align=RIGHT),
Quadratmittelwerte(b, ‘14|23, Verfeinerung 1¢)):

bild[2] :=Quadratmittelwerte(b_verfeinert2,
‘14123, Verfeinerung 2°):

bild[3] :=Quadratmittelwerte(b_verfeinert3,
‘14123, Verfeinerung 3°):

plots[display] (bild,font=[TIMES,ROMAN,10]1);

VVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVVYVYV

14123, Verfeinerung 1 14123, Verfeinerung 2 14123, Verfeinerung 3
1 4
3 3
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Das Beispiel zur Anordnung 12 | 34 wird mit folgendem Text aufgerufen:

bl:=[-1,1]:b2:=[-1,-1]:b3:=[1,-1]:bd:=[2,1]:

b:=[[b1,b2], [b3,b4]]:

n:=nops(b):

k:=2:

b_verfeinert2:= [seq([seq(b[floor(i/k)+1,floor(j/k)+1],
i=0..k*n-1)],j=0. .k*n-1)]:

k:=3:

b_verfeinert3:= [seq([seq(b[floor(i/k)+1,floor(j/k)+1],
i=0..k*n-1)],j=0. .k*n-1)]:

bild:=array(1l..3):

bild[1] :=plots[display] (
plots[textplot] ([b1[1],b1[2],“1¢],align=LEFT),
plots[textplot] ([b2[1],b2[2],‘2¢],align=BELOW),
plots[textplot] ([b3[1],b3[2],‘3°],align=RIGHT),
plots[textplot] ([b4[1],b4[2],“4],align=RIGHT),
Quadratmittelwerte(b, ‘12(34, Verfeinerung 1¢)):

bild[2] :=Quadratmittelwerte(b_verfeinert2,
€12134, Verfeinerung 2°):

bild[3] :=Quadratmittelwerte(b_verfeinert3,
‘12|34, Verfeinerung 3°):

plots[display] (bild,font=[TIMES,ROMAN,10]);

VVVVVVVVVVYVVVVYVYVVYVYVYVYV

12134, Verfeinerung 1 12134, Verfeinerung 2 12134, Verfeinerung 3
1y 4
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rufen:

88

Das Beispiel zur Anordnung 123 | 222 | 321 wird mit folgendem Text aufge-

VVVVVVVYVVYVYVVYVYVYV

bl:=[-1,1]1:b2:=[0,-1]:b3:=[1,1]:

b:=[[b1,b2,b3], [b2,b2,b2], [b3,b2,b1]]:

n:=nops(b):

k:=2:

b_verfeinert2:= [seq([seq(b[floor(i/k)+1,floor(j/k)+1],
i=0..k*n-1)],j=0..k*n-1)]:

bild:=array(1l..2):

bild[1] :=plots[display] (
plots[textplot] ([b1[1],b1[2], ‘1¢],align=LEFT),
plots[textplot] ([b2[1],b2[2], ‘2] ,align=BELOW),
plots[textplot] ([b3[1],b3[2], ‘3¢],align=RIGHT),
Quadratmittelwerte(b, 123]222|321,Verfeinerung 1)):

bild[2] :=Quadratmittelwerte(b_verfeinert2,
12312221321, Verfeinerung 2¢):

plots[display] (bild, font=[TIMES,ROMAN, 10]);

12312221321, Verfeinerung 1 12312221321, Verfeinerung 2
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Das Beispiel zur Anordnung 1334 | 2223 | 3222 | 4331 wird mit folgendem
Text aufgerufen:

VVVVVVVVVYVVVVVYVYVYV

bl:=[-5,4]:b2:=[-1,0] :b3:=[1,0] :bd:=[5,4]:

b:=[[b1,b3,b3,b4], [b2,b2,b2,b3], [b3,b2,b2,b2], [b4,b3,b3,b1]]:

n:=nops(b):

k:=2:

b_verfeinert2:= [seq([seq(b[floor(i/k)+1,floor(j/k)+1],
i=0..k*n-1)],j=0. .k*n-1)]:

bild:=array(1l..2):

bild[1] :=plots[display] (
plots[textplot] ([b1[1],b1[2],“1¢],align=LEFT),
plots[textplot] ([b2[1],b2[2], ‘2¢],align=BELOW),
plots[textplot] ([b3[1],b3[2],‘3°],align=BELOW),
plots[textplot] ([b4[1],b4[2],4],align=RIGHT),
Quadratmittelwerte(b, ‘1334122233222 |4331,

Verfeinerung 1¢)):

bild[2] :=Quadratmittelwerte(b_verfeinert2,
€1334122231322214331, Verfeinerung 2°):

plots[display] (bild, font=[TIMES,ROMAN, 10]);

334122231322214331, Verfeinerung 1 1334122231322214331, Verfeinerung 2

I

4
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A.3. Mittelwerte auf skalierten Intervallen

Die Funktion Intervallmittelwerte(b,r,farbe,text) gibt die wichtigsten Linien
der Intervallmittelwertmenge

(2EROREES)

fiir Treppenfunktionen f = (f1, f2) := b[1] * o1 + .. + b[n] * 1,1 ) und Stau-
chungsfaktor r zuriick. Die Werte von f iibergibt man durch Angabe von b als
eine Liste von Punkten

b = [[x-Koord. v. b[1], y-Koord. v. b[1]], .., [x-Koord. v. b[n], y-Koord. v. b[n]].

Intervallmittelwerte:= proc(b,r,farbe,text)
local meanl,mean2,Mean2?,unten,oben,
int_oben,int_unten,mean,f_I_rI:
meanl:=(i,j)-> sum(b[k] [1],k=i..j)/(j-i+1):
mean2:=(i,j)-> sum(b[k] [2] ,k=i..j)/(j-i+1):
unten:=(i,j)-> (i+j-1)/2 - r*(j-i+1)/2:
oben :=(i,j)-> (i+j-1)/2 + r*x(j-i+1)/2:
int_unten:=(i, j)-> floor(unten(i,j)+1):
int_oben :=(i,j)-> floor(oben(i,j)):
Mean2:=proc(i,j)
local u,0,iu,io:global r:
u :=unten(i,j):
o :=oben(i,j):
iu:=int_unten(i,j):
io:=int_oben(i,j):
if (io-1iu=0)
then return(((iu-u)*b[iu] [2]+(o-io)*b[io+1][2])/(o-u) )
else return(((iu-u)*b[iu] [2]+(io-iu)*mean2(iu+l,io)+
(o-io)*b[io+1] [2])/(o-u) )
fi
end:
mean:=(i,j) -> [meanl(i,j),Mean2(i,j)]:
f_I_rI:=proc(i,j)
if (j-i=1)
then return(
{[b[i],
[(1+r)/2*xb[i] [1]+(1-r)/2xb[j] [1],p[i] [2]],
[(b[i] [1]+b[j1[11) /2, (b[i] [2]+b[j]1[2])/2],
[(1+r)/2xb[j] [1]+(1-r)/2xb[i] [1],b[j] [2]],
b[j11 P

vV V.V V V V V V V V V V V V VYV V V VVVV VYV YV V VYV VYV
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{[mean(i+1,j) ,mean(i,j) ,mean(i,j-1)1}
fi
end:

vV V. V V V V

end:

)

Den Aufruf der Prozedur demonstrieren wir an dem Beispiel:

> bl:=[-1,2]:b2:=[0,0]:b3:=[1,1]:

> p:=array(l..4,1..3):

> pll,1]:=Intervallmittelwerte([bl,b2,b3],0.
> pl1,2] :=Intervallmittelwerte([b2,b1,b3],0.
> pl1,3]:=Intervallmittelwerte([bl,b3,b2],0.
> pl2,1] :=Intervallmittelwerte([bl,b2,b3],0.
> pl2,2] :=Intervallmittelwerte([b2,b1,b3],0.
> pl2,3] :=Intervallmittelwerte([bl,b3,b2],0.
> pl3,1] :=Intervallmittelwerte([bl,b2,b3],0.
> pl3,2] :=Intervallmittelwerte([b2,b1,b3],0.
> pl3,3] :=Intervallmittelwerte([bl,b3,b2],0.
> pl4,1] :=Intervallmittelwerte([bl,b2,b3],0.
> pl4,2] :=Intervallmittelwerte([b2,b1,b3],0.
> pl4,3] :=Intervallmittelwerte([bl,b3,b2],0.
> plots[display] (p,axes=none,thickness=2,

> scaling=constrained,font=[TIMES,ROMAN,9]);

09,123 09,213 09,132

o
7
N4

0.7,123 0.7,213 0.7,132

e
57
x4

0.5,123 05,213 0.5,132

-
~
v

02,123 02,213 02,132

-
—
4

9,BLACK, ‘0.
9,BLACK, ‘0.
9,BLACK, ‘0.
7,BLACK, ‘0.
7,BLACK, ‘0.
7,BLACK, ‘0.
5,BLACK, ‘0.
5,BLACK, ‘0.
5,BLACK, ‘0.
2,BLACK, ‘0.
2,BLACK, ‘0.
2,BLACK, ‘0.

else return( f_I_rI(i,j-1) union f_I_rI(i+1,j) union

return(plot(f_I_rI(1,nops(b)),color=farbe,title=text))

9,123¢):
9,213¢):
9,1329):
7,123):
7,2139):
7,1329):
5,123¢):
5,213¢):
5,132¢):
2,1239):
2,2139):
2,1329):
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