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Einleitung

In vielen Bereichen der Mathematik betrachtet man Situationen, in denen
Gruppen auf Algebren wirken. Als klassische Beispiele seien hier Galoisgruppen
und Symmetriegruppen genannt. Wirkt eine Gruppe G auf eine R-Algebra A
und wirkt jedes Element der Gruppe wie ein Automorphismus, so kann dieser
Sachverhalt modultheoretisch durch den Gruppenring R[G] zum Ausdruck ge-
bracht werden. Einerseits ist A ein R[G]-Modul, andererseits verlangt man, daf
die Multiplikation von A ein R[G]-Modulhomomorphismus ist. Eine &hnliche Si-
tuation liegt vor, wenn man die Wirkung einer Liealgebra g auf eine R-Algebra
A betrachtet, so dafl jedes Element der Liealgebra wie eine Derivation wirkt.
Diese Wirkung induziert eine U(g)-Modulstruktur auf A, wobei U(g) die uni-
verselle Einhiillende von g ist. Auch hier wird die Multiplikation von A wieder
zu einem U(g)-Modulhomomorphismus. Beiden Féllen ist gemeinsam, daff das
Tensorprodukt A ® A eine entsprechende nicht-triviale Modulstruktur trégt.
Genauer wird A® A im Fall einer Gruppenwirkung durch (a®b)9 := a9 ® b9 fiir
alle a,b € A und g € G zu einem R[G]-Modul. Im Falle der Liealgebra g 148t
man ein Element x der Liealgebra durch z-(a®b) := a®(z-b)+(z-a)®b auf A®A
wirken. Durch Fortsetzung auf U(g) ergibt sich eine Modulstruktur auf A ® A.
Dies zeigt, dafl sowohl der Gruppenring als auch die Einhiillende der Liealgebra
eine gemeinsame algebraische Struktur besitzen, ndmlich eine Komultiplikation
A, eine Koeinheit € und eine sogenannte Antipode S. Diese Strukturen sind im
Falle des Gruppenringes durch A(g) = g®g, e(g) = 1 sowie S(g) = g~ fiir alle
g € G, und im Falle der Einhiillenden durch A(z) =1 ®@z4+2® 1, e(z) =0
und S(z) = —x fiir alle z € g gegeben.

Oft haben Algebren weitere Besonderheiten, wie beispielsweise Gruppen-
Graduierungen. Dabei heifit eine R-Algebra A G-graduiert (mit einer Gruppe
G), wenn es zu jedem Gruppenelement g R-Untermoduln A, gibt, so da§ A
geG Ay besitzt, und so dafl AjA, C Ay, erfiillt ist.
Auch hier finden wir eine versteckte Wirkung auf A. Sei {p,}4ec die duale Ba-

eine Zerlegung A = P

sis von R[G]*. Jedes Element p, wirkt auf A wie die Projektion auf die g-te
Komponente, d.h. p; - a = a4. Damit wird A zu einem R[G]|*-Modul. Ist die
Gruppe endlich, so wird auch hier wieder die Multiplikation von A zu einem
R[G]*-Modulhomomorphismus. Dabei wirkt ein Element p, durch py- (a®b) :=
> heq(Pgn—1-a) @ (p-b) auf A® A. Ebenso wie in den ersten beiden Beispielen
besitzt R[G]* eine Komultiplikation, die durch A(py) = Z(heG) Pgh-1 @ Dp ge-
geben ist. Desweiteren ist die Koeinheit von R[G]* durch e(py) = d¢4 definiert,
wobei e das neutrale Element von G ist. Die Antipode ist durch S(py) = p,—1
gegeben.

Die oben drei genannten Objekte R[G], U(g) sowie R[G]*, falls G endlich
ist, sind Hopfalgebren. Jede der obigen Wirkungen auf eine Algebra A kann
dadurch gekennzeichnet werden, dafl A eine Algebra in der Kategorie der Mo-
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duln iiber einer Hopfalgebra ist. Dabei heifit eine R-Algebra A eine Algebra in
einer Kategorie C, wenn die Multiplikation u: A ® A — A sowie die Einheit
n : R — A Morphismen in der Kategorie C sind. Dies impliziert auch, dafl
sowohl A als auch A ® A Objekte der Kategorie C sind. Solche Algebren A, die
Algebren in der Modulkategorie einer Hopfalgebra H sind, nennen wir Modul-
algebren. Sie sind das zentrale Objekt der vorliegenden Untersuchung. Obwohl
die oben, als Beispiele eingefiihrten, drei Objekte und ihre Wirkungen sehr ver-
schieden sind, haben sie einige Gemeinsamkeiten und lassen sich allgemeiner im
Rahmen von Modulalgebren iiber Hopfalgebren studieren (siehe auch [Ber85]
oder [Coh85]). Dabei wollen wir Linksideale bzw. Ideale der Algebra studieren,
die invariant unter der gegebenen Wirkung sind. Allgemeiner untersuchen wir
die Kategorie der A-Moduln in der Kategorie der H-Moduln bzw. genauer sol-
che Objekte, die sowohl eine A-Modulstruktur als auch eine H-Modulstruktur
besitzen, so dafl die A-Multiplikation ein H-Modulhomomorphismus ist. Die-
se Kategorie ist selber eine volle Modulkategorie iiber einer R-Algebra, dem
sogenannten Smash-Produkt A#H von A und H. Im Falle einer Gruppen-
wirkung G ist diese Algebra gleich dem sogenannten Schiefgruppenring A x G
von A und G. Im Falle der Gruppen-Graduierung wurde das Smash-Produkt
A#(R|G]*) beispielsweise in [CR83] erfolgreich eingesetzt. Diese Konstruktion
erlaubt nun einen modultheoretischen Zugang zur Untersuchung von invarian-

ten Unterstrukturen.

Primeigenschaften von Algebren mit Gruppenwirkungen, Gruppen-Gradu-
ierungen oder mit Wirkung einer Liealgebra wurden in der Literatur ausgiebig
studiert. Dabei hatten sich schon friither einige Gemeinsamkeiten und Analogien
abgezeichnet (siehe [Ber85]). Das Anliegen dieser Arbeit ist es, einige der be-
kannten Ergebnisse der oben genannten drei Themenbereiche auf die allgemeine-
re Situation der Modulalgebren zu iibertragen. Dabei sind wir an Eigenschaften
von A als A# H-Modul interessiert, die gewisse Primeigenschaften reflektieren.
Ferner werden wir untersuchen, wie sich Primeigenschaften von A#H, A und
dem Fixring A" gegenseitig beeinflussen. Dabei versuchen wir auch die Frage
zu l6sen, wie die Wirkung einer Hopfalgebra auf den Quotientenring einer Mo-
dulalgebra iibertragen werden kann. Wahrend dies fiir Gruppenwirkungen keine
Schwierigkeiten bereitet, ist es fiir Gruppen-Graduierungen ein im Allgemeinen
immer noch ungelGstes Problem.

Fiir unseren Ansatz miissen die betrachteten Algebren im Allgemeinen kei-
ne Algebren iiber Korpern sein. Andererseits treten iiber beliebigen Ringen
einige Fragestellungen und neue Problem auf, die beim Betrachten von Alge-
bren iiber Kérpern keine weitere Rolle spielen. Das Fehlen einer Basis oder das
Fehlen der Exaktheit des Tensor-Funktors sind hierfiir nur einige Beispiele. In
der Literatur wurden daher meist Modulalgebren iiber Kérpern betrachtet. Da-
gegen sind Gruppenwirkungen und Graduierungen von Algebren oftmals iiber
Ringen untersucht worden, so dafl die einschlidgigen Ergebnisse iiber Modul-



algebren diese Untersuchungen nur zum Teil umfassen. In diesem Sinne fiihrt
unser Ansatz, Modulalgebren und Hopfalgebren iiber beliebigen kommutativen
Ringen zu studieren, zu echten Verallgemeinerungen der bekannten Sétze iiber
Gruppenwirkungen und Gruppengraduierungen.

Wie schon erwéhnt, lassen sich Fragen beziiglich der Struktur der H-stabilen
Linksideale einer H-Modulalgebra A durch das sogenannte Smash-Produkt
A#H untersuchen. Dabei tritt folgende Situation auf: A ist ein Unterring
von A#H und ein zyklischer links A# H-Modul, dessen Endomorphismenring
End sy (A) isomorph zu dem Unterring A? der H-invarianten Elemente von
A ist. Mochte man die H-stabilen zweiseitigen Ideale von A untersuchen, so
werden diese gerade durch die Modulstruktur von A iiber dem von der Multi-
plikationsalgebra M (A) und von der H-Wirkung erzeugten Unterring My (A) in
Endpr (A) beschrieben. Auch hier ist man in der Situation, da A ein Unterring
von M (A) sowie ein zyklischer links My (A)-Modul ist. Der Endomorphis-
menring End s, (4) (4) ist isomorph zum Unterring Z(A) N A¥ =: Z(A)". In
vielen Fillen reicht es aus, Ringerweiterungen A C B zu betrachten, in der A
eine links B-Modulstruktur besitzt, die ihre Multiplikation erweitert. Da wir
stets annehmen, dal A und B das gleiche Einselement besitzen, ist auch hier
Endp (A) isomorph zu einem Unterring A® von A. Solche Ringerweiterungen
werden in dieser Arbeit Erweiterungen mit zusdtzlicher Modulstruktur genannt
und finden auch Verwendung in den funktionalanalytischen Arbeiten von Cab-
rera und Mohammed (siehe [CMO01]). Weitere Beispiele von Erweiterungen mit
zusitzlicher Modulstruktur sind: A C A ® A? =: A° mit Endge (A) ~ Z(A)
oder R C A falls A eine augmentierte R-Algebra ist.

Ziele, Ergebnisse und Aufbau der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, Modulalgebren in ihrem modultheoretischen
Kontext zu untersuchen. Primeigenschaften und Lokalisierungen von Modulal-
gebren stehen dabei im Vordergrund. Ferner ist ein besseres Verstdndnis von
Hopfalgebren iiber Ringen notig, weshalb wir diese im zweiten Kapitel genau-
er untersuchen. Sogenannte Integrale, oder besser H-invariante Elemente, in
einer R-Hopfalgebra H spielen eine grofie Rolle beim Studium von Modulal-
gebren und ihrem Smash-Produkt. Integrale stehen in Bijektion zu H-linearen
Abbildungen von R nach H, und wir werden oft keinen Unterschied zwischen
beiden Konzepten machen. Fiir Hopfalgebren, die endlich erzeugt und projektiv
als Modul iiber dem Grundring sind, ist die Existenz von Integralen gesichert.
Umgekehrt kann die Existenz solcher Elemente als Endlichkeitsbedingung fiir
Hopfalgebren angesehen werden. In Satz 2.1.9 verallgemeinern wir eine Beob-
achtung von Sweedler. Ist H eine als R-Modul projektive R-Hopfalgebra, die
ein nicht-triviales Links-Integral ¢ besitzt, so zeigen wir, dafl H als R-Modul
endlich erzeugt sein muf}, falls einer der folgenden Fille erfiillt ist:

(1.) R ist ein Integritdtsbereich oder
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(2.) R ist noethersch und £(t) ist kein Nullteiler in R oder
(3.1) R ist selbst-injektiv und semiperfekt und Rt ~ R oder
(3.ii) R ist ein endliches Produkt von Integritétsbereichen und Rt ~ R.

Andererseits werden wir in 2.1.12 zu jedem (als Ring) zerlegbaren Ring R ei-
ne R-Hopfalgebra konstruieren, die ein projektiver, nicht endlich erzeugter R-
Modul ist und ein nicht-triviales Integral besitzt.

Fiir Modulalgebren A stehen Integrale in engem Zusammenhang mit A# H-
linearen Abbildungen von A nach A# H. Insbesondere erhalten wir in Satz 2.2.6
eine Dichotomie fiir projektive Hopfalgebren H mit bijektiver Antipode iiber
einem Integritétsbereich R:

Entweder ist jede als R-Modul projektive links H-Modulalgebra A iso-
morph zu einem Linksideal von A#H

oder Hom a4 p (A, A#H) = 0 fur alle als R-Modul projektiven links H-
Modulalgebren A.

Der erste Fall tritt genau dann ein, wenn die Hopfalgebra endlich erzeugt ist.
In manchen Fragestellungen sind wir daran interessiert, Eigenschaften von A
auf A#H zu iibertragen. Dies ist natiirlich um so schwieriger, wenn nicht gar
unmoglich, wenn es keine nicht-trivialen Homomorphismen zwischen A und
A#H gibt. Hiufig werden wir daher die Existenz von Integralen voraussetzen.

In den letzten beiden Abschnitten des zweiten Kapitels werden wir die Wech-
selwirkung zwischen Integralen in der Hopfalgebra und der Separabilitit der
Hopfalgebra untersuchen. In Satz 2.3.6 charakterisieren wir die Separabilitit
des Smash-Produktes A#H iiber A. Diese Kriterien erlauben es uns, Eigen-
schaften von A#H und A miteinander zu vergleichen, ohne (wie in der Literatur
iiblich) starke Anforderungen an die Hopfalgebra zu stellen. In Satz 2.4.2 zeigen
wir, dafl H genau dann separabel iiber R ist, wenn es ein Links-(oder Rechts-
)Integral ¢ gibt mit £(¢) invertierbar in R. Diese Kennzeichnung verallgemeinert
Sétze von Kadison und Stolin [KS00, Corollary 5.2] sowie von Pareigis [Par73],
da sie ohne Projektivititsannahme auskommt. Es erweist sich, daf3 separable
Hopfalgebren iiber Ringen gerade das Analogon von halbeinfachen Hopfalge-
bren iiber Korpern sind. Insbesondere sind Projektivitdtsbedingungen an eine
separable Hopfalgebra oft nicht nétig, wodurch eine groflere Allgemeinheit er-
reicht wird. Ist hingegen eine R-Hopfalgebra H als Ring halbeinfach, so muf}
auch R halbeinfach, g H endlich erzeugt und projektiv und separabel iiber R
sein (siehe 2.4.4). Durch Beispiele von Bialgebren zeigen wir, daf die Theorie
der Integrale fiir Hopfalgebren stark von der Existenz der Antipode abhéngt. So
gibt es unendlich dimensionale Bialgebren mit nicht-trivialen Integralen (siehe
2.1.3 und vergleiche mit 2.1.9), sowie endlich dimensionale Bialgebren ohne In-
tegrale (siehe 2.1.6 und vergleiche mit 2.1.5) und Bialgebren, die ein Integral ¢
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mit €(¢) = 1 zulassen, ohne daf} die Bialgebra separabel oder relativ halbeinfach
zu sein braucht (siehe 2.4.3 und vergleiche mit 2.4.2).

Wann man die Wirkung einer Hopfalgebra auf einen Quotientenring einer
Modulalgebra fortsetzen kann, ist immer noch eine offene Frage. Wir zeigen
dazu zuerst in Satz 3.1.4, dafl der torsionstheoretische Quotientenring einer
Modulalgebra selber wieder eine Modulalgebra ist, sofern der injektive Modul
welcher die Torsionstheorie koerzeugt eine H-Modulstruktur besitzt. Ferner zei-
gen wir in Satz 3.1.7, dafl die Wirkung einer als R-Modul endlich erzeugten
Hopfalgebra H mit bijektiver Antipode auf den torsionstheoretischen Quotien-
tenring Qr(A) einer Modulalgebra A bzgl. einer Gabriel Topologie F genau
dann fortgesetzt werden kann, wenn Q7 (A) mit dem Quotientenring Qr, (A)
tibereinstimmt, wobei Fp die grofite Gabriel-Topologie in F ist, die eine Ba-
sis aus H-stabilen Linksidealen besitzt. Dieser Satz gibt somit erstmalig not-
wendige und hinreichende Bedingungen fiir ein Fortsetzen der Hopf-Wirkung
an. AbschlieBend werden bekannte Vertréglichkeitsbedingungen zwischen Tor-
sionstheorie und Hopf-Wirkung von Selvan [Sel94], Montgomery [Mon92] und
Louden [Lou76] gegeniibergestellt.

Im konkreten Fall des maximalen Quotientenringes untersuchen wir einen
Ansatz von Rumynin. In [Rum93] hatte Rumynin behauptet, dafl eine Hopf-
Wirkung einer halbeinfachen Hopfalgebra stets auf den maximalen Quotien-
tenring einer Modulalgebra fortgesetzt werden koénnte. Wie sich herausstellte
enthilt der Beweis in [Rum93] eine bisher noch nicht iiberbriickbare Liicke. Wir
untersuchen Rumynins Ansatz und vergleichen die von den injektiven Hiillen
E(A) bzw. A in A#H-Mod bzw. A-Mod koerzeugten Torsionstheorien fiir ei-
ne H-Modulalgebra A. Dabei ergibt sich (unter geeigneten Bedingungen an
die Hopfalgebra) in Satz 3.2.4, dafl sich die Hopf-Wirkung genau dann auf
den maximalen Quotientenring einer H-Modulalgebra A fortsetzen 1af3t, wenn
die Quotientenringe bzgl. der von E(A) und A koerzeugten Torsionstheorien
identisch sind. Unter der Annahme, dafl die Hopf-Wirkung auf den maximalen
Quotientenring Qqz(A) einer links nicht-singuldren H-Modulalgebra A fort-
gesetzt werden kann, zeigen wir in Satz 3.2.7, dafi A# H links nicht-singulér ist.
In dieser Situation erhalten wir auch, dal der maximale Quotientenring von
A#H isomorph zu Qae(A)#H ist.

Da maximale Quotientenringe von nicht-singuléren Algebren selbst-injektiv
und von Neumann reguldr sind, untersuchen wir im Folgenden selbst-injektive,
von Neumann reguldre Modulalgebren und verallgemeinern bekannte Resultate
iiber Schiefgruppenringen wie man sie in [AAd95] oder [GOPV81] findet.

In den letzten beiden Abschnitten des dritten Kapitels konstruieren wir den
zentralen Abschlufl einer Modulalgebra. Dabei stellen wir zuerst, dem Ansatz
in [Wis96, Kapitel 32] folgend, eine allgemeine Konstruktion fiir Erweiterun-
gen A C M(A) C B C Endg (A) voran. Wie in [Wis96, Kapitel 32] l&8t sich
dann auf der selbst-injektiven Hiille A von A als B-Modul eine Ringstruktur
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definieren, sofern A B-semiprim ist, d.h. keine nilpotenten B-stabilen Ideale
enthélt. Setzen wir B = M (A), so erhalten wir die wesentlichen Ergebnisse aus
[Wis96, Kapitel 32]. Angewandt auf B = Mg (A) erhalten wir die Konstruk-
tion des zentralen Abschlusses von Matczuk in [Mat91] und die des erweiter-
ten H-invarianten Zentrums. W&hrend Matczuk nur H-prime Modulalgebren
verwendet verallgemeinern wir seine Konstruktion auf H-semiprime Modulal-
gebren. Zum Abschluf} vergleichen wir unsere Konstruktion mit Cohens Mar-
tindale Quotientenring Qg fiir Modulalgebren in [Coh85] und zeigen, daf§ der
zentrale AbschluB A isomorph zu einem Unterring von @y ist wiahrend das
erweiterte H-invariante Zentrum Z(A)¥ isomorph zu Z(Qp ) ist.

Im vierten Kapitel dieser Arbeit wenden wir uns der in [Coh85] gestellten
Frage zu, ob das Smash-Produkt A# H einer semiprimen Modulalgebra A und
einer halbeinfachen Hopfalgebra H semiprim ist. Dabei untersuchen wir zuerst
wann das Smash-Produkt prim ist und verallgemeinern mit Proposition 4.1.1
einen Satz von Bergen, Cohen und Fishman in [BCF90]. Im néichsten Abschnitt
untersuchen wir modultheoretische notwendige Bedingungen fiir ein semiprimes
Smash-Produkt. Falls A# H semiprim ist, stellen wir gewisse modultheoretische
Eigenschaften von A als A#H-Modul fest, die als Primeigenschaften von Mo-
duln angesehen werden kénnen. Zum Abschlufl geben wir einige hinreichende
Bedingungen fiir ein semiprimes Smash-Produkt an. Wir zeigen, dafl das Smash-
Produkt A# H semiprim sein muf}, sofern die Modulalgebra A kommutativ und
semiprim ist und sofern H eine halbeinfache Hopfalgebra in Charakteristik O
ist. Genauer zeigen wir zuerst in Satz 4.3.2, dafl A semiprim schon A# H semi-
prim impliziert, sofern A kommutativ und ganz iiber A ist und sofern es ein
Integral ¢t in H gibt, so dal €(¢) kein Nullteiler in A ist. AbschlieBend zeigen
wir, dafl das Smash-Produkt fiir alle halbeinfachen kohalbeinfachen trianguléren
Hopfalgebren und semiprimen Modulalgebren semiprim ist. Genauer zeigen wir,
dafl die Klasse der sogenannten starken halbeinfachen Hopfalgebren abgeschlos-
sen ist gegeniiber Drinfeld Twists. Nach einem Satz von Etinghof und Gelaki
sind gerade alle halbeinfachen kohalbeinfachen triangulédren Hopfalgebren iiber
algebraisch-abgeschlossenen Kérpern Drinfeld Twists von Gruppenringen und
somit stark halbeinfach.
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Definitionen und Symbole

Alle in dieser Arbeit auftretenden Ringe sind assoziativ und besitzen ein
Einselement. Ringhomomorphismen bilden Einselement auf Einselement ab.

Fiir zwei R-Moduln X,Y iiber einem kommutativen Ring R bezeichne 7 :
X®Y =Y ®X den R-Isomorphismus z®@y —y®z firallex € X, yeY.

Wir verweisen auf [Wis99] fiir modultheoretische Begriffsbildungen. Insbe-
sondere bezeichne mit Anng (M) den Annullator eines links R-Moduls M. M
heift treu, falls Anng (M) = 0 gilt und er heiit prim, falls jeder nicht-triviale
Untermodul von M ein treuer R/Anng (M)-Modul ist.

Ein Modul M hat endliche Goldie (oder uniforme) Dimension, wenn
er keine unendliche innere direkte Summe von Untermoduln enthilt. Es ist
bekannt, dafl es dann eine Zahl n > 0 gibt, so dafi M keine innere direkte
Summe mit mehr als n Summanden besitzt. Die Zahl n ist eine Invariante von M
und wir schreiben udim(M) = n dafiir. Ein nicht-trivialer Untermodul N eines
Moduls M heifit wesentlich, falls N mit jedem nicht-trivialen Untermodul
L von M einen nicht-trivialen Durchschnitt besitzt. Als Komplement eines
Untermoduls N eines Moduls M bezeichnen wir jeden Untermodul L C M der
maximal ist unter allen Untermoduln von M bzgl. der Eigenschaft N N L = 0.

Ein Untermodul NV eines Moduls M heifit rationaler (oder dichter) Unter-
modul, wenn fiir alle Zwischenmoduln N'C L € M schon Homp (L/N,M ) =0
gilt. Dazu #quivalent ist die Bedingung Homp (M /N, M ) = 0, wobei M die

selbst-injektive Hiille von M bezeichne. Rationale Untermoduln sind wesentli-
che Untermoduln und man nennt einen Modul M polyform (oder nicht-M-
singulér), falls alle wesentlichen Untermoduln rational sind.

Z(A) = {a€A | ba=ab fir alle b € B}
Anmngp (M) = {reR | rm=0 firalleme M}
Rej (M,N) = (\{Ker(f) | f € Homg (M,N)}
Tr (M,N) = > {Im(f) | f € Homg (M,N)}
N<IM N ist wesentlicher Untermodul von M
Sing(rRM) = {meM | esgibt gl < gR mit Im =0}

L(M) = {NCM | N ist ein Untermodul von M }



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir die gesamte Arbeit bereitge-
stellt. Dazu wird im ersten Abschnitt die iibliche Terminologie der Hopfalgebren
erkldrt. Im zweiten Abschnitt wird aufgezeigt, wie die Algebren in der Modul-
kategorie tiber einer Hopfalgebra, sogenannte Modulalgebren, modultheoretisch
erfaBt werden kénnen.

1.1 Erweiterungen mit zusétzlicher Modulstruktur

Definition 1.1.1. Wir sagen eine Erweiterung A C B wvon R-Algebren ist
eine Erweiterung mit zusitzlicher Modulstruktur, falls A eine links B-
Modulstruktur - : B® A — A trigt, die die A-Wirkung erweitert, d.h. a-a' =
aa’ fiir alle a,a’ € A.

Ist M ein links B-Modul, so definieren wir

MP = {m e M|blam)=(b-a)mVb e B,a € A}.
Mit « bezeichnen wir die B-lineare Abbildung oo : B — A mitbr——b-14.

Bemerkung 1.1.2. Es gibt viele Situationen, in denen man Erweiterungen mit
Modulstruktur vorfindet: Ist A eine R-Algebra und B = M(A) die Multiplika-
tionsalgebra, so ist A C M(A) eine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruktur,
AB = Z(A) und fiir einen A-Bimodul M sind die Elemente in MP gerade die
A-zentrierenden Elemente von M, d.h. am = ma fir alle a € A. Ist H eine
Hopfalgebra und A eine Algebra in der Kategorie der H-Moduln (eine sogenann-
te H-Modulalgebra), dann gibt es Erweiterungen mit zusdtzlicher Modulstruktur
A C A#H bzw. A C My(A), so daff die A#H -Untermoduln bzw. die Mg (A)-
Untermoduln von A gerade die H-stabile Linksideal bzw. H -stabilen Ideale von
A sind.

Lemma 1.1.3. Sei A C B eine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruktur.

1
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(1) Als links A-Moduln gilt B = Alp & Ker («).
(2) Fiir alle M € B-Mod gilt MP = Ann); (Ker (a)).

(3) ¥ :Endp (A) — A mit U(f) := (1a)f ist ein Ringhomomorphismus mit
Bild Tm (V) = AB.

(4) Vs : Homp (A, M) — MPB mit Uy (f) := (14)f ist ein Isomorphismus
von links AB-Moduln.

(5) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) OB : B-Mod — APB-Mod ist ein exakter Funktor.

(b) A ist projektiver links B-Modul.

(c) Es gibt ein t € BP mit (t)a = 14.

(d) Es gibt ein Idempotent e € B mit Be ~ A und eBe ~ AB.
Beweis: (1) Da a-a’ = ad’ fiir alle a,a’ € A gilt, ist die Abbildung 5: A — B
mit (a)f := alp A-linear und a8t o als A-Modulhomomorphismus zerfallen.

Damit gilt B = Alp @ Ker («) als A-Moduln.
(2) Ist m € MPB, dann gilt fiir alle b € Ker () :

bm =b(1am) = (b-14)m = (b)am =0,

also MB C Annjs(Ker (o). Andererseits sei m € Annjs(Ker (), so gilt
m € MB, denn aus B = Alp @ Ker () folgt:

Vb e B,a€ A:blam) = (ba)m = (ba)am = [b- (a)a]jm = (b- a)m,

(3,4) Seien f,g € Endp (A), dann sind f und g insbesondere links A-linear und
es gilt

U(fog):=1a)(fog):=((1a)f)g = (1a)f(1a)g = ¥(f)¥(g).

Somit ist ¥ ein Ringhomomorphismus. Ferner gilt fiir alle b € Ker () :

bW (f) = (b-14)f = (B)ao f = 0.

Aus (2) folgt somit Im (¥) C AB. Andererseits sei z € AP, dann ist die Rechts-
multiplikation R, € Endg (A). Damit wird A® zu einem Unterring von A und
jeder links B-Modul M ist auch ein links AZ-Modul mit AZ-Untermodul M?5.
Dafl W ein Isomorphismus ist folgt analog.

(5) Man {iberpriift leicht, da§ der Isomorphismus M*? ~ Homp (A, M) funkto-
riell in M ist, d.h. die Funktoren ()” und Homp (A, —) sind isomorph. Somit
gilt (a) < (b).

(b) = (c) Ist pA projektiv, dann zerféllt o und es gibt eine B-lineare Abbildung
B:A— B mit fa = ids. Sei t := (14)8, dann gilt folglich (t)a = 14 und
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t € BP nach (4).

(c) = (b) gibt es ein t € B mit (t)a = 14, dann definieren wir 3 : A — B
mit (a)B = at. Da t ein Element aus B? ist, ist 8 B-linear und it o zerfallen,
d.h. A ist projektiv. (b) < (d) ist klar. B

Die Ringerweiterung A C A ® A% =: A€ ist eine Erweiterung mit zusétz-
licher Modulstruktur. Anhand von Eigenschaft (5.b) sehen wir, daf§ in dieser
Situation separable Algebren A gekennzeichnet werden.

Definition 1.1.4. Sei A eine R-Algebra. Wir bezeichnen mit Alg (A, R) die
R-linearen Algebrenhomomorphismen A : A — R mit \(14) = 1g. Eine R-
Algebra A heifst augmentiert, falls Alg (A, R) # 0.

Bemerkung 1.1.5. Ist A eine augmentierte R-Algebra und A € Alg (A, R),
dann ist die Erweiterung R C A eine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruk-
tur, wobei A eine Modulstruktur auf R induziert. Wir bezeichnen die durch A
induzierte A-Modulstruktur auf R mit Ry. Aus 1.1.3 folgt A = R14 @ Ker (\)
und insbesondere ist A auch ein treuer R-Modul.

Im Folgenden sei A stets eine augmentierte R-Algebra und A\ € Alg (A, R).

Definition 1.1.6. Sei M ein A-Modul. Dann heif§t ein Element m aus M -
invariant, falls am = A(a)m fiir alle a € A gilt. Die Menge der \-invarianten
Elemente von M bezeichnen wir mit My. Rechtsseitige Begriffe werden analog
definiert.

Man beachte, daB M) in der Notation von Definition 1.1.1 mit M4 iiberein-
stimmt. Wir wenden unsere Erkenntnisse iiber Erweiterungen mit zusétzlicher
Modulstruktur aus Satz 1.1.3 nun an und erhalten:

Satz 1.1.7. Sei A eine augmentierte R-Algebra, M € A — Mod und A €
Alg (A, R). Dann gilt:

My = Anny; (Ker (M) ~ Homg (Rx, M) (als links A-Moduln,).

Ferner ist (), : A— Mod — A — Mod, M — M) ein links-exakter Funktor,
isomorph zum Funktor Hom (R, —), und folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Der Funktor ()y : A— Mod — R — Mod ist exakt.
(b) Ry ist projektiver links A-Modul.
(c) Es gibt ein Element t € Ay mit A(t) invertierbar in R.

Bemerkung 1.1.8. Sei I ein Ideal von R, dann ist Hompg (A,I) ein links
(bzw. rechts) A-Modul mittels h — f : [x — f(zh)] (bzw. f ~— h: [z — f(hz)]).
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Insbesondere ist also auch A* ein links (bzw. rechts) A-Modul. Lemma 1.1.7
beschreibt insbesondere die A-Invarianten von A und A*. Es gilt:

Ay r.ann (Ker (\)) ~ Homy (Ry, A)
A*y = Anng- (Ker (\)) = R\

Um A = R\ zu sehen, sei bemerkt, dafs
Ay = Anny- (Ker (A)) = Homp (A4/Ker (A), A)

gilt. Aus a = XNa)+Db fiir allea € A mitb € Ker () folgt fir ein f € A% : (a)f =
(14)fM(a), d.h. f € RA. Andererseits gilt natiirlich r\ € Annpg~ (Ker (X)), da
A ein Algebrenhomomorphismus ist.

Als offensichtliche Folgerung erhalten wir, dafS A* stets nicht-triviale \-
Elemente enthdlt. Dagegen kann A keine nichi-trivialen A-invarianten Elemen-
te besitzen, falls A prim (z.B. nullteilerfrei) und A # R ist. Spdter werden
wir sehen, dafl eine Hopfalgebra, die endlich erzeugt und projektiv tiber einem
Grundring R ist, stets nicht-triviale e-invariante Elemente enthdlt (wobei € die
Koeinheit von H bezeichnet). Folglich gibt es keine prime (z.B. nullteilerfreie)
Hopfalgebra H # R, die endlich erzeugt und projektiv iber R ist.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes legen wir noch einige Notationen fest.

Der Standard-Morita-Kontext eines R-Moduls M ist der Morita-Kontext
(R, gMg,sM*g,S) mit S = Endgr (M), M* = Hompg (M, R) und den Abbil-
dungen:

(G): MesM*— R, m®f— (m)f
L]: M*@prM — S, f@mw [z (z)fm]=foR,

wobei R,,, € Hompg(R, M) die Abbildung r — rm bezeichne. Da Homp_ (A, B) ~
BB gilt, ist der Standard-Morita-Kontext von A als links B-Modul gerade
(B, A, BB, AB) mit den Abbildungen:

(,): A®48B? — B, a®b ab
[[]: BP@pA— AB, bRa—b-a

Insbesondere haben Standard-Morita-Kontexte gute Eigenschaften, wenn
Homp (M, N) # 0 gilt fiir alle 0 # N C M. Fiir Erweiterungen mit zusétzlicher
Modulstruktur bedeutet dies gerade, daB A® mit jedem B-stabilen Linksideal
einen nicht-trivialen Durchschnitt hat. Wir sagen in diesem Falle, da A® grof3
in A ist.

1.2 Hopfalgebren iiber Ringen

Wir verweisen auf die einschlégige Literatur [Abe80], [Kap75], [Mon92], [Par73],
[Sch95], [Swe69a] bzgl. der iiblichen hopfalgebraischen Terminologie.
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Definition 1.2.1. Fine koassoziative R-Koalgebra mit Koeinheit ist ein
R-Modul C mit zwei R-linearen Abbildungen A : C — C @ C (Komultipli-
kation) und € : C — R (Koeinheit), so daf§ folgende Diagramme kommutativ

sind:
c—=>2Jdcec R® Oﬂc%c%@@}z
A 19A R AS§9§
CoC—JlogCecC o

A®1

Fiir ein ¢ € C verwenden die sogenannte Sweedler-Notation:

Ale) = ch ® ca.
(o)

Ist C' eine R-Koalgebra und A eine R-Algebra, dann ist Homp (C, A) ei-
ne R-Algebra durch das sogenannte Konvolutionsprodukt: fiir alle f,g €
Homp (C, A) ist f*g gegeben durch (f*g)(c) := >_(, f(c1)g(c2) filr alle c € C.
Ist € die Koeinheit von C' und n : R — A die Einheit von A, so ist noe €
Homp (C, A) die Einheit dieser Algebra. Insbesondere ist C* = Homp (C, R)
eine R-Algebra mit Einheit €.

Seien M und C R-Moduln, N ein R-Untermodul von M. Bezeichne mit
ty : N — M die Inklusion. Dann heifit N C-reiner R-Untermodul von M,
falls die kanonische R-lineare Abbildung (y ® idc : N ® C — M ® C' injektiv
ist.

Definition 1.2.2. Sei C eine R-Koalgebra.

(1) Ein C-reiner R-Untermodul K C C heifst Koideal von C, wenne(K) =0
und A(K) CK®C+C®K gilt.

(2) Ein R-Modul heif$t links C-Komodul, falls es eine R-lineare Abbildung
v M — C® M gibt, so daf$ folgende Diagramme kommutativ sind:

M—2 Joe M M 2o o M
PM 1®pn ~ e®1

CoM—IceceoM R® M

Analog werden rechts C-Komoduln definiert.

(3) Ein C-reiner R-Untermodul N C M eines links C-Komodul ist ein C-
Unterkomodul, wenn py(N) CC ® N gilt.

Definition 1.2.3. Sei A eine R-Algebra. A heifit R-Bialgebra, wenn A eine
R-Koalgebra ist, so daf$ die Komultiplikation A und die Koeinheit ¢ Algebren-
homomorphismen sind. Fine R-Bialgebra A heif$t R-Hopfalgebra, falls die
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Identitit id € Endg (A) ein Inverses S bzgl. des Konvolutionsproduktes besitzt.
Man nennt S die Antipode der Hopfalgebra und fiir alle h € H gilt:

> hiS(hg) =e(h) = S(h1)hs.
(h) (h)

Man sagt, die Hopfalgebra habe eine bijektive Antipode, wenn die Antipode S
eine bijektive Abbildung ist.

Wie in der Einleitung erwéhnt, sind Gruppenring R[G] und U(g) Beispiele
von Hopfalgebren. Fiir ein Monoid M dagegen ist der Halbgruppenring R[M]
eine R-Bialgebra. Die Komultiplikation bzw. Koeinheit von R[M] ist durch
A(m) =m ®@m bzw. e(m) = 1 fiir alle m € M gegeben.

Definition 1.2.4. Sei H eine R-Hopfalgebra.

(1) Ein H-reiner R-Untermodul I C H heiffit Hopfideal von H, wenn I ein
Ideal und Koideal ist mit S(I) C I.

(2) Ein R-Modul heifit links H-Hopfmodul, falls M ein links H-Modul sowie
ein links H-Komodul ist, so dafl die Komodulstruktur pyr von M ein links
H-Modulhomomorphismus ist.

(8) Ein H-reiner R-Untermodul N C M eines links H-Hopfmoduls ist ein
H-Unterhopfmodul , wenn N ein H-Untermodul und H -Unterkomodul
von M 1st.

Es gilt folgender Fundamentalsatz fiir Hopfalgebren.

Satz 1.2.5. Sei H eine R-Hopfalgebra. Dann ist jeder links H-Hopfmodul M
als links H-Hopfmodul isomorph zu H® M®H mit MH" = {m € M | ppr(m) =
1®m}. Wobei der Isomorphismus durch die H-Wirkung h ® m +— hm gegeben
15t.

Beweis: Man kann den Beweis von [Sch95] iibertragen. B

Als Korollar erhalten wir:

Folgerung 1.2.6. Zu jedem links (bzw. rechts) H-Unterhopfmodul M einer
R-Hopfalgebra H gibt es ein Ideal I von R mit M = IH.

Beweis: Man bemerke zuerst, da H# = R1y gilt. Fiir einen links Unter-
hopfmodul M von H ist somit MH C H®H = Rly und damit gibt es ein
Ideal I in R mit MH = I1y. Aus dem Fundamentalsatz folgt somit M = HI.
|

Ist C eine R-Koalgebra, dann ist C* := Homp (C, R) eine R-Algebra. C'
ist ein rechts C*-Modul durch die folgende Wirkung: c—f := Z(C) f(er)eq fur
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alle ¢ € C, f € C*. Koalgebren C, die projektiv als R-Modul sind, haben die
Figenschaft, dafl jedes Element ¢ € C in einem, als R-Modul endlich erzeugten,
Unterkomodul liegt, der durch c——C* gegeben ist. Fiir allgemeinere Koalgebren
bzw. Hopfalgebren muf3 dies nicht mehr der Fall sein, wie das nachfolgende
Beispiel zeigen wird.

Beispiel 1.2.7. Sei R ein kommutativer Ring. Betrachtet man R = g als tri-
viale Liealgebra, so ist ihre Einhiillende U(g) ~ R[X| und induziert eine Hopfal-
gebrenstruktur auf R[X]. Genauer gilt:

AX)=1®X+X®1,eX)=0, 5(X)=—X.

In der gesamten Arbeit betrachten wir den Polynomring R[X| als R-Hopfalgebra
mit obiger Komultiplikation, Koeinheit und Antipode. Dagegen hitte man R[X]|
auch als Halbgruppenring R|N] (und somit als R-Bialgebra) auffassen kénnen,
was wir aber hier nicht tun wollen.

Sei a € R und sei I :=< aX > das von aX aufgespannte Ideal in R[X].
Fiir die Komultiplikation und die Koeinheit angewandt auf aX gilt:

AlaX)=aA(X)=1®aX+aXR1ec HRI+I1IR H sowie ¢(aX)=0.

Da A und e Algebrenhomomorphismen sind und da I ein Ideal in R[X] ist, gilt
A(l) CH®I+I®H unde(l) = 0. Damit ist I ein Koideal, wobei man beachte,
daff I R[X]-rein ist, denn R[X] ist projektiv. Ferner ist I ein Hopfideal, denn
S(aX) = aS(X) = —aX impliziert S(I) = I. Somit besitzt die Faktoralgebra
H = R[X]/I eine, durch A, € und S induzierte, R-Hopfalgebrenstruktur.

Sei  : R[X] — H die kanonische Projektion und bezeichne mit A&, S
die induzierten hopfalgebraischen Strukturen. Wir zeigen nun zuerst, dafl jedes
FElement aus H in einem als R-Modul endlich erzeugten Unterkomodul von H
liegt. Sein > 1 und sei Hy, := @}_o RX dann gilt

o N4 PT—’

AX™) = kzzo <k>x ® X" "€ H,®H,.
Damit folgt aber gerade H, C H,®H, C HRH,,. Da H, ein direkter Summand
von H ist, ist H,, auch H-rein und damit ein Unterkomodul von H. Als direkte
Summe von n + 1 zyklischen R-Moduln ist Hy, endlich erzeugter R-Modul. Sei
F(X) ein beliebiges Element aus H mit einem Polynom f(X) n-ten Grades.

Dann ist f(X) € H,, enthalten. Damit ist jedes Element von H in einem als
R-Modul endlich erzeugten Unterkomodul von H enthalten. Andererseits sind

diese Unterkomoduln nicht notwendigerweise von der Form f(X)~—H*, denn
wir konnen H* wie folgt schreiben:

H* = Homp (H, R) ~ Homp (R ® (R/Ra)™, R) ~ R ® Homp (R/Ra, R)™.

Und angenommen es gilt Hompg (R/Ra, R) = 0, z.B. wenn R ein Integritdtsbe-
reich ist und a von Null verschieden, dann gilt H* ~ R und die H* - Modulstruktur
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von H ist gleich seiner R-Modulstruktur. Insbesondere ist X"+ H* = RX" kein

Unterkomodul von H .
Ferner weisen wir noch auf folgende Zerlegungseigenschaft hin:

Lemma 1.2.8. Sei R ein kommutativer Ring mit einer Ringzerlequng R =
Ry x---xXRy. Ist (H,A,¢,S) eine R-Hopfalgebra, dann gibt es R;-Hopfalgebren
(H;, Ay e, S;), so dafl H = Hy X --- X Hy als R-Algebra mit Komultiplikation
A=A x---xA,, Koeinheit e =1 X --- X &, und Antipode S = 51 X --- X Sy,
gilt.

Beweis: Aus der Zerlegung R = Ry x --- x R, folgt, daf} jeder R-Modul M
eine Zerlegung in M = My X - -- X M,, mit R;-Moduln M; besitzt. Ferner gelten
fiir zwei R-Moduln M, N:

Homp (M,N) = Hompg, (M;,N;) X --- x Homp, (M, N,)
M@rN = (Mi®p,N1) x -+ x (Mp®p,Np)

daraus folgt die Behauptung. l

Im Folgenden wenden wir uns der Struktur von Moduln iiber Hopfalgebren
zu. Sei H eine R-Hopfalgebra mit Koeinheit £, Komultiplikation A und Antipo-
de S. Wir bezeichnen die e-invarianten Elemente eines links H-Moduls M mit
M. Fir M = H schreiben wir f ! anstelle von H¥. Diese Schreibweise werden

wir auch gelegentlich fiir Bialgebren verwenden.

Proposition 1.2.9. Sei H eine R-Hopfalgebra und seien M, N links H-Moduln
mit Modulstrukturen Yy : HQ M — M und ¥y : HQ® N — N. Dann gilt

(1) M ® N trigt zwei H-Linksmodulstrukturen:
(i) die diagonale H-Modulstruktur:

(1eTe1)(A®1®1) PPN
_

M® N

Yyen : HROM @ N HoM®H®N

(ii) die rechts triviale H-Modulstruktur:
Yooy HOM @ N 2L Mo N

Wir schreiben, (M @ N) fir M ® N, falls die rechts triviale Struktur

gemeint 1st.

(2) Als links H-Moduln gilt (HOM) ~ HQM durch h@m —— Z h1®(ha-m)
(h)
mit Umkehrabbildung h @ m — Z h1 ® (S(hg2) - m).
(h)
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(3) Ist die Antipode von H bijektiv, dann gilt (H ® M) ~ M ® H als links
H-Modul durch h@m — Z(hl-m)®h2 mit Umkehrabbildung m@h —

(h)
> hy @ (ST (h) - m).
(h)

Beweis: (1) ist leicht nachzupriifen.

(2,3) Wir rechnen die H-Linearitét der gegebenen Abbildungen aus (3) nach.
Sei ¢ die Abbildung von (H ® M) nach M @ H mit (h@m)¢ := 3,y (h1-m)®@hsy
fiir alle h € H und m € M. Fiir alle g € H gilt:

(gh ® m)¢ = Z(glhl “m) ® g2ho = g Z(fn -m) ® hy | = g(h®@m)e.
(9:h) (h)

Damit ist ¢ links H-linear. Sei ¢! die Abbildung von M ® H nach (H ® M)
mit ¢~ (m ® h) = >y h2 ® (S7Y(h1) - m). Fiir alle g € H gilt:

(gmen)e™ = O (g1-m)@gh)¢™"
(9)

= D gsha @ (S (g2hn)gr - m)
(9:h)

= Z gsha ® (S7'(h1)S ™ (g2)g1 - m)

= Zgh2® hi) - m)

= g(m®h)¢ !

Damit ist ¢! H-linear. ¢! ist invers zu ¢, denn

(h®m)¢¢il = Z(hl 'm)®h2 Zhg@ h2 h1 m) h®m.
(h)

Ahnlich zeigt man (m ® h)¢p~ ¢ = m ® h.
Analog rechnet man Eigenschaft (2) nach. Bl

Die Hom-Tensor Relationen Homp (M, N) ~ Hompy ((H ®r M), N) und
obiger Isomorphismus (H ® M) ~ H ® M induzieren eine natiirlich links H-
Modulstruktur auf Hompg (M, N):

Proposition 1.2.10. Seien M, N € H — Mod.

(1) Hompg (M, N) ist ein links H-Modul durch
(h-f):m Y hi- f(S(ha)-m)
(h)
fiir alle m € M,h € H, f € Homp (M, N).
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(2) Ferner haben wir natirliche Isomorphismen zwischen den Funktoren

Hompy (M®N, —) ~ Hompg (M,Hompg (N, —)) (sieche [Par72, Lemma 4]).

(3) Homp (M, N)" = Hompy (M, N)

(4) Ist M projektiver H-Modul und N projektiv als R-Modul, dann ist M @ N
projektiv in H-Mod (siehe [Far00, Lemma 1.4] bzw. Aussage (2)).

(5) Homp (H,N) trdigt eine weitere links H-Modulstruktur, die durch

(h-f):g9— flgh)

fir alle g,h € H und f € Homp (H,N) gegeben ist und die wir mit
(Homp (H, N)) bezeichnen.

(6) Als links H-Moduln gilt (Hompg (H,N)) ~ Hompg (H, N) (siehe [Par72,
Lemma 6]).

(7) Hat H eine bijektive Antipode, so trdgt Homp (M, N) eine weitere H-
Linksmodulstruktur, die durch

(- f):mi— Y hg- f(S7"(h1) - m)
(h)

fiir alle h € H, m € M und f € Hompg (M, N) definiert ist.

Analog kann man rechts H-Moduln studieren und erhélt analoge Aussagen
wie oben. Insbesondere ist das Tensorprodukt zweier H-Rechtsmoduln wieder
ein H-Rechtsmodul.

Proposition 1.2.11. Ist M € H — Mod mit links H-Modulstruktur 1ys, dann
definiert

PYm

M@H —— HoM —“— HoM > M

eine rechts H-Modulstruktur auf M. Diese Zuordnung definiert einen exakten
Funktor von H-Mod nach Mod-H .
Ist M € Mod-H mit rechts H-Modulstruktur vp;, dann definiert

HoM —— MoH 225 Mo —2 M

eine links H-Modulstruktur auf M. Diese Zuordnung definiert einen exakten
Funktor von Mod-H nach H-Mod. Besitzt H eine bijektive Antipode, dann kann
auf M eine weitere links H-Modulstruktur durch
-1
HoM —— MoH 2, Meon 2. u

definiert werden. In diesem Fall sind H-Mod und Mod-H dquivalent.
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1.3 Modulalgebren

Definition 1.3.1. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine R-Algebra. Dann
heiffit A links H-Modulalgebra, falls A ein links H-Modul ist, so daf$ die
Multiplikation pg : A® A — A und die Finheit ng : R — A links H-
Modulhomomorphismen sind. Aquivalent dazu ist, dafs

Vhe HVa,be A :h-(ab) = (h1-a)(hy-b) sowie h-1s=c(h)la
(h)

gilt. Analog seien rechts H-Modulalgebren definiert, d.h. A € Mod — H mit

(ab)-h="> (a-h1)(b-hy) sowie 14-h=14e(h)
(h)

fir alle h € H und a,b € A.

Lemma 1.3.2. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modulalgebra,
dann ist AP eine rechts H-Modulalgebra. Ist A eine rechts H-Modulalgebra, so
ist AP eine links H-Modulalgebra.

Beweis: Ist A eine links H-Modulalgebra, dann folgt aus 1.2.11, dafl A eine
rechts H-Modulstruktur besitzt durch a x h := S(h) - a fiir alle a € A und
h € H. Wir bezeichnen die Multiplikation von A°? mit -°P. Fiir alle a,b € AP
und h € H gilt:

(a-Pb)xh=S(h)-(ba) =Y (S(ha) b)(S(h1)-a) = (axhy)-" (b hy).
(h) (h)

Ebenso gilt 14xh = S(h)-14 = (h)1 4, d.h. A° ist eine rechts H-Modulalgebra.
Ist A eine rechts H-Modulalgebra, so zeigt man analog, dafl AP eine links H-
Modulalgebra ist. B

Bemerkung 1.3.3. Die triviale links (oder rechts) H-Modulalgebra ist A = R.
Nicht jede R-Algebra, die auch links H-Modul ist, ist eine links H-Modulalgebra.
Beispielsweise ist H selber ein H-Modul tiber sich durch Multiplikation, aber
H ist im Allgemeinen keine links oder rechts H-Modulalgebra mit dieser H -
Wirkung. Dagegen definiert die Linksadjunktion von H auf sich selbst durch
hoaar 9 = 32y h1gS(he) eine links H-Modulstruktur auf H und H st mit
dieser Struktur eine links H-Modulalgebra. Die R-Algebra H* = Homp (H, R)
1st nach 1.2.10 ein links H-Modul und wird mit dieser H-Wirkung zu einer links
H-Modulalgebra.

Beispiel 1.3.4. Sei A eine R-Algebra. Eine R-lineare Abbildung § € Endg (A)
heif$t Derivation, falls §(ab) = ad(b) + d(a)b gilt fir alle a,b € A. Fiir jede De-
rivation 0 kann man R[X] durch X -a := 0(a) auf A wirken lassen. Trdigt R[X]
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die in 1.2.7 definierte Hopfalgebrenstruktur, dann zeigt man leicht, daf§ A eine
links R[X]-Modulalgebra ist durch die von 0 induzierte Wirkung. Umgekehrt, ist
A eine links R[X]-Modulalgebra, dann folgt aus A(X) =1 X +X®1, daf§ der
Endomorphismus a — X - a eine Derivation ist. Allgemeiner heiflen Elemente
h € H einer Hopfalgebra H primitiv, falls A(h) =1@h+h®1 unde(h) =0
gilt. Ist A eine links H-Modulalgebra, so wirkt jedes primitive Element von H
wie eine Derivation auf A.

Modulalgebren als Moduln iiber Smash-Produkten

Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modulalgebra. Auf dem Ten-
sorprodukt beider Algebren werden wir eine neue Multiplikation einfiihren, so
daf ein Ring entsteht, dessen Linksmoduln gerade die links H- und links A-
Moduln sind, deren A-Modulstruktur Homomorphismen in H-Mod sind. Dazu

gehen wir etwas allgemeiner vor.

Definition 1.3.5. Seien A und B R-Algebren mit Multiplikation pa bzw. ppg.
Seiv:B® A — A® B eine R-lineare Abbildung. Dann definieren wir:
1®v®1 pA®UB
p:(A®B)®@ (A®B) —— (A A)® (B® B) —— A® B.

Wird A® B durch i zu einer assoziativen R-Algebra mit Finselement 14 ® 1p,
dann schreiben wir A#,B und nennen diesen Ring das Smash-Produkt von
A und B bzgl. v.

Eine Kennzeichnung von Smash-Produkten wurde von Caenepeel, Ion, Mi-
litaru und Zhu gegeben:

Satz 1.3.6 ([CIMZ00, Theorem 2.5]). Seien A,B und v wie in 1.3.5. Dann
definiert v genau dann ein Smash-Produkt auf A und B wenn folgende Aussagen
gelten:

(1)) v(b®14) =14 @b und v(lp ®a) =a® 1p fir allea € A,b € B.

(ii) Folgendes Diagramm kommutiert:

1 1
BeBe Ao A Bo A" B A A
’\N\INN\#\] |2
NN&
1®v X r®l
4% B
QB HA®1’\NNN
B®A®BT®1/A®B®B AR A®BO_—A®B®A

Aus der Bedingung (7) ergibt sich, dal die Abbildung A — A#,B mit
a — a#lp ein Ringhomomorphismus ist. Wir untersuchen nun, wann diese
Abbildung eine Einbettung ergibt.
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Lemma 1.3.7. Sei R ein kommutativer Ring und M, N zwei R-Moduln. Sei
me M und pp, : N - N®g M mitn— n®m.

(1) Ker (¢m,) = Anng (m)N < NQpr— ist ezakt bzgl Rm — M

(2) om ist injektiv < N®p— ist exakt bzgl Rm — M und Anng (m) C
Anng (N).

Beweis: Sei I := Anng (m) und 7 : N — N/IN die kanonische Projektion,
i : Rm — M die Inklusion und ¢ : N/IN ~ N®@rR/I ~ N@rRm der R-
Isomorphismus o(n + IN) = n ® m. Dann haben wir in Diagrammform:

N T ]V/[PJ _ 0

0 —— Ker(1®i) —— N®Rm —2% NoM

Es gilt: ¢, = (1 ®1) 0 0 o 7. Somit ist Ker (¢,,) = 7 to1(Ker (1®1i)) D IN.
Daher gilt: Ker (¢,,) = IN < Ker (1®1i) = 0 & N ® — ist exakt bzgl.
i : Rm — M. Und ferner ist ¢,, injektiv genau dann, wenn N ® — exakt ist
bzgl. obiger Folge und IN = 0, d.h Anng (m) C Anng (N) gilt. B

Man beachte, daf fiir eine R-Algebra A schon Annp (14) = Anng (A) gilt.
Aus obigem Lemma folgt:

Folgerung 1.3.8. Sei A#,B ein Smash-Produkt von A und B bzgl. v. Dann
gibt es einen Ringhomomorphismus ep : B — A#,B mit b — 14#b und
folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) ep ist injektiv;
(b) —®grDB ist exakt bzgl. R14 — A und Anng (A) C Anng (B).

Insbesondere ist eg eine Einbettung, wenn B ein flacher und A ein treuer R-
Modul ist, oder wenn A eine augmentierte R-Algebra ist. Analoge Aussagen
gelten fires : A — A#,B mit a — a#lp.

Lemma 1.3.9. Sei A#,B ein Smash-Produkt von A und B bzgl. v. Dann ist
A C A#,B genau dann eine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruktur, wenn
A eine links B-Modulstruktur A : B A — A hat, so daf folgendes Diagramm
kommutiert:

BoAo A2 Ao B A Tag A
1®ua

B® A N /A

HnA

Ausgeschrieben bedeutet das Diagramm fir alle a,a’ € A und b € B mit v(b®
b-(ad) = Z a;(b; - a')

i
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Beweis: Angenommen A C A#,B ist eine Erweiterung mit zusétzlicher Mo-
dulstruktur, dann gibt es eine links A#, B-Modulstruktur -. Der Ringhomo-
morphismus e : B — A#, B induziert ferner eine links B- Modulstruktur auf
A. Seien a,a’ € Aund b€ Bmit v(b®a) =3, a; ® b;, dann gilt:

b-(a'a) = (14£d) - [(a#1)- (Z ;i #b; ) Z(ai#l)'(l#bi)'a/ = Zai(bi'al)'

Andererseits sei A ein B-Modul mit - : B&® A — A. Dann definieren wir eine
links A#, B-Wirkung auf A durch (a#b) * x := a(b- z) fiir a,x € A und b € B.
Diese Wirkung setzt die A-Wirkung auf A fort und es gilt fiir a,d,z € A und
bbe Bmit v(b®a) =3, d; @ b;:

(a#b) * [@#b) xz] = a(b- (a(b-)))
= Z adi (blb . .ZC)
= (Z ad; #bib) * x = [(a#b) (a#b)] * x

Definition 1.3.10. Sei A eine links H-Modulalgebra. Sei (4 gy M die Katego-
rie, deren Objekte M links A-Moduln und links H-Moduln sind, so dafl deren
A-Modulstruktur X : A Q@ M — M ein links H-Modulhomomorphismus ist,
und deren Morphismen links A-lineare und links H -lineare Abbildungen sind.
Analog sei gMa definiert. Ist A eine rechls H-Modulalgebra, so sind M4 g
und aMpg analog definiert.

Satz 1.3.11. Sei A eine H-Modulalgebra. Der R-Modul A ® H trdgt die dia-
gonale H -Linksmodulstruktur Yagm : H® A®Q H — A ® H sowie die rechts
triviale A-Linksmodulstruktur pa®1y : AQARH — AR H. Die Komposition
dieser beiden Strukturen ergibt eine assoziative Multiplikation auf A ® H

1®Yagn
_

p (A H)® (A® H) Ao Ao H M2 AgH

mit Finselement 14 ® 1, wobei
pi(a@h)@ (0@ g)r— Y a(h-b) @ (hag).
(h)
Fiir diese Ringstruktur auf A ® H schreiben wir A#H und es gilt:

(1) A#H = A#,H ist das Smash-Produkt von A und H bzgl. v, wobei v
definiert ist durch

Pa®1

v:iHRA — H®HRA — HR®A®H —— AQ®H

und fiihrt ein Element h @ a in ein Element 3,y (h1 - a) ® hy iiber.



1.3. MODULALGEBREN 15

(2) A ist Unterring von A#H durch a — a#1;

(8) A C A#H st eine Erweiterung mit zusditzlicher Modulstruktur, wobei
A#H auf A durch a#h -b = a(h - b) wirkt und A zu einem zyklischen
A# H -Linksmodul macht. Die links A# H - Untermoduln von A sind genau
die H-stabilen Linksideale von A.

(4) A,mM = A#H — Mod.
(5) A" ~ Endagy (A) ist ein Ring.
(6) MH ~ Hompypy (A, M) fir alle M € A#H-Mod.

(7) Die Abbildung epr : H — A#H mit h — 14h ist ein Ringhomomorphis-
mus. Ist rH flach, so gilt Ker (eg) = Anng (A)H.

Beweis: Die Ringstruktur von A# H folgt aus (1), denn sei

pi=(pa®1)(1®Yagn)  ASH®A®H — A® H,

dann gilt wie man leicht verifiziert u = (ua ® pp)(1 @ v ® 1) fiir das angege-
bene v. Offensichtlich erfiillt v Eigenschaft (i) aus 1.3.6. Um Eigenschaft (i7)
nachzupriifen seien a,b € A und h,g € H:

vipg @ 1)(h@g®a) =Y Mg -a®@hyg =10 pm)v@1)(10v)(h®g®a).
(hg)

v(1®pa) (h@a®b) =Y hi-(ab)@hy = Y _(h1-a)(ho:b)@hs = (1a®1)(18v)(v@1)(h@a®b).
(h) (h)

Demnach kommutieren beide Teildiagramme aus 1.3.6(ii) und A#,B = A#H

ist eine assoziative Algebra mit Einselement 14#1.

(2) folgt aus 1.3.8, da H augmentiert ist;

(3) Wir priifen die Bedingung aus 1.3.9 nach. Nach Definition einer H-Modul-

algebra ist A ein links H-Modul und erfiillt

h(ab) = (hy-a)(hy-b) fiiralle a,b € Aund h € H.
()

Damit erfiillt v gerade die Bedingung in 1.3.9. Somit ist nach 1.3.9 A C A#H
eine Erweiterung mit zusédtzlicher Modulstruktur.
(4) Auf jedem Modul M € (4 gy M definiert man eine links A# H-Modulstruktur
durch

(a#h)-m:=a(hm) firallea€ A;me M und h € H,

so dafl M zu einem links A# H-Modul wird. Umgekehrt ist M € A# H-Mod,
dann ist M auch links A und links H-Modul durch €4 und eg. Da h(am) =
(1#h)(a#l)m = - 4y (ha - a)(ham) gilt, ist die A-Modulstruktur A@ M — M
ein links H-Modulhomomorphismus, d.h. M € (4 M.

Aussagen (5) und (6) folgen aus 1.1.3.



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(7) folgt aus 1.3.7.
|

Analog trigt H ® A eine Ringstruktur, falls A eine rechts H-Modulalgebra
ist. In diesem Fall lautet die Multiplikation: (h®a)(g®0b) := 3_ ) hg1® (a-g2)b
und M4,y = Mod — H ® A. Ferner kann man v : A®@ H — H ® A mit
v(a® g) =3y 91 ® agz wihlen, so dal H @ A durch v zu einem assoziativen
Ring H#, A wird mit M4 gy = Mod — H#, A.

Bemerkung 1.3.12. Sei A eine R-Algebra und G eine Gruppe, deren Elemente
wie Automorphismen auf A wirken. Fir die Wirkung eines Elementes g € G
auf ein Element a € A benutzen wir die tibliche Schreibweise a¥9. Dann ist A
eine links R|G]-Modulalgebra durch g-a := a9, denn g - (ab) = (ab)d = a9b9 gilt
ebenso wie 19 =1 (man erinnere sich an die Komultiplikation im Gruppenring
A(g) = g®g sowie an die Koeinheit £(g) = 1). Das Smash-Produkt A#R|[G] ist
gleich dem Schiefgruppenring AxG, denn A#R[G] ~ A = AxG als R-Modul
und ihre Multiplikationen stimmen iiberein.

Ist § eine Derivation von A, dann ist A eine links R[X]-Modulalgebra, wobei X
wie 0 auf A wirkt (siehe 1.5.4). Das Smash-Produkt A# R[X] ist isomorph zum
Differentialoperatorring A[X; 0], denn A#R[X] ~ A[X, ] durch ¥ : a# X" —
aX" als links A-Moduln. Da

(I#X)(a#l) = (1-a)#X + (X - a)#1 = a# X + §(a)#1

in A#R[X] und Xa = aX + 6(a) in A[X; 0] gelten, ist ¥ ein Ringhomomor-
phismus.

Sogenannte ”crossed products” A#,H einer Hopfalgebren H und einer Algebra
A auf die H wirkt mit Kozykel o € Homp (H ® H, A) sind Verallgemeinerungen
von Smash-Produkten jedoch im Allgemeinen keine Smash-Produkte im Sinne
von 1.8.6, denn der Homomorphismus e : H — A#,H muf kein Ringho-
momorphismus mehr sein (siehe [Mon92, Kapitel 7]). Ebenso mufi A C A#,H
keine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruktur sein, da A im Allgemeinen

kein H-Modul sein muf (fir kokommutatives H gilt dies genau dann, wenn

o(H® H) C Z(A) gilt [Mon92, 7.1.12)).

Proposition 1.3.13. Sei A eine H-Modulalgebra und seien M, N,L € gM 4.
Dann gilt:

1. Hom_4 (M, N) ist ein links H-Modul mit

Hom_ 4 (M, N)? = Homp_4 (M, N).
2. Fir alle g € Hom_4 (M,N), f € Hom_4 (N, L) und h € H gilt:

he(fog)=> (h1-f)o(ha-g)
(h)
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3. End_4 (M) ist eine links H-Modulalgebra.

4. M € End_4 (M)#H-Mod.
Beweis: (1) Nach 1.2.10 hat Homp (M, N) eine links H-Modulstruktur durch
(B~ f) sm= Y hy - f(S(h) - m).
(h)
Ist f € Hom_4 (M, N), so ist (h - f) auch rechts A-linear,

(h- f)(ma) Zhl ma))
- Zhl- ha) - m)(S(h2) - )]
()
= > hi-[f(S(h3) - m)(S(h) - a)]

= Db £(S () - m)] [0S (ha) -
(h)

= Y [ f(S(ha)-m)a= (h- f)(m)a
(h)
Aus Hompy (M, N) = Hompg(M, N)H folgt leicht Hompg (M, N) = Hom_ (M, N)H.
(2) Seien h € H, f € Hom_4 (M,N),g € Hom_4 (N, L) und m € M. Dann
gilt:
S (- fo(hy-g)(m) = Zm ~hy - g(S(ha) -m))
(h)
= Zhl‘ F(g(S(h2) - m)) = (b~ (f o g))(m)

Also h-(fog) =3 p(hi-f)o(h2-g).
(3) folgt aus (2) und aus

h -idy(m Zhl idp (S (Z h1S(ho ) -m = e(h)m,

d.h. h-idy = a(h)sz.
(4) klar, denn fur alle h € H, f € End_4 ( ) und m € M gilt:

m) =Y hi-f(e(h Zhl chg-m) =Y (hy- f)(ha -m).
(h)

(h)

Hat H eine bijektive Antipode, dann wird wie in 1.2.10 Hompg_ (M, N) fiir
M, N € A#H-Mod zu einem links H-Modul durch

(h-f):m=Y hy- (S} (h1) -m)f
(h)
fiir alle h € H und m € M. Analog zu letzter Proposition zeigt man
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Proposition 1.3.14. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode, sei A
eine H-Modulalgebra und seien M, N,L € A#H-Mod, so gilt:

1. Homa_ (M, N) ist ein links H-Modul mit

Homu_ (M, N)# = Homayw (M, N).
2. Fiir alle g € Homag_ (M,N), f € Homy_ (N,L) und h € H gilt:

he(fog)=Y (h1-f)o(ha-g)
(h)

3. Enda_ (M) ist eine links H-Modulalgebra.
4. M € gpMgna,  (m)-

Als wichtige Folgerung halten wir fest, dafi der Biendomorphismenring eines
A4 H-Moduls eine links H-Modulalgebra ist.

Folgerung 1.3.15. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode, A eine
links H-Modulalgebra und M € A#H-Mod. Dann ist Bienda_ (M) eine links
H-Modulalgebra und der natirliche Ringhomomorphismus A — Bienda_ (M)
ist ein Homomorphismus von links H-Modulalgebren mit Kern Anng (M).

Beweis: Nach 1.3.14(3) ist End4_ (M) eine links H-Modulalgebra und nach
1.3.13(3) ist Biend 4 (M) eine links H-Modulalgebra. Sei ¢ : A — Biend4_ (M)
der natiirliche Ringhomomorphismus a — L, : [m — am]. Wir priifen die H-
Linearitdt von ¢ nach. Seien h € H,a € A und m € M. Dann gilt

p(ha)(m) = (ha)ym =Y ha(a(S(h2)m)) = (h- La)(m) = [h- ¢](a)(m),
(h)

d.h. ¢(h-a) = h-p(a). Und somit ist ¢ links H-linear, d.h. ¢ ist ein H-
Modulalgebrenhomomorphismus. l

Modulalgebren als Moduln iiber Multiplikationsalgebren

Waihrend die links A# H-Modulstruktur von A das Studium der H-stabilen
Linksideale von A ermdglicht, wollen wir nun die H-stabilen zweiseitigen Ideale
von A betrachten.

Ist a ein Element aus A, so bezeichnet L, € Endpg (A) die Abbildung
L,(b) = ab und R, € Endg (A) die Abbildung R,(b) = ba fiir alle b € A. Wir
nennen L, bzw. R, die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit a. Die Multipli-
kationsalgebra M (A) einer R-Algebra A ist die von den Links- bzw. Rechts-
multiplikationen aufgespannte Unteralgebra von Endg (A). Sei B C Endg (A)
eine Unteralgebra von Endg (A), die die Multiplikationsalgebra M (A) enthilt.
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Dann ist die Erweiterung A C B eine Erweiterung mit zusétzlicher Modulstruk-
tur und A ist ein zyklischer treuer links B-Modul (hier wird A mit seinem Bild
in M(A) unter der Abbildung a — L, identifiziert). Ist A eine H-Modulalgebra,
so kann man beispielsweise fiir B die von M (A) und von der H-Wirkung er-
zeugte Unteralgebra von Endp (A) betrachten.

Definition 1.3.16. Die H-Multiplikationsalgebra (oder erweiterte Mul-
tiplikationsalgebra) My (A) von A ist die von den H-Wirkungen und von
den Links- sowie Rechtsmultiplikationen aufgespannte Unteralgebra von Endpg (A),
d.h.

Mg (A) = ({Lq, Ry, Ly, | a,b € A;h € H}) C Endg (A)

wobei Ly, € Endpg (A) die Abbildung Ly(a) = h - a bezeichnet.

Bemerkung 1.3.17. Hat A weitere Strukturen, z.B. Involution oder Gradu-
ierung, so kann auch die von diesen Wirkungen aufgespannte Unteralgebra be-
trachtet werden. Viele Ergebnisse gelten allgemein fiir solche Zwischenalgebren
M(A) C B C Endpg (A), weshalb wir gelegentlich diese grofSere Allgemeinheit
wéhlen.

Der nachfolgende Satz stellt My (A) als Bild von Smash-Produkten dar.
Satz 1.3.18. Sei A eine H-Modulalgebra und sei A®:= A @ A°P.

1. Seiv: H® A® — A° ® H definiert durch
v(h®a®b):=Y (h1-a)® (hs-b) @ hy.
(h)
Dann ist A°#,H ein Smash-Produkt.
2. Seio: AP Q@ (A#H) — (A#H) ® A definiert durch
o(b®@a#th) == afthy @ (S(hs) - b),
(h)
dann ist (A#H)#5 AP ein Smash-Produkt.

3. Die beiden Smash-Produkte sind isomorphe Ringe durch

v At I — (A#H)# 5 AP
a@r®@h  — > a®h®S(h)-
(h)
Ul (A#H)#, AP — A4, H
a@h®x = Y a®(hy-z) @M
(h)

8

Ferner haben wir einen surjektiven Ringhomomorphismus:

®2A€#VH—>MH(A) a®b®h»—>LaoRboLh
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Beweis: Fiir a,b € A sei ab das Produkt in A, wihrend a-°Pb := ba das Produkt
in A° sei. Eigenschaft (i) von 1.3.6 ist offensichtlich in (1) und (2) erfiillt.
(1)Seien a,b,z,y € A und h,g € H. Im Folgenden lassen wir das Summenzei-
chen in der Komultiplikation weg.

lopr)vel)(1eov)(h®ge(a®bd) = 1@u)(vel)(h® (g1 a®gs b)® g2)
= (1®@pu)((hgr-a)® (hsgs-b) @ he ® g2)
= hig1-a® hzgs-b® hago
= viug 1) (h®g® (a®Db)).

Damit gilt (1@ ug)(r®1)(1®v) =v(ug ®1), d.h. das linke Teildiagramm von
1.3.6(ii) kommutiert. Sei v1 := (pae ® 1)(1 @ v)(r ® 1), dann gilt:

NheEey)@@@b)) = (pae@)(1ev)((h1-z@h;-y) ®@h® (a®b))
(Hae @ 1)((h -2 ®@hs - y) ® (ha - a® ha - b) @ h3)
(h1 - z)(h2 - a) ® (ha - b)(h5 - y) @ hs

((h1 - (za)) @ (h3 - (by)) @ ha)

= v(1®pa)(h®(z®@y) ® (a®D)).

Somit gilt (pae ®1)(1@v)(r®1) = v(1®@ pge), d.h. das rechte Teildiagramm
von 1.3.6(ii) kommutiert und A°#,H ist ein Smash-Produkt.
(2)Seien a,b,z,y € Aund h,g € H.

(1@ par)(c@1)(1@0)(z @y ®@a#h) = (L& paor)(o @ 1)(x ® agthy @ S(he) - y)
(1 ® paor)(a#thy @ S(he) - @ S(hs) - y)
a#th1 @ (S(h3) - y)(S(he) - x))
= a#h ® S(h2)(yz)
= o(par @ 1)(z @y @ a#h).

Damit gilt (1®pua00)(0®1)(1®0) = o(paer ®1), d.h. das linke Teildiagramm
von 1.3.6(ii) kommutiert. Sei v2 := (paxn ® 1)(1 ® 0)(0 ® 1), dann gilt:

Y2(z @ a#h @ b#g) = (pagn ®1)(1® 0)(afthy @ S(ha) -z @ b#g)
= (papm @ 1)(a#h: @ b#g1 ® S(g2)S(ha) - )
(h1 - b)#hagi ® S(g2)S(hs) -

(h1 - b)#(h2g)1 @ S((h2g)2) - x
(z
(1

|
o

|
)

a(hy - b)#hag)

olx ®
® papn)(T @ afth @ b#g).

= 0

Somit gilt (paxr ®1)(1®0)(c®1) = o(1® pagn), d.h. das rechte Teildia-
gramm von 1.3.6(ii) kommutiert. Somit ist A#H#,A° ein Smash-Produkt.
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(3) Seien a,b,z,y € A und h,g € H dann gilt:

Y((a@z@h)(boy®g) = ¥la(h b)® (hs-y)z ® hag)
= a(hy -b) ® hag1 ® S(hsg2) - [(ha - y)7]
® h1)(b® g1)] ® S(g2)[S(h2) - [(h3 - y)z]]
® h1)(b® g1)] ® S(g2)[y(S(h2) - )]
® h1)(b® g1)] ® [S(g3) - y][S(h2g2) - 2]
® h1)(b® g1)] ® [(S(h2g2) - ] - [S(g3) - Y]
® h1 @ S(hg) - z][b® g1 @ S(g2) - Y]
= Yazh)V(boyR g).

[(a
[(a
[(a
[(a
[a

Somit ist ¥ ein Ringhomomorphismus. Da W~ = jd = U~ gilt, bestimmt
U einen Ringisomorphismus zwischen A°#, H und (A#H)#,A.

Wir haben wohl-definierte Abbildungen L4e : A — Endpg (A), und Ly :
H — Endpg (A). Sei u die Multiplikation von Endg (A), so ist ® = po (Lge ®
L) wohl-definiert. Nach Definition ist Im(®) = My (A) und ® damit surjektiv.
Um zu zeigen, dal ¢ ein Ringhomomorphismus ist beachte, dafl fiir alle h €
H a,b,x e A

h-(axb) =Y (h1-a)(hy-x)(hs-b)
(h)

gilt und damit auch

LpoL,oRy= ZL’“'“ o Rpgp0 Lip,.
(h)
Nach Definition der Multiplikation in A°#, H folgt daraus, dal ® ein Ringho-

momorphismus ist. H

Proposition 1.3.19. Sei A eine links H-Modulalgebra. Dann gilt:
(1) Die Mp(A)-Untermoduln von A sind genau die H-stabilen Ideale von A.

(2) Endpy,,a) (A) = Z(A)n AH = Z(A)H

(8) Ist A kommutativ, dann ist A#H — Mp(A) mit a#h — Lg o Ly, ein
surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern Annapup (A).

(4) Ist H kokommutativ, dann ist A® eine links H-Modulalgebra. Das in 1.3.18
definierte Smash-Produkt A4, H von A® und H bzgl. v ist dann identisch
mit dem Smash-Produkt A*#H von A° und H, wie es in 1.8.11 eingefiihrt
worden ist.

Beweis: (1) Dies gilt nach Definition.
(2) Da A C My(A) eine Erweiterung mit zusétzlicher Modulstruktur ist, gilt
nach 1.1.3 Endyy,, (1) (4) ~ AB wobei B := Mp(A). Nach Definition ist

B _ {r € A|VF € My(AVa € A: F(ax) = F(a)x}.



22 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Sei x € AP, dann gilt fiir alle h € H :
h-x=Ly(x)=Ly(la)x = (h-14)z =e(h)z,

d.h. z € A®. Ferner gilt fiir alle a € A :

xa = Ry(z) = (Ry - 14)x = ax,
d.h. 2 € Z(A). Andererseits sei € Z(A)H | dann gilt fiir allea € A und h € H:

Ly(ax) =h- (ax) = Z(hl ca)(hg-x) = (h-a)r = Ly(a)x
(h)

und firbe A:

Ry(ax) = axb = abx = Ry(a)z.
Damit und mit Ly(az) = bax = Ly(a)z ist © € AB.
(3) Ist A kommutativ, dann wird My (A) von {L,, Lp|la € A,h € H} erzeugt.
(4) A€ ist stets ein links H-Modul durch die in 1.2.9 eingefiihrte diagonale

links H-Modulstruktur. Sei A°? = 7A Angenommen H ist kokommutativ. Aus
A = A° und der Koassoziativitit von A folgt

(ARAA=(1A®1)(1x AP)A.
In der Sweedler-Notation bedeutet dies gerade fiir ein h € H:

S h@h@hs@hy=Y hi®hs®hs® hy.
(h) (h)
Seien a ® z,b @y € A° und h € H. Dann gilt
h-((a@z)(b®y)) = h-(ab®yz)
= S hy-(ab) @ hs - (ya)
(h)
= Y (hi-a)(hy-b) @ (hs-y)(ha-x)
(h)
= > (h-a)(hs-b) @ (ha - y)(ha - x)
(h)
= D [(h-a)® (ha-2)][(hs-b) © (ha-y)]
(h)
= > [h-(@@)hy- (by)]
(h)
Ferner gilt h- (1® 1) = e(h)(1 ® 1), so da3 A® eine links H-Modulalgebra ist.
Betrachten wir v aus 1.3.18. Da H kokommutativ ist, gilt fiir alle h € H und
a,r € A:

v(h@ (@)=Y (h-a)®(h3-z)@hy=> [h1-(a®x)] @ h.
(h) (h)
Damit stimmt diese Abbildung v mit der in 1.3.11(1) definierten Abbildung
iiberein, d.h. A°#,H = A°#H. R



Kapitel 2
Integrale in Hopfalgebren

In diesem Kapitel werden Integrale von Hopfalgebren untersucht. Es stellt sich
heraus, dafl die Existenz nicht-trivialer Integrale eine Endlichkeitsbedingungen
darstellt. Wir behandeln die Frage nach der Existenz von nicht-trivialen Ho-
momorphismen zwischen einer Modulalgebra und ihrem Smash-Produkt. Ins-
besondere finden wir Kriterien fiir die Separabilitdt des Smash-Produktes und
leiten schlieflich eine Kennzeichnung von separablen Hopfalgebren daraus ab.

2.1 Integrale als Endlichkeitsbedingungen

Sei H eine R-Bialgebra mit Koeinheit e. Dann bezeichnet man die Elemente
von H, =: fl als Links-Integrale. Betrachtet man R durch ¢ als rechts H-
Modul, so bezeichnet man die Elemente H, =: fr als Rechts-Integrale von H.
Aus 1.1.7 folgt, daf eine nicht-triviale prime (z.B. nullteilerfreie) R-Hopfalgebra
H keine nicht-trivialen Links- oder Rechts-Integrale enthélt. Wir werden zuerst
der Frage nach der Existenz nicht-trivialer Integrale nachgehen. Als ” Fallstudie”
stellen wir einen Satz iiber Integrale in einem Halbgruppenring voran.

Satz 2.1.1. Sei R ein kommutativer Ring und H ein Monoid. Dann besitzt die
Bialgebra R[H] genau dann von Null verschiedene Links-(bzw. Rechts-)Integrale,
wenn es eine endliche nicht-leere Teilmenge X C H gibt mit hX = X (bzw.
Xh=X) fir alle h € H.

Beweis: Angenommen R[H] besitzt ein nicht-triviales Links-Integral 0 # t =
> nhem nh. Setze X := {h € H | r, # 0}. Dann ist X eine endliche Menge. Fiir
alle g € H gilt e(g) = 1. Somit folgt gt = £(g)t = t, d.h.

Zrkgk:gt:t:Zrhh

keX heX

Da die Elemente aus H eine multiplikativ abgeschlossene Basis von R[H] bilden,

23
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erhalten wir durch Koeffizientenvergleich fiir alle h € H :

Th = Z Tk
keX,gk=h
Da rp, von Null verschieden ist, gibt es also (mindestens) ein k € X mit gk = h,
d.h. X C gX. Andererseits gilt |X| > [¢gX| und somit gilt X = ¢gX.
Sei andererseits eine endliche Teilmenge X gegeben mit ¢ X = X fiir alle g €
H, dann ist t := ), h ein Links-Integral, denn alle g € H bewirken eine
Permutation der Elemente von X, so daf§ gt =t gilt. B

Eine Halbgruppe H heifit links kiirzbar, falls zy = zz schon y = z impli-
ziert fir alle z,y,z € H.

Folgerung 2.1.2. Ist H ein links kiirzbares Monoid und ist R ein kommutativer
Ring, dann besitzt R[H| genau dann ein nicht-triviales Links-Integral, wenn H
eine endliche Gruppe ist.

Beweis: Sei e das neutrale Element von H. Angenommen R[H] besitzt ein
nicht-triviales Links-Integral, dann gibt es nach Satz 2.1.1 eine endliche Teil-
menge X, so dafl hX = X fiir alle h € H gilt. Insbesondere gibt es zu jedem
h € X ein g € X mit hg = h. Damit gilt aber auch hg = he, so dafl g = ¢
folgt, denn H war als links kiirzbar vorausgesetzt. Damit ist e in X und somit
auch jedes Element ¢ € H in X enthalten. Denn es gilt g = ge € ¢X = X.
Dies bedeutet, dafl H = X endlich ist. Ein endliches links kiirzbares Monoid ist
aber eine Gruppe, denn aus der Kiirzungseigenschaft und der Endlichkeit des
Monoids gibt es fiir jedes Element g € H eine Zahl n > 1, so daf} g = e gilt.

n—1

Damit ist g ein Inverses zu g.
Ist H eine endliche Gruppe, dann kann man X := H setzen und erhélt die

Existenz eines nicht-trivialen Links-Integrals mit Satz 2.1.1. B

Bemerkung 2.1.3. Fiir ein beliebiges Monoid H mit links Nullelement, d.h.
einem Element 0 € H mit h0 = 0 fir alle h € H kann man X := {0} in 2.1.1
setzten unabhdngig ob H endlich oder unendlich ist. Aus Folgerung 2.1.2 sieht
man dagegen, dafi Gruppen schon endlich sein miissen, wenn thr Gruppenring
ein nicht-triviales Links-Integral enthdlt. Wir werden sehen, dafl jede projektive
Hopfalgebra tiber einem Integrititsbereich schon endlich erzeugt sein mufs, wenn
ste ein nicht-triviales Links-Integral enthdlt.

Zuerst vermerken wir, daf3 endlich erzeugte, projektive Hopfalgebren stets
nicht-triviale Integrale besitzen.

Definition 2.1.4 ([Par73, Definition 3.1]). Sei I ein R-Progenerator eines
kommutativen Ringes R. Fine R-Algebra A heifit [-Frobenius Erweiterung
von R, wenn A als R-Modul endlich erzeugt und projektiv und wenn es einen
Isomorphismus A ~ Homp (A, I) von links A-Moduln gibt. Fir I = R spricht
man einfach von Frobenius Erweiterungen.
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Fiir eine R-Hopfalgebra H, die endlich erzeugt und projektiv als R-Modul
ist, ist H* ebenfalls eine R-Hopfalgebra (siehe [Par71]). Wir bezeichnen die
Integrale von H* mit fIl{* bzw. f;l*

Satz 2.1.5. Sei H eine Hopfalgebra, die als R-Modul endlich erzeugt und pro-
jektiv ist. Dann besitzt H nicht-triviale Links- und Rechts-Integrale und H st
eine I*-Frobenius Algebra mit I = fl Ferner gilt fl ~ fr ~ fIl{* ~ f;* . Ist die
Picardgruppe von R trivial, so ist H eine Frobenius Algebra und I ~ R.

Beweis: Nach [Par73, Satz 2.13] ist I ~ (H*)*°H nach [Par73, Satz 3.12]
ist (H*)°H ein R-Progenerator und nach [Par73, Satz 3.13] ist H eine I*-
Frobenius Erweiterung von R. Die Isomorphie der Integralrdume wurde in
[CDMO1, Cor.3.5] gezeigt. Ist die Picardgruppe trivial so folgt die letzte Be-
hauptung aus [Par71]. B

Bemerkung 2.1.6. Satz 2.1.5 gilt nicht mehr fir endlich dimensionale Bial-
gebren. Wie in 2.1.1 gezeigt, besitzt ein Halbgruppenring k[H| eines Monoids
H diber einem Kirper k genau dann ein nicht-triviales Links-Integral, wenn H
eine endliche Menge X enthdlt mit hX = X fir alle h € H. Ist H ein links
einfaches Monoid, d.h. H ist das einzige Linksideal von H, und ist H keine
Gruppe, dann kann es eine solche Menge X nicht geben. FEinfache Halbgrup-
pen lassen sich leicht konstruieren (siehe [How95, Theorem 3.3.1]). Als Beispiel
nehme man das Monoid H = {e,x,y} mit folgender Multiplikationstabelle:

Dann gibt es keine nicht-leere Teilmenge X C H mit hX = X fiir alle h € H.
Ist k ein beliebiger Korper, so ist k[H] eine 3-dimensionale Bialgebra ohne
Links-Integrale.

Wir zitieren eine Beobachtung von M.E.Sweedler

Satz 2.1.7. Eine Hopfalgebra H diber einem Korper k, die ein nicht-triviales
endlich dimensionales Links- oder Rechtsideal enthdlt ist endlich dimensional.
Dies st insbesondere der Fuall, wenn H ein nicht-triviales Links- oder Rechts-
Integral besitzt.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus [Swe69b, 2.7]. Das von einem Links-Integral
0#t € [, erzeugte Ideal Ht = Rt ist zyklisch. B

Wir verallgemeinern Sweedler’s Beobachtung auf Hopfalgebren, die projek-
tiv als Modul iiber einem Integritétsbereich sind. Zuerst ein wichtiges und viel-
leicht bekanntes Lemma:
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Lemma 2.1.8. Uber einem Integrititsbereich ist jeder projektive Modul mit
endlicher Goldie Dimension endlich erzeugt.

Beweis: Sei R ein Integritéitsbereich, Q sein Quotientenkorper und M ein pro-
jektiver R-Modul mit endlicher Goldie Dimension n. Dann gilt n = dimg(M ®
Q). Sei p ein Primideal von R und sei R, die Lokalisierung von R nach p. Da
R ein Integritdtsbereich ist, gilt R C R, C () und damit:

M®grQ~(M®gr Ry ®r, Q =M, ®r, Q.

Da M projektiv und R, lokal ist, ist M), frei. Somit gibt es eine Indexmenge A
mit M, ~ RZ(,A) als R,-Modul und es folgt

M&rQ~RM™ g, @~ QW

als @-Modul. Aus dimg(M ® Q) = n folgt |A| = n. Somit hat M lokal konstan-
ten Rang n und nach einem Satz von Vasconcelos [Vas69, Proposition 1.3] ist
M endlich erzeugt. B

Proposition 2.1.9. Sei H cine projektive R-Hopfalgebra mit nichi-trivialem
Links- oder Rechts-Integral t in H. Dann ist gH in jedem der folgenden Fille
endlich erzeugt:

(1) R ist ein Integrititsbereich.
(2) €(t) ist kein Nullteiler in R und R ist noethersch.
(8) Die zu t assoziierte Abbildung ¢ € Homp (R, H) ist injektiv und

(i) R ist ein endliches Produkt von Integrititsbereichen oder

(ii) R ist ein selbst-injektiver semiperfekter Ring.

Beweis: (1) Sei t € [ ein Integral und ¢ : R — H die dazugehorige H-
lineare Abbildung. Da H projektiv ist als R-Modul, ist H torsionsfrei und somit
@ injektiv. Damit ist aber auch ¥ == p® 1 : Q@ ¥~ R®r Q — H Qr Q
injektiv. H ® @ ist eine QQ-Hopfalgebra und @ eine nicht-triviale H ® @Q-lineare
Abbildung. Nach Sweedler’s Beobachtung 2.1.7 ist H ® @) endlich dimensionaler
Q-Vektorraum, d.h. p H hat endliche uniforme Dimension. Nach obigem Lemma
ist H endlich erzeugt.

(2) Nach Voraussetzung ist H und somit auch H ein projektiver R-Modul.
Sei {fi,ei}ier eine duale Basis von H°P mit f; € Homp (HP, R) und e; € HP,
so daf alle h € H in der Form

h = Z(h)fiei

i€l
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geschrieben werden kénnen, wobei nur endlich viele der Elemente (k) f; ungleich
Null sind. Sei H¢ := H ® H°P. Mittels des Isomorphismuses H ® R ~ H, kénnen
wir 1y ® f; als ein Element in Hompy_ (H¢, H) betrachten. Dadurch wird H®
zu einem projektiven links H-Modul mit dualer Basis {1y ® fi, 1 ® €;}ier, d.h.
fiir alle v € H® gilt:

=Y (Wlg®fi) 1®e),
i€l
wobei nur endlich viele der Elemente (u)(1y ® f;) ungleich Null sind. Sei
nun u = Y, S(t) @t € H® Wie wir in 2.4.1 sehen werden ist u ein H-
zentrierendes Element in H¢, d.h. es gilt

(h@lu=> hS(t) @ta =Y _ S(t) ®@tsh=(1® h)u
(t) ()

fiir alle h € H. Dann gilt folgende Identitét in H:
(A h)ul(ly @ fi) = [(h @ Du](1g ® fi) = hlu](1g @ fi),
d.h. ist [u](1y ® f;) = 0, so muB auch [(1 ® h)u](1g ® f;) = 0 gelten. Sei
Ji={iel| [ul(lp® f;) # 0}

Dann ist J endlich und jeder Index i € I, fiir den [(1 ® h)u](1y ® f;) ungleich
Null ist, ist schon in J enthalten. Bezeichne u : H¢® — H die Multiplikation,
dann erhalten wir fiir alle h € H:

he(t) = p((h @ 1)u) 1z (Z[(1®h)U](1 ® fi) - (1®ei)>

iel

- u > S8(t) @ eiltah) fi

(t) i€J

= > (t2h) fiS(tr)es.

(t) icJ

Damit ist £({)H in dem endlich erzeugten Untermodul 34 >~;c ; RS(t1)e; ent-
halten. Ist R noethersch, dann ist auch (¢)H als R-Modul endlich erzeugt. Da
(t) kein Nullteiler in R und H in einem freien R-Modul enthalten ist, ist die
Abbildung h — &(t)h ein R-Isomorphismus zwischen H und e(t)H, d.h. H ist
endlich erzeugt.

(3) Besitzt R eine Zerlegung R = Ry X - -+ X R, mit Ringen R;, so kann auch
H in ein Produkt H = Hy X --- x H, mit R;-Hopfalgebren H; zerlegt werden.
Ebenso 148t sich die Abbildung ¢ in injektive Abbildungen ¢; : R; — H; zer-
legen. Damit folgt (3.1) aus (1).

(3.ii) Nach obiger Zerlegung kann man ohne Einschrinkung R als lokal und
selbst-injektiv annehmen. Da R injektiv ist, ist R ~ Im (¢) ein direkter Sum-
mand von H als R-Modul und daher Im (¢) € Rad (H) = JH, wobei J =



28 KAPITEL 2. INTEGRALE IN HOPFALGEBREN

Jac (R). Sei H :== H/JH ~ H ®g R/J. Dann ist H eine R/J-Hopfalgebra
und ¢ kann zu einer Abbildung 0 # % : R/J — H. hochgehoben werden.
Nun ist aber R/J ein Kérper und $(1) ein nicht-triviales Integral, d.h. H ist
endlich dimensional {iber R/J nach 2.1.7. Ein Satz von Lazard ([Laz74, Pro-
position 5]) besagt, dafl ein projektiver R-Modul H iiber einem kommutativen
Ring R endlich erzeugt ist, falls H/JH endlich erzeugt ist. In unserem Fall ist
H/JH endlich dimensional iiber R/J, d.h. H/JH ist auch endlich erzeugt als
R-Modul. Nach Lazards Satz mufl somit H als R-Modul endlich erzeugt sein.
|

Uber noetherschen Integrititsbereichen erhélt man auch Sweedlers Beob-
achtung beziiglich endlich erzeugter Linksideale.

Proposition 2.1.10. Sei R ein noetherscher Integrititsbereich und H eine R-
Hopfalgebra mit rH projektiv. Besitzt H ein, als R-Modul, endlich erzeugtes,
nicht-triviales Links- oder Rechtsideal I, so ist H als R-Modul endlich erzeugt.
Dies ist insbesondere dann der Fuall, wenn H ein nicht-triviales Links- oder
Rechts-Integral hat.

Beweis: Sei 0 # L C H ein, als R-Modul, endlich erzeugtes Linksideal von
H. Dann ist M := L — H* ein, als R-Modul, endlich erzeugter links H-
Hopfmodul (siehe [Swe69b, Seite 107 Ex.(3)]). Nach Folgerung 1.2.6 wissen
wir, daf} es ein Ideal I von R gibt mit M = HI. Sei 0 # x € I ein beliebiges
Element, dann ist die Abbildung h — hx von H nach M eine injektive R-lineare
Abbildung, denn da R ein Integritdtsbereich ist und da H ein projektiver R-
Modul ist, ist H torsionsfrei. Somit ist H isomorph zu einem R-Untermodul
des endlich erzeugten Moduls M und mufl damit selber endlich erzeugt sein, da
R noethersch vorausgesetzt war. B

Bemerkung 2.1.11. Wie nach 2.1.1 bemerkt, gelten Aussagen 2.1.7, 2.1.9 und
2.1.10 nicht mehr fiir Bialgebren. Denn ist k ein beliebiger Korper und H ein
Monoid mit Nullelement N, z.B. H = (K, ) die multiplikative Halbgruppe eines
Korpers K inklusive der Null, dann besitzt k[H| ein nicht-triviales Links- und
Rechts-Integral, nimlich t = N, aber k[H] ist genau dann endlich-dimensional,
wenn H endlich ist.

Im Allgemeinen gelten Aussagen 2.1.9 und 2.1.10 nicht mehr fiir beliebige
Hopfalgebren:

Proposition 2.1.12. Sei R ein kommutativer Ring, R[X]| der Polynomring
tiber R und I :=< aX > das von aX erzeugte Ideal in R[X)] fir ein Element
0 # a € R. Dann ist H := R[X]/I eine kommutative, kokommutative R-
Hopfalgebra mit Integral 0 # a € H, wobei a = (a+ I)/I das Bild von a unter
der Projektion R[X] — H bezeichnet.
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(1) rH ist genau dann endlich erzeugt, wenn a in R invertierbar ist.

(2) rH ist genau dann projektiv, wenn Ra von einem Idempotent erzeugt
wird.

Beweis: Aus 1.2.7 folgt, dafl R[X] eine R-Hopfalgebra ist mit A(X) =1®@ X +
X®1,e(X)=0und S(X)=—X. Ferner ist I :=< aX > ein Hopfideal, denn
es gilt

A CH®I+I®H,e(I)=0 und S(I) = 1.

Damit ist H := R[X]/I eine R-Hopfalgebra. Sei  : R[X] — H die Projektion.
Wir bezeichnen mit A,z und S die induzierten hopfalgebraischen Strukturen
von H. Sei f(X) € R[X]. Dann gibt es ein by € R und ein ¢g(X) € R[X] mit
f(X) =0bo+ Xg(X) und es gilt

J(X)a—e(f(X))a = f(X)a—boa = aXg(X) € I,

d.h. f(X)a ==2(f(X))a. Somit ist @ ein Integral in H.

(1) Als R-Modul gilt pH ~ R @ (R/Ra)™. Somit ist pH genau dann endlich
erzeugt, wenn R/Ra = 0, d.h. wenn a in R invertierbar ist.

(2) rH ist genau dann projektiv, wenn R/Ra projektiv ist oder #quivalent,
wenn Ra direkter Summand von R ist, d.h. wenn Ra von einem Idempotent
erzeugt wird. Ml

Als Folgerung erhalten wir:

Folgerung 2.1.13. Zu jedem kommutativen Ring R, der ein Idempotent un-
gleich 0 und 1 zuldft, gibt es eine projektive R-Hopfalgebra H, die ein nicht-
triviales Links-Integral besitzt, aber die nicht endlich erzeugt als R-Modul ist.

Beweis: Hat R ein Idempotent e ¢ {0, 1}, dann wihle a = e in obiger Propo-
siton 2.1.12 und H = R[X]/ < eX > ist eine projektive nicht-endlich erzeugte
R-Hopfalgebra mit nicht-trivialem Integral €. B

Abschlieflend wollen wir noch untersuchen, wie sich Integrale auf Kogene-
ratoreigenschaften von H in H-Mod auswirken. Seien M, N R-Moduln so heifle
N stark koerzeugt von M, wenn N in eine direkte Summe von M einbettet.

Proposition 2.1.14. Sei H eine flache R-Hopfalgebra, so daff R von H als
links H-Modul stark koerzeugt wird. Dann werden auch alle links H-Moduln von
H stark koerzeugt, welche als R-Modul flach und isomorph zu einem Untermodul
eines freien R-Moduls sind.

Beweis: Sei p: R — H (A) eine injektive H-lineare Abbildung fiir eine Index-
menge A. Sei M ein, als R-Modul flacher, links H-Modul. Angenommen es gibt
eine Einbettung i : M — R®. Dann wird H ® M zu einem links H-Modul
durch die diagonale H-Struktur. Aus 1.2.9 folgt, dal H ® M ~ (H ® M) als
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links H-Modul gilt, wobei (H ® M) den links H-Modul mit rechts trivialer
H-Struktur bezeichnet. Da M flach ist, ist

0 —— RoM 228 HW @ M~ (He M)D) ~ (H o M)W

exakt in H-Mod. Da gH flach ist, folgt

0 —— (HeM) -2 (H® R®) ~ H®

Damit gilt M ~ R® M — H™) in H-Mod, d.h. M wird von H als H-Modul
stark koerzeugt. B

Folgerung 2.1.15. Sei R ein QF Ring und H eine projektive R-Hopfalgebra.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Jeder als R-Modul projektive links H-Modul wird von H als H-Modul
koerzeugt.

(b) H koerzeugt R als H-Modul.

(c) es gibt eine injektive H-lineare Abbildung ¢ : R — H.
(d) H ist endlich erzeugt als R-Modul.

(e) H ist eine Frobenius R-Algebra.

Insbesondere gilt: Ist R halbeinfach, so ist gH genau dann endlich erzeugt, wenn
H ein Kogenerator in H-Mod ist.

Beweis: Jeder QF Ring R hat eine Zerlegung R = Ry X --- X R, mit lokalen
QF Ringen R;. Somit gibt es auch eine Zerlegung H = Hy X --- X H, mit pro-
jektiven R;-Hopfalgebren H;.

(a) = (b) ist trivial;

(b) = (¢) Wird R von H als H-Modul koerzeugt, so wird auch jede Komponen-
te R; von H; als H;-Modul koerzeugt. Da R; ein lokaler QF Ring ist und somit
einen wesentlichen einfachen Sockel besitzt, ist R; ein kozyklischer R-Modul und
somit auch als H-Modul kozyklisch. Damit gibt es eine injektive H;-lineare Ab-
bildungen ¢; : R; — H;. Die Zusammensetzung ¢ := (p1,...,¢,) : R — H
ist eine injektive H-lineare Abbildung.

(c) = (a) folgt aus 2.1.14.

(¢) & (d) Es gibt genau dann eine injektive H-lineare Abbildung ¢ : R — H,
wenn es injektive H;-lineare Abbildungen ¢; : R; — H; gibt. Nach 2.1.9 impli-
ziert die Existenz einer injektiven H;-linearen Abbildung ¢; : R; — H; schon,
dafl H; ein endlich erzeugter R;-Modul. Falls andererseits H; iiber R; endlich
erzeugt ist, dann folgt aus 2.1.5, daf} es ein nicht-triviales Links-Integral t; € H;
gibt. Da die Picardgruppe von R; trivial ist, ist |, ;Iz ~ R; (siehe [Par71]) und
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man kann Anng, (¢;) = 0 annehmen. Somit ist die zu t; gehorige Abbildung
i : R — H; injektiv. Folglich gilt: rH ist endlich erzeugt genau dann, wenn
es eine injektive H-lineare Abbildung ¢ : R — H gibt.

(e) = (d) ist trivial, denn nach Definition sind Frobenius Algebren endlich er-
zeugt (siehe 2.1.4).

(d) = (e) Pareigis zeigt in [Par71], daB jede als R-Modul endlich erzeugte pro-
jektive R-Hopfalgebra iiber einem Ring mit trivialer Picardgruppe eine Frobeni-
us Algebra ist. Die Picardgruppe eines QF-Ringes ist trivial und nach Annahme
ist H als R-Modul endlich erzeugt und projektiv. Somit folgt (e) aus [Par71].
|

2.2 Homomorphismen zwischen einer Modulalgebra
und ihrem Smash-Produkt

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, kann die Existenz nicht-trivialer
Integrale in einer R-Hopfalgebra H als Endlichkeitsbedingung fiir H als R-
Modul angesehen werden. Integrale stehen in Bijektion zu H-linearen Abbil-
dungen von R nach H. Wir werden sehen, dafl auch die Existenz nicht-trivialer
Homomorphismen zwischen einer links H-Modulalgebra A und A# H eine End-
lichkeitsbedingung fiir H sein kann.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel. Sei G ein Monoid, dessen
Elemente wie R-Algebrenhomomorphismen auf eine R-Algebra A wirken. Auf
dem A-Modul A(©) definieren wir eine Multiplikation durch (a  h)(b % g) =
ab % hg fiir alle a,b € A und g,h € G, wobei ein Element aus A% in der
Form )’ geGa* Y geschrieben wird. Die neu entstandene R-Algebra heifit der
Schief-Halbgruppenring von A und G, und wir bezeichnen ihn mit A+ G. A
ist ein links A * G-Modul durch (a * g)x = az9 und man priift leicht nach, daf
A C A x G wieder eine Erweiterung mit zusétzlicher Modulstruktur ist. Man
kann A x G auch als Smash-Produkt der Algebra A und der Bialgebra R[G]
verstehen.

Lemma 2.2.1. Sei G ein Monoid, dessen Elemente wie R-Algebrenhomomor-
phismen auf eine R-Algebra A wirken. Dann gibt es genau dann einen nicht-
trivialen A x G-Homomorphismus ¢ : A — A *x G, wenn die Bialgebra R|G]|
ein Links-Integral enthdlt. Falls G eine Gruppe ist, mufl G in diesem Fall schon
endlich sein.

Beweis: Der Beweis lauft analog zu 2.1.1. B

Wir brauchen zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 2.2.2. Sei H eine R-Hopfalgebra und sei P ein links H-Modul, der
projektiv als R-Modul ist. Dann gilt (H @ P)H = f,®P.
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Beweis: Nach Voraussetzung gibt es einen Indexmenge A und einen zerfallen-
den Epimorphismus 7 : R — P. Die Abbildung

l@7: (H®RWY) — (H® P)

ist ein zerfallender links H-Modulhomomorphismus und induziert eine zerfal-

lende R-lineare Abbildung
p:Homp (R, (H ® R™M)) — Hompy (R, (H @ P)).
Betrachte folgendes kommutative Diagramm:

Homy (R, (H ® P)) Y~ Homy (R, (H ® R™)) =—/Homy (R, H)®)

P1 P2 ¥3

(H® P)Q (H @ RW) = ! gr(n)

Wobei 1, 2 und 3 die Auswertungshomomorphismen sind, die die entspre-
chenden Homomorphismen am Element 1i auswerten. Die Bilder der ¢; ent-
sprechen gerade den Untermoduln der H-invarianten Elemente (siehe 1.1.7).
Nun gilt

(A)
I () = (V)T = [ = [
! l

und somit folgt

(H ® RV = Tm (i53) = /®R<A>.
l

Schliefllich gilt

(H® P)" =1Im (pp1) = Im (p2(1 @ 7)) = </Z®R(A)> (ler) = /1®P'

Sei A eine H-Modulalgebra und « : A#H — A die Projektion gegeben
durch a#h — ae(h).

Proposition 2.2.3. Sei H cine R-Hopfalgebra und A eine H-Modulalgebra.
Dann gilt

Homayp (A, A#H) ~ (A#H)? = r.annagy(Ker (a)).

Angenommen die Antipode von H ist bijektiv und rA ist projektiv, dann gilt

() = (1# [ ) ().
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Beweis: Die erste Behauptung folgt aus 1.1.3, da A C A#H eine Erweiterung
mit zusétzlicher Modulstruktur ist. Falls g A projektiv und die Antipode von H
bijektiv ist, so gilt nach Lemma 2.2.2 (H ® A) ~ [[®A. Aus 1.2.9 folgt, daB
die Abbildung

¢: (H® A) — A#H mit h#ta— (hy-a) @ hs

ein Isomorphismus von links H-Moduln definiert. Das Bild von ¢ a3t sich als
(h ® a)¢p = (14#h)(a#1) schreiben, so dafl

(A#H)T = </I®A> ¢ = (1# /l> (A#1)

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen Integralen und Ho-

gilt. B

momorphismen zwischen einer Modulalgebra und ihrem Smash-Produkt auf.

Satz 2.2.4. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode und sei A eine,
als R-Modul projektive, H-Modulalgebra. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(a) Es gibt einen nicht-trivialen links A# H -linearen Homomorphismus ¢ :
A — A#H.

(b) Es gibt eine nicht-triviale links H-lineare Abbildung ¢ : R — H mit
Ker (p)A # A.

(c) Es gibt ein t € [, so daff die Abbildung A — A#H mit a — aftt
nicht-trivial ist.

Ist fl zyklischer R-Modul, dann ist A genau dann isomorph zu einem Linksideal
von A#H, wenn es ein t € [, gibt mit Anng (t) C Anng (A).

Beweis: Nach 2.2.3 gilt (A#H)? = (1# [,)(A#1) unter den gegebenen Bedin-
gungen.

(a) = (c) Sei 0 # ¢ € Homaypy (A, A#H). Dann ist (14)¢ € (A#H)Y,
und nach 2.2.3 gibt es t1,...,t, € [, und ay,...,ar € A mit 0 # (14)¢ =
Zle(l#ti)(ai#l), d.h. ¢ ist durch a — Zle(a#ti)(ai#l) gegeben. Insbeson-
dere ist fiir mindestens ein ¢ € {t1,...,tx} die Abbildung a — a+#t nicht trivial.
(c) = (b) Seit € [, und Ry : A — A#H die Abbildung (a)R; = a#t. Da A
ein flacher R-Modul ist, folgt aus Lemma 1.3.7(1) Ker (R¢) = Anng (t)A # A.
Sei ¢ : R — H die zu t assoziierte H-lineare Abbildung mit ()¢ = rt. Dann
gilt Ker (¢) = Annpg, (f) und die Behauptung folgt.

(b) = (a) Sei p € Hompy (R,H) und ¢ :=14®@p: A~ AQ R — A#H. ¢ ist
links A# H-linear. Aus der Annahme Ker (¢)A # A und der Voraussetzung rA
flach folgt ¢ # 0 mit 1.3.7(1).
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Ist fl zyklisch, dann ist jede Abbildung ¢ € Homayp (A, A#H) von der
Gestalt © — (x#t)(a#1) fiir ein t € [, und a € A. Ist ¢ injektiv, dann muf
auch R; : x — xz#t injektiv sein, d.h. man kann sich auf injektive A#H-
lineare Abbildungen der Form R; beschrinken. Nach 1.3.7(2) ist R; genau dann
injektiv, wenn Annpg (¢) C Anng (4). R

Folgerung 2.2.5. Sei R ein Integrititsbereich und H eine, als R-Modul, pro-
jektive R-Hopfalgebra. Dann ist pH genau dann endlich erzeugt, wenn die An-
tipode von H bijektiv ist und es eine, als R-Modul, projektive H-Modulalgebra
A gibt mit Homagp (A, A#H) # 0.

Beweis: Ist g H endlich erzeugt projektiv, so ist die Antipode von H bijektiv.
Aus 2.1.5 folgt fl ~ R da die Picardgruppe von R trivial ist. Somit gibt es ein
Links-Integral ¢ mit Anng (t) = 0 und jede als R-Modul projektive Modulalge-
bra A kann nach 2.2.4 in A# H eingebettet werden.

Andererseits folgt aus 2.2.3 und aus der Annahme Hom 45 (A, A#H) # 0 fiir
eine projektive Modulalgebra A iiber einer Hopfalgebra H mit bijektiver An-
tipode, daf es ein nicht-triviales Links-Integral ¢ gibt. Aus 2.1.9(1) folgt nun,
daBl H ein endlich erzeugter R-Modul ist. B

Insbesondere hat man folgende Dichotomie, die bisher in der Literatur noch
nicht beachtet worden ist.

Satz 2.2.6. Sei H eine projektive R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode tiber
einem Integrititsbereich R. Dann gilt genau eine der nachfolgenden Aussagen:

(1) Jede H-Modulalgebra A mit rA projektiv ist isomorph zu einem Linksideal
von A#H .

(II) Jede H-Modulalgebra A mit rA projektiv erfillt Hom sy (A, A#H) = 0.
Wobei Fall (I) genau dann eintritt, wenn rpH endlich erzeugt ist.

Inwieweit dieser Satz fiir Hopfalgebren gilt, deren Antipode nicht bijektiv
ist, ist mir nicht bekannt. Uber Ringen mit nicht-trivialen Idempotenten gilt
2.2.6 nicht:

Beispiel 2.2.7. Sei R = R x --- X R, ein Produkt von Ringen und seien H;
R;-Hopfalgebren. Dann ist H = Hy X --- X Hy, eine R-Hopfalgebra (siehe 1.2.8)
und die links H-linearen Abbildungen zwischen R und H sind bestimmt durch:

HOHlH (R, H) ~ HOIHH1 (Rl,Hl) X oo X HOmHk (Rn,Hn)

Damit existieren Integrale in der R-Hopfalgebra H genau dann, wenn sie in
mindestens einer der Hopfalgebren H; existieren. Ist jede Hopfalgebren H; pro-
jektiv als R;-Modul, so ist auch H projektiv als R-Modul. Nehmen wir als Bei-
spiel einen Korper k und setzen Ry = Ry = k sowie Hy = k und Hy = k[X].
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Dann ist R = k x k ein halbeinfacher Ring, H = k x k[X] ist eine R-Hopfalgebra
mit komponentenweisen Operationen (siehe 1.2.8). Insbesondere besitzt H eine
bijektive Antipode, da die Antipoden von Hi und Hsy bijektiv sind. Betrachten
wir R als triviale H-Modulalgebra, dann gilt R#H ~ H und

Homp (R, H) >~ Homy, (k, k) x Homyx) (k, k[X]) ~ k,

d.h. es gibt nicht-triviale H-lineare Abbildungen zwischen R und H. Da es kei-
ne k[X]-linearen Homomorphismen von k nach k[X] gibt, kann R nicht in H
eingebettet werden. Dies bedeutet, daf$ die Dichotomie aus 2.2.6 nicht mehr fiir
Hopfalgebren tiber halbeinfachen Ringen gilt.

Abschlielend weisen wir noch auf ein Kriterium zur Projektivitit von A als
A# H-Modul hin.

Definition 2.2.8. Fin Element a € A einer H-Modulalgebra A idiber einer R-
Hopfalgebra H heifit ein Spur-1 Element, falls es ein Links-Integral t € fl
gibt mitt-a = 1.

Spur-1 Elemente stehen in engem Zusammenhang mit der Projektivitéit von
A als A#H-Modul.

Proposition 2.2.9. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine H-Modulalgebra.
(1) Besitzt A ein Spur-1 Element, so ist A ein projektiver A# H-Modul.

(2) Hat H eine bijektive Antipode, ist fl zyklisch und ist A projektiv, als R-
und als A#H-Modul, so besitzt A ein Spur-1 Element.

Beweis: (1) Sei ¢t € [, und a € A mit ¢-a = 1. Die Abbildung 3: A — A#H
mit (z)0 := (x#t)(a#1) ist links A# H-linear, denn fiir alle z € A und h € H
gilt:

hx)B = (1#h)(z#t)(agt1)

> (b1 - m)#(hat) | (a#1)
(h)

= [ D (h - 2)#e(ha)t | (aft1)
(h)
= ((h-z)#t)(a#tl) = (h-z)B.

Nun 148t G die Abbildung « zerfallen, denn es gilt
(z)Ba = [(z#t)(a#1)]a = 2(t - a) = z,

fiir alle x € A. Damit ist A ein projektiver links A# H-Modul.
(2) Angenommen A ist ein projektiver links A# H-Modul. Dann zerfillt «, d.h.
es gibt eine A#H-lineare Abbildung 5 : A — A#H mit (z)Ba = x fiir alle
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z € A. Aus dem Isomorphismus Homagpy (A, A#H) ~ (A#H)H in 2.2.3, der
B auf (1)3 abbildet folgt (1)3 € (A#H)™. Nach Voraussetzung besitzt H eine
bijektive Antipode und A ist ein projektiver R-Modul. Somit kann (A#H )
mit (1# [;)(A#1) identifiziert werden (siehe 2.2.3) und, da [, zyklisch ist, gibt
eseint € [, und ein @ € A mit (1)3 = (1#t)(a#1). Aus der Eigenschaft
(I)Ba = 1 und obiger Darstellung von (1) folgt ¢ - a = 1, d.h. A besitzt ein
Spur-1 Element. B

2.3 Separable Smash-Produkte

Definition 2.3.1. Sei S C T eine Ringerweiterung. Fine exakte Folge von links
T-Moduln heifst (T, S)-exakt, falls sie in S-Mod zerfdllt. Ein links T-Modul M
heifsit (T, S)-halbeinfach (oder auch relativ halbeinfach), falls jede (T, 5)-
exakte Folge in o[pM] zerfillt. Ist T ein (T, S)-halbeinfacher links T'-Modul, so
sagen wir, daff T links relativ halbeinfach iber S ist. Seim : T ®gT — T
mit m(z ® y) = xy die durch die Multiplikation induzierte T-bilineare Ab-
bildung. T heifit separabel dber S, falls m als T-Bimodulhomomorphismus
zerfdllt, d.h. falls es eine T-bilineare Abbildung ¢ : T — T ®g T gibt mit
m o @ = idr (siehe [HS66, Def. 2]). Aquivalent dazu ist, dafi es ein Se-
parabilitdtsidempotent ), x; ®sy; € T ®s T gibt mit >, x;y; = 1 und
Yoitri sy =, x ®g yit fir allet € T.

Bemerkung 2.3.2. Ist T separabel iber S, dann ist T ein (T, S)-halbeinfacher
links (bzw. rechts) T-Modul ([HS66, Prop 2.6]). Insbesondere ist dann auch jeder
links oder rechts T-Modul (T, S)-halbeinfach. Also insbesondere auch S, falls
S eine T-Modulstruktur besitzt. In dieser Situation lassen sich homologische
Eigenschaften von S-Mod auf T-Mod ibertragen. Angewandt auf T = A#H
und S = A fir eine H-Modulalgebra A stellen wir nun die Frage, wann A
ein (A#H, A)-halbeinfacher Modul ist. Im Folgenden werden wir hinreichende
Bedingungen dazu angeben.

Ist A C B eine Erweiterung mit zusétzlicher Modulstruktur, dann bezeich-
net a: B — A die B-lineare Abbildung (b)a :=b- 14.

Satz 2.3.3. Sei A C B eine Frweiterung mit zusdtzlicher Modulstruktur. An-
genommen es gibt eine B-bilineare Abbildung ¢ : B — B ®4 B, so daf fiir

$:B —2 BosB 2> B 2. A

¢(1g) = 14 gilt. Dann ist A ein (B, A)-halbeinfacher B-Modul. Hier sei m :
B ®a B — B die B-bilineare Abbildung x ® y — xy.

Beweis: Man beachte, dal my : B — B eine B-bilineare Abbildung ist und
somit ¢ := mp(lp) € Z(B). Dann gilt ¢-a = a fir alle a € A, denn die
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Abbildung ¢ = amy : B — A ist links B-linear und somit gilt fiir alle a € A:

a=a-lg=a-(1g)p = (a)p = (((a)p)m)a = (ca)a = (ca) - 14 = ¢ a.

Als Folgerung erhalten wir, dafl ¢ auf alle Moduln in o[pA] wie die Iden-
titdt wirkt. Denn ist N € o[gA], dann gibt es eine Indexmenge A und einen
B-Untermodul I € A®™, so daB N isomorph zu einem B-Untermodul von
AW /T ist. Ohne Einschrinkung identifizieren wir N mit einem Untermodul
von AM/I. Fiir n € N gibt es Elemente ay € A mit n = (ay)s + I. Folglich
gilt

con=(c-ar+I=(a)r+I=n (})

Sei p(1p) =: >, ;®y; € B®4 B und sei f € Homy (M, N) fir zwei B-Moduln
M, N. Aus der Gleichung ), bx; ® y; = >, x; ® y;b fiir alle b € B folgt

~: mHZxZ y; -m)] € Homp (M, N).

Falls M, N € o[pA] und falls N ein direkter Summand von M als A-Modul ist
mit A-linearer Projektion m : M — N, dann ist 7 eine B-lineare Projektion.
Denn gilt m(n) = n fiir alle n € N, so folgt (f):

le Yi Zzi-(yi-n):c-n:n.
7

Damit ist jeder Modul in o[gA] ein (B, A)-halbeinfacher B-Modul, d.h. A ist
(B, A)-halbeinfach. B

Wir wenden obigen Satz auf die Situation an, in der B ein Smash-Produkt
ist.

Folgerung 2.3.4. Sei A#,B ein Smash-Produkt von A und B bzgl. v, so dafs
A C A#,B eine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruktur ist. Angenommen
es gibt eine B-bilineare Abbildung ¢ : B — B ®g B mit ¢¥(1p) = >, ; @ y;,
und fiir alle a € A gilt:

(%) (r@l1p)(lp®v (Zx,®y,®a>zza®xi®yi-

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Gibt es ein zentrales Element z € Z(A) mit Y, x;- (2(y;-14)) = 14, dann
ist A ein (A#,B, A)-halbeinfacher A4, B-Modul.

(2) Ist B separabel iber R mit einem Separabilititsidempotent ), x; ®y;, das
die obige Bedingung (%) bzgl. v erfillt, dann ist A#,B separabel tiber A.
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Beweis: (1) Betrachte die Abbildung

o A#,B M Ao Bg B MU Ay BY o, (A#,B)

Dann ist ¢ links A#, B-linear, denn

p(a#b) = (a#tbz;) @4 (2 @ yi) = (a#b)p(La#1p)

1
gilt fiir alle @ € A und b € B. Ferner ist ¢ B-bilinear, da ¥ B-bilinear ist. Fiir
jedes i gibt es Elemente a;; € A und y;; € B mit v(y; ® a) = >, aij @ yij,
und fiir jedes Paar (i,j) gibt es Elemente a;, € A und x5, € B, so da8
v(z; ® aij) = Y aiji @ xijk. Nach obiger Bedingung an v und ¢ gilt:

Za(@xi@yi:(u@l)(l@u) <Zmi®y¢®a> :Zaijk®xijk®yij-
A A

WG,k
Damit folgt die rechts A-Linearitdt von ¢:
p(1#1) (a#1) = > (1#2:)@a(2050y55) = Y _(agr#wir)©a(z@yi) = (a#1)p(131),
i\ ij.k
Somit ist ¢ A4, B-bilinear. Sei m : (A#,B) ® 4 (A#,B) — A#,B die Multi-
plikation, so gilt
me(1#1) - 1a =Y (1#w) (2#y:) - 1a = Y (i (2(yi - 1a))) = La.

7 )
Damit folgt die Behauptung (1) aus 2.3.3.

Gilt (2), d.h. >, z;y; = 1p, so kann man z = 14 in (1) wihlen und erhélt mit
obigem ¢:

7

me(La#lp) =Y (La#w) (Laty) = La# <Z wi%) = 1a#1p,

d.h. A#, B ist separabel iiber A. B

Wir priifen nach, wann die Voraussetzungen fiir A#H /A erfiillt sind.

Lemma 2.3.5. Sei gH eine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modulalgebra.
Seiv: H®A — A® H die Abbildung h ® a — Z(h) hia ® he, durch die die
Multiplikation auf A#H definiert wird (siehe 1.3.11). Sei h € H und a € A.
Dann gilt:

vely)(laev) [ > Sh)ehea| =Y a®S(h)®hy
(h) (h)

Istt € [, dann ist die Abbildung ¢ : H — H ® H mit h — 2 hSt) ®ta
eine H-bilineare Abbildung und erfillt die Bedingung (%) aus 2.3.4 bzgl. v.



2.3. SEPARABLE SMASH-PRODUKTE 39

Beweis: Die erste Behauptung folgt leicht:

velm)(laev) | Y Sh)ehea| = (vol)|Y S(h)®hahs
(h) (h)

= | ) S(ho)hsa @ S(h1) @ hy
(R)
= > a®8(h)@hy
(h)

Istt e fr, dann werden wir in 2.4.1 sehen, daf} ¢ H-bilinear ist. Wie wir soeben
gesehen habe, erfiillt das Element (1) = 3 ) S(t1) ® t2 die Bedingung (%)
aus 2.3.4 bzgl. v. R

Folgerung 2.3.6. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine H-Modulalgebra.

(1) Gibt es eint € [ und ein z € Z(A) mit S(t)z =14, so ist A ein projek-
tiver (A#H, A)-halbeinfacher A#H-Modul. Unter dieser Voraussetzung
gilt ferner:

(i) A#H ist relativ halbeinfach iber A, falls A Generator in A#H-Mod
15t.

(i) A#H ist separabel iiber A, falls z € Z(A)H oder H kokommutativ
181.

(2) A#H ist separabel iber A, falls H separabel iber R ist.

Beweis: Nach Lemma 2.3.5 ist die Abbildung

:H-—H®H mit h— > hS(t) @t
()

eine H-bilineare Abbildung, die die Bedingung (%) aus 2.3.4 bzgl. v.

(1) Aus 3o S(t1)(2(t21a)) = o) S(t1)(e(tz)z) = S(t)z = 1 und aus 2.3.4
folgt, dal A ein (A#H, A)-halbeinfacher A# H-Modul ist. Somit ist jeder A# H-
Modul in o[44#mA] relativ halbeinfach, und falls A Generator ist, dann ist also
auch A# H relativ halbeinfach. Dies zeigt (1.i). Ferner ist z ein Spur-1 Element,
da S(t) ein Links-Integral in H ist, und nach 2.2.9 ist A projektiv.

(L.ii) Ist H kokommutativ, dann gilt:

Z(I#S(tl))(z#tg) = ZS(tQ)Z#S(tl)tg = ZS(tg)Z#S(t1>t2 = S(t)z#lH
() (t) (t)
= la#ly
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Ist z € Z(A)H, dann folgt

D (I#S()(z#t2) = D S(ta)z#S(t1)ts
() (t)
= ZE(tQ)Z#S(tl)tg
()
= €(t)z#1H = S(t)Z#IH = 14#1g

In beiden Fillen 148t die Abbildung ¢ aus dem Beweis zu 2.3.4 die Multiplika-
tionsabbildung m zerfallen, d.h. A#H /A ist separabel.
(2) folgt aus 2.3.4. W

Bemerkung 2.3.7. Die Beobachtung 2.3.6(1)(ii) wurde in [CF92, Theorem
1.11] (siehe auch [CF94]) fir verschrinkte Produkte (”crossed products”) ge-
zeigt, unter der Voraussetzung, dafS H eine Frobenius R-Hopfalgebra ist, also
insbesondere projektiv und endlich erzeugt tiiber R. Wie gesehen, kommt man
auch ohne diese Voraussetzung aus.

Uber einer Hopfalgebra mit bijektiver Antipode ist die Existenz eines Rechts-
Integrals ¢ und eines zentralen Elementes z mit S(t)z = 1 gerade dazu dquiva-
lent, daf3 A ein zentrales Spur-1 Element besitzt.

Lemma 2.3.8. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode und sei A
eine H-Modulalgebra. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Es gibt eint € [ und ein z € Z(A) mit S(t)z = 1.
(b) A besitzt ein zentrales Spur-1 Element.

Beweis: (a) = (b) Seien t € [ und z € Z(A) mit S(t)z = 1. Fiir alle h € H
gilt:
RS(t) = (ST (R))S(E) = S(ESL(h)) = e(h)S(2),

d.h. S(t) € f,. Somit ist z ein zentrales Spur-1 Element.
(b) = (a) Seien z € Z(A) und t € [, mit tz = 1. Fiir alle h € H gilt:

STHth = STHB)STH(S(h) = STHS(h)E) = ST (t)e(h),
dh. ¢ :=5"'(t)e [ undesgilt S(t')z=tz=1.1
Folgerung 2.3.9. Sei H eine kokommutative R-Hopfalgebra mit fl zyklisch

und sei A eine kommutative, als R-Modul projektive, H-Modulalgebra. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A#H ist separabel tiber A.

(b) A ist projektiver A# H -Modul;
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(c) A besitzt ein Spur-1 Element;

Beweis: (a) = (b) Separable Erweiterungen sind relativ halbeinfache Erweite-
rungen. Damit ist A als A# H-Modul projektiv.

(b) & (c¢) Eine kokommutative Hopfalgebra hat eine bijektive Antipode. Dies
sieht man wie in [Mon92, 1.5.12 bzw. 1.5.11], wo R ein Korper ist. Aus Satz
2.2.9 folgt, daBB A ein Spur-1 Element besitzt.

(¢) = (a) Lemma 2.3.8 zeigt, daBl es Elemente ¢t € [ und z € Z(A) gibt
S(t)z = 1. Da H kokommutativ ist, folgt aus 2.3.6(1.ii), dal A#H separabel
itber A ist. B

Bemerkung 2.3.10. (b) = (a) gilt im Allgemeinen nicht mehr fiir Bialgebren.
Wir geben ein konkretes Beispiel. Wir betrachten das multiplikative Monoid
M = (Zs,-). Un Verwirrungen zu vermeiden, nennen wir die Elemente von M
um und schreibent := 0, e := 1 und x := 2. Das Element t ist ein Integral in der
Zs-Bialgebra B := Za[M]. Aus e(t) = 1 und 1.1.7 folgt, dafy Zy ein projektiver
B-Modul ist. Dies impliziert eine Zerlequng B = Bt ® B(e +t) von B als links
B-Modul (man beachte, daf$ e die Finheit von B ist). Der direkte Summand
B(e +t) enthdlt den echten wesentlichen B-Untermodul B(e + x) = Za(e + x).
Angenommen B wire separabel iiber Zs, dann wire B auch relativ halbeinfach.
Somit miifite B(e + x), als B-Modul, ein direkter Summand von B(e +t) sein,
was aber unmdaglich ist, da B(e 4+ x) wesentlich in B(e + t) liegt. Sei A := Zs.
Dann ist A eine kommutative Modulalgebra tiber der kokommutativen Bialgebra
B. Das Smash-Produkt A#B ist hier isomorph zu B. Wie schon erwdihnt ist
A# B nicht separabel tiber A, aber A ist ein projektiver A# B-Modul.

Untersuchen wir die Bedingung z € Z(A)¥ in 2.3.6(1.ii), so stellen wir
folgenden Sachverhalt fest:

Proposition 2.3.11. Sei H cine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modulal-
gebra. Angenommen, es gibt ein Links- oder Rechts-Integral t in H. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gibt ein z € Z(A)H mit S(t)z = 14.
(b) €(t) ist invertierbar in A.

Beweis: (a) = (b) Gibt es ein Element z € Z(A)" mit S(t)z = 14, so ist z das
Inverse zu £(t), denn es gilt S(t)z = e(t)z.

(b) = (a) Sei z = e(t)™! € A. Aus £(t) € R14 C Z(A) folgt, daB 2 ein links
und rechts Inverses von £(t) ist. Fiir alle a € A gilt:

az — za = ze(t)(az — za) = z(a — a) =0,
d.h. z € Z(A). Fiir alle h € H gilt:

hz—e(h)z = ze(t)[hz—e(h)z] = 2[h(e(t)2) —e(h)(e(t)2)] = 2[hla—e(h)14] =0,
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d.h. z € A, Somit folgt S(t)z = e(t)z = 14 mit z € Z(A)7. A
Aus 2.3.11 und 2.3.6(1.ii) folgt:

Folgerung 2.3.12. Ist A eine H-Modulalgebra iber einer R-Hopfalgebra H,
so daf8 es ein Links- oder Rechts-Integral t gibt mit €(t) invertierbar in A, dann
ist A#H separabel iiber A.

Beweis: Ist t € [ mit e(t) invertierbar in A, dann gibt es nach 2.3.11 ein
z € Z(A)" mit S(t)z = 1. Nach 2.3.6(1.ii) ist A#H separabel iiber A.

Ist ¢ € [, mit () invertierbar in A, dann ist S(t) € [ mit (S(t)) = e(t)
invertierbar in A. Somit folgt die Behauptung wie oben. B

Bemerkung 2.3.13. Man vergleiche obiges Korollar mit der Anforderung der
Eristenz von |G|~ in A in der Theorie der Gruppenwirkungen, wenn G eine
endliche Gruppe ist, die auf A wirkt. Seit =3 ;g € R[G]. Da e(t) = |G|
invertierbar ist in A, ist nach obigem Korollar 2.8.12 der Schiefgruppenring
A x G separabel iiber A. Die anscheinend schwichere Anforderung, daf8 A |G-
torsionsfrei ist, erlaubt es uns, A nach den Potenzen von |G| in A zu lokali-
sieren, wodurch dann in der lokalisierten Algebra A’ die Gruppenordnung in-
vertierbar wird, so daff A" x G separabel iiber A’ ist. Analog: ist A eine H-
Modulalgebra und t ein Links- oder Rechts-Integral, so daf €(t) kein Nullteiler
in A ist, dann kann A nach {1,&(t),e(t)?, ...} lokalisiert werden und man erhdlt
eine H-Modulalgebra A’ fiir die A'# H separabel tiber A’ ist.

2.4 Separable Hopfalgebren

Bezeichne Cygu(H) die Menge der H-zentralen Elemente von H ® H, d.h.

Cron(H) := {Zwi®y¢€H®H|thi@)yi—in@yih VheH}.

Der Auswertungs-Homomorphismus
vV : Hompg_pg (H,H & H) — CH®H(H) mit ¢ — gO(lH)

ist ein Isomorphismus. Wir haben folgende Korrespondenz zwischen Integralen
und H-zentralen Elementen:

Lemma 2.4.1. Folgende R-lineare Homomorphismen existieren

it : ik — Cugu(H), t — (1®S)A(t)
' Cueu(H) — I YuTi®y — (1®e) (X7 @)

mit pt o i =idj.
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Beweis: Das Bild von i’ liegt in Cgp(H), denn ist t € fl und h € H, so gilt:

A(t) QR h = Z A(E(hl)t) ® hy = Z A(hlt) ® hy = Z hit1 ® hoto ® hs.
(h) (h) (h,t)

Somit folgt:

Zt1®5<t2)h = Z h1t1®5(h2t2)h3 = Z h1t1®S(t2)S(h2)h3 = Zhh@S(tg).
(t) (h;t) (h,t) ()

Damit ist i'(t) € Cyen(H).
Wir zeigen nun, daB p'(u) ein Links-Integral ist fiir ein v € Cyeu(H). Sei
u=73 .2y € Cugu(H). Fiir alle h € H gilt

thi®yi22mi®yiheﬂ®ﬂ.
i i

Wir wenden (1 ® ¢) auf dieses Element an und erhalten:

hp'(u) = Z hae(yi) = Zmie(yih) = e(h)p'(u).

Damit ist p!(u) € J; gezeigt. B
Analog erhalten wir auch Homomorphismen bzgl. [ und Cryem(H):

A fr — Cpygn(H) t — (S®1A(®)

P Cuen(H) — |, 2Ti®y = (e®1) (3 ®@yi)
mit p" oi" = idf .

Links- bzw. Rechts-Integrale stehen also in einem engen Zusammenhang zu
H-zentrierenden Elementen von H @ H.

Als Konsequenz aus den Ergebnissen der letzten Abschnitte erhalten wir
nun eine Charakterisierung von separablen R-Hopfalgebren H, die keine a priori
Anforderungen an pH stellt und die bekannte Charakterisierungen von halb-

einfachen Hopfalgebren iiber Koérpern, bzw. von endlich erzeugt projektiven
separablen Hopfalgebren verallgemeinert.

Satz 2.4.2. Fir eine R-Hopfalgebra H sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) H ist separabel iber R.
(b) H ist links oder rechts relativ halbeinfach tber R.
(c) A#H st separabel iber A fiir alle H-Modulalgebren A.
(d) A ist projektiver A#H-Modul fiir alle H-Modulalgebren A.

(e) R ist projektiv als links oder rechts H-Modul.
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(f) es gibt ein Links- oder Rechts-Integral t mit (t) invertierbar in R.

Erfillt H eine der obigen Aussagen, so ist H eine Azumaya Algebra iiber seinem
Zentrum und somit eine PI-Algebra, endlich erzeugt projektiv und separabel iiber
seinem Zentrum. Ist pH projektiv und eine der obigen Aussagen ist erfiillt, so
ist rH endlich erzeugt.

Beweis: (a) = (b) folgt aus [Wis96, 28.5];

(b) = (e) aus [Wis96, 20.5] folgt, daf8 R ein (H, R)-projektiver H-Modul ist. So-
mit zerfillt € in H-Mod, d.h. R ist projektiv als links bzw. als rechts H-Modul;
(e) = (f) folgt aus Hompy_ (R, H) ~ [, bazw. Hom_p (R, H) ~ [ ;
(f) = (c) folgt aus 2.3.12;

(¢) = (a) trivial mit A = R;

(c) = (d) ist klar mit [Wis96, 28.5 und 20.5];

(d) = (e) trivial fiir A = R.

Ist H separabel iiber R, dann ist auch H separabel iiber seinem Zentrum und
somit Azumaya (siche [Wis96, 28.4]). Zentrale Azumaya Algebren sind insbe-
sondere endlich erzeugt und projektiv und somit PI (siehe [Wis96, 28.1]). Da8
projektive separable Erweiterungen endlich erzeugt sind, folgt aus [Wis96, 28.5].
|

=
=
=
=

Bemerkung 2.4.3. Die Aquivalenz (a) < (f) wurde auch in [KS00, Corollary
5.2] bzw. in [Par73] fir Hopf-Frobenius Algebren gezeigt, d.h. endlich erzeugt
projektive Hopfalgebren, die auch Frobenius sind. Wie wir sehen, sind solche
starken Voraussetzungen nicht nitig.

Wie aus 2.1.1 folgt, gilt (f) = (a) nicht mehr fiir Bialgebren diber Kérpern.
Denn ist M ein unendliches Monoid mit links Nullelement t € N, dann kann
X ={t} in 2.1.1 gewihlt werden. Ist k ein beliebiger Kdrper, dann ist k[ M| eine
unendlich-dimensionale Bialgebra, die ein Links-Integral t besitzt mit e(t) = 1.
Auch gilt die Implikation (f) = (b) nicht mehr fir Bialgebren wie in 2.5.10
bemerkt wird. Figenschaft (b) des obigen Satzes wird oft auch als Maschkes-
Eigenschaft bezeichnet. Beim Studium von halbeinfachen Hopfalgebren spielt
diese Eigenschaft eine zentrale Rolle und reicht oft alleine aus um bestimm-
te Ergebnisse zu erzielen, weswegen wir uns auf diese Figenschaft beschrinken
werden. Halbeinfache Hopfalgebren H hingegen sind, wie wir gleich sehen wer-
den, endlich erzeugt und projektiv iber R sowie separable Frobenius R-Algebren
und machen R selbst schon halbeinfach.

Ist A eine augmentierte R-Algebra, so ist jedes Ideal I von R auch ein A-
Untermodul von R. Ist I ein direkter Summand von R als A-Modul, so ist
er auch direkter Summand als R-Modul. Damit folgt, ist A eine halbeinfache
augmentierte R-Algebra, so ist R halbeinfach. Insbesondere ist also jede halb-
einfache augmentierte R-Algebra projektiv als R-Modul.
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Proposition 2.4.4. Eine R-Hopfalgebra H ist genau dann halbeinfach (als
Ring), wenn H dber R separabel und R halbeinfach ist. Insbesondere ist jede
halbeinfache R-Hopfalgebra auch endlich erzeugt und projektiv tiber R.

Beweis: Dafl H iiber R separabel und R halbeinfach eine hinreichende Bedin-
gung fiir H halbeinfach ist, ist klar. Andererseits ist H halbeinfach als Ring,
dann ist R ein projektiver links H-Modul und somit nach 2.4.2 ist H iiber R
separabel. Aus obiger Bemerkung folgt R halbeinfach. Ist H halbeinfach, dann
ist also R ebenfalls halbeinfach und somit ist rH projektiv. Da H iiber R
separabel ist, folgt auch g H endlich erzeugt. B

Bemerkung 2.4.5. Die Tatsache, daf$ halbeinfache Hopfalgebren tiber Korpern
endlich dimensional sind, war bekannt (siehe [Swe69b, Bemerkung nach 2.7]);
allerdings impliziert schon die Fxistenz eines Integrals, dafS die Hopfalgebra
endlich dimensional ist). Obige Verallgemeinerung zeigt, daf$ alleine die Anfor-
derung "H ist halbeinfach” schon rH endlich erzeugt impliziert, ohne a priori
Anforderungen an R oder pH zu stellen.

Separable R-Hopfalgebren, die nicht halbeinfach sind, lassen sich leicht an-
geben:

Beispiel 2.4.6. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnungn > 1. Sei R := Z[%]
die klassische Lokalisierung von Z nach {1,n,n? ...}. Dann ist H := R|[G]
eine separable R-Hopfalgebra nach 2.4.2, da n = |G| = &(t) (mitt =3 c;9)
invertierbar ist in R. Aber H ist nicht halbeinfach, da R kein Korper ist.

Ist H eine R-Hopfalgebra, dann ist ein reiner R-Untermodul K von H eine
Unterhopfalgebra, wenn K eine Unteralgebra von H ist mit A(K) C K ®
K und S(K) C K. Eine Unterhopfalgebra K von H heiit normal, wenn K
gegeniiber der links und rechts Adjunktion abgeschlossen ist, d.h. wenn fiir alle
heHundkeK: Y mkS(hy) € K und Y S(h)khg € K. Fiir normale

(h) (h)
Unterhopfalgebren wird der Quotient H = H/K™H mit K* := K NKer (¢) zu
einer R-Hopfalgebra. Ferner gilt auch K™ H = HK™. Folgender Satz erweitert
[Lin01, Theorem 3.10] von Hopfalgebren iiber Kérpern zu Hopfalgebren iiber
Ringen (ohne Projektivitidtsbedingungen):

Proposition 2.4.7. Sei H eine R-Hopfalgeba, K eine normale Unterhopfal-
gebra mit Quotientenhopfalgebra H = H/KTH wobei KT = K N Ker (¢).
Angenommen K und H sind separabel iber R, dann ist H separabel iiber R.
Beweis: Sei ¢ ein Links-Integral von K mit £(¢) = 1 und sei 5 ein Links-Integral
in H mit £(5) = e(s) = 1. Dann gilt auch £(st) = 1. Wir zeigen nun, daf§ st ein
Links-Integral in H ist. Sei h € H, dann folgt aus hs = e(h)5 in H, daf es ein
x € KTH gibt mit

hs—e(h)s=x € KTH=HK".
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Nun gilt K¢t =0, d.h. hst — e(h)st = xt = 0. Nach 2.4.2 ist H separabel iiber
k.1

Lemma 2.4.8. Sei H eine R-Hopfalgebra und K eine normale Unterhopfal-
gebra mit Quotient H. Ist H separabel tiber R, so ist H separabel iiber R, und
falls kH frei ist, ist auch K separabel iber R.

Beweis: Es gilt H = H/KTH ~ H ®k R und sei f der folgende Ringhomo-
morphismus
f221®€2 HZH@KK—>H®KR

f ist surjektiv. Da H separabel iiber R, ist H separabel iiber K nach [HS66,
Prop 2.5(1)] und nach [HS66, Prop. 2.4] ist f(H) separabel tiber f(K). Aus
f(H) ~ H und f(K) ~ R folgt H separabel iiber R.

Um zu zeigen, dafl K separabel iiber R ist, falls H iiber K frei ist, kann man
den Beweis von [Mon92, 2.2.2(2)] auf unsere Situation tibertragen. W

Proposition 2.4.9. Sei H eine projektive R-Hopfalgebra iiber einem lokalen
Ring R, und sei K eine normale Unterhopfalgebra von H, rRK endlich erzeugt
mit Quotient H. Dann ist H genau dann separabel iber R, wenn K und H
separabel iiber R sind.

Beweis: Sind K und H separabel iiber R, dann ist nach 2.4.7 auch H separabel
iiber R. Andererseits sei H separabel iiber R. Dann ist H auch endlich erzeugt,
da H ein projektiver R-Modul ist. Nach [KS99, Lemma 5.2] ist H ein freier
links (und rechts) K-Modul. Somit sind K und H separabel iiber R nach 2.4.8.
|



Kapitel 3

Lokalisierungen von
Modulalgebren

In diesem Kapitel wird der Frage nachgegangen, inwieweit die Wirkung
einer Hopfalgebra auf eine Modulalgebra auf einen Quotientenring dieser Mo-
dulalgebra erweitert werden kann. Dabei untersuchen wir zuerst torsionstheo-
retische Quotientenringe und wenden unsere Ergebnisse auf den maximalen
Quotientenring einer Modulalgebra an. An dieser Stelle werden wir dann FEi-
genschaften von Neumann regulédrer Modulalgebren betrachten. Danach werden
wir einen zentralen Abschluff von H-semiprimen Modulalgebren konstruieren,
der nach Konstruktion eine Modulalgebra sein wird. SchlieBlich vergleichen wir
unsere Konstruktion mit der Konstruktion des Martindale Quotientenringes fiir
Modulalgebren.

3.1 Quotientenringe von Modulalgebren

Sei A eine R-Algebra, I eine Teilmenge von A und a € A. Dann setzt man
Ia=':={be A|ba € I}. Fiir Ia~! findet man auch oft die Notation (a : I) in
der Literatur.

Definition 3.1.1. FEine nicht-leere Menge F von Linksidealen eines Ringes A
heifit Gabriel-Topologie, falls folgende FEigenschaften erfillt sind:

() VIe FNJCA:[ICJ=JecF]|

(i) VI,J e F:INJ e F.

(iii) VI € F,a€ A:Ta" ! € F.

(iv) VJCA:[{Il e FNael:Jat e F} = Je F|
Linksideale I € F bezeichnet man auch als F-dichte Linksideale.

47
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Es ist bekannt, dal Gabriel-Topologien F auf A und erbliche Torsionstheo-
rien 7 in A-Mod in Bijektion zueinander stehen (siche [Ste75, VI.5.1]). Jeder
erblichen Torsionstheorie 7 wird dabei die Gabriel-Topologie

Fr:={I C A|A/I ist T-torsion}
zugeordnet. Jeder Gabriel-Topologie F wird die, durch die Torsionsklasse
{M € A—Mod|Vm € M Anngp (m) € F}
definierte erbliche Torsionstheorie 7+ zugeordnet.

Definition 3.1.2. Sei F eine Gabriel-Topologie auf A, sei T die zu F as-
soziierte Torsionstheorie und sei M ein links A-Modul mit M = M/T(M).
Sei E(M) die injektive Hiille von M in A-Mod. Dann ist der Quotientenmo-
dul Qr(M) von M definiert als Zwischenmodul M C Qr(M) C E(M) mit
QrF(M)/M = 7(E(M)/M).

Proposition 3.1.3. Seien A, F und 7 wie oben. Dann gilt fiir jeden T-torsions-
freien links A-Modul M mit injektiver Hiille E(M):

Qr(M)={z€ EM)|3IeF : Iz C M}

Fir M = Aist Q#(A) ein Ring. Wir sind daran interessiert, die H-Wirkung
einer H-Modulalgebra A auf einen Quotientenring @ £(A) fortzusetzen. Im spe-
ziellen Fall, wo der injektive Kogenerator der zu F gehorigen Torsionstheorie
eine A# H-Modulstruktur besitzt, konnen wir die H-Wirkung direkt fortsetzen:

Lemma 3.1.4. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode und A eine
links H-Modulalgebra. Sei M € A#H — Mod mit aM injektiv und A C M.
Sei F die Gabriel-Topologie der von M koerzeugten Torsionstheorie in A-Mod.
Dann ist Qr(A) eine H-Modulalgebra mit A als Untermodulalgebra.

Beweis: Ohne Einschrankung kann angenommen werden, dafl M zyklisch iiber
seinem Endomorphismenring ist. Sonst betrachte man den Modul M := MM =
[Lcas My, mit M, = M. M ist injektiv und koerzeugt dieselbe Torsionstheorie
wie M. In [Ste75, IX.3.2] wurde gezeigt, daB M zyklisch iiber seinem Endo-
morphismenring ist. Sei ¢ : A — Qx(A) die Einbettung von A in Qr(A)
und sei n : A — Biend4— (M) der kanonische Ringhomomorphismus a ——
L, : [m — am]. M ist ein treuer A-Modul und somit ist 7 injektiv. Nach Satz
[Ste75, IX.3.3] gibt es einen Ringisomorphismus A : Qz(A) ~ Biends_ (M),
so daBl Ay = n gilt. In 1.3.15 haben wir gezeigt, dafl Biend4— (M) eine links
H-Modulalgebrenstruktur besitzt, so daf§ n H-linear ist. Der Isomorphismus A
induziert eine H-Modulalgebrenstruktur auf Qz(A) durch hg := A~} (hA(q)).
Aus der H-Linearitiit von 1 und aus 1) = A~ konnen wir nun folgern, daf auch
1 H-linear ist. Ebenfalls verifiziert man, dal Qz(A) eine links H-Modulalgebra
ist, da Biend4_ (M) eine Modulalgebra ist. B
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Um die H-Wirkung fortzusetzen, wére es wiinschenswert, dafl F eine Basis
aus H-stabilen Idealen beséfle.

Definition 3.1.5. Sei H eine R-Hopfalgebra, A eine links H-Modulalgebra
und F eine Gabriel-Topologie auf A. Ist I ein Linksideal von A, so bezeichnen

wir das gréfste H-stabile Linksideal, welches in I enthalten ist, mit Ig und
definieren Fr :={I € F | Iy € F}.

Im Allgemeinen mufl Fp; keine Gabriel-Topologie mehr sein, da nicht klar
ist, ob Ia~! fiir ein @ € A und ein I € Fy wieder ein H-stabiles Linksideal
enthélt. Ist H endlich erzeugt als R-Modul so halten wir fest:

Lemma 3.1.6. Sei H eine endlich erzeugte R-Hopfalgebra, A eine links H -
Modulalgebra und sei F eine Gabriel-Topologie auf A. Dann ist Fy eine Gabriel-
Topologie auf A.

Beweis: Wir folgen dem Beweis von V.Selvan [Sel94, Lemma 2.1.7]. Eigen-
schaften (i) und (é¢i) von 3.1.1 folgen unmittelbar. Sei {hi,...,h,} ein R-
Erzeugendensystem fiir H. Wir zeigen Eigenschaft 3.1.1(iii). Sei I € Fp und sei
a € A. Wir miissen zeigen, dal Ia~! ein H-stabiles Linksideal aus F enthiélt.
Weil H endlich erzeugt ist und Iy € F gilt:

K = ﬂIH hia) ' = () Ig(ha) ' CIy(1-a)"' =Iya™' CIa™".
i=1 heH

Da K ein endlicher Durchschnitt von Linksidealen aus F ist, gilt K € F. Ferner
gilt K(Ha) CIpy.Seige H,1<i<nundk € K, dann gilt

(gk)(hia) Zgl S(g2)hia)) € H(K(Ha)) C Iy,

d.h. gk € Ig(h;a)~! fiir alle i. Somit ist gk € K fiir alle ¢ € H, d.h. K ist
H-stabil. Damit ist K € Fy und K C (Ia™ ')y C Ia™ 1.

Eigenschaft (iv) : Sei J ein Linksideal von A, so dafl es ein I € Fp gibt mit
Ja~' € Fpy fiir alle @ € I. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, daf
I H-stabil ist. Sonst gehe man zu Iy iiber. Dann gilt: (Ja ')y € F und
K = NL,(J(hia) ™)y € F fiir alle a € I.Es gilt K(Ha) C J, und, da
alle (J(h;a)™')g H-stabil sind, ist auch K H-stabil. Als Produkt zweier H-
stabiler Ideale ist auch KI H-stabil. Und aus Ka C J fiir alle a € I folgt
Ka C KI C Jy. Damit ist aber K C Jya~! fiir alle a € I. Da F eine Gabriel-
Topologie ist, folgt Jy € F, d.h. Fy erfiillt Eigenschaft (iv). B

Satz 3.1.7. Sei H eine endlich erzeugte R-Hopfalgebra mit bijektiver Anti-
pode, A eine links H-Modulalgebra und F eine Gabriel-Topologie auf A mit
assoziierter Torsionstheorie 7. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(a) Qr(A) ist eine links H-Modulalgebra, T(A) ist H-stabil und A/T(A) ist
eine Untermodulalgebra von Qx(A).

(b) Qr(A) =Qr,(A) und 7(A) =T (A).

Beweis: (a) = (b) Sei gH endlich erzeugt mit Erzeugendensystem {h1, ..., hy,}.
Sei A:= A/7(A). Nach 3.1.6 ist Fy eine Gabriel-Topologie und da Fy ein Un-
terfilter von F ist, gilt Qz,(A) C Qr(A). Wir zeigen Qr(A) C Qr, (A). Fiir
ein Element g € Qr(A) setzen wir

I:= ﬁZ(th)_l.
=1

Dann gilt I(Hq) C A und I ist H-stabil. Folglich gilt I € Fg. Nun impliziert
Iq C A nach Proposition 3.1.3 ¢ € Qx, (A).
(b) = (a) Ohne Einschrankung kann 7(A) = 7y (A) = 0 angenommen werden.
Dann gilt:

Qr(A) =Qr,(A) ~lim Homy- (I, A4) = lim

—IeFy HE]_.HHOIHA_ ([HaA)

1

Nach 1.3.14(1) sind alle Hom4_ (Ig, A) links H-Moduln, und somit ist der di-
rekte Limes dieser H-Moduln ein links H-Modul. Die Modulalgebreneigenschaft
folgt aus 1.3.14(2). B

Definition 3.1.8 (Selvan [Sel94]). Sei H eine R-Hopfalgebra. Eine Gabriel-
Topologie F auf einer links H-Modulalgebra A heifst H-invariant, wenn F =
Fr gilt.

Eine Gabriel-Topologie ist H-invariant genau dann, wenn sie eine Basis
von H-stabilen Linksidealen besitzt. Nach Satz 3.1.7 erlaubt eine H-invariante
Gabriel-Topologie eine Fortsetzung der H-Wirkung auf den Quotientenring von
A.

Um die Wirkung einer Hopfalgebra auf den Quotientenring einer Modulal-
gebra fortsetzen zu konnen wihlt Montgomery eine andere Bedingung.

Definition 3.1.9 (Montgomery [Mon92]). Sei H eine R-Hopfalgebra, A
eine links H - Modulalgebra und F eine Gabriel-Topologie auf A. Fin Endo-
morphismus f € Endg (A) heifit F-stetig, wenn Urbilder von F-dichten Links-
idealen unter f wieder F-dicht sind. Wir sagen, daff H F-stetig auf A wirkt,
falls fir alle h € H der Endomorphismus Ly, : a — ha F-stetig ist.

In der Torsionstheorie sind Kompatibilitdtsbedingungen bzgl. einer Torsi-
onstheorie und eines Ringhomomorphismus schon ldnger studiert worden (siehe
[Gol86], [LouT76], [BJVI5]).
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Definition 3.1.10 (Louden [Lou76]). Wir sagen, eine Gabriel-Topologie F
auf einer links H-Modulalgebra A ist kompatibel mit der Einbettung A —
A#H, falls

F:={I CA#H |IN(A#1) € F}
eine Gabriel-Topologie auf A#H ist.

K.Louden nennt kompatible Torsionstheorien fiir Ringerweiterungen R C S
S-gut (siehe [Lou76, S. 517]). Wir folgen hier der Terminologie von [BJV95].

Satz 3.1.11. Sei H eine R-Hopfalgebra, A eine links H-Modulalgebra und F
eine Gabriel-Topologie auf A. Betrachte folgende Aussagen:

(i) F ist H-invariant.
(i) H wirkt F-stetig auf A.
(111) F ist kompatibel mit der Einbettung A — A#H.

Dann gilt (i) = (ii) und ihre Umkehrung, wenn pH endlich erzeugt ist. Ist die
Antipode von H bijektiv, so gilt (ii) = (iii).

Beweis: (i) = (i1) Ist h € H und I € F, so ist Iy € F und damit hig C Iy C
I,dh. Iy C IR teF.

Ist rH endlich erzeugt und sei {h; ..., h,} ein R-Erzeugendensystem, dann ist
fiir alle I € F auch J := ()}, Th; ' € F. Ferner priift man leicht nach, daB .J
H-stabil ist, d.h. J C Iy € F.

(ii) = (vit) Sei 7 die zu F assoziierte Torsionstheorie, M ein links A#H-
Mod und m € 7(M). Dann existiert ein I € F mit I'm = 0. Sei h € H und
A(h) = > 5y hi @ hi. Fiir alle 1 < k < n gibt es, nach Voraussetzung, ein
I, € Fmit STYh))I, CI. Firallex € J:=11N---NI, € F gilt:

w(hm) =Y hi[(S™ (hy)x)m] € Y hy(Im) = 0.
k=1 k=1

Dies impliziert J(hm) = 0 und somit hm € 7(M), da J € F ist. Der Tor-
sionsuntermodul 7(M) ist also H-stabil und somit ein A# H-Modul. In [Lou76,
Theorem 2.5] wurde gezeigt, dal 7 genau dann kompatibel mit der Einbettung
A — A#H ist, wenn 7(M) fiir jeden A# H-Modul ein links A# H-Modul ist.
|

Der Folgende Satz ist ein spezieller Fall von [Lou76, Theorem 2.7]:

Satz 3.1.12. Sei H eine R-Hopfalgebra, A eine links H-Modulalgebra und F
eine Gabriel-Topologie auf A. Angenommen A#H ist flach als rechts A-Modul
und F ist kompatibel zur Einbettung A — A#H, dann ist Qr(A) ein links
A#H-Modul.

Beweis: Nach [Lou76, Theorem 2.7] ist Qr(A) ~ Qz(A) € A#H-Mod. Dies
induziert auch eine links A# H-Modulstruktur auf Q-(A). &
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3.2 Maximale Quotientenringe und Von Neumann
reguliare Modulalgebren

Sei Qmaz(A) der maximale Quotientenring einer H-Modulalgebra A. Bekannt-
lich ist Qmax(A) links selbst-injektiv und von Neumann regulir, falls A links
nicht-singuldr war. Es stellt sich die Frage, wann die H-Wirkung von A auf
Qmaz(A) fortgesetzt werden kann. In [Rum93] behauptet D.Rumynin, dafl dies
stets der Fall sei, wenn H eine halbeinfache Hopfalgebra iiber einem Ko&rper
ist. Wie Rumynin jedoch spéter bestétigte, ist eine Liicke in seinem Beweis.
Im Folgenden werden wir Rumynins Ansatz erldutern. Sei E(A) die injektive
Hiille von A als A#H-Modul. Die grundlegende Idee in [Rum93] ist, die von
E(A) koerzeugte Torsionstheorie in A-Mod mit der Lambek Torsionstheorie in
A-Mod, also der von der injektiven Hiille A von A in A-Mod koerzeugten Torsi-
onstheorie, zu vergleichen. Lemma 3.2.2 impliziert, daf§ E(A) injektiv in A-Mod
ist, wenn A#H 4, flach ist.

Lemma 3.2.1. Sei H eine, als R-Modul flache, R-Hopfalgebra. Fiir jede links
H-Modulalgebra A ist sAA#H flach. Hat H eine bijektive Antipode, so ist auch
A#H flach als rechts A-Modul.

Beweis: Sei M € Mod — A. Dann gilt M @4 A#H ~ M ®gr H als R-Moduln.
Da — ®pg H ein exakter Funktor ist, ist auch — ® 4 A# H exakt. Besitzt H eine
bijektive Antipode, so gilt A#H ~ H ®p A als rechts A-Moduln (siehe [Mon92,
7.2.11] oder [Gru96, 1.17]). Ist nun M € A — Mod, dann gilt

A#H@AM2H®RA®AM2H®RM

als R-Moduln. Da H ®g — ein exakter Funktor ist, ist also auch A#H ®4 —
exakt. H

In Zusammenhang mit der Flachheit der Hopfalgebra, steht folgendes niitz-
liche Lemma.

Lemma 3.2.2. Sei S C T eine Ringerweiterung mit Ts flach, dann ist jeder
injektive links T'-Modul auch ein injektiver links S-Modul.

Beweis: Sei M ein injektiver links 7-Modul und sei folgendes Diagramm in
S-Mod gegeben:
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Tensorieren wir mit 7' ®g —, so erhalten wir ein Diagramm:

0 'L L
1r®id 1r®id
0— ITes L LT 94 K
id®g
T og M
¥
M

wobei ¢ : T®gM — M die T-lineare Abbildung ¢ (t®m) = tm bezeichnet. Da
M ein injektiver T-Modul ist, gibt es eine T-lineare Abbildung h: T ®g K —
M mit (id ® f)h = (id ® g). Ferner gilt fiir alle x € L :

(z)(17 ® id)(id ® g) = 17(z)g = (x)g,

d.h. g = (17 ® id)(id ® g)1. Definieren wir b/ := (17 ® id)h : K — M, so gilt
fh = g. Ferner ist h’ auch S-linear, da (17 ® id) und h S-linear waren. Somit
ist M als links S-Modul injektiv. B

Fiir den Rest dieses Abschnittes sei folgende Notation festgelegt: Sei H
eine, als R-Modul flache, R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode, A eine links
H-Modulalgebra. Sei A die injektive Hiille von A in A-Mod, D die Gabriel-
Topologie der Lambek Torsionstheorie, £ (A) die injektive Hiille von A in A# H-
Mod, £ die Gabriel-Topologie der von E(A) koerzeugten Torsionstheorie.

Es sei an die Notation Fp erinnert (siehe 3.1.5).

Proposition 3.2.3. Mit obigen Bezeichnungen gelten folgende Aussagen:
(1) LCD
(2) Ly =Dpy.
(3) Qr(A) ist eine links H-Modulalgebra mit Untermodulalgebra A.

Beweis: (1) Nach Lemma 3.2.1 ist A#H 4 flach, und nach 3.2.2 ist E(A) ein
injektiver A-Modul. Damit kann die Einbettung von A nach F(A) zu einem
Homomorphismus ¢ von A nach E(A) hochgehoben werden, dessen Kern trivial
sein muf}, da A wesentlich in A liegt. Die Injektivitéit von A liBt o zerfallen,
so daBf A isomorph zu einem direkten Summanden von E(A) ist. Damit folgt
unmittelbar £ C D.

(2) Die Inklusion £ C D impliziert gerade Ly C Dpg. Sei nun I € Dy und
f € Homa_ (A/I,E(A)). Sei (1)f = q € E(A), dann gilt I¢ = 0 und auch
I(Hq) =0, denn fiir alle h € H,xz € I gilt

2(hg) = 3 hal(S ™ (h)a)g) = O,
(h)
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da I H-stabil ist. Sei K := A#Hq und k := ), a;(hiq) € ANK mit a; € A
und h; € H. Da D eine Gabriel-Topologie ist, gibt es ein Ideal J € D mit
0# Jk C ITund 0 # Ja; C I fiir alle 4. Dies ist aber ein Widerspruch zu
Jk =), Jai(hiq) C I(Hq) = 0. Somit ist K N A = 0, und, da A wesentlicher
A# H-Untermodul von E(A) ist, folgt K = 0. Damit miissen aber auch g bzw.
f gleich Null sein. Folglich ist I € L.

(3) folgt aus 3.1.4.

[ |

Um die H-Wirkung einer H-Modulalgebra A auf ihren maximalen Quoti-
entenring fortzusetzen, versuchte Rumynin in [Rum93] Qmaz(A) = Q£ (A) zu
zeigen. Wir zeigen, daf}, falls die H-Wirkung auf Q.. (A) fortgesetzt werden
kann, Qmaz(A) = Qr(A) folgt.

Satz 3.2.4. Sei H eine endlich erzeugte, flache R-Hopfalgebra mit bijekti-
ver Antipode und A eine links H-Modulalgebra. Der mazimale Quotientenring

Qmaz(A) ist genau dann eine links H-Modulalgebra mit A als Untermodulalge-
bra, wenn Qmaz(A) = Qr(A) gilt.

Beweis: Sei {hy,...,h,} ein Erzeugendensystem fiir H. Ly ist ein Unterfilter
von L, weshalb @, (A) ein Unterring von Qz(A) ist. Sei ¢ € Q,(A). Da nach
3.1.4 Qr(A) eine H-Modulalgebra ist, gilt mit 3.1.7 Qz(A) = Qz,(A). Aus
3.2.3(2) folgt nun Dy = Ly und somit Qg(A) = Qp,(A). Es gilt L C D
und Qr(A) € Qp(A) = Qmaz(A). Ferner ist A bzgl. beider Torsionstheo-
rien torsionsfrei. Damit folgt aus 3.1.7, dal Qmax(A) genau dann eine links
H-Modulalgebra ist, wenn Qmaz(A4) = Qp,(A) gilt. Wie oben gezeigt gilt
Qpy (A) = Qr(A), so dafi die Behauptung folgt.

Bemerkung 3.2.5. Ist R semilokal, so ist die Anforderung: "H ist flach und
endlich erzeugt als R-Modul mit bijektiver Antipode” dquivalent zu "H ist end-
lich erzeugt und projektiv als R-Modul”. Denn nach [Laz74] ist ein endlich
erzeugter, flacher Modul M dber einem kommutativen Ring R projektiv, falls
M/JM projektiv ist als R/J-Modul (mit J = Jac (R)). Nach einem Satz von
Pareigis (siehe [Par71]), ist die Antipode einer, als R-Modul, projektiven Hopf-
algebra bijektiv.

Kann die Hopf-Wirkung auf den maximalen Quotientenring Q4. (A) ei-
ner nicht-singulédren Modulalgebra fortgesetzt werden, so werden wir sehen,
daB auch A#H nicht-singulér ist und Qmaez(A#H) ~ Qmaz(A)#H gilt. Dazu
benotigen wir folgendes Lemmas:

Lemma 3.2.6. Sei S C T eine Ringerweiterung mit T von Neumann reguldr,
sT injektiv und Homg (T//S,T) = 0. Dann ist S links nicht-singuldr und T =~
Qmaz(S) als Ringe.
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Beweis: Aus der Eigenschaft Homg (7'/S,T) = 0 und 7 injektiv schliefien wir,
daBl S ein rationaler S-Untermodul von 7T ist, d.h. T ist ein links Quotientenring
im Sinne von [Fai67, Kapitel 8]. Nach Satz [Fai67, 8.3] ist S links nicht-singulér,
da T von Neumann regulér ist. Somit ist Qpmaz(S) = E(S) als links S-Moduln
(siche [Fai67, 8.14+2]). Da T ein links Quotientenring von S ist, folgt aus der
Maximalitit von Qmaz(S), dafl es eine Einbettung ¢ : T — Qmas(S) gibt mit
L |s=idg (siche [GW89, Ex. 4ZI]). Damit ist 7" isomorph zu einem wesentlichen,
injektiven S-Untermodul von Qe (S) = E(5), und somit mufl 7' =~ Quaz(S)
gelten. B

Satz 3.2.7. Sei H eine endlich erzeugte projektive R-Hopfalgebra mit Links-
Integral t und sei A eine links H-Modulalgebra, so dafi e(t) invertierbar ist in
A und die H-Wirkung auf Qmaz(A) fortgesetzt werden kann. Ist A links nicht-
singuldr, dann ist A#H links nicht-singulir mit Qumaz(A#H) ~ Qmaz(A)#H.

Beweis: Nach Annahme ist A links nicht-singulér. Somit ist der maximale
Quotientenring Q := Qmaz(4) = A von Neumann reguldr und links selbst-
injektiv. Die Invertierbarkeit von ¢(¢) in A (und somit auch in @)) impliziert die
Separabilitdt von Q#H iiber (). Wie wir in Satz 3.2.9 sehen werden, ist Q#H
von Neumann regulédr. Aus der Voraussetzung, dal H ein endlich erzeugter
projektiver R-Modul ist, folgern wir, dafl Q# H ein endlich erzeugter projektiver
(Q-Modul ist und somit insbesondere injektiv. Die Separabilitéit von Q#H iiber
Q impliziert aber, dal Q# H relativ halbeinfach iiber () ist, und somit ist Q#H
auch injektiv als Q#H-Modul, d.h. Q#H ist links selbst-injektiv. Wenden wir
den exakten Funktor — @z H auf die exakte Folge

0 A Q Q/A 0

an, so erhalten wir insbesondere Q#H/A#H ~ (Q/A)®pr H als links A-Modul.
Da pH ein direkter Summand eines freien Moduls RF mit k& > 1 ist und da A
dicht in @ liegt, folgt:

Hom g (Q#H/A#H, Q#H)

C Homyu ((Q/A) @r H,Q @r H)
C Homa- ((Q/4)*.Q") =0.

Somit ist A# H ein dichter A# H-Untermodul in Q# H. Aus der Invertierbarkeit
von £(t) in A folgt mit 2.3.6 die Separabilitit von A#H iiber A. Dies impliziert
insbesondere, dafl A#H relativ halbeinfach iiber A ist. Daraus kénnen wir
schlieflen, dal Q#H ein injektiver A# H-Modul ist, denn Q#H ist, als A-
Modul, ein direkter Summand von @Q* und damit injektiver A-Modul. Nach
Lemma 3.2.6 ist A#H links nicht-singulér und Quaz(A#H) ~ Qmaz(A)#H.
|

Falls die Wirkung einer Hopfalgebra H auf den von Neumann regulédren
Quotientenring () einer nicht-singuldren Modulalgebra A fortgesetzt werden
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kann, so haben wir in Satz 3.2.7 gesehen, dafl auch Q#H, als maximaler Quo-
tientenring des nicht-singulidren Ringes A#H, von Neumann regulér ist, sofern
A#H tiiber A separabel war. Wir wollen nun genauer untersuchen, wann sich
die von Neumann Regularitdt auf das Smash-Produkt iibertrégt. Ist G eine
Gruppe und A ein Ring, dann ist bekannt, dafl der Gruppenring A[G] genau
dann von Neumann regulér ist, falls G lokal endlich, A von Neumann regulér
und die Ordnung jeder endlichen Untergruppe in A invertierbar ist (siehe z.B.
[Lam76, Appendix 2, Prop. 2|), wobei eine Gruppe lokal endlich heifit, wenn
alle endlich erzeugten Untergruppen, endlich (als Menge) sind. In [AAd95] wird
der Frage nachgegangen, wann ein Schiefgruppenring R * G von Neumann re-
gulér ist. Dort werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, aber eine
vollstindige Kennzeichnung wie fiir Gruppenringe bleibt aus. In diesem Ab-
schnitt werden wir mit Hilfe der Ergebnisse aus 1.3 hinreichende Bedingungen
dafiir geben, wann das Smash Produkt A#H von Neumann regulér ist.

Proposition 3.2.8. Sei S C T eine Ringerweiterung, so dafi T relativ halb-
einfach iber S ist. Ist S von Neumann reguldr, dann ist auch T von Neumann
reguldr.

Beweis: Dies zeigt man wie in [Wis96, 20.12]. B

Ist A eine links H-Modulalgebra, dann sagen wir, dafl H endlich auf A wirkt,
falls das Bild des durch die H-Modulstruktur induzierten Ringhomomorphismus
H — Endp (A) ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Satz 3.2.9. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine von Neumann reguldre links
H-Modulalgebra. Angenommen es ¢ibt ein t € fr und ein zentrales Element
z € A, sodafS S(t)z = 14. Dann gilt:

(1) Wirkt H lokal endlich auf A, dann ist A ein requldrer Modul in o[a4mA].

(2) Ist H kokommutativ oder €(t) invertierbar in A oder H iiber R separabel,
dann ist A#H von Neumann requldr.

In beiden Fillen ist A von Neumann regulir und () : o[qpnA] — A" eine
Aquivalenz.

Beweis: Aus der Voraussetzung S(t)z = 1 folgt mit 2.3.6, dal A ein (A#H, A)-
halbeinfacher A# H-Modul ist. Ferner ist S(¢) ein Links-Integral in H, weshalb
A ein (zentrales) Spur-1 Element besitzt und somit mit 2.2.9(1) ein projektiver
A# H-Modul ist.

(1) Sei I ein H-stabiles Linksideal von A, welches ein endlich erzeugter A# H-
Untermodul ist. Wirkt H lokal endlich auf A, so ist I auch endlich erzeugt als
A-Modul. Damit ist I aber, als A-Modul, ein direkter Summand von A, denn
A war als von Neumann regulér vorausgesetzt. Nach Voraussetzung war A ein
(A#H, A)-halbeinfacher Modul. Somit ist I auch ein direkter Summand von A
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als A#H-Modul. Nach [Wis91, 37.4] ist A ein regulérer A# H-Modul.

(2) Aus 2.3.6 und 2.3.12 folgt aus allen drei Eigenschaften, dafli A# H separabel
iiber A ist. Mit 3.2.8 folgt die Behauptung.

Sei A# H von Neumann regulér. Da A isomorph zu einem direkten Summanden
von A#H ist, ist A wie im ersten Fall ein regulirer A# H-Modul. In beiden
Féllen ist also A ein projektiver, regulirer A#H-Modul. Da A ein zyklischer,
projektiver, reguldrer links A#H-Modul ist, folgt nach [Wis91, 37.8], dal A
Generator in 044 A] und somit () ~ Homagpy (A,—) : ofapgnA] — A —
Mod eine Aquivalenz ist. B

Mit 3.2.9 kann man nun [AAd95, Theorem 1.3] verallgemeinern. Ist A eine
H-Modulalgebra und K eine Unterhopfalgebra von H, so ist A auch eine K-
Modulalgebra.

Folgerung 3.2.10. Sei H eine kokommutative R-Hopfalgebra und A eine links
H-Modulalgebra. Angenommen jede endliche Teilmenge von H ist in einer, als
R-Modul endlich erzeugten, Unterhopfalgebra K wvon H enthalten, so daff A
ein zentrales Spur-1 Element als K-Modulalgebra besitzt. Ist A von Neumann
requldr, dann auch A#H.

Beweis: Sei = := Zle a;#h; € A#H. Nach Voraussetzung gibt es eine Un-
terhopfalgebra K von H mit pK endlich erzeugt und h; € K fiir alle i. Nach
Voraussetzung besitzt A ein zentrales Spur-1 Element z zu einem Links-Integral
t € K. Da H und somit K kokommutativ ist, ist die Antipode von K bijektiv,
d.h. ¢ := S~1(t) ist ein Rechts-Integral und es gilt S(¢')z =tz = 14. Ist A von
Neumann regulér, dann ist nach 3.2.9 auch A# K von Neumann reguldr und es
gibt ein Element y € A#K C A#H mit zyr = x (es gilt A#K C A#H, da
nach Definition einer Unterhopfalgebra K ein reiner R-Untermodul von H ist).
Damit ist A#H von Neumann regulir, denn zu jedem Element x € A#H gibt
es ein Element y € A#H mit zyx = x. B

Bemerkung 3.2.11. Die Aussage [AAd95, Theorem 1.3] besagt fiir eine Grup-
pe G, die auf einen Ring A wirkt: Ist G eine lokal endliche Gruppe und A von
Neumann regulir, so daf$ A zu jeder endlichen Untergruppe K C G ein Element
z € Z(A) besitzt mit > e 2° =14, dann ist Ax G von Neumann requlir.
Um diesen Satz in unsere Sprache zu tibersetzen, wihit man R = Z und H =
ZG. Dann ist H eine kokommutative (freie) R-Hopfalgebra. Ist G lokal end-
lich, so ist jede endliche Menge von G in einer endlichen Untergruppe K von G
enthalten und RK ist eine endlich erzeugte freie Unterhopfalgebra von H. Die
Bedingung 3 ;. i 2P =14 fiir ein z € Z(A) besagt gerade, dafi A ein zentrales
Spur-1 Element bzgl. K besitzt. Damit folgt [AAd95, Theorem 1.3] aus obigem
Satz.
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Im Folgenden wollen wir untersuchen, wann der Fixring AY einer H-Mo-
dulalgebra A von Neumann regulér ist. Zuerst eine einfache Beobachtung die
[AAd95, Prop 2.8] verallgemeinert:

Folgerung 3.2.12. Sei H eine R-Hopfalgebra, A eine links H-Modulalgebra.
Angenommen A ist isomorph zu einem Linksideal von A#H und ein Generator
in A#H-Mod. Dann ist A#H genau dann von Neumann requlir, wenn AT von
Neumann reguldr ist.

Beweis: Sei [ ein endlich erzeugtes Linksideal in einem Ring S, so da IS = S
gilt, d.h. I ist Generator in S-Mod. Nach Voraussetzung ist S von Neumann
regulér, so da§ I projektiv ist. Somit ist auch Endg (/) von Neumann regulir.
Da I Generator ist, ist I endlich erzeugt projektiv mit 7" := Endg (7). Ist 7" von
Neumann regulér, so ist auch End (I7) ~ S von Neumann regulédr. Angewandt
auf unsere Situation ist S = A#H,I = A und Endayy (A) ~ A7, R

Bemerkung 3.2.13. Die Bedingung an A in [AAd95, Prop 2.8] ist, daf$ A eine
G-Galoiserweiterung von A% ist. Dies ist dquivalent dazu, daf8 A ein Generator
in A*x G-Mod ist und auflerdem mufl dann G schon endlich sein, d.h. A ist
isomorph zu einem Linksideal von A x G (siche [AAd95, S. 173]). Uber einem
Korper ist obige Bedingung an A gerade gleich bedeutend damit, dafi AT C A
eine H*-Galoiserweiterung ist.

Es sei an die Definition eines semi-projektiven R-Moduls M erinnert: M ist
semi-projektiv, wenn Homp (M, M f) = Endg (M)f fiir alle f € Endg (M).
Aus dem Isomorphismus () ~ Homazpy (A, —) folgt, daBl eine links H-Modul-
algebra A genau dann semi-projektiver A# H-Modul ist, wenn (Az)? = Afg
fiir alle z € A”. Wir kennzeichnen nun, wann der Fixring A einer links H-
Modulalgebra A von Neumann regulér ist.

Proposition 3.2.14. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modulal-
gebra. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A" ist von Neumann regulir.

(b) A ist semi-projektiver A#H-Modul und jedes von einem H -invarianten
Element erzeugte Linksideal ist ein direkter Summand von A als A#H -
Modul.

Beweis: (a) = (b) Nach [Wis96, 5.9] ist A intern-projektiver A# H-Modul,
also insbesondere semi-projektiv. Die Linksideale Az mit z € A sind gera-
de die Bilder unter A# H-Endomorphismen. Satz [Wis96, 7.6] besagt, daf} die
Bilder der Endomorphismen eines Moduls mit von Neumann regulirem En-
domorphismenring direkte Summanden sind. Damit folgt die Behauptung aus
dem Isomorphismus A7 ~ Endaxpy (A).
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(b) = (a) Sei 0 # x € A”. Dann ist nach Voraussetzung Az ein direkter Sum-
mand von A als A#H-Modul, d.h. es gibt ein H-stabiles Linksideal I von A
mit A = Ax & I. Dann gilt auch:

AT = (1)(Homagpy (A, Az) @ Homagy (A, 1) = (Ae)T @ 17 = Az o 17,

wobei in letzter Gleichung ausgenutzt wird, dafl A semi-projektiv ist. Damit
ist jedes zyklische Linksideal von A ein direkter Summand, d.h. A ist von
Neumann regulér. ll

Der Arbeit [GOPV81] folgend untersuchen wir, wann A selbst-injektiv und
von Neumann regulir ist, wenn A diese Eigenschaften besitzt. Als Konsequenz
aus 3.2.2 erhalten wir:

Folgerung 3.2.15. Sei A eine links H-Modulalgebra mit A von Neumann
requldr. Ist A links selbst-injektiv, dann ist auch A" links selbst-injektiv.

Folgerung 3.2.16. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modulalge-
bra, so daf$ es ein Rechts-Integral t € fr gibt und ein Element z € Z(A) mit
S(t)z = 1. Ist A von Neumann regulir und links selbst-injektiv, dann ist auch
A yon Neumann requlir und links selbst-injektiv.

Beweis: Da A ein Spur-1 Element enthélt, ist A nach 2.2.9 projektiver A#H-
Modul, also insbesondere semi-projektiv. Nach 3.2.9 ist A ein (A#H, A)-halb-
einfacher A# H-Modul. Ist A von Neumann regulir und ist z € A, dann ist Az
ein direkter Summand als A-Modul. Die Voraussetzung, dal A ein (A#H, A)-
halbeinfacher A# H-Modul ist, impliziert, dafl Az, als A# H-Modul, ein direkter
Summand ist. Nach 3.2.14 ist A von Neumann regulir und nach 3.2.15 ist A7
auch links selbst-injektiv. l

3.3 Der Zentrale Abschlufl einer Modulalgebra

In diesem Abschnitt sei A eine R-Algebra und B C Endpg (A) eine R-Unter-
algebra, die die Multiplikationsalgebra M (A) von A enthilt. Dann ist A C B
eine Erweiterung mit zusétzlicher Modulstruktur. Man beachte, dafl die B-

invarianten Elemente M?P fiir einen links B-Modul M schon A-zentrierend sind.
Insbesondere gilt A C Z(A).

Definition 3.3.1. A heiffe B-semiprim, falls es keine nilpotenten B-stabilen
Ideale enthdilt und B-prim, falls das Produkt zweier nicht-trivialer B-stabiler
Ideale nicht-trivial ist.

Fir B = Mp(A) spricht man einfach von H-primen, bzw. H-semiprimen
Modulalgebren. Es sei an die Definition eines rationalen (oder dichten) Unter-
moduls sowie an die Definition eines polyformen Moduls erinnert (siehe [Wis96,
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10.8]): Ein Untermodul N eines Moduls M heifit rational, falls M /N ein Torsi-
onsmodul in der von der selbst-injektiven Hiille M koerzeugten Torsionstheorie
in o[M] ist. M heiBt polyform, falls jeder wesentliche Untermodul von M
rational ist.

Lemma 3.3.2. Sei A B-semiprim, dann sind folgende Aussagen fiir ein B-
stabiles Ideal I von A dquivalent:

(a) I ist ein rationaler B-Untermodul von A.
(b) I ist ein wesentliches B-stabiles Ideal von A.
(c) ig(I):=>{pK C pA| KI=0}=0.

(d) rg(I):==> {sK CA|IK =0}=0.

Beweis: (a) = (b) rationale Untermoduln sind stets wesentlich;

(b) = (a) Sei K ein B-stabiles Ideal von A, das I enthélt, und f € Homp(K/I, A).
Dann ist f(K/I) ebenfalls ein B-stabiles Ideal von A. Somit ist aber N :=
f(K/I)NI ein nilpotentes Ideal mit N2 = 0, denn N? C f(K/I)I = f(KI/I) =
0, da f rechts A-linear und I ein Ideal ist. Damit gilt N = 0, denn A war
B-semiprim, und folglich ist f(K/I) = 0, denn I war wesentlich. Dies zeigt
Homp (K /I, A) =0, d.h. I ist rational in A.

(b) < (c) & (d) Fiir alle B-stabilen Ideale K gilt (K N I)>2 C KI C KN .
Angenommen [ ist wesentlich. Ist K ein B-stabiles Ideal mit K1 = 0, dann ist
also auch (K N1)2 = 0. Da A B-semiprim ist, folgt K NI = 0. Nun ist I aber
wesentlich und damit gilt K = 0, d.h. {g(/) = 0. Andererseits sei Ig(l) = 0
und K ein B-stabiles Ideal mit K NI = 0, dann wére auch K1 = 0 und somit
K Clg(I) = 0. Damit ist I wesentlich. Analog zeigt man (b) < (d). B

Folgerung 3.3.3. Seien A und B wie oben.

(1) Ist A B-semiprim, dann ist A ein polyformer B-Modul und AP ist redu-
ziert.

(2) Ist A B-prim, dann ist A ein monoformer B-Modul und AP ist ein Inte-
gritdtsbereich.

(3) A ist genau dann B-semiprim und uniformer B-Modul, wenn A B-prim
1st.

Beweis: (1) Aus Lemma 3.3.2[(a) < (b)] folgt, daB8 A polyform ist. Sei = €
AB C Z(A) nilpotent vom Grad k > 1, dann gilt fiir [ = Az, gerade I* =
(Az)* = Az¥ = 0. I ist ein B-stabiles nilpotentes Ideal und somit gleich 0, d.h.
x = 0. Dies zeigt, daB AP reduziert ist.

(2) Sei A B-prim und [ ein nicht-triviales B-stabiles Ideal von A. Dann gilt
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Ip(I)I = 0 = Ip(I) = 0, und somit ist I nach Lemma 3.3.2 ein rationaler
B-Untermodul von A. Gilt 2y = 0 fiir 2,y € AB, so gilt auch (Az)(Ay) = 0
und damit z = 0 oder y = 0, d.h. AP ist Integrititsbereich.

(3) Ist A B-prim, so ist A monoform und somit uniform als B-Modul. Ande-
rerseits sei A B-semiprim und uniform als B-Modul und seien I,.J B-stabile
Ideale mit IJ = 0, dann ist auch (I N J)? = 0. Nun ist A B-semiprim, weshalb
I'NJ = 0 gelten mufl. Andererseits ist A uniform, so dafl I = 0 oder J = 0
folgt. Damit ist A ist B-prim. B

Semiprime Ringe kénnen dadurch gekennzeichnet werden, daf} sie subdi-
rekte Produkte von Primringe sind. Wir werden eine analoge Aussage fiir B-
semiprime Algebren zeigen.

Definition 3.3.4. Ein B-stabiles Ideal P C A heifit prim, wenn fiir je zwei
B-stabile Ideale I und J, IJ C P schon I C P oder J C P impliziert. Ein
B-stabiles Ideal P heifit semiprim, wenn I? C P auch schon I C P impliziert
fiir alle B-stabile Ideale I von A.

A ist B-prim (bzw. B-semiprim) genau dann, wenn 0 ein primes (bzw. se-
miprimes) B-stabiles Ideal ist. Ist I ein B-stabiles Ideal von A, dann gibt es
einen Ringhomomorphismus © : B — Endpg (A/I) mit M(A/I) = ©(M(A)).
Setzt man B/I := O(B), dann ist A/I C M(A/I) C B/I wieder eine Erwei-
terung mit zuséatzlicher Modulstruktur. Mit dieser Notation beweist man leicht
das nachfolgende Lemma:

Lemma 3.3.5. Seien A und B wie oben und sei P ein B-stabiles Ideal von
A. Dann ist P genau dann prim (bzw. semiprim), wenn A/P B/P-prim (bzw.
B/ P-semiprim) ist.

Die Idee fiir den nachfolgenden Beweis stammt aus [MS99, 8.13].

Proposition 3.3.6. Fin B-stabiles Ideal von A ist genau dann B-semiprim,
wenn es Durchschnitt von primen B-stabilen Idealen ist.

Beweis: =: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dafl A B-semiprim
ist. Sei
I:= ﬂ {P | P ist ein primes B-stabiles Ideal von A }.

Angenommen I # 0. Dann gibt es ein 0 # x1 € I. Sei I} := B - x1. so gilt
0 # I; C I. Aus der Voraussetzung A B-semiprim folgt (I1)? # 0. Somit
enthilt (I1)? ein Element zo # 0. Sei I := B - x5. Wiederum ist (I2)? # 0, d.h.
wir kénnen ein Element 0 # x5 € (I5)? wihlen. Fiihren wir diesen Prozess fort,
so erhalten wir eine Familie von Elementen x1, z9, x3, ... ungleich Null und eine
absteigende Kette von B-stabilen Idealen ungleich Null:

IDLHD (L) 2L2 (L) 2 2In-1)?21n2 ...
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Betrachten wir nun folgende Menge von B-stabilen Idealen:
Z :={P C A | P ist B-stabiles Ideal und fiir alle m : I,,, £ P}.

Z ist nicht leer, denn 0 ist in Z enthalten. Sei nun P, C P, C --- eine aufstei-
gende Kette von B-stabile Idealen in Z. Angenommen es gibt ein m > 1 mit
I, C U P;. Nach Definition gilt I,,, = B - 2, und somit x,, € |J P;. Somit gibt
es ein k > 1 mit z,,, € P, und damit [,,, C P.. Ein Widerspruch zu P, € Z.
Somit ist |J P; € Z und Zorn’s Lemma kann angewandt werden. Sei P ein ma-
ximales Element von Z. Wir zeigen nun, daf3 P ein primes B-stabiles Ideal ist.
Seien K, L zwei B-stabile Ideale mit KL C P. Ohne Einschréinkung kénnen wir
P C K und P C L annehmen. Angenommen L # P # K, dann gilt aufgrund
der Maximalitit von P K, L ¢ Z, d.h. es gibt k£, > 1 mit I; C K und I; C L.
Ohne Einschriankung sei [ < k, dann ist Iy € (I)? C I I; € KL C P, ein
Widerspruch zu P € Z. Folglich gilt P = L oder P = K, d.h. P ist primes
B-stabiles Ideal. Dies impliziert aber I C P, also I,,, C P fiir alle m - ein Wi-
derspruch. Somit mufl der Durchschnitt I aller primen B-stabilen Ideale gleich
Null sein.

Die Umkehrung ist klar, denn sei I2 = 0 fiir ein B-stabiles Ideal, dann ist I in
jedem primen B-stabilen Ideal enthalten und damit gleich Null. B

Aus 3.3.6 folgt, dal A genau dann B-semiprim ist, wenn A subdirektes
Produkt von B/I-primen Algebren A/I ist.

Im Folgenden werden wir die Konstruktion des erweiterten Zentroids und
des zentralen Abschlusses, wie sie in [Wis96, Kapitel 32] ausgefiihrt worden ist,
auf unsere Situation A C M(A) C B C Endg (A) verallgemeinern.

Satz 3.3.7. Sei A B-semiprim und sei A die selbst-injektive Hiille von A als
B-Modul. Dann gilt:

(1) Die Abbildung ¥ : Endp (A) — AB mit W(f) := (14)f ist ein Isomor-
phismus und macht AP zu einem kommutativen, selbst-injektiven, von
Neumann regulirer Ring mit Unterring AP.

(2) Es gibt eine Bijektion zwischen folgenden Mengen:

(i) den wesentlich abgeschlossenen B-stabilen Idealen von A;
(ii) den zentralen Idempotenten von A;

(iii) den zentralen Idempotenten von AB,
(3) AB st genau dann ein Korper, wenn A B-prim ist.

(4) AB st genau dann endliches Produkt von Kérpern, wenn A als B-Modul
endliche Goldie Dimension hat.

(5) Ist AB grofi in A, so ist AB = Qmaz(AB) und A ist nicht-singulir als
AB_Modul
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Beweis: (1) Wir wissen aus 3.3.3, dal A ein polyformer B-Modul ist. Somit
folgt
Endp (A) = Homp (A, A) ~ AB

Fiir ein f € Endp (A) gilt: f = 0 genau dann, wenn (14)f = 0. Durch ¥ erhélt

AB also eine Ringstruktur mit (1)f(1)g = (1)(f o g) fiir alle f,g € Endp (A).
Ferner sei I := (A)f~'N(A)g~! N A. Dann gilt fiir alle z,y € T

(zy)(fog)=(z(y)flg= (x)g(y)f = (x)gy) [ = (zy)(g o f).

Somit ist fog—go f € Homp (ﬁ /12, ﬁ) Als Durchschnitt von zwei wesentlichen
Untermoduln, ist I selber ein wesentliches B-stabiles Ideal und es gilt somit
Ig(I) = 0 (siche 3.3.2). Damit ist aber auch I? ein wesentlicher Untermodul
von A, denn es gilt [p(I?) = Ig(I) = 0 und nach 3.3.2 ist I? damit rational.
Da A polyform ist, folgt fog = go f und Endp (A\) ~ AB ist kommutativ. Als
Endomorphismenring eines selbst-injektiven polyformen Moduls ist AB selbst-
injektiv und von Neumann regulir und besitzt AP als Unterring (siche [Wis96,
11.2]).

(2) folgt aus [Wis96, 12.7];

(3) und (4) folgen aus (2);

(5) Nach [Wis96, 11.5(1)] ist AB = Qaz(AB). Sei a € A und I ein wesentliches
Ideal von A® mit al = 0. Sei J := (B-a)? = (B-a)N AP, soist JI =0 und
damit J = 0, da AP nicht-singulir ist. Nach Voraussetzung ist AZ gro. Damit
folgt B - a = 0 und somit a = 0, d.h. A ist nicht-singulir als AP-Modul. B

Satz 3.3.8. Sei A B-semiprim und sei A die selbst-injektive Hiille von A als
B-Modul. Dann gilt:

(1) A= Qp(A) ist der torsionstheoretische Quotientenring bzgl. der Lambek
Torsionstheorie D in o[gA] und AP ~ li_n>1{H0mB (I,A)|pl < pA}.

(2) A= AHomp (A, A) ~ AAB wird zu einem Ring durch folgende Multipli-
kation

Va,b e A;s,t € AP : (as) - (bt) := (ab)st,
der A als Unterring enthdlt.

Sei B :=< B, AB >C Endpg (A). Dann ist A C M(A) C B eine Erweiterung
mit zusdtzlicher Modulstruktur und es gilt:

(3) A ist B-semiprim und ein selbst-injektiver B-Modul.
(4) A ist nicht-singulirer AB-Modul.
(5) Ist A B-prim, so ist A E—pm’m.

Man nennt A den zentralen Abschluf3 von A bzgl. B und AB das erweiterte

Zentrum von A bzgl. B.
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Beweis: (1) Aus der Beobachtung, dal A ein polyformer B-Modul ist, folgt
aus [Wis96, 9.13] A = Qp(A). Aus [Wis96, 9.17] folgt die Darstellung fiir den
Endomorphismenring.

(2) Da jeder injektive Modul in o[gA] A-erzeugt ist, gilt A = AHomp (A, A).
Letzterer Term ist isomorph zum Endomorphismenring von A durch [Wis96,
9.17]. Wir verifizieren die Wohldefiniertheit oben angegebener Multiplikation:
Sei Y a;s; =0 mit a; € A,s; € AB , dann gilt fiir alle bt € AAB aufgrund
der Definition und der Tatsache, dafl die s; und ¢ rechts A-linear sind

(Zn: am) - (bt) Z a;b)sit = <Z a131> th =0
=1 i=1

Aus der Kommutativitit von AP (3.3.7(1)) und der links A-Linearitit der s;

folgt
(Z azsl> = Z ba;)ts; = b (Z aisi> t=0.
i=1 i=1

Die Assoziativitdt und Distributivitdt der Multiplikation folgt aus der Assozia-
tivitit und Distributivitit von A und AB. A ist ein Unterring von AAB = A
durch a — aly, da A polyform ist und somit Homp (A\/A, ;1\) = 0 gilt.

(3) Nach Definition ist A ein links B-Modul, so da$ die B-Wirkung durch einen
Ringhomomorphismus © : B — Endp (A) dargestellt werden kann. Da A den
treuen B-Modul A enthéilt, ist A selber treu, so dafl © injektiv ist und wir B
mit ©(B) identifizieren kénnen. Sei B :=< B, AB >. Aus der Voraussetzung
M(A) C B folgt M(A) = M(A)AB C B. Damit ist A C B eine Erweiter-
ung mit zusédtzlicher Modulstruktur. Sei I ein nicht-triviales B-stabiles Ideal
in /T, dann ist I ein B-Untermodul von A und 0 # 1IN A, da A wesentlicher
B-Untermodul von A ist. I N A ist somit ein nicht-triviales B-stabiles Ideal und
in I enthalten. Damit kann I nicht nilpotent sein, denn sonst wére I N A ein
nilpotentes B-stabiles Ideal, was der Voraussetzung widersprechen wiirde, daf
A B-semiprim ist.

Jeder E—Endomorphismus von A ist auch B-linear. Andererseits ist jedes f €
Endp (4) ~ AB aufgrund der Kommutativitét von AB auch B-linear. Somit
gilt End g (E) Endp (A) und aus der Selbst-Injektivitéit von A als B-Modul,
folgt die Selbst Injektivitdt von A als B-Modul.

(4) folgt aus [Wis96, 11. 11(5)]

(5) Seien I, J nicht-triviale B-stabile Ideale in A. Dann sind diese auch B-stabil.
Nach Definition ist A wesentlicher B-Untermodul von A und besitzt somit einen
nicht-leeren Schnitt mit I bzw. J. Damit sind (I N A) und (J N A) B-stabile
Ideale von A, deren Produkt in IJ enthalten ist. Nach Voraussetzung ist A
B-prim, weshalb I.J C (I N A)(J N A) # 0 gilt. Damit ist A B-prim. B

Bemerkung 3.3.9. Eigenschaft (4) verallgemeinert [CKW00, Theorem 3.7.].
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Dort wird gezeigt, dafi der H-invariante Martindale Quotientenring Qg einer
H -Modulalgebra nicht-singuldr ist iber Z(Qp)™.

Alle obigen Ergebnisse konnen jetzt also auf B = Mpy(A) fiir eine H-
Modulalgebra A und eine R-Hopfalgebra H angewandt werden. Anstelle von B-
prim bzw. B-semiprim spricht man in diesem Fall von H-prim bzw. H-semiprim.
Man priift leicht nach, da A® = Z(A) N A" gilt. Anstelle von A schreiben
wir Z(A)H.

Folgerung 3.3.10. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine H-semiprime H -
Modulalgebra. Sei A die selbst-injektive Hiille von A als My (A)-Modul. Dann
gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) A ist ein polyformer Mp(A)-Modul, subdirektes Produkt von H -primen
Modulalgebren, und Z(A)™ ist reduziert.

(2) A ist eine H-semiprime H-Modulalgebra, selbst-injektiver MH(A\)—Modul
und nicht-singuldrer Modul tiber dem selbst-injektiven von Neumann re-
gulirer Ring Z(A)™.

(3) Ist Z(A)H grof in A, so ist Z(A)! = Quae(Z(A)?) und A ist nicht-
singuldr als Z(A)H -Modul

Beweis: (1) folgt aus 3.3.3 und 3.3.6.
(2) folgt aus 3.3.8 und 3.3.7. Beachte, dafl

Mpy(A) =< My(A), Z(A) >= My(A) C Endg (A).

Wir miissen nur noch nachpriifen, daf} Aeine H -Modulalgebra ist. Als H-Modul
ist A= (A)Homyy,, 4y (A, A) = AZ(A)H und die H-Struktur ist gegeben durch
h-(as) = (h-a)s. Seien as, bt € Aund h € H, dann gilt:
hel(as)(bt)] = (h(ab))st = Y (hi-a)(ho-b)st = Y _[(hr-a)s][(ha-b)t] = Y [ha-(as)][he-(b1)]-
(h) (h) (h)
(3) folgt aus 3.3.7. A

Folgerung 3.3.11. Sei A eine H-semiprime H-Modulalgebra iiber einer R-
Hopfalgebra H. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Die wesentlich abgeschlossenen H-stabilen Ideale von A, die zentralen
Idempotenten von A und die zentralen Idempotenten von Z(A)H stehen
in Bijektion zueinander.

2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Jede direkte Summe von nicht-trivialen H-stabilen Idealen in A ist

endlich.
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(b) A ist ein endliches Produkt von H-primen H-Modulalgebren.
(c) Z(A)H ist ein endliches Produkt von Kérpern.

-~

3. A ist genau dann H-prim, wenn Z(A)H ein Korper ist.

Bemerkung 3.3.12. In [Mat91] konstruiert Matczuk den zentralen Abschluf
einer H-primen Modulalgebra A direkt als die von A und Z(Qu )" erzeugte Un-
teralgebra von Cohens Martindale Quotientenring Q. Wir werden im ndchsten
Abschnitt sehen, daf seine Konstruktion mit der unsrigen zusammenfdallt.

Definition 3.3.13. Eine H-Modulalgebra A heiffe H-zentral abgeschlossen,
wenn A = A gilt.

Aus 3.3.8(4) folgt:

Folgerung 3.3.14. Sei A eine H-semiprime H-Modulalgebra, dann ist AH-
zentral abgeschlossen.

Bemerkung 3.3.15. Ist A H-prim, so ist A H-prim und Z(ﬁ)H ein Korper.
Dann kann man zu H == H ®p Z(ﬁ)H iibergehen, so dafs A eine H-prime
H-Modulalgebra iiber dem Kérper k := Z(A)H ist. War H/R separabel, so ist
auch H /k separabel und damit endlich dimensional und halbeinfach. Man kann
also Fragen bzgl. H-prime Modulalgebren tiber separable Hopfalgebren H auf H -
prime H-zentral abgeschlossene Modulalgebren tiber halbeinfachen Hopfalgebren
tiber Korpern k reduzieren.

3.4 Der Martindale Quotientenring einer Modulal-
gebra

Der Martindale-Quotientenring einer semiprimen Algebra A ist wie folgt defi-
niert: Sei F die Menge aller Ideale mit trivialem linken (und rechten) Annul-
lator. Der linke bzw. rechte Martindale-Quotientenring von A wird definiert
als

Q'(A) :=lim{Hom,_ (I, A)|I € F}
Q"(A) := lim{Hom_ 4 (1, A)|I € F}

Die Elemente von Q"(A) kénnen als Aquivalenzklassen von Homomorphismen
aufgefafit werden. Seien I und J zwei Ideale in F und f: [ - Aund g : J —
A zwei Homomorphismen. f und g sind dquivalent, falls f und g auf I N J
iibereinstimmen. Wir schreiben [f : I — A] fiir eine solche Aquivalenzklasse.
Q" (A) wird durch folgende Operationen zu einem Ring:

[f:I—Al+[g:J — A=[f+g:INJ— 4]

[f:I—A]-[g:J — Al :=[gof:I]— 4]
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firalle [f: I — AJund[g:J — A] € Q"(A). Awird durch a +— [Lg : A — A]
zu einem Unterring von Q" (A), wobei L, die Linksmultiplikation mit dem Ele-
ment a bezeichnet. Um die Konstruktion auf H-Modulalgebren zu iibertragen,
beschrénkte sich Cohen in [Coh85] auf den Filter von H-stabilen Idealen von A
mit trivialem linken und rechten Annullator. Wir betrachten hier folgende Kon-
struktion: Sei Fgy der Filter der H-stabilen Ideale von A mit trivialem linken
Annullator und setze

Qu(A) := lim{Hom_4 (I, A)|I € Fy}

QY (A) :=lim{Homu_ (I, A)|I € Fy}

Die nachfolgende Beobachtung wurde zuerst von M.Cohen in [Coh85] ge-
zeigt. Wir geben einen kurzen Beweis.

Proposition 3.4.1. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine links H-Modul-
algebra. Dann ist Q% (A) eine H-Modulalgebra, die A als Untermodulalgebra
enthdlt. Hat H eine bijektive Antipode, so ist auch QlH(A) eine H-Modulalgebra.

Beweis: Nach Lemma 1.3.13 ist Hom_y4 (I, A) € H-Mod fiir alle H-stabilen
Ideale I. Als direkter Limes von links H-Moduln, ist somit auch Q% (A) € H-
Mod. Ferner impliziert gerade Lemma 1.3.13(3) die Bedingung einer links H-
Modulalgebra fiir Q%;(A). A ist eine H-Untermodulalgebra von Q% (A) und die
Wirkung von H auf Q% (A), eingeschrankt auf A, ist dieselbe wie die von H,
denn fiir alle h € H und a,x € A gilt:

(h-La)(z) = > hi-La(S(hy)- )
(h)
= > hi-(a(S(h) - @)
(h)
= > (h-a)(haS(hs) - x) = (h-a)a = Ly.a(2).

(h)

fiir alle h € H,a,x € A.

Falls H eine bijektive Antipode besitzt, dann trigt Hom4_ (I, A) eine links H-
Modulstruktur und man zeigt analog, daf QZH(A) eine links H-Modulalgebra
ist. &

Lemma 3.4.2. Sei A eine links H-Modulalgebra Dann gilt:

Z(Qy(A)) =~ lim{Hompsa) (I,A)|I € Fu} und
Qy (AT ~ lim{Hompy 4 (I,A)| I € Fu}.

Ist die Antipode von H bijektiv, so gilt:

Z(Q%(A) ~ li_n}l{HomM(A) (I,A)| I €Fyg} und
QLA ~ lim{Homayp (I,A4) | I € Fu}.
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Beweis: Sei [¢: I — A] € Z(Q%;(A)). Dann gilt fiir alle a € Aund i € I
q(ai) = qo La(i) = La 0 q(i) = aq(i)-

Also ist ¢ links A-linear und damit ein M (A)-Homomorphismus. Umgekehrt sei
l[q: I — A] € Q}(A) ein M(A)-Homomorphismus. Sei [p: J — A] € Q' (4),
dann gilt fiir alle x € J,y € I :

q(p(zy)) = q(p(v)y) = p(x)q(y) = p(zq(y)) = p(q(zy)).

Somit gilt gp = pq eingeschriankt auf JI € Fp. Dies impliziert [q : I — A] €

Z(Qy(A4)).
Sei [q: I — A] € Q% (A)H. Dann gilt fiir alle h € H und z € I

g(h-z) = e(h)q(ha-2) => (hi-q)[ha-2] = h1-q[S(ha)hs-x] = h-q(x)
(R) (h) (h)

d.h. g ist H-linear und damit ¢ € Hompg_4 (I, A). Umgekehrt sei ¢ : [ — A
eine links H-lineare rechts A-lineare Abbildung. Fiir alle h € H und z € I gilt:

(h-q)lz] = Zhl -q(S(he) -z) = (Z hls(hZ)) q(z) = e(h)q(),
(R) (R)

d.h. [q: T — A] € Q4 (A)H. Besitzt H eine bijektive Antipode, so zeigt man
die Aussagen fiir Q%;(A) analog.

Folgerung 3.4.3. Sei A eine H-Modulalgebra . Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Z(Q3)! ~ lim{Homyy, (4 (I, A) | I € Fyr}
(2) Ist A H-semiprim, so gilt Z(Q%)" ~ Z(A)H
(8) Hat H eine bijektive Antipode, so gilt Z(Q4)7 ~ Z(Qr)H.

Beweis: (1) folgt aus 3.4.2.
(2) folgt aus 3.3.8 und 3.3.2, da fiir A H-semiprim

Fu={I C A| Iistein wesentliches H-stabiles Ideal}

gilt.
(3) folgt wiederum aus 3.4.2. B

Matczuk definiert den zentralen Anschlufl einer Modulalgebra A, als den
von A und Z(Q)¥ erzeugten Unterring des Martindale Quotientenringes @ :=
Q% (A) von A. Wir zeigen nun, daff Matczuks Definition mit der unseren iiber-
einstimmt.
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Satz 3.4.4. Sei A eine H-Modulalgebra und Q = Q' (A) der rechte Martindale
Quotientenring von A. Ist A H-semiprim, so ist der zentrale Abschlufl A als
H -Modulalgebra isomorph zu der von A und Z(Q) aufgespannte Unteralgebra
von Q:
A< A, Z(QM >CQ

Beweis: Nach 3.3.8 ist A = AZ(A)¥. Der Isomorphismus Z(A)? ~ Z(Q)¥ aus
3.4.3 ist wie folgt gegeben: zu jedem = € Z(A\)H definieren wir L, : A —» A mit
a — za. Ly ist My (A)-linear, da z € Z(A)H . Sei I, := (A)L;1NA, dann ist I,
ein wesentliches H-stabiles Ideal. Nach 3.4.2 gilt [L, : I, — A] € Z(Q)". Ist
andererseits [q : I — A] € Z(Q)¥, dann gibt es eine eindeutige Erweiterung
q € Endyy,,(a) (A) ~ Z(A)H. Wir haben Ringisomorphismen

-~

Z(AH — Z(Q), zw [Ly: I, — A] und
Z@Q" — Z(A)M [q: 1 — A~ 7q(la).

Sei A :=< A, Z(Q)" >C @Q die von A und Z(Q)! aufgespannte Unteralgebra
in Q. Dann definieren wir

d:A— A mit ax +— [Loy : Iy — A].

Wir zeigen, dal ® wohldefiniert ist. Sei Z:-L:l a;x; = 0 in A mit a; € A, x; €
Z(A)H. Wir setzen I := I, N ---N I, , wobei die Ideale I, , wie oben, als
I, == (A)L,;' N A definiert sind. Als endlicher Durchschnitt von wesentlichen
H-stabilen Idealen ist I wieder ein wesentliches H-stabiles Ideal von A. Fiir alle

b € I gilt dann:
Z Laixi (b) == (Z aixi> b=0.
i=1 i=1

Da I € Fg, folgt (37, aix;) = [> iy Lase, : I — A] = 0. Dies zeigt, da8
® wohldefiniert ist. Aus der Definition von A und dem obigen Isomorphismus
zwischen Z(A)H und Z(Q)H folgt die Surjektivitéit von ®. Fiir ein Element
q=>1a;x; € Ker(®) verschwindet f :=>""" | Lq, 0Ly, auf dem wesentlichen
H-stabilen Ideal I = I;; N---N I, . Damit ist aber f € Homyy, 4y (A/1, A) und
damit gleich Null, denn A ist ein polyformer My (A)-Modul. Dies impliziert
insbesondere ¢ = f(14) = 0. ® ist also injektiv. Da die L, im Zentrum von @
liegen, sieht man, dafl ® ein Ringhomomorphismus ist. Ferner, da H auf Z (A\)H
und Z(Q)* trivial wirkt, ist ® also auch H-linear, d.h. ® ist ein Isomorphismus

von H-Modulalgebren. B
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Kapitel 4
Semiprime Smash-Produkte

In diesem Kapitel wird der Frage nachgegangen, ob das Smash Produkt
A# H einer semiprimen Modulagebra A und einer halbeinfachen Hopfalgebra H
selbst wieder semiprim ist. Im ersten Abschnitt werden modultheoretische Fol-
gerungen fiir A als A# H-Modul untersucht, falls A#H semiprim ist. Schliellich
wird obige Frage im letzten Abschnitt positiv beantwortet unter der zusétzli-
chen Annahme, dal A kommutativ und H kohalbeinfach ist. Weitere Félle
werden am Ende dieses Kapitels betrachtet.

Sei A eine Algebra und G eine endliche Gruppe, die auf A wirkt. Wenn A
kein Einselement besitzt, stellt sich die Frage, ob es immer Fixelemente in A
gibt. Ein klassischer Satz von Bergman und Isaacs besagt, daf§ falls |G| kein
Nullteiler in A und der Fixring A nilpotent ist, die Algebra A selber schon
nilpotent sein muf (siche [BI73]). Als Korollar erhalten wir unter obiger Si-
tuation: Ist A semiprim, dann ist A® semiprim und hat mit jedem G-stabilen
Linksideal (oder G-stabilen Rechtsideal) einen von Null verschiedenen Durch-
schnitt. Unter Benutzung dieses Korollares zeigten Fischer und Montgomery
in [FM78], dafl in der obigen Situation der Schiefgruppenring A * G semiprim
ist, falls A semiprim ist. Analog dazu zeigten Cohen und Rowen in [CR&3],
daB das Smash-Produkt A#(kG)* einer semiprimem G-graduierte k-Algebra A
semiprim ist (mit G einer endliche Gruppe und k einem Korper).

Nimmt man Gruppenwirkungen und Graduierungen als Standardbeispie-
le fiir Modulalgebren bzw. Komodulalgebren, so stellt sich die Frage, ob die
FEinzelergebnisse von Fischer und Montgomery bzw. von Cohen und Rowen all-
gemeiner fiir Modulalgebren iiber endlich dimensionalen Hopfalgebren gelten.
In [Coh85] stellt Cohen genau diese
Frage: Ist fiir eine halbeinfache k-Hopfalgebra H und eine semiprime links H-
Modulalgebra A das Smash Produkt A#H semiprim 7
Montgomery greift diese Frage in ihrem Buch [Mon92] auf und stellt sie all-
gemeiner fiir verschrinkte Produkte. Cohen wiederholt ihre Frage auf einer
Konferenz in Murcia 1998. Bis heute scheint es keine vollstdndige Antwort auf

71
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diese Frage zu geben. Die Voraussetzung ” H halbeinfach” ist dabei natiirlich.
Denn ist H eine endlich dimensionale Hopfalgebra iiber einem Korper &, so dafl
fiir alle semiprimen H-Modulalgebren A das Smash-Produkt A#H semiprim
ist, dann ist auch k#H ~ H semiprim. Eine endlich dimensionale semiprime
Algebra ist aber halbeinfach.

Beim Studium dieser Frage, erweist sich eine Beobachtung von Amitsur als
sehr niitzlich:

Satz 4.0.5. Sei (S,M,N,T) ein Morita-Kontext mit bilinearen Abbildungen
():M@pr N — Sund[,] : N@s M — T, so daf8 folgende Bedingung erfiillt
15t

fir alle0 #teT: (Mt,N) #O0.

Ist S prim bzw. semiprim, dann ist auch T prim bzw. semiprim.

Beweis: Ist S prim, so folgt die Behauptung aus [Ami71, Theorem 27]; ist S
semiprim, so folgt sie aus [Ami71, Corollary 21]. B

4.1 Prime Smash-Produkte

Bevor wir weiter untersuchen, unter welchen Voraussetzungen das Smash-Pro-
dukt semiprim ist, betrachten wir zuerst einmal, wann es prim ist.

Proposition 4.1.1. Sei A C B eine Erweiterung mit zusdtzlicher Modulstruk-
tur. Angenommen pA ist isomorph zu einem Linksideal von B. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) B ist ein Primring
(b) A ist ein treuer, primer links B-Modul.

(c) A st ein treuer links B-Modul, AP ist ein Primring und BP ist ein treues
Rechtsideal.

Beweis: (b) = (a) Der Annullator eines primen Moduls ist ein Primideal. Somit
folgt (b) = (a), wenn A ein treuer, primer B-Modul ist.

(a) = (b) Ist nun B ein Primring, dann ist jedes Linksideal treu und somit
auch ein primer links B-Modul. Nach Voraussetzung ist A isomorph zu einem
Linksideal von B und muf} somit treu und prim sein.

(a) + (b) = (c) Wir konnen Amitsurs Satz 4.0.5 auf den Standard-Morita-
Kontext (B, A, B, AP) von A anwenden (siehe Definition vor Abschnitt 1.2).
Da A, als links B-Modul, in B eingebettet werden kann, gibt es ein Element
t € BB mit at # 0 fiir alle 0 # a € A. Damit ist die Bedingung in 4.0.5 erfiillt,
denn fiir alle 0 # z € AP gilt 0 # 2t € AzBP = (Ax, BP). Als nicht-triviales
Rechtsideal eines Primringes ist B treu.
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(¢) = (a) Wir wenden Satz 4.0.5 auf den Morita-Kontext (A%, BB, A, B) an.
Ist b € B mit [BPb, A] = BPb- A = 0, dann folgt BPb = 0, da A links treuer
B-Modul ist. Andererseits ist aber BP auch ein treues Rechtsideal, weshalb
b =0 folgt. Aus 4.0.5 und AZ prim folgt nun B prim. M

Als Folgerung erhalten wir damit einen Satz von Bergen, Cohen und Fisch-
man. Wir benétigen allerdings nicht, dal der Grundring ein Korper ist, oder
dal H endlich dimensional ist.

Folgerung 4.1.2 ([BCF90, Theorem 3.1]). Sei H eine R-Hopfalgebra, A
eine links H-Modulalgebra, so dafi A isomorph zu einem Linksideal von A#H
ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A#H ist ein Primring;
(b) A ist ein treuer, primer links A# H-Modul;

(c) A ist ein treuer links A#H-Modul, A" ist Primring und (A#H)Y ist ein

treues Rechtsideal.

4.2 Notwendige Bedingungen
Ist A eine Algebra auf die eine Gruppe G wirkt, so gilt
A9 NI =1I%~Homu.q (A1)

fiir alle G-stabilen Linksideale I von A. A heifit |G|-torsionsfrei, wenn |G|14 kein
Nullteiler in A ist. Aus Bergman und Isaacs Satz folgt also, falls A semiprim
und |G|-torsionsfrei ist, daB A semiprim ist und daB es zu jedem nicht-trivialen
A x G-Untermodul I von A einen nicht-trivialen A * G-Homomorphismus von
A nach I gibt. Modultheoretisch bedeutet dies, Homg.g (A,I) # 0 fiir alle
nicht-trivialen G-stabilen Linksideale I von A. Moduln mit dieser Eigenschaft
werden in der Literatur retractable oder selbst-treu genannt. Falls A C B eine
Erweiterung mit zusétzlicher Modulstruktur ist und A obige Eigenschaft als
B-Modul besitzt, dann sagen wir, da A® groff in A ist. Wie die nichste Pro-
position zeigt, haben Linksideale (bzw. allgemeiner Untermoduln eines direkten
Produktes) eines semiprimen Ringes diese Eigenschaft.

Proposition 4.2.1. Sei S ein semiprimer Ring und M ein links S-Modul, der
von S koerzeugt wird, dann ist Endg (M) semiprim und Homg (M, N) # 0 fir
alle nicht-trivialen Untermoduln N von M.

Beweis: Wir wenden Amitsurs Satz 4.0.5 auf den Standard Morita-Kontext
(S, M,M*,T) mit M* := Homg (M,S) und T := Endg (M) an. Dabei ist
() : M @ M* — S durch die Auswertung (m, f) := (m)f gegeben. Sei
0# f €T =Endg (M). Nach Voraussetzung wird M von S koerzeugt, d.h. es
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gibt einen Homomorphismus g € M* mit (M)fg # 0. Somit ist (M f, M*) D
(M)fg # 0. Nun folgt aus 4.0.5, dal 7' = Endg (M) semiprim ist.

Um die zweite Eigenschaft zu sehen, sei A eine Indexmenge, so daf§ M isomorph
zu einem Untermodul des direkten Produktes S? ist. Mit my : S* — S,
flir ein A € A, sei die Projektion auf die A-Komponenten bezeichnet. Sei N
ein nicht-trivialer Untermodul von M und sei 0 # n = (ax)a ein von Null
verschiedenes Element von N. Dann gibt es einen Index p € A mit a, # 0.
Nach Voraussetzung ist S semiprim und somit gilt a,Sa, # 0, d.h. es gibt ein
Element s € S mit aysa, # 0. Sei Ry, : S — N die Abbildung a —— asn,
dann ist die Komposition 7, R, ein nicht-trivialer Homomorphismus von SA
nach N, denn

(n)muRsp = ausn = (agsax)a

ist ungleich Null. Die Einschréinkung auf M liefert einen nicht-trivialen Homo-
morphismus von M nach N. l

Fiir eine R-Algebra A, auf die eine endliche Gruppe G wirkt, ist die Ab-
bildung a — deG a* g von A nach A x G injektiv und A x G-linear, so daf
A isomorph zu einem Linksideal von A x G ist. Wie angemerkt, zeigen Fisher
und Montgomery, dal der Schief-Gruppenring A * G semiprim ist, sofern A se-
miprim und |G|-torsionsfrei ist. Nach Proposition 4.2.1 ist damit A% semiprim
und grofl in A, d.h. wir erhalten die aus Bergman und Isaacs Satz gefolgerte
Konsequenz wiederum aus dem Satz von Fisher und Montgomery. Ist A eine
H-Modulalgebra und H eine R-Hopfalgebra, dann sehen wir, dal A semiprim
und grof} in A ist, sofern A#H semiprim ist und es eine Einbettung A C A#H
als links A#H-Moduln gibt.

Wir werden nun die aufgetretene modultheoretische Eigenschaft etwas ge-
nauer analysieren. Ein R-Modul M heifit kompressibel, wenn M in jeden sei-
ner nicht-trivialen Untermoduln eingebettet werden kann. Zelmanowitz nennt
einen R-Modul M schwach kompressibel, falls es zu jedem nicht-trivialen
Untermodul N von M einen Homomorphismus f : M — N gibt mit f |[y# 0
(siehe [Zel95)).

Satz 4.2.2. Sei M ein links R-Modul. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) M ist schwach kompressibel.
(b) Fiir alle nicht-trivialen N C M gilt N N Rej (M,N) = 0.
(¢) Fiir alle nicht-trivialen N C M gilt Hompg (M, N)? # 0.
(d) M erfillt die folgenden beiden Bedingungen:

(i) Fiir alle nicht-trivialen N C M gilt Homp (M, N) # 0.
(ii) Fir alle nicht-trivialen f € Endgr (M) gilt fHompg (M, M f) # 0.
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M st insbesondere dann schwach kompressibel, falls Endg (M) semiprim ist
und fir alle nicht-trivialen N C M Homp (M, N) # 0 gilt.

Beweis: (a) = (b) Sei K := N NRej (M, N), dann gilt KHomp (M, K) = 0,
d.h. es gibt keinen Homomorphismus f : M — K mit f |x# 0. Damit muf
K = 0 sein.

(b) = (d) Ist N nicht-trivial, so gilt Hompr (M, N) # 0, da andernfalls Rej (M, N) =
M und damit N = 0 folgen wiirde. Ist 0 # f € Endg (M), dann ist N := (M) f
nicht-trivial und damit N N Rej (M, N) =0, d.h. M fHompg (M, M f) # 0.

(d) = (c) Sei N ein nicht-trivialer Untermodul von M. Dann gibt es einen
nicht-trivialen Homomorphismus f : M — N und aus 0 # fHompg (M, M f) C
Homp (M, N)? folgt die Behauptung.

(¢) = (a) Sei N ein nicht-trivialer Untermodul von M, dann gilt Homp (M, N)? #
0, d.h. es gibt f,g € Hompg (M, N) mit fg # 0. Da das Bild von f in N liegt,
folgt also g |n# 0.

Wie wir aus Eigenschaft (d) sehen, sind Moduln M mit Endg (M) semiprim
und Homp (M, N) # 0 fiir nicht-triviale N C M schwach kompressibel. B

Moduln, die unsere, aus dem Satz von Bergman und Isaacs abgeleitete,
modultheoretische Eigenschaft besitzen, sind also schwach kompressibel. Iden-
tifizieren wir Homayp (A, 1) mit I7 fiir ein H-stabiles Linksideal I einer H-
Modulalgebra A, dann folgt aus Eigenschaft 4.2.2(c), da A genau dann, als
A# H-Modul, schwach kompressibel ist, falls AY kein nilpotentes Linksideal
von der Form I enthilt mit I einem nicht-trivialen H-stabilen Linksideal.

Fiir Moduln, die einer schwachen Projektivitatsbedingung geniigen, erhalten
wir sogar eine Umkehrung.

Proposition 4.2.3. Ein semi-projektiver R-Modul M ist genau dann schwach
kompressibel, wenn Endg (M) semiprim ist und fiir alle nicht-trivialen N C M
auch Homp (M, N) # 0 gilt.

Beweis: Ist M schwach kompressibel, dann gilt Hompg (M, N) # 0 fiir alle
nicht-trivialen N C M. Sei 0 # f € Endgr (M), dann gilt nach 4.2.2(d.ii)
fHomp (M,Mf) # 0. Nun gilt aber Homp (M, M f) = Endgr (M)f, da M
semi-projektiv ist. Damit erhalten wir fEndg (M)f # 0 fiir alle nicht-trivialen
f € Endgr (M), d.h. Endg (M) ist semiprim. Die Umkehrung wurde schon in
4.2.2 gezeigt. B

Fine H-Modulalgebra A ist genau dann semi-projektiv als A# H-Modul,
wenn (Ax)? = Ay fiir alle 2 € A gilt. Wie wir wissen, ist A insbesondere
dann ein projektiver, und damit semi-projektiver, A# H-Modul, wenn A#H
iiber A separabel ist.

Folgerung 4.2.4. Sei A eine H-Modulalgebra, so daf (Ax)? = APz fir alle
x € A" gilt. Dann ist A™ genau dann semiprim und groff in A, wenn A ein
schwach kompressibler A4 H -Modul ist.
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Beweis: Dies folgt aus 4.2.3. B

Bemerkung 4.2.5. Der Annullator Anng (M) eines schwach kompressiblen
R-Moduls M ist insbesondere ein semiprimes Ideal. Um dies zu sehen, sei I ein
Ideal in R mit 1> C Anng (M) und sei f : M — IM. Dann gilt (IM)f =
IM)f C I*M = 0, d.h. f |;p= 0. Damit muf IM = 0 gelten, falls M
Wir wir in 4.2.1

schwach kompressibel war, und somit folgt I C Anng (M).
gesehen haben, gilt die Umkehrung, wenn M von R/Anng (M) koerzeugt wird.

In vielen Féllen ist A isomorph zu einem Linksideal von A#H. Falls A#H
separabel iiber A ist, so wird A sogar ein projektiver A#H-Modul. In diesem
Fall ist A auch ein projektiver A#H /Annup (A)-Modul und wird von diesem
Faktorring koerzeugt. Abschlieflend stellen wir fest, daf fiir H-Modulalgebren
A, die von A#H /Anngyup (A) koerzeugt werden, unsere bisher betrachteten
Eigenschaften zusammenfallen.

Folgerung 4.2.6. Sei A eine H-Hopfalgebra, so daff A von A#H /Annayup (A)
koerzeugt wird, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) AH ist semiprim und grof in A.
(b) A ist ein schwach kompressibler A# H -Modul.
(¢c) Anngyp (A) ist ein semiprimes Ideal.
Erfillt A eine der dquivalenten Bedingungen, so ist A H-semiprim.

Beweis: (a) = (b) folgt aus 4.2.2.

(b) = (c) folgt aus Bemerkung 4.2.5.

(c) = (a) folgt aus Proposition 4.2.1.

Angenommen A erfiillt eine der dquivalenten Bedingungen (a) — (¢) und ange-
nommen I ist ein nilpotentes H-stabiles Ideal. Dann ist auch I nilpotent und
somit gleich Null, da A¥ semiprim ist. Damit folgt aber auch I = 0, denn A¥
ist grof in A. &

Obiger Satz ist ohne die Voraussetzung an A falsch. Dazu geben wir ein
Beispiel einer H-Modulalgebra A an, die treu und prim als A#H-Modul ist,
d.h. Anngyup (A) ist sogar ein Primideal, aber deren Invariantenring AH nicht
grof} in A ist.

Beispiel 4.2.7. FEs gibt eine links H-Modulalgebra A diber einer Hopfalgebra H
tber einem Korper der Charakteristik 0 mit folgenden FEigenschaften:

(1) A#H ist ein Primring.

(2) A ist ein Korper, aber nicht grof8 in A.
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(8) A st ein Integrititsbereich, sowie ein treuer, primer A#H-Modul, der
projektiv in o[axmA) ist.

Sei R =k ein Kérper mit char(k) = 0. Sei A = k[[t]] der Potenzreihenring
dber k. A ist ein kommutativer uniserieller, noetherscher Integrititsbereich mit
maximalem Ideal At. Alle nicht-trivialen Ideale von A sind von der Form At™
mit n > 0. Man beachte auch, daf8 alle Elemente f(t) =Y 07 ant™ mit ag # 0
invertierbar sind in A. Wir definieren folgende Derivation § auf A durch

1) (Z ant") = Znant".
n=0 n=0

Man beachte, daff Ker (0) = k gilt. Wir lassen die Hopfalgebra H := k[X] (siehe
1.2.7) durch ¢ auf A wirken, d.h. X f(t) = 6(f(t)) fiir alle f(t) € A. Jedes Ideal
At"™ ist H-stabil, denn 0(t") = nt" € At". Somit sind gerade die H-stabilen
Ideale von A die Ideale At™ und A ist als links A#H-Modul uniseriell und
noethersch. Wie in 1.3.12 bemerkt, gilt A|X,0] ~ A#H.

(1) Da A nullteilerfrei ist, ist A[X,d] ein Primring (siehe [MRO1, 1.2.9(iii)]
oder [Goo80, pp 1847]).

(2) Sei f(t) € A", s0 gilt: 0 = e(X)f(t) = X f(t) = §(f(t)), also insbesondere
f(t) =ag € Ker (§) = k. Ist andererseits ag € k, so gilt

Yn>1: X"ag=0"(ap) =0 =e(X")ap,

d.h ay € A" und folglich A" = k. Damit folgt aber I = 0 fiir alle echten
H-stabilen Ideale I von A, d.h. A" ist nicht grof in A.

(8) Wir zeigen zuerst, daf$ A selbst-projektiver A#H-Modul ist. Dazu miissen
wir zeigen, daff (A" = (AT + 1)/T gilt. Sein > 1, I = At™ und f(t)+1 €
(A/DH. Aus

04T =e(X)f(t)+1=Xf(t)+1=0(f(t))+1,
folgt, mit f(t) = > po arth

5(f(1) = ikaktk el =At",
k=0

d.h. ap =0 fir 1 <k <n. Damit ist f(t) + 1 =ag+ 1 € (A" +1)/I.
Somit ist der Funktor ( )H exakt auf allen exakten Folgen

0 I A A/I 0,

d.h. A ist selbst-projektiv. Da A ein zyklischer A#H-Modul ist, ist A auch
projektiv in olapmAl.

Wir zeigen nun, dafl jeder Untermodul At™, mit m > 0, treu ist. Dazu sei
S 0 gi()# X" € Annayy (At™) mit g;(t) € A. Dann gilt fir alle k > m :

Zn: k:igi(t)] tk.

=0

0= zn:gi(t)Xitk = Zn:gi(t)kitk =
1=0 1=0
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Damit folgt >, kigi(t) = 0 fiir alle k > m, denn A ist ein Integrititsbereich.
Schreibt man diese Gleichungen fir m < k < m + n in Matrizform so ergibt

sich:
1 m m? m" go(t) 0
I m+1 (m+1)?% - (m+1)" g1(t) 10
U mtn) man? o mar ) g ) \o

Wir bezeichnen mit M die obige Matrix. Die Determinante von M ist gerade
die Vandermodesche Determinante und es gilt:

det(M) =[] G—j)#o0.
1<j<i<n
Damit existiert M~ € Qntlntl) C p(ntlntl) gy glle Eintrage von M ganze
Zahlen sind und char(k) = 0, also Q C k gilt. Demnach muf fiir allei =0,...,n
gi(t) = 0 gelten und Annyy g (At™) = 0. Damit ist A ein treuer primer A#H -
Modul.

4.3 Hinreichende Bedingungen

Zuerst geben wir eine Losung auf unsere Frage, falls A eine semiprime kommuta-
tive H-Modulalgebra, A7 C A eine ganze Erweiterung und &(¢) kein Nullteiler
in A ist, wobei t ein Links- oder Rechts-Integral in H sei. Fiir eine Algebra A
mit Gruppenwirkung G entspricht die Bedingung an das Integral ¢ der Annah-
me, dal A |G|-torsionsfrei ist. Wir erinnern daran, dafl eine Ringerweiterung
S C T, mit S zentral in T', ganz heifit, falls jedes Element ¢t € T" Nullstelle eines
normierten Polynoms iiber S ist.

Lemma 4.3.1. Jeder kommutative, semiprime Ring T, der eine ganze Erwei-

terung eines von Neumann reguldren Unterrings S ist, ist von Neumann requldr.

Beweis: Nach [Lam98, 3.7.1] ist ein semiprimer kommutativer Ring genau dann
von Neumann regulér, wenn jedes seiner Primideale maximal ist. Angenommen
S ist von Neumann regulér. Sei P ein Primideal von T und M ein maximales
Ideal von T', welches P enthélt. Das Ideal S N P ist ein Primideal und nach
Annahme somit maximal, d.h. SN P =SSN M. Da T ganz iiber S ist folgt aus
Satz [Kun97, VI1.2.3(c)], dal P = M gilt, d.h. P ist maximal. Somit ist jedes
Primideal von T" maximal. Nach Voraussetzung ist 7" semiprim und somit auch

von Neumann regulédr. Bl

Satz 4.3.2. Sei H eine, als R-Modul flache, R-Hopfalgebra mit einem Links-
oder Rechts-Integral t und sei A eine kommutative semiprime H-Modulalgebra,
so daf £(t) kein Nullteiler in A und die Erweiterung A" C A eine ganze Rin-
gerweiterung ist. Dann ist A#H semiprim.
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Beweis: Nehmen wir zuerst an, daf§ £(¢) in A invertierbar ist. Die My (A)-
Modulstruktur von A ist gleich seiner A# H-Modulstruktur, denn A ist kom-
mutativ. Ebenso gilt A# = Z(A)H . Sei A der zentrale Abschluf (siehe 3.3.8). Da
A C Qy(A) € Qmaz(A) (siehe 3.4.4), ist A auch kommutativ und semiprim.
Nach Voraussetzung ist A/A eine ganze Erweiterung. Sei as € A = AAH.
Nach Annahme gibt es ein normiertes Polynom

n
F(X) =) rXx'e A¥[X]
i=0
mit f(a) = 0. Definieren wir das normierte Polynom
n
f(X) = ZrisnfiXi e AM[x)],
i=0
so gilt f(as) = f(a)s™ = 0. Da die Menge der ganzen Elemente gegen Summen
abgeschlossen ist, impliziert dies, daf} AH - A eine ganze Erweiterung ist.
Nach 3.3.7 ist A von Neumann reguldr. Lemma 4.3.1 besagt nun, dafl auch
A von Neumann regulir ist. Aus der Invertierbarkeit von e(t) in A folgt auch
die Invertierbarkeit von e(¢) in A. Nach Satz 3.2.9(2)ist A#H von Neumann
reguliir. Sei I C A#H ein Ideal mit 12 = 0. Dann ist auch I := I(A\H#l) ein
Ideal von /T#H. Da A\H#l zentral in ﬁ#H liegt, folgt 12 = 0. Wie oben gezeigt
ist /T#H von Neumann regulir, also insbesondere semiprim, weshalb I = 0 und
somit auch I = 0 gelten muf (da H flach), d.h. A#H ist semiprim.
Ist £(t) nicht invertierbar in A, dann geht man zur Lokalisierung A[e(¢)~!] iiber
und 1aBt H trivial auf e(¢)~! wirken. Wie man leicht nachpriift, ist A[e(¢#)™!]
semiprim und ganz iiber (A[e(t)~!])# = AH[e(t)71]. Nach obigem Argument
ist Ale(t)"Y#H = A#H|e(t)"'#1] semiprim und somit auch A#H. B

FEin klassischer Satz iiber Gruppenwirkungen besagt, dafl fiir eine kommuta-
tive Algebra A, auf die eine endlichen Gruppe G wirkt, die Erweiterung A® C A
ganz ist. Dieser Satz wurde von Zhu auf Modulalgebren iibertragen. Genauer
besagt Zhus Satz [Zhu96, Theorem 2.1] fiir eine kommutative H-Modulalgebra
A, daB A iiber A” ganz ist, falls H eine halbeinfache Hopfalgebra iiber einem
Korper k ist, so dafl die Charakteristik von k die Dimension der Hopfalgebra
nicht teilt und die Antipode S von H eine Involution ist. Etinghof und Ge-
laki zeigten in [EG98], dafl letztere beide Bedingungen an die Hopfalgebra H
dquivalent dazu sind, dafl H eine halbeinfache, kohalbeinfache Hopfalgebra ist
(wobei H genau dann kohalbeinfach ist, wenn H* halbeinfach ist).

Folgerung 4.3.3. Ist H eine halbeinfache, kohalbeinfache Hopfalgebra iiber
einem Korper k und A eine kommutative semiprime H-Modulalgebra, dann ist

A#H semiprim.

Beweis: Nach [EG98, Corollary 3.2] ist eine Hopfalgebra H genau dann halb-
einfach und kohalbeinfach, wenn S? = id und char(k) t dimy(H) gilt. Nach
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[Zhu96, Theorem 2.1.] ist A iiber A7 ganz. In Satz 2.4.4 zeigten wir, daf
halbeinfache Hopfalgebren H insbesondere separabel iiber k sind, d.h. es gibt
ein Links-Integral ¢ in H mit £(¢t) = 1. Damit ist £(¢) auch in allen links H-
Modulalgebren invertierbar. Somit folgt die Behauptung aus 4.3.2. B

Bemerkung 4.3.4. Nach einem Satz von Larson und Radford (siehe [Sch95,
3.14]) ist jede halbeinfache Hopfalgebra iber einem Korper der Charakteristik O
kohalbeinfach. Dies gilt auch, wenn char(k) >> dim(H). Abschitzungen wer-
den in [EG98, 4.2] gegeben.

Wir versuchen nun die Kommutativitdt abzuschwéchen. Dazu bendtigen
wird zuerst drei Lemmata. Ein Ring S heifit links Goldie Ring, wenn S als
links S-Modul endliche Goldie Dimension besitzt und .S der aufsteigenden Ket-
tenbedingung fiir links Annullatoren geniigt.

Lemma 4.3.5. Sei T ein semiprimer Ring mit zentralem Unterring S. Hat
T endliche Goldie Dimension als links oder rechts T-Modul, so hat auch S
endliche Goldie Dimension.

Beweis: Sei Sc; ® - - - @ Sc, eine direkte Summe von zyklischen Idealen von S.
Da alle jedes Element ¢; in Anny(c;) enthalten ist, mit ¢ ungleich j, ist auch
>izi T'ei © Annp(cj) = Annp(T'cj) und somit impliziert T'c;(3-, .; Te;) = 0
gerade T'c;N (3, ,; Te;) = 0, da T semiprim ist. Damit ist T'c1 @+ - -&T'c;, direkt
und n < min{udim(7T),udim(Tr)}. Somit hat S endliche Goldie Dimension.

Ein Ring A heifit PI-Ring, falls er einer Polynomidentitidt geniigt, d.h.
falls es ein Polynom f(Xji,..., X%) in nicht-miteinander kommutierenden Un-
bestimmten X; gibt und dessen Koeflizienten gleich 1 oder —1 sind, so daf fiir
alle ay,...,ar € A f(a,...ax) =0 gilt (siche [Row80]).

Lemma 4.3.6. Jeder semiprime Goldie PI-Ring T, der eine ganze Erweiter-
ung eines zentralen von Neumann reguliren Unterrings S ist, ist halbeinfach
artinsch.

Beweis: Da auch S C Z(T') eine ganze Erweiterung von kommutativen semi-
primen Ringen ist, folgt aus Lemma 4.3.1, dafl Z(T") von Neumann regulir ist.
Nach 4.3.5 hat Z(T') endliche Goldie Dimension und ist somit halbeinfach ar-
tinsch. Nach [MRO1, 13.6.14] ist 7" endlich erzeugt iiber Z(7") und somit selbst
artinsch und damit auch halbeinfach. B

Lemma 4.3.7. Sei M ein links R-Modul und S = Endg (M). Angenommen S
ist rechts nicht-singulir und Hompg (M, N) # 0 fir alle nicht-trivialen Unter-
moduln N C M, dann ist Mg nicht-singuldr.
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Beweis: Sei m € Sing(Mg). Dann gibt es ein wesentliches Rechtsideal I von
S mit mI = 0. Das Rechtsideal I annulliert dann auch Hompg (M, Rm), denn
es gilt Homp (M, Rm)I C Homp (M, RmI) = 0. S war als rechts nicht-singulér
vorausgesetzt, so daf das Linksideal Hompg (M, Rm) gleich Null sein muf}. Nach
Annahme gilt damit m = 0, d.h. M ist ein nicht-singulérer rechts S-Modul. B

Wir folgen der géingigen Konvention und nennen Elemente regulér, wenn sie
keine Nullteiler sind. Ist C eine Teilmenge von zentralen reguldren Elementen
eines Ringes S, dann bezeichne mit S[C~!] die klassische (zentrale) Lokalisierung
bei der alle Elemente in C invertiert werden.

Satz 4.3.8. Sei H eine separable, als R-Modul flache, R-Hopfalgebra und A
eine semiprime Goldie PI H-Modulalgebra mit AH C Z(A). Angenommen, A
ist ganz iber A", Dann ist A#H genau dann semiprim, wenn A nicht-singulir
iiber A ist. In diesem Fall ist Q. (A) = A[C™!] wobei C die reguliren Elemente
von AH bezeichnet.

Beweis: Angenommen, A ist nicht-singulér iiber A”. Nach Lemma 4.3.5 hat
AH endliche Goldie Dimension und ist somit ein kommutativer semiprimer Gol-
die Ring. Sei C die Menge der reguliren Elemente von AY. Dann ist die klas-
sische Lokalisierung @ := A [C~!] ein halbeinfacher artinscher Ring. A ist ein
Unterring von A[C™!], da A nicht-singuliir iiber A ist. Als klassische Lokalisie-
rung ist A[C™!] ebenfalls ein semiprimer Goldie PI-Ring. A[C™!] ist ganz iiber
Q, da A" C A eine ganze Erweiterung ist. Nach Lemma 4.3.6 ist A[C~!] nun
halbeinfach artinsch und somit gilt Q. (A) = A[C™!]. Nach 2.3.6 ist Qu(A)#H
separabel iiber Q(A) und mufl damit halbeinfach sein, da @, (A) halbeinfach
ist. Ferner fassen wir Q. (A)#H als klassische Lokalisation von A# H auf, denn
da C7'#1 im Zentrum von Q. (A)#H liegt, gilt

Qu(A)#H = A[CT'|#H = A#H(C™'#1) = A#H[(C#1)™"].

Jedes nilpotente Ideal I von A#H kann zu einem nilpotenten Ideal I von
Qu(A)#H erweitert werden. Damit ist aber I und somit auch I gleich Null
(da H flach ist). Folglich ist A#H semiprim.

Nehmen wir andererseits an, dal A#H semiprim ist. Aufgrund der Tatsache,
dafl H separabel ist, folgt, dal A ein projektiver A#H-Modul ist (siehe 2.4.2).
Damit ist A isomorph zu einem direkten Summanden von A# H. Proposition
4.2.1 besagt nun, da A semiprim und groB in A ist. Insbesondere ist AX
auch links und rechts nicht-singulir, denn A ist kommutativ. Aus 4.3.7 folgt
schlieBlich, dafl A nicht-singulirer A¥-Modul ist. B

Als nichstes zeigen wir, dafl fiir sogenannte trianguldre halbeinfache ko-
halbeinfache Hopfalgebren, das Smash-Produkt semiprim ist, sofern A semi-
prim war. Dazu zuerst eine Definition. Eine R-Hopfalgebra H heifit links stark
halbeinfach, falls fiir jede H-semiprime links H-Modulalgebra A das Smash
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Produkt A# H semiprim ist. Das Smash-Produkt einer semiprimen Modulal-
gebra und einer stark halbeinfachen Hopfalgebra ist also semiprim. Kriterien,
wann eine halbeinfache Hopfalgebra stark halbeinfach ist, werden in [MS99]
und [OPQ92] gegeben. Allerdings sind diese Kriterien schwer zu verifizieren.
Uber einem Kérper ist jede kommutative oder kokommutative halbeinfache
Hopfalgebra stark halbeinfach. Ferner ist jede halbeinfache Hopfalgebra H mit
einer endlichen Kette von normalen Unterhopfalgebren H; dessen Quotienten
H;1/H; entweder kommutativ oder kokommutativ sind, stark halbeinfach (sie-
he [MS99, 8.16]). Alle bisher bekannten halbeinfachen Hopfalgebren sind stark
halbeinfach. Wir werden zeigen, daf} die Klasse der stark halbeinfachen Hopfal-
gebren abgeschlossen ist gegeniiber Drinfeld Twists. Danach erhalten wir unter
Anwendung eines Satzes von Etinghof und Gelaki, der alle trianguldren halb-
einfachen kohalbeinfachen Hopfalgebren als Drinfeld Twists von Gruppenringen
klagssifiziert, unsere gewiinschte Aussage.

Definition 4.3.9. Sei H eine R-Hopfalgebra. Ein Drinfeld Twist fir H ist
ein invertierbares Element J € H ® H, so dafl

(o)A D) =1 J)1eA)]) (4.3.1)

ea)(J)=1=(1®¢)(J) (4.3.2)
gilt. Wir schreiben formal J =: Y. J' @ J? und J~1 =: Q = . Q' ® Q? (wobei

wir die Summierungsindizes weglassen).

Lemma 4.3.10. Ist (H,u,n,A,e,S) eine R-Hopfalgebra und J ein Drinfeld
Twist, dann ist (H”, p,n, A7, e,57) ebenfalls eine R-Hopfalgebra, wobei als R-
Algebra H) = H gilt, sowie
(i) A := JAJ™Y d.h. fiir alle h € H : A7 (h) = JA(R)J L.
(ii) S7 :=USU™Y, d.h. fiir alle h € H : S7(h) =US(h)U™!
mit U := > J'S(J?) und U~ =3 S(Q1)Q?.
Beweis: Dies wurde in [Maj95, 2.3.4 und Absatz vor 2.3.5] gezeigt. B

Offensichtlich gilt A7 (h)J = JA(h) fiir alle h € H.

Lemma 4.3.11. Sei J ein Drinfeld Twist fiir eine R-Hopfalgebra H. Dann ist
J~Y ein Drinfeld Twist fir H”.

Beweis: Man beachte, da8 (A ® 1)(J~!) ein Inverses fiir (A ® 1)(J) ist, da A
ein Algebrenhomomorphismus ist. Wir formen Gleichung (4.3.1) um:

JoDA)(J) =1 J)(1eA)J)
& 1lel=12J) 1A (NNAx1)(J HJ 1al)
& (1A HaeJ H=QAea)J HJel)
& (leJ e )= TenA’e1)(J)
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wobei letzte Umformung aus der Relation J'A7 = AJ~! folgt. Damit gilt
Gleichung (4.3.1) fiir J~! in H”. Die Gleichung (4.3.2) folgt, da  ein Algebren-
homomorphismus ist. B

Definition 4.3.12. Sei A eine links H-Modulalgebra mit Multiplikation p und
J ein Drinfeld Twist fir H, dann definieren wir eine newe Multiplikation p” =
puJ 1 A® A — A auf A mit

a-ybi=p(a@b):=p(J (a®b)=> (Q"-a)(Q*b) firalleabe A,
wobei die H-Wirkung auf A mit - bezeichnet wird.

Aussage (3) der néchsten Proposition ist ein Speziallfall eines allgemeineren
Satzes [Maj97, 2.9].

Proposition 4.3.13. Sei J ein Drinfeld Twist einer R-Hopfalgebra H und sei
A eine links H-Modulalgebra. Dann gilt:

(1) A7 wird durch p’ zu einer links H” -Modulalgebra.

(2) Die H-stabilen Linksideal von A sind genau die H”-stabilen Linksideale
von A7,

(3) Die Smash Produkte A#H und A’ #H” sind isomorph als R-Algebren.
Beweis: (1) folgt aus [Maj95, 2.3.8].
(2) Seien a,b € A. Die Multiplkation zweier Element a und b aus A 148t sich
durch ab = Y_(J'-a)-;(J?-b) ausdriicken. Damit ist jedes H”-stabile Linksideal
von A’ auch ein H-stabiles Linksideal von A. Die Umkehrung folgt mit dem
gleichen Argument, da nach Lemma 4.3.11 J~! ein Drinfeld Twist von H” ist

und da H = HJJ_I, A= AJJ_1 und p = ,uJJ_l gilt.
(3) Wir definieren die Abbildung

o AfH — ATHHY adth = Y (- a)#(J?h).
Man rechnet leicht nach, dafl fiir alle h € H
p(1#h) = 14> _e(J)J?h = 14

gilt, und dafl somit ¢ eingeschrankt auf 1#H die Identitéit liefert. Ferner gilt
fir alle a € A,h € H:

plagth) = (J' - a)#J%h = [(J' - Q) #T*|[1#h] = p(a#l)p(1#h).  (4.3.3)
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Fiir A”(h) schreiben wir A7 (h) = Z(h) h(1ry ® h(g). Seien a,b € A, dann gilt
pla#l)p(b#1) =

JVa) -5 (51 J )#sz(Q) wegen A7) = jA

(
(Jl-a)-(J(z, j -b)#J2/)j2 Multiplikation in A7#H”’
(
(le(11) ca)-g (J 2J(2 b)#J? wegen (4.3.1)

= (J(ll) . a)( b)#J? wegen ju’ = p

= Jt. #J 2 da A H-Modulalgebra
)

= (ab#l) (1)

Ferner gilt fiir h € H und a € A:

(#)p(a#l) = D (A#H)[(J" - a)#]]

= > hanJ" - athe)]
= > J'hqy - a#J ) wegen ATJT = JA

= o (X mafthy) = p((#h)@#1). (1)

Insgesamt folgt:

o((afth)(bi#g)) = Zsoa(hl b)#l ¢(1#thag) wegen (4.3.3)

Somit ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Ebenso zeigt man, dafl
v ATHHT — A#H mit a#th — Q' - a#Q%h

ein Ringhomomorphismus ist und offensichtlich gilt ¢ = ¢~ 1. B

Folgerung 4.3.14. Ist H eine stark halbeinfache Hopfalgebra, so ist auch H”
stark halbeinfach fiir jeden Drinfeld Twist J fiir H.

Beweis: Ist A eine links H”/-Modulalgebra, dann ist A7 nach 4.3.13(1) ei-
ne links H-Modulalgebra. Ist A H”-semiprim, so ist nach 4.3.13(2) A7 H-
semiprim. Aus 4.3.13(3) folgt nun A7 '#H = A7 #H7" ~ A#H’. Da H
stark halbeinfach ist, folgt, dafi A7 71#H und somit auch A#H” semiprim ist.
|



4.3. HINREICHENDE BEDINGUNGEN 85

Eine Hopfalgebra heifit triangulér, falls es ein invertierbares Element R €
H ® H gibt mit

(A®1)(R) = R13Ra3, (IQA)(R) = Ri13R12, A®? = RAR™! und R7! = 7(R)

wobel 7: H® H — H ® H den R-Isomorphismus x ® y — y ® x bezeichnet
und fir R = ) a; ® b; seien

Ris ::Zai®1®bi,7€23 ::Zl®ai®bi7Rl2 ::Zai@)bi@l

Elemente aus H @ H ® H.

P.Etinghof und S.Gelaki klassifizieren in [EG00] halbeinfach kohalbeinfache
triangulére Hopfalgebren iiber algebraisch-abgeschlossenen Korpern als Drin-
feld Twists von Gruppenringen. Demnach erhalten wir als Korollar:

Folgerung 4.3.15. Jede triangulir halbeinfache kohalbeinfache Hopfalgebra
tiber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper ist stark halbeinfach.

Beweis: Nach einem Satz von Etinghof und Gelaki [EG00, Corollary 6.2] gibt
es eine Gruppe G und einen Drinfeld Twist J € k[G] ® k[G] mit H ~ k[G]”. Da
k[G] kokommutativ ist, ist k[G] stark halbeinfach (siehe [MS99, 8.16]). Nach
4.3.14 ist H stark halbeinfach. B

Eine Hopfalgebra heifit einfach, falls sie keine echte nicht-triviale normale
Unterhopfalgebra enthélt. Die einzigen bisherigen bekannten einfachen, halb-
einfachen Hopfalgebren iiber einem Koérper k sind Gruppenringe k[G] von end-
lichen einfachen Gruppen G, duale Gruppenringe k[G]* und Drinfeld Twists
k[G]?. Nach 4.3.14 sind die Hopfalgebren k[G]’ stark halbeinfach. Da k[G]*
kommutativ ist, ist diese Hopfalgebra wieder mit [MS99, 8.16] stark halbein-
fach. Die Frage, ob es weitere einfache, halbeinfache Hopfalgebren gibt, wird in
[And01, Question 2.3] aufgeworfen.

Jede endlich-dimensionale Hopfalgebra besitzt eine Normalreihe

0O=HCH CHC---CH, 1CH,=H

von Unterhopfalgebren H; von H, so dafi deren Quotienten H,ii/H; einfa-
che Hopfalgebren sind. Ist H eine halbeinfache Hopfalgebra, so kénnen diese
Quotienten ebenfalls halbeinfach gew&hlt werden (siehe 2.4.9). Da wir nun von
allen bekannten einfachen, halbeinfachen Hopfalgebren wissen, dafl sie stark
halbeinfach sind, wére es wiinschenswert, den Abschlufl der Klasse der stark
halbeinfache Hopfalgebren gegeniiber Erweiterungen zeigen zu koénnen.
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