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Einleitung

Die Molekiildynamik-Simulation ist ein aktuelles Forschungsgebiet, das in den letzten Jahren
stdndig an Bedeutung gewonnen hat. Die klassische Molekiildynamik ist momentan die wich-
tigste Moglichkeit, iiber das dynamische Verhalten grofier Molekiile Erkenntnisse zu gewinnen.
Viele Chemiker und Physiker verbringen daher heute mehr und mehr Zeit in einem virtuel-
len Labor, an einem Computer sitzend. Die Herausforderungen auf diesem Gebiet sind dabei
nicht gering. Die Molekiildynamik-Simulationen umfassen mehrere Zeitskalen, die von 1 fs (=1
Femtosekunde=10"1%s) bis zu 10? Sekunden bei der Faltung groBer Molekiile reichen und in der-
selben Simulation auftreten. Hiufig sind erst Zeitskalen im Bereich von Pikosekunden (10~!2)
fiir die Interpretation der Daten interessant, und es wiirde geniigen die Losung in grifleren
Absténden zu kennen.

Im mathematischen Modell spiegelt sich dieser Umstand dadurch wieder, dass die Losung hoch-
frequente Loésungskomponenten mit kleiner Amplitude besitzt, wobei die Losung hiufig nur auf
einem Gitter mit einer Zeitschrittweite h gesucht wird, fiir die hw > 1 ist, wobei w die héchste im
System auftretende Frequenz bezeichnet. Differentialgleichungen diesen Typs werden oszillatori-
sche Differentialgleichungen genannt. Wegen ihrer Bedeutung nicht nur in der Molekiildynamik
sind oszillatorische Differentialgleichungen in den letzten Jahren zunehmend ins Zentrum des
Interesses geriickt.

Das Standard-Verfahren zur numerischen Integration dieser Differentialgleichungen ist das Verlet-
Schema und seine Varianten (z.B. leap-frog). Dieses Verfahren ist einfach zu implementieren,
funktioniert bei kleiner Schrittweite sehr gut, benétigt aber viel zu viele Schritte, um oszillatori-
sche Differentialgleichungen iiber lingere Zeitintervalle numerisch effizient 16sen zu kénnen. Das
liegt daran, dass die hohen Frequenzen bei der numerischen Integration einer oszillatorischen
Differentialgleichung von dem Verlet-Schema vollstindig aufgelost werden miissen, damit das
Verfahren eine korrekte Losung liefert. Dasselbe Verhalten zeigen alle bekannten Verfahren, wie
implizite und explizite Runge-Kutta-Verfahren sowie Mehrschrittverfahren. Mit diesen Verfah-
ren konnen viele Phinomene die auf groberen Zeitskalen ablaufen, obwohl auf diesem Gebiet
Rechenzeiten in der Gréflenordnung von Monaten nicht uniiblich sind, nicht beobachtet wer-
den. Wiinschenswert sind daher numerische Integrationsverfahren (sog. Integratoren), die der
Schrittweiteneinschrinkung nicht unterliegen und damit weniger rechenaufwéndig sind.

In den letzten fiinf Jahren wurden Lange-Zeitschritt-Integratoren entwickelt. Damit werden Ver-
fahren bezeichnet, die Fehlerabschidtzungen unabhingig von der Glattheit der Lésung zulassen
und die die Losung auf einem Gitter mit Zeitschrittweite A und hw > 1, wobei w die hochste
auftretenden Frequenz bezeichnet, berechnen kénnen. Als einzige Voraussetzung wird dabei ge-
fordert, dass das System beschrinkte Energie hat, eine physikalisch plausible Bedingung.

Ahnlich wie bei der Theorie zur numerischen Integration steifer Systeme, erfordert auch die Ana-
lyse von Verfahren fiir oszillatorische Probleme vollig neue mathematische Techniken. Die Ursa-
che hierfiir liegt in der nichtglatten exakten Liosung der Differentialgleichung, die die Verwendung
von Taylorentwicklung derselben unméglich macht. Diese neuen Techniken geben gleichzeitig
Aufschluss iiber die Konstruktion neuer Lange-Zeitschritt-Integratoren.

Bisher sind Lange-Zeitschritt-Verfahren nur fiir Differentialgleichungen bekannt, bei denen die
hohen Frequenzen aus einem zeitunabhéingigen linearen Anteil resultieren. Diese Integratoren



erfordern die Berechnung des Produkts ¢(hQ)v einer analytischen Funktion ¢ ausgewertet an
einer mit der Zeitschrittweite skalierten, symmetrischen Matrix 2 mit einem Vektor v. Diese
konnen zum Beispiel mit Krylov-Unterraumverfahren approximiert werden (vgl. [7, 8, 14, 24]).
Da die auftretenden Funktionen ¢ mit Hilfe der Exponentialfunktion dargestellt werden kénnen,
wird auch von exponentiellen Integratoren gesprochen (vgl. [17]).

Ziel dieser Arbeit ist es, Lange-Zeitschritt-Verfahren fiir eine allgemeinere Klasse von oszillatori-
schen Problemen zu konstruieren und zu analysieren, denn in den Problemen aus der Molekiildy-
namik erweist sich die oben genannte Einschrinkung auf zeitunabhéingige lineare Anteile als zu
strikt. Es soll jedoch weiterhin nur die physikalisch sinnvolle Voraussetzung der beschriankten
Energie gefordert werden, so dass die Ergebnisse auch praktisch relevant sind.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im ersten Kapitel wird nach einer Einleitung
in oszillatorische Differentialgleichungen die Molekiildynamik als ein grofies Anwendungsgebiet,
in dem oszillatorische Differentialgleichungen auftreten, vorgestellt. Ferner werden die iiblichen
Verfahren betrachtet, mit denen oszillatorische Differentialgleichungen numerisch gelést werden,
dabei auch die ersten Lange-Zeitschritt-Integratoren und unter welchen Voraussetzungen die Ei-
genschaft, ein Lange-Zeitschritt-Integrator zu sein, bewiesen wurde. Das erste Kapitel beinhaltet
bekannte Aussagen. Im Gegensatz dazu sind alle vorgestellten Sdtze und Beweismethoden der
weiteren Kapitel neu. Wenn bereits vorhandene Ergebnisse verwendet werden, werden diese nur
zitiert und der Beweis nicht wiedergegeben.

Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit nichtautonomen, linearen, homogenen, oszillatorischen
Differentialgleichungen. Diese Differentialgleichungen stellen fiir sich ein interessantes aktuelles
Forschungsgebiet dar (z.B. [18], [19]). Um einen vorgeschlagenen exponentiellen Integrator zu
analysieren, musste ein neuer funktionalanalytischer Ansatz entwickelt werden. Mit den vorge-
stellten Techniken ist eine weitere Analyse und Ableitung weiterer neuer Verfahren fiir diese
Differentialgleichungen moglich. Dies wird an dieser Stelle aber nicht durchgefiihrt, sondern
nur so weit, wie es fiir die Theorie in den weiteren Kapiteln nétig ist. Die Beweismethoden lei-
sten einen wichtigen Beitrag zum Verstdndnis homogener oszillatorischer Differentialgleichungen.
Es sind die ersten Sitze, die allgemeine Aussagen iiber den globalen Fehler einer numerischen
Néherungsmethode fiir homogene, lineare, nichtautonome Systeme treffen. Bisher waren solche
Ergebnisse nur fiir spezielle skalare Gleichungen bekannt (vgl. [18], [19]).

Oszillatorische Differentialgleichungen, bei denen die hohen Frequenzen von einem nichtauto-
nomen, linearen, oszillatorischen Teil der Differentialgleichung erzeugt werden, treten in vielen
Anwendungen auf. Die Molekiildynamik oder Semidiskretisierungen von partiellen Differential-
gleichungen, die Wellenphéinomene beschreiben, sind Beispiele hierfiir. Im dritten Kapitel werden
exponentielle Einschritt- und Zweischrittverfahren vorgestellt, die Lange-Zeitschritt-Integratoren
sind, und diese Eigenschaft bewiesen. Zum Abschluss werden einige numerische Experimente mit
diesen Verfahren vorgestellt.

Fiir die Praxis sind die Ergebnisse des vierten Kapitels von besonders grofier Bedeutung. Von
einem bereits fiir die Molekiildynamik vorgeschlagenen Gautschi-Typ-Verfahren (vgl. [13]) wird
unter Verwendung der physikalisch sinnvollen Finite-Energie-Bedingung gezeigt, dass das Ver-
fahren ein Lange-Zeitschritt-Integrator fiir nichtlineare oszillatorische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung darstellt. Dieses Verfahren ist das erste, von dem diese Eigenschaft bewie-
sen werden konnte. In ein Paket zur Simulation in der Molekiilldynamik implementiert lasst das
Verfahren durch die theoretischen Ergebnisse und die numerischen Tests in Kapitel 4 eine grofie
Rechenzeiteinsparung erwarten.
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Kapitel 1

Oszillatorische Probleme und deren
Zeitintegration

1.1 Oszillatorische Differentialgleichungen

In dieser Arbeit wird die numerische Losung von speziellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung untersucht. Differentialgleichungen dieses Typs treten z.B. bei N-Koérper-Problemen oder
bei der Semidiskretisierung von partiellen Differentialgleichungen, die nichtlineare Wellenphéno-
mene beschreiben, auf. Besonderes Augenmerk wird auf Differentialgleichungen gelegt, die in
der Molekiildynamik auftreten.

Die rechte Seite der Differentialgleichung sei wie angedeutet in zwei Teile aufgespaltet,

§=—f(y) +9(y), (1.1)

die Funktionen f und g seien Gradienten, und ihre Jacobimatrizen damit symmetrisch. Die
Differentialgleichung wird als oszillatorisch bezeichnet, wenn f, symmetrisch positiv-semidefinit
ist und in der Spektralnorm || f,|| > 1 gilt, aber ||g||, [|gyll, ||gyy|| und || fyy || mit kleiner Konstante
beschriankt sind. Ferner wird angenommen, dass die Differentialgleichung so transformiert ist,
dass die Losung in einer Kugel um Null bleibt. Unter dieser Annahme lisst sich die oszillatorische
Differentialgleichung auch in der Form

i =—fy(v)y+3(y)

schreiben, wobei ¢ dieselben Voraussetzungen erfiillt wie zuvor g. In dieser Schreibweise tritt der
fiir das oszillatorische Verhalten der Differentialgleichung verantwortliche Teil f,(y)y deutlicher
zu Tage. Jetzt kann eine weitere wichtige Vorraussetzung formuliert werden. Fiir das Differen-
tialgleichungssystem (1.1) gelte die Finite-Energie-Bedingung

o1, 1 1
H(y,9) = §||y||§ + §nyy(y)y < §K2.

Diese Bedingung ist keine beweistechnische Vorraussetzung sondern eine physikalisch sinnvolle
Voraussetzung. Bei den Systemen aus der Molekiildynamik, die im n#chsten Abschnitt vorge-
stellt werden, hat diese GroBe z.B. unter dem Namen harmonische Energie eine anschauliche
Bedeutung.



Die Losungen dergestalter Systeme besitzen schnell oszillierende Komponenten, die durch die
grofilen Eigenwerte von f, erzeugt werden. In vielen Anwendungen gilt das Interesse aber nicht
der hochoszillierenden Lésung an sich, sondern nur einem Mittelwert der oszillatorischen Losung.
Ein Beispiel sind Systeme in der klassischen Molekiildynamik, die Proteinfaltungen simulieren.
Der Faltungsprozess und die Endkonformation sind von Interesse, die exakte Auflosung der
Bindungsschwingungen aber nicht. Im folgenden Schaubild ist eine Losung einer oszillatorischen
Differentialgleichung und eine Vergréflerung des Anfangs dargestellt.

-1.952|
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Interessant ist hier nur die globale Bewegung, die kleinen schnellen Oszillationen nicht. Ein
Standardintegrator muss aber alle Oszillationen auflésen, und die wihlbare Schrittweite des In-
tegrators ist damit durch die Hélfte der Periode der hochsten auftretenden Frequenz beschrinkt.
In [9] werden Lange-Zeitschritt-Verfahren als solche Verfahren definiert, die auch bei grofieren
Schrittweiten noch die richtige Losung berechnen kénnen, die also in der Lage sind, ganze Pe-
rioden zu iiberspringen und trotzdem auf der richtigen Losung zu landen. Zum theoretischen
Nachweis dieser Eigenschaft muss fiir die Verfahren eine Fehlerschranke unabhingig von der
Jacobimatrix f, nachgewiesen werden. Im folgenden Schaubild ist noch einmal der Anfang der
oszillatorischen Losung aufgetragen, zusammen mit den Stellen, die mit einer Lange-Zeitschritt-
Methode aus Kapitel 4 berechnet wurden.

-1.948

-1.95- l '

-1.952

Alternativ zur Konstruktion von Lange-Zeitschritt-Methoden kann auch versucht werden, die
Differentialgleichung zu homogenisieren, d.h. das System so abzuiindern, dass es eine gemittelte
Losung ohne hochoszillatorische Komponenten liefert. Dieser Ansatz ist schwierig und in der
Regel erfordert er tiefe Einsicht in das spezielle Problem, das geldst werden soll. Mit jedem neuen
System sind meistens auch die Verdnderungen, um die korrekte gemittelte Losung zu erhalten,



neu (vgl. [3]). Die Lange-Zeitschritt-Methoden bieten eine weniger radikale Moglichkeit, solche
Systeme trotzdem mit vertretbarem Aufwand zu l6sen. Die Konstruktion solcher Verfahren ist
nicht einfach, aber ein wichtiger Beitrag zu dem aktuellen Forschungsgebiet hochoszillatorischer
Differentialgleichungen (vgl. [2, 5, 9, 11, 12, 16, 19, 22]).

Die in dieser Arbeit betrachteten Differentialgleichungssysteme erfiillen eine weitere Eigenschaft,
die bei groflen Systemen von oszillatorischen Differentialgleichungen hiuftig auftritt, besonders
fiir die im nichsten Abschnitt vorgestellten Systeme aus der Molekiildynamik. Die rechte Seite
der Differentialgleichung ist derart, dass die numerische Auswertung von f und f, billig, die von
g aber teuer ist.

1.2 Molekiildynamik

Die exakte Beschreibung der atomaren Dynamik eines Molekiils erfordert die Losung einer
zeitabhéngigen Schrédingergleichung. Schon bei einem Molekiil mit wenigen Atomen ist der
Rechenaufwand zur Losung dieser immens. Da die direkte Losung der Schrodingergleichung
nicht méglich ist, wird die Molekiilbewegung in der klassischen Molekiildynamik durch mecha-
nische Modelle simuliert. Das Kraftfeld, das die Bewegung der Atomkerne antreibt, besteht
aus chemisch motivierten mechanischen Modellen fiir lokale Terme, wie Bindungsstreckpoten-
tiale, Bindungswinkelpotentiale, Torsionspotentiale und Krifte zur Beschreibung von Wasser-
stoffbriickenbindungen als auch aus nichtlokalen Wechselwirkungen wie den langreichweitigen
Coulomb-Kriéften zwischen geladenen Atomen und der Van-der-Waals- Anziehung. Dabei werden
in den Molekiilmodellen iiblicherweise nicht die Krifte direkt angegeben, sondern die Potentia-
le der Krifte. Mit ihnen lisst sich die Hamilton-Funktion eines klassisch simulierten Molekiils
H(p, q) aufstellen, aus der sich die zu lésende Differentialgleichung durch

dp; dH )

_— = —— =1,...,d
dt dqz, ? IR}
do _ dH

dt N dpi

ergibt. Dabei ist g ein Vektor, der die Ortskoordinaten beschreibt, und p ein Vektor, der die Im-
pulse beschreibt. 2d ist die Dimension des Differentialgleichungssystems. Eine typische Hamilton-
Funktion eines klassisch simulierten Molekiils hat die Gestalt (vgl. [1], [23]):

1 7 1 1
Hip,q) = Zp"M 'p+ D SKb-b)’+ Y K000
Bindungen Bindungswinkel
1 q:;9;
+ Z SKoV(9) + > R
Torsionswinkel ungebundene Paare

Dabei ist M eine Diagonalmatrix, die die Massen der Atome enthilt. Die genauen Werte, wie
Molekiile am besten simuliert werden, sind empirisch bestimmt und daher wurde eine Reihe
verschiedener Kraftfelder entwickelt (z.B.: [4, 6, 31]). Durch Vergleich von Simulationen mit
experimentellen Daten werden diese stindig verfeinert.

Die entstehenden Krifte lassen sich dabei in schnelle Krifte, das sind solche, die eine Jacobi-
matrix mit groflen positiven Eigenwerten erzeugen, und langsame Krifte unterteilen. Bei der
Unterteilung gibt es eine gewisse Willkiir. Die Bindungen, Bindungswinkel und Torsionswinkel



werden meistens zu den schnellen Kriften gezdhlt, die elektrostatischen und Van-der-Waals-
Krifte werden mit Hilfe einer Umschaltefunktion in schnelle und langsame Krifte unterteilt.
Atome, die nahe beieinander sind, erzeugen schnelle Krifte bei diesen ungebundenen Kriften,
weiter entferntere langsamere Krifte. Grob hat das System die Gestalt:

1 _
H(p,q) = §pTM 'p+ Uschnell(4) + Ulangsam(Q)'

Da die bindungsabhéngigen Krifte nur zwischen Atomen, die dann auch nahe beieinander sind,
wirken, und von den elektrostatischen und Van-der-Waals-Kriften genau die nahe beieinander
liegenden Atome die schnellen Krifte erzeugen, ist fiir grole Molekiile sofort klar, dass die Aus-
wertung der schnellen Krifte billig ist, die der langsamen aber, da hier jedes Atom mit jedem
wechselwirkt, sehr teuer. Auch beim Einsatz von Multipolverfahren bleibt die Auswertung der
langsamen Kréfte der dominierende Teil des Arbeitsaufwandes. Fiir eine grofle Simulation auf
einem Parallelrechner oder einem Cluster kommt hinzu, dass die Auswertung der langsamen
Krifte einen hohen Kommunikationsaufwand erfordert. Dies macht die Auswertung der langsa-
men Krifte noch unangenehmer.

Bei Zimmertemperaturen, also nicht bei Hochenergiedynamik, gibt es ein nicht unbedingt ein-
deutig bestimmtes lokales Minimum ¢* des Energiepotentials in der Nihe der Lésung. Durch die
einfache Koordinatentransformation § = M ~1/2p und § = M/ 2(q — ¢*) und Umbenennung
Uschnell(@) = Uschnell(4" + M ) bzw. Ulangsam(‘j) = Ulangsam(q* + M%)
geht dieses System in ein weiteres Hamiton-System iiber. Wird dieses System mit y = ¢ ge-
schrieben, lautet es

B dUlangsam
dy

_ dUschnell

y= T(@/) (v),

mit der Hamilton-Funktion

. 1, . 1-
H(y, y) = §”y”g + EUschne]](y) + EUlangsam(y)a

und hat damit genau die Form einer oszillatorischen Differentialgleichung. Physikalisch sinnvolle
Losungen erfiillen dabei die Finite-Energie-Bedingung

1 YT dUgchnell (V)
2 dy

In diesem Zusammenhang heifit Hr auch reduzierte oder harmonische Energie. Manche Auto-
ren setzen auch eine Finite-Energie-Bedingung mit einer konstanten Matrix A voraus und 16sen
die hohen Frequenzen die ganze Simulation hindurch mit den Eigenwerten dieser Matrix auf
(z.B. [21]). Beim Beweis aller Lange-Zeitschritt-Integratoren, die bis jetzt bekannt sind, wur-
de fiir den Nachweis der entscheidenden Ordnungsbedingung, dass das Verfahren tatsichlich
ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist, diese Voraussetzung gemacht. Im Gegensatz dazu werden
in dieser Arbeit Lange-Zeitschritt-Verfahren hergeleitet und ihre Eigenschaften bewiesen, die
mit der allgemeineren Finite-Energie-Bedingung auskommen und wihrend der Simulation die
Jacobimatrix der schnellen Krifte an die aktuellen Orte anpassen konnen.

) 1. 1
Hr(y,y) = §||y||§ + y < §K2-

1.3 Verlet-Schema

Der bekannteste Integrator fiir eine oszillatorische Differentialgleichung,

i = f(y), y(to) = o, 9(to) = Yo,



besonders in der Molekiildynamik, ist das Stérmer-Verlet-Verfahren (vgl. [30]):

Ynt1 — 2Yn + Yn—1 = B> f(yn),

mit Startschritt )

) h
y1 =90 +hy(to) + 5 f(yo)-
Néherungen an die Geschwindigkeiten kénnen durch

_ Ynt1 — Yn-1
" 2h
gewonnen werden. Das Stormer-Verlet-Schema erlaubt auch eine Einschritt-Formulierung mit
der Niherung g, 11/ = g + 2 (yn):

) ) h
Un+1/2 = Ynt §f(yn)
Yntl = Yn+ hyn+1/2

. ) h
Unt1 = yn+1/2+§f(yn+1)-

In der Molekiildynamik werden exakte Losungen zum Vergleich mit dem Stérmer-Verlet-Schema
mit kleiner Schrittweite berechnet. Das Verlet-Schema, ist leicht zu implementieren und symplek-
tisch.

Symplektizitit ist eine geometrische Eigenschaft des Lisungsoperators ®(¢,1)y, die jedem An-
fangswert y fiir fest gewéhlte ¢,%y durch die Losung der Differentialgleichung einen Punkt im
Phasenraum zuordnet. Der Hauptsatz der Hamilton-Theorie lautet: Der Losungsoperator eines
Hamilton-Systems erfiillt fiir bel. feste t,ty die Eigenschaft

ddT _dd 0 I
o Ty =7 J—[d'oy

d.h. der Fluss des Hamilton-Systems ist symplektisch. Wird der Fluss der numerischen Lisung
mit ¢(tg + h,to)y bezeichnet, so heifit ein numerisches Verfahren symplektisch, falls der nume-
rische Fluss symplektisch ist, also gilt

T
a8 dp _
dy dy

Durch die Erhaltung der geometrischen Struktur sind symplektische Verfahren fiir die Losung
vieler Systeme, besonders wenn es auf das qualitative Verhalten der Losung ankommt, besser
geeignet. Ein guter Einblick in die Bedeutung geometrischer Integration kann z.B. in [12], [25]
und [27] gefunden werden. Die geometrische numerische Integration ist ein aktuelles Forschungs-
gebiet von grofler Bedeutung. Dies hat dazu gefiihrt, dass viele Forscher ein Verfahren dann als
geeignet fiir hochoszillatorische Probleme der Molekiildynamik ansehen, wenn es symplektisch
ist. Dabei ist die Bedeutung der Eigenschaft der Symplektizitidt fiir die hochoszillatorischen
Probleme unklar. In [12] wurde eine reversible KAM-Theorie entwickelt, die fiir symmetrische
Verfahren dieselben guten Eigenschaften nachweist wie fiir symplektische Verfahren. Eines ist
aber klar: Weder aus der Symmetrie noch der Symplektizitit eines Integrators folgt, dass er
ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist. Bestes Beispiel hierfiir ist das Verlet-Schema selbst. Es ist
symplektisch und symmetrisch, aber kein Lange-Zeitschritt-Integrator. Fiir den Nachweis, dass
ein Verfahren ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist, muss eine Ordnungsschranke fiir den globalen

10



Fehler unabhéngig von der Norm von f,, d.h. unabhéngig von den hohen Frequenzen, nachge-
wiesen werden. Da es nicht leicht ist, solche Verfahren abzuleiten, und bisher keine Anhalts-
punkte in der Literatur bekannt sind, warum symplektische Verfahren vorteilhaft sind, werden
im Verlauf der Arbeit hauptséichlich symmetrische Verfahren betrachtet, die nicht oder nur fiir
Spezialfille symplektisch sind. Die Bedeutung der Symmetrie fiir die hochoszillatorischen Sy-
steme ist nachgewiesen (vgl. [12], Kapitel 13). Daher ist die Beschrinkung auf symmetrische
Verfahren gerechtfertigt. Symmetrische Lange-Zeitschritt-Methoden sind einfacher abzuleiten
als symplektische.

1.4 Splitting-Verfahren

Mit z = [g,p] = [y, 9] ist das oszillatorische Molekiildynamiksystem in der 1. Ordnung-Formu-
lierung vom Typ

z = f1(2) + fa(2), (1.2)

wobei f1(2) z.B. die schnellen Kréifte und fa(z) die langsamen Kriifte bezeichnet. Mit ¢} bzw.

ngE] wird der exakte Fluss des Systems Z = fi(z) bzw. 2 = fo(z) bezeichnet. Ein einfaches
Né&herungsschema ist dann

o g2

Statt die Differentialgleichung komplett zu l6sen, wird der jeweils andere Teil ignoriert und
anschlieflend werden die Losungen kombiniert. Diese Ndherung wird auch als Lie-Trotter-Formel
bezeichnet (vgl. [28]). Ein weiteres Splitting ist das Strang-Splitting (vgl. [26]):

B o By o 4.

Wird ein separables Hamilton-System mit Hamiltonfunktion H(p,q) = T(p) + V(q) in kineti-
sche und potentielle Energie aufgespaltet, und die dazugehérenden Systeme mit ¢¥ bzw. ¢T
bezeichnet, dann ist das Strang-Splitting

W o ¢ o bl
2 2
nichts anderes als das Verlet-Schema.

Diese Idee, die Differentialgleichung aufzuspalten, 14sst sich iterativ anwenden und es ergeben
sich Splittings beliebiger klassischer Ordnung.

Wird die Losung von qbgll] bzw. qbf] durch ein numerisches Verfahren berechnet, ergeben sich
numerische Splitting-Verfahren. Sind dabei die numerischen Verfahren in einem symmetrischen
Splitting, wie dem Strang-Splitting, symmetrisch, so ist auch die Komposition symmetrisch.
Sind die Naherungsverfahren symplektisch, so ist auch das kombinierte Verfahren symplektisch.
Diese Eigenschaften machen die Splitting-Verfahren in der Molekiildynamik sehr beliebt.

Ist die 1. Ordnung-Formulierung der Differentialgleichung so aufgespaltet, dass f; die Krifte
aus dem Potential der kinetischen Energie und die schnellen Kréften beinhaltet und fo die
langsamen Kréifte, dann entsteht aus dem Strang-Splitting, wenn qﬁ%ﬂ mit einem numerischen

Verfahren kleiner Schrittweite gelost wird und ¢E] mit einem expliziten Eulerschritt gelost wird,
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ein einfacher Fall der Impuls-Methode (vgl. [10], [29]). Sie lisst sich auch schreiben als

qﬁ[z]oqﬁ[i]o...ogé[il]ogb[;].
2 N N 2
N-mal

Dieses Verfahren stellt schon eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem Verlet-Schema dar. Es
wird fiir groBere Schrittweiten nicht sofort instabil. Es ist aber auch keine Lange-Zeitschritt-
Methode in dem Sinn, dass von ihm die Eigenschaft einer Ordnungsbedingung unabhéngig der
Norm der Jacobimartix von f; nachgewiesen werden kann. Es lisst sich zeigen, dass das Ver-
fahren fiir ein einfaches System bereits eine Ordnungsreduktion von zwei auf eins in den Orten
und von zwei auf Null in den Impulsen durchlduft (vgl. [9]). In diesen Bereichen hat die nume-
rische Losung zumindest in den Impulsen wenig mit der tatsichlichen Losung des Systems zu
tun. In [9] werden aus diesem Verfahren die ersten Lange-Zeitschritt-Verfahren entwickelt. Dabei
konnte diese Eigenschaft nur fiir Systeme mit linearer Funktion fi(y) = — Ay, d.h. fiir oszillato-
rische Systeme mit konstanter Matrix, nachgewiesen werden, und nicht unter den allgemeineren
Voraussetzungen, die in dieser Arbeit gestellt werden.

1.5 Exponentielle Integratoren

Um die Idee eines exponentiellen Integrators zu vermitteln, wird zunéchst der einfachste expo-
nentielle Integrator (vgl. [17]) vorgestellt. Um das 1. Ordnung-Differentialgleichungssystem

y=Ay+g(y) = f(y) (1.3)

zu 16sen, wird zunichst die Losungsdarstellung mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel
betrachtet:

t+h
y(t +h) = PMy(t) + / o)A gy (5)) ds.

Wird y(s) unter dem Integral durch die einzig bekannte Stelle y(t) ersetzt, folgt

t+h
y(t + h) = My(t) + / HR=9A gy (1)) ds + r(h),

mit

In erster Ndherung ergibt sich also

y(t+ h) = My(t) + ho(hA)g(y(2)) = y(t) + he(RA) f(y(t),

mit
e* -1

¢(z) = :

x

Da hierbei die Exponentialfunktion fiir die Matrix A ausgewertet werden muss, heifit das Ver-
fahren

exponentieller Integrator. Ist g(y(t)) glatt, so hat das Verfahren die Ordnung 2, wie sich am
Fehlerterm erkennen lisst.
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Nach dieser Kurzeinfithrung wird nun zu den Systemen zweiter Ordnung iibergegangen. Be-
trachtet wird eine Differentialgleichung der Form

i =—Ay+g(y), y(to) = yo, y(to) = %o

L] ) L]
p -A 0][p 9(y) |’
Die exakte Losung lisst sich mit Hilfe der Variaton-der-Konstanten-Formel darstellen als:

(VO] <[ e Ot e ] [y ]

+/t: [ Q:::)ssz?(_t ;);2)9 ] g(y(s)) ds.

bzw. mit p =9,g =1y

Dies legt mit Q = /A Verfahren der Form

Yni1 | | coshQ  Q7lsinhQ Un | 4 Th2Wg,
|: yn-}-l :| B |: —Qsin h) cos hQ :| [ yn :| [ %(\Ijﬂgn +\Illgn+1) :|

mit g, = g(Py,), ® = ¢(hQ), ¥ = P(hQ), Tg = Po(h2), ¥; = 1(hQ) mit Funktionen

b, 1,0, 11 nahe, die glatt von x? abhiingen (vgl. [11]). Fiir #(0) = %(0) = 1(0) = 41(0) = 1

hat das Verfahren die klassische Ordnung 2. Durch Austausch von n <> n+1, h <> —h lisst sich

erkennen, dass das Verfahren fiir

P(x) = sincz ¢1(x), Po(x) = cosz 11 (x)

symmetrisch ist. Das Verfahren ist symplektisch, wenn zusétzlich ¢(z) = ¥y(z) gilt. Fir die
Funktionen
P(z) = sinc’z, ¢(z) = sincz

ist das Verfahren in [9] mit der geddmpften Impuls-Methode identisch, fiir das als erstes bewiesen
wurde, dass das Verfahren fiir Systeme des Typs (1.3) eine Lange-Zeitschritt-Methode darstellt.
Der neue Satz fiir allgemeinere Systeme in Abschnitt 3.2 liefert fiir eine grofle Anzahl von
Funktionen ¢, ¥, 19, %1 Bedingungen, unter denen das Verfahren nicht-glatte Ordnung 2 in den
Orten und 1 in den Impulsen besitzt, indem die Ergebnisse auf den vorliegenden Spezialfall
angewendet werden. Diese Ergebnisse sind neu.

Da g nicht von ¢, abhingt, l4sst sich das System als Zweischrittverfahren schreiben (vgl. [11]):
Yni1 — 2¢08 hQyy + Yny1 = b2 Tg,,.

Die Impulse kénnen, falls fiir die Eigenwerte w von 2 gilt, dass sie nicht in der Nihe von kx
liegen, durch
Yn+1 — Yn—1 = 2hsinc hQyy,

gewonnen werden. Eine bessere Methode liefert die Rekursion
. . ) 1
Un+1 — Un—1 = —288in hQy, + E(qjlgn—kl +2%ogn + ¥1gn-1)-

Fir das Verfahren .
P () = sinc 9 P1(z) =0, 1o = 2sinc(x)

wird in [16] gezeigt, dass dieses Verfahren fiir Systeme des Typs (1.3) ebenfalls einen Lange-
Zeitschritt-Integrator darstellt.
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1.6 Nichtlineare Methoden

Als nichtlineare Integratoren sollen solche bezeichnet werden, die zur numerischen Lésung einer
Differentialgleichung die exakte Losung einer nichtlinearen Differentialgleichung verwenden. Ein
Beispiel ist das in [9] angegebene geddmpfte Impuls-Verfahren. Lisst die Differentialgleichung
ein Splitting (1.2) zu, kann das gedampfte Impuls-Verfahren dargestellt werden als:

h
o = pn+§Aq(h,qn)Tf2(A(h,qn)qn)

dn+1 _ [1] dn
[pﬁﬂ] = % ([P;f])

_ h
Pn+l = Ppy +EAq(haQn+1)Tf2(A(haQn+1)Qn+1)'

Die Dampfung A(h, q,) ergibt sich mit Hilfe einer Mittelungsfunktion 4 (¢) und von
[ q(?) ] =l ([ In D
p(t) ! 0

A(h, qn) = %/_(:w(%)(j(t) dt.

zu

Um die Losung ¢,[51] der Differentialgleichung z = f1(z) zu berechnen, wird wieder ein Verfahren
mit kleiner Schrittweite verwendet. Zur Berechnung der Jacobimatrix muss die Variationsglei-
chung entlag der Losung ebenfalls numerisch berechnet werden. Das ist eine Matrixdifferential-
gleichung und der Aufwand ist daher fiir grofie Matrixdimensionen sehr grof.

Die Zweischrittverfahren wurden ebenfalls in einer nichtlinearen Variante vorgeschlagen (vgl.
[16]). Zur Losung der Differentialgleichung

g=rw+9@), ylto) =vo,  Y(to) = vo,

wird im n-ten Schritt zunéchst eine Mittelung ¥,, von y, berechnet. Das kann z.B. wie bei den
Einschrittverfahren erreicht werden. Anschlielend werden mit Hilfe der Lésung u von

= f(u)+9T,),  u0)=yn  w0) =g,
die neuen Niherungen y,41 und 9,1 aus

Unt1 = Yn—1 = u(h) —a(=h)
berechnet. Der Aufwand bei dieser Methode ist, zumindest wenn eine Mittelung wie bei den
Einschrittverfahren vorgeschlagen verwendet wird, ebenfalls gro8.

Die nichtlinearen Einschritt- und Zweischrittverfahren werden in dieser Arbeit nicht ndher un-
tersucht. Neben des gréfleren Aufwandes steht die theoretische Analyse vor demselben Problem
wie bei vielen nichtlinearen Methoden in der Numerik. Es ist sehr wahrscheinlich méglich mit
den Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, und der nichtlinearen Variation-der-
Konstanten-Formel zu zeigen, dass die nichtlinearen Varianten unter den gemachten Vorausset-
zungen dieselben guten Eigenschaften wie die exponentiellen Integratoren besitzen. Dann aber
sind die exponentiellen Integratoren zur numerischen Losung genauso gut geeignet und berech-
nen die Losung mit geringerem Rechenaufwand. D.h. die nichtlineare Variante ist numerisch
nicht sinnvoll.
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Kapitel 2

Ein einfacher exponentieller
Integrator fiir die nichtautonome,
lineare, oszillatorische, homogene
Differentialgleichung zweiter
Ordnung

In Abschnitt 2.1 wird zuerst eine analytische Darstellung der exakten Losung der nichtautono-
men, linearen und homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung angegeben. Diese ist fiir
die spiteren Untersuchungen besonders geeignet.

Ein einfacher exponentieller Integrator wird im Abschnitt 2.3 vorgestellt. Dabei erweist sich die
Konvergenzanalyse als miithsam, gibt allerdings das exakte Verhalten des numerischen Verfahrens
wieder, wie in Abschnitt 2.5 an einfachen Beispielen gezeigt wird.

2.1 Eine Darstellung der Losung (mit funktionalanalytischen
Hilfsmitteln)

Zunichst wird die exakte Losung der Differentialgleichung 2.0rdnung

§=-Alt)y,  ylto) =y,  Y(to) = o, (2.1)
bzw. des dquivalenten Systems erster Ordnung mit ¢ =y, p=19
i = p, q(to) = yo, (2:2)
p = —A(t)q, p(t()) = y()a

untersucht. Dabei sei, im Intervall I = [to,to + T], A(t) € CH(I,IR"*™) eine symmetrisch
positiv-semidefinite Matrix mit

|A@)|]2 < N1,  Vtel,

aber beliebig grofer Norm || A(¢)||2 > 1. Je nach Bedarf wird zusiitzlich || A(t)||2 < N gefordert.
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Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel lisst sich die Losung mit fest gewdhltem 7 € 1
und mit der Matrixwurzel

Q1) = VA(r),

die fiir symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen existiert, darstellen als:

y(t) = cos(t —t0)Q(1)y(te) + Q1 (7) sin(t — t0)Q7)y(to) (2.3)
t
+[QlwnmvwvaMﬂ—A@wwma
y(t) = —Q(7)sin(t — to)Q(1)y(to) + cos(t — to)2(7)y(to) (2.4)

t
+/ cos(t — 8)UT) (A(T) — A(s)) y(s) ds.
t

0

Dabei wird die Konvention verwendet, dass die erste Matrix nach einer analytischen Funktion
mit zum Argument gehort, um ein Klammerpaar zu sparen.

Ublicherweise ist 7 € I, spiter wird allerdings auch ein 7 € J mit I C J, J ein kompaktes
Intervall, zugelassen, ohne dass nidher darauf hingewiesen wird.

Hat die Matrix Q den Eigenwert 0, so existiert Q! nicht. In diesem Fall wird die Darstellung

Q~!sintQ = tsinc(tQ), mit  sinc(z) = sma:’
x

verwendet. Die rechte Seite ist durch Grenziibergang auch fiir singulire Q) definiert.

Im Folgenden sei

'= max t)||2, fir alle y e C(I,R"),
lolloo = _gmax (Ol ye oL, )
bzw.
[[Y]loo := max ||V (2)]]2, fur alle Y € C(I, R™"),
t€[t0,t0—|—T]
wobei || - ||2 die Euklidnorm, bzw. die zur Euklidnorm gehérige Matrixnorm bezeichnet. Die

beiden Raume sind Banachraume. Die Normen fiir Vektor- und Matrixfunktionen haben dasselbe
Symbol, aber aus dem Kontext ist immer klar, welche Norm gemeint ist.

Die Idee hinter der folgende Definition von Integraloperatoren ist, eine giinstigere Darstellung
von (2.3) bzw. (2.4) zu erreichen.

Definition 2.1 Firy e C(I,IR") bzw. y € C(I, R"*") seien die beiden Operatoren

t

(Sry)(t) == / Q_I(T) sin(t — s)Q(1) (A(1) — A(s)) y(s) ds (2.5)

to

und

t
(Sry)(t) = / cos(t — s)Q(7) (A() — A(s)) y(s) ds (2.6)

to

definiert. Wie iiblich bezeichnet (S%y)(t) = y(t) die Identitit und SI die j-fache Iteration eines
Operators, hier des Operators S;.
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S,, S, sind stetige Operatoren (lineare Abbildungen) mit
S:,8.: C(I,X) - cW(I,X) c C(,X),
mit X = IR" oder X = R™*".

Die Stetigkeit ergibt sich durch eine einfache Abschétzung. Fiir die Normen der Operatoren gilt:

1 i
18:llcax0-cax) < 5T°N1,  baw. IS: o x)-crx) < T N (2.7)
Die Operatorennormen werden im Folgenden mit || - || bezeichnet, egal ob X = IR™ oder X =

IR™ ™ gemeint ist. Die Normen kénnen unterschiedlich sein, in den folgenden Beweisen werden
die Normen aber stets mit derselben Konstante nach oben abgeschitzt.

Die Bilder der Operatoren sind differenzierbar und die Ableitungen lauten:

(S0 = (3r) (1), (2.9

bzw.
d -

73 (5ry)(8) = —A(7)(Sry)(2) + (A7) — A))y(2)- (2.9)

Die angestrebte Darstellung der exakten Losung ergibt sich nun durch Auflésen der Fixpunkt-
gleichung
y = cos(- — to)Q(r)y(to) + Q*(7) sin(- — 1))y (t0) + Sry
also
y = (I —8:)"" (cos(- — 10)Q(7)y(to) + Q~'(r) sin(- — #0)Q(7)5 (to)) -

Diese Losung wird dann in die Variation-der-Konstanten-Formel (2.4) eingesetzt. Die Beweise
fiir die Existenz der Inversen, die aus der Funktionalanalysis bekannt sind, werden teilweise
wiederholt, aber nur dann, wenn die Abschéitzungen unabhingig von der Norm von A(t) eine
Rolle spielen.

Satz 2.1 Die Losung der Differentialgleichung (2.1) ldsst sich im Intervall I = [to,t0 +T] unter
der Vorraussetzung ||A(t)||2 < Ny darstellen als:

y = (=87 (cos(- — )ATy(to)) + (T = $)7H(Q) ™ sin(- — to) AN (ko)) (2:10)
§ = —Q(r)sin(- — t)QAr)ylte) + S (I — 5)™ (cos( — to)Ar)y(to)) (2.11)
+cos(- — t) AN (ta) + S (I = S7) 71 (Qr) " sin(- — )7y

Ein Fundamentalsystem von (2.2) hat die Gestalt

(T =8 (cos(- —t)N) (1) ((T = S~ (@)~ sin( — t6)2(7)) (¢)
Y(t,t0) = —Q(7) sin(t — t)Q(r)+ cos(t — o))+
(8- = 82)Hcos(- = 10)2(7)) (1) (8- = ) (Ur)* sim(- — t)2U7)) ) (8)

(2.12)
Dabei gilt weiter: STy € C'(j)(I), d.h. die Funktionen werden im Gegensatz zur Taylorentwicklung
immer glatter. In der Operatornorm gelten die Abschdtzungen:

(I = 8;)7Y| < cosh(Tv/TNy),  [|S-(I —8;)7Y| < T?Ny cosh(T/TNy). (2.13)
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Beweis: Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Um die Darstellung iibersichtlich zu gestalten,
wird S, S anstatt S;, S; geschrieben und die Abhéiingigkeit von 7 auf diese Weise unterdriickt.
Zuerst wird gezeigt, dass die Reihe

(I-8)1t= Zs(j)
j=0

(in der Norm also) gleichméBig konvergiert. Wir zeigen zunéchst

. 1 o
1(S7y) (D)]l2 < 57 (t — 1) TN [lylloo, Yt € [to, 0 + T, (2.14)
(27)!
also auch .
I157ylloo < @TQJ(VTN1)2J\IyIIoo,
und damit

. 1 :
S| < —(T\/TN)%.
15711 < o
Die Behauptung (2.14) wird durch vollstindige Induktion nach j bewiesen. Fiir j = 0 ist die
Aussage klar. Der Schritt von j — 1 — j ergibt sich durch

t .
IS DI = 1| [ 07 ) sin(t = AAR) = A () dall
t .
< /t (t = )II((t = 5)27)) " sin(t — 5)2r)]2 TN (7 y)(3)]l2 ds
rv. [t 1 - o
< [ gyt - 0 s TN
= it~ P TIN] ple
Damit folgen weiter die Abschétzungen:
1S Syl < S 11575lle0 < 3 @T?J‘w:rzvl)”nynw = cosh(T /TNyl o:
j=0 j=0 j=0 ’

bzw. wegen (2.7)

o0 o
15D Sylloe < 11811 D 1187y lloc < T2N1 cosh(TV/ TN [yl oo-

§=0 j=0
Damit wurde eine konvergente Majorante gefunden. Es existieren die Grenzwerte der unendlichen
Reihen gleichmiflig und die erhaltenen Funktionen sind stetig. Da y € C beliebig war, folgt
(2.13).

Wird im Raum der C(I,IR"*™) mit der obigen Matrixnorm gearbeitet, folgt die Existenz der
angegebenen Reihen auch fiir die Matrixfunktionen.

Jetzt wird noch nachgerechnet, dass die angegebenen Funktionen tatséichlich das Anfangswert-
problem lésen. Es ist klar, dass die Funktionen die richtigen Anfangswerte annehmen. Die
zunichst formale gliedweise Differentiation von (2.10) ergibt (2.11), wobei

L(0)(0) = (55 ) (1) 2 (3(57)) (1) = ($5 ) 1)
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fiir 5 > 1 verwendet wird. Da diese Reihe gleichmiiflig konvergiert, ist y differenzierbar und
(2.11) die Ableitung. Unter Beachtung von

L3870 = S0 L A0 (S(57) @) + (A7) ~ AW) (570

= —A(") (8 ) (1) + (A(r) — A1) (Sy) (1)

ergibt die zunichst wieder formale gliedweise Differentiation von (2.11):

§t) = —A(r)cos(t — t)r)y(to)
+ 30 [ = AT (cos(- — to)AT)y(t)) (1)
j=0

+(A(7) — A1) (87 (cos(- — to)Q(T)y(to)))(t)]
— Q7) sin(t — 20)Q(7)y (ko)

+ ) [ 7)(S7TH QT (7) sin(- — t0)Q(7)5 (t0))) (£)

=0

.

+(A(7) — A1) (87(Q7" () sin(- — to)Q(T)y(to)))(t)] -

Da diese Reihen wieder gleichméBig konvergieren, ist g(¢) differenzierbar und Zusammenfassen
der Reihen ergibt:

§(t) = —A() (Zsj(COS(-to)ﬂ(f)y(to))(tHZSj(QI(T)Sin(-to)Q(T)z)(to))(t)>
§=0

=0
= —AWy(t).

Bei der obigen Rechnung wurde nie y € C(I, IR") benutzt. Dieselbe Rechnung gilt also auch fiir
Matrixfunktionen. Die Tatsache, dass

D S (cos(- — to) A7)y (to)) (t) = (Z 7 (cos(- — to)Q(T))(t)> y(to),
j=0

§=0

gilt, bzw. die dquivalente Vertauschung bei den anderen Termen, zeigt die behauptete Darstel-
lung der Fundamentalmatrix (2.12). O

Um spéter Integratoren abzuleiten, die unabhingig von ||A(t)||2 gute Ergebnisse liefern, ist es
wichtig zu wissen, an welchen Stellen ||A(t)||2 in die exakte Losung der Differentialgleichung
(2.1) eingeht. Mit den Abschétzungen (2.13) und wegen

197 (7) sin(- — t0)()§ (t0) |00 < TG (20)ll2

folgt sofort
l|Y||loo < cosh(T/TNy)||y(to)||2 + T cosh(T+/TNy)|[5(to)|l2- (2.15)

||y||co héngt auf dem Losungsintervall also nur von den Anfangswerten, T und Ni, also der
Ableitung von A(t), aber nicht von ||A(t)||2 ab. Fiir die Impulse folgt dagegen:

9loo < [1Q(7)]|21ly(t0)||2 + T? Ny cosh(T'/TNy)|[y(to)| |2
+|19(to)||2 + TNy cosh(T/TNy)||5(to)]|2-

19



||9]|cc hingt also von ||2(7)||2 ab. In der Regel kann dieser Term bei grofler Norm von (1)
nicht umgangen werden. O

Fiir die Normen der Teilmatrizen der Fundamentalmatrix ergeben sich die Abschétzungen

||Y11(t,t0)||2 S COSh(T TNl), ||Y12(t,t0)||2 g TCOSh(T TNl), (2.16)
||Y22(t,t0)||2 <1+ T3N1 COSh(T TNl),

aber
||Ya1(t,t0)||2 < ||Q(7)||2 + T2N; cosh(T/TNy).

D.h. die Norm der linken unteren Teilmatrix der Fundamentalmatrix ist als einzige nicht un-
abhéngig von ||Q(7)||2 bzw. ||A(7)||2 beschrinkt.

2.2 Eigenschaften des Integraloperators S

Spéter werden noch weitere Eigenschaften der Fundamentalmatrix bené6tigt. Um diese einsehen
zu kénnen, muss der Integraloperator S ausfithrlicher untersucht werden.

Im Intervall I = [tg, %o + T werde der folgende Operator betrachtet:

t

(S () = / Q-L(r) sin(t — 5)0(r) (A(r) — A(5))y(s) ds.

v

Es werden wieder dieselben Raume wie oben betrachtet. Fiir den Operator gilt ebenfalls
S, : C(I,X) - O0W(I,X) c C(I,X).

Die Riume X = IR™ bzw, X = IR™*" seien dabei wieder mit denselben Normen versehen wie
zuvor. Der Operator S; aus Satz 2.1 ist gerade der Operator Sy .

Satz 2.2 Vr,v € I ist S;, beschrinkt, also stetig,

(I - ST,V)_l = Z S7l',u
=0

ezistiert und es gilt die Abschdtzung

I[(I = S7.) || € cosh(T/TNY).
Beweis: Durch vollstindige Induktion wird zunéchst bewiesen:

1
1(S%,9) D)]l2 < W(t ~ )’ NTylloo,  VEEL
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Der Induktionsanfang ist klar. Der Induktionsschritt lautet:

I—1—1:
ISLy Ol = | / 7)sin(t — 5)(r) (A(r) — A(5))(S%, ) (s) ds2
ISLy @Ol < / 1t = s|Il((2 = $)r) " sin(t — $)U7) LN T|(SEy) (5)] |2 ds
< [l sl = ) sine - 9200
ﬁ<s—u)2<l-1>N{Tlds||yuw
< /|t_s| g s MT

= (21) (t - V)QlNlTl”yHOO

Damit folgt sofort

= St oy)(t —_TANIT!
1% L ylloo = teﬁﬁ%’iﬂ”( oY) ()2 < (21) 177yl oo
Da y beliebig war, folgt also:
1
L < == (Tv/N,T)%

||S7',u|| = (21)'( 1 ) ’
also

||Z I < cosh(T'/N.T).

Damit existiert der Operator

(I—5-0)" Z

Lemma 2.3 Fiir den Operator (I —S;,)"" gilt V11, 79,v1,100 € I

H(I - S’TI;VI)_I - (I - SszVz)_IH < ||STl,V1 - S’fz,VzH COSh(2TV TNl)'

Beweis: Es gilt:

l l
||Z T1,V1 Z 7'2,1/2“ = ||Z( T, V1 STQ,I/Q) || < Z” T, V1 Srz,uz
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Dabei gilt fiir alle [ € IN:

[

l k
Stomll = IIE:STI,i1

7'2,1/2) T2,V2 | ‘

7'1;”1 -
< Srm — rz,uzl\ZIIS%,ilkllll St 1l
1
< H Ti,V1 T2V2HZ TVTNl 2-1-k) k)!(TVTN1)2k
1 (T /TNl)Q(l_l)
= — _ | A A
182, WZIIZ AT iy
20—2
1 (T+/TN;)2(-1)
< v — Sty TV 7977 1N v 2 -
Lk:: -
(1+1)(2l‘r2):22l—2
1
20-2
< HSlelfl_STz,VzH@T TNl) (2[—2)!.

Damit folgt

l E St —

T2 I/z)“

E 157, 1

||S7'1,l/1 -

Lemma 2.4 Fir den Operator (I — S;,)~

(T = Sr)

Beweis: Wegen Lemma 2.3 bleibt nur ||S;,, — S

yund t € I:

| |((ST,,,1 - ST,uz)y) ®)ll2

/t
V1
/t
v

v
/1‘/1
/V2
v

2

AN

IA

o
Z ||S7'17V1 - S
=0

Sry0s|| cOSh(2T
- (I - ST,I/2)71|| <
O

Q L(7) sin(t — s)Q7)(A(T) — A(s))y(s) ds

Q1 (7)sin(t — $)Q7)(A(T) — A(s))y(s) ds

(2T/TN;)%~2
’7'2,112 | < Z ||S71,U1 - 72,1/2“ (2l _ 2)!
L VTN

(20)!
TN).

T2;”2H

L gilt Vv, v9, 7 €T

I = val 2 cosnior T,

.|| abzuschdtzen. Es folgt weiter fiir beliebiges

L) sin(t — s)Q(1)(A(1) — A(s))y(s) ds

2

2

[t = sl ds NiT|[y[|oo

— U
2 =] 2y
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Da y,t beliebig, gilt:

100 = Sraall < 2N,

O
Wichtigstes Ergebnis fiir die spiteren Untersuchungen sind Abschitzungen, wie sich die Teil-
matrizen der Fundamentalmatrix gegeniiber Storungen in ¢ verhalten. Zum Beispiel gilt der

folgende Satz:

Satz 2.5 Fir die Teilmatriz Y12 der Fundamentalmatriz gilt mit t; =t + jh € I, h € RT

T3N.
||Y12(tn,tj+1) — Ylg(tn,tj)” S h(COSh(T TNl) + 9 1 COSh(2T TNl))
Beweis: Zuniichst wird Satz 2.1 mit 7 = ¢ = ¢, und ?y = ¢;41 bzw. ¢y = t; angewendet. Damit
folgt

[Yi2(tn, tj+1) — Yiz(tn, tj)]l2

= ||(( = St ;1) Q7 (t0) sin(- — tj41)Qtn))
(I = St ) 1O (tn) sin(- — 1) Q) (ta)]],

< T = Stty)HQT () sin(- = 541)Q(tn)) — (1 = S, )~ (27 (t) sin( — £;)Q(tn)) |

o0

< I = St tyn) T QT (t0) sin(- — t541)Q(tn))
~(I = Spt;) (7 () sin(- — £551)Q(tn)) |

+ [ = Sto)THOT (En) sin( = £41)Qtn)) — (I = St t;) ™ Q7 (tn) sin: — £5)Q(tn)|oo
= (= Stutye) ™ = (I = Stt,) ™) (7 (t) sin(- = £11)2(tn)) oo

HI (T = Stty) ™) (27 (tn) sin: — tj41)92(tn) — 7 (tn) sin(- — 7)2(tn)) oo
<@ = Stty) T (= Sy) 1R (t0) sin: — 2541)Q(En) oo

+ (T = St) Q7 (t) sin(- = tj11)Q(tn) — Q7 (tn) sin(- — ;)Q(tn)loo

3

Lemma 2.4

NT
h cosh(2T'\/TNy)

+ cosh(T TN1)||Q_1(tn) sin(- — tj41)Q(tn) — Q~(t,) sin(- — t;)tn)|oo-

Weiter gilt mit Transformation der Matrix Q(t,) auf Diagonalgestalt A(t,) = diag();) fiir ein
beliebiges t € I:

197 (ta) sin(t — t141)2(t) — Q7 (ta) sin(t — )2tz =
A (t) sint — tj1)A(ta) — A~ () sin(t — £)At)]l2
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Wegen

I I
; Sln(t — tj_|_1))\i - )\— sm(t - tj))\z' = _(tj—l—l — tj) COS(t - f))\z,
1 7

fiir ein & € [t;,t;41] folgt schlieBlich
1Q7 () sin(t — tj41)Qtn) — Q™ H(ty) sin(t — ) Qtn)||2 < h-
Da t € I beliebig war, folgt also

197 (t) sin(- — j41)Q2(tn) — Q7" () sin(- — ¢;)Q(tn)lloo < b

Lemma 2.6 Fir den Operator (I —S;,)~! gilt
T — T TD
NI =Sn,) ' =T =58, < %’ﬂm (1 + 2T M + T) cosh(27'v/TNy)

V711, T,V € I unter der zusdtzlichen Annahme, dass 2(t) die Eigenwertzerlegung

Q(t) = QHAR®)QT (t),

besitzt, wobei A(t) eine Diagonalmatriz und ||Q|| < M und ||A|| < D ist.

Beweis: Nach Lemma 2.3 bleibt ||S;, ,, — Sr,.,|| abzuschitzen. Es gilt:
1(Sni ~ Smylloo = max]| / )sin(t — 5)2(r1)(A(r) — A(s))y(s) ds
- / Q1 (1) sin(t — 5)02(r) (A(r2) — A(5))y(s) ds|].
Fiir ¢ € I beliebig gilt fiir den Ausdruck unter der Norm:
1((Sri = Sm)p) b < | / sin(t — 5)2(m)(A(m) — A(s))y(s) ds
- / Q! () sint — )2(72)(A(r1) — A(s))y(s) dsl 2
+ / (r2) sin(t — $)2(m) (A(r1) — A(s))y(s) ds

—/ Q7 (m2) sin(t — 5)Q(72) (A(72) — A(5))y(s) ds]|o-

Der zweite Term ist:
I [ 07 st~ )00 (Ar) - A)u(s) asl
= / (t = 9)((t — )0(r)) * sin(t — $)2m) (A1) — A(r2))y(s) dsla
< 3T ~ Al lylloo < 5T*Nilr — 7allyllc
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Fiir den ersten Term gilt
I / ) sin(t — $)Q(m1) — Qfl('rg) sin(t — s)Q(’rg)) (A(m1) — A(s))y(s) ds||2

gn/ (t — s) (((t—s)Q(n))*lsin(t—s)Q(n)—((t—3)9(72))*1sin(t—3)9(72))
(A(r1) — A(s))y(s) ds||2
1

< ET max (- 3)9(71))71 sin(t — s)Q(r1) — ((t — 3)9(7'2))71 sin(t — s)Q2(72)[|2TN1|[yl[ -

Fir t € I gilt:

1((t = 9)Q(r)) " sin(t — 8)Q(m) — (¢ — 8)Q(r2)) " sin(t — 8)Q(7)]|2

= 1Q(m) ((t = $)A(m1)) ™ sin(t — 5)A(m)QT (1)
—Q(m2) ((t — 8)A(72)) " sin(t — s)A(12) Q" (2) |2

< 1(Q(m) — Q(m2)) ((t — )A(m)) mﬁ—@MnWWnMQ
+ Q1) (¢ — 8)A(m1)) ' sin(t — 5)A(11) (QT (1) — QT (7)) 2
+11Q(m) [((t = $)A(r)) " sin(t - 5)A(m))

~((t = $)A(r)) " sin(t — $)A(r2))] QT (72)

< 2|Qllr — 7ol + ||((t — $)A(r1)) " sin(t — s)A (1)) —
((t - S)A(TQ)) ! sin(t — 3)A(T2))||2.

Schlief8lich folgt mit

ds, Vi,

sin(t — s)Ai(m1)  sin(t — s)Ai(r2) _ /(t_s))‘i(n) s$coss —sins
(t —s)Ai(m1) (t — 8)Ai(72) (t—5); (72) 52
dass der letzte Term durch

s$Ccoss —sins 1
max | —————| T ||Al|s|72 — 71| < = T||A||oo|72—n
sER S

beschrankt ist. O

Die Voraussetzung in Lemma 2.6, dass eine Eigenwertzerlegung der Matrix (t) existiert, ist
nicht n6tig. Um das zu beweisen, wird das folgende Lemma benétigt.
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Lemma 2.7 Sind A, A symetrisch positiv-semidefinite reelle Matrizen mit Q = VA und Q =
\/Z. Weiter sei h > 0. Dann gelten die Relationen

~ h ~ ~
coshQ) —cosh) = / Q lsin(h — 5)Q (A — A) cos sQds
0

h
cos(h — 5)Q (A — A) QL sinsQ ds,

cos(h — s)Q (A — A) cos sQds.

/
h
Q lsinhQ — Q 'sinhQ = / Q lsin(h — s)Q (A — A) Q 'sinsQds,
0
—QsinhQ + QsinhQ = /
0

Beweis: Die Differenz

cos hQ2 Q lsin hQ B cos hQ Q~Lsin h)
—Qsin h) cos hf) —Qsin hQ cos hQ)

wird auf andere Weise aufgeschrieben. Die erste Matrix ist auch Losung der Differentialgleichung
Y=-A4Y, Y(0)=I, Y(0)=1I

bzw.

an der Stelle h.

Analog ist die zweite Matrix Losung der Differentialgleichung
P, Q) =1
= —AQ, P(0)=1,

e e
[l

an der Stelle h.
Die erste Matrix ist auch Lésung von

Q = P Q(0) =1,
P = —AQ+(A-4)Q, PO)=I,

an der Stelle h, oder

[B]=[o 0l (8] [ata 0] (8] 20cr

Anwenden der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt:
Q(r) | _ 0 I Q
[P(h) =ep(hl 1 P
h
0 I 0 0 0 I
(e S a DA% o] ([ 2 0]) o
0 ( ) -A 0 A—A 0 -A 0
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oder

cosh) Q7 lsinhQ B cosh)  Q lsinhQ
—Qsin hQ) cos h{) —Qsin h) cos h)

_ h cos(h — $)Q ) Q~'sin(h — §)Q 0 0 cossQ Q7 !sinsQ s
“Jo | —Qsin(h —8)Q  cos(h — 5)Q A-A 0 —QsinsQ)  cossQ

_ /h [ —Qsin(h — 5)Q (A— A) cossQ O~ !sin(h — s)Q | (A A)Q1sinsQ ] ds
0 cos(h — s)Q (A — A) cos s cos(h — s)Q ( A)Q 1sinsQ ’

Vergleich der Untermatrizen ergibt die Behauptung des Lemmas. O

Diese Relationen lassen sich auch einzeln nachrechnen. (Zum Beispiel)
h ~ ~ ~
/ Q lsin(h — 5)Q (A — A) cossQds
0
h o h N
= / Q~'sin(h — 5)Q A cos sQds — / Q~!sin(h — 5)Q A cos sQds
0 0

h ~
= / Qsin(h — ) cos s ds
0
h

h
— Q7 sin(h — 5)Q A Q 'sinsQ +/ cos(h — 5)Q Q sinsQ ds
0

0

h h
= cos(h — s)Qcos sQ| + / cos(h — $)Q Q sinsQds — / cos(h — 8)Q Q sinsQ ds
0 0

0

= cos h§) — cos h{).

Mit Lemma 2.7 ergeben sich weitere niitzliche Aussagen, so gelten die folgenden Darstellungen
und Abschétzungen:

Korollar 2.8 Sind A, A symmetrisch positive-semidefinite reelle Matrizen mit Q = /A und
Q= \/Z, so gilt mit h > 0 die Darstellung

sinhQ  sin hQ
hQ hQ

1

= h? / (1—s)(h(1=5)) "sinh(1—5)Q (A— A) s (hsQ) ' sinhsQds (2.17)
0

und damit die Abschdtzung

sin hQ) _ sin hQ)
hQ hQ

sowie die Darstellung
1
cos h) — cos h§) = h2/ (1—s)(h(1— 3)9)71 sinh(1 — s)Q (A — A) cos hsQdds (2.18)
0
und damit die Abschdtzung

~ 2 ~
Hcoshﬂ—coshQH < h— HA—AH }
2 2 2
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Beweis: Es handelt sich um leichte Folgerungen aus Lemma, 2.7.

sinhQ  SinhQ remmaor 1 [P x| . - 1
_ smh ma27 2[4 — QA - A4)Q Q
5 s h/o sin(h — s)Q ( ) sin sQ2 ds

1
= / Q7 lsinh(l —s)Q (A — A) Q sinhsQds
0

= K2 /1(1 —5)(h(1 — $)0) T sinh(1 — 5)Q (4 — 4) s (hsQ) " sinhsQ ds,
0

also B
sinh)  sinh{)

hQ hQ

- 1 R2 0 -~
ShQHA—AH /(1—s)sd5:—‘A—AH .
) 2 Jo 6 2
Ebenso folgt

h
cos h§) — cos hQ2 = / Q 'sin(h — 5)Q (A — A) cos sQds
0
1
= h/ Q lsinh(l —s)Q (A — A) coshsQds
0
1

= h,2/ (1—s)(h(1— s)Q)f1 sinh(1 — s)Q (A — A) cos hsQ ds,
0

also ) ) . 2
Hcos hQY — cos hQH2 <R HA - AH2/O (1 s)ds = & (A - AHQ.

Lemma 2.9 Fiir den Operator (I — S;,)~" gilt V71,72, € I:

_ _ T — T
T = Spw) = (T — Sy 1 < 2

TSN
T2N, <1+ ; 1)cosh(2T TN,).

Beweis: Der Beweis verlduft wie der Beweis von Lemma 2.6, nur dass jetzt mit Hilfe von Korollar
2.8 die Abschitzung

max 1((t = 9)Q(r)) " sin(t — 8)Q(m) — (¢t — 8)Q(12)) " sin(t — 8)Q(72)]|2

N, T?

T2
< 5 A1) = A(m2)ll2 <

|71 — 72

verwendet wird. O

Die meisten Ergebnisse dieses Abschnitts kann man auch iiber eine Darstellung mit der Variation-
der-Konstanten-Formel mit weniger Funktionalanalysis erreichen. Wenn die Funktionalanalysis
allerdings zur Verfiigung steht, ist diese Art der Ableitung der Ergebnisse aufschlussreicher. So
kann man mit der Variation-der-Konstanten-Formel alleine nicht auf einfache Weise sehen, dass
die exakte Losung der Differentialgleichung (2.1) unabhingig von der Norm von A(t) beschrinkt
bleibt.
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2.3 Ein einfacher exponentieller Integrator

Die Variation-der-Konstanten-Formel ergibt fiir beliebiges 7:

y(@) ] _ [ coslt—m)r)  9n) sin(t — w)r) | [ ylto)
[:‘)(t) ] N [ —Q(7) sin(t — o) (1) cos(t — o) U(7) ] [ ' ] (2.19)

LT Q(r) Lsin(t — s)Q(r) e s
! /to[ cos(t — s)Q(7) ](A(T) As))y(s) ds.

Dabei wird unter dem Integral eine vereinfachte Schreibweise verwendet. Wird die Variation-
der-Konstanten-Formel mit dem Startwert ¢, statt to und 7 = ¢, + % angewendet, legt dies das
folgende einfache Niherungsschema nahe:

2]
yn+1

mit der Schreibweise (¢, + %) = Qp11/2- Das Verfahren ist symmetrisch.

COS hQn+1/2 Q;j—l/? sin hQn+1/2 [ Yn :| (2 20)
_Qn—l—l/Z sin hQn—i—l/Q CoS hQn+1/2 Yn

Um das Fehlerverhalten im ,nicht-glatten“ Fall zu untersuchen, wird ein Riickwérts-Fehler-
analyse-Argument benutzt. Die Urspriinge dieser Technik liegen in der numerischen linearen
Algebra (vgl. [32]). Ihre Bedeutung fiir die Analyse von Verfahren zur Lésung von gewohnlichen
Differentialgleichungen wurde erst spiter entdeckt. Eine Einfithrung und viele Referenzen auf
Originalarbeiten lassen sich z.B. in [12] und [27] finden.

Im Folgenden wird streng genommen ein leicht verallgemeinerter Losungsbegriff einer Differen-
tialgleichung verwendet. Es werden solche Losungen noch zugelassen, die stetig und bis auf eine
endliche Menge an Punkten differenzierbar sind und iiberall, wo sie differenzierbar sind, die
Differentialgleichung erfiillen.

Satz 2.10 Die numerische Lisung definiert durch Schema (2.20) erfillt yn = §(tn), tn = §(tn),
wobei § die exakte Lisung der Differentialgleichung 2. Ordnung

o0

= - Z 1[tj,tj+1)(t)Aj+1/2§a g(t()) = Yo, g(t()) = :l)Oa (221)

j==o0

N3H

bzw. des Systems (G =1, § =)

Ds q(to) = o,
- Z Lit; b)) Aj 1124, P(to) = o

j=—00

;
(2.22)

P
18t.

Beweis: Die rechte Seite von System (2.22) erfiillt eine Lipschitz-Bedingung. Der Beweis des
Satzes von Picard-Lindeltf kann auf Systeme dieses Typs iibertragen werden, um zu zeigen, dass
dieses System eine stetige, bis auf die Stellen ¢; differenzierbare, eindeutige Losung besitzt. Fiir
t € [to,t1) lautet das System (2.22)

Ds q(to) = yo,
p = —A1)20, p(to) = 9o

-
I
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mit der exakten Losung

18)-

|: Yo :|
:l)()
Sletigkeit der Lésung an der Slelle tl ergibt SChlieBliCh

- wl=lnl

Wiederholung dieses Argumentes ergibt die Behauptung des Satzes. O

cos(t — t9)Q o Q;/g sin(t — 0)Q /o
_QI/Z sin(t — tO)Ql/Q COS(t — tO)Ql/Q

cos h€y /o Q;/IQ sin h€y /o

—91/2 sin th/Q COS th/Q

Sofort lisst sich erkennen: Wird die rechte Seite von (2.22) mit f5(2), z = (¢, p)” und die rechte
Seite des urspriinglichen Differentialgleichungssystems mit f(z) bezeichnet, so folgt fiir die rech-
ten Seiten bereits die angenehme Eigenschaft || f,(z) — f(2)|| = O(h) unabhingig von ||A(t)||2-

Der Trick der Riickwértsfehleranalyse besteht nun darin, die exakten Losungen der Differential-
gleichungen (2.22) und (2.2) zu vergleichen und so diese Eigenschaft auf den globalen Fehler des
numerischen Verfahrens zu iibertragen. Auf diese Weise folgt der Satz:

Satz 2.11 Fir die Differenz der Lisungen von (2.22) und (2.2) bei exakten Startwerten gilt mit

Z(t) = [ q ] , z(t) = [ Z ] , mit Z Lésung von (2.22) bzw. z Losung von (2.2):

[|Z2(t) — z(t)||2 = O(h) unabhdngig von ||A(t)||2 Vi € [to,to + T

Beweis: Fiir die Losung von (2.22) gilt auch

qL = P q(tO):yOa

oo

p o= —A®G+ (A®) — Y 10O A28 Blte) = o

j=—o0

Es existiert eine eindeutige stetige Losung §,p dieser Differentialgleichung. Hierfiir wird die
Variation-der-Konstanten-Formel angewendet, die ebenfalls fiir stiickweise stetig-differenzierbare
Funktionen gilt. Damit folgt:

R V09 () 5@ 0] |50 ] %

wobei Y (¢, s) die Fundamentallsung (2.12) bezeichnet. Genau wie in Abschnitt 2.1 wird jetzt
ein Operator

t 0 0
(L2)(t) = | Y(t:9) [ (AS) = X200 (8 Ag12) o]"“s)ds

eingefiihrt (z bezeichnet hier wieder (g,p) ). Fiir den Kern

0 0
K(t, ) =Y (t9) [ (A(s) = 252 oo tytyen) () Aj172) 0 ]
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gilt ||K (¢, s)||2 < Ch, da

Kll(t, S) 0
Kt s) = [ Ko (t,s) 0]
mit
o
Kll(t, 8) = Y12(S,t) (A(S) — Z 1[t1,t1+1)(3)Al+1/2)
l=—

und -

K21 (t, 3) = YQQ(S,t) (A(S) — Z 1[t1,tl+1)(S)Al+l/2)'

l=—00
Fiir die Norm folgt also mit (2.16) und wegen
o
1AG) = D Lty () Argryolle < Nih
l=—
die Abschitzung
Kt s)ll2 < max {[[Ki1(t, )2, || K21 (2 5)||2} (2.23)

< max { cosh(T/TNy) Nih, (1 + T3 Ny cosh(T/TNy)) Nih}

< Ch.
Insgesamt gilt fiir den Operator

t
(Lz)(t) = | K(t,s)z(s)ds, mit ||K(¢t,s)||l2 <Ch, C unabh. von [|Q(t)]2-

to

Wir zeigen jetzt durch Induktion

. 1 .. .
[(L72)(t)]l2 < ﬁC’h’(t —10)?[|loo-

j=1
[(Lz)(@)[]2 < (t = t0)Ch |2
(j—1) =
t t
(2Dl = I | K(ts) (L7 2)(s) ds|| < Ch %(s — o)’ 1T ds |2 oo
to to (G — 1!

1 .. .
= ﬁC]hJ(t—to)JHzHOO.

Damit folgt fiir den Operator

o0 o0
. 1 .. .
1D Lzlle < =CI (8 — to) ||zl < €7 ||2]|cos

i=0 =07’

und fiir die Lésung
Z=(I— L)' Y(-t)z(to)

o0

Z(t) = ZL(j)(Y(',to)Z(to))(t) =Y (t,t0)2(to) + ZLj (Y (-, %0)2(t0)) ()

j=0 =1
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Aus
S LY (-, t0)2(t)) () = > L (L(Y (-, t0)2(t0))) (1)
7j=1 j=0

folgt

| ZLj (Y (-, t0)2(t0))loo < e [(L(Y (-, t0)2(t0)))]|oo-

Die Norm von z kann beliebig grof sein, sie hingt von || A(t)||2 ab. Die wichtige Frage ist, ob sich
die Differenz der exakten Loésung und der Losung des gestorten Systems trotzdem unabhingig
von ||A(t)||2 abschétzen lisst, also ob sich

12(t) = 2(8)[]2 = ||12(2) — Y (t, 20) 2(t0)] |2

gutartig verhilt. Die Aufsummierung der potenzierten Losungsoperatoren verhilt sich gutartig.
Bleibt V¢t € [to,t0 + T

¢ 0

0
Y(t,s Y (s,t9)z(to) ds < hTC|lz(t
(Y09 | v b A 0] YE0) et
(2.24)
zu zeigen. Gliicklicherweise fillt die Matrix Y9; in der Fundamentalmatrix, die sich nicht un-

abhéngig von ||2(t)||2 abschitzen lidsst, heraus! Berechnen der Matrix unter dem Integral ergibt

2

0

0
Y (o) [ (A(s) = 272 oo 1t 540) (8)Aj41/2 0 ] Yo to) =

[Kn(t,S)Yn(S,to) Ki1(t,5)Yi2(s, to)
Koi(t,s)Y11(s,t0) Koi(t,s)Yi2(s, o)

Mit denselben Abschétzungen wie in (2.23) folgt wegen

e slL=100 o)+ o )+le o]+[o 5]

die Behauptung (2.24).

< |[Alla+][Bll2+[|Cll2+||D]l2
2

Aus Satz 2.11 ergibt sich sofort ein Satz iiber die Ordnung des einfachen exponentiellen Inte-
grators.

Satz 2.12 Ist A(t) in (2.2) mit ||Al|se < N1 in [to,to+T), dann gilt fiir das Schema (2.20) mit

Zn = (Qnapn)T-'
||z(tn) — znll2 = O(h), Vn mit tg <t, <tg+T,

wobei der O-Term nur vom Anfangswert, T und N1, aber nicht von ||A(t)||2 abhdngt.

Beweis: Da z, = Z(t,), also gerade die Losung von System (2.22) ist, gilt
12(tn) = zall2 = ||2(ta) — Z(ta)ll2 = O(R)
nach Satz 2.11. o

Bei numerischen Experimenten scheint dieses einfache Verfahren héufig mehr als Ordnung 1
zu besitzen. Im Folgenden werden zwei Félle identifiziert, unter denen das Verfahren mehr als
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Ordnung O(h) besitzt. Dazu wird jetzt der klassische Ansatz zur Bestimmung der Ordnung eines
Verfahrens verfolgt, d.h. erst Untersuchung des lokalen Fehlers und anschlieflend Betrachten der
Fehlerrekursion, also der Fehlerfortpflanzung.

Der lokale Defekt an der Stelle ¢,
|:dn :| :[y(tn‘l'h’) :| _
dn §(tn + h)

wird durch Einsetzen der exakten Losung y(¢) in das numerische Losungsverfahren erhalten.

COS hQn+1/2 QV_L—Il—l/Z sin hQn—I—l/Q |: y(tn) :|
= 1/28ih8, )0 cos h{dy, 1 1/2 Y(tn)

Vor dem nichsten Lemma sei noch einmal an die Vereinbarung erinnert, dass die erste Matrix
nach einer analytischen Funktion (hier: cos und sin) mit zum Argument der Funktion gehort.

Lemma 2.13 Der lokale Fehler des Verfahrens (2.20) zur Lésung von (2.1) im Intervall I =
[to,to + T'] unter der Voraussetzung ||A(t)|l2 < N1, ||A(t)||l2 < Nz in den Orten lautet fir
to <tp <to+T:

d, = h3l, + h'z,

mit
1 -
"= /0 (1= 8)((1 = $)hQp11/2) " sinh(l = )12 Ans1/2(5 = 8)y(tn + hs) ds
und
1 1 ‘
||ln||2 < §N1Hy||oo < gNl(COSh(T TN1)||y(t0)H2 +TCOSh(T TN1)||y(t0)H2)’
1 1 -
||Zn||2 S ENQHyHOO S ENQ(COS}I(T TN1)||y(tO)H2 + TCOSh(T TNl)Hy(t())”Q)

Und der Fehler in den Impulsen _ )
dp, = W2y + B2,
mit )
In = / cosh(1 = 8)Qp11/2An41/2(3 — 8)y(tn + hs) ds
0

und

IN

. 1 1 ;
[[ln]|2 ZN1H?/||oo < ZNl(COSh(T T'N1)|ly(to)||2 + T cosh(T/TN1) |9 (to)]]2),

) 1 1 ;
[[2nll2 < ﬂN2||y||ooSﬂN2(COSh(T TN1)|ly(to)l|2 + T cosh(T+/TN1)||5(t0)]|2)-

Beweis: Aus der Variation-der-Konstanten-Formel (2.19) mit 7 = ¢, + £ ergibt sich fiir den
lokalen Fehler des Verfahrens in der y- bzw. -Komponente zunichst:

tn+h
d, = / Q;}rl/z sin(tn + h — $) Qi1 /2 (Ans1/2 — A(s))y(s) ds, lok. Fehler iny
tn

. tn+h
d, = / cos(tn + b — 8) Q119 (Ant1/2 — A(s))y(s) ds, lok. Fehler iny).
tn
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Fiir den lokalen Fehler in den Orten ergibt sich damit:

1
dn = h2/0 (I—s)((1- S)hQn—I—l/Q)_l sinh(1 — S)Qn—l—l/Z (An—|—1/2 —Atn + hs))y(tn + hs) ds

1
= h2/ (L—s)((1- S)hQn-I—l/Q)_l sinh(1 — S)Qn+1/2An+1/2h(% — 8)y(tn + hs)ds
0
1 1
— h2/ (1—s9)((1- s)hQn+1/2)_1 sinh(l — s)Qn+1/2/ (1 —u)A(t, + % +uh(s — 1)) du
0 0
h*(3 — 8)%y(ty + hs) ds
= Rl + h'z,.

Dabei gilt mit der Eigenwertzerlegung von €2, 11/, und maxcr | Sigx | <1:

1
1
Italle < [ (1= 9l = slds Nllloo = 5 30 [

1 1
1
e < [ =93 =97ds [ (=0 dudallylle = 553l

Die weitere Abschétzung von ||y||« ist wegen (2.15) klar. Fiir den lokalen Fehler in den Impulsen
folgt nun:

1
dn = h2/ cosh(1l — S)Qn+1/2An+1/2(% - 5))y(tn + hs) ds

0
1 1

- h/ cos h(1 — s)Qn+1/2/ (1 —u)A(ty + 2 +uh(s — 1)) duh®(s — 3)y(t, + hs) ds
0 0

= B2, + h32,,

mit

N

1
: 1
lidls < [ 15— slds M lolloo = 3 1 ol
1

IN

[12n 2

1
1
[ G=sds [ 0= wduNallylle = 57 Nllylle
0 0

a

Als nichstes wird untersucht, wie sich der lokale Fehler fortpflanzt. Dies fithrt zur Bestimmung
des globalen Fehlers auf die Rekursion:

[ ent1 ] _ [ cos hil, 11/ Q;ilﬂ sinh, y1/2 ] [ en ] N [ dn ]
En+1 —Qyq 128 A8y )0 cos hl, 1 1/2 én dn |’
) Rt + )
mit e, = Y(tn) — Yn, €n = Y(tn) — y. Weiter sei
R(tj;tj) = 1T,
R(tn+1’tn—j) = R(tn + %) Tt R(tn—j + %)

Auflosen der Rekursion ergibt:

[ ent1 ] = R(tnsi1,t0) [ Zz ] +§:R(tn+1,tj+1) [ j; ] .

e
n+1 =0
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Nach Satz 2.11 gilt Y (¢, t0) = R(tn, to) + O(h) unabh. von ||Q(t)||2- Also gilt weiter:

n
e e d; e
[ éZi ] = Y(tnt1,%0) [ ég ] + > Y(tnt1,tj11) [ dj- ] + (R(tni1,t0) — Y(tn+1>t0))l|: ég ]

~~

7=0 —0(h)

n
d:
* (Rtnt1,t541) = ¥ (tns1, tj11)) [ d]- ] '
N ) d,

0 ~—

J =0(h)

Dieses Ergebnis wird in dem folgenden Lemma, festgehalten:

Lemma 2.14 Mit der Fundamentallosung Y der exakten Differentialgleichung ldsst sich die
Fehlerrekursion schreiben als:

n
ent1 | _ €o . dj €o
[ énit ] = Y(tnt1,t0) [ é ] +J§:0 Y (tn+1,tj+1) [ d; ] +h M (tni1,t0) [ é ]

+ By M(tni1,tj11) [ i ] ;
§=0 J

wobei M (tn,t;) := £ (R(tn, t;) — Y (tn,t;)) und |[M|| < C unabhingig von ||A||c-

Um den Fehler auf diese Weise aufzuschreiben, wurde bereits Satz 2.11 verwendet. Es gibt auch
die Moglichkeit, dieses Ergebnis elementar herzuleiten, aber das ist wesentlich rechenaufwéindi-
ger.

Satz 2.15 Als zusitzliche Annahmen neben ||A(t)||2 < Ny und ||A(t)]|2 < Ny gelte fir 0 < o <
1 und fir alle t € I = [to,to + T):

1, . 1 1
SIOIB+ 120 w3 < 56 (2.25)
fir die exakte Losung y. Dann gilt fiir den Fehler in den Orten
lly(tn) = yull2 < CHI*e,
fir to <tp, <to+T, wobei C nur von Cy, T, N1, Ny und ||y(to)||2 abhdngt. Gilt weiter
12@)*A#)y(1)]]2 < Ca (2.26)
fir die exakte Losung y, so folgt die Ordnung auch fir die Impulse
||y(tn) - ynHQ < Ch'1+a’

fir to <tp, <to+T, wobei C nur von Cq, T, N1, Ny und ||y(to)||2 abhdngt.

Fiir die erste Aussage wird A(t) zweimal stetig differenzierbar nicht benétigt. Es gilt auch der
Satz
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Satz 2.16 Als zusdtzliche Annahme neben \|A(t)||2 < Nj gelte fir 0 < a < 1 und fir alle
tel=/ty,to+T]:

1. 1 1
SIOIB + 5190 ()13 < 5C2 (227)
fir die exakte Losung y. Dann gilt fiir den Fehler in den Orten
[[y(tn) — ynll2 < Ch1+aa

fir to <tn <to+ T, wobei C nur von Cq, T, N1 und ||y(to)||2 abhdngt.

Der Beweis dieses Satzes wird nicht aufgefithrt, da er im Wesentlichen wie der folgende Beweis
von Satz 2.15 verlduft, aber eine Darstellung des lokalen Fehlers mit einer Entwicklung von A(t)
bis zum 0-ten Glied und Integralrestglied verwendet. Alle anderen Vorgehensweisen bleiben
gleich.

Um Satz 2.15 zu beweisen, wird zunéchst ein Lemma bewiesen, das klirt, wie sich der lokale
Fehler der Impulse unter der Bedingung (2.27) bzw. (2.26) dndert.

Lemma 2.17 Gilt Bedingung (2.27), so hat der lokale Fehler die Gestalt:
1
dn = h2/ cos h(1 = 8)Qui1/24n41/2(5 — ) ds y(tn + §) + O(R*9),
0
gilt zusdtzlich Bedingung (2.26), so hat der Fehler in den Impulsen die Gestalt:

d, = O(h>+2).

Beweis: Wir starten mit der Darstellung fiir die lokalen Fehler aus Lemma 2.13, wobei ||y||c
in Lemma 2.13 jetzt wegen (2.27) auch mit

lly@)ll2 < lly(to)ll2 + H/O y(s) dsl2 < |ly(to)ll2 + TCa

abgeschitzt werden kann. Weiter gilt
1
d, = h2/0 cosh(l — s)QnH/QAnH/Q(% —8)y( t,+hs )ds+ O?)
tat+B+h(s—3)
1
= h2 A COS h(]_ — S)Qn-l—l/QAn-I—l/?(% — 8) [COS h(S — %)Qn+1/2y(tn -+ %)

+ QL psinh(s = 5)Qn /29t + 5)

1 h
hs—)ttnty X .
+ /tn—i_% Qn—|—1/2 s1n(h(8 - 5) +tn + 5 = U)Qn+1/2 (An+1/2 — A(u))y(u) du] ds
+ O(r*)

1
= h2/0 cos h(1 = ) 41/2An41/2(5 = 8) cos h(s — 5)Qy1/2y(tn + §) ds

1
+ h2/0 cosh(1 —8)Qn11/24n11/2(3 — S)Q;il/Q sinh(s — 5)Qni1/2ds §(tn + %)

+ O(R®).
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Hier kann man bereits erkennen, wie die Voraussetzung gewinnbringend eingesetzt werden kann.

Zuerst wird der zweite Term behandelt. Es folgt
1
h2 /0 COSs h(]_ — S)Qn+1/2An+1/2(% — 8)9;1,41—1/2 sin h(s — %)Qn+1/2 ds y(tn + %)
1
; -1
=1 [ cosh(1 =)o Anis ol = Dls = ) (10s = D)
sinh(s — %)QRH/Q dsy(tn + %)

1
= —h3/0 cosh(1 — S)Qn+1/2An+1/2(3 - %)Q(h(s - %)Qn—l—l/Z)

sinh(s — %)Qn+1/2 dsy(t, + %)

-1

=O(r’),

mit dem Sinus-Trick, und da ||g||ecc < Co wegen (2.27) fiir die exakte Losung gilt.

Nun zum ersten Term:

1
h2/0 cos h(1 = 8)Qni1/9An41/2(3 = 8) cosh(s — 5)yr2dsy(tn + §)
1
_ ha/o cos h(1 — 8)Q 1 jaAns1/2(h — ) dsy(tn + 1)

1
+h2/0 cos h(1 — s)QnH/QAnH/Q(% — s)(cos h(s — %)QRH/Q — I)y(tn + %) ds.

Im Folgenden wird die Inverse einer Matrix auch als Bruch geschrieben, wenn Zahler und Nenner
kommutieren. Wegen

-1
%SC fir a«€0,1] und z€ R
und damit
cos h(s — l)Q,H_l/g I
he(s — 1)e : 1oyt + B)|| < h%s — 31°ClQn 41 2yt + )12
2 (h(s — %)Qn+1/2)a ntl/2 2 9 ? e ’
gilt

1
dn = h2/0 COS h,(]. - S)Qn+1/2An+1/2(% - S)y(tn + %) ds + O(h2+a).

Damit ist die erste Aussage des Lemmas bewiesen. Steht auch die zweite Bedingung (2.26) zur
Verfiigung, folgt weiter

1
d, = h2/0 (5 —s)ds Apy1poy(tn + %)

=0

1
+ hz/ (cosh(l = 8)Qpi1jo — I)Ans1/2(5 — 8)yltn + bYds + O(n*®)
0
1
= (’)(h2+°‘) + h2/ (% — 3)(cos h(1 —5)Qy 1172 — I)An+1/2y(tn + %) ds.
0
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Wegen

1
ho(s — L a8 h(s—5) 1721 o A < h%|s — Ll e i
(s —3) (h(s—%)nnﬂﬂ)a n+1/244n+1/2 , s — 5l C’||Qn+1/2An+1/2||2
gilt schliefllich _
d, = O(h?T).

a

Beweis von Satz 2.15: Fiir den Fehler in den Orten ergibt sich mit Lemma 2.14 und Lemma
2.17

n n
ent1 = Y11(tnt1,t0)eo + Yi2(tng1, to)éo + ZYn(th,tjﬂ)dj + Z Yio(tni1, tj+1)d; + fr + Gns

€o
I <ne || @]

|| 7]

Lésst man die Fehler in der Anfangsbedingung (d.h. Datenfehler) weg, setzt also eg = 0 und
éo = 0, so ergibt sich die Darstellung

2 2

n—1 n—1
en =Y Yitltn,tj+1)dj + Y Yio(tn, tj11)dj + gn,  ldjlla = O(h%),  |ldnll2 = O(H?),
Jj=0 j=0

also ||gnll2 = O(R?). Fiir die erste Summe folgt sofort
n—1 n—1
D Yiilta,tip)dj| < CY_[ldjlla = OR?).
=0 ,  i=0

Fiir die zweite Summe gilt

n—1 n—1

1
Z Yia(tn, tj+1)d; = Z Y12(tn,tj+1)h2/0 cos (1 — $)Qj1/04,112(3 — 8)dsy(t; + &)
=0 =0

n—1
3 Vit tj1) O(RF2) = (x).
j=0
CKAY;Q)
Mit dem simplen Trick
Y12(tna tj—|-1) = ((I - Stj+%,tj+1)71(9;—|}1/2 Sin(' - tj+1)Qj+1/2))(tn)
= (T =8, 4n4,,) 7 (00 = £11)25512)) (bn) 2551

besc};ankt
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folgt weiter
(1) = WD (=S, n )7 (SI0( = £511)Q51172)) (tn)

1
Qj_il/2/0 (cos (1 = 8)Qj 172 = D) Aj11/2(5 — ) dsy(t; + §)

1
+Qj+11/2/0 (—DAj /005 —s)ds y(t; + &) | + O(R')

~ J
~

=0
n—1
= O(hHa) + h? Z ((I - Stj+%,tj+1)_l(5in(' - tj+1)Qj+1/2))(tn) :
§=0

1 -
hA (1 — S)(h(l — S)Qj+1/2)71(cosh(1 — S)Qj+1/2 — I)AJ+1/2(% — S) dsy(tj + %)

O(h**) + O(h?)
— 0(h1+a)'

Falls auch Bedingung (2.26) gilt, so folgt sofort

n—1 n—1
> Yia(ta tia)dj| < C Y lldjll = O(M),
=0 9 7=0

und die ganze Miihe bisher wire unnétig gewesen.
Damit gilt e, = O(h!*%), der globale Fehler in den Orten ist also O(h!*%).
Fiir den Fehler in den Impulsen ergibt sich:

n—1 n—1
. . d
én =Y Yar(tntjr1)dj + > Yao(tn,tj41)dj + gn, |lgnll2 < C H [ d; }
=0 =0

.
Die Bedingung (2.26) sei ab hier immer erfiillt. Nach Lemma 2.17 gilt d,, = O(h**®). Dann folgt
gn = O(h?T®) und

n—1 n—1
D Yooltn, tjp1)dj|| < C Y |ldjlla = O(RH).
Jj=0 9 Jj=0
Nach Satz 2.1 gilt:
YQl(tn, tj—}—l)d] = —Qj+1/2 sin(tn — tj+1)Qj+1/2dj
+(Stj+%7tj+1 (I — Stj+%’tj+1)_1(cos(- — tj+1)Qj+1/2)) (tn)dj
und folglich
n—1 n—1
> Yoiltmtis)d; = Y —Q1psin(ty — tj11)Q41/2d; + O(h?),
=0 =0
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da

Satz 2.1

n—1
Z ( na =8 gn ) (cos(c — tj+1)9j+1/2))(tn)dj < C) lldjllz < HPC.

j= 9 =0

Nach Lemma 2.13 gilt:

n—1
ZYZI (tn; tjt1)d;
j=0
n—1
= Z —Qj+1/2 Sil’l(tn — tj+1)Qj+1/2 h
j=0
A Q]_&l/2 smh(l — S)Qj+1/2Aj+1/2(% — S)y(tn + hS) ds
n—1
+ Z —Qj+1/2 sin(tn - tj+1)Qj+1/2h4Zj.
7=0

Genaues Betrachten des Fehlerterms z, zeigt, dass [|h€2;1/5]| < C gilt, wobei C unabhéingig
von der Norm von € ist. Damit folgt

IA

Z —Qj+1/2 sin(tn — tj+1)Qj+1/2h4Zj
2

B> |Isin(tn — tj11)Q 1 jll2 1794172252

h2C.

IN

Der fithrende Fehlerterm lisst sich jetzt schreiben als

—h2 ZSIII tj—l—l j+1/2 "
1 .
/0‘ Sin h(l — S)Qj+1/2Aj+1/2(% — S)y(tn + hS) dS + O(h2)
= —h2 Z Sln J_|_1 j+1/2ha .
1 —a .
A (]. — S)a(h(]. — S)Qj+1/2) smh(l — S)Qj-i-l/QQ?—}—l/QAj-i-l/Q(% — S)y(tn + hS) dS
n
—h2+a Z Sin(tn - tj+1)Qj+1/2 -

§=0

1
/0 (1= 8)* (1 = 5)Qj11/2) " sinh(l = 8)Q; 417205 1 o A5 41/2(5 — 5)y(tn + hs) ds
= O(h'*).
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Damit gilt auch fiir den Impulsfehler

én = O(h'T%).

2.4 Nichtglatte Ordnung ohne Finite-Energie-Bedingung

Der folgende Satz ist interessant, da er eine Aussage iiber die Ordnung des einfachen exponentiel-
len Integrators ohne zuséitzliche Bedingungen macht. Er zeigt, dass der exponentielle Integrator
bis auf wenige Resonanzstellen ohnehin die Ordnung 2 besitzt. Analoge Resultate lassen sich mit
denselben Techniken auch bei nichthomogenen oszillatorischen Differentialgleichungen hinschrei-
ben. Der technische Aufwand ist aber sehr grof}. Das ist schon beim Beweis des folgenden Satzes
zu sehen. Bei einem ersten Lesen der Arbeit kann der Beweis ohne Schaden fiir das Verstédndnis
der weiteren Kapitel iibergangen werden.

Satz 2.18 Gelte ||A(t)||2 < N1 und ||A(t)]|2 < No. Fir Q == Q(ty) sei @ = QAQT mit A =
diag(N;) die Figenwertzerlegung. Dann gilt unter der Nichtresonanzbedingung
|hk — 2kn| > ¢ >0 (2.28)
mit einer Konstanten c, fir alle ganzen Zahlen k # 0 und k € o(A),
1y(tn) = ynllo < O,
firty <t, <tg+T, wobei C nur von N1, No, T, ¢ und der Norm der Anfangswerte abhdingt.

Gelten zusatzlich zur Nichtresonanzbedingung (2.28) die weiteren Nichtresonanzbedingungen

|hk1 — hko —27k| > ¢>0

|hk1 + hke —27k| > ¢>0 (2.29)
mit einer Konstanten c, fir alle ganzen Zahlen k # 0 und k1, ko € o(A), so gilt
19(tn) = gul| < CH?,

fiir tg <t, <tg+ T, wobei C nur von Ny, No, T, ¢ und den Anfangswerten abhdngt.
o(A) bezeichnet dabei das Spektrum der Matrix A.
Beweis: Wir starten wieder bei der Gleichung fiir die Ortsfehler:

n—1 n—1 .

en = Yir(tn,tj11)dj + > Vio(tn, tig1)dj + gn,  |ldjlla = O(R?),  |ldnlla = O(®),
J=0 j=0

also ||gn||l2 = O(h?). Fiir die erste Summe folgt mit Lemma 2.13 und (2.16) sofort
n—1 n—1
D Yiilta,tip)di| < CY_lldjlla = OR?).
7=0 9 7=0
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Wegen Lemma 2.13, Korollar 2.8 und nach Anwenden der Vartiation-der-Konstanten-Formel
bleibt fiir den Ortsfehler zu untersuchen:

n—1

Z Yio(tn, tj+1) dj = O(h?)
j=0

n—1 1

+ Z Yia(tn, tj+1) h2/ cosh(l —s)QA; 1/ (3 — 5) coshsQds y(t;)
j=0 0

n—1 1 .

+ Z Yia(tn, tj+1) h2/ cosh(l —s)QA; 1/ (% —5) Q sinhsQds y(t;).
§=0 0

Nach Lemma 2.19 ist die zweite Summe unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) O(h?). Die
erste Summe ist unter der Nichtresonanzbedingung ebenfalls O(h?), wie Lemma 2.20 zeigt.
Damit folgt die Behauptung fiir die Orte.

Fiir die Impulse gilt die Rekursion

n—1 n-l
én = Z Y'21 (tn, t]+1)dj + Z Y22(tnatj+1)d‘,7' + 9n
=0 J=0

mit ||gn|lo = O(h?). Mit Lemma 2.21 und Lemma 2.22 folgt, dass fiir den Impulsfehler unter
der Nichtresonanzbedingung (2.28) gilt:

n—1
én = O(R?) — Z sin(t, —tj41)Q -
j=0

1
h2/ sinh(l — s)Q Aj+1/2(% — s) cos hs§dds cos(t; — to)Qy(to)
0

n—1

+ Z cos(tn, — tj41)2 -
J=0

1
h2/ cosh(l — s)Q Aj+1/2(% — s) cos hsSdds cos(t; —to)Qy(to)
n—1 ’
- Z cos(tn — tj+1)2-
3=0
1 .
h2/ cosh(l — s)Q Aj+1/2(% — s)sinhs§dds sin(t; — to)Qy(to).
0

Lemma 2.23 zeigt, dass sich diese Summen unter den Nichtresonanzbedingungen (2.29) wie
O(h?) verhalten, und damit ist die Behauptung fiir die Impulse bewiesen. O

Lemma 2.19 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.18 und falls (2.28) erfillt ist, gilt

n—1 1
ZYm(tn,th) h2/ cosh(l —s)QA; /2 (3 —s)Q 'sinhsQdsy(t)|| < Ch?,
3=0 0 2

dabei hingt C nicht von ||Al|s ab.
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Beweis: Die Schwierigkeit ist hier, dass ||g(t)||2 < C nicht mehr vorausgesetzt wurde. Es
steht nur noch ||y(to)||2, ||¥(t0)||2 beschrinkt zur Verfiigung. Einmal mehr die Variation-der-
Konstanten-Formel ergibt

n—1 1
Z Yia(tn, tjr1) h? / cos h(1 — s)Q Aj+1/2(% —8)Q tsinhsQds -
§=0 0

( — Qsin(t; — to)Qy(to) + cos(t; — to)y(to) +
tj
/t cos(t; — 5)2 (Ao — A(s))y(s) ds)

fiir den abzuschitzenden Term. Auf diese Weise wird die Abschitzung auf die Anfangswerte
zuriickgespielt.

Zunichst gilt:

n—1

1
Z Yio(tn,tjt1) h2/ cosh(l — s)Q Aj+1/2(% —5)Q ! sinhsQds -
4=0 0

tj
(cos(tj — t0)Qy(to) +/t cos(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds) = 0(h?),

da [|y(s)||2 nach (2.15) und Y32 nach (2.16) unabhingig von ||A(t)||2 beschrinkt ist und mit dem
Sinus
Q lsinhsQ = hs (th)f1 sin hs Q

eine h-Potenz gewonnen wird, die mit der Summe gerade wieder verschwindet.

Bleibt der erste Term zu untersuchen:

n—1 1
=3 Yis(tn t51) / cosh(1 — 8)Q Ay (b — 5) Q" sin hsQ dsQ sin(t; — to)Qy(to)
§=0 0
n—1 1 )
=3 Yio(tn, tj11) h2/ cosh(1 — 8)Q A1 (s — 1) sinhsQds sin(t; — t0)Qy(fo).
§=0 0

Diese Summe lasst sich auch schreiben als

n—1

1
Z Yio(tn, tj+1) h2Aj+1/2/ (s — 3)sinhsQds sin(t; — t9)Qy(to)
5=0 0
n—1

1
+ Z Yio(tn, tj+1) h2/ (cosh(l —s)Q—T1)Aj 1/2(s - ) sin hsQ ds sin(t; — t0)Qy(to).
§=0 0

Wegen
Yl?(tn7tj+1) = ((I - Sto,tj+1)_1(Q_1 Sin(' - tj+1)Q))(tn)
= ((I = Sipy0) 7 (sin(- = 1)) (8a) Q71

beschrankt
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folgt O(h?) fiir die zweite Summe. Bleibt die erste Summe zu untersuchen. Ubergang auf die
Eigenwertzerlegung ergibt

n—1 1
Yio(tn,tj+1) b AJ+1/2/ (s — 3) sinhsQds sin(t; — to)Qy(to)
7=0
n—1 .
Y (tn,tjs1) Aj112Q -
j= v

=G(tj11/2)

1
/ (s — %) sinhsA ds sin(t; —tg)A QTy(tO)-
0

Weiter wird definiert:
n—1
> Yio(tn, tj41)Gltj4172) -
7=0" ~ g
::W(tn,tj+1)

1
h2/ (s — 3)sinhsAds sin(t; — to)A Q" y(to).
0

J

=E(t;)

E(t) ist dabei eine Diagonalmatrix und die W-Matrix erfiillt:

|W (tn,tjr1) — W (tn, t;)||2 < Ch, V j=0,...,n—1, (2.30)
wobei C' nicht von ||A(t)||2 abhingt. Dies folgt aus Satz 2.5.
Bleibt

n—1

W2y W (tns ti1) E(t;)Q (1)

=0
zu untersuchen. Der Trick, diese Summe abzuschéitzen, ohne ein h zu verlieren, besteht darin,

dass die F(t;) aufsummiert werden kénnen und dabei beschriankt bleiben. AnschlieBend hilft
partielle Summation.

Der k-te Diagonaleintrag der Matrix

n—1
SE, 1 =) E(t)
§j=0

lautet

n—1 n—1 1

Ep(t;) = inj hA — L1)sins k), ds.
Z kk(t5) Zsm] k/o (s — 5)sins hAy ds
Jj=0 j=0 z -

Ob die Diagonaleintrige beschrinkt bleiben, hingt damit nur von der Funktion

€n—1( Zsmgm/ 1) sin sz ds
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ab. Die Summe lautet:

n—1
-1
E sinjz = ZemE (cos((n -1z + g) — cos g),
7=0
und das Integral
1 .
lzcosz —2sinz +
1y o _
/0 (s—g)smsmds——g 2 .

Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) ist €,_1(x) fiir z > 0 beschrinkt. Es folgt also

n—1

W2 W (ta,tj41) B(t;) QT y(to)
j=0
= W W (tn, tn) SEn—1 QTy(to)
-2
+h nZ (W (tns tj1) = W (tn, tj12)) SE; QT y(to)-
=0
Da
ISEnll2 <Co,  Co= Sj?}f|€j($)|
folgt mit (2.30) und der Beschriinktheit der W-Matrizen, dass die Summe O(h?) ist. O

Lemma 2.20 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.18 gilt

n—1 1
Z Yio(tn,tjs1) h2/ cosh(l — s)Q AHI/Q(% — s) cos hsQdsy(t;)|| < Ch?,
3=0 0 2

dabei hingt C nicht von ||Al|s ab.

Beweis: Die Summe wird fiir den Cosinus-Trick wieder aufgebliht:

n—1

1
S Vi (tn, t41) 2 / (cosh(l — )2 — I) Ajy1 (b — s) cos hsQds y(t;)
=0 0
n—1

1
+ZY12(tnatj+1)h2/ Aji12(5 — s) cos hsQdsy(t;).
3=0 0

Da sich aus Yia(ty, tj4+1) wieder ein Q™! herausziehen liisst, mit dem trotzdem beschriinkten Rest,
ist der erste Term mit dem Cosinus-Trick wieder O(h?). Bleibt der letzte Term zu untersuchen.

45



Er lautet:
n 1 .
ZYIZ(tnatj—Fl) h2/ Aj+1/2(% — 8) cos hsQ)ds -
, 0
(cos( — 1) Qy(to) + Qsin(t; — t0)(te) +

/ "0 sint; — s)A(to) — A(s))y(s) ds )

to
n—1
ZYH (tn, tj+1) B? / AJ+1/2 — ) cos hs§dds cos(t; — t9)Q2y(to)
7=0

n—1 1

+ > Yio(tn,tjs1) h2/ AHI/Q(% — s)cos hsQ2ds -
J=0 0

(Q_l sin(t; — to)Q y(to) +

/t : Q" sin(t; — s)Q (A(to) — A(s))y(s) ds) .

0

Die zweite Summe ergibt mit dem Cosinus-Trick und, da der Rest nach dem Cosinus-Trick wegen

1
/0 Aj+1/2(% —s)ds =

ist, wieder ein O(h?) Term. Bleibt als endgiiltig letzter Term

n—1

1
ZYlg(tn,th)hQ/ Aj+1/2( — 5) cos hsQ ds cos(t; — o) y(to)
§=0 0

zu untersuchen. Ubergang auf die Eigenwertzerlegung ergibt

=

n—1 1
S Vi (tn, tj41) b AJH/Q/ (L — s) cos hsQds cos(t; — t0)Qy(to)
7=0

n

Yio(tn, tj11) Aji12Q -
——

=G(tj11/2)

1
/ (3 — s) coshsAds cos(t; — to)AQT y(to).
0

—0

<

Weiter wird definiert:
n—1

Z}fn(tn,th)G(th/z)J :
=0

=W (tn,tj+1)

1
h2/0 (3 — s)coshsAds cos(tj — to)A QT y(to)-

J

=EB(t))
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E(t) ist wie in Lemma 2.19 wieder eine Diagonalmatrix und (2.30) ist ebenfalls fiir die neue
Matrix erfiillt.

Bleibt

n—1

WY W (tns tj1) E(t;) QT y o)
=0

zu untersuchen. Dieses Mal lautet der k-te Diagonaleintrag der Matrix SE,_;:

n—1 n—1 1
ZEk:k(tj) = Zcosj hg /0 (% — s)coss h)g ds.
j=0 j=0 z M

-1
en—1(z) = ”Z oS jT /1(5 — s)cos sz ds
§=0 0
ab. Die Summe lautet:
iy | . x . T
]Z::O cos jT = ZsinZ (sm((n — Dz + 5) + sin 5),

und das Integral

1 .
lsinx cosz—1
1
= —8)cossxds = — .
/0(2 s) cos sz ds 7 2 + 2

Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) ist |e,,—1(z)| fiir z > 0 beschrinkt. Wie in Lemma 2.19
folgt jetzt die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 2.21 Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) gilt:

n—1

D You(tn, tjs1)d;

=0

n—1
= O(h*) = sin(ty, —tj11)Q-
j=0

1
h2/ sinh(1 — s)Q Aj_|_1/2(% — ) cos hs§dds cos(t; — to)Qy(to).
0

Beweis: Zunichst gilt nach Satz 2.1:

Vo (tns 1) = —@sin(tn — 55102 + (S50 (T = Sto ) (€08 = £541)9) ) (tn)

. J

bescﬁ;énkt
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und mit Lemma 2.13 folgt

n—1

Z Yo1(tn, tj41)d;
i=0

— Z Q sin(tn — t]'_|_1)Q d;

= 3 Qsinltn — t;41)0 (% + hz) + O

n—1

= —1? Y Qsin(ty, —tj41)Q0 — b " sin(t, — tj41)Q (hQz) + O(B?).
. pard

Nach Lemma 2.13 gilt
1
hQz; = —Q/O (Qr12)” " sinh(l — 8)Qj41/2 -
1
/ (1 —uw)A(tj + 2 + uh(s — 3)) du (3 — 5)%y(t; + hs) ds
0

~ J
~~

=:G(jh,5), [IGlI<C

1
= —Q/ Q~ 'sinh(1 — s)QG(j,h,s)ds
0

1
—Q/ (QJQI/Q sinh(1 — 8)Qj41/2 — Q' sinh(1 — s)Q) G (j, h, s) ds.
0

Mit Lemma 2.7 folgt die Darstellung
1
—/ sinh(l — s)QG(4,h,s)ds
0
1 ph(l—s)
0 / / Q" sin(h(1 — 5) — W) (A(to) — Alt; + 2)) 31, , sinuly o du GGy by s) ds

1
= _/ sinh(1 — s)QG(j, h,s) ds
0

—/Olh(l—s)

1
/0 sin(h(1 — s)(1 — u)Q) (A(to) — A(t; + L)) Qgi1/2 sin(hu(l — 5))Qj41/2 du

G(j, h, s) ds.
Also ist [|hQz;]| < C und damit
n—1
—h® sin(t, — tj41)QhQz;|| < B*TC.
=0 )
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Insgesamt wurde bis jetzt gezeigt:

n—1 n—1
D Var(tn, tjp1)dj = O(h?) — h* Y " sin(t, — tj41)Q21;.
j=0 j=0

Der zweite Term lautet
2 bt i 1
—h Z Qsin(t, —tj41)92 /0 Qj_+1/2 sinh(1 — 8)Qj41/24511/2(5 — 8)y(t; + hs) ds.
Mit Lemma 2.7 folgt wie eben fiir den zweiten Term bis auf O(h?) die Darstellung

n 1
—h2) " Qsin(t, — tj41)Q / Q7 lsinh(1 = 8)Q A, /0(5 — s)y(t; + hs) ds
izo 0

1
— K2 Z sin(t, — tj41)Q / sinh(1 — s)Q Aj+1/2(% — 5)y(t; + hs) ds.
0

Mit der Variation-der-Konstanten-Formel folgt weiter:

Zsm —tj1+1)Q
1 .
h? / sinh(l — S)QAj_'_l/Q(% —s)y(t; + hs)ds
0
n—1
= Z sin(tn — t]‘+1)Q
=0
1 .
h? / sinh(1 — s)Q Aj+1/2(% —s) cos hsQ y(t;)
0
1
+ZSID —tJ_|_1 Qh / Sll’lh(]. —S)QAJ'+1/2(% —S) .
0

ti+hs
(Q_l sin hsQ g(to) + / Tt sin(t; + hs + 5)(Ao — Aj+1/2)(% - s)y(§)> ds
¢

J

O(h?) + Zsm tj+1)Q

1
B2 / sinh(l — ) Aj41/5( — s) cos hsQy(t;)
0
n—1
= O(h*) + > sin(ty —t;11)Q -
§=0
1 .
h? / sinh(1 — s)Q Aj+1/2(% — s) cos hs§dds -
0
+((cos(t; — t0)y(to) + 9~ sin(t; — t0)2 (o)

tj
-I-/ Q tsin(t; — s)Q(A(to) — A(3)) y(s) ds).

to
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Hiervon wird zuerst wieder der zweite Term betrachtet. Mit aus den vorherigen Lemmata
geiibtem Auge lisst sich erkennen, dass mit dem Cosinus-Trick wieder folgt

n—1
Z sin(tn — tj_|_1)Q -
7=0

1
h? / sinh(1 — s)Q Aj+1/2(% — s)coshsQds -
0
(Q_l sin(tj — to)Q y(to)

+/tj Q 'sin(t; — 5)Q (A(to) — A(s)) y(s) ds)

= O(h?) + ) _sin(ty — tj41)Q -
=0

1
h? /0 sinh(1 — s)Q (3 — s)ds Ajfye -

1 . o . t 1 . L _
(9 sin(t; — 10)Q9(to) + /t QL sin(t; — 5)2 (A(to) — A(s)) y(s) ds

n—1 1
—O(h?)+ Y sinft, — t41)0 02 / sinh(l— 5) (5 — ) ds A1 o w(ty):
=0 0

Der Vektor w(t;) erfiillt:
[wj+1 = wjll2 < Ch.

Ubergang zur EW-Zerlegung ergibt fiir das Integral

n—1
h? Z Qsin(t, —tj41)A -

=0

1
/ sinh(L - $)A (4 — 8)ds QT A1 wity).
0 ~—————

Mit demselben Argument wie frither folgt, dass diese Teilsumme unter der Nichtresonanzbedin-
gung (2.28) O(h?) ist. O
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Lemma 2.22 Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) gilt:

n—1

> Yao(tn, tj1)d;
=0

n—1
= O(h?) + Z cos(t, —tj+1)Q-
j=0

1 .
h2/ cos h(l — s)Q Aj+1/2(% — s) cos hsSdds cos(t; — to)Qy(to)
0

1
R [ cosh(l —s)QA; /(% — s)sinhsQds sin(t; — t0)Qy(to)-
0 J+1/2\3 J

Beweis: Mit Lemma 2.13, Lemma 2.7 und der Variation-der-Konstanten-Formel folgt

n—1

> Yao(tn, tj41) dj = O(h?)
=0
n—1 1
+ Z Yoo (tn,tj41) h2/ cos h(1 — s)Q Aj+1/2(% — s) cos hsQ ds y(t;)
7=0 0
n—1 1
+ Z Yoo (tn, tj4+1) hQ/ cos h(1 — s)Q Aj+1/2(% — 5)Q 'sin hsQ ds (1)
§=0 0

Zuerst wird der zweite Term mit der Variation-der-Konstanten-Formel zu

n—1

1
Z Yoo (tn,tj+1) h2/ cos h(1l — s)Q Aj+1/2(% —5)Q tsinhsQds -
j=0 0

( — QSin(tj —t0)Qy(to) + COS(tj —10)Qy(to)

4 /t " cos(t; — 5) (Ao — A(s))y(s) ds)

umgeformt, wobei

n—1 1
> Yao(tn, tj41) h2/ cosh(l — s)QA; 115(3 — 5) Q" sinhsQds
i=0 0
t.
(cos(tj —t0)Qy(to) + / ’ cos(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds) = O(h?)
to

gilt.
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Bleibt der erste Term

n—1 1
> Yao(tn, tj4+1) h2/ cosh(1 — ) Ajy1/5(5 — ) Q 'sinhsQds
§=0 0
Qsin(t; — t0)Qy(to)
n—1 1 ]
= Z Yoo (tn, tjt1) h2/ cos h(1 — s)Q Aj+1/2(% — s)sin hsQ2ds sin(t; — to)Qy(to)
§=0 0

zu untersuchen. Durch Aufspalten mit

Yoo(tnstj41) = (Stostyen (I = Stotyen) ") (R sin(- — i+1)9) (tn)

~

-~

=Yoo (tn,tj41)
+cos(tn, — tj+1)€,

ergibt sich einmal die Summe, die in der Aussage des Lemmas auftritt, und die Summe

n—1 1
(b ti.1) B2 / cosh(1 — ) Ay (b — 5) sinhsQds sint; — o) y(to)
=0 0
n—1 B . 1
= O(h?) + Z Yoo (tn, tj+1) Ajr1/2 h? / (5 — s) sin hsQ ds sin(t; — to)Qy(to)-
§=0 0

Nach der Uberpriifung, dass
Y (tn,tjs1) = Y (tnst)|]o < Ch,  V§=0,...,n—1

gilt, kann wie zuvor geschlossen werden, und unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) ist diese
Summe O(h?).

Dieselbe Aufspaltung beim ersten Term ergibt die zwei Summen
1 .
Z cos(tn, — tj+1)Qh? / cosh(l — s)Q AHI/Q(% — s) cos hsQ ds y(t;)
0

- 1
+ Z Yoo (tn, tj11) b? /0 cos h(1 — s)Q Aj+1/2(% — 5) cos hsQ ds y(t;).

Diese beiden Terme werden wiederum nacheinander untersucht. Wir starten mit dem zweiten
Term.

7
L

1
oot tj41) 1 /0 cosh(1 — ) A1 (] — 8) cos hsSds y(t;)

=0
n—1 B . 1

= O(h?) + Z Yoo (tn, tj+1) Ajta/2 h2/ (5 — s) cos hsQds y(t;).
=0 0
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Nach Verwendung der Variation-der-Konstante-Formel ergibt sich:

n—1

1
= O(h?) + Z Yoo(tn, tjv1) Ajri1/2 h2/ (3 — s) cos hsQds cos(t; — to)Qy(to)-
§=0 0

Durch Aufsummieren des Cosinus folgt, dass die Summe unter der Nichtresonanzbedingung
(2.28) durch h2C beschrinkt ist.

Fiir die erste Summe folgt

n—1

1
Z cos(tn, —tj+1)Q h2/ cosh(l — s)Q AHI/Q(% — 5) cos hsQdds y(t;)
§=0 0
n—1 1 .
= Z cos(tn — tj+1)Q h2/ cosh(1l — s)QAjH/Q(% — s) cos hs§dds -
=0 0
((cost; — to)2y(to) + QL sin(t; — to)23(to)
t.
+ / "0 sint; — )0 (A — A()y(s) ds ).
to

Damit erhdlt man zum einen den zweiten Term, der in der Aussage des Lemmas auftritt, und
zum anderen

1
Zcos —tj+1)Q B2 / cosh(l — s)Q AHI/Q(% — s) cos hsQdds -
0
(Qf sin(t; — t0)2y(to)
tj
+ / O~ sin(t; — )0 (Ao — A(s))y(s) ds)
to

n—1 1
Z cos(tn — tj11)Q h? / cos h(1 — s)Q AHI/Q(% — s) cos hsQ ds w(t)
0

Q
—_

n—

“’M

1
cos(tn — t141)Q B2 / cosh(1 — ) (L — 8)ds A4 o wlty).
0

Durch Aufsummieren des Cosinus folgt, dass dieser Term unter der Nichtresonanzbedingung
(2.28) durch h2C beschrinkt bleibt. O
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Lemma 2.23 Unter der Nichtresonanzbedingung (2.29) gilt:
H Z Sln ]_|_1
1 .
h2/ sinh(1 — s)Q2 Aj+1/2(% — s) cos hsQdds cos(t; —t9)Qy(to)
0
+ Z cos(tp, — tj41)Q -
1 .
h2/ cos h(1l — s)$2 Aj+1/2(% — s) cos hsSdds cos(t; — t9)Qy(to)
0
— Z cos(ty, —tj+1)Q -

< Ch2.

1
h2/ cos h(1 — s)Q Aj+1/2(% s) sin hsQ ds sin(t; — t9)Q y(to)
0
2

Beweis: Ubergang auf die Eigenwertzerlegung ergibt zunichst:

—zQsm i

1
h2/ sinh(1 — s)A QTAJ-H/QQ(% — s)cos hsAds -
0 ————
::G(tj_'_%)

cos(t; — to) A QT y(to)
n—1

+ Z Qcos(ty —tjr1)A -
J=0 X
h2/ cosh(l — s)A G(tﬂ_l)(2 s) cos hsA ds cos(t; — to) A QT y(to)
0 2
— Z Qcos(ty —tj41)A -

1
hQ/ cos h(l — s)A G(tj_i_%)(% — s)sinhsA ds sin(t; — to) A QT y(to).
0
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Zusammenfassen der Terme ergibt:

M |

—sin(t, — tj41)Ah? / sinh(1 —s)AG(t;, ) (3 — s) coshsAds cos(t; —to)A

J

-~

—hH2 1
:=h?’B (tj+%)

.

1
+ cos(tn —tj+1)Ah2/0 cos h(1 = s)A G(tj,1) (4 -

s)cos hsA ds cos(tj —tg)A

~

—h2 R2
=h? B2(1;, 1)

1
—cos(ty, — tj41 AR? cosh(l —s AGt- 1) (4
J 0 j+3/\2 —

~

J

s)sin hsA ds sin(t; — to)A

~

_h2 B3( +%)
QT y(to)-
Die Matrixeintrige der B-Matrizen lauten:
1

b,lcl(tﬂ_%) = —sin(t, —tj41)Ag cos(tj — to)Aj/(; sinh(1l — s)Ag (% — 5) cos hsAg ds gkl(tﬂ_%
::Eél‘&, 1)

bﬁl(tﬂ_%) = cos(ty, — tj41) A cos(t; — to) A / cosh(1 — s) A, (5 — s) coshsyds gkl(tﬂ_%)
=F ‘(rtj+1)

bzl(tH%) = —cos(ty — tjp1)Agsin(t; — to) A / cosh(1 — s)A, (3 — s) sinhs)y ds gkl(tﬂ%
=B, "y

Mit den Matrizen E*(t), k = 1,...,3 lassen sich die B¥(t) auch schreiben als

B*(t) = E*(t) « G(t),
wobei o das punktweise Matrixprodukt bezeichnet.

Die Summe nimmt damit die folgende Gestalt an:

n—1
Ky Q (El (1) @ Gltjs) + B2 (4, 1) Gty ) + B2ty p) @ G(tj+é)> Q" y(to)
=0

1
fﬂzcz(m]+ )+ E2(ty,0) + B2 )) G(t;,1) Q7 u(to).
7=0

_E(H—%)

Bleibt

n—1
h? Z Q (E(tﬁ%) . G(tj+%)) Q" y(to)
=0
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zu untersuchen.

Der Trick, diese Summe abzuschtzen, ohne ein h zu verlieren, besteht darin, dass sich E(t;, 1 )
unter den Nichtresonanzbedingungen (2.29) aufsummieren lassen und die Summe dabei be-
schrinkt bleibt. Anschliefend hilft dann partielle Summation. Die Entdeckung, dass es darauf
ankommt, wie die Frequenzen \; von A im lokalen Fehler gemischt werden, und die Vorgehens-
weise sind nicht neu. Das wurde bereits bei nichtlinearen oszillatorischen Differentialbleichungen
mit konstantem A (vgl. [16]) und bei der homogenen Schroedinger-Gleichung mit zeitabhéngigem
A(t) (vgl. [15]) festgestellt.

Zunéchst wird .
n
SEn_1:= ) B(t;, 1)
§=0

betrachtet. Der (k,[)-te Matrixeintrag hat die Gestalt:

n—1 n—1
Z Ep(t; 1) Z (Ekl ) + Byt i)+ Elz’l(tj-q-%))
j=0 j=0

n—1 1

=— ) sin(n —j — 1) hAx cosj hX sin(l — s) kA, (3 —s) coss h\ ds
= —— /o —~— ——
T y T y
n—1

1
+ ) cos(n—j—1) hAg cosj h) / cos(l — s) hAg (3 —s) coss h); ds
—— - /o —~— ——

Jj=0 T Y T Y
n—1 1

— Y cos(n—j—1) hAg sinj h) / cos(1 — ) KA, (3 —s) sins h); ds.
= — - /o — —

T Yy z Yy

Ob die Matrixeintrige der Matrix SE, 1 beschrinkt bleiben, hingt damit nur von der Funktion

n—1 1
en—1(z,y) Zsm n—j—1)z cosyy/ sin(l — s)z (3 —s) cossyds
j=0 0
n—1 1
—I—Zcos(n —j—1)z cosjy/ cos(l — s)z (3 —s) cossyds
=0 0
n—1 1
- Zcos(n —j—1)z sinjy/ cos(1 —s)z (3 —s) sinsyds
=0 0
ab.
Fiir die Terme
1
€1n—1(2,y) + e3n—1(z,y) Zsm ]—liL‘COS]y/ sin(1 — s)z (1 — s) cossyds
0
n—1 1
- Zcos n—j—1)z sm_yy/ cos(l — s)z (3 —s) sinsyds
7=0
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1

— W(cos((n—l)y—k%)—cos((n—l) :Egy)>

cosy +cosx sinx —siny
2(y — z) (y —z)?

+m(c03 (= 0+ 155~ con ((n =)o+ y;$)> _

bl

cosy +cosz sinz 4 siny
2(y + x) (z +y)?

ergibt sich mit der Substitution

also r=v—-u, y=u-+uv, (2.31)
die Darstellung

U Cosv

8sinu ud

(cos (n—1)(u+v)+u) —cos ((n—1)(v—u) —u)) . [

UCOS U — sinu]

VCOS v

+m<cos (n—1)(u+v)+v) —cos ((n—1)(v—u) +U)) . [

VCOSV — sinv
v3 '

Unter den Nichtresonanzbedingungen ist dieser Term gleichméBig beschrinkt.

Fiir den Term

1
€2,n—1( Zcos —j—1)z cosjy/ cos(1 — s)z (5 — s) cossyds
0

: [@(sin (- +5%) sn -+ 25

2

1 . y+z . y+z
-I-m(sm((n—l)y—i—T) + sin ((n—l)x—l— 5 >>

[ﬁ(sinxﬁ- siny) + m(smiﬂ - Siny)

(cos:v—cosy) — cosz—cosy)]

=y el
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ergibt sich mit Substitution (2.31) die Darstellung

16:;]nu(5in<(n_1)(u+v)+u>—sin((n—l v — u) )
sinv sinu — u cos u n sinu sinv — v cos v

v u3 U
(i (0= 1)+ )+ 0) +sin ((n— 1) (0 +)
16sino \ oAV uTv)Tv)Tsm{n v—u)+v

sinvsinu —ucosu  Ssinusinv — v cosv
3 + 3 :
v U u v

In dieser Darstellung erkennt man, dass der gesamte Term unter der Nichtresonanzbedingung
gleichmifig in z,y,n beschrankt ist.

Mit l
SE; = ZE(tﬂ%)
=0

folgt

n—1
123°Q (Bltyyy) e Glty41)) Q7 ylto)
=0

= h? Z_: Q (SEj e (G(tj+é) - G(tj—l—%))) QTy(to)

j=1
~12Q (SEa1 « Glt,_y)) QTylto)
F12Q (Bltg,y) « Gl ) QMu(to).

Mit Hilfe der Abschiitzung (vgl. Lemma 5, [16])

ISEs » Gll2 < Go[||G] |2 < CoVN||Gl[2, mit Co = sup lei(z,y)|
z,y-U,79

und N der Dimension des Losungsvektors y von (2.1) folgt fiir die obige Summe insgesamt
n—2
O Y 11~ Iz | +2R%|| - [l = O(R?),

unter der Nichtresonanzbedingung. Damit ist das Lemma bewiesen. O

2.5 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wird der exponentielle Integrator an einfachen Systemen getestet. Das erste
Testsystem ist die Airy-Differentialgleichung (vgl [19]):

j=-ty, y0)=1,  y(0)=0.
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Die Hamilton-Funktion zur Airy-Gleichung lautet:

) 1. t
H(j,y) = =9* + =y

2 2
Die exakte Losung der Differentialgleichung erfiillt im Intervall [0,100] eine Finite-Energie-
Bedingung H(p,q) < 4.5, wie sich in Abbildung 2.1 erkennen ldsst. Nach Satz 2.15 mit o = 1
hat der einfache exponentielle Integrator die Ordnung 2, unabhéngig von den hohen Frequenzen
der Losung, die in Abbildung 2.2 dargestellt ist. In Abbildung 2.3 ist der Fehler aufgetragen,
und die Ordnung 2 des Verfahrens lidsst sich numerisch bestétigen. Gemessen wurde der globale
Feher dabei zur Zeit ¢t = 100.

Abbildung 2.1: Hamilton-Funktion entlang der Lésung ausgewertet
45 : :

4+ 4

3.5r i

3F 4

2.5F b

2+ 4

151 7

1+ 4

0.5 7

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Jetzt wird der einfache exponentielle Integrator an dem folgenden Testsystem ausprobiert:
§=—A(t)y, y(to) = yo, y(to) = Yo,
mit A(t) = Q()A()Q" (1),

= cos(2mkt + B)  sin(2wkt + )
Q) =1 _ sin(27kt 4+ B) cos(2mkt + B)

und

Dabei ist A\;(t) > 0.

Zuerst werden A1(t) = 10000 und A9(t) = 7 gesetzt. Die Matrix A(¢) ist konstant, und die
Zeitabhingigkeit kommt nur durch eine sehr langsame Drehung von )(¢) zustande. Das einfache
exponentielle Verfahren ist sehr gut, wie sich in Abbildung 2.4 erkennen lisst. Die Resonanzen,
die bei exakter Rechnung nur in den Impulsen auftreten, sind numerisch auch in der Losung y zu
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erkennen. Mit Hilfe von Abbildung 2.6 l4sst sich erkennen, dass die Spitzen des globalen Fehlers
genau mit den Resonanzstellen aus der Bedingung fiir die Impulse iibereinstimmen. Unter beiden
Nichtresonanzbedingungen hat das Verfahren Ordnung zwei, wie sich in Abbildung 2.7 erkennen
ldsst. Die Spitzen kénnen nicht beliebig grofl werden, da das Verfahren nach Satz 2.12 mindestens
Ordnung 1 in Impulsen und Orten hat.
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Abbildung 2.2: Exakte Losung der Airy-Differentialgleichung
1 T T T

0.8 i

0.6 b

0.4 b

0.2

or

-0.2+

-0.4r b

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 2.3: Fehler beim Losen der Airy-Differentialgleichung

-1

10

10 10 10
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Abbildung 2.4: Globaler Fehler in den Orten mit A;(¢) = 100007, A2(t) = 7

10°°

107 b L . . . . |

10—10 . , . . J
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Abbildung 2.5: Resonanzstellen

ﬁ},‘.‘ o e

-2

10 ¢ : . ,
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min, |hoo2+hoo1—2 K|
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Abbildung 2.6: Globaler Fehler und Resonanzstellen

10°
107’
10°
10°
10 Pk
-11
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Abbildung 2.7: Globaler Fehler unter Nichtresonanzbedingung
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Kapitel 3

Exponentielle Integratoren fiir die
nichtautonome, lineare,
oszillatorische, inhomogene
Differentialgleichung zweiter
Ordnung

Ostzillatorische Differentialgleichungen, bei denen das oszillatorische Verhalten von einem zeitabhingi-
gen linearen Anteil erzeugt wird, werden in diesem Kapitel betrachtet. Nach einer Darstel-
lung der Differentialgleichungen werden Ein- und Zweischrittverfahren angegeben, die Lange-
Zeitschrittintegratoren sind. Nach dem Beweis werden die Verfahren numerisch getestet.

3.1 Problemstellung

Die oszillatorische Differentialgleichung, die im Intervall I = [ty, to+7] gelost werden soll, lautet:
§(t) = =A@y (@) +9(y@),  y(to) =yo, (to) = Yo, (3.1)

mit A(t) € C?(I, RN*") eine symmetrisch positiv-semidefinite Matrix. Dabei sei fiir alle ¢
IA@)2 < Alloo = N1 und  [|A®)[l2 < [Afloc = Ny

beschrinkt, aber
[A@®)]l2 > 1.

g € C?und g, 9y, Gyy seien in der Euklidnorm bzw. den von der Euklidnorm induzierten Normen
beschrénkt.

Die groBe Norm von A(t) bedeutet, dass die Schrittweite von Standardintegratoren ungefihr
durch ||[v/A||7! beschriinkt ist. Differentialgleichungen dieses Typs treten in vielen technischen
und naturwissenschaftlichen Anwendungen auf.
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Weiter gelte in dem ganzen Abschnitt fiir die exakte Losung die Finite-Energie-Bedingung

ST + 103 < S K (32)

Fiir 7 € I = [ty, to + T'] beliebig ldsst sich System (3.1) auch schreiben als

§(t) = —A(r)y + (A(m) — A@)y() +9(y(#),  wlto) =0, 9(to) = go-

Mit der Variation-der-Konstanten-Formel lisst sich die Losung dann darstellen als:

y(@) | _ cos(t — 19)Q(7) Q1) Lsin(t — to)Q(1) y(to)
|: ] B [ —Q(7) sin(t — t9)Q(7) cos(t — t)Q(7) ] [ 3(to) ] (3.3)

+/: [ 9(72;:(iii(i)_szfls)2(7) ] ((A(T) — A(s))y(s) + g(y(S))) ds.

0

3.2 Einschrittverfahren

Die Variation-der-Konstanten-Formel (3.3) legt das folgende Niherungsschema nahe, wobei
Qy1jz = Qtn + 5):

Uni1 ~ Q1 /o8I A Q41 9 c0s hQy 119 Un '
N 3P2 (W 11/2)9((hQp11/2)yn)
%h<¢0(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)yn) + ¢1(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)yn+1)) '

Dabei werden nur Funktionen 1, 19, 11 und ¢ betrachtet, die auf der nicht-negativen reellen
Achse beschrinkt sind und glatt von z? abhéingen. Weiter gelte fiir die Funktion 1:

1 sin? 5
— < C. .
I:?g(})( sin% ( (£)2 ¢(I)> <C (3.5)
2
Fiir die Funktionen xy = ¢, g, 11 gelte:
1 sinx
— < .
I;?% zsin & ( z X(w)>‘ <G (3.6)

und fiir jede der Funktionen x = ¢, ¥, 1, 91 wird eine Bedingung der Form

Ix(VB) = x(VB)|2 < Ca ||B - B, (3.7)

fiir beliebige symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen B, B € RV*N gefordert.
Lemma 3.1 Seien A, A € RV*N symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen. Wird weiter defi-
niert Q== VA und Q := VA und sei b(x) eine in z2 glatte Funktion und $(z) := (/). Dann

gilt mit h > 0: 3 B 3
16(h22) — $(hD)l2 < max |¢'(z)| VN b [|A — All..
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Nach Lemma 3.1 ist zum Nachweis der Eigenschaft (3.7) max;>¢ |¢'(v/z)| beschrankt hinrei-
chend. Da die Konstanten Cs, Cy, Cy, und Cy, in die Konstante C des folgenden Satzes
eingehen, sind moglichst kleine Konstanten wiinschenswert. Wird Lemma, 3.1 bei einer Funk-
tion verwendet, wachsen die Konstanten wie v/N. Fiir viele Funktionen kann jedoch mit Hilfe
von Lemma 2.7 gezeigt werden, dass sie die Bedingung (3.7) mit einer kleinen Konstante ohne
VN erfiillen. Dies gilt zum Beispiel fiir alle Funktionen, die in [9] und [16] als Filterfunktionen
vorgeschlagen werden.

Die bisher genannten Voraussetzungen sind nétig, um im folgenden Satz die Aussage iiber die
Ortsfehler zu beweisen. Fiir die Aussage iiber die Impulsfehler sind noch die folgenden Voraus-
setzungen nétig. Fiir die Funktion v gelte zusétzlich

max [z 4(z)| < C (3.8)

und fiir die Funktionen ;, i = 0, 1

max
>0

. (Si” - m—(w))‘ <c. (3.9)

in z
sin ) T

Im Folgenden werden nur Verfahren betrachtet, die alle genannten Voraussetzungen an die ana-
lytischen Funktionen erfiillen.

Satz 3.2 Sei in (3.1) A € C*(I, RN*N), I = [to,to + T), eine beliebige symmetrisch positiv-
semidefinite Matriz, und A, A, g, gy und gy, seien in der Euklidnorm bzw. in den von der
Euklidnorm induzierten Normen beschrinkt. Es gelte die Finite-Energie-Bedingung (3.2). Dann
erfillt der globale Fehler von Verfahren (3.4)

Hy(tn)_ynH? < hQCa
Hy(tn)_ynH? < hC,

fiir alle 0 < nh < T. Dabei hingt C nur ab von |ly(to)l2, T, K, || Allcos | Allos llgll, llgylls llgyyll;
qs: dJ; ¢0 und ¢1-

3.3 Zweischrittverfahren

Nachdem im letzten Abschnitt Einschrittverfahren betrachtet wurden, werden jetzt Zweischritt-
verfahren untersucht. In der Molekiilldynamik erwartet man in der Regel von symplektischen
oder symmetrischen Verfahren Vorteile. Daher beschrinken wir uns gleich auf symmetrische
Zweischrittverfahren.
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Mit der Variation-der-Konstanten-Formel lisst sich die Losung als

y(t) = cos(t — to)2T) y(to) + ()" sin(t — 0)Q(7) §(to)

~~

+ t Q(7) "L sin(t — s)Q(7) (A(1) — A(s))y(s) ds

t
_|_/ Q(T)*1 sin(t — s)Q(7)g(y(s)) ds
to

y(t) = —Q(7) sin(t — 10)Q(7) y(to) + cos(t — t0)Q(T) Y(to)
¢

t
+/t cos(t — s)Q(1) (A(r) — A(s))y(s) ds + t cos(t — 8)Q(7)g(y(s)) ds

darstellen.

Ein Vergleich mit der exakten Losung legt die folgenden Verfahren nahe:

yn+1 — 2COS hQ(tn)yn + Yn—1 = hQ‘IJng(@nyn)

bzw.

y.n—l—l — ?)n—l = —QQ(tn) sinhQ(tn)yn
1
+§h(‘1’n+1,1 9(Pri1Ynt1) + 2V, 09(Pnyn) + ¥n—1,1 g(@n—1yn—1)),

mit &, = ¢(hQ(tn)), v, = ¢(h9(tn))a \I’n,l = "ﬁl(hQ(tn)) und \Ijn,O = ¢o(h9(tn))a wobei qS(:c),
P(z), Po(x), P1(z), glatt von 22 abhiingen. Wie zuvor ist Q(t) = \/A(%).

Im Falle einer konstanten Matrix A wurden Verfahren dieses Typs in [11] unter Anderem auf
ihr Langzeitverhalten beziiglich der Energieerhaltung untersucht.

Statt die Verfahren mit beliebigen Funktionen ¢(z), ¥ (z), ¥o(z), ¥1(z) zu untersuchen und
Bedingungen anzugeben, unter denen die Verfahren Ordnungsschranken unabhingig von der
Norm von A besitzen, wie bei den Einschrittverfahren, werden spezielle Verfahren dieses Typs
mit -

sin

¢(z)=@§, B0 =0, gole) =277,

und beliebigem ¢(z) untersucht. Hierfiir gibt es gleich mehrere Griinde. So sind die Ordnungen
des Verfahrens bei konstanter Matrix A in [16] griindlich untersucht worden, und diese Ergebnisse
konnen fiir den Fall mit zeitabhingigem A(t) verwendet werden. Auerdem ist von diesem Ver-
fahren eine lineare Stabilitdtsanalyse bekannt. Beim Lsen grofier Systeme mit Krylov-Verfahren
bedeutet 11 (z) # 0 den Aufbau zweier zusitzlicher Krylovraume, was zu einem hoheren Re-
chenaufwand fiihrt.

Mit denselben Techniken wie bei den Einschrittverfahren im vorigen Abschnitt Iisst sich erken-
nen, dass, von diesem Verfahren ausgehend, leicht andere Funktionen ¢, v, 1, 11 gewonnen
werden konnen, fiir die das resultierende Verfahren nicht der Schrittweiteneinschrinkung unter-
liegt. So erlaubt z.B. auch jedes Verfahren mit einer Funktion 1, fiir die

E4
2

1 sin®
max 7)(?/’(3?) - (%T) <C

—
z>0 |sin § sin(z
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gilt, eine Fehlerschranke fiir das Verfahren, die nicht von der Norm von A abhingt. Fiir 19 und
11 konnen dhnliche Bedingungen angegeben werden.

Interessant ist auch, dass sich Verfahren finden lassen, die nur fiir die richtige Wahl des ersten
Schrittes als Zweischrittverfahren eine Ordnungsschranke unabhingig von Norm A zulassen.
Verfahren dieses Typs sind die Verfahren in [9] in der Zweischrittformulierung. Wird als Start-
schritt der Startschritt der zugehoérigen Einschrittformulierung gewéhlt, erhélt man ebenfalls
Ordnungsschranken unabhingig von der Norm von A.

Die Zweischrittverfahren, fiir die die Fehlerschranken streng bewiesen werden, lauten ausfiihrli-
cher aufgeschrieben:

Yn+1 — 208 hQpyp + yYn—1 = hZSinCQ%Qn g((h)yn) (3.10)

und
Un+1 — Un—1 = —2Qy, sin hQy, Y, + 2h sinc hQy, g(H(h Q) yn),

mit Q, = Q(tp)-

Fiir die Filterfunktion ¢ gelte
max|§(n)| <O, #O)=1  Phm) =0, k=12,
w_

Diese Eigenschaften der Filterfunktion werden bereits im Fall einer konstanten Matrix A benétigt.
Hier wird zusétzlich

16(VB) — $(VB)||» < Co | B - Bl (3.11)

fiir beliebige symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen B, B € RV*N gefordert.

Fiir die Konstante C's gelten dieselben Bemerkungen wir bei den Einschrittverfahren.

Satz 3.3 Sei in (3.1) A E.CQ“(I,RNXN), I = [to,to + T, eine beliebige symmetrisch positiv-
semidefinite Matriz, und A, A, g, gy und gy, seien in der Euklidnorm bzw. in den von der

Euklidnorm induzierten Normen beschrdinkt. Es gelte die Finite- Energie-Bedingung (3.2). Dann
erfillt der globale Fehler von Verfahren (3.10)

Hy(tn)_ynH? < h2C,
19(tn) —gnllz < RC,

fiir alle 0 < nh < T. Dabei hingt C nur ab von [ly(to)ll2, T, K, || Alloo, [ Alloo, N9, gy lls llgyy I,
min{log(n + 1) log(N + 1),vVN} und ¢.

3.4 Beweis der Fehlerschranken fiir Einschrittverfahren

Um Satz 3.2 zu beweisen, werden wieder Aussagen iiber die Defekte benotigt. Die Defekte lauten:
dn = y(tn +h) —coshQp 1 0y(ts) — Q;Jlr1/2 sin Ay, 4129 (tn)
P (01720012} (1)
dn = Yt +h) +Qui1/osinhQ 12 y(tn) — cos hy 112 §(tn)
- %h (1/10(h9n+1/2)9(¢(h9n+1/2)y(tn)) + 1 (hQn+1/2)g(¢(hQn+1/2)y(tn+1))) :
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Lemma 3.4 Fir die Defekte in den Orten gilt:

d 1 h2 sin? %Qn+1/2 3
o= (BRI 0, o) )o@ 2)u(tn)) + B
(EQn+1/2)

und in den Impulsen

. 1 (sn hS 4179
d, = §h<m - "pO(hQn+1/2)>g(¢(hQn+1/2)y(t”))
1. [ sinhQ,
+§h (T—H/Q - "pl(hQn-H/?)) g(¢(hQn+1/2)y(tn + h))
n+1/2

1 1
+ah [ 08 k(1= )81/ 9,2 (12))
0
l( cos hs§d, — ¢(hQn))y(tn) +Q!sin thng)(tn)] ds
1 1
th [ coshL = )11 0y ($(ADns1)y(tn))
0

[(cosh(s —1)Qut1 — $(hn11) )y(tn + 1)

+Q,, 1y sinh(s — D)Qpia9(tn + h) | ds

1
+h2/ cosh(1 = 8)Qpi1/0 Altn + %) (3 — 8) yltn + %) ds + B2y,
0
mat
lznllz <C und  |z]l2 < C.
Dabei hingt C nur ab von ||y(to)ll2, T, K, ||Allco; | Alloc, llgll; llgylls l1gyy|l und ¢.

Fiir die exakte Losung ergibt sich mit den Defekten:

|: y(tn+1) :| _ COShQn—f—l/Z Q;Hl_l/Q SinhQn-l—l/2 [ y(tn) :|
Y(tn+1) —Qpy1/28in bl )9 cos h{dy 1 1)2 Y(tn)
N sP2P(hQ11/2)9((hQni1)2)y(tn))

5 (%0 (120417209 (D(h 1/2)y (1) + 91 (B s112)9 (B 1/2)y (1))

Das Niherungschema lautet:

|: Yn+1 :| _
?)n—f—l

COS hQn+1/2 Q;i1/2 sin hQn+1/2 |: Yn :|
_Qn—I—l/Z sin hQn—H/Z COS hQn+1/2 yn

N $h2P (WS 11/2)9(D(h Qi1 2)Yn)
sh <¢0(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)yn) + ?ﬁl(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)yn+1))
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Fiir die Fehler e, = y(t,) — yn, und é, = y(t,) — Y ergibt sich die Rekursion

[ €n+1 ] _ cos h€dy, 1 1/9 Q;i1/2 sin A€y, 11/ [ én ]
€nt1 —Qpq1/28inhfd, /0 cos hly 1172 én
= R(tn+3)
+ [ L %h2¢(hQVIL+1/2)Fnen :| + |: dn :|
Qhwﬂ(hﬂn—i—l/Q)Fnen + §h¢1 (hQn+1/2)Hn+len+1 dn |’
mit
1
Fo= [ 0/ 0(hs o) ) = wen))) duhsrge)s Pl < ol max 6(a)
und
1
s = [ o0(@(h1/2) 0tnr) = wens) dud(husi), [l < gyl maxl (o).
Mit
R(tj,t;) = 1,
R(tpi1,tj—1) = R(t,+2%)---R(tj_1+1)
und

V= ¢(th+1/2), Wo,j = ¢0(th+1/2) und o4 = ¢1(th+1/2)

lasst sich die Rekursion auch als

n 112
1120, Fies
[ €n+1 :| = R(tn+1,t0) |: 23 :| -I-ZR(tn_H,tj_H) |: 2 jL'j€4

én+1 = sh@o;Fjej + 5h ¥ Hjejn
tnt1,t) J
+;R( nt1,tj41) [ d; ]

schreiben.

Lemma 3.5 Mit der Fundamentallosung Y von (2.2) lisst sich die Fehlerrekursion schreiben
als:

€n+1 R = mH I LhWg Fie; + $hV 1 Hjej

n
d.
+ Y Y(tni,tj) [ dj-

] + hM (tps1, to) [ 0 ]
j=0 0

sh*U,Fe;
+h Y M(tni1,t; 2!t ¥iiC ]
j—=0 nst 1) [ 3h%oiFjej + 5h¥y 1 Hjpej

n
d.
+h § M(tn—l—l,tj-i—l) [ d] :| )
J=0 ’

wobei M (tn,t;) = 1 (R(tn,t;) — Y(tn,tj)) und | M|l < C.
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Komponentenweise lautet diese Rekursion fiir die Fehler in den Orten:

. b
€n+1 = CO,n+1€0 + Cl,nt1€0 + 5 Z Lje; + Dy,

=0
mit
cont1 = Yii(tns1,t0) + AMi1(tns1, o),
Cimt1 = Yia(tng1,to) + AMia(tni1,to),
L; = Yi(tns1,tj+1)Yo,; Fj + 1js1(5)Yi2(tns1, ) Y1, Hj + AY 11 (tns1, tj4+1) Y5 Fj

+R? My (tn41, tj+1) U5 F + hMio(tyg1, tj41) Yo i Fj + hlj>1(5) Mio(tat1, ) 1 Hj,

n n
Dj = hY Mi(tayr,tia)di +h Y Mis(tnga, tg1)d;

j=0 7=0
n n .
+ > Yultnsr,tje)ds + ) Yiz(tns1,tj1)d;.
=0 =0

Auf dem festen Intervall sind L;, ¢y pnt1 und ci 541 beschrénkt.

Beweis von Satz 3.2: Nach den gerade gemachten Bemerkungen folgt mit einem einfachen
Gronwall-Lemma die Behauptung fiir die Orte, wenn | D;|l2 = O(h?) gezeigt ist. Es gilt:

n n
IDjllz < || Muy(taga,tir)di|| + ||k Mia(tni1,tj1)d;
Jj=0 2 j=0 2

n n
+ ZYH (tn+1,tj+1)dj + ZYIQ(tn—i—l,tj—i—l)dj
J=0 9 Jj=0 9

Mit M ist auch M1; beschrinkt, und mit Lemma 3.4 folgt sofort

n
h Z Mi1(tns1,tj41)d;|| < R2C.
j=0 9
Die drei anderen Summen machen mehr Miihe. Daher ist jeder ein eigenes Lemma gewidmet.

Mit Lemma 3.6, 3.7 und 3.8 folgt schlieflich ||D;||2 < Ch? und damit die Behauptung fiir die
Orte. Fiir die Fehler in den Impulsen ergibt sich die Gleichung;:

n+1
€nt+1 = Co,n+1€0 + Clnt1€0 + B Z Lje; + D;.
Jj=0

In Lj tritt einmal der Term
Yoi1(tn+1, tj11) > U Fj

auf. Y2; ist nicht unabhiingig von der Norm von €2 beschrinkt. Gilt jedoch Bedingung (3.8), so
folgt mit

Yor(tns1, 1) Y Fj = Y (tni1, tj41) (thH/Q)‘I’(thH/Q)Fj

und 1721 beschrankt
1Ya1(tn+1,tj41) 0¥ Fy|| < C,
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unabhingig von der Norm von Q. Ist (3.8) erfiillt, so ist

h n+1 .
2 D Lijej| <Ch
j=0 2

und der Fehler in den Orten durch

n n
D; = Z Y21(tn+latj+1)dj + Z Y22(t"+1’tj+1)dj
=0 J=0

n n
Ry Mo (tns1,tjr1)dj + Y Mas(tni, tj1)d;
=0 =0

bestimmt. Die erste, dritte und vierte Summe ist O(h). Die zweite Summe ebenfalls, was wieder
durch partielle Summation unter Beachtung von (3.9) gezeigt wird. O

Lemma 3.6 Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

n
WY Mig(tnir,tjsa)ds|| < ChA

Beweis von Lemma 3.6: Mit Lemma 3.4 und wegen der Beschrinktheit der Untermatrizen
von M folgt zunichst

n n
hY - Mia(tni,tis1)dj = O(B?) + > Mig(tnga, tira) (log + 1),
—_————

7=0 3=0 =1
mit

y = (%ﬁ”"’ - ¢0(th+1/2)> 96104120 (1),

I % (ngjlij:;/z - ¢1(th+1/2)) g(A(h11/2)y(tj + h)).
Es gilt

Mo (tnt1,tj41)l; ]
Moo (tnt1,tj+1)l5

1 0
([ Mi2(tni1, t41)l]2 < H[ = HE(R(thatﬂl) = Y(tnt1,t541)) [ L ]
2

2
R(tp41,tj41) ist Losung des Systems (2.22) mit Anfangswerten G(¢;+1) = 0 und p(tj+1) = ;.
Wiederholen der Abschéitzungen ergibt:

1
Mio(tni1,tivi)lilla < —eChT
1412ty ]H)Jlb_h Ko (tny1,8)Y12(s,tj41)l5

/tn+1 [ K11 (tnt1,8)Yia(s, 1)l ] ds
tit1

2

< — Mty =t | max{ || K11 (tns1, 8) Y1208, tj410) ooy [ K1 (tn1s 8) Vi (8, 1) ]loo -

S =
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Wegen
||K11(t53)||oo S hC’ ||K21(ta 3)“00 S hC

gilt
| M12(tni1, tjs)lllz < TCe“ || Yia(s, tj41)lj ] o

(2w

1Vi2(8, tj41)lloo = B V128, tj41) (B 41/2) " oo
und damit schlieflich

Durch die Voraussetzungen

= (sinm - qpo(a:)) ‘ und max

T T >0

max
>0

beschrénkt gilt

| Mi2(tnt1,tj+1)lll2 < hC,

was die Behauptung zeigt.

Lemma 3.7 Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

n
> Viiltngr, tj)di| < Ch
Jj=0 2

Beweis von Lemma 3.7: Mit Lemma 3.4 folgt zunichst

n
> Yit(tni1,tii1)d; = O(R?) +
=0

1oy sin 59112
§h Zyll(tn-l-latj-l-l) TV — P(hQj11/2) | 9(d(A41/2)y(t5))-
j=0 (3Q41/2)

Mit Lemma (2.7) und Voraussetzung (3.7) folgt
sin? 2Q); sin? 20
(h27]+1/22 —p(hq1/9) | = O(h?) + N 2 — (hQ)
(3+1/2) (3)

mit Q = Q(t). Weiter gilt

Y11(tn,tj_|_1) = W1(tn,tj+1) COS(tn — tj_|_1)Q — Wz(tn, t]'_|_1) sin(tn — tj+1)Q,
wobei

Wiltn,tjr1) = ((I = Siot;p0) " (cos(- = £a)Q)) (tn)
WQ(tn’tj+1) = ((I - Sto,tj+1)_1(Sin(' - tn)Q)) (tn)

Dabei gilt fiir beide W-Matrizen und alle j mit 0 < jh < T*

W (tnstj1) — W (tn, tj)|l2 < Ch.

73



Damit bleiben nur noch die beiden Summen

1 4 " sin? %Q
3" EW1 (tnt1,tj4+1) cos(tnr1 — tj11)8 W —(hQ) | g(¢(hQj11/2)y(t5))
j=0 2

und

1 i . sin? 20

§h2 > Watni1,tj41) sin(tngs — t41)Q <(hig;)2 - ¢(h9)> 9(o(hS11/2)y(t5))
J=0 2

zu beschrinken. Wegen Bedingung (3.5) sind die Funktionen

2z 2z

Zcos n—j)z (SEH)Q _¢(x)> - 25_111% (Sin(nx—l—g)—l—sing) (SEI;)ZQ —¢(x)>

und

Zsln n— ) (San% _ 7[’(1')) _ -1 (COS(nm + E) — oS E) (SinQ% _ 1/1(:3))
( )2 2sin § 2 2 z)?

beschrankt, und mit partieller Summation folgt, dass beide Summen O(h?) sind.

Lemma 3.8 Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

n
ZYIQ(tn+1atj+1)dj < Ch.

Jj=0 9

Beweis von Lemma 3.8: Mit Lemma 3.4 folgt zunichst

D Yioltoritin)dy = OB+ Yio(tni1,tj4+1) {
: =

1 Sinth+1/2
oh (m — ho(Aj1179) | 9(d(hQy11/2)y(t;))
1 Sinth+1/2
2" (W — Y1(hQ1172) | 9((hQ11/2)y(ts + 1))

1 1
t5h / cos h(1 — 8)Q41/2 9y (S(h )y (1)) -
0

1 1
+§h/0 cos h(1 — 5)Q;11/2 gy (#(hQj41)y(t541)) -

(coshls = 1)2541 — $(h541) )yt + )

—{-Qj__:l sinh(s — 1)Qj+1:l)(tj + h)

1
+h2/0 cos h(1 —5)Qj 419 A(t; + BYR —s)y(t; + 1) ds}.
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Es bleibt nichts anderes iibrig, als diese Summen nacheinander abzuschétzen. Dabei wird von
der letzten zur ersten Summe vorgegangen. Wegen

5 -1
Yia(tnt1,tj+1) = Yia(tnt1, ti11) (Qg12)
—_————
beschrankt

dem Cosinus-Trick und mit

folgt sofort

n 1
h? ZY12(tn+1,tj+1)/ cosh(1 — )10 Alt; + 2) (3 — s)y(t; + B)ds|| < R°C.
Jj=0 0 2

Auf dieselbe Weise folgt

n 1
S Vio(tns1, 1) {%h /0 cos h(1 — 8) 12 9y (SR )y Ey)) -

=0
[( cos hs§); — ng(th))y(tj) + Q;l sin thjy(tj)] ds
1 1
dh [ coshL = ) 4172 (6025 )0(1541) -
0

[( cosh(s — 1)1 — ¢(th+1))y(tj + h)

_|_Qj__|}1 sinh(s — 1)Q;19(t; + h)

ds}.
= O(h?)

F5h D Vinltn 1, t541)9y 02y 1) -
§=0

/ 1 [(cos hsQj — $(h) )y(t;) + 95" sinhsszjy(tj)] ds
0
+%hzY12(tn+1atj+1)gy(¢(hﬂj+1)y(tj+1)) '

§=0

/01 [(cos h(S — 1)Qj+1 — ¢(h‘Qj+1)>y(tj + h)

+QJ:}1 sinh(s — 1)Q119(t; + h)

ds}.
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Nach Integration folgt fiir die beiden Summen mit G; = gy (¢(hQ;)y(t;)) die Darstellung

in AQY; h sin? 2Q;
(S‘j‘mj = ¢<hnj)) y(t;) + —Sm—ﬁy(tj)]

1 n
§hZY12(t"+1’tj+1) G,

=0 2 (5a)
1 " sin h{2 i+1 h Sin2 EQJ'_H
+50>  Yio(tng1,tjr1) Gin (7] - <;5(th+1)> y(tir) = 5 — 5 y(ti1) |-
2 = 7Y 2 (4954)
Weiter gilt
h? & sin? 2Q; h? & sin? Q0
T > Yialtnir,tj41) G; ——25y(t;) - 7 2 Yi2(tns, tj41) Gy —— 2y (t41)
j=0 (§Qj) j=0 (EQJ'“)
h? sin2 20 |
= ZYu(thrl,h) Go ﬁy(to)
(30)
2™ sin? 2Q);
+7 2 Mia(tnin, 1) = Via(tns, 1)) G ——25i(t))
j=0 (39)
h? sin? 2Q),, |
_ZYU(tVH-l’ tn) Gn h722ny(tn)
(30)
= O(r?),

dabei wurde Satz 2.5 verwendet. Mit Korollar 2.8 und Voraussetzung (3.7) folgt

h < sin h€),;
= Z Yia(tnt1,t5+1) Gy = — $(hQ5) ) y(t))
2 & he;

h? &
= O(h?) + ) > Yialtns1,tj41) Gy

(sin hQ) 1
=0

S 4(00) ) 1 ).

Nach Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt sich fiir diese Summe die Darstel-
lung

h? & sin h) 1
Z\le(tn"'l"rtj'f'l) G]l (h—Q — ¢(hQ)> h,_Q COS(tj — tO)Q .

2 i=0
J= =W;
[Qy(to) + [ sintt; - 90((Al) — AGDY(s) + () ds]
+% S Vis(tas1,t41) G (S‘Z% _ ¢(m)) hiﬂ sin(t; — t0)9

=0

i) + [ oty — 1At

. 7

=
~
I
b
—
V2]
~—
~
<
—
V2]
~—
+
Q
—~
<
—
»
~—
~—
N—
IS
»
_

Da wieder

W1 = Wil <G und o2 = o}l < hO
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gilt, konnen die beiden Summen

Z (sizx - ¢(:1:)) %coij und Z (siz:c - gb(;v)) %sinjx,
=0

Jj=0

die nach Voraussetzung (3.6) beschrinkt sind, zur partielle Summation verwendet werden und
die Summe kann mit O(h?) abgeschiitzt werden. Die zweite Summe wird ebenso behandelt.

SchlieBlich folgt mit
Yia(tn, tj+1) = Wi(tn, tj41) cos(tn — tj11)Q Q1+ Wa(tn, tj1) sin(ty, — tj41)Q Q1
wobei
Wiltn, tjv1) = ((I— Stn)  (sin(- — tn)Q)) (tn)
Watn,tj1) = ((I = St t;00) 7" (coS(- = ) )) (tn),

und
W (tn,tj1) — Wtn,tj)ll2 < Ch

fiir beide W-Matrizen und alle 7 mit 0 < jh < T, Voraussetzung (3.6) und partieller Summation
auch noch:

n 1 [ sinhQ,
Z Yio(tnt1,tj+1) - {§h (T]H/Q - ¢0(th+1/2)> 9(d(hQj11/2)y(t5))
§=0 J+1/2

1 sin h€);
+§h<h9-7j+l/2 - ¢1(h9j+1/2)>9(¢(th+1/2)y(tj + h))} < h2C.
J+1/2 2
O
Beweis von Lemma 3.1: Es gilt
& 1 U2 i L dg i 2 i 2 2 7
d(hQ) — p(hQ) = p(h*A) — p(h*A) = / 0 (R A+ sh*(A— A)) [W*A — h* A] ds.
0

Wegen 5 5 5
2T (W2 A + sh*(A — A))z = sh’z" Az + (1 — s)h%zT Az > 0

fiir alle z € IRY ist das folgende Lemma anwendbar und es folgt

dg (h2A + sh?(A — A)) [B?A — h* 4]

N 1
ls)=o0l < [ |15

ds < m%qq?'(x)h/ﬁh? | A=A
, >

a

Bemerkung: Die Abschitzungen aus diesem Lemma sind im Allgemeinen nicht optimal. Fiir
¢(x) = cos(x) folgt z.B.

- 1 -
|| cos h§2 — cos hY||2 < Ex/JVHA — Al|2h?,

wegen

, sin/z 1
= — < -
cos(v/z) N max | cos(va)| < 3
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Aus Korollar 2.8 wissen wir aber bereits, dass
- 1 -
|| cos Q2 — cos hQ2||2 < 2 | A — Al|s B2,

ohne den Term /N gilt.

Lemma 3.9 Ist Ay € RV*N symmetrisch und ¢ eine analytische Funktion, so gilt:

IIj—i(Ao)[H]Ilz < VN ||H||2 max |4 (z)].

z€[min o(Ag), max o(Ao)]

Beweis: Ist
o0
x) = Z apz”
k=0
die Potenzreihe von ¢. Dann gilt:

0o k—1
—(Ao)[H] = D apy AGHAET
k=1 =0

d¢

Da Ay symmetrisch ist, existiert die Eigenwertzerlegung A9 = QDQ” mit einer orthogonalen
Matrix Q). Dann gilt:

k-1
d¢ .- LT k—1—1 T
—(A))[H] = Q) ary_ D'QTHQD*''QT.
dA k=1 =0 ~
=H
Der (m,n)-Matrixeintrag von

[e's) k—1 ~ '} k-1 N
Z ag Z D'ADF 1 lautet Z ag Z )\lm)\fl_l_l hnn
k=1 =0 k=1 =0

-~

=:€(Am,An)

Mit der Matrix E := {€(Am, An)} ldsst sich der weiter zu untersuchende Term darstellen als

Bl
—

o
Z“k D'HDF ' — E e H.
k=1

~
Il
o

Wegen Stetigkeit und Grenziibergang gilt die folgenden Formel auch im Fall X\, = Ay,

k—1
ZAl Ak—l—l — A]T€n — Afl
m’'n

A — An
und damit
oo k—1 [es) [es)
L 1 $(Am) — ¢(An)
Sar Y NN = H(Zakﬁn NI B W w9
k=1 1=0 k=0 k=0

mit & zwischen min{\,, A\, } und max{A,, A, }. Damit folgt nun

EeH|, <VN|H max '(z)],
H ||2 - ” ||2 z€[mino(Ap), maxo(Ap)] |¢ ( )|
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und damit die Behauptung, da ||G||2 < |||G]|l2 < VN||G]2 gilt. O

Beweis von Lemma 3.4: Fiir die Defekte in den Orten gilt nach Einsetzen der Variation-der-
Konstanten-Formel:

dn = yltn+h) —coshQpi1y(tn) — U1, /2 SIS 4199 (tn)
1
—5h2¢(h9n+1/2)9(¢(hQn+1/2)y(tn))
tn+h
= [k sinlt b= )i aAlk + §) — A(s))y() s
" tn+h
+/ 97741-1/2 sin(tn, +h — 8)Qpy1/29(y(s)) ds
tn

_%hw(mnw)g(¢(hnn+1/2)y<tn>)-

Der erste Term ergibt
tn+h )
/t Q7L psin(t + b — 8)1/2(Altn + ) — Als))y(s) ds
1
_ h3/0 (1= ) (AL = 21 0) " sinh(1 — )y o

1
/ A(tn + hs +uh(3 — s))du (3 — ) y(tn + hs)ds
0
=: h?’zn,A
mit

1

1
1zn,all2 < h3/0 (1= 5)(3 = 9)] ds[[Alloollylloo < A<l Allool[Ylloo-

Da wegen der Finiten-Energie-Bedingung mindestens

[9lloe < lly(to)ll2 + KT

gilt, ist also
1 .
lzn,all> < B 1 Alloo (lly(to) ll2 + KT).
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Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und die Variation-der-Konstanten-Formel folgt
tn+h )
/t Q7L sintn + b — 8) 2 1/20(y(s)) ds

1
—5h2¢(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)y(tn))
th (Sin2 %QTH—I/?
3
(%Qn+1/2)

5 - ¢(h9n+1/2)>9(¢(h9n+1/2)y(tn))
1
[ (1= 9) (1= )201110)

s1nh(1 — S)Qn+1/2 . (

[ toten) + e+ 1) — a5 [ it + ) ]

¢(hy12) — 1
hQn—l—l/?

= [ auwten) + 9D, 1212) — D) Qui1/2y(tn + 5)]

1
+ /0 0y (tn) + w( SR 11 j2) — Dy(tn)) du -

[5(6000s1) - 1) [ it + B0 dv]) ds.

1 sin® 2Q),,
§h2 <h27+1/22 - ¢(hQn+1/2)> 9(B(hQ11/2)y(tn)) + hP2n g

(EQnH/?)

mit

z)—1
HEL=2 gy 905112000+ )1

lzallz < Sligyllllso + =
2nll2 > Ggy Ylloo 21515‘8(

1 .
+Z(1 + max ()] llgy I 19| -

Mit der Finiten-Energie-Bedingung ergibt sich schliefilich
1znll2 < CollgylI K.

Damit ist die Aussage fiir die Ortsdefekte bewiesen. Bei der folgenden Untersuchung der Impulse
werden die Konstanten in den Resttermen nicht mehr bis ins Detail angegeben. Wichtig ist nur,
dass stets klar ist, dass die O-Terme nur von den im Satz angegebenen Gréflen abhingen.
Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt fiir den Defekt in den Impulsen zunéchst:

. h
i = / cos(h — ) 1/2((Altn + B) = Altn + 9))y(tn + ) + g(y(tn +5))) ds
0

- %h <¢0(hQn+1/2)9(¢(h9n+1/2)y(tn)) + Y1 (hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)y(tn+1))) :

Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und die Variation-der-Konstanten-Formel gilt
zunichst

h
/O cos(h — )12 (Altn + 1) — Altn + 9))y(tn + 5) ds

1
= h2/ cos h(1 = 8)Qp i1/ Altn + %) (5 — 5) cos hsQy 10y (tn + 5) ds + O(h?).
0
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Mit dem Cosinus-Trick folgt, dass das Integral bis auf O(h3)-Terme gleich dem Integral
1 .
h2/0 cos h(1 — 5)Qy 4172 Aty + %) (% - 8)y(t, + %) ds
ist. Durch Splitten des Integrals ergibt sich zunéchst
h
| o= 901/2 50t + )

— (Yo (h )9 (B 172 (t)) + 81 (020 112)9 (B )0 1) )

. 1 SiIl hQn+1/2
= Eh (m - ¢0(hQn+1/2)> g(¢(hQn+1/2)y(tn))
1. [ sinhf2,
+§h (Tﬂ/? - ¢1(h9n+1/2)> 9((hQ11/2)y(tn + h))
n+1/2

+3h / cos h(1 = 8)Qs1/2 (9(u(tn +h8)) = g(H(hus12)y(tn))) ds

+— h/ COSh n—|—1/2 ( ( (tn + hs)) - g(¢(hﬂn+1/2)y(tn + h))) ds.

Die beiden Integrale werden noch weiter vereinfacht. Aus der einfachen Erginzung
1 1
§h/0 cos (1 — ), 1172 (9(y(tn + hs)) — g(A(hQ1/2)y(tn))) ds
1 1
= 5’1/ cos h(1 — 8)Q, 12 (9(y(tn + hs)) — g(¢(h)y(tn))) ds
0

+gh [ cos (1= )11 (2BQ(E)) =~ 90 s1/2)0(t))

folgt wegen

h3 . .
16(h) = $(An4172)ll2 < Coh®[|Altn) = Altn + 3)ll2 < Co— [,

mit Taylorentwicklung mit Integralrestglied und wieder der Variation-der-Konstanten-Formel
die im Lemma behauptete Darstellung. Das zweite Integral wird analog behandelt. a

3.5 Beweis der Fehlerschranken fiir Zweischrittverfahren

Fiir den Beweis der Ordnungsschranken wird eine anderer Beweistechnik verwendet als bei den
Einschrittverfahren. Statt die exakte Losung des homogenen Systems zum Fehlerforttransport
zu verwenden, wird bei den Zweischrittverfahren alles auf den Fall mit einer konstanten Matrix
A zuriickgespielt.

Um Satz 3.3 zu beweisen, werden zunéchst einige Lemmata benttigt. Wegen Lemma 3.16 kann
zunichst angenommen werden, dass eine Finite-Energie-Bedingung der Form

1. 1 1
S5O + S 1)y @IE < 5K,

[\
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fiir alle 7 € I mit einer festen Konstante K gilt.

Dem bekannten Programm folgend, werden jetzt die Defekte

2Sin2 %
dn = Y(tny1) —2coshQuy(ty) +y(tn-1) —h Mﬂ(ﬁﬁ(hQn)y(tn))a
)
: . . . sin hQ)
dyn = Y(tny1) — 9(tn1) + 29, sin hAQy(t,) — 2k X0 2g(p(h)y(tn))
n

niher untersucht.

Lemma 3.10 Fir die Defekte in den Orten gilt:
dp = W3 L, Qpy(ty) + hiy,

mit B
Il <€, und ] < C.
Dabei hingt C nur ab von ||ly(to)ll2, T, K, | Allo, I|4Allse, llgll, llgyl, llgyyl und ¢.

Um die Ergebnisse im Fall einer konstanten Matrix A aus [16] nutzen zu kénnen, darf im domi-
nierenden Fehlerterm nur eine konstante Matrix €2 auftreten. Gliicklicherweise gilt das folgenden
Lemma:
Lemma 3.11 Fir die Defekte in den Orten gilt mit Q := Q(to):

dp = B3 Ly, Qy(t,) + bz,

mit
ILalo< G, wnd  flalls < C.
Dabei hingt C' nur ab von |[y(to)ll2, T, K, |Allsc, |Alloc, lglls llgyll; lgyy |l und 4.

Duch Subtraktion der numerischen Losung von der exakten Losung ergibt sich das Lemma:

Lemma 3.12 Fir die Fehler e, = y(t,) — yn gilt die Rekursion
ént1 —2coshfQle, +ep_1 = hQFnen + d,,
mit

1 Fallz < llgyll max [$(2)] +T | ]l

Wortwortlich wie in [16] wird das folgende Lemma bewiesen.
Lemma 3.13 Die Fehler e, = y(t,) — yn erfiillen

n
ent1 = —Wy_1e0 + Wyher + Z Wn,j(thjej + dj),
i=1

mit Wy, = %, und Fy, beschrankt durch || Fy|2 < |lgy|| max;>o |¢p(z)| +T 1Al oo-
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Um ein Gronwall-Lemma anwenden zu kénnen, muss noch der Ausdruck
n
> Wa-jd;
i=1
abgeschitzt werden.
Lemma 3.14 Es gilt
n
Y Waojds|| < KC.
Jj=1 9
Dabei hingt C nur ab von |ly(to)ll2, T> K, | Allso, l|Allso, llgll; llgyll, llgyy |l und 6.

Beweis von Satz 3.3: Die Behauptung fiir die Orte folgt jetzt sofort mit Hilfe eines Gronwall-
Lemmas. Bei den Impulsen muss noch nachgedacht werden.

Fiir die exakte Losung gilt mit Lemma 3.15:

. . . sin h§) .
y(tn + h) - y(tn - h) = 20, Slnth(tn) +2h 1O n9(¢(h9n)y(tn)) +dy
n
und fiir die Ndherungen
. . . sin A}
Unt+1 — Un—1 = —28Q, sin hQ,y, + 2h ) ng(¢(hQn)yn).
n

Mit é, = y(tn) — yn gilt die Rekursion
bnil — €n 1 = —20, sin hQe, + hH, e, + d,

mit
sinhQ, [*
Y Jo

H, =2 gy(d’(hgn)(yn + uen) du¢(hQn)

und
H < max ¢ x)|.
| Hpll2 < 2||9y|| zgo | ()]

Damit ist sofort klar, dass fiir die Impulsfehler gilt
bni1 — én_1 = —2Q, sin hQye, + O(h?),
wobei der O-Term nur von den gewiinschten Konstanten abhéngt.
Mit Q := Qp und Lemma 2.7 gilt weiter
—2Q, sinhQpepy1 =
—2Qsin hQepqq + 2 /h cos(h — 8)Q(A(to) — A(ty)) cos sy ds en 41
= —2QsinhQept1 + (09(713).
Einsetzen des bekannten Fehlers fiir e, ergibt

—2QsinhQ e, 1 = 2sinnh) Qey — 2sin(n + 1)hQ Qe

n n
—2) " Qsin hQW,,_;h*Fje; — 2Qsin hQ > " W ;d;.
j=1 j=1
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Die Anfangswerte miissen ||Qeg|l2 = O(h?) bzw. ||Qe1]|2 = O(h?) erfiillen.

Wegen || sin hRQQW,,_;|l2 < 1 und ||A?QF;|| < hC gilt

n n
| =2 QsinhQW,_;h*Fje;lla <2)  hCllejlla = O(R?).
j=1 j=1

Bleibt als letzter Term

n n n
—20sinhQ > Wy jd; = —2QsinhQh* Y~ Wy ;L;Qy(t;) — 2Qsin QR Y W jz;.
7j=1 7j=1 7j=1

Fiir den zweiten Term gilt

n n
—2Qsin hQ R Y Wy jz; = =20 )~ sin RQW,,_; hQz;.
i=1 j=1

Jeder Term, der in z; auftaucht hat die Gestalt

1
h”/ (1 —s)sinch(l — $)Q,G(s)ds, oder
0

1 1
hp/o (1- s)/o (1~ wysine (A(L — u)(1 — £)22) (A(to) ~ A(ta) ) G (u, 5) duds,
h”/l(l _ s)sinch(l — 5)Q G(s) ds.
0

Multipliziert man diese Ausdriicke von links mit A2, so sieht man, dass die entstehenden Aus-
driicke Abschitzungen mit denselben Konstanten wie zuvor zulassen. Beim ersten Integral muss
man zuvor noch einmal Korollar 2.8 bemiihen. Insgesamt gilt also

|RS2 25]|2 < C

und damit

n n
—2h ) " sin hQW,,_jhQz;|| < 20%) " C <20’

Bleibt als letzter Term
n
—2Qsin hQR® Y " W L;Qy(t;) = —2Qsin kQ h? (ap + by,)
j=1

iibrig. Dieser Term wird jetzt analog den Orten behandelt (vgl. [16]). Er ist bis auf eine kleine
Anderung in b, derselbe wie im Fall einer konstanten Matrix und kann exakt genauso behandelt
werden. O

Lemma 3.15 Fir die Defekte in den Impulsen gilt:
dn = h2wn,
mit
[wnll2 < C.
Dabei hingt C nur ab von ||y(to)|l2, T, K, || Al|sos llgy|| und .
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Beweis: Nach Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel lautet der Defekt in den Impulsen
_ h h
d, = / cos(h — 8)Q (A(tn) — A(tn + 5))y(tn + s)ds + / cos(h — 8)Qng(y(t, + 5)) ds
0 0

—h
—/0 cos(—h — ) (A(tn) — Aty + 8)) y(tn + s) ds

e gy (k).

Fiir die A-Terme ergibt Taylorentwicklung und Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel
die Darstellung

—h
—/0 cos(—h — 8)Qng(y(tn + 8)) ds — 2h

h
/0 cos(h — 8)Q (A(tn) — Aty +8))y(tn + 5)ds —
—h
/ cos(—h — 5)Qn (A(tn) — A(tn + 5)) y(tn + s) ds
1 1
2| cosh(l—5)Qys A (t, + hsu) duy(ty, + hs) ds
h/o h(1 /OA(tJrh ) duy(tn + hs) d

1 1
+h2/ cosh(l —s)Qy, s / A(tn, — hsu) duy(t, — hs) ds.
0 0

Fiir die g-Terme gilt

h —h
/ cos(h — 8)Qug(y(tn + 5)) ds + / cos(—h — 8)Qng(y(tn + 5)) ds
0 0

sin hQ),,
hy,

1 1 —
h2/ cos h(1 — 5)Qy, Gt (h, s) (3/ Y(tn + uhs) du + *S(Zhgn)flny(tn» ds
0 0 n

! ! I— ¢(hQy,
h2/0 cos h(1 — ), G, (h, )(—3/0 y(tn—uhs)du—F#Qny(tn))ds

—2h 9(¢(h82n)y(tn))

mit
GE(h5) = [ a0 (612)y(0) + ot £ hs) = 412y (1) .

a

Lemma 3.16 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt die Finite-Energie-Bedingung (3.2)
genau dann, wenn fir alle T € I eine Finite- Energie- Bedingung

S + S 1m0} < 5K (312

gilt. Dabei hangt die Konstante K nicht von der Norm von Q ab.

Beweis von Lemma 3.16: Gezeigt wird nur die nichttriviale Richtung. Gelte also (3.2). Mit
der Variation-der-Konstanten-Formel folgt fiir ein fest gewahltes 7 € T

Qr)y(t) = cos(t — 1)) Q7)y(r) + sin(t — 7)Q(1)y(7)
t
+ [ (e = )920) ((A(r) - A)uls) + 9(u(s) ds
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und damit
t
2@ < 19+ 15+ [ 140) = Ayl + o)l ds
< 2K + ST Allollylloe + Tl

llg|| ist nach Voraussetzung beschrinkt und fiir die exakte Losung gilt mindestens

< [ly(to)ll2 + TK,
2

t
l(®)ll2 < lly(to)ll2 + H / 3(s) ds

also
ylloo < lly(to)llz + TK. (3.13)

a

Beweis von Lemma 3.10: Fiir den Defekt in den Orten gilt nach Einsetzen der Variation-der-
Konstanten-Formel

h
d, = /0 Q. sin(h — 8) (A(tn) — Altn + 5)) y(tn + 5) ds
+ /h Q, tsin(—h — ) (A(tn) — Aty + 8)) y(tn + s) ds
Oh
—I—/O Q. ' sin(h — s)Q g(y(t, + 5)) ds

—h
-I-/ Q;l sin(—h — 8)Q, g(y(t, + s)) ds
0

:.2 hQy
S )

2 9yl

Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und Einsetzen der Variation-der-Konstanten-
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Formel folgt die Darstellung
h
/ Q=1 sin(h — $) (A(tn) — Altn + 8)) y(tn + ) ds
0
—h
+/ QL sin(—h — 8)Q (Atn) — Altn + 5)) y(tn + 5) ds
0
1 .
= —2h4/ (1-s)((1- s)hQn)_1 sinh(1 — 5)Q, A(t,) s> (thn)_1 sin hsQy, ds y(ty)
0
1
—h4/ (1— 5)((1 — s)hQy) " sinh(l — 5)2, -
0
1 . 1 ..
{ / (1 — w)A(t, + uhs) du s® y(t, + hs)ds + / (1 — u)A(t, — uhs) du s® y(t, — hs)ds
0 0
1
—h5/ (1= $)((1 = $)hQ) " sinh(L — 5)2 A(t) s° -
0
1
/ (1 —u)(hs(1 — u)Qn)_1 sinhs(1 — u)$, (g(y(tn + uhs)) — g(y(tn, — uhs))) du ds
0
1 .
+h6/ (1= 8)((1 - $)hQ) " sinh(l — 5)2 A(tn) s* -
0
1
/ (1 —u)(hs(1 — u)Qn)_1 sinhs(1 — u)$, -
0
1 1
{u/ A(ty, + shuv) dv y(t, + uhs) + u/ A(tn, — shuv) dv y(t, — uhs) pduds
0 0
=: By 4,
mit
1. . . 1 . h . h2 .
len,allz < el Allooll9lloo + 51 Alloellylloo + 55 [Alleollgll + @HAHgoHylloo-

Mit der Finiten-Energie-Bedingung und (3.13) folgt

1, 1 h B2 .
ltnallz < ¢l Alloo K + 15 Alloo (ly(to) |2 + ET) + o[ Alloolgll + @IlAllgo(lly(to)llz + KT).

Bleibt noch zu untersuchen

h —h
/ Q. sin(h — $)Qug(y(tn + s)) ds + / Q. sin(—h — s)Qg(y(t, + 5)) ds
0 0

: 2 hQy
981N

W i 9O (en)
2

h
= [ o sinh = )2 (st + ) ~ 2062y (t) + sl (ts — ))) ds.

Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und die Variation-der-Konstanten-Formel folgt
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fiir diesen Term die Darstellung

1 cos hsQ,, — n
[ <1—s)(h(l—s)ﬂn)‘lsinhu—s)nngm(tn))( pdh et ))dsﬂny(tn)

1
+h4/0 (1= s)(h(1 — 5)Q) “sinh(1 — 5) g, (y(tn)) s -
1
/0 (1 —u)(hs(1 — u)Qn)f1 sinhs(1 — u)Qn [g(y(tn + hsw)) + g(y(tn — hsu))| duds

+h4/01(1 —5)(h(1 — 5)92,) 'sinh(1 — 5)Qy, 52 -

1 1
/ (1—u) gyy(y(tn) + u(y(tn + hs) —y(tn))) du |:/ Y(tn + hsv) d’l)] ds
0 0
+ht /1(1 —s)(h(1 - s)Qn)_1 sinh(l — 5)Q, s -
0
1 1 2
/ (1 — ) gyy (y(tn) +u(y(tn — hs) —y(ts))) du {/ Y(tn — hsv) dU] ds
0 0

—2h* /1(1 — ) ((1 — 5)92,) ' sinh(1 — ), -
0

P(hQ) — 1

2
h, Qny(tn)] ds

1
| =000 (0(t0) + w(020) = Dyy(e)
1
+h5/ (1= s)(h(1 = 8)Q) " sin (1 — 5) g, (y(ta) s -
0
1
/ (1 —u)(hs(1 — u)Qn)_1 sinhs(1 — u)Q, -
0 1 . 1 .
[ - su/ A(t, + hsuv) dv y(t, + hsu) + su/ A(tn, — hsuv) dvy(t, — hsu)] duds
0 0
= hgi/nQny(tn) + h4ln,g>
mit
1
iy = 2/0 (1= 8)(h(1 = Q) " sinh(L — )2 gy (y(ta)) 5 (cos(hsn) — $(hQ)) (hsy) * ds

und

1 1 e 1
Itnglle < 351 sl + 35900 1912 + 5 gyl max

%‘ ) 1wt}

hoo.
+50/ oo [19loo-

Mit der Finiten-Energie-Bedingung und wegen (3.13) folgt

1 1 , 1 o ho .
lngllz < 75 llgyll gl + 75 199yl K=+ Sllgyyll Ca K™ + ol Alloo Iy (to)ll2 + KT).

88



Beweis von Lemma 3.11: Mit Hilfe von Korollar 2.8 folgt fiir den dominierenden Fehlerterm

hgfingny(tn) =
! ~1 . cos hs§) — ¢(hQ2)
2h3/0 (1= s)(h(1 — 5)Q) 'sinh(1 — 5)Qg, (y(tn)) 5 ( — ) ds Qy(tn)

p(hSY) — ¢(hS2)
h2

1

+2h4/0 (1 - 5)(h(1 - £)@) "sinh(1 - 5)Q g, (y(tn) ds y(tn)
1

+2h4/0 (1— s)(h(1 - £)Q) " sinh(l — 5)Q g, (y(tn)) -

(/1(1 —u)(h(1— u)sQ)_1 sinh(1 — u)sQ s? (A — A(ty,)) cos husQ, du) dsy(ty)
0

1 1
+2h5/0 (1—s) (/0 (1= w) (h(1 = u)(L = 5)2) " sinh(l — w)(1 - 5)Q -

(1—38)?(A— A(ty))u (hu(l — S)Qn)_l sin hu(l — s)$, du) .

cos hs€y, — ¢(hS2
(y(1a) 50 ) s,

=t WLy Qy(tn) + s agi,),

mit
1
L= 2/0 (1— s)(h(1 — Q) sinh(L — 5)Qgy (y(tn)) s (cos(hs) — $(hQ)) (hsQ)~ ds
und

1 1 :
lEaagullz < 5 l16(h2) = ¢(h)l2 llgyll [[¥llco + 75T N9yl 1 4]0 l1Ylloo

cosz — ¢(x)

ho.
oo Tl Allo llgyl max 120y (tn)[2-

x

Mit Lemma 2.7 oder Lemma 3.1 folgt fiir die Filterfunktion
1 .
72 l18(h€) = d(h)ll2 < Co [|A(to) — Altn)ll2 < CoT|Alloo-

Hiermit, der Finiten-Energie-Bedingung und (3.13) folgt

1 . h .
lEa,a¢n)ll2 < (Co + 5) TllAlloo llgyll (ly(to)llz + TK) + oo T Alleo llgyll C K-

Beweis von Lemma 3.12: Fiir die exakte Losung gilt mit
sin? 5

¥(=) =
(2)

Y(tnt1) — 2cos hQy y(tn) + y(tn—1) = hz"/’(hQn)g(QS(hQn)y(tn)) + dp,

und fiir das Ndherungsverfahren

Yn+1 — 2COS hyyn +yp1 = h2¢(hQn)g(¢(hQn)yn)'
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Fiir die Fehler e, = y(t,) — y, gilt damit die Rekursionsgleichung
ent+1 —2coshQdy e, +e,—1 = thn,len +d,
mit )
Fun = 9050) | 0,00 (0(t) + ew)) du o0,
Die Rekursion lisst sich mit 2 := Q(tg) auch schreiben als:
ent1 —2coshQe, +e,-1 = hQFnylen + 2(cos h§2,, — cos hQ)) e, + dp,.

Mit Korollar 2.8 gilt

1 to
2 (cos k€Y, — cos hQ) = h?2 / (1—s)(h(1 - s)Q)f1 sinh(1 — s)Q (/ A(u) du) cos hsQy, ds,
0 tn

~ /

=Fp 2
mit )
[Fnellz < T'[|Afloo-
Mit F, := F, 1 + Fy 2 gilt also die Rekursion

ént1 —2coshfQle, +ep_1 = h2F,en + dp,

mit )
IFall2 < llgyllmax 12|+ T || Al

Beweis von Lemma 3.14: Mit Lemma 3.11 gilt:

n

n n
D Waojdy = h* Y WagLiQy(t;) +h* Y Waojz;.

j=1 j=1 j=1

Unmittelbar folgt wegen |[Wp|l2 < n+ 1:

n
WYY Wi jzi|| <BT?C.
j=1 9

Um die erste Summe zu beschrinken, wird analog wie in [16] vorgegangen. Mit der Variation-
der-Konstanten-Formel lasst sich die erste Summe auch darstellen als:

n
h3 Z anjLnQy(tn) = h'2(an + bn)
j=1

mit

n 1 -
sinh(l — s)Q cos hsQ) — ¢(hS2
o = Y Wy [ g e R g
i=1

(cos(tj —10)Q2 Qy(to) +sin(t; — ) f/(%))
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n 1 .
sinh(1 — s)Q cos hs§) — ¢(hQ2)
b = 20y Wiy | e TR .
Pt J/O Xy 9y(y(t5)) hQ ds

/tj sin(t; — $)9((Alto) — A())y(s) + 9(y(s)) ) ds.

Wie in [16] folgt
lanll2 < (tn —t0) Cl(n, N) (Ilgyll + (tn — to)llgyyllK> 2K,
mit [(n, N) = min{log(n + 1) log(N + 1),v/N}, und

1Ballz < (tn = to)* Cl(n, N) (4||gyy|| E? + llgylllgll + (tn = tO)Hng“A”oo”yHoo)-
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3.6 Numerische Beispiele

Das Fermi-Pasta-Ulam-Problem beschreibt eine Schwingerkette, die aus steifen Federn und nicht-
linearen schwachen Federn besteht. Die numerische Losung desselben ist wegen der verschiede-
nen Zeitskalen in nur wenigen Dimensionen einen geeignetes Testproblem fiir hochoszillatorische
Differentialgleichungen. (vgl. [11]).

Dieses Problem wird leicht verallgemeinert und die hohe Frequenz w wird mit der Zeit variiert.
Die Differentialgleichung ergibt sich aus der Hamilton-Funktion:

2

3
1 1
Z Byi T q4)4 + 4 Zl(qi+1 —Qi+a — i — QS+z’)4 + Z(Q?’ - %)47
: 1=

2

1
H(p,q,t) = P Tp+ &

mit w(t) = w + L sin(2710t), w = 1000 und Anfangswert (p,q) = (1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0).

' w?

Abbildung 3.2 zeigt den Fehler des symmetrischen Einschrittverfahrens mit Fllterfunktlon
¢(z) = sincz
und den Funktionen
1 (z) = sincz, Po(x) = cos z 1 (z), und  9(x) = sinc’z.

Da dieses Einschrittverfahren die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt, hat es die Ordnung 2 in
den Orten. Ebenso wie das Zweischrittverfahren mit der Filterfunktion

¢(z) = sincz(l + %(1 —cosx)) (3.14)

nach Satz 3.3, dessen Fehler in Abbildung 3.3 aufgetragen ist.

Die Filterfunktion ¢(z) war beim Beweis der Ordnung der Einschritt- und Zweischrittverfahren
notig. Auch nummerisch kann die Notwendigkeit der Filterfunktion ¢ nachgewiesen werden. In
Abbildung 3.4 ist der Fehler des Einschrittverfahrens mit Filterfunktion

$(z) =1

zu sehen. Die Voraussetzungen des Satzes 3.2 sind nicht erfiillt, da die Bedingung (3.6)

1 sinzx
zsin%( T _¢($)>

nicht erfiillt ist. An den Stellen 2k7 mit natiirlichen Zahlen k > 1 ist die Funktion unbeschrankt.

max
>0

Damit verhalten sich die Verfahren fiir dieses einfache Testproblem exakt wie es die Sétze 3.2
und 3.3 erwarten lassen.
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Abbildung 3.1: Schwingerkette

Abbildung 3.2: Fehler Einschrittverfahren in den Orten
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Abbildung 3.3: Fehler Zweischrittverfahren in den Orten
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Abbildung 3.4: Fehler Einschrittverfahren ohne Filterfunktion ¢
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Kapitel 4

Verfahren zur Loésung der
nichtlinearen oszillatorischen
Differentialgleichung

Da unter den bisherigen Verfahren die Zweischrittverfahren als numerisch effizienteste Verfah-
ren implementiert werden kénnen, ist Abschnitt 4.1 Zweischrittverfahren fiir oszillatorische Sy-
steme gewidmet, bei denen die hohen Frequenzen von einer l6sungsabhiingigen symmetrisch
positiv-semidefiniten Matrix erzeugt werden. In Abschnitt 4.2 wird bewiesen, dass die Verfahren
Lange-Zeitschritt-Integratoren sind. Numerisch werden die Verfahren in Abschnitt 4.3 an zwei
Simulationen aus der Molekiildynamik getestet.

4.1 Gautschi-Typ exponentielle Integratoren

Ein nichtlineares oszillatorisches System wie es hiufig in der Molekiildynamik auftritt hat die
Gestalt:

i =—f(y) +3(y), y(to) = Yo, 9(to) = %o (4.1)

mit || fyyll, | Fywylls 1191l 11dy]| und [|gyy|| beschrankt. Es wird angenommen, dass das System be-
reits in die Nihe eins lokalen Minimums der Potentiale zu den schnellen Kréiften transformiert
wurde. Dabei bleibt die Losung iiber grofle Zeitintervalle in der Nihe dieses Minimums. Nume-
rische Rechnungen deuten darauf hin, dass die harmonische Approximation zumindest in der
Molekiildynamik fiir viele Systeme iiber mehrere hundert Pikosekunden (piko = 107'2) giiltig
bleibt, bei einer iiblichen Simulationsschrittweite von einer Femtosekunde (femto = 10~1°) fiir
das Verlet-Schema. Mathematisch genauer werden die folgenden Annahmen gemacht:

Annahme 4.1 yo € Br(0) = {y|llyll < R}, y(t) € Br(0), t € I = [to, 0 +T], |[f(0)I| < C.

Die exakte Losung y von (4.1) erfille mit A(y) = fy(y) die Finite- Energie-Bedingung
. 1, . 1 1
H(y,9) = 5ll9l3 + 59" Aly)y < 5K
2 2 2
A(y) sei symmetrisch positiv-semidefinit.
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Unter diesen Voraussetzungen lasst sich das System mit A(y) = fy(y) in der Form

i =—Ay)y +g(y), y(to) = Yo, 9(to) = Yo,

schreiben. Werden hierauf die Zweischrittverfahren aus Abschnitt 3.3 des vorigen Kapitels an-
gewendet, ergeben sich mit Q, = \/A(#(hQ(yn))yn) direkt Verfahren fiir das oszillatorische
System. Dieses Verfahren wurde in [13] bereits fiir die Molekiildynamik vorgeschlagen. Satz 4.2
zeigt, dass diese einfache Idee funktioniert und das Verfahren einen Lange-Zeitschritt-Integrator
fiir diese Systeme darstellt. Wird statt Q, = \/A(¢(hQ(yn))yn) O = VA(yn) gewihlt, erhilt
man ein dhnliches Verfahren. Es kann mit denselben Techniken, die in diesem Kapitel vorgestellt
werden, analysiert werden. Allerdings muss fiir dieses einfachere Verfahren zuséitzliche Glattheit
der Losung vorausgesetzt werden, wohingegen das obige Verfahren nur mit der Finite-Energie-
Bedingung auskommt.

Das Verfahren ergibt sich mit Q, = \/A(#(hQ(yn))yn), A(y) = f,(y) und

9(y) =3(y) — f(y) + fy(¥)y

zZU
Ynt1 — 2€08 Ry + Y1 = h?sinc? 2y, g((hQ0)yn) (4.2)

und
Un+1 = Yn-1 = —28, 8in hQy, y,, + 2k sinc h€y, g(¢(h825)yn)-

Die Filterfunktion ¢ erfiille dabei dieselben Voraussetzungen wie in Abschnitt 3.3.
Fiir diese Verfahren gilt der folgende Satz, der zeigt, dass die Verfahren Lange-Zeitschritt-

Integratoren sind.

Satz 4.2 Unter der Annahmen 4.1 gibt es ein hgy so, dass fiir alle 0 < h < hqg fiir das Verfahren
(4.2) bei Anwendung auf das nichtlineare oszillatorische System (4.1) fiir alle 0 < nh <T gilt:

Hy(tn)_ynHZ <

Dabei hingen C_und ho ab von [ly(to)ll2, T, K, |l llgyll: lgyyll, 1Ayll; [|Ayyll; min{log(n +
1) log(N +1),V/N} und .

4.2 Beweis der Fehlerschranken
Der Beweis der Fehlerschranken wird wieder mit Hilfe einiger Lemmata gefiihrt.

Lemma 4.3 Unter den Voraussetzungen 4.1 ldsst sich das System (4.1) mit A(y) = fy(y)
schreiben als

i=—Ay)y +9(y), y(to) = yo, y(to) = 9o, (4.3)
wobei [|Ayll, | Ayyll, lgll, llgyll und |lgyyll beschrinkt sind.
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Lemma 4.4 Fiir die Defekte in den Orten gilt mit Q = Q(y(to)):
dyp = h3LnQy(tn) + h4ln>

mit
1 Lnllz < C, und  ||lu]] < C.

Dabei hingt C nur ab von |ly(to)ll2, T, K, ||Ayll, | Ayyll; lgll; gy ll; [lgyy || und ¢.
Zusatz:

[RQLyn|| < C,  und  [[AQ21]| < C,

wobei C' von denselben Konstanten abhdngt.

Mit Lemma 4.4 folgt, dass die exakte Losung von (4.3) mit gp(tn) = ¢(hQ(y(tr)))y(ty) erfillt:
y(tn + ) — 2cos hQGn(tn))y(tn) + y(tn — h) = h?sinc? (§Q(yn(tn)))g(S(AL(Gn (ta)))y(tn)) + da-
Das Néherungsschema liefert mit y, = ¢(hQ(yn))yn:

Yn+1 — 2008 hQUFn)yn + Yn—1 = hZsinc® (5Q(Tn))9(S(R2(Fn) yn)-

Durch Differenzbildung ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 4.5 Es gilt fiir die Fehler e, = y(t,) — yn die Rekursion
eni1 — 2c0s hQTn(tn))en + en 1 = h2H![e,] + h H?[e,] + h2H2[en, en] + dy,

wobes
=, |1 H?||, || H?|| < C.

Dabei hingt C ab von lly(to)llo, T, K, gl Iyl 14,11, 11 Agy | und o.
Zusatz:

IRQH | <C,  i=1,23,
mit Q = Q(y(to)), wobei C von denselben Konstanten abhingt.

Lemma 4.6 Mit Q := Q(y(to)) ergibt sich fiir die Fehler die Rekursion
ent1 —2coshQe, + e, 1 = hQH,lL[en] + h4H,2L[en] + h2H2[en, en] + dn,

mit ||HL||, ||H2||, |H3|| < C. Dabei hingt C von denselben Konstanten ab wie im vorigen Lemma.
Zusatz: .
|Ih2 H'|| < C, i=1,2,3.

Wortwortlich wie in [16] wird das folgende Lemma bewiesen:
Lemma 4.7 Die Fehler erfiillen
n n
ent1 = —Wh_1e0 + Wper + h? Z Wn—j(H}L[en] + h2H3[en] + HS[ena en]) + h? Z Wh—jd;,

mit W, = sinc(n + 1)hQ.
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Lemma 4.8 FEs gilt
n
> Wnod;| < h%C.
Jj=1 2
Dabei hingt C nur ab von |ly(to)l2, T, K, [|Ayll, [|Ayylloc, l9ll; lgyll; lgyy[l und ¢.

Beweis von Satz 4.2: Zur Vereinfachung gelte eg = O(h®) und e; = O(h?). Fiir das feste
Intervall I gilt nach Lemma 4.8 und wegen ||W,_1eo| < h2TC und |Wy,_1é1]| < h2TC die
Rekursionsungleichung:

n
llentall <B2CY (n =5+ 1)(llejll + B2 |lejll + lel*) + h*D.
j=1
Fiir 0 < nh < T ergibt sich wegen h(n — j + 1) < T, h? < T? grob abgeschiitzt die Ungleichung
n
lentall <hCY (lejll + llejl?) +*D,  n=0,1,...
j=1

Mit Lemma 4.9 folgt die Behauptung fiir die Orte. Beim Beweis der Behauptung fiir die Impulse
wird analog vorgegangen. Hier wird der Zusatz benoétigt. O

Lemma 4.9 Gegeben sei die Differenzenungleichung
n
en+1§hCZ(ej+e§)+h2D, n=20,1,2,...,
j=1

mit positiven Zahlen C und D. Dann gibt es fiir ein beliebiges T > 0 ein hy so, dass fiir alle
0 < h < hg und eine beliebige nichtnegative Lisungsfolge {ej};?‘;l der Differenzenungleichung
gilt:

ej < Mh?, fir  0<hj<T.

Beweis: Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefithrt. hg > 0 sei so gewihlt, dass
h§e’T¢ D = 1 gilt. Sei jetzt 0 < h < hy beliebig gewéhlt und {e;}32, eine beliebige Losungsfolge.
Mit vollstdndiger Induktion wird jetzt gezeigt:

ej < h2e*CD <1, fir 1<jh<T.
Die vollstandige Induktion wird iiber die Aussage
A(m): e; <h?’D <1, 1<j<m
gefiihrt. Der Induktionsanfang folgt mit
A(1): e; <h?D < h??TCD < h2e* D = 1.
Induktionsschritt von m nach m + 1 :
Nach der Differenzenungleichung gilt:

n n
LV.
ent1 < h0§ (ej+€5)+h*D < 2h0§ ej+ h’D, 1<n<m.
j=1 j=1
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Bei der zweiten Ungleichung wurde die Induktionsvoraussetzung benétigt. Fir 1 < n < m gilt
also die Differenzenungleichung

n
ent1 < 2hC ) e; + 17D, 1<n<m.
j=1
Fiir die Losung der Differenzengleichung
n
€ji1 =2hCZEj+h2D, 0<n<m,
j=1

also &, = k%D, gilt
en < €p, 1<n<m+1.

(da ey < h?D =¢y, eny1 < 2hC D€+ h?’D < 2nC D18+ h2D =e,41).

Diese Differenzengleichung lésst sich leicht behandeln:

ent1 — e = 2hCe,, 1<n<m
oder
Eni1 = (1+2hC)e, < (1+2hC)"8; < 2'C% = 2T9W2D, 1< n<m.
Damit folgt
ent1 < Eny1 < K7D, 1<n<m,

insbesondere
em+1 < h2e*TCD < h%eQTcD =1.

Beweis von Lemma 4.3: Zunichst wird

gesetzt. Wegen
—f)+ fywy = —f£0)+f(0) - f(y) — fy(y)(—y)
1
— 1)+ /0 (1= ) fy (1 — w)y) [,9] du

ist
1
1f(y) — fyWyll < C + EllfnyIRQ,

also beschriankt, und damit gilt auch

lgy)ll <C,  fir  y € Bg(0).

dg
dy
folgt die Beschrinktheit der ersten Ableitung von ¢ und durch weiteres Ableiten schlieflich

Beschrinktheit von gy,. Die Aussagen A, und Ay, beschrinkt folgen sofort aus fy, und fy,,
beschrankt. O

() = gy(v) — fy(v) + fy(¥) + fuy WY, -] = Gy(y) + Fyu (W)Y, -]
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Beweis von Lemma 4.4: Mit 4,(t,) = ¢(hQ(y(t,)))y(ty) gilt fiir die exakte Losung:
Y(tn + h) — 2cos hQUGn(tn))y (tn) + y(tn — b) = h* sinc 5Q(7n(tn)) g(S(RQUTR (tn)))y (tn))
h
+ [ 0t sinh — )27 (1))
0
(9(u(ta +5)) — 20(B (BT (t))y(tn)) + 9yt — 9)) ) ds

h
+ [ 0 (ta)) ™ sinth ~ ) 2an(00) (A (82)) — Alu(tn + 5)) )t + 5) ds
0

h
+ [ 0ntta)) " sin(h = 5)920n () (A () — A(tn — ) yltn — 5)ds.
0

Zuerst werden die letzten beiden Terme behandelt. Es gilt mit Q = Q(y(to)):
h
| 2@t sin(h — )25 (00)) (A ) ~ Alyltn + 5)) )t + 5) ds
0
1
- / Q" sinh(L — 5)( A(tn + hs) — A@n(t)) )y (ta + hs) ds
0

—h/o (2 (ta)) " sin (1 — )2Aan(tn) — " sinh(1 - 5)02)

(At +hs) = AlGa(ta) )y (tn + hs) ds.

Mit Korollar 2.8 lisst sich der letzte Term darstellen als:
1 1
h5/ (1- 3)3/ u(1 —u)sinch(l —u)(1 — s)Q (A(y(tn)) - A(y(to))) .
0 0

sinc hu(1 — 8)Q(gn (t)) du % (A(y(tn + hs) — A(yh(tn)))y(tn + hs) ds
= h‘r’rn,A.

Wegen

1
Ayn(tn)) — Aly(to)) = /0 Ay (y(to) + w(yn(tn) — y(to))) du [yn (tn) — y(to)]
gilt mit der Finiten-Energie-Bedingung
AR (tn)) — Ay (o))l < [[ Ayl [|6(A2(y (#n)))y(En) — y(to)ll < IIAyII(I;1§3<|¢($)\ +1)K.

Weiter gilt wegen

1
7 (AU =A@ (1)) = [ 4yt (b)) d [%(yun + hs) = Ga(tn))

und

L0l hs) — g(tn) =

1

h
B L B d(hQUy(tn)) — 1
- s/o Y(tn + hsu) du hQ(y(tn))

Qy(tn))y(tn)
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schliellich

! ; 9(z) — 1
I (Alw(tn +hs) = AG@n(E)) | < 114y (s +max | Z= \)K
d(z) ~ 1 )
< 4] (1 +max |2 )K fir s e [0,1].
Damit ergibt sich sofort die grobe Abschitzung
2 $(z) — 1 3
Il < 2 (1-+ masloo) ) (1 -+ max| 2= ).

Mit

hQrpa = /0 (1- 3)2/0 usinh(l —u)(1 — 5)Q (A(y(tn)) — A(y(to))> .
sinchu(l — 8)Q(gn(t,)) du -
L (AGtn + h3) — G () )(tn + o) ds,

folgt sofort auch

alb < 114 ( )(
[P amll2 < (| Ayl 1+g1§3<|¢(w)\ 1+Ig§3<

¢(w)—1‘)K3_

X

Der fithrende Fehlerterm lisst sich weiter aufspalten in
1
—h/ " sinh(1 — ) (A(y(ta +hs)) — An(ta) )yt + hs) ds
0
1
= i [0 sinh(1 = 5)9 (Aly(ta + hs)) ~ A (1)) ylta)ds

h / “sinh(1 — ) (A(y(ta + hs)) ~ AGn(t)) (y(ta + hs) — y(ta)) ds.

Der zweite Term liasst sich darstellen als:

—nt /0 (1 — s)sinch(l — 3)9% (A(y(tn + hs)) — A(gh(tn))) % (y(tn + hs) — y(tn)) ds = hiry 4

mit

Il (12 all < 114y (1 + max
>0

e
Bleibt schlieBlich:
[0 b = 900 (Al + 1) ~ A ) )olin)
= [ (= 902 Ay ) (30 + ) ~ ) s

1
—h/ smh 1—-29)Q /0 (1 — u)Ayy (yn(tn) +uly(tn + hs) — yn(tn))) du -

[y(tn + hs) — Gn(ta)])” y(ts) ds.
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Der zweite Term ist wegen (4.4) wieder Oq(h?).

Dabei ist 7, = O(h*), 7, € RV definiert, falls ||7,|| = O(h*) und |hQ 7, || = O(h*). Immer wenn
im folgenden Beweis ein O-Term auftaucht, ist gemeint, dass sich die Konstante im O-Term nur
durch die in Lemma 4.4 auftretenden Gréflen abschétzen ldsst. Im obigen Fall ist die Konstante
im O-Term durch

4001 1+ ma

. o) 1 D

beschrinkt.
Wegen:
[$(h€2) — p(hQy(tn)))l| < B*Cal|A(y(tn)) — Ay(to))|| < h*Cal|AyITK

gilt
1
i [ 07" sinh(1 = 52 4, (1)) (4t + 1) = (1)) s

— Oa(h") — h /0 " sinh(L — ) Ay (7 (1)) (y(tn + hs) — Ry 1) ) ds.

Mit der Darstellung
Y(tn + hs) — p(hQ)y(tn) = (cos hsQ — p(hQ))y(t,) + Q' sin hsQ g (tn) (4.5)
+hs /O gt sinhs(1 — u)Q((A(y(tn)) — A(y(tn + hsw)))y(tn + hsu) + gly(tn + hsu))) du

= O((sh)?) + (cos hsQ — $(hQ))y(tn) + Q' sin hsQ y(t,)

folgt

—h/ L sinh(1 — ) Ay (51 (1)) ((t + hs) — SRy (L) ) ds
= Oq(h*)
1
—h/o O~ sinh(1 — 5)Q Ay (Ga(tn)) ((cos hsQ — $(hQ))y(tn) + Q" sin hsQ g)(tn)) ds.

Wegen

14y (@ (tn)) = Ay (En ) < [1Ayy [ 170 (En) = y(n)ll < [|Ayy | max

=1

Z

gilt

h
| 2 (6) sin(h = )90 (1) (A (12)) = Aly(ta + ) )t + 5)ds
= Oq(h?)
—h/ “Lsinh(1 — 5)Q A, (y(t ))((cos hsQ — $(h2))y(tn) + Q) sin hsQ g(tn)) ds.

102



Dieselbe Rechnung mit —h statt h ergibt
h

| 2 (6) stk = )92 (1) (A (10)) = Aly(tn + ) )+ 5)ds
h

| 0@t sy

= Oq(h?) — Zh/o Q tsinh(1 — 5)Q Ay (y(ts)) [(cos hs — ¢(hQ))y(t,)] dsy(ts)

— ) (ta)) (A () = Ay(tn — 5)) )y(tn — 5) ds

= Oq(h*)
—2h3/0 ()~ sinh(1 — $)Q Ay(y(tn)) [y(tn), (cos hsQ — (hQ)) (hQ) ! Qy(tn)] ds.

Dass ||Qy(t,)| beschrinkt ist, ldsst sich nach Verwendung der Variation-der-Konstanten-Formel
sofort erkennen. Wird die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung

Ga)[] = Ay(y(0)ly(2), ] (4.6)

mit G 4(t) bezeichnet, so gilt
h
/O QG (ta)) ™" sin(h — 5)Q(Gn(tn)) (A(ﬂh(tn)) — Ay(tn + 3)))y(tn +s)ds
h
/0 QG (ta))  sin(h — 5)Q(Gn(tn)) (A(ﬂh(tn)) — Ay(tn — 3)))y(tn —s)ds
= Oq(h*)
—2h3 /l(hQ)l sinh(1 — 8)Q G a(tn)(cos hsQ — ¢(hQ)) (hQ) ' ds Qy(tn)
0
mit

Ga(t) = Ay (y(t) (1), y(1)] + Ay (y(tn)) [9(2)] (4.7)
und daher

IGA@] < 1Ay | K (ly(to)ll + KT) + | Ay| K.
Nun zu den Termen, die im lokalen Defekt durch die Nichtlinearitit g entstehen. Es gilt
"ot
|07 @ty sinth ~ 25 0)
(9(u(ta + ) — 20(S (AT (t)) )y (tn) + 9(y(tn — 9)) ) ds

= p? / (1 — s)sinch(l — s)Q(g(y(tn +5)) — 29(3(hQGn () y(tn)) + g(y(tn — s))) ds
0

[y

+h2/0 (1—29) smch 1 — 8)QGn(tn)) — sinch(l — s)Q) .

(9((tn + ) — 20(@(BQGH E)y(t0)) + 9y (tn — 5)) ) ds.

Nach Anwenden von Korollar 2.8 lisst sich erkennen, dass der zweite Term Oq(h?) ist, mit einer
Konstante, die durch 4||4,|/(1 + max;>o |¢(z)|)||g|| K beschrankt ist.
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Der fithrende Fehlerterm ldsst sich weiter aufspalten zu
1
h/O O~ 'sinh(1 - S)Q(g(y(tn +5)) — 29((hUGn (t)))y (tn)) + g(y(tn — 8))) ds
1
=h [ 0 sinh(1 = )2 (glutn + ) ~ 2 Dy(tn) + 9(u(ta — 5) ds
0
1
~2h [0 sinh(1 = )2 g(@(BATn (t)y(ta)) — 9BV (t2))) s,
0
wobei der zweite Term die Darstellung
1
—2h* — §) sin —5)Q) -
2h /0 (1 —s)sinch(l —s)Q
1
| (@B R(t) + B2 (1)) — BV (t) -

1

3 (#(h5n (tn))) — $(h2))y(tn) ds

erlaubt und wegen

3 (B0m(0,) = 60)| < Cal 1+ max (DK
wieder Oq(h*) ist.
Mit
9(y(tn £ hs)) — g(d(h)y(tn))
= gy (9(h)y(ta)) (y(tn + hs) — $(h2)y(tn) )

1
+/0 9y (B(D)y(tn) + uly(tn  hs) — (hQ)y(tn))) du [y(tn £ hs) — d(AQ)y(ta)]

folgt nach Verwendung von (4.5)

h / Q" sinh(1 )0 (g((t + 5)) — 20(HBQy(t)) + 9yt — ) ) ds
0

= Oq(h*) + 2h3/0 (hQ) ™! sinh(1 — $)Qg, ($(hQ)y (tn)) cos hsgzg—z (hs2)

ds Qy(ty).

Die Abschétzung

o D)) = 3yt )] < Wl max | 2=
ergibt
B sin(h — 8)Q(Gn (tn)) i
| G (gt + ) — 20062 D)V 0) + 9(0(0— ) s

cos hsQ) — ¢(h2)
h$}

1
— Oa(h*) + 213 /0 (h) L sinh(1 — )2 g, (y(t)) ds Qy(t).
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Damit ist das Lemma mit

1 COS hs\l —
L, = 2/0 (hQ)_l sinh(1l — s)$2 (gy(y(tn)) — Galty)) hsQ) — $(hQ)

hQ2

bewiesen. O

ds

Beweis von Lemma 4.5: Durch Subtraktion der numerischen von der exakten Losung ergibt
sich

en+1 — (2 o8 KRG (tn))y(tn) — 2cos hUYn)yn) + €n—1
= 12 sinc( 325 ()9 (G2 ()y (1)) — sine(52A5))g($(B5))pn) ) + d

Da die folgende Differenz mehrfach in den Abschitzungen auftritt, wird fiir sie zuerst eine
einfachere Darstellung aufgeschrieben:

Un(tn) —Un = S(AQUY(tn)))y(tn) — H(R2Yn))yn
= (¢(hQ(y(tn))) — ¢(h2(yn))) y(tn) + (A2 (yn))en-

Hier wird die Abschétzung fiir allgemeines ¢ vorgefiihrt. Fiir die meisten Filterfunktionen erge-
ben sich mit Lemma 2.7 bessere Abschiitzungen, die nicht wie v/N wachsen. Mit ¢(z) = ¢(+/7)
folgt die Darstellung;:

Gnltn) =0 = ($(W*Ay(ta)) = $(2AWa))) y(ta) + $(hQya) e

= Mylen],
mit
1 37 1
M = 0 [ )+ )~ AGn) | [ Ayl +ven)[ 1o | duyten)
Ay
und

IMn| < T*Ca(|ly(to) | + TK) + max|¢(z)]

Weiter gilt

o8 h(Yn )yn — cos hGn(tr))y(tn)

= (cos h(gn) — cos BU(Gn(tn)))yn + cos hGn(tn)) (Yn — y(tn))

= (cos h(gn) — cos BUGn(tn))) (Y (tn) + yn — y(tn)) — cos KUY (tn))en
= (cos hQ(¥n) — cos hU(Gn (tn)))y (tn)

—(cos h:(Yn,) — cos hQ(Gr(tn)))en — cos hQ(Gr(tn))en

und

cos h(Fn) — cos hQ(Gn(tn))

1
— n? /0 (1= s)sinch(1 — )7 (tn)) (A@n(tn)) — AGn))) cos hsQ(in)) ds
1
- hZ/O (1= s)sinch(1 — $)QFn (b)) -
1
/0 Ay G+ w(@n(tn) — ) [0 (tn) — To)] dut cos hs Q7)) ds.
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Wird jetzt

Gf’l[-]::/ (l—s)sinch(l—s)Q(gh(tn))/ Ay (Jn+u(Gn(tn) —Un))[ -] du cos hsQ)(gn)) ds y(tn)
0 0

definiert, so gilt
1 1
1G2 < S1AlHIvlloe < 5 1Ay lI(ly(to) |l + KT),

und mit

G0 )= [ (- 9)sine (110 ) [ Ay butitn) ) o)) ds
n = §)smce )G (tn)) Ay(Yn+u(Gn(tn)—Gn))[ -1 du cos hsQ¥(gn)) ds -],
0 0

gilt
1
G2 < Sl Ayll-
Wird weiter definiert
] = GRM[])
HY-, -1 == G2 M), -],

so gilt

—(2cos hQ(Gn(tn))y(tn) — 2 cos hQ(Fn)yn) = —2 cos hQ(Gr(tn))en + 2h? ﬁ}b[en] + 2h? ﬁi[en, en)-

Der Zusatz ergibt sich, indem hier Korollar 2.8 verwendet wird, um im Integral von | L) und
|H2| zu Q(y(to)) iiberzugehen. Genauer wird nach der Aufspaltung

1
/0 (1 — s) sinch(1 — 8)2Gn(tn)) G, b, 5) ds
1
_ /0 (1 — s)sinch(1 — $)Q(y(to)) G(n, b, 5) ds +

1
/0 (1 —8) (sinch(1 — 8)Q2gn(tn)) — sinc h(1 — s)Q(y(to))) G(n,h,s)ds

der zweite Term mit Korollar 2.8 behandelt.

. . . o . 2 .
Weiter gilt mit 9 (z) = sinc® §:

P(RQ(Gn(tn)))g(S(RUTR (tn)))y(tn)) — Y(hUYR)) g(S(R2(Fn ) )yn)
= P(hQ(Gn(tn))) (9(¢(RUGA ()Y () — 9(S(hUTn))yn))
+('¢(hﬂ(gh( n))) ¢ hQ yn)))g(¢ hQ yn))yn)

Zur Behandlung des ersten Termes niitzt zunichst die folgende Darstellung:

9((hUYn(tn)))y(tn)) — 9(¢(hQ(Tn))yn) = G [p(RUYR(tn)))y(tn) — S(RUYR))yn]
mit

Gnl-]= /0 9y ((h82(n))yn + w(d(AUTn (tn)))y (tn) — S(RQ(Yn))yn)) [-] du.
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Weiter gilt
Gn [d)(hQ(gh(tn)))y(tn) - ¢(hQ(gn))yn]
=Gy [(¢(h9(gh(tn))) - (hQ(gn)))y(tn)] + Gp [¢(hQ(gn))en] .
Es gilt die Darstellung
G [((hQUGn(tn))) — S(UTn)))y(tn)] = h*Gr [Gy, (G [Mp[en]]] y(tn)]
dabei ist .
GALT= [ Ayl +ulin(tn) = ) [
und

1
GLLT= [ G0 AG) + u(h A (1)) ~ B AG)) -] du

mit ¢(z) = ¢(1/x), falls die Filterfunktion ¢ analog wie im Beweis von Lemma, 3.1 behandelt wer-
den muss. Bei vielen Filterfunktionen lisst sich Lemma 2.7 verwenden, und die Abschitzungen
sind giinstiger.

Mit
H3[-] = Y(hQ(y(ta)))Gn [GL [G2 [M[-]]] y(tn)]
und
HA ] = $(hUy(tn))) G [6(hQATn)) -]
gilt

P (hUGn(tn))) (9(3(A2UY(tn)))y(tn)) — 9((h2(yn))yn)) = B*H;len] + Hylen),
dabei ist

~ N max, b(z

1B < max p(@) ||gy||{ V 020“’“ IRYRIIA
rr4

1 < max 9@ ] max |4(2)]

Der Zusatz ergibt sich fiir diese Operatoren durch

P (hQn(tn))) = $(hQ(y(t))) + (Y (AQYa(tn))) — ¥ (hQ(y(t0))))

und Anwenden von Lemma 2.7 auf 4(z) = sinc? Z.

Wegen

(4 (h2(n(tn))) — $(h(yn)))
— — sinc B0 (tn) (sine 5(5n) — sine B2 (tn)
— (sinc %Q(gn) — sinc %Q(gh(tn))) sinc %Q(gn)

folgt nach Anwenden von Korollar 2.8 und mit
Hy[-] = sinc 5Q(gn(tn)) -

1 1
/0 (1 — s)sinc(h(1 — )7 (tn)) /0 Ay(Gn — u(Gn + Gn(tn))) [Mp -] du -
s sinc hsQ(gy,) dsg(p(hQ(Fn))yn)
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und

B 1 1
(] = /0 (1 = 3)sine(b(1 = )2 (tn)) | AT+ u(Gnltn) = 52)) M -] du

0
s sinc hsQ)(iy) ds sinc %Q(gn)g(¢(h9(ﬂn))yn)

schlie3lich

2 2
(B () — B (B25))) 9B ) ) = - Flen] + e,

mit

11 < Ay lllgllll Ml und  [IHZ] < [|Ay lllgll]l M-

Der Zusatz ergibt sich wie oben. Insgesamt gilt jetzt

h? (Y (RS2 (tn)) 9 (S(h QYR (En))y (tn)) — Y (R2(Yn))g(S(h(Yn))yn))
4 4
= WA fen) + W2 B en] + " HSfen] + - H3len].
Die Rekursionsgleichung lisst sich jetzt schreiben als

ent1 — 2008 By(tn)Jen + en1 = b (—2H3[en] — 202 [en, en] + Hilen] )

4
=: h2H[en] + B H2[en] + B2 H3[en, en] + dn.

- 1~ 1~
+h* <H§L[en] + —H;;’[en] + ZHS[%]) +d,

Beweis von Lemma 4.6: Die neue Rekursion ergibt sich aus der Tatsache, dass
1
2(cos hQ(Fn(ty)) — coshQ) = 2h2/ (1= s)sinch(1 — 5)2 -
0
1
| At + ulytto) = () -
0
[y(to) — ¢(hQ(y(tn)))y(tn)] cos hsQ(yn(tn)) ds
=: h%F,
mit
1]l < 4y l|(1 + max|¢(z)) K
und
[ROF] < 1411 + max | () DK
gilt. O

Beweis von Lemma 4.8: Mit Lemma 4.4 gilt:

n n n
Z Wy jd; = h? Z Wy LiQy(t;) + I Z Wi jl;.
j=1 j=1 j=1
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Unmittelbar folgt wegen ||Wy|lo < n + 1:

WYY W ls|| < B2T?C.
j=1 0

Um die erste Summe zu beschrinken, wird analog wie in [16] vorgegangen. Mit der Variation-
der-Konstanten-Formel lisst sich die erste Summe auch darstellen als:

n
h? Z Wi LiQy(t;) = hz(an + bn)

=
mit
- %JZEW""/OI sinh(}ig— s)<2 (0s(0(15)) — Ga(ty)) cos/thS—2 p(hQ) o
(cos(tj — 1) Qy(to) + sin(t; — to)Q2 y(to))
und
bn’:2h§?Wﬁ[fﬂf%§§8@ﬂmm)—amﬁw%mﬂé¢mmd&

tj
| sintt; = 90((Alwlto)) = AWl + glus) ds.

Wie in [16] folgt
lanll2 < (tn = to) Cl(n, N) (Ilgyll +[|Gall + (tn — o) (llgyy [ K + IIG‘AII)> 2K,
mit [(n, N) = min{log(n 4 1) log(N + 1),v/N}, und
Ball2 < (tn — t0)* Cl(n, N) (4(|Igyy||K +IGaDK + (lgy | + 1G]l
+(tn — to) (llgyll + ||GA||)||Ay||K||y||OO>-

Mit (4.6) und (4.7) folgt
1Gall < || Ayl K

und ‘
1Gall < [[Ayy 1K [ylloo + |4yl K,

und damit die Behauptung.
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4.3 Numerische Simulationsergebnisse

Um die Aussage von Satz 4.2 zu iiberpriifen, wird zunichst das System

§(t) = —Aly@)y(t) + g(y(®),  ylto) =yo.  Y(to) = o, (4.8)
mit
A(y(t)) = diag(0,0,0,w”(y1(t)),w” (y2(t)), w* (y3(t)))
und
wy) =w+ é sin(y),

fir w = 50 und w = 100 numerisch gelost. Die rechte Seite g ist dabei so gewéhlt, dass die
Differentialgleichung (4.8) aus der Hamilton-Funktion

3 2
. l.r. w(y3+i)® o 1 4, 1 g, 1 4
H(y,y) = QY Ut 221 TZyS—f—i + Z(yl —ya)" + 1 izl(yz'ﬂ — Yita —Yi —Y3+4i) + Z(y3 + Y6)
entsteht. Als Filterfunktion fiir das Verfahren (4.2) wird (3.14) gewihlt. In Abbildung 4.1 ist
der Fehler des Verlet-Schemas und des exponentiellen Integrators fiir w = 50 zu sehen. Dabei
ist der Fehler in der Euklidnorm logarithmisch {iber der verwendeten Schrittweite dargestellt.

Alle Schrittweiten, fiir die das Verlet-Schema eine Losung liefert, sind gezeichnet. Die Fehler der
Verfahren fiir w = 100 ist in Abbildung 4.2 zu sehen.

Wiéhrend System (4.8) dazu diente, an einem bekannten Testproblemen zu priifen, ob der expo-
nentielle Integrator ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist, sind die weiteren numerischen Rechnun-
gen in diesem Abschnitt speziefischer. Sie helfen, das vorgschlagene Verfahren auf seine Anwend-
barkeit auf dem Gebiet der Molekiildynamik zu testen. Um zu priifen, ob der vorgeschlagene
Lange-Zeitschritt-Integrator den numerischen Herausforderungen auf diesem Gebiet gewachsen
ist, werden zwei bekannte Simulationen aus dem Gebiet der Molekiildynamik durchgefiihrt, die
sich noch in vertretbarem Rechenaufwand ausiiben lassen (vgl. [10], [20]).

Das erste Testproblem ist die Simulation eines Wassertropfens von 10 A Radius (1A = 1
Angstréom = 1071%m). Die einzelnen Wassermolekiile werden als dreiatomige Molekiile mit ei-
nem Sauerstoffatom in der Mitte und zwei Wasserstoffatomen simuliert. Die Potentiale sind
aufgespaltet in gebundene Us®® und ungebundene U"*¢ Potentiale. Diese sind weiter unterteilt
in schnelle und langsame Potentiale.

Us _ Us, geb. + Us, ung.

Us,geb. — UWinke] + UBindungen
Us,ung. _ Us, el. + Us, Lennard-Jones
Us,el. — Uel'SW(’f'z'j)

Us, Lennard-Jones — ULennard—Jonessw(,rij)
Ul — (1 _ SW(?"ZJ))Uel + (1 _ SW (T,ij))ULennard—Jones

Dabei bezeichnte SW (r) eine Umschaltefunktion die eins ist bis zu einem bestimmten Abstand
und dann innerhalb eines vorgegebenen Intervalles auf Null abfillt. S (r) ist hier zweimal stetig
differenzierbar gewéhlt, und r;; bezeichnet den Abstand von Atom ¢ zu Atom j. Die genauen Da-
ten sind fiir die Bindungen K g = 450 kcal mol~!, die Bindungswinkel K4 = 55 kcal mol ! rad =2,
die Ladungen go = 0.417e, gz = —0.834e, den Abstand Sauerstoff-Wasserstoff rog = 0.957A
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und den Ruhebindungswinkel 8y = 104.52 Grad. Die Lennard-Jones-Daten sind o = 0.4A,
OO_H = 1.75253A, eg—p = 0.046 kcal mol™! und eo—g = 0.08365 kcal mol L.

Das zweite Problem besteht aus einer Kette von hundert Punktmassen, die miteinander verbun-
den sind. Dihedralkriifte werden nicht beachtet und durch Versehen der einzelnen Punktmassen
mit Ladungen wird ein zur Dynamik von Proteinen dhnliches Verhalten erzeugt (vgl. [10]). Da
einige Werte bei der verwendeten Simulation in [10] nicht exakt gegeben sind, wird das hier ver-
wendete Modell mit den Daten ausfiihrlicher beschrieben als beim Wassertropfen. Die Potentiale
lauten:

. 1
pommn =S Ky~ ro)?
Bindungen
. 1
Ukael — Z EKO (0 _ 90)2
Bindungswinkel
Uva.n der Waals — Z (i _ E)
12 4.6
Paare (i,j) \ ¥ "
ULadungen — Z qu] 62 .
Paare (i,5) "ij

Wie zuvor bezeichnet r;; den Abstand zwischen Atom ¢ und Atom j. Die Daten fiir die Si-
mulation sind: Masse der Massepunkte m = 14u, 1o = 1.52A, K = 255kcalmol™! A_Q,
Kj = 45kealmol *rad 2, 6 = 110 Grad, A = 6.8 - 103kJ mol *A"* und B = 1705kJ mol 'A°.
Die Verteilung der Ladungen ergibt sich aus Abbildung 4.3. Als Anfangsdaten wurden die Kette
in eine Ebene gelegt, das zweite Atom aber um 90 Grad nach oben geklappt. Die Anfangsimpulse
wurden zu Null gesetzt. Innerhalb der ersten 10 Pikosekunden geht das Molekiil in eine kompakte
Struktur iiber. Der Ablauf ist in Abbildung 4.4 zu sehen. Dabei steigt die Temperatur auf Grund
der hohen Anfangsverspannung der Molekiils stark an. Nach 2 Nanosekunden Hochenergiedy-
namik, wird das Molekiil langsam auf 300 K abgekiihlt. Anschliefend wird die Bewegung des
Molekiils weitere 2 Nanosekunden simuliert. Die Aufspaltung in schnelle und langsame Krifte
ist bei dieser Simulation genau wie bei der Simulation des Wassertropfens gewéhlt.

Beide Simulationen wurden mit dem Verlet-Schema und dem vorgeschlagenen exponentiellen
Integrator mit Filterfunktion (3.14) durchgefiihrt. Bei beiden Testproblemen konnte mit dem
neuen Verfahren die Schrittweite um den Faktor 10 gegeniiber dem Verlet-Schema erhéht werden.
Dies bedeutet eine erhebliche Rechenzeiteinsparung bei grofien Simulationen in der Molekiildy-
namik. Entsprechend den theoretischen Ergebnissen und den numerischen Tests erscheint eine
saubere Implementierung der neuen Verfahren in bestehende Software zur Simulation grofer
Molekiile sehr Erfolg versprechend.
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Abbildung 4.3: Ladungsverteilung
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Abbildung 4.4: Proteinfaltung
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